S03%46

A4 84 | 50376

ASH 1981

N° d'ordre : 941 154
THESE

présentée a

T'UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE I

pour obtenir le titre de

Docteur de 32me cycle

en

Lo o
«

N i

Yvette RAILLON

QUELQUES REFLEXIONS SUR LA THEORIE DES COQUES CYLINDRIQUES ELASTIQUES.

Soutenue le 17 Décembre 1981 .t la Commission d'examen

Membres du Jury :

Président : M. ZEYTOUNIAN, Professeur, Université de Lille I.
Rapporteur : M. PARSY, Professeur, Université de Lille I.
Membre : M. OUDIN, Professeur, Université de Valenciennes.
Invités : M. THIBAULT, Professeur, Université de Toulouse.

M. DESTUYNDER, Direction Etudes et RecherchesE.D.F.



Cette &tude doit 1'existence a Monsieur le
Professeur PARSY; je le remercie vivement de m'avoir incitée a
entreprendre ce travail et de m'avoir soutenue au cours de mes
recherches de ses conseils et de sa sollicitude. Qu'il me soit
permis de lul exprimer ma profonde gratitude pour sa direction
slire et efficace.

Je remercie Monsieur le Professeur ZEYTOUNIAN
d'avoir accepté de présider la soutenance et Messieurs les Professeurs
OUDIN et DESTUYNDER d4'avoir consenti & juger mon travail et a parti-

ciper au jury. Qu'ils trouvent ici 1'expression de toute ma gratitude.

J'exprime dgalement ma sinclre reconnaissance &
Monsieur le Professeur THIBAULT de m'avoir fait l'honneur de s'intéresser
a4 mes.travaux et d'avoir effectué un long déplacement pour écouter mon
exposé.

Je tiens enfin 3 remercier Madame PETIAUX qui a
dactylographié mon manuscrit avec minutie et le service de reprographie
de 1'U.E.R. de Mathématiques Pures et Appliquées qui s'est chargé de

1'impression du document.



i1

TABLE DES MATIERES

pages
I. INTRODUCTION v'viieiiineenrnnncnnncns et etseerr et v
CHAPITRE 1 : RAPPELS DE MECANIQUE DES SOLIDES DEFORMABLES......... 1
A. Aspects gOMELTIQUES «evrvivruenrnnnnansonansosens 1
T. HYPOTHESES GENERALES .t vt ieiniriineoneraonnssonsosnssosssnancns 1
1) Cadre de 1'8tUAE vvuevrerenrnsesrasneussonsnsnsssssnsnnsnsns 1
2) Cas de coordonnées curvilignes Sur £ ....eveeennrrneenennasn 3
APPLICATIONS
1) Etude des premiéres formes fondamentales ds2 (respectivement
sur T et T@(x)) ........................................... 5
2) Calcul de 1'élément de volume AEfOrmé ......cevevevenonenann 8
3) Calcul de 1'élément de surface d&formée ......civevveeeeesss 8
4) Conservation de la masse - Variation de la densité ......... 11
TI. TENSEUR DES DEFORMATIONS . iviiiiiieieeinneenesneaasosionannns 14
. t -5
1) Expression des vecteurs gi(x) en £ de gi(x) et des symboles
de ChriStofTel tveiiveeoenassssesssssnssnsssnsssssssnesconns 14
2) Tenseur des déformations [yl ....viveieiannn. Cereereeaaa 16

3) Déplacement Tigide «uveevivrernrrnrenerneraeaenrnensnannnnns 21



III

TTT. CONDITIONS DE COMPATIBLLITE «.vomvsacssnsusvasons vussossaa

Vo CAE TINBALITE < s 5o sisiesoe s siossosssssssssesiossssensisss

D, 085 NoH LINCEIIE o165 5050615 08 5 %650 0s 051 era) 5 snsiie o o) st a1 sisiaks ot

B. Aspects mMECANiQUES ..vvevernrnenrnrncneencnnsasnnan,

1. LES EOQUATIONS D'EQUILTBRE ..cssssanvsansssnossbosnaesrnennses

1) PriNCIPE «evenveneoneeenoneaneseneensenssasesennnesnnsns

2) Equations d'équilibre dans la configuration initiale

(non déformée) ........ R M s B T e e e e e o

3) Nature des forces appliquées 3 © +vvvvvrrrnreneenennnns

IT. LES LOIS DE COMPORTEMENT - FORMULATION VARIATIONNELLE ......

1) Les 1ois de COMPOTteEmMENnt «uvveeeeeeeeneneeneenoeneennnns
2) Formulation variationnelle ..eeeeeeeeeeeeseeessennsannas

DEMONSTLAETEOTL w5 oc 455165 v oo momisin o s oeoimmenias e ssmes s eaessss

CHAPITRE 11 : EQUATIONS D'EQUILIBRE DES COQUES CYLINDRIQUES ....

L, RAPPELS MATHEMATIOUES .vncuvns conmsnnsssssaanssnsonksadessons

1) Coordonnées curvilignes OrthOZONAlES «.veeeseeeenensenns

2) Expression d'un certain nombre d'opérateurs classiques
utilisés dans la suite de la r2daction (en coordonnées

eurvilignes OFTHOEONELER) < vmsamsbisnnesnsss aidssssoesse

28

28

33

Lo

L2

L3

Ly
49

54

54
24
o



Iv

TT. EQUATTONS D'EQUILIBRE .v\uviruneroenncnneornnsnonnccasasens,

1.

Equation d'équilibre des résultantes ............... e

Lemme fondamental ...ceeceeressssssasssanesss e e e

2. Remarques autres démarches pour &tablir 1'équation
d'équilibre des résultantes ...ecvvevesanens e ereeeeeeans
Détail des calceuls .veervroensns e erereeneeaan et

3. Equation d'équilibre des moments seveeveneceenceannas e

4. Remarques

a) Autres démarches pour établir 1'équation des moments
) Détail des calcULS sveveverecnaronnnns ettt areneraeans

¢) Equivalence des systémes d'équations obtenues a partir

des méthodes différentes envisagées précédemment .....

I17. CONDITIONS AUX BORDS DE C (2 = 0 et z = £).

1.

Conditions ramenées aux '"cercles moyens'" définis par ..

{r=R; z=0} et {r =R; z = 4£}.
a) Conditions sur les Tésultantes ...eeeeeneeeeeonneennss

b) Les conditions sur les moments ...... et sttt

1V. DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES DES SOLUTIONS DU SYSTEME

DIFFERENTIEL DE NAVIER o iiriiniinnennnnnnnnnnns et
1. Gradient d'un VeCteur «...vvsevenneecnans e eees it
2. Définition du tenseur des taux de déformations (g) ......
3. Equations de Navier dimensionnellesS «..veeveeeoresoeesens
4. Equations de Navier adimensionnelles ......eceveeeneenn..
5. Développement asymptotique des fonctions (ar, ﬁe, Ez)..

- CONCLUSTON GENERALE .....

Intégration du systéme de Navier & partir des développe-
ments asymptotiques des fonctions ﬁi(p,G,C,E) par rapport

R et

BIBLIOGRAPHIE .uvvvtiiiinniitiiinttenennnnnnestacasoneccanns

Th
Th

78

82
83

90

92

92

ok

96

96
97

99
101

108

120
1y

146



INTRODUCTION

L'objet de ce mémoire est 1'étude dans un contexte tridimensionnel
des équations qui régissent le comportement des coques cylindriques, élastiques.
Aprés avoir consulté les ouvrages et articles cités dans la bibliographie, il
nous est apparu que leurs auteurs faisaient des approximations diverses et
nous avons été amenés i faire les observations suivantes
. Les &quations d'équilibre étant considérées comme acquises, on leur adjoint

les lois de comportement qui, de maniére générale, sont considérées comme
des approximations linfaires de lois plus générales concernant les matériaux
dits simples. Si 1'on définit n comme la borne supérieure sur le solide

de la norme du gradient du vecteur déplacement, la loi de 1'Elasticité
lindaire homogéne et isotrope apparait alors comme une théorie approchée

2
"3 n° prés".

. Cette observation serait peut-&tre encore valable dans le cas ol 1l'on
utiliserait le tenseur non linéarisé [y} des déformations.
Ensuite interviennent en général deux "petits paramétres"
_h _h Ny . C o
€ =3 et § = 7 od h désigne la demi-épalsseur de la coque, R son rayon
moyen et £ sa longueur. Dans la théorie des membranes notamment
(cas € = €, § ) les équations d'équilibre et les relations contrainte-défor-
mation sont écrites en utilisant des notations adimensionnelles et en

faisant a priori les hypoth&ses suivantes

- le déplacement maximal U est de l'ordre de h (i.e. % = 0(g) ).

]
m~1
1
(@]
—

m
~—
~—

- la contrainte maximale Z est de l'ordre de %g (i.

>
et le vecteur-déplacement u(p,G,s,g) est recherché sous la forme
[0

TI(Q,G,E,C) = z €
n=0

>n . . s . . g
?p,8,2) (implicitement on devrait avoir u®(p,8,z)= 0).



VI

En fait, ces théories classiques, dont la plupart utilisent
les hypothdses de LOVE-KIRCHOFF, établissent mais de maniére non explicite
une comparaison entre les paramétres.

=3
u(M)) est le vecteur

En effet, si B! = 4 (P) (resp. e
déplacement d'un point P de la surface moyenne w de la coque (resp. le
déplacement du point M de la coque défini par : M =P + xq N(P) ol N(P)
unitaire normal en P 3 w , |x3] < h) et si ﬁ(P') désigne le vecteur normal
en P' & la déformée w' de w, les hypothéses de Lofe—Kirchoff signifient

que : P'M' = x N (P')ce qui entraine :

3
S(l1ue) 2, W

M) = u(e) + x, (N (P1)-N(P)) = u(P) + x craa N (U(P) +
X2
ce qui méne aux formules classiques €(M) = €(P) - x, K(P) + o(—g.n )

3
R
e(M) = %-(GradM a o+ ?GradM E) et K(P) est le tenseur de courbure de w en P
) x5 > . 1/2 .
sous réserve que l'on ait 2N = o(n%) soit € = 0(n '7) ce qui

R

correspond a4 la valeur particuliére a = = de nos observations.

=

A notre connaissance seuls Messieurs F. JOHN (c.f. [1] )
et LADEVEZE ont fait intervenir l'approximation en loi de comportement.

F. JOHN prend en considération parmi "les petits paramétres"
celui que nous notons T remarquant que, vraisemblablement, la théorie
générale des systémes d'équation elliptique doit permettre son évaluation
en fonction des charges appliquées. F. JOHN utilise également le paramétre
£ = %’ mais le parametre %- ol D désigne la distance d'un point quelconque,
au bord de la coque (ceci en vue des phénoménes de couche limite).

P. LADEVEZE, lui, construit & partir de la solution du probléme
bidimensionnel (correspondant & € = 0) une solution a qui vérifie les

équations tridimensionnelles et satisfait 3 une approximation quadratique

en loi de comportement.



VII

La démarche que nous avons suivie au chapitre II est différente
puisque notre point de départ est le moddle tridimensionnel et que nous
prenons en compte 1l'approximation impliquée par la loi de comportement
(on remarquera que dans le cas particulier des coques cylindriques de révo-
lution € = %-est un paramétre "global" alors que pour des coques générales
il ne représente qu'un paramétre "local'').

Chronologiquement le chapitre II a &été rédigé le premier; la
rédaction de ce dernier terminée, Monsieur PARSY nous a conseillé compte
tenu des travaux de CIARLET, DESTUYNDER et de l'article général de NAGHDI
(Handbuchder Physik) de reprendre le probldme essentiel évoqué dans le
chapitre II et de se placer dans le cadre général des granés déplacements
et petites déformations des solides &lastiques. Nous avons donc été amenés
d rédiger le Chapitre I qui est un essai de synthdse trés détaillé (trop

eut &tre pour les spécialistes ?) sur la Mécanique non lindaire des solides
déformables.

Dans la conclusion du Chapitre I nous expliquons les raisons pour

lesquelles nous n'avons pas inclus dans ce mémoire, la formulation variation-

nelle pour les coques et les méthodes asymptotiques.



CHAPITRE 1

RAPPELS DE MECANIQUE DES SOLIDES DEFORMABLES

A Aspects géométriques

1 - HYPOTHESES GENERALES

1) Cadne de £'étude

Soit un milieu continu occupant un domaine  de E3 : (E3 espace

affine euclidien orienté de dimension 3), rapporté a4 un repére orthonormal

(03 ;1, 22, 23), de frontidre 30, de point générique x, & l'instant t = O .

Q représente la "position initiale” (ou "non déformée™) du solice

. ] ) . >
déformable considéré. Sous l'action de forces, (1) de densité surfacique F_,
-

> P - ~
appliguées 3 une partie (3Q)F de 20 (un champ de déplacement uy €tant Imposé

sur la partie (SQu) complémentaire de (BQ)F dans 3Q).

(2) ée densité volumique T appliquées 3 2 le "solide"Q subit une "déFormacion

caraciérisée par une application ¢ d&finie comme suit

- +

J v xR — E3
(x,t) — X
On pose .

> —

X =o(x,t) = x + u(x,t) pour x € @ et t >0
> > >

u (x,t) = ui(xft) e; ( eE3)

> - .
ol u(x,t) représente le vecteur déplacement du point x 3 1'instant t,

>
donc un élément de E3, espace vectoriel associé 3 1l'espace affine EB;

>
(on a alors de fagon évident E(X,O) = 02 soit | x = ¢ (x,0)

3




Deginition A.T.1.

1

% (xl, X5 x3) et t sont les variables de Lagrange

X (X1, X5 X3) et t sont les variables d'Euler.

Le principe de non impénétrabilité de la matiére postulé en Mécanique nécessite

que ¢ soit, pour tout instant t, un difféomorphisme global de Q sur o (2;t)

et que ¢ préserve l'orientation. Dans 1'espace E, muni du repére orthonormal

3

(0;21;22;23) on définit pour tout x de @ et tout t de R+ les vecteurs

‘ 29 . -
A.I.1.2 G.(x) = ,5-41 (x,t) e. 1153
1 ax, J
15 j<5 3

>
n

Soit en notation abrégée en posant 9. = 2 3 G. 3. ¢.(x,t)g. 1 <1 g¢23
: 1 axi 1 1] J

Les hypothéses faites sur ¢ entrainent que, pour tout point x de @ , ces 2
vecteurs ai(x) sont lindairement indépendants et par conséquent que 1'espace
tangent 3 la variété ¢ (Q) au point X = ¢ (x,t), c'est-28-dire l'espace
vectoriel engendré par les vecteurs Ei(x) est de dimension 3 (et peut &tre
)

ainsi identifié & R”). Ceci revient i dire que la matrice dont 1'élément

de la i°™€ ligne et-de la ;¢ colonne est 3%— ¢i(x), qui représente
. et > > >
1l'application linéaire tangente D ¢(x) dans la base (e1,e2,e3) est une

matrice inversible. D'autre part le fait que ¢ conserve l'orientation se

traduit par la condition

9.

J(x) = Dét (D ¢(x)) = Dét (5)-(% (x)) >0 Vxe a
; .

Remargue A.I.7.Réciproquement la condition J(x) > O entraine que, Localement,

¢ est un difféomorphisme et préserve l'orientation, mais cette seule

-hypothése est insuffisante pour obtenir un résultat d'inversibilité globale.



2) Cas de coondonnies cwwilignes sur Q

Q est dit muni d'un systéme de coordonnées curvilignes

(¢, i € {1, 2, 3}) s'il existe un difféomorphisme ¥ d'un ouvert w de

R3 sur 2 tel que :

A.T.2.1. £ = (g1, 52, 53)6 W hd

>x = ¥ (g) € @ vérifiant
¥ (3w) D 3n

L'exemple suivant d'une coque cylindrique de révolution d'axe Ox3, de
longueur 2L, épaisseur 2h et de rayon moyen R, sera étudié plus particulié-

rement dans la suite de ce travail : (fig. 1).

FIGURE 1



x =Y (E) est défini par X, = £1c:s£?;x2 = 51 sin 52; Xg = g3

ot g =(¢', 6%, £9)€ wavec v = | R-h, Ren [x1 0,21 [x] =L, +L [
(1'hypothése usuelle ol h est trés petit devant R; h << R; assure que Y
est un difféomorphisme de w sur ¥ (w) car le Jacobien du changement
de coordcnnées est 51(51 > 0 car 51 JR-h, R+hl[).

On a Jw =

dw. avec
. i
1

1

It S o

]

dw, {R-n} x [0,27] x [-L,L] ¢ du, = {R+h} x [0,27] x [-L,L]

3(.03 [R-h,R+n] [0,27x {-L} ; dw), = [R-h,R+h] x [0,2 w}x {L}

Jw

I

. [R-h,R+h] x {0} x [-L,L]; dug = [R-h,R+hIx {2n} x [-L,L]

b " 6
et 32 =) voow) =v (U ) e U v
i=1 i=1

3=1

Si g est une fonction de @ dans R, on lui associe la fonction g = g o ¥

de w dans R, 27 - périodique en 52, (définie sur [R-h, R+al x [0,27]x[-L,L]l= w

En tout point x de §, on définit la base "naturelle" covariante {Ei(x);

151 g 3lpar

av.
A. L2224 —é.(X) = —d —e>. 153¢3
A 9k . J
i
éme Sme awj
La matrice dont 1'é1ément de la i ligne et de la j = colonne est ( )
' i
¥ e . ; $ % ] =% g
qui représente 1l'application linéaire d¥ (&) dans la base (e1, €55 e3) est

inversible et son déterminant noté j(£) sera supposé > O . Les vecteurs Ei(x)

forment donc une base (directe) de 1'espace vectoriel tangent T, d& la variété

Q@ =Y (w) au point x .
2(Q) = (¢ o ¥ ) (w) est aussi munie des coordonnées (E') et en

tout point X = ¢ (x,t) de ¢ (R) l'espace tangent T, d la variété ¢ (Q) est



engendré par les vecteurs
p

— 3o ovy, 3
- d 2

. o .
I.2.3. G.(X) = e, = — = ; soit encore
— '3Wk 3d . 5 awk
puisque x, = ¥, (¢) G, (x) = 9E, ox, 3 8E i (X)
—_> BWk
G. (X) 3. Gy (x) 15isg3
* 1<ksg3

APPLICATIONS

1} Etude des premidhres forres fondamentales d32 (nespectivement sur Tx et TQ(;))
a)
., 3 . : >
Soit £ € R™ tel que si E€w alors & + 7 €Euw . La formule des

accroissements finis montre que :

> —
-> oY > -> -> -> ->
AT.2.1. y(g+T) - () = ¢ =7+ O(1ED = o g (x) + 0 (JIT]])
—1- | 3E
d'oll (.,.) et ||.|| désignant respectivement le produit scalaire euclidien
sur R3 et la norme associée,
> >2 >112
A.I.2.1. e(e+2) - ¥(e) || = g..(x) z. 2. + 0 (||2]]%) od
o ij i
A.L1.2.1
._3_
oy, 3y
_ > _ k k .
gij(X) = (gi(X)-gj(X)) "%, e x = y(g) €Q 1s1i¢3
15§<3

sont les composantes (covariantes) du tenseur métrique de @ . La formule
A.T1.2.1.3 permet de définir la premiére forme (quadratique) fondamentale ou

2 . .
ds” définie sur l'ouvert w par :



A.I.2.1. |as® = 2% agt agd ce qui signifie la chose suivante :
)

L'espace tangent Tx d Q au point x &tant canoniquement isomorphe

3

{x} xR, on associe & tout vecteur ;x = (x,n)€ {x}XR3 de cet espace tangent

la quantité :

b e S
B

2 > . i <l i .
ds (nx) = gij(x) nn (E R) on n,=n gi(x) 1¢1i ¢ 3

La premiére forme quadratique fondamentale de Q@ est définie positive

=)
en tout point x de @ puisque les vecteurs gi(x) sont linéairement indépendants

et que la forme bilinfaire associée :

A.T:2.1.
—-6—-
l_2 > > s _ 1 > J = B 1]
as® (Rof,) = () = (0 &i(x).e? ;) = gy (x) n' ¢

est induite sur Tx par le produit scalaire euclidien usuel.

-

b) De méme, la premiére forme fondamentale de la variété ¢(Q) est définie

> >
d partir de la forme bilindaire qui, & tout couple de vecteurs nX’ CX de

~

1'espace tangent TX en X =%(x) & ¢ (Q) associe le nombre réel :

AL, 2.1
_'T-..
2 5 & > > i > > J
5 L= . = G. N = 1
ds g (nX,CX) (nX CX) (nX Gl(X) o JJ(X)) GlJ(X) nX oy
On a donc
A.I.2.1.
8- :
> _ i _J < * 1 .
dsy (nx) : (x) Ny n¥] ol =Ny éi(X) 1<¢1 g3 et




Le tenseur métrique de ¢ (Q), Gij(x)’ peut €tre considéré comme

défini sur 1l'espace tangent Tx en x € Q par :

5 B‘i’k B‘i’z . .

A.T.2.1. d§® = sz‘x) — - agt agd compte tenu de :

-9— : ag 353

N N Y Y 2¥, 30,
A.T.2.1. G, .(X) = (G.(X).G.(X)) = (77 G (x).77= G,(x)) = = 75 G p(x)
9E . 9. 4 3g. ot. kL

_i0- 13 1 J El K gJ 51 gJ

d'ou
¥ ¥ . .
2 -> _ K _Z Jo_ i»> > j-> >
ds (n ,g,) = Gyplx) o, n i 2 = Gplx) (n” gy.e)(t €; ep)
= Gpp(x) (e )T ep) | = (0" G, ? G

c) Calcul de la longueur d'une courbe déformée (d'une courbe donnée).
Soit T un arc de courbe de classe ¢’ de @ c'est-a-dire 1'image par une

application de classe C1 d'un intervalle de R.

T : [to,t1J CR—> Q. La longueur de ' est par définition donnée par :

t
L(T) = J o) | at

t
o]

f peut &tre définie par 1'intermédiaire d'une application £ : [Po,t11-——> w

[t..t,] e g

> x=f(t) = (Yo E) (t) alors

t
f= Yo & et L(l = J ! /fig..(g(t) Ei(t) Ej(t) at

La longueur de l'arc déformé de T , ¢ (T) est alors donnée par



t
L(e(r)) = J " (e o £) (t)] |at = j /G £(t)£( t)f'(t) dt =

t
o}
t / v, oY,
l G; ;(e(t)) & adk (£(t) gi(t) gp(t) at

o

2) Caleuwl de L£'elément de volume dé4ormé

Pour tout x de @ , 1'élément de volume "déformé"dV(x) au point

X =0 (x,t) de ¢ (2) sSe déduit de 1'élément de volume dv(x) par :

2

<

»
|

= [[’61(x).(32(x) A 6_362)]] av(x) = [:Dét (Do (x)] v {x)

!J(x) lav(x
Si 1'on pose G(x) = Dét(G (x)) - Dét [(aj <I>k(x).r( aK¢i(x).)]= Dét fDCI)(x)oDCP(x)]-

alors G(x) = J2(x) soit encore la relation

£.1.2.8. avix) = v G(x) dv(x)
_1_

Comme Q et ¢ (Q) sont munis des coordonn€es curvilignes (El) on a également

A.T.2.2. | av(x) = j(g) dv () (avec 52(5)_ = dét (gij) = g(g) )

=0 av(x) vG(x) g(g) av (&)

[}

3) Caleul de £'élément de surface déformée

Soit (S) une surface de R3, difféomorphe & un ouvert de R2, telle

. . -
qu'en tout point x de (S) existe un vecteur normal unitaire N(x).




Si do(x) désigne la mesure induite sur (S) par la mesure de Lebesgue

3

de R” ¢cn a :

Si x = x(u,v) = X3 (u,v) gi appartient & (S) ((u,v) € O ouvert de R°

auquel (S) est difféomorphe).

sur Q

%
A P } du dv

-~ - . - >
et en X = ¢(x) appartenant & ¢(S) munie du vecteur unitaire normal n(X)
et de la mesure induite dI (X).
— —
= 3d , 3d
. y = (32,20 .
n(x) 4r (X) (au 7 ) du av
-> >
> dX. -> 9x.
or ;3% _ 12 X _ a3
Ju su 1 v IV 7J
> > 99X 9x. o d X
XS S W U T B I
5 - 3x, au _ au Ui dememe o= Gy
Soit
N N 8xi 3x. 5
.I.2-3' = € .. — =
N(x) do(x) (vle ™ 3;1 ) e, du dv = N_ do(x) e
-1- N N > axi 9X .
n{X) dr (X) = (Gi A Gj) 5 g;i du dv  ou encore
o9d, 39 9Ix. 93X.
> > £ m 1 J
m A2(X) ey = e (eyp, 2x; ax; du BV J Qu av

Compte tenu de 1l'identité
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BQE 8¢m ad._ .
€ ip Det[ DQ(xi] = € fm 3Xi ij Bxp et en multipliant les deux

99

membres de la 3e équation A.I.2.3-1-par szg on obtient
8¢k 3xi 0X.
no oo dr(x) = Eijp dét (po(x)) 557'5;1' du dv ; soit en utilisant la

piremiére équation de A.I.2.3-1-

A.I.2.3.
3¢k

n, 5;; dr (X)=dét (D¢ (x)) Np do(x) = vp dr (X)

A ce stade, il est utile d'introduire le vecteur

I.2.3s 3%
3 ox) =v_ 2 =n £ 2 = Tpe(x)(nx)) i est 13
vix) = vp ep = 57 ep = x)(n(x gul est normal a
(S) en x
En effet désignons par ? un vecteur de 1'espace tangent en x

a (S) on a dene :

(v(x).7) n(x)).T

(7 pe(x)(n(X))

) = (a(¥).pe_(7) ) .

5 . s
Oor DQX(T) est un vecteur de 1'espace tangent en X = ¢(x) & ¢(S) et n(X)
est le vecteur unitaire normal en X & ¢ (S). Ces deux vecteurs étant
. e —r . ’
orthogonaux, on obtient (v(x).T) = 0 et V (x) apparait donc comme un vecteunr

normal en X = ¢ (x) & o (8).

—_
v (x) et N(x) &tant colinéaires et vu que ¢ conserve l'orientation les

— e A "
vecteurs v(x) et N(x) ont méme sens. Soit

ﬁT;) =.*SE§I__

[1VG |
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D'autre part d'aprés A.I.2.3-2-

_ do —
Vx) 4T (X) = Dét [D @(x)] N(x) do(x) = Dét [Do(x)] ) v(x)

NG
Soit
an(x) = <2l 45(x)
|v(x) ||

4) Conservation de £a masse - Variation de La densite

On rappelle les résultats suivants
Pour tout x de Q, 1'élément de volume "déformé" daV(x) au point

= ¢(x,t) de ¢(Q,t) se déduit de 1'élément de volume dv(x) par

av(x)

i}

| &,(x). (G,(x) A G3(£>| dv(x)

av(x)

lDét (D¢ (x))]| av(x) = !J(x)l dv(x)

Si 1'on pose

( -+ -

AT.2.0. (0= G606 =
_1_
Soit

1) i J k
A-12_2 4 G(x) (Gij(x)) = Dét [(33 o (x)) 5 K @ (x)] [D@ D@(xw
Soit
G(x) = Jg(x) d'ol la relation
A.T.2.4. av(x) = YGlx) av(x)
...3...

Soit alors po(x) la densité volunique de masse au point x de Q et p(x,t) la
densité de masse au point X = ¢(x,t) de ¢(Q,t). La loi de conservation de

la masse d'un volume vy de Q que l'on suit dans la déformation s'éerit,

en variables de hagrange :
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'VvoC Q J po(x) av(x) = J p(x,t) dv(x) = J p (x,t) vG(x) av(x)

vy ¢(vo) | v

D'ou ponctuellement

A.1.2.4.
= p (x,t) Y 6(x) = p (x)

Remarque I.2. Si 1l'on avait utilisé les variables d' Euler, on aurait

€té amené & traduire la loi de conservation de la masse par : VVCQ

g_t J p(X,t) dv(X)| =0 Soit en tenant compte de l'application ¢
o(v,t)

4 o [e(x) t].J(x t) dv(x)| =0 ou encore

dt 3 9
v

. I [(g—z + g—?{—; d_i. <bi(x,t) ka,t) + 0 (o(x),t) é‘g J(x,t)jl dv(x) = ©
v .

Calcul intermédiaire de 4

fv\/vvm/\/\/\/vwwvwvvwv\/\,dtm J(x,t)= D&t (Do (x)) =

-pét(*pe (x))

Tout d'abord du fait que x; = ¢i(x,0) les x; me dépendent pas du temps

donc lorsqu'on explicite le calcul de .1 J(x,t) il vient :

dt
_a_(a¢>1 ) 3<I>2 3<I>3 3451 B (3@2) 8<I>3
ot Bx1 Sx1 Z)x1 ax1 ot Bx1 3x]
%J(x,t)—; %?(:451 ) 2¢2 Z¢3 N 3@1 _,% (3<b2)?34>3
x2 x2 x2 ax2 9 3x2 3x2
§_(N1) 34>2 8<1>3 84>1 3 a¢2) 8<I>3
2
% 3x3 3x3 ax3 8x3 ot 3x3 8x3
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8¢1 3@2 3 (3®3 )
9x, 8xy 3t Tox, , 90, , 0.
. . 98 (__Jd = _9_
en utilisant le fait que 3 (ax. ) ax, (§€1)
+ 3@1 3@2 JL_(3¢3 ) 9d.
0x, 3x, 3t 3x, et en posant Uj = SEJ-(x,t)
on obtient
3¢1 3@2 3 (3®3 )
8x3 8x3 ot 8x3
3U1 3@2 8®3 3¢1 3U2 3¢3 3¢1 3¢2 3U3
Sx1 ax1 Bx1 3x1 ax1 ax1 ax1 3x1 Bx1
4 3U1 3¢2 3¢3 B¢1 3U2 3¢3 301 3@2 8U3
at Tt) = e T 1T S e 3 | 3%, 3x. ox
Xp oFp oX Xp Xy Xy Xp Xy %5
3U1 3 o 3¢3 3¢1 8U2 8¢3 3@1 29 3U3
° 97 9 P "3 9 ] 0 3
Xy 9%g 3x Xy 3x, 3xg xg x5 3xg
Soit en notation abrégée :
_ D(U1,¢2,¢3) D(<1>1,U2,¢>3) D(¢1,¢2,U3)
at J(x,t) = D(x,,X,.,X.) + D(x.,%X,.,X.) D(x, 4X.,X.)
1’ 29 3 13 2, 3 13 2! 3
- D(U,,%,,%.) D(U,,%,_,0.) D(®,,%,,0.) D(U,,0,_,9.)
° 1°°2°°37 127273 1772737 _ 17273 J(X,t)

r - = x =
D(x1,X2,x3) D(®1,®2,®3) D(x1,x2,x3) D(®1,@2,@3)

De plus 3y
— 9 0
D(U1,¢2,¢3) 8@1 aU1 U
D(®1,¢2,®3) o = 56: =35 (de méme pour les deux autres
déterminants).
0 1
a 3U1 3U2 -oU .
Finalement s J(x,t) = %, + 3, + 8X3) J(x,t) = divy (U).J(x,%)
> >
avec U = U, e.
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En reportant dans 1'identité précédente :

3 3 da .
J L?% + Eg?qa 2. (x,8) + p(X,t) dle(U)] J(x,t) av(x) =0

v

Soit encore en revenant a @ (v)

% .3 3 . 5 )
j [at + ox; . = @i(x,t) + p(X,t) divy (Ui] av(x) = 0
¥(v)

9p . 9p c > B 3 5 =k -
J [ét + ax; U, + p(X,t) dle(U{] dv(x) = 0 or 5%; U, = grad, o (X,t).U
ov)

j E%% + grad, p(X,t).0 + p(X,t) divx(ﬁ)] av(x) =0
®v)

ce qui donne finalement puisque 1l'intégrale ci-dessus a été €crite pour tout

volume de v de &

A.T.2.k.

_c_ 3p . EY o
5 ¥ + dle (pU) 0

11 - TENSEUR DES DEFORMATIONS

1 En I.1.2. on a introduit le vecteur déplacement du poiﬁt x de

. -+ y .
A.II.1.1. u(x,t) = w (x,t) gi = ud(g) gj(x) 1Tsj<3; 1¢ Kg3
30y
On a donc 1'égalité (vu que gjfx) e ei)
J
Blbk : J

A.II.1.2. [w(x) = —a-g—.uj»(g) s x =y (8) 3 |Ud(e) = —g—i—— (u, 0 ¥) (€)
i | k
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Sur Q, en vertu deA.I.1.2.si 1'on utilise les donndes cart@siennes
( ) puis o (x) e e +u e btient :
x1,x2,x3 puisque ¢ (x) e =3x e + u e on obtient :

ad ?
—

Y%\ . . _p
. —_— . = 6., + §.
ek (6lk+ i, )ek s0it en notation abrégée 31 o le 8, W

3
j (2065 it 85t ey (85946508 p=(85, 46,0 ) (6 5,46 5wy )
ij(x) = 613 + 8 uj + 3. u. + 3 w aj u
Si 1l'on tient compte des coordonndes curvilignes (El)A I.1.2
stéerit :
AIL 1.4 X = (o) (£) = y(£)+U2 (&) gJ( ) d'oll en introduisant Les symboles
‘de Christodfel rli‘j par -
% 3%y K
g
aanrs. Lo pog ooy pfa B B0 ok
2 J N N ji
] 3 N > 3 > aUk J ->
G, (X)= — (éow,j(g)ef —3 bt ——;— gk(x)+U (g) % i3 g, (x)
3k J g 1
\ 4/
~
G.(X) = g (%) : + iU—k.—+ e, UJ)g )
1 : 1 1] k
ag
D'oll
k- ~
ATI.1.6. 6, (X) = g, (x) + (D a) g, ou
> ko >k BUk ko
AIL1.74 DB, uw= (D, u) & 3 (D, 0)" ==+ +T . U
i i i Bl i
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2 - TENSEUR DES DEFORMATIONS

La déformation de 2 en ¢ (2) se traduit par le fait que la
distance de deux points x, y de @ est différente de celle de leurs images
¢(x), ¢ (y) dans ¢ (Q). Au lieu d'étudier la fonction ||§(y)—¢(x)||—||y—x||
- pour tout (x,y) de 52 il semble plus éisé d'étudier 1'applicgtion % au
voisinage de tout point x de @ g'est—é—dire d'étudier 1'"écart" de
1l'application linéaire tangente Dé(x), &lément de L (Tx’Té(x))’ i une
isométrie (ou application linfaire orthogonale).

En effet, si ¢ (x,t) = c(t) + Q(t).x avec Q(t)t Q(t) = IIE alors

3
Dt ¢ (x) = Q(t) est une isométrie.

REMARQUE T.3. Il est intéressant de se préoccuper du probiémg réciproque
suivant : dans quelle mesure, si D®(x) est orthogonale en tout point x de R
pourra-t-on en conclure que :

» (x,t) = c(t) + Q(t).x ol Q(t) Q(t) =13 ?
i _ 3

. La conclusion est immédiate si D®{x) est en fait indépendante de x dans Q.
Dans le cas ol Dp(x) est orthogonale pour tout x de Q(mais dépend & priori
du point x de © considéré), pour qu'il n'y ait pas de déformation, ciest

a dife paur que l'on puisse écrire

o(x,t) = c(t) + Q(t).x  ou Q)® Q) = Iy
g

il faut et il suffit que les fonctions ¢i(1s i ¢ 3) définies par :
X=0¢ (x) = X5 gi = ¢i(x) gi soient des fonctions linéaires affines de
Xqs xg, x3 . En d'autres termes cela revient & dire que le tenseur de

courbure de ¢ () muni des coordonnées (x.) soit nul.

171=1,2,3



Nous reviendrons sur ce dernier point lors de 1'étude d'un

7

paragraphe ultérieur intitulé "Conditions de compatibilité":

Le tenseur des déformations de GREEN~LAGRANGE s'introduit

naturellement dds lors que l'on étudie:l'écart de D & une isométrie. On

dtudie la forme bilindaire suivante, définie sur T_(Q) par :

I1.2.1.

=

N =

=

> >
YX(X,Y)

qui est nulle si D¢

1
> [(D@X(x).

est une isométrie |

deux fois covariant, symétri ue, défini ér la forme bilinéaire
s s

(X,Y) € Ti(ﬂ)

x €Q

Par définition, le tenseur des déformations en x de  est le

-> 7 > -> 3 o .
.En effet si X = X* gi(x),Y = YJ<§j(x) A II.2.1. s'eécrit

1 [tme, 0 By mo e 5 - o &G0 BT ) |

%
3y 9y, 3% 39

981 aed % 9%

r‘ A~
3y 3y
k > £ >

¢ (—r Do (—— - g..
L(D x<351 ek); D x(agJ eg)) -~ g;5(€) —
ra‘b aw -

k "L > >
—= —= (Do . o - g..
B (Do (e, ).D2_(e,)) gla(a)
Py, 3y, 30 3b

1.3 'ox ©r° ox es) - gi’(g)
k] K g I

= 1yl oyl
glJ(g) - X Y

n

d(doy)r

art

3(¢oy) r
agd
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1}

1 r

Lt yd | Rloow) 3 | 2(eou)
i 13 'agJ

s 2,) - g;5(e)

O . .| W a1 I i
T =L N i4d . . .
A.II.2.2. Y(X,Y) =3 [?ij(g) gij(ii] XY soit, si 1'on

; . +1 : . . >
introduit la base {g } contravariante associée & la base covariante {gi}

c'est-a-dire telle que

A L. 2.3 —é .
et que 1'on définit 1la formé bilinéaire gi<8 Ej par
A.II.2.L4. ’g’i ® gj (X,Y) = Xi-yj

le tenseur y s'éerit alors

A.II.2.5. ¥ = YlJ gl® EJ ol compte tenu de A.IT.1.6 et A.I1.1.7
oo =2 | (G + (0, DEE).R. + 0, DY E,))-(2..2.)| soit encore
1) 2 1 L k J J L 179

BIL.2.6.

YiJ<u) =2 [glﬂ(DJ u)+ gjk(Di ) o+ gkz(Di u) (DJ u)]
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REMARQUE A.T.35i les coordonnées (£') sont onthogonales, c'est-a-dire si

gij =0 pour i # j, A.II.2.6 s'écrit

A.II.2.7.

—

> - C > 1 . >3 3 . > > >
vi5 @ = 1E 170y D5 1E Py 7+ ) 11§ 1Py Do, ol

(formule ol 1l'on a utilisé le symbole £ au lieu de la convention d'Einstein

pour souligner le fait qu'il n'y a pas sommation sur i et j).

DANS LE CAS DE LA COQUE CYLINDRIQUE 1.3., on a

> 2++
e1 cos £ 32

1]

A.II.2.8. E1 sin 52 "g2 = g1(—g1 sin 52 + 22 cos 52);

23 = 23 les coordonnées curvilignés (El) sont orthogonales,
> 2 2 L > 12 |, 142
e 117 = Tlegl1™ = 1, [lg,[17 = ()7 or
a—r 3; 3—*
g g
A.II.2.9. __1=3,__%=1_1_—g*2.’___]3_=3
23 9E a ag
38, =, g Y 3. dg. 98
€y By &y 1»,52_3 83 %83 983
AT T T TR BTy =0 AT T s 3T 0
3L £ 3 : 3E 9E 13 13

A.TT.2.10. Ainsi les seuls Fk. non nuls sont F2 = F2 = L et F1 = - 51
ij R

D'ou l'on déduit (en posant g1 =r, 52

Ll

=8, £ = 2z comme de coutume)
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_aut 1 A2, re(aue+ pf)e NI
rr or 2 or _ or r ar ’
> a® F 1|, uF 6,2 . 200® v au? o
Yoo =T (Go * 7 ) *t3 Cog ~ T U + x5+ )% + 26 )
Z ¥ 0 Z
_out ol ot 2 2 et o au? oo
Yzz Y 2 ,:(az )"+ r (Bz )"+ (az )']
r 5] ) r r
- B _afaut e, 2w’ % aut ot g
Vo1 T Vre T Yor T2 fap T T U F Xt g G - UY) +
2 (aue y® )(aUe LU ), U au’
or r 36 g or a6
2.11
6 p A r r 0 6 ¥
o B _ 1|2 a0 au® . aut vt g 2 au® v’ | ub
V32 T Yoz T Va0 T2 T G tae tag (e T U T (Spt )
au® au®
- 36 9z
~ ~ _ 1 [au” | au® | au” aut . g2 (BUB L0 ) au® , v” au?
Y31 = Ypp 5 Yor T3 ar r 3z or 9z

. 192 or or 9z
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en ayant préalablement calculé les quantités

1 2 2 3

(D1 z 1 _ _2?_[-1_1_ (D1 3)2 - 2[% + 9_1_ (D1 3)3 - _3__U_1_
(13 3¢ 3 13

1 2 U 3

d

(D23)1,=—U—2-—£:1U2 (D2§2=—U—§+—% (923)3.:31’_2
3L 3t £ (23

2 3

T

(D3 G L. _a_L._Eg (D3 3)2 - _a_% (D3 3)3 - 3_U3_
9& 14 14

3 - D'APRES A.11.2.6 on a :

-> 1 -»> - -> > > ->
A'II,'3'1,_'. 7 YiJ(u) =5 [(gl’ Dj u) + (gja Di U.) + (Dl U, Dj u)] .

. - . ) -
ce qui n'est autre que la représentation, dans la base {gi}, du tenseur :

A.II.3.2. y(ﬁ) = %-t [ (1 + Tgrad z)o(I + Grad u) - I TP
: ‘ > >

Z, N 5.4l

3

(1e symbole ' désignant la transposition).

Le tenseur vy défini par l'intermédiaire de la formule II.3.2

apparait en fait comme une application de 1'ensemble des endomorphismes

- >
de ES’ dans celul des endomorphismes symétriques de E3 . En effet v dépend
de Gradx's_qui, dans la base (gi) par exemple, est représenté par la

au.

matrice de terme général (3;5 ), élément de N%(R) (espace vectoriel des
matrices carrées d'ordre 3, & coefficients réels), alors que vy(u) est

représenté par la matrice de terme général

> 1 Sy
[ = - . .+ . . . . Elé: \
(YlJ(u>) 5 [51 us aJ u, o+ 3w BJ ug] , €lément de F3 (R)
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(espace vectoriel des matrices carrées réelles, d'ordre 3, symétriques).

Déginition : On appelle déplacement rigide superposé a la configuration
” ) ” H Pd L3 s
() (ou au champ de déplacement 3), un champ de déplacement u défini sur

(Q) tel que :

>
u

B.T7T.3.3. | x40 +u =X=¢+RO(x) =c=RX | . avee X=x + 1

od . R est un endomorphisme orthogonal de By (tR.R= IT> ) et
3

. C ainsi que R sont indépendants de x dans § .

On peut encore écrire :

g7 Y

o o=+ R(x + E) - (x+u) =c + (R-I» )(x + 3) =c+ (R-I>) X
kg - By

- - =P ” . ~
Propri@té : Le tenseur y (u) n'est pas changé si 1'on superpose & 3 un
déplacement rigide.

Lk ~ g o o s
En effet soit u un déplacement rigide superposé a E c'est-a-dire

> % - ke
tel que x + u+u =c + R(x + ﬁ). D'ou IE e Gradx(ﬁ +u )

>
R(IE +Grad_ u).
3 3

En reportant cette derniére égalité dans A.II.3.2 on obtient

u

N =

T . .
vy (& + 3 (I= + Grad (W + u) o (I> + Grad (4 + 25)) = I»
X E3 p'd B X E3

3

u

nj—

.
(1, + Grad_Wo tRc>Rc)(IE + Grod o)
3 ¥—;~—~J 3

E

Soit : :
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y @+ 3 = v@)

P

Propni@tg : L'application vy : M3(R) S M;ym(R) n'est pas une application

linéaire, mais elle est différentiabfe : En effet si 1l'on calcule

> ok > .
y(u+ u) - y(u) on obtient

N -> T > T > > >
- = I + + + :
vy (utu') - y_(u) (I, + Grad_u Grad_u )O(IT Grad g Grad_. u )

3 3

- {1 4+ TGrad 3) o (Iz + Grad )
3 X E3 X

-
> % > 1 !rw ¥ -+ T > %
+ - = - 1 qenau of + + > 4+ 1
Yx(u u ) yx(u) . « (I, Gradx u) ' (IE Gradx u)oGradx u
L 3 3
} LR .k %
Coh oo Lredoou o Grad, ou
i 2 X b'd

En remarquant que la quanuité

’ % - : %
1 Grad 1 o(I> + Grad ﬁ) + (I + Grad 3)0 Grad_ u )
2 X .E3 X E3 X X

. . % . Too%
est linéaire en u , c'est~d-dire également en Grad u on a donc

> W > %
u

[
%
=

T - ¥ >4
GradX u o Gradx u

Sk P
ol Dyz (GradX u ) est définie par :

S>¥ 1 T ¥ > T > -k
-> = — irad 1 + Grs + + G
Dyu(Gradx u ) 5 [:Cr a_ O(Iﬁ rqu u) (Iﬁ GradX u)o Grad u )]

3 3
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ou encore

¥ . s T o~ >
i = 1e avn +
DYz(Gradx u ) = partie symétrique de Grad_ u o (IE Grad_ u)

3

*
(en abrégé SYM [3Grad % o(I> + Grad 1) ] )
) : X E3 X

or d'aprds I.1.2. ¢ (x,t) = x + a(x,t) on peut écrire :

D@)(:Lﬁ

3

> . N
+ GradX u soit enfin

Dy+(Grad 3*) =L TCrad 50 Do, \+ "D, \o Grad | meis comme
u p'e 2 X (x) (x) X

¥ % s . ¥
X = ¢o(x) et Gradx u = GrudX u o Do(x) 1'écriture finale de DYE(Gr&dx u )

sera

S L " : >

Dy>(Graed. v } = HYM [lGrad u o (I> + Grad ‘uﬂ

u X b ¢ E X

3
o 1 ¥ T >
A.II.3.5. = %{x) o = |Grad, u + Grad, u [o D&(x)
2 X X
. - -
ol X = ¢(x) et Grad_ u = Grad, u o Do (x)
A
DY € L(MB(R); Miym(R); son noyau est caractérisé par

. * % e
A.IL.3.6. KGT(DYE) = {4 oo () » R3 / Grady u antisymétrique }

. oo T o
En effet Dyﬁ(Gradx u') = 0 équivaut & (Iﬁ' + Gradx'ﬁ) o Grad i entisymé-
_ 3
trique c'est-a-dire d'apris la formule AJII.3.5Dn¢{x) étant non singulidre,

B 3 . - .
a Grad U antisymétrique.
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* ¥
. o 1 Bui u.
P — e == (=2 +—l) =
Or GradX'u antisymétrique <= ElJX(J ) 2 (3 ; axi ) =0

V (i,5) € (1,2,3)%¢ n®

On a donc, si ¢ (R) est simplement connexe

o x D % 2 o ¥ ' e R
9% . 3 . - 37 u. - 3° u. _ _&gx_jk(u ) Bexlg( )

1 _ 1 - = _
BXj BXk SXk 8Xj BXkBXi BXi 8Xk BXi BXk

*

de ik(u )
X ..
t—x =0 Y (i,5,k) € {1,2,3}3 c
d .
\Bui u .
tA) ———— = = - - :1 . . P . -,
‘D,ou axj aij( aji %, ) avec a5 réel et indépendant de X

.. % . o N
- {donc de x dans Q). Ainsi GradX u = A avec : A antisymétrique et 1indépen-

“dante de X (i.e de x) d'od

G*(X) =¢ + AX (¢ indépendant de x dans Q )

Déginition : On appelle déplacement nigide inginitésimal superpose a ()

un déplacement

A.II.3.7. o de La poame : el +AX=C+A (x + 1)
ol ¢ et A anfééymétnique sont Andépendants de X

(done de x € o ).

On désigne par Ru la variété affine des déplacements rigides

Pl

infinitésimaux superposés A la configuration ¢(Q) c'est-d-dire
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A= - TA
F=%+Ax+2)/ cet A indépendant de x}

A.II.3.8. R ={
. u

I1 résulte alors de A.II.3.5 et A.II.3.6 que

A.II.3.9. *EeR oD (Grada W) =0
u Y- p'e

Remangues 1.4,

. Les déplacements rigides infinitésimaux superposés a ¢ (@) donnés par

A.I1.3.7 s'introduisent dans £'hypothlse dite des "petites perturbations’

(H.P.P.) ol la matrice R définie en II.3.3 peut s'éerire :

(R)

A.TI.3.10 [R =TI +A+ 0(1IA||2)4 3

3

'IIAIIZ = Trace ('AoA) et oli on néglige les termes d'ordre au moins 2 en

(avec par exemple comme norme Sur M3

|1a]]. ALors

*RoR = O#HAHZH-E+ZH~ o |15 +a+0_(]|a]12)= T+ Iz +TAoa+as0_(]]A] D)
B EN 2 B, gUHALD

or TAoA = Oh(llA]lz) d'ol finalement :

RoR=1Ip + Ao A+ oS(IIAI42)
3

T
R sera bien orthogonale { R o R = b ) a O(“A‘lg) prés si et seulement si
3

TA + A = OE c'est-d—-dire A est antisymétrique.
3

. + + . - Vd .
. Si 1'on désigne par Qx(u) et Ex(u) respectivement les parties symétrique
R ,
u

et antisymétrique de Gradx

- .
> 1 > T > e 1 . > T +
= - u o+ Q = — -
Ex(u) 5 \_Gradx u G‘radX u] x(u) 5 %ra.dx u Gradx u]
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EX(G) (respectivement Qx(a)) est un endomorphisme symétrique (respectivement

antisymétrique) de E3

-5

> >
Grad. u = E (u) + o (u)
x x x

. . . . . . >
On sailt qu'il existe un isomorphisme de l'espace vectcriel E. sur 1l'espace

3
: . a,> . . oy > P
vectoriel [ (E3,E3) des endomorphismes antisymétriques de E3, not2 1 tel que :
> i a,> > > . PR .
E3 — I’(E3, E3) E3 €tant rapporté & la base orthonormée
W s Q directe {o., o, o.}
. 1 27 73
a 0 -c b
i
T ¢ 0 -~a ! matrice représentative de N dans la
-b a O base_{g1, 22, 23}
AIT.3.11.
c'est-3-dire défini par :
v“&eﬁ?) V) =w Av=i(0) [Vl =0 AV
-> 1 > > 1 >
On a : Q (u) =< [%rad u - Terad -u ] = = 1 (Rot_u)
. X 2_ X X 2 X

A.II.3.12.Par deginition

—_—

3 =L Rot G est le vecteur de rotation local
(u) 2 x

Ainsi on peut écrire :

A.TIT.3.13. Delx) = I> + Ex(ﬁ) + 1 (1) sur T ()
3
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111 - CONDITIONS DE COMPATIBILITE

Le tenseur des déformations y doit vérifier des conditions de
compatibilité, pour que.l'endomorphisme symétrigue yx(ﬁ) étant donné sur
@ par 1'intermédiaire des yij(x) (= yji(x)), il existe un champ de

déplacement U sur Q tel que II.3.2 ait lieu.

1) Cas Rinéaire

Dans le cas "linéarisé" c'est-d-dire sous 1l'hypothése que Gradx 2
est uniformément borné sur Q par un nombre réel "trds petit" n > O
(ainsi que 2 quand f est borné) et avec la convention qui consiste &
négliger systématiquement toutes les quantités d'ordre ﬁk(k > 1),

YX(K) se réduit a Ex(ﬁ). Le probléme est alors de.savoir :

A quelle condition sur Ex(ﬁ), existe-t-il un champ de

= > > -> T >
déplacement u(x) tel que : |2 Ex(u) = Grad_u + Gred, u ?

)
Pour cela on définit le rotationnel d'un endomorphisme Ax de E3

par :

A.IT.1.7{ ROT A ¢ L(E°;E3) tel que Y V constant dans §3 :
2
—— g
_)

>
(ROT Ax).V = Rot_ (AX.V)

———

Désignons par {%Otx (Ax V{}i 1a i°M€ composante sur une base orthonormée

- > —_—
directe de E3 du vecteur RotX(Ax.V); on a :

[Rotx(Ax.V)Ji = Eijk aj [}x'é]k 2= Eijk aj(akz(x).vz) = eijk aj(akZ(X)' V£

L P = T 9 =
(d'aprésA.JIII.1.1) [ROT Ax]i[ VE . Comme [Gradx u;-lij 3 uy

- - —
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T > = = - =
[§0T GradXAQ]iz €5 ik aj ak up = ek (aj ak u, ak aj uz) 0

Soit
A.TTI.1.2. ROT TGradx(.) =0
1 > = : \ = 1 =
D'autre part [:ROT Gradx é]iﬁ eijk aj aﬂ w aﬂ(cijk Bj uk)
> -> :
9, |[Rot ul. = |[Grad Rot uj. . D'ol
£ x i pre x |1l
: ——
A.III.1.3. ROT Grad (.) = Grad (Rot_ .)
X x X

I1 résulte alors de l'expression de E(x), de A.IIT.1.2. et A.III.1.3 que l'on

doit avoir

.A.III.1.M. : ROT o TROT E(x) = O

C'est La condition de compatibilité chenchie.

Pour ne pas avoir 4 faire intervenir le théoréme de Poincaré sur
les formes différentielles, on vérifiera réciproquement que, pour tout x

X X © dy s
de @ , l'intégrale curviligne u(x) = J U(y,x)d§ = J U(y,x)(a%*l gj) ds =
x N x dy . afo . X0
{ Uij(y,x) dy.e; = J Uij(y,x) 35~ € ds ol Uij(y,x) est le terme général
Xo Xo

de la matrice carrée d'ordre 3 U(y,x) définit, compte tenu de A.III.1.k, le

> e e e e ~ P
vecteur u a4 un déplacement infinitésimal prés; les termes Uij(y,x) etant
définis par 1l'expression suivante :

- 3 9 1)
. = e, . (y) + (x.- e (y)- S\
UlJ (y,x) ElJ (v) (Xk yk) [ ayk E13 (y) 3y . kJ W :]
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or 3. u, (y) = Wote) _ 1 8 1% "
J 1k oy 2 ayj ayk ayi
3 353, 5%n 3
1.2 i - o _ 1. 4 soit encore
2 ayk oy 2 ayk ayi 2 Jy ayk 2 ayl Byj
3u 3u 9 ou
__a_[i(u__a)} 2 {1(%,, )]
I’ 2 )
Byk P2 ch ayl ayl 2 oy ayk
. ‘G J it = V]
513(3') o (y)

Ainsi Uij(y,x) peut encore s'écrire

3 - | .
Uij(y,x) =e..(y) + (xk ~ yk) -Q?J— w., (y) compte tenu du fait

| ik

que W. =

. " - . W u i ési éri i £3 a
ik, sl’J’k EkJ,l (ou [,i| désigne la dérivation partielle par

rapport & y; » et ,ik| désigne la dérivation partielle seconde c'est-a-dire

2
2 __9

+——=— ). Il est alors aisé de montrer que :
ayk 8yi

A.IIT.1-k e=>

To - _ T - 0 2
En effet ROT "ROT E( ) =0 <>  [Ror "ROT E],, = 0 ¥ (i,8) € ({1,2,3})

or [ROT TRoT E:]iﬁ = £ 3k [[HROT]RJ g% T [ROT E:lf,k,,j sgi‘c_ par itération.

du procédé de calcul

[Ror TrOT Elip = ©55k Stmn Smk,mj = © Y (i,0) € ({1,2,3}°)

Soit un couple (i,£) quelconque de {1,2,3}2, d'aprés la définition de €55k

et €pmn seuls seront non nuls les termes pour lesquels j et k seront-:distincts
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et différents de i, de méme ceux pour lesquels m et n seront distincts

et différents de £. L'ensemble d'indice n'étant que {1,2,3} i1 vient

€15k Cfon Snk,mj ~ fijk “fmn ®nj ,mk =
ou

€2 mn enk,mj " ©mn emk,nj u.(eﬁmn enj,mk —eﬁmn'emj,nk) =0

x .
. 8i 1'on reprend 1'expression du déplacement alx) = ( J Uij(y,x)dyj) Zi

x
oil 8 alors . °
5 [ (x X W i 1
u(x) = . J El,](y) db’J + J (Xk"yk) —3—3;':' (Y) db’J ei
- X X o J -
o o
> - r X (Xk) [X k
u(x) = eij(y) ay; + {(x, = v,) w, () }( o *+ ¥ 0, (v) &,
L« *k
o )
> * Oy Oy | >
i) = [ (o450 + 0y ()} ays = G0) ugy (x >] 2,

X
O

. > . . os . . -
1'expression de u(x) ainsi obtenue vérifie bien la’ condition

> ' P . .
eij(u(x)) = eij(x) (sij(x) donnés a.pplorl)
du. (x)  du.(x)
En effet e..(a(x)= i,
1) 2 axj Bxi

1 l j (@] i (o] '
= - e 0 . . . . . . ( \
= ) ElJ(X) + wﬁJ(x) 5] W ] (X ) + € J(X) - w J(X) 5] LUJ].\X )

= eij(X)
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REMARQUE A.1.5.

La formule T11.1.4 se thaduit par s4x Equations scalalires.

En edfet ROT "ROT E est un endomorphisme symétrique de E car, dans La

3
base (Ei) ,» on a compte tenu de La symetrie de E

A.III.1- T - T
> [ROT 'ROT E]iz [ROT 'ROT E]Zi

m T = Ty = =
En effet [ROT 'ROT E]i£ €5 3k [ ROT]M_’j [Rorr]m{’j

€ijk €ijk “fmn “nk,mj

. : . e T
Eqgie D S, i 2 Faisons la substitution d'indices (m = j; n =k )

= = = &
€imn E:K,jk enk,mj eljk €imn enk,mj [ROT "ROT E]Ki

d'ol les équations scalaires en Xis X5o X

2 73 °

A.III.6. a) 0

23,23 T ®22,33 T

5.a)b). i=4 =2 3;1i=4L=3 1les équations correspondantes s'obtenant
a partir de III.1.6.a) en effectuant des permutations circulaires sur les

indices 1, 2, 3 .

b) 0

13,32 7 ®33,12 7 %12,33 7 32,13 T

Les deux dernilres &quations se déduisent de III.1.6.b) par permutation

circulaire sur les indices 1, 2, 3.
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2) Cas non Lintaire

A.TIT.3-2- s'écrit

T -> ->
2y (x) + I = (I + 'grad_ u) o (Id}+3 + Grad_ u)
X 3 X

d> >
g dE3

->
ol 2 y(x) + I est un endomorphisme symétrique défini positif de E3,

%

donné sur Q. 3

Ainsi, pour 2y(x) + I , il existe (V¥ x€ Q) une base orthonormale

4

> . .« .
de vecteurs propres {pi(x); i € {1,2,3} de valeurs propres associées respec-
tives A?(x) > 0 avec Ai(x) >0sur Q , 1€ {1,2,3} .
En d'autres termes, il existe une matrice de passage orthogonale

. —+ » -~
Q(x) de la base canonique {e.; i € {1,2,3}} & la base orthonormale

{E.(x); i € {1,2,3}} telle que : \
o 2
T >\1(x) 0 0
.2 I o = 2 té
Q(x) [ v(x) + dﬁl Q(x) o Xg(x) 0 notée
0 0 AL (x)

Diag [ﬁ@), Ag(x), Ag(x)]

En posant ( Ii+ + Grad_ D) o T(x) =T (x) on a :
dy,
&3

T

I'(x). T(x) = Diag [xg

200, 28000, 2500

2

Mais, d'aprds le théordme de décomposition polaire d'une matrice carrée

non singulidre (ou par une démonstration directe) on a :

I + GradX U = 0(x).U(x) avec : . O(x) matrice orthogonale et

Ulx) = TQ(x)oDiag [}1(x), A {x), A3(x)] oQ(x) est une matrice symétrique

2

définie positive. Si 0(x, était connue, on aurait
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+—
A III.2-1- Gradx u = 0(x) o U(x) - IdE

3

Or précédemment nous avons vu que pour déterminer en fait les coefficients
de la matrice Gradx 3, il suffisait de connaitre ceux de la matrice E(x)

— 1 5 T =2 P . 2
avec E(x) = 5 |Grad u + 'Grad u (E(x) symétrique dépendant donc de 6
coefficients scalaires). Ainsi le second membre de 1'égalité A III.2-1-
doit vérifier 6 équations scalaires de compatibilité d'aprés ce qui a été

vu dans le cas linéarisé.

I1 s'agit a présent de traduire les conditions de Schwarz :

2> 2+ .
e 9 u _ 3 u g A .
A TII.2-2 an SXk Xk 8 s u=u e =T Gj en varlables(xi)
> >
= B(Uk Gk) _ Bxl aUk - Uk 8Gk ) 9x aUk 2, Uk FE' :
BXI BXI BXI BXI k axi BXI Sxi k ile, €
soit finalement
o 0X. k oX.
ou _ _~i (dU k £ = i *k >
Y BXI Bxi + riﬁU GK ou encore BXI (Di u) Gk
On a de méme
> 90X . 0X.
ou _ J BUk j >k >
BXJ BXJ Bx Jﬁp Gk ou encore BXJ (Dj u) Gk
2 - 09X ox 9X. 0X.
0" u  _ 0 >k > i3 R, F i =0 Kk =
X%, | oK, [ij G, VP Gt ey, %, B (g W Gy v gy (D T TG
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2 > a2x 9X. L
39X 9X k| 8X,9X ax 1£ X5 ax ax x4 i, if3x.
J 1 JI J
/@ 2_>
k 93U » -k £ - . 3 u
+ Pjﬂ 5;; + ) Fjp U De méme on obtient pour 52;5?;
SR U B aUk by Oxy 9%y | 32 ¢k U£+ Fk auﬁ
SXIBX k 8X BX 8x JZ BXJ BXI 9% ax

£
k 93U p . £
+I. 1y 3X + F.p sz U ]

D'ou
> 32(
32u _ 323 =3 I,k _ I.k + 1..1«: P _Prp ~k U£ axl = V'+
9X_ 93X BXJBXI jL,1 il,] ip " jL 1£ Jjp )ir
k k k P -k ho) k
.= . . .+ . .~ . .
Posons REiJ FEJ,l FZl,J szfpl Ftl FPJ
. k k . DI P
Compte tenu du fait que Fij = Tji et de ce qul précede,A III2-2- estéqui-
valente &
90X, 00X K —1
Si; -Sii REij =0 ® et &  &étant non singuliere

9X. 9X. 9x. 3x.
—2m —J 1 71 7Rk _ k _ -k _
A.1II.2-3 ox_ 9x_ oKX X, Rpi5 = O3n Sim Reis™ Rogn = ©

On montre ainsi que la condition A.III.2-2 est équivalente &

1'ANNULATION des composantes mixtes R% du tenseur de courbure de ¢ ()

muni des coordonnées curvilignes (xi).
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. En dimension trois nous verrons qu'il y a en fait 6 composantes
i . . . .
Rjk£ indépendantes, et l'annulation de celles-ci nous donnera bien les

6 équations de compatibilité recherchées.

Les composantes covariantes Rijkﬂ du tenseur de courbure sont

données par

— - - p ~N ” A
A.TIT.2>-k Rijkﬂ Gip Rjkﬂ oll GiP est le tenseur métrique de &(Q)
0X_ 93X

> >
avec G. = G..G =2 1
ip i"p  9x. Bxp

et

rP r P r P

_ P _ P _ .. ..
Sl sz’k ij,[ + Fjﬂ ) ij r i,j,k,£,p,r indice de {1,2,...,n}

avee n = dim E .
Nous allons é&tablir des relations liant les composantes covariantes

R 2 du tenseur de courbure & l'aide d'expressions des symboles de

ijk
Christoffel données en fonction des composantes du tenseur métrique G.

Préalablement nous allons définir les symboles de Christoffel de

premiére espéce par

A.IIT.2-5 ng symbole de Christoffel de 2&me espéce.
Fk. = Gks T.. .. : symbole de Christofelle de 18re espéce
ij ijs ijs )
L 90, M, , o %, 3¢ x,
T ' 1 G =x~e, = =—e ;0 ,=TIP —Sg =
out d'abord Gk 3x. ¢ Bxk ®k 3 Gk,l Fkl x 3x Bxk 2
2
3 X 9x
Ainsi | TF m k

Calculons & présent la quantité l-[G. .+ G, . - Q.. ]
2 1S,] Js,1 1],s

113 fﬁla&l)+ 3 f&laﬁl)_ 3 aflsfl)
2 axj Bxi Bxs Bxi ij Bxs
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3° X ox 3°x  ax 3°X_ 8X %X X 3% 9X
= 1 m mo, m m . m o, m m m m
2 | 3x.93X. o9x 9x 9x. Ox. 9x. 9xX. 9ox 9x. 9x 0xX. 09X 0X. 9X.
I_ 370 s s i i %% s i s ) s i J
32X 5x
_ m m
dx 9x. 9X.
s ] i
2
A N W S O N s it
0X. 0X. ox ij 9x, 9x ) - 93X 93X
J 1 s k s m m
= Tiss

A.IIT.2-6 Ainsi | T.. == E}. . +G. . -G.. J
1Js 2 18, Js,1 1J,S

Nous recherchons 1l'expression de Ri' en fonction des dérivées

ikl

secondes partielles des composantes Gmn du tenseur métrique

- _9 (bu _ 9 (abs rs .pt -
Rise = Gip [éxk (67 Tiew) ~ 3, (O Tyue* ©7 &7 Typg Doy
_ . ru pv
GG I1jku Frﬂ%]
sachant que G. oPY = s,
ip iu
R..., =T.,. -¢G"a, r., - ps rs
i3k T 3Lk ip k3w Tgki b T O Gipp Tire O Tape Tos
ru
G iju I‘I‘l’,i
R...,=T,,. -T.. ,-G. P+, P T .- T%
ijkl j2iLk Jki, L Glp,kﬂ FJ£+ Glp,ﬂ ij * FJ Frkl FJk Frﬁi
R...p,=T.,. =T. . +T. (" .-G_ )+T® (-r__+ac. ,)
ijkl jik Jki, kL Je° rki ir,k Jjk pli ip,£

= r P
R.. =T.,. - I.. . - I . R .
ijkl I“]17_1,k erl,ﬂ Fgﬂrklr * FJk Fﬁlp
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R.. , = o5

— _ pu
g5l = Topie T Tskie % Tipe r

Ppir Jen Eip
1
= — = Gap s.— Gas — s wp G ‘
Rijkﬂ 2 [Cﬁi,ﬂk " Gﬂi,jk GJK,lk GJl,kZ le,JZ GJk,lé]+

rs
G (ijs FKir I:jl’,s Tkir) ’

A.IIT.2- Soit finalement,

—
=1
T Risee =32 [aik,jk * Gsp,ie "Gk, 50 Gjﬁ,i%]

-
rs
TR Eﬁks Filr__rjﬁs I1ikr]

D'aprés 1'expression de Rijkﬁ donnée en A.III.2-T- on vérifie

aisément les relations

A.IIT.2
-8 - RBosiee = Baanr = = Bisee = Fpis
-9 - ..o+ R, ,. + R.,. =

9 Rigkﬂ leﬂJ RlﬁJk <

I1 résulte de A.ITI.2-8 et A.III.2-9 que la donnée des composantes
covariantes R.. et R. ,. entraine celle des 24 composantes associées aux
ijkl ikl]
permutations de (i,J,k.,{¢)

. En effet considérons les six composantes covariantes dont le premier

indice cst 1
* Bisie * Bixess Biese Rijee Pipg® Rixge

~ . 1 ~ _
La donnée de Rijkﬂ et Rikﬂj entraine celle de Riﬂjk d'apres A.III.2-9,

. = . P s N .
de RijZk d'aprés A.III.2-8, enfin, Riﬂkj est déterminé i partir de Riﬁjk
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d'aprés A.III.2-8 et Rikjﬁ est déterminé également d'aprés A.III.2-8
3 partir de Rikﬂj . De méme par permutation circulaire sur les indices
et R

i, j, k, £ la donnée de R. entraine celle des six composantes

jrLi jlix

covariantes dont le premier indice est J & savoir :

Rixei > Ripixe Ryiex * Bieie » Byiex’ Biow

Or Rops = Rpise = = Riggx ©F Rieix = Rixje

En résumé la donnée de R.. , et R.. ,. entraine celle de 12 composantes
ijkl ikl
covariantes : (les composantes covariantes de premier indice i et les
composantes covariantes de premier indice j). Enfin toujours par permutation
circulaire sur les indices i, j, k, £ on montre qu'en fait la donnée de
R.. et R., ,. entraine celle des 24 composantes covariantes du tenseur
ijkl ikl

de courbure de ¢ ().

On vérifie aisément que le symétrisé du tenseur R est nul : en
effet

.. + R.. ,. +R.,.. + R.. + R.,,.. +R.. ., = R.. + R.,.. + R._.
Rleﬁ leﬁg ilik RlJﬂk RlﬁkJ leJZ RlJﬂk Rlﬂkg leJK

(d'aprés A.ITI.2-9).

Or R.. +R., .+R. .. =-R...,~-R.,. —R. ,.= . , -
t ijex ilkj ikjl Rleg RlKJk leﬁJ 0 (toujours d'aprés
A III-2-9). Ainsi

A.TTT.2-10 R.. + R. .+ R.,.. + R.. + R. .+ R. ., =
[-1Jk£ ikl ] ilik ngﬂk RlEkJ legﬂ 0
~ s 1
D! .. = T . . =
8 Rk Tur L Sam)agom e O
0€ g
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ol Sh désigne 1'ensemble des permutations de quatre indices.

En tant que tenseur du quatriéme ordre, le tenseur de courbure (R)

(R) = R;50p e o ket

fait correspondre & tout tenseur d'ordre 2

(6) = 0.. o+ ® oY
1J

le tenseur du second ordre :

_ Ky »ig 2j
(Ro) = {Rijk o} e e
" . . PR
Or si (o) est symétrique : (Ro) = {Rijﬁk O”k} et @ed = - {Rijkﬂ Ok'e}el® e
= - (Ro) = (0)

i
D'autre part, pour tout tenseur (T) du 28me ordre '{(R)(T)}= R. (T)keel e

ijke

= - R (1) e.®e. =-(R) (). Comme (1) s'éerit de maniére unique :

ijkd i j
(t) = (0) + (o) avec (0) tenseur symétrique et () tenseur antisymétrique,

T{RI(DY = T {®)(0)+R) (@)} =[T{(R) (u)}l = -(R)(0)-(R) (@)= =(R) (a)

R applique donc l'espace vectoriel des tenseurs antisymétriques d'ordre 2
sur lui-méme.

k_ etant euclidien de dimension n on munit En ® En du produit scalaire
sulvant

<{g).{o")> = Tr [(0); (O')] = 0. Oiz = Tr [Z. TZ'] ol I et L' sont

les matrices représentatives de (o) et (0') dans la base canonique de —ﬁn

(E ®E ) (R) >(E ®@E ), ol (E ® E ) désigne 1l'espace vectoriel
n n A n n'A n n A

des tenseurs antisymétriques d'ordre 2 pour le produit scalaire défini
ci-dessus sur Enx En R est autoadjoint : En effet

K ij ke 'ij

< (Ra).(o')> = Rijk.(i g g!l"¥=E g Rkﬂij o

=< (0).(Ra")>



|

Or l'espace des tenseurs antisymétriques d'ordre 2 sur En est de dimension

2 n(n-1)

P avec 2p =n - n soit p = > et l'espace des tenseurs du

he ordre sur E_ auto adjoints (c'est—-a-dire symétriques par rapport aux

ppmt) |, o ogoip 2RV
2

couples d'indices (ij) et (kf) est de dimension 5

Adnsd L'espace des tenseurns du 4e ondre sun E_ auto adjoints esit de dimension
n(n-1) ( n2-n+2 )
8 \

D'autre part lorsqu'on €crit gque le symétrisé du tenseur R est nul

b _ n(n-1)(n-2)(n-3)

s . .
0 Y, i, k, &) e Sh(1,2,...,n) on obtient C_ = L1

Risue =

conditions linéaires homogénes sur les coefficients de (R).

I1 résulte de ce qui précdde que (R) sera déterminé par la donnée

2, 2
de aln-1) (ne-n+2) - n(n=1)(0=2)(n=3) _ n7(n=1) coefficients.
8 2k 12
En particulier si n = 3 la condition (R) = (0) se traduit par

1'annulation de 6 coefficients.
Nous retrouvons bien le résultat annoncé au début du paragraphe

A.TIT.2.
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B ASPECTS MECANTQUES

.Dans cette partie, notre &tude va €tre principalement axée sur :
- les équations d'équilibre
- les lois de comportement, lesquelles dans la plupart des exposés modernes

se situent dans un cadre thermodynamique.

I -~ LES EQUATTONS D'EQUILIBRE

On se place dans la configuration déformée ¢ (). On suppose qu'au
point X = X; gi ( € 9(Q) ) s'exerce une densité volumique p (X) FT%) de
forces oii, pour tout X de ¢ (Q), p (X) représente la densité de masse au
point X et ol F est wun champ de vecteurs défini sur ¢ (Q). o
. {par exemple g(X) = (0,0,-g)} . Réppélbns un principe de la mécanique des
-milieux continus ‘
1) Princdpe : La configuration ¢(Q) étant uﬁe configuration d'équilibre
éour le solide, quel que soit le volume VC ¢ (Q), le torseur des forces

\

—— '
p (X) F(X) aX est équivalent 3 un torseur de forces de surface de la forme

’ o > ~ '//.
I.1.1. ~ T (X,n) ar(x) ol dar(X) est 1'élément de surface

de la frontiére 3V de ce volume au point X de 3V .

D'od les identités

B.I.1-2. J o (X) F(X) avix) + J T(X,n) dar(x) = 0
v | Y

B.I.1-3. J p(X) (X A F(X) av(x) + J X A T(x,n) ar(x) =0
v Y,
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I1 résulte de B.I.1.1. (c.f. P. GERMAIN 1972) que, sous des
hypothéses de régularité (sur lesquelles on reviendra), %(X,;) dépend

' . -+ <~ . P .
Lineainement de n c'est-a-dire que l'on peut écrire :

B.I.1-L F(x,3) = I..(X)n

Les Xij(X) sont les composantes du tenseur des contraintes de

CAUCHY .

D'aprés B.I.1.4 on peut écrire

it

J Ti(x,ﬁ) ar(x) J zij(x) n ar(x) = I aiv "):’i(x) av(x) ol i’i
v

X
aV v
est le vecteur Zij gj et DivX est la divergence "par rappoft aux variables
Xi" . Les &quations B.I.1.2. se traduisent alors par 1l'identité
= azi~
ke =50 ] . + . = 1 & + . =
B.I.1=5 DlVX El(X) 0 F1 0 soit encore Sigﬂ- 0 Fl 0

i€ {1, 2, 3}

Ce sont Les equations d'iquilibre ' '

-

Phopniete : Le tenseur I = (Zij) est un tenseur symétrique :

demonstration : Partant de B.I.1.3.

p (X)X A F(X) av(x) + Fa T(%x.n) ar(x) = o
v J/
on obtilent - al
2 >
J p (X) € st XS Ft €. dv(x)+ j € st Xs b
V 2V

37 ar(x) =8 VYre(1,2,3)

Soit pour r quelconque dans {1, 2, 3} mais fixé, et en utilisant B.I.1.5.
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J [XS z}. nJ - Xt sz n] ar(x) = J plv [xs th
oV J v
Finalement
3Lt
_9_ _9_ 4
I Xsox. 5 YA ax Tam T s Y X Tax
v tp m . J

Soit

3
3X. Zsj]’dv

. J [}ts(x) - Zst(x)} av(x) = 0 pour tout volume "V C ¢ (R) et ainsi
V

Zts = Est ; le tenseur I _est symetrlqge.

2) Equations d'équilibre dans La configuration initiake {(non déformée)

(x)=0

Les équations d'équilibre ont été exprimées dans la configuration

déformée ¢(Q) dans le § précédent, (en utilisant les variables Xj)' Pour

pouvoir les exploiter plus aisément, nous nous proposonc de les transcrire

dans la configuration initiale (ol on utilise les variables xi). L'équation

B.I.1.2.

v 5V

J p(X) FT}E)'dV(x) + J xij(x) nj(X) 'éi ar (x)

4

de la manidre suivante : en pesant V = ¢ (V)

se transforme
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J p(X) F(X) av(x) = J o (o(x)) F [o(x)1/ G(x)av(x). Or d'aprés A.I.2.4=4
Vv v

p(x,t) VG(x) = p_(x) soit
— >
J p(X) F(X) av(x) = J po(X) F [¢(x)] dv(x)
v v ' '
Pour le deuxiéme terme du premier membre de 1'équation B.I.1-2. on

introduit le tenseur cij(x), (x €Q), second tenseur de Piola-Kirchoff par :

B.I.24. o(x) = vV G(x) {DQ(x)}—l.Z [e(x)]. {TD(x)}—1 ou encore

vG(x) Z2(X) =D ¢ (x).0 (x)."Do(x)

$..(X) nj(X) ;i S (D8(x)).. (o(x).™Do(x)). . n. e

ij /alx) ik k) J 1
1 aéi(x) . _ N
= — Bxk Okl(x) (D®(x))j£ nj e;
39. 3% .(x)
1 i(x) -] >

- BT % Oy p (%) axg "3 %1

)

soit encore en utilisant la notation abrégée : 9, = ren et la définition
du vecteur v donné en A.I.2 3-3. par v = 3, ¢.(x)n % = v,(x) e
. Ll =4ry . P £ j J- /e, Vz K
> 1 -
Yo (X , Si—— ” .
lJ(X) nJ( ) e G(X)ORZ(X) 9, ¢l(x) vz(x) e;

1
VG (x)

B.I.2.2. ou si 1'on pose : Wiﬁ(x) = Okﬂ(x) 3 Qi(x); i€ {1,2,3}

Lj5(%) 0y (x) zi =W, (%) v, (x) e

1] Le {1)233}
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. K - . G ( 1 G :23
Soient les vecteurs WIZX)- wlﬂ(x) £ x) iLi € H,Q,ﬁ

alors W, ,(x) v, (x) = (W (x).K(e(x)) = (f’«‘i o ¢ (X).B(x))

' - - > -1 > > . .
d'old Zij(X) nJ.(X) es (Wi o ¢ (X).n(X)) e, Ainsi

J zij(x)nj(x) Ei ar(x) = I (ﬁio¢_1(x).h’(x)) ar (x) gi

3l oV

"Four i fixé dans 1'ensemble d'indices "{1,2,3} en appliquant la formule

de Stokes on obtient :

B.I.2- J zij(x)nj(x) dr(x)EZi = J Divy [wi o @"1]()() av(x) Zi

3. v v

Nous allons maintenant établir la formule suivante :

1

) > -1
B.I.2- _DlVX [wi od '] (X) =

B, (VG(x) W, ,(x)) ouX =29 (x)
. e L X Wiphx/) o x

.- D]'.vX [ﬁl o ¢—1] (x) = DivX Eﬂ*i(x):l = DiVXEJiK(X) 'Gz(x)] =

n
o
5
=
=
He
h/\
2
S
QO

r

X . - - X X, X
__I‘_ —é = __i_ W r - k ] (w __I_.
Xp r_ X il(x) 3x£ BXr 3x il(x) sz

' aW. ,(x) X X
. o> =1y il k 3 r
Divy {Wi °¢ }(’() T e, * 3X._ 4wi£(x) 3%, (axz




b7

aW. ,(x)

) |
L 5, (/BT Wyp(x)) = i 4+ W, (x) —— 2 [/cx_x)}

el L W Em %

o BT = 0st (B, 880 x 2 2 =2 g g

r vG(x) = D&t (G1’ 22 73 /e1,22,e T D(x,,X.,X.) 1¥ Y2 %3
3 1°72°73

5 T - D(qex1,x2,x3) D(X1,3£ Xé,X3) ) D(X1,X2,8£ x3)

th D(x1,x2,x3) D(x1,x2,x3) D(x1,x2,x3)

or

D(3, X,,X,,X;) ) D(dp X,,X5,X5)  D(X,,X,,X,) ) D(3, X,5X5,X,)

D(x,,X~5X.) T D(X,,X.,X.) D(x, X, ,X.) G(x) D(X,,X.,X,)
1!_2)3 . 1’ 293 1’ 233 1’ 293

D(X1,3£ X2,X3) D(X1,X2,§@ x3)

D(x1,x2,x3) D(x1,x2,x3)

et des relations analogues pour

o 1 > [ - D(3g X15X,,X3)  D(X,,3, X,,X5) D(X,,X,,3, X.)
Ainsi — ) = + +
Ve 3x D(X1,X2,X3) D(X1,X2,X3) D(X1,X2,X3)
) o o | s of 1o
1 £ 1 % 1 %%
- a; 2X1 ) 1 0 f+ o0 a; :Xg) e a; (:X3 )
o X 2. %p s %5p
) X, 5 X, . axE
oX 9X ) ¢ L g X (ax ) 8 O aX (ax )
3 L 3 £ 3 L
3X 39X 3%
) T ) by 1
= ( ) = ( ) —— . Finalement
8X, 9%, ax, 9xp ' X,
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W, (x) aX_ o
1 il . ) ry %k
3,( YG(x) W, ,(x)) = —— + W, ,(x) (=)
a3 Z ig 9xp it 8x, “8xp BX
La formule B.I.2-k. est ainsi démontrée. En posant V = <I>—1(V) on
obtient : f Divx[ﬁi o @"1} X) av(x) ng 1( 3p [Valx) Wp (x)] av(x) "éi

v 76 x)
=J B,E [Ukl’_(x) Bk @i(x)] dv{x) gi
)

En revenant 3 1'équation B.I.1.2. exprimée dans la configuration initiale

on obtient :J {ai[o‘ij(x) &) + o, (x) 'ir*<‘4>(x))]} av(x) <0
v .

Quel que soit le volume V€ Q . D'ol la condition ponctuelle :

B.I.2.5. , 3i Esij(x) E;(—;)J.f po(x) F(o(x)) =0

Si 1l'on multiplie scalairement 1'équation B.I.2-5. par la vitesse

. ->¥ * . % €& — -
virtuelle u = uy —e;i ‘avee ug € D (a), (D(q) étant 1l'ensemble des

151¢3

fonctions de classe C & support compact inclus dans Q2 ). On obtient :

>N -—> > >¥ e >% .
Y !}ij u .Gj(x)] = -po(x) r.u + 033 Gj(x).ai u soit

B.I.2.6. J oij G.(x).a:.L o av(x)= J po(x) Fi uz dv(x)+ I g.. 8 3* n. dy(x)
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Le premier membre de B.I.2-6. est défini comme étant la puissance

. . . »*
virtuelle des efforts intérieurs Pi .

Le second membre de B.I.2-6. représentant alors la puissance

virtuelle des efforts donnés. »

3) Nature des fonrces appliquées a 9

Le probléme se pose de savoir quelle est la nacure :
+ .
a) des forces F{®(x)) qui dépendent du déplacement ¢ (en général inconnu).
b) des forces appliquées sur 302 (ou sur une partie de 3Q), c'est-d-dire

" les conditions de bord appliquées aux &quations d'équilibre.

<> o s, 0 s, LI |
a)a) Pour les forces F(®(x)), en élasticité lindarisée (c.f.POTTIER-FERRY) ol
les configurations Q. et ¢ (Q) son confondues, on impose généralement
» —>y . . ' . >
des forces f/ﬁgkx77‘= f(x) indépendantes de ¢, donc du déplacement u.
Par contre, en grandes déformations, il est nécessaire de préciser
le mode d'application des forces. On fait en général l'hypofhése des

charges mortes ("dead loading')c'est-&-dire que 1l'on pose :

> —— . P . .
B.I.3.1. F [¢#(x)] = £f(x) indépendante du déplacement

Remargue : On rappelle la définition de la dérivée, dans la direction d'un

> . . . > V¥ > >
vecteur V d'une fonctionnelle ¥ 1linéaire : u —> <f.w>

TCRR SR IOV ) =

o
r u

>
<f.

d‘l‘-ﬁ(-ﬁ*) = 1lim >

t+0

.. 3> % + >* e, . . ey .
Ainsi <f.u > = L}po f.u dv(x) est la dérivée dans la direction u de la

fonctionnelle lindaire VY.

— ] .
Ces forces f(x) sont aussi appelées charges conservatives.
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B) Un deuxicme type de charges est celui des charges tournantes qui sont
telles que si 1'on impose un déplacement rigide X = ¢ + Rx
(R endomorphisme orthogonal de E3aet ¢ ainsi que R sont indépendants
> =} .
de x dans Q ) les forces F [@(x)] deviennnent

-5

-> > « . ”
B.I.3 2. F(¢(x)) = R Fo ol Fo est indépendante de c et R.

En utilisant le théoréme de décomposition polaire d'un endomor-—

phisme symétrique défini positif on a pour D¢(x) dont le déterminant J(x)

est strictement positif la décomposition :

> - >
D¢(x) = R(Grad u) o W (Grad u) avec R(Grad u) orthogonal

> ..
W(Grad u) symétrique

W(Grad u) = IId_E+ éy,]”z
) 3

Parmi les exemples de charges tournantes, on a celul des charges suivantes

définie par :

>
B.I.3 3. F(¢(x)) = R(Grad u) ﬁo ol ﬁo est indépendante de 2
On pourrait aussi envisager d'uatres &ventualités comme par exemple

B.I.3 L. Flo(x)) = m(x).ﬁo

Remarque : Dans le cas de charges tournantes, F(®(x)) est fonction de Do (x)

v
i

. >, ) . . P,
c'est~a-dire de Grad u; il est donc exclu que <f.u > soit la dérivée d'une

. . . >
fonctionnelle dans la direction u .
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b) Pour les forces appliquées sur 3Q, on suppose que 0oQ = ', frontiére

de 1'ouvert Q , est réunion de deux parties disjointes FO et F1, et que

le solide occupant Q dans la configuration initiale a un déplacement

. L > ¥ . " - 4
1mpose u sur PO (1le cas ug = 6 correspond d'ailleurs 4 un solide encastré
sur la partie r, de sa frontiére), les forces de surface étant imposées

sur I‘1 (si celles-ci sont nulles on dit que le solide est & bord F1 libre.
L

Si. 1'on considére.la lol fondamentale de

la dynamique appliquée & un volume V
arbitraire, inclus dans &¢(Q) mais ayant
une partie de sa frontiére 3V commune avec
> > , ,
36(Q), T(X,n), (X€3¢(Q)) représente les

- . - + o
actions extérieures de surface exercées sur ¢ () au point X ol n =n (X)

est le vecteur unitaire normal "sortant" & 3¢ (Q) en X.

- Dans la configuration initiale, les efforts de surface exercées sur T1

) ~ -~ 7y : ~ 7
sont représentés sous la forme g(x) dy(x) ol g est. un champ de vecteurs

définis sur r, et ol dy(x) est 1'élément de surface au point x de Iy -

- Dans la configuration déformée, les efforts de surface exercés sur ¢ (F1)

-~ 2~ N ) U
sont représentés par G (X) dar (X) ol G est un champ de vecteurs définis

sur @(F1).

(#*) Dans 1'hypothdse des charges mortes on a :

G(X) ar(x) = g(x) ay(x)
B.I.3 5. V x&r,

(*%) Dans 1l'hypothése des charges tournantes on a :

G (X) ar (x) = R. [e(x)] ar(x)
B.I.3 6 Vxe r, |
X =9¢(x) =c+Rx
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(¥%x) avec l'exemple des charges suivantes

B.1.3 7. Vxer, T (X) ar (x) = R(Grad %) g(x) ay(x)

(%x%xx) Dans une hypothése un peu plus générale on a :

B.I.3 8. Vxer, G ar (0 =00 (x)[ex)] ar(x)
Diaprés B.I.2.2. Ona : T(X,3) = G(F) = — o, (%) v, ()&, (%)
/G(x) J J
B.I.3.9
Of dtaprés A.1.2 2.
B.I.3 9 ar(x) _Qiil___.dY x) d'ol :

MO

B.I.3 10 sous l'hypothése (%) G [@(x)] liﬁizltlg(x) V’x € r,

10'  sous l'hypoth&se (%) é[@(xﬂ ‘LL‘*EQJJ‘R (Grad ) x)V:cGI
/e (x)

" 10" sous 1'hypothlse (#kkx) §[®(x)] 1J~———JJJ-D®(x) g(x )Y x € r,

Si l'on pose g(x) = g.(x)

Dé(x) = 3 ® (x)) aj ui(x))
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Ainsi BI.3 9. donne :

4 - ) - - =T
B.I 3. sous 1l'hypothése (¥) : ij(x) vk(x) < uj(x).ei Ilv(;)ll gi(x)
. —Tf v
ou encore étant donné que N(x) = Ni(x) Zi = ) = k gk
VG )
N .

-11- ij(x) Nk(x) < Gij).e:.L 5 = gi(x)

.sous 1l'hypothése (%)

s >

- '— é = . ® .

11 ij(x) Nk(x)< Gjlx).ei> rlJ(Grad u)gJ(x)
sous l'hypothése'(**a*)
—qqn_ = =

11 Ukj(x) Nk(x) < Gj(x).ei > -aj ¢i(x) gj(x)

Les conditions formulées en BI.3 9. constituent les conditions
~ s8N . -~ - ” . -
& la frontidre relatives & I',. 8i 1'on &erit ® (x) = x + u(x), on obtient
. d —— . > P . .
en exprimant les vecteurs Gj(x) en fonction de u, les équations classiques
suivantes

. sous 1'hypothése (%)

B.1.3

p
-12- —3j [%ji(x) + Ojk(x) Bk ui(xj] = po(x) fi(X) dans £

-13- { [%ji(x)_+ Ujk(x) 3k ui(x{] Nj(x) = gi(x) sur F1

> - )
u = u sur T
o o)
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. Sous 1l'hypothése (%)

B.I.3.
,
. -+
~1o1— _3j [%ji(x)+ Ojk(x) 8, ui(x{] = po(x) rij(Grad u) fj(x) dans
-131- [Oji(X) + ojk(x) 8, ui(x):l Nj(x) = rij('Grad z)gj(X) sur T,
C=1hr- W= . sur T
L o ) o

. Sous 1'hypothdse (*¥¥%) le second membre de B.I.3 12 est & remplacer par

po(x)(ég + Gj ui) fj(x) et celui de B.I.3 13 par (ég,+ Gj ui) gj(x)

Dans B.I.3 12.13.1k fespectivement (-12'-13'-14"') ou dans les
équatioﬁs obtenues sous 1l'hypothése (***f) on a fait des hypothéses sur
les conditions de bord. Par exemple (c'est le cas du probleéme de Von Karman)
on peut, sur Fo , ne pas se donner "compleétement" le déplacement ﬁé tandis

que 1'on s'impose d'autres conditions sur les efforts de surface exercés.

Conclusion : De manidre générale, compte-tenu de 1l'équation B.I.3.-12- on
> > -
peut s'imposer sur T un»opérateur B(Grad u, u, 0) = 0 ol B est par exemple
h vd s -~ > '
différentiel d'ordre un au plus par rapport & u et d'ordre O par rapport

~ ->
4 Grad u et o .

11 - LES LOIS DE COMPORTEMENT - FORMULATION VARIATIONNELLE

1) Les Lois de comporntement. N
>
Le probléme est de trouver un déplacement u = u; ey et un tenseur(o):

-

(0) = 05 &; ®Ej (i,3) € {1,2,3}%  symitrique vérifiant B.I.3.-12- dans Q

et les conditions de bord sur [' = 80 . I1 est clair que les 9 fonctions

-

inconnues (6 gy x) et 3 ui(x)) ne peuvent &tre détermindes 3 partir de ces

:
J

équations et conditions de bord.
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D'ailleurs d'un point de vue mécanique, il est.clair que pour une
distribution de forcés donnée, la déformation ¢ (ou le déplacement) dépend
de la nature du matériau dont est constitué le solide déformable. Bien que
la plupart des exposés modernes de la théorie des lois de comportement se
situent dans un cadre thermodynamique, on se contentera de rappeler la lci

de comportement la plus simple qui s'écrit

[0] = A—1.(Y) soit (Y) = A.(0) oll A est un opérateur linéaire sur 1'espace

vectoriel des tenseurs symétriques du second ordre défini par :
J

= 1 Y a1
B.II.1(A[0])ij =F [o]ij E Gkk[ﬂij avec E > 0 , 0 < v<3
=1 . Ev
(A [y)).. =2ulyl.. + Ay, [1]l...,avec A = ———— >0
* 13 ke T (14v) (1-2v)
A H = ————-E > 0
2(1+v)

Compte tenu des équations d'équilibre B.I.3.-12-, des conditions
de bord B.I.3-13-14 et des lois de comportement B.II.1 si Q@ est un ouvert
2
borné de R~ de frontiére I' = T UT,, mes (FO) >0 on a :

(

—Bj [oji(x) + Ojk(x) Bk ui(x)] = po(i) fi(x) dans

B.II.2. i (A[G])ij = [Y]ij(ﬁ) ='% [Bi uj(x)+3j ui(x)+ Bi uk(x) Bj uk(x)]dans Q
chi‘x> + ij(x) Bk ui(x)] Nj(x) = gi(x) _ sur FT
3 = 3o(£) sur Fo

dans 1'hypothése des ‘''charges mortes' (%)
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On commence par se ramener & un probléme concernant le scul

> . ' . . .
déplacement u, c'est-a-dire qu'on €limine les inconnues o

j(x) en utilisant

la deuxidme relation B.II.1 qui s'écrit de fagon générale

[0].. = (A7)

i [Yi)ij =

dépendant que de A

85 = M55 Sp M8y, Ssp

Bkt T Fjixl T Pelij

La premiére équation de B.II.2. s'

+ Giﬁ §.

aijkﬂ [Y]kK avec aijk@ des constantes ne

et 1 données par la formule

Jk) vérifiant

écrit alors

=95 l:aijkﬂ % 2 % 2 % ) 9, w(xdtayq, o 3 w(x) 3, u; (x)
1 . o -
+ 5 aﬂjkp ak u Bp w 3, ué] = po(x) fi(x)

qui peut encore s'écrire sous forme condensée

B(L) + o E(x) =

82u.(x)
T -
B.11.3 Bijkl 5% 0%,  Po fi(x)
k L
4 My
B.II. .. = 8., .
BleK &40k *|8 #Lxmp oOx_
1 du_ Ju
+ [= 6.. a —R_d4
2 “ij “Lkpg me me
Au systéme (B.II.3),
de bord :
-+
u=u sur T
(B.II.5) la.. . 0 w, ++a.. .3, u.s u
Lijke 'k "2 2 1ykf 'k m L
+ l a 3, u .93
2 Rixp 'k m'p

ou encore

u -8, u{] Nj = gi(x)

avec

Bui
* (appps * 24yem ox_

du. du.

a —Jd __ 1
mlkp 3x_ 9X

P m

valable dans §, il faut ajouter les conditions

ﬂakp ak up BE u,
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2) FORMULATION VARTATIONNNELLE

Une formulation variationnelle du probléme (B.II.2) consiste &

trouver (O,ﬁ) dans I x V, solution de

(B.II1.6) ¥ (7)€ Z,J(A[G])ij 55" j Ti; eij(u) - %-J Tij ai , aj
Q Q

1J 1

- ->
(B.II.T) \f'v EV, J o.. €..(v) + J ij Bk ui.Bj v, = J Py fi vt J i Wi
0 iE

Y]

les espaces I et V é&tant définis par :

(B.1I.8) z

(il = (ry) & @¥@) 5 1y =)

1,b4

- >
(B.11.9) V= {v= v €5, vie W

1,k

(Q): i€{1,2,3}; v =

0 sur TO} .

Démonstration : On va justifier le choix de W °> (Q) et étudier, au moins

formellement, 1'équivalent de (B.II.2) et (B.II.6,7,8 et 9).

. Tout d'abord, (Le(ﬂ))9 #tant muni du produit scalaire :

<[T],[Y]>=J T Vi av(x),
Q

(B.II.6) signifie que <A[o] - ['Y(Tl)] JID =0 , v Izl € (LE(Q))Q

(La notation [T] € (L2(Q))9 signifiant en fait que les composantes Tij du

tenseur du second ordre [1] sont des fonctions de L2(Q)).

Ainsi si [y (ﬁ) 1 € (L2(Q))9 s
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Alo] =[y (Q)lpresque partout dans Q , ce qui n'est autre que (B.II.2.(2)).

- 1 .
Pour que yij(u) = 5—(8i uy Bj u, + 3w aj uk) appartienne

Lg(ﬂ), i ne sufhit pas, comme dans Le cas Linéarnisé, de supposer gue

&

q = ug gi appartient & (H1(Q))3 = (W1’2(Q))3. On rappelle que WP () est
1l'espace de SOBOLEV des fonctions u appartenant & Lp(Q)‘ainsi que leﬁrs
dérivées partielles jusqu'd 1l'ordre m (dérivées prises au sens des distri-
butions : u a une dérivée d'ordre g, q € m, au sens des distributions de

-~

pulssance peme intégrable, s'il existe une fonction Vg de IP(Q) telle que

Yo €0 j ax) %0 (x)ax = (-1) fv (x) ¢ (x) ax

q
Q Q
| 312l (x)
o p¢ (x) = 5 > lq|=q1+q2+q3);m€N,1<p <+ o,
ax 1 x 2 oy 3
X .X2.X3

Dans le cas non linéaire, le terme supplémentaire Bi uk.aj W intervenant
> . < L2 N . < 1.0

dans Yij(u) appartient 4 L°(Q) dés que u; appartient a W (Q) (ef. ADAMS

p. 115 ol il est démontré que lorsque . est un ouvert de Rn, Wm’P(Q) est

une algébre de BANACH pour mp > n : ici, n = 3, m = 1 et 1l'espace W1’p(Q)

est donc une algdbre dés que p > 3 en particulier si p = 4). D'autre part,

s1 0 < mes(Q)< + o, on a 1l'inclusion LA(Q) C LE(Q). Finalement,

e > 1,4 > 2
= u. e. . € >R T ..
U= oeg, up W > (Q) entraine YlJ(u) € 1L°(Q)

. On va établir 1l'équivalence formelle de B.II.7 et de B.II.2 (ol Eo(x)=6).
Tout d'abord (B.II.T) a un sens si 1l'on prend S fi dans LZ(Q)

et g. dans LQ(F). (B.II.7) peut s'éerire
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L°(Q)

B.II.T' A([O]:N;) + B((O],G,;/)) = f P fi v, ¥ f g; V.
Q I“1
ou A : (G,—K;) n—> J Gij BJ. v, bilinéaire continue de  x V dans R. En
effet L
|A@L,¥) |<| o, . | 1o, v
W2y 9 )
1/4
<(mes Q) .|]aj vilth(Q)'lloij’] 5

<c@)|loll, IWHV

. ¥ PP o u e, s
et ou B ([ol, u, v) = 0,. 9, u. 9, V. définit une forme trilinéaire
0 k) k1 7] 1

1,4

continue sur L X VxV . Comme D (R) CV CW (R), d'une part

j g; v; = 0 dans B.II.T si v, € D(R); d'autre part

'

o, . Bk us Bj Ty = <oj 9. u., 9. v, = <8j(ij ak ui), v.>

ol <T,¢> désigne la valeur de la distribution T pour ¢ € (2) . On rappelle
que D'(Q) désigne 1'ensemble des distributions définies sur 0

B.II.7T' s'écrit encore

-3.(0.. + 0., 3, u.) =p_ f. au sens des distributions sur Q
g g1 Jk "k ik o 1

Donc on est ramené & trouver([gl,u) dans I X V vérifiant

. o5 F ] i = . !
§ oJl oJk Bk ul) p, f; dans D (Q)

> > > >
2011 1 -9.(0.. . . . -
(B.II.10) v v vV, J 3 (oJl + ch Sk ul) ] A (o,v) + B(o,u,v) J g; v;
Q T

1

. . > .
et, inversement, si((olu)€ [D'(Q)]12 est solution du probléme (B.II.10)
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c'est clairement une solution de (B.II.T).

Si l'on fait des hypothd&ses de régularité supplémentaires sur la
solution, la seconde relation (B.II.10) peut s'interpréter comme jouant le
rSle de conditions aux bords.

si (0.3) € @' (@) x W @NW)3, on a : €V

A(lo] %)+ B{o1,u,v)

Vv
J —aj(gji+0jk Bkui)vi dx+J (oji+0jk8kui)vaidy
Q I

(B.II.11)

Par conséquent, la conjonction de (B.II.10) et (B.II.11) implique :

(B.1I.12) Vvev J (0. .

i3 + Ojk ak ui) Nj v, dy = J gi(x)vi(x)dy
T, r

1

Or, si Q est localement situé d'un méme c6té de sa frontiére I' supposée
8tre de classe 01 (au moins), on peut montrer (ADAMS p. 97-98) que

v € W1’h(9) adment une trace sur I' notée VIF qui appartient & CO(F), que

1,2 L o
Oij € W > (Q) est tel que Gij € L (T} que Bk uiIFGEC (T) (car’

r

Bk uy € W1’h(Q)). Dans ces conditions (B.II.12) est une égalité dans

2 2
L (F1) et par conséquent, on a,

0.. + 0. . . =g, .D. .
( 1) GJk ak ul) NJ &y p.p. sur F1

On a donc établi que, formellement (B.II.6) & (B.II.9) étaient bien

équivalents 3 (B.II.2) (l'appartenance 3 V impliquant 4 =0 sur Fo)



61

Conclusion
Nous avons rédigé ce chapitre dans 1l'intention de faire une

mise au point de nos connaissances sur la Mécanique non £inéaire des

solides déformables (dans 1'hypothése de grands déplacements et petites
déformations); une formulation variationnelle y est incluse. Nous avons
effectué une rédaction trés détaillée qui n'est autre qu'une synthése
de résultats exposés notamment dans CIARLET-RABIER [2], POTIER-FERRY,
GERMAIN.

Nous aurions pl faire figurer dans ce chapitre, un exposé sur
les aspects thermomécaniques des lois de comportement qui méne & une
formulation variationnelle relative aux solides thermoélastiques, et
aussi une formulation tridimensionnnelle d'un probléme non lindaire de
coque : ces deux sujets sont étudiés en collaboration avec Monsieur PARSY.
Nous ne les avons pas inclus dans ce mémoire pour deux raisons : 1'une
est une éuestion de volume du manuscrit, l'autre étant la connaissance
d'un preprint d'un article de Monsieur DESTUYNDER sur la théorie non
linéaire des membranes (3 paraltre) et dont Monsieur PARSY a eu connaissance
lors des Journées '"Plaques et Coques'" organisées les 25-26 et 27 Novembre

1981 par Messieurs DESTUYNDER et BERNADOU.
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CHAPITRE II

EQUATIONS D'EQUILIBRE DES COQUES CYLINDRIQUES

1 - RAPPELS MATHEMATIQUES

1) Coondonnées curvilignes orthogonales

Soit E un espace affine euclidien (orienté) E de dimension 3, rapporté
4 un repére Ox

1 ¥p 3o cartésien orthogonal. On appelle coordonnées curvilignes

sur une partie D de E, toute application ¢ de R3 dans R3 :
(x1, X5 x3) > (y1, Yoo y3) bijective et deux fois continliment dérivable dans
le domaine D ol elle est définie. En tout point M de D , il passe ainsi trois
courbes coordonnées y; = Constante, j € {1, 2, 3}

et trois seulement, les trois
vecteurs

5y formant une base de 1'espace vectoriel E3 associé 4 E .
J

Les coordonnées curvilignes sont dites orthogonales si les vecteurs
3M oM oM

. s sont deux & deux orthogonaux. On pose
By1 By2 3y

3
oM >
I.1 —— = h. ] fixé 4 . = .
1 ayj hJ e (j fixé) ou |1eJ|| 1 et hJ > 0

Z) Expression d'un certain nombre d'owvérateuns classiques utilisés dans La suite

de fa nédaction. (en coordonn@es curvilignes onthogonales).

I.2.1. : a) déplacement &lémentaire

M =h, dy, 6, +h_dy. e. + h_ dy. o. =% {h. dy.e.}
= 1 }f1 e,] ) y2 82 3 y3 e3 = j yoej

ol la notation I {f} désigne la somme des trois termes obtenus en effectuant

dans f les permutations circulaires des indices 1, 2, 3
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> > T ¥ e 3
b) Vecteur n d 0, ol n est un vecteur unitaire d'origine M normal & une aire

élémentaire do tracée sur une portion de surface :

I.2.2 ndo=3 {h, b, dy, dy, e.}

2B ndg= o Ny dy, dyy e,
c¢) Elément de volume élémentaire dv au voisinage de M : swow
L.2.3. dv = h1 h2 h3 dy1 dy2 dy3

>
d) Divergence d'un vecteur K-de composantes Ai sur les ei

ol la notation, 1 désigne la dérivation partielle par rapport a Yy

§ -> =
e) Rotationnel d'un vecteur A de composantes Ai sur les e;

A 1'aide de la formule de Stokes on obtient

h.h 5 St 1

—_ > 1 ->
I.2.5. rot A= { —— |(A, h,) , - (A&, h,) e }
18 I> 1’2J 3

f) Gradient d'un vecteur

=5
Le gradient d'un vecteur A est le tenseur, défini en chaque point M,
qui, par définition fait correspondre au déplacement élémentaire dM la diffé-

£ — .
rentielle de A c'est-a-dire la quantité dA = 4 (A1g1 + A2 32 + A3 e3). Aprés

=

avoir préalablement calculé les dérivées des vecteurs e (i.e. les quantités
a—éi —r >

By, qui interviennent dans dA) et si on désigne par Vij(A) les composantes
J
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+ -
de ce tenseur sur les vecteurs e, on obtient :

el ot M Bt o te fe T
L.2.6. v11( ) h * h h * h h > 12 A) h h h
1 2 1 3 1 2 1 2
A
T e Bl i
'3 By By

et des formules analogues pour les autres composantes.

g) Divergence d'un tenseur du second ordre
En utilisant le théordme classique de la divergence et la définition

de la divergence d'un tenseur F de composantes tij on obtient

1.2 v P = ——32 { |nh(t. . e +t.. 6. +t.. el .}
2.7 div F = phigltyg e+ 1oy &5 * tyy €370

1T - EQUATIONS D'EQUILIBRE

On considdre par rapport au repére orthonormé direct (O 21, gg, 33)
le domaine (C) suivant :
C={(r,0,z) / r€[R-h, R+h] ; z€[0,£] ; o € [0,2n[}
coque cylindrique de révolution autour de Oz, de rayon moyen R, d'épaisseur

2h (<< 2R) limitée par les plans z =0 et z = £ (> 0).

On est évidemment amené & travailler en cooidonn@es curvilfignes

onthogonales cylindriiques, le repdre local orthonormé direct en M € C Etant

> > >

(M; e.s €g> eZ) ol
> 0n > dOM > 30M
e he o = 36 h, € =%
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. -> > ->
Les formules de passage des coordonnées cartésiennes (M, e ey, ez) aux
> >

e

=y
coordonnées curvilignes cylindriques (M, e.> € Z) étant données par les

relations inversibles

| 5 /2
x=1r cos § | r=(x +y) D'autre part
l - - -
U A > _30W o _a0M 3 _ 30W
¥ = Tmia T arc e x 9x 2y 3y >z 23z
{
I
z =z | z =z
|
L | I
| |
36ﬁ - > > : 36& -> > > ‘ aaﬁ ->
Bl POy o = T A, 1 + = | Poete o
I1L.0:2. 5T e cos 6 + ey sin 6 er’} 56 r sin®b e, rcosf e I'ee} 5z e,
ﬁ_. L i
D'ou
0 i
I I
alte J» = = = 1
HESEN3 hr 1 i he r : hZ
i |

A 1'intérieur de la coque (C) on consideére un volume V tel gue V =[R-h, R+h]x(D)
ol (D) est un domaine de classe C1 de la surface moyenne S de la coque définie
par S ={ (r,0,z) /r=R; 6 € [0,27n[ ; z € [0,£]} , et tel que la frontidre

3D de (D) soit coupée en au plus deux points par toute génératrice du cylindre
r=R.

Nous allons traduire la loi fondamentale de la statique en exprimant

que la résultante des efforts tant extérieurs qu'intérieurs (efforts donnés,
efforts de contraintes) appliqués au volume V est nulle, ainsi que le moment

résultant par rapport & un point O de 1l'axe de (C).

1) Equation d'équilibre des nésultantes

> - : 2
Si 1'on désigne par f la densité volumique des efforts donnés
(par exemple : pesanteur, inertie, etc...) et par (Oij) le tenseur symétrique

des contraintes appliquées a V.
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On a

N N > - L. .€me
IT.1.1.a. 0 = JJJ £ av + JJ Gij nj e. dS ou nj désigne la jJ

composante par rapport
« (+ > > ) 4 tews 1
a (e ,eqg,€, u vecteur norma

> .., s S

n dirigé vers 1l'extérieur de la surface (3V), frontiére du volume V.

Nous allons présentement introduire un certain nombre de notations.

Notations : dans ce qui suit les indices i,j,k seront remplacés par r,0,z.

II.1.2. Notations

->
(fr, fo fz) = (fi)’ les composantes de f sur les axes (er, €y ez)
R+h R+h
. Fi(e,z) = J fi(r,e,z)dr . Zij(e,z) = J oij(r,e,z) dr
R-h R-h
R+h 'R+h
mi(e,z) = J (r—R)fi(r,e,z)dr . Mij(G,z) = J eirk(r—R) Ok ; dr
R-h R-h
i R+h rR+h
ni(e,z) = J r(r—R)fi(r,e,z)dr .Nij(e,z) = €5 1k r(r-R) ij dr
R-h R-h
R+h
. On obtient ainsi . Aij(e,z) = J kij(r,e,z) dr
M =M, =M =N _=N_=§_ =0 R-h
rr rd rz rr ro rz
R+h R+h
My, = —j (r-R) o, dr M..(8,z) = J s.rk(r—R) Ak. dr
R-h R-h
R+h R+h
M=M= R . = : - .
. 66 J (r-R) oy, 4T NlJ(e,z) J €k r(r-R) ka dr
R-h R-h
R+h
.MZr = f (r-R) Oredr ‘- R+h o) 5
Reh - My, = r-R)o_  dr
’Mze = J (r-R) Oqq Or
R-h

De méme



Nous allons expliciter 1'équation II.1.1 aprés intégration par
rapport 4 r entre R-h et R+h et nous ramener ainsi & une équation sur la
surface moyenne.

v = [R-h, R+h] x (D) et (BV) =D UD U [R-h, R+h] x (3p)

ce qui donne

II.1.1.b O = JJ (mi + R Fi)gi de dz-+JJ KR+h)oir(R+h,9,z)—(R—h)cir(R—h,e,z)]

e. d6az+ jJ g..n. e. as
ij 3 1
(3Vzat)
Nous allons ici évaluer 0.. n. g. ds
ij § "1
(3Llat)

Nous pouvons prendre comme paramétres de description pour la surface latérale
de V : - 1'abscisse curviligne s sur (3D) bord du domaine (D) de la surface

moyenne.
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- la coordonnée cylindrique r
Les lignes coordonnées sont alors : — les rayons du cylindre

- des courbes "parallsles" & (3D)

>, - >, -
Un point générique de (BDZat) peut s'écrire M(r,s)=P(s)+(r—R)er(s)

> oy .
Si 1'on désigne par n le vecteur "sortant'" unitaire au point M de la surface

> > > L.
latérale on sura |n 4dS = Mé A M; ds dr ; et s1 v désigne le vecteur normal

1 . -~ P . . - -> -
"sortant" de (3V £at) au point P d'aprés les définitions de 4P, e V et ds

. —> >
on a la relation dap = e. A v ds

>
ﬁ'"@-k( R)Eﬁ_‘* A++( R)_d;e_+ ﬁl—+
s~ ds r as S AV ds 8 r  r
0 0 0
- ! - + - —_— b =
e, Awv v, MS v (r-R) is 7 ds Vg dr ds
de
Vo Vg [vz—(r—R) 4o Jdr ds
R+h
D'oi o..n, e, dS= {lo_,y,drds+o__ y drds-(r-R)o_ dr déle
13 g 1 ro "8 rz 'z rz r
(31at) 3D R-h

+ [ v, dr ds + o v, dr ds-{r-R)g

>
990 Vg o eZd.rde]ee+ o v, dr ds +[oZZ v, dr ds

z8 0

- (r-R) o__ dr 4e] e } . Soit encore
zz z

IT.1.1.¢c
> R+h -
{f 0.5 T3 € as= { f {lo_g vg(s)+ 0., v,(s) ] e tlogg vgls)+ Te, Vs
(avzat) 3D R-h
> > > >
+
[0Ze ve(s)+0ZZ vz(s)]ez} dr ds + J (Mer e, + Mee ey * Mez ez) de

aD
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idre inté (M, & +M o +M e)ab=| (M. e,) as
La derniére 1ntégrale Mer . 08 ©o 02 ez = 01 €
aD oD

peut encore s'exprimer comme une intégrale double &tendue au domaine D .

En effet
_ 9 2 o+ M, e de dz
jJ 3z (M6r rt Mee 8 0z )
(D)
B 5 8 >
=f Mg, [z,(8)] e, db —J Mg; [2,(0)] e, a6
a a
>
= J (Mei el) dae
(3D)
(en vertu de 1'hypothése faite & la page ol 1l'on a supposé que la frontiére

3D de D était coupée en au plus deux points par toute génératrice du cylindre
r =R ).

Ainsi

-> 9 >
II.%.1.4 f (Mei e.)d = JJ iy (Mei ei) d8 dz

En wtilisant II.1.1.4 dans II.1.1.c puis en utilisant II.1.1.c dans

1'équation II.1.1.b on obtient 1'€quation intermédiaire II.1.1.bis

IT.1.1.vis

<> >
0 = JI [mi + R Fi+(R+h)0ir(R+h,6,z)—(R~h)oir(R—h,6,z)] e; d6 dz
( D)

_J 5%'(Mei 3i) dedz + J{[Zr6 vgls) + 2 v (s)] Zr+[z86 vg(8)+L, v (s)] &

(D) aD

+ 2 vy(s) + 1V (s)] ‘éz} ds .

z6 06
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+ -
Or les efforts sur les "couvercles" D et D du volume V sont donnés -
le vecteur unitai " " te °
itaire normal "sortant” de D étant e, et le vecteur unitaire

normal sortant de D &tant - gr’ posons

IT.1.%1.e et
> >
o R+h.8 >+t + > + >
pp(R#1,0,2) e+ 0  (R+h,8,z)e, + o (R+h,0,2)e, =D e +p, ey + Py 2
¢ (R-h,8,2) o+ o0 _(R-h,8,2z) 6. + 0 (R-h .5 ,z) & =p- o +p. o +p o
rr r ro >0 ] rz Y 2 z Pr ®r 7 Py g P, &

L'équation II.1.1.bis devient

IT.1.1.

-

+ . -4 > 9 >
[m, + R F, +(R+n)p; ~(R-a)p.] e, as dz—JJ 3, (M. e;) a8 dz
(D)
D

61 1
(D)

+ J { [Zrdue(s)-+2 v (s)]g +[z,. v (s)+z

rz 'z T 88 'p \Y (S)]g +Z v (S)+Z v (sn]ds
aD - pA

0z =z 0 z6 6 Z27

On peut 4 1l'aide du théoréme de Stokes transformer 1'intégrale

J{[Zreve(s).J' L Vy(8)1e B (8092 v ()] &gt [ ovo(s)4n, v (s)]e ) ds

rz 0z 0 268 zZZ
aD
————+
En effet J JJ Rot A dS od 9D est une courbe fermée sur laquelle
aD (D)
s'appuie la surface (D); d 1'41ément diffirentiel tangent linéaire de la

courbe (3D) et n le vecteur unitaire normal "sortant' de la surface (D).
>
L'intégrale II.1.1.f se présente sous la forme J Aj(s) e.(s) ds et nous allons
3D -

la transformer sous la forme Bi(e,z) Zi(ﬁ) ae dz .

(D)

\ , <  Ageroiis = > s
D'autre part, d'aprés les définitions de at, ens V et ds vues antéri-

urement | A =2 AV ds a'od
eurement on rappelle que = er VvV as ou

S
2%
)
1]
—
il
w0
0]
=
<
il
k—hl
—
2]
O
ct
=4
6]
Sy
fa¥
w0
i}
—
\'—_\
2]
o]
ct+
h=3
w
~
(%
u

> L, . .
car er est le vecteur unitaire normal sortant de (D).
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_—
-> > .
D'aprés I.2.5. la composante sur e. du vecteur Rot A est donnée par

5o, o, 11 e T
(Rot A)r—r 56 'z 9z T Pe|T T a8 oz Ve A=Ay &
Or sur {D) nous avons r = R et nous obtenons alors la formule suivante
BAZ aAe
II.1.1.g. J —Ae(s)\)z + AZ(S)\)e ds = JJ =8 R T d9 dz
3D (D)

Comme gr et ge dépendent de 6 et donc de s nous allons repasser dans le repére

> >

ey, ez) pour pouvoir permuter les symboles d'intégration

et 1'écriture des différents vecteurs, intervenant dans les calculs, par rapport

rd . - ” —+
cartésien de référence (ex,

- >
e

-
a la base fixe (ex’ ey, Z). Ainsi d'aprés II.0.2 : .

f ':Zre ve(s) +I, vz(s)J (3}( cos  + -éy sin 6)+ [+ Zee \)6‘(8)*' Zez \)Z(s).'
oD -

- (—éx sin @+ _éy cos 8).

i
—~
—

{\)Z(s) [cos 8 Zrz - sin 6 Zez;]&+\)e(s)[cos 8 Zre - sin 9 Zee:] ds) e,
D

: - i + d
+ ( J {\)Z(s)l:'s,ln 6L  + cos® zez_]+\)6(s)l:51n 6 I 4 *+ cos 8 266—_[ s) v
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Soit en utilisant la formule II.1.1.g

=(JJ {—sin62r9+coseii -—sinea%Z -cos 0L +Rcose-a—z-f‘z

36 ro 66 66 3Z
(D)
drB
~ R sin 6 —2 } a6 dz) o
9z X
+ (JJ {cos 8 z__ + sine-jL Tt cose-jL z -sin 8 I, + R sin 0 2
ro 36 “reé 96 66 06 Y Zrz *
(D)
+ R cos 0 - I, } as az) e
9z Oz

Dy

> ] > > ->
= ) + — + — - — _—
JJ { ro ee o6 Zre er 36 269 ee Z66 €r * R 9z Zrz r * R 37 Eez 0

9 3 -
+ (= + =
36 .0 37 R I,,) e} do dz

_ 3 d > 3 ) 1>
= 25 -1 +R-Z 2 2
[f 136 Zro g0 * B 3, Zr%] ot [%re T 38 Yo t T 3 Zez} %

9% z8 9 >
+ —2 4+ 2 ;
' Y. 52 R Ezz, e, } 48 4z
On obtient ainsi 1'égalité :

5 > " Y e
JD { [r@ \)O(S)+Zrz \)Z(s):]er+ '\268 ‘)e(s)”ez vz(ﬁ’ﬂee +[Zze \)e(s)+zzz V?
]
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En substituant dans II.1.1.ter le second membre de cette &galité au

premier membre de celle-ci on obtient 1'équation II.1.3.

0= (| (R+n)p, ~(R-h)p +m, +RF, - = M.| 2. +|2 5 -5 +R23
i i 1 1 dz 01 1 936 "re 66 9z rz r
(D)

3 3% . ]» . oz 3
" [}‘re * 36 “ee " 3z ez:]ee+ 20 20 * 3z Moz

>
e } ds dz
z

Le domaine (D) est un domaine arbitraire de classe C1 de la surface
moyenne S de la coque (mise & part la restriction que sa frontiére (8D) soit
coupée en au plus deux points par toute génératrice du cylindre r = R).

A ce stade on utilise le lemme fondamental suivant

Lemme Fondamental : Si F est une fonction (scalaire ou vectorielle) continue

IT.1.3.bis sur S et si l‘on-ﬁ_JJ F(M)doc = 0 VA CS, alors F est
(a)

identiquement nulle sur S.

La démonstration de ce lemme se fait par 1'absurde et elle montre
en fait que 1l'on peut se limiter i des ensembles (D) de S denses dans S en ce
sens que dans tout voisinage ouver” d'une point de S on peut inclure un ensemble
de la famille des domaines bornés (D) de frontiére 3D réguliére coupée en au plus
deux points par toute génératrice.

Si les quantités intervenant sous le signe Jf de 1'équation II.1.3.

> -
e

. : ; = :
sont continues dans S, psr projection sur les axes e.» €, €, on obtient les

équations d'équilibre des résultantes : II.1.4.5.6.
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II.1.4.5.6.
+ - 9 ] BZrz
(R+h) pr—(R—h)pr +m, +RF, - =My ol - Lgg ¥R, =0 IT.1.4
+ 5 3 g,
(R+h) Py -(R-h) Py * My + RFy = o= Mgy + I o+ o5 Zgg+ R —7 0 II1.1.5
(R+h) p* -(R-h) p_ +m +RF - >M, +-2>3 +-=>R3z =0 11.1.6
P P, Z 9z © 26 " zB 9z yAA
Z) Remarques

a) Nous aurions pu suivre une autre démarche pour établir les équations II.1.4.5.6.
a partir de 1'équation II.1.1, en utilisant le théoréme de la divergence pour

transformer 1'équation II.1.1 ce qui donne :

Ir.e.l. 0 = JJJ T av + JJJ div(s) dv

v v

puis précéder a4 une intégration par rapport & r entre [R-h, R+h] pour se ramener
d une &quation sur la surface moyenne. En projetant cette derniére sur les

> > > .. )
axes e, €,, € nous retrouvons Avidemment les &quations II.1.4.5.6.

Détail des caleuls

v v
—_— 1 9 - > 9 > > >
= — |— g 4 —
div o r [BT {r(orr er'+ ro 664 jr e, )} + 30 “%e ee + GZG ez + 0re er}
9 > -> ~
+ — + + '
57 {r(oZZ e, * 0., €.t a ee)}. D'ol
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6“ {3 ( —++ —++ —>)+i ++ —>+ >
B or rL er Ger eG Orz ez 36 ro 066 ee 0ze Z
v
) - > - > -
—_ +
+ Y [?(Urz e+ Og, €5 * o, € )} r(f e. * fe e, + fz ez)} dr d6 dz
> >
0= JJ I.(R+h,6,z) eq * 0.,

-
{(R+h) [%rr(R+h,e,z) e. *0,

(D)

F %
- (R-h) crr(R—h,e,z) e, * oy,

P
Z(R+h,e,z) ez]

> -
(R-h,08,2) ey + ch(R—h,e,z) e,

3 rR+h N R+h " R+h N
+ = [(J o (r,0,z)dz) e, + (J oee(r,e,z)dr)ee + (J cze(r,e,z)dr)eZ]

a6 ro
R-h R-h R=h
9 R+h R+h N
e ([ | (r-R) crz(r;e,z)dr + R J Orz(r,e,z)dr) e,
R-h R=h

R+h
Z(r,e,z)dr + R J o

) 0z 0
R-h R-h
R+h R+h N
+( J (r-R) ozz(r,e,z)dr + R J ozz(r,e,z)dr) e,
R-h R-h

Soit encore en utilisant les notations II.1.2 et II.1.1.e
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I1.2.2.
+ > + > + > - - > - >
= -(R- +
0 f[ {(R+h)(pr er + Ib ee + pZ e )-(R h)(pr e pe e + P, eZ)
(D)
9 > - > ) -> ->
— — | (- + + +
* a0 [Zre er * Z66 ee‘“zze ez]-’- 32 [( Mer R zrz) Cr (Mzz R Zez) ee
+ (=M +Rz)+]+( + RF ) + +RF)++( +RF)+}d6d
0z 7.7 ez mr r € me 0 ee m A ez z

En utilisant le fait 2T =T X e 1'équation ci-d I1.2.2
‘n utilisant le fait que 75 e = e et 7 e, e. 1'équation ci-dessus II.2.
est en fait 1'équation II.1.3, d'ol la conclusion énoncée a la fin du

paragraphe 2) Remarques a).

b) Dans la littérature certains auteurs tentent d'établir 1l'analogue des équations

IT.1.4.5.6. en considérant un volume V infinitésimal et en faisant un certain

nombre d'approximation sur les S mi, ete. ..
[11)

(c.f. NOVOZHILOV, [1], DONNELL
crite pour un volume V arbitraire

D'autres partent de 1'équation II.2.1.
lemme fondamental II.1.3.bis pour

intérieur & la coque (C) et utilisent le
aboutir aux &quations classiques d'équilibre des résultantes en coordonnées

cylindriques II.2.3, II.2.4, II.2.5
N A R
0pg 1999 97y, ré
II.2.4 T 7 5 3o + 0 = fe =0
IT1.2.5 : g%-orz + %- 3:22 + §%~ o, * Sfﬁ +f, =0
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. Aprés multiplication par r de chacune de ces équations et intégration par

rapport 4 r entre R-h et R + h, on retrouve les &quations II.1.4.5.6.

Détail des calculs

(:) JR+h 90 3o 30

rr rb T
r (r,S,z) + ae (I‘,e,Z)"' xr BZ

Z
e (r,6,z)+ crr(r,e,Z)

R-h

- Oee(r,e,z) +r fr(r,e,z).}dr = 0

soit encore

3 90 90

Rtk ro rz
f — (r crr(r,e,z) - (r,0,z)+ r = (r,e,z)—oee
R-h

(r,6,z)+ r fr(r,e,z) dr=0

En utilisant les notations II.1.2 et II.1.17e on obtient

oM D)

+ = 9 6r rz _
(R+n)p ~(R-h) p + 35 2 o - 5~ * R 5,712 -Lgg +m +RF, =0

(qui n'est autre que 1l'équation II.1.4 3 1l'ordre d'écriture des termes pres).

90 90 90
ro 66 0z ~
+ = !
rar 86+raz+20re+rf6 0 d'ou
R+h oo} 90
) 66 6z
J = (rore) + 8 YT, + Ot T fe dr = 0

R-h

En utilisant toujours les notations II.1.2 et II.1.1.e on obtient

N ) R+h . (R+h R+h
(R+h) Py —(R—h)p6 - SE-J oee(r,e,z)dr + Bs f roez(r,e,z)dr+J ore(r,e,z)dr
R-h R-h R-h
R+h .
+ J T fe(r,e,z)dr = 1) c'est-a-dire encore

R-h
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5 oL

- 3 8z '
~(R- 2 + = + + + + =
(R-h) py + 55 Lgg* 3, My, ¥R + I *mg *RFy =0

+
(R+h) pe

~

(qui n'est autre que 1'équation II.1.5 & 1l'ordre d'écriture des termes prés).

aorz aOez aOzz
+ + =
(:> T or * a0 T 3z Orz rfz 0
R+h 5 5 aozz
j [?; (r Urz) * =25 %oy tr St fz:] dr = 0 Soit
R-h
. _, (B , [ [Ren
(R+n) D, - (R-h) p, * EE'J oez(r,e,z) dr + Fy f (r-R) czz(r,e,z) dr
R-h - R-h
R+h
+ R J czz(r,e,z) dr
R-h
R+h R+h
+ j {r-R) fz(r,e,z) dr + R J fz(r,e,z) dr = 0
R-h R-h

Grace aux notations II.1.2 on obtient

+ - ) d I l )
+ _ —_ + — + — — =
(R h)pZ (R h)pZ 30 Zez Y Mez + R Zzz tm o+ R FZ 0 Soit

Z2

+m +RF =0
Z Z

+ - ] oL
‘ - - + = - =
(R+h)pz (R h)pz 36 Zez 92z Mez * R 3z

(qui n'est autre que 1'équation II.1.6 3 1'ordre d'écriture des termes prés.

3) Equation d'équilibre des moments

On exprime que le moment résultant par rapport d& 1'origine du repére

de tous les efforts appliquées a4 V est nul, soit

17.3.1. 0 = JIJ OM. A T av + II oM A o.. n. o. dS
ij J i
v 3V
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Nous allons, comme cela a été fait dans le paragraphe II 1 ,
expliciter 1'équation II.3.1 en intégrant par rapport a4 r entre R-h et R+h

et nous ramener également 4 une équation d'équilibre sur la surface moyenne.

On a :
6& =r g + Z g
35 Z
IT7.3.1. s'éerit
> > -> - — >
6 = (re +ze ) A (f. e.) rdr d6 dz + Jf OM A g.. n. e. dS
r Z 1 ig 4 1
[R-h,R+h)xD oV

Par intégration par rapport & r entre R-h et R+h dans le premier terme du second
membre de 1'équation II.3.1, on obtient, (& 1'aide des notations II.1.2)

1'équation II.3.1.a).

(re +re )A(f. e.) rdr a8 dz = || {I RF.]e
r er r ez i ei r xr zZz = VA me -2 9 er
[R~h,R+h]xD (D)
{I +2RF-n -Rn -R°F 12, +[n, +Rm, +R-F.] e }adsd
2 mr . r Uz Z Z s n@ me G ez “
.Y . 4 i e <>
Calcul de la deuxieme intégrale JJ OM A Oij nj e ds
aV
—_— =
OMAo.. n. e =(rg + Zg) A (o..n. e.)=rc¢ + z ¢ ) o e

i3 =5 S4 r z i3 "5 %4 ikr ikz’ %15 5 %k

+1 si (a,B,y)
permutation paire

o By ont la significaticn suivante : EGBY =—> -1 si (o,B,Y)
permutation impaire
de 0,6,z
O sinon

ou les symboles €

on pose |A, . = (r €. + z €5 Nt
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+ - . L -
V=D UD U [R-h, R+hlxD (on calcule 1'intégrale JJ xkj.nj e, dS de
——— ———
(3V lat) oV

>
facon tout a4 fait analogue & celle utilisée pour J[ Oij nj e dS dans 1le

§ II) par intégration en r entre [R +h, R+h] ov

I 2 as = || (R+nh) A (R+h,8,z)e, a8 4 { (R-h) A, (R-h,08,z)e, d6 dz
kj g %k T B) A (R¥B,0,2)e 2 J kr Y28y

oV (D) (D)

3 d rz 9
) JJ 37 [Mog ;] a0 az + J[ (56 Are = Moo * R 57 Jer *ligg * 55 Ao
(D) (D)

ol A
8z - 7.0 ) >
0z } e8+ 30 * 9z R Azz} ez) b dz

+ R

1c1 . Lo M i .. .. e
nous allons expliciter les ka"AkJ’ del en fonction de clJ, ZlJ, etc
II.3.1.b

= - = - + =
Arr z Oer Xer rozr z Orr er T Oer
Ngg = 7T T,6% 2 Opg Ao =T Tg9 Ao = T % T
kzz =r OGZ xrz =Tz Oez Aez =T Ozz *
Ao = 72 Zgg Nog = 279 "M, "RZg Ary = 72 Lo,
= + —_— = L =
Aez z Zrz Mez R Zzz Aze Mze * R Zee Azz Mzz *+ R
R+h R+h
M6r = - J (r-h) Arz dr = g7 MZZ; Mee = - J (r-Rr) Ae dr = - No, * 2 Mg
R~h -
R+h R-h
0o —j (r-R) _.
0z Mg dr = sz
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En substituant & 1'aide des formules précédentes les (A) en fonction

des (o) on obtient

o + + +, >
JJ AkJ ny ey as = JJ ((R+h)[-z p, e +(=z D, ~ (R+h)pz) e +(R+h)p8 e 1]
v (D)
(R-n) [ R +(z p_ -(R-h)p_) e, + (R-h) 1 -+ 2 ) @
& pe . “ pr P,/ g Py €, 7% = 9 Z7 er
aN oM N )
87z 8r > 27 > 00
+ - - - =
32 Mor = 23 Jeg v+ 3, Syt 1tz g — 2L gt M +RI
3Ty, CHNP 1 3 oL
“RIg, -Reg T Yo t Itz T - T R T + R+ RZ —
oM D oM 5% oM a2
0z 2 7% > 70 66 7.7 2 Bz
*R—, "R 5, teg*rl 755 *R 55 +R—, *+R —~le) a6 dz

2 > + > +
+ Bm, + R Fe)ez+(R+h) [-z Py €. +(z D, -(R+h)p

- > = - > - >
— + ~R = —
[~z pe e, (z P, (R h)pz) €q +(R h)pe ez] z

3z 7 96 ro 70 8z dz r 66 26

S

6 =
2% +BE . BT R ~—L}e +[u% 5 —gat ~ ot



82

Si les quantités intervenant sous le signe JJ de 1'équation ITI.3.1

sont continues dans S en utilisant 4 nouveau le lemme fondamental

II.1.3 on

obtient par projection sur les axes gr’ g@’ gz les égquations d'équilibre
relatives aux moments : II.3.2.3.k.
3L
+ - 3 ) 8z  _
1I.3.2\-z my -z R Fe—z(R+h)pe+-z(R—h)pe—z 32 M7 36 Lee7? IpgR2 5, =0
2 + 2 + - 2 -
+ -n -Rm - +z(R+ —(R+ - ~ +(R-
zm +z RF -n -Rm -R°F_ z(R h)pr (R+h)“p_ - z(R h)pr (R-h) D,
? d 3 3 Ey
I1.3.31% 37 Moz ™ o™ 2 57 Yor7% Zoet 2 36 Tre T30 M2z T % 36 Zget B Ipg
9 R _ Rr2 8. -
* Rz 3z Zrz * R 9z Mez R 9z Zzz 0
2 2 + 2 - 3 3 a 3
- (R- - — —7 +
IT.3.4 ng + Rm, + R F9+(R+h) Pq (R-h) Py * 35 NZZ + ae Raezee R-é— M,
2 3 _
+ R 5z Eez =0

4) Remarques

®

avions faite concernant 1'équation d'équilibre des résultantes.En

Nous pouvons faire une remarque tout a fait analogue a

transformation a4 1'aide du théoréme de la divergence de 1'équation

obtenons 1'équation :

—————

II.h.1 div(a)dv avec Kk

celle gque nous

effet par
II.3.1 nous
tZoeiy,) 055

puis procéder & une intégration par rapport 3 r entre R-h et R+h pour se

ramener & une équation sur la surface mcyenne.

>

e

+
obtenue, sur les axes e , 0

r

En projetant 1'équation ainsi

>
» € nous retrouvons évidemment les équations II1.3.2.3.L
Z
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Le premier terme du second membre de 1'équation II.L.1 est toujours donné

par l'équation II.3.1.a.

Detail des caleuls

div(i) =

A
r

En utilisant I.2.7 pour obtenir 1'expression de div(iA) on trouve :

3

> ->
A e
oz 722 2 rz

> - > ] > >
{ or l:r(krr e:r' + )‘er ee * >\zr ez):] M a6 [)\96 ee * )\ze ez * )\re

+]
[S]
r

+A e +A. e} D'od en utilisant II.3.1. b
r Bz 8

3= ]14( RF. ) e + ( +2RTF_ -n -R
- Tz Mg T2 6’ ©r z m, z r By o,

2

-R°F ) e
z

>

8

2 > P > >
+ — — —
+ (re + Rme + R Fe) e, } d8 dz jJJ E)r [r[z Og, €, * (-r o, * zcrr) €q
> [R~h,R+h]xD
+r o, e] +
fr "z
_@_{( + )—> + > > +_3_ _ >
a6 r Gze z Or@ N T 086 €z z O66 €r 3z mr Oez e z Oez er

>
+ (-r o, t 2 orz) ee:] dr 36 dz . Aprés intégration par rapport & r entre

R-hetR+hona:

N

(D)

+H {(R+n) [—zoer(R+h,6,z)gr +{—(R+h)qzr(R+h,8,z) + 7 crr(R+h,6,z)} o+

(D)

{{-zm -z RF

>
e

0

Yo +( +7 RF Rm -R°
0 Ger zmrz rnz mz\Fz)

+

(n

6

+ Rm

8

2
+
RFe

6

(R*+h) oy (R+h,0,2) EZJ —(R—h)i}Zcer(R-h,e,Z)gr *+ {~(B-h) o, (R-h,6,2) +

>
Z orr(R—h,e ,Z) ee}+(R—h)o

* Mze

+ RI

99)

R-h T [+ 2 - P4 -M - 2
er( ,e,z)ez:[ Y zZee er+(z Zre MZZ Rzze)e
> 3 -

+ — — - -—
e, } Y {(-z M, Rz Zez) e, * {z( Mer + R Zrz)

ZZ

2. >
5 +(N o+ RMZZ + R Zez) eZ} }de dz

)Ez}de az

8
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Fn utilisant, comme d'habitude, les notations IT.1.1.e l'€quation ci-dessus

s'écrit ;

5 - Mm (s oy 70, 4o m,

+ JJ (R+h)[}z pe-+gr + Z;iZ*(R +h) p

(D)

; 5 N
+ 2z RF -n -Rm -R° F )e
r oz oz z

2 ->
5 +(n6+Rm +R Fe)ez} de dz

P
}e
z

—+
+ (R + h) Py + ez}

- > - - |> -
- (R-h) [.—z Py €, * {z D, " (R-h) D, [e * (R-h) Py = €, }

2 > 2 >
N, + -
6z RMGZ R Zzz)]ee+(sz+R‘Mzz+R ZGz)ez] a6 dz

Si les quantités intervenant sous

le signe JJ de 1l'équation ci-dessus sont

continues dans S, en utilisant toujours le lemme fondamental II.1.3.bis on

obtient par projection sur les axes gr’ ge, gz les équations suivantes
II.4.2a.3a.ka.
II.4k.2.a
+ - az66
-2 mg-z R Fe—z(R+h)pe +z(R—h)pe ~2 —5g I Zre +MZZ + R Zzee
—z—a—(M +RL,)-M =-RI, =0
9z ZZ 8z A 6z

(Bquation qui, aprés réduction de

a 1l'ordre d'écriture des termes, p

termes n'est autre que 1'équation II.3.2.

rés).

II.hk.3.a

zm +zRF -n -ERm - R2 F + 2z
T r Tz zZ Z

+ 2 + - 2 -
+ - (R+ - - + (R-
(R+h) o, - (R+h)® p} - 2(R-h) p, + (R-n)" p_

3
- + < - 2 - 2 - - =
2 Lgg %2755 Zrg "0 Mz TR0t Moy TR, 725 Yer
5 3 > 3
+ —_ -_— + - ———— =
z R 97 Zrz + 3z 0z R 3z Oz R 9z Zzz 0
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- ~
(équation qui, & 1'ordre d'écriture des termes preés, n'est autre que

1'équation II.3.3).

IT.h.bh.a
2 2 + 2 -, 9 9
ng * Rmg + R Fy + (RB+h)" pg = (R-h)" py + 55 (Mg + R Igg)t 5 Ny,
9 2 9 =
+ R 5; Mzz + & 92 Zez O

(équation qui, & 1'ordre d'écriture des termes prds, n'est autre que

1'équation II.3.4).

Certains auteurs utilisent les &quations classiques d'équilibre
des résultantes en coordonnées curvilignes orthogonales cylindriques pour
€tablir les équations II.3.2.3.4. Ils multiplient chacune de ces premidres
par le coefficient r2 et effectuent une intégration par rapport i r, entre
R-h et R+h; en utilisant par ailleurs les équations d'équilibre des résultantes

I1.1.4.5.6, ils obtiennent un systéme de trois équations : II.Lk.2c.3c.kec.

Détail des caleuls

Rth 2 aorr a“re 2 80rz
(:) f e (r,0,z)+ r 58 (r,6,z)+ r = (842} + r(Grr(r,e,Z)—Oee(r,e,Z)+
R-h

r2 fr (r,e,z{] dr = 0 . Soit en utilisant les notations II.1.1.c
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5 5 - R+h 5 R+h
0 = (R+h)” p ~(R-h)" p_ - J ro__ (r,8,z) dr + ) J ro (r,0,z) dr +
R~h R-h
R+h R+h R+h
39
32 j r(r-R) crz(r,e,z) dr + R J T orz(r,e,z)dr - J T oee(r,e,z) dr
R-h R-h R~h
R+h :R+h R+h
+ J r(r-R) fr(r,G,z)dr + R J (r—R)fr(r,e,z)dr + R [ fr(r,e,z)dr
R-h R~h R-h
Soit encore en utilisant les notations II.1.2.
R+h
et 2 - 9 Qs _ 3 _Rr O
(R+h) pr (R-n) pr J T orr(r,e,z)dr M o0 Mzr+ R 30 Zre 9z Ner R ar Mer
R-h ' s
2 9 2
+ — —_— —_ =
+R - Zrz MZe R Zee+ n, + Rmr + R Fr 0

Or 1'Bquation II.1.4t multipliée par R peut encore s'écrire sous la forme :

2 + + 2 - - 3 3
+ - + -(R- - - - - R —
(R+h) D, h(R+h) D, (R-h) D, h(R-h) P, *Rygg I~ Ry~ Mo
+R° 2L I -R3I_+Rm +R°F =0
9z rz 66 T r
d'ol 1'équation II.L.2b
II.hk.2.C R+h
h(R+h)p++h(R—h)P—_j r o _(r,0,z)dr + - M -2 N M, 4n =0
r r rr oo 36 zr 3z T or 76 r

R-h
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R+h
2 9orb 9 2 306z
J i:r e (r,0,z)+r 26 oee(r,e,z)+r e (r,0,z) + 2r L (r,6,z)
' h

+ r2 fe (r,@,z{] dr = O . Soit en utilisant les notations II.1.1.e

R+h
Z(r,e,z) dr| + J r(r-R)f
R-h R-h

(r,8,2) dr

8

R+h
e(r,e,z) dr + R{f (r-R)f

R-h

Soit encore en utilisant les notations II.1.2.

TI.4.3b

2+ -, 9 9
(R+h) Dy - (R-h) Py + 36 [gze + R Zee}+ 52 [sz + R(MZZ + R Zez)] + ng

+R|:me+RFe:|=O

Or 1'équation II.1.5. multipliée par R peut encore s'écrire sous la forme :

—R(R—h)p_+Riz +R =% +R° =3 +RSZ _+Rm +RF. =0

+
R(R+n) p 0 26 206 5 oz 3z 20z o 5 6

&)

D atnid -

D'od 1 'équation II.k.3e
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II.4.3c
n(R+h) p} + n(Rh)p. + = M . + =N +n -RI_ =0
’ ) 6 306 ""zb6 dz "~ zz 6 ro
R+h
2 Jarz 9 2 3072
(:) J [% ar (r,0,z)+ r =3 oez(r,e,z)+ Y (r,0,z)+r Qrz(r’ ,Z)
R-h

+ r2 fz (r,e,z)} dr = 0 . Soit en utilisant les notations II.1.1.e

5 4+ o R+h R+h
(Reh) pz—(R—h) P - J rorz(r,e,z)dr+~—— J ro, (r,0,z)dr +

R-h R-h

0z

3 R+h R+h ofRth
* 3. U r(r-R) o  (r,0,z) ar + Rf (r-R)o (r,0,z)ar +Rj (r-R)o,{r,8,2)dr
R-h R-h R-h
R+h R+h R+h
+J r(r—R)fZ(r,e,z) dr + R J (r-R) fZ(r,e,z) dr + R f fz(r,e,z)dr =0 .
R-h R-h R-h

Solt encore en utilisant les notations II.1.2.

IT.4.bp
2 + 2 - 9 3 3 3
~(R- + - + + R — - = - R —
(R+h) Py (R-h) Py, Mer R Zrz 26 Mzz R a6 ZBz 3z NGz R 9z Mez
+R 2 1 _+n +Rm +R T =0.0r 1'éuati iplid
e .z T 0, m, , = 0. Or 1'&uation II.1.6 myltiplide par R
s'écrit encore sous la forme :
R(R+h) p+-R(R—h)p_+ R R 2 M, + R 2 L + K mz + RZF =0
z z EL:! 0z 3z Bz 3z " zz z

D'ol 1'équation II.k.lLe
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+ p—
II.k.ke h(R+h) p, + h(R-h) p, *M ~RI 4o M ~--N, +n =0

Nous allons maintenant vérifier que la premiére des trois équations
précédentes (i.e. 1'équation II.L.2c) se réduit en fait & une identité,

compte-tenu de la premidre &quation classique d'équilibre II.2.3.

D&tail des calculs

On reprend 1'équation II.4.2c, qui compte tenu des définitions de Mzr’

N M et n peut encore s'écrire

or> 78

+ - R+h acre qrz

+ - + - +(r— + =, - (r-
h(R+h)pr h(R-h) D, J [ ro. (r-R) T r(r-R) ™ (r-R) L5
R-h

+ r(r-R) f%] dr = 0

+ - Bt 1 80re acrz 1 '

+ - + - = - - — =
h(R+h)pr h(R h)pr J {-r orr+r(r R) o ik . oee+f}J dr = 0
R-h
Qr d'aprés 1'équation II.2.3 on a
1 8Gre BGrz B 96 + P = - aorr N Orr
r a6 3z or r ar T

D'ol en substituant dans II.L.2b

% _ R+h Bdrr T s

+ + ~ — - = —_— —= =
h(R h)pr h(R h)pr + J rao.. r(r-R) ke dr = 0
R-h
R+h 0]
+ - 2 T
+ + - + - —(r - =

h(R h)pr h(R h)pr [ er g . +Ro (r“-Rr) P dr = 0

R-h

2 99 2
= + = - = 2 _ [
Or -2r o R O (r“=Rr) - s [(rR r) T d'od
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h(R+h)p; + h(R-h) p;+ ER+h)R—(R+h)2} p: - [(R—h)R-(R—h)2] p, =0

(d'aprés les notations II.1.1le)

h(R+h) p] + h(R-h)p_ + (R+n)(-n)p~(R)B)(8) p, = 0 (identité)

1'équation II.4.2b disparait donc.

. @ Equivalence des systemes d'Zquations obtenus a partin des méthodes

dif4ernentes envisagéesprécédemment.

. Tout d'abord, & ls simple lecture on remarque que :
~ 1'8quation II.k.lka est la méme que 1'8quation II.4.3b.
- 1'équation II.4.2a est la méme que 1'équation II.1.5 (dé&jd rencontrée
lorsqu'on a écrit 1'équilibre des résultantes au paragraphe II.1°) ).
Donc 1l'équation II.4.2a disparait, en ce sens qu'elle ne nous appcrte

rien de nouveau.

, Considérons donc 1'dquation II.L.3a restante :

II.4.3a (rappel)

2 + + -
+ - - - + + ~(R+h)"- - -
zm +2zRF-n -Rm-R F z(R+h) D, (R+h) P, z(R-h) D,

2 - ) 3 3
+ — - — — - AN V I . .
(R-h) P, " BlggtZ g iy T Mg TRIL z 5, Mgy T 2 R o7 2
3 9 2 9 9 ]
+ 2 + R ==~ — - = - R =
3z Ng R 9z Mez R 32 Czz 38 Vaz R 30 Lz 0
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qui peut encore s'écrire sous la forme :

i + - 3 3 3 '
= - + — - — —_
zlm + RFr + (R+h) pr(P. h) P. =~ Lgatsg Ppy ~ 55 Mg * B 2 vz
N 2 2 _+ 2 - d 3
= + Rm_+R FZ+(R h) D, (R-h) p, *+ My ~RI_--N =R=M

2 9 9 3 _
o R 52- Zzz * 36 Mzz L a0 Z;] =

. On voit ainsi aisément que II.k.3a est une combinaison linéaire des

équations II.1.4 et IT.L.4b 3 savoir :

[II.4.3a] = 2z [TT.1.4] - [II.k4.L4b]

En résumé on a les équivalences suivantes entre les systémes d'équations :

II.1.4
I1.1.5
IT: 1.6
II.4.3a
IT.h.La
A\

T« 1k

II.1.5

II1.1.6 {y

IT.4%.3c

II.4.ke i P

o II.1.5

II.1.6
II.4.3b
IT.4k. ko
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111 - CONDTITIONS AUX BORDS DE C (z = O et z = £).

1) Conditions ramenées aux "cercles moyens" déginmis par : {r = R; z = 0} et

{r =R; z =£}.

(Tm) représente le plan z = O ou
z = £ . Soit une distribution

£
surfacique fO(M) de forces sur

et
|
!
!
i
i

les bords (z = 0) ou (z = £). Nous

allons ici nous ramener a l'inter-

i

i
t

!

section de la surface moyenne S et

1

U S

du plan 7 et ainsi obtenir des

conditions aux bords sur les cercles

moyens en intégrant par rapport d r
entre R-h et R+h (La méthode est analogue d celle utilisée dans le II (:) et
IT () ) — L'équilibre de la coque entraine qu'en tout point M des extrémités

>

(z=0)ou(z=42)onaF(M = Oij(M)nj(M) e; » ol n_ =ng = 0, n, =t 1.

a) Conditions sur les résultantes

: £ ,ﬂ P - > > i
81 Fr , F_ ,F 2z désigne les composantes sur (er, eg» ez)’de la
J3 £ £ '
distribution surfacique FO(M) sur {z = 0} ou {z = £} et (R - R, R z}

o o o
les composantes de la distribution résultante linéique ROZP) sur les cercles

moyens on peut écrire :

—_ R+h _
rao RY®) = e v b 2 i T arae =+ o, (r,8.,6)2. ar o
o) r,r 6 6 Z 7z - 1z o’ 71
R-h © ° R-h
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Soit en utilisant des notations tout & fait analogues & celles du

TI.1.2.
£ R+h R+h
F (6, o) =J (r,0, g) dr z..(e,g) =J O..(r,e,g) dr
1] 1J
R-h R-h
£ R+h ¢ R+h .
mi(e,o) =J (r-R) fi(r,e,o) dr Mij(e,o) = J e.rk(r—R) ok.(r,e,o)dr
R-h R-h
R+h R+h
ni(B‘,g) = j r(r-Rr) Fi(r,e,g) ar Nij(e,g)=J € rk r(r-—R)ij(r,B,g)dr
R-h R-h
D'ol
- £ L]+ 2 J N It
’—mi(e,o) + R Fi(e,o) e, = % [:—Mer(e,o) +RZ (S,O)jl e,
+ lr—Mee(e,g) + R uez(e,g):l Ze + L- Mez(e,g)+RZZZ(6,g)} ZZ
I.IIT.1.-a-
4 )
123 m (0,5 +RF_(8,6) =+ -Merm,%) + R zrz(e,‘é)_] 0
ng(8,6) + rF,(8,6) = + EMQG(S,g) +R I (e,‘é)} ®)
n,(8,6) + RF_(9,6) = + [-Mezw,’é) + R zzzqe,’é>] ©)
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b) Conditions sur les moments

R+h -> £ 5 - > > R+h > L £
= + . .
j (r e. * o eZ)A.(fr e .+ fyeg+ T, ez)r dr = + J (i'er ) eZ)A(Olz(r,G,Q)efrdr
R-h R-h
Soit
2 R+h R+h 2 R+h 5
-0 r £, dr{ e + orf - r f idr| e, + r f, dr| e =
6 r z 8 8
R-h -h R-h

>

- R mz(e,g} e Fz<e,§{}ee+ [%e 8.5) + Rme<e,§)+R2 F6<e,€>_] 3

;i{EKM%w£>—Q %;mg}g+Eo%gmé+fagzwﬁ>+%Jm&
L. .2 £ £ 2 L\] >
+ RMGZ(G,O,: -R ZZZ(G,o) ]ee + [— Nog (6,5)-R Mee(e,o)+ R Zez(e,o)J e

. . > -> -> . P .
Solt en projetant sur e ee, e, i on obtient les équations IITI.1.
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. [- Sy (0,6 +rz_(0,6) v 1y (0,8 + my_(0.8) - 8% 1 (e,’é)}
ng (8,6) + B my(8,6)+8° 7,(6,5) = t[—N%(e,g)—RMee (6,6) + &° zez(e,é)J ©

En considérant les &quations (:) (:) (:) d'une part et (:) (:) (:) d'autre

par on constate que :

(V)<= 2
()=

©

<=

- N

Bz

(6,€)

6,0)

(8,2)

(8,0)

n, (6,€)
n, (6,0)
n, (6,2)
n. (6,0)
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1V - DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES DES SOLUTIONS DU SYSTEME DIFFERENTTEL

DE NAVIER.

Reprenons les équations classiques d'équilibre des résultantes
(en coordonnées cylindriques) II.2.3; II.2.4; II.2.5 et avant de poursuivre
notre #tude ol nous envisageons la coque (C) constitufe d'un matériaux
élastique lindaire homogéne et isotrope nous allons préalablement faire le
calcul du gradient d'un vecteur en coordonnées cylindriques. Pour cela

nous utilisons la définition donnée au I 2°) f).

1} Gradient d'un vecteunr

>
Le gradient d'un vecteur U( ) est le fenseur, défini en chaque

M
point M qui, par définition, fait correspondre au déplacement &lémentaire

= h, dx, gi la différentielle de U , c'est-3-dire la quantité

— > > > .
qU = d(U_ e + U, e, + N e ) i.e. encore
r r ) 6 zZ 7z
W=1lU dar+U .d0 +U dz| e +|U. dr+U, . d0 + U, dz | e, +
T vr,r g r,0 T,z %_ °r f,r r 9,6 8,z 21 %

a

> -> >
U dr + U as + u dz} e + da e, | + U, |-e dB| + U 0
Z,Tr z,0 z,z2 | Z ro| 8 0 r z |

>
e

= + —
au l:Ur,r dr (Ur,e Ue) ao + Ur , dz

"~ >
r + [Ue,r dr + (Ue,e + Ur)de + US,Z dz}ee

A d6 + U d%] Z
Z,7 z

[ 3

+ EJ dr + U
7,7 7
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e

; + — + d
dr Ur,r dr (Ur,G Ue)de Ur Z
—> >
aM rdf grad U = VE
/
=7 =
I‘,e,Z dz \e/
: ( U,) ;U d v (ﬁ) étant 1 omposantes du
Ur,r’ r Ur,e 8" r, 7 . ij evant Les comp
- > -> >
1 tenseur V sur les vecteurs €. ee, eZ
= Ue’r; b (U6’6+Ur);U6,Z rdo
U l'U U dz
% Sl BT ZZ
>
+ /
Dy ;
— > - >
on remarque au passage que : Vrr(U) + Vee(U)+ v Z(U) = div U
—3 > ; 5
rot U = Z{ VZG(U) - VGZ(U)} e,
> - - -> > P
Soit u=u. e. =u_e +u, e, +u e le vecteur déplacement du
i i r P 6 76 Z z

point M (r,0,z) lorsqu'on passe de la position initiale & la position

déformée de (C)

2)\Depinition du tenmsewr des taux de déjormations (e)

Le tenseur lin€arisé des taux de déformations (&) est la partie paire

- . >~ ->
du gradient du vecteur déplacement u . En d'autres termes

1N .5
(E)U =3 [?U + VG]i] Les composantes Eij de ce tenseur

évidemment symétrique des taux de déforma-

tions sont donc dcnnées par

(2 €500 = Ty 075 )
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— > -
D'aprés les expressions des composantes Vij(u) du tenseur grad (u)

écrites plus haut il est aisé d'écrire les composantes Eij du tenseur symétrique

D'autre part si le matériau constituant la coque (C) est &lastique

linéaire homogéne et isotrope on sait que les relations contraintes-déformations

s'écrivent

(2) = A tr[(e)] (1) + 2u (e)

soit pour les composantes des tenseurs en présence :

Gij = A (ekk) dij +2u eij
19
r Br,(r ur)
Bur a 1 Bue du
B TR = e, g T Thr T YT ER T Ov emeore
ou ou
- _ 19 1%,z
€y = tr [(e)] = 31 (r ur)+ = 58 * 52

expression des Eij d l'aide des relations contraintes-déformations.
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13 aue auZ Bur
orr=>\[;$(rur)+—a_e—~a?]+2u—a
ou ou ou
= |12 1 6, _z 1.8
066 = A {; dr (rur) * r 99 - zZ } Tl {; (36 * ur)_}
ou ou ou
19 0 z _z
Ozz=>\|:;3r(rur)+ 3 Bz:|+2u8z
Ju Ug ou ou ou
& . B g I =1 _r,_3z
rf ar r r §) Tz 9z or
du ou
=yl X =, _98
Gez‘”[r 86+8z]

505 )
UL 7

s

3) Equations de Navier dimensionnelles.

En reportant les expressions ci-dessus des Oij

d'équilibre on obtient les équations de Navier :

dans les équations

(nous allons detaillen Le

caleul de La 1one équation de Navien (% r).

On reporte donc les expressions des O.. trouvés & la page précédente
ij
aorr 1 aore aorz 9rr~ %08
1 5 o - >
dans 1'équation e Y7 3t 5.t - + fr 0 ce qui donne,
2 2
\ 3 l.jl.(r " 1 Bue 8uz . 82ur Lu | 9 Ug 1 Bue L1 0 u
3r |T or r 96 = 9z M 2T r T8 r 98 TT 2
or B a0
2
9 u 82uz 3 Bur 1 Bue w,
+ + = _— - — — - — =
e 8Z2 - 9rdz t e T or r o6 r| * fr o
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ou ou ou
19 e P B E -8 1%, R
or r or [ruI] T r +8r d'ou ar[rar (r ur)+r89 +Bz:l

du_  u_ 9%u 3%y du, 92
. . 1 r 1 0 1 )
L'équation ci-dessus peut alors|= T3, " 5t T3 T3mr 353 e
ar
s'écrire :
2 2 2
du Su d u Ju 3 u ro u
R 1%, e 6,1 _8 _1_ r r
O*2u) 52 |:r 5t (Tt 55tz } r [arae YT Tr L2t 2
N /7 Z
T’Bzuz 1 32(1‘11@)
+ Py _-+fr = r 9rabd
soit finalement la premiére équation de Navier :
[ du du 3 (ru,) 82u 82u 32u
Oan) 2 |2 L (el 2 B B8 z
or or a6 9z r| orad r 862 8 ¥ 3raz

Des calculs tout & fait analogues aux précédents nous conduisent aux deux

autres €quations de Navier, d savoir :

_ \ . )2 52 |
R TORNC T SR P I P S e A O
" 38 |7 3r ‘TH/T T Y z oty 3296 822 or 'r dr 06’ r
+ fe =0
_ 2 2
ou du du Ju 9 u )
3|13 1%, Ml (s Meya i
(+auly; L 5r (0 T azJ r I:Br (r 5 37 ) w g2 | 089z

Exprimons maintenant les condition & la frontiére :
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4) Equations de Navier adimensionnelles

_ _h - - IR
r = R(1+pe) e =3z z =07z 0 5
_ = 1
u1 = ulU C 7

Nous allons réécrire Les Zquations de Navier avec les variables

adimensionnelles introduites précédemment : (nous allons détailler le calcul
de la 1ére équation de Navier).

(Rappel de la 1ére équation)

Ooow) &[22 (e ge 100, el w1 D) 1 20 TN By
dr |r dr 36 dz | r|r 93rdb P = drdz
N ] 08 0z
+f =0
x
L du
=2 o | =B 2 AT P e
3 (ru )= 3 l:R(Hpe)U u:l =3 3 |(1+eE) u] = hl:E u_+(1+pe) Bp:l
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P 2_
o 18y el M| uy we® o e M a0 e
ar |r or T r 9z z9 h h(1+p€)2 r h(1+pe) 9p h ap2 R(1+ pE)2
2
-— -_— 2_
8ue . 1 3 Ug . 1.3 u, e
30 ~ R(1+pe) 363p = £ 3poz rho=1he
- . 2_. -
—u, 1 du : 3 u, . Bue
= U T + + -
, 2 2" 2 22 2 2 2
R (1+pe) R™ e(14pe) 9p Re 93p R (1+pe) 36
3% %%
+ 1 6 + 1 Z
R2 e (1+p¢) 9pd8  Red 9pag J
2= - . o-
2 u ou ou 9 u
®= "UE ’15 e — g (aee tu) b (s EAS 7 apaz
Rl € 9p e{1+pe) 3p (1+p€) 29 4
] Bg(rue) 1 Bzur 32ur 32u
Caleul de © 5oy "+ 2 ~ ¥ 2 * ¥ 3ra
26 9
du du
9 - _9 _ _9
56—(rue) =rU i R(1+pe) U 55
3% (ruy) 3% (ru,) 3% S
r 3730 R(1+pe)  8ra0 R( 1+pe EX (€ 36 PE) 3690
22(ru, ) 325 75 |
o' _uj1°% 1 %
r 0rgb R| e 9pa0d 1+pe 96 \
|
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1 82(ru6) ] 82ur 82u 9%u
p'ol(@ 7 3736 T .2 © .2 T orez
20 ]
-2 - o- o- o-
C) = U j_a Yp 1 Bue B 1 & Yy B _E (1+pe) 8 Yy + R (1+pe) Y,
R € 9036  1+pe 36  (1+pe) 262 22 8?;2 el 90pd¢C
= = 2- 2-
®- 3 |z T ag Ty me D, RGme) PR
T R |e 3pdB  14pe 06 B 36 22 8C2 el  93pag
: 18} u U » 1Z e - s .
= (A+2u) —E-[1] -3 [2]+ f.=0 s'écrit explicitement :
R R( 1+p€)
1ére équation de Navier
3 u U u 3 u
1 ) 9 = 1 5 - R z
(Man)) =5+ = gt W)= — e 0k
_52 8p2 e(1+pe) 9p * 96 (1+ps)2 96 r’ Le 93pog
2= = 2= 2~
- - 1_3 8 PO ji(ﬁ - EEE)— BE-(1+p€) P + Bli%pe) i + BE f =0
1+pe |e 93p3d 1+pe 96" 70 l¢) 22 3z;2 e  93pdg U r

Des calculs tout a4 fait analogues aux précédents nous conduisent aux deux autres

”~ .
égquations :

_ o
ou ou ou 9 u
<A+2u) 3 [_1_ i(ru )+ 8 4 z}= A+2u _I_I_li 1 i@r + 9 )+ 1_r

T 06 9z 1+p€e R2 1+pe 96 06 € 0096
2_
, R d u,
£ 360g
]
2 2 u ou
133_1_&&__&__3_(11 _1__1:) _
Caleul @e |+ “[r 3200 5 2  or \r or (rug)- 3 =55 ] = E
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u u ] Bue 1 Bur )

dr (x ue)' T30 (R(1+pe) *Re 30 ~ R(i+pe) 96

3 le(ru)_j_&5 _ Ul dug ¢ - +j_8u6_ 1 9w
3r |r 9r 0 r 99 R2E 1+pe 3p (1+p€)2 3] £ 2 1+pe 9pabd

d'ol
— o oL
E = _ Wl R v, g2%¥ 4 9ug . 1 -
2 R2 £ R(1+p€) 9539 1’.2 3@2 Re(1+pe) P R (1+p€) 0
2- 2~ -
R 3 ug . 1 9 u 1 Bur )
R%e® 3p2 R? e( 1+pe) 9p30 )R2(1+pe) a0
. 2- - 2-
_ MU BE ) ] - 1 ji_( - EEE ) R i b
2| 42 5z 2 e(1+pe) 9p * 6 3O £(1+pe) 3736
- o
+ 1 (1_1 _ _a_l_l.r_ ) - _L 9 ue
(1+p€)2 9 00 E2 ap2
2éme €quation de Navier
— 2= 2= 2= -
(A+2u) 1 2 (w + EE§)+1.E_EZ + B.a u;] - u BE.B % L 2 (w.- EE_)
14p€E 1+pe 90 “"r 90 ‘e 9p90 £ 303C £2 3C2 € (1+pe) 9p 6 238

%% 5 325 2
+ R z , ] (B, - =L)-L B, B
2(1+pe) 3230 T | )2 Y T 38 2 302 o U
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— 2_
ou ou u 3°4a
(A+2u) 2 [% e (ru-) + 1.9, ——z:! = >‘+2“)U[ ! LA P

9z or T r 96 9z RL
2- 2 2= - o~
RO T S e YT KA S T NSl S Sl
1+pe 303z £ 3C2 RL € 9p9C 1+pe 3C ‘T 96 £ 31;2
Calcul de
28
_H i(rBu_Buz)_132u2+Lu—6_ = E
r |dr 0z T ar r 882 39693z 3
-uu [ 1 3 [R(1+pe) Bﬁr R(1+pe) 31_12 1 agﬁz ; Bgﬁe K
E, = - P e S - = = + —
3 R(1+pe) | Re  9p % re 9o | R(1+pe) 962 £ 305¢
U 3% £ e 5% ¢ 3° ¥
D T s, , 3%
R( 1+pe) 3C Re 3p € 9p ‘93¢ Re op R(1+ ) 2 209¢C

3éme équation de Navier

0
06

Exprimons maintenant £es conditions a La grontiéne dans les coordonnées

(p,6,z)
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3u du ou
1. r 1 = B\ R_z _.+* R
Owzn) 2557 (1,820 ‘:He (. * 5 V(1,0,0)" 232 (1’9")] Pr U
3 du du
1 " r 1 = 8 . R "2 = R
(A+2u) o =5 (=1,8,2) + >\|:1—€ (w, + 355 Vo600t 2 72 (—1,‘9,‘;)} Py

du Ju ~
1 %% - 1 r - ¥ R
Moz a— (+1,0,0) + — - uy) _ =p, T
LF p ? 17 a0 8 (¥1,6,2) 8 U
[ du du -
+
u % —_g("" 1aeaC) +__8_'ZL(+ 1369C) =PZ%

Les relations contraintes déformestions IV.2.2 ainsi que les €quations
d'équilibre que nous avons utilis@es dans 1'exposé précédent ne sont valables
qu'en premiére approximation car nous avons utilis€ le tenseur linéarisé (g)
IV.2.0 des taux de déformations, d'oll une linfarisation implicite dans la

configuration initiale (non déformée) par rapport au 'petit paramétre':

n | lorag,, 1|
= sup a
weo |

On introduit tout naturellement une norme sur l'espace des tenseurs du second

ordre par l'intermédiaire d'une norme sur l'espace des matrices carrées réelles

s > hgt
d'ordre 3. Si (Vij(U) ) est la matrice représentative du tenseur V(T) dans

> > >
la base (er, ee,ez) on posera donc

Tl = s |70
(i,3)€({1,2,3})
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D'ou
du 1 Bue Buz 1 Buz Bue Bur
n=sw e [EE s r g tu| T iy (|G me [P le |
ou ou ou
1 r B . z : :
T _aé— Ug 5 e 3l ‘3p solt aussi
r du du du %
u u A
s vex {2- |55 3 {RCTee) 3:e+a ST 5 |3 w0 |5
p€[-1,1] Ro1op e r 4 pE
e€f0,27]
z€lo, 1e] o - - B
u ™| o) v M - | oM v %%
L |9z |°2]9z |°R(1+pe) |36 B|°Re|9p |> Re |3p

U 9] : : :
en remarquant que R(1+pe) £ R(1-¢€) Vp € [-1,1] on voit que si les fonctions

ﬁ;, Ugs ﬁ; sont de classe C1 sur le compact K = [-1,11x[0,2m] x [0,1] , leurs
dérivées partielles sont continues et bornées sur K et d'aprés la définition

i .., U U u .. . :
ci-dessus de N les quantités - , R(1=¢) ° 1 doivent &tre O(n) (i.e. € Kn pour

0<nc< . A constante réelle).

Ainsi U = 0(ne) et d'ailleurs aussi U = 0(n). Compte tenu de la

: . ; ‘ . 2
linéarisation ou 1l'on a négligé des termes O(n~) on est amené & poser

€ =1 O0<a<1

1

De méme que nous avons introduit le " petit paramétre adimensionnel

d'épaisseur " € = % , on pourrait & ce stade envisager un " petit paramétre
adimensionnel de forme " § = %’.
< : 2 U . URAK U S P
1 B 2 ERNEE o B
D'aprés ce qui précéde T Rhf"R doit étre également 0(n)

De méme que précédemment, compte tenu des linfarisations ouU on néglige
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des termes O(n2) on est amené & poser

§= nB avec B > 0 et o - B<1

On pourrait ainsi développer une théorie asymptotique des équations de
Navier en faisant des développements en séries doubles par rapport au
"petit paramétre d'épaisseur" € et au "petit paramétre de forme" § des
déplacements Gr, ﬁe, GZ . Cela entrainerait . .des calculs fastidieux mais
sans doute des conclusions intéressantes concernant 1'influence du paramétre
§ sur les résultats déjd connus pour les coques cylindriques ol on a fait

abstraction du phénoméne "profondeur".

Compte tenu des applications envisagées (réservoir sous pression),
nous ferons désormais 1'hypothése simplificative suivante

Le rayon R et la longueur £ de la coque C sont d'ordre de grandeur
comparable de sorte qu'on posera o = B (le cas B >a correspondant plutdt a
des tubes).

5) Développement asymptotique des fonctions (Gr, ﬁe, u,)

Nous allons rechercher un développement asymptotique adéquat des
fonctions ﬁr, ﬁe, ﬁz par rapport au seul paramétre € tel qu'aprés substitu-

tion dans le systéme différentiel constitué par les 3 équations de Navier,

. > > > >
les densités de force de volume f de composantes fr’ fe, fZ sur e.» €55 €,

apparaissent bien comme uniformément bornées. Dans les premiers membres des

équations de Navier adimensionnelles IV.L.1, IV.4.2, IV.L.3. les termes de
91

[

plus bas degré en € sont de la forme i% (A+2u) 15 (i€{r,e,z} ,

R € X

(S

X, = p, 0, ou z). 1
1+ =

D'autre part, comme U =0 (ne) = 0 (¢ ¢ ) on peut poser :

1+-l
5 = K(e) e & avec K(e) une fonction continue sur tout compact de R telle

3 -~ . © .
que O < K(0) <+ «, voire méme une fonction de classe C , sans restreindre



109

la généralité du probléme. I1 y a tout lieu en effet de supposer

K(0) # O . On rappelle que

a 1 - 2 1
= K(e) € =K(n%) n %= E?(O) + 1Y K (0)+ n a..;] %0 <a <1)

Si K(0) était supposé nul, le terme de plus bas degré dans l%- serait
R

+ . .
n1 2“, terme qui n'est pas d'ordre n2 si 1l'on suppose 1 + 2 a<?2

K'(0)
c'est-a-dire o <-% (pour K'(0) # 0).

Enfin si les (p-1) premiéres dérivées de K 4 1l'origine &taient
nulles, il faudrait de la méme maniére supposer a < %-.

Pour ne pas avoir & faire, & ce stade de la rédaction, d'hypothéses

restrictives concernant a nous posons K(0) # O

D'ol

0 <a <1

Nous obtenons pour la premiére &quation adimensionnllle de Navier IV.4.1,
par exemple la relation :

1+ % 1 azﬁ;
K(e) e (A+2 1) = 5o s -
> 3ap
~ 7

e,

terme de plus bas degré en € dans le premier membre de IV.4.1 soit encore

IV.5.1. 14 o

K(e)e & (A+2p) 2r ..
%
“_ .y ap y

terme de plus bas degré en € dans le ler membre de IV.k.1

(Des relations analogues auraient été obtenues & partir des équations de

Navier IV.4.2 ou IV.L4.3).
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Ecrivons a priori un développement 'pseudo-analytique' en €

des

fonction ﬁr(p,e,;,e), aa(p,e,c,e) et ﬁz(p,e,c,e) sous la forme :

+o0
- X -n
IV.5.2. ui(p,e,;,s) = € z uy (p,0,z) el
n:
d'épaisseur € € [0, eo] e > 0).

Fn substituant IV.5.2. dans IV.5.1. on voit que

uniformément bornées si et seulement si : 1l'expression

1. 1+x
K(e) %

+oo

)

n=0

(x+2u)

limite finie lorsque €

( € "petit paramétre

les fi seront

ﬁg (p,0,z) e%] admet une

tend vers zéro par valeur supérieure.

D'ol la condition é-— 1+ x=0.
Nous poserons donc
= - é- T - n
IV.5.3 u;(p,6,0, ) = ¢ I uie,8,0) e
n=
U 1+1/a
—5 =k €
R
SYSTEME DIFFERENTIEL VERIFIE par les fonction ﬁr, ﬁe, GZ
a 3u 220 3%
HE (x+2p) |- z + ! r, 1 ; - 1 5 o, 1
R (1+4pe) e(1+pe) 3p e ap (14pe) 30 e(t+pe)
o- o-
3 u 3 u
8, R __ 2z
3p38  Le 3pdL
: aﬁe : aeﬁe : 523 g2 32ur 323
- > * - 5~% 3 2%, *ILE
(140e)” 38 e(1+pe) 3p38  (1+pe)” 98 LS 3z°  Re dpdz *




1N

-, oa . 9% A Y
QE- (Xx+2u) 5 = L 5 5 + .
R (1+pe) 38  e(1+pe) 9p3b (14pe) 96 £ (1+pe) 938
- 2 o- - - . -
. R d z BE d Ug N Ug ) l__a ue_ 1 8ue 3 8ur
¥ 2 2 g8- 2@ 2
| (1+pe) 9z36 £° 3 (1+pe) e~ 3p e(1+pe) 3p (1+pe) 36

1 821_lr
+ =
* e(1+pe) 2030 T

=0
{ du 955 353 2 3%y
.[L.. ) ()\+2 ) 1 R _u_r & _B_ ur R 6 _R_ Z
2 W T+ee T 3z T Ee Bp3c | Z(1+pe) 23z3d - 4,2 2
R L oL
- 2_ — 2_ - -
) R 3 u R u 1 3 u, 1 auz 1 'aguz
- L8 - = e - -
L_Ee dpd  g(T+oe) ot 82 3p e(1+pe) 9p (1+pe) 36
2_
R ) Ug e -0
(1+pe) 363¢C A
Compte tenu des développements suivants
1 o n n n 1 - n n n-1
= X (=1)" p~ & 3 p—= Z (-1)" o~ e 5
1+pe 0=0 e(1+pe) n=0
1 o L n-1 n-1
g = (-1) n o €
(1+pe) n=0
et la formule du produit de 2 séries :
@ +00 +o
( z ap ep)( z bq eq) = z g z a b))
p=0 q=0 n=0 p+q=n P a
Ospsn
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On obtient, en substituant formellement les développements

1
1—- — o
ar = ¢ Y u: "| dans le systime différentiel ci-dessus des identités
0 n=0
z
de la forme
+oo _ _ _
_X_O (An, B, C Y e+ (fr(E), fe(z-:), fz(€)= 0
- £,
4 f.(e)= =
ou 1( ) % (2) 1 r,0,z

La fonction K(e) ayant &té supposé& une fonction de classe C

avec K(0) # O nous obtenons le développement suivant pour les fonctions

f‘i(e)
- ' 1 [ il ' v3 "

Fle) = ¢ 1T K2(O) e - (K 2(o) _ K3 ) €2 4 (K’ :(’)O)K (0) kx'7(0) K 2(o)
* T k(o)  x(0) 2K“(0)  K>(0) K>(0) K (0)  6K°(0)

63 + )
Soit en remplacant dans les identités précédentes
+oo ' i 12

(a,B,c)ct+r |~ KL, (&0 _K7(), 2
§= n® “n’ “n’ ¢ K(0) K2(O) € 2K2(O) K3(O)
+ (K'T(O% K1(O) - KJB(O) - K';'(O) ) 34 .. = 0

K~ (0) K (0) K~(0)

.. . . -n . .
Nous obtenons ainsi les relations liant les uy et leurs diverses dérivées

partielles par rapport & p, 0, [ aux dérivées successives en z&ro de la fonction

¢, K(e). Ce résultat ne semble pas présenter un intérét majeur et comme ¢

est une petit paramétre nous allons, dans un but de simplification, assimiler
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=
m

~—
o

4 son terme constant K(O) de son développement de Taylor. Ceci revient
donc 4 supposer K(e) = K(0) = Cte = k .

Les identités auxquelles nous nous intéressons désormais s'écrivent

Caleul explicite des A , B , C
n n n

La premiére équation de Navier peut encore s'écrire :

_ <] _
52 = aue 1 e ﬁr 1€ aur
A+2 = +o— )+ —
(A+2u) thpe) (u, + 557 ) £2 902 ¢(1+pe) dp
- o- 2~ 2=
. T RS 2 9 Y e %Y pedWu,l
u 539 (U9 55 ) ~ 5 € 5| + (M) T £=0
(1+p€) L 24 ¢ (1+pe) 3p38 g °F
+o0 o 5=1 5] B 31_18 © . 8211? +c0 +1
(2u) [(T (-0 po WI M@+ N+ ] e +(J (-1)P oP P
p= q:O n= Ap p:O
T oa bu i +1 1 p1,, T 3 5
(1 et == ) =uf( L (0P p oP70 P ( ] el or (B - == 0]
q= p=0 q=0
2-n o—
2 4o 9 u +co + 3 q 4o
R +
-5 L e G| (] (0P R P(p 3y By
£ n=0 aC p= Q= p n=0
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+ o+ D p-1,-q Bue +o0 118 u, +oo n+1
()\+EU) z > ( z (_1) po (u> + 30 )) z € 2 + z
n=0 pta=n =0 3p n=0
O<psn
3u du 2+ 9 u
r -1 9 4= R +
(7 (-1PeP Yhu| T o-1)PpePT ! 2wl - X y)- BT e L
= ap _ 2900 a8 2 2
p+q=n pta=n L o 14 |
Ospsn O<psn -
2 -
z n+1 ( X ( )p D 3 ug R 32 urz1 _
+ (A+u) £ ) - ) = +f =0
n=0 p¥q=n 3038 £ dpar 1 r
Og<psgn

. . n
I1 ne reste plus d ce stade qu'a rechercher le coefficient de € dans les
sommations intervenant dans 1'équation ci-dessus pour obtenir 1'expression

de A ; soit
n

q 2-n -

PR T 3%, du_
A = (a2p) |} (-1 poP (2 + )+ + ) (-1)F oP
n . - r 38 2 _ ap
ptq=n-1 3p p+q=n-1
-13 ,=q bu, R 82ﬁ2—2
) (-1)F p o® 38 (W - ) YT
p+q=n-1 L EX 4
0<pgn—1
. > o aZG% . 32ﬁ2_1
+ (A+n) (-1)* o + 5
Srq=n—1 3p36 ~ £ 9pac
O¢pgn—1 -

2- o- -
2 3 2 9 2
(>\+2Ll) 1e 3 (l_i N _ue_ ) ‘o R™ €2 ue . 1e ] ue 62 aue
2 236 3
(1+p¢€) r o8 22 322 €2 3p° ¢(1+0e)  3p
bt 2= -
2 du 3 u 2 2u
1 - ? _
___i__g(ue___r_) + O4p) | —E ro., Re 3 2 P =0
(1+pe) 98 e(1+pe)appe  L(1+pe) 330 6
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o —q — -n
+oo pt+1 p-1 ptl += 5 - P 9 R2 4+ n+2 3 Ug
wzu) | (D (-1 pe e M) d g+ N ) S5 ] -
- p= q=0 £~ n=0 e
to UL 4w +o0 ul 4w

3
n= 9p p= q=0 P p=0
= - 2-
q a
400 Ju 4o +o0 9 u +o0
- +1 R +2
(Y e - == 0|+ )] (T DBPETHT 2 —=+ 7 (] (-1)P P F79)
() 36 L dpae’ £ ' &
q= _ p= q=0 p=0
+c0 5 32{—1: _
(qz € 3756 )| * e = O
-q 2=n
+oo du 2 4o 3%u
+1 +1 =1 B = R n+2 9
(zp) |5 () ()P o S (il NHul=5 L e
30 ‘'r 38 2 L 2
n= ptg=n n= T
O<pgn
- _
+oo au +oo ou +o0
- + 1 ) n+1
+] S ] UL PP ) ] (Byqen-1° P
n= 3P n= ptg=n n=0 Ogpen
O0gpsn
2 +oo 553 +oo
-1,= +1 R n+2
LY Cre R g G T T O N D Ll U L S
36 3090 2
n= n+q=n n=0
Ogpgn
3252
() (-1)P of Z ) f. =0
s 3296 )
O<psn

‘3 n
I1 ne reste plus & ce stade qu'd rechercher le coefficient de ¢ dans les
sommations intervenant dans 1l'équation ci-dessus pour obtenir 1'expression

de B , soit
n




su
+1 -1 9 ,= 0
B = (a+2u)| | (-0)P" p P = (ud =)
a6 T 36
p+q=n-1
O<psn-1
L2 9w Y ou 23l O<pen-1 IR
|Gt I (PP S GO DLW R GRSl
£- 9t 3p ptq=n-1 ptq=n-1
Ogpgn=-1
ol o b »°al
+ ()| ] (-10% o® 3556 2 (-1) 56
p+q=n-1 ptq=n-2
O pgn-1 O<pgn-2

la troisiéme 8quation du systéme différentiel peut encore s'écrire :

2, 520 Lo agaz , 62 o 102 aeﬁz
(x+2n) > e 2Z tul5 e 5t az + —£ > +(A+p)
L 3 o Le 3p g(1+pe) ® (1+pe)” 98
s . ]
2 su 3 u 2 9 u )
le R + Rsﬁ r . R 2 9 ‘1+ f =0 soit encore
1+oe L 3z L dpsr L (1+pe)dzos | "z
2, B2uz agﬁz aﬁz 2 azﬁz
(AM2n) — ¢ + u
22 age ap2 14+pe  9p (1+p€)2 20
R 52 3 - a‘_le 32ur -
+ + - —_— + — =
(M) 7l T 52 M " 38 ) S apar| T =0
2 de agﬁz - agﬁz +oo » +oo0 aﬁz
(2w =5 [ e ru | L e F L PP P (] et
/e n= 82; n= ap p= q= 0
2-q 7 2-n
+ +oo 9 u 4o 9 u
+1 -1 p+1 +1
+ ( 2 (__1)13 P Ep ) z Eq ; )|+ (A+u) z z " 3 ar
p=0 q=0 36° n= PoL
-q -
+oo +oo 3u
P p _pt2 q 9 ,-a 9 =
+ — —— -
(Y (-1)F o 7)) ¢ ac(ur tg D+, =0
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2-n 2-n
2 +w 3 u +oo ) Ju
+2 Z n+1 %
Owan) 55 T e sEtu [L et =2+ ] e (] (M) P 5]
n=0 9T n=0 ap n=0 p+g=n
2-q 2-n
+c0 9 u + 9 u
+1 na| = R +1
D O R GRS Wk R RSN ARG~
n=0 p+q=n 36 n=0
+ u
+2 9 = 0 =
+ (7 T (=P P =l Nl +% =0
T r 96 %
n=0 p+g=n _

i 3 n ; : .
Recherchons le coefficient de € dans les sommations écrites dans 1'é@quation

ci-dessus pour obtenir 1'expression de C.» soit

Ospsn-1 el agﬁj
(-1)F P (p = P T3 )
p+q=n-1 96
2 n-2 .2-n p-n Ospen-] A
R2 d u, 0 u, 3 u, ug 1
C = (wan) S;——5-+ —Z 4 |—2+ ] (PP =] (-1)P
£ e dp ap ptq=n-1 p+g=n-1
Ogpsn-1 O<psn-1
3°0d
p-1 z
P o -
a6
" 3252'1 b p 3 g Bu
+O+) 7ol L (BT et ao (un 4
9p 3z pha=n—2 9L g 06 |
O<p&n-2
Nous allons récapituler les résultats donnant les expressions des An, Bn’ Cn;
puis exprimer que fr’ %B’ fz sont d'ordre O en ¢ 1i.e.
* - - =
A.‘_‘. =C =O . = - = - . = -
B ¥n €N ;A £., B fo 3 € £
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-n -

” . . . . -n n -~
en déduirons ainsi les expressions de U, s uB » U, Sous forme de polyndmes

3 coefficients ne dépendant que de 6 et ¢ (si les %i sont indépendantes

. sinon, "modulo" les termes provenant de la présence des f.).
b k] l

Al

=

+ (>\+u)[R

= —= 4
£ dpog

= ) + (A+p) [

- Bug 525" 3
(-0Pp P @ )t T (GNP P
9p ptg=n-1 e
O<psn—1
33 o 9%FR2
=g - __r_ ) + R_ : T
0 36 RN
2-n-1
R 9 uZ
L 3pdr
agﬁl I o azﬁz agﬁg
A+ + — ) + + = ——  ——
(eezw) (#5550 + 0% G gt * 53 )
-0 | B 2=0 -0
- aue . _E' P ur ) Ji.(ao ) Sur
r 30 _32 0 c2 26 ‘Yo ) )
} ragﬁfj aﬁi aﬁ;
A = (A+ + -
| 3 = ( 2u)._802 50 " ° oo *
3l 2 323 3a
-0 8 R= 7% 3 -1 Uy
Y ) ez e (T o)
. £ oc
S ai’ag 275 agﬁg ]
+ -
L 303z P 3ps8 " P 3ps8 ' 3pa0




Ogpsn-1
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- _1ypt1 p-1 38 (ma 8
p+q=n-1
0<p<n—1
2—n-2 2-n-2 -q -
2 90 u 9 Ospsn-—1 au O<psn-1 au
-1,- r
| B —2+ ] (1)P pP 0 4§ (-1)P poP™ (u -
L ag ap p+g=n-1 p+g=n-1
O<psn-1 O<pgn-1 .
Ospsn-1 0 3253 g 0$psn-2 b D 3262
+ ()b Y (=) e 5506 T ) (1% 0" 3536
ptq=n-1 ptq=n-2 _
Ogpgn—1 0<pgn-1
a2ﬁ§ 525! >u 32—2
B =u B, =u + —— [+ (A+yp)
o 8p2 1 8p2 o} ) 9pa0 )
330 237 3% 9 4 3532 3% |
By = (A+2u) aa_e(ao+‘a_g)+“% 2e+ g+ae_pae_(u ST
r £- 3t 3 °p . P i
a%:; TR Ev . aa; AU I
+ (d+p) 3036 P 3036 ' £ 3200 B, = (x+2u) ) (ur + ——ae)—2p ETY (ur I )
o 3%l %3 WP X 57° 3320 3
L 2 30 P 3 ° T A T 8 36
ag ap
3230 325 8e2 525 5270
+ (A+p) 02 -0 r+B( 2 _p )
3p 30 3098 90930 VAREYEY: 3296
22 3252_2 32132 Ospsn-1 o, el eﬁ‘zl
c_ = (a2u) T3 —Z—+ + (-1)P P77 ( - p )
L5 1 ptq=n-1 © 39 ]
O<pgn-1
= 8252_1 O§p<n-—2 b 3 - R
+ (A+u) & (=1)" o% == (u —_ )
£ 3pdzC prq=n-2 3z ‘r 38
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aga‘; aeﬁ; 2 5 321_11?
C =u C, =u + (A+u) 7
o 302 1 502 3p £ | 3pdt
22 52 ° agﬁi 35 ¥ 3°3° aeﬁ;
c, = (A+2n) =5 + u + -0 T + (M) 7
P JENE " 30 30 362_ Z |3poc
. . dug 52 agﬁz‘ 55 I 32"2’
* ot (0 + 55 ) Cy = (w2u) S5 —5= +u|—5"+ o (e % 273 )
£ 9t 9p 28
TS Ty 357 o, o ) o U
- +i - — — - — —
Explicitons A = - f B =-7¢ C =-7°¢
O r o] 0] VA
9 ug %70
(M2p) —== -1, Mo = T M > =1
?p- 3p 9p

6) Intégration du systeme de Navier & partirn des développements asymptotiques

des fonctions ﬁi(p,e,c,;l;pan napport d e .

a) (AO’ BO’ CO) = - (§r(p’e3C) H §e(p3e3C) 5 §z(p:esC) ) s0it
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/
{ 8259 N aﬁr B i
(A+2u) 2 =-f (p’e’C)‘ D'Oﬁ par (A+QU) 5__ == J fr(p3esC)dp+ar(e;C)
892 o p
% o - .
= - £, (p,6,C) intégration H=—-=-| f,(p,8,z)dp + a,(6,7)
u
3% 8 ap G )
1 | partielle 1
par
32&2 - 3 B .
P R (p56,2) rapport & p |1 55 = - J £_(0,0,8) dp + a2(6,z)
\ \
(n)

Notation inous noterons j fi(p,e,C) dp toute "primitive 7 g Ei(p,e,c)"
par rapport & la variable p c'est-d-dire toute fonction ?i(p,e,c) telle que
n

3 __ _ =
S;;w-Fi(p,G,i) = fi(D,SsC)

Soit par une nouvelle intégration partielle par rapport & p

IV.6.(1.2.3)

@
(v +2u) W=~ | T.(p,8,0) ap +p 8> (8,0) + b2(6,z)
(2)
H ﬁg = - f fo(p,8,8) do + p a‘;(e,c) + bg(e,c)
(2) _
b B | E.00) a0+ 0 230,20 + 206,0)

Les "constantes" d'intégration par rapport & p , az(e 2) et bz(e 2)
3 H

étant déterminées par les conditions & la frontiére (correspondant & p = + 1)

et qui sercnt explicitées ultérieurement; sans oublier le fait que a?(e .
3
n

bi(@ 2) sont 21 - périodique en O .(A la simple lecture des résultats ci-dessus
9

) et

. -0 . o i @
on constate que les expressions des ui(p,e,c) sont, mises & part les "primitives
secondes" par rapport 3 p des fonctions données f., des polyndmes du premier

degré en 6 & coefficients ne dépendant que de § et ¢ ).
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\frle N*

= (0,0,0)

n=1
(A1, B,» c1) = (0,0,0). D'oll
274, _ . 5 9%,
(A+ 2u) ) = J . (0,8,7) dp-a,(8,2) - () |57 (—J 52— (p>6,z)dp
23 0 _1f e 13 o
+ Ya az(esg) ) u J Y (pae,C) do + 1938 ae (e:C{]
1k
= +|F —5° AU 93 _9 g0
M " +Jf6(o,6,c)do 25(8,2) + Yion ([ 36 Tr(P»0:2) do - 552 (8,0) )
374,
z = _ .0 Au) R [ 0 = _ 9
M " f £,(58,0) do - a (8,2) + 535 7 (J 3¢ Tp(Ps8s0).de - - a a (8, c) )
Par intégration partielle par rapport & p on obtient P
. (2) (2)_
Bur _ ° R Bf 5 ‘
(M2n) —= = J £.(p:0,0) do -0 2 (6,2)-(A+u)| 70 (-J 3 £ (p,8,8)dp- +p-5-i a (6 z) )
(2) _
df
1 6 1.9 0 1
- u J ae (p,eﬁg) p + p ae e (83C)} + ar(e3C)
(@ (2) |
au ‘ —; R A+. é - R T a .o .
H —36-= J e(p,e,g) p—-pa (e C) A2U (J gg'fr(paeaC) dp - p 55’& (e C)+a (e C)

—————
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=1 (2) (2)

ou v
—2_ | 7 —pal (#+p) R 9 3 Lo 2,0
Y —J £,(p,0,2) dp ~pa (8,2) + 55 7 ([ 3z Tp(P:8:0)de -0 3 a (6,7) )
+ 8 (8,1)
A ]
Soit par nouvelle intégration partielle par rapport & p
(3) (3) _

-1 1 = 22_ o R aj:-.z p__z_ 3 o
(>\+2U) ur = I fr(p9esC)dp ™ 5 ar(eai)’(h’u) Zﬁ (~ J —ai (p)e3C)dp r 2 .a_i az(eaC))
IV.6(4.5.6)

(3) _
S 28 e a s L2 00,0 o alie0) + £l0,0)
(3) (3)
L= = 1 2 o A+U 3 = 1. 2393 o
Hu = J fo(p,0,2)d0 ~ 5 0" 85(0,2) + 357 (f 35 T (Ps0,0)d0 = 5 0% 55 a (8,7) )
+ 0 ag(8,2) + b.(8,Z)
SR g1
(3) ) (3)
-1 _ = : _ 1 2 o f)ﬁ'}:l R 9 = 1 298 o
H uZ = J fz(pse:C)dQ ) az(eaz)+ (>\+EU) 7 (J Yo fr(paa3C)d > p 3z ar(e,‘:))

+ 0 a;(e,c) + b;(S,C) .

On constate ici que les expressions des ﬁ; (p,0,z) sont, mises & part
les "primitives troisidmes par rapport d p' des fonctions §i et de leurs dérivées
partielles premiéres par rapport & £ et 6 , des polyndmes du second degré ea o

4 coefficients ne dépendant que de 6 et < .
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I1 est immédiat d'aprés les expressions de An’ Bn’ Cn établies antérieu-
rement qﬁe si 1'on fait 1l'hypothése de récurrence suivante & 1l'ordre n-1, elle

est encore valable & l'ordre n.

Hypothdse de récurrence : les expressions des ﬁ?-1(p,6,c) sont, mis & part les

emes par rapport & p "des fonctions §i et

termes comportant les "primitives (n+1)
de leurs dérivées partielles successives par rapport 4 [ et 8 , des polyndmes
de degré n en p & coefficients ne dépendant que de 6 et T .

On se contentera d'une vérification de cette hypothése de récurrence,
jusqu'd 1l'ordre n = 2; la démonstration géndrale ne présentant que des difficultés

de notation (en fait cette démonstration est &évidente & la lecture des coefficients

A,B etcC).
n’> “n n

27 P22
IV.6.7 _ (2) (2) _
Sgui = o) R : afz
(A + 2u) apg = - J fr(pseaC)dp +p ar(e3§) + (A+u) I;Il‘ ("J 5—4‘;_ (p,6,%) dp
(2)5%
3 o _1 [ % 1.9 o 0
roZad ) -1 | 5o s o a0 | - el

(2)

s o] - (o]
-p f fr(o,e,c)dp +p ar(e,c) - J fr(p,e,c) dp + o ar(e,c)

(2) 437
af
o At2u o 0 9 o 9 .0
+200,0) + M [ 28 (0,0,0) a0+ 0 5 a2 (0,2) + b5 (6,2) )
(2)
24 2.0
2 9°F 9%a_(8,7) 2
R b
- B ) —E e ap e + 5 n20,0) )
(M2u) £ P} aT ag
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(2)
o

Jd = 9 34 .o

(2) ,

U R 9 o 5 g
(= =5 T4(ps8:2) do + p =5 ag (8,5) + <5 by (8,7) )
90 30 26

(2) _ (2) .
R B = 3 o MU R 3 =
(A+u) I U 3 fz(p,e,c) dp - p 3 az(e,c) + 7 ( J — P,0,z)dp

2)
2 1
_ o9 o o 1 _ A+ - _ 49 0 Ay
(2)
3 = 3% o 3 1 A 3 -
( J __2_ fr(O,e,C)dO = P —E ar(e,g) + —3—6— ae (69C) + ( U ) ( - QJ _BE fe(pae)C)dp
26 36
9 O
+ P 8_9— ae(ea(:) )
IV.6.8.
8272 (2) (2)
9 _ - _ 59 .0 _ 9 .0 A2y 9 =
(2)
2 2 2
d o© 9 .0 R 9 = 9 o)
-o~a(g%—wa)+—q-—fmﬁM®~p~—a&U
26 6 39 76 £2 3C2 6 8c2 6
. (2) (2)
_9_ .o ~ - o _ A 9 = (0,0,2) 4
5 b (8,2) ) Fo(P>852)do + p ag(6,2) - 50 (| =5 ,(0,0,2) dp
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(2)
- p ;2 °(8,z) ) - ae(G,E) -p J ?e(o,e,c) dp + p ag(e,c)

(2) (2)

- [ Fes0,) a0 a3(0,0) + 13(0,0) + g (| g5 E(000) a0
(2)
-0 82(8,0)- 25 v2(68,0)) - Jbn j;’—e £.(0,0,0) dp -5 a2(6,0)- <x+u>[z%

(@)

(2)
a7 f 2 2
4 L) ) 1 32 1 d o 3

a6 20
(2) (2)
2
Mu 9 = 3 (A+“) R - =
2 2
) o) ] o}
* 0 a5z 2 (950) * 555 ©,(8,2) )
2-2 . (2)
) 2 2 2 2
A+2uU) R 9 =
bg = ( " W E (- J — f,(ps8,z)dp + 0 S a>(8,0) + B—QbZ(G,C) )
Te) ' 2= 2T or 3

(2) (2)
w69, - [ F (e84 p ale,r) - S E ([ R F (,0,0000 oL a2(60,0) )

Aoy L z
(2) (2)
1 = 3 -
- az(e,c) -p J £ (0,8,2) dp + p a J —2- £, (p,6,z) a
(2)

- ig__ao(ec)_f_bo(e )__Q\IB_)_B 3f( 0,0)dp - 9 a2(6,r)
p 362 z H 362 2, 5C (>\+2U) ﬂ ag pa C p p aC I‘ ac
(2) ,_ (@ _
—(M)i(-fﬁ(e)d»« i°<e))—l agfe(e)

W 7, 2 0,0,2)dp + p ’2 a (0,2 5| 39c (P05t



1

(2)

27

valeur n = 2), 11 faudra déterminer

1l'aide des conditions aux

=-1).

a?(e,;) a

(p=+1et p

Pour cela on rappelle

contraintes-déformations (c.f.

[ du
_ 139 l._Ji
Opr = A |r or (r ur) T 50
T du
Y 1 2%
99 = A T 3r (r ur) T
[ - du
19 l._Ji
92z & r or & ur) MY
T B R R
ro H ar T ¥ 0

les

1'expression des Oij

9 1 = 9 9 »° A+2
rZalon) - | L 0.0,0 0+ 0 a200,0) + E6200,0) + 22
= 82 = 2 o 82 o
{~ f 363C fe(p,e,c) dp + p 300C ae(e,C) * 3e3C be(e,c) )
Pour intégrer le systéme différentiel
(a_, B s CO) = - (fr, fo> fz)
A
n *)
(An’ Bna C ) = (09030) (ne N
(que 1'an vient d'intégrer pour les valeurs n = O, n = 1 et expliciter pour la

"constantes d'intégration" b?(e,l) et

frontiéres latérales de la coque (C)

obtenues a l'aide des relations

Chapitre I.IV.2.2).

Bur
@M

Bu
8—+
Bu 7
5__

du W
5__
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rz 9z ar

du au
o =u | +-24+28
Bz r 296 3z

Nous allons exprimer les conditions & la frontidre dans les coordonnées

adimensionnelle" = Eig s 0, 0= %’ sachant que :

+ + +
OI‘I" (R+h,68,2) = PI‘ Ore(R+haesz) = Pe Orz(R+hse$Z) = pz
Orr(R—h,e,z) =D, Ore(R—h,G,z) = Py Orz(R-h,e,z) =p,

Nous obtenons ainsi les conditions aux frontiéres latérales de la coque

(C) correspondant & p=+ 1et p=-1
IV.6.10 _ - -
Ju du du
1_r o 6 +3_2 =, R
()\"‘2“) € 9p (T,G,C) + A T+e (ur + 30 )(1 9 C) z 3z (1’63C)} Pr U
du - du g U,
1_r Ao o2 =2 - =, B
(A+2u) < 5 (=1,8,2) +x |52 (u, + 55~ (1,6,0)+ 2 3‘: (-1,8,z) = P. T
IV.6. 11
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] Ju

R_r 1z - 1R

IV.6.12- u £ BC (1,9,C) + c ap (1969C) IPZ U
du 1 94 - .~ R

u[ 2 ; (=1,6,2) + = =2 1,6,c)} =D, 5

On attire l'attention du lecteur sur le fait que lors du passage des
variables dimensionnelles r,0, z aux variables adimensionnelles 0, 8, C

on a implicitement pour une fonction quelconque ¢ (p,9,e,z) la relation :

¢ )
IV.6.13. P 3 (ps0,€,5) = ¢ g‘g (p,0,€,2)
On rappelle d'autre part que l% =K €1+1/a et que les fonctions

R
ui(p,e,e,;) (pour i = r,0,z) satisfaisant & la condition IV.6.13 leurs

développements asymptotiques par rapport 3 € s'écrivent :

= -i/a e -n n n
u; (p,8,2,e) = (pe) ) ui(e,;) P~ € ou encore
n=0

400
€1“1/(X. z -n

IV.6.14. ai(p,e,c,e) = ui(p,e,c) e? avec G?(p,e,c)= G?(G,E)O

n=0

n+1-1/a

% 4

En multipliant les membres respectifs de IV.6 (10.11.12) par g-= Rxe ¢
au. iV
1 i 14 :
et en remplacant = 5o (p,0,€,z) par 5> e on obtient
+co 1= + o0 (
IV.6.10" : +(M+21) §  (n+1- aﬁu:(t 1,0,7) ¥4 ) ;1) ul(+1,0,2)
n=0 n=0 p+q=n
du o Jun +
Yy n+2, . AR 2 _ 1 2
* g (#1,0,0) ) )+ Z 5 (£ 1,8,2) &% = b,
n=0
\ b n+1 (-1)P Buzs
IV.6.11" : wlt ] (1= )ug(#1,8,0)e™ '+ ] (] {5 (£1,8,7) —ug)(ﬂ,e,z:)}
n=0 n=0 p+q=n
n+2
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o U +oo +
R r n+2 _ I\ m nt1|_ 1 -
IV.6.12"; ”[é Lo (+1,6,Z) € thO (n+1- 2) uz(j1,8,C) € ] R P,

Remarque : Les termes de plus bas degré en € dans les membres de gauche des

relations IV.6.(10'.11'.12') étant d'ordre 1 on va prendre un développement
+
asymptotique de p; en puissance de € de la forme

n+1

+ +oo nt
2 pi (e;C) €

P;(99C) = KR
n=0

D'autre part dans 1l'hypothése de la nullité des f.s le systéme diffé-

rentiel de Navier & l'ordre zéro vous avez conduit & :

NO s (A4 2u) WD =0 92(8,8) + Yo (6,L)

W g =pg(8,8) + Ug(8,z)

Wa =p00(8,8) + ¥ (8,L)

Par identification des termes en € dans les équations IV.6(10'-11%'-12")

on trouve :

-+
1 - O
IV_. 6.10" £ (A +2u) (1-2) W+ 1,8,2) = p_(6,2)
+
V. 6.11" +u (1 -3 O+ 1,8,0) = %’(e z)
e - o g~ sV 9 s
+
v . 6.12! +u (1 - 10 2+ 1,0,7) = O"(e z)
e T o 7 = ERYE ] Pz s

{
ke
—
[an]
-
Y
~—

Soit encore : IV, 6.(10'=-11'=12') (1~ §0(¢i(e,c) + wg(e,c)) =

1 o
(1- a)(¢i(e’c) _wi (eaC)) =

I
30
T
—~
D
)
Y
o
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Si a # 1 (ce qui a été supposé antérieurement dans la définition de

o) on a les formules :

£00,0) = 55y [310.0) + §06.0)]
N 1 =r,0,z
WZ(S,C) = 2(3_1) %}:(9,?;) - %;(GQC):I

Ainsi les ﬁz(p,B,C) sont déterminés.

Par identification des termes en €° dans les équations IV.6(10'-11'-12")

on trouve
: 2.6;10'
€
. Bug R 8u> 11
*(2u)(2- 9) u, [(+1,0,0)+ Ala (£1,8,0)+ 357 (£1,8,7) 7 9T 2 (+1,6,2)=p

1,~1 B, 12
B2 = )ug(#1,6,2) + 55~ (+1,8,7)- “e(” 8,¢)| = pg

D'autre part le systéme différentiel de Navier & 1'ordre 1 (toujours

dans 1'hypothése de nullité des fi nous a conduit i :

¢ aw
w': (awen)a! P—[p (8,2) + XA 22 (0,1) + =& (6,0) +p0l(8,0) + v (0,0)

2 307
WUy = -92 [ (8,7) + szli 55 (8, ;)-l % pcp;(e,c) + w;(e,c)

2
-1__P o MU R
- . Ebz(e,c) won 3 ar, ¢2(8, c)]+o ¢,(8,2)+ w (8,2)

=
c
L}
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Les coefficients des termes en 02 dans les &quations N1 étant des

quantités connues par les calculs précédents, nous pouvons encore écrire

en les désignant respectivement par 2H§, 2Hg, EHZ

N1 : (A +2u) u

- 0% B2(8,2) +0 6] (8,2) + 1(8,7)

- o Hg (8,2) +o¢; (6,2) + w_g(é,c)

It

2 .0 1 1
- 0" H (8,2) +p ¢, (6,5) + ¢ (6,7)

Soit encore

IV _.6(10'=11'=12")

5
€
aul
, _1 _ 40 1 1 =0 _0
IV€2.6‘.1O 2 -3 [ B (8,2)% ¢_(8,2) + wr(e,c)] +A [ur(:1,6,c)+ 35 (1199,{]
aa° 1+
+ )/\CTR——C—Z_ (t1:e’C) = PI‘
IV ,.6.11"  +(2- —&) [— HO(6,7)+ ¢>1(e,c)+w1(e,c)-| +
e .
| aﬁ:i o 1+
—56_'(t 1569C) - ue(t1963C) = pe
v .6.12' Ba—a—z (+,6,z) +(2- l) - 89(8,7)+ 1(e )+ 1(e ) o= -
62- . H £ z To »C ) o z sC T ¢Z »C WZ sC = PZ

Si a # %'on»peut déduire des &quations IV

. 1 1 . .
les expressions de ¢i(G,C) et wi(e,c) en fonction des quantités connues

+ +
o it

1

2
£

6(10'-11'-12') ci-dessus

. -1 ~ . L L .
P. pi et o , Ainsi les ui(p,e,g) sont déterminés. Et ce pour la dé&termination
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de Gi(p,e,;)... De proche en proche on détermine par itération du procédé

les a;l(pgeaC) .

REMARQUE
I1 est évident que ce procédé tombe en défaut lorsque a est l'inverse

d'un entier naturel non nul, (ce que 1l'on peut encore &crire par abus

1

de notation o E-j; ). En effet on remarquera que d&s que o = o+ on peut
N
déterminer u?(p,e,g) pour p € {0,... n-1} par le précédent procédé, mais pas
-n
u.
i

1
=
N* 2

Etude d'un cas particulier ol o € —L‘(a=

On rappelle que la condition IV.6.13 permet de rechercher ici les

u, (p,0,z) sous la forme : E?(p,e,;) = pn_1 ﬁ?(6,c) . (n € N)

D'autre part, dans 1'hypothése de la nullité des fi’ le systéme 4diffé-

rentiel de Navier a l'ordre zéro donne :

3 u,
(A+21) " 0
ap
2%u .
H——=0 Donc nécessairement u.(p,9,Z) =0
ap 2 atl
3'21‘1‘; "
M — = 0 Ainsi les pz doivent etre nulles
ap
oF
p; =0 B




13k

La condition IV.6.14 nous indique que ﬁ; est indépendant de p, en
particulier ﬁ; (p,8,z) = ﬁ;(t 1,0,z) = ﬁ;(e,g); on peut donc utiliser les

el . < . ., . . 1
conditions ol la frontidre (r = + 1) pour la détermination des ui<.

1
Les équations IV 2—6—(1OL11L12') imposent la nullité des P, - |P
)

Le systéme différentiel de Navier 3 l'ordre un se trouve réduit alors

He o+

. =0

3 une identité.
8i on effectue 1'identification des termes en 63 dans les équations

IV.6(10'—11'—12‘)>on obtient

- - g ou 2t
t 2 1 q R ““z _ &=
Iv. 36.10' + (2u) u (+ 1,0,5) + ALur(e,C) + 3550 (6,2) + 7 5t (e,z)]— P,

: - 3, 1 "
! ’ - ] — - ! =

0%, . :
Nr (69C) Tu uz(t 139322) = PZ

1
Iv 36.12 H z

€

o

- n . . .
or u?(j 1,0,5) = + ui(e,l) ~ Nécessairement on doit donc avoir

G ©- n @~
p; = By et on a d'ailleurs de fagon générale p; = (-1)y Pi

Le systéme différentiel de Navier d'ordre 2 est dans les hypothdses présentes

identiquement vérifié. I1 faut donc considérer celui d'ordre 3 qui s'éderit

| I I I 5.
(A+2u)| 2 ﬁi + ﬁi - (ﬁ; + 5§Q +u 55- -_EE._ é%. ﬁ; - _53 )
£ 3t
N
+ (A+u) %%3§+%'ﬁg 0
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B 2 32y S
I B ) RO ® R - R I 3
(A+2u) 0 (4t g M|t H E o *2ug+ug - (ug - )|
v
o u
32, B2 |
(A+)| 55 v * T 3730 |=© -

2 ae2

2 52y 324 ST
(on) B —2 4 o W3 4 z+{1\'12+(k+u)% A 8 a=L ] =
o ? 2 r 36

A présent effectuons 1l'identification des termes en Eh dans les

équations IV.6(10'-11'-12').

B o 1 2
3u ou ou @
" S e ) IO s T -
Iveu.6(10 )+ (an) 2w + Xtur ST B T T A 2 Tl -
. V1
ou @
N @9 %2 w2 %Nt Ty | %
WV -B011) w2 g +gg, ~ug *ug 55 | = P
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Or l'identification des

nous donnait :

termes en 53 dans les équations IV.6(10'-11'-12")

v
dou du @
w2 V1 6 R_z _
IVE36,10' (A+2u) u” + [ur *+ =5 j’+ A 732 P,
- A -
Iv 6.11! %2 Ut1—£" =@.-
€ E
"1
ou @
R r 2 +
! —— -
Iv 3.6.12 U T o + U uZ pz
€
D'ol par élimination de ﬁi entre N3 et IV h.6.(10'-—11'-v12')
€

puis ensuite par élimination de

obtient un systéme différentiel

%2 5 1'aide de IV _~6(10'=11'=12") on
1 83

n
en u; (6,z) que 1l'on notera A1

2v1

_211’\)2+2 (%1+_3;1\i'é)+ i(%1_&)_£8__11£ - .}.‘LB-_B-I\'Q_ _a-r\’z..
L L Y H13e Y5 T e J Z oz Yz Mo Y%
PI'
"1 "1 o , o0
ou ou 2 9™ u 9 u
2 1 r 9 (V1 B y_ . R 0 _ A9 2 R z _
—2uug + 2uugm 55— )-(2ulgelu, + -t T T Fe W (g 53
98 a 9T @
Pg
o1 o1 N1
293 u 9 u du
R z w2 AR 3 2 R 3 1 8 +
-(w2n) T3 = - u—m -, - e - () g (u 4 —E ) = by
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. o ; 2 2
Solt en utilisant les expressions des ui(e,c) données par

IV 3—6—(10'—11'-12') le systime A'-1-2-3.
e

9 Y+ 9 A+ +

S ! @
p e v e 2w R OZ% ep SRR DSk
u 22 oz aen Pr T2 ac Pz T3 P

A+2u Y 6~ Pr
il 5251 2 3% @ %*
p, oo Zuliw) 9 a1 B u(3+2w) R__z R O oA _r |
1 oy 90 |Yr T 38 A+2U Z 37936 02 52 Pe X421 | 30
- X
Py
"1 2v1 2v1 v @
-u@en) R 3, dug ) _ huOw) 37U, 2% L@ v, ¥,
3 A2 U L 3t 96 A+2u 5 2 H 892 £ oz " Pa
AR ji()+ G
L(+2u) oz Pr T Pr

Nous allons maintenant utiliser la 2m - périodicité des fonetions
r\" + L z Z ) 2
u;(e,g) et pi(e,;) et considérer leur développement en série de Fourier par

rapport & O :

Ui +oo0 ; ;
ﬁ;(e,;) = —20— (z) + ) [Urll((;) cos n 6 + Vzll(C) sin n 8] V 6 € [0,2r]

n=0
: S i
p. (6,8) =— (g)+ ) |[P(z) cosn® + Q(g) sin q 6
1. 2 q=0 o] q

.
le systéme A' se raméne 3 un systime différentiel lindaire du second ordre

a4 coefficient constant qui s'éerit :
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o [iEw + a w20 |+ 8 ulto) = At

« [0 - n @] + 872 @) = 2

" r 8, | 7! g" 8
- an vn(c) -r Un(z) -yn vV, (z) - & u, (z) = An(c)

~ 1
+on |Ul(2) + V@) +yn Ul () - 67

-

8", _ .6
N (¢) = Bn(c)

-y @ n v @] a0 - 2 )+ 0l () = a2
- v [YZ'(Z) - n U§'<c5] - a 72(2) - 0w VA + 0 VE(D) = BE(E)

(a,‘B, Y, 8, us w) &tant six constantes fonctions de A et U , et les seconds

membres des six équations du systéme différentiel étant a priori connus.

o = buOe) g=2 B _uea) R
A+2U AM2u £ A+2u £
2
§ = +u BE U w =y %
ya

Nous recherchons, pour le systéme homogéne, des solutions de 1la

forme U;(g) = u; St ; V;(g) = v; 5% ot écrivons 1l'annulation dn

déterminant caractéristique :
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o 0 Bs 0 an 0
0 -an 0 o 0 Bs
0 un2-6s2 0 -on 0 -yns o
Qn 0 Yns 0 an2—6s2 0
s (w=y) 0 —asz—nzu 0 -nys 0
0 nys 0 s (w-y) 0 —asz—nzu
-no, o Bs
= asg[ngyw-F6(@52+un2)]an2—ds2 -an -Yns
2
nys s (w-vy) -as“-un
-nao, o] Bs
+ 8 §2 [ng(w—y) - 22 g w] an2—652 -an -Yns
nys s (w-y) ~as® -11n2
-no. o Bs
(2]
or o n2-88° - on —-yns =—s2{se[5(B(w—y)+a°ﬂ+aun26+awn2(Y—B) }
2 2
nys s (w~v) -as“-un

or Y—B=w 1l'équation caractéristique s'écrit donc :
~s*s? 618(w-v)+a®] + an®(u6 + w?)Hs 2[a® + Blw-y)] + @ 2l + u8)1 )

ou finalement :
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2(u §+w?)
~"

>0

—sh {8 [B(w—y) + a2] s°+an
\

k 2 2 2 2
of + B (w-y) =Eﬂil+(—;3iil "[_Z_A&} = I}k(ﬂu)z - a2 R—:I

_ 4% 20w R || 204w) _R
()\+2p)2 A ' A £
\ v
~—
>0

Le coefficient de s° dans 1l'équation caractéristique ci~dessus a

le signe de Ei%iEl - %-.

(1 + %‘) les solutions sont de la forme

ler_cas . Si % > 2

+ 5.z
e {(ag+b)

+iS,¢
-1
28me cas .. Si %‘< 2(1 + %—) les solutions sont de la forme e (az+b)

(ce dernier cas correspond plutdt & la réalité d'une coque cylindrigue dont

la longueur est "grande" par rapport au rayon moyen).

Ainsi les U;(C) et V;(C) solutions du systéme homogéne associé
a A1 sont donc des combinaisons linéaires des quatre solutionslinéairement

indépendantes.



141

s1C ~54% S1C —S1C .
. e~ 4, e s e , e pour le premier cas

..coss, ¢ ,sins, ¢, L coss, T, L sin s, £ pourle deuxiéme cas

1 1

1 1

solutions auxquelles il faut rajouter la solution générale correspondant

A savoir (-ne', ¢, O, ne, ¢', 0) c, c' constantes arbitraires.

Pour la détermination de la solution générale du systéme avec
second membre on utiliserait la méthode de variation des constantes. Les
calculs sont élémentaires et longs, mais ici nous intéresse simplement

"

la possibilité démontrée de déterminer ul (8,z)

Conclusion

Ce qui nous a frappé dans les méthodes de dévelaoppement asymptotique
utilisées en théorie des coques, c'est l'absence de toute référence 3 la -
linésrisation (par rapport au paramétre n ) implicitement contenue dans la
loi de comportement de 1'€lasticité linéaire homogéne et isotrope. A notre
connaissance, seul F. JOHN dans son article paru en 1965 dans les C.P.A.M.
[ 1] a tenu compte du petit paramétre n , en plus du paramétre e = % .
mais cela dans un contexte différent.

Nous avons donc tenté de tenir compte de cette référence au para-
métre n dans le cas des coques cylindriques de révolution. Notre but était
de déterminer les termes du développement asymptotique et de les comparer
a4 ceux obtenus dans les théories classiques : (c.f. par exemple NAGHDI [1],
{2], GOL'DENVEIZER [1]; nous n'avons pu consulter le livre de RUTTEN { ]
(édition épuiséde) et un livre de GOL'DENVEIZER dont nous venons d'apprendre

1l'existence).



142

Nous avions introduit o lorsque nous avions constaté que éL =0(n),
1

0o U P o

soit en posant € = 0(n ), 7= o] ¢> ) =0(n ). La théorie de 1'é&lasticité

linéaire classique utilisée au Chapitre II, faisant 1'hypothése U = O(nk)

avec 0 < K < 2, impose & o la condition O < o < 1.

Dans la théorie classique, les auteurs que nous avons pu lire font
a priori 1'hypothése % = 0(e); ce qui dans notre étude correspondrait au cas

l" - 3
" o tendant vers 1'infini. En d'autres termes cela revient & considérer les

petits paramétres € et n comme indépendants. Ces auteurs obtiennent alors

pour les déplacements "réels' des expressions de la forme :

ui(DsSse,C) = ui (O,G,C) + pE u}L(e9C) + 92 €2 ui(esC) + ...

ol les u? (i = n,6,z) sont déterminés par les déplacements des points de la
surface moyenne, l.e. des ui(O,G,;).
. - * .
‘Mis & part le cas a = %-(p EN, p> 1) qui, nous 1l'avons vu, ne

pouvait se présenter que pour des pressions latérales trés particuliéres
b

t T C:> n+1

(par exemple dans le cas a = %-, ces conditions s'écrivent p; = X D, € s
n=2

(>+ n @ . + .

p; = (-1) p; et d'autres relations entre les P, et leurs dérivées par

rapport & B et I) on obtient dans notre cas général, pour les déplacements

réels

(w2u) w(p.€,0,2) = KRZ €2 [m%‘ﬁ ?[510,0) + 8;-(6,0)] + 3}(0,2)-5; (0,2)

+ € [— 0? H‘;(e,c)+ P ¢;(8,c)+ w;(e,cﬂ + ¢° [:] +

et des expressioné analogues pour U Ug et U u, (en rappelant que le

. . n ~ . . . .
coefficient de € dans [ ] est un polyndme de degré (n+1) en p & coefficients
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ne dépendant que de 6 et T .

Les résultats ainsi obtenus apparaissent, sauf erreur de notre part,
différents de ceux obtenus habituellement, il faudrait donc peut-&tre
répendre la théorie classique en supposant %-= 0(62), ce que nous envisa-

geons de traiter ultérieurement.
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CONCLUSION GENERALE

Dans ce mémoire, nous avons commencé 3 exposer les problémes
de la Mécanique non linéaire des solides déformables et leur formulation
variationnelle. Dans la seconde partie, nous considérons exclusivement
des coques cylindriques de révolution, pour lesquelles nous avons &tabli
les équations d'équilibre "des résultantes et des moments" & 1l'aide de
procédés techniques différents. Nous nous sommes attachds & démontrer de
fagon extrémement détaillée 1'équivalence logique des divers systémes
d'équations ainsi obtenus : (c.f. : Remarques II 2 , IT 4 ). Nous avons
évité d'éerire 1'équilibre d'un "élément infinitésimal de coque", &criture
correcte en substance, mais a laqueile personneliement, nous préférons

une formulation inspirée de celle exposée dans GERMAIN ou TRUESDELL NOLL.

Ensuite, utilisant la loi de comportement de 1'8lasticité
linéaire homogéne et isotrope, nous nous sommes interrogés sur les relations
entre les approximations usuellement utilisées en théorie des coques
(développement en puissance de € = %- et %—) et celle impliquée par la
loi de comportement.

Nous avons &tabli que nécessairement

- les paramétres £ = %-et n = Sup ]]Gradx 3]} étaient 1iés par la
x€Q

relation € =0 (na) 0<a <1

- la norme du vecteur déplacement u(r, ,z) était majorée par U telle que
1

U 140 1+ <
=0 7)=0 (e 9.

Pour tout o réel, o € ]0,1[ , mais sous réserve que les formes

volumiques soient uniformément bornées (comme par exemple la pesanteur)
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on obtient pour le vecteur déplacement, un développement de la forme :

400
M (r,0, z,e) = g {:z g™ Gn(r,e,z{] dont les termes sont des polyndmes
n=0

en p 3 coefficients dépendant de 6 et z , ces coefficients sont déterminés
par les charges exercées sur les faces latérales internes et externe de
la coque.

Les résultats ci-dessus différent de ceux des théories usuelles
par la présence d'un ler terme en 82, alors que classiquement on impose
souvent U = 0(e).

Une comparaison plus approfondie devrait &tre faite d'une part
dans le cadre des diverses théories existantes (KOITER, NAGHDI,

BUDIANSKI-SANDERS), d'autre part dans le cadre des théories non linéaires

plus élaborées, et peut—étre méme dans le cas des plaques.
Sur ce dernier point les travaux de Monsieur LADEVEZE devraient

nous apporter des éléments de discussion.
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