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INTRODUCTION 

L'objet  de ce mémoire e s t  l ' é t ude  dans un contexte tridimensionnel 

des équations qui régissent  l e  comportement des coques cylindriques,  élast iques.  

Après avoir  consulté l e s  ouvrages e t  a r t i c l e s  c i t é s  dans l a  bibliographie,  il 

nous e s t  apparu que l eu r s  auteurs f a i s a i en t  des approximations diverses e t  

nous avons é t é  amenés à f a i r e  l e s  observations suivantes : 

. Les équations d ' équ i l ib re  é tan t  considérées comme acquises,  on l e u r  adjoint  

l e s  l o i s  de comportement qui ,  de manière générale, sont considérées comme 

des approximations l i néa i r e s  de l o i s  plus générales concernant l e s  matériaux 

d i t s  simples. S i  l ' o n  dé f i n i t  T) comme l a  borne supérieure sur l e  so l ide  

de l a  norme du gradient  du vecteur déplacement, l a  l o i  de l f E l a s t i c i t é  

l i n é a i r e  homogène e t  isotrope apparai t  a l o r s  comme une t héo r i e  approchée 

lfà q 2  prèsu.  

. Cette observation s e r a i t  peut-être encore valable dans l e  cas où l ' o n  

u t i l i s e r a i t  l e  tenseur non l i n é a r i s é  [y] des déformations. 

Ensuite interviennent en général deux "pe t i t s  paramètres " 
h 

€ = - e t  6 - -  R 0-2 h désigne l a  demi-épaisseur de l a  coque, R son rayon - L 
moyen e t  1 sa longueur. Dans l a  théor ie  des membranes notamment 

(cas E = E 6 ) l e s  équations d ' équ i l ib re  e t  l e s  r e l a t i ons  contrainte-défor- 
O 

mation sont é c r i t e s  en u t i l i s a n t  des notat ions adimensionnelles e t  en 

fa i san t  a p r i o r i  l e s  hypothèses suivantes : 

- l e  déplacement maximal U e s t  de l ' o r d r e  de h ( i . e .  = O ( € )  ) .  

EU - l a  contra inte  maximale 1 e s t  de l ' o r d r e  de - (i .e .  1 = O ( € )  ) R 
+ 

e t  l e  vecteur-déplacement u(p,e,&,C) e s t  recherché sous l a  forme : 

w + n +n O 3 

u(p,0,&,5) = 1 E u (p ,8 ,<)  (implicitement on devrait  avoir  u ( p , ~ , c ) =  0 ) .  
n=O 



En f a i t ,  ces théor ies  classiques,  dont l a  plupart u t i l i s e n t  

l e s  hypothèses de LOVE-KXRCI~FF,établissent mais de manière non exp l i c i t e  

une comparaison entre  l e s  paramètres. 

3 ' 4 -% 
En e f f e t ,  s i  PP' = u (P)  (resp. MM' = u(M)) e s t  l e  vecteur 

déplacement d'un point P de l a  surface moyenne w de l a  coque (resp.  l e  

-k -F 
déplacement du point M de l a  coque déf in i  par : M = P + x3 N(P)  03 N(P)  

-h 
u n i t a i r e  normal en P à w , lx3 1 f h )  e t  s i  N(P1) désigne l e  vecteur normal 

en P t  à l a  déformée w '  de w,  l e s  hypothèses de Love-Kirchoff s ign i f ien t  

4 -h 
que : P'M' - N (P i ) ce  qui entraîne : - X3 

X3 ce qui mène aux formules classiques E ( M )  = E ( P )  - xg K(P)  + O(- ,-, ) 
2 

1 ' t  -b 
n 

E(M) = -  rad^ u + G r a %  u) e t  K(P)  e s t  l e  tenseur de courbure de w en P 2 '3 
x 

sous réserve que l ' on  a i t  2-q = 0 (ri2 s o i t  E = o ( ~ " ~ )  ce qui 
R~ 4 

I correspond à l a  valeur pa r t i cu l i è r e  cl = - de nos observations. 
2 

A notre connaissance seuls  Messieurs F. JOHN ( c . f .  [ i l  ) 

e t  LADEVEZE ont f a i t  in tervenir  l 'approximation en l o i  de comportement. 

F. JOHN prend en considération parmi " les  p e t i t s  paramètres" 

ce lu i  que nous notons rl remarquant que, vraisemblablement, l a  théor ie  

générale des systèmes d'équation e l l i p t i que  do i t  permettre son évaluation 

en fonction des charges appliquées. F. JOHN u t i l i s e  également l e  paramètre 

h h 
& = - mais l e  paramètre - oa D désigne l a  distance d'un point quelconque, R D 

au bord de l a  coque ( cec i  en vue des phénomènes de couche l im i t e ) .  

P. LADEVEZE, l u i ,  const rui t  à p a r t i r  de l a  solution du problème 

' 
bidimensionnel (correspondant à E = 0 )  une solut ion u qui v é r i f i e  l e s  

équations tridimensionnelles e t  s a t i s f a i t  à une approximation quadratique 

en l o i  de comportement. 



La démarche que nous avons su iv i e  au  chapi t re  II e s t  d i f fé ren te  

puisque notre  point de départ e s t  l e  modèle tridimensionnel e t  que nous 

prenons en compte llapproximation impliquée par l a  l o i  de comportement 

(on remarquera que dans l e  cas p a r t i c u l i e r  des coques cylindriques de révo- 

h  l u t i on  E = - e s t  un paramètre "global" a l o r s  que pour des coques générales R 

il ne représente qu'un paramètre " local") .  

Chronologiquement Be chapi t re  II a  é t é  rédigé l e  premier; l a  

rédaction de ce de rn ie r  termii~ée ,  Monsieur PARSY nous a  conse i l l é  compte 

tenu des travaux de CIARLET, DESTUYNDER e t  de l ' a r t i c l e  général de NAGHDI 

(Hanabuchder Physik) de reprendre l e  problème e s sen t i e l  évoqué dans l e  

chapi t re  II e t  de s e  p lacer  dans l e  cadre général  des grands déplacements 

e t  p e t i t e s  déformations des so l ides  é l a s t i c~ues .  Nous avons donc é t é  amenés 

à rédiger l e  Chapitre 1 qui e s t  un essa i  de synthèse t r è s  d é t a i l l é  ( t r op  

Peut ê t r e  pour l e s  spéc i a l i s t e s  ? )  sur  l a  Mécanique non l i n g a i r e  des so l ides  

déformables. 

Dans l a  conclusion dui Chapitre 1 n0u.s expliquons l e s  ra isons  pour 

lesquel les  nous n'avons pas inc lus  dans ce mémoire, l a  formulation variat ion- 

n e l l e  pour l.es coques e t  l e s  méthodes asymptotiqu.es. 



CHAPITRE 1 

1 RAPPELS DE HECANIQUaE DES SOLIDES DEFORMABLES 

A Aspects géométriques 

7 - HYPOTHESES GENEXALES  

S o i t  un rr.ilieu cont inu  occupant un donaine R de Eg : ( E ~  espsce 

a f f i n e  e ~ l c l i d i e n  o r i e n t é  de dimension 3 ) ,  rappor té  à un repère  orth~norrr ial  

3 - P - b  
(O; e l ,  e2,  r3 ) ,  de f r o n t i è r e  an, de po in t  générique r ,  à l ' i n s t a n t  t = O . 

- 
il représente  1.a "posi t ion  i n i t i a l e "  (ou "con défornée") du s o l i d e  

-> 
déformable considéré.  Sous l ' a c t i o n  de f o r c e s ,  (1) de d e n s i t é  surfacic.,ue F-, 

3 

-+ 
aTpliqu6rs à m e  p a r t i e  (an) de 2fi (un chmp de d é p l a c e ~ e n t  u 6tact l q ~ s 6  

F d  

su r  l a  p a r t i e  (an ) com>lémentaire de (an) d m s  an). 
u F 

-& 
( 2 )  - 6e d e n s i t é  volumique f appliquées à $2 l e  " ç o l l d e H ~ . s ~ i S i t  une "défoima~ion 

c a r a c t é r i s é e  par une app l i ca t ion  9 d é f i n i e  comme s u i t  : 

On pose 

A.I.1.2. 
-f 

I X , t ( x , t )  = x + u ( x , t )  pour x  e n e t  t 1 > o 

3 
où i i (x , t )  r ep résen te  l e  v e c t e ~ r  déplacement di1 point  x à l ' i n s t a n t  t ,  

-b 
donc un élément de Eg ,  espace v e c t o r i e l  a s soc ié  à l ' e s p a c e  a f f i n e  FI 

-+ 
3 ; 

3  
(on a a l o r s  de f a ~ o n  évident u (x ,0 )  = CS: s o i t  

3 -.-- 



x = (xl, x2, x ) et t sont les variables de Lagrange 3 
x = (xl, X2, x3) et t sont les variebles d'Euler. 

Le principe de non impénétrabilité de la matière postulé en Mécanique nécessite 

que soit, pour tout instant t, un difféomorphisme global de fi sur 0 (Dit) 

et que préserve l'orientation. Dans l'espace i-, muni di: repère orthononnal 
3 

-b -b -b f 
(O;el ;e2;e3) on définit pour tout x de R et tout t de R+ les vecteurs 

A.I.. 1 .? 

a + 
Soit en notation abrégée en posant ai = - , = ai @.(x,t)e 1 6 i 4 3 

axi J j 

Les hypothèses faites sur 4 entrainent que, pour tout point x de O , ces 3 
+ 

vecteurs G. (x) sont linéairement indépendants et par conséquent que l'espace 
1 

tangent à la variété @ (R) au point X = 4 (x,t) , c'est-à-dire l'espace 
+ 

vectoriel engendré par les vecteurs G. (x) est de dimension 3 (et pewt être 
1 

3 ainsi identifié à IR ) .  Ceci revient à dire que la matrice sont l'élément 

&ne a de la ième ligne et-de la j colonne est - ai(x). qui représente ax: 
J + + + 

l'application linéaire tangente D ~(x) dans la base (el ,e2,e3) est une 

matrice inversible. D'autre part le fait que @ conserve l'orientatioli se 

traduit par la condition : 

RWlah~uc .4.1,1. Réciproquement la condition ~ ( x )  > O entraine que, to~&Qnlc3'd,  - 
O est un difféomorphisme et préserve l'orientation, mais cette seule 

.hypothèse est insuffisante pour obtenir un résultat d'inversibiliti globale. 



2 )  CU de cootrdonnéu c w t v d i g n u  am n 

n est dit muni d'un système de coordonnées curvilignes 
i (5 , i 1 2, 3 )  s'il existe un diffé~mor~hisme Y d'un ouvert w de 

3 R sur R tel que : 

A.I.2.1. 1 2 3  Y 
5 = ( 5  , 5 , 5 ) €  w ->x = Y ( 6 )  e- Q. vérifiant 

L'exemple suivant d'w,e coque cylindrique de révolution d'axe Ox de 
3 ' 

longueur 2L, épaisseur 2h et de rayon moyen R, sera étudié plus particuliè- 

rement dans la suite de ce travail : (fig. 1). 

FIGURE 1 



1 2 2 x = Y ( 5 )  e s t  déf in i  par x = E ocsE;x2 = El s in  5 ; x 3 =  E 3 
1 

1 2 3  où 5 =(& , 5 , 5 )E w avec w = R-h, R+h [ ' X I  0,2a [ x ]  -L, + L  [ 1 
(l'hypothèse usuelle où h e s t  t r è s  p e t i t  devant R ;  h << R ;  assure que Y 

es t  un difféomorphisme de w sur  Y (w) car  l e  Jacobien du changement 

de coordonnées e s t  ~ ' ( 5 '  > O car  El IR+, R+h[). 

6 
On a a w  = U au. avec 

1 i= 1 

S i  g e s t  une fonction de fl dans R ,  on l u i  associe l a  fonction 2 = g O Y 

2 
de ; dans R ,  2n - périodique en E , (déf in ie  sur  [R-h, R + ~ ]  x [0 ,2~]x  [-L,L]= ; 

-* 
En tou t  point x de fi, on-déf in i t  l a  base "naturelle" covariante {gi(x) ; 

1 6 i 6 3lpar 

ème ay . 
La matrice dont l'élément de l a  i l igne  e t  de l a  jème colonne e s t  (A ) Ki 

3 + +  
qui représente l ' app l ica t ion  l i n é a i r e  dY ( 5 )  dans l a  base ( e l  , e2, e ) e s t  3 

+ 
invers ible  e t  son déterminant noté j ( S )  se ra  supposé > O .-Les vecteurs g. ( x )  

1 

forment donc une base (d i r ec t e )  de l 'espace vec tor ie l  tangent Tx à l a  var ié té  

n = Y (o )  au point x . 
i @(fi)  = ( @ O Y ) (w) e s t  auss i  munie des coordonnées ( 5  ) e t  en 

tout  point X = 4 ( x , t )  de 4 (Ci) l 'espace tangent Tx à l a  v a r i é t é  @ ( f l )  e s t  



engendré par les vecteurs : ---- a(o O Y )  a@ a~ 
1.2.3. 

k -t G.(x) = 2; = 2 - e ; soit encore 
1 agi j 3% agi j 

- ay a@ 
puisque x = ~ ~ ( 6 )  G~(x) = 22: = -. ayk 

k ag. axk j agi 
1 

APPLICATIONS 

I ) EXudde d a  p&,'iemièhe, o r n e s  I(ondameidda ds2 (xen;oeotivemenA sur Tx Tm (-+) ) 

a > 
3 Soit i E  R tel que si C E w  alors S + i E  w  . La formule des 

accroissements finis montre que : 

d'où ( . , : ) et 1 1 . 1 1 désignant respectivement le produit scalaire euclidien 
3 sur R et la norme associée, 

sont les composantes (covariantes) du tenseur métrique de Q . La formule 
A. 1.2. ! .3 permet de définir la ~remière forme (quadratique) fondamentale ou 

CF 
ds définie sur l'ouvert w par : 



ce qui s ign i f i e  l a  chose suivante : 

L'espace tangent Tx à C2 au point x é tant  canoniquement isomorphe 

-b -b 
{x} x R ~ ,  on associe à tou t  vecteur " = (x,n)E {xIxR 3 de cet espace tangent - 

l a  quantité : 

La première forme quadratique fondamentale de $2 e s t  déf inie  posit ive 

-b 
en tou t  point x de fl puisque l e s  vecteurs gi(x) sont linéairement indépendants 

et que l a  forme b i l inéa i r e  associée : 

e s t  indui te  sur T par l e  produit scalaire  euclidien usuel. 
X 

b )  De même, l a  première forme fondamentale de l a  var ié té  @(Q) e s t  déf inie  
-b 3 

à p a r t i r  de l a  forme b i l inéa i r e  qui,, à tout  couple de vecteurs s CX de x ' 
l 'espace tangent T en X = @ (x) à @ ($2 )  associe l e  nombre ' r é e l  : 

X 

On a donc 

A.I.2.1. 



Le tenseur niétrique de Q, (Q), G. .(x), peut être considéré comme 
1 J  

défini sur l'espace tangent T en x € Q par ; 
X 

2 
ds = G (x) - - i j 

A.I.2.1. Ci€, dS compte tenu de : m k2 aF5 
-9- 

c )  Calcul de la longueur d'une courbe déformée (d'une courbe donnée). 

1 
Soit r un arc de courbe de classe C de Q c'est-à-dire l'image par une 

I 
application de classe C d'un intervalle de 13. 

f : [to ,t , ]  C R -> Q . La longueur de ï' est par définition donnée par : 

to 
f peut être définie par l'intermédiaire d'une application 5 : 

-f + 
(où C1(t) = Fl(t) gi(x)) . 

La longueur de l'arc déformé de r , Q, ( r )  est alors donnée par 



Pour tout x de R , l'élément de volume "déformé"d~(x) au point 

X = 4 (x,t) de 4 (Q) se déduit de l'élément de volume dv(x) par : 

T 
Si l'on pose G(X) = Dét (G. . (x) ) = Dét (x) ( afli(x) ) ~ é t  D~(x)oD@(x) 

1 3  l =  c . 1: 
2 

alors ~ ( x )  = J (x)  soit encore la relation 

i Comme Q et - 4  (Q) sont munis des coordonnées curvilignes (5 ) on a égalenent 

3 )  Calcul de t'éeémerd de ~ w ~ d a c e  dédom~ée 

Soit (s) une surface de R3,  difféomorphe à un ouvert de R2, telle 
* 

qu'en tout point x de (s) existe un vecteur normal unitaire ~(x). 



S i  do(x) désigne l a  mesure i n d u i t e  s u r  (s )  par  l a  mesure de Lebesgue 

3 de R on a  : 

-+ 
S i  x = x(u ,v )  = X -  ( u , v )  ei a p p a r t i e n t  à ( S I  ( ( u , v )  € O ouver t  de R 

2 
1 

âuquel (S)  e s t  difféomorphe). 

s u r  Q 

---+ 
e t  en X = 9 ( x )  appartenant  à @ ( S )  munie du vecteur u n i t a i r e  normal n(X) 

e t  de l a  mesure i n d u i t e  dC ( x ) .  

So i t  : 

ax. ax 
do(x)  = ( r  p i j  -'" au av ) e du dv = N d d x )  ep 

P  P 

Conpte tenu d.e 1 ' i d e n t i t é  

-1- - ax. ax 
n(X) d~ (x) = (Ei A E . )  ou encore 

J 



agQ aém a@, - -- 
II '~  [ '@iXg = E k h  axi a ~ .  a~ i j p  

e t  en mult ipl iant  l e s  deux 
J P 

aok membres de l a  3e équation A.I.2.3-1-par - 
ax on obt ient  

P 

a@k 
ax. ax 

?, , ~ c ( x )  = E dé t  (om(x)) -LA du dv ; s o i t  en u t i l i s a n t  l a  
i j p  au av P 

première équation de A.I.2.3-1- 

amk - dC ( ~ ) = d é t  (DQ ( x ) )  N da(x)  = v dC (x)  "k ax 
P 

P P 

A ce stade,  il e s t  u t i l e  d ' in t rodui re  l e  vecteur 

-b 
En e f f e t  désignons par T un vecteur de l 'espace tangent en x 

à (s) on a donc : 

__3 _3 -+- 
v .  = ~ @ ( x )  ( n ( ~ ) ) . :  ) = (~ (x ) .D@~( : )  ) . 

--+ -b a@k -b T __+ 

e = D@(x)(n(x) )  V ( X )  = vp ep = 5 
P 

_3 

O r  E@ (;) e s t  un vecteur de l 'espace tangent en X = @ ( x )  à @(s)  e t  n ( ~ )  
X 

qui e s t  normal à 

e s t  l e  vecteur un i t a i r e  normal en X à 9 ( s ) .  Ces deux vecteurs é t an t  
_3 

orthogonaux, on ob t ien t  (n) . ?) = O e t  V (x) apparai t  donc comne un vecteur 

n o r m a l e n X = @  (x) à @ (s).  

Ij 

v (x) e t  N(X)  é tant  col inéaires  e t  vu que @ conserve l ' o r i en t a t i on  l e s  

_+ - 
vecteurs v (s) e t  N(x) ont  même sens. So i t  



D'autre pa r t  d 'après A.I.2.3-2- 

So i t  
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On rappel le  l e s  r é s u l t a t s  suivants : 

Pour t ou t  x de Q , l 'é lément de v o l m e  "déformé" d ~ ( x )  au point  

X = @ ( x , t )  de @(Q,t) s e  déduit  de l 'é lément de volume dv(x) par : 

3 
dv(x) = 1 G ,  (x). (c;rx') A 1 dv(x) 

dv(x) = l ~ é t  (D@ ( X I ) /  dv(x)  = I J ( x )  1 dv(x)  

S i  l ' o n  pose 

+ + 
A.I.2.4. G..(x)= (G).v)) = ( a i  @ . ( x )  e j . a j  @,(XI e,) 

1 J  
-1- 

J 

So i t  : 

A.r.2.4. G ( X )  = ~ é t  ( G .  . ( x )  ) = ~ é t  [(a 
-2- 1 J  

So i t  

d'où l a  r e l a t i o n  

So i t  a l o r s  p0(x) l a  dens i t é  volumique de masse au point  x de 0 e t  p ( x , t )  l a  

dens i t é  de masse au point  X = @ ( x , t )  de @ ( Q  ,t) . La l o i  de conservation de 

l a  masse d'un volune v de Q que l ' o n  s u i t  dans l a  déformation s ' é c r i t ,  
O 

cn va r i n '~ l e s  de Lagrange : 



D 'oi3 ponctuellement : 

Remarque 1.2. S i  l ' on  avai t  u t i l i s é  l e s  variables d '  Euler, on aurai t  

été amené $ t radui re  l a  l o i  de conservation de l a  masse par : Y v C Q  

So i t  en tenant compte de l ' app l ica t ion  @ 

OU encore 

d Calcul intermédiaire de - J ( x , t )  
d t ~ v v i n n n / ~  

Tout d'abord du f a i t  que xi = mi(x.O) l e s  xi ne dépendent pas du temps 

d 
donc lorsqu'on expl ic i te  l e  ca lcu l  de - J ( x , t )  il vient  : d t  



au a@, am, 
1 --- 

a~ a~ a~ 
1 1  1 

au, am, am 
3 - -- 

a ~ ,  a:,:, a ~ ,  

au, a , am3 
- -- 

a~ a~ 
aX3 3 3 

a a m a 0 
en u t i l i s a n t  l e  f a i t  pue - (2 ) = (2) a t  axi axi 

am. 
e t  en posant U = $ (x ,t ) 

j 

on obt ient  : 

am, au, am 
3 - -- 

a m l  au, a @  
3 - -- 

a ~ ,  a ~ ,  a ~ ,  

aml au, a @  
3 - -- 

a~ a~ ax3 
3 2 

am, am, au3 
- -- 

am, am2 au, 
--- 
a~ a~ ax3 

3 3 

So i t  en notation abrégée : 

Finalement 

De plus 

r 

d aul au, .au - J ( x , t )  = (- + - 3 
at axl 

axXn 1- -1 ax3. ~ ( x , t )  = div x ( C ) . J ( X , ~ )  

Nu1  - - 
D(@, Y @ ,  'a3) 

+ + 
avec U = Ui ei 

- O O 
a m  1 

O 1 O 

au 1 = - -  - -  au 1 

axl  
(de même pour l e s  deux autres  

déterminants). 



En reportant dans l ' i d e n t i t é  précédente : 

Soit  encore en revenant à @ (v )  

ce qui donne finalement puisque l ' i n t é g r a l e  ci-dessus a é t é  é c r i t e  pour tou t  

volume de v de S? 

II - TENSEUR DES VEFORMATlUNS 

En 1 .1  .2. on a in t rodui t  l e  vecteur déplacement du p i n t  x de fi 

I L 
'+i + 

On a donc l1Egai i té  (ni pue gJ(X) = - ei 
a s  



Sur '2, en v e r t u  deA.I .1 .2 .s i  l ' o n  u t i l i s e  l e s  données car tés iennes  

-+ . -+ -+ 
(x1,x2,x3) puisque mk(x) ek = xk ek + % ek on o b t i e n t  : 

a@k -+ -+ - -)= - ek=(6j-k+ - )ek s o i t  en no ta t ion  abrégée a .  Qk - 6ig + 6i ul; 
axi axi 1 

i S i  1' on t i e n t  compte des coordonnées c u r v i l i ~ e s  ( 5  ) A.I  .1.2. 

s ' é c r i t  : 

.de C h 5 u 6 t 0 6 & l  rZj par 



2 - TENSEUR DES DEFORMATTONS 

La déformation de R en O (fi) s e  t r a d u i t  par l e  f a i t  que l a  

distance de deux points  x, y  de 0 e s t  d i f fé ren te  de c e l l e  de l e u r s  images 

Q(x)  , @ (y)  dans O (0). Au l i e u  d 'é tudier  l a  fonction ( 14 (y)-@ (x)  ( 1 - 1 ly-x 1 1 
-2 

pour tout  (x,y) de O il semble plus a i s é  dl é tud ie r  l ' a p p l i c ~ t i o n  O au 

voisinage de tou t  point  x  de C2 c'est-à-dire d 'étudier 11"6cart1' de 

l ' app l ica t ion  l i n é a i r e  tangente DQ(X) , élément de L (x,T@ ) , à une 

isométrie (ou application l i n é a i r e  orthogonale). 

t 
En e f f e t ,  s i  O ( x , t )  = c ( t )  + ~ ( t ) . x  avec Q(t) ~ ( t )  = II+ a lo r s  

E 2 

Dt @ (x) = Q ( t )  es t  une isométrie. 

REMARQUE 1.3. Il  es t  in téressant  de s e  préoccuper du problème réciproque 

suivant : dans quelle mesure, s i  D~ (x)  e s t  ortliogonale en tou t  point  x  de $2 

pourra-t-on en conclure que : 

. La conclusion es t  immédiate s i  D ~ ( x )  e s t  en f a i t  indépendante de x dans S I .  

Dans l e  cas 03 D@(x) e s t  orthogonale pour t ou t  x  de Q(mais dépend à p r i o r i  

du point x  de Cl considéré), pour q u ' i l  n l y  a i t  pas de déformation, c ' e s t  

à d i r e  pur que l ' on  puisse é c r i r e  : 

il fau t  e t  il s u f f i t  que l e s  fonctions Oi(l .' i 6 3)  déf inies  par : 

+ 3 
X = @ (x)  = Xi ei = Qi(x)  ei soient  des fonctions l i néa i r e s  a f f ines  de 

XI' X2, X3 . En d 'autres  termes cela  revient à d i r e  que l e  tenseur de 

couïbure de 3 ( 9 )  m a i  des coordonnées (x.  ) s o i t  nui. 
1 i=1,2,3 



Nous reviendrons sur  ce  deynier point  l o r s  de l ' é t ude  d'un 

paragraphe u l t é r i e u r  i n t i t u l é  "Condit ions de compat ibi l i té" .  

Le  tenseur des déformations de GREEN-LAGRANGE s ' i n t r odu i t  

naturellement dès l o r s  que 1' on é tud ie  ; 1' écar t  de DQ à une isométrie. On 

é tudie  l a  forme b i l i n é a i r e  suivante,  déf in ie  sur  T7-(R) par  : 
ici 

qui e s t  nu l l e  s i  D@ e s t  une i s o n é t r i e  

Par dé f i n i t i on ,  l e  tenseur  des déformations en x de !d e s t  l e  

tenseur  deux f o i s  covar iant ,  symétrique, dé f i n i  par l a  forme b i l i n é a i r e  
-+ i +  -+ j +  

A.11.2..1 .En e f f e t  s i  X = X gi(x) ,y  = Y g j ( x )  
A 1 1 . 2 . 1 .  s ' é c r i t  



l i j  = - X  Y 
2 . ~ ~ ( $ 1  1 - g .  =J . ( S I  . D I O Ù  1 

+i + in t rodui t  la base { g  1 contravariante associée à la base covariante {g. 1 
1 

A.II.2.2. 

c'est-à-dire t e l l e  que 

+ +j e t  que l ' o n  déf in i t  la forme b i l i n é a i r e  g @ g par 

-+ + 1 
Y(X,Y) = 5 k i j ( t 1  - 8. (5) l  xi Y' 

1J 

l e  tenseur y s ' é c r i t  a lors  

- s o i t ,  s i  l ' o n  

où compte tenu de ~.11.1.6 e t  A.IT.1.7 

, + + k +  + r i  = p [ + t  + ( (pi  + (Di U )  gk).  (g.  + ( D .  u) gel s o i t  encore 
J J 



REMARQUE 4.1.3 S i  l e s  coordonnées ( E ~ )  son t  o h t h o g o n d u ,  c 'est-à-dire s i  

= O pour i # j ,  A.II.2.6 s ' é c r i t  : gi j  

(formule où l ' o n  a u t i l i s é  l e  symbole C au  l i e u  de l a  convention d 'E ins te in  

pour soul igner  l e  fait q u ' i l  n ' y  a pas s o m a t i o n  sur i  et j). 

DANS LE CAS DE LA CUQUE CYLlNüR7qUE 7.3. ,  on a 

+ -+ 2 3 2 '+ 1 ' 
A.11.2.8. gl = e cos 5 + e2 s i n  5 2 + 2 

1 =2 
= 5 (-el s i n  5 + e2 COS 5 ) ;  

-t + i 
g3 = e3 l e s  coordonnées cu rv i l ignes  (5 ) sont  orthogonales,  

A.11.2.10. Ainsi  l e s  s e u l s  r f j  non nuls  sont  

1 
D'où l ' o n  deduit  (en  posant 5  = r, c2 = O  , E3  = z comme de coutume) 





en ayant préal-ablement c a l c u l é  l e s  q u a n t i t é s  

au' 
(Dg :) = - au2 + 2 - -  (Dg  U )  - au3 

(Dg :13 = - 
ac3  ac3 ac3  

3 
ce qui n ' e s t  a u t r e  que l a  r ep résen ta t ion ,  dans l a  base {gi}, du t e n s e u r  : 

T ( l e  symbole désignant l a  t ransposi t . ion) .  
.. 

Le tenseur  y d é f i n i  par  l ' i n t e r m é d i a i r e  de l a  formule 11.3.2 

appara i t  en f a i t  comme une app l i ca t ion  de l 'ensemble des endonorphisrflcs 

de E dans c e l u i  des endomorphismes symétriques de E . En e f f e t  y dépend 
3 y 3 

-f -f 
de Grad , u  q u i ,  dans l a  base ( e . )  par  exemple, e s t  représenté  par  l a  

X 1 
aui 

matr ice  de terme généra l  (- 1, élément de Y(H)  (espace v e c t o r i e l  des 
ax: 

J -t 
matr ices  ca r rées  d 'o rd re  3 ,  à c o e f f i c i e n t s  r é e l s ) ,  a l o r s  que ~ ( u )  e s t  

représenté  par  l a  matr ice de terme généra l  



(espace vector iel  des matrices carrées r ée l l e s ,  d'ordre 3,  symétriques). 

Dé~iniAian : On appelle déplacement r ig ide  superposé à l a  configuration 

-h * 
@(Q) (OU au champ de déplacement u ) ,  un champ de déplacement u déf in i  sur 

.(a) t e l  que : 

-b 
. avec X = x + u 

t 
03 . R e s t  un endomorphisme orthogonal de E ( R . R =  II+ ) e t  3 E3 

. C a i n s i  que R sont indépendants de x dans S I  . 
On peut encore éc r i r e  : 

+ 
PkOpk&?Xé : Le tenseur v (u) n1 es t  pas changé s i  l 'on  superpose à un 

déplacement rigide.  

-M; + 
En ef fe t  s o i t  u un déplacement r ig ide  superposé à u c'est-à-dire 

+ -t* -t 4* -+ 
t e l  que x + u +  u = c + R ( X  + u) .  D'OÙ 1% + Gradx(;+ u ) = R ( I +  +GradX u). 

h3 E3 
En reportant ce t t e  dernière éga l i té  dans A.IIZ3.2 on obtient : 

Soit  : 



P h ~ p h i é t é  : L'appl ica t ion  y : M 3 ( ~ )  M ' ~ ( R )  n ' e s t  pas une applicati .on 
3  

l i n é a i r e ,  mais e l l e  e s t  diOOémm%ble : En e f f e t  s i  l ' o n  c a l c u l e  

+ -HC I I  -.. ++6 11 o ( 1  + Gred :) + (12  + T ~ r a d x  : ) o ~ r a d ~  G*] Y,(U + u ) - y,(u) = , , ' '3 
X 

1 3 X 
C 3 

En remarquant que i a  qu3- .A,J*,lt$ 

* -t* 
e s t  l i n é a i r e  en u , c 'es t -à-d i re  égaiement en Grad u on a donc : 

X 

* 
où Dy; (Gradx u ) ~ s t  (:!'i.nie par  : 



OU encore 

T 3.w  rad 2)  = p a r t i e  s:inétrique de Gradx u O (I+ + Gradx :) 
u X 

3 

(en  abrégé :* o ( I 5  + GraX :) ] ) 
3 

-+ 
. o r  d 'après  1.1.2.  @ ( x , t )  - x + u(x,t) on peut é c r i r e  : 

-+ 
D @ = I+ + Grad u s o i t  e n f i n  : 

X E 
3 

X 

4! -* 
h + ( ~ r e d ~  u  ) = ' p r a d  1.1 O T D @ ( X ) ~  Grad u mais comme u 2 X X "1 

-tX 4 -t* 
X = @ ( x )  e t  Grad u  = I;r:is u  O DO(X) l ' é c r i t u r e  f i n a l e  de  grad ad u  ) 

X U X 

s e r a  : 

--- 

~ y - t ( ~ r 8 . d  $1 = 

.3. 

X *  

P 
* - - ' [ 

* -l- 
x O - GradX u  + GradX u  O u @ ! ~ )  2 "1 

-& * 
où X = @ ( x )  e t  Ci*; 6 '  n = Gra% u O DO ( x )  

h 

Dy; E L ( M 3 ( R ) ;  ~ ~ : ~ ~ ( l i ) :  soii noya:i e s t  c a r a c t é r i s é  pa r  : 

4 T 
En e f f e t  E y - ; ( ~ r a d ~  u ) = D (.quivaut à (I+ + Grnd 3) O ~ r a d s *  entisym6- 

E 
3 

X 

t r i q u e  c ' est-à-dire di apr *xs :a formule A.II.3.. 5, D@ ( x )  é t a n t  non s i n g u l i s r e  , 
-+* & Grad u antiçymétrique. 

X 
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* 1 aui au 
O r  GradX u antisymétrique <=+ (;y) = 5 (aX +A ) = O 'i j~ 

j 
axi 

( i , j )  E { 1 , 2 , 3 1 ~ 6 ~ ~  

On a donc, s i  Q ( R )  e s t  simplement connexe 

2 

2 * 2 * 2 * 2 * * a ui a ui a a u 
- - =---i=-j=- 2% .,(u ) - aEXij(-) 

ax. a% a x , a x ;  a s ax i  axi axk axi 
J J a% 

c 

* 
arXik(ü ) 

+ 3 
a x = O  i ,  E {1,2,31 c ii3 

j 
i 

* * 
aui au 

~ ' ~ 6  - = a (= - a x i j  a =- A ) avec a r é e l  e t  indépendant de X j i  ax i  
j 

. i j  

* 
(d.oric de x dans Q ) .  Ainsi  GradX u = A avec : A a n t i s p é t r i q u e  e t  indépen- 

+ -+ / ü (XI = c + AX ( c  indipendant de x dans S l  1 

3 
vù c e.t A antidqmé.tkithique 6 V a  indépendad de X 

(donc de x e n ) .  

On désigne par i?n l a  va.riété a f f i n e  des déplacements r i g i d e s  
IL 

infinit6simaux superposés 5 l a  configuratinn @ (R.) c ' est-à-dire 



11 r g s d t e  a lo r s  de A.II.3.5 e t  A.II.3.6 que 

A.II.3.8. 

. Les déplacements r ig ides  inf in i tés imaux superposés à @ ( R )  donnés par 

A 11.3-7 s ' in t roduisent  dans 1' hgpoAhèh C? aXte de.b "pea%e.h pe~twrbat ivnn " 

(H.P.P. ) où l a  matr ice  R dé f in ie  en II .3.3 peut s ' é c r i r e  : 

A = - T A  
-+* -% 

R = {U = c + A(x + G) / c e t  A indépendant de x) 
u 

A. II. 3.10 [+l +a.ve(sue~ par  exemple corne norme su r  (R 
3 

33 

T 1 I A ~  l 2  = Trace ( AOA) e t  où on néglige l e s  termes d lo rdre  a u  moins 2 en 

1 1 ~ 1 1 .  Alors 

o r  .O A = o4(1 IA/ l a )  dloÙ finalement : 

T 2 
R s e r a  b ien  orthogonale ( R O R = I-+ ) à 0(I  ( A I  1 ) près si e t  seulement s i  

E 
2 

+ A  = 04 c 'est-à-dire A e s t  antisymétrique. 
3 

3 3 . . S i  l ' o n  désigne par R ( u )  e t  E ( u )  respectivement l e s  p a r t i e s  symétrique 
X X 



-+ -+ 
E~(U) (respectivement Rx(u) ) est un endomorphisme symétrique (respectivement 

-+ 
ant isymétrique) de E 

3 

j. 

On sait qu'il existe un isomorphisme de l'espace vectoriel E sur l'espace 
3 

a -t -+ 
vectoriel L (E  ,; ) des endomorphismes nntisymétriques de E noté i tel que : 

3 3 3 ' 

-+ -+ 
E3 ~'(2~' E3) E étant rapporté à la base orthonormée 

3 

3 i - + - + - +  
w - R directe {el, e 2' e3} 

(:)AC -! i )  : matrice -+ représentative 3 -+ de dans la 

base-{ely e2, e3} 

c'est-à-dire défini par : 

1 -+ 
= - Rot u est le vecteur de rotation local 

X 

Ainsi on peut écrire : 



Le tenseur des déformations y doit vérifier des conditions de 

-t 
compatibilité, pour que.llendomorphisme symétrique y (u) étant donné swr 

X 

fi par l'intermédiaire des y. (x) (= y.. (x)) , il existe un champ de 
1 j J 1 

-+ 
déplacement u sur 52 tel que 11.3.2 ait lieu. 

1 )  Ca .tinSaine 
-k 

Dans le cas "linéarisé" c'est-à-dire sous l'hypothèse que Gradx u 

est uniformément borné sur R par M nombre réel "très petit" q > O 
-b 

(ainsi que u quand R est borné) et avec la convention qui consiste 8 

k négliger systématiquement toutes les quantités d'ordre r j  (k > l ) ,  

-f 
y (c) se réduit à E (u). Le problème est alors de. savoir : 
X X 

3 

Pour cela on définit le rotationnel d'un endomorphisme A de Eg 
X 

. 

par : 

ROT A e L ( È  ;E ) tel que V 3 constant dans È 
3 3 3 .  I 

3 
A quelle condition sur ~ ~ ( u ) ,  existe-t-il un champ de 

Désignons par la ième composante sur une base orthonormée 

3 

3 
directe de E du vecteur E t  ( A ~ . $ ) ;  on a : 

X 

-k + 
déplacenent u(x) tel que : x (u) = Grad, + r~radx ; 

(dlaprès~.I1l. 1.1 ) = Ve . Comme [fGrad, Ji = 2 .  U. 
1 J 

1 



Soit 

D'autre part LXOT Gradx :lie = cijk aj al % - - a ( E ~ ~ ~  aj %)= e - 
___f 

8 t ] = 'rad x T] ik? . D'où 

A.III.1.3. 

Il résulte alors de l'expression de ~(x), deA.III.1.2. et A.III.1.3 que l'on 

doit avoir 

C'uf: &a c o v r _ ~ o n  de. c a m p a ~ b ~ é  chmchée. 

Pour ne pas avoir à faire intervenir le théorème de Poincaré sur 

les formes différentielles, on vérifiera réciproquement que, pour tout x 

-+ X X dy. -+ 
de , l'intégrale curviligne u(x) = 1 U ( ~ , X ) ~  = 1 U(~,X)($ ej) ds = 

A0 dy Xo . 
-+ 2. ds où U (y,x) est le terme g6néral IXuij(y,x) dy.ei= 1 ij 

de la matrice carrée d'ordre 3 ~(y,x) définit, compte tenu de A.III.1.4, le 

-f 
vecteur u 2 un déplacement infinitésimal près; les termes Uij(y,x) étant 

définis par l'expression suivante : 

a U..(Y,X) = E (y) + (x-y - a I lJ 
i j ir k 1 ayk E ij (Y)- ay; ... ikj !y!l 1 -  



a ui 2 a u 2 
1 a 1 a u 1 a a% = - + I L - -  A---- s o i t  encore 
2 ayk 3yj 2 aykayi 2 ayi ayk 2 ayi ayj 

Ainsi U.  . (y ,x) peut encore s ' é c r i r e  
13 

que w - - 
i k ,  j 

E - E 
j k k j  ,i 

rapport à y , e t  i 

compte t enu  du f a i t  

désigne l a  dérivation p a r t i e l l e  par 

désigne l a  dér ivat ion p a r t i e l l e  seconde c'est-à-dire 

a2 ) . Il es t  a l o r s  a i s é  de nontrer  que : 
ayk ayi 

(A.III.1-4 <-> w 
nm,kj = " nm, jk 

En e f f e t  ROT E = O <- (XI 

o r  POT TROT qie = Eijk  LrRoTlkJ , j  = E FOT E ] ~  s o i t  pa r  i t é r a t i on  i j k  , j  . 

du procédé de calcul  : 

2 Soi t  un coup1,e ( i ,P )  quelconque de { 1,2,3} , d'après l a  déf in i t ion  de ci jk 

e t  cl, se& seront non nd.s l e s  termes Four lesquels j e t  Ir seront .  dinti i icts  



e t  d i f f é r en t s  de i, de même ceux pour lesquels  m e t  n  seront d i s t i n c t s  

e t  d i f f é r en t s  de 1. L'ensemble d ' ind ice  n '&tant que (1,2,3) il vient  : 

E e - E = O ' i j k  h m  nk,mj i j k  en j  ,mk 

+ 
S i  l ' o n  reprend l 'express ion du déplacement u(x)  = 

O i l  8. al9l's : 

-+ 
l ' express ion de u(x)  a i n s i  obtenue v é r i f i e  bien la 'col id i t ion 

-+ 
E (u (x)  ) = E~~ (x )  ( E .  . (x )  donnés a ? r i o r i )  i j  1J 

En e f f e t  E (:(XI= i j 
1 



En ROT   ROT B ut .un endomokpkidtne syrnWque de Ê3 c m ,  dam la 
-+ 

base (ei) , on a compte tenu de la dymWz.le de E : 

[ROT ROT Elie = [ROT 'ROT E ] ~ ~  -- 
En effet [ROT IROT Elie = sijk [ T ~ ~ ~ ~ k e  = E = cijk ch enkSmj ,j i j k  

= E ijk ekn,jrn .' Faisons la substitution d'indices (n = j; n = k ) 

= E. = [ROT 'ROT ~l~~ im '~jk nk,mj = 'ejk 'imn enk ,mi 

d'où les équations scalaires en xl, x2, x 
3 -  

5. a)b ) . i = 1 = 2 ; i = 1 = 3 les équations correspondantes s ' obtenant 
à partir de III. 1.6.a) en effectuant des permutations circulaires sur les 

indices 1 , 2, 3 . 

Les deux dernières équations se déduisent de III. 1.6 .b) par permutation 

circulaire sur lss indices 1, 2, 3. 



A.II.3-2- s ' é c r i t  : 

où 2 y (x )  + e s t  un endomorphisme symétrique d é f i n i  p o s i t i f  de E 3 ' 

donné sur fi . 3 

Ainsi ,  pour 2y(x)  + 1 , il e x i s t e  ( v x e  Q) une base orthonormale 

+ E3 
de vecteurs propres {p i (x ) ;  i € 11,2,3} de valeurs  propres associées  respec- 

2 t i v e s  hi(x) > O avec hi(x)  > O Sur fi 3 i {19233} . 
En d ' au t res  termes, il e x i s t e  une matrice de passage orthogonale 

+- 
Q(x)  de l a  base canonique {ei; i € {1,2,3)} à l a  base orthonormale 

. x ;  i 1 2 , 3  t e l l e  que : 
1 

O 

O / notée 

2 Diag ( )  h2(x)  3 

+- 
En posant ( I.+ + GraX u)  O T ~ ( ~ )  = r ( x )  on a : 

3 g3 

T r ( x )  . T (x) = Diag E: ( x )  , h:(x), h3(x)1 2 

Mais, d 'après l e  th6orème de d6compositich p o l a i r e  d'une matrice ca r rée  

non s ingu l i è re  (ou par une démonstration d i r e c t e )  on a : 

avec : . O(x) matrice orthogonale e t  

T U ( X )  = ~ ( x ) o ~ i a ~  [hl ( x )  , h2(x) .  h3(x)] o&(x)  e s t  une matrice symétrique 

dé f in ie  pos i t ive .  S i  ~ ( x j  é t a i t  connue, on a u r a i t  



O r  précédemment nous avons vu que pour dé teminer  en f a i t  l e s  coef f i c ien t s  

-b 
de l a  matrice Grad u, il s u f f i s a i t  de connaitre ceux de l a  matrice ~ ( x )  

X 
-b 

avec ~ ( x )  = u + T ~ r a ~  u ( ~ ( x )  symétrique dépendant donc de 6 '1 
coef f ic ien t s  s ca l a i r e s ) .  Ainsi l e  second membre de l ' é g a l i t é  A III.2-1- 

doi t  v é r i f i e r  6 équations s ca l a i r e s  de compatibil i té  d'après c e  qui a é té  

vu dans l e  cas l i néa r i s é .  

Il  s ' a g i t  à présent de t r adu i r e  l e s  conditions de Schwarz : 

A III .2-2- a2G - 2+ a u + + - ax. a x ,  as axj ; u = U. i e i = uJ if j en var iables(xi )  
J 

s o i t  finalement : 

a: axi Ir: k iJ + axi = -  - + r ieU G ou encore + k +  
ax, ax, K 7 (Oi Gk 

On a de même 

axi 
' k -  axi a + k  - axi 

- 1 (ji U) G, + a;; a;mi U )  i Gk + - (ai :le r? a ]  
a x ~  j a x ~  ~ . t  k  



L 2+ a u + r De même on ob t ien t  pour ax, ax, 

Posons 

k 
Compte tenu du f a i t  que rk = T . .  e t  de ce qui précède,A 1112-2- estégui-  

i j  J 3. 

valente à 

e t  a-' é tant  non s ingu l iè re  

On montre a i n s i  que l a  condition A.III.2-2 e s t  équivalente à 

l'ANNULATION des composantes mixtes RL du tenseur de courbure de (n) 

muni des coordonnées curvil ignes (x.  ) . 
1 



. En dimension t r o i s  nous ver rons  q u ' i l  y a en f a i t  6 composantes 

R~ indépendantes,  e t  l ' a n n u l a t i o n  de c e l l e s - c i  nous donnera b i en  l e s  
j a  

6 équat ions de compa t ib i l i t é  recherchées.  

Les composantes covar ian tes  R i j  k l  du t enseu r  de courbure s o n t  

données pa r  

A .  III. 2-4- o ù G  e s t  l e t e n s e u r m é t r i q u e d e  @ ( a )  
i~ 

-+ + axm axm 
avec G = G .  .G = - - i p  1 p ax. ax 

e t  
1 P 

i , j , k , ~ , p , r  i n d i c e  de {1,2 ,..., n)  

avec n = dim E . 
Nous a l l o n s  é t a b l i r  des r e l a t i o n s  l i a n t  l e s  composantes covar ian tes  

Ri je t  
du tenseur  de  courbure à l ' a i d e  d 'express ions  des symboles de 

C h r i s t o f f e l  données en fonct ion des composantes du t enseu r  métr ique G. 

Préalablement nous a l l o n s  d é f i n i r  l e s  symboles de C h r i s t o f f e l  de 

première espèce p a r  : 

: symbole de C h r i s t o f f e l  de 2ème espèce.  ri j 

r i j s  : symbole de C h r i s t o f e l l e  de l è r e  espèce.  

Calculons à présent  l a  quan t i t é  . + G 
1s , j  

- G .  J j s , i  ~ j , s  - 



1 [a2xm q+ a2x axm + a2xm axm a2xm a m  a2xm a m  = - m - + - -  
2 ax.axi a~~ ax ax axi a ~ .  a ~ .  a~ a ~ .  a~ ax axsaxi ax I J  s j ~ J S  i s j  j 

Nous recherchons l'expression de R en fonction des dérivées ijkl 

secondes partielles des composantes G du tenseur métrique 
mn 

sachant que G G~~ = 
ip ' iu 



Rij, = i [ G . .  k + i - Gje,ik-  G j i , ke  - %i,je + ' jk,ie + 1 - 

So i t  f i n a l m e n t ,  

D'après l ' express ion de R ijke donnée en A.III.2-7- on v é r i f i e  

aisément l e s  r e l a t i ons  

A.III .2 

= -R - - - - 
Ri jice j ike Rijeir - Rkeij 

Il r é su l t e  de A.III.~-8 e t  A.III.2-9 que l a  donnée des composantes 

covariant es R i j k l  et Rildj 
entra ine  c e l l e  des 24 composantes associées aux 

permutations de (i , j ,k ,[) 

. En e f f e t  considérons l e s  s i x  composantes covariantes dont l e  premier 

indice  c s t  i 

Rijkt 3 R i u j s  RijB> Rikit 

La donnée de RijU 
et Ri&j 

entra ine  c e l l e  de Rzjk d 'après A.III.2-9, 

de Rijh 
d'après A.III.2-8, enf in ,  Rilkj e s t  déterminé à p a r t i r  de Riejk 



d'après A.III.~-8 e t  R i k j e  e s t  déterminé également d 'après A.III.~-8 

à p a r t i r  de Rikej . De même par  permutation c i r c u l a i r e  sur l e s  indices  

i, j ,  k ,  l a  donnée de Rjkei et R j e i k  en t ra ine  c e l l e  des s i x  composantes 

covariantes dont l e  premier ind ice  e s t  j à savoir  : 

En résumé l a  donnée de Rijke e t  Rilcej en t ra ine  c e l l e  de 12 composantes 

covariantes : ( l e s  composantes covariantes de premier indice  i e t  l e s  

composantes covariantes de premier ind ice  j ) . Enfin toujours  pa r  permutation 

c i r c u l a i r e  s u r  l e s  indices  i ,  j ,  k ,  1 on montre qu'en f a i t  l a  donnée de 

R i j k ~  et R i k t  j ent ra ine  c e l l e  des 24 composantes covariantes du tenseur 

de courbure de @ (fi). 

On v é r i f i e  aisément que l e  symétrisé du tenseur R e s t  nul  : en 

(d 'après  A. III. 2-9) . 

- - - - - 
Or R i j ~ k  + ' ~ i k j  + " ik je  Riil& ' i t j k  R i k l j  = O ( toujours  d 'après 

A 111-2-9). Ainsi  



4 où S désigne l'ensemble des permutations de quatre indices. 

En tant que tenseur du quatrième ordre, le tenseur de courbure (R) 

fait correspondre à tout tenseur d'ordre 2 : 

le tenseur du second ordre : 

(Ra) = 'Ri jk 

Or si (0) est symétrique : (Ru) = { R ~ ~ ~  
Olkl ~i kt-+; +j a l e e e  

T U+i +j D'autre part, pour tout tenseur (r) du 2ème ordre { R ( r  R i j  e B e  

+ - - 
Ri j ke ( T ) ~  ei 8 e = -(R) (r ) . Comme (r) s 'écrit de manière unique : 

j 

(r) = (a) + (a) avec (a) tenseur symétrique et (a) tenseur antisymétrique, 

T{(~)(-r)~ = ~(R)(~)+(R)(u)I = T ~ ( ~ )  (a)} = -(R) (O)-(RI (a)= -(RI (a) u 
R applique donc l'espace vectoriel des tenseurs antisymétriques d'ordre f 

sur lui-même. 

En étant euclidien de dimension n on munit E (IP E du produit scalaire 
suivant : n n 

( O .  ( O )  = T [(O; (a1 )] = uiC ofL T r  1 où 1 et L1 sont 
-t les matrices représentatives de (a) et (0') dans la base canonique de En 

-- 

(En 69 En) (E @ E ) où (E 8 E ~ )  désigne l'espace vectoriel 
A n n A  n 

A 

des tenseurs antisymétriques d'ordre 2 pour le produit scalaire défini 

ci-dessus sur En x En R est autoadjoint : En effet : 



O r  l ' e s p a c e  des tenseurs  an t i symétr iques  d ' o rd re  2 s u r  E e s t  de dimension 
n 

2 "("-' ) e t  l ' e s p a c e  des t enseu r s  du p avec 2p = n - n s o i t  p = 

4e o r d r e  s u r  En auto a d j o i n t s  (c ' es t -à -d i re  symétriques pa r  rappor t  aux 

couples d f  i nd ices  ( i j  ) e t  ( k l )  e s t  de dimension E(E') + p s o i t  '(P" ) 2 2 

h i m i  1' espace des .teueuhs du 4e o ~ d h e  s u t  E~ auto adjointn eo2 de donenhioui 
# 

O u ) 

D'au t r e  p a r t  l o r s q u f o n  é c r i t  que l e  symétr isé  du t enseu r  R e s t  nu l  : 

S 
= O  ( i ,  j ,  k )  s h ( l , 2  ,..., n )  on o b t i e n t  c 4 =  n (n- 1 ) (n-2 ) (n-3 ) 

Ri j h ~  n 4! 

condi t ions  l i n é a i r e s  homogènes s u r  l e s  c o e f f i c i e n t s  de (R).  

Il r é s u l t e  de ce  q u i  précède que ( R )  s e r a  déterminé par  l a  donnée 

n(n-1) 2 
2 2 

de ( n  -n+2) - n(n-1)  (n-2) (n-3) = n (n  -1 ) 
8 2 4 12 

En p a r t i c u l i e r  s i  n = 3 l a  condi t ion  ( R )  = ( O )  s e  t r a d u i t  p a r  

l ' a n n u l a t i o n  de 6 c o e f f i c i e n t s .  

Nous retrouvons b i e n  l e  r é s u l t a t  annoncé au  début du paragraphe 





8 ASPECTS BECAN'ITUES 

Dans c e t t e  p a r t i e ,  no t r e  étude va ê t r e  principalement axée s u r  : 

- l e s  équations d ' équ i l ib re  

- l e s  l o i s  de comporteinent, l è sque l les  dans l a  p lupar t  des exoosés modernes * 

s e  s i t u e n t  dans un cadre thermodynamique. 

I - LES ETUATiONS D'FQUILIRRE 

On s e  plsce  dans l a  configuration déformée @ ( 0 ) .  On suppose qu'au 

3 _3 

point  X = Xi ei ( E @ ( a )  ) s ' exerce  une densi té  volumique p (x)  F(X)  de 

forces où, pour t ou t  X de @ (R) ,  p (x)  représente l a  dens i t é  de masse s u  

-b 
point  X e t  où F e s t  un champ de vecteurs dé f in i  sur @ ( R )  I l  

-b 

{par exemple F(X)  = (o,o,-g)? . Rappelons un pr inc ipe  de l a  mécanique des 

mil ieux continus : 

'1 ) P ~ ~ f l c i p ~  - : L a  configuration @ ($2) é t an t  une configuration d ' équ i l ib re  

pour l e  so l i de ,  quel que s o i t  l e  volume V C @ ( R ) ,  l e  to r seur  des forces  

I 

p (x)  F ( X )  dX e s t  équivalent à un to r seur  de forces  de sur face  de l a  forme 

1.1.1. où dr (x)  e s t  l 'élément de sur face  

de l a  f r o n t i è r e  a V  de ce volume au point  X de a V  . 
D'où l e s  i d e n t i t é s  : 



Il résulte de B.I. 1.1. (c. f. P. GERMAI11 1972) que, sous des 

+ -f 
hypothèses de régularité (sur lesquelles on reviendra), T(x,~) dépend 

-b 
&né&wnenX de n c'est-à-dire que l'on peut écrire : 

Les C .  . (x) sont les composantes du tenseur des contraintes de 
1J 

CAUCHY. 

D'après B.I.1.4 on peut écrire 

-f 
est le vecteur C e et Div est la divergence "par rapport aux variables 

ij j X 

Xi1' . Les équations b.I.1.2. se traduisent alors par l'identité : 

B.I. 1-5. 
ar i j DivX Zi(X) + p Fi = O soit encore : axj + P F i = O  

Phophié té  : Le tenseur C = (Cij) est un .tenseur symétri<ue : 

d é m o n n W o n  : Partant de B.I.1.3. : ------------- 

v 
on obtient 

Soit Pour r quelconque dans (1, 2, 3) mais fixi., et en utilisant B.I., . 



a z t  a c 1 - X S +  
+ E t  n j  - X E s  nj] dr(X) = 3 

P 
+ Xt ax 

V m av 

O r  d 'après l e  théorème de l a  divergence 

Finalement : 

So i t  

- kts(X) - zst(x)] dV(x) = O pour t o u t  volume V t 4 ( f i )  e t  a i n s i  

. V 

- 
C t s  - ; l e  tenseur  C e s t  symétrique. 

2 )  Eqm.%iom d l E q W b f i e  dam &a c o n / i g W o n  (non déijomiée) 

Les équations s'équilibre ont é t é  exprimées dans l a  configuration 

déformée @ ( f i )  dans l e  § précédent, (en u t i l i s a n t  l e s  var iables  X .  ) . Pour . 
J 

pouvoir l e s  exp lo i te r  plus aisément, nous nous proposons de l e s  transcrire 

dans l a  configuration i n i t i a l e  (où on u t i l i s e  l e s  var iables  x . ) .  L'équation 
1 

de l a  inaiiière su.ivar~te : en pcsant V = 4 (v)  



__f . J P (X)  F(X) d ~ ( x )  = p ( @ ( X I )  8 [ @ ( x ) ~ m ) d v ( x ) .  O r  d'après A.I.2.4-4 

v I v.  

p (x , t )  JGO = po(x) s o i t  

. Pour l e  deuxième terme du premier membre de l 'équat ion B.I.l-2. on 

in t rodui t  l e  tenseur a  (x)  , (x  € Q) , secorid. tenseur de P io l a -~ i r cho f f  par : i j  

OU encore 

s o i t  encore en u t i l i s a n t  l a  notation abrégée : ak - - -  a e t  l e  déf in i t ion  
3x3- 

+ -b 
n + 

du vecteur v  donné en A.I.2.3-3. par v  = a (x)nj 5 = vl(x) e l  1 j 

-+ 1 -b 
L .  . (x) n . ( ~ )  ei = - 
1~ J Ga-  akm(x) a, ai(x) vl(x) ei . , 

*----------------------------------------------------- 

1 ou si  l ' o n  Pose : wie(x) = - Okt ( X I  ak a i (x) ;  i 5 (1.2,3} JGO 
+ -+ 

Lij(x) n. (x) ei = Wi,(x) Ye (X) ei 
J 

(1,2,3I 1 



Soient l e s  vecteurs Hl x - G) (̂) - ' i l (x )  e 1 i € € {1,2,3] 1,2,3 
a l o r s  W. (XI ve (XI = ( 1  x = ( i i .  O @-'(XI .Z(x)) 

le. 1 

3 -b 
d'où Z .  . (x) n j  (x) ei = (wi O m-' (x) .Z(X) ) ei. Ainsi  

1 J  

Four i f i x é  Cians l 'ensemble d ' ind ices  11,2,3) en appliquant l a  formule 

de Stokes on ob t i en t  : 

Nous a l lons  maintenant é t a b l i r  l a  formule suivante  : 



, D(xl>at x2,X3) D(X1>X2>% x3) 
et des relations analogues pour 

D(xl sx2Sx3), D(xl ax2ax3) 

1 D(aC x1 a ~ 2 y ~ 3 )  D(X~ sa, ~ ~ 9 x 3 )  + D(xl 3x2¶al X3) 
Ainsi - - + 

Jco axe D(X~ >x2>x3) D(X1 sx2,xg) D ( X ~  9 ~ ~ 3 ~ ~ )  

- a axr - - -  a 
( ) = -  

axr aXk 
axr axg (- - . Finalement axk axt axr 

= 

a a x ~  - (- 1 
axl ax, 

a axl 
- ( - )  ax, axt 



- 
La formule B.I.~-4. e s t  a i n s i  démontrée. En posant V = a-' ( V )  on 

obt ient  : Divxbi O a-'] :l) dv(x) éi=J - ' a t [ m w i l ( x ) ]  ~ v ( x )  éi 
v v ma- 

- 
En revenant à l ' équa t ion  B . 1 . 1 - 2 .  exprimée dans l a  configur-ation i n i t i a l e  

1 . -+ 
on obt ient  :\ {ai bij (x)  G.(X) + pO(x) $ ( ~ ( x ) )  1 dir(x) = 0 

J 
V .  

Quel que s o i t  l e  volume Vc Q . D'où l a  condit ion ponctuelle : 

- 
S i  l ' o n  mul t ip l i e  scalairement l ' équa t ion  B.I.2-5. par  l a  v i t esse  

-Hf * -% * 
v i r t u e l l e  u  = u. e  avec 

i i u. € 0 (n)  , ( ~ ( n )  é t an t  l 'ensemble des 
1 

CO 

fonctions de c l a s se  C à support compact inclus  dans R ) .  On obt ien t  : 

s o i t  : 



Le premier membre de ~ . 1 . 2 4 .  e s t  d é f i n i  comme é t an t  l a  puissance 

* 
v i r t u e l l e  des e f f o r t s  i n t é r i eu r s  Pi . 

Le second membre de B. 1.2-6. représentarit  a l o r s  l a  puissance 

v i r t u e l l e  des e f f o r t s  donngs . > 

3 )  Natutre den Aotrce6 appfiquées à n 

Le problème s e  pose de savo i r  que l lé  e s t  l a  nazure : 

-t 
a )  des .forces F[o (x )  ) qui dépendent du déplacement O (en général  iriconnu) . 
b) des forces  appliquées sur  a R  (ou s u r  une p a r t i e  de a n ) ,  c'est-;-dire 

l e s  conditions de bord appliquées aux équatioris d ' équ i l ib re .  

-+ 
a ) a )  Pour l e s  forces F ( O  (x )  ) , en é l a s t i c i t é  l i n é a r i s é e  (c .  f .POTTIER-FQRY) où 

l e s  configurations R e t  4 ('2) son confondues, on impose généralement 

_+ -+ 
des forces f = f ( x )  indépendantes de O ,  donc du déplacement u. 

Par contre,  en grandes déformations, il e s t  nécessai re  de p r éc i s e r  

l e  mode d 'appl ica t ion des forces.  On f a i t  en général  l 'hypothèse des 

charges mortes ( "dead loading") c 'est-à-dire que l ' on  pose : 

r 
-b _3 

F [ O ( x  ) 1 = f (x )  indépendante du déplacement 

Remque : On rappe l le  l a  dé f in i t ion  de l a  dérivée3 dans l a  d i r ec t i on  d'un 

+ -t y + +  
vecteur V d'une fonct ionnel le  \Y l i n é a i r e  : u -> <f.u> 

+-Hf + *  
Ainsi u > = b 4 

f .u  d ~ ( x )  e s t  l a  dérivée dans l a  d i rec t ion  u de l a  

fonctiorinelle l inGai re  Y .  

--+ 
Ces forces f ( x )  sont auss i  appelées charges conservatives.  



8 )  Un deuxième type de charges e s t  c e l u i  des charges tournantes  qui  sont  

t e l l e i  que s i  l ' o n  impose un déplacement r i g i d e  X = c + Rx 

(R endomorphisme or5hogonal de E , e t  c a i n s i  que R sont  indépendants 3 
_f 

de x dans 52 ) l e s  forces  $ [@(x) ]  deviennnent 

3 3 
F ( @ ( x ) )  = R O où Fo e s t  indépendante de c e t  R .  

En u t i l i s a n t  l e  théorème de décomposltion p o l a i r e  d'un endomor- 

pkiisme symétrique d é f i n i  p o s i t i f  on a pour D@(x)  dont l e  déterminant ~ ( x )  

e s t  s t r ic tement  p o s i t i f  l a  décomposition : 

-l + 3 
D@ (x) = R(Grad u) O W (Grad t )  avec  ra rad u)  orthogonal  

+ 
W ( Grad u) symétrique 

W(Grad:)=[ 

Parmi l e s  exemples de charges tournantes ,  on a c e l u i  des charges suivantes 

dé f i n i e  par  : 

3 3 
B . I . 3  3. F(@ (x)  ) =  rad ;) où e s t  ind.épendante de u 

O n  pour ra i t  atlssi envisager d ' u a t r e s  éven tua l i t é s  comme par  exemple 

??evc&que : Dans l e  cas de charges tournantes,  F(@(:)) e s t  fonct ion de D @ ( x )  ' 

+ 3 M. 
c '  est-&-dire de Grad u; il e s t  donc exclu que <f .u  > s o i t  la dérivée d'une 

-t* 
fonct ionnel le  dans l a  d i r e c t i o n  u . 



b )  Pour les forces appliqujes s u r  an,  on suppose que an = r, f ron t i è r e  

de l ' ouver t  R , es t  réunion de deux pa r t i e s  d i s jo in t e s  r e t  r , ,  e t  que 
O - 

l e  so l i de  occupant $2 dans l a  configuration i n i t i a l e  a un déplacement 

-+ -+ 
i m p ~ s é  u su r  r0 ( l e  cas u = 6 correspond d ' a i l l e u r s  à un so l ide  encastré 

O O 

su r  l a  p a r t i e  r0 de s a  f r o n t i è r e ) ,  l e s  forces de surface é t an t  imposées 

sur r l  ( s i  celles-ci  sont nu l l e s  on d i t  que l e  so l i de  e s t  à bord i l  l i b r e .  

S i  l ' o n  considère . la  l o i  fondamentale de 

l a  dynamique appliquée à un voliiie V 
- . ' *- , -  a r b i t r a i r e ,  inclus  dans @ ( a )  mais ayant 

une p a r t i e  de s a  f ron t i è r e  a V  commune avec 

a m ) ,  $(x,;), (x E a @  (n)  ) représente l e s  

-b -+ 
act ions  extérieures de surface exercées sur @ (R) au poirit X où n = n (x )  

e s t  l e  vecteur un i t a i r e  normal "sortant" à a@ (R) en X. 

- Dans l a  configuration i n i t i a l e ,  l e s  e f f o r t s  de surface exercées sur r l  - -b 
sont représentés sous l a  forme g(x)  dy(x) où g e s t . u n  champ de vecteurs 

déf in i s  s u r  ï' e t  où dy(x) e s t  l 'élément de surface au  point  x de r l  . 1 

- Dans l a  configuration déformée, l e s  e f fo r t s  de sur face  exercés s u r  @ ( r l )  

sont représentés par m) ddr (x)  où. 8 e s t  un champ de vecteurs défini-s 

SU @ ( r l ) .  

(*) Dans l 'hypothèse des charges mortes on a : 

(**) D a n s  l'liypothèse des charges tournantes on a : 

T@) ùr (11 = R .  [&)] W ( X )  

t / x € r l  
X = @ ( x )  = c + R x  



(***) avec l'exemple des charges suivantes 

B . I . 3  7 .  \J x E r 1  m) dr (x) =  rad :) g(x) dy(x) 

(a***) Dans une hy-pothèse iui peu plus générale on a : 

+ + -+ 1 
E1aprèsB.I.2.2. O n a :  T ( x , ~ )  = G(x) =---- 

Or d'après A.I.2 2. 

................................................................................ 

B.I.3 10 sous l'hypothèse (*) 2 [Q(x>] ( - V x € r l  
ma- 

10' sous l'hypothèse (***) E[@(x)] = - R(Grad :) .g(x)\[ x E I. l 
m 

ion sous llhypoth$se (****) ' E[Q(~)J= U-riLI m(,) .;(XI x e r 
rn 

+- 3 ---+ +- . + -f si l'on pose f ~ ( a )  = gi (x) ei; ~ ( x )  = N~ (x) e. 1 '  rad u) = (r. 12 . ( G ~ z ?  E )  

D ~ ( x )  = ( a .  @.(x)) + a. ui(x)) J 1 J 



Ainsi  BI.3 9. donne : 

+ 3 
B.I 3. sous l 'hypothèse (*) : o (x )  vk(?) < G. (x )  .ei = I  ITG) I I  gi(x) ki J 

-r TG) - "k + ou encore é t a n t  donné que* Ki$) = N ~ ( x )  ei = - e 
I l  IIG)II 

.sous l 'hypothèse (Y**) 

sous 1' hypothèse (a***) 

Les conditions formulées en BI.3 9 .  cons t i tmn t  l e s  conditions 

I 
à l a  f ron t i è r e  r e l a t i ve s  à T l .  S i  l ' o n  é c r i t  0 (x) = x + u(x ) ,  on obt ient  

3 
en exprimant les  vecteurs G.(x) en fonction de u, l e s  équations classiqiles 

J 

suivantes : 

. sous l 'hypothèse (*) 

B.1.3 

( X I  + 0. ( X I  ak ui(x)] = % L X )  fi(.) dans fi 
~k 

-13- { loj i(x) + o. ( X I  ak u ~ ( x )  N . (x )  = g i ( ~ )  sur  r 
J k 1 J 



. Sous l'hypothèse ( W x )  

(x) ui (x) = pO (x) rij  rad ;) f. (x) dans Q 1 J 

I J  -f 

-131- 6g ui(x) N . ( x )  = r  rad u)~.(x) sur Tl 
ij . J 

. Sous l'hypothèse (**rt*) le second membre de B.I. 3 12 est à remplacer par 

j j p0(x)(Oi + 6 ui) f.(x) et celui de B.1.3 13 par (tii.+ 6. u.) g.(x) 
j J J I  J 

Dans B.I.3 12.13.14 respectivement (-12'-13'-14') ou dans les 

équations obtenue's sous l'hypothèse (;rc***) on a fait des hypothèses sur 

les conditions de bord. Par exemple (c'est le cas du problème de Von ~Arman) 

on peut, sur To , ne pas se donner "complètement" le déplacement Go tandis 

que l'on s'iapose d'autres conditions sur les efforts de surface exercés. 

C c n r ~ u n i a n  : De manière générale, compte-tenu de l'équatioc B.I.3.-12- on 

-+ -t 
peut s'imposer sur r un opérateur  g gr ad u, u, 0) = O où B est par exemple 

-+ 
différentiel d'ordre un au plus par rapport à u et d'ordre O par rapport 

11 - LES LUIS DE COblPOXTEMENT - FOREl,4U LATION VAR1 AT1 ÙNNELLE 

7 1 L ~ A  R a h  de catîlpo4,tanen.t. 
-f -t 

Le problènie est de trouver un déplacement u = u e. et un tenseur(0): 
i 1 

-t 
(0) = oij e. 1 8; (i,j) E {1,2,3}2 h~né&tigue vérifiant B.I.3.-12- dans R 

j - 

et les coïlditions de bord sur I' = 652 . Il est clair que l eu  9 f'onctlons 

inconnues (6 oij(x) et 3 u. (x)) ne peuvent être déterminées à partir de ces 
1 

équations et conditions de bord. 



D'ailleurs d'un point de vue mécanique, il c s t . c l a i r  que pour une 

dis t r ibut ion de forces donnée, l a  déformation @ (ou l e  déplacement) dépend 

d.e l a .  nature du matériau dont e s t  constitué l e  sol ide déformable. Bien que 

l a  plupart des exposés nodernes de l a  théorie  des l o i s  de comportement s e  

s i tuent  dans un cadre thermoclynam<que, on s e  contentera de rappeler l a  Ici, 

de comportement l a  plus simple qui s ' é c r i t  : 

- 1 
[a] = A . (y) s o i t  (y)  = A .  (0)  où A e s t  un opérateur l i néa i r e  sur l 'espace 

vector iel  des tenseurs s-ymétriques du second ordre déf ini  par : 

1 +v B.11. l(A[u]). . = - V [(JIij - Ë u u l l l i j  
1 

13 E 
avec E > O ,  O < v € -  2 

Compte tenu des équations d 'équi l ibre  B.I.3.-12-, des conditions 

de t o r d  B.I.3-13-14 e t  des l o i s  de comportement B.II . l  s i  f2 e s t  un ouvert 

borné de R' de f ront iè re  I' = T o u  T l ,  "S (I' ) > O on a : 
O 

-a .  ru . .  ( X I  + O. (x)  a U. (XII = p , ( ~ )  f i (x)  
J Jl 3k k 1 

dans SI 

sur  r... 
1 

sur ro 

dans 1 ' hypothèse des "charges mort es " (*) 



On commence par s e  ramener 2 un problème concer~iant  l e  s e u l  

-+ 
dsplacement u, c 'est-à-dire qu'on Slirnine l e s  inconnues i j  ( x )  en u t i l i s a n t  

l a  deuxième r e l a t i o n  B.II.l qui s ' é c r i t  de façon gén6rale 

- 1 
['lij = (A [ y j  l i j  = aijke avec a i ju des constantes ne 

dépendant que de 1 e t  LI données par  l a  formule 

La  première équation de B.II.2. s ' é c r i t  a lo r s  : 

qui peut encore s ' é c r i r e  sous forme conâensée 

-+ -t 
B(u) + p, = O OU encore 

B.II.3 J + po f i ( x )  = O avec 
' i jk l  2% axl 

Au système (B.  II. 3 ) ,  va lab le  dans fi , il f au t  a j ou t e r  l e s  randitionc: 

de bord : 

sur r ,  . 



2) FURJ~ULATTON VARlATliNNNELLE 

Une formulation va r ia t ionne l l e  du poblème (B.11.2) cons i s t e  à 

-+ 
t rouver  (a ,u)  dans C x V ,  so lu t ion  de 

l e s  espaces 1 e t  V é t a n t  dé f in i s  par : 

~ ~ H O M ~ O K  : On va j u s t i f i e r  l e  choix de \ J " ~ ( R )  e t  é tud ie r ,  au  moins 

formellement, l ' équ iva len t  de (B.11.23 e t  ( ~ . 1 1 . 6 , 7 , 8  e t  9 ) .  

2 . Tout dlabord, (L ( R ) 1 9  é t a n t  muni du produit s c a l a i r e  : 

< T I  , Y  = Ti j  Yi j  dv (x) ,  

51 

2 9 ( ~ . 1 1 . 6 )  s i g n i f i e  que <ALOI - [y(=)] , T s  = O , \I [TI  E (L ( f i ) )  

2  (La nota t ion [TI E ( L  ( R ) 1 9  s i g n i f i a n t  en f a i t  que l e s  composantes T du i j - 
2 tenseur  du second ordre  [TI  sont  des fonctions de L ( R ) ) .  

Ainsi s i  [y (=) 1 E ( L ~ ( Q ) ) ~  



-+ 
A C C I ]  =[y (u) lpresque par tout  dans R , c e  qui n ' e s t  a u t r e  que ( ~ . 1 1 . 2 .  ( 2 ) ) .  

-+ 1 
POUX q u e y i j ( u )  = F  ( a i  u + a j  U. j 1 + a i  5 a %) appdntienne 

à L~ ( a ) ,  a nne s u d d a  p u ,  corne dan4 t e  cas f i n é d é ,  de supposer que 

-+ -+ 1 
u = u. e .  appar t i en t  à ( H  ( R ) 1 3  = ( ~ " ~ ( f l ) ) ~ .  On rappel le  que P y P ( R )  e s t  

1 1  

l ' e space  de SOBOLEV des fonctions u appartenant à L'(Q) a i n s i  que l e u r s  

dérivées p a r t i e l l e s  jusqu'à l ' o r d r e  m (dér ivées  p r i ses  au  sens des d i s t r i -  

butions : u a une dérivée d 'ordre q ,  q ,< m,  au  sens des d i s t r i b u t i o n s  de 

ème 
puissance p in tég rab le ,  s ' i l  e x i s t e  une fonction v de L'(R) t e l l e  que 

'1 

%. a 5 in tervenant  Dans l e  cas non l i n é a i r e ,  l e  terme supplémentaire a .  
-+ 2 

dans y ( u )  appar t ient  à L ( R )  dès que ui appar t ient  à w " ~ ( Q )  ( c f .  ADA.îa i j 

p. 115 où il e s t  démontré que lorsque R e s t  un ouvert de R ~ ,  \ P y P ( R )  e s t  

une algèbre de BAITACH pour mp > n : i c i ,  n  = 3,  m = 1 e t  l ' e s p a c e  w l " ( R )  

e s t  donc une a lgèbre  dès que p > 3 en p a r t i c u l i e r  s i  p = 4 ) .  D 'aut re  p a r t ,  

4 2 
s i  O < mes(R)< + w ,  on a l ' i n c l u s i o n  L ( R )  C L ( R ) .  Finalement, 

-+ -+ 2 
u = u .  1 e i y  u. 1 e w " ~ ( R )  en t ra îne  y..(;) E L  ( 8 )  

1 J 

-+ . . On va é t a b l i r  l ' équivalence  formelle de B.II .7 e t  de B. I I .2  (où uo(x)=6) .  

2 Tout d'abord B I I  a  un sens s i  l ' o n  prend po f i  dans L ( 0 )  

2 
e t  gi dans L ( r  ) . (B.II . 7 )  peut s ' é c r i r e  : 



où A : 

e f f e t  : 

'1 
continue de C x V dans R .  En 

-f -b 
e t  où 8 ([al, u, v) = b a a u. a. v. d é f i n i t  une forme t r i l i n é a i r e  

k j k i ~ i  

continue sur L x V x V . Comme D ( Q )  C V  c ~ " ~ ( Q ) ,  d'une par t  

I gi vi = O dans B.II.7 s i  vi € D(n);  d ' au t re  par t  

où <T,@ désigne l a  valeur de l a  d i s t r ibu t ion  T  pour $ € ($2) . On rappel le  

que O' (a) désigne l'ensemble des d i s t r ibu t ions  déf inies  sur  S2 . 
B.II.7'  s ' é c r i t  encore : 

-a . (a . .  + Ojk ak ui) = PO fi au sens des d i s t r ibu t ions  sur 0  J J l  

Donc on e s t  ramené à t r ~ u v e r ( [ ~ ] , u )  dans L x V v é r i f i m t  : 

-f V 2 y -a a . .  + a U. v.= A ( Y  ,v) + B(O,U.V)- gi vj  J J ~  j k k i  1 

n " I r 

e t ,  inversement, si[ob:)€ [Dt(S2)]12  e s t  solut ion du problème (B.11.10) 



c ' e s t  clairement une so lu t ion  de (B .  II. 7 ) . 
S i  l ' o n  f a i t  des hypothèses de r é g u l a r i t é  supplémentaires su r  l a  

s o l u t  ion,  l a  seconde r e l a t i o n  (B. II. 10 ) peut s ' i n t e r p r é t e r  comme jouant l e  

r ô l e  de conditions aux bords. 

-+ 
si (CS,;) E ( H '  x ( c i 2 y 4 ( ~ ) n v ) 3 ,  on a : V v E v 

Par conséquent, l a  conjonction de (B.11.  10) e t  (B.  II. 1 1 ) implique : 

O r ,  s i  R e s t  localement s i t u é  d'un même côté de s a  f r o n t i è r e  r supposée 

ê t r e  de c lasse  CO (au  moins), on peut montrer  DAMS p. 97-98) que 

O 
V E W ~ ' ~ ( R )  adment une t r a c e  sur  r n o t é e v l  qui appar t ient  à C  ( T ) ,  que r 
CS € W' e s t  t e l  que 

4 
ij 

'ij 1 E L ( r )  que ag uilr  E cO( r )  (ca r  

ah ui € W1 y 4 ( R ) ) ,  Dans ces  conditions ( B . 1 1 .  12) e s t  une é g a l i t é  dans 

2 
L ( r  ) e t  par  conséquent, on a ,  

1 

On a donc é t a b l i  que, formellement ( B . I I . ~ )  à (B.11.9) é t a i e n t  bien 

-+ -+ 
équivalents  à ( ~ 1 1 . 2 )  ( l 'appartenance à V impliquant u = O sur  ro)  



C o n ~ i o n  

Nous avons rédigé ce  chapi t re  dans l ' i n t en t i on  de f a i r e  une 

mise au point de nos connaissances sur  l a  Mécanique non &né&e des 

solides déformables (dans l 'hypothèse de grands déplacements e t  pe t i t e s  

déformations); une formulation var ia t ionnel le  y e s t  incluse.  Nous avons 

effectué une rédaction très d é t a i l l é e  qui  n ' e s t  au t r e  qu'une synthèse 

de r é s u l t a t s  exposés notamment dans CIARLET-RABIER 121, POTIER-FERRY, 

GERMAIN. 

Nous aur ionepûfa i re  f igure r  dans ce chapi t re ,  un exposé sur 

l e s  aspects thermomécaniques des l o i s  de comportement qui mène à une 

formulation variat ionnelle r e l a t i v e  aux sol ides  thermoélastiques, e t  

auss i  une formulation tridimensionnnelle d'un problème non l i n é a i r e  de 

coque : ces deux s u j e t s  sont étudiés en collaboration avec Monsieur PARSY. 

Nous ne l e s  avons pas inclus dans ce mémoire pour deux raisons : l ' une  

e s t  une question de volume du manuscrit, l ' a u t r e  é tan t  l a  connaissance 

d'un preprint  d'un a r t i c l e  de Monsieur DESTUYNDER sur  l a  t héo r i e  non 

l i n é a i r e  des membranes (à pa ra î t r e )  e t  dont Ivlonsieur PARSY a eu connaissance 

l o r s  des Journées "Plaques e t  ~ o q u e s "  organisées l e s  25-26 e t  27 Novembre 

1981 par Messieurs DESTUYNDER e t  BERNADOU. 



CHAPITRE II 

1 E3UATIONS D EQU 1 LIBRE DEI COQUES CYLINDRIQUES 

7 - RAPPELS MATtfEMAT79UES 

7 ) Cootrdonnéa cmv&gna otr;thaga&a 

Soit E un espace affine euclidien (orienté) E de dimension 3, rapporté 

à un repère Ox 1 X2 X33 cartésien orthogonal. On appelle coordonnées curvilignes 

sur une partie O de E, toute application 6 de R~ dans R~ : 

(xi, x2, x3) ( , y2, y ) bijective et deux fois continûment dérivable dans 
3 

le domaine où elle est définie. En tout point M de O , il passe ainsi trois 

courbes coordonnées y = Constante, j € 11, 2, 3 )  et trois seulement, les trois 
A j 

vecteurs - aM formant une base de l'espace vectoriel E associé à E . 
ay; 3 

Les coordonnées curvilignes sont dites orthogonales si les vecteurs 

a$ aM a6 - - - sont deux à deux orthogonaux. On pose 
ayl ay2 ay3 

-+ a M - - -+ -+ 
- h .  e (j fixé) où e = 1 et h. > 0 

ay J j J 

2 )  Expkanion d'un ce,tizin nombtte d f o , 9 W w  d a n a i q u a  uXiLibéa dam l a  a&e 

de l a  kédacfion. en caondonnéa cmvXL9iza ohthogondu 1 . 

1.2.1. : a) déplacement élémentaire 

où la notation {f) désigne la somme des trois termes obtenus en effectuant 

dans f les permutations circulaires des indices 1, 2, 3. 



-t 3 
b) Vecteur n d o, où n est un vecteur unitaire d'origine M normal à une aire 

élémentaire du tracée sur une portion de surface : 

c)  lém ment de volume élémentaire dv au voisinage de M : - 

3 3 
d) Divergence d'un vecteur A de composantes Ai sur les ei : 

où la notation, 1 désigne la dérivation partielle par rapport à y, . 

1.2.4. 

3 + 
e) Rotationnel d'un vecteur A de composantes Ai sur les ei . 

-k 
div A = 

a r { - (A, hg hg)) = 
a ~ l  

Z ((A1 h2h3)y1 
1 h2h3 1 h2h3 

A l'aide de la formule de Stokes on obtient : 

f) Gradient d'un vecteur 

3 
Le gradient d'un vecteur A est le tenseur, défini en c h a ~ ~ e  point My 

3 

qui, par définition fait correspondre au déplacement élémentaire dM la diffé- 

3 -+ 3 3 + 
rentielle de A c'est-à-dire la dA = d (*,el + A2 e2 + A e ) .  ~ ~ r è s  

3 3 
+ 

avoir préalablement calculé les dérivées des vecteurs ei (i. e .  les quantités 
-b 

aéi - -+ 3 
qui interviennent dans d ~ )  et si on désigne par Vij(A) les composantes 

ayj 



+ 
de ce tenseur sur les vecteurs e, on obtient : 

et des formules analogues pour les autres composantes. 

g) Divergence d'un tenseur du second ordre 

En utilisant le théorème classique de la divergence et la définition 

de la divergence d'un tenseur F de composantes t on obtient : 
i j 

- 1 -+ -+ 
div F = I h2h3 ' { [h2h3(t~l el + e2 + tgl '3)],1' 

7 7  - E~UAT~OIVS  V'Eo_UILTBRE 
+ + +  

On considère par rapport au repère orthonormé direct (O el, e2, e3) 

le domaine (C) suivant : 

c = ((r,e,z) / r €  [3-h, R+hI ; z e  EO,LI ; 0 e [oy2'rr[) 

coque cylindrique de révolution autour de Oz, de rayon moyen R, d'épaisseur 

2h ( < <  2 ~ )  limitée par les plans z = O et z = 1 (>  0). 

On est évidemment amené Èi travailler en cootrdonn&eh cwrv&gneA 

a ~ h o g 0 ~ ~  cyf inchic ju~,  le repère local orthonormé direct en M € C étant 
+ + +  

(M; er, eg, e 1 où : z 



+ + +  
Les formules de passage des coordonnées cartésiennes (M, ex, e e ) aux 

Y) z 
3 + +  

e ) étant données par les coordonnées curvilignes cylindriques (M, er, e8, 

relations inversibles : 

A l'intérieur de la coque (C) on considère un volume V tel que V =[Il-h, R+~]x(D) 

où (D) est un domaine de classe C' de la surface moyenne S de la coque définie 

1 
I 2 2'12 

x = r c o s 8  1 r = ( x  + y )  
I 
I 
I x y = r sin û 1 û = arc tg 
I 
I 
I 
I 

q = z  i z = z  
I 
I 

pars = { (r,û,z) / r = R  ; 8 € [0,21~[ ; z € [0,1l) , et tel que la frontière 

D'autre part 

+ a 3  + aS + a O M  e = -  ; e  = -  
x a~ Y ay 

; e z = =  

aD de (D) soit coupée en au plus deux points par toute du cylindre 

Nous allons traduire la loi fondamentale de la statique en exprimant 

TI.0.2. 

que la résultante des efforts tant extérieurs qu'intérieurs (efforts donnés, 

I 
I I 

I 

a$ -h 
1 + + + + + -+las + - e cos 0 + e sinû = e . I aoM =-r sinû e +rcosû e = r  eel aZ - - 

r'i a0 
- e 

ar . x Y x Y z 
I I 

efforts de contraintes) appliqués au volume V est nulle, ainsi que le moment 

résultant par rapport à un point O de 1 ' axe de (C ) 

3  
Si l'on désigne par f la densité volumique des efforts donnés 

(par exemple : pesanteur, inertie, etc. ..) et par ( o  ) le tenseur symétrique i j 

des contraintes appliquées à V. 



ème 
où n désigne la j 

j 

composante par rapport 

+ - + +  
e ) du vecteur normal à (er3eg. 

-+ 
n dirigé vers l'extérieur de la surface (a~), frontière du volume V. 

Nous allons présentement introduire un certain nombre de notations. 

k 0 W n h  : dans ce qui suit les indices i,j,k seront remplacés par r,B,z. 

11.1.2. Notations 
-f -f -f -f . ( fe , fz) = (fi) , les composantes de f sur les axes e r Y  ee> eZ) 

l 
R+h 

. On obtient ainsi A .  .(r,0,z) dr 
1 J 

. M .  .(O ,z) = E (r-R)A dr 
1 J r+" irk k j 

R-h 

De même 



Nous allons expliciter l'équation 11.1.1 après intégration par 

rapport à r entre R-h et R+h et nous ramener ainsi à une équation sur la 

surface moyenne. 

ce qui donne 

Nous allons ici évaluer II ( a.&t 1 

Nous pouvons prendre corne paramètres de description pour la surface latérale 

de V : - l'abscisse curviligne s sur ( a ~ )  bord du domaine (D) de la surface 

moyenne. 



- la coordonnée cylindrique r . 

Les lignes coordonnées sont alors : - les rayons du cylindre 

- des courbes "parallèles" à ( 3 ~ )  

Un point générique de ( aD ) peut s'écrire 
&t 

-+ 
Si l'on désigne par n le vecteur "sortant" unitaire au point M de la surface 

latérale on aura 
-+ 

; et si v désigne le vecteur normal 
-+ -+ -+ 

"sortant" de ( a ~  Lat) au point P d'après les définitions de dP, er, v et ds 

on a la relation d P = e  A v d s  

-+ 
- (r-R) oZz  dr dB1 ez 1 . Soit encore : 



+ -+ -+ I -+ 
La de rn i è re  i n t é g r a l e  e  )de = (Moi  e i )  dû 

a D  a D 

peut encore s 'exprimer comme une i n t é g r a l e  double étendue au domaine D . 

En e f f e t  : 

(en v e r t u  de l 'hypothèse  f a i t e  à l a  page où l ' o n  a  supposé que l a  f r o n t i è r e  

a D  de D é t a i t  coupée en au  p lus  deux p o i n t s  p a r  t o u t e  géné ra t r i ce  du c y l i n d r e  

r = R ) .  

Ainsi  

En u t i l i s a n t  I 1 . l . l . d  dans 1 I . l . l . c  p u i s  en u t i l i s a n t  1 I . l . l . c  dans 

l ' é q u a t i o n  1 I . l . l . b  on o b t i e n t  l ' é q u a t i i ~ n  in t e rméd ia i r e  1 I . l . l . b i . s  



+ 
O r  l e s  e f f o r t s  su r  l e s  "couvercles" D e t  D- du volume 5' sont  donnés - 

+ -?- 
l e  vecteur  u n i t a i r e  normal "sor tant"  de D é t a n t  e e t  l e  vec teur  u n i t a i r e  

r 
+- 

normal s o r t a n t  de D- é t a n t  - e , posons : 
r 

I I . l . 1 . e  e t  

L'équation 1 I . l . l . b i s  devient  : 

II. 1 . 1 .  

On peut  à l ' a i d e  du théorème de Stokes ti-ansformer l ' i n t é g r a l e  : 

- - 
___f 

+- +- 
En e f f e t  \ 2 . 2  = ll Rot A.n rl o i  3D e s t  une courbe f e r n f e  s u r  l a q u e l l e  

a D ( D )  
-+ 

s 'appuie l a  su r face  ( D ) ;  dL l 'é lément  d i f f o r e n t i e l  tangent  l i n é a i r e  de l a  

-t 

courbe (aD) e t  n l e  vecteur  u n i t a i r e  normal "sor tant"  de l a  sur face  ( D ) .  

*-?- -+ 

D'autre p a r t ,  d ' ap rès  113s d é f i n i t i o n s  de dk, e r ,  v e t  ds vues an té r i -  

+- -?- 

eurement on r a p p e l l e  que 2 = e, h v ds d'où 

-_3 ____+ 

-f + -?- 
l 

---+ 
À (s).dè = 1 (er~:)ds = R O ~  A ( S )  .n CE= jj R O ~  A l  .er 11s 1 

a D (D 1 : ~  ) 
1 

al? 

-+ 
ca r  e e s t  l e  vec teur  u n i t a i r e  normal so r t an t  de ( D ) .  r 



+- +- 
~ ' a ~ r è s  1.2.5. la composante sur e du vecteur Rot A est donnée par r 

___f 

+- +- 
avec A = A. e. . 

1 1  

Or sur (D) nous avons r = R et nous obtenons alors la formule suivante 

II. 1 . 1  .g. 

+- +- 
Comme e et ee dépendent de 0 et donc de s nous allons repasser dans le repère r 

- + + +  
cartésien de référence (e e e ) pour pouvoir permuter les symboles d'intégration 

xY y y  z 

et l'écriture des différents vecteurs, intervenant dans les calculs, par rapport 

+ - + - + -  
à la base fixe (ex. eyy eZ). Ainsi d'après 11.0.2 : . . ,  

f 

3 -+ 
- (ex sin 8 + e cos 0 ) .  Y 

- sin e(zee ve(s) + ze, vz(s) Jzx 

-+ 
= ( 1 ) O S  z r z - sin 0 z 0 z 1 ... +ve(s) 0 i: r 0 - sin e xe0] } ds) ex 

a D 

+ (vz(s)[.in 0 zrZ + cos 0 z 0 Z- l+ve(sl[sin 0 zrO + COS 0 zee] } di) zy 
a D 



S o i t  en u t i l i s a n t  l a  formule 1I.l.l.g 

a a a c 
( - s i n  0 C + cos 0  - C - s i n  8  - C -cos 0  c + R cos 0 - rz r e a e  r û  a e  ee  e e a z 

( D I  
az  8 

z  - R s i n  8  - 1 de dz )  ex a z 

Par  des regroupements de termes on o b t i e n t  

On o b t i e n t  a i n s i  1 ' é g a l i t é  : 



En substituant dans 1I.l.l.ter le second membre de cette égalité au 

premier membre de celle-ci on obtient l'équation 11.1.3. 

Le domaine (D) est un domaine arbitraire de classe c1 de la surface 

moyenne S de la coque (mise à part la restriction que sa frontière ( a ~ )  soit 

coupée en au plus deux points par toute génératrice du cylindre r = R). 

A ce stade on utilise le lemme fondamental suivant : 

Lemme F o n c f u m e a  : Si F est une fonction (scalaire ou vectorielle) continue 

II.1.3.bis sur S et si l'on a ----- Ij ~ ( ~ ) d u  = CI VA CS,  alors i? est 

(A) 

ident,ic]uemext riu-'-le sur S. -- 
La démonstration de ce lemme se fait par l'absurde et elle montre 

en fâit que l'on peut se limiter % des ensembles (D) de S denses dans S en ce 

qens que dans tout voisirtage ouvert, (l'une point de S on peut inclure un ensemble 

de la famille des domaines born6s (D) de frontière aD régulière coupée en au plus 

deux points par toute génératrice. 

Si les quantités intervenant sous le signe de l'équation 11.1.3. J J 
+- -+ +- 

sont continues dans S, par projection sur les axes e eo, eZ on obtient les r ' 
équations d' équilibre des résultantes : II. 1.4.5.6. 



+ a a 1 r z 
p,-(~-h)p; + mr + R F ~  - & M~~ + aé zre - zee  + R az - - O II. 1 . 4  

+ 
-(R-h) + m + RFe -, ,, a (R+h) pe + - C  + R - -  e a + I r e  ae  ee  - O II. 1.5 a z 

a )  Nous aur ions  pu su iv re  une a u t r e  démarche pour é t a b l i r  l e s  équat ions 11 .1 .4 .5 .6 .  

à p a r t i r  de l ' é q u a t i o n  1 1 . 1 . 1 ,  en u t i l i s a n t  l e  théorème de  l a  divergence pour 

t ransformer  l ' é q u a t i o n  1 1 . 1 . 1  ce  qu i  donne : 

pu i s  ?i une i n t é g r a t i o n  pa r  r appor t  a r e n t r e  [R-h, R+h] pour s e  ramener 

à une équat ion s u r  l a  su r f ace  moyenne. En p r o j e t a n t  c e t t e  de rn i è re  s u r  l e s  

+ - + - - +  
axes e e e nous retrouvons ;$videment  les équat ions  II. 1 .4.5.6.  r y  6 '  z 

6 = III 3 d i  + div(o') dv. D ' après  1.2.7' on a. l ' e x p r e s s i o n  de div(o*) : 

a + +- +- + - { r ( o z z  ez  + o e + ci e g ) l .  D'où : a z r z  r Oz 



' 
(r-R) o e z ( r y e , z ) a r  + R o  ( r , e , z )  d r )  ee 

R-h 
ez 

R-h 

S o i t  encore en u t i l i s a n t  l e s  nota t ions  11.1.2 e t  1 I . l . l . e  : 



a + -+ a -t -+ 
En u t i l i s a n t  l e  f a i t  que - e  = e  e t  - e  = - ae r e  ae  e  e  l ' é q u a t i o n  ci-dessus 11.2.2 r 

e s t  en f a i t  l ' é q u a t i o n  11.1.3,  d 'où l a  conclusion énoncée à l a  f i n  du 

paragraphe 2 )  Remarques a ) .  

b )  Dans l a  l i t t é r a t u r e  c e r t a i n s  au t eu r s  t e n t e n t  d ' é t a b l i r  l ' ana logue  des  équat ions 

II. 1.4.5.6.  en cons idérant  un volume V i n f i n i t é s i m a l  e t  en f a i s a n t  un c e r t a i n  

n o m b r e d ' a p p r o x i m a t i o n s u r l e s o  m e t c  ... 
z i '  i '  

( c  . f . NOVOZHILOV , 1 1 , DONNELL r 1 1 ) 

. D'aut res  p a r t e n t  de l ' é q u a t i o n  11.2.1.  é c r i t e  pour un volume V a r b i t r a i r e  

i n t é r i e u r  à l a  coque ( C )  e t  u t i l i s e n t  l e  lemme fondamental I I . 1 . 3 . b i s  pour 

a b o u t i r  aux équat ions c l a s s iques  d ' é q u i l i b r e  des  r é s u l t a n t e s  en coordonnées 

cy l indr iques  11 .2 .3 ,  11 .2 .4 ,  11.2.5. 



. Après multiplication par r de chacune de ces équations et intégration par 
rapport à r entre R-h et R + h, on retrouve les équations II. 1.4.5.6. 

Détail des calculs 

qoit encore 

En utilisant les notations 11.1.2 et II.l.le on obtient : 

(qui n'est autre que l'équation II. 1 .4 à l'ordre d'écriture des termes près). 

En utilisant toujours les notations 11.1.2 et 1I.l.l.e on obtient : 

+ r'h r f 8 (r,e,z)dr = O r'est-à-dire encore : 



(qui n'est autre que l'équation 11.1 .5  à l'ordre d'écriture des termes près). 

a + r fz] dr = O Soit : 
a z 

Grâce aux notations 11.1.2 on obtient : 

+ - a 
(R+~)P, - (R-~)P~ + , ce, + a, [_ MOz + R zZZ ] + m Z + R F z = O  Soit : 

(qui n'est autre que l'équation 11.1.6 à l'ordre d'écriture des termes ~rès. 

3 1 Eyuation d '  é q d i b t e  d a  mornena2 

On exprime que le moment ré~ult~ant par rapport à l'origine du repère 

ae kous les efforts appliquées à V est nü l ,  soit : 



Nous allons, comme cela a été fait dans le paragraphe II I , 

expliciter l'équation 11.3.1 en intégrant par rapport à r entre R-h et R+h 

et nous ramener également à une équation d'équilibre sur la surface moyenne. 

On a : 

11.3.1. s'écrit : 

= III 
[R-h ,~+h) XD 

Par intégration par rapport à r entre R-h et R+h dans le premier terme du second 

membre de l'équation 11.3.1, on obtient, (à  l'aide des notations 11.1.2) : 

116qustion II.3.1.a). 

3 -+ -+ -+ -+ -+ 
OMAoij nj e = (r e r +  z eZ) A (uij nj ei) = r  E 

ikr + z cikZ) uij nj ek i 

Calcul de la deuxième intégrale 

ou les symboles E ont la significatton suivante : E 
arsV 

=-3 -1 si (a,f3,y) 
permutation impaire 
de O,8,z 
O sinon 

-t 
OM A oij nj ei dS II - 

a v 

on pose A = (r cikr + z cikZ) uij 1 kj 



-+ a v = D* U D- U [R-h, R+hl x D (on calcule l'intégrale II Akj.nj ek dS de - 
( av iat) av 

-+ 
façon tout à fait analogue à celle utilisée pour a n e. dS dans le .Il ij j 1 

§ II) par intégration en r entre [R +h, R+h] av 

nous al,lons expliciter les X- ~j y %j y 
"Ici en fonction de oi , Li , etc. . . 

11.3.1 .b 

R+h R+h 

Mer (r-h) Arz dr = z MZz; hlBe = - I (r-R) hez dr = - N + z Mer e z 



En substituant à l'aide des formules précédentes les ( A )  en fonction 

des (O) on obtient : 

- Y - - - - - - -  -------- 

D'ou l'écriture explicite de 11.3.1 



Si les quantités intervenant sous le signe II de l'équation 11.3.1 

sont continues dans S en utilisant à nouveau le lemme fondamental 11.1.3 on 

+ + +  
obtient par projection sur les axes e e e les équations d'équilibre ry 6 Z 

relatives aux moments : 11.3.2.3.4.  

I 

a a + R z -  Crz + R-M - R~~ 
az ' z z  

= O I O z  
a z  e z  

Nous pouvons faire une remarque tout à fait analogue à celle que nous 

avions faite concernant l'équation d'équilibre des résultantes.En effet par 

transformation à l'aide du théorème de la divergence de l'équation 11.3.1 nous 

obtenons l'équation : 

puis procéder à une intégration par ra.pport à r entre R-h et R+h pour se 

11.4.1 1 8 = jjls A 3 dv + ZT:)iiv 

-- 

ramener à une équation sur la surface ncyenne. En projetant l'équati~n ainsi 

avec Akj = (r cikr + z cikz) oij 

+ + +  
obtenue, sur les axes e , e e nous rt-:trouvons évidemment les équations I I .  3 .2 .3 .4  

r. e z 



&e premier terme du second membre de 1' équation II. 4.1 est toujours donné 

par l'6quation II. 3.1 .a. 

Qé- den cdc& 

En utilisant 1.2.7 pour obtenir l'expression de div(X) on trouve : 

+ (-r o + z o ) Zg]/ cir de dz . Apr2s intégration par rapport 2 r entre z z r z 



En 1 i t . i  1 i sant.,  c m ~  d'habitude, les natations IT -1.1.  e l'équation ci-dessus 
s'&rit : 

Si les quantités intervenant sous le signe de l'équation ci-dessus sont II 
continues dans S, en utilisant toujours le lemme fondamental II.1.3.bis on 

+ + +  
obtient par projection sur les axes e e e les équations suivantes : r' 0 z  

(équation qui, agrès réduction de termes n'est autre que l'équation 11.3.2. 

à l'ordre d'écriture des termes, près). 

a - -  a a M - R - C  
a 

- z C  + z -  ae 're ae zz - + 'rz 
- Z-M e 0 ae ZB az ûr 



(équation qui, à l'ordre d'écriture des termes près, n'est autre que 

lféquation 11.3.3). 

(équation qui, à 1 'ordre d'écriture des termes près, n'est autre que 

1' gquation II. 3.4). 

Certains auteurs utilisent les équations classiques d'équilibre 

des résultantes en coordonnées curvilignes orthogonales cylindriques pour 

établir les équations 11.3.2.3.4. Ils multiplient chacune de ces premières 

par le coefficient r2 et effectuent une intégration par rapport à r, entre 

R-h et R+h; en utilisant par ailleurs les équations d'équilibre des résultantes 

II. 1.4.> . 6 ,  ils obtiennent un système de trois équations : II .4.2c .3c.4c. 

r2 fr ( r , ~  ,z) dr = O . Soit en utilisant les notations II. 1.1 .c : 1 



S o i t  encore en u t i l i s a n t  l e s  no ta t ions  11.1.2. 

O r  l ' é q u a t i o n  11.1.4 m u l t i p l i é e  p a r  R peut  encore s ' é c r i r e  sous l a  forme : 

-_-_r-------------------------------------------------------------------------------- 

d'où l ' é q u a t i o n  11.4.2b 



2 + r f, ( r , 9 , z )  dr  s O . Soi t  en u t i l i s a n t  l e s  nota t ions  II. 1 . 1  .e  1 

Soit encore en u. t i l isant  l e s  notat ions 11.1.2. 

Cl$ l ' équat ion 11.1.5. pa r  R peut encore s ' é c r i r e  sous l a  forme : 



+ r2 fZ ( r , ~  , z )  dr = O . S o i t  en u t i l i s a n t  l e s  no ta t ions  II. 1.1 .e  1 

S o i t  encore en u t i l i s a n t  l e s  nota t ions  11 .1 .2 .  

2 a 
+ R  az + n + R mz + R~ F~ = O . O r  l ' é q u a t i o n  11.1.6 mul t ip l i ée  par  R 

zz z  

s ' é c r i t  enoore sous l a  forme : 

a a R ( R + ~ )  p:-~(~-h)pi+ R aR z e Z - ~  a; M~~ + ii2 a z  zz  * fi mz + fi 2 ~ z = u  

~ l o ù  l ' équa t ion  1 1 . 4 . 4 ~  



Nous a l lons  maintenant v é r i f i e r  que l a  première des t r o i s  équations 

pyécédentes ( i . e .  l ' équa t ion  1 1 . 4 . 2 ~ )  s e  r édu i t  en f a i t  à une i d e n t i t 6 ,  

compte-tenu de l a  première équation c lass ique  d ' équ i l ib re  II .2.3. 

D6Oail des ca lculs  

On reprend l ' équa t ion  1 1 . 4 . 2 ~ ~  qui compte tenu des d é f i n i t i o n s  de M 
z r  ' 

Ner ,  MZB e t  nr peut encore s  ' é c r i r e  : 

O r  d 'après l ' équat ion  11.2.3 on a 

D'où en subs t i tuan t  dans 11.4.2b 

O r  -2r orr + R urr 2 aurr - 
r -  2 ) u d 'où - ( r  - R r )  - - ar a r  



(d'après les notations 11.l.le) 

+ - 
h(~+h) p* + h(~-h)~i + (R+h)(-h)pr-(R)h) (h) Pr = 0 (identité) 

r 

l'équation II. 4.2b disparaît donc. 

Eguivdence $es d-tëmu d'éguatio~ obtena à PW den methoden 

dib&2c,evLtu envdagéeh p&écédmment. 

. Tout d'abord, à la simple lecture on remarque que : 

- l'équation II.4.4a est la même que l'équation 11.4.3. 
- l'équation IX.4.2a est la même que l'équation II. 1.5 (déjà rencontree 
lorsqu'on a écrit l'équilibre des résultantes au paragraphe 11.1') ) .  

Donc l'équation 11.4.2a disparaît, en ce sens qu'elle ne nous appcrte 

rien de nouveau. 

, Considgrans donc 1 'équation II. 4.3a restante : 
II. 4.3a (rappel) 



qui peut encore s'écrire sous la forme : 

,",* . On voit ainsi aisément que 11.4.3a est une combinaison linéaire des 
équations II. 1.4 et II .4.4b à savoir : 

En résumé on a les équivalences suivantes entre les systèmes d'équations : 

II. 1.5 

II. 1.6 

11.4.3~ 

11.4.4~ 

II. 1.5 

II. 1.6 

II. 4.3a 

11.4.4a 

II. 1.5 

II. 1.6 

11.4.3b 

11.4.4b 



117 - CONDTTlO/JS AUX BORDS DE C (z = O e t  z  = L ) .  

1 )  Condi;tionh menZQn aux " c ~ ~ d e ~  moyenn" déAir/un p a ~  : { r  = H; z = 0) e t  

7 )  Cancldiovlcl m e n é Q n  aux " c m d e ~  moyenh" dé&ir/un pak : r = R ;  z  = O e t  

r = R ;  z = L  

( T )  r ep ré sen te  l e  plan z  = O ou 

z  = L . S o i t  une d i s t r i b u t i o n  

-.a. 
su r f ac ique  f ( M )  de fo rces  s u r  

O 

l e s  bords ( z  = O )  ou ( z  = 1). Nous 

a l l o n s  i c i  nous ramener à l ' i n t e r -  

s e c t i o n  de l a  su r f ace  moyenne S e t  

du p l a n  T e t  a i n s i  o b t e n i r  des 

condi t ions  aux bords s u r  l e s  c e r c l e s  

moyens en i n t é g r a n t  par  r appor t  à r 

e n t r e  R-h e t  Fi+h ( ~ a  méthode e s t  analogue à c e l l e  u t i l i s é e  dans l e  II @ e t  

II @ ) - L 'équ i l i b re  de l a  coque e n t r a i n e  qu 'en t o u t  p o i n t  M des ex t r émi t é s  

a )  Conditions s u r  &es r é s u l t a n t e s  

e 1 L 3 + +  
S i  F r , F , F z désigne l e s  composantes s u r  ( e  

r eO.  e  ) de :La 
O O O Z 

T L e e <  
d i s t r i b u t i o n  sur fac ique  F (PI) s u r  {z = O}  ou {z = 11 e t  ( R  2 . ?7 z,l O r ' 

O O O 

l e s  composantes de l a  d i s t r i b u t i o n  r é s u l t a n t e  l i n é i q u e  R) s u r  l e s  c e r r l e c  
O 

moyens on peut  é c r i r e  : 



S o i t  en u t i l i s a n t  des no ta t ions  t o u t  à f a i t  analogues à c e l l e s  du 

II. 1 . 2 .  



b) Conditions sur les moments 

Soit 

+ + +  
Soit en projetant sur er, e : on obtient les équations III. 1. 

e e y  z 

III. 



En considérant l e s  équations @ @ @ d'une part e t  

pW on constate que : 



IV - VEVELOPPEMENTS ASYMPTÙT10,UE.S DES SOLUTIONS VU SYSTEME DlFFERENTiEL 

D E  NAVTER. 

Reprenons les équations classiques d'équilibre des résultantes 

(en coordonnées cylindriques) II. 2.3 ; II. 2.4 ; II. 2.5 et avant de poursuivre 

notre étude où nous envisageons la coque ( C )  constituée d'un matériaux 

élastique linéaire homogène et isotrope nous allons préalableme~t faire le 

calcul du gradient d'un vecteur en coordonnées cylindriques. Pour cela 

nous utilisons la définition donnée au 1 2O) f). 

1) Gmcii~nZ d 'un vecteun 
+- 

Le gradient d'un vecteur U est le t e m w ,  défini en chaque 
(M) 

point T4 qui, par définition, fait correspondre au déplacement élémentaire 

3 -+ 
dM = h. dxi 8. la différentielle de U , c'est-à-dire la quantité 

1 1 
3 -t +- +- 
dU = d(U, er + Ue e, + N e ) i.e. encore : 

z z 



+ -+ -P -+ -+ 
Soit u = u. e. = ur er + ue eg + uz e le vecteur déplacement du 

1 1  

point M (r,e,z) lorsqulon passe de la position initiale à la position 

déformée de (C) - 

étant les composantes du 

+ + - +  
tenseur y sur les vecteurs e r' e9' eZ 

z z 

Le tenseur linéarisé des taux de déformations ( E )  est la partie paire 

-f 
du gradient du vecteur déplacement u . En d'autres termes : 

on remarque au passage que : 

Les composantes E de ce tenseur 
i j 

- -+ -+ -+ -f 

vrr(u) + Vee(u)+ VZZ(U) = div U 
__3 + 
rot u = Z{  Te(Ù) -Tez(G)} 4 

évidemment symétrique des taux de déforma- 

tions sont donc données par 



- + + 
D'après les expressions des composantes V i j (u) du tenseur grad (u) 

écrites plus haut il est aisé d'écrireles composantes E i j du tenseur symétrique 

D'autre part si le matériau constituant la coque ( C )  est élastique 

linéaire homogène et isotrope on sait que les relations contraintes-déformations 

s ' écrivent : 

soit pour les composantes des tenseurs en présence : 

aur -'A 
- -  - r 1 a U ~  auz 

E = tr = crr + EOe + EZZ ar + - + - - + -  
r r a 9  az 

OU encore 
kk 

expression des E à l'aide des relations contraintes-déformations. 
i j 



En reportant  l e s  expressions ci-dessus des a dans l e s  équations i j 

d ' équ i l ib re  on obtient  l e s  équations de Navier : (noub d w c X  t e  

calcul  de la l h e  équation de Navia  ( %  r). 

On reporte donc l e s  expressions des a trouvés à l a  page préc6dent;e i j  
aurr 1 aare dans 116quation - a"rz + + - - + -  'rr- '88 
ar r ae a z + f r  = O ce qui donne, r 



1 -- ii+zu) a [ l a (ru )+  - 
ar r ar r r 

+ 
\ 

- 
r ara0 

L'kquation ci-dessus peut alors 

s'écrire : 

soit finalement la première équation de Navier : 

2 2 2 
1 "r a Ur 1 I 

aue a u  
+ -  + - - - - -  

z = - -- - - + -  
r ar 

r2 ar 
2 rarar r2 30 araz 

Des calculs tout à fait analogues aux précédents nous conduisent aux deux 

qutres équations de Navier, à savoir : 

Exprimons maintenant les condition à la frontière : 



Nous al lons réécr i re  k a  équation6 de Nav ia  avec l e s  var iables  

adimensionnelles in t rodui tes  précédemment : (nous a l lons  d é t a i l l e r  l e  calcul  

de l a  l s re  équation de ~ a v i e r ) .  

(~@.ppel de l a  l è re  équation) 

a 

Pa 

a 2 2 
1 a ( r u e )  1 a a Ur 

2 a u 
( h + 2 ~ )  5 ar  ( rur )+  - - + 2 - g  1 

a u ]  r [ ara ,  
- - - -  r a e  a z  r -  

2 ae2 a z a r a  z 

a - a7 ( r u  r 1; ar [ R ( I + ~ E ) u  ÜJ = y $ [ ( I+PE)  G d  = ?[E ü r + ( l + a ~ )  

1 a 1 u aÜe aüZ -- ( r u )  + - -  - + - -  r a r  r r a e  R ( I + ~ E )  ae L a c  



a;, 1  - + }  a L i e  a2;z o r - . - R E  
aij ' R (  i + p ~ )  a e a p  e a p a ~  

a % - u e )  azU j? adU a 1  Z 
Calcul de arae  r- 

ae2 a z 
2  ' + r ,  

a a;, a Ue 
( r u e )  = r U - = R (  I+PE)  U x  a e 

2 
1 a ( r u e )  a 2 i r u e !  l i < u  [ a i e  
--*C= - - 
r a r a 0  R ( I + P E )  a r a 0  

E -- + ( I + P E )  - 
~ i ( i + p ~ k $  ae a e a p  

2  
1 a ( r u , )  - 1 
r a r a 0  l l 



s'écrit explicitement : 

lère équation de Navier - 

Des calculs tout à fait analogues aux précédents nous conduisent aux deux autres 

équations : 

Calcul de 



2ème équation de Navier 



Calcul de 

3ème équation de Navier 

Exprimons maintenant 1e.h condh%nd Ù & 6&0ontiehe dans l e s  coordonnées 

( ~ 9 9 2 5 )  



Les relations contraintes déformations IV.2.2 ainsi que les équations 

d'éqeilibre que nous avons utilisées dans l'exposé précédent ne sont valables 

qu' en première approximation car nous avons utilisé le tenseur linéarisé ( E ) 

IV.2.0 des taux de déformations, d'où une linéarisation implicite dans la 

configuration initiale (non déformée) par rapport au "petit paramètre"; 

On introduit tout naturellement une norme sur l'espace des tenseurs du second 

ordre par l'intermédiaire d'une norme s~r~espace des matrices carrées rêelles 

+ - + 
d'ordre 3. Si (?. .(U) ) est la matrice représentative du tenseur V(U) dans 

1J  
+ + +  

la base ( e  , ee >ez) on posera donc 



1 
au, a u  1% - u 1 ; 1 1 ; 1 . 1 } s o i t  aussi  

. . - 
a% a ü u u 

Tl = sup a 1 ;I 1 + ; 3 1 ;  R(1+pE) 12 1 
p€C-1 , I l  R ( I+PE)  ae 

en remarquant que u \ip f [-1,11 on vo i t  que s i  l e s  fonctions 
R(l+pe) ' ~ ( 1 - E )  

- - -  1 
Ur, 

Uz sont  de c lasse  C su r  l e  compact K = 1-1 ,1 lx [O ,2 ?iJ [0,11 , l eu rs  

dérivée9 p a r t i e l l e s  sont  continues e t .  bornées sur  K e t  d 'après l a  déf in i t ion  

u u ci-dessus de n l e s  quanti tés RE , u , doivent ê t r e  0 (q )  ( i . e .  L KTl pour 

O < q < qo X constante r é e l l e ) .  

Ainsi U = o ( ~ E )  e t  d ' a i l l eu r s  auss i  U = o ( Q ) .  Compte tenu de l a  

2 
l inéa r i sa t ion  où l ' on  a négligé d e s ' t e m e s  O(q ) on e s t  amené à poser 

De même que nous avons i n t rodu i t  l e  " p e t i t  paramètre adimensionnel 

, on pourra i t  à Ce s tade  envisager un " p e t i t  paramètre d'épaisseur " € = - R 

adimensionnel de forme " h  6 = p  

D ' après ce qui précède = = - do i t  ê t r e  également ~ ( q )  t R h t  R 

De même que précédemment, compte tenu des l i néa r i s a t i ons  où on néglige 
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2 des termes 0(n ) on est amené à poser 

B 6 = q  avec B > O  et a - B < 1  

On pourrait ainsi développer une théorie asymptotique des équations de 

Navier en faisant des développements en séries doubles par rapport au 

"petit paramètre d'épaisseur" E et au "petit paramètre de forme" 6 des 

- - -  
déplacements u r' ue, uz 

. Cela entrainerait des calculs fastidieux mais 

sans doute des conclusions intéressantes concernant l'influence du paramètre 

6 sur les résultats déjà connus pour les coques cylindriques où on a fait 

abstraction du phénomène "profondeur". 

Compte tenu des applications envisagées (réservoir sous pression), 

nous ferons désormais l'hypothèse simplificative suivante : 

Le rayon R et la longueur & de la coque C sont d'ordre de grandeur 

comparable de sorte qu'on posera a = 8 (le cas B > a  correspondant plutôt à 

des tubes). 

Nous allons rechercher un développement asymptotique adéquat des 
- - - 

fonctions ur, uO, uZ par rapport au seul paramètre E tel qu'après substitu- 

tion dans le système différentiel constitué par les 3 équations de Navier, 
+ + + +  

les densités de force de volume f de composantes fr, fgy f sur e z ry eey ez 
apparaissent bien comme uniformément bornées. Dans les premiers membres des 

équations de Navier adimensionnelles IV. 4.1 , IV. 4.2, IV. 4.3. les termes de 
u 1 a 2üi plus bas degré en E sont de la forme - ( A + ~ u )  2 - 2 (i € ir,e ,z> , 
R~ E ax, 

a D'autre part, comme U = O ( n ~ )  = O (E ) on peut poser : 

u 1+' 
- -  a 

-K(E) E avec K(E) une fonction continue sur tout compact de R telle 
R~ 

w 
que O < K(O) < + w, voire même une fonction de classe C , sans restreindre 



la généralité du problème. Il y a tout lieu en effet de supposer 

~(0) # O . On rappelle que 
1 

Si ~(0) était supposé nul, le terme de plus bas degré dans 7 serait 
1 +2a R 

~'(0) ri , terme qui n'est pas d'ordre n2 si l'on suppose 1 + 2 a <  2 

1 c'est-à-dire a < - (pour ~'(0) # O). 2 

Enfin si les (p-1) premières dérivées de K à l'origine étaient 

1 
nulles, il faudrait de la même manière supposer a < - . 

P 

Pour ne pas avoir à faire, à ce stade de la rédaction, d'hypothèses 

restrictives concernant a nous posons ~(0) # O . 

Nous obtenons pour la première équation adimensionnllle de Navier IV.4.1, 

par exemple la relation : 

terme de plus bas degré en E dans le premier membre de 1v.4.1 soit encore 

) 

terme de plus bas degré en E dans le 1 er membre de IV. 4.1 

 es relations analogues auraient été obtenues à partir des équations de 

Navier 1v.4.2 ou 1v.4.3). 



Ecrivons a priori un développement "pseudo-analytique" en E des 

fonction ;r(~,O,~,~), Üe(p,e,c,~) et ~,(P,~,s,E) sous la forme : 

( E "petit 

E > O). d'épaisseur E E [O, O 

En substituant IV.5.2. dans IV.5.1. on voit que les fi seront 

uniformément bornées si et seulement si : l'expression 

limite finie lorsque E tend vers zéro par valeur supérieure. 

1 
D'où la condition - 1 + x = O . 
Nous poserons donc 

a 2;e 2- 
2 2 - a ü, aur R 2 a ~ r  

L i  [ - + - -  1 - - - -  R 

( I + ~ ~ ) ~  a0 EE(I+PE) apae ( i + p ~ ) ~  ae2 e2 ac2 e~ apac 

- - -  
SYSTEME DIFFERENTIEL VERIFIE par les fonction ury ue, uZ 

r 

i 



a 2ü 2- 2 - 
+ 1 - + 1 - R 

a 
+ 

( I + ~ E ) ~  ae E(I+PE) apae ( i+p€12  ae2 ~ ( I+PE)  a c a e  

Compte tenu des développements suivants : 

et la. formule du produit de 2 séries : 



On o b t i e n t ,  en s u b s t i t u a n t  formellement l e s  développements r-1 n=O 

dans l e  système d i f f é r e n t i e l  ci-dessus des i d e n t i t é s  

z z 

de l a  forme : 

La fonc t ion  K ( E )  ayant é t é  supposé-une fonc t ion  de c l a s s e  cW 

avec K ( O )  # O nous obtenons l e  développement su ivant  pour l e s  fonc t ions  

S o i t  en remplaçant dans l e s  i d e n t i t é s  précédentes  : 

Nous obtenons a i n s i  l e s  r e l a t i o n s  l i a n t  l e s  e t  l e u r s  d ive r se s  dé r ivées  
1 

p a r t i e l l e s  p a r  rappor t  à p,  8, 5 aux dér ivées  success ives  en z6ro de l a  fonc t ion  

C O ,  K ( E ) .  Ce r é s u l t a t  ne semble pas p ré sen te r  un i n t é r ê t  majeur e t  comme E 

e s t  une p e t i t  paramètre nous a l l o n s ,  dans un but  de s i m p l i f i c a t i o n ,  a s s imi l e r  



K( E) à son terme constant K(0) de son développement de Taylor. Ceci revient 

donc à supposer K(E) = K(O) = Cte = k . 
Les identités auxquelles nous nous intéressons désormais s'écrivent 

m 
n 1 <An, Bny cn) + (Fr, f e ,  f z )  = O 

n=O 

fi 
avec f = - 

i k  

C a l c u l  expfi&e da An , Bn , C 
n 

La première équation de Navier peut encore s'écrire : 



n 
Il ne reste plus à ce stade qu'à rechercher le coefficient de E dans les 

sommations intervenant dans l'équation ci-dessus pour obtenir l'expression 

de An; soit : 

la deuxième équation du système différentiel peut encore s'écrire : 



+m a2ü: +m 
( 1 E q < q  - P P & ~ + 2 )  a p a e  ) + e  ( 1(-1) P 
q=o p=o q=o p=o 

n Il ne reste plus à ce stade qu'à rechercher le coefficient de E dans les 

sommations intervenant dans l'équation ci-dessus pour obtenir l'expression 

de Bn, soit : 



l a  t roisième équation du système d i f f é r e n t i e l  peut encore s ' é c r i r e  : 

+ (A+,) 

2 a;r R$a2ü - 2 a 2- u, [* -- 
r+--- e a i  + i o ~ ;  1 ( i+p~ :acae  ]+ 'z = O s o i t  encore 

a 2üq 
R a 2% 1 ( - 1 ) ~  P P 2 a p a e  + e  1 (-op p p  

p+q=n- 1 p+q=n-2 



Recherchons le coefficient de En dans les sommations écrites dans l'équation 

ci-dessus pour obtenir l'expression de C soit 
n ' 

Nous allons récapituler les résultats donnant les expressions des An, Bn, Cn; 

- - 
puis exprimer que f r ' fe, fZ sont d'ordre O en E i.e. 



-n -n 
Nous en déduirons a i n s i  l e s  expressions de ? r y %  y " z  sous forme de polynômes 

en P à c o e f f i c i e n t s  ne dépendant que de 0 e t  5 ( s i  l e s  f i  sont  indépendantes 

de p ; sinon,  "modulo" l e s  termes provenant de l a  des f . ) .  1 

a Go 2- 1 a u r 0 + 2 p & ( G o -  jjj- apae apae  



2-2 a 2 i 1  a u 2- 1 r r R a u 
+ -  z + - (--- - apae apae e acae Pm 



a 2-0 
a + - ( U O + -  a u~ ) 

( p - - 2 -  ar; r a e  a P ae2  

a 2 ~ 0  z 
C = F i 2  

O a P 

- - 
Expl ic i tons  

*O 
= - 

r 
Bo - - - f  

2- 1 2-0 

C l  = u [?+ 21 + (A.,.,) ; [& ] 

- - 
a) (no, B ~ ,  col = - (Tr(p ,e ,c )  ; f , ( ~ , e , 5 )  ; f Z ( p , e , d  ) s o i t  : 



p a r t i e l l e  

Par 1 
intégration 

Notation : nous noterons 
ième 

fi(p.8 '5) dp tou te  "primitive n de ~ i ( ~ , 8 9 ~ ) 1 '  

aüi 
P T = -  J ~ 8 ( ~ ¶ 8 ¶ ~ ) d ~  + a i ( 8 , ~ )  

par rapport à l a  variable p c'est-à-dire toute  fonction Fi (p.8 ,< )  t e l l e  que 

Soi t  par une nouvelle intégration p a r t i e l l e  par rapport à p : 

1v.6. (1.2.3) 
2) 

> 

-0 
(1 + 2u) Ur = - 1' < ( p , e , i i  dp + p a: (0.1) + D ~ ( B , I I  

-0 - P u 8 - -  f2! f , ( ~ , e , ~ )  d~ + P a;(8,1) + be(8,5) 

(2)  

,, ; O = -  
z 1 ~ Z ( ~ , e , s )  dp 1 p az(8,5) + b0(8,5) z 

O Les "constanfes" d ' intégration par rapport à p a i ( O , ~ )  e t  b0 i ( e , ~ )  
étant déterminées par l e s  conditions à l a  f ron t iè re  (correspondant à p = +_ 1 )  

et qui sercnt explicitées ultérieurement; sans oublier l e  f a i t  que an 
i ( û , < )  et 

n 
b i ( e , c )  sont 2.r - périodique en 8: . ( A  l a  simple lec ture  des r é su l t a t s  ci-dessus 

on constate que l e s  expressions des ;?(p,8,<) sont,  mises à part  l e s  "primitives 
1 

secondes" par rapport à p des fonctions données f des polynômes du premier i ' 
degré en 8 8 coefficients ne dépendant que de 8 e t  5 ) . 



* 
b) (A,. B* ,  cn)  .= (0 ,0 ,0)  t/ n e  N 

Par in tég ra t ion  p a r t i e l l e  par  rapport  à p on ob t i en t  : 



. . 

Soi t  par nouveXle in tégrat ion p a r t i e l l e  par  rapport à p 

- 1 On constate i c i  que l e s  expressions des ui (p,0,<) sont,  mises à par t  

4es ' 'primitives troisièmes par rapport à p "  des fonctions f .  e t  de l eurs  dérivées 
1 

p a r t i e l l e s p r q n i è r e s  par r a p p r t  à 5 e t  0 , Qes polynômes du second degré ep p 

coeff ic ients  ne dépendant que de 0 e t  5 . 



C é t ab l i e s  antérieu- Il e s t  immédiat d'après l e s  expressions de An, Bny 

rement que s i  l ' o n  f a i t  l 'hypothèse de récurrence suivante à l ' o r d r e  n-1, e l l e  

e s t  encore valable  à l l o r d r e  n. 

-n- 1 Hypothèse de récurrence : l e s  expressions des u. ( p , e ,< )  sont ,  m i s  à par t  l e s  
1 

ème s termes comportant l e s  "primitives ( n+ l )  par rapport à p "des fonctions Ti e t  

de l eu r s  dérivées p a r t i e l l e s  successives par rapport à 5 e t  8 , des polynômes 

de degré n en p à coeff ic ients  ne dépendant que de 0 e t  5 . 
On s e  contentera d'une vé r i f i c a t i on  de c e t t e  hypothèse de récurrence, 

jusqu'à l ' o r d r e  n = 2 ;  l a  démonstration générale ne présentant que des d i f f i cu l t é s  

de notat ion (en f a i t  c e t t e  démonstration e s t  évidente à l a  l e c tu r e  des coef f i c ien t s  

An, Bn e t  C n ) .  

. n = 2 (A,, B2> c,) = (0,0,0) 

( * )  a i ,  
i a 0  

+ P 6 a: ( 0 , ~ )  ) - t 1 , (p,e,c.)ap + ; p , a,(û,<) - a r (oyc l  1 l 







Pour in tégre r  l e  système d i f f é r e n t i e l  

(que l ' a n  vient  d ' in tégrer  pour l e s  valeurs n = O, n = 1 e t  exp l i c i t e r  pour l a  

valeur n = 2 ) ,  il faudra déterminer l e s  "constantes d ' in tégra t ion"  b1(8 ,<) e t  

n ai(û,<) à l ' a i d e  des conditions aux f ron t iè res  l a t é r a l e s  de l a  coque ( C )  

Pour c e l a  on rappel le  l ' express ion des O. obtenues à l ' a i d e  des r e l a t i ons  
ij 

contraintes-déformations (c . f .  Chapitre I.IV.2.2). 



Nous a l l o n s  exprimer l e s  condit ions & l a  f r o n t i è r e  dans l e s  coordonnées 

r -R z adimensionnelle p = - 
h , 8 , < = Q sachant que : 

Nous obtenons a i n s i  l e s  condit ions aux f r o n t i è r e s  l a t é r a l e s  de l a  coque 

( C )  correspondant à p = + 1 e t  P = - 1 : 



- - 

On attire l'attention du lecteur sur le fait que lors du passage des 

variables dimensionnelles r,8, z aux variables adimensionnelles p,  8, 6 

on a implicitement pour une fonction quelconque @ (p,8 ,E,<) la relation : 

On rappelle d'autre part que - - - K a  l+lla et que les fonctions 
R 

;i(py~,~,5) (pour i = r,B,z) satisfaisant à la condition IV.6.13 leurs 

développements asymptotiques par rapport à E s'écrivent : 

- +O0 1-11 -n 
u ~ ( P , ~ > ~ > E )  = E 

n 1 ~ ~ ( p . 0 , ~ )  a avec <(p,eYc)= ü:(e,c)p 
n+l-lla 

n=O 

- 1 
1+ - a En multipliant les membres respectifs de IV .6 (10.1 1 .12) par = R k a 

ni aui 
et en remplaçant - - ( ~ ~ 0 . ~ ~ 5 )  par p -a; 

E ap 
on obtient : 



Remarque : Les termes de plus bas degré en E dans l e s  membres de gauche des 

re la t ions  1 ~ . 6 . ( 1 0 ' . 1 1 ~ . 1 2 ' )  é tant  d'ordre 1 on va prendre un développement 
+ 

asymptotique de en puissance de E de l a  forme 

D'autre par t  dans l 'hypothèse de l a  n u l l i t é  des f i ,  l e  système d i f fé -  

r e n t i e l  de Navier à l ' o r d r e  zéro vous avez conduit à : 

Par iden t i f i ca t ion  des termes en & dans l e s  équations 1v.6(101-il'.-12') 

on trouve : 
- -L 

1 O+ 
s o i t  encore : IV€ 6.  (10'-11'-12~) (1- ;)($:(8,<) + $:(0,<)) = pi(8,c)  



S i  a # 1 (ce  qui a é t é  supposé ant6rieurement dans l a  dé f in i t i on  de 

a )  on a l e s  formules : 

Ainsi l e s  Ü i  ( p ,O sont déterminés. 

Par iden t i f i ca t ion  des termes en c2 dans l e s  équations 1v.6(101-11'-12') 

oq trouve 

D'autre par t  l e  système d i f f é r e n t i e l  de Navier $ l ' o rd r e  1 ( toujours 

dans l'hypothèse de n u l l i t é  des f .  nous a conduit à : 
1 



Les coefficients des termes en p2 dans les équations N' étant des 

quantités connues par les calculs précédents, nous pouvons encore écrire 

O O O 
ep les désignant respectivement par 2H r~ 2He, 2HZ 

Soit encore IV .6(io1-II l-12') 
2 

E 

I 
S i  a # 2 on, peut déduire des équations IV .6(10t-11'-12') ci-dessus - 2 

I l les expressions de mi(@ ,<) et $. ( 6  ,<) en fonction des quantités connues 
1 

+ 1: O - pi , p. et a . Ainsi les ;? (p ,8,<) sont déterminés. Et ce pour la détermination 
1 1 



-2 de ui (p ,  8 ,<) . . . De proche en proche on détermine par i t é r a t i on  du procédé 

-n 
l e s  u i ( ~ , 9 , < ) -  

REMARQUE 

I l  e s t  évident que ce procédé tombe en défaut lorsque a es t  l ' inverse  

d'un en t ie r  naturel non nul, (ce que l ' o n  peut encore é c r i r e  par abus 

1 de natation a € - ). En e f f e t  on remarquera que dès que a = - , on peut 
N* n+ 1 

déterminer i? (p  ,O  , g )  pour p € {O,. . . n-l} par l e  précédent procédé, mais pas 
1 

1 1 Etude d'un cas pa r t i cu l i e r  03 a € - (a= - ) 
N* 2 

On rappelle que l a  condition 1V.6.13 permet de rechercher i c i  l e s  

Tn ui ( @ , O  ,<) sous l a  forme : (n € fi) 

D'autre par t ,  dans l'hypothèse de l a  n u l l i t é  des f . ,  l e  système diffé- 

r e n t i e l  de Navier à l ' o rd re  zéro donne : 

Donc nécessairement (p ,8 ,g ) = O 

O+ Ainsi l e s  pT doivent ê t r e  nulles 
1 



La condition I V .  6.14 nous indique que e s t  indépendant de p , en 

- 1 - 1 
pa r t i cu l i e r  Ui ( P , ~ . S )  = ui(? 1 ,eY5)  = ; !(O,<);  on peut donc u t i l i s e r  l e s  

1 

1 conditrions où l a  f ron t i è r e  (5  = + 1) pour l a  détermination des u, . - 
mL 

Les équations IV -6-(10L11'12') imposent l a  n u l l i t é  des pi . 
& 

Le système d i f f é r e n t i e l  de Navier à l ' o r d r e  un s e  trouve rédui t  a l o r s  

à une iden t i t é .  

6 i  on effectue l ' i d e n t i f i c a t i o n  des termes en E~ dans l e s  équations 

1~.6(10'-11'-12) on obt ient  

-2 "J2 
O r  ui (I 1 Y Y = 2 ui (8 $5)  - Nécessairement on do i t  donc avoir  

e t  on a d ' a i l l eu r s  de façon générale 

Le système d i f f é r en t i e l  de Navier d'ordre 2 e s t  dans l e s  hypothèses présentes 

identiquement vé r i f i é .  I l  faut  donc considérer c e lu i  d'ordre 3 qui s ' é c r i t  : 



A présent effectuons lt iden t i f i ca t ion  des termes en E~ dans les 

équa~ions  1V,6(10'-11'-12'). 



Or l'identification des termes en E~ dans les équations 1v.6(10~-11~-12~) 

nQus donnait : 

D'où par élimination de U! entre N et IV .6.(10l-11~-12~) 
1 3 E 

puis ensuite par élimination de U? à l'aide de IV -6(10~-11~-12~) on 
1 

1. 1 
E 

obtient un système différentiel en u. (8 , 5 )  que l'on notera A 1 
1 

2'Ll a u R2 a uZ 
1. 1 

z 1.2 AR a ' ~ 2  R a 1.1 
au 

-(h+2~) -5 - - - - - -  8 
a82 -"z ar; P - (A++) -- (U + - ) = 

Q+ 
e ac2 L ar; r ae Pz 



'L2 So i t  en u t i l i s a n t  l e s  expressions des u. ( 8 , ~ )  données par 
1 

- 6 - ( O -  1 - 1 2  l e  système 8'-1-2-3. 
E 

Nous allons maintenant u t i l i s e r  l a  27r - pér iod ic i t é  des fonctions 

%1 @+ ui (8 ,c) e t  p. ( O , < )  e t  considérer l e u r  développement en s é r i e  de Fourier par 
1 

r a p m r t  à 8 : 

i 
+O3 

Q1 
ui(e,c) = 2 ri) + 1 [ui(c) COS n  e + v i ( c i  s i n  n  e ]  \I e F I O , ~ T ~  

n=O 

Q 
@i 
Po 

+a> 

pi ( e s < )  = -2- ( L I  + 1 [Pb(<) cos n 8 + G i i ( < )  s i n  q 0 
q=o q 1 

l e  système A' s e  ramène à un système d i f f é r en t i e l  l i n é a i r e  du second ordre 

$ coeff ic ient  constant qui s ' é c r i t  : 



(a, R y  y, 6. p, W )  é t an t  s i x  constantes fonctions de A e t  p , e t  l e s  seconds 

membres des s i x  équations du système d i f f é r e n t i e l  étant a priori Connus. 

Nous recherchons, pour l e  système homogène, des solut ions  de l a  

i i s i  forme U ( 5 )  = u e i i sr; 
n n ; V n ( < )  = v e e t  écrivons l ' annu la t ion  du 

n 

déterminant ca rac té r i s t ique  : 



or y- B= w l'équation caractéristique s'écrit donc : 

ou finalement : 



Le coe f f i c i en t  de s' dans l ' équa t ion  ca rac t6 r i s t ique  ci-dessus e 

l e  s igne de 2(X+?J) _R 
X 1. 

R 
ler cas . S i  - > 2 

( 1  + ) l e s  so lu t ions  sont  de l a  forme 
------- C X 

R +iS,  5 
2ème -------- cas . . S i  - < 2 ( 1  + f ) l e s  so lu t ions  sont de l a  forme e- .t ( a<+b 

( c e  de rn ie r  cas correspond p l u t ô t  à l a  r é a l i t é  d'une coque cyl indr ique  dont 

l a  longueur e s t  "grande" par  rapport  au rayon moyen). 

i i 
Ainsi  l e s  u n ( < )  e t  ~ ~ ( 5 )  so lu t ions  du système homogène associé  

à A l  sont  donc des combinaisons l i n é a i r e s  des quat re  so lu t iors l inéai rement  

indépendantes. 



5 , <  15 -s < . e e 3 T e  Y Ce pour l e  premier cas 

.. cos s  5 , s i n  s  5 ,  < cos s l  5, 5 s i n  s 5 p o u r l e  deuxième cas 
1 1 1 

solu t ions  auxquelles il fau t  r a j o u t e r  l a  so lu t ion  générale correspondant 

à s = o .  

A savoir  (-nc' ,  c ,  O ,  nc,  c f ,  O )  c ,  c '  constantes a r b i t r a i r e s .  

Pour l a  détermination de l a  so lu t ion  générale du s y s t è ~ e  avec 

second membre on u t i l i s e r a i t  l a  méthode de va r i a t ion  des cons tantes .  Les 

ca lcu l s  sont  élémentaires e t  longs,  mais i c i  nous i n t é r e s s e  simplement 

%1 f a  p o s s i b i l i t é  démontrée de déterminer u. ( O , < )  
1 

Ca n d a i o  n 

Ce qui  nous a frappé dans l e s  méthodes de dévelappeplent asymptotique 

u t i l i s é e s  en théor ie  des coques, c ' e s t  l ' absence  de t o u t e  référence  à l a  

l i n é q r i s a t i o n  (par  rapport  au paramètre q ) implicitement contenue dans l a  

l o i  de comportement de l ' é l a s t i c i t é  l i n é a i r e  homogène e t  i so t rope .  A not re  

connaissance, seul  F. J O H N  dans son a r t i c l e  paru en 1965 dans l e s  C.P.A.M. 

h E 1 ]  a t e n u  compte du p e t i t  paramètre q , en plus du paramètre E = - 
R y 

mais ce la  dans un contexte d i f f é r e n t .  

Nous avons donc t e n t é  de t e n i r  compte de c e t t e  référence  au para- 

mstre r) 4ans l e  cas des coques cyl indr iques  de révolut ion .  Notre but é t a i t  

de dêterminer l e s  termes du développement asymptotique e t  de l e s  comparer 

à ceux obtenus dans l e s  théor ie s  c lass iques  : ( c  . f .  par  exemple NAGHDI [ 11, 

121, GOL'DEIWEIZER f 11 ; nous n'avons pu consul ter  l e  l i v r e  de Rü'TTEN f 1 

( ê d i t i o n  épuisée)  e t  un l i v r e  de GOL'DENVEIZER dont nous venons d'apprendre 

l ' e x i s t e n c e ) .  



u 
Nous avions i n t r o d u i t  a lorsque nous avions constaté que - = O ( q ) ,  R 

1 
1+ - 

a u a a+ 1 
s o i t  en posant E 0(q  ); 5 = O ( &  ) = 0(q ) .  La t h é o r i e  de l ' é l a s t i c i t é  

k 
l i n é a i r e  c lass ique  u t i l i s é e  au Chapitre II, f a i s a n t  l 'hypothèse U = 0 (q ) 

avec O < K < 2 ,  impose 8 a l a  condition O < a < 1 .  

Dans l a  t h é o r i e  c lass ique ,  l e s  auteurs que nous avons pu l i r e  font  

U 
a p r i o r i  l 'hypothèse - = O ( & ) ;  ce  qui dans no t re  étude correspondrai t  au  cas  R 

t? 
" a tendant vers l ' i n f i n i .  En d ' au t res  termes c e l a  rev ien t  à considérer l e s  

p e t i t s  paramètres E e t  rl comme indépendants. Ces auteurs  obtiennent a l o r s  

pour l e s  déplacements " rée ls"  des expressions de l a  forme : 

n 
O-? l e s  u (i = n,8,z)  sont déterminés par l e s  déplacements des points  de l a  i 

surface  moyenne, i. e .  des ui (0.8 ,? 1. 
1 * 

M i s  à par t  l e  cas a = - ( p  € N , p > 1 )  qui ,  nous l 'avons vu, ne 
P 

pouvait s e  présenter  que pour des pressions l a t é r a l e s  t r è s  p a r t i c u l i è r e s  : 

5 03 O n+i 
, ces conditions s ' é c r i v e n t  p. = 1 (par  exemple dans l e  cas a = 

1 Pi E Y 

n=2 

@+ n O 01 
pi = 1 pi e t  d ' au t res  r e l a t i o n s  ent re  l e s  p. e t  l e u r s  dérivées par 

1 

rapport  à 8 e t  5 )  on ob t i en t  dans not re  cas généra l ,  pour l e s  déplacements 

r é e l s  : 

e t  des expressions analogues pour ii ug e t  ii uZ (en rappelant que l e  

n 
coeff ic ient  de E dans 1 e s t  un polynôme de degré ( n + l )  en p à coef f i c ien t s  



ne dépendant que de 8 e t  < . 
Les résu l ta t s  a in s i  obtenus apparaissent, sauf erreur  de notre par t ,  

d i f férents  de ceux obtenus habituellement, il faudrait  donc peut-être 

u 2 rependre l a  théorie  classique en supposant - = O(€ ), c'e que ~ o u s  envisa- 
' 

R 

geons de t r a i t e r  ultérieurement. 



CONCLUSION GENERALE 

Dans ce mémoire, nous avons commencé à exposer l e s  problèmes 

de l a  Mécanique non l i n é a i r e  des sol ides  déformables e t  l e u r  formulation 

var ia t ionnel le .  Dans l a  seconde pa r t i e ,  nous considérons exclusivement 

des coques cylindriques de révolution,  pour l e sque l les  nous avons é t a b l i  

l e s  équations d ' équ i l ib re  "des résu l t an tes  e t  des moments" à l ' a i d e  de 

procédés techniques d i f fé ren t s .  Nous nous sommes a t tachés  à démontrer de 

façon extrêmement d é t a i l l é e  l 'équivalence logique des divers systèmes 

d' équations a i n s i  obtenus : ( c  . f .  : Remarques II 2 , II 4 ) . Nous avons 

év i t é  d ' é c r i r e  l ' é q u i l i b r e  d'un "élément in f in i t és imal  de coque", é c r i t u r e  

correcte  en substance, mais à l aque l le  personnellement, nous préférons 

une formulation insp i rée  de c e l l e  exposée dans GERMAIN ou TRUESDELL NOLL. 

Ensuite, u t i l i s a n t  l a  l o i  de comportement de l ' é l a s t i c i t é  

l i n é a i r e  homogène e t  isotrope,  nous nous sommes interrogés sur  l e s  r e l a t i ons  

en t re  l e s  approximations usuellement u t i l i s é e s  en théor ie  des coques 

h (développement en puissance de E - - h 
- R e t  ) e t  c e l l e  impliquée par l a  

l o i  de comportement. 

Nous avons é t a b l i  que nécessairement : 

h 3 - l e s  paramètres E = R e t  ri = Sup / IGradx ul 1 é t a i en t  l i é s  par l a  
x€Q 

r e l a t i on  E = O (ria) O < a < 1 . 

- l a  norme du vecteur déplacement u ( r ,  ,z)  é t a i t  majorée par U t e l l e  que 

u ï 
1 +a R = ~  (Tl ) = O  ( E  l+  a) . 
Pour t ou t  a r é e l ,  a € ]0,1[ , mais sous réserve que l e s  formes 

volumiques soient  uniformément bornées (comme par exemple l a  pesanteur) 



on obt ient  pour l e  vecteur déplacement, un développement de l a  forme : 

3 
u ( r ,0 ,  Z,E) = c2 cn t i r  ,O ,z) dont l e s  ternes  sont des polyn6mes 1 
en P à coeff ic ients  dépendant de 8 e t  z , ces coeff ic ients  sont déterminés 

par l e s  charges exercées sur l e s  faces l a t é r a l e s  internes e t  externe de 

l a  coque. 

Les r é s u l t a t s  ci-dessus d i f fé ren t  de ceux des théor ies  usuelles 

par l a  présence d'un l e r  terme en r2, a lo r s  que classiquement on impose 

souvent U = O(€). 

Une comparaison plus approfondie devrai t  ê t r e  f a i t e  d'une par t  

dans l e  cadre des diverses théor ies  exis tantes  (KOITER, NAGHDI, 

BUDIANSKI-SANDERS), d 'autre  par t  dans l e  cadre des théor ies  non l i n é a i r e s  

plus élaborées, e t  peut-être même dans l e  cas des plaques. 

Sur ce dernier  point l e s  travaux de Monsieur LADEVEZE devraient 

nous apporter des éléments de discussion. 
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