S03%46

A4 84 | 50376

ASH 1981

N° d'ordre : 941 154
THESE

présentée a

T'UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE I

pour obtenir le titre de

Docteur de 32me cycle

en

Lo o
«

N i

Yvette RAILLON

QUELQUES REFLEXIONS SUR LA THEORIE DES COQUES CYLINDRIQUES ELASTIQUES.

Soutenue le 17 Décembre 1981 .t la Commission d'examen

Membres du Jury :

Président : M. ZEYTOUNIAN, Professeur, Université de Lille I.
Rapporteur : M. PARSY, Professeur, Université de Lille I.
Membre : M. OUDIN, Professeur, Université de Valenciennes.
Invités : M. THIBAULT, Professeur, Université de Toulouse.

M. DESTUYNDER, Direction Etudes et RecherchesE.D.F.



Cette &tude doit 1'existence a Monsieur le
Professeur PARSY; je le remercie vivement de m'avoir incitée a
entreprendre ce travail et de m'avoir soutenue au cours de mes
recherches de ses conseils et de sa sollicitude. Qu'il me soit
permis de lul exprimer ma profonde gratitude pour sa direction
slire et efficace.

Je remercie Monsieur le Professeur ZEYTOUNIAN
d'avoir accepté de présider la soutenance et Messieurs les Professeurs
OUDIN et DESTUYNDER d4'avoir consenti & juger mon travail et a parti-

ciper au jury. Qu'ils trouvent ici 1'expression de toute ma gratitude.

J'exprime dgalement ma sinclre reconnaissance &
Monsieur le Professeur THIBAULT de m'avoir fait l'honneur de s'intéresser
a4 mes.travaux et d'avoir effectué un long déplacement pour écouter mon
exposé.

Je tiens enfin 3 remercier Madame PETIAUX qui a
dactylographié mon manuscrit avec minutie et le service de reprographie
de 1'U.E.R. de Mathématiques Pures et Appliquées qui s'est chargé de

1'impression du document.



i1

TABLE DES MATIERES

pages
I. INTRODUCTION v'viieiiineenrnnncnnncns et etseerr et v
CHAPITRE 1 : RAPPELS DE MECANIQUE DES SOLIDES DEFORMABLES......... 1
A. Aspects gOMELTIQUES «evrvivruenrnnnnansonansosens 1
T. HYPOTHESES GENERALES .t vt ieiniriineoneraonnssonsosnssosssnancns 1
1) Cadre de 1'8tUAE vvuevrerenrnsesrasneussonsnsnsssssnsnnsnsns 1
2) Cas de coordonnées curvilignes Sur £ ....eveeennrrneenennasn 3
APPLICATIONS
1) Etude des premiéres formes fondamentales ds2 (respectivement
sur T et T@(x)) ........................................... 5
2) Calcul de 1'élément de volume AEfOrmé ......cevevevenonenann 8
3) Calcul de 1'élément de surface d&formée ......civevveeeeesss 8
4) Conservation de la masse - Variation de la densité ......... 11
TI. TENSEUR DES DEFORMATIONS . iviiiiiieieeinneenesneaasosionannns 14
. t -5
1) Expression des vecteurs gi(x) en £ de gi(x) et des symboles
de ChriStofTel tveiiveeoenassssesssssnssnsssnsssssssnesconns 14
2) Tenseur des déformations [yl ....viveieiannn. Cereereeaaa 16

3) Déplacement Tigide «uveevivrernrrnrenerneraeaenrnensnannnnns 21



III

TTT. CONDITIONS DE COMPATIBLLITE «.vomvsacssnsusvasons vussossaa

Vo CAE TINBALITE < s 5o sisiesoe s siossosssssssssesiossssensisss

D, 085 NoH LINCEIIE o165 5050615 08 5 %650 0s 051 era) 5 snsiie o o) st a1 sisiaks ot

B. Aspects mMECANiQUES ..vvevernrnenrnrncneencnnsasnnan,

1. LES EOQUATIONS D'EQUILTBRE ..cssssanvsansssnossbosnaesrnennses

1) PriNCIPE «evenveneoneeenoneaneseneensenssasesennnesnnsns

2) Equations d'équilibre dans la configuration initiale

(non déformée) ........ R M s B T e e e e e o

3) Nature des forces appliquées 3 © +vvvvvrrrnreneenennnns

IT. LES LOIS DE COMPORTEMENT - FORMULATION VARIATIONNELLE ......

1) Les 1ois de COMPOTteEmMENnt «uvveeeeeeeeneneeneenoeneennnns
2) Formulation variationnelle ..eeeeeeeeeeeeseeessennsannas

DEMONSTLAETEOTL w5 oc 455165 v oo momisin o s oeoimmenias e ssmes s eaessss

CHAPITRE 11 : EQUATIONS D'EQUILIBRE DES COQUES CYLINDRIQUES ....

L, RAPPELS MATHEMATIOUES .vncuvns conmsnnsssssaanssnsonksadessons

1) Coordonnées curvilignes OrthOZONAlES «.veeeseeeenensenns

2) Expression d'un certain nombre d'opérateurs classiques
utilisés dans la suite de la r2daction (en coordonnées

eurvilignes OFTHOEONELER) < vmsamsbisnnesnsss aidssssoesse

28

28

33

Lo

L2

L3

Ly
49

54

54
24
o



Iv

TT. EQUATTONS D'EQUILIBRE .v\uviruneroenncnneornnsnonnccasasens,

1.

Equation d'équilibre des résultantes ............... e

Lemme fondamental ...ceeceeressssssasssanesss e e e

2. Remarques autres démarches pour &tablir 1'équation
d'équilibre des résultantes ...ecvvevesanens e ereeeeeeans
Détail des calceuls .veervroensns e erereeneeaan et

3. Equation d'équilibre des moments seveeveneceenceannas e

4. Remarques

a) Autres démarches pour établir 1'équation des moments
) Détail des calcULS sveveverecnaronnnns ettt areneraeans

¢) Equivalence des systémes d'équations obtenues a partir

des méthodes différentes envisagées précédemment .....

I17. CONDITIONS AUX BORDS DE C (2 = 0 et z = £).

1.

Conditions ramenées aux '"cercles moyens'" définis par ..

{r=R; z=0} et {r =R; z = 4£}.
a) Conditions sur les Tésultantes ...eeeeeneeeeeonneennss

b) Les conditions sur les moments ...... et sttt

1V. DEVELOPPEMENTS ASYMPTOTIQUES DES SOLUTIONS DU SYSTEME

DIFFERENTIEL DE NAVIER o iiriiniinnennnnnnnnnnns et
1. Gradient d'un VeCteur «...vvsevenneecnans e eees it
2. Définition du tenseur des taux de déformations (g) ......
3. Equations de Navier dimensionnellesS «..veeveeeoresoeesens
4. Equations de Navier adimensionnelles ......eceveeeneenn..
5. Développement asymptotique des fonctions (ar, ﬁe, Ez)..

- CONCLUSTON GENERALE .....

Intégration du systéme de Navier & partir des développe-
ments asymptotiques des fonctions ﬁi(p,G,C,E) par rapport

R et

BIBLIOGRAPHIE .uvvvtiiiinniitiiinttenennnnnnestacasoneccanns

Th
Th

78

82
83

90

92

92

ok

96

96
97

99
101

108

120
1y

146



INTRODUCTION

L'objet de ce mémoire est 1'étude dans un contexte tridimensionnel
des équations qui régissent le comportement des coques cylindriques, élastiques.
Aprés avoir consulté les ouvrages et articles cités dans la bibliographie, il
nous est apparu que leurs auteurs faisaient des approximations diverses et
nous avons été amenés i faire les observations suivantes
. Les &quations d'équilibre étant considérées comme acquises, on leur adjoint

les lois de comportement qui, de maniére générale, sont considérées comme
des approximations linfaires de lois plus générales concernant les matériaux
dits simples. Si 1'on définit n comme la borne supérieure sur le solide

de la norme du gradient du vecteur déplacement, la loi de 1'Elasticité
lindaire homogéne et isotrope apparait alors comme une théorie approchée

2
"3 n° prés".

. Cette observation serait peut-&tre encore valable dans le cas ol 1l'on
utiliserait le tenseur non linéarisé [y} des déformations.
Ensuite interviennent en général deux "petits paramétres"
_h _h Ny . C o
€ =3 et § = 7 od h désigne la demi-épalsseur de la coque, R son rayon
moyen et £ sa longueur. Dans la théorie des membranes notamment
(cas € = €, § ) les équations d'équilibre et les relations contrainte-défor-
mation sont écrites en utilisant des notations adimensionnelles et en

faisant a priori les hypoth&ses suivantes

- le déplacement maximal U est de l'ordre de h (i.e. % = 0(g) ).

]
m~1
1
(@]
—

m
~—
~—

- la contrainte maximale Z est de l'ordre de %g (i.

>
et le vecteur-déplacement u(p,G,s,g) est recherché sous la forme
[0

TI(Q,G,E,C) = z €
n=0

>n . . s . . g
?p,8,2) (implicitement on devrait avoir u®(p,8,z)= 0).



VI

En fait, ces théories classiques, dont la plupart utilisent
les hypothdses de LOVE-KIRCHOFF, établissent mais de maniére non explicite
une comparaison entre les paramétres.

=3
u(M)) est le vecteur

En effet, si B! = 4 (P) (resp. e
déplacement d'un point P de la surface moyenne w de la coque (resp. le
déplacement du point M de la coque défini par : M =P + xq N(P) ol N(P)
unitaire normal en P 3 w , |x3] < h) et si ﬁ(P') désigne le vecteur normal
en P' & la déformée w' de w, les hypothéses de Lofe—Kirchoff signifient

que : P'M' = x N (P')ce qui entraine :

3
S(l1ue) 2, W

M) = u(e) + x, (N (P1)-N(P)) = u(P) + x craa N (U(P) +
X2
ce qui méne aux formules classiques €(M) = €(P) - x, K(P) + o(—g.n )

3
R
e(M) = %-(GradM a o+ ?GradM E) et K(P) est le tenseur de courbure de w en P
) x5 > . 1/2 .
sous réserve que l'on ait 2N = o(n%) soit € = 0(n '7) ce qui

R

correspond a4 la valeur particuliére a = = de nos observations.

=

A notre connaissance seuls Messieurs F. JOHN (c.f. [1] )
et LADEVEZE ont fait intervenir l'approximation en loi de comportement.

F. JOHN prend en considération parmi "les petits paramétres"
celui que nous notons T remarquant que, vraisemblablement, la théorie
générale des systémes d'équation elliptique doit permettre son évaluation
en fonction des charges appliquées. F. JOHN utilise également le paramétre
£ = %’ mais le parametre %- ol D désigne la distance d'un point quelconque,
au bord de la coque (ceci en vue des phénoménes de couche limite).

P. LADEVEZE, lui, construit & partir de la solution du probléme
bidimensionnel (correspondant & € = 0) une solution a qui vérifie les

équations tridimensionnelles et satisfait 3 une approximation quadratique

en loi de comportement.



VII

La démarche que nous avons suivie au chapitre II est différente
puisque notre point de départ est le moddle tridimensionnel et que nous
prenons en compte 1l'approximation impliquée par la loi de comportement
(on remarquera que dans le cas particulier des coques cylindriques de révo-
lution € = %-est un paramétre "global" alors que pour des coques générales
il ne représente qu'un paramétre "local'').

Chronologiquement le chapitre II a &été rédigé le premier; la
rédaction de ce dernier terminée, Monsieur PARSY nous a conseillé compte
tenu des travaux de CIARLET, DESTUYNDER et de l'article général de NAGHDI
(Handbuchder Physik) de reprendre le probldme essentiel évoqué dans le
chapitre II et de se placer dans le cadre général des granés déplacements
et petites déformations des solides &lastiques. Nous avons donc été amenés
d rédiger le Chapitre I qui est un essai de synthdse trés détaillé (trop

eut &tre pour les spécialistes ?) sur la Mécanique non lindaire des solides
déformables.

Dans la conclusion du Chapitre I nous expliquons les raisons pour

lesquelles nous n'avons pas inclus dans ce mémoire, la formulation variation-

nelle pour les coques et les méthodes asymptotiques.



CHAPITRE 1

RAPPELS DE MECANIQUE DES SOLIDES DEFORMABLES

A Aspects géométriques

1 - HYPOTHESES GENERALES

1) Cadne de £'étude

Soit un milieu continu occupant un domaine  de E3 : (E3 espace

affine euclidien orienté de dimension 3), rapporté a4 un repére orthonormal

(03 ;1, 22, 23), de frontidre 30, de point générique x, & l'instant t = O .

Q représente la "position initiale” (ou "non déformée™) du solice

. ] ) . >
déformable considéré. Sous l'action de forces, (1) de densité surfacique F_,
-

> P - ~
appliguées 3 une partie (3Q)F de 20 (un champ de déplacement uy €tant Imposé

sur la partie (SQu) complémentaire de (BQ)F dans 3Q).

(2) ée densité volumique T appliquées 3 2 le "solide"Q subit une "déFormacion

caraciérisée par une application ¢ d&finie comme suit

- +

J v xR — E3
(x,t) — X
On pose .

> —

X =o(x,t) = x + u(x,t) pour x € @ et t >0
> > >

u (x,t) = ui(xft) e; ( eE3)

> - .
ol u(x,t) représente le vecteur déplacement du point x 3 1'instant t,

>
donc un élément de E3, espace vectoriel associé 3 1l'espace affine EB;

>
(on a alors de fagon évident E(X,O) = 02 soit | x = ¢ (x,0)

3




Deginition A.T.1.

1

% (xl, X5 x3) et t sont les variables de Lagrange

X (X1, X5 X3) et t sont les variables d'Euler.

Le principe de non impénétrabilité de la matiére postulé en Mécanique nécessite

que ¢ soit, pour tout instant t, un difféomorphisme global de Q sur o (2;t)

et que ¢ préserve l'orientation. Dans 1'espace E, muni du repére orthonormal

3

(0;21;22;23) on définit pour tout x de @ et tout t de R+ les vecteurs

‘ 29 . -
A.I.1.2 G.(x) = ,5-41 (x,t) e. 1153
1 ax, J
15 j<5 3

>
n

Soit en notation abrégée en posant 9. = 2 3 G. 3. ¢.(x,t)g. 1 <1 g¢23
: 1 axi 1 1] J

Les hypothéses faites sur ¢ entrainent que, pour tout point x de @ , ces 2
vecteurs ai(x) sont lindairement indépendants et par conséquent que 1'espace
tangent 3 la variété ¢ (Q) au point X = ¢ (x,t), c'est-28-dire l'espace
vectoriel engendré par les vecteurs Ei(x) est de dimension 3 (et peut &tre
)

ainsi identifié & R”). Ceci revient i dire que la matrice dont 1'élément

de la i°™€ ligne et-de la ;¢ colonne est 3%— ¢i(x), qui représente
. et > > >
1l'application linéaire tangente D ¢(x) dans la base (e1,e2,e3) est une

matrice inversible. D'autre part le fait que ¢ conserve l'orientation se

traduit par la condition

9.

J(x) = Dét (D ¢(x)) = Dét (5)-(% (x)) >0 Vxe a
; .

Remargue A.I.7.Réciproquement la condition J(x) > O entraine que, Localement,

¢ est un difféomorphisme et préserve l'orientation, mais cette seule

-hypothése est insuffisante pour obtenir un résultat d'inversibilité globale.



2) Cas de coondonnies cwwilignes sur Q

Q est dit muni d'un systéme de coordonnées curvilignes

(¢, i € {1, 2, 3}) s'il existe un difféomorphisme ¥ d'un ouvert w de

R3 sur 2 tel que :

A.T.2.1. £ = (g1, 52, 53)6 W hd

>x = ¥ (g) € @ vérifiant
¥ (3w) D 3n

L'exemple suivant d'une coque cylindrique de révolution d'axe Ox3, de
longueur 2L, épaisseur 2h et de rayon moyen R, sera étudié plus particulié-

rement dans la suite de ce travail : (fig. 1).

FIGURE 1



x =Y (E) est défini par X, = £1c:s£?;x2 = 51 sin 52; Xg = g3

ot g =(¢', 6%, £9)€ wavec v = | R-h, Ren [x1 0,21 [x] =L, +L [
(1'hypothése usuelle ol h est trés petit devant R; h << R; assure que Y
est un difféomorphisme de w sur ¥ (w) car le Jacobien du changement
de coordcnnées est 51(51 > 0 car 51 JR-h, R+hl[).

On a Jw =

dw. avec
. i
1

1

It S o

]

dw, {R-n} x [0,27] x [-L,L] ¢ du, = {R+h} x [0,27] x [-L,L]

3(.03 [R-h,R+n] [0,27x {-L} ; dw), = [R-h,R+h] x [0,2 w}x {L}

Jw

I

. [R-h,R+h] x {0} x [-L,L]; dug = [R-h,R+hIx {2n} x [-L,L]

b " 6
et 32 =) voow) =v (U ) e U v
i=1 i=1

3=1

Si g est une fonction de @ dans R, on lui associe la fonction g = g o ¥

de w dans R, 27 - périodique en 52, (définie sur [R-h, R+al x [0,27]x[-L,L]l= w

En tout point x de §, on définit la base "naturelle" covariante {Ei(x);

151 g 3lpar

av.
A. L2224 —é.(X) = —d —e>. 153¢3
A 9k . J
i
éme Sme awj
La matrice dont 1'é1ément de la i ligne et de la j = colonne est ( )
' i
¥ e . ; $ % ] =% g
qui représente 1l'application linéaire d¥ (&) dans la base (e1, €55 e3) est

inversible et son déterminant noté j(£) sera supposé > O . Les vecteurs Ei(x)

forment donc une base (directe) de 1'espace vectoriel tangent T, d& la variété

Q@ =Y (w) au point x .
2(Q) = (¢ o ¥ ) (w) est aussi munie des coordonnées (E') et en

tout point X = ¢ (x,t) de ¢ (R) l'espace tangent T, d la variété ¢ (Q) est



engendré par les vecteurs
p

— 3o ovy, 3
- d 2

. o .
I.2.3. G.(X) = e, = — = ; soit encore
— '3Wk 3d . 5 awk
puisque x, = ¥, (¢) G, (x) = 9E, ox, 3 8E i (X)
—_> BWk
G. (X) 3. Gy (x) 15isg3
* 1<ksg3

APPLICATIONS

1} Etude des premidhres forres fondamentales d32 (nespectivement sur Tx et TQ(;))
a)
., 3 . : >
Soit £ € R™ tel que si E€w alors & + 7 €Euw . La formule des

accroissements finis montre que :

> —
-> oY > -> -> -> ->
AT.2.1. y(g+T) - () = ¢ =7+ O(1ED = o g (x) + 0 (JIT]])
—1- | 3E
d'oll (.,.) et ||.|| désignant respectivement le produit scalaire euclidien
sur R3 et la norme associée,
> >2 >112
A.I.2.1. e(e+2) - ¥(e) || = g..(x) z. 2. + 0 (||2]]%) od
o ij i
A.L1.2.1
._3_
oy, 3y
_ > _ k k .
gij(X) = (gi(X)-gj(X)) "%, e x = y(g) €Q 1s1i¢3
15§<3

sont les composantes (covariantes) du tenseur métrique de @ . La formule
A.T1.2.1.3 permet de définir la premiére forme (quadratique) fondamentale ou

2 . .
ds” définie sur l'ouvert w par :



A.I.2.1. |as® = 2% agt agd ce qui signifie la chose suivante :
)

L'espace tangent Tx d Q au point x &tant canoniquement isomorphe

3

{x} xR, on associe & tout vecteur ;x = (x,n)€ {x}XR3 de cet espace tangent

la quantité :

b e S
B

2 > . i <l i .
ds (nx) = gij(x) nn (E R) on n,=n gi(x) 1¢1i ¢ 3

La premiére forme quadratique fondamentale de Q@ est définie positive

=)
en tout point x de @ puisque les vecteurs gi(x) sont linéairement indépendants

et que la forme bilinfaire associée :

A.T:2.1.
—-6—-
l_2 > > s _ 1 > J = B 1]
as® (Rof,) = () = (0 &i(x).e? ;) = gy (x) n' ¢

est induite sur Tx par le produit scalaire euclidien usuel.

-

b) De méme, la premiére forme fondamentale de la variété ¢(Q) est définie

> >
d partir de la forme bilindaire qui, & tout couple de vecteurs nX’ CX de

~

1'espace tangent TX en X =%(x) & ¢ (Q) associe le nombre réel :

AL, 2.1
_'T-..
2 5 & > > i > > J
5 L= . = G. N = 1
ds g (nX,CX) (nX CX) (nX Gl(X) o JJ(X)) GlJ(X) nX oy
On a donc
A.I.2.1.
8- :
> _ i _J < * 1 .
dsy (nx) : (x) Ny n¥] ol =Ny éi(X) 1<¢1 g3 et




Le tenseur métrique de ¢ (Q), Gij(x)’ peut €tre considéré comme

défini sur 1l'espace tangent Tx en x € Q par :

5 B‘i’k B‘i’z . .

A.T.2.1. d§® = sz‘x) — - agt agd compte tenu de :

-9— : ag 353

N N Y Y 2¥, 30,
A.T.2.1. G, .(X) = (G.(X).G.(X)) = (77 G (x).77= G,(x)) = = 75 G p(x)
9E . 9. 4 3g. ot. kL

_i0- 13 1 J El K gJ 51 gJ

d'ou
¥ ¥ . .
2 -> _ K _Z Jo_ i»> > j-> >
ds (n ,g,) = Gyplx) o, n i 2 = Gplx) (n” gy.e)(t €; ep)
= Gpp(x) (e )T ep) | = (0" G, ? G

c) Calcul de la longueur d'une courbe déformée (d'une courbe donnée).
Soit T un arc de courbe de classe ¢’ de @ c'est-a-dire 1'image par une

application de classe C1 d'un intervalle de R.

T : [to,t1J CR—> Q. La longueur de ' est par définition donnée par :

t
L(T) = J o) | at

t
o]

f peut &tre définie par 1'intermédiaire d'une application £ : [Po,t11-——> w

[t..t,] e g

> x=f(t) = (Yo E) (t) alors

t
f= Yo & et L(l = J ! /fig..(g(t) Ei(t) Ej(t) at

La longueur de l'arc déformé de T , ¢ (T) est alors donnée par



t
L(e(r)) = J " (e o £) (t)] |at = j /G £(t)£( t)f'(t) dt =

t
o}
t / v, oY,
l G; ;(e(t)) & adk (£(t) gi(t) gp(t) at

o

2) Caleuwl de L£'elément de volume dé4ormé

Pour tout x de @ , 1'élément de volume "déformé"dV(x) au point

X =0 (x,t) de ¢ (2) sSe déduit de 1'élément de volume dv(x) par :

2

<

»
|

= [[’61(x).(32(x) A 6_362)]] av(x) = [:Dét (Do (x)] v {x)

!J(x) lav(x
Si 1'on pose G(x) = Dét(G (x)) - Dét [(aj <I>k(x).r( aK¢i(x).)]= Dét fDCI)(x)oDCP(x)]-

alors G(x) = J2(x) soit encore la relation

£.1.2.8. avix) = v G(x) dv(x)
_1_

Comme Q et ¢ (Q) sont munis des coordonn€es curvilignes (El) on a également

A.T.2.2. | av(x) = j(g) dv () (avec 52(5)_ = dét (gij) = g(g) )

=0 av(x) vG(x) g(g) av (&)

[}

3) Caleul de £'élément de surface déformée

Soit (S) une surface de R3, difféomorphe & un ouvert de R2, telle

. . -
qu'en tout point x de (S) existe un vecteur normal unitaire N(x).




Si do(x) désigne la mesure induite sur (S) par la mesure de Lebesgue

3

de R” ¢cn a :

Si x = x(u,v) = X3 (u,v) gi appartient & (S) ((u,v) € O ouvert de R°

auquel (S) est difféomorphe).

sur Q

%
A P } du dv

-~ - . - >
et en X = ¢(x) appartenant & ¢(S) munie du vecteur unitaire normal n(X)
et de la mesure induite dI (X).
— —
= 3d , 3d
. y = (32,20 .
n(x) 4r (X) (au 7 ) du av
-> >
> dX. -> 9x.
or ;3% _ 12 X _ a3
Ju su 1 v IV 7J
> > 99X 9x. o d X
XS S W U T B I
5 - 3x, au _ au Ui dememe o= Gy
Soit
N N 8xi 3x. 5
.I.2-3' = € .. — =
N(x) do(x) (vle ™ 3;1 ) e, du dv = N_ do(x) e
-1- N N > axi 9X .
n{X) dr (X) = (Gi A Gj) 5 g;i du dv  ou encore
o9d, 39 9Ix. 93X.
> > £ m 1 J
m A2(X) ey = e (eyp, 2x; ax; du BV J Qu av

Compte tenu de 1l'identité
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BQE 8¢m ad._ .
€ ip Det[ DQ(xi] = € fm 3Xi ij Bxp et en multipliant les deux

99

membres de la 3e équation A.I.2.3-1-par szg on obtient
8¢k 3xi 0X.
no oo dr(x) = Eijp dét (po(x)) 557'5;1' du dv ; soit en utilisant la

piremiére équation de A.I.2.3-1-

A.I.2.3.
3¢k

n, 5;; dr (X)=dét (D¢ (x)) Np do(x) = vp dr (X)

A ce stade, il est utile d'introduire le vecteur

I.2.3s 3%
3 ox) =v_ 2 =n £ 2 = Tpe(x)(nx)) i est 13
vix) = vp ep = 57 ep = x)(n(x gul est normal a
(S) en x
En effet désignons par ? un vecteur de 1'espace tangent en x

a (S) on a dene :

(v(x).7) n(x)).T

(7 pe(x)(n(X))

) = (a(¥).pe_(7) ) .

5 . s
Oor DQX(T) est un vecteur de 1'espace tangent en X = ¢(x) & ¢(S) et n(X)
est le vecteur unitaire normal en X & ¢ (S). Ces deux vecteurs étant
. e —r . ’
orthogonaux, on obtient (v(x).T) = 0 et V (x) apparait donc comme un vecteunr

normal en X = ¢ (x) & o (8).

—_
v (x) et N(x) &tant colinéaires et vu que ¢ conserve l'orientation les

— e A "
vecteurs v(x) et N(x) ont méme sens. Soit

ﬁT;) =.*SE§I__

[1VG |
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D'autre part d'aprés A.I.2.3-2-

_ do —
Vx) 4T (X) = Dét [D @(x)] N(x) do(x) = Dét [Do(x)] ) v(x)

NG
Soit
an(x) = <2l 45(x)
|v(x) ||

4) Conservation de £a masse - Variation de La densite

On rappelle les résultats suivants
Pour tout x de Q, 1'élément de volume "déformé" daV(x) au point

= ¢(x,t) de ¢(Q,t) se déduit de 1'élément de volume dv(x) par

av(x)

i}

| &,(x). (G,(x) A G3(£>| dv(x)

av(x)

lDét (D¢ (x))]| av(x) = !J(x)l dv(x)

Si 1'on pose

( -+ -

AT.2.0. (0= G606 =
_1_
Soit

1) i J k
A-12_2 4 G(x) (Gij(x)) = Dét [(33 o (x)) 5 K @ (x)] [D@ D@(xw
Soit
G(x) = Jg(x) d'ol la relation
A.T.2.4. av(x) = YGlx) av(x)
...3...

Soit alors po(x) la densité volunique de masse au point x de Q et p(x,t) la
densité de masse au point X = ¢(x,t) de ¢(Q,t). La loi de conservation de

la masse d'un volume vy de Q que l'on suit dans la déformation s'éerit,

en variables de hagrange :
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'VvoC Q J po(x) av(x) = J p(x,t) dv(x) = J p (x,t) vG(x) av(x)

vy ¢(vo) | v

D'ou ponctuellement

A.1.2.4.
= p (x,t) Y 6(x) = p (x)

Remarque I.2. Si 1l'on avait utilisé les variables d' Euler, on aurait

€té amené & traduire la loi de conservation de la masse par : VVCQ

g_t J p(X,t) dv(X)| =0 Soit en tenant compte de l'application ¢
o(v,t)

4 o [e(x) t].J(x t) dv(x)| =0 ou encore

dt 3 9
v

. I [(g—z + g—?{—; d_i. <bi(x,t) ka,t) + 0 (o(x),t) é‘g J(x,t)jl dv(x) = ©
v .

Calcul intermédiaire de 4

fv\/vvm/\/\/\/vwwvwvvwv\/\,dtm J(x,t)= D&t (Do (x)) =

-pét(*pe (x))

Tout d'abord du fait que x; = ¢i(x,0) les x; me dépendent pas du temps

donc lorsqu'on explicite le calcul de .1 J(x,t) il vient :

dt
_a_(a¢>1 ) 3<I>2 3<I>3 3451 B (3@2) 8<I>3
ot Bx1 Sx1 Z)x1 ax1 ot Bx1 3x]
%J(x,t)—; %?(:451 ) 2¢2 Z¢3 N 3@1 _,% (3<b2)?34>3
x2 x2 x2 ax2 9 3x2 3x2
§_(N1) 34>2 8<1>3 84>1 3 a¢2) 8<I>3
2
% 3x3 3x3 ax3 8x3 ot 3x3 8x3
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8¢1 3@2 3 (3®3 )
9x, 8xy 3t Tox, , 90, , 0.
. . 98 (__Jd = _9_
en utilisant le fait que 3 (ax. ) ax, (§€1)
+ 3@1 3@2 JL_(3¢3 ) 9d.
0x, 3x, 3t 3x, et en posant Uj = SEJ-(x,t)
on obtient
3¢1 3@2 3 (3®3 )
8x3 8x3 ot 8x3
3U1 3@2 8®3 3¢1 3U2 3¢3 3¢1 3¢2 3U3
Sx1 ax1 Bx1 3x1 ax1 ax1 ax1 3x1 Bx1
4 3U1 3¢2 3¢3 B¢1 3U2 3¢3 301 3@2 8U3
at Tt) = e T 1T S e 3 | 3%, 3x. ox
Xp oFp oX Xp Xy Xy Xp Xy %5
3U1 3 o 3¢3 3¢1 8U2 8¢3 3@1 29 3U3
° 97 9 P "3 9 ] 0 3
Xy 9%g 3x Xy 3x, 3xg xg x5 3xg
Soit en notation abrégée :
_ D(U1,¢2,¢3) D(<1>1,U2,¢>3) D(¢1,¢2,U3)
at J(x,t) = D(x,,X,.,X.) + D(x.,%X,.,X.) D(x, 4X.,X.)
1’ 29 3 13 2, 3 13 2! 3
- D(U,,%,,%.) D(U,,%,_,0.) D(®,,%,,0.) D(U,,0,_,9.)
° 1°°2°°37 127273 1772737 _ 17273 J(X,t)

r - = x =
D(x1,X2,x3) D(®1,®2,®3) D(x1,x2,x3) D(®1,@2,@3)

De plus 3y
— 9 0
D(U1,¢2,¢3) 8@1 aU1 U
D(®1,¢2,®3) o = 56: =35 (de méme pour les deux autres
déterminants).
0 1
a 3U1 3U2 -oU .
Finalement s J(x,t) = %, + 3, + 8X3) J(x,t) = divy (U).J(x,%)
> >
avec U = U, e.
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En reportant dans 1'identité précédente :

3 3 da .
J L?% + Eg?qa 2. (x,8) + p(X,t) dle(U)] J(x,t) av(x) =0

v

Soit encore en revenant a @ (v)

% .3 3 . 5 )
j [at + ox; . = @i(x,t) + p(X,t) divy (Ui] av(x) = 0
¥(v)

9p . 9p c > B 3 5 =k -
J [ét + ax; U, + p(X,t) dle(U{] dv(x) = 0 or 5%; U, = grad, o (X,t).U
ov)

j E%% + grad, p(X,t).0 + p(X,t) divx(ﬁ)] av(x) =0
®v)

ce qui donne finalement puisque 1l'intégrale ci-dessus a été €crite pour tout

volume de v de &

A.T.2.k.

_c_ 3p . EY o
5 ¥ + dle (pU) 0

11 - TENSEUR DES DEFORMATIONS

1 En I.1.2. on a introduit le vecteur déplacement du poiﬁt x de

. -+ y .
A.II.1.1. u(x,t) = w (x,t) gi = ud(g) gj(x) 1Tsj<3; 1¢ Kg3
30y
On a donc 1'égalité (vu que gjfx) e ei)
J
Blbk : J

A.II.1.2. [w(x) = —a-g—.uj»(g) s x =y (8) 3 |Ud(e) = —g—i—— (u, 0 ¥) (€)
i | k
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Sur Q, en vertu deA.I.1.2.si 1'on utilise les donndes cart@siennes
( ) puis o (x) e e +u e btient :
x1,x2,x3 puisque ¢ (x) e =3x e + u e on obtient :

ad ?
—

Y%\ . . _p
. —_— . = 6., + §.
ek (6lk+ i, )ek s0it en notation abrégée 31 o le 8, W

3
j (2065 it 85t ey (85946508 p=(85, 46,0 ) (6 5,46 5wy )
ij(x) = 613 + 8 uj + 3. u. + 3 w aj u
Si 1l'on tient compte des coordonndes curvilignes (El)A I.1.2
stéerit :
AIL 1.4 X = (o) (£) = y(£)+U2 (&) gJ( ) d'oll en introduisant Les symboles
‘de Christodfel rli‘j par -
% 3%y K
g
aanrs. Lo pog ooy pfa B B0 ok
2 J N N ji
] 3 N > 3 > aUk J ->
G, (X)= — (éow,j(g)ef —3 bt ——;— gk(x)+U (g) % i3 g, (x)
3k J g 1
\ 4/
~
G.(X) = g (%) : + iU—k.—+ e, UJ)g )
1 : 1 1] k
ag
D'oll
k- ~
ATI.1.6. 6, (X) = g, (x) + (D a) g, ou
> ko >k BUk ko
AIL1.74 DB, uw= (D, u) & 3 (D, 0)" ==+ +T . U
i i i Bl i
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2 - TENSEUR DES DEFORMATIONS

La déformation de 2 en ¢ (2) se traduit par le fait que la
distance de deux points x, y de @ est différente de celle de leurs images
¢(x), ¢ (y) dans ¢ (Q). Au lieu d'étudier la fonction ||§(y)—¢(x)||—||y—x||
- pour tout (x,y) de 52 il semble plus éisé d'étudier 1'applicgtion % au
voisinage de tout point x de @ g'est—é—dire d'étudier 1'"écart" de
1l'application linéaire tangente Dé(x), &lément de L (Tx’Té(x))’ i une
isométrie (ou application linfaire orthogonale).

En effet, si ¢ (x,t) = c(t) + Q(t).x avec Q(t)t Q(t) = IIE alors

3
Dt ¢ (x) = Q(t) est une isométrie.

REMARQUE T.3. Il est intéressant de se préoccuper du probiémg réciproque
suivant : dans quelle mesure, si D®(x) est orthogonale en tout point x de R
pourra-t-on en conclure que :

» (x,t) = c(t) + Q(t).x ol Q(t) Q(t) =13 ?
i _ 3

. La conclusion est immédiate si D®{x) est en fait indépendante de x dans Q.
Dans le cas ol Dp(x) est orthogonale pour tout x de Q(mais dépend & priori
du point x de © considéré), pour qu'il n'y ait pas de déformation, ciest

a dife paur que l'on puisse écrire

o(x,t) = c(t) + Q(t).x  ou Q)® Q) = Iy
g

il faut et il suffit que les fonctions ¢i(1s i ¢ 3) définies par :
X=0¢ (x) = X5 gi = ¢i(x) gi soient des fonctions linéaires affines de
Xqs xg, x3 . En d'autres termes cela revient & dire que le tenseur de

courbure de ¢ () muni des coordonnées (x.) soit nul.

171=1,2,3



Nous reviendrons sur ce dernier point lors de 1'étude d'un

7

paragraphe ultérieur intitulé "Conditions de compatibilité":

Le tenseur des déformations de GREEN~LAGRANGE s'introduit

naturellement dds lors que l'on étudie:l'écart de D & une isométrie. On

dtudie la forme bilindaire suivante, définie sur T_(Q) par :

I1.2.1.

=

N =

=

> >
YX(X,Y)

qui est nulle si D¢

1
> [(D@X(x).

est une isométrie |

deux fois covariant, symétri ue, défini ér la forme bilinéaire
s s

(X,Y) € Ti(ﬂ)

x €Q

Par définition, le tenseur des déformations en x de  est le

-> 7 > -> 3 o .
.En effet si X = X* gi(x),Y = YJ<§j(x) A II.2.1. s'eécrit

1 [tme, 0 By mo e 5 - o &G0 BT ) |

%
3y 9y, 3% 39

981 aed % 9%

r‘ A~
3y 3y
k > £ >

¢ (—r Do (—— - g..
L(D x<351 ek); D x(agJ eg)) -~ g;5(€) —
ra‘b aw -

k "L > >
—= —= (Do . o - g..
B (Do (e, ).D2_(e,)) gla(a)
Py, 3y, 30 3b

1.3 'ox ©r° ox es) - gi’(g)
k] K g I

= 1yl oyl
glJ(g) - X Y

n

d(doy)r

art

3(¢oy) r
agd
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1}

1 r

Lt yd | Rloow) 3 | 2(eou)
i 13 'agJ

s 2,) - g;5(e)

O . .| W a1 I i
T =L N i4d . . .
A.II.2.2. Y(X,Y) =3 [?ij(g) gij(ii] XY soit, si 1'on

; . +1 : . . >
introduit la base {g } contravariante associée & la base covariante {gi}

c'est-a-dire telle que

A L. 2.3 —é .
et que 1'on définit 1la formé bilinéaire gi<8 Ej par
A.II.2.L4. ’g’i ® gj (X,Y) = Xi-yj

le tenseur y s'éerit alors

A.II.2.5. ¥ = YlJ gl® EJ ol compte tenu de A.IT.1.6 et A.I1.1.7
oo =2 | (G + (0, DEE).R. + 0, DY E,))-(2..2.)| soit encore
1) 2 1 L k J J L 179

BIL.2.6.

YiJ<u) =2 [glﬂ(DJ u)+ gjk(Di ) o+ gkz(Di u) (DJ u)]
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REMARQUE A.T.35i les coordonnées (£') sont onthogonales, c'est-a-dire si

gij =0 pour i # j, A.II.2.6 s'écrit

A.II.2.7.

—

> - C > 1 . >3 3 . > > >
vi5 @ = 1E 170y D5 1E Py 7+ ) 11§ 1Py Do, ol

(formule ol 1l'on a utilisé le symbole £ au lieu de la convention d'Einstein

pour souligner le fait qu'il n'y a pas sommation sur i et j).

DANS LE CAS DE LA COQUE CYLINDRIQUE 1.3., on a

> 2++
e1 cos £ 32

1]

A.II.2.8. E1 sin 52 "g2 = g1(—g1 sin 52 + 22 cos 52);

23 = 23 les coordonnées curvilignés (El) sont orthogonales,
> 2 2 L > 12 |, 142
e 117 = Tlegl1™ = 1, [lg,[17 = ()7 or
a—r 3; 3—*
g g
A.II.2.9. __1=3,__%=1_1_—g*2.’___]3_=3
23 9E a ag
38, =, g Y 3. dg. 98
€y By &y 1»,52_3 83 %83 983
AT T T TR BTy =0 AT T s 3T 0
3L £ 3 : 3E 9E 13 13

A.TT.2.10. Ainsi les seuls Fk. non nuls sont F2 = F2 = L et F1 = - 51
ij R

D'ou l'on déduit (en posant g1 =r, 52

Ll

=8, £ = 2z comme de coutume)
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_aut 1 A2, re(aue+ pf)e NI
rr or 2 or _ or r ar ’
> a® F 1|, uF 6,2 . 200® v au? o
Yoo =T (Go * 7 ) *t3 Cog ~ T U + x5+ )% + 26 )
Z ¥ 0 Z
_out ol ot 2 2 et o au? oo
Yzz Y 2 ,:(az )"+ r (Bz )"+ (az )']
r 5] ) r r
- B _afaut e, 2w’ % aut ot g
Vo1 T Vre T Yor T2 fap T T U F Xt g G - UY) +
2 (aue y® )(aUe LU ), U au’
or r 36 g or a6
2.11
6 p A r r 0 6 ¥
o B _ 1|2 a0 au® . aut vt g 2 au® v’ | ub
V32 T Yoz T Va0 T2 T G tae tag (e T U T (Spt )
au® au®
- 36 9z
~ ~ _ 1 [au” | au® | au” aut . g2 (BUB L0 ) au® , v” au?
Y31 = Ypp 5 Yor T3 ar r 3z or 9z

. 192 or or 9z
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en ayant préalablement calculé les quantités

1 2 2 3

(D1 z 1 _ _2?_[-1_1_ (D1 3)2 - 2[% + 9_1_ (D1 3)3 - _3__U_1_
(13 3¢ 3 13

1 2 U 3

d

(D23)1,=—U—2-—£:1U2 (D2§2=—U—§+—% (923)3.:31’_2
3L 3t £ (23

2 3

T

(D3 G L. _a_L._Eg (D3 3)2 - _a_% (D3 3)3 - 3_U3_
9& 14 14

3 - D'APRES A.11.2.6 on a :

-> 1 -»> - -> > > ->
A'II,'3'1,_'. 7 YiJ(u) =5 [(gl’ Dj u) + (gja Di U.) + (Dl U, Dj u)] .

. - . ) -
ce qui n'est autre que la représentation, dans la base {gi}, du tenseur :

A.II.3.2. y(ﬁ) = %-t [ (1 + Tgrad z)o(I + Grad u) - I TP
: ‘ > >

Z, N 5.4l

3

(1e symbole ' désignant la transposition).

Le tenseur vy défini par l'intermédiaire de la formule II.3.2

apparait en fait comme une application de 1'ensemble des endomorphismes

- >
de ES’ dans celul des endomorphismes symétriques de E3 . En effet v dépend
de Gradx's_qui, dans la base (gi) par exemple, est représenté par la

au.

matrice de terme général (3;5 ), élément de N%(R) (espace vectoriel des
matrices carrées d'ordre 3, & coefficients réels), alors que vy(u) est

représenté par la matrice de terme général

> 1 Sy
[ = - . .+ . . . . Elé: \
(YlJ(u>) 5 [51 us aJ u, o+ 3w BJ ug] , €lément de F3 (R)
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(espace vectoriel des matrices carrées réelles, d'ordre 3, symétriques).

Déginition : On appelle déplacement rigide superposé a la configuration
” ) ” H Pd L3 s
() (ou au champ de déplacement 3), un champ de déplacement u défini sur

(Q) tel que :

>
u

B.T7T.3.3. | x40 +u =X=¢+RO(x) =c=RX | . avee X=x + 1

od . R est un endomorphisme orthogonal de By (tR.R= IT> ) et
3

. C ainsi que R sont indépendants de x dans § .

On peut encore écrire :

g7 Y

o o=+ R(x + E) - (x+u) =c + (R-I» )(x + 3) =c+ (R-I>) X
kg - By

- - =P ” . ~
Propri@té : Le tenseur y (u) n'est pas changé si 1'on superpose & 3 un
déplacement rigide.

Lk ~ g o o s
En effet soit u un déplacement rigide superposé a E c'est-a-dire

> % - ke
tel que x + u+u =c + R(x + ﬁ). D'ou IE e Gradx(ﬁ +u )

>
R(IE +Grad_ u).
3 3

En reportant cette derniére égalité dans A.II.3.2 on obtient

u

N =

T . .
vy (& + 3 (I= + Grad (W + u) o (I> + Grad (4 + 25)) = I»
X E3 p'd B X E3

3

u

nj—

.
(1, + Grad_Wo tRc>Rc)(IE + Grod o)
3 ¥—;~—~J 3

E

Soit : :
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y @+ 3 = v@)

P

Propni@tg : L'application vy : M3(R) S M;ym(R) n'est pas une application

linéaire, mais elle est différentiabfe : En effet si 1l'on calcule

> ok > .
y(u+ u) - y(u) on obtient

N -> T > T > > >
- = I + + + :
vy (utu') - y_(u) (I, + Grad_u Grad_u )O(IT Grad g Grad_. u )

3 3

- {1 4+ TGrad 3) o (Iz + Grad )
3 X E3 X

-
> % > 1 !rw ¥ -+ T > %
+ - = - 1 qenau of + + > 4+ 1
Yx(u u ) yx(u) . « (I, Gradx u) ' (IE Gradx u)oGradx u
L 3 3
} LR .k %
Coh oo Lredoou o Grad, ou
i 2 X b'd

En remarquant que la quanuité

’ % - : %
1 Grad 1 o(I> + Grad ﬁ) + (I + Grad 3)0 Grad_ u )
2 X .E3 X E3 X X

. . % . Too%
est linéaire en u , c'est~d-dire également en Grad u on a donc

> W > %
u

[
%
=

T - ¥ >4
GradX u o Gradx u

Sk P
ol Dyz (GradX u ) est définie par :

S>¥ 1 T ¥ > T > -k
-> = — irad 1 + Grs + + G
Dyu(Gradx u ) 5 [:Cr a_ O(Iﬁ rqu u) (Iﬁ GradX u)o Grad u )]

3 3
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ou encore

¥ . s T o~ >
i = 1e avn +
DYz(Gradx u ) = partie symétrique de Grad_ u o (IE Grad_ u)

3

*
(en abrégé SYM [3Grad % o(I> + Grad 1) ] )
) : X E3 X

or d'aprds I.1.2. ¢ (x,t) = x + a(x,t) on peut écrire :

D@)(:Lﬁ

3

> . N
+ GradX u soit enfin

Dy+(Grad 3*) =L TCrad 50 Do, \+ "D, \o Grad | meis comme
u p'e 2 X (x) (x) X

¥ % s . ¥
X = ¢o(x) et Gradx u = GrudX u o Do(x) 1'écriture finale de DYE(Gr&dx u )

sera

S L " : >

Dy>(Graed. v } = HYM [lGrad u o (I> + Grad ‘uﬂ

u X b ¢ E X

3
o 1 ¥ T >
A.II.3.5. = %{x) o = |Grad, u + Grad, u [o D&(x)
2 X X
. - -
ol X = ¢(x) et Grad_ u = Grad, u o Do (x)
A
DY € L(MB(R); Miym(R); son noyau est caractérisé par

. * % e
A.IL.3.6. KGT(DYE) = {4 oo () » R3 / Grady u antisymétrique }

. oo T o
En effet Dyﬁ(Gradx u') = 0 équivaut & (Iﬁ' + Gradx'ﬁ) o Grad i entisymé-
_ 3
trique c'est-a-dire d'apris la formule AJII.3.5Dn¢{x) étant non singulidre,

B 3 . - .
a Grad U antisymétrique.
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* ¥
. o 1 Bui u.
P — e == (=2 +—l) =
Or GradX'u antisymétrique <= ElJX(J ) 2 (3 ; axi ) =0

V (i,5) € (1,2,3)%¢ n®

On a donc, si ¢ (R) est simplement connexe

o x D % 2 o ¥ ' e R
9% . 3 . - 37 u. - 3° u. _ _&gx_jk(u ) Bexlg( )

1 _ 1 - = _
BXj BXk SXk 8Xj BXkBXi BXi 8Xk BXi BXk

*

de ik(u )
X ..
t—x =0 Y (i,5,k) € {1,2,3}3 c
d .
\Bui u .
tA) ———— = = - - :1 . . P . -,
‘D,ou axj aij( aji %, ) avec a5 réel et indépendant de X

.. % . o N
- {donc de x dans Q). Ainsi GradX u = A avec : A antisymétrique et 1indépen-

“dante de X (i.e de x) d'od

G*(X) =¢ + AX (¢ indépendant de x dans Q )

Déginition : On appelle déplacement nigide inginitésimal superpose a ()

un déplacement

A.II.3.7. o de La poame : el +AX=C+A (x + 1)
ol ¢ et A anfééymétnique sont Andépendants de X

(done de x € o ).

On désigne par Ru la variété affine des déplacements rigides

Pl

infinitésimaux superposés A la configuration ¢(Q) c'est-d-dire
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A= - TA
F=%+Ax+2)/ cet A indépendant de x}

A.II.3.8. R ={
. u

I1 résulte alors de A.II.3.5 et A.II.3.6 que

A.II.3.9. *EeR oD (Grada W) =0
u Y- p'e

Remangues 1.4,

. Les déplacements rigides infinitésimaux superposés a ¢ (@) donnés par

A.I1.3.7 s'introduisent dans £'hypothlse dite des "petites perturbations’

(H.P.P.) ol la matrice R définie en II.3.3 peut s'éerire :

(R)

A.TI.3.10 [R =TI +A+ 0(1IA||2)4 3

3

'IIAIIZ = Trace ('AoA) et oli on néglige les termes d'ordre au moins 2 en

(avec par exemple comme norme Sur M3

|1a]]. ALors

*RoR = O#HAHZH-E+ZH~ o |15 +a+0_(]|a]12)= T+ Iz +TAoa+as0_(]]A] D)
B EN 2 B, gUHALD

or TAoA = Oh(llA]lz) d'ol finalement :

RoR=1Ip + Ao A+ oS(IIAI42)
3

T
R sera bien orthogonale { R o R = b ) a O(“A‘lg) prés si et seulement si
3

TA + A = OE c'est-d—-dire A est antisymétrique.
3

. + + . - Vd .
. Si 1'on désigne par Qx(u) et Ex(u) respectivement les parties symétrique
R ,
u

et antisymétrique de Gradx

- .
> 1 > T > e 1 . > T +
= - u o+ Q = — -
Ex(u) 5 \_Gradx u G‘radX u] x(u) 5 %ra.dx u Gradx u]
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EX(G) (respectivement Qx(a)) est un endomorphisme symétrique (respectivement

antisymétrique) de E3

-5

> >
Grad. u = E (u) + o (u)
x x x

. . . . . . >
On sailt qu'il existe un isomorphisme de l'espace vectcriel E. sur 1l'espace

3
: . a,> . . oy > P
vectoriel [ (E3,E3) des endomorphismes antisymétriques de E3, not2 1 tel que :
> i a,> > > . PR .
E3 — I’(E3, E3) E3 €tant rapporté & la base orthonormée
W s Q directe {o., o, o.}
. 1 27 73
a 0 -c b
i
T ¢ 0 -~a ! matrice représentative de N dans la
-b a O base_{g1, 22, 23}
AIT.3.11.
c'est-3-dire défini par :
v“&eﬁ?) V) =w Av=i(0) [Vl =0 AV
-> 1 > > 1 >
On a : Q (u) =< [%rad u - Terad -u ] = = 1 (Rot_u)
. X 2_ X X 2 X

A.II.3.12.Par deginition

—_—

3 =L Rot G est le vecteur de rotation local
(u) 2 x

Ainsi on peut écrire :

A.TIT.3.13. Delx) = I> + Ex(ﬁ) + 1 (1) sur T ()
3
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111 - CONDITIONS DE COMPATIBILITE

Le tenseur des déformations y doit vérifier des conditions de
compatibilité, pour que.l'endomorphisme symétrigue yx(ﬁ) étant donné sur
@ par 1'intermédiaire des yij(x) (= yji(x)), il existe un champ de

déplacement U sur Q tel que II.3.2 ait lieu.

1) Cas Rinéaire

Dans le cas "linéarisé" c'est-d-dire sous 1l'hypothése que Gradx 2
est uniformément borné sur Q par un nombre réel "trds petit" n > O
(ainsi que 2 quand f est borné) et avec la convention qui consiste &
négliger systématiquement toutes les quantités d'ordre ﬁk(k > 1),

YX(K) se réduit a Ex(ﬁ). Le probléme est alors de.savoir :

A quelle condition sur Ex(ﬁ), existe-t-il un champ de

= > > -> T >
déplacement u(x) tel que : |2 Ex(u) = Grad_u + Gred, u ?

)
Pour cela on définit le rotationnel d'un endomorphisme Ax de E3

par :

A.IT.1.7{ ROT A ¢ L(E°;E3) tel que Y V constant dans §3 :
2
—— g
_)

>
(ROT Ax).V = Rot_ (AX.V)

———

Désignons par {%Otx (Ax V{}i 1a i°M€ composante sur une base orthonormée

- > —_—
directe de E3 du vecteur RotX(Ax.V); on a :

[Rotx(Ax.V)Ji = Eijk aj [}x'é]k 2= Eijk aj(akz(x).vz) = eijk aj(akZ(X)' V£

L P = T 9 =
(d'aprésA.JIII.1.1) [ROT Ax]i[ VE . Comme [Gradx u;-lij 3 uy

- - —
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T > = = - =
[§0T GradXAQ]iz €5 ik aj ak up = ek (aj ak u, ak aj uz) 0

Soit
A.TTI.1.2. ROT TGradx(.) =0
1 > = : \ = 1 =
D'autre part [:ROT Gradx é]iﬁ eijk aj aﬂ w aﬂ(cijk Bj uk)
> -> :
9, |[Rot ul. = |[Grad Rot uj. . D'ol
£ x i pre x |1l
: ——
A.III.1.3. ROT Grad (.) = Grad (Rot_ .)
X x X

I1 résulte alors de l'expression de E(x), de A.IIT.1.2. et A.III.1.3 que l'on

doit avoir

.A.III.1.M. : ROT o TROT E(x) = O

C'est La condition de compatibilité chenchie.

Pour ne pas avoir 4 faire intervenir le théoréme de Poincaré sur
les formes différentielles, on vérifiera réciproquement que, pour tout x

X X © dy s
de @ , l'intégrale curviligne u(x) = J U(y,x)d§ = J U(y,x)(a%*l gj) ds =
x N x dy . afo . X0
{ Uij(y,x) dy.e; = J Uij(y,x) 35~ € ds ol Uij(y,x) est le terme général
Xo Xo

de la matrice carrée d'ordre 3 U(y,x) définit, compte tenu de A.III.1.k, le

> e e e e ~ P
vecteur u a4 un déplacement infinitésimal prés; les termes Uij(y,x) etant
définis par 1l'expression suivante :

- 3 9 1)
. = e, . (y) + (x.- e (y)- S\
UlJ (y,x) ElJ (v) (Xk yk) [ ayk E13 (y) 3y . kJ W :]
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or 3. u, (y) = Wote) _ 1 8 1% "
J 1k oy 2 ayj ayk ayi
3 353, 5%n 3
1.2 i - o _ 1. 4 soit encore
2 ayk oy 2 ayk ayi 2 Jy ayk 2 ayl Byj
3u 3u 9 ou
__a_[i(u__a)} 2 {1(%,, )]
I’ 2 )
Byk P2 ch ayl ayl 2 oy ayk
. ‘G J it = V]
513(3') o (y)

Ainsi Uij(y,x) peut encore s'écrire

3 - | .
Uij(y,x) =e..(y) + (xk ~ yk) -Q?J— w., (y) compte tenu du fait

| ik

que W. =

. " - . W u i ési éri i £3 a
ik, sl’J’k EkJ,l (ou [,i| désigne la dérivation partielle par

rapport & y; » et ,ik| désigne la dérivation partielle seconde c'est-a-dire

2
2 __9

+——=— ). Il est alors aisé de montrer que :
ayk 8yi

A.IIT.1-k e=>

To - _ T - 0 2
En effet ROT "ROT E( ) =0 <>  [Ror "ROT E],, = 0 ¥ (i,8) € ({1,2,3})

or [ROT TRoT E:]iﬁ = £ 3k [[HROT]RJ g% T [ROT E:lf,k,,j sgi‘c_ par itération.

du procédé de calcul

[Ror TrOT Elip = ©55k Stmn Smk,mj = © Y (i,0) € ({1,2,3}°)

Soit un couple (i,£) quelconque de {1,2,3}2, d'aprés la définition de €55k

et €pmn seuls seront non nuls les termes pour lesquels j et k seront-:distincts
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et différents de i, de méme ceux pour lesquels m et n seront distincts

et différents de £. L'ensemble d'indice n'étant que {1,2,3} i1 vient

€15k Cfon Snk,mj ~ fijk “fmn ®nj ,mk =
ou

€2 mn enk,mj " ©mn emk,nj u.(eﬁmn enj,mk —eﬁmn'emj,nk) =0

x .
. 8i 1'on reprend 1'expression du déplacement alx) = ( J Uij(y,x)dyj) Zi

x
oil 8 alors . °
5 [ (x X W i 1
u(x) = . J El,](y) db’J + J (Xk"yk) —3—3;':' (Y) db’J ei
- X X o J -
o o
> - r X (Xk) [X k
u(x) = eij(y) ay; + {(x, = v,) w, () }( o *+ ¥ 0, (v) &,
L« *k
o )
> * Oy Oy | >
i) = [ (o450 + 0y ()} ays = G0) ugy (x >] 2,

X
O

. > . . os . . -
1'expression de u(x) ainsi obtenue vérifie bien la’ condition

> ' P . .
eij(u(x)) = eij(x) (sij(x) donnés a.pplorl)
du. (x)  du.(x)
En effet e..(a(x)= i,
1) 2 axj Bxi

1 l j (@] i (o] '
= - e 0 . . . . . . ( \
= ) ElJ(X) + wﬁJ(x) 5] W ] (X ) + € J(X) - w J(X) 5] LUJ].\X )

= eij(X)
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REMARQUE A.1.5.

La formule T11.1.4 se thaduit par s4x Equations scalalires.

En edfet ROT "ROT E est un endomorphisme symétrique de E car, dans La

3
base (Ei) ,» on a compte tenu de La symetrie de E

A.III.1- T - T
> [ROT 'ROT E]iz [ROT 'ROT E]Zi

m T = Ty = =
En effet [ROT 'ROT E]i£ €5 3k [ ROT]M_’j [Rorr]m{’j

€ijk €ijk “fmn “nk,mj

. : . e T
Eqgie D S, i 2 Faisons la substitution d'indices (m = j; n =k )

= = = &
€imn E:K,jk enk,mj eljk €imn enk,mj [ROT "ROT E]Ki

d'ol les équations scalaires en Xis X5o X

2 73 °

A.III.6. a) 0

23,23 T ®22,33 T

5.a)b). i=4 =2 3;1i=4L=3 1les équations correspondantes s'obtenant
a partir de III.1.6.a) en effectuant des permutations circulaires sur les

indices 1, 2, 3 .

b) 0

13,32 7 ®33,12 7 %12,33 7 32,13 T

Les deux dernilres &quations se déduisent de III.1.6.b) par permutation

circulaire sur les indices 1, 2, 3.
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2) Cas non Lintaire

A.TIT.3-2- s'écrit

T -> ->
2y (x) + I = (I + 'grad_ u) o (Id}+3 + Grad_ u)
X 3 X

d> >
g dE3

->
ol 2 y(x) + I est un endomorphisme symétrique défini positif de E3,

%

donné sur Q. 3

Ainsi, pour 2y(x) + I , il existe (V¥ x€ Q) une base orthonormale

4

> . .« .
de vecteurs propres {pi(x); i € {1,2,3} de valeurs propres associées respec-
tives A?(x) > 0 avec Ai(x) >0sur Q , 1€ {1,2,3} .
En d'autres termes, il existe une matrice de passage orthogonale

. —+ » -~
Q(x) de la base canonique {e.; i € {1,2,3}} & la base orthonormale

{E.(x); i € {1,2,3}} telle que : \
o 2
T >\1(x) 0 0
.2 I o = 2 té
Q(x) [ v(x) + dﬁl Q(x) o Xg(x) 0 notée
0 0 AL (x)

Diag [ﬁ@), Ag(x), Ag(x)]

En posant ( Ii+ + Grad_ D) o T(x) =T (x) on a :
dy,
&3

T

I'(x). T(x) = Diag [xg

200, 28000, 2500

2

Mais, d'aprds le théordme de décomposition polaire d'une matrice carrée

non singulidre (ou par une démonstration directe) on a :

I + GradX U = 0(x).U(x) avec : . O(x) matrice orthogonale et

Ulx) = TQ(x)oDiag [}1(x), A {x), A3(x)] oQ(x) est une matrice symétrique

2

définie positive. Si 0(x, était connue, on aurait
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+—
A III.2-1- Gradx u = 0(x) o U(x) - IdE

3

Or précédemment nous avons vu que pour déterminer en fait les coefficients
de la matrice Gradx 3, il suffisait de connaitre ceux de la matrice E(x)

— 1 5 T =2 P . 2
avec E(x) = 5 |Grad u + 'Grad u (E(x) symétrique dépendant donc de 6
coefficients scalaires). Ainsi le second membre de 1'égalité A III.2-1-
doit vérifier 6 équations scalaires de compatibilité d'aprés ce qui a été

vu dans le cas linéarisé.

I1 s'agit a présent de traduire les conditions de Schwarz :

2> 2+ .
e 9 u _ 3 u g A .
A TII.2-2 an SXk Xk 8 s u=u e =T Gj en varlables(xi)
> >
= B(Uk Gk) _ Bxl aUk - Uk 8Gk ) 9x aUk 2, Uk FE' :
BXI BXI BXI BXI k axi BXI Sxi k ile, €
soit finalement
o 0X. k oX.
ou _ _~i (dU k £ = i *k >
Y BXI Bxi + riﬁU GK ou encore BXI (Di u) Gk
On a de méme
> 90X . 0X.
ou _ J BUk j >k >
BXJ BXJ Bx Jﬁp Gk ou encore BXJ (Dj u) Gk
2 - 09X ox 9X. 0X.
0" u  _ 0 >k > i3 R, F i =0 Kk =
X%, | oK, [ij G, VP Gt ey, %, B (g W Gy v gy (D T TG
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2 > a2x 9X. L
39X 9X k| 8X,9X ax 1£ X5 ax ax x4 i, if3x.
J 1 JI J
/@ 2_>
k 93U » -k £ - . 3 u
+ Pjﬂ 5;; + ) Fjp U De méme on obtient pour 52;5?;
SR U B aUk by Oxy 9%y | 32 ¢k U£+ Fk auﬁ
SXIBX k 8X BX 8x JZ BXJ BXI 9% ax

£
k 93U p . £
+I. 1y 3X + F.p sz U ]

D'ou
> 32(
32u _ 323 =3 I,k _ I.k + 1..1«: P _Prp ~k U£ axl = V'+
9X_ 93X BXJBXI jL,1 il,] ip " jL 1£ Jjp )ir
k k k P -k ho) k
.= . . .+ . .~ . .
Posons REiJ FEJ,l FZl,J szfpl Ftl FPJ
. k k . DI P
Compte tenu du fait que Fij = Tji et de ce qul précede,A III2-2- estéqui-
valente &
90X, 00X K —1
Si; -Sii REij =0 ® et &  &étant non singuliere

9X. 9X. 9x. 3x.
—2m —J 1 71 7Rk _ k _ -k _
A.1II.2-3 ox_ 9x_ oKX X, Rpi5 = O3n Sim Reis™ Rogn = ©

On montre ainsi que la condition A.III.2-2 est équivalente &

1'ANNULATION des composantes mixtes R% du tenseur de courbure de ¢ ()

muni des coordonnées curvilignes (xi).
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. En dimension trois nous verrons qu'il y a en fait 6 composantes
i . . . .
Rjk£ indépendantes, et l'annulation de celles-ci nous donnera bien les

6 équations de compatibilité recherchées.

Les composantes covariantes Rijkﬂ du tenseur de courbure sont

données par

— - - p ~N ” A
A.TIT.2>-k Rijkﬂ Gip Rjkﬂ oll GiP est le tenseur métrique de &(Q)
0X_ 93X

> >
avec G. = G..G =2 1
ip i"p  9x. Bxp

et

rP r P r P

_ P _ P _ .. ..
Sl sz’k ij,[ + Fjﬂ ) ij r i,j,k,£,p,r indice de {1,2,...,n}

avee n = dim E .
Nous allons é&tablir des relations liant les composantes covariantes

R 2 du tenseur de courbure & l'aide d'expressions des symboles de

ijk
Christoffel données en fonction des composantes du tenseur métrique G.

Préalablement nous allons définir les symboles de Christoffel de

premiére espéce par

A.IIT.2-5 ng symbole de Christoffel de 2&me espéce.
Fk. = Gks T.. .. : symbole de Christofelle de 18re espéce
ij ijs ijs )
L 90, M, , o %, 3¢ x,
T ' 1 G =x~e, = =—e ;0 ,=TIP —Sg =
out d'abord Gk 3x. ¢ Bxk ®k 3 Gk,l Fkl x 3x Bxk 2
2
3 X 9x
Ainsi | TF m k

Calculons & présent la quantité l-[G. .+ G, . - Q.. ]
2 1S,] Js,1 1],s

113 fﬁla&l)+ 3 f&laﬁl)_ 3 aflsfl)
2 axj Bxi Bxs Bxi ij Bxs
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3° X ox 3°x  ax 3°X_ 8X %X X 3% 9X
= 1 m mo, m m . m o, m m m m
2 | 3x.93X. o9x 9x 9x. Ox. 9x. 9xX. 9ox 9x. 9x 0xX. 09X 0X. 9X.
I_ 370 s s i i %% s i s ) s i J
32X 5x
_ m m
dx 9x. 9X.
s ] i
2
A N W S O N s it
0X. 0X. ox ij 9x, 9x ) - 93X 93X
J 1 s k s m m
= Tiss

A.IIT.2-6 Ainsi | T.. == E}. . +G. . -G.. J
1Js 2 18, Js,1 1J,S

Nous recherchons 1l'expression de Ri' en fonction des dérivées

ikl

secondes partielles des composantes Gmn du tenseur métrique

- _9 (bu _ 9 (abs rs .pt -
Rise = Gip [éxk (67 Tiew) ~ 3, (O Tyue* ©7 &7 Typg Doy
_ . ru pv
GG I1jku Frﬂ%]
sachant que G. oPY = s,
ip iu
R..., =T.,. -¢G"a, r., - ps rs
i3k T 3Lk ip k3w Tgki b T O Gipp Tire O Tape Tos
ru
G iju I‘I‘l’,i
R...,=T,,. -T.. ,-G. P+, P T .- T%
ijkl j2iLk Jki, L Glp,kﬂ FJ£+ Glp,ﬂ ij * FJ Frkl FJk Frﬁi
R...p,=T.,. =T. . +T. (" .-G_ )+T® (-r__+ac. ,)
ijkl jik Jki, kL Je° rki ir,k Jjk pli ip,£

= r P
R.. =T.,. - I.. . - I . R .
ijkl I“]17_1,k erl,ﬂ Fgﬂrklr * FJk Fﬁlp
























































































































































































































































































































































