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INTRODUCTION 

L'objet  de ce mémoire e s t  l ' é t ude  dans un contexte tridimensionnel 

des équations qui régissent  l e  comportement des coques cylindriques,  élast iques.  

Après avoir  consulté l e s  ouvrages e t  a r t i c l e s  c i t é s  dans l a  bibliographie,  il 

nous e s t  apparu que l eu r s  auteurs f a i s a i en t  des approximations diverses e t  

nous avons é t é  amenés à f a i r e  l e s  observations suivantes : 

. Les équations d ' équ i l ib re  é tan t  considérées comme acquises,  on l e u r  adjoint  

l e s  l o i s  de comportement qui ,  de manière générale, sont considérées comme 

des approximations l i néa i r e s  de l o i s  plus générales concernant l e s  matériaux 

d i t s  simples. S i  l ' o n  dé f i n i t  T) comme l a  borne supérieure sur l e  so l ide  

de l a  norme du gradient  du vecteur déplacement, l a  l o i  de l f E l a s t i c i t é  

l i n é a i r e  homogène e t  isotrope apparai t  a l o r s  comme une t héo r i e  approchée 

lfà q 2  prèsu.  

. Cette observation s e r a i t  peut-être encore valable dans l e  cas où l ' o n  

u t i l i s e r a i t  l e  tenseur non l i n é a r i s é  [y] des déformations. 

Ensuite interviennent en général deux "pe t i t s  paramètres " 
h 

€ = - e t  6 - -  R 0-2 h désigne l a  demi-épaisseur de l a  coque, R son rayon - L 
moyen e t  1 sa longueur. Dans l a  théor ie  des membranes notamment 

(cas E = E 6 ) l e s  équations d ' équ i l ib re  e t  l e s  r e l a t i ons  contrainte-défor- 
O 

mation sont é c r i t e s  en u t i l i s a n t  des notat ions adimensionnelles e t  en 

fa i san t  a p r i o r i  l e s  hypothèses suivantes : 

- l e  déplacement maximal U e s t  de l ' o r d r e  de h ( i . e .  = O ( € )  ) .  

EU - l a  contra inte  maximale 1 e s t  de l ' o r d r e  de - (i .e .  1 = O ( € )  ) R 
+ 

e t  l e  vecteur-déplacement u(p,e,&,C) e s t  recherché sous l a  forme : 

w + n +n O 3 

u(p,0,&,5) = 1 E u (p ,8 ,<)  (implicitement on devrait  avoir  u ( p , ~ , c ) =  0 ) .  
n=O 



En f a i t ,  ces théor ies  classiques,  dont l a  plupart u t i l i s e n t  

l e s  hypothèses de LOVE-KXRCI~FF,établissent mais de manière non exp l i c i t e  

une comparaison entre  l e s  paramètres. 

3 ' 4 -% 
En e f f e t ,  s i  PP' = u (P)  (resp. MM' = u(M)) e s t  l e  vecteur 

déplacement d'un point P de l a  surface moyenne w de l a  coque (resp.  l e  

-k -F 
déplacement du point M de l a  coque déf in i  par : M = P + x3 N(P)  03 N(P)  

-h 
u n i t a i r e  normal en P à w , lx3 1 f h )  e t  s i  N(P1) désigne l e  vecteur normal 

en P t  à l a  déformée w '  de w,  l e s  hypothèses de Love-Kirchoff s ign i f ien t  

4 -h 
que : P'M' - N (P i ) ce  qui entraîne : - X3 

X3 ce qui mène aux formules classiques E ( M )  = E ( P )  - xg K(P)  + O(- ,-, ) 
2 

1 ' t  -b 
n 

E(M) = -  rad^ u + G r a %  u) e t  K(P)  e s t  l e  tenseur de courbure de w en P 2 '3 
x 

sous réserve que l ' on  a i t  2-q = 0 (ri2 s o i t  E = o ( ~ " ~ )  ce qui 
R~ 4 

I correspond à l a  valeur pa r t i cu l i è r e  cl = - de nos observations. 
2 

A notre connaissance seuls  Messieurs F. JOHN ( c . f .  [ i l  ) 

e t  LADEVEZE ont f a i t  in tervenir  l 'approximation en l o i  de comportement. 

F. JOHN prend en considération parmi " les  p e t i t s  paramètres" 

ce lu i  que nous notons rl remarquant que, vraisemblablement, l a  théor ie  

générale des systèmes d'équation e l l i p t i que  do i t  permettre son évaluation 

en fonction des charges appliquées. F. JOHN u t i l i s e  également l e  paramètre 

h h 
& = - mais l e  paramètre - oa D désigne l a  distance d'un point quelconque, R D 

au bord de l a  coque ( cec i  en vue des phénomènes de couche l im i t e ) .  

P. LADEVEZE, l u i ,  const rui t  à p a r t i r  de l a  solution du problème 

' 
bidimensionnel (correspondant à E = 0 )  une solut ion u qui v é r i f i e  l e s  

équations tridimensionnelles e t  s a t i s f a i t  à une approximation quadratique 

en l o i  de comportement. 



La démarche que nous avons su iv i e  au  chapi t re  II e s t  d i f fé ren te  

puisque notre  point de départ e s t  l e  modèle tridimensionnel e t  que nous 

prenons en compte llapproximation impliquée par l a  l o i  de comportement 

(on remarquera que dans l e  cas p a r t i c u l i e r  des coques cylindriques de révo- 

h  l u t i on  E = - e s t  un paramètre "global" a l o r s  que pour des coques générales R 

il ne représente qu'un paramètre " local") .  

Chronologiquement Be chapi t re  II a  é t é  rédigé l e  premier; l a  

rédaction de ce de rn ie r  termii~ée ,  Monsieur PARSY nous a  conse i l l é  compte 

tenu des travaux de CIARLET, DESTUYNDER e t  de l ' a r t i c l e  général de NAGHDI 

(Hanabuchder Physik) de reprendre l e  problème e s sen t i e l  évoqué dans l e  

chapi t re  II e t  de s e  p lacer  dans l e  cadre général  des grands déplacements 

e t  p e t i t e s  déformations des so l ides  é l a s t i c~ues .  Nous avons donc é t é  amenés 

à rédiger l e  Chapitre 1 qui e s t  un essa i  de synthèse t r è s  d é t a i l l é  ( t r op  

Peut ê t r e  pour l e s  spéc i a l i s t e s  ? )  sur  l a  Mécanique non l i n g a i r e  des so l ides  

déformables. 

Dans l a  conclusion dui Chapitre 1 n0u.s expliquons l e s  ra isons  pour 

lesquel les  nous n'avons pas inc lus  dans ce mémoire, l a  formulation variat ion- 

n e l l e  pour l.es coques e t  l e s  méthodes asymptotiqu.es. 



CHAPITRE 1 

1 RAPPELS DE HECANIQUaE DES SOLIDES DEFORMABLES 

A Aspects géométriques 

7 - HYPOTHESES GENEXALES  

S o i t  un rr.ilieu cont inu  occupant un donaine R de Eg : ( E ~  espsce 

a f f i n e  e ~ l c l i d i e n  o r i e n t é  de dimension 3 ) ,  rappor té  à un repère  orth~norrr ial  

3 - P - b  
(O; e l ,  e2,  r3 ) ,  de f r o n t i è r e  an, de po in t  générique r ,  à l ' i n s t a n t  t = O . 

- 
il représente  1.a "posi t ion  i n i t i a l e "  (ou "con défornée") du s o l i d e  

-> 
déformable considéré.  Sous l ' a c t i o n  de f o r c e s ,  (1) de d e n s i t é  surfacic.,ue F-, 

3 

-+ 
aTpliqu6rs à m e  p a r t i e  (an) de 2fi (un chmp de d é p l a c e ~ e n t  u 6tact l q ~ s 6  

F d  

su r  l a  p a r t i e  (an ) com>lémentaire de (an) d m s  an). 
u F 

-& 
( 2 )  - 6e d e n s i t é  volumique f appliquées à $2 l e  " ç o l l d e H ~ . s ~ i S i t  une "défoima~ion 

c a r a c t é r i s é e  par une app l i ca t ion  9 d é f i n i e  comme s u i t  : 

On pose 

A.I.1.2. 
-f 

I X , t ( x , t )  = x + u ( x , t )  pour x  e n e t  t 1 > o 

3 
où i i (x , t )  r ep résen te  l e  v e c t e ~ r  déplacement di1 point  x à l ' i n s t a n t  t ,  

-b 
donc un élément de Eg ,  espace v e c t o r i e l  a s soc ié  à l ' e s p a c e  a f f i n e  FI 

-+ 
3 ; 

3  
(on a a l o r s  de f a ~ o n  évident u (x ,0 )  = CS: s o i t  

3 -.-- 



x = (xl, x2, x ) et t sont les variables de Lagrange 3 
x = (xl, X2, x3) et t sont les variebles d'Euler. 

Le principe de non impénétrabilité de la matière postulé en Mécanique nécessite 

que soit, pour tout instant t, un difféomorphisme global de fi sur 0 (Dit) 

et que préserve l'orientation. Dans l'espace i-, muni di: repère orthononnal 
3 

-b -b -b f 
(O;el ;e2;e3) on définit pour tout x de R et tout t de R+ les vecteurs 

A.I.. 1 .? 

a + 
Soit en notation abrégée en posant ai = - , = ai @.(x,t)e 1 6 i 4 3 

axi J j 

Les hypothèses faites sur 4 entrainent que, pour tout point x de O , ces 3 
+ 

vecteurs G. (x) sont linéairement indépendants et par conséquent que l'espace 
1 

tangent à la variété @ (R) au point X = 4 (x,t) , c'est-à-dire l'espace 
+ 

vectoriel engendré par les vecteurs G. (x) est de dimension 3 (et pewt être 
1 

3 ainsi identifié à IR ) .  Ceci revient à dire que la matrice sont l'élément 

&ne a de la ième ligne et-de la j colonne est - ai(x). qui représente ax: 
J + + + 

l'application linéaire tangente D ~(x) dans la base (el ,e2,e3) est une 

matrice inversible. D'autre part le fait que @ conserve l'orientatioli se 

traduit par la condition : 

RWlah~uc .4.1,1. Réciproquement la condition ~ ( x )  > O entraine que, to~&Qnlc3'd,  - 
O est un difféomorphisme et préserve l'orientation, mais cette seule 

.hypothèse est insuffisante pour obtenir un résultat d'inversibiliti globale. 



2 )  CU de cootrdonnéu c w t v d i g n u  am n 

n est dit muni d'un système de coordonnées curvilignes 
i (5 , i 1 2, 3 )  s'il existe un diffé~mor~hisme Y d'un ouvert w de 

3 R sur R tel que : 

A.I.2.1. 1 2 3  Y 
5 = ( 5  , 5 , 5 ) €  w ->x = Y ( 6 )  e- Q. vérifiant 

L'exemple suivant d'w,e coque cylindrique de révolution d'axe Ox de 
3 ' 

longueur 2L, épaisseur 2h et de rayon moyen R, sera étudié plus particuliè- 

rement dans la suite de ce travail : (fig. 1). 

FIGURE 1 



1 2 2 x = Y ( 5 )  e s t  déf in i  par x = E ocsE;x2 = El s in  5 ; x 3 =  E 3 
1 

1 2 3  où 5 =(& , 5 , 5 )E w avec w = R-h, R+h [ ' X I  0,2a [ x ]  -L, + L  [ 1 
(l'hypothèse usuelle où h e s t  t r è s  p e t i t  devant R ;  h << R ;  assure que Y 

es t  un difféomorphisme de w sur  Y (w) car  l e  Jacobien du changement 

de coordonnées e s t  ~ ' ( 5 '  > O car  El IR+, R+h[). 

6 
On a a w  = U au. avec 

1 i= 1 

S i  g e s t  une fonction de fl dans R ,  on l u i  associe l a  fonction 2 = g O Y 

2 
de ; dans R ,  2n - périodique en E , (déf in ie  sur  [R-h, R + ~ ]  x [0 ,2~]x  [-L,L]= ; 

-* 
En tou t  point x de fi, on-déf in i t  l a  base "naturelle" covariante {gi(x) ; 

1 6 i 6 3lpar 

ème ay . 
La matrice dont l'élément de l a  i l igne  e t  de l a  jème colonne e s t  (A ) Ki 

3 + +  
qui représente l ' app l ica t ion  l i n é a i r e  dY ( 5 )  dans l a  base ( e l  , e2, e ) e s t  3 

+ 
invers ible  e t  son déterminant noté j ( S )  se ra  supposé > O .-Les vecteurs g. ( x )  

1 

forment donc une base (d i r ec t e )  de l 'espace vec tor ie l  tangent Tx à l a  var ié té  

n = Y (o )  au point x . 
i @(fi)  = ( @ O Y ) (w) e s t  auss i  munie des coordonnées ( 5  ) e t  en 

tout  point X = 4 ( x , t )  de 4 (Ci) l 'espace tangent Tx à l a  v a r i é t é  @ ( f l )  e s t  



engendré par les vecteurs : ---- a(o O Y )  a@ a~ 
1.2.3. 

k -t G.(x) = 2; = 2 - e ; soit encore 
1 agi j 3% agi j 

- ay a@ 
puisque x = ~ ~ ( 6 )  G~(x) = 22: = -. ayk 

k ag. axk j agi 
1 

APPLICATIONS 

I ) EXudde d a  p&,'iemièhe, o r n e s  I(ondameidda ds2 (xen;oeotivemenA sur Tx Tm (-+) ) 

a > 
3 Soit i E  R tel que si C E w  alors S + i E  w  . La formule des 

accroissements finis montre que : 

d'où ( . , : ) et 1 1 . 1 1 désignant respectivement le produit scalaire euclidien 
3 sur R et la norme associée, 

sont les composantes (covariantes) du tenseur métrique de Q . La formule 
A. 1.2. ! .3 permet de définir la ~remière forme (quadratique) fondamentale ou 

CF 
ds définie sur l'ouvert w par : 



ce qui s ign i f i e  l a  chose suivante : 

L'espace tangent Tx à C2 au point x é tant  canoniquement isomorphe 

-b -b 
{x} x R ~ ,  on associe à tou t  vecteur " = (x,n)E {xIxR 3 de cet espace tangent - 

l a  quantité : 

La première forme quadratique fondamentale de $2 e s t  déf inie  posit ive 

-b 
en tou t  point x de fl puisque l e s  vecteurs gi(x) sont linéairement indépendants 

et que l a  forme b i l inéa i r e  associée : 

e s t  indui te  sur T par l e  produit scalaire  euclidien usuel. 
X 

b )  De même, l a  première forme fondamentale de l a  var ié té  @(Q) e s t  déf inie  
-b 3 

à p a r t i r  de l a  forme b i l inéa i r e  qui,, à tout  couple de vecteurs s CX de x ' 
l 'espace tangent T en X = @ (x) à @ ($2 )  associe l e  nombre ' r é e l  : 

X 

On a donc 

A.I.2.1. 



Le tenseur niétrique de Q, (Q), G. .(x), peut être considéré comme 
1 J  

défini sur l'espace tangent T en x € Q par ; 
X 

2 
ds = G (x) - - i j 

A.I.2.1. Ci€, dS compte tenu de : m k2 aF5 
-9- 

c )  Calcul de la longueur d'une courbe déformée (d'une courbe donnée). 

1 
Soit r un arc de courbe de classe C de Q c'est-à-dire l'image par une 

I 
application de classe C d'un intervalle de 13. 

f : [to ,t , ]  C R -> Q . La longueur de ï' est par définition donnée par : 

to 
f peut être définie par l'intermédiaire d'une application 5 : 

-f + 
(où C1(t) = Fl(t) gi(x)) . 

La longueur de l'arc déformé de r , Q, ( r )  est alors donnée par 



Pour tout x de R , l'élément de volume "déformé"d~(x) au point 

X = 4 (x,t) de 4 (Q) se déduit de l'élément de volume dv(x) par : 

T 
Si l'on pose G(X) = Dét (G. . (x) ) = Dét (x) ( afli(x) ) ~ é t  D~(x)oD@(x) 

1 3  l =  c . 1: 
2 

alors ~ ( x )  = J (x)  soit encore la relation 

i Comme Q et - 4  (Q) sont munis des coordonnées curvilignes (5 ) on a égalenent 

3 )  Calcul de t'éeémerd de ~ w ~ d a c e  dédom~ée 

Soit (s) une surface de R3,  difféomorphe à un ouvert de R2, telle 
* 

qu'en tout point x de (s) existe un vecteur normal unitaire ~(x). 



S i  do(x) désigne l a  mesure i n d u i t e  s u r  (s )  par  l a  mesure de Lebesgue 

3 de R on a  : 

-+ 
S i  x = x(u ,v )  = X -  ( u , v )  ei a p p a r t i e n t  à ( S I  ( ( u , v )  € O ouver t  de R 

2 
1 

âuquel (S)  e s t  difféomorphe). 

s u r  Q 

---+ 
e t  en X = 9 ( x )  appartenant  à @ ( S )  munie du vecteur u n i t a i r e  normal n(X) 

e t  de l a  mesure i n d u i t e  dC ( x ) .  

So i t  : 

ax. ax 
do(x)  = ( r  p i j  -'" au av ) e du dv = N d d x )  ep 

P  P 

Conpte tenu d.e 1 ' i d e n t i t é  

-1- - ax. ax 
n(X) d~ (x) = (Ei A E . )  ou encore 

J 



agQ aém a@, - -- 
II '~  [ '@iXg = E k h  axi a ~ .  a~ i j p  

e t  en mult ipl iant  l e s  deux 
J P 

aok membres de l a  3e équation A.I.2.3-1-par - 
ax on obt ient  

P 

a@k 
ax. ax 

?, , ~ c ( x )  = E dé t  (om(x)) -LA du dv ; s o i t  en u t i l i s a n t  l a  
i j p  au av P 

première équation de A.I.2.3-1- 

amk - dC ( ~ ) = d é t  (DQ ( x ) )  N da(x)  = v dC (x)  "k ax 
P 

P P 

A ce stade,  il e s t  u t i l e  d ' in t rodui re  l e  vecteur 

-b 
En e f f e t  désignons par T un vecteur de l 'espace tangent en x 

à (s) on a donc : 

__3 _3 -+- 
v .  = ~ @ ( x )  ( n ( ~ ) ) . :  ) = (~ (x ) .D@~( : )  ) . 

--+ -b a@k -b T __+ 

e = D@(x)(n(x) )  V ( X )  = vp ep = 5 
P 

_3 

O r  E@ (;) e s t  un vecteur de l 'espace tangent en X = @ ( x )  à @(s)  e t  n ( ~ )  
X 

qui e s t  normal à 

e s t  l e  vecteur un i t a i r e  normal en X à 9 ( s ) .  Ces deux vecteurs é t an t  
_3 

orthogonaux, on ob t ien t  (n) . ?) = O e t  V (x) apparai t  donc comne un vecteur 

n o r m a l e n X = @  (x) à @ (s).  

Ij 

v (x) e t  N(X)  é tant  col inéaires  e t  vu que @ conserve l ' o r i en t a t i on  l e s  

_+ - 
vecteurs v (s) e t  N(x) ont  même sens. So i t  



D'autre pa r t  d 'après A.I.2.3-2- 

So i t  
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On rappel le  l e s  r é s u l t a t s  suivants : 

Pour t ou t  x de Q , l 'é lément de v o l m e  "déformé" d ~ ( x )  au point  

X = @ ( x , t )  de @(Q,t) s e  déduit  de l 'é lément de volume dv(x) par : 

3 
dv(x) = 1 G ,  (x). (c;rx') A 1 dv(x) 

dv(x) = l ~ é t  (D@ ( X I ) /  dv(x)  = I J ( x )  1 dv(x)  

S i  l ' o n  pose 

+ + 
A.I.2.4. G..(x)= (G).v)) = ( a i  @ . ( x )  e j . a j  @,(XI e,) 

1 J  
-1- 

J 

So i t  : 

A.r.2.4. G ( X )  = ~ é t  ( G .  . ( x )  ) = ~ é t  [(a 
-2- 1 J  

So i t  

d'où l a  r e l a t i o n  

So i t  a l o r s  p0(x) l a  dens i t é  volumique de masse au point  x de 0 e t  p ( x , t )  l a  

dens i t é  de masse au point  X = @ ( x , t )  de @ ( Q  ,t) . La l o i  de conservation de 

l a  masse d'un volune v de Q que l ' o n  s u i t  dans l a  déformation s ' é c r i t ,  
O 

cn va r i n '~ l e s  de Lagrange : 



D 'oi3 ponctuellement : 

Remarque 1.2. S i  l ' on  avai t  u t i l i s é  l e s  variables d '  Euler, on aurai t  

été amené $ t radui re  l a  l o i  de conservation de l a  masse par : Y v C Q  

So i t  en tenant compte de l ' app l ica t ion  @ 

OU encore 

d Calcul intermédiaire de - J ( x , t )  
d t ~ v v i n n n / ~  

Tout d'abord du f a i t  que xi = mi(x.O) l e s  xi ne dépendent pas du temps 

d 
donc lorsqu'on expl ic i te  l e  ca lcu l  de - J ( x , t )  il vient  : d t  



au a@, am, 
1 --- 

a~ a~ a~ 
1 1  1 

au, am, am 
3 - -- 

a ~ ,  a:,:, a ~ ,  

au, a , am3 
- -- 

a~ a~ 
aX3 3 3 

a a m a 0 
en u t i l i s a n t  l e  f a i t  pue - (2 ) = (2) a t  axi axi 

am. 
e t  en posant U = $ (x ,t ) 

j 

on obt ient  : 

am, au, am 
3 - -- 

a m l  au, a @  
3 - -- 

a ~ ,  a ~ ,  a ~ ,  

aml au, a @  
3 - -- 

a~ a~ ax3 
3 2 

am, am, au3 
- -- 

am, am2 au, 
--- 
a~ a~ ax3 

3 3 

So i t  en notation abrégée : 

Finalement 

De plus 

r 

d aul au, .au - J ( x , t )  = (- + - 3 
at axl 

axXn 1- -1 ax3. ~ ( x , t )  = div x ( C ) . J ( X , ~ )  

Nu1  - - 
D(@, Y @ ,  'a3) 

+ + 
avec U = Ui ei 

- O O 
a m  1 

O 1 O 

au 1 = - -  - -  au 1 

axl  
(de même pour l e s  deux autres  

déterminants). 



En reportant dans l ' i d e n t i t é  précédente : 

Soit  encore en revenant à @ (v )  

ce qui donne finalement puisque l ' i n t é g r a l e  ci-dessus a é t é  é c r i t e  pour tou t  

volume de v de S? 

II - TENSEUR DES VEFORMATlUNS 

En 1 .1  .2. on a in t rodui t  l e  vecteur déplacement du p i n t  x de fi 

I L 
'+i + 

On a donc l1Egai i té  (ni pue gJ(X) = - ei 
a s  



Sur '2, en v e r t u  deA.I .1 .2 .s i  l ' o n  u t i l i s e  l e s  données car tés iennes  

-+ . -+ -+ 
(x1,x2,x3) puisque mk(x) ek = xk ek + % ek on o b t i e n t  : 

a@k -+ -+ - -)= - ek=(6j-k+ - )ek s o i t  en no ta t ion  abrégée a .  Qk - 6ig + 6i ul; 
axi axi 1 

i S i  1' on t i e n t  compte des coordonnées c u r v i l i ~ e s  ( 5  ) A.I  .1.2. 

s ' é c r i t  : 

.de C h 5 u 6 t 0 6 & l  rZj par 



2 - TENSEUR DES DEFORMATTONS 

La déformation de R en O (fi) s e  t r a d u i t  par l e  f a i t  que l a  

distance de deux points  x, y  de 0 e s t  d i f fé ren te  de c e l l e  de l e u r s  images 

Q(x)  , @ (y)  dans O (0). Au l i e u  d 'é tudier  l a  fonction ( 14 (y)-@ (x)  ( 1 - 1 ly-x 1 1 
-2 

pour tout  (x,y) de O il semble plus a i s é  dl é tud ie r  l ' a p p l i c ~ t i o n  O au 

voisinage de tou t  point  x  de C2 c'est-à-dire d 'étudier 11"6cart1' de 

l ' app l ica t ion  l i n é a i r e  tangente DQ(X) , élément de L (x,T@ ) , à une 

isométrie (ou application l i n é a i r e  orthogonale). 

t 
En e f f e t ,  s i  O ( x , t )  = c ( t )  + ~ ( t ) . x  avec Q(t) ~ ( t )  = II+ a lo r s  

E 2 

Dt @ (x) = Q ( t )  es t  une isométrie. 

REMARQUE 1.3. Il  es t  in téressant  de s e  préoccuper du problème réciproque 

suivant : dans quelle mesure, s i  D~ (x)  e s t  ortliogonale en tou t  point  x  de $2 

pourra-t-on en conclure que : 

. La conclusion es t  immédiate s i  D ~ ( x )  e s t  en f a i t  indépendante de x dans S I .  

Dans l e  cas 03 D@(x) e s t  orthogonale pour t ou t  x  de Q(mais dépend à p r i o r i  

du point x  de Cl considéré), pour q u ' i l  n l y  a i t  pas de déformation, c ' e s t  

à d i r e  pur que l ' on  puisse é c r i r e  : 

il fau t  e t  il s u f f i t  que l e s  fonctions Oi(l .' i 6 3)  déf inies  par : 

+ 3 
X = @ (x)  = Xi ei = Qi(x)  ei soient  des fonctions l i néa i r e s  a f f ines  de 

XI' X2, X3 . En d 'autres  termes cela  revient à d i r e  que l e  tenseur de 

couïbure de 3 ( 9 )  m a i  des coordonnées (x.  ) s o i t  nui. 
1 i=1,2,3 



Nous reviendrons sur  ce  deynier point  l o r s  de l ' é t ude  d'un 

paragraphe u l t é r i e u r  i n t i t u l é  "Condit ions de compat ibi l i té" .  

Le  tenseur des déformations de GREEN-LAGRANGE s ' i n t r odu i t  

naturellement dès l o r s  que 1' on é tud ie  ; 1' écar t  de DQ à une isométrie. On 

é tudie  l a  forme b i l i n é a i r e  suivante,  déf in ie  sur  T7-(R) par  : 
ici 

qui e s t  nu l l e  s i  D@ e s t  une i s o n é t r i e  

Par dé f i n i t i on ,  l e  tenseur  des déformations en x de !d e s t  l e  

tenseur  deux f o i s  covar iant ,  symétrique, dé f i n i  par l a  forme b i l i n é a i r e  
-+ i +  -+ j +  

A.11.2..1 .En e f f e t  s i  X = X gi(x) ,y  = Y g j ( x )  
A 1 1 . 2 . 1 .  s ' é c r i t  



l i j  = - X  Y 
2 . ~ ~ ( $ 1  1 - g .  =J . ( S I  . D I O Ù  1 

+i + in t rodui t  la base { g  1 contravariante associée à la base covariante {g. 1 
1 

A.II.2.2. 

c'est-à-dire t e l l e  que 

+ +j e t  que l ' o n  déf in i t  la forme b i l i n é a i r e  g @ g par 

-+ + 1 
Y(X,Y) = 5 k i j ( t 1  - 8. (5) l  xi Y' 

1J 

l e  tenseur y s ' é c r i t  a lors  

- s o i t ,  s i  l ' o n  

où compte tenu de ~.11.1.6 e t  A.IT.1.7 

, + + k +  + r i  = p [ + t  + ( (pi  + (Di U )  gk).  (g.  + ( D .  u) gel s o i t  encore 
J J 



REMARQUE 4.1.3 S i  l e s  coordonnées ( E ~ )  son t  o h t h o g o n d u ,  c 'est-à-dire s i  

= O pour i # j ,  A.II.2.6 s ' é c r i t  : gi j  

(formule où l ' o n  a u t i l i s é  l e  symbole C au  l i e u  de l a  convention d 'E ins te in  

pour soul igner  l e  fait q u ' i l  n ' y  a pas s o m a t i o n  sur i  et j). 

DANS LE CAS DE LA CUQUE CYLlNüR7qUE 7.3. ,  on a 

+ -+ 2 3 2 '+ 1 ' 
A.11.2.8. gl = e cos 5 + e2 s i n  5 2 + 2 

1 =2 
= 5 (-el s i n  5 + e2 COS 5 ) ;  

-t + i 
g3 = e3 l e s  coordonnées cu rv i l ignes  (5 ) sont  orthogonales,  

A.11.2.10. Ainsi  l e s  s e u l s  r f j  non nuls  sont  

1 
D'où l ' o n  deduit  (en  posant 5  = r, c2 = O  , E3  = z comme de coutume) 





en ayant préal-ablement c a l c u l é  l e s  q u a n t i t é s  

au' 
(Dg :) = - au2 + 2 - -  (Dg  U )  - au3 

(Dg :13 = - 
ac3  ac3 ac3  

3 
ce qui n ' e s t  a u t r e  que l a  r ep résen ta t ion ,  dans l a  base {gi}, du t e n s e u r  : 

T ( l e  symbole désignant l a  t ransposi t . ion) .  
.. 

Le tenseur  y d é f i n i  par  l ' i n t e r m é d i a i r e  de l a  formule 11.3.2 

appara i t  en f a i t  comme une app l i ca t ion  de l 'ensemble des endonorphisrflcs 

de E dans c e l u i  des endomorphismes symétriques de E . En e f f e t  y dépend 
3 y 3 

-f -f 
de Grad , u  q u i ,  dans l a  base ( e . )  par  exemple, e s t  représenté  par  l a  

X 1 
aui 

matr ice  de terme généra l  (- 1, élément de Y(H)  (espace v e c t o r i e l  des 
ax: 

J -t 
matr ices  ca r rées  d 'o rd re  3 ,  à c o e f f i c i e n t s  r é e l s ) ,  a l o r s  que ~ ( u )  e s t  

représenté  par  l a  matr ice de terme généra l  



(espace vector iel  des matrices carrées r ée l l e s ,  d'ordre 3,  symétriques). 

Dé~iniAian : On appelle déplacement r ig ide  superposé à l a  configuration 

-h * 
@(Q) (OU au champ de déplacement u ) ,  un champ de déplacement u déf in i  sur 

.(a) t e l  que : 

-b 
. avec X = x + u 

t 
03 . R e s t  un endomorphisme orthogonal de E ( R . R =  II+ ) e t  3 E3 

. C a i n s i  que R sont indépendants de x dans S I  . 
On peut encore éc r i r e  : 

+ 
PkOpk&?Xé : Le tenseur v (u) n1 es t  pas changé s i  l 'on  superpose à un 

déplacement rigide.  

-M; + 
En ef fe t  s o i t  u un déplacement r ig ide  superposé à u c'est-à-dire 

+ -t* -t 4* -+ 
t e l  que x + u +  u = c + R ( X  + u) .  D'OÙ 1% + Gradx(;+ u ) = R ( I +  +GradX u). 

h3 E3 
En reportant ce t t e  dernière éga l i té  dans A.IIZ3.2 on obtient : 

Soit  : 



P h ~ p h i é t é  : L'appl ica t ion  y : M 3 ( ~ )  M ' ~ ( R )  n ' e s t  pas une applicati .on 
3  

l i n é a i r e ,  mais e l l e  e s t  diOOémm%ble : En e f f e t  s i  l ' o n  c a l c u l e  

+ -HC I I  -.. ++6 11 o ( 1  + Gred :) + (12  + T ~ r a d x  : ) o ~ r a d ~  G*] Y,(U + u ) - y,(u) = , , ' '3 
X 

1 3 X 
C 3 

En remarquant que i a  qu3- .A,J*,lt$ 

* -t* 
e s t  l i n é a i r e  en u , c 'es t -à-d i re  égaiement en Grad u on a donc : 

X 

* 
où Dy; (Gradx u ) ~ s t  (:!'i.nie par  : 



OU encore 

T 3.w  rad 2)  = p a r t i e  s:inétrique de Gradx u O (I+ + Gradx :) 
u X 

3 

(en  abrégé :* o ( I 5  + GraX :) ] ) 
3 

-+ 
. o r  d 'après  1.1.2.  @ ( x , t )  - x + u(x,t) on peut é c r i r e  : 

-+ 
D @ = I+ + Grad u s o i t  e n f i n  : 

X E 
3 

X 

4! -* 
h + ( ~ r e d ~  u  ) = ' p r a d  1.1 O T D @ ( X ) ~  Grad u mais comme u 2 X X "1 

-tX 4 -t* 
X = @ ( x )  e t  Grad u  = I;r:is u  O DO(X) l ' é c r i t u r e  f i n a l e  de  grad ad u  ) 

X U X 

s e r a  : 

--- 

~ y - t ( ~ r 8 . d  $1 = 

.3. 

X *  

P 
* - - ' [ 

* -l- 
x O - GradX u  + GradX u  O u @ ! ~ )  2 "1 

-& * 
où X = @ ( x )  e t  Ci*; 6 '  n = Gra% u O DO ( x )  

h 

Dy; E L ( M 3 ( R ) ;  ~ ~ : ~ ~ ( l i ) :  soii noya:i e s t  c a r a c t é r i s é  pa r  : 

4 T 
En e f f e t  E y - ; ( ~ r a d ~  u ) = D (.quivaut à (I+ + Grnd 3) O ~ r a d s *  entisym6- 

E 
3 

X 

t r i q u e  c ' est-à-dire di apr *xs :a formule A.II.3.. 5, D@ ( x )  é t a n t  non s i n g u l i s r e  , 
-+* & Grad u antiçymétrique. 

X 
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* 1 aui au 
O r  GradX u antisymétrique <=+ (;y) = 5 (aX +A ) = O 'i j~ 

j 
axi 

( i , j )  E { 1 , 2 , 3 1 ~ 6 ~ ~  

On a donc, s i  Q ( R )  e s t  simplement connexe 

2 

2 * 2 * 2 * 2 * * a ui a ui a a u 
- - =---i=-j=- 2% .,(u ) - aEXij(-) 

ax. a% a x , a x ;  a s ax i  axi axk axi 
J J a% 

c 

* 
arXik(ü ) 

+ 3 
a x = O  i ,  E {1,2,31 c ii3 

j 
i 

* * 
aui au 

~ ' ~ 6  - = a (= - a x i j  a =- A ) avec a r é e l  e t  indépendant de X j i  ax i  
j 

. i j  

* 
(d.oric de x dans Q ) .  Ainsi  GradX u = A avec : A a n t i s p é t r i q u e  e t  indépen- 

+ -+ / ü (XI = c + AX ( c  indipendant de x dans S l  1 

3 
vù c e.t A antidqmé.tkithique 6 V a  indépendad de X 

(donc de x e n ) .  

On désigne par i?n l a  va.riété a f f i n e  des déplacements r i g i d e s  
IL 

infinit6simaux superposés 5 l a  configuratinn @ (R.) c ' est-à-dire 



11 r g s d t e  a lo r s  de A.II.3.5 e t  A.II.3.6 que 

A.II.3.8. 

. Les déplacements r ig ides  inf in i tés imaux superposés à @ ( R )  donnés par 

A 11.3-7 s ' in t roduisent  dans 1' hgpoAhèh C? aXte de.b "pea%e.h pe~twrbat ivnn " 

(H.P.P. ) où l a  matr ice  R dé f in ie  en II .3.3 peut s ' é c r i r e  : 

A = - T A  
-+* -% 

R = {U = c + A(x + G) / c e t  A indépendant de x) 
u 

A. II. 3.10 [+l +a.ve(sue~ par  exemple corne norme su r  (R 
3 

33 

T 1 I A ~  l 2  = Trace ( AOA) e t  où on néglige l e s  termes d lo rdre  a u  moins 2 en 

1 1 ~ 1 1 .  Alors 

o r  .O A = o4(1 IA/ l a )  dloÙ finalement : 

T 2 
R s e r a  b ien  orthogonale ( R O R = I-+ ) à 0(I  ( A I  1 ) près si e t  seulement s i  

E 
2 

+ A  = 04 c 'est-à-dire A e s t  antisymétrique. 
3 

3 3 . . S i  l ' o n  désigne par R ( u )  e t  E ( u )  respectivement l e s  p a r t i e s  symétrique 
X X 



-+ -+ 
E~(U) (respectivement Rx(u) ) est un endomorphisme symétrique (respectivement 

-+ 
ant isymétrique) de E 

3 

j. 

On sait qu'il existe un isomorphisme de l'espace vectoriel E sur l'espace 
3 

a -t -+ 
vectoriel L (E  ,; ) des endomorphismes nntisymétriques de E noté i tel que : 

3 3 3 ' 

-+ -+ 
E3 ~'(2~' E3) E étant rapporté à la base orthonormée 

3 

3 i - + - + - +  
w - R directe {el, e 2' e3} 

(:)AC -! i )  : matrice -+ représentative 3 -+ de dans la 

base-{ely e2, e3} 

c'est-à-dire défini par : 

1 -+ 
= - Rot u est le vecteur de rotation local 

X 

Ainsi on peut écrire : 



Le tenseur des déformations y doit vérifier des conditions de 

-t 
compatibilité, pour que.llendomorphisme symétrique y (u) étant donné swr 

X 

fi par l'intermédiaire des y. (x) (= y.. (x)) , il existe un champ de 
1 j J 1 

-+ 
déplacement u sur 52 tel que 11.3.2 ait lieu. 

1 )  Ca .tinSaine 
-k 

Dans le cas "linéarisé" c'est-à-dire sous l'hypothèse que Gradx u 

est uniformément borné sur R par M nombre réel "très petit" q > O 
-b 

(ainsi que u quand R est borné) et avec la convention qui consiste 8 

k négliger systématiquement toutes les quantités d'ordre r j  (k > l ) ,  

-f 
y (c) se réduit à E (u). Le problème est alors de. savoir : 
X X 

3 

Pour cela on définit le rotationnel d'un endomorphisme A de Eg 
X 

. 

par : 

ROT A e L ( È  ;E ) tel que V 3 constant dans È 
3 3 3 .  I 

3 
A quelle condition sur ~ ~ ( u ) ,  existe-t-il un champ de 

Désignons par la ième composante sur une base orthonormée 

3 

3 
directe de E du vecteur E t  ( A ~ . $ ) ;  on a : 

X 

-k + 
déplacenent u(x) tel que : x (u) = Grad, + r~radx ; 

(dlaprès~.I1l. 1.1 ) = Ve . Comme [fGrad, Ji = 2 .  U. 
1 J 

1 



Soit 

D'autre part LXOT Gradx :lie = cijk aj al % - - a ( E ~ ~ ~  aj %)= e - 
___f 

8 t ] = 'rad x T] ik? . D'où 

A.III.1.3. 

Il résulte alors de l'expression de ~(x), deA.III.1.2. et A.III.1.3 que l'on 

doit avoir 

C'uf: &a c o v r _ ~ o n  de. c a m p a ~ b ~ é  chmchée. 

Pour ne pas avoir à faire intervenir le théorème de Poincaré sur 

les formes différentielles, on vérifiera réciproquement que, pour tout x 

-+ X X dy. -+ 
de , l'intégrale curviligne u(x) = 1 U ( ~ , X ) ~  = 1 U(~,X)($ ej) ds = 

A0 dy Xo . 
-+ 2. ds où U (y,x) est le terme g6néral IXuij(y,x) dy.ei= 1 ij 

de la matrice carrée d'ordre 3 ~(y,x) définit, compte tenu de A.III.1.4, le 

-f 
vecteur u 2 un déplacement infinitésimal près; les termes Uij(y,x) étant 

définis par l'expression suivante : 

a U..(Y,X) = E (y) + (x-y - a I lJ 
i j ir k 1 ayk E ij (Y)- ay; ... ikj !y!l 1 -  



a ui 2 a u 2 
1 a 1 a u 1 a a% = - + I L - -  A---- s o i t  encore 
2 ayk 3yj 2 aykayi 2 ayi ayk 2 ayi ayj 

Ainsi U.  . (y ,x) peut encore s ' é c r i r e  
13 

que w - - 
i k ,  j 

E - E 
j k k j  ,i 

rapport à y , e t  i 

compte t enu  du f a i t  

désigne l a  dérivation p a r t i e l l e  par 

désigne l a  dér ivat ion p a r t i e l l e  seconde c'est-à-dire 

a2 ) . Il es t  a l o r s  a i s é  de nontrer  que : 
ayk ayi 

(A.III.1-4 <-> w 
nm,kj = " nm, jk 

En e f f e t  ROT E = O <- (XI 

o r  POT TROT qie = Eijk  LrRoTlkJ , j  = E FOT E ] ~  s o i t  pa r  i t é r a t i on  i j k  , j  . 

du procédé de calcul  : 

2 Soi t  un coup1,e ( i ,P )  quelconque de { 1,2,3} , d'après l a  déf in i t ion  de ci jk 

e t  cl, se& seront non nd.s l e s  termes Four lesquels j e t  Ir seront .  dinti i icts  



e t  d i f f é r en t s  de i, de même ceux pour lesquels  m e t  n  seront d i s t i n c t s  

e t  d i f f é r en t s  de 1. L'ensemble d ' ind ice  n '&tant que (1,2,3) il vient  : 

E e - E = O ' i j k  h m  nk,mj i j k  en j  ,mk 

+ 
S i  l ' o n  reprend l 'express ion du déplacement u(x)  = 

O i l  8. al9l's : 

-+ 
l ' express ion de u(x)  a i n s i  obtenue v é r i f i e  bien la 'col id i t ion 

-+ 
E (u (x)  ) = E~~ (x )  ( E .  . (x )  donnés a ? r i o r i )  i j  1J 

En e f f e t  E (:(XI= i j 
1 



En ROT   ROT B ut .un endomokpkidtne syrnWque de Ê3 c m ,  dam la 
-+ 

base (ei) , on a compte tenu de la dymWz.le de E : 

[ROT ROT Elie = [ROT 'ROT E ] ~ ~  -- 
En effet [ROT IROT Elie = sijk [ T ~ ~ ~ ~ k e  = E = cijk ch enkSmj ,j i j k  

= E ijk ekn,jrn .' Faisons la substitution d'indices (n = j; n = k ) 

= E. = [ROT 'ROT ~l~~ im '~jk nk,mj = 'ejk 'imn enk ,mi 

d'où les équations scalaires en xl, x2, x 
3 -  

5. a)b ) . i = 1 = 2 ; i = 1 = 3 les équations correspondantes s ' obtenant 
à partir de III. 1.6.a) en effectuant des permutations circulaires sur les 

indices 1 , 2, 3 . 

Les deux dernières équations se déduisent de III. 1.6 .b) par permutation 

circulaire sur lss indices 1, 2, 3. 



A.II.3-2- s ' é c r i t  : 

où 2 y (x )  + e s t  un endomorphisme symétrique d é f i n i  p o s i t i f  de E 3 ' 

donné sur fi . 3 

Ainsi ,  pour 2y(x)  + 1 , il e x i s t e  ( v x e  Q) une base orthonormale 

+ E3 
de vecteurs propres {p i (x ) ;  i € 11,2,3} de valeurs  propres associées  respec- 

2 t i v e s  hi(x) > O avec hi(x)  > O Sur fi 3 i {19233} . 
En d ' au t res  termes, il e x i s t e  une matrice de passage orthogonale 

+- 
Q(x)  de l a  base canonique {ei; i € {1,2,3)} à l a  base orthonormale 

. x ;  i 1 2 , 3  t e l l e  que : 
1 

O 

O / notée 

2 Diag ( )  h2(x)  3 

+- 
En posant ( I.+ + GraX u)  O T ~ ( ~ )  = r ( x )  on a : 

3 g3 

T r ( x )  . T (x) = Diag E: ( x )  , h:(x), h3(x)1 2 

Mais, d 'après l e  th6orème de d6compositich p o l a i r e  d'une matrice ca r rée  

non s ingu l i è re  (ou par une démonstration d i r e c t e )  on a : 

avec : . O(x) matrice orthogonale e t  

T U ( X )  = ~ ( x ) o ~ i a ~  [hl ( x )  , h2(x) .  h3(x)] o&(x)  e s t  une matrice symétrique 

dé f in ie  pos i t ive .  S i  ~ ( x j  é t a i t  connue, on a u r a i t  



O r  précédemment nous avons vu que pour dé teminer  en f a i t  l e s  coef f i c ien t s  

-b 
de l a  matrice Grad u, il s u f f i s a i t  de connaitre ceux de l a  matrice ~ ( x )  

X 
-b 

avec ~ ( x )  = u + T ~ r a ~  u ( ~ ( x )  symétrique dépendant donc de 6 '1 
coef f ic ien t s  s ca l a i r e s ) .  Ainsi l e  second membre de l ' é g a l i t é  A III.2-1- 

doi t  v é r i f i e r  6 équations s ca l a i r e s  de compatibil i té  d'après c e  qui a é té  

vu dans l e  cas l i néa r i s é .  

Il  s ' a g i t  à présent de t r adu i r e  l e s  conditions de Schwarz : 

A III .2-2- a2G - 2+ a u + + - ax. a x ,  as axj ; u = U. i e i = uJ if j en var iables(xi )  
J 

s o i t  finalement : 

a: axi Ir: k iJ + axi = -  - + r ieU G ou encore + k +  
ax, ax, K 7 (Oi Gk 

On a de même 

axi 
' k -  axi a + k  - axi 

- 1 (ji U) G, + a;; a;mi U )  i Gk + - (ai :le r? a ]  
a x ~  j a x ~  ~ . t  k  



L 2+ a u + r De même on ob t ien t  pour ax, ax, 

Posons 

k 
Compte tenu du f a i t  que rk = T . .  e t  de ce qui précède,A 1112-2- estégui-  

i j  J 3. 

valente à 

e t  a-' é tant  non s ingu l iè re  

On montre a i n s i  que l a  condition A.III.2-2 e s t  équivalente à 

l'ANNULATION des composantes mixtes RL du tenseur de courbure de (n) 

muni des coordonnées curvil ignes (x.  ) . 
1 



. En dimension t r o i s  nous ver rons  q u ' i l  y a en f a i t  6 composantes 

R~ indépendantes,  e t  l ' a n n u l a t i o n  de c e l l e s - c i  nous donnera b i en  l e s  
j a  

6 équat ions de compa t ib i l i t é  recherchées.  

Les composantes covar ian tes  R i j  k l  du t enseu r  de courbure s o n t  

données pa r  

A .  III. 2-4- o ù G  e s t  l e t e n s e u r m é t r i q u e d e  @ ( a )  
i~ 

-+ + axm axm 
avec G = G .  .G = - - i p  1 p ax. ax 

e t  
1 P 

i , j , k , ~ , p , r  i n d i c e  de {1,2 ,..., n)  

avec n = dim E . 
Nous a l l o n s  é t a b l i r  des r e l a t i o n s  l i a n t  l e s  composantes covar ian tes  

Ri je t  
du tenseur  de  courbure à l ' a i d e  d 'express ions  des symboles de 

C h r i s t o f f e l  données en fonct ion des composantes du t enseu r  métr ique G. 

Préalablement nous a l l o n s  d é f i n i r  l e s  symboles de C h r i s t o f f e l  de 

première espèce p a r  : 

: symbole de C h r i s t o f f e l  de 2ème espèce.  ri j 

r i j s  : symbole de C h r i s t o f e l l e  de l è r e  espèce.  

Calculons à présent  l a  quan t i t é  . + G 
1s , j  

- G .  J j s , i  ~ j , s  - 



1 [a2xm q+ a2x axm + a2xm axm a2xm a m  a2xm a m  = - m - + - -  
2 ax.axi a~~ ax ax axi a ~ .  a ~ .  a~ a ~ .  a~ ax axsaxi ax I J  s j ~ J S  i s j  j 

Nous recherchons l'expression de R en fonction des dérivées ijkl 

secondes partielles des composantes G du tenseur métrique 
mn 

sachant que G G~~ = 
ip ' iu 






































































































































































































































