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AVERTlSSEMENT A PROPOS DES RENVOIS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

A l ' i n t é r i e u r  d ' u n  c h a p i t r e  l e  r e n v o i  à un pa ragraphe  ( r e s p .  une 

f o r m u l e )  du même c h a p i t r e  e s t  ind iqué  p a r  deux nombres s é p a r é s  p a r  un p o i n t  

( r e s p .  e n t r e  p a r e n t h è s e s )  ; l e  r e n v o i  à un pa ragraphe  ou à une fo rmule  d ' u n  

a u t r e  c h a p i t r e  e s t  n o t é  à l ' a i d e  d e s  mêmes symboles s u i v i s  du numéro du 

c h a p i t r e  concerné .  

ExempLe. Au c h a p i t r e  III : 

(4 .11)  r e n v o i e  à l a  formule  (4.11) du c h a p i t r e  III 

4.7 r e n v o i e  au paragraphe 4 . 7 .  du  c h a p i t r e  III 

(4.6) Ch.11 r e n v o i e  à l a  fo rmule  (4 .6)  du c h a p i t r e  II. 

Le r e n v o i  à un théorème, p r o p o s i t i o n ,  lemme ou c o r o l l a i r e  e s t  

i n d i q u é  p a r  l e  nom, s u i v i  du no du c h a p i t r e  e t  du no d ' o r d r e .  

E x ~ p t ~ .  p r o p o s i t i o n  (11.3.8) r e n v o i e  à l a  p r o p o s i t i o n  3.8 du 

c h a p i t r e  II où e l l e  Eigure sous  l a  forme 



En 1967, dans un article intitulé "On imbeddings into Orlicz 

spaces and some applications'' [TRI], N.S. Trudinger a construit un plonge- 

1 
ment continu de l'espace de Sobolev W (R), (où R est un ouvert borné de 

n n 
ItlX 

IRn) dans l'espace dlOrlicz L (fi) avec @(t) = e 
$ 

-1. 

Quelques années plus tard, en collaboration avec J. Hempel et 

G. Morris ~ . M . T ] ,  il a démontré que,.lans ce cas limite des inégalités de 

Sobolev, cet espace dlOrlicz est le plus petit dans lequel un tel plongement 

a lieu. (Dans la catégorie des espaces de fonctions définies dans des domaines 

bornés,les morphismes étant les applications continues, les espaces dlOrlicz 

L (R) comme les espaces Lp(Q), p > 1 ,  s'ordonnent par l'inclusion. L'es- 9 
1 

pace b$ (R) est continûment plongé dans chaque L (R) n & p < +m. Le "plus 
n P 

petit" signifie ici qu'il n'existe pas d'espace dlOrlicz intermédiaire 

1 
entre L (R) et Wn(Q) oii aboutit une flèche de plongement continu partant ID 
de w~(R)). 

Depuis lors l'estimée ( T  ) (cf. 5.11.1) qui exprime ce plonge- 
n 

ment et surtout la forme duale (D ) (corollaire 11.1.5) qui s'en déduit n 

aisément ont suscité un grand intérêt en analyse et en géométrie. 

En effet l'estimée (PZ) a beaucoup servi dans la recherche 

d'une solution à un problème posé par L. Nirenberg dans les années "50" à 

partir des travaux de H. Minkowski et H. Weyl (cf. [NG] et sa b i b  l iographie) 

2 
à savoir quelles sont les fonctions régulières sur S (sphère unité dans 

3 
IF. centrée à l'origine qui sont des courbures de Gauss de métriques conformes 

à la métrique (que nous notons c) induite par le plongement standard de S 
2 

3 
dans l'espace euclidien (IR ,e) ? Pour une surface riemannienne (MYg), la 

traduction analytique de ce problème consiste à décrire l'image de l'opéra- 

teur différentiel quasi-linéaire 
1 

F2  
défini dans l'espace de Sobolev WZ(M) 



par (voir [ET], [K.W.~]). 

où k est la courbure de Gauss de la métrique g et Ag est le laplacien 

de cette métrique (agu = -div (vgu)). 
g 

A notre connaissance les études les plus avancées de ce problème 

convenablement généralisé sont à ce jour celles de J. Kazdan et F. Warner 

(LK.w.I] et [K.w.~]), J. Moser [MR.~] et T. Aubin   AN^]. 

Pour obtenir certains de leurs résultats, ils utilisent une 

méthode variationnelle qui requiert des formes précisées de (Il2). En effet, 

supposons que la caractéristique d'Euler de (M,g), notée x(M) soit posi- 
'L a3 

tive et soit K une fonction de classe C sur M positive en au moins 

un point. On résout l'équation 

en minimisant la fonctionnelle 

où v désigne la mesure définie par g, sur l'hypersurface E de 
8 

1 
W (M) donnée par 

2 

- - 
Soit u = u v la moyenne de u sur M. En posant u = u + U 

- 
et en résolvant en u l'équation définissant E, on ramène (cf. 4.9 ch.111 

pour les détails), la minimisation de J à celle de la fonctionnelle J 
O 



définie sur le sous-ensemble de E formé des fonctions de moyenne nulle par 

1 - 1  2u 
J (U) = / g (dU,dU)vg-2n x(M) Log / K e v + constante 
O J M  J M g 

11 suit de l'estimée (D2) que 

1 
J O (u) L (? -  4n ~(M)B)11d~11~ + constante 

L2 

où B est la constante dans (D2) Il existe donc des valeurs de B pour 

lesquelles J (U) est bornée inférieurement. C'est pour cette raison, entre 
O 

autres, que la recherche de la "meilleure constante a" (la plus grande 

possible) dans ( T  n) et la "meilleure constante P" (la plus petite pos- 

sible) dans (Dn) a fait l'objet de nombreux travaux ces dernières années. 

Outre les deux articles de T. Aubin et J. Moser que nous avons déjà mention- 

nés, citons encore celui de J. Moser [m. 1] consacré aux ouverts bornés de 

2  IR^ et à la sphère (S ,c), celui de P. Cherrier [CRI] sur les variétés 

riemanniennes compactes et celui de l'auteur avec A. Largillier [E.L] sur 

la sphère standard (sn,c) de l'espace euclidien (IRnt1,e). 

En dimension n L 3, l'opérateur différentiel elliptique quasi- 

linéaire F qui traduit analytiquement l'étude des fonctions régulières 
n 

qui, sur une variété compacte (M,g) sont des courbures scalaires de 

métriques conformes à g est défini par (voir  ET:^ ou [YE] ) . 

où u appartient à un ensemble de fonctions positives sur M. Cette étude 

a été amorcée par H. Yamabé [YE] , puis poursuivie par N.S . Trundinger  PR^] 

H. Eliasson [EL] T. Aubin  AN.^], [IAN.~] et J .  Kazdau et F. Warner [K.w.~]. 



L'interpénétration de l'analyse et de la géométrie est frappante 

dans la plupart des travaux que nous avons mentionnés, les auteurs utilisant 

à la fois des méthodes et concepts issus de l'une et l'autre discipline 

(voir à ce sujet l'article de synthèse de J.P. Bourguignon [BN 21).  

En dépit des progrès importants qui ont été obtenus ces dernières 

années (voir les derniers résultats connus de T. Aubin   AN.^] et une biblio- 

graphie assez complète dans [B-B] ainsi que l'exposé par H. Gluck consacré 

à la dimension 2 dans [GK]) en vue de sa résolution, le problème de 

L. Nirenberg demeure toujours ouvert en toute dimension n 3 2. 

Dans ce travail nous nous proposons d'apporter une contribution 

à la description des fonctions régulières sur une variété riemannienne com- 

pacte (M,g) de dimension n > 2 qui sont réalisables comme courbures sca- 

% 'b 2 
laires de métriques g conformes à g (i .e. qui s'écrivent g = p g où 

p est une fonction régulière positive sur M) 

A cet égard la sphère standard (sn,c) se présente comme un cas 

singulier. D'une part en dimension 2 elle est la seule surface compacte pour 

laquelle le problème de Nirenberg généralisé aux variétés n'est pas encore 

résolu. D'autre part parmi toutes les variétés riemanniennes compactes elle 

est la seule dont le groupe conforme n'est pas compact. 

C'est cette dernière remarque qui nous a poussé à étudier plus 

particulièrement le cas de (sn,c) et à utiliser pour notre étude une action 

I l  du groupe conforme, à la source", sur les métriques cm sur sn et au 

1 I but" sur les fonctions régulières définies sur s". Cela nous a permis : 

. d'obtenir une nouvelle condition dl intégrabil ité pour les équa- 
'h 

tions de la forme Fn(u) = K (n h 2) (la "condition N'' du théorème 

(111.3.16)) qui contient celle trouvée précédemment par J. Kazdan et F. Warner; 

. de construite sur la sphère (sn,c) de nouveaux 



exemples de fonctions qui sont "interdites" comme courbures scalaires de 

métriques conformes à c ; 

n . de montrer que l'ensemble Int(S ,c) des fonctions interdites sur 

sn pour la métrique c n'a pas une structure linéaire. 

En dimension n > 3, nous redémontrons assez simplement que 

l'orbite de la métrique c sous l'action du groupe conforme par image 

réciproque est constituée par les métriques à courbure sectionnelle cons- 

tante (voir aussi l'article de M. Obato [oA.~]). 

En dimension 2, l'image de 
F2 

(Im F ) reste stable sous 
2 

l'action du groupe conforme que nous avons introduite. Il en résulte que 

Im F est dense pour les topologies L p 2 1 dans un sous-espace de 
2 P 

2 
fonctions régulières sur S . Nous avons établi que,outre les harmoniques 
sphériques d'ordre pair, certaines harmoniques sphériques d'ordre impair 

peuvent être réalisées comme des courbures scalaires de métriques conformes 

2 
à la métrique standard sur ( S  ,c) . 

Pour obtenir certains des résultats énoncés ci-dessus nous avons 

utilisé la méthode variationnelle pour laquelle nous avons dû nous intéres- 

ser aux "meilleurs constantes" dans ( T  n) et (D ) .  Nous avons pu simpli- 
n 

fier la preuve donnée par J. Moser de son théorème principal (th. 1) dans LMR. 11 

que nous avons prolongé à la sphère (sn,c). Nous avons ainsi amélioré nos 

précédents résultats avec A. Largillier dans I E . ~  et ceux de [CRI] concer- 

nant la sphère standard. La considération des fonctions "exponentiellement 

L -orthogonales aux harmoniques sphériques d'ordre p > 1 nous 
2 

a permis d'obtenir une généralisation utilie du corollaire 2 de  AN.^] qui 

améliore la constante B dans (Dn). 



La base de l'étude des "meilleures constantes" dans (Tn) et 

(vn) est un procédé de symétrisation des espaces de Sobolev qui permet de 

ramener le problème à un problème à une variable. C'est pour cela que nous 

en présentons une synthèse dans notre premier chapitre. 

L' ensemble du travail s'articule autour du noyau qu' est 

le chapitre O (son numéro d'ordre ne doit donc pas faire perdre de vue son 

intérêt !). 

Le plan que nous avons adopté est le suivant : 

Chap&e 0 : Notations et résultats préliminaires. 

Chap&e 1 : Espaces de Sobolev et symétrisation sphérique. 

Chap&e I I , :  Sur l'estimée de N.S. Trudinger pour le cas limite des inégali- 
tés de Sobolev. 

Chap&e 111 : Instabilité à la linéarisation de l'application courbure sca- 
laire en présence de l'action du groupe conforme. 

ConduAion : L'exposé se termine pour quelques remarques en guise de con- 
clusion. 

Pour rendre la lecture plus facile, en tête de chaque chapitre 

(à l'exception du chapitre O, très bref) se trouve un plan détaillé. 



O. 1. Nous désignons par R un domaine de l'espace euclidien  IR^ 
(n > l), par dR la mesure de Lebesgue sur R et nous considérons les 

fonctions mesurables sur R. Comme il est maintenant classique, une fonc- 

tion u localement sommable est dite la dérivée faible lai-ième - (ou 

la\-ième dérivée au sens des distributions) - de U sur R si - - 

k 
pour tout élément de l'ensemble C (R) des fonctions à support compact 

O 

dans dérivables jusqu'à l'ordre k. Nous avons adopté les notations de 

L. Schwartz : la1 = a + a + . . . + a désigne la longueur du multi-indice 
1 2 n 

0.2. On note L (R) (1 < q 6 +w) l'espace des classes de fonctions 
4 

dont la puissance q-ième du module est sommable et Lm(Q) l'espace des 

classes de fonctions bornées presque partout sur R. L'espace de Sobolev 

k 
Id (52) est défini par 
4 

k w (n) = CU 1 ~ ~ u c  L (RI, Va, O a /al  6 k~ 
4 4 

a 
les dérivées D u étant prises au sens des distributions. Une norme sur 

wk(R) est donnée par 
4 



k 
norme pour l a q u e l l e  W (R) e s t  un espace  d e  Banach (un espace d e  H i l b e r t  

9  

pour q = 2 ) .  

0 1 
On n o t e  W (R) l e  sous-espace c o n s t i t u é  p a r  l ' a d h é r e n c e  de 

4  
1 

cW(R) dans  W (R) . On v é r i f i e  à l ' a i d e  d e  l ' i n é g a l i t é  d e  P o i n c a r é  (cf  pa r  
O q 

exemple   MY^, - v o i r  a u s s i  5.0.6) que l a  semi-norme 

1 , - 

0 1 
d é f i n i t  une norme s1.r W (fi), é q u i v a l e n t e  à l a  norme II 1 1  I , q .  

q  

1 
Remarquons que s i  u  a p p a r t i e n t  à Wq (R),  I U  1 a p p a r t i e n t  a u s s i  

1 1 
à id (R) : l e s  espaces  W (R) s o n t  r é t i c u l é s  [SA, Lemme 1 .11) .  

4  4  

0 . 3 .  Dans t o u t e  l a  s u i t e ,  sauf  ment ion  e x p r e s s e  du c o n t r a i r e ,  nous 

m 

désignons  p a r  (M,g) une v a r i é t é  d i f f é r e n t i e l l e ,  compacte, C , s a n s  bord ,  

connexe d e  dimension n  > 2, munie d 'une  mét r ique  riemannienne g .  La mesu- 

r e  p o s i t i v e  que g d é f i n i t  s u r  M ( v o i r  [B.G.M. ch.111) s e r a  n o t é  v  
g 

(ou d a  lo r squ 'aucune  confus ion  ne  s e r a  à c r a i n d r e ) .  

CO 

Nous no tons  TM l ' a l g è b r e  d e  L i e  d e s  champs d e  v e c t e u r s  C 

m 
e t  FM l ' a l g è b r e  d e s  f o n c t i o n s  r é g u l i è r e s  ( c l a s s e  C ) s u r  M .  

Pour t o u t e  f o n c t i o n  u  s u r  M, l e  g r a d i e n t  de  u  p a r  r a p p o r t  

à g  ( i . e .  l e  champ de  v e c t e u r s  dua l  d e  l a  d i f f é r e n t i e l l e  du) a u  s e n s  d e s  

d i s t r i b u t i o n s  s e r a  n o t é  Vgu (ou p a r f o i s  Vu). Globalement vgu e s t  donc 

d é f i n i  pour t o u t  champ de  v e c t e u r s  X s u r  M pa r  



1 n  
e t ,  p a r  r a p p o r t  à un système d e  coordonnées l o c a l e s  x  x ) dans 

l e q u e l  l a  m a t r i c e  d e  g  e s t  ( g . . )  (1 < i ,  j  6 n ) ,  l ' o n  a  
1 J 

i j 
où (g  ) d é s i g n e  l a  m a t r i c e  i n v e r s e  d e  ( g . . ) .  

1 J  

La d i v e r g e n c e  e s t  l ' a p p l i c a t i o n  d é f i n i e  s u r  TM à v a l e u r s  

dans  FM q u i ,  à t o u t  champ d e  v e c t e u r s  X,  a s s o c i e  l a  f o n c t i o n ,  no tée  

d ivgx ,  elle-même dé£ i n i e  pa r  l a  formule  

L x vg 
= (d ivgx)v  , 

g  

dans  l a q u e l l e  LX d é s i g n e  l a  d é r i v é e  d e  L i e  par  r a p p o r t  à X .  Par  d u a l i t é  

p a r  r a p p o r t  au  p r o d u i t  s c a l a i r e  ponc tue l  ( d é f i n i  p a r  g )  , o n  o b t i e n t  s u r  

1' espace  d e s  1-formes ( d i f f é r e n t i e l l e s )  l ' a p p l i c a t i o n  bg  à v a l e u r s  dans  

FM d é f i n i e  pour t o u t e  1-forme d i f f é r e n t i e l l e  a s u r  M p a r  

# # ( a  e s t  l e  champ d e  v e c t e u r s  d é f i n i  p a r  g ( a  ,X) = a ( X ) ) .   application 

bg e s t  a d j o i n t e  d e  l a  d i f f é r e n t i e l l e  e x t é r i e u r e  d  p a r  r a p p o r t  au p r o d u i t  

s c a l a i r e  g l o b a l  s u r  (M,g), i . e .  

- 1 
g é t a n t  l e  t e n s e u r  mét r ique  s u r  l ' e s p a c e  des  1-formes i n d u i t  pa r  g  e t  

i j 
don t  l ' e x p r e s s i o n  l o c a l e  e s t  l a  m a t r i c e  (g  ) ,  c e  q u i  j u s t i f i e  l a  n o t a t i o n  

- 1 1 n  
g  . Dans l e  système d e  coordonnees l o c a l e s  x  , . . . x  ) ,  bg s ' é c r i t  



où nous avons désigné par a; les composantes de a dans la base locale 

1 
n 

n 
(dx , . . . ,dx ), de sorte que 

F a 7 gij ci = g (a , 7 )  . L' application Gg 
j=i j ax 

est la codifférentielle sur l'espace des 1-formes différentielles de 

Dans une section du chapitre III, nous utiliserons aussi mais accessoirement 

la codifférentielle sur l'espace des champs de (0,2)-tenseurs symétriques de 

(M,g). Si h est un élément de cet espace alors la codifférentielle de h 

est la 1-forme différentielle dont l'expression locale dans la base 

a a 
( -  est 
a x axn 

où D est l'opérateur de dérivation covariante de Levi-Civita de la métrique 

O 

g. L'adjoint de 6O par rapport au produit scalaire global sur (M,g) est 

défini sur l'espace des I-formes différentielles par 

On aurait pu dire que la codifférentielle d'une 1-forme a, 

vue comme un champ de (0,l)-tenseurs sur (M,g) est la fonction 

tr désignant la trace par rapport à g. 
g 

Pour une étude détaillée de ces questions on peut voir [NN]. 

0.4. Comme pour les ouverts de iRn, on sait définir les espaces de 

Sobolev sur (M,g). Soit u une fonction régulière (de classe cm) sur M. 

Etant donné un entier k 2 1 ,  on définit la dérivée covariante d'ordre k 

,,k- 1 de u comme 6tant égale à la dérivée covariante (du) d'ordre 



(k-1) de  s a  d i f f é r e n t i e l l e  du.  La v a r i é t é  M é t a n t  compacte, l a  f o n c t i o n -  

n e l l e  

- q I 
- 1  k-l 

(O. 5) u  u  = ( b u q + g  (D (du), ,  
k- l ( d u ) ) 2 ) v g ) q  , q  2 1 

k , q  

d é f i n i t  une norme s u r  l ' e s p a c e  FM d e s  f o n c t i o n s  r é g u l i è r e s  s u r  M .  Le com- 

k  
p l é t é  d e  FM pour c e t t e  norme e s t  l ' e s p a c e  d e  Sobolev W (M) s u r  (M,g). 

4  

c ' e s t  un espace  d e  Banach, un espace  de  H i l b e r t  pour q = 2. P o u r  une é tude  

g é n é r a l e  d e  wk(M) v o i r  [PS] , [EN] ) . 
q 

0.6 .  S o i t  ( M I  = jMg, l e  volume d e  M. On d é f i n i t  l a  moyenne d 'une  

f o n c t i o n  u  i n t é g r a b l e  s u r  (M,g) p a r  l e  nombre 

1 
Dans l e  sous-espace d e  W (M) formé d e s  f o n c t i o n s  à moyenne 

4  

n u l l e ,  l a  semi-norme 

d é f i n i t  également une norme que nous no te rons  s u i v a n t  l e  c o n t e x t e  lu 1 , 
1 ,q  

( 1  VU / 1 OU ( 1  du ( 1  pour une f o n c t i o n  u  donnée.  Sur l e  sous-espace 
4  t 

W' (M) n Ker d e s  f o n c t i o n s  2 moyenne n u l l e ,  l a  semi-norme 
J M  

e s t  
q  

é q u i v a l e n t e  à l a  norme . En e f f e t ,  supposons q u ' i l  n ' e n  s o i t  pas  

1 
a i n s i  e t  s o i t  ( u . )  une s u i t e  dans  W (M) n Ker [ t e l l e  que 

J 4  J M  

i )  IIuj I I  l , q  = 1 ,  pour t o u t  j 

ii! l i m ( u  ( = G .  
j+.+m j 1 ,q  



1 
La s u i t e  (u . )  e s t  bornée dans W (M) .  après l e  théorème de  

J 9 

Rellich-Kondrachov ( v o i r  1 . 2 .  ch.11) e l l e  c-ontient donc une sous-su i te  que 

nous notons (uk) q u i  converge for tement  dans L (M) ve r s  une fonc t ion  
4 

u. Cet te  p r o p r i é t é  de  convergence combinée avec i i )  montre que l a  s u i t e  

1 
(uk) e s t  une s u i t e  d e  Cauchy dans l ' e s p a c e  d e  Banach (Wq(M), / (  I l l  , q )  . 
E l l e  converge donc en  norme v e r s  u .  

La fonc t ion  u e s t  à moyenne n u l l e  puisque d ' ap rè s  l ' i n é g a l i t é  

Mais u n ' e s t  pas identiquement n u l l e  c a r  

u = i i m  \lu I l q  (du f a i t  que IIuIIL h IIu-ukIIL + IIukIIL 
q k*m k L 

9 q q q 

= l i m  I I u  I l q  = 1 (puisque u v é r i f i e  i i )  e t  i ) ) .  
k++m k l , q  

k 

O r  nous avons a u s s i ,  e t  de l a  même façon 

en r é s u l t e  par L'équivalence des normes 1 1 
1 ,q 

con t r ad ic t ion .  

1 
Ultér ieurement ,  c ' e s t  l ' e s p a c e  W (M) qu i  va nous i n t é r e s s e r  n 

C ' e s t  un espace r é f l e x i f  puisque nous supposons n 3 2 .  



0.8. Appelons classe conforme d'une métrique g l'ensemble des 

CL % 2 
métriques g sur M qui s'écrivent g = p g, où p est une fonction po- 

sitive dans FM. Pour q = n, la semi-norme (0.6) est insensible aux chan- 

gements de metriques dans la classe conforme de g, i.e. 

En effet 

Nous dirons que la semi-norme u I-+ IlduIIL est invariante 
n 

conforme sur (M,g). Cette propriété généralise à la dimension n, l'inva- 

riançe conforme de l'intégrale de Dirichlet bien connue en dimension 2. 

O. 10. Nous noterons (sn, c )  la sphère standard (ou canonique) (c ' es t-à- 
n+ 1 dire la sphère euclidienne de rayon 1 dans IR , centrée à l'origine) où 

c désigne la métrique induite par le plongement dans iRnf ' . L' élément de 
volume (la mesure positive) défini par c et le champ de vecteurs gradient 

d'une fonction u sur sn seront respectivement notés vc et Vu. 

Lorsque nous aurons besoin de spécifier la métrique euclidienne 

Rn+ 1 
sur , nous écrirons (R"", e) . 



CHAPITRE 1 --- ------- 

ESPACES D E  SOBOLEV ET SY14ETRlSATlON SPHERTOUE -------.----------------------------------->-- 

. une remarque généra le  concernant l e s  espaces riemanniennes 

symétriques de rang 1 .  

. Le cas  de l a  sphère s tandard : réarrangement sphérique su r  

1 n w (S , c ) .  
P 



1 . 1 .  La symétrisation que nous allons rappeler est une généralisation 

d' un procédé géométrique inventé par J. ~teiner(*) pour transformer un domai- 

ne plan Q en un domaine R* symétrique par rapport à une droite d du 

plan et obtenu comme suit. Soit p le pied d'une perpendiculaire H à d 

qui rencontre R. On note M(p) le segment de H centré en p et de 

longueur long (M(p) ) = long (Q n H) . La réunion des segments M(p) lorsque 

p décrit d est le symétrie6 a* par rapport à d du domaine Q. En 

substituant aux droites H des cercles centrés en un même point O de 

d et la droite d par l'une des deux demi-droites, soit d , issues de O, 

on définit la symétrisation circulaire par rapport à d - . 

Pour les problèmes de géométrie que nous avons en vue, nous 

utiliserons la symétrisation sphérique par rapport à une demi-droite (on uti- 

lise aussi le terme de réarrangement sphérique introduit par G. Hardy, 

J. Littlewood et G. Polya (cf. [H.L.~]). C'est une variante de la symétri- 

sation de J. Steiner que l'on peut décrire de la façon suivante. 

n 
Considérons dans R le demi-axe 

1 
d- = {(x ,O,.. .,O) 1 X I  6 01 

et pour tout nombre réel r > O la sphère 

( 8 )  Pour plus de détails, on peut se reporter au livre de G. Polya et 
G. SzegQ [P.S., ch. VII] ou à [MW]. 



n  
E t a n t  donné un domaine d e  IR , posons 

X 
S o i t  M ( - r )  l a  c a l o t t e  sphér ique  i n c l u s e  dans  Sr ,  c e n t r é  

r 
au p o i n t  0  0  e t  dont  l e  volume s u r  S  , s o i t  m (M ( - r ) ) ,  e s t  é g a l  

r n-1 

au volume rn (S n R) d e  S  R .  A lors  l e  domaine il* dé£  i n i  p a r  
n-1 r r 

e s t  l e  s y m é t r i s é  sphér ique  par  r a p p o r t  à d  d e  R e t  l ' o n  f a i t  l a  convent ion - 

s u i v a n t e  [MW] : 

X 
i )  s i  R e s t  o u v e r t ,  l a  c a l o t t e  d e  d é f i n i t i o n  M ( - r )  e s t  p r i s e  

o u v e r t e  e t  l e  p o i n t  0  0  n e  l u i  a p p a r t i e n t  que s i  l a  s p h è r e  S  e s t  r 

i n c l u s e  dans R ,  

* 
i i )  s i  R e s t  fermé, l a  c a l o t t e  M (-r)  e s t  p r i s e  avec son  bord.  

Le s y m é t r i s é  R* e s t ,  b i e n  s û r ,  un " s o l i d e "  de  r é v o l u t i o n  d ' a x e  d  . - 

1.3. Les  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  e n  son t  a l o r s  immédiates : 

i )  s i  Q e s t  o u v e r t ,  l e  s y m é t r i s é  fiX e s t  a u s s i  o u v e r t  puisque 

l e  bord de  R* e s t  c o n s t i t u é  p a r  l e s  p o i n t s  d e s  bords  d e s  c a l o t t e s  M*(- r ) ,  

i i )  s i  fi e s t  fermé, Q* l ' e s t  a u s s i  c a r  l e  complémentaire de 

Rm dans ( R ~  e s t  l e  s m é t r i s é  pa r  r a p p o r t  à l ' a x e  

1 
d  = { ( x l , O , .  . .,O) 1 x  > 01 du complémentaire de  R .  + 

P / ~ a p a b L ~ , u i ~  7 . 7 . 4 .  S o i e n t  R I  e t  D2 deux domaines dans  R". - 
Les deux a s ; e r t i o n s  s u i v a n t e s  s o n t  é q u i v a l e n t e s  : - 

1.i)  In C 1 e t  pour t o u t  r a p p a r t e n a n t  à 
1 2 



3 
SymGtrisé d'un domaine R de IR par rapport à OZ. 



Preuve : i )  => i i )  . Nous avons R: c :II équ ivau t  à 

Supposons que ne s o i t  pas  contenu dans  . Il e x i s t e  a l o r s  r 6 1, 
O 

* X 
1 

t e l  que M*(-r c e t  M (-r  ) n R 2  = @, c e c i  e s t  i m p o s s i b l e .  Donc 
O O 

* 
pour t o u t  r a p p a r t e n a n t  à 

IQ, 
, on a  bfi(-r) 0 fi; # @ e t  comme :-Y c , , 

i 
1 

iY , * 
l a  c a l o t t e  M ( - r )  e s t  i n c l u s e  dans  une c a l o t t e  M2(-r) de  " d 2  a y a n t  l e  

X 
même c e n t r e  que M ( - r )  ; p a r  s u i t e  

i i )  => i ) .  S i  I n I C  In  e t  m ( S r " " ) "  ( S  n C 2 ) ,  
2 n- 1 n-l r 
- 

W 
a l o r s ,  pour t o u t  r a p p a r t e n a n t  à 

IQ 1 

e t  e n  d é s i g n a n t  pa r  M .  l a  
1 

1 

c a l o t t e  s p h é r i q u e  M'(-r) i n c l u s e  dans  ( i  = 1 , 2 ) ,  nous avons 
1 

* 
puisque  m (~ : ( - r ) )  C m M2(-r) . 

n- 1 n- 1 

D'où 

3 m 
M l  r C M r , pour  t o u t  r E I? , 

h -  1 

c e  q u i  impl ique 

C o h o ~ ~ a i n e  1.1.5. Pour t o u s  domaines C I ,  . ?  de lRn, . n a  - 
1 .  s i  C CR?, a l -o r s  C; C Q: : l a  s y m é t r i s a t i o n  p r é s e r v e  l ' i n c l u s i ~ ~ n ,  

m m 
2. (Ol fI R2) = R I  Rm . l a  s y m é t r i s a t i o n  commute à l ' i n t e r s e c t i o n ,  

2 -  
K 

3.  ( Q I  U Q2) = Q* V Q* : l a  s y m é t r i s a t i o n  commute B 1 ' u n i o n  
1 2 



Remahque. Les points 2 et 3 se prolongent à une famille infi- 

nie (cf. [MW]). 

Le théorème suivant exprime l'idée qu'en symétrisant un domaine 

$2 de Rn, on conserve son volume tout en diminuant la mesure (n-1)-dimen- 

sionnelle de son bord aR (propriété isopérimétrique). 

Théontme 1.1.6.  ( 1 nég&é h a p & b n W q u e )  . Soit R un domaine 

compact de IRn tel que le bord de son intersection avec toute boule de IR" 

soit une sous-variété régulière par morceaux ayant une mesure (n-[)-dimen- 

sionnelle finie. Alors 

m (an*) 6 mn-, (an) 
n- 1 

1.7. Avant de donner la preuve de ce théorème rappelons quelques 

résultats concernant les voisinages tubulaires de R. Pour tout E > 0, 

soit 

le tube de rayon E autour de 2. 

En écrivant T (fi) sous la forme 
E 

T E (R) = 3' + B E 

où BE est la boule de rayon E centrée à 1 'origine de lRn, on observe que 

m (TE(R)) - m ( Q ) )  est égale à la mesure de la partie du voisinage tubulaire 
n n 

TE(aR) du bord as2 situé à l'extérieur de fi.  Il suit que 



Or, par définition (cf. [FRI, 3 . 2 . 7 7 1  pour une situation plus 

géns~ale), le bord aR étant regulier par morceaux 

mn (TE ( a m  ) 
m (3R) : lim -- . 
n- l &+O 2E 

Il vient donc que 

Enonçons maintenant un lemme dû à G. Mostow [MW, lemme 8.11 . 

Lwme 7 . 1 . 9 .  Pour tout E > O 

Preuve du théorème 1.1.6. : Soit $ la fonction définie sur 

IR+ par 

$(r) = mn(Br n Q), 

où Br est la boule euclidienne de rayon r ? 0, centrée à l'origine. En 

remarquant que 

S étant la sphere euclidienne de rayon r, centrée à l'origine, nous avons 
r 

d'après (1.8) 

mn (TE (Br R) ) -m, (Br f l  R) 
m (S n R) = lim 
n-l r 

&-Y) 
E 

= lim @(r+~)-$(r) 
&+O 

E 



Comme l a  mesure m (S f l R)  du bord a(Br 0 Q) e s t  f i n i e ,  
n-l r 

c e t t e  de rn i è re  é g a l i t é  s i g n i f i e  que l a  fonc t ion  6 e s t  dé r ivab le  en tou t  

po in t  r e t  que 

6 '  = m (s n a ) .  n-l r 

W 
En d é f i n i s s a n t  par  ana logie  une fonc t ion  par  

on a  évidemment 

e t  corne 

il s u i t  

D'où 

pour t o u t  r 3 O 

pqisque 

X * (O) = $(O) = o. 

En c h o i s i s s a n t  r assez grand, on o b t i e n t  



Pour l a  seconde p a r t i e  du théorème, nous u t i l i s o n s  l ' i n c l u s i o n  

(M) pour o b t e n i r  l ' i n é g a l i t é  

* 
m m n  (T& (R'))-mnta ) 

m (an ) = l i m  
n- l E 

~ 3 0  

m (T& (fi) ) *-mn (Q*) 
n  

6 l i r n  

m (TE (RI >-mn(Q) 
n  

= l i m  = m  (aR) ,  
E n- 1 

€+O 

1 , l O .  L ' e f f e t  de  l a  s y m é t r i s a t i o n  spéhr ique  p a r  r a p p o r t  à une d r o i t e  

e s t  d e  t r a n s f o r m e r  un domaine R en  un domaine d e  r é v o l u r i o n  R* a u t o u r  

d ' u n  axe  c h o i s i  à l ' a v a n c e .  La s y m é t r i s a t i o n  ( sphér ique)  p a r  r a p p o r t  à un 

p o i n t  a s s o c i e  à un domaine R une b o u l e  R* c e n t r é e  en  un p o i n t  donné. 

Sa p r o p r i é t é  i s o p é r i m é t r i q u e  que r a p p e l l e  l e  thgorème (1 .1 .6)  e s t  b i e n  connue.  

Dans l a  s u i t e  quand nous p a r l e r o n s  de  s y m é t r i s a t i o n  s p h é r i q u e ,  c ' e s t  à c e t t e  

d e r n i è r e  que nous nous r é f é r e r o n s  pour d e s  r a i s o n s  d e  commodité dans  l e s  

c a l c u l s  pu i sque  l e s  f o n c t i o n s  s y m é t r i s é e s  ne dépendront a l o r s  que d 'une  va r i ab l e .  

1.2. Cornphtenieni de W' (n) pm o y m Z u a t i o n  nphéhique. 
P 

A p a r t i r  d e  maintenant  R d é s i g n e  exclus ivement  un o u v e r t  

borné d e  R". 

CO 

2 . 1 .  E t a n t  donnée une f o n c t i o n  f  dans  co(R,k7), notons  pour t o u t  

nombre r é e l  t 



La symét r i sée  s p h é r i q u e  d e  l a  f o n c t i o n  f  ( p a r  r a p p o r t  à un 

* 
p o i n t  f i x e  P) e s t  l a  f o n c t i o n  f d é f i n i e  s u r  IRn p a r  

* X: X: 
f (x)  = t s i  e t  seulement s i  xa (Qt  - O t ) .  

La v a l e u r  f*(x) de  f*  en  un p o i n t  x  ne  dépend que du module 1x1 e t  

e s t  une f o n c t i o n  non c r o i s s a n t e  d e  1x1. On l e  v o i t  e n  s y m é t r i s a n t  Rt  e t  

O t  p a r  r a p p o r t  à un p o i n t  f i x e  O ,  c e  q u i  donne Q: - 0: comme une s u r f a c e  

n- 1 
s p h é r i q u e  S  (Rt) d e  rayon 

Rt> 
c e n t r é e  e n  O .  Pour chaque t l a  f o n c t i o n  

f W  admet 
Sn- 1 

(R ) pour ensemble d e  n iveau .  De p l u s  pour  deux r é e l s  t 
t O 

W * 
e t  t 

1 ' t < t l ,  on a Rt  3 R t l .  On c o n c l u t  que f *  e s t  non c r o i s s a n t e  
O 

O 

en  remarquant que 

Plus  généralement ,  s o i t  f  une f o n c t i o n  mesurable  s u r  R. La 

f o n c t i o n  d e  d i s t r i b u t i o n  de  f  e s t  l a  f o n c t i o n  d é c r o i s s a n t e ,  c o n t i n u e  

à d r o i t e ,  à v a l e u r s  dans  [O, rn (R)], d é f i n i e  s u r  IR par  
n  

La s y m é t r i s é e  sphér ique  (ou l e  réarrangement  sphér ique)  de  f 

e s t  l a  f o n c t i o n  f m  dont  l e s  ensembles d e  n iveau  

s o n t  d e s  bou les  c o n c e n t r i q u e s  c e n t r é e s  en  P e t  d e  même mesure que 

{ X E  Q 1 f ( x )  > t } .  



X; 
La symétrisée sphérique f de f est ainsi une fonction dont 

la valeur en chaque point x ne dépend que de la distance euclidienne de 

x â un point fixe P et qui a même fonction de distribution que f. Il est 

X 
équivalent de définir f par : 

La proprieté essentielle de la aymetrisation f -+ f' dont nous 

0 1 
aurons besoin et une contraction de l'espace de Sobolev W (R) au sens 

P 

précis du 

Théohèrne 1 . 2 . 2 .  La symétrisation sphérique f ++ fi est une con- 

0 l 
traction de l'espace de Çobolev w ( 1 ,  e .  si f appartient à Mica) 

P 
O 1 

f* appartient à wp(fi') g ~ / f * l l ~ , ~  5 IIfIll,p pour tout p, I < p c -ta. 

2.3. - R Q W ~ C V L ~ U Q .  Il existe dans la littérature plusieurs preuves de ce 

théorème donc celles de K.  Hilden [HN], de G. Mostow [MW], de G. Talenti [TI], 

C. Bandle [BA], L. Fraenkel et M. Berger [F.B] et qui consistent en général 

à établir le résultat d'abord pour des fonctions particulières et à utiliser 

un argument de densité de l'ensemble de ces fonctions dans $:(fi) pour con- 

clure. La preuve que nous proposons ci-dessous généralise, pour les fonctions 

CO 

appartenant à C (R), une idée de G. Polya et G. Sezg6 [P.S] et utilise 
O 

pour terminer, le procédé de passage à la limite de [HN] gdapté au cas qui 

nous intéresse. Elle se réduit à établir deux lemmes. 

X 
Lmm~ 1 . 2 . 4 .  Soit dQ (resp. dR ) la mesure de Lebesgue sur - 7 

X; 
R (resp. R ) . Si f est une fonction continue sur Ri alors f* est conti- 
7 - -- 

nue sur Q* et les mesures images sur iR par f de dR et par f* de -- P - - 

dR* coïncident , 



Preuve : Pour prouver la continuité de f' il nous suffit de 

montrer que pour tous nombres réels to et tl (to < tl) 

c * ' 
où Re désigne le complémentaire de Rt puisque l'ensemble dans le 

1 1 
membre de droite est ouvert. 

* 
Or on observe que f (x) 2 t est équivalent à' x appartient 

De plus 

Il suit 

puisque l'intersection et l'union commutent à la symétrisation sphérique. 

Par conséquent 

la fonction f i  est donc continue sur SI*. 



De plus corne R et Q* sont bornés les fonctions f et f* 

sont propres respectivement pour les mesures de Lebesgue dR et d ~ *  . Soit 
alors f*(dR) (resp. f:(dR*)) l'image de dR (resp. dR*) sur H par 

f (resp. f*) . 
Pour tout intervalle (a,b) de IR, on a : 

où XE désigne la fonction caractéristique de l'ensemble E. Mais on sait 

par ailleurs que 

d'où 

f* (da) = f: (dRY) . . 
C a h a j R a h e  7 . 2 . 5 .  Pour toute fonction borélienne G - sur IR à 

- 

valeurs dans IR, et toute fonction f réelle sur Q, on a 

en particulier, 

/ 1 f l P d ~ =  [ T l  f * P  1 CIR, pour tout p, O 6 p < +" 
R J R 

les égalités ayant lieu lorsque l'un des membres est défini. 

2.5. Rmcurquc. Du point de vue analytique, le corollaire 1.2.5. 

signifie que la symétrisation conserve les fonctionnelles qui ne font inter- 



v e n i r  que l e s  v a l e u r s  des  f o n c t i o n s .  

Lemme 1 . 2 . 6 .  La s y m é t r i s a t i o n  sphér ique  f  + f i  e s t  une c o n t r a c -  

0 1 
t i o n  d e  W ( a )  munie de  l a  semi-norme 1 1 pour t o u t  p,  1 L p < +m. 

P  1 , P  

Preuve : Donnons d ' abord  l a  preuve pour f  dans  c ~ ( Q )  ; nous 

O 1 
l a  prolongerons  e n s u i t e  à W (a). 

P 

S o i t  

Nous dés ignons  par  d a  l ' é l é m e n t  d e  volume s u r  l a  s u r f a c e  S t .  D 'après  l e  

théorème d e  Sard ( v o i r  e . g .  [SG, t h .  3.11) l ' ensemble  des  v a l e u r s  c r i t i q u e s  

t d e  f  a  une mesure n u l l e  dans  R. L'ensemble w d e s  p o i n t s  c r i t i q u e s  

cor respondan ts  e s t  un fermé d e  R dont  l a  mesure p e u t  ê t r e  p o s i t i v e .  Pour 

t o u t e s  l e s  v a l e u r s  r é g u l i è r e s  t ,  St e s t  une s o u s - v a r i é t é  de  dimension n-1 

dans R, l i q s e ,  bordan t  . 
Rt 

En un  oint a a p p a r t e n a n t  à (a-U) , ( V f )  ( a )  # O .  Supposons 

1 n af 
que dans un système d e  coordonnées l o c a l e s  (x  x  ) -(a) f O .  Pour 

axn 
t o u t e  v a l e u r  r e g u l i è r e  t ,  d ' a p r è s  l e  théorème d e s  f o n c t i o n s  i m p l i c i t e s  i l  

e x i s t e  un v o i s i n a g e  v  de  a dans  a -w e t  une f o n c t i o n  g  de  c l a s s e  
a t 

00 n 
C t e l s  que l ' é q u a t i o n  f ( x )  = t s o i t  r é s o l u b l e  en x e t  que 

n  1 n- 1 af 1 
ag  - . La t r a n s f o r m a t i o n  x = g ( x  ,..., x , t )  avec - - a t  

i 
e s t  donc un difféomorphisme d ' u n  o u v e r t  de   IR^ s u r  v  . Comme l e s  x 

a 
a 4 ne dépendent p a s .  d e  t ,  pour i = 1 , .  - 1 ,  l e  v e c t e u r  = ( v , ,  ..., v t )  

n- l 



n a i  - 1  
est colinéaire à l'axe des x et y a pour composante ) . En outre 

a x 

la normale en un point à la surface 
St 

a pour vecteurs unitaires 

- 1 v = i I V £  1 Vf. Par conséquent le produit scalaire euclidien e(at,~) a 

pour module 

Par suite pour toute fonction u intégrable dans v on a, 
a ' 

par ce changement de variable : 

et, pour toute fonction u intégrable à support compact dans nt-w, on a 

En particulier pour £ appartenant à c"(R) 
O 

(en réalité l'intervalle d'intégration par rapport à t est borné ! )  car 

1' intêgrale de IV£ I P  étendue à w est nulle ( étant 1' ensemble des 

points critiques de f) pour tout p > 0 .  

Pour terminer la preuve, utilisons l'inégalité de Holder qui 

dit que pour deux fonctions u,v dans L (R)  (1 < p < +") et dans 
P 

L (Q) 
respectivement 

P- 1  



Supposons donc d ' abord  p  > 1 .  D ' après  (H ) 
P  

s o i t  en  i s o l a n t  l a  d e r n i è r e  i n t é g r a l e  à d r o i t e  e t  en  é l e v a n t  à l a  p u i s s a n c e  p ,  

Nous a l l o n s  é v a l u e r  l ' i n t é g r a l e  à d r o i t e  d e  (X) en  f o n c t i o n  d e  

~ ( t )  = m (O ) .  O r  il r é s u l t e  d e  ( 2 . 7 )  e t  d e  l a  d é f i n i t i o n  de  ~ ( t )  qve 
n t  

pour  chaque v a l e u r  r é g u l i è r e  t 

e t  pa r  s u i t e  

L ' i n é g a l i t é  (x )  s ' é c r i t  donc encore  

c e  q u i ,  avec (2 .8)  donne 

+a 

* X 
Pour l a  s y m é t r i s é e  f  , s o i e n t  O* e t  s t  

t 
l e s  q u a n t i t é s  

analogues  respec t ivement  à O t ,  S . S o i t  R ( t )  l e  rayon d e  l a  b o u l e  
t 

O* pour une v a l e u r  r é g u l i è r e  t . 
t 



Alors  

p a r  d é f i n i t i o n  d e  l a  f o n c t i o n  d e  d i s t r i b u t i o n  p .  En posan t  

Q* 'Lx 
on d é f i n i t  une f o n c t i o n  f  t e l l e  que f  ( R ( t ) )  = t e t  q u i  e s t  d é r i v a b l e  

- 1 
pour p resque  t o u t  t ( e s t  monotone). E l l e  admet a l o r s  une d é r i v é e  au 

sens  d e s  d i s t r i b u t i o n s  q u i  v a u t  ?' = (%)-l. Comme f i  e s t  r a d i a l e  e l l e  

admet pa r  r a p p o r t  à 1x1 = r ,  au s e n s  d e s  d i s t r i b u t i o n s ,  une d é r i v é e  qu i  

e s t  é g a l e  à y' e t  que nous n o t e r o n s  dans l a  s u i t e  - d  r 

P a r  conséquent ,  on  a  : 

/ l V f *  1 P - ' ~ o *  = ( 1 f* '  1'-'doi 

c a r  t ++ R ( t )  e s t  une f o n c t i o n  d é c r o i s s a n t e  q u i  ne  dépend pas des  p o i n t s  

X 
de  S t .  

W W 
d l L  - 1  d t - d p  (--) , Remarquant e n f i n  que l ' o n  peu t  é c r i r e  - - - - 

dR dR d t  

* X 
où p ( t )  = m (0  ), on o b t i e n t  

n  t 



* 
puisque f et fn ont même fonction de distribution = et que 

du* * - F m (S ) pour toute valeur régulière t. Il suit alors de (2.10) que 
d R n-l t 

d'après le théorème isopérimétrique (1.1.6) et l'estimée (2.9). 

pour p = 1 ,  navs avons 

X 
puisque m (St) i mn-,(St), ce qui complète la preuve du lemme pour 1 n- l 

appartenant à cm(R) . 
O 

Plaçons-nous à présent dans le cas général où f appartient 

0 1 CO 
â W (R). Soient (f ) une suite de fonctions dans C (R) convergeant en 

P m O 

norme I I  Ill,p vers f, f et f* les symétrisées respectives de (fm) 



d f *  e s t  e t  d e  f .  Su ivan t  un? i d é e  d e  K .  Hi lden  [HN], montrons que - - 
d r  

une mgsure d e  Radon p o s i t i v e  q u i  e s t e n  f a i t  une f o n c t i o n  dans  Z. (Q) pour > 1 .  
1 n  

P a r  r a p p o r t  au sys tème d e  coordonnées l o c a l e s  (x ,..., x ) ,  on 

a  au s e n s  des  d i s t r i b u t i o n s  

de  s o r t e  que,  pour t o u t e  f o n c t i o n  4 dans  c ~ ( Q ) ,  

'k * 
En observan t  a l o r s  que f (1x1) = f ( x ) ,  il s u i t  que 

= I  ( J  e  x  'b 
d i v  (-- $)da)  f ' ( r ) d r  

O I x l ~ r  lx l 

p a r  i n t é g r a t i o n  p a r  p a r t i e s ,  s o i t  encore  

- - do) y' ( r ) d r ,  

O 

d ' a p r è s  l e  théorème d e  l a  d i v e r g e n c e  e t  en  observan t  que l a  normale e x t é r i q u y e  

X 
u n i t a i r e  à s = {x 1 1x1 = r l  e s t  - . r 

lx I 



En posant $ ( r )  = 
1 $ do, on o b t i e n t  
n- l 

W r 
n- l 

d fE 
ce  qu i  achève de montrer que - - e s t  une mesure de  Radon p o s i t i v e .  

d r  

Soient R( t )  e t  Rm(t) l e s  rayons r e s p e c t i f s  des  boules  

Considérons a l o r s  une fonc t ion  p o s i t i v e  4 dans cm(R) O ne 

dépendant que de l a  d i s t ance  euc l id ienne  r à l ' o r i g i n e .  Il v i e n t  

En f a i s a n t  l e  changement de  v a r i a b l e  r = R ( t ) ,  on o b t i e n t  

E 1 
(en s e  rappelant  que f  ' ( R ( t ) )  = - 

R' ( t 3  P .P ) 

6 l i m  i n £  w 1 $(R,(~))R;-' ( t ) d t  (lemme de ~ a t o u )  
n-1 -m 

E 
df m rn- 1 

= l i m  i n f  u d ( r )  , d r  

m 
= l i m  infIIvfmllL 11911 ( i n é g a l i t é  de ~ o l d e r  H P ) 

m++" P Lp-r 

CO 

r l i m  i n f  Ilvfm// ( ($( /  (puisque f  m a p p a r t i e n t  à C O (R) 
m-++a= P - 

P- 1 

= Ilvf 1 1 ,  11911 (à cause de  l a  convergence dans w'). 
L -  P 

P  P- 1 



d f +  
Puisque - - e s t  une mesure d e  Radon p o s i t i v e  q u i  ne  dépend 

d  r 
d  f Z  que d e  r l a  d e r n i è r e  e s t i m é e  e t  l e  théorème d e  Hahn-Banach montra i t  que - 
d r  

s e  prolonge en une f o n c t i o n  a p p a r t e n a n t  à L (fi) (dua l  d e  L (521) e t  de  
P  P  - 

d  f  P- 1 
PIUS l i d ; - I I L  * 1 I ~ f l l ~  . comme of* = - df*  d  r , l e  l e m e  est démontré pour p  > I . 

P P  

Dans l ' é t u d e  du c a s  p  = 1 ,  il e s t  impor tan t  d e  remarquer d ' abord  

'Lm 
que l a  f o n c t i o n  f  d é f i n i e  à p a r t i r  d e  l a  s y m é t r i s é e  f *  d ' u n e  f o n c t i o n  

f e s t  absolument c o n t i n u e .  On u t i l i s e  a l o r s  l e s  arguments de  [HN, t h .  l] pour 

c o n c l u r e .  Nous n ' e n v i s a g e r o n s  pas  c e  c a s  dans  l a  s u i t e  

2.11. Preuve du théorème (1 .2 .2 ) .  : E l l e  c o n s i s t e  à r é u n i r  l e s  deux 

p r o p o s i t i o n s  p r é c é d e n t e s .  En e f f e t  du c o r o l l a i r e  (1 .2 .5)  e t  d u  lemme ( 1 . 2 . 6 )  

0 1 nous déduisons  que,  s i  f  a p p a r t i e n t  à ( W p (  1, II I l l  , p ) ,  a l o r s  f*  aPPar- 

O 1 
t i e n t  a u s s i  à (W ( f i ) ,  1 1  1 1 ,  1 puisque  

P  Y P  

;I; 0 1 
c e  q u i  prouve de  p l u s  que f  + f  e s t  une c o n t r a c t i o n  d e  W ( a ) ,  muni de  

P 

l a  norme 

1.3 .  ExXev&an aux ebpaca tUmanniem A ymé;ttuquea de hang 1 . 

3.1 .  Ce q u i  c a r a c t é r i s e  l a  s y m é t r i s a t i o n  s p h é r i q u e  pour l e s  f o n c t i o n s  

s u r  fRn, comme nous l ' a v o n s  vu dns  l a  s e c t i o n  p r é c é d e n t e ,  c ' e s t  d e  t r a n s f o r -  

mer une f o n c t i o n  f  en  une f o n c t i o n  fX ne dépendant que de  l a  d i s t a n c e  

à un p o i n t  f i x e  ( f*  e s t  d i t e  r a d i a l e ) .  Dans l a  preuve de  l ' i n é g a l i t é  s u r  

l a  s y r n é t r i s a t i o n  l e  f a i t  que l e  volume d e s  s p h è r e s  ne dépende que d e  l a  ' 

d i s t a n c e  joue un r ô l e  i m p o r t a n t .  



Une variété riepiannienne (M,g) est dite harmonique si et seu- 

4f 
qmpqt si en tout ppint m de M, l'image réciproque exp (v ) de l'élémenh 

g 

de volume v par l'application exponentielle ne dépend que de la disrance 
l3 

dans l'espace tangent TmM. Rappelons certaines .définitions <dpnt le lecteur 

averti omettra la lecture). Une variété riemannienne (M,g) est vn espace 

riemannien symétrique si pour tout point m de M la symétrie géodésique 

aupquy de ai est une isométrie. Le - rang d'un espace rievannien symétrique 

est 18 dimension de son plus grand sous-espace plat totalement gé~déqique. 

Ainsi l e  rang d'une variété grassmapaienne G est égal à in£ (p, q) . 
P,q 

Les seuls espaces riemanniens symétriques de rang 1 (ESR 1) 

s ~ n t  alors la sphère ($",cl et les espaces projectifs (réel ppn, çomplexe 

GP", quaterni~n*e HP") et le plan projectif des octaves de Cayley 

2 
Cap . UR ESRl est une variété à courbure minorée par une constante stricte- 

ment positive (c'est donc une variété compacte ) ; toutes ses géodésiques 

sqnt fermées et ont même longueur. 

Les ESRl constituent des exemples de variétés harmoniques. On 

ignare si ce sont les seules, mais on sait que tout espace riemannien sym6- 

trique et harmonique est de rang 1 CEG]. (Pour une étude approfondie des 

ESRI, voir [BE] ou [CL]). Une extension de la symétrisation sphérique aux 

domaines et fonctions définis sur les ESRl paraît donc raisonnablement epvi- 

sageable. Cependant dans le cadre de ce travail nous nous limiteron à la 

seule sphère canonique (s",c) qui va nous intéresser daps les chapitres 

suivants. 

Etant donnée une sous-variété D de dimension n, à bord dans 

(S~,Ç), on peut définir le symétrisé sphérique de D par rapport à un demi- 

meridien comme suit : sur sn, fixons d'abord les deux pôles N et S 

(Nord et Sud). 



Choisissons ensuite un demi-méridien d avec la condition que 

N appartient à d et S n'appartient pas à d, Soient w la sphère r 
n 

géodésique dans S , centrée au point N et de rayon r (O < r < n, 2n 

étant la longueur commune des géodésiques) et O la mesure canonique sur 
n 

(sn,c). Nous considérons l'ensemble des nombres réels positifs 

* 
et notons M (-r) la calotte sphGrique incluse dans w ayant même r ' 
a -mesure que w fi D, centrée sur (On-, désignant la mesure induite 
n- 1 r 

sur w par la métrique c). Alors le symétrisé sphérique D* par rapport 
r * 

à d de D est la réunion des M (-r) lorsque r décrit 
J~ ' 

Conmie pour les domaines de IRn, l'opération géométrique qpi 

consiste à associer à un domaine D dans (sn,c) une boule géodésique de 

même volume centrée en un point fixé à l'avance est la symétrisation (sphé- 

rique) par rapport à ce point. C'est à elle que nous nous référerons dans 

la suite. Elle a une propriété isopérimétrique analogue au théorème ( 1 . 1 . 6 )  

que nous allons décrire. 

Soient D une variété de dimension n dans (sn,c), à bord 

D lisse par morceaux, et pour tout E > O, T (D) un voisinage tubulaire 
E 

autour de D. On a, comme dans ( §  - 1 . 1 )  

ï,a proposition suivante, qui est valide aussi pour toute variété 

à courbure cqnstante, prolonge à (sn,c) le théorème (1 .1 .6 )  : 

Soient une variété ouverte 

de (sn,c) bord ap lisse par morceaux et D* une boule géodésique de - 

@me volume que D. Alors 
----? 



Symétrisé - sphérique - -  D' de D par rapport au demi-méridien d .  
A - 



3.5. S o i t  f  une fonc t ion  r é g u l i è r e  s u r  ( sn ,c )  à va leu r s  dans IR. 

Pour t o u t  nombre r é e l  t ,  posons 

st = Ix  € sn 1 f ( x )  = t l .  

i m 
Soient  D t  e t  S t  l e s  q u a n t i t é s  correspondantes  par  symétrisa- 

t i p n .  La symétr isée sphérique de l a  fonc t ion  f  e s t  l a  fonc t ion  f *  : sn -+ R ,  

X * QX 
d é f i n i e  par  l a  condi t ion  que f (x) = t s i  e t  seulement s i  x c (Dt-Dt) 

11 e s t  connu, que corne pour l e s  fonc t ions  s u r  iRn, f i  e s t  une 

fonc t ion  r a d i a l e ,  cont inue ( l i p s c h i t z i e n n e )  e t  dé r ivab le  au sens des  d i s t r i -  

bu t  ions .  

rn 
ThQaki?m~ 1 . 3 . 6 .  L 'app l i ca t ion  f + f  e s t  une c o n t r a c t i o n  de -- 

1 n  
1 ' espace Wp (S ) . 

3 . 7 .  La preuve de ce théorème e s t  semblable à c e l l e  du théorème 1 . 2 . 2  ; 

nous ne l a  redonnons donc pas.  Ce t t e  preuve, comme l a  précédente,  repose en 

e f f e t  s u r  i e  theoèrme i sopér imét r ique  (1 .3 .4 )  e t  l e  lemme suivanf qu i  seul 

s e r a  démontré. 

Lmme 7 . 3 . 8 .  S o i t  (M,g) une v a r i é t é  riemannienne compacte e t  - 
une fonc t ion  r é g u l i è r e  su r  M à va lev r s  dans 

POUT tou te  fonc t ion  p o s i t i v e  in t ég rab le  s u r  (M,g), on,  a, 

- 1 
où a e s t  l a  mesure i n d u i t e  su r  f  ( t )  par  l a  métrique g  e t  - g - 
( d i  l2 = g c l ( d f , d f ) .  



Preuve : Soit W l'ensemble des points critiques de f. C'est 

une partie fermée de M et d'après le théorème de Sard l'ensemble f(u) 

des valeurs critiques est de mesure nulle dans R. 

df , alors l'élément de volume v s'écrit Si on pose dv = - 
ldf l 8 

pour presque tout t, puisque f(x) = t sur St. Il suit alors d'après le 

théorème de Fubini que 

3.9 .  R m q u e .  Il y a égalité dans (3.8) si t.ù est un ensemble de 

mesure nulle et n'a alors pas besoin d'être positive, c'est notamment 

le cas lorsque la fonction f n'a pas de points critiques (et donc pas de 

valeurs critiques ! )  ou n'a que des points critiques non dégénérés (ils sont 

alors en nombre fini et les valeurs critiques correspondantes aussi). 

4.1. Il existe sur la sphère (sn,c) d'autres types de transformations 

1 n 
qui conservent les espaces Wp(S ), p > 1 .  C'est le cas par exemple de la 

moyenne par le groupe d'isotropie du pôle nord N. On appelle ainsi le procé- 

dé consistant à associer à une fonction u dé£ inie sur sn, la fonction 

% 
u définie sn par : 



Rn+ 1 
où H est un groupe isomorphe au groupe des rotations de laissanr 

le pôle N invariant. Nous prendrons le volume de H par rapport $ la 

mesure de Haar égal à 1 .  

Alors nous avons la propriété suivante. 

Thhokèmc 1 . 4 . 3 .  La moyenne par le groupe d'isotropie de N 

1 n 
est une contraction de l'espace de Sobolev W (S ) c'est-à-dire que si n 
'L 1 n 1 n 
u appartient à W (S ) ,  alors u appartient également à W ( S  ) et de 

n n - 
plus 

Toutefois l'intégrale de u composée avec les fonctions boré- 

liennes sur IR à valeurs réelles n'est pas conservée par cette transforma- 

tion : il existe des fonctions boréliennes G telles que 

C'est notamment le cas pour les fonctions convexes ainsi que 

nous le montrons plus loin. Par exemple en prenant 

nous avons 

L'intérêt de la symétrisation sphérique réside donc non seulement 

1 
dans le fait qu'elle contracte l'espace W (sn) mais aussi dans le fait n 

qu'elle conserve l'intégrale de G O u sur sn pour toute fonction boré- 

lienne G sur IR à valeurs réelles et toute fonction u intégrable sur sn. 



Le thcorème 1.4.3 et la formule (4.4) vont résulter des proposi- 

tions qui suivent. Mais avant de les donner remarquons que la sphère sn 

6tant l'espace homogène SO(n+l)/SO(n) le groupe d'isotropie du pôle Nord 

'L 
est en même temps groupe d'isotropie de l'équateur. Alors la fonction u 

ddfinie par (4.2) ne dépend en tout point x que de la distance géodésique de 

x au pâle nord N. 

Dans ces conditions on a les résultats suivants : 

PhopadiAian 1.4.5. - Si u est une fonction de classe cm sur - 
'L 

sn alors la fonction u est aussi de classe cW et si u appartient à 

1 n 'L 1 n 
W (S ), la fonction u est aussi dans W (S ) et les deux fonctions ont 
n n 

même moyenne sur (sn,c) . 

Preuve : Le groupe H étant compact, pour tout 0 € H et 
7 

?/ 
u E cm(sn), la fonction u est de classe cm comme u O O. 

1 n 
Soit u dans W (S ) .  Puisque la métrique standard sur sn est n 

invariante sous le difféomorphisme a, on vérifie facilement que : 

En utilisant l'inégalité de ~older et le fait que 

déduit de l'expression (4.2) que 

les dérivations étant prises en sens des distributions. Il résulte de ces 

inégalités et d'après le th6orème de Fubini, 



'L 1 n 
Par suite u appartient à W (S ) .  Enfin en intégrant (4.2) sur sn, il 

n 

vient : 

Ce qui termine la preuve de la proposition . 
% 1 n 

P & u p a h ~ u n  1.4.6. La transformation u F+ u de W (S ) diminue 
9 - n 

de u en ce sens que la semi-norme 1 - 

Une preuve de cette proposition résultera du lemme général 

suivant : 

1 Lemme 1.4.7. Soit f une fonction appartenant à wn(sn). -  es 

assertions suivantes sont équivalentes. 

i) f ne dépend en tout point m sn que de la distance 

géodésique r(m) de ce point au pôle nord N ; 

ii) f est invariante par le groupe d'isotropie H N &  N ;  

iii) le gradient de f est normal aux sphères -- -. parallèle de 

sn (qui sont -.-. des surfaces de niveau de la fonction r). 



Preuve : i) => ii). Si f ne dépend que de la distance r, ii 

existe upe fonction F sur SI' telle que 

Soit U une rotation laissant N fixe. Alors en tout point x 

ii) => iii). Supposons en effet 

a f = f O a = f pour tout o dans H~ 

Ecrivons 

qù vfT (resp. vf4 désigne la composante tangentielle (resp. normale) du 

gradient de f au sens des distributions à une sphère parallèle de (snYc). 

T 
Supposons Vf f O et soit ffN l'algèbre de Lie du groupe de Lie HN. 11 

existe une isométrie ipfinitésimale X dans 
T ffN telle que Vf (m) = Xm en 

tout poipt m de la sphère parallèle envisagée. Comme f est invariante 

par ffNy nous avons 

et la preuve est obtenue par contrqdiction. 

3) => 1). Supposons que le gradient de f soit normal aux sphères 

parallèles. Il s'ensuit que f est constante sur les sphères parallèles. Donc 

1 n 
la restriction de f à tout méridien (plongement de S dans S ) détermine 

complètement f. Or le paramètre déterminant cette courbe méridienne est 

précisément la distance géodésique au pôle nord : f ne dépend donc que 

de cette distance I 



'L 
Revenons à la ~roposition. Comme u(x) ne dépend en tout point 

x que de la distance géodésique de ce point au pôle nord N, son gradient 

'L 
Vu est normal aux sphères parallèles de sn. Donc 

.J 'LL 
Vu = vu = vu L 

% 2 
par suite, on a : = 1vuT12 + / v u L 2  > /VU 1 = /vu/ , 

d'où 

1 n 
4.7. Remmqu~. Si u appartient à W (S ) alors pour a positif n 

et pour tout q 1 ,  nous avons 

et en général il n'y a pas égalité. 

En effet, soient a réel > O, q > 1 et u appartenant à 

1 n 'L W (S ) .  De la définition u(x) = (u O o)(x)do et de l'inégalité de 
n H 

Holder (H ) nous déduisons : 
q 

et 

ceci implique 

La fonction exponentielle étant convexe, if suit que 



Intégrons ces  expressions s u r  sn. Il v ien t  : 
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1 . 1 .  Il est connu que si R est un ouvert borné de /Rn ayant la 

propriété du cône(*) on a les injections continues suivantes (indiquées par 

des flèches) qui constituent le théorème du plongement continu de Sobolev 

(voir [MY.  3.51 ou />S. th. 5.41 pour une présentation générale, ou 

[G.T., th. 7.101) : 

n i) pour 1 C q < n si q , <  p S--- , 
9 n - - 1 

4 

ii) pour n < q W' (QI-+ L (QI, si q ,< p ,< 
4 P 

1 iii) cas-limite q = n W (filk L (QI si q , < ~ < + ~ .  
4 P 

Les inégalités-traduisant la continuité de ces injections ont 

été popularisées par S .L. Sobolev à partir des années ';rente' ( [SV. I ]  , [SV. 21 

et [SV. 31 pour une présentation générale) et sont appelées aujourd'hui les 

"inégalités de Sobolev". On sait également que dans les cas i) et ii) les 

1 
plus petits espaces dans lesquels W (R) peut être continûment plongé 

q 
O sont respectivement L (R) et C (Q), espace des fonctions continues 

n B - 
4- 1 
n 

bornées sur fi . 
Ce dernier résultat peut être amélioré lorsque Q est à bord 

1 
régulier : le plus petit espace dans lequel W (Q) (q > n) est continûment 

4 
n Co, 1- - n 

plongé est alors 4 , espace de ~older d'ordre 1 - -. Dans le premier 
q 

(*) Un ouvert R dans ( R ~  a la propriété du cône si tout point x E Q est 
le sommet d'un cône contenu dans 9 et ayant le même volume ~u'un cône 
fixe. On s'affranchit de cette condition dans les énoncés ci-dessous en 
prenant R à bord régulier (un tel domaine a la propriété du cône ! )  ou 

0 l 
en opérant dans Wq(Q). 



cas des résultats existent qui donnent la valeur de la plus petite constante 

1 
de continuité du plongement de W (R) (1 6 q < n) dans L (R) 

a n 

([TI] ou  AN^, th. 4 1 ) .  

1.2. Enfin rappelons que d'après le théorème de compacité de Rellich- 

Kondrachov (voir par exemple LAS, Th. 6.211 ) : 

n 
i)' le plongement i) est compact pour tout p, q ,< p < - 

n '  --1 
n 

1 ' exposant - apparaissant donc comme le cas-limite ; n --1 
9 

1 
ii)' le plongement ii) de W (R) (q > n) dans L (52) est 

9 P 
1 

compact . Lorsque R a un bord régulier, le plongement de W (R) dans CO " (fi) 
q 

n n 
est compact pour tout A, O ,< < 1 - -, l'exposant 1 - - étant alors 

q 4 

le cas-limite. 

Dans le cas-limite iii) (q = n), 1' injection indiquée est 

compacte pour tout p. Plais le théorème de Sobolev ne donne pas le meilleur 

1 
espace dans lequel IJ (R) est continûment plongé puisqu'il n'existe pas n 

1 
d' injection continue de W (0) dans LW(R). Par exemple, si pour n 

n- l 
O < V ' - -  

1 , U(X) = (Log i)' où r = 1x1, alors u appartient à H,(B~), 
n 

mais u n'appartient pas à L,(BR), (BR est la boule de Rn centrée à 

l'origine et de rayon R). Les résultats de N.S. Trudinger qui nous concernent 

ici comblent cette lacune en donnant le plus petit espace intermédiaire entre 

L et Lm dans lequel 
1 

Wn (n 6 p) peut être continûment plongé. C'est un 
P 

espace modelé sur des fonctions convexes à croissance rapide qu'on peut 

décrire comme nous le faisons dans le paragraphe suivant. 



1.3. Une N-fonction(*) e s t  une fonc t ion  9 p a i r e ,  convexe dé£ i n i e  

e t  cont inue s u r  IR t e l l e  que 

iD(t) l i m  - = O e t  = +cc 
t 

l i m  - 
t++a t t30  

Sur un domaine on appe l l e  c l a s s e  d ' 0 r l i c z  d é f i n i e  par  une 

N-fonction 0, l 'ensemble des  c l a s s e s  u  de  fonc t ions  mesurables s u r  

t e l l e s  que 

J $ ( / u , ) ~ Q  < +m . 
R 

Nous notons L (R)  c e t  ensemble. Comme $ e s t  convexe, 9 
LS(R) e s t  tou jours  un ensemble convexe. Mais en géné ra l ,   fi) n ' e s t  pas 

un espace v e c t o r i e l  (pour l ' a d d i t i o n  e t  l a  m u l t i p l i c a t i o n  par un s c a l a i r e ) .  

On appe l l e  a l o r s  espace d l O r l i c z  l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  engendré 

pqr L4. Nous l e  noterons L . La fonc t ionne l l e  
lP* 

d é f i n i t  une norme su r  L e t  en f a i t  un espace de Banach. La norme 1 1  /[Jq 
ip" 

e s t  ~ a r f o i s  appelée norme de Luxemburg. Une étude généra le  des espaces 

d l O r l i c z  e s t  f a i t e  par A .  KRASNOSEL'SKII e t  B .  R U T I C K I I  6 qui l ' o n  d o i t  l e  

terme de N-fonction)dans [K.R] . 

(8) Pour d é f i n i r  l e s  espace d l O r l i c z ,  on u t i l i s e  p a r f o i s  l e s  fonc t ions  de 
Young qu i  sont  p lus  généra les  que l e s  N-fonctions c f .  [o'L] . 



1 
Le m e i l l e u r  espace d a n s  l e q u e l  W (a) p e u t  ê t r e  continûment 

n  

plonge e s t  un espace d l O r l i c z .  P réc i sément ,  N.S. Trudinger  a  notamment 

démontré d a n s  [TRI].  

T h e o h e m ~  11 .  7 . 4 .  [TRI,  ~ h . 2 1  . - S i  R s a t i s f a i t  l a  p r o p r i é t é  

1 
du cône, a l o r s  l ' e s p a c e  de Sobolev W (52) peut  ê t r e  continûment plongé 

n  

j ; 11- 1 
dans l ' e s p a c e  d 1 0 r l i c z  L (62) où e s t  l a  f o n c t i o n  t -t e - 1 .  

dX 
Cet te  p r o p o s i t i o n  se prouve e n  montrant  q u ' i l  e x i s t e  deux 

c o n s t a n t e s  a e t  C ( a  dépendant  de  n  e t  C dépendant  d e  n  e t  d e  

l a  mesure d e  R) t e l l e s  que : 

Dans l a  s u i t e  du t e x t e ,  (7 ) s e r a  a p p e l é  es t imée  d e  Trud inger .  Dans c e  
n  

n  
théorème 1 ' exposant -- e s t  o p t i m a l .  En e f f e t  s i  nous d é f i n i s s o n s  10 

n- 1 

n 
p a r  ( )  e t - ,  O y  > - e t  cons idérons  l a  f o n c t i o n  u  d é f i n i e  

n- l 
1 n- l 

s u r  BR p a r  u (x)  = ( ~ o g  i)' avec  - < u < - a l o r s  nous obtenons : 
Y n '  

puisque n (u- l )+ l  < O,  w d é s i g n a n t  l ' a i r e  du bord d e  l a  b o u l e  . 
R 

Par  c o n t r e  u  n ' a p p a r t i e n t  p a s  à L (B ) pour $ ( t )  e l t  "-1 c a r  
4% 



Log ' 
R 

1 
après  avo i r  paçé Log - = X.  r 

Comme yu > 1 ,  l a  d e r n i è r e  i n t é g r a l e  à d r o i t e  e s t  i n f i q i e .  

Pour compléter l e  théorème 11.1.4,  N .  Trudinger e t  CO-auteurs ont 

démontré dans [H.M.T.] que LA& (avec $ ( t )  = e 1 t I n - '  -1) e s t  effect ivement  
iO 1 

l e  p lus  p e t i t  espace d l O r l i c z  dans l eque l  Wn peut ê t r e  continûment plongé, 

l ' i n j e c t i o n  n ' é t a n t  t o u t e f o i s  pas compacte, 

On t rouvera  une g é n é r a l i s a t i o n  du théorème 11.1.4 aux espaces 

k 
W (R) dans l e  cas- l imi te  où k = n,  q > 1 ,  dans [AS, t h .  8.251 : il e x i s t e  

q q 
k une i n j e c t i o n  cont inue de W (52) dans L % ( a )  avec 
4 

iI, 

Dans  CR^] , P.  Che r r i e r  prolonge ce r é s u l t a t  à des  v a r i é t é s  riemanniennes e n  

u t i l i s a n t  l e s  méthodes de  [ANI]. 

~ o r s q u ' o n  s e  r e s t r e i n t  aux fonc t ions  u dans l a  boule u n i t é  

0 1 
de lin(Q), l ' e s t i m é e  (7,) prend l a  forme 



Sous çette forme il est facile d'en déduire le corollaire suivant 

0 1 
qui montre en qutres que toute fonction dans W (R) a son exp~nentielle dans n 

&p(Q) pour tout p, 1 G p < (voir aussi  NI] ) . 
c ~ h ~ & k d ~ e  11 .1 .5 .  Il existe deux constantes positives f3 et 

?î (ne dépendant que de n et R) telles que pour toute fonction u appartenant 

Q 1 
à W ( R a ,  on ait n 

Preuve : Nous esquissons la preuve du corollaire par des techni- 

ques que nous di5taillerons dans l'étude des formes optimales de (Tn) et 

(D ) dans La section 11.2. 
n 

1 - 1 
Pour toute fonction u dans wn(Q), la foqction w = ulloullL 

n 
est dans la boule unité de ; ' ( a )  pour la semi-norme u + 11-11 l,n , n 

équivalente à la norme ( 1  1 1  . D'après (Tl) il existe deux constantes pooi- 
1 Sn n 

tives a et C telles que 

Or, pour tout réel t > O, on vérifie facilement que 

n- 1 n 
6 a t  + B  

06 6 e s t  la coostante définie par 

n 1 n-1 n-1 
f3 = max (t "-1 - ut ) 7 - (--1 

n na t>O 



n - 
n- l 

En f a i s a n t  t = Iwl V U  1 '  dans 1' i n é g a l i t é  c i -dessus ,  nous 
n  

obtenons l ' i n é g a l i t é  

q u i  donne, par  i n t é g r a t i o n  de l ' e x p o n e n t i e l l e  des  deux membres 

n  
(1.6) 1 e U d R <  / e l " l d R < M e  @ l i v u I I L  avec M 2 C . 

R J R 

1 . 7 .  Dans l ' e s t i m é e  (T,), a e s t  l a  cons tan te  de Sobolev du plonge- 

1 1 
ment de Wn(R) dans L (R). En e f f e t  pour t o u t e  fonc t ion  u  dans ~ ~ ( 5 2 1 ,  

9 
nous avons d 'après  l a  d é f i n i t i o n  de llullg e t  l a  c o n t i n u i t é  du plongement 

p r é c i t é  : 

-- -- 
r lu1 n-i . , 

= i n f l k  > O 1 exp( ) dR 6 1 + mes (R) 1 
k l l ~ l l ] , ~  

où C e s t  une cons tan te .  
n - -  

n- 1 Posons a = k ; nous obtenons a l o r s  

n  - 
lu1 n-1 

lu l l$  = s u p ~ a  > O ,  ( exp a (  1 da  6 1 + mes (R) ) 
J R llull 

I , n  

1 s o i t ,  en prenant u  dans l a  boule u n i t é  de  wn(R), 



c e  q u i  montre que l e  maximum de  a dans  ( T t )  e s t  l a  c o n s t a n t e  d e  Sobolev n  
1 

du plongement d e  W (R) dans  L@(Q) . n  

Il n ' e n  va  pas  d e  même pour l a  c o n s t a n t e  B dans  (D ) puisque  n  

l a  f o n c t i o n n e l l e  u !-+ / e l u 1  dR n ' e s t  manifestement pas  une norme. Néanmoins 
J Q 

il e s t  i n t é r e s s a n t  de n o t e r ,  en c e  q u i  l a  concerne ,  l e s  p r o p r i é t é s  qui  

s u i v e n t .  

Il  r é s u l t e  d e  (D ) e t  (1 .8)  que nous pouvons é c r i r e  
n  

1 
S o i t  B l a  f o n c t i o n n e l l e  d é f i n i e  s u r  W (R) à v a l e u r s  dans  [0,*a[, par  : n  

I J' e l u '  d ~  , B(u) = Log - 
I Q I  Q 

Pu i sque  

nous avons, e n  u t i l i s a n t  l ' i n é g a l i t é  d e  Holder (H ) ; 2  

- 
1 

l ( j  e 2 ' ~ d R ) ' ( /  e 2 1 v ' d Q ) 2  = Z ( B ( Z u ) + B ( 2 ~ ) )  ( i )  B(u+v) S Log - 
I R ]  cl J Q 

d e  même, pour t o u t  A ,  O < A < 1 ,  l ' i n é g a l i t é  (H ) donne 
1 - 
A 

l j e h u l d Q  s L o g ( /  eIuldQ) '  = A B ( u > .  ( i )  B(Au) = Log - 
I f i l  a J S? 



1.9 .  C ' e s t  sous  s a  forme (D ) que l ' e s t i m é e  d e  Trudinger  a  connu n  

j u s q u ' à  p r é s e n t  dans  l a  l i t t é r a t u r e  s e s  p l u s  nombreuses a p p l i c a t i o n s .  Corne 

nous l e  v e r r o n s  dans  l e s  s e c t i o n s  s u i v a n t e s ,  on  démontre q u ' i l  e x i s t e  des  

v a l e u r s  c r i t i q u e s  pour  l e s  c o n s t a n t e s  a e t  B .  Nous montrerons  q u e l  l i e n  

e x i s t e  e n t r e  e l l e s .  

Au vu d e  l ' e x p r e s s i o n  ( T V )  de  l ' e s t i m é e  d e  Trud inger  il 
n 

est n a t u r e l  d e  s e  demander s ' i l  e x i s t e  une v a l e u r  o p t i m a l e  a d e  a 
n 

t e l l e  que (TA) s o i t  v r a i e  pour a 6 a e t  f a u s s e  pour a > a . 
n n  

Dans c e  s e n s ,  on a  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  d e  J. Moser : 

Théonème II .  Z . I .  [ m l ,  t h .  11. 11 e x i s t e  une c o n s t a n t e  C l  (n)  

ne dépendant que d e  n  t e l l e  que dans  l ' e s p a c e  W 1  (fi) 
n 

)n-1 s i  e t  seulement s i  a G a E n ( ~ , - ~  , où w n - e s t  l e  volume d e  l a  
n- l - 

s p h r r e  (sn- l ,  c)  donné p a r  

Preuve : J .  Moser é t a b l i t  c e  théorème en s e  ramenant d ' abord  

à une v a r i a b l e  p a r  l e  procédé d e  s y m é t r i s a t i o n  s p h é r i q u e  d é c r i t  au  c h a p i t r e  1. 

Il prouve e n s u i t e  q u ' i l  e x i s t e  une c o n s t a n t e  C (n) t e l l e  que pour t o u t e  
a 

1 
f o n c t i o n  f d e  c l a s s e  C b,+m[, n u l l e  à l ' o r i g i n e  e t  à d é r i v e e  non 

n é g a t i v e  dans l a  b o u l e  u n i t é  de  Ln ( [O, +a[) , on a  



cette estimée n'ayant pas lieu si n > 1 .  C'est ce que nous nous proposons 

de faire aussi mais en simplifiant la preuve donnée par J. Moser. 

W 
Rappelons que pour la symétrisée u d'une fonction u, toutes 

les fonctionnelles ne faisant intervenir que la valeur de la fonction sont 

conservées et que 

où 1 1 désigne la semi-norme W' définie en (0.7) par 
1 ,n n n 1 

2 n 
lu 1 ,n = (j il (du,du) v ) . (Cette semi-norme ne dépend que de la classe 

M g 

conforme de la métrique). Pour le problème de Dirichlet la fonction u 

q'annule sur le bord du domaine R où elle est définie. La fonction symé- 

W 
trisée u s'annule sur le bord de la boule D de même volume que R 

(symétrisée de R). Soit R le rayon de cette boule. 

Au lieu de travailler avec des fonctions définies sur l'inter- 

valle [o,R), il sera commode de faire le changement de variable 

qui nous fait étudier les fonctions définies sur l'intervalle [ 0 , + ~ ~ ~ [ .  On 

X 
remarque alors que l'application u + 4 définie par 

1 est une isométrie de wn( [(,RI) sur L,( [o,+w[) car 



n-1 1 - - 
-t 

puisque - e dt = n- n n pn-l dp et que $'(t)dt = n w 
n- 1 u*' (P) dp. R~ 

1 
a 

- 
n- 1 Introduisons la constante a = - , avec a = n w a . Alors la 

n n- 1 n 
fonction ip vérifie : 4 : L o , + ~ [  -+ B. 

ii) 4 est croissante 
+ '=" 

iii) $'(t) lndt r I 
J 

O  

n 
avec ( Q I  =mes(R) et v = -  

1 1  
(de sorte que - + - = 1). 

n- l v n 

Le théorème sera donc démontré si nous prouvons qu'il existe 

une constante Co(n) indépendante de telle que 

pour tout a 4 1, l'estimée étant fausse si a > 1 .  

L'ingrédient de base de la preuve sera l'inégalité de Holder 

sous la forme : pour tout t et t 
1 2 (tl < t2). 

Nous en trouvons une première application dans le cas où a < 1 .  

L'existence de la constante C est pratiquement triviale dans ce cas. En 
O 

effet en appliquant à $ l'inégalité (Hn) pour t2 = t et t = O, nous 
1 



1 - 1 - 
obtenons $(t) 6 tv (J($~(T))~ d~)" , soit, d'après la proprieté iii) de 4 

Par suite si a < 1 

Remarquons que toujours en utilisant (H ) on peut montrer que n 

pour toute fonction 4 vérifiant i), ii) et iii) les intégrales 

(t)-t dt sont finies (la difficulté dans l'estimée (**) vient, donc ,*,' " 
+@' 

de l'uniformité de C par rapport à $) . En effet comme 
O 

I (4' (t)lndt c -+a, 
J O  

pour tout E > O, il existe tE tel que 

Ecrivons (Hn) pour tl = tE et t = t : 2 

soit encore 

d'où 



1 
Pa r  s u i t e  pour t a s s e z  grand a @ ( t ) v  S 7 t P a r  exemple e t  l e s  i n t é g r a l e s  

V 
L +=' 

/ ea'(t) -t d t  e x i s t e n t  t o u j o u r s .  

1 Cependant, pour a  > 1 ,  s i  nous posons + ] ( s )  = m i n ( s , l ) ,  p u i s  
- 
V 

+t ( t )  = t l  @ 
+t 1 

v é r i f i e  i ) ,  i i )  e t  i i i ) ,  mais 
1 

q u i  t end  v e r s  l ' i n f i n i  l o r s q u e  t l  t end  v e r s  +m. 

Dans l a  preuve du c a s - l i m i t e  a  = 1 ,  c e s  f o n c t i o n s  s p é c i a l e s ,  

l i n é a i r e s  p u i s  c o n s t a n t e s ,  jouen t  un r ô l e  p a r t i c u l i e r .  En e f f e t ,  i n t r o d u i -  

sons  (avec J .  Moser) pour t o u t e  f o n c t i o n  $ v é r i f i a n t  i ) ,  i i )  e t  i i i )  l e  

nombre 6$ d é f i n i  p a r  

NOUS remarquons a l o r s  que O s 6 < ] .(Nous avons vu que ID 
g ( t )  a t"', d ' o ù  q n ( t )  t 

-(n-1) 
6 1 ) .  De p l u s  6 - O ne  s e  p r o d u i t  que 

P +m 9 - 
s i  $ = m t  c a r  s u r  EtS,+"[, on d o i t  a v o i r  1 ' (9' (t))?it= O ,  donc cons- 

1 J 
t in  

t a n t e  e t  s u r  [O, t 1 ,  1' é g a l i t é  dans  1' i n é g a l i t z  d e  Holder e n t r a î n e  que I$ iD 
e s t  l i n é a i r e .  La remarque c r u c i a l e  (due à J .  Moser) pe rmet tan t  d e  c o n c l u r e  

e s t  q u ' i l  e s t  p o s s i b l e  de  borner  l ' i n t é g r a l e  

en  f o n c t i o n  d e  6 iD ' 

En e f f e t ,  p a r  dé£ i n i t i o n  de A d ,  pour t o u t  t dans  [O,+-[, 



de celle sorte que 

v- 1 
par concavité pour 1 a v < 2 de la fonction x -+ (1-x) sur [0,1] ; 

par suite 

Binsi pour toute fonction vérifiant i), ii) et iii) et telle que 

O < 6 6 6 l'intégrale 1 (4) est bornée par une constante ne dépendant que 
0 9' n 

d e  n a 6 . On peut remarquer que O < 6 6 6$ peut s'interpréter comme le 
O O 

fait que $ est "assez loin" d'une fonction de la famille @ pour 

laquelle 6 = 0. 
@ 1 

Pour terminer la preuve, il nous reste à montrer que toute 

fonction vérifiant i), ii) et iii) telle que S4 d 6 est au contraire 
O 

suffisamment "proche" de la fonction @ pour que l'intégrale 1 ($) soit 
t9 n 

uniformément bornée comme l'est celle des fonctions @tg. 

Pour cela (toujours en suivant J. Moser) normalisons l'étude 

de 1' intégrale 1 ($1 en posant 
n 

Nous obtenons 

que nous considérons comme une famille d'intégrales 



+m +a 

n  De p l u s  1 - = 1 - 6$ = + ( i >  ( $ ' < s ~ ) ~ d s  = / ( 1 ~ ' ( t ) ) ~ d t  a 1 ,  
O J O  

donc @ v é r i f i e  i ) ,  i i )  e t  i i i ) .  E n f i n  on a  évidemment t = 1 .  
@ 

A Montrons main tenan t  que l e s  i n t é g r a l e s  1 ($) son t  bornées  en 
n  

l e s  découpant e n  i n t é g r a l e s  s u r  p l u s i e u r s  s o u s - i n t e r v a l l e s  de b,+m[. 
Nous a l l o n s  d ' a b o r d  montrer  que s u r  0 ,  1 @ ne peu t  ê t r e  

beaucoup p l u s  grande que l a  f o n c t i o n  $ ] ( s u r  [O,]],  Q I ( s )  = S )  au s e n s  

II su ivan t  pour (une a m é l i o r a t i o n  e n  dimension 2 v o i r  annexe B) : 

Lemme. I I .  2 .4 .  Pour t o u t  s dans  [O, I ]  , on  a  - 

Preuve : Fixons  un p o i n t  s dans  [O, 11. Par  a p p l i c a t i o n  de  
O 

l ' i n é g a l i t é  de  ~ o l d e r  (Hn) s u r  [0,s0] à $ ( s o )  = J:o @ ' ( s ) d s  e t  s u r  
1 

$ ' ( s ) d s ,  nous avons successivement 
S 

O 

Il en  r é s u l t e ,  p a r  i solement  d e s  i n t é g r a l e s  : 

Puisque @ e s t  une f o n c t i o n  c r o i s s a n t e ,  l a  f o n c t i o n  

$ s $ 1  )  d é f i n i e  s u r  [O, 11 prend s e s  v a l e u r s  dans  [O, I ]  . Considé- 

r o n s  a l o r s  l e s  deux v a r i a b l e s  x  = ( s )  ( ( 1 ) )  e t  y = s  e t  l a  f o n c t i o n  



f d é f i n i e  sur  l e  c a r r é  ouver t  [0,1] x ] 0 , 1 [  par  
n  

Nous sommes amenés à é t a b l i r  une r e l a t i o n  e n t r e  l e s  coordonnées 

x e t  y  des p o i n t s  t e l s  que : 

On a f  (x,y) 3 1 (on l e  v é r i f i e  par  exemple en f a i s a n t  x  > y 
n 

e t  x  < y dans l a  d é f i n i t i o n  d e  f  ) e t  l a  va l eu r  minimum e s t  p r i s e  l e  
n  

long de  l a  diagonale  y  = x .  

- 1 
Supposons que 26 6 1 .  Alors  (]-A0) e s t  i n f é r i e u r  ou égal  

@ 
à 1+26 Par s u i t e  

(0 ' 

. s i  x 6 y,  l ' e s t imée  annoncée e s t  démontrée. 

. s i  x  > y ,  en posant x  = y + (x-y), nous sommes condui t s  

à é t u d i e r  l 'ensemble des (x,y)  t e l s  que 

x-y n x-y n 
+ -1 Y + (1- :) (1-y) G 1 + 26 

Y l Y  0 

En remarquant que pour t o u t  z 2 0,  

nous obtenons 

d'où 



En utilisant avec J. Moser le fait que la fonction 

x (1+~)4-1 , avec q 3 1 est bornée sur [o,+w[ , on obtient une cons- 
x+xq 

tante C ne dépendant que de q telle que pour z > O et t z O 

1 
Nous avons alors sur l'intervalle ( o , ~ ]  à l'aide du lemme 

1 - 
11.2.4 et en posant (26 )n = E 

@ 

1 1 1 
puisque v + - > 2 et (s, Sm) appartient à [O,?] x . 

v 

En choisissant 6$ assez petit,on a : 

1 
Dans 1' intervalle C2, 1 -E [, en appliquant 1 ' inégalité de Schwarz 

r 1 
à $(s) - $(i)s = (@'(T) - $(l)r)dr, on obtient l'estimée donnée par 

s 
J. Moser 

D'OU il suit, d'après (m) et J. Moser 

1 
en utilisant de façon essentielle le fait que v 6 2, s > - et, f i h  assez petit. 

2 

Dans les intervalles autour de 1 les estimées données par 

J. Moser s'appliquent : 



-x 
et en choisissant 6 assez petit, on utilise le fait que x e 4 e 0 - (PQUT 

x à O pour conclure). 

Sur 1' intervalle LI+€ ,  +m[, par 1' inégalité de H6lder (Hn) , 

+a 
mais 1 (@'(s))"ds 6 6 puisque d'après les définitions de @, de S et 

1 @ @ - 1 

par application de (Hn) sur [o,I] à @(I) - @(O), 

Nous pouvons donc prendre, pour s > 1, 

@(s) h 1 + 61/n(~-i)1'v @ . 

Il suit que sur 1' intervalle [I+E, +m[, on a 

Or en utilisant (m) on obtient une constante C ne dépendant 

que de n telle que 



si on choisit 
&@ 

assez petit. En prenant 8-1 > (4~)" 6@, on obtient 

ce qui termine la preuve I 

De l'estimée (2.2) du théorème, on déduit la forme optimale 

de (0 ) suivante que l'on pourra comparer au théorème 1 de [CRI] . n 

Pnopu6iAion 11.2.5. Il existe une constante Ml(n,fi) ne dépen- -- 
dant que de n et de R telle que pour toute fonction u appartenant à 

1 
W (R) on ait 
n 

- n-1 -2n+l -1 
pour toute constante fi i Bn = (n-1) n w n-1 

2.7. Cette proposition contient la formule (1.6). L'élément nouveau 

qu'elle introduit est la valeur critique de B dans (D ) .  
n 

Il existe entre cette constante 6 et la constante u de 
n n 

l'estimée (2.2) une relation de dualité qui précise le lien entre (2.2) et 

(2.6) et que nous allons donner maintenant. Pour cela posons (comme dans 

la preuve du corollaire 11.1.6) pour tout nombre réel a > 0, 
n 

n- 1 n 1 n-1 n-1 
b Fmax (t -a t ) =-(-) 
n tao 

n n na 
n 

De même si b est une constante positive donnée, nous définissons a par 
n n 

- 
- n n-l 1 n-1 

a = max (t-b t ) -(-) 
n 

t>O 
n n nb 

n 



A l o r s  nous savons d ' a p r è s  l a  preuve du c o r o l l a i r e  11 .1 .6  que s i  u  a p p a r t i e n t  

0 l - 1 O 1 
à W (R), l a  f o n c t i o n  w = u   VU I l L  a p p a r t i e n t  à l a  b o u l e  u n i t é  d e  wn(R) n  

n  
pour l a  semi-norme 1 1 e t  que 

1 , n  

En a p p l i q u a n t  l e  théorème 11.2.1 à l ' i n t é g r a l e  dans  l e  membre 

de  d r o i t e  nous obtenons (2 .6)  c o r n e  une conséquence d e  l ' e s t i m é e  (2.2) pour- 

vu que a  ' an 
. O r  d ' a p r è s  l e s  d é f i n i t i o n s  (2 .8)  ou (2.9) c i - d e s s u s  nous 

n  

avons e n t r e  a  e t  b l a  r e l a t i o n  d e  d u a l i t é  : 
n  n  

Ce q u i  achève l a  preuve d e  l a  p r o p o s i t i o n  avec Ml (n ,P)  Z C ("1 mes(R), où 
1 

C (n)  e s t  l a  c o n s t a n t e  dans l e  second membre d e  ( 2 . 2 ) .  
1 

2.11. Pour l e s  b o u l e s  BR d e  Etn, on montre q u ' i l  n ' e x i s t e  pas de  

c o n s t a n t e  M, t e l l e  que l ' e s t i m é e  (2 .6)  s o i t  v é r i f i é e  s i  fi < f i n .  Une façon  

d e  l e  v o i r  e s t  de  c o n s i d é r e r  [cf C R I ]  l a  s u i t e  d e  f o n c t i o n s  ( f  ) dans 
m 

0 1 
W (B ) ne dépendant e n  chaque p o i n t  x  que d e  l a  d i s t a n c e  r d e  c e  p o i n t  

n  r 

au c e n t r e  d e  l a  bou le  e t  q u i  e s t  d é f i n i e  p a r  

On v é r i f i e  a l o r s  que l e s  e x p r e s s i o n s  



P l 6  n 
sont respectivement de l'ordre de m et m pour m assez grand, ce 

qui suffit. 

11.3. Enfhnéen de Tnudingen bwr La aphène (sn,c) 

A l'aide de la symétrisation sphérique et de l'invariance confor- 

me de la semi-norme 1 1 nous pouvons étendre à la sphère standard 
1 ,n 

(sn,c) le théorème 11.2.1 en le théorème suivant dû à J. Moser pour n = 2. 

Il améliore [CRI, th.31 (en ce sens qu'il montre que la valeur optimale n 
s - 

de a dans (T ) est atteinte sur (sn,c)) ainsi que nos précédents résul- 
n 

tats dans [E.L]. 

Théonème 11.3.1. 11 existe une constante c2(n) telle que, 

1 n 
pour toute fonction u appartenant à W (S ) de moyenne nulle et n 

\\QU / I L  6 1 ,  et pour toute constante a 6 a on ait : 
n c 

1 - 
- n-l 

où a = n a  - . La constante C (n) ne dépend que de n et a 
2 - est 

sn n- l sn - 
la plus grande valeur pour laquelle une telle constante existe. 

Avant de prouver ce théorème, faisons les remarques suivantes : 

1) La condition de normalisation de "moyenne nulle'' n'est pas 

invariante par changement conforme de métrique sur sn. Nous l'avons cepen- 

dant retenue parce qu'elle permet l'utilisation de la semi-norme 

= ( I v u ~ / ~  invariante conforme à la place de la norme 1 1 .  1 1 ,  
n 1 n 

On opère ainsi dans W (S ) dans des conditions similaires à celles que 
n 

nous avons rencontrées précédemment sur W: (R) , R ouvert borné dans 'Ln. 



2) Le théorème dit que la valeur critique de a sur 
1 - 

n- 1 
(sn,c) est égale à a = n w n n- 1 

celle d'un ouvert borné de Etn d'après 

le théorème 11.2.1. 

3) Pour a Ç a n, la preuve consistera à nous ramener au cas 
s 

des ouverts euclidiens envisagé dans le théorème 11.2.1. Nous avons tout 

de même trouvé intéressant de donner une preuve plus facile du cas a < a 
sn 

basée sur le leme suivant qui permet également de construire un contre-exem- 

ple pour montrer que l'estimée (3.2) n'est plus vraie pour a > a . Mais 
sn 

malheureusement ce lemme ne couvre pas le cas-limite crucial a = a 
sn' 

L m e  11.3.4. Considérons T K' - et K des nombres réels 

positifs. .Si x est une fonction réelle positive vérifiant 

alors pour toute entier n > 2 et pour tout a < T il existe une cons- 
O > 

tante C ne dépendant que de K et T~ telle que pour toute fonction 
O - 

réelle dérivable p.p. vérifiant 

+CO 

on ait l'estimée 

(om \ 

Une telle estimée n'existe pas pour T < a. 
O 



La preuve d e  c e  lemme e s t  p l u t ô t  t echn ique  : nous l a  donnerons 

un peu p l u s  l o i n .  Voic i  comment l e  théorème s ' e n  d é d u i t  dans  l e  c a s  a # a . 
sn 

Preuve du théorème 11.3.1. Observons que s i  l ' e s t i m é e  ( 3 . 2 )  
- 

e s t  v r a i e  pour une s u i t e  (um) d e  f o n c t i o n s  t e l l e s  pour  t o u t  m que u  = O  e t  m 

- 1 n  I I " m i l L  - l u m '  1 , n  < 1 e t  q u i  converge dans  W (S ) v e r s  u ,  e l l e  l ' e s t  n  
n  

pour l a  f o n c t i o n  l i m i t e  u .  

En e f f e t  on a  l u '  i , n  
C 1 à c a u s e  d e  l ' é q u i v a l e n c e  d e s  normes 

l 1 1 n  e t  1 1  I I  s u r  l e  sous-espace d e  W (S ) formé d e s  f o n c t i o n s  de  
1 , n  1 , n  n  - 

moyenne n u l l e  e t  il r é s u l t e  du 5.0.6 du c h a p i t r e  O que u  = O .  De p l u s  l a  

1 
s u i t e  (u,) convergeant v e r s  u  dans  W (sn)  converge dans  L  ( sn)  v e r s  

n  n  

u .  E l l e  c o n t i e n t  donc une s o u s - s u i t e  que nous notons  encore  (um) qui  

converge simplement v e r s  u  p resque  p a r t o u t  (p .p . )  [RN, t h .  3 .121.  La s u i t e  
n  - 

d e s  f o n c t i o n s  ~ o s i t i v e s  converge donc simplement v e r s  
2 mêlN 

e  
s 

p . p .  11 s u i t  du lemme de  Fatou que 

Pour prouver  l e  théorème, il nous s u f f i t  donc de  l e  f a i r e  s u r  

1 n  
une p a r t i e  dense  de  W (S ) .   a algèbre F S ~  d e s  f o n c t i o n s  r é g u l i è r e s  

n  
1 n  

s u r  S" e s t  dense  dans Wn(S ) .  

S o i t  f  une f o n c t i o n  a p p a r t e n a n t  à F S ~  e t  d e  suppor t  D .  

La f o n c t i o n  f  peut  ê t r e  approchée e n  norme 1 1 p a r  une s u i t e  ( f m )  
1 , n  

n  
d e  f o n c t i o n s  c o n t i n u e s  s u r  S  , d e  c l a s s e  cm à l ' i n t é r i e u r  de  l e u r  suppor t  

CO 

(D ) contenu dans D don t  l e  bord (3D ) e s t  une s o u s - v a r i é t é  C de  
m m 



dimension n-1 e t  q u i  n 'on t  s u r  l e u r  support qu'un nombre f i n i  de po in t s  

c r i t i q u e s  non dégénérés. 

A chaque fonc t ion  'm nous pouvons a s s o c i e r  s a  symétr isée 

r( 
sphérique f i  d é f i n i e  su r  D . Comme pour t o u t e  fonc t ion  boré l ienne  r é e l l e  

m m 

G y  nous avons 

J * 
(G 0 fm)vc = [ (G o fn)vc e t  que /f:llyn 1 f l l y n  y 

D 
J 

m 
D 

m 

* 
Ainsi ,  s i  l e  théorème e s t  démontré pour chaque fonc t ion  fm '  

il l e  s e r a  pour l a  fonc t ion  f dont e l l e  e s t  l a  symétr i sée  sphérique.  Il 
m 

se ra  donc démontré par  passage à l a  l i m i t e  pour l a  fonc t ion  f  = l i m  fm  
eoo 

1 n  
(au sens  de l a topo log ied , e  Wn(S ) ) .  

Il nous s u f f i t  donc de  prouver l e  thgorème pour une fonc t ion  

1 n  Y 
u dans Wn(S ) qui ,  comme une fonc t ion  symétr isée m ne dépend que de  l a  

d i s t a n c e  au pôle  Nord e t  e s t  d é r i v a b l e  presque p a r t o u t .  

n- 1 TT TT 
Nous considérons l e  plongement de l a  v a r i é t é  B : S XI- T,T[: 

dans sn C I R ~ X R  dé£ i n i  par 

@ : (xyO) -i (x cos 8, s i n  0 ) .  



1 n  
Pour t o u t e  f o n c t i o n  u  dans  W (S ) q u i  ne dépend que d e  8 ,  

n  

on  a  

Opérons l e  changement d e  v a r i a b l e s  

L' i n v a r i a n c e  conforme de  l a  semi-norme 1 1 s e  t r a d u i t  par 
1 , n  

du n  
= o n  1 id;/ d t .  

Pour ne  pas  a l o u r d i r  l e s  n o t a t i o n s ,  nous avons abusivement d é s i -  

gné p a r  l a  même l e t t r e  u une f o n c t i o n  d é f i n i e  s u r  sn dépendant d e  8 e t  

une f o n c t i o n  de l a  v a r i a b l e  r é e l l e  t ( 8 )  i n t r o d u i t e  p a r  n o t r e  changement 

d e  v a r i a b l e  ! 



on obtient 

A l'aide des fonctions de t définies par 

tandis l'intégration de 4 contre la mesure x(t)dt donne 

Par ailleurs, on a 



Donc si u dérivable p.p. est de moyenne nulle et se trouve 

dans la boule unité pour la semi-norme , il existe, d'après le 1 11,n 

lemme 11 .3 .4  une constante C dépendant de n telle que pour tout 
O 

- 1 cette estimée n'étant pas vraie pour a > n p . n 

n- 1 Posons a = a w et remplaçons dans l'intégrale à gauche 
- n 
n par w u. Nous obtenons 
n 

n - 1 - 1 - 
ew"' s C2(n)wn avec cx < pn -1 un-] n-1 = n u  n-1 - = a 

n- l 
sn sn 

n 
Ceci termine la preuve du théorème pour a f a avec C (n) = C (-) . 

S 
2 

O 'n 

Pour a = a = a (ce qui suit est en fait valide pour 
sn 

a 6 a ) .  Nous allons modifier légèrement nos précédentes notations pour 
s 

adopter les suivantes. 

Soit (r,8) un système de coordonnées géodésiques polaires 

centré au pôle nord (O d r 6 n et 8 r sn-l). L'élément de volume v 
C 

s' écrit alors 



n- l 
v = (sin r) dr de . 
C 

Puisque la fonction u ne dépend que de r et a une moyenne 

nulle, elle s'annule le long d'une (n-1:-sphère parallèle de s". Soient 

a la distance de cette sphère au pôle nord, M et M' les deux boules 

de sn admettant cette sphère comme bord commun de rayon respectif a 

et T-a. Nous avons alors 

et évidemment 

Or, si nous notons (Baye) une boule euclidienne de IR1- de 

rayon a, nous obtenons 

v 
unlul n- 1 

v = W  (sin r) dr 
c n- l 

a v v 
anlu(r) l n-l anlul 

r d r = J  e v n- 1 I o e  c 
Ba 

n avec V = - n-l 

Nous allons montrer que l'intégrale étendue à Ba est bornée. 

Par l'invariance conforme de la semi-norme 1 1 , ny nous avons 



r 
(En e f f e t  f a i s o n s  l e  changement d e  v a r i a b l e  p = 2tg  - . Nous obtenons  

2  

n  n-1 n n-1 a  
puisque lu; 1 s i n  r = lu i  1 p ( l+p2) - I  e t  que 2 t g  > a  ) . 

Comme u  e s t  n u l l e  au bord d e  B il s u i t  du théorème 1 1 . 2 . 1  
a  ' 

q u ' i l  e x i s t e  une c o n s t a n t e  C (n)  t e l l e  que 
1 

n- l 
a n l u  l 

v  C C l  (m) mes (Ba) . 
) B 

e 
a  

Par  s u i t e  
n  

e t  l e  théorème e s t  a i n s i  démontré dans  l e  c a s  a = n = a avec 
n  s n  
n 

C2 (n)  "CI (n) , c e  q u i  en  achève l a  preuve 8 

Preuve du lemme 1 1 . 3 . 4 .  Pour a  < T l e  lemme e s t  a s s e z  immédiat. 
O ' 

Ecrivons  en e f f e t  



En multipliant les trois membres de cette double inégalité 

par la fonction poids ~ ( y )  et en întégrant par rapport à y, on a 

soit, eq appliquant l'inégalité (Hn) à l'intégrale à droite 

+w n-l n -- 1 +CO 1-- 1 1 - 
1 < {I [( lx-Y Ix(Y)) ln-' dy} { / dyIn 

-m J 
-CO 

~ Compte tenu des propriétés de X, cette inégalité donne 

n avec v = - 
n- l 

où Mo est une constante positive ne dépendant que de K et T . 
O 

Par suite 

où Cr dépendant de Mo' 
a étant strictement inférieur à T O . 

Pour a > T il nous suffit comme dans la preuve du théorème 
O' 

II.?. 1 d'exhiber une famille à un paiamètre (qh) de fonctions vérifiant 
- =.- +a V 

i) et ii) pour laquelle l'intégrale J ealSh(x) 1 x(x)dx n'est pas unifor- 
-03 



mément majorée  par  r a p p o r t  à . En f a i t  l ' i n t é g r a l e  (**) du lemme e x i s t e  

t o u j o u r s  (*) que l  que s o i t  a ,  l a  d i f f i c u l t é  t i e n t  i c i  encore  à l ' u n i f o r m i t é  

de  Co p a r  r a p p o r t  à 4) .  Pour c e l a  nous a l l o n s  c o n s i d é r e r  une f o n c t i o n  $ 

l i n é a i r e  p u i s  c o n s t a n t e ,  e t  c o n s t r u i r e  s u r  l e  modèle d e  $ l a  f a m i l l e  (gA) 

d e  manière  que l e  suppor t  d e  chaque f o n c t i o n  $A s ' é t a l e  l o r s q u e  h augmente. 

La borne  i n f é r i e u r e  d e  x a s s u r e  a l o r s  l a  non convergence uniforme de  l ' i n -  

t é g r  a l e  c o n s i d é r é e .  

'L 
Appelons @ 1  l a  f o n c t i o n  impaire  t e l l e  que 

- 
2 

( m )  Pour chaque f o n c t i o n  v é r i f i a n t  l e s  hypothèses  i )  e t  i i )  du lemme 
CO 

1' i n t e g r a l e  J eal ' (x)lv x (x)dx  e s t  f i n i e  que l  que s o i t  a  ( ~ e  c a s  a  i O 
a, 

e s t  t r i v i a l ) .  Ee e f f e t  il r é s u l t e  d e  l a  convergence d e  l ' i n t é g r a l e ,  

n  
($ '  ( t )  ( d t ,  qu' il e x i s t e ,  pour t o u t  E > 0 ,  une c o n s t a n t e  p o s i t i v e  

M l  (E) = M l  t e l l e  que 

I $ '  ( t )  l n  d t  < E . 
j l X , > M I  

D 'après  1' i n é g a l i t é  d e  ~ o l d e r  (H,), nous obtenons  pour t o u t  x ,  lx 1 > M l  

1 - -  
v  

I l s u i t q u e  I$(x)l  1x1 t e n d v e r s  O quand 1x1 t e n d v e r s l ' i n f i n i :  

donc il e x i s t e  une c o n s t a n t e  M2 t e l l e  que 1x1 > M2 impl ique 

L 
O 

( ~ ( x )  l V  r - 1x1 par  exemple, d 'où  2a 



'L 1 O, (XI =  min(^,^), pour x 2 O. 

TJ 
Considérons la famille de fonctions telles que 

'L 
avec X nombre réel positif assez grand. Les fonctions , vérifient i) et 

ii) comme on peut le vérifier facilement. Cependant 

l V  +m 
n+ l - *  

% 

X(X)~X = 2J X(X) exp(ah I O ,  lV)dx 
O - 

-00 2 

+a 
n+ 1 
- 0  

'L 
= 2h ~(hv) exp(ah " (O, (v))'))dv 

0- - - 
'> 

-T x 
O 

puisque K'  e 6 ~ ( x )  et que a > T . 
O 

Le nenbre de droite de la dernière inégalité qugmente arbitrairement avec 

h et l'intégrale à gauche ne peut donc pas être majorée uniformément par 

rapport à X I 

Comme conséquence du théorème 11.3.1 on a le corollaire saivant 

qui donne la valeur optimale de B dans l'estimée (P 1 sur la s~52ro 
n' 

(sn,c) : 



c a n o ~ ~ ~  11 .3 .5 .  (comparer avec [CRI , t h .  21 ) 
Il e x i s t e  deux c o n s t a n t e s  6 e t  M (n)  ne  dépendant que d e  

on - 2  
3 

1 n  
n  t e l l e s  que pour t o u t e  f o n c t i o n  u  dans  W (S ) e t  pour t o u t  B > P 

n  Sn 
on a i t  

Pour l e  v o i r ,  il s u f f i t  encore  une f o i s  d ' a p p l i q u e r  l e  théorème 

11.3 .1  à l a  f o n c t i o n  w  d é f i n i e  p a r  

n- l 
En f a i s a n t  t = Iwl I I V U  1 1 ; '  dans  l e s  i n é g a l i t é s  

n  
n  

0 6 t S a t  + bn où a  e t  b  son t  deux c o n s t a n t e s  d é f i n i e s  pa r  (2 .8)  
n  n  n  

e t  ( 2 . 9 ) ,  on o b t i e n t  

q u i  impl ique - 

1 n  Comme w e s t  dans  l a  bou le  u n i t é  de  W (S ) e t  a  une moyenne 
n  

n u l l e ,  il s u i t  du théorème 11.3.1 que 

pourvu que a  L a c e  q u i  équ ivau t  à b  > Bn. Il s u f f i t  a l o r s  de  p o s e r  
s n y  n  " 

- n-l -2n+l - 1  M2(n) > C 2 ( n ) w n  e t  6 : 6 = (n-1) n  w . Les c o n s t a n t e s  a 
s n  n- l s 



et B sont ainsi liées par les relations de dualité (2.8) et (2.9). 
s 

Il suit de (3.6) que l'estimée du corollaire se réduit à 

lorsque la fonction u est de moyenne nulle. La plus petite constante 

B est donc atteinte dans ce cas. 
sn 

3.7. D'une façon générale sur une variété compacte (M,g) les 

estimées de Trudinger (Tn) et (vn) sont valides ; il existe donc des 

constantes c,m, a et 6 telles qu'on ait pour toute fonction w de 

1 
moyenne nulle dans la boule unité de Wn(M) pour la semi-norme 1 1 

1 ,n 

1 
et pour toute fonction u dans W (M) n 

On démontre que les meilleures constantes a et PM M 
dans (3.8) et (3.9) 

sont respectivement strictement majorées et minorées par et B . Préci- n n 

sément, on a 

1. En dimension n = 2, il existe une constante m telle que, 

1 
pour toute fonction u dans W2(M), on ait - 



2. En dimension n 2 3, il existe des constantes c a < a 
M n 

1 
telles que pour toute fonction u appartenant à la boule unité de W (M), n 

on ait 

De même il existe une constante m telle que pour toute fonction - 
1 

u dans W (M) et toute constante > Bn, on ait 
n 

1 n 
3.11. Dans certains sous-ensembles de Wn(S ) ,  on peut améliorer la 

constante opitmale pour laquelle l'estimée (3.2) du théorème 11.3.1 est véri- 

fiée. La proposition suivante va nous en donner un premier exemple. Mais 

auparavant, soit T la symétrie antipodale sur (sn,c) (~(x) = -x) . On 
définit l'espace projectif I R P ~  de dimension n en faisant agir sur sn 

le groupe G E  id,^) , où Id est l'application identique, la projection 

n 
canonique p : sn + S ~ / G  RP étant un revêtement régulier à deux feuillets. 

00 

C'est donc une variété compacte de classe C ; la métrique standard sur 

I R P ~  est celle dont 1' image réciproque par p est la métrique standard de 

sn. (nous la noterons go) . L'espace projectif standard (ou canonique) 
W 
n 

est (IRpn ) et son volume vaut par conséquent - 
>go 2' 

Toute fonction régulière 

'L 
u sur RP" se remonte sur sn en une fonction régulière u = u o p. 

Du théorème 11.3.1, nous déduisons alors la 

PhupaniXiun 11.3.12. Il existe ule constante C (n) ne dépendant 
3 - 

'L que de la dimension telle que pour toute fonction u, antipodalement symé- 



'b % 
trique (u(x) = u(-x)), de moyenne nulle sur sn et appartenant à la boule 

1 n l/n-1 a 
unité de W (S ), et pour tout a < a' = 2 on ait 

n sn sn' 

% 
Preuve : Soit u est une fonction définie sur IUPn qui appar- 

1 'L 
tient à la boule unité de wn(IRpn). Soit u = u O p la Fonction qui remonte 

u sur sn. Le revêtement p étant à deux feuillets, si u est dans la 

1 n 
boule unité de 1J n (RF ) pour la semi-norme u + lu 1 1 ,n = /\Vgoul~ alors 

n 1 n 
u est dans la boule homothétique de la boule unité de W n (S ) (pour la mGme 

semi-norme) dans l'homothétie de rapport 2' ln puisque 

et que par siij te 



W 
c a r  v  e s t  d é f i n i  p a r  p  (v ) = v . 

go go C 

De p l u s  

S i  donc u  e s t  d e  moyenne n u l l e  dans  l a  b o u l e  u n i t é  d e  
1 - - 

1 n  
Id1 ( R P ~ , ~ ~ ) ,  2  > e s t  de  moyenne n u l l e  dans  l a  boule  u n i t é  d e  Wn(S , c )  . 

n  

11 s u i t  de  l ' i d e n t i t é  

que l e s  c o n s t a n t e s  a '  pour l e s q u e l l e s  l e s  i n t é g r a l e s  d e  l a  forme 

pour l e s q u e l l e s  l e s  i n t é g r a l e s  dans  l e  membre de  gauche s o n t  bornées .  O r  il 

%, 
s u i t  du théorème (IT.3.10) que a < a n,  n  > 3. Donc pour t o u t e  f o n c t i o n  u  

ll2Pn s 
1 

ant ipodalement  symétr ique d e  moyenne n u l l e  dans  l a  bou le  u n i t é  d e  ldn(sn,c) ,  

- 1 
Ceci é t a b l i t  l a  p r o p o s i t i o n  avec c g ( n )  > 2  C2(n) . 

La p r o p o s i t i o n  11.3 .12 e s t  dans  J .  Moser [MR~] pour n  = 2  

e t  dans ce c a s  a 6 a'  . E l l e  admet l e  c o r o l l a i r e  s u i v a n t  : 
s 



P t r o p o n a m  11 .3 .13 .  Il existe une constante M3(n) ne dépen- 

1 
dant que de n telle que pour toute fonction u dans wn(sn,c) antipoda- 

1 
lement symétrique et tout 6 > @ on ait 

S 

Si en plus u est de moyenne nulle, alors 

1 n 
Preuve. Si u est antipodalement symétriquement dans Wn(S ) ,  

1 n 
la fonction w dans la boule unité de W (S ,c) définie par 

n 

est antipodalement symétrique et de moyenne nulle. L'estimée (3.14) suit 

alors de la proposition 11.3.12 à l'aide des techniques suivant le 

corollaire 11.3.5. 

1 
Pour montrer que B > @ n, posons 

s 

 après la relation de dualité (2.9) la constante 6 de (3.14) est alors 

supérieure ou égale à 6' où 
sn 

n- 1 n 1 n-1 n-1 
@in 

= max (t -a' t ) = -(--O 
sn n na 

t>O 
S 



L'estimée (3.15) est alors une conséquence évidente de (3.14) 

2 
1. Notons vn (avec V V ) l'espace des harmoniques sphé- 

P P P 

riques d'ordre p > O sur (sn,c) (c'est-à-dire l'espace des fonctions 

ième 
propres de associées à la p valeur propre X = p(n+p-1)) . Il est 

P 

connu que pour p 2 2, vn est un espace vectoriel de dimention 
P 

'n rip) - (soit n+p-2)(n+p-3 ...( n+l) (n+2p-1)) [B-G-M] ou ; 
P ! 

en particulier dim V = 2p+l. L'espace V; est isomorphe à 1' espace vec- 
P 

1 
toriel des fonctions linéaires sur (il est formé des restrictions de 

n 
ces fonctions à sn) et donc dim V I  = n+l tandis que vn est formé des 

O 

constantes. 

2. En dimension n = 2, nous avons montré dans L E Z ]  que la 
constante a = 471 de J. lqoser reste inchangée lorsqu'on considére, au 

s 
lieu des fonctions de moyenne nulle c'est-à-dire L -orthogonales à l'espace 

2 

V des harmoniques sphériques d'ordre zéro, les fonctions de la boule unité 
O 

1 2  R de W (S ) L -orthogonales à la somme directe 8 V des espaces V des 
2 2 

p=o P P 

harmoniques sphériques d'ordre p C R, R entier positif. Cependant T. Aubin 

arécmment prouvé  AN^, cor. 23 qu'on peut diminuer la constante optimale du 

corollaire 11.3.5 à l'aide d'un autre ensemble de fonctions L -orthogonales 
2 

à v;. Ce sont ses résultats que nous voulons utiliser dans la section qui 



L -ohthugonalen aux iuuunaniquen ~ p h W q u e n .  
2 

1 n V é ~ i M o n .  Nous dirons qu'une fonction u dans In(S ,c) 

est "exponentiellement" L -orthogonale à une fonction 5 dans L~ (sn, c) 
2 

si 

Remarquons que l'intégrale à gauche de (4.2) a toujours un sens 

I n  u 
puisque, u étant dans Wn(S ), e appartient à L (s") pour tout q, 

9 

Dédinition. Un sous-espace vectoriel de dimension k 

de l'espace des fonctions sur une variété M est dit admissible s'il admet 

une base (5 ) 
k 

pour laquelle 1 16. 1 > O en tout point de M. i i=l, ..., k 1 
1 

Soit vn l'espace des harmoniques spéhriques d'ordre p sur 
P 

sn. C'est évidement un espace admissible de dimension dim vn. Mais encore 
P 

nous avons : 

L e m r n ~  1 7 . 4 . 4 .  Pour tout p 2 1, vn contient un sous-espace 
P 

admissible de dimension n+l. 

Preuve : Pour p = 1 ,  ce sous-espace est évidement vn lui 
1 

même, formé des premières harmoniques spéhriques. 

Supposons p 2 2. A tout point m de sn, associons la fonction 

zonale qm d'ordre p (de norme L2 égale à 1) par rapport au sous-groupe 

d'isotropie de m. Il est connu que (cf. [B .G.M. ,  p.1651 ne dépend que de la 

distance au point m. Une telle fonction est unique car elle est dans vP 
n 

et solution.de l'équation 



nous dédu isons  que s i  $' (x) = @(d(m,x) )  
m 

d  - + (n- i> - 'Os - d@ + p(p+n-i )@ = O 
d r  

s i n  r d r  

2 
avec l e s  deux c o n d i t i o n s  4 '  (O) = O e t  1 @ ( r ) d r  = 1 .  

S o i t  (m , . . l ) une s u i t e  d e  n+l   oints d i s t i n c t s  de  sn. 
O n  

d e  sn dans iR 
n+ 1 

Considérons l ' é p p l i c a t i o n  $ d é f i n i e  p a r  
m ..., m 

O ' n  

Alors  on p e u t  c h o i s i r  l e s  p o i n t s  m ,  ) d e  t e l l e  s o r t e  qu ' en  t o u t  
n  

n  
p o i n t  x  d e  S  , on  a i t  

m ..., rn (XI # (O, . B . ,  0 ) .  
O ' n  

En e f f e t  supposons que nous ayons e n  x d e  sn 
O 

autrement  d i t  l e s  ( n + l )  f o n c t i o n s  z o n a l e s  $ , . . . , s o n t  n u l l e s  en  
m m 

O n  
x . Comme e l l e s  s o n t  s o l u t i o n s  d e s  é q u a t i o n s  

O - 

avec $ (m.) = O ,  il s u i t  du théorème d e  Sturm-Liouvi l le  que 
m .  1 
1 

d ( x  ,m.) = a.  ( i  = , , p  e s t  é g a l e  à l ' u n  des  z é r o s  d e s  s o l u t i o n s  de  
O 1 1 

1 ' é q u a t i o n  ( x )  . 



Si on fixe m l y les sous-variétés 
O ' n- 1 

n 
Sm. (ai) =. {x E S 1 d(mj ,x) = ai} j = O , .  - 1 )  sont fixées. L'ensemble 

3 

n Sm (ai) est de codimension au moins deux. Il est possible de choisir 
j 

m de telle sorte que d(mn, S (a.) soit différente de chacune des 
n m i 

j 
valeurs a ce qui assure qu'aumoins une fonction4 (xo) # 0.. 

i' m 
j 

Moyennant ce lemme nous allons voir que dans un sous-ensemble 

E de W' (sn) . ker formé des fonctions exponentiellement L -0rthogo- n 2 

nales à une partie de vn les constantes a et du théorème 
P sn 

11.3.1 et du corollaire 11.3.5 peuvent être améliorées. Précisément, on a 

ThEonème 11.4 .5 .  11 existe une constante M4 ne dépendant que 

de n et une suite de (n+l) harmoniques sphériques (6:) appartenant à - 
une base de vn sur sn telles que pour toute fonction u appartenant à 

.P - 
1 n 

W (S ) n Ker et exponentiellement L -orthogonale à (s') n 2 i i=l, . . . ,n+l ' 
sn B n 

et pour tout 8 > on ait 

Ce théorème résulte d'une part du lemme précédent et de la 

proposition suivante. 

P h ~ p ~ d ~ o H  11 .4 .7 ,   AN^, th. 63. Soient une variété compacte 

(M,g) (fi)I une famille finie de fonctions régulières qui changent 

de signe sur M telle que 11 fi 1 > 0. 
1 

Il existe une constante m(n) telle que pour toute constante 
r. 

B* - .*- 1 - . -  - 8 ' -  2 
et toute fonction u dans Wn(M) fl Ker - exponentiellement * '" 

. . - =  

L -orthogonale à (fi)I, on ait 2 



Preuve du théorème 11.4.5. D'après le lemme 11.4.4, l'espace 

vn contient un sous-espace admissible V de dimension n+l. Soit 
P n+ l -- . 

une base admissible de V. Alors 1 1 ~ :  1 > O et chaque 
1 

change de signe sur sn. 

Le théorème suit alors de la proposition 11.4.7 en prenant 

Comme conséquence de ce théorème nous pouvons observer que si 

l'intégrale 

1 n 
est uniformément majorée pour u appartenant à W (S ) n Ker 

n 

exponent iellement L -orthogonale à un sous-espace admissible de vP la 
2 1 n ' 

n- 1 
meilleure constante a est alors a' = 2 a . 

s sn 

4.8. Le lemme 11.4.4 nous permet aussi d'énoncer le théorème suivant 

dont nous aurons ultérieurement besoin pour l'étude du plongement de 

1 Zn w2(sn) dans L 3 (sn). 

Soient V et q deux nombres réels positifs tels que 

- + - = -  ' e t  
v q n  

la constante introduite par T. Aubin   AN^, p. 5741 (voir aussi [TI, p. 3531. 

111.4.10. soit une base admissible 

d'un sous-espace admissible de vn . Alors pour tout E > O, il existe 
P 

1 n 
une constante m(€) > O telle que quelle soit la fonction u dans IJ (S ) 

4 



ième 
et ayant la puissance V de sa valeur absolue L -orthogonale à 2 

(SPI. - 1  l n  
on ait, pour toute constante A > 2 

1 1=1,. . . ,n+1 A(n,q) + & 

Preuve : Pour p = 1, ce théorème est le même que le théorème 2 

de  AN^]. Pour p > 2 la preuve est la même que celle de ce dernier. 

4.11. Rmahqu~. L'introduction des sous-espaces admissibles de 

vn et le lemme 11.4 .4  qui montre que pour les espaces harmoniques 
P 

sphériques d'ordre p > 2 il existe des sous-espaces propres admissibles 

ont permis d'énoncer les théorèmes 11.4.5 et 11 .4 .10 .  Cette remarque ainsi 

que les diverses estimées obtenues dans ce chapitre vont nous être très 

utiles lorsqu'il s'agira de décrire l'image de l'application courbure 

scalaire sur sn au chapitre suivant. 



1NSTABlLlTE A LA LlNEARlSAT1ON D E  L'APPLlCATlON COURBURE 

SCALAIRE EN PRESENCE D E  L'ACTION DU GROUPE CONFORME 

111.1. REnu&& cvnnucl PX m v ~ v ~ v i l n  : 

. Linéarisation de l'application courbure scalaire F 

. Fonctions courbures scalaires sur (M,g) 

111.2.  Le g m u p e  c o n ~ o t ~ m e  d e  (~,g) eA clon d g 2 b f i e  d e  Lie. 

L E  cail d e  La n p h g t e  a a k n d m d  (sn,c). 

. Métriques difféoconformes et conformes sur (M,g) 

. L'algèbre de Lie J [ ( M , ~ )  du groupe conforme C(M,g) 

. L'algèbre de Lie du groupe conforme de (sn,c) 

. Opérateur différentiel courbure scalaire F dans une classe 
n 

conforme. 

. Action de C(M,g) dans la classe conforme de g. 

. Relation de compatibilité : la condition (N). 

. Fonctions interdites par la condition (N) : nouveaux exemples. 

111.4.  Dachip$ivn d e  L ' i m a g e  d e  F d a l a  La cLaclcle cvndvhrne d e  La m5;t)tique 

. Orbite d'une métrique sous l'action de C(M,g) : le cas de c 

pour le groupe c(sn, c) . 
2 . Image de F2 pour la sphère ( S  ,c). 

. Les harmoniques sphériques et Im F2. 



117.1.  RéaukXcu2 cannua d m a ~ v ~ a n a .  

00 

Soit (M,g) une variété riemannienne, compacte, connexe, C 

sans bord, de dimension n. Nous considérons deux variétés différentielles 

de fonctions définies sur (M,g) : une variété "source" S et une variété 

"but" B. Nous désignons par F une application de S dans B et, en un 

point s appartenant à S, nous posons 

Deux types de questions peuvent alors se poser. 

Le premier, de nature globale, consiste à décrire l'image de 

F, soit IV F, dans 8. 

Le second, de nature moins globale, consiste à décrire, connais- 

sant un élément K dans Im F, la "fibre" F-'(K ) de F au-dessus de 
O O 

K . Son étude se ramène en général à celle de la stabilité à la linéarisa- 
O 

tion de l'application F en un point s de la "fibre". Pour rappeler 
O 

cette notion, désignons par GÇ.F)(so) la valeur en s de la dérivée de 
O 

F suivant le vecteur S de l'espace tangent en s à S. Par définition 
O - 

on a 

F(s +tS) - F(so) 
= lim O 

t+o 
t 

où S désigne un vecteur tangent à une courbe t + s(t) dans S, telle 

-- 
que a(0) = so et qui est une solution de l'équation 

-- - 
-1 * ---* *- * *- 



L'application S » (S.F)(s ) ,  tangente à F, définie sur l'espace 
O 

tangent T S en s à S sera notée TF(so). 
So 

O 

La linéarisation (au ler ordre) - en s de l'équation (1.2) 
O 

est l'équation définie sur T S par 
s 
O 

On dit qu'il y a stabilité à la linéarisation de F en s lorsque pour - O 

toute fonction S dans l'espace tangent T S (que l'on identifie à S 
s 
O 

lorsque celui-ci a une structure d'espace vectoriel) solution de l'équa- 

tion linéarisée (1.3) il existe une courbe ~ ( t )  solution de (1.2) qui 

vérifie simultanément 

Dans le cas contraire, on dit qu'il y a instabilité à la 

linéarisation de l'équation F(s) = Ko en s . - O 

Si S et B sont des espaces de Banach, les théorèmes des 

fonctions implicites dont nous donnons un énoncé ci-dessous permettent de 

lier les deux types de questions : tout en permettant une description locale 

de l'image, ils fournissent des critères d'instabilité à la linéarisation 

P h v p v b ~ ~ n  7 7 1 . 1 . 4 .  (voir par exemple [F .MI . 
Soient S et B deux espaces de Banach et F une application - 

dérivable de S dans B. Soit (s ,Ko = F(so)) un   oint du graphe de F. 
O 

Si la dérivée de F en s est surjective et son noyaux est un - O 

facteur direct de T B , F est stable à la linéarisation en s . 
s 
O 

0 



Des exemples d'instabilité 3 la linéarisation apparaissent 

souvent en physique et en mécanique théoriques (étude des bifurcations). 

C'est cependant un exemple issu de la géométrie riemannienne qui nous 

intéresse dans le cadre de ce travail. 

Exemple : la RinEarUnaLLon de l'appfication cowlbwle scdaihe. 
2 

Désignons par S+M l'espace des 2-tenseurs métriques g de 

la variété M et par R le champ de 4 tenseurs, courbure de Riemann 
g 

de (M,g). 

Les coefficients de R dans un système de coordonnées locales 
g 

k 
sont notés Rijkl. Si ( )  désignent les coefficients (symboles de 

1 3  

Christoffel) de la connexion métrique associée à g, la courbure scalaire 

u de (M,g) est la fonction réelle définie par 
g 

ou on a utilisé la convention d'Einstein de sommation par rapport aux indices 

répétés). 

Comme 

on obtient 



11 suit 

où le terme rara ne contient que des dérivées d'ordre < 1 des coefficients 

de la métrique g. L'application gf-+ F(g) = u est ainsi un opérateur diffé- 
g 

rentiel quasi-linéaire avec des termes quadradiques en les dérivées premières 

de g. Nous l'appelons dans la suite application courbure scalaire. 

1.8. Rerncvtyue~. 

1. Il existe dans la littérature d'autres définitions plus 

géométriques de la courbure scalaire u . A titre d'exemple citons celle 
g 

donnée par J. Lelong-Ferraud [L-F] . 

où ~ ~ ( 0 )  ut La boule euclidienne de R~ de cevLttLe O & de tiayvn r . 
r 

Cette définition montre que la courbure scalaire en m, mesure 

la déviation au ler ordre du volume de la boule riemannienne ~:(m) par 

rapport à celui de la boule euclidienne ~~(0). La définition que nous 
r 

avons retenue est celle qui s'adapte le mieux au problème que nous étudions. 



2. Notons r l e  ( 0 , 2 ) - t e n s e u r  d e  courbure  d e  R i c c i ,  i . e .  l e  
g  

e s t  l a  t r a c e  g  
i R 

t e n s e u r  d o n t  l a  composante r Ri j kR 
du t e n s e u r  de  cour-  

j k  

b u r e  de  Riemann. A l o r s  une a u t r e  façon  d e  l i r e  (1 .6)  e s t  d e  d i r e  que u  
g 

e s t  l a  t r a c e  de r p a r  r a p p o r t  à g : 
g 

où t r  s i g n i f i e  l a  t r a c e  p a r  r a p p o r t  à g .  
g  

1.9.  S o i t  g  une m é t r i q u e  f i x é e .  Il n ' e s t  p a s  d i f f i c i l e  d e  montrer  

[B.E., (5 .3)] ,  que l a  d é r i v é e  h .F  d e  F s u i v a n t  l e  champ d e  2- tenseurs  

symétr iques  h appar tenan t  à T S+M prend en g  l a  v a l e u r  
g  

(h. f )  ( g )  = ng ( t r  h )  + 6g6g h - (h , rg)  . 
g 

Dans c e t t e  formule ( h , r g )  e s t  l e  p r o d u i t  s c a l a i r e  ponc tue l  

i 
g g j k  hier jk  des  t e n s e u r s  h  e t  r ; ag e s t  l e  l a p l a c i e n  opéran t  s u r  

g 

l e s  f o n c t i o n s  de (M,g). 11 e s t  d é f i n i  p a r  

g  g  ngf = sgdf  = - d i v  (V f )  . 

En coordonnées l o c a l e s ,  il s ' é c r i t ,  d ' a p r è s  0 . 3  

Son symbole p r i n c i p a l  e s t  donc 

q u i  e s t  une forme q u a d r a t i q u e  non dégénérée .  



Le l a p l a c i e n  e s t  donc un o p é r a t e u r  d i f f é r e n t i e l  e l l i p t i q u e  du se- 

cond o r d r e .  Il e s t  p o s i t i f  e t  formellement a u t o - a d j o i n t .  La v a r i é t é  (M,g) 

é t a n t  compacte, l e  s e p c t r e  ( i . e .  l ' ensemble  d e s  v a l e u r s  p r o p r e s )  de  '3' 

e s t  d i s c r e t  , i n f i n i ,  e t  formé d e  nombres r é e l s  non n é g a t i f s .  L o i s q u ' i l  

n ' y  a u r a  pas  de  r i s q u e  d e  confus ion  nous é c r i r o n s  A au l i e u  de A & .  

Pour une Ctude d é t a i l l é e  du l a p l a c i e n  d e s  f o n c t i o n s  s u r  M ,  on peu t  s e  

r é f é r e r  pa r  exemple à [B.G.M.] . 
De c e s  p r o p r i é t é s  du l a p l a c i e n  e t  d e  c e l l e s  de  l a  c o d i f f é r e n -  

t i e i l e  6g, il r é s u l t e  

( t r  h  agf + ~ ~ h ( d f )  - f ( h , r  ) ) v  
g  g  g  

I 

Pour g f i x é e ,  h *  (h .F) (g )  e s t  un o p é r a t e u r  d i f f é r e n t i e l  

M 
s u r  T  S+M dont  nous notons  l ' a d j o i n t  formel  (TF) ( g ) .  Il s u i t  a l o r s  

g  ! 3U$ 
\,ILLE 

( f ) , h ) v g  = J ( g i j h i j ~ g f  + h . ~ * g ( d f )  - f ( r  , h ) ) v  
l ' M M g  g  

3 

d ' o ù  l a  fcrmule  c l a s s i q u e  

*g 1 q u i  s ' é c r i t  encore ,  en remarqueant que,  6 ( d f )  = - 1 g = Hess f ,  
vgf 

* 
(TF) (g) ( f )  = g  agf + Hess f - f r  

8 ' 

où Hess f  e s t  l e  h e s s i e n  d e  f  ( i . e .  l a  d o u b l e  d é r i v é e  c o v a r i a n t e  d e  f ) .  



Y 
L'opérateur composé TF(g) O (TF(g)) est elliptique et a même noyau que 

M 
(TF(g)) . Or on montre que si (TF(~))* a un noyau non réduit à zéro, 

alors F(g) est une constante non négative k qui est reliée à une valeur 

propre X du laplacien ag par k = (n-1)A. Il en résulte alors la 

~ l r o p o s i ~ ~ o n  11.1.1 1 .  [BNI , prop. VIII .û] . 
L'application courbure scalaire F est une submersion en la 

métrique g - si F(g) est différente d'une constante k = A(n-1), X étant 

une valeur propre non nulle du laplacien bg.  

Cela signifie qu'au voisinage de toute métrique 
go 

où 

1 
- F(g ) n'appartient pas au spectre de ag, il y a stabilité à la linéa- 
n-1 O 

risation de l'équation F(g) = F(go) . 
n 

Remarquons que la sphère ( S  ,c) échappe à cette proposition 

puisque précisément F(c) = n(n-1) et que n est la première valeur 

propre de A'. 

1.12. Pour étudier le problème global de la description de Im F, la 

dimension 2 constitue un point de départ intéressant. En effet grâce au 

% 
principe d'uniformisation (selon lequel pour toute paire de métrique g et 

g sur une surface compacte M il existe un difféomorphisme 4 de M, et 

2u 
une fonction régulière u sur M telle que Q*(~) = e g) l'application 

courbure scalaire F (qui s'identifie alors au double de la courbure de 

Gauss) permet de définir un opérateur différentiel quasi-linéaire que nous 

notons également F, sur l'espace des fonctions u. De nombreux travaux ont 

été consacrés à l'étude de ce problème ces dernières années notament par 

J. Kazdan et F. Warner qui ont prouvé le 



ThEoaème 111.1.13 [K.w.~, th. 5.61 , ou [K.w.~,  th.^]). 

Soit x(M) la caractéristique d'Euler-Poincaré d'une surface 

riemannienne compacte connexe M. L'image de l'application courbure scalai- 

re F est formée par les fonctions régulières K qui prennent en au moins - 

un point le signe de x(M) (par signes nous entendrons {-,O,+)). 

2 2 2 
Désignons par S , T et iRP , respectivement la sphère, le 

tore et le plan projectil réel. 

Notons T (resp. P ) la somme connexe de q exemplaires de 
P 4 

2 
T' (resp. IRP ) .  D'après le théorème de classification des surfaces compac- 

tes, connexes, il existe un entier non négatif r tel que la surface M, 

suivant qu'elle est orientable ou non, est hornéomorphe à l'une des sommes 

connexes suivantes : 

Il s'ensuit que x(M) est de l'une des formes 

Par conséquent le théorème 111.1.13 décrit les fonctions régulières définies 

sur T et P qui sont des courbures scalaires de métriques sur ces sur- 
4 4 

faces suivant la valeur de l'entier non négatif q. En particulier une fonc- 

2 - 2 - 
tion K régulière sur la sphère S ( = T ) ou le plan projectif IRP ( = P I )  

O 

2 ne peut être réalisée comme la courbure scalaire une métrique sur S ou 

RP' que si K est positive en au moins un point. De même sur le tore 

2 - 
T ( = T,) OU sur la bouteille de Klein B( P ), une fonction K régulière 

2 

ne peut être la courbure scalaire d'une métrique que si K Z O ou change 

de signes. 



Le théorème 111.1.13 peut ê t r e  l u  comme une réc iproque  d e  l a  
r 

fqrmule de Gauss-Bonnet = ~ I T  x(M)) c a r  il indique que l a  condi t ion  

de s igne  s u r  K néces sa i r e  pour que K s o i t  r é a l i s a b l e  comme l a  courbure 

s c a l a i r e  d'une métrique e s t  a u s s i  s u f f i s a n t e .  

1.14. En dimension supér ieure  ou éga le  à 3 ,  l e  r é s u l t a t  l e  p l u s  général  

e s t  encore dû à J. Kazdan e t  F. Warner : 

TkEakème 177.1.15. (CK.w.4, th.6.42 [ K . w . ~ ,   th.^], [ K . w . ~ ,  th.1.31 

v o i r  a u s s i  [K.w. 61) 

So i t  M une v a r i é t é  compacte connexe de dimension 2 3. - 

i )  Toute fonc t ion  K néga t ive  en  au moins un po in t  s u r  M 

peut  ê t r e , r é a l i s é e  comme l a  courbure s c a l a i r e  d 'une métr ique s u r  M. 

i i )  Toute fonc t ion  K r é g u l i è r e  e s t  r é a l i s a b l e  comme l a  courbure 

s c a l a i r e  d 'une metrique sur  M dès  que M admet une métr ique à courbure 

s c a l a i r e  p o s i t i v e  cons tan te .  

i i i )  La fonc t ion  n u l l e  e s t  l a  courbure s c a l a i r e  d'une métr ique 

s u r  M s i  M admet une métrique à courbure s c a l a i r e  non néga t ive .  - - 

La p a r t i e  1 du théorème prolonge considérablement un r é s u l t a t  

a n t é r i e u r  q u i  s e  dédu i t  des  travaux de  H .  E l iasson  h ~ ] ,  T.  Aubin C\N.~I 
e t  N. Trudinger [TR 21 su r  l e  problème de Yamabé LE] e t  s e l o n  l eque l  

t o u t e  v a r i é t é  cornDacte. connexe a  une mét r iaue  à courbure s c a l a i r e  cons tan te  

néga t ive .  

Il r é s u l t e  de l a  p a r t i e  2 du théorème que t o u t e  fonc t ion  régu- 

l i è r e  s u r  l e s  sphères  sn, (n > 3) e t  l ' e space  p r o j e c t i f  r é e l  fRPn (n > 3) 

e s t  r é a l i s a b l e  comme courbure s c a l a i r e  d 'une métrique. 
. - 

Par contre pour l e s  t o r e s  T", M. Gromov e t  H.B. Lawson [G.L] 

o n t  montré que l e s  fonc t ions  p o s i t i v e s  ne peuvent pas ê t r e  des  courbures 



scalaires de métriques sur T ~ ,  généralisant ainsi un résultat obtenu par 

R. Schoen et S.T. Yau [s.Y] pour n < 7. 

J. Kazdan et F. Warner ont obtenu les résultats ci-dessus 

en utilisant la surjectivité locale de F et un lemme d'approximation 

(voir [K.w. 4 1 ) .  En dimension supérieure ou égale à 3 et par analogie 

avec le cas des surfaces, ils ont cherché les fonctions qui sont réalisa- 

'L 
bles comme courbures scalaires de métriques g liées à une métrique g 

m'L 2 
par la relation 0 g = p g dans laquelle p est une fonction positive et 

(l un difféomorphisme de la variété. Mais les résultats que nous avons 

mentionnés ci-dessus concernant aussi bien la dimension 2 que les dimen- 

sions supérieures ne sont pas valides lorsqu'on contraint à être 

l'identité voir [K.W.~], [K.w. 111, [K.w.~]). Or ce cas est intéressant à 

plusieurs points de vue. 

1.16. Géométriquement il décrit avec une précision plus grande la dé- 

formation de structure qu'il faut imposer à la métrique g pour qu'une 

fonction donnée sur (M,g) soit la courbure scalaire d'une autre métrique 

'L 2 
g dans S M en restant dans la même classe conforme. 

r 

Du point de vue de l'analyse, ce cas-limite géométrique débouche 

sur une équation aux dérivées partielles quasi-linéaire dont l'étude nécessi- 

te des informations très précises sur le cas-limite des inégalités de 

Sobolev que nous avons étudiées dans le chapitre précédent. Il est intéres- 

sant aussi de remarquer que ce cas-limite se présente dans une situation 

où simultanément l'équation aux dérivées partielles est instable à la linéa- 

risation et le groupe conforme de la variété agit sur les espaces des 

fonctions à la "source" (par l'intermédiaire, de l'espace des métriques) 

et au "but". 



Enfin "historiquement" l'étude de ce cas-limite pour la sphère 

s2 a été introduite par L. Nirenberg au début des années "50" (voir [NG]) 

2 
sous la forme suivante : quelles sont les fonctions sur S qui sont réali- 

sables comme courbures scalaires de métriques conformes à la métrique cano- 

nique ? 

C'est ce problème que nous voulons étudier dans ce chapitre en 

complément aux réponses partielles déjà apportées (voir en particulier [BR 11, - 

et [GK] pour une bibliographie 

assez large) en utilisant d'une part l'action du groupe conforme de la sphère 

standard (sn,c) sur l'espace F S ~  des fonctions régulières sur la sphère 

et d'autre part les formes raffinées des estimées de Trudinger. 

1 7  1.2 .  Le gnoupe condonme d a  vatueten hiemanvUenna compacta eX non a l g Q b & ~  

de Lie. Le cacl de &a nphène ntandand (sn,c). 

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, de classe cm, 

de dimension n et sans bord. 

% 
2.1. - D Z d i U u n .  Nous dirons de deux métriques g et g sur M 

qu' elles sont difféoconformes(x) s' il existe un difféomorphisme 4 de 

M et une fonction régulière positive p tels que 

"Etre difféoconformes" introduit une relation d'équivalence dans l'espace 

des métriques cm sur M. La classe d'une métrique g par cette relation 

sera appelée la classe difféoconforme de g. Lorsque dans (mx) $ est 

------------------ 

(*) On dit aussi ''globalement conformes" ou "conformément équivalentes". 



<L 
l'identitfl, les métriques g et g sont dite conformes et la classe de 

g est appelée la classe conforme de g comme nous l'avons dit en 0.8, Ch.0. 

2.2. Les difféomorphismes $ de M qui vérifient, pour une métrique 

Y 2 
g donnée, la relation $ (g) = p g, sont les transformations conformes 

de M. Ils forment un groupe pour la composition des applications : le - 

groupe conforme de (M,g) que nous noterons C(M,g). Il est insensible 

aux changements de métriques dans la classe conforme de g, ive. 

L 
C(M,g) = C(M, p g) pour toute fonction régulière positive p.  Le groupe 

c (M, g) est un ghaupQ d~ L ~ Q  de d i m e ~ i a n  d i n i e  (voir [w-G] ou [K-N, IJ ) qui 

est en général compact lorsque M est compact. La 6 d Q  vdtU&@ c0mpac;te 

Cette assertion connue sous le nom de "conjecture de Lichnerowicz", fut 

démontrée indépendamment par J. Lelong-Ferrand CL-F] et M. Obata b~21. 

Si dans (+*) p est une constante, alors est une homcithetie 

(on voit facilement par intégrztion que si M est compacte cette constante 

vaut 1) : est une isométrici. 

2.3. Une transformation infinitésimale conforme de (M,g) (ou un - 

champ dc vecteurs conEorme) est un champ de vecteurs X sur (M,g) dont 

le flot (Jt) tEn est un groupe de transfornations conformes. Si le flot 

(qt) de  Y est un g:-oupe d'isamétries ce (M,g), X est appelé une isomi- -- 

trie irfinitésimale (ou champ ce vecteurs de Killing). --- 

Les trans.Eormations infinitésimales conformes constituent une 

sous-algèbre de Lie de l'algèbre de Lie TM des champs de vecteurs sur M : 

1 'algèbre le Lie C (PI, g) du groupe con£ orme X(M, â) [FI-G. 3 P 751 . - -- 



L'invariance de C(M,g) dans la classe conforme de g se 

retrouve d'une certaine façon dans l'opérateur différientiel y pi) qui 

définit X(M,~). 

Plus précisément soit 
Y g 

l'opérateur défini sur TM à 

valeurs dans l'espace des 2-tenseurs symétriques à trace nulle sur (M,g) 

(pour un 2-tenseur la notion de nullité de la trace par rapport à une 

métrique est bien définie). 

Alors y a les propriétés suivantes : 
g 

Lemme 117.2.4. 

Q 2 
i) i g = p g, alors y% 2 .  P Y g  9 

g 
i 

ii)  adjoint ferme1 y de yg sur les 2-tenseurs symétriques 
g 

à trace nulle est égal à 

g y: = - 2 div . 

(*) Une façon d'obtenir l'opérateur 
Y g  

est de prendre la dérivée de Lie 

dans la direction d'un champ de vecteurs X du produit tensoriel 
-2 
n 

g I (vg) , quantité positivement homogène de degré 0, donc invariante 

con£ orme 



Preuve : 

i) Pour tout X dans TM, 

'x 'L 

Or (divgx)v = pn(divg X)v = LXv = (xepn)vg + pn L X gg ' d'où 

P g 
g 

P R 

'L 
8 divgx = (div X + n X.Log P). 

L'égalité i) du l e m e  en résulte par substitution dans l'expression de 

yQ(X) ci-dessus. 
g 

ii) C'est une conséquence inunédiate de la définition de l'adjoint 

formel. En effet, pour tout 2-tenseur symétrique h à trace nulle, nous 

avons 

c' est-à-dire 

Les transformations infinitésimales conformes de (M,g) sont 

caractérisées par le fait qu'elles forment le noyau de . Ainsi X est 
Y g 

une transformation infinitésimale conforme de (M,g) signifie que 



2.6 Rmmyue 1 .  On o b t i e n t  a u s s i  (2.5) par  un c a l c u l  d i r e c t  qu i  con- 

* 2ut 
s i s t e  à d é r i v e r  en t = O l a  r e l a t i o n  de  d é f i n i t i o n  g tg  = e g .  On con- 

c l u t  en  u t i l i s a n t  l a  remarque que pour t o u t e  métrique g, 

(L g) (Y,z) = g(DyX,Z) + g(DZX,Y) (D é t a n t  l a  d é r i v a t i o n  cova r i an t e  de  
X 

Levi ta-Civi ta  d é f i n i e  par  g) e t  en prenant l a  t r a c e  d e  LXg obtenue a i n s i  

de  deux façons d i f f é r e n t e s .  

2. Le groupe conforme d e  l a  sphère s tandard  n ' e s t  pas compact. 

Son a lgèb re  de Lie admet l a  décomposition su ivante  : 

Ptropo~.ition 111.2.7. L'algèbre de  L ie  du groupe conforme d e  

( s n Y c )  peut s ' é c r i r e  comme l a  somme d i r e c t e  

où # ( n + l )  e s t  l ' a l g è b r e  de L i e  du groupe orthogonal O(n+l) e t  - - 

P x ( n + l )  e s t  un espace v e c t o r i e l  qu i  s ' i d e n t i f i e  à l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  

de  dimension (n+l)  des  g rad ien t s  des  premières harmoniques sphériques de 

(sn,c> 

Preuve : Le groupe O(n+l) des  i somé t r i e s  de  (sn,c)  é t a n t  

un sous-groupe fermé donc de L i e  d e  C (sn,c)  , son a lgèb re  de L i e  a (n+l ) 

n 
e s t  i n c l u s e  dans #(s , c ) .  Un supplémentaire de  c e t t e  a lgèb re  peut s e  cons- 

t r u i r e  comme s u i t .  

Les premières harmoniques sphériques sont  l e s  r e s t r i c t i o n s  à l a  

sphère des  fonct ions l i n é a i r e s  s u r  (IRn+' , e )  (vo i r  .G.M., p .  1401) . 
oc"+ 1 

S o i t  5 une fonct ion l i n é a i r e  s u r  . Le g rad ien t  e u c l i d i e n  ve5 de  

n+ l 5 engendre l e  f l o t  ($ ) des t r a n s l a t i o n s  s u r  B . 
t 



Par conséquent 

Mais 

où r est la fonction distance à l'origine dans IRn+'. Il suit 

2 1 e = 1 (dr) B dr + dr W 1 (dr + 2 e(Ve<,Ve<)c + y  1 c = O 
oe< ve< oe< oe< 

Pour tout vecteur tangent la sphère sn, les deux premiers termes sont 

nuls et pour tout m pris sur sn, 

car pour une fonction linéaire dans  IR^+', il revient au même de prendre 
-+ 

le produit scalaire euclidien de son gradient contre le vecteur Om que de 

prendre la valeur de la fonction au point m. 

Par conséqent la restriction de < à (sn,c) vérifie 

i .e . 7 st un champ de vect surs conforme sur (sn,c) . 
Comme l'espace vectoriel des premières harmoniques sphériques 

est de dimension n+l, l'espace vectoriel des gradients de ces fonctions 

non const-antes est aussi de dimension n+l. Le théorème découle de l'iden- 

tif icaticn de $x(n+l) à cet espace vectoriel. 8 

n 
2.8. Dans l'algèbre de Lie X(S ,c), les champs de vecteurs qui 

constituent 1' espace $ X(n+ 1) sont orthogonaux (pour le produit scalaire 

global) aux isométries infinitésimales : pour cette raison nous les appell--- 



2 
Un champ de v e c t e u r s  purernent conforme s u r  ( S  , c )  

---.-- 



rons t ransformations i n f i n i t é s i m a l e s  conformes pures  ou encore champs de  

vec t eu r s  purement conformes. 

Remarquons que l e  crochet  de  deux champs de vec teurs  purement 

conformes non c o l i n é a i r e s  e s t  une i sométr ie  i n f i n i t é s i m a l e  non t r i v i a l e .  

En e f f e t  s i  e t  05' son t  deux t e l s  champs d e  vec t eu r s  s u r  ( s n , c ) ,  

= 4(S1Sc - S'Sc) = o .  

2 .9 .  A t i t r e  d'exemple, é tudions unchamp de  vec t eu r s  purement confor-  

me  sur  ( s n , c ) .  

Les o r b i t e s  des  champs de  vec t eu r s  purement conformes sont l e s  

-f 

grands c e r c l e s  de ( s n , c ) .  Car s i  (O : e l ,  ..., e- ) e s t  un repère  or thonor-  
n+ 1 

Rn+ 1 
mé de , l e  champ de vec t eu r s  grad ien t  de l a  fonc t ion  hauteur  par r appor t  

_3 

à e  dé£ i n i e  su r  (sn,  c )  e s t  une t ransformat ion  i n f i n i t é s i m a l e  conforme 
n+ 1 

pure.  Tous l e s  champs de vec t eu r s  purement conformes s u r  ( sn ,c )  sont 

d ' a i l l e u r s  obtenus de c e t t e  façon. Soient h  c e t t e  fonc t ion  e t  m un po in t  

de l a  sphère .  Repérons m par  l e  couple (B,r) où r e s t  l a  d i s t ance  géo- 

désique de m au pôle  nord e t  0 l e  po in t  d ' i n t e r s e c t i o n  du demi-cercle 

l 
méridien passant par  m avec l a  sphère équa to r i a l e  . Il s u i t  

h(m) = cos r 



e t  donc 

dh a V h = - - =  - a 
d r  ar s i n  r - ar . 

Par  conséquent l e s  o r b i t e s  de Vh son t  l e s  c e r c l e s  méridiens : 

0 = cons tan te  e t  l e  f l o t  (qt) d e  Vh e s t  donné par  

4r  
Arctg e-'1. Jl t(eo,to) = ( 0  n 

Outre q u ' i l s  sont  nu ls  aux deux pô le s ,  l e s  champs de vec t eu r s  purement 

conformes s u r  (sn,c)  poussent uniformément l e s  po in ts  des  sphères  pa ra l -  

l è l e s  ve r s  l e  pôle  nord (une f o i s  f i x é  l e  vec teur  en;;). 

111.3. Une c o n d ~ o n  de comyJa;tibUé p o u  b'appficution cowtbwte ~ c a l a h e  

O~Lquen & d e n  @naXan.b ~régLLeiètra de (M,g). 

'IJ 
% 

S o i t  g une métrique dans l a  c l a s s e  conforme de  g .  Notons K 

s a  courbure s c a l a i r e .  Pour l e s  problèmes que nous avons en  vue, il e s t  per- 

t i n e n t  de poser  dans l a  d é f i n i t i o n  (2.1) de l a  c l a s s e  conforme 

pour l e s  su r f aces  

- 
n- 2 I P = u  , pour n a 3 ,  

où u e s t  une fonc t ion  cm s u r  M, p o s i t i v e  s i  n a 3 .  

Notons K l a  courbure s c a l a i r e  de  g .  Il découle de  l a  d é f i n i -  
g 

t i o n  de l ' a p p l i c a t i o n  courbure s c a l a i r e  F l e s  formules c l a s s iques  suivan- 

t e s  (voi r  pa r  exemple [ET] ou [YE]) : 

- 2u 
pour l e s  s u r f a c e s  



Il e s t  remarquable que l e s  seconds  membres d e  (3 .3 )  n e  dépendent 

pas  e x p l i c i t e m e n t  d e  g ,  mais d e  l a  f o n c t i o n  courbure  s c a l a i r e  K de  l a  
8  ' 

f o n c t i o n  u  e t  du l a p l a c i e n  de  u  dans l a  mét r ique  g .  

'L 
3.5. Rmahque. S i  g e s t  d i f féoconforme à g ,  avec l e s  n o t a t i o n s  

d e  ( 2 . 1 ) ,  on  a 

'L % n-1 2  
où K e s t  l a  courbure  s c a l a i r e  d e  g = (p  g ) .  

Il s u i t  que l e s  é q u a t i o n s  analogues  à (3 .3)  son t  dans  c e  c a s  

'L 

K O 4 = (2agu + K pour l e s  s u r f a c e s  
g 

(3 .6 )  - - n+ 2  
n- 1 

agu + K u ) u  
n- 2  

( 4 ~  , pour n  > 3 ,  n  > 0. 
g 

3.7.  L ' a p p l i c a t i o n  F i n d , u i t  a i n s i  s u r  l ' e s p a c e  FM d e s  f o n c t i o n s  

r é g u l i è r e s  s u r  (M,g) un o p é r a t e u r  d i f f é r e n t i e l  q u a s i - l i n é a i r e  que nous 

notons  F d é f i n i  pa r  
n  

Pour t o u t e  f o n c t i o n  U dans l ' e s a p c e  t a n g e n t  T FM, l a  d é r i v é e  
u  

U.F de Fn dans  l a  d i r e c t i o n  d e  U e s t  donnée pour 
n  - 



, n  = 2  p a r  

s o i t  

S o i t  

n- 1 - K n+ 2 -- 
n+2 - A% + a ) ~ ]  u  n- 2  

(u .  F ~ )  (u) = 4 b g u  - (n-2 u  n-i 

Fixons l a  mét r ique  g s u r  M. P a r  s a  d é f i n i t i o n  même, Le 

groupe conforme C(M,g) e s t  muni d 'une  a p p l i c a t i o n  a I 

+ 
f El d e s  f o n c t i o n s  r é g u l i è r e s  p o s i t i v e s  a i n s i  d é f i n i e :  

. pour n = 2, 

. pour n  3,  

dans 1' espace  



Nous pouvons d ' a i l l e u r s  c a l c u l e r  a ($) e n  é v a l u a n t  l ' é l é m e n t  
n  

3 2a2 ($1 
de volume $*(v ) .  (En e f f e t  (v ) = v  = e  v  (pour n  = 2 )  ; mais  

g  Q g  
a 

1 
a u s s i  $'(v ) = ( d é t  $,) v  ; il s u i t  donc n ($) = 7 L o ~ ( d é t  * ) .  

g  g 2  
- 

pour n  > 3, (lL(vg) = (an($?))n-' v  = ( d é t  g X ) v  i . e .  
g  g  

- 
a. ($1 = ( d é t  $*) 2n ) .  

n  

Comme l e  groupe conforme C(M,g) ne  dépend e n  f a i t  que de  l a  

c l a s s e  conforme d e  g ,  on peu t  s ' i n t é r e s s e r  à l a  f açon  dont  c e  groupe a g i t  

dans l a  c l a s s e  conforme, s o i t  

Il r é s u l t e  d e  (3 .12)  que l a  r e s t r i c t i o n  à l a  c l a s s e  conforme de  

g  de  l ' a c t i o n  de  C(M,g) p a r  image r é c i p r o q u e  s u r  l ' e s p a c e  d e s  m é t r i q u e s  

i n d u i t  une a c t i o n ,  que nous no tons  O du groupe conforme s u r  l ' e s p a c e  FM 
n 

d e s  f o n c t i o n s  r é g u l i è r e s  s u r  M ,  à s a v o i r  

Le lemme s u i v a n t  donne l e  c a l c u l  e x p l i c i t e  d e  l ' a c t i o n  t a n g e n t e  

à O s u r  l ' e s p a c e  d e s  champs de  v e c t e u r s  s u r  FM. 
n  



Lemme 111.3.13. Soit (4,) le flot d'une transformation infi- 

nitésimale conforme X sur (M,g). Alors pour toute fonction régulière u 

sur M (u > O ,  si n 3  3 ) ,  - 

d = x .  1 
d t  - (U $4 u + -div X 

t=O 
2 

d n- 2 
- (U On 't) 1 t=O = X . u + -  
dt 

u div X, si n 2 3. 
2n 

Preuve : Pour n = 2, posons 

D'une part, nous avons 

D'autre part, nous avons aussi 

et, en dérivant 



Par suite 

En dimensions supérieures ou égales à 3, un calcul analogue 

permet d'obtenir le résultat annoncé. En effet en posant 

4 - 
n-2 % 

nous avons en observant que % = (U 0 4,) gtg, gt 

"d 
Mais 

gt 
s'écrit encore 

ce qui donne par dérivation 

Il suit alors 



3 . 1 4  Remahquu. 

i) Soient et $ deux éléments du groupe conforme C ( M , g ) .  

Les identités 4 

impliquent : 

pour une isométrie $ , an($) = 1 (si n 3 )  a2($) = 0. 

ii) Si (qt) est le flot d'un champ de vecteur conforme X, 

L 
= LXg = - div X g. 

n 

Il suit 

(3.14) 



i i i )  Lorsque l a  mét r ique  d e  d é p a r t  g  e s t  à courbure  s c a l a i r e  

c o n s t a n t e  s u r  M, s o i t  k ,  l e s  f o n c t i o n s  (*> u =  1 ( s i  n > 3 ) e t  u = O  

( s i  n  = 2) s o n t  s o l u t i o n s  d e s  é q u a t i o n s  F  (n)  = k .  On observe  a l o r s ,  
n  

g  en  f a i s a n t  dans  l e s  fo rmules  (3.9) e t  (3 .10) .  U = d i v  X ,  que l a  d i v e r g e n c e  

p a r  r a p p o r t  à l a  mét r ique  g  de  t o u t e  t r a n s f o r m a t i o n  i n f i n i t é s i m a l e  confor -  

k me X e s t  f o n c t i o n  p r o p r e  du l a p l a c i e n  ng pour l a  v a l e u r  p r o p r e  - 
n-1 ' 

i . e .  v é r i f i e  l ' i d e n t i t é  

....................... 
(*) La r e l a t i o n  (3.15) e s t  c l a s s i q u e .  E l l e  e s t  v a l i d e  pour t o u t e  mét r ique  

g  à courbure  s c a l a i r e  c o n s t a n t e  e t  on peut  l ' o b t e n i r  a u s s i  comme s u i t .  

S o i t  K l a  courbure  s c a l a i r e  d ' u n e  m é t r i q u e  g ,  donc 
g  

F(g)  = K E K (nous omettons l ' i n d i c e  "g").  
g  

Pour t o u t  champ d e  v e c t e u r s  X s u r  M, l a  d é r i v é e  d e  F  dans l a  d i r e c t i o n  

du t e n s e u r  LXg vau t  e n  g  

(Lxg F ) ( g )  = LX(F(g)) = X K (on l e  v o i t  e n  d é r i v a n t  en  t = 0 ,  

m m 
l e s  deux membres d e  l ' é g a l i t é  @ ( F ( g ) )  = F($ g ) ,  où ( q t )  e s t  l e  f l o t  du 

t t 

champ d e  v e c t e u r s  X). 

S i  X e s t  une t r a n s f o r m a t i o n  i n f i n i t é s i m a l e  conforme, en  f a i -  

2 s a n t  h = L g  = - d i v  X dans  l a  formule  (1.9) ' ,  il s u i t  
X n  

2 2 2 
X K = (LXg F ) ( g )  = A(tr(; d i v  X g ) )  + 66(- d i v  X g) - 4 i v  X(g, 

n  n  g ) 

2  
2K d i v  X = 2  a ( d i v  X) - - 6 S ( d i v  X) - n 

n  

2  
= - [(n-1) A(div X) - K d i v  X] 

n  

n  e t  f ina lement  X K = A(div X) - - d i v  X ,  d l 0 6  r é s u l t e  (3 .15)  pour 
2(n-1) n- l 

t e  K = k = C  . 



Ces remarques et le lemme 111.3.13 nous permettent de prouver 

le théorème suivant qui donne une condition nécessaire d'existence de 

solution pour les équations (3.3) sur (M,g) (compacte, connexe, sans bord) 

lorsque la métrique g est à courbure scalaire constante. 

Théotèrne 7 1 1 . 3 . 1 6 .  Soit g une métrique à courbure scalaire 

constante k sur M. Une condition nécessaire pour qu'une fonction régulière - 
?i 'XI 
K sur M soit la courbure scalaire d'une métrique g appartenant à la - 
classe conforme de g est que pour toute transformation infinitésimale 

conforme X - de (M,g), on ait 

Preuve : La métrique g étant fixée, nous supprimerons dans 

cette preuve les indices "g" lorsqu'aucune confusion n'est possible. 

- 
?. 2u % n-2 Soient g = e g si n = 2 OU g = u g, si n > 3, une 

'L 
métrique dans la classe conforme de g, et K = K sa courbure scalaire : 

g 
nous avons donc 

Pour le flot (Qt) d'un champ de vecteurs conforme X, nous 

avons l'identité 

En la dérivant en t = 0, nous obtenons 



D'après  l e  lemme 111.3.13,  c e t t e  é q u a t i o n  s ' é c r i t  e n c o r e  : 

i )  pour n = 2 

'L - 1 x K = 1-(X u + - d i v  X) ~ ~ ] ( n ) ,  
2 

s o i t ,  d ' a p r è s  ( 3 . 9 ) ,  

% 1 1 
X K = ~ [ A ( x * u  + 7 d i v  X) - (Xeu + - d i v  X) (2An + k ) ] e  

-2u 
2 

2u 
c e  q u i  donne p a r  i n t é g r a t i o n  s u r  M c o n t r e  l ' é l é m e n t  de  volume v~ = e v 

g g 

En t e n a n t  compte d e  (3 .15)  dans l a  3ème i n t é g r a l e ,  on  a 

La somme d e s  deux d e r n i è r e s  i n t é g r a l e s  à d r o i t e  e s t  n u l l e .  

Donc 

i i )  pour n > 3 e t  u > 0 ,  

CL n- 2 
X a K =  [ ( x 0 u + -  

2n 
u d i v  X) F,] (u)  

e t  d ' a p r è s  (3.10) 

2n -- 
n- 2 % n- 2 n+ 2 k n- 2 X K = [u A(Xeu + - u d i v  X) - (: Au + - u d i v  X ) ] U  

4(n-1) 2n n 2 n- 1 9 



s o i t  encore 

n- 2  'L n- 2  n+ 2 n- 2  
4(n-1) 

(X°K)u = u A(X0u + - u d i v  X) - (- AU + - 2n n 2 
n- 1 U) (X0u + - 2n u d i v  X). 

In tégrons  c e t t e  é g a l i t é  s u r  (M,g) c o n t r e  l ' é lément  de  volume 

1 2  -1 
En no tan t  que u Au = - Au + g (du,du),  il s u i t  2  

2  
- 2 1 X.: V'L = 1 (Xeu)Au v + ni 1 (Au ) d i v  X v  - 

16(n-1) g  g  4n )f g 

+ -  n-2 / d i v  X g-l (du,du)v + 
2 

2n J M  !Z 

+ k(n-2)2 / u2 d i v  X v . 
8n(n-1) J g 

En éva luant  l a  2ème i n t é g r a l e  à d r o i t e ,  l ' o n  a ,  compte tenu  

'L - - 1 
( )  jM(div X) g (du,du)v X K m = (X"u)Au v + - 

16(n-1) g 
J M  g  g  

n- 2  + (n-2)k ( I +  2 - ) ~ 2  d i v  X v  + 
2 k(n-2) / X  . u  , 4n(n-1) g  8(n-1) J~ g 



ce qui donne 

2 'IJ n- 2 - 1 - ("-2) ( X K v = ( [x.u) u + - (div X) g (du,du)]v 
lfj(n-1) jM J M  2n g 

La dernière intégrale à droite est nulle, de sorte que 

'IJ 
[ X - K V  = -  16(n-1) ( /  (X*u)Au v + - div X g-l(du,du)vg) . 
J M  g (n-2) )M g 2 n ~ i  

Pour terminer la preuve, démontrons le lemme suivant qui traduit 

le comportement de l'intégrale de Dirichlet sous l'action du groupe conforme 

d'une variété (M,g), compacte et sans bord : 

L m m ~  7 1 1 . 3 . 7 7 .  Pour toute transformation infinitésimale conforme 

X - de (M,g), et pour toute fonction régulière u - sur M, on a 

n- 2 / ( X ~ I I ~  17 + - [ (div ~)g-'(du,du) v = O 
J M  g 2n J M  g 

Preuve : Soit (qt) le flot engendré par la transformation infi- 

nitésimale conforme X. Chaque qt est une transformation conforme. 

4 - 
x n- 2 2u2(dt) 

Nous avons donc = (si n a 3) (= e g, si n = 2). 

Pour toute fonction régulière u (en fait c2 suffit), nous 

avons : 

i) pour n = 2 



et le leme s'en déduit par dérivation en t = 0. 

ii) pour n 5 3, , 5 

En dérivant en t = O, nous obtenons 

ce que nous pouvons écrire encore d'après (3.14) et l'intégration du dernier 

terme 

n- 2 O = - n j div X g-'(du,du)v + 2JM(X*u) Au v . 
M g g 

Fin de la meuve du théorème 111.3.10 

Il suit du lemme (111.3.17) que le terme de droite de la 

relation (NX) est nul pour dim M 5 2, soit 

Nous appellerons condition (N) la réunion de toutes les condi- 

tions (N ) lorsque X parcourt l'algèbre de Lie des transformations infi- X 

nitésimales conformes. 



CL 

3.18.  V Q ~ i W a n .  Nous d i r o n s  qu'une f o n c t i o n  r é g u l i è r e  K e s t  i n t e r -  

t i d e  s u r  (M,g) s ' i l  n ' e x i s t e  aucune m é t r i q u e  dans  l a  c l a s s e  conforme de  

% 

g  dont  K s o i t  l a  courbure  s c a l a i r e .  

Nous n o t e r o n s  Int(M,g) l ' ensemble  des  f o n c t i o n s  i n t e r d i t e s  

pour l a  mét r ique  g  s u r  M. 

Il r é s u l t e  immédiatement du théorème 111.3.16 l a  

P t r a p o b M a n  111.3.19. S o i e n t  (M,g) une v a r i é t é  à courbure  
CL CL 

s c a l a i r e  c o n s t a n t e  e t  K une f o n c t i o n  r é g u l i è r e  s u r  M .  La f o n c t i o n  K 

e s t  i n t e r d i t e  s u r  (M,g) s ' i l  y e x i s t e  une t r a n s f o r m a t i o n  i n f i n i t é s i m a l e  

CL 
conforme X t e l l e  que q u e l l e  que s o i t  l a  m é t r i q u e  g  dans  l a  c l a s s e  con- 

forme d e  g ,  on a i t  

CL 
Nous d i r o n s  d ' u n e  f o n c t i o n  K v é r i f i a n t  l a  p r o p o s i t i o n  111.3 .19 

q u ' e l l e  e s t  i n t e r d i t e  p a r  l a  c o n d i t i o n  (N) s u r  (M,g) . Toute f o n c t i o n  K 

pour l a q u e l l e  on p e u t  t r o u v e r  une  t r a n s f o r a m t i o n  i n f i n i t é s i m a l e  conforme X 

% 
t e l l e  que l a  f o n c t i o n  X K ga rde  un s i g n e  c o n s t a n t  e s t  évidemment i n t e r -  

d i t e  p a r  l a  c o n d i t i o n  (N) s u r  (M,g). 

3.20 Comme conséquences d e  l a  p r o p o s i t i o n  111.3.19 nous pouvons f a i r e  

les  o b s e r v a t i o n s  s u i v a n t e s  : 

1 .  s i  l a  mét r ique  g  e s t  à courbure  s c a l a i r e  c o n s t a n t e  l ' ensemble  

d e s  f o n c t i o n s  i n t e r d i t e s  s u r  (M,g) pa r  l a  c o n d i t i o n  (N)  e s t  s t a b l e  sous  
CL 

l ' a c t i o n  du groupe conforme C(M,g), en c e  s e n s  que s i  K e s t  une f o n c t i o n  

CL 
i n t e r d i t e  p a r  (N) s u r  (M,g), l a  f o n c t i o n  K O $ e s t  a u s s i  i n t e r d i t e  

p a r  (N) s u r  (M,g) q u e l l e  que s o i t  l a  t r a n s f o r m a t i o n  conforme 4. 



En e f f e t  s o i t  X un champ de  vecteu s conforme s u r  (M,g) t e l  'i 
7 - 

'L n- 2 'L 2u 
que, pour t ou te  métrique g qu i  s ' é c r i t  g  = u g ( s i  n  > 3) g = e g 

'L 

s i  n = 2 on a i t  X K v, # O.  E tan t  donnée l a  t ransformat ion  conforme 
J M  g  

J )  de (M,g), l ' image d i r e c t e  9;' (X) e s t  un champ de vec t eu r s  conforme 

s u r  (M, qXg) e t  nous avons 

'L 
2.  S i  K e s t  une fonc t ion  i n t e r d i t e  par  (N) s u r  (M,g) e t  

'L 
G : (R -+ IR une fonc t ion  cm s t r i c t emen t  monotone l a  fonc t ion  G O K e s t  

i n t e r d i t e  par  (N) s u r  (M,g). 

So i t  en  e f f e t  X on champ de  vec teurs  conforme t e l  que 

'L 'L X K VI\, # O où g e s t  une métr ique comme dans l a  première p a r t i e .  
g 

Supposons que G s o i t  c o r i s s a n t e .  Nous avons? 

R e m m y u ~ .  

i )  Pour un champ de vec t eu r s  de  K i l l i n g  X s u r  une v a r i é t é  

(M,g) à courbure s c a l a i r e  cons tan te  l a  condi t ion  (NX) e s t  t r i v i a l emen t  

s a t i s f a i t e  c a r  nous obtenons a l o r s ,  en  prenant u  5 O s i  dim M = 2 e t  

u  5 1 s i  dim M 2 3 ,  



2. 
Pour K fixée, comme on peut prendre pour la même fonction 

u Z O (resp. n 5 1) tous les champs de vecteurs de Killing X, nous 

pouvons dire que, prise isolément la collection des conditions (N ) ne X 

contient, dans ce cas aucune information pour l'étude de 1nt(M,g). 

Lorsque la courbure scalaire k de g est non positive, en 

k utilisant la positivité du laplacien et la relation ~ ( d i v ~ ~ )  = - (divgx), 
n- 1 

on observe que les seules transformations infinitésimales conformes sur 

(M,g) sont les champs de vecteurs de Killing, la condition ( N )  s'évanouit 

donc. 

Soit maintenant k > O. On dit que le groupe conforme C(fl,g) 

est essentiel s'il existe une transformation infinitésimale conforme X 

sur (M,g) qui n'est un champ de vecteurs de Killing pour aucune métrique 

de la classe confprme de g (autrement C(M,g) n'est contenu dans le 

groupe d' isométrigs d'aucune métrique conforme à g) . Soit (qt) le flot 

d'un tel champ de vecteurs conforme X. $on adhérence (y;) dans C(M,g) 

est nécessairemenp non compacte ; donc C(M,g) est non compact. 

Il suit du théorème de J. Lelong-Ferraud et M. Obata sur la 

conjecture de LicFnerowicz que (M,g) est conforme à une sphère euclidienne 

d'ou l'intérêt que présente le cas de la spbere standard que nous examinons 

maintenant. 

3.22 E X Q ~ P ~ Q A  de duncfiuna i n t ~ f l d L t u  AU& (sn,c) 

La copditi~n (N) contient strictement la condition de compatibi- 

lité trouvée par J.  Kazdan et F, Warner [K.w. 11 et [K.w.~]) pour les équa- 

tions (3.3) et dont il résulte que les fonctions K = 5 + constante (où 5 

est une première harmonique sphérique) ainsi que les fonctions monotones de 

la distance géodésique à un point fixe s ~ n t  interdites sur la sphère 



s t a n d a r d .  L ' a p p l i c a t i o n  des  a s s e r t i o n s  (3 .20,  1 e t  2) à c e t t e  s p h è r e  ( s n , c )  

é l a r g i t  d é j à  c e s  c l a s s e s  de  f o n c t i o n s  i n t e r d i t e s .  

La c o n d i t i o n  ( N )  v a  nous p e r m e t t r e  d ' e n  c o n s t r u i r e  d e  n o u v e l l e s .  

Considérons en e f f e t  l e  champ d e  v e c t e u r s  05 dans  j?X(n+l> d é f i n i  p a r  

une première  harmonique sphér ique  non n u l l e .  Pour t o u t  a c h o i s i  dans l ' i n -  

t e r v a l l e  [O, ;[ , posons 

a 
X = c o s  a 0 6  + s i n a y  

où Y e s t  une i s o m é t r i e  i n f i n i t é s i m a l e  non n u l l e  ayan t  deux p o i n t s  s ingu-  

b 
l i e r s  communs avec 05.  La forme c o n v a r i a n t e  d e  Y n o t é e  w = Y n ' e s t  

pas  fermée s i n o n  w s e r a i t  p a r a l l è l e  puisque 

"b 
Remarquons qu'une f o n c t i o n  K r é g u l i è r e  s u r  ( s n , c )  t e l l e  

que 

"b 
xa K ? O (mais ? 0)  

e s t  i n t e r d i t e  pour l a  mét r ique  c  p a r  l a  c o n d i t i o n  ( N  a ) .  C e t t e  i n t e r d i c -  
X 

t i o n  ne peu t  s ' o b t e n i r  à p a r t i r  d ' u n e  c o n d i t i o n  ( N  ) de J .  Kazdan e t  
V E 

F. Warner même a p r è s  changement conforme de  mét r ique  comme l e  prouve l e  

L c r n m ~  7 7 1 . 3 . 2 4 .  L e  champ de  v e c t e u r s  conforme X~ ne peut 

pas ê t r e  r é a l i s é  comme l e  g r a d i e n t  d ' u n e  f o n c t i o n  r é g u l i è r e  p a r  r a p p o r t  à 

une mét r ique  de  l a  c l a s s e  conforme d e  c  sauf  s i  a = 0. 

Preuve : S i  xa é t a i t  l e  g r a d i e n t  d ' u n e  f o n c t i o n  pour l a  

Q 2u 
mét r ique  g  = e  c ,  on a u r a i t  

s o i t ,  en passan t  à l a  forme c o v a r i a n t e  

2u 
e  (cos  a dS + s i n  a w) = d ~  . 



Il suit donc 

2du fi (cos a dS + sin a w) = -sin a dw . 

En particulier, aux points singuliers communs à d< et w, 

nous avons sin a dw = 0. 

La conclusion s'obtient par contradiction. Supposons en effet 

sina$. O. La dérivée covariante (Lévi-Civita) par rapport à c de la 

forme w est dw et de plus w n'étant pas une forme fermée ne peut pas 

être identiquement nulle. Or comme l'isométrie infinitésimale Y est un 

champ de Jacobi le long de toute géodésique y de (sn,c) elle vérifie 

l'équation différentielle du second ordre 

La forme covariante w de Y est donc aussi solution d'une 

équation différentielle du second ordre le long de toute géodésique. Si la 

différentielle covariante de w s'annulait aux points singuliers communs 

à w et à d5, la forme u serait identiquement nulle, d'où une contradic- 

tion. La constante a est donc nul1e.m 

'r 
Fixons alors a, O < a < - et posons 2 

a 'L % 
de sorte que X = X +X Une fonction K qui s'écrit K = <+f où f 

1 O' 

est une fonction régulière telle que 



est interdite par la condition (N ) sur (sn,c) . Les inégalités ci-dessus 
xa 

s'écrivent encore 

Ces conditions sont par exemple satisfaites pour un certain 

par une fonction f, à support dans une boule assez petite qui à l'inté- 

rieure de cette boule est très proche de la fonction "hauteur" d'un cône à 

sommet excentré convenablement choisi. 

Qu'une telle fonction soit satisfaite est montré en annexe 

prouvant ainsi le 

Théoa2me 1 7 1 . 3 . 2 6 .  11 existe des fonctions évidemment interdites 

par la condition (N) qui ne sont pas évidemment interdites par la condition 

Observons qu'il se peut qu'en considérant les mesures relatives 

+ 
des ensembles A l  et de S" où les fonctions XI0(S+f) et Xo*(<+f) 

O 

sont respectivement positive et négative ou puisse déduire que la fonction 

S+f est interdite par la condition N Mais cela semble difficile à mettre 
05 ' 

en oeuvre. 

Rmmqua. 

2 
1. Rapportons la sphère standard S aux coordonnées sphériques 

(r,8) et prenons pour Y le champ de vecteurs de Killing J(V5) déduit 

2 
de 05 par la structure presque complexe J de S . Alors par rapport à 

la base (Co = cos r ; 5, = sin r cos 9 ; c2 = sin r sin 9) de l'espace 

ri 



V 1  
des premières harmoniques sphériques,  l a  condi t ion  ( 3 . 2 7 )  s e  t r a d u i t  

successivement par  

8~  s i n  a a~ 
-casa-+-- 8r s i n r a û  

> O 

'L 'L 
ai? cos a a K  sin cl S) + sin 8(s in  a - - - cos 8  cos r ( c o s  a - + 

ar s i n r a e  ar s i n  r X) 2 O ,  

aK 
sin a s) + cos 8( -s in  n 

a K  c o s a ~ )  
s i n  8  cos r ( c o s  a - + - ar s i n r a e  ~ ' , i , a 8  

a a 1 a 
c a r  J(=) = * = ---- s i n  r 8%'  

On v é r i f i e  a l o r s  que l e s  fonc t ions  élémentai- 

Z 
r e s  su ivantes  sont  i n t e r d i t e s  s u r  (S , c )  : 

'L 
K ( r , 8 )  = (cos r )  2q+1 + cons tan te  

O 

'L 2q+ l 
K~ ( r ,B)  = ( s i n  r ) a ( c o s  8) + cons tan te  

'L 
K ( r , 0 )  = ( s i n  r ) a ( s i n  + cons tan te  

2  

où a  e s t  un nombre r é e l  2 1 e t  q un e n t i e r  non n é g a t i f .  

'L 
2. S o i t  K une fonc t ion  r é g u l i è r e  d é f i n i e  s u r  l a  sphère 

( sn ,c )  par 

OU G e s t  une fonc t ion  appartenant  à C (IR).  Alors nous avons 

a 'L 'L 'L x .K = COS a c(VS,VK) + s i n  a  c(Y,VK) 

= cos a (c(VS,VS) + G 1  (SI c(VS,oS>) 



Il s ' e n s u i t  que s i  l a  d é r i v é e  G' de  G ne  t r a v e r s e  pas  l a  

'L 
v a l e u r  - 1 ,  l a  f o n c t i o n  K e s t  i n t e r d i t e  s u r  ( sn ,c )  . A i n s i  pa r  exemple 

% 
l a  f o n c t i o n  K dé£ i n i e  s u r  sn p a r  

'L 

x  -t K(x) = <(x) + Log c h ( <  ( x ) )  + c o n s t a n t e  

ne  peut pas  ê t r e  r é a l i s é e  comme courbure  s c a l a i r e  d ' u n e  mét r ique  a p p a r t e n a n t  

à l a  c l a s s e  conforme d e  l a  mét r ique  canonique c .  

3 .  Les f o n c t i o n s  d é c r i t e s  en  1 e t  2 c i -dessus  pouvaient  d é j à  

ê t r e  obtenues  par l a  c o n d i t i o n  d e  c o m p a t i b i l i t é  de J .  Kazdan e t  Warner 

[K.w. 1 ,  8.101 e t  [ ~ . ~ . 3 , 5 . 1 9 ]  comme on p e u t  l e  v é r i f i e r  a  p o s t e r i o r i .  Par  

a i l l e u r s  e n  dimension 2 ,  pour a f i x é ,  les o r b i t e s  duhamp de  v e c t e u r s  con- 

forme xa son t  d e s  loxodromies d e  l a  s p h è r e  e t  on o b t i e n t  t o u t e s  l e s  

71 
l o x ~ d r o m i e s  de c e t t e  façon  (on posera  a = 6-- 

2 
l o r s q u e  l ' a n g l e  B d e  l a  

71 
loxodromie avec l e s  c e r c l e s  m é r i d i e n s  e t  compris e n t r e  - 2 e t  n) . Par con- 

% 

séquent l a  r e l a t i o n  ? *  K > O c i -dessus  s i g n i f i e  que t o u t e  f o n c t i o n  dont  

71 7T 
l e  champ d e  v e c t e u r s  g r a d i e n t  f a i t  un a n g l e  v a r i a n t  d e  0 à 2 (ou - 

2 
à 71) 

2 
avec l e  champ de v e c t e u r s  t a n g e n t s  à une loxadromie d e  l a  sphère  S e s t  

i n t e r d i t e  p a r  ( N  ) pour l a  mét r ique  canonique.  
xa 

111.4. Vcbchipition de L'image de &'app&cc&ion c o w r b u h ~  b c d a i h e  F bu& - 
( s n , c )  dan ,  La cLasne con6onme d e  c .  

4 . 1 .  Sur l a  v a r i é t é  (M,g), l ' a p p l i c a t i o n  courbure  s c a l a i r e  F e s t  

é q u i v a r i a n t e  sous l ' a c t i o n  du groupe conforme C(M,g) s u r  l ' e s p a c e  des  

mét r iques  à l a  source  e t  l ' e s p a c e  FM au b u t .  Sur l a  c l a s s e  conforme 

d e  g ,  nous avons donc 



Cette égalité se traduit par l'équivariance de l'opérateur 

P aux actions O à la source et 0 au but du groupe conforme sur FM 
n n 

c' est-à-dire 

Comme u t+ u O $ est un automorphisme de FM, l'égalité 
n 

(4.3) montre que l'image de F est une réunion d'orbites dans FM sous 
n 

l'action de C(M,g) . L'orbite à la source de la fonction 1 (n 3 3) ou 

O (n = 2) est { a  ($), E C(M,g) ). Il résulte de (4.3) que son image par 
n 

F est l'orbite au but de la courbure scalaire Fn(l) (OU Fn(0)) de la 
n 

métrique initiale g. Si la métrique g est à courbure scalaire constante 

k, l'orbite au but de cette courbure est réduite à {k). 

4.4 En particulier pour la sphère standard (sn,c) , il suit de 
- 1 

(4.2) que la "fibre" (ou la contre-image) F (n(n-1)) de F au-dessus 

de la fonction constante n(n-1) est l'orbite sous l'action du groupe 

conforme de la métrique canonique c. Pour n 2 3, la proposition suivante 

décrit cette orbite en termes de courbure sectionnelle (i.e. la fonction 

a définie sur l'ensemble des 2-plans en un point m par 
m 

0 (P) = -R(X,Y,X,Y) où X,Y est une base orthonormée du plan P inclus 
m 

dans 1' espace tangent T,s") . 

P ~ v ~ v ~ & v M  111.4.5. L'orbite à la source de la m6trique standard 

n 
de sn (n 2 3) sous l'action du groupe conforme C ( S  ,c) par image récipro- - 
que est formée des métriques à courbure sectionnelle constante. 

Preuve : Compte-tenu de (4.4), la proposition 111 .4 .5  est 

équivalente à <<les métriques de la classe conforme de c qui ont la 

courbure scalaire constante n(n-1) sont celles qui sont à courbure sectionnelle 



constante>>.  Cet énoncé e s t  dû à M. Obata ~ O A  21. Nous en donnons une preuve 

p lus  simple basée s u r  l e s  p r o p r i é t é s  de  l ' o p é r a t e u r  Y . Mais d 'abord prou- 
C 

vons l e  l e m e  su ivan t  : 

Lemme 717.4.6. Sur une v a r i é t é  riemannienne (M,g), notons - 
z l a  p a r t i e  q u i  mesure l a  dév ia t ion  de  g à ê t r e  une métr ique d ' E i n s t e i n  
g 

sur  M. Alors nous avons 
v 

g d i v  (z  ) = 
1 1  (? - ;) vg K 9 

g g 

K désignant  l a  courbure s c a l a i r e  de g.  
g 

Preuve : Soi t  r l a  courbure de Ricc i  de g.  Alors 
g 

g 1  g d ivg(z  ) = d i v  (r ) - - d i v  (K g) 
g g g 

g = d i v  ( r  ) - vg K 
g g 

D'après l a  2ème i d e n t i t é  de  Bianchi (qui  s ' é c r i t  

pour tous  champs d e  vecteurs  X,Y,Z,T,U s u r  (M,g)), on a 

(on l e  v o i t  en prenant  l a  t r a c e  en ( Z , U )  puis  en (Y,T) de ( 1 ) ) .  



Il en r é s u l t e  que pour n  > 3 ,  l a  mét r ique  g  e s t  à courbvre  

s c a l a i r e  c o n s t a n t e ,  s i  e t  seulement s i  z e s t  à divergence  n u l l e .  
g 

4.7 .  Preuve de  l a  p r o p o s i t i o n .  111.4.5- S i  s u r  (M,g), une métr ique 

2 e s t  conforme à g ,  on a  d ' a p r è s  CET] 

Sur  l a  s p h è r e  ( s n , c )  où z Z O ,  c e t t e  r e l a t i o n  d e v i e n t  
C 

z, = P Y c ( ~ = ( p - ' ) ) ,  
g 

, % 

e t  il s u i t  divg(z,) = divg(pyc (vc (p - '1 ) )  . 
g  

Comme n  3 3 ,  l a  courbure  s c a l a i r e  K, e s t  c o n s t a n t e  s i  e t  
rL 

g g 
seulement s i  d i v  (z,) E O ,  i . e .  

g  

'L % 
En i n t é g r a n t  s u r  ( s " , ~ )  l e  p r o d u i t  s c a l a i r e  (dé£ i n i  p a r  g) 

- 1 
d e  c e t t e  d ive rgence  c o n t r e  ) ,  il v i e n t  

c e  q u i  s ' é c r i t  encore ,  p a r  d é f i n i t i o n  de  l ' a d j o i n t  formel  e t  d ' a p r è s  l e  

lemme 111.2.4 : 



Puisque p > O, il suit que yc (vC(p-l)) O, ce qui équivaut 

- 'IJ 

à z,,, = O. Par conséquent g est une métrique d'Einstein (i.e. une métrique 
g % ,,, 

Kg z) . De plus g étant dans la classe conforme de c, est telle que r,,, = - n 
g 

conformément plate (i.e. conforme à une métrique localement euclidienne). 

Ceci termine la preuve puisqu'une métrique d'Einstein conformément plate est 

à courbure sectionnelle constante (voir par exemple [KI. prop. 8.11) . 
4 . 8 .  Rmmque. On sait que sur la "plupartt' des variétés compactes 

'L 
(M,g) il existe une métrique dans la classe conforme de g une métrique g 

à courbure scalaire constante. Il reste néanmoins les cas suivants où la 

conjecture de Yamabe [YE] qui affirme l'existence d'une telle métrique 

n'est pas encore entièrement démontrée cf. [TRZ] ,  AN^]) : 

1. 3 6 dim M < 6 et (M,g) est non conformément plate à groupe 

de Poincaré T infini. 
1 

2.La vérité (M,g) est conformément plate à groupe de P~incaré T, 

in£ ini. 

Pour une variété (M,g) examinons l'équation générale 

Suivant Yamabe [YE] , on considère, pour son étude, 1 ' équation 



2n 2, 
avec 2 < q C -, ~l une constante, K et K deux fonctions régulières 

n- 2 

données sur M. 

Soit la fonctionnelle J définie par 
9 

1 
sur le sous-ensemble E de W2(M) tel que 

q 

 équation (Y ) apparaît alors comme l'équation d'Euler de 
9 

J q s'identifiant à un multiplicateur de Lagrange. 
4' 

2n il suit des théorèmes des plongements continus Pour q < n-2 , 

et compacts de Sobolev, Rellich- Kondrachov que J atteint son minimum 
4 

en une fonction u appartenant à B qui est solution de (Y ) .  
9 4 

2n 
nous sommes dans le cas-limite du théorème de Pour q = x, 

compacité de Rellich-Kondrachov. Cela nécessite que la borne inférieure de 

la fonctionnelle J soit inférieure à une valeur critique reliée à la 
4 

constante A(n,2) (définie en (4.9) chapitre II) de façon analogue à celle 

que nous verrons en détail dans la section suivante pour n = 2. On peut 

choisir la constante ~l telle que l'équation (Y 2n 
-) admette une solution 
n- 2 

CL CL 
2, - 1  

régulière positive pour K positive et vérifiant (sup K) (in£ K) < C, 

où C est une constante qui ne dépend que de K. 

Nous savons que pour la sphère standard (sn,c) il existe des 
CL 

fonctions interdites K pour lesquelles l'équation (4.10) (qui est du type 

Y 2n ) n'a pas de solution (on obtient ainsi une illustration de la nécessaire 

n- 2 
1 n 2n n 

non compacité du plongement continu de W2(S ) dans L - ( S  ) 
n- 2 



( c f .  1 . 1  c h a p i t r e  I I ) ) .  Quant à l ' e x i s t e n c e  d'une s o l u t i o n  de c e t t e  

équat ion s u r  (sn,c)  e l l e  e s t  a s su rée  par  l e  

Théohème 111.4.71 (vo i r   AN^, th .91) .  S o i t  f  -n une fonc t ion  
L- 

régu l i è r e ,  p o s i t i v e  s u r  ( sn ,c )  t e l l e  que (sup £ ) ( in£  f ) - I  < a l o r s  

il e x i s t e  une harmonique sphérique cP d ' o r d r e  p  2 1 t e l l e  que l ' é q u a t i o n  

(4.10) avec Ks = f  + tP a i t  une s o l u t  ion  p o s i t i v e  r é g u l i è r e  s u r  sn. 
7 

g 

L'énoncé que nous donnons de c e  théorème d i f f è r e  légèrement de 

c e l u i  de  AN^]. Ceci  t i e n t  à l a  remarque que nous avons f a i t e  au c h a p i t r e  II, 

sec t ion  4  à propos des  sous-espaces admiss ib les  de vn. Mais l a  preuve 
P  

e l l e  n 'en  e s t  guère d i f f é r e n t e .  Ses p r i n c i p a l e s  é tapes  sont  : 

2n 
1 .  On cons idère  l ' é q u a t i o n ,  pour 2  < q < - n-2 ! 

n- 1 '-b 

4 A u + k u = K u  q-l , k cons t an t ,  
n-2 

à l a q u e l l e  on a s soc i e  l a  fonc t ionne l l e  J t e l l e  que 
q  

Par l a  méthode de  Yamabe on minimise J s u r  l e  sous-ensemble 
q  

BO de B formé p a r  l e s  fonc t ions  u  t e l l e s  que uq s o i t  L -orthogonale 
q  q  2  

à un sous-espace admiss ib le  de vn pour p  f i x é  2 1 .  
P ' 

2.  On u t i l i s e  un procédé de  passage à l a  l i m i t e  en f a i s a n t  

2n pour conclure tendre q  ve r s  - 
n- 2  

Dans l e  r e s t e  de c t t e  s e c t i o n  (M,g) e s t  une su r f ace  dont nous 

- - 1- - 
- nQtons x ( M )  l a  c a r a c t é r i s t i q u e  d'Euler-Poincaré.  -- 

Dans l a  c l a s s e  conforme de  l a  métr ique g, il e x i s t e  une métr ique 

à courbure s c a l a i r e  cons tan te  : nous pouvons donc supposer que g  elle-même 



e s t  à courbure  s c a l a i r e  c o n s t a n t e ,  s o i t  k .  L ' é q u a t i o n  (3.8) exprimant 

l ' o p é r a t e u r  d i f f é r e n t i e l  
F2 

d e  l a  courbure  s c a l a i r e  dans  l a  c l a s s e  c3nfor-  

m e  d e  g  s ' é c r i t  donc 

A propos d e  l ' image  d e  F d a n s  FM l e s  f a i t s  s u i v a n t s  son t  2 

connus : 

S i  k < O e .  x(M) < 0)  l ' i m a g e  de  F2 e s t  formée par  l e s  

f o n c t i o n s  n é g a t i v e s  s u r  M [BR]] ou  BR^] . 
S i  k = O ( i . e .  ~ ( 1 1 )  = O) l ' i m a g e  de F e s t  formée p a r  l a  

2 

f o n c t i o n  n u l l e  e t  l e s  f o n c t i o n s  q u i  changent d e  s i g n e s  e t  o n t  une moyenne 

n é g a t i v e  [K. W.  11 . 
4 .10  Le c a s  k > O ( i . e .  x ( M )  > O) r e s t e  s e u l  o u v e r t  ; l a  s u r f a c e  

2 
(M,g) e s t  a l o r s  l a  s p h è r e  S ou l e  p l a n  p r o j e c t i f  r é e l  munis d e  l e u r  

mét r ique  canonique.  C ' e s t  c e  que nous voulons  é t u d i e r  m a i n t e n a n t .  

' IJ % 
S o i t  K une f o n c t i o n  r é g u l i è r e  s u r  M .  S i  K e s t  l a  courbure  

s c a l a i r e  d ' u n e  mét r ique  g dans l a  c l a s s e  conforme d e  g ,  il e x i s t e  une 

f o n c t i o n  u  t e l l e  que 

L ' i n t é g r a t i o n  d e  c e t t e  é g a l i t é  c o n t r e  l ' é l é m e n t  de volume v  e t  l a  
g 

formule de  Gauss-Bonnet 

( i c i  4~ p a r c e  que k e s t  l a  courbure  s c a l a i r e  q u i  v a u t  l e  double  d e  l a  
'Id 

courbure  d e  Gauss) montrent  qu 'une c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  pour que K appar- 

'L 
t i e n n e  à 1 ' image de  F2 e s t  que K s o i t  p o s i t i v e  en au moins un p o i n t  s u r  71. 



Cette condition étant supposée satisfaite sur K, soit 

1 m 
où W (M) est vu comme le complété de C (M) pour la norme de Sobolev. 

2 
'L 

Puisque K est positive sur un ensemble de mesure non nulle, E est non 

vide. 
YI 

Quelles conditions sont suffisantes pour que K appartienne 

'L 
Pour répondre à cette question, il suffit, K étant donnée, de 

résoudre l'équation (4.11) dans l'ensemble E. Faisons le par la méthode 

variationnelle directe en utilisant les suites minimisantes comme dans 

1 
[MR2], [BRI]. Considérons pour cela la fonctionnelle J définie sur W2(M) 

1 
Minimisons J sur l'hypersurface E de W2(M). 

Sur E l'équation d'Euler de J est 

où X est le multiplicateur de Lagrange associé à la contrainte définis- 

sant F 

De l'intégration de cette dernière égalité sur (M,g), de la 

formule de Gauss-Bonnet et de la contrainte exprimée par l'appartenance de 

1 
u à l'ensemble E, il résulte que X = - - 2 . Il suit alors que l'équation 
d'Euler du problème initial est l'équation (4.11). 

4.13 Pour transférer la contrainte définissant E sur la fonction- 

nelle, posons 

. - . -. - - - 



1 - 
où U e s t  une f o n c t i o n  donnée dans  W (M) e t  à moyenne n u l l e  e t  où u  

2 

d é s i g n e  l a  moyenne d e  u .  

S o i t  J l a  f o n c t i o n n e l l e  d é f i n i e  s u r  l e  sous-espace 
O 

W: (M) Ker J d e  W 1 (M) formé d e s  f o n c t i o n s  U d e  moyenne n u l l e  par  
M 

2  

g-' (du , ~ u ) v  - 2n x (MI ~ o g  vg+2nx (M) ~ o g  4n x (M) ) . 
O g  

Remarquons que 

i n £  J (U) = i n £  J(U) . 
O E 

1 
W,(M) n K e r j  

M 

En e f f e t  il s u i t  de  l a  d é f i n i t i o n  de  J que s i ,  U é t a n t  
O 

- 
donné, on pose u  t e l  que 

- 
U+u a p p a r t i e n t  à E e t  J(u+;) = J ~ ( u ) ,  d 'où  

- 
Inversement s i  u  élément quelconque de  E e s t  décomposé en u  = U+u, 

où U e s t  à moyenne n u l l e ,  a l o r s  un c a l c u l  r a p i d e  montre  que J ( u )  = Jo(U) 

e t  p a r  s u i t e  

i n £  J ( u )  >, i n £  Jo(U) . 
E 1 

W 2  (M) n Ker j 
M 

En o u t r e  



En est imant  l e  premier terme e n t r e  c roche t s  dans l e  membre de 

d r o i t e  de c e t t e  i n é g a l i t é  à l ' a i d e  de l ' e s t i m é e  (3.14) du c h a p i t r e  II 
4 o M l l d u l \ ~  

(cl  e s  t-à-dire e v < y e  2 ) , on o b t i e n t  

2 
Jo(U) ) ( I - ~ ~ x ( M ) B ~ ) / I ~ u I I  + C I  , 

2 

où C l  e s t  une cons tan te  q u i  peut ê t r e  c h o i s i e  éga le  à 

'L -1  
2n x(M) L o g ( 4 ~  x(M)) (X sup K) , 

M 

Par conséquent J e s t  bornée infér ieurement  s i  
O 

4.14 Examinons d 'abord l e  cas  où I ; J (U) domine % ' 8r x(M) O 

a l o r s  l a  norme W: de U.  

Posons , i n £  ( JO = m e t  s o i t  (Un) une s u i t e  de  fonc- 
ii2(M) n Ker 

1 
t i o n s  dans W (M) de moyennes n u l l e s  t e l l e  que (Jo(Un)) converge v e r s  m 2 

e t  que J (U ) & m+a, pour t o u t  n e t  pour un c e r t a i n  nombre r é e l  p o s i t i f  
O n 

a .  Comme J domine l a  norme l a  s u i t e  (Un) e s t  bornée en 
O 

norme 11 1 1  ) ,  Il s u i t  que c e t t e  s u i t e  (U ) con t i en t  une sous-su i te  que 
1 ,n n 

1 
nous notons encore (U ) q u i  converge faiblement  dans W (M) ve r s  une 

n 2 

fonc t ion  U de moyenne n u l l e .  

2u 
La s u i t e  (e  n, converge a l o r s  fortement en norme L I  v e r s  

n 

e2' d ' après  l ' e s t imée  dua le  (D2) de  Trudinger e t  l e  théorème de plongement 

coppact de Rellich-Kgndrachov ( l a  s u i t e  (U ) qui  converge faiblement  .I 
n n 

1 
dans W2(M) ve r s  U converge fortement dans L4(M) ve r s  U (cf [AS, ' 

t h ,  6 - 2 1 ) ,  (En e f f e t  d ' ap rè s  1' i n é g a l i t é  de Schwarz nous avons 



1 
c a r  leX-] 1 d l x l e l x l .  Les fonc t ions  U e t  Un é t a n t  dans W2(M), dans 

l e  membre de d r o i t e  de l a  d e r n i è r e  i n é g a l i t é  l e s  deux premières i n t é g r a l e s  

sont  bornées d ' ap rè s  l ' e s t i m é e  (D ) du c h a p i t r e  II e t  l a  d e r n i è r e  i n t é -  
2 

g r a l e  tend ve r s  O par  c e  que (U ) tend fortement dans L4 ve r s  U 
n  

quand n  tend ve r s  l ' i n f i n i ) .  De p lus  on a 

c a r  ou U : O e t  l ' i n é g a l i t é  e s t  t r i v i a l e ,  ou en notan t  
( ) 1 , 2  1 e  

1 
produi t  s c a l a i r e  dans W (M), on o b t i e n t  par  a p p l i c a t i o n  de l ' i n é g a l i t é  2 

de Schwarz 

d'où l ' i n é g a l i t é  cherchée par  passage à l a  l i m i t e  f a i b l e .  

Il s ' e n  s u i t  donc que 

Comme par  s u i t e  de l a  convergence f a i b l e  l a  fonc t ion  U e s t  

1 
dans W2(M) Ker , il ne peut y avoi r  q u ' é g a l i t é .  Par s u i t e  l a  fonc t ion  

1 1, - - 
u  dans W (M) d é f i n i e  par  u  = U+u, où u  e s t  l e  nombre r é e l  t e l  que 2  



- 
K e2(Uiu) = 4n x(M), minimise la fonctionnelle J sur l'ensemble E 

et est par conséquent solution faible de l'équation 

sur (M,g) 

4.15 De la théorie de régularité Lp des équations elliptiques 

appliquée à l'équation ci-dessus, il suit que la fonction u est de classe 

03 

C sur M. En effet, réécrivant cette équation sous la forme 

on observe ce qui suit : 

1 2u 
u appartient à W (M) implique, d'après Trudinger, que e 2 

est dans L (M) pour tout p, ce qui implique que hgu appartient à 
P 

2 
L (M), pour p > 2. Par la régularité L u est donc dans W (M). 
P P y P 

D'après l'inégalité de Sobolev rappelée en (1.1 ii) ch.II), u est de 

1 1 1 
classe C . Par suite eZU est de classe C , donc agu est de classe C ; 

2 
donc u est de classe C , ce qui implique à son tour que e 2U est de 

2 
classe C etc... On obtient ainsi de proche en proche que u est de 

03 

classe C . 
Un cas particulier intéressant est celui du plan projectif réel 

muni de sa métrique canonique . Comme nous avons au chapitre II, la cons- go 

tante optimale B de toute surface compacte, connexe, M (ou d'un domaine M 
1 

borné d'une surface connexe non compacte) est atteinte et égale à - 1 6 ~  

(cf. th.II.3.10). Il suit alors (voir aussi [m2]) : 

QJ 

P~opohLt ion  111.4.16. Sur le plan projectif réel (R,P,go) 

l'image de F2 est précisément l'ensemble des fonctions régulières positives 

en au moins un point. 



Preuve : La proposition résulte de la conjonction des deux 

situations favorables suivantes sur (RP,go) : 

. d'une part 1 - 1 - -  
2 

8~r x(IRP ) 8~r 

2 . d'autre part dans l'estimée duale (D2) sur RP la constante 

1 p peut-être choisie égale à -d'après ce que nous avons juste rappelé. 
16 8 

La condition suffisante 
1 2 

'M < 8, x(M) 
est donc réalisée pour (M,g) = (RP ,go)m 

4.17 Pour = l , la fonctionnelle J bien que bornée infé- ' 871 x(M) 

rieurement n'admet pas nécessairement de points critiques. C'est le cas 

2 
lorsque la surface (M,g) est la sphère (S ,cl [K.w. 11 sur laquelle on 

1 
a justement. 6 *= - 161~ 

. La méthode variationnelle exposée ci-dessus ne 
s 

permet donc pas de résoudre l'équation (4.11) pour n'importe quelle fonction 
'L 2 

régulière K sur (S ,c) satisfaisant la condition de signe. Nous repren- 

drons ce cas plus loin au moment de donner une description "qualitative" de 

l'image de l'application courbure scalaire 
2 

F2 sur (S ,cl. 

4 .  18 Comme conséquence de ce qui précède nous retrouvons d'abord 

le fait que l'estimée (D ) du chapitre II n'est valide sur la sphère stan- 
2 

2 1 -- 
dard (S ,c) que pour 8 2 -- = 13 ( x ) .  Les conditions du théorème de 16n 

J. Moser (théorème 11.3.1) qui donne la meilleure constante a ne peuvent 
s * 

donc pas être améliorées. 

........................ 
2 

(m) Nous savons qu'il existe sur (S , c )  des fonctions interdites pour la 

métrique par la condition d' intégrabilité (N) . Nous pouvions donc nous atten-. 
dre a priori à ce que la conditiuri g;oriiktrique SS2 1 - 1 - - 

16, 
fût 

8n X(~2) 

impossible. En retour la présence de cette obstruction géométrique traduit 
% 

la non existence de solution pour l'équation (4.11) avec K une fonction 
2 

régulière positive sur un sous-ensemble non négligeable de S . Cette étude 
fournit aixi s'il en est besoin un exemple dlinterprénétration de la géo- 

métrie et de l'analyse. 



'L 2 Phapaa~on  171 .4 .1  9. Toute fonction K régulière sur (S ,c) , 
'L 'L 

antipodalement symétrique (i.e. K(x) = K(-x)), positive en au moins un 

point est la courbure scalaire d'une métrique dans la classe conforme de c. 

'L 
Preuve : On peut observer que la fonction K est en fait définie 

2 
sur le plan projectif (RP ,go) et usiliser la proposition 111.4.16 pour 

conclure. Mais il est instructif de donner la preuve qui suit. 

D'après la proposition 11.3.8, la meilleure constante B pour 

1 2  les fonctions antipodalement symétriques dans WZ(S ) est au moins égale à 

De plus le laplacien étant invariant par antipodie, si u est 

antipodalement symétrique F2(u) l'est aussi. 

La proposition résulte alors de ce que dans la classe des 

fopctions antipodalement symétriques la constante B peut être choisie arbi- 

' et donc la condition trairement voisine de - 1 - 1 - -  
3 ~ I T  '<8n~(M) 161~ 

se 

2 
trouve réalisée pour la sphère canonique (S ,c) dans ce cas I 

C a h a ~ a h e  271 .4 .20 .  Les harmoniques sphériques d' ordre pair - 
L 

sur (S ,c) peuvent être réalisées comme des courbures scalaires de métri- - 
ques appartenant à la classe conforme de c. 

La proposition 111.4.19 nous conduit au thorème suivant 

Théotrème 717 .4 .21 .  L'ensemble des fonctions régulières sur 

2 
(S ,c) qui sont réalisables comme des courbures scalaires de métriques 

appartenant à la classe conforme de c est dense pour les topologies L 
1' 

(p L 1) dans l'espace des fonctions régulières positives en un au moins 

2 
unpoint de S . _ - -. - F----- ?-- . ---, -- -. . - - - -- -+.T.T.- --- . 7 - .  ,- FG*. -. - - 



Preuve : Nous a l l o n s  prouver  que t o u t e  f o n c t i o n  r é g u l i è r e  K 
r, 

p o s i t i v e  en au moins un p o i n t  s u r  sL p e u t  ê t r e  approchée e n  norme L 

"d 
P  

(p  > 1 )  p a r  une f o n c t i o n  K r é a l i s a b l e  comme courbure  s c a l a i r e  d 'une  

m é t r i q u e  dans  l a  c l a s s e  conforme de  c .  

2 
S o i t  N l e  p ô l e  nord d e  S  . Pour t o u t  > O ,  il e x i s t e  une 

t r a n s f o r m a t i o n  conforme 9 d e  ( s L , c )  q u i  t r a n s f o r m e  l ' hémisphère  nord 

2  
en  une bou le  P  d e  S c e n t r é e  en  N e t  don t  l e  volume e s t  i n f é r i e u r  à 

2 
E Notons P' l e  complémentaire d e  P s u r  S  . 

1 ' 
2 

S o i t  K une f o n c t i o n  r é g u l i è r e  s u r  S  p o s i t i v e  s u r  un 
'L 

ensemble d e  mesure non n u l l e .  S o i t  K l a  f o n c t i o n  d é f i n i e  p a r  

"d 
K = K  s u r  P' 

"d 

K = K o  $-' o  T o  $ s u r  P.  

' V  

Par  c o n s t r u c t i o n  l a  f o n c t i o n  K e s t  i n v a r i a n t e  p a r  l ' a n t i p o d i e  

X 
4-l O r O 9 d e  l a  m é t r i q u e  $ c .  Conne e l l e  e s t  a u s s i  p o s i t i v e  s u r  un 

'L 
ensemble d e  mesure non n u l l e ,  K e s t  p a r  conséquent  l a  courbure  s c a l a i r e  

d ' u n e  mét r ique  dans  l a  c l a s s e  conforme de  @c,  donc d e  c .  D e  p l u s  

"d 
Par  a i l l e u r s  K é t a n t  f i x é e ,  I K - K O $ ~  < 2sup K .  

Il s u i t  que,  pour t o u t  E > O ,  on p e u t  c h o i s i r  E t e l  que 
1 

c e  q u i  t e rmine  l a  preuve 



4.22 D'après (3.8) l a  d é r i v é e  de F2 dans l a  d i r e c t i o n  de U prend 

en l a  fonc t ion  n u l l e  l a  va leur  

où U appa r t i en t  à T FM, espace  tangent  en O à l ' e space  des fonc t ions  
O 

r é g u l i è r e s .  

11 s u i t  que l e  noyau de l ' o p é r a t e u r  (U * (U F2)(0)) ,  s o i t  

2  
ker(T F2(0) )  dans T ~ F S  e s t  l ' e s p a c e  v e c t o r i e l  V I  des  premières harmo- 

niques sphériques.  Son conoyau, s o i t  coker(T F2(0))  i . e .  l ' o r thogonal  dans 

F S ~  au sens L 2  d e l ' i m a g e d e  ( U r ( U @ F 2 ) ( o ) )  e s t a u s s i  . E n e f f e t  1 

pour t o u t  h  appartenant  à coker(T F2(0 ) ) ,  nous avons 

f r 

2  
que l l e  que s o i t  l a  fonc t ion  U dans T  FS . Par s u i t e  

O 

coker (T F2(0) )  = ker  (T F2(0))  = V 
1 ' 

2  
Observons que T FS e s t  i c i  confondu avec l ' e s a p c e  de Banach 

O 

I I  2  source" e t  "but" FS . De p l u s  V I  é t a n t  de dimension f i n i e  e s t  fermé 

2  
dans F S ~  e t  l e  quo t i en t  FS \ V I  e s t  un espace de  Banach. 

Il r é s u l t e  a l o r s  de  (4.23) que l ' o p é r a t e u r  (U t-+ (U*F2) (O)) 

2 2  
e s t  un isomorphisme de  FS \ V I  à va leu r s  dans FS \ V I .  Par conséquent 

F2 e s t  un difféomorphisme d 'un  vois inage  O s u r  un vois inage  de 

2 F2(0) = k  : pour t o u t e  fonc t ion  f vo i s ine  de k  dans FS , il e x i s t e  



une première harmonique sphérique Cf telle que l'équation 

admette une solution u dans un voisinage de O. En fait ce résultat est 

global et ne se limite pas aux voisinages de O (sous réserve de certaines 

conditions de signe sur f) (voir  AN.^, th.81). Plus généralement 

L ThQoh2m~ 111.4 .24 .  Soit f une fonction régulière sur S , 

positive en au moins un point. Il existe une harmonique sphérique d'ordre 
% 

p 3 1 soit 5: telle que la fonction K = f + CP soit la courbure 
f 

scalaire d'une métrique conforme à la métrique standard. 

Preuve : La preuve peut se faire par la méthode variationnelle 

exposée au début de cette section et en utilisant l'estimée ((4.6) ch.11). 

Nous en donnons juste les grandes lignes. 

Il s'agit de prouver que l'équation 

% 
K = (2Au + k)e 

- 2u 2 , sur (S ,c) (k = 2) 

'L 
admet une solution régulière lorsque K = f + EP, p > 1 .  

f 
1 2  Considérons la fonctionnelle J définie sur W2(S ) par 

Nous voulons minimiser J(u) sous la contrainte que u 

appartient à l'ensemble 

pour pouvoir utiliser l'estimée ((4.6) ch.11) qui améliore la constante B 

dans l'estimée duale de Trudinger. L'ensemble E est non vide puisque f 



e s t  p o s i t i v e  s u r  un ensemble d e  mesure non n u l l e  e t  l e s  5: d e  moyenne 

2  
n u l l e  s u r  (S , c ) .  I n t r o d u i s o n s  l e s  m u l t i p l i c a t e u r s  d e  Lagrange A ,  u i ,  

O = 1 ,  i = 1 ,  ..., 2p, a s s o c i é s  à l a  c o n t r a i n t e  d é f i n i s s a n t  E .  Sur  E l ' é -  

q u a t i o n  d ' E u l e r  d e  J s ' é c r i t  a l o r s  

2bu + k + 2 h  f  e2U + 2 1 pi<! e2U = 0 .  
i = O  

Les cons t a n t  e s  
I-l i son t  dé te rminées  p a r  f ,  d e  s o r t e  que c e t t e  é q u a t i o n  

peut  encore  s e  m e t t r e  sous l a  forme 

où <f e s t  une harmonique s p h é r i q u e  d ' o r d r e  p ,  dépendant d e  f  . En i n t é -  

1 
g r a n t  c e t t e  é g a l i t é  s u r  ( s 2 , c ) ,  on o b t i e n t  h = - ?, c e  q u i  donne 

L ' e x i s t e n c e  d 'une  s o l u t i o n  r é g u l i s r e  d e  c e t t e  d e r n i è r e  é q u a t i o n  

r é s u l t e  d e  l a  min imisa t ion  d e  J ( u )  e t  d e  l a  t h é o r i e  d e  r é g u l a r i t é  des  équa- 

t i o n s  e l l i p t i q u e s  I 

4.25 Nous avons  remarqué précédemment que pour o b t e n i r  l a  p a r t i t i o n  

d e  l ' u n i t é  par  d e s  harmoniques s p h é r i q u e s  q u i  a s s u r e  l a  v a l i d i t é  de  l ' e s t i -  

mec (4 .16)  du c h a p i t r e  II q u ' i l  s u f f i t  d e  p rendre  ( n + l )  harmoniques 

s p h é r i q u e s  ( s ! )  d ' o r d r e  p  b i e n  c h o i s i e s .  Il s u f f  i t  en  e f f e t  d e  s e  p l a c e r  
1 

P  s u r  un sous-espace "admiss ible"  6 . e .  q u i  admet une b a s e  (<. ) ,  i = 0 , 1 , 2  
r, 1 
L 2 

pour l a q v e l l e  ~ S P I  > O e n  t o u t  p o i n t  de  S de  l ' e s a p c e  v e c t o r i e l  V 
i=o 0 P  

des  harmoniques sphér iques  d ' o r d r e  p  s u r  ( s L , c )  .) 



La proposition 111.4.24 admet donc le corollaire suivant : 

Ptropobaon 111 .4 .26 .  Pour tout 5 non nul dans V p Z 2, 
P ' 

il existe 5' dans un sous-espace "admissible" de V tel qiie la fonction 
n.  

P 
" 

K = 5 + 6' (qui est une harmonqiue sphérique d'ordre p), soit la courbure 

scalaire d'une métrique dans la classe conforme de c. 

'L 2 Si p est pair la fonction K est paire sur (S ,c) et 

le corollaire 111.4.20 donne un résultat beaucoup plus fort. 

Si p est impair la preuve est analogue à celle de la 

proposition 111.4.24.1 

4.27. Pour terminer, voici une proposition qui montre que l'ensemble 

2 2 
Int(S ,c) des fonctions interdites sur S pour la métrique standard n'a 

pas de structure linéaire puisque nous exhibons deux fonctions interdites 

dont la somme ne l'est pas. 

PtrcpobiAian 111.4 .28 .  Soient 5 une première harmonique sphé- 

L Z 
rique et 4 une transformation conforme de (S ,c) . Il existe sur S une - 

'L % 
métrique g dans la classe conforme de c dont la courbure scalaire K 

est de la forme 

% 
K = < o l p + S '  

où 5' est une autre première harmonique sphérique. - 
2 

On sait en effet que 5 appartient à Int(S , c )  et d'après 

2 
(3.20), la fonction 6 O $ est interdite sur (S ,c). Mais comme 5 O $ 

2 
est positive sur un ensemble de mesure non nulle de S , il suit de la 

proposition 111.4.24 qu'il existe une première harmonique sphérique 



t e l l e  

s o i t  l a  courbure s c a l a i r e  d'une métr ique dans l a  c a l s s e  conforme de  c ,  

d'où l e  r é s u l t a t  I 



CONCLUSION -------- -- ! ( h i  l'on peut cancluke ...) 

En guise de conclusion nous voudrions attirer l'attention du 

lecteur sur certaines perspectives que semble ouvrir ce travail et des 

problèmes qui à notre avis restent ouverts en dehors du problème de 

L. Nirenberg dont nous n'avons pas, à notre déception, achevé la résolution. 

1. Il coexiste aujourd'hui encore dans la littérature plusieurs 

types de symétrisations de Steiner (symétrisation sphérique par rapport à 

un demi-axe, à un point, symétrisation par rapport à une droite, à un plan) 

sans qu'il soit aisé de passer de l'un à l'autre. Ils ont en commun la pro- 

priété fondamentale des inégalités isopérimétriques des théorèmes 1 .1 .6  et 

1 . 2 . 2  et celle de faire dépendre la fonction symétrisée d'un nombre de varia- 

bles inférieur à celui des variables de la fonction à symétriser. L'introduc- 

tion d'une topologie convenable dans l'ensemble de ces transformations de- 

vrait en unifier la théorie et permettre de passer de l'une à l'autre à 

l'aide d'une notion de limite appropriée. C'est à notre avis un travail qui 

pe manquerait pas d'intérêt à cause de l'utilisation sans cesse croissante 

des propriétés de "la" symétrisation sphérique en géométrie comme en analyse 

(cf. [GV] , [BA] ) . Signalons comme autre problème ouvert 1 ' introduction d 'une 
symétrisation sphérique sur les espaces riemanniens symétriques de rang 1 

sur lesquels il devrait être instructif d'écrire des inétalités de type 

isopérimétrique. 

2. Il nous paraît raisonnable d'envisager que la méthode de 

l'action du groupe conforme de (sn,c) utilisée pour les équations induites 

par l'application courbure scalaire puisse s'appliquer à d'autres situations 

où se présente une équation différentielle non linéaire en même temps qu'un 

groupe de transformations non compact sur une variété compacte (M,g). 



Ainsi par exemple il ne sera sans doute pas inintéressant d'uti- 

liser l'action du groupe des difféomorphismes holomorphes de l'espace pro- 

jectif complexe standard ((P~,~~), à la source sur 1 ' espace des métriques 
W 

c et au but sur l'espace des fonctions holomorphes, pour chercher l'image 

de l'opérateur 9 -+ e 
4 (W + où w est la métrique de Fubini Study 

W 
sur (pn (cf b~ 3 1 ) .  

3. Y a-t-il équivalence entre les estimées de Trudinger (T ) n 

et (on) corrune le laisserait entrevoir la relation de dualité (2.10) du 

chapitre II ? 
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ANNEXE ------ 

% 

La f o n c t i o n  f  du théorème 111.3 .25 t e l l e  que K = 5 + f ,  

( 5  e s t  une p remière  harmonique spéhr ique)  s o i t  i n t e r d i t e  s u r  ( s n , c )  

e s t  un l i s s a g e  d e  l a  f o n c t i o n  hau teur  f  d ' u n  cône à base  c i r c u l a i r e  
O 

e t  dont  l e  sommet e s t  convenablement p l a c é .  Nous e n  donnons qne preuve 

en  dimension n  = 2.  

Nous f a i s o n s  d ' abord  l e  c a l c u l  dans  l ' e s p a c e  e u c l i d i e n  e t  

supposons que l e  g r a d i e n t  d e  5 e s t u n c h a m p  d e  v e c t e u r s  v e r t i c a l  c o n s t a n t ,  

S o i t  un cône à b a s e  c i r c u l a i r e  dont  l e  sommet e s t  p l a c é  d e  t e l l e  s o r t e  qup 

s a  p r o j e c t i o n  o r t h o g o n a l e  B s u r  l e  p l a n  x  O y con tenan t  s a  b a s e  se 

t r o u v e  dans l e  ~ r e r n i e r  quadran t  ( f i g .  1 ) .  S o i e n t  b e t  B l e s  coordonnées 

p o l a i r e s  d e  B ,  ( r , 8 )  c e l l e s  d ' u n  p o i n t  du c e r c l e  d e  base ,  l ' o r i g i n e  

d e s  axes  (Ox, Oy) d e  coordonnées é t a n t  confondue avec l e  c e n t r e  d e  c e  

c e r c l e .  
4 y 
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Nous commençons p a r  é t u d i e r  l a  f o n c t i o n  f  . 
O 

Le g r a d i e n t  d e  f  é t a n t  t a n g e n t  au cône,  il e s t  e n  chaque 
O 

p o i n t  x  p o r t é  p a r  l e  segment j o i g n a n t  x  au sommet S  du çône.  Il  e s t  

c o n s t a n t  l e  long d e  c e t t e  d r o i t e  dont  il mesure  par  a i l l e u r  l a  p e n t e  e t  e s t  



o r i e n t é  v e r s  S .  Il v a u t  en c e  p o i n t  

où h e s t  l a  h a u t e u r  du cône s o i t  en  p r o j e t a n t  s u r  l e s  axes  (Ox, Oy) 

r cos  8 -  b  COS P ( r2+b2-2br cos (0-8) 

" O =  I h  r s i n e -  b  s i n  P 

r2+b2-2br cos  (8-8) 

Ce q u ' i l  nous impor te  d e  c o n t r ô l e r  c ' e s t  l e  s i g n e  d e  l a  f o n c t i o n  

VC (S+f ) : nous voulons  q u ' e l l e  prenne l e s  deux s i g n e s  pour que l a  fonc- 
O 

t i o n  <+f0 ne s o i t  pas  évidemment i n t e r d i t e  pa r  l a  c o n d i t o n  (NVg) d é j à  

donnée J .  Kazdan e t  F. Warner t o u t  en l ' é t a n t  par  l a  c o n d i t i o n  ( N ) .  En f a i t  

a 
nous a l l o n s  chercher  un champ d e  v e c t e u r s  X = cos a VS + s i n  a J(V6) t e l  

que xa ( < i f o )  g a r d e  un s i g n e  c o n s t a n t .  

La f o n c t i o n  q u ' i l  nous s u f f i t  d ' é t u d i e r  e s t  donc 

r s i n  0  - b s i n  B + 

Y ( 0 ) = h G 2 2  
b,  r +b -2br c o s  (0-6) 

2  
où e  = I V E  ( = c o n s t a n t .  

Nous vou lons  que c e t t e  f o n c t i o n  a t t e i g n e  son  minimum dans  une 

- 
p e t i t e  zone A s i t u é e  à d r o i t e  de  l a  v e r t i c a l e  p a s s a n t  p a r  B ,  l a  constan-  

t e  e  é t a n t  a j u s t é e  d e  t e l l e  s o r t e  que Y s o i t  p o s i t i v e  h o r s  d e  c e t t e  
b , P  



zone du p l a n  ( f i g .  2) 

F i g  .2  

Nous sommes donc amenés à comparer l e s  coordonnées du p o i n t  

%, 6 
où Y 

b,B 
prend s a  v a l e u r  minimum à c e l l e s  du p o i n t  vB du c e r c l e  

d e  b a s e  ayan t  même a b s c i s s e  que B .  Comme nous voulons  que % , O  s o i t  à 

d r o i t e  du segment p B ,  s e s  coordonnées p o l a i r e s  ( r , 0 )  d o i v e n t  v é r i f i e r  
B 

r cos  0 > b cos  t'. En o u t r e  e l l e s  s o n t  s o l u t i o n s  d e  l ' é q u a t i o n  

2 2 2 ( r  +b cos  2B)cos 0 + b s i n  28 s i n  0 - 2br cos  B = O 

dans l a q u e l l e  l e  membre de  gauche e s t  l e  numérateur d e  Y '  (0)  a p r è s  
b,B 

s i m p l i f i c a t i o n .  (En e f f e t ,  nous avons 

dont  l e  numérateur N s ' é c r i t  encore  : 

2 2 2 2 (h&)-'~ = r ( r  +b )cos9 - 2 r  b (cos0 cos  (0-p)+sin0sin(0-B))  + 2 r  b s i n 8  sine-p 



Cette r e l a t i o n  s '  é c r i t  encore 

2 2 
r cos0 - 2br cos6 + b cos(26-0) = 0 ,  

s o i t  e n f i n  

cos (28-8)) . r cos8 - b C O S @  = b(cosB - 

La r e l a t i o n  que nous voulons que l e s  coordonnées de M b , ~  

v é r i f i e n t  e s t  donc e n  p a r t i c u l i e r  s a t i s f a i t e  dès  que 

b n b  1 cos 6 > (Une a p p l i c a t i o n  p o s s i b l e  8 = - - = -). 4 ' r  2 

Dans c e  cas  en c h o i s i s s a n t  convenablement l a  cons tan te  e ,  on 

peut o b t e n i r  que l a  fonc t ion  V 5  (S+f O ) = (VS,V(S+fo)) ne s o i t  néga t ive  

- 
que dans une p e t i t e  zone A au tour  du minimum dont l a  mesure peut ê t r e  

rendue arb i t ra i rement  p e t i t e .  Ainsi  l e  champ de vec t eu r s  V(S+fo) f a i t  un 

- T 
angle i n f é r i e u r  à - avec l e  champ de vec t eu r s  v e r t i c a l  sauf s u r  A . 2 

Pour t rouver  l ' a n g l e  a qu i  détermine l e  champ de vec t eu r s  

xa cherché nous f a i s o n s  une ana lyse  par  s e c t e u r s  au tour  du p o i n t  B . 

F i g  . 3  



Dans l a  zone II, par cons t ruc t ion  V(c+f ) a p p a r t i e n t  au 
O 

quadrant O .  Comme (Vf ) ( l a  composante su ivant  oy de Vf ) e s t  
O Y  O 

l o i n  de son minimum su r  t o u t  l e  quadrant (V(<+fo))y e s t  bornée i n f é r i e u -  

rement par  un nombre p o s i t i f  f i n i  : V(c+fo) appa r t i en t  au quadrant  O 

moins un s e c t e u r  angu la i r e  f i n i  de mesure . 
Dans l a  zone III, ( ~ ( c + f ~ ) ) ~  e s t  t r è s  p o s i t i v e ,  donc V(t+fo)  

appa r t i en t  encore au quadrant a près  de  l ' a x e  des y .  

Dans l a  zone I V ,  V(E+f ) a p p a r t i e n t  au quadrant a. 
O 

Dans l a  zone A- hachurée (V(5+fo)) e s t  néga t ive  mais arbitrairerneni- 
Y - 

p e t i t e  (par l ' a jus tement  de  e)  a l o r s  que A é t a n t  s t r i c t emen t  à l ' i n t é -  

r i e u r  de l a  zone 1 , (V(S+fo))* e s t  bornée supérieurement par  un nombre 

négat i f  f i n i .  Par conséquent V(<+f ) a p p a r t i e n t  à un sec t eu r  inf iniment  
O 

proche de l ' a x e  des  x dans l e  quadrant . Pour l e  r e s t e  de l a  zone 1, 

V(<+f ) e s t  p o s i t i v e  e t  pa r  s u i t e  V(S+fo) a p p a r t i e n t  au quadrant  O. 
O Y  

'rr 
Il e s t  donc p o s s i b l e  de t rouve r  un angle a , O < a < - , 

2 

t e l  que V(E+fo) appar t ienne  au demi-plan supé r i eu r  déterminé par  c e t  

angle .  Nous obtenons de c e t t e  façon l e  champ de  vec teurs  conforme X' 

cherché. 

Nous pouvons pas se r  du c a s  e u c l i d i e n  à l a  sphère en u t i l i s a n t  

l e s  coordonnées normales e t  l e s  vo is inages  normaux. En tou t  p o i n t  m de S 2 

nous considérons une boule BE de c e n t r e  m, de rayon E assez  p e t i t  pour 

que dans B V v a r i e  assez  peu e t  que l e  c a l c u l  de Vf dans l a  métrique 
E 

s2 s o i t  assez  proche de c e l u i  de Vf dans l a  métrique euc l id i enne  . 
O 

Rmahque. Il e s t  poss ib l e  de superposer  un nombre f i n i  de t e l l e s  

fonc t ions  f  à supports  d i s j o i n t s  a s sez  p e t i t s .  



ANNEXE B .  -- --  ---- 

En dimension n = 2, le lemme 11.2.4 peut être amélioré de 

la façon suivante : 

Lemme. Pour tout s dans [O, 11 , on a 
1 1  1 
2 2 

- 

(s) $ s + (26 ) s (1-s) 
2 

@ 

c'est-à-dire simultanément, 

Preuve : Nous gardons les notations du lemme 11.2.4. En dimension 

n = 2, nous voulons donc trouver une relation entre les coordonnées x , y  

des points tels que 

% 
Définissons une fonction f2 Par 

La relation à vérifier par x et y s'écrit alors 

Mais nous avons 



d'où 

s o i t  

Comme O < y < 1 ,  l e s  deux de rn i è re s  i n é g a l i t é s  du lemme s o n t  

é t a b l i e s .  
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