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AVERTISSEMENT A PROPOS DES RENVOIS

A 1'intérieur d'un chapitre le renvoi & un paragraphe (resp. une
formule) du m@me chapitre est indiqué par deux nombres séparés par un point
(resp. entre parenthéses) ; le renvoi & un paragraphe ou 3 une formule d'un
autre chapitre est noté 3 1'aide des mémes symboles suivis du numéro du

chapitre concerné.

Exemple. Au chapitre III
(4.11) renvoie 3 la formule (4.11) du chapitre III
4.7 renvoie au paragraphe 4.7. du chapitre III

(4.6) Ch.II renvoie 3 la formule (4.6) du chapitre IL.

Le renvoi a un théor@me, proposition, lemme ou corollaire est

indiqué par le nom, suivi du n° du chapitre et du n° d'ordre.

Exemple. proposition (II.3.8) renvoie & la proposition 3.8 du

chapitre IT oli elle figure sous la forme

Proposition (11.3.8).



INTRODUCTION
En 1967, dans un article intitulé "On imbeddings into Orlicz
spaces and some applications" ETRQ , N.S. Trudinger a construit un plonge-

. 1 - _
ment continu de 1'espace de Sobolev wn(Q), (oi § est un ouvert borné de
n

R") dans 1'espace d'Orlicz Lw(Q) avec Y(t) = e n_l—l.

Quelques années plus tard, en collaboration avec J. Hempel et
G. Morris @.M.T], il a démontré que,dans ce cas limite des inégalités de
Sobolev, cet espace d'Orlicz est le plus petit dans lequel un tel plongement
a lieu. (Dans la catégorie des espaces de fonctions définies dans des domaines
bornés, les morphismes étant les applications continues, les espaces d'Orlicz
Lw(Q) comme les espaces Lp(ﬂ), p > 1, s'ordonnent par 1'inclusion. L'es-
pace W;(Q) est continliment plongé dans chaque LP(Q) n < p <+, Le "plus
petit" signifie ici qu'il n'existe pas d'espace d'Orlicz intermédiaire
entre Lw(ﬂ) et WL(Q) oli aboutit une fléche de plongement continu partant
de W.(D).

Depuis lors 1'estimée (Tﬁ) (cf. §.1I1.1) qui exprime ce plonge-
ment et surtout la forme duale (Dn) (corollaire II.1.5) qui s'en déduit
aisément ont suscité un grand intérét en analyse et en géométrie.

En effet 1'estimée (D,) a beaucoup servi dans la recherche

2

d'une solution & un probléme posé par L. Nirenberg dans les années '"50" a
partir des travaux de H. Minkowski et H. Weyl (cf. [NC] et sa bibliographie)

a savoir quelles sont les fonctions réguliéres sur 82 (sphére unité dans

R3 centrée 3 1'origine qui sont des courbures de Gauss de métriques conformes
a la métrique (que nous notons c¢) induite par le plongement standard de 82
dans 1'espace euclidien GR3,e) ? Pour une surface riemannienne (M,g), la

traduction analytique de ce probléme consiste & décrire 1'image de 1'opéra-

teur différentiel quasi-linéaire F2 défini dans 1'espace de Sobolev W;(M)



par (voir [ET], [k.w.lj).

) Fow) = e U(88u + k)

od k est la courbure de Gauss de la métrique g et 28 est le laplacien
de cette métrique (Agu = —divg(vgu)).

A notre connaissance les études les plus avancées de ce probléme
convenablement généralisé sont a ce jour celles de J. Kazdan et F. Warner

([k.Ww.1] et [K.W.2]), J. Moser [MR.2] et T. Aubin [AN4].

Pour obtenir certains de leurs résultats, ils utilisent une
méthode variationnelle qui requiert des formes précisées de (92). En effet,
supposons que la caractéristique d'Euler de (M,g), notée (M) soit posi-

"N

(o]
tive et soit K une fonction de classe C sur M positive en au molns

un point. On résout 1'équation

Ke™ =A%y +k
en minimisant la fonctionnelle

J) = J (% g 1 (du,du) + k W,

M
ol vg désigne la mesure définie par g, sur 1'hypersurface E de

W;(M) donnée par

E={uce W;(M) | J % e2u vg =27 (M) }.

M

- 1

Soit u = VETTES.JMu vg la moyenne de u sur M. En posant u =u + U

et en résolvant en u 1'équation définissant E, on raméne (cf. 4.9 ch.III

pour les détails), la minimisation de J & celle de la fonctionnelle JO



définie sur le sous-ensemble de E formé des fonctions de moyenne nulle par

- v U
JO(U) = [ %—g l(dU,dU)vg—ZTT X{M) Log [ K e2 vg + constante

Im M

I1 suit de 1'estimée (D que

2)

I 3 G- 4 X(M)e)lhnnlfz + constante

oi B est la constante dans (D I1 existe donc des valeurs de 8B pour

2)'
lesquelles JO(U) est bornée inférieurement. C'est pour cette raison, entre
autres, que la recherche de la "meilleure constante a' (la plus grande
possible) dans (T’n) et la "meilleure constante R" (la plus petite pos-—
sible) dans (Dn) a fait 1'objet de nombreux travaux ces derniéres années.
Qutre les deux articles de T. Aubin et J. Moser que nous avons déjd mention-
nés, citons encore celui de J. Moser [MR.I] consacré aux ouverts bornés de

n - < 2 . . .
R et & lasphére (S7,c), celui de P. Cherrier [CRI] sur les variétés
riemanniennes compactes et celui de 1'auteur avec A. Largillier [E.L] sur

la sphére standard (Sn,c) de 1'espace euclidien (Rn+l,e).

En dimension n > 3, 1'opérateur différentiel elliptique quasi-
linéaire Fn qui traduit analytiquement 1'étude des fonctions réguliéres
qui, sur une variété compacte (M,g) sont des courbures scalaires de

métriques conformes & g est défini par (voir [ET] ou [YE]).

n+2

(#%) F(w=u "% 2lagysku
n n—2
oli u appartient 3 un ensemble de fonctions positives sur M. Cette &tude

a été amorcée par H. Yamabé [YEJ, puis poursuivie par N.S. Trundinger [ERZJ

H. Eliasson [EL] T. Aubin [AN.5], [AN.4] et J. Kazdau et F. Warner k.w.3].



L'interpénétration de 1'analyse et de la géométrie est frappante
dans la plupart des travaux que nous avons mentionnés, les auteurs utilisant
3 la fois des méthodes et concepts issus de 1'une et 1'autre discipline
(voir 3 ce sujet 1'article de synthése de J.P. Bourguignon [BN 2]).

En dépit des progrés importants qui ont été obtenus ces derniéres
années (voir les derniers résultats connus de T. Aubin [AN.4] et une biblio-
graphie assez compléte dans [B—B] ainsi que 1'exposé par H. Gluck consacré
da la dimension 2 dans [GK]) en vue de sa résolution, le probléme de

L. Nirenberg demeure toujours ouvert en toute dimension n > 2.

Dans ce travail nous nous proposons d'apporter une contribution
d la description des fonctions réguliéres sur une variété riemannienne com-
pacte (M,g) de dimension n > 2 qui sont réalisables comme courbures sca-

: 5 5 v < . s S v 2 N
laires de métriques g conformes & g (i.e. qui s'écrivent g = p g ol
0 est une fonction réguliére positive sur M).
P = n P

A cet égard la sphére standard (S ,c) se présente comme un cas
singulier. D'une part en dimension 2 elle est la seule surface compacte pour
laquelle le probléme de Nirenberg généralisé aux variétés n'est pas encore
résolu. D'autre part parmi toutes les variétés riemanniennes compactes elle
est la seule dont le groupe conforme n'est pas compact.

C'est cette derniére remarque qui nous a poussé a étudier plus

. . n o s _ .
particuliérement le cas de (S ,c) et & utiliser pour notre étude une action
-~ " 1" - . o n
du groupe conforme, a la "source'', sur les métriques C sur S et au
: ¥ - — n :

"but" sur les fonctions réguliéres définies sur S . Cela nous a permis

.d'obtenir une nouvelle condition d'intégrabilité pour les équa-

. Y " . . " - ~
tions de la forme Fn(u) =K (n22) (la "condition N'" du théoréme

(I1I1.3.16)) qui contient celle trouvée précédemment par J. Kazdan et F. Warner;

g - n
. de construite sur la sphére (S ,c) de nouveaux



exemples de fonctions qui sont "interdites" comme courbures scalaires de
métriques conformes a ¢ ;
n . . .
. de montrer que 1'ensemble Int(S ,c) des fonctions interdites sur

n P P
S pour la métrique c n'a pas une structure linéaire.

En dimension n > 3, nous redémontrons assez simplement que
1'orbite de la métrique ¢ sous l'action du groupe conforme par image
réciproque est constituée par les métriques & courbure sectionnelle cons—

tante (voir aussi l'article de M. Obato [OA.Z]).

En dimension 2, 1'image de F2 (Im F2) reste stable sous
1'action du groupe conforme que nous avons introduite. Il en résulte que
Im F2 est dense pour les topologies L p 2 1 dans un sous-espace de

P
. ~ . 2 - . .
fonctions réguliéres sur S . Nous avons établi que,outre les harmoniques
sphériques d'ordre pair, certaines harmoniques sphériques d'ordre impair
peuvent @tre réalisées comme des courbures scalaires de métriques conformes
. L. 2
a la métrique standard sur (S ,c).

Pour obtenir certains des résultats énoncés ci-dessus nous avons
utilisé la méthode variationnelle pour laquelle nous avons d{i nous intéres-—
ser aux "'meilleurs constantes' dans (T'n) et (Dn). Nous avons pu simpli-
fier la preuve donnée par J. Moser de son théoréme principal (th.l) dans LMR.I]

P X n . DU
que nous avons prolongé a la sphére (S ,c¢). Nous avons ainsi amélioré nos

précédents résultats avec A, Largillier dans [E.LJ et ceux de [CRI] concer=

nant la sphére standard. La considération des fonctions "exponentiellement

L2—orthogonales aux harmoniques sphériques d'ordre p 2 | nous

a permis d'obtenir une généralisation ytilie du corollaire 2 de {AN,aj qui

améliore la constante B dans (Dn).



La base de 1'étude des '"meilleures constantes'' dans ('Tn) et
(p ) est un procédé de symétrisation des espaces de Sobolev qui permet de
" p ym p q

ramener le probléme & un probléme & une variable. C'est pour cela que nous

en présentons une synth@se dans notre premier chapitre.

L'ensemble du travail s'articule autour du noyau qu'est
le chapitre O (son numéro d'ordre ne doit donc pas faire perdre de vue son

intéret !).

Le plan que nous avons adopté est le suivant

Chapitre 0 : Notations et résultats préliminaires.
Chapitre 1 : Espaces de Sobolev et symétrisation sphérique.
Chapitrne 11 : Sur 1'estimée de N.S. Trudinger pour le cas limite des inégali-

tés de Sobolev.

Chapitrne 111 : Instabilité & la linéarisation de 1'application courbure sca-
laire en présence de l'action du groupe conforme.

Conclusion : L'exposé se termine pour quelques remarques en guise de con-
clusion.

Pour rendre la lecture plus facile, en téte de chaque chapitre

(& 1'exception du chapitre 0, trés bref) se trouve un plan détaille.



CHAPITRE 0

o . . L n
0.1. Nous désignons par (! un domaine de 1'espace euclidien R
(n > 1), par df2 1la mesure de Lebesgue sur { et nous considérons les
fonctions mesurables sur . Comme il est maintenant classique, une fonc-

tion u localement sommable est dite la dérivée faible la!—iéme (ou

lo|-iéme dérivée au sens des distributions) de U sur O si

J a o = (—1)|“| J U p™* ¥ 40
Q Q

P k . N
our tout élément Y de l'ensemble C () des fonctions a support compact
P o

dans §! dérivables jusqu'd 1'ordre k. Nous avons adopté les notations de

L. Schwartz : J|a| = Op + 0y + o+ désigne la longueur du multi-indice
£l
o= (0,,...,0_) et p” = 0 . On prend J|a| < k.
1’ >’n o, o o
Bx] .3x2...3Xn
0.2. On note Lq(Q) (1 € g € +0) 1'espace des classes de fonctions

dont la puissance gq-iéme du module est sommable et L_(2) 1'espace des

classes de fonctions bornées presque partout sur §). L'espace de Sobolev
P q P P

WE(Q) est défini par

wE(Q) = {u | % e Lq(Q), Vo, 0 < Jal < x}

P a - .
les dérivées D u étant prises au sens des distributions. Une norme sur

WE(Q) est donnée par



1
u b Hqu’q = ([Q 7 %% e,

norme pour laquelle WE(Q) est un espace de Banach (un espace de Hilbert
pour q = 2).

On note %;(Q) le sous-espace constitué par 1'adhérence de
C:(Q) dans W;(Q). On vérifie 3 1'aide de 1'inégalité de Poincaré (cf par

exemple [MY], voir aussi §.0.6) que la semi-norme

u H"ull

= el = nl® e

b4

)
définit une norme sur W;(Q), équivalente i la norme | || 1,q"
3

. . - 1 . .
Remarquons que si u appartient a Wq(Q), |u] appartient aussi

a w;(Q) : les espaces wé(Q) sont réticulés [}Aw Lemme 1-1])-

0.3. Dans toute la suite, sauf mention expresse du contraire, nous
désignons par (M,g) wune variété différentielle, compacte, Cw, sans bord,
connexe de dimension n » 2, munie d'une métrique riemannienne g. La mesu-
re positive que g définit sur M (voir [B.G.M. ch.II]) sera noté Vg
(ou do 1lorsqu'aucune confusion ne sera i craindre).

Nous notons IM 1'algébre de Lie des champs de vecteurs ¢’
et FM 1'algébre des fonctions réguliéres (classe Cm) sur M.

Pour toute fonction u sur M, le gradient de u par rapport
& g (i.e. le champ de vecteurs dual de la différentielle du) au sens des

distributions sera noté Vgu (ou parfois Vu). Globalement v8u est donc

défini pour tout champ de vecteurs X sur M par

du(X) = X.u = g(Vgu,X),



_.]O_

’ < < - 1 n
et, par rapport & un systéme de coordonnées locales (x ,...,x ) dans

lequel la matrice de g est (gij) (1 <i, €<n), l'on a

ol (glJ) désigne la matrice inverse de (gij)'

La divergence est l'application définie sur TM & valeurs
dans FM qui, 3 tout champ de vecteurs X, associe la fonction, notée

ding, elle-méme définie par la formule

= {8
LX vg (div X)vg s

dans laquelle L_ désigne la dérivée de Lie par rapport 4 X. Par dualité

X

par rapport au produit scalaire ponctuel (défini par g),on obtient sur

1'espace des l-formes (différentielles) 1'application 8% 3 valeurs dans

FM définie pour toute l-forme différentielle o sur M par

58 = —divB (™M

#

(" est le champ de vecteurs défini par g(u#,X) = o(X)). L'application

§&  est adjointe de la différentielle extérieure d par rapport au produit

scalaire global sur (M,g), i.e.

J g—l(du,d)v = J u 88 v
M & M &

| I . . .
g étant le tenseur métrique sur 1'espace des 1-formes induit par g et

. . ij . ‘o .
dont 1'expression locale est la matrice (g J), ce quil justifie la notation

g . Dans le systéme de coordonnées locales (xl,...,xn), &

s'éerit
1 ..
R 2 (vaEr g 8wy
Vizt 3., igj 9% Bij B 70 o



oli nous avons désigné par O. les composantes de 0 dans la base locale

n .
j 0 . .
(dxl,...,dxn), de sorte que ; glJ aj = g(a#, ——T)’ L'application 88
j=1

ox

est la codifférentielle sur 1l'espace des l-formes différentielles de (M,g).

Dans une section du chapitre III, nous utiliserons aussi mais accessoirement
la codifférentielle sur 1'espace des champs de (0,2)-tenseurs symétriques de
(M,g). Si h est un élément de cet espace alors la codifférentielle de h
est la 1-forme différentielle dont 1'expression locale dans la base

d

3
(—>-+s —) est
ax* ax"

oi D est 1'opérateur de dérivation covariante de Levi-Civita de la métrique
. . (¢4 I3 . *
g. L'adjoint de & par rapport au produit scalaire global sur (M,g) est

défini sur 1'espace des l-formes différentielles par

On aurait pu dire que la codifférentielle d'une I-forme «,

vue comme un champ de (0,1)-tenseurs sur (M,g) est la fonction

880 = - 1 D0

3
) (=) = - tr_(Da),
: g

Yt 9x

trg désignant la trace par rapport a g.

Pour une étude détaillée de ces questions on peut voir [NN].

0.4. Comme pour les ouverts de Rn, on sait définir les espaces de
Sobolev sur (M,g). Soit u une fonction réguliére (de classe Cw) sur M.

Etant donné un entier k > 1, on définit la dérivée covariante d'ordre k

. . - P . k-1
de u comme étant égale a3 la dérivée covariante D (du) d'ordre



- 12 -

(k=1) de sa différentielle du. La variété M &tant compacte, la fonction-—

nelle

q 1

©5)  uefull - (j( u q+g'1<nk"(du>,Dk"<du>>2>vg>q , q 3]
M

bd

définit une norme sur l'espace FM des fonctions réguliéres sur M. Le com-
plété de FM pour cette norme est 1'espace de Sobolev WE(M) sur (M,g).
C'est un espace de Banach, un espace de Hilbert pour ¢ = 2. (Pour une &tude
générale de WE(M) voir [PS], [EN]).

0.6. Soit |M| = J Voo le volume de M. On définit la moyenne d'une

M =
fonction u intégrable sur (M,g) par le nombre

1 . . <
Dans le sous—espace de Wq(M) formé des fonctions a moyenne

nulle, la semi-ncrme
q 1 q |

(0.7)  u~> ||du]] = ([ g"(du,du)7§ )E'= (J g(Vu,Vu)E. )E'= v

définit également une norme que nous noterons suivant le contexte |u]| ,

1,q
HVu[[L ou Hdu[lL pour une fonction u donnée. Sur le sous-espace
1 . N .
Wq(M) N Ker des fonctions a moyenne nulle, la semi-norme ! ]1 q est
M s
équivalente 3 la norme || |h qQ En effet, supposons qu'il n'en soit pas

b

ainsi et soit (uj) une suite dans W;(M) N Ker ( telle que
M

i) Huj]]l,q =1, pour tout j

ii)  lim |u, | =0
oo j lsq



. - 1 - .
La suite (uj) est bornée dans Wq(M). D'aprés le théoréme de
Rellich-Kondrachov (voir 1.2. ch.II) elle contient donc une sous-suite que

nous notons (uk) qui converge fortement dans Lq(M) vers une fonction

u. Cette propriété de convergence combinée avec ii) montre que la suite

(uk) est une suite de Cauchy dans 1'espace de Banach (w;(M), | Hl q).

]

Elle converge donc en norme H Hl " vers u.
b

La fonction u est i moyenne nulle puisque d'aprés 1'inégalité

de Holder
1
1- ~
( q
|JMukvg - JMuvgl < [ el < ol ool
Mais u n'est pas identiquement nulle car
Julld = tim [lu ||} (du fait que [lull < [lu—u [l; + [lull
L 1
@ lowe | KLy L, kL kL
ee Mlugll, € o ull, + llull )
q q q
= 1im |lu, ||T =1 (puisque u vérifie ii) et 1)).
tin o, .

Or nous avons aussi, et de la méme facon

Iull,q -

L'équivalence des normes ] ’] et || H] q en résulte par

:

»qd

contradiction.
- ) i 1 . T
Ultérieurement, c'est 1l'espace Wn(M) qul va nous 1ntéresser.

C'est un espace réflexif puisque nous supposons n > 2.
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0.8. Appelons classe conforme d'une métrique g 1'ensemble des

. N . L " 2 - .
métriques g sur M qui s'écrivent g = p'g, oi 0 est une fonction po-

sitive dans FM. Pour q = n, la semi-norme (0.6) est insensible aux chan-

gements de métriques dans la classe conforme de g, 1i.e.

(0.9) lldul] , = lldu]
Ln(M,p g) Ln(M,g)
En effet
n 2
l|du]| , = (j (0% (du,au)® v ah
Ln(M,o g) M og
n

<J g (du,du)? v O
M g

[l dul|
Ln(M,g)

Nous dirons que la semi-norme u*> Hdu|H‘ est invariante
n
conforme sur (M,g). Cette propriété généralise & la dimension n, 1'inva-

riance conforme de 1'intégrale de Dirichlet bien connue en dimension 2.

n - . N
0.10. Nous noterons (S ,c) 1la sphére standard (ou canonique) (c'est-a-
. - e g n+1 o s a e . -
dire la sphére euclidienne de rayon 1 dans R , centrée a8 l'origine) ol
P e . . n+l P
c désigne la métrique induite par le plongement dans R . L'élément de
volume (la mesure positive) défini par ¢ et le champ de vecteurs gradient
) . n . -
d'une fonction u sur S  seront respectivement notés v, et Vu.
Lorsque nous aurons besoin de spécifier la métrique euclidienne

n+1 . n+1
sur R , nous écrirons (R ,e).
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CHAPITRE 1

ESPACES DE SOBOLEV ET SYMETRISATION SPHERTQUE

__________________________________________ =

1.1, Symétrisation spéhique et inlgalité Lsopérnimétrique :
Le cas des ouverts bornés de R'.
1.2. Compontement de %;(Q) par symitrnisation sphénique.

1.3. Extension & La sphére standard (S",c)

. une remarque générale concernant les espaces riemanniennes
symétriques de rang 1.

. Le cas de la sphére standard : réarrangement sphérique sur

1, n
wp(s sC) .

1.4. Remarque : un contre-exemple (qui sdingularise La symétrnisation sphérique)

portant sun w;(sn,c).



I.1. Symétrisation sphérique et inZgalite Lisoperimétrique.

Il La sym8trisation que nous allons rappeler est une généralisation

(*)

d'un procédé géométrique inventé par J. Steiner pour transformer un domai-
ne plan ! en un domaine Q" symétrique par rapport a une droite d du

plan et obtenu comme suit. Soit p le pied d'une perpendiculaire H a d
qui rencontre . On note M(p) 1le segment de H centré en p et de
longueur long(M(p)) = long(f N H). La réunion des segments M(p) lorsque

p décrit d est le symétrisé QF par rapport & d du domaine . En
substituant aux droites H des cercles centrés en un méme point O de

d et la droite d par 1'une des deux demi-droites, soit d_ , issues de O,

on définit la symétrisation circulaire par rapport a d_

142, Pour les problémes de géométrie que nous avons en vue, Nous

utiliserons la symétrisation sphérique par rapport a une demi-droite (on uti-

lise aussi le terme de réarrangement sphérique introduit par G. Hardy,

J. Littlewood et G. Polya (cf. [ﬁ.L.P]). C'est une variante de la symétri-
sation de J. Steiner que 1'on peut décrire de la fagon suivante.

g e n :
Considérons dans R le demi-axe

1

d_ = {(x],O,...,O) l X o}

N

et pour tout nombre réel r > O la sphére

s ={xe@| |z] =g}
T

(*) Pour plus de détails, on peut se reporter au livre de G. Polya et
G. Szegd [P.S., ch. VII] ou & [M].
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- . n
Etant donné un domaine {8 de R, posons

I, = {r>o0| S, Nna+et.

. * - ) . -
Soit M (-r) 1la calotte sphérique incluse dans Sr’ centré
. * P
au point (pr,0,...,0) et dont le volume sur Sr, soit m[ri(M (-r)), est égal

au volume mn—l(sr N Q) de Sr N Q. Alors le domaine §° défini par

QF = U M (1)
r€IQ

est le symétrisé sphérique par rapport & d_ de § et 1l'on fait la convention

suivante bﬂﬂ :

. . P * .
i) si © est ouvert, la calotte de définition M (-r) est prise
ouverte et le point (r,0,...,0) ne lui appartient que si la sphére Sr est

incluse dans 2,
‘s . - * .
ii) si © est fermé, la calotte M (-r) est prise avec son bord.
- . P * . -~ 1" b " = . '
Le symétrisé 0" est, bien slir, un "solide'" de révolution d'axe d_
1.3, Les propriétés suivantes en sont alors immédiates

. . P * . .
i) si & est ouvert, le symétrisé $ est aussi ouvert puisque

* C . *
le bord de & est constitué par les points des bords des calottes M (-r),

.. . _ * . P .

ii) si Q est fermé, Q 1'est aussi car le complémentaire de
* 1 - P ~ )
2 dans R est le symétrisé par rapport a 1'axe

1
d+ = {(XI,O,...,O) | x>0} du complémentaire de Q.

Proposition 1.1.4. Soient Ql et Qz deux domaines dans R

Les deux assertions suivantes sont équivalentes

¥ *
. )
i) Q] C SQ
1) IQ](: IQZ et pour tout r appartenant a IQ]
N
mn—l(sr Ql) < mn—l(srn Q2)'
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Symétrisé d'un domaine § de R~ par rapport & 0Z-
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. .. * ¥ . N
Preuve : 1) => 1ii) . Nous avons Ql C QZ équivaut a

* (W * o
;Eég M (-r) C 1, M ().

1 2

Supposons que IQ ne soit pas contenu dans IQ . Il existe alors ré 3
1 2

* * *
tel que M (—rO)C: Ql et M*(—ro) n QZ = @, ceci est impossible. Donc

s

* * .
pour tout r appartenant & IQ ,yona M (-r)N QZ # ¢ et comme :ﬂ C
1

¥ * ¥
la calotte M (-r) est incluse dans une calotte Mz(—r) de mz ayant le
* .
méme centre que M (-r) ; par suite
(s.N Q) = M (-1)) < O (-1)) = (5.0 ")
Ta=1"r 1’ 7 Ta-1 ) sm (D) = w80
i1y => i i N < ”
i1) i). si IQ]CI IQz et mn—l(sr Ql) mn—l(sr N 2)
. *
alors, pour tout r appartenant a IQ et en désignant par Mi(—r) la
1
calotte sphérique M*(—r) incluse dans Q: (i = 1,2), nous avons

MT(—r) N Mz(—r) - MT(—r)

. * *
puisque mn_l(Ml('r)) <m MZ(‘T)-

D'ou

MT(—r) C M;(-r), pour tout r € I. ,

A/

2

ce qui implique

* * * *
Q] = U Ml(—r) c O MZ(—r) = QZ a
reIQ r€IO
1 2
Conollaine 1.1.5. Pour tous domaines Cl’ 2, de Rn, on a

. * % ~ . . - .
1. si Ql(: Qz, alors Ql - Qz : la symétrisation préserve 1'inclusion,
* * * L . N . .
2. (Q]fW QZ) = Ql n Qz : la symétrisation commute & l'intersection,

* * * . . - .
3. (Q1 U QZ) = Q] v/ QZ : la symétrisation commute & 1'union -
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Remarque. Les points 2 et 3 se prolongent a une famille infi-

nie (cf. [MW]).

Le théoréme suivant exprime 1'idée qu'en symétrisant un domaine
n .. .
2 de R, on conserve son volume tout en diminuant la mesure (n-1)-dimen-

sionnelle de son bord 09 (propriété isopérimétrique).

Théoneme 1.1.6. (Inégalits {sopérimétrique). Soit £ un domaine

n ; ; n
compact de R tel que le bord de son intersection avec toute boule de R

soit une sous~variété réguliére par morceaux ayant une mesure (n-1)-dimen-

sionnelle finie. Alors

m (@) =m ()

*
mn_l(aﬂ )y € mn_](BQ).

lo?s Avant de donner la preuve de ce théoréme rappelons quelques
résultats concernant les voisinages tubulaires de . Pour tout € > O,

soit

T = {xer” [Jreq, [xt] <el

le tube de rayon € autour de .

En écrivant TE(Q) sous la forme

TE(Q) = Q + BE

~

ol B€ est la boule de rayon € centrée a l'origine de IRn, on observe que
mn(Te(Q)) - mn(ﬂ)) est égale & la mesure de la partie du voisinage tubulaire

TE(BQ) du bord 902 situé a 1l'extérieur de (. Il suit que

mn(TE(BQ)) = 2(mn TE(Q) = mn(Q)).
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Or, par définition (cf. [le, 3.2.77] pour une situation plus
générale), le bord a2 étant régulier par morceaux

mn(TE(BQ))
2¢

m _I(BQ) = 1lim
n €20

I1 vient donc que

m (T_(2)-n_()

(1.8) mn_l(aﬂ) = lim

£
€0

Enongons maintenant un lemme di & G. Mostow Gmd, lemme 8.1].
Lemme 1.1.9. Pour tout € > O

ES *
& T (%) €t " .

Preuve du théoréme I.1.6. : Soit Y 1la fonction définie sur

R, par

Y(r) = mn(Br(\ ),

oll Br est la boule euclidienne de rayon r > 0, centrée 3 1'origine. En

remarquant que

a(Br no = (BBr) ng = sr neo

!

S étant la sphére euclidienne de rayon r, centrée d l'origine, nous avons
r
d'aprés (1.8)

m (T_(B_ 0 D)m (BN D

m (SN = 1lim
o-1r >0 €
N ¢ - N
i m (B 7+B€)‘mn(Br Q)
€50 €
N oy- N
i m (B, NY-m B N9
>0 €

- lim YO0
£>0 €



- 22 -

Comme la mesure mn-l(sr N Q) du bord ‘B(Br N Q) est finie,
cette derniére égalité signifie que la fonction 1 est dérivable en tout

point 1 et que
1 —
P'(r) = mn_](Sr N Q).
. . , *
En définissant par analogie une fonction 1  par
* *
V') = @ N %,

on a évidemment

* *
V() =m _ (s NQY)

et comme
m (S.N® =m_(5.NaH
n-1"r n-1" r
il suit
w*'(r) ="' (v).
D'ol
*
¢ (r) = Y(r), pour tout r > O
pulsque

v*(0) = y(0) = o.

En choisissant r assez grand, on obtient

mn(Q*) = mn(Q).
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Pour la seconde partie du théoréme, nous utilisons 1'inclusion

(M) pour obtenir 1'inégalité

* *
mn(TE(QV))—mn(Q )

*
mn—l(aﬂ ) £

lim
e>0

* *
mn(Te(Q)) —mn(Q )

A

1im
>0

m (T (2))-m ()
= lim £ no = (30,
>0 € n-1

puisque m (T_(M)" = m (T (V) ®

1.10. L'effet de la symétrisation spéhrique par rapport & une droite

. . . . *
est de transformer un domaine ) en un domaine de révolution { autour

d'un axe choisi a 1'avance. La symétrisation (sphérique) par rapport a un

. .. . * - . ~
point associe & un domaine ! wune boule {  centrée en un point donné.
Sa propriété isopérimétrique que rappelle le théoréme (I.1.6) est bien connue.
Dans la suite quand nous parlerons de symétrisation sphérique, c'est & cette
dernidre que nous nous référerons pour des raisons de commodité dans les

calculs puisque les fonctions symétrisées ne dépendront alors que d'une variable.

1.2. Compontement de %:)(Q) par syméitnisation sphtrique.

A partir de maintenant § désigne exclusivement un ouvert

borné de Rn.

[e ]
2.1, Etant donnée une fonction f dans CO(Q,R), notons pour tout

nombre réel t

o]
1

{x e Q I £(x) > t}

<
1]

xeq | £(x) >t} .
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La symétrisée sphérique de la fonction f (par rapport a un

. * P
point fixe P) est la fonction £  définie sur R par

* . . * *
f (x) =t si1 et seulement si xe(Qt - Ot).

* * . P
La valeur f (x) de f£ en un point x ne dépend que du module 1x| et

est une fonction non croissante de |x|. On le voit en symétrisant Qt et

< . . . * *
Ot par rapport & un point fixe O, ce qui donne Qt - Ot comme une surface
-1

sphérique g™ (Rt) de rayon Rt’ centrée en O, Pour chaque t 1la fonction
-1

* . -
f admet S" (Rt) pour ensemble de niveau. De plus pour deux réels to

*

* * ]
et t], to < tl’ on a Qt D Qt . On conclut que f est non croissante
o} 1

en remarquant que

£* (x)

1]
=

si x|

]
t

£* (%) si x|

1]
s
1]
=
N

Plus généralement, soit f wune fonction mesurable sur . La
fonction de distribution de f est la fonction U décroissante, continue

a droite, 3 valeurs dans [0, mn(Q)], définie sur R par

u(t) = mn(Ot).

La symétrisée sphérique (ou le réarrangement sphérique) de f

est la fonction f* dont les ensembles de niveau
*
{x € Rn [ £ (x) > t}

sont des boules concentriques centrées en P et de méme mesure que

xe | £(x) > t}.
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e . * . . .
La symétrisée sphérique f£ de f est ainsi une fonction dont
la valeur en chaque point x ne dépend que de la distance euclidienne de
X & un point fixe P et qui a méme fonction de distribution que £f. Il est

: *
équivalent de définir f par

*
f 480t =t = fISOt

e o . s . *
La propriété essentielle de la symétrisation f > f dont nous
. . 01
aurons besoin et une contraction de 1'espace de Sobolev WP(Q) au sens

précis du
!

P P . . *
Théoreme 1.2.2. La symétrisation sphérique f » f  est une con-

o . . . . O
traction de 1'espace de Sobolev w;(ﬂ), i.e. si f appartient a w;(Q)

* . . o1 % *

£ appartient @ W_ () et |£f || < ||£]] pour tout p, 1 £ p < 4o,
P - ]sp ],P T

2.3. Remarque. I1 existe dans la littérature plusieurs preuves de ce

théoréme dont celles de K. Hilden [HN], de G. Mostow [MW|, de G. Talenti [TI],
C. Bandle [BA], L. Fraenkel et M. Berger [F.B] et qui consistent en général

a4 établir le résultat d'abord pour des fonctions particuliéres et a utiliser
un argument de densité de l'ensemble de ces fonctions dans %;(Q)’ pour con-
clure. La preuve que nous proposons ci-dessous généralise, pour les fonctions
appartenant 3 C:(Q), une idée de G, Polya et G. Sezgd [?.S] et utilise

pour terminer, le procédé de passage 3 la limite de [HNJ adapté au cas qui

nous intéresse. Elle se réduit 3 établir deux lemmes.

. *
Lemme 1.2.4. Soit dQ2 (resp. dfi ) 1la mesure de Lebesgue sur

* . . . X X .
2 (resp. £ ). 81 f est une fonction continue sur § alors f est conti-

* ) *
nue sur et les mesures images sur R par f de dfi et par f de

* A4 .
an colncident ,
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A G o * : . q
Preuve : Pour prouver la continuité de f il nous suffit de

montrer que pour tous nombres réels tO et t1 (tO < tl)

{x€§2¥\t0<f*(x)<t]}=0 n-Q
o 1

* 3 - C * .
ou CQt désigne le complémentaire de Qt puisque 1'ensemble dans le

1 1
membre de droite est ouvert.

* it = .
Or on observe que f (x) 2 t, est équivalent &8 x appartient

a Qt .
1
De plus
9, = £ (kD= N (D = D g
1 <t t<t
1 1
et
0, = ' Qee=D = U (e D - U on
o 0 £>t o t>t
(3 (]
I1 suit
Q: - N o
1 t<t]
0y =Y sz:
o t>t
]

puisque 1'intersection et 1'union commutent & la symétrisation sphérique.

Par conséquent

f*_] (]t0,+oo[) = O:

et

B * . *
la fonction f est donc continue sur {2
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* . . *
De plus comme §! et Y] sont bornés les fonctions f et f

*
sont propres respectivement pour les mesures de Lebesgue d00 et d0 . Soit
¥ ¥ ; ¥
alors fx(dQ) (resp. f¥(dQ )) 1'image de d¢ (resp. d2) sur R par
*
f (resp. f).

Pour tout intervalle (a,b) de R, on a

0£)df = | 1 42 = m_(£7'(a,b))

fx(dQ)(a,b) = ( _
Q£ (a,b)

TN

ol Xg désigne la fonction caractéristique de 1'ensemble E. Mais on sait

par ailleurs que

mn(f—](a,b)) = mn(f_l(a,b)*) = mnf*_l(a,b) = f:(d *)(a,b)

¥ 3
£,dQ) = £ (dQ7). ®

Concllaire 1.2.5. Pour toute fonction borélienne G sur R &

valeurs dans R, et toute fonction f réelle sur {, on a

J (G o £)d0 = ( LG o fHa
Q )

en particulier,

[ lf’p dfl = ( [f* P df, pour tout p, O € p < +w
¥
' g

les égalités ayant lieu lorsque 1'un des membres est défini.

2.5. Remarque. Du point de vue analytique, le corollaire I.2.5.

signifie que la symétrisation conserve les fonctionnelles qui ne font inter-
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venir que les valeurs des fonctions.

P . - . *
Lemme 1.2.6. La symétrisation sphérique f > f  est une contrac-—

0
tion de W;(Q) munie de la semi-norme | ll . pour tout p, | € p < +®,
rion de ,p DM TOTT

[e9)
Preuve : Donnons d'abord la preuve pour f dans CO(Q) ; nous
o
la prolongerons ensuite a w;(ﬂ).

Soit

=
il

xe l f(x) > t}

{xe I f(x) = t}.

w
1]

Nous désignons par do 1'élément de volume sur la surface St. D'aprés le
théoréme de Sard (voir e.g. [SG, th. 3.1]) 1'ensemble des valeurs critiques
t de f a une mesure nulle dans R. L'ensemble w des points critiques
correspondants est un fermé de § dont la mesure peut @tre positive. Pour
toutes les valeurs réguliéres t, St est une sous—-variété de dimension n-1
dans !, lisse, bordant Qt.

En un point a appartenant a (0-w), (Vf) (a) # O. Supposons

~ 1
que dans un systéme de coordonnées locales (x ,...,xn) jﬁ%(a) # 0. Pour

X

toute valeur régulidre t, d'aprés le théoréme des fonctions implicites il

existe un voisinage v, de a dans Qt—w et une fonction g de classe

¢’ tels que 1'équation f(x) = t soit résoluble en x' et que
1 ~1 3 -1 .
X" = g (x ,---,Xn ,t) avec 5%'2 (g%? . La transformation
x' = v, i=1,...,n"1
n .
X = g(vl,... v t)

b n_])

e . n i
est donc un difféomorphisme ¥ d'un ouvert de R sur v Comme les x

ne dépendent pas. de t, pour i = i,...,n-!, le vecteur %%(v],...,vn_]t)
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.. - n of | —1
est colinéaire 3 1'axe des x et y a pour composante (~—H) . En outre

ox

la normale en un point 3 la surface St a pour vecteurs unitaires
- ', . . . d
Vo= ilVf] ! Vf. Par conséquent le produit scalaire euclidien e(§%,v) a

pour module
ey = jue|™!

Par suite pour toute fonction u intégrable dans v, on a,

par ce changement de variable :

+00
[ u df = J (J ulve] ™! doyde
a T ey

et, pour toute fonction u intégrable & support compact dans Qt—w, on a

(2.7) J u df = [ (J ulve| 7! doyar
Qt-w o f_](T)

[ee]
En particulier pour £ appartenant a CO(Q)

400
(2.8) J lve|P aq = J (J 1ve (P71 doyde
Q

(en réalité 1'intervalle d'intégration par rapport & t est borné !) car
1'intégrale de (Vf.p étendue & ® est nulle (W &tant 1'ensemble des
points eritiques de f) pour tout p > O.

Pour terminer la preuve, utilisons 1'inégalité de Holder qui

dit que pour deux fonctions u,v dans Lp(ﬂ) (1 < p < +»®) et dans

L ()
P respectivement
p-1
(H_) [ o vlag < fall, vl
2 g L L

%
1

p-
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Supposons donc d'abord p > 1. D'aprés (Hp)

! !
1 - — =

J do < (J ve|Tlay P (J ve|PT )P,
St St St

soit en isolant la derniére intégrale 3 droite et en élevant & la puissance p,

p-1 -1 I-p P
(%) [ el a0 s <J Vel do) P @ _ (5,0

J
St St

Nous allons &évaluer 1'intégrale 3 droite de (¥) en fonction de
u(t) = mn(Ot). Or il résulte de (2.7) et de la définition de u(t) que

pour chaque valeur réguliére t

400

u(t) = J (( ] do)dt

J
t S |VE|

et par suite

J e do = - we)
St

L'inégalité (*) s'écrit donc encore

f - ' -
J el do x ' ()] P s, 0P,
S n—-1"t
t

ce qui, avec (2.8) donne

+00 ,
P - v | S it 1-p P
@9 1E® = uEllP s | ol e %
p —o0
P ¥ . * * * .
Pour la symétrisée f , soilent Qt’ Ot et St les quantites

analogues respectivement a Qt, Ot’ St. Soit R(t) 1le rayon de la boule

* L
Ot pour une valeur réguliére t.
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Alors

-1
£ o =t= (m 0
par définition de la fonction de distribution W. En posant

x) = £,

.. . U Wk . o
on définit une fonction f telle que f (R(t)) = t et qui est dérivable

_] P
pour presque tout t (u est monotone). Elle admet alors une dérivée au

e . s dR, -1 * .
sens des distributions qui vaut f ' = (azd . Comme f est radiale elle
admet par rapport 4 |x| = r, au sens des distributions, une dérivée qui
*
, LU, . *,
est égale a f et que nous noterons dans la suite < ou f

Par conséquent, on a :

[ ve* [P Lao™ [ 5 (P
* *

S S

t t
dtyp-1, ¥
= | =P o
|
t
_ (_ 4t p-l +
= C® P Y

car t » R(t) est une fonction décroissante qui ne dépend pas des points

de S

e t.

* *
. ' P _de _dp o du -l
Remarquant enfin que 1l'on peut écrire T ( dt) R
* * .
ol U (t) = mn(Ot), on obtient
* -1 * - 1- *
(2.10) J [ve" [P a0” = [-u' ()] P <mn_]<st))p
*

St
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. * . . v . . *
puisque f et f ont méme fonction de distribution U = U et que

*
%%? = mn_l(S:) pour toute valeur réguliére t. Il suit alors de (2.10) que
400
¥ p—1. ¥
J |ve™|Paq” = J (J lve [P do
* ¥
Q St
+OO
- ot 1-p *.\P
= J_w[ u' ()] (m__ (8P de
+00
] @l @ (sH)P at
n—-1 "t
< [ |ve |Pag ,
J
Q

d'aprés le théoréme isopérimétrique (I.1.6) et 1'estimée (2.9).

Pour p = I, nous avons
40
J lve¥an* = | (J do™yde
o "5y
+00
*
- J_mmn—l(st)dt
400
¢
< [ m (S )dt = J |VE|dQ
J n-1 t 0

0O

% . <
puisque mn_](St) S mn_](St), ce qui compléte la preuve du lemme pour f
appartenant a C:(Q).
Plagons-nous & présent dans le cas général ou f appartient

o] ; . . o
a wp(Q). Soient (fm) une suite de fonctions dans CO(Q) convergeant en

* > . .
norme l||h 5 vers f, (fm) et f les symétrisées respectives de (fm)
3
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¥*

et de f. Suivant une idée de K. Hilden [HN], montrons que - df est

dr
une mesure de Radon positive qui esten fait une fonction dans L () pour p> 1.
p

o . 1 n
Par rapport au systéme de coordonnées locales (x ,...,x ), on

a au sens des distributions

o Bf* x*

— = e e

i=1 ox' |x|
de sorte que, pour toute fonction { dans C:(Q),
*
df * . e, X
— > = - i
T J J . £ div ( $)Ve.

R X

"k *
En observant alors que f (}xl) = f (x), il suit que

+-00
*
<%£?.,w> = -J (J dive(-Z- )do) T (r)dr
0 lx[=r %
400
e, X P
= J (J dive (2= P)do)f ' (r)dr
0 lx'{r x

par intégration par parties, soit encore

* +00

<0 - f (J e (X, 20 4oy ¥ (r)dr
o |x|=r x| |x
400

¥ do) £ (r)dr,

"
e
~
—_—
kg
]
=

d'aprés le théoréme de la divergence et en observant que la normale extérieure

unitaire 3 S_ = {x | |xt =1} est —= .

i x|
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1

En posant ¢(r) = Jl I ¥ do, on obtient
X |=r

n-1

w_ T

n-1
400

" " n-1
P Qi > =W '
dr ,LD Il"‘l J d)(r) f (r) r dr’
0
*
ce qui achéve de montrer que - a5 est une mesure de Radon positive.

Soient R(t) et Rm(t) les rayons respectifs des boules

*

* n *
Q. = {xeR | £(x) >t} et Qt,m

= {x € R" | f;(x) > t).

[ee]
Considérons alors une fonction positive § dans C (Q) ne
——————————— O

dépendant que de la distance euclidienne r & 1l'origine. Il vient
p q g

400

*
l<%’ 1D>1 = —wn-l J l\o(r) ?I'}*'(r)dr.
0]

En faisant le changement de variable r = R(t), on obtient

¥, _
(en se rappelant que £ '(R(t)) = ) P.D.)

400
x .
df n-1
L =
<G Pl =e J_m JR(t)) B (t)de
400
£ lim inf w J J(R (t))Rn_](t)dt (lemme de Fatou)
n-1 m m
00 -
400
dfﬁ) n-1
= lim inf wn_}J P(r) a7 f dr
oo -
¥ dfT 1 S vy 11'L
£ lim inf(w _][ l:;lqp r dr)p(w _1( Lp(r)p - dr) P
>+ n=1y r n ‘0

lim ianVf:HL o1 . (inégalité de Holder Hp)
m>+® P L

————

p-1

/AN

lim inf||VE_|| |[¢]] (puisque f_ appartient & c ()
oo m > m o

p-1

il

Ilve |l 1]l (3 cause de la convergence dans all
L
b LR p

p-1
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+

Puisque =~ —— est une mesure de Radon positive qui ne dépend

dr %

. . P d
que de r -la derniére estimée et le théoréme de Hahn-Banach montrau:que~?ﬁf

se prolonge en une fonction appartenant a Lp(Q) (dual de L S (2)) et de

* p—l

df * df W o
ar < = 2= >

plus “dr HLP < “Vf“Lp. Comme V£ I le lemme est démontré pour p 1.
Dans 1'étude du cas p = 1, il est important de remarquer d'abord

. WKL, . L ¥, ,
que la fonction £  définie & partir de la symétrisée f d'une fonction
f est absolument continue. On utilise alors les arguments de DHN, th.]] pour

conclure. Nous n'envisagerons pas ce cas dans la suite

2.11. Preuve du théoréme (I.2.2). : Elle consiste i réunir les deux

propositions précédentes. En effet du corollaire (I.2.5) et du lemme (I.2.6)

nous déduisons que, si f appartient 3 (%;( ), H H] p); alors f* appar-
b

o]
tient aussi 3 (W (), || |l ) puisque

P L,p

* * *
(L P 7t L T 7 L TFTL S
P P P P

. * . 01 .
ce qui prouve de plus que f > f  est une contraction de wp(Q), muni de

la norme lllll > &

1.3. Extension aux espaces rlemanniens symétriques de rang 1.

3.1. Ce qui caractérise la symétrisation sphérique pour les fonctions
n L L .

sur R, comme nous 1'avons vu dns la section précédente, c'est de transfor-

. . * ~ .

mer une fonction f en une fonction f ne dépendant que de la distance

~ . . * . . Ve - .o

3 un point fixe (f est dite radiale). Dans la preuve de 1'inégalité sur

la symétrisation le fait que le volume des sphéres ne dépende que de la

distance joue un rdle important.
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Une variété riemannienne (M,g) est dite harmonique si et seu-
lement si en tout point m de M, 1'image réciproque exp‘(vg) de 1'élément
de volume Vg par 1'application exponentielle ne dépend que de la distance
dans 1'espace tangent TmM. Rappelons certaines définitions (dont le lecteur
averti omettra la lecture). Une variété riemannienne (M,g) est un espace

riemannien symétrique si pour tout point m de M la symétrie géodésique

aufour de m est une isométrie. Le rang d'un espace riemannien symétrique
est la dimension de son plus grand sous-espace plat totalement géodésique.
Ainsi le rang d'une variété grassmannienne G q est égal a inf(p,q).
s

Les seuls espaces riemanniens symétriques de rang | (ESR 1)
sont alors la sphére (Sn,c) et les espaces projectifs (réel RPH, complexe
CPn, quaternionique &HJB et le plan projectif des octaves de Cayley
@apz. Un ESR1 est une variété & courbure minorée par une constante stricte-

ment positive (c'est don¢ une variété compacte ) ; toutes ses géodésiques

sont fermées et ont méme longueur.

Les ESR1 constituent des exemples de variétés harmoniques. On
ignore si ce sont les seules, mais on sait que tout espace riemannien symé-
trique et harmonique est de rang |1 [EGJ.(Pour une étude approfondie des
ESRI, voir [BE] ou [CL]). Une extension de la symétrisation sphérique aux
domaines et fonctions définis sur les ESRI parait donc raisonnablement envi-
sageable. Cependant dans le cadre de ce travail mnous nous limiteron 3 la

5 . n . .o p
seule sphére canonique (S ,c) qui va nous intéresser dans les chapitres

.
suivants.

S Etant donnée une sous-variété D de dimension n, a bord dans
n B S 5 < ;
(8 ,c), on peut définir le symétrisé sphérique de D par rapport a un demi-
o : n ; =
méridien comme suit : sur S , fixons d'abord les deux pdoles N et S

(Nord et Sud).
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Choisissons ensuite un demi-méridien d avec la condition que
N appartient 3 d et S n'appartient pas 4 d, Soient W la sphére
géodésique dans Sn, centrée au point N et de rayon r (0 <r < mw, 2m
étant la longueur commune des géodésiques) et On la mesure canonique sur

(Sn,c). Nous considérons 1'ensemble des nombres réels positifs
Jy = {r e Jo,n[ | w N D # @}

* . . ~
et notons M (-r) la calotte sphérique incluse dans wr, ayant méme

0 ,-mesure que wr(W D, centrée sur D (On

-l désignant la mesure induite
- ‘

-1
. . ) *
sur w_  par la métrique c). Alors le symétrisé sphérique D  par rapport
a4 d de D est la réunion des Mx(—r) lorsque r décrit JD'
Comme pour les domaines de Rn, 1'opération géométrique qui
consiste & associer & un domaine D dans (Sn,c) une boule géodésique de
méme volume centrée en un point fixé & 1'avance est la symétrisation (sphé-
rique) par rapport & ce point. C'est & elle que nous nous référerons dans
la suite. Elle a une propriété isopérimétrique analogue au théoréme (I.1.6)
que nous allons décrire.
Soient D wune variété de dimension n dans (Sn,c), 3 bord
D 1lisse par morceaux, et pour tout € > 0, TE(D) un voisinage tubulaire

autour de D. On a, comme dans (§.I1.1)

OH(TE(D))-OH(D)
€

(3.3) c__,(8D) = lim
n 0

La proposition suivante, qui est valide aussi pour toute variété

a courbure cqnstante, prolonge & (Sn,c) le théoréme (I.1.6)

Proposition 1.3.4. ([pS],[ST]). Soient D une variété ouverte

. * PP
de (Sn,c) § bord 0D lisse par morceaux et D  une boule géodésique de

méme volume que D, Alors

*
o _,(3D7) < o__ (3D).
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PR . * T
Symétrisé sphérique D de D par rapport au demi-méridien d.
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. . ~ ‘s n -
3.5. Soit f wune fonction réguliére sur (S ,c) & valeurs dans R.

Pour tout nombre réel t, posons

{x € s" | £(x) » t}

jw)
n

{x e s" | f(x) t},

]

w
i

. * * P - P
Soient Dt et St les quantités correspondantes par symétrisa-
. e o . . * n
tipn. La symétrisée sphérique de la fonction f est la fonction f : S -+ R,
e s o * . . * O
définie par la condition que £ (x) =t si et seulement si x € (Dt~Dt)
Ox * *

ou Dr = Dt - St,

. n *
Il est connu, que comme pour les fonctions sur R, f est une
fonction radiale, continue (lipschitzienne) et dérivable au sens des distri-
butions.

On a le

P . . * .
Théondme 1.3.6. L'application f - f  est une contraction de

1'espace w;(sn).

3.7. La preuve de ce théoréme est semblable d celle du théoréme 1.2.2 ;
nous ne la redonnons donc pas. Cette preuve, comme la précédente, repose en
effet sur le théodrme isopérimétrique (I.3.4) et le lemme suivant qui seul

sera démontré.

Lemme 1.3.8. Soit (M,g) une variété riemannienne compacte et

f wune fonction réguliére sur M 3 valeurs dans R.

Pour toute fonction  positive intégrable sur (M,g), on a

400
(3.8) [ Yv = ( (J
M g J -

-1
df d
P |af] 0, )de

ol Og est la mesure induite sur £ "(t) par la métrique g et

—

lag|? = ¢7' (ag, af).
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Preuve : Soit w 1'ensemble des points critiques de f. C'est
une partie fermée de M et d'aprés le théoréme de Sard 1'ensemble f(w)

des valeurs critiques est de mesure nulle dans R.

af P P
——— , alors 1'élément de volume vg s'écrit

ldf |

Si on pose dv

v =dv A *dv=dv Ao

g . g
L
lac| 8

pour presque tout t, puisque f£(x) =t sur St. I1 suit alors d'aprés le
théoréme de Fubini que

+oo

{ v > ( v = ( (J ¥ jii—odt ]

M 8 M B e JeTliy laf |
3.9. Rama&gua. I1 y a égalité dans (3.8) si W est un ensemble de
mesure nulle et J n'a alors pas besoin d'8tre positive, c'est notamment
le cas lorsque la fonction f n'a pas de points critiques (et donc pas de
valeurs critiques !) ou n'a que des points critiques non dégénérés (ils sont

alors en nombre fini et les valeurs critiques correspondantes aussi).

1.4. Remarque : contre-exemple.,

4,1, I1 existe sur la sphére (Sn,c) d'autres types de transformations
qui conservent les espaces W;(Sn), p 2 1. C'est le cas par exemple de la

moyenne par le groupe d'isotropie du pdle nmord N. On appelle ainsi le procé-

- . 5 . N . e n .
dé consistant 23 associer & une fonction u définie sur S , la fonction

e s s n
u définie S  par

(4.2) S(X) = [ (u 0 0)(x)do = [ (0.u) (x)do
A g



- . , n+l .
oi H est un groupe 1somorphe au groupe des rotations de R laissant
le pdle N invariant. Nous prendrons le volume de H par rapport & la

mesure de Haar égal a 1.

Alors nous avons la propriété suivante.

Théorndme 1.4.3. La moyenne par le groupe d'isotropie de N

. l,.n o - .
est une contraction de 1'espace de Sobolev wn(s ) c'est-d-dire que si

. o 1 . . . 1
u appartient a Wn(Sn), alors u appartient également a Wn(Sn) et de

plus

o < llulll :

"
[l
1 ,N,5

,n,S

Toutefois 1'intégrale de u composée avec les fonctions boré-
liennes sur R & valeurs réelles n'est pas conservée par cette transforma-
tion : il exigte des fonctions boréliennes G telles que

{ "
(4.4) J 0 (Gouwv # an(G o u)v
S

C'est notamment le cas pour les fonctions convexes ainsi que

nous le montrons plus loin. Par exemple en prenant

n
olel o5
G:tr G(t) =e , o> o0,

nous avons

oy
(G o u)v > | (G o uw)v .
Jgh Jgm
L'intérét de la symétrisation sphérique réside donc non seulement
. 1 . . .
dans le fait qu'elle contracte 1'espace wn(s“) mais aussi dans le fait
. n . .

qu'elle conserve 1l'intégrale de G o u sur S pour toute fonction boré-

. -~ - . . i n
lienne G sur R & valeurs réelles et toute fonction u intégrable sur S .
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Le théoréme I1.4.3 et la formule (4.4) vont résulter des proposi-
tions qui suivent. Mais avant de les donner remarquons que la sphére s™
dtant 1'espace homogéne SO(n+1)/SO(n) 1le groupe d'isotropie du pdle Nord
est en méme temps groupe d'isotropie de 1'équateur. Alors la fonction 3

définie par (4.2) ne dépend en tout point X que de la distance géodésique de

x au pdle nord N.

Dans ces conditions on a les résultats suivants

Phogobition 1.4.5. Si u est une fonction de classe ¢ sur

n . v . &) ; . %
S alors la fonction u est aussl de classe C et s1 u appartient a

1 : i . ] i
Wn(Sn), la fonction u est aussi dans wn(sn) et les deux fonctions ont

x n
méme moyenne sur (S ,c).

Preuve : Le groupe H étant compact, pour tout O € H et
=P | : v oo
u€ C (S), la fonction u est de classe C comme u o O.
; lz.n : o n
Soit u dans Wn(S ). Puisque la métrique standard sur S est

invariante sous le difféomorphisme o, on vérifie facilement que

J IV(O . u)ln v = J \V(u o O)ln v = J IVuIn v
n ¢ n ¢ n

S S S

(&

En utilisant 1'inégalité de Holder et le fait que J do = 1, on
H

déduit de 1'expression (4.2) que

Yool < (| Towe|® '™ e W] < e an'/m

JH JH

les dérivations étant prises en sens des distributions. Il résulte de ces

inégalités et d'aprés le théoréme de Fubini,
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[ i - R
Sn

n n
S JHJSH(I(O.u)| + |Vo.u|Mdo v,

. v . - . . .
Par suite u appartient 3 WL(Sn). Enfin en intégrant (4.2) sur Sn, il

vient

Jgn u(x) A JSHJH(O.u)(x)d v, = JH do an u(x) v,

J[Sn U(X) VC ’

Ce qui termine la preuve de la proposition ®

. . Ny 1 ..
Proposition 1.4.6. La transformation ur u de Wn(Sn) diminue

la semi-norme | de u en ce sens que

Il,n —

Une preuve de cette proposition résultera du lemme général

sulvant

Lemme 1.4.7. Soit f wune fonction appartenant & w;(sn). Les

assertions suivantes sont équivalentes.

. . . n .
i) f ne dépend en tout point m de S que de la distance

géodésique r(m) de ce point au pSle nord N ;

ii) f est invariante par le groupe d'isotropie HN de N ;

iii) le gradient de f est normal aux sph&res paralléle de

n . , .
S (qui sont des surfaces de niveau de la fonction r).
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Preuve : i) => ii). Si f ne dépend que de la distance r, il

: ’ n
existe une fonction F sur S telle que

Soit O wune rotation laissant N fixe. Alors en tout point X

de S

(f o 0)(m) = (Foroo)(m)=F(x(@m)) = f(m)

ii) => iii). Supposons en effet

o f=foo=f pour tout O dans H

N

Ecrivons

1

b

VE = VET + VE

ol VfT (resp. Vfi) désigne la composante tangentielle (resp. normale) du
gradient de f au sens des distributions a une sphére parallele de (Sn,c).

Supposons VfT # 0 et soit H_ 1'algébre de Lie du groupe de Lie H_. Il

N N

: . I 5 r T
existe une isométrie infinitésimale X dans HN telle que V£ (m) = Xm en
tout point m de la sph@re paralléle envisagée. Comme f est invariante

par HN’ nous avons

0= X.f = c(VE,X) = c(VEL,X) = [VEX|? 4 0

b

et la preuve est obtenue par contradiction.

3) => 1). Supposons que le gradient de f soit normal aux sphéres
paralléles. Il s'ensuit que f est constante sur les sphéres paralléles. Donc
la restriction de f & tout méridien (plongement de S] dans Sn) détermine
complétement f. Or le paramétre déterminant cette courbe méridienne est
précisément la distance géodésique au pdle nord : f mne dépend donc que

de cette distance B



- 45 -

N o v ~ .
Revenons & la proposition. Comme u(x) ne dépend en tout point
X que de la distance géodésique de ce point au pdle nord N, son gradient

N
Vu est normal aux sphéres paralléles de s™. Donc

~n vg_L _ 1

Vu = Vu
. 2 Qv
Par suite, on a : ’Vu[z = ’Vule + ]Vu"Ll > Vu | = fVu{z s
d'ol
N o
|Vu}n g ‘Vu]n et { |Vu|n v & [ ‘Vu‘n v @
an C an c
. . . I oo
4.7, Remarque. Si u appartient a wn(s“) alors pour o positif
et pour tout q > 1, nous avons
Mg q
[ eq1u{ v_ s J ed‘u‘ v
Jon ¢ n ¢
S S
et en général il n'y a pas égalité.
En effet, soient o réel >0, q > 1 et u appartenant 3

"
W;(Sn). De la définition u(x) = [ (u 0 0)(x)do et de 1'inégalité de
JH
Holder (Hq) nous déduisons

|&| £ [ Iu o OldO < (J |u o O[q)
‘1 H

et

ai&‘q S J a]u o O]q do ,
0

ceci implique

[ | g
0. o] do

u]&[q JH 1lu o '

e £ e

La fonction exponentielle &tant convexe, il suit que

( ulu o O|qd6

olult n [ luo ol

‘u
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P . n .
Intégrons ces expressions sur S . Il vient

[t ] ool o, - | et

s" s™H S
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CHAPITRE 11

e ————— e el

11.1. Plongement des espaces de Sobolev dans des espaces d'Onlicz :

estimée de N.S. Trudingenr.

. Le cas-limite des inégalités de Sobolev.
. Espaces d'Orlicz : estimée (Tn) de Trudinger et forme duale

DY de ((T).
n n

11.2. Formes optimales de £'estimée de Trudinger sur un ouvert borné de

R, n > 2.

s s o1 .
.. Le théoréme de J. Moser mnrwn(Q) : meilleure constante Oy

dans (T ).
n

. Forme duale du théoréme de J. Moser : meilleure constante BQ

dans (0 ).
n
. Relation de dualité entre les constantes uQ et BQ'
11.3. Estimées de Trudingen sun La spherne (sT,c).
. Extension du théoréme de J. Moser & (Sn,c) : nouvelle preuve

. . n
pour la majoration de o sur (S ,c).

. Relation de dualité entre o n et B

S g"

. Sur les meilleures constantes QM et BM pour une variété

compacte (M,g) : le cas des fonctions antipodalement symétri-

ques sur (Sn,c).
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11.4. Amelionation de o, et B, swr (s",c) powr Les fonctions

"exponentiellement onthogonale" aux harmoniques Aphériques.

. Le théoréme de T. Aubin.

. Quelques remarques.
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11.1. Plongement des espaces de Sobofev dans des espaces d'Onlicz : estimée

de Trudingen.

. . n
1.1, I1 est connu que si { est un ouvert borné de R ayant la

PP, A~ (¥ ‘. . . . T
propriété du cone( ) on a les injections continues suivantes (indiquées par

des fléches) qui constituent le théoréme du plongement continu de Sobolev

(voir [MY. 3.5] ou [AS. th. 5.4} pour une présentation générale, ou

[G.T., th. 7.10]) :

i) pour 1< q<n w;(Q)L—+ L@, si gqecps L

L
q
ii) pour n < g WA(Q)L_» Lp(Q)’ si q € p g 4>,
iii) cas-limite q = n wé(Q)C—+ L@, sioqcp< e

Les inégalités traduisant la continuité de ces injections ont
" "
été popularisées par S.L. Sobolev & partir des années trente ([SV.I], [SV.Z?

et [SV.B] pour une présentation générale) et sont appelées aujourd'hui les

"inégalités de Sobolev'". On sait également que dans les cas i) et ii) les

. 1 ~ . A .
plus petits espaces dans lesquels Wq(Q) peut etre continiment plongé

. o . .
sont respectivement L n () et CB(Q), espace des fonctions continues

-1

=R

bornées sur

Ce dernier résultat peut €tre amélioré lorsque ) est a bord

régulier : le plus petit espace dans lequel wé(Q) (@ > n) est continfiment

. n
-2
plongé est alors c® T 1

, espace de Holder d'ordre | - —. Dans le premier

n
q

(¥) Un ouvert { dans R" a la propriété du cdne si tout point x € £  est
le sommet d'un cBne contenu dans ! et ayant le méme volume qu'un cdne
fixe. On s'affranchit de cette condition dans les énoncés ci-dessous en
prenant § a bord régulier (un tel domaine a la propriété du cdne !) ou

ol
en opérant dans Wq(Q).
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cas des résultats existent qui donnent la valeur de la plus petite constante

de continuité du plongement de WA(Q) (1 € g <n) dans L (£)

L
2o
([11] ou [AN2, th. 4]). 4
1.2. Enfin rappelons que d'aprés le théoréme de compacité de Rellich-
Kondrachov (voir par exemple [AS, Th. 6.2])
i)' 1le plongement i) est compact pour tout p, g £ p < EE— ,
2
n . . . 9
1'exposant — apparaissant donc comme le cas-limite ;
2
q

ii)' 1le plongement ii) de w;(Q) (q > n) dans LP(Q) est
compact. Lorsque ! a un bord régulier, le plongement de WQ(Q) dans CO’A(Q)

n -
est compact pour tout A, O € A < 1 - P 1'exposant 1 - etant alors

n
q

le cas-limite.

Dans le cas-limite 1i1) (g = n), 1l'injection indiquée est
compacte pour tout p. Mais le théoréme de Sobolev ne donne pas le meilleur
espace dans lequel W;(Q) est continliment plongé puisqu'il n'existe pas
d'injection continue de W;(Q) dans LW(Q). Par exemple, si pour

0 <y < n-1

u(x) = (Log %)U ol r = ‘x], alors u appartient & 'WL(BR>’
mais u n'appartient pas & Lw(BR), (BR est la boule de R" centrée a
1'origine et de rayon R). Les résultats de N.S. Trudinger qui nous concernent
ici comblent cette lacune en donnant le plus petit espace intermédiaire cntre
Lp et L_ dans lequel w; (n € p) peut etre continliment plongé. C'est un

espace modelé sur des fonctions convexes & croissance rapide qu'on peut

décrire comme nous le faisons dans le paragraphe suivant.
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(%)

1.3. Une N-fonction est une fonction Y paire, convexe définie

et continue sur R telle que

lim ¢ét) = Q0 et lim QéEZ = 400
t>0 £r4oo

Sur un domaine ! on appelle classe d'Orlicz définie par une

N-fonction ¥, 1'ensemble des classes u de fonctions mesurables sur

telles que

J P(lul)dQ < 4+
Q

Nous notons LW(Q) cet ensemble. Comme Y est convexe,
L¢(Q) est toujours un ensemble convexe. Mais en général, L&(Q) n'est pas
un espace vectoriel (pour 1'addition et la multiplication par un scalaire).

On appelle alors espace d'Orlicz 1'espace vectoriel engendré

par L$. Nous le noterons L _ . La fonctionnelle

0
av Jull = ol = inflk > o, j 00 ulyaq < 1)
Q9 il 0

définit une norme sur L _ et en fait un espace de Banach. La norme Il|b

P

est parfois appelée norme de Luxemburg. Une étude générale des espaces

d'Orlicz est faite par A. KRASNOSEL'SKII et B. RUTICKII @ qui 1l'on doit le

terme de N-fonction)dans [K.R].

s v e e e . o s e g e e e o o e

(%) Pour définir les espace d'Orlicz, on utilise parfois les fonctions de
Young qui sont plus générales que les N-fonctions cf.[b'Lj.
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; 1 ~ P
Le meilleur espace dans lequel Wn(Q) peut &tre continlment
plongé est un espace d'Orlicz. Précisément, N.S. Trudinger a notamment

démontré dans [TRI].

Théondme 11.1.4. [TR1, Th.2]. Si @ satisfait la propriété

~ 1 ~ . oA _
du cBne, alors 1'espace de Sobolev W () peut &tre continlment plongé
: p n g

n

-1

dans 1'espace d'Orlicz L ¥(Q) oi Y est la fonction ¢t ~+ e't’ -1.

Cette proposition se prouve en montrant qu'il existe deux
constantes o et C (a dépendant de n et C dépendant de n et de

la mesure de ) telles que

n

o] " a0 < c.

(T) J[ exp [0(
A THTA
Dans la suite du texte, (Tn) sera appelé estimée de Trudinger. Dans ce

L n . . PO
théoréme 1'exposant vy est optimal. En effet si nous définissons

y
par (t) = eltl -1, o Y > EgT- et considérons la fonction u définie
3 I.u 1 n-1
sur B par u(x) = (Log —) avec — < Uy < ——, alors nous obtenons
R r Y n
R R
1 ] 1 1 - i
Ihﬂ]n =W [( (Log ™ M a4 nt —(Log _)n(u I)er
RJ r r r )
l,n 0 0
_ n ! 1n(u=D+1qR _
= Cons + wp ¥ [n(u—l)ﬂ (Log & Jo =+

puisque n(p-1)+1 < O, Wy désignant 1'aire du bord de la boule Be

»
) pour J(t) = e’t‘ -1

Par contre u n'appartient pas a L _(B car

R
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( Y(u)dx = J (e[ul-l)dx J [exp(Log l)yu—ljdx
/B B B r
R R R

R .
_ 1yYu_ 7,01
= wRJ [exp(Log r) l]r dr

0
400
= - .1.{_n_ W o+ W J exp (XYU-nX)dX
n R R I ’
Log R

o . . 1
apres avolr posé Log s X.

Comme YU > 1, la derniére intégrale 3 droite est infinie.

Pour compléter le théoréme II.l.4, N. Trudinger et co-auteurs ont

n

démontré dans [H.M.T.] que L (avec Yi(t) = e ~1) est effectivement

X

: 1 . :
le plus petit espace d'Orlicz dans lequel W peut étre continliment plongé,

1'injection n'étant toutefois pas compacte.

On trouvera une généralisation du théoréme II.1.4 aux espaces
WE(Q) dans le cas-limite o kq =n, q > 1, dans [AS, th. 8.25] : 11 existe

une injection continue de WE(Q) dans L _(Q) avec

¥

Y
L 9
e[FF ]9

Y(e) = e

Dans [CRZJ, P. Cherrier prolonge ce résultat & des variétés riemanniennes en

utilisant les méthodes de EANI].

Lorsqu'on se restreint aux fonctions u dans la boule unité
o1 .
de wn(Q), 1'estimée (Tn) prend la forme

n

-
(T J T
Q



= B -

Sous cette forme il est facile d'en déduire le corollaire suivant
; : ol .
qui montre en gutres que toute fonction dans wn(ﬂ) a son exponentielle dans

LP(Q), pour tout p, 1 € p < +* (voir aussi [AN]]).
Conollaine 11.1.5. Il existe deux constantes positives B et
M (ne dépendant que de n et &) telles que pour toute fonction u appartenant
0] ;
a Wn(Q), on ait

n
) [ eltlag < u eB”V“”Ln'

0

Preuve : Nous esquissons la preuve du corollaire par des techni-
ques que nous d&taillerons dans 1'étude des formes optimales de (Tn) et
(Dn) dans la section ITI.2,

: 1 ‘ | —1
Pour toute fonction u dans WH(Q), la fonction w = uHVu|[L
01 ‘ ©n
est dans la boule unité de Wn(Q) pour la semi-norme u = Iul] L
b |

équivalente a la norme ‘llh 0 D'aprés (T;) il existe deux canstantes posi-
3
tives a et C telles que

(™!

I

d? < C.

Or, pour tout réel t % O, on vérifie facilement que

oli B est la constante définie par

B = max (tn“1

n I n-I.n—-I
mat) =g G
t20
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n
. n-1 ~1 . PP
En faisant ¢t = lwl HVu¢|L dans 1'inégalité ci-dessus, nous
n
obtenons 1'inégalité

n

lul < alw™ 4+ g[val®
n

qui donne, par intégration de 1'exponentielle des deux membres

n
(1.6) J e do < [ e|u|dQ <M eBHqu|L avec M2Cc B
0 IQ
1.7. Dans 1'estimée (Tn), o est la constante de Sobolev du plonge-

ment de W;(Q) dans - Lw(Q). En effet pour toute fonction u dans W;(Q),

nous avons d'aprés la définition de Ihl”ﬁ et la continuité du plongement

précité :
‘ . |
lu|]  ©=T
lully = inl > o, [ exp—— 3y -1lag < 1)
okl
n
|u]l =1
= inf{k > 0 { exp( ) d? € 1 + mes(R)}
0 x|yl

N

cllull, s

oi C est une constante.
n

n
Posons o = k ;3 nous obtenons alors

n

Iul n-1
lully = suple > 0, | exp o) a2 < 1+ mes@)
o el

cclll,

soit, en prenant u dans la boule unité de w;(Q),
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o
Ot‘uln-l
e

§

(1.8) Ihlﬂﬁ = sup{a > 0, J d2 € 1 + mes(Q)} < C,

ce qui montre que le maximum de « dans (T;) est la constante de Sobolev

du plongement de W;(Q) dans Lﬁ(ﬂ)'

I1 n'en va pas de méme pour la constante @ dans (Dn) puisque
. u . - .
la fonctionnelle u H‘f el l d? n'est manifestement pas une norme. Néanmoins
Q2
il est intéressant de noter, en ce qui la concerne, les propriétés qui
suivent.

I1 résulte de (Dn) et (1.8) que nous pouvons écrire
|ul !
Log| e df < BHVU}IL + Log(l + mes(82)).
0 n
Soit B 1la fonctionnelle définie sur WL(Q) d valeurs dans B),+w[, par

B(u) = Log —1——J elul de ,
o] /9

o |0] = mes(Q).

Puisque

|
B(u+v) € Log L [ e|ul+vv| &,

Q] ‘a

nous avons, en utilisant 1'inégalité de Holder (HZ) ;

1 1

(i) B(u+v) € Log T]_\(J ez‘uldQ)z(J( e21"id9)2 = -%—(B(Zu)+B(2V))
Ql o Q

de méme, pour tout XA, 0 < A £ 1, 1'inégalité (H]) donne
by
(i1) B(Au) = Log —l—J ex‘u‘dﬂ < Log({ e}uldQ)k |Q|—X = X B(u).
fellge ’q
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1.9. C'est sous sa forme (Dn) que l'estimée de Trudinger a connu
jusqu'd présent dans la littérature ses plus nombreuses applications. Comme
nous le verrons dans les sections suivantes, on démontre qu'il existe des
valeurs critiques.pour les constantes o et f. Nous montrerons quel lien

existe entre elles.

11.2. Formes optimales de L'estimée de Trudinger sur un ouvert borné

gg Rn, nz 2.

Au vu de l'expression (T;) de 1'estimée de Trudinger il
est naturel de se demander s'il existe une valeur optimale o de o

telle que (T;) soit vraie pour a & a et fausse pour o > a

Dans ce sens, on a le résultat suivant de J. Moser

Théoreme 11.2.1. [MRI, th. 1]. Il existe une constante ¢, ()

ol
ne dépendant que de n telle que dans 1'espace wn(Q)

n
Ol,[u|nw}
(2.2) sup e df < C](n) mn(Q)
lul <1 2
I,n
1
s1 et seulement si o € a_ = n(w )n—l’ ol W est le volume de la
n n—1 —_— n-1 > : .
sphére (Sn—],c) donné par
+1
_ (2n )™ _ i
(2.3) Yon T 2 T3 D) 0 Yol T2 TH

Preuve : J, Moser établit ce théoréme en se ramenant d'abord
a une variable par le procédé de symétrisation sphérique décrit au chapitre 1.
Il prouve ensuite qu'il existe une constante Co(n) telle que pour toute
fonction f de classe C![b,+m[, nulle & 1'origine et & dérivée non

négative dans la boule unité de Ln([b,+w[), on a
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N

(M) dt € C2(n) si n

cette estimée n'ayant pas lieu si n > 1. C'est ce que nous nous proposons
de faire aussi mais en simplifiant la preuve donnée par J. Moser.
. * .
Rappelons que pour la symétrisée u d'une fonction wu, toutes
les fonctionnelles ne faisant intervenir que la valeur de la fonction sont

conservées et que

I,n < ‘u|l,n

oi | |1 n désigne la semi-norme w; définie en (0.7) par
b n 1

- 2 \n . .
lull o =‘(J g](du,du) vg)n. (Cette semi-norme ne dépend que de la classe
2
M
conforme de la métrique). Pour le probléme de Dirichlet la fonction u
s'annule sur le bord du domaine §! o elle est définie. La fonction symé-
. . ¥ ~
trisée u s'annule sur le bord de la boule D de méme volume que £

(symétrisée de ). Soit R le rayon de cette boule,

Au lieu de travailler avec des fonctions définies sur 1'inter-

valle [O,RJ, il sera commode de faire le changement de variable

o

~t

VEIC

qui nous fait étudier les fonctions définies sur 1'intervalle [0,+»[. oOn
, . * .
remarque alors que 1'application u - {§ définie par
n- 1
n n *

Py =n " o _, u(p)

est une isométrie de wrll([O’R]) sur Ln([0,+°°[:) car

ld *in _ R *' n n—I M fl n'
w [P =w ] T[T e de = [0 ()| de
D 0 0



- 59 -~

n-1 1
-t pn—l _— E— *
puisque - e dt =n = do et que Y'(t)dc =n w _qu "(p) dp.
: 1
. o n-1
Introduisons la constante a = o > avec an =n wn—l . Alors 1a
n
fonction Y vérifie : Y : LQ,+®[ - R.
i) J) =o0
ii) & est croissante
400
s . n
iii) [ 19" (£) |Tde < 1
J
0
+oo v
iv) J ORI N J ) 4o
0 2| Q
avec |Q] = mes(Q) et v = -2 (de sorte que LR 1.
n-1 V n

Le théoréme sera donc démontré si nous prouvons qu'il existe

une constante Co(n) indépendante de w telle que

+00

v
(*x) J eaw ()-t dt < C
0 (o]

pour tout a < I, 1l'estimée étant fausse si a > 1.

L'ingrédient de base de la preuve sera 1'inégalité de Holder

sous la forme : pour tout t] et t2 (t] < tZ)'

t Lot 1
H) B0 = J fyar ¢ (e,me)” (J @) an™ .

5 &

Nous en trouvons une premiére application dans le cas oii a < 1.
L'existence de la constante CO est pratiquement triviale dans ce cas. En

effet en appliquant 2  1'inégalité (Hn) pour t, =t et £, = 0, nous
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1

1
v n n . . - Gy
obtenons ﬂ(t) £t (J(ﬂ'(T)) dt)" , soit, d'aprés la propriété iii) de 1

1

gee) < ¢
Par suite si a < 1
e v M
(ot g [Cwe g L
0 Jo

Remarquons que toujours en utilisant (Hn) on peut montrer que

pour toute fonction ) vérifiant i), ii) et iii) les intégrales
400y

a t)-t
[T ear @t 4y
‘o

+oo
de 1'uniformité de C par rapport & V). En effet comme [ (ﬂ'(t))ndt< 00,
(0] jo

sont finies (la difficulté dans 1'estimée (¥¥) vient donc

pour tout € > 0, il existe te tel que

+00
J @' (eN™ de < €

€

Ecrivons (Hn) pour t] = ts et t2 = &

0 < P(e) + €M),

soit encore

< |-

P(e) t

Skﬁ(te)t Ve et

1

lim (t) t
t>+©

1]
(@]
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. Y
Par suite pour t assez grand afl(t) < %
40 v
[ eauﬁ(t) ty

‘o

t par exemple et les intégrales

t existent toujours.

. Cependant, pour a > 1, si nous posons ¢1(s) = min(s, 1), puils
o (t) =t ¢. (), alors ¢ vérifie i), ii) et iii), mais
t1 1 1 t1 t]

v

+ a¢t1(t) -t + at -t (a-1),
e dt 2 J e

0 t

qui tend vers 1'infini lorsque t, tend vers +»,

1

Dans la preuve du cas-limite a = 1, ces fonctions spéciales,
linéaires puis constantes, jouent un fale particulier. En effet, introdui-
sons (avec J. Moser) pour toute fonction Y wvérifiant i), ii) et iii) le
nombre 6¢ défini par

B - -(n~1) n_ -(n-1) n
1 Sw mix t P(e) = t@ ﬂ(t@) .

Nous remarquons alors que O < Sw < 1. (Nous avons vu que

JAY, -(n—-1)

J(t) < t] , d'ot wn(t) t < 1). De plus 6@ = 0 ne se prodult que

+OO
si = ¢t car sur [fﬂ,+w[, on doit avoir ( (@'(t)fht= 0, donc cons-
1 t
? ‘
tante et sur [O,tw}, 1'égalité dans 1'inégalité de Holder entraine que

est linéaire. La remarque cruciale (due & J. Moser) permettant de conclure

est qu'il est possible de borner 1'intégrale

+00

\
L - | o Ot g
n JO

en fonction de 6¢.

En effet, par définition de 6@’ pour tout ¢t dans [b,+ME,

v=1

0V () < (1-8,)
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de telle sorte que

wv(t)—t g ((1—6$)V—]—1)t < - (v—l)éw t

par concavité pour 1| € v £ 2 de la fonction x > (]—x)v—] sur BLI] ;
par suite
400 400
N -(v-1)68 pt
Ty = | el Ot J e 0 e - 1
n Jo 0 (v=1) 6@

Ainsi pour toute fonction ¢ vérifiant i), ii) et iii) et telle que

0 < 60 < 6@, 1'intégrale In($) est bornée par une constante ne dépendant que
de n et 60. On peut remarquer que O < 60 < 6@ peut s'interpréter comme le
fait que U est "assez loin" d'une fonction de la famille ¢,  pour

1

laquelle &, = O.
¢]

Pour terminer la preuve, il nous reste a montrer que toute
fonction Y vérifiant i), ii) et iii) telle que Gw < 50 est au contraire
suffisamment ''proche' de la fonction ¢t pour que 1'intégrale In(ﬂ) soit
uniformément bornée comme 1'est celle des fonctions ¢t .
Pour cela (toujours en suivant J. Moser) normalisons 1'étude

de 1'intégrale In(ﬂ) en posant

s = t@ t et o(s) = tg ﬂ(tws).

Nous obtenons

400 v
ta(d (s)-s)
e w ds

1. = tg J

que nous considérons comme une famille d'intégrales

0

+00

Vv
oy = *J RACHOEO R
n 0
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+o00 400

De plus 1 =8, =1 =8, = ¢p(1)" J (' (s))ds = [ ' (e))tde < 1,
1l ¢ o Jo

donc ¢ wvérifie i), ii) et iii). Enfin on a évidemment t. = 1.

¢

. . A ~
Montrons maintenant que les intégrales In(¢) sont bornées en
les découpant en intégrales sur plusieurs sous-intervalles de [O,+w[.
Nous allons d'abord montrer que sur [Q,l] ¢ ne peut &tre

beaucoup plus grande que la fonction ¢1(sur BL]], ¢](s) = §) au sens

suivant ''pour (une amélioration en dimension 2 voir annexe B)

Lemme 11.2.4. Pour tout s dans ELI], on a

1
n v

P(s) < s+ (2 68,) s .

¢

Preuve : Fixons un point s, dans BL]]. Par application de

s
. N o
1'inégalité de Holder (Hn) sur BLSO] a ¢(so) = J ¢'(s)ds et sur
1 0
[so,l] a o(1) - ¢(so) = J ¢'(s)ds, nous avons successivement
S
o

1 s 1

1, 1
d(s ) € (s (JO @' ()™ ds)”
Lo -
v n "
b1 =Gy € (-5 (| 0N ds) .
. O J

S
o

I1 en résulte, par isolement des intégrales

-

1
n I-n n 1-n ' n
¢(so) s, * (¢(1)—¢(so)) (l—so) < JO(¢ (s)) ds s 1.

Puisque ¢ est une fonction croissante, la fonction

'~->-q>(s)(d>(l))_l définie sur BLIJ prend ses valeurs dans BLI]. Considé~

rons alors les deux variables x = d)(s)((j)(]))_1 et y = s et la fonction
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fn définie sur le carré ouvert BL]] X ]O,l[ par

1 -
fn(x,y) = x° v L (l—x)n(l-y)] o

Nous sommes amenés a établir une relation entre les coordonnées

x et y des points tels que

£ (x,y) < (1—6¢)—1.

On a fn(x,y) > 1 (on le vérifie par exemple en faisant x >y
et x <y dans la définition de fn) et la valeur minimum est prise le
long de la diagonale y = x.

Supposons que 26¢ < 1. Alors (1—6(13)_1 est inférieur ou égal

1428 ,. Par suite

¢

Q7

si x € y, 1'estimée annoncée est démontrée.

si x >y, en posant x =y + (x-y), nous sommes conduits

étudier 1'ensemble des (x,y) tels que

eo14

X~y K~V 1
(1% —=) (1- =) "(1-y) € 1 + 26 .
y 7 =y v ¢
En remarquant que pour tout =z 2= O,
| +nz + 2" < (l+z)n et l-nz < l—z!n,

nous obtenons

d'ou
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En utilisant avec J. Moser le fait que la fonction

b (1+x) 9-1

3 », avec q x| est bornée sur [b,+w[ , on obtient une cons-

X+X

tante C ne dépendant que de q telle que pour z >0 et t 2 0

(%) (z+6)3 < 2% + cz97! tardy,

Nous avons al?rs sur 1l'intervalle ‘0,%ﬂ 4 1'aide du lemme

IT.2.4 et en posant (26¢)ﬁ-= £

< |-

6(s)” - s < (stes)’ - s

< s(sV leace-1)

. 1 . - 1 1
puisque v o+ ;-> 2 et (s,6¢) appartient & [Q’EJ x ]O,EJ.

En choisissant &, assez petit,on a :

¢

1
1.n-1

V
6(s)” - s < s((z) -1
Dans 1'intervalle E%,I-E[, en appliquant 1'inégalité de Schwarz
. 1
a ¢(s) - ¢()s = J (¢' (1) - ¢(1)T)dT, on obtient 1'estimde donnée par

S
J. Moser

1

o(s) e s + C](6¢(l—s))2

D'oli il suit, d'aprés (¥) et J. Moser

$(s)” - s < - ZT%:TY (1-s) ,

s . . 1 .
en utilisant de fagon essentielle le fait que v € 2, s 2 7 et, 8m assez petit.

Dans les intervalles autour de 1 les estimées données par

J. Moser s'appliquent

¢(s)v -5 g -(v—l)6¢s
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x 20

mais J

par app
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. . v & . 4
choisissant § assez petit, on utilise le fait que X e € e (pour

¢

pour conclure).

Sur 1'intervalle [l+€, +w[, par 1'inégalité de Holder (Hn),

1 +00 1

0(s) € (1) + (s=1)" (J @' (sNH" ds)™
1

+o0
(¢'(s))nds < 6¢ puisque d'aprés les définitions de ¢, de 6¢ et
1

lication de (Hn) sur [O,l] a ¢o(1) - ¢(0),

+00 1
J (@' (s ds €1 - f @' (sN"ds €1 - pONT =3, .
| Jo 9

Nous pouvons donc prendre, pour s > I,

1/n

6(s) € 1+ 8, (s=1) 'V

I1 suit que sur 1l'intervalle [l+€, +m[, on a

que de

1/n

09" = s < (148 (s-1)' V)V -

Or en utilisant (%) on obtient une constante C ne dépendant

n telle que

1 1 1

Rea=1)” 4 Sa(s—l))

Bia)” = 5 & i=g c(s; ;

1
) =
< ) Fgrogiptl,
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si on choisit 6¢ assez petit, En prenant s-1 > (4C)n §,, on obtient

¢

0(s) - s < - %{s—l) ,

ce qui termine la preuve ®

De 1l'estimée (2.2) du théoréme, on déduit la forme optimale

de (Dn) suivante que l'on pourra comparer au théoréme | de [CRI].

Proposition 11.2.5. 11 existe une constante Ml(n,Q) ne dépen-—

dant que de n et de { telle que pour toute fonction u appartenant a

WI(Q) on ait
n e ——

n
(2.6) j elvlag < M, (n,9) Blvall g
Q
pour toute constante B > Bn = (n—l)n_1 n—2n+1 w;ll
2.7. Cette proposition contient la formule (1.6). L'éElément nouveau

qu'elle introduit est la valeur critique Bn de B dans (Dn).

I1 existe entre cette constante Bn et la constante un de

1'estimée (2.2) une relation de dualité qui précise le lien entre (2.2) et

(2.6) et que nous allons donner maintenant. Pour cela posons (comme dans

la preuve du corollaire II.1.6) pour tout nombre réel an > 0,

Loslyn-

- n-1 n, _
(2.8) b = max (t ant ) = nna_

t=0

De méme si brl est une constante positive donnée, nous définissons a_ par

1

(2.9) a = max (t-b t™h E;J(*la n-l

t30 nbn
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Alors nous savons d'aprés la preuve du corollaire II.1.6 que si u appartient

~

01 . -1 . 5 . o
a wn(Q), la fonction w = uHVuIIL appartient & la boule unité de w;(Q)

n
pour la semi-norme | [] et que
, N
I
b llvulll e lwl™
[ el d g e ™ Ln J e ™ de
’Q Q

En appliquant le théoréme II.2.1 & 1'intégrale dans le membre
de droite nous obtenons (2.6) comme une conséquence de l'estimée (2.2) pour-
vu que an 'S an. Or d'aprés les définitions (2.8) ou (2.9) ci-dessus nous
avons entre a_ et bn la relation de dualité

(2.10) : a €0 <=>b_ 3B .
n n n n

Ce qui achéve la preuve de la proposition avec Ml(n,Q) > Cl(n) mes(Q), ol

C](n) est la constante dans le second membre de (2.2).

2.11. Pour les boules BR de Rn, on montre qu'il n'existe pas de
constante M, telle que 1'estimée (2.6) soit vérifiée si P < Bn. Une facon
de le voir est de considérer [bf CRI] 1la suite de fonctions (fm) dans

o) . .
W;(Br) ne dépendant en chaque point x que de la distance r de ce point

au centre de la boule et qui est définie par

~+R'\n n
fm = Log(—i———\j) , ou V = —m
m
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B/B

. n
sont respectivement de 1'ordre de m et m pour m assez grand, ce

qui suffit,

11.3. Estimées de Trudinger sun La sphere (ST,c)

A 1'aide de la symétrisation sphérique et de 1'invariance confor-

me de la semi~norme | \] , TDous pouvons étendre 3 la sphére standard
I

(Sn,c) le théoréme I1I1.2.1 en le théoréme suivant di a J. Moser pour n = 2.
I1 améliore [le, th.3J(en ce sens qu'il montre que la valeur optimale « n
S

. n .. P .
de 0o dans (Tn) est atteinte sur (S ,c)) ainsi que nos précédents résul-

tats dans [E.L].

Théoneme 11.3.1. Il existe une constante Cz(n) telle que,

: . N 1
pour toute fonction u appartenant a wn(sn) de moyenne nulle et
Hvul] £ 1, et pour toute constante o £ O on ait :
Ln T/
o
0t|u‘n_1
<
(3.2) J . e v, S C2(n) w
S
1
oi O _ =1 wn_l . La constante C,(n) ne dépend que de n et o est
— 40 n-1 2 — g0

la plus grande valeur pour laquelle une telle constante existe.

Avant de prouver ce théoréme, faisons les remarques suivantes

3.3. Remarques

1) La condition de normalisation de '"moyenne nulle" n'est pas
. . s n
invariante par changement conforme de métrique sur S . Nous 1'avons cepen-
dant retenue parce qu'elle permet 1'utilisation de la semi-norme

u > tu‘ = ||vull invariante conforme i la place de la norme || ||
n L

1,
T 1. n
On opére ainsi dans Wn(S ) dans des conditions similaires & celles que

1,n’

. P ol . n
nous avons rencontrées précédemment sur wn(Q), Q0 ouvert borné dans R .
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2) Le théoréme dit que la valeur critique o 5 de o sur
1 S

" n—-1
1

(Sn,c) est égale @ 0O =n W celle d'un ouvert borné de R d'aprés

n n-
le théoréme II.2.1.

3) Pour o £ o 0’ la preuve consistera & nous ramener au cas
des ouverts euclidiens envisagé dans le théoréme II.2.1. Nous avons tout

de méme trouvé intéressant de donner une preuve plus facile du cas a < a 5
S
basée sur le lemme suivant qui permet également de construire un contre-exem-

ple pour montrer que 1l'estimée (3.2) n'est plus vraie pour o > 0" Mais
[}
malheureusement ce lemme ne couvre pas le cas-limite crucial o = o _.

Sn

Lemme I1.3.4. Considérons T K' et K des nombres réels

positifs. Si X est une fonction réelle positive vérifiant

s e [l
(0] (o]

J x(t)dt = 1 et K' e < x(t) € e -

alors pour toute entier n > 2 et pour tout a < Ty il existe une cons-—

tante C ne dépendant que de K et TO telle que pour toute fonction

réelle 1) dérivable p.p. vérifiant

+00

i) J [P (£) |Pde <1

+00

ii) J Pe) x(&) =0

—00

on ait 1'estimée

n

—
o

400

(%) J x(t) e

-0

Une telle estimée n'existe pas pour T, < a,
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La preuve de ce lemme est plutdt technique : nous la donnerons

un peu plus loin. Voici comment le théoréme s'en déduit dans le cas o # o n
S

Preuve du théoréme II.3.1. Observons que si l'estimée (3.2)

est vrale pour une suite (um) de fonctions telles pour tout m que um==0 et

HVth[Ln = lumll,n ¢ 1 et qui converge dans w;(sn) vers u, elle 1l'est

pour la fonction limite u.

En effet on a )ul1 n € 1 4 cause de 1'équivalence des normes
b

1,

moyenne nulle et il résulte du §.0.6 du chapitre O que u = 0. De plus la

et ]i]] sur le sous-espace de Wl(Sn) formé des fonctions de
I,n n

’n b

. 1
suite (um) convergeant vers u dans Wn(Sn) converge dans Ln(Sn) vers

u. Elle contient donc une sous—-suite que nous notons encore (u ) qui
m

converge simplement vers u presque partout (p.p.) [RN, th. 3.12]. La suite
n

o IU lu—l
m' m )

converge donc simplement vers

des fonctions npositives |e
1 meN

n-1
a _|ul
gl
e p.p. Il suit du lemme de Fatou que

n n
n-1 . . n-l
j exp (a n]u‘ ) v, < lim 1an nexp(oc n’um‘ )vC S Cz(n)wn

00 S
Sn S m>+ g

Pour prouver le théoréme, il nous suffit donc de le faire sur
une partie dense de w;(sn). L'algébre FS" des fonctions réguliéres
sur S" est dense dans w;(sn).

Soit f wune fonction appartenant a Fs" et de support D.
La fonction f peut 8tre approchée en norme || Hl , Ppar une suite (fm)

b

. . n o o
de fonctions continues sur S, de classe C d 1'intérieur de leur support

[ee)

(Dm) contenu dans D dont le bord (SDm) est une sous-variété C de
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dimension n-1 et qui n'ont sur leur support qu'un nombre fini de points
critiques non dégénérés.
A chaque fonction fm nous pouvons associer sa symétrisée
S * T * . o =
sphérique fm définie sur Dm' Comme pour toute fonction borélienne réelle

G, nous avons

¥ *
J *(G o f)v_ = J{ (Go £ )v_ et que (fmll,n < If(I,n ,
D : D
m m
© B =% *
nous aurons, si f_ =0 et |f | <1, £ =0 et |f | £ 1 et
m m I,n m m* 1
o Lk
Oéif*;ln_] OL}f ll’l—

R L SsT

J n c A c

S S

i : g = 5 . *
Ainsi, si le théoréme est démontré pour chaque fonction fm’
il le sera pour la fonction fm dont elle est la symétrisée sphérique. Il
sera donc démontré par passage a4 la limite pour la fonction f = lim %n

|G ) il
(au sens de la topologie de Wn(S ) ).

I1 nous suffit donc de prouver le théoréme pour une fonction
1 .n - : e * ”
u dans Wn(S ) qui, comme une fonction symétrisee fm ne dépend que de la

distance au pdle Nord et est dérivable presque partout.

o i S T T
Nous considérons le plongement de la varieté B : S x ]- [

dans S"C R™R défini par

U =« (x,8) > (x cos 8, sin 8).
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. 1 . _
Pour toute fonction u dans Wn(Sn) qui ne dépend que de 9,

on a

’ul1 0 HVu”; = J IV(u o w)ln w*(vc)
? n B
/2
= [ v |£L'(u ) 1P)|n cosn_le de
J -1 C de
g™ ~1/2
et
/2
- _ [ “n-1 n-1
u = ar-} u v, = u(8) cos 6 do
n ‘gn nC_n/2

Opérons le changement de variables

L
P —_—
g, m - -1
e = tg(§-+ Z) avec p_ = (wn Yo
n-1
L'invariance conforme de la semi-norme [ ll L 5e traduit par
m/2 n n
du dt n-1
|Ul = ]]Vu][n =W F——| (=) cos 6 d6
l,n Ln n-1 Jo/2 dt d6
m/2 ap
_ du n .o n-1
=0, | ‘dt' (cose) cos 0 de
_T|'/2

+00

dujn
U)n J 'd?l dt.

—-Q0

Pour ne pas alourdir les notations, nous avons abusivement dési-
_ - . P n .
gné par la méme lettre u une fonction définie sur § dépendant de § ‘et
une fonction de la variable réelle t(6) introduite par notre changement

de variable !



A 1'aide des fonctions de ¢

on obtient

tandis qué 1'intégration de & contre la mesure Y (t)dt

400

J J(e) x(t)dt

OO
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définies par

P(t) = ‘*’2 u(9)
1 n
() = ( )
t
p_ ch—
n pn
400 o
d
ol o= vl = [ g7 e
n -_—C0

Par ailleurs, on a

et

[ x(t)dt
J

-00

B Bl-

donne
LT @, Ty
_ l=n n 2 4 -1
=P, W, ) C-—7T7;——79 cos 0)
/2 Bt
l—l m/2
= wz W, [ u(8) cos™ 16 d6 = w
T Jem)2
- 2] NN
t — It
-n P -1\n P
qa ¢ 0 < x(t) < (an ) e D
1 (T
-n 77 _
P (cos 6) d6
mJa eeg? G I
VA
T2
-1 n-1 -1
Wowo [ cos 0d0 = w J v, =

u(6)do
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Donc si u dérivable p.p. est de moyenne nulle et se trouve
dans la boule unité pour la semi-norme | |] , il existe, d'aprés le
n
b

lemme II.3.4 une constante CO dépendant de n telle que pour tout

-1 .
a<n pn , On ait

o
+oo n-1
[ x(t) eallﬁ(t)| dt < C ,
] o)
-—C0
cette estimée n'étant pas vraie pour a > n p—l.
n
-
e
1 Posons a = o w, et remplagons dans 1'intégrale & gauche
ﬂ pér wE u. Nous obtenons
400 I +T7/2 2
Ot|u|n_1 I-n a|u[n_] n—1
J e X dt = P J e cos 0 do
=00 ~m/2
o
=1 aluln—] n
= e v <€ C (=)
n n c P
S n
d'oti
L 1 1
aluln_l -1 n-1 n-1
e < C.(nw avec o < p w =nw = o
a 2 n n n-1 n-1 gh

S

Ceci termine la preuve du théoréme pour o # O , avec Cz(n) = Co(él)

S n
Pour a =0 _ = o (ce qui suit est en fait valide pour
S
o € 0 ). Nous allons modifier 1égérement nos précédentes notations pour

. S
adopter les suivantes.

Soit (r,8) un systéme de coordonnées géodésiques polaires
- ~ n-1 P
centré au pdle nord (0O < r < T et O €8 ). L'élément de volume v,

s'écrit alors
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v, = (sin r)n_] dr d6

Puisque la fonction u ne dépend que de r et a une moyenne
nulle, elle s'annule le long d'une (n-1)-sphére paralléle de s™. Soient
a la distance de cette sphére au pdle nord, M et M' 1les deux boules
de S" admettant cette sphére comme bord commun de rayon respectif a

et T-a. Nous avons alors

n n n
n-1 n-1 n-1
[l [ ol [ alul
e v e + ’
(& C J c
n v
S M M
et évidemment
e n
- 2 -1 2
( & ](du,du) v <1, ( ¢ (du,du)” v_ < 1.
JM c JM' Cc

. . n
Or, s1 nous notons (Ba,e) une boule euclidienne de R de

rayon a, nous obtenons

Y V
o_|ul a a_|u(r)|
n n . =
j e v, = wn—l j e (sin 1) dr
M 0
a \Y V
an|u(r)| N o_|ul
n-1 n
< wn-l J e r dr = J e v
0 B -
a
avec Vv = ——
n-1
Nous allons montrer que 1'intégrale étendue a Ba est bornée.
Par 1'invariance conforme de la semi-norme | I] o’ hous avons
2
n n
- -1 2 -1 2
lul = J e (du,du)” v_ < [ ¢ (du,du)” v = g 1.
l,n,Ba B 2 (¢ Iy ’ I lI,n,M
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(En effet faisons le changement de variable p = Ztg-g . Nous obtenons

n
-1 2 a n ., . n-1
1 | ¢ (@u,du)” v = Wy Iu (r)l (sin ) dr
‘M ¢ Jo
2tg %
- ' n n-l
W J lu' ()" o dp
0
n
a h
_.1 —
=W J lu' (@) " 0" dp = j e 1(du,du)2 v ;
n~1 e
0 B
a
. vn . n—1 y(n n-1 2.-1 a
puisque lur‘ sin r = ‘u | p (1+p) et que 2tg 7.> a).

Comme u est nulle au bord de Ba’ il suit du théoréme I1I1.2.1

qu'il existe une constante Cl(n) telle que

_n_
oo fu|™
1

l e Ve < C](m) mes(Ba).

Par suite
n

an]uln—
[ ne v, £ Cl(n)(mes(Ba) + mes(Bﬁ_a))

S n

< = ——
2C1(n) mes(BW) ZC] T Yy

et le théoréme est ainsi démontré dans le cas o = 0= an avec

Cz(n) > 2C. (n) gl—‘, ce qui en achéve la preuve B

Preuve du lemme I1.3.4., Pour a < TO, le lemme est assez immédiat.

Ecrivons en effet

X

P(x) - P(y) = f l9r(e)|™
'y

1 1

- — | ——

i.e. - Jx=y| "< &) - )< [x-yl

L
n
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En multipliant les trois membres de cette double inégalité

par la fonction poids X(y) et en intégrant par rapport 4 vy, on a

+00 1

1
W) | < J lx=y| " x(y)dy

—00

soit, en appliquant 1'inégalité (Hn) a 1'intégrale a droite

+00 n=1 n 1 +00 1 1

Jt -
10(x) | < {J [x-ylxy)) * 17 ayr ™ {J ™™ ayi®

(e o]

Compte tenu des propriétés de Y, cette inégalité donne

400 El. 400 n—-1
[0 | < ([ %=y | x(¥) dy) S (|X| + J lyIx () dy) B
—co —0
et
v n
[0(x) | < x| + M, avec vV = —
o) n-1
ot MO est une constante positive ne dépendant que de K et T .
o
Par suite
n
+00 = 400
-1 [ a(lx|+My)
a X dx < X) e
J X(x) e 06| ) i
-—C0 -0
TOM +°  (a-T )lx!
< Ke o J e g dx < Co
-0
oi C dépendant de Mo’ a étant strictement inférieur a TO.
o

Pour a > T , il nous suffit comme dans la preuve du théoréme
)

IT.2.1 d'exhiber une famille 3 un paramétre (ﬁk) de fonctions vérifiant
400 v
ea\ﬂx(X)l

=00

x(x)dx n'est pas unifor-

i) et ii) pour laquelle 1'intégrale J
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mément majorée par rapport & A . En fait 1'intégrale (¥%) du lemme existe

. * . . . . .. N . .
toujours ) quel que soit a, la difficulté tient ici encore a4 1'uniformité

de CO par rapport & ). Pour cela nous allons considérer une fonction 1
linéaire puis constante, et construire sur le modéle de Y la famille (ﬁk)
de maniére que le support de chaque fonction ﬂx s'8tale lorsque A augmente.
La borne inférieure de X assure alors la non convergence uniforme de 1'in-

tégrale considérée,

"
Appelons ¢l la fonction impaire telle que
2

(*) Pour chaque fonction Y vérifiant les hypothéses i) et ii) du lemme
0

v
1"intégrale J ealw(x)l X{x)dx est finie quel que soit a (Le cas a < O
[e o]

est trivial). En effet il résulte de la convergence de 1'intégrale,
+-00

n . . .
{ lﬂ'(t)l dt, qu'il existe, pour tout € > 0, une constante positive
-0

Ml(e) = M, telle que

1

j 10" (e |™ de < e
X1>M,

D'aprés 1'inégalité de Holder (Hn)’ nous obtenons pour tout x, |x| > M,

1
06| < 10w+ (e DY 0
1

I1 suit que |$(x)| |x| v tend vers O quand |x‘ tend vers 1l'infini

donc il existe une constante M2 telle que |x| > M2 implique
v T
l@(x)‘ < E%—lxl par exemple, d'oli
400 n 0
n-1 o1
x(x) exp(a|y(x)| )dx < X(x) exp(ald(x)|" Hdx +

X|€M2

T
+ K J exp (- :§-|x|)dx < 4o,
X
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v ;
¢](x) = mln(x,%), pour x > O.
2
) "
Considérons la famille de fonctions ¢A telles que

n+1

o =2 6D,

2
. . . r\’ - 3 . .
avec A nombre réel positif assez grand. Les fonctions ¢K vérifient i) et

ii) comme on peut le vérifier facilement. Cependant

n+1

N V
ald, (x| o "V xo v
J e & ¥ (x)dx = ZJ X (x) exp(al B |¢1(79‘ )dx
. g 7
+00 n;l i . v
= 2\ J X (Av) exp(al (¢](v)) Ydv
& 7
n+1
" Y
> 2\ J x(\v) exp(ak '(7) Ydv
’ ntl
K' AT v A
> 2 ¥—-exp(a'(§- )y - To . 3
o
1+ 2
K' Ay  n-1 _ A
> 2 T— exp TO((i) 7)
o
=T X
puisque K' e ° < ¥(x) et que a > T

Le membre de droite de la derniére inégalité qugmente arbitrairement avec
A et 1l'intégrale a gauche ne peut donc pas étre majorée uniformément par
rapport & )\ ®

Comme conséquence du théoréme II.3.1 on a le corollaire suivant
qui donne la valeur optimale de R dans 1'estimée (Dn) sur la sghira

(Sn,c) :
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Conollaine 11.3.5. (comparer avec [CR], th.2])

11 existe deux constantes @ 0 et Mz(n) ne dépendant que de

S
. 1
n telles que pour toute fonction u dans wn(sn) et pour tout B 3 B 0
S
on ait
u n -1

S .

(3.6) Jne v, € My(n) exp(B”VuHLn +w HuHL])

S

Pour le voir, il suffit encore une fois d'appliquer le théoréme

I1.3.1 & la fonction w définie par

u=u+ wHVuHL

n
A
. n—1 -1 .. e
En faisant t = |w] HVU”I‘ dans les inégalités
n
0 tg a t"+ Db o a et b sont deux constantes définies par (2.8)
n n n n
et (2.9), on obtient
_n_
- -1 iy
I I S Y e R (L[
n n
qui implique n
n-1
[l . P
. el v, S exp(|u!+anVu||Ln)J ne V.-
S S

. 1
Comme w est dans la boule unité de wn(sn) et a une moyenne

nulle, il suit du théoréme II1.3.1 que

u - n -1
J ne v, < Cz(n)wn exp(!u|+anV[“%3 g Cz(n)wn exp(mn |

ull, b fwl®)
S 1

n

pourvu que a_ € 0 _, ce qui &quivaut & b_ > B . Il suffit alors de poser
n st n n
M(n) > C (mw et B _ =8 = (n-D" 1272 7 fes constantes o
2 2 n Sn n n-1 Sn
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et B n sont ainsi liées par les relations de dualité (2.8) et (2.9).
I1 suit de (3.6) que 1l'estimée du corollaire se réduit &

Bl|vull?
J . e v, < Mz(n) e Ln ,

S

\vg

lorsque la fonction u est de moyenne nulle. La plus petite constante

B . est donc atteinte dans ce cas.
5

3.7. D'une fagon générale sur une variété compacte (M,g) les

estimées de Trudinger (Tn) et (D ) sont valides ; il existe donc des
n

constantes c¢,m, & et B telles qu'on ait pour toute fonction w de

‘s 1 .
moyenne nulle dans la boule unité de Wn(M) pour la semi-norme | [] n

n

n-1
(3.8) J L R
M g

. 1
et pour toute fonction u dans wn(M)

(3.9) j v <m exp(BllVgulF' R HVu,]L )
M 8 L vl 1

On démontre que les meilleures constantes aM et BM dans (3.8) et (3.9)
sont respectivement strictement majorées et minorées par S et Bn. Préci-

sément, on a

Theoneme 11.3.10. [cri1]

1. En dimension n = 2, il existe une constante m telle que,

. 1 .
pour toute fonction u dans wz(M), on ait

u g 112 1
( e v < mexp(B,|[VBul[l + — [[Vul[ )
Jm g 2 Ly  wm| L
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2. En dimension n > 3, il existe des constantes ¢ et Oy < o

. « s 1
telles que pour toute fonction u appartenant 4 la boule unité de wn(M),

on ait n

De méme il existe une constante m telle que pour toute fonction

) .
u dans wn(M) et toute constante f > Bn, on ait

n
u 1
e’ v_ < mexpBl|Vull, + — || ).
JM & Ly I ‘Ll
3.11. Dans certains sous—-ensembles de w;(sn), on peuf améliorer 1a

consténte opitmale pour laquelle 1'estimée (3.2) du théoréme II.3.1 est véri-
fiée. La proposition suivante va nous en donner un premier exemple. Mais
auparavant, soit T la symétrie antipodale sur (Sn,c) (t(x) = =x). On
définit 1'espace projectif RP" de dimension n en faisant agir sur s"

le groupe G = {id,T} , oli 1Id est 1'application identique, la projection
canonique p : s® » s"/G = RP"  &tant un revétement régulier 3 deux feuillets.
C'est donc une variété compacte de classe c ; la métrique standard sur

RP" est celle dont 1'image réciproque par p est la métrique standard de

s". (nous la noterons go). L'espace projectif standard (ou canonique)

W

n , . . s
—-. Toute fonction réguliére

n ~
est (RP ,go) et son volume vaut par conséquent 5

n n . - . v
u sur RP se remonte sur S en une fonction réguliére u = u o p.

Du théoréme II.3.1, nous déduisons alors la

Proposition 11.3.12. 11 existe une constante CB(n) ne dépendant

que de la dimension telle que pour toute fonction &, antipodalement symé-
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‘ "\
trique (&(x) = u(-x)), de moyenne nulle sur s et appartenant 3 la boule

unité de W](Sn), et pour tout o < a'_ = Zl/n—l o _, on ait
———  n e n n? =<2
S S
-
oclu\n—]
J e < C3(n)w .
n

. v . P n .
Preuve : Soit u est une fonction définie sur RP~ qui appar-
. < . 1 n . N - . .
tient 8 la boule unité de wn(RP ). Soit u =u o p la fonction qui remonte
u sur S". Le rev@tement p é&tant 4 deux feuillets, si u est dans la
.- 1 n . &5
boule unité de Wn(RP ) pour la semi-norme u > \ul] n = HV ulk alors
b
n

u est dans la boule homothétique de la boule unité de W;(Sn) (pour la méme

/n

semi-norme) dans 1'homothdtie de rapport 2] puisque
n n
¢, d)” = ((p7g)  @u o p, du o p))?
n
(g (du,du) o p)2
n

(p*(g_](du,du))2

et que par suite

n n

u -1 v A - 7
iu]n J c ](du,du)zv = J (p¥g 1(du,du))zv
gn c gt c

1,n,S"

n

= J (p*g 1(du,du))2p¥(v )
n gO
S
o
- 2J g (du,dw)’v = 2|
n 8o l,n,fRPn
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L. *
car v est défini par p (v. ) = v .
o & ¢

De plus

Si donc u est de moyenne nulle dans la boule unité de

W;(RPn,go), 2 B & est de moyenne nulle dans la boule unité de W;(Sn,c).

I1 suit de 1'identité

n

— 1

1

n-1 —_— -

ZJ ealul vg = J exp(zn—] af2 n g‘n—l)v
RP" ° gt

\J

que les constantes o' pour lesquelles les intégrales de la forme

1 n 1

"1 vin-1 - n—1 . < . -
[ exp(u'IZ ul )vC sont bornées sont 2 fois supérieures 4 celles
J

Sn

pour lesquelles les intégrales dans le membre de gauche sont bornées. Or il
suit du théoréme (IT.3.10) que « <0 _, n > 3. Donc pour toute fonction 3
n n

RP S |
antipodalement symétrique de moyenne nulle dans la boule unité de wn(sn,c),
2 1
Ny =1 —_
[ eu\u‘ v & 2 e (n)w  si o< 2n—1 a = o
d 2 n

Sn S S

. . o -1
Cecl &tablit la proposition avec c3(n) z 2 Cz(n) |

La proposition II1.3.12 est dans J. Moser [MRZ] pour n = 2

et dans ce cas a € u'z . Elle admet le corollaire suivant
S
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Proposition 11.3.13. Il existe une constante M3(n) ‘ne dépen-

. 1 .
dant que de n telle que pour toute fonction u dans Wn(Sn,c) antipoda-

o . 1 .
lement symétrique et tout B > §~B L on ait
S

BlTu P+t {lul|
(3.14) J e v, < M3(n) e Lp n Ly .
n

S

Si en plus u est de moyenne nulle, alors

Bl Vullf
(3.15) ( el v < M (n) e Ln
J Cc 3

Sn

. . P 1,.n
Preuve. Si u est antipodalement symétriquement dans wn(s Y,

la fonction w dans la boule unité de W;(Sn,c) définie par

u= o+ ul|vall

est antipodalement symétrique et de moyenne nulle. L'estimée (3.14) suit
alors de la proposition II.3.12 & 1'aide des techniques suivant le

corollaire II.3.5.

Pour montrer que R >

D'aprés 1la relation de dualité (2.9) la constante {3 de (3.14) est alors

supérieure ou égale a B'n ot
S

8" = max(e™ -0t ™) = Loy
S £20 S Y
S
1 n-1 ol
n | 2 'no 2 n
E:T Sn S
n 2 o
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L'estimée (3.15) est alors une conséquence &vidente de (3.14)

d'aprés (3.6).8

3.16. Remarque.

1. Notons VE (avec Vp = Vﬁ) 1'espace des harmoniques sphé-
riques d'ordre p 2 O sur (Sn,c) (c'est-3~dire 1'espace des fonctions
propres de A  assocides 3 la piéme valeur propre Ap = p(n+p-1)). Il est

n . . .
connu que pour p 3 2, Vp est un espace vectoriel de dimention

3 n
(n+p) _ ( n+p—2) (soit n+p—2)(n;?—3...(n+l) (n+2p—]))[B-G—MJ ou Emi] :
p p-2 '

. . . n . N

en particulier dim Vp = 2p+1. L'espace V1 est isomorphe & 1'espace vec~
. . e .. n+l . . . .

toriel des fonctions linéaires sur R (11 est formé des restrictions de

: . S ! . n -
ces fonctions & S) et donc dim v, = n+l tandis que VO est formé des

constantes.

2. En dimension n = 2, nous avons montré& dans [EZ] que la

constante O 5 = 4n de J. Moser reste inchangée lorsqu'on considére, au
S
lieu des fonctions de moyenne nulle c'est-d-dire L2—orthogona1es i 1'espace

VO des harmoniques sphériques d'ordre zéro, les fonctions de la boule unité

L
-orthogonales & la somme directe ® V_ des espaces Vp des

p=0

1. .2
de WZ(S ) L2

harmoniques sphériques d'ordre p < R, % entier positif. Cependant T. Aubin
a récemment prouvé [AN4, cor. ZJ qu'on peut diminuer la constante optimale du
corollaire II.3.5 & 1'aide d'un autre ensemble de fonctions L2—orthogona1es

O 1 ~ o . .
a Vl' Ce sont ses résultats que nous voulons utiliser dans la section qui

suit.
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11.4. Amelioration de o et BH sun (Sn,c) pour certaines . yonctions

Lz-onihogonakeé aux harmondiques sphériques.

4.1, Déginition. Nous dirons qu'une fonction u dans W;(Sn,c)
est "exponentiellement' Lz—orthogonale a une fonction €& dans L2(Sn,c)
si
(4.2) J ge’v =o0.

n

Remarquons que 1'intégrale & gauche de (4.2) a toujours un sens
g P 1,0 u ; 5 n
puisque, u étant dans wn(s ), e appartient a Lq(S ) pour tout gq,

1 € q < 4+,

4.3. Déginition. Un sous—espace vectoriel de dimension k

de 1'espace des fonctions sur une variété M est dit admissible s'il admet

une base (&.). | | pour laquelle Ek Eil > 0 en tout point de M.
§ B0

i’i= 1
. n ; o
Soit Vp 1'espace des harmoniques spéhriques d'ordre p sur
n . o : : < n ;
S . C'est évidemment un espace admissible de dimension dim Vp. Mais encore

nous avons

n .
Lemme 11.4.4. Pour tout p > I, Vp contient un sous-espace

admissible de dimension n+l.

Preuve : Pour p = |, ce sous—espace est évidemment VT lui
méme, formé des premiéres harmoniques spéhriques.

Supposons p 2 2. A tout point m de Sn, associons la fonction
zonale &m d'ordre p (de norme L2 égale a 1) par rapport au sous-groupe
d'isotropie de m. Il est connu que (cf. [B.G.M., p.l6SJ ne dépend que de la

distance au point m. Une telle fonction est unique car elle est dans VE

et solution de 1'équation
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A&m = p(p+n-1Y_
nous déduisons que si @m(x) = ¢(d(m,x))

2
99, (a-1)

dr

©

cos r 29

sin r dr * plp+n=1)¢ = 0

o

m

avec les deux conditions ¢'(0) = 0 et J ¢2(r)dr =1,
0

Soit (mo,...,m ) une suite de n+l1 points distincts de s"
n
. ' = . . n n+1 e
Considérons 1'épplication Y de S dans R définie par
My e,
l'Um s o es, ) = (gm (x),...,@% ).
o n s) n
Alors on peut choisir les points (mo,...,mn) de telle sorte qu'en tout

. n .
point x de S, on ait

1 mn(X) # (0,...,0).

mseees

n
En effet supposons que nous ayons en X, de S

Lpm s e, (Xo) = (0,...,0),
o n

autrement dit les (n+!) fonctions zonales ﬂm ,...,Wm sont nulles en
o n
X . Comme elles sont solutions des &quations
2
a°p di
m. cos r m;
(¥) 5 + (a-1) + A 9 =0

sin r dr m.
dr P 1

avec ¢m (mi) = 0, il suit du théoréme de Sturm-Liouville que
i

d(xo,mi) = oy (i =1,...,p) est égale & 1'un des zéros des solutions de

1'équation (¥).
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Si on fixe LI les sous-variétés

n-1’
Sm (ai) = {x e s" [ d(mj,x) = ui} (j =0,...,n-1) sont fixées. L'ensemble
i
N Sm (ui) est de codimension au moins deux. Il est possible de choisir
h]
m de telle sorte que d(mn, n Sm (ai) soit différente de chacune des
i
valeurs a., ce qui assure qu'au moins une fonction " (XO) #0.8
i

Moyennant ce lemme nous allons voir que dans un sous-ensemble

E de W;(Sn) N ker [ - formé des fonctions exponentiellement L, -orthogo-

tig 2
- . n L
nales a une partie de V les constantes o 0 et B n du théoreme
¥ S S
IT1.3.1 et du corollaire II.3.5 peuvent €tre améliorées. Précisément, on a

Théoneme 11.4.5. I1 existe une constante M4 ne dépendant que

de n et une suite de (n+1) harmoniques sphériques (EE) appartenant a

n n ; <
une base de V sur S telles que pour toute fonction u appartenant a

P ’ _ = -P
wn(s ) N Ker J ) et exponentiellement L2 orthogonale a (gi)i=l,...,n+]’
S
Bn
et pour tout £ > - on ait
n
. Bal "
(4.6) e v <M e n
Jgh c 4

Ce théoréme résulte d'une part du lemme précédent et de la

proposition suivante.

Proposition 11.4.7. [AN4, th. 6]. Soient une variété compacte

M,g) et (f.) une famille finie de fonctions réguliéres qui changent

1L

de signe sur M telle que Zlfi] > 0.
I

Il existe une constante m(n) telle que pour toute constante

B
B > 7;» et toute fonction u dans WL(M) N Ker J exponentiellement
M
Lz-orthogonale a (fi)I’ on ait .
B7all;
n

J e v < m(n) e
M g
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Preuve du théoréme I1I1.4.5. D'aprés le lemme II.4.4, 1'espace

n . . . , .
Vp contient un sous—espace admissible V de dimension n+l. Soit

n+l
(EP). une base admissible de V. Alors Z IEPI > 0 et chaque
i7i=t,...,n+l i 1
gz change de signe sur s™.
Le théoréme suit alors de la proposition II.4.7 en prenant
= (&P .
EDr = Gy, 4

Comme conséquence de ce théoréme nous pouvons observer que si

1'intégrale
n

J Ocluln—]
e v
n

S

C

. - . . = 1
est uniformément majorée pour u appartenant a wn(sn) N Ker J 0 et
S

exponentiellement L, —orthogonale & un sous—espace admissible de VE, la

1

. n-1
meilleure constante O est alors d'n =2

S S

2

4.8. Le lemme II.4.4 nous permet aussi d'énoncer le théoréme suivant

dont nous aurons ultérieurement besoin pour 1'étude du plongement de

1, n 2n n
WZ(S ) ~dans L — (sH.

Soient Vv et g deux nombres réels positifs tels que

1 1 1
—_— 4 — — et
A% q n

-1 E q q n T'(n+1)
(4.9) A(n,q) = &= n (=)
n-q 4 ZopTn+l - Byw
q q n-]

)

la constante introduite par T. Aubin [ANB, p. 5747 (voir aussi [ﬁl, P 3531.

Théondme 111.4.10. Soit (ED), une base admissible
—_— —_— 171i=1,,..,n+l

. n . .
d'un sous~espace admissible de Vp . Alors pour tout € > 0, il existe

une constante m(e) > 0 telle que quelle soit la fonction u dans wé(sn)
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et ayant la puissance V'™ 4e sa valeur absolue Lz—orthogonale a
(&P) | on ait, pour toute constante A > 2-l/n A(n,q) + ¢
i‘i=1,...,n+l 2 ’
q . A4 q q
lall® < a%jal| + me)lu)/d
v q q
Preuve : Pour p = 1, ce théoréme est le méme que le théoréme 2

de [AN4]. Pour p > 2 la preuve est la méme que celle de ce dernier.

4.11. Remarque. L'introduction des sous-espaces admissibles de

V; et le lemme II.4.4 qui montre que pour les espaces  harmoniques
sphériqueé d'ordre p > 2 il existe des sous-espaces propres admissibles
ont permis d'énoncer les théorémes II.4.5 et II.4.10. Cette remarque ainsi
que les diverses estimées obtenues dans ce chapitre vont nous &tre trés

utiles lorsqu'il s'agira de décrire 1'image de 1'application courbure

, n . .
scalaire sur S au chapitre sulvant.
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CHAPITRE I11

INSTABILITE A LA LINEARISATION DE L'APPLICATION COURBURE
SCALATRE EN PRESENCE DE L'ACTION DU GROUPE CONFORME

I11.1. Résultats connus et motlvations :

. Linéarisation de 1'application courbure scalaire F

. Fonctions courbures scalaires sur (M,g)

111.2. Le groupe congorme de (M,g) et son alglbre de Lie.

Le cas de fLa sphere standarnd (Sn,c).

. Métriques difféoconformes et conformes sur (M,g)
. L'algébre de Lie I(M,g) du groupe conforme C(M,g)

. L'algébre de Lie du groupe conforme de (Sn,c)

111.3. Une condition d'intégrabilité de F(g) = E en présence de £'action

de C(M,g) 4ur Les espaces des métrniques et des fonctions négulieres

sun M.
. Opérateur différentiel courbure scalaire Fn dans une classe
conforme,
. Action de C(M,g) dans la classe conforme de g.
. Relation de compatibilité : la condition (N).

. Fonctions interdites par la condition (N) : nouveaux exemples .

I11.4. Descndption de £'image de F dans La classe conforme de La métrique

standand ¢ de s”.
. Orbite d'une métrique sous 1'action de C(M,g) : le cas de ¢
pour le groupe C(Sn,c)-
. Image de F2 pour la sphére (Sz,c).

. Les harmoniques sphériques et Im FZ'
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I1T1.71. Reésultats connus et motlvations.

TR Soit (M,g) wune variété riemannienne, compacte, connexe, c”

sans bord, de dimension n. Nous considérons deux variétés différentielles
de fonctions définies sur (M,g) : une variété "'source'" S et une variété
"but" B. Nous désignons par F une application de S dans B et, en un

point s appartenant & S, nous posons
F(s) = K.

Deux types de questions peuvent alors se poser.

Le premier, de nature globale, consiste a décrire 1'image de
F, soit Im F, dans B.

Le second, de nature moins globale, consiste & décrire, connais-—
sant un élément KO dans Im F, la "fibre" F_](Ko) de F au-dessus de

Ko' Son étude se raméne en général a celle de la stabilité a la linéarisa-

tion de 1'application F en un point s de la "fibre'. Pour rappeler

cette notion, désignons par S.F)(so) la valeur en s, de la dérivée de

F suivant le vecteur S de 1'espace tangent en S a S. Par définition

on a

d
($.F)(s ) = =—F(s_+t S)
o dt o) £=0
F(s +tS) - F(s )
. o 0
= lim 5 3
>0

oi S désigne un vecteur tangent & une courbe t - s(t) dans S, telle

que s(0) = s, et qui est une solution de 1'équation

(1:2) F(s) = KO .
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L'application S~ (S.F)(so), tangente 4 F, définie sur 1'espace

tangent T S en S, a S sera notée TF(SO).
s —_—
0

La linéarisation (au ler ordre) en s, de 1'équation (1.2)

est 1'équation définie sur TS S par
o

(1.3) (S.F)(s ) =0
O

On dit qu'il a stabilité 3 la linéarisation de F en s lorsque pour
q y o q

toute fonction S dans 1'espace tangent TS S (que 1'on identifie & S
O

lorsque celui-ci a une structure d'espace vectoriel) solution de 1'é&qua-

tion linéarisée (1.3) il existe une courbe s(t) solution de (1.2) qui

vérifie simultanément

ii—s(t) =S et s(0) =5 .
o

dt t=0

Dans le cas contraire, on dit qu'il y a instabilité 3 la

linéarisation de 1'équation F(s) = KO en s _.

Si S et B sont des espaces de Banach, les théorémes des
fonctions implicites dont nous donnons un énoncé ci-dessous permettent de
lier les deux types de questioné ! tout enkpermettant une description locale
de 1'image, ils fournissent des critéres d'instabilité & la linéarisation

de 1'application F,

Proposition 111.1.4. (voir par exemple [F.M].

Soient § et B deux espaces de Banach et F une application

dérivable de S dans B. Soit (sO,KO = F(so)) un point du graphe de F.

Si la dérivée de F en s est surjective et son noyaux est un
)

facteur direct de TS B , F est stable a3 la linéarisation en S,
(o}
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Des exemples d'instabilité a la linéarisation apparaissent
souvent en physique et en mécanique théoriques (&tude des bifurcations).
C'est cependant un exemple issu de la géométrie riemannienne qui nous

intéresse dans le cadre de ce travail.

a5 Exemple : La Lintarisation de £'application courbure scalaire.

Désignons par SiM 1'espace des 2-tenseurs métriques g de
la variété M et par Rg le champ de 4 tenseurs, courbure de Riemann
de (M,g).

Les coefficients de R dans un systéme de coordonnées locales
sont notés Rijkl. Si (T?j) désignent les coefficients (symboles de

Christoffel) de la connexion métrique associée 3 g, la courbure scalaire

u de (M,g) est la fonction réelle définie par

Y Vi
_ ik i ie %k h.m _ _h .m
(1.6) ug g g gmj [axk Bxp” + (Fithg Tig, rih):l

ou on a utilisé la convention d'Einstein de sommation par rapport aux indices

répétés).
Comme
Jg .
o l_gms( ot _ %839 Sng)
l 2 BxR x> Bxl
on obtient
2 2 2
S B 1 3 ms(a 8sp, O Bgk .\ e OBy
g 2 mJ Bxlaxk Bxlaxl BXQBXS 8x88xk
L kg (agms B ag"> B e
& Bxk ifs BXQ iks” ®mj
4 jk 1% (Fh Mmoo Fh o )
8ni‘'ik 'he ~ "if ih
« 3 m
ou FiQs B gmsFiR
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I1 suit
2 2 2 A
1 3k iR ngz T AY) o
38 &8 CrxTTI It gx )t
& 3% Ox 9% 9x 3% 9x x’x

i.e.

2 2

3 3

_ ik if ¢ 839 81k o
(1.7 u :gJ g (iJk_ iJ SL)+FOLF
g 9%~ 0x ax~ 0x

oli le terme Tafu ne contient que des dérivées d'ordre <€ 1 des coefficients

de la métrique g. L'application g+ F(g) = ug est ainsi un opérateur diffé-
rentiel quasi-linaire avec des termes quadradiques en les dérivées premiéres

de g. Nous l'appelons dans la suite application courbure scalaire.

1.8. Remasrques.

1. Il existe dans la littérature d'autres définitions plus
géométriques de la courbure scalaire ug. A titre d'exemple citons celle
donnée par J. Lelong-Ferraud [L—F].

S{ m est un point de M et Bf(m) La boule de centre m et
de hayon r de (M,g), alors La courbure scalaire de M pour La métrique

g est La fonction u dont La vafewr en m et donnée par

2
r 2
Ve) (i- m) Ug(m) + 0(1' )

v - (
J
BE (m) BS(0)
r T
ol Bi(O) est La boule euclidienne de R™ de centre 0 et de rayon r.
Cette définition montre que la courbure scalaire en m, mesure
la déviation au ler ordre du volume de la boule riemannienne Bf(m) par

rapport d celui de la boule euclidienne Bi(O). La définition que nous

avons retenue est celle qui s'adapte le mieux au probléme que nous étudions.
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2. Notons rg le (0,2)-tenseur de courbure de Ricci, i.e. le
tenseur dont la composante rjk est la trace ng Rijkl du tenseur de cour-

bure de Riemann. Alors une autre fagon de lire (1.6) est de dire que u

D

est la trace de rg par rapport a4 g :

jk
u =tr (r ) = r.
g g g & ik’

~

ol trg signifie la trace par rapport a g.

1.9. Soit g wune métrique fixée. Il n'est pas difficile de montrer
[}.E., (5.3)], que la dérivée h.F de F suivant le champ de 2-tenseurs

symétriques h appartenant 3 Tg 3+M prend en g la valeur
(1.10)  (h.£)(g) = Ag(trgh) + 6868 n - (Byr)

Dans cette formule (h,rg) est le produit scalaire ponctuel

g g hilrjk des tenseurs h et rg ; AB st le laplacien opérant sur

les fonctions de (M,g). Il est défini par

7Bf = §8af = - aiv®(v®f)

En coordonnées locales, il s'écrit, d'aprés 0.3

A8F = - S S ) _EI(J det gij glJ jﬁ%).
/Egg—gzg— i, 9ox ax
Son symbole principal est donc
.. 2
ij 9'f
o) == ] &g 74—
ij ox 9%

qui est une forme quadratique non dégénérée.
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Le laplacien est donc un opérateur différentiel elliptique du se-
cond ordre. 11 est positif et formellement auto-adjoint. La variété (M,g)
étant compacte, le sepctre (i.e. 1l'ensemble des valeurs propres) de A&
est discret , infini, et formé de nombres réels non négatifs. Loisqu'il
n'y aura pas de risque de confusion nous écrirons A au lieu de A8,

Pour une étude détaillée du laplacien des fonctions sur M, on peut se

référer par exemple 3 [B.G.M.].

De ces propriétés du laplacien et de celles de la codifféren-

tielle 6%, il résulte

;
)
_ Ch AB 8 _ .
(h.F)(g) £ vg J (tlgh A°Pf + §Ph(df) f(h,rg))vg

J
M M

Pour g fixée, h+ (h.F)(g) est un opérateur différentiel

sur Tg S+M dont nous notons 1'adjoint formel (TF)¥(g). I1 suit alors

(<<TF)*<g><f),h>vg

, J (g*h..08F + h.8"8(df) - £(r ,h))v
I M ij g g

J ((gpPf + 87 8(af) - fr).hv,
M

d'ol la fermule classique

(TF) " (g) (£) = g ABf + &' B(af) - fr)

1

. .. *
qui s'écrit encore, en remarqueant que, & °(df) = §-L . g = Hess f,

Vof
* g
(TF) (g)(f) = g A°f + Hess f—frg,

oi Hess f est le hessien de f (i.e. la double dérivée covariante de f),
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¥ G 2
L'opérateur composé TF(g) o (TF(g)) est elliptique et a méme noyau que
* s * > . < -
(TF(g)) . Or on montre que si (TF(g)) a un noyau non réduit a zéro,
alors F(g) est une constante non négative k qui est reliée & une valeur

propre A du laplacien nE par k = (n-1)A. Il en résulte alors la

Proposition 11.1.11. [BN1, prop. VIII.8].

L'application courbure scalaire F est une submersion en la

métrique g ii F(g) est différente d'une constante k = A(n-1), A étant

une valeur propre non nulle du laplacien S,

Cela signifie qu'au voisinage de toute métrique g, ol

EéT F(go) n'appartient pas au spectre de Ag, il y a stabilité a la linéa-

risation de 1'équation F(g) = F(go).
Remarquons que la sphére (Sn,c) échappe & cette proposition
puisque précisément F(c) = n(n-1) et que n est la premiére valeur

propre de AS.

1 .12 Pour étudier le probléme global de la description de Im F, la

dimension 2 constitue un point de départ intéressant. En effet grdce au

. . . - . . - . (\J
rincipe d'uniformisation (selon lequel pour toute paire de métrique et
p p q p q g

g sur une surface compacte M il existe un difféomorphisme ¥ de M, et
: _ v o * 2u i . :
une fonction réguliére u sur M telle que | (g) = e  g) 1'application
courbure scalaire F (qui s'identifie alors au double de la courbure de
Gauss) permet de définir un opérateur différentiel quasi-linéaire que nous
notons également F, sur 1'espace des fonctions u. De nombreux travaux ont
été consacrés a 1'étude de ce probléme ces derniéres années notamment par

J. Kazdan et F. Warner qui ont prouvé le
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Théondme 111.1.13 [K.W.4, th. 5.6] , ou [K.W.5, th.B]).

Soit X(M) 1la caractéristique d'Euler-Poincaré d'une surface

riemannienne compacte connexe M. L'image de 1'application courbure scalai-

re F est formée par les fonctions réguliéres K qui prennent en au moins

un point le signe de X{(M) (par signes nous entendrons {-,0,+1}).

Désignons par Sz, T2 et IRPZ, respectivement la sphére, le
tore et le plan projectil réel.

Notons Tq (resp. Pq) la somme connexe de q exemplaires de
T2 (resp. IRPZ). D'aprés le théoréme de classification des surfaces compac-
tes, connexes, il existe un entier non négatif r tel que la surface M,
suivant qu'elle est orientable ou non, est hom@omorphe & 1'une des sommes

connexes suivantes

3
L}
wn
I
=3

[ai
@]
o
lav]
"
w

4P

I1 s'ensuit que X(M) est de 1'une des formes

X(52 # Tq) = 2.2q ou X(82 # Pq) = 2-q.

Par conséquent le théoréme III.1.13 décrit les fonctions réguliéres définies
sur Tq et Pq qui sont des courbures scalaires de métriques sur ces sur-
faces suivant la valeur de 1l'entier non négatif q. En particulier une fonc-
. ~ . N 2, _ . . 2, _
tion K réguliére sur la sphére S ( = TO) ou le plan projectif RP ( = Pl)
~ P . . 2
ne peut etre réalisée comme la courbure scalaire une métrique sur § ou
2 . . . . ~
RP que s1 K est positive en au moins un point. De méme sur le tore
2, - . : N . L es
T ( = Tl) ou sur la bouteille de Klein B( = PZ), une fonction K réguliére

ne peut &tre la courbure scalaire d'une métrique que si K = 0 ou change

de signes.
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Le thépréme I1I.1.13 peut €tre lu comme une réciproque de la
formule de Gauss-Bonnet (J Kv = 4m X(M)) car il indique que la condition
M

de signe sur K nécessaire pour que K soit réalisable comme la courbure

scalaire d'une métrique est aussi suffisante.

114, En dimension supérieure ou égale a 3, le résultat le plus général

est encore di a J. Kazdan et F. Warner :

Théoneme T1T.1.15. ([K.W.4, th.6.4] [K.W.5, th.c], [K.W.3, th.1.3]
voir aussi [K.W. 6])

Soit M une variété compacte connexe de dimension 2 3.

i) Toute fonction K négative en au moins un point sur M

peut étre réalisée comme la courbure scalaire d'une métrique sur M,

ii) Toute fonction K réguliére est réalisable comme la courbure

scalaire d'une métrique sur M dés que M admet une métrique & courbure

scalaire positive constante.

iii) La fonction nulle est la courbure scalaire d'une métrique

sur M si M admet une métrique a courbure scalaire non négative.

La partie 1 du théoréme prolonge considérablement un résultat
antérieur qui se déduit des travaux de H. Eliasson BHJ, T. Aubin LAN.3]
et N. Trudinger ETR 2] sur le probléme de Yamabé [&E] et selon lequel

toute variété compacte, connexe a une métrique a courbure scalaire constante

négative.

I1 résulte de la partie 2 du théoréme que toute fonction régu-
liére sur les sphéres Sn, (n > 3) et 1'espace projectif réel RPn (n 2 3)
est réalisable comme courbure scalaire d'une métrique.

Par contre pour les tores Tn, M. Gromov et H.B. Lawson [C.LJ

ont montré que les fonctions positives ne peuvent pas &tre des courbures
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. s no__ . .. ~

scalaires de métriques sur T , généralisant ainsi un résultat obtenu par
R. Schoen et S.T. Yau [é.Y] pour n € 7.

J. Kazdan et F. Warner ont obtenu les résultats ci-dessus
en utilisant la surjectivité@ locale de F et un lemme d'approximation
(voir DK.W. 4}). En dimension supérieure ou égale & 3 et par analogie
avec le cas des surfaces, ils ont cherché les fonctions qui sont réalisa-

. P v . - - P

bles comme courbures scalaires de métriques g liées @ une métrique g

. *u 2 . .
par la relation ¢ g = p g dans laquelle p est une fonction positive et
! un difféomorphisme de la variété. Mais les résultats que nous avons
mentionnés ci-dessus concernant aussi bien la dimension 2 que les dimen-
sions supérieures ne sont pas valides lorsqu'on contraint { & @&tre
1'identité wvoir EK.W.]], [K.W. 3], [K.W.7]). Or ce cas est intéressant &

plusieurs points de vue.

1.16. Géométriquement 1l décrit avec une précision plus grande la dé-
formation de structure qu'il faut imposer & la métrique g pour qu'une
fonction donnée sur (M,g) soit la courbure scalaire d'une autre métrique
N 2

g dans SrM en restant dans la méme classe conforme.

Du point de vue de 1'analyse, cevcas—limite géométrique débouche
sur une &quation aux dérivées partielles quasi-linéaire dont 1'étude nécessi-
te des informations trés précises sur le cas-limite des inégalités de
Sobolev que nous avons étudiées dans le chapitre précédent. Il est intéres-—
sant aussi de remarquer que ce cas—limite se présente dans une situation
oi simultanément 1'équation aux dérivées partielles est instable & la linéa-
risation et le groupe conforme de la variété agit sur lés espaces des
fonctions & la "source" (par 1'intermédiaire, de 1'espace des métriques)

et au "but".
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Enfin "historiquement'" 1'étude de ce cas-limite pour la sphére
S2 a été introduite par L. Nirenberg au début des années "50" (voir [NG])
sous la forme suivante : quelles sont les fonctions sur 82 gqui sont réali-
sables comme courbures scalaires de métriques conformes a la métrique cano-
nique ?

C'est ce problé&me que nous voulons étudier dans ce chapitre en

complément aux réponses partielles déja apportées (voir en particulier [BR 1],
MR 2], [K.W 1], [k.w.3], [aN4] et [B-B] et [6K] pour une bibliographie
assez large) en utilisant d'une part 1'action du groupe conforme de la sphére

standard (S",c) sur l'espace FS' des fonctions régulidres sur la sphére

et d'autre part les formes raffinées des estimées de Trudinger.

111.2. Le groupe conforme des varietés riemanniennes compactes et son algebne

de Lie. Le cas de fa sphere standard (s™,c).

lee)
Soit (M,g) une variété riemannienne compacte, de classe C ,

de dimension n et sans bord.

- ’ i4 ’ I3 g » (\j
2.1, Déginition. Nous dirons de deux métriques g et g sur M

()

qu'elles sont difféoconformes s'il existe un difféomorphisme § de

M et une fonction réguliére positive p tels que

) 0@ = 0%

"Etre difféoconformes" introduit une relation d'équivalence dans 1'espace
o0
des métriques C sur M. La classe d'une métrique g par cette relation

sera appelée la classe difféoconforme de g. Lorsque dans (¥%) ¥ est

(*) On dit aussi "globalement conformes" ou "conformément &quivalentes'.
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1'identité, les métri P di £ la cl d
'y ques g et g sont dite conformes et la classe de

g est appelée la classe conforme de g comme nous 1l'avons dit en 0.8, Ch.O.

2.2, Les difféomorphismes 1y de M qui vérifient, pour une métrique

- . ¥ 2 3
g donnée, la relation U (g) = p g, sont les transformations conformes

de M. Ils forment un groupe pour la composition des applications : le
groupe conforme de (M,g) que nous noterons CM,g). Il est insensible
aux changements de métriques dans la classe conforme de g, i.e.

CM,g) = C(M, ng) pour toute fonction réguliére positive p. Le groupe
C(M,g) est un groupe de Lie de dimension finie (voir [W-G] ou [K-N,I]) qui
est en général compact lorsque M est compact. La seule varieté compacte
dont Le groupe conforme n'est pas compact est La sphere standtard (S°,c).
Cette assertion connue sous le nom de "'conjecture de Lichnerowicz", fut

démontrée indépendamment par J. Lelong-Ferrand [L—F] et M. Obata [bAZ].

Si dans (%¥) p est une constante, alors | est une homothétie

(on voit facilement par intégration que si M est compacte cette constante

vaut 1) : {§ est une isométrie.
2.3. Une transformation infinitésimale conforme de (M,g) (ou un

champ de vecteurs conforme) est un champ de vecteurs X sur (M,g) dont

le flot (J.)

rer St un groupe de transformations conformes. Si le flot

(ﬂt) de X est un groupe d'isométries ce (M,g), X est appelé& une isomé-

trie infinitésimale (ou champ ce vecteurs de Killing).

Les transformations infinitésimales conformes constituent une
sous~algébre de Lie de 1'algébre de Lie TM des champs de vecteurs sur M :

1'algébre de Lie C(M,g) du groupe conforme IKM,g) [W-Gos p.75].
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L'invariance de C(M,g) dans la classe conforme de g se

éx) qui

retrouve d'une certaine facon dans 1'opérateur différientiel 7y
définit XK(M,g).
Plus précisément soit Yg 1'opérateur défini sur TM a

valeurs dans 1'espace des 2-tenseurs symétriques a trace nulle sur (M,g)

par
Y, (%) = Lg - 2(div® Xg
g X n
(pour un 2-tenseur la notion de nullité de la trace par rapport a une

métrique est bien définie).

Alors Yg a les propriétés suivantes

Lemme I11.2.4.
; o« 2 2
i) si g=p g, alors Yy, =07Y_ 3

g

- * e
ii) L'adjoint fcrmel Yg de Yg sur les 2-tenseurs symétriques

a trace nulle est égal a

(*¥) Une facon d'obtenir 1'opérateur Yg est de prendre la dérivée de Lie

dans la direction d'un champ de vecteurs X du produit tensoriel

n o o - . 4 .
g 8 (vg) , quantité positivement homogéne de degré O, donc invariante

conforme

2

Le® ® (v) ™ = (Lyg - 2(ivE V) 0 (v)

B NS
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Preuve :
i) Pour tout X dans TM,
2 2

_ 2 2 _ 20 . g
Y,gb (X) = (X.p )g + P Lxg —E—-(dlv X)g

" n
Or (dngX)v = pn(divg Vv =L_v = (X.pn)v + pn L, g , d'ot
928 & o g & X e

n
divex = (dngX + n X.Log P).

L'égalité i) du lemme en résulte par substitution dans 1'expression de

Y, (X) ci-dessus.
g

ii) C'est une conséquence immédiate de la définition de 1'adjoint
formel. En effet, pour tout 2-tenseur symétrique h & trace nulle, nous

avons

I

|

*
h
JMg(X, Yg( ))Vg

J ¢
y Yg(X),h)vg

p

_ _2
= (Lxg,h)vg - [

ding(g,h)v
M g

M

= Z(S*gxb,h)v
J g
M

= | g(X, - 2diveh)v ,
IM g

c'est-a-dire

2 dive ®

<
I
|

Les transformations infinit&simales conformes de (M,g) sont

caractérisédes par le fait qu'elles forment le noyau de Yg. Ainsi X est

une transformation infinitésimale conforme de (M,g) signifie que
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(2.5) L =% (diveX)g.

x8

2:6 Remarque 1. On obtient aussi (2.5) par un calcul direct qui con-
siste a dériver en t = 0 la relation de définition w:g = e2u g. On con-
clut en utilisant la remarque que pour toute métrique g,

(LXg)(Y,Z) = g(DYX,Z) + g(DZX,Y) (D étant la dérivation covariante de

Levita-Civita définie par g) et en prenant la trace de L obtenue ainsi

x&

de deux fagons différentes.

2. Le groupe conforme de la sphére standard n'est pas compact.

Son algébre de Lie admet la décomposition suivante

Proposition 111.2.7. L'algébre de Lie du groupe conforme de

n o .
(S',c) peut s'écrire comme la somme directe

8) X(s%,c) = H(n+1) & FL(n+1)

oli ®(n+l) est 1'algébre de Lie du groupe orthogonal O(n+l) et

F L(n+1) est un espace vectoriel qui s'identifie & 1'espace vectoriel

de dimension (n+l1) des gradients des premiéres harmoniques sphériques de

(Sn,c).

Preuve : Le groupe O(n+l) des isométries de (Sn,c) étant
un sous—groupe fermé donc de Lie de C(Sn,c), son algébre de Lie H (n+1)
est incluse dans IKSn,c). Un supplémentaire de cette algébre peut se cons-
truire comme suit.
Les premiéres harmoniques sphériques sont les restrictions a la
< . e n+l ;
sphére des fonctions linéaires sur (R ,e) (voir [ﬁ.G.M., s 1401).
: i o T n+1 : i e
Soit & wune fonction linéaire sur [R . Le gradient euclidien V& de

£ engendre le flot (wt) des translations sur Rn+].
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Par conséquent

Mais

. . - . . n+1 .
oi r est la fonction distance a 1'origine dans R . I1 suit

L e=L_@)edr+drol (dr+2e,%)c+y’L c=o0
Vet Ve VoEg vee
Pour tout vecteur tangent la sphére Sn, les deux premiers termes sont

nuls et pour tout m pris sur Sn,
e(VE,Vr) = E(m)

. PP n+l . . a
car pour une fonction linéaire dans R , 11 revient au méme de prendre
- I3 I3 I3 . ._>
le produit scalaire euclidien de son gradient contre le vecteur Om que de
prendre la valeur de la fonction au point m.

. . - n e
Par conséqent la restriction de & a (S ,c) vérifie

= — ch = - Abc = le(vg)C ’

i.e. VL st un champ de vect2urs conforme sur (Sn,c).

Comme 1'espace vectoriel des premid&res harmoniques sphériques
est de dimension n+l, 1'espace vectoriel des gradients de ces fonctions
non constantes est aussi de dimension n+l. Le théoréme découle de 1'iden~

tification de FI(n+1) 2 cet espace vectoriel.®

2.8. Dans 1'algdbre de Lie X(S",c), les champs de vecteurs qui
constituent 1'espace F X(n+1) sont orthogonaux (pour le produit scalaire

global) aux isométries infinitésimales : pour cette raison nous les appell--
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rons transformations infinitésimales conformes pures ou encore champs de

vecteurs purement conformes.

Remarquons que le crochet de deux champs de vecteurs purement
conformes non colinéaires est une isométrie infinitésimale non triviale.
. n
En effet si V& et V&' sont deux tels champs de vecteurs sur (S ,c),

on a

(L

L[VE,VE'] c = ng VE'C) - ng,(ngc)

= —ZD_VE(Q'C) - ngv (€c)]
= -2[c(VE,VE)e - c(VE',VE)c]
- 2]:5;' (ngc) - g(ngv’C)]

= 4(E'8c ~ E'Ec) = 0.

2.9. A titre d'exemple, &tudions unchamp de vecteurs purement confor-
n
me sur (S ,c).

Les orbites des champs de vecteurs purement conformes sont les

> P

grands cercles de (Sn,c). Car si1 (0 : el....,en+1) est un repére orthonor-

- n+l . . .
mé de R , le champ de vecteurs gradient de la fonction hauteur par rapport

-~

é;:? définie sur (Sn,c) est une transformation infinitésimale conforme
pure. Tous les champs de vecteurs purement conformes sur (s",c) sont
d'ailleurs obtenus de cette fagon. Soient h cette fonction et m un point
de la sphére. Repérons m par le couple (8,r) ol r est la distance géo-
désique de m au pdle nord et © 1le point d'intersection du demi-cercle

e g < - . n+l .
méridien passant par m avec la sphére équatoriale S . Il suit

h(m) = cos r
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et donc

Par conséquent les orbites de Vh sont les cercles méridiens
B = constante et le flot (@t) de Vh est donné par
br 5
ﬁt(eo,to) = (60, —EQ-Arctg e ).
Outre qu'ils sont nuls aux deux pdles, les champs de vecteurs purement
conformes sur (Sn,c) poussent uniformément les points des sphéres paral-

—_
léles vers le pdole nord (une fois fixé le vecteur € 41

)

111.3. Une condition de compatibilite pour L'application courbure scalaire

F en présence de L'action du groupe conforme sur Les espaces des mé-
o gioup %

triques et des fonctions rnegulitrnes de (M,g).

. v P N
3s1s Soit g wune métrique dans la classe conforme de g. Notons K

sa courbure scalaire. Pour les problémes que nous avons en vue, il est per-

tinent de poser dans la définition (2.1) de la classe conforme

p = e" pour les surfaces

(3.2) —
p =1 5 pour n > 3,

(e o]
oi u est une fonction C sur M, positive si n > 3.

Notons Kg la courbure scalaire de g. Il découle de la défini-
tion de 1'application courbure scalaire F les formules classigues suivan-—

tes (voir par exemple [ET] ou [YE])

(2Agu + Kg) e—2u pour les surfaces

~
|

(3.3~ ~
K= (4 —E—-Agu + Kgu)u =2 , 8L n23 u>0.
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I1 est remarquable que les seconds membres de (3.3) ne dépendent
pas explicitement de g, mais de la fonction courbure scalaire Kg, de la

fonction u et du laplacien de u dans la métrique g.

Y . < .
3.5. Remargue. Si g est difféoconforme a g, avec les notations

de (2.1), on a

F(0* ) = F(o2 g) = F(8) o ¥ =Ko

Y ) 0y *=1, 2
ol K est la courbure scalaire de g= " (p'g).
I1 suit que les &quations analogues d (3.3) sont dans ce cas
f\J —
Ko = (2080 + Kg)e 2u pour les surfaces
(3.6) _ n+2
v n~-1 g n-2 ,
Koy = (4 — A°u + K u)u , pour n > 3, n >0.
n-2 g
3.7. L'application F induit ainsi sur 1'espace FM des fonctions

réguliéres sur (M,g) un opérateur différentiel quasi-linéaire que nous

notons Fn défini par

Fo(u) = (208 + K Je 2Y . si n=2
2 g
(3.8) $
_ n+2
k F (u) = (4 n-l Agu + K u)u n-2 , 81 n 3, u>o0,
n n-2 g

Pour toute fonction U dans 1'esapce tangent Tu FM, la dérivée

U.Fn de Fn dans la direction de U est donnée pour
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i) n = 2 par

Fz(u+tU)—F2(u)

(U.Fz)(u) 1lim

£0 :
-2tU
= lim [(2nBusk ) "L+ (20%0)e Zeli =20
>0 &
soit
(3.9) (U.F,) @) = 2[480-0(208u + Kg)]e'zu
ii) n 2 3 par
n+2 n+2
it E=
(U.F )(u) = 1lim[s 2L aByquseyy ™72 4 4 D21 g8, futl)  —u
n n—-2 n—2 t
t=>N
_n+2  _n+?
n-2 n-2
+ K u (u+tl) u :] , u
g t
Soit
n-1 . K _ a2
_ , n=2r,g _ n+2 APy g n=2
(3.10) (U.F )(u) = 4 [8% = C=n 5=+ —£0] v
3.11% Fixons la métrique g sur M. Par sa définition méme, le

groupe conforme C(M,g) est muni d'une application o dans 1'espace

+ . e e fy G e e
F'M des fonctions réguliéres positives ainsi définie:

Zuz(kﬂ)
e

¥
. pour n = 2, 0" (g) g

.
(o ()™ .

]

. pour n > 3, @*(g)
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Nous pouvons d'ailleurs calculer qn(ﬁ) en évaluant 1'élément

2&2(¢)

de volume ®*(vg). (En effet @*(vg) =v . =e vg (pour n = 2) ; mais

b g

aussi ﬂ¥(vg) = (dét &x) vg ; 11 suit donc az(@) = %-Log(dét ﬁ*).
2n
Pour n 2 3, @¥(V Yy = (o (lﬁ))n—1 v = (dét ¥ v i.e.
g n g * g
n-2

o () = (et 9 20y

Comme le groupe conforme C(M,g) ne dépend en fait que de 1la
classe conforme de g, on peut s'intéresser 4 la fagon dont ce groupe agit

dans la classe conforme, soit

2 (uofl+a,, (M)
(13,e=,2ug)'—> @*(ezug) = e2u0¢®*(g) = e 2 g, si n g 2

(3.12) i A 4 4

W,u" %) - @*(umg) = (uotﬁ)mtﬁ*(g) = ((uO’lJ).otn(L”))n_Z g, si
nx 3, n>0.
I1 résulte de (3.12) que la restriction & la classe conforme de
g de 1l'action de C(M,g) par image réciproque sur 1'espace des métriques
induit une action, que nous notons o du groupe conforme sur 1'espace FM

des fonctions régulidres sur M, & savoir

=
1]
N

uo | + az(w), si

(0,n) » u o, V=

N\
W
c

\/
o

(u o @)un(@), si n

Le lemme suivant donne le calcul explicite de 1'action tangente

a o sur 1'espace des champs de vecteurs sur FM.
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Lemme T111.3.13. Soit (@t) le flot d'une transformation infi-

nitésimale conforme X sur (M,g). Alors pour toute fonction réguliére u

sur M (u>0, si n 3> 3),

d [
— a = . et
T (u ) wt) X * u + 5 div X
t=0
d n—2 . .
Ez—(u Dn @t) =X o u + o div X, si n > 3
t=0
Preuve : Pour n = 2, posons
N * . 2u
g, = V(e g).
D'une part, nous avons
v e2uolﬂt @x
g, .8
et
d d , ¥ 2 2u,d , %
@) = 2GW )] ) eTgr TG )] )
t=0 t=0 t=0
= 2(X * u) e2ug + e2u Lxg
. 2u
= (2X * u + div X) e g.
D'autre part, nous avons aussi
v eZ(u D2 L'Dt)
gt g
et, en dérivant
d _ apd 2u
E;(gt) = Z(EE'(U DZ @t) ) e g

t=0 t=0
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Par suite

g ke wela
az-(u g, ﬁt) o =X *u+ 5 div X.

En dimensions supérieures ou égales & 3, un calcul analogue

permet d'obtenir le résultat annoncé. En effet en posant

4
gV n-2
g, = [wod)a W] e,
4
" n-2 ¥
nous avons en observant que g = (u o ﬂt) ﬂtg,
4 4
d , n 4 n-2 d ¥ n-2
—(g.) = —=u — ¥ _(u) +u L.g
e ) at e, X
L A
4 n-2 2 n-2 .
=s5u (X » u)g + H-u (div X)g.
. " .
Mais 9 s ecrit encore
4
& =@ o POy
t n 't ’
ce qui donne par dérivation
A
d ,n 4 n-2 d
< () =2y — (u o_9)
dt t £=0 n-2 dt n 't £=0

I1 suit alors

=X oy + n-2 u div X.®

< (u Dn &t) o 5
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3.14 Remarques .

i) Soient ¢ et U deux éléments du groupe conforme C(M,g).

Les identités

4
(o o™ P g,  sionx3
W) = o Mg =

20, (b o 0

e g R si n=2
impliquent :

@n(w o) = dn(W) o v.

Pour unekisométrie g, un(@) =1 (si n>3) uz(ﬂ) = 0.

ii) Si ($t) est le flot d'un champ de vecteur conforme X,

on a :
4 ,
d , a% _d , n-2 4 . d
—— = —— 2 ——— | —— ,
dt<wt g) dt(an\wt)) g n_2(dt @n(¢t))t e , (= 3),
£=0 t=0 t=0
= _d__ ezoczupt)g = 2 ,é_ o (1\0 )
dt £=0 dt 27t £=0
= [ -2 div X
x® 1 &
11 suit
d n-2 ,.
— o ( = =
I tn‘wt) 5 div X (n = 3)
t=0
(3.14)
d 1.
E—E vz(lﬂt) 1 = —2- div X

| =0
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iii) Lorsque la métrique de départ g est d courbure scalaire

(%)

constante sur M, soit k, les fonctions u=1 (si n>3) et u=0

(si n = 2) sont solutions des équations Fn(n) k. On observe alors,

en faisant dans les formules (3.9) et (3.10). U = ding, que la divergence
par rapport a la métrique g de toute transformation infinitésimale confor-
me X est fonction propre du laplacien 78 pour la valeur propre E%T ,

i.e. vérifie 1'identité

(3.15) 8(4ivex) = B‘_‘—] divex .

(¥) La relation (3.15) est classique. Elle est valide pour toute métrique
g 4 courbure scalaire constante et on peut 1'obtenir aussi comme suit.

Soit Kg la courbure scalaire d'une métrique g, donc

F(g) = Kg = K (nous omettons 1l'indice '"g").
Pour tout champ de vecteurs X sur M, la dérivée de F dans la direction

du tenseur LXg vaut en g

(LXg s P)(g) = LX(F(g)) = X ¢« K (on le voit en dérivant en ¢t = 0,
les deux membres de 1'égalité @i(F(g)) = F(ﬂtg), oli (ﬂt) est le flot du
champ de vecteurs X).

Si X est une transformation infinitésimale conforme, en fai-

sant h = L = % div X dans la formule (].9); il suit

%8

A(tr(% div X g)) + 66(;21— div X g) - %div X (g )

=
=
|

= (Lxg * F)(g)

= 2 Adiv X) —;12—5 V(div X) __ZHE div X

_ }ZI [(a-1) Adiv X) - K div X]

n

et finalement EYE:TT

X * K= A@div X) - EgT-div X, d'od résulte (3.15) pour
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Ces remarques et le lemme ITII.3.13 nous permettent de prouver
le théoréme suivant qui donne une condition nécessaire d'existence de
solution pour les équations (3.3) sur (M,g) (compacte, connexe, sans bord)

lorsque la métrique g est a courbure scalaire constante.

Théoneme 111.3.16. Soit g wune métrique & courbure scalaire

constante k sur M. Une condition nécessaire pour qu'une fonction réguliére

v v
K sur M soit la courbure scalaire d'une métrique g appartenant a la

classe conforme de g est que pour toute transformation infinitésimale

conforme X de (M,g), on ait

v
(M) J X + K v, = 0.
M g
Preuve : La métrique g étant fixée, nous supprimerons dans

cette preuve les indices "g'" lorsqu'aucune confusion n'est possible.
P g P

4

: 0y 2 . gy = :
Soient g = e ug si n=2 ou g-= T . g, si n > 3, une

N
K sa courbure scalaire

il

métrique dans la classe conforme de g, et K

g
nous avons donc

n,
F (u) =K .
n

Pour le flot (ﬂt) d'un champ de vecteurs conforme X, nous

avons 1'identité
* .
Fn(u Dn ﬁt) = wt(K)'

En la dérivant en t = 0, nous obtenons

d ; i
5 (o 00 . . FnJ(u) =X +K
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D'aprés le lemme ITI.3.13, cette équation s'écrit encore :

i) pour n = 2

X+ K - [(x - u+%div X) + F,J(n),

soit, d'aprés (3.9),

r\l —
X+ K= 2[B(Xu + 3 div X) = (Xeu + + div X) (200 + k)]e "

. . . ' o 2u
ce qul donne par intégration sur M contre 1'élément de volume vn = e v

n
24 &

it

n
J X *K ezuv -4 J X*u Auv -2k J X *uv + J (div X) Au v )
M M & M M &

= =4 [ X*u Aduv - Z(kJ X+ Av + J u A(div X) v
g g8y

).
M M g

En tenant compte de (3.15) dans la 3&me intégrale, on a

"
J X *K ezuv = =4 J Xe*eubuv - 2k(J Xesuv + [ udiv X v)
M M & M & &

g IM

La somme des deux derniéres intégrales & droite est nulle.

Donc

X+ K - [(X'u+“-2_n£udivx) - F L
et d'aprés (3.10)
_2n
4—(%__2—])—X-E= [uA(x-u+-r-‘2'?2udivx)—(E’_“_;Au+5§l_udivx)lun—2’
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n-2 o . n-2 ; o n+2 k . n=2 .
ZTE:TT(X K)u = u A(Xeu + == u div X) (E:E»Au + - u) (Xeu + S u div X).
Intégrons cette égalité sur (M,g) contre 1'élément de volume
2n
n-2
v =u
g g
= n _
4(n' '_2"—]) J X*Kv =- %(J (Xeu)Au v_ + -%—62—[ (uAu)div X v +
RV g nme Uy g M 8
k(n-2) . n-2 .
* G (n=1) J u(Xeu + 5o U div X)Vg).
M
1 2 =1 . .
En notant que u Au = 5 M” + g (du,du), il suit
(n—2)2 i n-2 2
- 16(n-1) J X.K vv = J (Xeu)Au v+ In J (Au7)div X v+
" M &y g M 8
o [ — -
+22|diVXg](du,du)v +MJX-UZV
Zn g 8(n-1) g
M M
2
k(n-2) [ 2 ..
Ba(a-1) | u div X Vg
En évaluant la 28éme intégrale 3 droite, l'on a, compte tenu
de (3.15)
(n-2)> v (n-2) ; -1
16 (o=1) X K vy = (X*u)Au v+ 5 (div X) g (du,du)v
M & M & Uy g
P ) (1+ E:-z)uz div X v_ + Bl [ X+ u’ v
4n(n-1) M 2 g 8(n-1) M g

e 4
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ce qui donne

2 u -
(n-2) ( X * K v, = J X.u) u + 22 (div X) g 1(du,du):\'\'g

61 |, " Zn
+ SE:ElE (u2 div X + X u2)v
8(n-1) M : g

La derniére intégrale i droite est nulle, de sorte que

( X « ¥ v =- 16(-1) ([ (Xeu)Au Vg + 022 J div X g—](du,du)vg) ,

M & m-2)> ‘m n Jy

Pour terminer la preuve, démontrons le lemme suivant qui traduit
le comportement de 1'intégrale de Dirichlet sous 1l'action du groupe conforme

d'une variété (M,g), compacte et sans bord

Lemme 111.3.717. Pour toute transformation infinitésimale conforme

X de (M,g), et pour toute fonction réguliére u sur M, on a

{ (Xe11) Au v+ EE? (div X)g—](du,du) vg =0

M g 2 IM
Preuve : Soit (wt) le flot engendré par la transformation infi-

nitésimale conforme X. Chaque wt est une transformation conforme.

* “éj Zﬂz(w )
Nous avons donc 1“$g)= (aant))n (sin $3) (=e t g, si n = 2).

. - . . 2 .
Pour toute fonction réguliére u (en fait ¢~ suffit), nous
avons

i) pour n = 2

ro 20, @) _ 20, )
! g ](du,du)v ( e 27 g 1(du,du) e 2re v
JM g M g

o
8

-1
J[M g (d(uo lﬁ_t), d(u o 1ﬂ_t))vg ,

)[M«p: &) (du,du) v
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et le lemme s'en déduit par dérivation en t = O.

ii) pour n > 3,

= _ * -1 % * *
JMg (du,du)v, = JM(@t g) (@ du, ¥ du) 0 (v)

2 -1, % *
J (o, (0,0 g7 (0 du, VF dw) v
M
En dérivant en t = O, nous obtenons

0 = 2[ 35 %, Y, )

-1 =
= g (du,du)vg + ZJMg (LX du,du)vg

|e=o0

d -1 -1
( E_' a (4.) g G,ouke, ZJMg (LR updu)v,

t=0

ce que nous pouvons écrire encore d'aprés (3.14) et 1'intégration du dernier
q P

terme

0 = ——ZJ div X g (du,du)y + 2| (Xew) Du v ®
M & Uy &

Fin de la preuve du théoréme IIT.3.10

71 suit du lemme (III.3.17) que le terme de droite de la

relation (NX) est nul pour dim M > 2, soit

4"
(Ny) J X+Kvy,=0 8
M

Nous appellerons condition (N) la réunion de toutes les condi-
tions (NX) lorsque X parcourt 1l'algébre de Lie des transformations infi-

nitésimales conformes.
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"
3.18. Définition. Nous dirons qu'une fonction réguliére K est inter-

tide sur (M,g) s'il n'existe aucune métrique dans la classe conforme de

"
g dont K soit la courbure scalaire.

Nous noterons Int{(M,g) 1'ensemble des fonctions interdites
pour la métrique g sur M,

11 résulte immédiatement du théoréme III.3.16 la

Proposition 111.3.19. Soient (M,g) wune variété a courbure

N N
scalaire constante et K une fonction réguliére sur M. La fonction K

est interdite sur (M,g) s'il y existe une transformation infinitésimale

e
conforme X telle que quelle que soit la métrique g dans la classe con-

forme de g, on ait

. . N e o
Nous dirons d'une fonction K vérifiant la proposition III.3.19
P

"N
qu'elle est interdite par la condition (N) sur (M,g). Toute fonction K

pour laquelle on peut trouver une transforamtion infinitésimale conforme X
. Y . . . .
telle que la fonction X <« K garde un signe constant est évidemment inter-

dite par la condition (N) sur M,g).

3.20 Comme conséquences de la proposition III.3.19 nous pouvons faire

les observations suivantes :

1. si 1la métrique g est & courbure scalaire constante 1l'ensemble
des fonctions interdites sur (M,g) par la condition (N) est stable sous
"
1'action du groupe conforme C(M,g), en ce sens que si K est une fonction

. . r\/ . . .
interdite par (N) sur (M,g), la fonction K o  est aussi interdite

par (N) sur (M,g) quelle que soit la transformation conforme 1.
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En effet soit X wun champ de vecteuzs conforme sur (M,g) tel

S 3 v ; P - ; gv 2
que, pour toute metrique g qui s'écrit g = un 2 g (si n = 3) g = e ug
"
si n = 2 on ait [ X * K v, # 0. Etant donnée la transformation conforme
M
g

; : =1
 de (M,g), 1'image directe $* (X) est un champ de vecteurs conforme

»
sur (M, 0 g) et nous avons

2n
[ @ Row v, - @b @™ v 0 (s
M g M ! .
20, ()
(=((x-1“<’)e 27, 40 (n = 2)).
M &
ny

2. Si K est une fonction interdite par (N) sur (M,g) et
. o . . r\J
G : R>R wune fonction C strictement monotone la fonction G o K est

interdite par (N) sur (M,g).

Soit en effet X un champ de vecteurs conforme tel que

N
J X ¢« Kvn # 0 ot g est une métrique comme dans la premiére partie.
M g

Supposons que G soit corissante. Nous avons?

n=2 2n

[ X+ (CGo ?i)vm= [ ER(GE o)™ )"2 v 40 (3 3)

M g IM g

N
2 (u+LogvG' oK)

n
(= J (X*K) e v #0 (a = 2).
M &
321 Remarques.
i) Pour un champ de vecteurs de Killing X sur une variété
(M,g) & courbure scalaire constante la condition (NX) est trivialement

satisfaite car nous obtenons alors, en prenant u = 0 si dim M = 2 et

11

u 1 si dim M > 3,
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~ n 2 n
(NX) [ X « K v, = J X*Kv = (div®X)K v = 0.
M g M & Iy &
r\/ ~ I3
Pour K fixée, comme on peut prendre pour la méme fonction
u =0 (resp. n = 1) tous les champs de vecteurs de Killing X, nous

pouvons dire que, prise isolément la collection des conditions (NX) ne

contient, dans ce cas aucune information pour 1'étude de Int(M,g).

Lorsque la courbure scalaire k de g est non positive, en
utilisant la positivité& du laplacien et la relation A(divEX) = E%T (ding),
on observe que les seules transformations infinitésimales conformes sur
(M,g) sont les champs de vecteurs de Killing, la condition (N) s'évanouit
donc.

Soit maintenant k > 0. On dit que le groupe conforme C(M,g)
est essentiel s'il existe une transformation infinitésimale conforme X
sur (M,g) qui n'est un champ de vecteurs de Killing pour aucune métrique
de la classe conforme de g (autrement C(M,g) n'est contenu dans le
groupe d'isométries d'aucune métrique conforme & g). Soit (wt) le flot
d'un tel champ de vecteurs conforme X. Son adhérence (ﬁ;} dans C(M,g)
est nécessairement non compacte ; donc C(M,g) est non compact.

I1 suit du théoréme de J. Lelong-Ferraud et M. Obata sur la
conjecture de Lichnerowicz que (M,g) est conforme 3 une sphére euclidienne
d'oli 1'intér@t que présente le cas de la sphére standard que nous examinons

maintenant.,

3.22 Exemples de fonctions intendites sur (s",c)

La copdition (N) contient strictement la condition de compatibi-
l1ité trouvée par J. Kazdan et F, Warner DK.W.I] et [k.w.3]) pour les équa-
tions (3.3) et dont il résulte que les fanctions K = & + constante (oi £
est une premiére harmonique sphérique) ainsi que les fonctions monotones de

la distance géodésique & un point fixe sont interdites sur la sphére



- 128 -

- - n
standard. L'application des assertioms (3.20, 1 et 2) & cette sphére (S ,c)

élargit déja ces classes de fonctions interdites.

La condition (N) va nous permettre d'en construire de nouvelles.
Considérons en effet le champ de vecteurs V& dans }1;kn+l) défini par
une premiére harmonique sphérique non nulle. Pour tout o choisi dans 1'in-

tervalle [O, %[ , posons

Xa =cos & VE + sin 0 Y

oi Y est une isométrie infinitésimale non nulle ayant deux points singu-
. . , b,
liers communs avec VE. La forme convariante de Y notée w =Y n est

pas fermée sinon w serait paralléle puisque

—_—

—2“ LYC = dw

"
. . . n
Remarquons qu'une fonction K réguliére sur (S ,c) telle

que

a v .
X"+ K >0 (mais % 0)

est interdite pour la métrique c¢ par la condition (qu). Cette interdic-
tion ne peut s'obtenir & partir d'une condition (NVE) de J. Kazdan et

F. Warner méme aprés changement conforme de métrique comme le prouve le

Lemme 111.3.24. Le champ de vecteurs conforme X" ne peut

pas @tre réalisé comme le gradient d'une fonction réguliére par rapport a

une métrique de la classe conforme de c¢ sauf si o = 0.

. o . . .
Preuve ¢ Si X était le gradient d'une fonction 7 pour la

. N 2u .
métrique . g = e ¢, on aurait

-2u v

cos & VE + sina Y = e T Z e Ve

soit, en passant 3 la forme covariante

ezu(cos adf + sinow) =dt
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I1 suit donc
2du A (cos o d& + sin o w) = -sin o dw

En particulier, aux points singuliers communs & df et w,
nous avons sinoadw = 0.

La conclusion s'obtient par contradiction. Supposons en effet
sina# 0. La dérivée covariante (Lévi-Civita) par rapport & c¢ de la
forme w est dw et de plus w n'étant pas une forme fermée ne peut pas
étre identiquement nulle. Or comme 1'isométrie infinit&simale Y est un
champ de Jacobi le long de toute géodésique Yy de (Sn,c) elle vérifie
1'équation différentielle du second ordre

D, D, Y + R(Y,?){( =0
Y Y

La forme covariante w de Y est donc aussi solution d'une
équation différentielle du second ordre le long de toute géodésique. Si la
différentielle covariante de ®w s'annulait aux points singuliers communs
a w et d d&, la forme ®w serait identiquement nulle, d'oli une contradic-

tion. La constante « est donc nulle. ®

. i
Fixons alors a, O < a < > et posons

X] = cos o (V&) ; XO = sin o Y,
v "

de sorte que x¥ = X1+Xo' Une fonction K qui s'écrit K = £+f ol f

est une fonction réguliére telle que

2n

an (Xl‘(£+f) + Xo'(E+f))un_2 v, > 0 (n 3z 3)

(ou [ 2(X1°(€+f) + XO-(g+f)) e2u v, > 0 (n = 2))
JS
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; : - n . oy e ;
est interdite par la condition (N a) sur (S ,c). Les inégalités ci-dessus

X
s'écrivent encore
2n
(3.24) J (X, *(E+f) + X 'f)un_2 v >0 (o 2 3)
Sn 1 o c
(ou J (X]'(€+f) + X 'f)e2u v >0 (n=2).
2 o c

S

Ces conditions sont par exemple satisfaites pour un certain
o par une fonction f, & support dans une boule assez petite qui a 1'inté-
rieure de cette boule est trés proche de la fonction "hauteur'" d'un cOne a
sommet excentré convenablement choisi.

Qu'une telle fonction soit satisfaite est montré en annexe

prouvant ainsi le

Théoneme 111.3.26. 11 existe des fonctions évidemment interdites

par la condition (N) qui ne sont pas évidemment interdites par la condition

NVE'

Observons qu'il se peut qu'en considérant les mesures relatives

+ n n . .
des ensembles A] et AO de S oi les fonctions Xl'(€+f) et XO'(€+f)
sont respectivement positive et négative ou puisse déduire que la fonction

£+f est interdite par la condition NVE' Mais cela semble difficile a mettre

en oeuvre.

3427 Remarques .

1. Rapportons la sphére standard S2 aux coordonnées sphériques
(r,0) et prenons pour Y le champ de vecteurs de Killing J(VE) déduit
de VE par la structure presque complexe J de SZ. Alors par rapport a

la base (EO =cos r 61 = sin r cos 0O ; &2 = sin r sin 0) de 1'espace



Vi

- 131 -

des premiéres harmoniques sphériques, la condition (3.27) se traduit

successivement par

car J(é% = % —— =

f

cos B cos r{cos

sin B cos r(cos

5 1

or sin

"N N
oK sin o JK
- cos O = *+

or

== 2 0 si & = ¢

sin r 99 ~ o

V] ) v ny v
o XK, 8in 0Ky in Bsin o ok - 08 2 Ky up
ar sin r 96 n or sin r 9687 7 7

si & =¢,
K 3 K oK
K _ sin o oK : K ,cos
“ 5 *sinr 9o o8 fCsin ot oy o) 2 O
si & = gZ
3

Sin T 35 On vérifie alors que les fonctions élémentai-

S . . 2
res suivantes sont interdites sur (S ,c)

(3.28)

oli a
s",c)
oi G

4 n
K (r,
(o]
{ K@,
av]
\ Kz(r,

8) = (cos r)2q+] + constante
. a 2q+1

) = (sin r) (cos 9) + constante
. a, . 2q+1

) = (sin r)“(sin 9) + constante

est un nombre réel > ! et q un entier non négatif.

. n
2. Soit K

par

est une fonction

o v
X K =

une fonction réguliére définie sur la sphére

x b K(x) = (£ + 6(E)) ()

o .
appartenant & ‘C (R). Alors nous avons

n n,
cos o c(VE,VK) + sin a c(Y,VK)
cos a (c(VE,VE) + G' (&) c(VE,VE))

cos O |VE|2 (1+G' (£)).
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I1 s'ensuit que si la dérivée G' de G ne traverse pas la
. Y . . n ..
valeur -1, la fonction K est interdite sur (S ,c). Ainsi par exemple

n
la fonction K définie sur S" par
n
x > K(x) = §(x) + Log ch(£(x)) + constante

ne peut pas etre réalisée comme courbure scalaire d'une métrique appartenant

d la classe conforme de la métrique canonique c.

3. Les fonctions décrites en | et 2 ci-dessus pouvaient déja
@tre obtenues par la condition de compatibilité de J. Kazdan et Warner
DK.W.I, 8.]01 et EK.W.3,5.19] comme on peut le vérifier a posteriori. Par
ailleurs en dimension 2, pour o fixé, les orbites du champ de vecteurs con-
forme X* sont des loxodromies de la sphére et on obtient toutes les
loxodromies de cette fagon (on posera o = B-—g— lorsque 1'angle R de la
loxodromie avec les cercles méridiens et compris entre %— et m). Par con-

oy
séquent la relation X« K 2> 0 ci-dessus signifie que toute fonction dont

. . . . T o
le champ de vecteurs gradient fait un angle variant de 0 i 5 (ou 5 a )

- . - 2
avec le champ de vecteurs tangents a une loxodromie de la sphére S est

interdite par (N u) pour la métrique canonique.
X

111.4. Description de L'image de L'application courbure scalaire F  Aur

(sn,c) dans La classe conforme de c.

4.1, Sur la variété (M,g), 1'application courbure scalaire F est
équivariante sous 1l'action du groupe conforme C(M,g) sur l'espace des

@0
métriques C & la source et 1'espace ’FM au but. Sur la classe conforme

de g, nous avons donc

(4.2) FAP¥(e®g) = Fle™g) 0 ¥, V) e c(M,g)
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Cette égalité se traduit par 1'équivariance de 1l'opérateur
Fn aux actions Dn d la source et O au but du groupe conforme sur FM

c'est—d-dire

(4.3) F(u o ocn(kﬂ)) = Fn(u) oy, Vd € C(M,g).

Comme u+ u Dn@ est un automorphisme de FM, 1'égalité
(4.3) montre que 1'image de Fn est une réunion d'orbites dans FM sous
1'action de C(M,g). L'orbite & la source de la fonctionl (n 2 3) ou
0 (n=2) est {un(w), ¥ e C(M,g) }. I1 résulte de (4.3) que son image par
Fn est 1'orbite au but de la courbure scalaire Fn(l) (ou Fn(O)) de 1la
métrique initiale g. Si la métrique g est & courbure scalaire constante

k, 1'orbite au but de cette courbure est réduite a {k}.

b4 En particulier pour la sphére standard (Sn,c), il suit de
(4.2) que la "fibre" (ou la contre-image) F_l(n(n-l)) de F au-dessus
de la fonction constante n(n-1) est l'orbite sous 1'action du groupe
conforme de la métrique canonique c¢. Pour n 2 3, la proposition suivante
décrit cette orbite en termes de courbure sectionnelle (i.e. la fonction
Om définie sur 1'ensemble des 2-plans en un point m par

om(P) = -R(X,Y,X,Y) ot X,Y est une base orthonormée du plan P 1inclus

dans 1'espace tangent TmSn).

Proposstion 111.4.5. L'orbite & la source de la métrique standard

de s" (n 2 3) sous 1'action du groupe conforme C(Sn,c) par image récipro-

que est formée des métriques # courbure sectionnelle constante.

Preuve : Compte-tenu de (4.4), la proposition III1.4.5 est
équivalente 3 <<les métriques de la classe conforme de ¢ qui ont la méme

courbure scalaire constante n(n—1) sont celles qui sont & courbure sectionnelle
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constante>>., Cet énoncé est dii a8 M. Obata [bA 21. Nous en donnons une preuve

plus simple basée sur les propriétés de 1'opérateur YC. Mais d'abord prou-

vons le lemme suivant :

Lemme II1.4.6. Sur une variété riemannienne (M,g), notons

zg la partie qui mesure la déviation de g & @étre une métrique d'Einstein

sur M. Alors nous avons

ivSiz ) = (&
4

L RN
2 n) e

g

Kg désignant la courbure scalaire de g.

Preuve : Soit rg la courbure de Ricci de g. Alors

Z = I =

1
o K
g g n gt

et

o g . g 1 .. g
div®(z ) dive(r ) - — div® (K
(2 n g &

g

aivBiee 3 = 2 78 & .
g n g

D'aprés la 28me identité de Bianchi (qui s'écrit

(DyR(Y,Z)T,U) + (DR(Z,X)T,U) + (D,R(X,Y),U) = 0 (N

pour tous champs de vecteurs X,Y,Z,T,U sur (M,g)), on a

divgr = l-Vg K
g 2 g

(on le voit en prenant la trace en (Z,U) puis en (Y,T) de (1)).

I1 suit

. o8 -1 8 .
div (zg) (2 n) % Kg .
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I1 en résulte que pour n > 3, la métrique g est d courbure

scalaire constante, si et seulement si zg est & divergence nulle.

4.7. Preuve de la proposition. III.4.5. Si sur (M,g), une métrique

¥ est conforme & g, on a d'aprés [FT]

-1
= + (Vg ,
z Zy 0 Yg e "))

n
g
ol
” 2
g =0 g p>0 -
Sur la sphére (Sn,c) ol z, Z 0, cette relation devient
_ e -1
zo, = 0 Y. (V7P 7)),
g
ol
n 2
g =p¢

v v
et il suit divB(z,) = aivB(py (¥ (o7))).

8
Comme n % 3, la courbure scalaire K% est constante si et
i g
. . g - .
seulement si div©(z,) = 0, i.e.
g

n
g 1

dive oy V(™)) = 0.

" Y
En intégrant sur (Sn,g) le produit scalaire (défini par g)
de cette divergence contre Vc(p_l), il wient
oy
f V-, g c, =1 c, =1
| eldive oy (Ve ), Ve Dlv, = o,
s" &
ce qui s'écrit encore, par définition de l'adjoint formel et d'aprés le

lemme ITI.2.4
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0=-5 | &Y (0 ), 1,0 N,
gt g &
= - %—J 5 g[bvc(vc(p_l)), pZYC(VC(D—l))]VN

S g

I

Puisque p > 0, il suit que YC(VC(Q—l)) 0, ce qui équivaut

v

a z, = 0. Par conséquent g est une métrique d'Einstein (i.e. une métrique
& "
Kg N
telle que T, = o g). De plus g étant dans la classe conforme de c, est

conformément plate (i.e. conforme & une métrique localement euclidienne).
Ceci termine la preuve puisqu'une métrique d'Einstein conformément plate est

a courbure sectionnelle constante (voir par exemple [ﬁl. prop. 8.]]) #

4.8, Remarque. On sait que sur la "plupart" des variétés compactes
(M,g) 1l existe une métrique dans la classe conforme de g une métrique E
a4 courbure scalaire constante. Il reste néanmoins les cas suivants od la
conjecture de Yamabe [YE] qui affirme 1'existence d'une telle métrique

n'est pas encore entiérement démontrée cf. [TRZJ, [ANS])

1. 3 < dimM< 6 et (M,g) est non conformément plate & groupe

de Poincaré m infini.

2.La vérité (M,g) est conformément plate & groupe de Poincaré W]

infini.
4.9 Pour une variété (M,g) examinons 1'@quation générale
o, 8
(4.10) £ () =k = (4220 a0"
n n—2

"
g
Suivant Yamabe [YE], on considére, pour son étude, 1'équation

Nvog-l
(Yq) A+ Ku=nZKu
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2n v . _ . s
avec 2 < £ —5, N une constante, K et K deux fonctions réguliéres
1% 572 &

données sur M,
Soit la fonctionnelle Jq définie par

_ 2
Jq(f) = HVf||L + J K f v,

2

1
sur le sous-ensemble Eq de WZ(M) tel que

E ={few.an | f>o, J K f1v =1},
q 2 M

1'équation (Yq) apparalt alors comme 1'équation d'Euler de
Jq, n s'identifiant & un multiplicateur de Lagrange.

2n . . P .
Pour q < =5 » 1l suit des théorémes des plongements continus

et compacts de Sobolev, Rellich- Kondrachov que qu atteint son minimum

en une fonction u appartenant 3 Bq qui est solution de (Yq).

Pour , nous sommes dans le cas—limite du théoréme de

- 20
17013
compacité de Rellich-Kondrachov. Cela nécessite que la borne inférieure de
la fonctionnelle Jq soit inférieure 3 une valeur critique reliée 3 la
constante A(m,2) (définie en (4.9) chapitre II) de fagon analogue i celle

que nous verrons en détail dans la section suivante pour n = 2. On peut

. . ' < . 9

choisir la constante T telle que 1'équation (Yn:}) admette une solution
. .o .. v .. .. v . o1

réguliére positive pour K positive et vérifiant (sup K) (inf K) < C,

ol C est une constante qui ne dépend que de K.
Nous savons que pour la sphére standard (Sn,c) il existe des
m
fonctions interdites K pour lesquelles 1'équation (4.10) (qui est du type

Y2n ) n'a pas de solution (on obtient ainsi une illustration de la nécessaire

n-2

.o . 1
non compacité du plongement continu de Wy(Sn) dans L ﬁ?% (Sn)
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(cf. 1.1 chapitre II)). Quant 4 1'existence d'une solution de cette

. ; n p
équation sur (S ,c) elle est assurée par le

Theoneme 111.4.11 (voir EANA, th.9]). Soit f wune fonction
- L

réguliére, positive sur (Sn,c) telle que (sup f)(inf f)_1 < 2n-2 alors

il existe une harmonique sphérique Ep d'ordre p > 1 telle que 1'équation

(4.10) avec K = f + £P ait une solution positive réguliére sur 5"
4

L'énoncé que nous donnons de ce théoréme différe légérement de
celui de EAN&]. Ceci tient 3 la remarque que nous avons faite au chapitre II,
. - 5 n ’
section 4 & propos des sous—espaces admissibles de Vp. Mais la preuve

elle n'en est guére différente. Ses principales étapes sont
g P P p

1. On considére 1'équation, pour 2 < q < g?%— s
— r\J —
(Y (Sn)) 4 e M+ k u =K ul ] , k constant,
q n-2
d laquelle on associe la fonctionnelle Jq telle que

2
B n—1 2 2 q q

T = B vl - k||u|lL2)(Jf o v)

Par la méthode de Yamabe on minimise Jq sur le sous—ensemble

B de B formé par les fonctions u telles que ul soit L -orthogonale

q q 2

< o n -
a un sous-—espace admissible de Vp’ pour p fixée > 1.

2. On utilise un procédé de passage & la limite en faisant

2n
tendre q vers =5 Ppour conclure @

4.9. Dans le reste de ctte section (M,g) est une surface dont nous
notons ¥(M) 1la caractéristique d'Euler-Poincaré.
Dans la classe conforme de la métrique g, il existe une métrique

a courbure scalaire constante : nous pouvons donc supposer que g elle-méme
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est & courbure scalaire constante, soit k. L'équation (3.8) exprimant

1'opérateur différentiel F, de la courbure scalaire dans la classe confor-

2

me de g s'écrit donc

P, @) = (2084 + Kk)e 2Y

A propos de 1'image de F2 dans FM 1les faits suivants sont
connus

Si k<0 (i.e. ¥(M < 0) 1'image de F2 est formée par les
fonctions négatives sur M [BR]J ou [BR2].

Si k=0 (i.e. (M) =0) 1'image de F2 est formée par la
fonction nulle et les fonctions qui changent de signes et ont une moyenne
négative [K.W.1].

4.10 Le cas k >0 (i.e. X(M) > 0) reste seul ouvert ; la surface
(M,g) est alors la sphére S2 ou le plan projectif réel munis de leur

métrique canonique. C'est ce que nous voulons étudier maintenant.

v n
Soit X wune fonction réguliére sur M, Si K est la courbure

scalaire d'une métrique g dans la classe conforme de g, il existe une

fonction u telle que

VMoo
(4.11) Ke™ = 2080 + k , k > 0.

L'intégration de cette égalité contre 1'élément de volume vg et la

formule de Gauss~Bonnet

avi
J Kv, = J k vg = 4m y(M) > 0O
M g M

(ici 47 parce que k est la courbure scalaire qui vaut le double de la

"
courbure de Gauss) montrent qu'une condition nécessaire pour que K appar-

N
tienne 4 1'image de F, est que K soit positive en au moins un point sur M.

2
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Cette condition étant supposée satisfaite sur K, soit

E={ue w;(M) | J o v, = 4m x (M},

M

ol w;(M) est vu comme le complété de Cm(M) pour la norme de Sobolev.

n
Puisque K est positive sur un ensemble de mesure non nulle, E est non

vide.

"\
Quelles conditions sont suffisantes pour que K appartienne

4,12 Pour répondre & cette question, il suffit, % étant donnée, de
résoudre 1'équation (4.11) dans 1'ensemble E. Faisons le par la méthode
variationnelle directe en utilisant les suites minimisantes comme dans
DMRZ], [BR]]. Considérons pour cela la fonctionnelle J définie sur w;(M)
par

JGa) = [ (g_l(du,du) + ku v
M g

Minimisons J sur 1'hypersurface E de w;(M).

Sur E 1'équation d'Euler de J est

208y + k + 20 K 2% = 0

oi A est le multiplicateur de Lagrange associé & la contrainte définis-
sant E.

De 1'intégration de cette derniére égalité sur (M,g), de la
formule de Gauss-Bonnet et de la contrainte exprimée par 1'appartenance de

1

u 4 l'ensemble E, il résulte que X = - 5 - I1 suit alors que 1'équation

d'Euler du probléme initial est 1'équationi(4.ll).

4,13 Pour transférer la contrainte définissant E sur la fonction-

nelle, posons
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. ~ 1 < N
oi U est une fonction donnée dans WZ(M) et a4 moyenne nulle et od u
désigne la moyenne de u.
Soit Jo la fonctionnelle définie sur le sous-espace

w;(M) N Ker J de w;(M) formé des fonctions U de moyenne nulle par
M

3 (V) = J g_](du,du)vg - 2 Y (M) LogJ K ezuvg+2ﬂx(M) Log 47 Y (M)).

M M

Remarquons que

inf J (U) = inf J(U)
° E

w; oM N KerJ
M

En effet il suit de la définition de JO que si, U étant

donné, on pose u tel que
I\} —
j g 2T o s ur o,
M 24

U+u appartient 3 E et J(U+u) = JO(U), d'ot

inf J (U) » inf J(u)
1 © E
WZ(M)‘W Ker

M

Inversement si u élément quelconque de E est décomposé en u = U+G,

oi U est a moyenne nulle, alors un calcul rapide montre que J(u) = J (U)
: . (@)

et par suite

inf J(u) > inf JO(U) .

E w;(M) N KerJ
M

En outre

JO(U) 2 Hdu”iz - 2m x(M) [LogJMezuvg+ Log(s§p E) - Log 4m X(M)].
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En estimant le premier terme entre crochets dans le membre de
droite de cette inégalité & 1'aide de 1'estimée (3.14) du chapitre II

4B |lau|| 2
(c'est-3d-dire [ eZUvg £Y e M Ly ) , on obtient
M

2
J_(U) > (1-8T X(M)B),) ||dul|L +C

2 1

ol C1 est une constante qui peut 8tre choisie &gale 3

2m (M) Log (41 X)) * (x sup K) .
M

Par conséquent Jo est bornée inférieurement si

1

BM { ———
8m x (M)
1 .
. . - 1
4,14 Examinons d'abord le cas oil BM T JO(U) domine
alors la norme W; de U.
Posons 1 inf f J =m et soit (Un) une suite de fonc-
WZ(M) N KerJ ©
M

tions dans W;(M) de moyennes nulles telle que (JO(Un)) converge vers m
et que Jo(Un) € m+a, pour tout n et pour un certain nombre réel pdsitif

a. Comme JO domine la norme la suite (Un) est bornée en

I,

norme II,'] n). I1 suit que cette suite (Un) contient une sous-suite que
2
. . 1
nous notons encore (Un) qui converge faiblement dans WZ(M) vers une

fonction U de moyenne nulle.
20

. n
La suite (e )n converge alors fortement en norme L] vers

2 - . . PR
e u d'aprés 1'estimée duale (DZ) de Trudinger et le théoréme de plongement

compact de Rellich-Kgondrachov (la suite (Un)n qui converge faiblement -/
dans w;(M) vers U converge fortement dans LA(M) vers U (ef EAS,

th, 6.2])- (En effet d'aprés 1'inégalité de Schwarz nous avons
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2U 2(U-U )
J e P W) - J 20 n oy
M & M
i 2(U-U ) 1
< (J 40 v )2 (J e -1 2 v )2
M M
Lo 4swou) 1
< 2(J U2 e lu-u_ 1% v )2
M M n
! ] 1
= glu-u | - -
¢ 2(] MUy 2 (J e Uy )4(J lu-u_|* )*
M B M M

car \ex—ll S Ix|elxI

. Les fonctions U et Un étant dans w;(M), dans
le membre de droite de la derniére inégalité les deux premidres intégrales
sont bornées d'aprés 1'estimée (Dz) du chapitre II et la derniére inté-
grale tend vers O par ce que (Un) tend fortement dans L4 vers U

quand n tend vers 1'infini). De plus on a

sim o ll, , > Ioll, ,

car ou U = 0 et 1l'inégalité est triviale, ou en motant ( , )1 9 le
bl
. . 1 . . . . .
produit scalaire dans WZ(M)’ on obtient par application de 1'inégalité

de Schwarz

-1

d'old 1'inégalité cherchée par passage 3 la limite faible.

I1 s'en suit donc que

20
. . 2 v n te
= ; - .
m= lim JO(Un) 11m(||dUnHLz 21 x(M)*Log J K e vg) +C

n>+o© M

2 JO(U).

Comme par suite de la convergence faible la fonction U est

1 . . . . . .
dans WZ(M) N KerJ » i1 ne peut y avoir qu'égalité. Par suite la fonction
M :
u dans WZ(M) définie par u = U+u, oi u est le nombre réel tel que



- 144 -

J K e2<U+u) = 41 X(M), minimise la fonctionnelle J sur 1'ensemble E
M

et est par conséquent solution faible de 1'équation

= ny
(2080 + k) & M = K,

sur M,g).

4.15 De la théorie de régularité LP des équations elliptiques
appliquée a 1'équation ci-dessus, il suit que la fonction u est de classe

(e 0]
C sur M. En effet, réécrivant cette équation sous la forme

v}
208y = K & = g,

on observe ce qui suit
. - 1 . . - .
u appartient a WZ(M) implique, d'aprés Trudinger, que e
est dans Lp(M) pour tout p, ce qui implique que £By appartient &
Lp(M), pour p > 2. Par la régularité Lp, u est donc dans WE(M).
D'aprés 1'inégalité de Sobolev rappelée en (1.1 ii) ch.II), u est de
1 : 2u 1 g 1
classe C . Par suilte e est de classe C , donc A®u est de classe C
2 o . - 2u
donc u est de classe C°, ce qui implique & son tour que e est de
classe C2 etc... On obtient ainsi de proche en proche que u est de
[ee)
classe C
Un cas particulier intéressant est celui du plan projectif réel
muni de sa métrique canonique g, - Comme nous avons au chapitre II, la cons-
tante optimale BM de toute surface compacte, connexe, M (ou d'un domaine
-
16T

borné d'une surface connexe non compacte) est atteinte et égale &

(cf. th.I1.3.10). Il suit alors (voir aussi DWRZJ)

v
Proposition 111.4.16. Sur le plan projectif réel OR,P,gO)

1'image de F2 est précisément 1'ensemble des fonctions réguliéres positives

en au moins un point.
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Preuve : La proposition résulte de la conjonction des deux

situations favorables sulvantes sur (RP,go)
. d'une part -———lv—i—-=-l—
8m x(RP) 8

2
sur RP la constante

. d'autre part dans 1'estimée duale (DZ)

~ .. R E - . _
B peut-étre choisie égale a fgéd aprés ce que nous avons juste rappelé.

- . 1 s < 2

< — =
La condition suffisante BM & X (D) est donc réalisée pour (M,g) (RP ,go)l
4,17 Pour f, = ———l—~—, la fonctionnelle J bien que bornée infé-
M 81 x m)

rieurement n'admet pas nécessairement de points critiques. C'est le cas

lorsque la surface (M,g) est la sphére (Sz,c) DK.W.]] sur laquelle on

. 1 . . - .
a justement . B o = Ter ° La méthode variationnelle exposée ci-dessus ne
. g2

permet donc pas de résoudre 1'édquation (4.11) pour n'importe quelle fonction
- . i 2 . . s .

réguliére K sur (S7,c) satisfaisant la condition de signe. Nous repren-

drons ce cas plus loin au moment de donner une description ''qualitative' de

1'image de 1'application courbure scalaire F2 sur (Sz,c),

4,18 Comme conséquence de ce qui précéde nous retrouvons d'abord

le fait que 1'estimée (92) du chapitre II n'est valide sur la sphére stan-
2
dard (S ,c) que pour B Z'T%E =B 9 (¥). Les conditions du théoréme de
s .
J. Moser (théoréme I1I.3.1) qui donne la meilleure constante o o e peuvent
S

donc pas &tre améliorées.

it e o e e e i . e e e e et e S S S

métrique par la condition d'intégrabilité (N). Nous pouvions donc nous atten-
AN O P 1 1 ~
dre a priori a ce que la condition geométrique 0 2 Ter = 5 fitc
8m x(S7)

impossible. En retour la présence de cette obstruction géométrique traduit
la non existence de solution pour 1'équation (4.11) avec % une fonction
régulidre positive sur un sous—ensemble non négligeable de Sz. Cette étude
fournit ainsi s'il en est besoin un exemple d'interprénétration de la géo-

métrie et de 1'analyse.
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oY
Proposition 111.4.19. Toute fonction K réguliére sur (Sz,c),

" n
antipodalement symétrique (i.e. K(x) = K(-x)), positive en au moins un

oint est la courbure scalaire d'une métrique dans la classe conforme de c.
P

Preuve : On peut observer que la fonction '4 est en fait définie
sur le plan projectif (RPZ,gO) et usiliser la proposition IIT.4.16 pour
conclure. Mais il est instructif de donner la preuve qui suit.

D'aprés la proposition II.3.8, la meilleure constante { pour

; : e 2 : 4 <
les fonctions antipodalement symétriques dans W;(S ) est au moins égale a

| 1
LA
2 g2 32m
De plus le laplacien étant invariant par antipodie, si u est

antipodalement symétrique Fz(u) 1'est aussi.
La proposition résulte alors de ce que dans la classe des

fonctions antipodalement symétriques la constante B peut €tre choisie arbi-

1 1

iti < =
et donc la condition B 5T XD TGm

trairement voisine de

1
32m o

2
trouve réalisée pour la sphére canonique (S ,c) dans ce cas @

Conollaine 111.4.20. Les harmoniques sphériques d'ordre pair

2 ~ e . S
sur (S ,c) peuvent Etre réalisées comme des courbures scalaires de métri-

ques appartenant a la classe conforme de c.

La proposition III.4.19 nous conduit au thoréme suivant

Théoneme 111.4.7]. L'ensemble des fonctions réguliéres sur

2 ; 2ok : e
(S",c) qui sont réalisables comme des courbures scalaires de métriques

appartenant a la classe conforme de ¢ est dense pour les topologies Lp

(p > 1) dans 1'espace des fonctions réguliéres positives en un au moins

un point de Sz.
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Preuve : Nous allons prouver que toute fonction réguliére K
o . . 2 a .
positive en au moins un polnt sur S peut 8tre approchée en norme L
. (\J . .
(p 2 1) par une fonction K réalisable comme courbure scalaire d'une
métrique dans la classe conforme de c.

. ~ 2 . .
Soit N 1le pdle nord de S~., Pour tout €, > O, il existe une

1

. 2 . PR -
transformation conforme { de (S ,) qui transforme 1'hémisphére nord
2 . . s N
en une boule P de S centrée en N et dont le volume est inférieur &

- . 2
€,+ Notons P' le complémentaire de P sur S°.
. . - L s 2 .

Soit K une fonction réguliére sur § positive sur un

"
ensemble de mesure non nulle. Soit K 1la fonction définie par

"
K=K sur P’

-1
Koy oToV sur P.

=
U

3 » r\J 3 - 3 .
Par construction la fonction K est invariante par 1'antipodie

-1 s * . ..
oToy de la métrique ¥ c. Comme elle est aussi posltive sur un

P

n
ensemble de mesure non nulle, K est par conséquent la courbure scalaire

. *
d'une métrique dans la classe conforme de 1 c, donc de c. De plus

kKofP v = | [KKoD|P v_ .
2 P

"
Par ailleurs K &tant fixée, IK—Kowl < 2sup K.
I1 suit que, pour tout € > 0, on peut choisir € tel que

1

Ik -Kodll, <e,
P

ce qui termine la preuve 8
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4.22 D'aprés (3.8) la dérivée de F2 dans la direction de U prend

en la fonction nulle la valeur
U+ F,X0) = 2(AU - 2U),

ol U appartient & TO FM, espace tangent en O 2 1l'espace des fonctions
réguliéres.
Il suit que leunoyau de 1'opérateur (U (U+F))(0)), soit

ker (T FZ(O)) dans TOFS2 est 1'espace vectoriel V des premiéres harmo-

1

niques sphériques. Son conoyau, soit coker(T F2(O)) i.e. 1'orthogonal dans

F82 au sens L2 de 1'image de (U H’(U'Fz)(o)) est aussi Vl' En effet

pour tout h appartenant a8 coker(T FZ(O))’ nous avons

o
1

J (U Fz)(O)h v = ZJ (AU=-2U)h v
2 ¢ 2 ¢
S S

ZJ U(Ah-2h)v ,
? c
S

quelle que soit la fonction U dans TOFSZ. Par suite

Ah - 2h =0

et

(4.23) coker (T FZ(O)) = ker (T F2(O)) = Vl'

2 . .
Observons que T FS~ est ici confondu avec 1'esapce de Banach
o

2 . . . . . -
"source' et "but" FS”., De plus V., é&tant de dimension finie est fermé

1

dans Fs? et le quotient Fs2 N V. est un espace de Banach.

1
I1 résulte alors de (4.23) que 1'opérateur (U'H-(U-FZ)(O))

est un isomorphisme de FSZ‘\V] a valeurs dans F82 \~V]. Par conséquent

F2 est un difféomorphisme d'un voisinage O sur un voisinage de

FZ(O) = k : pour toute fonction f ‘voisine de k dans FSZ, il existe
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une premiére harmonique sphérique &, telle que 1'équation

f
g -2u
f - Ef = (2A°%u + K)e

admette une solution u dans un voisinage de 0. En fait ce résultat est
global et ne se limite pas aux voisinages de O (sous réserve de certaines

conditions de signe sur f) (voir EAN.4, th.8]). Plus généralement

Théoneme 111.4.24. Soit f wune fonction réguliére sur 52

positive en au moins un point. Il existe une harmonique sphérique d'ordre

"\
p » 1 soit EE telle que la fonction K = f + Eg soit la courbure

scalaire d'une métrique conforme & la métrique standard.

Preuve : La preuve peut se faire par la méthode variationnelle
exposée au début de cette section et en utilisant 1'estimée ((4.6) ch.II).
Nous en donnons juste les grandes lignes.

I1 s'agit de prouver que 1'équation
v -
K = (20u + k)e 2u , sur (Sz,c) (k = 2)

"
admet une solution réguliére lorsque K = f + gp, p = 1.
Considérons la fonctionnelle J définie sur w;(SZ) par
-1
J@) = J ) (¢ "(du,du) + k u) v,
S
Nous voulons minimiser J(u) sous la contrainte que u

appartient 3 1'ensemble

r
E={ue w(s? £e?ly =81 et [P ey =0, i=0,...2p},
2 SZ c c

pour pouvoir utiliser 1'estimée ((4.6) ch.II) qui améliore la constante B

dans 1'estimée duale de Trudinger. L'ensemble E est non vide puisque f
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est positive sur un ensemble de mesure non nulle et les EE de moyenne
nulle sur (Sz,c). Introduisons les multiplicateurs de Lagrange A, s
0=1,1=1,...,2p, associés 4 la contrainte définissant E. Sur E 1'é-
quation d'Euler de J s'écrit alors
2u + k + 2X f e2u + 2 X uigg e2u = 0.
i=0

Les constantes My sont déterminées par f, de sorte que cette équation

peut encore se mettre sous la forme
Py 2u
2Ma + k = =2X(f + Ef)e

ol Eg est une harmonique sphérique d'ordre p, dépendant de f. En inté-
1

- .2 2 .
grant cette égalité sur (S7,c), on obtient X = - 5

, ce qui donne

20 + k = (f + Eg)ezu

L'existence d'une solution réguliére de cette derniére équation
résulte de la minimisation de J(u) et de la théorie de régularité des équa-

tions elliptiques @

4.25 Nous avons remarqué précédemment que pour obtenir la partition
de 1'unité par des harmoniques sphériques qui assure la validité de 1'esti-
mée (4.16) du chapitre II qu'il suffit de prendre (n+1) harmoniques
sphériques (E?) d'ordre p bien choisies. Il suffit en effet de se placer
sur un sous—espace ''admissible" G.e. qui admet une base (E?), i=o0,1,2

pour laquelle % ‘EEI > 0 en tout point de 82 de 1'esapce vectoriel Vp

i=0
des harmoniques sphériques d'ordre p sur (Sz,c).)
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La proposition IIT.4.24 admet donc le corollaire suivant

Proposition 111.4.26. Pour tout & non nul dans Vp, p > 2,

il existe &' dans un sous—-espace "admissible' de Vp tel que la fonction

A
K=& + &' (qui est une harmonqiue sphérique d'ordre p), soit la courbure

scalaire d'une métrique dans la classe conforme de c.

N
Si p est pair la fonction K est paire sur (Sz,c) et

le corollaire III1.4.20 donne un résultat beaucoup plus fort.
Si p est impair la preuve est analogue & celle de la

proposition II1.4,24. 8

4,27, Pour terminer, voicl une proposition qui montre que 1'ensemble
2 2 ey ,

Int(S",c) des fonctions interdites sur S~ pour la métrique standard n'a

pas de structure linéaire puisque nous exhibons deux fonctions interdites

dont la somme ne 1'est pas.

Proposition 111.4.28. Soient & une premiére harmonique sphé-

. . 2 . 2
rique et ¥ une transformation conforme de (S ,¢). Il existe sur S une

2V AV
métrique g dans la classe conforme de ¢ dont la courbure scalaire K

est de la forme

K=Eof+¢e

o &' est une autre premiére harmonique sphérique.

On sait en effet que & appartient a Int(Sz,c) et d'aprés
(3.20), la fonction & o ¥ est interdite sur (Sz,c). Mais comme & o
est positive sur un ensemble de mesure non nulle de SZ, il suit de la

proposition ITI.4.24 qu'il existe une premiére harmonique sphérique géo@
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telle
1
Eo i+ gEOﬂ

soit la courbure scalaire d'une métrique dans la calsse conforme de c,

d'oli le résultat ®
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En guise de conclusion nous voudrions attirer 1l'attention du
lecteur sur certaines perspectives que semble ouvrir ce travail et des
problémes qui & notre avis restent ouverts en dehors du probléme de

L. Nirenmberg dont nous n'avons pas, & notre déception, achevé la résolution.

1. I1 coexiste aujourd'hui encore dans la littérature plusieurs
types de symétrisations de Steiner (symétrisation sphérique par rapport &
un demi-axe, & un point, symétrisation par rapport & une droite, & un plan)
sans qu'il soit aisé de passer de 1'un & l'autre. Ils ont en commun la pro-
priété fondamentale des inégalités isopérimétriques des thé&orémes I.1.6 et
I.2.2 et celle de faire dépendre la fonction symétrisée d'un nombre de varia-
bles inférieur & celui des variables de la fonction & symétriser. L'introduc-
tion d'une topologie convenable dans 1'ensemble de ces transformations de-
vrait en unifier la théorie et permettre de passer de 1'une & 1'autre 3
1'aide d'une notion de limite appropriée. C'est & notre avis un travail qui
ne manquerait pas d'intérét & cause de 1'utilisation sans cesse croissante
des propriétés de "la'" symétrisation sphérique en géométrie comme en analyse
(cf. Dﬂﬂ,[ﬁA]). Signalons comme autre probléme ouvert l'introduction d'une
symétrisation sphérique sur les espaces riemanniens symétriques de rang |
sur lesquels il devrait &tre instructif d'écrire des inétalités de type

isopérimétrique.

2. I1 nous parait raisonnable d'envisager que la méthode de
1'action du groupe conforme de (Sn,c) utilisée pour les &quations induites
par l'application courbure scalaire puisse s'appliquer & d'autres situations
oli se présente une équation différentielle non linéaire en méme temps qu'un

groupe de transformations non compact sur une variété compacte (M,g).
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Ainsi par exemple il ne sera sans doute pas inintéressant d'uti-
liser 1'action du groupe des difféomorphismes holomorphes de 1'espace pro-
jectif complexe standard (CPn,go), a4 la source sur l'espéce des métriques
¢® et au but sur 1'espace des fonctions holomorphes, pour chercher 1'image

L aTga T
ew £E£i§§§l__ oi w est la métrique de Fubini Study

w

de 1'opérateur U ~
sur CP" (cf ‘BN 3]).

3. Y a~t—-1il1 équivalence entre les estimées de Trudinger (Tn)
et (Dn) comme le laisserait entrevoir la relation de dualité (2.10) du

chapitre 1II ?
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ANNEXE

"
La fonction f du théoréme III.3.25 telle que K = & + f,

. . - . . . . n
(£ est une premiére harmonique spéhrique) soit interdite sur (S ,c)

est un lissage de la fonction hauteur fo d'un cOne 3 base circulaire

et dont le sommet est convenablement placé. Nous en donnons yne preuve

en dimension n = 2.

Nous faisons d'abord le calcul dans 1'espace euclidien et
supposons que le gradient de &£ estunchamp de vecteurs vertical constant,
Soit un cdne & base circulaire dont le sommet est placé de telle sorte que
sa projection orthogonale B sur le plan x oy coﬁtenant sa base se
trouve dans le premier quadrant (fig. 1). Soient b et B 1les coordonnées
polaires de B, (r,0) celles d'un point U du cercle de base, 1'origine
des axes (0x, Oy) de coordonnées &tant confondue avec le centre de ce

cercle.
AY

r cos 6
u
r sin 6

b os B
B{b s\in B

Fig.l
Nous commencons par étudier la fonction fo.
Le gradient de fo étant tangent au cdne, il est en chaque

point x porté par le segment joignant x au sommet S du ¢bne. Il est

constant le long de cette droite dont il mesure par ailleur la pente et est
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orienté vers S. Il vaut en ce point

h A 1A
Vf = —— & _ba h 2
° |A| 7R ik

oi h est la hauteur du cdne soit en projetant sur les axes (0x, Oy)

( p L_cos 8- b cos B

r2+b2—2br cos (8-B)

vfO = 9 r sin® - b sin B

h
r2+b2—2br cos (8-R)

\

Ce qu'il nous importe de contrdler c'est le signe de la fonction
VE (£+fo) : nous voulons qu'elle prenne les deux signes pour que la fonc-
tion €+fO ne soit pas évidemment interdite par la conditon (NVE) déja
donnée J. Kazdan et F. Warner tout en 1'étant par la condition (N). En fait
nous allons chercher un champ de vecteurs x* = cos o VE + sin a J(VE) tel

a .
que X (E+fo) garde un signe constant.

La fonction qu'il nous suffit d'étudier est donc

r sin 6 - b sin B
+

r +b2—2br cos (6-R)

Yb’B(G) = h /e

oli e = IVE\Z = constant.

Nous voulons que cette fonction atteigne son minimum dans une

petite zone A  située & droite de la verticale passant par B, la constan-

te e &tant ajustée de telle sorte que Y soit positive hors de cette

b,B
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zone du plan (fig.2)

0 b cosB *

——/

Fig.2
' Nous sommes donc amenés 3 comparer les coordonnées du point
Mb,g\ oll Yb,B prend sa valeur minimum & celles du point UB du cercle
de base ayant méme abscisse que B. Comme nous voulons que Mb,B soit &

droite du segment UBB, ses coordonnées polaires (r,0) doivent vérifier

r cos O > b cos £. En outre elles sont solutions de 1'équation
2.2 2, .
(r"+b"cos 2B)cos 6 + b sin 28 sin 8 - 2br cos B = 0O

dans laquelle le membre de gauche est le numérateur de Yé 8(6) aprés
3

simplification. (En effet, nous avons

©) = h/e & cose(r2+b2—2br cos(6-B)) - (r sinf~-b sinB) 2br sin(6-R)
- e 7.2 2
(r™+b” - 2br cos(6-R))

Y‘
b,B
dont le numérateur N s'écrit encore :

(h/z)_lN = r(r2+b2)0039 - 2r2b(cose cos(6-B)+sinfsin(H-R)) + 2r2b sinB sing—R
= r(r2+b2)cose - 2r2b cosf + 2rb2 sinB (sinf cosR-sinR cosB)
2.2 2 2 . 2 . .
= r(r"+b")cosf - 2r'b cosp - 2rb” sin2B cosf + rbsin28 sing
= r(r2+b2(1—251n26)c056) + rbzsinZB sinf - 2r2b cosRh

= r[(r2+b2c0528)cos6 + bzsinZB sing - 2br cosB].)
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Cette relation s'écrit encore
r2c058 - 2br cosB + b2 cos(2B-6) = 0,
soit enfin
r cosB -~ b cosP = b(cosB - %—cos(ZB—e)).

La relation que nous voulons que les coordonnées de Mb 8
bl

vérifient est donc en particulier satisfaite dés que

Hio

cos B > %— (Une application possible R = %,

Dans ce cas en choisissant convenablement la constante e, on
peut ob?enir que la fonction VE - (£+fo) = (V&,V(€+fo)) ne soit négative
que dans une petite zone A" autour du minimum dont la mesure peut &tre
rendue arbitrairement petite. Ainsi le champ de vecteurs V(£+f0) fait un
angle inférieur & %- avec le champ de vecteurs vertical sauf sur A

Pour trouver l'angle o qui détermine le champ de vecteurs

o ~ . .
X cherché nous faisons une analyse par secteurs autour du point B

(fig.3)

'Y

11 Ir N @ ®
\
. b cosB » X
0
v . KJ

Fig.3
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Dans la zone II, par construction V(€+f0) appartient au
quadrant (). Comme (Vfo)y (la composante suivant oy de Vfo) est
loin de son minimum sur tout le quadrant (V(£+f0))y est bornée inférieu-
rement par un nombre positif fini : V(E+fo) appartient au quadrant

moins un secteur angulaire fini de mesure .

Dans la zomne III, (V(£+fo))y est trés positive, donc V(£+fo)

appartient encore au quadrant C) prés de 1'axe des y.

Dans la zone 1V, V(£+f0) appartient au quadrant Q).

Dans la zone A hachurée (V(€+fo))y est négative mais arbitrairement
petite (par 1'ajustement de e) alors que A &tant strictement & 1'inté-
rieur de la zone 1 , (V(E+fo))X est bornée supérieurement par un nombre
négatif fini. Par conséquent V(€+fo) appartient & un secteur infiniment
proche de 1'axe des x dans le quadrant C) . Pour le reste de la zone I,
V(£+fo)y est positive et par suite V(€+fo) appartient au quadrant Q).

I1 est donc possible de trouver un angle o , 0 < a < g—,
tel que V(E+fo) appartienne au demi-plan supérieur déterminé par cet
angle. Nous obtenons de cette fagon le champ de vecteurs conforme x>
cherché.

Nous pouvons passer du cas euclidien 3 la sphére en uﬁilisant
les coordonnées normales et les voisinages normaux. En tout point m de 52
nous considérons une boule B8 de centre m, de rayon € assez petiﬁ pour

que dans B8 V wvarie assez peu et que le calcul de Vf dans la métrique

2 . - - . . .
S~ soit assez proche de celui de Vfo dans la métrique euclidienne @

Remarque. I1 est possible de supefposer un nombre fini de telles

~

fonctions f & supports disjoints assez petits.
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En dimension n = 2, le lemme II.2.4 peut &tre amélioré de

la fagon suivante :

Lemme. Pour tout s dans [O,l], on a
1 1 1

(s) < s + (2%)2 62 (1-8)2

c'est-3-dire simul tanément,

11
Z 2
S

¢)

1 1

)2 (1-8)2

p(s) € s + (26

d(s) < s + (26¢

Preuve : Nous gardons les notations du lemme I1.2.4. En dimension
n = 2, nous voulons donc trouver une relation entre les coordonnées x,y

des points tels que

fz(x,y) = xzy—1 + (1»—x)2(1—y)—1 ' 1+26¢.

Y
Définissons une fonction f2 par

v 2 \ 2
fz(x,y) =x (1-y) + (I-x)"y - y(l-y)
(= (£,x,y)-1) y(-y)).
La relation a vérifier par x et y s'éerit alors
v
£,(x,7) < € y(1-v).

Mais nous avons

V)
fz(X’Y) = (x-y)",



solt

établies.®

Comme

- B2 -

(=y)% < (28,) y(l-y)

o

L1

2 2
xgy+ (28)" y° (1-y).

¢

0 <y <1, les deux derniéres inégalités du lemme sont
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