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INTRODUCTION

A 1'opérateur parabolique g% - A, et aux convexes du type

{v > ¥}, on peut associer des problémes d'&volution paraboliques du type

suilvant

2 étant un ouvert borné de Rn, de frontiére 6Q,Ib:BLTﬂ}Q > R,

(T > 0) on cherche u : [0,T[ X 2 > R solution de

0, u=0 sur [O,T[ x &,

u Y, u(0)

du du _
T Au 2 0 (5€ M) (u-Y) = 0.

Pour des obstacles suffisamment réguliers Brézis [4 |,
Charrier—'Troianiello [61, ce probléme admet une solution unique que 1'on

appelle solution forte.

Lorsque Y est simplement mesurable, le probléme fort n'admet
pas toujours de solution mais on sait associer & 1'opérateur g% - A et
aux convexes 1v > P}, une inéquation variationnelle faible qui admet toujours
des solutions Brézis [3], Lions [9] et en particulier une solution mini-
male. Mignot Puel [lﬂ.

Notre propos est 1'approximation de cette solution minimale.

Dans le chapitre I, nous abordons ce probléme par une méthode

de régularisation elliptique : on considé&re 1'opérateur elliptique

32 5

—E gt — - A et la solution u de 1'inéquation variationnelle associée.
at t o '
Lorsque ¥ est régulier (paragraphe IV), nous montrons que la
limite de u_ est la solution forte.
Pour les obstacles quelconques, mais vérifiant une hypothése de

densité (paragraphe V), nous montrons que u_ converge vers la solution

minimale du probléme faible.



Au chapitre II, nous abordons le probléme de 1'approximation
numérique.

La méthode choisie est celle de 1'approximation externe au moyen
des différences finies,

A la formulation faible, nous savons associer le probléme discré-
tisé (Ph) Glovinski [8] et nous montrons que la solution de ce probléme

converge vers la solution minimale.

Nous donnons dans le chapitre III plusieurs exemples de calcul
numérique de la solution uh du probléme (Ph) et nous comparons, pour
les différents ordres d'approximation choisis, cette solution uh et la

vraie solution minimale.



CHAPITRE 1

REGULARISATION ELLIPTIQUE

Dans ce chapitre, nous étudions le comportement, lorsque le

paramétre € tend vers O, de la solution u_ d'une inéquation variation-
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nelle associée & 1'opé8rateur - € —5 + — - A et aux convexes du type
ot ot
{v > v},
Notre objectif est de montrer que la limite de u., €7 0, est

la solution minimale de 1'inéquation variationnelle faible associée 3

9
1'opérateur == - A,
pera ot
Les résultats obtenus peuvent 8tre énoncés de la maniére suivante :

i) Lorsque ¥ est "régulier", wu converge fortement vers
1'unique solution forte wu.
ii) Pour les obstacles quelconques, moyennant une hypothése de

densité sur les convexes, u. converge faiblementvers la solution minimale.

Tout d'abord, par une méthode de pénalisation, nous établissons
des estimations a priori qui nous permettent d'énoncer un premier résultat

de convergence : la limite de u_  est solution d'une inéquation faible

associée & un convexe plus petit que celui intervenant dans la formulation
faible ordinaire (paragraphe III).

Dans le paragraphe IV, nous nous plagons dans le cadre des
obstacles réguliers et nous établissons le point i).

C'est au paragraphe V que nous &tudions le cas des obstacles
quelconques. Pour montrer que la limite de u_  est la plus petite solution
faible wu, nous avons considéré u, non plus sous sa forme variationnelle,

mais sous sa forme ponctuelle Pierre [15].



Au paragphe VI, nous donnons des propriétés des solutions
minimales réguliéres.
Les difficultés que nous avons rencontrées sont essentiellement

de trois types :

i) Des difficultés 1liées au passage d'un opérateur du second ordre

a4 un opérateur parabolique : obtention d'estimations a priori suffisantes.

i1) Des difficultés liées aux convexes

- D'une part, les convexes des fonctions tests de 1'inéquation
elliptique ne sont pas denses dans ceux de 1'inéquation parabolique.

- D'autre part, si nous montrons au paragraphe III que la
limite de u vérifie une inéquation faible, les convexes associés a cette
inéquation ne sont pas, en général, denses dans ceux de la formulation faible
ordinaire. C'est pourquoi nous avons &té amenés a introduire une hypothése
de densité.

iii) I1 n'a pas été possible de montrer directement 3 partir de la
formulation variationnelle et des estimations a priori que la limite de
u_ est la plus petite solution faible. Cette difficulté a été levée en

utilisant 1'interprétation ponctuelle de la solution minimale Pierre [15].



1. FORMULATION DU PROBLEME.

Soit £ un ouvert borné de R" dont le bord 92 est
régulier.

On posera H = LZ(Q),

v=nl@ ={veH =L eu, v/3Q = 0}
o ox

v
Soit T > O, on posera Q = ]O,T[ X Q, Q= [O,T] x 2. On notera
v=120,7: v), V' =120,T: V') et W={vell©,T:V) ;
v 2 '
— 0,T : V .
TR (o, )1 |
La norme sur LZ(Q) est notée | | et la norme sur HL(Q), Wil

On a alors

T 2
=<j ol ao'/?

llull
L2(O,T:V 0
.
lul , - W?ae'?
L°(0,T:H) 0

)

2
2(O,T:V')

2 2 du
fulfy = Cllall 5+ Il
W L%0,T:v Ot
Rappelons que Vs H< V', les injections étant continues, compactes et denses.
D'autre part W s'injecte continiiment dans C([b,T] + H), 1l'espace des
fonctions continues de [Q,Tj d valeurs dans H (Lions, Magenes Bﬂ)
1 . - ~ 12
rappelons que sur HO(Q), la contraction module opére, c'est-d-dire que
. 1 + 1
si ue HO(Q), u € HO(Q).

Cette propriété n'étant pas vérifiée sur (J, on notera



S=1{ue LZ(Q,T: V) ; g—t‘i € LZ(O,T:H)}
wo = {uell; u(0 =0} et
y={uel ;5 um=o0} ,

SO et ST les espaces correspondants dans 8.

Pour U € LZ(O,T: H) on notera :

KW = {ue L2(03T: V) ; u 3>y pp!}

On précisera dans chaque cas, les conditions supplémentaires de régularité

sur |, mais nous supposerons toujours waW Hg(Q) non vide (donc si
Y(0) aun sens Y(0) £ 0O pp sur L et si Y/Z a un sens Y/I < 0).
(¢ = Jo,T[ x 3Q).

Soit f un élément de LZ(O;T: H), pour tout € > O, on consi=-
dére u, la solution du probléme :

T Sue 3 BuE T
(1) €JO(—§?’®T(V—UE))Hdt+J(—§?’ v-u )udt + JO(VuE,Y(v-uE))Hdt

T
3 Jo(f,v-ue)Hdt ;

1
Vv € H (@ N K,

1
u_ € HO(Q)n Kw

On sait que cette inéquation variationnelle elliptique admet une solution

unique sous les hypothéses précédentes (voir Lions et Stampacchia DO]).

(Brezis et Stampacchia [5]).
Au probléme (I) de caractdre elliptique, on peut associer une

inéquation variationnelle parabolique du premier ordre qui admet une formu-

lation forte et une formulation faible que nous allons détailler ci-dessous.



Forumulation fonte.

On cherche u € K N W, telle que

7
, T Ju T T
J =T V_u)V',V de + J (Vu,V (v—u)a{dt > J (f,v--u)H dt
0 4] 0
(11) ﬁ VV € Kw
u(0) = 0
K, N W,
\Ll € \p

Ce probléme fort n'admet pas toujours de solution. Le résultat
suivant de Charrier-Troianiello[6 | précise les conditions d'existence de
cette solution forte.

| On désigne par U'* les formes lindaires positives de V'
LeV? si Le V' et VYuel?OT : V), u3o0, (L,u) >0) on pose

V* = V'+—V'+. C'est le dual d'ordre de V., On a le résultat :

si fe V', Vel et (%%.— wy e V¥, wo) <o,

alors le probléme fort admet une solution unique.

I1 convient de remarquer que les obstacles 1 appartenant &
9
( v

— - N)) € V¢ n'est pas en

W sont déja irréguliers : la condition Y

général réalisée.
Notons cependant que dans le cas oi Y € W on a unicité de la

solution faible. (Voir Pierre BS] et annexe A).



Formulation faible.

On cherche u € K, , telle que

Y
T T T
J 1 2
0(5%’v_u)v',vdt * JO(VU,V(v-u))Hdt + zlvoy ], > Jo(f’v_u)Hdt ;
(111)
Yvetwn Kw

Nous savons d'aprés Brezis [3] et Lions [9], que cette formula-
tion affaiblie admet toujours des solutions et méme, dans ce cas particu-

lier des convexes K, une solution minimum. Mignot Puel [12].

Nous détaillons en annexe B des propriétés de cette solution
minimum. (voir Pierre [15]) et nous donnons des exemples d'existence de

la solution forte.

Notre propos est 1'étude du comportement de u. quand € tend

vers O.

11 nous faudra toutd'abord obtenir des estimations a priori
qui feront 1'objet du paragraphe suivant.

Des exemples simples, en particulier en dimension un, montrent
que nous ne pouvons pas espérer que u_ reste borné dans W : il y a
une couche limite au voisinage de T (voir annexe B).

Nous commencerons par étudier la convergence de u_ vers une
solution du probléme faible, ce qui sera en partie conséquence d'estima-

tions a priori dans des espaces plus grands que Y.



11. ESTIMATIONS A PRIORI.

Pour tout 1N > 0, considérons u, la solution du probléme péna-

n
lisé :
( 82\1 du
en En i +
- € 5 * - Au€ - ﬁ(w—ue ) = f,dans Q,
ot ot
1
uen € HO(Q).
\

Cette solution existe et est unique, d'autre part on sait que
2 . .
u. € H(Q (voir Lions [ 9]).
n
Tout d'abord, démontrons un lemme préliminaire qui servira a ren-
dre licite les intégrations par partie effectuées par la suite.

Lemme 11.7. Soit u, la solution du probléme (IV), alors
n

du
€

n
s v

Démonstration : On va, en fait, démontrer la propriété suivante

si 6 € HZ(Q)fW Hé(Q) alors g%'e L2(O,T: V).

b € HL(Q) => 0 € LZ(O,Ti HI(Q))

6 e HO(Q) = -g—?:— e L2@,7: 1)

N

1 . .
done 9 € C([O,T] H (R)), 6 @&tant définie presque partout sur ]O,T[

d valeurs dans V

1 ' '
HO(Q), 8 est donc continue de [O,T] a valeurs dans V.

On a :

%%—= 1lim gifih%:glEl-, limite prise dans L2(OT : H])

h>0



_]0_

- -

9&5:2%:9£El € LZ(O,T: V) qui est fermé dans L2(0,T>: H])

mais

ab 2
donc Y € L7(0,T : V).

De 1'équation pénalisée (IV), nous déduisons 1'estimation a priori

suivante :

Lemme 11.2. Soit ug solution de IV, alors
-1
Ju
) Ju_ |
/e |- + <c
9 12o,T:m) - & 1.2(0,T :V)

b

C étant indépendante de € et n.

. . 1 . . .
Démonstration : Soit v € K, N HO(Q), multiplions 1'équation (IV) par

Y
(v—u€ ) et intégrons sur (0,T)
N2
T © 9 uc T 8u€ T
n N
(-€ ——=—, (v-u_ )) dt + J (= (v-u_ )) dt + I (<Au_ ,(v-u_ )) dt
JO at2 €ﬂ H 0 at sn H 0 En en H
T T
1 + _ _
: ﬁj (G-u, )", @-u ) de = J (£, (v=u_ ))ydt .
0 N n 0 n

Par intégration par partie les termes au bord disparaissent

et 1'on obtient :
T du T T
E':n R ) 3
EJ (—5E—3§€(v—u€ ))Hdt + J (Vu€ ,V(v-ue ))Hdt = J (UE ,gz(V“UE ))Hdt
0 n 0 n n 0] n n
T
> -
J (f, (v uen))Hdt
0
car sur 1l'ensemble {(ll)—uE ) 20}, ona v3U3 u. et par suite
n n
T

+
- , (v- dt > 0
J(O(w we ) e Dy
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Soit encore :

[T Bu€ 9 T aue
n 2 oV n
e at + J o [1%ae < )2Y 1|
Jjo %t 'y 0o Sn v 9t 2¢0,m:m) °f 1.2(0,T :H)
ov
+ lu_ | l|v]| + Ju_ | —
€ 120,T:v)  12(0,T:v) € 1,2(0,T:H) %t 1 2(0,T :H)
+ l£], vl , + £] lu_ |, .
L°(,T:H) 1°(,T:H) L“(0,T:H) *n L°(0,T :H)
On utilise alors 1'inégalité de Poincaré
2 b 1l
lu £ Cllu
€ 12(0,T:H) €y 1.2(0,T:V)
alors :
2 b 1l o I e
€ |—— + |ju £ C+C. {ju + C, € 2
9t 1 2, T :H) € 12(0,T:V) e "12(o,Tiv) 2 9t '1%(0,T :H)

et le lemme est démontré.

Remarquons, dés maintenant, que C &tant indépendante de n,

cette estimation est &galement valable pour ug.

Lemme 11.3, Estimation L.

. + )
Si Y et f sont dans Lm(Q), alors u_ € L (Q et
n
[u€ I o £ C, C constante indépendante de € et 1.
n L (Q
. . “At . 2
Démonstration : Posons z. =e Ue s A > 0 fixé, nous allons démontrer
n n
que |z _ | € C, on aura ainsi le résultat.

n Lw(Q)
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En reprenant 1'é&quation pénalisée on voit immédiatement que

z vérifie 1'équation suivante :
£

n
2
-—ez "+ (1-22e)z_ ' - Az + (A-eX7)z
£ € € €
n n n n
+ =A -At
- l—(w—eth ) e Cofe
n €
n
- : - « +
Fosons & =Y e Xt, g=1fe Xt. (D'aprés nos hypothéses £

oo
et g sont dans L (0)).

L'équation devient :

I _ v a2 1 +
ez "+ (1 2>\€)z€ Az€ + (A-eX )z€ ﬁ(i z. ) =g,
n n n n n
et lglL"(@) ] | .
Soit k = Max , + 1|. On a z =-k) € B'( uisque
ey T 1(gn> @ puisq
k > 0 et que la contraction module opére sur HO(Q).
Multiplions 1'équation vérifiée par z_  par (z€ —k)+ et
n n
intégrons sur (0,T), on obtient, aprés intégrations par parties
) L2 T N
5]52-(28 -k)" | 9 + (1-2Xe) J (5E(z€ —k),(zE -k) )Hdt
n 1L70,T:H) 0 n n
w2 2 +2
+ ez, 07, + (-ed) ez, 077 .
n L°0,T:V) n 1.°(0,T :H)
T T
1 + + 2 +
== ( ((€-z_ ) ,(z_ -k) ) dt + J (g=k(A-ex™),(z_ -k) ) dt.
n j £ £ H € H
0 n n 0 n

Une nouvelle intégration par partie fait disparaitre le 2&me terme du pre-

mier membre. D'autre part, sur {z > k} on a z_ > & d'aprés la
n n

définition de k. Par conséquent, le ler terme du second membre disparait

également.
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lglL” (@

enfin, comme k 2._*__X___ + 1 ona g+ X - Ak € 0 -En choisissant

e < i&’ on aura donc g - Ak + k ¢ Xz < 0.

On en déduit que pour € assez petit (g < ﬁ&),

2 2
I, 0%+ el -0* - [(z, 0

n L°0,T:V n LZ(O,T:H) n L20,T:H

N

En remarquant que A - Ekz > A(1- %) > 0 (d'aprés le choix de k),

on en déduit que z_ £ k.

€ o
n lglL (@
Pour minorer zEn posons k' = - - 1 on a
- 1 . .
(z8 ~k') € HO(Q) puisque k' < 0 et que la contraction module opére

o
sur HO(Q).

Multiplions 1'&quation vérifiée par z_ , par (z8 k') et
n n
intégrons sur (0,T). '

On obtient de la méme maniére que précédemment :

- e |2z, k71 - ez, —ky7II
N .20, T:H) n L°(0,T:V)
2 -2 p (T + -
- (A-ex9) |(zE k') | =5 (E-z_ ), (z_ -k') )y dt
n 120, T:1) 0 n n

T 9 _
+ j (g=k' (A-ex), (z_ -k") )H dt
0 En

le premier terme du second membre est toujours positif. D'autre part,

%-— 1 2 k', Si on choisit ¢ < 1
Ak

on aura,

g - k' + ekzk‘ >0,

on en conclut que,
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2
- -2 2 -2
- el 2z, k)| - ¢z, k7| - 0=eA) [z k"7 >0
1.%.1:80 n 1%0,T:v n £2(0,T:H)
2 A . ) v~
et comme {(A-eA”) > A - l l > 0 on obtient z_ 2 k' d'old le lemme.
k' n

Les estimations qui précédent sont insuffisantes pour passer i
la limite dans 1'équation (I). En effet, nous savons que u. ne reste pas
borné, en général, dans W, et nous étudierons d;abord la convergence de
u_ vers une solution du probléme parabolique faible (111).

Ju

Mais alors, puisque Vg‘fﬁ? n'est borné que dans L2(0T:H), il

nous faut prendre des fonctions tests dans K, N S: En effet, K, N Hl(Q)

v

n'est pas dense dans K, N (., (On rencontre déjd cette difficulté danms

¥

le cas des équations, HL(Q) n'étant pas dense dans ).

Nous nous heurtons alors a trois difficultés

i) la premiére provient de l'apparition d'un terme au bord,
du
E(Tﬁ?(o), v(O))H, obtenu par intégration par partie. En utilisant la technique

des fonctions barriéres comme dans Bardos [2], cette difficulté pourra étre
surmbntée.

i1) la deuxiéme provient'de la nature des convexes : Le cohvexe
K, N S n'est pas dense, en général; dans le convexe K, 6N (U, Nous verrons

v v

par la suite comment éviter cette deuxiéme difficulté,

iii) I1 y a existence d'une couche limite de u.  au

voisinage de {T} x Q. Pour nous en affranchir, nous utiliserons des

fonctions tests v, ve K, NS, avec Y définie comme suit

v
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g0
¢! o, 1]

0 au voisinage de T

= &
] ™

£0

On notera ¢ = {f, ¥ vérifiant les hypothéses ci-dessus}.

Thaitement du terme en O.

Lemme 11.4. Supposons que Y € O dans un voisinage de {0} x Q,

alors

3u.,(0)

€N
Vv € Kwﬂ S, € Y

, v(0)), = 0(E),

uniformément en 1n.

Démonstration : Nous reprenons, pour 1'essentiel, la technique des fonctions

barriéres développée dans Bardos [2]. Nous allons démontrer que
Ju
€

€ —Szn-(O) = 0(V€), uniformément en n.

Soit vg la solution de 1'Equation :

- € vg+vé - Av€ = f dans Q,

v_ € Hé(Q)

en retranchant de cette &quation 1'&quation pénalisée IV, on obtient
1 +
—e(v"=u" ) + (v'—-y' - - —(— =
e(vE uen) (v€ uen ) A(vE usn) + n(w uen) 0 dans 0.

11 est aisé de voir que, si 1'on multiplie cette &quation par

o+
(Vg—ug;) et que 1l'on intégre sur (0,T), on obtient,
n
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mais on a :

u 2V
gn € auen BVe
(1) => T (0) = Ere (0)
u [/ 3Q = VE/SQ =0
n
™ x

Nous procédons alors en deux étapes :

Tene étape : nous exhibons une fonction hE-telle que
du
€

oh
Ve Btn (0) < /E<?ﬁ?(0) € C uniformément en 1.
3V€
22me 2tape : nous montrons que - /E'?ﬂ?(O) 2 = C' uniformément

en n. Compte tenu de (1) le lemme IV sera démontré.

lére étape : Posons z. = e_Xt u_ A >0 fixé. z. vérifie la méme
n n n
équation qu'au lemme II.3 avec les mémes notations,c'est-d-dire que si
E=v e_>\t ; g =f° e_>\t on a :
_ " - ' - - 2 ....]_. - +.—=
ez + (1-2)e)z Az + (A-erx7)z (E-z_ ) g >
€ € € € n €
n 1 n n n n
z. € Ho(Q)‘ D'autre part
8u€ L
n _ n At At
ot 5t © T % A ’
n
Ju dz
“n n
e O = =g (0.

0z

>
il nous suffit donc de montrer que ve _EED'(O) £ C uniformément en 0.
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Soit X € 2, on considére un voisinage de (O,Xo) dans

JO,T[ X ), Par translation on peut se ramener au cas ol X, = 0

<
o

soit B(0,p), la boule de centre O et de rayon o incluse dans ce voisi-

nage et prenons eg 1'ouvert suivant

Yo Yy,
ke
Soit wlg(t,x) —1-e Ex>o.
On a :
WE(O,X) = 0,
wz(/g,x) =1 - e—k >0 ,
et wﬁ(t,x) 2 0.
2
. . 3 3 2
Soit A_ 1'opérateur - € — + (1-2X€)— - A + (A-eX”), on a
> 8t2 at
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De plus,

_ kt
k Ve

A wE e (e (1-2e) £ = a=ead)) + 4 - ex .

€ € /e

€ étant destiné 2 tendre vers O, si on se fixe g =
o

P k
on vérifie que pour € <e et k>k, A w >8> 0.
o o £ €

Soit maintenant a € D(Q) définie comme suit

a(x) 2 0,
a(x) =0 sur Ix‘ < %-,
a(x) = 1 |x[ =0
Posons h_(t,x) = C.,a(x) + C wk(t) C et C
g’ 1 2 ¢ >l

déterminer de fagon que,

1 +
AE: hE - ﬁ'(g—hs) 2 g dans e€ )

(a)
= V)
h zEn sur 868 Y, U Y, ) Y3 Yy,
Réalisation de La condition ho >z sun
n
. _ i
i) Sur L zen =0 (zEn € HO(Q)),

he(O,x) = Cl a(x) 3 0 si C1 > 0,

ii)  Sur Y, et v, |x| = p donc a(x) = 1,

k
he(t,x) = C1 + C2 we(t) 2 C],

L
2\

2

que 1'on va
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mais on sait que IzE { o £ C (lemme II.3) en choisissant C. > C
nL @
on aura

he(t’x) 2 C 2 zZg sur Yl U Y4

n

-k
iii)  Sur Yy ho(6,x) = Cpa() + (1-e 79,

k

donc he(t,x) = C2(l—e ),
si 1'on choisit C, 2 ¢ on aura, -
2 -k ’
1-e
2 2 .
hg(t,x) C zEn sur Y3

On a donc déterminé C] et C2 de fagon que

Réakisation de fa condition Ah_ - % E-h)" > g dams 6

Remarquons, d'aprés 1'hypothése ¥ £ O dans un voisinage de

{0} x @ et la définition de &, que & < O dans un voisinage de {0} x Q.

Pour € assez petit, GE sera donc inclus dans ce voisinage
o +
et on aura & £ 0 dans 98. Comme he 3 0, on en déduit que (E-hs) =0
Ed
dans 66, pour € assez petit.

D'aprés la définition de h€ on a :
2 .
A€ hE C26 *+ C, A8 a(x)

Comme a(x) € D(R), g e Lm(Q), on peut choisir C, assez grand pour que

2

A8 h€ > g dans 98 (AE a(x) uniformément borné). Les conditions (a) sont

donc satisfaites :
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€ € ’
h8 >z, sur 66€ ’
n
A =z --l(E—z )+ g dans 0

£ € n €

n n
il en résulte que
1
(b) Ag(he-zgn) + ﬁ(ﬁ—zen)+ 2 0 dans GE

Montrons que h_ 3 z dans 6
€ € _— €

2, €H(Q NH (Q, done z_ €H'(8)) NHA(B).

n N v 1 2
Puisque h€ > zEn sur 86€, on a (zen—he) € Ho(ee) NnH (GE).
on obtient alors A partir de 1'indégalité (b),

A_(h=z_),(z_ -h )" + L (-2 )Y,z - >
£ e en n £ Lz(e) n En en € Lz(ee)

dans GE.

R .
Sur 1'ensemble {(& 3> z. )}, h€ 2 z.  puisque he 2 £,

n n
Le second terme du premier membre est donc nul.
En explicitant (A _(h -z ), (z -h ) ¥ 0, on obtient
€€ € 2 .
n £ L7(8,)
2 2
9 +
- |=—(z - |V(z_ -h) -
at € € 2 l £ 2
n L°(8,) n G
2
2
- (A-eXx9) |(z€ —h€)+l 9 20
n L7(0)

(en intégrant par partie, les termes aux bords s'annulent) . On en déduit que

h > z dans 6 (e < e).
€ € £ o
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Finalement on a obtenu le résultat suivant :

h 2> z dans 6 ,
€ En €

ze (0,x) = 0,
n p
hE(O,x) =0 pour \x\ <

3n_(0) - 9z, (0) A
il en résulte que Y v pour |x| < 5 or
h (¢,x) =C, a(x) + C wk(t)
e ? 1 2 €
oh C,k aze (0
Donc — (0,x) = et finalement : Ve ———D—--S C.k au
at i NG ot 2

voisinage de tout point (O’Xo) ( x, € 2) uniformément en 1. La premiére

étape est donc terminée,

du_(0)
28me &tape : Il nous faut montrer que vE ——%f—_ 3 -C', indépendante de n,
on reprend Ve solution de ,
-€ vg + vl - Av, = £, dans Q,
1
v, £ HO(Q).
32 3
en posant AE =€ — * — - A on a donc A€ v =f.
ot ot &
Soit z_=v e_)\t A >0,
€ €
aze - SAt o, ave oTAL
£ AT ’

donc

Montrons la propriété sur =z _.
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I1 est facile de voir que z, vérifie 1'équation :

-€ zg + (1—2%8)2& - Az€ + (X—E)\z)z€ = g,

avec g = f e-Xt, z € Hé(Q).
2
) ) 2
On pose BE = "€ ——.+ (1-2Xe) T A+ (A-er7),
ot

B8 z. =g et comme g€ LZ(Q) ona z_€ HZ(Q) n Hé(Q).

On considére le m€me ouvert 88 que précédemment

k
- t
Soit wE(t,x) = e Ve -1, k>0.
On a :
k
WE(O,X) =0,
WE(‘/E’X) = e_k -1 <0,
k
WE(t’X) £ 0,
_ kt
k VE 2 k 2 2
B w_=e [Fk°=(1-22e) 2= + (=eAD] = 1 + ed”.

de méme que dans la l&re &tape, si 1l'on choisit € < €, et

1 _3A .
80 = 5y et k = 5755 On obtient

B wk <§ <0
€ €

Soit maintenant a € D(R) telle que :

a(x) € 0,
a(x) =0 x| < p/2,
a(x) = -1 lx‘ =0,

>

k
0

avec
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et h_(t,x) = Cya(x) + Ckwg(x,t)o Nous allons déterminer C! et C! de

1 2

fagon que,

B8 h < g dans 6E ,

(a") ¢
h < z sur 98 _ .
€ £ £
Réalisation de La condition hg <z AW 866
= { = ' £ 1 s
Sur Yo Zo 0 et hE(O,x) Cla(x) £ 0 si Cl 0.
Sur Y, U Y x| = p h = -C' +C! w g -C' < 0.
2 4’ i € 1 2 e 1

Puisque f € Lm(Q), en utilisant une démonstration analogue 3

celle du lemme ITI.3, on peut montrer que z_ € Lm(Q) et |z | £ C,

NI (0))

C indépendant de €.

Si on choisit C; > C on aura,

h. £ -C< z sur Y2 U Yy-

=
i

~k -k
Cl a(x) + Ch(e =1) € C;(e -1),

on choisit alors C! L et on aura h_< C € z sur Y_.
2 % Tk € £ 3

La 28me condition de (a') est donc bien vérifiée.

En ce qui concerne 1'inégalité B€ h€ £ g, ona:

k
- 1] ] < 1 ] .
Behs C1 B€ a(x) + C2 B€ W & C1 B8 a(x) + CZG

Puisque a(x) € D), Be a(x) est uniformément borné et 1'on peut choisir

t < .
C2 assez grand pour que Bahe g dans 68
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Les conditions (a') sont donc satisfaites :

BEhE € g dans 66,

rappelons que Beze = g dans 6€.
On adonc B (h -z ) £ 0 dans © et coome h <€ z sur
e e ¢ £ £ €

+ 1
866’ on en conclut que (he—zg) £ Ho(ee).

. . +

Explicitons la relation (Be(he_ze)’(he_ze) ) 9 €0 :

L7(6)

€
2 2
0 + + 2 +2
€l (h_=z ) | + |V(h -z )| + (=) |(h_-z )" <0

ot ~ e "€ LZ(GE) € € L2(6€) € € LZ(ee)

Pour € < €, on obtient donc he £ z_ sur 68.

Enfin, pour ‘x| < p/2 a(x) =0 et

h_(0,x) = C} wg(O,x) =0,
ZE(O’X) = 0,
et donc si le < p/2.
h <« 2o
he(O,x) = ze(O,x) =0

et on sait qu'alors

Bhs(O) Bze(o)

oh Clk
mais —~§-(o) - -2 ’
ot VE

donc :
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Bugn ng Bz€ Cék
e e T

du
[

On termine alors la seconde étape puisque Ve Btn ) 3 - Cék

uniformément en T aunvoisinage de tout point (O,XU) x € 2.

Le lemme est ainsi établi

aue (0)

0! n__
czks/E =

N

C.k

111. PASSAGE A LA LIMITE (premiern nésultat).

Dans ce paragraphe, nous étudions le comportement de [ quand
€
€ tend vers O en utilisant les estimations du paragraphe II.
1
Nous savons que le convexe Kw N HO(Q) n'est pas dense dans le

convexe waﬁ W. Nous allons donc @tre amené 3 prendre des fonctions tests

de leW S.

Tout d'abord, € @&tant fixé, on sait d'aprés LIONS EQ] que

u, converge vers u_ dans HL(Q) faible et dans LZ(Q) fort, u, étant
n

la solution de 1'inéquation variationnelle elliptique (I).
Nous pouvons maintenant démontrer la proposition suivante

Proposition T11.1. Soient f et Y vérifiant les hypothéses
des lemmes II.3 et I1.4, alors de toute sous suite de (u€)€>0, u. solu~

tion du probléme I, on peut extraire une sous-suite qui converge faiblement

dans V vers une solution u de 1'inéquation :

( T T T
ov 1 2
Joégg,v u)Hdt + JO(Vu,V(v—u))Hdt + E-IV(O)IH 2 Jo(f,v-u)Hdt ,
€ K ; Vv e kK, NS,
- 14 M Y
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Démonstration : D'aprés le lemme IT.2, C &tant indépendante de n, on

peut extraire une sous-suite (ue) telle que

u. -~ u dans LZ(OT : V)

- 2 eyt e s
comme u_ € K,, convexe fermé de L (0,T: V), on en déduit immédiatement

€ v
ue u € K .,
1 v
D'autre part, pour tout v € Kw(W S, pour tout p € ¢, si 1'on
multiplie 1'&quation pénalisée par p(v-uE ) et que l'on intégre sur (0,T)

n
on obtient, aprés intégration par partie :

7 T du du_ (0)
n 3 £':n
EJO(TF’ 3e 0 (7 Dyt * el vy

T T du T

(a) & [ Eﬂ
JO(VuEn,Vp(v—uen))Hdt + JO(—gz—',D(V—uen))Hdt 2 chf,p(v—uen))ﬁdt
L

TB(V—uen) T " ) | T . ,
mais | (=g Plvmug D)yde = J = Slv-u gde x5 j Loplv-u_ | dt
0 n 0 n o .
d'ot |
u_fﬂ v o'
J ( o9t ’p(V"UE ))Hdt = [ (—B—t’ Q(V"UE ))Hdt + J _____lv_u
0 n 0 n

T
+ %‘V(O)\é S JO(%%, O(v-ugn))Hdt + %IV(O)\}ZI (p' £ 0)

La seule difficulté pour passer 3 la limite dans (a) provient
des termes

T 3u T
€

n o _ _
£ JOC"§E—’§E o(v uen))Hdt et J (VuE , Vo(v ug ))Hdt.

0 n n
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L'estimation du lemme II.2 nous permet d'écrire :

T du du
En 3 €n 5
le { (—32—35;-(pv))HdtJ < /51—5;—4 5 /Elsz-(pv)| ) < C Ve
‘0 L7(0T:H) L°(0T:H)
T 2
d'autre part, 1'application w = Y(w) = [ O]VwiH dt est convexe, continue
0

pour la topologie forte de L%O,TiV) (p > 0) donc semi-continue inférieure-
ment pour la topologie faible c'est-d-dire :

T T

lim inf J p]Vu€ 'édt 2 { p]Vu]édt
N0 0 n ‘0
e~>0
[T Buen Spugn T Bugn [T Buen )
1 - D ——— ' ——————
enfin, e) ( st 5 ) ydt sJ (—r>0'u_ )ydt + E; ol 5t lHdt et
0 0 n 0]
T BuE
n '
¥€ ( 57 P uEn)Hdt! S CBVE (lemme IT.2) .

De (a) on déduit donc 1'inégalité :

T du Ju ' T
en pv Eﬂ (
eJO<~at~,—5E>Hdt + el (0),v (0, + J T, Tovydt *

T

O(f’p(v—ugn))ﬂdt

Ju » BuE

JT I En 9 T ! t T n
+ €| ]| dt + J A dt + ej ( , p'u_ ). dt
0 ot 0 sn H 0 ot Eﬂ H

T
ov 1 2
+ Jo(gzgp(v-uan))ﬂdt + Eﬂv(o)]H > [

d'aprés le lemme II1.4 et puisque p > O on peut &crire :

T T
av
CIVE + 02/5 + J (Vu_ ,va)Hdt + J (gzyp(V ug ))Hdt +
0 n 0 n
T T
1 2 2
—I - -
+ zlv(O)}H > j (£f,0(v-u_ ))dt + J p(vue [Hdt c3/E
0 n 0 -

et en passant 3 la limite quand N> 0 et € =+ 0 :
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T T T

ov 1 2
JO(VU,VDV)Hdt + Jo(gg, O(V—u)Hdt + §JV(O)IH > Jo(f,p(v—u))Hdt +

T
2

+ J olvul’ dt
0 H

Enfin, en considérant une suite (pn)neN d'éléments de ¢,

telle que ﬁh(t) -+ 1 Ve e [O,T[ et en appliquant le théoréme de

Lebesgue , on a

T T T
ov 1 2
JO(—B—E,v—u)Hdt + J(éyg,wy-u))ﬁquf!v(o)lﬁ p Jo(f,v—u)Hdt,

W e Kw ns ;) u € Kw.

La proposition est alors é&tablie.

Pour démontrer la convergence de (ug) vers une solution de III,

il nous faudra des hypothéses supplémentaires sur le convexe K NS, c'est

v

pourquoi, avant de traiter le cas général, nous allons &tudier le cas ou

Y est régulier, c'est-a-dire Y € LZGJJEHZ) . %%-e L2¢LT : H).

TV. ETUDE DU CAS REGULIER.

Outre les hypoth&ses introduites aux paragraphes précédents,

on suppose donc, dans ce paragraphe, que U € LZ(O,T : H2) et

2
%% € LZ(O,T : H). Nous ne supposons pas que Y € L"(0,T : V), on ne peut

donc pas se ramener & Y = 0 en posant W = u - Y. Dans les conditions de

régularité précédentes, nous savons que le probléme fort II admet une solu-

. . , 2 2 1
tion unique u telle que u € L (0,T:H n HO), %%—e LZ(O,T : H)
Charrier Troianielk>[6].
Nous nous proposons de démontrer directement que (ug) converge

vers u dans LZ(O,T : V).

Lemme IV.1. 1y vérifiant les conditions de régularité précédentes,
2 . . . i
f € L°(0,T : H), alors il existe une constante C > O, indépendante de €

et de n telle que
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1 +
= [ @-u_ 7] <C , Yr>o0
N & 120,nE)

Démonstration : Soit p€ ¢, multiplions 1'&quation pénalisée par

o(-u_ ) € 0" (Q) et intégrons sur (0,T). Comme ¥ € O sur ]O,T[ x 3Q
n
et P(0) € 0 il vient :

o T
JT< 35w PR [ (vu_ ,To0mu y*ar +
€ — - u_ L,Vply—u
0 ot ’3 o En‘ » Jo En en
T du T T
+ J (—ir—‘ oCyru_ )™ dt ’I‘J ol ¥-u >+12dt = [ (£,0(0-u_ ) ") dt
o ot’ e, 'H o e, 'H jo e, 'H

T Bu€ Tva(u8 =)

N + n . +
—~——,pW-u_ ) ). dt (—s—— , p(=u_ ) ) dt +
JO ot en H 0 ot gn H

T T

2
+ 1{ d +
- dt = - =| — - dt
JO< £ Pl )yt Zjo T elw ue ) ly dt +

Q
<

Q2

T

A

2
+ 5 J ol Gpmu, )" ae + J Fe,0(Wmu )N de < clomu )7

T
( 2 .
0 n 0 n n L°(0,T:H)

T Ju T BuE

N3 e yhde = e (o ot (e ) F)dt +
€| (gpogg Py, ) Dydt = 3t > P Ue H
0 n 0] n

T T

3 3 3
+ E[ (gg(ua —W),FDEF(W—uE )+)Hdt + EJ Ey
0 n N

(&, 0 (U-u_ )"), dt
o ot’ ¥ 3t € H
Bu€ T
n ' + ) +2
< Ve '—‘a*t'—] ‘/Elp (w-ue ) l = EJ plﬁ’(w_ue ) |Hdt
LY0T:H) N oL4om:m) O n

3
CH S IPNNCLE U

’ .

)" <c' Ve
© vh,TiH
T T
+ +
Vu_ ,Vp (Y- = V(u_ =),V (- dt
Jo( uen, p(b ugn) %dt Jo p( (uEn V),V uen) ydt +
T

Jom—w,(w—ug yde € Mot )Tl 200, mem

n

(car e 12(0,T: B2(R))).
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on peut donc écrire :

T
1 ( +,2 +

= | p]@W-u_ ) |fdt € ¢'"VE + C"|(W-u_ ) VPl

N Jo €, H & 1.2(0,T:H)

+ c|/Bw-u ) + €] 5 CIU MY
0" 'L2(0,T:H) L?@,T:HJ Ve, ILZ(O,T:H)

on en conclut alors le lemme.

Lemme IV.Z2. En conservant les m@mes hypothéses qu'au lemme IV.I,

on a :
du Ju
€ €
n

sl @), g et |

\
3t £ C

t2¢0,T-A:m) A

C, C' ne dépendant que de ).

- ‘ . . 2 .
Démonstration : On sait que ué € V=170,T:V) ; pour p € ¢, multiplions

1
1'&équation pénalisée par Qué
n
T T T
y 2
- EJ @" , pu' ) dt + J p{u' ‘ dt = —J (Vu_ ,Vpu' )_dt
0 En Qn H 0 En H 0 En €n H
T T
+ L ((=u_ )7, pu’ ) dt + | (£, ). dt
n J Ye ) P Uy »fug Iy
(0] n n o n
intégrons par partie : ,
T T T
- " ' - - 2d 1 1P4e = - E 1 4 1y 12
EJ (ug spug dydt . J 7 ae e lgdt = -3 | gFoelu [y
0O n 0 n 0 n
+ JT e Q! lu |2
0 2 n H
d'autre part
T T T
- (Vu_ ,Vpu' ). dt = -] p(u_ ,u' ) dt = - 1 [ o) £L~‘u lzdt
e’ € 'H e’ \' 2 dt e 'V
0 n 0 n n 0 n
T
1 J d 2 1 2
=-=1] &£ polu |dt+—[ o' lu_ |idt
2 0 dt En v 2 JO En \Y
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On peut alors écrire :

T T

E(' 2 Q' 12 v 12

Elu' ()] +€J ol 1Zae + | plur |2at -

2 €n H 0 2 en H o e, H

T ‘ T
-1( (W-u_ )", pu' ) dt + J (f,0u’ ) dt + 1—(T o' |u lzdt
s t]
Mo en En H 0 En H 2 Jo € v
T

g ~1’J(w—u )+ pu’ 5 dt + J (f,ou' ).dt

n 0 En En H 0 en H

on en déduit, compte tenu du lemme I1I.2 et du lemme IV.l

T

£ 2 2
Eur @12+ [ olur (R ccr o u! |
L P 0 1260, T:H)

on en conclut le lemme.

Ces estimations sont alors suffisantes pour passer & la limite.
Nous allons pouvoir démontrer directement & partir de la formula-

tion forte (II) et de 1'équation pénalisée le théoréme suivant

Théoneme IV.1. 81 Y € LZ(O,T: Hz), g%-e LZ(O,T:H), f e Lw(Q) alors

. 2 .
la suite (ug) converge fortement dans L (0,T: V) wvers la solution

€>0

u du probléme parabolique fort (II) et on a l'estimation :

_— £C/E .
o Ve le(o,T:v)

Démonstration : D'apré@s la proposition III.1 on sait que uo ~u dans

2 . . .
L"®,T:V) oli u est une solution de 1'inéquation :

T T T
QY vmwdt 4 | (T, Vvmu))gdt + Hv@]2 3 | (F,v-u) e
e YWy u, V(v-u) )y 14 - s v-u)y
0 0 0
ue€ K¢ . Wwe KwIT S. '
Griace 3 la régularité sur ¢, K, N S est dense dans K, N W,

v v

u est donc solution du probléme III.D'aprés les estimations précédentes,

u(0) a un sens et u(0) = 0.
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: 2
D'autre part, si Y € L (O,T:Hz), gw € L (0,T:H), nous savons que

la solution forte (probléme II) existe, qu'elle est 1'unique solution faible

u, et qu'elle vérifie g% € L2(O,T:H) (Annexe A).

Nous pouvons donc écrire :

i L T
)
(a) J (at, v—u)Hdt + J (Vu,Vv—u)Hdt P J (f,v-u)Hdt ’
0 0 0
u € Kw Ns We Kw : w(0).
Démonstration de 1'estimation : Hu—uEH 9 < C/E.
L°(0,T:V)

Prenons v = us dans (a) ce qui est loisible, on obtient

T T T

(a) J (Bt’ue u)Hdt + JO(Vu,Vug—u)Hdt > Jo(f,ue-u)ﬂdt

Considérons maintenant 1'équation pénalisée que 1'on multiplie par
D(u--u€ ). Les intégrations par parties sont alors licites et puisque

du—ug ) € S on obtient

n
T aue ;
€ (-—n,—— p(u- )) dt + [ (Vu Vp(u-—u )). dt +
ot ot e "’H
iy auen | (T .
J GT;E—’ D(U'UE ))Hdt - ﬁ'J (U)'uE ), Q(u—uE ))Hdt =
g n o n n
T
J (f,p(u—uE ))Hdt'
0 n
Sur 1'ensemble {y > ug b, uz uo d'autre part
n n
T du T T
J o st % Jumu, |2
(& elumu_)) dt = J (o> p(u-u_ )) dt + J S |u-u_ |“dt
at ? s
0 t en H o ot en H 0 2 en H

enfin, il est facile de voir que, d'aprés le lemme IV.2,

£ C¢e¢

g Xumu_ ), de
n
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On obtient alors 1'inégalité :

T T
ou
.+ I (Vu, ,Vpu)Hdt + J S D(u-u8 ))Hdt
0 n 0 n
T T

2
3 I p|Vu |“dt + J (f,0(u-u_ )) dt.
o nmn 0 € H

T

12 . . e
Comme w > J p‘Vw)Hdt est semi-continue inférieurement pour la
0

topologie faible, on obtient par passage & la limite quand n ~ O :
T T
ou
cC + v Y dt — - >
c JO( u. ,Vpu) dt + Jn 5o Plumu ) de

T 9 T
J D|VU€|H + J (f,o(u—ue))Hdt-
o 0

Soit %1 € ¢, pn(t) 1, Vte [O,T[, on peut écrire, d'aprés
le théoréme de Lebesgue :

T T
(b) C€ + J

T
ou a
(Vue,v(u—ug))Hdt + Jo(gz, u—ug)Hdt 2 [ f,u—uE)Hdt.

0 0

On additionne alors (a) et (b)
T
- -u) > 0.
C8 + [O(V(u uE), V(u€ u,)Hdt 0

Soit encore :

V., ETUDE DU CAS GENERAL.

Dans ce paragraphe, nous supposons vérifiées les hypothéses des

lemmes IT.3 et 1I.4 c'est—-a-dire :

Y€ LZ(O,T:H), w+ € Lw(Q), Y € O sur un voisinage de
(a) o
{0} x @ et fe L (Q).
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Nous allons montrer que, pour ces obstacles irréguliers, en
introduisant une hypoth&se supplémentaire relative aux convexes des fonctions
tests la solution (uE) du probléme (I) converge, quand € tend vers O,

vers la plus petite solution faible du probléme parabolique associée a un

choix convenable du convexe des fonctions tests.

La difficulté essentielle rencontrée au cours de cette étude pro-
vient du fait qu'il n'a pas été possible de montrer directement, 3 partir de
la formulation variationnelle, que la limite de u.  est la plus petite so-
lution faible.

Cette difficulté a été levée en utilisant 1'interprétation ponc-—
tuelle de la solution minimale. C'est pourquoi nous avons fait appel aux

résultats de Pierre [15] que nous rappelons dans 1'annexe [B].

Nous savons, d'aprés la proposition III.! que, de toute suite
(u) € > 0, on peut extraire une sous—suite, encore notée u telle que
c s p s e’ q

uo tu dans LZ(O,T:V) oi u est solution de 1'inéquation

T T T
ov 1 2
J[O(gt-, (V—U))Hdt + JO(VU’V(V_U))Hdt t 5 |v(0) |H > Jo(f,V—U)Hdt,
(a)
W e KW ns, u € Kw.

Notons immédiatement que 1'inégalité (a) est encore vérifiée pour
toute fonction v de (KW n S)W' D'autre part, la fonction u, étant limite
faible de u. dans LZ(O,T:V), appartient a 1'adhérence dans L2(O,T:V)
de K, N S,

14

Les notations étant celles de 1'annexe [ﬁ], remarquons tout

d'abord que u, solution de (a) est un €lément de W + Pa
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LEMME V.7. Soit u 1la limite faible de (uc), selon la propo-

sition III.!1 alors u € (W+Pa),

Démonstration : Soit T la solution du probléme :

oT
% AT

T(0) = 0 . Te

Nous allons établir que u-T € Pa. Reprenons l'équation pénali-
sée IV, que 1'on multiplie par v e SN C;([O,T[XQ). Aprés intégration par

partie on obtient :

T Bu T Bu T Y
n dv 1 . n
(——t e ’at) dt + O(———at , V)Hdt + O(Vugn,Vv)Hdt ¥ E(Bt (o),v(O))H
T T
‘J((xp Yoydt v | (£t
= — -u yV yV .
n 0 En H JO H
Donc :
Ju T Bu T T T
"1 oy ( nav)dt+ A e Odt + | (Vu_ Vv de 3 | (F,v),dt
e( 3T (O>,V(O))H 5t ’5t’H 0 at n 0 uen’ V)H 2 o ’VH .

Le passage a la limite quand 71 - O, puis quand € =+.0, s'effectue

de la méme maniére que dans la proposition III.1., il en résulte que :
T
v 9T
(- 5=, u)_ dt + | (Vu,Vv)_ dt 2 (== ,v) dt + (V1,Vv) dt .
ot H H at H
0 0 0
T

. . . . T . .
Aprés une nouvelle intégration par partie sur le terme j (§E3V)Hdt, 11 vient :

T T

3 +
JO(— —a-::—r-, (u—T))Hdt + JO(V(u—T),Vv)Hdt 30 Yo e S ﬂCo([O,T[XQ)

+
mais nous savons que S () C;([O,T[XQ) est dense dans WT, on en conclut

le lemme.
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En notant u(y), la limite selon la proposition III.l de u
associée a 1'obstacle U, nous allons établir que 1'application

U > u(P) est croissante.

Lemme V.Z2. Soient Y et Y' vérifiant les hypothéses (a)

on a :

vz = u@) >u@') pp

Démonstration : Reprenons les équations pénalisées associées aux obstacles

v _ - '
Y et Y'. On pose uE = ug () et LA ug (UAD)]
n n n n
p— 1" \} - __1_ - +_
€ ul + ug AuE n(w u, ) = f
n n no no,
- " [ _ — DT -
Ev. *w Avg n(w v ) f
n n n n
. B B . . . .
Soit W, * % uo . W vérifie 1'équation :
n n n n
_ " [ __1_ " * _ +
ew! 4wl AwE n[(Ib A ) W u, ) | =0
n n n n n

5 2 - 3 + c g < .
On multiplie cette équation par v puis on intégre sur (0,T), on obtient,

n
aprés intégration partie :
T A, ), T T
el |—=D|de + | %’ |2de - 2| (@w'=v_ )" - @-u_ )W ydt=o.
ot 'H e 'H n € € £
0 0 n 0 n n n

+ -
Sur 1'ensemble {vE >u_}, on a (W'-V€ ) < (W"uE ) .
n n n n
Le dernier terme du ler membre est alors positif, on en déduit que

+ ; __— i
- -5 - 2 .
W 0, c'est-d-dire ug W) u. w"
n n n

En passant & la limite quand 0 - O, puis quand € = O, on en

conclut le lemme.

Pour € S, nous savons que le probléme III admet une solution

unique (Annexe A).
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De plus, on a alors (waﬁ S)w = Kw(W (! : en effet

waj W= w+w+ et wa\ S = w+3+. On utilise alors la densité de S dans
+
w .

En utilisant la proposition III.l, nous pouvons énoncer la propo-

sition suilvante :

Proposition V.1.” Soit f € Lw(Q), P € S telle que \p+ € LOO(Q),
Y £ 0 sur un voisinage de {0} x @ alors la suite (ue) € > 0, u solu-
tion du probléme I, converge faiblement dans LZ(O,T:V) vers l'unique solu-
tion u du probléme III.
N

"
En particulier u = u(y,0,f). ¥ étant le représentant quasi-

continu de U (Annexe B).

Avant d'étudier le cas ot il n'y a plus unicité de la solution
faible, nous allons établir des propriétés lides aux convexes des fonctions
tests.

Nous renvoyons d 1'annexe B pour les définitions des capacités
elliptiques et paraboliques.

Rappelons que S = {v ¢ Lz(OﬂT:V), %%—e LZ(O,T:H)} =

{v e 5 (Q), v/ =o0}.

S est un sous-espace fermé de Hl(Q).

Nous savons que S muni du produit scalaire

T T
a(u,v) = J (Vu,¥v)_dt + J (%%,%{)Hdt ,
0 0

est un espace de Dirichlet.

Le convexe K, N S = {ve S, v 31U pp} est fermé, inf stable

v

et héréditaire (ve K, N 8, we S viw € K N S,

yoT v
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D'aprés Mignot Puel [13] et Ancona [1], il existe donc une fonction

-~

ws, quasi scs pour la capacité@ associée au produit scalaire a( , ) de

H](Q) telle que
i) KW NS=1{ves, 3

quasi-continue de v.

- N
> qu—qp} v @&tant le représentant

"
can s . . N Ny T Q-
ii) il existe une suite wn’ wn € Kw S, ¢n ¢ wSS qp .

Soit C = (lew S) ’ N (Y+Pa) (nous savons que
L“(0,T:V)

u = lim u. € C). Nous avons alors le lemme suivant

Lemme V.3. C = (Kw N Ss) ) N (W+Pa) est un convexe unila-
L7(0,T:V)

téral et inf-fermé de (W+Pa).

Démonstration : Posons C = Kw(W S 9
L7(0,T:V)

Montrons tout d'abord que C est héréditaire et inf-stable dans
LZ(O,T:V).

a) C est héréditaire.

Soit vecC, we ,V'+ (Y= LZ(O,T:V)). D'aprés la définition
de C, il existe v, € waj S, v - v dans LZ(O,T:V).

Soit (wn), n > 0, la solution du probléme

= W,

I1 est facile de voir que W 20 (w>0), W w dans
2
L°(0,T:V), n = =,
' . 2,
D'autre part, puisque w € L7(0,T:V), nous savons que wo€ S.
K N S &tant héréditaire, la suite v tw € K, NS et de plus

v v

elle converge fortement vers v+w dans LZ(O,T:V), donc C est héréditaire.
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b) C est inf-stable.

. . + .
Nous savons que l'application u > u est continue de V fort

dans V fort.

Soit v et v, €C, v et v les suites correspondantes
1 2 In 2n
dans K, N S.
v
n - ) - = . .
KW S @&tant inf-stable, Vin A Voo mln(vln’VZn) appartient

- 2 . ' o
a wa\ S et Vin A Voo T V) A v, dans L7(0,T:V) d'aprés la remarque

précédente.

C est donc inf-stable.

¢) C est unilatéral.

Soient Vs Yy € C =C N(W+Pa) et v € W+Pa avec

2
v, hv, v qp .

1 2

C @étant inf-stable, on a v, A v, € C. Posons w = vy A Vo On peut écrire :

v =w+ (v-w).

Mais w € C, v-w 2 0, on en déduit que v € C puisque C est héréditaire.

d) C est inf-fermé.

Soient (vn) € cN(W+Pa), v € W+Pa avec v vy qp .
v € (W+Pa) => (v-vo) € Pa, v, € {J, D'aprés la définition du
représentant quasiscs d'un potentiel (Annexe B.3), nous savons qu'il existe

une suite (wp) € Pa, wp quasi continues telle que

(wp) étant une suite décroissante de potentiels, converge faiblement dans
(Kwii S 2 est
L7(0,T:V)

faiblement fermé&, il suffit d'établir que @p = wp+vo € C.

]

2 ~
L7(0,T:V) wvers V=V (Annexe B.1). Corme C
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+ + . o aqs .
+ - = + -V € s .
¢p (vn @p) A (¢p \n) C puisque C est héréditaire

. AT+
Pour p fixé, (vn-ﬂp) ¥ 0 gp, n > .
; ) v A Y+

En reprenant la notation de 1'annexe B.5, soit un((vn‘ﬂp) ,0,0)
la solution ponctuelle associée au cas homogéne, & la condition initiale

S 41 . A + P ‘o= ' o
nulle et 34 1'obstacle quasi-scs (vn—w;) , p étant fixé&, D'aprés le
théoréme B.!, nous savons que 'un v 0 qp.

u € Pa, on en déduit que u ~ 0 dans LZ(O,T:V).

D'autre part, Y + e C puisque u_ > (v - )+ et que C

’ P n n 'n 'p
ezt héréditaire.
. 2
On obtient alors : ﬁp tu €C, u ~0 dans L°(0,T:V),

Vp fixé. C @&étant faiblement fermé, on en déduit que ﬂp € C,

Le lemme est alors &établi.

-~

S é&tant de Dirichlet, il existe Y

g définie quasi partout pour

la capacité sur S telle que

ns-= O -
KW S={ves, v Vg S-qp}
-C= (&N 5 N (J+Pa) &tant un convexe unilatéral et
Yo 1%0,T:V)

inf-fermé de (y+Pa) nous savons d'aprés 1'annexe B.4 qu'il existe une

-~

fonction wc, quasi scs telle que
C = {v € W+Pa, v @C ap/’ .

- Kw N (W+Pa) étant également unilatéral et inf-fermé, il

existe une fonction Y, régularisée quasi scs de P telle que

Kw N (W+pra) = {v € J+Pa, _ @ apl.
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Rappelons que les fonctions tests de 1'inéquation faible III
doivent &tre prises dans waW lv.
I1 existe donc 3 régularisées de y : @, @C’ @S.

Nous avons alors le lemme

Lemme V.4, Posons

%ﬁs ={vel, v @S qp}
%’@C={V€W, v, al=CNU
" N~

K3 = velW, vxv qp}= waW W,

qp désignant quasi-partout pour la capacité parabolique.

On a alors

—— ny n, n
; - ~ C y~
(KwﬂS)wC KwSC Kic© K

Démonstration :

~ Pour la premiére inclusion, soit v € (waﬁ g)w :

dv e, NS, v >v dans W.
n i n
n ~ n ~
Nous savons que v 2 ws S gp. Done v 2 wS gp (pour la capa-
cité parabolique) (car d'aprés la définition de la capacité, un ensemble
de capacité nulle sur S est aussi de capacité nulle sur W).
D'autre part, puisque vV dans Y, on peut extraire une

. _ N .
sous—suite, encore notée v, telle que v, >V qp. (Pierre [15]). On en

. N o n
déduit que v 2 wS qp c'est-d-dire v € K~

(NN

. n ",
- Montrons maintenant que KQQC: Koo = cnNuw
v hd

v ny

K@C = {v e w, v o2 wc qp}t
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A oo
D'apréds la définition de wq’ Hwn € KW ns, wn ¥ ws S-qp et

donc qp pour la capacité parabolique.

Comme

K NnNSCCcNw
1%

~

Y .. P .
on en déduit que wn 2 wC qp. Par limite décroissante, on a donc

-~
5!

Vs

z wc qp, ce qui établit la 2éme inclusion.

- enfin, pour la derniére inclusion, il suffit de remarquer que :

c= (&, N9 C K
v to,1:v) ¥

on a donc :

o,
Ny=cNEcCg NWw-=x.
¢ Y Y

Remarques .

1) il est facile de voir, em utilisant les caractérisations par

~ ~

limites décroissantes des fonctions wc et ¥ que

WC 2V qp.

On a donc

qp

=
n

R

<)
[gn

W

hs)

et
wS z C =z U 2 o

2) (ug) la solution du probléme I, converge faiblement dans

LZ(O,T:V) vers u telle que :

T T
oV i 1 2
JOC§E,(v-u))V,,V de + jO(Vu,V(v u))Hdt + ~2_.IV(())|H
T
3 J“(f,(v—u))dt, Vv e (Kll/'ﬂ Diys

0
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) N (W+Pa) = {v € W+Pa, v > ‘I’C ap}
L7(0,T:V)

ue C = (leW S
1'inéquation vérifiée par u n'est pas une inéquation faible ordinaire
"
i 5, CCNE=Ks,.
puisque (waW )w ch
Afin d'utiliser la caractérisation de la solution minimale rappelée

en Annexe B.5, faisons 1'hypothése

CN W= Ka) = K
) (= K50) = K

Avant de faire quelques remarques sur cette hypothé&se, établissons

le lemme suivant

Lemme V.5, Soit C = (Kwii ) 9 N (W+pa).
L7(0,T:V)

Si 1'hypothése H) est vérifiée, alors
C = {v € W+pa, v @g ap} -

Démonstration : Nous savons, d'aprés le lemme V.3 ue C = {v e W+Pa
’ P » 4 s

v > @C gp! et d'aprés le lemme V.4, que @S P @C qp -

D'autre part, par définition de la régularisée &C (annexe B.4),

o, ~ v
il existe ﬁn e C Ny, ﬁn v ¥ ap- D'aprés 1'hypothése 11}, C N = K@S
n

. "
et donc wn 2 Yo qp. Par limite décroissante, n > <, on obtient
wc P WS qp on en conclut le lemme.

~

Remarque. Dans le cas général, @S % wc qp. L'hypothése H) équi-

vaut donc & supposer que wg = wc qp .

Remasques sun L' hipothese H)

a) Pourquoi 1'hypothése H) ? Le but de ce paragraphe est de

montrer que u, la limite faible dans LZ(O,T:V) de (ug) selon la propo-
sition IIT.] est la plus petite solution faible de 1'inéquation III asso-

cige & un convexe convenable.
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Pour cela, nous approchong la régularisée de { associée 3 ce
convexe par des fonctions (wn) pour lesquelles le probléme est résolu.
I1 apparait tout d'abord naturel de considérer la régularisée

~

Y associée au convexe de la formulation III c'est-d-dire

-~

{v € W+Pa, v > ¥ pp} = {ve WePa, v > U qp}.

~

La suite (wn) associée 3 Y vérifie alors
W A
> .
v, e W v > pp, Yov U oap

Nous nous heurtons alors a la difficulté suivante : pour les
obstacles de {/, la solution faible du probléme III est unique, mais il
ne nous a pas été possible d'établir une proposition analogue & la propo-
sition V.l : d'une part, il ne semble pas que Kw NS soit dense dans
leﬁ W, pour ¥ € W, d'autre part, nous n'avons certainement pas, pour
ces obstacles de [/, @S = & gp. Un probléme ouvert serait d'exhiber des

contre—exemples.

Le probléme étant résolu pour les obstacles de S, nous sommes
alors conduits naturellement & considérer la régularisée wq, la suite

wn assoclée vérifiant
S av} ¢A
2 .
v ¥ pp, wn €S, wn ws ap

Notre propeos est alors de montrer que u = lim u, est la plus

petite solution faible du probléme

T T
W ) f 1 2
jocgg,(v—u))v,v dt + JO(Vu,V(v—u))Hdt + §'IV(O)’H

T

2 ( (£, (v=u)),.dt YwecnNu ;ue C=7ve W+Pa, v 3 @ qp}
Js H S
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Nous savons que u = lim u_ vérifie
u € T+Pa, u = wC qp -

Mais, dans le cas général, on a seulement 1'inégalité :
wS 2 wc qp. Ainsi u n'est pas nécessairement dans C.

L'hypothése H) (&S = @C qp) nous assure alors que u ¢ C.

b) L'hypothése H) est la moins restrictive: D'aprés le lemme V.4

nous savons dque

n N "N
(KW N §)wc K{LS C K@CC K@
v
‘ Nous ne supposons pas que (Kwﬂ g)w = Koo mais seulement
" n
KWS = ch.

Ainsi, a priori, u = 1im(u€) n'est donc pas une solution faible
du probléme IIT associé 3 ( puisque les fonctions tests doivent 8tre prises
seulement dans ?E;Frg)w.

Nous verrons néanmoins que 1'hypothése H) suffit par montrer
directement que u est la plus petite solution faible du probléme III

associé a C,

c) Exemples de validité de 1'hypothése H)

- en dimension I, 1'hypothése H) est toujours vérifiée. Fn effet

on a alors
q=Jo,1[ S=W=H(Q et

® Sy = kN H @ = {ver @, vk

On a donc 1'égalité des trois régularisées de .
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En dimension quelconque :

- si Y est continue sur [b,T] X 0, on a : wS = @ = @ = 1.
L'hypothése H) est donc vérifiée.

- si Y est quasi-continue pour la capacité définie sur S on

a encore wS = wC =1y =1 qp. L'hypothése H) est donc vérifiée.

- si Y est telle qu'il existe une suite wn de KW N S avec

"
wn v U qp, 1'hypothése H) est vérifiée.

-~

"N - =
n = 2 Z
En effet, wn € Kw S = wn wS qp et donc Y > wS qp. On en

-~

conclut que &S = wc =1 qp.

Nous allons maintenant nous placer dans le cadre de 1'hypothése
H) afin d'établir que u = 1im(u€) est la plus petite solution faible du

probléme III associé au convexe C.

Pour cela, nous aurons besoin du lemme

Lemme V.6. Si ¢ < 0 sur [o,n] x @, "js associge 3 K N S,

alors il existe une suite wn.e K NS telle que

v

n N &
wn £ 0 sur [0,7[ x Q et wn ¥ wS qp.

n ~
_ . s 5 :
Démonstration : L'existence d'unme suite (y), wn e K NS, &n v bg qp.

W

est une conséquence du fait que K, M S est héréditaire et inf-stable

v
(Mignot Puel Bﬁ).
Ay N\

Soit 8€S,830, 6xU; qp et 6=0 sur [o,n] x .

Une telle fonction existe puisque @S £ 0 sur [b,n[ X (). Considérons la
. = 8 . . ns n . -

suite wn 1nf($n,6) 11 est clair que wn € Kw (Kw S est inf
stable). Sur B);g[ x Q, © =0, donc wn € 0. D'autre part, puisque
3% N

(ST > 5 ¥ 1y dédui = i b g ¥ v
> ws gqp et " wS qp, on en déduit que wn = inf( 0’ ) ws qp-

On en conclut le lemme.

Nous allons maintenant pouvoir établir le
- - . e} + oo
Théoneme V.1. Soit f € L (Q), U telleque Yy €L (Q), Yy €0

dans un voisinage de {0} X Q. On suppose que 1'hypothése H) est vérifiée,
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c'est-d-dire :
C = (K ns) 9 N (W+pa) = {v € W+Pa, v > @S qp}
L7(0,T:V)

u solution du probléme (I) converge faiblement

Alors 1la suite (u€)€>o, c

dans L2(O,T:V) vers u, la plus petite solution du probléme

T T
JO(%%, (v=u)) s ’th + JO(VP.’V(V_P_))Hdt + -;—|V(O) fé
T
> J (f,(VjE))Hdt R Wwe Ny, ueC.
0

Remarque. Nous savons que cette solution minimum u est carac-

térisée par les relations ponctuelles

i) u € T+Pa

”~
u

ii) u > JJS ap, u(0) = 0 ;

iii) j @-1g) d(Eu-f)= 0 c'est~a~dire u = u({g,0,f) qp.
[o,T[x0 ~ -

Démonstration : D'aprés le lemme V.5, nous savons que

C = {v € W+pa, v > @q ap}

@S est donc la régularisée quasi scs associée au convexe C. D'aprés
1'annexe B35, u(@S,O,f) est la plus petite solution faible du probléme III
associée au convexe C.

Soit wu, la limite faible de u_ selon la proposition IIIL.I.

Nous savons que u € C. Plus précisément

u-7T¢€ Pa et 1 3 @S qp.

Nous savons alors , d'aprés 1'annexe B5 que G(@s,o,f) £ u pp.

I1 suffit donc de montrer que u £ G(@S,O,f) PpP.
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Soit wn’ la suite définissant @S introduite au lemme V.6 c'est-d-dire :

[aV] -~
N < ¥ .
wne:Kw S, v_(0) <o, v g qp
n é&tant fixé, notons (uE ) 1la solution du probléme I associée i wn.
n
2 - . .
Nous savons que U -~ u dans L °(0,T:V) ol un est 1'unique solution

n "
faible du probléme III associé. i wn. De plus u = un(wn,O,f) (Proposi-

tion V.1).
Y -
Puisque wn(O) £ 0, wn ¥ ws qp, on peut appliquer le théoréme Bl,

c'est-a-dire :

f\J f\J ~ ~

un(wn,O,f) ¥ U(WS,O,f) qp, n > %o,
Mais, d'aprés le lemme V.2

=> > Vn.
wn 2 Y un u  pp n

En passant & la limite décroissante (pp) il vient

G({Dsaoyf) 2 U Pp

et le théoréme est &tabli.

Nous terminerons ce chapitre par 1'étude du cas particulier

ol la solution minimale est dans 1'espace .

VI. PROPRIETES DES SOLUTTONS MINIMALES REGULIERES.

Soit u 1la plus petite solution du probléme

T T
dv 1 )
JOC§E,(V—U))V.’th + JO(Vu,V(v—u))Hdt + iwv(o)’ >
11T T
Jo(f’(v_U))Hdt 5 VV € Kw N w s u € Kw_

Nous &tudions, dans ce paragraphe, le cas particulier oii la

solution minimale wu est dans 1'espace W.
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Nous renvoyons au chapitre III pour un exemple numérique. Les
propriétés vérifides par les solutions minimales réguliéres peuvent &tre

résumées par la proposition suivante :

Proposition VI. Soit u 1la solution minimale du probléme III.

Si ue W, ona :

i) u est l'unique solution faible de III,
ii) u vérifie 1'inéquation :
T T

ou,

W

T

Jo(f,(v—g))ﬁdt ; u € Kw{7 I E(O) =0 3 Vv € RN W,

Démonstration : Pour établir 1), nous procédons comme dans Pierre [15]

(Annexe A) : ;yf

. 2 o
Soit w € L7(0,T:V) NL (0,T:H), w > u.

Pour tout A > O, considérons Wy la solution du probléme :

ow

w, + A( A AWX) =w + A(g% - M) o,

A 3t

(1)
WX(O) = 0, Wy e W
Nous savons due :
>

1) Wy F U,

2) Wy tend faiblement vers w dans LZ(O,T:V) quand X > O,
T wa

3) lim sup JO(Tﬂ?”(“k_w))V',th £ 0.

Soit u,, une solution faible du probléme IIT :

T T
3 1 2
J (5-‘%, (v—ul))v,’vdt + Jo(vul,V(v-ul))Hdt + E'V(O)!H >
0
T
( (f,(v—ul))Hdt o € Kw Yv e KW N w.

‘o
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u étant la solution minimale, on a u, 2u pp et u vérifie
1'inéquation III.

u1+u

Prenons w = (w e LZ(O,T:V)(W Lw(O,T:H) et w > u).

Considérons donc Wy la solution de (1) associée & w. Comme
W, € Kw N W, on peut prendre v = Wy dans les inéquations vérifiées
par u1 et u.

En ajoutant ces deux inéquations membre d membre, il vient :

[T Bwk utu 1 T
10(25?3(W —(—75—9))V.,Vit + 7—JO(VUI,V(WA"UI))Hdt
. st s e
+ 3 J (VE’V(WA B))Hdt 2 Jo(f’wx (—jr—))Hdt .
0

En passant 3 la limite quand A - O, compte tenu de 1'inégalité 3)
g s

on obtient :

e 4t T 4re
= —— = = - >
: J (Vu,T(— u))dt + = J (Vu,V(—5— - w))dt > 0
0 0
et donc :
2
hoyell?, <o
L°(0,T:V)

On en conclut i).

Pour établir ii), nous utilisons la caractérisation ponctuelle
. . . ny - - . .
de la solution minimale, (Annexe B) : u &tant le représentant quasi-continu

de u nous savons que :

(~y) d(Eu-£) = O,
[0,T[xQ

a
u(0) = 0.

Soit veK NW, ona:

v

(v-t) d(Eu-f) 2 0
[0,T[x0
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désignons par T 1la solution du probléme :

aT

W_AT_—.f’

T0) =0; Te€W

Puisque u - T € l/, on peut écrire :

T ) T
J (- éé%:gl,(gfr))v"vdt + J (V(g—T),V(v-E))Hdt
0 0

oA
+ (vT-u(T), uT-1(T)) (v-u)d(Eu-f) > 0

HC J[O,T[XQ

en intégrant par partie, le ler terme du premier membre on obtient

T T

‘JO(?_(%_EL)_, (v yde + JO(V(B—T),V(V—E))Hdt'Z 0, VWvex Nu.

On en conclut ii).

Remarques.

i) u wvérifie donc une inéquation analogue 3 la formulation

forte II, mais les fonctions tests doivent €tre prises dans waﬂ Ww.

ii) K, N W n'est pas dense, en général, dans Kw comme le montre

Y

1'exemple ci-dessous :

Soit J0,T[ = Jo,3[, Vv =v'=4H=R.

Soit E C [1,2], mesurable et tel que : VI = Ja B[C [],21,
0 < mesure (E N I) < mesure (I).

Considérons VY = lE.

Comme = HIJO,B[, les fonctions de K, 1 W sont continues,

v

On en conclut que

1
Kwﬂ W=1{ven]o3[, v): 1[],2](@}.

~

W=,
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D'autre part,

2
R, = {verio,3[, v g pp} .

En prenant v = 1E’ il est facile de voir d'aprés (a) que

v ¢ (Kwﬂ W)Lz-

iii) La solution minimale u peut appartenir & W sans @tre la

solution forte au sens de II comme le montre 1'exemple suivant : on prend
Jo,1[ = Jo,3[, v=H=V' =R

et ¢ = IE définie comme en 1ii). On a Y = 1[1,2] .

2t+t2 sur I__O,l[

[

Soit f

£ =0 sur [1,3[.

[

Le probléme III s'écrit alors

J v' (v-u)dt + J u(v-u)dt + ’%‘(V(O))z 2
0 0
3

J f(v-u)dt, W ek N H1(0,3), uek,.
. v v

I1 est facile de voir que la solution minimale associe & cette

inéquation est définie par :

u t2 sur [O,I:J

u =1 sur [1 , 2}

u = e_t+2 sur [2,3[

Nous avons alors u eH1(0,3)
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E(t) A
T caaea-
+ ¢ o’ —
1 2 3
Soit v = IE . VE Kw et @

3 ) 2

J (u'+u-f) (v-u)dt = [ u(v=u)dt =

0 I

2 2 2

J (v-1)dt = J lEdt - J dt < 0 compte tenu de (a).
1 1 1

On en conclut que u n'est pas la solution forte au sens de II.
Nous savons, d'autre part, que si la solution forte existe, elle est
1'unique solution faible (lemme Al). I1 n'y a donc pas existence de la

solution forte pour ce probléme.
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CHAPITRE 11

DISCRETISATION

L'objet de ce chapitre est 1'approximation numérique de la

solution minimale de 1'inéquation (III)
T

(Vu, V(v-u)) dt + %IV(O)IE{ > J (£, (v-u))dt 5

ov
(5=, (v-u)),, dt + J
Jo 3t V',V o

Vv € KW nit ; u € Kw.

0

Le cadre que nous avons choisi est celui des différences finies

Y,f et u sont approchées par des fonctions caractéristiques whk’ fhk ;

u (h et k désignant respectivement le paramétre discrétisation en

hk

espace et en temps).
Pour un choix convenable de whk et de fhk’ nous savons que

la solution U du probléme discret converge vers une solution faible

du probléme (IIT) Glovinski [8] et [7]. Ces résultats sont rappelés aux
paragraphes I, II et III.

La solution minimale u &tant considérée mon plus sous sa forme

variationnelle, mais sous sa forme porctuelle (Annexe B), nous avons

remarqué que la solution discréte u vérifiait des relations analogues.

hk

Cette remarque nous a conduit tout naturellement & montrer que la limite

de Uy est la solution minimale u en utilisant la définition de u

sous sa forme ponctuelle. C'est l'objet du paragraphe IV.
]



1. APPROXIMATION DE [o,T[ x  ET DES OPERATEURS.

1) Approximation de Q.

Soit h € Rp, h = (h],...,hp), on pose

= p -
Ry Me R, M (mlhl,...,mphp), miEZ}.

A tout point M de Rh, on associe le pavé de centre M :

p
p, (M) = iE1 ](mi—l/Z)hi, (mi+1/2)hi[

et la croix de centre M :

P h.e.

11
c,00 = \J B 01+ =)

oli e, désigne le iéme vecteur unitaire de rP.

On considére alors :

Ty

]

no=eRr, ¢ ()Cal.
Exemple. 9 = Jo,1[ * Jo,1] , b, =h, =%
! I ;
!
| ‘ L H 11
e JE v “ —-r——P-—A e _ 11
3/4 ‘. ‘ M = (2,2)
M : (m. =m. = 2)
1/2 $eevo- g —A- 0= F - 1 2
, ! B
O R s andin S
‘ 1
: . 4r___$b
0 ke { 1

1/4 1/2 3/4 1

2} Approximation de V = Hcl)(Q) .

. 1 .
Nous approchons les fonctions de HO(Q) par des fonctions carac—

téristiques.

L . M . .. . ~
On désigne par Gh, la fonction indicatrice du pavé Ph(M).
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On considére alors Vi 1'espace engendré par les Gg,bie Q2 . Les fonctioms

h
1
GE ne sont donc pas dans H;(Q) : Vh n'est pas un sous—espace de HO(Q).
Posons aflu,v) = (Vu,Vv)dX. On ne peut pas définir a(u,v)
Q

sur Vh et il nous faut alors approcher a(u,v)

3) Approximation de a(u,v).

Pour 1 = 1,p Pposons

1 hies hiey
8 000 = 5~ foGer 52 - o(x= == )]

. v PR
Soient U Yy € pe on definit

( § (Bivhaiuh))dx = (Apy V)

(Usv)=J
LA P

2= [ B .
on posera ah(uh,uh) = \hﬁJ\h = JQ(i;]‘aiuhl )dX. Rappelons que l'on a encore
1'inégalité de Poincaré discréte :

2 2 .
kuhle(Q) < C]hﬁ]Hh Glovinski [8 ]

D'autre part :
L

a1, N uh\Lz(Q) Glovinski [8 ]

4) Approximation sun  [0,T[ :

On subdivise [O,T[ en N intervalles de longueur k. (k é&tant

destiné & tendre vers O0).

Pour VE € Vh’ n = 0, N-1 on pose :
N-1 n
v.oo= ) vl 1[nk, (n+Dk[
hk h
=0
v , ov .
on approche alors l'opérateur v > v = 5% sur cet espace de fonctions par :

Vi (8 7 v (7K

k

Sth(t) =
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5) Approximation de ¢ et de f :

On approche ¢y et f € LZ(O,T:H) par whk et f des fonctions

hk’

en escalier sur [O,T[ a valeurs dans Vh telles que :

whk > dans L2(O,T:H) s

2
fhk > f dans L7(0,T:H).

Pour cela, on prend les valeurs moyennes de ¥ et f.

Soient donc :

r

1 M M
P (£) = ) ———— (| ¥B dX) 8 ,
h MG hl,..,hp Jg b h
h
_ 1 [ .M M
8.0 = T () £9, 9% 8,

5 oo J
MEQh 1 P Q

() 1 (n+D)k
kphk k

(n) ) 1 [(n+l)k

£ - £ dt
bk Tk h
Nous poserons alors :

Nol

Upge = 1 b 0 1nk, (D[ (0,
n=0
Nol

£ nZo £ (X0 1ok, (DK (0.

11. FORMULATION DU PROBLEME DISCRET.

On cherche une approximation de la solution minimale du probléme

(111) dans la classe des fonctions en escalier sur [O,T[ a valeurs dans Vi .

Sur chaque intervalle [nk, (n+1)k[ , . =0, N-2 on résout

le probléme suivant :
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p u = 0
un+]_un
h h n+1 n+! n+l n+l n+]l n+l
——— - > (f -
( N N N I TR
1 V. n+1 S 1l)n+1 Vn+1 v
n+1 n+l . n+l
L uy 2 wh s U € Vh
N-1
on posera alors U T ) Uy l[nk, (n+l)k[ 1'existence et 1'unicité de
n=0

w, sont immédiates du fait de la coercivité de 1'opérateur (I+Ah).

Remarque. u;+1, n = 0, N-2 est solution du probléme de

minimisation :
 imi l((I+k, )Vn+1 n+1) ~ ( n+kfn+1 n+1)
minimiser 5 Ah h °Vh n u tkE vy )y
n+1;wn+l
Yh h

Notre propos est de montrer que ( converge vers u la

Yk

la solution minimale du probléme (ITI) quand h,k + O.

Nous commencerons par étudier la convergence de (u,.) vers une

hk
solution faible du probléme parabolique (III), ce qui sera conséquence

d'estimations a priori obtenus dans le paragraphe III. Auparavant, nous

donnons une autre formulation du probléme (Ph).

Nous savons que la solution minimale du probléme III (Annexe B)
s'interpréte comme 1'unique solution du probléme :

i) u € T+Pa,

-~

ii) @ > ¥ qp, u(0) = O,
1i1) J (a-9) d(Eu-f) = O.
[o,T[x0

Nous retrouvons une formulation analogue pour la solution Uy

du probléme (Ph)
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N-1
Lemme T1.7. Soit uﬁ = ) UE 1 [nk, (n+1)k[ 1la solution du
n=0
probléme (Ph). Alors uE, n =0, N-2, sont solutions de :

o] n+l n+l n+1
uh = 0, uh c Vh’ uh > wh s
un+1_un
1 h -
() e L AP :
un+1_un
h h n+1 n+l n+l n+l
(2) G—~7;——-— + Ah w, fh . wh u )H = Q.
Démonstration : Prenons dans la formulation (Ph), v§+l = uﬁ+1 + w§+]
n+l n+1
2 .
avec W, £ Vh’ Wh 0
On obtient alors 1'inégalité (1).
. n+l n+l _  n+l
D'autre part, comme wh € Vh’ on peut prendre vy wh
dans la formulation (Ph). On obtient alors
un+1_ n
h h n+l n+1 n+1 n+1
(——jz——— + Ah uy fh , wh uy ) 2 0.

Compte tenu de (1), on en déduit 1'égalité (2).

N-1 0
Réciproquement, soit Vik = Zo uy ][hk,(n+l)k[ , avec
n c v n+1 N wn+1 0 n=t
vy ' Vh W . 0na
un+l_un
k h n+l n+l n+l n+l, _
Ay Ty Ty ) T
un+1_un
h h n+1 +
(S Au - g b vg+1 - wg+]) > 0.

On en conclut le lemme.

ITI. ESTIMATIONS A PRIORI.

Remarquons tout d'abord que les fonctions de K, N [/ peuvent

L4

tre approchées par des fonctions v de la formulation (P

hk )

h
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Lemme T1I.7. Soit v € kYN W, il existe w

hk avec

Vik = z VE l[hk, (n+1)k[ telle que :
n=0

. n n n
>
i) vy € Vh’ vy wh

.. 2
ii) Vi + v dans L7(0,T:H)

v ) 2 ot
thk Mo dans L (0,T:V")

3 3 2
3 v )+(5;(‘-’]—,...,§-§’—) dans (L“(Q)P.

Ve 23 Vi ,

Démonstration.: Il suffit de considérer, pour v € ky N ¥:

1 M M
v, (£) = ) E?TTTTE_ ([Q v 8, dX) 8

Puisque v 2 Y, on a bien w et les résultats de conver-

>
hk Lphk
gence sont classiques.

N-1
Lemme 111.2.- Estimations a-prioni :Soit w, = ) u;‘ 1[nk, (a+1)k [,

=0
la solution du probléme (Ph) alors, VN, on a :
. N-1,2
<
i) fuh |H £ C,

N-2
ii) ) kuuﬁ+lH§ < C,
n=0

C indépendante de h,k et de N.

Démonstration : Nous reprenons la formulation (Ph), avec

N-1
Vi T 2 VE l[nk, (n+1)k[ choisie comme au lemme III.l ; nous omettrons
n=0

les indices h de fagon d alléger 1'écriture.
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n+l n n+l n
(u k—u , un+1) % ”un+1l,2 < (u -u Vn+l
H

+1 +1 +1 +1
+ a(u” ,vn ) - (£ ,vn )H ; n=0, N-2.

N-2 N-2
Remarquons que Z ((un+]-un),vn+1)H = - z (un,(vn+]—vn)) + uN_]vN_l,
n=0 n=0 H
. o
pulisque u = 0.
D'autre part, (a-b,a) = %ﬁalz - %}blz + %ﬁa—blz.
En sommant de n = 0 & N-2, on obtient alors :
N-2 N-2
1 2
D gl g = gty v g™l kT e T @
n=0 n=0
N-2 N-2
. uN lvN 1 " Z K a(un+1,vn+1) B E k(fn+l,vn+l)ﬂ'
n=0 n=0 ‘
1) 1'inégalité de Schwartz nous permet d'écrire :
+] n2
N-2 N=-2 N=2 lvn -v |
B!
1T ™™ | g £ ] R[RYE (] e BlE
H H k
n=0 n=0 n=0
N-2 lvn+l_ n‘é 12
en remarquant que ( Z -———7;—~——0 = |8vhk| 9 et compte tenu
n=0 L“(0,T:H)
du lemme III.l on obtient :
N-2 N-2
+1 2, f 2
] e eyl s o] | HY
n=0 n=0
N-2 N-2 N-2
2
2 | ]k a@™ ™ e (7 1™ BT 2
n=0 n=0 n=0

N-2
<o TR B YR Game 1I1.1)
n=0
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N~-2
X k(fn+] n+l) < ( E klfn+]|2)1/2( X len+]!ﬁ)]/2 < c".
n=0 n=0 n=0
On obtient alors
N-2 N-2
lIuN—IIZ + Z Iun+]_un|é + ; k”un+]H2 < uN—lvN—l +
n=0 n=0
N- N-2
+ C( 2 kl [2 1/2 + C'( Z‘ k”un+1|’2)1/2 + C".
n=0 n=0
En appliquant 1'inégalité de Poincaré& discréte, il vient :
N-2 N-2 N-
lluN_112 . z lun+1_unl2 + ; k“un+1ll2 <K +C ( z k“ nwlz 1/2
4 H = H =
n=0 n=0 n=0

On en déduit alors :

N-2 N-2
l}uN*]|2 + ) lun+1_un\é + ) kHun+1|\2 < C. Le lemme est établi.

n=0 n=0

IV, PASSAGE A LA LIMITE.

Les estimations du lemme IIT.2 sont suffisantes pour passer

4 la limite et nous pouvons démontrer la proposition suivante :

Proposition IV.1. Soit w, = ) UE 1[nk, (n+1)k[ , la solution
n=0

du probléme (Ph), alors pour une sous-suite :

i) Wy T o h,k - 0 dans Lm(O,T:H) faible *

.. du Ju 2 L1 244PH1
ii) (uhk’ 31 uhk,...,ap uhk) (u, BX ,...,gi—) dans L7(O0,T: (L") )

P

u étant une solution faible du probléme (III).
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Démonstration. D'aprés le lemme III.2, W reste borné dans

p+1

oo L 2 L2
L (0,T:H) et (uhk’ aluhk,...,ap uhk) reste borné dans L (0,T:(L"R) ).

I1 existe donc une sous—-suite, encore notre Uy telle que W ~ u dans
2
L7(0,T:H).

D'aprés la définition de whk’ nous savons que VY,. - Y dans

hk
2 .
: 2 - d z Y.
L7 (0,T:H). Puisque U whk’ on en conclut que u > ¢

De 1'estimation iii) du lemme I11.2, on dé&duit que :
u 2 .
Biu + == dans L7(0,T:H), i=1,p.

D'aprés ce qui précéde et la définition de $h, on a
w € L200,T:v) N L7(0,T:H).

Nous allons maintenant passer 8 la limite dans la formulation (Ph):

soit v € KW Nw, v comme au lemme III.l, on a :

hk
ntl n .
- +1 +1 + +1 +
(n & Y+ ad” , v e 1) 3 (fn ,Vn }—un+1)
k H H
u® = 0, n =0, N-2. (en omettant les indices h).
Remarquons que :
ntl n n+l n+l ntl n n+l n+l
(u "=u, v -u Y, = (v v, v -u )., =
H H
+1 +1 + +1 +
_ (Vn _un_(un _un)’ o ]_un Y = ( n l_vn’vn+1_un+l) _
H H
+ +
- (vn ]—un+l—(vn—un), vnﬂ—un l)H.

En utilisant (a-b,a) =-% \a\z— % \blz + %-}a—blz et en sommant

~

de n =0 a N-2, on en déduit que :



- 64 -

NgZ(un+l_un vn+1_ n+1) _ N-2 (vn+] n v —u )
PO - K

N-2
1 -1 N-1;2 1 2 1 1 1 2
[VN -u lH +-—]vp| -5 Zo\vn+ " -(vn—un)|H.

) 2 H

D'aprés ce qui précéde, en sommant de n =0 a

N-2 1'inégalité (1) on obtient :

}‘ ( -V Vn+1_un+1) _ ]\ N—]_uN—llz + ll 0|2
~ k H v n- 2V g
n=0
N-2 N-1
+
_ %. y |vn+1_un 1~(vn_un)[2 + 7 a(un+],vn+]—un+]) 5
H
n=0 n=0
N-2
* + +
3 Z (fn I’Vn l_un I)H

=0

on peut alors écrire :
N-2 vn+1—vn n+l n+l 1, 0,2 N-2 n+l n+! n+l
y (e, v -u )y *+ -ﬁv [ + 5 a(u Y -u )
: k H 2 H -
n=0 n=0
N-2 n+l n+! n+l
3 Z (£ ,v -—u )
=0 H

en multipliant les 2 membres par k et d'aprés les définitions de W

Vi’ fhk on obtient :

T T

1 2
Jk(avhk’vhk a7V (O [ ¢ fk 2 (U Vi U 9

T

2 Jk(fhk’vhk_uhk)Hdt :

Passage a La Limite.

2
1) fhk > f dans L7(0,T:H)

ik -+ v dans LZ(O,T:H)

2
Uy u dans  L7(0,T:H)
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on en conclut que

T T
J (fhk,vhk—uhk)Hdt - J (f,v—u)Hdt
k 0
T T T
2) Jkah(uhk’vhk)dt = Jk(igfaivhk’aiuhk)H)dt > JO(Vu,Vv)Hdt

d'aprés 1ii) du lemme IIT.2.

2 2 ' - et e,
3) 'vhk(o)lH > ’v(O)}H d'aprés la définition de Vi
T

P
2
[
4) 1'application W~ S izl}diuhk'H dt est semi-continue
inférieurement pour la topologie faible de LZ(O,T:H), on a donc :
T p T
o 2 2
lim inf | ( z [S.u . [Tde > qu{H dt
T 0

5) 6vhk *‘%%- dans L2(O,T:V')

W, Tu dans LZ(O,T:H), u e LZ(O,T:V)

on a donc

p T

ov
Jk(avhk’vhk uhk)Hdt ” Jo(_a_t’ N U)V'v o

on obtient alors

T T

av 1 2 .
A - dt —
JO(Bt, v u)V,,V + 5 IV(O)}H + JO(Vu,VV)Hdt =

T T

> J (£,v-u) dt + J ‘Vu]é dt
0 0

on en conclut la proposition.
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Pour montrer que u est la plus petite solution faible du

probléme (III), nous procédons de maniére analogue au chapitre I. Nous utili-
serons donc la caractérisation de cette solution minimale rappelée en

Annexe [B] .

En notant u(Y) 1la limite selon la proposition TV.] de U

associée 3 U nous allons &établir que 1l'application Y - u(P) est

hk’

croissante.

Lemme IV.1. Soient U,P' € LZ(O,T:H) tels que V' > Y pp alors

u(@') > u(¥) pp.

Démonstration. On note whk et Wﬁk les approximations en valeur
moyenne de ¢ et Y'. On a : y.. 3 .
y Yk whk -
Nous savons d'aprés le lemme II.1 que U = Z “E 1[nk,(n+l)k[

n=0

. n .
ol u, n=0, N-2 sont solutions de :

o _ n+l ‘ n+l n+l
u, = 0, u, € Vh’ uy 3 wh

uh _uh n+! _n+l

(a) — + Ah u —fh 20

u;1+1_un

h n+l _n+l n+! n+l

(b) (———E————* Ah u fh > Uy —wh ) = 0.
N-1 n 0

Soit Vi = HZO W 1[nk,(n+1)k[ avec wy € Vh’
n+l_n

\ W,
n n h h n+l _n
28 2 wh s — * Ah vy -fh+] >0 pour n = 0, N-2,

n+! n+l +
(uh Wy ) € Vh. On a alors
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wn+1_un+l_(wn_un
h h h h n+l_n+l n+l_ n+l .+ _
( K +Ah(Wh )9( Wh ))
n+t!l n
Yo 'h R A N L WL I S
— Yh Tth h
un+l_un
h h n+l__n+l n+l_ n+l, +
( 7 + Ah u fh , ( W 1)
n+1_wn
or b _ B + Ah wnH—fn+1 2 0, le premier terme est donc positif. wn+1 £ wn+]
k h h h h
+ + +
on a donc (ug l-w: 1)+ £ uﬁ ]-¢E+l. D'aprés (a), on en conclut que :
n+l n
uh _uh n+1 n+1 n+l n+l_+
(~——E——— + Ah up - fh y (uh Wy ) ) £
n+l_n
(——h 1‘uh + Ah ug+l—fg+l, u§+1-wg+]) = 0 (d'aprés b)

n n. . n .
En posant 2 T W "W, on obtient alors

zn+1; n
h h N+ | n+l +
(— k + Ah zh ’(Zh ) ) €0
n+1 n+l + E n+l n+l +
D'autre part : (Ah zy, ,(Zh ) ) = L (6i 2y ,Gi(zh ) )

1=1

d'aprés la définition de Sivh’ Vi

- + -
Vi=1,p (8, (v)",8,(v)7) <0

on en conclut que

n+1 n+l. +

1
an 2t GO s et |

€ Vh’ il est facile de voir que :

b
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d'autre part :

n+l +_ n

z -zn (
S (n+])+)_(zh) ho ey
PR x> (%0 )
En utilisant la formule (a-b,a) = %-|a|2 - %—Iblz + %-la—blz et en faisant
la somme de n =0 & N-2, on obtient :
N—l + 2 1 N2 n+l + n NS n+l + 2
n=0 n=0
e nclut que (an)+ =0 = 0, N-2 t d 2 (n
on en conclut qu h = n , s et donc w3 u
. , . -
Soit uhk la solution du probléme (Ph) associée 3 whk
On a :
'
Yk % Vhie % Vi
u,n+1_u,n
h h y,n+1  _n+l
(———— +Ahy  -f ) 30
1'inégalité (1), appliquée & Vi = uék, nous permet alors d'écrire :

L
Uhk * Ynk
en passant 4 la limite suivant la proposition IV,1, on en conclut que

u(@') 2 u() et le lemme est établi.

Désignons par u 1la plus petite solution faible du probléme (III) :
T T T

1 2
Jo(g—:, v—_t_l_)v.vdt * JO(VE,V(v-E))Hdt+ —2—|v(0)| > Jo(f,v-g)Hdt 3 uEeR,

Vv e ky N W,
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Nous pouvons maintenant établir le théoréme suivant

L . 2 . .
Theoneme IV.1. Soit ¢ € L7(0,T:H), ¥ £ O dans un voisinage

de {0} xQ, fe LZ(O,T:H) alors : la suite u du probléme (Ph) converge

hk
faiblement dans LZ(O,T:H) vers u, la plus petite solution du probléme III.

Démonstration. Nous noterons u, la limite faible de ( ) selon

Yhk

la proposition IV.T,
Soit C = Kw N (W+Pa)

Nous savons, d'aprés 1'annexe [B ue
s P q

~ ~

i) ¢ = {ve tra, v 37 qpl, D quasi scs

ii) Ju_e C N, {bm v qp.

m étant fixé, considérons (uhk)m’ la solution du probléme (Ph) associée

a 1'obstacle (whk)m :
N=-1 a
() = L Q) 1ok, (e DX,
n=0
(n+1)k
n !
Gl "% ), Wnd®

1 M, M
- — 6,76
W) Mth By, by (JQ Yo %%

D'aprés la proposition IV,1 , nous savons que

( Su, (h,k) >~ 0, dans Lz(O,T:H) ,

uhk)m

ol u_ est une solution faible du probléme (III) associé a wm'
Mais comme wm € W, 11 v a unicité de la solution faible (annexe pA) et

u
= 1 ~ . .
u um(wm, 0, f). D'aprés le lemme IV.1!, puisque wm >y ona:
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um 2 u PP

En reprenant la démonstration du lemme V.6 chapitre 1, on peut

supposer que wm(O) € 0 et donc d'aprés le théoréme Bl, (annexe B), on a :

~ \ - arT
Um(ll)m, 0, f) ¥ u(w s Os f) qpP,

Y . . P -~
(Y , 0, f) étant la solution ponctuelle associde i 1'obstacle P et au

-

second membre f.

C'est aussi la plus petite solution faible u du probléme (III).
Um(wm, 0, £) ¥y u(¥ , 0, £) qp

>
llm u pp

on en conclut que u(y , 0, £) > u pp donc :

u(@ , 0, f) =u=u PP.

le théoréme est établi.
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ANNEXE A

Les obstacles ¥ et la fonction f &tudiés au chapitre 1.4

vérifient

v e 12,T:HY —g-‘tke L2(0,T:H) ;£ e L2(0,T:H).

L'existence et 1'unicité de la solution forte (II) a &té établie
par Charrier et Troianiello [ 6] pour des obstacles et des fonctions f
vérifiant des hypothéses plus générales rappelées au chapitre I.

Cependant, sous les conditions rappelées ci-dessus, nous pouyons
donner une démonstration directe de 1'existence de la solution forte
(Mignot Puel [12]) c'est 1'objet du paragraphe I de cette annexe.

Dans le paragraphe II, nous rappeloné un résultat d'unicité des
solutions faibles (III) pour les obstacles de (/. Pierre [15]. Ce résultat

est utilisé au chapitre I.5 pour 1'étude du cas général.
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I. EXISTENCE D'UNE SOLUTTON FORTE ST ¥ e L2(0,T:H2(R)) %% e 1.2(0,T:H)

PREUVE DIRECTE.

Y
ot

on peut donner une démonstration directe de ]l'existence de la solution forte.
P

Dans le cas particulier ot U € L2(0,T:H2(Q)), € LZ(O,T:H),

I1 suffit, comme dans Mignot Puel [12] de reprendre 1'équation

pénalisée associée au probléme (II) et d'obtenir 1'estimation a priori :

1 +
(| W=uy) ™| < C.
A A LO(O,T:H)

On considére donc, pour tout A > 0, la solution uA du probléme :

dud _ S A
(a) W - ) - 1 ) - f

ur € W

ur(0) = 0.

Mais d'aprés Lions [9], on sait que ulX € S.

=+ ’ 2
Multiplions cette équation par (Y-ul) et intégroms sur (0,T)

T T

o (ur— b +
J[O(-—%t—ﬂ, W-u)*) dt + J(Og;-, (=) ") e +

T T T
| -, 7w dt-—J 00, Gmu) e = | (£, ety D e =
Jo B o i Jo

T
1 + 2
X’[ | (U=ul) qat

0
soit encore :
T T
1 d ! 42 +2 P +
IS I WSS | S TP o ; j &, p-un)®y, de
2 Jo dt H L%0,T:v) o at H
T T 2

> —

+ J (—Aw,(w-uk)+)ﬁdt - [ (f,(w'uk)+)ﬂdt = !w—ux>+l 9 .
0 lo L"(0,T:E)



_A3._.

Puisque Y(0) € 0, on obtient 1l'estimation :

1 +
—| @W-ur) 7| < C.
A 12(0,T:1)

Cette estimation est alors suffisante pour passer & la limite

dans 1'équation (a).

Remarque. D'aprés Charrier et Troianiello [6] nous savons que

u e L2(0,T:HE (@) N HQ(Q)) : g—‘; e L2(0,T:H).

11. PROPRIETES DES SOLUTIONS FATBLES.

Lemme Al. Si la solution forte existe, c'est 1'unique solution

faible.

Démonstration : Soit u la solution du probléme (II). (formulation forte)

c'est-a~-dire :
ve XK, NW; u(@) =0 et

Y
T T T
ou
(a) JO(§?3 v u)V,th + JO(Vu,Vv—u)Hdt > Jo(f,v-u)H)dt YW e Kw.

Remarquons que u est alors solution faible : en effet, Vv e Kw nw,

T
du _ [ v 1 _ 2 1 2
J(—a-;,v Wygdt = J(()(at,v Wyry T 2ROV + 5l
on en déduit que
T T T
& w4 | (T, T hder v (0) |2 2 | (f,v-u). dt
o at’ VAR 0 > %1‘ 2 H™ o ’ H
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Soit alors u une solution faible :
T ' 1)

(b) o s + | (VQ,Vv-u) dt + 1¢v<0)12 p [ (f,v-u) dt
0 Bt’ V"V ) ? H 2 H JO ’ H

u e Kw ; We Kw n .
On prend v = u dans la formulation forte (a) et v = u dans

la formulation faible (b). En.additionnant (a) et (b) on obtient

T
J (V(u—a),V(a—u)H 20
0

On a donc u = u, ce qui montre le lemme.

Rappelons que S = {v € LQ(O,T:V), ;% € L?(O,T:H)}.

Pour Y € §, il n'y a pas, en général, existence de la solution
forte (Probléme II). Néanmoins, nous savons d'aprés Pierre [IS] que le
probléme faible admet une solution unique dans le cas oii U € (! (donc en

particulier si Y € S). Nous en rappelons ici la démonstration :

Lemme A2 : Si ) € W, la solution faible est unique.

. 2 o
Démonstration : Soit ue€ L°@O,T: V) N L (0,T: H), u > Y. Pour tout A > O,

on considére Uy » la solution du probléme :

JuA _ _ Y _
(a) , ux + M—§t_ Au)) = u + >‘(3t AY)
U}\ (& W,
u) (0) = 0.

en posant wA = uA-y et w = u—p, w X est alors solution de

W)xﬂx(%%]—}l -Awl) = w, WELZ(O,T: V), wx(0) = -p(0) » 0. Comme w > O, on en

conclut que w\ > 0, c'est—-da-dire u) > U.
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D'autre part, il est facile de voir que u) tend faiblement vers

2 . ‘s .
u dans L (0,T:V) quand X - 0. En éffet si 1'on considére vA, la solution

. s
de : " +K§%; - u,
ﬁ vA(0) = O,
vi e W
t s-t
R

la solution explicite est vA(t) = XAl e " u(s)ds. Il est clair que vA =+ u

Jo

dans LZ(O,T:V). L'équation (a) devient alors

Juh A L1
Wk + ACGE = Bud) = VARG ¢ AGEE - )

en multipliant cette Eéquation par (ul-vA) et en intégrant par parties il

vient :
lud-vA | 2 + Mm@ |2+ Aol <
2 2 H )
L0,TH) L°(0,T:V)
CAllur=vr|| + C'AJur—vA|
L°0,T:V) L°(0,T:H)

grdce aux hypothéses sur VY. On en déduit que :

lur-v|| 9 £C
L7(0,T:V)

|y =v, | < CX
A AL20

done (uA—-vA) =~ O LZ(O,T:H) quand A > 0 et ul ~ u dans L2(O,T:V)

quand A - Q.

Notons enfin que la solution uX du probléme (a) vérifie la

propriété :

. du
(b) lim sup J 2uh , uk—u)vxvdt £0

(
10 ot
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en effet :
W B, _ wmw
—-a—t'— = St AU))"' Aui h\
donc :
T T
Jul _ - W - -
J (TET , Ul u%w,vdt = J (at Ay uhr u%ﬂ’vdt
0 0
T
2
_ _ u%—u‘ _ Y _ -
- J(VuX,V(uX u))ydt JO - dt = Jo(at by, uh-uy, A
T T T Jul-u \é
+ J (Vul, Vu)Hdt - ( QVUXlé de - ( A at

J Jo
o 0

Comme uA > u dans LZ(D,T: V), on en déduit 1'inégalité (b).

Soient maintenant u, et u,, 2 solutions faibles du probléme (III).
(u)*uy) 2 o
v=-—s= ,o0na veL(,T: V) NL (0,T: H) et v 2 Y.

-

On peut donc associer & v une suite (vA) avec :

T
2, . [ VA
viA > U, vA ~ v dans L7(0,T: V) et lim sup (7;—3 VA=V) dt € 0
»o  Jo o V'

Puisque vA 3 ¥ et vA € W, on peut prendre vX comme fonction

test dans chacune des inégalités que vérifient u, et u,.

T T
[ (Bv)\ vA~-u,) dt + { (Vu_,Vr=u, ) dt > { (f,vi-u ) dt
_BT’ IV',V Jo 1? 171 Jo ? 1’H
T T
( (%’i, vA-u)  dt + [(vuz,V(v —u,) ) dt> [ (6.vhmu.y dt
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en additionnant membre i membre on obtient :

T@l’l PV M S| [Tw

0 3¢ ° —TV',V t 5 Jo UI’V(V)\—UI))Hdt +
1 ' (T (u;+u,)
75 JO(VUZ,V(V}\‘UZ))Hdt > Jo(f, VA= ~°—2-'-——)Hdt

en passant 3 la limite quand X - 0 et compte tenu de 1'inégalité (b)

vérifiée par (vA) et v, on obtient :

T T
J (Vul, Vv*u])Hdt + J (Vuz,V(v-uz))Hdt 20
0 0
u, +u
' . g . 1 72
c'est-a-dire, pulsque VvV = 5 :
T
J (V(ul-uz), V(uz—ul))Hdt 20
0
il en résulte que u =u

2°
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ANNEXE B

Cette annexe comprend deux parties :

Dans la partie I, nous donnons un exemple qui justifie la démar-
che suivie au chapitre I : Pour des obstacles quelconques, la solution
(ue) du probléme (I) ne reste pas bornde dans W et il faut &tudier la

convergence de (ug), € > 0, vers une solution faible du probléme (III).

La partie 11 est utilisée au chapitre 1.5 : Pour montrer que la
limite (u6)8+d du probléme (I) est la plus petite solution faible du
probléme (III) associée 3 un convexe convenable, nous avons considéré la

caractérisation ponctuelle de cette solution minimale. C'est pourquoi nous

avons rappelés les résultats de Pierre |15 ul nous sont nécessaires.
pp
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Un exemple en dimension 1.

Montrons tout d'abord, sur un exemple en dimension | ue u
p » 4 e

solution de (I) ne reste pas bornée dans W pour Y non régulier.

Soit Q = ]0,3[
Y == sur [0,1] et ]2,3[
p =1 sur [1,2]
£=0

On considére u, la solution du probléme
3
f (meu”" + u' +u)(v-u)dt 203 W2y ; ue H1(0,3)
0 3 £ 3 € o

1
u_ € HO(O,3), u_ >,

Cette solution est caractéris€e par

0 sur [O,l[ et ]2,3[

|
™
=1

+
=
+
[

It

1 sur [1,2].

o
1]

Ce probléme admet pour solution explicite

I r2t rlt
u = [é - e ] sur [O,l[
2 1
e - e
u_ =1 sur [1,2]
€
r —3r r. t -2r r, t
1 2 1 1 2 "2
ve = e [ e ~e “e”] sur [2,3]
(e 2 -1
avec
= 1+/1+4¢
1 2€
_ I=vi+4e

2 €
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. ’ u_ ()

N = mm e o

W

I1 est facile de voir que, quand € tend vers O, u. tend

simplement vers u caractérisée par
u =0 sur BLI]
u=1 sur [1,2}

= e_t+2 sur [2,3]

o
I

. - .. 1
il en résulte que la limite de u n'est pas dans W = HO(O,S)

-t+2
e

Y

| . ;
— ‘
1

du

Remarquons que gt U= 0 sur JO,![' et sur ]2,3[ c'est-a-

t
dire sur 1'ensemble {u > y}.
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I1. POTENTIELS PARABOLIQUES ET CAPACITE PARABOLIQUE.

Dans ce paragraphe, nous rappelons les résultats obtenus par
Pierre [15]qui nous seront utiles pour 1'étude du cas général.
Afin d'8clairer 1'énoncé de ces résultats, nous rappelons tout

d'abord les propriétés de la solution du probléme elliptique suivant

Soit Cw = {ve HQ(Q), v > ¥ ppl}, on considére la solution
u du probléme :
u € Cw,
E J (Vu,V(v=u))dX > 0 , Wec,.
Q

Nous avons alors, d'aprés Ancona |!| :
’ P

i) a tout élément u de 1l'ensemble

Pa = {v ¢ H(l)(Q), [ (Vv,%w)dX 2 0, Vw20, we HC])(Q)}
'Q

on peut assoclier une unique mesure de Radon positive sur CO(Q), notée

Eu et telle que :

Yv e C () N H](Q), J (Vu,Vv)dX = J v d Eu
o o Q a

Eu = - Au dans D' (Q).

Les éléments de Pa sont appelées potentiels (elliptiques) 1la

solution u du probléme E est un potentiel.

.. . . . 1
ii) Soit A wune partie quelconque de & et soit u € HO(Q).

On dira que u 2 ! sur A au sens de Hl{@) si il existe (un) ) E:Hé(Q),

neN

u_ 2 1 pp au voisinage de A et u u dans Hé(Q).

Considérons alors le convexe

TA = {u e Hé(Q), u>1 sur A au sens de Hé(Q)}.
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La solution u, du probléme (E) associé a TA est le plus petit Elément

de Pa 21 sur A au sens de Hé(Q).

On appelle alors capacité de A, la quantité

Cap(A) = j ]VuA‘z dx .
Q

iii) une propriété sera dite vraie quasi-partout, si elle est vraie
partout, sauf sur un ensemble de capacité nulle.
iv) Soit v une fonction numérique définie sur I,

v sera dite quasi-continue s'il existe une suite décroissante

d'ouverts wn<: 2 telle que

- v continue sur § - wn

- 1lim Cap@un) = 0

n-+o

P 1 _ . .
v) tout élément v de HO(Q) admet un représentant quasi-continue

N
v, et on a

"
Vu € pa , J vdEu-= [ (Vu,Vv)dX.
Q 'Q

vi) il existe Y , régularisée quasi-semi-continue supérieure de ¥,

telle que

Cw ={ve Hé(Q), v 2y ppt =1{ve H;(Q), vz q.p.}

vii) la solution du probléme (E) est 1'unique solution du probléme

u € Pa,

n -~
uzxv qp,

(&L@)d Eu =0
‘Q
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Ainsi, 1'existence et 1'unicité de la solution du probléme (E)
sont caractérisées par la propriété que la mesure positive EU est porté

par 1'ensemble {{¥ = @}.

Nous allons voir que chacune des définitions et propriétés énon-
cées ci~dessus peuvent s'adaptér au cas parabolique et que, sous certaines
conditions liées au convexe KW’ la solution minimale du probléme II1I peut
s'interpréter de maniére analogue & vii.

I1 convient de noter deux différences importantes entre le

probléme (E) et le probléme (III)

a) l'espace (! n'est pas un espace de Dirichlet.

b) la solution minimale du probléme (ITI) n'appartient pas a (.

1. Potentiels naraboliques.

+_

T {v,2ve W, v3o0, v(T) = ¢}

Rappelons que W

On appelle potentiel parabolique, tout &lément de 1'ensemble

Pa = {u € LZ(O,T:V) NL”0,T:H) ; We w; ,
T T

ov '
JO(- B_t_’u)v‘,v dt + JO(Vu,VV)Hdt > 0},

les éléments de Pa ne sont donc pas nécessairement dans (',

A tout élément de Pa, on peut associer une unique mesure de
Radon positive sur Co([O,T[XQ), notée Eu, telle que
Vv e CO([O,T[XQ) n (L'T on ait
T T

ov L
JO( gz,u%ﬂ;v dt + JO(Vu,Vv)Hdt = v d Eu

J[o,T[xQ

-g-%—Au dans D' (Jo,T[x0).

™
=
[}
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Notons que si u € W NPa, u est alors caractérisé par : u € W,
ou 4
T T M 3 0 dans V', u(0) = O.
Ces relations s'obtiennent & partir de la définition de Pa en
intégrant par partie.
Notons une propriété importante des suites décroissantes d'élé-

ments de Pa : Soit (un) € Pa, (un) décroissante, alors u_ + u dans

LZ(O,T:H) et u =~ u dans LZ(O,T:V) avec u € Pa et u = inf(un).
n

Cette propriété est a rapprocher du cas elliptique mais on a

, 2
seulement une convergence faible dans L (0,T:V).

2. Capacite parabolique.

E
Soit K,C.[b,T[ X 2 compact , on dira que u > 1 sur K si

1) u € Pa

con s . 5 -
ii) 11 existe (un)neN € Pa, u_ 1 pp au voisinage de K et

u *u dans LZ(O,T:V).
On introduit alors la capacité parabolique en la définissant
tout d'abord sur les compacts de [b,T[ X @, puis sur les ouverts et enfin,

sur les ensembles quelconques.

Soit K compact de [O,T[ x {1, alors le convexe

={ue€ePa, u3x1 sur K} admet un plus petit &lément u_. On pose

SK K

alors

Capacité de K = Cap K = J d Eu

[0, T[x K

Soit ® ouvert de [b,T[ x 1 on aura :

Cap(w) = Sup (Cap(K))
KCw K compact
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Enfin, si A est quelconque, ACf[b,T[ X §) : on aura

Cap A = inf (Cap(w))
ACw wouvert
Notons, comme le montre 1l'exemple ci-dessous, qu'en dimension 1,

la capacité d'un point est non nulle : Q = 10,2[ ; Prenons a(u,v) =0
2
© 1
Pa = {ue L (0,2) ; WeH (0,2) ; v(2) =0 ; J -v'u dt 3 0}
0

On vérifie que urgy associé 3 S{]} est caractérisé par
P{l} =0 sur B),][ ; u{l} = 1 sur [1,2[.
I1 en résulte que

cap{1} = J d(d

ol T

Les définitions iii) et iv) du cas elliptique s'adaptent sans

difficulté au cas parabolique.

Notons le théoréme suivant, analogue & la propriété v)

"\
tout élément v de () admet un représentant quasi-continue noté v unique

(2 un ensemble de capacité nulle prés) et Yu e Pa, W e NT :

T

T
Vati=| - w., de+ | (Vu,Tv).de
ot v,V H
[0,T[xQ 0 0
Notons enfin le résultat suivant 1 VsV, N>R, v, = v, qp =>

!
Ve € [O,T[, v](t) = v2(t) pp (une fonction définie quasi partout, définit

une unique fonction de EO,T[ dans H).
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3. Représentant quasi scs d'un potentiel parabolique.

Dans le cas elliptique, nous savons que la solution u du
probléme (E) est un potentiel. Les potentiels elliptiques étant les

o 1 e . . .
é€léments de HO(Q) vérifiant -Au > O, ils sont donc quasi-continues.

Nous ne retrouvons pas cette propriété dans le cas parabolique :
1'exemple donné au début de cette annexe prouve que la solution minimale
du probléme III n'est pas en général dans (/ et qu'elle n'est pas non plus

quasi-continue (Cap{1} # 0).

Notons cependant, que toute solution u du probléme III homogéne

est un élément de Pa : il suffit d'appliquer 1'inégalité vérifiée par u

, +
en prenant comme fonctions tests w + Av avec w € waﬁ W, ve WT’ A>0

et de faire tendre X vers 1'infini.

I1 a donc été nécessaire, afin d'obtenir une caractérisation
de la solution minimale analogue & vii), de définir une nouvelle notion
de représentant pour les fonctions de Pa : Ya € Pa, i1l existe une suite
(un) de potentiels quasi-continues et G unique (3 un ensemble de capa-

cité nulle prés) tels que :

r\J 3
i) u ¥ u qp (quasi-partout)

U est appelé le représentant quasi scs de u,

Remarque. Si u € {+Pa, u = u +u

[ Fuy U E i, u, € Pa on aura :

n, -~
u, +u

sy Tty

Nous allons maintenant voir comment la propriété vi) s'adapte

au cas parabolique :
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4) Carnactirisation des convexes Ang-fermés et unilatéraux

ég {{+Pa.

Nous savons que la solution minimale du probléme III homogéne
est un élément de Pa.
Dans le cas non homogéne, considérons T, la solution du

probléme

Tel

oT

s—t-" AT = f,
T(0) = 0

il est facile de voir que si u est la solution minimale associée 3

Y et f, alors u, =u-T est la solution minimale associée & f = o
et w] = P-T
Comme u, € Pa, on en déduit que u £ (W+Pa) N Kw . Nous nous

interressons donc aux convexes de [/+Pa.

-~

Dans le cas elliptique vi), 1'existence de Y est une conséquence
du fait que le convexe des fonctions tests est héréditaire et inf-stable.
(Mignot Puel [13]). La propriété d'inf-stabilité n'est pas vérifiée’pour
le convexe Kw N W (W n'est pas inf-stable).

Nous sommes donc amenés 3 définir d'autres propriétés sur les
convexes de ({!+Pa)

Soit € wun convexe de (W+Pa), cn dira que C est inf-fermé
si

~

(un € C, u€ [+Pa, Gn Yu gp) = ue€cC
C sera dit unilatéral si

(ul,... up € C, ue€ (W+ra), min(ﬁl,... ﬁp) <4 qp) = ue€ C.
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Nous avons alors le résultat suivant

Soit C un convexe inf-fermé et unilatéral de ({V+Pa), alors
1) ﬂwn € CNW et J quasi scs telles que

n, \bA
wn Y qp

(=]

ii) C= {u € (W+pa), >0 qp}

Application. Soit Kw {v e LZ(O,T:V), v >V ppt,

C= (k) N (hPa) = {v e hpa, v 3V ppl.

il est facile de vérifier que C est inf-fermé et unilatéral. On a donc :

\]@ quasi scs telle que

C={veWra ; v=0Tql et

Y
v

CNW={vel, v3sUaqp}.

Remarque. Dans 1'exemple précédent, premons Y = l{l}’

Soit C {v € +Pa, v > ¥ ppl.

1

On a C1

{v e WePa, v > 0 ppl.

Soit maintenant C2 = {veWra, v 3V qpl. Cl et C2 sont

distincts puisque Cap{l} # O.

5. Canactérnisation de La sofution minimale.

Nous en arrivons mainteant au point essentiel de 1'annexe B :
La solution minimale du probléme III s'interpréte de maniére analogue au
cas elliptique vi)

Soit T la solution du probléme

0T _ _
—a? AT—f,

7(0) = 0, TeW.
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Soit € un convexe unilatéral et inf-fermé de @W+Pa) et

~

soit ¢ associée & € wvérifiant Y(0) € 0. Alors il existe u unique

tel que :
i) u € T+Pa
ii) u » gp, 1(0) =0

(G-9)d (Eu-£) = 0
[0,T[xq

iii)

S——

On notera u(V,0,f) le représentant quasi scs de cette solution ponctuelle.

De plus u est le plus petit élément de C vérifiant

T T T

v . 1 2 - ]
JO(B—E, (V_u)v',vdt + ){O(Vu,v(v u))Hdt + 2IV(O) |H 2 J(o(f’(v U))Hdt ;
Yvecnt.

u est donc la plus petite solution faible associée au convexe (.
Notons enfin que si v € T+Pa, avec v > ¥ qp alors

a(0,0,f) € ¥ qp. (1 est donc le plus petit élément de T+Pa vérifiant
u> U qp.

Application. P € LZ(O,T:H), Y £ 0 au voisinage de {0} x Q.

C = KLp N (W+Pa) = {v € lM+Pa, \A/ 2 II) ap’,

N A
clu=»{vel, veippt=1{vel,vxyqpl,

alors la solution ponctuelle définie par i), ii), iii) est la solutiom

minimale du probléme III.

Nous terminerons cette annexe en rappelant une propriété qui

sera a la base de 1'étude du cas général
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6. Stabilite par Limite décroissante des solutions ponctuelles.

Le résultat suivant démontré par Pierre [15] traduit la stabili-
té par limite décroissante (qp) des solutions ponctuelles associées & des
obstacles quasi scs.

Nous l'utiliserons sous cette forme

P ", 0 . . . .
Théoneme Bl. Soit wn une suite de fonctions quasi-continues,

- . . - o
décroissant quasi partout vers Y et telle que wn(O) £ 0 pour tout n.

~ -
Alors : un(wn,0,0) décroit quasi-partout vers u(y,0,0).

Rappelons que u étant une suite décroissante de potentiels,
elle converge fortement dans L2(O,T:H) et faiblement dans LZ(O,T:V)
vers u.

Notons, d'autre part, que ce résultat peut €tre &tendu au cas
non homogéne.

En effet, soit T 1la solution du probléme

g% -At=f,
T(0) = 0,
Tel .
G(@,O,f) étant la solution ponctuelle du 5°), posons G] = G-% et
@] = @—%. I1 est facile de voir que G] est la solution ponctuelle asso-
cige 3 f =0 et @], c'est-d-~dire G] = Gl(@l,o,O).

. ) ", ~ N -~
Soit maintemant Y Y V¥ qp, ¥ (0) € 0Vn, et u (U ,0,f)
n n n n
solution du 5°) pour tout n.
On a alors

N Y -~ ny o
un(d)nyoaf) e u]n(d)]nyoso) + T
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Y] n

n ~ ~
mais w]n = =T décrolt quasi partout vers Y -T= 1V

T
n 1"

"N
D'autre part, $1n(0) = wn(O) < 0.
On applique alors le théoréme BI
3 W 0) +a,(,,0,0
u, W, ,0,0) ¥ u,(¥,,0,0) qp

N A
on en conclut que un(wn,o,f) vy u(@,0,£).



CHAPITPE I11

APPLICATIONS NUMERIOQUES

Ce chapitre est une application directe du résultat du

chapitre IT : u_, > u, la solution minimale du probléme (ITI).

hk
Afin d'éprouver la validité numérique de ce théoréme, nous
avons choisi trois exemples pour lesquels la solution minimale u est
connue,
Dans le paragraphe I, nous traitons un exemple en dimension un.

La solution numérique du probléme (Ph) est alors trés simple et la program-

mation ne souléve aucune difficulté,.

Dans le paragraphe II, nous avons choisi deux exemples en
dimension deux :

Pour le premier exemple, 1l'obstacle ¥ que nous considérons
ne comporte pas de sauts en temps mais seulement en espace. D'autre part

! et h = —L-,

la solution minimale est réguliére (u € (). Pour k = 150 T

la solution Upy calculée est pratiquement la solution mirimale u
(1'erreur relative maximale est de 1'ordre de 0,2 7).

Dans le deuxiéme exemple, nous reprenons 1l'obstacle précédent
mais en le trdnquant par la fonction nulle sur B),to[ X Q. Il comporte
done un saut positif en temps.

Les résultats numériques sont alors comparables & ceux obtenus
dans 1'exemple précédent, 3 la différence prés qu'au voisinage du saut
en temps de V¥, 1la convergence est mauvaise. Ce phénoméne n'est pas
surprenant dans la mesure oli nous savons que u est discontinue

aux points oli il y a croissance discontinue de { Pierre []5].
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I. UN EXEMPLE EN DIMENSION 1.

Nous reprenons ici 1l'exemple développé en annexe B.
On considére
Jo,7[ = ]Jo,3[,
V=H=V =R,
1 2 , 2
/=S=H (0,3) = {vel0,3),v €L (0,3)}

v=10,0)
f =0

L'inéquation parabolique (III) s'écrit alors :

r u € Lm(O,B), u >y pp,

3 3 ! 9
(I11) < J v' (v-u)dt + J u(v-u)dt + §(V(O)) > 0,
0
0

L Vv e HI(O,B), v 2y

Nous savons que

u =0 sur BL] [
u =1 sur [1,2[
= e—t+2 sur [2,3[

est la solution minimale de ce probléme.

Nous allons vérifier que

u, =0 sur I:O,l[
3
u, = 1 sur [1,-5[
u; = e_t+2 sur E%,3[

est une solution du probléme (III).
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ﬁs h
!
1
f.
1 4=  alll .
- H
!
|
L]
'
:
!
| i \ !
b 3 ! !
0 ) 2
Remarquons que u, vérifie :
ui +u =0 sur Jo,1(
u! +ux0 sur ]1,2[
1 2
' 3
u, +u=20 sur ]5,3L
D'autre part :
- _ + _ -3, _ + 3, _ 1/2 _
u](l) = 0, ul(l) =1, ul(i- =1, ul(i- = e = a,.
~ . . 3
Intégrons alors par partie sur chaque intervalle (0,1), (],30

et (333) 1'inégalité (III). Il vient, compte tenu des remarques précé-

dentes :
’ 2
J0<v'+u1><v—u1>dt + 5w©N? 3 2 + 2v()? - L)

- 2
+ 30D - 2 (1)-D? + L@ () - L -a)

aprés développement et simplification, il vient :
3
' 1 2 3
(v'+u ) (v=u)dt + 5(v(0))7 2 = v(5) + v(1)
0 1 1 2 2

+ %(v(3)—u_(3))2 + v(1) - .;_ a2 2

S v(%)(a—]) +v(l) - % a’.
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mais v € H1(0,3) et v 2 Y. On a donc v(%) 21 et v(l) 2 1. Puisque
_ e1/2

on obtient :
3

J (v'+u ) (v-u, )dt + l(v(o))z 2 a -
0 1 1 2

N —
W

u, est donc solution faible.

I

Nous indiquons maintenant les principales &tapes du calcul de
la solution discréte en dimension 1.

On fait une subdivision de [b,3[ en N-intervalles de longueur

=l w

N-1
Soit U = ) wk) 1[nk, (n+1)k[.
n=0

Nous utilisons la formulation explicite du probléme (Ph)

Glovinski [8].

On cherche u = Nil u” l[nk,(n+])k[ tel que
n=0
u0 = 0,
WS Gk,
(EE%;:Ei + un)(vn+1 _ n+1) 30,
Vbn+l 2 Y(n+l)k , n = 0, N-2.

I1 est facile de
de la proposition IV.1 et
tion.

D'autre part, on
probléme de minimisation :

Minimiser

vn+IBW(n+l)k

voir que les démonstrations du lemme IV.2,

du théoréme IV.l1 s'adaptent 3 cette formula-

. n+l . 2
obtient u , . = 0, N-2, en considérant le
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qui admet pour solution explicite :

Max (P (n+1)k, un(]—k))

=
H

Le schéma @ est alors trés simple i programmer.
Nous avons résolu le schéma @ pour N = 100, N = 200, N = 300.
On a évalué 1'écart entre la vraie solution minimale u et

la solution numérique obtenue, par :

1 N

_] 2
E = ) (u(nk)-u")
=0

=

n
On obtient alors

l'N = IOO| N'= 200 l N = 300

E max |_o,0134 ‘ 0,00194 ‘ 0,00034

11. EXEMPLES EN DIMENSION 2.

Nous savons que 1'inéquation parabolique du premier brdre admet
une formulation forte (II) et une formulation faible (III).

Nous avons rappelé au chapitre I, les conditions suffisantes
pour qu'il y ait existence (et unicité) de 1a solution forte.

Nous étudions ici deux exemples

i) dans le premier exemple nous prendrons un obstacle irrégulier
W ¢ L2(O,T:V)), mais la solution minimale associée 3 cet obstacle sera
dans W. Nous savons qu'alors, u vérifie une inéquation analogue & la

formulation forte mais avec des fonctions tests de waT ., (1.6).
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ii) Dans le deuxiéme exemple, il n'y aura pas unicité des solu-

tions faibles.

1. Formulation du probleme approché.

Dans les 2 exemples étudiés, nous avons considéré

Jo,t[ =lo,1[ , Q= Jo,1][.

On subdivise alors |0,T[ = ]0,1[ en N intervalles de longueur
1

k = %- et =]O,1[ en M+l intervalles de longueur h = W
On pose :
N-1 0
£ = ZO £ 1 [nk, (n+DK[
n:
n .
= f(nk,ih) 17 ,. .
B = L FERAD 1oy, ety
et de maniére analogue :
N-1 0
Vi = nZO Yie Mk, (e k[ 0
a M
= k,ih) 14 ,. . .
by = L VORI Gy e o [

Le choix de f et ¢ dans chacun des deux exemples justifiera

ces approximations f et ¥

hk hk*

Remarquons que pour vy € Vh c'est-a-dire

V.

h=.z

i
L Th N-1/29n, ds1/2n]

1

on aura :

M
1
Ay v =g L Cgyym2egg )

j=n
=
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|
Le probléme (Ph) s'écrit alors : Trouver

M

u, = 5 u 1 ,
hk n=0 h [nk,(n+l)k[

ﬂ(l 1/2)h, (i+1/2)h[’

oo u§+] =0 Vn, et tel que :

i) u. =0 i=1,M
i
n+1 . .
ii) Pour n = 0, N-1, (u ) 1= 1,M solution de :
M ntl n k , n+l n+l_ n+l n+1 n+l
E (u -u,= —(u, |=2u. ) - kf -u, ) 2 0,
. 1 2°71+1 i Vi i
i=1 k
v n+1 n+l n+1 n+l .
v = (v1 s oo s Vy ), 2 2 Y((n+Dk,ih) et
o (@i, i =
n+l, .
Nous savons que pour n = 0, N-1, (ui ) i= 1,M est
solution du probléme de minimisation : ¢
Minimiser J (vn+1 vn+1)
n+l ~ n+l M
" n+l .
vi 2 ((n+Dk, bh)
avec
n+l n+l, _ n+1 2_ n+l n+] n+l
Jn+1(V1 sevesVy ) = 1Z]f—[( ~—{ i v, D
n+l
- (u -kf ) 1.
i
n+1 n+l, _ 1 n+l n+l n+l , n+l N
Remarquons que Jn+l(vl > e Vy ) —Af(Av ,V )~L (v ) ot

une matrice bande. MXM indépendante de N, et

n+!, n+l_ - n+1

L7 = (ke ) ).

n+]]



On part donc de (uz) =0 1=0, Mtl.

Puis, & chaque &tape n, n = 0, N-1, nous avons résolu le

. +
probléme de minimisation (Mn ]).

Cette minimisation a &té réalisée par la méthode de relaxation
ponctuelle avec contrainte : Glovinski [8].

M .
Jn+1 ¢t R > R est strictement convexe et de classe Cl.

En posant

M
n+1 n+1

K = 1 l:wl ,+°°|: ’
i=1

. .. n+l1 e

on doit minimiser Jn+1 sur K et on vérifie que
+ + ) + + +
Jn l(vn 1) > 40 i an IH S 4o ,Vn 1 € Kn 1.

Nous savons dans ces conditions que 1'algorithme de relaxation

+ ; - +
ponctuelle converge vers (un ]), la solution du probléme (Mn ]).

L'algorithme de relaxation ponctuelle nous permet de construire,

a chaque étape n, une suite (un+])P € RM qui converge vers (un+])
dans RM.

Le critére d'arr@t choisi, dans la recherche de la solution
(un+1) est

?+])P|2 <1 -3

M
) l(urilH)PH - (u1 0~ =¢

u étant la vraie solution minimale, on a calculé dans chacun des deux

exemples

by * /L i i
i=1
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et 1'erreur relative :

]u?+1—g((n+1)k,ih))|X]OO .
E(i) = i=1,M
lu((n+1)k,ih)|

pour n =0, 10, .... <N .

2) Onganisation des caleuls.

Pour chacun des deux exemples, nous avons posé :

1
H = M+1

=z -

Nous avons construit les sous-programmes suivants :

a) Sous—-programme matrice A :
MAT (A,M,H,P,)

b) Sous-programme second membre :

SEC (F,M,N,H,P )
avec F(J,I) = f(JH,IPl)
J=1M
I=1,N-1

¢) Sous-programme obstacle :
OBS (D, M, N,H,P )

avec D(J,I) = Y(JH,IP) I =1, N-1, J = I,M.
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d) Sous-programme ''vraie solution" :

SOL(U,D,M,N,H,P,)
avec U(J,1) = u(JH,IP)) J = 1,4, I = 1,N-1.

e) Sous-programme de minimisation de Jn+l :

GAUSS (A,D,B,R,M,KX)
Ce sous-programme minimise la fonctionnelle : %(Av,v) - Bv pour
v(J) 2 D(J,KX), J =1I,M, KX = 1,... N-1 par la méthode de relaxation

ponctuelle. La solution obtenue approche donc la solution du probléme

(Mn+1) pour n+l =KX & € prés. On la note R(J), J = 1,M.

f) Organigramme simplifié du-calcul de la solution discréte.
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lappel second membgél

(Formation du second membre
3 1'étape 1.)

J=1,M [B(J) = P]XF(J,I)J

l

appel MAT
appel OBS
appel SOL

&

K7 = 2 (KZ permet d'imprimer la solution
| approchée pour i=1, i=11,... < N)

Y
B

AEEel Gauss| (résolution du probléme M(Kx)

l solution notée R(J), J = 1,M)
Oui o KX # Kz (pas d'impression, pas de calcul
de E et EQJ))
Nonl

Impression obstacle, vraie solution,
solution approchée

l

[Calcul de E, E(J)] (E, E

écart, erreur absolue) "’

(6%
KZ = KZ+10
T ¥ .
oul
KX = N-] -+ FIN
Non
KX = KX+1

{Nouvcau sccond membre : B(J) = R(J)+P{’F(J,KX)

|
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3) Exempfe 1. la solution minimale est dans [/ :

a) énoncé de 1'exemple :

On prend donc 0 = ]O,l[ X ]0,1[

Y =0 sur [b,][ % [O,%[
Y =0 sur [0,1[ X Eg,l[
Y = 6,25t + 50tx sur [0,1[ x I}é];,%
.- - 13
et )ﬁ.._, _ . V= 750eX + 56,25¢ sur 0,1 x [5357]
e}
15,625 !
g
~ l
9,375 |- — — P -
R
! ! !
' ! I
| f '
} ': : .
) T3 1 >t
4 2 4
Second membre : On prend :
f=0 sur [O,][ X %324 (support de )

f = 100x(1-x) + 200t sur [O,l[ X [0,%{ et sur

- 3
o, 1T % 12,11 {
x ) %’ §
A
i | e
f = 100x(1-x)+200t
3
A
f=0
1
4
f = 100x(1-x)+200t
0 TN
7t
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Nous allons vérifier que

u=y sur [0,1] x [53
w = 100x(m0e sur [0, (<[0,40 y [0,1 (<11

est la solution minimale du probléme (III).

»
ulx,t )
1

e e e — . s ——— ———— v tO —\‘2"
! |
J i
3 N 5 ' N .
1 1 3 1 4
4 2 4

2 1
Remarquons que u € L [(O,I):HO(O,I)] et que
%% € Lz(]O,I[X]O,l[). On en conclut que u € (V (et néme u € 5.

D'autre part, on a bien u > Y (partout) et u(0,x) = O.

I1 est facile de voir que :

N py-g=0 sur [0,10x 0,00 U[x I3[,

9 : 13
§% - M -f 20 dans D ([0,1[ x [Zazq).

Enfin :

(u-b)d (Eu-£) = J (u-¥)d (Eu-£) = 0

J[o,l[x fo,1[ Jo,1 (<[, 2

u est donc la solution minimale.
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b) Résultats numériques.

Nous avons calculé la solution (uh du probléme (Ph) pour

o

N = 50 M=5
N = 100 M=10
N = 500 M= 20

Les résultats obtenus sont résumés dans le tableau III.b.
Nous avons d'autre part représenté sur un méme graphique les
> > é 1xé

courbes x uhk(x,to) et x E(X’to)’ £, étant fixé.
Nous précisons sur chaque courbe les temps tO et les valeurs

choisies pour M et N

Tableau III.b.

M
Rappelons que E = ; |u?+1—u((n+])k,ih)l2.
n+l im 1 =

Nous avons représenté, dans ce tableau, 1l'écart E our les
’ ’ n+l

3 ordres d'approximation

] 1 21 31 41
M=5 t EN) EQ) 50 30 50
N=50|E, |0,0058 | 01012 | 0,199 | 0,2976 | 0,3958

I 21 41 61 81
M=10) t] T00 100 100 100 160
N=100| E_ | 0,0041 | 0,0097 | 0,0193 | 0,028 | 0,0429
1 11 211 311 411
M=20] t, 500 500 500 500 500
N =500 E__, | 0,037 | 0,037 | 0,0767 | 0,119 | 0,177
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Ce tableau améne les remarques suivantes :

i) Dans le cas 1) (M =5, N = 50), le pourcentage d'erreur

relative

uC(+ Dk, in) -l

x 100
u((n+1)k,ih)

d une valeur maximale de 2,45 7 alors que cette valeur maximale n'est plus

que de 0,22 7 dans le cas 2) (M = 10, N = 100).

ii) Les résultats sont moins précis pour le 3éme cas.
Le choix du critére d'arr@t dans 1'algorithme de relaxation

ponctuelle (g = 10_3) semble en étre la cause,

Courbes 1 (¢, fixe).

Nous avons choisi 1'ordre (3) d'approximation pour le tracé des
courbes afin d'avoir une représentation plus précise de la vraie solution
et de la solution approchée.

- On constatera que, pour chacun des 5 temps choisis, la vraie
solution et la solution approchée sont pratiquement confondues.

- C'est au voisinage des points oii 1'obstacle est irrégulier que
1'écart entre la vraie solution et la solution approchée atteint son

maximum.
Nous constaterons & nouveau ce phénoméne dans 1'exemple n°2.
Cournbes 11 (X~ fixé).

Pour 1'ordre (2) d'approximation nous avons tracé les courbes

t = uhk(t,xo) et t — E(t,xo).
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4) Exemple Z. La solution minimale n'est pas dans .
a) énoncé de 1'exemple :

On prend i nouveau 0 = 10,1[ X JO,I[ . On considére ¢ défini

par :
V=0 sur [0 ; 0,3[ x Jo; 1]
Y =0 sur [o,3;1[><[o;l[
Y= 0 sur [o,3;1[><]§‘.;1]

Y = 6,25t + 50tX sur [0,3 3 1[x [21:,-5

Y = -50tX + 56,25t sur [0,3 ; 1[ x ]%,.Z_] ,

on a donc Y = 0 pour t < 0,3 et pour t, fixé, t, > 0,3
b, e I

15,625 |- - . ..

9,375 [— — -~

|
|
l
|
I
3
A
d

4 N
1 . 7
7 7 ‘
Second membre : On pren
f =0 sur B) H 0,3[ X ]Q,l[
f =0 sur le support de
f = 100x(1-%x) + 200 t sur

[0,3 3 1[x [oz[ u 0,35 1[ x 12,1]
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f=100x(1-x)+200t

NS
)

f=100x (1-x)+200t

4

La solution minimale u est définie par :

ulx,

(g
1

sur [O ; 0,3 [X]O,l[

u=0
u = 100x(1-x)t sur [0,3 s IEX [0 > %E v
0,35 10 x 12T
t 3
u=1y sur [0,3,1[X [‘5’2;]
t) A
O
1
2
AN
2
S JU I---~\ -
S R
o
0 ' 1 B > x I(LZ"/:
1L 3 ,
A 2 A
u(x,t ) = 0 ‘V’to < 0,3
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Nous remarquerons que u ¢ (/ puisqu'il y a un "saut" au
temps t = 0,3.

Vérification : il est facile de voir que :

EeLZEJ :HBOJﬂ ;

%% - M -£f=0 sur [0,1[ X [O H 0’3[
%% - M -f=0 sur 0,3 5 1[x [Ofl[ U
(0,3 ; 1[x‘]% ;1
1 3
u = sur [0,3 H ][ x Ezwzl
Enfin, on remarquera que %%'_ My - £ >0 dans D'(Q).

Nous en déduisons que u est la solution minimale de 1'inéqua-

tion parabolique faible associée au convexe

v e 10,1 : H;(O,l)) s v 3y opp) .

b) Résultats numériques : Comme pour 1'exemple précédent, nous

avons calculé (uhk) la solution du probléme Ph pour :

N = 50 M=35
N = 100 M= 10
N = 500 M= 20

Les résultats obtenus sont résumés dans le tableau 4.b.
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Nous avons d'autre part représenté sur un méme graphique les

courbes > u X, t et x > u(x,t t é

tant fixé.

Les temps £, et 1'ordre d'approximation (M,N) choisis sont

précisés sur chaque courbe.

Tableau 4.b
" 21 31 41
o 50 50 50
N = 50
_ s E 0,1708 | 0,2976 | 0,3958
(1)
t 31 41 61 81
© 100 100 100 100
N = 100
M= 10 E ,, |3,1612 | 0,0205 | 0,0327 | 0,0435
(2)
. 151 211 311 411
o 500 500 500 500
N = 500
M= 20 Fae1 |9, 1341 0,0911 | 0,1475 | 0,2201
(3)

M
Rappelons que E =\//Z |u?+]-u(n+])k,ih)|2.
n+l 1 1 -

Ce tableau améne les remarques suivantes.

i) Les résultats sont mauvais au voisinage du saut en temps

de Y. (t = 0,3) : Ainsi a 1'itération 31 (t

0,31) du cas (2) 1'écart

est de 3,1612 et le pourcentage d'erreur relative maximal

lu((n+1)k,ih)-u""

d
x 100

( Max u((n+1k, ih)

i=1,M
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est de 1'ordre de 50 %. Cet &cart entre la vraie solution et la solution
approchée apparait sur la courbe III. Pour l'ordre (3), cet écart est de
9,1341 3 1'itération 151 (t = 0,302) mais n'est plus que de 1,1 & 1'ité-
ration 161 (t = 0,322). C'est donc au voisinage du saut en temps de
que 1'approximation est mauvaise.

Nous avons tenté d'affiner le découpage de 1'intervalle de
temps BJ,I[ au voisinage de 0,3. La programmation s'est révélée plus
longue et plus coliteuse, sans que les résultats s'améliorent.

Rappelons que les seuls points de discontinuité de u sont

ceux oll il y a croissance discontinue de Y Pierre [15].

ii) Le cas donnant les meilleurs résultats est le 2&me
(N =100 M = 10) en dehors du saut de 1y, le pourcentage d'erreur maximal
passe de 2,4 7 dans le cas 1 a 0,2 7 dans le cas 2 mais il est de 0,7 7
dans le cas (3).

Comme pour 1'exemple 1, le choix du critére d'arrét dans
1'algorithme de relaxation ponctuelle (g = 10_3) semble en étre la

cause.,

Cournbes 111 (to, fixé).

Nous avons choisi le cas 2 d'approximation pour le tracé des
courbes.

- au temps t, = 0,31 on notera 1'écart important entre la
vraie solution (courbe supérieure) et la solution approchée.

- pour tO = 0,41, to = 0,61 et t, = 0,81, u et Wy
sont pratiquement confondues.

Counbe 1V (Xo fixé).

Pour le 28me cas d'approximation, nous avons tracé les courbes

t - uhk(t,xo) et t > B(t,XO).



Uy (65X

E(tOQX)

_9]_

30 ( t = 0,982
o
28
26
2
22
20
18
16
1%
12

10

0

Counbes 1 : La solution minimale est caractérisée par :

ule, 0 = b L0 sur (1,2

| I 3
ult,X) = 100x(1-x)t  sur  [0,7[ U ]Z,1]



E(xo’t)

Upg (B )

.

{ STHN

Y Uly
.

a0

18

1

16

13

14

13

12

Y

10
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1 - i -
OOxO(] xo)t si x < A et

) 13
Lp(xo,t) si X € [Z’Z]

x >
(o}
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30 (
uhk(to’x)

E(to’x) 28

26 L

1 ]
0.3 0.4

i L
0.5 0.6 0.1 0.8 0.9

Counbes 111 : La solution minimale u est caractérisée par

E(to,X) 0 t <0,3 5 pour t0 2 0,3 :

13
V(e X)) sur [7,7]

ult %) = 100X(1-0¢,  sur [0,7[U]2,1]

it

u(t ,X)



- 94 -

g(t,xo)

uhk(t,xo) 191
% L
1 |.
16 |
15 L

16 L

13 ]

11

10 L

Qs 0el Qa2 0.3 Qa4 0.5 0.8 0.1 0.8 0.9 1.,((1
HN t

IRIRY 4 . . . . e e
\\.._,__z" Counbes TV. X fixé ; la solution minimale vérifie :

E(t,xo) = 0 sur [O ; 0,3[:><:|0,1|:

E(t,xo). 100x0(1—x0)t sur ]O,B H I[Xi[o,li] U :}0,3 H l[x ] -

13
l_l_(t,xo) = w(t,xo) sur [0,3 3 1] x A
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CONCLUSTON

Les résultats obtenus dans le chapitre I peuvent se résumer
de la maniére suivante :

Lorsque 1'hypothése H) est vérifiée, c'est-d-dire lorsque

———— n -~ n,
(Kw nas ) N W={veW, vs3 ws apl} (= K@ ), u_ converge vers
L°(0,T:V) S
"
u la plus petite solution faible du probléme III associé au convexe K@ .
S

En particulier, pour les obstacles vérifiant

"
Ko =1{veW, vy pp}

Vs
la limite de u. est la solution minimale usuelle, c'est-d-dire associée

au convexe {ve W, v >V ppl.

L'hypothése H) que nous avons introduite est justifiée par le
fait que le probléme n'est pas résolu pour les obstacles de W. Un probléme
ouvert serait donc d'exhiber des exemples d'obstacles de W tels que

(Kw n S)w strictement inclu dans waj W et @S # U (pour 1'égalité qp).

Remarquons qu'en 1'absence d'hypothése H) on a toujours
G(@,O,f) €ucs G(®3,09f) pp

G(@,o,f) (resp. G(@S,o,f) désignant la solution minimale associée au
convexe {ve W, v > ¢ pp} (resp. {velW, 3 2 $S aph).
Les rapports entre capacité elliptique et capacité parabolique
n'ont pas été abordés mais cette &tude pourrait faire appel au théoréme V.
L'étude du cas hyperbolique Mignot-Puel [Jd] et des inéquations

quasivariationnelles d'évolution Mignot-Puel [JZ] reste ouverte.
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Dans le chapitre II, nous avons choisi la méthode des différences
finies pour 1'approximation sur [b,T[ et sur .
Toute autre approximation conservant la croissance de 1'appli-

cation Y > u(@) (= lim uhk) conviendrait.
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