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d 
A l'opérateur parabolique - - 

at 
A ,  et aux convexes du type 

{v 3 $), on peut associer des problèmes d'évolution paraboliques du type 

suivant : 

R étant un ouvert borné de R", de frontière 6R, $: [O,T [xR + R, 

(T > O) on cherche u : [o,T[ x R + R solution de : 

u 3 $, u(0) = O, u = O sur [o,T[ x 6R, 

au - -  
at 

A u 3 0  , (X au - Au) u - )  = O. 

Pour des obstacles suffisamment réguliers Brézis [ 4  1 ,  
Charrier-'~roianiello [6 1, ce problème admet une solution unique que l'on 
appelle solution forte. 

Lorsque $ est simplement mesurable, le problème fort n'admet 

pas toujours de solution mais on sait associer à l'opérateur - a - A et 
at 

aux convexes {v 2 $ 1 ,  une inéquation variationnelle faible qui admet toujours 

des solutions Brézis [ 3 ] ,  Lions [ 9 ]  et en particulier une solution mini- 

male. Mignot Pue1 [ I t  . 
Notre propos est l'approximation de cette solution minimale. 

Dans le chapitre 1, nous abordons ce problème par une méthode 

de régularisation elliptique : on considère l'opérateur elliptique 

a2 a - E - + - -  A et la solution u de l'inéquation variationnelle associée. 
at2 -at E 

Lorsque $ est régulier (paragraphe IV), nous montrons que la 

limite de u est la solution forte. 
E 

Pour les obstacles quelconqiles, mais vérifiant une hypothèse de 

densité (paragraphe V), nous montrons que u converge vers la solution 
E 

minimale du problème faible. 



Au c h a p i t r e  II, nous abordons l e  problème d e  l ' a p p r o x i m a t i o n  

numérique . 
La méthode c h o i s i e  est c e l l e  d e  l ' a p p r o x i m a t i o n  e x t e r n e  a u  moyen 

d e s  d i f f é r e n c e s  f i n i e s  . 
A l a  f o r m u l a t i o n  f a i b l e ,  nous savons a s s o c i e r  l e  problème d i s c r é -  

t i s é  (Ph) Glov insk i  [ 8 ]  e t  -us montrons que l a  s o l u t i o n  d e  c e  problème 

converge v e r s  l a  s o l u t i o n  minimale.  

Nous donnons dans  l e  c h a p i t r e  III p l u s i e u r s  exemples d e  c a l c u l  

numérique de l a  s o l u t i o n  uh du problème (Ph) e t  nous comparons, pour 

les d i f f é r e n t s  o r d r e s  d ' approx imat ion  c h o i s i s ,  c e t t e  s o l u t i o n  uh e t  l a  

v r a i e  s o l u t i o n  minimale.  



CHAPITRE 7 

Dans ce chapitre, nous étudions le comportement, lorsque le 

paramètre E tend vers O, de la solution u d'une inéquation variation- 
9 E 

nelle associée à l'opérateur 
a"  a A et aux convexes du type 

Notre objectif est de montrer que la linite de u E + 0, est 
E ' 

la solution minimale de l'inéquation variationnelle faible associée à 

Les résultats obtenus peuvent être énûncés de la manière suivante : 

i) Lorsque $ est "régulier", u converge fortement vers 

l'unique solution forte u. 

ii) Pour les obstacles quelconques, moyennant une hypothèse de 

densité sur les convexes, u converge faiblement-vers la solution minimale. 
E 

Tout d'abord, par une méthode de pénalisation, nous établissons 

des estimations a priori qui nous permettent d'énoncer un premier résultat 

de convergence : la limite de u est solution d'une inéquation faible 
E 

associée à un convexe plus petit que celui intervenant dans la formulation 

faible ordinaire (paragraphe III). 

Dans le paragraphe IV, nous nous plaçons dans le cadre des 

obstacles réguliers et nous établissans le point i). 

C'est au paragraphe V que nous étudions le cas des obstacles 

quelconques. Pour montrer que la limite de u est la plus petite solution 
E 

faible u, nous avons considéré u, non plus sous %;a forme variationnelle, 

mais sous sa forme ponctuelle Pierre [15]. 



Au paragphe VI, nous donnons des propriétés des solutions 

minimales régulières. 

Les difficultés que nous avons rencontrées sont essentiellement 

de trois types : 

i) Des difficultés liées au passage d'un opérateur du second ordre 

à un opérateur parabolique : obtention d'estimations a priori suffisantes. 

ii) Des difficultés liées aux convexes : 

- D'une part, les convexes des fonctions tests de l'inéquation 

elliptique ne sont pas denses dans ceux de l'inéquation parabolique. 

- D'autre part, si nous montrons au paragraphe III que la 
limite de u vérifie une inéquation faible, les convexes associés à cette 

E 

inéquation ne sont pas, en général, denses dans ceux de la formulation faible 

ordinaire. C'est pourquoi nous avons été amenés à introduire une hypothèse 

de densité. 

iii) Il n'a pas été possible de montrer directement à partir de la 

formulation variationnelle et des estimations a priori que la limite de 

u est la plus petite solution faible. Cette difficulté a été levée en 
E 

utilisant 1' interprétation ponctuelle de la solution minimale Pierre [15] . 



1. FORMULATION DU PROBLEME. 

S o i t  R un ouvert  borné de R~ dont l e  bord a R  e s t  

r é g u l i e r  . 
2 

On posera H = L (a), 

'L 

Soi t  T > O ,  on posera  Q = ]o,T[ x Q, Q = [o,T] x R .  On notera  

2 2 2 V = L  (0,T: V), V' = L  (0,T: V') e t  W = { v c L  ( 0 , T :  V) ; 

a v 2 - E L  (0,T : V')) .  
a t  

2 1 
La norme s u r  L (R) e s t  no tée  1 1 e t  l a  norme s u r  H (R),  II 1 1 .  

O 

On a a l o r s  : 

Rappelons que V* Hw V ' ,  l e s  i n j e c t i o n s  é t a n t  continues,compactes e t  denses.  

 autre p a r t  W s ' i n j e c t e  continûment dans C (  [o,T] +- H), l ' e s p a c e  des  

fonc t ions  cont inues de [o,T] à va leu r s  dans H (Lions, Magenes [] i] ) 
1 

rappelons que s u r  H ( a ) ,  l a  c o n t r a c t i o n  module opère ,  c ' e s t - à -d i r e  que 
O 

1 + 1 
s i  u  E Ho(R), u  c Ho(Q). 

Cet te  p r o p r i é t é  n ' é t a n t  pas v é r i f i é e  s u r  W, on no te ra  



S et ST les espaces correspondants dans S. 
O 

2 
Pour $ E L (0,T: H) on notera : 

On précisera dans chaque cas, les condi.tions supplémentaires de régularité 
1 

sur +, mais nous supposerons toujours K n H (Q) non vide (donc si + 0 

+(O) a un sens +(O) < O pp sur R et si 1 a un sens $11 < O). 

2 
Soit f un élément de L (0,T: H), pour tout E > O, on consi- 

dère u la solution du problème : 
E - 

v-u ) dt + 
O 

E H 

On sait que cette inéquation variationnelle elliptique admet une solution 

unique sous les hypothèses précédentes (voir Lions et Stampacchia PO] ) . 
(Brezis et Stampacchia [ 5 ]  ) . 

Au problème (1) de caractère elliptique, on peut associer une 

inéquation variationnelle parabolique du premier ordre qui admet une formu- 

lation forte et une formulation faible que nous allons détailler ci-dessous. 



Fonmuldon doMe. 

On cherche u E: K Ti (II, t e l l e  que * - 

( I I )  { vv K$ 

Ce problème f o r t  n'admet pas tou jours  de s o l u t i o n .  Le r é s u l t a t  

su ivant  de Cha r r i e r -Tro ian ie l lo r6  ] p r é c i s e  l e s  condi t ions  d ' ex i s t ence  de 

c e t t e  s o l u t i o n  f o r t e .  

On désigne par  V" l e s  formes l i n é a i r e s  p o s i t i v e s  de V '  

2 
(R e V" s i  R c V' e t  vu E L (OT : V ) ,  u > O ,  (R,u) > O) on pose 

* + + 
V = V '  - V f  . C'es t  l e  dual  d ' o r d r e  de  V .  On a l e  r é s u l t a t  : 

a l o r s  l e  problème f o r t  admet une s o l u t i o n  unique. 

Il convient de  remarquer que l e s  obs t ac l e s  $ appar tenant  à 

W sont  d é j à  i r r é g u l i e r s  : l a  cond i t i on  a$ (àT. - A$) E V* n ' e s t  pas en 

général  r é a l i s é e .  

Notons cependant que dans l e  cas  où $ € W on a u n i c i t é  de l a  

s o l u t i o n  f a i b l e .  (Voir P i e r r e  h 5 ]  e t  annexe A ) .  



On c h e r c h e  u  c K t e l l e  que 
'4 ' 

Nous savons  d ' a p r è s  B r e z i s  [3] e t  Lions  '[9], que c e t t e  formula- 

t i o n  a f f a i b l i e  admet t o u j o u r s  - des  s o l u t i o n s  e t  même, dans  c e  c a s  p a r t i c u -  

l i e r  d e s  convexes K, une s o l u t i o n  minimum. Mignot Pue1 [12]. 

Nous d é t a i l l o n s  en  annexe B d e s  p r o p r i é t é s  de  c e t t e  s o l u t i o n  

minimum. ( v o i r  P i e r r e  [15]) e t  nous donnons d e s  exemples d ' e x i s t e n c e  d e  

l a  s o l u t i o n  f o r t e .  

Notre propos  e s t  l ' é t u d e  du comportement de  u  quand E t end  
E - 

v e r s  O.  

Il nous f a u d r a  t o u t d ' a b o r d  o b t e n i r  d e s  e s t i m a t i o n s  a  p r i o r i  

q u i  f e r o n t  l ' o b j e t  du paragraphe s u i v a n t .  

Des exemples s imples ,  e n  p a r t i c u l i e r  en  dimension un,  montrent  

que nous ne pouvons pas  e s p é r e r  que u  r e s t e  borné  dans  IV : il y a  
E 

une couche l i m i t e  au  v o i s i n a g e  de  T ( v o i r  annexe B).  

Nous commencerons pa r  é t u d i e r  l a  convergence de  u  v e r s  une 
E 

s o l u t i o n  du problème f a i b l e ,  c e  q u i  s e r a  e n  p a r t i e  conséquence d ' e s t ima-  

t i o n s  a  p r i o r i  d a n s  des  espaces  p l u s  g rands  que W .  



Il. ESTlMATlONS A PRlORl. 

Pour t o u t  r) > 0 ,  c o n s i d é r o n s  u l a  s o l u t i o n  du problème péna- 
E - n 

l i s é  : 

E 

r7 buE - -(@-uE 1 ) + = f  , dans  Q , 
a t  Q r) 

(IV) 
n 

C e t t e  s o l u t i o n  e x i s t e  e t  e s t  un ique ,  d ' a u t r e  p a r t  o n  s a i t  que 

2 
u ê H (0) ( v o i r  Lions  [ 9 1 ) .  E 

rl 
Tout d ' a b o r d ,  démontrons un lemme p r é l i m i n a i r e  q u i  s e r v i r a  à ren- 

d r e  l i c i t e  l e s  i n t é g r a t i o n s  p a r  p a r t i e  e f f e c t u é e s  p a r  l a  s u i t e .  

Lemme 11.1. S o i t  uE l a  s o l u t i o n  du problème ( I V ) ,  a l o r s  
n 

Démonstration : On v a ,  en  f a i t ,  démontrer  l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  : 

2 ae 2 
s i  0 E H (Q) fl H;(Q) a l o r s  - s L ( 0 , ~ :  V) . 

a t  

2 1 e E H: (QI => e E L (O,T : H ( f i ) )  

2 a e 2 1 e e H (Q) => € L ( 6 , ~ :  H ( f i ) )  

1 
donc 0 E c([o,T] + H ( Q ) )  . 0 é t a n t  d é f i n i e  presque p a r t o u t  s u r  ]o,T[ 

1 
à v a l e u r s  dans  V = Ho(Q),  0 e s t  donc c o n t i n u e  d e  [o,T] à v a l e u r s  d a n s  V.  

2 1 
= l i m  B( t+h)-e( t )  , l i m i t e  p r i s e  dans  L (OT : H ) 

a t  h+O 
h 



-- - .. 
2 2 1 

mais e(t+h)-e(t) E L (0,T: V) qui est fermé dans L (0,~): H ) 
h 

ae 2 
donc - E: L (0,T : V). 

at 

De l'équation pénalisée (IV), nous déduisons l'estimation a priori 

suivante : 

i m m ~  11.2. Soit u solution de IV, alors : 
E 

- n 

rl 
J; ITl 2 + lIuE I I  S C ,  

L (O,T :II) n L~(O,T :VI 

C étant indépendante de E et q. 

1 
~émonstration : Soit v £ K n H (Q), multiplions l'équation (IV) par 

.- iI, O 

(v-uE ) et intégrons sur (0,T) : 

q 2  
T a uE T Io(-€ 3, (v-, rl 

- ,  - .  
Par intégration par partie les termes au bord disparaissent 

et l'on obtient : 

car sur l'ensemble {($-u ) 201, o n a  v 2 $ 2 u  etpar suite 
E E n n 



S o i t  encore : 

On u t i l i s e  a l o r s  l ' i n é g a l i t é  de  Poincaré : 

2 2 

a l o r s  : 

e t  l e  lemme e s t  démontré. 

Remarquons, dès maintenant ,  que C é t a n t  indépendante de n ,  

c e t t e  es t imat ion  e s t  également v a l a b l e  pour u 
E ' 

03 

kmme 1 7 . 3 .  Estimation L . 
S i  $J+ e t  f sont  dans L ~ ( Q )  , a l o r s  u E Lm(()) e t  

E 
rl 

l u E  1 a c C ,  C cons tan te  indépendante de  E e t  n .  
ri L ( Q )  

Démonstration : Posons z = e - A t  
E 

u , X > O f i x é ,  nous a l l o n s  démontrer 
n E n 

que IzE 1 a C C, on aura a i n s i  l e  r é s u l t a t .  
ri L (QI  



En reprenant l'équation pénalisée on voit immédiatement que 

z vérifie l'équation suivante : 
E n 

II 

-At - Fosons 5 = $ e , g = f e-lt. (D'après nos hypothèses 5' 

et g sont dans L ~ ( Q ) ) .  

L'équation devient : 

lg lbrn(q) 
Soit k = ~ax[ 15*( 7 +1].0na (zE -k)+ E H;(Q) puisque 

Lrn(Q) i n 
k > O et que la contraction module opère sur Hi (Q) . 

Multiplions l'équation vérifiée par z 
€ 

par (zE -k)+ et 
rl n 

intégrons sur (O,T), on obtient, après intégrations par parties : 

Une nouvelle intégration par partie fait disparaître le 2ème terme du pre- 

mier membre. D'autre part, sur { z  3 k) on a z 2 5 d'après la 
E E 

rl rl 

définition de k. Par conséquent, le ler terme du second membre disparaît 

également . 



enfin, comme k > 
l g / ~ ~ ( ( 0  

X 
+ 1 on a g + X - Ak C O .En choisissant 

1 
E < -  2 

kX, on aura donc g - Xk + k E X & 0. 

1 
On en déduit que pour E assez petit (E < 

I > O (d'après le choix de k) , En remarquant que h - E A ~  > A(1- E) 

on en déduit que z & k. 
E " I g l ~ = " ( i O  

Pour minorer z posons 
E k' = ---X- - 1  o n a  

1 rl 
(zE 

-kl)- E Ho(Q) puisque k' < O et que la contraction module opère 

" 1  
sur H (Q). 

O 

Multiplions l'équation vérifiée par z , par (zE -kt)" et 
n 

intégrons sur (0,T) . 
On obtient de la même manière que précédemment : 

le premier terme du second membre est toujours positif. D'autre part, 

.Ei - 1 
X 1 2 k'. Si on choisit E < - on aura, 

Xlk' I 

on en conclut que, 



2 A > O  o n o b t i e n t  z I k '  d ' o ù l e l e m m e .  e t  comme (A-EX ) > X - - 
lk '  l E 

r) 

Les es t imat ions  q u i  précèdent sont  i n s u f f i s a n t e s  pour passer  à 

l a  l i m i t e  dans l ' équa t ion  (1). En e f f e t ,  nous savons que u ne r e s t e  pas 
& 

borné, e n  généra l ,  dans W, e t  nous é tudierons  d'abord l a  convergence d e  

u v e r s  une s o l u t i o n  du problème parabol ique f a i b l e  (III). 
E 

Mais a l o r s ,  puisque & - 2 
a t  n ' e s t  borné que dans L (OT:H), il 

1 nous f a u t  prendre des  fonc t ions  t e s t s  dans K n 5 : En e f f e t ,  K* fi Ho(@ * 
n ' e s t  pas dense dans K n W, (On rencont re  d é j à  c e t t e  d i f f i c u l t é  dans 

ici 
l e  cas  des  équat ions,  H;(Q) n ' é t a n t  pas dense dans W ) . 

Nous nous heurtons a l o r s  à t r o i s  d i f f i c u l t é s  : 

i )  l a  première provien t  de l ' a p p a r i t i o n  d 'un  terme au bord, 

€(-(O), ~ ( 0 ) ) ~ ~  obtenu par  i n t é g r a t i o n  par  p a r t i e .  En u t i l i s a n t  l a  technique 
a t  

des  fonc t ions  b a r r i è r e s  comme dans Bardos [ 2 ] ,  c e t t e  d i f f i c u l t é  pourra ê t r e  

surmontée. 

i i )  l a  deuxième provient  de l a  na ture  des  convexes : Le convexe 

K n S n ' e s t  pas dense, en  généra l ,  dans l e  convexe K n [U. Nous ver rons  
ici '4' 

par  l a  s u i t e  comment é v i t e r  c e t t e  deuxième d i f f i c u l t é .  

i i i )  Il y a ex is tence  d'une couche l i m i t e  d e  u au 
E 

vois inage  de {TI x R. Pour nous en a f f r a n c h i r ,  nous u t i l i s e r o n s  des 

fonc t ions  t e s t s  Sv, v E K n S ,  avec $ d é f i n i e  comme s u i t  : * 



9 3 0 

Ji E C I  b , ~ ]  

$ = O au voisinage de T 

9' < O 

On notera 4 = (9, 9 vérifiant les hypothèses ci-dessus). 

Tm.iXemevtt du Xmme en O. 

Lemme 77.4. Supposons que $ 6 O dans un voisinage de {O) x R, 

alors 

au,, (0) 
YV E K$ n s, E(-- 

at , v(o)), = O(&), 

uniformément en rl. 

Démonstration : Nous reprenons, pour l'essentiel, la technique des fonctions 

barrières développée dans Bardos [ 2 ] .  Nous allons démontrer que 
au 

E 

at 
' (0) = OC&), uniformément en TI. E- 

Soit vE la solution de l'équation : 

- E vf'+v' - AvE = f dans Q, E E 

v E E H:(Q) 

en retranchant de cette équation l'équation pénalisée IV, on obtient : 

1 
-B(~'l-~ff ) + (Y:-u1 ) - A(vE-uE ) + -($-uE )* = O dans Q. 

E E E 
rl rl n n i ?  

11 est aisé de voir que, si l'on multiplie cette équation par 

(vE-u ) *  et que 1 'on intègre sur (0,T) , on obtient, 
E n 



mais on a : 

Nous procédons alors en deux étapes : 

Ièhe a p e  : nous exhibons une fonction hE telle que 
au 

E 

&-$ (0) 6 & L C uniformément en q. 

avE 2ème é t c p e  : nous montrons que 6 -+O) > - C I  uniformément 

en q .  Compte tenu de (1) le lemme IV sera démontré. 

équation qu'au lemme 11.3 avec les mêmes notations,-c'est-à-dire que si 

-At 
c = $ J e  ; g = f e  on a : 

2 1 - E Z" + (1-2A~)z; - A=& + (A-EA )zE - -(S-z, 1' = g 9 E 
Tl 1 Tl 'I 'I ' I V  
E Ho((?). D'autre part : 

E 
auE 'I 2z 

rl 
E 

- = -  At 
at a t %At + z he , 

E 
rl 

azE 
il nous suff it donc de montrer que >/É 2 (0) 6 C uniformément en q. 

at 



S o i t  x E R ,  on cons idère  un vois inage  de  (O,xo) dans 
O 

]o ,T[  x R .  Par  t r a n s l a t i o n  on peut s e  ramener au c a s  où x = O 
O 

s o i t  B(O,p), l a  boule de c e n t r e  O e t  d e  rayon p  i n c l u s e  dans c e  v o i s i -  

nage e t  prenons 8 l ' o u v e r t  su ivant  : 
E 

a 
S o i t  A l ' o p é r a t e u r  - E -  a 2 

E 
+ (]-ZAC)- - lî + (A-d  ) ,  on a  

a t 2  a t  



De p l u s ,  

1 
E é t a n t  d e s t i n é  à t e n d r e  v e r s  O ,  s i  on s e  f i x e  & = - 3X 

O 2X 
e t  k = -  

k O 2 ~ 2 ~ '  on v é r i f i e  que pour  E < E e t  k > ko, AE wE > 6 > O.  
0 -  

S o i t  main tenan t  a E D(Q) d é f i n i e  comme s u i t  : 

P ~ ( x ) = o  s u r  1x1 < 7 ,  

k Posons h E ( t , x )  = C l a ( x )  + C 2  w E ( t ) ,  C l  e t  C 2  que l ' o n  va  

dé te rminer  de f a ç o n  que, 

1 + ( Ac hE - :(E-hE) g dans  
y 

s u r  30, = y l  U y U y U y 
E 
rl 

2 3 4 

Réc&hation de & conciLiion hE > z ow aeE : 
E - n 

1 i )  Sur y z = O (zE E Ho(@) ,  
1 y E 

rl rl 

hE(O,x) = C a ( x )  b O s i  C I  > 0 ,  
1 

i i )  Sur Y e t  y4, 1x1 = p donc a ( x )  = 1 ,  2  



mais on sait que /zE 1 CO < C (lemme 11.3) en choisissant C > C 
ri L (QI 1 

on aura 

h,(t,x) 2 C 2 z, sur YI U Y 4  
i1 

iii) Sur y 3 ' hE(t,x)=Cl a(x)+ (I-~-~)c 
2' 

-k 
donc hE(t,x) C2(1-e 1, 

L 
si l'on choisit C2 2 - -k 

on aura, 
1 -e 

hE(t,x) 3 C > z E sur y3. 
ri 

On a donc déterminé C et C2 de façon que 
1 

h > z  sur O,. 
E E n 

1 + Réa lhaLion  de la concfition AEhh - - (S-hE) ) g davu BE : 
rl 

Remarquons,d1après l'hypothèse I) 6 O dans un voisinage de 

10) x R et la définition de 5, que 5 & O dans un voisinage de {O) x R. 

Pour E assez petit, OE sera donc inclus dans ce voisinage 

+ 
et on aura 5 6 O dans Comme h > O, on en déduit que (S-hE) = O 

E 
t 

dans Oc, pour E assez petit. 

D'après la définition de hE on a : 

CO 

Comme a(x) e O ( Q ) ,  g r L (Q), on peut choisir C2 assez grand pour que 

A h > g dans OE (AE a(x) uniformément borné).Les conditions (a) sont 
E E 

donc satisfaites : 



A h  3 g  dans 
E E O &  y 

hE 2 z  s u r  6ûE , 
E 
rl 

il en r é s u l t e  que 

(b 
1 

( h E - ~ E  ) + ii(c-~E ) +  b O dans 0 . 
rl 

E n 

Montrons que h b z  dans 8  : 
E E - E 

2 1 1 2 
z  E H (QI n H,(Q), donc z  O H (0,) H (oc) .  

E 
rl 

E 
rl 1 2 

Puisque hE > z  s u r  ae,, on a  z -h,)* E ~ ~ ( 0 , )  n H (ec) .  
En ' n 

on o b t i e n t  alors A p a r t i r  de  11in6galit6 ( b ) ,  

dans 8,. 

Sur l 'ensemble { ( 5  > zE ) 1 ,  hE 5 zE puisque h, 2 5 .  
rl rl 

Le second terme du premier membre e s t  donc nu l .  
+ 

En e x p l i c i t a n t  (AE(hE-zE ) ,  (zE -hE) 8 0 ,  on ~ b t i e n t  : 
rl rl L (0,) 

(en in t ég ran t  par  p a r t i e ,  l e s  termes aux bords s ' annulent )  . On en dédu i t  que 

h  > z dans 8  (E < E ~ ) .  
E E E n 



Finalement on a ob tenu  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

Z ( 0 , ~ )  = 0 ,  

P 
hE(O,x) = O  pour 1x1 < T ,  

azE (01 
ahE(0)  - ri 

il en r é s u l t e  que 2 P 
a t  a t  

pour 1x1 < 2 o r  

k 
h E ( t , x )  = C a ( x )  + C 2  w E ( t )  

1 

ah 
C2k 

azE (0 )  
E 

Donc ( 0 , ~ )  = e t  f ina lement  : fi ' 6 C2k au a t  

v o i s i n a g e  d e  t o u t  p o i n t  (0 ,x  ) ( xo s fi) uniformément e n  q .  La première  
O 

é t a p e  e s t  donc t e rminée .  

auE (0)  
2ème é t a p e  : 11 nous f a u t  mont re r  que >/5 a t  > - C l ,  indépendante  de  q ,  

on reprend  v s o l u t i o n  d e  , 
E 

-E vE + vE - AvE = f ,  dans  Q ,  

d d 
en  posan t  A = -& - + - - A on a donc 

E 
AE VE = f . 

a t 2  a t  

- X t  S o i t  z = v e A > 0 ,  
E E 

donc 
a z a v 
- E E 

a t  
(O) = - (O). a t  

Montrons l a  p r o p r i é t é  s u r  z 
€ 



Il e s t  f a c i l e  d e  v o i r  que z  v é r i f i e  l ' é q u a t i o n  : 
E 

2 
-& Z" + ( 1 - 2 h ~ ) ~ ;  - AzE + (h-Eh ) z E  = g, 

& 

1 
avec  g  = f  zE E ~ ~ ( 9 ) .  

On c o n s i d è r e  l e  même o u v e r t  8 que précédemment : 
E 

- 
k 

S o i t  w ( t , x )  = e  
E 

- 1 ,  k > O . 

d e  même que dans  l a  l è r e  é t a p e ,  s i  l ' o n  c h o i s i t  E < E e t  k > k avec 
O O 

1 & = -  31 
O 2X 

e t  k = 2 ~ 2 ~ 9  on  o b t i e n t  : 

S o i t  main tenan t  a  F D ( Q )  t e l l e  que : 



k 
et h (t ,x) = C' a(x) + C' w (x, t), Nous allons déterminer E 1 2  E C; et C; de 

façon que, 

BE hE 5 g dans BE , 

hE 4 z sur 36 . 
E E 

R é U d o n  de la concLLtion h i z 6 ~ 4  aBE 
E E - 

Sur Y z = O  e t  hE(0,x)=C;a(x)40 si C ' > O .  1 '  E 1 

k 
Sur y 2 u y 4 ,  1x1 = p , hE = -CI + C' w 6 -c; 4 O. 1 2 E 

03 

Puisque f c L (Q), en utilisant une démonstration analogue 2 

celle du lemme 11.3, on peut montrer que z r L ~ ( Q )  et IzEI E s C, 
L (QI 

C indépendant de E. 

Si on choisit C' > C on aura, 
1 

hE C C  5 z sur y2 U y4. 
E 

Sur y  t=&, 3 ' 

-k 1 -k 
h = c; a b )  + C;(e -1) 4 C2(e -11,  

E 

L 
on choisit alors C; L - 

-k et on aura 
e - 1  

h 6 C 6 z E  
E sur y3. 

La 2ème condition de (a') est donc bien vérifiée. 

En ce qui concerne l'inégalité B hE 5 g, on a : 
E 

k B h = Cf B a(x) + Cf B w h Ci BE a(x) + Cl6 . 
E E 1 E 2 E E  2 

Puisque a(x) r D(R), BE a(x) est uniformément borné et l'on peut choisir 

Ci assez grand pour que B E h E  S g dans BE. 



Les conditions (a') sont donc satisfaites : 

BEhE L g dans OE, 

h 6 z sur 80 
E E E 

rappelons que B z = g dans E E 

On a donc BE(hE-zE)- 6 O dans 0 et comme h < zE sur E E 
+ 

aeE, on en conclut que 
1 

(hE-zE) E Ho(eE). 

+ 
Explicitons la relation (BE(hE-zE),(hE-zE) ) C O :  

L (OE) 

Pour E < on obtient donc hE f zE sur 8 . E 

Enfin, pour 1x1 < p /2  a(x) = O et 

1 
et donc si 1x1 < p/2.  

et on sait qu'alors 

C;k 
-- mais - (O) = - , donc : at 



au  
E 

On termine a l o r s  l a  seconde é t ape  puisque fi 3 a t  (0) 2 - C;k 

uniformément en II a u v o i s i n a g e  de t o u t  a oint ( 0 , ~ " )  xo c fi. 

Le lemme e s t  a i n s i  é t a b l i  : 

7 7 7 .  PASSAGE A  LA L I M I T E  (pkemie~ ké~lLe; taX) .  

Dans ce paragraphe, nous é tudions  l e  comportement de u quand 
E 

E tend ve r s  O en u t i l i s a n t  l e s  es t imat ions  du paragraphe II. 

Nous savons que l e  convexe K+ n HL (Q) n1 e s t  pas dense dans l e  

convexe K f7 W. Nous a l l o n s  donc ê t r e  amené à prendre des fonc t ions  t e s t s  * 
de K S. 

iI, 

Tout d 'abord,  E é t a n t  f i x é ,  on s a i t  d ' ap rè s  LIONS [9] que 

u  2 converge ve r s  u  dans HI (Q) f a i b l e  e t  dans L (Q) f o r t ,  uE é t a n t  
E E n O 

l a  s o l u t i o n  de l ' i n é q u a t i o n  v a r i a t i o n n e l l e  e l l i p t i q u e  ( 1 ) .  

Nous pouvons maintenant démontrer l a  propos i t ion  su ivan te  : 

PhopvdiLion 1 7 1 . 7 .  Soient  f  e t  iI, v é r i f i a n t  l e s  hypothèses 

des  l e m e s  11.3 e t  1 1 . 4 ,  a l o r s  de  tou te  sous s u i t e  de ( u ~ ) ~ , ~ ,  u  solu-  
E 

t i o n  du problème 1, on peut  e x t r a i r e  une sous-su i te  qu i  converge faiblement  

dans V v e r s  une s o l u t i o n  u  de l ' i n é q u a t i o n  : 



Démonstration : D'après le lemme 11.2, C étant indépendante de ., on 

peut extraire une sous-suite (uE) telle que 

u A u dans L~(OT : V) 
E 

2 
comme u ê K convexe fermé de L (0,T: V), on en déduit immédiatement 

E S '  
que u € K 

$. 

 autre part, pour tout v € K r) S ,  pour tout p € $, si l'on 
iii 

multiplie l'équation pénalisée par p(v-uE ) et que l'on intègre sur (0,T) 
rl 

on obtient, après intégration par partie : 

d'où 

La seule difficulté pour passer à la limite dans (a) provient 

des termes 



L'estimation du lemme 11.2 nous permet d'écrire : 

ro 2 
d'autre part, l'application w -+ $(w) = p(vwIH dt est convexe, continue 

pour la topologie forte de L?O,T:V) (p 2 O) donc semi-continue inférieure- 

ment pour la topologie faible c'est-à-dire : 

2 
lirn inf 1 p/vuE 1idt z / p ) ~ u I ~ d t  
ri-to O ri J O  
&'O 

C. 

rl 
ICI ((at p'uE lHdt 1 6 c3>/E (lemme 11.2) . 

O ri 

De (a) on déduit donc l'inégalité : 

d'après le l e m e  11.4 et puisque p > O on peut écrire : 

et en passant à la limite quand -+ O et E -+ O : 



Enf in ,  e n  c o n s i d é r a n t  une s u i t e  ('n' ne* d ' é l é m e n t s  d e  @, 

t e l l e q u e  pn( t )  -+ 1 v t ~  [o,T[ e t  e n a p p l i q u a n t  l e  t h é o r è m e d e  

Lebesgue , on a : 

La p r o p o s i t i o n  e s t  a l o r s  é t a b l i e .  

Pour démontrer l a  convergence d e  (uE) v e r s  une s o l u t i o n  de  III, 

il nous f a u d r a  d e s  hypothèses  supp lémenta i res  s u r  l e  convexe K fI S, c ' e s t  
i1i 

pourquoi ,  avan t  d e  t r a i t e r  l e  c a s  g é n é r a l ,  nous a l l o n s  é t u d i e r  l e  c a s  06 

2 2 a* 2 
$ e s t  r é g u l i e r ,  c ' e s t - à - d i r e  $ E L (O,2H ) , E L (0,T : H). 

I V .  ETUPE DU C A S  REGULIER. 

Outre  l e s  hypothèses  i n t r o d u i t e s  aux paragraphes  p r é c é d e n t s ,  
2 2 

on suppose donc, dans c e  paragraphe,  que @ E L (0,T : H ) e t  

aiCi 2 2 
- c L (O,T : H ) .  Nous n e  supposons p a s  que $ c L (0,T : V), on  ne  peu t  
a t  

donc pas  s e  ramener à @ = O en  posan t  w = u - $. Dans l e s  c o n d i t i o n s  d e  

r é g u l a r i t é  p r é c é d e n t e s ,  nous savons que l e  problème f o r t  II admet une s o l u -  

2 2 au  2 
t i o n  unique u t e l l e  que u E L (0,T:H n Ho), X E  L (0,T : H) 

C h a r r i e r  T r o i a n i e l l o  [ 6 ]  . 
Nous nous proposons d e  démontrer  d i r e c t e m e n t  que ( u E )  converge 

2 
v e r s  u dans L (0,T : V). 

Lemme l V . 1 .  $ v é r i f i a n t  l e s  c o n d i t i o n s  d e  r é g u l a r i t é  p r é c é d e n t e s ,  

2 
f E L (0,T : H), a l o r s  il e x i s t e  une c o n s t a n t e  C > 0 ,  indépendante  de  E 

e t  d e  t e l l e  que 



Démonstration : Soit p € $, multiplions l'équation pénalisée par 

1 
W - u c  )+E H (Q) et intégrons sur (0,T). Comme $ r O sur ]o,T[~ aa 

n 
et +(O)' & O il vient : 



on peut donc écrire : 

+ cl6($-u, )*1 2 + I f l  2 
rl L (0,T:H) L (0,T:H) 

I ~ ( v J - u  > * 1  2 
Erl L (0,T:H) 

on en conclut alors le lemme. 

Lemme 1 V . 2 .  En conservant les mêmes hypothèses qu'au lemme IV.], 

C, C' ne dépendant que de X . 
L Démonstration : On sait que u' E: V = L (0,T:V) ; pour P & @, multiplions 

E 
rl 

1' équation pénalisée par Pu; : 
rl 

T T T 

- ~j (u; , pu; )Hdt + j plu; 1 
0 . n 0 n 

intégrons par partie : 

d'autre part : 



On peut alors écrire : 
rn 

on en déduit, compte tenu du lemme 11.2 et du lemme IV.] : 

T 

on en conclut le lemme. 

Ces estimations sont alors suffisantes pour passer à la limite. 

Nous allons pouvoir démontrer directement à partir de la formula- 

tion forte (II) et de l'équation pénalisée le théorème suivant : 

2 2 a+ 2 CO Thgohème IV. 1. Si + c L ( 0 , T :  H ), tz L (O,T:H), f C L (Q) alors 

la suite 
2 

(UE)E>o 
converge fortement dans L (0,T: V) vers la solution 

u du problème parabolique fort (II) et on a l'estimation : 

Démonstration : D'après la proposition 111.1 on sait que u " u dans 
E 

2 
L (0,T:V) où u est une solution de l'inéquation : 

Grâce à la régularité sur , K+ 0 S est dense dans K W. + 
u est donc solution du problème III.D1après les estimations précédentes, 

u(0) a un sens et u(0) = 0. 



2 2 
ç L (0,T:H) , nous savons que D'autre part, si $ E L (0,T:H ), 

la solution forte (problème II) existe, qu' elle est l'unique solution faible 
.- 

au 2 u, et qu'elle vérifie - € L (0,T:H) (Annexe A). 
at 

Nous pouvons donc écrire : 

Démonstration de 1' estimation : II Y-U, I I  & CG. 
L (0,T:V) 

Prenons v = u dans (a) ce qui est loisible, on obtient : 
E ' 

Considérons maintenant l'équation pénalisée que l'on multiplie par 

P(u-uE ) Les intégrations par parties sont alors licites et puisque 
ri 

du-uE ) E S on obtient : 
ri 

Sur l'ensemble {i1, Z uE , u Z u ; d'autre part : E 
ri ri 

enfin, il est facile de voir que, d'après le lemme IV.2, 



On obtient alors l'inégalité : 

Corne Y + (> 1 Vk i d t  est semi-continue inférieurement pour la 

topologie faible, on obtient par passage à la limite quand rl + O : 

Soit p h O ,  t + 1, vt E [o,T[, on peut écrire, d'après 
n 

le théorème de Lebesgue : 

On additionne alors (a) et (b) : 

Soit encore : 

V .  ETUûE DU CAS GENERAL. 

Dans ce paragraphe, nous supposons vérifiées les hypothèses des 

lemmes II.? et 11.4 c'est-à-dire : 

2 
@ E L  (O,T:H), $ ! J + € L ~ ( ~ ) ,  $ 6 0  surunvoisinagede 

IO) x n et f c ~~(0). 



Nous allons montrer que, pour ces obstacles irréguliers, en 

introduisant une hypothèse supplémentaire relative aux convexes des fonctions 

tests la solution (uE) du problème (1) converge, quand & tend vers O, 

vers la plus petite solution faible du problème parabolique associée à un 

choix convenable du convexe des fonctions tests. 

La difficulté essentielle rencontrée au cours de cette étude pro- 

vient du fait qu'il n'a pas été possible de montrer directement, à partir de 

la formulation variationnelle, que la limite de u est la plus petite so- 

lution faible. 

Cette difficulté a été levée en utilisant l'interprétation ponc- 

tuelle de la solution minimale. C'est pourquoi nous avons fait appel aux 

résultats de Pierre [15] que nous rappelons dans 1' annexe [B] . 

Nous savons, d'après la proposition 111.1 que, de toute suite 

(uE) E > O, on peut extraire une sous-suite, encore notée u telle que : 
E ' 

2 u " u dans L (0,T:V) où u est solution de 1' inéquation : 
E 

Notons immédiatement que l'inégalité (a) est encore vérifiée pour 

toute fonction v de ( K $ n  S)W D'autre part, la fonction u, étant limite 

2 2 faible de u dans L (O,T:V), appartient à l'adhérence dans L (0,T:V) 
E 

de K n S. 
'JJ 

Les notations étant celles de l'annexe [BI, remarquons tout 
d'abord que u, solution de (a) est un élément de W + Pa : 



LEMEAE V . I .  S o i t  u  l a  l i m i t e  f a i b l e  d e  ( u E ) ,  s e l o n  l a  propo- 

s i t i o n  III. 1 a l o r s  u  € ((#+Pa). 

Démonstration : S o i t  r l a  s o l u t i o n  du problème : 

Nous a l l o n s  é t a b l i r  que u-r E Pa. Reprenons l ' é q u a t i o n  p é n a l i -  

s é e  I V ,  que l ' o n  m u l t i p l i e  p a r  v 6 S n c + ( [ o , T [ ~ Q ) .  Après i n t é g r a t i o n  p a r  
O 

p a r t i e  on o b t i e n t  : 

Donc : 

Le passage  à l a  l i m i t e  quand ri -+ O ,  p u i s  quand E -+ 0, s ' e f f e c t u e  

d e  l a  même manière  que dans  l a  p r o p o s i t i o n  I I I . ] . ,  il e n  r é s u l t e  aue : 

Après une n o u v e l l e  i n t é g r a t i o n  p a r  p a r t i e  s u r  l e  terme 
il v i e n t  : 

T  T  

mais nous savons que S fl c+(  [O,T [xQ) e s t  dense  dans  w:, on en  c o n c l u t  
O 

l e  lemme. 



En notant u($), la limite selon la proposition 111.1 de u 

associée à l'obstacle $, nous allons établir que l'application 

$ + u($) est croissante. 

Lemme V .  2. Soient $ et $' vérifiant les hypothèses (a) 

Démonstration : Reprenons les équations pénalisées associées aux obstacles 

Soit w = v - u 
E 

w vérifie l'équation : 
E E *  E 

rl rl 71 ri 

+ 
On multiplie cette équation par w puis on intègre sur (O,T), on obtient, 

E 
rl 

après intégration partie : 

+ 
Sur 1' ensemble {v 3 u 1 ,  on a (QI-vE ) f ($wuE )* . E E 

rl rl rl . ?-l 
Le dernier terme du ler membre est alors positif, on en déduit que 

+ 
w = O, c'est-à-dire u ($1 2 uE ($ ' ) .  
E E 

rl rl rl 
En passant à la limite quand rl + O, puis quand E -+ O, on en 

conclut le lemme. 

Pour $ ê S ,  nous savons que le problème 'III admet une solution 

unique (Annexe A). 



De plus, on a alors ( F I w  = K n W : en effet. 
iI, 

+ 
K n (d = ~J+w+ et K n S = $+s+. On utilise alors la densité de S dans 

ii, ii, 

w+ . 
En utilisant la proposition 111.1, nous pouvons énoncer la propo- 

sition suivante : 

00 

PnopohiLion W .  1 .- soit f E L ( q ) ,  $ o S telle que $+ E L~(Q), 

I+!J h O sur un voisinage de {O} X i-2 alors la suite (uE) E > O, u solu- 
E 

2 
tion du problème 1, converge faiblement dans L (0,T:V) vers l'unique solu- 

tion u du problème III. 

% % 
En particulier u = u($,O,f). $ étant le représentant quasi- 

continu de $ (Annexe B). 

Avant d'étudier le cas où il n'y a plus unicité de la solution 

faible, nous allons établir des propriétés liées aux convexes des fonctions 

tests. 

Nous renvoyons à l'annexe B pour les définitions des capacités 

elliptiques et paraboliques. 

2 av 2 
Rappelons que S = {v € L (O!,T:V), - € L (0,T:H) = at 

1 
{V € H (O), v/C = 0 ) .  

1 
S est un sous-espace fermé de H (Q). 

Nous savons que S muni du produit scalaire : 

est un espace de Dirichlet. 

Le convexe K S = (v € S, v 3 I+!J pp) est fermiii, in£ stable * 
+ 

et héréditaire (v E K fl S ,  w E S => v+w E: K n S ) .  
$ $ 



D'après  PIignot Pue1 [13] e t  Ancona il e x i s t e  donc une f o n c t i o n  
A 

i / ,  , q u a s i s c s  pour  l a  c a p a c i t é  a s s o c i é e  a u  p r o d u i t  s c a l a i r e  a (  , ) d e  S 
1 

H (0) t e l l e  que : 

'L 'x 
i )  K n S = {v E S, v 2 $$-clpl v  é t a n t  l e  r e p r é s e n t a n t  

iI, - 
quasi -cont inue d e  v .  

% 

i i )  il e x i s t e  une s u i t e  E K n S,  qn i $S~-qp .  I y ' n  + 
S o i t  C = (K n s )  , fI ((')+Pa) (nous savons que 

L (0,T:V) 

u  = l i m  u  C). Nous avons a l o r s  l e  lemme s u i v a n t  : 
E 

Lemme V . 3 .  C = (v) fl (W+Pa) e s t  un convexe u n i l a -  
L (0,T:V) 

t é r a l  e t  in£-fermé de  (W+Pa) . 

Démonstration : Posons C = ' L (0,T:V) ' 

Montrons t o u t  d ' abord  que C e s t  h é r é d i t a i r e  e t  i n £ - s t a b l e  dans  

2 
L (0,T:V). 

a )  C e s t  héréditaire. 

+ 2 
S o i t  v E: C ,  w E: ï~ ( t l =  L (0 ,T:V)) .  D 'après  l a  d é f i n i t i o n  

de  C ,  il e x i s t e  v  E: K n S, v + v  dans  L ~ ( o , T : v ) .  
n $ n  

S o i t  (wn), n  > O ,  l a  s o l u t i o n  du problème : 

Il e s t  f a c i l e  d e  v o i r  que w 2 O (w > O),  w + w  dans  
n  n  

2 
L (O,T:V), n  4 ". 

2 
D ' a u t r e  p a r t ,  pu i sque  w  E: L (O,'ï:V), nous savons que w € S .  

n  

K n s é t a n t  h é r é d i t a i r e ,  l a  s u i t e  v  +w E: K n S e t  d e  p l u s  
i / ,  n n  + 

2 
e l l e  converge fo r tement  v e r s  v+w dans  L (O,T:V), donc C e s t  h é r é d i t a i r e .  



b) C est in£-stable. 

+ 
Nous savons que l'application u + u est continue de V fort 

dans V fort. 

Soit v et v 2 c C ,  v 
1 

et v les suites correspondantes 
1 n 2n 

dans K 0 S. 
iIi 

K (7s étant in£-stable, v A v  =min(v 
iIi inSv2n 

) appartient 
In 2n 

à K n s et A -t A v2 2 
'4' 1 

dans L (0,T:V) d'après la remarque 

précédente. 

C est donc inf-stable. 

c) C est unilatéral. 

Soient vl 3 V2 E C = c n (M+pa) et v c W+pa avec : 

C étant in£-stable, on a v 
1 
A v2 e C. Posons w = v fi v On peut écrire : 

1 2 ' 

v = w + (v-w) . 

Mais w € C, v-w 2 0, on en déduit que v E C puisque C est héréditaire. 

d) C est inf-fermé. 
CI A 

Soient (vn) € cn(l+~a), v € L'J+Pa avec v J v qp. 
n 

v E: (W+Pa) => (v-v ) c Pa, v E: (4). D'après la définition du 
O O 

représentant quasiscs d'un potentiel (Annexe B . 3 ) ,  nous savons qu'il existe 

une suite (w ) E Pa, w quasi continues telle que : 
P P 

r, A -  
w S v-v qp. 
P O 

(wp) étant une suite décroissante de potentiels, converge faiblement dans 

2 f-L 
L (O, T : V) vers v-v (Annexe B. 1 ) . Corne C = (F) est 

O L (0,T:V) 

faiblement fermé, il suffit d'établir que op = w +v E C .  
P 0 



+ 
$ + (v -4 ) +  = v  + ($ -v ) E C puisque C e s t  h é r é d i t a i r e .  

P  n  P  n  P  n  
h - + 

Pour p  f i x é ,  (vn-qp) + O qp, n  -L m. 

% - ' +  
En reprenant  l a  n o t a t i o n  de l ' annexe  8 . 5 ,  s o i t  un((?n-$p) ,0 ,0)  

l a  s o l u t i o n  ponc tue l l e  a s soc i ée  au cas  homogène, à l a  cond i t i on  i n i t i a l e  

n u l l e  e t  à l ' o b s t a c l e  quasi-scs  ( - ) ,  p  é t a n t  f i x é .  D'après l e  
n  P  

théorème B .  1 ,  nous savons que ^ u  4 O qp . n  
2 

u  E P a ,  on en dédu i t  que u  " O dans L (0,T:V). 
n  n  

'L + 
D'aut re  p a r t ,  $ + u E C puisque u  > (vn-Qp) e t  que C 

P  n  n  

es: h é r é d i t a i r e .  

2 
On o b t i e n t  a l o r s  : $ + u  E C ,  u  A O dans L (0,T:V), 

P n  n  

vp f i x é .  C é t a n t  faiblement fermé, on en dédu i t  que 4 E C .  
P  

Le lemme e s t  a l o r s  é t a b l i .  

* 

S é t a n t  de D i r i c h l e t ,  il e x i s t e  i j i  d é f i n i e  quas i  pa r tou t  pour S 

l a  capac i t é  sur  S t e l l e  que : 

- c = <qi,"s> 2 ri ((Y+Pa) é t a n t  un convexe u n i l a t é r a l  e t  
L (0,T:V) 

inf-fermé de ((J+Pa) nous savons d ' ap rè s  l ' annexe  B.4  q u ' i l  e x i s t e  une 
.. 

fonc t ion  + , q u a s i  s c s  t e l l e  que : 
C 

- K* fI ((u+Pa) é t a n t  également u n i l a t é r a l  e t  inf-fermé, i l  
* 

e x i s t e  une fonc t ion  $, r é g u l a r i s é e  quas i  s e s  de  i j i  t e l l e  que : 



Rappelons que les fonctions tests de l'inéquation faible III 

doivent être prises dans K n W. iii 
Il existe donc 3 régularisées de $ : $, GC, 

Nous avons alors le lemme : 

Lenime V.4 .  Posons : 

qp désignant quasi-partout pour la capacité parabolique. 

On a alors : 

Démonstration : 

- Pour la première inclusion, soit v E (v)p, : 

3vn s n S .  v + v dans ( 1 ) .  
lv' n 

'L A 'L A 

Nous savons que v 2 $S S qp. Donc v > iS qp (pour la capa- 
n n 

cité parabolique) (car d'après la dffinition de la capacité, un ensemble 

de capacité nulle sur S est aussi de capacité nulle sur W). 

D'ailtre part, puisque v -+ v dans w, on peut extraire une 
n 

'L 'L 
sous-suite, encore notée v telle que v + v q p .  (Pierre [15]). On en 

n' n 
' L A  'L 

déduit que v > $s qp c'est-à-dire v E K- i1iS ' 

'L q, - Montrons maintenant que K ; ~ C  KsC = C n 



n 'L - 
D'après  l a  d é f i n i t i o n  d e  , ]qn E K n S, $n J. +s S-qp e t  * 

donc qp pour l a  c a p a c i t é  pa rabo l ique .  

Comme 

n 

on e n  dédu i t  que $ > $C q p . P a r  l i m i t e  d é c r o i s s a n t e ,  on a  donc 
n  

* * 

+S 2 QC 
qp, c e  q u i  é t a b l i t  l a  2ème i n c l u s i o n .  

- e n f i n ,  pour l a  d e r n i è r e  i n c l u s i o n ,  il s u f f i t  d e  remarquer que : 

on  a  donc : 

Remmqu~n - . 
1 )  il c c f  f a c i l e  d e  v o i r ,  en u t i l i s a n t  l e s  c s r a c t é r i s a t i o n s  p a r  

,. 
l i m i t e s  d é c r o i s s a n t e s  d e s  f o n c t i o n s  $C e t  $ que 

On a donc : 

* A d. 

?As > qc 2 q) 2 * pp. 

2)  (uE)  l a  s o l u t i o n  du problème 1, converge fa ib lement  dans  

2 
L (0,T:V) v e r s  u  t e l l e  que : 



l'inéquation verifiée par u n'est pas une inéquation faible ordinaire 
'L 

puisque (K, n S) C C n W = KA 
W w +c 
Afin d'utiliser la caractérisation de la solution minimale rappelée 

en Annexe B.5, faisons l'hypothèse 

Avant de faire quelques remarques sur cette hypothèse, établissons 

le lemme suivant : 

Lemme V.5 .  Soit C = (F) n (([)+Pa) . 
L (0,T:V) 

Si l'hypothèse H) est vérifiée, alors : 

Démonstration : Nous savons, d'après le lemme V.3, que C = (v E (d+Pa, 

A A A 

v > SIC qP} et d'après le lemme V.4, que L $C qp. 

D'autre part, par définition de la régularisée TC (annexe B. 4) , 
A 'L 

i l  e x i s t c  ' t fl W, 3 r lpC qp. D'après 1 'hypothèse ::), C n W =  KG^ 
11 n 

' lJ 

et donc dn 2 A, qp. Par limite décroissante, n -+ m, on obtient - 
A A 

3 $ qp on en conclut le lemme. 
C S 

Rw~mque. Dans le cas général, 3 $C qp.  hypothèse H) équi- .---- 

P. ,. 
vaut donc à supposer que $ls = JIC qp. 

R e m c ~ ~ q u e ~  au% &' higpu.thècle H) : -- 
a) Pourquoi ?'hypothèse H) ? Le but de ce paragraphe est de -- 

2 montrer que u, la limite fa2blc dans L (0,T:V) de (ui) selon la propo- 

sition 111.1 est la plus petite solution faible de l'inéquation III asso- 

. . ... 
p -L ;:? <? .- un convexe convenabl c a 



Pour cela, nous approchons la régularisée de S associée à ce 

convexe par des fonctions (S ) pour lesquelles le problème est résolu. 
n 

Il apparaît tout d'abord naturel de considérer la régularisée 
6 

$ associée au convexe de la formulation III c'est-à-dire : 

La suite ( ) associée à vérifie alors : 
n 

Nous nous heurtons alors à la difficulté suivante : pour les 

obstacles de 0 ,  la solution faible du problème III est unique, mais il 

ne nous a pas ét6 possible d'établir une proposition analogue à la propo- 

sition V . 1  : d'une part, il ne semble pas que K r  n S soit dense dans 
W 

K @, pour Iji c @, d'autre part, nous n'avons certainement pas, pour 
4) 

A 'L 
ces obstacles de C j ,  $S = @ qp. Un problème ouvert serait d'exhiber des 

contre-exemples. 

Le problème étant résolu pour les obstacles de S ,  nous sommes 

A 

alors conduits naturellement à considérer la régularisée qS9 la suite 

associée vérifiant : 
n 

'L +, , +J PP, $* E S, in + GS qp. 

Notre jropcs est alors de montrer que u = lim u est la plus 
E 

petite solution faible du problème : 



Nous savons que u = lim u vérifie : 
E 

Mais, dans le cas général, on a seulement l'inégalité : 

+. A 

2 qC qp. Ainsi u n'est pas nécessairement dans C .  

L'hypothèse H) (GS = GC qp) nous assure alors que u E C. 

b) L'hypothèse H) est la moins restrictive: D'après le lemme V.4 

nous savons que 

CL 
Nous ne supposons pas que (v)(8 = KqC mais seulement 

Ainsi, a priori, u = lim(uE) n'est donc pas une solution faible 

du problème III associé à C puisque les fonctions tests doivent être prises 

seulement dans (KWn S)w 

Nous verrons néanmoins que l'hypothèse H) suffit par montrer 

directement que u est la plus petite solution faible du problème III 

associé à C. 

c) Exemples de validité de l'hypothèse H) : 

- en dimension 1 ,  l'hypothèse H) est toujours vérifiée. En effet 

on a alors : 

1 
Q = Io,T[ s = VJ - H ( Q )  et 

1 (v)@ = K $ n  H ((2) = {v 5 H'(Q), v 2 $ pp}. 

On a donc l'égalité des trois régularisées de $J. 



En dimension quelconque : 

* CI CI - s i  $ e s t  cont inue  s u r  [o,T] x Q, on a : 'JJS = 'JJC = $ = 'JJ. 

L'hypothèse H) e s t  donc v é r i f i é e .  

- s i  $ e s t  quasi-continue pour l a  c a p a c i t é  d é f i n i e  s u r  S on 

CI CI * 
a encore 'JJS = 'JJC = I) = $ qp. L'hypothèse H) e s t  donc v é r i f i é e .  

- s i  $ e s t  t e l l e  q u ' i l  e x i s t e  une s u i t e  
'JJ n 

de K n s avec 
$ 

,% 

'JJ + qp, l 'hypothèse  H) e s t  v é r i f i é e .  
n 

'L CI 

En e f f e t ,  $ E K,,,n S => $ > q n s qp 
e t  donc $ qs qp. On en  

n - 
A CI CI 

conclut  que qS = 'JJC = $ qp. 

Nous a l l o n s  maintenant nous p l ace r  dans l e  cadre  de l 'hypothèse  

H) a f i n  d ' é t a b l i r  que u = l im(uE) e s t  l a  p lus  p e t i t e  s o l u t i o n  f a i b l e  du 

problème III as soc ié  au convexe C. 

Pour c e l a ,  nous aurons besoin  du lemme : 

* 
Lemme V . 6 .  S i  'JJ G O su r  [O,n[x fi, qS as soc iée  à à K S ,  '4 

a l o r s  il e x i s t e  une s u i t e  $ E K$ n S t e l l e  que : @ 

'L 

JI n 
L O s u r  [ O , ? [ X Q  e t  q n + G S  qp-  

'L A 

Démonstration : L'exis tence  d'une s u i t e  , Qn E K$ n S, Qn '!JS qp. 

e s t  une conséquence du f a i t  que K S e s t  h é r é d i t a i r e  e t  i n£ - s t ab l e  
'JJ 

(Migno t Pue1 [13 ) . 
'L fi 

Soi t  0 E S ,  9 Z 0 ,  0 > i V S  qp e t  9 = O s u r  [ O , ~ [ X  a. 
* 

Une t e l l e  fonc t ion  e x i s t e  puisque $ < O s u r  [ o , ~  [ x Q. Considérons l a  S 

s u i t e  in = in£($ , e l .  Il e s t  c l a i r  que iLn E Kq n S (K n S e s t  i n f -  
n iI, 

s t a b l e ) .  Sur [O,:[ x Q, 0 = O ,  donc qn 6 O .  D 'au t re  p a r t ,  puisque 

'L A % A  'L 'L CI 

9 5 iVS qp e t  Sn + lys qp, on e n d é d u i t  que 'JJn = inf(Jn,0)  J- 'JJS qp. 

On en conclut  l e  lemme. 

Nous a l l o n s  maintenant pouvoir é t a b l i r  l e  

Théonenie V .  1 .  S o i t  f E L ~ ( Q ) ,  $ t e l l e  que $* E L~(Q), U G O 

l dans un vois inage d e  {O} x Q. On suppose que l 'hypothèse H) e s t  v é r i f i e e ,  



c '  e s  t - à -d i re  : 

Alors  l a  s u i t e  ( u € ) € > ~ ,  u s o l u t i o n  du problème (1 )  converge f a i b l e m e n t  

dans L ~ ( o , T : v )  v e r s  - u ,  l a  p l u s  p e t i t e  s o l u t i o n  du problème : 

Remanquc. Nous savons que c e t t e  s o l u t i o n  minimum u e s t  c a r a c -  - 

t é r i s é e  p a r  l e s  r e l a t i o n s  p o n c t u e l l e s  : 

f i  - .. 
i i )  - u > qS qp, :(O) = O ; 

- -.. 
i i i )  (Û-$ ) d ( E & f ) =  O c ' e s t - à - d i r e  u = u(qS,O,f)  qp.  - S - 

Démonstration : D'après  l e  lemme V . 5 ,  nous savons que 

CI 

qS e s t  donc l a  r é g u l a r i s é e  q u a s i s c s  a s s o c i é e  au convexe C. D'après  

l ' a n n e x e  85,  u(qS,O,f)  e s t  l a  p l u s  p e t i t e  s o l u t i o n  f a i b l e  du problème III 

a s s o c i é e  au convexe C .  

S o i t  u ,  l a  l i m i t e  f a i b l e  de  u s e l o n  l a  p r o p o s i t i o n  111.1. 
E 

Nous savons que u € C .  P l u s  p réc i sément  : 

- - 
Nous savons a l o r s  , d ' a p r è s  l ' a n n e x e  B 5  que u ( d S , 0 , f )  < u pp. 

11 s u f f  i t  donc d e  montrer  que u d ; (SS,o , f )  PP. 



S o i t  qn, l a  s u i t e  d é f i n i s s a n t  $S i n t r o d u i t e  au  lemme V.6 c ' e s t - à - d i r e  : 

n é t a n t  f i x é ,  n o t o n s  (u ) l a  s o l u t i o n  du problème 1 a s s o c i é e  à 
E 

n  *n 
?, 

Nous savons  que u  A u dans  L'(o,T:v) où un e s t  l ' u n i q u e  s o l u t i o n  
E n 

n  i?. 

f a i b l e  du problème III a s s 0 c i é . à  i j i  . De p l u s  u  
n  n  = u ~ ( $ ~ , O , ~ )  (Proposi -  

t i o n  V .  1 ) .  

'L - 
Puisque @ (0) C 0 ,  $n qS qp,  o n  peu t  a p p l i q u e r  l e  théorème B 1 ,  

n  

c ' e s t - à - d i r e  : 

Mais, d ' a p r è s  l e  lemme V.2 : 

En p a s s a n t  à l a  l i m i t e  d é c r o i s s a n t e  (pp) il v i e n t  

e t  l e  théorème e s t  é t a b l i .  

Nous termi-nerons c e  c h a p i t r e  p a r  l ' é t u d e  du c a s  p a r t i c u l i e r  

où l a  s o l u t i o n  minimale e s t  dans  l ' e s p a c e  !II. 

V I .  PROPRlETES D E S  SOLUTIONS MINIMALES REGULIERES. 

S o i t  u  l a  p l u s  p e t i t e  s o l u t i o n  du probleme : - 
m "7 

Nous é t u d i o n s ,  dans  c e  pa ragraphe ,  l e  c a s  p a r t i c u l i e r  où l a  

s o l u t i o n  minimale - u e s t  dans  l ' e s p a c e  W. 



Nous renvoyons au chapitre III pour un exemple numérique. Les 

propriétés vérifiées par les solutions minimales régulières peuvent être 

résumées par la proposition suivante : 

Ph_opoahXon V I .  Soit - u la solution minimale du problème III. 

i) - u est l'unique solution faible de III, 

ii) - u vérifie l'inéquation : 

Démonstration : Pour établir i), nous procédons comme dans Pierre [15] 

(Annexe A) : 

2 
Soit w E: L (0,T:V) n L*(o,T:H), w 3 u. - 

Pour tout X > 0, considérons wA la solution du problème : 

Nous savons que : 

2 
2) wA tend faiblement vers w dans L (0,T:V) quand X * O, 

(y-~))~~ ,Vdt d 0. 

Soit u une solution faible du problème III : 
1 

1 (f,(v-ul)lHdt ; u ç K 
1 iIi 

V ~ E K  nw. 
' O  i1, 



u étant la solution minimale, on a u 2 u pp et u vérifie - 1 - - 
l'inéquation III. 

u +U 
1 - 

Prenons w = - 2 
2 

(W E: L (o,T:v) n L~(o,T:H) et w 2 u). - 

Considérons donc wX la solution de (1) associée à W. Comme 

wA E K n W ,  on peut prendre v = wX dans les inéquations vérifiées 
iCI 

par u et u. 
1 - 

En ajoutant ces deux inéquations membre à membre, il vient : 

En passant à la limite quand X -+ O, compte tenu de l'inégalité 3), 

on obtient : 

et donc : 

2 
lIuI-~ll 2 C O .  

L (0,T:V) 

On en conclut il. 

Pour établir ii), nous utilisons la caractérisation ponctuelle 

% de la solution minimale, (Annexe B) : - u étant le représentant quasi-continu 

de u nous savons que : - 

Soit v ê K n W, on a : 
'4 



désignons par T la solution du problème : 

Puisque - u - T c W, on peut écrire : 

en intégrant par partie, le ler terme du premier membre on obtient : 

1 1 

1 (v-fi)),, ,Vdt + 2 O, 'dv & K fi id- 
O iI, 

On en conclut ii). 

Remmquu. 

i) u vérifie donc une inéquation analogue à la formulation - 
forte II, mais les fonctions tests doivent être prises dans Kili n W. 

ii) K n W n'est pas dense, en général, dans K comme le montre 
iCI '4 

l'exemple ci-dessous : 

Soit ]o,T[ = ]0,3[, V = V' = H = R. 

Soit E C  [1,2], mesurable et tel que : VI =]a @ C C  [1,21, 
O < mesure (E n 1) < mesure (1). 

Considérons $ = 1 
E ' 

1 
Comme LV = H ]O, 3 [, les fonctions de K n W sont continues. 

i1i 

On en conclut que : 



D ' a u t r e  p a r t ,  

En p r e n a n t  v = 1 il e s t  f a c i l e  d e  v o i r  d ' a p r è s  ( a )  que 
E ' 

i i i )  La s o l u t i o n  minimale - u  p e u t  a p p a r t e n i r  à W s a n s  ê t r e  l a  

s o l u t i o n  f o r t e  a u  s e n s  de  II comme l e  montre l ' exemple  s u i v a n t  : on prend 

,. 
e t  + = 1 d é f i n i e  comme e n  i i ) .  On a  @ = 1 

E Cl Y 21 ' 

2  
S o i t  f =  2 t +  t s u r  [0,1[  

f  = O s u r  [1,3[. 

Le problème III s ' é c r i t  a l o r s  : 

Il e s t  f a c i l e  d e  v o i r  que l a  s o l u t i o n  minimale a s s o c i é e  à c e t t e  

i n é q u a t i o n  e s t  d é f i n i e  pa r  : 

2  
u =  t s u r  [o,I] - 
u  = 1 s u r  CI ,2] - 

- t+2  
u = e  - s u r  [2,3 [ 

1 
Nous avons  a l o r s  u  E H (0 ,3 )  : - 



S o i t  v  = 
l E 

. v € K  e t :  
iC1 

3 2 

JO 
(u ' +u-f ) (v-u) d t  = / (v-u)dt = 

J 1 

On en conc lu t  que u  n ' e s t  pas l a  s o l u t i o n  f o r t e  au sens de II. 

Nous savons, d ' a u t r e  p a r t ,  que s i  l a  s o l u t i o n  f o r t e  e x i s t e ,  e l l e  e s t  

l ' un ique  s o l u t i o n  f a i b l e  (lemme Al ) .  Il n ' ~  a  donc pas ex i s t ence  de l a  

s o l u t i o n  f o r t e  pour c e  problème. 



L'objet de ce chapitre est l'approximation numérique de la 

solution minimale de l'inéquation (III) : 

Le cadre que nous avons choisi est celui des différences finies 

$,f et u sont approchées par des fonctions caractéristiques 
bhk' £hk ; 

u (h et k désignant respectivement le paramètre discrétisation en 
hk 

espace et en temps). 

Pour un choix convenable de iC, et de fhk, nous savons que 
hk 

la solution u du problème discret converge vers une solution faible 
hk - 

du problème (III) Glovinski [ S I  et [ 7 ]  . Ces résultats sont rappelés aux 
paragraphes 1, II et III. 

La solution minimale u étant considérée non plus sous sa forme - 
variationnelle, mais sous sa forme por.ctuelle (Annexe B), nous avons 

remarqué que la solution discrète u vérifiait des relations analogues. hk 

Cette remarque nous a conduit tout naturellement à montrer que la limite 

de u est la solution minimale u en utilisant la définition de 11 
hk - -- 

sous sa forme ponctuelle. C'est l'objet du paragraphe IV. 



1 .  APPROXIMATiUN IIE [O, T [ x R ET DES OPERATEURS. 

S o i t  h  r R', h  = (h , . . . , h  1, on pose 
1 P 

A t o u t  p o i n t  M de  Rh, on a s s o c i e  l e  pavé de  c e n t r e  M : 

e t  l a  c r o i x  de c e n t r e  M : 

où e .  dés igne  l e  ième v e c t e u r  u n i t a i r e  d e  R'. 
1 

On c o n s i d è r e  a l o r s  : 

1 
2 )  Appfioxhi<iauon de v = H ~ ( R ) .  

1 
Nous approchons l e s  f o n c t i o n s  d e  11 (R) p a r  d e s  f o n c t i o n s  c a r a c -  

o  

t é r i s t i q u e s .  

On d é s i g n e  par  O h ,  Pl  l a  f o n c t i o n  i n d i c a t r i c e  du pavé Fh(E1). 



On c o n s i d è r e  a l o r s  Vh, l ' e s p a c e  engendré p a r  l e s  8" h '  M E %. Les f o n c t i o n s  

1 1 
0; n e  s o n t  donc pas  dans  H ( a )  : Vh n ' e s t  pas un sous-espace de  H ( a ) .  

O O 
r 

Posons a ( u , v )  = ]a(Vu,Vv)dX. On ne peut  pas  dé£ i n i r  a ( u , v )  

s u r  Vh e t  il nous f a u t  a l o r s  approcher  a ( u , v )  : 

3 )  AppaoxAnaLion de a ( u , v ) .  

Pour i = 1 , p  posons  

S o i e n t  uh, vh E Vh, on d é f i n i t  

ah(uh,vh)  = v a . ~  ) M X =  ( A ~ \ , v ~ )  
Q i = l  i h i h  

2 
on p o s e r a  ah( \ ,uh)  = l / \ / / h  = J ( f / 8 .U 1 )dX. Rappelons que l ' o n  a  e n c o r e  

SZ i = l  l h  

l ' i n é g a l i t é  d e  Po incaré  d i s c r è t e  : 

2 i c / / \ l l h  Glov insk i  [8j 

D ' a u t r e  p a r t  : 

C \ I l h  c -  Glovinsk i  [8  ] 
Ih 1 

4) Appk0x.imu,tio~QWr [o,T[ : 

On s u b d i v i s e  [o,T[ e n  N i n t e r v a l l e s  d e  longueur  k .  (k é t a n t  

d e s t i n é  h t e n d r e  v e r s  0 ) .  

n  
Pour v  & Vh, n  = O ,  N-1 on pose : 

N- 1 
n v = 1 v 1 [nk, ( n + l ) k [  

hk 
n=O h 

av 
on approche a l o r s  l ' o p é r a t e u r  v  -+ v '  = - a t  s u r  c e t  e space  d e  f o n c t i o n s  p a r  : 



L 
On approche $!J e t  f e L (0,T:H) par  $hk e t  fhk ,  des  fonc t ions  

en e s c a l i e r  sur  [o,T[ à va leu r s  dans Vh t e l l e s  que : 

2 lCihk -f $ dans L (0,T:H) , 
2 

£hk 
+ f  dans L (0,T:H). 

Pour c e l a ,  on prend l e s  v a l e u r s  moyennes de e t  f .  

Soient  donc : 

Nous poserons a l o r s  : 

£hk = n=O 1 fEk(x) I [nk, (ri+l)k[ ( t ) .  

I I .  FORFIIULATION VU PRORLEME D I S C R E T .  

On cherche une approximation de  l a  s o l u t i o n  minimale du problème 

(III) dans l a  c l a s s e  des fonc t ions  en e s c a l i e r  s u r  [o,T[ à valeurs  dans V 
h ' 

Sur chaque i n t e r v a l l e  [nk, (n+ l )k [  , n = 0,  N-2 on résout  

l e  problème su ivant  : 



N- 1 
on posera alors u = 1 

hk I[nk, (n+l)k[ l'existence et l'unicité de 
n=O 

"h 

uhk 
sont immédiates du fait de la coercivité de l'opérateur (l+Ah). 

. - 

Remmque. n+ 1 
Uh 

n = 0, N-2 est solution du problème de 

minimisation : 

Notre propos est de montrer que (uhk) converge vers u la - 
la solution minimale du problème (III) quand h,k -t O. 

Nous commencerons par étudier la convergence de (uhk) vers une 

solution faible du problème parabolique (III), ce qui sera conséquence 

d'estimations a priori obtenus dans le paragraphe III. Auparavant, nous 

donnons une autre formulation du problème ( P  ) .  
h 

Nous savons que la solution minimale du problème III (Annexe B) 

s'interprète comme l'unique solution du problème : 

i) u E T+Pa, 
A 

ii) Û > $ qp, ;(O) = O, 

iii) 1 (Û-6) d(Eu-f) = O. 

r 0 , ~  PQ 

Nous retrouvons une fornulation analogue pour la solution u 
hk 

du problème ( P  ) : 
h 



k  N- 1 n  imme 1 1 . 1 .  s o i t  uh = uh 1 [nk, (n+l) k[ l a  s o l u t i o n  du 
n=O 

problème (P ) .  Alors  
h  <, n  = O ,  N-2, s o n t  s o l u t i o n s  d e  : 

n+ 1 n+ 1 n+ 1 Démonstration : Prenons d a n s  l a  f o r m u l a t i o n  (Ph) ,  v h  = u  h  + W  
h 

n+ 1 n+ 1 
avec  w E V h ,  wh 2 0 .  h  

On o b t i e n t  a l o r s  l ' i n é g a l i t é  ( 1 ) .  

D ' a u t r e  p a r t ,  c o r n e  @:+' E v on peu t  p rendre  n+ 1 n+ 1 
h  ' Vh = ijih 

dans  l a  fo rmula t ion  (P  ) .  On o b t i e n t  a l o r s  : 
h  

Compte tenu d e  ( l ) ,  on e n  d é d u i t  l ' é g a l i t é  ( 2 ) .  
N- 1 -. . 

n  
Réciproquement, s o i t  v  = 

hk ' Uh l [ h k , ( n + l ) k [  ' avec 
n  n+ 1 n+ l n=O 

vh E Vh, vh > $ . On a  : 

On e n  c o n c l u t  l e  lemme. 

1 7  1. ESTlE4ATlOhIS  A P R I O R l .  

Remarquons t o u t  d ' abord  que l e s  f o n c t i o n s  d e  K n tJ peuvent  

* 
ii, 

e t r e  approchées p a r  des  f o n c t i o n s  v  de  l a  f o r m u l a t i o n  (Ph) : 
hk 



Lhme 111 .7 .  Soit v E: kil,n W, il existe v 
hk avec 

N- l 
n 

v = 1 vh l[nk, (n+l)k[ telle que : hk n=O 

ii) v -+ v dans L~(o,T:H) 
hk 

2 av dans L (O,T:vl) avhk + - at 

av a v (a 3 apvhk ) + - , ,  - dans (L2(C)))', 
ax 1 a x 

P 

Démonstration.:Il suffit de considérer, pour v ê kil, fI I.! : 

(n+l)k Vn=q h k  v d t  h 

% 
N-l 

et v = vh 1 [nk, (n+l)k[ hk 
n=O 

Puisque v > $, on a bien vhk Whk et les résultats de conver- 

gence sont classiques. 

N- 1 
Lemme 717 .2 . -  E ~ X h a X i o n b  a-pio&i :Soit n gk = , Uh l[nk,(n+l)k[, 

n=O 
la solution du problème (P ) alors, hl, on a : h 

C indépendante de h,k et de N. 

Démonstration :Nous reprenons 1.a formulation (P ) ,  avec 
N- 1 h 

n 
v = 1 vh 1 [nk, (n+l)k[ choisie conmie au lemme III. 1 ; nous omettrons 
hk n-O 
les indices h de façon à alléger l'écriture. 



N- 2 n+ 1 N-2 
Remarquons que 1 ( (un+ '-un) ,v )H n+l n N-1 M-1 

n=O n=O - 
puisque uu = O. 

1 2 1 2 1  2 
D'autre part, (a-b,a) = Tlal - Tlbl + Tla-bI . 
En sommant de n = O à N-2, on obtient alors : 

1) l'inégalité de Schwartz nous permet d'écrire : 

N-2 I V  
en remarquant que ( 1 k et compte tenu 

n=O 

du lemme 111.1 on obtient : 



On obtient alors : 

En appliquant l'inégalité de Poincaré discrète, il vient : 

On en déduit alors : 

N- 2 N- 2 -!-luN-' l 2  + 1 un+l-Un/i + 1 kllun+' l 2  g C. Le lemme est établi. 
4 H n=O n=O 

IV. PASSAGE A LA LIMITE. 

Les estimations du lemme 111.2 sont suffisantes pour passer 

à la limite et nous pouvons démontrer la proposition suivante : 

N- 1 
Piropohit ion IV. 1 .  Soit uhk = 1 u:: 1 [nk, (n+l)k [ , la solution 

n=O 
du problème (Ph), alors pour une sous-suite : 

* 
i) Uhk A u h,k -t O dans L~(O,T:H) faible 

au au 2 
ii> \ al  \k,** *,ap \k) (u> - 2 P+1 , , -  dans L (O,T:(L R) ) a x 

P 

u étant une solution faible du problème (III). 



Démonstration.  D 'après  l e  lemme 111.2 ,  uhk r e s t e  borné dans  

CO 2 2 p+l 
L (0,T:H) e t  (uhk, a l u h k ,  ..., ap  uhk) r e s t e  borné  dans L (O,T:<L R) ) .  

Il e x i s t e  donc une s o u s - s u i t e ,  encore  n o t r e  u t e l l e  que u u dans  
hk 

2 
hk 

L (0,T:H). 

D 'après  l a  d é f i n i t i o n  de  $hk, nous savons que 'hhk -+ VJ dans 

2 
L (0,T:H). Puisque uhk > qhk,- on e n  c o n c l u t  que u > i j i .  

De l ' e s t i m a t i o n  i i i )  du lemme 111.2,  on d é d u i t  que : 

au  dans L 2 (O,T:H), i = ] , p .  
'iUhk - 

D'après  c e  q u i  p récède  e t  l a  d é f i n i t i o n  d e  Rh, on a 

Nous a l l o n s  main tenan t  p a s s e r  à l a  l i m i t e  dans l a  f o r m u l a t i o n  (P ) : 
h 

s o i t  v E K n 3, vhk comme au lemme III. 1 ,  on a : * 

u0 = O, n = 0 ,  17.-2. (en omet tan t  l e s  i n d i c e s  h )  . 
Remarquons que : 

1 2 1 2 1 2 
E n u t i l i s a n t  (a-b ,a)  = -  la1 -7 b l  + -  /a-bl  e t  ensommant  

2 2 

de  n = O à N-2, on en d é d u i t  que : 



D'après ce qui précède, en sommant de n = O à 

N-2 l'inégalité ( 1 )  on obtient : 

on peut alors écrire : 

en multipliant les 2 membres par k et d'après les définitions de %k9 

"hk' £hk 
on obtient : 

Pan~agc! à la W e .  
2 

) £hk 
+ £ dans L (0,T:H) 

2 
v + v  dans L (0,T:H) 
hk 

2 
u " u  dans L (O,T:H) 
hk 



on en conclut que 

d'après iii) du lemme 111.2. 

2 
3 )  Ivhk(0) 1; -+ Iv(0) I H  d'après la définition de v 

hk ' 

P 
4) l'application u -+ 1 / 6.u / dt est semi-continue 

hk )k  i=l 1 hk H  

2 
inférieurement pour la topologie faible de L ( O , T : H ) ,  on a donc : 

av 
5) 6vhk - + -  2 

at 
dans L ( O , T : V 1 )  

2 2 
%k -+* u dans L ( O , T : H ) ,  u E L ( 0 , T : V )  

on a donc 

v 'v  

on obtient alors : 

on en conclut la proposition. 



Pour montrer que u est la plus petite solution faible du 

problème (III), nous procédons de manière analogue au chapitre 1. Nous utili- 

serons donc la caractérisation de cette solution minimale rappelée en 

Annexe [B] . 

En notant LI(+) - la limite selon la proposition IV.] de u 
hk 

associée à 
ihk, nous allons établir que l'application + + u(+) est 

croissante. 

2 Lemme. IV. 1. Soient Si,+' E: L (0,T:H) tels que q' > + pp alors 

u($'> > ~ ( $ 1  PP* 

Démonstration. On note Sihk et $hk les approximations en valeur 

moyenne de $ et $ ' .  On a : 
N- 1 

Nous savons d'après le lemme 11.1 que u 
hk 

= 1 u," 1 [nk,(n+l)k[ 
- n=O 
LI 

où uh, n=O, N-2 sont solutions de : 

-. - n 
Soit w = wh 1 [nk,(n+l)k[ avec n 

hk Wh Vh, 
n=O 

n+l n 
n n 

Wh oh 3 k i O pour n = O, N-2. 

n+l n+l + (yl -wh ) 6 Vh. On a alors : 



n+l n 
W -w n+l n+l 

or - + Ah wh n+ 1 k -fh 
> O, le premier terme est donc positif. I):" G wh , 

n+l n+l+ n+l n+l 
on a donc (uh -wh " -Qh . n'après (a), on en conclut que : 

+ ~h uhl-f:+l , y, n+l -Qh n+l ) = O (d'après b) 

n n En posant zn = uh -wh, on obtient alors : 
h 

n+l n+l+ n+ l 
D'autre part : (Ah zh , (zh ) ) = f (6i zh ,Si(z;+')+) 

i= l 

d'aprss la definition de tiivh, v r V il est facile de voir que : 
h h' 

on en conclut que 



d'autre part : 

1 2 1 2 1 2 En utilisant la formule (a-b,a) = -  la1 - -  b + -  la-bl et en faisant 
2 2 2 

la somme de n = O à N-2, on obtient : 

on en conclut que = O n = 0, N-2, et donc w B u (1) hk hk 

Soit u1 la solution du problème (Ph) associée à 
hk thk 

On a : 

l'inégalité (l), appliquée à w = u1 hk hk' nous permet alors d'écrire : 

en passant à la limite suivant la proposition IV,I, on en conclut que 

LI($') > u(+) et le lemme est établi. 

Désignons par u la plus petite solution faible du problème(II1) : - 



Nous pouvons maintenant établir le théorème suivant : 

ThGonène 1 V . I .  Soit @ E L~(o,T:H), $ 4 O dans un voisinage 

2 
de {O) x R, f c L (O,T:H) alors : la suite u du problème (P ) converge hk h 

2 
faiblement dans L (0,T:H) vers - u, la plus petite solution du problème III. 

Démonstration. Nous noterons u, la limite faible de (uhk) selon 

la proposition IV. 1. 

Soit C = K n (W+Pa) i1i 
Nous savons, d'après 1' annexe [BI que : 

i) C = IV iz (ai+~a, > $ qp), $ quasi scs 

ii) 3@ m iz C nkl, $ m z qP. 

rn étant fixé, considérons ( u ~ ~ ) ~ ,  la solution du problème (P ) associée h 

à l'obsracle Whklrn : 

D'après la proposition IV,] , nous savons que 

2 u (h,k)+O, dans L (0 ,T :H)  , 
(Uhk)m m' 

où u est une solution faible du problème (III) associé à d~ 
m ' m 

Mais comme qm E W, il y a unicité de la solution faible (annexe A) et 
% 

u = u (Si , 0, f). l)'après le leme IV.], pilisque Qm > $J on a : 
m m m  



u > u  pp. 
m 

En reprenant  l a  démonstrat ion du lemme V . 6  c h a p i t r e  1 ,  on peut 

supposer que + m (0) 6 O e t  donc d 'après  l e  théorème B I ,  (annexe B), on a  : 

2i 
û(q , O ,  f )  é t a n t  l a  s o l u t i o n  ponctue l le  a s soc i ée  à l ' o b s t a c l e  e t  au 

- 
second membre f .  

C ' e s t  a u s s i  l a  p lus  p e t i t e  s o l u t i o n  f a i b l e  u du problème ( I I I ) .  - 

A 

on en  conclut  que u(q , O, f )  3 u pp donc : 

l e  théorème e s t  é t a b l i .  



A N N E X E  A -- ------ 

Les o b s t a c l e s  e t  l a  f o n c t i o n  f é tud ié s  au c h a p i t r e  1 . 4  

v é r i f i e n t  : 

L'exis tence  e t  l ' u n i c i t é  de  l a  s o l u t i o n  f o r t e  ( I I )  a  é t é  é t a b l i e  

par Charr ie r  e t  Tro ian ie l lo  [ 6 ]  pour des  o b s t a c l e s  e t  des fonc t ions  f 

v é r i f i a n t  des  hypothèses p lus  généra les  rappelées  au c h a p i t r e  1. 

Cependant, sous l e s  condi t ions  rappelées  ci-dessus,  nous pouyons 

donner une démonstration d i r e c t e  de  l ' e x i s t e n c e  de l a  s o l u t i o n  f o r t e  

(Yignot Pue1 [12]) c ' e s t  l ' o b j e t  du paragraphe 1 de c e t t e  annexe. 

Pans l e  paragraphe II, nous rappelons un r é s u l t a t  d ' u n i c i t é  des  

so lu t ions  f a i b l e s  ( I I I )  pour l e s  o b s t a c l e s  de (!I. P i e r r e  [15] . Ce r é s u l t a t  

e s t  u t i l i s é  au c h a p i t r e  1 .5  pour l ' é t u d e  du cas  généra l .  



a$ 2 I .  E X I S T E N C E  D ' U N E  S O L U T I O N  F O R T E  S I  yi E L~(O,T:H~(R)) E L (0,T:H) : 

P R E U V E  V Z R E C T E .  

2 2 ayi 2 
Dans le cas particulier où yi E L (0,T:H (a)), E L (O,T:H), 

on peut donner une démonstration directe de l'existence de la solution forte. 

Il suffit, comme dans Mignot Pue1 [12] de reprendre l'équation 

pénalisée associée au problème (II) et d'obtenir l'estimation a priori : 

On considère donc, pour tout X > O, la solution uX du problème : 

1 + - A u  - ( A )  = f 
at 

uX E W 

Mais d'après Lions [9], on sait que UA E S .  

+ 
Multiplions cette équation par ($-UA) et intégrons sur (O,T) : 

soit encore : 



Puisque $(O) 6 O, on obtient l'estimation : 

Cette estimation est alors suffisante pour passer à la limite 

dans 1 ' équation (a) . 

Rematryue. D'après Charrier et Troianiello [ 6 ]  nous savons que 

2 1 au 2 c L~(O,T:H (a )  n H (fi)) ; , E L (o,T:H). 
O 

11. PROPRIETES DES SOLUTIONS FAIBLES. 

Lemme A l .  Si la solution forte existe, c'est l'unique solution 

faible. 

Démonstration : Soit u la solution du problème (II). (formulation forte) 

c'est-à-dire : 
u~~ fl W ;  U(O) = O  et 

ii, 

Remarquons que u est alors solution faible : en effet, !fv E K fI W, 
$ 

on en déduit que 



Soit alors û une solution faible : 

4. 

On prend v = u dans la formulation forte (a) et v = u dans 

la formulation faible (b). En-additionnant (a) et (b) on obtient : 

r T 

4. 

On a donc u = u, ce qui montre le lemme. 

2 3 " c L&(o,T:H)I. Rappelons que S = {v E L (O, T:V) , 

Pour $ & S, il n'y a pas, en général, existence de la solution 

forte (Problème II). Néanmoins, nous savons d'après Pierre [15] que le 

problème faible admet une solution unique dans le cas oG c (U (donc en 

particulier si $ c S). Nous en rappelons ici la démonstration : 

Lemme A2 : si $ c W, la solution faible est unique. 

2 CO 

Démonstration : Soit u € L (0,T: V) fl L (0,T: H), u > $. Pour tout > 0, 

on considère uX, la solution du problème : 

(a) f 
UA + A(% - Auh) = u + h(g - A$). 

en posant wh = UA-+ et w = u-+, w X est alors solution de 
awx 2 W A + A ( ~  -Awh) = W, wrL ( 0,T: V) , wX (O) = -$(O) i O. Conne w > O, on en 

conclut que wh 2 0, c'est-à-dire uX > +. 



D'autre part, il est facile de voir que uh tend faiblement vers 

2 
u dans L (0,T:V) quand X -+ O. En effet si l'on considère VA, la solution 

t s-t 
1 ' 

la solution explicite est vh(t) = - 1 ex(s)ds. 11 est clair que vh + u 

2 
J O  

dans L (0,T:V). L'équation (a) devient alors : 

en multipliant cette équation par (UA-VA) et en intégrant par parties il 

vient : 

grâce aux hypothèses sur $. On en déduit que : 

2 2 
dom (UA-VA) + O L (o,T:H) quand X -+ O et uX A u dans L (0,T:V) 

quand X -t O. 

Notons enfin que la solution UA du problème (a) vérifie la 

propriété : 

m 



en e f f e t  : 

donc : 

T T 

V1,V 

2 
Comme uX -t u  dans  L (3,T: V), on e n  d é d u i t  l ' i n é g a l i t é  ( b ) .  

s o i e n t  maintenant  u  e t  u  2  s o l u t i o n s  f a i b l e s  du problème(111). 
1 2 ' 

On p e u t  donc a s s o c i e r  à v  une s u i t e  (VA) avec : 

r 
I 

2 a VA 
VA b $, V A  A v dans L (0,T: V)  e t  l i m  sup / (=, VA-V) d t  < O 

X'O J O  v',v 

Puisque VA 3 $ e t  VA c W ,  on peu t  p rendre  VA comme f o n c t i o n  

t e s t  dans chacune des  i n é g a l i t é s  que v é r i i i e n t  u  e t  u 2 .  
1 



en additionnant membre à membre on obtient : 

en passant à la limite quand X -+ O et compte tenu de l'inégalité (b)  

vérifiée par (VA) et v, on obtient : 

T T 

I0(vul, Vu-u 1 H dt + (V~~,V(v-u~))~dt 2 O 

u +u 
1 2  

c'est-à-dire, puisque v = - 
2 -  

T 

il en résulte que u 1  = 2 ' 





ANNEXE B -------- 

Cette annexe comprend deux parties : 

Dans la partie 1, nous donnons un exemple qui justifie la démar- 

che suivie au chapitre 1- : Pour des obstacles quelconques, la solution 

(u ) du problème (1) ne reste pas bornée dans et il faut étudier la 
E 

convergence de (u~), E + O, vers une solution faible du problème (III). 

La partie II est utilisée au chapitre 1.5 : Pour montrer que Ir 

limite (u ) du problème (1) est la plus petite solution faible du 
E €-+ô 

problème (III) associée à un convexe convenable, nous avons considéré Iû 

caractérisation ponctuelle de cette solution minimale. C'est pourquoi nous 

avons rappelés les résultats de Pierre [15] qui nous sont nécessaires. 



Un exempLe en dunen~ion 7 .  

Montrons t o u t  d ' abord ,  s u r  un exemple en  dimension 1 ,  que u  
E 

s o l u t i o n  de  (1) ne r e s t e  pas  bornée dans  W pour I) non r é g u l i e r .  

s o i t  Q = ] 0 , 3 [  

I) = - s u r  [ O , ] [  e t  ] 2 , 3 [  

I) = 1 s u r  [1.2] 

f = O  

On c o n s i d è r e  u  l a  s o l u t i o n  du problème : 
E ' 

3  
1 (-EU" + u '  + u )(v-u ) d t  3 O ; YV 2 I) ; u  E: H ( 0 , 3 )  E E E O 

C e t t e  s o l u t i o n  e s t  c a r a c t é r i s é e  p a r  : 

-EU" + U '  + u = O s u r  [o , I [  e t  ]2 ,3 [  
E E E 

u  = I s u r  [I ,2] . 
E 

Ce problème admet pour s o l u t i o n  e x p l i c i t e  : 

u  = 1 s u r  [ I  ,2] 
E 

1 r -3r r t 
2 1 1  -2r2  r t 

u  = 
E r -r [e e  - e  e ] s u r  [2,3[ 

( e  
2  1 

- 1 )  

avec 



Il e s t  f a c i l e  d e  v o i r  que, quand E t end  v e r s  O ,  u tend 
E 

simplement v e r s  u c a r a c t é r i s é e  p a r  : 

u = 0  s u r  [o,I] 

u = I s u r  [1,2] 

- t+2  u = e  s u r  [2,3] 

il en  r é s u l t e  que l a  l i m i t e  d e  u n ' e s t  pas  dans  W = H' ( 0 , 3 )  
E O 

au  Remarquons que - + u = O 
a t  

s u r  ] O , ] [  e t  çiir ] 2 , 3 [ c 1 e s t - à -  

d i r e  s u r  l ' ensemble  {u > $1. 



11. P O T E N T I  ELS PARABOLiQUES ET CAPACTTE PARABOLlO,UE. 

Dans c e  pa ragraphe ,  nous r a p p e l o n s  l e s  r é s u l t a t s  obtenus  p a r  

P i e r r e  [15Iqui nous s e r o n t  u t i l e s  pour l ' é t u d e  du c a s  g é n é r a l .  

Afin d ' é c l a i r e r  l ' é n o n c é  de  c e s  r é s u l t a t s ,  nous rappe lons  t o u t  

d ' abord  l e s  p r o p r i é t é s  de  l a  s o l u t i o n  du problème e l l i p t i q u e  s u i v a n t  : 

1 
S o i t  C = {v € H~ (Q) , v Z @ pp}, on c o n s i d è r e  l a  s o l u t i o n  

'4' 
u du problème : 

Nous avons  a l o r s ,  d ' a p r è s  Ancona [l] : 

i )  à t o u t  élément u d e  l ' ensemble  

on p e u t  a s s o c i e r  une  unique mesure de  Radon p o s i t i v e  s u r  C (f i) ,  n o t é e  
O 

Eu e t  t e l l e  que : 

Eu = - Au dans D' (R).  

Les é léments  de  Pa s o n t  a p p e l é e s  p o t e n t i e l s  ( e l l i p t i q u e s )  l a  

s o l u t i o n  u du ~ r o b l è m e  E e s t  un ~ o t e n t i e l .  

1 
i i )  S o i t  A une p a r t i e  quelconque d e  fi e t  s o i t  u E H (R) .  

O 

1 
On d i r a  que u Z 1 s u r  A a u  s e n s  de  H o ( g  s i  il e x i s t e  E H I  (KI, ( U n ) w N  O 

u Z 1 pp au v o i s i n a g e  d e  A e t  u -+ ii dans  H I  (fi) . 
n n O 

Considérons a l o r s  l e  convexe 

1 1 
T A =  { U E  Ho(R), u 5 l s u r  A a u  s e n s  d e  Ho(Q)}. 



La solution u du problème (E) associé à TA est le plus petit élément 
A 

de Pa 2 1 sur A au sens de 

On appelle alors capacité de A, la quantité 

iii) une propriété sera dite vraie quasi-partout, si elle est vraie 

partout, sauf sur un ensemble de capacité nulle. 

iv) Soit v une fonction numérique définie sur R. 

v sera dite quasi-continue s'il existe une suite décroissante 

d'ouverts Un C 52 telle que 

- v continue sur fi - w 
n 

- lim Cap(un) = O 
n- 

1 
v) tout élément v de H (fi) admet uc représentant quasi-continue 

O 

vi) il existe $ , régularisée quasi--semi-continue supérieure de $, 

telle que 

vii) la solution du problème (E) est l'unique solution du problème : 

u € Pa, 



Ainsi, l'existence et l'unicité de la solution du problème (E) 

sont caractérisées par la propriété que la mesure positive E u  est porté 

par l'ensemble (2 = $ 1 .  

Nous allons voir que chacune des définitions et propriétés énon- 

cées ci-dessus peuvent s'adapter au cas parabolique et que, sous certaines 

conditions liées au convexe K la solution minimale du problème III peut 
9' 

s'interpréter de manière analogue à vii. 

Il convient de noter deux différences importantes entre le 

problème (E) et le problème (III) : 

a) l'espace i" n'est pas un espace de Dirichlet. 

b) la solution minimale du problème ( I T I )  n'appartient pas à t!. 

1 .  PuXentieh ~ m a b o f i c j u ~ i l .  

+ 
Rappelons que UT = {v,v r W, v > O, v(T) = L ) 

On appelle potentiel parabolique, tout élément de l'ensemble : 

les éléments de Pa ne sont donc pas nécessairepent dans L". - 

A tout élément de Pa, on peut associer une uni-que mesure de 

Radon positive sur Co( [o,T[*R), noyée Eu, telle que : 

VV 6 C ([o,T[xR) n W, on ait : 
O 

T T 
av 

(- z , ~ ) ~ ~ , ~  dt + (Vu,Vv)$it = v d EU 
O 

E U = - -  Au dans D'(]o,T[~~~). 
at 



Notons que si u E: n ~ a ,  u est alors caractérisé par : u E: L i ,  

- -  au Au 2 O dans V ' ,  u(0) L O. 
at 

Ces relations s'obtiennent à partir de la définition de Pa en 

intégrant par partie. 

Notons une propriété importante des suites décroissantes d'élé- 

ments de Pa : Soit (un) E: Pa, (un) décroissante, alors u -+ u dans n 
2 2 L (0,T:H) et un 'u dans L (0,T:V) avec u E Pa et u = inf(un). 

n 

Cette propriété est à rapprocher du cas elliptique mais on a 

2 
seulement une convergence faible dans L (0,T:V). 

2. CapaciX2 pmabo f ique.  
E 

Soit KC[O,T[~ R compact , ondira que u 2 1 sur Ic si 

ii) il existe (Un)nc~ 
E: Pa, u 3 1 pp au voisinage de K et n 

2 
u -t u dans L (0,T:V). 

n 

On introduit alors la capacité parabolique en la définissant 

tout d'abord sur les compacts de [O,T [ x R, puis sur les ouverts et enfin, 

sur les ensembles quelconques. 

Soit K compact de [o,T[ x Q, alors le convexe 

t 
SK = {U E: Pa, u 3 1 sur K )  admet un plus petit élément u On pose K ' 

alors 
r 

Capacité de K = Cap K = d EuK . 
[O,T~Q 

Soit W ouvert de [o,T[ Q on aura : 

Cap (w) = Sup (Cap (K)) . 
KCw K compact 



Enfin,  s i  A e s t  quelconque, A C  [ o , T [ ~  fi : on aura  

Cap A = in£  (Cap(w) ) . 
A C U  wouvert  

Notons, comme l e  montre- l 'exemple ci-dessous, qu 'en dimension 1 ,  

l a  capac i t é  d'un poin t  e s t  non n u l l e  : = ] 0 , 2 [  ; Prenons a (u ,v )  = O 

On v é r i f i e  que 
1 1  

a s s o c i é  à S { , }  e s t  c a r a c t é r i s é  par  : 

Il en r é s u l t e  que 

Les d é f i n i t i o n s  i i i )  e t  i v )  du cas  e l l i p t i q u e  s ' adap ten t  sans 

d i i f  i c u l  t é  au  cas  parabol ique.  

Notons l e  théorème su ivan t ,  analogue à l a  p r o p r i é t é  v) : 
"d 

t o u t  élément v de 9 admet un r ep ré sen tan t  quasi-continue noté  v unique 

(à un ensemble de capac i t é  n u l l e  p r s s )  e t  vu E Pa, vv E E(?T : 

Notons e n f i n  l e  r é s u l t a t  su ivant  t v1  ,v2  : 0 + R ,  v = v qp => 
1 2  

vt E: [O,T [, v ( t )  = v ( t )  pp (une fonc t ion  d é f i n i e  quas i  p a r t o u t ,  d é f i q i t  
1 2  

une unique fonc t ion  de  [O,T [ dans H) . 



3 .  Rep2deM;taM;t: quahi de6 d'un po;tentiel pmabo&que. 

Dans le cas elliptique, nous savons que la solution u du 

problème (E) est un potentiel. Les potentiels elliptiques étant les 

1 
éléments de H ($2) vérifiant -Au > O, ils sont donc quasi-continues. 

O 

Nous ne retrouvons pas cette propriété dans le cas parabolique : 

l'exemple donné au début de cette annexe prouve que la solution minimale 

du problème III n'est pas en général dans ) et qu'elle n'est pas non plus 

quasi-continue (cap( 1 )  # 0 ) .  

Notons cependant, que toute solution u du problème III homogène 

est un élément de Pa : il suffit d'appliquer l'inégalité vérifiée par u 

en prenant comme fonctions tests w + Av avec w E K f l  (II, v e (?I+ A 1 O + T ' 
et de faire tendre X vers l'infini. 

Il a donc été nécessaire, afin d'obtenir une caracterisation 

de la solution minimale analogue à vii), de définir une nouvelle notion 

de représentant pour les fonctions de Pa : vu E Pa, il existe une suite 

(un) de potentiels quasi-continues et û unique (à un ensemble de capa- 

cité nulle près) tels que : 

'L .. 
i) un i u qp (quasi-partout) 

.. 
ii) u = u pp 

.. 
u est appelé le représentant quasi scs -- de u. 

Rmcvrque. Si u E M + P ~ ,  u = u +u u E ! u E Pa on aura : 1 2 '  1 2 

Nous allons maintenant voir comment la propriéte vi) s'adapte 

au cas parabolique : 



Nous savons que l a  s o l u t i o n  minimale du problème III homogène 

e s t  un élément d e  Pa. 

Dans l e  cas  non homogène, considérons T ,  l a  s o l u t i o n  du 

problème : 

T E ('1 

a T  - -  
a t  

AT = f ,  

-r (O) = O 

il e s t  f a c i l e  de v o i r  que s i  u  e s t  l a  s o l u t i o n  minimale a s soc i ée  à 

e t  f ,  a l o r s  u  = u-T e s t  l a  s o l u t i o n  minimale a s soc i ée  à f  = O 
1 

e t  JI,  = JI-T. 

Comme u l  E. Pa, on en dédu i t  que u  E (WPa) n K . Nous nous '!' 
i n t e r r e s sons  donc aux convexes de W+Pa. 

* 

Dans l e  ca s  e l l i p t i q u e  v i ) ,  l ' e x i s t e n c e  de JI e s t  une conséquence 

du f a i t  que l e  convexe des fonc t ions  t e s t s  e s t  h é r é d i t a i r e  e t  i n£ - s t ab l e .  

(Mignot Pue1 [13]), La p r o p r i é t é  d ' i n f - s t a b i l i t é  n ' e s t  pas v é r i f i é e  pour 

l e  convexe K fl !kJ ( W  n ' e s t  pas i n£ - s t ab l e ) .  
Ji 

Nous sommes donc amenés à d é f i n i r  d ' a u t r e s  p r o p r i é t é s  s u r  l e s  

convexes de (IfJ+Pa) : 

Soi t  c un convexe de (W+Pa), cn  d i r a  que C e s t  in£-fermé 

s i  : 

A 

(u c C, u  E. tI+pa, u C û qp) => u  E c 
n  n  

C s e r a  d i t  u n i l a t é r a l  s i  : 

e 

(U ,,... u E C,  u E ( m + ~ a ) ,  min(u l , . .  Û ) 6 Û qp) => u  t C. 
P  P  



Nous avons a l o r s  l e  r é s u l t a t  suivant  : 

Soit  C un convexe in£-fermé e t  u n i l a t é r a l  de (IiI+Pa), a l o r s  : 

i) 3ii, ê C n W e t  quasi scs  t e l l e s  que 
n 

2 
AP~LLcCLCLOM. Soi t  K = {V ê L (o,T:V), v  > + pp) , 

'4 

il e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que C e s t  in£-fermé e t  u n i l a t é r a l .  On a  donc : 

3$ quasi scs  t e l l e  que 

Rmcvrque. Dans l'exemple précédent,  prenons 9 = 1 t l ) '  

So i t  C = {v E IIJ+Pa, v  3 i j ,  pp). 
1 

O n a  C = { V E :  W+Pa, v  > O pp) .  
1 

s o i t  maintenant C = {v E t J + ~ a ,  > $  qp) .  C e t  C sont 
2 1 - 2 - 

d i s t i n c t s  puisque cap{l} # 0 .  

5. Cmac;té,thCLCLan de la a o U u n  minimale.  

Nous en ar r ivons  mainteant au point  e s s e n t i e l  de l 'annexe R : 

La so lu t ion  minimale du problème III s ' i n t e r p r è t e  de manière analogue au 

cas e l l i p t i q u e  v i )  : 

Soit  l a  so lu t ion  du problème 



Soit C un convexe unilateral et in£-fermé de flil+~a) et 

8. 

soit S, associée à C vérifiant $(O) C O. Alors il existe u unique 

tel que : 

iii) (Û-$)d(€u-f) = O 

On notera ;(?,O,£) le représentant quasi scs de cette solution ponctuelle. 

De plus u est le plus petit élément de C vérifiant : 

u est donc la plus petite solution faible associée au convexe C .  

Notons enfin que si v € T+Pa, avec G > $ qp alors 

:($,O,£) C G qp. (û est donc le plus petit élément de T+Pa vérifiant 

û > $ qp. 

alors la solution ponctuelle définie par ij, ii), iii) est la solution 

minimale du problème III. 

Nous terminerons cette annexe en rappelant une propriété qui 

sera à la base de l'étude du cas général : 



6. S h z b i h X é  pan W e  d é c t u h ~ a u t t e  d a  au&.uXuvu p a n c t u & a .  

Le r é s u l t a t  su ivant  démontré par  P i e r r e  k 5 ]  t r a d u i t  l a  s t a b i l i -  

t é  par l i m i t e  déc ro i s san te  (qp) des  s o l u t i o n s  ponctue l les  a s soc i ées  à des 

obs t ac l e s  quas i  s c s .  

Nous l ' u t i l i s e r o n s  sous c e t t e  forme : 

Théuirëme B I .  soit $n une s u i t e  de fonc t ions  quasi-cont inues,  

'L 
décro issant  quas i  pa r tou t  ve r s  5 e t  t e l l e  que $ (0) G O pour t o u t  n .  

n  - 'L - 
Alors : u ($ ,0 ,0)  d é c r o î t  quas i -par tout  ve r s  ; (+,() ,O).  

n  n 

Rappelons que u é t a n t  une s u i t e  déc ro i s san te  de p o t e n t i e l s ,  
n  

2 2 
e l l e  converge for tement  dans L (0,T:H) e t  faiblement  dans L (0,T:V) 

ve r s  u. 

Notons, d ' a u t r e  p a r t ,  que c e  r é s u l t a t  peut ê t r e  étendu au cas  

non homogène. 

En e f f e t ,  s o i t  T l a  s o l u t i o n  du problème : 

.. 'L 
;($,O,£) é t a n t  l a  s o l u t i o n  ponctue l le  du 5O), posons u = u-T e t  

1 - 'L C +, = @-T. Il e s t  f a c i l e  de  v o i r  que u l  e s t  l a  s o l u t i o n  ponc tue l l e  asso- 
a  A . . a  

c i é e  à f = O e t  $ c 'es t -à -d i re  u = ~ ~ ( $ ~ , 0 , 0 ) .  
1 '  1 

'L .. 'L A % 

S o i t  maintenant ln i + qp, Qn(0) ': O bn,  e t  u  (@n,O,f)  
n  

s o l u t i o n  du 5") pour t o u t  n .  

On a a l o r s  : 



'L 'L 'L - ' L A  
mais q I n  = $ n - ~  d é c r o î t  q u a s i  p a r t o u t  v e r s  iii - T =  $ 

1 '  

'L 
 autre p a r t ,  (0)  = q n ( 0 )  S 0.  1 n  

On a p p l i q u e  a l o r s  l e  théorème B I  : 

.. QJ A n  

on en c o n c l u t  q u e  u  (qn,O,f)  i u ( + , O , f ) .  n  



APPL 1 CATI OFJS NUbIERl  ES 

Ce chapitre est une application directe du résultat du 

chapitre II : u + u, la solution minimale du problème (ITI). 
hk - 

Afin d'éprouver la validité numérique de ce théorème, nous 

avons choisi trois exemples pour lesquels la solution minimale - u est 

connue. 

Dans le paragraphe 1, nous traitons un exemple en dimension un. 

La solution numérique du problème (P ) est alors très simple et la program- 
h 

mation ne soulève aucune difficulté. 

Dans le paragraphe II, nous avons choisi deux exemples en 

dimension deux : 

Pour le premier exemple, l'obstacle que nous considérons 

ne comporte pas de sauts en temps mais seulement en espace. D'autre part 

1 
la solution minimale est régulière (E E ( 1 ) ) .  Pour k = - 1 

1 O0 
et h = -  

1 1  

la solution uhk calculée est pratiquement la solution mirimale - u 

(l'erreur relative maximale est de l'ordre de n,2 Z ) .  

Dans le deuxième exemple, nous reprenons l'obstacle précédent 

mais en le tronquant par la fonction nulle sur [O,to[ R. Il comporte 

donc un saut positif en temps. 

Les résultats numériques sont alors comparables à ceux obtenus 

dans l'exemple précédent, à la différence près qu'au voisinage du saut 

en temps de $, la convergence est mauvaise. Ce phénomène n'est pas 

surprenant dans la mesure où nous savons que u est discontinue - 
aux points où il y a croissance discontinue de $ Pierre [14. 



1 .  U N  E X E b P L E  EN DiMENSlON 7 .  

Nous reprenons  i c i  l ' exemple  développé en  annexe B .  

On c o n s i d è r e  

L ' i n é q u a t i o n  p a r a b o l i q u e  ( I I I )  s ' é c r i t  a l o r s  : 

Nous savons que 

u  = O s u r  [O, ] [  - 

u =  1 s u r  [1,2[ - 

u = e  
- t+2 

- s u r  [2,3[ 

e s t  l a  s o l u t i o n  minimale d e  c e  problème. - 
Nous a l l o n s  v é r i f i e r  que 

u  = O s u r  [O,] [  1 

3  u  = 1 s u r  [ l ,  ?[ 
1 

- t+2 
u = e  

1 s u r  [ - , 3 [  

e s t  une s o l u t i o n  du problème ( I I I ) .  



Remarquons que u vérifie : 
1 

u l + u  = O  sur ]O,][ 1 1 

u 1 + u 2 0  3 
1 sur 1 1 

U ; + U = O  sur 11,3 3 [. 

D'autre part : 

3 Intégrons alors par partie sur chaque intervalle (O,]), (1,-) 2 
3 

et (?,3) l'inégalité (III). Il vient, compte tenu des remarques précé- 

dentes : 

7 

après développement et simplification, il vient : 

3 
1 2 3 

o v ' + u  v-uldt + -(v(O)) 2 - v + ~ ( 1 )  



1 3 
mais v B H (0,3) et v 3 $. On a donc v(~) 5 1 et v( 1) > 1 . Puisque 
a = e on obtient : 

u est donc solution faible. 
1- 

Nous indiquons maintenant les principales étapes du calcul de 

la solution discrète en dimension 1. 

On fait une subdivision de [O, 3 [ en N-intervalle de longueur 

Nous utilisons la formulation explicite du problème (P ) 
h 

Glovinski [ 8 ]  . 
N- l n 

On cherche uk = 1 u 1 [nk, (n+l )k [ tel que 
n=O 

Il est facile de voir que les démonstrations du lemme 1v.2, 

de la proposition 1V.T et du théorème IV.1 s'adaptent à cette fomula- 

tion. 

n+ l D'autre part, on obtient u , n = O, N-2, en considérant le 

problème de minimisation : 

1 n+l 2 
Minimiser {l(v + (k-1 )U V n + l ~  

n+ l 
v >$(n+l)k 



qui admet pour solution explicite : 

Le schéma @ est alors très simple à programmer. 

Nous avons résolu le schéma @ pour N = 100, N = 200, M = 300. 

On a évalué l'écart entre la vraie solution minimale - u et 

la solution numérique obtenue, par : 

On obtient alors : 

11. EXEMPLES EN DIMENSION 2. 

Nous savons que l'inéquation parabolique du premier ordre admet 

une formulation forte (II) et une formulation faible (III). 

Nous avons rappelé au chapitre 1, les conditions suffisantes 

pour qu'il y ait existence (et unicite) de la solution forte. 

Nous étudions ici deux exemples : 

i) dans le premier exemple nous prendrons un obstacle irrégulier 

2 
(@ ?! L (O,T:V)), mais la solution minimale associée à cet obstacle sera 

dans W. Nous savons qu'alors, - u vérifie une inéquation analogue à la 

formulation forte mais avec des fonctions tests de K * f l  [!J. (1.6). 



ii) Dans le deuxième exemple, il n'y aura pas unicité des solu- 

tions faibles. 

Dans les 2 exemples étudiés, nous avons considéré 

On subdivise alors 1 0 , ~  [ = ] O,] [ en N intervalles de longueur 

k = -  1 I et R =$, 1 [ en E l  intervalles de longueur h = - 
N Ef+ 1 ' 

On pose : 

N- 1 
fhk = fi 1 [nk, (n+l)k[ , 

n=O 

et de manière analogue : 

Le choix de f et $ dans chacun des deux exemples justifiera 

ces approximations 
£hk et qhk. 

Remarquons que pour 
Vh Vh 

c'est-à-dire 

on aura : 



Le problème (Ph) s'écrit alors : Trouver I 
M I 
- - 

n 
uo = %+I 

= O vn, et tel que : 

O i) u. = O  i = I,M 
1 

n+i) ii) Pour n = O, N-1, (ui i = 1 ,E4 solution de : 

Nous savons que pour n = O, N-l , (u?") i= 1 ,M est 
1 

solution du problème de minimisation : 4 

Minimiser n+ l n+l) 

IF+ 1 { n+l 
Jn+](vl ,*..>v M 

v. >$((n+l)k,&h) 
1 

avec : 

Remarquons que n+ l 1 n+l n+l J,, (v;+', . .v, ) = -(AV ,v )-L"+' (vn+l) o<i A est 
2 

une matrice bande. Mx14 indépendante de N, et : 

n n+l n+l L~+'(V~'') = ((u -kf ),v ) .  



On part donc de (u?) = O i = O, M+1. 
1 

Puis, à chaque étape n, n = O, N-1, nous avons résolu le 

problème de minimisation (M"") . 
Cette minimisation a été réalisée par la méthode de relaxation 

ponctuelle avec contrainte : Glovinski [ 8 1  . 
M 

Jn+ 1 : R -t R est strictement convexe et de classe C I .  

En posant 

on doit minimiser Jn+] sur K~+' et on vérifie que 

Nous savons dans ces conditions que l'algorithme de relaxation 

n+ l n+ l 
ponctuelle converge vers (u ), la solution du problème (';I ) .  

L'algorithme de relaxation ponctuelle nous permet de construire, 

n+l)P E: RM 
à chaque étape n, une suite (u qui converge vers (un*') 

dans 

Le critère d'arrêt choisi, dans la recherche de la solution 

(un+') est : 

u étant la vraie solution minimale, on a calculé dans chacun des deux - 
exemples : 



et l'erreur relative : 

pour n = 0, 10, .... < N . 

Pour chacun des deux exemples, nous avons posé : 

Nous avons construit les sous-programmes suivants : 

a) Sous-programme matrice A : 

b) Sous-programme second membre : 

avec F(J,I) = £(JH,IP~) 

c) Sous-programme obstacle : 

OBS(D,M,N,H,P1) 

avec D ( J , I )  = $(JH,IPI) 1 = 1, N-1, J =: 1,M. 



d) Sous-programme "vraie solution" : 

avec U(J,I) = u(JH,IPI) J =  1,M, 1 = I,N-1. 

e) Sous-programme de minimisation de Jn+~ : 

1 
Ce sous-programme minimise la fonctionnelle : T(Av,v) - Bv pour 

v(J) 3 D(J,KX), J = 1,M, KX = 1, ... N-l par la méthode de relaxation 

ponctuelle. La solution obtenue approche donc la solution du problème 

n+ l (M ) pour n+l = KX à E près. On la note R(J), J = ],If. 

f) Organigramme simplifié du.calcul de la solution discrète. 



4 
]appel second membre 1 

I 
4 (Formation du second membre 

J=l,Il R(J) = P,xF(J, 1) à l'étape 1.) 

appel OB$ 

KZ = 2 FEI (KZ permet d'imprimer la solution 
approchée pour i=l, i=ll,,.. < N) 

l ~ ~ p e l  ~auss] (résoliition du problème 11 (KX) 

l solution notée R(J), J = 1,H) 

KX # KZ (pas d'impression, pas de calcul 
de E et E(J)) 

Impression obstacle, vraie solution, 
solution approchee 

[calcul de E, E(J) 1 ( E ,  E 
(JI' 

écart, erreur absolue) 

oui 
[KX = N-T + FIN 1 Non 



3 )  ExmpL~ 7 .  l a  s o l u t i o n  minimale e s t  dans  !'l : 

a )  énoncé d e  l ' exemple  : 

On prend donc Cj = ]0,1 [ x ] 0 , 1 [  

1 @ = O s u r  [ o , i [ x  [O,,[ 

3 
@ = O s u r  [ O , ] [ .  [,,i[ 

-1 1 
@ = 6 , 2 5 t  + 5Otx s u r  [0,1 [ x l-T,T] 

1 3  @ = -5OtX + 5 6 , 2 5 t  s u r  [ 0 , l [  x - -  - - - --- 

9,375 - - - -  /;\ -- -A.+." --." 
! 
i 

I I 

f I I 
I 1 I 

I t I 
I I- 

,b 
k 
I 4 

1 1 3 > t  

Second membre : On prend : 

( suppor t  d e  $) 

1 
f = ioox( i -x)  + 200t s u r  [ o , ~ [ x  [ o , ~ [  e t  s u r  



Nous a l l o n s  v é r i f i e r  que 

1 3  
u  = 9 sur [o,l [T,T] - 

1 1 
u  = 100x(1-x)t su r  [o , I [ . [o ,~[u  [ O , I [ X ] ~ , I [  - 

e s t  l a  so lu t ion  minimale du problème ( I I I ) .  

1 
Remarquons que - u E L~ [(O, 1 ) :H (0 , l  )] e t  que 

O 

au 2 
- E: L (]O, 1 [ x ] ~ ,  11). On en conclut que u c (V ( e t  rrême u E S ) .  a t  - 

D'autre p a r t ,  on a  bien - u > $ (par tout )  e t  u(0,x)  = 0 .  

Il  e s t  f a c i l e  de v o i r  que : 

- -  au AU - £  = O su r  [ O , I [ X  [O,+[ u [ o , I [ x ] $ I [ ,  a t  - 

1 3  - AU - f  2 O dans 0 ' ( [ 0 , l [ x  [Z,Z]). at - 

Enfin : 

r 

u  e s t  donc l a  so lu t ion  minimale. - 



b) Résultats numériques. 

Nous avons calculé la solution (u ) du problème (P  ) pour 
hk h 

Les résultats obtenus sont résumés dans le tableau 1II.b. 

Nous avons d'autre part représenté sur un même graphique les 

courbes x + uhk(x,to) et x + - u(x,to), t O étant fixé. 

Nous précisons sur chaque courbe les temps t et les valeurs 
O 

choisies pour M et N 

Tableau III .b. 

Rappelons que 
2 

En+ I =Jf i= 1 1 . 

Nous avons représenté, dans ce tableau, l'écart En+] pour les 

3 ordres d'approximation 



Ce tableau amène les remarques suivantes : 

i) Dans le cas 1) (M = 5, N = 50), le pourcentage d'erreur 

relative 

u((n+l)k,ih)-uyf '1 1- 
x 100 ' 

u((n+l)k, ih) - 

à une valeur maximale de 2,45 % alors que cette valeur maximale n'est plus 

que de 0,22 % dans le cas 2) (FI = 10, N = 100). 

ii) Les résultats sont moins précis pour le 3ème cas. 

Le choix du critère d'arrêt dans l'algorithme de relaxation 

- 3 
ponctuelle (E = 10 ) semble en être la cause. 

C o u h b ~  1 (t fixé). 
O 

Nous avons choisi l'ordre (3) d'approximation pour le tracé des 

courbes afin d'avoir une représentation plus précise de la vraie solution 

et de la solution approchée. 

- On constatera que, pour chacun des 5 temps choisis, la vraie 

solution et la solution approchée sont pratiquement confondues. 

- C'est au voisinage des points ofi l'obstacle est irrégulier que 

l'écart entre la vraie solution et la solution approchée atteint son 

maximum . 

Nous constaterons à nouveau ce phénomène dans l'exemple n02. 

C o u h b ~  11 (X fixé). 
O 

Pour l'ordre (2) d'approximation nous avons tracé les courbes 

t+uhk(t,Xo) et t-+u(t,X). - 
O 



4 )  ExmpLe 2 .  La s o l u t i o n  minimale n ' e s t  p a s  dans  i!f. 

a)  énoncé de  l ' exemple  : 

On prend à nouveau Q = ] 0 , l  [ x ]0,1 [ . 9n c o n s i d è r e  $ d é f i n i  

p a r  : 

$ = O s u r  [O ; 0 , 3 [ x ] 0  ; 1 [  

$ = O  s u r  [0,3 ; I [ X  [O ; :[ 

$ = O s u r  [0,3 ; I [ x  1: ; 11 
1 I 

$ = h , 2 5 t  + 50tX s u r  [0,3 ; 1 [x  [i;,l[ 

1 3  $ = -50tX + 56,25t  s u r  [0,3 ; 1 [ x , 

on a  donc I+!J = O pour t < 0 , 3  e t  pour t f i x é ,  t > 0 , 3  : 
O O 

i ( x ,  t o )  

15,625 - - . 

9,375 - - - i A- -- ---- - - 

I 
1 

I I 
I I I 

Second membre : On prend 

f  = O  s u r  ; 0 , 3 [ ~ ] 0 , 1 [  

f  = O s u r  l e  s u p p o r t  de  $ 

f  = 100x(1-x) + 20- t s u r  

1 



La s o l u t i o n  minimale u  e s t  d é f i n i e  p a r  : - 

u = O  - s u r  [O ; 0 , 3  [ x ] ~ , l [  

1 
= I O O X ( ~ - X ) ~  s u r  [0,3 ; I [ X  [O ; u - 

[0,3 ; 1 [ ]$l[: 

t 3 u = +  s u r  [0 ,3 ,1 [x  ET,$ - 



Nous remarquerons que - u é (:J p u i s q u ' i l  y a un "saut"  au 

temps t = 0,3 .  

V é r i f i c a t i o n  : il e s t  f a c i l e  de v o i r  que : 

- -  'y AU - , = O s u r  [ o , I [ ~  [O ; 0,3[ 
a t  - 

- -  a' AU - f = O s u r  [0,3 ; I [ X  [O,:[ u 
a t  - 

[0,3 ; ~ [ x  1; ; 1r 

u = q J  
1 3  

- s u r  [0,3 ; I r  [pZ1 

Enfin, on remarquera que - A; - f 3 0 dans D' (Q) . a t  

Nous e n  déduisons que - u e s t  l a  s o l u t i o n  minimale de  l ' inéqua-  

tien parabol ique f a i b l e  a s soc i ée  au convexe 

b) Résu l t a t s  numériques : Comme pour l 'exemple précédent ,  nous 

avons ca l cu lé  ( y k )  l a  s o l u t i o n  du problème Ph pour : 

N = 500 T.1 = 20 

Les r é s u l t a t s  obtenus sont  résumés dans l e  t ab l eau  4.b. 



Nous avons d'autre part représenté sur un même graphique les 

courbes x + uhk(x, to) et x + - u(x, t ) 
to étant fixé. O 

Les temps t et l'ordre d'approximation N choisis sont 
O 

précisés sur chaque courbe. 

2 
Rappelons que En+] =J& lun+'-u(n+i)k,ih)/ . 

1 i - 

Ce tableau amène les remarques suivantes. 

i) Les résultats sont mauvais au voisinage du saut en temps 

de $. (t = 0,3) : Ainsi à l'itération 31 (t = 0,31) du cas (2) l'écart 

est de 3,1612 et le pourcentage d'erreur relative maximal 



est de l'ordre de 50 %. Cet écart entre la vraie solution et la solution 

approchée apparaît sur la courbe III. Pour l'ordre (3), cet écart est de 

9,1341 à l'itération 151 (t = 0,302) mais n'est plus que de 1,l à l'ité- 

ration 161 (t = 0,322). C'est donc au voisinage du saut en temps de $ 

que l'approximation est mauvaise. 

Nous avons tenté d'affiner le découpage de l'intervalle de 

temps [O, 1 [ au voisinage de 0,3. La programmation s'est révélée plus 

longue et plus coûteuse, sans que les résultats s'améliorent. 

Rappelons que les seuls points de discontinuité de - u sont 

ceux où il y a croissance discontinue de Pierre [15] . 
ii) Le cas donnant les meilleurs résultats est le 2ème 

(N = 100 M = 10) en dehors du saut de I), le pourcentage d'erreur maximal 

passe de 2,4 X dans le cas 1 à 0,2 % dans le cas 2 mais il est de 0 , 7  % 

dans le cas (3). 

Comme pour l'exemple 1, le choix du critère d'arrêt dans 

- 3 l'algorithme de relaxation ponctuelle (E = 10 ) semble en être la 

cause. 

Couhbeh I I I  (to, fixé). 

Nous avons choisi le cas 2 d'approximation pour le trac6 des 

courbes. 

- au temps 
to = 0,31 on notera l'écart important entre la 

vraie solution (courbe supérieure) et la solution approchée. 

- pour t = 0,41, to = 0,61 et to = 0,81, u et u 
O - kh 

sont pratiquement confondues. 

Cou/rbe T V  (X fixé). 
O 

Pour le 2ème cas d'approximation, nous avons tracé les courbes 



- 
C O W L ~ U  1 : La solution minimale est caractérisée par : S I  J< ,,+ 

t , r r ,  ,' 1 3  
u(to,X) = ll(to,X) sur [T,d - v' 

u(toYx) = IOOX(I-~)t sur [ o , ~ [ u ] ~ , I ]  - O 



C O ~ L ~ U  11 : x fixé 
O 

1 u(xO,t) = lOOx (1-xo)t si xo < - - 3 
O 4 et x > -  

O 4 
1 3  

u(xo,t) = +(x0,t) si x0 B [T,z] - 



- t 
< < 

' B .  
8.. 4- ' ; *! C O W L ~ U  111 : La so lu t ion  minimale u e s t  ca rac té r i sée  par : %L-@ 

u(to,X) = 0 - t O < 0 , 3  ; pour t O ? 0 , 3 :  

1 3  
u(to,X) = +(tO,X) su r  [x,Z] - 

1 
u(to,X) = IOOX(!-X) to sur  [o,~[~]:, 11 - 



u ( t , x  ) = O su r  [O ; 0,3[  x ] O , I  [ - O 

3 U(C,XO) = IOOxo(l-x )t su r  ]0,3 ; 1 [ x  r0.3 U ]0 ,3  ; 1 [ x ]?;. 1 [ - O 

1 3  
U ( ~ , X ~ )  = +( t ,x0 )  su r  L9,3 ; 11 [4.41 - 

20 

u(t,xo> 

Uhk ( t .O) '9 

18 

17 

16 

15 

14 

13 

12 

11 

10 

9 

6 

7 . 

6 - 

5 - 

4 - 

3 - 

2 - 

1 .  

O 

- 

- 

. 

_ 

- 

. 

_ 

. 

- 

- 

O. 1 
I 

0.2 
1 

0.3 
9 

0.1 
I 

0.5 
I 

0.8 
I 

0.7 0.6 0.9 1-n 

t 

IV. x  f i x é  ; l a  s o l u t i o n  minimale v é r i f i e  : 
O 



Les résultats obtenus dans le chapitre 1 peuvent se résumer 

de la manière suivante : 

Lorsque l'hypothèse H) est vérifiée, c'est-à-dire lorsque 

' L n  QJ 

(K* n fi LU = {V c W, v > qS qp} (= K- 1, uE converge vers 
L (0,T:V) 9s 

'L 
u la plus petite solution faible du problème III associé au convexe KA . - 

*Q 

En particulier, pour les obstacles vérifiant 

'L 
K- = { v e  W, v > $  pp} 
$s 

la limite de uE est la solution minimale usuelle, c'est-à-dire associée 

au convexe {v E W, v > $ pp). 

L'hypothèse H) que nous avons introduite est justifiée par le 

fait que le problème n'est pas résolu pour les obstacles de W. Un problème 

ouvert serait donc d'exhiber des exemples d'obstacles de W tels que 

(K+ n s), strictement inclu dans K f l  (U et GS # (pour 1 ' égalité qp) . 
'4 

Remarquons qu'en l'absence d'hypothèse H) on a toujours 

CI CI Ci A 

u($,O,f) (resp. u(QS,O,f) désignant la solution minimale associée au 

' L A  
convexe {v E W, v 2 $ pp} (resp. {v t W, v 2 qS qp}). 

Les rapports entre capacité elliptique et capacité parabolique 

n'ont pas été abordés mais cette étude pourrait faire appel au théorème V. 

L' étude du cas hyperbolique Mignot-Pue1 LI 41 et des inéquations 

quasivariationnelles d' évolution Mignot-Pue1 [12] reste ouverte. 



Dans le chapitre II, nous avons choisi la méthode des différences 

finies pour l'approximation sur [o,T[ et sur Cl. 

Toute autre approximation conservant la croissance de l'appli- 

cation $ + u(+) (= lim u ) conviendrait. 
hk 
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