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NOTATIONS et DEFINITIONS 

3;1" espace vectoriel de dimension n construit sur 1é1: i l i . IpS cias r - k e l s  R .  

f fonction réelle définie sur nn 3 valeurs dans EI%, 

Vf(5) = g(xk) = gk gradient de f au point %, 

v2f(\) = G ( 3 )  = % hessien de f au point 5, symétr-iqi;e, 

- 
sk - x ~ + ~  - 5 différence de points successifs, 

- 
Yk - =kt1 - gk différence de gradients successifs, 

A~ la transposée de la matrice A, 

A - 1 la matrice inverse de la matrice A 

A~ la matrice "racine carrée" de A 

1 1 A I  1 la n o m  euclidienne de A 

1 1 X I  1 la norme euclidienne de x dans W" 

Cs, y> le p r o b i t  scalaire des vecteurs s et y 



I N T R O D U C T I O N  



Ce travail entre dans le cadre de la minimisation d'une fonction réelle 

continuement différentiable sans contrainte, i.e. minimiser f(x) pour x parcou- 

rant IRn. Ce type de problème, propre en soi, sert souvent pour résoudre des 

problèmes de minimisation avec contraintes. En effet, beaucoup de méthodes 

proposées jusqu'ici en optimisation avec contraintes conduisent à remplacer 

le problème donné par une suite de problèmes sans contraintes. C'est le cas 

des méthodes de pénalités (Carol C81, Fiacco et Mc-Cormick C181, Lootsma C351, 

Zangwill C491) et des méthodes des multiplicateurs (Bertsekas C3, 41, Di Pillo 

et Grippo C161, Hestenes C291, Miele, Moseley, Levy et Coggins C361, Powell C421, 

Rockafellar C441) . 

Les algorithmes proposées consistent à déterminer le successeur du 

n point courant x sous la forme k x ~ + ~  = xk + Xk dk, où dk, vecteur deîR , est 

la direction et X un réel strictement positif, est le pas. Pour la déter- k y 

mination de la direction, une condition nécessaire pour obtenir la convergence 

est que le produit scalaire de dk et du gradient de f au point \ Y  noté g , k 

soit négatif. On dit alors que cik est une direction de descente. Pour la 

détermination du pas, appelée recherche linéaire, nous exigeons au moins que 

f(xk + Ak dk) soit strictement inférieure à f(x ) . De plus, pour assurer une k 

bonne vitesse de convergence, des conditions sur la dérivée directionnelle en 

\+l sont souvent demandées. 

Pour la rechercher linéaire, plusieurs méthodes ont été proposées : 

citons la minimisation exacte dans la direction dk, la recherche linéaire 

d'hijo C21, la recherche linéaire de Goldstein C271, et la recherche linéaire 

de Wolfe C481. Cette dernière sera avantageusement utilisée dans ce travail. 



Pour l a  détermination de l a  d i rec t ion ,  depuis p lus ieu r s  années, 

d i f f é r e n t e s  méthodes ont  é té  dé f in ies .  La p lus  ancienne (Cauchy Cg]) cons i s t e  

à prendre pour d i rec t ion  l 'opposé du gradient .  Les méthodes d i t e s  de gradient  

conjugué déf in issent  l a  d i r e c t i o n  dk par  % = -gk + yk %-1, où yk e s t  un 

r é e l  s t r ic tement  p o s i t i f .  Les d iverses  méthodes de gradient  conjugué corres-  

pondent aux d i f fé ren tes  manières de c h o i s i r  l e  r é e l  yk. Ces méthodes son t  

dues à Hestenes e t  S t e i f e l  C281, e t  depuis, e l l e s  ont  f a i t  l ' o b j e t  de travaux 

de l a  p a r t  de nombreux au teurs  dont, par  exemple, F le tcher  e t  Reeves C25 1, 

Polak e t  Ribière C411 e t  Mukai [38 1. 

- 1 
L a  méthode de Newton d é f i n i t  l a  d i rec t ion  p a r  4( = Gk gk. Cet te  

d é f i n i t i o n  e s t  déduite  du développement de Taylor d 'ordre  deux de f : q k ( s )  = 
1 f (xk)  t <s, gk> t 2 CS, G k s >  où s = x - 5. Le successeur de xktl e s t  c h o i s i  

- - 1 
comme zéro du gradient  Vqk(s) = G k s  t gk, ce  qu i  donne \+l - xk - Gk gk ' 

Le pas  X e s t  identiquement é g a l  à 1 .  Sous c e r t a i n e s  hypothèses, ( v o i r  
k 

Kantorovich e t  Akilov [321), c e t t e  méthode a une convergence loca le  d 'ordre  2 .  

Les méthodes d i t e s  de métrique va r i ab le  ou de quasi-Newton, dont f a i t  

p a r t i e  l e  t r a v a i l  proposé i c i ,  ont  é t é  in t rodu i t e s  pa r  Davidon [Ill. E l l e s  

cons i s t en t  à remplacer, dans l a  dé f in i t ion  de l a  d i r e c t i o n  de Newton, l ' i n v e r s e  

du hess ien  par une matrice H obtenue de manière i t é r a t i v e .  L'inverse d'une 
k ' 

t e l l e  matr ice,  notée Bk, e s t  une approximation du hessien.  Le t r a v a i l  de 

Davidon a é t é  r e p r i s  par  F le tche r  e t  Powell f 2 4 i  q u i  ont  donné l a  formule 

b ien  connue de l a  DFP à s a v o i r  (H-formule) : 



Une autre formule, appelée BFGS, abondamment utilisée, a été trouvée 

indépendamment par Broyden C7 1, Fletcher C22 1, Goldfarb C26 1 et Shanno C46 3 .  

Nous pouvons l'écrire sous la forme suivante donnée par Shanno C461 : (H-formule) 

Ces deux matrices font parties de la classe des matrices de Broyden C61 

Cette dernière famille groupe les matrices de Huang C301, qui vérifient 

la condition dite de quasi-Newton suivante : 

%+l = %+l %+l 
doit être une direction de descente, on exige 

des matrices I$+,. d'être symétriques strictement définies positives. Cette 

propriété est vérifiée par les matrices de Broyden pourvu que le produit 

scalaire <sk, yk > soit strictement positif (propriété qui dépend de la 

recherche linéaire utilisée) et que la matrice % soit symétrique strictement 
définie positive. Remarquons que les matrices inverses, Bk+l , peuvent être 

obtenues explicitement à l'aide de la formule de Sherman-Morrison (cf. C391). 

Pour d'autres études sur les matrices de métrique variable, et plus 

particulièrement des matrices de D.F.P et de BFGS, le lecteur peut se référer 

à Dennis C131, Dennis et Moré C14, 151, Dixon C171, Lenard C341, Powell C431, 

Ritter C451. 

Dans tous les travaux cités, les résultats de convergence des méthodes 

de métriques variable sont obtenus sous des hypothèses de convexité et des 

conditions portant sur le hessien de la fonction économique. 



Dans ce t r a v a i l ,  des hypothèses p lus  f a i b l e s  seront  u t i l i s é e s  à s a v o i r  

1 f de c l a s se  C e t  f bornée inférieurement. E l l e s  permettront d 'ob ten i r  l a  

convergence. 

Après avo i r  donné, au chapi t re  1, quelques remarques s u r  l a  recherche 

l i n é a i r e  de Wolfe e t  l a  formule de BFGS, nous déf in issons ,  au chap i t r e  II, 

à l ' a i d e  de paramètres r é e l s ,  deux B-corrections a i n s i  que deux H-corrections 

de rang 1 d'une matrice symétrique s t r ic tement  d é f i n i e  pos i t ive .  Ces deux 

types de correc t ions ,  insp i rées  des formules de D.F.P e t  de BFGS, nous per- 

mettront ,  au chap i t r e  III, de d é f i n i r  une fami l l e  de matrices de métrique 

va r i ab le  Bk, d i t e s  de rang 2 ,  uniformément majorées a i n s i  que l e u r s  inverses .  

Ceci permettra dans l e  chap i t r e  I V  de démontrer l a  convergence de t e l l e s  

méthodes de métrique var iable .  Nous montrerons, sous des condit ions p lus  

f o r t e s ,  que c e t t e  convergence e s t  au moins R- l inéa i re  ( c f .  C393, chap i t r e  9 ) .  

Une ca rac té r i sa t ion  des paramètres assurant  l e s  r é s u l t a t s  du chap i t r e  III 

a i n s i  que l a  convergence des s u i t e s  de matrices sont  données au chap i t r e  V.  

Au chapi t re  V I ,  des r é s u l t a t s  numériques, f o r t  encourageants, obtenus en 

u t i l i s a n t  l 'une des matrices du chap i t r e  III, son t  données en comparaison 

avec ceux obtenus avec la formule de B.F.G.S. Nous avons u t i l i s é  l e  code 

M l Q N l  de Modulopt, fourni  p a r  C.  Lemaréchal. C 'es t  une version équivalente 

du code VA13A de l a  bibl iothèque de Harwell (M.J.P. Powell) conçu pour l e  

B.F.G.S. 

Ce t r a v a i l  a  f a i t  l ' o b j e t  d'une note : MM. FIOROT e t  EL HALLABI Cl91 

e t  d'une cornunication au NATO A R 1  on N.L.  O D ~ .  : FIOROT and EL HALLABI C201. 



C H A P I T R E  1 

QUELQUES REMARQUES SUR LA 

RECHERCHE L 1 NEA 1 RE DE WOLFE 

E T  LES MATRICES DE 

B F G S  



1.1 - D E F I N I T I O N  

Si 5 est un point de IRn et t un vecteur de IRn, nous dirons que t 
est une direction de descente au point 5 si le produit scalaire des vecteurs 

g et d est strictement négatif. k k 

1 . 2  - RELATION ENTRE LA RECHERCHE L INEAIRE ET LE PRODUIT SCALAIRE DES 

VECTEURS s ,-yk 

Nous rappelons l'algorithme de recherche linéaire de Wolfe (483 : 

Etant donné d , ,  une direction de descente au point xk, cl et c2 deux réels 

vérifiant : 

o < c  p c 2 < 1  

le pas Xk sera choisi tel que : 

Dans un algorithme général de métrique variable, on utilise*une 

recherche linéaire telle que le produit scalaire de sk et yk soit strictement 

positif. Ceci permet d'obtenir des matrices B k EH, strictement définies k ' 
positives. Ainsi Dennis et Moré El51 démontrent que si B est une matrice k 

symétrique strictement définie positive et si B est une matrice de la k+l 

famille de Broyden alors le produit scalaire Csk, yk > est strictement positif 

si et seulement si la matrice B (symétrique) est strictement définie k+l 

positive. Dans le même article, les auteurs signalent que si d est une k 

direction de descente alors le produit scalaire Csk, yk> est strictement 

positif si et seulement s'il existe Bk dans 10, 1C tel que le produit scalaire 

<Sk' gk+l > soit supérieur à ai( Csk, gk>. Nous pouvons considérer d'après ce 

qui précède que, dans un algorithme de métrique variable utilisant une matrice 



de Broyden, l e  deuxième c r i t è r e  de choix de l a  recherche l i n é a i r e  de Wolfe 

( 1.2.3 a une c e r t a i n e  importance. 

1.3 - DEFINITION ( c f  C391) 
* 

On d i t  que l a  s u i t e  {xk, k N} converge R - l inéairement vers  x s i  : 

1 1 %  - x*II ' c 6 
k 

(1.3.1) 

où 0 e s t  un r é e l  de l ' i n t e r v a l l e  IO, 1C e t  c une constante.  

1.4 - DEFINITION ( c f  C391) 
* 

On d i t  que l a  s u i t e  {xk, k E N} converge superlinéairement vers  x si  : 

* 
I Ixk+l - x 1 1  Lim = O 

k-+= 1 1 %  - X * I I  

1.5 - DEFINITION ( c f  C391) 

* 
On d i t  que l a  s u i t e  {xk / k N} converge à l ' o r d r e  p , 1 vers  x s i  : 

où a e s t  un r é e l  non nul.  S i  p = 2 l a  convergence e s t  d i t e  quadratique. 

Dans l e s  d i f f é r e n t s  algorithmes de métrique va r i ab le  proposés, une des 

hypothèses, capi table  pour l a  convergence de ces algorithmes, e s t  l a  convexité 

g lobale  de l a  fonction économique ( v o i r  Cl5 1, C34 1, C401, 143 1, C45 1). 

Néanmoins, l e s  d i rec t ions  de recherches l i n é a i r e s  sont  l e s  seules  p a r t i e s  

n de IR qu i  interviennent  effectivement dans l a  progression de ces algorithmes. 



. . 

Ceci  s e  t rouve  i l l u s t r é  dans l e  t r a v a i l  de Dennis e t  Moré 1151 où l e s  auteurs 

o n t  é t a b l i  une cond i t i on  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  de convergence s u p e r l i n é a i r e  

à s a v o i r  : 

où u = sk/ 1 1 sk 1 1 . C'es t  à d i r e  que pour a v o i r  une convergence s u p e r l i n é a i r e ,  
k 

il s u f f i t  ( e t  il f a u t )  que Bk converge vers  l e  hes s i en  de f uniquement 

s u i v a n t  l a  d i r e c t i o n  de recherche  l i n é a i r e  q u i  e s t  a l o r s ,  expl iquent  les 

a u t e u r s ,  dans f151, asymptotiquement une d i r e c t i o n  de Newton. Dans l e  c a s  où 

f e s t  quadrat ique s t r i c t e m e n t  convexe,' l a  ma t r i ce  B e s t  en géné ra l  l ' i n v e r s e  
n t 1  

du h e s s i e n  de f .  Nous pour r ions  donc nous a t t e n d r e  à c e  que, s e u l e s ,  l e s  

p r o p r i é t é s  de l a  fonc t ion  f ,  r e s t r e i n t e s  à l a  d i r e c t i o n  de r e c h e r c b  l i n é a i r e ,  

a i e n t  une importance pour  l a  convergence g loba le .  En f a i t  c e t t e  convergence 

a j u ç q u l i c i  é t é  obtenue, comme nous l 'avons d é j a  d i t ,  soui l ' h y ~ o t h è s e  de 

convex i t é  de  f .  



1.7 - PROPOSITION 
S i  A e s t  une matr ice  (n ,  n)  symétrique d é f i n i e  p o s i t i v e  a l o r s  pour 

t o u t  x de IRn nous avons : 

i i b 1  j 2  5-.11~11 <x,  (1.7.1) 

Preuve : 

L'opérateur 1 1 AI  1 In - A e s t  d é f i n i  p o s i t i f  d 'après  l a  d é f i n i t i o n  

de l a  nome.  I l  commute avec A.  Nous en déduisons, d ' ap rès  (C331, I f ,  1 .12) ' 

que l ' o p é r a t e u r  produi t  A( 1 1 A I  1 I-A) e s t  d é f i n i  p o s i t i f ,  i .e .  pour t o u t  x 

n 
dans IR nous avons <x, A( 1 1 A I  1 I-A)x> p o s i t i f  ou nu l ,  q u i ,  compte tenu de 

l a  symétrie  de A ,  donne l e  r é s u l t a t .  

Dans Cl51 l e s  auteurs  démontrent que l a  condit ion nécessa i re  e t  

s u f f i s a n t e  de convergence super l inéa i re  (1.5.2) e s t  r é a l i s é e  pour l a  DFP e t  

2 * * l a  BFGS sous l e s  hypothèses su ivantes  : f  de c l a s se  C , g ( x  ) = O ,  G(x ) 

sIrnétrique s t r ic tement  dé f in i s  p o s i t i f  e t  l i p s c h i t z i e n  dans un voisinage 

* +a0 * 
convexe compact V de x , 1 1 1 %  - x I I  < +a0 . Ils obtiennent comme 

k=o 
r é s u l t a t  intermédiaire que l e s  matr ices  B a i n s i  que l e u r s  inverses  sont  

k 

uniformément bornées. Pourla BFGS, Powell, dans C431, a montré La convergence 

de l a  s é r i e  ci-dessus, en a jou tan t  l 'hypothèse que f  e s t  uniformément 

s t r ic tement  convexe dans V, i . e .  il e x i s t e  deux constantes m e t  m2 1 

s t r ic tement  p o s i t i v e s  t e l l e s  que : 

pour t o u t  x dans V e t  t o u t  y dans Rn. 

Sous ces hypothèses, nous donnons l e  lemme 1.9 suivant ,  qui ,  bien q u ' i l  

n ' a i t  jamais é t é  publié  e s t  connu de c e r t a i n s  auteurs ( p a r  exemple C471). 



1.9 - LEMME 

La s u i t e  m a t r i c i e l l e  {A% = \,l - (où E& e s t  dé f in ie  par  l a  

formule de BFGS) converge v e r s  zéro. 

Preuve : 

De l a  p ropr ié t é  (1.5.21, de l a  con t inu i t é  du hess ien  e t  de l a  convergence 

* 
de xk vers x nous déduisons que 

où z e s t  donné p a r  (1.5.3). Ecrivons l a  r e l a t i o n  (1.9.1) sous l a  forme : k 

Posons u'  k z B k u k  et v 'k  ( I .9 ,3 )  

1) I l  e x i s t e  deux constantes m '  e t  M' s t r ic tement  pos i t ives ,  t e l l e s  

que S M '  e t  m '  6 <%, u lk>>S M I .  Ceci r é s u l t e  du f a i t  que l e s  matr ices 

Bk,  k  r 34, e t  l e u r s  inverses  sont uniformément majorées. 

2 )  Il e x i s t e  m e t  M deux constantes s t r i c t ement  pos i t ives  t e l l e s  que 

S M  e t  m a  < u., v t k >  a  M. 

Ceci e s t  conséquence de (1.9.3) e t  de : 

* 
( i l  La s u i t e  {xk, k E IN) converge vers  x  , minimum l o c a l  s t r i c t  de f ,  

* 
( i i )  G(x) e s t  continue s u r  V voisinage convexe compact de x . 

1 - 1 - 
3 )  La s u i t e  wk = < u f k ,  \> - < v V k ,  y<>2 converge vers  zéro. 

Nous avons : 
1 - 1 - 
2 2 - < u ' ~ - v ' ~ ,  uk> < u t k ,  \> - < v ' ~ ,  %> - 1 

- 1 - 
2 

<utk ,  %> + < v t k ,  \> 2 



qui  donne 

- - 
2 

< u t k ,  + < V I k >  2 

I I u f k  - V '  I I  
qui  d 'après 1 )  e t  2) implique que )w 1 e s t  i n f é r i e u r  ou égal  à 

k 
k m+&l 

qu i  converge ve r s  zéro d 'après  (1.9.2) e t  (1.9.3) .  

u ' 
k 

v ' 
4) La s u i t e  - k 

1 1 
converge vers  zéro : 

e t  en passant aux normes, nous obtenons : 

e t  nous concluons d 'après (1.9.2) '  (1.9.3) e t  3 ) .  

5 )  La s u i t e  AB converge vers  zéro. 
k 

Nous avons 
t t 

Yk yk ( Bksk) ( Bksk) - - - 
<sk> yk> <BkSk'  sk> 

Dans l e  deuxième membre de (1.9.5) ci-dessus, nous divisons dans chaque 

terme l e  numérateur e t  l e  dénominateur par  1 1 sk 1 1 2 ,  ce qui  donne d 'après  (1.9.3 1 : 



u ' k - v ' 
Posons = et v = k 

k 9 

J<uVk' 5' h v ' , ,  %' 

ce qui donne 

- - -t - -t 
ABk - Vk Vk - Uk Uk, or nous avons : 

- -t - -t - - - -t - - t 
Vk Vk - Uk 5 - (euk + vk)% + vk(-uk + vk) , 

d'où 1 1 ~ ~ ~ 1 1  s 1 1 %  - G k ( l  ( ( I < l l  + ( 1 ;  k 11) qui converge vers zéro 

d'après ( 1 . 9 . 6 ) .  l), 2)  et 4 ) .  



C H A P I T R E  I I  

B - CORRECTION D E  RANG 1 

H - CORRECTION D E  RANG 1 



1 NTRODUCTION 

Dans ce chapitre, nous nous proposons de corriger une matrice symétrique 

strictement définie positive par une matrice anti-scalaire, i.e. de la forme 

n 
U U  où u est un vecteur de PI . Pour simplifier son utilisation ultérieure, 
cette correction sera traitée sous deux formes différentes : l'une dite 

B-correction, l'autre dite H-correction. Ces deux appellations sont à rapprocher 

des appellations de B-formule et H-formule de métrique variable. Des conditions 

pour que la matrice résultant d'une telle correction soit strictement définie 

positive seront données ainsi que des relations entre les normes de la matrice 

et de sa corrigée. Ces relations seront utilisées par la suite pour les 

formules de rang 2. 

I I  .1 - DEFINITION 
Si la direction % est fournie comme solution du système linéaire 

Bk dk = -gk nous dirons qu'elle est obtenue par une B-formule. 

11.2 - DEFINITION 
Si la direction % est définie par cik = -Hkgk, nous dirons qu'elle 

est obtenue par une H-formule. 

11.3 - LA PREMIERE B-CORRECTION 

Soient : 

- B une matrice symétrique, strictement définie positive, d'inverse H, 
n - s un vecteur d e n  , non identiquement nul, 



- a un réel strictement positif, 
- f3 un réel positif ou nul, 

- E un entier prenant les valeurs +1 ou -1. 

Sous les hypothsses ci-dessus, considérons la matrice symétrique 

suivante : 

Rappelons la B-formule de la BFGS : 

La matrice 8 peut-être considérée;.comme une perturbation d'une formule 
incomplète de 8' ci-dessus. 

11 .3 .1  - Pmpo&.&ion 

B étant strictement définie positive, dans les cas suivants : 

(il s = l , a > O e t  6 2 0  (11.3.1.1) 

(ii) E = -1, O 5 6 < a (11.3.1.2) 

3 est strictement définie positive. 

Preuve : 

n 
Calculons <z, %z> pour z un vecteur quelconque de R . 

<Z 
Nous avons <z, Bz> = acz, Bz> + rB IBS, 
(i) si E = 1, pour a strictement positif et B positif ou nul 3 est 
strictement définie positive. 1 - 
(ii) si E = -1, comme B est symétrique strictement définie positive <z,  Bz> 

2 
k 

est une norme de z, noté Ilzl lB  et <z, s > ~  
= <z, Bs> est le produit scalaire 

de z et s relativement à cette norme. 



Nous avons : 

2 2 2 2 
<a, 42, = {al 121 1, Ils1 1, -B<s, z > d  1 1  lsl 1, 

De 1' inégalité de Cauçhf -Sahwartz <z, 2 2 
s>, S 1121 1, llslli, nous déduisons 

que si 6 est strictement inférie- 3 a, alors <z, 3z> est strictement 

positif pour tout z non nul de lR". 

11 .3 .2  - Pmpob&on 

Sous les hypothèses précédentes nous avons les relations suivantes 

entre les nonnes de B et de 3 : 
(il si E =  1, a >  O e t  6 2 0  I I % I I  S (a+B) IlBll (11.3.2.1) 

(ii) si E = -1, O S fi < a I I ~ I ~  all~ll (11.3.2.2) 

Preuve : 
1 - 
2 Soit B la racine carrée de la matrice B. elle est symétrique 

strictement définie positive. COHI& <Bs, s> = 1 (B's 1 1 2 ,  nous obtenons 

1 i l  
- 2 L 7 T t  

1 - 
2 

% = a ( B )  + E B B  2 (B s)(B s) B2 
3 (11.3.2.3) 

J. 1 - 
2 8 2  B s  Posons u = (0) 
1 - 

1 b2sl l 
1 - 1 1 
2 

- 2 
t 

Nous obtenons % = a B CI + euutlB2, d'où 11Î1(1 S a (lB211 1 1 1  + EUU 1 1 .  
1 - 2 1 
2 

- 2 
NOUS savons que I ~ B  I I  = I I ( B ~ )  1 1  = 1 1 ~ 1 1 .  
Par suite nous avons 



1 )  S i  E = 1, pour x de norme 1 nous avons 

2 2 
I ( ( I  + UUt)Xl12 = 1IxlI + Cu, x t 2  I l u ( (  + 2 <u, x> 2 

t 2 
C e  qu i  donne 11(I + uu x l l  i; 1 + l l u l l  pour t o u t  x de norme 1 delRn ; 

u l ' é g a l i t é  e s t  a t t e i n t e  pour x -, d'où 
1 lu11 

t 1 1 1  + UU I I =  1 + I  jUli2 
D ' après  ( II. 3.2.4 ) nous avons a l o r s  

B a+B 1 1 1  + uutl1 = 1 + - = - , ce  qu i ,  avec (11.3.2.5) permet de a a 

conclure. 

2 )  S i  E = -1, pour x de norme 1, nous avons 

t I ( ( 1  - uut) .1 l 2  = + 1 ((UUt) x ( 1 2  - 2 <x, uu x> 

2 = 1 + Cu, x> llu112 - 2<u, x> 2 

2 B O r  d 'après (II .3.2.4) ,  I l u l l  = :qui d 'après (11.3.2.2) e s t  i n f é r i e u r  3 2, 

t 
.par  s u i t e  1 1(I - uu 1x1 1 S 1. La valeur 1 e s t  a t t e i n t e  pour t o u t  vecteur x 

de norme 1, perpendiculaire à u. 

Par  s u i t e  

t 1 1 1  - uu I I =  1 (11.3.2.7) 

Ce qu i  compte tenu de (11.3.2.5) permet de conclure. En fait nous pouvons 

prendre a = B(a # O) dans ( i i )  . 

1 1 . 3 . 3  - Fohmuee de Sheiunan-MontLibon (cd. 3 9 )  

S i  A e s t  une matrice (n ,  n )  r égu l i è re ,  v e t  w deux vecteurs de IRn, 

a l o r s  l a  matrice A + vut est régu l i è re  s i  e t  seulement s i  1 + <w, A" v> 



est non nul, et nous avons : 

D'après la proposition II. 3.1, 8 est régulière. Notons 3 son inverse. 
En appliquant la formule ( II. 3.3.1) ci-dessus 3 la matrice Êf donnée en 

(11.3.1) nous obtenons 

7 1 . 3 . 4  - Pmpo&iAon 

Sous les hypothèses précédentes, nous avons les relations suivantes 

entre les n o m s  de H et de ?f respectivement inverses de B et de b. 

(i) si E = î, a > 0 et fi 2 0 IIRII si l l ~ l l  (II. 3.4.1) 

Preuve : 1 - 
2 Soit H la matrice racine carrée de H. Elle est symétrique, par suite 

2 

11 ~'11 = 1 1 H 1 1 .! La matrice II peut s 'écrire sous la forme suivante 

qui donne 

Pour les deux valeurs de E, le réel a+EB est strictement positif. 



S i  nous posons 

nous avons 

L ' inéga l i t é  (11.3.4.3) s ' é c r i t  a l o r s  

1 
1)  s i  E = 1, (11.3.4.5). devient  1 131 1 $ 1 I H ( I  1 1 1  - uutl 1 

e t  nous pouvons canclure d ' après  ( II. 3 .a. 7 ) . 
1 2) S i  E = -1, (11.3.4.5.) devient  I I # (  ( S - 1 I H I  1 1 1 1  + uutl 1 e t  a 

d ' après  ( I I .  3.2.6 ) nous avons a l o r s  

1 2 1 
@ ce  q u i  donne I181I 5 ;  I I H I I  ( 1  + I l u l l  ) = a I I H I I  ( 1  +a). 

1 1.4 - LA DEUX1 EME B-CORRECTION 

7 7 . 4 . 0  - H y p o f i è b ~  

Soient : 

- B une matrice (n ,  n)  symétrique s t r ic tement  d é f i n i e  p o s i t i v e ,  d ' inverse  H ,  

n ii - s,  y deux vecteurs de1R t e l s  que l e u r  produit  s c a l a i r e  <s, y> s o i t  

s t r ic tement  p o s i t i f ,  

iii - a un r é e l  s t r ic tement  p o s i t i f  

i v  - B un r é e l  p o s i t i f  ou nu l  

v - E un e n t i e r  prenant l e s  va leurs  +1 ou -1. 



Sous les hypothèses ci-dessus, considérons la matrice symétrique 

suivante 

En remplaçant dans la H-formule de la BFGS, donnée par Shanno N61, (H, y, s) 

par (B, s, y )  nous obtenons la B-formule de la D.F.P, a savoir : 

Elle peut s'écrire encore : 

Ainsi la matrice 8 définie par (II .4. O) peut être considérée corne une 
+ 

perturbation d'une formule incomplète de la matrice B ci-dessus. 

Donnons quelques résultats dont les démonstrations seront déduites 

du paragraphe ultérieur 11.5. 

71 .4 .1  - Phopob.&i.on 

B étant une matrice symétrique strictement définie positive, dans 

les deux cas suivants 

(i) & = I , a > O  $ 2 0  (11.4.1.1.) 

(ii) & =-1,O s $ s a  (a # 0) (11.4.1.2) 

8 est strictement définie positive. 

Sous les hypothèses précédentes, nous avons les relations suivantes 

entre les normes de B et de 8 



Soit 4 la matrice inverse de 4. D'après la formule de Sherman-Morrison 
(11.3.3.1) Q est donné par 

11.4.3 - Phopob.&ion 
Sous les hypothèses précédentes, nous avons les relations suivantes 

entre les normes de H  et 4 : 
(i) si E =  î., a < O  et 0 2 0  I I $ ( I  < $ ~ ~ H I I  

1 
(ii) si tz =-1, 0 5 B < a ,  1181 ( s - 1 I H I  1 

a- B 

II. 5 - LA PREMIERE H-CORRECTION 

1 2 . 5 . 0  - tlypothed~ 

Soient : 

i - H' une matrice (n, n) symétrique, strictement définie positive, d'inverse B', 
n 

ii - y un vecteur de IR non identiquement nul, 

iii - 6 un réel strictement positif, 

iv - y un réel positif ou nul, 

v - tz' un entier prenant les valeurs +1 ou -1. 

Sous les hypothèses ci-dessus, considérons la matrice symétrique 

suivante : 



E l l e  peut ê t r e  considérée comne une pertunbation d'une formule 

incomplète de l a  H-formule de l a  DfP rappelée en in t roduct ion  (0 .1 ) .  

H '  é t a n t  s t r ic tement  dé f in ie  p o s i t i v e ,  dans l e s  cas  su ivants  : 

(ii) E '  = -1, O 5 y < 6 - 
H' e s t  s t r ic tement  dé f in ie  pos i t ive .  

Preuve : E l l e  e s t  identique à c e l l e  de l a  proposi t ion 11.3.1 ; il s u f f i t  de 

remplacer dans c e t t e  dernière  ( E ,  a,  B, s, B) par  ( E ' ,  6, y ,  y, H). 

Sous l e s  hypothèses précédentes, nous avons l e s  r e l a t i o n s  suivantes 
C 

e n t r e  l e s  normes de H '  e t  H '  : 

Preuve : 

E l l e  e s t  l a  mgme que pour l a  proposi t ion (11.3.2). 

En u t i l i s a n t  l a  formule de Sherman-Morrison (11.3.3.1) nous obtenons - 
B' l a  matr ice inverse de H f  suivante : 

Sous l e s  hypothèses précédentes, nous avons l e s  r e l a t i o n s  suivantes 

e n t r e  l e s  normes de B '  e t  B '  : 



Preuve 

Elle est identique a la démonstration de la proposition (II .3H) : 

il suffit de remplacer dans cette dernière (c, a, 6, B, s) par (E', 6, y, H, y) .  

II .6  - LA DEUXIEME H-CORRECTION 

11.6 .0  - t f ~ Z . h & ~  

Faisons les hypothèses suivantes : 

i - H' est une matrice (n, n) symétrique strictement définie positivedainverse B', 

i - s, y sont deux vecteurs de R" dont le produit scalaire est strictement 
positif, 

iii - 6 est un réel strictement positif, 
iv - y est un réel positif ou nul, 
v - E' est un entier prenant les valeurs +1 ou -1. 

Sous les hypothèses précédentes II. 6.0, considérons la matricg 

symétrique suivante : 

Elle peut être considérée comme étant une perturbation de la H-formule de 

la BFGS donnée en (0.2). En effet (0.2) peut s'écrire conmie suit 



où l'indice k a été omis dans le membre de droite et l'indice k+l a été 

remplacé par le signe + dans le membre de gauche. 

7 1 . 6 . 1  - PmpoktLon 

H' étant strictement défini positive, dans les cas suivants : 

(i) E' = 1, 6 > O et y 2 O (11.6.1.1) 

(ii) E '  = -1, O I y s 6 (6 # O) (11.6.1.2) 

n' est strictement définie positive. 

Preuve : 

n Pour z un vecteur de R , calculons <z, H'z> ; nous avons 

Comme H' est symétrique, strictement définie positive, la fonction 
1 

z  -+ c z ,  H1z>' est une norme, notée ( 1 z ( 1 <z, est le produit scalaire 

des vecteurs z et y  relativement à cette norme. L'égalité (11.6.1.3) s'écrit 

donc 
- 2 2 2 

< z ,  H'z> = Cd 1121 1 lyl l H l  + E'  Y 2 ,  + 6 1121 lit Y>] I D 

(11.6.1.4) 

où D = <s,  y> + ( ( y (  (i, qui est strictement positif d'après l'hypothèse 
11.6.0 (ii). 

1) si E'  = 1, il est évident que pour 6 strictement positif et y 

positif ou nul est strictement positif puisque H' l'est. 

2 )  Si E'  = -1, l'égalité (11.6.1.4) s'écrit : 
- 

<z, H1z> = 2 2 2 
cd 1 I z I  I H i  1 I Y I  l H f  - Y <z, • 6 1 121 (S. Y>] / D 

De l'hypothèse (11.6.1. ii) et de l'inégalité de CBhohy-Schwarz nous 

déduisons que si y, réel positif, est inférieur ou égal B 6, réel strictement 



positif, alors <z, fite> est strictement positif pour tout z non nul de R". 

11.6.2 - P m p o h U n  

Sous les hypothèses précédentes nous avons les relations suivantes 

entre les normes de H' et fi' : 

(i) si c1=1,6 > O et y 2 O Ilfi'll r (y+&) llH1ll 

(ii) si et=-1,0 s y s 6, I l f i l I I  s 6 IIH1II 

Preuve : 

Soit T la racine carrée de H', elle est symétrique strictement 

définie positive. L'égalité (11.6.0) s'écrit alors : 

Posons 

- 
D = ( 1  I ~yl l 2  + CS, pl2, nous avons alors : 

En passant aux normes et en tenant compte de 1 1 T I  1 = 1 1 H' 1 1 nous obtenons 
alors t llH1ll s 6 HH'll 1 1 1  + E w  1 1  (11.6.2 .5) 

1) Si E ' =  1, l'inégalité (11.6.3.5) devient 1 I f i t I  1 S 6 ( ( ~ ' 1  1 111 + vvtl 1 ,  
2 

ce qui donne d'apr8s (11.3.2.6) I I f i t I I  S 6 I)H1]I (1 + ( I V !  1 1. Or nous avons 

(11.6.3.41 qui donne 

llvl l 2  = 1 Id l 2  < $ , d'où 
1151 l 2  + Y> 



2) si E' = -1, l'inégalité (11.6.3.5) s'écrit 

I l f i l l I  6 I I H ' I I  II1 - wtll 
2 

qui permet de conclure d'après (II .3.2.7) car 1 1 V I  1 est inférieur .3 2. 

D'après la proposition 11.6.1 fi' est inversible. Son inverse E t  est 

donné par la formule de Sherman-Morrison (11.3.3.1). Nous avons : 

i' = + B' - " $ (6 t L'Y) <H'y>Ly> t 6 <s, y7 (11.6.2.6) 
1 - 
2 -1 Comme (BI) = T , nous pouvons écrire : 

71.6.3 - PhopobLtbn 

Sous les hypothèses précédentes, nous avons les relations suivantes 

entre les normes de B' et 6' : 

i) si E' = 1, 6 > O et y i O 118'11 ~ ~ B ' ~ ~  (11.6.8.1) 

ii) si E '  =-1, O s y < 6 1 ilati I &r I I B ~ I I  (11.6.3.2b 

Preuve : 

posons v =  [ Y W  
(&+Y) 1 Ily! l 2  + 6 CS, y> 1" 

1 -1 
l'égalité (11.6.2.7) s'écrit 8' = ;5 T rI - wt1 T-', ce qui d'après (11.3.2.7) 

permet de conclure. 

posons Ty, il&galité (11.6.2.7) s'écrit 
(6-Y) 1 l ~ y 1 1 ~  + 6 <s, y> 



1 T-l 
alors Ë f  = 3 CI + wt] T-l, qui d'après (11.3.2.6) donne 

-1 2 
or nous avons I I T  I I  = ll~lllet 

Y I  1 ~ ~ 1  l 2  
llV1l2 = 

(6-y) ( ( ~ y l  l 2  + 6 <s, y> 

ce qui, compte tenu de (II. 6.3.31, permet de conclure. 

Remarque 

Les quatre corrections précédentes sont d'un même type : les matrices 

corrigées sont toutes de la forme A - + uut ou A est une matrick (n, n) et u un 
vecteur colonne de IR". Elles ont été introduites sous différentes formes pour 

être utilisées corne. telles dans la suite. 



C H A P I T R E  I I I  

.' : 

CONSTRUCTION DES NATRI  CES D E  

METRIQUE VARIABLE PARAMETREES : 

CORRECTION D E  RANG DEUX 



1 NTRODUCT 1 ON 

Dans ce chapitre, partant d'une matrice (n, n) symétrique strictement 

définie positive A, nous nous proposons de construire une matrice A' de la 

t forme A' = PA + auut - E'w oil est un réel strictement positif, E et a' 

sont deux entiers prenant indépendamment chacun les valeurs t1 ou -1, u et v 

sont des vecteurs colonnes de IF?. La matrice A' sera dite déduite de A par une 

correction de rang 2 (si E = e V ,  u sera différent de v ) .  Nous montrons que les 

formules de rang 2, dépendant de paramètres, son uniformément majorées, ainsi 

que leurs inverses pour des choix judicieux de tels paramètres. 

II 1.1 - HYPOTHESES 

Soient : 

i - B une matrice (n, n) symétrique strictement définie positive, d'-inverse H, 
ii - s et y deux vecteurs de W" dont le produit scalaire <S. y> est strictement 

positif, 

iii - a et 6 deux réels strictement positifs, 
iv - 0 et y deux réels positifs, 

v - E et E' deux entiers tels que a = t E' = + 1. - - 

II 1.2 - CONSTRUCTION DE B-FORMUES DE RANG DEUX 

Cette construction se fait en plusieurs étapes : 

1) A partir des données (8, a, 8, s, E) Nous définissons 8 (respectivement R )  
par la B-correction donnée en ( II. 3.0) (respectivement (II. 4.0) ) dans les deux 

cas étudiés dans le chapitre précédent, i.e. pour 

i) E = 1 ,  a . 0 ,  $ 2 0  

ii) E =-1, O S B < a 



2) A l'aide de la formule de Sherman-Morrison (II. 3.3.1) nous calculons 3 
(respectivement 8 )  matrice inverse de 3 (respectivement 4) (cf (II. 3.3.2 1, 

(respectivement 11.4.2.3)). 

3 )  A partir de 8 (respectivement 8) qui est symétrique strictement définie 
positive et la donnée de 6, y, s, y et E'  nous définissons par l'une des 

- 
deux H-corrections données en I I . .  , 11.6. O deux matrices ?1 et 8 

* 

(respectivement 8 et 8) qu'on notera fi et H, et ceci dans les deux cas : 

ii) E' =-1,0 < y < 6 - 
qui implique que H et H sont régulières. 

- 
4)  Enfin B et B seront définies comme les matrices inverses de H et H 

respectivemen\ inverses obtenues par la formule de Sherman-Homison 

rappelée en (11.3.3.1). 

Cette construction est schématisée par le diagramme suivant pour 

l'une des formules. 



Diagramme : Formule (111.2.3) 



Nous obtenons ainsi quatre B-formules : 

(III. 2.6) 

où a (respectivement @) est la matrice inverse de la matrice entre crochet 

de la même formule. 

Remarque 

Formellement la formule de la BFGS est un cas particulier de la première 

formule Ë donnée en (III. 2.3). En effet si dans cette dernière nous faisons 

E = E = -1 eta = B = 6 = y = 1 on retrouve la formule de BFGS. Néanmoins 

les paramètres a, 6, y et 6, tous égaux, ne vérifient pas les conditions 

requises pour la définition de 6 (cf. diagrainie). 

111.3 - PROPOSITION 

Sous les hypothèses précédentes, nous avons les relations suivantes 
6 

entre les normes de B et Ë (respectivement B et B) : 

alors 

- 
kespectivement 1 1 ~ 1 1  s l l ~ l I )  



alors I lé1 I . -B I l ~ l  I &-Y 
a 

a+f3 (respectivement 1 1 B 1 1 s v 1 1 B I  1 ) 

alors IlslI . g- l l ~ l l  

alors a I lil I . l l ~ l  I 
A 

a (respectivement 1 I B ~  1 s 1 I B ~  1 )  

Preuve 

i) Dans la proposition 11.6.4 (respectivement 11.5.3) nous remplaçons dans 
- 

(II.6.b.1) (respectivement (11.5.3.1) B' par (respectivement B' par Ë) et 

8 '  par % ou 8 selon que Ë (respectivement 8) est définie par (III. 2.3) 

(respectivement (111.2.5)) ou (111.2.4) (respectivement (111.2.6)). Nous 

1 1 avons alors 1 IËI 1 1131 1 ou 11Ë1 1 i 1181 1 .  Or d'après 1 1 . 3 2 1  ou 

(11.4-2.1) nous avons I I % [ ]  r (at$) IlBll ou 1 1 @ 1 1  i (ut$) IlBll. Ce qui 

permet de conclure . 



ii ) Pour 1 ' inégalité (III. 3.3) (respectivement (III. 3.4) ) nous utilisons 
(11.6.4.2) (respectivement (11.5.3.2)) et (11.3.2.1) ou (11.4.2.1). 

iii) L' inégalité (III. 3.5) (respectivement (III. 3.6)) est obtenue en utilisant 

(11.6.4.1) (respectivement (11.5.3.1)) et (11.3.2.2) ou (11.4.2.2). 

iv) De même l'inégalité (111.3.7) (respectivement 111.3.8) est obtenue en 

utilisant cette fois (11.6.4.2) (respectivement (11.5.3.2)) et (11.3.2.2) ou 

(11.4.2.2). 

111.4 - PROPOSITION 
Sous les hypothèses précédentes nous avons les relations suivantes - 

entre les normes de H et fi (respectivement H et H) : 

:.) Si 1) E: = 1, a > O et B 2 O 

2 ) c 1 =  1, 6 > O e t y r O  

alors I l f i I l  5 %  l l ~ l l  

(respectivement 1 ( H I  1 5 0 1 IH( 1 ) 

alors I IHI 1 l I H I  ! 
Y 

Li 6 (respectivement 1 !HI 1 5 - 1 !HI 1 )  a 

alors 



C 

(respectivement 1 I H I  1 5 1 I H I  1 )  a- B 

alors 6 I IfiI I a l I H I  I 
A 6 (respectivement 1 I H ~  1 5 - 1 I H I  1 )  

a- B 

Preuve : 

Pour i) dans la proposition 11.6.3 (respectivement 11.5.2) nous 

remplaçons dans (II. 6.3.1) (respectivement (II. 5.2.1) ) fi' par fi (respectivement 
A a L 

H' par H) et H' par 3 .si Ë (respectivement B) est donnée par (III .2.3) 
1 

(respectivement 111.25) ou H' par 6 si Ë (respectivement B) est définie 

par (111.2.4) (respectivement (111.2.6)). 

NOUS avons alors 1 Ifil 1  ta+^) 1181 1 ou 1 IkI 1 . <6+~) 1141 1 
a A 

(respectivement 1 1 ~ 1 1  5 (&+y) 11811 ou I I H I ~  5 (6+~) I14iI)- Or d'après 

1 ( 1 1 . 3 4  nous avons I ( ~ I  1 1 I H I  1 et d'après 1 1 . 1  1181 1 5 IlII 1 
Ce qui permet de conclure. 

Pour la démonstration de ii) nous utiliserons (11.6.3.2) (respectivement 

(11.5.2.211, (11.3.4.1) ou (11.4.3.11, et pour celle de iii) nous utiliserons 

(11.6.3.1) (respectivement (II.5.2.1)), (11.3.4.2) ou (II.4.3.2), et enfin 

pour celle de iv) nous utiliserons (II. 6.3.2) (respectivement (II. 5.2.2) ) , 

(11.3.4.2) ou (11.4.3.2). 

111.5 - DEFINITION DES MATRICES DE METRIQUE VARIABLE 
Les matrices B de métrique variable qui seront utilisées par la 

k 

suite pour définir une direction de descente dk telle que Bk dk = -gk 



sont données ci-après. L'utilisation de ces matrices est justifiée par 

les propositions 111.6 et 111.7. La matrice Bo, d'inverse Ho. 6tant 

symétrique strictement définie positive, B k est choisie dans une famille 

engendrée par l'une des quatre B-formules suivantes : 

( ~ ~ s ~ )  (~~9~)' 

+ 'Bk <Bksk, sk> 

* . H est la matrice inverse de la matrice entre crochets de la &me formule k 

Elle est donnée explicitement par la formule de Sherman-Morrison rappelée 

en (11.3.3.1). 

. %, et E sont des paramètres définissant une 8-correction, i.e. vérifiant 



. 6k, y et E' sont des paramètres définissant une H-correction i.e. vérifiant k 

(11.6.1.1) ou (11.6.1.2). 

Dans toute la suite, {Bk, k c N} désignera une suite de matrices 

définies intérativement par l'une des quatre formules ci-dessus et {H~, k z N) 

la suite des inverses. 

I I I  .6 - PROPOSITION 
Dans chacun des quatre cas suivants : 

terme général d'une série alsolument convergente, 

terme général d'une série absolument convergente, 

t,) (t, ç l )  = (-1, il, 0 i < %, 0 < 6 O <yk et %-&k 
k ' ak 

terme général d'une série absolument convergente, 

terme général d'une série absolument convergente, 

la suite (Bk, k E BI est uniformément majorée. 

Preuve : 
CI 

Reportons-nous à la proposition 111.3, nous avons È (ou B) n'est 

autre que Bkrl définie par l'une des formules de 111.5. Ainsi : 

1 
%+a, B 11, d'où Dans le cas t 1, nous avons 1 1 ~ ~ + ~ l  1 s 63< 1 1 

k a.+@ 
1 1 1 / 5 ( T 1 1 B~ 1 1 . Si le produit infini de terme général 

j=o J 

a .+@ 
, j E N. est convergent alors la suite {Bk, k E H} est uniformément 

1 
J 

majorée ; or ce produit infini converge si et seulement si la série de 



a .+$ a . - 6 . + $ .  
terme général  -p - 1 = e s t  absolument convergente. 

I j 

\+an 
Dans l e  c a s  L2 nous avons 1 1 Bkil 1 1 S ,m 1 1 Bk 1 1 , e t  dans l e  cas L3) 

k k  

ak nous avons 1 I \ + l l  1 S s 1 lBkl 1 .  La s u i t e  de l a  démonstration e s t  identique 
k % 

à c e l l e  du cas LI). Dans l e  cas  L ) nous avons 1 1 Bk+l 1 1 S 6, 1 1 Bk 1 1 . 4 k k  

S i  l e  produit  i n f i n i  de terme général  CLk 6k-yk , k E: N ,  converge 

a l o r s  l a  s u i t e  {B, k r N) e s t  uniformément majorée. O r  ce produi t  i n f i n i  
n 

&k-Yk converge s i  e t  seulement s i  l e  produit  i n f i n i  de terme - converge. 
'5 

I I I .  7 - PROPOSITION 

Dans chacun des quatre cas  su ivan t s  : 

général  d'une s é r i e  absolument convergente, 

&k-% 
LI2) ( E , E ' )  = (1 ,  1 O < %, O S an, O L yk < 4 e t  - terme général  

"k 
d'une s é r i e  absolument convergente, 

L V g )  ( € , c f )  = (-1, 11,  O r < %, 0 < cSk, O r y k e t  6k-%+yk+ 5 
%-Bk 

terme 

général  d'une s é r i e  absolument convergente, 

Y 6 k - %  
e V 4 )  ( E , E ' )  = -1, - 1  O 5 < \, O L yk < 6k e t  7 terme général  

d'une s é r i e  absolument convergente, 

l a  s u i t e '  { H ~ ,  k E: I() e s t  uniformément majorée. 

Preuve : - 
Reportons-nous à l a  proposi t ion  111.4 où H e t  H ne son t  a u t r e s  que ï -#+ l ,  

matrice inverse de B d é f i n i e  par  l ' une  des formules de 111.5 . k+l  



Dans le cas ell) nous avons d'après (111.4.1) ou (111.4.2) 1 1 %  I I  r + 1 

Dans le cas eV2) nous avons d'après (111.4.3) ou (111.4.4) I I H  I I  r k+l 

&k k 6. - I I H ~ ~ ~ ;  ce qui donne 1 1 % + 1 1 1  r ( TT $1 IIHoII. 
(5( j=o j 

Dans le cas el3) nous avons d'après I I 1 4 5  ou (111.4.6) 1 1%+1(1 5 

Dans le cas , nous avons, d'après (111.4.7) ou (111.4.8) 1 1 5 

Ces inégalités permettent de conclure. 

CONCLUS ION 

Nous avons défini quatre familles de matrices symétriques paramètrées 

{ B ~ ,  k r NI. Les paramètres vérifient certaines conditions rendant les 

matrices Bk : 

- strictement définies positives, 

- uniformément majorées, ainsi que leurs inverses. 



REWRQU E 

Nous avons défini au chapitre III quatre familles de matrices de 

métrique variable déduites d'une matrice symétrique strictement définie 

positive par une correction de rang 2. Nous avons remarqué que la famille 

engendrée par (III. 2.3) contient formellement la B-formule de BFGS. 

Si dans 111.5 nous remplaçons (B, s, y, H) par (H, y, s, B) nous 

obtenons quatre familles de matrices déduites de H, symétrique strict,ement 

définie positive, par une correction de rang 2. Ces familles sont de 

H-formules, dont la première contient formellement la H-formule de D.F.P. 

(pour les paramètres a = 6 = 6 = y = 1 et E = E '  = -1). Ces H-formules 

sont symétriques, strictement définies positives, (ainsi que leurs inverses) 

pourvu que H le soit. Des conditions analogues à celles des propositions 

111.6 et 111.7 peuvent être obtenues pour que ces matrices soient uniformément 

majorées ainsi que leurs inverses. 



C H A P I T R E  I V  

CONVERGENCE DE L'ALGORITHME 



INTRODUCTION 

Dans ce  chap i t r e  nous donnerons un théorème de convergence g loba le  

pour une fonc t ion  bornée infér ieurement  e t  continûment d i f f é r e n t i a b l e .  Nous 

démontrerons sous d ' a u t r e s  hypothèses p lus  f o r t e s  que c e t t e  convergence e s t  

au  moins R- l inéa i r e .  

Considérons l e  programme mathématique su ivan t  : 

Min { f ( x )  / x r IR") 

Remarque 

Dans t o u t e  l a  s u i t e  l e s  condi t ions  4. e t  e! d é f i n i e  pa r  l e s  p ropos i t i ons  
1 1 

111.6 e t  111.7 s e ron t  no tées  L pour i = 1, 2 ,  3 ou 4. i ' 

I V . l  - HYPOTHESES 

n 
S o i t  x un pofnt  quelconque delR . Dans t o u t e  l a  s u i t e  nous f e rons  

O 

l e s  hypothèses su ivantes  : 

hl)  l a  fonc t ion  économique f s e r a  supposée continuement d i f f é r e n t i a b l e ,  

h Z )  l 'ensemble Eo = {x r mn / f (x) r f (xo) s e r a  supposé compact. 

I V . 2  - D E F I N I T I O N  DE L'ALGORITHME DE METRIQUE VARIABLE 

Soient  : 

i) E ,  E '  deux e n t i e r s  prenant  indépendamment l e s  va l eu r s  + 1  ou -1, 

(ii) {%, k r NI, {B,, k r IN}, y ,  k r NI, 1 6 k 9  k r 



quat re  s u i t e s  r é e l l e s  v é r i f i a n t  l a  condi t ion  L i" i = 1, 2, 3  GU 4 d é f i n l e  

ci-dessus.  

1 
i i i )  cl  e t  c2  deux r é e l s  t e l s  que O < c < c  < 1, cl < 5. 

1 2  

Initial i sation 
n  

Nous nous donnons xo un p o i n t  quelconque d e n  e t  i3 o  une mat r ice  (o , i i )  

d ' i nve r se  H symétrique s t r i c t emen t  d é f i n i e  p o s i t i v e  (exemple FL, = II). 
O ' 

1 terat i on k 

1) Disposant d 'un po in t  xk e t  d 'une matr ice Bk, symétrique s t r ic teineo? 

d é f i n i e  p o s i t i v e ,  s i  gk # O ,  nous dé f in i s sons  l a  d i r e c t i o n  dk comme s u i t  : 

4 ( = - H  k k  g 

où H e s t  1' inverse d '  une B-formule d é f i n i e  au c h a p i t r e  précédent .  Pia ci.quenittn-t 
k  

4< e s t  d é f i n i e  comme l a  s o l u t i o n  du système l i n é a i r e  Bk dk : -gk. 

L ' a r r ê t  ( théor ique)  e s t  obtenu DOW gk = 0. 

2) Nous cherchons dans l a  d i r e c t i o n  dk,  un p o i n t  jk+l de l a  forme 

2 t Ak dk où l e  pas  Ak e s t  donné pa r  l a  recherche l i n é a i r e  de Wolfe à savoii. : 

i )  f ( x k  t Ak dk) 5 f ( x k )  t c l  X k  cgk, dk> ( l V e 2 . 1 1  

Ti)  <gk+l. dkz 2 c 2  <gk, dk> (IV.2.2) 

3)  Par tan t  de sk, yk, F, E ' ,  ak, Bk, yk e t  6 k nous dé f in i s sons  Bktl 

p a r  l ' u n e  des qua t r e  formules de  111.5, e t  nous retournons en 1 )  avec k = k + i .  

IV.3 - LEMME 

S i  { A ~ ,  k  r A} e s t  une s u i t e  de mat r ices  ( n ,  n )  symétriques s t r ic temerAt  

- 1 d é f i n i e s  p o s i t i v e s  t e l l e s  que 1 1 1 1 I M ,  a l o r s  t o u t  po in t  d ' a c c m u l a t i o i ~  A.  



s'il existe, de la suite { f i k ,  k H} est une matrice symétrique définie 

positive. 

Preuve : 

Il existe N' c N tel que Ak -> A 
k€N1 

La matrice A est évidement symétrique, définie positive. Montrons qul&lle 

est strictement définie positive. Soit A l  la plus petite valeur de A ; nous 

pouvons lui associer un vecteur propre unitaire z Nous avons alors 
1 ' 

< o l ,  Az > = 1 1 1  
1 A l .  Si Al < - nous posons n = 7 (M - M 

Al) ; il existe alors un 

entier k tel que pour tout k dans N' plus grand que ko nous ayons 
O 

< z l ,  4, z1> 5 Al + q. Comme inf {<z, Ak z> / 1121 1 5 1) n'est autre que la 

k k  1 pJus petite valeur propre de A k ,  noté A l  et que A l  est supérieure à - nous M ' 
obtenons une contradiction : 

1 
'6 Ak = inf { < z ,  A k z >  / l l ~ l l  r 1) A l +  n < n  M 1 

Nous allons donner le théorème de convergence de l'algorithme. 

I V . 4  - THEOREME DE CONVERGENCE 

Sous les hypothèses h et h2 précédentes et pour chacune des 1 
* 

conditions L ~i = 1, 2, 3 ,  4 ,  tout point dlaccumulation x de la suite i ' 
* (5,  k r IN} définie par l'algorithme IV.2 est tC1 que Vf(x = O. 

Preuve 

Soit M une borne supérieure (fournie par la proposition III. 7 )  de 

la suite {ilk, k E IN}. De cik = - H g et du fait que la fonction f est k k  

continuement différentiable dans le compact % contenant toute la suite 



{xk, k r H} nous déduisons que la suite {dk, k r N} est unifornément bornée 

par un réel p. Notons B la boule de centre zéro et de rayon p .  
P 

Définissons l'application multivoque M : E x B + P(E~) défini par : 
0 P 

y r Eo / y = x + Ad, A 2 O, f(x + Ad) S f(x) + Acl <g(x). d>, 

M(x, d) = 1 
Elle est sup-continue sur E x (Bp - {O}). En effet pour toute suite 

O 

{(xm, d , m E N  convergeant vers (x ,  d), avec d non nul, et toute suite m 

{ym M(xm, dm), m r N} convergeant vers y, nous avons bien y dans M(x, dl. 

Pour cela il suffit d'utiliser la définition de Am suivante : 

et le fait que f est continûment différentiable. 

* 
Soit x un point d'accumulation de la suite {s, k E N} ; un tel 

* * 
point existe d'après l'hypothèse h2 (Eo compact). Montrons que g = g(x ) = 0. 

De même des suites {dk, k E N} et k r N} appartenant respectivement 
2 

aux compacts B c ni" et K c IRn , nous pouvons extraire des sous-suites 
P * * 

convergentes vers d et H respectivement. Nous pouvons supposer que 

* * 
(\, 4<, Hk) converge vers (x , d*, H ) pour k r N' c N .  D'après le leme IV.3 

* 
H est une matrice symétrique strictement définie positive. La sous-suite 

* * * * {4< = - Hk gk, k r N') converge vers d = - H g . Si nous supposons que g 
* 

est non nul alors d est non nul. considérons alors la sous-suite 

{ x ~ + ~  E M(x,, dk), k E Nt). Nous pouvons en extraire une sous-suite 

* * 
convergente vers x . Soit {JC,+~, k r Nt' c N' une telle sous-suite. Comme 

** * * * * * * 
M est sup-continue, x appartient à M(x ,d 1, i.e. f(x ) - f(x ) S A  

cl 
* * ** * * * * * 

<g d' > et <g , d > 2 C2 <g , d >. De plus <g , d > est strictement 



* 
négatif et par suite f(x**) est strictement inférieur à f(x 1. Or nous savons 

* ** 
en paison de la décroissance de la suite {f(xk) / k c 1() que f(x ) = f(x 9 y 

* 
d'où la contradiction, par suite g(x ) = 0. 

I V . 5  - DEFINrT ION D 'UN ALGORITHME DE PENTE 

Si dans un algorithme général d'optimisation, les directions de 

recherche linéaire 4< sont telles qu'il existe V dans 10, 11 vérifiant 

- Cdk, gk> 2 V 1 ( gk 1 1 ( 1 dk ( 1 pour tout entier k, alors l'algorithme est dit 
de pente. 

I V . 6  - PROPOSITION 

Soient {H,, k E N )  une suite de matrices symétriques strictement 

définies positives et deux constantes M et M' telles que pour tout entier k 

1 1 Hk 1 { 5 M et 1 1 Bk 1 1 " M' alors il existe une constante strictement 

positive telle que si dk = - $ g alors pour tout k nous avons : k 

Preuve : 

k k 
Notons lk i l2 i . . . i A les valeurs propres de H,. Nous savons que 1 n 

k . Nous obtenons - 1 I H k l  1 ' An et 1 I B k l  ! ' - > 2 

nous en déduisons que - <dk, gk k k -1 k > 2 ll(An) 1 Igkl 1 114<1 1 .  De Al 2 (~'1-l et 
k 1 r M, nous déduisons que A:(A!)-l 2 (MM1)-', par suite nous obtenons n 

Remarquons que le réel p dépend de la norme euclidienne. 



Sous ce r t a ines  hypothèses, il est démontré ( c f .  Théorème IV.7) que 

t o u t  algorithme de pente converge au moins R-linéairement s i  l a  recher- 

che l i n é a i r e  u t i l i s é e  e s t  

i )  exacte,  i . e .  on détermine Ak r argmin { f (% + A$) / A 2 0) 

ii) l a  recherche l i n é a i r e  de Goldstein C271 : 

Etant  donné a r IO, 1C nous cherchons Ak p o s i t i f  t e l  que 

Ak (1-0) cgk, clk> 5 f (xk  t Ak4<) - f (xk)  5 Ak a <%, 4<> 
i i i )  l a  recherche l i n é a i r e  dtArmijo C21 : 

Etant  donné a c IO, IC, f3 s IO, 1 C  e t  > O ,  nous cherchons Ak sous l a  forme 

6 j  où j e s t  l e  p lus  p e t i t  e n t i e r  t e l  que 

- i f(xk + Xk dk) - f ( 5 )  " a p $ <gk> 4<' 

I V . 7  - THEOREME ( c f  Pol) 

Soi t  {xk, k c H} une s u i t e  donnée pa r  un algorithme de pente v de 

recherche l i n é a i r e  (IV.6.2), (IV.6.3) ou (IV.6.4). S i  - 
i )  \ converge vers  un minimum l o c a l  de f ,  x. 

ii) f deux f o i s  continuement d i f f e r e n t i a b l e  dans un voisinage convexe V de x ,  

iii) il e x i s t e  ml e t  m2 deux constantes r é e l l e s  telles que O < ml 5 m2 et 

pour tou t  x dans V e t  t o u t  y dans IRn, a l o r s  pour k assez  grand nous avons : 

2 
2 ml 

où 8 = 1 - v (-1 pour l a  recherche l i n é a i r e  exacte, m 2 Q 
L m 

2 2  1 8 = 1 - 4 a v (-1 pour l a  recherche l i n é a i r e  de Goldstein 

m2 2 m 1 
8 = 1 - 2 p. a(-) pour l a  recherche l i n é a i r e  dtArmijo 

m2 



Remarque : 

Dans tous les cas 8 dépend quadratiquement du nombre de conditionnement 

de la matrice des dérivées secondes de f. 

Plus récemment Allwright [Il, a amélioré la constante 8 précédente. 

IV.8 - THEOREMES (Cl]) 

Sous les hypothèses du théorème précédent nous avons 

m 
@ = 1 - v2 2 pour la recherche linéaire exacte, 

"'9 

m 
@ = 1 - 4 a2 v2 2 pour la recherche linéaire de Goldstein 

m 2 
m 

@ = 1 - 4 a(1 - a) B v2 2 pour la recherche linéaire dlArmijo. 
m 2 

Comme la recherche linéaire de Wolfe est largement utilisée, nous 

allons étendre le résultat du théorème IV.8. 

IV.9 - Théorème 
* 

Soit x un point d'accumulation d'une suite engendrée par un algoicithme 

de pente (cf IV.5) et la recherche linéaire de Wolfe. S'il existe un 

* 
voisinage V(x ) tel que : 

* 
i) f soit deux fois continuement différentiable dans V(x ) ,  

ii) il existe m et m deux constantes strictement positive vérifiant 
1 2 

2 
ml l I Y I  l 5 <Y. G(x) Y) 5 m 2 l lY1 12, 

iii) il existe un entier, k*, tel que la sous-suite {x k 2 k*) soit k ' 
* * 

contenue dans V(x ), alors pour k 2 k , nous avons 



* 
Nous pouvons supposer que k = O pour la commodité de la démonstration. 

Preuve du théorème 

D'après l'hypothèse ii) nous pouvons écrire 

1 2  2 
f(xk+~ 5 f(xk) + Ak <gk, %> t 7 Ak m2 lldkl 1 . 

Nous avons aussi : 

<gk+l, %> = <g k k  , d > + Ak <dk, G(Stk) %> (IV.9.1) 

: or nous avons, d'après le deuxième critère de choix de Wolfe, 1.e. 

'gk+y %> 2 C2 <Rk, %> (IV.9.2) 

De (IV.9.1) et (IV.9.2) nous déduisons 

(1 c2) cgk, d ,  2 - Ak cd,' G(Stk) dk>> 

ce qui donne, d'après l'hypothèse ii) 

(' - ~ 2 )  <gk9 %> - Ak m2 1141 l 2  

d'où 

 après le premier critère de choix de Wolfe, nous avons f ( ~ ~ + ~ )  - f(xk) S 

c-(1 - cn) 
I L 

c X <gk5 dk>, qui, d'après (IV.9.3) donne f(5 ) - f(\) i - 
1 k  +1 m .. 2 

* n 
L'hypothèse ii) permet d'écrire pour x E V(x ), u € I R  et € I R .  

1 1 
f(x) + ~<g(x),u> + 7 ml l2 1 lu1 l 2  6' f(x+~u) f(x)+~<g(x) ,u>+ 7 m2 121 lu1 1 2. 

* 
Suivant Allwright Cl], pour x fixé dans V(x 1, nous avons : 



f(x) - 1 U@JL? min {f(x) + <g(x), u> t - m  Ilu112 / u rd') 
2ml 2 1 

i min {f(x * u) / u €nin) 

En particulier dans l'inégalité précédente en posant : x = \, nous obtenons : 
2 1 lgkl 1 2 2ml Cf($) - f(x*)l. 

Ce qui, avec l'inégalité (IV.9.4) donne 

et nous avons I V 6 1  - <gk, dk> 2 p 1 l g k l  1 1 ldkl 1 qui implique : 

De (IV.9.5) et (IV.9.6) nous déduisons 

Nous obtenons ainsi 

m 

f(xktl) - f(x*) i (1 - 2cl (1-c ) 2 p2) Cf(\) - f(x*)~ (IV.9.7) 
m2 

m 
Posons e = i - 2c1 (1 - c A U 2 ,  (IV.9.8) 

m2 

l'inégalité (IV.9.7) ci-dessus s'écrit alors : 

* k * 
f(\) - f(x ) i 8 Cf(xo) - f(x 11 qui est le premier résultat 

du théorème. 

Nous avons 

* * 1 * 
f(\) - f(x*) = <g xk - x > + l. 'xk - 9 ~ ( 5 ~ )  ($ - x*)>,oÙ 

* * * 1 * ck c 1%' x [, or g = O, d'où f(xk) - f(x = 7 <\-x*, G(S~)(\-X )>  et 

d'après l'hypothèse ii) nous avons : 



* 2 k 
Par s u i t e  nous obtenons 1 lxk - x - 1  1 5 - Cf(xo) - f ( x f ) l  0 qu i  donne l e  

ml 
deuxième r é s u l t a t  du théorème : 

I V .  10 - BORNES DU PAS hk 

Nous a l lons  donné quelques p ropr ié t é s  des i t é r é s  %. gk e t  sk. Dans 

t o u t e  l a  s u i t e  nous supposerons v é r i f i é e s  l e s  hypothèses du théorème IV.9. 

Ces hypothèses nous ont  permis, avec l ' u t i l i s a t i o n  de l a  recherche l i n é a i r e  

de Wolfe, de trouver une borne i n f é r i e u r e  pour l e  pas Ak ( c f . IV .9 .3 )  

Nous obtenons, compte tenu de B k % = -gk, 

où M e s t  un majorant uniforme de 1 l H , l l ,  k W. 

Avec l e  c r i t è r e  de Wolfe nous ne pouvons r i e n  d i r e  quant à une 

éventuel le  borne supérieure uniforme de Xk.  Pour avo i r  une t e l l e  borne, 

nous renforçons l e  c r i t è r e  de Wolfe par  l e  suivant  : 

'<gk+19 % '1 ' C2 I<gk9 %'l (IV.10.2) 

Ce c r i t è r e  c i t é  dans C231 e s t  schématisé par  l a  f i g u r e  su ivante  où nous 

avons tenu compte du premier c r i t è r e  de Wolfe : 



(9 Demi-droite de pente  cg 
k'  dk' 

@ Demi-droite de pente  c:, <gk, %> 
/ - (9 Demi-droite de pente  -cl <gk, dk> 

@ Demi-droite de pente  c 
1 <gk, %' 

Avec une recherche l i n é a i r e  de Wolfe l e  domaine successeur  e s t  : 

Ca, c l  u Cd, e l  

Ici il est é g a l  à Ca, b l  u Cd, e l .  

Cet te  deuxième recherche l i n é a i r e  nous permettra  de t rouve r  une borne 

supér ieure  de l a  s u i t e  X 
k ' 

L ' i n é g a l i t é  (IV.10.2) e s t  équiva len te  à : 

c2  <gk9 dk> * < g k + p  dk> 
e t  <gk+l' %> * -C2 cgk' dk> 

L a  première i n é g a l i t é  a é t é  u t i l i s é e  pour é t a b l i r  (IV.10.1). La deuxième 

i n é g a l i t é  e t  l a  r e l a t i o n  : 



où z r lx,, xktlC entrainent : 
k 

et compte tenu de (IV.7.1) nous obtenons 

par conséquent 

En remplaçant g par - Bk%, il vient : 
k 

De 1 1 Bk 1 1 5 M , nous déduisons : 

CONCLUSION 

i) Compte tenu des hypothèses du théorème IV.9, à l'itération k, Xk admet 

donc les bornes suivantes : 

ii) Compte tenu des hypothèses du théorème IV.9 et du fait que les matrices 

B et i5< sont uniformément majorées, nous obtenons les bornes uniformes pour 
k 

le pas hk (k assez grand) suivantes : 



03 m et m2 sont respectivement minorant et majorant des valeurs propres du 
1 

* -1 hessien de f dans un voisinage de stricte convexité de x , M et M' sont 

respectivement minorant et majorant uniformes des valeurs propres des matrices 

Bk' k € N. 

Dans Cl51 les auteurs ont établi, sous certaines hypothèses, une 

condition nécessaire et suffisante de convergence superlinéaire pour une 

-1 
suite {xk, k c IN} engendrée par \+l = xk - Ak Bk g (03 B est une matrice k k 

* 
régulière) et convergeant vers x . Cette condition est la suivante : 

Lim 1 1 CA;' Bk - G(X*)I 
k-++Eo 

(cf. théorème 3.1 page 51 de C151). 

Une conséquence de ce résultat est que la suite des directions d k * 

converge vers zéro : Il suffit de voir la démonstration du théorème 6.4 page 

65 de Cl51 où nous remplaçons (6.10) par (IV.10.4) ci-dessus. 

Nous allons voir dans la suite que la série de terme général 1 [$[ 1 ,  
dk étant définie dans l'algorithme IV.2. est convergente. 

IV.ll - Corollaire 
Sous les hypothèses du théorème IV.9, les séries de termes généraux 

* / 1 xk - x / 1 ' et / 1 dkl / " O 6 et f.3' sont deux réels strictement positifs 

quelconques, sont convergentes. 



Preuve : 
$ k - 

~ ' a p r è s  (IV.9.10) nous avons 1 1 %  - x 1 l e  5 c (û2)  , e t  corne fl 
00 

appar t ient  à l ' i n t e r v a l l e  IO, 11. nous avons 1 1 1 % - x* 1 1' < +a, po- 
k = l  

t o u t  $ str ictement p o s i t i f .  

* 
L a  d i rec t ion  d  e s t  d é f i n i e  par  $ = - i$gk, qui  s ' é c r i t  dk = - i$(gk-g 1 k  

* * 
OU encore 4< = - HI<CG(E~) . (% - x )l où Ek appar t ient  à lxk, x C. En passant 

aux normes, nous en déduisons que pour t o u t  r é e l  s t r ic tement  p o s i t i f  6', 1 l%i  1 8' 

i c f  1 1 - x* 1 1 " , d'où l e  r é s u l t a t .  

CONSEQUENCE 

Sous l e s  hypothèses du théorème IV.9, l a  s u i t e  $ converge vers zéro. 



C H A P I T R E  V 

CARACTERI SAT 1 ON DES PARAMETRES 



INTRODUCTION 

Dans l e s  chap i t r e s  précédents nous avons é t a b l i  des condit ions 

s u f f i s a n t e s  pour que l e s  matr ices B e t  l e u r s  inverses H so ien t  : 
k k 

a )  s t r ic tement  dé f in ies  p o s i t i v e s  pourvu que B l e  s o i t ,  
O 

b )  uniformément majorées. 

Ces condit ions sont  rappelées par  l e  tableau V.1 de l a  page suivante.  

Nous a l l o n s  donner pour chaque couple (E ,  E ' )  un théorème de c a r a c t é r i s a t i o n  

des s u i t e s  v é r i f i a n t  l e s  condit ions s u f f i s a n t e s  donnant l e s  r é s u l t a t s  a )  e t  b)  

ci-dessus. 

Dans t o u t e  l a  s u i t e ,  il s e r a  supposé que B e s t  une matrice symétrique 
O 

s t r ic tement  d é f i n i e  pos i t ive .  





S o i t  ( E ,  E ' )  = (-1, -1) 

Nous nous donnons 2  s u i t e s  ( a  ) e t  (bk)  v é r i f i a n t  ( % + l ) ( b  +1) < 1 e t  k  k  

t e l l e s  que : 

c l )  bk > -1, 

c 2 )  ak  > -1, 

c3)  ak e t  l e  terme d'une s é r i e  absolument convergente,  

c4 )  bk e s t  l e  terme d'une s é r i e  absolument convergente. 

Nous déterminons l e s  s u i t e s  (%) e t  ( I S ~ ) ,  k r IN t e l l e s  que : 

c7 )  % 2 ( l + a k )  6k, 

e t  nous dé f in i s sons  l e s  s u i t e s  (Bk) e t  ( y k ) ,  k  EN, p a r  : 

Alors l e s  condi t ions  c  j = 1, 2, ..., 7  e t  l e s  d é f i n i t i o n s  d  e t  d2 
j ' 1 

c a r a c t é r i s e n t  l e s  s u i t e s  q u i  v é r i f i e n t  l e s  condi t ions  1, 1 b i s ,  2, 2  b i s ,  3 

e t  4  du t a b l e a u  V . 1 ,  i . e .  l e s  condi t ions  s u f f i s a n t e s  é t a b l i e s  précédemment 

q u i  rendent  Hk e t  Bk : 

a )  s t r i c t emen t  d é f i n i e s  p o s i t i v e s  

b )  uniformément bornées.  

Preuve du théorème : 

La p r o p r i é t é  ( l + a  ) ( l + b  ) < 1 e n t r a i n e  que l 'ensemble des couples  k  k  

( ak ,  6k)  v é r i f i a n t  c  c  e t  c  e s t  non vide.  c e s  couples  sont  contenus dans 
5' 6 7 

l e  cône engendré p a r  l e s  deux demi-droites de pentes  p o s i t i v e s  ( l + a k )  e t  ( l + b k )  



e t  i n c l u s  dans l'orthan p o s i t i f .  

a )  Les cond i t i ons  c  j = 1, 2, . 7  e t  l e s  d é f i n i t i o n s  dl e t  d2 
j ' 

e n t r a i n e n t  l e s  cond i t i ons  1, 1 b i s ,  2 ,  2  b i s ,  3 e t  4  du t a b l e a u  V . 1 .  Nous 

avons : dl e t  c, e n t r a i n e n t  1 

dl, c5 ,  c2  e n t r a i n e n t  1 b i s  

d2, c6 e t  c en t r a inen t  2  
1 

d2,  cg ,  c7,  c 2  e t  c  e n t r a i n e n t  2  b i s  
1 

d2,  c5 ,  c7. c4 e t  c  e n t r a i n e n t  3 2  

dl, c5 e t  c e n t r a i n e n t  4. 
3 

b )  ~éc iproquement  l e s  cond i t i ons  1, 1 b i s ,  2 ,  2  b i s ,  3 e t  4  e t  l e s  

d é f i n i t i o n s  d  e t  d  e n t r a i n e n t  l e s  cond i t i ons  c  j = 1, 2,  ..., 7. Nous 
1 2  j ' 

avons : 1, 1 b i s ,  2  b i s  e t  d e n t r a i n e n t  c l  
2 

1 b i s ,  2 ,  2  b i s  e t  d  e n t r a i n e n t  c2  
1 

2,  2  b i s ,  4  e t  dl e n t r a i n e n t  c  3 

1, 1 b i s ,  3 e t  d e n t r a i n e n t  cQ 2 

2  e t  2 b i s  e n t r a i n e n t  c  5  

1, 1 b i s ,  2 ,  2 b i s  e t  d e n t r a i n e n t  cg  2 

1 e t  d  e n t r a i n e n t  c7 
1 

V.3 - Théoreme 

Pour ( E ,  E ' )  = (+1, +1 ) ,  nous nous donnons deux s u i t e s  ( a  ) e t  ( b  1, k  k  

k  E PI, t e l l e s  que : ( a  + l ) ( a k + l )  2 1 pour t o u t  e n t i e r  p o s i t i f  k ,  k 

e t  : c l )  bk > -1 

c 2 )  ak e s t  l e  terme d 'une s é r i e  absolument convergente 

c  ) b  e s t  l e  terme d'une série absolument convergente.  
3 k  



Nous déterminons l e s  s u i t e s  ( a k )  e t  (6k ) ,  k  c IN, t e l l e s  que : 

e t  nous dé f in i s sons  l e s  s u i t e s  (Bk) e t  (yk ) ,  k  I N ,  pa r  : 

Alors l e s  condi t ions  c  j = 1, 2,  ..., 6 e t  l e s  d é f i n i t i o n s  dl e t  d2 
j ' 

c a r a c t é r i s e n t  l e s  s u i t e s  gu i  v é r i f i e n t  l e s  condi t ions  1, 1 b i s ,  2 ,  2 b i s ,  3 

e t  4 du t ab l eau  V . l ,  i . e .  l e s  condi t ions  s u f f i s a n t e s  é t a b l i e s  précédemment qui  

rendent  H e t  Bk : 
k  

a )  s t r i c t emen t  d é f i n i e s  p o s i t i v e s  

b )  uniformément majorées.  

Preuve : 

Les condi t ions  c  c  e t  c  impliquent que a e s t  s t r i c t emen t  p o s i t i f  1' 4 6 k  

d'où 1 b i s ,  e t  a l o r s  avec l a  condi t ion  c  l t a  e s t  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f .  
5 '  k  

Pour k f i x é  l a  p r o p r i é t é  ( l + a  ) ( l + b  2 1 en t ra ine  que l 'ensemble des couples k  k  

( ak ,  6*) v é r i f i a n t  c  c  e t  c6 e s t  non v ide ,  ce s  couples  son t  contenus dans 
4 '  5  

- 1 
l e  cône engendré p a r  l e s  deux demi-droi tes  de pentes  ( l + a k )  e t  ( l + b k )  , 

p o s i t i v e s ,  e t  i n c l u s  dans l ' o r t h a n  p o s i t i f .  

a )  Les condi t ions  c  j = 1, 2, ..., 6  e t  l e s  d é f i n i t i o n s  dl e t  d2 
j y 

e n t r a i n e n t  l e s  condi t ions  1, 1 b i s ,  2 ,  2 b i s ,  3 e t  4 du t a b l e a u  V . l  : 

En e f f e t  nous avons : 

d  e t  c  en t r a inen t  1 
1 5  

c  c  e t  c  e n t r a i n e n t  1 b i s  
4 '  6  1 



d2,  cl  e t  c  e n t r a i n e n t  2  
6  

c  en t r a ine  2  b i s  4 

dl, c4 e t  c  e n t r a i n e n t  3  
2  

d2,  c4, c6, c3  e t  c e n t r a i n e n t  4  
1 

b) Réciproquement, l e s  condi t ions  1, 1 b i s ,  2 ,  2  b i s ,  3  e t  4  e t  

l e s  d é f i n i t i o n s  d  e t  d2 e n t r a i n e n t  l e s  condi t ions  c j = 1, 2, ..., 6  
1 j 

1 b i s ,  2 ,  2  b i s  e t  d2 e n t r a i n e n t  c l  e t  c g  

dl, 2  b i s  e t  3  e n t r a i n e n t  c2  

d2 , 1 b i s  e t  4  e n t r a i n e n t  c  3  

2  b i s  en t r a ine  c  4  

d  e t  1 e n t r a i n e n t  cg 
1 

V.  4 - THEOREME 

Pour ( E ,  E ' )  = (1 ,  -1 ) ,  nous nous donnons deux s u i t e s  ( ak )  e t  (bk ) ,  k EH, 

t e l l e s  que : + bk + a  b  2 O pour t o u t  e n t i e r  p o s i t i f  k  e t  : 
ak k k  

c l )  bk > -1 

c  ) a  e s t  l e  terme géné ra l  d'une s é r i e  absolument convergente,  
2 k  

c  ) b  e s t  l e  terme géné ra l  d'une s é r i e  absolument convergente.  
3 k  

Nous déterminons l e s  s u i t e s  ( a k )  e t  (Bk), k  € IN, t e l l e s  que : 

c h )  4, O 

c g )  Bk 2 O 

+ b  + a  b ) a k  '6) 'k ' (ak k  k  k  

e t  nous déf in issons  l e s  s u i t e s  ( 6  ) e t  (yk ) ,  k  €34 p a r  : k  



Alors  l e s  condi t ions  c j = 1, 2, ..., 6 e t  l e s  d é f i n i t i o n s  dl e t  d2 
j 

c a r a c t é r i s e n t  l e s  s u i t e s  qu i  v é r i f i e n t  l e s  condi t ions  1, 1 b i s ,  2, 2 b i s ,  3 

e t  4 du t a b l e a u  V . l ,  i . e .  l e s  cond i t i ons  s u f f i s a n t e s  é t a b l i e s  précédemment 

q u i  rendent  Hk e t  Bk : 

a )  s t r i c t e m e n t  d é f i n i e s  p o s i t i v e s  

b) uniformément majorées. 

Preuve : 

Pour k f i x é ,  l a  p r o p r i é t é  ( a  + b  + a b  ) 2 O e n t r a i n e  que l 'ensemble 
k k k k  

des couples  (%, Bk) v é r i f i a n t  c  c  e t  cg  e s t  non v ide ,  c ' e s t  l e  cône 
4' 5 

engendré p a r  l e s  demi-droites,  de pentes  ak + bk + ak bk e t  zéro ,  i n c l u s  dans 

l ' o r t h a n  p o s i t i f .  

a )  Les condi t ions  c  j = 1, 2, ..., 6,  e t  l e s  d é f i n i t i o n s  d  e t  d2 
j ' 1 

e n t r a i n e n t  l e s  condi t ions  1, 1 b i s ,  2 ,  2  b i s ,  3 e t  4 du t a b l e a u  V . l  : 

c  e n t r a i n e  1 5 

c  e n t r a i n e  1 b i s  
4 

dl, d2 ,  c l ,  c6 e n t r a i n e n t  2 

d2, c l ,  c4  e t  c en t r a inen t  2 b i s  
5 

d2,  c c c e t  c  e n t r a i n e n t  3 
1' 4' 5 3 

dl,  c2  e t  c  en t r a inen t  4 
4 

b)  Réciproquement, l e s  cond i t i ons  1, 1 b i s ,  2, 2  b i s ,  3 e t  4 e t  l e s  

d é f i n i t i o n s  d  e t  d  en t r a inen t  l e s  condi t ions  c  j = 1, 2 ,  ..., 6  : 
1 2  j ' 

1, 1 b i s ,  2  b i s  e t  d  e n t r a i n e n t  c  
2 1 

1 b i s ,  4 e t  d  en t r a inen t  c  
1 2 

1, 1 b i s .  2 b i s ,  3 e t  d e n t r a i n e n t  c  2  3 

1 b i s  e n t r a i n e  c  
4 

1 e n t r a i n e  c5 



1, 1 b i s ,  2 ,  2 b i s ,  d  e t  d  e n t r a i n e n t  c  
1 2 6 

V .  5 - THEOREME 

Pour ( E ,  E!) = - 1  1 )  nous nous donnons deux s u i t e s  ( a k ) ,  ( b k ) ,  k  r N, 

b  ) 2 O pour t o u t  e n t i e r  p o s i t i f  k  e t  t e l l e s  que (ak t bk t ak 

cl)  bk > -1 

C2) ak 
e s t  l e  terme géné ra l  d'une s é r i e  absolument convergente,  

c  ) b  e s t  l e  terme généra l  d 'une s é r i e  absolument convergente.  
3 k  

Nous déterminons l e s  s u i t e s  (6k)  e t  ( y k ) ,  k  c N, t e l l e s  que : 

c4)  hk > 0 

c5)  Yk ' O 

'6) 'k 
s ( a k t b  k  t a  k k  b ) 6 k  

e t  nous déf in issons  l e s  s u i t e s  (a ) e t  ( 6  1, k  E N,  pa r  : k  k  

Alors l e s  condi t ions  c  j = 1, 2, ..., 6 e t  l e s  d é f i n i t i o n s  dl e t  d2 
j 

c a r a c t é r i s e n t  l e s  s u i t e s  q u i  v é r i f i e n t  l e s  cond i t i ons  1, 1 b i s ,  2,  2 b i s ,  3  

e t  4  du tab leau  V.1, i . e .  l e s  condit ions s u f f i s a n t e s  é t a b l i e s  précédemment 

q u i  rendent  H e t  Bk : 
k  

a )  s t r i c t emen t  d é f i n i e s  p o s i t i v e s ,  

b )  uniformément majorées.  

Preuve : 

Pour k  f i x é ,  l a  p r o p r i é t é  ( a  + b  + a  b ) 2 O e n t r a i n e  que l 'ensemble 
k k  k k  

des  couples ( $ ,  yk)  v é r i f i a n t  c  c  e t  c  n ' e s t  pas  v ide ,  ces  couples son t  4' 5  6 



contenus dans le cône engendré par les demi-droites de pentes, positives, 

4< + bk t ak bk et zéro, inclus dans l'orthan positif. 

La preuve se déduit de la remarque suivante : si dans le tableau V.l 

nous remplaçons f3, Y, 6, a respectivement par y, 8, a, 6 dans les conditions 

1, 1 bis, 2, 2 bis, 3 et 4 du cas (E, E ' )  = (1, -11, nous obtenons les 

conditions 2, 2 bis, 1, 1 bis, 4 et 3 du cas (E, E') = (-1, 1). 

Nous avons caractérisé les suites réalisant les conditions suffisantes 

qui rendent les matrices B k E H ,  bien conditionnées. Nous allons établir 
k y 

avec une condition supplémentaire que la suite {B k E IN) est convergente. k ' 
Pour cela nous allons utiliser le lemme suivant (élaboré à la suite d'une 

discussion avec A. Draux). 

V.6 - LEMME 

m Soit (rk), k E IN), une suite dans R (ou dans un Banach) iéfinie par 

m r = V r + t où V est un réel et t un élémentR vérifiant : 
k+l k k k k k 

(il 1 - V k E H ,  est le terme général d'une série absolument convergente, k 

(ii) tk¶ k E H ,  est le terme général d'une famille absolument sommable, 

(iii) la suite (r 1, k E H ,  est uniformément majorée, i.e. il existe un réel k 

w strictement positif tel que 

llrkll i w pour tout k dansN 

Alors la suite (r 1, k E IN, est convergente. k 

Preuve : 

. . 

On a l'égalité 1 ( v ~ - ~  ri-l + ti-l ), elle s'écrit encore : 
i=l 



c ' est-à-dire : 

Les hypothèses ( i l  a ( i i i )  permettent de conclure. 

Les matrices B dé f in ies  au c h a p i t r e  III par  (111.5.11, (111.5.21, k+l 

(111.5-3) e t  (111.5 - 4 )  peuvent s ' é c r i r e  sous l a  forme générale su ivante  : 

V . 7  - PROPOSITION 
S i  l e s  s u i t e s  {a k E N } , { B ~ ,  k €10, {yk, k CIO e t  k €11) 

k ' 
OD 

v é r i f i e n t  l e s  condi t ions  du tableau V . l  e t  s i  de p lus  1 lak - 6kl < F e t  
k=o 

6 i 6k 5 8 pour t o u t  e n t i e r  k ,  a l o r s  l e s  s u i t e s  de matrices {B k 6 IV} - k ' 
déf in ies  par  ( I I I .5 .1 ) ,  (111.5.21, (111.5.3) e t  (111.5.4) sont  convergentes. 

Preuve : 

E l l e  se  f a i t  en t r o i s  étapes.  L e s  deux premières seront  f a i t e s  pour 

l 'une  des s u i t e s  de matrices dé f in ies  en 111.5, par  exemple, l a  s u i t e  dé f in ie  

par  (111.5.1). Les r é s u l t a t s  r e s t e n t  v r a i  pour l e s  au t res .  

Compte tenu de (V.7.0) e t  de (111.5.1) nous avons : 



t a) La suite {y, y,, k É IN} est uniformément majorée. 
2 

Comme dans IR" toutes les n o m s  sont équivalentes, nous montrons que cette 

suite est uniformément majorée au sens de la norme de Frobenius, i.e. 

T 1 I A I  1; = tr(AA ). 

Comme B est symétrique définie positive, nous avons d'après la proposition 1.7 k 

d'où le résultat. 

b) La suite {v vt k r rt} est uniformément majorée, nous avons : k k' 

Comme 6 k <Sk 'Yk > est positif, nous avons : 

D'après les théorèmes précédents V.2, V. 3, V.4, V. 5, la condition 6 5 6 < 6 - k -  

entraine qu'il existe deux constantes strictement positives telles que 

a 2 a S 6 .  Nous déduisons, alors, des conditions données dans les colonnes - k 

3 et 4 du tableau V.l que Bk et yk sont termes généraux de séries convergentes. 

Par suite (V.7.2) entraine 



* 
or Hk, qui vaut soit ak ou )& définies au chapitre II, est définie positive. 

Comme 6 est terme général d'une série convergente et que ak est uniformément 
k 

bornée (voir plus haut), %k et gk sont uniformément majorées (cf. les prop. 
11.3.2, 11.4.2 et 111.6). Par suite la plus petite valeur propre de < est 
uniformément minorée et strictement positive. D'où 

C où C est une constante. 1 Ivkvkl I F  " 5 - 

Remarque : 

La démonstration pour les autres formules se fait de manière identique 

car nous obtenons toujours l'inégalité (V.7.2) 

c) Les suites de matrices IB k E NI définies en 111.2 sont convergentes. 
k ' 

t t 
Posons Dk = Bqk ukuk t ytk vkvk. (V.7.0) s'écrit alors B = afk Bk t Dk. 

kt1 

Comme nous avons 1 la - an[ < tm, ak2 et alk = "k 
n X 

l'hypothèse (i) du lemme V.6 est satisfaite. Les résultats a) et b) ~récédents 

et le fait que yk et B sont les termes de séries convergentes impliquent 
k 

la condition ii) est satisfaite. Enfin le choix global des paramètres réalise 

* 
l'hypothèse (iii) du même lemme. Donc il existe une matrice B telle que : 

* 
Lim Bk = B . 
k++m 
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C H A P I T R E  V I  

ESSAIS NUMERIQUES 



Les fonctions testées sont quelques-unes de celles couramment uti- 

lisées dans la littérature. Un petit nombre d'expériences numériques ont 

été reproduites ici, dans FIOROT et EL HALLABI C211 on trouvera un échan- 

tillon plus important de tels essais. Ils ont été effectués sur CI1 80. 

Nous avons utilisé le code MlQNl de la bibliothèque MODULOPT fourni par 

C. Lemaréchal (INRIA), il est équivalent au code VA13A écrit par M.J.D. 

Powell pour la bibliothèque de Harwell. Ce code a été conçu pour la BFGS. 

La formule (111.5.1) a été essentiellement utilisées pour les 

valeurs suivantes : 

k 
E = E '  -1, ak = 6k = 1, = yk = "0 TI est un réel de 

IO, 1C. 

Les tests d'arrêt sont : 

ii) ou f(xk + bk) > f(\) pour 1 Idk/ 1 10-16g 

Dans les tableaux ci-après, les symboles IT, NF sont respective- 

ment les nombres d'itérations et de calcul de la fonction (et du gradient). 

La comparaison des résultats est systématiquement faite avec la formule 

de la BFGS. Le temps de calcul est donné en dixièmes de seconde. 



Fonction t e s t  de : Rosenbrock Cs1 

* 
Point optimal théorique x ( i )  = 1, i = 1,.2, 3, 4. 

Valeur optimale théorique de f = 0. 

P o i n t  de départ  xO(l) = x0(3) = -3. 

x0(2) = x0(4) = -1. 

5 
Valeur i n i t i a l e  de f = 0.2 10 . 
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Fonction t e s t  de : MIELE Cs11 

4 6 4 2 
f ( x )  = cexp(xl) - x21 + I.OO(X -x + t g  (x3-x,+) + x8 + (x4-l) . 

2  3  1 

* 
Point  optimal théorique x(1)  = O .  

* 
x ( i )  = 1 i = 2 ,  3 ,  4. 

Valeur optimale théorique de f  = 0. 

Point  de départ 

Valeur i n i t i a l e  de 

Pour c e t t e  fonction,  avec l e  même point  de dépar t ,  l a  formule 

(111.5.1) u t i l i s é e  avec d i f f é r e n t s  jeux de paramètres donne d i f f é r e n t s  

po in t s  s t a t i o n n a i r e s  dont l e  minimum absolu, s e u l  point  fourni  p a r  La 

BFGS . 
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Fonction test : Fonction etendue de Dennis C121 

* 
Point optimal théorique : x = 0.  

Valeur optimale théorique de f = 0. 

Point de départ xo(i) = 10 i = 1, 2,. .. , n. 

Valeur initiale de f (voir itération 0 ) .  
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Fonction t e s t  : l a  fonct ion s i n g u l i e r e  de Powell C371 

* 
Point  optimal théorique x = 0. 

Valeur optimale théorique de f = 0. 

Point  de départ  : pour i = 1, 2 ,  ..., n/4. 

5 
Valeur i n i t i a l e  de f = 0.447 10 . 
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Fonction t e s t  : VAR Ci01 (100 var iab les)  

* 
Point optimal x = 0. 

* 
Valeur optimale de f f (x )  = 0.  

Point de départ xo ( i )  = 6, i = 1, 2 , .  100. 

2 5 
Valeur i n i t i a l e  de f f (xo)  = 0.263 10 . 
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