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NOTATIONS et DEFINITIONS

R espace vectoriel de dimension n construit sur le corps des réels R,
£ fonction réelle définie sur R 3 valeurs dans &,
Vf(xk) = g(xk) = g, gradient de f au point x,

V2f(xk) z G(xk) = G, hessien de f au point X symétrique,

[42]
|

Kk T X1 T % difference de points successifs,

Yk = gk+1 - & différence de gradients successifs,

A la transposée de la matrice A,

A-l la matrice inverse de la matrice A
EY

A% la matrice "racine carrée" de A
{]A]] 1a ncrme euclidienne de A

||x|| 1a norme euclidienne de x dans R”

<s, y> le produit scalaire des vecteurs s et y



INTRODUCTION



Ce travail entre dans le cadre de la minimisation d'une fonction réelle
continuement différentiable sans contrainte, i.e. minimiser f(x) pour x parcou-
rant R°. Ce type de probléme, propre en soi, sert souvent pour résoudre des
problémes de minimisation avec contraintes. En effet, beaucoup de méthodes
proposées jusqu'ici en optimisation avec contraintes conduisent 3 remplacer
le probléme donné par une suite de problémes sans contraintes. C'est le cas
des méthodes de pénalités (Carol [8], Fiacco et Mc-Cormick [181], Lootsma [351,
Zangwill [49]) et des méthodes des multiplicateﬁrs (Bertsekas [3, 4], Di Pillo
et Grippo [16], Hestenes [29], Miele, Moseley, Levy et Coggins [36], Powell [42],

Rockafellar [uu]).

Les algorithmes proposées consistent 3 déterminer le successeur du

point courant X, sous la forme X4l =x + Ak dk’ ol dk’ vecteur deiRp, est

la direction et Ak’ un réel strictement positif, est le pas. Pour la déter-
mination de la direction, une condition nécessaire pour obtenir la convergence
est que le produit scalaire de dk et du gradient de f au point X s noté g
soit négatif. On dit alors que dk est une direction de descente. Pour la
détermination du pas, appelée recherche linéaire, nous exigeons au moins que
f(xk + Xk dk) soit strictement inférieure a f(xk). De plus, pour assurer une
bonne vitesse de convergence, des conditions sur la dérivée directionnelle en

X .1 Sont souvent demandées.

Pour la rechercher linéaire, plusieurs méthodes ont é&té proposées
citons la minimisation exacte dans la direction dk’ la recherche linéaire
d'Armijo [2], la recherche linéaire de Goldstein [27], et la recherche linéaire

de Wolfe [48]. Cette derniére sera avantageusement utilisée dans ce travail.



Pour la détermination de la direction, depuis plusieurs années,
différentes méthodes ont été définies. La plus ancienne (Cauchy [9]) consiste
3 prendre pour direction 1l'opposé du gradient. Les méthodes dites de gradient
conjugué définissent la direction dk par dk = -g Y dk—l’ oil Yy est un
réel strictement positif. Les diverses méthodes de gradient conjugué corres-
pondent aux différentes maniéres de choisir le réel Yy Ces méthodes sont
dues a Hestenes et Steifel [28], et depuis, elles ont fait 1'objet de travaux
de la part de nombreux auteurs dont, par exemple, Fletcher et Reeves [25],

Polak et Ribiére [41] et Mukai [381].

La méthode de Newton définit la direction par dk = G;l g, - Cette
définition est déduite du développement de Taylor d'ordre deux de f: qk(s) =
L. 1 . s
f(xk) + <s, 8> + 5 <s, Gks> ol s = x xk. Le successeur de xk+l est choisi
2 'y - . __-l
comme zéro du gradient qu(s) = Gks t g, ce qui donne X1 T X Gk g
Le pas lk est identiquement égal & 1. Sous certaines hypothéses, (voir

Kantorovich et Akilov [32]), cette méthode a une convergence locale d'ordre 2.

Les méthodes dites de métrique variable ou de quasi-Newton, dont fait
partie le travail proposé ici, ont été introduites par Davidon [11]. Elles
consistent 3 remplacer, dans la définition de la direction de Newton, l'inverse
du hessien par une matrice Hk, obtenue de maniére itérative. L'inverse d'une
telle matrice, notée Bk, est une approximation du hessien. Le travail de
Davidon a été repris par Fletcher et Powell [2u4] qui ont donné la formule
bien connue de la DFP a savoir (H-formule)

)t t

(Hkyk)(Hkyk S Sy

= H - q s (0.1)
Hk+1 k <Hk Yier ¥y <sk, yk>




Une autre formule, appelée BFGS, abondamment utilisée, a été trouvée
indépendamment par Broyden [7], Fletcher [22], Goldfarb [26] et Shanno [46].

Nous pouvons l'écrire sous la forme suivante donnée par Shanno [46] : (H-formule)

t t
) (Hkyk)(ﬂkyk) (s, -m By ) (s H v, )
B ¥ ¥y K Tk Vi
N S0 ¥y”
ou r =

k <sk, yk> + <Hkyk, yk>
Ces deux matrices font parties de la classe des matrices de Broyden [6]

Cette derniére famille groupe les matrices de Huang [30], qui vérifient

la condition dite de quasi-Newton suivante :

Bl Y 7 5k

Comme dk+1 = Hk+l B+l doit &tre une direction de descente, on exige
des matrices Hk+1 d'étre symétriques strictement définies positives. Cette
propriété est vérifiée par les matrices de Broyden pourvu que le produit

scalaire <s V> soit strictement positif (propriété qui dépend de la

k’
recherche linéaire utilisée) et que la matrice H soit symétrique strictement
définie positive. Remarquons que les matrices inverses, Bk+1’ peuvent €tre

obtenues explicitement 3 l'aide de la formule de Sherman-Morrison (cf. [39]).

Pour d'autres études sur les matrices de métrique variable, et plus
particuliérement des matrices de D.F.P et de BFGS, le lecteur peut se référer
3 Dennis [131], Dennis et Moré [14, 15], Dixon [17], Lenard [34], Powell [43],

Ritter [45].

Dans tous les travaux cités, les résultats de convergence des méthodes
de métriques variable sont obtenus sous des hypothéses de convexité et des

conditions portant sur le hessien de la fonction é&conomique.



Dans ce travail, des hypothéses plus faibles seront utilisées 3 savoir
f de classe Cl et f bornée inférieurement. Elles permettront d'obtenir la

convergence,

Aprés avoir donné, au chapitre I, quelques remarques sur la recherche
linéaire de Wolfe et la formule de BFGS, nous définissons, au chapitre II,
d l'aide de paramétres réels, deux B-corrections ainsi que deux H-corrections
de rang 1 d'une matrice symétrique strictement définie positive. Ces deux
types de corrections, inspirées des formules de D.F.P et de BFGS, nous per-
mettront, au chapitre III, de définir une famille de matrices de métrique
variable Bk’ dites de rang 2, uniformément majorées ainsi que leurs inverses.
Ceci permettra dans le chapitre IV de démontrer la convergence de telles
méthodes de métrique variable. Nous montrerons, sous des conditions plus
fortes, que cette convergence est au moins R-linéaire (cf. [39], chapitre 9).
Une caractérisation des paramétres assurant les résultats du chapitre III
ainsi que la convergence des suites de matrices sont données au chapitre V.
Au chapitre VI, des résultats numériques, fort encourageants, obtenus en
utilisant l'une des matrices du chapitre III, sont données en comparaison
avec ceux obtenus avec la formule de B.F.G.S. Nous avons utilisé le code
M1QN1 de Modulopt, fourni par C. Lemaréchal. C'est une version équivalente
du code VA13A de la bibliothéque de Harwell (M.J.P. Powell) congu pour le

B.F.G.S.

Ce travail a fait 1'objet d'une note : MM. FIOROT et EL HALLABI [19]

et d'une communication au NATO ARI on N.L. Opt. : FIOROT and EL HALLABI [20].



CHAPITRE I

QUELGUES REMARQUES SUR LA
RECHERCHE LINEAIRE DE WOLFE
ET LES MATRICES DE

BFGS



I.1 - DEFINITION
Si x, est un point de R” et dk un vecteur deimp, nous dirons que dk
est une direction de descente au point X si le produit scalaire des vecteurs

g, et d; est strictement négatif.

1.2 - RELATION ENTRE LA RECHERCHE LINEAIRE ET LE PRODUIT SCALAIRE DES
 VECTEURS sy,

Nous rappelons l'algorithme de recherche linéaire de Wolfe [48]
Etant donné dk’ une direction de descente au point X, ¢ et c, deux réels

vérifiant :

0 <c

1 < cy <1 (1.2.1)

le pas Xk sera choisi tel que :

f(xk+kkdk) < f(xk) + Xk ¢ <> 42 (1.2.2)

<g(xk+kkdk).dk> 2 ¢, <g., 4> (1.2.3)

Dans un algorithme général de métrique variable, on utilise une
recherche linééire telle que le produit scalaire de s, et Yy soit strictement
positif. Ceci permet d'obtenir des matrices Bk’ k € N, strictement définies
positives. Ainsi Dennis et Moré [15] démontrent que si B, est une matrice
symétrique strictement définie positivé et si B, ,, est une matrice de la
famille de Broyden alors 'le produit scalaire <y yk> est strictement positif
si et seulement si la matrice B, 41 (symétrique) est strictement définie
positive. Dans le méme article; les auteurs signalent que si dk est une
direction de descente alors le produit scalaire <sp s ¥ > est strictement
positif si et seulement s'il existe Bk dans 10, 1[ tel que le produit scalaire

<s > soit supérieur & <s >. Nous pouvons considérer d'aprés ce
k? Bk+1 P B <S> 8 us pou P

qui précéde que, dans un algorithme de métrique variable utilisant une matrice



de Broyden, le deuxiéme critére de choix de la recherche linéaire de Wolfe

(1.2.3) a une certaine importance.

1.3 - DEFINITION (cf [391])

On dit que la suite {xk, k € N} converge R - linéairement vers X si :
lx, - x*[] s c 6" (1.3.1)

ol B0 est un réel de l'intervalle ]0, 1[ et c une constante.

1.4 - DEFINITION (cf [391)

» [] . ” L] * .
On dit que la suite {xk, k € N} converge superlinéairement vers x si :

%,y = % 1
Lim < =0 (1.4.1)
k-++eo lek -x ||

I.5 - DEFINITION (cf [391)

On dit que la suite {x, / k € N} converge & 1'ordre p > 1 vers x" si
*x

) - %"
Lim Tt = a (1.5.1)

ke 1% = x71|P

ol a est un réel non nul. Si p = 2 la convergence est dite quadratique.

Dans les différents algorithmes de métrique variable proposés, une des
hypothéses, capitable pour la convergence de ces algorithmes, est la convexité
globale de la fonction économique (voir [15], [34], [40], 431, [451]).
Néanmoins, les directions de recherches linéaires sont les seules parties

n . . ] . .
de R qui interviennent effectivement dans la progression de ces algorithmes.



Ceci se trouve illustré dans le travail de Dennis et Moré [15] ol les auteurs:

ont &tabli une condition nécessaire et suffisante de convergence superlinéaire

d savoir :
Lim [|0B, - 6(x")1u || = 0 (1.5.2)
koo ' :

ol W = sk/llsk||. C'est a dire que pour avoir une convergence superlinéaire,

il suffit (et il faut) que Bk converge vers le hessien de f uniquement
suivant la direction de recherche linéaire qui est alors, expliquent les
auteurs, dans [15], asymptotiquement une direction de Newton. Dans le cas ol

f est quadratique strictement convexe, la matrice Bn+ est en général 1'inverse

1
du hessien de f. Nous pourrions donc nous attendre 3 ce que, seules, les
propriétés de la fonction f, restreintes 3 la direction de recherche linéaire, .
aient une importance pour la convergence globale. En fait cette convergence

a jusqu'ici été obtenue, comme nous 1'avons déjd dit, sous 1'hypothése de

convexité de f.

) ~
cty  AOVDTNES T4 e} Ao Y

.ﬂ\,{“’ Qr tc ' féuf T e
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I.7 - PROPOSITION
Si A est une matrice (n, n) symétrique définie positive alors pour
tout x de R” nous avons :

11ax112 < 11A11 <x, Ax> (1.7.1)

Preuve :

L'opérateur I[Allln -~ A est défini positif d'aprés la définition
de la norme. Il commute avec A. Nous en déduiéons, d'aprés ([33], 1f, 1.12) "
que l'opérateur produit A(IIAI[I—A) est défini positif, i.e. pour tout x.
dansimn nous avons <x, A(]|A]l|1-A)x> positif ou nul, qui, compte tenu de
la symétrie de A, donne le résultat.

Dans [15] les auteurs démontrent que la condition nécessaire et
suffisante de convergence superlinéaire (I.5.2) est réalisée pour la DFP et
la BFGS sous les hypothéses suivantes : f de classe C2, g(x*) = 0, a(x”)
symétrique strictement définis positif et lipschitzien dans un voisinage
convexe compact V de x*, +§ Hxk - x*|| < +o , Ils obtiennent comme

k=0

résultat intermédiaire que les matrices B, ainsi que leurs inverses sont

k
uniformément bornées. Pour la BFGS, Powell, dans [43], a montré la convergence
de la série ci-dessus, en ajoutant 1'hypothése que f est uniformément
strictement convexe dans V, i.e. il exisfe deux constantes my et m,
strictement positives telles que :

m 1yl s <y, 60 y> s m,llyl1?

pour tout x dans V et tout y dans R".

Sous ces hypothéses, nous donnons le lemme I.9 suivant, qui, bien qu'il

n'ait jamais été publié est connu de certains auteurs (par exemple [47]).
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[.9 - LEMME
La suite matricielle {AB = Bor - Bk}kéN (ol B est définie par la

formule de BFGS) converge vers zéro.

Preuve :
De la propriété (I1.5.2), de la continuité du hessien et de la convergence
* 4 [
de X, vers x nous déduisons que

1im ||[B, - 6 )y || = 0 (1.9.1)
koo

ou z, est donné par (I.5.3). Ecrivons la relation (I.9.1) sous la forme :

Yx
lim |[[Bu, -~ ——|| = 0 (1.9.2)
Kk .
koo 1%
Posons u'y = Blu et v', = yk/‘|sk|| (1.9.3)

1) I1 existe deux constantes m' et M' strictement positives, telles
que ]]u'k]] S M etm' < <u, u'k>>s M'. Ceci résulte du fait que les matrices

B, k € N, et leurs inverses sont uniformément majorées,

k,

2) I1 existe m et M deux constantes strictement positives telles que
1 1
v kl] SM et ms<<u, vi>s<H
Ceci est conséquence de (I.9.3) et de :
(i) La suite {xk, k € N} converge vers x*, minimum local strict de f,

- - . . *
(ii) G(x) est continue sur V voisinage convexe compact de x .
1 1

2 2 ,
i = <u! >7 - <! > .
3) La suite W u K? uk) Ve uk converge vers zero

Nous avons :

<uy'. -vy! >
<uy'! >2 - <y! ¢ = k L uk
k* Yk S 1 1

<u'k, uk>2 + <v'k, uk>2
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qui donne

[Tury = v 1
k k
lw, | < 1 T (I.9.4)
2 2
1 1
<u x? uk> t+ <v K uk>
Ilu'k - V'kll
qui d'aprés 1) et 2) implique que lwkl est inférieur ou égal &
Ym' + vm
qui converge vers zéro d'aprés (I1.9.2) et (I.9.3).
! 1
. Yk Yk )
4) La suite - T converge vers zéro :
2 2
\ 1
Wi >t v, ue
On a :
' i <v' . > u. - /_v__";' '
Y M SR S et SR Sl
Yul, > v, > ruly, g> v, >
/_v_—'— Y - [ ] - T '
i ST (u K~V k) + (v<u o b Y<v 1 uk>) v
<11! <y!
UL > VL >
et en passant aux normes, nous obtenons :
1] | | B, | < 1 Sy t >
| u'y i v e M| |u WV k|[+MI/ u'lLu v<v 1 Y
/<u'k, w > v’<v'k, w > Ymm'
et nous concluons d'aprés (I.9.2), (I.9.3) et 3).
5) La suite ABk converge vers zéro.
Nous avons
t t
Yy Yy (Bksk)(Bksk)
ABk = <s S T "B s = > (1.9.5)
k* Yk K°k> Sk

Dans le deuxiéme membre de (I1.9.5) ci-dessus, nous divisons dans chaque

terme le numérateur et le dénominateur par ||sk||2, ce qui donne d'apres (I.9.3):

1 ' t 1 1 t
B = Vk Vk _ uk uk

k - i i i
YV Yy Yl w YT, we>




14

u' v'
Posons ik SO T ———k——, (1.9.6)
vy<u'! > k <y'! >
Kk % K Yk

ce qui donne

- -t

AB, = v - u or nous avons :
x Yk’

\-ft
k k k

v V-G = (-0, + vur 4 v (-u 4 vt
PV P W s L "k " " e " "

d'ou ||ABk|| < ||1_1k = ;kll (||ﬁk|| * ||3k||) qui converge vers zéro

d'aprés (I1.9.6), 1), 2) et 4).



CHAPITRE Il

B - CORRECTION DE RANG 1
H - CORRECTION DE RANG 1
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INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous nous proposons de corriger une matrice symétrique
strictement définie positive par une matrice anti-scalaire, i.e. de la forme
w® od u est un wvecteur de R". Pour simplifier son utilisation ultérieure,
cette correction sera traitée sous deux formes différentes : l'une dite
B-correction, l'autre dite H-correction. Ces deux appeliations sont d rapprocher
des appellations de B-formule et H-formule de métrique variable. Des conditions
pour que la matrice résultant d'une telle correction soit strictement définie
positive seront données ainsi que des relations entre les normes de la matrice
et de sa corrigée. Ces relations seront utilisées par la suite pour les

formules de rang 2.

I1.1 - DEFINITION
Si la direction 4, est fournie comme solution du systéme linéaire

Bk dk = -g, nous dirons qu'elle est obtenue par une B-formule.

IT1.2 - DEFINITION
Si la direction dk est définie par dk = —Hkgk’ nous dirons qu'elle

est obtenue par une H-formule.

II.3 - LA PREMIERE B-CORRECTION

11.3.0 - Hypothdses :

Soient :
- B une matrice symétrique, strictement définie positive, d'inverse H,

n . .
- s un vecteur de R, non identiquement nul,
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- o un réel strictement positif,
- B un réel positif ou nul,

- € un entier prenant les valeurs +1 ou -1.

Sous les hypothéses ci-dessus, considérons la matrice symétrique

suivante :

(Bs)(Bs)t

s, s> (I1.3.0)

3 = aB + €B

Rappelons la B-formule de la BFGS

gt = B - (Bs)(Bs)t & yyt
<Bs,s> <s,y>

La matrice B peut-&tre considérée. comme une perturbation d'une formule

. N o A
incomplete de B ci-dessus.

11.3.1 ~ Proposition

B étant strictement définie positive, dans les cas suivants :
(i) e=1,a>0etB20O _ (1IT;3.1.1)
(ii) e = -1, 0 s B <a ' (11.3.1.2)

B est strictement définie positive.

Preuve :

Calculons <z, ¥z> pour z un vecteur quelcongque de R".
2

o <z ,Bs>
Nous avons <z, Bz> = o<z, Bz> + €B —t——
<s,Bs>

(i) si € = 1, pour a strictement positif et B positif ou nul % est

strictement définie positive. 1

. : 2, : 2 e 2
(ii) si € = -1, comme B, est symétrique strictement définie positive <z, Bz>

k

est une norme de z, noté z et <z, s>_ = <z, Bs> est le produit scalaire
B 9 B 9

de z et s relativement d cette norme.
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Nous avons :
<z, B> = (al|2] 12 |1s})2 -Bes, 22} /||s]|?

2
B

que si B est strictement inférieure 3 a, alors <z, Bz> est strictement

De 1'inégalité de Cauchy~Schwartz <z, s>, < ||z||§ ||s||§, nous déduisons

positif pour tout z non nul de R".

11.3.2 - Proposition

Sous les hypothéses précédentes nous avons les relations suivantes

entre les normes de B et de g :

(i) sie=1,a>0etB20 ||| s (a+8) ||B|| (11.3.2.1)
(i) sie=-1, 0sB<a |1B]] s «}|B]| (11.3.2.2)
Preuve : 1
Soit B2 la racine carrée de la matrice B, elle est symétrique
1
strictement définie positive. Comme <Bs, s> = ||B2s||2, nous obtenons
1 1 :
lg 1 2 7t 1
¥=am) +epp? B2)BS) g2 (11.3.2.3)
= 2
2
[18%s]|
.
Posons u = (502 ——;ii—— (I1.3.2.4)
2
|18%s]]
1 1 i,
Nous obtenons B = a B2 [I + euut]B2, d'ot ||%|| <a ||82|| [T + Euutll.
3 7.2

Nous savons que ||B || = |](8%) || = ||8]].

Par suite nous avons

1Bl <o [lB]] |1+ ew]] (II1.3.2.5)
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1) Si € = 1, pour x de norme 1 nous avons

| |(1 + uut)xll2 = ||x||2 + <u, x>2 ||u||2 + 2 <u, x>2
2
<1+ [ull* + 2l ull? = @+ [lul 1%

Ce qui donne |1(I + wb) x|] 1+ I]ull2 pour tout x de norme 1 de R" ;

1'égalité est atteinte pour x = —2__ d'od

TN
11+ wt|]= 1 +]|ult? (II1.3.2.6)

D'aprés (II.3.2.4) nous avons alors

[T + uut|| =1+ g = Egé , ce qui, avec (II.3.2,5) permet de
conclure.
2) Si € = -1, pour x de norme 1, nous avons

[](1 - uut) x||2 ||x||2 + ll(uut) xH2 - 2 <x, w x>

1 + <u, x>2 ||u||2 - 2<u, x>2

"

14 <, x>2 (||u||2 = 2),

Or d'aprés (II.3.2.4), ||u||2 = g

qui d'aprés (II.3.2.2) est inférieur a 2,
par suite ||(I - w')x]] € 1. La valeur 1 est atteinte pour tout vecteur x
de norme 1, perpendiculaire 3 u.
Par suite

[ - wt]]= 1 (11.3.2.7)

Ce qui compte tenu de (II.3.2.5) permet de conclure. En fait nous pouvons

prendre a = B(a # 0) dans (ii).

11.3.3 - Formule de Shexrman-Monison (cf. 39)

. . & < n
Si A est une matrice (n, n) réguliére, v et w deux vecteurs de R ,

. t P N . . "1
alors la matrice A + vw est réguliére si et seulement si 1 + <w, A = v>
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est non nul, et nous avons :

-1 _ At Wttt

14<w, A_1v>

A +vwiltlza (11.3.3.1)

D'aprés la proposition II.3.1, % est réguliére. Notons ¥ son inverse.
En appliquant la formule (II.3.3.1) ci-dessus d la matrice B donnée en

(II.3.1) nous obtenons

t

B 58 (1I1.3.3.2)

ﬁ = H
= - - €
a a(a+eB) <Bs, s>

11.3.4 - Proposition

Sous les hypothéses précédentes, nous avons les relations suivantes

entre les normes de H et de ﬁ respectivement inverses de B et de %,

(1) sie=1 a>0etpz0 |[[H|s2|[ul (I1.3.4.1)
s . - ﬁ 1

(ii) sie=-1,0<sB<sa ||H|]Ss B | 1] ] (1I1.3.4.2)

Preuve : 1

Soit H? la matrice racine carrée de H. Elle est symétrique, par suite

2 a1
Hu“ll = |1H|]. La matrice N peut s'écrire sous la forme suivante

1 1 .4y 4
2 2 =
N-1y4t/2); . BEs)BS) 42
) 1,
(o+eB) | |B2s| I
qui donne
11,
15 2l |1 - e oy i) (11.5.5.9)
a at+ef % 5 e
[18%s}|

Pour les deux valeurs de €, le réel o+eB est strictement positif.
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Si nous posons

1 1
e
a+eB 1
| [8%] |
nous avons
[l ? = 52 (I1.3.4.4)

a+eB

L'inégalité (II.3.4.3) s'écrit alors

¥ <= B T - ew]] (11.3.4.5)

1) si € =1, (II.3.4.5) devient ||H|] s% [18]] |]1 - wa®]]|

et nous pouvons cenclure d'aprés (II.3.2.7).
2) S- - A ® ﬁ l t
ie=-1, (II1.3.4.5) devient || || < z ||H|| ||I + uu || et
d'aprés (II.3.2.6) nous avons alors

1< 21181 @ 1all® = 2 118 @+ Bp, ce qui domne

[ETRE=Se

I1.4 - LA DEUXIEME B-CORRECTION

IT.4.0 - Hypothlses

Soient :
i - B une matrice (n, n) symétrique strictement définie positive, d'inverse H,

s, y deux vecteurs de R" tels que leur produit scalaire <s, y> soit

ii
strictement positif,

iii - o un réel strictement positif

iv - B un réel positif ou nul

v - € un entier prenant les valeurs +1 ou -1.
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Sous les hypothéses ci-dessus, considérons la matrice symétrique

suivante

(Bs) (Bs)®

R=oBt ep <Bs,s> + <s,y>

(1I1.4.0)

En remplagant dans la H-formule de la BFGS, donnée par Shanno (W61, (H, y, s)

par (B, s, y) nous obtenons la B-formule de la D.F.P, 3 savoir :

B" = B - (1-r

) (Bs)(Bs)" + (yrrBs)(Y‘rBs)t_
<Bs,s> <y-rBs, y>

ou r = <8, Y2
<s, y» + <Bs, s>

Elle peut s'écrire encore :

pt- B - (Bs)(Bs)t + (yfrBs)(y—rBs)t
- <Bs, > + <s, y> <y-rBs, y>

Ainsi la matrice B définie par (II.4.0) peut &tre considérée comme une

Kd . [ b3 . + .
perturbation d'une formule incompléte de la matrice B ci-dessus.

Donnons quelques résultats dont les démonstrations seront déduites

du paragraphe ultérieur II.S.

11.4.1 - Proposition

B étant une matrice symétrique strictement définie positive, dans
les deux cas suivants
(i) €e=1, a>0 B 20 (II.4.1.1.)

(ii) e =-1, 0 < B s a (a # 0) (IT.4.1.2)

B est strictement définie positive.

11.4.2 - Proposition

Sous les hypothéses précédentes, nous avons les relations suivantes

entre les normes de B et de E
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(i) sie=1, a>0 B20 ||£|| < (o+B) ||B]] (II.4.2.1)

-1,0 s Bsa(a#0),|[Bll sallB]l (II.4.2.2)

(ii) si €

Soit H la matrice inverse de B. D'aprés la formule de Sherman-Morrison

(I1.3.3.1) H est donné par

B sst

o (ateB) <Bs, s> + a <s, y> (I1.4.2.3)

R = é H-¢€

11.4.3 - Proposition

Sous les hypothéses précédentes, nous avons les relations suivantes
entre les normes de H et H :
(1) sie=1, a<oetB20 ||l = é]lHl[ (II.4.3.1)

o : 1 '
(ii) si € =-1,0 s B < a,||¥|| < e | 4] | (II.4.3.2)

I1.5 - LA PREMIERE H-CORRECTION

11.5.0 - Hypotheses

Soient :
i - H' une matrice (n, n) symétrique, strictement définie positive, d'inverse B',
. n . .
ii - y un vecteur de R non identiquement nul,

iii - § un réel strictement positif,
iv - Y un réel positif ou nul,

v - €' un entier prenant les valeurs +1 ou -1.

Sous les hypothéses ci-dessus, considérons la matrice symétrique

suivante :

o t
H' = 8H' + e'y (5;,;(5; ) (II.5.0)
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Elle peut &tre considérée comme une perturbation d'une formule

incompléte de la H-formule de la DFP rappelée en introduction (0.1).

11.5.1 - Proposition

H' étant strictement définie positive, dans les cas suivants :

(i) €' =1, 6>0et vy 20" (11.5.1.1)

1"

(ii) €'

H' est strictement définie positive.

-1, 0 sy< @ (II.5.1.2)

Preuve : Elle est identique ad celle de la proposition II.3.1 ; il suffit de

remplacer dans cette derniére (e, a, B, s, B) par (e', &, v, y, H).

11.5.2 - Proposition

Sous les hypothéses précédentes, nous avons les relations suivantes

entre les normes de H' et H!

(i) sie'=1,8>0ety 20 llﬁ'|| < (8+y) ||H']] (I1.5.2.1)
(ii) si €' =-1,0 sy < A || s o |[H']] (11.5.2.2)
Preuve :

Elle est la méme que pour la proposition (II.3.2).

En utilisant la formule de Sherman-Morrison (II.3.3.1) nous obtenons

B' la matrice inverse de H' suivante :

-

Bl

1o, Y vy
*FTB T E ¥ Eey) <y,

. .

11.5.3 - Proposition

Sous les hypothéses précédentes, nous avons les relations suivantes

entre les normes de B' et B'
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(i) €' =1 6§>0ety20 ||§'|| < % | 18] (11.5.3.1)
(i) €' = -10sy <8 ||8']] s 3-1_'Y |18 ] (11.5.3.2)
Preuve

Elle est identique & la démonstration de la proposition (II.34) :

il suffit de remplacer dans cette derniére (e, a, B, B, s) par (¢', 8, v, H, y).

I1.6 - LA DEUXIEME H-CORRECTION

11.6.0 - Hypoth2ses

Faisons les hypothéses suivantes :

i - H' est une matrice (n, n) symétrique strictement définie positive d'inverse B',
ii - s, y sont deux vecteurs de R" dont le produit scalaire est strictement
positif,

iii - & est un réel strictement positif,
iv - Yy est un réel positif ou nul,

v - €' est un entier prenant les valeurs +1 ou -1.

Sous les hypothéses précédentes II.6.0, considérons la matricé

symétrique suivante :

(H'y)(H'y)"®

H' = ' 1
H' = 6H' + e'y Hiy,y> + <s.7° (I1.6.0)

Elle peut &tre considérée comme étant une perturbation de la H-formule de

la BFGS donnée en (0.2). En effet (0.2) peut s'écrire comme suit

ut =g - (ﬂx)(Hy)t " (s-rHy)(s-rHy)t
<Hy,y> + <s, y> (s-rHy, y)
ol r = =8, ¥

<s, y> t+ <Hy, y>
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ol 1'indice k a été omis dans le membre de droite et l'indice k+l1 a été

remplacé par le signe + dans le membre de gauche.

11.6.1 - Proposition

H' étant strictement défini positive, dans les cas suivants :

(i) €

1, §>0 ety 20 (I1.5.1.1)

-1, 0 <y s 8 (8§ #0) (11.6.1.2)

(ii) €

H' est strictement définie positive.

Preuve :
n -
Pour z un vecteur de R, calculons <z, H'z> ; nous avons

<H'y, z>2

<H'y,y> + <s, y

<z, H'z> = § <z, H'z> + €% (I1.6.1.3)

Comme H' est symétrique, strictement définie positive, la fonction
1

z + <z, H'z>2

est une norme, notée l[z||H, <z, y>H, est le produit scalaire
des vecteurs z et y relativement 3 cette norme. L'égalité (II.6.1.3) s'écrit
donc

<z, Atz> = 18 ||| 13, |lyl12, + €' v <z, y>2, + 8 [[2]|2, <8, y>1 /D
(II.6.1.4)

ol D = <s, y> + |Iy||§, qui est strictement positif d'aprés l'hypothése

11.6.0 (ii).

1) si €' = 1, il est évident que pour § strictement positif et Yy

positif ou nul H' est strictement positif puisque H' 1l'est.

2) Si €'

-1, 1'égalité (II.6.1.4) s'écrit :
= 2 2 2 2
<z, H'z> = [§ IIZIIH| IIYIIHv -y <z, y>H' + 6 I|z||Hv <s, y>1/D
De 1'hypothése (II.6.1. ii) et de 1'inégalité de Cabchy-Schwarz nous

déduisons que si y, réel positif, est inférieur ou égal & §, réel strictement
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positif, alors <z, H'z> est strictement positif pour tout z non nul de R".

11.6.2 - Proposition

Sous les hypothéses précédentes nous avons les relations suivantes

entre les normes de H' et H' :

(i) sie'=1,6>0ety20 ||H'|| s (v+8) ||H']] (11.6.2.1)
(ii) si €'=-1,0 s y s §, [18']] s 6 ||u']| (11.6.2.2)
Preuve :

Soit T la racine carrée de H', elle est symétrique strictement

définie positive. L'égalité (II.6.0) s'écrit alors :

t
A =61 [1 + o § Y J T (11.6.2.3)
Tyl]® + <s, v>
=
1) 1y
Posons v = (a] D (11.6.2.4)
2 2
ol D= (||Ty]|® + <s, y>), nous avons alors :
B' = 8§ T [I + e'vw'IT.
En passant aux normes et en tenant compte de HTH2 = ||H'|| nous obtencns
alors [1A*]] <& ||u']] ||1 + evvtll (11.6.2.5)
s s _Z 2.2 : o t
1) Si €'= 1, 1'inégalité (II1.6.3.5) devient ||H'|| s & ||H'|]| ||T + v [],
ce qui donne d'aprés (I1I.3.2.6) ||H'|] <& ||H']] (1 + ||v||2). Or nous avons

(I1.6.3.4) qui donne

o2 =3l o1 s

2
[ITy||© + <s, y>

A <8 a+d [nll =@+ |8
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2) si €' = -1, 1'inégalité (II.6.3.5) s'écrit
= t
A s 6 [luf] [T - vl

qui permet de conclure d'aprés (II.3.2.7) car llvllz est inférieur 3 2.

D'aprés la proposition II.6.1 H' est inversible. Son inverse B' est

donné par la formule de Sherman-Morrison (II.3.3.1). Nous avons :

t
=y -1 o, - et YY
. B'=7B' - ¢ % e e P Tt a (II.6.2.6~)
Comme (B')2 = T ~, nous pouvons écrire :
t
Boedrlfi-e Y(1y)(Ty) T (11.6.2.7)
G+ e Lnyl[2+ 6 <o, 32

11.6.3 - Proposition

Sous les hypothéses précédentes, nous avons les relations suivantes

entre les normes de B' et B'

) sie =1, 8>0etyz0 |[B']]| <Fl|lB]l (11.6.8.1)
ii) sie' =-1,0 Sy < § Bl s 3.1_{ |18']] (11.6.8.2)
Preuve :

1) 8ie' =1,

1

}'2'
posons v = 15 Ty
5+v) ||19]]% + 6 <s, v>) ‘

1'égalité (II.6.2.7) s'écrit B' = 1 T-lfl - wtl T—l, ce qui d'aprés (I1I.3.2.7)

permet de conclure.

2) si g' = -1,

N

posons v = Y Ty, 1'égalité (I1I1.6.2.7) s'écrit

(-y) ||1y|4? + 6 <s, y>




28
T ty el .oy
alors B' = ¥ T [I+vw 1T, qui d'aprés (II.3.2.6) donne
= il =142 2
HE ] < 5 [T 77 s [vl]D
or nous avons IIT_lH2 = ||B'||et

||V||2 - yll1y]1? P
(8-v) ||Ty||2 +6<s, y» Y

ce qui, compte tenu de (II1.6.3.3), permet de conclure.

Remaggue

Les quatre corrections précédentes sont d'un méme type :

(11.6.3.3)

les matrices

corrigées sont toutes de la forme A + uu® ou A est une matrice (n, n) et u un

vecteur colonne de R". Elles ont été introduites sous différentes formes pour

8tre utilisées comme telles dans la suite.



CHAPITRE III

CONSTRUCTION DES MATRICES DE
METRIQUE VARIABLE PARAMETREES :
CORRECTION DE RANG DEUX
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INTRODUCTION

Dans ce chapitre, partant d'une matrice (n, n) symétrique strictement
définie positive A, nous nous proposons de construire une matrice A' de la
forme A' = pA + Euut - €"vvt ol U est un réel strictement positif, € et €'
sont deux entiers prenant indépendamment chacun les valeurs +1 ou -1, u et v
sont des vecteurs colonnes de K. La matrice A' sera dite déduite de A par une
correction de rang 2 (si € = €', u sera différent de v). Nous montrons que les
formules de rang 2, dépendant de paramétres, son uniformément majorées, ainsi

que leurs inverses pour des choix judicieux de tels paramétres.

IIT.1 - HYPOTHESES

Soient :
i - B une matrice (n, n) symétrique strictement définie positive, dlinverse H,
ii - s et y deux vecteurs de R" dont le produit scalaire <s, y> est strictement
positif,
iii - o et § deux réels strictement positifs,
iv - B et y deux réels positifs,
v - € et €' deux entiers tels que € = + €' = + 1,

III.2 - CONSTRUCTION DE B-FORMULES DE RANG DEUX

Cette construction se fait en plusieurs étapes :
1) A par?ir des données (B, a, B, s, €) Nous définissons B (respectivement E)
par la B-correction donnée en (II.3.0) (respectivement (II.4.0)) dans les deux
cas étudiés dans le chapitre précédent, i.e. pour
i) €=1, a>0, 820 (I11.2.1)

ii) e =~-1,0 s B < a (I11.2.2)
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2) A 1'aide de la formule de Sherman-Morrison (II.3.3.1) nous calculons k
(respectivement H) matrice inverse de 3 (respectivement B) (cf (II.3.3.2),

(respectivement II.4.2.3)).

3) A partir de N (respectivement g) qui est symétrique strictement définie
positive et la donnée de 8§, Y, s, y et €' nous définissons par 1'une des
deux H-corrections données en (II.5.0), (II.6.0) deux matrices N et ﬁ

- -

(respectivement E et ﬁ) qu'on notera H et H, et ceci dans les deux cas

i) e'=1,86>0,y20

ii) €' =-1,0s vy < §

-

qui implique que H et H sont réguliéres.

-

4) Enfin B et B seront définies comme les matrices inverses de H et H
respectivement, inverses obtenues par la formule de Sherman-Morrison

rappelée en (I1I.3.3.1).

Cette construction est schématisée par le diagramme suivant pour

1'une des formules.
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= |
%:aB-}eaw
<Bs,s>
€ = +1, a>0, B=20 | ’ €e=-1, 0sB<a
EEEE

t
A= 6N + €'y (ﬁy)(ﬁy)
<My, y> + <s, y>
e' = 1, &0, 20 ‘ ’ e' = -1, 0sy< §
- t t
B = [H] 1. % B+ ¢ 8 Sg%l&é%l_ _— % Yy
S8 (8+e'8)<Ny,y>+8<s,y>

Diagramme : Formule (III.2.3)
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Nous obtenons ainsi quatre B-formules :

[~ £ t

B =% OB + €B LES;lﬁBS_)‘l - ¢ % Xy (II1.2.3)
- *Bs,=> (8+€'6) <ay,y> + § <s,y>
i t

= 1 (BS)(BS) . Yy

= 3'_?8 ¥ ef <Bs,s> + <s,Yé} A (3¥€‘G)<§y,y>+325,y> LILE: 2,8

- i t t

B =% aB + es—(gi—)(—f’?)—:} et X Yy (III.2.5)
L <Bs,s> 8 (8+€'Y) <’1}(y >

g =k -.B 8 (BS)(BS)t et X Alyt (II1.2.6)

= 3 \-d. + € <Bs.s> + <S,y>_ € 3 ({+E|Y)<Hy,y> oL

ol ﬁ (respectivement ﬂ) est la matrice inverse de la matrice entre crochet

de la méme formule.

Remargue

Formellement la formule de la BFGS est un cas particulier de la premiére
formule B donnée en (III.2.3). En effet si dans cette derniére nous faisons
€z€'=-1let® =B =68=vy =1 on retrouve la formule de BFGS. Néanmoins
les paramétres a, B, Y et 8§, tous égaux, ne vérifient pas les conditions

requises pour la définition de B (cf. diagramme).

IIT.3 - PROPOSITION

Sous les hypothéses précédentes, nous avons les relations suivantes

entre les normes de B et B (respectivement B et B)

i) si:1)e =1,a>0, B20

2) ' =1, 6 >0, Y20
allcos 18] | s&gﬁ ||8]| (I1I.3.1)

(respectivement l|§|| < E%Q ]IBl]) (111.3.2)



ii) si1l)e=1,a>0,B820

2) €'=-1, 0 sy < @
alors 1BI1 < $2 |18]
(respectivement I[B[I < %;% [1B]])

iii) si 1) e = -1, 0s B8 < a

2) e

1, >0,y 20
ators [18]] =3 113l

(respectivement [|£|| < % [I8] )

iv) si 1) € -1, 0 s 8<a

2) €' = -1, 0 <y < 3§

alors ||§|| s 3%7 IIBll

(respectivement ||§|| < 3%? 18] )

Preuve

i) Dans la proposition II.6.4 (respectivement II.5.3) nous remplagons dans
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(III.

(III.

(I1I.

(I1I.

(11I.

(I1I.

.3)

4)

.5)

.6)

.7)

.8)

(II.6.4.1) (respectivement (II.5.3.1) B' par B (respectivement B' par B) et

B' par ¥ ou R selon que B (respectivement B) est définie par (III.2.3)

(respectivement (III.2.5)) ou (III.2.4) (respectivement (III.2.6)).
avons alors ||B|] S%— llgH ou ||B|]| = % Hé” Or d'aprés (II.3.2.1) ou

(II.4.2.1) nous avons ||%|| < (a+B8) ||B|| ou ||E|| < (a+8) ||B]]|. ce qui

permet de conclure .

Nous
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ii) Pour 1'inégalité (III.3.3) (respectivement (III.3.4)) nous utilisons

(11.6.4.2) (respectivement (II.5.3.2)) et (II.3.2.1) ou (II.4.2.1).

iii) L'inégalité (II1I.3.5) (respectivement (III.3.6)) est obtenue en utilisant

(1I1.6.4.1) (respectivement (II.5.3.1)) et (II.3.2.2) ou (II.4.2.2).

iv) De méme 1'inégalité (III.3.7) (respectivement III.3.8) est obtenue en
utilisant cette fois (II.6.4.2) (respectivement (II.5.3.2)) et (II.3.2.2) ou

(IT.H.2.2).

II1.4 - PROPOSITION

Sous les hypothéses précédentes nous avons les relations suivantes

-

entre les normes de H et H (respectivement H et H) :

i) Sil)e = 1, a>0etB 20

2) €' = 1, § >0ety 20
alaws [l < 22X |]x]| (II1.4.1)
(respectivement ||ﬁ|| < Qél [ 4] ) (III.%.2)
ii) si1) e = 1, a>0et B 20

2) €' = -1, 0 £y <§

= 8

alors [H|] < 7 [ 4] (III.4.3)
(respectivement l|ﬁ|| < % =[] (III.4.4)

iii) Si 1) € -1, 0 < B< o

2) ¢! i, §>0 Yy 20

alors [H]]| < g;% [ 1] | (III.4.5)
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(respectivement ||§|| < g;% D) (III.4.6)

iv) si 1) ¢ -1, 0 £ B<aqa

2) e' = -1, 0syY<$§

= 8
alors [18|] =< 5B U (III.4.7)

(respectivement ||H|| < Egﬁ 1] ) (III.4.8)
Preuve :

Pour i) dans la proposition 11.6.3 (respectivement II.5.2) nous
remplagons dans (II.6.3.1) (respectivement (II.5.2.1)) H' par H (respectivement
H' par H) et H' par N si B (respectivement B) est donnée par (III.2.3)

(respectivement (III.2.5)) ou H' par Hosi B (respectivement B) est définie

par (III.2.4) (respectivement (III.2.6)).

Nous avons alors ||&|| < (&+v) ||N|| ou ||H|| s (s+v) |]nl|
(respectivement |]ﬁ|| < (6+Y) Ilkll ou ||§|| < (6+y) ||ﬂ||). Or d'aprés
(I1.3.4.1) nous avons |[M|| s 2 ||u|| et a'aprés (11.4.3.1) ||gl| s§||a||.

Ce qui permet de conclure.

Pour la démonstration de ii) nous utiliserons (11.6.3.2) (respectivement

(II.5.2.2)), (II.3.4:1) ou (II.4.3.1), et pour celle de iii) nous utiliserons
(11.6.3.1) (respectivement (II.5.2.1)), (II.3.4.2) ou (II.4.3.2), et enfin
pour celledeiv) nous utiliserons (II.6.3.2) (respectivement (II1.5.2.2)),

(I1.3.4.2) ou (II.4.3.2).

IIT.5 - DEFINITION DES MATRICES DE METRIQUE VARIABLE

Les matrices B, de métrique variable qui seront utilisées par la

suite pour définir une direction de descente dk telle que Bk dk =g
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sont données ci-aprés. L'utilisation de ces matrices est justifiée par

les propositions III1.6 et III.7. La matrice Bo, d'inverse Ho‘ étant

symétrique strictement définie positive, B, est choisie dans une famille

k

engendrée par 1l'une des quatre B-formules suivantes :

t
(Bksk)(Bksk)

1
1) By © 5 o B + €8 <B_s

x* S~
t
k Yk
- g %E * (II1.5.1)
d K"
(S re'vy) <Hyy> + 8 <5, yp>
t
(B,s, )(B s.)
2) Bk+1 - %— ak Bk + eBk <B s“ksk> +k<: >
K K5k * 5k k*Yk
t
Y v,y
_— 35 *k k (II1.5.2)
N .
ko (S +e'y ) <Hyp,y > + § <5,y >
L (B,s,)(Bs,)"
3) B, . = B, + €B
kel & _?k X k T <Bs,, 5>
Y Y. e
- €' 35 k k* (111.5.3)
k (6k+e*yk) <Hkyk’ yk>
' L (Bksk)(Bksk)t
) Bk+l = 3; % Bk * eBk <Bksk’ Sk> + <Sk’yk>
t
Y v,y
- e X k' k (III.5.4)

S (84" Yy) <Hyy,y,>
ou
. H; est la matrice inverse de la matrice entre crochets de la méme formule
Elle est donnée explicitement par la formule de Sherman-Morrison rappelée
en (II.3.3.1).

. Os Bk et € sont des paramétres définissant une B-correction, i.e. vérifiant

(I1.3.1.1) ou (II.3.1.2),
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. Gk’ Yy et €' sont des paramétres définissant une H-correction i.e. vérifiant

(II1.6.1.1) ou (II.6.1.2).

Dans toute la suite, {Bk’ k € N} désignera une suite de matrices
définies intérativement par l'une des quatre formules ci-dessus et {Hk, k € N}

la suite des inverses.

II1.6 - PROPOSITION

Dans chacun des quatre cas suivants :
’ %O By
1 -

Zl) (e, €') = (1, 1), 0 < % 0 < Bk’ 0<§ I 0 < Yy et ———3;———

terme général d'une série alsolument convergente,

" = | I e S
£2) (e, €') = (+1, -1), 0 < o 0 < Bk’ 0 < Y, < Gk et ___3;:§;___

terme général d'une série absolument convergente,
—Gk
£3) (e, €') = (-1, 1), 0 s Bk <oy, 0< Gk, 0 <y, et ——
k

terme général d'une série absolument convergente,
Yy

%

£) (e, ') = (-1, -1), 0 < B, <oy, 05y, < 8, et
terme général d'une série absolument convergente,

la suite {B,, k € N} est uniformément majorée.

k’

Preuve :
-~

Reportons-nous 3 la proposition III.3, nous avons B (ou B) n'est

autre que Bk¢1 définie par 1l'une des formules de III.5. Ainsi :

% By

Dans le cas ll), nous avons ||Bk+l|| < ~3;—— ||Bk||, d'ot

k o.+B.
I|Bk+l|[ < (jfo —%g—l) ||Bo||. Si le produit infini de terme général
a.+B.
, 7 e N, est convergent alors la suite {Bk, k € N} est uniformément
3

majorée ; or ce produit infini converge si et seulement si la série de
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a.+B. a.-8.+B.
terme général‘—%——l -1= —l—?éL-Ql est absolument convergente.
3 3

% tBy

Dans le cas £,) nous avonms |]Bk+l|| 53;:?; lIBkll’ et dans le cas £;)

nous avons IIB

|l < E [[B,||. La suite de la démonstration est identique
k+1 5 'k

M

d celle du cas Zl). Dans le cas lu) nous avons IIBk+1|| < 3;:;; IIBk||.

%
%

alors la suite {Bk’ k € N} est uniformément majorée. Or ce produit infini

~N

Si le produit infini de terme général T o
k 'k

, k € N, converge

S -y

converge si et seulement si le produit infini de terme général converge.
IIT1.7 - PROPOSITION

Dans chacun des quatre cas suivants :

S MYy
£'l) (e,e') = (1, 1), 0 < Qs 0 < Bk’ 0 < Gk, 0 < Y, et —————  terme
général d'une série absolument convergente,
§, -o.

L'y) (e,e") = (1, -1), 0 < a 0 < Bk, 0 < Y < Gk et — terme général
k

d'une série absolument convergente,

81t By

(-1, l)’058k<ak,0<6k’0sYket—_a]—<—"B:— terme

2‘3) (e,€")
général d'une série absolument convergente,

a, -8 -Bk
. e k "k
£ 4) (e,e') = (-1, -1), 0 < Bk <a, 0 < Y < Gk et 5

terme général
d'une série absolument convergente,

la suite'{Hk, k € N} est uniformément majorée.

Preuve :

Reportons-nous d la proposition III.4 ou H et H ne sont autres que Heoro

matrice inverse de Bk+l définie par 1'une des formules de III.S5 .
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Dans le cas l'l) nous avons d'aprés (III.4.1) ou (III.4.2) |lHk+l|| <
8, +y k 6.4y,
k 'k . 1 J
llHkIl. ce qui donne ||Hk+1|| s( o ) ||H0||.
e j=o %

Dans le cas 2'2) nous avons d'aprés (III.4.3) ou (III.4.4) ||H

k+1|| s

ék k &,
— ||Hk||; ce qui donne ||Hk+lll < (.ﬂ ai) ||Ho||.

e j=o

Dans le cas £',) nous avons d'aprés (III.4.5) ou (III.4.6) ||Hk+1|[ <

kakll | |14, || e M e |
— . 3 ce qui donne ||H < (m —) H .
o Bk Hk k+1 j=oaj Bj o

Dans le cas l'u), nous avons, d'aprés (III.4.7) ou (III.4.8) lIHk+1|I <

8 k 6.
k .
Gk—B ||Hk|‘, ce qui donne ||Hk+1l| < (.? ET%ET) ||Ho||.
k j=o 71 7]

Ces inégalités permettent de conclure.

CONCLUSION

Nous avons défini quatre familles de matrices symétriques paramétrées
{Bk, k € N}. Les paramétres vérifient certaines conditions rendant les
matrices Bk :
- strictement définies positives,

- uniformément majorées, ainsi que leurs inverses.
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REMARQUE

Nous avons défini au chapitre III quatre familles de matrices de
métrique variable déduites d'une matrice symétrique strictement définie
positive par une correction de rang 2. Nous avons remarqué que la famille

engendrée par (III1.2.3) contient formellement la B-formule de BFGS.

Si dans III.5 nous remplagons (B, s, y, H) par (H, y, s, B) nous
obtenons quatre familles de matrices déduites de H, symétrique strictement
définie positive, par une correction de rang 2. Ces familles sont de
H-formules, dont la premiére contient formellement la H-formule de D.F.P.
(pour les paramétres o = § = B =y = 1 et € = €' = -1). Ces H-formules
sont symétriques, strictement définies positives, (ainsi que leurs inverses)
pourvu que H le soit. Des conditions analogues a celles des propositions
II1.6 et III.7 peuvent &tre obtenues pour que ces matrices soient uniformément

majorées ainsi que leurs inverses.



CHAPITRE IV

CONVERGENCE DE L'ALGORITHME
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INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous donnerons un théoréme de convergence globale
pour une fonction bornée inférieurement et continliment différentiable. Nous
démontrerons sous d'autres hypothéses plus fortes que cette convergence est

au moins R-linéaire.

Considérons le programme mathématique suivant :

Min {f(x) / x e R"}

Remargue

Dans toute la suite les conditioms li et li définie par les propositions

II1.6 et III.7 seront notées Li’ pour i = 1, 2, 3 ou 4,

IV.1 - HYPOTHESES

Soit X, un point quelconque de R". Dans toute la suite nous ferons
les hypothéses suivantes :
hl) la fonction économique f sera supposée continuement différentiable,

h2) 1l'ensemble E = {x e R" / £(x) < f(xo)} sera supposé compact.

IV.2 - DEFINITION DE L'ALGORITHME DE METRIQUE VARIABLE

Soient :
i) €, €' deux entiers prenant indépendamment les valeurs +1 ou -1,

(ii) {ak, k € N}, {sk, k € N}, {yk, k € N}, {Gk, k € N}
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quatre suites réelles vérifiant la condition Li’ i=1, 2, 3 cu & définie
ci-dessus.
iii) c; et c, deux réels tels que 0 < ¢, ey <l e <-%.

1 1

Initialisation

. n . : ‘
Nous nous donnons X, un point quelconque de R et Bo une matrice {(n,w)

d'inverse Ho’ symétrique strictement définie positive (exemple Bv = I).
L

Iteration k
1) Disposant d'un point x, et d'une matrice Bk’ symétrique strictement

définie positive, si g, * 0, nous définissons la direction d, comme suit

4 =~ He g
ou Hk est l'inverse d'une B-formule définie au chapitre précédent. Pratiquement
d  est définie comme la solution du systéme linéaire B d = -g-

L'arrét (théorique) est obtenu pour g = 0.

2) Nous cherchons dans la direction dk’ un point X+l de la forme
X, t Xk dy ol le pas A est donné par la recherche lin&aire de Wolfe d savoir :

1) £z + A 4) = f(xk) t ey Ak <g > 4> (Iv.2.1)

) N N Y

ii) <gk+l’ dk) 2 ¢, <gk, dk) (1v.2.2)
]

3) Partant de Sicr Vo €, €', o Bk

par 1'une des quatre formules de III.5, et nous retournons en 1) avec k = k+l1.

s Yy et Gk nous définissons Bk+1

IV.3 - LEMME

si {Ak’ k € N} est une suite de matrices (n, n) symétriques strictement

i

définies positives telles que ||Ak

< M, alors tout point d'accumulation A,
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s'il existe, de la suite {Ak, k € N} est une matrice symétrique définie

positive.

Preuve :

> A
keN'

Il existe N' c N tel que Ak

La matrice A est évidemment symétrique, définie positive. Montrons qu'glle
est strictement définie positive. Soit Al la plus petite valeur de A ; nous

pouvons lui associer un vecteur propre unitaire z,. Nous avons alors
21,1 . .
nous posons N = = (& - Xl) ; 11 existe alors un

- . 1
<z, Az > = Xl. Si 11 < = 7

1 M

entier ko tel que pour tout k dans N' plus grand que ko nous ayons

<z,, A, 2z;> £ A, + . Comme inf {<z, A_ z> / ||z|] < 1} n'est autre que 1la

k

plus petite valeur propre de As noté kt et que At est supérieure a %3 nous

obtenons une contradiction :

z>/||z||51}s7\l+n<.l-

< kk = inf {<z, A N

1

-

k

Nous allons donner le théoréme de convergence de l'algorithme.

IV.4 - THEOREME DE CONVERGENCE

Sous les hypothéses h, et h, précédentes et pour chacune des
conditions Li,;i =1, 2, 3, 4, tout point d'accumulation x* de la suite

{xk, k € N} définie par 1'algorithme IV.2 est tél que VE(x") = 0.

Preuve
Soit M une borne supérieure (fournie par la proposition III.7) de
la suite {Hk, k € N}. De d = - H g et du fait que la fonction f est

continuement différentiable dans le compact E, contenant toute la suite



Uy

{xk, k € N} nous déduisons que la suite {dk’ k € N} est uniformément bornée

par un réel p. Notons Bp la boule de centre zéro et de rayon p.

Définissons l'application multivoque M : E x Bp > P(Eo) défini par :

y € E /y=x+2Ad, A 20, f(x + Ad) < f(x) + Acl <g(x), d>,

M(x, d) =
<g(x + Ad).d> 2 <, <g(x), a>

Elle est sup-continue sur E x (Bp - {0}). En effet pour toute suite
{(xm, dm), m € N} convergeant vers (x, d), avec d non nul, et toute suite
{ym € M(xm, dm), m € N} convergeant vers y, nous avons bien y dans M(x, d).
Pour cela il suffit d'utiliser la définition de Am suivante :
<ym T X dm>

fa_[1?

et le fait que f est continlment différentiable.

Am

Soit x" un point d'accumulation de la suite {xk, k € N} ; un tel
point existe d'aprés 1'hypotheése h, (Eo compact). Montrons que g* = g(x*) ERON
De méme des suites {dk’ k eIN}Qet {Hk’ k € N} appartenant respectivement
aux compacts Bp cR" et K ¢ R" » nous pouvons extraire des sous-suites
convergentes vers d* et " respectivement. Nous pouvons supposer que
(xk, dk’ Hk) converge vers (x*, d*, H*) pour k € N' ¢ N. D'aprés le lemme IV.3
H" est une matrice symétrique strictement définie positive. La sous-suite
{d.k = - Hk - k € N'} converge vers " = - H" g*. Si nous supposons que g,'r
est non nul alors a* est non nul. Considérons alors la sous-suite
{Xk+1 € M(xk, dk)’ k € N'}. Nous pouvons en extraire une sous-suite

*

* :
convergente vers x . Soit {xk+1, k € N" ¢ N'} une telle sous-suite. Comme

M est sup-continue, x appartient a M(x*,d*), ie. £(x™) - f(x*) < A" ey

* * * & * * * * * 5
<g , d>et<g ,d>2 C, <& » d >. De plus <g , d > est strictement
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négatif et par suite £(x"*) est strictement inférieur a £(x"). Or nous savons
en raison de la décroissance de la suite {f(xk) / k € N} que f(x*) = f(x**),

N s s . *
d'ou la contradiction, par suite g(x ) = O,

IV.5 - DEFINITION D'UN ALGORITHME DE PENTE

Si dans un algorithme général d'optimisation, les directions de
recherche linéaire d, sont telles qu'il existe v dans Jo, 1] vérifiant
- <4, g>zV (ngli ||dk|| pour tout entier k, alors 1l'algorithme est dit

de pente.

IV.6 - PROPOSITION
Soient {Hk, k €N} une suite de matrices symétriques strictement
définies positives et deux constantes M et M' telles que pour tout entier k

]IHkl{ < Met IlBk|| S M' alors il existe une constante U strictement

positive telle que si dk z - Hk 8y alors pour tout k nous avons :
- <4, g> 2w el Hell (1v.6.1)
Preuve :
N k k k
otons Xl < AQ S ... S An les valeurs propres de Hk. Nous savons que
k 1
l[Hkl[ = in et ||Bkll = X - Nous obtenons - <dy» g> = <H g, 8> 2
1
k 2 k v k,-1
N g 112 = 35 g l| 118, all et nous avons |18, 4|1 = 057 [la ]l
nous en déduisons que - <d., g> 2 Xt(kz)‘l I]gkll ‘|dk||. De Ai 2 (M')_1 et

k
n

A_ £ M, nous déduisons que Xt(ki)-l 2 (MM')_l, par suite nous obtenons

3 -1
- <g> 4> 2w g ] e ]l od u= M)

Remarquons que le réel U dépend de la norme euclidienne.
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Sous certaines hypothéses, il est démontré (cf. Théoréme IV.7) que
tout algorithme de pente converge au moins R-linéairement si la recher-

che linéaire utilisée est

i) exacte, i.e. on détermine Ak € argmin {f(x.k - Xdk) / A 2z 0} (1V.6.2)
ii) la recherche linéaire de Goldstein [27]
Etant donné a € 10, 1[ nous cherchons kk positif tel que

Ak (1-a) <gs 4> < f(xk + xkdk) - f(xk) S A o<g ., 4> (1v.6.3)
iii) la recherche linéaire d'Armijo [2] :
Etant donné a e 10, 1[, B € 10, 1[ et p > 0, nous cherchons Ak sous la forme
Bj p ol j est le plus petit entier tel.que

f(xk + )‘k dk) = f(xk) S ap g’ <g > dk> (IV.6.4)

IV.7 - THEOREME (cf M01)

Soit {x,_, k € N} une suite donnée par un algorithme de pente Vv de

recherche linéaire (IV.6.2), (IV.6.3) ou (IV.6.4). Si

i) X, converge vers un minimum local de f, x.

-

ii) f deux fois continuement differentiable dans un voisinage convexe V de x,

iii) il existe m, et m, deux constantes réelles telles que 0 < m, < m, et

2 2
m |yl s <y, 6(x) y> <m, |ly]] (1v.7.1)
pour tout x dans V et tout y dans ng, alors pour k assez grand nous avons :
k
- N 2
%, - x| /2 £(x) - £
3
- - k
et f(xk) - f(x) < [f(xo) - f(x)] 6
2
m
< 2.1 P
ot 6 =1-vV (Erd pour la recherche linéaire exacte,
2
- 2
6=1-4 a2 v2 (Ei) pour la recherche linéaire de Goldstein
< 2
L_oomy
6=1-2 8 o a(EFQ pour la recherche linéaire d'Armijo

2
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Remargue :

Dans tous les cas 6 dépend quadratiquement du nombre de conditionnement

de la matrice des dérivées secondes de f.

Plus récemment Allwright [1], a amélioré la constante 6 précédente.

IV.8 - THEOREMES ([1l)

Sous les hypothéses du théoréme précédent nous avons

£(x) - £(x) < [£(x_) - £(x)1 65 od

m
p=1-v El pour la recherche linéaire exacte,
2
2 2"
$ =1 -4a" v o pour la recherche linéaire de Goldstein
2
m
$=1-4a(l-a)B v2 7= pour la recherche linéaire d'Armijo.
2

Comme la recherche linéaire de Wolfe est largement utilisée, nous

allons étendre le résultat du théoréme IV.8.

IV.9 - Theoreme

Soit x un point d'accumulation d'une suite engendrée par un algorithme
de pente (cf IV.5) et la recherche linéaire de Wolfe. S'il existe un
voisinage V(x*) tel que
i) f soit deux fois continuement différentiable dans V(x*),
ii) i1 existe m, et m, deux constantes strictement positive vérifiant
m yl1% < <y, 6 y> < m, [1y]]%,

.. . . . * . * .
iii) il existe un entier, k , tel que la sous-suite {xk, k 2 k } soit

* *
contenue dans V(x ), alors pour k 2 k , nous avons
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f(xk) - f(x*) < [f(xo) - f(x*)] Gk
k
IESEE S'/;EI (£(x ) - £(x)) 67

oll 8 =1 - 2c (1- ¢, ) —l u2

)

* e,z P .
Nous pouvons supposer que k = O pour la commodité de la démonstration.

Preuve du théoréme

D'aprés 1'hypothése ii) nous pouvons écrire
2
£lx ) < E(x) + A <g, 4>+ 5 A my [l )%
Nous avons aussi :

Bppr 47 7 <gps 4>+ A <4, 6(EY ) &> (Iv.9.1)

or nous avons, d'aprés le deuxiéme critére de choix de Wolfe, i.e.

<By1® dk> 2 ¢, <@ dk> (Iv.9.2)

De (IV.9.1) et (IV.9.2) nous déduisons
- - 1]
(1 c2) (gk, d_k> 2 Ak <d.k, G(g k) dk>s
ce qui donne, d'aprés l'hypothése ii)

2
(1 - ¢y <ge. 4> 2 - A my |[4]]

l-c, <g, , 4. >
d'od A z-—2 K K (IV.9.3)

M g |1

D'aprés le premier critére de choix de Wolfe, nous avons f(xk+l - f(xk)
c,(1=cy)
l

ey Ak <g s dk>’ qui, d'aprés (IV.9.3) donne f(xk+1) - f(xk) < -
2
<gk, dk>
2
e, ||

L'hypothése ii) permet d'écrire pour x € V(x*), ueR" et A €R.

L)

(Iv.9.4)

f(x) + A<g(x),u> +-% m; A2 llu]l2 SAf(x+Au) < F(x)+A<g(x) ,u>+ %-mQ k2||u||2.

Suivant Allwright [1], pour x fixé dans V(x*), nous avons



49

2
f(x) - ll&iﬁlLL_ = min {f(x) + <g(x), uw> + = m, ||u|| / ueR"}

2ml
< min {f(x % u) / u ¢ R"}
£(x) - g;i < £(x).

En particulier dans 1'inégalité précédente en posant : x = X, , mous obtenons :
2 *
g 17 2 2m, [£(x) - £(x)1.

Ce qui, avec 1l'inégalité (IV.9.4) donne

£(x, ) - £(x) m g, a> 1?
1+ ktl xk <1- 2C (1- C ) 1 [ K dk ]J (1Iv.9.5)

P ICAIRIER
et nous avons (IV.6.1), - <G s dk> 2y ||gk|‘ ||dki| qui implique :
2
<g ,dk>
k 2
Iv.8.6
[HdkungkﬂJ > (1V-9-8)
De (IV.9.5) et (IV.9.6) nous déduisons
£( ) - £(x) m
+ Tt f $1-2c¢ (1-2¢cp —l-u2
£(x ) - £(x) ™2

Nous obtenons ainsi

* 1
£yy) - £60) 5 (- 20) (=ep) S ) [f(x) - £ (v.e.m)

Posons 6 =1-2¢c, (1- <, ) —l u2, (1v.9.8)

1 ™2

1'inégalité (IV.9.7) ci-dessus s'écrit alors :

f(xk) - £1(x") s o8 [f(xo) - £(xM)] qui est le premier résultat
du théoréme.
Nous avons

f(xk) - £(x") = <g*, X - x> + % <x - x*, G(Ek) (xk - x*)>,oﬁ
Ek € b‘k" x*[, or g* = 0, d'old f(xk) - £(x7) = % <x.k-x*, G(Ek)(xk—x*)> et

d'aprés 1'hypothése ii) nous avons :
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m, TTxk = x*112 <2 Ef(xk) - £(xM)] s m, lek - x"‘ll2 (1v.9.9)

*
Par suite nous obtenons ||xk -x || < éi [f(xo) - £(x")1 68 qui donne le
1

deuxiéme résultat du théoréme :
k
%, - x*1] s/ 2 1e(x ) - £ 02 (1v.9.10)
1

IV.10 - BORNES DU PAS \

Nous allons donné quelques propriétés des itérés d - g, et s, . Dans
toute la suite nous supposerons vérifiées les hypothéses du théoréme IV.9.
Ces hypothéses nous ont permis, avec l'utilisation de la recherche linéaire
de Wolfe, de trouver une borne inférieure pour le pas kk (ef. I¥.9.3)
-, < >
A=, SEps 9

by =
k 2
™2 [la]
Nous obtenons, compte tenu de Bk dk = -g

k,

ity sBeded = Ly
%% 5 7 h
2 |l 2

v

1
¥ (Iv.10.1)

ol M est un majorant uniforme de IIHkII, k e N.

Avec le critére de Wolfe nous ne pouvons rien dire quant 3 une
éventuelle borne supérieure uniforme de Ak' Pour avoir une telle borme,

nous renforgons le critére de Wolfe par le suivant :

I<gk+1’ dk>| < ¢, |<gk, dk>l (1v.10.2)

Ce critére cité dans [23] est schématisé par la figure suivante ol nous

avons tenu compte du premier critére de Wolfe :
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PR T
r >

N
|®-

—— o e ),

<§> Demi-droite de pente <g > dk>
<i> Demi-droite de pente Sy <Bp» dk>
ké) Demi-droite de pente “Cy <8 dk>

\ . .
(3) Demi-droite de pente ¢y <8 dk>

Avec une recherche linéaire de Wolfe le domaine successeur est :
[a, ¢} v [4, el
Ici i1 est égal 3 [a, bl v [4, el.
Cette deuxiéme recherche linéaire nous permettra de trouver une borne
supérieure de la suite kk.

L'inégalité (IV.10.2) est équivalente 3 :

Sy B> 4> S <Byps 42
et <Bypr 7 T TG g &
La premiére inégalité a été utilisée pour établir (IV.10.1). La deuxiéme

inégalité et la relation :
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B 4 7 <gs 4> 4 Ak <dy, G(zk) dk>
ol z, € ]xk, xk+l[ entrainent :

Ak <dk’ G(Zk) dk> < - (1 + c2) <gk, dk>
et compte tenu de (IV.7.1) nous obtenons

2
Ak m, ||dk|| < -(1+ c2) <g > dk> et

par conséquent

En remplagant g, par - Bkdk’ il vient :

oy Bt

k m 2
1 |l

De IIBkII < M', nous déduisons :

l+c2

By

A, <

1
K M

CONCLUSION
i) Compte tenu des hypothéses du théoréme IV.9, d 1l'itération k, Ak admet
donc les bornes suivantes :

1-c) <gy»d,” Ite, <g.d>
m 2 = xk = m
2 |la |l

ii) Compte tenu des hypothéses du théoréme IV.9 et du fait que les matrices

Bk et Hk sont uniformément majorées, nous obtenons les bornes uniformes pour

le pas Ak (k assez grand) suivantes :

1 M!
(1-c.) — < X, < (1l+c,.) —
2 Mm2 k 2 ml
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ol m1 et m2 sont respectivement minorant et majorant des valeurs propres du
. o« s Y s .2 * -
hessien de f dans un voisinage de stricte convexité de x , M 1 et M' sont

respectivement minorant et majorant uniformes des valeurs propres des matrices

Bk’ k € N.

Dans [15] les auteurs ont établi, sous certaines hypothéses, une
condition nécessaire et suffisante de convergence superlinéaire pour une
-1

suite {xk, k € N} engendrée par Kep1 = % T Ak B 8 (ol B, est une matrice

réguliére) et convergeant vers x". Cette condition est la suivante :
vim [0 B - 6T k]| = 0 (IV.10.4)
im - G(x = .10.
K k 'k ‘Iskl|

(cf. théoréme 3.1 page 51 de [15]).

Une conséquence de ce résultat est que la suite des directions dps
converge vers zéro : Il suffit de voir la démonstration du théoréme 6.4 page

65 de [15] ol nous remplagons (6.10) par (IV.10.4) ci-dessus.

Nous allons voir dans la suite que la série de terme général ||dkll,

d

" étant définie dans 1l'algorithme IV.2. est convergente.

IV.11 - Corollaire
Sous les hypothéses du théoréme IV.9, les séries de termes généraux
* ' ~N P . . 3

||xk - X IIB et ||dk||B ol B et B' sont deux réels strictement positifs

quelconques, sont convergentes.
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Preuve : E "
D'aprés (IV.9.10) nous avons llxk - X IIB ) , et comme 0
o0

appartient 3 1'intervalle 10, 1[ nous avons | ||xk - x*[l8 < +%, pour

k=1
tout B strictement pesitif.
. . PP - e otz - _x
La direction dk est définie par dk = Hkgk, qui s'écrit dk = rlk(gk g )
ou encore 4 = - Hk[G(Ek).(xk - x)] ol g, appartient a ]xk, x"[. En passant

1
aux normes, nous en déduisons que pour tout réel strictement positif B', Ildklls

<c' llxk - x*l|8', d'ol le résultat.

CONSEQUENCE

Sous les hypothéses du théoréme IV.9, la suite d, converge vers zéro.



CHAPITRE V

CARACTERISATION DES PARAMETRES
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INTRODUCTION

Dans les chapitres précédents nous avons établi des conditions
suffisantes pour que les matrices Bk et leurs inverses Hk soient

a) strictement définies positives pourvu que BO le soit,

b) uniformément majorées.

Ces conditions sont rappelées par le tableau V.I de la page suivante.

Nous allons donner pour chaque couple (€, €') un théoréme de caractérisation

des suites vérifiant les conditions suffisantes donnant les résultats a) et b)

ci-dessus.

Dans toute la suite, il sera supposé que Bo est une matrice symétrique

strictement définie positive.
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V.2 - Théoréme
Soit (g, €') = (-1, -1)
Nous nous donnons 2 suites (ak) et (bk) vérifiant (ak+l)(bk+l) <1et
telles que :
Cl) bk > -1,
c2) a, > -1,
CS) ay et le terme d'une série absolument convergente,
cu) bk est le terme d'une série absolument convergente.
Nous déterminons les suites (ak) et (Gk), k € N telles que :
c.) §, >0,
1
) ¥ < T+, 85
c7) oy 2 (1+ak) Gk,
et nous définissons les suites (Bk) et (Yk), k € N, par :

d,) B =a, - dk (1+ak),

17 "k k
d2) Y G Gk - o (1+bk).
Alors les conditions Cj’ j =1, 2, .., 7 et les définitions d1 et d2

caractérisent les suites qui vérifient les conditions 1, 1 bis, 2, 2 bis, 3
et 4 du tableau V.1, i.e. les conditions suffisantes établies précédemment
quil rendent Hk et Bk :

a) strictement définies positives

b) uniformément bornées.

Preuve du théoréme :

La propriété (l+ak)(l+bk) < 1 entraine que l'ensemble des couples

c. et c

(a, y, 8§ ) vérifiant c_, est non vide, ces couples sont contenus dans
K 5* “6 P

7

le cdne engendré par les deux demi-droites de pentes positives (l+ak) et (l+bk)
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et inclus dans l'orthan positif.

a) Les conditions cj, j =1, 2, ..., 7 et les définitions dl et d2

entrainent les conditions 1, 1 bis, 2, 2 bis, 3 et 4 du tableau V.1l. Nous

avons : d1 et cq entrainent 1

¢, entrainent 1 bis

dy» s

d c. et c¢c. entrainent 2

27 76 1

d c,. et c, entrainent 2 bis

Cgs € 2 1

22 iiks

d et ¢, entrainent 3

2° Cgr Cqs Gy 2

d c_ et c_, entrainent 4.

125 3

b) Réciproquement les conditions 1, 1 bis, 2, 2 bis, 3 et 4 et les

définitions dl et d2 entrainent les conditions Cj’ 7 21, 25 «e05 7+ Nous

avons : 1, 1 bis, 2 bis et d,2 entrainent ¢y

1 bis, 2, 2 bis et d1 entrainent c,

2, 2 bis, 4 et dl entrainent Cq

1, 1 bis, 3 et d2 entrainent c,

2 et 2 bis entrainent Cg

1, 1 bis, 2, 2 bis et d2 entrainent Cg

1l et d1 entrainent cq

V.3 - Théoréme
Pour (g, €') = (41, 4+1), nous nous donnons deux suites (ak) et (bk),
k € N, telles que : (ak+l)(ak+1) 2 1 pour tout entier positif k,
s SRl
et Cl) bk 1
est le terme d'une série absolument convergente

c2) ay

c3) bk est le terme d'une série absolument convergente.
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Nous déterminons les suites (ak) et (Gk), k e N, telles que :

cu) Gk > 0,

A

c5) a, (1+ak) ék’

1
cg) O 2 T+, 8y

et nous définissons les suites (Bk) et (Yk), k e N, par :

dl) Bk = -0t (1+ak) Gk,

dy) v

- Gk + (1+bk) a, -

Alors les conditions Cj’ j =1, 2, ..., 6 et les définitions dl et d2

caractérisent les suites qui vérifient les conditions 1, 1 bis, 2, 2 bis, 3
et 4 du tableau V.1, i.e. les conditions suffisantes établies précédemment qui

rendent Hk et Bk :

a) strictement définies positives

b) uniformément majorées.

Preuve :

Les conditions cqs C et

Y g impliquent que o, est strictement positif

k

d'oll 1 bis, et alors avec la condition c_, 1+a, est strictement positif.

5’ k
Pour k fixé la propriété (1+ak)(l+bk) 2 1 entraine que l'ensemble des couples
(ak, Gk) vérifiant c

y* Cs et Cg est non vide, ces couples sont contenus dans

le cdne engendré par les deux demi-droites de pentes (l+ak) et (l+bk)—l,

positives, et inclus dans 1l'orthan positif.

a) Les conditions s j =1, 2, ..., 6 et les définitions dl et d

2

entrainent les conditions 1, 1 bis, 2, 2 bis, 3 et 4 du tableau V.1 :
En effet nous avons :

dl et Cg entrainent 1

¢, et ¢, entrainent 1 bis

4> %g 1
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i 2
d2, 1 et Cg entrainent

cy entraine 2 bis

d c, et c,. entrainent 3

1> 74 2

c, et c. entrainent 4

o 6> 73 1

g3 Oy ©

b) Réciproquement, les conditions 1, 1 bis, 2, 2 bis, 3 et U4 et
les définitions d, et d, entrainent les conditions c., j =1, 2, ..., 6
1 2 3

1 bis, 2, 2 bis et d2 entrainent ¢y et g

d 2 bis et 3 entrainent c

1?2 2

d 1 bis et 4 entrainent c

27 3

2 bis entraine cu

dl et 1 entrainent c5

V.4 - THEOREME

Pour (g, €') = (1, -1), nous nous donnons deux suites (ak) et (bk)’ k € N,
telles que : a + bk ta bk > 0 pour tout entier positif k et
S e
cl) b, 1
c2) a, est le terme général d'une série absolument convergente,
CS) b est le terme général d'une série absolument convergente.
Nous déterminons les suites (ak) et (Bk), k € N, telles que
>
cu) o 0
0

%

c5) Bk

06) Bk < (ak + bk +ay bk) o

et nous définissons les suites (6k) et (Yk), k € N par :

d,) Gk

(l+ak) o

1
O

d)) Yy = & - I3
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Alors les conditions cj, j=1,2, ..., 6 et les définitions d1 et d2
caractérisent les suites qui vérifient les conditions 1, 1 bis, 2, 2 bis, 3
et 4 du tableau V.1, i.e. les conditions suffisantes établies précédemment

qui rendent Hk et Bk H

a) strictement définies positives

b) uniformément majorées.

Preuve :
Pour k fixé, la propriété (ak + bk ta bk) 2 0 entraine que l'ensemble

des couples (ak, Bk) vérifiant cys © et c. est non vide, c'est le cdne

5 6

engendré par les demi-droites, de pentes a, + b, + a et zéro, inclus dans

k k k bk

l'orthan positif.

a) Les conditions cj, j=1, 2, ..., 6, et les définitions dl et d2
entrainent les conditions 1, 1 bis, 2, 2 bis, 3 et 4 du tableau V.1 :

cg entraine 1

y entraine 1 bis

dl’ d2, cl, Cg entrainent 2

d c

o c, et ¢, entrainent 2 bis

12 7y 5

d et ¢, entrainent 3

€15 Sy %5 3

2’
dl’ <, et cy entrainent 4

b) Réciproquement, les conditions 1, 1 bis, 2, 2 bis, 3 et 4 et les
définitions dl et d2 entrainent les conditions Cj’ j=1,2, ..., 6

1, 1 bis, 2 bis et d2 entrainent c,

1 bis, 4 et dl entrainent <,

1, 1 bis, 2 bis, 3 et d2 entrainent Cq

1 bis entraine <,

1 entraine c5
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bis, dl et d2 entrainent Cg

V.5 - THEOREME

Pour (g, €") (-1, 1) nous nous donnons deux suites (ak), (bk), k ¢ N,

telles que (ak + bk + a bk) > 0 pour tout entier positif k et

k
Cl) b > -1
c2) a est le terme général d'une série absolument convergente,
c3) b, est le terme général d'une série absolument convergente.
Nous déterminons les suites (Gk) et (Yk), k € N, telles que :
cu) 6k >0
05) | 20
c6) Yy < (ak + bk + a bk) Gk

et nous définissons les suites (ak) et (Bk), k € N, par :

dl) a = (1 + ak) Gk
8. +Y
B k 'k
S N PO
k
Alors les conditions c., j =1, 2, ..., 6 et les définitions dl et d2

caractérisent les suites qui vérifient les conditions 1, 1 bis, 2, 2 bis, 3
et 4 du tableau V.1, i.e. les conditions suffisantes établies précédemment

qui rendent Hk et Bk :

a) strictement définies positives,

b) uniformément majorées.

Preuve :

Pour k fixé, la propriété (ak +b o ta bk) > 0 entraine que l'ensemble

des couples (Gk, Yk) vérifiant c,s Cg et cg n'est pas vide, ces couples sont
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contenus dans le cdne engendré par les demi-droites de pentes, positives,

a + b, +a bk et zéro, inclus dans 1l'orthan positif.

La preuve se déduit de la remarque suivante : si dans le tableau V.1
nous remplagons B, Y, §, a respectivement par vy, B, ¢, 6§ dans les conditions
1, 1 bis, 2, 2 bis, 3 et 4 du cas (g, €') = (1, -1), nous obtenons les

conditions 2, 2 bis, 1, 1 bis, 4 et 3 du cas (e, €') = (-1, 1).

Nous avons caractérisé les suites réalisant les conditions suffisantes

qui rendent les matrices B, , k ¢ N, bien conditionnées. Nous allons &tablir

k’
avec une condition supplémentaire que la suite {Bk’ k € N} est convergente.

Pour cela nous allons utiliser le lemme suivant (élaboré 3 la suite d'une

discussion avec A. Draux).

V.6 - LEMME

Soit (rk), k € W), une suite dans R (ou dans un Banach) iéfinie par
SRR I S Y ou V) est un réel et t, un élément R vérifiant
(i) 1 - V) s k € N, est le terme général d'une série absolument convergente,
(ii) tes k € N, est le terme général d'une famille absolument sommable,
(iii) la suite (rk), k € N, est uniformément majorée, i.e. il existe un réel

W strictement positif tel que

||rk|| < w pour tout k dans N

Alors la suite (rk), k € N, est convergente.

Preuve :

k
On a 1'égalité ) (v

+ t. .), elle s'écrit encore
i=1 i-1

i-1 Ti-1
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k-1 k
e o lorgt Loyt ))
i=l i=1
ou
k-1 k k-1
me=- L orgt Dovigrg g+ 1ot ey
i=1 1=2 1=0
c'est-a-dire :
k-1 k-1
r, =V r + .z (vi-l) v, # _Z £ (V.6.1)
i=1 i=o

Les hypothéses (i) 3 (iii) permettent de conclure.

Les matrices B4l définies au chapitre III par (III.5.1), (III.5.2),

(II1.5.3) et (III.5.4) peuvent s'écrire sous la forme générale suivante :

= ! ' t ' L
Byp = @'y B * B KW W Y Ve v (v.7.0)

V.7 - PROPOSITION

Si les suites {a, , k e]N},{Bk, k € N}, {Yk, k € N} et {Gk, k e N}

k’
oo
vérifient les conditions du tableau V.1 et si de plus |} |ak - dkl < o et
k=o
[ Gk <8 pour tout entier k, alors les suites de matrices {Bk’ k € N}

définies par (III.5.1), (III.5.2), (III.5.3) et (III.5.4) sont convergentes.

Preuve :
Elle se fait en trois étapes. Les deux premiéres seront faites pour
1'une des suites de matrices définies en III.5, par exemple, la suite définie

par (III.5.1). Les résultats restent vrai pour les autres.

Compte tenu de (V.7.0) et de (III.5.1) nous avons
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t
N uﬁ ) (Bksk)(BkSk) . B . o Y o et
z L€ = , —g' = =
(Bksk,sk) Gk k Gk k
t
v o = N1k
k 'k *

1
(S re'yy) <Hyay > + & <say>

a) La suite {uk u;, k € N} est uniformément majorée.
2
Comme dans R" toutes les normes sont équivalentes, nous montrons que cette

suite est uniformément majorée au sens de la norme de Frobenius, i.e.

[[a]12 = tr(anT).

2
Nous avons | |u t|| = || ||2 - l|Bksk||
kuk F uk <Bksk ’Sk>

Comme Bk est symétrique définie positive, nous avons d'aprés la proposition I.7

2
1B, ||

>
<B sk,sk

< |IB || s m (V.7.1)
K

d'ou le résultat.
b) La suite {vk VE, k € N} est uniformément majorée, nous avons

2
Hy, |1

vy =
K kF (6k+€'yk) <H;yk, yk> + Gk <s5¥ > ’

Comme Gk <s .,y > est positif, nous avons :

2
[y, !

vl |, = (V.7.2)
kE (8, +e'y,) <H;yk, Yi”

k

D'aprés les théorémes précédents V.2, V.3, V.4, V.5, la condition § < Gk <é

entraine qu'il existe deux constantes strictement positives telles que
a < ak < a. Nous déduisons, alors, des conditions données dans les colonnes

3 et 4 du tableau V.1 que Bk et Y, sont termes généraux de séries convergentes.

Par suite (V.7.2) entraine
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2
[y, |1

7 8 <HyLy>

*
or H

12 qui vaut soit kk ou H définies au chapitre II, est définie positive.

Comme Bk est terme général d'une série convergente et que o est uniformément

bornée (voir plus haut), ¥ et R, sont uniformément majorées (cf. les prop.

k
11.3.2, II.4.2 et III.8). Par suite la plus petite valeur propre de H; est

uniformément minorée et strictement positive. D'ol

IlvkvillF < % C ol C est une constante.

Remargue :

La démonstration pour les autres formules se fait de maniére identique

car nous obtenons toujours 1'inégalité (V.7.2)

c) Les suites de matrices {B , k € N} définies en III.2 sont convergentes.

k,

- QY t ' t 14apt - !
Posons Dk B 1 Yl + Y e YiVke (V.7.0) s'éerit alors Bk+l =l Bk + Dk'

- > 1 =
Comme nous avons z |an Gnl < 4o, Gk._ S eta K 3;

1'hypothése (i) du lemme V.6 est satisfaite. Les résultats a) et b) précédents
et le fait que Y, et Bk sont les termes de séries convergentes impliquent
la condition ii) est satisfaite. Enfin le choix global des paramétres réalise
1'hypothése (iii) du méme lemme. Donc il existe une matrice BY telle que

Lim B_ = B*.
o+
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ESSAIS NUMERTQUES
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Les fonctions testées sont quelques-unes de celles couramment uti-
lisées dans la littérature. Un petit nombre d'expériences numériques ont
été reproduites ici, dans FIOROT et EL HALLABI [21] on trouvera un échan-
tillon plus important de tels essais. Ils ont é&té effectués sur CII 80.
Nous avons utilisé le code M1QN1 de la bibliothéque MODULOPT fourni par
C. Lemaréchal (INRIA), il est équivalent au code VA13A écrit par M.J.D.

Powell pour la bibliothéque de Harwell. Ce code a été congu pour la BFGS.

La formule (III.5.1) a été essentiellement utilisées pour les

valeurs suivantes :

e=¢'"=-1, o = Gk =1, Bk =Y ® nk ol N est un réel de

Jo, 1l.

Les tests d'arrét sont :

. 2 -25
i) 1lg |12 = 10

. -16
ii) ou f(xk + Ak ¢k) > f(Xk) pour xk |ldk|| < 10 .

Dans les tableaux ci-aprés, les symboles IT, NF sont respective-
ment les nombres d'itérations et de calcul de la fonction (et du gradient).

La comparaison des résultats est systématiquement faite avec la formule

de la BFGS. Le temps de calcul est donné en dixiémes de seconde.
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Fonction test de : Rosenbrock [5]

) 2.2 82 2,2
f(x) = lOO(x2 xl) + (1 xl) + 90(xL+ x3)

+ (1mx)” + 10.1[(x2—l)2 + (-7 + 19.8(x,-1) (%,-1)

” . * . -
Point optimal théorique x(i) =1, i =1,.2, 3, 4.

Valeur optimale théorique de f = O.
Point de départ xo(l) z x0(3) = -3.
xo(2) = xo(u) = -1.

Valeur initiale de £ = 0.2 10",
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Fonction test de : MIELE [31]

_ 4 6 L 8 L2
f(x) = Eexp(xl) - x2] + 100(x2—x3) + tg (x3—xq) tx ot (xuwlj .

Point optimal théorique X(1) = o.
* I3
x(i) =1 i=2, 3, 4
Valeur optimale théorique de f = 0.
. P o
Point de départ x(1) = 5.
o, .
x(i) =10 i =2, 3, 4
Valeur initiale de f = 0.367 109.

Pour cette fonction, avec le méme point de départ, la formule
(II1.5.1) utilisée avec différents jeux de paramétres donne différents
points stationnaires dont le minimum absolu, seul point fourni par la

BFGS.
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Fonction test : Fonction &tendue de Dennis [12]

n
., 2 4
ix+ (_Z xi)

n
£(x) = )
=1 i=1

i

Point optimal théorique : X = 0.
Valeur optimale théorique de f = O.
Point de départ xo(i) 230 121, Dyeeny B

Valeur initiale de f (voir itération 0).
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Fonction test : la fonction singuliére de Powell [37]

n/t 2 2
£(x) = ] [xys o+ 10,0 17 + 50x,, 4 - x,,]
i=1
+ [x 2 X ]2 + 10[x X ]2
yi-2 Bi-1 4i-3 ui

z . *
Point optimal théorique x = O.

Valeur optimale théorique de f = 0.

Point de départ : pour i = 1, 2,..., n/u4.

xo(ui-s) = 6.
xo(ui—2) = - 2,
xo(ui-l) = 0.
xo(ui) = 2,

Valeur initiale de f = 0.447 105.
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f(x) = xi + (
i i

i=1 i

Point optimal X = 0.
Valeur optimale de f £(X) = 0.
Point de départ xo(i) =6,1i=1, 2,..., 100.

Valeur initiale de f f(xo) = 0.263 1025.
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