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INTRODUCTION 

Nos recherches ont ddbutd par t'dtude des approxhmts de 

type exponentiet. Dès que te probtdme de t'existence e t  de t'unicitd 

es t  abordd, apparaissent tes potpthee orthogonuux par m o r t  d une 

fonctionnette lindaire ddduite de ta 8d& fonnetk que t'on cherche 

à approcher. C'est ainsi que noua avons d t d  amenés à noua intémessr 

aux propridtds satisfai tes par ces potynôme. Les cas où ta fonction- 

neZk tindaire es t  ddfinie ou ddfinie positive avaient d t d  suffieam- 

ment étudids pour ne pas retenir notre attention. Restait te cas d'uns 

fonctionnetts tindaire absotwrsent quetconque. C'est d t'dtuds de ce cas 

gdnérut qu'est consacrd ce &ire. 

Tout d'abord se pose un probt&me de sdmmtique. Comnent ap- 

peter ce8 potÿndmes qui prdsentent des singutarités. C. Brezinski [ 61 

a qualifié de gdndraux tes  pot2/ndhres orthogonaux définis d partir d'une 

fonctionnet le tindaire c.  Mais par ta suite i l  nous a fait  partager son 

sentiment que ce terme n'dtait  pas bien a p p r q d P .  hr e f f e t  on voi t  

souvent appmzttre dans ta tittdrvzture te terme de potynûmes orthogo- 

naux gdndraw pour des catdgoriee de potynbhee obtenus d partir d'une 

fonctionnelle linkaire définie positive. IZ nous avait conseittd de k s  

appeler pozynbhles orthogonuux fonnets, parce qu ' i l s  sont ddfinis for- 

mettement d partir des moments c de ta fonctionneZZe c. Nous nous 8 o m  4 
mes ratt ids d ce vocable. Le prdsent mdnwire srintituZe donc "POLYNOMES 

ORTHOGONAUX FORMELS - APPLICATIONS'. 



Notre dtude a d t d  guidde par  l'idde suivante. Lkms le cas 

n o m l  H. Van Rosswn a retid dzm sa thdse C481 ta thdor-k des p o l w -  

mes orthogonaux aux approximnts de Padd. C.  Breainski pensait que cette 
liaison devait exister dans te  cas gdndml. Sa l ivre, " P A M - T Y P E  APPRO- 

X I M A T I O N  AND GENERAL ORTHOGONAL POLYNOMIALS" C61 a fait  cet* aninexion 

dans Ze cas d'une fonctionnelle linéaire ddfinde. Cet o u m e  a donc 

essentiel Zement servi de point de départ d notre t m i l  . IZ noua a 

dvité de nombreuses recherches dans l'ensemble des articloa /pore dans 

les revues e t  nous lui avons emprunté de nombreuses idbes directrices. 

Ce mémoire se décompose en deux parties. La première de quatre 

chapitres est  consacrde aux polywhes orthogonaux, d leurs pmpridtds. 

Notre but a été de définir au mieux la  tuble dans laquelle sont dispos& 

les polynûnes, d 'dtudZer tes  blocs qui y appamissent, d'obtenir des 

relations de récurrence dans toutes tes  directions e t  d'en ddduire des 

algorithmes permettant le calcul des p o l y ~ s .  Pour y pamenir nous 

avons parfois eu d dtudier de nouvel tes  f o m s  d 'orthogonalitd (poly- 

nômes W, polyndmes semi-orthogomux) . Nous donnons dgalement des pro- 

priétés sur quelques fonctionnelles lindaires particulières. 

La seconde partie de trois  chapitres e s t  rdservde uux appl i -  

cations. La principale e s t  celle des quadratures de Gauss. Elte ouvre la 

voie aux appmximtim des sdriee de factions.  Une d 'entre et les re- 

tiendra notre attention. Il s'agit des approximmts de type exponentiet. 

Enfin nous avons appliqud la thdorie des polynl)nes orthogonaux e t  de 

leurs associés au problème des approximrmts de Pa& en deux points. Cette 

façon de w i r  entièrement originale p e m t  de rd8OUdre ce- problème dans 

le cas le  plus gdndral 02 i l  peut y avoir des blocs. 

Nous ne détaillons pas davantage, tes  rdwrmds en tete de cha- 

que chapitre sont faits pour cetu. 

BI conclusion nous espdrons que notre mdmoire servira de c m  

pZ&nt au livre de C. Breainski. Nous pensons avoir fai t  la connexion 

entre la théorie des polpdmes orthogonaux formels e t  t e s  approxkmts 

des séries de fonctions e t  en particulier les approximts  de Pa&. 



POLYNOMES ORTHOGONAUX 

- * -  

Ce premier chapitre fournit les  propridtds essentielles des 

polyn8mes orthogonuux par rapport à une fonctionnelle lindaire c quel- 

conque. 

La première section donne la définition gdndmle du problème 

de la recherche des polyn8mes orthogonaux. Le système lindaire (Mi) sa- 

t i s f a i t  par tes  coefficients de ces polynôm~s a une matrice de Hankel, 

e t  l'existence des potyn8mes orthogonaux e s t  lide à l'existence des so- 

lutions de ce système. C'est pour cette raiaon que nous dtudions très en 

ddtail dans la deuxième section les pmpridtds des ddteminants de Hankel 

e t  des systèmes lindaires dont les matrices sont de Hankel. C'est à 

l'dtude de leur rang que nous nous somnes essentiellement consacrds. 

L'existence des polynLhnes orthogonaux est  abordée dans la 

troisième section. Nous nous somraes pZacds dans le  cas le  plus gdndml 

où la fonctionnel Ze lindaire c es t  quelconque, e t  où, par consdquent, les  

agstèmes (Mi ) rdgu t iers  fournissent les po tyn8tnes orthogonaux rdgutiers 

qui sont uniques dès que le coefficient de plus haut degrd es t  fixd. Les 

systèmes ( Mi singu Ziers compcztib les donnent les  po lynhes orthogonaux 

singuliers qui se ddduisent du polynôme orthogonal rdgulier qui les pré- 

cède en multipliant ce dernier par un p o l y n h  arbitraire de depd com- 

pldmentaire. Bien duidemnent i l  n'y a plus unicitd. Enfin les systèmes 

(Mi) singuliers incompatibles n'ont pas de solutions. Par consdquent 



PoEyn&es orthogonaux Chap. 1 

s ' i l  existe des systdmes (Mi) de cette dernière catdgorie i l  n'y a pas 

de suite inf inie de polynChnes orthogonaux de degrk croissant d'une uni- 

t d  de 2 'un à l'autre, e t  donc les potp~&nes orthogonaux ne forment plus 

une base de 2 'espace vectoriel P des poll/n&nee réels. Pour canpldter cet  

ensemble e t  former une base, nous définissons des polynômes quaei-ortho- 

gonaua: d'ordre j ,  qui ddcoulent des S g S t d m 8  lindaires singuliers c q a -  

tibles. I l s  satisfont uniquement les Qquations compatibtes du sgstdm (Mi) 

Cette notion se trouve ddjà dans tes art icles de J.A. Shohat CS&] e t  

A. Ronveaux C471. 

Des propridtds sont dgalement donndee pour les polyndhies as- 

sociés aux polynômes orthogonaux. 

La base ddfinie ci-dessus servira à démontrer dans la qua- 

trième section l'existence d'une r e l a t i ~ n  de rdcurrence entre trois  po- 

lynômes orthogonaux rdguliers successifs. Nous dtablirons des relations 

permettant le calcul des coefficients de la relation de rdcurrenc~. Puis 

nous donnerons une expression plus condensde de cette relation, qui se 

trouve dgalement dans l 'art icle de G.W. Strubte C561. 

Pour terminer cette section nous montrons que la pseudo-or- 

thogonalitd ddfinie par J.S. Dupuy Cl51 es t  en fait un cas particulier 

de quasi-orthogona l i t d  . 

Dans la cinquième section nous mettrons en évidence des pro- 

priétds des zéros des polynbmes orthogonaux rdguliers e t  de leurs as- 

sociés. Nous gdndralisons la relation de Christoffel Darboux. Nous ex- 

posons dgatement une mdthode simple de détection des blocs de zdros dans 

la table H en ut i l isant  les polynbmes orthogonaua: ddjà calculds e t  la 

fonctionnel le  c. 

Dans la sixidme section nous résolvons le  problème de l 'exis- 

tence e t  du calcul des mments de la fonctionnelle linéaire lide d deux 

potynômes donnés premiers entre eux. Nous désirons qu ' i l s  soient ortho- 

gonaux par rapport à cette fonctionnelle linéaire. Le thdordme qui en 

ddcoule est une gdndralisation du thdorème de J .  Favard L171. 
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Ehfzn ta derniBre section donne à ta théorie des polynbhes 

orthogonaux un fomtisme matriciet. Dmrs te  cas n o m l  les p o t ~ s  

orthogonaux e t  leurs prophdtds sont re l iés  aux matrices tridiagonates, 

que 2 'on peut rendre symétriques par un choix appmprid de ta nomt i sa t ion  

des y o t y ~ s .  Dans te  cas gdndrat ta matrice comprend des blocs t s d i a -  

gonaux sépards par une ligne fxisant intervenir des coefficients en 

deçà des trois  diagonales centmles. Nous trouvon8 encore que les  vateurs 

propres de cette matrice sont tes zdros des potyndhies orthogonuux. 

a0 

D'autre part, s i  M es t  h rmtrice de Bankel (ci+ Ii, MUS 

donnons une ddcomposition gdnémte de cet te  matrice dans le cas 02 tous 

les ddterminants Hi ne sont pas tous na nuls. 
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l,l DEFINITION, 

S o u  P L'ebpace vectotuel des potgnômes *&&ô. Soi t  {cil, p o u  
i r  H, une de nomha *é&. Nou pouvon6 d é 6 U  une 6onctianneUe 

linéa.&e c AWL P pah keedtion 

NOUA Jiachou Les po&jnômes pk(x) o.hthOgo~ux p~ *pou a L<L 6 0 n ~ t i . m -  

n&e C, clebt-a-c i i~e t& que : deg Pk = k et 

Notations. --------- 

* Nous appellerons système (Mk) l e  système l i n é a i r e  qui  donne 

l e s  A Ce système est tel que A peut é t r e  f ix6 puisqu ' i l  est non nul. 
j ,ka 0 ,k 

* Nous appellerons l igne  h ,  l a  l igne de numéro h,  l a  nmérota- 

t i on  commençant à O .  C'est donc l a  (h+l)ème l igne,  s i  on effectue l e  

comptage des l ignes.  

* Idem pour l e s  colonnes. 



ETUDE DU SYSTEME LINWIRE 

RAPPELS. 

DETERMINANTS DE HANKEL , 

Avant d'aborder les démonstrations nous fa isons  quelques rappels  

d'algèbre l i n é a i r e  r e l a t i f s  à l a  terminologie e t  aux propr ié tés  employées. 

On considère un système l i n é a i r e  é c r i t  sous l a  forme Ax=b, où 

A est une matrice ca r rée  n x n e t  x e t  b sont  des vecteurs d e n n .  

a) .  Les quatre proposi t ions sui vantes sont equi val entes. 

- i )  Le système est indépendant. 

ii) de t  A # 0. 

i i i )  Aucune colonne de A n ' e s t  combinaison l i n é a i r e  d 'aut res  
colonnes de A. 

Idem pour tou te  l igne  de A. 

i v )  Le rang du système e s t  n. 

b) .  Les quatres propositions suivantes sont équivalentes. 

i) Le système e s t  l i é .  

ii) de t  A = 0. 

iii) Au moins une colonne de A e s t  combinaison l i n é a i r e  d ' au t res  
colonnes de A. 

Idem pour au  moins une l igne  de A. Cette colonne ou c e t t e  l igne  
e s t  a l o r s  d i t e  l i é e  aux aut res .  

i v )  Le rang du système est s t r ic tement  i n f é r i e u r  à n. 

c)  . Le mineur pr incipal  d'ordre h est  l e  déterminant e x t r a i t  de A formé 

des h premières l ignes e t  des h premières colonnes. 
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d ) .  Lorsqu'un système est  l i e ,  on cherche l e  determinant non nul e x t r a i t  

de A d'ordre maximal. 

Soit r son ordre. Alors r est le rang du système. Les lignes corres- 
pondant à ce déterminant de rang r forment le système des équations 
principales ; les autres sont les équations non principales. Les co- 
lonnes correspondant à ce déterminant de rang r donnent les inconnues 
principales, les autres sont les inconnues non principales. 

Le système des équations principales est formé de lignes indépendan- 
t-s. Les équations non princip5les sont liées aux précédentes. Nous 
dirons qu'il s'agit des lignes liées sans préciser davantage si aucune 
confusion n'est possible. 

Une méthode algorithmique pour trouver les équations principales peut 
être la suivante. On regarde si la seconde ligne du système ert 1i6e a 
la première : si oui, c'est une équation non principale ; sinon c'est une . 
équation principale. ûn regarde si la troisi&me ligne est li6e au sys- 
tème formé des équations principales déjà trouvées. Si oui cette équa- 
tion est non principale, sinon c'est une équation principale, et ainsi 
de suite. 

e) . Lorsqu'un système est  1 i é e t  lorsqu'on a determiné son rang, on d i t  

q u ' i l  es t  compatible, 

si les seconds membres des équations non principales sont liés aux 
seconds membres des équations principales avec la même relation qui 
lie les équations non principales aux équations principales. 

Le système est dit incompatible, s'il n'est pas compatible. 

f )  . Quand 1 e système est  1 i e, on appelle déterminant caractéristique le 
déterminant formé à partir du déterminant d'ordre maximal extrait de 
A, des éléments du second membre correspondant aux lignes du déter- 
minant d'ordre maximal, et des éléments d'une ligne liée correspon- 
dant aux colonnes du déterminant d'ordre maximal et au second membre. 

déterminant d'ordre maximal extrait r* de A 

+ ligne liée 

'second membre 



g ) .  Les deux proposit ions suivantes sont équivalentes. 

i) Le système est lié compatible. 

ii) Tous les déterminants caractéristiques correspondant à toutes 
les lignes liées sont nuls. 

h )  . Les deux proposit ions suivantes sont équivalentes. 

i) Le système est lié incompatible. 

ii) Il existe des déterminants caractéristiques non nuls. Les 
lignes liées correspondantes sont dites incompatibles. 

Nous allons étudier maintenant les propriétés du système linéaire 

(M ). La matrice de ce système est une matrice de Hankel. Nous serons donc 
P 

amenés à utiliser les déterminants de Hankel. Nous adopterons la notation 

suivante : 

M o u ,  Lt e x A t e  un d u -  dlo&e (r+i) non vu& de6 

r pwnièlleb colonnes ct dl une cobnne dupptém-e di$@&ente de la 

Démonstration. ------------- 

H(0) t O et H(") = O  => 11 existe une relation entre la (r+l) ème 
r r+ 1 
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l igne  de H(O) e t  les r premières. Conne l e s  ( r + l )  premières l ignes  de (Ml 
r+l 

sont  indépendantes, il e x i s t e  au moins une colonne pour l a q u e l l e  l a  r e l a -  

t i o n  précédente n ' e s t  pas v é r i f i é e .  On a joute  c e t t e  colonne aux r premiè- 

r e s  pour former un déterminant d'ordre (fil).  

On considère l a  ( r + ~ ) ' ~ ~  l igne  avec les r précédentes 

en u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n q u i e x i s t e  pour H 
( O )  La 
r+l* 

( ~ + l ) ~ -  ligne e s t  nul le ,  sauf l e  de rn ie r  terme qu i  

vaut u. 

Ce déterminant d 'ordre ( r + l )  vaut donc u HF) * O. 

On pend un sydtiime (MI d ' o d e  inw. on dUppOde H(O) r 0 r 
( O )  = O .  S i  *Ou ta d u -  

Hr+l 
d ' o d e  (r+i) 60hM.ô d u  r p r r d G A ~  

colonnes et d'une whnne  aupptémentaihe ( l + l )  dont n d ,  q u a  que 

l 2 r , (on ne prrend tes U é m e n t s  que danb tu (rt.1) Lignes 1 , 
u t o u  lu ( r + ~ ) ~ ~  Ligne es* LiEe aiu r pEcEdent~ .  

Démonstration. ------------- 

S i  l a  (r+l)ème l i g n e  é t a i t  indépendante, d 'après  l e  lemme 1.1, 

il e x i s t e r a i t  un déterminant d 'ordre ( r + l )  non nul .  O r  i ls  sont  tous nuls .  

Donc c e t t e  l igne  e s t  l i é e  aux r précédentes. 

cqf d . 

S o u  ta hypothbu du t m e  I . 1 ,  on chmche î a  prremiGAe cobnne 

h-1, h > r,  qLu donne t e  d E t d n a n . t  d'ondrre ( r + i )  non n d  dohm8 h p W  

de H F ) ,  d u  r Uémm de lu Ligne r et de cette colonne h-1. 

MOU HL') * O et H i 0 )  = O po(M i r N,  r+l * i 6 h-1. 



Etude du 8ystème Zindaire (M ) 
P 

Démonstration. ------------- 

1 Co Cl---- C C .....*. C r-1 r h-1 

H(~) t O et Hr+l = (O) 
O entraînent qulil existe une relation entre la (rtl) &me 

l? 

ligne de H(O) et les r premières. On applique cette relation à l'ensemble 
rtl ème des termes de la (r+l) ligne. Puisque les hypothèses du lemne 1.1 sont 

vérifiées, les éléments de la colonne h ne satisfont pas cette relation. 

On a donc : 

Pour j = h-1 on a : 

On part de la ligne (h-1) que l'on combine avec les r lignes précédentes 
ème à l'aide des coefficients ys ; les r premiers termes sont nuls, le (rtl) 

vaut u, les suivants n'interviennent pas dans la démonstration. 
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On recommence la même opération sur la ligne (h-2) et les r précédentes. 
ème 

Les (r+l) premièrs termes sont nuls et le (r+2) vaut u. Et ainsi de 

suite jusqu'à la ligne r qui devient nulle sauf le dernier terme qui vaut 

u. 

Tous les mineurs principaux H!'), i N, r+l * i i h-1 ont une ligne r 
1 

composée de O. Ils sont donc tous nuls. 

cqf d . 

Remarque ----- -- : dans toute la suite la démonstration utilisée dans la proprié- 

té 1.1 pour mettre le déterminant (O $+1 SOUS la forme précédente sera 

fréquemment utilisée. On se contentera toujours de dire l'en utilisant une 

méthode analogue à celle de la propriété 1.1" sans la détailler à nouveau. 

Si on a H(O) z O, H!O) = O, Yi E N, r+1 L i L h-1 et * O, r 1 

La C O ~ O M ~  (h-1) ut lu pumi&e colonne q d  t ~ ~ ~ c i ~ a  H(O) et à La figne r 
r donne un d é t w  citotLdhe (r+i) non nue. 

Démonstration. -------------- 

D'après la propriété 1.1 la première colonne k-1 2 r est telle 

que k 2 h, sinon on trouverait $O) * O pour k < h. 



De même on ne peut avoir  k > h , sinon H! O )  = 0 , V i  c ll, 
1 

h S i 2 k-1. 

cqfd . 

Lemne 1 . 3 .  (Gantmachw - Vol 1 - p. 339 - édiaXon a n g r n e ) .  

S i  eu  r prt&&~es Lignes s o n t  indépendantes et lu (mi)  p e -  
N ~ U  s o n t  L iees ,  atoit6 t e  minaut w n o i w  HF) # o *  

Nous étudions maintenant l e  cas  d'un système (M ) de rang stric- 
P 

tement i n f é r i e u r  à p. On d é s i r e  repérer  l e s  l ignes  indépendantes dans 

l e u r  ensemble, ou ce qui  r ev ien t  au  même de repére r  l e s  l i g n e s  qui  l e u r  

sont  l i é e s .  L'idée d i r e c t r i c e  est l e  procédé algorithmique vu dans l e s  

rappels  ( d l .  

Danb un h y s t h e  (M  ) de ~ X ~ ~ L c t e m e n t  i n t j f i ~  a p LU 
P 

Lignes fiees s o n t  c o n h é ~ u ~ .  

Démonstration. ------------- 

Supposons que l e s  h premières l ignes  s o i e n t  indépendantes, que 

l e s  (k-h-1) suivantes s o i e n t  l i é e s  aux h premières, que l a  kèm s o i t  

indépendante. 

Montrons que l e s  dernières  sont  a l o r s  toutes  indépendantes, ce  qui démon- 

t r e r a  bien, q u ' i l  n ' ex i s t e  qu'un s e u l  groupe de l i g n e s  l i é e s  consécutives. 

La l igne  (k-2) é t a n t  l i é e  aux h premières l ignes  on a une 

r e l a t i o n  : 
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On a une au t re  r e l a t i o n  pour l a  l igne  h qui  e s t  l i é e  aux h premières 

l ignes .  

Montrons que s i  l a  l i g n e  (k-1) n ' e s t  pas l i é e  aux h premières, 

a l o r s  l e  terme de l a  dernière  colonne ne s a t i s f a i t  pas la  r e l a t i o n  que 

s a t i s f o n t  tous les a u t r e s t e m e s  de l a  l igne  avec l e s  h premières. En 

e f f e t  en prenant l a  l igne  (k-2) qui  e s t  l i é e  aux h premières, on a en 

ne considérant que l e s  (p-1) de rn ie r s  termes de c e t t e  l i g n e  : 

avec - 
Po - Y h - 1  '1, et = Y&l + '-Q-, va. H, 1 s a. s h-1 

Ce q u i  entraine que l e s  (p-1) premiers termes de l a  l i g n e  (k-1) sont  l iés  

aux termes des h premières. Comme ces l ignes  son t  indépendantes l e  de rn ie r  

terme c k+p-2 ne s a t i s f a i t  pas c e t t e  r e la t ion .  On a : 



Par une u t i l i s a t i o n  de la  r e l a t i o n  précédente analogue à ce  qui  a é t é  

f a i t  pour l a  propr ié té  1.1 on pourra mettre l e  déterminant du système 

sous l a  forme : 

Remargue ----- -- : si  l e  rang du système (M ) e s t  r on a : 
P 

Dam un d y a t h e  ( M  ) de bang aItrLiatement in&Meun. h p, non wmpa- 
P 

f i b t e ,  il y a une l i g n e  non wmp&bte & une d d e  q u i  est la dtvtnLèrre 
des @ n u  l i e e s .  

Les dernières  l ignes  j , pour j E iN, 

k-1 S j S p-1 sont  indépendantes. 

O 

h- 1 

k-1 

P-1 

Démonstration. ------------ - 

u 
O / 

L 

0 
u 

On considère que l e s  h premières l ignes  son t  indépendantes, que 

l e s  (k-h-1) suivantes sont  l i é e s  aux h premières, tou tes  compatibles sauf 

l a  dernière qui e s t  l a  l i g n e  k-2. 
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Alors l e  déterminant c a r a c t é r i s t i q u e  suivant  est non nul .  

O p-1 p 

S i  on considère l e  système 

(Mp*l 1, en appliquant l e  

c o r o l l a i r e  1.2 tou tes  l e s  

l i g n e s  j, Yj E H, 
-k+p-2 k-1 L j 5 p-1 sont  indé- 

O 

h-1 

k-2 

pendantes. 

cqfd . 

7 

S i  t e  by~.tème (M ) e s X  d e  mng r < p et compat ib le ,  a l o u  les r 
P 

penaiè/res & n u  h o n t  indépendantes. 

Montrons q u l i l n l e x i s t e  p lus  
de l i g n e  l i é e  après l a  li- 
gne (k-2) e t  que par consé- 
quent il n'y aura plus 

Ak+p-2 d1 a u t r e  l i g n e  incompatible. 

Démonstration. ------------- 

Il  rev ien t  au même de montrer que t o u t e s  les l i g n e s  f i n a l e s  sont  

l i é e s .  On suppose que l a  l i g n e  (k-2) s o i t  l a  dernière  l i g n e  l i é e  aux h 

premièresavec k-2 < h-1. E l l e  est compatible, donc e l l e  e s t  l i é e  également 

aux h premières dans l e  système (M ). Donc les p premiers termes de la  
P+l  

l i g n e  k sont  l i é s  aux termes des h premières l i g n e s .  La l i g n e  k du système 

(Mp) est  l i é e  aux h premières. 

cqf d . 
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P 

Pm)zrUété 1 . 2 .  (Th. 7 - p.  202 - Gun&nacha - Tome 2 - V m i o n  ~nançaise) .  

Un byhtème ( M ~ )  ut de m g  d i n i  h i  d heulement h i  une ligne ut 
fiée a u x  pécZd&es. 

c o m m e  7 .5 .  

Si Le hyhtème (M ) e s t  de m g  r < p-1, non compuXible, a l o u  il 
P 

es t  hnpoahible que Les r p/rentiè/res f ignu  a o i &  indépendantu et la 

( r + i I h e  figne hoCt Utcomptible. 

Démonstration. ------------- 

Supposons que ce s o i t  v r a i ,  a l o r s ,  d 'après l e  c o r o l l a i r e  1.3,  

puisque l a  l i g n e  r e s t  l a  dernière  des l i g n e s  l i é e s ,  l e s  su ivantes  sont  indé- 

pendantes. Le rang e s t  a l o r s  supérieur à r.  + 

cqf d . 

S i  Le 4 yaXème (M ) e s t  de m.ng r < p  non compatible et a i  L u  r 
P 

p ~ e m i h u  figneb a o n t  indépevdmtu, la figne incomptible es t  la daniehe. 

C'est une conséquence d i r e c t e  des  c o r o l l a i r e s  1 . 2  e t  1.3. 

Nous rappelons l a  ~ r o p r i é t é  c lass ique  suivante  appliquée au système (M 1. 
P 

On considerre un hyatëme (M 1. % te6  r flemiè/ru E g n u  a o n t  
P 

indépendantu, Les (wi) p&&u a é e ~ ,  une condh%n nécesade  et hud- 

dbante pouh que Le byatème d e s  ( e l )  fignes b o a  comptibLe es t  que Le 
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Démonstration. ------------- 

Si le système est compatible la ligne r est liée aux r premières 

lignes, y compris le terme du second membre. Donc le déterminant carac- 

téristique formé à partir du mineur principal H'O) est nul. r 

Réciproquement la ligne r étant liée aux r premières lignes, 

il y a donc une relation entre les éléments de la ligne r et ceux des r 

premières. On considère le déterminant caractéristique qui est nul. On 

combine les lignes de celui-ci grâce à la relation précédente. La dernière 

ligne obtenue est nulle, y compris le terme u de la dernière colonne, sinon 

le déterminant vaudrait u. HL0) * o. 

cqfd . 

Pour les deux propriétés et les deux corollaires suivants on 

considère un système (M ) de rang r < p et non compatible. On suppo* que 
P 

les h ~remières lignes sont indépendantes, les (k-h-1) suivantessont liées 

aux h premières. En fait k-h-1 = p-r. 

On examine les propriétés des systèmes (M) d'ordres supérieurs 

et inférieurs à (M 1. 
1 P 

S i  on p h w d  un agateme (M ) dohd aon m g  ut r+2. 
p + l  

11 e n t  non compmXble a i  r < p-1, ainon 2 U R :  de tuwig maximum. 



Démonstration. ------------- 

En e f f e t  l a  l igne  k-2 é tan t  non compatible, dans l e  système 

(M ) e l l e  e s t  indépendante des h premières l ignes .  
p+l  

D'après l e  coro l la i re  1.3 toutes  l e s  suivantes sont indépendan- 

t e s .  Donc on a deux l ignes  indépendantes supplémentaires : 

l e s  l ignes (k-2) e t  p. Le rang e s t  r t 2 .  

* S i  r < p-1 on a au moins deux l ignes  l i é e s  consécutives, dont 

l a  l igne k-2 qui e s t  incompatible. 

5 
Dans l e  système (M l a  l igne (k-3) e s t  l i é e  non compatible, sinon l a  

p+l, l igne (k-2) s e r a i t  l i e e  compatible pour (M 1. 
P 

* S i  r = p-1, l e  système (M ) e s t  de rang w 2 . =  p t l  ; donc l e  
p+l  

rang e s t  maximal. 

ComUuhe 1 .?. 

L ~yotème ( M  ) est  de maxXmae (2p-r). % 2p-r 

cqf d . 

Démonstration. ------------ 

Le système .(M ) e s t  de rang r ; il y a (p-r)  l ignes  l i é e s .  On 
P 

a joute  (p-r) l ignes .  On a un système (M ) e t  l e  rang devient 2p-r 
# 

cqf d . 
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i) Si h = r te sys&e ( M ~ - ~ )  ut de w 

ü) SL h = r-1 Le s ~ t P n e  ( M ~ - ~ )  ut de w r-i et wmpatib(e. 

ui) Si h < r-1 Le dyst&ne (Mp-l) ut de f ~ ~ g  r-2 et non compatible. 

Démonstration. ------------- 

i) Si h = r la dernière ligne était liée incompatible. Le sys- 
t&me (M ) reste de même rang que (M 1. Il est compatible. 

P-1 P 

ii) Si h = r-1, la dernière ligne de (M ) est indépendante; l'avant 
P 

dernière est liée incompatible. 

Le système (M ) a une ligne indépendante en moins ; il est 
P-1 

de rang (r-1). 

La ligne (p-2) était liée aux h premières, donc le système 

'Mp-l ) est compatible. 

iii) Si h < r-1, les deux dernières lignes au moins de (M ) sont 
P 

indépendantes. La ligne (k-2 ) est liée aux h prem' ères et non 

compatible. La ligne (k-1) est indépendante. 
b 

Donc dans le système (M ) on supprime la dernière ligne de 
P-1 

(M ) qui est indépendante et la ligne (k-1) devient liée 
P 

incompatible. 

cqfd . 



) (r-h) es t  paih ce by4tèJne ut inwmpatibte ; &JU te 4 y ~ t ë m e  

r-h ) ut de mng h compatible. ($4- 2 

Démonstration. ------------- 

i) Quand on passe au système (Mp-entier(rtl-hl ) il n'y a plus 
2 

de lignes indépendantes en fin du système. Donc le rang est h. 

ii) Si (r-h) est impair le système (M p-én+Ier(z)) a sa dernière 
2. 

ligne indépendante, son avant derniare liée~.incompatible. Il 

est de rang (h+l). D'après la propriété 1.5 le système 

~ 1 - h  ) est df ordre h et il est compatible. B(p-entier 1- 2 1 

iii) Si (r-h) est pair le système (Mp+l- r-h) a ses deux dernières 

lignes indépendantes. Donc le système ( 5  r-h) est de rang h 
2 

et il est incompatible d'après la propriété 1.5. 

Mais toujours dfapr&s la même propriété le système r-h) - 
est de rang h et compatible. 2 

Nous allons démontrer une propriété très utile pour les polynômes 

orthogonaux. 

Une wnâLCion nC!cud&e et du64i~unte pow que l e  d y ~ t h e  (Mp) 
40L.t de mng r < p avec lu h ptenti&es U g n u  huitpendantes et tu (p-r) 
6duanteb &Zu est  que : 
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ml-h) est Lié compatible h i  (r-h) ut Le 'fi*&' (Npentier - 
2 

h p &  et fié hcompatibte h i  (r-h) Ut W. 

Démonstration. ------------- 

=> A l'aide d'une démonstration analogue à la propriété 1.1 on 

met la matrice de (M ) sous la forme : 
P 

h-ltp-r 

P-1 

(O) = O, Y? EN, h+l 5 i 5 p, car la 'i 
ligne h est composée de O. 

La compatibilité ou llincompatibilfté 

des systèmes (M.) découle du corollaire 
1 

1.8. 

<= . 0 entraine que les h premières lignes sont indépendantes. 
La ligne h est liée aux h premières, sinon il existerait un déterminant 

d'ordre (htl) non nul formé à partir de e), de la ligne h et d'une colonne 

k-1 avec h+l k-1 a p-1. Alors {O) serait non nul d'après la propriété 

1.1, ce qui est contraire aux hypothèses. 

D'après le corollaire 1.2 les lignes liées étant cons6cutives, 

on suppose que les (p-k) lignes qui suivent les h premières sont liées. 

On a donc le rang de (M ) qui est égal à k. 
P 



Or les conditions sur la compatibilité ou l'incompatibilité des 

(Mi) et le corollaire 1.8 montrent que si on applique la méthode de la 

propriété 1.1 on a une matrice de la forme précédente. Le rang vaut donc 

cqf d . 

Dans ce qui suit, nous examinons le cas où le système (M ) est 
P 

homogène, et le cas où le système (M ) est de rang r et le système (MF) 
P 

homogène. 

Soit un sydt2me (M ) de ~ n g  p et homog2ne. On duppode H(O) = O .  
P p+l 

On chehche û x  pedérre colonne h-i t&e que Le dUeiunozant borné a pahtiit 

de H(o), de La Ligne p et de ce t te  colonne h-i *O** diddthent de o. 
P 

Alou Le yd.tème (Mh) eât de bang h non homogène. 

Démonstration . ------------- 

On sait d'après la propriété 1.1 que H(O) est non nul. Donc le 
h 

système (%) est de rang h. 

H(O) r O et le système (M ) est homogène => ci=o, Vi EN, p S i 5 2p-1 
P P 

H(O) = o => c o sinon H (O) = c iH(0) + 0. 
p+l 2~ p+l 2~ P 

ck+p-l le premier terme différent de O avec k-1 > p. La colonne 
ème 

(k-1) a ses p premiers termes nuls et le (p+l) vaut c k+p - 1 * o. 
Les colonnes j ,  j E N, p S j < k-2 ont leurs (p+l) premiers termes nuls. 

Donc la première colonne (h-1) qui donne un déterminant d'ordre (p+l) non nul 

est cette colonne 'k-1. 

Le système ( \ )  est non homogène puisque c 
k+p-1 figure dans la colonne second 

membre. 
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On suppobe que t e  sy.$tee ($1 es t  de ~ u r g  h et haiogene. On 4uppoAe 
Egdeement que H(O)  = O p u a  j E N ,  rtï s j s h-1 et que HP) t o. Abhd LO 

j 
sydtëme ( M ~ )  ut de mg r nun homog2ne. 

Démonstration. ------------- 

Supposons que . l e  système ( M  ) s o i t  homogène. Alors, d'  après  l e  corol- r 
l a i r e  1.1, l a  colonne h-1 est c e l l e  q u i  donne l e  déterminant d 'ordre  ( r + l )  

non nul .  

La p ropr ié t é  1.7 en t ra ine  quei le  système ( \ )  e s t  non homogène, ce  qu i  e s t  

con t ra i r e  aux hypothèses. 

cqf d . 

On can&i&e un sy~téme ( M  de mng r compatible, et on suppobe 
P 

que Le &p.teme ut bmog2ne. 
keou 

Démonstration. ------------- 

Lesystème ( M )  e s t  h o m o g è n e < = > ~  = O ,  Y i  E N ,  r S i  S 2 r - 1  
r i 

H(O) + O <-> c + O car l a  diagonale non p r inc ipa le  e s t  composée de 
r r-1 

La l i g n e  r ne peu t  ê t r e  l i é e  e t  compatible avec l e s  r précédentes que s i  

e l l e  est composée de O. 

En e f f e t  on a : 



On recommence le même raisonnement pour les lignes j ,  j  EN, 
r+l S j  S p-1. 

cqf d . 
Nous étudions à présent les propriétés de l'ensemble des déter- 

minants de Hankel qu'il est possible d'extraire du système (Mao) .  

D é ~ ~ n .  

On appe(leno systgme (M:~) ) Le systgme dont La W c e  ~t 

[ y  yi+k-1 ] 
et le second membre - 

c i+k- 1 ... c i+2k-2 [ci+; c i+2k-1 ] 

La &table H seno &e nohnvrCe d i  aucun d u  gi) ut nirC, ~ U i o n  
&.te seno &e non n o m a e .  
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Pour faciliter les déplacements dans la table des coefficients, 

on supposera que les coefficients continuent de se répéter sur les anti- 
(O)) diagonales sortant de la matrice du système (Mm 

On utilisera alors des numéros de ligne et de colonne négatifs. 

Les sytèmes (MXi)) seront supposés positionnés à partir de la 

ligne i et de la colonne o. 

Notre but est de montrer la possibilité d'existence de blocs 

carrés de zéro dans la table H en n'utilisant que des propriétés matri- 

cielles, ce qui nous permettra d'en déduire ultérieurement des proprié- 

tés pour les polynômes orthogonaux. 

Nous croyons utile d'insister sur le fait que les polynômes 

orthogonaux sont définis par des systèmes linéaires et que toutes leurs 

propriétés peuvent être déduites de l'étude algébrique de ces systèmes. 

Un ~ u p p o ~  e . O 
h+l 

(k) 
Hh+l+i = O pour i r N, 1 s i S b 



On huppose que La figne (k+h+l) du hyhtème (t#:i) est conb-- 

hon l i n m e  des &&na j r N, kt1 s j 5 k+h, Le we66i&ent  de cette 

k&ztXon q u i  %et~vi.& pow. la f i g n e  (kt11 étcrnt non a. 

Alou lu &&ne (k+h+l) du ~yh~2rne ( M ~ + ~ + ~  (k)  es^ Liee aux Lignes 
j . N, kt1 r j r k+h ; & ut OidZpondante h Le sptème (c:+b). 
Démonstration. ------------- 

(k) L'indépendance de la ligne (k+h+l) du système(% t) est évidente 
(k) 

+2+ 
pwsque s+2+b * O* 

(k) On considère le système (s+2+b) et on écrit la relation entre 

la ligne (k+h+l) et les lignes j E N, k+L r j < k+h, qui fait intervenir 
(k) les coefficients de la relation qui existe dans (M ), On explore la h+2 

ligne (kth+l) à la recherche du premier élément non nul. Puisque cette 

ligne dans le système ( 1  est liée aux lignes j r N, k+L r j 5 kth, 

le premier élément non nul ne peut être que sur une colonne s EN, 
h+2 s s s h+l+b. 

En fait il ne peut être que sur la colonne h+l+b. En effet, s'il 

figure sur la colonne s < h+l+b, le déterminant d'ordre (h+2) formé des 

(h+l) premières colonnes de ( ci) et de cette colonne s est non nul. Alors 
d'après la propriété 1.1, (k) = O ce qui est impossible d'après les Hs-k+l 
hypothèses. 

cqfd. 

Les hypa$hè~a du L m e  7 . 5  avec L > o. e w n e n t  : 
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Etude du système lindaire (M ) 
P 

Le carré ne contient que des zéros ; tous les éléments de la 

périphérie sont non nuls, c'est-à-dire H! = O pour i E H et j E N, 
3 

et réciproquement. 

H!~) * 0 pour j = h-l+l et i E H, k+l S i S 2ltk+l+b 

Remarque ----- -- : si, pour j E N, j E ]k,k-1-b], des indices j sont négatifs 

strictement, alors on conviendra de limiter le carré par la diagonale 
(k) qui correspond à H'O). Si la ligne (kthtl) de (\t2) est compos8ede zéros, 

on conviendra de prendre l = h+l et on limitera le carré à gauche par 

la verticale H(~) dont on fixera ultérieurement la valeur par convention; 
O 

3 

' 

a D'après le lemme 1.4 la ligne (k+htl) de (Mh+l+b (k) ) est liée aux 

lignes j E H ,  ktl S j S kth. Donc tous les déterminants extraits du sys- 

tème (MY)) dont (h-l+2) lignes consécutives sont formées d'éléments des 
(k) lignes j E N, k+l S j S k+htl du système (\+l+b) sont nuls. 

j = h+2tb et i E Bi, k-1-b S i S k+l 

i+j = kthtl et i E W, k-1-b S i S k+l 

i+ j = ktltht2tb et i E H, k+l S i S 2l+k+l+b 
\ 

On trouve donc tous les déterminants du carré. 

b Tout système de lignes j E 24, kts S j S k+h avec O 5 s S 1, 

extrait de (4::) est formé de lignes indépendantes sinon H(~) serait nul. htl 
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La l i g n e  (k+h+l) e s t  l i é e  à ces l i g n e s .  Ceci r e s t e  v r a i  pour l e s  mêmes 
( k )  l i g n e s  dans l e  système (\+l+b). 

(k+s ) )   après l e  lemme 1 . 3  appliqué à ( l$-s+l 
(k+s)  , 

On a 'h-s+l 
pour O r s s l. 

c Appelons L l e s  l i g n e s  du système pour j E El, 
j 

k + l  S j r k+h+l. On a : 

h 
a v e c a  $ 0  

l+k 

Nous considérons tous  l e s  déterminants de Hankel d 'ordre  (h - l+ l )  

composés uniquement d'éléments des l i g n e s  L précédentes. 

S o i t  

un t e l  déterminant pour i E H, O < i S l+b .  On a : 

= (-1) 
h - l  (k+Lti), ~i E i ~ ,  O r i s t + b  

Ocl+k 5-1+1 

i k+l  O r  5-e+i # 0 ce q u i  en t ra ine  de proche en proche que k+e+i # O pour 5-l+l 



d )  
(k - i  

Maintenant nous considérons l e s  déterminants stl+i, pour i r e  N, 

O S i S b+l .  

k+h 
k t h t l  

On combine l a  l igne  ( k t h + l )  avec l e s  l i g n e s  j E N, k t& 5 j r k+h 
(k 

en u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  qu i  e x i s t e  dans 

Tous les termes de l a  l i g n e  ( k + h t l )  s i t u é s  su r  l e s  colonnes s a  H, O 5 s 5 h ,  

(k+L-l) s e r a i t  n u i  sont  nuls .  Le terme v su r  l a  colonne -1 e s t  non n u l  sinon I-$.+2 

" ce qu i  e s t  con t ra i re  au  b )  . 
b 

On r é i t è r e  su r  l e s  l i g n e s  k th t2  à k t h t i  comme dans la  propr ié té  1.1. 

bn a a l o r s  : 

1 I 
> 

i i c  
i i k  
I I 
I I ---------- ------- 'II I I I 

.---------- -r' ---- "-- , ------- 
VI .O O ------- 

/' 1 
/ 

/ 
I 

/ I 
/ I 

/ 
/ 

I . O 
/ I 

/ 
/ 

I 
/ 

I 
I v I 

9 

pour i E N ,  O 5 i 5 b t l .  

L 

e NO& considérons l e s  déterminants 'ht2+b (kti) pour i a  N, O r i 5 4 .  
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On u t i l i s e  l e  b )  e t  l e  a ) .  On a : 

pour i E N ,  O 5 i S 1. 

k + i  - O h- i  h+ l + b  

f ) Noisconsidérons l e s  déterminants  H (k-i) pour  i C N ,  O S i s b+l .  h+2+b 
On u t i l i s e  l e  raisonnement f a i t  en d )  e t  e ) .  On o b t i e n t  : 

pour i EH, O S i S l+b. 

k + t  

k+h 

.................... 

--------- 
( k + i )  
5-i+l 

( k + i  ) 
%-i+2 = O 

On u t i l i s e  encore l a  r e l a t i o n  e n t r e  

l e s  l i g n e s  j E IN, k+L S j S k+h+l,  de 
( k )  (Ml»l+b) de l a  m ê m e  façon que dans l a  

p r o p r i é t é  1.1. k+h+b+l+i 

10 
'U 
' 

I . 
1 .' O 1 '  

/ u  I' 



l3 Nous considérons ~l~~~ pour i IN, O s i 5 l+b+l. 

On utilise le raisonnement fait en e) et le fait que (k+C+i) * 
Y,-l+l 

,( k+l+i) (b+l-i (b-i ) 
= (-1) 2 b+l-i ,(k+l+i) 

h+2+b-i u 
h-l+l 

pour i EH, O S 1 S l+b+l 

h Réciproquement, si le carré et sa périphérie sont donnés on a 

bien : 
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Puisque = O, sa ligne (k+h+l) est liée aux lignes j EH, 
k i j i kth. 

En fait elle n'est liée qu'aux lignes k+l i j S k+h, sinon par le raison- 

nement fait pour la condition nécessaire on trouverait un carré de zéros 

plus grand ou plus petit entouré d'une périphérie non nulle. 

cqfd. 

PmprUété 1 . 1  O. 

On auppoae que t'on a : 

(kce+a) t O pour a fixé EN, O i a s t+b-1 1 a-&, 
(k+eta) = 0 pour i E ni, 1 i i i t+b-a { ?i-t+i+i 

(k+t) ) ut LiEe aux Ligne6 j E N, et îa @ne (kthtl) du agateille 
k+% s j s k+h, le c0eddicien.t de ka /reeation intehuenant powc .ta @ne 
k + t étant non n u l .  

( k+t -')) a t indEpendante Engn, lu Ligne (k+h+l) du bg4the (Mqh-t+3 

de6 figna j E N, k+L i j S k+h. 

Mou on a te tubteau de la pophiété 1.9 et / r é c i ~ q u m w *  

Démonstration. ------------- 

On supposera que le déterminant démarre a la ligne k+e 
Hh-t+l 

et à la colonne a. 



Nous a l lons  montrer que l e s  hypothèses des p ropr ié tés  1.9 e t  1.10 SolTt 

équivalentes. 

a )  Montrons t o u t  d'abord que l e s  hypothèses de l a  p ropr ié té  1.9 

ent ra inent  c e l l e s  de l a  propr ié té  1.10. 

L e s  hypothèses de 1.9 ent ra înent  l ' ex i s t ence  du ca r ré  ; donc 

on a  l e s  hypothèses de 1.10 r e l a t i v e s  aux valeurs des déterminants 

(kt'ta) pour i a  IN, O i i i Ltb+l-a. 
Yn-'tît i 
D'autre p a r t ,  en u t i l i s a n t  la  p a r t i e  f) de l a  propr ié té  1.9 on a l e s  

éléments de l a  l i g n e  k+ht l  qui son t  nuls  sur l e s  colonnes i EH, 

O i i i htb  e t  non nuls  sur l e s  colonnes -1 e t  h t b t l .  

Par conséquent l a  l i g n e  k+ht l  e s t  l i é e  aux l ignes  j E N ,  kt& S j S kth  

dans (M (kt') ) e t  indépendante dans (M a+h-'t2 
(kt'-1) 1, l e  coef f i c ien t  de l a  re- 
a t h d t 3  

l a t ion in te rvenan t  pour l a  l i g n e  (k t& é t a n t  non nul .  

b )  Montrons que l e s  hypothèses de l a  p ropr ié té  1.10 en t ra inen t  

c e l l e s  de l a  p ropr ié té  1.9. ,  

S i  on combine l a  l igne  ( k t h t l )  avec l e s  l ignes  j EH, k t l  S j S k+h, 

en u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  qui e x i s t e  dans ), l e s  termes de c e t t e  

l i g n e  s i t u é s  sur l e s  colonnes i E N ,  O S i i a t h - l + l  sont  nuls  ; c e l u i  
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de la colonne -1 est non nul. 

En appliquant le lemme 1.4 avec une utilisation du système ( (k3+a 3, %-e+2 
la ligne k+h+l est liée aux lignes j r N, k+l S j S k+h dans le système 

( 1  ; elle est indépendante dans ( ~ ~ b ~ ~ )  et par conséquent les 

termes sur les colonnes i E N, a 5 i 1; h+b sont nuls, et le terme sur 

la colonne h+b+l est non nul. 

Donc on a l'hypothèse de liaison ou d'indépendance de la ligne (k+h+l) 

dans la propriété 1.9. 

D'autre part, en appliquant un raisonnement analogue au a) de la pro- 

priété 1.9, on obtient le même carré de zéros que dans la propriété 

1.9. 
(k) Donc H,+l+i = O pour i E N ,  1 S i 1; b. 

(k) Appelons L. les lignes j E N, k+l 1; j S k+h+l, du système (%+l+b). 
1 

- 
Tk+h+l - jgl aj+k Lj+k aveca $ 0  

l+k 

Nous considérons tous les déterminants d'ordre h-l+l formés uniquement 

des éléments des lignes précédentes. 

Soit 

un tel déterminant avec -a 1; i 1; 1 ou 1 5 i S l+b+l-a. 



L O on peut en déduire de proche en proche que (ktt+i ) 
%-tt1 Hh-e+l = O, 

pour i E N, O S i S .e+ltb. 

Considérons les déterminants pour i r H, O i i i t. %-ttiti 

h- L 
En combinant la ligne kthtl avec les 

lignes j EN, ktt S j S kth, on obtient 

des zéros sur la ligne kthtl et sur les 

colonnes i E N, O S i S h-t et un élément 

v non nul sur la colonne -1. On réitère 

CO- dans le raisonnement fait pour la 

propriété 1.1. 

On trouve : 

Par conséquent : 

Considérons maintenant le déterminant (k) 
Hht 2tb 

O 
k 

kth 

kthtltb 

Comme dans la propriété 1.1 on obtient 

b(b+l) 

2 btl (k) 
%tl * O* 
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On re t rouve b ien  l e s  hypothèses de l a  propr ié té  1.9. 

Cqfd. 

1 , 3  EX 1 STENCE DES POLYNOMES ORTHOGONAUX 

Nous considérons un système (M ) de rang r < p. 
P 

S i  l e  système ( M  ) e s t  incompatible, il n ' a  pas de solu t ion .  
P 

S i  l e  système (M ) est compatible il a une i n f i n i t é  de so lu t ions  A 
D i , ~ '  - 

Les rac ines  m de P ( x )  ex i s t en t  donc. 
i ,P P 

Nous a l l o n s  montrer l e  r é s u l t a t  fondamental suivant .  

L'ensemble des mi cont ient  l'ensemble des m. ( rac ines  du polynôme P ( x )  
9P l,=' r 

déterminées de façon unique grâce au système (M ) )  avec l e u r  ordre  de mul- r 
t i p l i c i t é  au moins. 

S i  t e  b ybtéme ( M  ) est de m g  r compaaXbte, avec r < p, &lts lu 
P 

boûLt ion  de ( M F ) )  ut aribbi dO&n d e  (nLi)) pom pour i t~ II, 

1 I i I 2 p - 2 r -  1. 

Démonstration. ------------- 

S i  l e  système (M ) e s t  de rang r compatible, d 'après l e  c o r o l l a i r e  
P 

1.4,  l e s  r premières l ignes  sont  indépendantes. D'après l e  lemme 1.3, 

Donc l a  so lu t ion  de (Mr> e x i s t e  e t  est unique dès que A e s t  f ixé. 
0 ,=' 

La l i g n e  r du système ci-dessous e s t  l i ée  aux r premières l i g n e s .  
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et ceci parce que (M ) est compatible, sinon par une démonstration analogue 
P 

à la propriété 1.1 on aurait une contradiction en aboutissant à : 

et (M ) serait ou de rang strictement supérieur à r, ou incompatible. 
P 

Or on a avec (M ) 
r 

Par conséquent : 

cqf d . 
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On é c r i t  l e  système (M ) sous l a  forme (M'). 
P P 

Dans(Mt)  l e c o e f f i c i e n t  A n'estplusassujettiàêtrenonnul. 
P 0 ,P 

S i  l e  bysXème ( M  ) e s t  de nang r compdtible deau 
P 

Démonstration. ------------- 

C'est une conséquence immédiate de l a  p r o p r i é t é  1.11. 

cqfd. 

Toute combLnaidon h é a i h e  de6 ~ o ~ o n s  phopobées dans îa @O- 

WéZé 1 . 1 2  ut b o W o n  de ( M I ) .  
P 

C ' u t  une m M o n  de ( M  ) d i  Le coeddicent  q u i  rnuU@Lie 
P 

(O, ..., O ,  . . , X ) e6.t non n u l .  
0 ,r 

~émons  t r a t i o n  . ------------- 

Le r é s u l t a t  e s t  év iden t  s i  on u t i l i s e  l a  p r o p r i é t é  1.12. 



S i  l e  c o e f f i c i e n t  qui  h l t i p l i e  (O,. . . , 0 ,  Arp,. . , A est . 0,r 

non nu l ,  a l o n  on ob t i en t  bien )io non n u l  e t  n w  avais dana ce cati une 
rP 

s o l u t  ion de (N ) . 
P 

cqfd. 

L ' ensembîe des  o.e eut ions de ( M ) est consUtut parr Lt  ensembte d a  
P 

c o m b ~ o n 4  Unéahes  des 4 , 0 5 . d h u  phoposées dan6 th pll0phiUé 1 . 1 2  

que Le coe66iüent QUL W p f i e  (O,. . . , O ,  , X ) 4 o L t n o n n u t .  
0 ,r 

Démonstration. ------------- 

Ces combinaisons l i n é a i r e s  sont so lu t ions  de (M ) d'après l e  CO- 
P 

r o l l a i r e  1.10. 

D e  p lus  l'ensemble des so lu t ions  de (Ml ) forment un espace vecto- 
P 

r i e 1  de dimension p-r+l. O r  les p-r-tl so lu t ions  proposées dans l a  propri-  

é t é  1.12 sont  indépendantes. En e f f e t  l e s  p- r+l  dernières  composantes de 

ces p-r+l so lu t ions  donnent un déterminant t r i a n g u l a i r e  avec l e s  X non 
0 ,r 

nu l s  sur l a  diagonale pr inc ipale .  

Par  conséquent ces  so lu t ions  forment une base de l'ensemble des 

so lu t ions  de (Mt ) . 
P 

D'où l e  r é s u l t a t .  

S i  (M ) ut de mng r < p wnipatible, &hs lten4embte d u  i tacin~ 
P 

de P (X )contient touteb L a  W u  de F(X) avec Le même ose de mU@fi- 
P 

cité au m o h ,  Les (p-r) ~ d n u  ~ & w t u  de P ( x )  étCVLt qudwnque.6. 
P 

Démonstration. ------------- 

D'après l a  p ropr ié t é  1.12 l e s  c o e f f i c i e n t s  de P r ( ~ ) ,  x P r ( ~ ) ,  . . . , 
xP'r P (x) sont  se lu t ions  de (Mt). r P 
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D'après l a  p ropr ié té  1.13 l e s  c o e f f i c i e n t s  de 

i a. 1 x pr(x) avec a + O 
i=o  P-r 

sont  solut ions de (M ). C'est donc P ( x ) .  D'où l e  r é s u l t a t .  
P P 

cqfd . 

CONCLUSION. 

Pour t rouver  les solut ions  d'un système (M ) de rang r < p compa- 
P 

t i b l e ,  on étudie l e  système (HP) qui  a une so lu t ion  unique dès que A est 
0 ,r 

f i x é .  L'étude de l ' ex i s t ence  e t  de Bvuaaàcité éventuel le  des pblynômes ortho- 

gonaux repose essent ie l lement  sm le  r é s u l t a t  du théorème 1.1. 

Remarque 1 .le 

S i  on s ' i n t é r e s s e  à un système rec tangula i re  compatible de l i g n e s  

e t  p colonnes, de rang r avec H(') * O ,  l e  Asultat du théorème 1.1 neste 
r' 

valable, c b s t  3 d i r e  que Pe polynôme P Qx) so lu t ion  e$t  t e l  que 
P 

P ( x )  = u ( x )  PP(x) avec u ( x )  pdlynôme a r b i t r a i r e  de degré (p-r). 
P P-=' P-r' 

Une wncüAhn nEceds&e et buddbante POLM. que Ce sydtPne (\) 

soLt lié wmpatibte de &mg r < p vk E N, r < k s p est  que : 



Démonstration. ------------- 

==> d6ja d 6 m n t ~ Q  dans le th6odma 1.1. 

e système (5)  est lié, Vk z N9 r+l L k S p sinon on aurait 

une solution unique 

Le système ($1 est compatible piLisgukn a aune solution Pk(x). 

Dans la propriété 1.6 Pe s y s t h  (k$) est de rang r. 

cqf d . 

La propriété suivante donne les conditions dfexistence des poly- 

n6-s orthogormgux p w  rappopt 3 c. Dans toute la suite l'indice C E: N nu- 

mérote les p u p e s  successifs de d é t e d m t s  8") nuls. 
i 

On huppo~e que l'an a p w t  une v de l : 
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u l Pt+ltl-hlti ki ( ~ ~ + ~ - h ~ + ~  1 
) es t  iJnp&, et 

+a-entier( 2 
V& P (XI O& w (XI a.t UR po&nke 

pl+ n-"&+i-l ~~+a-'l+i-' 
2 2 

Démonstration. ------------- 

i > Les systèmes (M.) sont réguliers. La solution existe donc. Elle 
1 i 

est unique si on fixe le coefficient de x . 

ii ) D'après la  propriété 1.6 les systèmes (Mi) pour i c N, 

hh1+2 5 i 5  entier ( 2 
sont liés compatibles. La solu- 

tion existe. ][B'ap&s le théorème 1.1 l'ensenible des racines de P (x)  i 
contient celui deP (XI avec Peur ordre de mltipPicit6, les autres 

ItsP" 
étant arbitraires. D'où le résultat. 



iii ) D1apr&s la propriété 1.6 les systèmes (Mi), pour i z H, 

sont liés incompatibles. Il n'existe pb+l+2-entier(. P ~ + l  

donc pas de solution, 

Sv H'O) s 0. Donc on a un systhe &Nier et P (XI existe. 
Q1*1+l B&*l+l 

11 est mique si on fixe le coefficient de x P&l+l . 

v 1 Si (pl+y-hl+l) est impair, d'après la propriété 1.6 le systame 

'\  entier( '~+l*'-~l+l ) est 116 compêible . P a  cons<quent, P l'aide 
bl. 2 

(~b*l-~b+l 
1 est  gai^ Pe systam (M pt+l+l-entier( pt+i'l-hl+i 2 )) 

est lié incompatible, et par conséquent le polynôme n'existe pas. 

cqf d . 

Le théo&noe 2.1 du liwa de C. Brezinski définit les polynômes - 
srthogonaux comme etaint les plp6mes P ( x )  tels que : k 

6 

P (XI = 
k .  p o u  k e W, k Z 1 et Byc constante 

non nulle. 

Dans le cas où est non nul ce théorème reste valable pour nos poly- 

nômes orthogonaux. 

Si $O) est nul llexpression ci-dessus définit encore un polynôme qui v6- 

rifie c(xiGk(r))- B pour i E H, O i i S k-l9 mais il est de degré stricte- 

ment inférieur % k. Pow ces po$$nadms nous msntmna le th6or8m au.Lvaw% o 
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avec Po(x) = wM&I&~ anbLOuahe non &e. On a &oh6 : 

i l  (2) es t  de k <-> P~(x) u$ de de@ k 

U) (ES , )  ut de (k-1) l n w m w t e  et c ' u t  L<r u n e  s de (5)  q i i i  

U R  f ige!  a u  s p&&a LLgneh. 
a A 

<=> p (x )  z 6.pS(x) avec 6 = c o r u r n e  non et Fs(x) de degke s k-1 
k 

Démonstration. ------------- 

f) Dgmntré dans le livre de C. Brezinski. 

ii) => On peut en utilisant Pa relation qui existe eatm la Bigne s 
A 

et-les s précédentes, mettre le déterminant donnant P (x) sous la forme : k 

0 ----- 0 ----------- u avec u * O. 
I 1 
I I l o i  '4 
I I ,' 
0 ----- I 0 0 u'l---- 



En développant ce d6terminant par rapport aux lignes s, stl, ..., k-1 on a : 

(k-s) (k+3s-f $ c 
a 8 4 k-s I P,(xt = u (-1) B I 5 6.Ps(x) 

I 
C 2s-f 
S 

X 

iii) d Si ( \ )  est de rang S k-2, on a deux lignes ~onsécutives au 

mins,s et stI,Bi6es aux s premières lignes, Si on considèipa le système 

la Pigne s est liée aux s précédentes. Donc tous les déterminants 
& 

d'ordke k extraits de - c 
k 

sont nuls ==> Pk(x) = O. 
I 
l 
I 
I 
c 2k-1 

Si ( \ )  est de rang (k-1) compatible, la ligne (k-1) du système 

(M.,+1) est liée aux (k-1) premières. Les dgtednants d'ordre k extraits 
, - -  1 sont encore nuls =>Pk(x) f O. 

<= Si P (x) E 0% alors (M.,) ngest ni de rang k, sinon d'après le i) 
6 k 
P (x) serait de d e p é  k, ni de rang k-1 incompatible, sinon dtap&s le k 
ii) =+ P (x) serait de degré s. Par consequent Pk(x) est de degré inférieur k 
ou égal à k-2 su de depé ak-1) compatible. 

a 

ii 1 <= S i  P (x )  G 6i?s(x) avec s S k-1, alors (%) ntest pas de rang k, 
A k -- 

sinon deg P (x) = k, ni de rang (k-1) compatible su de rang i; k-2, sinon - k 
P (XI 1 0. Donc 6 % )  est de rang (k-1) incompatible. k 
II n" a dooc qu'me seule ligne s f  de ( h $ )  lige aux st précédentes. 

Si on applique le ii) -> on obtient Pk(x) ht.Ps,(x). 

Donc sf = S .  

cqf d . 
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On constate donc que définir les polynômes orthogonaux par l'intermédiaire 

du théodme 2.1 du livre de C. Brezinski ne donnera pas l'ensemble des po- 

lynômes orthogonaux par rapport a la fonctionnelle c . Seule la propriété 
1.14 est capable de nous donner cet ensemble. 

Nous examinons maintenant le cas 03. c = O, Vi H, O S i S q - 1, et i 
c # o. 
q 

Démonstration. ------------- 

<= évident. 

-> Nous la démontrons par récurrence : 

On suppose la propriété vraie jusqu'a l'ordre k < q c'est-3-dire que : 



f )  Le eyst2w (2) est e s 6  uniquement de O e t  il est hoœo&ne'. 

Donc Ben A sont qwPconqws. 
j ,k 

in) Le système (Plk)  contient au miais une ligne de O e t  le  second mem- 

Bipe contient c o r n  premie~  terme non nul-c Ee système (Mk) n t a  pas de 
CA' 

solution cas Ba l igne  (g-k] est  telle que : O = - c 
9 ' 

On upp&e po&jnâmea o&togomx srégu4%m P, (x ceux pot& 
A 

t u p u &  H!" U t  ma &, et p O t ~ ~ d ~ h t h O g o n a U x  6i.ngutiULû Pi(%) teb 
1 

potqnha o m g o n a u x  pou. tuquetd H:O) eat nul. 

Construction d'une base de P. 

let- cas, 
m e s - - - - -  

On suppose que : 

H"' L O p u r  i ( H> pe+i s i 5 hL+l+i 
i 

H!" = O pour i EN, ht+l*2 5 i 5 p 
f t+1 

Po 
= O 

po, hl> -pl' h2, p2' . e s t  une s u i t e  croissante d!entiers. 

Les Pi(x) s Pour i E N ,  Pt +1 s 1 a h +a sont orthogonaux réguliers. 
t + l  

Les Pi(x),  pour i eN, h1+l+2 5 i 5 
P ~ + l + ~ t + l  

2 , si  (pt+l-httl) est pair ,  
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ou .ht+;32 5 i. P ~ + ~ + ~ ~ + ~ + B  si  ( ~ ~ + ~ - h ~ + ~  ) e s t  impair sont orthogonaux 
P 

2 

simgidLieas, Ils valent w ~-IU(+~-I  ~+1'~' hL+l+l(x) où i-hL+l-l&l (x) 

e s t  un polynOme arbitraire de d e p b  i -h  -1. 11 n'existe pas de polynômes t+ 1 

orthogonaux Pi(xl p w r  i e IN, 2 1+1 si  ( ~ ~ + ~ - h ~ + ~ )  e s t  pa i r ,  

dL+ b+h&lb+a 
ou 2 - * 1 i si ( ~ ~ + ~ - h ~ + ~  ) e s t  impair . 

est un p01ynBme mb2traire de degré i -h -1. Ces polynômes ne sont pas 
&+l 

on.rh,og.gonawt, mis d'après l a  remarque 1.1, i l s  sa t i s fon t  l e  système (Hi) 

~ E d u i t  aux seules Elgnea compatfbles. 

Qw suppose q.de : 6: - O pour, i EN, O s i < p -1 e t  c ;+ 0. 1 O 

On a donc dSap%&s 1a p ~ s p ~ 9 6 t g  1.15: 
Po 

HI'' = O pour i E N >  1 I; i s p e t  H'O) * O. 
P O P,+I 

On suppose donc que PPon a ; 

1 H:" = O pour i EH. h1+2 L i i pl 

H!O' r O pour i a 9i, pt+l s i 5 h l i a + '  

Bi\ =-Le 
O 

O, po, hl> pl> ... est une suite croissante  d 'ent iers .  

On p ~ e n d  les mgaies polynômes $,(XI présentés dans he premier cas pour 
P 

i 2 po+P. 

Pow 0 s i a p on prend Pea polynômes w (x) a r b i t r a i r e d e  degré i. 
O i ,O Po En effet, dlUap~8s B a  prop~i6t51.16,  pour O S i S -tout polynôme de 

2 
de@$ 2 est orthogonal, et p o u  - < i. a p il nf exis te  pas de polynôme 

2 8 

orthogonal de de@& i, 



h a p & y G m a  P. (XI a ins i  cB6&ubdanh cfaacaua d u  deux @ab dom& 
1 

une. b u e  de Bo 

Les pslynbmes P o ( ~ )  sont de de@& strictement égal a i. 
L 

La p ~ s p ~ % $ t Q  qu.i va suime est f o n h n t a l e  pw ab86t&BBsseraient des rela- 

tions de ~&c~m%kewce, Elle nous pemettra de de fini^ les plynômes quasi- 

orthogonaux dQo-&e k ,  

D&nc'nstré$iow, 

C h  utilise Pa matrice du sgrat6me (M 
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Pi(x) = wi-ha.-lJ~) (x) et les coefficients 

de Ph +1(~) sont solutiomde 
e 

 après la remarque 1.1, P.(x) est un 
1 

polynôme dont les coefficients satisfont 

les lignes compatibles de (Mi) , Y compris 
celles qui sont extérieuras a (Mi) si elles 
sont compatibles. 

Pl 
I 

Donc pour connaître la valeur de c(x3pi) il suffit df examiner les lignes 

du système formé des i ~remières colonnes et des (pa.+l) premières lignes. 

Or toutes les lignes j E N, h +1 5 j s p +h i sont compatibles.avec les e a. a- 
( hl+l) premières. Par conséquent, les coefficients de Pi(x) satisfont toutes 

les lignes j E IN, O 5 j 5 pe+ha.-i, ce qui est équivalent a c(x3p. 1 ) = O. 

Al~rs bien évidement c(P.P.1 = 0. 
3 = 

Par contre, les coefficients de Pi ne satisfont pas la ligne j = pa.+ha.+l-i 
qui est incompatible. 
- 

pt+hpl-i . 
Donc c(x p .  1 ) # O et par conséquent c(PiPi) * 0. .. 
Pour les lignes j E N  +h +2-i r j 5 p on ne peut rien dire a priori. 

P e  L a. Y 

cqf d . 

&P:) = O poWl hl+l S i r p +h a. a . '  
2 

Démonstration. ------------- 

Evideete puisque ~:y: # O 

cqfd . 



pol!ydrne.b Pi(x) .te& que : 

Conséquence : 

Pe+he Les polynômes Pi(x) pour i e N t e l s  que -2 +1 r i S p si e 
pe+hs+l 

(p  -h e s t  pa i r  ou a a t 1 s i r pl si (p  -h ) e s t  impair sont quasi- e e 
orthogonaux d'ordre (2i-1-p -h 1. e 1 
Lorsque, dans l a  su i t e ,  nous parlerons de polynômes quasi-orthogonaux, l ' o rdre  

se ra  l a  plupart du temps omis pour ne pas a lourd i r  l e  texte .  

Nous étudions l a  propriété équivalente à l a  proprbété1.14pour l e s  polynômes 

Qk ( t ) associés aux polynômes orthogonaux 

On huppse que l ' o n  a o 

( H!O) r O pour i E N ,  p +1 5 i 5 he+l+l 
1 e 
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il Powl i E ri, pl+l i i i hl+l+l, Q.(t) 1 edte. lt e 6 t  m u e  6i on 

a 6ixE le wed~ioient.de xi de Pi(x). 

f i )  Qi( t ) " X e  p o ~ h  i i IN, hl+l +2 i i 5 ~ ~ + ~ - d e h  ( 

Pi(x> Ph (XI avec w i-hl+l-l ,l+l i-hl+,-1 ,l+l 
( X )  fWbjkl6nie ahbd%&e 

de deghe i-hl+l-l. 

Lü) Qi(t9 n'eridte pas p o u  i i INei, pbl + 2 - M m  ( ~&l+~-~t+l 2 . ) 
i s 

iv) Q (t) exi6te. ll est udque d i  on a 6.ixE le we66ii~Lent de 
Pl+l+l 

x 'l+l+l de P PL+l+l(X) 

avec w (x) polynôme abhhahie de de.ghE P ~ + ~ - ~ ~ + ~ - I  
Pl+l-hl+l-l [+i c 2 1 

2 ¶ 

Démonstration. 

i) et iv) Evident du fait même de l'existence et de l'unicité de P.(x), quand 
1 

i 
on a fixé le coefficient de x . 

iii) P.(x) d'existant pas, on ne peut définir Q.(t) corrune polynôme associé 
1 1 

à un polynôme orthogonal. 
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ii) 
\ 

w i-h -1 ,l+l(x) - Wi-hl+l-l ,l+l (t) 
l+ 1 v 

x- t ( d polynôme en x de 
i-hl+1-2 &+l 

degré (i-h 
l + ~ - ~  ) ' 

Or, on sait que, pour i r N, h +1 i i s  entier ( Pe,l+l-he,l 
l+l 2 1, on a 

un polynôme orthogonal de degré i en multipliant P (x) par un polynôme 
h&l+l 

arbitraire de degré i-h -1. Donc v 
l+ 1 ("1 Ph i-hl+l-2, L+l (x) est un polynôme 

e+l+l 
orthogonal. 

Alors Qi(t) = w (t) Qh i-hl+l-l, L+I (t). 
l+l+l 

v) La démonstration est identique au iv). 

cqfd. 
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i ) Q k ( t )  = 0 Vk E H ,  k i $  

4x1 IL n ' d ô f e  ~ < i 6  de polynôme ~ ~ ( t )  u 6 0 c i é  a un poLynôme o&gonal, 

Vk E N ,  !< k S q .  

Démonstration. ---- --------- - 

P (x)-Pk( t )  
k. = polynôme de degré (k-1) en x. 

x- t 

D'après l a  p ropr ié t é  1.16 c'est un p o l y n k  orthogonal. 

Pk(x)-Pk( t 
Donc c( 9 

x- t ) = O  v k € l N , k S 2  

ii ) P (XI  n ' ex i s t an t  pas,  Qk(x) ne peut e x i s t e r .  k 

cqf d . 

1,4 RELATION DE RECURRENCE, 

L e 6  poLynôme6 P ~ ( x )  datid60nt L'une de6 ketm2.0~ de &Ecunnenee 
  lu vanta, 

pk(x) = w k-hLl ,e(x) 'hl+ i (XI  où w ~ - ~  b es t  un polynôme a h W e  
L - 

Li] PPL+ltr ( x )  e6f o&gond hEgULia avec r e N ,  p e t l t r  6 ht+l+l, 

on a : 



Relation de réourrsnc~ 



(P,) 
Danâ tu deux CLU Les ai , p o u  j EN, h +1 r j a pl hontdonnE6 * L e  e 

*e (pl) 
c(xP.P ) =  1 a c(P.P.1, pour i EN, h t1 S i s pl 

j=pethetl-i j 1 1  e 

Démonstration. ------ ------ 

i Pour k E IN, h t2 r k r pl, Pk(x) est orthogonal singulier ou quasi- e 
orthogonal. On a donc, d'après ce qui a été vu au cours de la définition dtune 

base de P. 



Pk(x) = W 
k-he-1,l (x)  . Ph + 1 ( ~ )  où w k-hl-1, l  (x)  e s t  un polynôme a r b i t r a i r e  

e 
de d e p é  k-h -1. e 

ii ) xP ( x )  peut s'exprimer de façon unique en fonction des éléments de k 
l a  base B ou B de P. 

1 2 

e t  donc 

Etudions ce qui  s e  passe pour 

p +r+l e ( pe+r 9 
c(xPiPp+,) = 1 a c(P.P.)  avec r 2 O e t  p +r 5 hetl 

e j =O j 1 1  e 

Montrons que V r  2 O t e l  que p + r  i hetl on a : e 

( ~ ~ 9  
b > Si P = O e t  s hep a = O pour j ( I N ,  O S j S hl-1 

j 

Nous introduisons l ' i n d i c e  h = -1 dans l e  cas de l a  base B Par conséquent, 
O 1 ' 

pour e = O l e s  r e l a t i o n s  précédentes sont  bien v é r i f i é e s .  Nous supposons main- 
( pe+r ) 

tenant  que a = O pour j E N ,  O i j i hs avec s < 1, et  nous démontrons que : 
j 
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(P,) 
b ) S i  r = O e t  s+l = L e t  ps # hs+l, a = O pour j E N ,  O s j s hs+l-l. 

j 

( pe+r ) 
c ) S i  r 2 O ou s+1 -c 1, a 

j 
= O pour j E N ,  O 6 j 5 hs+l* 

~émontrons  tou t  d'abord que : 

( P ~ )  
S i  r = O e t  s + l  = 1 e t  ps = hs+l = hl a = O pour j E N ,  he-1+2 s j s p 

j e- i 

( pe+r ) 
sinon a = O pour j E N ,  hs+l 6 j s ps. 

j 

P. )  = O pour j E IN, hs+l  s j s p +r+l e t  j * ps. Pour i = hS+l ,  c(Ph +1 
s 

e 

En e f f e t ,  s i  j E IN, pe+l 6 j s p +r+l les polynômes P correspondants sont  e j 
orthogonaux. 

S i  j É N, hk+l  s j i pk, avec s+l s k e on applique l a  p ropr ié t é  1.17 i ) .  

S i  j E N, pk+l s j 6 hktl+l avec s 6 k 6 1 P.(x)  e s t  orthogonal de degré 
3 

s t r ic tement  supérieur au degré de Phs+l(x). 

S i  j a PI, hs+l s j s ps-1, on applique l a  p ropr ié t é  1.17 i) . 

D'autre p a r t ,  P ) sr O d 'après  l a  p ropr ié t é  1.17 i i ) .  
C(Ph +1 p 

s S 



Enfin c(xP P ) = O, si r = O en appliquant la propriété 1.17i) hs+l pe+r 

puisqu'on a s ' e, et si r > O à cause de.llorthogonalité de P 
Pl+'* 

( pe+r 1 
Donc a = O. 

s 
( pL+r 1 

Prenons h,+2 s i 5 pS.  On suppose que a = O pour j E 24 et 
j 

( pe+r ) 
p +h +2-i 5 j 5 p et montrons que a = O sauf si r = O, s+l=l, 
s s s ) ps+hs+l-i 

d'après la propriété 1.17ii). 

Sinon on a : 

d'après la propriété1.17i) si r = O en dehors du cas précédent, ou d'après 
l'orthogonalité de P si r >O. 

Pl+' 

D'autre part c( PiPPs+hs+l-i ) # O d'après la propriété 1.17ii). 

Enfin c(P.P.1 = O pour hs+l 5 j 5 pe+r+l et j 1 Cps+hs+l-i, psl. 
1 3  

En effet si j E H +l 5 j 5 p +r+l les polynômes P correspondants sont 
y L j 

orthogonaux. 

Si j EN, h +1 5 j S p avec s+l 5 k 5 on applique la propriété1.17i). 
k k 

Si j r H, pk+l 5 j 5 h +1 avec s 5 k 5 1-1, P.(x) est orthogonal de degré k+ P 
strictement supérieurau degré de Pi(x). 

3 

Si j , h +1 5 j 5 ps+hs-i on applique la propriétél.17i). 
S 

On a donc : 



Chap. 1 

(PL) 
puisque a = O pour j E El, ps+hs+2-i I; j S ps. 

j 

- Par conséquent si pS = hL - +1-i = O pour i E H ,  

( pL+r 1 
sinon on a : a = O pour i EIN, hS+l I; i J ps. p +h +1-i 

S S 

Finalement on a bien les résultat proposés pour j E IN, O r j S ps. 

( pLtr 1 
Montrons maintenant que a = O pour j E N ,  tel que : 

j 

On remarquera que dans le cas où r = O et s+l = t et hl, il n'existe 

aucun indice j tel que p +1 5 j S h 
S s+l ' 

(PL) 
On a déjà montré que a était nul dans ce cas pour j E IN, 

j 

Prenons i E N ,  ps+l s i s hg+l, alors c(P.P.1 = O pour j E N ,  
1 3  

En effet si j E N ,  pL+l s j s p +r+l les polynômes P correspondants sont e j 
orthogonaux. 

Si j E N, $+1 s j s pk, avec s+l ': k S L on applique la propriétél.17i) 

Si j E , pk+l a j i hk+l avec s+l i k S 1 P.(x) est orthogonal de degré 
3 

strictement supérieur au degré de Pi(x 1. 

Si j E N ,  p +l i j r hs+l, P. et P. sont orthogonaux, donc si i # j, c(P.P.1.0. 
S 1 3 = 3 

D'autre part, c(P?) # O d'après la propriété 1.18. 
1 

Enfin c(xPiPp +,) = O pour O d i 5 hl-1 si r = O en appliquant la propriété 
L 



1.1711, o u p o u r O 5 i S p  2+rsir > O c a r P  e- est orthogonal et 
Pt+P 

pL+r-2 2 pcl > h 
2 hs+l. e 

Par conséquent on a bien la propiété annoncée. 

Donc la propriété est démontrée jusqula l'orbe 2. Il reste a déterminer les 
( pl+') 
a 
j 

jusqutà p +r+l. t 

Prenons r = O avec l a  base B2 e t  L 2 1 ou l a  base 0,. 

Pour l = hl. si f hl on a : 

c(xP P ) f O d'après la propriétél.17 ii) 
PL 

c(P P )  = O  pour j = pLtl car P 
hl j 

est orthogonal 
pt+l 

( pour he+l S j 5 p dlap&s la propriété 1.17 i l .  e 

L O car Ph est orthogonal et on utilise la propriété 1.18. 
e 

Donc 

Pour hl+l r i r pl. 

On ne peut rien direpour c(xP.P ), 
= PL 

D'après la propriété 1.17, on a : 



 P.P. P.) = O pour O s j s p +h i 
1 1  t e- 

c(p.P.1 r O pour j = pl+hl+l-i 
1 3  

On ne peut r i e n  d i r e  pour c(P.P.1 avec pl+ h y 2 - i  S j s pl. 
1 3  

On a donc : 

C'est  un système t r iangulai re  régul ie r  ( l a  diagonale est compo86e des termes 

c(P.p.1 * O car i + j  = p +h +1) de ( p  -h ) équations a ( p  -h inconnues 
1 1  e e e e ~t 

( P,) 

Pour i = pL+l. 

P. ) = O si j s pl car P e s t  orthogonal. 
pt+l 

S i  X'O) r C a l o r s  c(p2 ) * O ce  qui entraine c(xP P ) * 0. 
pt+2 P P ~  P t  ~;+l 

Donc 

Prenons r = O ,  l a  base B, e t  t = O. 

Le raisonnement f a i t  pour r = O e t  l a  base r e s t e  valable dans ce cas. 

Seul l e  cas i = ho = -1 est pa r t i cu l i e r  e t  sera  examin6 dans l a  pa r t i e  consacrée 

au démarrage des équations de r 6 c ~ n c e .  

Pour ho+l = 0 s i S po, on trouve donc l e  m b  s y s t b  t r i angu la i r r  de po+l 

à p +1 inconnues, c 'es t  3 d i r e  encore (p,-ho). 
O 



- 

~e cas H(O) = O est vu après. 
p0+2 

Prenons r = 1. 

(pe+l ) 
On montre comme précéderment que a 

j 
= O pour j EH, 

he+2 i j r p l .  Il  ne r e s t e  donc que tmis c o e f f i c i e n t s  : 

Pour i = Pl, c ( P  Ph L O d'après l a  p ropr ié t é  1.17 ii). 
e e 

c(P P . )  = O pour j = p t1 e t  p t 2  car P. e s t  orthogonal.  
P t  3 e L J 

C(XP P * O c a r  c ( p 2  r O puisque H(O) 
pe+l 

rr o. 
PL pe+2 

Donc 

Pour i = pL+l. 

En t enan t  compte du f a i t  que P est oIrthogona1 on a : 
PL+' 

Donc : 



Chap. 1 

Pour i = pet2. 

h a :  

2 P ) * O  
S i  H(O) r O a l o r s  c(P ) r O ce qui  entra ine que c(x Pp +l t2 

pe+3 pe+2 t e 

Donc 

Le cas H (O)  e s t  vu après. 
p p 3  

Prenons r > 1 .  

( pt+r ) 
On montre comme pdcédemment que a 

j 
= O, Vj EN, h +1 r j r pl. t 

( p,+r > 
Il r e s t e  donc l e s  coeff ic ients  a 

j 
pour j EN, ptt l  5 j L p trtl. t 

Pour p +1 i i i p tr-2,  c(xPiPp = O puisque P e s t  orthogonal. L e 
. P Pl+" 

c(P.P.) = O pour j rH, pe+l 5 j 5 p + r i 1  e t  i t j puisque Pi e t  P. sont -ho- = 3 t 3 
gonaux . 

2 ( pe+r ) 
Enfin c(P.1 r O, donc a = O pour j E N, p +1 5 j 5 ~ ~ t r - 2 -  

3 j t 



Pour i = pe+r-1. 

P 2 a i n s i  que c(Pp tr-l tr+2 ) 7 O a cause de e e 
2 

c( Pp trtl ) r O a i n s i  que c(p2 ) ce qu i  en t ra ine  que c(xPp +F-l +r P ) # O .  
e P C+r C C 

Donc : 

Pour i = pe+r. 

On a pour l e s  mêmes ra i sons  : 

Pour i = pl+r+l. 

2 si H(O) r O ,  a l o r s  c(pp +rtl ) L O ce qui  en t ra ine  que c(xPp +rPp tr+l t O. 
pe+r+2 e e e 

Donc 

(O) = O avec r i O .  Cas Où Hp , t r t~  

Cela s i g n i f i e  que p tr = 2 
e hetl. Alors c(pp trtl ) = O d 'après  l e  

e 
corol la i re1 .11.  Donc an a également c(xP P ) = O. Par conséquent on p trtl p tr 

(p,+r) 
e e 

4- a une r e l a t i o n  O = O . a p  +rtl. 
e 



On prend i r Ch1+1+2, 

Tant que Pi(x) e s t  orthogonal s ingul ier  on aura une re la t ion  O = O puispm 

c(P.P.) = O pour O s j s p +nl e t  c(xPiP 1 = O. 
1 1  e . yP 

On prend donc l e  premier polyname quasi-orthogonal P s t e l  que : 

Puisque p +r = hl+l e e t  en appliquant l a  p ropr ié té1 .17 i i )  on trouve s = Q+i 

on a a lors  : 

p +r+l e ( pe+r 

c(xPsPp +r ) = c ( x P  P ) =  1 a. c( P P.)  
t Pe+i P e +r j=he J Pe+i 

P ) = c ( P  Ph ) # O d'après l a  propriété 1.17 i i )  . C(pp +l , +,l 
4 e Pe+i e+ltl 

Donc : 

Démarrage des équations de récurrence. 

Dans l e  cas  de l a  base BI, on prend ho = -1, Po(x) = constante 

arbitraire non nulle.  On pourra appliquer l e s  re la t ions  de récurrence avec 

P - 1 ( ~ )  = O e t  A = constante a r b i t r a i r e  non nulle. On verra dans l e  
-1,l 

théorème 1.6 qu'on prend : 

On a a lors  : 



Soit ici P (x) = 
1 (A1,l~ + A 0,l )P O (x)  + A-l,lP-l(~) = (AlS1x + A 0,l )P O (x)  

( ce qui est bien équivalent à xPo(x) = ar)~~(x) + ct;)~ (x). 
O 

Dans le cas de la base B on a h = -1 et Pi(x) = W. 2 O 
(x) pour 1 EJ, 

1 3 0  

O S i S p où w~,~(x) est un polynôme =bitraire de degré i. 
0 ' 

Pour que les relations présentées dans le cas de la base B restent vala- 
1 

bles pour P (XI on peut prendre P-l(x) = O et A = constante ar- 
p0+l -l,P0+l 

bitrairenon nulle. Nous vmmons dans le théorème 1.6 qu'on prend : 

On a alors : 

cqf d . 

Dans ce qui suit nous allons transformer certainsdes coefficients A j ,pt+r+l ' 
Une première raison conduisant à ces transformations est que, lorsque l'on 

cherche le polynôme P (x), il intervient dans le calcul de 
(p,+r) pt+r+l 

Une seconde raison est que ces nouvelles expressions des coefficients nous 

permettront d'introduire une écriture plus commode des relations de ré- 

currence, que 1' on rencontre déjà dans 1' article de G . Struble [ 56 ]. 

( pl+r 
Nous allons d'abord montrer que l'on peut calculer ap +r+l sans 

connaître P (XI. L 
pL+r+l 



puisque P pt+r+l (x) est  orthogonal régulier. 

Donc 

S i  pe+r = on a en tenant compte du f a i t  que 

avec 



Donc 

Alors 

O r  l e  coef f ic ien t  du terme de plus haut degré des polynômes orthogonaux e s t  

a r b i t r a i r e .  On chois i t  donc A. et Ao,Pt+rtl* On peut a i n s i  calculer 
9 pt+r 

sans connaz t r e  PpLtW l. Ap trt 1 ,p t t r+l  C 
Déterminons maintenant Ap +r-l pour r r 2. On t i endra  compte du f a i t  

,P +r+l 
que P e s t  orthogonal &ulie&. On trouve c- p&céde-nt que 

Pl+* 

2 
En posant c(Pi) = ui on ob t ien t .  

%pl ,pe+2 
s e  détermine de l a  même façon. On obt ient  : 



S i h  * p  e l-1' 
calculom 

en appliquant deux fois de suite la propriété 1.17. 

Donc 

Si hl = p ~ ~ ,  calculons . On obtiendra conme précédemnent. 



Donc 

Un polynâme est &€ uniAzhe, h i  t e  coeddicient du t e m e  de p u  

haLLt d q / r é  est &gae a 1 .  

Remarque 1.2. 

Si nous considérons les relations de récurrence que nous avons obte- 

nues, un polynôme orthogonal régulier Pi(x) est obtenu l'aide des deux po- 
- 

lynomes orthogonaux réguliers qui le précédent. Nous noterons ces deux poly- 

nômes P pr(i)(X) et Ppr(pr(i)) (x). On a alors la relation de récurrence 

suivante : 

\ 

OU %-pr(i)-l (x) est un polynôme unitaire de degré i-pr(i)-1 déterminé de 

façon unique, Ai = A  i,i e t C i = A  
pr(pr(i1) ,ie 

Nous pouvons considérer également qu'un polynôme P.(x) orthogonal singulier, 
1 

ou quasi-orthogonal est obtenu a l'aide de la même relation faisant interne- 

nir les deux polynômes orthogonaux réguliers qui le précédent. On a alors 

Ai, Bi> ui-Pr(i)-l (x) arbitraires. at C i = O, avec A. 1 non nul et u i-pr(i)-1 (x) 
de degré i-pr(i)-1. 

Dans le cas où les polynômes orthogonaux sont unitaires, Ai = 1 et les coef- 
ficients de w ~ - ~ ~ ( ~ ) - ~  (x) ainsi que B et Ci s'obtiennent de la façon suivan- 

i 
te, compte tenu-des transformations qui ont été vues précédement. 



Pot 8 mt- 

x"i-pr( i 1-1 (XI + B~ - - i-r(i) b x j  avec 
= 1 et bo = Bi. 

i-pr( i 1 
j =O 

pour k EN, pr(i) S k 5 i-1. 

Si les polynômes orthogonaux ne sont pas unitaires, il suffit de multiplier 

tous les coefficients précédents par 

L e s  polynômes {Q~} satisdont Lir même u & z d h n  de & @ w o n c e  que Les 
poîqnônies {pk1. 

Pow ta b u e  B~ on a ~,(t) = o. 

Pow ta base B~ on a ~ ~ ( t )  = O pu k CH, 0 L k s po. 



Démonstration. -------------- 

Nous u t i l i sons  l a  r e l a t i on  générale de l a  remarque 1.2 pour pr(k ) a 1. 

On é c r i t  c e t t e  r e l a t i on  pour t ,  on l a  retranche de c e l l e  obtenue pour x, 

e t  on divise  par (x- t ) .  On obt ient  a lo rs  : 

~ - p r ( k ) - i ( ~ )  - t ~ ~ p r ( k ) - l ( t )  'pr(pr(k 1) (X)-Ppr(pr(k) ) ( t )  

' q p p r ( k )  (x )  x-t + % x- t 

polynome de degré k-pr(k)-1 en x. 

On applique c aux deuxmembres de l a  re la t ion .  On obt ient  donc : 



Car C(Ppr(k) Vk-Pr(k)-l 
(x)) = O soit a cause de ltorthogonalité de 

P (x) si k-pr(k)-1 < pr(k), soit en appliquant la propriété 1.17 i l .  
pr(k 

Démarraae des relations de recurrence. 

Si on est dans la base B1 on a : 

Or si on emploie une relation de récurrence similaire a celle vérifiée par 
P1(x), on a : 

où C est une constante arbitraim. 
1 

On prendra donc Q-l(t) = 1 et Cl = A1.c(Po). 

Si on est dans la base B2 on a : 

puisque c = O pour i < po. 
i 

Voyons ce que vaut (t). 



Si on utilise une relation similaire h celle que vérifie P (x) on a : 
p0+l 

P (x) = A (xP (x)+m (x)) 
p0+l p0+l Po p0-1 

xP (XI-tP (t) xw (RI-tW 

( 
Po Po P,-1 = A 

Po-1 

p0+l x- t 
+ A  

Po+l 
c ( 

x-t 
) 

Comme C est une constante arbitraire on prend : 
p0+l 

Remarque 1.3. 

Supposons que : 

cqfd. 

Hh+l # O ,  H # O  et H = O p o u r  j E N ,  h +  2 r j s p .  
p+l j 

Les polynômes quasi-orthogonaux Pi(x) pour i E N, h + 2 S i i p, 

peuvent être choisis de façon que l'on ait : 



c(P. Pi) = O pour j EN, O s j p+h-i, 
3 

# O pour j = p+h+l-i, 
= K. constante donnée pour p+h+2-i S j i. 

3 

i-h- 1 i-h-1-s 
wj-h-l(x) = avec T = 1, 

s=o O 

Donc P. 1 (x) w ~ - ~ - ~  (x) = [ ~ j - ~ ]  
T~ x i-h-1-s 

k=o 'k,j s =O 1 
En écrivant successivement les relations c(P. Pi) = K. pour j É N, 

1 1 
p+h+2-i I j I i-1, nous constatons que nous obtenons un système triangu- 

laire faisant intervenir TF pour r r N, O 5 r S 2i-p-h-2. Ce système est 
P 

régulier car la diagonale est occupée par c(x Ph+l) # O. Donc la dé- 0.i 
termination de ? , pour r E IN, 1 5 r 5 ~i-~-h:2 se fait de manière unique. 

C 

Pour j=i on écrira P.(x) sous la forme w 
3 i-h-1 

(x) PhtL(x)= 

2 Pour calculer c(P.) on sera amené à déterminer le coefficient de x P 

2 1 

dans w (x) Ph+l(~). Il dépend linéairement de T2i-p-h-l, puisque 
i-h-1 

i-h-12 2i-p-h-1 dans le cas de polynômes quasi-orthogonaux. On pourra 

donc encore calculer T 2i-p-h-1' 

Corne cas particulier nous pouvons envisager de prendre : 

J.S. Dupuy Cl51 a défini des polynômes pseudo-orthogonaux comme étant des 

polynômes satisfaisant : 

c(On Om) # O si n = rn et In - ml = 2 
= O  autrement. 

Ces polynômes sont en fait des polynômes quasi-orthogonaux d'ordre 2 pour 

lesquels on a fait le choix de constantes proposé en cas particulier. 



ProprYiktés des akroe des potynhes 

1.5 PROPRIETES DES ZEROS DES POLYNOMES, DETECTION DES BLOCS 

DE ZEROS DANS LA TABLE HI 

Nous commençons par donner deux résultats sous forme de condition 

nécessaire et suffisante, alors qu'ils figurent sous forme de condition 

nécessaire dans le livre de C. Brezinski. 

Une conch%n néceôhaine et hub~Xsante p o u  que lu donct ionnae  

c b o a  dé6inie es2 que vk E N, 

i )  Pk et Pktl n'a ient  aucun z h  en connut. 

ü) Qk et Qk+l n 'a ient  aucun z&o en wtnnun. 

Lü) Pk et gk n'aLent auw z h  no wmmun. 

Démonstration. ------------- 

=> livre de C. Brezinski Th x 2.14 p. 57. 

<= Si la fonctionnelle c est semi-définie, il existe au moins une 

valeur k E IN, telle que 4') # O et ( 0 )  Hk+l = 0. Donc PktL(x) = ul(x)Pk(x). 

Les deux polynômes ont en commun l'ensemble des racines de Pk(x). 

cqfd. 



Une wvufiAhn ntcuhaihe d &ubbAante pom que (onctionnetle 

hoLt d<6LnLe e s t  que c(pPk) * O ,  vk r N, ~ p ( x )  te( que degaz p(x) = k. 

Démonstration. ------------- 

==> lime de C. Brezinski.  Th.: 2.5 p 49. 

+ S i  l a  fonct ionnel le  c e s t  semi-définie, il e x i s t e  au moins une 

valeur k i l t e l l e  que (0  4 0 )  * 0 e t  Hktl = O 

c(pPk) = O d rapras  l a  p ropr ié té  1.17 i). 

cqfd. 

Nous a l lons  étendre l e  r é s u l t a t  du théorème 1.7 au cas des poly- 

nômes orthogonaux régu l i e r spar  rapport  a une fonct ionnel le  semi-définie. 

Auparavant nous démontrons l a  p ropr ié té  suivante. 

Démonstration. ------------- 

i )  S i  k €11, h +1 s k S pl-1 on a : t 



R-opriStds des xéros des polynômes 

On a des re la t ions  identiques pour Q (x) e t  Qk(x). k+l  
D'où l a  re la t ion  proposée. 

0x1 a l a  même r e l a t i on  pour Q 
k + d X )  

Donc 

avec 

Par conséquent, V i  c Bi, i i; k t e l  que P. (x)  s o i t  orthogonal régul ie r ,  on 
1 

a : 

Donc 

Pour l a  base B on a po = O ,  ho = -1, Q,(x) = O ,  Q1 = A1c(P ) e t  1 O 

P O 
c(Po) = c(P2).  O 

Donc 



Ebt-a orthogonaux Chap . 

Pour la base B on a : 2 

On retrouve donc également A - 
- -%+i '('k Ppr(k+i))* 

cqfd. 

" Pk+l(x) et 'pr(k+l) (x) n'ont pas de z m  en cotmnun. 

U' Qk+l(x) et 'pr(k+l) (x) n'ont p u  de z m  en conmwi. 

~I Pktl(x) et Qktl(x) n'ont pas de zérta en comnun. 

Démonstration. 

On utilise la relation de la propriété 1.21 ii) 

%+l et c(PkPpr(k+l) 
) sont non nuls. 

Donc si une paire des polynômes cités a un zéro connnun on aurait : 

ce qui est impossible. 

cqfd. 



P r o p ~ i d t d s  des dm8 des poZynbhie8 

Remarque. 

Une démonstration plus na ture l le  peut ê t r e  donnée des proposi- 

t ions  i )  e t  i i )  du théorème 1.9 en u t i l i s a n t  l e s  propriétés de l 'algorithme 

d'Euclide de recherche du pgcd de deux polynômes. En e f f e t  la  r e l a t i on  

de récurrence à trois termes 

e s t  équivalente à l ' é c r i t u r e  de l a  divis ion de Pkti(x) par Ppr(k+l) (XI .  

Par conséquent l e  pgcd de Pk+l(x) e t  P 
pr (k+l )  

(x )  e s t  égal au pgcd de 
- 

ppr(k+l)  et ppr(pr(k+l)  ( X I .  
En r é i t é r a n t ,  l e  dernier polynôme qui in tervient  e s t  P (x)  qui  e s t  égal  à 

O 

une constante. Donc Pk+l(x) e t  Ppr(k+l) (x)  sont premiers entre  eux e t  n''ont 

de ce f a i t  aucun zéro en commun. 

On a l a  même démonstration pour l e  i i )  puisque Q (x) v é r i f i e  une r e l a t i on  k 
de récurrence identique. 

I l  e s t  possible d ' é t ab l i r  une r e l a t i on  de Chris toffe l  Darboux dans 

l e  cas  général. 

Soient 1 l'ensemble des indices i E N t e l s  que p 5 i 5 h e e+i s 

V e  E N, e t  1 l e  sous-ensemble de I composé des indices i t 1 t e l s  que i ?; k. 
k 

On posera t = C ( P ~ P ~ ~ ( ~ + ~ ) ) .  
k+l  
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A u , p A ê t d s  h a  d r o e  d e s  p o t y n h s  

Démonstration. ------------- 

On u t i l i s e  l a  r e l a t i on  de l a  proprieté 1.22. On a : 

-1 -1 Pk+l(x)-Pk+l(t) - ( t )  
( t )  - Pkt1(t) 

Ppr(k+l)(X)-Ppr(k+l) 
' tktlAk+l CPpr(k+l)  x-t x- t 

On f a i t  tendre t vers x e t  on obtient  l e  r é s u l t a t  proposé. 

Remarque. 

Les polynômes associés Qk(x) s a t i s fon t  l a  re la t ion  de l a  proprieté 

1.22 et l a  re la t ion  du coro l la i re  1.12 puisqu'on a la  même r e l a t i on  + récur- 
rence pour l e s  polyndmes Q (x ) .  k 

Dans l e  but de détecter  simplement l e s  blocs de zéros dans la tab le  H, nous 

établissons l a  condition nécessaire e t  suf f i san te  suivante. 

PkopkLé t&!  1.23.  

Une condition n t c e s s d e  et sub&isante pow que : 



es t  que : 

Démonstration. ---- ---- ----- 

L O => Ph + 1 ( ~ )  orthogonal régul ie r  
t 

H(O) z 0 => P (x) orthogonal régul ier .  
pt+1 pe+l 

c= P (x)  orthogonal régul ie r  => 
he+l 

Considérons l e  système l i néa i r e  de p e +l l igne8et  h t +1 colonnes consti tué 

par ': 

j O pour j E N ,  O S j 5 pl-1 e t  c(x Pt 
C(X  phl+l)  = 
s ign i f ien t  que l e s  coeff ic ients  de P vér i f ien t  l e s  p e premières l ignes ,  

mais pas l a  dernière du syst8me Donc l e s  l ignes  j, j CH, 

h +1 S j r pl-1 sont compatibles avec l e s  hl+l premières l ignes  ; l a  l igne e 
p +1 e s t  incompatible. Par conséquent tou t  déteminant caractér is t ique d'ordre t 
he+l e x t r a i t  du système des pl premières l ignes  e s t  nul. 
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La ligne p n'étant pas compatible, donne un déterminant caractéristique non t ' 
nul. 

Alors, d'après la propriété 1.1, H (01 r O et H:') = O pour i c N,  PL+^ 
h t 2 r i s p .  t 

cqfd. 

Remarque 1.3. 

La propriété 1.22 est particulièrement commode pour détecter les 
déterminan* Hi0) nuls. 

Lorsqu'un calcul de P (x) a été effectué avec les relations de récurrence on 
k 

k 
calcuie c(x Pk(x)). 

(0 Si cette quantité est non nulle, alors Hk+l * O et Pk+l(x) est un 

polynôme orthogonal régulier. On calcule Pktl(x) par les relations de 

récurrence. 
(O 

Si cette quantité est nulle, on a H = O et Pk+l(x) = w kt1 k-ht,t (x) Ph t +1(~) 

avec ht+l = k. On regarde a nouveau ce pue vaut c(xktl pk(x) ) . Si cette 
(O quantité est non-nulle, alors Hkt2 f O et Pk+2(~) est un polynôme orthogonal 

(0) 
régulier qu'on calcule à l'aide des relations de récurrence, sinon \+2 = O 

et Pk+2(~) = w k+l-ht,L (x) Ph +1(~), et ainsi de suite. 
t 

1.6, FONCTIONNELLE L I  NE AIRE LIEE A DEUX POLYNOMES PREMIERS ENTRE 
EUX, 

Nous avons vu que deux polynômes orthogonaux réguliers successifs par 

rapport à une fonctionnelle linéaire sont premiers entre eux. 

Nous pouvons nous poser le problème suivant. 

Etant donnés deux polynômes premiers entre eux et unitaires P. (x) et P ri pr(k)(x)' 
existe-t-il une fonctionnelle linéaire c par rapport à laquelle ils seraient 

orthogonaux, et si oui que valent les c pour i EH, O S i S 2k-1 ? i ' 

Nous commençons par appliquer l'algorithme d'Euclide de recherche du 

pgcd de Pk et (x). Puisqu'ils sont premiers entre eux, on obtient une suite 

S de polynômes P.(x) de degré i strictement décroissant, le dernier étant k 1 

Po(x) = 1. 
.Q 



Chap. 1 

Nous construisons ainsi des relations de récurrence a trois termes. La première 
est : 

Si la fonctionnelle c existe nous aurons donc : 

Par conséquent : 

j 
C(X (Y-1-pr(k) + Bk) 'pr(k) ) = O pour j E rJ, O S j S pr(k)-2 

ce qui entraine que 

C(X~ Ppr(pr(k)) ) = O pour j E IN, O S j 5 pr(k)-2. 

Donc P 
pr(pr(k) 

(x) est orthogonal par rapport à la fonctionnelle c. 

Ce raisonnement peut se reproduire sur l'ensemble S des polynômes k 
P.(x) trouvés grâce à l'algorithme d'Euclide. 
1 

Nous complétons cet ensemble S de polynômes pour former une base de k 

'2k-1 qui est l'espace des polynômes de degré inférieur ou égal a 2k-1. 

Tout d'abord PS(x) = W~:)X) Pk(x) pour s E IN, k i s s 2k-1 

où W(~)(X) est un polynôme unitaire arbitraire de degré s-k. Ensuite si 
S-k 

deux polynômes Pi(x) et P 
pr(i) 

(x), pour i S k, sont tels que pr(i) < i, 

alors on prendra : 
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(x)  = w ( p r ( i ) + j  
'p r ( i )+j  j 

'pr( i)  ( X I ,  pour j EN, O r j r i -p r ( i ) -1  

où w ( p r ( i ) + j ) ( ~ )  est un polynôme u n i t a i r e  a r b i t r a i r e  de degré j. 
j 

Alors, \f j  E H, O 5 j s 2k-1, nous pouvons écrire : 

j 
x j  = 1 aiSj pi(x) avec a = 1. 

i = o  j , j  

S i  l a  fonct ionnel le  c  e x i s t e ,  e l l e  e s t  t e l l e  que : 

j c(x ) = c. pour j EH, O S j S 2k-1 
3 

c ' e s t  3 d i r e  : 

S i  P1(x) a p p a r t i e n t  à la s u i t e  Sk, a l o r s  on a : 

s o i t à  cause de l ' o r thogona l i t é  de P s o i t  en appliquant l a  1.17 i). 
2 2 

i ' 
Il  r e s t e  c(Po) r O e t  c(Po) = c ( l )  = C o .  

Donc : 

c = a  c pour j EN, O S  j 5 2k-1. 
j  0 , j  0 

c = constante a r b i t r a i r e  non nu l l e .  
O 

S i  P (x )  e s t  l e  premier polynôme après  P ( x )  qu i  appar t i en t  à l a  s u i t e  S 
p+I O k ' 

a l o r s  : 



On trouve donc : 

c = a  c pour j E N ,  p <  j 5; 2k-1 
j P A  P 

c = constante a r b i t r a i r e  non nu l l e .  
P 

Nous pouvons énoncer l e  théorème suivant  qu i  e s t  une généra l i sa t ion  du 

théorème de Favard C171. 

S o i e n t  Pk(x) et (x )  deux po&nOmea u-es p/temLm M e  eux. 
ZL &te  une d o n c t i a n n a e  h é a h e  c ,  qui ut unique dè4 qu'on a &ixé l e  @ d e i  

we66icient non nul a p<mtin de co, pa>r /uzppo%t à LaqueLCe Lea d u  polynôme6 

Pk(X) et Ppr(k)  
( X I  d0tl.t oxttwgonaux, aoidi que t o d e  .th sk d u  polynôme6 

P. (x )  deduit6 de P ~ ( x )  et P ~ ~ ( ~ ) ( x )  puk a p p L i W o n  de l l r r C g o ~ e  dlEucLuie. 
1 

Nous aur ions  pu t e n t e r  de répondre aux questions posées en résolvant  

l e  système l i n é a i r e  de 2k-1 équations à 2k inconnues que l ' o n  o b t i e n t  grâce a 
l ' é c r i t u r e  de l ' o r t h o g o n a l i t é  de P (x)  e t  P k p r ( k )  

( X I ,  c ' e s t  à d i r e  : 

i 
C ( X  Pk(x))  = O pour i €24,  O 5; i S k-1 

\ ppr(k)  
( x ) )  = O pour i E PJ, O 5 i S k-2. 

S i  nous posons : 
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pr(k) 
P pr(k)-i 
pr(k) = iso Ai,pr(k) 

nous avons le système suivant : 

Directement nous n'aurions pu conclure à partir de ce système. Par contre grâce 

au théorème 1.10 nous pouvons énoncer le corollaire suivant. 

Le dydtème p é c é d e n t  a toujowrb une a o W o n .  Eue es t  wzique dè6 
qu'on a d i x 8  l e  pken des ci non nul à pi&& d e  co. L e s  d p t h e b  LML(Ogueb 
o b t e n u  à pahtin d e  deux Uémencs cortsécuüdd d e  L<1 d u i t e  Sk o n t  &JU la mihe 
d a W o n .  



Le c a l c u l  des c o e f f i c i e n t s  ai est très simple a p a r t i r  de l'expres- , j 
s i o n  formelle des  polynômes Pi(x) de la base de PÎk-l q u i  a été cré6e. 

par exemple pour x j  = P.(x) on commence par former : f a i , j  1 i = o  

Alors a e s t  l e  c o e f f i c i e n t  du terme de degré x j - l  de R (x).  
j - L j  j -1 

P ( x )  = R (XI . ;  a On forme a l o r s  Rj-l(x) - aj-l, 
j-l j -2 e s t  l e  c o e f f i c i e n t  

I-2, j  

du terne de degré icj-2 de R (x ) ,  e t  a i n s i  de s u i t e .  j -2 

1,7 FORMALISME MATRICIEL 

Cette sec t ion  s ' i n s p i r e  très largement du plan e t  des r é s u l t a t s  

présentés  dans l e  livre de C .  Brezinski C61 dans l e  cas  normal. 

NOUS c ~ n ç o n s  par dCfin i r  une matrice J i n f i n i e ,  dont les li- 

gnes e t  l e s  colonnes se ron t  numémtées a p a r t i r  de 1. 

Nous prenons une s u i t e  d ' e n t i e r s  s t r ic tement  cro issante  de N. S i  

k est  un e n t i e r  de c e t t e  s u i t e  il e s t  précédé e t  s u i v i  respectivement pa r  

p r ( k )  e t  su(k). 

La l i g n e  k de l a  matrice J e s t  formée de : 

(0 ,..., o , - c k , o  ,...., 0 ,  - Bk' - Bk-l-pr(k),k'***' - 
Ak, O , .  ..) 

Le c o e f f i c i e n t  - Ck e s t  en colonne p r ( p r ( k ) )  + 1, \ e s t  en colon- 

ne k + 1. Au d e l à  de Ak t o u s  l e s  termes sont  nu l s .  

Pour une l igne  j t e l l e  que p r (k )  < j < k nous avons uniquement un 

coef f i c i en t  A .  en colonne j + 1. 
3 

Nous supposerons tous  l e s  c o e f f i c i e n t s  A non nuls .  



Prenons maintenant l a  somme des éléments J de l a  l igne i de l a  i ,s 
matrice J multipliés respectivement par ys e t  égalons ce t t e  quanti t6 a 
x yi. Nous obtenons a i n s i  une équation aux différences,  déf inie  V i  c N, 

i t 1. Nous ajoutons l a  condition i n i t i a l e  y. = 1. 

Alors, Y i  E N, yi e s t  un polynôme en x de degré i exactement, e t  

s i  p ~ ( k )  C i C k, yi = Di x i-pr(k) 
Ypr(k) O' 

S i  on pose yk = Pk(x), l a  k ième 
équation aux différences donne 

par conséquent une re la t ion  de récurrence à t r o i s  termes. 

En u t i l i s a n t  l e s  r é su l t a t s  de l a  section 1.6, ces polyn6mes sont 

orthogonaux par rapport à une fonctionnelle c dont on peut calculer  l e s  

moments. 

Ecrivons l e s  polynômes orthogonaux ou quasi-orthogonaux par  rap- 

port  à l a  fonctionnelle l i néa i r e  c 

Soit  L l a  matrice in f in ie  : 
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Soi t  M l a  matrice ( c  i t j  i , j = o  

So i t  H l a  matrice H = L M L T 

La matrice H e s t  une matrice symétrique dont les éléments Hi , j 
valent  c(Pi P . ) .  

3 

La p a r t i e  de ces  matrices limitée aux k premières l i g n e s  e t  

colonnes se ra  repérée  pa r  l a  &me l e t t r e  indicée par  k .  

L e s t  inve r s ib le  puisque p! # O ,  V i  c N. k 1 

-1 T Donc Mk = L;' Hk(Lk , Vk E BI, k i 1, 

-1 T 
e t  par  conséquent : M = L-' H(L ) 

S i  tous l e s  polynômes Pk sont orthogonaux r é g u l i e r s ,  a l o r s  H e s t  une ma- 
2 

t r i c e  diagonale dont l e s  éléments diagonaux valent  c (P . ) .  C 'es t  l a  décom- 
1 

posi t ion  de Gauss-Banachiewicz de l a  matrice M ( c f .  W.B. Gragg C23al e t  

C. Brezinski C61). 

S i  tous l e s  polynômes Pk ne sont pas orthogonaux r é g u l i e r s ,  a l o r s  H a une 

s t ruc tu re  de b locs  diagonaux a l t e r n é s  avec des blocs t r i a n g u l a i r e s .  

Nous schématisons ci-après c e t t e  s t r u c t u r e  dans l e  cas où par  exemple nous 

aurions 

H!') # O pour i e l ( ,  1 s i s h + l ,  
1 

( 0 )  
Hi = O pour i E N ,  h+2 S i S p ,  



H:O) # O pour i 2 ptî. 

c(~f) # O pour i N, O z i 5 h. 

c(Pi P.) # O pour i et j r N 
3 

et itj = p+htl. 

dans cette partie triangulaire 
on peut imposer la valeur de 
c(P P 1, par exemple O (cf. 

i j 
remarque 1.3 ) . 

D'autre part sur l'antidiagonale du bloc, la valeur de c(Pi P.) est cons- 
3 

tante pour i+j = pthtl. En effet : 

Nous avons ainsi une décomposition générale de la matrice M dans le cas où 
(0) des mineurs H sont nuls. 
i 



Revenens a l a  matr ice J. Nous appel le rons  1 l a  matr ice i d e n t i t é  
k 

d 'ordre k. Nous supposons que Ak = 1, Vk E N. 

i 1 Si pk ut o-gomî ~~(*egt&ih, atou Cu ZWA de q d o n t  Ca 
v d e u m  ptopu de J ~ .  

Nous u t i l i s o n s  l e s  r é s u l t a t s  des  équations aux d i f f é m n c e s .  Nous 

pouvons é c r i r e  

T 
Posons y (x )  = (yo, yl, . .* ,  y,_,)T e t  ek = O , .  . . , O, 1 )  . 

Nous avons x y(x)  = Jk y(x)  t yk ek 

Par conséquent z s e r a  r ac ine  de y si e t  seulement s i  z est va leu r  pro- i k i 
pre  de Jk. 

D e  p lus  yk = P ( x )  ou x k-pr(k) 
k ppr(k) (X)* 

cqf d . 



Pk(x) = det (x Ik - Jk) 

det (X Ik - J ~ )  = x k-pr(k) Ppr(k)(X) 

Les associés Q des polynômes orthogonaux Pk satisfont la même 
k 

relation de récurrence avec une initialisation différente. 

De plus deg Qk = r-1 avec r i; k. 

Nous aurons donc si J' est la matrice obtenue à partir de J en 

supprimant les k-r+l premières lignes et premières colonnes : 

c det (X Ir-1 - J;-~) = x k-pr(k) k-r Qpr(k)(X)* 



PoZpathe orthogonaux Chap. 1 

Nous avons encore un corol la ire  pour les zéros de Qk(x). 

Remarque 1.4. 

Pratiquement, pour connaItre l a  valeur de k - H l ,  il s u f f i t  d'exa- 

miner l e s  l i gnes  de J .  

Les l i g n e s  j de J ,  pour j E N, 1 S j 5 k-r+l ne contiennent que 

l'élément 1 en colonne j + l .  La l igne  k-r+2 contient en plus un élément 
- Ck+r+2 non nul .  



braque nom avons ddfini te8 poZynbhFs8 orthogonaux, ceuxwi 

ont d t k  relida aux déteminant8 HP) e t  d la fonctionnelt lindaire c. 

Nous mmtrerons que nous pouvons, camre dam te cas normal, ddfinir des 

.systèmes d a c e n t s  de poZgntb8 orthogomza qui seront relids aux &ter- 

minant8 (il gi) e t  aux fonctionnelles lindaires c . 

La première eection es t  oonsacrde aux propmdtds gdndmlee de 

ces systèmes adjacents, aux relations qui existent entre deux sgstèmes 

8U~~e88i f8 .  

Dans la seconde n a t a  prdsentone un atgorithme de type qd permet- 

tant de caZcuZer l 'ensemble des systèmes aGcu?ents & polgndhies orthogonuux. 

L 'algorithme présenti fonctionne dans tous tes cas. & retrouve nature l le-  

ment les  rek t ions  proposdes par Claessens e t  Wuytack pour un cas parti- 

culier. Bien que leur8 auteurs aient a f f i d  "Combinath8 of the rUi!e8 

given i n  theorem 2 and 3 c m  be used t o  handte the geneml case whsre 

blocks of different length are combined", nous verrons qu' i l  n'en es t  rien 

duns de nombreux cas e t  que seutes nos relations permettent de trouver 

l'ensemble des polynths orthogonaux. 

Quekues rdsuttats sur les polynUne8 orthogonaux rdciproquss sont 

donnds dans la troisième section. IZs serviront d la foZs pour la fonne 

progressive de l'algorithme qd e t  pour tes appmxùnants des sdries de fonc- 

tions. 

Pour te&ner noue prdsentona ka fomro progressive de l'algorith- 

nr "gd". Le calcul 8 'effectue horiaonta* cp1.8. hoAaatale d partir d'ini- 

t iatisations d o d e s  par la fonctiannslle 8, qui es t  Zide aux potg?&es 

orthogonaux réciproques. 



2.1 PROPRIETES GENERALES EES SYSTVIES ADJACENTS DE POLYMS 
ORTHOGONAUX, 

On a p p a s .  bloc H LUI b h e  b o d  

nu& wme danb & p~@ét& 7.9, .  
Ova appas. $.toc P tm fa&$: m é  dg poLq&ma d a  4 g h X h u  djac- qui. 

mmapd m b b c  a h m  table H. Ce Sfkvc P c o ~ e i e n t  donc des poQnôme6 

o ~ w g o w  a ing&m & d u  polybzamu qd-a&agonaux .  
On dé&&.im las @X& tid &eh de tkw d u  b b e b  pa.% u~ hep2k.e géogira- 

phigue IhBakd, S d ,  Ebx L$. / h ~ ~ d  pom la &?a&, Rod-CPuat, N o t r d - u t ,  S u d - u t  

e,t Sud-aue6~ put l e6  mina). On C a  ksar& rn M. S, E, O, NI); NE, SE eR SO. 

On a p p d 4 . w  table  P lu d î e .  d l e  ,vo&nÔmyno.e6 P:"'o<) E W e  h o u  60me d'ut 
hbLeau m u e a i h e .  



Systèmes adjacmttl de poZE/ndmee orthogonaux 

La W l e  P ut diXe nomde h i  &.te ne contient que da polynôme6 o~%~gonaw 
bh0n d e  es t  cü.te non nomate. 

Remarque 2.1. 

Grâce au théorème 1.9, lorsque P(O) et P 
k (O) sont connus, on 

pr(k) 
peut déterminer de façon unique toute la table P comprise entre la dia- 

gonale O et l'antidiagonale 2 k-1 jusqu'au polynôme P(o)(x). 
k 

Remarque 2.2. 

La propriété 1.14montre que lea polynômes orthogonaw singuliers occu- 

pent la partie hachurée du bloc P, donc au dessus de l'antidiagonale principale 

du bloc P. 

L'autre partie est occupée par 

les polynômes-quasi orthogonaw. 

Nous commençons par démontrer une propriété relative aux polynômes orthogonaw 

qui sont au nord et à l'ouest d'un bloc P. - 
Considérons le bloc de la propriété 1.9 et la suite pour i H, 5-ltl 

(kt'-j) pour j H, O s j s ~tb. O S i r ltb et la suite Hh-ltltj 

Ces déterminants sont tous non nuls. Ils permettent de définir des polynômes 

orthogonaw réguliers des systèmes adjacents, Nous les supposerons unitaires 

On a ainsi la suite P (ktl- j ) (kteti)6<) pour i r H ,  O s i s ltb et la suite pk ltl+j(x) h-et1 - 
pour j é IN, O S j S ltb. 



Chap.. 2 

i l  LU polynômes uniXuhes à t ' oues t  et no&-ouest d'un b b c  P 
( k t l t i  (u ) peuh 

p h - l t l  
i EN, 0 s  i ~ l + b h o n t k f e n t i q u e s .  

LL ) L e s  polynômes &es au nohd-ouest et nokd d'un bloc P 
j (k+ l ) (x ) .  

(ktL-j ) (x ) poun j c N , O s j s t + b  s o n t  didentiques a x ' h - ~ t i t j  

Démonstration. 

i )  NOUS avons c ('+')(xj P h - ~ + l  (k+R))  = O pour j E N ,  0.5 j s h+b, 

# O  pour j = h+b+l .  

Donc pour i E Bi, O 5 i I t+b,  

# O  pour j = h+b-i+l.  

O r  pour l e  polynôme PLkiZi ) (x )  s i t u é  à l ' o u e s t  ou au nord-ouest 

du b loc  P nous avons : 

C 
( k + l + i )  . = O  pour j c Bi, O  I j S h+b-i, 

(XI Ph-e+i 
# O  pour j = h+b-i+l .  

Par conséquent du f a i t  de l ' u n i c i t é  du polynôme orthogonal régu- 

l i e r  nous obtenons 

(k+L+i) 
P h - ~ + l  ( X I  E P ( ~ + ' ) ( x )  h-R+l pour i E N, O s i I ~ + b .  

ii) De l a  même façon nous avons pour i E N ,  O  I i I R+b : 
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# O pour j = h+b+l . 

O r  c (k+L-i)(xj (k+L-i) 
'h-L+l+i ) = O  pour j CH, O S j s h + b ,  

f O pour j = h+b+l. 

e t  par conséquent nous obtenons 

cqf d . 

La propriété suivante peut s e rv i r  a carac té r i se r  l e s  polynômes or- 

thogonaux régul iers  qui  s e  trouvent au nord d'un bloc P. C'est une condition 

nécessaire e t  suf f i san te  pour que ces polynômes occupent ce t t e  position. 

Les a d  polgnômeb o&gonaux r r t g u e i m  des  agathes adjacents 
a&nat&nt h mcine O aont au  no^ d'un bloc P. 

Démonstration. ------------- 

Régulier <=> $i) L O 

Racine nul le  <=> .ki+" = O 
On e s t  donc bien au nord d'un bloc. 

cqf d . 
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D m  un b b c  P, &UA Le6 poCynÔmes o n t  en $ a c t ~  Ce polynôme 
otLthog0na.t néguLL@ s i t u é  en NO. 

Démonstration. ------------- 

Immédiate d'après la construction des bases B ou Bî et la propriété 
1 

2.1. 

cqf d . 

Dans l'ensemble des démonstrations qui suivent interviennent des - 

polynômes orthogonaux réguliers prédecesseurs ou successeurs de P!")(x). 
1 

Nous ferons intervenir un second indice dans la notation du p~édécesseur ou 

du successeur, afin d'indiquer par rapport à quelle fonctionnelle ils sont pris. 

Par exemple pr(i,n) est égal au degré du polynôme orthogonal régulier par rapport 

à c(n) qui précéde P!" ) (x ) . P 
1 

(n+l) serait alors le polynôme de degré ~r(i,~) 
pr(i,n) 

pris par rapport à la fonctionnelle c (n+l) 

Nous noterons donc les polynômes orthogonaux réguliers par : (") (x), 'pr(ip) 
( n )  (n) (n) 

P~r(pr(i,n) >n) ( X ) 9  9Psu(i,n)(x)' Psu(su(i,n),n) 
(x), ... . TOUS les polynômes 

P(~) sont unitaires, Vj et k c R .  On repère les blocs P de P!")(x) par les indi- 
j 1 
ces d'entrée et de sortie h +1 et p +1, L EN. d C 



,(n+l) 
pr(pr(i+l,n) ,n+l) (XI bep~éO&e Le poLytGme oWg0nu.t &égu.t.L4/r qui p/récgde 

,(n+l) 
pr(i+l,n) (XI qui ut Le polynôme 4&4.4d 4Wr îu wîonne pr(i+l,n). 

(n) 
qi+î ,L 

!") sont de6 cou~tea qui hont diiwu c*-ap~è~. et El*l 

("+')(x) qui-o&ogonaw qui n'apwennent p u  à un bbc Le6 potynômu pi 

P de pln)(x), c'ut ti dihe que pIn)(o) = O v~)~i@en.t LO u t a t i o n  : 
1 1 

("+')(XI qui appahtiment à un bloc P tic p:)(x) vehidient Les po&nentes Pi 

L'une ou t'&e d u  deux suivantes : 

(n+l) (XI sont de6 p o ~ y t ~ m u  où w et wi-ho-l e6 kupectivement 
i-h, 

4- .L 

("+l)(x) = w de degté i-hl et i-hl-1 diid.bi6pW Pi i-hl-1 (n+l) (n+l) (x) eC 
PhL+l 

P!"+l)(X) = w 
1 

POU d#mm.i,~~ eu coed&icientd q::i,L et E::: on pose : 

(n) auecaudémamqee = O  (") = O et pan convention -p (n) .(n) o,o y qo,o o,o o,o = c .  n 
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(n) (n) 
Qmnd les qpr(itî,n) ,e e* epr(iti,n) ,l 

d o n t  dédinh,  a l o u  

1. S i  p(") e,t P!") non t  ohthogonaux k é g u l i ~  et Pi puaai-ohthogond, 
itl 

c'es$-5-dine d i  pinf(o) = O et 

2 .  S i  = O avec i < hl, donc d i  P!~) o ~ l i o g o n d  *égfiQh, 
1 1t2 

(n) - - - -(n) où -(n) M X  une cona,tante a t l b i ~ ~ ~ ~ c ~  
qhet2, t-1 Bhe+ 2 het 2 
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~ A X  aini non nuR, 

(n) u t  onthogond i l e g < c e i ~  et eh ti,e - = O .  
L 

5. ( O )  O, c l  es t  à dine d i  P(~~')(X) est ohthogond t é g u t i m  si phpl  PL+^ 
p(n+l) (x) q w i - o l L t h o g o d  & o u  : 

Pl 

avec h i  p t2 I II (n) = -B (n L e+l+l' 9pe+2g pe+2 

b~ pl = (n) = -B -(n) où ( )  est une cormhnte mb&ahe ' ($Itt2p pe+2 pet2 
dedinie pait : 

Démonstration. ------------- 

Nous démontrons cette propriété par récurrence. 

Montrons d'abord que les résultats de l'énoncé sont vrais pour j E INy 

h t1 2 j I h t1. 
O 1 

1. L A  BASE B1 D E F I N I T  LES POLYNOMES P!")(x). 
1 

a Regardons comment démarrent les relations. 

avec ~("'(x) = 1 et ~(")(x) = O. 
O - 1 
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On pose (n) - (n) - e(n) 
B1 - -%,O 0,o 

On prendra e (n) : 0 et q(n) = 0. 
0 ,O 0 9 0  

(n Puisque c(") = A:") c(n) (po ) = cn d'après le théorème 1.5 on prendra par 
1 

convention 

- (n) = c . 
qo,o o,o n 

Donc -1 (n) 
x (Pl 

Par conséquent on a bien P (ntl)(x) = 1 x -1 (n) 
O (Pl (X)+P~,~ P(")(x)) 0 

Alors ~!~+l)(x) est orthogonal régulier, car P!")(x) n'est pas au nord d'un 
1 1 

(ntl)(x). bloc P qui serait bloc P pour Pi 

On pose 

Posons 

I c(n) = - (n) (n) 
itl e. 

'i,o i,o 

Donc P. (x) est un polynôme de degré i. De plus il est orthogonal par rapport 
1 

à la fonctionnelle c (n+l) 

(n) (n pour O S j i-1 à cause de l'orthogonalité de Pi 
et Pi+l. 
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Donc c (nti)(~.~!n+l)) = O pour O r j i i-1. 
1 3  

Par conséquent on a bien les relations cherchées. 

(") est orthogonal régulier puisque i < h +l. 
'i+i 1 

("+') (x) qui est quasi-orthogonal. P?)(x) est au nord d'un bloc P pour Pi 

P:::') ( x ) est orthogonal régulier. 

(n) (n) (n) Nous allons donner les valeurs de qiyo, eiyo, qi+l,o 

(n) = 0 Donc q. 
1 9 0  

On pose 

puisque P!") (x) est orthogonal régulier. 1+ 1 
(n) = ,-O Donc e. (") = m. Ce qui entraine que : 
1 3 0  y qi+i,o 

n'est pas défini. 



De plus on a : 

. x -'"+') arbitraire, et puisque Pi-1 avec B. -l P(")(x) on obtient : 
1 i 

!") (x) est orthogonal régulier, par hypothèse. P1+2 

On pose I ,(n) = - (n) - e (n 
i+2 'i+2,0 i+l,o 

Puisque q (n) - = a, alors ei+l,o (n) = -B (n) 
i+l ,O - O et %+2,o i+2 ' 

De plus = B!n)P!n)(~) ce qui entraine que : 
lt2 1+2 1+1 

est un polynôme de degré i+l. 

(n) 
x'i+l (XI = P::~(x) t q!n) 1+2,0 P!")(x) i+1 est orthogonal par rapport à c , 

- 
Donc Pitl(x) est orthogonal par rapport a c et est identique à Pi+l (ntl)(x). 

("+l)(X) = x Enfin Pi+l -1 (n) ~(~)(x)) 
(Pi+2(x) + qi+2,o i+î 

(n) P(ntl)(x) 
+ 'it2 i-1 

. 
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(n) 
Ph. +l 

(x) est orthogonal régulier. Il est à l'ouest ou dans le coin 
J. 

Nord-Ouest du bloc P pour Pjn)(x). Donc Phl+l 
1 

(O) o. 

("1 (x) = 
'h1+2 (X + Bhl+2 -(") )P(") hl+l (x) avec B h1+2 arbitraire. 

On pose -(n) - (n) - - - (n) 
Bh1+2 'h 1 +2,0 hl+l,o 

O = -e (n) 9 
(n) 

h1+l,o h +l,o 1 

Enfin x -1 (n) (n) p(n) (n) 
(Ph1+2(x) + 'h +2,o h +1 (XI) = Ph +l ("+l)(x) d'après la 

1 1 1 

propriété 2.1 i). 

On a aussi : (n+l) (n (n) p(n+l)(x) 
Phl+l (X) = Phl+l(X) - ehl+l,o h 1 -1 

- (n) - (n) (n+l) (n 
Phl+l(x) + 'h1+2 'hl-l (x) puisque Ch 1 +2 

est nul d'après la remarque 1.2. 

(n) (x) est orthogonal régulier ; il est à l'ouest ou au nord-ouest 
Phl+l 

d'un bloc P. On a les mêmes résultats que dans le cas e), c'est-à-dire 
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En e f f e t  : 

Soi t  P ~ ) ( o )  = O ,  a l o r s  P 
( n + l >  
h, (x) e s t  quasi-orthogonal e t  on est dans l e  

J. I 

cas  e ) .  Donc q (") = CO e t  on a l e s  r é s u l t a t s  proposés. 
hl* l , o  

S o i t  P?)(O) L O ,  a l o r s  P "(x) e s t  o r t h o g o n d d g u l i e r  puisque P(") ( x )  
1 hl hl 

n l e s t  pas au nord d'un b loc  P pour ~ ( ~ ' l ) ( x ) .  

(") est f i n i  non nui ,  c a r  s i  q (") = O ,  on a u r a i t  
9hl+l ,O h1+l,o 

ce q u i  e n t r a i n e r a i t  P(") (0) = 0. hl+l  

(n )  - (n+l)(,)  = Donc e - O et Phl+l ( x ) .  h 1 + l , o  Phl+l 

On ob t i en t  l e s  r é s u l t a t s  proposés. 

(") e s t  au nord d'un b loc  P q u i  e s t  a u s s i  b loc  P pour P:*+l)(x). Ph. t l  
Par conséqu&nt : 

(n)  a r b i t r a i r e .  ( )  (XI  avec B~ +2 phl+2(x) = (X + Bh1+2) 'hl+l 1 

-(n+l) a r b i t r a i r e .  (x )  avec Bh +1 
1 

( n + l )  O r  xPh ( x ) .  
1 

On a encore q (") = O comme dans l e  cas  c ) .  
hl+ 1 ,O 

D'autre p a r t  : ("+')(,) = p(") (x )  + B (n+ l )p (n+l ) (x )  
Phl+l hl+l  h l t l  h 1 
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II. LA BASE B, D E F I N I T  LES POLYNOMES p!")(x). 

(n Tant qu'on parcourt le bloc P on a : Pin)(x) = w (x) et i 
(n+l)(x) 

'i-i 
= w  ("+l)(x) où w:)(x) et w ~ - ~  (n+l)(x) sont des polynômes arbitraires i- 1 

respectivement de degré i et i-1. 

A la sortie du bloc P on a : 

On pose : 
(n) 
0 3 0  

(n) (n) 
O ,O qo ,O 

(n) - = O ce qui entraine que On prendra e - 0, q0,, ("1 =-B (n) 
O,=' <Ip0+4o po+l' 

Puisque C (n) - - (n)(P(n)) = c d'après le théorème 1.5, on prendra 
p0+l p0+l Po n+Po 

par convent ion 

Alors P (x) = x 
Po 

P (x) est un polynôme de degré po, orthogonal par rapport à c (n+l) 

Po 

pour i C po (on rappelle que dans le cas de la base B d(Pi) = O. VPi p o u  2 ' 
i C pole 

Donc P (x) E P("'~)(X) puisque P ("+') (x) est orthogonal régulier. 
Po Po Po 

(n) (n+l)(v) 
On a également P = u(")(x) P(")(x) - eDyo P - ~  

Po Po 
O 

Enfin pour i c l ,  po+2 5 i S h +1, on retrouve les mêmes démonstrations que 1 
dans le 1. 



- 124 - Systèmes adjacents de polynômes orthogonaux Chap. 2 

III. ON SUPPOSE LES RESULTATS DE L'ENONCE VRAIS JUSQU'A L'ORDRE ha.+i. 

MONTRONS QUE CES RESULTATS RESTENT VRAIS POUR ht+2 i i 6 ha.+l+i. 

(") (x) e s t  à l ' o u e s t  ou au  nord-ouest du b l o c  P. 

a r b i t r a i r e .  avec B h ,+2 

(") , pour i s I, p a r c o u r t l e  b l o c  P on a : Tant que Ph +2+i 
L 

pour ~ E I ,  O 2 i i p - h  a. t-2 

( n + l  1 (XI w ( n + l )  ( n + l ) ( x )  = wi ( n + l )  (n)  

i (X)PhL+i 
(x) pour i E N ,  1 s  i  i p -h 2 ,  

'hL+l+i L L- 

où w!")(~) e t  w ("'l)(x) son t  des polynômes a r b i t r a i r e s  respect ivement  de 
i+1 i 

degré i+l e t  i. 

S o r t i e  du b l o c  P .  

P ( ~ + ' )  ( x )  e s t  or thogonal  r é g u l i e r .  
PL 

On pose 



(n) 
qh +id-1 est soit fini non nul, soit infini. e 

Cn) 
qhe+l,e-l e s t  f i n i  non nul .  

Alors P (nfl)(x) est orthogonal régulier et e (n) = o. 
, he+l ,e-1 

-l 
(x) + Donc P (x) = x (Ppe+l (n) P(") (x)) 

gpe+l ,e hl+ 1 

P (x) est donc un polynôme de degré p ; il est orthogonal par rapport à 
P e 

C &+il 

e' (") soit en pour j c m ,  O d j d p 1, soit à cause de l'orthogonalité de Pp +1, 

appliquant la propriété 1.17 i) . 4 

Donc (x) I P(~+')(x). 

On a au pi si : Pt 

Alors P est quasi-orthogonal et P (n) 
pr(h,+l,n) (O) = O 
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(n) (n) Enfin puisque P (O) = O, alors P(") (O) = 8'") +l(o). ce qui 
pr(h +l,n) e pe+1 pl+l e entraine que : 

-1 (n) (") P(") (x)) est un polynbe de degré p ' (X) = (Ppe+l(x) + Be+i,e he+l e 

Corne précédemment on a l'orthogonalité par rapport à c 
(n+l) 

Donc P (x) E P (n+l)(xl 

De plus on a : x 

Donc P (n+l) (n) (n) (n) p(n+l) 
(x) = Yp -h -1 tl(X) + 'p +1 pr(ht+l,n+l) (XI. e a. e e 

Par conséquent, on a en utilisant nos notations sur les polynômes orthogonaux 

réguliers prédécesseurs d'une position donnée, 

(") (x) est au nord du bloc P qui est aussi bloc P pour P 
(n+l)(x) 

PhD+l i 
.L 

P!~+')(x) est non orthogonal régulier pour i t IN, h +l i i i p 
1 e e 

Pendant la traversée du bloc P on a : 

(n) ("1 (x) pour i t IN, O ': i p -h -2 (x) = witl(x) Ph +l Ph +2+i e e e e 
(n+i) (XI = w (n+i)(x) P (n) (x1.x - 1 pour i t IN 
ph +l+i i+l i+i (X)Phe+i e 
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P(") (x )  = (xw ( n )  p(n)  ( n )  ( x )  + B(") ) P(") ( x )  + 
pr(ha.+l,n) pl+ 1 ht+l ( x  

pt+l pt-ht- 1 

, 
On pose 

On a q (n  = O ,  donc e (n  ( n  = q~ 
he+l,a.-1 

Alors P(") ( x )  e s t  orthogonal r é g u l i e r  
pe+2 

On pose ,(n) = - ( n )  (n 
pe+2 gpL+2,L-epl+l ,e  

,(n) = - ( n )  (") * O 
pL+2 9pe+1,eep,+1,t 

posons % t + l ( ~ )  = x -1 (Pptt2(X) (n)  + 4pt+2,t P ( ~ )  pt+l ( X I )  

Donc P (x)  e s t  un polynôme de degr6 p l t l  qui  est orthogonal par  rapport  a 
pl+ 1 

c ce  q u i  s e  prouve par  une dbmonstration analogue a l a  prricbdente. 

Par consequent P (x)  = P ( ~ + ' ) ( x ) .  
pL+l p p l  - 

. (n )  ( x )  = D'autre p a r t  on sait  que Ph t1 
t 

( n + l ) ( X )  = y -+p(n) p(") ( x ) )  = P(") (x )  t c ( n )  p ( n t l ) ( x )  
Donc P 

pl+l Pl +2(') k t + 2 , t  p t t ï  pl+' pL+2 hl 
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Comme précédemment à l ' a i d e  de nos no ta t ions  nous trouvons : 

Chap. 2 

Alors P ( x )  = P (") ( x )  n ' e s t  pas orthogonal r é g u l i e r .  
pe+2 h1+i+2 

- ( n  P(") ( X I  = ( x  t Ë ( ~ )  ) P ( ~ )  ( X I  avec B p +2 p +1 a r b i t r a i r e .  
pe+2 L e pe+2 

On pose Cn ( n )  

O = -e ( n )  ( n )  
pt+l ¶ e Be+l .e 

- 

Ppe+l(x) = 
-l ( Ppe+2 ( x )  t 4;:2,e P(") p  +l ( x ) )  = P(") ( x ) .  

e pl+' 

Donc P ( x )  e s t  un polynôme de degré p +1 qui  e s t  orthogonal par  rapport   pl a. - 

à c ( " + ~ ) ,  I l  e s t  donc identique a P ( n + l ) ( x )  
P l+l 
.L On peut encore é c r i r e  : 

puisque C (") = O d 'après l a  remarque 1.2.  
pt+ 2 

Les démonstrations qui suivent  son t  va lables  dans l e s  cas 
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avec p t1 s i < h +1 dans le cas a. t+ 1 s i < h +1 dans le cas t+ 1 
alors P!")(x) n'est pas au nord d'un bloc P pour P 

1 
("+l)(x). Donc P 
i i 

orthogonal régulier. On a une démonstration analogue au b) en utilisant la 

relation générale suivante : 

et en posant : 

On trouve alors : 

Avec p t1 s i c h t1 dans le cas 
bt1 

s i c hltltl dans 

'n+l)(x) qui est le cas @, :lors P:')(x) est au nord dl un bloc P pour PL 

ltl 
(n+l)(x). quasi-ort gonal. P!")(x) est orthogonal régulier ainsi pue Pi-l 

Connne dansalecas c) on obtient : 

-1 (n)(x) = p(n+l)(x) = -1 (n) 
Pi i-1 

P(") (XI) (Pi l qi,t pr(i,n) 

Donc q(n) = 0. 
i ,l 
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On pose : 

(n) 
1+ 1 1+ 1 

P(") (x). 
P!")(x) = (X + B!")) Pi (x) + Ci+l 

B(n) - (n) - e  (n) 
i+l - -qi+l,l i,t 

(n) = - (n) e!n) O 
'i+i qi,l l,e 

df après le théorème 1.5 puisque P(") (x) est orthogonal régulier. i+l 

Donc e(") = a => q (n) = a 
i ,l i+l,& 

- (n+l) P!~+')(x) = (x + Bi ) P::;')(X) avec B -("+') i arbitraire. 
1 

or p!"+')(x) = x -1 p(n) 
1-1 i (XI. 

-(n+l) (n+l) 
Donc P 

i 'i-i 
(XI. 

La démonstration est identique à celle du cas dl. 

On obtient donc : 

La démonstration et les résultats sont ceux du cas el. 



-fp(n) (n) ,(n) 
hl+l+2(x) + 'h &+l +2,t hl+l+l (XI) 

(n p(n+l ) 

hl+l+l hl+l-l 
(x 

= P (n) p("+l) (x) 

hl+1+2 hl+l-l 

La démonstration et les résultats sont ceux du cas f). 

La démonstration et les résultats sont ceux du cas g). 

-(n) ) p(n) P(") (x) = (x + B (x) avec B ( )  arbitraire. 
hl+1+2 hl+1+2 hl+l+l hlt1+2 

p(ntl) -(n+l) (x) = (X t B ) P(~+~)(x) avec B -("+l) arbitraire. 
hk+l+l hl+l+l hl tl h l+lt1 

cqf d . 



La propriété suivante peut permettre un calcul très simple des polynômes 

d'une famille adjacente. 

On c o m i d è l ~ e  deux polynôme6 ohtClogonaux l ~ é g d i e h s  a u c c e b ~ i 6 a  
(n) 
1 

(x). P. et Psu(i,n) 

-1 (n) s o i t  l' e x p e s a i o n  x ,n) (x) + q.~y(~)). 
4 SrX elcibte une u d w  de q t&e que c e t t e  exphesaion 40i . t  un 

(n+l) polynôme, alou c' esL l e  pok2jnÔme o h t h o g o d  *égr3*eh PSU( ,n )-1 (XI et 
(n) 

= Qsu(i,n) ,L 

Li) SIX n l e x A t e  pas d e  valewr d e  q, L e t t e  que c e t t e  expheâaion b o a  
(n+l) un polynôme, d o u  l e  polynôme P ~ ~ ( ~  ,n)-l (XI nr  tut pas o t L t h o g o d  l~églceieh. 

bémonstrat ion. ------------- 

i Si cette valeur de q existe, elle est unique et est telle que 

(O) + qP:")(o) = O 
'su( i ,n 

Posons alors P (x) = x 
su(i,n)-1 

-l 
(x) + q~!n)(x)). ('su( i ,n) 1 

Ona : c  (n+l) (n) - 
('j (X) Psu(i,n)-i (x)) = O pour j E ïN, O S j S su(i,n)-2. 

En effet c (n+l) (x-lp(n) 
j 

= c (n) ('j (n) 'su(i,n) (n) ) + q. C(n)(pin)p:n)) = O 

soit à cause de l'orthogonalité de P (") (x) , soit en appliquant la propriété su(i,n) 
1.17i) à P!")(x). 

1 

D'après la propriété 2.4, q = (n 
'.su( i ,n) ,lm 
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ii) S'il n'existe pas de valeur de q telle que cette expression soit 

un polynôme, alors P (x) n'est pas orthogonal régulier. su(i ,n)-1 

(x) est orthogonal régulier, on aurait, d'après la En effet si Psu(i,n)-l 
(n) propriété 2.4, une valeur existante de q = qsu(i,n),e 

cqfd. 

Remarque 2 . 3 .  

Les seuls polynômes orthogonaux réguliers 

des familles adjacentes qu'on ne puisse pas 

Ut- d'un bloc P. 
Mais on sait qu'alors P!~~')G~ ) : P?)(X). 

1 

(n+l)(xl 
'i+i 

Sn p(n+3) 
i (XI ut oiLthogonal I L E ~ U L ~ U L ,  lteOh6 l e  polynôme a s ~ o & d  

~!"+')(t) v ~ d i e  lu deux ~ ~ e l a t i o m  ~ ~ v v a n t p d  POLM. i IN, pl s i s hltltl 
1 

\ \ atteindre à l'aide de cette propriété sont 
\ 

\ les polynômes P (""'(x) qui sont 3 l'ouest 
\ i 

-Si P:"*')(x) ut un polynôme puadi-ohthegond ntappaMoMnt pa6 

à w bloc P de p?)(x) on a : 
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(t) - c P(") (t)) 
n ht+l 

Powr te d&!mamage on pend ~r)(t) = ~:+')(t) = 0. 

Démonstration. -------------- 

i La preuve de la première relation est totalement analogue à celle 

des pages 92 et 93 du livre de C. Brezinski 

Qi x-t 1 
-1 (n) (n) p(n) (n+l)(x) - ~(~+l)(t) = x (Pi+l(x) + qitl,t pr(i+l,n) P. (XI) 

1 i 

- -1 (Pi+l(t) (n) + qi+l,t (n) p(n) pr(i+l,n) (t)) 

(n) (n (n (n) = x -'t-l [tPk;(x) - x P ~ + ~ ( ~ )  + 4i+1,e (tppr<i+l,n) (x) - XPpr(i+l,n) (t))l 

or tpjn)(3 - x~(")(t) 
i+1 i+l i+l i+1 

(n+l)(,) - p!n+l)(t)) . t-lCt(Piy:(x) - P - (x-t) ~!")(t) + Donc x(Pi 1 i+1 i+1 

(n) (n 1 (n) (n) 
- Ppr(i+i,n) (t)) - (x-t) Pprci+l,n) (t)l qi+l,~(~(~pr(i+i,n) 
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Par conséquent : 

c 'es t -à-d i re  : 

(n )  (n )  Q(n) (n+ i )  ( " + l ) ( t )  = Qi+l(t)  + qi+l ,e  p r ( i + i , n )  ( t )  - c P. ( t )  Qi n i 

i i )  Pour démontrer l a  seconde r e l a t i o n  on u t i l i s e  l e  f a i t  que Q 
(n 
i+l 

e t  Pi:: s a t i s f o n t  l a  même r e l a t i o n  de récurrence.  

S i  P!")(x) e s t  orthogonal r é g u l i e r  on a : 
1+1 

Par conséquent : 

1. S i  i = p  , P (n) (n 
L h l t l ( ~ )  # O et Ph +i,t-1 f i n i  non n u l .  

L 

Alors P(") ( t  e s t  orthogonal r é g u l i e r  a i n s i  que P 
pt+1 
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Donc 9'") (t) - cnt 
pt+1 

(n) Q(n) (n) (n) Q(n) - e hl+l,e hl+l (t) - qhe+l,~-lehe+l,~ pr(he+l,n) (t) 

On a donc dans ce cas ci puisque P ("+') (t ) est orthogonal régulier 
PC 

-1 (n) 
t (pP + gpL+i,e P(") he+i (t)) = P (n+l)(t). 

e PL 

(n) (n) Q(") (t) E c p(n+l)(t) + Q (n+i) ( t) 
Qpa.+l(t) + spi,e h e +i 

cnt-le(n) hC+l,l (P(") h +l (t) + 'h (n) +l,L-1 ,(n) pr(hC+l,n) 
(n) p(n+i)(t) 

c L (t)) = 'n ehC+l,~ hC 

et enfin 

e (n) (n) (n Q(n) (t) - c p("+l)(t)) = e (n) Q(n+l)(t), 
hl+l,e 'Qhpl't' + 'he+l,e-1 pr(he+l,n) he+l,e hl 



On obtient à l 'aide de toutes ces relations : 

Alors P (") est  orthogonal régulier e t  P est quasi-orthogonal . 
pe+l 

On a donc : 

A l 'aide des premières relations des propriétés 2 . 4  e t  2 . 6  on obtient : 
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On a également t 
e- 1 

Par conséquent Q (") (t) - ~c P (n+l) (t) 
~ 1 + l  h ~ l  

(n Or d'après la propriété 2.4, 5 O )  on a qh = O. 
e-i+l*-2 

Donc finalement : 

Dans ce cas on trouve toujours à l'aide des premières relations 

des propriétés 2.4 et 2.6 

Comme dans le 2, on a : 

Donc Q (n+l> (t) = (Ill (t) - c P(") (t) + c (n) Q(n+l)(t). 
pt+l Qpe+l n pe+l pe+2 hl 
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i \ 

(") (O)  = o e t  p  - 4. S i  i = pe+l, Ph +1 
L e - he++i* 

on a  : P(") (XI = (x  + 8'") P(") (XI .  
pt+2 pt+2 p1+l 

On a  une r e l a t i o n  identique pour Q(") (x) .  
pe+2 

-(n) = - De p lus  B (n)  = o .  
pe+2 $t+2.e ; 'ppi,e 

On a donc : ( t )  = QpL+l (") ( t )  - (n) Q(") ( t )  - 
Be+2 ,e   PL+^ 

c  P(") ( t )  + (n)  
Ppe+2,t 'nt 

-l P(") ( t ) .  
n  pL+l pt+1 

A l ' a i d e  des premières r e l a t i o n s  de 2.4 e t  2.6 on o b t i e n t  : 

(n+ l )  
'pl+' 

(") ( t )  - c  P ( ~ )  ( t )  
n  pe+l 

5. Cas général . 

On é c a r t e  l e s  4  premiers cas e t  on prend P i ("+') orthogonal r é g u l i e r .  

a )  S i  e s t  orthogonal r é g u l i e r .  ............................... 

P?)(X) e s t  orthogonal r é g u l i e r  puisqu'on n ' e s t  pas dans l e  cas 1 ou 2. 

Par conséquent : 
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(n) (n) 
~:::(t) - c n t -l 'i+i (n)(t) = t~!~)(t) 1 - q,!") ,+l,e ~!~)(t) 1 - ei,& Q~ (t) 

(n) (n) e(") Q(n) (t) - cnpi (t) + cnt qi+i,c - qi,t i,l pr(i,n) 

-1 (n) .(n) (t). 
+ 

%,t i,t pr(i,n) n 

Puisque P ("'"(t) est orthogonal régulier on a : i 

-1 (n) 
Cnf (Pit1(t) + 

(n) (") In)(t) = Qi+l)(t) + c p!"+l)(t) 
Q~+I(~) + qi+r,e Q~ n 1 

p!n+l)(t) est orthogonal régulier puisqulon a écarté les 4 premiers cas 
1-1 

-1 (n) (n) (n) (n+l)(t) 
c e!") t (pi (t) + ~ ~ ~ ( ~ , ~ ) ( t ) )  = cn ei,t Pi-l 
n l,L 

Enfin 

(n+i) (n) Q(n+l)(t). 
e (n) Q(") (t) - c ~ P ~ - ~  (n)(~!n)(t) + qi,t pr(i,n) (t)) = ei,t i-1 
i,l 1 

D'où la relation cherchée. 
(n+qt) = 0. Pour le démarrage on prend ~(~)(t) O = Qo 

b) Si P n e t  pas orthogonal régulier. _________________---_----------------- 
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Comme précédemment à l ' a i d e  des  deux r e l a t i o n s  trouvées on a : 

ce qu i  e s t  l a  r e l a t i o n  cherchée avec e!") = 0. 
1st 

i i i )  Pour l e s  polynômes P! "+') ( x)  quasi-orthogonaux qui  n ' appart  ien- 
A 

nent pas à un bloc P de Pin)(x)  on a l a  r e l a t i o n  : 

~ ! " ) ( x )  - ~ ! " ) ( t )  
J n ) ( x  1 1 -(n)  (n+l)  ( t )  

) + Bi Qi-l x-t 

c a r  c(")(P!")(x) ) = O puisque P!")(x) e s t  orthogonal r é g u l i e r .  
1 1 
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On obtient donc : 

(n) -(n) (n+l)(t). ~!~'l)(t) 1 = tQi (t) - cnp!")(t) 1 + Bi Qi-l 

iv) Si P!~+')(x) n'est pas orthogonal régulier. 

On a : ~!"+l)(x) = w!"+') (XI P(") (XI pour i . N, h +2 s i 5 pl-i 
1 1-he-1 h +1 a. e 

(n+l)(t) P!"+l)(X) - Pi 
Qp+l)(t) = c(")(x 1 
1 x-t 1 

+ tw (n+l) (n) (n) (n+l) (t) (x-t) i-hrl(t) (Ph e +l(x) - Ph e +l(t)) - wi-hil(t) P ~ ~ + ~  

Donc Qi (n) (w(n+l) (n) (n+l) 
i-hl- l(x) Ph L +l(x)) + twi-he-l 

Or c (n) (n+l) 
(Wi-hrl (") (x) ) = O d'après la propriété 1.17 i) . 

W 
(n+l) (n+l) (t) 
i-he-l(x) - Wi-he-l 

= v x-t 
("+') (x) polynôme de degré i-hl-2 en x. 
i-hl-2 
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Donc c (n) (n+l) (") (x) ) = O draprès la propriété 1.17 il. 
'vi-hl-2(x) 'hl+l 

On a en définitive 

(n+l)(x) = x -1 (n+l) On a Pi i-h 
(x). Ph +1 

L e 
w (n+l) (n) 
i-hl (t) Ph 

Donc Q i ("+l)(t) = c (n) ( x-t 

= w  (n+l> (") (t) d'après la propriété 1.19. 
i-hl (t) Qhl+l 

cafd. 

Le résultat qui suit présente des propriétés des zéros des polynômes ortho- 

gonaux des familles adjacentes . 

(n+l)(x) hon t  o.hthogonaux *EguLLm et idatLque6, Si pF)(x) et Pk 

&ou L.b dont h Ltoue6t ou au notd-ouut d'un même bloc p. 

Démonstration. ------------- 

On peut écrire d'après la propriété 2.4. 

Soit 
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(")(x) a donc toutes les racines de P(")(x), ce qui d'après le théorème 1.8 Pk+l k 
montre que P(")(x) n'est pas orthogonal régulier et démontre le résultat. 

k+l 

cqf d . 

i l  ~i e u  deux polynôme6 P:) (X et pk (n+l)(x) - sont o ~ g o n a u x  t ~ g a e ~  

et ne sont PU &UA l e 6  deux au nokd ou nohd-ouut d'un bloc P, &JLA l es  &oh 
(n+l)(x) n'ont aucune nacine connune deux (x) et Pk potynômed P X ,  P ~ ~ ( ~ , ~ )  - 

b deux. 

CI s i  eu  d u  poîynôm~d P~)(x) et pk ("+')(x sont oaogonaux n~gul i tm 
et ne sont p u  &LU les deux h l1oucàZ ou nokd-ouut d'un bloc P, &a l e s  

(n+l) polynôme6 pkn)(x), pk (n+i) et Ppr(k,n+l) (x) n'ont aucune &&ne connune 
~ U X  a deux. 

(n+l) De pîm pkn)(o) r O, et l ' u n  au moinb de6 deux polynômes pk (n+l) 
et Ppr(k,n+l)(X) 

n'a pas z h  pou nacine. 

Démonstration. ------------- 

i Puisque P(~+')(x) est orthogonal régulier on peut écrire : 
k -J 

(") n'est pas nul, sinon on aurait XP(~+')(X) = P?)(X) et ces deux polynômes qk k-1 
seraient tous deux au nord ou nord-ouest d'un bloc P. Pour la même raison 

PLn)(o) r o. 

Considérons tous les zéros z de P (n+l) 
k-1 

(z) = O = 
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S i  z e s t  zéro de P(")(x),  il est auss i  zéro de P 
k (x)  e t  v ice  versa ,  

pr(k,n)  
ce  qui  e s t  impossible d 'après l e  théorème 1 .9 .  

Donc P ("+l)(x) n ' a  aucune rac ine  en c o m m  avec P ~ ) ( x )  ou P 
k-1 ( X I .  

pr(k ,n)  

Enfin P (") (O)  L O sinon avec l a  r e l a t i o n  précédente on ob t i endra i t  
pr (k  ,n) 

ii) S i  P:+l)(x) e s t  orthogonal r é g u l i e r  on peut é c r i r e  : 

(n)  Ek+l n ' e s t  pas nu l ,  sinon P (n+ l )  
k (x )  = P:)(x) e t  d 'après l e  l e m  2.1 ces  

deux polynômes s e r a i e n t  à l ' o u e s t  ou au nord-ouest d'un bloc P, ce q u i  e s t  

c o n t r a i r e  à l 'hypothèse. 

Considérons tous l e s  zéros z de Pkn)(x) 

Pour l e s  mêmes ra i sons  que dans l e  i) z n ' e s t  pas r ac ine  de P ("*')(x) e t  
k (n+l) 

(x) .  D'autre p a r t  P(")(x) ne peut ê t r e  au nord d'un bloc P, puisque Ppr(k,n+l)  k 

P:+l)(x) e s t  orthogonal r é g u l i e r .  Donc ~ ( " ' ( 0 )  + o. 
(n+l)  k 

Enfin s i  P 
k (O)  = O,  il e s t  au nord d'un b loc  P. Alors P (0 )  * O ,  

pr(k ,n+l)  
sinon il s e r a i t  au nord d'un b loc  P e t  P ("+')(x) s e r a i t  à l ' o u e s t  de ce  bloc 

k 
P e t  ne pourra i t  ê t r e  au nord du bloc P su ivant .  

cqfd . 



- 146 - SystBmes adjaceilts de potyndhies orthogonaux Chap. 2 

Les propr ié tés  des polynômes qui  sont  s u r  l e s  côtés  nord, nord- 

ouest e t  ouest d'un bloc P nous permettent de déduire un élargissement des 

r e l a t i o n s  d 'orthogonali té .  Nous u t i l i s o n s  l e s  no ta t ions  de l a  propr ié té  

2.1 qui  correspondent au bloc P de l a  p ropr ié t é  1.9. 

S i  ~h!ef;(x) est l e  polynôme o d h o g o n a l  h@guP*m hi&@ au nokd- 
oueht d 'un  b loc  P ,  d o m  powr &CU polynôme6 o ~ h o g o n a u x  h é g a e h b  h.L-i%éa 
a l ' o u e ~ t  ou au n o h d - o u u t  de ce b l o c  P a v e c  O < i I &+b, noud avond : 

# O pour j = - i - 1 e t  pour j = h+b-i+l. 

Démonstration. ------------- 

Les deux premières r e l a t i o n s  de l a  démonstration de  l a  p o p r i é t é  2 .1  

montrent que nous avons : 

C ( k + l t i ) ( x j  Ph-i!+~ (ktl+i)) = O pour j a, - i < j 5 h+b-i,  

# O pour j = h t b - i t l .  

Supposons que c e t t e  expression s o i t  encore n u l l e  pour j = - i - 1. 

Nous aurions a l o r s  : 

e t  par  conséquent P (k+ l )  ( x )  e s t  orthogonal par  rapport  à c ( k+l- 1 ) 
h-1+1 

S i  ~hk;f;l)(x) n ' e s t  pas orthogonal r é g u l i e r ,  il ne peut ê t r e  

que quasi-orthogonal. 

En e f f e t  il e s t  dans un b loc  P e t  Ph (k+L)(x) - L+l e s t  orthogonal ré-  

g u l i e r  donc au sud de ce b loc .  
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Dans ce cas c (k+l-l)(xj (k+l-1) 
Ph-l+l ) = Opour j EN,  O I j 5 r  

avec r < h-l-1, ce qui contredit l'orthogonalité de P h-e+l (k+l) par rapport 

à c (k+l-1) 

(k+R-1) 
Donc est orthogonal régulier et 

Or d'après le lemme 2.1 les seuls polynômes orthogonaux réguliers 

identiques consécutifs sur une verticale sont à l'ouest ou au nord-ouest d'un 

même bloc P, ce qui est impossible ici puisque nous avons supposé que 

était au no~d-ouest de ce bloc P. Ph-l+ 1 
cqf d . 

Nous déduisons immédiatement du théorème 2.2 le corollaire sui- 

vant. 

i l  a) Powr le6 polynôme6 du côté ouut ou norrd-oue6t du bloc P, ainsi 
que p o m  la polynôme6 du bloc P aLtué~ swl. une diagonale q u i  coupe le 
côté ouut ou no&-oue6t nous avom : 

fil Pou un poCynôme du bloc P ahhé am une diagonale q u i  coupe le 

côté nohd : 

P(~+'-~)(x) p o u  i É IN, O I i 6 l+b-1 s 
p o m  s €IN, h-1+2+i 5 s I h+l+b, 
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Démonstration. ------------- 

i)a) C'est une conséquence immédiate du théorème 2.2. 

Cette expression est nulle pour O I j+r+i I 2h+b-s-l+l+r. 

Elle est différente de O pour j+r+i - 1 et j+r+i = 2h+b-s-l+2+r. 

En passant à j on obtient bien les relations proposées. 

-(k+l-i) = w  (k+l- i-r ) 
s-h+l-i-~-r(~) 'h-e+ l+i+r(X) 
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Donc c (k+e - i )  j (k+e-i) 
( x  Ps (XI) 

(k+l-  i-r ) = c ( x j + r  ; (k+l - i )  s -h+l - i - l - r (X)  ' h - ~ + l + i + r  (k+ l - i - r  ) ( X I )  

Ce t t e  express ion  e s t  n u l l e  pour O I j + r  I 2h+l+l+b+i+r-S. 

E l l e  e s t  d i f f é r e n t e  de O pour j + r  = -1 e t  j + r  = 2h-l+2+b+i+r-S. 

En passant  encore à j on o b t i e n t  b i en  l e s  r e l a t i o n s  proposées.  

cqfd. 

L e s  polynôme* ohtbogonaux nf!g@tm PL")( X )  p o w  e u g u e e d  

on &t c ( " ) (x j  P P t x ) )  = O p o u  j r 8 ,  - I j I k-1 avec i > O ,  hont  a 
l ' o u e s t  d'un b loc  P.  

En e f f e t  s i  P ~ ) ( x )  e s t  or thogonal  r é g u l i e r  p a r  r appor t  à c 
(n) 

e t  c(")(xj  Pk (" ) )  - 0 p o u r  j E Z, -i 5 j 6 k - l  avec i > O ,  a l o r s  

Donc P(")(x)  e s t  or thogonal  pa r  r appor t  à c ( ~ - ' )  e t  p a r  consé- 
k . . 

quent par  un raisonnement analogue au théorème 2.2 nous en déduisons que 
- ( n - l ) ( x )  P P - l )  e s t  or thogonal  r é g u l i e r  e t  que P ( ~ ) ( X )  k = Pk 

D'après l e  lemme 2.1, P;)(X) e s t  à l ' o u e s t  d 'un b loc  P. 

cqf d . 
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2,2 ALGORITHME "QD" 

Les propr ié tés  2.4 e t  2.6 nous ont donné les quat re  r e l a t i o n s  

su ivantes  : 

(n+ l )  (n )  ~ ! " ) ( t )  i+1 = Q~ ('1 - qi+1,l p r ( i+ l ,n )  ( t )  + c n p!"+l)(t). i 

On peut donc ca lcu le r  ces quat re  polynômes à p a r t i r  des précédents,  s i  on 

connait  l e s  c o e f f i c i e n t s  q (n  (n )  - (n )  
i + l d S  Ei+l et le polynome @i-pr(i+l ,n) (XI .  On 

e f fec tue ra  un c a l c u l  colonne après  colonne dans l a  t a b l e  P e t  dans l a  t a b l e  

Q. Nous a l lons  montrer comment c a l c u l e r  ces t r o i s  éléments. 

Nous serons amenés à é t u d i e r  ce qu i  s e  passe en présence d'un b loc  P. 

On s a i t  que t o u t  bloc P e s t  entouré d'une rangée de polynômes orthogonaux 

r é g u l i e r s .  Nous supposerons que l e  b loc  P e s t  de l a rgeur  ( r + l )  et  que l e  po- 

lynôme s i t u é  dans l ' ang le  NO i n t é r i e u r  au b loc  P e s t  l e  polynôme p ( " ) ( ~ ) .  k 
Nous supposerons qu'avant ce b loc  tous l e s  ind ices  L sont  ind icés  par  l ' i n d i c e  

( *) supér ieur  de P. A l a  s o r t i e  du b loc  P nous obtiendrons donc l +l pour l e s  

f ami l l e s  ayant t r ave r sé  ce  bloc. 

Le b loc  s e  présente donc comme c e l u i  dessiné ci-après . 
(n)  Les valeurs  obtenues de q!n) et  ei seront  placées dans un tableau t r i a n g u l a i r e  

1 

de l a  manière classique.  

La p ropr ié t é  2.4 conduit à d é f i n i r  une zone dans l e  tableau du qd qui  est c e l l e  

encadrée dans la  page suivante  e t  qui  cont ient  les valeurs  O e t  - mentionnées. 

Nous montrerons que, que l l e s  que so ien t  l e s  configurat ions poss ib les  des blocs 

de l a  t a b l e  P, l e s  r e l a t i o n s  q u i  permettent les c a l c u l s  de q (n (n)  

i+l ,l (n)  et Ei+l 



sont des relations récurrentes ayant au maximum quatre termes, mais qui ne 

sont pas toujours aux sommets d'un losange. 

I 
I 

I ( n t i )  
I 

(n-r  (n-P-1) (II-r-2) 
1 'k-1 'ktr ' k t r t l  / 'k tr t2  
I 
I 

I 

I 
I 

I 
I I 

I 
I I 

I 
I 
I 

I 

I 

I 
I I 

I I 

I I 

I 
I I 

I I 

I I 
I 

1 
I I 

( n )  ( n - 1 )  j 
'k+r ' k t r t l  ; 

I I 
I I 

I 

( n t r t î )  'k*r+l) ( n t 1 1  ( n )  / p ( n - l )  / P k - l  P k t r  ' k t r t l  1 k t r t 2  
I I 



Chap. 2 



I, Si  l e s  cinq poïynôznes P!")(x), 1 P X ,  (XI e t  

("+ l )  (x) sont orthogonaux régul iers ,  pour i e N, 
'i+i 

a lo r s  on a l e s  deux re la t ions  rhomboïdales suivantes : 

qui sont obtenues par l a  démonstration qui f igure  dans l e  l i v r e  de C. Brezinski 

p .  93. 
C 

Pour l e  démarrage, si c # O on a : e (n) = (n) - n+l  ( n ) = o e t q  - - .  
Q0,o 1 n 0 3 0  c n 

S i  c = O nous sommes en présence d'un bloc. Ce cas e s t  résolu dans l e  II. 
n 

I I ,  Dans tout  ce qui s u i t ,  lorsque nous u t i l i se rons  l e s  re la t ions  de 

récurrence des polynômes orthogonaux, l e s  expressions de B ( ~ )  e t  c(") provien- 

drontde l a  propriété 2.4.  I l  s u f f i r a  au lec teur  de s e  reporter aux divers  cas 

exposés dans ce t t e  propriété pour retrouver l e s  valeurs u t i l i s ée s .  

a )  Considérons l e  polynôme 

pour i E N ,  O i; i S r .  
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Nous u t i l i s o n s  l e  polynôme. 

On a donc : 

Nous savons que : 

( n + r t l - i )  = -Q (n+r+l- i )  (n+r+l- i )  
Bk+i - e 

k+i ,e(n+r+l-i k-l , l(n+r+l-i) 
+ Yi + Yi 

(n+r+l- i )  = -e ( n t r + l - i )  (n+r+ l - i )  
'k+i k-l , l (n+r+l-i)  9 k-l , l(n+r+l-i) 

+ Yi 

pour i E N ,  O S i S rtl, 

'i = o s i i = o e t y i = l s i i ~ l .  



(n+r+l-i)  1 .  S i  pk - (x)  est orthogonal regul i er. 

(n+r-i) C'est-à-dire si q e s t  f i n i  non nul ,  ( e s t  nul s i  k-1 = 0) 
k-l ,  L(n+r-i 1 

on a : 

Par conséquent on obtient : 

Par ident i f icat ion des deux re lat ions  polynomiales on obtient : 
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La seconde relation nous permet d'extraire à l'aide des relations donnant 
(j) les Ci . 

(n+r+l-i) 2. S i  pk - (X est  quasi -orthogonal . 

C'est-à-dire si q (n+r-i) est infini, on a : 
k-l ,l(n+r-i 1 

On obtient alors : 

D'où les relations : 



La première r e l a t i o n  nous donne 

qu i  e s t  une valeur  déjà trouvée dans l a  p ropr ié t é  2.4 dans ce cas là.  

Remaraue. 

Certaines r e l a t i o n s  présentées au ra ien t  pu ê t r e  obtenues p lus  

rapidement de l a  façon suivante  : 

(n+r- i )  = -e (n+r- i )  s i  P 
(n+r+l- i )  

avec %+l+i k-l ,e(n+r-i k-2 (x) e s t  orthogonal r é g u l i e r .  
+ Yi 

- (n+r-i)  s i  P (n+r+l- i  ) 
- 'k+l+i k-2 (x) e s t  quasi-orthogonal. 

On ob t i en t  par  i d e n t i f i c a t i o n  
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Malgré tou t  l a  première façon d 'obteni r  l e s  r e l a t i o n s  s e  j u s t i f i e  pa r  l e  
(n+r- i  ) 

f a i t  que nous fa i sons  i n t e r v e n i r  l e  coe f f i c i en t  q 
k + l + i  ,l (n+r-i)+l '  

Remarque. 

On se souviendra que, si l ' o n  trouve e 
(n+r- i )  = 0, c ' e s t  l e  
k-l , l (n+r - i  + 1 

(n+r+ l - i )  (n+r- i )  coe f f i c i en t  C k + l  Ou 'k+l+i 
qu i  i n t e r v i e n t  dans l a  seconde r e l a t i o n  

e n t r e  l e s  fami l les  adjacentes de polynômes orthogonaux 

b) Nous considérons l e  polynôme P ( ~ " ~ ~ ~ - ~ )  pour i r N, O S i S r. 
k + l + i  

1. S ' i l  n 'est  pas orthogonal rggul ier .  

(n+r-i)  
On a 'k+l+i 

n r l i ( x ) ,  e t  on s a i t  d 'après l a  p ropr ié t é  ( X I  = xPkti 

(n+r-i)  
3 . 4  que q (n+r - i )  W. 

k+l+i  ,L (n+r-i)+l  = O e t  (n+r- i )  
k+l+i ,{ +2 

Pour savoir  s i  l e  polynôme ~ ( " + ~ f l - ~ ) ( x )  n ' e s t  pas orthogonal r é g u l i e r ,  on k+l+l  
(n+r- i )  

d o i t  t e s t e r  dans l e  tableau du qd s i  q e s t  nu l .  O r  c ' e s t  une 
k + l + i  ,l ( n + ~ - i ) + ~  

va leur  que l ' o n  cherche. 

En f a i t  on e s t  toujours  capable de savo i r  s i  c e t t e  valeur e s t  n u l l e  ou pas,  
(n+r+l- i  ) 

avant d 'e f fec tuer  son "calcul"  proprement d i t .  En e f f e t  s i  Pk+l+i 6( n ' e s t  

pas orthogonal r é g u l i e r ,  c e l a  s i g n i f i e  q u ' i l  e s t  dans un bloc P en dessous 

de c e l u i  que nous étudions,  e t  dont l e  côté ouest  est au moins à gauche de ce 

polynôme. Comme les déplacements dans l e  qd se f o n t  colonne après colonne de l a  

gauche vers l a  d r o i t e ,  on aura  rencontré l e  bord ouest  avant l e  c a l c u l  de 
q(n+r- i )  

k + l + i ,  k ( n + ~ - i ) + ~ ,  ce qui  permettra d'abord de connaî t re  l a  t a i l l e  du b loc  qd, 

pu i s  dé dél imi ter  son cadre e t  de p lace r  l e s  va leurs  démontrées dans l a  proprié-  
(n+r-i  ) 

t é  2.4. En p a r t i c u l i e r  on s e r a  amené à placer  une valeur  n u l l e  à q 
k + l + i  ,L (n+r-i)+l '  

S i  on n ' a  pas placé de va leur  nu l l e  nous avons a l o r s  : 
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2. S'il est orthogonal regulier. 

(x-e (n+r-i ) (n+r+l-i ) (n+r-i ) 
(x) - q (n+r+l-i ) 

(n+r-i)+l)Pk+i (n+r-i) 'k-1 ( X) k+l+i ,l k+l+i ,b + 1 

puisque P (n+r-i) (n+r+l-i) 
k-1 (x) = Pk-l (XI. 

D'où les relations : 

La seconde relation permet de calculer q (n+r-i ) 
(n+r-i)+l , mais cette valeur k+l+i ,t 

n'intervient pas dans le calcul de e (n+r-i) 
(n+r-i) , comme dans les relations 

k+l+i ,L + 1 
rhomboïdales classiques où tous les sommets interviennent. Tout ce passe comme 

-(n+r-i) 
- 

si on avait un terme q nul qui était ajouté à la première rela- 
k+l+i ,C (n+r-i ) tion. +1 
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c) Nous étudions maintenant 

(n-r-2) 1. S i  pk+, (XI est orthogonal régulier. 

C'est-a-dire si e (n-r-2) est défini, on a : 
ktr ,l(n-r-2) 

(n-r-2) = -,(n-r-2) . (n-r-2) 
Ek+,+l S1 qk+r ,b( n-r-2 est fini non nul, c'est à dire si k+r ,b(n-r-2 

(n-r- 1) 
'k+r- 1 (x) est orthoganal régulier. 

( - 2  - (n-r-2Isi q(n-r-2) (n-r-1) 
Ek+r+l - 'k+r+l k+r ,[(n-r-2) k+r-1 (x) est infini, c'est à dire si P 

est quasi-orthogonal. 

On obtient donc : 

(n-r-2) (n-r-2) 
9 

p(n-r-l) 
+ 'k+r+l (n-r-2) pr(k+r,n-r-1) (x) k+r+l ,l 

D'où les deux relations. 
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(n-r-2) 2. Si P ~ + ~  (x) est quasi -orthogonal. 

C'est-à-dire si e (n-r-2) et q(n-r-2) 
k+r ,l(n-r-2) 

ne sont pas définis, 
k+r ,l(n-r-2 

alors P (n-r-1) (n-r-2) 
pr(k+r ,n-r-1) = Ppr(k+r+l,n-r-2) (XI. 

D'où les relations : 

d) Considérons maintenant le polynôme 

(n-r-l+i) (n-r-l+i) 
+ 'k+r+l Ppr(k+r-i ,n-r-l+i) ( X) 

pour i E JN, O I i 5 r. 
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On obtient alors : 

(n-r-l+i ) 
si Pk+r-l-i (x) e s t  orthogonal regulier. 

C'est à dire si e (n-r-l+i ) 
(n-r-l+i) est défini, on a : k+r-1-i, l 

(n-r-l+i) = -e(n-r-l+i) 
si q (n-r-l+i) Ek+r-i (n-r-l+i) est fini non nul (est nul 

k+r-1-i ,l (n-P- 1-t-i,l k+r-1-i ,L 
(n-r+i) si k+r-1-i = O), c'est à dire si Pk+r-2-i (x) est orthogonal régulier. 

si p(n-r+i) 
k+r-2-i (x) est orthogonal régulier. 

- - +  - - (n-r-l+i) si (n-r-l+i) 
Ek+r-i 'k+r-i (n-r-l+i) est infini, c'est à dire si 

k+r-1-i ,L 

+ )  x est quasi-orthogonal. 
'k+r+2-i 



Nous obtenons donc : 

- n - r i  n - r i  (n - r+ i )  
'k+r+l Ek+r-i  Ppr(k+r- l - i  ,n - r+ i )  (XI. 

D'où l e s  r e l a t i o n s  : 

- ( n - r i  f - f l l + i )  - - (n- r+i  ) 
'k+r+l +r 1 'k+r+l 

(n - r - l+ i  
2 .  S i  P ~ + ~ - , - ~  (x )  e s t  quasi-orthogonal. 

C'es t  à d i r e  s i  e  (n - r - l+ i )  et q ( n - r - l t i )  
( n-r - l+ i  ) ne 

k+r-1-i ,l (n- r - l+ i )  
k+r-1-i ,l 

sont  pas  définis, on a  : 

(n- r+i  1 (n-r- l+i ) 
'pr(k+r-1-i y n - r + i ) ( X )  = ' p ( k + r - i  , n - r - l t i )  (x) 

Par conséquent : 
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(n - r+ i )  (n- r - l+ i  (n-r- l+i I n - - 1  (n - r+ i  
'k+r+l (x )  = [ x ( w i  + Bk+r+l  ) + 'k+r+2 3 Pk+r-i-l(x) 

Nous obtenons a l o r s  l e s  t r o i s  r e l a t i o n s  su ivan te s .  

( n - 1  - (n- r+i )  
'k+r+2 - Bk+r+l  

( n - r i  - (n- r+i )  
'k+r+l - 'k+r+l 

(n- r+i  (n- r - l+ i  ) (n - r - l+ i )  (x )  XW 
i+l i + Bk+r+l  

Remarque 2 - 4 .  

Nous avons t rouvé  dans l e  a )  

Pour i = r on a i d e n t i t é  avec l a  r e l a t i o n  obtenue dans l e  d )  

puisqu'on ob t i en t  w::(x), c e  q u i  e n t r a i n e  
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n - r i  - (n+r+l- i  
B k + r t l  - Bk+i 

pour i E IN, 

O S i s r  

(n- r - l+i )  ( n t r + l - i  ) 
W. (x) = W. 
1 1 

(XI 

Remarque 2.5. 

Les secondes r e l a t i o n s  obtenues dans l e  d) permettent l e  c a l c u l  
(n- r - l+i )  r écur ren t  des C à condit ion de connaître  une valeur  de départ .  krtr+l 

On u t i l i s e  l a  va leur  Ck+r+l (") obtenue dans l e  a ) .  

I l  e x i s t e  un cas  où on ne peut c a l c u l e r  l e s  C ( n - r - l t i )  , partir de (n 
k + r + l  k t r + l  ' 

En e f f e t ,  s i  l e  bloc P a son cô té  ouest  occupé par  l e s  polynômes P ( n + i t l )  
O 

pour i CH, O s i r,  on a dans l e  c a s d .  1 ) .  

( n t r t l - i l  = -e ( n t r t l - i )  ( n t r t l - i )  
'kti  k-l , e (n t r+l - i  9 k-l ,e(ntr t l - i  = O puisque k = 1. 

+Yi 

Cet te  r e l a t i o n  e s t  va lable  pour i c H, O S i S rtl (cf.  l e  a ) ) .  

(n-1) e(n- l )  pour k = 1 e t  i = r, Cktrtl - (") 9 s o i t  une r e l a t i o n  O = O.  
k-1 ,e (n-1) - ' k t r t l  

\ 
Pour p a l l i e r  c e t  inconvenient nous u t i l i s o n s  l a  fonct ionnel le  c .  
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On sait  que c  = O pour i EN, n  S i S n+r e t  que c (n-1) ( n - l ) ( x ) )  = 
i (Pr+2 

r+2  
(n - l ) (x )  = i Supposons que P  r+2  i = o  1 'r+2-i,r+2 ' 

r+2  
Alors  c  (n-1) (n-1) = A  c c 

'r+2 (X)) = 1 F + 2 - i 3 r + 2  'n-i+i r+2,r+2 n - i  + 'o,r+î n + n ~  i = o  

C 
(n-1) - - - n+r+ l  Donc C 
r+2  'n-i 

C ' e s t  c e t t e  va l eu r  q u i  sera u t i l i s é e  comme v a l e u r  de  dépa r t  de l a  r e l a t i o n  

de récurrence.  

(n-r-2+i ) 
e )  1. S i  1 e pal ynhe  P ~ + ~ + ~  (XI est orthogonal regul ier. 

(n-r-2+i) 
C'est  à d i r e  s i  E k+r+2 

(n - r - l+ i )  
1.1 S i  l e  polynôme P  ( x )  e s t  or thogonal  r é g u l i e r .  k+r+2 .................................................... 

(n- r - l+ i  1 C'est  à d i r e  s i  Ck+r+2 f O ,  on a : 

(n- r - l+ i )  (n - r - l+ i )  ( n - r - l t i )  
(x) = ( X  + Bk+r+2 

(n - r - l+ i )  (n - r - l+ i )  
'k+r+2 )'k+r+l. + 'k+r+2 'k+r-i ( X) 

pour i E N ,  O S  i S r. 
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Nous savons que dans c e  cas : 

- (n - r - l+ i )  
( x )  - e (n-r- 2+i  ) 

- XPkt r+ l  
(n-P-l+i)  

(n-r-2+i) 'k+r+l (x )  k t r t 2  ,C +6i 

On o b t i e n t  donc : 

( n - r - l + i )  
(XI  = (x-e ( n - r -2 t i )  (n-r-2+i) 

'k+r+2 (n-r-2+i)  - 9 !n-r-2+i) 
( n - r - l+ i )  

k + r t 2  ,C ) 'k+r+l ( x )  
+di k+r+2 ,C +6i 

D 'où les  r e l a t i o n s  : 
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1.2 S i  l e  polynôme P (n - r - l+ i )  
k+r+2 ( x )  n ' e s t  pas or thogonal  r é g u l i e r .  

.......................................................... 

C'est à d i r e  s i  c ( ~ - ~ " + ~ )  = O on a : 
k+r+2 

Remarque. 

Dans ce  cas  l a  seconde r e l a t i o n  du cas  1.1 r e s t e v a l a b l e p u i s q u e  
( n - r - i t i )  - (n- r -2 t i )  * O e n t r a i n e n t  bien que q (n - r -2 t i )  

' k t r t l  - O et Ektr+2 k t r t 2  ,t (n- r -2 t i )  = O .  
t6 i  

Remarque. 

La première r e l a t i o n  du c a s  1.1 montre que les c a l c u l s  s e  poursuivent  

d e r r i è r e  l e  b loc  comme dans l e  c a s  normal puisque e ( n - r - l t i )  
( n - r - l t i  1 = O. 

k t r t l , L  



(n- r -2 t i )  2. S i  le polynôme P,+*+, (XI  n'est pas orthogonal régulier. 

C'es t  à d i r e  s i  E (n- r -2 t i )  
ktr+2 z o o n a :  

f) 1. Si P X  est orthogonal régulier. 

C'est  à d i r e  s i  c("") r 0 
k+r+2 

1.1 S i  l e  polynôme P(") ( x )  e s t  orthogonal r é g u l i e r .  k+r+2 ................................................ 

C'est  à d i r e  s i  q (n-1) 
(n-1) 

# o o n a :  
k t r t 2  ,e +vr 

Par une méthode analogue au point  précédent on o b t i e n t  : 
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D'où les r e l a t i o n s  : 

Chap. 2 

Remarque. 

Les formules données servent  à ca lcu le r  q (n-1) 
(n-1) 

, puis  

e (n-1) k+r+2 ,l 
(n-1) + Y r  k+r+2 ,t +Y, 

On u t i l i s e  l e  commentaire f a i t  en b.1, ca r  on t e s t e  i c i  également l a  n u l l i t é  
de q (n - l )  pour e f f e c t u e r  ensu i t e  son ca lcu l .  Cela t i e n t  encore à 

k+r+2 ,l (n-l)+y 
l a  présence d'un byoc P s i t u é  en dessous du bloc é tud ié  e t  qui  aura é t é  dé tec té  

auparavant. 

Remarque. 

La première r e l a t i o n  montre bien que d e r r i è r e  l e  bloc P on poursuit  

avec l e s  r e l a t i o n s  c lass iques  du qd obtenues dans l e  cas  normal. 

1.2 S i  l e  polynôme P~:;+~(X) n ' e s t  pas orthogonal r é g u l i e r .  ...................................................... 

C'est à d i r e  s i  q (n-1) 
(n-1) 

, on a également 
k+r+2 ,& + Y r  



Remarque. 

Dans l e  cas 1.2 on peut encore appliquer l a  seconde r e l a t i o n  du 1.1 

c a r  e (n )  - (n-1) . O => q (n-1) 

k+r+ l  , l ' " ) i l  
- O et 'k+r+2 

k+r+2 ,l (n-1) = O 
+ Y r  

("-')(x) n'est pas orthogonal régul ier . 
* *  si '1c+r+2 

C f  e s t  à d i r e  s i  c("-') = 0 ,  on a : 
k+r+2 

Conduite des calculs. 

On effec tue  les ca lcu l s  colonne après colonne dans l e  tableau du qd. 

On se rappel lera  que lorsquiun terme E:;; i n t e r v i e n t  dans les r e l a t i o n s  de l a  

p ropr ié té  2.4, il correspond à un coef f i c ien t  c(") ou e'"). Par conséquent on e s t  i+l i 
amené à ca lcu le r  des termes d ' indice  i+l en même temps que des termes d ' indice  

( n )  i l o r s q u ' i l  s ' a g i t  des termes Ei+l. 

On commence donc à place r  les valeurs  de e("),  puis  c e l l e s  de q(n) si c r O. 
0 9 0  1 n 

S? cn = O ,  on a un bloc P dès l e  début de l a  t a b l e  P. Tant que les valeurs  de 

(") e t  e(") sont non n u l l e s ,  on u t i l i s e  l e s  r e l a t i o n s  rhomboïdales du (1). 'i i ( i l  
Un bloc e s t  dé tec té  pa r  l a  présence dezérosdans  une colonne ek-l. 

Le nombre de zéros consécutifs  donne l a  largeur  du b loc  P. On peut a i n s i  p lacer  

t o u t e s  l e s  valeurs  n u l l e s  e t  m qui  f igurent  dans l e  bloc qd. 

On m e t  en oeuvre l e s  r e l a t i o n s  du (II) pour ca lcu le r  les valeurs périphériques du 

b loc  qd. 
(n+i)  

C e  sont  t o u t  d'abord les valeurs  de e p o u r i  EN, O S  i I r .  
k-1, l n + i ) + l  
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Puis  l e s  va leurs  de q (n+r - i )  (n+r- i  ) 
(n+r- i  ) e t  e  

Cntr-i)  pour i E IN, 
k+l+ i ,  L + 1 k + l + i  , Li t1 

O L i S r. On c a l c u l e  e n s u i t e  q  (n-r-2) e t  e  (n-r-2) 
(n-r-2) k + r + l  $1 k+r+ l ,  1 (n-r-2) ' 

On c a l c u l e  C (n - r - l+ i  ) 
pour i E IN, O I i r e t  e n f i n  l e s  va l eu r s  de q (n- r - l+ i  ) k t r + 2  k+r+2, (n-r)+l 

pour i e  IN, O 5 i I r .  

Les va l eu r s  de e  ( n + i )  (n+r - i )  
e t  q  (n+r - i )  s o n t  i n t é r i e u r e s  au b loc  qd. 

k-1, l (n+ i )+ l  k + l + i  , L + 1 

Les C 
(n- r - l+ i )  jouant l e  r ô l e  d'un c o e f f i c i e n t  E (n-r-l+i) s e r o n t  p lacés  aux 
k+r+2 (n - r - l+ i )  k+r+2 p l aces  de e  

(n - r - l+ i )  k+r+ l ,  +1 

Sur l e s  schémas d'exemples que nous proposerons, t o u t e s  ce s  va l eu r s  i n t é r i e u r e s  

au b loc  qd se ron t  c e r c l é e s ,  pour é v i t e r  de l e s  confondre avec l e s  va l eu r s  t rou-  

vées dans l a  p r o p r i é t é  2.4. En f a i t  ces  de rn i è re s  va l eu r s  ont  un i n t é r ê t  quas i  
(n - r - l+ i )  n u l .  Seules  l e s  va l eu r s  n u l l e s  de  e  a s soc i ées  aux deux va l eu r s  (n- r - l+ i  k+r+ l ,  L + 1 

consécut ives  q (n-r-2+i) et q(n- r - l+ i )  
(n-r-2+i) 

k + r + 2 , 1  +€ii k+r+2 ,1  ( n - r - l + i )  permettent  l e  
5, + 'i+i 

c a l c u l  de e  (n-r-2+i) 
(n-r-2+i) , a i n s i  que l ' i n d i q u e  l a  seconde remarque q u i  s u i t  

k+r+2 ,1  +6 

l e  cas  e )  1.2.  
(n+r- i  ) Lorsque nous sommes dans l e  cas  a )  2, où e  e s t  n u l ,  on ne d o i t  pas  
k-l e(n+r-i)+i 

. - 

f a i r e  f i g u r e r  c e t t e  va leur  dans un c e r c l e .  I l  f a u t  l a  remplacer pa r  l a  va l eu r  
(n+r- i  ) q u i  vaut  encore (ntrtl-i). En e f f e t  s i  e  (n+r - i )  de -'k+lti "kt i  e s t  non 

k-l, l(n+r-i)  il 
n u l  nous avons : 

( n t r t l - i )  ( n t r - i )  (XI = ( n t r - i )  
(XI - e 

( n t r - i )  
(x)  Pk-1 

( n t r t l - i )  
'kti  'i-1 k-l e (n t r - i ) t l  'k-2 (x)  

Si e ( n t r - i )  e s t  n u l  nous avons : 
k-1, e ( " t ~ - i ) + ~  

( n t r t l - i )  - ( n t r - i )  ( n t r - i )  ( n t r - i )  ( n t r t l - i )  
'k+i - "'i-1 (x)  Pk-l ' ' k t l t i  Ppr (k- l  , n t r t l - i )  (XI .  

s o n t  n u l l e s ,  nous sommes en présence du bord Enfin s i  des va l eu r s  de Cktrt2 

gauche d'un nouveau b loc  qd. La colonne q u i  correspond a e 
k t r t l  d o i t  ê t r e  explorée 
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à p a r t i r  de ces  va leurs  n u l l e s  pour t rouver  l a  l a rgeur  du nouveau bloc  qd a f i n  

de pouvoir l e  dé l imi ter .  

D'autre p a r t  on continue de p ra t iquer  l e s  ca lcu l s  colonne après  colonne en u t i -  

l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s  du (1) là  où il n'y a v a i t  pas dezéros  dé tec tés  dans l a  colon- 

ne e à condit ion que l e s  éléments de c e t t e  colonne ne so ien t  pas i n t é r i e u r s  
k-1' 

à un bloc  qd précédemment dé tec té .  

Claessens e t  Wuytack ont donné des r e l a t i o n s  du qd dans un cas  qu i  correspond à 

un bloc  P entouré de deux rangées de polynômes orthogonaux r é g u l i e r s .  Nous donnons 

donc l a  propr ig té  suivante q u i  est valable  dans ce cas  p a r t i c u l i e r  e t  qu i  a l e  

méri te  de montrer plus simplement comment l e s  c a l c u l s  doivent ê t r e  menés. 

On auppose que t 'on  a un bloc P de l2.mgu.t~ ( r + i )  entomé de deux han- 

gées de potqnômes ou%ogonaux t é g d m ,  et que t e  polynôme a&é dana t'angle 
NO i n t e h i m  au bloc P es$ l e  potqnôme P?)(x). L e s  cdcutk ~ a i A  avec t e  ( 1 )  

et t t  W a ; t i o n  de ta pmptLiéité 7.4 donnent et membbe des  v d w  i n b d . t e b  

am kh bigme de kh Xuble qd ii l t in térUuh du bloc a.UZgulX4~ du qd et am t e  
poL(/LtOm, baud h Ctinténnew du cache en U e t s .  

1 e 
( n t r - i )  ( n t r t l - i )  e ( n t r t l - i )  = 4 
k-1, l ( n t r - i ) t ~  k - l , t  ( n t r t i - i  k-l , t ( n t r t l - i )  +Yi 

2 q ( n t ~ - i )  = e 
( n t r t l - i  1 ( n t r t l - i )  

( n t r - i )  k+i,e(ntrtl-i)  , t ( n t r t l - i )  
k t l t i , t  t1 +Yi +Yi 
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Pow Le d é m m e  de ce t te  neeation on pend c ~ : L + ~  obfenu avec lu eadation 

prrécédente. 

( n - r - l t i  1 ( n t r t l - i )  
'i ( x )  = Wi (XI 

( n - r - l t i  n - - 1  - ( n - r t i )  
"i ' X I  Bktrti - 'itî (XI 

n t l - i  n t - i  ( n t r - i )  xwi -k B k t i  - 'itl (XI 
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Cette t e e a t i o n  e s t  éqdvdente  à la advante, dont lu d @ m o m ~ o n  4 -  donnée 

peu a p &  avec c m e b  des mib -es teeatiam de Claessevls et Wuy;tach, 

Remarque. 

Ces relations ont été écrites dans l'énoncé dans l'ordre des calculs 

à effectuer, 

La relation 1 permet l e  calcul de e (n+r-i) p o u r i  E N ,  O S  i S r .  
k-l ,Jn+r-i) tl 
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La r e l a t i o n  2 donne q (n+r- i )  
(n+r - i )  pour i E N ,  O S i S r .  

k + l + i ,  + 1 

La r e l a t i o n  3 donne e  (n+r - i )  
(n+r - i )  pour i E N ,  O S i S r .  

k + l + i  ,a. +1 

La r e l a t i o n  4 donne tous  l e s  c o e f f i c i e n t s  despolynômes w ( n )  
i - p r ( i + l , n )  ( X I ,  c ' e s t  à 

d i r e  avec l e s  no ta t ions  de l a  p r o p r i é t é  1.2% B (n+*l-i) pour i E N,  O s i s r+l. 
k+i  

La r e l a t i o n  5 donne l e  deuxième c o e f f i c i e n t  de l a  r e l a t i o n  de récur rence  despo- 

lynômes orthogonauic r é g u l i e r s  u n i t a i r e s ,  s o i t  

(n+r+ l - i )  
'k+i pour i E N ,  O S i 5 r+1. 

(n - r - l+ i )  t a  r e l a t i o n  6 f o u r n i t  c ~ + ~ + ~  pour i E N ,  O s i S r .  

( n - r - l t i )  La r e l a t i o n  7 donne Ck+r+2 pour i E N ,  O S i S r q u i  cons t i t uen t  l e s  c o e f f i -  

c i e n t s  E (n-r-l+i) des r e l a t i o n s  e n t r e  f a m i l l e a d j a c e n t e s .  k+r+2 

( n )  Les r e l a t i o n s  8 à 11 permettent  l e  c a l c u l  des  wi pr(i+l,n) - (XI. 

La r e l a t i o n  12 donne q (n-r-2) 

k t r t l  ,l (n-r-2) 

* 
' La r e l a t i o n  U donne e  (n-r-2) 

k t r t 1 , t  (n-r-2) '  

La r e l a t i o n  14 donne q (n-r-2+i)  
(n - r -2 t i )  pour i E N ,  O s i s r .  

k+r+2 ,l t6i  

La r e l a t i o n  15 donne q (n-1) 
(n-1) k t r + 2  ,l +Y, 

La r e l a t i o n  16 donne e  (n - r -2 t i )  
(n - r -2 t i )  pour i E N ,  O s i s r. 

k t r t 2  ,l t6i 
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La r e l a t i o n  17 donne e  (n-1) 

k+r+2 ,e (n-1) + Y 
r 

Remarque 2.6. 

S i  on a  un b loc  P qui  coupe l e  bord diagonal  de l a  t a b l e  P e t  qu i  

débute sur une colonne k avec n-s=O e t  n > O ,  les r e l a t i o n s  1 à 5 sont  toujours  

u t i l i s a b l e s .  

1. S i  k > 1. 

Les r e l a t i o n s  6 à 10 sont  p r i s e s  pour i E M 

r-s+l s i s r. 

La r e l a t i o n  U e s t  p r i s e  pour i E IN, O S i 6 r. 

Les r e l a t i o n s  12 e t  Ijj n 'ex i s t en t  pas. 

Les r e l a t i o n s  14 et  16 sont  p r i s e s  pour i E IN, 

r-s+2 I i S r. 

C 

On prendra C 1 - n+r+l  - - 
r t 2  c 

pour l e  démarrage de l a  r e l a t i o n  6. 
n-1 

On n ' u t i l i s e  que l e s  r e l a t i o n s  1 à 5 e t  U. 
Cet te  remarque s 'appl ique  également au cas généra l  de l a  même façon. 

Montrons comment à p a r t i r  des  r e l a t i o n s  de l a  p ropr ié t é  2.7 on obt ient  l e s  

r e l a t i o n s  de Claessens e t  de Wuytack. 

Nous avons trouvé : 

( n - r t i )  - ( n - r - l t i )  ( n - r - l t i )  
'k t r t  1 - ' k t r t l  e  ktr-1-i  ,l ( n - r - l t i )  

( t r i )  - ( n t r t l - i >  ( n t r - i )  
' k t l t i  - 'k t i  9 k- i  ,L(n+r-i) 

On f a i t  l e  produit  de i = 0  a r de chaque r e l a t i o n .  On ob t i en t  après s impl i f i -  

ca t ion  par  l e s  termes C qu i  son t  tous  non nuls  d 'après  l e  théorème 1.5. 
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r - (n-1-21 II e 
(n-P-l+i) 

- -Q (n-r- 2 ) (n- r - l+i  
k + r + l  ,t i=-1 k+r-1- i , t  

D'où l e u r  première r e l a t i o n .  

Nous avons trouvé que B n - - 1  - (n+r+ l - i l .  Pour = O on a donc 
k+r+ l  - Bk+i 

- )  - (n+r+l). On u t i l i s e  l e s  r e l a t i o n s  4 e t  U e t  on obt ient  l a  
Bk+r+l  - Bk 

r e l a t i o n  UBIS. 
On u t i l i s e  niaintenant l e s  quat re  r e l a t i o n s .  

n - - 1  - (n-r-2+j ) (n-r-2+j 
'k+r+2 - 'k+r+2 Q k+r+2 ,& (n-r-2+j) + 

j  

( n -  j  ) - (n+r+l-  j ) (n+r- j 
'k+i+j - 'k+j Q k-l ,+n+r - j  1 

On f a i t  l e  produi t  de l a  première depuis j=O jusqu'à i-1, l e  produit  de l a  

seconde depuis j = l  jusqulà i, l e  produit  de l a  t ro is ième depuis j=O jusqu'à 

i-1 e t  enfin l e  produit  de l a  dernière  depuis j = O  jusqulà  i. Les r é s u l t a t s  

sont  repor tés  dans l a  r e l a t i o n  7 .  On ob t i en t  l e u r  t ro is ième r e l a t i o n .  

pour i E N ,  O S i S r. 



Enfin po-m t rouver  l e u r  quatrième r e l a t i o n  on u t i l i s e  l a  r e l a t i o n  15 e t  l e s  

p rodu i t s  des deuxième e t  quatrième r e l a t i o n s  précédentes. 

On o b t i e n t  : 

Remarque sur l e  calcul  des polynômes orthogonaux e t  des polyntimes associ6s. 

Lorsqu'on dispose des c o e f f i c i e n t s  du qd (q  ( n )  
i+l ,l e t  E("))  e t  des 

(n )  
i+l 

polynômes w. (x) on peut  appliquer l e s  r e l a t i o n s  des  p ropr ié t é s  2.4 1-pr( i+13n)  
e t  2.6, c ' e s t -  à d i r e  c e l l e s  qui  ont  é t é  présentées l o r s  de l ' i n t roduc t ion  de 

c e t t e  sec t ion .  Lorsqu'on rencontre un b loc  P on peut ,  pour ca lcu le r  l e s  poly- 

nômes qu i  bordent l e s  côtés  S e t  E de ce  bloc, u t i l i s e r l e s  polynômes 

S i  on ne d é s i r e  pas e f f e c t u e r  de mul t ip l ica t ion  de polynômes, on peut l e s  obte- 

n i r  en u t i l i s a n t  pour l e  cô té  S l e s  c o e f f i c i e n t s  q (n+r- i )  e t  pour l e  
k + l + i ,  (n+r - i )  (11-r- l+i +1 

c ô t é  E les c o e f f i c i e n t s  C 
k+r+2 

. On n 'ef fec tuera  a i n s i  que des addi t ions .  

L'exemple suivant  montre que les r e l a t i o n s  de Claessens e t  Wuytack ne  

permettent pas l e  c a l c u l  de tous  l e s  polynônies or*thogonaux. 
2 5 S o i t  l a  s é r i e  formelle f ( x )  = x t x . 

Nous avons l a  t a b l e  P su ivante ,  dans l aque l l e  nous ne fa i sons  pas f i g u r e r  l e s  

polynômes qui ne sont  pas orthogonaux r é g u l i e r s .  
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La t a b l e  de correspondance du qd e s t  l a  suivante.  

Chap. 2 

Les valeurs ce rc lées  représentent  respectivement q ( O )  e t  c*, qui  ne peuvent 
3 4 

ê t r e  calculées p a r  l e s  r e l a t i o n s  de Claessens e t  Wuytack. Il e s t  donc impossible 

de trouver l e s  polynômes orthogonaux x3-1. S i  nous appliquons nos r e l a t i o n s  

nous avons : 



Potynômes orthogonau3: réc iproques  

2.3 POLYNOMES ORTHOGONAUX REC 1 PROQUES 

Nous présentons  i c i  quelques r é s u l t a t s  s u r  l e s  polynômes or tho-  

gonaux réc iproques  q u i  nous seront  u t i l e s  pour j u s t i f i e r  l a  forme progres- 

s i v e  de l ' a lgo r i thme  qd généra l .  

S o i t  f-' l a  s é r i e  réciproque de f .  E l l e  e s t  t e l l e  que : 

00 

-1 i 
Nous écr ivons  f ( x )  = Ci x . 

i =O 

Nous pouvons c a l c u l e r  l e s  C p a r  l e s  r e l a t i o n s .  i 

Nous devons a v o i r  naturel lement  c # O. 
O 

Le système obtenu peut s ' é c r i r e  

C'est un système r g g u l i e r .  
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-(j> Nous définissons la fonctionnelle linéaire c par : 

Nous conviendrons que Ei = O pour i < 0. 

Nous appellerons {R:')) la famille de polynômes orthogonaux ou 

-(j) {SL~)) la famille des polynômes as- quasi-orthogonaux par rapport à c , 
sofiés aux polynômes +j). 

si 4n+1)(x) ut o h o g o m z t  aeégfien, , a i  que pk (n+l)(x), d o h ~  

put k E N eA n E 'Z f l o u  auon4 : 

Nous obtenons immédiatement : 



Forme p r o p ~ s i u e  de 2 'atgodthme "qd" 

Démonstration. ------------- 

La démonstration du théorème 2.3 (cf. C61) transforme le détermi- 

nant . 

On a une transformation analogue pour le deuxième cas. 

cqf d . 

A un b loc  P de h g e w t  l dont L'angle nohd-ouut  est occupé pa/r 
(-"+') comedpond un bloc  R de h g e m  L dont l ' a n g l e  n o t d - o u u t  es t  oc- 'n+k 

(n+l) 
QUP' Rk 

Démonstration. ------------- 

En effet si P n'est pas orthogonal régulier, alors 

n'est pas orthogonal régulier. 

cqfd. 

2,4 FORME PROGRESSIVE DE L'ALGORITHME "QD" 

Nous prenons comme convention que ci = O pour i E Z, i < 0. 

Nous complétons la table H et la table P pour les diagonales d'indice né- 

gatif. Nous supposons également que c = O pour j c H, O S j S s-1, et c # O. 
j s 

Alors H:') O pour k c N et j c Z tel que j S s-k. 

L'ensemble de ces déterminants forment un bloc infini. 
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Par  conséquent l e s  polynômes P ( s - k t l )  
k 

son t  orthogonaux r é g u l i e r s ,  

Yk € N. 

Nous ca l cu lons  à présen t  l 'ensemble de l a  t a b l e  qd. Cel le -c i  

s e r a  l a  su ivante .  

Les deux t r a i t s  délimitent  l e  bloc qd i n f i n i  correspondant au 

bloc P i n f i n i .  

Nous rappelons que l e s  éléments q e t  e portent  un second indice 

in fé r ieur ,  que nous n'avons pas f a i t  f i gu re r  ci-dessus, qui numérote l e s  

blocs successifs  t r aversés  suivant une diagonale. Par exemple l e s  termes 
(8-1-k) devraient s '6c r i re  e2tk a : 

Le calcul  de c e t t e  table  peut s 'opérer  h p a r t i r  des horizontales 

e t  non plus des ve r t i c a l e s ,  Cette methode qui  e s t  eppel6e forme progres- 

s ive  de l 'algorithme qd e s t  plus s table  num6riquement dans l e  cas nomel  

( c f ,  l e  l i v r e  de P. Henrioi € 2 5 3 ) .  

Pour e f fec tuer  ce calcul  il a u f f i t  de d ~ ~ p ~ $ € ? ~  des éléments 

€! 
(s t i t i )  ( 8 - i )  
O , Qitl ('-') pour i c IN. et ?+l 
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C 

Nous savons dé jà  que e 
s - st1 

(S+i+l) : O ,  ~i . N, e t  q 1 - -. 
O C s 

En u t i l i s a n t  l e s  r é s u l t a t s  de l a  sec t ion  2, nous savons que l e  
( S-k-1) (s-k) , pour k E IN, s ' e f f ec tue  à p a r t i r  de el+k 

(s-k) 
c a l c u l  de e2+k et de q2+k 9 

( S-k-1) 
donc avec une valeur  de q2+k,0 nu l l e .  

(s-k-1) 
Pour l e  cas où nous désirons obteni r  l a  va leur  de q pour 

2+k, 1 
k E IN, nous avons : 

e t  donc : 

(s-k) 
(s-k-1) - (s-k-1) 

(0)  = (-1) 
k+3 Hk+2 
O pour k E IN. 

q2+k, 1 - - '2+k 
Hk+2 

Pour déterminer pratiquement H k+2 (s-k) nous u t i l i s e r o n s  l e s  r e l a t i o n s  

fournies  par  l e  c a l c u l  des moments de l a  fonct ionnel le  l i n é a i r e  E par  rap- 

por t  à l aque l l e  sont  orthogonaux l e s  polynômes réciproques ( c f .  C61, C251 e t  

l a  sec t ion  3 ) .  Nous avons : 

(k+2)(k+3) 
- - (-1) 2 (s-k 2 k t  2 k+3 Hkt2 

( cs 

e t  par  conséquent 
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On remarquera que q(S)  s ' o b t i e n t  à p a r t i r  de l a  même r e l a t i o n .  
1 

C c 
(SI  - 1 -  s t l  En e f f e t  ql - - - - - 

C 
O 

C 
S 

Passons maintenant à l a  déterminat ion de e (s-k pour k E iN, 
k t 1  ¶Yk 

avec y = O e t  yk = 1 pour k > 0. 
O 

S i  p(s-ktl) e s t  or thogonal  r é g u l i e r ,  c ' e s t - à -d i r e  s i  q (s-k 
k t 1  k t 1  ¶Yk f 0 ,  

a l o r s  : 

( s - k t l )  ( s -k)  (XI = Pktl (s-k) ( s - k t l )  Pk+l  - ek+l,Yk 'k ( X I ,  

avec 

(s-k) ( s - k t l )  

e (s-k) - - - Hkt2 Hk 
k t 1  ¶Yk 

Donc : (s-k 

S i  p(s-ktl) n ' e s t  pas  or thogonal  r é g u l i e r ,  c ' e s t - à - d i r e  s i  q (s-k)  O ,  k t 1  k+l¶Yk 

a l o r s  on e s t  dans un bloc qd. 

Supposons que l ' o n  explore l a  première ho r i zon ta l e  de l a  t a b l e  qd 
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e t  que nous ayons q  
(S-II+I) (s-R) 

# et q ~ + l ' ~ ~  = O.  Par  conséquent C # O e t  II 
2  

C = O ,  e t  e  (s-Il) 
II+ 1 

n ' e s t  pas  d a f i n i .  Nous aurons l a  @me s i t u a t i o n  t a n t  
R + 1  ¶YQ 

que C .  s e r a  nul .  La r e l a t i o n  encadrée précédente permet donc d ' o b t e n i r  l a  
1 

seconde hor izonta le .  I l  s u f f i r a  d ' i n c l u r e  dans un b l o c  qd t o u t e s  l e s  va- 

l e u r s  de e  n u l l e s  ou non d é f i n i e s .  

Nous appe l l e rons  t a b l e  P  complétée l a  t a b l e  des  polynômes or tho-  

gonaux dans l a q u e l l e  on f a i t  f i g u r e r  l e s  polynômes à p a r t i r '  de l ' h o r i -  

zon ta l e  passant  par  P (s+l) .  Nous avons donc complété l a  s u i t e  des  c .  p a r  1 1 

des va l eu r s  n u l l e s  pour  i < O. S i  nous considérons l a  t a b l e  complétée des  

polynômes orthogonaux réc iproques ,  l e s  b locs  son t  symétriques de ceux de 

l a  t a b l e  P complétée, p a r  r appor t  à l a  diagonale  st1 de l a  t a b l e  ( c f .  coro l -  

l a i r e  2 . 4 ) .  

Soient  5 e t  ê l e s  c o e f f i c i e n t s  de l a  t a b l e  qd des polynômes or tho-  

gonaux réciproques.  Alors  nous avons : 

qm") = e ( s+ l -n )  et ( n )  - ( s+l -n)  
- % t m  pour n  > - m, ntm- 1 m 

( n t s )  = é ( l - n )  (n+s )  - - ( l -n )  
Pn e t  em - %+m pour n  > - m, 

ntm- 1 

p a r t o u t  où ces  va l eu r s  sont  d é f i n i e s .  

( n )  ( s+ l -n )  = O et En e f f e t  les i n i t i a l i s a t i o n s  êO = g 
<.. 

- (n)  ( s t l - n )  'n t1 sont  c e l l e s  de l ' a lgo r i thme  qd. 
q1 = e  =r n c n  

'nt i Pour 81") on conserve l l e x p r e s s i o n  même s i  c e r t a i n s  des  Ei  
C n  

sont  nu l s .  Les c o e f f i c i e n t 8  a l )  nu l s  ou i n d é f i n i s  son t  dans l e s  b locs  qd. 
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D'autre p a r t  nous avons vu que : 

Ensuite  l e s  r è g l e s  rhomboïdales c l a s s i q u e s  r e s t e n t  inchangées 

( c f .  t h .  7.6.d du l i v r e  de P .  Henrici  C251). 

En présence d'un b loc  qd nous u t i l i s e r o n s  l e s  r é s u l t a t s  de l a  

deuxième sec t ion  appliqués à une t a b l e  complétée, c ' e s t - à -d i r e  que l e s  
(n-r-2)  - (n-r-2) (n-r-2) c o e f f i c i e n t s  q. ( n - r - 2 ) ~ ~  (n-r-2) et q (n-r-2) ne sont  
k + r t l ,  & k + r t  1,9, ktrt2,V 

p lus  des  inconnues. 

S i  nous examinons l e  b loc  qd du début de l a  deuxième s e c t i o n  il 

e s t  de forme symétrique p a r  rappor t  à l a  diagonale  p r inc ipa l e .  S i  s u r  un 

cô té  nous avons l e s  c o e f f i c i e n t s  e ,  s u r  l e  cô t é  symétrique nous avons q 

e t  réciproquement. 

Le r ô l e  joué par  l e s  éléments pér iphér iques  e  ( n + r - i )  e t  
k + l + i ,  ll ( n t r - i )  +1 

q ( n - l - i )  pour i E IN, O I i 5 r e s t  symétrique e t  l e u r  ob ten t ion  s e  (n- i -1)  
k+r+ 2,9, + 1 

f a i t  de façon analogue à p a r t i r  des  éléments i n t é r i e u r s  au  b loc .  Ce sont  

des  r è g l e s  de t r o i s  éléments. Toutes c e s  r è g l e s  sont  symétr iques,  c ' es t -à -  

d i r e  que s i  q i n t e r v i e n t  dans l ' u n e ,  E ou e  i n t e r v i e n t  dans l ' a u t r e  e t  

réciproquement. 

Enfin l e s  éléments i n t é r i e u r s  permettant  d ' o b t e n i r  e  ( n + r - i )  
k + l + i ,  R ( n t r - i ) + l  

et q (n - i - l )  s 'ob t iennent  a u s s i  de façon symétrique avec des r èg l e s  
k+r+2 ,e (n - i - l )+ l  

de t r o i s  éléments.  
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De p l u s  l 'ensemble des éléments de l a  t a b l e  qd e s t  déterminé de 

façon unique à p a r t i r  des  i n i t i a l i s a t i o n s .  

Donc s i  nous e f f ec tuons  une symétrie de l a  t a b l e  qd pa r  r appor t  
1 à l a  diagonale s + - on échange d'abord l e s  r ô l e s  joués pa r  e e t  q,  en- 
2 ' 

s u i t e  l e s  b locs  occupent une p lace  symétrique q u i  e s t  c e l l e  de l a  t a b l e  R 

des  polynômes orthogonaux réciproques.  Les i n i t i a l i s a t i o n s  sont  c e l l e s  de 

l a  t a b l e  qd correspondant aux éléments e t  ê. Toutes l e s  r è g l e s  sont  ren- 

dues symétriques.  Par  conséquent nous avons l a  t a b l e  qd correspondant aux 

polynômes orthogonaux réciproques.  

En conclusion pour c a l c u l e r  l a  forme progress ive  de l ' a lgo r i thme  

qd il s u f f i t  de c a l c u l e r  l a  t a b l e  qd correspondant à l a  t a b l e  complétée 

des polynômes orthogonaux réc iproques  en a j o u t a n t  l ' h o r i z o n t a l e  d ' i n i t i a -  
( O )  

: O pour i C R ,  i > 1. l i s a t i o n  qui  c o n t i e n t  l e s  éléments e t  qi+l 

On e f f e c t u e  l e  c a l c u l  colonne après  colonne comme dans l a  deuxième 

s e c t i o n  en t enan t  compte de l ' h o r i z o n t a l e  d ' i n i t i a l i s a t i o n s  supplémentai- 

r e s .  On c a l c u l e  l e s  éléments i n t é r e s s a n t s  i n t é r i e u r s  aux b locs  qd. Pu i s  on 
1 

e f f e c t u e  une symétr ie  p a r  r appor t  à l a  diagonale  s + - en changeant ?j en e 
2 

e t  é en q comme il a é t é  indiqué ci-dessus.  





FONCTIONNELLES LINEAIRES PARTICULIERES 

L'objet du présent chapitre e s t  de nous donner un certain 

nombre de propriétés des poZynômes orthogonaux par rapport à des fonc- 

tionnelles linéaires de quatre typesparticuliers. Ces propriétés seront 

exploitées dans l e  chapitre concemant l e s  quadratures de Guuss. 

La première section e s t  consacrée aux fonctionnelles linéai- 

res semi-ddfinies positives. Elles sont caractérisées par la présence 

d'un bloc H i n f i n i  e t  en avant de ce bloc l e s  polynômes orthogonaux ont 

des propriétés identiques à cel les  que l 'on  a pour une fonctionnelle 

linéaire dbfinie positive. Le théorème 3.2 concernant les propriétés 

des racines des polynômes orthogonaux peut s'appliquer aux fonctionnel- 

l e s  linéaires déf inies  positives e t  donne des propriétés supplémentai- 

res par rapport à ce qui é t a i t  fa i t  jusqu 'à présent ( c f .  l e  thdordme 

2.32 du l ivre  de C. Brezinski C61). 

Dans la seconde section nous introduisons les  fonctionnelles 

Linéaires H ( ~ )  semi-définies positives. Sur  une diagonale i les  déter- 

minants de Hankel sont astreintsà Otre pos i t i f s  ou nuls. Le théorème 3.5 

concerne l e s  propriétés d'une partie des racines du polynôme orthogonal 

régulier situé derrière l e  premier bloc sur une diagonale donnée. Nous 

ne somes pas parvenus à &montrer certaines propriétés des autres 

racines que nous avions constatdes sur de nombreux exemples. En parti- 

culier i l  sembZe que Zes racines non nulles restantes soient toujours 

imaginaires conjuguées. 
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Le cas particulier des fonctionnelles totalement H semi- 

définies positives est  intéressant car i Z  e s t  en liaison directe avec 

les suites totalement monotones. Les moments de ces fonctionneZZes 

forment wre suite totalement monotone. 

Ensuite nous d tudions les fonctionne Zles linéaires lacunairas d 'ordre 

(s+I) dans la troisième section. On rencontre déjà cette notion chez 

H. Van Rosswn [ 4 9 ]  avec ses polynômes orthogonaux lacunaires e t  chez 

J. Gilewicz [ 2 2 ]  avec ses séries l a c m i r e s .  Nous donnons une descrip- 

tion compléte de la table des polyndmes orthogonaux obtenu dans le  cas 

le  plus gé&ral. Pour y p m e n i r  nous avons donné à ces fonctionnelles 

la définition la plus large possible. Nous n'imposons qu'une périodi- 

c i t é  des zéros e t  peu nous importe ce qui sdpare les groupes de zéro. 

La table des associés es t  également déterminée. Les résultats 

obtenus concernant les deux tables sont une génératisation de rdsultats 

prdsentds dans l e  livre de C. Brezinski C6 1 dans le cas où s=I e t  pour 

une diagonale paire. Les propriétés des racines de ces polynômes sont 

étudiées e t  nous donnons un rdsultat sur le calcul des ddteminants qui 

composent la table H. 

Les fonctionnelles Zacunaires interviennent souvent dans la 

pratique, Ce sont par exemple des fonctionne Z les  lacunaires d 'ordre 2 

qui gdndrent l es  polynômes de Legendre. 

Dans le  chapitre des quadratures nous ferons surtout appel d leurs pro- 

prYidtds remarquables. 

Dana la dernidre section nous abordons le  cas d'une fonction- 

nel le  Zindaire e qui se ddduit d'une autre fonctionnelle lindaire c 

après Z 'intervention d 'une fonction de poids po lynomda le .  De nombreux 

auteurs se sont intdreseds d ce probZBme : Stiel t jes ,  SaegU Ge C571, 

Kronrod A, S .  C343, Patterson, Barrucarad P. C31 e t  C41, Krylov V.I .  

C351, Davis e t  RabinowZtx C131, Struble G.W, C561, Monegato G.  C431, 

Brexinski C, C61 e t  C6aI. Cette l i s t e  es t  Zoin dtBtre exhaustive. 

De notre cbtd noue avons surtout coneiddrd le  cas oQ l a  fonction de 

poids polynomiale change de signe dans l'ensemble support de l a  fonc- 

tionnelle o qui n leet par  forodment &finie. Noue donnons plusieurs 

propridtds sur les  blocs qui correspondent d la fonctionnelle e. 
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flous avons étendu la propriété classique qui exprime u Vkkil en fonc- 

t ion  des polynômes Pkil à Pkthtl Lorsque c e s t  définie,  au cas où c 

n 'est  pas &fin&. 

De même nous donnons une géndralisation du thdorème de Christoffel pour 

une fonctionnelle c non définie. Nous donnons également quelques résul- 

t a t s  dans l e  cas où la fonctionnelte c e t  la fonction de poids polyno- 

miale sont lacunaires d'ordre (s+I) .  

La f in  de ce t te  section es t  consacrée à l'dtude d'un problème 

qui a vraissemblablement été  posé pour ta première fois par  S t i e l t j e s .  

h prend cornne fonction de poids polynomiale un polynûme Pk orthogonal 

par rapport à c, e t  on désire obtenir des propriétés concernant l e s  

polynômes Vi e t  en particulier sur leurs racines. Le problème posé à 

l 'origine v i sa i t  à montrer que V a toutes ses racines rée l les  dis- kt1 
t inctes  dans l 'ensemble support E e t  séparées par ce t tes  de Pk. 

Szegtr CS71 a démontré ce t te  propriété pour une fonctionnelle linéaire c 

lacunaire d'ordre 2, attachée à une fonction de poids de la forme 
2 A  Nous avons essayé de voir ce qui se passait pour 1 -  ) avec A > - - 2 

une fonctionnelle Lindaire c lacunaire d'ordre 2 quelconque. Ne sachant 

aborder le  problDme de front nous avons appliqué une idde présentée dans 

l ' a r t i c l e  de P. ~arrucand [ d l .  Elle consiste à fragmenter Le polynôme 
2 Pk(x) en polynômes lx2 - ai) e t  à Btudier ce qui se passe pour l e s  

fonctionnelles ddfinies par les  moments 

k pour O s i s entier (-) avec e (.) ( . J O )  = , 
2 

Malheureusement nous ne somnes pas parvenus aux rdsuztata eacompt&s. 

Tout d'abord un contre exernpZe montre que pour une fonstionnelle Z ida i -  

re c lacunaire d'ordre 2 quelconque Zes racines ne sont pas forcdment 

dans l'ensemble aupport E. Ensuite nous n'avons su montrer que le8 ra- 

cines Btaient rdeLlos diatinctee sbporbee par ceZZes de Pk que dana 

la premiBre dtape de La rdcurrence. Les reLationa de rbcurrence obte- 

nues entre l e s  diverses catégories de polyn8mes orthogonaux sembla2ent 

sdduisantes, m i s  2à auasi la suite es t  infructueuse. 
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Bien que les rdsultats de cette partie soient tr8s partiels 

nous les avons faits figurer dans ce chapitre. Peut étre pourront-ils 

servir ultdrieurement à trouver de nouvelles propriétds qui permettraient 

de conclure. 
D'autre part, ils pourraient éventuellement servir pour Zes fomles de 

quadratures de Guuss avec deux abscisses imposées symétriques. Dans la 

méme optique, nous avons donnd aussi quelques propriétés reliées au cas 

où la fonction de poids polynômiale est de degré 1. 
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3 , 1  FONCTIONNELLES LINEAIRES SEMI-DEFINIES POSITIVES, 

On a p p u e  donc,tLonn&e f inéadte a ~ - d é 6 ~ e  poaikive 

une donrsXonn&e Linéaihe c X d l e  que : 

Vq € P : Vx, q(x) 2 O d 0 4 A  c ( q ( x ) )  2 O 

et 

3p E P : Vx, p(x)  2 O et p 9 O que c ( p ( x ) )  = 0. 

Nous commençons par  démontrer quelques propr ié tés  qu i  s ' i n s p i r e n t  

de c e l l e s  s a t i s f a i t e s  par  l e s  fonct ionnel les  d é f i n i e s  pos i t ives .  Nous 

ferons  l e  l i e n  e n t r e  l e s  fonct ionnel les  l i n é a i r e s  semi-définies p o s i t i v e s  

e t  c e r t a i n s  opérateurs l i n é a i r e s  semi-définis p o s i t i f s .  

Une c o U o n  n é c u ~ a i h e  et 4u6&.6ante pouh qu'une d o n d o n -  
na t te  eoiéaihe c 6 0 . ~  seini-d#!&nie p o s ~ u e  est  que a mathice D ~ O )  A O C ~  

6em.L-dédinie poa.&ive, vk E IN. 
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Démonstration. ------------- 

Prenons un polynôme r é e l  q p o s i t i f  de degré k.  Par conséquent, 

il ne peut ê t r e  décomposé qu'en polynômes du second degré i r r é d u c t i b l e s ,  

ou en polynômes du premier degré é l evé  à une puissance pa i re .  Il e s t  

donc de degré p a i r  e t  on a : 

k/2 
q(x) = d. ll (x-x - iy . ) (x-x .+iy . )  avec d 2 0. 

j =l j 1 I I  

Posons 

Alors 

Donc il rev ien t  au même, pour montrer l a  p ropr ié t é ,  de prendre un poly- 
2 

nôme p(x) e t  de formerc(p I 

(0 )  Nous associons l a  fonct ionnel le  c aux matrices Dk 

T . <v, DL0) v )  avec v = (ao, * ,a ) 
k 

On ob t i en t  bien la proprigté cherchée. 

cqf d . 
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SoiA A une muaMce. 

On a p p d e n n  W Z ~ I . U L  W de A ,  un d u -  obtenu à pah-12~ de  

A en aupphUnant des l i g n e s  et des colonnes de  même i n d i c e .  

Nous avons l a  p ropr ié t é  c lass ique  suivante  (cf .  C331 p. 5 9 ) .  

Pm)uXeté 3 . 2 .  

Une cardiXion n é c u s a i h e  et hu&(ha.nte p o ~ h  que la tntuXice A 

40L.t semi-dédinie  p o o a v e  ut que taud Les sous mineclho euhzL t6  d e  A 

Démonstration. ------------- 

~ ' a p r è s  l a  p ropr ié t é  3.2 t o u t  sous mineur e x t r a i t  de D (O  
n  ' 

Vn E N ,  e s t  p o s i t i f  ou nul .  En p a r t i c u l i e r  ceux pour lesquels  on a  r e t i r é  

successivement l a  première l igne  e t  l a  première colonne de A('), pu i s  l e s  
I I  

deux premières l i g n e s  e t  l e s  deux premières colonnes e t  a i n s i  de s u i t e .  

On ob t i en t  donc D:~) D:~) , e t c  . . . 
cqf d  . 

Prenons une fonct ionnel le  l i n é a i r e  c  semi-définie. Un au moins des H 
(0 )  
n  

pour n  E N  e s t  nul.  Nous a l l o n s  démontrer l l e x i s t e n c e  d'un bloc i n f i n i .  
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On a un bloc H indini .  ayant au p h  un UémevLt au nohd dam la ltable H. 
En dehou de ce b b c  la d k e  H ne peuX contenih que des b loc6  d'un 

(2i+i) avec i 2 o. Uémerzt qL MX un d W n a n t  .tel que H~ 

Démonstration. ----- -------- 

i) Prenons un bloc fini de largeur r 2- 2. 

Appelons S le déterminant de l'angle Sud-Ouest, SI, S2, ..., Sr ceux du 
O 

côté Sud et enfin Sr+1 celui de l'angle Sud-Est. 

Si on applique la relation de Sylvester à ces déterminants on a : 

- 
si 'i+î 

- - pour i cz IN, O 2 i 5 r-1. 
i+î 

Donc si S > O alors S < O ce qui est impossible d'après le corollaire 
i i+ 2 

3.1. 

ii > Ensuite il est impossible d'avoir un bloc d'un élément tel que 

En e f f e t ,  en appliquant l a  re lat ion de Sylvester Zi partir de H'O) > O h t l  
on trouvera H ( ~ )  > O puis H::: < O .  

htl 

i i i )  Par conséquent puisqutau moins un déterminant H(O) est nul, on a n 
un bloc in f in i  : 
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(O)> O pour k E N ,  k d htl 
Hk 

(O) = O pour k E N ,  k L ht2. 
Hk 

Le côté Nord ne peut avoir plus d'un élément dans la table H. En effet, 

s'il avait au moins deux éléments, en appliquant encore la relation de 

Sylvester au côté Nord et Nord-Ouest du bloc infini, on trouverait que 

1' élément H(~) est strictement négatif ce qui est contraire au corollaire 
h- 1 

3.1. 

iv ) Enfin, le reste de la table H peut contenir des blocs d'un élément 

pourvu qu'ils contiennent des déterminants H (2it1) avec i 2 0. si un bloc 
(2i) 

k 
contenait un déterminant H k on pourrait recommencer le raisonnement du 

cqf d . 

La définition mentionne l'existence de polynômesp positifs tels que c(p)=O. 

La propriété suivante montre que les seuls polynômes positifs qui puissent 
2 vérifier cette condition sont les multiples de P htl' 

SoLt c une donctionn&e f i n é d e  h e m i - d E d X e  poa.&ive. L e 4  heuh 
2 polynômes p pohLCidh .tee6 que c(p) = O r o n t  te4  m u R t i p l e 4  d e  

Démonstration. ------------- 

2 2 p peut être mis sous la forme A (x) t B (x) (cf. la propriété 3.1), 

avec deg = deg p et deg B~ deg p. 

D'autre part A(x) peut s'écrire 

et donc 
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2 
c(P.) # O pour i E N,  O 5 i I h 

1 

2 
c ( P . )  = O pour i 2 h + l .  

1 

2 2 
Donc A e s t  un mult iple de Ph+l. 

On t rouvera i t  de l a  même fagon que B~ e s t  un mult iple de P 
2 
h + l  

D'où l a  conclusion. 

cqf d  . 

Avec l a  p ropr ié t é  suivante nous disposons d'une réciproque p a r t i e l l e .  

SoLt une 6onotionn&e finéaihe c .  

Si Les heu.& pokjnâmcu p p o a X 6 b  qLU hont  ;tee6 que c(p)  = 0, b o a t  le6  
2 m W p L e a  d t  wi polynôme Ph+l, & o u  : 

et a o L t  la d é t u m i n a n t 6  H . p o u  j E I N ,  i s j s h+i a o n t  tau6 poai-  
3 

f ida ,  aoLt  .UA a o n t  Xoub d e  b igne  aetehné.  

Il est évident que H = O pour j E N, j 5 ht2, à cause du fait 
2 j que c(w (x) P:+~(X)) = O quel que soit le polynôme w(x). C'est une conoé- 

quence de la propriété 1.23. 

Pour j e N, O s j r htl, il n'y a pas d'autre déterminant nul. En effet 
2 

si Hk = O pour k e ,  O r k S htl, a l o r s ~ ( P ~ - ~ )  = O. 

2 Hk+l 
D'autre part, pour k e N, O 5 k s h, c(Pk) = - (cf. C61 p. 461, et 
H 1. Hk 
O 
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2 2 
S ' i l  e x i s t a i t  c(Pk) e t  c(PL) de signes opposés avec O S k r h e t  

O s L 5 h,  a l o r s  on pour ra i t  t rouver deux constantes pos i t ives  a 
2 

2 
e t  6 t e l l e s  que 

2 2 a Pk t f32 P: est un polynôme p o s i t i f  de degré i n f é r i e u r  à h t l .  On 

a u r a i t  donc une cont radic t ion .  
2 

Par conséquent c ( P  ) e s t  d'un s igne  constant  quel  que s o i t  k E IN, k 
O 5 k S h. D'où l e  r é s u l t a t .  

cqfd. 

Pour ob ten i r  une v é r i t a b l e  réciproque il f a u t  supposer en p lus  que co 

e s t  p o s i t i f .  Nous avons a l o r s  l e  théorème : 

Une c o n ~ o n  néceshaihe eA hu6~AblZn;te pouh que c 6 0 a  4 e m i - d é & ~ i e  
p o h X v e  ea.t que L a  ae& polynômes p p o a a 6 . h  qUh a o i e n t  que 

2 
c(p)  = O, h o i e n t  le6 mutXpLea d'un polynôme Ph+l. 

Démonstration. ------------- 

La p ropr ié t é  3 . 4  montre l a  condit ion su f f i san te .  
2 

La propr ié té  3.5 montre que l e s  quan t i t é s  c(Pi) sont  de signe constant  

pour i E H ,  O 5 i S h. 
2 2 O r  c(Po) = c > O, donc c(Pi) > O p o u  i E IN, O s i S h,  e t  pa r  conséquent 

O 

Vq E P, t e l  que V x ,  q > O ,  a l o r s  c (q )  2 O. 

Nous supposons que pour l a  propr ié té  su ivante  l e  b loc  i n f i n i  conmience a 
l a  colonne h t2 ,  c ' e s t  à d i r e  que pour i E IN, i 2 1 on a : 

I - I ! ~ ~ )  * O  pour j E N ,  1 s j 5 hti. ,  
3 

H ( 2 i )  
j 

= O pour j E iN,  j 2 h t 2 .  
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Démonstration. ------------- 

Montrons que c(2i)(q) 2 O avec q(x) 2 0- 

2 2 
q(x) peut se mettre sous la forme A (x) t B (x) (cf. la décomposition de 

la propriété 3.1). 

Il suffit de montrer que 

si A est de degré k. 

Du fait de llorthogonalité des polynômes P!~~), on obtient : 
3 

 oh le résultat. 

cqf d, 

Une conséquence immédiate de cette propriété est que : 
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Grâce à la propriété 3.4, le théorème 2.15 du livre de 

C. Brezinski C61 relatif aux racines des polynômes orthogonaux par rapport 

à une fonctionnelle linéaire définie positive stapplique aux polynômes 

orthogonaux de degré strictement inférieur à htl dans le cas d'une fonc- 

tionnelle linéaire semi-définie positive. Montrons qu'il reste vrai pour 

k = h+l .  

S i  c ut a k - d é g . S e  p o a U v e ,  a L o a  pouh .toub les po&nÔmeb 

otLthogonaux h é g d i e h 6  on a : 

.i 1 les zéhos de  pk d o n t  ké& et ~ ~ o t s .  

.ü) Les zéhod de  gk d o n t  hé& et didt inctb.  

Lü) V e u x  z h o d  co~éCLL t i dd  de  Pk d o n t  dépahed pm un zéko de  Pk - 
et h é d p m q u e n l w .  

i v )  Deux zékod c o n o é d d o  de Q~ d o n t  6épméd p ~ &  un Z&O de Qk - 
et hédpoquemen t .  

v  1 Deux zékob c o n o é d 6 d  de pk d o n t  ~ Z p m e d  p m  un zéko de gk 

et k é c i p o q u e m w .  

Démonstration. ------------- 

Nous donnons la démonstration complémentaire pour k = h t l .  

Supposons que nous ayons : 

P h t l  
(x) = v(x) n (x-xi) avec n < h t l  

i=l 

et où v est un polynôme n'ayant plus que des racines complexes. 

v est donc un polynôme positif qui peut être écrit sous la forme : 
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2 2 2 
A (x) + B (x) avec deg A = deg v, 

deg B~ < deg v. 

(cf. la décomposition effectuée dans la démonstration de la propriété 3.1). 

v est de degré pair. 

On a du fait de ltorthogonalité de P h+l 

Mais : 

n n 2 2 2 Ii (x-x. Phtl(x) = n (x-xi) (A (XI + B (x)). 
i=l 1 i=l 

De même 

Donc 

D'où une contradict ion.  
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Supposons maintenant que toutes  l e s  r ac ines  de P ne so ien t  pas d i s -  
h+ 1 

t i n c t e s  

n 
Ph+l(x) = (x-xl) u(x) avec n > 1. 

Si n e s t  p a i r  e t  n = 2q. 

c(u(x) P h + l ( ~ ) )  = 0 

Donc 

ce qu i  e s t  impossible. 

S i  n e s t  i r n ~ a i r  e t  n = 2a+l avec a > 0.  

Alors 

c(u(x)(x-xl) Ph+,(x)) = 0.  

Donc 

ce q u i  est impossible. 
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Le i i i )  s e  démontre comme dans l e  théorème 2.15 du l i v r e  de C. Brezinski  

en u t i l i s a n t  l e  c o r o l l a i r e  1.12. 

I l  en e s t  de même pour l e  i i )  e t  l e  i v ) .  

Le v)  s e  montre comme dans l e  e )  du théorème 2.15 du l i v r e  de C. Brezinski ,  

mais on prend deux zéros consécutifs  de P (x )  en u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  
h+ 1 

e t  l a  s u i t e  e s t  l a  même. 

cqf d  . 

Remarque 3.1. 

Le théorème 3 .1  e s t  appl icable  à tous  l e s  polynômes orthogonaux 
( 2 i )  r é g u l i e r s  par rappor t  aux fonct ionnel les  l i n é a i r e s  c  . 

Les fonct ionnel les  c  (2i) sont  également semi-déf i n i e s  pos i t ives .  

Nous avons donc un théorème semblable au théorème 2.32 du l i v r e  de 

C.  Brezinski,  r e l a t i f  aux zéros des polynômes orthogonaux r é g u l i e r s  par  
( 2 i )  ( 2 i + l )  et rapport  aux fonc t ionne l l e s  c  , c  

(2 i+2)  

( 2 i )  N o u  c o ~ ~ d i d i d é h o ~  l e s  polynômes ohthogonaux t l Z g d X m  Pk , 
pk2i+1) 

( 2 i + l )  + . NOUA AUPP060M Hk 

a 1 Les zen06 de pk (2i+i) ~ o n t  Cdentigues à ceux de pk (2i+2) et d o n t  ire& 

c h l i n &  non nu&. 



51 FonctionneZZes Zindaires semi-ddfinies positives - 207 - 

b 1 D w x  z&os co~?!CU.tids de Pi (2if1) sont sépahe6 pah un zeM de 
( 2 i + 2  ) 

Pk- l  

a)  L e 6  z h s  de pk (2i+1) sont /ré& dib&ctb non n&. 

b 1 Deux z&ob co~éCILti6s de Pk (2i+2) s6epa~îh pah un zéko de 

cl Deux z h s  conaécrrti6s de Pk (2i+i) sont sépahih p a ~  un z h  de 
( 2 i + 2 )  P * ~ ~ + ~ )  et un z&o de P ~ - ~  . 

dl  Deux z&os conaécuXi6s de mérite bigne de Pk+l ( 2 i ) )  (2i) (*e6p. Pk 

( 2 i t l )  sont sépméb pah un zém de pk . 
(2i)  ( h e d p .  Pk si P k + l  (2 i ) )  a de6 zehos de bene6 opposih, Le n'y a pas de 

z&o de pk (2i+1) entne t e  peu6 g m d  z h o  négatid et t e  peud p& z h o  

(2i) ( t a p .  A t t e x t ~ u  du p u  p& A m v a t t e  pod*tid de pktl 

conte& te6 z h 0 6  de Pk+l ( 2 i t l )  (2i)  (hap.  ~ k ~ ~ ) )  y a un z&o de pk 

( h e d p .  d u x  z h o s  de Pk (2i+1) de pant et dt&e de cet i n t e h v W ) .  

D u  zEh06 conaEd6d de mhe dene  de Pk (2it1) d o n t  dEpane6 

( 2 i )  (2 i )  et un zEho de pk . prvr un z&o de pkt1 

SL ~ k ~ ~ ~ ~ )  p ~ d d e d e  de6 z&od de **nu oppodE.6, & o u  c( y a deux zEnod 

de bignu oppoded de pk (2i) et deux zEhod d e  dignes oppodEd de pktl ( 2 i )  eme 
( 2 i t l )  t e  peUd g m d  z h  nEgati6 et t e  peud p u  zEho posW6 de pk . 

el ( 2 i t 1 )  D u  zEhob c o u E d , j b  de même digne de P ~ + ~  (&e6p .  Pk (211-1) ) 

( 2 i t 1 )  
d o n t  dEprnE.6 pan UVI Z E ~ O  de pk 

( 2 i t i . 1 )  (""p* * 
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(2i+1) (*esp.  Pk 
Pk+l  

(2i+1)) a des  z h a  d e  d ignes  0ppode6, u t o u  enthe 

l e  p h  gmnd zélro néguaX.6 et l e  p h  p& z h  p o ~ L t i 6 ,  ia n ' y  a aucun 

z h o  d e  pk (2i+1) ( k a p .  ie y a deux z h a  d e  pktl (2i+1) d e  a ignes  0ppoae6) .  

Démonstration. ------- ------ 

Les fonc t ionne l l e s  c  ( 2 i )  son t  semi-définies  p o s i t i v e s ,  V i  E IN. D'après 

l e  théorème 3.1, l e s  zéros  de P  (2i+2) son t  r é e l s  d i s t i n c t s  séparés  pa r  
( 2 i t 2 )  k  

ceux de P  
k-1 

pk2i+2) (XI = pk 
(2i+1)(x) p u i s q u ' i l s  son t  à l ' o u e s t  e t  au  Nord-Ouest du 

b loc  P. 

Donc l e u r s  r a c i n e s  sont  i den t iques .  

Le théorème 3 .1  démontre a l o r s  l e  a )  e t  l e  b ) .  

ii) s i  HL:!+') . O ,  O S  : 

a )  Prenons deux zéros  consécu t i f s  y e t  z de P ( 2 i t 2 )  
k  

Grâce à l a  r e l a t i o n  

on o b t i e n t  : 
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Par conséquent P  (2i+1) a  un zéro r é e l  e n t r e  y e t  z ,  s o i t  au t o t a l  (k-1) 
k  

zéros r é e l s  séparant  l e s  k  zéros de P (2it2). Le de rn ie r  zéro de P ( 2 i + l )  
k k  

e s t  donc r é e l  e t  ne peut ê t r e  qu 'extér ieur  au p lus  p e t i t  i n t e r v a l l e  

contenant tou tes  l e s  r ac ines  de P (2 i+2)  
k  

Donc l e s  zéros de P  (2i+1) son t  r é e l s  d i s t i n c t s  non nu l s  puisque P ( 2 i + l )  
k k  

n ' e s t  pas au Nord d'un b loc  P. 

b  Nous venons de montrer que deux zéros consécut i fs  y e t  z  de 

sont  séparés par  un zéro de P ( 2i+1). NOUS savons également qu' e n t r e  
k  

y e t  z  il y a un zéro de P (2i+2) e t  un zéro de P ( 2 i t 2 )  
k+ 1 k-1 

En u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  : 

on o b t i e n t  : 
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Donc y e t  z sont  également séparés par  un zéro de P ( 2 i + l )  
k + l  

c On dédui t  du ii) a )  que deux zéros consécutifs  de P ( 2 i + l )  sont 

(2 i+2)  k 
séparés par  un zéro de P 

k 

Prenons deux zéros consécutifs  y e t  z de P ( 2 i + l )  
k 

, a l o r s  : 

pk2i+2) ( Y )  ~ k ~ ~ + ~ ) ( ~ )  < 0. 

Donc un zéro de P (2 i+2)  sépare y e t  z. k-1 

d)  1. Prenons deux zéros consécut i fs  y e t  z de même s igne  de P ( 2 i )  k t 1  ' 
Alors l a  r e l a t i o n  : 

où qk::' e s t  d i f f é r e n t  de zéro,  nous montre que, puisque y e t  z sont  

sépargs par  un zéro de piZi) ,  i ls  sont  également séparés par  un zéro de 

S ' i l  e x i s t e  des zéros de P ( 2 i )  de s ignes  opposés. on prend deux zéros 
k+l  

consécut i fs  y e t  z t e l s  que y < O < z. 
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Alors 

I l  y a donc un nombre p a i r  de zéros de P (2it1) e n t r e  y e t  z. k 

En f a i t  il n'y en a aucun puisqu'on a dé jà  placé (k-1) zéros de P ( 2 i + l )  
k 

e n t r e  l e s  zéros de même s igne  de P ( 2 i )  
k + l  ' 

~ k ~ ~ + ~ )  a donc un zéro à l ' e x t é r i e u r  du plus p e t i t  i n t e r v a l l e  contenant 

l e s  zéros de P ( 2 i )  
k + l  ' 

2. Cet te  première p a r t i e  montre que s i  on prend deux zéros consé- 

c u t i f s  de même signe de P ( 2 i )  (2i+1) i ls sont  séparés par  un zéro de Pktl , k 

donc a u s s i  par  un zéro de P ( 2 i )  
k *  

S i  P (2i+1) possède des zéros de s ignes  opposés a l o r s  on prend deux zéros 
k 

consécut i fs  y e t  z t e l s  que y < O < z. 

On a placé (k-2) zérasde P ( ~ ~ ) .  Les t r o i s  zéros r e s t a n t  à p lace r  ne sont  
k t 1  

pas de même s igne ,  sinon on a u r a i t  au moins deux zéros consécutifs  séparés 

par  un zéro de P (2i+1). Deux zéros ne peuvent pas ê t r e  consécutifs  de même 
k 

s igne  pour l a  même ra ison . Il ne peut pas y a v o i r  un s e u l  zéro de P ( 2 i )  
k t 1  

e n t r e  y e t  z à cause de l a  première p a r t i e  de d. 

Donc il y a deux zéros de P ( 2 i )  
k+l  de signes opposés e n t r e  y e t  z. 

Alors 

e t  également 
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Par conséquent il y a un nombre p a i r  de zéros de P ( 2 i )  
k e n t r e  y e t  z. 

Puisqu'on a dé jà  placé (k-2) zéros de P ( 2 i  
k 

en t re  l e s  zéros de même s igne  

(2i+1) il y a ou deux zéros de P de Pk ( 2 i )  
k  

ou aucun e n t r e  y e t  z. 

Mais e n t r e  deux zéros de P ( 2 i )  
k+l  

s e  trouve un zéro de P (2i).  or  e n t r e  y e t  
k 

z il y a deux zéros de P ( ~ ~ ) .  Nous en déduisons qu 'ent re  y e t  z il y a 
k+l  

a u s s i  deux zéros de P (2i).  Ils ne peuvent ê t r e  de même s igne  sinon un 
k 

zéro de P (2i+1) l e s  séparera ient .  
k 

3 .  On déduit  donc de ce qu i  v ien t  d ' ê t r e  vu ci-dessus que deux zéros 

consécut i fs  de même signe de P sont  séparés par  un zéro de P ( 2 i + l )  
k k 

S ' i l  e x i s t e  des zéros de P ( 2 i )  de s ignes opposés e t  s i  y e t  z  sont  deux 
k 

zéros consécut i fs  t e l s  que y < O < z,  il n 'y  a aucun zéro de P ( 2 i + l )  
k 

e n t r e  y e t  z. En e f f e t  s i  ce la  é t a i t  v r a i ,  on a u r a i t  deux zéros de P 
( 2 i + l )  
k 

e n t r e  y e t  z  q u i  ne pourraient  qu ' ê t r e  de s ignes  ,opposés sinon i ls  s e r a i e n t  

séparés par  un zéro de P ( ~ ~ ) .  O r  comme y e t  z sont  séparés par  un zéro de 
k 

( 2 i )  
Pk+l 

, on a u r a i t  un zéro de P (2i+1) e n t r e  l e  plus grand zéro négat i f  e t  l e  
k 

p lus  p e t i t  zéro p o s i t i f  de P ( ~ ~ ) ,  ce  qui  e s t  c o n t r a i r e  au d)  1. . 
k+ 1 

11 r e s t e  donc deux zéros r é e l s  à p lace r  à l ' e x t é r i e u r  du plus p e t i t  i n t e r -  

v a l l e  contenant l e s  r ac ines  de P (2i). Ils sont  donc de p a r t  e t  d 'aut re  de 
k 

c e t  i n t e r v a l l e ,  sinon i ls  cons t i tue ra ien t  deux zéros consécut i fs  séparés 

par  un zéro de P ( 2 i )  
k '  

e Considérons l a  r e l a t i o n  : 

où )  e s t  d i f f é r e n t  de zéro. 

On prend deux zéros consécut i fs  de même signe de P ( 2 i t l )  
k + i  
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Ils sont séparés par un zéro de P (2i+2), donc également par un zéro de 
k 

S'il existe des zéros de signes opposés pour P (2i+1) on prend deux zéros 
k+l 

consécutifs y et z tels que y < O < z. 

Alors 

Par un raisonnement analogue au ii) d )  1. on montre qu'aucun zéro de P (2i+l) k 

sépare y et z, et que le dernier zéro réel de P (2i+1) est extérieur au plus 
k 

petit intervalle contenant les zéros de P (2i+l) k+l ' 

La démonstration concernant les propriétés des zéros de P (2i+1) est identi- 
k 

que à celle du ii) d) 2. . 

cqfd. 

Soit c une fonctionnelle définie positive. 

On considère la table H liée aux fonctionnelles Vi z N, 

La tabte ii ne peut conte& que d u  b l o a  H d 'un  Ulm& qrU 

u.t un H ( ~ ~ ~ ~ )  p o u  i 2 O. 

Remarque 3.2 .  

Le théorème 3.3 s'applique au cas d'une fonctionnelle c définie 

positive. 



- 274 - Fonctionne Z l e s  lindaires particulières 

3 , 2  FONCTIONNELLES H'') SEMI-DEFINIES POSITIVES 

Chap. 3 

On app&e donctionnfie eUiEahe H ' ~ '  d k - d E 6 0 u e  poditive 

une donctionn&e eotéahe c"' r&e que : 

Une diagonale i correspondant à une fonct ionnel le  c ' i l  l i n é a i r e  

H ( ~ )  semi-définie pos i t ive  ne peut pas t r a v e r s e r  des b locs  H s u r  une 

longueur quelconque. Nous avons l e  r é s u l t a t  négat i f  su ivant  : 

l e  n ' e w t e  pas de gonctionn&e Li~éaine H ' ~ '  senti-dé6We 

posCtive q u i  d o d  t&e que pom au tnoim Le LPne bloc avec L > O on aLt : 

Démonstration. 

Supposons q u ' i l  e x i s t e  k? E IN, t e l  que pl - hl = 2(2n+l l .  

On a : 



FonctionnelZes H") senri-dbfinies pos i t i ves  - 2 1 5  - 

P -h 
Nous avons H > O e t  u 

ht+l ' 40. 

On a u r a i t  donc H < O ,  ce  q u i  e s t  impossible. 
pt+l 

cqf d . 

Nous introduisons maintenant un cas p a r t i c u l i e r  de ces fonct ionnel les  

l i n é a i r e s  H ( ~ )  serni-définies pos i t ives .  Nous verrons par  l a  s u i t e  que 

c e t t e  fonct ionnel le  a  des moments qui  possèdent une p ropr ié t é  remarquable. 
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On a p p d e  6onctionn&e Linéaine a3&&mevLt H a d - d é 6 X e  

po&tive une 6onotionn&e f inéaine c a k U e  que XoLLte 6onotionneUe 

e+nE&e 60*n aemi-dZ~inie  p o a x v e ,  V i  r Bi. 

11 ntexio.te pacs de 6onctionn&e f i n é d e  c a&ztement H a d -  

diidinLe po~i,Cive à b l o a  H 6 i d .  

Pour un bloc X f i n i  il e x i s t e  des fonct ionnel les  c ' i l  t e l l e s  que 

D'où l a  conclusion. 

cqf d. 

On ne peut donc avo i r  qu'un b loc  H i n f i n i .  

Une donctionn&e c L i n é d e  toMement  H aemL-dé6&e p o a u v e  

a un a d  bloc H QUL es t  un b b c  .indid ayant au p l u  un Uément bw, t e  

côxé Nohd danb la tubte H .  

Démonstration. ------------- 

Elle est identique au iii) de la propriété 3.3. 

cqf d. 

La propriété qui suit va nous permettre aussitôt après de relier les 

suites totalement monotones aux moments des fonctionnelles linéaires tota- 

lement H semi-définies positives. 
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Une concUbn néce6baihe et a u ~ ~ d a n t e  pourt. qu'une donctiann&e c 

b o a  Oltaeement H seni-dé&inie poaLtiue est que tes tjon.donn&es c et 
c") soient A&-dé&inied pobLtLve.b. 

Démonstration. ------------- 

Si la fonctionnelle linéaire c est totalement H semi-définie 

positive, alors on a un bloc H infini et en dehors de ce bloc tous les 

déterminants H(~) sont strictement positifs, Vk et i g IN. 
k 

Si les fonctionnelles c et c'l) sont semi-définies positives, il ne peut 

y avoir de bloc H d'un élément. D'autre part, on'a le même bloc H infini 

pour les deux fonctionnelles puisque la table H est unique. 

On a donc bien équivalence entre les deux notions. 

U é ~ W o n  3 . 5 .  

Une a w t e  {cn1 ed.t &e .tototaee.ment mono*one (noté T.M) s i  : 

Une c o n ~ o n  ntcedraihe et su6d*sante pow qul une b u 2 e  {cn} 

a o a  T.M ut que : 

s i  co , cl, ... ut une s d e  T.M, a h . 6  cn, c,+~, . . . est  a u a i  
une 4&e T.M, Vn E N. 
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Nous pouvons déduire immédiatement des trois propriétés 3.10, 

3.11 et 3.12 la propriété suivante. 

La momentd d 'une donctionn&e c ;taakkkment H semi-dédin ie  

p o a x v e  doment  une s u i t e  T.M. 

On trouvera dans les ouvrages de C. Brezinski C61 et 

J. Gilewicz C221 de nombreuses propriétés de ces suites T.M. 

Nous passons maintenant aux propriétés des zéros. 

S i  la 60ncL ionneUe  f i n é a i h e  c ut &talment H hemi-dé&inie 

pohLt ive ,  aLou lu zehos d e  t o u 6  lu polyn.Ôrnu pLi) ohthOgonuux kégeguLim 

s o n t  aéee6 c h ~ n c t b  & pos&ds. 

Deux  zehos c o ~ é c u t i 6 6  de pki) s o n t  pcn un z & o  d e  pii:, un z h  de - 
(itl), un z h  d e  pki-'), un Z&O d e  Pk Pk-l 

(i*i), un z & o  de pktl (i-l) et u n  z e h ~  

s i  &A polynômu &&A s o n t  o&ogonaux n Z g i L e i m .  de Pk+l, 

Démonstration. ------------- 

Puisque les fonctionnelles c et c'l) sont semi-définies positives 

le théorème 3.3 s'applique à chacune d'elle, 

Donc les racines des polynômes orthogonaux réguliers pki) sont &elles 

distinctes. 

De plus, les b) et c) du théorème 3.3 appliqué a pii) montre la propriété 
de séparation. 

Montrons que toutes les racines sont positives. 
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Ç 1  il y a v a i t  des zéros de s ignes  opposés pour P ( ~ ) ,  en prenant deux zéms 
k 

consécut i fs  y e t  z t e l s  que y < O < z e t  en u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  

On ob t i endra i t  : 

e t  donc 

ce q u i  e s t  impossible d 'après  l a  p ropr ié t é  de sépara t ion .  

Toujours à cause de l a  ~ r o p r i é t é  de sépara t ion  l e s  zéros de tous l e s  poly- 

nômes sont  tous  du même s igne .  I l  s u f f i t  donc de connaî t re  l e  s igne de l a  - 

( i l  r a c i n e  des polynômes Pl . 

O r  H ( ~ )  e s t  p o s i t i f  e t  vaut  ci, V i  E N i 
1 

Donc l a  rac ine  de P ( ~ )  e s t  pos i t ive .  1 

cqfd . 
( i )  Revenons aux fonct ionnel les  l i n é a i r e s  H semi-déf i n i e s  pos i t ives .  

Supposons que l ' o n  a i t  : 

( 1 )  = 0, > O pour O i k 5 k + l  e t  Hht2 
Hk 
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Si une 6 o n ~ o n n U e  U n E d e  H(~) b d - d é & n i e .  pos&ve, 

Démonstration. ------------- 

Alors 

Or 

Donc 

La propriété 3.4 démontre la condition nécessaire et suffisante pour avoir 
2 

c(p ) = O. 

cqf d. 

Remarque 3 . 3 .  

Le théorème 3.2 s 'applique aux fonctionnelles H ( ~ )  semi-définies 

positives pour les polynômes orthogonaux réguliers de degré inférieur ou 

égal à htl, 
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(i) FonctionneZZes W semi-définies positives 

S i  c ut une donctionn&e H(O)  s e m i - d é w e  pos&ve, &M : 

Démonstration. ------------- 

2 
c (p  ) > O quel que s o i t  l e  polynôme p de degré k i n f é r i e u r  ou 

é g a l  à h+l  e t  non mult iple de P ( O  ) 
h + l '  

cqf d . 

Donc l a  matr ice 

considérons une fonct ionnel le  l i n é a i r e  H ( ~ )  semi-définie pos i t ive  

pour i E H ,  i 2 1. 
( i )  (1)  = o. Supposons queH > O p o u r O S k  S h + l e t H h t l  
k 

(i-l) * O avec  O r n r h. NOUA dUppOdOM QUQ Hn 

2h , 

/ \ 

al Les z&os  de pn (i-l) dont  i d e w u e s  à ceux de  pAi) et dont kt& 
d i s a n a %  non nu.&. 

Co " " *  C 
h 

C2 ""' h+l 
I I 
I I 
I I 

C C , h h + l U o C  

b l Deux z&od co~eCLLti66 de  Pn (i-i) s o n t  s ~ p a ~ e d  p a ~  un r&o de PA!:. 

e s t  dé f in ie  pos i t ive .  
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ii) (i-i) t O, agou : Si H n t i  

a1 Les zéms de pn (i-l) sont aé& &fin& non nu&. 

b 1 Deux z&oh cori6écuti6s de P ( ~ )  h o n t  repanh pm un zého de pii:, 
n - 

un zeho de PA::, un z&o de pn ( i - 1 )  (i-i) et un z h  de P,+~ . 

c 1 Deux zaos  comEcuti66 de Pn (i-l) ron t  s é p m h  pah un Z ~ M  de 

( i )  et w z&o de pLi). 
'n-1 

dl ( i - 1 )  Deux zénor cori6écllti& de méne signe de pnti ( h a p .  P 
( i - 1 )  
n 1 

( i-1 ) sont sepaird pair un zeito de pn ( i - 1 )  
("esp. P,+l 1 

Si PL:;') ( hap .  P 1 a da zetror de signes oppores , entne l e  n 

p h  gtuxnd z&o négaitib et Le p h  p- zém pohtid .il n'y a aucun z&o 
( i - 1 )  (hap.  ie y a deux z h s  de dignes opposes de P , + ~  1 

iii) s i  H ( ~ + ' )  = O, & o u  : 
n 

(i+l) ront Ldenüquu à ceux de P ( ~ ) ,  saud On m&e Les z&oh de Pn-l 
n 

zétto, et sont /ré& disZlnct6. 

a )  . D e u x  Z&OA constcrltids de tnhe digne de pAi) ( n u p .  pAi:) - sont 



S i  P(~+') possède des  z&os de s igna oppode6, &M ie g a deux z&od de 
n-1 

bigna o p p o s a  de P(~) et d w x  zéms de signes  opposé^ de PLi; e&e t e  
n - 

( i+1) peU6 gmnd zéAo n é g d 6  et l e  p h  p u  z&o p o s X 6  de Pn . - 

b 1 ( i+l ) Deux z&os co~éclLti6a de méne signe de pn ("UP- Pn-l (i+l)) 

(i+l) sont sépme6 p u  un z h  de pn h e ~ p .  P ( i+l) - n 1. 
Si p( i+l) 

n (i+l)) possède d e s  z h s  de signes opposed, W e  t e  ("UP. pn - 1 
(i+l) p h  gmnd zém n é g d 6  et l e  p h  p c t L t  zéAo p o s X 6  de Pn ( k a p .  

(i+l)) n'y a aucun zeho de pn 'n-1 (i+l) ("tup. y a deux =&os de digntu - 
( i+l ) opposa de pn 1 

Démonstration. ------------- 

(il p(i-l) 
'n-i n 

P (i+l) (i) 
n 'n+i 

Les démonstrations des i) a et b, ii), a), b), c) et d) sont totalement 

identiques à celles du théorème 3.3. 

iii) s i  H(~+') = O alors n 

d'où la propriété. 

iv) 

a La démonstration est identique au théorème 3.3 ii) d). 
(it2) On se rappellera qua si H(~) > O alors H~ 

n - > O (cf. le corollaire 3.3 ) . 
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b) Nous avons l a  r e l a t i o n  : 

Deux zéros consécutifs  de même s igne  de P ( ~ + ' )  sont  séparés par  un zéro 
n 

de PLi) donc a u s s i  par  un zéro de P ( i+l) n-1 . 
(i+l) a des zéros de s ignes  opposés on prend deux zéros consécut i fs  S i  Pn 

y e t  z t e l s  que y < O < z. Entre y e t  z il y a deux zéros de s ignes  oppo- 

( i l  s é s  de P . 
n 

Donc 

e t  a u s s i  

Comme on a déjà placé (n-2) zéros de P ( i+l)  l e  d e r n i e r  zéro ne sépare donc 
n-1 

pas y e t  z. 

Tout c e c i  montre également que deux zéros consécut i fs  de même s igne  de 

(i+l) sont séparés par  un zéro de P ( i + l )  
'n-1 n 

S i  pLi:l) - a des zéros de s ignes  opposés, on a placé (n-3) zéros de P ( i + l )  
n 

e n t r e  l e s  zéros de même s igne  de P ( i + i )  
n-1 

Comme dans l e  théorème 3.3 on déduit  qu 'entre y e t  z il y a deux z6ros de 

s ignes  opposés de P ( itl ) 
n 

cqfd. 

On suppose en o u t r e  que : 

H i i )  = O p o u  k EN, ht2 S k S p ,  
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V e u x  =&os C O M P C U A ~ ~ A  de PL:: ront  ~ E p a n é ~  p a  wi z k o  de 
P ( ~ )  ~ 1 0 ~ 2 6  h Z ~ O A  ire& uüncts .  

1 p+1 

~émons t r a t  ion.  ------------- 

( i l  ( i )  ( i l  ( i l  p ( i ) ( x )  
~ ( ~ ) ( x )  p+ l  = ( X ~ , , ~ - ~ ( X )  + Bp+l) Ph+l(x) + Cp+l 

On prend deux zéros consécutifs  y e t  z de P ( i l  h+l ' 
Nous avons a l o r s  

e t  a u s s i  

D'où l e  r é s u l t a t .  

cqf d . 

Consequence du theorème 3 .5 .  

H ( ~ + ' )  ne peut appar teni r  à un bloc  H de la rgeur  supérieure ou n 
égaie à 2 sinon pni) a u r a i t  la r ac ine  O mult iple.  

S i  PL:: e s t  au nord d'un bloc P il occupe l a  pos i t ion  l a  plus à gauche, 

sinon O s e r a i t  r ac ine  mult iple.  
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3 , 3  FONCTIONNELLES LI NEAI RES LACUNAIRES D'ORDRE S+1, 

H. Van Rossum, ayant repris divers résultats de Kurt End1 de 1956 

présente dans son article C491 les polynômes orthogonaux lacunaires. 

J. Gilewicz C221 démontre diverses propriétés des séries lacunai- 

res. 

C. Brezinski C61 donne des résultats dans le cas particulier où 

s=l et pour une diagonale paire. 

Nous généralisons l'ensemble de tous ces résultats en prenant tout d'abord 

comme définition des fonctionnelles linéaires lacunaires d'ordre s+l. 

On app&e donc.tionn&e LinEaihe l k w u a h e  dfo/rdhe s+l une donc- 

z2onn&e eUré&e X&e pue ci, = 0 POUL i ( N, r+i * O mod( s+ï ) . 

(n) Nous définissons des fonctionnelles linéaires u telles que 

u(")(xi) = u C 
nti (n+i)(stl)' 

NOUA di/LOnb qu'une dondonn&e LLneai/re c (n(st1)tjti) p o a  
j c IN, 0 s j s s, l a u a i h e  d ' o d e  sti e64 u-dédide (he6p. u-df&nie 
posWve, u -sh-dé&in ie  posMve)  s i  CU deux d o W n n U e 6  u (nt11 et 
u (Ilt2) s o d  d l d u U e d  ( h a p .  d é & ~ e d  w s a v e 6 ,  se~%i-d(d+deb p~sCtive.6). 

On prêtera attention au fait qu'une fonctionnelle linéaire la- 

cunaire u-définie n'est jamais définie sauf dans le cas où s = O ou dans 
le cas où s = 1 et j = 1. 



§3 Fonctionnelles linbaires lacunaires d'ordre s+l 

Soient Uk) les polynômes unitaires orthogonaux ou quasi-ortho- 

gonaux par rapport à u(") , ~k r N . 

Nous appellerons table U la table à double entrée dans laquelle 

sont rangés les polynômes U. 

Le théorème 3.7 permet de définir la structure de la table P. 

Si l e  po&nônte uLnt1) es t  oa thogond kEgu4.h et ut au Nomi-Ouut 
d' un bLoc de lkuqewl a danb La a b L e  U, d o h d  danb h table p c o / r / r ~ p ~ n d a n t  
aux donctionn&eb c noud avonb un b l o c  P de  lkmgewr (atl)(stl)-1 dont  
l ' a n g l e  Nokd-Ouest e s t  occupé pa/r t e  polynôme otLthogond kégUeiM pah 

happokt à c (n(s+l)+l) . 

Démonstration. ------------- 

Si le théorème est vrai nous avons donc sur les côtés Nord, Nord- 

Ouest et Ouest du bloc, ainsi que dans le bloc les polynômes suivants. 

pour j e IN, O s j s (atl)(s+l)-1 et i e IN, O S i S (atl)(s+l)-1-j. 

n s t t - j  ( )  - j (n(st1)tl-j 1 (n+l)(xs+l) 
'k(stl)ti - 'i-j (XI uk 

pour j e IN, O 5 j S (a+l)(s+l)-1 e t  i e N, j S i S (atl)(stl)-1, 
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où w (n(s+l)+l+j 1 )+'-j ) sont des polynômes arbitraires de degré et W. 
i 1- j 

i et i-j respectivement. 

Pour démontrer le théorème il suffit de montrer que 

pour L E N, O s 1 I (a+k+l)(s+l)-2-i-j , 

pour e = (a+k+l)(s+l)-1-i-j , 

et également 

pour L EN, O S 1 S (a+k+l)(s+l)-2-i+j, 

pour & = (a+k+l) (st1)-1-i+j . 

Or u?") est au Nord-Ouest d'un bloc de largeur a. 

Donc 

u (n+l)( q (n+l)(x)) = O 
Uk 

pour q E H, O 5 q 5 kta-1, 
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u (n+l)(x~ uk # 0 

pour q = k+a. 

En changeant x en xS+l et u (nt11 en 
((n+l)(s+l)) on obtient . 

pour q = kta. 

Puisque c. = O pour i # O mod(s+l) nous avons également : 
1 

pour q EN, O s q 5 kta-1 et 6 EN, O S 6 S S. 

Par conséquent : 

c ((ntl)(stl) )(Xev Uk (n+l)(xs+l 1) = 0 

pour l1 EN,  O 5 l1 s (kta)(stl)-1 

c ((nti)(~+i))(~tl Uk (nt11 (x s+1)) 
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est une combinaison linéaire dtexpressions du type : 

B = c (n(s+l)+l+j) (X l+r uk (n+~)(~s+l)) 

avec r E IN, O I r I i. 

Si O I j+L+r s s-1, 

B = O  puisque seuls interviennent des c. pour i * O mod(s+l). 
1 

Si j+L+r r s, alors 

B = c ((n+l)(s+l)) l+r+j-s (n+l)(Xs+l)). 
(X uk 

Donc 

B = O  

pour O < j+L+r-s < (k+q)(s+l)-1, soit s-r-j s l 5 (k+a+l)(s+l)-2-r-j. 

D'OÙ en tenant compte du fait que O < r < i et que A  = O pour 
O s j+e+r s s-1, nous avons : 

pour O  < L < (k+a+l)(s+l)-2-i-j. 
D'autre part 

A * O  

pour l+j-s+i = (k+a)(s+l), soit L = (k+a+l)(s+l)-1-i-j. 

De la même façon on démontrerait les deux relations pour P (n(s+l)+l-j ) 
k(s+l )+i 

cqfd. 
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Démonstration. ------------- 

i )  S i ~ ~ ~ ) e s t a u N o r d - O u e s t d ' u n b l o c U n o u s a ~ n s d i r e c t e m e n t  

l e  r é s u l t a t  du théorème 3 . 7 .  

i i )  S i u k " + l )  e s t  a u N o r d d t u n  b l o c U ,  a l o r s  : 

Alors l e  théorème 3 . 7  démontre que P ((n+j)(s+l)+l) (k-j ) ( s + l )  e s t  a u  Nord-Ouest d'un 

( n ( s + l ) + l )  est au 
b loc  P de l a rgeur  + l s + l - 1  au  moins e t  l e  polynôme Pk(s+l) 

nord de ce b loc  P e t  vaut donc : 

q u i  e s t  ident ique  à 

x j ( s + l )  u (n+ l+ j  ) stl k - j  (X  1, 

c ' e s t  à d i r e  à U k ( n t 1  (,s+l 1 

i i i )  S i  U Y 1 )  e s t  à l tOues t  d'un bloc U ,  a l o r s  : 

(n+l- j  
uk 

où ~k" f  l - j )  e s t  au Nord-Ouest du b l o c  U. 
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Le théorème 3.7 démontre encore que P ( ( -  ) e s t  au NordrOuest 
k ( s + l )  

( n ( s + l  ) + l )  d'un b loc  P de l a rgeur  ( j + l ) ( s + l ) - 1  au moins e t  l e  polynôme Pk(s+l) 

est à l ' oues t  de ce  bloc P e t  e s t  identique à P n - + + ,  qui est 
k( s + l  ) 

lui-même identique à U 
(n+l-  j ) (xS+l ) ,  c i e s t  à d i r e  à U ( n + l ) ( X s + l ) .  
k k 

cqf d. 

Remaraue 3 . 4 .  

Considérons l e  polynôme orthogonal r é g u l i e r  u ( ~ + ' )  au Nord-Ouest 
( n + l )  

k 
d'un b loc  U ,  a i n s i  que l e  polynôme U 

su( k ,n+ l )  ' 

Nous obtiendrons un b loc  de l a rgeur  (su(k ,n+l) -k)(s+l ) -1  dans l a  t a b l e  P 

au  Nord-Ouest duquel nous avons l e  polynôme : 

("+') correspond l e  polynôme orthogonal ~ ' a ~ r è s  l e  c o r o l l a i r e  3.4, à Usu(k,n+l) 

r é g u l i e r  : 

n'ont  aucun zéro en commun, donc également P ( n ( s t 1 ) t l )  
et 'su(k ,nt11 k( s t l )  

Nous pouvons en déduire que les deux polynômes s u r  une même diagonale, 

q u i  sont  s u r  l e s  côtés  Nord, Nord-Ouest e t  Ouest des  blocs correspondants 

n 'ont  aucune rac ine  non n u l l a  en commun. 
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Ainsi  l e s  deux polynômes repérés  par  

une c ro ix  n'ont aucune r a c i n e  non 

n u l l e  commune. 

Nous pouvons déduire simplement l a  r e l a t i o n  de récurrence s a t i s -  

f a i t e  par  l e s  polynômes P (n(s+l)+l) de c e l l e  s a t i s f a i t e  par  l e s  polynômes 
,(n+l) 

En e f f e t  nous avons : 

S i  on change x en xS+' e t  s i  on passe aux polyn~mes~(n(s+l)+l )  on ob t i en t  : 

Sur l e s  a u t r e s  diagonales de l a  t a b l e  P il n'y a pas de l i e n  d i r e c t  avec 

l a  r e l a t i o n  s a t i s f a i t e  par  l e s  polynômes U. 

- - - 

La t a b l e  H peut avo i r  une s t r u c t u r e  périodique dans l e  cas su ivant .  
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S i  la ~onct ionn&e c(" h d e  dtohdire s+i es t  u-dedinie ,  
vL E m, d o u  la W L e  H ut compohEe de b . b u  H d e  W e w ~  s aéparré6 

p m  une hangée d e  d é t W W  non nu&, c 'es t  à d.&e teed que : 

Nous passons maintenant aux divers polynômes associés .  

S o i t  v ( t  l e  polynôme associé B u ~ ~ " ) ( x ) .  
k 

e s t  au Nord-Ouest d'un bloc  de largeur a .  On suppose que Uk 

Posons j = d(s+ l )+e  avec d EN, O S d S a ,  e t  e €34, O S e 5 S .  

Définissons des polynômes Q par : 

( n t l t d )  st l  e ( n ( s + l ) + i + j  ) ( t )  ( n ( ~ + l ) + l + j ) ( ~ )  = 
Q k ( ~ t l ) t i  i (t 1 
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pour j E N, O S j I (a+l)(s+l)-1 et i E IN, O S i 5 (a+l)(s+l)-1-j. 

pour j E H ,  O 5 j S (a+l)(s+l)-1 et pour i E IN, j I i 5 (a+l)(s+l)-1, 

où w (n(s+l)+l+j) et i (n(s+l)tl-j ) sont les polynômes arbitraires qui 
i- j 

interviennent respectivement dans les polynômes P (n(s+l )+l+ j ) et k(s+l)+i 

~émonstration. ------------- 

On posera 

v 
i Pour j E N, O s j < (a+l)(s+l)-1 et i E H, O S i S (atl)(s+l)-1-j, 

nous avons : 
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pour q E N, O S q S k+a-1 et O S 6 S S. 

Donc par un raisonnement analogue à celui du théorème 3.7 nous trouvons 

que le premier terme de B est nul. 

Il nous reste donc : 

((n+d)(s+l)+l+e) k = wi(t) c s-e 
r(st1) t(t-r-î)(stî)te 1 

r=o 1 
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E(x,t) ne comprend que des puissances LI de x telles que : 

LI-stj f O mod (s+l), 

et par conséquent 

D'où : 

ii) Pour j E H, O (; j '; (atl)(s+l)-1 et i E IN, j S i S (atl)(stl)-1, 

nous avons : 

- w n  j(t) j (nt11 (xstl)] (n(st1)tl-j) , i-j 1- 
C [ x-t Uk 
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Pour les mêmes raisons que dans le théorème 3.7 le premier terme de B 

est nul. Il reste donc : 

Le deuxième terme du second membre est encore nul. 

Donc : 

\ 

((n-d)(s+l)) ktd r(s+l) t(&r)(s+l) 
t w (t) c i-j 
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cqf d . 

Du théorème 3.7, nous pouvons dédui re  une p r o p r i é t é  des  r a c i n e s  des  poly- 
( n ( s + l ) + l )  

nômes orthogonaux r é g u l i e r s  Pk(s+l) 

S i  la 6oncxZonn&e c (n(s+i)+i) lacuwthe dto&e s + i  es t  u-diidi- 
( n ( s + l ) + l )  hhCtPd. nie posctive, aibu toutes t e6  mdnes de P ~ ( ~ + ~ )  

Démonstration. ------------- 

("+') s o n t  r é e l l e s  d i s t i n c t e s .  Toutes l e s  r a c i n e s  z de Uk 

Les r a c i n e s  de P (n(stl)+l) sont  a l o r s  fou rn ie s  par  xStl-z. k( s t l )  

Pour que deux r a c i n e s  provenant de xstl-zl e t  xStl-z2 s o i e n t  i den t iques ,  

il f a u t  q u ' e l l e s  a i e n t  même module e t  même argument, ce  q u i  e n t r a i n e  

= z2* 

cqfd.  

Nous notons H *(") l e s  déterminants  de Hankel correspondant 3 l a  fonct ion-  
( n )  j n e l l e  u , 

Nous avons a l o r s  l a  p r o p r i é t é  su ivan te  pour l e s  t r o i s  déterminants  : 
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Démonstration. ------------- 

i (n(stl)tll est composé de k2 blocs antidiagonau de stl lignes 
Hk(stl 1 

et stl colonnes. 

Posons : 
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Alors 

On permute dans chaque bloc  l e s  l ignes .  On ob t i en t  a l o r s  s i  1 e s t  l a  

matrice un i t é .  

On numérote l e s  l ignes  e t  l e s  colonnes de 1 à k ( s + l ) .  

On amène chaque colonne l+j(s+l) en colonne j pour j E IN, O S j S k-1. 

On e f fec tue  l e  même t r a v a i l  s u r  les l ignes .  

Alors : 

2 où chacun des k blocs u.1 e s t  composé de s l ignes  e t  s colonnes. En 
3 

r é i t é r a n t  on ob t i en t  : 
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D ' où l e  r é s u l t a t  : 

ii) 

On amène chaque l i g n e  l + j ( s + l ) e n  l i g n e  j pour j E IN, O S j S k.  

On e f fec tue  l e  même t r a v a i l  s u r  l e s  colonnes. On o b t i e n t  : 

Chap. 3 
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2 
Les k  blocs an t id iagonaw ont  chacun s l i g n e s  e t  s colonnes. On u t i l i s e  

l e  r é s u l t a t  du i. On o b t i e n t  l e  r é s u l t a t  proposé. 

iii) 

On amène l a  colonne ( k - j ) ( s + l )  en colonne k ( s + l ) - j  pour j  E IN, O S j 5 k-1. 

On e f fec tue  l e  même t r a v a i l  s u r  l e s  l ignes .  On ob t i en t  : 

2 Les k blocs an t id iagonaw ont chacun s l i g n e s  e t  s colonnes. On u t i l i s e  

encore l e  r é s u l t a t  du i) e t  on ob t i en t  l a  r e l a t i o n  proposée. 

cqf d  . 
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A l'aide des trois relations de la propriété 3.16 nous sommes 

capable de déduire la valeur de tous les déterminants de la table H à 
* 

partir de la table H et en utilisant la relation de Sylvester. 

3,4 ,  FONCTIONS DE POIDS POLYNOMIALES, 

Pour commencer, nous donnons une propriété et une remarque qui 

nous serviront par la suite. 

J. Favard Cl71 a montré qu'une condition nécessaire et suffisante pour 

qu'une fonctionnelle c soit définie positive est que le coefficient C k 
de la relation de récurrence soit strictement négatif Yk et que co > 0. 

De notre côté nous montrons que : 

S o a  une 6onc/tionn&e &é&e c X&e que c > 0 .  
O 

Une condh%on nécesdaine et bu66ibante poW que Hi > O poW i 6 N , 
1 S i S ntl, ebX que Pn Pntl aient  LW zéhod hé& d & Z n c t û  et 
que deux z h s  c o a t d o d d ~  de P ~ + ~  soient bZpanE6 un z h o  de Pn. 

Démonstration. ------------- 

3 C'est le cas où c est définie positive ou semi-définie positive. 

<= Nous écrivons la relation de récurrence vérifiée par Pn et Pntl 

Deux zéros consécutifs de P sont séparés par un zéro unique de Pntl, n 
donc aussi par un zero de Ppr(n) . On place ainsi n-1 zgrasréels distincts 
de P Donc pr(n) = n-1. 
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On t r o u v e r a i t  de l a  même façon que P  e s t  orthogonal r é g u l i e r ,  V i  E N ,  
i 

l S i S n+l.  

Pour l e  p lus  grand zéro z  de P  
n 3  'n+i 

( z )  < O e t  Pn-,(z) > 0. 

Donc Cn+l < 0.  

On t rouvera i t  de l a  même façon que C < O ,  V i  E N ,  2 I i i n+l .  
i 

O r  : 

2 2 Donc c(Pi) > O ,  V i  E N ,  1 S i S n,  puisque c(P ) = c  > 0 .  
O O - - 

2 
H 

1 
i+l e t  H =c >O. Par conséquent H .  > O ,  V i  r N ,  1 5 i i n+l  puisque c(Pi) = - 
H .  1 O 

cqf d  . 

Remaraue 3.6. 

S i  P .  e s t  orthogonal r é g u l i e r ,  V i  E N, 1 i i S n e t  s i  Ci < 0, 
1 

Y i  E IN, 2 i i S n,  a l o r s  l e s  zéros de P. sont  r é e l s  d i s t i n c t s  séparés par  
1 

ceux de P 
i-1 ' En e f f e t  Ci < O ,  V i  E N, 2 5 i S n en t ra ine  que c ( P ~ )  a  un 

1 

s igne  constant ,  Y i  E ïN, O S i 5 n. Le raisonnement e s t  l e  même pour ob ten i r  

l e s  p ropr ié t é s  des zéros que ce s igne  s o i t  p o s i t i f  ou néga t i f .  

Nous considérons à présent  une fonct ionnel le  l i n é a i r e  c(") d é f i n i e  par  : 

Nous prenons un polynôme uk(x) u n i t a i r e  
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Nous définissons une fonctionnelle linéaire e(") par : 

Nous cherchons les polynômes v!")(x) orthogonaux par rapport à la fonc- 
(n) 

1 

tionnelle e . 
Nous appellerons {PI")} l'ensemble des polynômes orthogonaux par rapport ' (n) à la fonctionnelle c . 
Nous appellerons respectivement H!") et H*(") les déterminants de Hankel 

1 i 

construits à partir des fonctionnelles c(") et e("). Les tables de ces 

déterminants seront appellées respectivement table H, table H*. Nous 
(n) appellerons table V celle dans laquelle sont disposés les polynômes V . 
i 

Nous supposerons que tous les polynômes orthogonaux qui interviennent 

sont unitaires. 

Supposons que nous ayons : 

ème 
La propriété 1.1 nous montre que la (ht2) ligne du déterminant H (n 

P 
est liée aux htl précédentes. 

Nous allons en déduire la propriété suivante, qui montre que la table 
* 

H conserve certaines parties des blocs H de la table H. 

H;(") = O pour i E PI, h+2 5 i d p-k. 
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Démonstration. ------------- 

Appelons L!") la ligne formée par c,+~, . . . ,C 
J 9 1  n+ j+L' 

D'après la propriété 1.1, il existe des constantes f3 non toutes nulles, 
S 

pour s E N ,  O I s I h+l telles que : 

Pour i E Bi, h+2 I i I p-k, nous avons : 

Ce déterminant sera nul s'il existe des coefficients p non tous nuls m 
pour m E Bi, O S m 5 i-1 tels que : 

Posons p = Bm pour m E N ,  O S m 5 h t l .  m 

'm = O pour m E N ,  ht2 5 m S i -1 .  

k h t l  
Alors A = (") ) e s t  bien nul puisque k S p-h-2. 1 'j ,kcSio $8 L s t j  , i - 1  j =O 

cqf d . 
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Notat ions.  

Nous noterons les  blocs H par H ( n , i , l ) ,  ce qui s igni f ie  que 

("+j) = O pour k E N, i 6 k i i+e-1 
Hk 

e t  j E Z ,  i -k  S j I i -k+l -1 .  

C'est donc un b loc  de largeur t e l  que : 

De la propriété 3.17 nous déduisons : 

A t o &  bloc ~(n,h+2,l) tel que L > k coW~e6pond au moind un bloc 

H*(n,h+2,i-k), c'Ut a Que te bloc H* p& &vekUh&enie& &hé 

U g e  QU& pue 40Lt Le polynôme uk(x) de degire k exactement. 
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S i  h t a b l e  H a un b l o c  H(n,h+2 ,m), h a b L e  H* a au m o d  un 

b b c  H (n,h+2,-). 

Suivant Th. Chihara Cl01 nous appellerons ensemble support E d'une fonc- 

tionnelle linéaire c un ensemble E c I-m,+03C tel que : 

Vx E E, ~ ( p )  soit défini . 

En particulier pour une fonctionnelle linéaire c définie positive, 

nousaurons : 

Vx E P tel que Vx E E, p(x) 2 O =7 c(p) > 0. 

Nous considérons dans toute la suite, le cas où E est un intervalle. 

Pour la fonctionnelle d'intégration, E correspond à l'intervalle d'inté- 

grat ion. 

Nous donnons tout d'abord deux propriétés élémentaires. 

p o 6 U v e .  

Démonstration, ------------- 

Yq 2: O, Yx e E alors c(q) > O. 

Par conséquent Yp 2 O, Yx t: E, e(p) = c(ukp) > O. 

cqfd, 
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Démonstration. ------------- 

Chap. 3 

Vp r O ,  Yx E E ,  a l o r s  c(p)  r O.  

3q 2 O sur E ,  non identiquement nul ,  t e l  que c ( q )  = O. 

Donc Vp r O ,  e (p )  = c(up) 2 0. 

D'autre p a r t  c é t a n t  semi-définie p o s i t i v e ,  3h E IN t e l  que : 

H .  > O pour i E H ,  1 5  i -< h+l, 
1 

Hi = O pour i E N ,  i 2 h+2. 

* 
Nous avons donc un bloc H (O, h+2, a )  e t  par  conséquent un b loc  H (O, h+2, a )  

d 'après l e  c o r o l l a i r e  3.7. 

I l  e x i s t e  donc q 2 O t e l  que e (q )  = O (pa r  exemple v:, pour i E IN, i 2 h+l )  

Donc e  e s t  semi-définie pos i t ive .  

cqf d  . 

Nous rappelons un r é s u l t a t  c lass ique  ( c f .  Davis e t  Rabinowitz C131) qui  

nous s e r v i r a  e n s u i t e  à é t a b l i r  d iverses  p ropr ié t é s  de l a  t a b l e  V.  Nous en 

donnons l a  démonstration, c a r  dans l e s  p ropr ié t é s  suivantes nous l t e x p l o i -  

terons . 

S i  c e s t  dédinie  et h i  V .  (x )  e6t  olcthag0n.d k l g d m  ~WL happoa 
1 

à e, a l o u  : 

k t i  
u ~ ( x )  vi(x) = t .P.(x)  avec tk+i = 1. 

j=i  3 3 

Démonstration. 
i d - i i i i - i i i - i  

Nous pouvons é c r i r e  %(XI Vi(x) SOUS l a  forme : 

- 

uk(x) Vi(x) = 1 t . P . ( x )  avec tkti = 1. 
j =O 3 3 
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e Or c(\(x) .x Vi(x)) = O pour 1 c INy O I< e 5 i-1. 
Donc 

C'est un système triangulaire régulier, puisque c(x 

Donc t = O pour j E IN, O I j I i-1. 
j 

cqfd. 

Noub AuppObOnA c dédinie. 
Une c o ~ o n  nZcesdaihe et sud@ante peuh que V. et Vi+l boient o&ogo- 

1 

naux aégue im e s X  que : 

kti 
\(x) vi(x) = 1 t .P.(x) avec tkti = 1 et ti 8 O. 

j=; 1 1 

Démonstration. ------------- 

=> Puisque Vi est orthogonal régulier nous avons la relation de la 

propriété 3.20. Puisque Vitl est orthogonal régulier c(xf . (x) uk(x) ) * O. 
1 

Or cette quantité vaut ti c(xlp. (XI) avec c(xl pi(x)) # O. 
1 

Donc ti $0. 

CE Nous avons dans ce cas : 

pour C E IN, O 5 4 ?; i-1. 

Cette quantité est non nulle pour C = i. 
Par conséquent, V est orthogonal r6gulier par rapport a es ainsi que Vi+li i 

* * * 
Supposons que nous ayons H #O, H htl Pt1 

+ O  et Hi = Opowl i EN, 
ht2 5 i r p. ConsidBrons les polynômes V.(x) pour i c PI, htl S i s p. 

1 
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Démonstration. ------------- 

Pour i E IN, h+l 5 i S p ,  uk(x) V.(x) peut se mettre sous la 
1 

forme : 

# O pour 1 = p+h+l-i. 

En recommençant la démonstration de la propriété 3.20 nous obtenons : 

k+ i 
uk(x) Vi(x) = 1 t.P.(x) avec tp+h+l-i * O. 

j =p+h+l- i 1 1  

Ceci montre également que pour i = h+l on doit avoir k+h+l 2 p, sinon 

uk(x) Vh+l(x) serait identiquement nul. 

cqfd. 

!% c e6.t df&Xe podf ive ,  &ou .Lt n1exi6te  pa6 danb .la a b t e  
H* de bloc de h g e w  bupehiwhe a ktl. 
Si c et c(l) dont d fYn ie6  podCüve6, &ou .Lt nn'eud te  p u  davu la t a b l e  

H* de bloc de & g u  bupfieuhe a k. 
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Démonstration. ------------- 

La propriété 3.21 montre qu'il ne peut pas y avoir plus de k 

déterminants H *(O) consécutifs nuls. 

D'autre part, les fonctionnelles c (2i) sont également définies positives. 

D'où les deux résultats. 

cqf d . 

SoLt c une aonctionn&e & n U e  dé@.nie et e une donc/tionn&e 

f inéaihe t&e que 

Une covdiZLon n é c u ~ & e  et sud@ante pom que vhtl A O ~  o&thogonat ~e*eguCien 

et HI = O pom j .E E, ht2 5 j 5 h+k+l et H;+~+~ # O ebz que : 

Démonstration. ------------- 

==> Immédiate avec la propriété 3.21. 

<== i i 
c(uk(x) Vh+l(x) X ) ' c ( ~ ~ ~ ~ + ~  (x).x = 0 

pour i E N, O S i S kth, 

Donc Vh+l est orthogonal par rapport à e et de plus 

H* = O pour j e IN, ht2 S j S htktl. 
j 
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Nous avons donc k déterminants nuls .  
* 

Donc Hh+l * O e t  Vh+l e s t  orthogonal r é g u l i e r .  

Par conséquent 

cqf d. 

Dans l e  cas  d'une fonct ionnel le  c l i n é a i r e  dé f in ie  pos i t ive  nous avons 

une propr ié té  p lus  f o r t e  que l a  p ropr ié t é  3.21.  

S i  c e s t  d é d i n i e  p o W v e  et h i  E c o n t i e n t  au p u  m i r a c i n a  

dis f inc tes d e  uk(x) dto&e d e  muRtipeiaLtE h p a i t r ,  d o n a  potM la donc- 
.tionn&e e on n e  p u t  a v o h  ~LUA d e  m détuuninant6 H* conûécu t ids  ru&. 

Démonstration. ------------- 

Soient yi ,  pour i E N ,  1 5 i a m ,  avec m S s tou tes  l e s  r ac ines  

de q d'ordre de m u l t i p l i c i t é  impair ni q u i  s e  trouvent dans E .  

où uI<-m e s t  un polynôme p o s i t i f  s u r  E .  

Nous définissons une nouvelle fonct ionnel le  l i n é a i r e  c t e l l e  que : 

- 
c e s t  dé f in ie  p o s i t i v e  d 'après l a  p ropr ié t é  3.18. 

Soient {Il .) l e s  polynômes orthogonaux pa r  rapport  à c .  
1 

On applique l a  p ropr ié t é  3.21 à l a  fonc t ionne l l e  e  obtenue à p a r t i r  de 

l a  fonctionnelle  ; par  : 
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m 
i - i 

e ( x  ) = c ( x  il (x-y.)) .  
j =1 3 

cqf d . 

Nous pouvons encore en déduire un c o r o l l a i r e  sur l a  l a rgeur  des b locs .  

Si E contient au p h  m ~ C u z e û  didaXncR:e6 de %(XI dfOh&e de 

mWpLLcité impad~,  et 

Li) Si c et c ( ' )  sont dédinie6 podLtLve6, &a i l  ntexAib*e p u  dau 

eLz t a b l e  H* de bloc de &geuh supéILime à m. 

Supposons maintenant que c ne s o i t  pas dé f in ie .  Nous aurons dans ce cas : 

L'indice numérote l e s  blocs success i f s .  

On suppose Vhtl orthogonal r é g u l i e r  e t  on appel le  V l e  polynôme ortho- 
p+l  

gonal r é g u l i e r  successeur de Vhtl. On appel lera  P 
P&+L 

l e  polynôme ortho- 

gonal r é g u l i e r  successeur de P . Donc het2 5 p 5 pe. Nous pouvons énoncer 
P 

l a  p ropr ie t é  suivante.  
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avec t +he+l-p * O et pl * k+h+l. 
PC 

Si pl > k+h+l, &OU p th +l-p = k+h+l. C L 

Démonstration. ------------- 

Nous avons 

c(xr \ vhtl) = O pour r EN, O I r s p-1, 

r 
C(X \ vh+l) * O pour r = p. 

i) S i  pp est orthogonal regulier. 

On trouve que t = O, Yj E BI, O S j S p-1. 
j 

En effet tant que Pj et Pjtl sont orthogonaux réguliers, on a c(x j P.) * 0 .  
3 

On en déduit que t. est nul. 
3 
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j Quand on a j = hL+l, alors c(x P ) t O et c(xl P ) = O, pour m EN, 
PL 

m 

h +1 S m 5 pl-1 et m > p Donc t = O. On trouvera de la même façon a. t ' pe que pour j EH, hL+2 5 j S p t. est nul pour i EN, h +1 S i 5 p -1. 1' 1 a. L 
Donc 

D'une part c(xP uk(x) Vh+l(x)) f O. 

P D'autre part, en posant p = hL+l, c(x P.) = O pour j 2 p et j *pl, et 
3 

C(XPP ) $0. 
Pa. 

Il faut donc avoir 

ii) S i  P- a p p a r t i e n t  à un bloc P. 

Nous avons h  +2 S p S p t e • * 

En posant u (x) Vh+l(x) = t .P. (x) , avec t = O pour j > k+h+l, 
k j =O J I  j 

nous avons toujours t = O pour j EN, O S j S p 
j t ' 

Nous avons en plus t = O pour j E N, pe+he+2-p s j  S p e t  
j t 

Nous obtenons donc : 

On constate qu'il n'est pas possible d'avoir pl = k t h t l .  
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Enfin si p > k+h+l, d'après la relation obtenue on ne peut avoir e 
p +h +1-p < k+h+l. L a. 
D'autre part si p +h +1-p > k+h+l, alors : e ai 

Donc dans ce cas 

%(x) Vh++x) = t .P. (x) avec p +h +l-p = k + h + ~  
j =he+l I l  

e e 

cqf d . 

Dans le cas où P h+l et Vhti sont orthogonaux réguliers, nous donnerons 

pour ce dernier une expression sous forme de déterminant, ce qui consti- 

tuera une généralisation du théorème de Christoffel. 

D'après la propriété 3.23, nous avons : 

En utilisant les racines de uk(x) nous obtenons : 

kthtl 
(u~(x) vh+l(x) (yi) avec tkthtl = 1, 

pour i €34, O s i s s et pour mi eiN,  O S mi S ni-1. 
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Nous mettons ce système sous la forme : 

k+h (m. 1 
1 (mil 

(y. l Pk+h+l 1 

pour i E IN, O 5 i i s et pour m. E IN, O i m .  I n -1. 
1 1 i 

Lemme 3.7. 

Démonstration. ------------- 

Supposons que le déterminant du système (Tl soit nul. 

Alors il existe des constantes non toutes nulles d. pour j E N ,  
1 

h + l  S j i k+h telles que 

k t h  (mi) 

1 dj Pj 
(yi) = O pour i E N ,  O i i L s BÇ 

j =h+ l  

'pour m E N ,  O S m, S n -1. 
i 1 i 

Posons 

(mi) 
Alors s (yi) = O pour i E N ,  O 5 i S s et m. E N, O S mi S n.-1. 

1 1 

Donc s(x) = uk(x) p (XI, où ph(x) est le polynôme complémentaire de degr6 h 
h exactement. 
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D'autre p a r t  s(x) est orthogonal à t o u t  polynôme de P par  rappor t  à c. 
h 

i 
C(X ukph) O pour O S i 5 h. 

2 
Donc p (x) e s t  orthogonal p a r  rapport à e avec e(p ) = 0 .  

h h 

Dans ces  conditions V ne peut pas ê t r e  orthogonal r é g u l i e r  (cf .  remar- 
h+l 

que 1.3). 

cqfd. 

Remarque 3 . 7 .  

Le lemme 3.1 montre donc que 

Nous pouvons maintenant donner l a  généra l i sa t ion  du théorème de 

Chr is tof fe l .  La forme de l a  démonstration e s t  c e l l e  présentée dans l'ouvrage 

de Krylov C351. 

Si eat  o h o g o d  irtgdett pan happht a c et 6 i  Vhtl eaX  
o h t h o g o d  iréguRia pah /Lappoht h e ,  d0h.û  : 
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Remaraue 3.8. 

i > Avec l e s  condit ions du théorème 3.10, aucun des polynômes P 
j 

pour j E Bi, h+l  S j i h+k n ' e s t  d i v i s i b l e  pa r  uk, sinon l e  déterminant 

de (Tl s e r a i t  nul .  

i i )  Avec l e s  condit ions du théorème 3.10, s i  P k+h+ 1 e s t  d i v i s i b l e  

pa r  uk, a l o r s  

Si Pk+h+l 
e s t  orthogonal r é g u l i e r  e t  s i  on pose h +1 = k+h+l, a l o r s  a. 

on a : pl-h-1 déterminants H * (O)  nuls  consécut i fs .  

H ~ ( o )  = O p o u  j E N ,  h+2 i j i p avec p > h +I, e t  H * (O)  * O. 
I a. e -  a. pe+l 

En e f f e t  nous avons : 

) = O pour j E N,  O < j I pl-1, 

Nous prenons maintenant une fonct ionnel le  c  l acuna i re  d 'ordre s+l.  

N o u  app&mnb polynôme l a c u n d e  dlo&e s+i un polyni?me 
a ( s t 1 )  

1 aixi ta pue ai = O pou4 i $ 0  mod ( s t l ) .  
i=l 



Si c es t  .tkum&e d'o&e sti et h i  u ~ + ~ ( ~ + ~ )  (x) = x k, u n( s+l) (x) 

a v e c k ~ H ,  O s  k s s e t o ù û  
n( s+l) 

~f îacumhe d'o&e s+i, alou 

e = O pub. i EN, Sup(0,l-k) S i S s-k e i (Stl-k) es t  5x-e d ' o d e  
stl. 

Démonstration. ------------- 

cqf d . 

A partir de la théorie présentée sur les fonctionnelles lacunaires, nous 

en déduisons immédiatement : 

L e s  polynômes o ~ o g o n t u ~ x  v au Nokd-Ouest des  blocs v 
hont  hcunaihes d' o&e sti. 

Si c est  u - d e d i n i e  lacundte dto&e s+i, u ~ ( ~ + ~ )  (x) .th-e 

dlo&e sti et d i  v ~ ( ~ ~ ~ )  (l) e6.t o&ogona.t t égu . t .~en  et v$Qtl) es t  l e  poly-  

nôme 0hthogona.t k i ? g ~ & L ~ .  b u c c e s b e ~ ~  d e  v ~ ( ~ ~ ~  (Il ), & o u :  

(k+i)(stl) 
u k(sti)(X) "i(sti) ( X )  = C t. p(l)(x) 

j - s t  ' j 
a v e c  t = O pou4 j * O  mod(st1). 

j 
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Démonstration. ------------- 

(1) 
s+l ) 

est orthogonal r é g u l i e r  pour d E IN. De plus il e s t  

lacunai re  d ordre  ( s+l ) . 
D'après l a  p ropr ié t é  3.23, nous avons : 

On peut montrer que t = O pour j E N ,  j  prenant successivement l e s  
j  

va leurs  (k+i)  ( s + l ) - 1  à (k+i-1 ) ( s + l ) + l  , c a r  l e s  polynômes P(') correspon- 
j j 

dants  in t rodu i ra ien t  des termes en x pour j  non mul t ip le  de ( s + l ) .  

On peut r é i t é r e r  l e  même raisonnement pour t o u t e s  l e s  valeurs de j * O  

cqfd. 

Dans l e  cas p a r t i c u l i e r  d'une fonct ionnel le  c  d é f i n i e  lacunai re  d 'ordre 

2, nous savons que P ( 2 j )  e s t  un polynôme p a i r  e t  ~ ( ~ j ) ( x )  = x P ( 2 j + l ) ( x )  = 
2n 2 n t l  2n 

= X P  (*j t2)(x)  est un polynôme impair. 
2n 

La propr ié té  su ivante  e s t  identique à c e l l e  obtenue par  C. Brezinski  C6al 

dans l e  cas o ù q ( x )  = Pk(x).  

On duppobe que vi(x) est ohthogond hEg&m. 
SA. c est dé&inie &c&e dfo&e 2 et, 

L 1 Si uk et i sont de même p a u t é ,  a b h ~  : 
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avec t = O 6 i  j e 6 X  &pu.& et tkti = 1. 
j 

avec t = O ai j es t  p a M  et tkti = 1. 
j 

Démonstration. ------------- 

i 1 kti est pair et uk V. est un polynôme pair. 
1 

Par un raisonnement analogue à celui de la propriété 3.26, on obtient 

t = O pour j impair. 
j 

ii) kti est impair et \ V. est un polynôme impair. 
1 

On obtient donc t = O pour j pair. 
j 

cqf d . 

Nous considérons une fonctionnelle c définie positive lacunaire d'ordre 2 

sur E = C-1, II. Nous prenons k=2 et u2(x) = x2-a2 avec a réel et O < a c 1. 

Démonstration. ------------- 

~'apras la propriété 3.24, e est lacunaire d'ordre 2. 

Donc la table V peut présenter des blocs de largeur 2(r+l)-1 avec r E N, 

dont la diagonale principale n'est pas d'indice pair (cf. le théorème 3.7). 

D'après le corollaire 3.9 on ne peut avoir que r = O ou 1. 
D'où la propriété. 

cqf d . 
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Démonstration. ------------- 

~ ' a p r è s  l e  théorème 3.7 l ' ang le  Nord-Ouest d'un bloc e s t  occupé 

p a r  un polynôme de degré p a i r  e t  de diagonale impaire. 

Donc s i  n e s t  impair ,  V e s t  au Nord d'un b loc  V.  
n 

S i  ce bloc e s t  de l a rgeur  1, il a O pour r ac ine  simple. S i  ce b loc  e s t  

de l a rgeur  3, V aura donc O s o i t  comme rac ine  simple, s o i t  comme rac ine  
n 

t r i p l e .  

cafd.  

D'après l a  p ropr ié t é  3.27, s i  V e s t  orthogonal r é g u l i e r ,  a l o r s  : n 

D'où en fa i san t  x = a on trouve t- = - Pn+2(a) 

Pn(a) e s t  non n u l ,  sinon on a u r a i t  a u s s i  P (-a)  = O e t  P s e r a i t  d i v i s i b l e  
n n 

pa r  u ce qui e s t  impossible d'après l a  remarque 3.8 i ) .  2 
D'après l a  même remarque P ( a )  s O .  n+ 1 
Nous retrouvons c e  qui  é t a i t  présenté par P. Barrucand dans C31. 

Enfin s i  = H*(o) = O a l o r s  d 'après l e  c o r o l l a i r e  3.10 
n t 1  nt2 

PkopbLétE 3.30. 

a nt est  &cine d'aucun polynôme v otr;thogon& ) ~ é g u t i a .  
n 
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Démonstration. ------------- 

Si a était racine dtun polynôme orthogonal régulier V nous 
2 2 -  n ' 

pourrions le mettre sous la forme (x -a )Vnm2(x). 

i i 2 2 2  
La fonctionnelle ê définie par les moments ê(x ) = c(x (x -a ) ) est 

A 

définie positive. Donc aucun déterminant H relatif à ê n'est nul. 

2 2 j 2 2 2 -  
- j Or C((X -a ) Vn(x).x ) = c((x -a ) Vn 2(~) x ) = O pour j r El, 

O s j s n-1. 
A 

Cette relation montre que est orthogonal et que H = O, ce qui n-2 n-1 
est contradictoire. 

cqf d . 

Les polynômes P satisfont une relation de récurrence à trois termes i 

- Pi - x Pi-l + C. Pi-2 avec C < 0 .  
1 i 

Nous pouvons en déduire la propriété suivante. 

Si v es t  oh thogond  k é g u e i a  et éi u2(x) v (x) = P,+,(x) &M 
n n 

Démonstration. ------------- 

*(O) = H*(~) = O et Puisque u2(x) Vn(x) = Pnt2(x), alors Hn+l n+2 
H*(o) r O. 
n+ 3 
Donc Vn+3 est orthogonal régulier. Nous avons alors : 

Nous remplaçons Pnt5, puis P par leur expression donnée par la relation 
n+4 

de récurrence à trois termes. 
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Nous obtenons ainsi : 

En faisant x = a et compte tenu du fait que P (a) ne peut s'annuler, n+ 3 
puisqu'il n'a aucune racine commune avec P n+2 ' nous trouv~ns que 2 

+ 'n+5 + tn+3 r u (x). D'où la relation après simplification par u 2 2 ' 

cqf d . 

Cette relation nous permet d'énoncer le 

Démonstration. ------------- 

Nous savons qu'entre deux zéros consécutifs de P se trouve n+ 3 
un zéro unique de P n+2 ' Donc a est toujours entre deux zéros de P n+3 ' 

- Entre deux zéros consécutifs b et b (b c b ) de P nous 
1 2 1  2 nt2 

avons : 

signe P (x) signe P (bZ) = -signe P (b 1. nt2 nt3 nt3 1 
1 

C'est une conséquence directe du fait qu'entre deux zéros consécutifs 

de Pnt2 se trouve un zéro unique de P et réciproquement, et que ces n+ 3 
polynômes sont positifs au-delà de leur plus grand zéro. 

De plus 

si x > a, signe Vn(x) =signe Pnt2(x), 

si 0 < x < a, signe Vn(x) = -signe Pnt,(x). 
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- S o i t  z l e  plus grand zéro de Pn+3. Alors z C V ( z  ) < 0,  
M M n+4 n M 

puisqu'après l e  p lus  grand zéro de V qui  e s t  i n f é r i e u r  à z ce poly- 
n M ' 

nôme e s t  p o s i t i f .  

Par conséquent V ( z  ) < O. Donc il e x i s t e  un nombre impair de zéro de 
n+3 M 

'n+3 sur l zM,  +-:. 

- S o i e n t z l e t 3  deux zéros consécut i fs  p o s i t i f s  de P n+3 ' I l  e x i s t e  

un zéro unique b de P e n t r e  z e t  z n+2 1 2 ' 

S i  b t a ,  a l o r s  il e x i s t e  l e  zéro b de Vn e n t r e  z e t  z e t  donc 
1 2 

a u s s i  un zéro de V n+3 

S i  b = a ,  V ne s 'annule pas sur l ' i n t e r v a l l e  [z n 1, Z 2 1  e t  Vn+3 a 

a l o r s  un nombre p a i r  de zéros sur c e t  i n t e r v a l l e .  

- Appelons z l e  plus p e t i t  zéro p o s i t i f  de P 
m n+3 ' 

i S i  n est pair. 

n a S i  a E [ O ,  z 1, a l o r s  e n t r e  l e s  5 + 1 zéros p o s i t i f s  de P m --------------- n+3 
n on p l a c e ?  zéros de V n+3 

Sur l zM,  +a[ s e  trouve un a u t r e  zéro de Nous avons donc n+2 zéros 

r é e l s  d i s t i n c t s  symétriques e t  O e s t  rac ine .  

Réciproquement e n t r e  deux zéros p o s i t i f s  consécut i fs  yl e t  y2 de Vnt3 

s e  trouve un zéro unique de P n+3 ' 
Donc Pnt3(y1) .Pn+3(y2) c O ce qu i  en t ra ine  V (y ) V (y2) < O. Par consé- 

n l  n 
quent e n t r e  y e t  y2 s e  trouve également un zéro de V . 1 n 
On place a i n s i  l e s  n zéros de V . 

n 

D'autre p a r t ,  a e [ O ,  z,]. O r  l e  p lus  p e t i t  zéro p o s i t i f  y de Vn+3 e s t  m 
supérieur a z . Donc a sépare l e s  deux zéros O e t  ym de Vnt3. m 
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8 Si a > z alors en excluant l'intervalle des deux zéros positifs consécu- m ' --------- 
n tifs de P qui contient a, on place - - 1 zéros positifs de V dans nt3 2 nt3 

n les - -1 intervalles restants. 
2 

Sur lzM, "C nous avons encore un zéro de V 
nt3 ' Au total nous plaçons n 

zéros réels distincts symétriques et O est racine. 

Entre O et z se trouve un zéro b de P qui est aussi zéro de V . m n+2 n 
Nous avons : 

signe V ( z  ) = -signe P (z ) = signe P (b) n m n+2 m nt3 

signe Vn(0) = -signe P nt2 (O) = -signe P nt3 (b). 

Or la relation à trois termes de la propriété 3.31 donne : 

signe V (b) = signe Pnt3(b) nt3 

D 'autre part 

signe V ( z  = -signe Vn(z ) = -signe P (b). nt3 m m nt3 

Donc Vnt3 s'annule entre b et z et par conséquent les zéros de Vnt3 m ' 
sont réels distincts symétriques. 

Réciproquement entre deux zéros positifs consécutifs yl et y2 de Vnt3 

se trouve un zéro de P 
nt3' sauf si l'intervalle [y1. y21 contient a, 

auquel cas deux zéros de P sont entre yl et y2. nt3 

Alors Pnt3(y1) Pnt3(y2) < O et Vn(yl) Vn(y2) < O pour les intervalles 

[yla Y2 1 qui ne contiennent pas a. 
n On place ainsi- - 1 zéros de V . De plus entre b et z 2 n Vnt3 s 'annule 

en y a et O est racine. Donc entre O et ym se trouve un zéro b de Vn. m 



54 Fonctions de poids potynomiates - 271 - 

Enfin a, qui est zéro de P sépare deux zéros consécutifs de V 
n+2 ' n+3 ' 

D'où le résultat. 

ii) S i  n est  impair, alors a > .z . m 

n-1 
Le raisonnement fait dans le cas n pair s'applique encore. On place 2 

intervalles bornés par deux zéros zéros positifs de V dans les - n+3 2 
positifs consécutifs de P qui ne contiennent pas a. 

n+3 

Sur lz +ODE se trouve encore un zéro de V .Au total nous plaçons 
m ' n+3 

(n+l) zéros réels distincts symétriques. 

Enfin 

signe Vn(zm) = signe P (O) = -signe V (z ) n+3 n+3 m 

signe V (O) = signe P (O). n+ 3 n+ 3 

Donc V s'annule entre O et z et par conséquent les zéros de V 
n+ 3 m n+3 

sont réels distincts symétriques. 

n-1 
De la même façon que dans le cas pair, on place - 2 zéms de Vn dans 

les intervalles [y1, y2 1 qui ne contiennent pas a. De plus O est racine 
de V et sépare le plus petit zéro positif et le plus grand zéro négatif n 
de Vnt3. Enfin, a sépare deux zéros consécutifs de Vn+3. 

cqf d . 

Remaraue 3.9. 

Nous ne pouvons pas dire que toutes les racines de Vntg appar- 

tiennent à E. En effet la plus grande et la plus petite peuvent être à 

l'extérieur de E. 
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Exemple. 

Nous introduisons de nouvelles notations. 

2 2 
u ( )  = - a pour j c m y  j 210 

2 j 

4 
Nous désignerons par V ( j )  les polynômes orthogonaux par rapport à 

e (.yj), où : 

avec 

Le point réserve la place de l'indice qui correspond aux numéros des 

diagonales paires dans les diverses tables des polynômes orthogonaux. 
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P k 0 p ~ & 2  3 .32 .  

Si ~ i ~ : ( a ~ + ~ )  O pûWl k EN, O i k 5 entier C ~ I ,  : 2 

( . ,k+l) 
'n-2k ( 9k+1) *ont  o m g o n a u x  k é g u l x m  et 'ni3 

k+l 
( x )  = + ( )  U( ,s1 

'n+2 2 (XI 
s=l 

Démonstration. ------------- 

A 

Appelons V 
n-2k le polynôme tel que : 

Nous avons : 

= e ( .  ,ktl)( t 'n-2k (XI) = O pour 1 EN, O s & s ntl, 

e ( *  ;n-2k(x)) * O p o u  .t = nt2. 

a 

est orthogonal par rapport a e ( ,k+l) Donc Vn-2k I 
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*( $kt l) = O p o u  1 E N, n-2k+l s 1 S n+2 (cf. la remarque Dtautre part Hl 

1.3). - 
Donc d'après la propriété 3.21, Vn-2k est orthogonal régulier. 

(.ktl) Il est donc identique à Vn - 2k . 
Puisque e (.,ktl)(xn+2 'n- (*~k+l)) 2k O, alors v ( yk+l) est orthogonal régu- 

nt3 
lier. 

Enfin nous avons bien les relations proposées sur les déterminants de 
*(. ,ktl) Hankel H 

cqfd. 

Les diagondes (.) paihu ont toujo~rb un nambtre paih de detm- 
ntinam H*(*~k) ~ 0 n b E C l h d 4 .  

Démonstration. ------------- 

En effet d'après les propriétés des fonctionnelles lacunaires 

d'ordre 2, les blocs sont de largeur 2(rtl)-1 et leur angle Nord-Ouest 

est occupé par un polynôme pair sur une diagonale impaire. Donc toutes 

les diagonales paires ont un nombre pair de déterminants de Hankel nuls 

consécutifs. 

cqf d . 
Nous noterons les relations de récurrence à trois termes. 

Si V! ' *k) n'est pas orthogonal régulier nous garderons la méme relation 
A = 0, de récurrence avec Ci 
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n n Nous poserons entier (-1 C21. 
2 

Démonstration. ------------- 

~'après la propriété 3.23 nous avons : 

\ 

avec t ( ,kt11 
nt5 

= 1. 

D'autre part V ( * s k )  (x) ; u ( . ,kt11 ( ,kt1 )(x) 
n-2kt2 2 ( x )  Vn-2k 

( sk) est orthogonal regul i er. 'nt4 

( ' 9k) est orthogonal regul ier. 1 'nt5 
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(. , k+ l )  En remplaçant dans l a  r e l a t i o n  donnant u2 (*sk+')(x) nous 'n+3 
obtenons : 

( ,k)  (. , k+ l )  
+ 'n+4 (' + tn+4 ) n - 2 k + 2  ( x ) .  

Pour des  r a i sons  de p a r i t é  t ( - , k + l )  = O ,  
n+4 

D 'au t re  p a r t  V ( *  'k) ( a  ) = O e t  donc V 
n-2k+2 k+l  

( * s k )  ) * O .  
n t3  (ak+ï 

Par  conséquent en f a i s a n t  x = a nous trouvons : 
k+l  

D'où l a  r e l a t i o n  proposée. 

( sk)  n'est pas orthogonal régulier. 
b, 'n+5 

Nous trouvons dans ce cas  : 

( ,k)  Pour des  r a i sons  de p a r i t é  wl (x )  + tnt4 ( . , k+ l )  = x. 
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Enfin par un raisonnement analogue au a) nous obtenons : 

Dans ce cas t (. ,k+l) = -a 2 
n+ 3 k+l ' 

i i ) v:;;~) n'est pas orthogonal régulier, 

alors d'après la propriété 3.33, (. ,k) 
'n+5 

n'est pas non plus 

orthogonal régulier 

Donc 

Nous trouvons ici que : 

et donc 
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Démonstration. - - - - - - - - - -- - - 

En utilisant la propriété 3.34, nous avons : 

On multiplie la première relation par u ( 'k+l) et on lui retranche la 
J. ,k) 2 

seconde multiplikpar 'n+4 
( ,k-1) 
'n+4 

cqfd. 

Cette dernisre relation pourrait permettre éventuellement de résoudre 
( si on avait des informations supplé- le problème des zéros de Vnt3 

,k) 
L, 

mentaires sur nt4 , par exemple son signe et sa valeur relative 
( .  ,k-1) 

'n+4 

par rapport à - a 2 ktl' 
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On buppose Lea U e a  p o s X v e s  de Pnt2 kangéea diU26 L'otldne 
bLLiuant : 

( a s k )  a toirtea ses *éct.tea&.tinotea s é p a i r é ~  pair cct.teô MOU Vi 
n+ 2 ( k, poW k r N ,  1 r k r C-1 et i c Bi, i 5 i r n-2k+2, et de vie; - 2 

Démonstration. ------------- 

Puisque a est la plus grande racine de P(*) et que V ( 3 1 )  
1 

a 
n+ 2 n+3 

tous ses zéros séparés par ceux de P n+2 ' alors entre deux zéros consécu- 

tifs deV ( se trouve un zéro et un seul de V ( ,l) 
n n+3 

Par un raisonnement analogue au théorème 3.9 nous trouvons que pr( n) =n-1 , 
( *  ") sont séparés par un zéro de V et que deux zéros de Vn ( 9 '1) 

n-1 ' 
a tous ses zéros réels distincts séparés Nous trouverons donc que Vi 

* pour i EN, 1 s i Sn. par ceux de Vi-l 

* c O pour i c N, 2 s i s n. De plus Ci 

a2 est le plus grand zéro de V * donc a2 "lest pas zéro de Vi (*YI) n Pour 

i c N ,  1 s i S n-1, à cause de 1' entrelacement des zéros. 
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( ) e s t  orthogonal r é g u l i e r ,  V i  E B, 1 i i S n-2. Donc V .  
1 

P a r  conséquent nous avons : 

avec 

Chap. 3 

( 3 1 )  puisque V .  ( a 2 )  > O pour i E N ,  O i i i n-1. 
1 

D e  p lus  

pour i E N ,  O S i s n. 

( * , 2 )  On mul t ip l i e  l e s  deux membres par  u2 e t  on remplace en fonction des 

polynômes V ( , I l  
i . On o b t i e n t  : 



D'où 

c e  qui entraine que 

s inon on trouverait  (x) = , v ( * i L )  i - 3  ( X I .  

D'où 

Dtapras l a  remarque 3 . 6  l e s  zéros de V (. ,2)  i sont r é e l s  d i s t i n c t s  séparés 

par ceux de V ( 92) 
i-1 V i  E H ,  1 S i S n-2. 

nt2 Le raisonnement fait  pour v:* 9 2 )  s i  applique a V i e  s ~ ) ,  Vk E N, 1 s k s CTl 

e t  i € I N ,  1 S i S n-2k+2. 

cqf d . 
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Remarque 3.10. 

( )  ( *  ") e s t  p o s i t i f .  Pour l e  p l u s  grand zéro a2  de Vn , Vn-l 
( ,l) 

'n+3 e s t  également p o s i t i f ,  puisque d 'après  ce  q u i  a é t é  exposé en t ê t e  

de l a  démonstration précédente,  il y a deux zéros  de V s u p é r i e u r s  à 
n+ 3 

a2 ' 
Par conséquent 

Nous prenons une f o n c t i o n n e l l e  c'SI d é f i n i e  p o s i t i v e ,  Y s  e N s u r  E = C0,l.l. 

Nous noterons : 

ul(x)  = x - a 2 ,  avec a2  < 1. 

Nous désignons t o u j o u r s  p a r  IV ) l e s  polynômes orthogonaux par  r appor t  à e .  n 

Démonstration. ------------- 

2 
S i  a é t a i t  r a c i n e  de V on p o u r r a i t  é c r i r e  n 

i 2 i La fonc t ionne l l e  é d é f i n i e  p a r  ê(x ) = c((x-a )x ) e s t  d é f i n i e  p o s i t i v e .  

Donc aucun déterminant # r e l a t i f  à 6 n l e s t  nu l .  



pour i CH, O S i S n-1. 
A 

Cette relation montre que V est orthogonal et que H = O, ce qui n-1 , n 
est impossible. 

cqf d . 

Si vktl n'est pu6 o m % o g o d  n E g i r l i w ,  Le deMien  zeiro de vk 
ut a u o i  dans Co,il. 

Démonstration. ------------- 

Nous avons : 

2 Prenons deux zéros consécutifs de P placés d'un même côté de a . kt1 
Un zéro de Pk les sépare, donc aussi un zéro de V 

k ' 
On place ainsi k-1 zéms réels distincts de Vk. 

On ne peut donc avoir de zéro double et par conséquent le kème zéro est 

réel distinct des autres. 

ii) 

alors 

D'après le corollaire 3.10, si V n'est pas orthogonal régulier, kt1 

2 
(a-a Vk(x) = Pktl(x). 

D'où la conclusion. 

cqf d . 
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En dehors du cas où V n ' e s t  pas orthogonal r é g u l i e r  l a  propr ié té  
k+ 1 

précédente ne p réc i se  pas où s e  trouve l e  de rn ie r  zéro. I l  pourra i t  donc 

ê t r e  en dehors de [0,11 e t  en p a r t i c u l i e r  néga t i f .  

Nous appelons z l e s  zéros de P pour i EN, 1 I i I k e t  z < z 
i ,k k i , k  i + l , k  

V i  E N ,  1 I i I k-1. 

2 
Nous rappelons que s i  V e s t  orthogonal r é g u l i e r ,  a l o r s  Pk(a ) r O 

k 
(d 'après  l e  lemme 3 .1) .  

Entre z i , k+l e t  z i+l ,k+l ' nous avons : 

signe Pk+l(x) = signe P ( z  k i , k + l  ) = - s igne  P ( z  k i + l , k + l ) '  

c 'est  une conséquence d i r e c t e  du f a i t  qu 'entre deux zéros consécutifs  

de Pktl s e  trouve un zéro unique de P e t  réciproquement e t  que ces k 
polynômes sont p o s i t i f s  au-delà de l e u r  plus grand zéro. 

Lemme 3.2. 

Démonstration. ------------- 

2 
signe P ( a  ) = s igne  P ( z  

2 
k+ 1 k i , k + l  

) = s igne  P ( a  ) 
k 

ii) 
2 signe P ( a  ) = -signe P ( z  2 

k + l  k i + l , k + l  ) = -signe Pk(a ).  

cqfd. 



Fonctions de poids poZynomiaZes 

Démonstration.. ------------- 

i  après le lemme 3.2, tk < 0 .  

2 
( zk+l ,k+l - a ) Vk( zk+l ,kt1 ) = tk Pk(Zk+l,k+l 

) < O, et par conséquent 

V s'annule sur lz 
k k+l ,k+l' 

i-4. 

ii) Dans ce cas, tk > O. 

Vk(Zk+l,k+l ) > o. 
V s'annule en dehors de C Z ~ , ~ + ~ ,  Zkt1 ,k+l 1 donc sur C--, 
k 

iii) Evident en utilisant le i) de la démonstration de la propriété 

3.37. 

cqf d.  
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Démonstration. ------------- 

* 
Dans ce cas H = 0. 

n+ l  

D'autre pa r t  

2 
puisque l e s  deux membres son t  nuls  pour x = a  . 

En d iv i san t  par  u nous obtenons l e  r é s u l t a t .  
1' 

cqf d . 

Entre deux zéros de P s e  t rouve un zéro de P 
2 

n+ l  ' Donc a e s t  
n+2 

toujours  en t re  deux zéros de P n+2 ' 

Entre deux zéros consécut i fs  z e t  z2 de Pn+2 se t rouve un zéro de V 
2 

1 n+2 
s i  a 4 CzlSz2I. 

S o i t  z l e  plus grand zéro de Pnt2> a l o r s  C V ( z  ) < O puisqutaprès 
M n+3 n M 

l e  p l u s  grand zéro de V qu i  e s t  i n f é r i e u r  à z ce  polynôme e s t  p o s i t i f .  n M ' 
Par conséquent V ( z  ) < O. Donc il e x i s t e  au moins un nombre impair 

n+2 M 
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de zéros de V s u r  lzM,  F E .  
n+2 

On place  a i n s i  ( n + l )  zéros de V n+2 

Le de rn ie r  zéro d o i t  donc Ê t re  i n f é r i e u r  au plus p e t i t  zéro z m de Pn+2 

Réciproquement e n t r e  deux zéros consécut i fs  y e t  y2 de Vnt2 s e  trouve 
1 

L 
un zéro de P n+2 ' donc a u s s i  un zéro de V sauf s i  a r [y1, y21. n ' 

2 Mais a e s t  un zéro de P qu i  sépare yl e t  y2. 
n t 1  

cqfd. 




