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INTRODUCTION

Nos recherches ont débuté par l'étude des approximants de
type exponentiel. Dés que le probléme de l'existence et de l'unicité
est abordé, apparatissent les polyndmes orthogonaux par rapport A une
fonetionnelle linéaire déduite de la série formelle que l'on cherche
d approcher. C'est ainsi que nous avons été amenés a nous intéresser
aux propriétés satisfaites par ces polyndmes. Les cas ol la fonetion-
nelle linéaire est définie ou définie positive avaient été suffisam
ment étudiés pour ne pas retenir notre attention. Restait le cas d'une
fonctionnelle linéaire absolument quelconque. C'est Q@ l'étude de ce cas
général qu'est consacré ce mémoire.

Tout d'abord se pose un probléme de sémantique. Comment ap~
peler ces polyn®mes qui présentent des singularités. C. Brezinski [6]
a qualifié de généraux les polyndmes orthogonaux définis Q partir d'une
fonctionnelle linéaire c. Maie par la suite il nous a fait partager son
sentiment que ce terme n'était pas bien approprié. En effet on voit
souvent apparaftre dans la littérature le terme de polyndmes orthogo-
naux généraux pour des catégories de polyndmes obtenus Q partir d'une
fonctionnelle linéaire définte positive. Il nous aqvait conseillé de les
appeler polyndmes orthogonaux formele, parce qu'ils sont définis for-
mellement d partir des moments c i de la fonctionmmelle c. Nous nous som—
mes ralliés d ce vocable. Le présent mémoire s'intitule donc "POLYNOMES
ORTHOGONAUX FORMELS - APPLICATIONS".



Notre étude a été guidée par l'idée suivante. Dans le cas
normal H. Van Rossum a relié dans sa thlse [48] la théorie des polynd-
mes orthogonaux aux approximants de Padé. C. Brezinsgki pensait que cette
liatson devait exister dane le cas général. Som livre, “PADE-TYPE APPRO-
XIMATION AND GENERAL ORTHOGONAL POLYNOMIALS" [6] a fait cette comnexion
dang le cas d'une fonctiomnelle linéaire définte. Cet ouvrage a donc
essentiellement servi de point de départ Q notre travail. Il nous a
évité de nombreuses recherches dans l'ensemble des articles épare dans

les revues et nous lut avons emprunté de nombreuses idées directrices.

Ce mémoire se décompose en deux parties. La premilre de quatre
chapitres est comsacrée aux polyndmes orthogonaux, A leurs bropriétée.
Notre but a été de définir au mieux la table dans laquelle sont disposés
les polyndmee, d'étudier les bloce qui y apparaissent, d'obtenir des
relatione de récurrence dans toutes les directions et d'en déduire des
algorithmes permettant le calcul des polyndmes. Pour y parvenir nous
avong parfois eu d étudier de nouvelles formes d'orthogonalité (poly-
ndmes W, polyndmes semi~orthogonaux). Nous dormons également des pro-
priétés sur quelques fonctiommelles lindaires particuliéres.

La seconde partie de trois chapitres est réservée aux appli-
cations. La princtpale est celle dee quadratures de Gauss. Elle ouvre la
vote qux approximations dee séries de fonctions. Une d'entre elles re-
tiendra notre attention., Il 8'agit des approximants de type exponentiel.
Enfin nous avons appliqué la théorie des polyndmes orthogonaux et de
leurs associés au probléme des approximants de Padé en deux points. Cette
fagon de voir entidrement originale permet de résoudre ce probléme dans
le cas le plus général onl il peut y avoir des blocs.

Nous ne détaillons pas davantage, les résumée en téte de cha-
que chapitre sont faits pour cela.

En conclusion nous espérons que notre mémoire servira de com-
plément au livre de C. Brezingki. Nous pensons avoir fait la comnexion
entre la théorie des polyndmes orthogonaux formels et les approximants

des 8éries de fonctions et en particulier les approximants de Padé.



POLYNOMES ORTHOGONAUX

Ce premier chapitre fournit les propriétés essentielles des
polyndmes orthogonaux par rapport d une fonctiomnelle linéaire c quel-

conque.

La premiére section domne la définition générale du probléme
de la recherche des polyndmes orthogonaux. Le systéme linéaire (Mi) sa-
tisfait par les coefficients de ces polyndmes a une matrice de Hankel,
et l'existence des polyndmes orthogonaux est liée d l'existence des so?
lutions de ce systéme. C'est pour cette raison que nous étudions trés en
détail dans la deuxiéme section les propriétés des déterminants de Hankel |
et des systémes lindaires dont les matrices sont de Hankel. C'est Q@

l'étude de leur rang que nous nous sommes essentiellement consacrés.

L'existence des polyndmes orthogonaux est abordée dans la

troigiéme section. Nous nous sommes placés dans le cas le plus général

ou la fonmetionnelle linéaire c est quelconque, et ou, par conséquent, les
systémes (Mi) réguliers fournissent les polyndmes orthogonaux réguliers
quti sont uniques dds que le coefficient de plus haut degré est fixé. Les
systémes (Mi) singuliers compatibles donmnent les polyndmes orthogonaux
singuliers qui se déduisent du polyndme orthogonal régulier qui les pré-
céde en multipliant ce dernier par un polyndme arbitraire de degré com—
plémentaire. Bien évidemment il n'y a plus unicité. Enfin les systémes

(M.) singuliers incompatibles n'ont pas de solutions. Par conséquent
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8'il existe des systémes (M,) de cette dernire catégorie il n'y a pas

de suite infinte de polyndmes orthogonaux de degré croissant d'une uni-
té de L'un 4@ 1'autre, et donc les polyndmes orthogonaux ne forment plus
une base de l'espace vectoriel P des polyndmes réels. Pour compléter cet
ensemble et former une base, nous définissons des polyndmes quasi-ortho-
gonaux d'ordre j, qui découlent des systémes linéaires singuliers compa-
tibles. Ile satisfont uniquement les équations compatibles du systéme (Mi)
Cette notion se trouve déjd dane les articles de J.A. Shohat [50a) et

A. Ronveaux (47].

Des propriétés sont également domnées pour les polyndmes as—

soctés aux polyndmes orthogonaux.

La base définie ci-dessus servira 4 démontrer dans la qua—
triéme section l'existence d'une relation de récurrence entre trois po-
lyndmes orthogonaux réguliers successifs. Nous établirons des relations
permettant le calcul des coefficients de la relation de récurrence. Puis
nous donnerons une expression plus condensée de cette relation, qui se
trouve également dans l'article de G.W. Struble [56].

Pour terminer cette section nous montrons que la pseudo—or-
thogonalité définie par J.S. Dupuy [15] est en fait un cas particulier
de quasi-orthogonalité.

Dans la ctnquiéme 8ection mous mettrons en évidence des pro-
priétés des zéros des polyndmes orthogonaux réguliers et de leurs as—
sociés. Nous généralisoms la relation de Christoffel Darboux. Nous ex-
posons également une méthode simple de détection dee blocs de zéros dans
la table H en utilisant les polyndmes orthogonaux déjd calculés et la

fonctionnelle c.

Dans la sixiéme section nous résolvons le probléme de l'exis—
tence et du calcul des moments de la fonctionnelle linéaire liée d deux
polyndmes donnés premiers entre eux. Nous désirons qu'ils sotent ortho-
gonaux par rapport d cette fonctionnelle lindaire. Le théoréme qui en
découle est une généralisation du théoréme de J. Favard [17].
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Enfin la derniére section domne d la théorie des polyndmes
orthogonaux un formalisme matriciel. Dans le cas normal les polyndmes
orthogonaux et leurs propriétés sont reliés aux matrices tridiagonales,
que l'on peut rendre symétriques par un choix approprié de la normalisation
des polyndmes. Dans le cas général la matrice comprend des bloce tridia-
gonaux séparés par une ligne faisant intervenir des coefficients en
degd dee trote diagonales centrales. Nous trouvong encore que les valeurs

propres de cette matrice sont les zéros des polyndmes orthogonaux.

D'autre part, 8t M est la matrice de Hankel (ci+j )oio 3
Hd
donnons une décomposition générale de cette matrice dans le cas ou tous

s nous

les déterminants H, ne sont pas tous non nuls.
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1.1 DEFINITION.

Soit P £'espace vectorniel des polynomes néels. Soit {ci}' pour
ie N, une suite de nombres nlels. Nous pouvons définin une fonctionnelle
Lindaire ¢ sur P par La rnelation

c(xl) = ¢y, Vi e N.

Nous cherchons Les polymomes Pk(x) ornthogonaux pan napport & La fonction-

nelle c, c'est-a-dine tels que : deg P =k et

e(x* P(x)) =0, Vi €N, 0sisk-1

. X k-
Si P (x) = Zo xj X

i

1 on obtient Le systeme Lindaine sudivant :

k

LAk Ciek-g

=0 VieN,Osisk-1
j=o -

Notations.

* Nous appellerons systéme (M,) le systéme linéaire qui donne

les A, Kk Ce systéme est tel que Ao K peut 8tre fixé puisqu'il est non nul.
Js ’

* Nous appellerons ligne h, la ligne de numéro h, la numérota-
éme

tion commengant 3 0. C'est donc la (h+l) ligne, si on effectue le

comptage des lignes.

* Idem pour les colonnes.
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1,2 ETUDE DU SYSTEME LINEAIRE (M,). DETERMINANTS DE HANKEL.,

RAPPELS.

Avant d'aborder les démonstrations nous faisons quelques rappels

d'algébre linéaire relatifs 3 la terminalogie et aux propriétés employées.

On considére un systéme linéaire écrit sous la forme Ax=b, ol

. n
A est une matrice carrée n X n et x et b sont des vecteurs de R .

a). Les quatre propositions suivantes sont équivalentes.

i) Le systéme est indépendant.
ii) det A = 0.

iii) Aucune colonne de A n'est combinaison linéaire d'autres
colonnes de A.

Idem pour toute ligne de A.

iv) Le rang du systéme est n.

b). Les quatres propositions suivantes sont équivalentes.

i) Le systéme est lié.
ii) det A = 0.

iii) Au moins une colonne de A est combinaison linéaire d'autres
colonnesde A.
Idem pour au moins une ligne de A. Cette colonne ou cette ligne
est alors dite liée aux autres.

iv) Le rang du systéme est strictement inférieur 4 n.

c). Le mineur principal d'ordre h est le déterminant extrait de A formé
des h premiéres lignes et des h premiéres colonnes.



- 18 - Polyndmes orthogonaux Chap. 1

d).

£).

Lorsqu'un systéme est 11&, on cherche le déterminant non nul extrait
de A d'ordre maximal.

Soit r son ordre. Alors r est le rang du systéme. Les lignes corres-
pondant 3 ce déterminant de rang r forment le systéme des équations
principales ; les autres sont les équations non principales. Les co-
lonnes correspondant a ce déterminant de rang r donnent les inconnues
principales, les autres sont les inconnues non principales.

Le systéme des équations principales est formé de lignes indépendan-
tes. Les équations non principales sont liées aux précédentes. Nous
dirons qu'il s'agit des lignes liées sans préciser davantage si aucune
confusion n'est possible.

Une méthode algorithmique pour trouver les équations principales peut
&tre la suivante. On regarde si la seconde ligne du systéme est liée a
la premiére : si oui, c'est une équation non principale ; sinon c'est une
équation principale. On regarde si la troisidme ligne est life au sys-
téme formé des équations principales déjd trouvées. Si oui cette équa-
tion est non principale, sinon c'est une équation principale, et ainsi
de suite.

Lorsqu'un systéme est 1ié et lorsqu'on a déterminé son rang, on dit
qu'il est compatible,

si les seconds membres des &quations non principales sont liés aux
seconds membres des équations principales avec la méme relation qui
lie les équations non principales aux équations principales.

Le systéme est dit incompatible, s'il n'est pas compatible.

Quand le systéme est 1ié&, on appelle déterminant caractéristique le
déterminant formé 3 partir du déterminant d'ordre maximal extrait de
A, des éléments du second membre correspondant aux lignes du déter-
minant d'ordre maximal, et des éléments d'une ligne liée correspon-

dant aux colonnes du déterminant d'ordre maximal et au second membre.

- déterminant d'ordre maximal extrait
de A

+ ligne liée

;'s
second membre
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g). Les deux propositions suivantes sont &quivalentes.

i) Le systéme est 1ié compatible.

ii) Tous les déterminants caractéristiques correspondant & toutes
les lignes liées sont nuls.

h). Les deux propositions suivantes sont équivalentes.

i) Le systéme est 1ié incompatible.

ii) Il existe des déterminants caractéristiques non nuls. Les
lignes liées correspondantes sont dites incompatibles.

Nous allons étudier maintenant les propriétés du systéme linéaire
(MP). La matrice de ce systéme est une matrice de Hankel. Nous serons donc

amenés a utiliser les déterminants de Hankel. Nous adopterons la notation

suivante :
¢4 i+1 7T i+k-1
(i) ci‘l‘l ci+2 ----- ci+k
Hk(ci) = Hk = : :
| |
) |
Cc, . C.
it+k-1 itk i+2k-2
Lemme 1.1,

On prend un systéme (M) d'ordre infini. On suppose Hié) z o,
H®) = o, Les (r+1) premires Lignes independantes.

Alons, 4L existe un déterminant d'onrdre (r+l) non nul gormé des
r premienes colonnes et d'une colonne supplimentaire dif4érente de La

“(r+l)eme.

Démonstration.

(o) g(®) -o
r

# o0 et ol => J1 existe une relation entre la (r+l)eme
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(o)
r+1
sont indépendantes, il existe au moins une colonne pour laquelle la rela-

ligne de H et les r premiéres. Comme les (r+l) premiéres lignes de (M)

tion précédente n'est pas vérifiée. On ajoute cette colonne aux r premié-

res pour former un déterminant d'ordre (r+l).

On considére la (r+1)°™® ligne avec les r précédentes

en utilisant la relation qui existe pour Hi:i. La
Hio) (r+1)°™ 1ligne est nulle, sauf le dernier terme qui
vaut u.
Ce déterminant d'ordre (r+l1) vaut donc u HiO) z 0.
Lemme 1.2,
On prend un systeme (M) d'ondre ingini. On suppose 1(®) z 0

r
Hiii = 0. S{ tous Les déteuminants d'ondre (r+l) fonmés des r premilres
colonnes et d'une colonne supplémentaire (£+1) sont nuls, quel que s0it
£ 21, (on ne prend Les ELéments que dans Les (ritl) premilres Lignes),

alons La (r~+1)"""e Ligne est Lite aux r pricidentes.

Démonstration.

si la (r+1)°™® ligne était indépendante, d'aprés le lemme 1.1,
il existerait un déterminant d'ordre (r+l1) non nul. Or ils sont tous nuls.

Donc cette ligne est liée aux r précédentes.

cgfd.

Propriete 1.1.

Sous fes hypotheses du Lemme 1.1, on cherche La premilre cofonne
h-1, h > r, qui donne Le déterminant d'ondre (r+1) non nul gonmé & partirn
de Hio), des r 2€8ments de La Ligne r et de cette colonne h-1.

ALons Hﬁo) 20 et H§°) = o pour i e N, r+tl < i < h-1.
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Démonstration.

o ————_— ——

C ———— C C ssasege C
¢ r " h-1

o}
[
o]
1
[

O ~——m———————

]
]
]
|
o)_ | ¢ veeees Con Coniq tttt Shapeo

S Cop-1 C2p 7T “h+r-1
t ! “
s s |
“h-1 == “htr-2 Shtr-17--- “2h-2
Hio) # 0 et Hi:i = o entralnent qu'il existe une relation entre la (pr+1)°™
ligne de Hi:i et les r premiéres. On applique cette relation 34 l'ensemble
éme

des termes de la (r+l) ligne. Puisque les hypothéses du lemme 1.1 sont
vérifiées, les éléments de la colonne h ne satisfont pas cette relation.

On a donc :

r-1
o+ = Szo Ys cj*s ¥j eN, o £ j £ h-2
Pour j = h-1 on a
r-1
U= Crth-1 T SZO Ys Csn-1 * O

On part de la ligne (h-1) que l'on combine avec les r lignes précédentes
d l'aide des coefficients Yg 3 les r premiers termes sont nuls, le (r+1)eme

vaut u, les suivants n'interviennent pas dans la démonstration.
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On recommence la méme opération sur la ligne (h-2) et les r précédentes.
Les (r+l) premiérs termes sont nuls et le (r+2)°™ vaut u. Et ainsi de
suite jusqu'd la ligne r qui devient nulle sauf le dernier terme qui vaut

u.

[o]
| H£°) (h+3r-1)
(o) (h-r) _
B r-1 H(o) = (-1) 2 uh r.H(o) 20
o u r h r
0] p
v h-1

(o)
i
composée de 0. Ils sont donc tous nuls.

Tous les mineurs principaux H, ', 1 ¢ N, r+l1 < i € h-1 ont une ligne r

cgfd.

Remarque : dans toute la suite la démonstration utilisée dans la proprié-
té 1.1 pour mettre le déterminant Hﬁ:; sous la forme précédente sera
fréquemment utilisée. On se contentera toujours de dire "en utilisant une

méthode analogue d celle de la propriété 1.1" sans la détailler a nouveau.

Corollaine 1.1,

o) (o) . . (o)
i % 0, Hi =0, ¥i eN, r+1 €< i € h-1 et Hh o,

La colonne (h-1) est £a premiere colonne qui associ® a Hi°) et a La Ligne
r donne un déteuminant d'orndre (r+1) non nul.

S£ on a H

Démonstration.

D'aprés la propriété 1.1 la premiére colonne k-1 2 r est telle

(o)

que k 2 h, sinon on trouverait Hk # o pour k < h.



§2. Etude du .systdme .lindaire (Mp) - 73 -

(o) _

De méme on ne peut aveir k > h, sinon Hi z o, ¥i € N,
h €1 < k-1.

cqfd.

Lerme 1.3. (Gantmacher - Vo& 1 - p. 339 - édition anglaise).

SL Les r premidnes Lignes sont indipendantes et £es (r+l) pre-

midnes sont £ites, atons Le minewn principat H.°) = o.

Nous étudions maintenant le cas d'un systéme (Mp) de rang stric-
tement inférieur & p. On désire repérer les lignes indépendantes dans
leur ensemble, ou ce qui revient au méme de repérer les lignes qui leur
sont liées. L'idée directrice est le procédé algorithmique vu dans les

rappels (d).

Corollaine 1.2.

Dans un systéme (MP) de nang strnictement ingérnieur a p Les
Lignes Lites sont consleutives.

Démonstration.

Supposons que les h premiéres lignes soient indépendantes, que
les (k-h-1) suivantes soient liées aux h premidres, que la k™ soit
indépendante. ‘

Montrons que les derniéres sont alors toutes indépendantes, ce qui démon-

trera bien, qu'il n'existe qu'un seul groupe de lignes liées consécutives.
)

La ligne (k-2) étant liée aux h premiéres lignes on a une

relation :
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Ck+j-2 = Ys'cj+s’ ¥j eN, o £ j < p-1

On a une autre relation pour la ligne h qui est liée aux h premiéres

lignes.

¢, ,. = ) n_c,.., V¥jeN,osjsp-1

Montrons que si la ligne (k-1) n'est pas liée aux h premiéres,
alors le terme de la derniére colonne ne satisfait pas la relation que
satisfont tous les autrestermes de la ligne avec les h premiéres. En
effet en prenant la ligne (k-2) qui est liée aux h premiéres, on a en

ne considérant que les (p-1) derniers termes de cette ligne :

h-1
®et+§-1 7 ! Ys Cs+145° ¥j eN, o <j<p-2
S0
h-2
" Yp-1 %heg t L Vg Copger
8=0
h-1 h-
= Yh-a izo N 541 ¥ SZO Ys Cs+j+1
h-il
= P, C. ¥j eN, o £ j < p-2
o L Tite
avec P = Ypo1 Mo €T Pp = Yo 1 t Yy Nps VL e N, 1 s £ h-1

Ce qui entraine que les (p-1) premiers termes de la ligne (k-1) sont liés
aux termes des h premiéres. Comme ces lignes sont indépendantes le dernier

terme ck+p-2 ne satisfait pas cette relation. On a :
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h-1
U= Crap-2 T (_Zo Pe Cp+e-1 * ©

Par une utilisation de la relation précédente analogue 3 ce qui a été
fait pour la propriété 1.1 on pourra mettre le déterminant du systéme

sous la forme :

o
H£°) Les derniéres lignes j, pour j e N,
h-1 k-1 £ j S p-1 sont indépendantes.
k-1 u
,l
0
p-1 u’

Remarque : si le rang du systéme (MP) est ron a :

r=h+p+1-k.

Cornollaire 1.3.

Dans un systeme (Mp) de nang strictement infériewr & p, non compa-
tible, i y a une Ligne non compatible et une seule qui est £a dernire
des Lignes Liges.

Démonstration.
On considére que les h premiéres lignes sont indépendantes, que
les (k-h-1) suivantes sont liées aux h premiéres, toutes compatibles sauf

la derniére qui est la ligne k-2.
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=k +p-2

p-1

Chap. 1

Montrons qu'il n'existe plus
de ligne liée aprés la li-
gne (k-2) et que par consé-
quent il n'y aura plus
d'autre ligne incompatible.

Alors le déterminant caractéristique suivant est non nul.

“Ck+p-2

Conollairne 1.4.

Si on considére le systéme

(Mptl
corollaire 1.2 toutes les

), en appliquant le
lignes j, ¥j e N,

k-1 < j < p-1 sont indé-

pendantes.

cgfd.

SL Le systeme (Mp) est de nang r < p et compatible, alorns Les r

premidnres Lignes sont .indépendantes.

Démonstration.

Il revient au méme de montrer que toutes les lignes finales sont

liées. On suppose que la ligne (k-2) soit la derniére ligne liée aux h

premiéresavec k-2 < h-1, Elle est compatible, donc elle est liée également

aux h premiéres dans le systéme (Mp+1

). Donc les p premiers termes de la

ligne k sont liés aux termes des h premidres lignes., La ligne k du systéme

(MP) est liée aux h premiéres.

cqfd.
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Propniéts 1.2. (Th. 7 - p. 202 - Gantmacher - Tome 2 - Vernsion grangaise).

Un systeme (M) est de nang §ini &4 et seulement s8{ une Ligne est
Lice aux pricédentes.

Conollaine 1.5.

S{ Le systeme (MP) est de nang r < p-1, non compatible, alorns AL
est impossible que Les r premidres Lignes soient indépendantes et fa
(r+1)éme Ligne s0it incompatible.

Démonstration.

Supposons que ce soit vrai, alors, d'aprés le corollaire 1.3,

puisque la ligne r est la derniére des lignes liées, les suivantes sont indé-

pendantes. Le rang est alors supérieur d r. *

cgfd.

Conollaind 1.6.

Si Le systeme (Mp) est de nang r<p non compatible et &4 fes T
premieres Lignes sont indépendantes, fLa Ligne incompatible est La derniire.
C'est une conséquence directe des corcllaires 1.2 et 1.3.

Nous rappelons la propriété classique suivante appliquée au systéme (Mp).

Propriete 1.3.

On considerne un systéme (Mp). S{ Les r premitnes Lignes sont
indépendantes, Les (r+1) premiires Liées, une condition nécessainre et suf-
gisante pour que Le systeme des (r+l) Lignes soit compatible est que Le
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(o)

r

déteminant caractérnistique gormé a partin du minewr principal H
s04L nul.

Démonstration.

Si le systéme est compatible la ligne r est liée aux r premiéres

lignes, y compris le terme du second membre. Donc le déterminant carac-
(o)

r

téristique formé 3 partir du mineur principal H est nul.

Réciproquement la ligne r étant liée aux r premiéres lignes,
il y a donc une relation entre les éléments de la ligne r et ceux des r
premiéres. On considére le déterminant caractéristique qui est nul. On
combine les lignes de celui-ci grdce 3 la relation précédente. La derniére
ligne obtenue est nulle, y compris le terme Q de la derniére colonne, sinon

le déterminant vaudrait u. Hio) z 0,

cgfd.

Pour les deux propriétés et les deux corollaires suivants on
considére un systéme (Mp) de rang r < p et non compatible. On supposke que
les h premidres lignes sont indépendantes, les (k-h-1) suivantessont liées

aux h premiéres. En fait k-h-1 = p-r.

On examine les propriétés des systémes (M) d'ordres supérieurs

et inférieursa (Mp).

Y

Propriéte 1.4.

SL on prend un systeme (Mp+l) alons son hang est r+2.
12 est non compatible 54 r < p-1, sdinon L est de nang maximum.
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Démonstration.
En effet la ligne k-2 étant non compatible, dans le systéme

(Mp+l) elle est indépendante des h premiéres lignes.

D'aprés le corollaire 1.3 toutes les suivantes sont indépendan-
tes. Donc on a deux lignes indépendantes supplémentaires :

les lignes (k-2) et p. Le rang est r+2.

* Si r < p-1 on a au moins deux lignes liées consécutives, dont

la ligne k-2 qui est incompatible.
8

Dans le syst€me (Mp+l) la ligne (k-3) est liée non compafible, sinon 1la
ligne (k-2) serait liée compatible pour (Mp).

* Si r = p-1, le systéme (Mp+1) est de rang r+2 = p+l ; donc le

rang est maximal.

cqfd.

Conollaine 1.7.

Léj systeme (MQP-P) est de nang maximal (2p-r).

Le sysféme.(MP) est de rang r ; il y a (p-r) lignes liées. On

ajoute (p-r) lignes. On a un systéme (M2p-r) et le rang devient

”

r + 2(p-r) = 2p-r.
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Propriété 1.5.

)

L) Sinh

Démonstration

i)

ii)

iii)

Conolhaine 1.

S{h

r fe systeme (Mp_l) est de nang r et compatible.

r-1 Le systime (Mp_l) est de nang r-1 et compatible.

S{ h < r-1 Le sysieme (Mp_l) est de nang r-2 et non compatible.

Sih

téme (Mp_l) reste de mé€me rang que (MP). I1 est compatible.

r la derniére ligne &tait liée incompatible. Le sys-

Si h = r-1, la derniére ligne de (Mp) est indépendante; l'avant
derniére est liée incompatible.

Le systéme (Mp_l) a une ligne indépendante en moins ; il est
de rang (r-1).

La ligne (p-2) était liée aux h premiéres, donc le systéme

(Mp_l) est compatible.

Si h < r-1, les deux derniéres lignes au moins de (MP) sont
indépendantes. La ligne (k-2) est liée aux h premifre;et non
compatible. La ligne (k-1) est indépendante.

Donc dans le systéme (Mp_l) on supprime la derniére ligne de
(Mp) qui est indépendante et la ligne (k-1) devient liée

incompatible.
»

cqfd.

§.

)

L)

S{ h < r-1 Le systéme (%_entier(r*l-h)) est de nang h.
: 2

S{ (r-h) est impain ce sysidme est compatible.
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S4 (r-h) est pain ce systime est incompatible ; alors Le systime

(Mp_l_ r-h ) est de rnang h compatible.
2

Démonstration.

i)

ii)

iii)

Quand on passe au systéme (Mp—entier(r+%_h)) il n'y a plus

de lignes indépendantes en fin du systéme. Donc le rang est h.

Si (r-h) est impair le systéme (Mp¥éﬁfier(ﬂ-h)) a sa derniére
ligne indépendante, son avant derniére liée.incompatible. Il

est de rang (h+l). D'aprés la propriété 1.5 le systéme

H( rtl-h,) est d'ordre h et il est compatible.
2

p-entier (
Si (r-h) est pair le systéme (MP+1_ r-h) a ses deux derniéres
2
lignes indépendantes. Donc le systéme (ﬂp; r-h) est de rang h
2
et il est incompatible d'aprés la propriété 1.5.

Mais toujours d'aprés la m@me propriété le systéme (Mp-l- r-h)

est de rang h et compatible. 2

cqfd.

Nous allons démontrer une propriété trés utile pour les polyndmes

orthogonaux.

Propridts 1.

6. '

Une condition nécessaire et suffisante pourn que Le systeme (MP)
404t de hang r < p avec Lesh premidres Lignes indépendantes et Les (p-r)
sulvantes Liles est que :

H;o) % 0, Hgo) =0, Vi eN, h+l < i < p.
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r+1-h
r

Les systemes (Mi)’ ¥i e N, h+l < i < p-l-entier ( ) sont

Li¢s compatibles.

r+l1-h
2

Les systemes (Mi), Vi € N, p+l-entien ( ) <i<psont

LL8s incompatibles.

Le systeme (Mp-entier r+l-h) est Li¢ compatible s4i (r-h) est
impain et Lig incompatible si (r2h) est paiA.

Démonstration.

= A 1l'aide d'une démonstration analogue 3 la propriété 1.1 on

met la matrice de (Mp) sous la forme :

On a Hﬁ°) 2 0

o
H®) =0, v2 ¢ N, htl < i < p, car la
h-1 1 [ s P
ligne h est composée de O,
0
h-ltp-r ,u La compatibilité ou l'incompatibilité
4
p-1 ° u’ des systémes (Mi) découle du corollaire
1.8‘

<= H£°)
La ligne h est liée aux h premidres, sinon il existerait un déterminant
d'ordre (h+l) non nul formé 3 partir de H£°)

k-1 avec h+l < k-1 < p-1. Alors Hﬁo) serait non nul d'aprés la propriété

2 o entraine que les h premiéres lignes sont indépendantes.
, de la ligne h et d'une colonne
1.1, ce qui est contraire aux hypothéses.

D'aprés le corollaire 1.2 les lignes liées étant consécutives,

on suppose que les (p~k) lignes qui suivent les h premiéres sont liées.

On a donc le rang de (MP) qui est égal 3 k.
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Or les conditions sur la compatibilité ou 1l'incompatibilité des
(Mi) et le corollaire 1.8 montrent que si on applique la méthode de la
propriété 1.1 on a une matrice de la forme précédente. Le rang vaut donc

r = k.

cqfd.

Dans ce qui suit, nous examinons le cas ol le systéme (M_) est
homogéne, et le cas ou le systéme (Mp) est de rang r et le systéme (Mr)

homogéne.

Propritte 1.7.

Soit un systime (MP) de nang p et homogéne. On suppose Hf;ii = 0.
On chenche La premidre colonne h-1 telle que Le détenminant formé & partin
de HI(DO)’ de £a Ligne p et de cette colonne h-1 s0it différent de O.

Alons Le systeme (Mh) est de nang h non homogéne.

Démonstration.

On sait d'aprés la propriété 1.1 que H(o)

h est non nul. Donc le

systéme (Mh) est de rang h.

Héo) %z 0 et le systéme (Mp) est homogéne => c =0, Vi eN, p<sis 2p-1
(o) . (o) (o)
= ==> = = . £ 0.
Hp+l o c2p o sinon Hp+l c2p Hp o
Soit c le premier terme différent de O avec k-1 > p. La colonne

k+p-1

(k-1) a ses p premiers termes nuls et le (p+1)°™ vaut ¢ % 0.

k+p-1
Les colonnes j, j € N, p < j S k-2 ont leurs (p+l) premiers termes nuls.

Donc la premiére colonne (h-1) qui donne un déterminant d'ordre (p+1) non nul

est cette colonne k-1,

Le systéme (Mh) est non homogéne puisque ck+p—l figure dans la colonne second

membre.

cgfd.
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Conollaine 1.9.

On suppose que Le systeme (Mh) est de nang h et homogéne. On suppose
également que H§°) =0 pour j eN, r+1 < j < h-1 et que H:‘°) 2z 0, Alons Le
systéme (M) est de rang r non homogéne.

Démonstration.

Supposons que .le systéme (Mr) soit homogéne. Alors, d'aprés le corol-
laire 1.1, la colonne h-1 est celle qui donne le déterminant d'ordre (r+1)
non nul.

La propriété 1.7 entraine que.le systéme (Mh) est non homogéne, ce qui est

contraire aux hypothéses.

cqfd.

Propridte 1.8.

On considene un systeme (MP) de nang r compatible, et on suppose
que Le systime (M) est homogéne.
Alons

ci=o,VieN,rsi52p—l

Démonstration.

Le systéme (Mr) est homogéne <=> ¢, = o0, Vi eN, r i < 2r-1
Hr #0 <>c 4 #oOcar la diagonale non principale est composée de
r(r-1)

2
(o) . (-1) (cr

cr-l et Hr

La ligne r ne peut &tre liée et compatible avec les r précédentes que si

elle est composée de 0.

En effet on a :

r-1
= 3 ] <
© oy i:zo Y it Vj eN, o £j <p
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Or ¢; = o, ¥i eN, r £ i< 2r-1
=>yi=o,VieN,oSiSr-l
=> ¢, = o pour ieN, r <icsrtp.

On recommence le méme raisonnement pour les lignes j, j e N,
r+l < j < p-1.

cqfd.

Nous étudions 3 présent les propriétés de l'ensemble des déter-

minants de Hankel qu'il est possible d'extraire du systéme (M ).

Définition.

On appelle tabfe H Le tableau triangulaire contenant Led H.f(l).

! (o)
Hl

(1) (o)
Hl H2

(2) (1) (o)
Hl H2 H3

e

Déginition.

On appellera systeme (Mii)) Le systeme dont La matrnice est

(¢]
0

i R i+k-l ci+k
! ! et le second membre - oo
i ] !
Citk-1 °°° Ci+2k-2 Ci+2k-1
Définition.

[}

La table H sera dite noumale 84 aucun des H.f(i) est nul, sinon
elle serna dite non nomale.
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Pour faciliter les déplacements dans la table des coefficients,
on supposera que les coefficients continuent de se répéter sur les anti-

diagonales sortant de la matrice du systéme (Mi?))

On utilisera alors des numéros de ligne et de colonne négatifs.

Les sytémes (Mil)) seront supposés positionnés 3 partir de la

ligne i et de la colonne o.

Notre but est de montrer la possibilité d'existence de blocs
carrés de zéro dans la table H en n'utilisant que des propriétés matri-
cielles, ce qui nous permettra d'en déduire ultérieurement des proprié-

tés pour les polyndmes orthogonaux.

Nous croyons utile d’insister sur le fait que les polynOmes
orthogonaux sont définis par des systémes linéaires et que toutes leurs
propriétés peuvent &tre déduites de 1'étude algébrique de ces systémes.

Lemme 1. 4.
¢ (k)
On suppose Hh+1 z 0
(x) _ . .
Hh+1+i'° pour ie N, 1si<b
H(k) 20

h+2+b
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On suppose que La Ligne (k+h+l) du systeme (VLS:;) est combinai-
son Linéaine des Lignes j € N, k+£ < j < k+h, Le coefficient de cette
nelation qui intervient pour La Ligne (k+f&) &tant non nul.

Atons fa Ligne (k+h+1) du systeme (u*) ) est Lige aux Lignes

J €N, kt€ < j < kth ; elle est indépendante dans Le systime (M]?:;,rb).

Démonstration.

L'indépendance de la ligne (k+h+l) du systéme(Mﬁt;+g est évidente

. k
puisque Hﬁ+;+b # o,

)

2+b
la ligne (k+h+1l) et les lignes j € N, k+£ < j < k+h, qui fait intervenir
(k)
h+2
ligne (k+h+1l) 3 la recherche du premier élément non nul. Puisque cette

ligne dans le systéme (Mﬁt;) est liée aux lignes j € N, k+£ < j < k+h,

On considére le systéme (Mﬁi ) et on écrit la relation entre

les coefficients de la relation qui existe dans (M_ ). On explore la

le premier élément non nul ne peut &tre que sur une colonne s € N,
h+2 < s < h+l+b.

En fait il ne peut &tre que sur la colonne h+l+b. En effet, s'il

figure sur la colonne s < h+l+b, le déterminant d'ordre (h+2) formé des

(h+1l) premiéres colonnes de (Mii

(k)
s-k+1

;) et de cette colonne s est non nul. Alors

d'aprés la propriété 1.1, H = o ce qui est impossible d'aprés les

hypothéses.

cqfd.

Propriete 1.9.

Les hypothlses du Lemme 1.5 avec £ > o entrainent :
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(k+&) (k) (k-
H € 1-b)
h-£+1 Hh+1 Hh+2+b
[} |
: 3
- (k+£) (x) (k+1-b) '
I 1 AR | ) LR
k-£+2 Hh+2 Hh+1+b |
i f \ \ I
) 1 AN \ '
| \ N ! l
| ! N N ! i
: : \\ N : '
l ! AN N = I
H 1 \ AN = =
\ 1 N \, ]
1 = \ \\ ! |
| \ \ ! t
i i N, \ \
| i N \ ] '
= AN AN | :
H(k+£+a) | N \ ' =
h-£+1 i \\\ \\\ i =
| (k+L+a) N ’
| \ N ( k ) |
| H N H !
I h-£42 “ h+1+b i
| I AN AN !
: : \\ \\\ : (k)
[}
| LN | "nv2ep
! ! N AN | '
: i \ AN ) }
i ] \ N ] !
| N N ]
} \\ N, ! :
1 \ b
! | . N | )
t \ \ [} !
! I N \ i '
1 i \ \\ I !
\ [} \ \ !
l 1 \\ \\ I :
i g(2k=14b) glkvtra) 1 L CGeep) i
: h-£+2 h+1tb-a h+1+b i
| i
|
H}(< 2ﬁli+1+b) _________________________________ gOctera) I_[r(]kﬂ'—)
h+2+b-a +2+b
&4

\ LILLE
N

‘-
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Le carré ne contient que des zéros ; tous les éléments de la

(1) _

périphérie sont non nuls, c'est-d-dire Hj Z=opour i eNet jeN,
htk+2 < i+j < h+f+k+1+b et h-£+2 < j < h+ltb

Hj # o pour j = h-€+1 et i e N, k+€ < i < 2f+k+1+b
j = ht2+b et i e N, k-1-b < i < k+#l

k+h+l et 1 e N, k-1-b < i < k+l

Py,
P
+
.
1]

k+£+h+2+b et i € N, k+£ < i < 28+k+1+b

He
+
(W
H

et réciproquement.

Remarque : si, pour j € N, j € lk,k-1-b], des indices j sont négatifs

strictement, alors on conviendra de limiter le carré par la diagonale

(o) (k)

qui correspond 3 H' ~°, Si la ligne (k+h+l) de (Mh+2) est composé de zéros,

on conviendra de prendre £ = h+l et on limitera le carré d gauche par
(i)

° dont on fixera ultérieurement la valeur par convention.

la verticale H

Démonstration.

(k)
ht1+b
lignes j € N, k+£ < j < k+h. Donc tous les déterminants extraits du sys-

a) D'aprés le lemme 1.4 la ligne (k+h+1l) de (M ) est liée aux
téme (Mio)) dont (h-£+2) lignes consécutives sont formées d'éléments des

lignes j € N, k+£ s j < k+h+l du systéme (Méti+b) sont nuls.

On trouve donc tous les déterminants du carré.

b) Tout systéme de lignes j ¢ N, k+s < j < k+h avec o < s < £,

extrait de (Mﬁti) est formé de lignes indépendantes sinon Hﬁi; serait nul.
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La ligne (k+h+l) est liée 3 ces lignes. Ceci reste vrai pour les mémes

lignes dans le systéme (Mr(xl-:]).+b

D'aprés le lemme 1.3 appliqué a Mk(xk;i]).) H::;ii * o0

pour o < s < £,

. < (k) .
c) Appelons Lj les lignes du systeéme (Mh+1+b) pour ] € N,
kt+£ < j < kt+h+l. On a :

M

a. avec G.z z 0

Lk+h+1 ) 3+k jtk +k

Nous considérons tous les déterminants de Hankel d'ordre (h-£+1)

composés uniquement d'éléments des lignes L précédentes.

Soit

(k+€+41+i) _
N = dety piriDheler? Dieegr2e 2 Bern® Lerner’

un tel déterminant pour i e N, 0 < i < £+b., On a :

h
k+£+1+i _
Hh-gv1 = 9®%%ps1+i (Lk+£#1""’Lk+h’ jzzaj+k Lj+k)

_ h-£

= 0py (7D dety perei Dirp? I"k+£+1""’Lk+h)
_ h-£ (k+£+1) . .

= (-1) ap s B o s Vi eN, o <i< £+tb

(k+L) . . k+£+i
Or Hh L41 # 0 ce qui entraine de proche en proche que H.h_ 41 # o pour

i eN, o <is< L+b+l.
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(k-1)

d) Maintenant nous considérons les déterminants l-l.h +141° POV i‘e N,

o £1i < b+l.

-1 o ‘h
k L] L] c
' L1k
(] I
] )
A B ———————— -
. 1
3
]
1 (k'h&'l)
i Hh—L+2
I
|
k+h p--—-em---4 ~;L --------- B e
k+h+1 s —mfe
/ |
V2 |
-
/ : 0
Vi !
7/ )
s !
kt+h+i | v I

On combine la ligne (k+h+l) avec les lignes j € N, k+f < j < k+h

‘s . s s k
en utilisant la relation qui existe dans (M}(mﬂ).)'

Tous les termes de la ligne (k+h+l) situés sur les colonnes s ¢ N, o < s < h,

(k+£-1)

sont nuls. Le terme v sur la colonne -1 est non nul sinon Hh- 242 serait nul

Ay . .
" ce qui est contraire au b).

On réitére sur les lignes k+h+2 3 k+h+i comme dans la propriété 1.1,

Hn a alors :

(h+1+i)(h+i)-h(h+1)

- viH
h+1+i = h+1

pour i e N, o £ i < b+l,

(k+i)

x)

o

e) Nous considérons les déterminants H'h+2+b pour i e N, o s i< £.
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On utilise le b) et le a)., On a :

K+i o h=i h+1+b
(k+i) (k+i) _
T fh-i41 * M-iv2 = ©
H]((k+i)
Kth il B On utilise encore la relation entre
b}
10 i les lignes j € N, k+£ < j < k+htl, de
i 4
0 VL (M(h+kj).+b) de la méme fagon que dans la
] 7
K+h+b+1+i ju’ propriété 1.1.
On a :
(k) (_1)(b+l)éb+1+l) D O
h+2#b ~ Hh-i+1

pour i e N, o s i 5 £,

f) Nous considérons les déterminants Hl(:-éil)) pour i ¢ N, o £ i < b+l.

On utilise le raisonnement fait en d) et e). On obtient :

K -1-b 0 h h+l+b
| |
|
l | (i)
! h+2+b
: /
1 |
i | /
kth |-=------ L--r ---------- r ----- 1 e
v u
,//’E i ,//
4
M g W
i | ’
,,/, : i //,
] // I ' u ‘
4 1 {
k+h+1+)b
-1 b+l+h-i
(b-1)(b-i+1)+i(2h+1+i)
(k-1) _ (b-i+1) i 2 (k)
Hoosp = U v (-1 . B ®o

pour i ¢e N, o £ i £ 1+b.
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g) Nous considérons H)(]]:;f;f) pour i e N, o < i < £+b+1.

i
. . +0+i
On utilise le raisonnement fait en e) et le fait que H}(]}_( 241 ) 2 0

) h-£ i h~£+i h+1+b
k+& !
| 7’
| pid
g H(k+£¢i) e
! h-{+1 ol
i e
Kt fommee S S— Ty AN
i i U
5 j (k+&+i)
- e +L+i
} ’ ’
! O/’ ! o My +2+b-1
: /’/ : ”/ '/
i /// | ,/,/ /
A
k+h+b+1+i f------- - =
/I(, ,’/
2 s
, \ 4
g | 7
// t e
k+h+b+1+L£ | - !
On a
. (b+1-i)(b-1)
glk+ i) _ 2 btl-i  (k+&+i)
ht2+b-i = (71) 4 i
h-£+1
pour i e N, o S 1 < £+b+1
h) Réciproquement, si le carré et sa périphérie sont donnés on a
bien :
¢ (k)
B0
* H(k)
h+l+i=opourle]N, l<s1ic<hb
H(k) o

\ h+2+b
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Puisque Hﬁt; = o, sa ligne (k+h+l) est liée aux lignes j e N,
k < j < k+h.

En fait elle n'est liée qu'aux lignes k+£ < j < k+h, sinon par le raison-

nement fait pour la condition nécessaire on trouverait un carré de zéros

plus grand ou plus petit entouré d'une périphérie non nulle.

cqfd.

Propriste 1.10.

On suppose que L'on a :

'Héfzﬁla) 2 0 pour a fixé eN, o < a s £t+b-1

1 Hﬁi{f{i; =0 pour i e N, 1 s i < £+b-a
| H(k+2-+a) <o
h+2+b-a

et La Ligne (k+h+l) du systéme (M;]:;fzﬂ) est LiCe aux Lignes j € N,
k+£ < j < k+h, Le coefficient de ta relation intervenant pour La Ligne

k + £ 8tant non nul.

Engin, La Ligne (k+h+1) du systeme (M$;f£+13)) est independante
des Lignes j € N, k+f < j < k+h.
Alons on a Le tableau de La propriété 1.9 et néedproquement,

Démonstration.

On supposera que le déterminant H;f;f;a) démarre 3 la ligne k+f

et 3 la colonne a.
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-1 o a a+h-£ htb  h+l+b
I
k+& i E i
i : =
| | |
| ! :
k+h ! _— o JZI
w1 SRZZITTTTIITNTITTIITITTITL 1712010
| t
t |
| | i
k+{+htb-a l=d-=ccoooaaae e, F—— J
e
| e e - —— e e e
| I
:__ __________________________ !
:

Nous allons montrer que les hypothéses des propriétés 1.9 et 1.10 sont

équivalentes.

a) Montrons tout d'abord que les hypothéses de la propriété 1.9

entrainent celles de la propriété 1.10.

Les hypothéses de 1.9 entralnent 1l'existence du carré ; donc
on a les hypothéses de 1.10 relatives aux valeurs des déterminants
Hﬁf}f;ii pour i € N, o < i < £+bt+l-a.

D'autre part, en utilisant la partie f) de la propriété 1.9 on a les
€léments de la ligne k+h+l qui sont nuls sur les colonnes i € N,
0o < i < htb et non nuls sur les colonnes -1 et h+b+l.

Par conséquent la ligne k+h+l est liée aux lignes j € N, k+£ < j < k+h

(k+£) (k+£-1)
dans (Ma+h-z+2 a+h~£+3
lation intervenant pour la ligne (k+£) étant non nul.

) et indépendante dans (M ), le coefficient de la re-

b) Montrons que les hypothéses de la propriété 1.10 entrainent

celles de la propriété 1.9..

Si on combine la ligne (k+h+l) avec les lignes j € N, k+£ < j < k+h,
(k+2)

at+h-£+2
ligne situés sur les colonnes i € N, o < i < ath-£+1 sont nuls ; celui

en utilisant la relation qui existe dans (M ), les termes de cette
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de la colonne -1 est non nul.

(k+£+a5

En appliquant le lemme 1.4 avec une utilisation du systéme (Mh-£+2

la ligne k+htl est liée aux lignes j € N, k+£ < j < k+h dans le systéme
(k+€+a), . 2z (k+l+a)

(M 14p-a) 3 ©lle est indépendante dans (Hh+2+b—a

termes sur les colonnes i e N, a < 1 < h+b sont nuls, et le terme sur

) et par conséquent les

la colonne h+b+1l est non nul.
Donc on a l'hypothése de liaison ou d'indépendance de la ligne (k+h+1)
dans la propriété 1.9.
D'autre part, en appliquant un raisonnement analogue au a) de la pro-
priété 1.9, on obtient le méme carré de zéros que dans la propriété
1.89.
Donc H;t;+. zopour i eN, 1 s1icsb,

* . : . N (k)
Appelons Lj les lignes j € N, k+£ < j < k+h+l, du systéme (Mh+1+b)'
On a

h
Lk+h+1 = jzl 0‘j+}< Lj+k avec %p.x *o

Nous considérons tous les déterminants d'ordre h-£+1 formés uniquement
des éléments des lignes précédentes.

Soit

(k+f+ati) _

Hh—£+1 - detk+£+a+i(Lk+£+1’ Lk+£+2""’Lk+h+1)

un tel déterminant avec -a € i € 1 oul <€ i < £+b+l-a.

On a :

(k+&+a+i) _ h

hettl - STeprariTicreer e Beans sz %54k Lj+k)

} . \h-2
- 0‘t’.+k( 1 detk+£+a+i(Lk+£,Lk+h+1’""Lk+h)

h-£ _ (k+f+a+i-1)
0‘1’.+k("l) Ho_es1
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(k+f+a) 2 (k+£+i) _
Comme Hh—£+1 2 0 on peut en déduire de proche en proche que Hh—£+1 o,
pour i € N, 0 € i < £+1+b.
¢ 32 P . (k+£_i ) . .
Considérons les déterminants Hh-£+1+i pour i e N, 0<s1i < £,
-i o h-4£
k+& En combinant la ligne k+h+l avec les
lignes j € N, k+£ < j < k+h, on obtient
des zéros sur la ligne k+h+l et sur les
colonnes i € N, 0 € i € h-£ et un élément
v non nul sur la colonne -1, On réitére
kth Locee- comme dans le raisonnement fait pour la
|
,/?VE o propriété 1.1,
4 !
k+h+i v 4
On trouve :

(-£+i)(2h+1-£+1)

(k+£-i) _ 2 i (k#)
Hh—£¢1+i = (-1) v Hh<£+1 =0
’ , (k)
Par conséquent : Hh+1 = 0,
Considérons maintenant le déterminant (E;+b'

0
k
Comme dans la propriété 1.1 on obtient
b(b+1)
(x) 2 b+1 (k)
k+h fo--ead  The2ed 7 (-1 Hher * O
) s
0 i ’,/’
k+h+1+b L L
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On retrouve bien les hypothéses de la propriété 1.9.

1.3 EXISTENCE DES POLYNOMES ORTHOGONAUX

Nous considérons un systéme (Hp) de rang r < p.
Si le systéme (Mp) est incompatible, il n'a pas de solution.

Si le systéme (Mp) est compatible il a une infinité de solutions Ai P’
“ 9

Les racines m, _ de P_(x) existent donc.
i,p P .

Nous allons montrer le résultat fondamental suivant.
L'ensemble des m, p contient l'ensemble des meo (racines du polyndme Pr(x)
E] 9’
déterminées de fagon unique grdce au systéme (Mr)) avec leur ordre de mul-

tiplicité au moins.

Propridte 1.11.

Si Le systime (Mp) est de nang r compatible, avee r < p, alorns fa
solution de (M(O)) est aussd solution de (M(l)) pour pour i € N,
151S2p-2r-1.

Démonstration.

Si le systéme (Mp) est de rang r compatible, d'aprés le corollaire
1.4, les r premiéres lignes sont indépendantes. D'aprés le lemme 1.3,
1) « 0.
r

2

Donc la solution de (Mr) existe et est unique dés que Ao p ost fixé.
9

La ligne r du systéme ci-dessous est liée aux r premiéres lignes.
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et ceci parce que (M ) est compatible, sinon par une démonstration analogue

i la propriété 1.1 on aurait une contradiction en aboutissant a :

o r-1 p-1
|
1
0
|
i
i
__!...___-_________...1.1.._.._
o) . | e
2p+1-r ' u
I u /V
i | 7
1
i e
) 7’
v L
lu
i
1

et (Mp) serait ou de rang strictement supérieur 3 r, ou incompatible.

Or on a avec (Mr)

r-1

R € ti Ar-i,r = Chyr Vk e N, 0 <k < pr-1

Par conséquent :

= “Cetp ¥k e N, O £ k S 2p-r-1
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On écrit le systéme (MP) sous la forme (Mé).

p-1 - p P,D

0
i
t
[}
|
]
|
]
|
|
[
'
|

0

O

y -—— o —

2p-2 "2p-1 o,p

Dans (Mé) le coefficient Ao P n'est plus assujetti 3 &tre non nul.
9

Propristd 1.12.

Si Le systeme (Mp) est de nang r compatible alons

(A, A

s A = (0,..., 0, A
D,p ) = (0

oup por Apegprrees Ao ps Oseee

p—lsp" )

ol Ar . peut occuper fLes places i, i e N, 1 <i <p-r + 1, est solution
b ]

de (M').
p

Démonstration.

C'est une conséquence immédiate de la propriété 1.11.

cgfd.

Conollaine 1.10.

Toute combinaison LinZaire des sofutions propos€es dans fa pro-
priete 1,12 est solution de (Mé).

C'est une solution de (Mp) 8L Le coefficient qui multiplie

(0ye00y Oy A _4euey X ) e8f non nut,
r,r o,r

Démonstration.

Le résultat est évident si on utilise la propriété 1.12.
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Si le coefficient qui multiplie (0,..., O, Ar o
]

non nul, alors on obtient bien Ao p non nul et nous avons dans ce cas une
solution de (Hp).

se 01; ’ Ao.r) est

- cqfd.

Propritts 1.13.

L'ensemble des solutions de (Mp) est constitul par L'ensemble des
combinaisons Lindaines des sofutions propostes dans fLa propri8te 1.12 telles
que Le coeffiéient qui multiptie (0,..., O, Ar PPt Ao r.) 804t non nul.

Démonstration,
Ces combinaisons linéaires sont solutions de (Mp) d'aprés le co-

rollaire 1.10.

De plus l'ensemble des solutions de (MI')) forment un espace vecto-
riel de dimension p-r+l1. Or les p-r+l solutions proposées dans la propri-
été 1.12 sont indépendantes. En effet les p-r+l derniéres composantes de
ces p-r+l solutions donnent un déterminant triangulaire avec les Xo p DOD

]
nuls sur la diagonale principale.

Par conséquent ces solutions forment une base de l'ensemble des

solutions de (Mé).

D'ol le résultat.

Théoneme 1.1,

S4 (Mp) est de nang r < p compatible, alons £'ensemble des racines
de Pp(x)contient Loutes Les nacines de Pr(X) avec Le méme ondre de multipli-
citt au moins, Les (p-r) racines restantes de Pp(x) étant quelconques.

Démonstration.

D'aprés la propriété 1.12 les coefficients de Pr(x), X Pr(x),...,

xp-y'Pr(x) sont selutions de (M').
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D'aprés la propriété 1.13 les coefficients de

pCr i
) a, x Pr(x) avec ap—r 0

1=0

sont solutions de (MP). C'est donc Bp(x). D'ol le résultat.

cgfd.

CONCLUSION.

Pour trouver les solutions d'un systéme (Mp) de rang r < p compa-
tible, on &tudie le systéme (Mr) qui a une solution unique dés que Xo p est
9
fixé. L'étude de l'existence et de l'unicité &ventuelle des polyndmes ortho-

gonaux repose essentiellement sur le résultat du théoréme 1.1.

Remarque 1.1.

Si on s'intéresse d un systéme rectangulaire compatible de £ lignes
(o)
r

valable, c'est & dire que le polyndme Pp(x) solution est tel que

et p colonnes,de rang r avec H # 0, le résultat du théoréme 1.1 reste

Pp(x) = up_r(x) P (x) avec up—r(X) palyndme arbitraire de degré (p-r).

0 r-1 p-1

£-1

Theondme 1.2,

Une condition nécessaire et suffisante pour que Le systime (M)
804t L% compatible de nang r <p Vk e N, r < k < p es% que :
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B 20 et P (x) =u_ (1) B (x), Vk e N, v <k <D

avec uk_r(x) polyndme anbitraire de degré (k-r).

Démonstration.

=> déji démontré dans le théoréme 1.1.

<= Je systéme (Mk) est 1ié, Vk e N, r+1 € k < p sinon on aurait

une solution unique

l-l)((o)=oVke]N,r+1sk$p.

Le systéme (M.k) est compatible puisqu'on a une solution Pk(x).
' Dans la propriété 1.6 le systéme (ﬁk) est de rang r.

cgfd .

La propriété suivante donne les conditions d'existence des poly-
ndmes orthogonaux par rapport 3 c. Dans toute la suite l'indice £ € N nu-

mérote les groupes successifs de déterminants Hﬁc) nuls,

Propridté 1.14.

On suppose que £'cn a pour une valeur de £ :

HS°):0 pour i e N p+l1 s i <h, .+1
i 2 £+1
Hgo) =0 pour i e N h£+1+2 sis Poe1
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ALons

4) Pour 1 € M, %ﬂ. sisg hy 1 +1s Pi(x) existe. 1L est unique, &4 on
fixe Le coefficient de x*.

(L) P.(x) existe pour i € N, h, +2 s i s -entiep(pt*lﬂ_h&l)
“w i X po > st p£+1 __-i-——_

avec Pi(x) =P (x) (x) ‘ol w, £x) est un pol,ynome arbitraire

Ppyy®? ihgert iyt

.( Texist wr i €N +2-e tier(w) <ic
AL Pix)nemepaépo ieN, pp, n 3 Ppe1

iv) PP ﬂ(x) existe. 1L est unique 84 on §ixe Le coeggicient de
2+1

Poy lﬂ
X

PesatlDpsr  oxiste 84 -h est impair, et
v PPL l-tbl;aen‘t:i.er'(—-“—----—---—--+ > ) te &4 (p£+l £+1) ’
vaut P, :l(x) wooo o om0 (%) estun polynome
£+1 Poe1™ 041 Pes1™ 041
2 2
arbitraire de degrd PpeiBpert -
2

I€ n'exdiste pas 84 (P£+1_h£.ﬂ.) 88t path.

Démonstration.
i) Les systémes (M ) sont réguliers. La solution existe donc. Elle

i
est unique si on fixe le coefficient de x.

ii) D'aprés la propriété 1.6, les systémes (Mi) pour i e N,

Ppyrti g,y

hl+l+2 £isg pu_lmentler ( 5 ) sont liés compatibles. La solu-

tion existe. D'aprés le théoréme 1.1 l'ensemble des racines de Pi(x)

contient celui de P}z ﬂ(x) avec leur ordre de multiplicité, les autres
+1

étant arbitraires. D'ol le résultat.
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iii) D'aprés la propriété 1.6 les systémes (Mi)’ pour i € N,
p£#1+l@h£*l sont 1iés incom 'exi
. . patibles. Il n'existe
- el ——— A <
Pp,,F2-entier( 5 ) Sisp,.

donc pas de solution.

iv) (o) 41 * 0. Donc on a un systéme régulier et P +l(x) existe.
P£+1 Do 4 Por1
Il est unique si on fixe le coefficient de x 1 .
v) Si (pﬁﬁlnhﬁfl) est impair, d*aprés la propriété 1.6 le systéme
p +l"h s £ ® 2 %
(M £+l l#l)) est 1ié compatible. Par conséquent, d l'aide

p  +l-entier(
241, 2

du théoréme 1.1 om a le vésultat annoncé :
S o . o p +1-h
i (Piﬁl-hﬁfl) est pair le systéme (M . £+1 £+19

p£#1+l-ent1er( 3

est 1ié incompatible, et par conséquent le polyndme n'existe pas.

cqfd.

Le théoréme 2.1 du livre de C. Brezinski définit les polyndmes

orthogonaux comme &tant les polyndmes Pk(x) tels que :

s T %
| s
= C -
PKQx) D, o1 Cog-p | Pour k e N, k 2 1 et D, constante
1 -—— xk
non nulle.

Dans le cas ou Hio) est non nul ce théoréme reste valable pour nos poly-

ndmes orthogonaux.
i H](co)

rifie c(x P (x))z O pour 1 €N, 0 i < k-1, mais il est de degré stricte-

est nul 1l'expression ci-dessus définit encore un polyndme qui vé-

ment 1nfer1eur d k. Pour ces polynSmes nous montrons le théoréme suivant :
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Théon2me 1.3. , c, - (Tk
: [}
1 i
- I i
On considerne Le systime (Mk) et Le polynome Pk(x) = | Gy ~77 Cop-1
k
1 ~--x
avec lgo(x) = constante arbitraire non nulle. On a alons :
4) (M) est de rang k <=> f’k(x) est de degni k
) () est de nang (k-1) 4incompatible et c'est fLa Ligne s de () qui

est Lite aux s premidres Lignes.
<=> Pk(x) = 6.P_(x) avec § = constante non nulle et P_(x) de degn€ s < k-1

c ---c
o s
| !
| |
- | i
P(x) = jegy 777 Coeg
1 X
ALY (Mk) est de nang < k-2 ou de nang (k-1) compatible <=> Pk(x) =0
Démonstration.
i) Démontré dans le livre de C. Brezinski.
ii) => On peut en utilisant la relation dui existe entre la ligne s

et _les s précédentes, mettre le déterminant donnant Pk(x) sous la forme :

cp _____ Cs-1 7T x
i ! '
I ! '
| N 1
€s-1"""" “2s-2 “ks-1
P (x) = 0 -—--- 0 —--——--ommm- u avec u # 0.
k I 1 A
| | Pl
i 0 I A
} } Vi |
0 —---- 0 0 u'----t
1 s-1 s _s+tl _k
— X --X
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En développant ce déterminant par rapport aux lignes s, s+l,...,k-1 on a :

{k-s) (k+3s-1) R
P (x) = u°% (-1) 2 % ! = §.5_(x)
K 5 | S
Cs-1 777 C2s-1
1 - %
iii) => Si (Mk) est de rang S k-2, on a deux lignes consécutives au

moins, s et s+1, lides aux s premiéres lignes. Si on considére le systéme
(Mk+l) la ligne s est liée aux s précédentes. Donc tous les déterminants
d'ordre k extraits de e, 7T o ‘ sont nuls => P (x) = 0.

®%-1 --- %2k-1

Si (Mk) est de rang (k-1) compatible, la ligne (k-1) du systéme

(Mk+1) est liée aux (k-1) premiéres. Les déterminants d'ordre k extraits

de |'¢c -——— ﬁk sont encore nuls =9Pk(x) z 0.

<=8i P (x) Z 0, alors (Mk) n'est ni de rang k, sinon d'aprés le i)
P {(x) seralt de degré k, ni de rang k-1 1ncompat1ble, sinon d'aprés le
11) =3 Pk(x) serait de degré s. Par conséquent P (x) est de degré inférieur

ou égal d k-2 ou de degré (k-1) compatible.

ii) <= §i Pk(x) = GePs(x) avec s S k-1, alors (Mk) n'est pas de rang k,
sinon deg Pk(x) = k, ni de rang (k-1) compatible ou de rang S k-2, sinon
Pk(x) = 0. Donc (Mk) est de rang (k-1) incompatible.

I1 n'y a donc qu'une seule ligne s' de (Mk) liée aux s' précédentes.

6'.Ps,(x).

Si on applique le ii) => on obtient Pk(x)

Donc s' = s,
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On constate donc que définir les polyndmes orthogonaux par 1'intermédiaire
du théoréme 2.1 du livre de C. Brezinski ne donnera pas 1l'ensemble des po-
lyndmes orthogonaux par rapport 3 la fonctionnelle c. Seule la propriété
1.14 est capable de nous donner cet ensemble.

Nous examinons maintenant le cas ol c; =0, ¥ieN,O0<is<q-1, et
c #£0.
q

Proprists 1.15.

H§°)=0VieN,lsiSq<==>gi=O,VieN,OsiSq-1

Démonstration.

<= évident.

=> Nous la démontrons par récurrence :

(o) _ -
H1 =% 0
(o) _ _2 .
H2 = cl =0

On suppose la propriété vraie jusqu'd l'ordre k < q c'est-a-dire que :

c, =0, 0sisk-1

k(k+1)

o)z (-1) 7 () z0—= g =0
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PropriBts 1.16.
Si ¢, = 0, Vi eN, 0 $isqg-1 et cq# O, alors :
i) Tout polyndme de degrl k < %»eAt onthogonal par rapport 2 c.

AL 12 n’existe pas de polyndme onthogonal de degri k tel que
% <k £ q.

Démonstration.

0 o e @ > w0 me o =

i) Le systéme (M ) est composé uniquement de O et il est homogéne.

Donc les Aj“k sont quelconques.
®

ii) Le systéme (Mk) contient au moins une ligne de O et le second mem-
bre contient comme premier terme non nul»cq. Le systéme (Mk) n'a pas de
solution car la ligne (g-k) est telle que : 0 = - g

cqfd.
Deginition.

On appelle polynomes orthogonaux réguliens P, (%) ceux pour
Lesquels H(°) est non nul, et polynomesonthogonaux ALnguZLeﬂé P, (x) Les
polynomes oa&hagonaux pour Lesquels H(°) est nul.

Construction d'une base de P.

ler cas.

- = -

(o) . .
Hi 2 0 pour 1 e N, pzfl sis h£+1+1
(o)

= Opour i eN, h£+1+2 <is Pps1

P,s hl9 Py» hz, Pos oo est une suite croissante d'entiers.

Les Pi(x), pour i e N, p,+1 < i +1 sont orthogonaux réguliers.

L L 1
0 < P1’;+1 2+1

Les P, i —_ = si -
es l(x), pour i € N, h£*1+ 3 , si (pL+1 hlil

) est pair,
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ou h£$l+2 <is pz*i*hz*l+l si (P£+1_h£+1) est impair sont orthogonaux
2

singuliers. Ils valent w, (x) .P

(x) ol w, (x)
lﬂhz*lml L+1 . h£+1+l i

"Ry il

est un polyndme arbitraire de degré i_hL+1ml' I1 n'existe pas de polyndmes

\ , Pre1*ipan . . .
orthogonaux Pi(x) pour 1 E:N,'———??———-*‘l <isp,,si (pltl-hltl) est pair,
Py, th, 1
a2 SN 23 Sl . _ .
—m——=—=+ 1 S 1 S p,, 8l (PZ#l h£+1) est impair.

On preud les polyndmes P.(x) = w, _ _ P (x) ol w, _ 1 pi (R)
i i-hg l,Léfa hp  *1 i hl+l 1.8+1

est un polyndme arbitraire de degré i—h£+1-1. Ces polyndmes ne sont pas
orthogonaux, mais d'aprés la remarque 1.1, ils satisfont le systéme (Mi)

réduit aux seules lignes compatibles.

On suppose que : e = OQpour i e N, 0 <1< po-l et cp 2 0,

On a donc d'aprés la propriété 1.1%: °

(o) =z 0

(o)
H, .
i p0+l

:Opouriem,lsiSpoetH

On suppose donc que 1l'om a :

=Opouriem,h£+2siSp£

# 0 pour i € N, pzfl £1is QC+1+1

ho’ Py s hlg Py oo est une suite croissante d'entiers.

On prend les mémes pclyndmes Pi(X) présentés dans le premier cas pour
iz2 po+1,
Pour 0 £ 1 < p, on prend les polyndmes W, o(x) arbitrairesde degré i.
?
o
2

degré i est orthogonal, et pour 7; <isg P, il n'existe pas de polyndme

En effet, d'aprés la propr-iétélep}ﬁs pour 0 £ i € tout polyndme de

orthogonal de degré i.
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Thiordme 1.4,

Les pofynomes Pi(x> ainsi définisdans chacun des deux cas forment
une base de P.

Démonstration.

Les polyndmes Pi(x) sont de degré strictement égal 3 i.

cqfd.
Definition.

On appellera base B, celle obtenue dans Le premien cas et base
B, celle obtenue dans Le deuxdilme cas.

La propriété qui va suivre est fondamentale pour 1'&tablissement des rela-
tions de récurrence. Elle nous permettra de définir les polyndmes quasi-

orthogonaux d'ordre k.

Propridte 1.17.

On considire Les polyndmes P,(x) pour i € N, hytl < i < p,.
Alons
L) '@(XJPi) =0 &L 053 s p£+h£-i et par conséquent C(PjPi) =0

id) c0x0p,) = 0 80 § = pythyti-i et par consiquent o(Bgpy) = 0

AL En gBnéral on ne peut ndien dire pour c,(iji) avec p£+2+h£-i <js Pp

Démonstration.

pgfl)'

On utilise la matrice du systéme (M
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i-1y \
"
*] P.(x) = wi—hz-l,£X) Phlfl(X) et les coefficients
Y S ' )
' T P de Ph£+1(X) sont solutiors de (M _.)
| . /
13 /
i | / D'aprés la remarque 1.1, Pi(x) est un
M /
E | I/' polyndme dont les coefficients satisfont
i } 7 les lignes compatibles de (M.) , y compris
E ,-u celles qui sont extérieures a (Mi) si elles
/
iu /’ J sont compatibles.

Donc pour connaitre la valeur de C(iji) il suffit d'examiner les lignes

du systéme formé des i premiéres colonnes et des (plfl) premiéres lignes.

Or toutes les lignes j e N, hlfl S3js pthe—i sont compatibles avec les

(h +1) premiéres. Par conséquent, les coefficients de P1(X) satisfont toutes
les lignes j e N, 0 £ j s Ppt £—1, ce qui est équivalent a c(xJP ) =

Alors bien évidemment C(Pjpi) = 0.

Par contre, les coefficients devPi ne satisfont pas la ligne j = plfh£+1-i

qui est incompatible.
P +h£f1 i

Donc c(x P; ) # 0 et par conséquent c(PjPi) =z 0,

Pour les lignes j € N, pth£f2-i <3js Pgs on ne peut rien dire a priori.

cqfd.
Conollaine 1.11.

expg) = 0 powr hptl < i < pthz .
2

Propni8té 1.18.

2 .
c(P}) = 0 pour i €N, pL'I'lSlShLl

Démonstration.

(o)

Evidente puisque H i1 *
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D8ginition 1.1.

On appelle polynomes quasi-orthogonaux d'ordre k, ke N, fes
polyndmes Pi(x) tels que : \

c(xJPi) =0 pour j eN, O < 3j s i-1-k.

Consgguence :

p,th
Les polyndmes Pi(x) pour i € N tels que 57— t1 < icg Pp si
pthzfl ‘
(pl_h£) est pair ou — 1sis Pp si (pl_hl) est impair sont quasi-

orthogonaux d'ordre (2i-1-p£-hl).
Lorsque, dans la suite, nous parlerons de polyndmes quasi-orthogonaux, l'ordre

sera la plupart du temps omis pour ne pas alourdir le texte.

Nous étudions la propriété équivalente 3 la propriété 1.14 pour les polyndmes

Qk(t) associés aux polyndmes orthogonaux

P. (x)-P, (t)
- k k
Ok(t) = | ——g

Propriétd 1.19,

On suppose que £'on a :

[ (o) . .
Hi 2 0 pour i e N, pzfl L R < h£*1+1

(o) _ . .
Hi = 0 pour i e N, h£+1+2 £ixs Pes1

H(0)

Btt =0

\
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Alons :
L) Pour i € N, p£+l <ixs h£+1+l’ Qi(t) existe. 1L est unique 84 on

a §4x& Le coefpicient de x de Pi(x). '

. ) . . . BpygtiPpyy
Ad) Qi(t) existe poun i €N, h, . +2 < i < p£+l—entLe& (————?;————-)

avee Q.(t) = w, _ _ () Q (t) od

i i hl#l i,4+1 h£+l+l
P.(x) = P (x).w, _ _ (x) avec w, _ _ (x) polynome arbitraire
i hl#l+l i hl#l 1,£+1 i h‘&+1 1,£4+1
Pp..t1-h
ALL) Q () n'existe pas pour i € N, p£+1+2-en,tém (ﬁ—l—z—b—.l) <isp,,
Aiv) Qp +1(8) existe. 12 est unique &4 on a §ix¢ Le coefficient de
£+1
p£+l+l de P (x).
x Ppyrtt
P +1-h . . _ , ,

v) Qp£+l+l-erg1t.ler ( £+12 L+1, existe 84 (py hp,,) @8t dmpain et vaut

Q () w _ . (t) oaP (x) =P (x). w _ _.(t)

Bpptt PoriPpss™t 241 Peyrtt Bpyitt Pre1 Pper™t 241
2 ’ 2 3
avec w _ L (x)  polyndme arbitraire de degn€ p, .-h, -1
Ppe1 Pop17t 241 (_IL+_1__2£}__)
2 9

1L n'exdiste pas 84 (P£+1'h£+1) est pain.

Démonstration.

i) et iv) Evident du fait méme de l'existence et de 1l'unicité de Pi(X)’ quand

. . . i
on a fixé le coefficient de x™.

iii) Pi(x)'ﬁ‘existant pas, on ne peut définir Qi(t) comme polyndme associé

d un polyndme orthogonal.
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ii)

() B ¥ =¥, 0Py (t)

£4+1 241 +l

w. N
i-hp ,-1, &1 241

Qi(t) = ¢

x-t

W, (%X)-w, (t)
1;h£+1-1,£+1 i-h,, -1, £+1

(x)

P
x-t h£#1+1

P (x) - P (t)
h£+l+1 h£+1+1

+ W, 1o fLt) ¢
ihpet 1,841 x-t

(t)

(x) - w.

1—h£#1—1,£¢1
s = vi'h£+1'2 ,€+1(X) polyndme en x de

W,
1—h£#l 1,4+1

degré (i-h, ,-2).

Pop1tl Py
2
(x) par un polyndme

Or, on sait que, pour i ¢ N, h, +1 < i < pl*l-entier ( ), on a

£+1
un polyndme orthogonal de degré i en multipliant P

h£+l+l
arbitraire de degré 1—h£*1—1. Donc v, _2’£H_]_(X)Ph +1(x) est un polyndme
£+41 £+1
orthogonal.
clv, (x) P (%)) = 0.
i-hp o 2,4+1 hy ,t1
Alors Q.(t) = w, _ _ 1) Q ().
i i h£+1 1,L+1 h£+1+1

v) La démonstration est identique au iv).
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Propriété 1.20.
Séci=0,VieN,OSiSq-1w£0M:
<) Qk(t)=ov1<em,ks.g.
L) 12 n'existe pas de polyndme Qk(t) ass0cil & un polynome onthogonal,

VkeN,%<kSq.

Démonstration.

(t)

Pk(x)-P
- = polyndme de degré (k-1) en x.

k
x-t

D'aprés la propriété 1.16 c'est un polyndme orthogonal.

P, (x)-P, (1) q
Donc ¢( pra ) =0 VkeN, k <7
ii) Pk(x) n'existant pas, Qk(x) ne peut exister,

1.4 RELATION DE RECURRENCE.

Théondme 1.5.

Les polynomes Pk(x) satisfont L'une des nelations de récurrence
duivantes.

A) Si.ke]N&tILzO,hL-cstszona:

Pk(x) = wk-hz-l,l(X’) th_l(x) ol wk-h[lf") est un polynome arbitraire

de degné k-h L

L) Si Pp£+l+r(x) est onthogonal régulier avec r e¢ N, p£+1+r < h£+1+1,

on a :
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= A P
"o +1+r(X) “p +r+l,p£+r'+lx * A +r,p£+r+l) b +nl®)
L 2 L )
p£+r-l
' ! AjaP£+P+1Pj(X) * Ah£_1+1,p£fr+1 Phl_1+1(x)
j=h,
avec A - 1 2 0
P["r""l ’P["r“"l Zp£+r5
a
pzfr+l
(p,tr)
a, £
Ajst"‘I""l = - (p£+r pOLUL ] € N’ hz_ 3]s PL"'I' et ] = h£‘1+1
ap£+r‘+l
(pytr) c(xPP£+r Pp£+r+1) '
aP£+P+l = (P2 ) * O, r.y 8 p£+r < h‘t‘.‘l
¢ plfr+l
P P
c(x ™ Plfp) |
) c(P P ) #0 4L Pgtr = Dps1
Ppyy Pptrtl
c(xpP? )
(P£+I‘) p£+r
U C P 8{r >0
£ c(P )
pptr
Sir=0et si Peoq * h[;'
(po ) C(XPhPPL)
£
. = 0’ 2 0 et = —2x% L0
T ythegt T Mg hy T o)
g
Sir=20et si Pp.1 = hl'
c(xP_ P_ )

=0, 2 0 et - 20
Ahl,pzfl Ahl—l+1’p£+1 ah£_1+1 C(Phlphlfl+1)
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(py)
Dans Les deuxmluajl, pour 3 € N, hytl < j < p, sont donnés par Le

systeéme triangulairne régulien suivant :

Pe (pp) v
c(xPiP ) = Z a. c(PiP.), pour i e N, hzfl Sispy
Pp j=ppthptl-i ]

Sir=1.
Aj’?e+2 = O pour j EZN9h£f2 <] < Pl’ j = hl et j = h271+1
(p£+1) C(Xszppzfl)
a = 2 0.
h£+l
c(P_ P )
Sirz2.
Aj,p£+r+l = 0 pour j €N, hﬂ <3< pzfr-2 et j = hz_lfl
(p£+r) c(xPp£+r_lel+r)
a = #0
pytr-1
ya c(P2 )
p£+r—l

pour Le démarrage des nelations de récwrrence on utilise Les &tlLéments
sdudvants

h =-1, P ,(x) =0etA_

o 1,p_+1 = constante arbitrhaine qui sera §ixée a

A P dans fLe théonéme 1.56.
po+l,po+l e po) 6

On prend Po(x) = constante arbitraine.

Démonstration.

i) Pour k € N, h£f2 < ks Pps Pk(x) est orthogonal singulier ou quasi-
orthogonal. On a donc, d'aprés ce qui a été vu au cours de la définition d'une
base de P.
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P, (x) = (x) . P, (x) ol wk-hg-l,l(X) est un polyndme arbitraire

"i-hp-1,2 ’

de degré k-hzfla

ii) ka(x) peut s'exprimer de fagon unique en fonction des éléments de
la base B, ou B, de P.
k+1
xP (x) = ] a(k) P.(x)

k 550 4 )

et donc K+1 -
e(xP,P. ) = } a. ’ c(P,P,)
ik 570 13

Etudions ce qui se passe pour

pzfr+l

(pzfr)
c(xPiP +r) = aj

P.P.
x A c( i ]) avec r 2 0 et Pptr S h£+1

Montrons que ¥r 2 0 tel que pzfr < hl# on a :

1
. (pz)
a) Sir=0et Pp_q = hl’ aj =Opour j eN, 0<3js hl-l et
(p,) c(xPh Pp )
a, 2 - 2 L
e-1tt (P, B L)
€ -1
b) Sir=20et Pp_y # hf's aj = 0pour j eN, 0 3j s hl_l
(PL‘PI‘)
c) Sir >0, aj =Opour jeN, 05 3]s hl'
Nous introduisons 1l'indice ho = -1 dans le cas de la base Bl' Par conséquent,
pour £ = O les relations précédentes sont bien vérifiées. Nous supposons main-

(p,tr)
tenant que aj £ = Opour j elN, 0<3j< hs avec s < £, et nous démontrons que :
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a) Sir=0ets+la£etps=h = h

s+l )4
(pt) ]
aj =0p0uI‘J€]N,OS]Shz_lethz_l+2535h£
P, P
et (pz) c(x ht pt)
Tyt o(Pp Py 41)
2 2-1
(Pl) )
b) Slr=0e1:s+l=£e1:psanehs_l_l,aj =Opour]eN,OSJshs+1-l.
(p[rr)
c) SiriOous+1<£,aj =Opourje]N,OsthS+l.

Démontrons tout d'abord que :

(pz)
S:Lr'=0ets+1=£etps=hs+l=h£ aj =Opourje]N,h£_l+2SJ5p£_l
P P
“hp_ it (P, B )
L £ 2-1
(p£+r)
sinon aj = 0 pour j € N, hs+l <3< Pg-

Pour i = hS+1, c(Phs+le) = 0 pour j e N, hsfl 3]s p£+r+l et j # p_-

En effet, si j e N, p£+1 <3< p£+r+1 les polyndmes Pj correspondants sont
orthogonaux.

Si j eN, hk+l <3< P,» avec s+l < k < £ on applique la propriété 1,17 i).

Si j e N, pk+1 <j< hk+l+l avec s < k < £-1, Pj(x) est orthogonal de degré

(x).

strictement supérieur au degré de Ph +1
s

Si j eN, htl < j < p -1, on applique la propriété 1.17 i).

D'autre part, c(Ph 1 Pp ) # 0 d'aprés la propriété 1,17 ii).

s s



§4. Relatim de récurrence -71 -~

Enfin c(xPhs+1 Pp£+r) = 0, si r =0 en appliquant la propriété 1.17i)
puisqu'on a s < £, et si r > O 3 cause de.l'orthogonalité de Pp 4
L

(PL"'P)
Donc a = 0.

Pg

(pptr)
Prenons hs+2 <is P On suppose que aj = 0O pour j e N et
(pytr)

Pgth t2-1 < j < p_, et montrons que aPS+hs+1'i = 0 sauf si r = 0, s+1=¢,
1°pg et pg = hs+l - hl'

Sir=0,stl =4, 1i-= p, et p_ = hs+1 =h£, on a :

c(xP,P ) =c(xP, P_) =20
i pzfr hl Py
d'aprés la propriété 1.17ii).
Sinon on a :
C(XPipplfr) =0
d'aprés la propriété 1.17i) si r = O en dehors du cas précédent, ou d'apreés

1l'orthogonalité de Pp r sir >0Q.

£+
1 . : 1] ~ » 2 P . ’ . .
D'autre part C(PiPPS+hS+1'l) O d'aprés la propriété 1.17 ii)

Enfin c(Pin) = 0 pour hs+1 S J S pptrtl et j¢ [ps+hs+1-1, ps].

En effet si j e N

, R£+1 <js p£+r+1 les polyndmes Pj correspondants sont

orthogonaux.
Si j e N, hy tl < js P, avec s+1 < k < £ on applique la propriété1.171i).

Sij eN, pk+1 <£jsh_,,*t1 avec s € k € £-1, P (x) est orthogonal de degré

k+1
£ s P ]
strictement supérieur au degré de Pi(x).

Si j eN, hs+l $js ps+hs-i on applique la propriété 1.171i).

On a donc :
P£+r+l (P£+r') PS (pz_’_r)
c(xPiPp o) T a, c(Pin) = ) a, c(Pin)
)4 J=h +1 j=p th t1-1
(pytr) c(P.P )

aps+hs+1_i i ps+hs+1-1
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(py)
. A : s
puisque aj = 0 pour j € N, ps+hs+2 i<js Py

(pzfr)

Par conséquent si Py = hl = h = 0 pour i € N,

- s
s+l pL—1+h£r1+l i
h£—1+l <1is Pl—l-l et

c(xPP P ) c(xp. P_)

(pp) sPe __ hePe

a =
hp ,+1
Lo P hy'hp  #1

(p£+r)

sinon on : a .
a ps+hs+1-1

= 0 pour i € NN, hS+lS i Sps.

Finalement on a bien les résultat proposés pour j e N, 0 < j < Pg-

(pptr)
Montrons maintenant que aj = 0 pour j € N, tel qQue :

. - . < _
si stl1 =Letr =0, ps+1 s j hs+ 1

1

sistl <fLour >0, ptl < j < hs+1'

On remarquera que dans le cas ol r = 0 et s+1 = £ et Ppq = hl’ il n'existe
aucun indice j tel que pS+l £3js hs+

(pL)

On a déj3 montré que a,

1
était nul dans ce cas pour j € N,

h£_1+2 <3 s Pp_q © hz.

Prenons i ¢ N, ps+1 <icxg hs+1’ alors c(Pin) = 0 pour j e N,

pS+l <3js< pzfr+1 et 1= 3.

En effet si j ¢ N, p£+1 <3< p£+r+1 les polyndmes Pj correspondants sont

orthogonaux.

Si j eN, hk+1 <3js< P> avec s+l < k < £ on applique la propriété1.171i)

Si j e N, pk+l <3< hk+1

strictement supérieur au degré de Pi(x).

avec s+l < k < £-1, Pj(x) est orthogonal de degré

Si j eN, P tl s j<h P, et Pj sont orthogonaux, donc si i = j, c(Pin)=O.

s+1°

D'autre part, c(P;) # 0 d'aprés la propriété 1.18.

Enfin c(xPiPp +r) =0pour O <i<hpy-1sir =0 en appliquant la propriété

£
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1.17i), ou pour 0 s i < p£f2+r sir >0 car Pp +r 5t orthogonal et

Par conséquent on a bien la propriété annoncée.

Donc la propriété est démontrée jusqu'd 1l'ordre £. Il reste 3 déterminer les
(pptr)
L

4 1
aj jusqu'ad Pptr+l.

Prenons r = 0 avec la base B, et £ 21 ou la base B

1"
e p ) x et ) pfﬂ 2o
c(xP.P =a c(P.P + a c(P,P.)
i +1 i'h +1 L i
Pe £-1 a1 j=hp ]
(pp) (pp)
ol a ~,,=0si Ppq * hl et a =0 si Pp.q = hl'
£-1 L
Pour i = hl' si Ppq”* hl on a :
c(xPh P ) = 0 d'aprés la propriété1.17 ii)
£ Pe
c(PhLPj) =0 pour j = Pptl car szfl est orthogonal
pour hlfl <£js Py d'aprés la propriété 1.17 i).
c(PﬁL) 2 0 car th est orthogonal et on utilise la propriété 1.18.
Donc c(xP, P_)
(pp) ~hppy
%y, T . %0
L c(Pﬁ )
L

Pour hL+1 <ix< Pp-

On ne peut rien dire pour c(xPiP ).

Pe

D'aprés la propriété 1.17, on a :
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c(Pin) =0 pour 0 < j S pyth,-i

c(Pin) # O pour j = pthlfl-i

On ne peut rien dire pour c(Pin) avec p,t h£+2-1 < < py.

On a donc :
Pe (p,)
c(xP,P_ ) = I a, ¢ c(P.P.)

pour i € N, hzfl <sicg Pp-

C'est un systéme triangulaire régulier (la diagonale est composée des termes
c(Pin) # 0 car i+j = pth£+1) de (pl-hl) équations a (pL-hl) inconnues

ac L)
]
Pour i = p£+1.
c(P P,) =0 =si jsp,carP est orthogonal.
Pptl 3 L Pptl
. (o) 2 . .
Si H # C alors c(P # 0 ce qui entra xP_ P =2 0,
p£+2 pzil) q raine c( pL ptfl)
Donc
(pp) c(xsz*lppL)
% 1 ° 22 ) =0
. 4 . pzfl
Le cas H(O) = 0 est vu apres.
p£+2

Prenons r = 0, la base B2 et £ = 0.

Le raisonnement fait pour r = 0 et la base 81 reste valable dans ce cas.
Seul le cas i = h = -1 est particulier et sera examiné dans la partie consacrée
au démarrage des équations de récurrence.
Pour h +1 = 0 < i sp_, on trouve donc le méme systéme triangulaire de p_+1

a Pt inconnues, c'est a dire encore (po-ho).
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(xP P )
() ™ p1’p
Si H(O) 2 0Oonaa ° = 2 2

2 +1 = 0.
Po* Po c(P2 )
p°+1
Le cas H(o) = 0 est vu aprés.
p°+2
Prenons r = 1,
(plfl)
On montre comme précédemment que a, = 0pour j e N,
hpt2 < j < Pg- I1 ne reste donc que trois coefficients :
(ppt1) (pp+l) (pg+1)
a a et a
« +1 ° +1 '
h£ Pp p£f2

Pour i = Pes c(PRlPh£+l) # 0 d'aprés la propriété 1.17 ii).

c(Pp Pj) =Opour j =p +1 et p +2 car Pj est orthogonal.
£

)4 L
c(xP_ P ) # O car c(P2 ) = O puisque H(O) = 0.
Donc (pzfl) c(xPpLszfl)
a1 *0
L c(Pp Ph +1)
£ 2
Pour 1 = p£+1.
En tenant compte du fait que P est orthogonal on a :
pzfl
(p,+1)
- )4
c(xP§£§1) - apL+1 C(Pi +1)’
L
2
or c¢(P ) = 0.
pzfl
Donc :
2
(pzfl) c(xppz-rl)
a 1 S ———
Pt
£ (P )

pzfl
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Pour i = p£+2.

On a :
(pl-fl)
2
H P
c(XPpLﬁL Pp£f2) apL+2 e( p£f2)
: ylo) 2 20 i entraine que c(x P P )=0
Si HP£T3 # 0 alors C(szf2) ce qu q P(+1 R&+2
Donc
P )
(pL+1) c(xPplfl pl+2 o
a = =
pp+2 2 .
£ c(Pp£+2)
Le cas H(o) est vu apreés.
p£f3
Prenons r > 1.
(plfr)
On montre comme précédemment que aj = 0, ¥ e N, hzfl £3js Pp-

(pzfr)

Il reste donc les coefficients a; pour j ¢ N, p,t1 s j < p,+r+l.

L L

p,tr+l
£ (p£+r)

c(xPiP ) = ) aj c(Pin).

p,tr
£ j:pzfl

Pour pzfl <1icg p£+r-2, c(xPiPp +r) = O puisque Pp +p est orthogonal.
g L.

c(Pin) = 0 pour j €N, p£+l $js pl+r+1 et i # j puisque Pi et Pj sont gtho-
gonaux .

5 (plfr)
Enfin c(Pj) = 0, donc aj = 0 pour j ¢ N, pzfl <js plfr-2.
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Pour i = p£+r-1.

) ainsi que c(P ) 2 0 3 cause de

On a C(Pp +r-1 p +r+l pl?r-l ptfr+2
l'orthogonallte des pofynbmes.

2 ) = 0 ainsi que c(P ) ce qui entraine que c(xP

p gtrtl P gt P gtr- -1F Pgtr ) = 0.

c(P

Donc :

C(xpplfr-lpplfr)

a =
p ,fr-1 2
V4 C(szfr-l)

(p tr)
£ 20

Pour i = Pptr-

On a pour les mémes raisons :
2
P

(p +r) c(x pzfr)

p +r 2
2 C(szfr)

Pour i = pzfr+1.

(pzfr)

On a c(xP P ) = a c(P2

Pptr pptrtl pzfr+1 pz?r+1)'

. (o) 2 . .
Si szfr+2 # 0, alors C(Pplfr+l) # 0 ce qui entraine que c(xszf P [fr+1) =z 0.

Donc

c(xP )

(p,tr) p,tr p,trtl
ap ff+1 - g L
L (Pp£+r+1)

20

Cas ol Héolr+2 =0 avec r 2 0.
2

Cela signifie que Pp*r = hp .. Alors c(p? ) = 0 d'aprés le

p£+r+1

corollaire 1.11. Donc on a également c(xP ) = 0. Par conséquent on
ptfr+l pt
(pptr)

a une relation 0 = o°ap£fr+l'
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On prend i € [h£*1+2, p£¢1]'

Tant que P;(x) est orthogonal singulier on aura une relation 0 = O puisque
c(Pin) =Opour 0 < 3j < plfr+l et c(x?iPkl*r) = 0.

On prend donc le premier polyndme quasi-orthogonal Ps tel que :

c(xP P ) = 0 et c(xP_P ) = 0,

s-1 pzfr s plfr
Puisque Potr = h£+l et en appliquant la propriété1l.17 ii) on trouve s = Pps1
on a alors :
P L‘gr‘f 1 ( p£+r )
c(xP_P ) = c(xP_ P ) = a, c(P P.)
S Pgtr Pey1 P2 g7, I Ppiy

Or c(P P.) = 0 pour j € N, hl <j< potr d'aprés la propriétél1l.171i).

Ppyr )
c(P P ) = c(P P ) # 0 d'aprés la propriété 1.17ii),
Pytl pytrl Poe1 Dpprtt
Donc :
(p,tr) c(xPp Pp +r)
£ - £+1 L
a = =z 0
potrtl
£ (P Py ere1)
Ppr1 Py

Démarrage des équations de récurrence.

Dans le cas de la base Bl’ on prend ho = -1, Po(x) = constante

arbitraire non nulle. On pourra appliquer les relations de récurrence avec

P_l(x) =0 et A_l 1 = constante arbitraire non nulle. On verra dans le
. ]

théoréme 1.6 qu'on prend :

A1, ™Ay, c(B)

On a alors :

P (x) = (A X+ A )P (x)+ § A, P.(x)
p tl P t1sp *1 P »P,tL" P, j=h_ Jsp t1 ]
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Soit ici Pl(x) =z (Al,lx + Ao,l)Po(X) + A-l,lP-I(X) = (Al,lx + Ao,l)Po(X)
ce qui est bien équivalent 3 xPo(x) = aEO)Pl(x) + QEO)PO(X).
Dans le cas de la base B, ona h_ = -1 et P.(x) =w, (x) pour i €N,

2 o i i,o

0£1is P> ol L o(x) est un polynéme arbitraire de degré i.
3
Pour que les relations présentées dans le cas de la base B1 restent vala-

bles pour Pp +1(x) on peut prendre P_l(x) = 0 et A-l,p 41 ° constante ar-

bitraire non hulle. Nous verrons.dans le théoréme 1.6 éﬁ'on prend :

A-l,p°+l ) Apo+l,p°+l C(Ppo(X))
On a alors :
p,-1
Ppo+1(x) = (Apo+l’po+lx + Apo’po+1)Ppo(X) + j=§l Aj,Po+1Pj(X)
cqfd.

Dans ce qui suit nous allons transformer certains. des coefficients A. .
J,p,+r+1

Une premiére raison conduisant 3 ces transformations est que, lorsque ~1l'on

cherche le polyndme P (x), il intervient dans le calcul de

(pzfr) pptrtl

a par c(xP

pptrtl p£+rpp£+r+1)'

Une seconde raison est que ces nouvelles expressions des coefficients nous
permettront d'introduire une é&criture plus commode des relations de ré-

currence, que l'on rencontre déjd dans l'article de G. Struble [56].

(pptr)
Nous allons d'abord montrer que l'on peut calculer a sans
p£+r'+1
connaitre szfr+l(X)'
Pgtr pzfr-i
Pp['_r(x) ) Ai,pzﬂ' x

i=o
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Si Pptr < h£+1 on a :
Pptr p£+r+1—i
c(xP, +rP1fr+1) y C((lzg i,pptr * )Pp;ml)
pz-rr-rlP )
= 0.p gt c(x pzfr+l
puisque Pp£+r+l(x) est orthogonal régulier.
A
O,pptr 2
= c(Pp£+r‘+1)
o,p£+r+l
Done (plfr) Ao,pzir
a = D —
pzfr+1 o,ptfr+1
Si p£+r = h£+1 on a en tenant compte du fait que
P (x) = w (x)P (x) =w (x) P (x)
p[!-l PL+1_h£+1_1 JA+1 h£+1+l Pre1” 'p[rz--l,tﬂ plml
avec Dy . -py-r-1
. . £+1(x) = T I 241 FL + ..
Ppy1 P4 Pey17Pp
(pzfr) c(xppz*lpp[rr) C(xwp£+l-p££§21,£+1Pp£+r+lppzrr)
a = =
pP,tr+l 2
Por1
C((Tplfl'PL‘P‘l'xoaP£+P + ..4) Pp£+r+1)
P
(1 Bl o )

«A X .es
p£+1—p£—r-1 o,pzfr+1 pzfr+l
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P41
AO ,;p +o C( X szﬂﬂ'l )
= x L > d'aprés la propriété1,17 {),
o,pzfr+l elx L+1 P )
plfr+l
Donc
( A
pzfr) 0,pptr
a ol
pytr+l 0,pptrtl
Alors . Ao,p£+r+1
Aplfr+1,plfr+1 T
o] ,Pz"'r'

Or le coefficient du terme de plus haut degré des polyndmes orthogonaux est
arbitraire. On choisit donc A°’P£fr et A°9P£fr+1. On peut ainsi calculer

APL*P*l.PlfP+1 sans connalitre szfr+1.

Déterminons maintenant A pour r 2 2. On tiendra compte du fait
potr-1,p,tr+l
que Pp +p oSt orthogonal %égulie#. On trouve comme précédemment que

£

C(XPplfr-1Pp£+r) = Xo,pLﬂ'-l c(x Plfr o,plfr

En posant c(Pi) = u; on obtient.
c(P? )
P

—Ao,plfr-l Ao,plfr+1 zfr

A
Pptr-1,p,tr+l . 2 2
2Py Og ppte? (B rrer)

u
Apzfr,plfr pgtr-l

se détermine de la m@me fagon. On obtient :
£+1,p£+2 ¢
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2
Ah Ao,pl)\o,p£+2 C(sz*l) Ap£+2,p£+2 upz"’l
+1,p,+2 2 =
£ L (Ao,pz-tl) C(Ph[flppl) Ap[rl,p[fl c(th_leL)

Si hl * Pp_1s calculons Ah

L,pl-tl'
c(xP, P ) e(() A .x )P_ )
(PL) . hL PL 3 izo0 0,1 pL
*hy o(p2 ) c(pg )
£ L
hl‘fl
c{x PPL) Ao’hL c(th_leL)
= A z
o,h 2 : 2
i 4 c(P: ) A c(Pf )
hL O,hL'!'l hl.

en appliquant deux fois de suite la propriété 1.17.

Donc
A A
A}i ] o,hl o,pl-fl C(Phl’lel) Ap[”"pfl C(PhLﬂ‘PPL)
Dotl X A 2 =T Ah P
4 o,h,+1 "o,p, (P ) +1,h +1 a(P_ ) |
B /3 hy Pal) h, |

Sih £ Pp g calculons Ah On obtiendra comme précédemment.

L"1+1’p£+1 '

c(xP, P ) A
a}‘lpz’ 2 _
-1t op P A
Pp-1 hg-1tV)

c(P P )
o,h, hy*1'pp

o,h,+1 c(P P )
L pl"‘l ht_l'fl
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Donc

A A c(P P
O,hlo,pz"'l th’l pL

Ah£-1+l’p£+l =TX

) )

Aplu,plu °(Ph£f1Pp£
(

1]

Y :
oahZfl °,pp C(PPL_lphL_ltl) Ahl+1,h£+l c Ppl_lphl‘1+l)

Déginition.

Un polynome est dit unitaire, 84 Le coefficient du terme de plus
haut degné est égal a 1.

Remarque 1.2.

Si nous considérons les relations de récurrence que nous avons obte-
nues, un polyndme orthogonal régulier Pi(x) est obtenu 3 l'aide des deux po-
lyndmes orthogonaux réguliers qui le précédent. Nous noterons ces deux poly-

nomes Ppr(i)(X) et )(x). On a alors la relation de récurrence

Ppr(pr'(i)
suivante :

PiGx) = (Apoxog _pn(i)-1(0) * By + CaPpr(on(1)) )

ol g, (x) est un polyndme unitaire de degré i-pr(i)-1 déterminé de

i-pr(i)-1

fagon unique, Ai = Ai ; et Ci =

Apr(pr(i)),i'

?

Nous pouvons considérer également qu'un polyndme Pi(x) orthogonal singulier,
ou quasi-orthogonal est obtenu d 1l'aide de la méme relation faisant interve-
nir les deux polyndmes orthogonaux réguliers qui le précédent. On a alors
Ai’ Bi’ wi-pr(i)-l(x) arbitraires. @t Ci = 0, avec Ai non nul et w
de degré i-pr(i)-1.

i-pr(i)—l(X)

Dans le cas ou les polyndmes orthogonaux sont unitaires, Ai = 1 et les coef-
ficients de y,

i-pr(i)-1
te, compte tenu des transformations qui ont été vues précédemment.

(x) ainsi que B, et C; s'obtiennent de la fagon suivan-
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c(Ppr(:'L)P:'L-l)
c, = -
i
P on(pr(1))pr(1)-1)
i—Er(i) 3 _
xwi-pr(i)-l(X) +B, = ) b, x’ avec bi-pr(i) =letb =B,.
j=o
i-1 .
sl G0 ] agl_l) Pi(x)]
Ppr(i)(X) . j=pr(1)
et
i-1-pr(i)
- (i-1)
c(xB P, ) = 1 3 ()45 S BPor(i+y)
j=i-1-k

pour k e N, pr(i) < k < i-1.

Si les polyndmes orthogonaux ne sont pas unitaires, il suffit de multiplier

tous les coefficients précédents par

A, .
i,i

Aor(i),pr(i)

Théondme 1.6,

Les polynomes {Qk} satisdont La meme relation de récurrence que Les
polynomes {Pk}.

Pour Le démarrage on utilise Les éléments suivants :

Qy(8) =1 etCy g Ty 4y (B ).

Pour La base B, on a Qo(t) 0.

1
Poun La base B, ona Qk(t)

0O pour k e N, 0 s k Sp_.
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Démonstration.

Nous utilisons la relation générale de la remarque 1.2 pour pr(k) 2 1.

Pk(x) = (Akxwk—pr(k)-l(X) + Bk)PPr(k)(X) * Ckar(pr(k))(X)

On écrit cette relation pour t, on la retranche de celle obtenue pour x,

et on divise par (x-t). On obtient alors :

OB e pr0-1%Ppr 00 )8 pr () -1 e )
x-t = A x-t
Ppr(k)(X)-Ppr(k)(t) Ppr(pr(k))(X)_Ppr(pr(k))(t)
+ B + C
k x-t k x-t

Ppr(k)(x) - Ppr(k)(t)
} (Aktwk-pr(k)-l(t) + Bk) x-t

X (k)-18%) “Wkpr(x)-1(t) B (pr(k)) ™ Fon(pr(k)) ()

* Akppr(k)(X) x-t * & x-t

x“k-pr(k)-I(X)_tui-pr(k)-l(t)
_x-t ® Vk-pr(k)-1

(x)

polyndme de degré k-pr(k)-1 en x.

On applique c aux deux membres de la relation. On obtient donc :

Qk(t) - (Ak.tuk_pr(k)_l(t)+3k) Qpr(k)(t) + Ckar(Pr(k))(t)
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= k3 (] £
car c(Ppr(k)(x) vk—pr(k)-l(x)) 0 soit 3 cause de l'orthogonalité de

P nq)(®) 81 k-pr(i)-1 < pr(k), soit en appliquant la propriété 1.17 1).

Démarrage des relations de récurrence.

P (x)-Po(t)
Q () = e(—"——=——) = c(0) = 0
Si on est dans la base Bl on a :
Pl(x)-Pl(t)
Ql(t) = C(—_XT_) = Al.c(Po). _

Or si on emploie une relation de récurrence similaire d celle vérifiée par

Pl(x), on a :

Q (%) = (A .t + B )Q (t)+C,Q_,(¢) = le_l(t).

ou Cl est une constante arbitraira.

On prendra donc Q_l(t) =letC, = Al.c(Po).
Si on est dans la base B2 on a :
SikeN, 1sksp,,
Pk(x)-Pk(t) k-1
Qk(t) = C(_Tt—-—_—) = C(Vk_l(x)) = izo aje; = 0]

puisque ci =0 pour i < po.

(t).

Voyons ce que vaut on+1
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Si on utilise une relation similaire 3 celle que vérifie Pp +1(x) on a :

on+1(t) = (Apo+l.t mpoct) + Bp°+1)qh(t)*cpo+1q-1(t) = cpo+lo_1(t)
Or on a :
P =
p°+l(x) Ap°+l(xPpo(x)+wao_l(x))
Ppo+l(x)-Ppo+l(t)
on+1(t) =l pra )
) xPpo(x)—tho(t) xwpo_l(xd-twpo_l(t)
= Ap +1 ( o> ) + Ap0+l c(: - )
P (x)-P_ (t)
= A (t %o %o ) + A c(P_ (x)) + A clv. . (x))
- po+1 € x-t p°+1 P, po+1 po-l

= APO+1 t Qp (t) + Ap 4

L (B (x)+ A
o o pO

p_+1 C(Vpo_l(x)) = A

Po+1 c(Ppo(x))

Comme C 1 est une constante arbitraire on prend :

Pt

=letC = A P
Q_l(t) e p +1 p +1 c( po(x))

Remarque 1.3.

Supposons que :

£ 0, H £ 0 et Hj =Opour j €eN, h+ 2 < j < p.

Byt p+1

Les polyndmes quasi-orthogonaux Pi(x) pour i e N, h+ 2 <i < p,

peuvent étre choisis de fagon que l'on ait :
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c(Pj Pi) O pour j e N, 0 < j s pth-4i,

h Y

0 pour j = p+h+l-i,

Kj constante donnée pour p+h+2-i < j < i,

j-k

h
[

En effet, posons : Pj(x) = % A X

avec A .
k=0 0,3

k,J

i-h-1 .
- i-h-1-s -
wj_h_l(x) = g;o TS x avec TO =1,

ol P.(x) = wj_h_l(x) Py ().

i~k i-h-1-s
Donc P.(x) w, ., .(x) = i AL x] X

j i-h-1 k=0 k,J s=0 s
) j+i-h-1 j+i-h-2
=Ty A X + (14 ll,j Ty AoL) X teon

0,] 0,3

En écrivant successivement les relations c(Pj Pi) = Kj pour j € N,

pth+2-i < j < i-1, nous constatons que nous obtenons un systéme triangu-
laire faisant intervenir Tr pour r € N, O < r £ 2i-p~h-2. Ce systéme est
h+1) # 0. Donc la dé-
termination de Tr’ pour r € N, 1 < r < 2i-p-h-2 se fait de maniére unique.

(x).

régulier car la diagonale est occupée par Ao 3 c(xP P
td

Pour j=i on écrira Pj(x) sous la forme wi_h_l(x) Ph+l

2 . . s
Pour calculer C(Pi) on sera amené 3 déterminer le coefficient de x

2 p sz _s .
dans wi_h_l(x) Ph+1(X)' I1 dépend linéairement de T2i-p-h-1’ puisque
i-h-1 2 2i-p~h-1 dans le cas de polyndmes quasi-orthogonaux. On pourra
donc encore calculer T2i—p-h-l'

Comme cas particulier nous pouvons envisager de prendre :

Kj = O pour j € N, p+tht2-1i <€ j < i-1,
K, # 0.

J.S. Dupuy [15] a défini des polynOmes pseudo-orthogonaux comme étant des

polyndmes satisfaisant :

c(@ ¢ )#0 sin=m et In ~m] =2

=0 autrement,

Ces polyndmes sont en fait des polyndmes quasi-orthogonaux d'ordre 2 pour

lesquels on a fait le choix de constantes proposé en cas particulier.

P
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1.5 PROPRIETES DES ZEROS DES POLYNOMES. DETECTION DES BLOCS
DE ZEROS DANS LA TABLE H,

Nous commengons par donner deux résultats sous forme de condition
nécessaire et suffisante, alors qu'ils figurent sous forme de condition

nécessaire dans le livre de C. Brezinski.

Déginition 1.2,

La fonctionnelle Linfaire c est dite semi-définie 84 :

H(o)

X =0pokaeN,h£+2sk5p£

H](<°) # 0 pour k e N, pptl < k S hy +1, £ ¢ N,

Théondme 1.7.

Une condition nécessainre et sufgisante pour que La fonctionnelle
c 404t définie est que Vk e N,

. o
4) Pk et Pk+1 n'alent aucun zéro en commun.
L) Qk et Qk+1 n'alent aucun zéno en commun.

LAAL) Pk et Qk n'aient aucun zéno en commun.

Démonstration.

=> livre de C. Brezinski Th z 2.14% p. 57.

<= Si la fonctionnelle c est semi-définie, il existe au moins une

valeur k ¢ N, telle que H£°) 20 et Hﬁii = 0. Donc Pk+l(X) = wl(x)Pk(x).

Les deux polyndmes ont en commun l'ensemble des racines de Pk(x).

cqfd.
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Théandme 1.8,

Une condition nécessaine et suffisante pour que La fonctionnelle
804t définie est que c(pP, ) = 0, Vk e N, ¥p(x) tel que degré p(x) = k.

Démonstration.

=> livre de C. Brezinski. Th.: 2.5 p 49.

<= Si la fonctionnelle c est semi-définie, il existe au moins une

(o) (o) _
valeur k € N telle que Hk # o et Hk+l =0

c(pPk) = 0 d'aprds la propriété 1,17 i).

cqfd.

Nous allons étendre le résultat du théoréme 1.7 au cas des poly-

ndmes orthogonaux réguliers par rapport 3 une fonctionnelle semi-définie.
Auparavant nous démontrons la propriété suivante.

Propridts 1.21.

i) S{ k e N, hptl < k S pyp-1
Py () Q(x) - Q,(x) P (x) =0

u)SLkeN,plskshblexlzo

Pt O (r1) X 7 Porniea1) ) Qepr () = Ay e(BPo 1))

Démonstration.

i) Si k e N, h£+1 <k < pl_l on a :
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+1(x) et Pk(x) L S -l,L(x) P (x)

P .(X) = w (x) P

On a des relations identiques pour Qk+1(x) et Qk(x).

D'ol la relation proposée.
ii)

Pk+1(X) = (Ak+1x wx—pr(k+1)(X) + Bk+1)Ppr(k+1)(X)+Ck+1Ppr(pr(k+1))(X)

fn a la méme relation pour Qk+1(x).
Donc

= P () Qi) B 7 Porieany (%) Qg (00

= 7 1 CPor0er1) (o (cr1)) U (ier1) P pp(pr(e1) ) X))
avec

A1 c(Pk Ppr(k+1))

Aopkr)  SPop(i+1)-1pr(prike1)y

Par conséquent, Vi ¢ N, i < k tel que Pi(x) soit orthogonal régulier, on

a @

.

b B Pe1))

A= (P, (x) Q _,.y(x) - Q. (x) P__, .. (x))
i pr(i) i pr(i)
Ay oy 1Porcs)?
Donc

heer  SOBP (k1))

A= (p (x) (x) - P (x) Q (x))
A (P P ) p°+l Qho+1 h°+l p°+l

po+l ho+1 P,

Pour la base Blzon ap, =0, ho = -1, Qo(x) =0, 0Q = Alc:(Po) et
PO C(PO) = C(Po).
Donc

A== A B P(ke1))



- 92 - Polymbmes orthogonauz Chap.

Pour la base B, on a :

2
ho = -1, Qo =0, on+1(x) z Apo+l c(Ppo).
On retrouve donc également A = A c(Pk Ppr(k+l))'
cqfd.
Théondme 1.9,
SL L 20¢et sl k eN, pLSkShbl' alons :
H !
4) PL(x) et Ppr(k+1)(X) n'ont pas de zéro en commun,
i) k+l(x) et Q r(k+l)(x) n'ont pas de zéro en commun.
L) k+1(X) et Qk+1(X) n‘ont pas de zéro en commun.
Démonstration.
On utilise la relation de la propriété 1.21 ii)
Pert ™ Uriaern) @ 7 Boniean) B Yyt (B = Ay eBPoe))

n .
Ak+1 et c(P P (k+1)) sont non nuls
Donc si une paire des polyndmes cités a un zéro commun on aurait :

“Axs1 c(P Ppr(k+l))

ce qui est impossible.
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Remargue.

Une démonstration plus naturelle peut &tre donnée des proposi-
tions i) et ii) du théoréme 1,9 en utilisant les propriétés de l'algorithme
d'Euclide de recherche du pgcd de deux polyndmes. En effet la relation

de récurrence 3 trois termes

Pea1) = (A 2 ) )+ B P ) ) * CaPon(prken) ) ()

est équivalente d l'écriture de la division de P
k+1(x) et P
)(x).

ka1 (%) PAr Py gy (6D

Par conséquent le pgcd de P )(x) est égal au pged de

)(X) et P

pr(k+1
Ppr(k+1 pr(pr(k+l)
En réitérant, le dernier polyndme qui intervient est Po(x) qui est égal a

k+t
de ce fait aucun zéro en commun.

[3 "
une constante. Donc P 1(x) et Ppr(k+1)(X) sont premiers entre eux et n'ont

On a la méme démonstration pour le ii) puisque Qk(x) vérifie une relation

de récurrence identique.

Il est possible d'établir une relation de Christoffel Darboux dans
le cas général.

Soient I 1l'ensemble des indices i ¢ N tels que pl <1icx hl
Ve e N, et I

On posera t

+1°
le sous-ensemble de I composé des indices i ¢ I tels que i < k.

- C(Pkar(k+1))'

k
k+1

Propridte 1.22.

( ( h,+ -lona:
L) 8L hytl s k < py-1 on

Pk+1(X) Pk(t) - Pk+1(t) Péx) = (x-t) Pk(x) Pk(t)

L) SL Py S k < hy, etl20o0na:
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Corollaire 1.12,

1.1, o
tert At Dl O0Pon(e1) ) = Ponaesn) (®) Bieyy (0]

- -1 '
= 1t () + Ml gy (0) B2 (x)

. i+1*®i-pr(i+1) pr(i+l)
1eIk

Démonstration.

On utilise la relation de la propriété 1.22. On a :

-1 ,-1
tk+1 Ak+1Ak+1 _ Z t—l (xw£~pr(i+1)(X) ~ u”i-pr(i+1)(t))P (x)P (t)
x-t T, k+1 x-t pr(i+l) pr(i+l)
1eIk
P, . (x)-P,_ .(t) P (x)-P (t)
_ .-l ,-1 k+1 k+1 _ pr(k+l) prik+1)
= terrMern Ppp(ien) (V) Xt s (V) praars ]

On fait tendre t vers x et on obtient le résultat proposé.

Remarque.
Les polyndmes associés Qk(x) satisfont la relation de la propriété
1.22 et la relation du corollaire 1.12 puisqu'on a la méme relation de récur-

rence pour les polyndmes Qk(x).

Dans le but de détecter simplement les blocs de zéros dans la table H, nous

établissons la condition nécessaire et suffisante suivante.

Propriété 1,23

Une candition nécessaire et suffisante pour que :

(o) (o)

Hh£+1 * 0, Hi

(o)

p£+l 20

=0 pourieN, h£+2 <£is Pp> H
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est que :

( thﬂ 504t onthogonal négulien
' c:(xJPh ) =0 pourj €N 05 j < pp-l

£+l

P
| c(x Lthﬂ) 20

Démonstration.

(o) _ 2 vs
> thfl 20 = Ph +1(x) orthogonal régulier

£

(o) _ L s
Hpgfl 20 = Pp£+l(x) orthogonal régulier.

La propriété 1,17 dit que c(xJPh ) =Opour j e N, 0<j<p,-1 ét
£+1 L

p
c(x £P +l) =z 0,

he
<= P (x) orthogonal régulier => (o) 20
h,+1 Hh +1
£ £
Considérons le systéme linéaire de pptl ligneset hzfl colonnes constitué
par *
c  ----- c
o h£+l Xo
| |
i ; :
! } 1 =0
| | !
°pp Cpythytl xh[rl,
j g
c(x Ph£+l) =Opour j €N, 05 3J < pp-1etclx Ph£+1) ® 0

signifient que les coefficients de P vérifient les Py premiéres lignes,

h,+1
mais pas la derniére du systéme précégént. Donc les lignes j, j e N,

hzfl sjs pL-l sont compatibles avec les hlfl premiéres lignes ; la ligne
p£+1 est incompatible. Par conséquent tout déterminant caractéristique d'ordre
h£+l extrait du systéme des Py premiéres lignes est nul.
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La ligne Pps n'étant pas compatible, donne un déterminant caractéristique non

nul.
(©) 0 et u'®

plfl i = 0pour i eN,

Alors, d'aprés la propriété 1.1, H

h£+2 sisp.

cgfd.

Remarque 1.3.

La propriété 1.22 est particuliérement commode pour détecter les

§°) nuls.
Lorsqu'un calcul de Pk(x) a été effectué avec les relations de récurrence on

calcule c(kak(x)).

déterminant H

(o)
el =0 et Ek+1(x) est un

polyndme orthogonal régulier. On calcule Pk+1(x) par les relations de

Si cette quantité est non nulle, alors H

récurrence.
(o)

Si cette quantité est nulle, on a Hk+l

=0etP ,(x)=w ,l(X) Py 1 (¥

L
avec hlfl = k. On regarde d nouveau ce que vaut c(xk+1 Pk(x)). Si cette
quantité est non_nulle, alors Hii% 2 0 et Pk+2(x) est un polyndme orthogonal

p: \ o
régulier qu'on calcule & l'aide des relations de récurrence, sinon H£+% =0

et P, _(x)

K+2 o) By

= ¥y1-h,, £+l(x), et ainsi de suite.
1.6. FONCTIONNELLE LINEAIRE LIEE A DEUX POLYNOMES PREMIERS ENTRE
EUX.

Nous avons vu que deux polyndmes orthogonaux réguliers successifs par

rapport d une fonctionnelle linéaire sont premiers entre eux.
Nous pouvons nous poser le probléme suivant.

Etant donnés deux polyndmes premiers entre eux et unitaires Pﬁ(x) et Ppr(k)(X)’
existe-t-il une fonctionnelle linéaire c par rapport 3 laquelle ils seraient

orthogonaux, et si oui que valent les ¢, pour ieN,0<1isg2k-17?

Nous commengons par appliquer 1l'algorithme d'Euclide de recherche du
pged de Pk et Ppr(k)(x)' Puisqu'ils sont premiers entre eux, on obtient une suite
S, de polyndmes Pi(x) de degré i strictement décroissant, le dernier étant
P (x) = 1.

K
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Nous construisons ainsi des relations de récurrence 3 trois termes. La premiére

est :

Pk(X) - (x“k-l—pr(k)(X) + Bk) Ppr(k)(x) * S Ppr(pr(k))(X)'

Si la fonctionnelle ¢ existe nous aurons donc :

c(lek)=O Vi eN, 0 <isk-1

i - . .
c(x Ppr(k)) =0 VieN, 0<ic<k-2.

Par conséquent :

c(xj(xmk_l_Pr(k)(x) +B) B py) =0 pour j €N, 05 s pr(k)-2

ce qui entraine que

3 = i < 3 -
c(x Ppr(pr(k))) O pour j e N, 0 £ j < pr(k)-2.

Donc P )(x) est orthogonal par rapport 3 la fonctionnelle c.

pr(pr(k)

Ce raisonnement peut se reproduire sur l'ensemble S, des polyndmes

k
Pi(x) trouvés grdce d l'algorithme d'Euclide.

Nous complétons cet ensemble Sk de polyndmes pour former une base de

P2k—l qui est l'espace des polyndmes de degré inférieur ou égal 3 2k-1.

Tout d'abord PS(X) = w;fi(x) Pk(x) pour s e N, k < s < 2k-1
ol w;f;(x) est un polynOme unitaire arbitraire de degré s-k. Ensuite si

deux polyndmes Pi(x) et Ppr(i)(x)’ pour i < k, sont tels que pr(i) < i,

alors on prendra :
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(x) = w(pr(i)+j)(x) P

Ppr(i)+j 3 pr(i)(x), pour j ¢N, 0 < j < i-pr(i)-1

ol w%pr(1)+])(x) est un polyndme unitaire arbitraire de degré 7.

Alors, ¥j € N, 0 S j S 2k-1, nous pouvons écrire :

j . -
x) = } % Pi(x) avec q. . = 1.

iZo ’ J»]

Si la fonctionnelle c existe, elle est telle que :

c(x])=cjpourje]N,05j52k-1

c'est & dire :

cj = C(igé ai,j Pi(x)) = igo ai,j c(PoPi)

Si Pl(x) appartient 3 la suite S,» alors on a :

C(PoPi) =0, ¥ieN, 0 <1isxg 2k-1

soit 3 cause de l'orthogonalité de Pi’ soit en appliquant la propriété 1.17 i).
2 2
= =c_.
I1 reste c(Po) £ 0 et c(Po) c(1l) =¢,

Donc :

cj = ao,j ¢, pour ) e N, 0 £ j s 2k-1.

constante arbitraire non nulle.

c
o

Si Pp+l(x) est le premier polyndme apreés Po(x) qui appartient a la suite 8>

alors :
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c(PoPi) =0 Vi eN, O <icgp-1letptl i< 2k-1.
c(PP)=0
op
- Py -
c(PoPp) = c(Pox ) = cp

On trouve donc :

cj =0Opour j eN, 03 <p-1

c.=a .cC our j € N < i € 2k-1
3 ps3 °p p ] s P ]

cP = constante arbitraire non nulle.

Nous pouvons énoncer le théoréme suivant qui est une généralisation du

théoréme de Favard [17].

Théordme 1.10.

Solent P, (x) et Ppr(k)(x) deux polyndomes unitaines premiens entre eux.
12 existe une fonctionnelle Linéairne c, qui est unique d2s qu'on a §4ixé Le premie
coefgicient non nul a partin de c» Par napport A Laquelle Les deux polynomes
P (x) et Ppr(k)(x) sont ornthogonaux, ainsi que toute La suite 8, des polynomes

P, (x) déduits de P (x) et Ppr(k)(X) par application de £'algornithme d'Euclide.

Nous aurions pu tenter de répondre aux questions posées en résolvant
le systéme linéaire de 2k-1 équations d 2k inconnues que l'on obtient griace a

1'écriture de 1'orthogonalité de Pk(x) et Ppr(k)(x)’ c'est & dire :

c(x* Pk(x)) =Opour i e N, 0 £ i< k-1

i - . .
c(x Ppr(k)(x)) =Opour i e N, 0 S i < k-2.

Si nous posons :
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§6.
et
r(k) .
P - p A xpr(k)-1
k 2 i,pr(k
pr(k) jzo 1oP (k)
nous avons le systéme suivant :
{
e Ak,k Ak-l,k """"""""""" e
o
/” I’,
,/’ ,r’
e
/” ’/’
/" ’,
I” I,’
/,” ,/”
/” e
________________________________________ 4
Ak,k - 1
Aor(k),pr(k)  Apr(k-1,prik) ~TTTTT :
S/ pr s PT Prixk-1i,pr\ ’/
O - ,
i ,’l
i 4
Vi .
/’ ’,
,/ /
’ 4
Vi /
g O
’ /
e /’
/ ,’
______________ Y S S —— Y 4
Apr(k),pr(k) ; i
\

Directement nous n'aurions pu conclure 3 partir de ce systéme. Par contre grdce

au théoréme 1.10 nous pouvons énoncer le corollaire suivant.

Conollaine 1,13,

- 101 -

2k-1
)

Le systeme précédent a toujours une solution. ELLe est unique dis

qu'on a §4ixé Le premiern des ci non nul & partin de c,- Les systemes analogues
obtenus a partin de deux éféments conseutifs de La suite 5, ont alons La meme

solution.
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Le calcul des coefficients a, 3 est trés simple 3 partir de 1l'expres-
»
sion formelle des polyndmes Pi(x) de la base de P2k-1 qui a été créée.

Par exemple pour xJ = i %03 Pi(X) on commence par former :
td

i=o

xj - Pj(x) = R, .(x).

j-1

Alors a._ -1

. de
j-1,3

est le coefficient du terme de degré x

(x) -
j=-2

Rj_l(x).

On forme alors Rj- est le coefficient

(x) =R, a. .
j-2 3-2,j

de Rj_2(x), et ainsi de suite.

(X).;

a. . P,
1 i-1,j 3-1

du terme de degré x

1,7 FORMALISME MATRICIEL

Cette section s'inspire trés largement du plan et des résultats

présentés dans le livre de C. Brezinski [6] dans le cas normal.

Nous commengons par définir une matrice J infinie, dont les 1li-

gnes et les colonnes seront numérotées 3 partir de 1.

Nous prenons une suite d'entiers strictement croissante de N. Si
k est un entier de cette suite il est précédé et suivi respectivement par
pr(k) et su(k).

La ligne k de la matrice J est formée de :

(0,..., 0, - C
Ay 05..0)

’ 0,--.., 0, - B

k k® Bk—l-pr(k),k""’ - Bo,k’

Le coefficient - Ck est en colonne pr(pr(k)) + 1, Ak est en colon-

ne k + 1. Au deld de Ak tous les termes sont nuls.

Pour une ligne j telle que pr(k) < j < k nous avons uniquement un

coefficient Aj en colonne j + 1.

Nous supposerons tous les coefficients A non nuls.
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Prenons maintenant la somme des éléments J, s de la ligne i de la
?
matrice J multipliés respectivement par yg et égalons cette quantité 2

Xy, Nous obtenons ainsi une équation aux différences, définie ¥i € N,
i 2 1. Nous ajoutons la condition initiale Yo © 1.

Alors, ¥i € N, i est un polyndme en x de degré i exactement, et

. . _ i-pr(k) :
si pr(k) < i < k, vy = Di x ypr(k) ol
i
D, = n A..
j=pr(k)+1 ]

Si on pose yk'= Pk(x), la k™ équation aux différences donne
par conséquent une relation de récurrence 3 trois termes.

B = (x4 g oni0 ™+ B Prao ) * O Ponipn(i)) )
r(k)

k-l—E .
N _ k-1-pr(k)-i
ol uk—l-pr(k)(X) = L Bi,k X

En utilisant les résultats de la section 1.6, ces polyndmes sont

orthogonaux par rapport 3 une fonctionnelle c dont on peut calculer les
moments.

Ecrivons les polyndmes orthogonaux ou quasi-orthogonaux par rap-
port 3 la fonctionnelle linéaire c

P(x) =
1

" e~~x

(x) _i
p; X
(o]

Soit L la matrice infinie :
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pg°) 0 tevencorananns
S R I

2 2 2

RO IR I

- ]

1,55

Soit M la matrice (c...
i+

Soit H la matrice H = L M LT

La matrice H est une matrice symétrique dont les éléments Hy
L]

valent c(P. P.).
i ]

La partie de ces matrices limitée aux k premiéres lignes et

colonnes sera repérée par la méme lettre indicée par k.

Lk est inversible puisque pgl) # 0, ¥i e N,

-1 -1,T
Donc M, = L Hk(Lk ), ¥k e N, k 2 1,

et par conséquent : M=t H(L_l)T

Si tous les polyndmes Pk sont orthogonaux réguliers, alors H est une ma-
trice diagonale dont les éléments diagonaux valent c(Pi). C'est la décom-
position de Gauss-Banachiewicz de la matrice M (cf. W.B. Gragg [23al et
C. Brezinski [61]).

Si tous les polyndmes Pk ne sont pas orthogonaux réguliers, alors H a une

structure de blocs diagonaux alternés avec des blocs triangulaires.

Nous schématisons ci-aprés cette structure dans le cas ol par exemple nous

aurions
(o) . .
Hi ZFOpour 1 e N, 1 < i < h+tl,

H(i°)=0pourieN,h+2siSP,
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H§°) # 0 pour i 2 p+l.

c(Pi)#OpouriilJ,OeiSh.

c(Pin)#Opourietjell
et i+j = p+h+l,

dans cette partie triangulaire
0 on peut imposer la valeur de
(P, Pj)’ par exemple O (cf.

remarque 1.3).

c(Pi) #0pour 1 € N, i 2 ptl,

D'autre part sur l'antidiagonale du bloc, la valeur de c(Pi Pj) est cons-

tante pour i+j = p+h+l. En effet :

2

- - p-h-1
c(Pi Pj) = cw, ) = e(x Ph+1)'

w P2
i-h-1 "j-h-1 " h+l

Nous avons ainsi une décomposition générale de la matrice M dans le cas ol

(o)

. o
des mineurs Hi sont nuls.
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Revenons 3 la matrice J. Nous appellerons Ik la matrice identité

d'ordre k. Nous supposons que A= 1, ¥k € N.

Théondme 1.11.

L) Si P, est onthogonal nigulier, alons Les zéros de P, sont les
valeuns propres de Iy

L) S P, n'est pas onthogonal niégulien, alons lLes valeurns propres

de J, sont Les zéros de Ppr(k) et La nacine 0 d'ordre de muletiplicitd
k - pr(k).

Démopstration.

Nous utilisons les résultats des équations aux différences. Nous

pouvons écrire

( ([
o ] vo | fo
X yl = Jk y1 +
* 0]
Lyk'lj k-1 @3

T T
Posons y(x) = (yo, Yyseres yk-l) et e, = (0,..., 0, 1) .

Nous avons x y(x) = Jk o y(x) + Y ° o

Par conséquent z; sera racine de Yy si et seulement si z; est valeur pro-

pre de Jk.

De plus y, = Pk(x) ou x<7Pr(k) Ppr(k)(X)’
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Corollaine 1.14.
4) SL P est onthogonal négulien, alons :
Pl (x) = det (x I, - J,)
L) SL P n'est pas onthogonal négulien, alons :
det (x I, - 3,) = PPV p
x ~ Yk pr(k)

Les associés Qk des polyndmes orthogonaux P satisfont la méme

relation de récurrence avec une initialisation différente.
De plus deg Qk = r-1 avec r < k.

Nous aurons donc si J' est la matrice obtenue 3 partir de J en

supprimant les k-r+l1 premiéres lignes et premiéres colonnes :

ThEondme 1.12.

4) SL P, est onthogonal négulien, alons :
Qk(x) S det (x S J;_l)
L) SL P n'est pas onthogonal régulien et 84 pr(k) > 0, alors :
' . Jk-pr(k)
Cy_p det (x Ir-l - Jr—l) = X Qpr(k)(x)'
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Nous avons encore un corollaire pour les zéros de Qk(x).

Conollaine 1.15.

L) Sd P, est onthogonal négulien, fes zénos de Q, 4ont Les valeuns
propres de J; ..

L) S{ P, n'est pas onthogonal régulier et s4 pr(k) > 0, Les valeurs
propres de J. . sont Les z8ros de Lr(k) et £a nacine 0 d'ondre de multi-
plicit? k-pr(k).

Remarque 1.4.

Pratiquement, pour connaitre la valeur de k-r+l, il suffit 4d'exa-

miner les lignes de J.

Les lignes j de J, pour j € N, 1 £ j < k-r+1 ne conttennent que
1'élément 1 en colonne j+l. La ligne k-r+2 contient en plus un élément

- Ck+r+2 non nul.



SYSTEMES ADJACENTS DE POLYNOMES ORTHOGONAUX

Lorsque nous avons défini les polyndmes orthogonauzx, ceuz—ci
ont été reliés aux déterminants H](<°) et Q@ la fonctionnelle linéaire c.
Nous montrerons que nous pouvons, comme dans le cas normal, définir des
-8ystémes c(zcil,{acents de polyndmes orthogonaux qu‘f.geront reliés aux déter-
1

minants Hk et aux fonctionnelles linédaires c

La premiére section est consacrée aux propriétés générales de
ces systémes adjacents, aux relations qui existent entre deuxr systémes
successifs.

Dans la seconde nous présentons un algorithme de type qd permet-
tant de calculer l'ensemble des systémes adjacents de polyndmes orthogonaux.
L'algorithme présenté fonctionne dans toue lee cas. On retrouve naturelle-
ment les relations proposées par Claessens et Wuytack pour un cas parti-
culier. Bien que leurs auteurs aient affirmé "Combinations of the rules
given in theorem 2 and 3 can be used to handle the gemeral case where
blocks of different length are combined', nous verrons qu'il n'en est rien
dans de nombreux cas et que seules nos relations permettent de trouver
l'ensemble des polyndmes orthogonaux.

Quelques résultats sur les polyndmes orthogonaux réciproques sont
donnés dans la troisiéme section. Ils serviront A la foie pour la forme
progressive de L'algorithme qd et pour les approximants des séries de fonc-
tions. |

Pour terminer nous présentons la forme progressive de l'algorith-
me "qd". Le calcul s'effectue horisontale apréé horizontale A partir d'ini-
tialtsations données par la fonctiommelle &, qui est lide aux polyndmes
orthogonaux réciproques.



- 110 - Systémes adja:a:.%: de polyndmee arthogonaux Chap. 2

2.1 PROPRIETES GENERALES DES SYSTEMES ADJACENTS DE POLYNOMES
GRTHOGONAUX.,

Déginiiion.

Nous appelons sysivmes adfacents de polyndmes onrthogonaux P;(i)(x),
Vk ¢ N, Les polyndmes orthogonaux per Aappest aux gonctionnefles Linlaines
) sorres que

(1), 3 s :
et TRy = ci+‘j’ ¥j e NW.

Définitions.

On appelle bloc H un bloc carnd ol fous Les déterminants H]((i) sont
nuls comme dans La propriété 1.9..
On appelde bloc P un bLoc cand de pofynimes des systlmes adjacents qui
correspond au bfoc H dans Za tabfe H. Ce bLoc P contient donc des pofynomes
onthogonaux singuliens et des polyrndmes quasi-orthogonaux.
On définina Les citis et Les coins de chacun des blocs pan un nepre géogra-
phique {Nord, Sud, Est ot Cuest pour Les o548, Nond-Ouest, Noad-est, Sud-est
et Sud-ouest pour Les coind). Onm Ees note enm abalgl N, S, E, 0y NOy NE, SE et SO.

NO N NE
0 E
50 S SE

On appellera table P La table des polyndomes Pin)(-x) Sonite sous fonme d'un
tablLeau triangulaine.
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(o)
P_l (x)

PP 2w

PP P 0

\
1 N\
] \
1 A Y
\
]
|

La table P est dite normale si elle ne contient que des polyndmes orthogonaux
réguliens, sinon elle est dite non nonmale.

Remarque 2.1.

Grdce au théoréme 1.9, lorsque P,((O) et Plg:()k) sont connus, on
peut déterminer de fagon unique toute la table P comprise entre la dia-

gonale O et 1l'antidiagonale 2 k-1 jusqu'au polyndme Pio)(x).

Remarque 2 .'2.

La propriété 1.14montre que les polyndmes orthogonaux singuliers occu-
pent la partie hachurée du bloc P, donc au dessus de l'antidiagonale principale
du bloe P.

L'autre partie est occupée par

les polyndmes-quasi orthogonaux.

-

Nous commengons par démontrer une propriété relative aux polyndmes orthogonaux

Qui sont au nord et 3 l'ouest d'un bloc P.

Considérons le bloc de la propriété 1.9 et la suite H.;lfzf;:l) pour i € N,

. . (k+£-3) . .

. s < .
0 < i s £+tb et la suite H"h-£+1+3 pour j e N, 0 < j < &+b
Ces déterminants sont tous non nuls. Ils permettent de définir des polyndmes
orthogonaux réguliers des systémes adjacents. Nous les supposerons unitaires
(k+£+l)(x) pour i ¢ N, O < i < £+b et la suite P(k+L—J)

h-£+1 k-£+1+3
pour j e N, 0 < j < £+b.

(x)

On a ainsi la suite P
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Propriéts 2.1.

4) Les polynomes unitaires a L'ouest et nord-ouest d'un bloc P

Pz(fff:ﬁi)(") pour i e N, 0O s i s £+b sont identiques.

L) Les polyndmes unitaires au nord-ouest et nord d'un bloc P
P(k+£'j ) j (k+£) ®).

. . I3 , J
hogr1yj ) POUR S €N, 0 <3 < L+b sont identiques & x°.Pp 7y

Démonstration.

(k+£)(xj P(k+£)

h—2+1) = 0 pour j € N, 0 < j < htb,

i) Nous avons ¢

# 0 pour j = htb+1l.

Donc pour i e N, 0 < i £ {+4b,

c(k+$L+i) (xj P(k+l)

h—2+1) = 0 pour j e N, O < j < h+b-i,

£ O pour j = h+b-i+l,

(k+g+1i)

. 20N t -
h- 241 (x) situé & 1'ouest ou au nord-ouest

Or pour le polyndme P

du bloc P nous avons :

c(k+£¢i) (xj P(k+£+i)

h-2+1 ) =0 pour j € N, O £ i < htb-i,

£ 0 pour j = htb-it+l.

Par conséquent du fait de 1l'unicité du polyndme orthogonal régu-

lier nous obtenons

(k+2+1)
h-2+1

(k+2)

P h-2+1

(x) =P (x) pour i e N, 0 s i < 24b.

ii) De la méme fagon nous avons pour i e N, 0 < i < &+b :
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k+2~1 i i
c( 1)(xj x* P(k+2)) =Opour j e N, O < j < htd,

h-2+1
£ O pour j = h+b+l.
(kt2-1), 3 _(k+2-1) . .
Or c (%3 Ph—2+1+i =Opour j e N, O < j < h+db,
# 0 pour j = h+b+1.
et par conséquent nous obtenons
(k+2-1) = 1 _(k+%)
Ph-te141 (%) = X7 P gl ().

cgfd.

La propriété suivante peut servir 3 caractériser les polyndmes or-
thogonaux réguliers qui se trouvent au nord d'un bloc P. C'est une condition

nécessaire et suffisante pour que ces polyndmes occupent cette position.

Propritte 2.2.

Les seuls polynomes onthogonaux négulierns des systimes adjacents
admettant La nacine 0 sont au nord d'un bloc P.

Démonstration.
C  eeeem c
i k+i
(i) _ i
Pk (x) = : :
] ]
] )
] }
Cxti-1 T ¢ 2k+i-1
1 xk
£ as . (1)
Régulier <= Hk 20
Racine nulle <=¢-H£l+l) =0

On est donc bien au nord d'un bloc.
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Propri8té 2.3.

Dans un bloc P, tous Les polynomes ont en facteur Le polynome
onthogonal négulien situé en NO.

Démonstration.

Immédiate d'aprés la construction des bases B1 ou B, et la propriété

2.1.

cgfd.

Dans l1l'ensemble des démonstrations qui suivent interviennent des
polyndmes orthogonaux réguliers prédecesseurs ou successeurs de P§n)(x).
Nous ferons intervenir un second indice dans la notation du prédécesseur ou
du successeur, afin d'indiquer par rapport d quelle fonctionnelle ils sont pris.

Par exemple pr(i,n) est égal au degré du polyndme orthogonal régulier par rapport

y (0 (n)( y. p@+1)
pr(i,n)

pris par rapport 4 la fonctionnelle ¢

serait alors le polyndme de degré pr(i,n)
(n+l)

qui précéde P

(n)

pr(i,n)(X)’

Nous noterons donc les polyndmes orthogonaux réguliers par : P

(n) (n) (n) -
pr(pr(i,n),n)(X)""’Psu(i,n)(X)’ Psu(su(i,n),n)(X)’ .+« . Tous les polyndmes
P§k) sont unitaires, Vj et k ¢ N. On repére les blocs P de Pin)(x) par les indi-

ces d'entrée et de sortie h£+l et p£+l, £ eN.

Proprists 2.4.

(n+l1)

Tout polynome N o/uthogona,& régulien vérnigie Les nelations sui-

vantes, pour i € N, Pp s ix hl 1t
(n+1) _ ( n) (n) (n)
Pi (x) = ( ( ) + gy i+l,4£ Ppr(1+1 n)(X))
(n+1) ) (n) (n) (n+1)
Pi (x) = Wi-pr(i+1, n)( )'Ppr(i+l,n)(X) + E1+l pr(pr(i+l,n) n+1)(X)
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D a(i+1,n) ns1) (X) ZePAESente Lo potynime onthogonal rggubion qui prtcdde
;283-1,n)(") qui est Le polynome situl sur £a cofonne pr(i+l,n).
qg])_ 2 et g(n) sont des constantes qui sont déginies ci-apris.

Les polynomes P(nﬂ) (x) quasi-onthogonaux qui n'appartiennent pas a un bloc
P de P(n)(x), c'est a dine tels que P(n)(o) 0 vinigient La relation

(nffl)( ) = P(n)( ) + B(n+1) (ntl)( ) ol B(n+1) st L consiant hitraine
qui intervient dans La nelation P(Ml)(x) = ( +B(n+l))P(n+1)( ).

Les potynimes P$™*1)(x) qui appartionnent 2 un bloc P de pg“’(x) verigient
L'une ou £'autne des deux relations suivantes :
Sé P}(‘Z) (o) = 0, P(’”l)( ) = (I_‘;z)l( )P(Z) (x) pouni e N, hy#2 < i < py-1

e 2™ (o) = 0, PP x) = u(MD)p(R)

-1 . )
hytl = ¥i-hp h£+1(X)'x pouri e N, hytl < i< pp

ot w™V () et w™) (x) sont des polynimes arbitraires respectivement
By by

(n‘l‘l)( ) = (n+l) ( ) P(n+l)( ) @t

de degn? i-h, et i-h,-1 définispar P wi- hp-1 h£+1

(n+1)( ) = (n+1)( ) P(n+1)( ).

e
Pour déterminen Les coefgicients q(ﬁ 2 et E(fi on pose :
c . (n) _ _ (n) (1)
S4 i =p, Bp£+l B YOS i YW
C(n) _ _(n) o)

pptl ) hptl,L-1 h£+l yJ

Dans Les authes cas :

g(n) (n) (n)
Biv1 “93+1,£ T Spr(i+i,n),L

cm) o _ (n) o(n)
Ci41 ° “Yr(itl,n) £ Spr(i+l,n),L

avec au démarvrage e(n) 0, q(n) = o et pan convention q(n) (m) _ ..

0,0 0,0 0,0 o o n
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(n) (n) .
Quand Les qpr(i+l,n),£ et epr(i+l,n),£ sont déginis, alons

(n) (n) (n) (n)
1+l N —epr(i+l,n),£ s4non E i+l ~ Ci+l

Dans Le cas ol certains aQ; et e, sont Andefinis on a :

1. SL P(n) et 2™ sont oaihogonaux néguliens et P(n+l)

! quasi-orthogonal,
o' est-a-dine 84 P (o) =

(n)

a) AL P
Doy

(@ #0etp, +1 <1< hptl

ou

b) 44 Pén)l+l(o) =0 etp, (t2 1< hptl

S0 @)

Ators q 3 ©) =0, e p 0 T Q441 01 7

2. SL Pin)(o) = 0 avee i < hy, done 44 Pgig est onthogonal néguldien,
(n) ) (n) _ ()
alors ey 1 p 0 7 0> Q349 p1 T Piio
3. SL Pé“)(o):o,donc 84 Pén)Q n'est pas onthogonal régulier, alonrs
14 A
(n) (n) (n)
P (o) 20, g = o, e =0
h£+l h£+1 -1 h£+l,£—1
(n) - 8™ o B(n) es une constante arbitraire
U +2,£-1 h ,+2 h+
£ L Ak
déginie par :
) G0 =GB ) B )

hK Z h£+l
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. 5(n) (n) (n) ;o
4. Si Ph£+l(o) 20 et th (o) 2 0, alons qh£+1,£—l est f4ind non nul,
1 < .
sz+ )(x) est onthogonat régubien et eé;il,ﬂ-l = 0.
5 S (n) _ ' = : . _(n+1) h P .
. 4 Py +l(o) = 0, c'est a dine 54 PP£+l (x) est onthogonal négulien
L
et Pén+1)(x) quasi-onthogonal alors :
2
(n) _ (n) - (n) _ (n) -
qh£+1,£—l =0, eh£+l,£ * Gpyr1e T ep£+l,£ =0
. (n) (n)
avec 84 p,+2 < h,  +1, = -B
y4 £+1 qp£+2,@ Dyt2
" - (n) - _a(n) < =(n) bithai
Pp = h£+1 . qp 2L Bp L Ol BP +2 est une constante arnbithaire
deginie par : £ £ £
(n) - =(n) (n)
Pp£+2(x) = (x + BP£+2) Pp£+l(x)
Démonstration.

Nous démontrons cette propriété par récurrence.
Montrons d'abord que les résultats de 1'énoncé sont vrais pour j € N,

< 9 <
h +1 < < h +1.

I. LA BASE 5 DEFINIT LES POLYNOMES p{™ ().

i

a) Regardons comment démarrent les relations.
(n) - (n), (n) (n) (n)
Pp7(x) = (#B77) POW(x) + €00 PR (x)

(n)

o}

avec P (k) = 1 et PEE)(X) = 0.
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s () _ ()

On pose 1 = ql 0 o,o
On prendra e(n) =0 et q(n) = 0.
0,0 0,0

(n) _ (n) c(n) (Pén)

Puisque C ) = cy d'aprés le théoréme 1.5 on prendra par

l
conventlon
o) _(m) _
0,0 0,0 n’
Donc X ( (n)( ) + q(n) (n)( )) = P(n)(x) = 1.
Par conséquent on a bien P(n+l)( ) = x Lep (n)(x)+ iné én)(X))
b) si P(n)(o) 0, 1 <h+let P(n+l)( ) = _l(Pgn)(x)+q§?g Pi?i(X)).

Alors P(n+l)(x) est orthogonal régulier, car Pi )(x) n'est pas au nord d'un

(n +1)( ).

bloc P qui serait bloc P pour P

Piii(x) (x+B(n))P(n)( y + ¢t (™ ()

i+l " i-1
(n) _(n) (n)
On pose 1+l T THH+41,0 1 o
o) _ _ () (n)
1+l i,0 "i,0
Posons ?i(x) = x ( (n)(x) + qiii o Sn)(x))
- o(n) (n), (n) ( ) (n) _ (n) (n)_(n+1)
= Py (%) - ei,o(Pi (x) + 94 o (x))x = P, (x)-e e, JPi (x)

Donc P, (x) est un polyndme de degré i. De plus il est orthogonal par rapport

a la fonctlonnelle c(n+l)

(n)( B P§n+l)) _ (n)(P(n) (n+l)) + (n) C(n)(P(n)P(n+l)) -

1+l j 1+l o i 73
. . ~ ] . z (n) (n)
pour 0 s j < i-1 3 cause de 1l'orthogonalité de Pi et P, i1”
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(n+1)(§.P(n+l)) _

Donc ¢ = 0 pour O £ j < i-1.

Par conséquent on a bien les relations cherchées.

(n) (n) (n)

i+l, o i

P§n+l)(x) - xLp

(x) + q. (%))

P§n+l)(x) - Pgn)(x) _ (n) (n+l)( ).

1 o 1i-1

c) Si Pin)(o) = 0eti<h+l,

(n)

1 +1 est orthogonal régulier puisque i < h_+1.

1

p(m)
L

(x) est au nord d'un bloc P pour P§n+l)(x) qui est quasi-orthogonal.

(n+l)

Pi 1 (x) est orthogonal régulier.

(n) (n) (n)

e.
? ? q1+1 o)

Nous allons donner les valeurs de 9 0 io
]

(M = PP 6o = e o ¢ oPeM o)

i,o i-1

Donc q(n) =0

p(n) _ (n) (n) (n) p(n)
l+l(x) (x + B )P (x) + C; i+l 1 l(x).
g(m) - _ () (n)
On pose Biv1 © "%41,0 T %i,0
(n) = - (n) (n) Old'aprés le théoréme 1.5
] 1+l i,o 1 o
puisque P( )(x) est orthogonal régulier.
Donc e(’i = o, qgii’o = «, Ce qui entraine que :
5 - (n) (n) p(n)
Pi(X) = ( ( ) + 41, oF (x))

n'est pas défini.
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De plus on a :

(n+l)(x) (n+l)) P(n+l)( )

(x +B

~=(n+1)

avec B,
i

(n+1)( ) =

arbitraire, et puisque P Pgn)(x) on obtient :

P§n+l)(x) = Pén)(x) + §§n+l).PS?Il)(x).

d) Ssi Pgn)(o) = 0 et i+l < hl+l.

Pgig(x) est orthogonal régulier, par hypothése.

(n)(x) = (x + B(n))P(n)(x) + c(n) (“)( )

(n) _ _ () _ (n)
On pose Biv2 ¥ "%442,0 T ®itl,0
(n) - _(n) (n)
Cit2 © "%3+1,0 ®i+l,0 =0
(n) _ (n) (n) _ _p(n)
Puisque q, i+l,0 - », alors ei+1,o O et ql+2 o = “Bisor
De plus p(n)(o) = B(n) (n)(o) ce qui entraine que :
1+2Fi41
— (n) (n) p(n)
1+1(X) (P 1+2( x) + q1+2 o 1+1(X))
est un polyndme de degré i+l.
- (n) (n) p(n) (n)
(x) P (x) + ql+2 o l+1(x) est orthogonal par rapport & ¢ ',
Donc Pi+l(x) est orthogonal par rapport a c(n+1) et est identique & P(n+l)( ).

Enfin 270G = x7HR 00 + afl) PiT ()

(n) (n) (n) - (n) (n) (n+1)
l+l( X) + X c1+2 (x) P (x) + Ci+2 1 (x).
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e) Pén)(o) = 0.

1
Pénil(X) est orthogonal régulier. Il est 4 l'ouest ou dans le coin
1
Nord-Ouest du bloc P pour Pgn)(x). Donc P(n) (o) = 0.
i hl+l
(n) - =(n) ,,(n) =(n) e
Ph +2(x) = (x + Bh +2)Ph +1(x) avec Bh +2 arbitraire.
1 1 1 1
=(n) (n) (n)
On pose B = -q - e
h,+2 h +2,0 ~ h +1,0
(n) (n)
0 = -e q
hl+l,o hl+l,o
(n) (n) (n) =(n)
q = 0 => @ =o=>q = -
hl+1,o hl+l,o hl+2,o hl+2
. .-1,.(n) (n) (n) _ o(n) _ p(n+l) anpd
Enfin x (Ph1+2(X) + qh1+2,o Phl+l(x)) = Phl+1(x) z Phl+l (x) d'aprés la

propriété 2.1 i).

On a aussi : P(n+l)(x) - P(n) (x) - o(n) P(n+l)(x)

h +1 h,+1 h;tl,0 “h -1
- pln) (n) _(n+l) . (n)
= Phl+l(X) + Ch1+2 Phl—l (x) puisque Chl+2

est nul d'aprés la remarque 1.2.

£) Péiil(o) z 0.

o (7)

h +l(x) est orthogonal régulier ; il est 3 1l'ouest ou au nord-ouest
1

d'un bloc P. On a les mémes résultats que dans le cas e), c'est-d-dire

eﬁzil,o =0, qﬁjzz,o =" ﬁ;jiz
e

= Péjil * Cﬁjiz P;ﬁfii+1,n+1>‘x’
D0 = e + o
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En effet :
. (n) - (n+1)
Soit Phl (0) =0, alors Ph (x) est gquasi-orthogonal et on est dans le
cas e). Donc q(n) = o et on a les résultats proposés.
hltl,o
Soit Pgn)(o) # 0, alors P£n+l)(x) est orthogondlrégulier puisque Pﬁn)(x)
1 1 1
n'est pas au nord d'un bloc P pour P(n+l)(x).

(n) . . (n) - .
th+1,o est fini non nul, car si th+l,o = 0, on aurait
(n+1) -1, _(n) (n) (n) -1 _(n)
P (x) = x (P (x) + g 13 (x)) = x P (%)
hy h,+1 h,+1,0 pr(hl+l,n h,+1

. . ., pln) -

ce qui entrainerait P (0) = 0.
hl+l

(n) _ (n+1) _ ()

Donc ehl+l,o = 0 et Phl+l (x) = Phl+l(x)'

On obtient les résultats proposés.

g) p(®) (6) = 0.
1

(n)
h.+1
Par conséquént :

(n+l)(x).

P est au nord d'un bloc P qui est aussi bloc P pour Pi

P;ni2(x) = (x + B

(n) ) P(n) (x) avec ﬁ;n) arbitraire.
1

hl+2 hl+l l+2

(n+l) _ =(n+1) (n+1) =(n+1) . .
Ph1+l (x) = (x + Bh1+l ) Phl (x) avec Bhl+l arbitraire.

Or xP;n+l)(x) = Pézil(x).

1
On a encore q(n) = 0 comme dans le cas c).
hl+l,o

P(n+l)(x) - P(n) (x) + E(n+l)P(n+l)(x).

hl+l hl+l h1+1 h1

D'autre part :
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I1. LA BASE B, DEFINIT LES POLYNOMES P§“)(x).

Tant qu'on parcourt le bloc P on a : Psn)(x) = wgn)(x) et
(n+l)( ) = (n+l)( ) ou w(n)(x) inil)(x) sont des polyndOmes arbitraires

respectlvement de degré i et i-1.

A la sortie du bloc P on a :

p(n) _ (n) (n) (n) (n) (n)
p +l(x) = (xu)Po (x) + B ) P (x) + Cp PR3 (%)
. g(n) _ _ (n) _ (n)
On pose : p +1 oo 0,0
(n) _ __(n) (n)
Cpo+l = 0,0 %,0
(n) _ (n) - . . (n) _ _(n)
On prendra eo’ = 0, 9, = 0 ce qui entraine que qPo+%0- Bpo+1.
Puisque 0;211 = AéZil c(n)(Péz)) = cn+Po d'aprés le théoréme 1.5, on prendra
par convention
_o(m) () ]
0,0 0,0 n+p
Aors B (x) = x™X( ;“) (x) + qénil o PG = M0 70

(o} o

(x) est un polyndme de degré Py > orthogonal par rapport a c(n+1)

o}

c(n)(xlgp (%) P§n+l)(x)) - c( )(P(n) (n+l)) + (n) c(n)(P§n+1)) = o

° P, +l i qp°+l,o

pour i < P, (on rappelle que dans le cas de la base B2, d(Pi) = 0, ¥p, pour

i<p)).

Donc P_ (x) = P(n+l)(x) puisque P(n+l)(x) est orthogonal régulier.
Po Py Py
P (n+1) _ .(n) (n) _ _(n) o(n+l)

On a également Pp (x) = w (x) P77 (x) €50 P, R)

o} o

Enfin pour i ¢ NN, p°+2 <sisg hl+1, on retrouve les mémes démonstrations que

dans le I.
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I11. ON SUPPOSE LES RESULTATS DE L'ENONCE VRAIS JUSQU‘A L'ORDRE hotl.
MONTRONS QUE CES RESULTATS RESTENT VRAIS POUR hpt2 < i < hy ,+1.

(n)
P (o) = 0.
<:::> Pt

P(n) (x) est 3 l'ouest ou au nord-ouest du bloc P.
h£+l

(n+l) _ -(n)
bl %) =B L)

e £

p

(n) =(n) ,(n)
P (x) = (x+B )P (x)
h£+2 h£+2 hztl

avec éﬁ“iQ
£

(n)
Tant quePhl+2+i

arbitraire.
, pour i € N, parcourtle bloc P on a :
(n) _ (n) (n)
Ph£+2+i(X) - wi+1(X)Ph£+l(X)
pour 1 e N, 0 £ 1 < pl_hl—Q

(n+l) _ (ntl) (n+1) _ (n+l) (n) ) .
Ph£+1+i(x) =W, (X)Ph£+l (x) = w, (x) th+1(X) pour i e N, 1 <1i < pi-hl-Q’

ol wgii(x) et w§n+l)(x) sont des polyndmes arbitraires respectivement de

degré i+l et i.

Sortie du bloc P.

P(n+l)(x) est orthogonal régulier.

Py
(n) - (n) (n) \,(n) (n) (n)
P =
p£+1(X) (x wpz- hz—l(x) ¥ Bp£+l)Ph£+l(x) ¥ Cp£+l Ppr(h£+l,n)(x)
@ _ @ _ (
On pose Poptl T TIppr1e T Cnyr1 e
() @ CYRR

= q _ e 2z
p£+l h£+l,£ 1 h£+l,£
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q;:il,t—l est soit fini non nul, soit infini.
$i g +1,0-1 est fini non nul.
2t
Alors P(n+l)( ) est orthogonal régulier et e(n) =0
. hy | % g g hetl,f-1 = =
5 _ (n) (n) p(n)
Donc PPL(X) = x ( ( ) + qp£+l ) h£+l(x))
_ (n) (n) _ 5L () (n) (n) (n)
T Ypyoh,- 1(®) Ph£+1(") X Chprnt (B hyt+1 (%) + h£+l,£-ler(h£+l,n)(X))

(n) (n) (n) (n+1)
“’pz-h[l(") Ph£+1(") B eh£+l,£ Phl (x)

F (x) est donc un polyndme de degré PE ; i1 est orthogonal par rapport a

(qu)

(M) pmD)y o () @) plasl)) | (@) () () (at)y
o My BT = IR BT ¢ q g e M B B 2 0

pour j eIN, 0 £ j < pl-l’ soit 3 cause de 1l'orthogonalité de P; )1, soit en

appliquant la propriété 1,17 i). L
(n+1)
Donc P (x) EP (x).

p
On a au581 : ¢

(n+1)( ) = w(n) ( ) P(n) (x) _ e(n) (n+l)(x)

(n) o,
Alor P(n+l) st i-orthogonal et P(n) (o) =0
ors hL est quasi-o gonal e pr(h£+1,n) =
M) e P o ()

hytl,2 pp+l Clp£+1,£
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. . (n) _ (n) _ o(n) (n) .
Enfin puisque Ppr(§£+l,n)(o) = 0, alors PRC+1(O) = Bp£+l Ph£+1(o), ce qui
entraine que :

- -1 - Pe
Ppl(X) = x (P;:_il(x) + qx(nzil,ﬂP;zi)'l(x» est un polyndme de degré p,.

Comme précédemment on a l'orthogonalité par rapport a c(n+1).

Donc P (x) = P;m’l)(x).

Pt /4
De plus on a : _l(PI()n:l(x) + ql()nil,ePt(ln:l(x))
£ £ /4
_ (n) (n) -1 (n) (n)
=W (x) P (x) + C .
pphp-1 % hy+1 ¥ x pptl pp(hzfl,n)(x)
(n) - (n+1) -
Or Ppr(he+l’n)(x) = x Ppr(h£+l,n)_l(x) et pr(h,+1,n)-1 = pr(hy+l,n+1).
(n+1) _ (n) (n) (n) (nt1)
Donc P X (x) = up[;—hz_l(X) Ph£+l(x) + Cp£+l Ppr(h£+1,n+1)(X)'

Par conséquent, on a en utilisant nos notations sur les polyndmes orthogonaux

réguliers prédécesseurs d'une position donnée
b ]

x) + ) p(ntl) (x)

(n+1) _ o) (n)
P (x) = pptl “pr(pr(py+1,n),n+l)

Pp pz-pr(p£+l,n)(X) Ppr(p£+l,n)(

0 (n)
P (o) = 0.
‘III’ hy+1

Pt(lnil(X) est au nord du bloc P qui est aussi bloc P pour P(iml)(x)'
£

P§n+l)(x) est non orthogonal régulier pour i ¢ N, h[rl <ix Pp-

Pendant la traversée du bloc P on a :

(n) _ .(n) (n) . .

Ph£+2+i(x) = wi+1(x) Ph£+1(x) pour i e N, 0 < 1% pz—h£-2

(n+1) _ (n+l1) (n+1) _ (n+1) (n) -1 .
Ph£+l+i(x) =W (x) Ph,@ (x) =w. (x)Ph£+1(x).x pour i ¢ N

0s1ic< pl_hl—l
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(n) - (n) (n) (n) (n) L(n)
Fpprit®) = (g gonp=1) ¥ Bp 4y Prye1(*) * G on Por(hyt1,n)®)
On pose B(n) = - (n) (n)

pptl qp£+l,£ B eh£+1,£

C(n) _ (n) (n)

= -q . e 0
pptl h£+l,l 1 hL+1,£

(n) - (n) - ® (n) -
On a qh£+l,£-1 = 0, donc ehztl,l = et qp£+l,£ =&

1. Si py+2 < by +1.

Alors P(n) (x) est orthogonal régulier
p£+2

(n) - (n) ,(n) (n) (n)
Pp£+2(x) = (x + szf2)PP£+l(X) + CP£+2 Ph£+1(X)'
(n) _ (n) (n)
On pose Bp£+2 - -qp£+2,£ - ep£+1,£
C(n) - o (n) e(n)

- 0
Ppt2 qp£+l,£ p£+l,£ *

(n) (n)

(n) - -
p£+2 qp£+2,£'

(n)
qp£+l,£

p£+l,l

= ®=> @ =0=>B

= -1, _(n) (n) (n)
Posons Pp£+1(x) = X (PPL+2(x) + qp£+2’£ PPL+1(X))

0= P (o) = P p(0) (o,

p£+2 p£+2 p£+l

(n)
Ph£+l(°)

Donc Fp +1(x) est un polyndme de degré pzfl qui est orthogonal par rapport a
A

, ce qui se prouve par une démonstration analogue 3 la précédente.

(n+l)
p£+1 (x).

c(n+1)
Par conséquent Pp£+1(x) = P

D'autre part on sait que fg;il(x) = xP§:+l)(x).

(ntl) .y = .~ 1cp(n) (n) (n) - pin) (n) p(ntl)
Donc PPL+1 (x) = x (Ppl+2(X) + qp£f2,£ Pp£+1(x)) PPL+1(X) + CPL+2 Phl (%)
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Comme précédemment d l'aide de nos notations nous trouvons :

(n) (n+1)

(n+l) (n)
P (x) =P (x) + C P (x).
p£+l pr(p£f2,n) p£f2 pr(pr(p£f2,n),n+l)
2. Si Pp = hztl'

(n) _ o(n)
Alors Pp +2(x) = Ph +2

ya 2+1

(x) n'est pas orthogonal régulier.

(n) =(n) ,(n) =(n) o
P (x) =(x + B )P (x) avec B arbitraire.
p£f2 p£+2 p£+l p£+2
=(n) (n) (n)
On pose B = - - e
p£+2 qp£f2,£. p£+1,g
- _.(n) (n)
0= epfl,[_ q-p£+l,z
(n) (n) =(n) (n)
S o=>e =0 =B = -
Ry pptls L Py*2 qp£+2,£
= -1,.(n) (n) (n) (n)
P (x) = x (P (x) + P (x)) =P (x).
p£+l p£+2 qp£+2,£ p£+1 | p£+l
Donc §p +1(x) est un polyndme de degré pz+1 qui est orthogonal par rapport
L
a c(n+1). Il est donc identique a P;n:i)(x).
On peut encore écrire : £
(n+1) (n) (n) (n+1)
P (x) =P (x) - e P (x)
p£+1 p£+1 pzfl,l hl
(n) (n) o(n+1)
= P (x) +C P (x)
pzfl p£f2 h2
puisque C(n) = 0 d'aprés la remarque 1.2.
p£+2

Les démonstrations qui suivent sont valables dans les cas @ et .
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(n+1) _ -1,5(n) pn)
p:(iﬂ.,n)-l(X) =x (Ppr(i'rl,n)(x) * q'px'(.'nl,n) 4 pr(pr(i+1 n),n)(xn

avec p£+l <1< hL l+l dans le cas @ et p£+2 <1« h(’_ l+l dans le cas ,

alors P( )(x) n'est pas au nord d'un bloc P pour P(n*l)(x) Donc P§n+l)(x) est

j) si pi“)(o) %0 etP

orthogonal régulier. On a une démonstration analogue au b) en utilisant la

relation générale suivante :

p(n) L) (n),,(n) (n) p(n)
Piyn(®) = (xuy_ pr(itl, n)(X)+Bl+1)Ppr(1+1 n)® * €51 For(pr(itl,n) n)( ©)
et en posant :
g(n) _ _ (n) (n)
Bim T 941, 7 Spr(i+l,n),e
cm) _ _ (n) ()
Civ1 © “Yr(itl,n),L Spr(i+l,n) ya
On trouve alors :
(n+l) —_— (n) (n) (n)
Py ) = (R (KD * 95 Prr(aer,m) X))
plntl) - o(n) (n) - (M) (n+1)
1 (x) ¥i- -pr(i+l, n)( ) Ppr(i+l,n)( ) pr(1+1 n),L "pr(i+l,n)- 1( x)

k) si Pgn)(o) = 0.

Avec p£+l sic< h£+1+1 dans le cas @ et p£+2 sic< h£+1+1 dans

le cas ,, alors Pg_n)(x) est au nord d'un bloc P pour P;_nﬂ)(x) qui est

quasi-orthSgonal. P(n)(X) est orthogonal régulier ainsi que P(nﬂ)(x)

Comme dans le cas c) on obtient :

(n) - (n+1) (n) (n) (n)
(x) Py (x) = ( (x) + Sy Ppr(i,n)(x”

Done q( ni 0.
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(n) ,(n)

P () = (x + B(“)) P(n)( ) + C. (x).

1+1 i+l pP(l n)
. ) o _ (@) (n)
On pose : Bijt1 ™ U410 " %Lk

(m) _ _ () (n)

Cit1 = 95,2 %,0 7

20

d'aprés le théoréme 1.5 puisque P( )(x) est orthogonal régulier.

(n) (n) -

,L_m_>q = o

Donc e. i+1,0

-(n+1)

P(n+l)(x) (x + B(n+1)) p(n+l)(x) avec B arbitraire.

1

Or P$n+l)(x) " Pgn)(x)-
i-1 i

(n+l)( ) = P(n)( ) + B(n+1) (n+1)( y.

Donc P i1

. 5(n) - .
£) si P (o) = 0 et p£+2 < i+l < h£+l+l‘

La démonstration est identique 3 celle du cas d).

On obtient donc :

(n) _ (n) . (n) _ (n)
G+1, - ®i+1,2 05 q; iv2,2 ~ Biso

(n+1) _ -1 (n) (n) (n)
Pi+1 (x) = x 7(P (x) T 9 it2 g 1+1(x))

(n+l) _ (n) (n) (n+l)
1+1 (x) = (x) + C, +2 (x)
m) Si Pgn) (o) =
£+1

La démonstration et les résultats sont ceux du cas e).

SO NN Y (m)

q, = o, -O$q -
h£+1+l,£ h£+1+l L h£+1+2,£ h£+1+2
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(n+1) _ .~1 _(n) (n) (n)
Ph£+l+1(") =X (Phl+l+2(") Y, 42,8 Ph,_ﬂﬂ("))
(n+l) (n) (n) (n+1)
P (x) = P (x) - e P (x)
hoyrtl hoyitt hpetlst "hp g7l
(n) (n) (n+1)
P (x) + C P (x)
hotatt hppa*2 hp 471
(n)
n) P (o) = 0.
h£+l+l
La démonstration et les résultats sont ceux du cas f).
(n) - (n) _ _z(n)
eh£+1+1,“1, =0 qh£+l+2,z_ - Bh£+l+2
(n+1) -1 ,_(n) (n) (n)
P =
h£+1+1(X) * (Ph£+1+2(X) i qh£+l+2’£ Ph£+l+1(X))
(n+l) (n) (n) (n+1)
P (x) = P (x) - e (x)
h£+1+l h£+1+l h£+l+1,£ pr(h£+l+l,n+1)
(n) (n) (n+1)
P (x) + C P (%)
hp,,+1 hp,,+2 pr(hp  +1,0+1)
. (n)
0) Si P (o) =0
h£+l+l
La démonstration et les résultats sont ceux du cas g).
(n) - =(n) (n) =(n) . .
Phe+1+2(X) = (x + Bh£+1+2) Pb£+l+l(x) avec Bh£+1+2 arbitraire.
(n+1) =(n+l) (n+1) =(n+l) . .
P (x) = (x+B )P (x) avec B arbitraire.
Qe+l+l h@+l+l h£+l §C+1+1
(n+l) (n) =(n+l) _(n+l) (n)
P (x) = (x) +B P (%) et =0
hp . *1 by, 1 By, 1 By qh£+l+l,£

cgfd.
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La propriété suivante peut permettre un calcul trés simple des polyndmes

d'une famille adjacente.

Propriéts 2.5.

On considére deux polynomes orthogonaux réguliens successigs
Pgn)(x) et P(n)

su(i,n

)(x).

-1, (n)

Soit £'expression x (BN, () + .2 ).

i} S'il existe une valeur de q telle que cette expression s0it un

polynome, alons c'est Le polynome ornthogonal négulien Pézzi)n)_l(x) et
(n) ?
Q=9

su(i,n),£

AL) S'il n'existe pas de valeur de q, telle que cette expression soit
un polynome, alorns Le polynome P(n+l) (x) n'est pas onthogonal négulienr.

su(i,n)-1

Démonstration.

i) Si cette valeur de q existe, elle est unique et est telle que

(n)

(n) _
su(i,n)(o) + QP (o) =0

(n)

-1
( su(i,n)

P

Posons alors P (x) = x (x) + ngn)(x))-

su(i,n)-1

On a : c(n+l)(P§n)(x) P (x)) =0 pour j eN, 0 £ j < su(i,n)-2.

su(i,n)-1

(n)

su(i,n)

(n+l)

En effet o (x‘1p§“)(x>(P (x) + qP§“>(x)))

(n)

= ¢ () p(n)p(n)

(n), (n) (n), _
j “su(i,n (Pj Pi ) =0

)) + q.cC

(n)

soit d cause de l'orthogonalité de P /.
su(i

n)(x), soit en appliquant la propriété
1.171) a B{™ (o).

(n+1) (x).

Donc P (x) = Psu(i,n)-l

su(i,n)-1

(n)

D'aprés la propriété 2.4, q = Qsu(i.n . L°
9 L]
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ii) S'il n'existe pas de valeur de q telle que cette expression soit

- (n+l1) . . .
un polyndme, alors Psu(i,n)-l(X) n'est pas orthogonal régulier.

(n+1)

En effet si P (x) est orthogonal régulier, on aurait, d'aprés la

u(i,n)-1 (n)
propriété 2. 4 une valeur existante de q = qsu(1 n),2’
cqfd.
Remarque 2.3.
P§n)(x) N Les seuls polyndmes orthogonaux réguliers
\\\~ des familles adjacentes qu'on ne puisse pas
Pgn+l)(x) \\\ atteindre d l'aide de cette propriété sont
S - (n+1) .
\\\ les polyndmes Pi (x) qui sont 3 1l'ouest
N d'un bloc P.
Mais on sait qu'alors P(n+l)6<) = P(n)( ).
(n)
su(i,n)(X)
Proprniété 2.6.
-S4 P(n**)(x) est onthogonal régulien, alorns Le polyndme associl
(n+l)

Q; (t) véﬂ&é&e Les deux relations sulvantes pour i e N, PpSish, .+

Q(n+l)(t) - (n) (n) (n)

(n+1)
i = Qiy1(t) * aivle QUr(i+1, (8 = egfy )
(n+1) - (1) (n) p(n)
% (t) = wi-pr(i+l,n)(t)(tQpr(i+1,n)(t) " % pr(1+l n)(¥))
(n) ~(n+1)
R Qpr(pr(1+l n),n+1)( t)

ED) a 2 valewr qui est fixtedans ta propuidet 2.4,

-S4 P§n+l)(x) est un polyndome quasi-orthogonal n'appartenant pas

a un bloec P de Pin)(x) ona:

(n+1)(t) =t Q(n)(t) - cnPin)(t) + Ein) anll)(t)
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“si PP eat et que PP 6o = W™ Gor{™ (o) powr
i i 1—h£-1 h£+1
ieN, p2+2 <ic< pL-l, alons
(n+1) _ (n+1) (n) (n)
Q; (£) = w,y 2108 (rQ (8 - o By w18
£ 4 £
5i B 60 =t w00 B G atons
L L
(n+1) _ (n+1) (n)
oM (1) = wTE () Q7 ()
£ £
Pour Le démanrage on prend Qén)(t) = Qén+l)(t) = 0.
Démonstration.
i) La preuve de la premiére relation est totalement analogue a celle

des pages 92 et 93 du livre de C. Brezinski

1

P(n+l)(x)-P§n+l)(t)] - [ Psn+l)(x)-P§n+l)(t)
= c X

(n+1) _ (n+1) i
Qi (t) = ¢ x-t x-t
(n+l) (n+1) _ -1,_.(n) (n) (n)
P - By (e) = x TR (%) 4 ag g Por(i+1,n) %)
-1,.(n) (n) (n)
- R (0 4 ag g Prn(ie,n) (8

_.-1.-1 (n) (n) (n) (n) (n)
=x "t [tPi+1(x) - XPi+1(t) * a5 (thr(i+1,n)(X) - xppr(i+1,n)(t))]

(n) (n) - (n) (n) (n)
Or tPi+1(x) - xPi+l(t) z t(Pi+l(x) - Pi+l(t)) - (x—t)Pi+l(t).

(n+l) (n+1) _ -1 (n) (n) (n)
(x) - Pi (t)) = t "[t(P l(x) - Pi+1(t)) - (x-t) Pi+1(t) +

Donc x(Pi i+

(n)
pr(i+

(n)
pr(i+l,n

(n)

i (t(F pr(i+l,n

941, 4 )(x) - P )(t)) - (x-t) P 1,n)(t)]
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Par conséquent :

(n+l) .y _ (@), _ ‘n (n) (n) (n) _%n ()
Q4 (t) = Qi+l(t) T Pi+1(t) * 41,2 (Qpr(i+l,n)(t) t Ppr(i+1,n)(t))
c'est-d-dire :
(n+1) - o(n) (n) (n) _ (n+1)
QT = Q) ag g p Yraer,m) (V) TSPy (B)
ii) Pour démontrer la seconde relation on utilise le fait que Qiﬁi
et Pg:i satisfont la méme relation de récurrence.

Si Pi:i(x) est orthogonal régulier on a :

(n) P(n)

i+1 pr(pr(i+1,n),n)(X)

(n) - (n) (n), ,(n)
Pi+1(X) = (x wi-pr(i+1,n)(X) * Bi+1) Ppr(i+1,n)(X) tC

Par conséquent :

(n) (n) (n), A(n)

~-1,(n) _

Qa8 - et TP (8 = (g e,y ) B Qr(ier,my (P Y
~(n),(n) -1 (n) (n)y o(n)
Ci+lQpr(pr(i+1,n),n)(t) - ot [(twi—pr(i+1,n)(t) * Bi+l) Ppr(i+l,n)(t) *

(n) ,(n)
Ci+l pr(pr(i+l,n),n)(t)]
1. Si i=p,, Pﬁiil(o) * o et qﬁzil,z_l fini non nul.
Alors P(n) (t) est orthogonal régulier ainsi que P(n+l)(t).
Pz_"'l h

(n) _ __(n) _ o(n)
Bp£+l - —qp£+1,£ eh£+1,£

(n) _  (n) (n)
°p£+1 " Thyr1,0-1 Shyrt L



- 136 - Systémes adjacents de polyndmes orthogonaux Chap. 2

(n) (n) (n) (n) (n) (n)
Done Q Dyt 41(8) —ct Pz*l( p£ -h, -1(0) Qh£+1(t) qP£+1 L h£+1(t)
(n) (n) _ (n) (n) (n) (t)
" Chpt1,l hl+l(t) 4y hotl, £-1°h£+1 2 Qpr(h£+1 n)

(n) (n)
¢ pl—hl—l(t) Ph£+1(t)

-1 (n)

+ctq p(n) -1, (n)  o(n)
pL+1 L h£+1(t) eyt ey +1,£ h£+1(t)
-1 (n) (n) P(n)

(B
* et 9 y1,2-1% 41,0 pr(hy+l,n)

On a donc dans ce cas ci puisque Pén+l)(t) est orthogonal régulier

e (n’ NP AN OIS St 0%
¢

+1,4 h£+1 Pp
Q;:il(t) ; q;;il . (:) (t) = c_ P;2+1)(t) ; Q;:+l)(t)
Cnt_le(211 L(P(z) (t) + q(21l £-1P;22h£+l,n)(t)) = °n ;211 L £2+1)(t)
et enfin
‘211 . (Q(:) (1) + qﬁ;il,(—l Q;22h£+1’n)(t) - cnPé2+l)(t)) - 3(211 . (2+1)(t)
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On obtient 3 l'aide de toutes ces relations :

(n+1) (n) (n) (n) (n) (n+1)
Q (t) = 8y (e (1) - e P (t)) - Q, (t)
2. 51 i = Py P(n) (o) z o0 et qénil fo1 =
hotl £
AL (n) PRI (n+1) .
ors P est orthogonal régulier et P est quasi-orthogonal.
p£+1 hl
(n) _ (n) o) - (n) (n)
Ppr(h +1 n)(°) ° eh£+1 £-1 £+l L O et B l qp£+l,ﬂ
On a donc :
(n) ) o(n) _ () (n)
Qp£+1(t) cnt p£+1(t) twpz-hz-l(t) Qh£+1(t)
(n) (n) (n) (n) _ (n) (n)
quﬂ RN hy+1 1(0) + Cp£+1 Qpr(h£+l’n)(t) °n Dy~ (t)Ph£+1(t)
_ (n) (n) _ (n) L(n)
* “nt qp +1f h£+l(t) “n t Cp£+l Ppr(hl,'+l,n)(t)'

A 1'aide des premiéres relations des propriétés 2.4 et 2.6 on obtient :
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(n+1) (n) (n) (n)
Q (t) =w_ ' (1) (£Q (t) - c P ()
pl PZ hl 1 h£+1 n hzfl
(n) ,.(n) -1_(n)
C - P
+ szl(Qh£-1+l(t) c t h£-1+1(t))
. -1 _(n) (n+1)
On a également t ~ P (t) = P (t).
hy,_,+1 hpy
. (n) -1 _(n) (n) (n+1)
Par conséquent Q (t) —ct ™ P (t) = Q (t) - cP (t)
hf,—l+l n h£_1+l h£_1+l n hL—l
_ o(ntl) (n) (n)
= Q - q Q (t).
thl h£r1+l,£-2 pr(h£r1+l,n)
Or d'aprés la propriété 2.4, 5°) on a qén) 41,02 = 0.

-1

Donc finalement :

(ntl),.y _ (n) (n) _ o(n) (n) ,(n+l)
sz (t) = wpz’hz'l(t) (tQh£+1(t) cnPh£+1(t)) + Cp£+l th_l ().

s . (n) _
3.8i4i-= Pptl, thfl(o) = o et ppt2 < h£+l+1'

Dans ce cas on trouve toujours d l'aide des premiéres relations

des propriétés 2.4 et 2.6

(n+1)

n) (n) (n) ,.(n) -1_(n)
p£+l +1(t) - Can +1(t) * cp +2(Qh +1(t) - eyt Ph +1(t))

(
Q
Py L F AR L

(t) = tQ

Comme dans le 2, on a :

(n+1)
hy

(n -1_(n) _ ~(n+1) (n) (n)
% Ph£+1(t) = th (t) + qh£+1,l-lQpr(h£+

)
+l(t) -ct (t)

2 1,m (8 = Q

(n+1) _ o~(n) (n) (n) ~(n+1)
Donc QP " (t) = tQP +l(t) - can +l(t) + cp +2 th (t).

£ £ £ 4
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(%N

s s (n) - -
4. Sii-= Pptl, Ph£+1(o)_- oetpy=hy.,.
. p(n) . =(n) (n)
On a : PP£*2(X) (x + BP£+2) Pp£+l(X)'
On a une relation identique pour Q(n) x).
p£+2
=(n) _ _ (mn) . (n) _
De plus BP£+2 = qPL*z’L H epl+l,£ = 0.
(n) -1.(n) (n) (n) (n)
On a donc : Q (t) - c t P (t) =t Q () - Q (t) -
p£f2 n p£f2 pzfl qp£f2,£ plfl
(n) (n) -1 _(n)
canzfl(t) + qP£+2,£ c t Pp£+1(t).

A 1'aide des premiéres relations de 2.4 et 2,6 on obtient :

(n+1) _ (n) (n)
Qp£+l (t) = ¢t Qp£+l(t) - can£+1(t)
5. Cas général.

(n+1)

On écarte les 4 premiers cas et on prend P, orthogonal régulier.

(n) - (n), ,(n) (n) _(n)
Pipp®) = (et By i) P0G + G Pota,n)®)

P§n)(x) est orthogonal régulier puisqu'on n'est pas dans le cas 1 ou 2.

(n) _ _(n) (n)
Bit1 T "Y41,e " G5k

(n) _ (n) (n)
Civ1 ™ 79,2 %8

Par conséquent :
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Q™) - o t TR () = @™ - o) 0 ey - o) ™o
in; einé Qégzl my {8 - Cnpin)(t) * cnt-lqgii,g in)(t) te t egnz p{™(¢)
R L
Puisque P§n+l)(t) est orthogonal régulier on a :
cnt 1ep (n)(t) + qiii " (n)(t)) §n+l)(t)

(n)(t) + qiii z in)(t) - Q(n+l)(t) + cnP:(ln‘f'l)(t)

Pgﬁll)(t) est orthogonal régulier puisqu'on a écarté les 4 premiers cas.

ALY t-l(P(n)(t) + p(n) (t)) = (™ (n+l)(t)

ni,L i pr(i,n) ®i, L

Enfin

(n) (n) (n) ~(n) (n+l) _ (n) (n+l)
(Q (t) + q; 2 Qpr,(l n)(t) -c P, 7(1)) = .2 U, (v).

D'od la relation cherchée.

Pour le démarrage on prend Qén)(t) = Qin+1)(t) = 0.

Pgii(x) (x + B(n))P(n)(x) et P(“*l’( ) = P(n)(x)
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On a :

(n)(t)

1+1
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(n) -(n) (n) .
1,879 Biyy T "4q g0 17 Pptls
-1 (n) (n) (n) (n) (n)
(t) i (t) - qi+1,z Qi (t) - cnPi (t) +
-1 (n) (n)
* cnt 941 oL 1 ().

Comme précédemment d l'aide des deux relations trouvées on a :

ce qui est la relation cherchée avec e

iii)

(n+1) - (n) (n)

(n)

ie = 0.

(n+

Pour les polyndmes P l)(x) quasi-orthogonaux qui n'appartien-

nent pas d un bloc P de P(n)(x) on a la relation :

i

Q(n+l)(t)

P§n+l)(x) = P§n)(x) + ﬁf“)Pff+l)(x).

(n) (n) (n+l) (n+l)
(x) - P, (1) (x) - (t)
) + B(n) (n+l)( i-1 )

(n+1)(
x-t x-t

(n) (n)
(x) - P (t)

= (n)(x (n+l)(t)

G,

=(n)
) + Bi

x-t

x@™M 0 - 2P ) = enE™ e - 2P )+ e - e )

(n)( ) - (n)(t) ( (
Pi _ () ,.(n) (n) n) n)
x P ) = ¢ (P, 77(x)) - ¢ (P;77(%)) + t Q" (¢)
- (n) (n)
t QU (t) - e P(Y)
(n)(P(n)( )) = 0 pui (n) P
i (%)) =0 puisque Pi (x) est orthogonal régulier.

car c
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On obtient donc :

(n+1) _ oAn);, (n) =(n) .(n+1)
Q (t) = tQ; () - cpP. 7 (t) + B.7Q (t).

(x) n'est pas orthogonal régulier.

B A
ona: P M) = w§ﬁgzzl(x) Pﬁiil(x) pour i ¢ N, hy#2 s 15 p,-l

(n+1) (n+1)
P () - i (1)
QP () = oM (x 2 — )

(n+1) (n) (n+1)- (n)
x(w, 77 (x) P (x) - w, "7 (t) P (t))
i hl 1 h£+l i hl 1 h£+l

(n+1) (n) (n+1) (n+1) (n)
= £x-t) w, (x) P (x) + t(w, (x) - w, (t)) P (x)
1-h£-l h£+1 1-h£—1 1-h£—l h£+1

(n+1) (n) (n) (n+1) (n)
+ tw, (t) (P (x) - P (t)) - w. 7 (L) P (t) (x-t)
1-h£-l h£+1 h£+l 1—h£—l h£+l

(n+l)(t) - c(n)(w(n+1) (x) P(n) (x)

Donc Q; ) + twgfgzzl ) ™) ()

w§?;231<x) - WM (1) (
(n) p(n) £ n+l) (n)
*tte (Ph£+l(x) = ) - e wi—hz-l(t) Phe+1(t)'

(n)

Or ¢ (w(n+1) (x) P(n) (x)) = 0 d'aprés la propriété 1.17 i).

(n+1)
1-h£-

(n+l)

W .
i hl-

(x) - w (t)
1 e ,(0+1)

x-t - i—h£-2

(x) polyndme de degré i—h£-2 en X.
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Donc c(n)(v€n+l) (x) P(n) (x)) = 0 d'aprés la propriété 1.171i).
1-h£—2 h£+l

On a en définitive

(n+1)
i_ht_l

(

(n+1) _ n) (n)
Qi (t) = w (t)(t Qh +l(t) - e Ph +1(t))

£ £

b) si P (o) = o
R A
(n+1) _ -1 . (n+1) (n)
On a P (x) Won ) B (x)
)4 L
(n+1) (n) (n+1) (n)
W, (x) P (x) - w, (t) P (t)
bone o0 (1) = o) (e Rt ihy = Mgt
onc Q. (t) = ¢ ( )
x-t
= wi?;z)(t) Qﬁ;il(t) d'aprés la propriété 1.19.
cgfd.

Le résultat qui suit présente des propriétés des zéros des polyndmes ortho-

gonaux des familles adjacentes.
Lemme 2.1,

¢ 2™ x) et B (x) sont onthogonaux régubions et identiques,
alons ils sont & L'ouest ou au nornd-ouest d'un méme blLoc P.

Démonstration.

On peut écrire d'aprés la propriété 2.4.

(n+1) _ o(n) (n) _(n)
xB TGO = B (0 g g T

. (n) (n) _ ofn)
Soit £x-qk+l’£) Py (x) = Pk+1(X)
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(n)
k
(x) n'est pas orthogonal régulier et démontre le résultat.

P(n)(x) a donc toutes les racines de P
k+1 (n)

montre que Pk+1

(x), ce qui d'aprés le théoréme 1.8

cqfd.

Théoneme 2.1.

L) S{ Les deux polynomes Pin)(x) et Pi?{l)(x) sont onthogonaux réguliens

et ne sont pas tous fes deux au nord ou nord-ouest d'un bloc P, alorns Les Trnods

poLyndmes Pﬁn)(x), p{n) y(x) et Pﬁf{l)(x) n'ont aucune racine commune deux

pr(k,n
a deux.
(n) (n)
De plus Ppr(k,n)(O) z o el P (o) = o.
L) S{ Les deux polyndomes Pin)(x) et P£n+l)(x) sont onthogonaux néguliers

et ne sont pas tous Les deux a £'ouest ou nond-ouest d'un bloc P, alors Les
. - (n) (n+1) (n+1)
trhodis polynomes P (x), P (x) et Ppr(k,n+1)
deux a deux.
(n) ) . - (n+l)
De plus Py (o) # o, et £'un au moins des deux polynomes P (x) et P
n'a pas zéro pour racine.

(x) n'ont aucune racine commune

(n+1)

pr(k,n+1)(x)

Démonstration.

(n+1)

i) Puisque Pk_L1

(x) est orthogonal régulier on peut écrire :

(n+1) _ p(n) (n),(n)
ka_1 (x) = Pk (x) + Qe Ppr(k,n)(X)

(n+1) _ o(n)
k-1 (x) = Pk
seraient tous deux au nord ou nord-ouest d'un bloc P. Pour la méme raison

Pﬁn)(o) 2 o.

Considérons tous les zéros z de Pﬁ?;l)(x)

qﬁn) n'est pas nul, sinon on aurait xP (x) et ces deux polyndmes

(n+1) - - p(n) (n) ,(n)
sz_l (z) =0 = Pk (z) + Qe Ppr(k,n)(z)
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(n)

Si z est zéro de P (x), il est aussi zéro de P

(n)

pr(k,n)(x) et vice versa,

ce qui est impossible d'aprés le théoréme 1.9.

(n+1) ' . (n) (n)
Donc Pk-l (x) n'a aucune racine en commun avec Pk (x) ou Ppr(k,n)(X)'
Enfin Pégzk n)(o) # o sinon avec la relation précédente on obtiendrait
b
(n) -
Pk (o) = 0.
. . . (n+l) P . P
ii) Si Pk (x) est orthogonal régulier on peut écrire :
p(ntl) (n) (n) ,(n+1)
k (x) = P Gy + Ek+l Ppr(k n+l)(x)
g(n) . (n+1) (n)

n'est pas nul, sinon Pk (x) = Pk (x) et d'aprés le lemme 2.1 ces

k 1
deux polyndmes seraient a l'ouest ou au nord-ouest d'un bloc P, ce qui est

contraire d 1l'hypothése.

Considérons tous les zéros z de Pin)(x)

Pén)(z) -5 = P}((n-rl)(z) _ E(n) P(n+l)

k+1 pr(k,n+l)(z)

Pour les mémes raisons que dans le i) z n'est pas racine de P(n+l)(x) et

k
(n+1) . (n) - ' .
Ppr(k,n+1)(X)' D'autre part Pk (x) ne peut &tre au nord d'un bloc P, puisque

P}(<n+1) in)(o) 2 0.
Enfin si P(n+l)( ) = o, il est au nord d'un bloc P. Alors P

(x) est orthogonal régulier. Donc P
(n+1) (o) # o
r(k,n+l) ?

sinon il serait au nord d'un bloc P et P£n+l)(x) serait a l'ouest de ce bloc

P et ne pourrait &tre au nord du bloc P suivant.
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Les propriétés des polyndmes qui sont sur les cStés nord, nord-
ouest et ouest d'un bloc P nous permettent de déduire un élargissement des
relations d'orthogonalité. Nous utilisons les notations de la propriété

2.1 qui correspondent au bloc P de la propriété 1.9,

Théoneme 2.12.

S4L Pﬁ?}f;(x) est Le polynome onthogonal négulien s4itud au nord-

ouest d'un bloc P, alons pour Les polyndmes onthogonaux rguliens situls
a L'ouest ou au nord-ouest de ce bloc P avec 0 < i < £+b, nous avons :

(k+£+1)

(k+l+1)
¢ h-£+1

(x3 P ) =0 pour j € B, - i < j < h+b-i,

# 0pour j = - i - 1et pour j = h+b-it+l.

Démonstration.
Les deux premiéres relations de la démonstration de la propriété 2.1

montrent que nous avons :

c(k+£+i)(xj P(k+£+i)

h=f41 ) =0 pour j € 3, - i £ J < htb-i,

# 0 pour j = h+b-i+l.

Supposons que cette expression soit encore nulle pour j = - i - 1.

Nous aurions alors :

(k+£)

h-g4+1(¥) est orthogonal par rapport & c(k+£‘1{

et par conséquent P

. k+£" z '3
Si P£_£+11)(x) n'est pas orthogonal régulier, il ne peut &tre

que quasi-orthogonal,
. (k+£) 2
En effet il est dans un bloc P et Ph_£+1(x) est orthogonal ré-

gulier donc au sud de ce bloc.
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(k+£-l)(x3 Péﬁ;f;l)) =Opour jeN, 0<3j<r
avec r < h-£-1, ce qui contredit 1l'orthogonalité de Pékzzi par rapport
~ (k+£_l) - +

ac .

Dans ce cas c¢

Donc Pﬁfzfil) est orthogonal régulier et
(k+2-1) = o (k+2)
Ph—2+1 (x) = Ph-£+1(xl

Or d'aprés le lemme 2.1 les seuls polyndmes orthogonaux réguliers
identiques consécutifs sur une verticale sont d 1'ouest ou au nord-ouest d'un
méme bloc P, ce qui est impossible ici puisque nous avons supposé que

(k+2)

Ph—£+1 était au nord-ouest de ce bloc P.

cgfd.

Nous déduisons immédiatement du théoréme 2.2 le corollaire sui-

vant.

Conollaine 2.1,

L)a) Pour £es polyndmes du coté ouest ou nornd-ouest du bloc P, ainsi
que pour Les polynomes du bloc P situls sur une diagonale qui coupe Le
cOte ouest ou nord-ouest nous avons :

Pour i e N, 0 < i < f+b et s € N, h-2+41 < s < h+l+b-i,

C(k+£+i)(xj Pik+£+i)) =0 pour j € B, - i <3 < 2h~L+l4b-i-s,

£0pour j =-1i-1et i = 2h-£+2+b-i-s.
b) Si de plus 0 est nacine d'ondre v de w¥EH) (), atons :

IA

2h+b-s-£+1-1,
2h+b-s-£+2-1.

c(k+£+i)(xj P;k+£+i)) =0 powr j € B, -i-r < j

£ 0 pour j = -i-r-1 et j

L) Pour un polynome du bloc P situé sur une diagonale qui coupe Le
coté nond :

P;k+£_i)(x) powr i e N, 0 < i < L+b-1 et

pour s € N, h-£+2+i S s < h+1+b,
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(k+£-1)

et pour Lequel O est nacine d'ondre r de w Ty o7 .

(x), alons :

c(k+£-i)(xj P

i

2h-£+1+b+i-s,
2h-£+2+b+i-s.

;k‘“z'i)(x)) -0 pour 5 € B, -r < 3
£ 0 pour j = -r-1 et j

Démonstration.

i)a) C'est une conséquence immédiate du théoréme 2.2.
(k+€+41), 3§ J(k+L£+1) _ (k+841),_ 3  (k+£+1) (k+£+1)
b) c (x* P (x) =c (7w e 1) Py lp, 7 (%))

_ (k+€4i), 3 r (k+l+i) (k+£+1)

= (7 X R heg-1p(®) Prpyy (%)
o (k+841), 3§ ~(k+£+i) (k+£-1r)

- ¢ (x ws-h+l-l—r(x) Ph—£+l+r(x))

_ (k+€-r), j+r+i (k+L£+i) (k+£-r)

- (x s-ntl-1-r%) Phopr14n(*))

Cette expression est nulle pour O < j+r+i < 2h+b-s-£+1+r.
Elle est différente de O pour j+r+i = - 1 et j+r+i = 2h+b-s-L+2+r.

En passant 3 j on obtient bien les relations proposées.

P(k+£—i)(x) _ (k+£-1)

(k+£-1)
s T Ys-h+l-1-i

i) (%) Py 141020

(k+£-~1)

L ~(k+£-1)
h-£+1+1

Ws-htl-i-1-r

(x) P (%)

_ ﬁ(k+£-i)
~ "s~h+d~-i-1-v

(k+£-i-r)

() P-4 1+i4r

(%),
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(x))

done c(H-1) (3 P;k+£—i)

(k+&-i-r)

_ (k+€-i-r) , j+r -(k+£-i)
¢ (x h-£+1+i+r

- ws-h+£—i—l-r(x) P

(%))

Cette expression est nulle pour O £ j+r < 2h+f+1+b+i+r-s.

Elle est différente de O pour j+r = -1 et j+r = 2h-£+2+b+i+r-s.

En passant encore 3 j on obtient bien les relations proposées.

cgfd.

Cornollaine 2.2.

Les seuls polynomes onthogonaux réguliens Pin)(x) pour Lesquels
on alt c(n)(xj Pin*x)) =0 pour j e B8, -i <3 <k-1aveci>0, sonta
£'ouest d'un bloc P.

Démonstration.

En effet si Pin)(x) est orthogonal régulier par rapport a c(n)
et c(n)(xj P;?)) =0 pour j € 3, -1 < j < k-1 avec 1 > 0, alors
c(n_l)(xJ+1 Pin)) = 0 pour j € 2, -i+1 £ j+1 < k avec i+l 2 0.

Donc Pin)(x) est orthogonal par rapport a c(n_l) et par consé-
quent par un raisonnement analogue au théoréme 2.2 nous en déduisons que
Pin—l) est orthogonal régulier et que Pin)(x) = Pin_l)(x).

~

D'aprés le lemme 2.1, Pin)(x) est a4 1l'ouest d'un bloc P.

cqfd.
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2.2 ALGORITHME “ap”

Les propriétés 2.4 et 2.6 nous ont donné les quatre relations

suivantes :
(n+1) _ (n) (n) (n) ,(n+1)
Fy (x) = wi—pr(i+1,n)(x) Ppr(i+1,n)(X) * Ei+1 pr(pr(i+1,n),n+1)(X)

(n) _ (n+1) (n) (n)
Pi+l(X) =x Py () - UG L pr(i+1,n)(X)

(n+1) _ (n) (n) _ (n)
QG (t) = u’i-px*(:i.+1,n)(t)(tQpr(i+1,n)(t) canr(i+l,n)(t)) *

(n) ,(n+1)
Ei+1 Qpr(pr(i+l,n),n+1)(t)

(n) _ ~(n+1) (n) (n) (n+l)

Qur(®) = Q) may g p Qe () o By ()

On peut donc calculer ces quatre polyndmes d partir des précédents, si on
(n) (n) (n)

i+1,2° Ei+l i—pr(i+l,n)(X)' On
effectuera un calcul colonne aprés colonne dans la table P et dans la table

connait les coefficients q et le polyndme w
Q. Nous allons montrer comment calculer ces trois é&léments.

Nous serons amenés 3 étudier ce qui se passe en présence d'un bloc P.

On sait que tout bloc P est entouré d'une rangée de polyndmes orthogonaux
réguliers. Nous supposerons que le bloc P est de largeur (r+l) et que le po-
lyndme situé dans l'angle NO intérieur au bloc P est le polyndme Pﬁn)(x).

Nous supposerons qu'avant ce bloc tous les indices £ sont indicés par 1l'indice
supérieur de P. A la sortie du bloc P nous obtiendrons donc £(J+1 pour les
familles ayant traversé ce bloc.

Le bloc se présente donc comme celui dessiné ci-aprés .

Les valeurs obtenues de q§n) et egn) seront placées dans un tableau triangulaire
de la maniére classique.

La propriété 2.4 conduit d définir une zone dans le tableau du qd qui est celle
encadrée dans la page suivante et qui contient les valeurs O et « mentionnées.

Nous montrerons que, quelles que soient les configurations possibles des blocs
(n) et E(n)

de la table P, les relations qui permettent les calculs de q () i+1
i+1,2
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sont des relations récurrentes ayant au maximum quatre termes, mais qui ne

sont pas toujours aux sommets d'un losange.

T
' i
P(n) P(n-l.) P(n—1:‘-3) (n-r-4) E
k-2 k-1 k+r+l k4042 !
i
]
[]
_____ — e mmm e mmm e mmmemmmmmm—mmmmm e !
! ! !
(n+1) i 5(n) (n-1) (p-r-1) _(n-r-2) | _(n-r-3) |
Pk-2 'Pk-l Pk Pk+r Pk+r+1 Epk+z~+2 |
i
[
] []
i i
P(n+l) P(n) P(n—x') P(n-r-l) (n-r-2)
k-1 k “k+r k+r+l k+r+2
:
‘ : !
]
]
]
i
] ]
|
I
1
|
1
1
|
)
] ]
l ! ( ) (n) (n-1)
i _(n+r+l) n+r n n-
| Pk-1 Px Prer Prepel 1
E !
! | .
1 1
1 o(n+r+3) 1 _(n+r+2) _(n+r+l) (n+l) (n) (n-1)
;Pk-z ;Pk-l Py L P ire1 EPk+r+2
: R eeeeemem - e
]
1
1
]
|
\
]
1o (ntrth) (ntr+3) (n+1) (n)
iPk-2 Pr-1 Prertl  Prepe2 |

]
———— e
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I

P

, Si les cing polyndmes Pin)(x), Piii(x), Péf{l)(x), P§n+l)(x) et
(n+l)(x) sont orthogonaux réguliers, pour i € N,

i+l

.p(n)+1515h

L L(n)+1

+1<is<h

Pl(n+1) £(n+1) 'l

alors on a les deux relations rhomboidales suivantes :

;ZIT;(D+1) * e;?;%;+l) - q;:i’z(n) * e;ii’z(n)
]

(n+l) o(0t1) - q(n) (1)

i,t(n+l) i,t(n+l) i+1,£(n) i,l(n)

qui sont obtenues par la démonstration qui figure dans le livre de C. Brezinski
p.- 93.

P . (n) (n) (n) _ “n+1
Pour le démarrage, si ¢ # oon a : e =0, q = oetgq 5 —
n 0,0 0,0 1 <,

Si ¢, T O mous sommes en présence d'un bloc. Ce cas est résolu dans le II.

II, Dans tout ce qui suit, lorsque nous utiliserons les relations de

(n) ot C(n)

rd - . 3
récurrence des polyndmes orthogonaux, les expressions de B provien-

drontde la propriété 2.4. Il suffira au lecteur de se reporter aux divers cas

exposés dans cette propriété pour retrouver les valeurs utilisées.

a) Considérons le polyndme

(n+r-1i)

Pk+1+i

(n+r—i)(x) + B(n+r—i)) P(n+r—i)(x) + C(n+r-i) (n+r-i)

(x) = (x wjpy k#l4i 0 k-1 k+lti —pr(k-1,n+r-

i)(x)

pour 1 e N, 0 < i < r,
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Nous utilisons le polyndme.

P(n+r+1—i)(x) = (x w§n+r+1-i)(x) + B(n+r+1—i))P(n+r+l—i)(x) +

k+i i k+i k-1
(n+r+l1-i) _(n+r+l1-i)
* Ck+i pr(k—l,n+r+1-i)(X)

or xP(n+r+l—i)(x) - P(n+r—:i.)

(n+r-i) (n+r-i)
k+i k+1+i P (x)

(x) +q g1y Pl

k+1+1i

(n+r+l—i)(x) - P(n+r-i)(x)'

et Pr-1 k-1
On a donc :
(n+r-i) (n+r+l1-i) (n+r+1-i) (n+r-1i) (n+r~-i)
P CTx) = | x(x ow, (x) + . ) - q s P " (x)
k+1+i i Bk+1 K144, L(n+r 1)+1 k-1
(n+r+1-i) _(n+r+l-i)
tx C)<+:'L pr(k-1,n+r+1-i) x)
Nous savons que :
(n+r+1-i) _ _(n+r+1-i) (n+r+l1-i)
B "] = -q -e
ki . ,(ntr+1-1i) (n+r+1-i)
k+i,2 Y k-1,2 + vy
C(n+r+1—i) _ (n+r+1-1) (n+r+1-i)
. = -e
k+1

s q s
(n+r+l1-i) + k-l,l(n+r+l i)

k-1,2 Y

pour i e N, 0 £ i < r+l,

Y.=osii=oetYi=lsiiZI.
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1. Si Pif;r+l'i)(x) est orthogonal régulier.

(n+r-1)

(n+r-1) est fini non nul, (est nul si k-1 = 0)
¢ -

C'est-d-dire si q
k-1,

(n+r+l-i)(x) - P(n+r-i)(x) + q(n+r—i) (n+r-1i) (x)

xP .y P .
k-2 k-1 k_1’£(n+r—1) pr(k-1,n+r-i)

Par conséquent on obtient :

(n+r-i) - | (n+r+1-i) (n+r+1-i) (n+r+1-1i)
Pk+l+i &) = [x (x“’i Ge) + Bk+i ) + ck+i
(n+r-1) (n+r-i)
-q . P x)
K141, 20401) +1:I k-1
(n+r+1-i) (n+r-i) (n+r-i)
* Ck+i qk-l £(n+r—i) pr(k-l,ntr-i)(x)

Par identification des deux relations polynomiales on obtient :

B(n+r—i) - C(n+r'+1-i) _ q(n+r-i)

k+1+i k+i k+l+i,£(n+r-l)+l
C(n+r—i) - (n+r+l1-i) (n+r-i)

k+1+i k+i k-1,£(n+r_l)

(n+r-i) _ (n+r+1-i) (ntr+l-i)
141 (x) = x Wy x) + Bk+i
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La seconde relation nous permet d'extraire 3 1'aide des relations donnant

les CSJ).
i
(n+r-i) - q(n+r+1—i) e(h+r+l—i) - _c(n+r+1—i)
k_1’£(n+r-1)+l k-l,L(n+r+1—1) k_1’£(n+r+l—1)+Y k+i

i

2. Si P(D+I‘+l-i)

=2 (x) est quasi-orthogonal.

(n+r-1i)

C'est~d-dire si q .
k_l’z(nﬂ\-l)

est infini, on a :

(n+r+1-i) _ o(n+r-i)
Ppr(k—l,n+r+1—i)6() - Ppr(k-l,n+r—i)(x)

On obtient alors :

k+14i k+i

k+1+i,2

(n+r+1-i) _(n+r-i)

+ Ck+i pr(k—l,n+r—i)(X)
D'ol les relations :
B(n+r-i) - _q(n+r—i)
k+l+l k+1+i,£(n+r-1)+1,
C(n+r—i) - (n+r+1-i)
k+1+1 k+i

(n+r-i) _ _ (n+r+1-i) (n+r+l-i)
141 KD = MWy (x) + By

k-1

(n+r-i) _ (n+r+1-1) (ntr+1-i), _ (n+r-i) (n+r-i)
P x) = [x&wi (x) + B ) - g (nﬂhﬁ+l] P

(x

)
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La premiére relation nous donne

e(n+r-1) -0

k-1,2P7H 4

qui est une valeur déjd trouvée dans la propriété 2.4 dans ce cas 1a.

Remarque.

Certaines relations présentées auraient pu &tre obtenues plus

rapidement de la fagon suivante :

R0 = D) B0 TR
= w6 B2 60+ gD ;’Q’Ziﬁjﬁpﬂ-n(ﬂ
avec Eﬁizigi) = —e(n+r_%;+r_i) si Pi?;r+l_i)(x) est orthogonal régulier.
k-1,2 t Y
= Cﬁi{izi) si Pif;r+l—i)(x) est quasi-orthogonal.

On obtient par identification

(n+r+1-1) .
(n+r+l-i) _  (n+r-1)
x wi x) + Bisi = Wi x)
(n+r+1-i) _ _(n+r-i)

k+i T Tk+1+i
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Malgré tout la premiére fagon d'obtenir les relations se justifie par le
(n+r-i)

fait que nous faisons intervenir le coefficient q (n+r-i) .
2T e
k]

k+1+1i

Remarque.

(n+r-i)

On se souviendra que, si 1'on trouve e (n+r-i)
k-1,2 i

= 0, c'est le

(n+r+1-1) (n+r-i)
k+1 ou Cyi4i
entre les familles adjacentes de polyndmes orthogonaux

coefficient C qui intervient dans la seconde relation

b) Nous considérons le polyndme Pii;:;lnl) pour 1 e N, 0 £ i <,
1. S'i1 n'est pas orthogonal régulier.
On a P(n+r-i)(x) = xP(n+r+1_i)(x) et on sait d'aprés la propriété
k+1+i k+i ? P pTop
(n+r-i) (n+r-i)
3.4 que q . 1 =
. n+r-i = 0 et -3 .
Pour savoir si le polyndme Pii;:;l_l)(x) n'est pas orthogonal régulier, on
doit tester dans le tableau du qd si q(n+r-1)(n+r—i) est nul. Or c'est une
k+1+i,4 +1

valeur que l'on cherche.

En fait on est toujours capable de savoir si cette valeur est nulle ou pas,
(n+r+1-i) '
k+1+i Ge) n'est
pas orthogonal régulier, cela signifie qu'il est dans un bloc P en dessous

avant d'effectuer son "calcul" proprement dit. En effet si P

de celui que nous étudions, et dont le cdté ouest est au moins 4 gauche de ce
polyndme. Comme les déplacements dans le qd se font colonne aprés colonne de la

gauche vers la droite, on aura rencontré le bord ouest avant le calcul de

(n+r-i)
q zﬂn+r-i)+l, ce qui permettra d'abord de connaitre la taille du bloc qd,
2

k+1+i

puis de délimiter son cadre et de placer les valeurs démontrées dans la proprié-

té 2.4, En particulier on sera amené 3 placer une valeur nulle a q(n+r_l)(n+r_i) .
k+1+i,£ +1

Si on n'a pas placé de valeur nulle nous avons alors :
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2. S'il est orthogonal régulier.

(n+r+1-i) _ (ntr+1-i), _(n+r+l-i) (n+r+1-i) _(n+r+1-i)
Parrei ) F R+ Bgs™ ) By ) + Cpprei Pe-1 (x)
Or on a :
(n+r+1-i) (n+r-i) (n+r-i) (ntr+1-i)
P . (x) = P J(x) - e s . (x)
k+1+i k+l+i k+I+i,£(n+r 1)+l k+i
(n+r+1-1i) (n+r-i) (n+r-i) (n+r-i) (n+r+1-i)
= xP . (x) - q : (x) - e s .
k+i k+l+i,£(n+r 1)+l k-1 k+1*i,£(n+r 1)+1 k+i
- (x_e(n+r—1)(n+r_i) )P£2;r+1-1)(x) _ q(n+r—1)(n+r-i) P£EIr+l-1)(x)
k+1+i,£ +1 k+1+i,2 +1
. (n+r-i) _ _(n+r+l1-i)
puisque Pk-l (x) = Pk-l (x).
D'ol les relations :
_p{ntrel-i) | (n+r-i) . (n+r+1-i) 4 o(Dtrtl-i)
k14l k+1+i,£(n+r_l)+1 k+1+i,£(n+r+l_l)+yi k+i,£(n+r+1'l)+y.
_ olntrtl-i) _ q(n+r-i) - o(ntrtl-i) q(n+r+1-i)
k+1+i k+l+i’£(n+r-l)+l k+i,£(n+r+l-l)+Yi k+i,£(n+r+l_l)+Yi
(n+r-i)

La seconde relation permet de calculer q , mais cette valeur

’Z(n+r-i)+l

k+1+i
' . (n+r-i) .
n'intervient pas dans le calcul de e . , comme dans les relations
k+1+i,£(n*r'l)+1
rhomboIdales classiques ol tous les sommets interviennent. Tout ce passe comme

si on avait un terme a(n+r-1)(n+r—i)
4 +1

k+l+i

nul qui était ajouté 3 la premiére rela-

tion.

(%)
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c) Nous étudions maintenant

P(n—r-l)(x) = (x + B

(n-r-1),.(n-r-1) (n-r-1) . (n-r-1)
k+r+l k+r+l )Pk+ (x) + 1)(X)

Ck4rtl Ppr(k+r,n--r-—

_ o(n-r-2) _ _(n-r-2) (n-r-1)
Peersr %) ek+r+l,£(n_r—2) k+r (x)
- _ (n-r-2) (n-r-1) _ (n-r-2) (n-r-2)
(x ek+r*l,£(n-r-2)) Prer (x) qk+r+l g(n-r-2) pr(k+r+1,m-r-2)(x)'

1. Si P}(g;r_”(x) est orthogonal régulier.

Clest-a-dire si e(P"7"2) est défini, on a :
(n-r-2)
k+r,L
(n-r-2) _ (n-r-1) _ w(n-r-2) (n-r-1)
Prsr x) = Prsr (x) Exer+1 pr(k+r,n—r-l)(x)
(n-r-2) (n-r-2) (n-r-2)
E = -e sigq est fini non nul, c'est 3 dire si
k+ -r- _—p= i
r+l k+r,£(n r-2) k+r,£(n r-2) ’
-r-1 . .
ﬁ?pfl )(x) est orthogenal régulier.
E(n_P_Q) = (n—r-2)si (n-r-2) est infini, c'est 4 dire si Piz;fll)(x)

- q e
k+r+1 k+r+l ,k+r,£(n r-2)

est quasi-orthogonal.

On obtient donc :

(n-r-1) (n-r-2) (n-r-2) (n-r-1)
P (x) = (x - e - ~y) P (%)
k+r+l k+r+l,£(n-r_2) k+r+1,£(n—r_2) k+r
(n-r-2) (n-r-2) (n-r-1)
t B a1 k+r+1,£(n—r-2) pr(k+r,n-r—l)(x)

D'ol les deux relations.
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B(n-r-l) - _ q(n-r—2) _ e(n-r—2)
k+r+l k+r+1,£(n_r—2) k+r+l’£(n—r-2)
(n-r-1) (n-r-2) (n-r-2)
C = q :
k+r+l k+r+l,£(n_r-2) Eer+1
2. Si Pii;r'2)(x) est quasi-orthogonal.
N . _(n-r-2) (n-r-2) Lenos
C'est-d-dire si e — et q _.._ny De sont pas définis,
k+r,£(n r-2) k+r,£(n r-2)
(n-r-1) _ _(n-r-2)
alors Ppr(k+r,n—r-1)(x) - Ppr(k+r+l,n-r—2)(X)'

(n-r-1) (n-r-2)
)) Pk+r (x) - q

(n-r-1) (n-r-2)
P (x) = (x - e
k+r+l k+r+l,£(n r-2
D'ol les relations :
(n-r-1)
k+r+l
C(n—r-l)
k+r+l

- - o(nr-2)

- _q(n—r—2)

k+r+1,£(n—r_2)

k+r+1,£(n-r-2)

d) Considérons maintenant

P(n-r-l+i)(x)

le polyndme

(n—r-1+i))P(n—r-l+i)

k+r+l,£

(n-r-1)
(n-r-2) Ppr(k+r,n-r—1)(X)

(x)

(Xuén-r—l+i)(x) +B

k+r+l k+r+1

(n-r-1+i)
prik+r-i,n-r-1+i

(n-r-1+i)

+ Ck+r+1

pour 1 e N, 0 £ i < r.

k+r-i

)(x)
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(n-r+i)(x) - P(n-r-1+i)(x) + C(n—r—1+i) (n-r+i)(x)

Pk+r+1 k+r+l k+r+2 k+r-i-1
(n-r-1+i) _ (n-r+i)
Pkfr—i (x) = x Pk+r-1-i(x)

On obtient alors :

(n-r+i) _ (n-r-1+i) (n-r-1+i) (n-r-1+i) (n-r+i)
(x) = % () + By )+ Cira2 Piar-1-1¥)

k+r+l x(x

P

(n-r-1+4i) _(n-r-1+i)

* Cetrtl  Ppr(ktp-i,n-p-1+1) %)

1. Si Piz;fzf;l)(x) est orthogonal régulier.

(n-r-1+1) est défini, on a :

C'est a4 dire si e .
ktr-1-i, gP7T1HD)

(n-r+i)(x) - P(n—r-l+i)(x) + E(n-r~l+i) (n-r+i)

k+r-1-1 k+r-1-i k+r-i pr(k+r-1-i,n-r+i)
;2;f£l+l) = _e(n—r-1+1)(n_r_l+i) si q(n-r-1+i) est fini non nul (est nul
ktr-1-i,£ k+r_1_i,[(n_r_l+i)
. o ' ~ . . (n-r".'i) 2 .
si k+r-1-i = 0), c'est a dire si Pk+r-2-i(x) est orthogonal régulier.

. (n—I“f'i) 2 .
si Pk+r-2-i(x) est orthogonal régulier,
(n-r-1ti) _ o(n-r-1+i) est infini, c'est 3 dire si

si (n~r~1+i)
k+p~i T “k4p-i q

k+r-l—i,2(n_r—l+l)

(n-r+l1) .
Pk+r+2-i(X) est quasi-orthogonal.
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Nous obtenons donc :

l

(n-r+i) _ (n-r-1+i) (n-r-1+i) (n-r-1+i) (n-r-1+i)  _(n-r+i)
Pk+r+1 (x) = X(’mi (x) + Bk+r+l )+ Ck+r+1 M Ck+r+2 ) Pk+r-i-1(X)
_ o(n-r-141) (n-r-1+i) ,(n-r+i) (x)
k+r+l k+r-i pr(k+r-1-i n-r+i) '
Or on a :
(n-r+i) _ (n-r+i) (n-r+i), (n-r+i) (n-r+i) _(n-r+i)
Pk+r+l (x) = (xwi+1 (x) + Bk+r+l )Pk+r-l-i * Ck+r+1 pr(k+r-1-i,n~r+i)(x)
D'ol les relations :
(n-r-1+1i) (n-r-1+i) _ _(n-r+i)
Ck+r+1 * Chars2 = Brersl
_a(n-r-1+i) _(n-r-1+4i) _ . (n-r+i)
Crart1 Ear-1 * Ciarsl
(n-r+i) _ (n-r-1+i) (n-r-1+1i)
Wi41 (x) = xw, (%) + By i1
2. Sij P(n—r'l+i)(x) est quasi-orthogonal.
k+r-1-i
(n-r-1+1i) (n-r-1+i)

C'est 3 dire si e .\ et q .y e
ktr-1-i g (PT71H) kep-1-1,0(BTIH)

sont pas définis, on a :

(n-r-1+i)
pr(k+r-i,n-r-1+i

(n-r+i)

pr(k+r—l—i,n—r+i)(x) = F

)(x)

Par conséquent :
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P(n—r+i)(x) -

(n-r-1+i) (n-r-1+1) (n-r-1+i) (n-r+i)
k+r+1 (x) +B )+ C (x)

l-'X(xmi k+r+l k+r+2 1 Pk+r-i—1

(n-r-1+i) _(n-r+i)

¥ Ck+r+1 pr(k+r-1-i,n-r+i

)(x).

Nous obtenons alors les trois relations suivantes.

C(n-r—l+i) _ B(n-r+i)
k+r+2 ~ Tk4r+l
C(n—r-l+i) _ C(n-r+i)
k+r+l T Tktr+l

(n-r+i) __ (n-r-1+i) (n-r-1+i)
wi+1 (x) = Xy (x) + Bl srt1

Remarque 2.4.

Nous avons trouvé dans le a)

(n+r-i) _ (n+r+1-1i) (n+r+1-1)
i+1 (x) = x w; x) + Bk+i

Pour i = r on a identité avec la relation obtenue dans le d)

(n-r+i) _ _ (n-r-1+i) (n-r-1+1i)
Wsiq (x) = xw, (x) + N

puisqu'on obtient w(n)

r+l(X)’ ce qui entraine
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(n-r-1+1) _ B(n+r+l—i)
k+r+l T Tk+i
pour i e N,

0O<ic<r

wgn-r-1+i)(x) - w§n+r+l—i)(x)

Remarque 2.5,

Les secondes relations obtenues dans le d) permettent le calcul

récurrent des Cﬁi;ill+l) d condition de connaitre une valeur de départ.
On utilise la valeur C£2)+1 obtenue dans le a).

(n-r-1+i) (n)
Il existe un cas ou on ne peut calculer les Ck+ +1 d partir de Ck+r+l

En effet, si le bloc P a son c8té ouest occupé par les polyndmes P(n+l+l)

pour i ¢ N, O £ i £ r, on a dans le casd. 1).

(n+r+l- 1) (n+r+l i) (n+r+1-1)

c q s
k+i k 1, z(n+r+1 1) i k-l,l(n+r+l i)

= 0 puisque k =

Cette relation est valable pour i e N, O < i < r+l1 (cf. le a)).

(n-r-l+i)e(n-r-1+i) = A(n-r+i)

C Ly =
k+r+l k+r—1-i,£(n r-1+1i) k+r+l

(n-1) _(n-1) . ~(n)

= it i =
K+r+l ek-l 2(n-1) Ciapy® S07T une relation 0
9

Pour k = 1leti=nC

Pour pallier cet inconvénient nous utilisons la fonctionnelle c.

i:zl)(x) - (x%(‘n l)(x) + B(n 1))P(n 1)(X) + c(:zl) (n l)(x)

(n=- l) (n 1) (n-1)
Wy (x) + B, ) + Coto

(x
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On sait que ¢, = O pour i eN, n <i <n+r et que c(n—l)(Piigl)(x)) =0

Supposons que P(n-l)( ) = P§2 A i

PP 4 r+2 * T L Cpyo-ipe2 T

+2
(n-1)(n-1)_yy . -
Alors c Pr+2 (x)) = iZo Ar+2-i,r+2 “n-1+4i Ar+2,r+2 ®n-1 * xo,r+2cn+r+r
- ~(n-1) -
Or Ar+2,r+2 = Chpp ot Ao,r+2 =1
c
Donc C(n_l) = - _EIEil.
r+2 c
n-1

C'est cette valeur qui sera utilisée comme valeur de départ de la relation

de récurrence.

e) 1. Si le polyndme Pin'r'2+i)(x) est orthogonal régulier.
+r+2
~ . . (n—P-2+i)
C'est d dire si Ek+r+2 z 0.

(n-r-2) - e(n—r—2)
+r+2 k+r+l,2(n—r-2)
(n-r-2+i) _ . (n-r-2+i) _. .

Ek+r+2 - Ck+r+2 si1>o0

(n-r-1+1i)

1.1 Si le polyndme P (x) est orthogonal régulier.

——— s Y ———— ————— T — ——n T — o T o T e T T S .

~ . . (n"r-l‘fi)
! .
C'est & dire si Ck+r+2 # 0, on a :
(n-r-1+i) _ (n-r-1+i),,(n-r-1+1i) (n-r-1+i)_(n-r-1+1)
Pk+r+2 (x) = (x + Bitr+2 )Pk+r+l (x) + Ck+r+2 k+r-i (x)

pour i e N, 0 =i <r.
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Nous savons que dans ce cas :

B(n-r-1+i) _ _q(n-r-l+1)

k+r+2 k+P+2,£(n_r_1+1)+Yi

(n-r-1+i) (n-r-2+i) (n-r-2+i) (n-r-1+i)
(x) =P (x) - e s P (x)
k+r+2 k+r+2 k+r+2,£(n r 2+1)+6i k+r+tl
avec Gi =0siiz=<], Gi = 1sii>1.
(n-r-1+i) _ o(n-r-1+41) (n-r-2+i) (n-r-2+i)
Pk+r+2 (x) = XPk+r+l (x) - q P (x)

k+r+2,£(n—r-2+1)+6i k+r+1

_ e(n-r-2+i) P(n-r—1+i)(x)

k+r+2,£(n—r_2+l)+6i k+r+1

- xP(n-r-1+i)(x) _ e(n-r—2+i) (n-r-1+1i)

. P (%)
k+r+l k+r+2,£(n r-2+1)+6i k+r+1
(n-r-2+1) (n-r-1+i) (n-r-2+4i)_(n-r-1+1i)
-q et P (x) - E P . (%)

k+r+2,£(n r 2+1)+di k+r+l k+r+2 k+r-i

On obtient donc :
(n-r-1+i) _ (n-r-2+1i) _ _(n-r-2+i) (n-r-1+i)

Prapsz (®) = (x-e 1 ( ) Prgpsr (¥

,l(n-r-2+i )+6i

k+r+2

k+r+2,£‘n-r—2+l)+6i

E(n--r-2+i) (n-r-2+i) (n-r-1+i)

q o e
k+r+2 k+r+2,£(n T 2+1.)+5i k+r-i

+ (x).

D'ol les relations :
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(n-r-1+i) - _q(n—r-l+i) ~ _e(n—r—2+i) (n-r-2+i)

ktr+2 v k+r+2,£(n_r_l+l)+yi k+r+2,£(n—r_2+l)+6i k+r+2,£(n-r_2+l)-|6i

C(n-r—l+i) - (n-r-2+i) (n-r-2+i)
k+r+2 k+r+2 k+r+2,£(n-r-2+l)+6.
(n-r-1+i)

1.2 Si le polyndme Pk+r+2 (x) n'est pas orthogonal régulier.

(n-r-1+i)

' S as .
C'est d dire si Ck+r+2

= Qona:

P(n-r-2+i)(x) - x P(n-r-l+i)(x)

k+r+2 k+r+l
(n-r-2+i)
q oas = 0
k-h.'~+2,£(n r 2+l)+5i

Remarque.
Dans ce cas la seconde relation du cas 1.1 reste valable puisque
(n-r-1+i) (n-r-2+i) . (n-r-2+i)
C = 0et L # 0 entrainent bien que q ot = 0,
k+r+l k+r+2 k+r+2,£(n r 2+1)+6i
Remarque.

La premiére relation du cas 1.1 montre que les calculs se poursuivent
(n-r-1+1)

derriére le bloc comme dans le cas normal puisque e (n-p-
k+r+l,£

141) © 0.
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2. Si le polynome Pii;:;2+i)(x) n'est pas orthogonal régulier.

(n-r-2+i)

k+r+2 =0ona:

C'est & dire si E

(n-r-2+1i) _ o{n-r-1+i)
Pk+r+1 (x) = Pk+r+1 (x)

et

e(n-r-2+i)

. =0
,2(n_r-2+l)+51

k+r+l

f) 1. Si Piz;i;(x) est orthogonal régulier.

(n-1) »

' N . .
C'est 3 dire si Ck+r+2

o}

. - (n) P
1.1 Si le polynsme Pk+r+2(X) est orthogonal régulier.

C'est & dire si q(n-l)

r

(n) i (n) y p(n) (n)  (n)
Prars2(®) = (X4 By 0) Proapen 0+ Gpnig B (0

(n) (n) (n)
= (x-gq - e ) P (x)
k+r+2,£(n)+1 k+r+1,z(n)+1 ktrt+l
q(n) e(n) Pﬁfi(X)

k+r+1,£(n)+1 kpel, 041

Par une méthode analogue au point précédent on obtient :

a2 = (x - o@D ( - (1) y p(n)
k+r+2,£ n-l)-g.yr k+r+2,£(n"l)+y k+r+1(X)
r
(n-1) (n-1)
* Ckipeo (n)

ktre2,0(071) F-1(%)
r
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D'ol les relations :

(n) (n) . .(n-1) (n-1)

d (my Y€ (), ¢ (n-1) *a (n-1)

ktr+2,£ 7 +1 ktr+l, £ "+1 k+r+2,L Y, k+r+2,L" +Y,,

_ q(n) ) - o(n-1) . _(n-1)

kirt, 20041 kape1, gDy Krt2 k+r+2,£(n°l) + Y,
Remarque.
P b (n"l) °
Les formules données servent a calculer g (n-1) , Duis

e(n—l) k+r+2,£ + Y,

k+r+2,£(n_l)+yr

On utilise le commentaire fait en b.l, car on teste ici également la nullité
de q(n-l)

k+r+2,2
la présence d'un bloc P situé en dessous du bloc étudié et qui aura été détecté

(n-1) pour effectuer ensuite son calcul. Cela tient encore 3
+Y

auparavant.

Remargue.

La premiére relation montre bien que derriére le bloc P on poursuit

avec les relations classiques du qd obtenues dans le cas normal.

(n)

1.2 Si le polyndme Pk+r+2(x) n'est pas orthogonal régulier.

C'est 3 dire si q(n_l)

- , on a également
k+r~+2,£(n 1)+y

e(n-—l)
k+r+2,£(n—l)+yr =
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Remarque.
Dans le cas 1.2 on peut encore appliquer la seconde relation du 1.1
car e(n) i, 0 et Cii;ig 20 = q(n-l) (n-1) =0
k+r+l,0° "+1 k+r+2,4£ ¥ T, -

: (n-1) i = ~
2. Si Pk+r+2(X) n'est pas orthogonal régulier.

(n-1) _

[ ] ~ . 3
C'est a dire si Ck+r+2

0, on a :

(n-1) _ o(n)
Pk+r+l(x) - Pk+r+1(X)

et

n-1
k+r+1,£(n_l)+Yr

Conduite des calculs.

On effectue les calculs colonne aprés colonne dans le tableau du qd.

On se rappellera que lorsqu'un terme Egzi intervient dans les relations de la
propriété 2.4, il correspond d un coefficient Cgii ou egn). Par conséquent on est
amené 3 calculer des termes d'indice i+l en méme temps que des termes d'indice

i lorsqu'il s'agit des termes Egii.

On commence donc d placer les valeurs de eg?g, puis celles de qgn) si c,* 0.

S ¢ = 0, on a un bloc P dés le début de la table P. Tant que les valeurs de

n
qgn) et egn) sont non nulles, on utilise les relations rhomboidales du (I).
(i)

Un bloc est détecté par la présence de zéros dans une colonne CWSE
Le nombre de zéros consécutifs donne la largeur du bloc P. On peut ainsi placer
toutes les valeurs nulles et « qui figurent dans le bloc qd.
On met en oeuvre les relations du (II) pour calculer les valeurs périphériques du

bloc qd.
(n+i)

Ce sont tout d'abord les valeurs de e i)
k—l,é +1

pour i e N, 0 i <,
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Puis les valeurs de q(n+r_l)(n+r_i) et e(n+r—1)(n+r i) _ pour ieN,
k+1+i, £ +1 k+1+i,£7 +1
o £ i< r. On calcule ensuite q(n_P_Q)(n_r_2) et (n-r 2)(n —r-2)"
k+r+l, p k+r+1 £
(n-r-1+1i) . . . (n-r-1+i)

On calcule Ck+r+2 pour i €e N, 0 £ i £ r et enfin les valeurs de q

k+r+2, o)y

pour ie N, o € 1 < r.

Les valeurs de e(n+l)(n+i) et q(n+r-l)(n+r_i) sont intérieures au bloc qd.
1,2 +1 k+1+i, £ +1
Les C(n—r-l+1) jouant le rdle d'un coefficient E(n—r-1+1) seront placés aux
k+r+2 (n —r-1+1) k+r+2
places de (n-p- l+1)
k+r+1 s L

Sur les schémas d'exemples que nous proposerons, toutes ces valeurs intérieures
au bloc qd seront cerclées, pour éviter de les confondre avec les valeurs trou-

vées dans la propriété 2.4, En fait ces derniéres valeurs ont un intérét quasi

nul. Seules les valeurs nulles de e(n-r-1+?3 r-1+1) associées aux deux valeurs
k+r+l, £
P . (n-r-2+1i) (n-r-1+i)
consecutives gq et q a4l
Ktp+2, £§n r- 2+1) . K4r42, zﬂn r 1+J.)+ 5.  bermettent le
\, 1 i+l
calcul de e(P-r-2+1) ainsi que 1'indique la seconde remarque qui suit
K zfn -r- 2+1) ’ q q
+r+2,

le cas e) 1.2.
(n+r-1i)

et £§n+r-i)+l est nul, on ne doit pas
]

Lorsque nous sommes dans le cas a) 2, ol e

faire figurer cette valeur dans un cercle. Il faut la remplacer par la valeur

_antr-i) . _a(n+r+l-i) . _(ntr-i)
de Ck+l+i qui vaut encore Ck+i . En effet si ek . [§n+r 1) est non
nul nous avons :
(n+r+1-1i) (n+r-1i) (n+r i) (n+r-i) (n+r+i-i)
p (x) = w (x) Py (x) - s n (x)
k+i Wi k 1’£§n+r 1)+1 k-2
si e(n+r-?;+r-1) est nul nous avons :
k-1,2
(n+r+1 -1i) (n+r i) (n+r i) (n+r-1) _(n+r+l-i)
k+1 e U1 (x) Py (x) + Ck+1+i pr(k-l,n+r+l—i)(x)’

4

(n-r-1+i)
k+r+2
gauche d'un nouveau bloc qd. La colonne qui correspond 3 e

Enfin si des valeurs de C sont nulles, nous sommes en présence du bord

Kl doit étre exploré
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d partir de ces valeurs nulles pour trouver la largeur du nouveau bloc qd afin

de pouvoir le délimiter.

D'autre part on continue de pratiquer les calculs colonne aprés colonne en uti-
lisant les relations du (I) 13 ou il n'y avait pas de zéros détectés dans la colon-
(1)

e _y» @ condition que les éléments de cette colonne ne soient pas intérieurs

d un bloc qd précédemment détecté.

ne

Claessens et Wuytack ont donné des relations du qd dans un cas qui correspond a
un bloc P entouré de deux rangées de polyndmes orthogonaux réguliers. Nous donnons
donc la propriété suivante qui est valable dans ce cas particulier et qui a le

mérite de montrer plus simplement comment les calculs doivent &tre menés.

Propriété 2.7.

On suppose que £'on a un bloc P de Largeur (r+l1) entouré de deux ran-
gles de polyndomes ornthogonaux réguliens, et que Le polyndme situi dans L'angle
NO interiewr au boc P est Le potynime ™) (x). Les caleuls faits avee Le (1)
et L'utilisation de La propritté 7.4 donnent L'ensemble des valeurns inscrites
sur La figure de La table qd a L'intérnieur du bloc singulier duqd et sur Le

powttoun, sauf A L'intérieur du cadre en tinets.

On a Les nelations sulvantes extraites du (I1).

1 e(n+r-i) - q(n+r+1-i) e(n+r+1-i)
k-l,l(n+r-l)+1 k_1,£(n+r+1-1) k-l,l(n+r+l-l)+Yi
pout i e N, o s i <r et Yi=oALi=o
v, =1 44121
2 q(n+r-i) _ e(n+r+l-i) (n+r+1-1)
s - . p(n+r+l-i) (n+r+1-i)
k+1+i,£(n"'r 1)+1 k+i, L Yy k+i,2 Yy

pour i e N, o £ 1i s r,
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(n+r-i) (n+r+1-i) (n+r+1-i)
3 e . = q . + e .
’z(n+r 1)+l ,l(n+r+l 1)+Yi k+i,£(n+r+l 1)+Yi

k+1+1 k+1+i

pour i e N, 0 £ i £ r.

4 g(ntr+l-i) _ _q(n+r~+1—i) _ (ntr+1-i)
k+i k+i,£(n+r+l-l)+Yi k-l,l(n+r+l—l)+Yi

pour i e N, 0 £ i < r+l.

5 c(ntr+l-1) __ (ntr+l-i) q(n+r+1—i)
k+i k—l,ﬂ(n+r+l-l)+yi k—l,l(n+r+l_l)

pour i e N, O < i < r+l.

Toutes Les relations suivantes sont prises pour i e N, 0 < i < r,

6 C(n-r-l+i) (n-r-1+1) _ ~(n-r+i)

k+r+l k+r-l-i,£(n_r-l+l) k+r+l

Pour Le démarrage de cette nelation on prend Cf(ifwl obtenu avec La relation
préciédente.

(n-r-1+1) (n-r-1+i)

~7 Crartl * Crrt2 - Cl(gzﬁl-i) - qi:;::;(n-rr-i) +1
8 B}i:;:hi) - B}((r;;m-l-i)

g win-r-l+i)(x) - win+r+l-i)(x)

10 xwgn_r-“i)(x) + B}((r:;:;hi) - wgizﬁi)(x)

11 xm:%.mr*-i-l-i) + B}iz;ml-i) - wgzzr-i)(x)
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(n-r-1) (n-r-2) (n-r-2)
12 c = -q iy © o
k+r+1 k+r+l,£(n r-2) k+r,£(n r-2)
(n-r-1) (n-r-2) (n-r-2)
13 B = -q -e
ktr+l k+r+l,£(n_r_2) k+r+1,£(n—r-2)

Cette nelation est Equivalente & La suivante, dont La démonstration sera donnée
peu apnes avec celles des trodis autrnes nelations de Claessens et Wuytack.

' T -r- (n+r+1) (n+r+1)
13p1s ¥ 772 yolor-2) .
k+r+1,£(n-r-2) k+r+l’£(n r-2) k’z(n+r+1) k-l,ﬂ(n+r+1)
(n-r-1+i) _ _(n-r-2+i) _(n-r-2+i)
lq Ck+r+2 - Ek+r+2 4D +2 Z(n-r—2+i) + 6

i
di o841 =s1et Gi = 14841 > 1.

(n-r-2) _ _e(n-r—2)

+r+2 k+r+1,£(n-r—2)
(n-r-2+i) _ (n-r-2+i) .
Ert2 T “k+r+2 pour 1 > o
-1) (n-1) (n) (n)
15 cln-1) g = -q e
ktr+2 k+r+2,£(n'l)+yr k+r+1,£(n)+1 k+r+1,£(n)+1
16 q(n-r'-1+i) - e(n—r-2+i) + q(n-r‘--2+:i.)

k+r+2,£(n_r-l+l)+l k+r+2,£(n'r-2+l)+6i k+r+2,£(n'r'2+l)+6i

17 'q(n) (n) _ (n-1) (n-1)

+ e +q _
k+r+2,£(n)+1 (n 1)+Yr

(n),, = ¢ (n-1)
k+r+l,£" " '+1 k+r+2,4L +Y., k+r+2,£

Remargue.

Ces relations ont été écrites dans l'énoncé dans l'ordre des calculs

d effectuer.
(n+r-i)

_ pour i e N, 0 sisr,
k-1,2P71) 4

La relation ] permet le calcul de e
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(n+r-1i)

La relation 2 donne g pour i e N, 0 < i < p,

k+1+i,£(n+r-l)+l

(n+r-i)

. i eN, 0<1i<rp,
(ntp-i)  Powr i €N,
L +1

La relation 3 donne e
k+1+1

. . . - (n) ' s
La relation U} donne tous les coefficients des polyndmes wi—pr(i+l,n)(X)’ c'est &
(n+r+1-i)

i pour 1 e N, 0 £ i < r+l,

dire avec les notations de la propriété 1.22 B

La relation 5 donne le deuxidme coefficient de la relation de récurrence despo-

lyndmes orthogonaux réguliers unitaires, soit

C(n+r+1—1)

. I ]
ki pour 1 e N, 0 £ 1 < r+l

(n-r-1+1)

La relation § fournit Crtpsl

pour 1 e N, 0 £1i < r.

(n-r-1+1)

K2 pour i e N, O £ 1 S r qui constituent les coeffi-

La relation / donne C

(n-p~1+i)

cients Ek+P+2

des relations entre familles adjacentes.

. (n)
Les relations § & ]] permettent le calcul des Wi pr(i+l,n)

(x).

q(n—r-2)
k+r+l,2

La relation ]2 donne (n-p=2)"
" La relation ]3 donne e(n—r-2)(n_r_2)_
k+r+l,£

n-r-2+i)
q¢

La relation ]4 donne ot
k+r+2,£<n r 2+1)+6i

pour i e N, 0 £ i <,

q.(n-l)

La relation ]5 donne (n-1)
k+r+2,£ +y

r

e(n-r-2+i)

La relation ]b donne ot
k+r*+2,£(n r 2+1)+6

pour i e N, 0 < i<,
i
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(n-1)

k+r+2,£(n_l) + Y
r

La relation ]/ donne e

Remarque 2.6.

Si on a un bloc P qui coupe le bord diagonal de la table P et qui
débute sur une colonne k avec n-s=0 et n > O, les relations 1 @ § sont toujours
utilisables.

(n) (n-s) 1. Si k> 1.
Pk T Fkes .
‘ Les relations § 3 ]() sont prises pour i e N
E r-s+l < i < p,
E La relation ]] est prise pour i e N, 0 < i < r.
E ! Les relations ]? et ]3 n'existent pas.
! ! . . .
S(nr)___ o () Les relations ]4 et ]§ sont prises pour i e N,
k k+r r-s+2 < i < r.
2. Si k=1.
(n-1) °n4r+l 2
On prendra Cr'+2 = - - pour le démarrage de la relation 6.
n-1
3. Si n=0.

On n'utilise que les relations ] 3 § et ]].

Cette remarque s'applique également au cas général de la méme fagon.

Montrons comment & partir des relations de la propriété 2.7 on obtient les
relations de Claessens et de Wuytack.

Nous avons trouvé :

(n-r+i) (n-r-1+i) _(n-r-1+i)

C =C
k+r+l k+r+l k+r-1-i,£<n-r-1+i)
c(n+r-i) - c(n+r+1-i) (n+r-1i)
ktl+4i 7 ki qk—l plntr=i)
?

On fait le produit de i=0 & r de chaque relation. On obtient aprés simplifi-
cation par les termes C qui sont tous non nuls d'aprés le théoréme 1.5,
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o) o (omeml) o (nmr-l4i)
+1 ~ Tktr+l it . ,(n-r-1+i
e i =0 k+r-1-1i,8 )
r .
= -q(n"r'Q) 1 (n-r-1+1)
k+r+1,£(n-r—2) i=-1 k+r—1—i,£(n'r’1+1)
c(n)  _ o(n+r+l) ﬁ q(n+r—i)
k+r+l k izo k-l,l(n+r_1)
Y‘ .
- _e(n+r+l) : (n+r-i)

k—l,l(n+r+l) 1l qk-l,t(n+r_i)

D'ou leur premiére relation.

(n-r-1+41) _ B(n+r+l-i)

b1 = Bl . Pour 1 = 0 on a donc

Nous avons trouvé que B

(n-r-1) - B(n+r~+1)
k+r+l k

relation ]3BIS-

On utilise maintenant les quatre relations.

B . On utilise les relations [ et ] et on obtient la

C(n-r-l+j) e(n-r—l+j) - o(n-r+3)

k+r+l k+r-1-j,£(n-r-l+3) k+r+l
C(n-r—1+j) - C(n—r-2+j) (n-v-2+3)

k+r+2 k+r+2 k+r+2,£(n_r'2+3) + Gj
C(n+r—j) - (n+r+1-3) q(n+r-j)

k+1+] k+] k_1’£(n+r-])

q(n+r-j) - e(n+r+1—j) (n+r+l-j)

k+1+j,£(n+r-])+l k+j’£(n+r+l‘])+yj k+j,£(n+r+1'3)+Yj

'3

On fait le produit de la premiére depuis j=0 jusqu'd i-1, le produit de la
seconde depuis j=1 jusqu'd i, le produit de la troisiéme depuis j=0 jusqu'a
i-1 et enfin le produit de la derniére depuis j=0 jusqu'd i. Les résultats

sont reportés dans la relation /. On obtient leur troisiéme relation.

(n-r-2) z (n-r-2+3j) (n~r-2) i-1 (n-r-1+j)
e (n-r-2) (n-r-2+j) tq (n-r-2) I e (n-r-1+j
k+r+l,2 j=o k+r+2,4£ +6j k+r+l,£ j==1 k+r-1-j,4
- o(ntr+l) =1 (ner-9) (n+r+l) T (ntr+l-j)

4 - T e tr+1) L C . (ntr+1-3)
k-1, g{ntr+l) j=-1 k-l,z(n+r 3 ]Cyén v+l) j=o k+j, £ ) Y5

pour i e N, 0 £ i <,
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Enfin pour trouver leur quatriéme relation on utilise la relation ]5 et les
produits des deuxiéme et quatriéme relations précédentes.

On obtient :

I (n-r-2+j)

(n+r+l) (n+r+l-j) _ (n-r-2)
© (n-r-2+j)
Y J +Y.

k’z(n+r'+1) j=0 k+j’£(n+r+1—j)+Yj ’l(n—r-Q)

k+r+l j=o k+r+2

Remarque sur le calcul des polyndmes orthogonaux et des polyndmes associés.

(n)
i+l,2
)(x) on peut appliquer les relations des propriétés 2.4

Lorsqu'on dispose des coefficients du qd (q
- (n)
polynomes mi-pr(i+l,n

et 2,6, c'est d dire celles qui ont été présentées lors de l'introduction de

(n)
et Ei+1) et des

cette section. Lorsqu'on rencontre un bloc P on peut, pour calculer les poly-

ndmes qui bordent les c3tés S et E de ce bloc, utiliser les polyndmes
(n)
w

i-pr(i+l.n

)(x).

Si on ne désire pas effectuer de multiplication de polyndmes, on peut les obte-

nir en utilisant pour le cdté S les coefficients q(n+r-1)

k+l+i,
. On n'effectuera ainsi que des additioms.

(ntr-i) et pour le
(n-r-1+i) 1

coté E les coefficients Ck+r+2

L'exemple suivant montre que les relaticns de Claessens et Wuytack ne
permettent pas le calcul de tous les polyndmes orthogonaux.
Soit la série formelle f(x) = X2+ X,
Nous avons la table P suivante, dans laquelle nous ne faisons pas figurer les

polyndmes qui ne sont pas orthogonaux réguliers.

X x2 x3-1

3_1 '
. . Xa-l . .

3 4 5 6
X X X X X X

O 0O O 0O 0O 0 O O O O
N I = T T S SO S =
»
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La table de correspondance du qd est la suivante.
o U1 &1 Y % 9 3 W &% % S5 9% 6
. o 0
. v *
Les valeurs cerclées représentent respectivement qgo) et 02 qui ne peuvent

8tre calculées par les relations de Claessens et Wuytack. Il

est donc impossible

de trouver les polyndmes orthogonaux xa-l. Si nous appliquons nos relations

noué avons

ci? =0 {2 = o e =0 815 = o
it = o S = 0 cé“) = 0 Byt = 0
I O R O
_cgl)= q:(aO) _Bgl) N eéO) cg2)+cﬁ2) - cgz) - _c%
A B O

(2)

= ~1l=>C =1

4
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2,3 POLYNOMES ORTHOGONAUX RECIPROQUES

Nous présentons ici quelques résultats sur les polyndmes ortho-
gonaux réciproques qui nous seront utiles pour justifier la forme progres-

sive de 1'algorithme qd général.
Soit f-1 la série réciproque de f. Elle est telle que :

£(x) £ 1(x) = 1.
c xi.

, . _1
Nous écrivons f (x) = 5
o

i

1e~18

Nous pouvons calculer les Ei par les relations.

o]
K
) & ¢ s =0, ¥k €N, k > 0.

Nous devons avoir naturellement co Z 0.

Le systéme obtenu peut s'écrire

________________________ ) [ \
(0 Sy g, F?
0 m-mmmmmmmcmme e c c ' !
] /'/’ Y ll : :
1 - | | = |
! - ! ! !
I | | 0
Ca7C, =mmmmmmmmmm——c————— ¢ ¢ 1
(0 1 k) L 0) ()

C'est un systéme régulier.

? ------- ¢ <

k(k+1) | |

1 2 i t

- = ( 1) | o 1
k c§+1 % €1 k-1
¢y mmmmmmmsem- %
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k(k+1)

- (-1) 2 y(-k+2)

Nous définissons la fonctionnelle linéaire E(J) par :

~(3), iy _ 4 .
¢ 7 (x7) —ci+j,V1 € N.

Nous conviendrons que Ei = 0 pour i < O.

Nous appellerons {Rij)} la famille de polyndmes orthogonaux ou
Js [
> Uk

quasi-orthogonaux par rapport a
(3)

sociés aux polyndmes Ry

la famille des polyndmes as-

Théordme 2.3, [6]

(n+1)(x)

S4 R£n+1)(x) est onthogonal néguliern, ainsi que P alons

pour k e N e n € & nous avons :

(n+1) T . n-1 (n+1) -3 ( -n+1)
R (x) .Z g, x + 8 (x) = o Prek (x)

n

(n+1 ~1 1 ( +1

Nous obtenons immédiatement :

Conollaine 2.3,

S¢ R () est onthogonat rdgutien, atons 2D (x) est ontho-
gonal négulien.

si (™1 (x) est onthogonal nggubien, akons R (%) est ontho-
gonal négulien.
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Démonstration.

nant.

dher 7T dntit1 -ntl “k+1

: | | |

| | | |

| | en | i

| [ | |
dnse TTTTTTTT dneoK Sk TTTTTTTTTTTTT “n+2k
Y o 1 0 —mmmmmmmmmee e 0 ¢,

On a une transformation analogue pour le deuxiéme cas.

cgfd.

Conollaine 2.4.

A un bloc P de Largeur £ dont £'angfe nord-ouest est occupé par

(-n+1) correspond un bloc R de Largemr £ dont £'angle nord-ouest est oc-

P
n+k
cupé par R£n+l).

Démonstration.

e - - - -

(n+1)

(-n+1) n'est pas orthogonal régulier, alors Rk

n+k
n'est pas orthogonal régulier.

En effet si P

cgfd.

2,4 FORME PROGRESSIVE DE L'ALGORITHME *ap”

Nous prenons comme convention que c; = Opour 1 € 28, 1 <0,
Nous complétons la table H et la table P pour les diagonales d'indice né-
gatif. Nous supposons également que cj =Opour j eN, O <3< s-1, et Cq £ 0.

Alors Hij) = Opour k e Net j e 2 tel que j < s-k.

L'ensemble de ces déterminants forment un bloc infini.
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Cs-k+l __________ ﬁs
i : k(k-1)
(s-k+1) _ |1 i (L 2 k
Hk = | i = (-1) (Cs) £ 0.
| )
1 L}
Cg T7TTTTTTTTTTTT cs+k--l
(s-k+1)

Par conséquent les polyndmes P sont orthogonaux réguliers,

k
¥k € N.

Nous calculons & présent l'ensemble de la table qd. Celle-ci

sera la suivante.

o

o(® o5 § 570 e NC I
e(()s+1) egs) e;s-l) egs—2) eis-S)

g5ty ol 5D (57 eI
{42 (54D (o) {571 els?

Les deux traits délimitent le bloc qd infini correspondant au
bloc P infini,

Nous rappelons que les éléments q et e portent un second indice
inférieur, que nous n'avons pas fait figurer ci-dessus, qui numérote les
blocs successifs traversés suivant une diagonale. Par exemple les termes

eéiil-k) devraient s'écrire eg:;fzk).

Le calcul de cette table peut s'opérer 3 partir des horizontales
et non plus des verticales. Cette méthode qui est appelée forme progres-
sive de l'algorithme qd est plus stable numériquement dans le cas normal
(cf. le livre de P. Henrici [25}).

Pour effectuer ce calcul i1 suffit de disposer des éléments

(s+i+l -1 -1 .
eoS ), qiil ) et eifl ) pour i e N,
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(s) _ Ce+1

1 c
s

(s+i+1)

Nous savons déja que e,

=0, ¥i e N, et g

En utilisant les résultats de la section 2, nous savons que le

calcul de e(s—k-l), pour k € N, s'effectue d partir de e(s-k) et de q(s-k),
2+k (s-k-1) 1+k 2+k
donc avec une valeur de q2+k,0 nulle.
(s-k-1) _
q2+k,0 =0, ¥k e N
N s . . (s-k-1)
Pour le cas ou nous désirons obtenir la valeur de Uik 1 pour
2
k ¢ N, nous avons
(s~k-1) _ (s-k) (s-k-1) _(s-k-1)
Posk ) =x P ")) a7 By (x).
et donc :
H(s—k)
(s~k-1) (s-k-1) k+3 k+2
q2+k,l = - P2+k (0) = (-1) ~Tsk-1) Povur k e N.
Hk+2
(s-k)

Pour déterminer pratiquement H nous utiliserons les relations

k+2
fournies par le calcul des moments de la fonctionnelle linéaire & par rap-
port 3 laquelle sont orthogonaux les polyndmes réciproques (cf. [6], [25] et

la section 3). Nous avons

(k+2)(k+3)
- _ 1 2 (s-k)
Ck+2 T T k43 (-1) Bpo 7o
(c_)
s
et par conséquent
(s-k-1) _ - k2
D4, 77 % Cke2 T T 2, pour k € N.




- 186 - Systémes adjacents de polyndmes orthogonaux Chap. 2

On remarquera que qiS) s'obtient 3 partir de la méme relation.
e c.
En effet q(S) = - xl-= —Eil.
1 c c
0 s
. N 2z . o (S'k)
Passons maintenant a4 la détermination de e pour k € N,
+1,Yk
avec YO = 0 et Yk = 1 pour k > O.
'y (S‘k'{'l) Pl . [ ~ . 13 (S—k)
Si Pk+l est orthogonal régulier, c'est-3-dire si qk+1,Yk £ 0,
alors :
(s-k+1) _ o(s-k) (s-k) _(s-k+1)
Prer ¥ =By ) - ®kt1,y, Tk (x),
avec
(s-k) . (s-k+1)
(s g " By
ktl,y, T gsk) (s-kt1)
k+1 k+1
k(k-1)
N (S k+1) 2 k
Hy = (-1) (e )7,
(k+2)(k+3)
(s-k) k+3 . 2
t Hpo (eg) ka2 (D
S, .,
Donc : eiilk) = xkiz/
Yk Ck+1
. (S'k+l) z . (S"k)
S 1] [] _2_A2 3 -
i Pk+1 n'est pas orthogonal régulier, c'est-ad-dire si qk+1,Yk 0,

alors on est dans un bloc qd.

Supposons que l'on explore la premiére horizontale de la table qd
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(s-2+1) (s-2)
. 70 et q2+1,yl

- - (S_z)
Coe1 = 0, et e2+1,Y2

et que nous ayons q = 0. Par conséquent El £ 0 et

Vo1

n'est pas défini. Nous aurons la méme situation tant

que Ei sera nul. La relation encadrée précédente permet donc d'obtenir la
seconde horizontale. Il suffira d'inclure dans un bloc qd toutes les va-

leurs de e nulles ou non définies.

Nous appellerons table P complétée la table des polyndmes ortho-

~

gonaux dans laquelle on fait figurer les polynOmes a partir de 1'hori-

zontale passant par P§s+1)

. Nous avons donc complété la suite des ¢; par
des valeurs nulles pour i < 0. Si nous considérons la table complétée des
polyndmes orthogonaux réciproques, les blocs sont symétriques de ceux de
la table P complétée, par rapport d la diagonale s+l de la table (cf. corol-

laire 2.4).

Soient § et & les coefficients de la table qd des polyndmes ortho-

gonaux réciproques. Alors nous avons :

.(0) (s)

ql == ql s

~(n) _ (s+1-n) -(n) _ (s+l-n) _
“ehtm-1 P Sm T Ynen pour n > - m,

(n+s) _ .(1-n)

(nts) _ g(1-n) ., ¢ =4, pour n > - m,

n+m-1 m
partout ol ces valeurs sont définies,

~(n) - (s+1-n)

En effet les initialisations € = 0 et

0
a(n) _ e(s+1-n) - “n+l sont celles de 1l'algorithme qd.
9 T ey - <,
p a(n) ' . Sn+l . . -
our §, ' on conserve 1'expression —=—— méme si certains des Ch

n

nuls ou indéfinis sont dans les blocs qd.

sont nuls, Les coefficients agn)
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D'autre part nous avons vu gue

(s) _ _ %1 _%+1_ _ (O)
4 = E; - cg 9 -

Ensuite les régles rhomboldales classiques restent inchangées

(cf. th. 7.6.d du livre de P. Henrici [25]).

En présence d'un bloc qd nous utiliserons les résultats de la

deuxiéme section appliqués d une table complétée, c'est-3-dire que les

coefficients q‘n—P-2)(n‘F-2)’e(n_P-Q)(n—r—Q) ot q(n-r—?)

k+r+1,2

(n-r-2) € sont

k+r+l,9 k+r+2,90

plus des inconnues.

Si nous examinons le bloc qd du début de la deuxiéme section il
est de forme symétrique par rapport 3 la diagonale principale. Si sur un
cdté nous avons les coefficients e, sur le cdté symétrique nous avons q

et réciproquement.

Le role joué par les éléments périphériques e(n+r_1)(n+r-i) et
k+1+i,2 +1
(n"l‘i) . < 3 < 7 . b .
q (n-i-1) pour i e N, 0 £ i £ r est symétrique et leur obtention se
k+r+2,9 +1

fait de fagon analogue 3 partir des éléments intérieurs au bloc. Ce sont
des régles de trois éléments. Toutes ces rdgles sont symétriques, c'est-3-

dire que si q intervient dans l'une, E ou e intervient dans l'autre et

réciproquement.
Enfin les éléments intérieurs permettant d'obtenir e(n+r—1)(n+r-i)
k+1+i,2 +1
(r).‘i-l) [ 13 . z . ~
et g (n-i-1) s'obtiennent aussi de fagon symétrique avec des régles
k+r+2,e +1

de trois éléments. :
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De plus l'ensemble des éléments de la table qd est déterminé de

fagon unique 3 partir des initialisationms.

Donc si nous effectuons une symétrie de la table qd par rapport

%, on échange d'abord les rdles joués par e et q, en-
suite les blocs occupent une place symétrique qui est celle de la table R

a la diagonale s +

des polyndmes orthogonaux réciproques. Les initialisations sont celles de
la table qd correspondant aux éléments g et &. Toutes les régles sont ren-
dues symétriques. Par conséquent nous avons la table qd correspondant aux

polyndmes orthogonaux réciproques.

En conclusion pour calculer la forme progressive de 1'algorithme
qd il suffit de calculer la table qd correspondant d la table complétée
des polyndmes orthogonaux réciproques en ajoutant l'horizontale d'initia-

.(0) (-1)

lisation qui contient les éléments g, " et §i+1 =Opour i €N, i 2 1,

On effectue le calcul colonne aprés colonne comme dans la deuxiéme
section en tenant compte de 1l'horizontale d'initialisations supplémentai-
res. On calcule les éléments intéressants intérieurs aux blocs qd. Puis on
effectue une symétrie par rapport 3 la diagonale s + L en changeant g en e

2
et & en q comme il a été indiqué ci-dessus.






FONCTIONNELLES LINEAIRES PARTICULIERES

L'objet du présent chapitre est de nous domner un certain
nombre de propriétés des polyndmes orthogonaux par rapport d des fonc-
tionnelles linéaires de quatre typesparticuliers. Ces propriétés seront

exploitées dans le chapitre concernant les quadratures de Gauss.

La premiére section est consacrée aux fonctionnelles linéai-
res semi—définies positives. Elles sont caractérisées par la présence
d'un bloe H infini et en avant de ce bloc les polyndmes orthogonaux ont
des propriétés identiques d celles que l'on a pour une fonctionnelle
linéaire définie positive. Le théoréme 3.2 concernant les propriétés
des racines des polyndmes orthogonaux peut s'appliquer aux fonctiomnel-—
les linéaires définies positives et donne des propriétés supplémentai-

~

res par rapport d ce qut était fait jusqu'd présent (cf. le théoréme

2,32 du livre de C. Brezinski [6]).

Dans la seconde section nous introdutsons les fonctionnelles
linéaires H(i) semi-définies positives. Sur une diagonale i les déter-
minante de Hankel sont astreintsd &tre positifs ou nuls. Le théoréme 3.5
concerne les propriétés d'une partie des racines du polyndme orthogonal
régulier situé derriére le premier bloc sur une diagonale donnée. Nous
ne sommes pas parvenus d démontrer certaines propriétés des autres
racines que nous avions constatées sur de nombreux exemples. En parti-
culier 1l semble que les racines non nulles restantes soient toujours

imaginaires conjuguées.
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Le cas particulier des fonctiomnelles totalement H semi-—
définies positives est intéressant car il est en liatson directe avec
les suites totalement monotones. Les moments de ces fonctiomnelles
forment une suite totalement monotone. _

Ensuite nous étudions les fonctiomnelles linéaires lacunairesd'ordre
(8+1) dans la troisiéme section. On rencontre déjd cette notion chesz
H. Van Rogssum [49] avec ses polyndmes orthogonaux lacunaires et ches
J. Gilewicz [22] avec ses séries lacunaires. Nous donnons une descrip-
tion compléte de la table des polyndmes orthogonaux obtenu dans le cas
le plus général. Pour y parvenir nous avong donné 4 ces fonctionnelles
la définition la plus large possible. Nous n'imposons qu'une périodi-

cité des zéros et peu nous itmporte ce qui sépare les groupes de zéro.

La table des associés est également déterminée. Les résultats
obtenus concernant les deux tables sont une généralisation de résultats
présentés dane le livre de C. Brezinski [6] dans le cas ou 8=1 et pour
une diagonale paire. Les propriétés des racines de ces polyndmes sont
étudides et nous donnons un résultat sur le calcul des déterminants qui

composent la table H.

Les fonetionnelles lacunaires interviemnent souvent dans la
pratique. Ce sont par exemple des fonctionnelles lacunairee d'ordre 2
quil générent les polyndmes de Legendre.
Dans le chapitre des quadratures nous ferons surtout appel 4 leurs pro-
priétés remarquables.

Dans la derniére section nous abordons le cas d'une fonction-
nelle linéaire e qui se déduit d'une autre fonectionnelle linéaire c
aprés l'intervention d'une fonction de poids polynomiale. De nombreux
auteurs 8e sont intéressés d ce probléme : Stieltjes, Szegd G. [57],
Kronrod A. S. [34], Patterson, Barrucand P. [3] et [4], Krylov V.I.
[35], Davie et Rabinowits [13], Struble G.W. [56], Monegato G. [43],
Bregineki C. [6] et [6al. Cette liste est loin d'&tre exhaustive.
De notre cdté nous avons surtout considéré le cas ol la fonetion de
poids polynomiale change de signe dans l'ensemble support de la fone-
tionnelle ¢ qut n'est par foroément définie. Nous domnons plusteurs
propriétés sur les bloce qui correspondent 4 la fonctionnelle e.
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Nous avons étendu la propriété classique qui exprime U Vk+1 en fonc-
tion des polyndmes Pk+1 a Prshel lorsque ¢ est définie, au cas ou ¢
n'est pas définie.

De méme nous donmnons une généralisation du théoréme de Christoffel pour
une fonctiomnelle ¢ non définte. Nous donnons également quelques résul-
tats dans le cas ou la fonctionnelle c et la fonction de poids polyno-
miale sont lacunaires d'ordre (s+1).

La fin de cette section est consacrée d L'étude d'un probléme
qui a vraissemblablement été posé pour la premidre fois par Stieltjes.
On prend comme fonction de poids polynomiale un polyndme Pk orthogonal
par rapport d c, et on désire obtenir des propriétés concernant les
polyndmes Vi et en particulier sur leurs racines. Le probléme posé d
L'origine visait d montrer que Vk+1 a toutes ses racines réelles dis-
tinctes dans l'ensemble support E et séparées par celles de Pk'
Szegl [57] a démontré cette propriété pour une fonctionnelle linéaire c
lacunaire d'ordre 2, attachée d une fonetion de poids de la forme
(l-xg)x avee A > - % . Nous avons essayé de voir ce qui se passait pour
une fonctiomnelle linéaire c lacunaire d'ordre 2 quelconque. Ne sachant
aborder le probléme de front nous avons appliqué une idée présentée dans
l'article de P. Barrucand([3]. Elle consiste a fragmenter le polyndme
Pk(x) en polyndmes (x2 - ai) et d étudier ce qui 8e passe pour les

fonetionnelles défintes par les moments

oo (o) = (ot (o)

pour o < 1 S entier (%J avee e("O) = c(').

Malheureusement nous ne 8sommes pas parvenus8 aux résultate escomptés.
Tout d'abord un contre exemple montre que pour une fonctionnelle linéai-
re ¢ lacunaire d'ordre 2 quelconque les racines ne sont pas forcément
dans l'ensemble support E. Ensuite nous n'avons su montrer que les ra-
eines étatent réelles distinctes séparéee par celles de Pk que dans

la premidre étape de la récurrence. Les relations de récurrence obte-
nuee entre lee diverses catégories de polyndmes orthogonaux semblatient

sédutaantes, maite ld ausel la suite est infructueuse.
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Bien que les résultats de cette partie soient trés partiels

nous les avons faits figurer dans ce chapitre. Peut &tre pourront—-ils
servir ultérieurement 4 trouver de nouvelles propriétés qui permettraient
de conclure,
D'autre part, ile pourraient éventuellement servir pour les formules de
quadratures de Gauss avec dewx abscisses imposées symétriques. Dans la
méme optique, nous avonsg donné aussi quelques propriétés relides au cas
ou la fonetion de poids polyndmiale est de degré 1.
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3.1 FONCTIONNELLES LINEAIRES SEMI-DEFINIES POSITIVES,

Définition 3.1.

On appelle fonctionnelle Lindaire semi-définie positive
une gonctionnelle Linéaine c telle que :

¥qe P : ¥x, q(x) 20 alons c(gq(x))

[\
o

]]
(@]

dJp € P : ¥x, p(x) 2 0 et p # 0 tel que c(p(x))

Nous commengons par démontrer quelques propriétés qui s'inspirent
de celles satisfaites par les fonctionnelles définies positives. Nous
ferons le lien entre les fonctionnelles linéaires semi-définies positives

et certains opérateurs linéaires semi-définis positifs.

Propridte 3.1.

Une condition nécessaire et suggisante pour qu'une fonction-
nelle Linfaire c s0it semi-deginie positive est que £ matrice D(°) soit
semi-définie positive, ¥k e N,

S ¢1 = Sk
(0) €1 %2 "7 Sk
D - ] |
k | |

{ |

| |

| |

| %k k177" C2k |
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Démonstration.

Prenons un polyndme réel q positif de degré k. Par conséquent,
il ne peut &tre décomposé qu'en polyndmes du second degré irréductibles,
ou en polyndmes du premier degré élevé 3 une puissance paire. Il est

donc de degré pair et on a :

k/2
q(x) = d. I (x-x.-iy.)(x-x.+iy.) avec d 2 O.
Y i3 373
J
Posons y K/2
A(x) + iB(x) = d”? I (x—xj—iyj).

j=1

Alors
q(x) = A2(x) + B2(x).

Donc il revient au méme, pour montrer la propriété, de prendre un poly-

ndme p(x) et de former'c(p2)

p(x) =

-1
Q
b
|

1] 3 [} o
Nous associons la fonctionnelle ¢ aux matrices Dﬁ )

i j
oy aj e(x™ x7) .
o i

C(p2) =
1

1 ~~1%°
11 1%
n
ne-1x

o J

(o)
Py

T
= <v, v) avec v (ao,...,ak)

On obtient bien la propriété cherchée.

cqfd.
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D84inition 3.7.

Sodit A une matrnice.
On appellera sous minewr extrait de A, un déterminant obtenu a partin de
A en supprimant des Lignes et des cofonnes de méme indice.

Nous avons la propriété classique suivante (cf. [33] p. 59).

Propridte 3.17.

Une condition nécessaire et suffisante pour que La matrnice A
804t semi-definie positive est que tous Les sous mineurd extrhaits de A
solent positigs ou nuls.
Conollairne 3.1.

S{ La gonctionnelle c est semi-déginde poaizivg, alons

HI(121) >0, Vi ¢ N et ¥n € N.

Démonstration.

(o)
n
¥n € N, est positif ou nul. En particulier ceux pour lesquels on a retiré
(o)
n
deux premiéres lignes et les deux premiéres colonnes et ainsi de suite.

On obtient donc Déz), Déu)

D'aprés la propriété 3.2 tout sous mineur extrait de D' 7/,

successivement la premiére ligne et la premiére colonne de A ’, puis les

s etc ...

cqfd.

(o)
n
pour n € N est nul. Nous allons démontrer l'existence d'un bloc infini.

Prenons une fonctionnelle linéaire c semi-définie. Un au moins des H

Proprilts 3.3.

Si La fonctionnelle Linfaire c est semi-dEfinie positive,
alons

H}((O) > 0 powt k € N, k S htl

H](<°) = 0 pour k € N, k 2 h+2,
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On a un bloc H ingini ayant au plus un &Lément au nornd dans fLa table H.
En dehons de ce bloc fLa tabfe H ne peut contenin que des blocs d'un

élément qui est un déterminant tel que H£2l+l) avec i 2 o.
Démonstration.
i) Prenons un bloc fini de largeur r 2 2.

Appelons SO le déterminant de l'angle Sud-Ouest, Sl’ 82, vees %p ceux du

cdté Sud et enfin S, celui de l'angle Sud-Est.

+1
Si on applique la relation de Sylvester d ces déterminants on a :

2 . .
= - < -
Si Si+2 Si+l pour i e N, 0 < i < r-1.

Donc si Si > 0 alors Si+ < 0 ce qui est impossible d'aprés le corollaire

2
3.1.
ii) Ensuite il est impossible d‘'avoir un bloc d'un élément tel que
(o) (o) _ (o)
Hh+1 =0, Hh+2 O et Hh+3 * 0.
(o)
fhe1
(o)
Hh+2
(2)
H (o)
h+l Hh+3

(o)

En effet, en appliquant la relation de Sylvester 3 partir de Hh+l > 0
(2) . (o)
on tpouvera Hh+l > 0 puis Hh+3 < 0.
iii) Par conséquent puisqu'au moins un déterminant H(O) est nul, on a

n
un bloec infini .
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H]((O)> O pour k e N, k £ h+l
et

H}(<°) = 0 pour k € N, k 2 h+2.

Le cOté Nord ne peut avoir plus d'un élément dans la table H. En effet,
s'il avait au moins deux éléments, en appliquant encore la relation de

Sylvester au c8té Nord et Nord-Ouest du bloc infini, on trouverait que
P (2)
1

1'élément Hh—l

3.1.

est strictement négatif ce qui est contraire au corollaire

iv) Enfin, le reste de la table H peut contenir des blocs d'un élément

pourvu qu'ils contiennent des déterminants H£21+1) avec i 2 0. Si un bloc

(21)

contenait un déterminant Hk on pourrait recommencer le raisonnement du

ii).
cqfd.
La définition mentionne l'existence de polyndmesp positifs tels que c(p)=0.

vérifier cette condition sont les multiples de P2

La propriété suivante montre que les seuls polyndmes positifs qui puissent
q8
h+l. @

Proprilte 3.4.

Soit c une fonctionnelle LinZaine semi-définie positive. Les seuls
polynomes p positifs tels que c(p) = 0 sont Les multiples de P§+1.

Démonstration.
P peut &tre mis sous la forme Az(x) + B2(x) (cf. la propriété 3.1),
avec deg A2 = deg p et deg B2 < deg p.

D'autre part A(x) peut s'écrire

k

et donc K
2, _ 2 2
c(A) = Z al e(Py).

i=o
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Or
c(Pi) 20 pour i e N, 0 <i<h

et
c(Pi) = 0 pour i 2 h+l.

2 . 2
Donc A" est un multiple de Ph+1'

- 2 . 2
On trouverait de la méme fagon que B~ est un multiple de Ph+l'

D'ol la conclusion.

cgfd.

Avec la propriété suivante nous disposons d'une réciproque partielle.

Propribts 3.5.

Soit une fonctionnelle Linéainre c.
Si Les seuls polynomes p positigs qui sont tels que c(p) = 0, sont Les
multiples d'un polyndme P alors :

]
N

2
h+1’
Hj = Opourj € N, j 2 ht2

et 804t tous Les déteuminants Hj pour 3 € N, 1 < j s h+l sont tous posi-
2i4s, s0it A8 sont tous de signe alterné.

Démonstration.

Il est évident que Hj = 0 pour j € N, j < h+t2, 3 cause du fait
2

h+l

quence de la propriété 1,23,

que c(wz(x) PZ . (x)) = 0 quel que soit le polyndme w(x). C'est une consé-

Pour j e N, O < j < htl, il n'y a pas d'autre déterminant nul. En effet

si H = 0pour k e N, 0 < k < htl, alorshc(Pi_l) = 0.

el

By

D'autre part, pour k e N, 0 £ k < h, c(Pi) =
H =1,
)

(cf. [6] p. 46), et
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S'il existait c(Pi) et c(Pz) de signes opposés avec 0 S k £ h et
0 £ £ £ h, alors on pourrait trouver deux constantes positives a2

et 82 telles que
a2 c(P]2() + 82 c(PE) = 0.

a2 Pi + 82 PZ est un polyndme positif de degré inférieur a4 h+l. On
aurait donc une contradiction.
Par conséquent c(Pi) est d'un signe constant quel que soit k € N,

0 £k £ h. D'ol le résultat.

cqfd.

Pour obtenir une véritable réciproque il faut supposer en plus que <,

est positif. Nous avons alors le théoréme :

Théoneme 3.1.

Soit ¢ une gonctionnelle Lintaine et c, > 0.
Une condition nécessaine et suffisante pour que c s0it semi-défincie
positive est que Les seuls polyndomes p positifs qui sodient teks que

c(p) = 0, soient Les multiples d'un polynome P121+1‘

Démonstration.

A}

La propriété 3.4 montre la condition suffisante.
La propriété 3.5 montre que les quantités c(Pi) sont de signe constant
pour i e N, O £ i < h.
Or c(Pg) =c >0, donc c(Pi) > O0Opour i e N, O £ i < h, et par conséquent
¥q € P, tel que ¥x, q > 0, alors c(q) 2 0.

cgfd.

Nous supposons que pour la propriété suivante le bloc infini commence 2
la colonne ht2, c'est 3 dire que pour 1 ¢ Ny, i 2 1 on a :
H(.zl) #0 pour j e N, 1 s §j s htl,

= 0 pour j € N, j 2 h+2,
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Propnidts 3.6.

Si La fonctionnelle c est semi-déginie positive, alons La gonc-

Lionnelle (21 est semi-déginie positive, ¥i e N.

Démonstration.

Montrons que 0(21)(q) 2 0 avec q(x) 2 O.
q(x) peut se mettre sous la forme A2(x) + B2(x) (cf. la décomposition de
la propriété 3.1).

11 suffit de montrer que
<2 2 0.

Or

k
A(x) = )

o szi)(x)
3 J ]

(o]

si A est de degré k.

Du fait de l'orthogonalité des polyndmes szl), on obtient :

c(2i)(A2(x)) = ) a§ c((P§2i)(X))2)-
=0

]
Or
. g2t
(') (x))?y = A 5> 0 51 § < hel.
J 5(29)
3

c((P§2i)(x))2) = 0 sij 2 h+l.

D'ol le résultat.
cqfd.
Une conséquence immédiate de cette propriété est que :

cyg > 0, Vi €N,
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Grdce 3 la propriété 3.4, le théoréme 2.15 du livre de
C. Brezinski [6] relatif aux racines des polynOmes orthogonaux par rapport
d une fonctionnelle linéaire définie positive s'applique aux polyndmes
orthogonaux de degré strictement inférieur a htl dans le cas d'une fonc-
tionnelle linéaire semi-définie positive. Montrons qu'il reste vrai pour

k = htl.

Théoneme 3.2.

S{ ¢ est semi-déginie positive, alons pour tous Les polynomes
onthogonaux héguliers on a :

L) Les zenos de P sont nZels et distincts.
L) Les zénos de Qk sont néels et distincts.
L) Deux z8r0s conslcutifs de P sont sépanés pan un zéno de P4
et néciproquement.
Av) Deux zéros conséeutifs de Qe sont sépanés par un zéro de Qe_q

et néciproquement,

v) Deux zénos consécutifs de P
et néeiproquement.

o dont s8pands par un zéro de Q

Démonstration.

Nous donnons la démonstration complémentaire pour k = h+l.

i) Supposons que nous ayons :
n
Ph+l(x) = v(x) igl (x-xi) avec n < htl

et ol v est un polyndme n'ayant plus que des racines complexes.

v est donc un polyndme positif qui peut &tre écrit sous la forme :
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A2(x) + B2(x) avec deg A2 = deg v,

deg B2 < deg v.
(cf. la décomposition effectuée dans la démonstration de la propriété 3.1).

v est de degré pair.

On a du fait de 1l'orthogonalité de Ph+1

n
c(.H (x—xi) Ph+l(X)) =0

i=1
Mais :
n n 2 .2 2
I (x-x,) P (x) = T (xx.) (A"(x) + B"(x)).
. i h+l . i
i=1 i=1
On a :
n
deg( I (x—xi) A(x)) < h+l.
i=1
De méme
n
deg( 1 (x-xi) B(x)) < h+l.
i=1
Donc
n
o( T (x-x.)2 a%(x)) > 0
. i
i=1
et

n
(T (x-x,)° B2(x)) > o.
i=1 *

D'od une contradiction.
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Supposons maintenant que toutes les racines de P ne soient pas dis-

h+1
tinctes

— (u_w 3D
Ph+l(x) = (x xl) u(x) avec n> 1,

Si n est pair et n = 2q.

c(u(x) Ph+1(X)) =0
Or
uGx) B, () = (ux)? (x-x)%d
et
deg(u(x)(x—xl)q) < h+l.
Donc

C((u(x))2(x—xl)2q) >0

ce qui est impossible.

Si n est impair et n = 2q+1 avec q > 0.

Alors

c(u(x)(x-xl) Ph+l(x)) = 0,
Or

W) (e DB (0 = (u(x))(xox, )79

et

deg(u(x)(x-xl)q+l) < h+l,
Donc

c(u(x)(x=x) %) > 0

ce qui est impossible.
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Le iii) se démontre comme dans le théoréme 2.15 du livre de C. Brezinski
en utilisant le corollaire 1.12.

I1 en est de méme pour le ii) et le iv).

Le v) se montre comme dans le e) du théoréme 2.15 du livre de C. Brezinski,

mais on prend deux zéros consécutifs de P +l(x) en utilisant la relation

h

_ 2
Ph(x) Q, ., (x) - Qh(x) Ph+1(X) = Ah+1 c(Ph)

h+1l

et la suite est la meme.

Remarque 3.1.

Le théoréme 3.1 est applicable d tous les polyndmes orthogonaux

P . . s 2. 21
réguliers par rapport aux fonctionnelles linéaires c( l).

(21

Les fonctionnelles c¢ sont également semi-définies positives.
Nous avons donc un théoréme semblable au théoréme 2.32 du livre de
C. Brezinski, relatif aux zéros des polyndmes orthogonaux réguliers par

rapport aux fonctionnelles 0(21), c(21+l) et c(21+2).

Théoneme 3.3.

Nous considérons Les polynomes ornthogonaux réguliers P£2i),
p(2itl) o P](<2i+2) (2i41) o

K . Nous supposons H

i) si W2 <0, aeons
a) Les zérnos de P£2i+l) sont Lidentiques & ceux de P£2i+2) et sont neéels

distinets non nuls.
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b) Deux z8nros consécutigs de P£21+1) sont s2panis par un zéro de
P(2i+2)
k-1 °
. . (2i42) ,
AL) Si Hk+1 z 0, alons :
a) Les zon0s de B2H*1) sont ngets distinets non nuts.

b) Deux zenos consécutifs de P£21+2) s0RL sZpaniés par un zéro de
(2i+1) - (2i+1) - (2i+1) < (2i+2)
Py » un zéro de P77, un zero de LT et un z&ro de Pl 0.
c) Deux zénos consécutifs de P£2i+l) sont sepanés pan un zéro de

(2i+2) - (2i42)
P et un zéro de P 7177

. . - . (21) (21)

d) Deux zénos conslcutifs de meme signe de Pl (nesp. Py )
sont 48panés pan un zéno de P£2i+l).
SL Piii) (rnesp. Pﬁzi)) a des zénos de signes opposés, <L n'y a pas de
zéno de PiQifl) entre Le plus ghand zérno négatif et Le plus petit zéro
positif de BS2) (nesp. p(?1)). A £rextiriewn du plus petit intervalle

contenant Les zéros de Pﬁii) (resp. p£2i)) iy aun ztro de P](<2i+1)

(rnesp. deux zéros de P£2i+1) de part et d'autre de cet intervalle).
(2i+1)

Deux zénos consécutifs de meme signe de Py sont sépanés
(21) (2i)
par un zéro de Pre1 et un zéro de P
S P£21+1) posside des zénos de signes opposiés, alorns 4L y a deux zEnros

(21)
k+l

Lo plus grand z8ro nigatif et Le plus petit z8ro positif de pﬁzi*l).

de sdignes opposés de Pﬁzi) et deux zéros de s4ignes opposls de P entre

(21i+1)
k+1
(2i+l))

k+l *

e) Deux zeros consécutigs de méme signe de P

(,Lup. P}(<2i+1))

sont s€panés parn un zéno de P£2i+1) {hesp. P
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Si Pﬁfi*l) (resp. P£2i+1)) a des z8ros de signes opposés, alorns entre
Le plus grand zero nigatif et Le plus petit z8rno positif, 4L n'y a aucun
zéno de P£2i+l) (resp. A& y a deux zérnos de Pﬁfi+1) de s4ignes opposés).
Démonstration.
(2i)
Pk
(2i+2) _(2i+1) _(2i)
Pr-1 Py Pre1
(2i+2) _(2i+1)
P Pre1

(21)

Les fonctionnelles ¢ sont semi-définies positives, ¥i € N. D'aprés

le théoréme 3.1, les zéros de P£21+2) sont réels distincts séparés par
ceux de P(2i+2)
k-1 :
. . y(2i+1) _ .
i) Si Hk+1 = 0, alors :

~

P(21+2)(x) = P(21+l)(x) puisqu'ils sont & 1'Quest et au Nord-Ouest du

k k
bloc P.

Donc leurs racines sont identiques.

Le théoréme 3.1 démontre alors le a) et le b).

s . (2141
ii) Si H£+1 ) #z 0, alors :
a) Prenons deux zéros consécutifs y et z de P£21+2).

Grdce 3 la relation

P£21+2)(x) - P£21+1)(x) _ e1((21+1) Pﬁfi+2)(X)a

on obtient :
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(2i+1)
k

(2i+1)

(y) = e P(2i+2)

d k-1

(y)

P(2i+1)(z) _ e(2i+1) P(2i+2)(z)

| k k k-1
(2i+2) (2i42) (2i+1)
Or Pk—l (y) Pk-l (z) <0 et e 0
(2i+1)

a un zéro réel entre y et z, soit au total (k-1)

(2i+2) (2i+1)
k k

Par conséquent Pk

zéros réels séparant les k zéros de P . Le dernier zéro de P

est donc réel et ne peut &tre qu'extérieur au plus petit intervalle

(2i+2)
X .

sont réels distincts non nuls puisque P

contenant toutes les racines de P

(2i+1)
k

n'est pas au Nord d'un bloc P.

(2i+1)

Donc les zéros de P K

b) Nous venons de montrer que deux zéros consécutifs y et z de

P£21+2) sont séparés par un zéro de P£2l+l). Nous savons également qu'entre
. " (2i+2) 4 (2i+2)

y et z il y a un zéro de Pk+l et un zéro de Pk_l .

En utilisant la relation :

(2i+2) - o(2i+1) (2i+1) _(2i+2)
Prer (8 = B i(x) - e )T Py (x),

on obtient :

( (21+2)
Pk+l

() = 223y

(2i+2)
k+1

(2i+1)

P kt+l

(z) =P (z)
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Or

(2i+2)

242
kt1 ) P22 (5 < o,

P k+1

(2i+1)

Donc y et z sont également séparés par un zéro de Pk+l

c) On déduit du ii) a) que deux zéros consécutifs de P£21+1) sont
P P (2i+2)
sépareés par un zéro de Pk .
Prenons deux zéros consécutifs y et z de Pﬁ21+1), alors :
{
(2i+2) = (2i41) (2i+2)
P (y) = ey Pl (y)
F
(2i+2) _ _ _(21+1) (2i+2)
Pk (z) = e Pk—l (z)
L
Or
P£21+2)(y) P£21+2)(z) <o.
. (2i+2) _,
Donc un zéro de Pk-l sépare y et z.
d) 1. Prenons deux zéros consécutifs y et z de méme signe de Pifi).
Alors la relation :
(2i+1) - p(21) (2i) (21)
xPy (x) = Prel (x) + Qep1 Pk (x),

ol qiii) est différent de zéro, nous montre que, puisque y et z sont
séparés par un zéro de P£21), ils sont également séparés par un zéro de
p(2itl)

k .

(21)
k+1
consécutifs y et z tels que y < 0 < z.

S'il existe des zéros de P de signes opposés, on prend deux zéros



§1. Fonctionnelles lindaires semi-définies positives - 211 -

Alors
P(21+l)(y) P(21+l)(z) > 0.
k k
I1 y a donc un nombre pair de zéros de P£21+l) entre y et z.
. '3 t . t PR 7 2 (2i+l)
En fait il n'y en a aucun puisqu'on a déjd placé (k-1) zéros de Pk
entre les zéros de mé€me signe de Pk+l .

P£2l+l) a donc un zéro 3 1l'extérieur du plus petit intervalle contenant
(21)

les zéros de Pk+1 .

2. Cette premiére partie montre que si on prend deux zéros consé-

(2i+1) (21)

K ils sont séparés par un zéro de Pk+1 s

cutifs de méme signe de P

: (21)

donc aussi par un zéro de Pk

Si P£21+l) posséde des zéros de signes opposés alors on prend deux zéros

consécutifs y et z tels que y < 0 < z.

On a placé (k-2) zérosde Piii). Les trois zéros restant 3 placer ne sont

pas de méme signe, sinon on aurait au moins deux zéros consécutifs séparés
P (2i+l) ’ - ’ . -

par un zéro de P, . Deux zéros ne peuvent pas &tre consécutifs de méme

signe pour la méme raison . Il ne peut pas y avoir un seul zéro de Pii;)

entre y et z 4 cause de la premiére partie de d.

(21)

K+1 de signes opposés entre y et z.

Donc il y a deux zéros de P

Alors

(21)
k+l

(21)

P K+l (z) >0

(y) P

et également

(21)

P
k

(y) P£21><z> > 0.
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Par conséquent il y a un nombre pair de zéros de PﬁQl)
(21)
k
(21)
k

entre y et z.

Puisqu'on a déja placé (k-2) zéros de P entre les zéros de méme signe

(2i+1)
k

Mais entre deux zéros de P

de P il y a ou deux zéros de P ou aucun entre y et z.

(21) se trouve un zéro de P(2l)

K1 X . Or entre y et

z il y a deux zéros de Piii). Nous en déduisons qu'entre y et z il y a
aussi deux zéros de Pizl). Ils ne peuvent étre de méme signe sinon un
zéro de P£21+1) les sépareraient.
3. On déduit donc de ce qui vient d'@tre vu ci-dessus que deux zéros
4 - - . 2. ” P e 1
consécutifs de méme signe de Pi 1 sont séparés par un zéro de P£2l+l).

(21)

K de signes opposés et si y et z sont deux

(2i+1)
k

entre y et z. En effet si cela était vrai, on aurait deux zéros de P

S'il existe des zéros de P

zéros consécutifs tels que y < 0 < 2z, il n'y a aucun zéro de P

(2i+1)
k

entre y et z qui ne pourraient qu'é@tre de signes opposés sinon ils seraient

séparés par un zéro de Pizl). Or comme y et z sont séparés par un zéro de
Piii), on aurait un zéro de P£21+l) entre le plus grand zéro négatif et le
plus petit zéro positif de Pii;), ce qui est contraire au 4) 1. .
11 reste donc deux zéros réels 3 placer 3 l'extérieur du plus petit inter-
valle contenant les racines de Pi2l). Ils sont donc de part et d'autre de
cet intervalle, sinon ils constitueraient deux zéros consécutifs séparés
par un zéro de P£21).
e) Considérons la relation :
(2i+2) _ o(2i+1) (2i+1) _(2i+1)
XBETTT) = B T ) gl BT (R)

(2i+1)

o+ 1 est différent de zéro.

ol q

(2i+1)

On prend deux zéros consécutifs de méme signe de Pk+1 .
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Ils sont séparés par un zéro de P£21+2), donc également par un zéro de

(2i+1)

Pk .

' . P . P (2i+1) .
S'il existe des zéros de signes opposés pour Pk+1 on prend deux zéros
consécutifs y et z tels que y < 0 < z,

Alors
P(21+2)(y) P(21+2)(z) <0
k k

et
P](<2l+l)(y) P}((zlﬂ')(z) > 0.

(2i+1)
k

est extérieur au plus

Par un raisonnement analogue au ii) d) 1. on montre qu'aucun zéro de P

sépare y et z, et que le dernier zéro réel de P£21+1)
petit intervalle contenant les zéros de P£E;+l)
(2i+1)

La démonstration concernant les propriétés des zéros de Pk est identi-

que a celle du ii) d) 2. .

Soit ¢ une fonctionnelle définie positive.

On considére la table H liée aux fonctionnelles c(l), ¥i e N,

Cornollairne 3.1.

La table H ne peut contenin que des blocs H d'un &LEment qui
est un determinant #4) poun 1 2 o0,

Remarque 3.2.

Le théoréme 3.3 s'applique au cas d'une fonctionnelle ¢ définie

positive.
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3,2 FONCTIONNELLES H!’ SEMI-DEFINIES POSITIVES

Définition 3.3.

On appelle fonctionnelle Linéaire H(i) semi-définie positive
une gonctionnelle Lintaine c(l) Lelle que :

(1) : .

Hj >0 pour j € N, p£+1 <3< h£+1+1’
(1) _ . .
Hj =0 pour j €N, h£+1+2 <3< Ppe1>

ol £'4indice £ € N numérote Les blocs H successifs.

Une diagonale i correspondant 3 une fonctionnelle c(l) linéaire
i e izce . -
H( ) semi-définie positive ne peut pas traverser des blocs H sur une

longueur quelconque. Nous avons le résultat négatif suivant :

Propritts 3.7.

1L n'existe pas de fonctionnelle c(i) Linéaire H(i) semi-définie

positive qui soit telle que pour au moins Le £™ beoc avee £ > 0 on ait :

Pp ~ hp = multiple de 2 de £a forme 2(2n+l).

Démonstration.

Supposons qu'il existe £ € N, tel que Pp - hy = 2(2n+1).

On a :
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(¢4 -_—- C -_—— . cC, — C -——=C
i h£+1 p£+1 i hzfl p£+1
| | [} | I
1 | | | |
| | | | |
H(lll S| Chi T “pothpti | T | Ch,+i77%2n 4177 4h 4
Py L AN L L JARY)
| I
| | u
| i 0
cp£+1 —————————— c2p£+i u

(Pz'hz) (P£+3h£+3)

3 Pphp (1)
= (-1) u H
h£+l
. p,-h
Nous avons H(l) >0 et u £ £> 0.
hzfl
Or
(pz-hz)(P£+3h£+3) (pz-hl)(pl—hz—l)
(-1) 2 = (-1) 2 <0,

(1)

On aurait donc H
p£+l

< 0, ce qui est impossible.

cgfd.

Nous introduisons maintenant un cas particulier de ces fonctionnelles

; . Pd . i 3 . . . . .
linéaires H( ) semi-définies positives. Nous verrons par la suite que

cette fonctionnelle a des moments qui possédent une propriété remarquable.
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Déginition 3.4.

On appelle fonctionnelle Linaire totalement H semi-définie
positive une fonctionnelle Lindaire c telle que toute gonctionnelle
Lingaire '3 soit 5 semi-déginie positive, Vi e N.

Propridts 3.8.

12 n'existe pas de fonctionnelle Linéaire c totalement H semi-
définie positive a bLocs H finis.

Démonstration.

(1)

Pour un bloc H fini il existe des fonctionnelles c telles que
Pp ~ h2 = 2(2n+1).

D'ou la conclusion.

On ne peut donc avoir qu'un bloc H infini.

Propriété 3.9.

Une fonctionnelle c Linéaire totalement H semi-dEfinie positive
a un deul bloc H qui est un bloc infini ayant au plus un €Lement sur Le
c0tZ Nond dans La table H.

Démonstration.

Elle est identique au iii) de la propriété 3.3.

cgfd.

La propriété qui suit va nous permettre aussitdt aprés de relier les
suites totalement monotones aux moments des fonctionnelles linéaires tota-

lement H semi-définies positives.
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Propriéts 3.10.

Une condition nécessaire et sufgisante pour qu'une gonctionnelle c
504t totalement H semi-déginie positive est que fLes gonctionnelles c et
c(l) solent semi-définies posditives.

Démonstration.

Si la fonctionnelle linéaire c est totalement H semi-définie
positive, alors on a un bloc H infini et en dehors de ce bloc tous les
(i)
k

déterminants H sont strictement positifs, ¥k et 1 ¢ N.

(1)

Si les fonctionnelles ¢ et ¢ sont semi~-définies positives, il ne peut
y avoir de bloc H d'un élément. D'autre part, on a le méme bloc H infini
pour les deux fonctionnelles puisque la table H est unique.

On a donc bien équivalence entre les deux notions.

Définition 3.5.

Une suite {cn} est dite totalement monotone (noté T.M) s4 :

(—l)k Ak < z0 ¥n ¢f k € N.

Propricts 3.11. (611

Une condition nicessaire et suffisante pour qu' une suite {cn}
804% T.M est que :

H](<°) 20 e/tH}El) 20, Vk € N.

Propritts 3.12. (6]

SL Cys Cys oo est une suite T.M, alonrs c s C

une suite T.M, ¥n € N.

nt1® " sl aussd



- 218 - Fonctionnelles lindaires particuliéres Chap. 3

Nous pouvons déduire immédiatement des trois propriétés 3.10,

3.11 et 3.12 la propriété suivante.

Proprniété 3.13.

Les moments d'une fonctionnelle c totalement H semi-déginie
positive gorment une sudlte T.M.

On trouvera dans les ouvrages de C. Brezinski [6] et

J. Gilewicz [22] de nombreuses propriétés de ces suites T.M.

Nous passons maintenant aux propriétés des zéros.

Théoneme 3.4.

S{ La fonctionnelle Lindaine c est totalement H semi-déginie
positive, alors Les zénos de tous Les polynomes Pii) onthogonaux réguliens
sont nels distinets et posdtigs.

Deux zéros consBeutifs de P'L) sont spards par un zéno de pY), un zéno de

k k-1
(i+1) 5 (i-1) (i+1) (i-1)
Pk_1 , un zérno de Py , un zéno de Pk , un zéno de Pk+l et un zeno
de Pﬁii, 84 Les polynomes cités sont onthogonaux réguliens.
Démonstration.

(1)

Puisque les fonctionnelles c et ¢ sont semi-définies positives

le théoréme 3.3 s'applique 3 chacune d'elle.
(1)

K sont réelles

Donc les racines des polyndmes orthogonaux réguliers P
distinctes.
De plus, les b) et c¢) du théoreme 3.3 appliqué 3 Pﬁl) montre la propriété

de séparation.

Montrons que toutes les racines sont positives.
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S'il y avait des zéros de signes opposés pour P
y p

il), en prenant deux zéros

consécutifs y et z tels que y < o < z et en utilisant la relation

() ) - (i) (1) (i),

K ko1 (¥ gy By
On obtiendrait :
(i) (i)
Fra1y) Biyq(2) <0

et donc

P](<1+l)(y) P}((l'f‘l)(z) >0

ce qui est impossible d'aprés la propriété de séparation.

Toujours a cause de la propriété de séparation les zéros de tous les poly-

nomes sont tous du méme signe. Il suffit donc de connaltre le signe de la

racine des polyndmes Pgl).

(D _
Py77) =egx - e

Or Hil) est positif et vaut s ¥i ¢ N,

(1)

Donc la racine de Pl

est positive.

cqfd.

. i) .. . i . . -
Revenons aux fonctionnelles c( ) linéaires H( ) semi-définies positives.

Supposons que l'on ait :

(1) _

(i)
Hk 2 T 0.

>0 pour 0 € k < k+1 et H
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Propuiéts 3.14.

si 1) ost une fonctionnette Lintaine H'Y) semi-deginie positive,

alons pourn tout pofynome p(x) de degrd k ingérniewr ou €gal 4 h+i,
c(i)(p2) 2 0.

c(i)(p2) = 0 44 et seulement &4 p est un multiple de p{1)

h+1®

Démonstration.
k .
p(x) =} a. Pgl)(x).
FEA
Alors
2, _ % o (1),.\2
c(p) = ) a c((PE (x)7)
j=o
Or
0 H(i)
i 2 _ 3+1
C((Pj (x))" = ;%TT 2 0.
3
Donc

c(p2) 2 0.

La propriété 3.4 démontre la condition nécessaire et suffisante pour avoir
2
c(p”) = 0.

cgfd.

Remarque 3.3.

Le théoréme 3.2 s'applique aux fonctionnelles H(l) semi-définies
positives pour les polyndmes orthogonaux réguliers de degré inférieur ou

égal 3 h+l,
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Conollaine 3.3.

(o)

S{ ¢ est une gonctionnelle H semi-définie positive, alons :

¥m e N, O <m < h+l
12 5,

m-1
VieN,O0<iz<m,

Démonstration.

c(p2) > 0 quel que soit le polyndme p de degré k inférieur ou

égal 3 h+l et non multiple de P(o)

h+1’
r 3
Cq Cp reee cy
Donc la matrice Dé:i =] % S e °h+l | est définie positive.
| i
[} |
| °h ®n+1 * Con |
cgfd.
Considérons une fonctionnelle c(l) linéaire H(l) semi-définie positive
pour i elN, i 21,
(1) (1) _
Supposons que Hk >0 pour O < k € htl et Hh+2 = 0.
Théondme 3.5,
Nous & (i-1)
upposons que Hn #0avec 0 sn<sh,
, ;L (1-1) .
<) Si Hoyy =0, alons :
al Les zéros de Pgi-l) sont identiques 2 ceux de Pgl) et sont néels

distinets non nuls,

b) Deux zros conslcutifs de Pii'l) sont s€panés par un zéro de ngi.
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. . (i-1) ,

ii) Si Hoyyoo *0, alons :
a) Les zénos de P(l 1) sont néebs distincts non nuls.
b) Deux zénos consécutigs de P(i) sont slpaniés par un zéro de P(l)
un zéno de P(i;, un zéno de P(l 1) ot un zéro de P(ill).
c) Deux zénos consécutifs de P(l L sont &8panés par un zérno de
p{1) et un zéro de P( )

n -1

. _ . - . (i-1) (i-1)

d) Deux zénos consécutifs de méme signe de P ol (resp. P )

sont séparnts par un zéro de P(1 D (hesp. P(l 1))

SL Péill) {(nesp. Pél 1)) a des zérnos de sdignes opposés, alorns entre Le
plus grand zéno négatif et Le plus petit z8no posditif <L n'y a aucun zéro

de P(l 1 (nesp. 48 y a deux z3ros de signes opposés de P(l l))

§i1) Hél+l) = 0, alons :

Les zEnos de P(lzl) sont identiques a4 ceux de Péi)

zeno, et sont niels distincts.

, daud La rhacine

iv) Si H(l+l) #0 et H(izl) 20, alors :
a) ‘Deux z8ros consleutifs de meme signe de Péi) (nesp. Péfi) sont

(1+1)
n-1

S Péi) (nesp. Péfi) a des z8ros de s4ignes opposés, iL n'y a pas de zéro

de P11 ontne ge e plus grand 210 nigatif et Le plus petit zn0 positif

nfl

sEpanés par un zéro de P

(i+1)

Deux zéros conéécuxxﬂé de méme 4igne de P~/

de P(i) et un zéno de P(i).
n n=-1

sont s€pants par un zéro
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(1+1)

SL P possede des zéros de signes opposés, alorns AL y a deux zéros de

signes opposés de P(l) et deux zéros de signes opposés de P(l) entre Le

plus ghand zéro ndgatif et Le plus petit zéro positif de P(lzl)
b) Deux z8r0s consleutifs de méme signe de P(1+l) (resp. p(l*l))
sont sépanés par un zéro de P(l+1) (resp. P(l+1))

-1
Sé P§1+l) (nesp. péf{l)) possede des zénos de signes opposés, entre Le

plus grand zero negatif et Le plus petit zéro positif de Pgi*l) (resp.

glzl)) A n'y a aucun zéro de ngzl) (nesp. A€ y a deux zér0s de signes
(i+1)

opposes de P ).

Démonstration.

p(1)  pli-1)

n-1 n
(1+1) (i) P(i-l)
n -1 n n+l

(i+1) (i)
Pn Pn+1

Les démonstrations des i) a et b, ii), a), b), c) et d) sont totalement

~

identiques 3 celles du théoréme 3.3.

iii) Si H(l+l) = 0 alors

(i+1) - p(i)
x.Pn_l () = Pn (x),
d'ol la propriété.

iv)
a) La démonstration est identique au théoréme 3.3 ii) d).

(1) > 0 alors H(1+2) > 0 (ef. le corollaire 3.3).

On se rappellera que si H -1
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b) Nous avons la relation :

P(i+l)(x) = P(i)(x) - et P(i+l)(x) avec 1) 0.
n n n - n

n-1
£ PN - . (i+1) Loz 2
Deux zéros consécutifs de meme signe de Pn sont séparés par un zéro
de Pil) donc aussi par un zéro de Péf;l).
. 5 (i+1) P . P . P .
Si Pn a des zéros de signes opposés aon prend deux zéros consécutifs
y et z tels que y < 0 < z. Entre y et z il y a deux zéros de signes oppo-
sés de P(l).
n
Donc
(1) (1)
>
P "(y) P_."(2) >0

et aussi

Pii;l)(y) Péf{l)(z) > 0.

Comme on a déja placé (n-2) zéros de Péf{l) le dernier zéro ne sépare donc
pas y et z,
Tout ceci montre également que deux zéros consécutifs de méme signe de
P;f;l) sont séparés par un zéro de P;l+l).
si Pgizl) a des zéros de signes opposés, on a placé (n-3) zéros de P;1+1)
entre les zéros de méme signe de Péf;l).
Comme dans le théoréme 3.3 on déduit qu'entre y et z il y a deux zéros de
signes opposés de Pél+l).

cqfd.

On suppose en outre que

(1)
e

O pour k e N, ht2 s k s p,

(1)
Hp+1 =z 0,
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Théoneme 3.6.

Deux zénos conséeutigs de Pé:i sont sépants parn un zéro de

p(1) b)) o au moins n zénos ndels distinets.
ptl ptl

Démonstration.

(1)

Pp+l

0 p{1) () + ¢&) p(d) iy

_ (i) (
() = (rup (%) + Buy) Pryy ptl "h

(1)

On prend deux zéros consécutifs y et z de Ph+1'

Nous avons alors
(1) (1)
P (y) Po (z) <0
et aussi

p(1)

(i)
o1V Pp+l(z) <0

D'ol le résultat.

cqfd.

Conséquence du théoréme 3.5.

H(1+l)
n
égale 3 2 sinon P

ne peut appartenir 3 un bloc H de largeur supérieure ou
(1)

n aurait la racine 0 multiple.

si P;:i est au nord d'un bloc P il occupe la position la plus & gauche,

sinon O serait racine multiple.
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3,3 FONCTIONNELLES LINEAIRES LACUNAIRES D'ORDRE S+1.

H. Van Rossum, ayant repris divers résultats de Kurt Endl de 1956

présente dans son article [49] les polyndmes orthogonaux lacunaires.

J. Gilewicz [22] démontre diverses propriétés des séries lacunai-

res.

C. Brezinski [6] donne des résultats dans le cas particulier ol

s=1 et pour une diagonale paire.

Nous généralisons l'ensemble de tous ces résultats en prenant tout d'abord

comme définition des fonctionnelles linéaires lacunaires d'ordre s+l.

Définition 3.6.

On appelle fonctionnelle Lintaire Lacunaire d'orndre s+l une fonc-

tionnelle Lintaire cF) tetle que c,

j4p S Opouri eN, r+i = 0 mod(s+1).

(n)

Nous définissons des fonctionnelles linéaires u telles que

(n), i, _ -
u(xT) = Ynti T S(n+i)(s+1)’

Définition 3.7.

Nous dirons qu'une fonctiomnelle Lintaine c‘P(SYLIVIYL) poy
j €N, 03 ss, Lacunaine d'ondre s+l est u-définie (resp. u-définie
positive, u-semi-definie positive) &4 Les deux fonctionnetles uwi™) ot
u{™2) gont difinies (nesp. définies positives, semi-difinies positives).

On prétera attention au fait qu'une fonctionnelle linéaire la-
cunaire u-définie n'est jamais définie sauf dans le cas o) s = 0 ou dans
lecasols=1etj=1.
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(n) les polyndmes unitaires orthogonaux ou quasi-ortho-

k s (n)

gonaux par rapport d u  , ¥k € N.

Soient U

Nous appellerons table U la table 4 double entrée dans laquelle

sont rangés les polyndmes U.

Le théoréme 3.7 permet de définir la structure de la table P.

Théondme 3.7.

S¢ Le potynime UV est onthogonak negubion et est au Nond-Ouest
d'un bloc de Langeur a dans La tabfe U, alors dans La table P correspondant
aux fonctionnelles c nous avons un bloc P de Largeur (a+l)(s+1)-1 dont
£'angle Nond-Ouest est occupé par Le polynome onthogonal réguliern pan
nappont a c(n(s+1)+1) .

(n(s+1)+1)

(n+1)( s+l
k(s+1)

(x) = U ).

Démonstration.

- - — o = —

Si le théoréme est vrai nous avons donc sur les cdtés Nord, Nord-

Quest et Quest du bloc, ainsi que dans le bloc les polynOmes suivants.

(n(s+1)+1+3) - (n(s+1)+1+3) (ntl), s+l
K(stl)+i %) () Gy )

pour j e N, 0 £ j < (atl)(s+l)-1 et i e N, 0 s i < (a+l)(s+1)-1-].

(n(s+l)+1-3) - (n(s+1)+1 -3) (n+l), s+l
Pk(s+l)+i (x) Wi 3 (x) U (x™"7)

pour j eN, 0 s j s (a+l)(s+l)-1 et 1 €N, j < i s (a+l)(s+l)-1,
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w(n(s+1)+1—j)
i-j
i et i-j respectivement.

t

ou wgn(s+l)+l+g) e sont des polyndmes arbitraires de degré

Pour démontrer le théoréme il suffit de montrer que

(n(s+1)+1+43), £ (n(s+1)+1+]) _
c (x Pk(s+1)+i (x)) =0

pour £ € N, 0 < £ < (atk+1)(s+1)-2-i-J,

(n(s+1)+1+3) ,_ £ J(n(s+1)+1+3)
c (x Pk(s+l)+i (x)) =0

pour £ = (atk+l)(s+1)-1-i-j,

et également

c(n(s+l)+l—j)(x£ P(n(s+l)+l—j)

k(s+1)+i (x)) =0 )

pour £ e N, 0 < £ < (atk+1l)(stl)-2-i+],

c(n(s+l)+l-j)(x£ (n(s+1)+1-3)

Pk(s+l)+i

(x)) =0

pour £ = (atk+1l)(s+l)-1-i+j.

(n+l)
k

Donc

Or U est au Nord-Ouest d'un bloc de largeur a.

u(n+1)(xq U](<n+1)(x)) =0

pour q e N, 0 < q s k+a-1,
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u(n+l)(xq U}((n+1)(x)) 20

pour q = kta.

En changeant x en xS+l et u(n+l) en c((n+1)(s+1))

C((n+1)(s+l))(xq(s+l) U£n+1)(xs+1)) - o
pour q e N, O £ g < kta-1,
c((n+l)(s+1))(xq(s+l) U£n+1)(xs+1)) 20

pour q = kta.

Puisque s = 0 pour i # O mod(stl) nous avons également :

C((n+1)(s+l))(xq(s+1)+6 Uin+1)(xs+l)) -0

pour q e N, O < g < kta-l et 6 e N, 0 s § < s.

Par conséquent :
c((n+l)(s+1))(x£' Uﬁn+l)(xs+1)) =0
pour £' ¢ N, 0 < £' < (kta)(s+l)-1

c((n+l)(s+1))(x£' U}(<n-!-1)(xs+1)) .0

pour £' = (k+a)(s+l).

on obtient :

- 229 -
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Or

A = C(n(s+l)+l+j)(x£ wgn(s+l)+l+j)(x) U£n+l)(xs+l))

est une combinaison linéaire d'expressions du type :

_ C(n(s+1)+1+j) x£+r U£n+1)(xs+1))

(

IA
M

avecr e N, O £

Si 0 < j+ltr < s-1,

B = O puisque seuls interviennent des ¢; pour i #0 mod(s+l).

Si j+l+r 2 s, alors

B = C((n+l)(s+l))(xl+r+j-s U£n+l)(xs+l))

Donc

pour O £ j+l+r-s < (k+qXs+l)-1, soit s-r-j < £ < (k+atl)(s+l)-2-r-j.

D'ol en tenant compte du fait que O s r < i et que A = O pour

0 < j+f4r < s-1, nous avons :

pour O s £ < (kta+l)(s+l)-2-i-j.
D'autre part
A=#0

pour £+j-s+i = (kt+a)(s+l), soit £ = (ktatl)(s+l)-1-i-j.

(n(s+1)+1-3)

De la méme fagon on démontrerait les deux relations pour Pk(s+1)+i .

cqfd.
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Conollaine 3.4.

A tout polynome orthogonal ntgulien U£n+l) cornrespond dans La

table P un polynome onthogonal régulien Pi?éf{§)+l) Lel que :

(n(s+1)+1)

Pk(s+l)

(x) = U£n+1)(xs+1).

Démonstration.

i) Si U£n+l) est au Nord-Ouest d'un bloc U nous avons directement

le résultat du théoréme 3.7.
. U(n+l)

ii) Si K est au Nord d'un bloc U, alors :

U(n+l)(x) = 53 v () avee U(?fl-j)(O) 2 0.

k k-j k-]
Alors le théoréme 3.7 démontre que Pgifggz;i1§)+l) est au Nord-Quest d'un

bloc P de largeur (j+1)(s+l)-1 au moins et le polyndme Pi?;i1§)+l)

nord de ce bloc P et vaut donc :

((n+j)(s+1)+1)

xj(s+l)
(k-j)(stl)

P (x)

qui est identique a

xj(s+1) Uﬁ?;l+3)(xs+l),

c'est 3 dire a Uin+l)(xs+l).

iii) Si U£n+l) est 34 1'Ouest d'un bloc U, alors :

U£n+l)(x) = U£n+l_j)(x)

ou U(n+l_])

X est au Nord-Ouest du bloc U.

est au
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((n-j)(s+1)+1)
k(s+1)

d'un bloc P de largeur (j+1)(s+l)-1 au moins et le polyndme P

((n-j)(s+1)+1)
k(s+l) ’

), clest 3 dire 3 U£n+l)(xs+l).

est au Nord-Ouest

(n(s+1)+1)
k(s+1)

Le théoréme 3.7 démontre encore que P

est d 1'Ouest de ce bloc P et est identique a P qui est

lui-méme identique a U}(<n+l-3)(xS+l

cqfd.

Remarque 3.4.

(n+l1)

K au Nord-Ouest

Considérons le polyndme orthogonal régulier U
(n+1)

' o s -
d'un bloc U, ainsi que le polyndme Usu(k,n+1)'

Nous obtiendrons un bloc de largeur (su(k,nt+l)-k)(s+1l)-1 dans la table P

au Nord-Ouest duquel nous avons le polyndme :

(n(s+l)+l)(x) _ U(n+1)(xs+l).

Pk(s+l) =k
D'aprés le corollaire 3.4, 3 U(n+l) correspond le polyndme orthogonal
T su(k,n+1)
régulier :
(n(s+1)+1) _ ,(n+l) s+1)
su(k,n+1)(s+l)(X) - Usu(k,n+l)(x :
(ntl) (n+1) , 2 . (n(s+1)+1)
Uk et Usu(k,n+1) n'ont aucun zéro en commun, donc é&galement Pk(s+1)
(n(s+1)+1)
et P(s+l)su(k,n+1)’

Nous pouvons en déduire que les deux polyndmes sur une méme diagonale,
qui sont sur les cdtés Nord, Nord-Ouest et Ouest des blocs correspondants

n'ont aucune racine non null=s en commun.
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N Ainsi les deux polyndmes repérés par
\\\ une croix n'ont aucune racine non
\\\ nulle commune.
"X

Remarque 3.5.

Nous pouvons déduire simplement la relation de récurrence satis-

faite par les polyndmes P(n(s+1)+l) d

e celle satisfaite par les polyndmes
U(n+l)

En effet nous avons :

(n+1) _ (n+1) (n+1) ,,(n+l)
Uk (x) = (x wk-l-pr(k,n+1)(X) * Bk Upr(k,n+1)(X)
(n+1) ,,(n+1)
* G pr(pr(k,nt+1),n+1) %)
Si on change x en xS+l et si on passe aux polyn6mesP(n(s+l)+l) on obtient :
(n(s+1)+1) _ ,.8*t1 (n+l1) s+l, . {n+l) (n(s+1)+1)
Pe(ar) &) = (0w L o, nen) (B ) Plat1)pr(k,nt1) X

(n+l) (n(s+1)+1)

+ Ck (s+1l)pr(pr(k,n+l),n+l

)(x).

Sur les autres diagonales de la table P il n'y a pas de lien direct avec

la relation satisfaite par les polynOmes U.

La table H peut avoir une structure périodique dans le cas suivant.
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Conollaine 3.5.

S4i La gonctionnelle C(K) Lacunaire d'ordre s+1 est u-déginde,
ve € N, alorns La table H est composée de blocs H de Largeur s sEpanés
par une hangée de détenminants non nuls, c'est a dire tels que :

Vn e N et ¥j e N, 05 3j < s,
nous ayons :

(n(s+1)+1+j)
k(s+l)

(n(s+1)+1-3)

H K(s+1)+3

# 0, H =20,

(n(s+1)+1+3) _

k(s+1)+i 0
pour i e N, 1 < i < s-],
(n(s+1)+1-3) _
Hk(s+1)+i =0

pour 1 e N, j+1 < i < s.

Nous passons maintenant aux divers polyndmes associés.

(n+l)
k

On suppose que U

Soit V (t) le polyndme associé 3 U

(n+l)
k

£n+1)(x).

est au Nord-Ouest d'un bloc de largeur a.
Posons j = d(stl)te avec d e N, 0 s dsa,eteelN,O0sess,

Définissons des polyndmes Q par :

(n(s+1l)+1+3)

(n(s+1)+1+j) (n+l+d), s+l
k(s+1)+i i (£). Vi (=)

Q (t) = t%w
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pour j e N, 0 < j < (atl(stl)-1 et i e N, 0 < i < (a+l)(s+1)-1-].

(n(s+1)+1-3)

k(s+1l)+i (1) =w

Q

(n(s+1)+1-3) (n+1-d), s+l (n+1-d), s+l
i-j (t) [:Vk+d (t )+°(n-d)(s+1)Uk+d (t {}

pour j e N, 0 £ j < (a+l)(s+1)-1 et pour i e N, j < i < (atl)(s+l)-1,

ou w§n<s+l)+l+]) et w§?§s+l)+l_3) sont les polyndmes arbitraires qui
(n(s+1)+1+3)

k(s+1)+i et

interviennent respectivement dans les polynOmes P

(n(s+l)+1-3)

Pk(s+1)+i

Théoneme 3.8.

(n) (n)
(D) Pk (X) - Pk (t)

(n)
Q (t) = ¢
k x-t

Démonstration.

On posera

k
(n+l) 2
U (x) = z A X .
k 220 £,k

Vv
i) Pour j e N, 0 £ j < (atl)(s+l)-1 et i ¢ N, 0 < i < (a+l)(stl)-1-],

nous avons

(n(s+1)+143)
= (n(stl)+1+]) k(s+l)+i

(n(s+l)+1+j)

(x) - Pl(etl)+i

(t)

B
x-t
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(nt+l), s+1 (n+1), s+l
K (x7 ) K )

w,(x) U - w.(t) U
i i

- (n(st1)+1+3)

X-t

- c(n(s+l)+l+j) wi(X) B wi(t)

(n+1) s+l
x-t Uk =)

(ntl) s+l, _
+ c(n('s+l)+1+j) w. (1) Uk (x=7)

i X-t

U£n+l)(ts+l)

Or

c((n+l)(s+1))(xq(s+l)+6 U£n+1)(xs+l)) = 0

pour g e N, 0 £ ¢ < kta-1 et 0 £ § < s,

Donc par un raisonnement analogue d celui du théoréme 3.7 nous trouvons
que le premier terme de B est nul.

Il nous reste donc :

(nt1), s+l (n+1), s+l
B = w.(t) (n(s+1)+143) "% (x77) - Uy (=)
1 x-t
. k L(s+l)-1
1)+1 1)-1~
= wy (1) J(n(stl)+1+3) zzl Al,k Z xmtl(s+ )-1-m
= m=o J
= w. (1) {(n¥d)(sH1)+1te) § A xS zil LL(st1)  (£-r-1)(s+l)te
* £=1 £,k r=o

(n(s+l)+1+3)

+ wi(t) c (E(x,t)).
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E(x,t) ne comprend que des puissances U de x telles que :

U-s+j # 0 mod (s+l),
et par conséquent
5
c(n(s+l)+l J)(E(x,t)) -

~

D'ou :

B =t w.(t) C((n+l+d)(s+1)) E . zil xr(s+l) t(I,—r-l)(s+l)
= £=1 -k r=0
_ (n+1+4d), s+l, _ .(n(s+1l)+1+j)
- t W (t) V (t ) - Qk(S+l)+i (t)-
ii) Pour j e N, 0 £ j < (a+l)(s+l)-1 et i eN, j < 1 < (a+l)(s+l)-1,

nous avons :

P(n(s+1)+1-j)( ) - P(n(s+1)+1-j)(t)

B = c(n(s+1)+1—j) k(s+l)+i k(s+1)+i
X-t
(n(s+1)+1-3) x’ Yi ( ) U(n*l)( Kt - : (t) U(n+l)(ts+l)
=c
X-t
= (nlstl)+1-3) | wi-j(X) " wi-jﬂt) o ylntl) x5

x-t k

i (ntl), s+ly _ .j (ntl), s+l
(n(s+1)+1-3) w. (1) Y% (x77) - ¢ Yk (e=)

i-j

X-t
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Pour les mémes raisons que dans le théoréme 3.7 le premier terme de B

est nul. Il reste donc :

(nt1- d)( s+l

(n+1-d) s+l
g2 (((stDet-e) | " U ) -t Uy
1] X-t
J
_ ((n-d)(s+l)+1-e) kid £(stl)te-1 m £(stl)+e-1-m
=w, .(t)c X Aﬂ K+d t
173 £=0 > m=o
J
((n-d)(s+1)+i-e) | 4 ol r(st1) (£-r)(s+1)
=w, .(t) c ) Az ad X Z t
=) £=0 r=o

rw, (1) RTDITLI=T) e by,

i-3

Le deuxiéme terme du second membre est encore nul.

Donc :

k+d
B=w (t) c((n’d)(s+l)) A

i-j £=O z,k'f‘d

tZ(s+1)

k+d
+ wi_'(t) c((n'd)(s+l))

r(s+l) t(Z-r)(s+1)
J 271

A )
£,k+d rel

(n d+l)(ts+1)

- wl-j(t) c(n-d)(s+l) k+d

k+d
+ w, .(t) c((n+1-d)(s+l))

i-j z Al k+d 20

r(s+l) t(2-1-r)(s+l)
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(n-d+1)(ts+1

(n-d+1), s+1
k+d U (t

)+ e a)(s+1) Yked )

= Wi_j(t) v

(n(s+1)+1-3)

- Qk(s+1)+i (t)/

cgfd.

Du théoréme 3.7, nous pouvons déduire une propriété des racines des poly-
(n(s+1)+1)

nomes orthogonaux réguliers Pk(s+l)

Propriété 3.15.

Si La fonctionnetle <PV paoinaine d'ondre s+l est u-defi-

nie positive, alons toutes Les nacines de Pﬁ?;i1§)+l) sont distinctes.

Démonstration.

- - —— - . -

(n+l)

k
ﬁ?éfi§)+l) sont alors fournies par xs+l—z.
+ +1

. s s . . .
Pour que deux racines provenant de x -2z, et X~ "-z, soient identiques,

il faut qu'elles aient méme module et méme argument, ce qui entraine

Toutes les racines z de U sont réelles distinctes.

Les racines de P

z, = 2

1 2"

cqfd.
Nous notons Hf(n) les déterminants de Hankel correspondant & la fonction-
nelle u(n).

Nous avons alors la propriété suivante pour les trois déterminants :
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(n{s+1)+1) (n(s+1))
k(s+1) k(s+1)+1
H(n(s+l)+2)

k(s+1)

Propriits 3.16.

¥k et n € N, nous avons :

ks(s+1)
(n(s+1)+1) _ 2 *(n+l) s+l
Hesery - O )
ks(s-1)
(n(st1)) _ ,_ 2 *(n), *(n+l).s
He(st)er = 1) Hepr (B )
ks(s-1)
(n(s+1)+2) _ ,_ 2 *(n+2) , *(n+l) s
Hessry = ) e )
Démonstration.
i) Hﬁ?;:;§)+l) est composé de k2 blocs antidiagonaux de s+l lignes

et s+l colonnes.

Posons :
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Alors
ne1E Upeof T Yntk
| ]
g(n(st1)41) _ i |
k(s+1) ' :
| |
t |
U un+k+IE —TT Yeok-F

On permute dans chaque bloc les lignes. On obtient alors si I est la

matrice unité.

un+1I un+2I T un+kI
kS(S+l) : i
(n(s+1)+1) _ 2 1 }
B (s+1) = (1) | !
u |
| ]
Wkt Yneksrl 77T U s2k-11

On numérote les lignes et les colonnes de 1 a k(s+l).
On améne chaque colonne 1+j(s+l) en colonne j pour j e N, 0 < j < k-1.
On effectue le méme travail sur les lignes.

Alors :

ks(s+1l)
H(n(s+l)+1) = (-1) 2 4 I eemmu I

k(s+l) n+l n+k

ol chacun des k2 blocs ujI est composé de s lignes et s colonnes. En

réitérant on obtient :
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*
H (ntl)
k
ks(s+1) 0
(n(s+1)+1) _ 2 H*(n+1)
H - (" l ) k
k( s+1) N
N x(n+l)
0 Ay
D'ol le résultat :
ii)
Yn 7T e T Yne2 77 Vnek

I 4 4 e |

] e S e I

| 4 V4 Vi |

[] // / 4 I

[ // /, |

u’ // // :

n+l ol )l :

{(n(s+1)) _ ! // // :

k(s+1)+1 ~ I s /7 I

i ’ ’ i

[ i 1

7 yd :

un+2 s~ !

/, !

s ;

: // [}

. !
Y T Yn+2k

On améne chaque ligne 1+j(s+l)en ligne jpour j e N, 0 < j < k.

On effectue le mé&me travail sur les colonnes. On obtient :

*(n)

(n(s+1)) _

He(s+1)+1 =
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2 . 1s . cqs
Les k~ blocs antidiagonaux ont chacun s lignes et s colonnes. On utilise

le résultat du i. On obtient le résultat proposé.

iii)
T T — u 0
, ntl , n+2 ntk
| ,/ ,/ ,/ :
| /7 V //
v il / :
: 4 /, // [}
/// /,/ :
u / 4 |
n+l 7 e 1
] ,/ // :
: // // t
VL |
y(n(st1)+2) _ a o }
k(s+1) n+2 o |
| s u
H L7 n+2k-1
] 7
! P4 s
| 7 0!
- -
V4 4
1 7’ / |
; [ , t
(4 ’/ |
4 l
n+k s 1
e !
0 - u u
nt+2k-1 “nt+2k

On améne la colonne (k-j)(st+l) en colonne k(s+1)-j pour j e N, O < j < k-1.

On effectue le méme travail sur les lignes. On obtient :

un+lE n+2E —————— un+kE

| ]

| i
(n(s+1)+2) - ! ! 0
k(s+1) ! |

| |

| ]

UnakE Ypakerf Yoe2k-1F

*(n+2)
0 H

Les k2 blocs antidiagonaux ont chacun s lignes et s colonnes. On utilise

encore le résultat du i) et on obtient la relation proposée.

cqfd.
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A 1'aide des trois relations de la propriété 3.16 nous sommes
capable de déduire la valeur de tous les déterminants de la table H a

* .
partir de la table H et en utilisant la relation de Sylvester.

3.4, FONCTIONS DE POIDS POLYNOMIALES,

Pour commencer, nous donnons une propriété et une remarque qui
nous serviront par la suite.
J. Favard [17] a montré qu‘une condition nécessaire et suffisante pour
qu'une fonctionnelle c soit définie positive est que le coefficient Ck

de la relation de récurrence soit strictement négatif Vk et que c, > 0.

De notre c¢8té nous montrons que :

Théoneme 3.9.

Soit une fonctionnelle Linéaire c telle que c, > O.
Une condition nécessaire et suggisante pout que H, > Opouri ¢ N,
1< i< ntl, est que P et P alent Leurns zérnos niels distinets el

n+l
que deux zéros conséeutifs de P sodent sépands pan un zéro de P

Démonstration.

=> C'est le cas ol c est définie positive ou semi-définie positive.

<= Nous écrivons la relation de récurrence vérifiée par Pn et Pn+l
Pn+l(x) = (x+ Bn+l) Pn(X) + Cn+1Ppr(n)(x)'

Deux zéros consécutifs de P sont séparés par un zéro unique de Pn+1’
donc aussi par un zéro de Ppr(n)' On place ainsi n-1 zércsréels distincts

de P . Donc pr(n) = n-1.

pri(n)
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On trouverait de la méme fagon que Pi est orthogonal régulier, ¥i ¢ N,
1 £1i < ntl.

Pour le plus grand zéro z de Pn’ Pn+1(z) < 0 et Pn_l(z) > 0.

Donc Cn+l < 0.

On trouverait de la méme fagon que c; < 0, ¥i eN, 2 < i < nt+l.

Or :

Donc c(Pi) > 0, ¥i e N, 1 € i £ n, puisque c(Pi) e, 0.

i+l
=¢c >0.
Hi et Hl co 0

Par conséquent Hi > 0, Vi e N, 1 £ i < n+l puisque c(Pi) =

Hl = co > 0.

cgfd.

Remarque 3.6.

Si Pi est orthogonal régulier, ¥i e N, 1 < i < n et si Ci <0,
¥i eN, 2 <i < n, alors les zéros de Pi sont réels distincts séparés par

ceux de Pi- En effet Ci <0, ¥i e N, 2 £ i £ n entraine que c(Pi) a un

1
signe constant, ¥i e N, O £ 1 < n. Le raisonnement est le méme pour obtenir

les propriétés des zéros que ce signe soit positif ou négatif.

(n)

Nous considérons 3 présent une fonctionnelle linéaire c définie par :

c(n)

(x*) = Citn? ¥i e N.

Nous prenons un polyndme u, (X) unitaire
"

s
uk(x) = _H

n. k .
(x-y-) J = z . k xJ
j-l 3 j=0 3’

et

e
o]

3 = k et ak,k = 1.

j=1
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(n)

Nous définissons une fonctionnelle linéaire e par :

e(n)(xi) = c(n)(xi uk(x)) = ess ¥i e N.

Nous cherchons les polynoOmes V(n)

i
tionnelle e(n).

(x) orthogonaux par rapport d la fone-

Nous appellerons {P;n)} l'ensemble des polyndmes orthogonaux par rapport
d la fonctionnelle c(n).

Gn) et Hf(n)
i i

(n)

les déterminants de Hankel

(n)

et e . Les tables de ces

Nous appellerons respectivement H

construits a partir des fonctionnelles c

déterminants seront appellées respectivement table H, table H*. Nous

(n)

appellerons table V celle dans laquelle sont disposés les polyndmes Vi

Nous supposerons que tous les polynOmes orthogonaux qui interviennent

sont unitaires.

Supposons que nous ayons :

(n) 20 et H(n)

(n)
i =0, Hp+l i

h1 =0, Vi e N, ht+2 £ i < p.

éme (n)

La propriété 1.1 nous montre que la (ht+2) ligne du déterminant Hp
est liée aux h+l précédentes.
Nous allons en déduire la propriété suivante, qui montre que la table

H* conserve certaines parties des blocs H de la table H.

Proprnilté 3.17,

: n(n) (n) (n) _ . .
SL Hh+1 0, HP+1 2 0 et Hi =0, ¥i eN, ht2 s i s p avee

p-h-2 2 k, alons :

y*(n)

i = 0 pour i e N, h+2 < i < p-k.
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Démonstration.

(n)

Appelons L. ', la ligne formée par c
i, n

+j""’cn+j+£'

D'aprés la propriété 1.1, il existe des constantes Bs non toutes nulles,

pour s €e N, O £ s < htl telles que :

h+l

(n) _ _
SZO BLoyp p-iop = 0> VP €N, 0 <1 S p-h-2

Pour i ¢ N, ht+2 < i < p-k, nous avons :

det( E a L(n) E a L(n) )
520 Jok Tj,i-1 370 Jok jti-1,i-1

gr(n)
1

Ce déterminant sera nul s'il existe des coefficients um non tous nuls

pour m e N, O £ m £ i-1 tels que :

1 k

.y (n) i,
A= Z um(.g %5k I"j+m,i—l) =0.
m=o j=o
Or
K il (n)
A= loog  CF w L)
j=o m=o

Posons By © Bm pour m e N, O £ m < h+l,

um=0pourme]N, h+2 € m < i-1.

Alors A= ] a, . (] B_L
S TNk _E s
j=o s=o

s+j,i-l) est bien nul puisque k < p-h-2.

cgfd.



- 248 - Fonctionnelles linéaires particuliéres Chap. 3

Notations.

Nous noterons les blocs H par H(n,i,f), ce qui signifie que

H(n+j)

K =0 pour k e N, i < k < itl-1

et j € Z, i-k < j < i-k+£-1.

C'est donc un bloc de largeur £ tel que :

(n) (n-£+1)
iy Hive-1

(ntl-1) (n)
iy H:'.+1',-JW

De la propriété 3.17 nous déduisons :

Conollaine 3, 6.

A tout bloc H(n,h+2,£) tel que £ > k correspond au moins un bloc
H*(n,h+2,8-k), ¢'est & dire que Le bloc H" peut Sventuellement étre plus
Lange quel que s04it Le polyndme u, (x) de deghl k exactement.
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Cornollaine 3.7.

S{ La table H a un bloc H(n,h+2,»), La table HY a au moins un
bloc H (n,h+2,»).

Suivant Th. Chihara [10] nous appellerons ensemble support E d'une fonc-

tionnelle linéaire c un ensemble E c ]-®,+o[ tel que :

¥x € E, c(p) soit défini.

En particulier pour une fonctionnelle linéaire c définie positive,

nous aurons :
¥x € P tel que ¥x € E, p(x) 2 0 = c(p) > 0.

Nous considérons dans toute la suite, le cas ou E est un intervalle.
Pour la fonctionnelle d'intégration, E correspond d l'intervalle d'inté-
gration.

Nous donnons tout d'abord deux propriétés é&lémentaires.

Propniété 3.18,

Si c est déginie positive et uk(x) B O sur E, alons e est définie
posditive.,

Démonstration.

¥q 2 0, ¥x € E alors c(q) > 0.

Par conséquent ¥p 2 0, ¥x € E, e(p) = c(ukp) > 0.

cqfd.
Propriété 3.19.

S{ ¢ est semi-definie positive et uk(x) 2 04ur E, alons e est
semi-déginie positive.
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Démonstration.

Vp 2 0, ¥x € E, alors c(p) 2 0. _

3q = O sur E, non identiquement nul, tel que c(q) = 0.

Donc ¥p 2 0, e(p) = c(up) = O.
D'autre part c étant semi-définie positive, dh € N tel que :

Hi>0pourielN,1sish+l,

Hi =0 pour 1 e N, 1 2 ht2,

Nous avons donc un bloc H (0, h+2, ) et par conséquent un bloc H*(O, h+2, «)
d'aprés le corollaire 3.7.
11 existe donc q 2 O tel que e(gq) = O (par exemple Vi, pour i e N, i 2 h+l1).

Donc e est semi-définie positive,

cgfd.

Nous rappelons un résultat classique (cf. Davis et Rabinowitz [13]) qui
nous servira ensuite a établir diverses propriétés de la table V. Nous en
donnons la démonstration, car dans les propriétés suivantes nous l'exploi-

terons.

Propri8te 3.20 [13]

SL ¢ est définie et 84 V.(x) est onthogonal régulier par rapport
a e, alons :

k+i
uk(x) Vi(x) = jzi tij(x) avec ty .. = 1.

Nous pouvons écrire uk(x) Vi(x) sous la forme :

k+i

uk(x) V,(x) = ) t.P.(x) avec t

= 1,
320 i3 k+i
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Or c(uk(x).xlvi(x)) =0pour £ eN, O < £ <.i-1.
Donc
k+i

z tJ c(xLP (x)) = X tj c(xf’P (x)) =0 pour £ eN, 0 < £ < i-1.

j=o j=o

C'est un systéme triangulaire régulier, puisque c(xth) 20,

Donc tj = 0Opour jeN, 0 <3j<i-1.

Cornollaine 3.8.

Nous supposons c déginie.
Une condition nicessaire et sufgisante pour que Vs et Vi+lAaLen£ orthogo-
naux rnéguliens est que :

k+i
u (%) V. (x) = jgi tij(x) avec t, . =1 et t, =0.
Démonstration.
=> Puisque V est orthogonal régulier nous avons 1a relation de la

propriété 3.20. Pulsque Vi+l est orthogonal reguller c(x v, (x) uk(x)) 20,
Or cette quantité vaut T c(x Pi(x)) avec c(x* Pi(X)) #0,
Donc ti 20,

<= Nous avons dans ce cas :

2 k+i
c(x uk(x) Vi(x)) f t c(x P (x)) =
i=

pour £ €N, 0 < £ < i-1,
Cette quantité est non nulle pour £ = i,

Par conséquent, Vi est orthogonal régulier par rapport 3 e, ainsi que Vi+l

cqfd.

* * *
Supposons que nous ayons Hh-i-l 20, Hp+1 20 et Hi = 0pour i €N,

h+2 € i < p. Considérons les polyndmes Vi(x) pour i e N, h+l < i < p,
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Propriste 3.21.

S c est définie, alons pour La fonctionnelle e A& n'existe pas
plus de k détenminants H® consécutifs nuls et
k+i

(x) V.(x) = 2 t.P.(x) avec t
uk * j=pth+1-1i

pth+l-1 =0

pour i e N, htl < i < p.

Démonstration.

Pour i e N, h+l < i < p, uk(x) Vi(X) peut se mettre sous la

forme :

k+i
§ ot. P.(x).
2o 13

Or

c(xzuk(x) Vi(x)) = 0pour £ e N, 0 < £ < pt+h-i,

# 0 pour £ = pthtl-i.

En recommengant la démonstration de la propriété 3.20 nous obtenons :

k+i
(x) V.(x) = ) t.P,(x) avec t
% . j=pth+i-i

pth+l-i *0.

Ceci montre également que pour i = h+l on doit avoir k+h+l 2 p, sinon

uk(x) Vy,1(x) serait identiquement nul.
cqfd.

Conollaine 3.9.

S{ ¢ est diginie positive, alorns {L n'existe pas dans La table
H* de beoc de Langeurn sup@riewre & k+l.
8 c et c{1) sont déginies positives, alons il n'existe pas dans fa table
H* de bloc de Largeur supiriewre A k.
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Démonstration.

La propriété 3.21 montre qu'il ne peut pas y avoir plus de k

(o)

consécutifs nuls.

(21)

P . *
déterminants H

D'autre part, les fonctionnelles ¢ sont également définies positives.

D'ol les deux résultats.

cqfd.

Cornollaire 3.10.

S0t ¢ une gonctionnelle Linaire définie et e une gfonctionnelle
Linéaine telle que

e(xd) = e(xt w (x)).

Une condition nécessaire et suffisante pour que v 804t onthogonal négulien

h+1

e,tH; =0 pour j € N, h+2 < j < h+k+l e,tH;+k+2 #0 est que :
uk(X) Vh+1(X) - Pk+h+1(X)‘

Démonstration.

=> Immédiate avec la propriété 3.21.

<~ ol (%) V. (0 %) = o(B, . (x).xD) = 0

pour i ¢ N, 0 € 1 £ k+h,

(x) xi) (x).xi) 20

c(uk(x) \' e(

htl Prth+l

pouwr i = k+h+l,

Donc Vh 1 est orthogonal par rapport & e et de plus

H; = 0 pour j € N, h+2 € j < htk+1,
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Nous avons donc k déterminants nuls.

Donc H;+l 20 et V est orthogonal régulier.

h+1
Par conséquent

*

Hotheo * 0

cgfd.

Dans le cas d'une fonctionnelle c¢ linéaire définie positive nous avons

une propriété plus forte que la propriété 3.21.

Propridte 3.10.

S{ ¢ est dégindie positive et 84 E contient au plus m racines
distinctes de uk(x) d'ondre de multiplicité impairn, alons pour La fonc-
Lionnelle e on ne peut avoirn plus de m déterminants B conséeutigs nuls.

Démonstration.

Soient y;» pour ieN,1<ism, avec m < s toutes les racines

de Y d'ordre de multiplicité impair n, qui se trouvent dans E.

m
wlx) =g _(x) T (x-y,)
jmb

ol ﬁk-m est un polyndme positif sur E.

Nous définissons une nouvelle fonctionnelle linéaire c telle que :

- i, . i.

c(x7) = elx™ q_ (x)).
¢ est définie positive d'aprés la propriété 3.18.
Soient {Hi} les polyndmes orthogonaux par rapport a c.

On applique la propriété 3.21 & la fonctionnelle e obtenue & partir de

la fonctionnelle c par :
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. . m
e(x?) = a(xt T (x-y.)).
j=1 3

cgfd.

Nous pouvons encore en déduire un corollaire sur la largeur des blocs.

Conollaine 3.11.

S{ E contient au plus m nacines distinctes de u.k(x) d'ondre de
multiplicite impain, et

i) 84 ¢ est déginie positive, alors il n'existe pas dans fLa table H*
de bloc de Largeun supirieure & m+l.

id) Si ¢ et 'Y sont deginies positives, alons il n'existe pas dans
La table H' de bloc de Larngeur supirniewre a m.

Supposons maintenant que c ne soit pas définie. Nous aurons dans ce cas :

Hi #20 pour 1 € N, p£+1 £isg h£+l+l’

Hi=0pourle]N, h£+2515p£.

L'indice £ numérote les blocs successifs,

On suppose Vh+l

gonal régulier successeur de Vh+1' On appellera PP +1 le polyndme ortho-

orthogonal régulier et on appelle Vp+l le polyndme ortho-

gonal régulier successeur de PP. Donc hyt2 < p < py. Nous pouvons énoncer

la propriété suivante,
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Propriéti 3.13.

4) Si Pp est onthogonal régulien, alons :
k+h+1
uk(x) Vh+1(x) = .Z tj Pj(x) avec tp 20 et Pp < k+h+1.
i=p £
L) SL PP appartient a un bloc P, alons :
k+§+l
(x) V. (%) = t.P.(x)
Bt * The s=h 41 i3
4
et

j¢[p£+h£+2-p,p£]ﬁ

avec tp£+h£+l—p # o’at pp * k+h+1.

S&L Pp > kthtl, alons Ppthptl-p = k+h+1.

Démonstration.

Nous avons
r - _
c(x u Vh+l) =OpouwwrreN, 0<pr<p-1,
r -
c(x W Vh+l) 20 pour r = p.

i) Si P, est orthogonal régulier.

P

On trouve que tj =0, ¥j eN, 0<3j<p-1.
En effet tant que Pj et Pj+l
On en déduit que tj est nul,

sont orthogonaux réguliers, on a c(ijj) 20,
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Quand on a j = h£+l, alors c(x? P_ ) # 0 et c(x’ Pm) = 0, pour m € IN,

L
h£+l sms pZ_l et m> Pp- Donc tp = 0. On trouvera de la méme fagon

que pour j € N, h£j2 <3< Pps ti ést nul pour i € N, h£+l <i=< pz—l.
Donc

k+h+1
uk(x) Vh+1(X) = jzp tij(x).

D'une part c(xP uk(x) Vh+l(x)) =0,

D'autre part, en posant p = h£+l, c(xP Pj) = 0 pour j 2 p et j =rp£, et

c(xP sz) 20,

I1 faut donc avoir

pp S kthtl,

ii) -Si Pp appartient & un bloc P.

Nous avons h£+2 <ps Pp- N
k+h+l
En posant uk(x) Vh+l(x) = jZO tij(x), avec tj = 0 pour j > k+hti,

nous avons toujours tj =Qpour j eN, 0<3j< Pp-

Nous avons en plus tj = 0 pour j € N, p£+h£+2—p $j < 17} et

Nous obtenons donc :

k+h+1
w (%) V., (x) = ) t, P.(x).
j=hptl 3]

et
j¢[P£+hp+2‘P9Pe]

On constate qu'il n'est pas possible d'avoir Pp = k+h+1,
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Enfin si Pp > k+h+l, d'aprés la relation obtenue on ne peut avoir

-1 < .
p£+h£+l p < kthtl

D'autre part si p£+h£+1—p > k+h+l, alors :

p k+h+1 D
c(ukx Vh+l) = Z t. c(x Pj) = 0.

]:h£+l

Or

p
c(ukx Vh+1) z 0.

Donc dans ce cas

k+h+1
uk(x) Vh+l(x) = Z t.P.(x) avec p£+h£fl-p = ktht+L,
j=hytl L
cqfd.
Dans le cas ou P et V sont orthogonaux réguliers, nous donnerons
h+1 h+l

pour ce dernier une expression sous forme de déterminant, ce qui consti-

tuera une généralisation du théoréme de Christoffel.

D'aprés la propriété 3.23, nous avons :

k+h+l
uk(x) Vh+l(x) = '_Z tjP.(x) avec ty 4.1 = L.
j=ht1
En utilisant les racines de uk(x) nous obtenons :
(mi) k+h+1 (mi)
(uk(X) Vh+l(x))x=yi =0 = j=é+1 tj Pj (y;) avec ty 00 = 1,

pour 1 e N, 0 s i <8 et pourmie]N, OSmiSni—l.
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Nous mettons ce systéme sous la forme :

k+h (mi) (mi)
(T) j=§+1 t. P (yy) = <P (v )

pour 1 e N, O £ i < s et pour m, eN, 0 < m, < ni—l.

Lemme 3.1.

S& P etV sont onthogonaux néguliens, alons Le déterminant

du systeme T est non nul.

Démonstration.
Supposons que le déterminant du systéme (T) soit nul.
Alors il existe des constantes non toutes nulles dj pour j € N,

h+l € j < k+h telles que

k+h (mi)
Z d. P, (yi) =Opour i e N, 0 <i<s et
j=h+1
"pour m, e N, 0 £ m, <n,-1.
i i i
Posons
k+h
s(x) = ) d, P.(x)
jsh+1 I )
(m,)
Alors s *

(yi)=OpourieN,OSiSSetmie]N,OSmiSni-l.

Donc s(x) = uk(x) ph(x), ol ph(x) est le polyndme complémentaire de degré

h exactement.
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D'autre part s(x) est orthogonal & tout polyndme de Ph par rapport a c.
c(xlukph) = 0 pour 0 S i< h.

Donc ph(x) est orthogonal par rapport 3 e avec e(pﬁ) = 0.

Dans ces conditions Vi1 D€ peut pas étre orthogonal régulier (cf. remar-
que 1.3).
cqfd.

Remarque 3.7.

Le lemme 3.1 montre donc que

*x(o) _

det(T) = 0 =>Hh+1 = 0.

Nous pouvons maintenant donner la généralisation du théoréme de
Christoffel. La forme de la démonstration est celle présentée dans 1'ouvrage
de Krylov [35].

Théondme 3.10.

SL Pro1 est onthogonal négulier pan rapport & c et 84 V

onthogonal négulien par rapport d e, alors :

ne1 2%
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Remarque 3.8.

i) Avec les conditions du théoréme 3.10, aucun des polyndmes P
pour j € N, h+tl < j < h+k n'est lelSlble par uk, sinon le detemlnant

de (T) serait nul.

ii) Avec les conditions du théoréme 3.10, si Pk+h+l est divisible

par W alors

(x)v. . (x) = P (x).
Y XV 1

kt+h+1
51 Pk+h+l est orthogonal regt:%;c;,r et si on pose h£+l = k+htl, alors
on a : pp-h-1 déterminants H nuls consécutifs.
*(0) _ . . o *(0)
Hj = 0Opour j e N, ht2 £ j < pe avec pt 2 h£+l, et Hp£+l z 0,

En effet nous avons :
3y .

Iy -
e(uk Vh+1 x7) = C(Ph£+l X

el Vg x

Nous prenons maintenant une fonctionnelle ¢ lacunaire d'ordre s+l.

Définition 3.8.

Nous appellerons polyndme Lacunaire d'ondre s+l un polynome
A(s+l) ,
) aixl Zek que a; = 0 pour i #0 mod (s+1).
i=1
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Propriété 3.24.

SL ¢ est Lacunainre d'orndre s+l et 84 uk+n(s+1)(x) = Xkﬁn(s+1)

avec k e N, 0 <k <s et ol ﬁn(s+1) est Lacunaine d'ondre s+1, alors

e; =0 pour i eN, Sup(0,1-k) < i < s

s+l.

(x)

-k et e(s+1'k) est Lacunairne d'ondre

Démonstration.

o = c(xk (k+i)(‘.1

- i, _
5 un(s+1)(X) x7) =c¢

n(s+l)(X)) =0

si k+i =0 mod(s+l).

cqfd.

A partir de la théorie présentée sur les fonctionnelles lacunaires, nous

en déduisons immédiatement :

Propriéte 3.125.

Les polynomes onthogonaux V 84ituis au Nornd-Ouest des blocs v
sont Lacunaines d'orndre s+1.

Propriité 3.26.

S{ c est u-déginie Lacunaine d'ordre s+l, uk(s+1)(") Lacunaine

d'ondne s+l et 84 v est onthogonal négulien et v(l) est Le poly-

1(s+l) r(s+l)
nome onthogonal négulier successeurn de Vg%;ﬂ), alons :
(k+1i)(s+1)
(1) _ (1)
uk(s+l)(X) Vi(s+l)(X) = ) t. P.7(x)

32(r-1)(s+1)

avec tj = 0 pour § #0 mod(s+l).
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Démonstration.

Pé%;+1) est orthogonal régulier pour £ ¢ N. De plus il est

lacunaire d'ordre (s+l).

D'aprés la propriété 3.23, nous avons :

(k+i)(s+1)
t, P§1)(x).

(1)
_ (x) Vv, (x) =
k1) Vi(s+1) j=(r-1)(s+1) I

On peut montrer que tj = 0 pour j € N, j prenant successivement les

valeurs (k+i)(s+1)-1 a (k+i-1)(s+1)+1l, car les polyndmes Pgl) correspon-

]
dants introduiraient des termes en xJ pour j non multiple de (s+1).
On peut réitérer le méme raisonnement pour toutes les valeurs de j #0

mod(s+l).

cgfd.

Dans le cas particulier d'une fonctionnelle c définie lacunaire d'ordre

(23 - . (23) _ (23+1) _
2, nous savons que P2n est un polyndme pair et P2n+l(X) = x P2n (x) =
= X Péij*2)(x) est un polyndme impair.

La propriété suivante est identique 3 celle obtenue paer. Brezinski [6a]

dans le cas ol uk(x) = Pk(x).

Proprniété 3.27.

On suppose que v, (x) est onthogonal négulien.
SL ¢ est déginie Lacunaine d'orndre 2 e,

e

L) SL u, et i sont de méme parnité, alons

k+i
uk(x) Vi(X) = jZi tij(x)
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avec tj = 0 84 j est ampain et tk+i = 1.

L) SL u et isont de parnités opposées, alons :
- kti
u, (x) Vi(x) = -Z- tij(x)
j=i
avec tj = 0 44 j est pain et tees T 1.
Démonstration.
i) k+i est pair et w Vi est un polyndme pair.

Par un raisonnement analogue d celui de la propriété 3.26, on obtient

tj = O pour j impair.

ii) k+i est impair et w V., est un polyndme impair.

On obtient donc tj = 0 pour j pair,
cqfd.

Nous considérons une fonctionnelle ¢ définie positive lacunaire d'ordre 2

sur E = [-1, 1]. Nous prenons k=2 et u2(x) = x2-a2 avec a réel et 0 < a < 1.

Propridts 3.78.

SL un déteruminant H;(O) est nul, alons soit H*(°) =0 et

n+l
*x(0) *(0)
n+2

*(0) ca o *(0) *(0)
H 7" =0, H 20, 404t H 2>' = 0 et H _)° =0, H 0° #0.

Démonstration.

D'aprés la propriété 3.24, e est lacunaire d'ordre 2.
Donc la table V peut présenter des blocs de largeur 2(r+l)-1 avec r € N,
dont la diagonale principale n'est pas d'indice pair (cf. le théoréme 3.7).
D'aprés le corollaire 3.9 on ne peut avoir que r = O ou 1.

D'ou la propriété.
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Propriits 3.19.

S v oest onthogonal régulien et 84 n est impain, alonrs v, ao
comme racine simple ou trniple.

Démonstration.

D'aprés le théoréme 3.7 l'angle Nord-Ouest d'un bloc est occupé
par un polyndme de degré pair et de diagonale impaire.
Donc si n est impair, Vn est au Nord d'un bloc V.
Si ce bloc est de largeur 1, il a O pour racine simple. Si ce bloc est
de largeur 3, Vn aura donc O soit comme racine simple, soit comme racine

triple.
cqfd.

D'aprés la propriété 3.27, si Vn est orthogonal régulier, alors

u2(x) Vn(x) = Pn+2(X) + tnPn(x).

Pn+2(a)
D'oul en faisant x = a on trouve t = - ———m o,
Pn(a) )

Pn(a) est non nul, sinon on aurait aussi Pn(—a) = 0 et Pn serait divisible

par u, ce qui est impossible d'aprés la remarque 3.8 i).

2
D'aprés la méme remarque Pn+1(a) z0.

Nous retrouvons ce qui était présenté par P. Barrucand dans [3].

*(0) . H*(O) = 0 alors d'aprés le corollaire 3.10

Enfin si Hn+1 = H o

u2(x) Vn(x) = P__ . (x).

n+2

Propridts 3.30.

~a n'est nacine d'aucun polynome v onthogonal négulien.
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Démonstration.

Si a était racine d'un polyndme orthogonal régulier V s nous

(x).

pourrions le mettre sous la forme (x2—a )V -

La fonctionnelle & définie par les moments axh) = c(xl(x2-a2)2) est

définie positive. Donc aucun déterminant H relatif 3 € n'est nul.

Or c((x2-a2) Vn(x).xj) = c((x -a )2 2(x) xj) = 0 pour j € N,
0 <j<n-1,

Cette relation montre que Vn—2 est orthogonal et que Hn—l = 0, ce qui
est contradictoire.
cgfd.

Les polyndmes Pi satisfont une relation de récurrence d trois termes
P.=xP + C, P, avec Ci < 0.

i i-1 i i-2

Nous pouvons en déduire la propriété suivante.

Propriété 3.31.

S{ Vv est onthogonal négulien et 84 u,(x) V. (x) = P _(x) alons
n 2 n nt+2

v +3(x) = Pn+3(X) + x Cn+4 Vn(x).

Démonstration.
Puisque u,(x) V (x) = P_, .(x), alors H*(o) = H*(O) =0 et
*(o) 2 n n+2 ’ n+l n+2
n+3 = 0.
Donc Vn+3 est orthogonal régulier. Nous avons alors :

up(x) Vo a(x) = P o(x) + t o P a(x).

Nous remplagons Pn+5’ puis Pn+4 par leur expression donnée par la relation

de récurrence 3 trois termes.
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Nous obtenons ainsi :

_ 2
u2(x) Vn+3(x) = (x° + Cn+5 + t ) Pn+3(x) + x Cn+4 P (x).

n+3 n+2

En faisant x = a et compte tenu du fait que Pn+3(a) ne peut s'annuler,
puisqu'il n'a aucune racine commune avec Pn

2
X + Cn+

+2° nous trouveons que

= t ~ . ~ . . . .
51 t4g = u2(x). D'ou la relation aprés simplification par u,.

cqfd.

Cette relation nous permet d'énoncer le

Théoreme 3.11.

SL u2(x) Vn(x) = Pn+2(x), alons vn+3 a tous ses z8nos niels,

distinets, symétrniques sZpands pan Les zénos de P oio

Démonstration.

Nous savons qu'entre deux zéros consécutifs de Pn se trouve

+3

un zéro unique de P 4o+ Donc a est toujours entre deux zéros de Pn+

2° 3°

- Entre deux zéros consécutifs bl et b2 (bl < b2) de Pn+ nous

2
avons :

signe Pn+2(X) = signe Pn+3(b2) = -signe Pn+3(b1)'

C'est une conséquence directe du fait qu'entre deux zéros consécutifs

de Pn+2 se trouve un zéro unique de Pn+ et réciproquement, et que ces

3
polyndmes sont positifs au-deld de leur plus grand zéro.

De plus
si x> a, signe Vn(x) =signe Pn+2(x),

(x).

si 0 < x < a, signe Vn(x) = -signe Pn+2
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- Soit Zy le plus grand zéro de Pn+ Alors z Cn+4 Vn(zM) < 0,

3° M
puisqu'aprés le plus grand zéro de Vn qui est inférieur a zy> ce poly-

nome est positif.
Par conséquent Vn+3(zM) < 0. Donc il existe un nombre impair de zéro de
+oof .

v sur ]z

n+3 M?

- 801ent2ﬁ et z, deux zéros consécutifs positifs de Pn+3‘ Il existe
un zéro unique b de Pn+2 entre z et z,.

Si b »2a, alors il existe le zéro b de Vn entre z et z, et donc
aussi un zéro de Vn

+3

. - ' s
Si b = a, Vn ne s'annule pas sur l'intervalle [zl, 22] et Vn+3 a

alors un nombre pair de zéros sur cet intervalle.

- Appelons z le plus petit zéro positif de Pn+3'

i) Si n est pair.
o) Siae¢ [0, zm], alors entre les %-+ 1 zéros positifs de Pn+3
n_,
on place-a zéros de Vn+3'
Sur ]zM, +o[ se trouve un autre zéro de Vn+3' Nous avons donc n+2 zéros

réels distincts symétriques et O est racine.

Réciproquement entre deux zéros positifs consécutifs y, et y, de Vn+3

se trouve un zéro unique de P es’
Donc Pn+3(yl)'Pn+3(y2) < 0 ce qui entraine Vn(yl) Vn(y2) < 0, Par consé-
quent entre Y1 et y, se trouve également un zéro de Vn'

On place ainsi les n zéros de v

D'autre part, a ¢ [0, zm]. Or le plus petit zéro positif y, de Vn+3 est

supérieur & z . Donc a sépare les deux zéros O et Y de Vn+3.
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B) Sia> z , alors en excluant 1l'intervalle des deux zéros positifs consécu-

. 3 . n ” . .
tifs de Pn+3 qui contient a, on place 5 1 zéros positifs de Vn+3 dans

les % -1 intervalles restants.

Sur Jz,, +°[ nous avons encore un zéro de Vn . Au total nous plagons n

M’

zéros réels distincts symétriques et O est racine.

+3

Entre O et z Se trouve un zéro b de Pn+2 qui est aussi zéro de Vn'

Nous avons :

signe Vn(zm) -signe Pn+2(zm) signe Pn+3(b)

t
1]

signe Vn(O) -signe P___(0) -signe Pn+ (b).

n+2 3

~

Or la relation 3 trois termes de la propriété 3.31 donne :

signe Vn+3(b) = signe Pn+3(b)

D'autre part

signe V (zm) = -signe Vn(zm) = -signe P__ .(b).

n+3 n+3

Donc Vn+3 s'annule entre b et Z s et par conséquent les zéros de Vn+

sont réels distincts symétriques.

3

Réciproquement entre deux zéros positifs consécutifs vy et y, de Vn+3

se trouve un zéro de Pn+3’ sauf si l'intervalle [yl, y2] contient a,

auquel cas deux zéros de P sont entre Yy et Yoo

n+3

Alors Pn+3(y1) P (y2) <0 et Vn(yl) Vn(y2) <0 pour les intervalles

n+3

[yl, y2] qui ne contiennent pas a.

On place ainsi 2 _ 1 zéros de V_. De plus entre bet z , V s'annule
2 n m’ n+3

en y , et O est racine. Donc entre O et y_se trouve un zéro b de V_.
m m n
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Enfin a, qui est zéro de Pn+2’ sépare deux zéros consécutifs de Vn+3.

D'ol le résultat.

ii) Si n est impair, alors a >z .

s . . . n
Le raisonnement fait dans le cas n pair s'applique encore. On place-—§—

” - . + . P 4
zéros positifs de Vn+3 dans les E§£ intervalles bornés par deux zéros
positifs consécutifs de Pn+3 qui ne contiennent pas a.

Sur ]zm, +°[ se trouve encore un zéro de V_, . .Au total nous plagons

n+3
(nt+l) zéros réels distincts symétriques.

Enfin
signe Vn(zm) = signe Pn+3(0) = -signe Vn+3(zm)
signe Vn+3(0) z signé Pn+3(0).
Donc Vn+3 s'annule entre O et zm et par conséquent les zéros de Vn+3

sont réels distincts symétriques.

De la méme fagon que dans le cas pair, on place Eéi zéros de Vn dans

les intervalles [yl, y2] qui ne contiennent pas a. De plus O est racine

de V_ et sépare le plus petit zéro positif et le plus grand zéro négatif

de Vn+3' Enfin, a sépare deux zéros consécutifs de Vn+3'
cgfd.
Remarque 3.9.
Nous ne pouvons pas dire que toutes les racines de V appar-

n+3
tiennent 3 E. En effet la plus grande et la plus petite peuvent &tre a

l'extérieur de E.
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Exemple.
+1
ci - I . i+2 dx.
-1
+1 .
- _ .2 _ 3 _ i+2
u2(x) = P2(x) = x z . e, = f B Pz(x) X dx
- 2 _10
V3(x) = x(x 3 )

Nous introduisons de nouvelles notatioms.

ug-,])(x) - x2 _ aj? pour j €N, j z 1.

(.53)

Nous désignerons par V
e(-,j)

les polyndmes orthogonaux par rapport a

\.
, ol :

e( . ’j) = e( . sj-l)(u(

i 2"3)(x) x) pour j e N, j 21etieN

avec

('30)— (-)

e = C

Le point réserve la place de l'indice qui correspond aux numéros des

diagonales paires dans les diverses tables des polyndmes orthogonaux.
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Propridts 3.32.

- 273 -

SL P( )(ak+l) = 0 pout k e N, O < k < entier [%J, alons :

n+2

y(.oktl) et vkt ) gont onthogonaux réguliens

n-2k n+3
k+1
. _ ylesktl) (.,8)
P (x) = Voo (x) I u, (x)
s=1
*(.,k+1) *(.,k+1) *(.,k+1) _
Hn-2k 20, Hn+3 20 et Hl =0
pour £ € N, n-2k+1 < £ < n+2.
Démonstration.
Appelons Vn—2k le polynome tel que :
k+1
(.) o (.,8)
Pea(®) =V 5 (%) g u, T (x).
s=1
Nous avons :
k+1
()0 L ( ) (.y8)
c (Pn+2(x) X) = (x Vn 2k(x) g u, )
s=1
("k+l)( L n 2k(x)) O pour £ e N, 0 s £ < n+l,

e("k+l)(ie ;n-2k(X)) # 0 pour £ = n+2,

Done vn-2k est orthogonal par rapport a e("k+l),
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*
D'autre part HK(”k+1)

1.3).

= 0 pour £ € N, n-2k+1 < £ < n+2 (cf. la remarque

Donc d‘aprés la propriété 3.21, V est orthogonal régulier.
. . s o(ok+l)
I1 est donc identique 4 Vn—2k .

(., k+1), n+t2 _(.,k+1)
(x Voo ok ) = 0, alors V

n-2k

(.,k+1)

s Eoy—-
n+3 est orthogonal régu

Puisque e
lier.
Enfin nous avons bien les relations proposées sur les déterminants de

Hankel H*(*sK+1)

cgfd.

Propriéts 3.33.

Les diagonales (.) paires ont toujours un nombre pairn de déter-
minants H*("k) nuls conséceutigs.

Démonstration.

En effet d'aprés les propriétés des fonctionnelles lacunaires
d'ordre 2, les blocs sont de largeur 2(r+l)-1 et leur angle Nord-Ouest
est occupé par un polyndme pair sur une diagonale impaire. Donc toutes
les diagonales paires ont un nombre pair de déterminants de Hankel nuls

consécutifs.,

cgfd.
Nous noterons les relations de récurrence d trois termes.
("k) - ("k) ('gk) (l,k) (o,k) (O’k)
Vi (x) = (x wi-pr(i,.)—l(X) t By )Vpr(i,.)(X) *e Vpr(pr(i,.),.
si Vg"k) n'est pas orthogonal régulier nous garderons la méme relation

(-,k)

de récurrence avec Ci = 0.

)(x)
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Nous poserons

Propriits 3.34

Fonctions de poids polynomiales

[33.

entier (%)

si pt

v

pout k € N, O
(‘,k) - 4
Cn+4 = 0 8¢

(.,k) ;
Cn+4 z 0 8L

Démonstration.

—— i —— o

D'apr

ué"

(.k+1)

avec t
n+s

D'autre part V

i) vi;;k) est

) _ n .
n+2(ak+l) =0 pour k e N, 0 < k < 55], alons :

(.,k+1)(x)

N V(.,k)(x) + c(.,k)v(.,k+1)(x)

n+3 x n+4 n-2k

n
SkS[EJ.

Vi;;k) n'est pas onthogonal négulien.

Vi;;k) est onthogonal régulien.

€s la propriété 3.23 nous avons :

\

n+5
7 gLkl Vg.,k)(x)

i=n+3

k"’l)(x) V( . ,k"l’l)(x) =

n+3

= 1.

(.,k)

(.,k+1) (.,k+1)
ne2k+2 (x) v (x).

(x) = v, n-2k

orthogonal régulier.

(k)

n+5 est

a) v

orthogonal régulier.

V) 2 vk G 4 oCeak) k)

n+5 n+d n+5 n+3
(k) - (k) (.3k) (o 3k)
Vaeg () = V) O Vi (00

- 275 -
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En remplagant dans la relation donnant ué"k+l)(x) V£;§k+l)(x) nous

obtenons :

u(.,k+1)(x) yCeokt) oy o

(.,k+1) (.,k) (.,k+1) (.,k)
5 03 ) + C +t )V (%)

(x(x + t L} n+5 n+3 n+3

(.

+ Cn+;k)(x + t("k+l)) V("k) (x).

n+i n-2k+2

Pour des raisons de parité t("k+l) = 0.
n+4
(.,k) (.,k)
] b4 = t
D'autre part Vn—2k+2(ak+l) 0 et donc Vn+3 (ak+l) z 0.

Par conséquent en faisant x = a nous trouvons :

k+1

x2 + C(°’k) + t u

(.ok+1) _  (.,k+1)
n+5 n+3 ) (x).

D'ol la relation proposée.

b) Vg;gk) n‘est pas orthogonal régulier.

(-,k)

s (k) (g v oK) ()

v 1 n+4

(x) = w

Nous trouvons dans ce cas :

ué"k+l)(x) V;;5k+l)(x) - (x(wi"k)(x) + té;ak+l)) + t;;5k+1)) V;;ék)(X)

(o) () 4 £CoaktL) ) o0euk) (k) (o

* (wl n+4 n+4 n-2k+2

Pour des raisons de parité wi"k)(x) + té;dk+l) = X.



§4. Fonctions de poids polynomiales - 277 -

Enfin par un raisonnement analogue au a) nous obtenons :

WK G 4 pCeoktl)y o Colrl) o Goktl) oy

x(wy nt+4 n+3 2
(.,kt1) _ 2
Dans ce cas tn+3 = 41"

ii) vi;;k) n‘est pas orthogonal régulier,

(.5k)

alors d'aprés la propriété 3.33, Vn+5 n'est pas non plus

orthogonal régulier

Vi;gk)(x) = wé"k)(x) Vﬁ;ék)(x)
vy 2wl v g,
Donc
O O LAl NN L MR

Nous trouvons ici que :

wé.,k)(x) . ti;;k+l) wi"k)(x) + tg;§k+l) - ué"k+1)(x)

et donc

(.ok+1) _ (. k)
Vn+3 - Vn+3 (x).

cgfd.
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Propriiti 3.35.

Pour k e N 4ixé, 1 <k < E%] -1, 84 C("k'l) 20 alons :

n+i
C(o,k) C(o’k)
u(.,k+l)(x)v(.,k+l)(x) - V("k)(x)(u("k+l)(x) 4 _Dth ) - n+4 V(.,k—l)(x)
2 +3 n+3 2 n+3
ol 5k-1) o sk-1)
n+4 n+h
Démonstration.
En utilisant la propriété 3.34, nous avons :
(.,k+1) = y(esk) (.,k) (., k+1)
Vn+3 (x) = Vn+3 (x) + x Cn+4 Vn—2k (x),
(.,k) _ yCesk-1) (.,k-1) (.,k)
Vneg  (R) = Vi ) x Oy Vas2ke2 (X
e ‘s . (. k+1) .
On multiplie la premiere relation par u, et on lui retranche la
ol ok)
e 182z n+4
seconde multipliéepar .
olesk-1)
n+i

cqfd.

Cette derniére relation pourrait permettre éventuellement de résoudre

le probléme des zéros de Vg;§k+l) si on avait des informations supplé-
(. k)
C ’
mentaires sur nti s Par exemple son signe et sa valeur relative
C( . ,k-l)
n+k

s 2
par rapport & - a, , .
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Théoneme 3.12,

On suppose Les racines positives de P oo rangées dans L'orndre
sulvant :

al> a2> cee > an+2 .
(22

(',k)
i
(.,k) n+2

Alons v a toutes ses nacines néellesdistinctes sépanies parn celles

de Vi—l pour k e N, 1 <k < L-E_] et i eN, 1 <3 < n-2k+2, et
cg”k) <Opouwr ielN, 2<is n-2k+2.
Démonstration.
Puisque a, est la plus grande racine de P(') et que V("l) a
1 n+2 n+3

tous ses zéros séparés par ceux de Pn+2’ alors entre deux zéros consécu-

(.,1) (.,1)
n

se trouve un zéro et un seul de Vn+3

(.,1) _ .3 S(.,1) (.,1) (.,1) ,(.,1)
Vn+3 (%) = (&7 + x Bn+3 ) Vn (x) + Cn+3 Vpr(n)(x).

Par un raisonnement analogue au théoréme 3.9 nous trouvons que pr(n)=n-1,

et que deux zéros de V(”l) sont séparés par un zéro de Vé:il).
Nous trouverons donc que V§"1) a tous ses zéros réels distincts séparés

g:il) pour i e N, 1 s i <n,

(+y1) ;

i <Opour i e N, 2 s 1 < n.

par ceux de V

De plus C

("l), donc a, n'est pas zéro de Vi"l) po

n 2

ieN, 1< 1ic<n-1l, 3 cause de l'entrelacement des zéros.

a, est le plus grand zéro de V

ur
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2)

Donc Vg" est orthogonal régulier, ¥i e N, 1 < i < n-2.

Par conséquent nous avons :

ué"z)(x) V( 2)( ) = ( 1)(x) + t§'52) vglél)(x)

avec
(.,1)
V. " (a,)
P e
., 1)
Vi—2 (a2)

(

puisque Vi"l)(aQ) >0 pour 1 e N, 0 < i < n-1.

De plus

V5232000 = 2 v P00 + el v D,

pour i e N, 0 £ i < n.
(.,2)

On multiplie les deux membres par u, et on remplace en fonction des

(.,1)

polyndmes Vi . On obtient :

i -« v + (cira-el:22)) v o £l

,2)5 (1)
3 i (x)

+ cgc 2) ,t(-,2) ("1)(x)

H]
-2 ti-y4

Opr

(0’1)

(. 1)
(x) - 3 (%)
(.,1) i 2
Vioy "(®) =

1)

Coy
Ci-2
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D'ou

olr2) L (.,2)
(.,1) - (.,1) (.,2) _ _(.,2) i-2 i-u (s5l)
Vi (x) = x Vil (x) + (Ci_2 il T ) Vs (x)

Qs 2

i-2

(.,2) _(.,2)

C b t. ]
PR e O I 0 - B o B
i-3 i-3
C(l ,l)
1-2

Or

Vg"l)(x) = x vi;il)(x) + cg"l) V§;5l)(x),

ce qui entraine que

(.52)  (e352)
o) G2 Siw
i o(es1)
i-2
sinon on trouverait VG"l)(x) = x Vg"l)(x).
1=2 i-3
D'ou
t(.,2)
C( ,2) = C(o,l) i“3 < 0
i-2 i-2
f('sz)
i-4
D'aprés la remarque 3.6 les zéros de VS"2) sont réels distincts séparés
P 1 P
par ceux de V§:i2), ¥VieN, 1 <1i<n-2.
Cog2d (.,k) n+2

Le raisonnement fait pour V s'applique a V s Yk e N, 1 s k < [—7—]

i i

et i e N, 1 < i < n-2k+2.

cqfd.
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Remarque 3.10.

(.,1)

Pour le plus grand zéro a, de V("l) Vn:l

5 n ’ est positif.

Vﬁ;él) est également positif, puisque d'aprés ce qui a été exposé en téte
de la démonstration précédente, il y a deux zéros de Vn+3 supérieurs a
a,-

Par conséquent

s)

Nous prenons une fonctionnelle c( définie positive, ¥s e N sur E = [0,1].

Nous noterons :
ul(x) z X - a2, avec a2 <1.

Nous désignons toujours par {Vn} les polyndmes orthogonaux par rapport a e.

Propridté 3.36.

a® n'est nacine d'aucun poLyndme A onthogonal négulien.

Démonstration.

. 2 . . . .
8i a” était racine de Vn on pourrait écrire

Vn_l(x).

Vn(x) = (x - a2)

La fonctionnelle & définie par &(x™) = c((x-az)xl) est définie positive.

Donc aucun déterminant H relatif & & n'est nul,
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Or

c((x-a2) v (x).xi) = c((x—az)2 v (x)xi) =0
n n-1

pour i e N, 0 £ i < n-1.

- -

Cette relation montre que Vn—l est orthogonal et que Hn = 0, ce qui

est impossible.
cqfd.

Propriéts 3.37.

Sé v est onthogonal négulien, V, @ ses k Z8nos niéels distincts.
k-1 d'entre eux sont dans [0,1].

SL Vol n'est pas ornthogonal négulier, Le dernier zérno de V

edt aussd dans [0,1].

k

Démonstration.

i) Nous avons :

2 _
(x-a”) Vk(x) = Pk+1(x) + t Pk(x).

k

4 : —~ ~ 2
Prenons deux zéros consécutifs de Pk+1 placés d'un méme cdté de a“.

Un zéro de Pk les sépare, donc aussi un zéro de Vk'

On place ainsi k-1 zéros réels distincts de Vi

. e 4 é P4
On ne peut donc avoir de zéro double et par conséquent le k Me zéro est

réel distinct des autres.

ii) D'aprés le corollaire 3.10, si V n'est pas orthogonal régulier,

k+1
alors

(x-a%) v, (x) = B, (x).

k+l

D'old la conclusion.
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En dehors du cas ou Vk+1 n'est pas orthogonal régulier la propriété

précédente ne précise pas ol se trouve le dernier zéro. Il pourrait donc

€étre en dehors de [0,1] et en particulier négatif.

Nous appelons zi X

les zéros de P, pour ieN,1<is<ketz <
3
¥ieN, 1 <1< k-1.

ik %id1,k

Nous rappelons que si V., est orthogonal régulier, alors Pk(a2) 20

k
(d'aprés le lemme 3.1).

Entre z. et

e 1» DOus avons :
3

2141 ,k+

signe Pk+1(x) = signe Pk(z. ) = - signe Pk(z ).

i,k+l i+1,k+1

C'est une conséquence directe du fait qu'entre deux zéros consécutifs

de Pk+l se trouve un zéro unique de Pk

polyndmes sont positifs au-deld de leur plus grand zéro.

et réciproquement et que ces

Lemme 3.72.
. . 2
4} SL Zi,k+l <a“ < Zi,k’ alons t < 0.
i) z, <a’<z alons t, > 0.
i,k i+l,k+1’ k
Démonstration.
2
_ B (@)
t = -
k 2
Pk(a )
i)
signe P (a2) = signe P (z ) = signe P (a2)
k+1 k' i,k+1 k
ii)
signe P (a2) = -signe P (z ) = -signe P (a2)
k+1 k™ 7i+l,k+1 k '
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Propridte 3.38.

Si v, etV sont onthogonaux rigubiers et si :

. 2 . -
A) 25 k4l <at <z alons v, ason deanien zéno sun ]Zk+1,k+l’+°°[
- 2 . ~
AL) 23k <@ < Zie1 kel alons v, @ son deanien zéno sun 1-=, Zl,k+1[
R , 2 P - P
AAL) S a” ¢ [zl,k+l’ Zk+l,k+l]’ alons Les zénos de Vi 48parent Les zéros
de P. .
k+1
Démonstration.
i) D'aprés le lemme 3.2, t, < 0.
2 - Z
- = <
Donc (zk+l,k+l a’) Vk(zk+1,k+l) t Pk(zk+1,k+l) 0, et par conséquent
|
Vk s'annule sur ]zk+1,k+1’ +oof,
ii) Dans ce cas, tk > 0.
Donc Vk(zk+1,k+1) > 0.

1 -
Vk s'annule en dehors de [Zl,k+l’ Zk+l,k+1] donc sur [-=, zl,k+l]'

iii) Evident en utilisant le i) de la démonstration de la propriété
3.37.
cgfd.

Proprnidts 3.39.

Si v est onthogonal négulier et &4 u,(x) V (x) = P (x),

n+l
alons :

Vn+2(x) = Pn+2(X) + Cn+3 Vn(x)'
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Démonstration.

*
Dans ce cas Hn+1 = 0.

D'autre part

ul(x) Vn+2(X) = Pn+3(x) o Pn+2(X)

= (x + Bn+ + t (x)

3 n+2) Pn+2(x) +C

n+3 Pn+l

= ul(x) Pn+2(x) + C (x)

n+3 Pn+l

2
puisque les deux membres sont nuls pour x =a .

En divisant par u,, nous obtenons le résultat.

Propriéteé 3.40.

SL A est onthogonal rnégulien et 84 ul(x) Vn(x) = Pn+1(x)’

alons v , @ tous ses zenos néels distincts sépanis par ceux de P,

n+ 1°

Démonstration.

” ” 2
Entre deux zéros de P se trouve un zéro de P . Donc a est
n+2 n+l

toujours entre deux zéros de Pn+2°

Entre deux zéros consécutifs z, et z, de Pn+2 se trouve un zéro de V

5 n+2?
si a“ ¢ [21,22]-

. P . [ 4 ~
Soit Zy le plus grand zéro de Pn+2’ alors Cn+ Vn(zM) < O puisqu‘apres

3
le plus grand zéro de Vn qui est inférieur a zZys ce polyndme est positif.

Par conséquent Vn+2(ZM) < 0. Donc il existe au moins un nombre impair
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de zéros de V sur Jz.,, +=[.
n+

2 M?
On place ainsi (n+l) zéros de Vn+2'

Le dernier zéro doit donc étre inférieur au plus petit zéro z de Pn+2

Réciproquement entre deux zéros consécutifs y, ety, de Vn+2 se trouve

2 . 7z 3 2
un zéro de Pn+2’ donc aussi un zéro de Vn’ sauf si a e [yl, y2].

- 2 pd . Pd
Mais a” est un zéro de Pn+l qui sépare y, et Yo






