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RELATIONS TOUS AZIMUTS 

Ce chapitre vise essentiellement à donner les  relations e t  les  

algorithmes permettant des dép lacements dans toutes l e s  directions dans 

la table P .  A ce t t e  occasion nous s e r a s  amends d déf inir  de nouvelzes 

relations d 'orthogonalitd pour des polyndmes qui sont rel ids  aux polyn8- 

mes orthogonaux de la table P.,  

Dans Za premiere section nous c a l c u l a s  q(n) e t  E'") en fonction 

des ddterminants de Hankel. Nous retrouvons Za relation de GiZewicz e t  

Froissart permettant Ze calcul de la table H en présence de blocs H .  Nous 

en ddduisons l e  calcul des coef f ic ients  B qui interviennent dans Zes poly- 

nômes w(x) qui permettent de traverser l e s  blocs P .  

Dans la seconde section nous introduisone les  polyn6hres d'Hadamard 

e t  l e m s  tmnsfozmda $(x), puie noue daMu Lee n ta t iona  de r&currence 

entre l e s  transform&s de $ m i s  poZyn&es d'Hadamard o r t b g o n w  r & p l i e r s  

consPcutif8, au cours de déplacements sur une diagonale ou deux diagonales 

adjacentes. 

Dans la troisième section nous ddfinissons une nouvelle fonction- 

nelle lindaire y(m) par  rapport d laquelle MUS cherchons le8 polynûnes 

orthogonaux. Ce sont Zee pll/nhO~ W ? ) ( X ) ,  I l s  ont la partinilarit& de se 
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situer sur les antidùzgonales de la table W e t  sont proportionnels aux 

trans fornids des po lyndhres d 'Hadamrrd sous certaines conditions. Tou8 le8 

rdsultats des chapitres prdcddents s 'appliquent à ces nouvel les familles 

de potyraôms. Nous indiquons comnent passer d'une propridté relative aux 
polynômes P ? ) ( X )  à celle qui 8 'appzique aux poZym!hs W ? ) ( X ) .  Nous re- 

trouvons en particulier les relations de rdcurrence à trois  termes, tes 

reh t ions  entre 898td?~!S adjacents, un algorithme 3, les  relations avec 

les déterminants de Hankel . 

La quatrième section est  consacrde aux relations de rdcurrence 

entre les  transfomde I & ( ~ ) ( X )  de trois  polynhws W ? ) ( X )  orthogonaux ré- 

guliers consdcutifs, au cours de ddphcemnts sur une antidiagonale ou 

deux antidiagonales arljacentes. Ces relations se ddduisent simplement de 

la section 4.2. 

Les sections 2 e t  4 nous pemt t en t  de ddduire dans la cinquième 

section la relation de rdcurrence qui existe entre trois  polyn6hes ortho- 

gonzmx rdguliers successifs placds sur une dm horizontale en dehors de 

la rdunion des blocs P e t  W .  Elle rend possible le  calcul de ces poly- 

nbmes au cours de ddplacements horizontaux. 

La sixième section e q l o i t e  la relation de la section prdcddente. 

Nous montrom qu ' e t t e  est t a  consdquence d'une nouvelle forme d'orthogo- 

nalitd appetde "se&-orthogonalitd". Nous dtudions surtout ce qui se passe 

en présence de blocs. Noue prouvons dgalement que donner deux pol~nbhrs8 

semi-orthogonaux sur une mdme horizontale e t  un parmnktre permettant de 

positionner le  bloc qui les sépare, ddtennZne de façon unique toute la 

table comprise entre la diagona le e t  2 'antiddagonale qui passe par ce lu i  

des deux polyndhws qui a l e  plus grand degrd i, depuis les polgnûmes de de- 

gr4 O juequ 'uu dgpd ia 
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La "semi-orthogonalité" englobe l e  cas particulier des poZynhs  

orthogonaux sur Ze cercle.  La septiéme section e s t  consacrée à quelques 

nouvelles propriétés de ces polynômes e t  des polynômes des horizontaZes 

adjacentes, dont Za table prbsente une espace de "symétrie". 

Suivant Ya. L. Geronimus C201 nous introduisons les  polyn6mes 

1 
$*(')(z) = z j  (-) où la barre représente l e  polynhne dont les  coef- 
j Oj z 

f i c ien ts  sont imaginaires conjugués de ceux de 6 .  Nous généralisons quel- 

ques résul tats  prdsentds dans C201 dans l e  cas normal. 

Pour teminer  ce t te  section nous donnons également une générali- 

sation de la propriété d'approximation véri f iée  par les  polynômes $* e t  $*. 

Les polynômes J, sont l e s  polynbhies du second ordre ddf inis  dans C201. 

Il ne nous res ta i t  plus qu'à donner dans la  huitième section la 

relat ion de rdcurrence vér i f iée  par t ro is  poZynôrrtes orthogonaux rdguliers 

successifs placés sur une méme verticale en dehors de ta  rdunion des blocs 
i P e t  de leur cbtk ouest. Dans l e  cas particulier où Pi(x) = x la relation 

de récurrence n 'es t  pas unique. 

Après une propridtd sur l e s  zdms de ces poZynaie8 nous ddmontrons 

une propridtd analogue à ce l le  qui avait d t d  dtablie pour les  polynbmes 

semi-orthogonaux, Donner deux po Z?jnômes orthogonaux r d g u  Ziers successif s 

de degrd i sur une mhe verticale,  e t  un paramdtre permettant de position- 

ner le  bloc qui les  sdpare, ddtemnine de façon unique toute la table com- 

pmse entre Za diagonale e t  t 'antidiagonale passant par celui des deux po- 

Zynbmes qui e s t  si tu& sur la diagonale d'indice le plus dlevd, depuis les  

polynômes de degr4 O jusqutau degrd i. 
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Ahfin dans la dernière section, nous proposons des algorithmes 

pour ddterminer tes potynômes orthogonauz e t  leurs associbs suivant une 

diagona Ze ou deux diagonales adjacentes. Ces a Zgorithmes demeurent vala- 

btes suivant les antiàiagonules pour ddterminer les poZynômes W(x) ortho- 

gonaux par  rapport à la  fonctionneZZe linéaire y. 

Nous proposons également un algorithme pour tes d&pZacements 

horizontaux e t  un autre pour Zes déplacements verticaux. 
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4 , 1  RELATIONS AVEC LES DETERMINANTS DE HANKEL 

Nous a l l o n s  chercher l e s  r e l a t i o n s  q u i  ex i s t en t  e n t r e  l e s  déterminants 

de Hankel e t l e s  c o e f f i c i e n t s  q(n)  e t  E!") 
7 1 ' 

S i  P!")(x) e s t  orthogonal r é g u l i e r  on a : 
1 

Démonstration. ------------- 

p!")(o) = O <=> P!")(x) e s t  au nord d'un bloc P 
1. 

( n t l ) = O  
o P!ntl)(x) n i e s t  pas orthogonal r é g u l i e r  C=> Hi 

1 

cqf d . 

Démonstration. 

S i  p r ( i t 1 , n )  = i, P:)(O) L O c a r  il n ' e s t  pas au nord d'un bloc P, 
(nt11 . O ,  puisque Hi 
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Si pr(it1,n) # i, P (n) 
pr(it1,n) 

( x )  est à l'ouest ou au nord ouest du bloc P, 

(n) 
donc Ppr(itî,n) (O) * O. 

cqf d . 

Démonstration. ------------- 

Le premier membre est non nul puisque P (n) 
pr(it1,n) (x est orthogonal régulier 

cqf d . 
La propriété suivante nous donne q (") en fonction des déterminants de Hankel. 

it1,L 

UI P u.t o*ogout  ~(&LLL~P)L, on a qi:i,L M i~ü- 
&bar& .ûz &eea;tion àu il. 
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Démonstration. ------------- 

i )  L a r e l a t i o n  donnée e s t  l a  t r a n s c r i p t i o n  immédiate de 
(n )  

Pi+l ( O )  = - ( n )  ,(n) 
q i + i ~  p r ( i + i , n )  

(O )  obtenue à p a r t i r  de l a  première r e l a t i o n  de 

l a  p ropr ié t é  2.4. 

ûn u t i l i s e  l a  r e l a t i o n  H ( )  P O )  = (-1) H 
j j 

j (n+l) e t  l e  c o r o l l a i r e  4.1. 3 

ii) On u t i l i s e  l a r e l a t i o n  du i) e t  l e  f a i t  que P!")(x) e s t  orthogonal 
1+1 

r é g u l i e r .  

iii) S i  P!")(x) e s t  orthogonal s i n g u l i e r  on a H(") = O e t  a u s s i  H ( n + l )  - i + 1  i+l i+l - 0, 
c a r ,  d 'après l a  remarque 2 .2 ,  en dessous de t o u t  polynôme orthogonal s i n g u l i e r  

il y a au moins un polynôme qui  n ' e s t  pas orthogonal r é g u l i e r .  

S i  on u t i l i s e  l a  r e l a t i o n  du i) on a : 0 .  (") = O ce qui  en t ra ine  que q (n )  
'i+i ,L i + i , Z  

e s t  a r b i t r a i r e .  

Ce r é s u l t a t  e s t  conforme à ce qui  a é t é  prouvé dans l a  p ropr ié t é  2.4. 

cqf d . 

Nous avons l 'analogue de l a  p ropr ié t é  précédente pour l e  coe f f i c i en t  E (n )  
itl' 

mais 

e l l e  e s t ,  comme on pourra l e  cons ta te r ,  peu pra t ique  dans l e  cas où p r ( i + l , n )  t i 

à cause du c o e f f i c i e n t  B ("+') qui  i n t e r v i e n t .  
i 
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Démonstration. ------------- 

i S i  P:"+l)(x) e s t  orthogonal r é g u l i e r ,  on a : 
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On écrit cette relation pour x = 0. 
On sait d'après la présentation du qd que : 

W 
(n) (n+l) (x) = XW. (n+l) 
i-pr(i+l,n) 1-1-pr(i+l,n) + Bi 

Si pr(i+l,n) = i, on a w (n+l> i-pr(i+l,n) (x)  = 1 sinon on a : 

On obtient donc les relations proposées en utilisant la relation 
j ("+') et le corollaire 4.1. H!~)P(~)O = - 1  H~ 

I j 

ii) Si p(n+l) (O) # O => P (n+2) 
pr(pr(i+l,n) ,n+l) pr(pr(i+l,n) ,n+l) (x) est orthogonal 

régulier => H (n+2 pr(pr(i+l,n),n+l) 
# O. D'oa les deux relations. 

iii) si p(n+l) (O) = O -> P (n+2) pr(pr(i+l ,n) ,n+l) pr(pr(i+l,n) ,n+l) (x) n'est pas 

orthogonal régulier =>H (n+2) - O. D'où les deux relations. 
pr(pr( i+l,&a+l)- 

Nous donnons maintenant les relations existant entre déterminants de Hankel 

et les fonctionnelles de certains produits de polynômes, en vue de calculer 

par la suite les coefficients C (n) su( i+l ,n) ' 

NOM con&Ldideno~ dan6 La sucte que hltl et pltl sont lu uidicos U o s  
e l t W u  du b b c  P pow P:")(x). 
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i v )  

v  1 p(n - l )  (x )  ebt o ~ u g o d  h i régaet r  aeoM : 
p,+l 

Démonstration. ------------- 

i) Livre de C. Brezinski page 46. 
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On considère le déterminant H (n 1 
pl+' ' 

On sait que H (") t O et que H!") = O pour j E IN, h +2 i j s p 
hl+ 1 I e e 

On rappelle que : 

On a également : 
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Donc c(")(P (n) p W )  = u m  
hl+l  P l  

S i  P ( ~ + ' ) ( x )  e s t  orthogonal r é g u l i e r ,  a l o r s  H ( n + l )  et ("+') son t  non nuls .  
P l  Pl $+l 

On considère H ( " + l )  e t  on applique l a  même r e l a t i o n  que p r é c é d e m n t  e n t r e  l e s  

l ignes .  pl 

On ob t i en t  : 

En f a i s a n t  l e  rappor t  des deux expressions trouvées on en t i r e  u, donc l a  r e l a -  

t i o n  proposée. 

iii) S i  P ( ~ + ' ) ( x )  e s t  orthogonal r é g u l i e r ,  a l o r s  H 
pt+l 

non nuls .  

Nous considérons H ( n t l )  
p,+l ' 

4. 

En u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  qui  e x i s t e  e n t r e  chacune des l ignes  j 6 PI, h s j s p t e 
e t  l e s  h premières l ignes  on ob t i en t  l e  déterminant ci-dessous : t 
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On o b t i e n t  : 

D'autre  p a r t  : 

Donc v  = u. On f a i t  l e  r appor t  de l a  r e l a t i o n  obtenue ci-dessus avec l a  première 

r e l a t i o n  obtenue dans l e  i i ) .  On t rouve  l a  r e l a t i o n  cherchée : 

i v )  S i  P("-') e s t  or thogonal  r é g u l i e r ,  a l o r s  H (n-1) (n-1) 
et Hh +1 sont  non 

pt+2 PL+* 
nu l s .  L 
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On considère l e  déterminant H (n-l). on a : 
P +2 e 

Donc X u. D'où en f a i s a n t  encore l e  rapport  de l ' express ion précédente 

avec l a  première r e l a t i o n  du ii) on ob t i en t  l ' express ion cherchée. 

S i  P (~- ' ) (x )  e s t  orthogonal r é g u l i e r ,  a l o r s  H (n-1) 
p e ' l  p1+1 

non nuls .  

On considère l e  déterminant H (n-1) 
pt+l  ' 

Donc u = W .  

D'où l e  d s u l t a t  par un rapport identique aux précgdents. 

Remarque 4.1. 
cqfd. 

A part ir  des re la t ions  trouvées dans l a  propriét6 4 . 5 ,  on peut 

déduire des re lat ions  entre dCterminants de Hankel sur l e s  côtés d'un bloc H .  
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ler Cas. P(") (x) est sur le  cdté S d ' u n  bloc P .  
pe+l 

Les r e l a t i o n s  de 4.5 i i )  e t  4.5 i v )  donnent en l e s  égalant  : 

Lerne Cas. P(") x est sur le coté E d ' u n  bloc P .  
pl+l 

Les r e l a t i o n s d u  i i i )  e t  v )  donnent : 

Seme Cas. P(") (x)  est dans 1 'angle SE du bloc P .  
pe+l 

Les r e l a t i o n s  du i i )  e t  v )  donnent : 

Les deux premières r e l a t i o n s  aura ient  pu s e  déduire également de l a  propr ié té  

de progression géométrique qui e x i s t e  e n t r e  l e s  déterminants q u i  bordent un 

b loc  H ( v o i r  : Gilewicz page 192 - Approximants de Padé). E l l e s  s e  déduisent 

donc directement de l a  r e l a t i o n  de Sylvester .  

Nous rappelons que s i  P!")(x) e s t  orthogonal r é g u l i e r ,  l e  théorème 1.5 e t  l a  
1+1 

transformation des c o e f f i c i e n t s  des r e l a t i o n s  de récurrence nous donnent l a  

va leur  de C (n)  
s u ( i + l  ,n) 

On a également : 
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Nous pouvons maintenant donner l ' express ion de e dans un cas p a r t i c u l i e r .  i + l  ,l 

Démonstration. -------------- 

S i  P!")(x) e s t  orthogonal r é g u l i e r  on a : 
112 

en u t i l i s a n t  l a  p ropr ié t é  4.5 ii). 

(n ( n )  S i  P:::(x) n ' e s t  pas orthogonal r é g u l i e r  on a C = O. O r  Hit2 e s t  nul .  i t 2  

Donc l lexpresa ion donnant c!") r e s t e  va lable .  1 t 2  

D'autre p a r t  q ("1 = (-1) 
i t p r ( i t 1 , n )  

i+l,e 

D'où 1' expression de e (n)  
it1,t en f a i s a n t  l e  rappor t .  

Enfin s i  n ' e s t  pas orthogonal r 6 g u l i e r  on s a i t  que l ' o n  a e i+l ,e z 0 ,  

ce  pue l a  r e l a t i o n  propos6e donne bien puisque H(") = O. 
i t 2  

cqf d . 
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Calcul de la table H .  

Théohhe 4 .1  ( S y l v e b t m )  . 

On a la ~r&a.tion : 

( n )  H(n+2) (n+1))2 - (n+2) (n )  
Hi+ï i + i  -   hi+^ - H~ H i + 2 '  

On ca lcu le  l a  t a b l e  H colonne après  colonne en u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  précé- 

dente avec l e s  va leurs  de départ .  

Lorsqu'on rencontre pour l a  première f o i s  un b loc  H dans 

l a  t a b l e  on peut c a l c u l e r  l a  colonne qui  borde l e  côté  

ouest  e t  l e s  deux éléments marqués d'une c r o i x  à l ' a i d e  

de l a  r e l a t i o n  du théorème 4.1. On peut a i n s i  ca lcu le r  

l e s  éléments du pourtour du bloc H ,  s o i t  avec l ' a i d e  de 

l a  r e l a t i o n  du théorème 4 .1 ,  s o i t  avec l ' a i d e  de l a  r e -  

l a t i o n  du 3e cas de l a  remarque 4.1. 

Par contre ces r e l a t i o n s  ne permettent pas l e  c a l c u l  des éléments de l a  colonne 

qui  s u i t  c e l l e  q u i  e s t  à l ' e s t  de ce b loc .  

Nous a l l o n s  montrer comment, à l ' a i d e  des r e l a t i o n s  obtenues pour l e  qd, on 

peut ca lcu le r  ces  éléments de l a  t a b l e  H e t  re t rouver  a i n s i  l a  r e l a t i o n  proposée 

par  Gilewicz e t  F r o i s s a r t .  

On auppoae que l ' o n  a un bloc P de W g g e w r  rti dont Le coin NO i n t d -  

k i e i ~ i r  ~ 6 . t  occupe pan t e  polynôme P;)(X). On a & o u  l a  keeation a d v a d e  p o u  
(n- r -1 t i  1 

i z, -1 s i r r qd peniilet de calden H~~~~~ 

n - - 1  ( n - r t i )  ( n - r t i )  ( n - r - l t i )  
Hk+r+2 Hkt r - l - i  + Hktr+l = 

( n - r t i )  ( n - r - t i )  ( n - r t i )  ( n - r - l t i )  
Hk+r+l H k t r - i  H k t r - l - i  H k+r+l  
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Démonstration. 
-------------.- 

(n-r-2 1 
i 1 Nous commençons p a r  c a l c u l e r  H k+r+2 . I l  f a u t  pour c e l a  c a l c u l e r  

(n-r-2) ( n + r t l )  (n-r-1) e q u i  s e r a  obtenu après  l e  c a l c u l  de Bk 
k+r+ l  ,e (n-r-2) et Bk+r+l  

qui  s o n t  égaux. On a : 

En u t i l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s d e s  p r o p r i é t é s  4.6 e t  4.3 i i )  on o b t i e n t  : 

Calculons maintenant B (n-r-l). (ln u t i l i s e  l e  c )  du qd. 
k t r + l  

S i  ~ L f i ~ - ~ ) ( x )  e s t  or thogonal  r é g u l i e r  on a : 

avec 

(n-r-1) = -=(n-r-2) 
( x )  est non orthogonal  on a : B k t r + l  

k + r + l , l  (n-r-2 
' 
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On cons t a t e  que l a  r e l a t i o n  donnant q  s ' annule  dans ce ca s  e t  on r e t rouve  

b i e n  l ' é g a l i t é  c i-dessus.  

Enfin en u t i l i s a n t  l a  p r o p r i é t é  4.6 on t rouve  : 

ce q u i  nous donne l a  r e l a t i o n  proposée dans l ' énoncé  pour i = -1. 

i i )  (n - r - l+ i )  Nous ca lcu lons  maintenant H 
k+r+2 pour i E ~ N ,  O I i I r, 

en u t i l i s a n t  l ' é g a l i t é  des  deux c o e f f i c i e n t s  B ( n - r + i )  et B(n+r- i )  

(n+r - i  ) k+r+ l  k t i t l  
Calculons d'abord B 

k + i t l  

On s a i t  que s i  P 
( n t r t l - i )  
k-2 e s t  or thogonal  r é g u l i e r  on a : 

n i  - ( n + r t l - i )  (n+r - i )  
Bk+i+l  - 'k+i - 9  

k + l + i  , l ( n t r - i )  + 1 

( n t r t l - i )  ( n t r - i )  

q( n t r - i  ) = ( - l I i - l  ' k t l t i  Hk-l 

k t l t i  ,l ( n t r - i )  
t1 ( n t r - i )  ( n t r t l - i )  

H k t l t i  'k-1 

( n t r t l - i ) ( p ( n t r t l - i  ( n t r + l - i )  - c 1 ( n t r - i  ( n t r t l - i )  
( n t r t l - i )  - - k-1 'kti-1 H k t l t i  = ( - l ) i  

Hk-2 
'kt i  

c n t - i  ( n t r t l - i )  1 )  2  H n t l - i  ( n t r - i )  ( (Pk-2 k t i  H k-1 

en u t i l i s a n t  l a  p r o p r i é t é  4.5 i v ) .  

( n t r t l - i )  
si Pk-2 

( n t r - i )  
( x )  n ' e s t  pas  or thogonal  r é g u l i e r ,  on a  Bkticl = - q ( n t r - i  

k t l t i  ,C ( n t r - i )  
t1 
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(n+r - i )  
o r  l a  r e l a t i o n  précédente q u i  donne B k + i + l  r e s t e r a  v a l a b l e  c a r  l ' exp res s ion  

(n+r+ l - i )  
q u i  donne C (n+r+i-i) e s t  n u l l e  avec H ~ - ~  k+ i 

(n- r+i  ) 
Calculons à présent  B k+r+l  

(n - r - l+ i )  
Si Pk+r-l-i 

(x) e s t  or thogonal  r é g u l i e r  on a  : 

( n i )  - (n+r - l+ i )  (n - r - l+ i )  
Bk+r+l  - 'k+r+l + 'k+r+2 

n - r i  ( n - r - l + i )  2 
c (('k+r-1-i 1 ) 

en u t i l i s a n t  l a  p r o p r i é t é  4.5 i i i ) .  

(n-r-1+i) (n - r - l+ i )  (n- r - l+ i )  1 (n - r+ i )  ( n - r - l t i )  
c ( 'k+r 'k+r-i Hk+r+l  Hk+r-i  

en u t i l i s a n t  l a  p r o p r i é t é  4 .5  i i i ) ,  
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Cet t e  d e r n i è r e  r e l a t i o n  é t a b l i e  sous l ' hypo thèse  que P (n - r - l+ i )  
k+r+2 e s t  or thogonal  

r é g u l i e r  r e s t e  néanmoins va l ab le  s i  c e t t e  cond i t i on  n ' e s t  pas  v é r i f i é e  c a r  
(n - r - l+ i  ) a l o r s  C e s t  n u l ,  ce  qu'on o b t i e n t  b i e n  avec H (n - r - l+ i )  = k+r+2 k+r+2 

Enfin s i  P ( n - r - l t i  ) 
( x )  n ' e s t  pas or thogonal  r é g u l i e r  on a  : k+r-1-i 

ce  qu'on o b t i e n t  b ien  avec l e s  deux r e l a t i o n s  précédentes ,  c a r  c e l l e  que l ' o n  

a  é c r i t e  pour C ( n - r - l t i  ) (n - r - l+ i )  
k + r t l  

s ' annu le  avec H k+r  -1-i ' 

Finalement en éga l an t  B ( n - r + i )  et B(n+r - i )  
k t r + l  k + i t l  on o b t i e n t  b ien  l a  r e l a t i o n  propo- 

sée .  

cqfd. 
Remarque. 

Cet t e  p r o p r i é t é  e s t  une g é n é r a l i s a t i o n  de c e l l e   rése entée p a r  

Van Rossum dans l e  cas  normal ( c f .  Livre de C. Brez insk i  page 128 - t h .  3 . 5 ) .  

Remarque 4.2, 

Nous avons c a l c u l é  B 
(n - r+ i  ) ( n + r - i )  
k + r + l  et B k t i + l  

pour i c Z, -1 S i S r. 

(n- r - l+ i  ) 
On peut  a i n s i  c a l c u l e r  p a r  récur rence  w ( x )  e t  wi ( n + r + l - i )  (x )  pour i 
i E N,O S i 5 r grâce aux r e l a t i o n s .  

( n - r i  - ( n t r t l - i  
Bk+r+l  - Bk+i 

S i  on prend l ' e x p r e s s i o n  t rouvée pour B (n'rti) pour i É 2, -1 6 i S r-1, 
k + r + l  

on o b t i e n t  en r édu i san t  au  même dénominateur e t  en u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  

du théorème 4 .1 .  
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(n - r+ l+ i )  n - r i  - ( n - r + i + l )  ( n - r - l t i )  
n i  = i Hk+r - l - i  %+r-2-i Hk+r+2 

Bk+r+ l  1 
(n+r - i )  

On e f f e c t u e  l e  m ê m e  t r a v a i l  pour  B 
k t i + l  pour i Z ,  -1 2 i 2 r-1. 

On o b t i e n t  : 

Pour i=r, on r é d u i t  au même dénominateur,  on u t i l i s e  l a  r e l a t i o n  du théorème 

4 . 1  e t  c e l l e  du 3e cas  de l a  remarque 4.1.  

On o b t i e n t  : 

Les r e l a t i o n s  précédentes  son t  donc encore  v a l a b l e s  pour  i=r. 

4,2 DEPLACEMENTS D 1 AGONAUX 

Nous i n t rodu i sons  l e s  polynômes de Hadamard : 
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k 
(n)(x-l)  q u i  s e ron t  d i sposés  dans p u i s  l e s  polynômes t ransformés ?~(") (x)  = x iik 

'IJ 

une t a b l e  H de l a  même manière que l o s  polynômes P(")(x)  dans l a  t a b l e  P. 
k 

S i  nous posons : 

k-1 ( n ) ( x - l )  
Qk 

l e s  r e l a t i o n s  e n t r e  f a m i l l e s  ad j acen te s  deviennent : 

, n )  ( n )  x i + l - p r ( i + l , n )  Q(n) 
'I+I(x) + q i + l , e  i + i , n )  ( X  

1 I Nous considérons d'abord l e s  déplacements l e  long d'une seu le  diago- 
n n a l e ,  c ' e s t  a d i r e  que connaissant  a! ( x )  e t  
1 

8 (x )  on d é s i r e  c a l c u l e r  

8 )  ( x )  
p r ( i , n )  

s u ( i , n )  

En u t i l i s a n t  l a  remarque 4 . 2  on a : 



Relations tous azimuts Chap. 4 

L'expression suivante intervenant  dans t o u t e s  l e s  r e l a t i o n s  nous l 'appelons 

z(" ) (x)  pour s i m p l i f i e r  : 

- ( n + l )  (n-1) ) 
Hi-î H s u ( i , n ) + î  

%(n)  e s t  obtenu grâce aux r e l a t i o n s  de récurrence de l a  remarque 4 .2 .  
W s u ( i , n ) - i - l  

~ ! " ) ( x )  e s t  à if ouest  du bloc P. 
1 

En u t i l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s  de l a  p ropr ié t é  4.5 iv) e t  $ on ob t i en t  : 

D'où l a  r e l a t i o n  : 



( n )  2 (n-1) % (x )  = z (n  > ( n - i )  %!n)(X) 
( H i  ) H p r ( i , n ) + i  s u ( i , n )  H p r ( i , n ) + i  1 

s u ( i , n ) - p r ( i , n )  (n)  2 (n-1) %(n)  (x) + (-XI ( H i  ) H s u ( i , n ) + i  p r ( i , n )  

P!") e s t  au nord du b loc  P. 
1 

En u t i l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s  de l a  p r o p r i é t é  4.5 ii) e t  i i i )  on o b t i e n t  : 

D'où l a  r e l a t i o n  : 

P!")(x) e s t  dans l ' a n g l e  NO du b loc  P. 
1 



Chap. 4 

En u t i l i s a n t  l e s  relati'ons de l a  propriété 4 . 5  i i )  et  v) on 

obtient : 

D'où l a  relation : 

En u t i l i s a n t  l e s  re lat ions  de l a  propriété 4 . 5  i i )  e t  v )  on 

obtient : 
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D'où la relation : 

(n) 2 (n+l) H(n-l) a(n] (x) = z (n) (n+l) H(n-l) 
(Hi ) Hsu(i,n)-i pr(i,n)+i su(i,n) Hsu(i,n)-i pr(i,n)+l a!")(x) 1 

- (-x) su(i,n)-pr(i,n) (n) 2 (n+l) (n-1) a(n) 
(Hsu( i ,n) 1 ni Hi pr(i,n) (XI 

* 

Les deux relations trouvées dans 1.3.1 et 1.3.2 sont valables. 

Remaraue 4 . 3 .  

Si H = O la relation du 1.3.2 s'applique au cas 1.1. 

En effet on a alors : 

De rnéme si H!"") = O la relation du 1.3.1 s'applique au cas 1.2 car on a 
1 

alors : 



I I ,  

Chag. 4 

Maintenant nous étudions les déplacements sur deux diagonales n 

e t  n t 1  sur lesque l l es  on b â t i t  un escalier. Nous désirons connaître tous les 

Q(ntl)(x) qui son t  t e l s  que l e s  H(") e t  H polynômes ;(") (XI et  H correspon- 

dants  soient  non nuls .  

II .1 S i  H!~) ,  HI:! e t  HI"") sont non nuis .  

(n Nous u t i l i s o n s  l a  r e l a t i o n  qui  f a i t  in te rven i r  q. 
Ztl ,L (n)  ' 

On ob t ien t  l a  r e l a t i o n  2.25 du l i v r e  de C. Brezinski.  

1 n X  - ("1 $!n+l)(x) - (nt11 a!")(,) 
Hi itl - Hi+l 1 itl i 

(ntl) H!") e t  H!"~') sont non nuis.  11.2 S i  H:-, , , 

Nous u t i l i s o n s  l a  r e l a t i o n  qu i  f a i t  in te rven i r  e (n)  
: D ( n ) *  

On ob t i en t  l a  r e l a t i o n  2.24 du l i v r e  de C.  Brezinski.  

Nous étudions maintenant ce  qui  s e  passe l o r s  de l a  t raversée  du bloc H. 

NOUS supposons connus tous l e s  polynômes 8'") e t  #(n'l) avant l a  t r averses  

de ce bloc. 

(" )Pt1) sont non nuis e t  H!:: = O .  11.3 S i  Hi , 

H!") e t  H!"+') sont  3 l ' o u e s t  du bloc H.  I l  f a u t  d'abord ca lcu le r  
iy(nt1) 

a a 

s u ( i , n t l )  ( x) . Nous avons : 



;(n) 
s u ( i , n + l ) - i  

(x) s e  déduit  des  r e l a t i o n s  de l a  remarque 4.2. 

en u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  de l a  p ropr ié t é  4.5 ii). On o b t i e n t  a i n s i  : 

D'OÙ l a  r e l a t i o n  suivante en tenant  compte du f a i t  que p r ( i , n + l )  = i-1 
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En u t i l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s  de  l a  p r o p r i é t é  4.5 i i )  e t  i i i )  on t rouve : 

On o b t i e n t  donc l a  r e l a t i o n  su ivan te  en t enan t  compte du f a i t  que 

p r ( i , n + l )  = p r ( i , n ) - 1  : 

On remarquera que s i  p r ( i , n + l )  = i-1 on re t rouve  l a  r e l a t i o n  du 11.3.1. Par 

conséquent nous conserverons uniquement l a  r e l a t i o n  c i -dessus .  

Y n )  (XI .  11.3.3 On d o i t  e n s u i t e  c a l c u l e r  Hsu(i,n) 

Pour c e l a  nous u t i l i s o n s  l e s  deux r e l a t i o n s  su ivan te s  : 
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e t  nous obtenons : 

(n+ l )  = 0.  11.4 S i  H!"+~),  HI") sont  non nu ls  e t  H~ 
1-1 1 

l) e t  H!") sont  au nord du 61oc H. 
Hi-i 1 

On d o i t  d'abord c a l c u l e r  %(") H (x) .  On l e  f e r a  à l t a i d e  d'une r e l a t i o n  de s u ( i , n )  
récurrence c lass ique  à t r o i s  termes comme dans l a  p a r t i e  1. On ca lcu le  ensu i t e  

On u t i l i s e  l a  r e l a t i o n  : 

en u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  de l a  p ropr ié t é  4.5 v ) .  

On ob t i en t  donc : 
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4.3 POLYNOMES w:")(x). 

(ml Nous déf in issons  l a  fonct ionnel le  l i n é a i r e  y  t e l l e  que : 

y ( m ) ( x j )  = c pour j  r IN e t  m- j  2 O. 
m- j 

(ml i Nous cherchons l e s  polynômes de degré k ,  wLrn)(x) = 1 wi x  qu i  sont  
i = o  

orthogonaux par  rapport  à l a  fonct ionnel le  y ( m ) ,  Vk E Pi. 

Nous avons donc l e  système l i n é a i r e  suivant  : 

y(m)(x j  wLm)(x)) = O pour j E IN, 0 5 j  5 k-1 

c ' e s t  à d i r e  : 

k 
(ml 

C Wi rn-i-j = 0 pour j E H ,  0 S j  5 k-1. 
i = o  

( m l  Le polynôme W ( x )  s e r a  orthogonal r é g u l i e r  s i  c  k I " ' m-kt1 1 

c ' e s t  à d i r e  s i  H (m-2kt2) 
k 

S i  Hk (m-2kt2) = O ,  nous déf in issons  également des polynômes w:) ( x)  orthogonaux 

s i n g u l i e r s  ou quasi-orthogonaux q u i  seront  déterminés ou d é f i n i s  comme é t a n t  

égaux au polynôme orthogonal r é g u l i e r  W ( ~ ) ( X )  qu i  l e s  précéde mul t ip l i é  par  un 

polynôme complémentaire a r b i t r a i r e  pour obteni r  l e  bon degré. 



Nous é tudierons  l e s  f a m i l l e s  ad j acen te s  des  polynômes orthogonaux 

pa r  r appor t  aux fonc t ionne l l e s  pour m > O. 

 es polynômes dm) (x) sont  supposés u n i t a i r e s .  
k 

Les 6Lou H de lu t$onc-tionn&e y hont cwx  de la don&nnd.t~. c. 

Démonstration. ------------- 

C'es t  évident  avec l a  d é f i n i t i o n  de l a  fonc t ionne l l e  y e t  du 

système d 'o r thogona l i t é .  

cqf d  . 

2r 
Nous appel le rons  t a b l e  P l a  t a b l e  dans l a q u e l l e  son t  rangés l e s  polynômes 

Pkn)(x)  de l a  manière su ivan te  : 
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Les b h c b  de la ,tubLe w sont ceux de la d L e  P & u ~ . h t é 4  d'une 

m g é e  v m  le haut. 

Démonstration. ---------- 

Le polynôme W(~)(X) appartient à un bloc W si 
k e-2k+2) est nui. 

Or la position du polynôme W(~)(X) est identique à celle du polynôme P (m-2k+l) 
k k (x) 

Par conséquent on a bien translation du bloc d'une rangée vers le haut. 

cqf d . 
Nous considérons maintenant un bloc W de largeur r+l,  dont les côtés ouest 

et sud sent entourés des polynômes W(x) mentionnés. L'angle extérieur Sud-Ouest 

est occupé par le polynôme W (m+r+ 1 ) k-1 (XI. 



Nous avons l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  pour les polynômes q u i  bordent  l e  côté sud 

du b l o c  W.  

(m+r+l+ j ) j (m+r+l- j ) 
'k-l+ = wk-l V j  E N, O S j -< rtl. 

Démonstration. ------------ 

Le b l o c  H correspondant  au b l o c  W est l e  s u i v a n t  : 

(m+r+l)(x) occupe l a  p l a c e  
Wk-l  

Considérons l e  polynôme W (m+r+l+ j ) 
k- l+  j . 11 e s t  o r thogona l  r é g u l i e r .  

Par  conséquent on peu t  é c r i r e  : 

En permutant t o u t e s  l e s  l i g n e s  s au f  l a  d e r n i è r e  e t  t o u t e s  l e s  colonnes on 

o b t i e n t  : 

2 
( - l ) ( k + j - l )  

(m+r+l t  j ) 
'k-l+j (m+~+5-2k- j ) 

'k-1tj 

C ----- C 
m+r+4-2k-j m+rt3-k 

I I I I 

I I I I 

Cm+r+2-k ----- c m+r+ l+ j 

X 
k - l t j  ----- 1 
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(m+r+4-2k- j ) (m+r+4-2k- j ) (m+r+4-2k- j ) 
Or nous savons que H 

k+ j * 0 9  k-1 * 0 et Hk-l+s = O 

pour s EN, 1 2  s 2 j .  

Par conséquent les (k-1) premières lignes du déterminant précédent définissant 
(m+rtl+ j ) (x) sont indépendantes. Toutes les suivantes sont telles qu'on peut 

Wk-l+j (m+r+î+j) mettre W (x) sous la forme 
k-l+ j 

avec u z 0. 

On voit facilement que l'on a : 

Le déterminant vaut H (m+r+5-2k- j ) (m+r+l- j ) j 
k-1 Wk-l (x1.x . 

Par conséquent du fait que les polynômes W(x) sont unitaires on a la relation 

proposée. 

La propriété suivante est très importante car elle donne une équivalence entre 

une partie de la table 8 et une partie de la table W. 
NOUS posons $:)(x) = x 



(m+l-2k) Une c o W o n  nécebbuhe et bff{&&%te pouh que Pk (XI 

b o a  o /Lfhogod tégut3.m p a h  happotLt h la donctCannae c 
(mtl-2k 

p(m+l-2k) 
k 

(O) r O ut pue l e  poh.jnôtne ?p1-2k)(x> ohthogond ilEyutiecen 

pin mppoht à .ta gonotionnae avec Y: m+l-2k) 
(O) * O. 

Un a d m  ce cab : 

(XI = (-1) 8(m)(x) k 

où iY(m)(x) es t  o / ~ f h o g o d  négut3.m pan ~ p p o h t  > ~ t  c 
(m+l-2k ) 

k 

Démonstration. ----------- 

mtl-2k) 'L i 
POSO~S 3' (x) = 1 Ak-i,m+l-2k X 

k i=o 

avec A = 1. 
O ,m+l-2k 

Puisque %(m+1-2k)(x) = x k (m+l-2k) -1 
k Pk 

( X  ) o n a :  

- 'L - 
,m+l-2k 'k- ,m+l-2k 

pour j E N ,  O I j 5 k. 

CN : si est orthogonal régulier par rapport à la fonctionnelle - k 

c (m+1-2k)y on a le système (O 1 ) d'orthogonalité suivant. 
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k 
C hk-i ,m+l-2k m+l-2k+i+ j = O pour j EH, O S j S k-1. 

i=o 

(m+l-2k) 
Si Pk (O) % O, alors- 

'L * O et 
Xo,m+l-2k * O. 

Nous avons le système dlorthogonalité (O2) déduit de (O1). 

k 

1 'k-i ,m+l-2k 'm-i- j = O pour j EH, O S j S k-1. 
i=o 

k 
(ml Par conséquent le polynôme 3(m+1'2k)(x) est orthogonal par rapport à y . 

'i!(m+1-2k)(o) s O car son terme constant est égal à k < ,m+l-2k qui vaut 1. 
CS : la réciproque se traite de la même façon. - 

D ' autre 
qui est 

part le système (O 1 est satisfait également par le polynôme W(~)(X) 
2 k 

orthogonal régulier puisque H (m+2-2k) * 0. 11 est donc proportionnel 
k 

'2k)(x), dont le terme de plus haut degré est \,m+l-2k. Il est facile 

de voir que ce terme vaut (-1) k H~+2-2k) et par suite 

La seconde relation est la transformée de celle-ci. 

Remarque 4 .4 .  
cqf d . 

Nous avons également dans ce cas : 

La propriété 4.12 termine la série des propriétés relatives au pourtour des blocs 

W. On trouve l'égalité de tous les polynômes W sur le côté ouest du bloc.-. 
- L 



Démonstration. ------------ 

c a r  ces polynômes sont  s u r  l e  cô té  ouest du bloc P. 

Donc '$(m+l-2k+j ) (x )  - - $(m+l-2k) 
k-1 k-1 ( X I .  

En u t i l i s a n t  l a  p ropr ié t é  4.11 nous obtenons : 

Comme l e s  polynômes W(x) sont  normalisés on a : 

etel?- e t  on re t rouve accessoirement l a  r e l a t i o n  de progression géométrique des dc 

minants de Hankel au bord d'un b loc  H .  

cqfd . 

Remarque 4 .5 .  

(m+l-2k) (md-1-2k) S i  W:)(X) e s t  orthogonal r é g u l i e r  e t  H k = O ,  a l o ~ s  P 
k (XI 

n ' e s t  pas orthogonal r é g u l i e r .  

j w(m-j) 
k- j (XI s i  wk!;j)(x) e s t  l e  polynôme s i t u é  à l ' a n g l e  sud ouest 

du bloc W .  

P (m+l-2k+j ) e s t  orthogonal r é g u l i e r  e t  on a : 
k- j 

Par conséquent, on ob t i en t  : 
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Soit 

x j  a(rnt1-2ktj ) (XI = (-1) k-j H(mt2-2ktj) ( a )  
k- j k- j Wk (XI 

Les propriétés démontrées pour l e s  polynômes orthogonaux s'étendent naturel -  

lement aux polynômes W ( ~ ) ( X ) .  I l  faut  simplement f a i r e  a t tent ion au décalage 
k 

des blocs W par rapport aux blocs H ou P, e t  s e  rappeler q u ' i l  y a une symé- 

t r i e  effectuée sur l a  "géométrie" des blocs par rapport à un axe horizontal 

passant par l e  centre  du bloc. 

Polynômes 

l orthogonaux 

singu Ziers s 
Bloc W Bloc P n =  

Balayage suivant l e s  diagonales. 

m t 3 - 2 k  

Balayage suivant l e s  antidiagonales. 



Le  théorème 1.5 nous d i t  égaiement q u ' i l  e x i s t e  une r e l a t i o n  de 

récurrence à trois termes e n t r e  t r o i s  polynômes orthogonaux success i f s  ~ ( ~ ) ( x , t  
k 

dont l e s  c o e f f i c i e n t s  sont  déterminés par  l e s  r e l a t i o n s  présentées &,rs ce th6 
(ml rème en remplagant l a  fonct ionnel le  c (n )  par  l a  fonct ionnel le  y . 

Pour no te r  l e s  polynômes orthogonaux réguliersprédécesseurs e t  succe:;sourt 51:' 

'L 'L 
vant l ' an t id iagona le  n nous u t i l i s e r o n s  p r ( i , n )  e t  s u ( i , n ) .  
2, 
p r ( i , n )  donne l e  degré du polynôme orthogonal r é g u l i e r  qu i  précéde je  polynôme 

de degré i sur  l ' an t id iagona le  n. 

En u t i l i s a n t  l a  remarque 1 . 2  nous obtenons : 

avec ~ ( ~ ) ( x )  = O, ~ ( ~ ) ( x )  = 1. 
-1 O 

avec B = %lm) e t  'k = 1. 
O 1 

i -pr( i ,m) 

'L 
Les b .  sont  donnés par  l e  système l i n é a i r e  r é g u l i e r  su ivant  : 

1 

?i 
pour k E iN, pr(i ,m) S k S i-1. 
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La démonstration est immédiate. 

Grâce à cette propriété tous les résultats du chapitre 2 vont s'étendre sans 

démonstration au cas des polynômes W?)(X). Il suffira de transformer tous les 

passages de l'indice n à n+l des diagonales en passages de l'indice m a m-1 
des antidiagonales. 

Par exemple, on obtiendra pour l'équivalent de la propriété 2.4. 

Tout polynôme ) orthogonal régulier vérifie les deux relations suivantes : 

Les relations rhomboïdales classiques deviennent : 

% (ml "(m) - C: m-1 avec au départ e = O, = O et - - 
0 9 0  1 c e  m 

Dans le cas d'une table W non normale, l'ensemble des résultats 

pour le contournernent des blocs P s'applique aux blocs W. Le comportement de 

l'algorithme, l'allure des blocs du "$it1 sont symétriques, par rapport à un 
% axe horizontal passant par le centre des blocs qd, de ceux de la section 2 - 2  
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S i  nous considérons : e  broc W dessin& à l a  page p~6c6d*~.;+u or: 9% 

l e s  m l a t i o n s  "spéciales" pour l e  contomement  du bloc en transfok'mant Se- 

r e l a t i o n s  de contournernent des blocs P de l a  fason suivante.  

Les indices  i n f é r i e u r s  rester,: identiques.  Seuls les indices  sup6rieur; acrs 

modifiés de façon symétrique par rapport 2 n. Par exemple : 

En p a r t i c u l i e r  nous obtenons pour 4 EN, O 5 i 5 r. 

% ( n '  et 3 ( n >  Relations entre les deter~ i inants  de Hantei e t  les coeff icients 9, 
_I__ I_.^--"- ..JL-@ 

S i  w:")(x) e s t  orthogonal r égu l i e r  on a : 

(n-2i+2) (n)  
Hi 

"i (O)  = (-l)i H:n'2i+1) 

Les p r o p ~ i 6 t C s  de l a  sec t ion 4 .1  s 'étendent  sans problème en f a i s a n t  un char- 

gement d ' indices pour, l e s  déterminants. 



(n) Si avec ie poiynôme P!")(x) on a H("), avec le polynôme w (x) on aura 
1 i i 

H:~-~~+~) 

Si on passe de P!")(x) à P!~*')(x) et de Hin) Hint1), on passera de W!")(x) 
1 1 

J. I I 

On peut dire en règle générale que ce sont les deux indices de qp) ou e (n) 
i 

qui servent d'origine de repère pour les changements d'indice. 

Nous présentons ci-après les propriétés donnant les relations que vérifient 

~ ( n )  et I r  la fonctionnelle y(m) de certains produits de déterminants e Qitl,t¶ ~r itl ,t 
les coefficients B des polynômes Q(x) qui permettentlatraversée des blocs W 

suivant une antidiagonale. 

"Ir 
pr(it1,n) 

Lü) SL w:::(x) ed.t ohthogonat on a ~ ( n )  qit1,& ~ b & a & e  en 

W a n t  la & W n  du i ) .  
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.i 1 Si wjn)(x) est 0hthogoML *egULie<L aeou : 
1 

Mou6 c0~ide)Lon.h danb & suiXe que he+l et pe+l sont les u i d i c u  i%&ea 
du bloc P pow P!")(x). 

1 

ii) ~i w("-') est oa-titogonat hég&en, atoh.5 : 
p e  

iii > S i  w("-l)(x) est ~ h o i ~ g ~ m z l  h é g < r L i ~ ~ ,  a(oh.5 
pl+ 1 



Remarque 4.7.  

On a pour i E Z, -1 S i S r. 
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4,4 DEPLACUdENTS ANT I D  I AGONAUX 

Nous dés i rons  connaître  les r e l a t i o n s  de récurrence por tant  s u r  
'b 

l e s  polynômes H(x), s o i t  sur une s e u l e  antidiagonale,  s o i t  sur deux an t id ia -  

gonales adjacentes,  e t  q u i  ne font  i n t e r v e n i r  que des déterminants de Hankel. 

Nous u t i l i s e r o n s  l e s  r e l a t i o n s  de récurrence sur l e s  W ( ~ ) ( X ) ,  ou 

l e s  r e l a t i o n s  sur deux fami l l e s  adjacentes.  I l  s u f f i r a  de transformer l e s  

r e l a t i o n s  de l a  sec t ion  4.2 grâce aux changements d ' indices .  

Mais on ne peut passer des polynômes W ( ~ ) ( X )  aux polynômes ( X  
en u t i l i s a n t  l a  p r ~ p r i é t é  4.12 que si l e  polp&nekp(m-2k+1)(x) e s t  orthogonal 

(m-2k+l) "" nk (ml 
k 

r é g u l i e r ,  c ' e s t  3 d i r e  s i  H 
k 

(O)  f O. 

Aussi nous posons : 

1. DEPLACEMENT SUR UNE SEULE ANTIDIAGONALE. 

Nous considérons w!")(x) e t  w(") 
1 'L ( x ) deux polynômes orthogonaux 

p r ( i , n )  

r é g u l i e r s  e t  nous désirons connaître  W, (") (x). On u t i l i s e  l a  r e l a t i o n  de ré -  
s u ( i , n )  

(n) currence a t r o i s  termes e t  a, ( x ) e s t  obtenu grâce aux r e l a t i o n s  de ré- 
su( i ,n)  -1-i 

currence de l a  remarque 4.6. 



Par souci  de s impl i f i ca t ion  nous posons encore : 

w!")(x) e s t  à l l o u e s t  du bloc W .  
1 

'L 2, 

%(n+1-2pr( y n )  ) (x )  n1 e s t  pas ident ique  à &(n+1-2pr( i sn )  ) (x) . On ne peut Z ? ~ E  
2, 
p r ( i , n )  $ ( i ,n )  

2, 
n+l-2su( i ,n)) d i r e  pour 86 

s u (  i ,n) (x)  

On a l a  r e l a t i o n  suivante  : 



w!")(x) e s t  au nord du bloc W .  
1 

(n-2 i t l )  a!n-2it1)(x) n l e s t  pas identique à khi 
1 

(XI.  

D'où l a  relation : 

W?)(X) est dans l 'angle SO du bloc W .  

On ne peut r ien dire pour $(n+l-2aU(i,n) (XI 

&( i ,n>  
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D'où l a  r e l a t i o n  : 

'L 'L 
(n+l-2~r(i,n))(~) et an $n+1-2pr(i yn)) ( x )  nt est pas identique à & , 

&(i,n) pr( i ,n) 
I l  

$(n+l-2su(i,n)) peut rien dire pour , (XI. 
su(i,n) 

D'où la relation : 
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'L 
$(n+l-2su(i,n) On ne peut  r i e n  d i r e  pour 

s u ( i  ,n)  

Les deux r e l a t i o n s  trouvées précédemment sont  va lables .  

Nous avons une remarque analogue à l a  remarque 4.3. 

Remaraue 4.8. 

S i  = O l a  r e l a t i o n  du 1.3.2 s 'appl ique  au cas 1.1 
itl 

car  on a : 

(n-2&(i,n)t2) 2 (nt3-2&"(i,n)) H(n+l-2&(i ,n))  
( H  , = - H ,  'L 

s u ( i , n )  su ( i ,n ) -1  su(  i , n ) t l  

De marne s i  Hi (n-2it1) = O l a  r e l a t i o n  du 1 .3.1 s 'appl ique  au cas 1. 2 c a r  

on a : 



M p  Zacements diagonaux 

11, Nous étudions maintenant l e  cas  où nous avons deux antidiagonales 

adjacentes m e t  m-1 sur lesque l l e s  on b â t i t  un e s c a l i e r .  Nous dés i rons  connaïtre  

tous  l e s  polynômes W ( ~ ) ( X )  e t  w (m-l) (x)  orthogonaux r é g u l i e r s  e t  en déduire 

l e s  polynômes &( x)  correspondants. 

(m+l-2i) H!m-2i) et H p - 2 i t 2 )  sont non 11.1 Si  l e s  déterminants H~ ' 14.1 

O * Nous avons 
O 

avec 

On a a l o r s  : 

C'est  l a  r e l a t i o n  2.30 du l i v r e  de C. Brezinski .  

Remarque. 

s H = O ,  a l o r s  w ( x )  n ' e s t  pas orthogonal r é g u l i e r .  
i+l 

!m)(x) e s t  au sud d'un bloc W e t  on a w:::(x) = x W!~")(X), ce que donne bien W1+l 1 

l a  r e l a t i o n  proposée. 
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(m+l-2i) (m-2i+2) et H!m+3-2i) non 11.2 S i  les dgterminants H~ , Hi 
1-1 

* Nous avons : 
O O 

On a alors : 

C'est la relation 2.27 du livre de C. Brezinski. 

Remarque. 

Si H : ? ; ~ ~ )  = 0, alors W!~)(X) n'est pas orthogonal régulier et 
1+1 

(m-l)(x) ce que donne bien la relation ci-dessus. (x)  = Wi 

(n+l) 11.3 S i  H!") et H:"") sont non nuls, et H ~ + ~  = O 
1 

(n-2su( i ,n)+2i) alors P!")(x) est à ltouest du bloc P. 
1 

(x) est au nord de 

su(i,n)-i (n) ce bloc et vaut x P. (XI. Par conséquent on a : 
1 

;(n-2su( i ,n)+2i) (x) n'est pas orthogonal par rapport à Y( 
n+2i-1) 

su(i,n) 

Nous étudions à présent ce qui se passe lors de la traversée d'un 

bloc W. Nous supposons connus tous les polynômes W(~)(X) et w (m-1) (x )  avant la 

traversée de ce bloc. 



Il  s u f f i t  de t ransposer  l e s  r e l a t i o n s  obtenues dans l a  sec t ion  4.2 II. 

(m-2i) = o. I I  .4. S i  H ! ~ - ~ ~ + ~ )  e t  sont non nuls e t  Hi+l 
1 1 

'L 
(m-2su(i,m-1))(X). NOUS Il fau t  d'abord ca lcu le r  &,,, 
su(i,m-1) 

(ml 
Q'L 

( x )  se dédui t  des expressions de l a  remarque 4.6. 
su(i,m-1)-i 

Nous transformons l a  r e l a t i o n  de l a  sec t ion  4.2, 11.3.2 c a r  c t e s t  l a  p lus  

générale.  

2i 'L 
On ob t i en t  donc en tenant  compte du f a i t  que pr(i,m-1) = pr(i,m)-1 



(m-2i) = 11.5 S i  H ( ~ - ~ ~ + ~ )  e t  H ( ~ - ~ ~ + ~ )  sont non nuls e t  H ~ + ~  
i i 

2, 

On doit ensuite calculer HW% (m+1-2a'(i 'm-l) ) (x) , cl est a dire puisque 
su( i ,m) 

'L 'L &(m-'-'a(i ) ( x) On a alors : su(i,m-1) = su(i,m)-1 on cherche 
'L 
su(i,m) 

On obtient donc : 

(mt3-2i) 11.6 S i  H ~ - ~  , Hi (m-2i+2) sont non nuls e t  H~ (m-2i+1) 

w;:i1)(x) et W?)(X) sont au sud du bloc W. On doit d'abord calculer 

(m) 
W'L 

(x). Ici encore nous le ferons à l'aide d'une relation classique à trois 
su(i ,m) 
termes le long de l'antidiagonale m (voir la partie 1). On calcule ensuite 

~2-f' (XI. On utilise 
su(i,m) 



avec 

Nous obtenons : 

Remarque 4.9.  

Le théorème 1.10 s 'applique aux polynômes w(') (x) . Par conséquent 
nous avons l'équivalent de la remarque 2.1. 

(m 
Lorsque w(") et W, sont connus, alors on peut déterminer de 

k 
pr(k,m) 

façon unique toute la table W comprise entre la diagonale m+l-2k et l'anti- 

diagonale rn jusqu'au polynôme w(~). On peut alors en déduire la table P 
k 

grâce aux propriétés 4.9, 4.10 et 4.11. 
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4 5 DEPLACEMENTS HORIZONTAUX DANS LA TABLE P a  

Les r e l a t i o n s  présentées pour l e s  déplacements diagonaux e t  an t id ia -  

gonaux permettent par  composition de trouver des r e l a t i o n s  l i a n t  t r o i s  polynômes 

orthogonaux success i fs  horizontaux. Comme nous fa isons  i n t e r v e n i r  à l a  f o i s  l e s  

r e l a t i o n s  l i a n t  l e s  polynômes P(x) e t  c e l l e s  l i a n t  l e s  polynômes W(x), nous 

devons é c a r t e r  l e s  blocs P e t  l e s  b locs  W .  Nous obtenons a i n s i  des b locs  rectan- 

gu la i re s  dont l a  hauteur excède d'une un i t é  l a  la rgeur .  Nous appellerons ces b locs  

PuW ((blocPl  u (b loc  W)). 

Nous supposerons que P!")(x) e s t  orthogonal r é g u l i e r  e t  nous ferons 
1 

i n t e r v e n i r  l e  polynôme P (n+p)(x)  orthogonal r é g u l i e r  qu i  précéde P!")(x) e t  l e  po- 
i -p 

(n-s)  
1 

lynôme P (x )  orthogonal r é g u l i e r  qu i  succède à P(")(x)  su ivan t  l ' ho r i zon ta le  
i t s  i 

passant pa r  P!")(x). Nous supposerons que ces t r o i s  polynômes sont  ex té r i eu r s  aux 
1 

blocs PUW. 

P a r  cont re  lorsque nous ferons  i n t e r v e n i r  l e s  polynômes P (x )  ou 
p r ( i , n >  

w(') ( x ) ,  l e s  blocs seront  l e s  blocs P ou l e s  blocs W .  
&(i,rn) 

T t  e d t e  une t d a t i o n  de t é c w e n c e  enahe .taoh polynômes o/Ltho- 

gonaux / ~ é g u & m  4 ~ c ~ e b b i 6 4  @cé6 en dehou du b î o a  P u w une même 
ho&Lzo ntaee. 

(n-s 
'its (XI  = ( X  Tg-I ( n - s ) ( ~ )  + B!~-')) i t s  P ! ~ ) ( x )  1 

+ r (n-s)  s - s u ( i , n ) + p r ( i , n t l ) t l t p  ( n t p )  
i t s  X P 

i-p ( X I .  

où n(n-S)(x)  es$ un polynôme u W e  de deg*E s-i detehaine de dacon uni- 
s- 1 

que et où B ~ + ~  (n-s) et I ' ( " - ~ )  ront des cou,tatantes non d e s .  
i ts  

Démonstration. ------------- 



Mplacements horizontaux dans la table P 

1. On suppose que s = p = 1. 

1.1 S i  pln-')(x) e s t  orthogonal r é g u l i e r .  
1 .................................... 

O On ob t i en t  a l o r s  l a  r e l a t i o n  2.29 du l iv . re  de C. Brezinski.  
O O * 

On remarquera que c e t t e  r e l a t i o n  r e s t e  va lable  s i  P e s t  au 

nord d'un bloc P. 

1 . 2  S i  pln-')(x) e s t  quasi-orthogonal. 
1 

---------------a----------------- 

En u t i l i s a n t  l e  f a i t  que p r ( i , n )  = pr( i t1 ,n-1)  e t  que P p r ( i , n ) ( X )  (n) = P p r ( i + l , n - l )  (n-1) ( X I ,  
on ob t i en t  l a  même r e l a t i o n  qu'au 1.1 en éliminant ces deux polynômes dans l e s  

deux r e l a t i o n s  précédentes e t  en u t i l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s  de l a  propr ié té  4.3 ii) 

e t  du théorème 4.1, 

La r e l a t i o n  2.29 du l i v r e  de C .  Brézinski transformée pour obteni r  

l e s  polynômes P e s t  bien de l a  forme proposée. 
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2. On suppose que s  e t  p sont d i f f é r e n t s  de 1. 

Nous utilisons le procédé constructif suivant. 

On connait P!~+P). On en déduit donc P (nt11 
1-P pr(i,ntl) 

qui est au nord 

d'un bloc P et vaut x pr(i,ntl)+p-i P("+P)(x). 
i-p 

,(n+p) 
i-p 

Puis P (nt11 et P!") nous permettent de calculer P 
(nt11 

pr(i,n+l) 1 su(i,n)-1 
grâce à la deuxième relation de la propriété 2.4. 



Mptacements hor-kzontuux dans ta tubte P 

Ensui te  avec P (n t l ) (x)  5 P!")(x) e t  P ( n + l )  on o b t i e n t  P (n+2 i 1 su( i ,n ) -1 '  su ( i , n ) -2  

grâce  à l a  première  r e l a t i o n  de l a  p r o p r i é t é  2.4 e t  a i n s i  de s u i t e  jusque - - 
(n-s+2su( i ,n ) -2 i )  

q u i  se t rouve  s u r  l a  même ant id iagonale  que P (n-s )  . 's-su( i , n ) t 2 i  i ts  ' 
nous avons donc les r e l a t i o n s  su ivan te s  : 

pour j E IN, O 5 j I 2su(i ,n)-2i-2-S.  

On f a i t  l a  somme de t o u t e s  c e s  r e l a t i o n s  m u l t i p l i é e s  r e s p e c t i -  

vement p a r  x J .  

On o b t i e n t  : 

où e 2su( i ,n)-s-2i-2 e s t  un polynôme de degré 2su(i ,n)-s-2i-2 au  p lu s .  

En f a i s a n t  i n t e r v e n i r  les deux premières  r e l a t i o n s  e t  en t e n a n t  

compte du f a i t  que s u ( i , n ) - 1  5 s+i-1 (ce  qu i  e n t r a î n e  que 

su ( i , n ) -1 - i  > 2su( i ,n ) - s -2 i -2) ,  on o b t i e n t  : 

2su( i ,n ) - s -2 i -1  (n-s-2i+2su( i , n ) )  x 's-su( i ,n )+2i  ( x )  = O(") su(  i , n  1-1-i (XI '!")(XI 
1 

est un polynôme u n i t a i r e  de degré s u ( i , n ) - 1 - i .  s u ( i , n ) - 1 - i  



,(n+p 3 
i-p 

0- 

Re7atim tous aa.imuts Chap. 4 

Comme dans le cas précédent on calcule P (n+l) 
su(i,n)-1' Ensuite avec 

p!n) et p(n+l) on obtient P (n) 
1 su(i,n)-1 su(i,n) grâce à la premiEre relation de la 

propriété 2.4, et ainsi de suite jusque P (n-s+2su(i,n)-2i) 
s-su( i ,n )+2i 

x P (n+l-j) (x) = P (n-j (n-j  1 p(n-j) 
su(i,n)-l+j au(i,n)+j(x) + 'su(i,n)+j i (XI, 

pour j E N, O 5 j S 2i+s-2su(i,n) 

(n-s 
'i+s 



NOUS e f f ec tuons  encore  l a  somme de t o u t e s  c e s  r e l a t i o n s  r e s p e c t i -  
2i+s-2su( i , n ) - j  vement m u l t i p l i é e s  pa r  x  e t  nous obtenons : 

's-îsu( i , n ) + 2 i  e s t  un polynôme de degré ~ - 2 s u ( i , n ) + 2 i  au p lu s .  

En f a i s a n t  i n t e r v e n i r  l e s  deux premières r e l a t i o n s  du c a s  
s s u ( i , n ) - i  > e t  en t e n a n t  compte du f a i t  que s u ( i , n ) - i  > 0, on en 

dédu i t  l a  r e l a t i o n  su ivan te  : 

P (n-s-2i+2su(i  ,n)  ) 
s-su( i ,n )+2 i  = S - s u ( i , n ) + i  ( x )  P!")(x) 1 

+ E(") x s+p+pr( i ,n+l )+ l+i -2su( i ,n )  (n+p) 
s u ( i , n )  P i -p  ( X I .  

Le polynôme transformé '#n-s+2su(i,n)-2i) 
s-su( i ,n )+2 i  est  propor t ionne l  à 

(n+2i+s-1)  
's-su( i ,n )+2i  d ' après  l a  p r o p r i é t é  4.11. 

Le polynôme or thogonal  r é g u l i e r  qu i  succède à W (n+2i+s-1) 
s - s u ( i , n ) + 2 i  s u r  

l ' a n t i d i a g o n a l e  n+2i+s-1 e s t  l e  polynôme W (n+2i+s-1)  
s-su( i ,n ) + 2 i + l  qu i  e s t  au sud du 

b loc  W .  
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Nous avons donc : 

( i+su(  i ,n )-2+n) 
'i e s t  l e  polynôme orthogonal r é g u l i e r  dans l ' ang le  

sud-ouest du bloc W .  I l  e s t  proport ionnel  à 3'") 
i 

(s+2i- l+n)  Les deux polynômes W (s+2i- l+n) 
s - su ( i ,n )+ î i  et 's-su( i ,n)+2i+1 permettent d' ob- 

t e n i r  W 
( s+2i-l+n) ~ ( n - s )  
i+s , qu i  e s t  proport ionnel  à P 

i+s , grâce à l a  r e l a t i o n  de 

récurrence à t r o i s  termes s u r  l e s  polynômes W. 

n 
avec W (n+s+2i-1) (x)  = ( - I ) ~ + ~  i+s i+ s rn 8!n-s)<x). i ts  

En remplapant l e s  polynômes W par  l e s  polynômes 8 dans l a  r e l a t i o n  
1 de récurrence 3 t r o i s  termes, puis  en changeant x en - e t  en mul t ip l iant  par  
X 

xits, on ob t i en t  : 

(n-s 1 
( - l ) i t s  (n-s H(n+l-s) 'its (XI 

i ts  
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On prend l e  polynôme orthogonal  r é g u l i e r  W (n+2i+s-2) 
s-su( i , n ) + 2 i  qu i  e s t  au  

sud du b loc  W .  Nous avons dans ce ca s  : 

W (n+2i+s-2) 
(x )  = X 

s-su( i ,n ) + i  ( i + s u (  i ,n)-2+ n) 
s-su( i ,n )+2i  W. 1 ( X I  

Les deux polynômes W (n+2i+s-2) 
e t  W 

(n+2i+s-1) 
s-su( i , n ) + 2 i  s-su(  i ,n )+2 i  permettent  d ' ob- 

t e n i r  W ( s+2i - l+n)  
i+s grâce à l a  r e l a t i o n  

(n 1 
( i+su(  i ,n ) -2tn ) avec wi ( 1  = - 'i K n ) ( x )  H!"+1) 1 

1 

Par conséquent on o b t i e n t  en t ransformant  c e t t e  r e l a t i o n .  
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(n-s 1 
On cons t a t e  qu'en exprimant P  i ts  

en fonc t ion  de P!n) e t  P(ntp) 
1 i-p 

on o b t i e n t  b ien  l a  r e l a t i o n  proposée. 

I l  est au  nord d'un b loc  P e t  l e  polynôme W ( n t î i t s - 1 )  est quasi- 
s - s u ( i , n ) t 2 i  

or thogonal .  On prend donc l e  polynôme or thogonal  r é g u l i e r  s i t u é  à l ' o u e s t  

de ce  b loc  P  s u r  l a  même an t id i agona le  n+st2i-1.  Ce polynôme e s t  iden t ique  
(n-s t2su(  i , n  ) -2 i )  

au polynôme P  duquel on a  r e t i r é  l e s  termes x  q u i  son t  en s-su( i , n ) t 2 i  
f a c t e u r .  

'-b 
En l e  t ransformant  en P  il e s t  p ropor t ionne l  à 

( n t s t 2 i - 1 )  ( n t s t 2 i - 1 )  
W% e t  permet d ' o b t e n i r  Wits ( x )  en u t i l i -  
pr(s-su(i,n)t2itl,ntst2i-1) 

s a n t  s o i t  W 
( n t s t 2 i - 1 )  

e t  l a  m l a t i o n  de récur rence  à t r o i s  termes su i -  s-su(  i , n ) + 2 i t l  

vant  l ' a n t i d i a g o n a l e  n t s t 2 i - 1 ,  s o i t  W 
( n t s t 2 i - 2 )  

e t  l a  première r e l a t i o n  
s-su( i , n ) t 2 i  

qu i  s u i t  l a  p r o p r i é t é  4.13. 

Par  conséquent dans l e s  deux r e l a t i o n s  obtenues dans l e  2 .1  i n t e r -  

( n t s t 2 i - 1 )  v i e n t  W,, ( n t s t 2 i - 1 )  
à l a  p l ace  de Ws-su(i,n)+2i. 

pr(s-su(i,n)t2itl,ntst2i-1) 

S i  O e s t  r a c i n e  d ' o r d r e  de m u l t i p l i c i t é  r de P ( n - s - 2 i t 2 s u ( i S n ) )  
s-su( i , n ) t 2 i  9 

( n t s t î i - 1 )  a l o r s  : W,,, 
( X I  = ( n t s t 2 i - 1 )  

r)r(s-811(1 ,n )+21+1 ,n+s+?f-1) 's-su( i , n ) t 2 i - r  ( X I  



Déplacements hofizontuux dans la tubte P - 355 - 

$(n-s-2i+2su( i , n )  ) 
Seul  v a r i e  donc l e  c o e f f i c i e n t  en f a c t e u r  de s-su( i ,n )+2i  

("-" en fonc t ion  de P!") e t  On cons t a t e  encore qu'en exprimant Pi+, 
1 

P!"+P), on o b t i e n t  b ien  l a  r e l a t i o n  proposée. 
1-P 

Alors on c a l c u l e  encore P 
(n 

su ( i , n ) -1  
("+') e t  de Pi , à p a r t i r  de Pi-l 

e t  l a  s u i t e  e s t  l a  même que dans l e  2 .  

Le r é s u l t a t  e s t  donc : 

(n-s  (n-s (n-s)  (n) (n-s )  s - s u ( i , n ) + i + l  (n+L) 
'i+s (XI  = ( x  T ~ - ~  (XI  + Bi+s ) pi (x) + ri+s 'i- i 

X ( X I .  

On a exactement l e  même processus de c a l c u l  que dans l e  2 ,  mais 

en prenant  p ( n t 1  ( n + l )  
i à l a  p l ace  de PSU( i,n) - 1. 

Par  conséquent on o b t i e n t  : 
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("-') e s t  d i f f é r e n t  de zéro c a r  sinon O s e r a i t  r a c i n e  de P (n-s 
Bi+s i t s  

ce q u i  e s t  impossible p u i s q u ' i l  n ' appa r t i en t  pas à un b loc  P U W. 

I'::is) e s t  également non n u l  s inon t o u t e s  l e s  r a c i n e s  de PI") se- 

r a i e n t  r a c i n e s  de P (n-s 
i t s  

. O r  s i  s = 1 c e l a  c o n t r e d i t  l e  théorème 2.1,  e t  

(n-s )  et p(n-s)  s i  s # 1, Pi+s n 'on t  pas de r ac ine  commune e t  t o u t e s  l e s  p r (  i + s  ,n-s) 

( n )  r a c i n e s  de P sont  r ac ines  de P (n-s > d'où une con t r ad ic t ion .  i p r ( i + s , n - s ) '  

cqfd. 

Rema rque : 

Lorsqu'un polynôme orthogonal  r é g u l i e r  s e  t rouve  s u r  l e  cô t é  ouest  

d 'un b loc  P ,  mais pas du b loc  W ,  ou v i c e  versa ,  il e s t  b ien  év ident  que 

l ' o n  peut  déduire  immédiatement t ous  l e s  polynômes du cô té  sud du b loc  FI 

ou du cô té  nord du b loc  P en m u l t i p l i a n t  l e  polynôme précédent  p a r  des 

puissances c r o i s s a n t e s  de x. 

4,6 POLYNOMES SEM1 -ORTHOGONAUX 

Nous in t roduisons  maintenant à propos des déplacements horizontaux 

une nouvel le  forme "dlorthogon;il i té" que nous appel le rons  semi-orthogonali- 

t é .  Les r é s u l t a t s  de c e t t e  s ec t ion  s e r o n t  u t i l i s é s  pour l e s  polynômes or- 

thogonaux s u r  un c e r c l e  qui  forment un cas  p a r t i c u l i e r  de semi-orthogonal i té .  

( h )  
Nous dé f in i s sons  une fonc t ionne l l e  l i n é a i r e  T , pour h E N, pa r  

Nous cherchons l e s  polynômes $ ( h ) ( x )  de degré k exactement t e l s  
k 

que : 



( h l  
Nous posons cbk ( x )  = h(h )  Xk-j 

j ,k  j =O 

Nous obtenons l e  système l i n é a i r e  su ivant  : 

k 
1 d h )  j ,k  'k- j -~+h = O pour R €IN, O 5 R I k-1. 

j =O 

C ' e s t  un système l i n é a i r e  dont l a  matr ice e s t  de Toepl i tz .  

Ce système e s t  également v é r i f i é  par  l e  polynôme P (h-k+l) 
k 

S i  ~ k ~ - ~ + ~ )  ut o h t h o g o n d ,  & o u  +Lh) e ~ t  ide -e  à P : ~ - ~ + ~ )  a 
une cov~rlfante muhXp&cative pkè6. 

S i  Pk (h-k+l) e s t  quasi-orthogonal nous prendrons 4" ) ident ique  à 
k 

~ k ~ - ~ + ~ )  à une cons tan te  m u l t i p l i c a t i v e  p rè s .  

( h l  posons $k ( x )  = x 4:) ($1. 

Alors nous avons : 
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( h l  1 ( h l  T ( X I )  = O ,  va €IN, O s 9, 5 k-1 
X 

<-> T (h) (xR $pl(:)) = O , VR E R ,  1 5 P. 5 k. 

Démonstration. ------------- 

( h l  R ( h l  1 
'C ( X  ( : ) )=T (h)(x9,-k $k ( h l  ( x ) )  

D'où l e  r é s u l t a t .  

cqfd.  

N O U A  app&monb potqnôme a d - o t L t h o g o d  un polynôme A& oai- 
sant l'une d u  deux heeation~ de .f.a prroph,leté. 4 . 1 9 .  

On d o n n m  au polynôme t e  q d , , j i e a ü d  hégueim, &gdim 
(h-k+ll  ou quadi-ohthogond que posnède l e  polynôme Pk 

Dans l a  s u i t e  quand nous par le rons  de polynômes orthogonaux, ce 

s e r a  t ou jou r s  par  r appor t  à une fonc t ionne l l e  l i n é a i r e  c .  Ces polynômes 

sont  s u r  une diagonale de l a  t a b l e  P. Quand nous pa r l e rons  de polynômes 

semi-orthogonaux, ce s e r a  t ou jou r s  p a r  rappor t  à une fonc t ionne l l e  T ( h l  

e t  ce s  polynômes sont  s u r  l ' h o r i z o n t a l e  h  de l a  t a b l e  $. 

On app&m tahte $ la ,table danh .taqu&e sont m g é s  le6 po- 
tynôrnes @kh) de 5 x  maniene suivante. 
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(h) Lorsque l e  polynôme 4 e s t  semi-orthogonal r é g u l i e r  nous avons 

une é c r i t u r e  de ce polynôme sous forme de déterminant ,  p u i s q u ' i l  e s t  

ident ique  à P (h-kt11 
k 

Dans ce cas  nous avons : 

Démonstration. ------------- 
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Le c a l c u l  de  T (+ @ p ) ( x ) )  donne comme v a l e u r  du dé te rminan t  
X 

k  (h-k)  p récéden t  (-1) Hk+l . Puisque $ktl ( h l  est semi-or thogonal  d g u l i e r ,  Hk+l # O. 
(h-k) 

D'où l e  r é s u l t a t .  

c a f d .  

La d é f i n i t i o n  du problème e t  les p r o p r i é t é s  4.18 e t  4.19 nous don- 

n e n t  b i e n  évidemment l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e .  

Noun note/Lom  le^  polynôme^ 4em-i-otr/thogonaux / r b . g d ! L ~  p é d é c a -  
h e m  e t  bucce66em de $Lh) hlLivant t'hoicizontaee h, nespeoüvenienl 

( h l  ( h l  
'prh(k,h) 'suh(k,h) '  

Dans t o u t e  l a  s u i t e  on a p p e l l e r a  h o r i z o n t a l e  h  l ' h o r i z o n t a l e  de 
( h l  l a  t a b l e  P q u i  passe  p a r  l e  polynôme Pl . E l l e  correspond à l ' h o r i z o n t a l e  

h  de l a  t a b l e  $. 

Examinons l e  cas O?. une h o r i z o n t a l e  h t r a v e r s e  un b l o c  P U W .  

Nous a p p e l l o n s  m l ' i n d i c e  de l a  d iagona le  p r i n c i p a l e  du b l o c  P .  S o i e n t  i 

e t  i t s  l e s  degrés  d e s  polynômes orthogonaux r é g u l i e r s  s u r  l e s  c ô t é s  o u e s t  

e t  est de c e  b loc  P.  
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Nous avons k = h-jtl. 

Les propriétés 4.22 et 4.23 nous donnent les relations de semi- 

orthogonalité vérifiées dans le bloc ou sur les côtés nord ou nord-ouest. 

p o u  1 E Z ,  2ht3-2i-m-s-j I P, r h-j. 

Les deux e x p n e 6 6 i o ~  hont non nu&kA poW 1 = 2ht2-2i-m-s-j. 

Démonstration. ------------- 

Nous considérons le polynôme P (j) sur 1 'horizontale h. 
h- j+l 

 après la propriété 1.17 nous avons : 
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( j )  (X Ph-j+l ( j )  ( x ) )  = 0 pour 9, E m, 0 i !I i 2i+ni+s-h-3 

# O pour C = 2i+m+s-h-2. 

Cela revient à dire que le  système suivant e s t  v é r i f i é ,  03 

b = 2i+m+s-h-3. 

Ces re lat ions  équivalent à : 

( x ) )  = O pour J?, E a ,  2h+3-2i-m-s-j 5 i h-j.  ' ( - E % - ~ + I  x 

# O pour R = 2h+2-2i-m-s-j. 

La propriété concernant l a  seconde relation e s t  obtenue en ut i l i sant  

l a  4 . 1 9 .  

cqfd. 

(h l  1 (h l  T ( T O i  ( X I )  = O p O W  9, Z, h-m-i-s+2 5 L S h-m, 
X 

# O P O U 4  fi = htl-m L = h-nm-i-s+l. 



§6 PoZynômes semi-orthogonaux - 363 - 

Lü) S i  m+l 5 j 5 h- i-s et h i  O ait hacine d ' okdhe de mue;tipîiciXé r 
(j) 

de Wh-m-i+l# &OU : 

T 
$I(~) (x)) = O poM 1 E 3, 2h+3-2i-m-s-j 5 R 5 h-j+r, R h-j+l 

X 
# O poUh 1 = h-j+r+l 9, = 2h+2-2i-m-s-j. 

Démonstration. ------------- 

i Les polynômes P!') sont identiques pour j E IN, m i j 5 h-i+l. 
1 

Donc d'après le théorème 2.2 

c (h-i+l) (X R '(h-i+l) 
i (XI) = O pour R E 8, m-h+i-1 5 R 5 2i+s+m-h-3, 

# O pour R = m-h+i-2 et R = 2i+s+m-h-2, 

ce qui est équivalent à 

(hl 1 (h) r (- mi (x)) = O POUF R r Z, h-m-i-s+2 I P. 5 h-m, 
X 
R , 

f O pour 9, = h+l-m et A = h-m-i-s+l. 

ii) Si h-i+2 I j 5 m et si O est racine d'ordre de multiplicité r 

de w (j) alors d'après le corollaire 2.1 on a : h-j-i+ly 

c (j)(xR (j) ( x ) )  = O pour Pi E 8. -j+m-r 5 R I 2i-3+s-h+m, 'h-j+l 

f O pour R = -j+m-r-1 et R =2i-2+s-h+m. 

(hl 1 (hl Donc T (Q oh- j+l (x)) = O pour fi E 3, 2h-m-s-2i+3-j I R I h-m+r, 
X 

# O pour R = 2h-m-s-2i+2-j et 1, = h-m+r+l. 

iii) Si m+l 5 j I h-i-s et si O est racine d'ordre de multiplicité r 
( j )  de w ~ - ~ - ~ + ~ ~  alors toujours d'après le corollaire 3.1 nous avons : 

c (j)(xfi ( j )  (x)) = O pour 9, E Z, -r 5 R 5 2i+s-3-h+m, 
'h- j+l 

# O pour !?, = -r-1 et R = 2i+s-2-h+m, 

ce qui est équivalent à : 
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(x)) = O pour 9, E 8, 2h+3-21-m-s-j S L i h-j+r, ' (~'h-~+l x 

f O pour R = 2ht2-2i-m-s-j et R = h-j+r+l. 

cqfd. 

Remarque 4.10. 

En utilisant la propriété 4.19 on obtiendra les relations faisant 

intervenir yh)(L). 
X 

Remarque 4.11. 

Pour un polynôme quasi semi-orthogonal nous avons : 

(hl 1 (hl 3a EN, avec a > O tel que r (a 4 (x)) # O. 
X 

Une propriété des zéros des polynômes semi-orthogonaux peut être 

donnée. 

V e u x  polynôme4 ~&-o~hogonaux kég&.Leu 4ucceb~i54 a u  une mhe 
ho/uzuvctaee, e l L t C ~ e w ~ 6  cutx blocs P u w n'ont pab de mclne commune. 

Démonstration. ------------- 

(n-s) # O dans la propri6t6 4.15. Voir la démonstration de 
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La p r o p r i é t é  su ivante  permet de conna i t r e  une p a r t i e  de l a  t a b l e  

e t  s u r t o u t  de pos i t i onne r  tous  l e s  b locs  de c e t t e  p a r t i e .  Nous supposons 

l e s  polynômes u n i t a i r e s .  

Si $::: et $ i h )  s o n t  donné* en d e h o u  d'un b l o c  p  u w et s i  on 
connui2 s u ( i ,  h - i t l )  , d o m  &uZe h Aable comp&e erûxe h diagonale  
h-i-s+i  et l ' a ~ ~ a g o n d e  h+i+s  ut d é t a n k n é e  de  {acon unique juqu'au 

( h )  polynôme 9i+s . 

Démonstration. ------------- 

Connaitre s e t  S U ( ~ ,  h - i + l )  pos i t ionne  de façon exac te  l e  b loc  q u i  
( h l  ( h l  sépare  $i de $i+s. 

i )  S i  s=l,  on a  obl igatoirement  s u ( i ,  h - i + l )  = i+l, sinon @ ( h l  
itl 

s e r a i t  au nord d'un b loc  P.  

( h )  ( h )  ( h - i t l )  ( h - i )  En r e t r anchan t  Oitl de x mi (x )  on o b t i e n t  qitl P p r ( i t l , h - i ) ( x )  

( h - i )  
et donc P p r ( i + l , h - i )  ( x )  p u i s q u ' i l  e s t  u n i t a i r e .  

Alors d 'après  l a  remarque 2.1 l a  p a r t i e  de l a  t a b l e  mentionnée 

e s t  bien déterminée. 

i i )  S i  s#l e t  

a l o r s  on connai t  l e  polynôme orthogonal  r é g u l i e r  prédecesseur  
( h - i - s t l )  

s u r  l a  diagonale h - i - s t l .  C 'es t  l e  polynôme x s u ( i , h - i t l l - i  $ ( h ) ( x l ,  
de Pits i 



Relations tous azimuts Chap. 4 

s u ( i , h - i + l ) - i  ( h )  
Par  conséquent d 'après  l a  remarque 2 1 ,  $::: e t  x $i ( X I  

permettent  l a  déterminat ion de la  p a r t i e  de l a  t a b l e  mentionnée. 

a l o r s  on =tranche de xS ~ # ) ! ~ ) ( x ) .  1 

( h - i - s t l )  ( h - i - s t l )  ( h - i - s t l )  
On o b t i e n t  qits P p ~ ( i + s ,  h - i - ~ + l )  (x) et 'Onc Ppr(i+s ,h - i - s+l )  

La  remarque 2 . 1  permet encore de conclure.  

cqf  d . 

4.7 POLYNOMES ORTHOGONAUX SUR LE CERCLE 

Nous dé f in i s sons  une fonc t ionne l l e  l i n é a i r e  pour s E a, 
t e l l e  que : 

k pour z É Ç, l z l  = 1 on a i t  ~ ( " ( z  ) = c 
s+k ' Yk € a .  

( s  Dans t o u t e  l a  s u i t e ,  chaque f o i s  que nous appl iquerons T il s e r a  

sous entendu que 1 z 1 = 1. 

Nous pouvons en déduire  que : 

oa l a  b a r r e  r ep ré sen te  l ' imag ina i r e  conjugué. 

Nous cherchons l e s  polyn6mes +ks ) ( z )  de degré k exactement t e l s  que : 

T (+ +kS)(Z))  = O ,  v a  IN, O 5 e s k-1 .  
e 



On retrouve l a  semi-orthogonalité de l a  sec t ion  4.6 avec en p l u s  
(SI  l a  condit ion l z l  = 1. C'es t  pour c e t t e  ra ison que l e s  polynômes $k se ron t  

d i t s  orthogonaux s u r  l e  c e r c l e  un i t é .  Dans l a  s u i t e  nous parlerons simple- 

ment des polynômes $(') orthogonaux. I l  se ra  toujours  sous-entendu que c e t t e  k 
orthogonali té  a  l i e u  s u r  l e  ce rc le  un i t é ,  

Nous a l l o n s  naturellement re t rouver  l e s  r é s u l t a t s  présentés pour 

l a  semi-orthogonalité.  

( s )  k-j  
S i  nous posons $( ')(x) k = A j y k  z . nous obtenons l e  système 

j =O 

d'  or thogonali té  suivant  : 

C'es t  un système l i n é a i r e  dont l a  matr ice e s t  de Toepli tz .  

(r 1 Soi t  c l a  fonct ionnel le  l i n é a i r e  d é f i n i e  s u r  l 'espace vecto- 

r i e l  des polynômes de l a  var iable  complexe z t e l l e  que : 

Nous considérons l e s  polynômes P(') orthogonaux pa r  rapport 3 l a  
S 

fonct ionnel le  l i n é a i r e  c . 

Nous avons l a  p ropr ié t é  suivante identique à l a  propr ié té  4.18. 
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identique pk (S-k+l) à une cori6-e mu.t~ipe~.cative W ~ A .  

Démonstration. ------------- 

Le système vérifié par 4~") l'est aussi par P (s-k+l) k k 

cqfd. 

Si Pks-k+l) est quasi-orthogonal, nous prendrons identique k 
à ~ k ~ - ~ + ~ )  à une constante multiplicative près. 

(s) Comme dans le cas de la semi-orthogonalité les polynômes Ok , pour 
k E Bi, correspondent à l'horizontale de la table P qui,passe par le poly- 

nôme P"). Dans la suite cette horizontale sera toujours appelée horizonta- l 
le S. 

On donneha au polynôme $ks) l e  q u a k X @ & L d  n e g u e i ~ ,  dinguCim 
(s-kt11 ou quasi-ohthogon. que po668de Le poû/nÔme Pk 

Nous n o t a o u  Le6 polynôme6 odhogonaux i r égu t im  pnZdece66ew 
et ducce6dem de @Ls) diLivant L1 hhizon&.de s, irespectivement : 



Po Z ynbtnes orthogonaux sur Ze cerc Ze - 369 - 

Si est orthogonal régulier, nous pouvons l'écrire sous f o m  
k 

de déterminant, 

où D:') est une constante arbitraire non nulle. 

-( s Dans la suite 4 ( z )  représentera le polynôme dont les coefficients 
j 

sont imaginaires conjugués de ceux de z) . Pour ces polynômes nous avons : 
j 

Démonstration. ------------- 

cqfd . 

s i  eu potynômu +ks) et +aS) hont ohthsonaux h g g ~ m ,  avec 

k f l, d e a u  
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Démonstration. ------------- 

Elle est évidente, compte-tenu de l'orthogonalité des deux poly- 

nômes et de la propriété 4.27. 

cqfd. 

Comme nous l'avons vu dès le début de cette section la fonction- 

nelle T a des moments particuliers. Nous aurons donc des propriétés remar- 

quables pour les déterminants de Hankel correspondants, ainsi que pour les 

polynômes P qui composent la table P. 

Démonstration. ------------- 

Donc 
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( s +  j -k+l)  
C e  d e r n i e r  déterminant  n ' e s t  a u t r e  que H k  

cqf d . 

La d i s p o s i t i o n  des  b locs  dans l a  t a b l e  H e s t  donc symétrique p a r  

r appor t  à l ' h o r i z o n t a l e  S .  D'autre  p a r t  l ' h o r i z o n t a l e  s ne peut  t r a v e r s e r  

que des  b locs  de l a r g e u r  impaire  pour l e s q u e l s  e l l e  s e r t  d ' axe  de symé- 

t r i e .  

Les polynômes P orthogonaux r é g u l i e r s  qu i  composent l a  t a b l e  P  

v é r i f i e n t  une p r o p r i é t é  du même genre. 

(s-k- j ) S i  L u  potynômpd pk a o n t  otLthogonuux &éguRiehb 

et uni%the6, noun avons : 

( s -k+l -  j  ) 
pks-k- j ) (z )  = Hk k  - ( s - k + j t l )  1 

s-k- j )  'k (-1 z 

Démonstration. ------------- 

' c  --------------- 
s- j C 

s-k- j 

k z ----------------- 1 
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Compte-tenu du f a i t  que c = c 
s-I1 stjl' 

VI1 E z .  

Donc 

( s-k- j ) 
(2 )  

(s-k- j  ) 
( s - k t l - j )  'k ( 2 )  

Hk 

en u t i l i s a n t  l a  p r o p r i é t é  4 .29.  

cqf d  . 

k i Un polynôme 1 a: z es t  d iX h coe66icientd dymétruqu~ d i  : 

- 
a 
k- j = FJ- a.,Vj E IN, O 5 j 5 k OC FJ- es$ une cons&xnte de module 

3 

un i t é .  

- 
a k- j = - p a j ,  V j  E IN, O 6 j  k où IJ e6.t encone une coM*ante 

A p a r t i r  d e  c e t t e  d é f i n i t i o n  nous déduisons de l a  p r o p r i é t é  4.30 

l e  c o r o l l a i r e  s u i v a n t .  

L e s  polynômes u W e 6  4 h d a  à l 'oues t  ou au noeci-ouest d'un 
bloc P .~%vettsé parr t ' h o ~ z o n t a e e  s dont à coe66idents aymé&l~uu ou 
aWymé*tniques. 
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D'après la propriété 4.30 nous avons : 

,.(s-kt11 

(s-k) Or Pk (2) = P ( s-k+l) (s-k) 
k (z) si Pk est à l'ouest ou au nord- 

ouest d'un bloc P. 

(s-k+l) k 
Donc si P 

k (z) = 1 A .  zk-j avec A : 1 nous avons : 
j =O 3 O 

D'où le résultat 

cqfd. 

Considérons la table P et l'horizontale s et examinons le cas 

où cette horizontale coupe des blocs. 
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( S I  ( S I  
Soient %+1 e t  $p+l l e s  deux polynômes orthogonaux s i t u é s  s u r  

l e s  côtés  ouest e t  est du bloc P ,  e t  s o i t  4:') un polynôme i n t é r i e u r  à 

ce bloc. 

On supposera u n i t a i r e s  tous  l e s  polynômes considérés. 

Nous aurons des propr ié tés  qui  son t  des t r anspos i t ions  immé- 

d i a t e s  des p ropr ié t é s  des polynômes semi-orthogonaux au cas des polynô- 

mes orthogonaux s u r  l e  cerc le .  

Démonstration. ------------- 

C'est  l a  p ropr ié t é  4.22 appliquée au cas p a r t i c u l i e r  des poly- 

nômes orthogonaux s u r  l e  cerc le .  

cqf d . 
Du lemme 4 .1  on peut déduire immédiatement une p ropr ié t é  ana- 

logue à l a  p ropr ié t é  4.27.  
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Dans le cas particulier où est au nord-ouest d'un bloc P, k 
nous avons la propriété suivante, si on pose k = h+l et si p+l est l'in- 
dice de sortie du bloc P suivant la diagonale (s-h). 

# 0 pOUl l  = h-p. 

Démonstration. ------------- 

Nous nous semons encore du fait que : 

c 
a 

(s-h)(Z)) = O pour a É a, O i R n p-1, 
(=  Ph+l 

# O pour II = p. 

Ces relations sont équivalentes aux deux premières de l'énoncé. 

La propriété 4.27 donne les deux autres. 

cqfd. 

(SI Dans le cas où (k est soit orthogonal singulier, soit sur le 

côté ouest du bloc P, on peut augmenter l'intervalle d'annulation de 

(s 1 T(')(% Ok (z)), ainsi que dans le cas où O est racine de w (s-k+l) 
z k-h-1 

de w ( s - k + l )  . 
p-h 

2 
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Li) S i  ht2 2 k 5 9 et n i  O ut h a c i n e  d e  w ~ - ~ - ~  (s-kti) d t o t & e  d e  mut- 

=) S i  9 t 1 5 k 5 p et d i  0 ut t a c i n e  d e  w ( s - k t l )  d t  o&e d e  muR- 
p-h 

2 

~~~~ r, aloi~a : 

o ( ~ ) ( z ) )  = O P O U  1 ( I N ,  k - 5 % 6 k - l t r ,  T k  
Z 

Démonstration. ------------- 

La diagonale  p r i n c i p a l e  du b loc  P po r t e  l ' i n d i c e  s - q. 
Nous avons i c i  l ' ana logue  de l a  p r o p r i é t é  4.23 des polynômes 

semi-orthogonaux. 

cqfd .  

On peut encore dédui re  de l a  p r o p r i é t é  4.33 une p r o p r i é t é  ana- 

logue  à l a  p r o p r i é t é  4.27. 
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Lü) Si %h' + 1 5 k s p et h i  O ut k a c h e  de w (S-k+i) d'okdne de 
p-h 

2 

Nous nous in téressons  à présent  aux r e l a t i o n s  de récurrence e n t r e  

polynômes orthogonaux r é g u l i e r s  e x t é r i e u r s  aux b locs  P U W .  

* (SI  4 s )  1 Nous poserons ( 2 )  = 23 O j  (--) . 
j 

Le lerme suivant  e s t  l a  généra l i sa t ion  d'une p ropr ié t é  c lass ique  

dans l e  cas  normal C201, 



Reh$.ions tous aaimts Chap. 4 

( s )  s i  LU p o l y n ô m ~  0, et 0::; ~ 0 n . t  oohtogonaux kggegu~ im et d i  

edlt extwow aux b t o a  P LI w, & o u  : @k+l  

S i  P L ~ - ~ )  e s t  orthogonal r é g u l i e r  par  rappor t  à c (s-k) 
i , a l o r s  

nous avons : 

(s-k)  
( z )  = Pk+l 

(s-k) (s-k) 
(2)  + qk+l Pk ( z )  avec q 

( s -k)  
k t 1  # o. 

Soi t  

d 'après l a  propr ié té  4.30. 

(s -k+l)  
(s-k)  Hk 

Donc $k::(z) = z $LS)(z) - qk+l 

En f a i s a n t  z = O on trouve l a  r e l a t i o n  proposée. 

ii) S i  ~ k ~ - ~ )  n i e s t  pas orthogonal r é g u l i e r ,  a l o r s  d 'après l a  pro- 

p r i é t é  4.29 $is) e s t  au nord diun bloc. 

Soit  l e  polynôme qui  e s t  au nord-ouest de ce bloc. 
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Nous avons : 

avec q  ( s -k)  
k+ 1 f 0 ,  

c ' e s t - à -d i r e  : 

(S-k)  e s t  ident ique  à P (S-h+l)  
Ph+l  h+ 1 qu i  e s t  l e  polynôme s i t u é  à l 'ex-  

t r ê m i t é  i n f é r i e u r e  du cô té  oues t  de ce b loc  P. 

 après l a  p r o p r i é t é  4.30.  

,.( s-h 

( S-h-1) Donc Ph+l 

D'où l a  r e l a t i o n  proposée. 

i i i )  On o b t i e n t  l a  seconde r e l a t i o n  en changeant z e n  e t  en prenant  
kt1 l e s  q u a n t i t é s  conjuguées pour l e s  c o e f f i c i e n t s  e t  en m u l t i p l i a n t  p a r  z . 

cqfd. 
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avec E (s-k 
k+ 1 # o. 

Démonstration. ------------- 

Dans ces conditions 

(s-k) 
( 2 )  = Ps (s-k) (s-ktl) 

( 2 )  + Ektl Ppr(k,s-k+l)(z) 

avec E (s-k k+ 1 # o. 

D'autre part : 

Enfin 



Polyn8mea orthogonaux s u r  l e  cercle - 381 - 

En remplaçant l e s  polynômes P de l a  r e l a t i o n  ci-dessus p a r  l e u r s  

nouvel les  express ions  e t  en  passan t  aux polynômes $ nous obtenons l a  pre- 

mière r e l a t i o n .  

La seconde e s t  obtenue à p a r t i r  de l a  première  en changeant z 
1 k  

en - en prenant  l e s  q u a n t i t é s  conjuguées e t  en m u l t i p l i a n t  p a r  z . z ' 

cqf d  . 

En c e  q u i  concerne l a  r e l a t i o n  de récur rence  à t r o i s  termes,  nous avons 

l e  théorème su ivan t  qu i  e s t  une conséquence immédiate de l a  p r o p r i é t é  4.17. 

E&e & o i ~  polqnômed ohthogonaux kéguL im c o n ~ é e u t i ~ b  en 

dehou des bloc6 P U w, Z ex&& une treeatian de t récmence.  

avec m = k  - p r h ( p r h ( k , s ) , s )  - su (p rh (k , s ) , n )  t p r ( p r h ( k , s ) , n + l )  + 1 

(SI 
nk-l-prh(k,s)  

est un po4!ynÔme unh2.ike de de948 k-1-prh(k,s) ; 

8ks) e t  r i s )  d o n t  des  C O M ~ ~ ~ U  non w t t e d .  

Remarque 4.12.  

S i  @kS) e s t  dans l ' a n g l e  nord-est  d 'un b loc  P ,  a l o r s  : 

S i  $ i s )  n ' e s t  pas dans l ' a n g l e  nord-est  d 'un b l o c  P ,  a l o r s  
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(s) 
si 9prh(k,s) est dans l'angle nord-est d'un bloc P, alors : 

pr(prh(k,s),n+l) + 1 = prh(k,s). 

Si 
prh(k,s) 

n'est pas dans l'angle nord-est d'un bloc P, alors 

-(SI Zk-prh(k,~) +  il*(^) 
k-1-prh(k,s) (')) 'ph(k,s) ( z )  

Nous introduisons les polynômes du second ordre définis par 

Y.L. Geronimus C201. 

r(') agissant sur la variable z. 

*(SI 
NOUS poserons $n (t) = tn $(s) (y) 9 

Nous avons une proprieté d ' approximation. 
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il S i  ons) es t  ohthogond h é g d i m  et n 'es t  pad au nond, nond-ouest 
et ouest d'un bloc P ,  a l o u  : 

Li) es t  au nohd-ouest d'un bloc P et a i  p t i  e ~ t  l e  deghé du si $h+l  
poly6rne ohthogond hégueieh pan q w h t  d 5 la aohtie de ce bloc 

P ,  & o u  : 

Z) ( s )  Si l'hohirontaee s coupe un bloc P et a i  ohtl et 4::; dont l e 6  

deux potynôrnes o/Lthogonaux t&gu&m aiXué~ à l 'enaWe et 8 la aohXie 

de ce bloc now avom : 

Démonstration. ------------- 
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- 1 
Puisque 1 z 1 = 1, a i o r s  z = -. 

Z 

Donc 

z + t  
z - t  

e t  p a r  conséquent : 

i D'après l a  p r o p r i é t é  4.27 : 

D'où l e  r é s u l t a t .  

ii )  après l a  p r o p r i é t é  4.32 : 

('1 ' ( S ) ( z ) )  = O pour L -c a ,  h t i - p  5 L s h. 
( Z  Oh+l 

# O pour R = h-p. 

*(SI Donc F ( t )  Ohtl (t) - $ t j l ) ( t )  

Chap. 4 

D'où l e  résultat.  
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i i i )  D'après l a  p r o p r i é t é  4.34, s i  h t l  5 n 5 9, a l o r s  : 

e ( S I  1 t h  T( ')(z jn (--)) = O pour e E a ,  n  - 5 n s E-, 2 

Donc F ( t )  ~ i ( ~ ) ( t )  - $;(')(t) 

D'oÙ l e  r é s u l t a t .  

Enfin s i  @ t 1 S n 5 p ,  a l o r s  l a  p r o p r i é t é  4.34 indique que 
2 

T ( s ) ( ~ '  - ( s ) (+ ) )  = O pour e 6 a ,  n - E- i f 5 n-1. ' n  2 

~ ~ p o u r  E = n  - 1 - * > O .  2 

Donc, s o i t  T ( ~ ) ( $ : ~ ) ( + ) )  # O pour n  = * t 1, s o i t  on ne peut  2 

r i e n  d i r e .  

D'oÙ le r é s u l t a t .  

cqfd. 

4,8 DEPLACEMENTS VERT1 CAUX DANS LA TABLE P, 

Nous pouvons d'une façon analogue mettre en évidence des relations 

de récurrence à trois termes entre polynômes orthogonaux réguliers suivant une 

verticale. 

Nous considérons dans cette partie des blocs P u 0, c'est a dire des blocs compo- 
sés du bloc P et de son côté ouest, En effet puisque tous les polyn6mes sont identi- 

ques sur le côté ouest il est impossible d'obtenir le polynôme orthogonal régulier 

de l'angle SO par combinaison des deux précédents du côté ouest, car cela signi- 

fierait que le polynôme SO est divisible par un de ces polynômes du côté ouest. 
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Nous connaissons P!" ) (x) et ) ( x) polynôme orthogonal régulier prédecesseur 
1 

de P!")(x) suivant la verticale passant par P!")(x) et nous désirons calculer 
1 1 

(ri) PintS)(x) polynôme orthogonal régulier successeur de P (x). Ces trois polynômes i 
sont extérieurs aux blocs P u O. 

I l  e&ite une h&a%on de t é m e n c e  ent/re .&od polynôme6 oh- 

Rhogonaux i r é g l L e i m  buccebbitjb p h c h  en de ho^ de6 b l o a  P U O b w  une 
même vetLticde. 

où n(n+S) ut un polynôme u v i t d t e  de deghé s-i deteminé de tjapon unique 
s-1 

et où Bi et r(ntS) hont de6 c o ~ t m t e 6  non nu.î.te6. i 

Démonstration. ------------- 

1 .  On suppose que s = p 1. 

1 1 Si P - x est orthogonal régulier. .................................... 

On obtient la relation 2.28 du livre de C. Brezinski. 



Déptacements verticaux dans ta table P 

(n-1) 
On remarquera que cette relation reste valable si Pi (x) ap- 

partient au côté ouest d'un bloc P. 

1.2 Si P (n+l) (x) n'est pas orthogonal régulier. i-1 

On élimine P (n) (x) dans les deux premières relations, on remplace C (n 
pr(i,n) i+l 

et E!"-') par leurs expressions en fonction des déterminants de Hankel et 
1+1 

on applique la relation du théorème 4.1. On obtient alors la même relation qu'au 

1.1, 

La relation 2.28 du livre de C. Brezinski transformée pour ob- 

tenir les polynômes P est bien de la forme proposée. 

2.  On suppose que s  e t  p sont d i f f e r e n t s  de 1. 

Nous utilisons le procédé constructif suivant : 

à l'aide d'une relation de récurrence à trois termes on déduit P (n-1) 
su(i,n) 
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(n-1) A l ' a i d e  de Pi+l (n-1) on déduit  PSU( (n-2 ,n)  e t  a i n s i  de 
et de 'su(i,n) 

s u i t e  jusqu'à P 
(n+s-2su(i ,n)+2i)  qui  se trouve s u r  l a  même ant id iagonale  
s u ( i , n )  

(n+s)(x) .  n+s+2i-1 que Pi 



Déplacements verticaux dans la table P 

Nous avons donc : 

pour j E Bi, O 5 j 5 2su( i ,n ) - s -2 i -2 .  

On f a i t  l a  somme de c e s  2su( i ,n ) - s -2 i -1  r e l a t i o n s  e t  on o b t i e n t  : 

où 0 e s t  un de degré 2su(i ,n)-s-2i-2 au p lu s .  
!?su( i ,n)-s-2i-2 

En u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  de récur rence  à t r o i s  termes e t  en  t e n a n t  

compte du f a i t  que s u ( i , n ) - i - 1  > 2su( i ,n ) - s -2 i -2 ,  on o b t i e n t  : 

(n-1) x p r ( i + l , n - l ) - i  
+ ' su ( i ,n )  P("-P) i ( x )  

(n-1) 
' su( i ,n ) - i - i  

e s t  un polynôme u n i t a i r e  de degré s u ( i , n ) - i - 1 .  



Re Zations tous azimuts Chap. 4 

Si SU(~ n)-i # 1 - - - - - - -2 - - - - - - - -  

Toujours à l'aide d'une relation de récurrence à trois termes 

(n-1) on déduit PSU( ,n) de P::;') et de P (n-1) pr(i+l,n-1) ' 

(n > (n-1) Puis à l'aide de Pi et de PSU( ,n) on calcule P (n) et 
su( i ,n) 

(nts-2su( i,n)t2i) 
ainsi de suite jusque P su(i,n) 

pour j E IN, O 5 j 5 s-2su(i,n)+2i. 

On ajoute ces s-2su(iYn)+2i+l relations, ce qui donne : 

O' 's-2su( i ,n)+2i (x) est un polynôme de degré ~-2su(i,n)t2i au plus. 



DGpZacements verticaux dans Za table P 

En u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  de récur rence  à t r o i s  termes on o b t i e n t  

donc : 

Soit encore : 
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avec P!") et P (n-1) on détermine P (n-1) 
1 pr(i+lyn-1) i+l (x) à l'aide de la première 

relation de la propriété 2.4 

x P!")(x) = p (n-1) (n-1) p(n-l) 
1 itl qi+l Pr(i+l,n-l)(x)~ 

avec q (n-1) 
itl # o. 



ûépZacement8 verticaux dans ;la tabZe P 

La seconde r e l a t i o n  de c e t t e  p r o p r i é t é  nous donne à p a r t i r  

(n  (n-1) de Pi 
e t  Pi+l , e t  a i n s i  de s u i t e  jusque P  (n ts -2)  

i+l 

( n + j  ) (n- l+ j  ) 
( x )  = Pitl ( X I  t E 

(n-l+ j  ) ( n t j  ) 
'it 1 i t 2  Pi- ( X) 

pour j  E N ,  O I j  I s-2. 

La somme de c e s  (s-1) r e l a t i o n s  donne : 

En u t i l i s a n t  l a  première r e l a t i o n  de l a  p r o p r i é t é  2.4 nous ob- 

tenons : 

s o i t  encore : 

a i o r s  P ! ~ ~ ~ ) ( O )  # O e t  pi e s t  p ropor t ionnel  à w ( n t s t 2 i - 1 )  
1 i 

( n t s t 2 i - 1 )  (x) = H:*+~) $ (n t s )  'i ~!"t~+17 (X I .  
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(ntst2i-1) 
Nous obtiendrons Wi par une relation de récurrence à 

trois termes portant sur les polynômes orthogonaux réguliers situés sur 

la même antidiagonale ntst2i-1, et faisant intervenir le polynôme 

(ntst2i-1), qui est au sud du bloc w et qu'on calcule simplement en 'iti 
fonction du polynôme W qui est dans l'angle sud-ouest du bloc W, et le 

(ntst2i-1) Q(nts-2su(i,n)t2i) 
polynôme Wsu(i ) qui est proportionnel à P su(i,n) 

Nous avons donc : 

(ntst2i-1) O est racine d'ordre de multiplicité itstl-su(i,n) de Witl (XI. 

Donc : 

Par conséquent en transformant la relation de récurrence par le' 
1 changement de x en; et en multipliant par x su(isn), on obtient : 



Dép2acement.s verticaux dane table F 

nous obt iendrons  W (n+s+2i-1) en u t i l i s a n t  l a  première r e l a t i o n  de l a  pro- i 

(n+s+2i-1) (n+s+2i-2) 
p r i é t é  4.13 appl iquée aux polynômes Wsu( , n )  e t  Wi qu i  e s t  au 

sud du b loc  W .  

( n+s t2 i -2 )  
O e s t  r ac ine  d 'ordre  de m u l t i p l i c i t é  s-1 de Wi . Alors : 

( n t s t 2 i - 2 )  (n+s t2 i -1)  Q(n+s+2i-1) ( n t s t 2 i - 1 )  
x wi ( x )  = witl (x )  

+ qitl 'i ( X I  

s (n+2i-1) 'L(ntst2i-1) = X 'i-s+i (XI  avec qitl # O. 

Dans ce cas  on t rouve  ap rès  t ransformat ion  : 

H(nts -2)  (nt2s-2)  
( - l ) i t i  iti (n+s-2) (XI = x 1-s (-1) i t ï - s  *iti-s P!")(x) i("ts;f) 'iti ' F 2 m  1 

itl 1t1-s 
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S Dans l e  cas où s u ( i , n ) - i  > 7 nous avons s u ( i , n ) - i  # 1. 

(n-pl S i  nous cherchons l a  r e l a t i o n  e x i s t a n t  e n t r e  Pi , P!") e t  
1 

P!"+') nous obtenons : 
1 

Après m u l t i p l i c a t i o n  d e s  deux membres p a r  x s+i-su(  i ,n )  
on t rouve  

l a  r e l a t i o n  proposée. 

S Dans l e  c a s  où s u ( i , n ) - i  5 - e t  s u ( i , n ) - i  # 1, en e f f e c t u a n t  l e  
2 

même t r a v a i l  on o b t i e n t  : 
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su(i,n)-i 
Après multiplication des deux membres par x , on obtient 

encore la relation proposée. 

S 
Enfin dans le cas où su(i,n)-i 5 2 et su(i,n)-i = 1 on a : 

Il suffit de multiplier par x pour retrouver la relation proposée. 

(ntst2i-1) est q u a ~  i-orthogonal. alors P~"'~)(O) = O et wi 
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W (n+s+2i-1) (n+s+2i-1) 
su(i,n) . et 'i+l permettent de calculer dans ce cas 

(n+s+2i-1) 
W, grâce à une relation de récurrence à trois termes. 
pr(i+l,n+s+2i-1) 

'L 
%(n+s-2pr(i+l,n+s+2i-l)+2i) Ce polynôme est proportionnel à P %  qui 
pr(i+l,n+s+2i-1) 

(n+s> est à l'ouest du bloc P ayant Pi sur son côté nord. 

'L 
Posons R = pr(i+l,n+s+2i-1) 

Donc dans les relations présentées dans le 2.1 seul variera le 

coefficient en facteur de $(n*s)(x). 

la première relation de la propriété 4.13 appliquée aux polynômes W (ntst2i-1) 
- -. su(i,n) 

et Wi (ntst2i-2) permet d'obtenir W (ntst2i-1) ,, . La suite est alors la 
pr( itl,ntst2i-1) 
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même que dans l e  ca s  s u ( i , n ) - i  # 1. Par  conséquent on a r r i v e  au m ê m e  r é -  

Q(n+s) s u l t a t .  Seul  change l e  c o e f f i c i e n t  en f a c t e u r  de P .  
1 

La r e l a t i o n  proposée e s t  encore bien v é r i f i é e  dans l e  cas  H (n+s+ i )  = O. 
i 

I l  s u f f i t  de remplacer p r ( i + l , n - 1 )  p a r  i dans l e s  r e l a t i o n s  du 2. 

Par conséquent on a  encore l a  r e l a t i o n  proposée. 

4 .  S i  p #  l e t s  = 1  

On procède comme pour l e  ca s  s u ( i , n ) - i  = 1. 

On c a l c u l e  d'abord Pitl p a r  l a  r e l a t i o n  

avec q (n-1) 
itl # 0. 
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(nt11 Pu i s  Pi s e r a  c a l c u l é  comme en 2.1 ou 2.2. 

Donc on t rouve  encore l a  r e l a t i o n  proposée. 

Chap . 4 

Enfin p(n's' e s t  une cons tan te  non nu l l e .  En e f f e t  e l l e  ne dépend 
i 

à chaque f o i s  que d'un rappor t  de déterminants  non n u l s  e t  d'une cons tan te  

non n u l l e  C (n-1) (n-1) 
s u ( i , n )  OU qi+ï * 

Ê(n+S) e s t  également non n u l l e ,  c a r  e l l e  ne dépend a u s s i  que d'un i 

Fapport de déterminants non n u l s  e t  du terme cons tan t  de 3' n+s+2i-1) q u i  su ( i , n ) - i -2  
vaut  ! 

cqfd. 

Nous indiquons maintenant l a  façon de déterminer  s, s u ( i , n )  e t  

p r ( i+ l , n -1 )  lorsque l ' o n  connai t  Pi ("-P) e t  P?),  en vue de c a l c u l e r  P (n+s i 

Pour c e l a  nous commençons p a r  c a l c u l e r  c  (")(xitJ P!")(x)) pour 
1 

j E IN, t a n t  que c e t t e  expression e s t  n u l l e .  Nous aurons donc : 

c(")(xi+j  P = O pour j E IN, O 5 j L kl-1 
1 

Dans ces condi t ions  su(  i , n )  = i+kl+l .  

P Y )  é t a n t  connu, on a l ' o r d r e  de r n u l t i p l i c i t e  k2 de l a  r a c i n e  O. 

- --. Par  consgquent s = kl t k2 +l. 
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Nous donnons une p r o p r i é t é  concernant l e s  o rd re s  r e l a t i f s  des  po- - - 

( n )  P("-P). Nous rappelons que l ' o r d r e  noté  ord ,  e s t  l ' ex -  lynômes P. e t  x 
1 i 

posant  de p l u s  bas  degré d'un polynôme. 

Démonstration. ------------- 

Ce q u i  a é t é  p ré sen té  ci-dessus montre que : 

k2 5 S-1. 

i 
b (n-p) Supposons que k2 < ord (x  Pi ( x ) ) .  

Dans ce  cas  on d i v i s e  l e s  deux membres de l a  r e l a t i o n  de récur-  

k2 rence p a r  x e t  on f a i t  x = O .  On o b t i e n t  donc 

-(nfs)  = O ,  ce  q u i  e s t  impossible.  e t  p a r  conséquent Bi 

i i )  Supposons que k2 > ord (x  Pi ( n - ~ ) ( x ) )  ; q, 

a l o r s  on d i v i s e  l e s  deux membres de l a  r e l a t i o n  de rgcurrence pa r  xq e t  

on f a i t  x = 0. 
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(̂n+s ) ce qui contredit le fait que ï i est non nul. 

cqfd. 

La propriété suivante étudie le cas où P!~) est au nord ou nord- 
1 

ouest d'un bloc dont 1 'angle nord-ouest est occupé par P = 1. O 

i (̂n+s) êtze Si P?)(x) x , d o m  ta eoco.tu&e non n&e ri 
(̂n-s) chohLe de daçon mbia%uhe. Le polynôme nLnls) et !.a cocoXante Bi - 

aont d o u  détmninéa de ,$acon unique. 

Démonstration. ------------- 

^(nt~) Nous posons x 'ir (̂n+s) = (XI + Bi a 
s-1 Fi, x a=o 

La relation de récurrence donne donc : 

On v o i t  que l e s  va pour u 6 hl, btl S a S s sont  déterminés de 

façon unique. 

- (n+s)  si Par contre l e s  y pour a r IN, O S a S b dependent de ri 
d - 

(n-p) 
hi+a, i e s t  non nul ,  
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En particulier - i(n+S) dépend de I' '(n+s) 
O i i 

On peut donc fixer de façon arbitraire r .  '(n+s) et dans ce cas 
1 

tous les LI sont déterminés de façon unique. a 

cqfd . - 

Nous avons aussi une propriété des zéros des polynômes orthogo- 

naux réguliers placés sur une même verticale. 

Peux polynames oMhogonaux k é g & m  ~ucceAbi&5 A u k  une même 
veJt.tLcde, exté~Leum aux blocn P u O n'ont p u  de a c h e  non nulle com- 

mune. 

Démonstration. ------------- 

i 1 Si P!") est au nord d'un bloc P, alors P. (n+S) nia pas de racine 
1 1 

commune avec P (n+s 1 
pr(i,n+s)' 

D'où le résultat. 

ii) Si pin) n'est pas au nord d'un bloc P, alors le théorème 2.1 ii) 

montre que P (nts let p:"+s-l) i n'ont pas de racine commune. 

(n) Si s # 1, Pi est au nord-ouest d'un bloc P et dans ce cas nous 

avons encore : 

cqfd . 
Dans le cas des déplacements verticaux nous avons une propriété 

similaire à la propriété 4.25 qui permet de déterminer une partie de la 

table. 
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Si P!") et 60nt d o n n a  e n  dehom d'un b l o c  P ü O et si on 
1 

connai;t su(i,n), a l o u  R o d e  a b l e  c o m p d e  entrre lu diagonale  n+s et 
l ' a n t i d i a g o n d e  n+s+2i-i ut déZehminée d e  daçon unLque j u q u '  au polynôme 
,(n+s > 

Démonstration. ------------- 

Connaître s et su(i,n) positionne de façon unique le bloc qui sé- 
(nts > pare P(") et pi i 

alors su(i,n) i+l sinon P. ("+') serait à l'ouest d'un bloc P. On retran- 
1 

che Pi (n> (nt11 de P!"). On obtient Eitl P 
1 pr(i,n+lIy ce qui permet d'en déduire 

(n+l> 
Ppr(i,n+i) puisqu'il est unitaire. 

La remarque 2.1 permet de conclure. 

ii) Si s # 1 et 

(n > a) Si Pi est au nord du bloc P, ............................. 

alors on connait le polynôme orthogonal régulier prédecesseur de P (nt~) sur 
i 

la diagonale nts. C'est le polynôme x su(i,n)-s-i (n) (x ) .  Ce polynôme et 

pints) permettent la détermination de la partie de la table mentionnée, 

* d'après la remarque 2.1. 

b) Si P:) est au nord-ouest du bloc P, ................................... 

(n 1 (nts-1) (nt~) et (nts) de Pi et on obtient Eitl alors on retranche Pi 'pr(i,nts) 

(nts 
Ppr(i,nts)* 

La remarque 2.1 permet encore de conclure. 



4.9 ALGORITHMES DE CALCUL DES POLYNOMES ORTHOGONAUX REGULI ERS 

1. Le lonq d'une diaaonale. 

a). Cas d'une fonctionnelle linéaire c définie. .......................................... 

On u t i l i s e  l a  r e l a t i o n  de récurrence à t r o i s  termes 

avec P (x )  = O e t  Po(x) = 1. - 1 

On suppose connu P (x )  e t  Pk-l(x). 
k 

Pour c a l c u l e r P  (x )  on u t i l i s e  l ' o r thogona l i t é  des polynômes k+l 

j C(X Pktl(x))= O pour j E B, O i j i k. 

Mais on a également 

c(x3 Pk) = O pour j EN, O i j i k-1, 

On aura donc en définitive deux équations à deux inconnues B kt1 et Cktl qui 
sont : 

Complexi t e  de 1 'algori  thme. 

A chaque étape, pour calculer C ktl' on utilise la valeur de k k-l 1 trouvée a l'étape précédente et on calcule c(x  P 1 pour lequel il C ( X  Pk-1 k 
faut k additions et k multiplications, soit pour le calcul de Ck+l, k additions, 

k multiplications, 1 division. 



Retations tous azimuts 

Pour calculer B on utilise également les valeurs de c(x k k+l 
P ~ - ~  trouvés au cours 

de l'étape précédente ainsi que celle de c(xk P calculée pour C 
k k+l ' 

Pour déter- 

miner c(xktl P il faut k additions et k multiplications, soit pour trouver k 
Bk+l, k additions, (k+l) multiplications et 1 division. Pour calculer P il k+l 
faut encore 2k additions et 2k+l multiplications, soit au total 4k additions, 

4k+2 multiplications et 2 divisions. 

Pour déterminer l'ensemble P1,...,Pk+l il faut donc 2k(k+l) additions, 2(ktl)' 

multiplications et 2(ktl) divisionù. 

b) Cas d'une fonctionnelle linéaire c non définie. .............................................. 

Pour détecter un bloc P on utilise la remarque 1.3, 
i Si P (x) est orthogonal régulier on calcule c(x P ) pour i;? k. Cette quantité 

k k 
sera nulle jusqu'à i = su(k) - 2. Alors (x) est orthogonal régulier. 

Nous avons alors : 

On utilise encore l'orthogonalité des polynômes pour calculer C 
su(k)' 

Bsu(k) et les su(k)-k-1 coefficients de w ~ ~ ( ~ ) - ~ - ~  (x )  puisqu'il est unitaire. 

' '(x' 'su(k) O pour j E N, O S j S su(k)-1 

j c(x pk) = O 

Ppr(k) ) = O pour j EN, O S j S k-2 . 

pour j EH, O j S su(k)-2 

Par conséquent on utilise les su(k)-kt1 relations que l'on obtient avec 



pour j E IN, k-1 I j 5 su(k)-1, pour déterminer les su(k)-kt1 inconnues citées 

précédemment. 
k-1 

C'est un système triangulaire régulier puisque c(x 
pr(k) 

t O, ainsi que 
c(xsu(k)-l Pk) . 

On obtient donc d'abord CsU(k), puis les coefficients de o su(k)-k-1 (x) en commen- 

çant par les exposants les plus élevés et enfin B su(k)' 

Compl e x i  t é  de 1 ' a l  g o r i  thme. 

Pour calculer l'ensemble des su(k)-kt1 coefficients il faut calculer 

C(X' Pp~(k) ) pour j E IN, k-1 I j I su(k)-i. 

c(xl Pk) pour j E IN, k-1 5 j I 2su(k)-k-1 

j Mais parmi ces quantités, c(x Ppr(k) 1, pour j e W, k-1 5 j S 2k-pr(k)-1 ont 

déjà été calculées au cours de l'étape précédente. 

Pour résoudre le système linéaire triangulaire il faut donc : 

(su(k)tk)(su(k)tktl) + pr(k) (su(k)-2ktpr(k)tl) additions, autant de multiplica- 
2 

tions et su(k)-kt1 divisions. 

Pour calculer P 
su(k) 

( x )  il faut encore k(su(k1-k)tpr(k)tl additions et 

k(su(k)-k)tpr(k) multiplications. 

Soit au total pour obtenir il faut 

(su(k)tk)(su(k)tktl) t k(su(k)-k) t 1 + pr(k) (su(k)-2ktpr(k)+2) additions, 2 

le même nombre moins 1 de multiplications et su(k)-kt1 divisions. 

Par conséquent, pour calculer l'ensemble des polynômes orthogonaux réguliers 

jusqu'a 
2 (x) la complexité reste en O(su (k) 1. 
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2. Le long de deux diagonales adjacentes. 

a)  Cas ................................................................. où les  fonct ionnel les l i n é a i r e s  c(") e t  c ("+') sont def inies 

On u t i l i s e  successivement l e s  deux r e l a t i o n s  

Pour déterminer q (n) (") on u t i l i s e  encore l l o r t h o g o n a l i t é  des polynômes. k + l  et ek+l 

Pour l a  première r e l a t i o n  on a : 

( n )  j ( n )  c (x  Pk+l) = O  

C(")(Xj PLn)) = 0 

.(n) (xjx pkn+l) ) = c  (nt11 j 
(X pkn+l))  = O pour j c N, O s j r k-1, 

pour j E N ,  O S j S k 

pour j EN, O S j S k-1 

Par conséquent 

Pour l a  seconde r e l a t i o n  on a ; 

c (n+l) (  j P k t l  ( n t l ) )  pour j c m ,  O s j s  k 

c ( n + l ) ( x j  pF+l)) = O pour j C H ,  O S  j s k-1 

C = c(n)(xj t l  (")) pour j c H, O 5 j $ k-1, P k t l  

Par consequent : 



Compl exi té de 1 'al gori thme. 

Pour déterminer  q (n )  c ( ~ ) ( x ~  PLn)) a  d é j à  é t é  c a l c u l é  au cours  
k+l '  

de l ' é t a p e  précédente.  Seul  r e s t e  à c a l c u l e r  c  ( n + l )  (xk ( n t l ) ) .  
Pk 

I l  f a u t  donc k  a d d i t i o n s ,  k  m u l t i p l i c a t i o n s  e t  1 d iv i s ion .  

Pour déterminer  e  c ( ~ + ' ) ( x ~  (n+l)) v i e n t  d ' ê t r e  c a l c u l é .  On d o i t  encore k+13 Pk 

t rouve r  c ( ~ ) ( x ~ + '  11 f a u t  donc k + l  add i t i ons ,  k + l  m u l t i p l i c a t i o n s ,  e t  Pk+l  
1 d iv i s ion .  

Pour c a l c u l e r  l e s  deux polynômes P ( n )  
k + l  e t  Pk:I1) il f a u t  donc 4k+2 add i t i ons ,  

4k+l  m u l t i p l i c a t i o n s  e t  2  d i v i s i o n s ,  s o i t  pour c a l c u l e r  l a  s u i t e  des  polynômes 

~ ( " ' ( x )  i e t  pi ("+')(x) pour i EN, 1 r; i i k + l ,  2 (k+ l )  2 a d d i t i o n s ,  (k+1)(2k+l)  

m u l t i p l i c a t i o n s  e t  2 ( k + l )  d i v i s i o n s .  

b) Cas où au moins une fonctionnelle linéaire c ( ~ )  et c ("+') n'est  as définie. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  ---------- 

i )  On aborde un b loc  Qar l ' o u e s t .  ------------------ ---------- 

c (n) (xk  pk) O e t  c  (nt11 k  ( n + l ) )  = (X  Pk 
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(x) par la relation : On 
'su ( k , n+l ) 

On utilise l'orthogonalité : 

Pour j E PI, G .S j S su(k,n+l)-1 

c (n+l)(xj Pk n = n 1 Pk (n) ) = O pour j E N ,  O s j s su(k,n)-3 

c'est à dire O S j s su(k,n+l)-2 puisque su(k,n) = su(k,n+l)+l 

C 
(n+l) j (,+il 

(X Ppr(k,n+l) Opour j r Y ,  O i j r k-2 

On obtiendra donc les su(k,n+l)-k+l inconnues qui sont les su(k,n+l)-k coeffi- 
(n 

cients de Wsu(k.n+l)-k 
(x) et E(") avec les su(k,n+l)-kt1 relations du système 

i+l ' 
triangulaire régulier suivant. 

pour j EN, k-1 S j S su(k,n+l)-1. 

La complexité de ce calcul est analogue a celle obtenue le long d'une diagonale 
dans le cas non déf in&. 

Ensuite on calcule P (") (x)parlarelation: su(k,n) 

On utilise alors l'algorithme du cas normal, c'est B dire qu'on calcule : 
2. 



c (nt11 (k,n+l) (n+l) 
(n) - (su 

- Psu(k,n+~) (XI 
'su(k,n) ,l 

(n) su(k,n)-1 (n) 
c2 (X Pk (XI) 

puisque su(k,ntl) su(k,n)-1. 

Et ainsi de suite. 

ii) On aborde un bloc Qar le nord. ------------------ ---------- 

On calcule Psu(k,n) (") (x) à l'aide de la relation de récurrence à trois termes 
le long de la diagonale n. 

Ensuite on calcule P (nt1 
su(k-1 ,ntl) (x) par la relation 

On utilise encore l'algorithme du cas régulier, c'est a dire : 
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puisque su (k - l , n+ l )  = su (k ,n ) .  

Et a i n s i  de s u i t e .  

3. Calcul de Q(x) .  

L 'ob ten t ion  des polynômes a s s o c i é s  e s t  immédiate. On u t i l i s e  s o i t  

l a  r e l a t i o n  de récur rence  à t r o i s  termes l e  long d'une d iagonale ,  s o i t  l e s  deux 

r e l a t i o n s  de l a  p r o p r i é t é  2 . 6 .  L'ensemble des  c o e f f i c i e n t s  de c e s  r e l a t i o n s  

e s t  a l o r s  connu. 

4. Algorithmes suivant les antidiagonales. 

En ce q u i  concerne l e s  a lgori thmes su ivant  l e s  an t id i agona le s ,  i ls 

sont  totalement  analogues à ceux q u i  s o n t  p ré sen té s  pour l e s  diagonales ,  à l a  

condi t ion  d . ' u t i l i s e r  l e s  polynômes W(x) e t  l a  fonc t ionne l l e  l i n é a i r e  y. 

Remarque 4.13. 

On s e  r a p p e l l e r a  que : 

i )  Lorqu'un polynôme P e s t  au nord d'un b loc  P ,  il ne l u i  correspond 

pas de polynôme W .  On o b t i e n t  ce  polynôme P en m u l t i p l i a n t  l e  polynôme p lacé  

à l ' o u e s t s u r l a  même ant id iagonale  pa r  une puissance convenable de x. 

i i )  Lorsqu'un polynôme W e s t  au  nord d'un b loc  W il ne l u i  correspond 

aucun polynôme P. 



5 .  Algorithmes suivant une hor izonta le  h.  

Nous utilisons la relation de récurrence 

p(n-~)(x) - (n-s - (X TIs-l (11 + Bi+s (n-s) 2 p(n+p)(x) 
i+s (n-s)) P?) (XI + ritS i-p 

avec b = s-au(i,n)+pr(i,n+l)+l+p. 

Nous devons d'abord déterminer les valeurs de s, de su(i,n) et 

de pr(i,n+l), ce qui revient à détecter les blocs que traverse lfhorizon- 

tale h. 

Nous calculons c (n)(xi+j (n) P. (XI) pour j E N, tant que cette ex- 
1 

pression est nulle. 

Nous aurons donc c'")(xi'' P!")(x)) = O pour j 6 N, O s j 5 k i l ,  
1 

Nous en déduisons que su(i,n) = i + kl + 1.. 

NOUS calculons également c n ~ x ) )  pour j E IN, tant que cette 

expression est nulle. 

Nous aurons 

c ("'j)(p:")(x)) O pour j c N, O r j I k2-1, 
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Nous v é r i f i o n s  de c e t t e  façon s i  l e  polynôme P (n- j 1 ( x )  = Pi ( n )  (X 
i 

e s t  or thogonal  e t  s e  t rouve p a r  conséquent à l ' o u e s t  du b loc  P. 

La va l eu r  de k2 nous permet l e  c a l c u l  de 

La va l eu r  de p r ( i , n + l )  e s t  connue grâce  à l ' é t a p e  précédente .  

Nous savons d 'après  l a  p r o p r i é t é  4 .23  que : 

( h l  1 ( h l  r (7 $i ( x ) )  = O pour 1 E a ,  h-m-i-st2 5 L i h-m, 
X 

# O pour J? = htl-m e t  !?, = h-m-i-stl .  

O r  i c i  m = h- i -k2 t2 .  

Donc : 

( h l  1 ( h l  r (a$i  (x)) = O p o u r  2 ,  k2-s s e (  i t k  -2, 
X 

2 

# O pour fi = k2-s-1 e t  % = i+k2-1. 

Nous remarquons que i tk2-2  5 its-1. 

Nous poserons : 

X 71 
(n-s > (n-s )  = f Pa 2 (XI + Bits s-1 a=O 



On m u l t i p l i e  l e s  deux membres de l a  r e l a t i o n  de récur rence  p a r  
1 ( h l  - e t  on appl ique  T . Nous avons donc : 
X j 

(n-s)  T ( h )  1 p ! n + ~ ) ( x ) )  
+ 'i+s (- j-b 1-p 

X 

On prend d 'abord j E IN, O i j 5 k2-1. 

Alors  T ( h ) ( l  P ( " - ~ ) )  = O e t  nous obtenons l e  système l i n é a i r e  j i+s 
X 

su ivant  : 

a v a r  ( h l  (j-a 1 i - - 'r ( h l (  - 1 p(n+p) (x ) )  
a=s+j-k2+1 x i + s  x j-b i -p  

La r e l a t i o n  pour j = k2-1 donne directement  l a  v a l e u r  de r (n-s)  
i+ s 

puisque us = 1 ; l e s  k -1 r e l a t i o n s  su ivan te s  forment un système l i n é a i r e  2 
t r i a n g u l a i r e  r é g u l i e r  avec l e s  inconnues Pa pour a E IN, s+l -k2  5 a I s-1. 

On prend e n s u i t e  'j E IN, i+k2-1 5 j 2 i+s-1. 

NOUS avons t ou jou r s  'r (y2 p ( " - ~ ) ( X ) )  = 0 
X 
j i+s 

Nous obtenons l e  système l i n é a i r e  su ivan t  : 

C'es t  encore un système l i n é a i r e  t r i a n g u l a i r e  r é g u l i e r .  La r e l a t i o n  pour 

j = k2+i -1  donne directement  w 0 ,  c ' e s t - à - d i r e  B!"-"). Les s-k su ivan te s  
1 t S  2 

donnent va. pour a cB, 1 P a S S-kg. 

Tous l e s  éléments de l a  r e l a t i o n  de récur rence  son t  maintenant 

par fa i tement  déterminés.  

S i  s > 1 avec k2 = 1, PI") est au nord-ouest du b l o c  P. 
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Nous obt iendrons t o u s  l e s  polynômes au nord du b loc  P avec 
s- l 

1 

6 .  Al gor i  thme suivant une v e r t i c a l e  . 

Nous u t i l i s o n s  l a  r e l a t i o n  de récur rence  : 

avec b  = s+pr ( i+ l , n -1 ) - su ( i , n ) .  

(n+s)  Le bloc séparan t  p i n )  e t  pi e s t  d é t e c t é  comme il a  é té  ind i -  

qué dans l a  s e c t i o n  4.8,  dont  nous conservons l e s  n o t a t i o n s .  

Nous poserons encore  : 

Nous mu l t i p l i ons  l e s  deux membres de l a  r e l a t i o n  de récur rence  
( n )  p a r  x j  e t  nous appl iquons c  . 

Nous obtenons : 

Or c  (n t s ) (x j  P:"+')(x)) = O pour j  c ~ 1 ,  O s j s i-1. 

D'autre p a r t  c(")(xjta P!")(x)) = O pour j t a  6 N, O S j t a  S i tk l -1 ,  
1 



Par conséquent pour j E IN, O 2 j 5 i t k  -s-1, l e s  r e l a t i o n s  obtenues 
1 

son t  identiquement n u l l e s .  

Puisque s = k  + k2 + 1 e t  i 2 k  nous avons i + k  i 1 2  S.  
1 2  1 

L ' é g a l i t é  n ' a  l i e u  que s i  i = k2. 

Pour j E IN, i + kl - s 5 j 5 i-1 nous obtenons : 

'(n+s) La première r e l a t i o n  pour j = i + kl - s donne r .  . Les s - kl - 1 
1 

su ivan te s  forment un système l i n é a i r e  t r i a n g u l a i r e  r é g u l i e r  qu i  permet 
-(n+s ) d ' o b t e n i r  p pour a € I N ,  k  t 1 2 a 5 s-1 en fonc t ion  de r a 1 i 

La p r o p r i é t é  4.38 permet d ' o b t e n i r  l e s  r e l a t i o n s  donnant p pour 
^( n+s ) 

a 
a N, O 5 a 5 k en fonc t ion  de Fi 

1 

En e f f e t  il s u f f i t  d ' é c r i r e  que l e s  c o e f f i c i e n t s  des termes d'ex- 

2 s-1 
posant x  . x du membre de d r o i t e  son t  n u l s .  

(n 1 posons P i (XI  = 1 A::; x\vec A (n 1 
k2Yi f 0 ,  R=k 

2 

Nous avons donc : 
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On v o i t  donc qu'en prenant  l e s  c o e f f i c i e n t s  des  termes d'exposant 

k2 s-1 
x , x on o b t i e n t  un système l i n é a i r e  t r i a n g u l a i r e  r é g u l i e r  puisque 

l a  diagonale e s t  composée de (") ; ce système donne Pa pour a C m ,  
k ,i 

2 

'(n+s) 
O 5 a 5 s - k2 - 1 = kl en fonc t ion  de I' i 

^ ( n t ~ )  
nous savons que dans ce ca s  ï peut ê t r e  c h o i s i  de façon a r b i t r a i r e .  

i 
Ensui te  l e s  c a l c u l s  s e  déroulent  comme dans l e  a ) ,  à c e c i  p r è s  que l e  pre- 

mier système l i n é a i r e  e s t  p r i s  pour j  E IN, O 5 j  5 i-1. NOUS avons encore 

un système t r i a n g u l a i r e  r é g u l i e r  donnant va pour a E IN, k l t l  5 a 5 s-1 
^ (n+s>  

en fonc t ion  de r .  
1 

Enfin l e  second système e s t  un système diagonal  r é g u l i e r  donnant 
^ (n+s)  

Pa, pour a E IN, O 5 a 5 k tou jours  en fonc t ion  de r 
1 ' 1 

Tous l e s  éléments de l a  r e l a t i o n  de récurrence sont  a l o r s  par- 

fa i tement  connus. 



QUADRATURES DE GAUSS 

Ce cinquième chapitre e s t  d'une grande importance. Outre l e s  

r é su l t a t s  inmédiatement applicables aux quadratures i l  permettra de ré-  

soudre cer tains  problèmes des a p p r o x i m t s  des sér ies  de fonctions. 

Dans l e  cas d'une fonctionnelle d é f i n i e  posit ive,  l e s  propri- 

é t é s  des formules de quadratures de Gauss sont bien connues. Leur grand 

i n t é r ê t  réside dans l e  f a i t  qu ' e l l e s  sont s tab les  e t  convergentes. 

Etendre ces deux propriétés à d'autres fonctionnelles n ' e s t  pas chose aisée .  

Nous donnons des r é su l t a t s  pour l e s  t r o i s  premiers types de fonctionnel- 

Zes que nous avons é tudiés  dans l e  chapitre 3 .  

La première section expose l es  générali tés du prqblème de quadra- 

ture de Gauss pour une fonctionnelle l inéaire  cquelconque. Nous donnons 

d'abord l e s  formules classiques dans l e  cas où l e s  racines du polyn6me 

orthogonal peuvent ê t r e  mult iples,  imaginaires conjuguées. Puis nous dkmon- 

trons un résu l ta t  caoncernant l e  degré de précision de ( - E S  formules en pré- 

sence d'un bloc e t  nous rappelons l 'expression classique de l 'erreur  de 

quadrature. 

Lorsque l e  polynôme orthogonal e s t  dans un bloc Zes coe f f i c i en t s  

de quadrature s'expriment en fonction de ceux obtenus pour l e  polynôme 

orthogonal régul ier  prgdécesseur. 
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Le formalisme matriciel de la section 1.7 trouve son prolongement 

dans les  rdsultats obtenus par J. Kautsky C 3 2 d .  I l s  donnent une ewres- 

sion des coef f ic ients  de quadmzture en fonction des vecteurs principaux. 

Nous présentons un réswnd de  ces résultats.  

La seconde section t ra i t e  le cas d'une fonctionneZZe lindaire c 

semi-ddfinie positive. Nous montrons que l e s  formules de quadmztures cor- 

respondantes sont stables e t  convergentes. Elles sont dgaZement stables 

e t  convergentes pour toute fonctionnelle c' j ) ,  pour j c N. 

La troisième section contient l e s  résul tats  qui concernent le  

cas plus compZexe d'une fonctionnelle lacunaire d'ordre ( s t l ) .  Aprds avoir 

donné l e s  diverses relations existant entre l e s  coefficients des for- 

mules de quadrature par rapport aux deux fonctionnelles u e t  c, 02 

c u Y i  E N ,  nous démontrons un thdorème de s tabi l i té  e t  de con- 
i ( s t 1 )  i y  

vergence. 

Nous terminons cette section par un théordm qui sera ewlo i td  

dans le  dernier chapitre sur l e s  approximnts des sdries de fonctions. I l  

montre que pour l e s  fonctionnelles lacunaires d'ordre 2 une relation de 

symdtrie ou d'dgalitd l i e  les  coef f ic ients  de quadrature correspondants 

d deux zdros sp&tr iques  du polynbme orthogonal, e t  dans Ze cas d'une ra- 

cine nulle multipte l e s  coefficients sont nuls de deux en deux. 

La dernière section ktudie un cas particutier de la prkcddente. 

La fonction de poids ut i l isde e s t  de la forme x w(x), où w(x) e s t  paire 

e t  positive dans C - 1, 11. Les formules de quadratures obtenues sont sta- 

bles e t  convergentes. Dans ce cas 2 'erreur de qwdrature se s h p l i f i e  

notab lement. 



5 , l  GENERALITES 

Nous considérons une fonc t ionne l l e  l i n é a i r e  c d é f i n i e  s u r  un espace géné- 

ra l  de fonc t ions  qu i  c o n t i e n t  l ' e s p a c e  des polynômes e t  dont l e s  moments 

c .  appar t iennent  àIR. f é t a n t  une fonc t ion  de c e t  espace,  nous dés i rons  
1 

o b t e n i r  une va leur  approchée de c ( f ) .  

Soient  Si, pour i E IN, 1 5 i 5 m ,  m p o i n t s  d i s t i n c t s  i n t é r i e u r s  

à un domaine D simplement connexe, où l a  fonct ion ana ly t ique  f s e r a  sup- 

posée r é g u l i è r e .  Nous supposons que chaque poin t  5 e s t  p r i s  avec l ' o r -  i 
d r e  de m u l t i p l i c i t é  ni e t  que : 

Appelons L l e  polynôme d ' i n t e r p o l a t i o n  de f en ces  p o i n t s ,  t e l  n 
que : 

(k) ( c i )  = f ( k )  ( c i )  V i  c N, 1 5 i 5 m. Ln 
vk E N ,  O 5 k 5 n i - l *  

Nous é c r i r o n s  L sous une forme analogue à c e l l e  présentée  dans n 
l e  l i v r e  de A . O .  Guelfond C241 p 36. 

m n 
Nous posons : 

j =1 

Alors : 

Nous posons également : 
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Alors  : 

avec : 

Chap.. 5 

Nous pouvons approcher  c ( f )  p a r  c (Ln) .  

Avec 

( s )  

n  -k-1 
i n . !  

1 
z=ci / v n ( z >  ( n )  - 

A i , k  - c ( L ~ , ~ ( z ) ) =  1 (n c f  - 
i n -k-s s = o  v ) ( s i )  j<z-ci)  i 

n 

n -k-1 i n . !  
1 v n ( z )  - vn(ci)  = L  

s = o  (n i )  
v  (Si)  n  ' '( (-ci ni-. 



T h é o h h e  5 . 1 .  

S i  f u.t u n  polynôme d e  degaé n - i  au p h  dom c(L,) = c ( f ) .  

Démonstration. ------------- 

On a dans ce c a s  f 5 L n 

cqf d . 

Soi2 P l e  polynôme o h t h o g o n d  hég&ea o u  h i n g f i e h ,  ou  quabi- 
n 

o M h o g o n d  pa.h happoM à c ,  d o n t  l e d  hahacinu h o n t  Si, p o u  i r IN, 1 5  i S m ,  

d 'ohdne d e  m u k X p f i c i t é  ni. 

4 S i  P n et prit, h o n t  ohthogonaux h E g & m  et h i  f u n  polynôme 

d e  degrré 2n-1 au p h ,  a l o u  

Li) S o i e n t  phtl et P deux polqnômes ohthogonaux a é g u l i e m  p m  
p + l  

happoht  à c t e e 6  que  Hi = O, V i e J N ,  h t 2  S i 6 p. 

On duppode que  h t i  s n s p.  

S i  f est  u n  potynôme d e  degaé p th  au p h ,  d e o u  : 

Démonstration, ------------- 

i 1 On prend un polynôme a r b i t r a i r e  P de degré 2n-1 au  p l u s ,  qu'on 

d i v i s e  p a r  Pn. On o b t i e n t .  
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avec deg R(z) 5 n-1 e t  deg Q(z) 5 n-1. 

Donc c ( P ( z ) )  = c ( Q  pn) + c(R) = c(R) 

à cause de l ' o r t h o g o n a l i t é  de Pn. 

D'autre p a r t  : 

= R (Si) pour i E N, 1 5 i 5 m, 
( k )  / 

On peut i n t e r p o l e r  R aux po in t s  5 . .  On a  : 
1 

e t  p a r  conséquent : 

ce q u i  e s t  bi'& l e  r é s u l t a t  cherché.  

ii ) On prend un polynôme a r b i t r a i r e  P de degré p+h au p lus .  

On met encore P sous l a  forme 

Chap. 5 

avec deg Q(x )  S pth-n e t  deg R(x) S n-1. 



Donc c (P )  = c(Q Pn) + c(R) = c(R) d ' ap rè s  l a  1.17 5 ) .  

La s u i t e  de l a  démonstration e s t  l a  même que pour l e  i ) .  

cqfd. 

Remamue 5.1. 

Dans l e  c a s  i ) ,  l a  formule de quadra ture  n ' e s t  pas exac te  pour 

un polynôme de degré 2n e t  dans l e  ca s  i i )  e l l e  n ' e s t  pas  exac te  pour un 

polynôme de degré p+h+l ,  c a r  c(Q P ) # O d ' ap rè s  l a  p r o p r i é t é  1.17 i i ) .  n 

Nous a l l o n s  donner maintenant une express ion  de l ' e r r e u r  de qua- 

d r a t u r e .  Nous supposons l e s  polynômes P u n i t a i r e s .  i 

n e s t  supposé t e l  que h + l  5 n I p.  

On remarquera que s i  P e s t  or thogonal  r é g u l i e r  l e  raisonne-  h+2 
ment f a i t  c i -après  r e s t e  va l ab le .  

Les n r a c i n e s  5 .  de Pn, d 'o rdre  de m u l t i p l i c i t é  n pour j E N ,  
I i ' 

O S j S m ,  se ront  également notées  z pour j E H, O r j S n ,  en r é p é t a n t  
j '  

1 ' é c r i t u r e  des r a c i n e s  mu l t ip l e s .  

Donc s i  on pose : Iio = O 
j - 1 

i 1 no,  pour j c IN, 2 S j S m t l ,  
j s=i  

a l o r s  5 = e j i . i k  pour j E N ,  1 S j S m e t  
3 

pour k EN, 1 S k S n  
j * 
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Nous prenons l e  polynôme Pp+h+l-n dont nous notons l e s  r ac ines  

par  z n + l ~  - • 9 Z p+h+ 1 
Dans c e t t e  l i s t e  on re t rouvera  l'ensemble des ra-  

c ines  de Ph+l puisque P p+h+ 1-n (x)  = w (x )  Ph+l(x), où w (x )  e s t  un 
P-n P-n 

polynôme a r b i t r a i r e  de degré p-n . 
ième 

Nous supposerons que l a  (p+h+l) dérivée de f ( x )  e x i s t e  e t  e s t  

bornée dans l e  domaine fermé 6 qui  est l e  p lus  p e t i t  domaine convexe con- 

tenant  l e s  points  x ,  zi, pour i r N, 1 5 i < p+h+l. 

Soient P l e  polynôme d ' in te rpo la t ion  dfHermite de f basé s u r  l e s  

points  z .  pour i E lN, 1 5 i 5 p+h+l, e t  R l e  r e s t e  de l a  formule d ' in te r -  
1 

pola t ion .  

avec R(x) = Pn(x) Pp+h+l-n (x )  [x, zl, ..., z p+h+l 1 

où [x ,  zl, .... z 1 e s t  l a  différence d iv i sée  général isée d ' ordre  
p+h+l 

p+h+l de f basée s u r  l e s  po in t s  x ,  zi, pour i E N, 1 I i s p t h t l .  

Alors c ( f )  = c(P) + c (R) .  



d'après le théorème 5.2 puisque P est un polynôme de degré p+h. 

On obtient donc l'expression de l'erreur : 

c(R) = c(Pn(x) Pp+h+l-n (x) Cx, zl,. .. , z p+h+l 1). 

Nous considérons maintenant une formule de quadrature de Gauss 

associée au polynôme P qui est soit orthogonal singulier, soit quasi- n 
orthogonal. 

On suppose que P 
pr(n) 

(z) Phtl(z) et 

Les racines de w étant arbitraires peuvent être également n-h-1 

racines de P h+l' Nous adopterons la notation suivante : 

- 
n = n + 6 où 6 est l'ordre de multiplicité de la racine Si i i i i 

dans le polynôme Ph+l et ni celui dans le polynôme w n-h- 1 ' L'indice k sera 
numéroté de O à Si - 1 et les coefficients de quadrature associés corres- 
pondront aux racines provenant de Ph+l. Puis k sera numéroté de Si à 

n - 1 et les coefficients de quadrature correspondront aux racines de 
i 

Nous avons alors le théorème suivant. 
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Démonstration. ------------- 

Regardons ce que vaut la quantité suivante : 

pourk EH, fi S k I n  -1. i i 

(ni) 

Pn (Si) # O puisque Si est racine d'ordre de multiplicité n de Pn. i 

W n-h-l(z)-wn-h-l ( 5 . 1  1 

n. -k-s est un polynôme en z de degré n-n -h-ltk+s. 
1 

i 
(2-6,) 

Par conséquent la première expression du second membre est nulle 

à cause de l'orthogonalité de Phtl. 

La seconde est nulle, car w (5.) est nul. Donc X = O. n-h-1 i 

.-. 

-- 
avec htl = 1 ni. 

i=1 



D'après l e  théorème 5.2, c(Ln) = C ( L ~ + ~ ) ,  V f .  

m 6 .  -1 

- O ,  Vf, 
i=l k=o 

( n )  puisque A = O pour k É N,  Si S k ni-1. 
i ,k 

Par conséquent A ( n )  - (h+ l )  
i , k - A i , k  

Enfin pour k = 6 -1, nous avons : 
i 

(ni 1 
P h t l  

( c i )  e s t  non nul  a i n s i  que Y i ( c i ) .  

Quant é Qhtl, il n ' a  aucune rac ine  comnune avec P h t l '  

Donc Qhtl(Ei) # 0. 

cqf d . 

Nous pouvons étendre aux formules de quadrature l e  formalisme 

m a t r i c i e l  de l a  sec t ion  1.7 grâce aux beaux r é s u l t a t s  de J.  Kautsky C32al. 

Nous reprenons l e s  nota t ions  de l a  sec t ion  1.7.  

Nous avons x y(x)  = Jn y(x) t yn en. 

Nous posons Mn = Jn - h In 

Mn, i  = Jn - Ei In' 
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y,(") = P (x) a pour racines Ei d'ordre de multiplicité ni pour n 
ielN, l s i l m .  

1 
NOUS posons égaiement ri,k = y(k)(~i) 

J. Kautsky a montré que : 

= r pour k EN, 1 I k I n -1 
Mn,i ri,k i,k-1 i 

M r. = O  
n,i i,o 

et donc que r est un vecteur principal d'ordre k de J correspondant 
i ,k-1 n 

à la valeur propre ci d'ordre de multiplicité ni. 

Nous notons i4. les vecteurs principaux à gauche d'ordre (stl) 
1,s 

de la matrice Jn correspondants aux valeurs propres Si pour i l IN, 1 5 i 5 m 

Si nous posons q = c(y(x)) alors nous avons le théorème suivant 

S i  on considéhe les vectew~b pincipaux a gauche d'okdrre bupé- 

&Leuh a 1 td!6 que : 

T 
i3. r. 1,s i,ni-1 = O pow s IN, 1 s s ni-1, aeOM les coc{6icientd 



Nous rappelons les résultats classiques suivants sur la stabilité 

et la convergence d'une méthode de quadrature (cf. C61). 

Une méthade de qtmdmtme es t  &.te stable, s ' i l  existe M indépen- 

dant de n .tee qw.  : 

Une contii.tXon nécessudte et au(i(idante p o ~ h  qu'une méthode de 

qumîmtwte soi$ stable est  qu ' i l  existe M indépendant de n tet que : 

SoiA v un espace de Banach de 6onctLon6 lequd  c eôt dédinie. 

Une mmode de quadmtue est  &.te convagente AWL v s i  

lim c(L ) = c(f), Yf E V *  
n- n 

Une c o ~ o n  néces~udte et su((dante powt que : 
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Lim c(Ln) = ~(f), Vf E CJa, bl, e 6 w e  da Q o n c t i o ~  COWU 
n- 

4W Ca,bIavec / If1 1 = max If(x)I, ut qu'il &Ze M indépendun2 de n 
xéCa,bl 

t& que : 

Nous examinons à présent quelques cas de fonctionnelles par- 

ticulières. 

5.2 CAS D'UNE FONCTIONNELLE LINEAIRE SEMI-DEFIN I E  POSITIVE 

on suppose que HL') > O pour k E N ,  O r k r h+i, 

Les polynômes Pio) ont leurs racines réelles distinctes pour 

k EN, O a k r h + l .  

A l'intérieur du bloc H infini, on prend : 

On choisit les racines de w ~ - ~ - ~  ( 0 )  distinctes de celles de Ph+l. 
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Démonstration. ------------- 

Si on limite la fonctionnelle c a m  2h+l premiers moments, 
(k elle est alors définie positive, et les A pour i E N, O S i 5 k et i,k 

k E N, 1 I k S h+l sont strictement positifs. 

Dans ce cas : 

D'autre part, pour k EH, h+2 I k on a : 

n -1 m i h+ 1 
(h+l) 1 1 f IA!~)I = 1 IAi,k+l = c d'après le théorème 5.3. 

1,s i=l O i=l s=o 

cqf d . 

Nous considérons maintenant la fonctionnelle c (2n+1), la fonc- 

tionnelle linéaire c étant toujours semi-définie positive. 

Les fonctionnelles Vi E N sont semi -définies positives. 

D'après le théorème 3.3 les racines des polynômes orthogonaux 

réguliers Pk (2n+1) sont r6elles distinctes non nulles. 

Pour le bloc H infini, deux cas peuvent se présenter (cf. la 

propriété 3.3) : 

(1 1 
Hh+l = O, alors le bloc infini commence a la colonne (htl). 

Pour k S N ,  k 2 htl, 

2 n + 1  = w (XI  ~h~~+')(x), Yn c N. Pk k-h 
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i i )  

( 2 n t l )  On c h o i s i t  l e s  r a c i n e s  de wk-h d i s t i n c t e s  de c e l l e s  de Pk . 
( 1  

Hitl # 0 ,  a l o r s  l e  b l o c  i n f i n i  commence 3 l a  colonne h t2 .  

( i l  Hh+2 = O ,  Y i  EN.  

Pour k E N, k 2 h t 2 -  

On c h o i s i t  encore les r a c i n e s  de w 
k-h-1 d i s t i n c t e s  de c e l l e s  

( 2 n t l )  de Pk 

S i  lu 60nctionnetîe c es$ 6emi-dE{LnLe pobLtive, cleau t e s  

,jom.&es de piilrdhatune de G a u s  abociEea à ~ ( j  ), Y j  E N, *O& dtablea 

et convmgentes b u  C,Ca, b l .  

Démonstration. ------------- 

La fonc t ionne l l e  e s t  semi - d é f i n i e  p o s i t i v e  e t  l e  th6orème 

5.6 démontre l e  r é s u l t a t .  

i i )  

Pour k a NB 1 S k S h t l  noua posons : 

Pour k 2 ht2, 
- 

* A* . i L  ; . 
- - 
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n -1 m i 
( k )  

h+ 1 
d(h+ l )  1 - 1 I A . I = L  I i , k + l  - Mh+l  (cf. théorème 5.3). 

i=l s = o  1,s i=l 

Comme k e s t  f i n i ,  on prend : 

M =  sup (Mi) 
i É H  

l < i l h + l  

n -1 

Alors y lA!k)l 5 M, % E H ,  k 2  1. 
i=l s=o  1 , s 

ce q u i  démontre l e  r é s u l t a t .  

Le raisonnement e s t  ident ique  avec M = sup ( M i ) .  
1 eiN 

I S i S h  

cqf d . 

On a l a  conséquence immédiate du thgorame 5 .2 .  

LM doNN<Le6 de quadm.tme de Oauas asdooibed d c ( j )  pou j c N, 

sont exacted pom &UA poLynÔme de deghC qudconque, 
' 

4 s i  &es sont basCed s u  ( h t l )  p o M  au moinb dand Le CU oh 

a) AL U e d  sont basée6 s u  h point6 au moins p o u  i z 1 et ( h t i )  
( 1 )  pin?% au moins p o u  i = O ,  danb Le cu6 oh H~~~ = O. 



Vans te6 c o n U o n s  du wmeedirre 5 . 1 ,  les 60Mu de q e -  

Ite de Gausd ~ o n î  exades  UR C - R ,  RI  pwt .tade bondon ayant une AWe 
en t ihe  de /rayon de convertgence R. 

5.3 CAS D'UNE FONCTIONNELLE C L I N E A I R E  LACUNAIRE D'ORDRE s+l 

Nous supposons la fonctionnelle linéaire u ("+ l) définie positive 

et les fonctionnelles u (n*2)et définies et nous considérons le bloc 

suivant relatif à la fonctionnelle c. 

Nous avons alors : 

(n(~tl)+l-i)(~) - 
pk(s+l)ti 

(ntl)(xs*l) pour i c H, 1 S i S S. - x Uk 

- - - - - - . - (n(~tl)tlti)(~) - . -. - 

Qk(s+l) - t vk (n+i)(tstl) pour i c i ? ,  O S  i L s. 
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Puisque l a  fonc t ionne l l e  l i n é a i r e  u ("+') e s t  d é f i n i e  p o s i t i v e ,  

("+') a s e s  k r a c i n e s  5 
Uk l , n + l ' * * "  'k ,n+l  

r é e l l e s  d i s t i n c t e s .  E l l e s  s o n t  non 

n u l l e s  puisque l a  fonc t ionne l l e  u (nt2) e s t  d é f i n i e .  

(II) pour j CI,  1 i j S k  e t  & E N ,  O 6 i s l e s  Soient  6 ,n+l 

r a c i n e s  de P (n(s+i)+i) t e l l e s  que : 
k ( s + l )  

Soien t  B (k'ntl) pour j E IN, 1 5 j i k ,  l e s  c o e f f i c i e n t s  des  
j 

( n + l )  formules de quadrature de Gauss a s soc i ées  au  polynôme Uk 

Soient  A (k(s+l),n(stl)+l+i) pour j c W, 1 5 j 5 k ,  , O 5 R 5 s 
j ,II 

e t  i E W ,  O I i 5 S ,  l e s  c o e f f i c i e n t s  des formules de quadrature de Gauss 

a s soc i ées  au  ,polynôme P (n (  s+l ) + i + l )  
k ( s + l )  

Soien t  A ( k ( s + l )  , n ( s + l ) + l - i )  pour j N, 1 s j s k ,  f, N, 
j ,a. 

O 5 R S s e t  i E N ,  1 S i 5 S,  e t  pour j = O e t  O S II 5 i-1, l e s  c o e f f i -  

( n ( s + l ) + l - i )  
c i e n t s  des  formules de quadrature de Gauss a s s o c i é e s  au  polynôme Pk(s+l)+i . 

L' indice  j = O correspond à l a  r ac ine  O d 'ordre de m u l t i p l i c i t é  i. 

Nous a l l o n s  donner dans ce  ca s  p a r t i c u l i e r  des r e l a t i o n s  e n t r e  

l e s A  e t  l e s  B a i n s i q u e l ' e x p r e s s i o n d e  A 
j ,a j ' O , t g  

(k ,n+l )  
( k ( s + l )  , n ( s t l ) + l + i )  _ B. 

A 
j 

- 
) s-i pour j E N ,  1 S j 5 k ,  

pour R E H ,  O S R 5 s, 

pour i E N ,  O S i S S. 
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(k,n+l) 
(k(s+l)+i,n(s+l)+l-i) - B. 

A 
j ,a 

- pour j E IN, 1 I j S k, 

pour II EN, O I II I s, 

pour i E N ,  1 5  i I S. 

pour i E N ,  1 I i 5 S. 

ii) Pour j E N, 1 S j S k ,  nous avons : 
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iii) La racine O étant d'ordre de multiplicité i, on a : 

pour i E N ,  1 I i I s et R EN, O I R  2 i-1. 

Nous avons : 0 S i-R-1 S i-1 2 s-1 

En ef fet  : 
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et par conséquent toutes les dérivées d'ordre r avec 1 5 r s-1 sont 

nulles à l'origine. 

= 1 pour r = O. 

D'autre part : 

Enfin 

Si O 6 J?, s i-2, cette expression est nulle car x J?, (ntl)(xstl 
Uk 1 

ne comprend que des puissances q de x telles que : 

q-itl # O mod (stl). 

Donc A (k(s+l)+i,n(s+l)tl-i) = O pour r(, et 
0, J?, 

pour R E N ,  O S R S i-2. 

iv) 

cqfd. 



53. Cas d'une fanctionnel2e c l inéaire  tacunaire d'ordre s+l - 441 - 

S i  eu ~ o n ~ o n n ~ e 6  f i n é a h e s  u (n+l) u("+~) hont  d ~ d i n i e s  po- 
hLtLve.6 et h i  les  domuRe6 de quadhatwre d e  Caudd a ~ h o c i é e s  a th donc- 
fionn&e c (n(s+1)+2) ho& h ~ a b t e s  et convmgentes  d w  C,CO, b l ,  a l o u  
Ce6 bomuRe6 d e  q-e d e  Gauda a ~ h o c i é e s  aux donctionn&es f iné-  

c (n(s+l)+?+r) pOw . N, i 5 r s s hont  a t a b t e h  et c o n v ~ e n t e s  
4wL C,CO, bl. 

Démonstration. ------------- 

Pour obtenir des fonctionnelles c lacunaires les fonctionnelles 

u sont définies sur des intervalles finis [O, bl, (cf. Van Rossum. Lacu- 

nary orthogonal polynomials C49 1 ) . 
Les racines Ej des polynômes orthogonaux U (n+l) et 'j ,nt2 k 

et uLnt2) sont donc réelles distinctes non nulles et appartiennent 3 CO, bl. 

Il suffit de donner les relations pour les polynômes orthogonaux 

réguliers par rapport à c (n(st1)t2tr), puisque pour les polynômes ortho- 

gonaux singuliers ou quasi-orthogonaux on a les mêmes relations que celles 

obtenues pour le polynôme orthogonal régulier pr6décesseur (cf. le théo- 

rème 5.3). 
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Pour la fonctionnelle c (n(s+1)*2) nous avons par hypothèse : 

(k(s+l) ,n(s+l)+2) Z r vk EH. 
j=l R=o 

(k(s+l)+s,n(s+l)+2) (k(s+l)+s ,n(s+l)+2) 

j=l %=O 

Prenons la fonctionnelle c (n( s+1)+2+r) et utilisons le coroï- 

laire 5.3. On obtient : 

D'autre part, si s-r-1 2 O, 
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Enfin pour r = s nous avons : 

+ 

s Sup(b, 1). Mn+l. 

Nous aurons t r o i s  majorations par  rappor t  à un nombre ML:: f i x e  

en prenant M ( r )  - n+l - Mn+, Sup(b, (s-1)  .. . ( s - r ) ) .  

( k ( s + l ) + s  ,n(s+l )+2 
Ao,s-l I (s-1) ... ( s - r ) .  

cqf d . 

En ce qui  concerne l e s  c o e f f i c i e n t s  des formules de quadrature 

nous pouvons encore demontrer l e  théorème suivant  : 

SA c e6 t  lacunaine d t  okhe 2 ,  &OU pou deux a d n e 6  4ymt&ique6 
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Si 5, = O est hache, don oh&e de W p e i & G  n, est &pain 

Li) Si c es.t t&e pue co = 0 et û1 6onctLonneCCe e ( ~ )  = c ( l )  

Laeunaine dlot&e 2 ,  & o u  p o u  deux meines A ymeticiques Si eZ Eit1 MUA 

avo nb 

Si 5, = O est hacine, d o n  oh&e de W p f i c L t G  nl  ut pain et 

Démonstration. ------------- 

i Puisque c e s t  l acuna i r e  d ' o rd re  2 ,  a l o r s  l e s  b l o c s  de l a  t a b l e  P 

sont  de la rgeur  2 ( r + l ) - 1  e t  l e u r  angle  Nord-ouest e s t  occupé p a r  un poly- 

nôme p a i r  s u r  une diagonale impaire.  

Donc s i  O e s t  r a c i n e  de Pn, son ordre  de m u l t i p l i c i t 6  e s t  i m -  

p a i r ,  puisque Pn e s t  s u r  une diagonale p a i r e .  

D'autre p a r t  t o u t e s  l e s  r a c i n e s  non n u l l e s  de Pn sont  sym6- 

t r i q u e s .  

a )  S i  ci e s t  une r a c i n e  non n u l l e  nous avons : 
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Ensuite 
Z - 

1 

En effet le dénominateur des éléments composants 
1 

de degré n-ni+s. 

Au dénominateur il y a s termes excédentaires qui ne se simpli- 

fient pas avec ceux du numérateur lorsqulon fait z = Ci. 

En raison de la symétrie de Pn, à un terme 5. -5. correspond un 
1 1  

terme 5; + 5 si 5. # O. D1autre part nous avons des termes de la 
j' I 

forme ci t 5.  et enfin il y a des termes Ei seuls lorsque nous avons la 
1 

racine = O. 

Donc si au lieu de faire z = ci, on fait z = Ci+l, tous ces 
S termes sont changés de signe. Soit au total une variation en (-1) . 

1 1 Enfin nous posons Pn(z) = (z-Ei) (ztSi) Pn-îni (2). 

P,(z) - Pn(Ei> kts n i -  
Alors c ( ni -k-s ) =  c Cz-Ei) (,+ci) Pn-, 

( 2-Ei I 

I. S i  n e s t  p a i r  il ne r e s t e  que l e s  termes p a i r s  dans l e  dévelop- 

pement de l a  parenthèse,  puisque l e s  a u t r e s  sont  annulés par  appl ica t ion  

de l a  fonct ionnel le  c .  

Tous l e s  exposants de Si sont  a l o r s  de l a  p a r i t é  de ni+k+s. 

S i  n e s t  impair il ne r e s t e  que l e s  termes impairs e t  tous  les 

exposants de Ci ont  la p a r i t é  de nitkts-1. 

Donc en d é f i n i t i v e  on peut d i r e  q u ' i l s  ont l a  p a r i t é  de ntni+k+s. 



Par conséquent 

Pn(z)  - Pn(Si) n t n .  -k-s  P ( z )  - Pn(Ei+, ( (z-Ei )ni-k-s ) = 
1 

( n >  - D'où l e  r é s u l t a t  : Ai ,k k ( n )  - (-1) 

b )  Y1(z) e s t  un polynôme p a i r .  Donc t o u t e s  l e s  r a c i n e s  d 'o rdre  s 

impair de -* s o n t  n u l l e s  pour z = O .  S i  on pose Pn( z )  = z P ( z )  n-nl 

- 
où P est un polynôme p a i r ,  nous avons : 

n-nl 

Pn(z> ) = ' (ZktS  in-nI (e)) = O si l<+s est impair.  

Donc s i  k e s t  impair ,  A ( n )  
1 ,k 

= 0 .  

i i )  On peut cons idérer  que e - (O)  = C ( - l )  e s t  l acuna i r e  d ' o rd re  2 en 

f i x a n t  cml de façon  quelconque. 

Dans ce  c a s  Pn n ' e s t  or thogonal  r é g u l i e r  que s i  n e s t  p a i r .  

Ses r a c i n e s  sont  encore symétriques e t  s i  Cl = O e s t  r a c i n e  son o rd re  de 

m u l t i p l i c i t é  nl e s t  p a i r .  

a )  S i  $ e s t  une r ac ine  non n u l l e  l e  raisonnement e s t  s i m i l a i r e  

au i )  a ) .  

Nous t rouvons dans ce ca s  que : 



Cas d'une fonctirn de poids de Za fume x o (x )  - 447 - 

n - k+s i En e f f e t  dans l e  développement de (z-Ci) (z+Si) Pn-2n (2) 

i 

on ne garde que l e s  termes impairs puisque 6'0) e s t  lacunai re  d 'ordre  2. 

Donc l a  p a r i t é  des exposants des termes en Si e s t  n.-k-s-1. 
1 

Pour l e s  a u t r e s  termes de A!") il n1 y a  aucun changement. 
1 Yk 

On o b t i e n t  donc l e  r é s u l t a t  proposé 

k+s p b )  Dans ce  cas c ( z  ( z ) )  = O s i  k+s e s t  p a i r .  n  -n 
1 

(n Donc si k e s t  p a i r  A = 0 ,  
1 Yk 

cqf d  . 

5.4 CASD'UNE FONCTION DE POIDS DE LA FORME x 4 x 1  

Nous supposons que w(x) e s t  p a i r e  e t  pos i t ive ,  mais non iden t i -  

quement nu l l e  dans C - 1 ,  +11 e t  t e l l e  que w(x) dx e x i s t e .  J -1 

Nous déf in issons  l e s  moments ci par  : 

t1 
x w(x) dx, Y i  E N 

- 1 

Les fonct ionnel les  c  (2s)  sont  a l o r s  dé f in ies  pos i t ives ,  V s  r W. 

D'autre p a r t  nous introduisons l a  fonct ionnel le  l i n é a i r e  u  (SI 

t e l l e  que 

U(S) (X~)  = u - 1: i t s  u1.1 dx 
s t i  - T T -  

Cette i n t é g ~ a l e  e x i s t e  e t  l a  fonct ionnel le  u ( ~ )  e s t  dgf in ie  po- 

s i t i v e ,  Ys E N. 
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C 2 i t l  = 0 ,  car on in tèg re  une fonction impaire s u r  un i n t e r v a l l e  

symétrique. 

S i  nous posons x = t2, nous avons : 

puisque l a  fonction à i n t ég re r  e s t  p a i r e .  

cqfd. 

La fonctionnelle  c e s t  donc lacunai re  d 'ordre 2  e t  u-définie po- 

s i t i v e  e t  nous pouvons appliquer l 'ensemble des r é s u l t a t s  des fonc- 

t ionne l l e s  l i n é a i r e s  lacunai res .  

Nous avons donc : 

pour s e t  k €IN. 
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w est un polynôme arbitraire de degré 1. 1 

D'après le théorème 3.7 les polynômes {pk ( 2s) sont orthogonaux 

réguliers par rapport à la fonctionnelle c(~'), Vk E lit. 

Les polynômes P (2s+1) sont orthogonaux réguliers par rapport à 2k 

la fonctionnelle c (2s+1) , ~k E IN ; les polynômes P (2s+1) sont quasi- 
2k+ 1 

orthogonaux par rapport à la même fonctionnelle linéaire. 

(2s+1) sont nuis, D'après le corollaire 3.5, les déterminants H2k+l 

Yk E IN et Ys r N, et ce sont les seuls. 

(2s+1) ' O et H4k+2 < O, Yk E N .  

Démonstration. ------------- 

On utilise la relation de la propriété 3.16 qui donne H (2s+l) et 4k 

cqfd. 

(2s+1), p o ~ l  i r IN et s E N, hont  i r é e e ~ ~ ,  U- Les  iracina de  pÎi 
t i n c t e s  non nuReea, a y m ~ u e ~  povr m p p o M  à O et appa/Ltiennent à 

~ ' i n t w v d t e  [-1, +il. 
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Démonstration. ------------- 

C'est une conséquence de la propriété 3.15. 

cqf d . 

De la ~ropriété 5.1 nous déduisons pour j E N ,  1 5 j I k : 

B(i,s+l) 

A (2iY2s+2) = j 
j ,R 2 

pour R = O ou 1. 

A (2i,2s+l) 
j ,a 

pour R = O ou 1. 

(0) et puisque E j  ,s+l - - - (1) 
Ej  ,S+I on a : 

D'autre part puisque les fonctionnelles linéaires c (2s) sont dé- 

finies positives, les formules de quadrature de Gauss relatives à ces 

fonctionnelles sont stables et convergentes sur cm[-l, +Il. (cf. le 

corollaire 2.5 du livre de C. Brezinski). 

En appliquant le théorème 5.8 les formules de quadrature de Gauss 

relatives aux fonctionnelles c (2st1) sont également stables et conver- 

gentes sur cm[-1, +Il. 

Lea 6 o W e b  de q u a a h W e  de Gausa a6aociée.h a u x  6onctLonn&eû 
p o w  i E N, hont  aitabled et convpngentes AWL C_C-I, +II. 
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Remarque 5.2. 

D'après l e  théorème 5.2, en  u t i l i s a n t  l e s  r a c i n e s  des  polynômes 
( 2 s + l )  

'2i 
( 2s+1 ) , l e s  formules de quadrature de Gauss correspondantes et '2i+1 

son t  exac tes  pour t o u t  polynôme de degré i n f é r i e u r  ou é g a l  à 4 i .  E l l e s  

ne son t  pas  exac tes  pour des  polynômes de degré 4 i + l .  

E r r e u r  d e s  fo rmules  d e  q u a d r a t u r e  

On reprend l e  raisonnement f a i t  dans l e  c a s  généra l  en  l ' a d a p t a n t  

au  c a s  p a r t i c u l i e r  des  fonc t ionne l l e s  c 
( 2 s + l )  

Nous supposons l ' e x i s t e n c e  d'une ( 4 i + l )  ième dér ivée  de f ( x )  bornée 

s u r  C - 1 ,  +Il. 

C 
( 2 s + l )  

( R )  = c 
( 2 s + l )  ( 2 s + l )  ( 2 s + l )  

('2i '2i+l Ex, z l ,  ..., z 4 i + l  1) 

( 2 s + l )  
'2i+i (XI  = wl(x) P (2s+1)(x) e t  t o u t e s  l e s  r a c i n e s  de c e s  polynômes 2 i  

sont  r é e l l e s  d i s t i n c t e s .  

Dans l e  cas  de r a c i n e s  r é e l l e s  on a : 

f( 4 i + l )  
Cx, Z l , .  . . , z,+i+ll = ( 

(5)  
4 i + l )  ! 

où 5 appa r t i en t  au p l u s  p e t i t  i n t e r v a l l e  contenant  x e t  l e s  z . .  
1 

Donc 

Puisque f (4i+1) e s t  supposée bornée s u r  C - 1 ,  +Il,  on a : 



Chap. 5 

Donc 

(2stl) 2 (2s+1))2 < f(4i+l)(5) (p2i (2st1))2 m ( ~ ~ ~  < M ( P ~ ~  

c (2st2) est une fonctionnelle linéaire définie positive. 

Par conséquent : 

(2s+l) (2s+2)(x), alors : 
Puisque P2i ( x )  z P2i 

D'où on tire : 

avec 6' E C-1, tll. 



APPROXIMANTS DE PADE EN DEUX POINTS 

Les approximants de Pa& sont pris p a r  rapport à une série 

formelle au voisinage de l 'origine e t  leur comportement pour les  grandes 

valeurs de x laisse parfois à ddsirer, quand i l  n'y a pas tout  simplement 

divergence (voir  l 'exerple proposd dans l ' a r t i c l e  de Baker). Aussi l ' i d e  

e s t  venue de construire des a p p r o x i m t s  p a r  rapport à deux séries formelles, 

l'une au voisinage de x = 0, l 'autre au voisinage de l ' i n f i n i .  Nous parle- 

rons de séries formelles pour x p e t i t  e t  x grand pour conserver l e s  appel- 

lations anglo-saxones. 

La théorne des approximants de Pa& en deta points a surtout d t d  

introduite d partir des fractions continues, e t  essentiellement dee T-fractions 

(voir l e s  ar t ic les  de W .  Jones, W.  Thron, J .  Mc Cabe, J .  Murphy). Des relations 

de rdcurrence e t  des m&thodes de calcul ont d t d  prdsentdes dans ces art ic les  

uniquement dans Ze cas norma2. 

A. S id i  a prdsentê ces approxhznts sous une forme plus p d i s t e ,  

en ce sens qu ' i l  cherche l e  polpaôme du ddnorninateur, puis celui  du num4ratew 

de 2 'appro;cimnt. ht ee plaçant toujours dans le  cas normal i l  a donrd dee 

expreseions de ce8 d e w  polynômes sous forme de ddterminants 0 t  de nornbreueee 

relations de dcurrence dont i l  a déduit des scMma8 de calcul. 



Approxhma de Padé en de= points 

De notre coté nous avons abordé cet te  étude par l'intermédiaire 

des polynômes orthogonaux e t  de leurs associés par mpport à certaines fonc- 

tionne Zles lindaires . Cette façon de voir ces appmximnts  e s t  totalement 

originale e t  nous a perrrris de nous placer dans l e  cas général 02 la  table 

peut é tre  non n o m l e .  

Lh prendre section dé f in i t  les  approximnts de Padé en deux points 

e t  donne une équivalence entre l e s  poZyn8mes du déterminateur e t  les  polyn3mes 

orthogonaux par rapport à m e  fonctionnelle l inéaire,  e t  une autre équivalence 

entre les polynômes du nwnérateur e t  les  associés des polynômes prbcbdents par  

rapport à wze autre fonctionnelle l inéaire.  

Dans la  seconde section nous donnons l e  thdorème d'existence e t  

d'unicité de ces appro~mznts,puis nous présentons les  propriétés des blocs 

de Za table des approximnts de Padé en deux points, ainsi  que ce l les  des 

tables des polyn8mes du dénominateur e t  du numérateur. 

La troisième section é tab l i t  que l e s  hui t  relations classiques de 

récurrence sa t i s fa i tes  par les  polyn8mes orthogonaux sont également sat is-  

fa i tes  par leurs associés, corne approximant de Padé en deux points, avec 

l e s  mémes coef f ic ients .  

La quatrikme section présente les  propridtds des zéros des poZyn8mea 

P (x) e t  Qk,m(x), ce qui nous permettra de mieux déf inir  dans la  cinquikme 
k Sm 

section une table n o m l e  d'approximants de Pa& en deux points. Nous dtablirons 

dans cette dernière section une propridté remarquabZe d'une table nomnale, 

La sixidme section e s t  coneacrde d Z 'dtude du cas od Za fonctionnezze 

Zinkaire d (k-2m) eet  ddfinie positive. Nous donnons des propridtde concernant 

Zee adroe, Nous en ddduieons une condition ndceeeaire d'existence de ces fonc- 

tionne Z Zea. 

La eection suivante préeente l e s  polynbmee de kzurent ~ r t b g o n a u x  

introduite dans un papier de W. Jonee e t  W.  Thon  ; Zew but ktabt de reZier 

eee polyn8mes aux T-fractions, Noue montrons que Zee polynbmee de Lawent 

orthogonaux ee déduisent de fagon t m v i a l e  dse polyndmea orthogonaux ctaeeiquee. 

L'emploi dee polynbmee de Laurent conduit d deux relation8 de rkcurrence au 

Lieu drune eeute. 



Approxinxznts de Padé en deux points 

D'autre part i l s  ne permettent d'exploiter que l 'horizontale k = m de ta table 

&fin  la &termination des tables P e t  Q2 es t  abordde dans t a  
2 

dernière section. 



A p p r o d n t s  de Pa& en deux point8 Chap. 6 

6,l DEFINIT ION DES APPROXIWITS DE PADE EN DEUX POINTS, 

* 
Soien t  deux s é r i e s  fo rme l l e s ,  l ' u n e  L pour x p e t i t ,  l ' a u t r e  L 

pour x grand. 

On cherche une f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  

t e l l e  que : 

k 
L . ? ~ , ~ ( X )  - 8 (x) = O+(x ) avec O s k s 2m 

k ,m 

k La première express ion  O (x  ) s i g n i f i e  q u ' i l  y a coïncidence de  t ous  l e s  termes,  
t 

depuis  c e l u i  d 'exposant O jusqu 'à  c e l u i  d 'exposant  k - l i n c l u s  La seconde expres- 

s i o n  O (x k-m-1 - ) s i g n i f i e  q u ' i l  y a coïncidence de t ous  les termes depuis  c e l u i  

d 'exposant m - 1  jusqu 'à  c e l u i  ? ' exposant  (k-m) i n c l u s .  

On remarquera que ce s  deux r e l a t i o n s  conduisent  à un système l i n é a i r e  de 2m 

équat ions  à ( 2m+l) inconnues. 



nd finition 

Remarque 6.1. 

L'ensemble de toute l'étude qui est faite reste valable si les 

deux séries formelles sont respectivement : 

L = 1 c xJ pourxpetit avec V Z O  
j =-v j 

* 
L * =  1 c xj pourxgrandavec p 2 O 

j =-CO j 

L'approximant de ~ a d é  en deux points s'exprime alors sous la forme : 

où f (x) est l'approximant de Padé en deux points des deux séries formelles 
k 

suivantes : 

* j L1 = 1 (cj - C.)X pour x petit 
j =O 1 

--C 

j 
Lî = (c; - c.)x pour x grand 

j =-CO 1 

* 
avec la convention que = O s i j > v  

Convention. 

On prendra ai = O si j C O et j > m-1. 
J * 

On prendra c = O s i i <  O et c = O si i > -1, i i 
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L'appmxUnani de Padé en dewc po&a% m~%&kt lu ~q~téme6 

m 
(S2)  : = O p o m j ~  Z, k-m 5 j 5 m-1. 

i=o 

Démonstration. ------------- 

c'est à dire 

D'où le système (SI). 

c 'es t  à dire 

D'où l e  systame ( S 2 ) .  

cqfd. 



a? définira des fonctionnelles linéaires d'j) telles que : 

cles.t à dihe  que ce polynôme e b i  ohAhogonat pan q p o / L t  h la donctionn&e 
finE&e d (k-2m) 

Démonstration. ------------- 

On retranche dans (S ) les lignes de (S2) ayant le même indice j. 
1 

On obtient le système (SI : 

= O  pour j E Z, k-m S j S k-1. 
i=o 

c'est un système homogène de m équations 3 (mil) inconnues, dont la matrice est 

de Hankel, Par conséquent si P (x) existe, il est bien orthogonal par rapport 
3 d(k-2m) k ,m 

cqf d . 
Lorsque le polynôme P (x) est déterminé, c'est à dire lorsque les b sont 

k ,m j 
connus, on détermine le polynôme 8 (x) par le système suivant : 

k ,m 
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b - a  = O  pour j E N ,  O S  j S m - 1 .  E ' j-i  i j  
i = o  

Chap. 6 

* 
c ~ - ~  bi - a j  = O pour j E N ,  O r j i m - 1  

i = o  

* 
s o i t  encore c ~ - ~  bi - a  = O  pour j E N ,  O I j  S m - 1 .  

i=l j 

Démonstration. -------------- 
r' 

En e f f e t  on passe du système ((SI)  e t  ( S p ) )  au système ((SI e t  ( ( S I )  

ou (S" ) ) )  e t  v ice  versa ,  uniquement en f a i s a n t  de simples sous t rac t ionsent re  

deux l ignes  ayant l e  même ind ice  dans l e s  deux sous-systèmes. 

Le système r é s u l t a n t  e s t  obtenu en gardant une des deux l i g n e s  d 'or ig ine  e t  

l a  l igne  obtenue après  sous t rac t ion  ; t ou tes  c e l l e s  qui  ne son t  pas intervenues 

dans l e s  sous t rac t ions  sont conservées. 

cqfd. 

Dans l a  propr ié té  suivante nous exprimons l e  polynôme du numérateur en terme 

d 'associé  du polynôme dénominateur par  rapport  à une c e r t a i n e  fonct ionnel le  

l i n é a i r e .  

Nous posons 



Nous noterons c  l a  fonct ionnel le  l i n é a i r e  d é f i n k s u r  l ' espace  v e c t o r i e l p  

des polynômes t e l l e  que : 

* 
Nous noterons c  l a  fonct ionnel le  l i n é a i r e  d é f i n i e  s u r l ' e s p a c e  v e c t o r i e l p  

t e l l e  que : 

Démonstration. ------------- 
P ( X I - ~  ( t )  
k  ,m 

m - 1  
i > k,m - m - 1 - i  i - b m - l  + b m 2 ( x + t I  - + ... + b o (  1 x x-t 

t I 
i = o  

i i i-1 
puisque x  - t  = C  X 

i-1- j  
tj . 

x-t j =O 

P ( X I - P  ( t )  m - 1  m 
Alors : c (  k ,m k ,m ) =  1 ( 1 c  bi) tm- l - j  

X- t j=o i = o  j -i 
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2, 
m-1  m - l - i  i 

ii = bl t b 2 ( x t t )  t ... t b m ( 1 x t 1 
x-t i = o  

Donc 

? ( ~ - ? ~ t  m-1  m * 
C*( k * m  Y 1 = 1 ( 1  Cj- i  bi) t 

j 
x-t j=o i = o  

cqfd. 

Remaraue 6.2. 

S i  k = 2m, on retrouve l'approximant de Padé c las s ique  avec 

P ( x )  I P ~ ) ( x )  qui  e s t  orthogonal par rapport  à d(') q u i  e s t  a l o r s  2m ,m 
identique à c ,  e t  Q2m,m (x )  e s t  l e  polynôme associé  à P(o)(x)  m par  rapport  à 

c .  S i  nous notons f C m - l / m l  ( x )  l 'approximant de Padé c las s ique  on a par  

conséquent : 

6,2 EXISTENCE ET UNICITE DES APPROXIMANTS DE PADE EN DEUX POINTS, 
ETUDE DES BLOCS, 

Nous associons à la fonctionnelle d (k-2m) les déterminants de Hankel 

i 1 SL ~ m - ~ ~ )  i O, L f a p @ o W  de Pd6 on doux. poin-tô et6eridte et 

ut udque. 



LL]  si = 0 et 4i h ai l e  p& ghand eWeh $cl que h t l  < m 

(k-2m) * O ,  et b i  p eai .te p 5 ~  p~ entieh tet que p t i  > m et et Hk+l 

p-hi-1 
a) Peuh h+2 s m s p + l - d k ? h  (-2 ) b i  (p-h) est h p a i h  OU POWL 

-h+l h+2 2 s ~-ent ien (%) h i  (p-h) eoi p a i n ,  l l a p p o r O n a n t  de Padé rn 

deux p o i h  e d t e  et ai unique. 
On a : 

2m (XI ai t e  polynôme o,tthogond héguEieh de degiré h + i  pan t rappoa 

à k k  bonc.tionn&e f i n é d e  d (k-2m) (k-2m,o) et, do** Qk+l ( x )  est l e  polynôme 

(k-2m) asdooié à ph+1 (x) mppo)Lt à c ah m - i  < k s 2m, $(k-2m,o) 
k + l  ( x )  

eat l e  polynôme asbodi?  à ?h:;2m)(~) p m  happokt à. C* b i  O r k s m-1.  

(k-2m,o) S i  m-1  < k 5 2m on a m  ( x )  = x k (k-2m,o) 
Qk+l ( l / x ) .  

b l -h+l  Pow p t 2 - W m  (y) i rn r p d i  (p-h) eb$ h p a i h  ou p o u  

-h+l p+i-entieh ( r m r p h i  (p-h) eot p h ,  l ' a p p o x h a n t  de Padé en deux 

points  n ' e x h t e  pas. 

Démonstration. 

i) On u t i l i s e  l a  p ropr ié t é  1.14.Le polynôme P (x )  e s t  déterminé à 
k ,m 

un fac teur  m u l t i p l i c a t i f  près.  S i  on rend P (x) u n i t a i r e ,  il e s t  a l o r s  
k ,m 

déterminé de façon unique. 

L'associé e s t  a l o r s  déterminé également de façon unique. 

Par conséquent, ltapproxirnant de Padé en deux po in t s  e x i s t e  e t  e s t  unique. 
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ii), b) D'après la propriétél.14, on s.ait que, dans ce cas, le polynôme 

(k-2m) (x) n existe pas. Par conséquent 1 'approximant de Padé en orthogonal Pm 

deux points n'existe pas. 

ii), a) Toujours d'après la propriété 1.1% on a : 

où w (k-2m 
m-h-1 ( x )  est un polynôme arbitraire de degré m-h-1 et P h+ (k-2m)(x) 1 est 

le polynôme orthogonal régulier par rapport à d(k-2m) qui précéde P m (k-2m)(x), 

Cherchons quelle est la forme du polynôme 8 (x). 
k ,m 

(k-2m) (k-2m)(x) - w (k-2m) 
W m-h-1 Phtl m-h-1 (t) (t) 

Qk,m(t) ' C( 
x-t 

w m-h-1 (k-2m)(x) - w (k-2m) m-h-1 = c( (t) (k-2m) 
Ph+l (XI 

x-t 

(k-2m) (k-2m) 
Ph+l (x) - Ph+l (t) 

+ w (k-2m)(t) c( m-h-1 ) 
x-t 

W 
(k-2m) (XI - W (k-2m) 

= d (k-2m) 2m-k m-h-1 
(x ( 

m-h-1 (t) (k-2m) 
) Ph+l (x) x-t 

(k-2m) (k-2m ,O) 
+ W  m-h-1 (t) Qhtl (t). 

(k-2m) (k-21111 (t) 
2m-k Wm-h-l (x) - Wm-h-l 

x ( ) est un polynôme en x de degré 3m-k-h-2. 

Or d'après la propriétél.17, on a : 



Existence et wlicitd 

d (k-21n)(~j Pk+l (k-2m) (XI) = O pour O s j s p-1. 

Puisque P (k-2m)(x) est orthogonal singulier, on a m-h-1 < 2 . m 

En ajoutant la condition k > m-1 on trouve : 

Par conséquent, il nous reste : 

(x 
et l'approximant f (x) vaut 

k ,m 
. Il est donc unique. 

?( k-2m) 
h+l (XI 

ler cas. 

On suppose que P (k-2m)(o) * 0, c'est à dire que ce polynôme est à 
h+l 

l'ouest ou au nord ouest du bloc P, soit encore que Y(~-~~)(x) est à l'ouest 
h+l 

ou au nord ouest du bloc W. 

On a : 

puisque tous les polynômes sont identiques sur le côté ouest d'un bloc P. 

Alors ?(k-2h-2) (x) est orthogonal par rapport à la fonctionnelle linéaire y (k-1) 
h+l 

qui est telle que : 

Y (k-l)(xi) - - %-l-is Vi E: IN. 

* i On a également c (x ) = -y (k-l)(xi+k), Yi Ni 

Nous avons 3 (x) = y(k-2m) "'(k-2k-2)(x) avec ~(k-Zm)(~) w = m-h-1 w(k-2m) -1 
k ,m m-h-1 Ph+l m-h-1 m-h-1 ( x  1. 
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Q(k-2m) Q( k-2h-2) Q(k-2m) 
'L 

W * m-h-1  ph+^ (x) - Wm-h-l (t) 
Alors Q (t) = c ( 1 

k,m x-t 

~(k-2m) ( t) ~(k-2m)(~) - , 
= -y (k-1) (xk (m-h-1 m-h-1 ) p(k-2h-2) 

h+ 1 (x) 
x-t 

'L % 
(k-2h-2) (k-2h-2) 

Ph+l (x) - Ph+l (t) 
~(k-îm)(~) .*( + w  
m-h-1 1 

x-t 

En utilisant l'analogue de la propriété 1.17pour les polynômes W, on a : 

% 
où p est tel que Wz, (k-l)(x) appartient au bloc w et w,,, (k-i) (x) est orthogonal 
régulier. P p+l 

~(k-2m)(~) - ;(k-2m) 
k Wm-h-l m-h-1 (t) Or x ( ) est un polynôme en x de degré k+m-h-2. 

x-t 

'L 
(k-2m)(o) * O on a m-h-1 5 p-m ; en effet le bloc W est décalé d'une Puisque Ph+l 

rangéevers le haut par rapport au bloc P. Cette inégalité associée à O S k S m-1 

donne : 

Par conséquent : 

puisque 



W s t e n c e  e t  unicité 

2e cas. 

(k-2m) s (k-2m+s) (k-2m+s ) 
On suppose que P h+l (x) = X Ph+l-s (x) avec P 

h+l-s 
(O) f O. 

(k-2m) Alors (x) = p(k-h+s k+l-s (x) = .p( k-2h-2+2~) 
h+l-s (XI. 

Ce dernier polynôme est sur l'antidiagonale k-1. Il est orthogonal régulier 
(k-1) par rapport à y . Il est à l'ouest ou nord-ouest du bloc W. 

'b Alors p = 2m-1-h. 
Par conséquent, la conclusion du ler cas reste valable, c'est à dire que 

W 
'~(k-2m) ~(k-2m)(~) - 

(k-1) ( Xk m-h-1 
( 

m-h-1 (t) %(k-2k-2+2s) = O 
-Y 

x-t 
) Ph+l-s 

cqfd . 

Remaraue 6.3. 

(k-2m) Quand Hm L O, on peut exprimer 8 (x) et ak,,(x) sous forme 
k ,m 

de déterminant (cf. Théorème 2.1 et 2.9 du livre de C, Brezinski). On retrouve 

naturellement deux expressions analogues a celles proposées par Sidi dans 
son article (cf. Théorème 3 ) .  
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où D e s t  une constante a r b i t r a i r e  non n u l l e ,  
k ,m 

P ( X I - P  ( t )  
S i  m-1  < k s 2 m ,  Q ( t )  = c (  k ,m k'm ) avec c  = d (0 )  e t  

k ,m x- t 

Par conséquent : 

8 (XI - 8 ( t )  * k , m  k ,m * s i  O r k s m-1,  8 ( t >  = c ( 1 avec c = - 
k ,m -1-i d-l-i 9 Vi E BI. 

x- t 

Donc : 



Existence et wzicitc? 

On app&aa MtabLe PZ la -table danh 4 u e e C e  d o n t  k a n g h  poly- 
nômeb P (x) d e  Lu maniehe buivante. 

k ,m 

Cette .tuble Pz es$ donc une. pamXe de la tuble  P da pokjnômes okthogonaux 
p a ~  ~ p p o h t  aiu d o n c ü o n n c t t e s  f inéaines POU i E Z. 



Approximants de Pa& en deux points Chap. 6 

POU Mn.@mM ~ g a t e m e n t  polynômes $k (x) da>i6 une *able ?2, q ~ ~ i  a t e  
,m 

néme agencement que La a l e  PZ, aoisi que les  polynümes 8 (x) daru une table 
k ,m 

$2et l e s  po&nômes Q (x)  ch^ une .table q2. 
k ,m 

End& le s  appfwwmnts de Pade en deux p o u t t s  fkqm(x) denont i i a n g b  de 6qon 
andogue  da^ une table F ~ .  

Remaraue 6 .4 .  

Nous avons préféré cette définition pour ces tables à celle propo- 

sée par Sidi, car la structure des blocs de la table P est conservée dans le 

table p2. 
En particulier à un bloc P de la table P correspond un bloc P dans la table 2 
P qui est l'intersection de la table P2 et du bloc P. 

2 
2, 

L'emplacement dans la table P (respectivement Q 
2 

, 3 )  correspond à ce bloc P 
2i 2 

sera appelé bloc P2 (respectivement Q 

Le théorème 6.1 donne le contenu des blocs Q dans le cas des poly- 
2 

nômes associés aux polynômes orthogonaux singuliers. Nous allons nous intéresser 

maintenant aux associés des polynômes quasi-orthogonaux. 

Si un 6loc P UR: a h h é  eniXé/rm& dans la p d e  m < k, ou 4 i  un 

bloc P est  aLtuZ W h e m e n t  dans La p&e k s m-1 que bon cÔ2d oue6.t 

du bloc $2. 



Existence et wzicitd 

On considère l e  bloc P suivant avec m t  < kl. 

On sait d'après le théorème 6.1 que : 

W 
(k-2m) (k-2m) 

d (k-2m) 2m-k m-h-1 
( 

(x) - Wm-h-l 
(x 

(t) (k-2m) 
) Ph+l (XI) O x-t 

pour 3m - 2 - h - k s p-1 et que cette condition est toujours satisfaite 
au-dessus de llantidiagonale principale du bloc P 2 ' 
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O r  m < k ent ra ine  3m - 1 - h - k 5 p-1. Par conséquent, l a  p ropr ié t é  e s t  encore 

v ra ie  pour l ' an t id iagonale  p r inc ipa le  e t  a  f o r t i o r i  pour t o u t  l e  bloc a2. 
En e f f e t ,  l a  p ropr ié t é  e s t  v r a i e  pour l a  l igne  supérieure.  E l l e  e s t  donc v r a i e  

pour t o u t e  colonne. Quand on parcourt une colonne m cons tante ,  l a  quan t i t é  

h + k + p r e s t e  constante.  Par conséquent, l a  condit ion 3m - 1 - h - k I p-1 

e s t  toujours  s a t i s f a i t e .  

On prend P ( x )  quasi-orthogonal, c'est à dire tel que m-h-1 2 2. On le 
k ¶m 

prend sous la diagonale principale du bloc W correspondant, c'est à dire tel 
fb Yi 

pue m-2-1 < 9 , 



Existence et unicité 

Q(k-2m) 
W 

Q( k-2m) 
(k-1) (Xk ( m-h-1 (x) - W 

m-h-1 (t) -Y ) '#(k-2m) k+l (XI) 
x-t 

'L 

Onsaitque : v  ( x ) = x  h-h l'(k-2m)(x) est orthogonal par rapport à 
k ,2+1 Ph+l 

y (k-1) , d'après la remarque 4.5. Il est au sud du bloc W. 

Donc, 

'L 

Y (k-1) j xh-h Q(k-2m) 
(x 

'L 

Ph+l (XI) = O pour j EN, O < j s p-1 

Q( k-2m 1 %( k-2m) 
Q W  

k-hth ( m-h-1 - W  m-h-1 (t) si k-$th 2 0, alors x 1 est un polynôme de degré 
x- t 
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'L 
Vér i f ions  que k-h+h e s t  p o s i t i f  ou nu l .  

(k '-2h-2)(x) est l e  polynôme s i t u é  au bas du c ô t é  oues t  du b loc  P ,  on a : Si Ph+l  

Par  conséquent, s i  P (kt-2h-2) 
h t l  

appa r t i en t  à l a  t a b l e  P a l o r s  : 
2 

'L 
k t  = k - h t h > O,  s inon k' < 0. 

O r  p a r  hypothèse P (k t -2h -2 )  appa r t i en t  à l a  t a b l e  P2. 
h + l  

'L 'L 

p-h e t  k < m-1. Nous avons i c i  m-'k-1 < - 
2 

5 'L 
Donc m+k-htl s p-1. Ce q u i  en t r a ine  que : 

~ ( k - î m ) ( ~ )  d k - 2 q x )  - w W (k-1) ($-&h m-h-1 
( 

m-h-1 i\i-h %(k-2m) 
Y ) X  P h t l  (XI) = O 

x- t  

En p a r t i c u l i e r ,  l a  p r o p r i é t é  e s t  v r a i e  pour l a  d e r n i è r e  l i g n e  du b loc  P 
2 ' 

E l l e  e s t  donc v r a i e  pour t o u t  l e  b loc .  En e f f e t ,  on prend une colonne m 
?, 

f i x e .  Pour tous  l e s  polynômes quasi-orthogonaux de  c e t t e  colonne,k-h e s t  une 
5 CL 

cons t an te .  Par conséquent,  mtk-h s p-1. 

La p rop r i é t é  e s t  v r a i e  pour  tous  l e s  polynômes quasi-orthogonaux. Comme e l l e  

e s t  v r a i e  pour t o u s  l e s  polynômes orthogonaux s i n g u l i e r s ,  e l l e  e s t  v r a i e  pour 

t o u t  l e  bloc. 

cqfd. 

On considère maintenant l e  b loc  P .  



( kl-2m' ) (k2-nit 

Pm' (x) est dans l'angle Nord-Ouest du bloc P et Pm, (x) est au bas 

du côté ouest de ce bloc. 

.L 1 (k-2m) S i  k r m-1, a tou*  ment wm - ,-, (k-2m)(~) âu bloc p2 

~(k-2m) cornespond un &%ilment wm-,-, (t) ndh+l (k-2m90)(t) du bloc a2. 

Démonstration. -------------- 

i Si k S m-1, on prend le polynôme P (x) sur la diagonale principale 
k ,m 

du bloc, 

On examine ce que deviennent les résultats de la démonstration du theoreme 6.1, 
'L 

Dans le premier cas on a : m-h-1 S ptl-m puisque P 'L (x )  est dans l'angle 
k ,p+l 

Nord-Est du bloc P2. 
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Dans l e  second c a s  on a : 

Chap. 6 

Par conséquent,la p ropr ié t é  e s t  encore v é r i f i é e s u r  l a  diagonale p r inc ipa le .  

Alors, par  un raisonnement analogue à c e l u i  de l a  p ropr ié t é  6.5 i i ) ,  l a  pro- 

p r i é t é  e s t  vra ie  pour t o u t e s  l e s  colonnes de l a  p a r t i e  du bloc P t e l l e  que 2 
k '; m-1. 

ii) On s a i t  que l a  p ropr ié t é  e s t  v r a i e  pour l e s  polynômes orthogonaux 

s i n g u l i e r s  ; donc e l l e  e s t  v r a i e  pour l e s  colonnes correspondantes dans l a  

p a r t i e  du bloc P t e l l e  que k > m-1,  c ' e s t  à d i r e  t e l l e  que m '; k 
2 2 ' 

iii) S i  k > m-1  e t  m = k2+1, on prend P ( x )  s u r  l a  diagonale p r inc ipa le  
k ,m 

du bloc P. On reprend 1 ' expression de Q ( t  ) donnée dans l a  démonstration de l a  
k ,m 

propr ié t é  6.5. i ) .  

On a i c i  : 

c ' e s t  à d i r e  : 

Par conséquent, 

d 'après l a  p ropr ié t é  1.17 i i )  . 
Par un raisonnement analogue à c e l u i  de l a  p ropr ié t é  6.5 i ) ,  l a  p ropr ié t é  

n ' e s t  pas vra ie  pour c e t t e  colonne m = k2 + 1 dans l a  p a r t i e  du bloc P2 t e l l e  

que k > m-1. 



Existence et unicitd 

Remarque 6.5. 

S i  on r e p o r t e  s u r  l e  b loc  l e s  r é s u l t a t s  de  c e t t e  p r o p r i é t é  on 

a : 

- 0  - - 0  - 

La proPrliété e s t  
P a r t i e  pour l a q u e l l e  v r a i e  dans l a  p a r t i e  
ne peut  r i e n  d i r e .  simplement hachurée. 

La p r o p r i é t é  e s t  f a u s s e  dans l a  
p a r t i e  doublement hachurée. 

Nous supposons désormais l e s  polynômes P (x) u n i t a i r e s .  
k,m 

L e s  polynômes 8 (x) à l 'oues t ,  au nokd-ouest et au nohd 
k,m 

d'un bLoc a2 6 0 n t  &UA iden t i yuu .  

Démonstration. ------------- 
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(kl-2m' ) 
___-______-__----_--- 

'ml 
P 
k2  , m l  +k2-kl 

I 

Chap. 6 

'b 
Les polynômes P ( x )  s i t u é s  au nord, nord-ouest ou ouest  de c e  

k Ym 

bloc P sont tous  identiques,  donc également l e u r s  associés  8 k ,m par rappor t  

à l a  fonctionnelle  c* . 

Les polynômes ? ( x )  avec m = m l  et  kl S k 5 m l - 1 ,  ou avec 
k ,m 

k l S k 5 k 2 e t m = m t  t k -  k19 sont  tous ident iques ,  donc également l e u r s  
* 

associés  8 (x )  par rappor t  B l a  fonct ionnel le  c  . 
k ,m 

D'autre p a r t ,  l e s  polynômes P ( x )  avec m = m' e t  m t  5 k 5 k2 sont  tous  
k ,m 

identiques,  donc a u s s i  l e u r s  associés  Q (x )  par  rapport  à l a  fonct ionnel le  
k ,m 

c. Par conséquent, l e u r s  transformés 8 son t  également tous  identiques.  
k ,m 

Montrons que 8 , , (XI 8m1-1,m1 ( x ) ,  e t  nous aurons a i n s i  l ' i d e n t i t é  des 
m ,m 

polynômes 8 des  deux ensembles. 



Existence e t  un ic i tb  

On retranche de la dernière ligne la somme des m' premières lignes respective- 
i 

ment multipliées par t , pour i 6 IN, O 5 i s m'-1. 

On a donc : 

D'autre part : 

Or on a : 
'mt ,m 1 (x) pml-l,ml (x). Donc il y a identité des coefficients de 

même exposant. 

Par conséquent : 
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2, 
Pour l e s  mêmes ra i sons  que dans l e  b), tous  l e s  polynômes Q du c ô t é  

oues t  e t  nord-ouest du b loc  sont  identiques.  

I l  f a u t  examiner l e  cas des polynômes qui  sont  au nord du bloc. 

Considérons deux polynômes consécut i fs  s u r  l e  cô té  nord ou l ' ang le  Nord-ouest 

du bloc P2. On a : 

avec 

k t 1 5 k S k  e t m = m l + k - k l .  
1 2 

On a donc i d e n t i t é  des c o e f f i c i e n t s  de x3, pour j E N, O I j s m, dans l e  

développement des deux déterminants.  

(k-2mtl) = O De plus Hm 



Existence et unic i té  

Puisque P 
k ,m (x) et Pk-l,m-l 

(x) appartiennent à la table P on a : 
2 

m-1 < k s 2m et m-2 < k-1 s 2m-2 

c'est à dire que l'on a : 

Alors le déterminant D est nul 

En effet parmi les m ~remières lignes de D figure la ligne d -1, do, • 9 

dm-l* 
On la retranche de la dernière ligne. Il vient : 

m-1 Par conséquent, le coefficient du terme en t de 8 (t) est nul et donc 
k ,m 

- $,m(t) l m  1 (t) du fait de l'identité des coefficients de xJ de P (x) 
k ,m 

et x P 
k-1 ,m-1 (XI. 
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2, 

Donc l e s  polynômes Q sont  tous identiques sur l e s  côtés  Nord, Nord-Ouest 
2, 

e t  Ouest des b locs  Q2.  

cqfd . 

Remarque 6.6. 

2, 
Nous déf in issons  une t a b l e  Q comme é t a n t  l a  t a b l e  q u i  e s t  associée 

à l a  t ab le  P de t e l l e  s o r t e  qu 'à  t o u t  polynôme P 
(k-2m) (x)  on associe  l e  poly- 
m 

y(k-2m) ( t )  - ( x )  - 
m 

nôme 8 = c*( ) s i  k I m - 1  e t  l e  polynôme 
x-t 

(k-2m) (k-2m)(t-l) 'XI - Pm 
) s i  k > m-1 .  

- 1 
x - t  

5 
Les blocs Q ont  l a  même pos i t ion  que l e s  b locs  P .  

'L 
Alors l e s  a )  e t  b )  de l a  propr ié té  6.7 sont  v r a i s  pour l e s  blocs Q. 

Par contre, s i  on a un bloc P qu i  e s t  coupé s u r  son cô té  Nord par  l a  diagonale 

O correspondant à l a  fonct ionnel le  d"), l a  p ropr ié t é  6.7 n ' e s t  v r a i e  que 
5 5 

pour l e s  seu l s  polynômes Q appartenant à l a  t a b l e  Q2. 

Ils sont  en généra l  d i f f é r e n t s  des polynômes 
2, 8 qui  sont  s i t u é s  hors de l a  t a b l e  Q s u r  

2 
l e  côté  Ouest, Nord-Ouest e t  Nord du bloc 8. 



Dans le théorème 6.1 nous avons trouvé que dans un bloc P si 
2 ' 

P (x )  est orthogonal singulier par rapport à d(k-2m), alors l'approximant 
k ,m 
de Padé en deux points est : 

avec H (k-2m) h+l (k-2m) = O pour j c N, 1 5 j 6 m-h-1. ' O et Hh+j+l 

(x) 
Nous allons chercher à quelle condition représente un approximant 

de Padé en deux points fk,,h+l(x). 

d e  Pade en deux point4 fk, ,htl(~) et fkSm(x) = fkl ,h+l(~). 

Démonstration. ------------- 

i Considérons d'abord le dénominateur. 

(k-2m) ( x )  est un polynôme de degré (h+l ) , orthogonal régulier par rapport à Ph+l 
la fonctionnelle d (k-2m), On désire avoir : 

On doit donc avoir k1 = k-2m+2h+2. 
Pour que Pk ' ,h+l (x) appartienne à la table P2, k1 doit satisfaire la relation 

O S k' S 2ht2. 

k1 S 2t2h est toujours satisfait puisque k S 2m. 

Il reste donc k1 2 O. 

k' < O signifie que le bloc P2 est coupé par l'antidiagonale k=O de la table Pz. 
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Dans le cas où k t  = k-2m+2h+2 2 O, montrons que 

Chap. 6 

$(k-2qx) - p - 2 m )  (t) 
* h+l h+l 

On a : (t) = c ( 1 
x-t 

2, 
? * k1 ,h+l (x) - ,h+l (t) 

Qk' , h+l (x) = c ( x-t 1 

Par conséquent : 

On a alors : 

(k-2m,0) 
Par conséquent Qk , , h+l (t) = Qh+l (t) et également leurs transformés 

On a encore : 



C) S i  m-1 4 k I 2m et O < k' I h. 

On a dans ce cas : 

(k-2m)(x) - (k-2m)(t) 
(k-2m,0) 

(t) = c( Ph+l Ph+l 
Qh+l x-t 1 

% * 3 k',h+~(~) - ?k',h+l (t) 
Qk' ,h+l (t) = c ( 1 

x-t 

(d est à 1 'ouest ou au nord-ouest du bloc P. 1. si Pk' ,h+l 

Dans ce cas on sait, d'après la propriété 6.7, que tous les poly- 

nômes 8 qui sont à l'ouest ou au nord-ouest du bloc sont identiques. 

Les polynômes P sont également tous identiques à l'ouest et au nord-ouest 

du bloc P2. En particulier : 

et par conséquent 

et donc 

D'où le résultat. 

On remarquera que la relation (t) reste valable même 

si P(~-~~)(X) est en dehors de la table P2. htl 
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2 -  S i  Pkt ,htl (x) e s t  au nord du bloc P. 

Nous avons P h+l (k-2m)(x) i x P(~-~~+')(x), h ce qui entraine (kt-2h-1) = O %+l 

Q(k-2m,O) ~(k-2m+l,O)(~) 
Nous allons montrer que Q (x) - Qh h+ 1 

Puisque ,h+l (x) est au nord d'un bloc on a : 

(XI = 1 

(k' -2h-1) 
Hh 

(kt -2h-2) (k' -2h-2) 
Hh+l ' O' Hh+l+ j 

= O 

............................ 
dkt -2h-1 dk' -h-1 

I I 
I I 
I I 

............................ 
dkt -h-2 dk' -2 

h-1 h-1 
O doth-l doth-2 + dlt ----- 1 diti 

i=o 

pour j €IN, 1 S j S 2 (m-h-1) au moins, car P (x) est orthogonal singulier. 
k ,m 

(kt -2h-2) 
En particulier, si on prend j = m-h-1 on a Hm = O. 

D'autre part m-1 < k s 2m entraine que 2m-k 5 m, et 2m-k = 2h+2-k' et 
kt s h entrainent que 2m-k 2 ht2. 

Par conséquent (kt-2h-2) - (kt-2h-2) = 
H2m-k - H2h+2-kt 



§2 

Alors : 

Ex& $ence et unicité 

sinon d'après le corollaire 1.1 onaurait (k'-2h-2) . 
H2h+2-k1 O. 

Comme H (kt-2h-1) 
h+l = O o n a :  

ce qui entraine que : 

Ltidentit6 de Phtl (k-2m)(x) et x Ph (k-2mti) (x) conduit a 1 l identit6 de. coefficients 
m 

1 (XI = 
(k' -2h-2) 

Hh+l 

des termes xJ . 

................................ 
dk' -2h-2 
I 

dk ' -h-1 
I 

I I 
I I 

I ................................ 
dk' -h-2 dkl-l 

h-1 
O O doth-l d th-2 + d th-1 ---- diti 

O 1 
i=o 
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Par conséquent : 

2,(k-2m,0) - 2,(k-2m+1,0) 
Q h t l  (x) = Qh (XI. 

Cet te  r e l a t i o n  r e s t e  v r a i e  même s i  P ( ~ - ~ ~ ) ( X )  e s t  en dehors de l a  t a b l e  P h t l  2 ' 

Par conséquent onremonte avec c e t t e  r e l a t i o n  jusqu'à l ' a n g l e  Nord-Ouest 

du bloc 3. 
D'après l a  remarque f a i t e  à l a  f i n  du c )  1) de c e t t e  propr ié té ,  on a i d e n t i t é  

%(. $0)  e n t r e  Q e t  3 l e  long du côté  ouest .  

Puis ,  on applique l e  b)  de l a  p ropr ié t é  6.7 qu i  e s t  également va lable  en dehors 
2, 

de l a  t ab le  Q,. Sur l e s  c ô t é s  Ouest, Nord-Ouest e t  Nord du bloc il y a iden- 
L 

t i t é  de tous les polynômes 8. 

Par conséquent : 

D'où l e  r é s u l t a t .  

cqf d . - 

On a p p u w  b l o c  F2 Pa hifunion d e  l a  m e  d e  .ta h 6 l e  F i  qu i  coh- 
.>rupond au b l o c  P2 et des p & ~  qrU cornespondent aux  c ô t e s  No&, N o h d - O u ~ t  
& Ouest du b l o c  Pz. 

- 
NO N 

O Bloc P 



Existence et unicitd 

D m  un bkbc F2, ~ O U A  l e 6  appoxOnant6 de Pade en d u  poutts 
4 ~ &  u-de4au6 de l ' w ~ ~ a g o n d e  q u i  c o ~ u p o n d  LI l1aru5diagonde p h c i -  

p d e  du bloc P a o n t  iden*.tiques, l o ~ ~ q u ' o n  l e s  a mA AOUA dome Lmtduot i -  

b l ~ .  

Le théorème 6.1 e t  l e s  p ropr ié t é s  2.1, 6.7 e t  6.8 démontrent 

ce  c o r o l l a i r e  même s i  l e  polynôme P (k-2m) 
h + l  

e s t  en dehors de l a  t a b l e  P2, c a r  

l a  démonstration du c )  de l a  p ropr ié t é  6.8 montre que l ' o n  a encore 
'-b 

c h : ; 2 m y 0 ) ( x )  identique à un polynôme Q du côté  ouest .  

cqfd . 

Les propr ié tés  6.5 e t  6.6 a i n s i  que l a  remarque 6.5 permettent 

de compléter ce c o r o l l a i r e  en prenant l e s  éléments q u i  sont  dans l a  p a r t i e  

( k-2m) quasi-orthogonaux . qu i  correspond aux polynômes Pm 

S i  un bloc P e s t  entiérrement dans lu pwdie m < k, ou s i  un bLoc P 

e s t  a&~é &&ement dans La p d e  k s m-1 t& que tout aon côté ouest ne 

do*t tm h o u  de lu a b l e  Pz, u&u t 0 u . t ~  Les dmctions nat ionndes  du bloc 
F 1  sont iddenüques louqu lon  l e s  a d e s  s o u  dome . h e d q d t x e e .  

Démonstration. ------------- 

C f  e s t  une conséquence immédiate des p ropr ié t é s  6 .5  e t  6.8. 
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Dans l e s  c o n W n 6  de h p m p ~ é t é  6.6 l e s  @.zctions Wonn&e.b 

q u i  comapondent au côté Nond, Nond-Ouut et O u u t  du bloc PZ, &i que c & u  

q u i  6 c &ouvent dan6 Pa w e  du bloc FI q u i  comtes pond à la pahtie ~ h @ e n t e n t  

l e s  a d e s  bou6 dome h é d u c t i b l e .  

Nous démontrons le corollaire suivant qui nous sera fort utile 

pour la section suivante. 

Si on nepend Le bloc PI de h pmphiéte 6.7 et s i k l  s ml-i < m' s k2, 
& o u  popoabu.t poLqnôme P (x) appahtenant àla xkbtabee Pz e t ~ * t u é  au nokd, 

k ,m 
nokd-ouest ou ouest de ce bloc Pz et t e l  que m s kî, on a : 

? (XI - ?k (t) 
C*( k,m ,m = Q Qkym(t) 

x-t 

(XI - pk ,(t) 
C( k y m  

9 

) = Qk,m (t). x-t 

Démonstration. ------------- 

On a toujours un polynôme du côté ouest et Nord-ouest dans chacune 

des deux demi-tables. 

La propriété 6.7 démontre qu'on a toujours la première relationsur l'ensemble 

des côtés ouest, Nord-ouest et Nord du bloc Pî. 

Les polynômes P (x) sont identiques sur le côté Ouest et Nord-ouest du bloc. 
k ,m 

Donc la seconde relation est vérifié! pour ce côté. 

Enfin, la propriété 6.6 démontre qu'on a la seconde relation sur le côté Nord 

pourvu que m s k Il suffit de prendre w (k-2m) (x) = x m-h-1 2 ' m-h-1 . 
cqf d . 



6,3 RELATIONS DE RECURRENCE , 

La table P est une restriction de la tahle P. On a donc, dans la 2 
table P2, la même relation de récurrence entre trois polynômes orthogonaux 

réguliers consécutifs, que dans la table P. C'est à dire : 

Nous allons montrer que les polynômes Q (x) satisfont aussi la même relation 
k ,m 

de récurrence avec les mêmes coefficients. 

Nous poserons : 

ce qui signifie que les polynômes P (k-2m)(x) et P (k-2m) 
pr(m) pr(pr(m1 > (x) sont respectivement 

sur les antidiagonales k t  et ktt. 

Les polynôma P (k-2m) (x) de tu t a b l e  Pz et lm addooié~  de lu 

.table C$ dat isdont la m.ée *&&ion de *Eumence  

Démonstration. -------------- 

i) S i  pr(pr(m>> S kn s 2pr(pr(m)), 

Les trois polynômes sont dans la moitie inférieure de la table P2, 

qui est le champ d'application de la fonctionnelle c. 



Approximunts de Pa& en deux points Chap. 6 

p(k-2m) (k-2m) 
m '"1 - Pm (t) 

On calcule et on applique la fonctionnelle ç .  
x-t 

On obtient alors : 

x-t 

(k-2m) (k-2m) 

= c( Wm-l-pr(m) - Wm-l-pr(m)(t) p(k-2m) 
x-t pr(m) (x) 

(k-2m) 2m-k On change c en d en introduisant x à l'intérieur de l'expression 

Puisque P (k-2m) 
pr(pr(m> 

(x) est dans la demi-table inférieure on a : 

(k-2m) (k-2m) 
2m-k( Wm-l-pr(m) - Om-~-~r(m) (t) D'autre part x ) est un polynôme en x de 

x-t 
degré 3m-1-k-pr(m) . 

On trouve 3m-1-k-pr(m) s m-2 en utilisant kt 2 pr(m)+l. 

Par conséquent : 

d'après la propriété 1.17 ii 1. 



Re Zations de récurrence 

La relation de récurrence est donc la même pour Q (x) dans la demi-table 
k ,m 

inférieure. 

ii) S i  O s k" < kt < k S m-1. 

Les trois polynômes sont dans la moitié supérieurede la table P 
* 2 

qui est le champ d'application de la fonctionnelle c . 

Nous avons : 

'L p(k-2m) 'L (k-2m) 
m (.x) - Pm (t) 

on applique la fonctionnelle c* à 
x-t 

On obtient : 

m-pr(m) - tm-pr(m) X 
(k-2m) c*( 

+ Bm x-t 3'k-2m) pr(m) (x> 1 

a(k-2m) $ k-271-1) 
+ .*( m-1-pr(m) - m-l-pr(m)(t) b(k-2m) 

x-t pdm) (x) 
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(k-2m)(0) . 0. a) .  On suppose que P r(m) 

Par conséquent si P(~-~~)(X) est au bord d'un bloc, il est à l'ouest 
pr(m) 

de ce bloc P2. 

l-2 r(m)) ?(k-2m) = 8(k (x) est orthogonal régulier pcr rapport à la fonctionnelle 
pr(m) prh) 

linéaire y (kt-1) avec : 

(kt-1) i 
Y (X = dkt-l-i, Vi E IN. 

m-~r(m) - tm-~r(m) 
c* ( 

x-t 

m-pr(m) - tm-pr(m) - - - #kt-1) (xk' x 
>( k-2m) 

X-t pr(m) (x) 

k1 (x m-pr(m) - tm-pr(m) x ) est un polynôme en x de degré kt+m-1-pr(m). 
x-t 

Dans ce cas on a : 
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Par conséquent kl+m-1-pr(m) s pr(m)-2. 

Alors 

m-pr (m 
C*(X - tm-pr(m' $(k-2rn) 

x-t pr(m) (x)) = O 

ainsi que 

~(k-2m) ~(k-2m) (t) 
* Wm-l-pr(rn) 
c ( 

(X) - Wm-l-pr(m) ~(k-2m) 
X-t pr(m) (x) 

à cause de l'orthogonalité de ?(k-2m) 
pr(m) (X)* 

D'autre part, si P (k-2m) (x) est au bord d'un bloc, il ne peut être qu'au 
pr(pr(m) 

nord de ce bloc. 

p(k-2m) 
pr(pr(m1) (XI = h (XI qui est sur la même antidiagonale k". h+l 

k (x) est orthogonal par rapport à y (kt'-1) h+l et on a : 

Y (k"-l)(xj 'h h+l (XI) = O pour j IN, O s j s pr(pr(m))-1 

car le bloc W est décalé d'une rangée vers le haut par rapport au bloc P. 
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m-pr(p~(m)) - tm-pr(pr(m) 
(k"-1) (Xkll x riJ -y 

x-t p;;,,(x>, = 0 

kI1 (X m-pr(pr(m) - tm-pr(pr(m) ) car x 
x- t 

) est un polynôme en x de degré 

k"+m-1-pr(pr(m)) et par un raisonnement analogue à celui fait pour k', on a : 

Donc kl1+m-1-pr(pr(m)) 5 pr(pr(m)) - 2- 
D'où le résultat. 

( k - h ) ( o )  = O. b ) .  On suppose que P ~ ~ ( ~ )  

Donc P (k-2m) 
pr(m) 

( x )  est nord d'un bloc P 2 ' 

% 
On a encore 

'L 
q+l(x) est orthogonal par rapport à y (k'-1) et Y k ' l ( x  , (x)) = 0 h t1 



pour j EN, O 5 j pr(m)-1. 

Comme précédemment on trouve k'tm-1-pr(m) s pr(m)-2. 

Donc : 

ainsi que : 

?.(k-2m) 
W 

'~(k-2m) 
m-1-pr(m) - Wm-~-~r(m) (t) 

c* ( x-t ~(k-2m) pr(m) (X))' 

D'autre part, si P (k-2m) 
pr(pr(m)) 

(x) est au bord d'un bloc, il ne peut être qu'à 

l'ouest ou au nord-ouest. 

On a : 

m-pr(pr(m) - tm-~r(~r(m) 3(k-m>) 

x-t pr(pr(m) (XI 

( kt'-1) (xkll x m-pr(pr(m)) - tm-~r(~r(m) ) $(k-*rn) = - y  
x-t pr(pr(m)) (XI 

xm-~r ( pr (m - tm-pr ( pr (m 
x ( x-t ) est un polynôme en x de degré kl'+m-1-pr(pr(m) ) . 
Or comme précédemment on a : 

Par conséquent, l'expression ci-dessus est nulle à cause de l'orthogonalité de 

%(k-2m) (x). 
pr(pr(m) 

p(k-2m) (x) est dans la demi-table supérieure et P (k-2m) 
pr(pr(m)) pr(m) (X) et 

P(~-~*)(x) sont dans la demi-table inférieure . m 
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On a dans ce cas : 

Chap. 6 

(k-2m) - (k-2m) 
*rn-~-~r(rn) Wm-l-pr(m)(t) '(k-2rn) 

QkYm(x) C( X-t pr (m (XI 

(k-2m) (k-2m) 
(k-2m) (k-2m) (t) + Bm (t) + C (k-2m) c( 'pr(pr(m) ('1 - Ppr(pr(m))(t)) 

+ (t ~n-ï-~r(m) ) Qk' ,pr(m) m x-t 

a ) .  Si k t  2 pr(m)+l. 

(k-2m) (x) est au bord d'un bloc dont au moins une rangée est 
'pr(pr(m) 

dans la demi-table inférieure. 

On sait d'après le i) que : 

(k-2m) (k-2m) 
%-~-~r(m) (t) 

c ( 
- m-l-pr(m) '(k-2m) 

X-t prh) (XI) O 

D'autre part, d'après le corollaire 6.4, le transformé de 

p(k-2m) (k-2m) 
C( pr(pr(m)) - Ppr(pr(m))(t) 

x-t 
(t). 

Donc on a encore la même relation de récurrence. 

b ) .  S i  k1 = pr(m). 

Alors : 

(k-2m) (k-2m) X W  
d (k-2m) 2m-k 

( 
m-l-pr(m) - m-~-~r(m) (t) (k-2m)(x)) 

(x X-t ) 'pr(m) 



d(k-2m) (k-mi) (k-2m)) d(k-2m) (k-2m) Xm-l 
(k-2m) - - - (Ppr(m) Pm-l - ('pr (m) 

1 
c- - - 

d(k-2m) (k-2m) p(k-2m) d (k-2m) (k-mi) xpr(m)-l 
1 (Ppr(pr(m) pr(m)-1 (Ppr(pr(m) 

1 

Par conséquent on obtient : 

d - 2 m )  (k-mi) 
m-1-ppM (x' - tum-l-pr(m) (t) G(t) = c( 

x-t ) 
pr(m) 

p(k-2m) (x) - P (k-2m) 
(k-h) C( pr(pr(m)) pr(pr(m) )(t) ) 

+ x-t 

p(k-2m) (k-2m) 

k-2m' E pr(pr(m) 'X) - ppr(pr(m)) (t 1 = C 1 - d  (k-2m) pr(m)-1 (k-2m) m x-t (x 'pr(pr(m) 

(k-2m) (XI - (k-2m) 

= C (k-2m) 'pr(pr(rn1 Ppr(pr(m))(t') - d(-l) (k-2m) 
m x-t ('pr(pr(m) 

Alors on a, si 2( t ) = t pr(pr(m) 1-1 G ( + ) ,  
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Puisqu'on a un bloc : 

(k-2m) 
H ;2: O, H (k-2m) 
pr(pr(m) pr(m) 

* O et H~ (k-2m) = O pour i ï ~ ,  

Donc d'après le corollaire 1.1, on a : 

pour i E Z, k-2m+pr(pr(m)) 5 i 5 -2. 

P a m i  les lignes de : 



On prend la somme des pr(pr(m1)-1 dernières lignes que l'on multiplie respec- 
2 tivement par 1, t, t , . . . ,t pr(pr(m) 1-2 

?, 
On retranche cette somme de la dernière ligne de G(t). On obtient alors : 

?, 
Or cette expression est celle de Q 

kt' ,pr(pr(m) (t). 

i v )  S i  O 5 ktl < k' s pr(m)-1 e t  m I k 5 2m. 

p(k-2m) 
pr(pr(m) 

(x) et P (k-2m)(x) sont dans la demi-table supérieure et 
pr(m) 

est dans la demi-table inférieure. m 

a ) .  S i  k = m. 

Yk-2m) On utilise la relation de récurrence donnant P 
m (XI. 

On obtient donc : 

:( k-2m) ;( k-2m) 
(x) - (t) 

C*( 
s(k-2m) 

(t) + t m-pr(m) (k-21n))@k-2m)(~) x-t ) = ("m-i-pr(m) Bm pr(m) 

m-pr(m) - tm-pr(m) (k-2m) c * ( ~  
+ Bm x- t Yk- pr(m) (x )  ) 
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(k-2m) c*(~ m-pr(pr(m) ) - tm-pr(pr(m) 3(k-h) 
+ 'm x-t pr(pr(m) ) (XI 

On a d'abord : 

x-t 

i d t ---------- 
i-m d-l 

On retranche de la dernière ligne la somme des m premières lignes respectivement 
m-1. multipliées par 1, t,...,t 

On obtient alors l'expression de 
%,m(t). 

alors 'k(k-2m)(x) est orthogonal par rapport à y (kt-1) 
pr(m) 

m-pr(m) - tm-pr(m) 
c* (X 

x-t 

xm-pr(m) - tm-pr(m) 
car x ( ) est un polynôme en x de degré kl+m-1-pr(m) = pr(m)-1. x-t 

On a donc aussi : 

~(k-2m) 3k-2m) 

C* ( 
m-1-pr(m) - m-1-pr(m) 

x-t (XI> = O 
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Alors si P (k-2m) 
pr(pr(m) 

(x) est au bord d'un bloc, il ne peut être qu'au nord de 

ce bloc. 

On a : 

Donc : 

= -Y (kt'-1) (Xklf xm-~r(~r(m) 1 - tm-pr(pr(m)) 
x-t %+l(X)) = O 

kw(xm-~r(pr(m) ) m-pr(pr(m)) 
car x - t  

x-t ) est un polynôme en x de degré 

kt1+m-1-pr(pr(m)) pr(pr(m))-1 et y x % = O pour j r IN, h+l 
O 5 j S pr(pr(m) ) -1 puisque le bloc W est décalé dl une rangée vers le haut. 

Par conséquent les polynômes Q satisfont bien la même relation de récurrence 

que les polynômes P (x). 
k ,m 
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%(k-2m) 'L Alors P 
pr(m) (x) = qttl(x). 

On a encore 

m-pr(m) - tm-pr(m) 
c *(x Yk-2m)(x) ) . 0 

x-t 
P 
pr(m> 

ainsi que 

8k-2m) 
* m-pr(m) 

26k-2m) (t) 
c ( 

( X )  - m-pdm) p(k-2m) 
X-t pr(m) (x) 

De même 

m-pr(pr(m)) - tm-pr(pr(m) yk-2m) 
c *( 

x-t P 
pr(pr(m) (x) 

kt1 xm-~r(~r(m) - p-pr(pr(m)) ,,,(k-2m) 
= -Y (x 

X-t pr(pr(m) (XI) = O 

car P Y k-2m) 
(O) z O ce qui entraine que P pr(pr(m1 1 %(k-2m) (XI est orthogonal par 

pr(pr(m) ) 

(kt!-1) et kt1 ( Xm-~r(pr(m) 1 - tm-pr(pr(m)) rapport à y ) est un polynôme en x de 
x-t 

degré ktt+m-1-pr(pr(m)) = pr(pr(m1)-1. 

b ) .  S i  k r m+l. 

On utilise la relation de récurrence des P (k-2m) (x). On obtient en 

appliquant la fonctionnelle c : 

xw (k-2m) - ,,,(k-2m) 

Q (t) = c( m-1-pr(m) m-1-pr(m) 
k ,m x-t 

(k-2qt) 
(k-2m) - Ppr(m) 

x-t 
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 après le corollaire 6.4 

p(k-2m) (k-2m) 
.( pr(m) ( X )  - 'pr(rn) (t) 

) = Qk' ,pr(m) (t) x-t 

Considérons l'expression : 

X W  
(k-2m) (k-2m) 

G(t) = c( m-1-pr(m) 
(t) 

' Wm-l-pr4m) p(k-mi) 
x-t pr(m) 

X W  
(k-2m) - (k-2m) 

= d (k-2m) h - k  m-1-pr(m) (t) 
(X Wm-i-pr(m) p(k-h) x-t pr(m) (XI 

(k-2m) m-pr (m Posons x w 
m-1-pr(m) (XI = B~X' avec Bm-pr (m) = 1. 

j =l 

Alors : 

(k-2m) 2m-k m - d m )  G(t) d (x xj-tj p(k-îm) 
j x-t pr(m) (XI) 

j =l 

Or d(k-2m) (x2m-k+j-l-s p(k-2m) 
pr(m) (XI) = 0 

pour 2m-k+j-1-s S m-2 c'est à dire j S stk-m-1. 
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Par  conséquent : 

2m-k-pr (m ) m-pr (m ) 
tS ( C (k-2m) 2.-k+j-1-s '(k-2rn) (,)) ) 

= C B j  d (x 
S=O j=sup(s+l,s+k-m) ~ r ( m )  

D'autre  p a r t  en  u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  de  récur rence  à t r o i s  termes on o b t i e n t  : 

1 d(k-2m) ( x ) )  = O pour i E N ,  O i i s m - 1  

$r(rn)-l+i 
Alors on m u l t i p l i e  l e s  deux membres de l a  r e l a t i o n  de  récur rence  par  

pour i E N, O i i s m-1-pr(m), p u i s  on appl ique  d (k-2m). On o b t i e n t  : 



Relations de rdcurrence 

pour i IN, O i m-l-pr(m). 

Or si m-pr(m)-i = Sup(s+l, s+k-m-l), alors pr(m)-ltitj = 2m-ktj-l-s et par 
conséquent : 

et par suite : 

Nous avons aussi 

Jk-h) 
- m 

(k-2m) 
Hpr(pr(m)) 

..................................... 
dk-2m dk-2m+pr(pr(m)) 

I 

I I 

.......................... 
dk-2m+pr(pr(m) 1-1 dk-2m+2pr(pr(m) 1-1 

2m-k-pr(rn) 
tpr(pr(m) 1-s-1. 2m-k-pr (m) C ----- C pr(pr(m1-l-s 

d-l-s d-i-s-pr(pr(m> t s=o s=o 
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Donc c ( ~ - ~ )  %(t) + 2(t) = 
m 

(k-2m) (k-2m) = O pour i r B, 
Enfin, Hpr(pr(m)) 

(k-2m) z O et H~ * O, Hpr(m) 

Donc : 

pour i E IN, pr(pr(m)) I i 5 pr(m)-2. 
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Parmi les lignes de : 

On prend la somme des pr(m)-2m+k+pr(pr(m))-1 dernières lignes qu'on multiplie 
tpr(m)-2m+k+pr(pr(m) 1-2 respectivement par 1, t,..., . Puis on retranche cette 

'L 
somme de la dernière ligne de l'expression c ( ~ - ~ ~ )  2(t) + G(t), ce qui ne rnodi- m 
fie pas le résultat. 

On obtient alors : 

Par conséquent, on obtient hien la même relation de récurrence. 

cqf d . 

P (XI - Pm ,(t) 
Q (t) = c (  m5m 9 

m,m x-t 
1 

? ( X I - >  (t) * m,m 3 <t> = c ( m,m 
x-t 1 

m,m 

Démonstration. ------------- 

On prend celle faite dans. le théorème 6.2 iv) a). 

cqfd. 
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Nous avons montré dans l e  chapi t re  2 que t o u t  polynôme P (n+ l )  
m (x)  orthogonal régu- 

l i e r  de l a  t a b l e  P v é r i f i e  l e s  deux r e l a t i o n s  su ivantes ,  pour m E N ,  

p s m S +1 e 

Nous montrons dans l e s  deux propr ié tés  qui  su ivent  que, s i  l e s  trois polynômes 

. q u i  interviennent  dans c e s  deux r e l a t i o n s  sont  dans l a  t a b l e  P  a l o r s  l e s  2  y 

polynômes Q (x )  v é r i f i e n t  l e s  mêmes r e l a t i o n s  de récurrence. 
k ,m 

Nous posons n  = k-1-2m e t  k+l-2(mtl)  = kr-2pr(m+l,n). 

L e 6  p o l y ~ m u  P (XI QkYm (x) véhi&&mt la même heeation d e  
k ,m 

hEc~rhence 

s i  eu &0*6 polynôme6 q u i  Xenviennent sont d m  ta a l e  p2 ou Q ~ .  

Démonstration. ------------- 

Nous savons d é j à  que P  ( x )  v é r i f i e  c e t t e  r e l a t i o n  de récurrence.  
k  .m 

Montrons que l e s  polynômes Q (x) v é r i f i e n t  l a  même r e l a t i o n .  
k  ,m 

Examinons d'abord l e  cas où 

(k-2mti) e s t  orthogonal régulier. a )  m + ~  

Les t r o i s  polynômes sont  dans l a  demi-table i n f é r i e u r e  et  de p lus  



On a a l o r s  : 

(k-2m) = c c m  ( X I )  + t Q ( t )  = t Q k y m ( t )  
k ,m 

c a r  c(P  (k-2m) 
( X I )  = d 

(k-2m) 2m-k p(k-2m) 
m (X m (x)) = O puisque k r m + l .  

i i )  S i  l e s  t r o i s  polynômes sont dans l a  demi, t a b l e  supérieure.  

On a k 5 m-1. 

On u t i l i s e  l a  r e l a t i o n  avec l e s  polynômes transformés, c ' e s t  à d i r e  : 

On a donc : 

(k-1-2m) m+l-pr(m+l ,n )  - t  m+l-pr(m+l,n) ;( k-1-2m) 

+ %+i,l x-t pr(m+l,n) (XI 

* 
ca r  l e  terme q u i  f a i t  i n t e r v e n i r  c e s t  égal  à :  
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d'après la démonstration faite dans le ii) du théorème 6.2. 

i i i )  S i  P (  e s t  dans la demi-table superieure e t  les deux autres 

dans la demi-table inférieure. 

Alors k 2 m et kt I pr(m+l,n)-1. 

On a en utilisant la relation avec les polynômes P (x) : 
k ,m 

(k-2m) (k-2m)(t) 
Pm (XI - t Pm 

c (x 
) = Qk+l,m+l (t) 

x-t 

(k-1-2m) (k-1-2m) 
(k-1-2m) Ppr(m+l,n)(x) - Ppr(m+l,n) (t) 

+ %+l,l c ( 1 
x-t 

Un bloc P existe entre P (k-l-mi)(x) et P (k-1-2m) 
2 m+l pr(m+l,n) (x). 

(k-2m) 
c (Pm (XI) = O (voir le cas il). 

D'autre part, (k-1-2m) (x) est à l'ouest du bloc P et d'après le corollaire 6.4 Ppr(m+l ,n) 2 

D'où le résultat. 

2.  S i  k = m. 

On multiplie les deux membres de la relation 



m 
pa r  x e t  on appl ique  d (k-1-2m). On o b t i e n t  : 

On a a l o r s  : 

p(k-l-2m) 
( x )  - (k-1-2m) 

(k-1-2m) pr(m+l,n) 'pr(m+l,n) ( t )  
c ( (k-2m) 

%+i ,e X-t 1 - C'P, (XI 1 

(k-1-2m) 
( x )  - (k-1-2m) 

- (k-1-2m) Ppr(m+l ,n) Ppr(m+l,n) ( t )  ) - d(k-l-2m) 
- %+l,l 

t X  p(k-l-2n) 

x-t  pr(m+l,n) 

(k-1-2m) (k-1-2m) 
- (k-1-2m) 'pr(rn+l,n) ( X )  - Ppr(m+l,n) ( t )  ) - d ( - l )  (k-1-2m) 
- %+i,e x-t (Ppr(m+i ,n)  (XI 1 1 
en u t i l i s a n t  une démonstration to ta lement  analogue à c e l l e  fa i te  dans l e  

théorème 6.2 i i i )  b ) .  

b) S i  P ( ~ - ~ - ~ ~ )  n'est pas orthogonal régulier. 
m+ 1 

Alors  pr(m+l,n)  m. 

Les deux polynômes P (k-2m) 
m (k-1-2m)(x) sont  à l ' o u e s t  d 'un b loc  P (XI  e t  Pm 

2 
Ils son t  i den t iques  e t  on s a i t  que l e s  a s soc i é s  correspondant son t  a u s s i  iden- 

t i q u a s ( p r o p r i 6 t é  6.7) .  Par conséquent,  on a bien également l a  m é m e ~ e l a t i o n  

de récur rence .  

cqf d . 
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Pour l a  p r o p r i é t é  su ivante  nous posons t o u j o u r s  n  = k-1-211 e t  

Chap. 6 

Lu poQnÔmu P ( x )  et Qk,m 
k ,m 

(XI  v w t j i e n t  kk même heeation de 

h é m e n c e  

d i  tu & o h  potynômed q u i  in taviennent  d o n t  da>i6 la tubte  P p  ou $. 

Démonstration. -------------- 

Nous savons d é j à  que l e s  Pk ( x )  s a t i s f o n t  c e t t e  r e l a t i o n .  Nous 
,m 

démontrons l a  r e l a t i o n  pour  l e s  Q ( x ) .  
k  ,m 

Dans ce  cas  on a : P ( ~ - ' - ~ )  (O) L O e t  s i  P (k-2m) 
pr(m+l,n)  pr (pr (m+l ,n)  ,n+l )  

( x )  e s t  au bord 

d 'un bloc il est tou jou r s  au  nord ou au  nord-ouest de c e  bloc.  

i )  S i  l e s  t r o i s  polynomes sont dans l a  demi - t a b l e  i n f e r i e u r e .  

On a a l o r s  : 
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car 

(k-1-2m) (k-1-2m) 
(k-1-2m) (x2m-k+l Wm-pr(m+l ,n) (t) d ( (X) - Wm-pr(m+l,n) ) p(k-l-2m) = 

x-t pr(m+l,n) 

En effet d (k-1-2m) j (k-1-211) (X Ppr(m+l,n) (x)) = 0 pour j E N ,  O < j 5 m-1, et 

(k-1-2m) (k-1-2m) (t) 

X 
2m-k+l Wm-pr (m+l , n ) 

( - Wm-pr(m+lyn) ) est un polynsme en x de degré x-t 

ii) Les trois polynbmes sont dans la demi-table supérieure. 

On utilise la relation avec les polynômes transformés 

(k-1-2m) Xm-pr(pr(m+l,n) ,n+l) Q(k-2m) 
+ Em P pr(pr(m+l,n) ,n+l) (x). 

On a alors : 

~(k-1-2m) 
W 

s( k-1-2m) 
* m-pr(m+l,n) 

+ c (  x-t - Wm-pr(m+l ,n)(') ;(k-1-2m) pr(rn+l,n) (x) 

(k-1-2m) * m-pr(pr(m+l,n),n+l) - tm-pr(pr(m+l,n),n+l) 
+ Em c (X x-t pr(pr(m+l ,n) ,n+l) (XI 

$(k-2m) 
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De la même façon que dans le théorème 6.2 ii) a), on obtient l'annulation des 
* 

deux expressions faisant intervenir la fonctionnelle c . 
Donc on retrouve la même relation de récurrence. 

(k-2m) ii i ) S i  l e  polyn6me P r( r(m+l n) n+l) (x) e s t  dans l a  demi-table superieure 
, Y  

et les deux autres dans la demi-table inférieure, alors P (k-2m) 
pr(pr(m+l,n) ,n+l) (x) 

(k-1-2m) 
est au nord ou nord-ouest d'un bloc P et P 2 (x) est à l'est de ce bloc. 

pr(m+l,n) 

(k-1-2m) W (k-1-2m) 
m-pr(m+l ,n) - Wm-pr(m+l,n) (t) p(k-l-2m) + C( x-t pr(m+l,n) (x) 

(k-2m) (k-2m) 
Ppr(pr(m+î,n) ,n+î) (') - Ppr(pr(m+~,n) ,n+ï) (t) 

c ( x-t 1 

D'après le corollaire 6.4 on a : 

p(k-2m) (x) - p 
(k-2m) 

pr(pr(m+l,n) ,n+l) pr(pr(m+l,n) ,n+l) 
(t) 

c ( ) = Qk'',pr(pr(m+l,n) ,n+l) (t). x-t 

D'autre part en utilisant le i) 

(k-1-2m) (k-1-2m) 
m-pr (m+l ,n - m-Pr(m+l,n) (t) (k-1-2m) 

c ( x-t Ppr(m+i,n) (XI> = O 

D'où le résultat. 

i v )  S i  l e  polynôme P ~ - ~ ~ ) ( x )  e s t  dans l a  demi-table i n f é r i e u r e  et les deux 

autres dans la demi-table supérieure. 



Relations de récurrence 

a ) .  S i  k m. 

On u t i l i s e  l a  r e l a t i o n  de récur rence  avec l e s  polynOmes t ransformés.  

On a  a l o r s  : 

3(k-2m) Q(k-2m) 
("1 - Pm 

c f (  ( t )  qk-1-2m) Q 
x-t  1 = um-pr(m+ï ,n) ( t )  'kt ,pr(m+ï,n) ( t )  

W(k-1-2m) qk-1-2m) 
+ .*( m-pr(m+l,n) ' um-P~(m+l,n)(t)  Fk-1-2m) ( x ) )  

x-t  pr(m+l,n)  

c*(X 
m-pr(~r (m+l ,n)  , n+ l )  - t  m-pr(pr(m+l ,n )  , n+ l )  

x-t ?(k-2m) pr(pr(m+l,n)  ,n+ï)  ( x )  

D'après l e  c o r o l l a i r e  6 .5  on a : 

- 3(-m) 
m ( t )  

C*( 
x-t = {  > m  ( t ) .  

On démontre de l a  même façon que dans l e  théorème 6.2 i v )  a )  1. que : 

Q(k-1-2m) 
W 

Q( k-1-2m) 
.*( m-pr(m+l,n) ( X I  - um- pr (m+l ,n) ( t )  ?(k-1-2m) 

x-t  p r (p r (m+l ,n l~  ( X I )  = O 

a i n s i  que : 

on re t rouve  b ien  l a  même r e l a t i o n  de récur rence .  
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On utilise la relation de récurrence sur P (k-2m) 
m (XI. 

On obtient donc : 

P (k-1-2m) (XI - P (k-1-2m) (k-1-2m) (t) C( pr(m+lYn) pr(m+l,n) (t) 
(t) = Wm-pr(m+lyn) k ,m x-t 1 

p(k-2m) 
(x) - P (k-2m) c ( pr(pr(m+l,n) ,n+l) pr(pr(m+l,n) ,n+l) (t) 

x-t 1 

(k-1-2m) 
(x) - (k-1-2m) 

+ C( %-pr(m+l,n) Wm-pr(m+l ,n)(t) p(k-l-2m) 
x-t pr(m+l,n) (XI 1 

La démonstration est analogue à celle du théorème 6.2 iv) b). 

On a : 

P (k-1-2m) (XI - P (k-1-2m) pr(m+l,n) pr(m+l,n) (t) 
Qkl ,pr(m+i,n) (t) = c( x-t ) 

(k-1-2m) m-pr(m+l,n) Si on pose w 
m-pr(m+~,n)(~) ' C ~ ~ x j  avec 6 m-pr(m+l ,n) = 1, on 

j =O 

retrouve : 

(k-1-2m) w (k-1-2m) 
G(t) = c( m-pr(m+l,n) - Wm-pr(m+l,n) (t) (k-1-2m) 

x-t 'pr(m+i ,n) (XI 

En utilisant la relation de récurrence sur les P(x) on obtient : 
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On a ici : 

d (k-1-2m) i (k-1-2m) 
(X Ppr(m+i,n) (x)) = O pour i E N ,  O 5 i < m-1. 

pr(m+l,n)-l+i 
Alors, on multiplie les deux membres de la relation de récurrence par x 

pour i E IN, O i I m-1-pr(m+l,n), puis on applique d (k-2m). Avec k 2 m+l, on a : 

Par conséquent, on obtiendra : 

pour i E IN, O < i I m-1-pr(m+l,n). 

Alors par des considérations totalement identiques à celles du théorème 6.2 

iv) b) on en déduit que : 

(k-2m) (XI - P (k-2m) 
G(t) + E (k-1-2m) c ( Ppr(pr(m+î,n) ,n+l) ~r(~r(m+i,n) ,n+~)(~) 

m x-t 1 

= E (k-1-2m) m Qkll,pr(pr(m+l,n) ,nt11 (t). 

D'OÙ le résultat. 

cqfd. 

Nous allons maintenant démontrer que les relations de récurrence le 

long d'une antidiagonale ou de deux antidiagonales adjacentes, que satisfont 

les polynômes P (x) et leurs associés sont identiques. 
k ,m 
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En vue de démontrer c e  r é s u l t a t  nous é t a b l i s s o n s  c e r t a i n e s  p r o p r i é t é s  des  t a b l e s  

des  polynômes. 

Définissons deux s é r i e s  fo rme l l e s ,  l ' u n e  pour x p e t i t ,  l ' a u t r e  i* pour x grand 

Les c o e f f i c i e n t s  c e t  c* gardent  l e s  va l eu r s  q u ' i l s  ava i en t  dans L e t  L*. i - i 
Nous cherchons l tapproximant  de Padé en deux p o i n t s  des  deux s é r i e s  formel les  

L e t  i* . 

Nous dé f in i s sons  l e s  fonc t ionne l l e s  l i n é a i r e s  c e t  c* comme précédemment. 

NOUS posons Q = -à = C* - 
j  

c - ~ ,  Vj E Z. 
- j - j  -(-s-1) Nous dé f in i s sons  l a  f o n c t i o n n e l l e  l i n é a i r e  d pa r  : 

- ( - s - l ) (  j - d x ) = - d  
j -s ' Vj E IN. 

Nous savons, d 'après  l a  p r o p r i é t é  6.2,  que l e  polynôme W (x )  e s t  or thogonal  
-(kt-2m) k '  ,m 

par  r appor t  à l a  fonc t ionne l l e  l i n é a i r e  d 

En e f f e t  l e  système ( S  ) e s t  
1 

e t  l e  système (S2) e s t  



§3 Re Zations de récurrence 

Le système d'orthogonalité (SI résultant est donc : 

n - * - C E bi(c-j-l+i -j-l+i ) = O pour j E Z, k'-m r j r kt-1 
i=o 

c'est à dire 

Enfin d'après la propriété 6.4 nous avons : 

w (XI - Wk' ,m(t) 
QWkI ,,(t) = c*( k' ,m x-t 1 

CL w (XI - Wk' ,,(t) 
QWk' ,m(t) C( ) 

x-t 

Nous plaçons les polynômes W (x) dans une table W de la façon suivante k' ,m 

champ d'action de c pour 
obtenir l'associé 

t * 
champ d'action de c 
pour obtenir l'associé 
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Les polynômes Q W  ( t )  seront  placés de façon s i m i l a i r e  dans une t a b l e  m. 
k' ,m 

Nous considérons maintenant l e s  polynômes W! ) ( x)  obtenus dans l a  sec t ion  4.3, 
1 

qu i  sont  orthogonaux par  rapport  à l a  fonct ionnel le  l i n é a i r e  y(S) qu i  est 

t e l l e  que : 

Y(S) ( 2 )  = ds-j pour j EN. 

Nous avons vu dans l a  p ropr ié t é  4.11, cornent l e  polynôme w!') (x) é t a i t  r e l i é  
l. 

au polynôme 8' s t l - 2 i )  
i (x). 

Nous disposons comme dans l a  sec t ion  4.3 l e s  polynômes W ! ~ ) ( X )  dans une t a b l e  
1 

Nous appellerons t a b l e  W 2  l a  p a r t i e  de l a  t a b l e  W q u i  correspond aux f r o n t i è r e s  

dé f in ies  pour l a  t a b l e  P 
2 ' 

La t a b l e  W e s t  donc l a  su ivante  : 
2 

Nous séparons horizontalement l a  t a b l e  W en deux demi-tables. La demi-table 2 
supérieure correspondra à -1 I s s i-2. 

La demi t a b l e  i n f é r i e u r e  correspondra à i-1 s s s 2i-1. 

Alors aux polynômes W ! ~ ) ( X )  nous associerons l e s  polynômes Q W ! ~ ) ( X )  t e l s  que : 
1 1 
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drn)(x) - drn)(t) * 1 si -1 s s i i-2, qwlm)(t) = c ( 1 

1 x-t 
1, 

i-1 (ml 1 %lrn)(x) 1 - iy!m)(t) 1 
si i-i r s r 2i-1, &lm)(t) t Q W ~  (?) = C( 

1 x-t 1 

Les polynômes QW!~)(X) seront placés dans une table QW, de faaon analogue aux 
I 

polynômes W!~)(X) dans la table W2. 
1 

Nous savons que les positions des blocs W de la table W se déduisent de celles 

des blocs P en les décalant d'une rangée vers le haut. - 
2 (SI Le côté sud des blocs W est occupé par les polynômes xwiS)(x), x Wi (x), .  . . , 

où 'dtS)(x) est le polynôme qui occupe l'angle Sud Ouest du bloc W. Sur le côté 
J. 

ouest tous les polynômes sont identiques à W! (x) . 
1 

Les blocs de la table W2 seront appelés blocs W Ils correspondent bien évidem- 
2 ' 

ment aux blocs W. 

On leur fera correspondre les blocs QW de la table QW2. 
2 

Nous a p p d w m  ,table Rhanbpoblkune ,table dont on a échangé les  
ULmenb ~ymethique6 patr m p p o a  A kk m é w c e  k = m. 

( s  SL le6  polynômes wi (x> et w~,-~(x) hont  es, &X die B 
e6.t 4A -posée de ûi t a b l e  w2, et ûz a i l e  Qw e s t  la Ürampoaée de  4A M e  - 
QW2 

Démonstration. ------------- 

i La fonctionnelle linéaire y(') est telle que 

-(-s-1) 
Elle est donc identique à la fonctionnelle d 
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( x )  e s t  orthogonal par rappor t  à l a  fonct ionnel le  l i n é a i r e  y (-kt+&-1) 
,m Y 

de même que W (-k'+2m-')(x). Puisqu' i ls  sont  u n i t a i r e s  e t  de même degré, i l s  
m 

sont  égaux. 

La t a b l e  # peut a l o r s  s ' é c r i r e  : 

On a  bien l a  transposée de l a  t a b l e  W 2 ' 

ii) I l  fau t  montrer que l e s  t a b l e s  des associés  correspondants sont  

t ransposées l 'une  par  rapport  à l ' a u t r e .  O r  en transposant  l e s  t a b l e s  on 

s ' a p e r ç o i t  que l e s  champs d 'appl ica t ion  des fonct ionnel les  c  e t  c* sont  l e s  mêmes 

sauf pour l a  médiatr ice.  Mais d 'après  l e  c o r o l l a i r e  6 .5 ,  c e t t e  médiatr ice peut 

a u s s i  b ien  appar teni r  au champ d 'ac t ion  de c  qu'au champ d 'ac t ion  de c*. 

cqfd. 

En conséquence, t o u t e s  l e s  p ropr ié t é s  de l a  t a b l e  # en termes d'approximants de 

Padé en deux points  s ' é tendent  par  t r anspos i t ion  à l a  t a b l e  W En p a r t i c u l i e r ,  2  ' 
l e s  r e l a t i o n s  de récurrence dans l a  t a b l e  W suivant  l e s  ant idiagonales auront  

2  
l e u r  t ransposi t ion  dans l a  t a b l e  W suivant  l e s  diagonales. Ces r e l a t i o n s  dans 

l a  t a b l e  W donneront des r e l a t i o n s  s u r  l e s  polynômes de l a  t a b l e  $2, c a r  l e  
7 - 
(k)  polynôme W (x )  e s t  proport ionnel  au polynôme 3(k-2m+l) 
m m 

( X I ,  s i  w ( ~ ) ( X )  e s t  m 
orthogonal r égu l i e r  e t  ~ ( ~ ' ( 0 )  t 0. m 



Dans ces  condit ions W ( x )  e s t  proport ionnel  à 
k '  ,m 2m-k ' ,m (XI .  

En e f f e t ,  W (x)  = ~ ( - ~ ' + ~ ~ - l ) ( x )  q u i  e s t  proport ionnel  à ' (x)  . k '  ,m m m 

Nous pouvons donc donner l e s  p ropr ié t é s  suivantes : 

PhoprUeté 6.1  2 .  

La polqnômea & de la table QW2 q u i  d o n t  dLtue6 ~ W L  lu cÔL& 

Oust, Sud-OuesL et Sad d'un bLoc &2 hont ident iqua.  

L e s  polgnômea W ! ~ ) ( X )  de l a  table Wî et lm a600i& QW de la *abee 
1 

Q W ~  ~ a t i b d o n t  la même h m n  de hEcwr/rence A & o h  tmes mivant  une amUia- 
g o d e  s 

si l e  po4nô.e a~ ohthogod h é g u ~ p n ,  &OU po~qnôni~d 

W ( ~ ) ( X )  de la t i b l e  w2 et lm a d o c i b  de la t i b l e  QW2 6atibhont la m h e s  i 
h&aXhnb de irécmence a &oib L m e b  hluvant deux antidiagonaLes s et S-1. 

vis-1> ( x )  = ni-pr(  ( S L  i+ï ,s 1 VPr(i+i,s) (LS) (X) + %Si ~ ~ : $ ( i + i , s )  ,s-1) (XI 

Nous avons vu dans l a  sec t ion  4.5 q u ' i l  e x i s t e  des r e l a t i o n s  e n t r e  

t r o i s  polynômes P orthogonaux r é g u l i e r s  s i t u é s  sur une même hor izonta le  e t  exté- 

r i e u r s  aux blocs P u W .  
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L e s  polynômes Q d e  la .taMe Q~ v w t j i e n t  la même / r W n  d e  hécwr- 
kence 6(LiV& le6  hokizontaees pue l e s  polynômes P d e  la t u b t e  p2. 

Démonstration. ------------- 

Nous savons que l e s  polynômes Q v é r i f i e n t  l e s  mêmes s i x  r e l a t i o n s  

de récurrence ( t r o i s  pour l e s  diagonales e t  t r o i s  pour l e s  ant id iagonales)  que 

l e s  polynômes P. On emploie donc pour t rouver l a  r e l a t i o n  s u r  l e s  Q l e  même 

procédé de construct ion de l a  r e l a t i o n  s u r  l e s  P q u i  a  é t é  exposé dans l a  

s e c t i o n  4.5.2.  

I l  e s t  évident que l ' o n  obt iendra  l a  même r e l a t i o n  de récurrence. 

cqfd. 

Nous avons vu également q u ' i l  e x i s t e  des r e l a t i o n s  e n t r e  t r o i s  polynômes P 

orthogonaux r é g u l i e r s  s i t u é s  sur une même v e r t i c a l e  e t  ex té r i eu r s  aux b locs  

P u o. 

Les polynômes Q d e  tu .table Q~ v&itjient la même i leûi t ion  de  *EU- 
kence duivant les  v&edes  pue l e s  polynômes P d e  tu .table P2. 

Démonstration. -------------- 

Elle  e s t  identique à c e l l e  de l a  p ropr ié t é  précédente. On u t i l i s e  l e  

procédé de construct ion de l a  sec t ion  4.8.2.  

cqfd. 

6.4 PROPRIETES DES ZEROS DES POLYNOMES p ( x  ET Q, ,.( x). k , m  

Nous présentons maintenant quelques p ropr ié t é s  r e l a t i v e s  aux zéros 

des polynômes P ( x )  e t  Qk,m(x). Nous é tab l i s sons  d'abord l a  p ropr ié t é  su ivante .  
k  ,m 



Propridtds des zdros 

Si m r a ,  p +l i m i h tl et l ?  O h i  P (x) et PkIypr(m) S S+l k ,m (XI 
avec k1 = k-2m+2pr(m) appamXennent à h a b t e  P2, a l o u  : 

où ut une womtn>t.te non M e .  

Démonstration. ------------- 

Nous démontrons cette propriété par récurrence. 

i ) Elle est vraie pour k 2m puisqu'on retrouve l'approximant de Padé 

classique et par conséquent la propriété 1.21 ii) est vérifiée 

ii) Montrons que A (k-2m-1) est proportionnel à xA (k-2m) 

a) Si Pk m(x) y Pk-2 m-l (x), Pk-l,m(x) et Pk-3,m-1 (XI sont orthogonaux réguliers. 

'k-3 ,m-1 (x) O 

'k-2 ym-l(X) O O P k-l,m (x) 

O p (XI* 
k ,m 

Nous avons : 
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(k-mi) * O puisque P avec S - 1  k-1 ,m (x) n'est pas au nord d'un bloc P 2 ' 

b, Si Pk-l,m (x) n'est pas orthogonal régulier. 

On pose toujours n = k-2m et k' = k-2m+2pr(m,n). 

- X(Pk,m(x) Qkl ,pr(m,n) (x) - Qkim(x) Pk, ,pr(m,n) (XI ) 
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car P 
k' ,pr(m,n) (x) = Pk'-l,pr(m+l,n-l) (x) et on a la même égalité pour les 

polynômes Q. 

Si Pk-l,m (x) est orthogonal régulier et pk - 2,m - (XI est quasi-orthogonal. 

car x P 
k' ,pr(m,n) (XI = Pkf+l,pr(m,n-l) (x) et on a la même égalité pour les 

polynômes Q. 

cqfd. - 
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Pour les propriétés qui vont suivre, nous avons partagé l'étude en deux cas. 

Le premier est celui où d est non nul. Le second est celui où les premiers 
* - 1 

termes de c sont nuls. 

Si d-l z O, &OU lu polynômes P (XI et Q~,~(x) q" 6 0 n t  à 
k ,m 

L'Ouest et au Notd-Ouest d e s  b locs  P2 et Q2 n'ont pas zeho pom haclne. 

Démonstration. ------------- 

i 1 La propriété 2.2 démontre la propriété pour les polynômes P (x). 
k ,m 

ii) S i  m r k r 2m-1. 

O dg ----- dm-i 1 
Parmi les m premières lignes on a la ligne d-l,...,dm-l ; on la retranche de 

la dernière. 

Alors 

O serait racine de P (x), ce qui est impossible. 
k,m 

iii) S i  O I k I m-1. 

D'où la même conclusion. 
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i v )  Si  k = 2m. 

S i  P ( x )  e s t  à l ' o u e s t  du b loc  P2, on prend l e  polynôme P k-1 ,m (XI k ,m 
q u i  e s t  i den t ique  à P (x)  e t  on appl ique  l e  i i ) .  On en dédui t  que Qk-l,m ( 0 )  f O ,  

k ,m 
a i n s i  que Q ( O ) .  

k ,m 
S i  P (x)  e s t  au  nord-ouest du b loc  Pî,  on prend l e  polynôme P (x )  qii 

k,m k + l  , m + l  
e s t  au  nord. 

On s a i t  que P (x )  = x P (x) e t  P ( O )  f 0. k + l  , m + l  k ,m k,m 
(-1) S i  d-l f O ,  a l o r s  Pl e s t  or thogonal  r é g u l i e r .  

Par conséquent,  s i  m > 1, a l o r s  P k '  ,pr(m+l) (x )  e x i s t e .  

S i  m = l ,  a l o r s  Q ( x )  E O e t  pa r  conséquent O n ' e s t  pas  r a c i n e .  
031 

On appl ique l a  p r o p r i é t é  6.17 à l a  diagonale  -1. O n ' e s t  que r a c i n e  simple du 

premier membre e t  il e s t  d é j à  r a c i n e  simple de P k + l  , m + l  ( X I .  On a donc s i  on pose 

,pr(m+i) Qk+lym+l 
(x) = x R(x) avec ~ ( o )  f O 

Or *kl ,pr(m+i) et Pk+ï,m+ï 
( x )  n 'ont  pas  de r a c i n e  commune. 

Donc Q (x )  = x Q(x) avec Q(o) * 0.  k + ï  , m + l  

E t  puisque k m x  ' 'k+l,m+l ( x )  d 'après  l a  p r o p r i é t é  6 . 7  on a : 

cqfd. 

Si d-l f O et Les polynômes P ( x )  et Qkym(x)  hont au fiohd d a  
k,m 

bLocn P2 et Qî,  &ou : 

i 1 Si au moiv~rl  un polynôme du côlté ouebt ou Notrd-Ouenlt du bloc P appak- 

fitient à l a  table p2, P ( x )  et Q k Y m  ( x )  o n t  O p o m  hacine avec Le même ohhe  
k ,m 

de mubX.pfici/té. 



Approxkzn5-s de Pa& en deux points 

Li) S i  aucun polynôme du côté U u u t  ou Nohd-Uuut du bloc p nlapp#&ienX 

Démonstration. ------------- 

Nous savons déjà que P (x) = xj P(x) avec P(o) r O, où P(x) est 
k ,m 

le polynôme qui se trouve au Nord-Ouest du bloc P. 

i 1 On prend le polynôme qui est à l'ouest ou au Nord-Ouest du bloc P . 
2 '  

il est identique à P(x ) .  

Son associé Q(x) n'a pas O pour racine. 

D'après la propriété 6.7, les polynômes a(x) sont identiques à l'Ouest, au 

Nord-Ouest et au Nord du bloc â2. 
Donc : 

Par conséquent Q (x) = xj Q(x) avec Q(o) # 0. 
k ,m 

ii) Dans ce cas le polynôme P (x) est au Nord de ce bloc. O étant 
2m,m 

racine de P (x), il ne peut être racine de Q (x) d'après le théorème 1.9. 2m ,m 2m ,m 

En utilisant la propriété 6.7 on arrive à la conclusion que si Q 2m+i ,mti (X 

est au nord de ce bloc Q2 alors : 

cqfd. 

Si d-l r O et P (x) u.t onthogond n é g d i e n  avec O s k s 2m-1, 
k ,m 

a l o u  l e e s  su& polynômes P (x) et Q~ ,,(XI ayant 0 pou mc ine  sont au nond 
k ,m 

d e s  b l o u  P2 et Q*. 
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Démonstration. ------------- 

i La p r o p r i é t é  2.2 démontre l e  c a s  des  P (x ) .  
k ,m 

i i )  S i  m s k s 2m-1. 

L a  démonstration f a i t e  dans l e  i i )  de l a  p r o p r i é t é  6.18 montre 

D'où l e  r é s u l t a t .  

i i i )  S i  O s k s m-1.  

On a l e  même r é s u l t a t  en u t i l i s a n t  l a  démonstration du i i i )  de l a  

p r o p r i é t é  6.18. 

cqf d . 

Remaraue 6 .7 .  

S i  k = 2m,  on peut a v o i r  P 
2m ,m (O) = O et P * m + l , m + l  (O) t 0 ,  c ' e s t  à 

d i r e  P ( x )  e s t  au  nord d'un bloc P q u i  n ' a  aucun élément dans l a  t a b l e  P 2m ,m 2 ' 

D'autre  p a r t  s i  P ( O )  t O on peut  a v o i r  Q ( O )  = 0. 2m ,m 2m ,m 

Exemple : on prend c = (1 ,  2 , 1, -4, 1, ...). 

Nous examinons maintenant l e  ca s  où d = O pour i EN, 1 < i i r ,  e t  d -r-1 
* o. 

-i 

S i d - l  = O, poWl i EN, 1 s i i r et d -r-1 
t O ,  aux potgnômecs o&o- 

gonaux &ég&m P ( x )  non d i t u e 6  au no& ou à l 'oues t  d e s  610~6 P2 comedpon- 
k,m 

dent deb polqnômeb Q ( x )  t& que : 
k ,m 
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2m-k * * 
S i  2m-k < r,  d o h a  Q ( x )  = x Qk ,k-m (XI  avec  Q~ ,k - ( 0 )  * O k ,m 

et k-m 2 1. ,, 

r * * 
,Ü) S 2m-k r r, &ha Q (x) = x (x )  avecm-r 2 1; Q Qk ,m-r  k ,m- r  

(O) * O 
k ,m 

b i  2m-k > r ou b i  2m-k = r avec O 5 k S m-1.  

S i  2m-k=r et m I k s 2m, On ne p u  k i e n  dihe. 

Démonstration. ------------- 

S i  k = m ,  a l o r s  l a  première l i g n e  de H (k-2m) e s t  n u l l e  e t  P ( x )  n ' e s t  pas 
m k ,m 

or thogonal  r é g u l i e r ,  ce q u i  e s t  c o n t r a i r e  à l ' hypothèse .  

S i  k = 2m on a l 'approximant de Padé c l a s s i q u e .  
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c'est à dire H (-1) = O puisque d = 0. m+l -1 

Alors P (x) serait à l'ouest d'un bloc P ce qui est contraire à l'hypothèse. 
k ,m 2 ' 

S i  1 s 2m-k < r on retranche de la dernière ligne du déterminant donnant Q (t) 

la somme des 2m-k premières lignes multipliées respectivement par t 2m-k-1 , . . . ,1. 
En tenant compte du fait que d = - -1 "' - dk-2m = O, on obtient : 

2m-k * * 
= t  

Qk ,k-m (t) avec Q ~ , ~  - (O) * O. 

En effet 

puisque P (x) n'est pas à l'ouest d'un bloc P 
k ,m 2 
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Puisque 2m-k < r, la première ligne au moins du déterminant est nulle, et par 

conséquent P (x) n'est pas orthogonal régulier. 
k ,m 

On a en fait k < 2m puisque r 2 1. 

D'autre part les inégalités k 2 m et 2m-k 2 r donnent m 2 r. 

Si m = r il existe parmi les m premières lignes de Q (t) la ligne d-,, ..., dg 
k .m 

Donc H (k-2m) O, ce qui est contraire aux hypothèses. Par conséquent on a m 
m-r 2 1. 

Parmi les m premières lignes du déterminant de Q (t) figurent les lignes 
k ,m 

d-i,...,d , pour i r IN, 1 I i 2 r. On retranche la somme de ces lignes multi- -i+m 
i-1 pliées respectivement par t de la dernière ligne. 

Il nous reste en tenant compte du fait que d = O pour 1 5 i I r -i 
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* 
S i  2m-k > r ,  a l o r s  Qk,m-r ( O )  f O .  

En e f f e t  

Il e x i s t e  parmi l e s  m premières l i g n e s  l a  l i g n e  d -r-l, 9d . On l a  r e t r an -  - r - l + m  
che de l a  dernière .  On ob t i en t  : 

puisque d 
-r-1 

* O e t  H~ (k-2m+1) O c a r  P (x) n'a pas O pour r ac ine .  
k ,m 

- r * * - 
Qk,m-r (x )  avec Q 

k ,m-r  
( O )  f O. 
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* d 
En effet, Qk,m-r ( 1  = m + l  -?PI H ( ~ - ~ ~ + ~ )  r O pour les mêmes raisons que 

(k-2m) 
m 

Hm 

dans le a). 

Alors il y a parmiles lignes de Q (t) la ligne d-m l,...,d-l, 
k ,m - 

c'est à dire parmi les lignes de H (k-2m+1) on a la ligne d . . . ,d qui est m -m ' -1 
nulle. Alors P (x) serait au nord d'un bloc P ce qui est contraire aux 

k'm 2' 
hypothèses. 

Remarque 6.8. 

La propriété 6.19 est vraie pour les polynômes orthogonaux réguliers 

qui sont situés au nord ouest des blocs Q 
2 ' 

Elle vraie également pour les polynômes orthogonaux réguliers qui sont situés 

à l'ouest des blocs Q2 si 2m-k 2 r. 

Remarque 6.9. 

Il existe des exemples pour lesquels si 2m-k = r et m I k I 2m, 
alors : 

Par exemple : 
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il Si l 'angle  Nohd-Ouest d'un bloc Q  appaiLtient à la *able Q~ et a i  

Qk ,m 
( t )  e s t  l e  polynôme q u i  y e s t  aiAié, & o u  : 

* 
( t  avec Q ~ , ~ - ~  ( O )  f O .  

Pou &a l e s  polynômes Q ~ + ~ , ~  ( t )  a&Pd à l ' oues t  de ce bloc Q? on a : 

j * Qk+i  ,m ( t )  = Q k Y m ( t )  = t Q k , m - j ( t )  

Peuh & ~ 6  l e s  polynôme, Qkti ,m+i (t) 6 i ~ k é - 4  au nokd de ce bloc Q~ on a : 

Li)  Si l 'angle  Nod-Ouest d'un bloc Q nlappaiLtient p u  à û1 a b l e  Q2 et 
a i  au moivlcl un polynôme du côté U u a t  appcvLtient à l a  ahble Q ~ ,  d o t ~ b  a i  m  es t  

L 

l e  degké du polynôme P q u i  es t  à l ' oues t ,  Q  ( t )  es t  à l ' o u e s t  de ce bloc Q?. 
0,"' 

O n a 2 m > r  d 

Q  ( t ) = t r Q *  
o , m  O , m - r  

( t )  avec Q* 
O , m - r  ( O )  f O 

Pouh t o u  l e s  polynômes Q. ( t )  a h h h  à l ' oues t  de ce bloc Q, on a : 
1,'" 

Qi ,m ( t )  = Q  ( t )  tr Q* 
0 ,m O , m - r  

( t ) .  
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Pouh abt0~6 l e s  polynômes Qk,m+k+i (t) A&& au no& de ce bloc Q~ on a : 

kti 
(t) = t Qo,m(t) = t 

rti+k * 
Qk ,m+k+i Qo ,m-r (t). 

où i es t  l ' é &  de deghé enthe Le polynôme P Le p h  à gauche du côté Nohd 

de ce b b c  e t l e  polynôme P (x). 
o,m 

fi) Si Le côté 0 u u t  ou Nohd-Ouut d'un bloc Q n'appu4Lien.t pa6 à la 

table  Q ~ ,  &OU lu polynômes Q du nohd de ce bloc Q2 o n t  0 pouh moine  avec 

comme ohdtre de m ~ ~ ~ é  2m-k. 

Démonstration. -------------- 

i) et ii) sont des conséquences immédiates des propriétés 6.19 et 

6.7. 

iii) P (x) qui est au nord du bloc P a O pour racine. 2m ,m 2 
Donc Q (O) # O d'après le théorème 1.9. 2m ,m 
En appliquant la propriété 6.7, on a le résultat. 

cqfd. 

<L 
Lorsque P (x) est orthogonal régulier, il arrive que Q (t) soit ideritiquement 

k ,m k ,m 
nul pour m 2 1. Nous allons donner une condition nécessaire et suffisante pour 

que cela soit réalisé. 

S o i A  P (x) un poLynôme otLthogonut héguRieh pah happoht à la donc- 
kym (k-2m) fionn&e Linéaihe d avec m 2 1. 

Une condikan n é c e s ~ a h e  et au66hante pom que $k,m(~) A O " ~  identiquement nul 
e s t  q u e l t o n  aLt dk-i = O pouh i r N ,  1 r i 5 m et O c k r m, c ' u t  à the que 
P (x) 6 0 d  a(UM la pam5e de La a b l e  PZ tekXe que O 5 k 5 m et q u ' a  h o i A  
k ,m 

au nohd d'un bloc P2 d o n t  Le côté ouest ut occupé pah dea polynômes de deghé O .  

Démonstration. ------------- 

CS : (i 1 
- Un bloc a son côté ouest occupé par des constantes P si et seulement 

O 

si les coefficients d. sont nuls. 
1 



m P (x) = x avec m 2 1 et O S k S m. 
k ,m 

Il est au nord d'un bloc P de largeur au moins égale à m. 

S i  k = m, - - do - ...... - dm-i = O 

Alors Q (x) I O et akYm(x) 2 O. 
k ,m 

S i  O r k s m-1, alors d-l = O au moins 

2, 
CN : supposons que Q (x) soit identiquement nul. - k ,m 

i) S i  m-1 s k s 2m. 

En utilisant l'expression de 3 (x) sous forme de déterminant on 
k ,m 

En co~rmenpant avec i = m on a d H ( ~ - ~ ~ )  = O ce qui entraine que d = O puisque 
O m O 

2, 

Q (XI : O <=> 
k ,m 

P (x) est orthogonal régulier. 
k ,m 
On obtient ainsi d = O pour s EN, O L s S m-1. 

S 
Si m < k S 2m, parmi les lignes de H (k-2m) une ligne est identique à m 

(k-2m) = O ce qui est contraire à l'hypothèse. do,...,dm-l. On a donc Hm 

(k-2m+1) = 0, car sa dernière ligne est d Si k=m, Hm Os  . ,dm-l* 

$ - - - - - - - - - - - - - - - - - 
dk -m 

I I 
I I 
I I ---------------- 
%-m-1 %-1 

0 ----- 
O do ----- d m - ~  

Donc P (x) est au nord d'un bloc P qui a son côté ouest occupé par des poly- 
k,m 

nômes de degré O puisque do,...,dm-l sont nuls. 

= O pour i EN, 1 S i S m  
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i i )  S i  0 5 k I m-1 .  

On o b t i e n t  : 

a )  Si d - l #  O ,  a l o r s  pour i = m - 1  on a : 

On en déduira  de proche en proche que tous  l e s  déterminants  d t o r d r e  m ,  sauf  
H(k-2m) , e x t r a i t s  des  m premières l i g n e s  du déterminant  précédent son t  n u l s .  m 

= O pour i E N ,  O I i I m - 1  
5 
Qk,m(x) O <=> 

m Par conséquent P ( x )  = x . 
k,m 

P (x) e s t  au nord d'un b l o c  dont l e  cô t é  oues t  e s t  occupé par  des  polynômes 
k ,m 

de degré  0.  Mais s i  d z O ,  aucun bloc occupant c e t t e  p o s i t i o n  n ' a  son c ô t é  - 1 
nord dans l a  demi-table supé r i eu re .  

%-2m 
----------------- 

I 
4c -m 
l 

I I 
I I 
I I 

---------------- 
4 c - m - 1  dk-l  

d .  ----- d 0 ----- O 
1 -m -1 

b )  Si  d = O ,  pour  EN, 1 1  i ~ r e t  d 
-1 -r-1 r O t ous  l e s  polynômes 8 ( x )  

k,m 
pour m < r sont identiquement nu l s .  

D 'au t re  p a r t ,  il y a un b l o c  P q u i  a une hauteur  de ( r -1 )  dans l a  demi-table 

supér ieure .  Ce b loc  a son c ô t é  oues t  occupé pa r  des  cons tan tes .  

Pour m I r il e x i s t e  un s e u l  polynôme P ( x )  or thogonal  r é g u l i e r .  I l  e s t  au  

nord de  ce  bloc.  Le co t é  nord du b loc  c 'est occupé pa r  des  polynômes ident ique-  

ment n u l s  d 'après  l a  p r o p r i é t é  6 .7 .  Ce sont  l e s  s e u l s  à ê t re ident iquement  n u l s  
% 

pour r < m. En e f f e t ,  supposons que Qk,,(x) O pour r < m. 

On t rouve  que : 
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quelle que soit la colonne j c H occupée par d O S j S m-1-r. -r-1 ' 

Alors en utilisant l'expression de P (x) sous forme de déterminant on 
k ,m 

obtient : 

m-r (k-m-r) m-r+ j (k-m-r+ j ) P (x) = x 'r (x) = X P 
k ,m r- j 

(XI 

avec 

où P* (x) est un polynôme situé sur le côté ouest du bloc P- r- j 2 ' 
On apar conséquent 8 (XI .(x) = O .  

k ,m r-1 

Or le seul polynôme orthogonal régulier, tel que sa colonne soit inférieure 

ou égale à r, est au nord d'un bloc ; il ne peut donc être à l'ouest d'un 

autre bloc. Il faut donc que l'on ait r = j. 
Par conséquent 8 (x) ne peut être identiquement nul que s'il est au nord 

k ,m 
d'un bloc P dont-le côté ouest est occupé par des constantes. 

2 
On a alors dk - = O pour i E H ,  1 s  i S m. 

cqf d . 

CotoUuhe 6 . 9 .  

Lu 6eu.h polynômes ?jk ,m(x) LdwuXquentent nued sont 

i) au notd d'un bloc a2 dont l e  bloc P come6pondan.t a son cÔXé oue6.t occupe 

~ V L  de6 polynôrneb de degté O e.t Aon cÔX5 no& aA/tué dand la demi-&ble O s k i m. 
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ü) &a & paht ie  du bCoc $ où la pophietC! 6 . 6  e s t  vna ie  (cd. hemcVLque 6 . 5 1  . 

Démonstration. ------------- 

C'est la conséquence immédiate des propriétés 6.20 et 6.6. 

cqfd. 

Pour la propriété suivante on pose encore m = k-2m et k' = k-2mt2pr(myn). 

i )  P (XI et pkl ,pr(m,n) (x) n'ont  p a  d e  &ne commune. 
k ,m 

Lll Si d-l ' '9 Qk,m(x) et Qkf ,pr(m,n) (x) n'ont  pas d e  kac ine  cornnune. 

Lü)  Si dml = O, Q (X' Qkl ,pr(m,n) (x) nronR pa6 dt&e /racine 
k ,m 

wmrmne que O. 

i v )  Si p (x) n ' e s t  p u  au no& d'un b l o c  p, P (x) et Q ~ ~ ~ ( X )  n ' o n t  
k ,m k ,m 

p u  d e   ne commune. 

v 1 Si P (x) es t  au nohd d'un b l o c  P et b i  k = 2m, P (x) 
k ,m k ,m 

Qk ,m (XI n'ont  pas de  m ~ n e  comnune, h i  0 I k 2 2m-1, &/rb 0 e6$ La h e u t e  
hucine commune. 

Démonstration. -------------- 

D'après la propriété 6.17 on a : 

Donc la seule racine commune que puissent avoir deux polynômes pris dans chacun 

des produits est zéro, ce qui démontre le iii). 
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i )  ~érnontré  dans l e  théorème 1 . 9  i) . 

i i )  S i  d-l f O e t  s i  O S k i 2m-1, l e s  polynômes Q (x )  e t  Qk,,pr(m,n) k ,m 
c x )  

ne peuvent avo i r  O pour r ac ine  commune c a r  c e l a  s i g n i f i e r a i t  q u ' i l s  sont  

tous  l e s  deux au  nord d'un bloc Q ( c o r o l l a i r e  6.7).  
2 

S i  k = 2m, on a l'approximant de Padé c lass ique  e t  l a  p ropr ié t é  e s t  v ra ie .  

(Théorème 1 .9  i i ) ) .  

i v  ) S i  P (x)  n ' e s t  pas au nord d'un bloc P i l n ' a  pas O pour rac ine .  
k ,m 2 ' 

Par conséquent P ( x )  e t  Qk,m(x) n'ont pas de rac ine  commune. 
k ,m 

v S i  k = 2m on a l 'approximant de Padé c lass ique ,  d'où l e  r é s u l t a t  

(théorème 1 . 9  i i )  ) . 
S i  O < k S 2m-1 l a  p ropr ié t é  6.7 démontre l e  r é s u l t a t .  

cqfd. 

Remarque 6.10. 

Lorsque P ( x )  e s t  orthogonal r é g u l i e r ,  nous avons l e s  équivalences 
k ,m n.  

suivantes pour l e  degré de Q ( t )  e t  k , m ( t ) .  
k ,m 

Nous savons d é j à  que deg P (x)  = m. 
k ,m 
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6,5 TABLE F2 NORMALE - TABLE F2 NON NORMALE, 

Nous app&enonh ,tuble H Z ,  la s o u  ,tuble de,  dUcminant6  de Hanbct 
p l u  comeapond aux kkLta de la t a b l e  Pz. 

Védi&on 6 .5 .  

Une iabtnbee F 2  s m  &e n o m d e  s i  et heulenient s i  l a  *abLe Hz ai 

nohmde. Danh l e  cas c o W e  la t a b l e  F 2  61M.a c&e non n o m d e .  

Ph~plUété  6.22. 

S i  la .table F 2  noce et s i  O r k i 2m-1, alka 

2, 
d e g ?  ( x )  = m e t d e g  Qk,,(x) = m-1. 

k ,m 

Démonstration. ------------- 

La t a b l e  H e s t  normale, donc d # O e t  d-l z O .  
2 O 

Pour O s k s 2m-1, P (O) # O puisqu'aucun b loc  P n ' a  d 'élément dans l a  
k ,m 

t a b l e  P,. 
L 

Donc d e g ?  ( x )  m.  
k a m  

S i  O 5 k S m - l a  a l o r s  deg 8 ( t )  = m - 1  d ' a p r è s  l a  remarque 6 . I O .  
k ,m 

S i  m S k S 2m-1, O ne peut ê t r e  r a c i n e  de Q ( t )  que s ' i l  e s t  au nord d'un 
k am 

bloc Q ( c o r o l l a i r e  6-71, ce q u i  e s t  c o n t r a i r e  à l 'hypothèse.  2 
Donc àeg 8 ( t )  = m-1.  

k ,m 

cqf  d . 



Tr.lble F2 normale 

Remarque 6.11. 

On prendra garde au f a i t  que pour k = 2m on peut avoi r  : 

2, 2, 

deg P (x )  = m e t  deg Q < m-1 
k ,m k,m 

2, 2, 

deg P ( x )  < m e t  deg Q = m-1 
k ,m k ,m 

c = {1, 2 ,  1, -4, 1, ...} 

p (XI = x2 - 2x + 3 
432 

Q (XI = x 
4 ,2  e t  < , 2 ( ~ )  = 1 .  

Exemple 2.  

6,6 CAS DES FONCTIONNELLES LINEAIRES DEFINIES POSITIVES. 

Nous étudions maintenant l e s  p ropr ié t é s  des zéros de Pk (x )  e t  
,m 

Qk ,m(x) ,  lorsque l a  fonct ionnel le  l i n é a i r e  d(k-2m) e s t  d é f i n i e  pos i t ive .  

i l  Lu z h s  de P (x) sont té& e.t ~~~ 
k ,m 
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i i l  Deux zaos coribéutid~ de P ~ + ~ , ~ + ~  ( x )  a o n t  sépaha pm un zétro de 

P ( x )  et htcipoqument. 
km 

Lü) La Z ~ O A  de Q (x )  sonthé& &ta zéma non nuh  sont disfin& 
k ,m 

i v )  Deux zérLos conhéCU/tids de même digne de P (x)  sont aépahéb pah un 
k ,m 

z a o  de Qk,m(x) et hécipoquement. 

S i  O esX t~acine simple de P (x)  il es t  mcine de Q (x ) .  
k,m k,m 

'k ,m 
( X I  p e u t  a v o h  au p h  une mcine double nutte, seulement ciand t e  cas où k 

ut p a h ,  P ( 0 )  = O et s'il exAXe d a  zéms de aigne oppoaé p o m  P ( x ) .  
k,m k ,m 

Endin, a i  k a-t p a h  et s i  O n ' u t  pas mcine,  a l o u  deux z h s  con6éCLLtid~ 
de P (XI sont sEpa>~é6 p a ~  un Z&O de Q ~ , ~ ( x )  ethiicipoquement. 

k ,m 

v )  Deux z h s  c o n b é d d s  de même signe de Q ( x )  a o n t  aépahéb pah 
k ,m 

de 'kt2,mtl (x)  et hécipoquement. 

Démonstration. -------------- 

i) e t  ii) ~ & m o n t r é  dans Pe théorème 2.15 du l i v r e  de C.  Brezinski.  

i i i )  e t  i v )  

a )  Si k est pair. 

On prend deux zéros consécut i fs  y e t  z de P 
k+2 , m + l  ( X I .  

Si aucun des deux n'est nul on a en u t i l i s a n t  l a  p ropr ié t é  6.17 

Ces deux expressions sont  de même signe.  

O r ,  d 'après l e  i i ) ,  P (y)  e t  P ( 2 )  sont  de signe opposé, donc a u s s i  
k ,m k ,m 

'kt2 , m t l  (Y) et 'kt2 , m t l  (') 'kt2 , m + 1  ( x )  a donc un zéro e n t r e  y e t  z. 

S o i t  au t o t a l  m zéros r é e l s  e t  d i s t i n c t s .  



§6 FonctionneZLes ?,$ndaires ddfinies positives 

S i  O est  racine. 

Alors 

(O) 'k+2,m+l (O) = 0 k,m 

D'après l e  i) P (O) # O ,  donc Q k+2 , m + l  (O) = o. 
k ,m 

S i  de p lus  il e x i s t e  des zéros de signe opposé, a l o r s  s i  on prend l e s  t r o i s  

zéros consécut i fs  y ,  O ,  z t e l s  que y < O  < z ,  on a : 

ces  deux expressions sont  toujours  de mZme s igne,  mais c e t t e  f o i s  c i  P (y )  k ,m 
e t  P ( z )  sont  a u s s i  de même s igne ,  donc également Q k+2 , m + l ( ~ )  et 'k+2 , m + l  (2 )  k,m 

Or' Qk+2,m+l ( 0 )  O. Ceci n ' e s t  poss ib le  que s ' i l  e x i s t e  un second zéro e n t r e  

y e t  z .  O peut ê t r e  rac ine  double. S i  O n ' e s t  pas r ac ine  double il y a un a u t r e  

zéro r é e l  non nul  e n t r e  y e t  z .  

So i t  au t o t a l  m zéros r é e l s  e t  l e s  zéros non nuls  sont  d i s t i n c t s .  

b )  S i  k e s t  impair. 

Entre deux zéros consécu t i f s  non nuls  de m ê m e  s igne  de P k+2 , m + l  (XI 
on trouve encore un zéro de Q k+2 , m + l  (XI 

S i  O est  racine,  il e s t  a u s s i  r a c i n e  de Qk+2,m+l(x). 

S i  de p lus  il e x i s t e  des zéros de signe opposé a l o r s  en prenant t r o i s  zéros 

consécut i fs  y ,  O ,  z t e l s  que y < O < z on a l e s  deux mêmes r e l a t i o n s  que dans 

l e  a ) .  E l l e s  sont  c e t t e  f o i s - c i  de signe opposé e t  P (y)  e t  PkYm(z) sont  de 
k ,m 

même signe.  Donc Q k+2 , m + l  (Y) et Qk+2 , m + l  ( z )  sont  de s igne  opposé. Il y a donc 

un nombre impair de zéros e n t r e  y e t  z. I l  y a dé jà  O.  En f a i t ,  il n'y en a pas 

d ' au t re  sinon on a u r a i t  ( m + l )  zéros  r é e l s  e t  Qk+2,m+l ( x )  peut avo i r  au plus m 

zéros. 

I l  r e s t e  donc au p lus  un zéro r é e l  à p lace r  avant ou après  l e s  zéros de 

'k+2 , m + l  ( x ) .  
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S i  O n ' e s t  pas racine, e t  s ' i l  e x i s t e  des zéros de signe opposé a l o r s  on prend 

encore deux zéros consécut i fs  y e t  z  t e l s  que y < O < z. O r  P (y)  e t  PkYm(z) 
k ,m 

sont  de signe opposé. Donc Q (Y)  et 'k+2 , m + l  ( z )  sont  de même s igne .  k+2 , m + l  
On a donc un nombre paix?.de zéros e n t r e  y e t  z .  En f a i t  il n'y en a aucun, 

s inon on a u r a i t  encore (m+l) zéros pour Q (x ) .  Il r e s t e  donc au p lus  k+2 , m + l  
un zéro r é e l  à placer  avant ou après  l e s  zéros de P k+2 , m + l  (XI .  

v 1 Prenons deux zéros consécutifs  y e t  z  de même signe de Q ( x ) .  On a 
k ,m 

encore l e s  deux mêmes r e l a t i o n s .  Ces deux expressions sont  de même signe.  O r  

d t a p r è s  l e  i v )  , P ( y )  e t  P ( z )  sont de s igne  opposé, donc a u s s i  
k¶m k ¶m 

Qk+2 , m + l  (Y)  et Qk+2,m+l k+2 , m + l  (Y) ( z ) .  Donc il y a un nombre impair de zéros de Q 

e n t r e  y e t  z.  

Pour montrer l a  réciproque on procède de l a  même façon en prenant deux zéros 

consécutifs  y e t  z  de même signe de Q k+2 , m + l  (x)  

D'où l a  conclusion. 

cqfd. 

Remaraue 6.12.  

S i  k = 2m on a lfapproximant de Padé c lass ique  e t  par  conséquent 

l e  théorème 2.15 du l i v r e  de C .  Brezinski e s t  va lable  dans son i n t é g r a l i t é  

i Les zéros de P (x )  sont  r é e l s  e t  d i s t i n c t s .  2m ,m 

i i )  Les zéros de Q2m,m(x) sont  r é e l s  e t  d i s t i n c t s .  

i i i )  Deux zéros consécut i fs  de P ( x )  sont  séparés par  un zéro de 2m+2 , m + l  
P (x )  e t  réciproquement. 
2m ,m 

iv ) Deux zéros consécut i fs  de Q (x)  sont  séparés par  un zéro de 2m+2 ,m+l 
Qmi,.,(x) e t  réciproquement. 

v 1 Deux zéros consécut i fs  de P2m I,(x) sont  séparés par un zéro de Qrn,Ax) 
Y 

e t  réciproquement. 



§6 Fo~ctionne 2 tee linéaires déf inies  positives 

S i  d-l L O et a i  lu 6onctionneUe finéaine d'k-2m' ut dédinie 

poaikive avec O s k < 2 m - 1 ,  &OU. 

i l  L e 6  zénoa de P ( x )  a o n t  h é e h  et cbhkinots. 
k ,m 

Li) Deux z h a  coméCL1üda de P ~ + ~ , ~ + ~  (x)  a o n t  aép~~heb p a f ~  un zého 

de P ( x )  et tréci~oquement. 
k ,m 

U) L e s  z h a  de Q ~ , ~ ( X )  d o n t  hé& et dhk inc t s .  

i v )  S i 0  uttra&neahnpLe de P ( x )  XR u t t rac ineahnp le  de Q  ( X I  
k ,m k ,m 

Deux zéaoa c o m é U 6 a  de mhe  aigne de P ( X I  aont aépa~éb pdr(. un zéno de 
k ,m 

Qk .m (x )  et trédpoquement. 

~nÉjin, b i  k e s t  p a i n  et b i  O n ' u t  pas hacine, a l o u  deux z h h  c o n û é d d b  de 

P ( X I  dont 6éPa>Led un z h o  de Q k Y m ( x )  et trécipnoquement. 
k ,m 

v 1 Deux z&oa conbéCLLtid6 de même aigrie de Q ( x >  aont aépméb pa/r un 
k ,m 

Zh  de  Q k + 2 , m + l  ( x )  et trécipquement. 

S i  O es t  hacine de L'un Lt n ' u t  pas tracine de l'aube. 

Démonstration. ------------- 

La démonstration reste celle de la propriété 6.23 à laquelle il 

convient d'ajouter : 

- pour les iii) et iv) -  après le corollaire 6.6, Q ( x )  a O pour 
k ,m 

racine avec un ordre de multiplicité inférieur ou égal à celui de P ( x ) .  
k ,m 

- pour le v) - Si O est racine de l'un, il est au nord d'un bloc 
de largeur 1. L'autre ne peut donc être aussi au nord d'un bloc. 

cqfd. 
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La donctiom&e Luiéahe d ( - j )  powr j E N, i i j  r r,  n'est  pas 

Li ]  S i  r > 1, l a  donotionn&e Lhinéahe d ( - j )  p o u  j > r n 'es t  p u  d é d u t i e  
po&tive. 

Démonstration, ---- ---- ----- . 

i )  Evident puisque H ( - 9  = 
1 

i i )  S i  j  = 2m-k > r r 2 on u t i l i s e  l a  p ropr ié t é  6.19 e t  l e  c o r o l l a i r e  6.8. 

Alors O e s t  r a c i n e  d'ordre r r 2 au moins de Q ( x ) .  
k ,m 

On a a l o r s  une cont radic t ion  avec l a  p ropr ié t é  6.23 i v ) .  En e f f e t ,  Qkam(x) ne 

peut avoi r  O pour racine double au p l u s ,  que dans l e  cas  où k e s t  p a i r ,  P ( O )  = C 
k ,m 

e t  s ' i l  exis te  des  zéros de signe opposé pour P (x ) .  
k ,m 

S i  P (O) = O ,  P (x)  e s t  au nord d'un bloc P de l a rgeur  1. Dr après l e  c o ~ o l -  
k ,m k y m  r+l * l a i r e  6.8, Q (x) = x 

'k , m - r - 1  ( x )  e t  O s e r a i t  rac ine  t r i p l e  de Q (x). 
k ,m k ,m 

cqfd. 

6,7 ETUDE DE L'ERREUR, 

Nous voulons connaître  l ' express ion de f ( x )  - f  (x) pour x p e t i t  
k,m 

e t  pour x grand. 

En u t i l i s a n t  l e s  r e l a t i o n s  in t rodu i t e s  dans l a  sec t ion  6.1 nous avons : 



Etwle de 2 'erreur 

Pour x p e t i t  : 

Pour x grand : 

Nous pouvons en déduire l a  p ropr ié t é  su ivante  : 

Démonstration. ------------- 

Pour x p e t i t ,  a = O pour j  E N ,  j 2  k. D'où l e  r é s u l t a t .  
j 

Pour x grand on a : O s k-m-1 5 m-1. 
m 

O r ,  pour j EN, O i j  S m - 1 ,  1 c ~ - ~  bi - a  = O .  
i = o  j  

On re t ranche  c e t t e  expression de chacun des c o e f f i c i e n t s  de x j  de 
'b 

f ( x )  *$,m(x) - Qk ,m(x). 
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Par conséquent 

i i )  Si O 5 k 2 m-1.  

Pour x  grand on a  -m-1 5 k-m-1 -2 .  

Donc a = O pour j s k-m-1. D'où l e  r é s u l t a t .  
j 

Pour x  p e t i t  on a  : 

* E 'j-i bi - a  = O pour j E Z,  k-ms j s m-1. 
i = o  j 

On retranche c e t t e  expression de chacun des c o e f f i c i e n t s  de x j  de 

f(x1.P (x )  - 8 (x ) .  D'OÙ l e  r é s u l t a t .  
k  ,m k ,m 

i i i )  Si k = m. 

Pour x  p e t i t  a  O pour j 2 m. D'où l e  r é s u l t a t .  
j  

Pour x  grand a  = O pour j < O. D'où l e  r é s u l t a t .  
j 

cqfd. 

Nous démontrons maintenant une p ropr ié t é  qu i  f o u r n i t  l ' express ion de l ' e r r e u r  

f ( x )  - f (x) quand l'approximant f  (x)  e x i s t e .  
k  ,m k  ,m 

SL C1ap~oximant de Padé en deux poLvtts f ( x )  e&Ze on a : 
k ,m 



Et~,,3e de 2 'erreur 

Démonstration. ------------- 

i )  Pour x petit .  

1 O, alors le premier terme non nul de f .$ (x) - a (x) est : 
k ,m k ,m 
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Donc : (k-2m) 
1 Hm+l k 

f(x) - fkyrn(x) = , +, O(Xk+l) 
P (x) (k-2m) P (x) 
k ,m Hm k ,m 

Or 3 (O) = 1, Par conséquent, on a le résultat proposé. 
k ,m 

S i  H(k-2m) = 0, puisque lfapproximant de Padé en deux points f (x) existe, 
m k ,m 

il est identique aux approximants des côtés intérieurs Ouest, Nord et Nord-Ouest 

du bloc F dans lequel il se trouve. En particulier : 
2 

h+l 
~(k-2m)(~) - i Posons h+l - Ai,h+l 

x et kf = k-2m+2h+2. On applique la prop~iété 
i=o 

(XI 
6.24 à l'approximant 

pour j E Z, kt-h-1 I j I kf+p-h-2 

Q(k-2m)(0) = 1, on a le résultat proposé. Puisque Phtl 



ii) Pour x grand. 

(k-2m+i) t O ,  a l o r s  l e  premier terme non n u l  de S i  H F - ~ ~ )  t O e t  H~ 

'L f.3 (XI  - Q ~ , ~ ( X )  e s t  
k,m 

m "m 
Donc b (-1) 

m 
(k-2m) 

Hm 

Par conséquent : 
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En trait plein nous avons représenté le bloc P, en  ointi il lé le bloc W. 
Sur la diagonale k nous n'avons fait figurer que les valeurs des colonnes. 

Avec nos hypothèses, f (x) est dans la partie du bloc F situé au dessus 
k ,m 2 

de l'antidiagonale principale de ce bloc ou sur cette antidiagonale. 

Par contre, il n'est pas sur la première colonne de gauche de ce bloc F 
2 ' 

Alors : 

2, *(k-22-2) 
où 8p-2h-2y0)(x) est l'associé de 'L (x). 

h+l h+l 

Nous avons : 

(k-1) (xj (k-1) 'L 
Y W, ) O pour j EN, O s j I p-1 

h+l 
2r 

(k-1) ( x ~  W(k-l)) = O 
Y 'L 

h+l 

Alors : 

On a donc : 
(k-22-11 

'L H'L 

= (-1) h+l h+l 
Q+l ,%+l (k-22-2) 

H2r 
h+l 

?p-22-2,0) (x) 

En appliquant la propriété 6.24 à l'approximant h+l 
'L 

on a : a( k-2h-2 ) ( ) 
% 
h+l 

2r 
h+l 

'L 1 dj-i Ai,&l = O pour j E Z, h-p r j I k-1 
i=o 



ESsLde de l'erreur 

Par conséquent : 

C'est à dire en divisant les deux membres par #k-h-2) (x) et en prenant le 
h l  

premier terme du développement asymptotique. 

cqfd. 

Remarque 6.13. 

Dans le cas normal on retrouve les expressions données par Sidi 

dans son article (théorème 4). 

Remarque 6.14. 

Dans le cas non normal on peut donner une expression du premier 

terme de l'erreur en fonction de déterminants de Hankel. Il suffit de faire 

appel à la propriété 4.5 dans le cas où x est petit et à la propriété 4.15 dans 

le cas où x est grand. 

'L 

- Qk,m'x) Une c o n ~ o n  n e c u s d e  et sudd.bante pow que f(x) t fkSm(x) - 
3 (XI 
k 9m 

ChnEd~&Lble avec deg ?fk Jx) = m est  que l 'on & un bloc F2 indini pow lu 
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Démonstration. ------------- 
2, 

CN si 'k ,m(x) - e s t  i r r é d u c t i b l e ,  a l o r s  P ( x )  n ' e s t  pas  à l t i n t é r i e u r  
2, k ,m 
P ( x )  
k ,m 

'd 'un b loc  P2 ( c f  : p r o p r i é t é  6.21 e t  théorème 6.1).  

(k-2m) . Donc Hm 

S i  en p l u s  deg 8 ( x )  = m,  O n ' e s t  pas  r a c i n e  de P ( x ) .  
k ,m k Ym 

Donc H (k-2m+l) . 
m 

Alors d 'après  l a  p r o p r i é t é  6.25, pour x p e f i i l ' i d e n t i t é  de f ( x )  e t  de  f ( x )  
(k-2m) ( x j  (k-2m) k ,m 

e n t r a i n e  que H (k-2m) e s t  n u i  e t  que d 
'm ) e s t  n u l  quelque s o i t  m + l  

j E N y e t  par  conséquent : 

D'autre p a r t ,  pour x grand, l a  même p r o p r i é t é  6.25 donne 

e t  par  conséquent : 

On a donc un b loc  i n f i n i  avec H = O pour i 2 m + l  e t  H * O .  
i m 

CS : Puisqu'on a un b loc  F i n f i n i  pour l e s  colonnes j 1 m ,  (k-2m) - 2 Hm 
Vk, O 5 k 5 2m. 

Alors P (x )  n ' a  pas  O pour r ac ine  p u i s q u ' i l  e s t  à l ' o u e s t  d 'un b loc  P2. 
k Ym 

Donc deg 3 ( x )  = m. 
k,m 



Etude de 2 'erreur 

Suivant l a  diagonale k-2m on a : 

H ( ~ - ~ ~ )  = O ,  V i  6 IN, i z m t i  
i 

Donc pour x p e t i t  

D'où : 

cqfd. 

S i  f e ~ . t  une &a&ion tLationn&e d u ~ é d u c t i b l e  dont Le dénominateuh 
ut d e  d q h E  m et l e  vuunWu de degtré m-s-1  a v e c  s 2 0,  dotrd on a un b l o c  
F, i n d i n i   pou^ la c o l o n n a  j 2 m et tou~ la apphoxUnani2 d e  Pudé en deux 

poULt6 du b l o c  ~ ~ i n 6 i n . i  d o n t  i d e n t i q u e s .  

Démonstration. ------------- 

Nous avons f 5 f 
C m - l / m l  

(x )  = f (x). 
2m ,m 

C'est  une conséquence du théorème 10 p. 196 du l i v r e  de J. Gilewicz. 

On applique l a  p ropr ié t é  6.26.  D'où l e  r é s u l t a t .  

cqfd. 

Remarque 6.15. 

S i  f e s t  identique à une f r a c t i o n  i r r é d u c t i b l e  dont l e  dénominateur 

e s t  de degré m e t  l e  numérateur de degré m t s - 1  avec s 2 0 ,  on obtiendra un résu l -  

t a t  semblable en u t i l i s a n t  l a  remarque 6.1.  
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6.8 POLYNOMES D E  LAURENT ORTHOGONAUX. 

Récemment un papier  de W. Jones e t  W.  Thron donne des  p ropr ié t é s  de 

c e r t a i n s  polynômes de Laurent en vue de l e s  r e l i e r  aux T-fract ions.  Nous a l l o n s  

montrer que ces polynômes sont  r e l i é s  de façon extrêmement simple aux polynômes 

orthogonaux c lass iques .  

NOUA appdons  polynôrnu de Lauirent une donctian de  dome  : 

Notations. 

Nous noterons 7 l 'ensemble des polynômes de Laurent P-i . ( x )  
-n,k 33 

t e l s  que i, j E N ,  O 5 j I k e t  O S i 5 n. 

Nous noterons 1 ' ensemble des polynômes de Laurent P . (x)  
3 - i , 3  

t e l s  que i, j E N. 

Remaraue 6.16. 

- 
P est un espace v e c t o r i e l  de dimension i n f i n i e .  - ¶OD 

e s t  un sous-espace v e c t o r i e l  de dimension n+k+l de P . 
-n,k -,a, 

{dkIk , une 6 d e  de  nornbke~s hé&. Now d é d i n h a o ~  une 



- 
Parmi l e s  polynômes de P-o> nous ne r e t i end rons  que l e s  polynômes 

- Y 

du type  F (x )  ou P-n,n-l -n ,n (x)  

On cherche l e s  polynômes du type  précédent orthogonaux pa r  r appor t  

à l a  fonc t ionne l l e  c ' e s t  à d i r e  t e l s  que : 

Nous obtenons donc l e s  deux systèmes l i n é a i r e s  s u i v a n t s  respectivement pour 

l a  première e t  l a  seconde r e l a t i o n s .  

d  = O pour j E Z,  -n I j 5 n - 1  1 i - n  i + j  i=-n 

n-1 
d  = O pour j  E Z,  -n+l < j < n-1. 1 i - n -  i + j  i=-n 

Nous imposons X - - ' et X n - ~ y ( - n , n - ~ )  
= 1, c ' e s t  à d i r e  que nous dés i rons  

n,(-n,n)  

que l e s  polynômes P ( x )  e t  P ( x )  s o i e n t  u n i t a i r e s .  
-n ,n -n ,n-1 

Alors  l e s  systèmes d ' o r thogona l i t é  s a t i s f a i t s  pa r  P ( x )  e t  P ( x )  sont  
-n ,n -n ,n-1 

a u s s i  s a t i s f a i t s  respectivement par  P  2n (-2nt1)(x), c r e s t  à d i r e  éga- ( -2n) (x)  e t  P2n-l 

lement par  P  
2n, 2n et P ~ n - ~ ,  2n-1 ( X I .  

Tous l e s  polynômes é t a n t  supposés u n i t a i r e s ,  nous avons donc : 
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Les polynômes de Laurent orthogonaux a i n s i  d é f i n i s  s e  déduisent  donc simplement 

des  polynômes orthogonaux s i t u é s  sur l ' h o r i z o n t a l e  k = m dans l a  t a b l e  P2. 

Leur ex i s t ence  e t  l e u r  u n i c i t é  son t  donc l i é e s  à c e l l e s  des  polynômes orthogonaux 

c l a s s iques .  

Ils s a t i s f o n t  une r e l a t i o n  de récur rence  e n t r e  t r o i s  polynômes orthogonaux régu- 

l i e r s  s u c c e s s i f s ,  s i  on appe l l e  polynôme de Laurent or thogonal  r é g u l i e r  un poly- 

nôme pour l e q u e l  l e  déterminant de Hankel correspondant ( s o i t  H (-21-11 ( -2n+l)  ) 
2n OU H 2 n - ~  

e s t  non nu l .  

En p a r t i c u l i e r  lo rsque  l a  t a b l e  e s t  normale on peut u t i l i s e r  l a  r e l a t i o n  2.29 du 

l i v r e  de C. Brezinski .  

Nous avons donc : 

q u i  conduit  à l a  r e l a t i o n  su ivan te  avec l e s  polynômes de Laurent orthogonaux 



~ d t e d m t i d r .  des tables P e t  Q2 2 

qui conduit à la seconde relation de récurrence vérifiée par les polynômes 

de Laurent orthogonaux. 

On retrouve les deux relations de récurrence de Jones et Thron. Si en plus la 

fonctionnelle est définie positive on a les propriétés classiques pour les zéros 

des polynômes orthogonaux, ainsi que l'ensemble des propriétés de leur théorème 1. 

En conclusion, l'emploi des polynômes de Laurent orthogonaux alourdit et particii- 

larise l'étude des approximants de Padé en deux points. En effet, tout d'abord 

on obtient deux relations de récurrence au lieu d'une seule car il faut tenir 

compte de la distinction entre P (x) et P-n,n l(~). Ensuite, on n'est capable -n ,n - 
de trouver l'approximant de ~ a d é  en deux points que sur l'horizontale k=m dans 

la table P2. 

6 t 9  DETERMINATION DES TABLES p2 ET Q2* 

La table PÎ peut être obtenue à partir du calcul de la table P, mais natu- 

rellement on fait intervenir des polynômes qui ne,.sont pas dans la table P2 et qui 

par conséquent n'ont pas de rapport avec les approximants de Padé en deux points. 

La table Q ne peut pas être obtenue à partir d'une table plus vaste. 
2 

Il est donc préférable de calculer ensemble les polynômes P ( x )  et QkSm(x) en 
k ,m 
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u t i l i s a n t  l e s  h u i t  r e l a t i o n s  c l a s s i q u e s  que v é r i f i e n t  simultanément ces  deux 

ca t égor i e s  de polynômes à l ' i n t é r i e u r  des  t a b l e s  P2 e t  Qî. Les r e l a t i o n s  géné- 

r a l e s  concernant l e s  polynômes P ont é t é  données au c h a p i t r e  4. On a a i n s i  ld 

p o s s i b i l i t é  de déterminer  nTimpor te  q u e l  approximant de Padé en deux p o i n t s  

de l a  t a b l e  F2. 

L'algorithme généra l  "qd" présen té  dans l e  c h a p i t r e  2 peut  également êtpe 

appl iqué i c i .  Les c o e f f i c i e n t s  que l ' o n  ob t i end ra ,  s ' appl iqueront  a u s s i  b ien  

pour déterminer P (x) que Q k , m ( ~ ) .  
k Ym 



APPROXIMANTS DES SERIES DE FONCTIONS 

- * -  

Dans La publication AN0 27 nous nous dtions intéressés aux 

propriétés des approximants de type exponentiel. En fa i t  tout ce que 

nous avions dbmontrd s'applique sans grands changements aux approximants 

des séries de fonctions. Nous avons donc remanié l e  chapitre 1 de notre 

publication AN0 pow faire ce septième chapitre. De nombreux résul tats  

obtenus pour les  quadratures de Gauss trouveront leur application i c i .  

Nous avons u t i l i s é  l 'introduction à ces approximants qui 

figure dans l e  l ivre  de C. Brezinski C61. Elle montre comment à partir 

d'une formule de quadrature de Gauss on obtient un approximant de séries 

de fonctions. Nous en déduisons que les  coe f f ic ien ts  de quadrature satis-  

font un systdme linéaire dont la  matrice e s t  d'Hermite e t  dans laquelle 

ne figurent que les  valeurs des zéros du polynôme orthogonal P . I l  e s t  
P 

équivalent à deux autres systèmes linéaires dont l 'un  e s t  le  système 

d'orthogonalité s a t i s f a i t  par P . Cette propriété clôture la première 
P 

section. 

Ld seconde section e s t  consacréeà l'étude de l 'existence e t  

de l 'unici té  de ces approximants. Nous montrons que Zorsqu'ii! exis te ,  

i l  e s t  unique. S i  l e  po lynôme e s t  orthogonal singulier, l 'approximnt 

e s t  identique à celui  que l 'on obtient à partir du polynôme orthogonal 

régulier prédécesseur. S i  l e  polynôme es t  quasi-orthogonal., l'approximant 

n 'exis te  pas. Dans ce cas on peut se ramener à l'étude d'un système plus 

pe t i t  ou plus grand qui a une solution. 
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La trois-idme section donne une expression de l 'erreur en 

fonction de déterminants de Hankel ou de la  fonctionnel le  l inéaire.  

Nous u t i l i sons  ensuite les  résul tats  de convergence des formules de 

quadrature de Gauss pour donner des théordmes de convergence des appro- 

ximants des séries de fonctions. 

Quelques propriétés de ces approximants sont exposéesdans 

la  quatrième section. Ce sont des résul tats  sur ta  parité des approxi- 

mants, sur leur ident i té  dans un bloc e t  sur quelques transformations de 

séries formel les .  

Toute la  f in  du chapitre t ra i t e  des approximants de type expo- 

nentiel .  série de fonctions e s t  t e l l e  que g.(t) = $ . .Dons ce cas bien 
1 

particulier on peut obtenir ces approximants en choisissant de façon conve- 

nable la solution d 'une équation d i f férent ie l  le  linéaire homogène d 'ordre p 

à coef f ic ients  constants. 

I l  y a d'ail leurs ident i té  entre ce probldme e t  la recherche directe des 

approximnts. 

L'existence e t  l 'un ic i té  découlent imddiatement des propriétés 

de la deuxième section. 

Plus particuliers sont l e s  résul tats  de la  septième section 

dans laquelle nous ne nous intéressons qu'au cas où l e  poZyn6me orthogonal 

doi t  avoir des racines simples. 

k n s  la  huitième section nous étudions l e s  propriétés des déri- 

vées e t  des primitives des approximants de type exponentiel, a ins i  que 

ce l les  relat ives  aux approximants des séries formelles dérivées successives 

ou plYjmii5ives. NOUS verrons q u ~  ces derniers sont en connexion avec les 

systèmes adjacents de polynômes srthogonaux. 



Définition 

7 , l  DEFINITION 

On trouvera dans C61 une excellente introduction à ces appro- 

ximants . 
Nous considérons une série de fonction 

NOUS posons fn( t = 1 ci gi(t), Vn Z. 
i=n 

Nous conviendrons que c = O pour i < O et que g.(t) = O pour i < 0. 
i 1 

Nous définissons des fonctionnelles linéaires c(j) pour j É Z sur l'espace 

vectoriel P des polynômes réels par 

Noussupposons connuesles fonctions génératrices G n (x,t) de fn(t) 

i-n 
G n (x,t) = 1 x gi(t). 

i=n 

Nous avons fn(t) = c(n)(~n(x,t)). 

Soit P(") le polynôme orthogonal par rapport à c'~), lorsqutil existe, 
P 

et soient m ses racines d'ordre de multiplicité q pour j É IN, 
j ,P j ,P 

O l j l e  avec : 
P 

Nous définissons l'approximant de la série de fonctions fn(t) comme étant 
. . 

c(")(L (x)), où L (x) est le polynôme d'interpolation d'Hermite de 
P ,n P ¶n 

G (x,t) -basé sur les racines m 
n j ,P. 
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Nous noterons c e t  approximant Cp-l/pl (t). C'es t  la  no ta t ion  adopté f 
dans C61. n 

Nous dé f in i s sons  également l e s  approximants Cp-l+n/pl ( t ) ,  Vn E 2 ,  f 
n 2  1 - p e t  Vp ~ ï N p a r  : 

Sans r e s t r e i n d r e  l a  g é n é r a l i t é  du problème nous pouvons nous con ten te r  de 
, 

démontrer l e s  p r o p r i é t é s  r e l a t i v e s  à Cp-l/pl f' 

ème où l a  dér ivée  n de G e s t  p r i s e  p a r  r appor t  à x. 

Pour a v o i r  une numérotation cont inue des A!') nous poserons : 
3 >n 

A(P)  = k pour j  E N ,  O I j I L  j , n  i . + n , p  
1 P 

e t  pour n E PI, O I j I q -1, 
j  YP 

avec 

Nous commençons p a r  géné ra l i s e r  l e  théorème 4 -13 de C61. 

Nous supposons que l e  polynôme P e x i s t e .  
P 



Démonstration. ------------- 

D'après le théorème 5.2 i) nous avons : 

pour s EN, O 5 s I 2 p - 1 .  



Approxkzn to  des sér ies  de fonctions 

c ' e s t  b ien  l e  système (1). 

D'autre p a r t  : 

S i  on pose : 

nous trouvons b i en  l e s  r é s u l t a t s  proposés.  

A p a r t i r  de ce théorème nous avons : 

Chap. 7 

cqfd. 



Définition 

Remarque fondamentale 7.1. 

Nous considérons dans tou te  l a  s u i t e  que Cp-l/pl e s t  un 
f 

approximant de l a  s é r i e  de fonction f s i  e t  seulement s i  : 

Notations. --------- 

Désormais on appel lera  K l e s  éléments de l a  matr ice du sys-  
i, j 

tème (1) é c r i t  sous l a  forme : 

Nous écrivons P sous l a  forme : 
P 

Donc : 
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D'autre part la dérivée d'ordre s, ~ ( ~ ) ( m  = O, Vs E N, 1 I s i q -1 
9 jYp j ,P  

piS)(,) = 1 (p-i) . .. (p+i-i-s)z p-i-s 
i=o 

I Ys E IN, 1 I S L q. -1 
1 YP 

n 
Soit encore m K = O 1 'iYp p-i,i.+s j ,P i=o 3 

Nous allons montrer dans le lemme suivant que ce résultat reste vrai pour 

toute combinaison de (p+l) lignes. 



It:dfini t i on  

Démonstration.  ------------- 

Posons n = i . t s ,  O 5 s S q - 1 
3 j ,P 

~ t p - i , n  = O 
s i  k t p - i  < s 

- - f hi,p ( s ! )  cS k+p-i-s f i ,  S t p - i , n  m i = o  k t p - i  j ,p i = o  

P ( z )  
p - i  

P i = o  f h i , p  

L 
p+k- i P z = Zk ï i  (z-m 1 'j ,P 

P i = o  j =O j ,P 

On a donc : 
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Nctation. -------- 

Nous appel le rons  système (K ) l e  système c a r r é  obtenu à p a r t i r  
P 

de système (1) en  ne r e t e n a n t  que l e s  p premières équat ions.  

Nous rappelons que l e  système (M 1 e s t  l e  système d 'o r thogona l i t é  s a t i s f a i t  
P 

par  l e s  c o e f f i c i e n t s  de P . 
P 

Démonstration. ------------- 

Montrons qu 'à  p a r t i r  du système 1 on c o n s t r u i t  l e s  systèmes 

(M ) e t  ( K  ) e t  donc que t o u t e  s o l u t i o n  de (1) s e r a  s o l u t i o n  de (M ) 
P P P 

e t  (K 1. 
P 

Formons 

P-1 
X = .f ' ~ + ~ - i  i , p  K .> A 

1=0 
7 ( 1 k j y p  p i ,  i , p  i = o  jz0 

d 'après  l e  lemme 7.1.  



Donc 

s o i t  encore 

On ob t i en t  donc l e  système (M ) que l ' o n  jumelle avec l e  système (K 1. 
P P 

Montrons que réciproquement, l e  système (1) se  déduit  des sys- 

tèmes (M ) e t  ( K  ), e t  donc que tou te  so lu t ion  de (M ) e t  ( K  ) e s t  solu- 
P P P P 

t i o n  de (1 ) .  

Le système ( M  s ' é c r i t  
P 

On prend l1 équation qui correspond à j=O, e t  en u t i l i s a n t  l e  système ( K  ) 
P 

on remplace l e s  c par  l e u r  expression en fonction des k . On o b t i e n t  i j ,P 
donc : 

D'après l e  lemme7 .lon a : 
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Donc : 

d'où 

ème On re t rouve  l a  ( p + l )  l i g n e  du système ( 1 ) .  

S i  on prend l a  l i g n e  1 de (M ),  pa r  un raisonnement analogue 
ème P 

on re t rouve  l a  (p+2) l i g n e  de ( 1 )  e t  a i n s i  de s u i t e .  

cqf d . 

7 ,2  EXISTENCE ET UNI  C I T E  DES APPROXIMANTS 

L'exis tence  des approximants des  s é r i e s  de f o n c t i o i s e s t  l i é e  

à l ' e x i s t e n c e  du polynôme orthogonal  P . L ' u n i c i t é  pourra ê t r e  démontrée 
P 

en u t i l i s a n t  l e  théorème 5.3 .  E l l e  ne dépend pas de façon biunivoque de 

l ' u n i c i t é  du polynôme orthogonal  correspondant .  En e f f e t ,  aux polynômes 

orthogonaux s i n g u l i e r s  correspond également un approximant unique. 

Louque l e  polynôme P es t  o h o g o d  patr. kupptrA:  à C, d o u  
P 

l 'appoxunant Cp-l/plf e u d t e  et e6L unLque. 
Si l e  polynôme p est  quasi-ohthogod,  l'appnoxhnant C p - ~ / ~ l ~  n'exidte 

P 
w* 



existence e t  u-:icitd des approximants 

Démonstration. ------------- 

i Si P est orthogonal régulier, il est défini de manière unique. 
P 

Le polynôme d'interpolation L est également défini de manière unique. 
P 3" 

ii) Si P est orthogonal singulier alors : 
P 

 après le théorème 5.3 les coefficients de quadrature associés aux racines 

de w sont nuls. Ceux associés aux racines de P sont définis de 
P-P'(P ) P~(P) 

manière unique. 

iii) Si P est quasi-orthogonal, l'ensemble du système d'orthogonalité 
P 

(Mp) n'est pas satisfait. L'approximant n'existe donc pas. 

cqf d . 

S i  l e  polynôme P eht ohStogona-l 6hguRiw a l o u  l'apptroxhant 
P 

Cp-î/plf ut Cdentipue c i  l'apptroxUnant [pr(p)-ï/pr(p)lf. 

Démonstration. -------------- 

Immédiate à partir de la démonstration du ii) dans le théorème 

cqf d. 
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SoLt  r 6 i x é .  

Une con&Xon n é c a h a i h e  et hudd iban te  pollh que 

ut que. vp 2 r Le hghtème (M ) h o c t  de han9 r compatcble. 
P 

Démonstration. ------------- 

C .  S. D'après l e  théorème 7.3 e t  l e  c o r o l l a i r e  7.1, Yp 2 r ,  [p-l/pIf 

e x i s t e  e t  e s t  unique. Deplus il e s t  ident ique  à Cr-l/rl f '  

Donc : 

C.N. L o r s q u l e l l e  e x i s t e ,  l a  s o l u t i o n  e s t  unique. O r  il e x i s t e  une 

s o l u t i o n  f F. Ceci n ' e s t  p o s s i b l e  que s i  Yp r r t o u t  système (M ) e s t  
P  

de rang r compatible. 

On considère un système (M ) de rang r < p incompatible.  I l  n l a  donc pas 
P  

de so lu t ion .  

On peut en u t i l i s a n t  l e  c o r o l l a i r e  1 .7  ou l e  c o r o l l a i r e  1.8 s e  ramener 

au  cas  où on a  un système q u i  a  une so lu t ion .  

On a  donc l a  su ivan te  en employant l e s  n o t a t i o n s  de ces  deux 

c o r o l l a i r e s .  



Existence et w i c i t é  des approximants 

il . Le aya-the ( M ~ ~ - ~ )  a une aolulXon unique et 11app40xUnant 
C2p-r-1/2p-rlf e x h t e  a-t unique. 

Li) Si r-h aist h p a h  l e  système ( ~ ~ - ~ - ~ - h - l  --- ) a une aoe<Ltion unique 
r-h-1 r-h-1 2 c-t L'appoximant [p-2- / p-1- - 

2 
1, exdiste et ut unique. 

Lü) si r-h ut p a h  Le aystème ( M ~ - ~  r-h) a une bo&.&ion unique 
r-h 

2 
et l1app>roxhtant Cp-2- / p-i- y, lf e d t e  et e6 t  unique. 

Démonstration. ------------- 

Elle est immédiate en utilisant les corollaires 1.7 et 1.8 et 

le théorème 7.3. 

cqfd .  

Dans le cas particulier suivant nous avons : 

i 1 si p 5 on a une aoe<Ltion unique Cp-l/plf E O .  

Li) Si 2 < p 5 q ie n'y a pas de aoeiLtion. 
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Démonstration. ------------- 

i )  D'après l a  p r o p r i é t é  1.16 t o u t  polynôme de degré p  I 9 e s t  

or thogonal  par  r appor t  à c.  après l e  théorème 5.3 l e s  c o e f f i c i e n t s  de 

quadrature correspondants s o n t  nu ls .  

Donc O e s t  l ' un ique  s o l u t i o n .  

i i )  D'après l a  p r o p r i é t é  1.16 il n ' e x i s t e  pas  de polynôme orthogonal .  

Il n 'y  a donc p a s  de s o l u t i o n .  

cqf d  . 

7 ' 3  EXPRESS ION DE L' ERREUR ET THEOREMES DE CONVERGENCE 

Nous a l l o n s  d 'abord donner une expression de l ' e r r e u r  

f ( t )  - Cp- l /p l f ( t ) .  

Nous savons d ' a p r è s  l e  théorème 7.1 e t  l e s  n o t a t i o n s  adoptées  que : 

Donc 

Nous a l l o n s  c a l c u l e r  l e s  termes a en n ' u t i l i s a n t  pas  l e s  c o e f f i c i e n t s  k . 
2p+j i ,P  

Dans l a  démonstration de l a  p rop r i é t é  7.1 nous f a i s o n s  i n t e r v e n i r  l e s  l i g n e s  

( 2 p - l + j )  pour j  E N dans l e  système (1). 

Nous posons a = c pour j E IN, O I j I 2p-1. 
j j 

Avec l a  p rop r i é t é  7.1 nous obt iendrons donc : 



§3.  Expression de Z'erzlaur et théordmes de convergence - S b 3  - 

Cet t e  r e l a t i o n  permet l e  c a l c u l  r é c u r r e n t  des termes a pour j €24,  2p+j 

e t  on peut  a i n s i  c a l c u l e r  c - a = c 
+ f a2p+j-i  A i , p *  2p+j 2p+j 2p+j i=l 

En p a r t i c u l i e r  pour j  = O on a : 

S i  H ( O )  = O e t  s i  Cp-l/plf(  t )  e x i s t e ,  a l o r s  on cherche H 
P 

( O )  * O e t  r 

H(O)  * CI t e l s  que H!O) = O pour i s IN, r+l i 5 - 1  e t  r < p < l. e 1 

Nous avons : 

En reprenant  ce  q u i  a é t é  f a i t  ci-dessus nous pouvons é c r i r e  : 
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D'autre  p a r t  : 

= O pour r 5 r + j  I 1-2 

t O pour r+j = 1-1. 

Par conséquent on a c = % pour k r N, O r k 2 r+1-2 e t  
k 

On en dédui t  donc que : 

Dans l e  ca s  où H ( O )  e s t  d i f f é r e n t  de O e t  H(O)  = O ,  on peut  u t i l i s e r  l e  
P p + l  

raisonnement f a i t  c i -dessus .  On cherchera H P )  r O t e l  que H i 0 )  = O pour 

i E N ,  p + l  I i I L-1. 

Nous trouvons a l o r s  que : 

Nous avons l a  p r o p r i é t é  s u i v a n t e  : 
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i i )  (0) = 0 (O) 20, Hi S i  H(O) = O et s i  [p-l/plf z Cr-i./rlf avec Hr 

Remarque. 

Si on désire une expression en fonction des déterminants de 

Hankel dans le ii), on prend pour c (0)(4-1 P(o)(x) une des valeurs 
r 

présentées dans la propriété 4.5. 

Nous donnons maintenant quelques résultats de convergence pour ces appro- 

ximants . 

Nous supposons que pour tout t fixé d'un domaine V inclus danslR 

la fonction génératrice G(x,t) appartient à CwCa,bl. 
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S i  c e s t  dé f in i e  p a r  : 

où a e s t  bornée e t  non déc ro i s san te  dans [a,b], a l o r s  l e s  formules de 

quadra ture  de Gauss appl iquées à G(x ,t ) sont  s t a b l e s  e t  convergentes.  

Nous pouvons énoncer l e  

m 

x da (x )  avec a bahnée 
i = o  

et non-déchohhante danb Ca,bl e/t a i  G(x , t )  E CmCa,bl, Y t  6ixé  E V c IR, 

L i m  C p - l / p l f ( t )  = f ( t ) .  
P- 

Notre théorème 5.6  nous permet de donner un r é s u l t a t  de convergence dans 

l e  c a s  d'une fonc t ionne l l e  l i n é a i r e  c semi-définie  p o s i t i v e .  

S i  f ( t )  c . g . ( t )  o Ù L a  ci a o n t l u  moments d'une donotion- 
1 1  i = o  

L i m  C p - l / p l f ( t )  = f ( t ) .  
P- 
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Notre propriété 5.5 donnera un autre résultat de convergence dans le cas 

dfune fonctionnelle lacunaire d'ordre 2 de la forme xu(x). 

02 

Si f(t) = 1 C. g.(t), où l e6  C. aont lu momento d'une donc- 
1 1  1 i=o 

. t ionnme LLnEaine c l uuna ine  d l  o h h e  2 dE@nie pah c. = c(xi) = 
1 

x w(x)dx J': i+l 
avec w(x) p d t e  et p o a a v e ,  mais non identiquement nuRee ciand C-i,il, et t U e  

Lim Ip-l/plf(t) = f(t). 
P- 

7 ,4  PROPRI ETES DES APPROXIMANTS DES SERI ES DE FONCTIONS 

Pour commencer nous donnons un résultat sur la parité de lfappro- 

ximant Cp-l/pIf. 

i 1 c e6-t une AonotionneLte lacunaihe d l  0 h h e  2 et 6 i  gi( t) u-t paMe 

pouh i p o h ,  alohcl l'apphoximant e 6 t  p a h .  

Démonstration. ---- --------- 

i On utilise les résultats du théorème 5.9 i). 
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S i m  $ 0 ,  à u n  termeA. (P) G(")(m ,t) correspond un terme 
j ,P I ,n j ,P 

(-1) A. (P) G(")(-rn ,t). 
I ~n j YP 

La résultante de ces deux termes ne contient plus que les gi(t) pour i 

pair. 

Si m. = O il ne reste que les termes A. (P) G(")(o,~) pour n pair qui 
1 YP 1 ¶n 

valent A!') n! gn(t). 
1 ,n 

ii) On utilise les résultats du théorème 5.9 ii). 

Si m ;t O, à un terme A. (pl G(n) (m , t) correspond un terme 
j YP I ,n j YP 

La résultante de ces deux termes ne contient plus que les g.(t) pour i 
1 

impair. 

Si m = O, il ne reste que les termes A. (P) G(")(o,~) pour n impair, 
j ,P I ,n 

qui valent A!') n! gn(t). 
3 ¶n 

cqf d . 

Remarque 7.2. 

D'après ce que nous savons des fonctionnelles lacunaires, dans 

le cas ii) du théorème 7.8, l'approximant Cp-l/pl n'existe que si p est 
f 

pair. 

NOUA app&eiro~ a b t e  A la a b l e  à double entrrée dam @u&e 

d o n t  hange6 la appnoximants Cp/qlf. 
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Moud app&et~onn b b c  A un b b c  cr~rhé 4iAue dan6 la t a b l e  A 

q u i  coir/rebpatui à un 6 % ~  P et à a u  ~5th N a d ,  No&-Uuut et Uuebt. 

Considérons maintenant un bloc P. Nous savons qu'au-dessus de l'antidiago- 

nale principale les polynômes orthogonaux existent, donc aussi les approxi- 

mants . 

Démonstration. ------------- 

Nous savons déjà que le long d'une même diagonale d'un bloc, 

les approximants, lorsqu'ils existent, sont identiques à celui qui est 

contre le bord du bloc (corollaire 7.1). Ils existent au-dessus de 

l'antidiagonale principale du bloc P, donc au-dessus de l'antidiagonale 

principale du bloc A et sur cette antidiagonale. 

Montrons que les approximants intérieurs au bloc A et contre les côtés 

Nord, Nord-Ouest et Ouest sont identiques, et la démonstration sera 

achevée. 

Soit Cp-ltk/pl ltapproximant placé dans l'angle intérieur Nord-Ouest 
f 

d'un bloc A de largeur l. 

Alors f(t) - [p-l+k/plf(t) = O(gpptltk (t)) (cf. le théorème 7.2 et la 

propriété 7.4). 

De plus toujours d'après les mêmes propriétés nous avons pour j E IN, 

0 i ; j ~ L .  
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Du fait de l'unicité de l'approximant (théorème 7.3) nous avons : 

Cp-l+k+j/plf = Cp-l+k/plf. 

Contre le côté Nord nous avons pour j E IN, O I j S 

ce qui entraîne que : 

cqfd. 

Dans ce qui va suivre nous nous intéressons aux transformations de séries 

formelles. Nous étendons au cas des approximants des séries de fonctions 

des résultats démontrés pour les approximants de Padé dans le livre de 

J. Gilewicz C221. 

d a ~  l'angle intfik Notd-Ou~.t d'un bloc A de %euh l, alou : 

et [p-ltk/pIftR e6.t & n ~  l'angle intéhieut Notd-Ouut d'un bloc de 

l u A g e u h  e. 
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i i )  Si k s n r k+l-1, 

et ip+n/pIftR ut dam l'angle in t iNeun Noird-Ouut d'un bloc de P a i r g u  

ntl-k-1. 

Démonstration. ------------- 

~'après le théorème 7.9 

Cp-l+k/plf = Cp-l+k+j/plf pour j E N  O i j I l. 

Pour j EN, O S  j Ily 

i  Si n s k-1, 

Rktj(t) O, et donc : 



Approximavrts des séries de fonctions 

Par conséquent : 

Chap. 7 

pour j E N ,  O 5 j S C .  

Nous avons bien l e s  r é s u l t a t s  proposés. 

i i )  S i  k 5 n s k+C-1, 

Rn+l(t) E O.  Donc pour j a IN, n-kt1 5 j i l!, nous avons : 

k - l t i  

Le bloc a pour la rgeur  l e  nombre moins un de valeurs p r i s e s  par  j .  

cqf d . 

Nous avons p r i s  comme d é f i n i t i o n  de l'approximant Cp-ltk/p] l o r s q u ' i l  f 
e x i s t e  : 



§4 PropriEtSs des approximcrnts des séries de fonctions - 543 - 

Si cet approximant est dans l'angle intérieur Nord-Ouest d'un bloc de 

largeur l nous avons : 

Cp-ltk/plf = Cp-ltktj/plf pour j EN, O Ç j i 1, 

c'est à dire : 

Si llappiroxhatd Cp-ltk/plf ut dan5 l'angle Lnte<cim No&-Oued* 

d'un bloc de & g m  l,  do^ : 

Nous considérons maintenant un cas particulier de fonctions g.(t) qui 
1 1 

vont nous permettre de définir les approximants de - 
f* 

i Nous prenons g (t) = 1 et g.(t) = (gl(t)) y Vi EN, i 2 1. 
O 1 

Alors la fonction génératrice est : 

L'approximant Cp-l/pl s'exprime sous la forme d'une fonction rationnelle 
f 

en gl(t). de même tous les approximants [p-ltk/pl 
f' 
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Dans ce cas particulier, comme dans le cas des approximants de Padé 

classiques, il est inutile de calculer les racines du polynôme orthogonal 

P . Le dénominateur de Cp-l/pl est le polynôme en g (t). 
P f 1 

Le numérateur est le polynôme en g (t) : 
1 

où Q est le polynôme associé au polynôme orthogonal P . 
P P 

Avec ces fonctions g.(t) nous pouvons énoncer le théorème suivant : 
1 

Si go(t) = 1 et d i  gi(t) = (gl(t))i, Vi É El, i 2 1, d i  de pl5.t.h 

c t O et [ntk/kIf e6.t danh l'angle h t é h i a ~ ~  Nomi-Ouest d'un b h c  de 
O 

k ~ ~ g e w r  l, a l o u  [k/ntkI1 est danh l'angle intehieuh Nomi-Ouut d'un bloc 
- 
f 

de m g e u h  l et 

Démonstration. ----- ---- ---- 

f = 1 c.g.(t) avec c s O. 
1 1  O i=o 

On peut alors définir 



§5 

On ob t i en t  : 

Approximants de type exponentiel 

1 ci c = O ,  Vk E aJ, k 2 1. k- i  i = o  

Nous retrouvons l e s  r e l a t i o n s  présentées dans l a  sec t ion  t r a i t a n t  des 

polynômes orthogonaux réciproques. 

L a  démonstration f a i t e  dans l e  cas des approximants de Padé c lass iques  

r e s t e  va lable  en changeant t en g l ( t ) .  ( c f .  t h  22,  p. 216 C221). 

cqf d . 

Nous retrouvons l e  positionnement des blocs donné par  l e  c o r o l l a i r e  2.4. 

Remarque . 

f e t  f-l ont l a  même fonction généra t r i ce  G(x, t ) .  

S i  C e s t  l a  fonct ionnel le  l i n é a i r e  qui  a  pour moments l e s  C nous avons : 
i ' 

7 , 5  APPROXIMANTS DE TYPE EXPONENTIEL 

Dans l a  f i n  de ce  chap i t r e  nous nous in téressons  au cas p a r t i -  

c u l i e r  suivant  de s é r i e  de fonctions 

x t  L a  fonction généra t r ice  e s t  dans ce cas e  . 
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L'approximant Cp-l/plf s e r a  noté  F . 
P 

Nous avons : 

Donc : 

où l e s  S . ( x )  s o n t  des polynômes de degré q -1, pour j E N, O 5 j 5 
1 j ,P P 

avec 

Nous appel le rons  F approximant de type  exponent iel .  
P 

S i  l 'approximant F e x i s t e ,  nous avons lorsqu 'on développe F ( x )  en 
P P 

s é r i e  e n t i è r e  : 
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On r a p p e l l e  que l ' o r d r e ,  no té  ord,  e s t  l ' exposant  de p lus  bas  degré de 

l a  s é r i e  formelle .  

Nous appel le rons  problème 1 l a  recherche d i r e c t e  de F  . 
P 

Nous pouvons d é f i n i r  un second ~ r o b l è m e .  

PROBLEME 2 .  

On cherche l e s  s o l u t i o n s  F (x) de l ' é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  
P  

l i n é a i r e  (El homogène, d ' o rd re  p  à c o e f f i c i e n t s  cons t an t s ,  t e l l e s  que, 

s i  on développe F en s é r i e  e n t i è r e  on a i t  ord(f-F ) 2 2p. 
P P  

Les Ai son t  donnés pa r  l e  système l i n é a i r e  su ivan t  : 
9 P 

Remarque ----- -- : l e s  A n ' e x i s t e n t  pas t ou jou r s .  
i ,P  
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RESOLUTION DU PROBLEME 2. 

Chap. 7 

Il e s t  néces sa i r e  que (M ) a i t  au moins une s o l u t i o n .  
P 

Pour résoudre ( E )  on e s t  amené à é t u d i e r  l e s  r a c i n e s  du polynôme carac-  

t é r i s t i q u e  en u ,  

Soien t  m. l e s  r a c i n e s  de ce  polynôme, pour i EN, O S i I p-1. On sup- 
1 ,P 

pose qu' il-y a l r ac ines  d i s t i n c t e s .  S o i t  q l ' o r d r e  de m u l t i p l i c i t é  
n p ~ Y P  

de m avec 1 
qi Y P  

= p. Alors l e s  s o l u t i o n s  de ( E )  s o n t  de l a  forme : 
i ,P i = o  

On cherche l e s  s o l u t i o n s  F t e l l e s  que ord(f-F ) 2 2p. On re t rouve  l e  
P P 

système ( 1 )  dont l e s  p premières équat ions  forment l e  système (K ). 
P 

Démonstration. ------------- 

Les deux problèmes possédent l e s  mêmes systèmes (1) ou ( M  ) 
P 

et ( K p ) .  

cqf d . 
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7,6 EXISTENCE ET UNICITE DES APPROXIMANTS DE TYPE EXPONENTIEL 

Tous l e s  r é s u l t a t s  qu i  vont su ivre  sont  des cas p a r t i c u l i e r s  des 

p ropr ié t é s  e t  théorèmes de l a  sec t ion  7 .2 .  

A l o u  on a une s o U o n  u&ue au système (M ) et l' ememble d u  m c u i ~  
P 

i 1 Si lu mi sont &UA dib.tUt&, u t o u  on a une ho lu t ion  unique 
9 P 

Li) Si lu mi,p ne dont pas t 0 ~ 6  did.tin&, DYUb do& 

et h i  qi ut l ' o t d h e  ~ e d p e o t i d  ded hacuied avec 
9 P 

.e_ 

' j , ~  
= p, a l o u  on a une holuLion unique. 

j =O 

Lü) Si l e  sqdtèmc ( M  ) ut homogène, u t o u  LU m. dont &LU ncLeb et 
P 1,P 

on a une aoluXLon unique. 

non .bu 

p-1 c .  
F ( x )  = 1 $ x j  &tord ( f - F )  1 2 p .  

P  j =O P 
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S o a  un système (M ) de mng r < p compatible. 
P 

i 1 S i l e s  m .  s o U o m  de ( M  ) sont d inana%,  &OU il exinte une 
1 YP r 

s o U o n  unique F ( x) t&e que : 
P 

2) S i  les  m. solLUXom de ( M ~ )  neson t  p u  clAtincts, nais non &UA 
1 9 1 1  

nu&, d o t ~ b  e&$e une ~0kL t i0n  unique F (x) t&e que : 
P 

Lü) S i  ( M ~ )  est  homogène, & t ~ b  *e ex*dte une solution &que F (x) 
P 

;t&e que 

S0i.t r Oixé.  l 
P m. x 

Une conckXon necessaine et su6&L~ante pom que f i F = S .  (x) e l'r 
j =O l 

e s t  que, ~p 2 r l e  ay~tème (M ) s o a  de m g  r compatible. 
P 

S0i.t un a ybtème ( M de trang r < p incompatible. 
P 

i 1 Le système (MZp-r) a une s o U o n  unique 
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.ü ) si (r-h) edtimp&, t e  système (%-1 r-h-1) a une d o U o n  
2 

unique 

avec ord(f-F 
p-1-r-h-1 2 2(p-1-r-h-1 

2 ) 
2 

Lü) Si (r-h) eat pain ,  l e  système (Mp-l-r-h ) a une s o U n  unique 
- 

avec ord(f-F 2 2 (p-1-r-h) 
p-l-r-h - - 

2 2 

On auppos e que ord f =q. S o a  un hyatème (M 1. 
P 

il Si p i 3 on a une aoeution unique F = O t&e que ord(f-F) 2 2p 2 

Li) Si < p 5 q, n 'y  a p u  de aoeLLtion. 
2 

Remaraue 7 . 3 .  

La fonction génératrice ext r C_Ca,bl, Vt E lR. Les théorèmes 

de convergence 7.5, 7.6 et 7.7 s'appliquent donc. 

Le théorème 7.8 s'applique également aux approximants de type exponentiel. 

S i  Ltappoxhant F existe e.t h i  
P 

.i 1 f e s t  une dondion p h e ,  &a F e s t  W .  
P 

Li) f e s t  une d o n d o n  h w e ,  &U F est h p a i h .  
P 
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7,7 COMBINAISONS LINEAI RES D'EXPONENTIELLES 

Nous présentons maintenant des résultats relatifs au cas où l'on 

recherche uniquement F (x) sous forme d'une combinaison linéaire dfexpo- 
P 

nentielles,cTest à dire que les racines de P (x) sont toutes distinctes. 
P 

P-1 
Alors d e t A =  II k ll (m -m ) 2  

i =O LP jsp-l j ,P i ,P 

Démonstration. ------------- 

La matrice A est égale au produit BDB T 

' - P 
'" or det B = II (m -m ) et det D = II ki . 

o<i<jip-l j 'p i 9 ~  i=o 'P 

cqf d . 
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i )  % l e6  m a o U o n b  du sgat&me (M ) aont &~ub dCbf;OZ&, a - 4 5 ~ ~  
j ,P P 

Les k e x h t e v t t a a o n t n o n n u b .  
j ,P 

Z) S i  Les m ne aont p u  toub d i 6 f i n c t 6 ,   do^ Le a  yatèrne (K ) n ' a  
j SP P 

pas de a o M o n .  

Démonstration. ------------- 

i Si les m sont tous distincts => le système (K ) est de rang p. 
j ,P P 

=> les k existent => dans la matrice A de la propriété 7.11on remplace 
j ,P 
P-1 

c par 1 kiSpmj , Vj CI, O r  j r 2p-2 
j i =O i ,P 

det A t O et det A = (det B12.det D => tous les k sont non nuls. 
j ,P 

ii ) Si les m ne sont pas distincts, le système (K ) ne peut avoir 
j ,P P 

de solution. 

En effet supposons qu'il ait une solution composk de k , Vj E N, 
j ,P 

O r j S 2p-2. On peut appliquer la propriété 7.11. 
Q 

det A = (det B ) ~  .det D,or det A # O et det B = O ce qui est impossible. 

cqf d . 

SoLtunagatèrne ( M  ). S i  tau6 le6 m a o M o n d u a g a t è m e  ( M  ) 
P j ,P P 

6ont dis.Chtinc*6 et 2 ~ u . h  L a  kj non nu&, & h ~  Le a  y a $ h e  ( M  e d t  de 
3 P P 

/rang p non homogène. 

Démonstration. ------------- 

On peut mettre A sous la forme de la propriété 7.11. 
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det B * O 

=> i d e t  # 

det A # O  

=> Le système (M ) est de rang p .  Il est non homogène, s inon  tous les 
P  

m. seraient nuls et ne seraient donc pas distincts. 
J IP 

cqf d . 

i 1 si  p  > i et b i  tau l eb  mi ront xou c f i ~ h t i n c t 6 ,  &M i l  e d t e  
9P 

une aol&on unique F ( x )  
P  

m x 
F (XI = f kiIp e i , p  .te.tte pue ord(f-F 2 2p. 

P i=o P 

L L ]  S i p  > 1 e t r i  &tous l es  mi nedontpaâ di6.tOZCt6, * e n ' e r i 6 t e  
,P 

pan de a o M o n .  

Lü) S i  p  = 1, ie e M Z e  une roe<Ltion &qua FI = co e O t&e que 

S i  en pltous l e  4 y r t h e  ( M ~ )  e b t  homogène, F~ = co. 

Démonstration. ------------- 

i) et ii) - Démonstration immédiate avec la propriété 7.6 . 
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iii) S i p = l o n a  

i k  = C 
0,l O 

Co A1,l = 

S i p = l e t c l = o  m = O. Donc F = c . 
0,l 1 O 

cqf d . 

SoLt un a yaltème (M de bang r < p ct compatible. 
P 

il S i  r > 1 et a i  lu migr doluXion du ayatème (M ) sont .tous âh-  r 
aXnCt6, a l o u  exdlte une holution unique F (x) 

P 

r- 1 m. x 
Fp(x) = 1 k. e lyr lt&e que ord(f-F ) 2 2p 

i=o l¶r P 

.Lü) S i  r = 1 on a une d o m o n  unique it&e que ord(f-F ) 2 2p. 
P 

Démonstration. ------------- 

i) et ii) - Immédiate avec la propriété 7.7. 
iii) - Immédiate avec les propriétés 7.7 et 7.12. 
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Un comidehe un système ( M ~ )  de m g  r et homogène. 

Un suppose que H!') = O, vi E N, h+i s i s r-i et H(O) t o. 
1 h 

i l  S i  h = - 1 ,  l e  s y s t h e  ( \ )  e s t  de nang h non homogène. I l  e M t e  
h-1 m x 

une soe<Ltion unique F~ = ki ,h e iyh t&e que ord(f-Fh) 2 2h. 
i =O 

G) S i  h 2 r-2 et (r-h) e 6 t  h p & ,  &OU l e  sydtème (\+entier (-) r-h 1 
2 

ut fié compatible et il e&te une noeution unique F ~ + ~ ~ ~ ~ ~ ~  - r-hl t&e que : 
.2 

h-1 m x i ,h r-h F r-h = 1 ki yh e r-h ) 2 2(h+entier(-)) 
h+entier (-1 et ~~~(~-~h+entier(-) 

2 2 
2 

i =O 

Lü) S i  h i r-2 et n i  (r-h) ut p.&, &OU l e  hyh*ème (\+r-h) e6.t de - 
mng h non compatible ; il n'a donc de ao5uXon. 2 

Le ystème ( M ~ - ~ + ~ - ~  ) ee l t  de bang h compatible et .il e h t e  une a o U o n  
- 
2 h-1 m x 

t&e que F = 1 kiYh e i,h 'Nue Fh-l+r-h ) 2 2(h-l+r-h). - 
- i =O ord(f-Fh-l+r-h - 
2 2 

2 

Démonstration. -------------- 

D'après le corollaire 1.9 le système (Eh) est non homogène. D'après 
le corollaire 1.1, la colonne (r-1) est la première qui donne avec 40) et 

la ligne h un déterminant d'ordre (h+l) non nul. Ce qui veut dire que les (r-1) 

premiers termes de la ligne h sont liés aux h premières lignes. Donc, le terme 

C 
rth-1 , qui est nul, ne satisfait pas la relation qui lie les termes c h-lti ' 
Yi E 24, 1 S i s r-1, aux h premières lignes. 

Par conséquent, les (rth-l-j ) premiers termes de la ligne j sont liés aux h 
ème 

premières lignes. Le (rth-j) terme de cette ligne j ne satisfait pas cette 

relation. 



Combinaisons linBaires d'exponentiettes 

Le système ( \ )  e s t  de rang h.  I l  e s t  non homogène. D'après l a  pro- 

p r i é t é  7.12, il e x i s t e  une s o l u t i o n  unique. 

h-1 m x  i , h  
t e l l e  que ord(f-Fh) 2 2h. 

i =O 

ii) h s r - 2 .  

I l  e x i s t e  au  moins un système l i é  de r ang  h e t  d ' o rd re  supé r i eu r  
r -h 

à h.  L'ordre l e  p l u s  grand poss ib l e  est h + e n t i e r  (-1. S i  ( r -h )  e s t  impai r ,  2  r-h 
p-h ) e s t  compatible.  En e f f e t  l a  l i g n e  h-l+entier(-) le 'ystème (Mh+entier(+) 2 

r+h+l premiers termes l i é s  aux h premières l i g n e s .  de (Mm) a s e s  - 
2 

h-1 m 
Il e x i s t e  a l o r s  une s o l u t i o n  unique F - - 1 ki,h r+h-1 i=o 

i 9 h * x  t e l i e  que 

2 
ord(  f-Fr+h-l ) 2 h+r-1 

0 

iii) S i  ( r - h )  e s t  p a i r ,  l e  système n ' e s t  pas  compatible, puisque l e  
r -h  

premier terme de l a  l i g n e  h - l t e n t i e r  de (MW), indépendant des  h 
r+h 

premières l i g n e s  e s t  l e  terme de l a  colonne -, c ' e s t  à d i r e  f i g u r e  a u  
2 

second membre. D'après l e  c o r o l l a i r e  1 .8 ,  l e  système (s - l+r -h  ) e s t  encore - 
2 

de rang h .  Il e s t  compatible.  I l  e x i s t e  une s o l u t i o n  unique Fr+h-2 (x) t e l l e  que 

cqf d. 

On con6idehe un sys tème  (M ) d e  uvzg r non compat ib le .  On 6UppO6e 
P 

que les  h pneni&es e i g n u  s o n t  i n d b p e n d a n t u  et que l e  s y s t è m e  ( \ )  est  b- 
moggne. H::: = O .  Mou Lt n t  e l i s t e  p u  d e  6 y s t h e  (Mi ), j c N h s j L p,  

quX. possede une s o U o n .  
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Démonstration. ------------- 

Le système (M ) e s t  de rang r. Les l i g n e s  l ,  l E Ri, h+p-r S l S p-1 
P 

sont  indépendantes ; l e s  l ignes  l ' ,  1' E N, h 5 1' 5 h+p-r-1 sont  l i é e s  aux 

h premières l i g n e s  e t  l a  dernière  l i g n e  (h+p-r-1) e s t  non compatible. Par un 

raisonnement analogue à l a  propr ié té  1.8 on trouve que c * O ,  c. = O ,  V i  c H 
h 1 

h 5 i 5 h+2p-r-2, c 
2pth-r-1 

* O c a r  l a  l i g n e  h+p-r-1 e s t  incompatible. 

Les systèmes ( M . ) ,  j E N, h 5 j 5 p son t  ou l i é s  incompatibles, ou l i é s  
3 

compatibles s e  réduisant  au système ( \ )  homogène. Ils n'ont donc pas de 

so lu t  ion.  

cqf d . 

On e s t  donc conduit à r édu i re  encore l a  t a i l l e  du système comme dans l e  

cas des systèmes (M ) de l a  p ropr ié t é  7 .14.  r 

On c o ~ i d h e  un ayazème (M ) de mng r non compatible, On auppoae 
P 

que lu h p/reini&pd fignes 60nZ indEpendcLnta et que t e  b y b t h e  (Mh) ut 
( 0 )  hmog5ne. s+l = O .  A l o u  l e  a g a t h e  ( M ~ ~ - ~ )  eb.t l e  penieh a ybtème qui a 

une a o U o n .  
IL ut de /rang maximum (2p-r) non homogène. La b 0 U 0 n  F es t  d q u e ,  

Démonstration. ------------- 

D'après le corollaire 1.7 le systame (M2p-r) est de rang maximum 

(2p-r). D'après la propriété 1.4 c'est le premier système qui a une solu- 

tion, car tout système (M. 1, j E H, p s j < 2p-r est lié incompatible . 
J 



Prob Zèrnes d :int&gration e t  de dérivation 

Dans la propriété 7.15 on a vu que c h+2p-r-1 z O. 

Donc le système (M ) est non homogène. 
2p-r 

Il a donc bien la solution unique proposée. 

cqfd. 

Remarque. 

L'ensemble de ces résultats peut trouver son analogue pour 

les séries de fonctionsen général, dans le cas où on ne désire conserver 

que les polynômes P ayant des racines simples. 
P 

7.8 PROBLEMES D'INTEGRATION ET DE DERIVATION 

Soit une série formelle 

On considère les séries formelles : 

i x 
pour j E IN, j 2 1 

i=o 

obtenues en dérivant terme à terme les séries formelles f (j-l)(x). 
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On prendra f ( ~ )  t f .  

L a  somme de c e s  s é r i e s ,  s i  e l l e s  sont convergentes ,  r ep ré sen ten t  f e t  s e s  

dér ivées  success ives .  

Enfin on cons idère  l e s  s é r i e s  formel les  : 

j -1 
obtenues en i n t é g r a n t  terme à terme e n t r e  O e t  x l e s  s é r i e s  fo rme l l e s  f ( t )  e t  

en a joutan t  une cons tan te  c - ~ .  On prendra f(') f. 

A chacune des  s é r i e s  formel les  on a s soc i e  l a  s o l u t i o n ,  s i  e l l e  

e x i s t e ,  du problème (1) ou ( 2 )  avec l ' o r d r e  de l ' é c a r t  de l a  s é r i e  e t  de l a  

s o l u t i o n  supé r i eu r  ou é g a l  à 2p. S o i t  F ( x )  c e l l e  q u i  e s t  a s soc i ée  à f ( x ) .  
P - 

Soient  ? . ( x )  c e l l e s  q u i  sont  assoc iées  à f ( j ) ( x )  e t  e n f i n  s o i e n t  . (XI  
P Y I  

j 
P Y I  

c e l l e s  qu i  s o n t  a s soc i ées  à f ( x ) .  

On cons idère  l e s  fonc t ions  F ( ~ ) ( x ) ,  ?(k!(x) e t  P ( ~ ! ( x )  q u i  son t  
P P Y I  P Y I  

ème respectivement l e s  dé r ivées  k de F ( x ) ,  ? . ( x )  e t  Ë . ( x ) .  
P P Y I  P Y I  

k 
k 

k 
Enfin on cons idère  l e s  fonc t ions  F ( x ) ,  ? . ( x )  e t  È . ( x )  qui sont  

P PYJ  P93 

respectivement l e s  fonc t ions  obtenues ap rè s  k i n t é g r a t i o n s  e n t r e  O e t  x de 

F (XI , ? . ( x )  e t  Ë . (x )  e t  en a jou tan t  l e s  cons tan tes  c convenables,  
P P S I  P Y I  - i 
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k k  i 

Li) Si F (x) e ~ l t e ,  ord(f - F (XI) r 2p+k, Vk E H .  
P P 

QUE k r j 2p 2 k - j .  

k k-j 
i v )  Si Ë .(x) e x h t e ,  &OU ord(f - F .(XI) r 2p+k-j, Yk E H  

P Y I  P33 
t& que k r j .  

k kt j 

v 1 Si? .(XI - t e ,  dom ord(f - ? .(XI) 2 2p+k+j, ~k EN. 
P S I  P Y I  

Démonstration. ------------- 

On a ord(f - F (XI) 2 2p, c'est à dire que : 
P 

où g(x) est une série formelle. 



Approxhznts  des sdrvies de fonctions Chap. 7 

k - 2 ~ - k  1 i! c i ci k- i  (k - i )  
- 62p k  2P g 

(XI  
i=o 

où h(x)  est une série formelle. D'où le résultat. 

k k  
i i )  f - F (x)  = 

P 

où h*(x) est une série formelle. 



SB - Problèmes d'ineégration e t  de démvation 

Donc d'après i) on a : 

Vk E N tel que 2p r k-j. 

j - 
iv ) ord(f - F .(x)) r 2p. 

P93 

D'après ii), on a : 

k-j 

j - k k - j  
ord(f - F .(XI) ord(f - F .(x)) r 2p+k-j, Vk EN, k r j 

P Y ~  P93 

D'après iv) on a : 

D'après iii) on a : 

cqfd. 
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Remaraue . 

On peu t  dans l e s  ca s  i l ,  i i )  e t  v i l  supprimer l e s  i n é g a l i t é s  r e l i a n t  

k e t  p .  En e f f e t ,  l a  négation de ces  i n é g a l i t é s  s i g n i f i e r a i t  que l ' o n  a  l ' o r d r e  

d'une constante  supé r i eu r  ou é g a l  à un nombre s t r i c t emen t  n é g a t i f ,  ce  q u i  e s t  

v r a i .  Mais c e t t e  comparaison n ' a  p lus  aucun i n t é r ê t .  

L'examen des s é r i e s  formel les  i n t r o d u i t e s  montre que, s i  à l a  s é r i e  

formelle  f ( x )  on f a i t  correspondre l 'approximant F-(x),  s ' i l  e x i s t e ,  il est en 
P 

connexion avec P ( o ) ( x ) .  l e s  r a c i n e s  de c e  polynôme orthogonal  donnent l e s  coef- 
P  

f i c i e n t s  des exposants  de F ( x ) .  Alors l e s  s é r i e s  formel les  f ( j ) ( x )  on t  pour 
2> P 

approximants F . ( x )  , s' ils e x i s t e n t ,  q u i  sont  en connexion avec P( ' ) (X)  dont 
P Y I  P 

l e s  r a c j n e s  donnent l e s  c o e f f i c i e n t s  des  exposants de  k . ( x )  e t  l e s  s é r i e s  f o r -  
P, 3 

meiles $(x)  ont pour  approxirnants F . ( x )  q u i  s o n t  en  connexion avec P(- ')(X). 
P Y I  P  

L 'ex is tence  de t o u s  ces  approximants e s t  donc l i é e  à l ' e x i s t e n c e  

des polynômes orthogonaux P ( ' ) (x )  pour j  r Z. 
P 

On a  l a  p rop r i é t é  su ivante  q u i  découle immédiatement de  ce q u i  v i e n t  

d '  ê t r e  exposé. 

00 i 
X S o i e n t  une ~ é h i e  Qom&e f  ( X I  1 ci et une { c - ~ I  d e  hé& 

p o u h k ~ I i e t k > O .  i = o  

LU appoxhanta ?? . ( x )  ( hapedvemen t  F . ( x )  1 n f e d * e n t  que h i  la po&!nôma 
P Y I  P Y I  

o ~ o g o n n u x  p ( j ) ( x )  (hap.  P ( - ~ ) ( x ) )  pm m p p o e  à l a  @notionn&e eUléu&e 
P P  

~ ( j )  ( k a p .  c ( - j ) )  eridtent et xécipiloquement. Les mcines de ces polynômeb d o n n d  
L a  coeddicien& d a  exposants d a  a p p o x i m W .  



CONCLUSION - PliOBLEElES OUVERTS 

L'ensemble de notre travail e s t  une étude algébrique des poly- 

nomes orthogonaux débouchant sur leur calcul e t  sur quelques applications. 

S i  nous examinons leur intervention dans les  applications nous consta- 

tons que ce sont surtout leurs zgros qui sont u t i l e s .  En dehors des cas 

des fonctionnelles définies positives, semi-définies positives e t  des 

fonctionnelles u-définies positives lacunaires d'ordre stl, nous n'avons 

pratiquement aucune propriété intéressante sur l e s  zdros. IZ e s t  bien 

certain qu'alors certaines applications ont une portde l imitée.  Par exem- 

ple i l  e s t  possible d 'u t i l i s e r  des formules de quadrature de Gauss mais 

nous ne pouvons pas être  sûr de la s tab i l i t é  e t  de la convergence. I l  

en sera de &me pour Zes approximtions des séries de fonctions. Quant 

ûux approximants de Padé l e  calcul des zéros e s t  i nu t i l e  pour obtenir 

leur expression formelle, m i s  dds qu 'on aborde, par exempte, des pro- 

blèmes de convergence, i l  faut localiser les  v&?es ! Le problème des 
zéros des poZynOmes orthogonaux e s t  donc encore t rés  largement ouvert. 

D'autre part i Z  res te  un gros t m v a i l  d'exploitation numérique. 

Les algorithmes d'obtention des poZyn8mes orthogonaux dans toutes les  

directions pourraient atre progrmés  ainsi  que l'algorithme "qd" so i t  

SOUS sa forme directe soi t  sous sa forme progressive. 



Conclueian - Problèmes ouverts 

Ensuite nous pensons que notre mémoire mnt re  suffisamnent l ' i n -  

t é ré t  de l'étude des polyn8mes orthogonaux e t  de leurs applications e t  

nous souhaitons qu ' i l  soi t  une porte ouverte sur la  résolution de pro-  

blèmes algébriques apparentés. Nous en donnons une l i s t e  qui n 'es t  pas 

exhuustive. 

- Polynômes orthogonaux formels à plusieurs variables. 

- Quadratures à plusieurs variables. 

- ApproAmants de séries de fonctions à plusieurs variables. 

- PoZyn8mes orthogonaux formels en algébre non c o m t a t i v e .  

- ûrthogonalité discrète. 

- Séries orthogonales e t  problèmes de convergence. 

- Approximants de séries de fonctions en deux points. 

- Approximants de type Padé en deux points. 

Enfin parmi les  problèmes que nous avons abordés, certains n'ont 

é té  résolus que partiellement, d'autres pourraient être étendus. Ce sont 

par exemple : 

- Les propriétés des fonctions de poids poZpndmiaZes. 

- Les propriétés des zéros des polynômes orthogonaux par rap- 

port à une fonctionnel te  H( ) semi-définie positive. 

- Les propriétés des polyn8mes orthogonaux sur un cercle, voir 

sur une courbe que Zconque ( c f .  Szegd C 58 1) . 



ANNEXE 

Cette partie examine les résultats numériques obtenus par MOUKOKO 

étudiant à l'Université de Lille 1 dans son mémoire pratique de D.E.A. 

Ils concernent les approximants de type exponentiel. 

Le travail a consisté à calculer dans un premier temps les coef- 

ficients du polynôme orthogonal de degré fixé p en résolvant le système 

linéaire d'orthogonalité (M ) par une méthode déduite de celle proposée 
P 

par J. Rissanen C461. 

Cet algorithme fournit la solution d'un système Cx = A où C est une ma- 
2 

trice de Hankel en O(n ) opérations. On cherche une matrice B triangu- 

laire inférieure ayant des 1 sur la diagonale principale telle que BC = Q, 
où Q est une matrice qui peut être rendue triangulaire supérieure par des 

permutations de lignes. Nous exposons ci-dessous la méthode transformée. 

Le système (M ) se met sous la forme : 
P 

On pose C = (C , A ). C'est donc une matrice rectangulaire (p, p+l) de 
P P P 

Hankel. 

Avec l'algorithme proposé par J. Rissanen on a 6 = (Qpy A i )  par 
P 

et donc 



Annexe 

C e t t e  t ransformation de l ' a lgo r i thme  écoriomise des  opéra t ions  sur l e  c a l c u l  

de A '  c a r  on n ' a  pas à f a i r e  l e  p rodu i t  B A . 
P y P P 

Méthode. 

- - - 
On détermine l e s  l i g n e s  success ives  de B e t  $ avec BpCp = Qp. 

P 

lère phase. 

On pose : 

b = (1 ,0 ,  ... ,O) l i g n e  O de  B 
O P 

- 4, - ( C  o. . . .  , c  ) l i g n e  O de  0 
P P 

S o i t  s l e  p lus  p e t i t  i n d i c e  t e l  que c 8 0 .  
s 

On prend i = s e t  u = c . 
O O S 

On d é f i n i t  l e s  deux ensembles : 

On pose k = 0. 

phase. 

S i  k = p-1, c ' e s t  f i n i .  

Sinon on pose : 
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= (O, b ,..., b bk+l k 3 0  k,k-1' 1, O, ..., O) ; 

il y a p+l composantes. 

Les b sont les éléments de la matrice B . 
i,j P 

bk+l est la ligne k+l de B . P 

Les q sont les éléments de la matrice Q . 
i , j  P 

On pose j = 1. 

Il faut trouver le plus petit nombre s tel que q (j) L O O Ù  
k+l,s 

4e phase. 

Si s j 1 on pose : - k 

- 
Uk+l - Uk {uk+l} et lk+l = Ik {ik+l} > 

et on passe à la 5e phase. 
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S i n o n  s = i . r 

On prend : 

On remplace j par  j+l e t  on retourne à l a  phase 3 .  

5e phase. 

On pose : 

ème 
On remplace k  par  k + l  e t  on recommence l a  2 phase. 

Remaraue. 

Grâce aux propr ié tés  des systèmes (M ) on peut encore améliorer 
P 

un peu c e t  algorithme. 
e 

Dans l a  ge phase, s i  s 1 Ik e t  s i  s-i > 1, a l o r s  dans l e  r e tour  à l a  2 
e k  

phase puis  à l a  3 on aura  s = i k t 1  
- 1 e t  a i n s i  de s u i t e  jusqutau moment 

où on trouvera s = i +1. 
k 

ANALYSE DES CAS POSSIBLES. ......................... 

Le système (M ) e s t  de rang maximum p. 
P 

On ob t i en t  une matrice Q r égu l i è re  q u i  peut ê t r e  rendue t r i a n g u l a i r e  
P 

supérieure par  des permutations de l ignes .  
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e 2 cas. 

Le système (M ) est lié. 
P 

Alors on a une ligne de O dans Q . Soit e le numéro de la première ligne 
P 

nulle. On a calculé également l'élément correspondant de A'. S'il est nul 
P 

cette ligne est liée compatible. 

On calcule alors lrélément suivant de A r .  Tant qu'il est nul on continue. 
P 

S'il est non nul cette ligne est liée incompatible (par exemple sur la 

ligne t 1. 

Alors le système (M ) est lié 
compatible. t 

La solution du problème (Mt), 

(Kt) est la même que celle du 

problème (Me)¶ (K ) et le sys- e 
tème (M ) est de rang maxirnum 
e. e 

Lorsque le polynôme orthogonal P est connu, l'extraction des 
P 

racines se fait par la méthode de Bairstow suivie par la méthode de 

Newton. 

Enfin la résolution du système (K ) par la méthode de Gauss fournit 
P 

les coefficients k. de lfapproximant. 
1 

Deux types d'essais numériques ont été effectués. 

Premièrement, nous avons voulu vérifier s' il était facile de déceler la 

singularité du système (M ) lorsque la méthode de Rissanen est employée 
P 

(la matrice Q contient alors au moins une ligne de zgros) et si par voie 
P 

de conséquence la propriété 7.8 donne de bons résultats. 
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Nous rappelons que l a  p ropr ié t é  7.8 d i t  que, pour r f i x é ,  une 
e r m .  x 

condit ion nécessa i re  e t  s u f f i s a n t e  pour que f F E 1 S.  (x)  e 3 ,r 

j =O 3 

e s t  que, Yp 2 r,  l e  système (M ) s o i t  de rang r compatible. 
P 

Deuxièmement, il a étudié l e  comportement de l'approximant de type expo- 

n e n t i e l  de l a  fonction périodique e 
( s i n  x ) ~  pour d iverses  va leurs  de n 

e t  p. 

L'ensemble de ce  trai tement numérique représente  l'amorce d'un t r a v a i l  

de recherches en analyse numérique q u i  comportera e n t r e  a u t r e s  l ' é labora-  

t i o n  d'un l o g i c i e l  permettant l e  c a l c u l  des polynômes orthogonaux en suivant  

un chemin quelconque dans l a  t a b l e  P.  Avant d'aborder ces recherches de ma- 

mière approfondie, il importai t  en essayant  des méthodes c lass iques  

(Rissanen-Bairstow-Newton-Gauss) de pouvoir juger l a  f i a b i l i t é  des r é s u l t a t s  

numériques, a f i n  de changer ul tér ieurement de méthode, s i  l e  besoin s ' en  

f a i s a i t  s e n t i r .  

Cette annexe ne s e r a  donc qu'une simple information de ces r é s u l t a t s .  

Toujours pour ne pas empiéter s u r  l e  t r a v a i l  à ven i r ,  nous ne ferons bien 

souvent qu'énumérer l e s  va leurs  obtenues e t  l e s  problèmes d ' i n s t a b i l i t é  

rencontrés sans chercher n i  à l e s  expliquer,  n i  à proposer d 'aut res  méthodes. 

1, DETECTION DE LA SINGULARITE DE (M,) ET VERIFICATION DE LA 
PROPRIETE 7,8, 

Les premiers e s sa i s  portent  s u r  des s é r i e s  formelles de 
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Après application de la méthode de Rissanen la 8ème ligne de la matrice 

op est égale à : 

On trouve ainsi que (M ) est lié incompatible, et que (Mg) et (M ) sont 8 10 
réguliers, alors qu'ils devraient êtremtous trois liés compatibles. 

Le coefficient général c. est égal à f ( j )i et par conséquent les ordres 
1 i =l 

4 

relatifs des éléments de (M ) sont tels que les erreurs dues à lrarithmé- 
P 

tique de l'ordinateur donnent des valeurs non nulles pour les derniers 

éléments de 0 . 
P 

On trouve numériquement (M ) et (M ) liés compatibles, 
3 4 

D'autre part : 

3e exemple. 

On trouve numériquement que (M. ) pour i E IN, 4 I i 5 10, sont liés 
1 

compatibles. 

Les racines du polynôme orthogonal P ( x )  obtenues par les méthodes de 
3 

Bairstow et Newton sont : 
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Lorsqu'on ignore l a  forme de f ( x )  l e  problème s e  pose a l o r s  de 

s a v o i r  s ' i l  s ' a g i t  de t r o i s  r a c i n e s  d i s t i n c t e s  ou de t r o i s  r a c i n e s  con- 

fondues ou de deux r a c i n e s  confondues e t  une d i s t i n c t e .  

S i  on cons idère  q u ' i l  s ' a g i t  de t r o i s  r a c i n e s  d i s t i n c t e s  l e s  coef- 

f i c i e n t s  k .  obtenus ont  une p a r t i e  r é e l l e  de l ' o r d r e  de 106. Les c o e f f i -  
1 

c i e n t s  k e t  k3 correspondants à m e t  m on t  en p lus  une p a r t i e  imagi- 
2 

6 
2 3 

n a i r e  de l ' o r d r e  de 10 . 
Ces r é s u l t a t s  fou rn i s sen t  une i n d i c a t i o n  s u r  la façon de répondre 

au problème de l ' i d e n t i t é  des r a c i n e s .  

Dans ltexemple su ivan t  on présente  l e s  r é s u l t a t s  obtenus en cons idérant  

successivement l e s  r a c i n e s  d i s t i n c t e s  p u i s  confondues. 

4e exemple. 

On trouve numériquement que ( M . )  pour i E IN, 6 S i 5 10 s o n t  l i é s  compa- 
1 

t i b l e s  . 
Les r a c i n e s  de P5(x) son t  : 

S i  on considère que l e s  t r o i s  r a c i n e s  m 3 '  m4 e t  m5 sont  d i s t i n c t e s ,  on 

o b t i e n t  a l o r s  : 
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Par contre si  on considère que ces  t r o i s  r ac ines  sont  confondues avec l e u r  

va leur  moyenne 0.999919322743184, l e s  c o e f f i c i e n t s  k .  va lent  : 
1 

On trouve numériquement que ( M . )  pour i E Bi, 7 S i S 10 sont  l i é s  compatibles. 
1 -3 Les rac ines  sont  encore vois ines  à 10 près .  S i  on prend l a  moyenne des 

s i x  rac ines  : 1.00440286051931 on trouvepour l e s  c o e f f i c i e n t s  k . 
i .  



- 626 - Annexe 

2, COMPORTEMENT DE L'APPROXIMANT DE E (SIN x ) ~  

De nombreux essais numériques ont été réalisés pour cette fonction 

pour p = 6, 10 et 15, des valeurs entières de n comprises entre 1 et 10 
et pour x dans l'intervalle CO, 6.41 avec un pas de 0.1. 

Nous ne donnerons pas l'ensemble de ces résultats pour des raisons 

de place et nous nous contenterons seulement d'en exposer les grandes 

lignes. 

Pour certaines valeurs de n et p (par exemple n = 3 et p = 10) 
il n'y avait pas convergence de la méthode de Newton pour obtenir les 

racines après 2000 ou 3000 itérations. Les ordres de grandeurs des 

coefficients Ai,10 du polynôme P étaient : 10 

Dans la plupart des cas pour lesquels le calcul des racines était possible, 

celles-ci étaient souvent multiples avec un ordre de multiplicité élevé. 

Par exemple pour n=l et p=15 on a une racine d'ordre 3 (les 15 chiffres 

significatifs sont semblables) et une racine d'ordre 12 (les 15 chiffres 

significatifs de 10 d'entre elles sont semblables et les 13 premiers 

chiffres des 12 sont identiques). 

Les approximants obtenus ont soit au moins un terme exponentiel 

d'exposant réel positif soit un polynôme de degré supérieur ou égal à 1 

en facteur d'un terme exponentiel. Par conséquent sauf au voisinage de 

l'origine on a rapidement des écarts importants entre f et F. 
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Nous donnons ci-après les résultats numériques pour n = 1 et pour 
p = 6 et 15. 

En conclusion, on peut dire d'une manière générale qu'il y a 

de gros problèmes d'instabilité que ce soit dans la recherche de la 

singularité de ( M  ), dans celle des racines de P ou dans celle du 
P P 

calcul des coefficients k.. 
1 
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RESULTATS NUMERIQUES 

Les valeurs données avant le commentaire "APPEL A GAUSS" sont celles 

des racines, dtabord la partie réelle puis la partie imaginaire, ensuite 

l'ordre de multiplicité de la valeur moyenne lorsque les racines sont voisines. 

Ensuite l'approximant est donné sous la forme suivante : 

valeur de m. 
1 Y=' 

valeur des coefficients du polynôme S 
j ' 

Enfin, on donne la valeur calculée de l'approximant (partie réelle-partie 

imaginaire) puis celle de la fonction f, enfin celle de l'écart. 

sin x f(x) = e et p = 6. 

0 . ? Y ! ~ 5 3 5 7 1 2 7 0 0  7 i ) b D t O l  .38369?76931 h u b b l l + u 1  1 . [i . 2 4 5 S Y 5 7 1 2 7 0 1 ~ / u o i 1 + 0 1  - . 3 H 5 b ' j 2 7 h Y 3 1 6 u h ~ 1 ; + 0 1  1 
. r 4 1 2 0 ~ ~ 0 7 n o l ~ ~ r o 1 ~ + ~ 0  . ~ I o ~ o ~ ~ o ~ ~ J ~ ~ ~ ~ ~ I ~ ~ I ~ + I ~ ~ ~  2 -. 111idO 7 2 6 3 3 ~ ( 0 ~  53u+O 1 . U @ O O O ~ ~ ~ ~ I ~ ) O O O ~ O I ~ I ~ + ~ ) O  2 

PPEL & GACiSb "" ' 

I W P = l  
Lk PiiLYhu J (  0 ) k Z i C  1 i ~ k .  E X P (  . i > 4 L , ~ V b / l ? / U u 7 0 0 i ) + ~ ~ l  . 3 d 5 t ~ ~ ~ 7 b Y J 1 n ~ l b ~ l ~ + ~ 1 ~  

. 3 3 t ~ n u V 3 3 ~ ~ 5 3 3 5 8 7 1 ) - 0 ?  - . 3 l 1 ~ 1 ~ ~ ~ ù 7 3 7 L o 5 2 i ~ - 0 2  A * *  o 
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s i n  x f ( x )  = e et p = 15. 
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i ~ r ~ r + ~ + r r - c 3 i i +  
L t N C  z * < . +  - : @ < - - r i - / $  

S'.E t O%' : -'F- S t ich 
9 * . 9 3 c s , z n * - - ~ ~ r ~ i r  
3 ' n . . i d v m . - - r i = 0 7 T  - Y  C J * C ~ V * I S  z 3 7 s * -  
LJ+ - r , . 22 - \  G < C  z q f i - .  k t -  = L f l 4 - S  - 0 S . 3 I q -  

, Q P J 3 = @ 3 ; ' s Y > - U ~ P  
C ~ - - Z C J ' C S J  rY 

. ? J Î l - - , J R Ê . ? : 3 J -  3 C R  
- ,S.  O x 2 : ' ) L > r " #  j e - ? I :  i""' l p - 3 T J w V > - a . , d 9 ~ = ü  
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