A436-2 50376
1981
176=2

THESE

présentée a
L'UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE
pour obtenir le titre de
DOCTEUR ES SCIENCES MATHEMATIQUES

par

André DRAUX

POLYNOMES ORTHOGONAUX FORMELS.
APPLICATIONS.

Soutenue le 7 décembre 1981 devant la Commission d Examen

Membres du Jury P. POUZET Président
J. MEINGUET Rapporteur
H. VAN ROSSUM Rapporteur
P. HENRICI Rapporteur
C. BREZINSKI Rapporteur
P. MARONI Membre Invité



» e




RELATIONS TOUS AZIMUTS

Ce chapitre vise essentiellement d donner les relations et les
algorithmes permettant des déplacements dans toutes les directions dans
la table P. A cette occasion nous serong amends & définir de nouvelles
relations d'orthogonalité pour des polyndmes qui sont reliés aux polynd-
mes orthogonaux de la table P.

(n) (n)

et E

des déterminants de Hankel. Nous retrouvons la relation de Gilewicz et

Dans la premiére section nous calculons q en fomction

Froissart permettant le calcul de la table H en présence de bloce H. Nous

en déduisons le calcul des coefficients B qui intervienmnent dans les poly-
ndmee w(x) qui permettent de traverser lee blocs P,

Dane la seconde section nous introdutsons les polyndmes d'Hadamard
et leurs transformés ﬁ(x), puts nous dommons lee relations de récurrence
entre les transformés de troie polyndmes d'Hadamard orthogonaux réguliers

congéeutife, au cours de déplacements sur une diagonale ou deux diagonales
adjacentes.

Dane la troisiéme section nous définisaons une nouvelle fonetion-

(m)

nelle linéaire Y par rapport A laquelle nous cherchone les polyndmes

orthogonaux. Ce sont les polyndmes wgm)(x). Ils ont la particularité de se
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situer sur les antidiagonales de la table W et sont proportionnels aux

transformés des polyndmes d'Hadamard sous certaines conditions. Tous les
résultats des chapitres précédents s'appliquent d ces nouvelles familles
de polyndmes. Nous indiquons comment passer d'une propriété relative aux
polyndmes Pgn)(x) a celle qui 8'applique aux polyndmes ng)(x). Nous re-
trouvons en particulier les relations de récurrence 4 trois termes, les

relations entre systémes adjacents, un algorithme éﬁ, les relations avec

les déterminants de Hankel.

La quatriéme section est consacrée aux relations de récurrence
entre les transformés éh(m)(x) de trois polyndmes wgm)(x) orthogonaux ré-
guliers consécutifs, au cours de déplacements sur une antidiagomale ou
deux antidiagonales adjacentes. Ces relations se déduisent simplement de

la section 4.2.

Les sections 2 et 4 nous permettent de déduire dans la cinquiéme
section la relation de récurrence qui existe entre trois polyndmes ortho-
gonaux réguliers successifs placés sur une méme horizontale en dehors de
la réunion des blocs P et W. Elle rend possible le calcul de ces poly-

ndmes au cours de déplacements horizontaux.

La sixiéme section exploite la relation de la section précédente.
Nous montrons qu'elle est la conséquence d'une nouvelle forme d'orthogo-
nalité appelée "semi-orthogonalité". Nous étudions surtout ce qui gse passe
en présence de blocs. Nous prouvons également que donmmer deux polyndmes
semi-orthogonaux sur une m@me horizontale et un paramétre permettant de
positionner le bloc qui les gépare, détermine de fagon unique toute la

table comprise entre la diagonale et l'antidiagonale qui passe par celut

des deux polyndmes qui a le plus grand degré i, depuis les polyndmes de de-

gré 0 jusqu'au degré .
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La "semi-orthogonalité" englobe le cas particulier des polyndmes
orthogonaux sur le cercle. La septiéme section est consacrée d quelques
nouvelles propriétés de ces polyndmes et des polyndmes des horizontales
adjacentes, dont la table présente une espéce de "symétrie”.

Sutvant Ya. L. Geronimus [20] nous introduisons lee polyndmes

¢;(S)(z) = 23 ¢§S) (%0 o la barre représente le polyndme dont les coef-
ficients sont imaginaires conjugués de ceux de ¢. Nous généralisons quel-
ques résultats présentés dans [20] dans le cas normal.

Pour terminer cette section nous donnons également une générali-
sation de la propriété d'approximation vérifide par les polyndmes ¢" et .
Les polyndmes Y sont les polyndmes du second ordre définie dans [201.

Il ne nous restait plus qu'd donner dans la huitiéme section la
relation de récurrence vérifide par trois polyndmes orthogonaux réguliers
successifs placés sur une méme verticale en dehors de la réunion des blocs
P et de leur c8té ouest. Dans le cas particulier on P.(x) = xi la relation

de récurrence n'est pas unique.

Aprés une propriété sur les zéroe de ces polyndmes nous démontrons
une propriété analogue d celle qui avait été établie pour lee polyndmes
semi-orthogonaux. Donner deux polyndmes orthogonaux réguliers successifs
de degré i sur une méme verticale, et un paramdtre permettant de position-
ner le bloc qui les sépare, détermine de fagon unique toute la table com-
prise entre la diagonale et l'antidiagonale passant par celui des deux po-
lyndmee qui est situé sur la diagonale d'indice le plus élevéd, deputis les
polyn®mes de degré O jusqu'au degré i.
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Enfin dans la dermiére section, nous proposons des algorithmes
pour déterminer les polyndmes orthogonaux et leurs associés suivant une
diagonale ou deux diagonales adjacentes. Ces algorithmes demeurent vala-
bles suivant les antidiagonales pour déterminer les polyndmes W(x) ortho-

gonaux par rapport d la fonctionnelle linéaire Y.

Nous proposons également un algorithme pour les déplacements

horizontaux et un autre pour les déplacements verticaux.
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4,1 RELATIONS AVEC LES DETERMINANTS DE HANKEL

Nous allons chercher les relations qui existent entre les déterminants
de Hankel etles coefficients q(n) et Egn)
Si P( )(x) est orthogonal reguller on a :

C —mmmm—eee c .
n n+i
| I
[} |
Hf“)Pf“)(x) = | : et Hgn) z 0
i | : :
I
Cp+i-1 7T Cn+2i-1
1 - X

g pM gy = (et gt
1 1

Propritts 4.1.

S P§n)(xbebt onthogonal négulier on a :

Pin)(o) 0 <=> H(n+l) o

Démonstration.

Pén)(o) = 0 <= P(n)(x) est au nord d'un bloc P

<=> P(n+l)(x) n'est pas orthogonal régulier <=> H(n+l)

cqfd.

Propriété 4.2.

. _(n+l) , (n)
SL Py (x) est onthogonal négulier, alonrs Ppr(i+l,n)(°) 0,

Démonstration.

8i pr(i+l,n) = i, Pgn)(o) # 0 car il n'est pas au nord d'un bloc P,

puisque H(n+1) z 0,
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: . PR S

Si pr(i+l,n) # 1, Ppr(i+l,n)(x) est d 1l'ouest ou au nord ouest du bloc P,

(n)
donc Ppr(i+l,n)(°) z 0.

cqfd.

Conollainre 4.1.

. o(n+1) = : (n+1)

S4 Py (x) est onthogonal négulien, alons Hpr(i+l,n) z 0.
Démonstration.
(n) (n) - _q3Prlitl,n) (n+l)
Hpr(i+1,n) pr(i+1,n)(°) = (-1) Hpr(i+l,n)

(n)

pr(i+l,n)(X) est orthogonal régulier

Le premier membre est non nul puisque P

cqfd.

(n)

. en fonction des déterminants de Hankel.
i+1,2

La propriété suivante nous donne q

PROpRiELE 4.3.

S4 Pin*l)(x) est onthogonal négulier on a :

L) (n)
g(m) @)y iter(isl,n) y(nt1) Fpr(isi,n)
i+l *i+1,8 i+l (
n+1)
pr(i+l,n)
AAL) Si en plus szi(x) est onthogonal négulier on a :
(n+1) ,(n)
(n) _ i+pr(i+l,n) i+l pr(i+l,n)
qi+l Z - (‘1)
3 H(n) H(n+l)
i+l “pr(i+l,n)
UL 8L Piii(x) est onthogonal singuliern, on a qiii g Mbitnaine en uti-

Lisant La nekation du 4).
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Démonstration.
i) Larelation donnée est la transcription immédiate de
(n) _ _ () (n) N . . .
Pi+1 (o) = 9412 Ppr(i+l,n)(0) obtenue d partir de la premiére relation de

la propriété 2.h4.

On utilise la relation H§n) P;n)(o) = (-1)3 H§n+l) et le corollaire 4.1,

ii) On utilise larelation du i) et le fait que Piii(x) est orthogonal
régulier.

- . -(n) . . (n) _ . (n+l) _
iii) Si Pi+l(X) est orthogonal singulier on a Hi+l = 0 et aussi Hi+l = 0,
car, d'aprés la remarque 2.2, en dessous de tout polyndme orthogonal singulier
il y a au moins un polyndme qui n'est pas orthogonal régulier.

. ‘qs . . . (n) _ . . (n)
Si on utilise la relation du i) ona : 0. qi+1’£ = 0 ce qui entraine que qi+1,t
est arbitraire.

Ce résultat est conforme & ce qui a été prouvé dans la propriété 2.4.
cqfd.
Nous avons l'analogue de la propriété précédente pour le coefficient Egzi, mais
elle est, comme on pourra le constater, peu pratique dans le cas ol pr(i+l,n) = i
d cause du coefficient B§n+l) qui intervient.
Proondidte 4.4.
Soit P§n+l)(x) un polynome orthogonal néguliern. On a :
L) S4 pr(i+l,n) = i
(n+2) B(n) - (_l)pr(pr(i+l,n),n+l) (n+1)
pripr(i+l,n),n+l) “i+l pr(pr(i+l,n),n+1)
i ,(n+2),(n) - (-1yPr(itl,n) _(n+l1) (n+l) (n+1)
* (-1) Hi ﬁpp(i+14n) (-1) By Hpr(i+1,n) By
H(n+1) H(n)

i pr(i+l,n)
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S4 pr(i+l,n) = i

(n+2)..(n) (n+1).2
(n+2) (m) _ , ..pr(i,nt1)+i . (n+1) By R - ()
H (i.n+1) E'+l = (-1) H (i.n+1)
pr‘ l,n 1 Pr‘ l,n H(n+l) H(n)

1 1

., . (n+l) , . . .
L) pr(pr(i+l,n),n+l)(o) # Oonasipr(i+l,n) = i :
(n+l1)
E(n) - (_1)pr(pr(i+1,n),n+l) pr(pr(i+l,n),n+l)
i+l ~
(n+2)
pr(pr(i+l,n),n+l1)
_13yi 4(n+2) . (n) _ (_1yPr(i+l,n) _(n+1) (n+1) (n+1)
(-1) Hy pr(i+l,n) (-1) By Hpr(i+11n) By
H(n+1) (n)
i pr(i+li,n)
S4 pr(i+l,n) = i,
(n+1) (n+2) _(n) (n+1),2
g o yprCine+ Tpreineny [ BT B - B0
i+l (n+2) H(n+1) H(n)
pr(i,n+l) i i
Y . - (n+1) _ .
L) SL Ppr(pr(i+l,n),n+l)(0) =o0oona:
(n+2).(n) i+pr(i+l,n) _(n+l) . (n+l) (n+1) _ , . s
Hy pr(i+l,n) ~ (-1) By Hpr(i+1,n) Hi = 0 44 pr(itl,n) = 4,
an+2) Hgn) - (H$n+l))2 = 0 44 pr(i+l,n) = i.
i i i
Démonstration.
i) si P§n+1)(x) est orthogonal régulier, on a :

(n+l1) - (n) (n) (n) ,(n+1)
Pi (x) = ui-pr(i+1,n)(x) Ppr(i+1,n)(X) * Ei+l Ppr(pr(i+1,n),n+l)(x)
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On écrit cette relation pour x = O.

On sait d'aprés la présentation du qd que :

(n) _ _ (n+1) (n+1)
wi-pr(i+l,n)(x) - xu)i—l—pr(i-f-l,n) * Bi
Si pr(i+l,n) = i, on a wiggizi+l’n)(x) 2 1 sinon on a :
(n) _ o(n+1)
i—pr(i+l,n)(°) =B

On obtient donc les relations proposées en utilisant la relation
H§n)P§n)(O) = (-1)3 Hgn+l) et le corollaire 4.1,

. . o(n+l) . o(n+2) .
ii) Si Ppr(pr(i+l,n),n+l)(0) 2 Q= Ppr(pr(i+1,n),n+l)(x) est orthogonal
(n+2)

régulier => H # 0. D'ol les deux relations.

pr(pr(i+l,n),n+l)

e . o(n+l) - (n+2) .

1ii) Si Ppr(pr(i+l,n),n+1)(o) 0= Ppr(pr(i+l,n),n+1)(x) n'est pas
e (n+2) - ' .

orthogonal régulier —DHpr(pr(i+l, Yol 0. D'ol les deux relations.

cqfd.

Nous donnons maintenant les relations existant entre déterminants de Hankel

et les fonctionnelleé de certains produits de polyndmes, en vue de calculer
(n)

par la suite les coefficients csu(i+1,n)'

Proprittt 4.5.
i) s p{™ (x) est onthogonal ndgubier, alors
u(n)
e ™M) = —z*?
n
Hy

Nous consdidirons dans La suite que hotl et pptl sont Les Andices Limites
extirieuns du bloc P pour Pin)(x).
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i) si P;“*l)(x) est onthogonal rdgubien, alons
2
(n) (n+1)
1 1 h,+l
(e )y )P P L
hetl "Pp ylntl) y(n)
pz h£+l
s . (n+1) .
ALAL) S4 Pp i1 (%) est onthogonal négulien, alons :
L
(nt1) . (n)
Dpth, pp+tl  h,+l
c(n)(Pﬁnil P(n)) = (1) e L £
L Py (n+1) L (n)
iv) sé p;“;§’<x) est onthogonal ndgulier, alons
L
(n-1) ,(n)
H
(), () (), _ . Pe™he Pt "hytl
c (Ph 4 P 7)) = (-1)
£+ Pe () (n-1)
p£+l H]lt"’l
v) Si P;n;i)(x) est onthogonal négulien alons :
2
(n) H}(1n-l)
(@), (n) o(n)y _ , . PetPRgtl Pptl hpt2
c (Ph " P77) = (-1)
L Py H(n-l) Hén)
p£+1 £+l
Démonstration.
i) Livre de C. Brezinski page u46.
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ii) On considére le déterminant H(n) .
p[t-l
o
c
n
hyto-voueo-— |
¢ i o
0 i 7
|-
Iu
P

- 299 -

On sait que H(n) # 0 et que Hgn) = 0 pour j € N, h£f2 £3js Pp-

h£+l

On rappelle que :

H(n)

Pptl = (-1) 2

On a également :

P
D™ B o P

hl-l

\;miif
pr

—

P
c(n)(x ZHén) P(n) )

h£+l 2 h£+l (n) L+l h£+l
Q. mm—a- c
. :n |n+h£+l
(n), " A(n) _(n), _ | | i - 4(n)
e x Hh£+l Ph£+l) " | G, T “n+2hy+1 = u H'hz+1
nep, c'n+p£+h‘e+l
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(n) (p(n)

Donc ¢
hzfl

P(n)) = u.
Py

(n+1) (n+1)

Si P(n+l)(x) est orthogonal régulier, alors H et Hh sont non nuls.
P £+1

L Py

On considére Hén+l) et on applique la méme relation que précédemment entre les
lignes. £
On obtient :
°lc
n+l
hp b———d -
i o "
| v
0 L
Pz‘l b u’
(Pﬂ—ht—l)(P£+3h£+2)
(n+1) _ (PgRg~D) 2 (nt+1)
H = u (-1) H
Pp . hptl

En faisant le rapport des deux expressions trouvées on en tire u, donc la rela-

tion proposée.

iii) Si P(n+l)(x) est orthogonal régulier, alors H(n+1) et Hﬁn+l) sont
p£+l p£+l )
non nuls.
Nous considérons H(n+l).
p£+l

En utilisant la relation qui existe entre chacune des lignes j € N, h2 <3< PL

et les hl premiéres lignes on obtient le déterminant ci-dessous :
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o
Cn+l
Rt o ]
Lo v
| //
0 L
Vo
P/@ :V
On obtient :
(pz—h£+l)(p£+3h£)
(n+1) _ (-1) 2 vpl_h£+l Hén+l)
P£+1 £

D'autre part :

p
(n) p(n) p(n)y _ c(n)(xp(n+l)P(n)) = St (8 plntl)y o

h,+1 h h

(P
2 Py ¢ Fe £

Donc v = u. On fait le rapport de la relation obtenue ci-dessus avec la premiére

relation obtenue dans le ii). On trouve la relation cherchée :

iv) Si P(n_l) est orthogonal régulier, alors H(n_l) et H(n-l) sont non
p£+2 p£+2 h£+l
nuls.
o
®n-1
ho_ -
£ Lo )
| /
0 1 s
| v
| /
] 7/
A7

p£+l
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(n-1)
p t2
é

On considére le déterminant H . On a :

(pl-h£+l)(p£+3h£+4)

Ppbptl  (noay

(n-1) _ 2
Hp£+2 = -1 . Hh£+l
S M pm)) L (@) 1) @)y | (-0 PO eny
hptl ‘D, hetl "D, hy+1

Donc A = u. D'ol en faisant encore le rapport de l'expression précédente

avec la premiére relation du ii) on obtient 1l'expression cherchée.

V) Si P(n_l)(x) est orthogonal régulier, alors H(n_l) et Hén_l) sont
pytl p,t1 +2
£ £ £
non nuls.
s 1N z . (n_l)
On considére le déterminant H .
p£+1
° e
n-1
h£+l ________
| M
I O 7
o | Pid
|
Pp 'S
(pp-h,p-1)(p,+3n,+6)
A Nl ARy b)-hy-l
H(n-l) = (_l) 2 u L Z H(n‘l)
p£+l h£+2

- = p -
Gl pn)y o (=D (pn) p(n)y o (n=1)( Php(n-1)y oy

hptl ‘b, hotl P, © hy+2

Donc u = \.

D'ol le résultat par un rapport identique aux précédents.

cqfd.
Remarque 4.1.

A partir des relations trouvées dans la propriété 4.5, on peut

déduire des relations entre déterminants de Hankel sur les cdtés d'un bloc H.
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ler Cas. P'™ (x) est sur le cdté S d'un bloc P.
=== Tpyl

Les relations de 4.5 ii) et 4.5 iv) donnent en les égalant :

H(n-l) H(n+l)(H(n) )2 _ _(H(n) )2 H(n+l) Hﬁn;i)
£

p£+2 Pp h£+1 - p£+l h£+1

2eme Cas. P'™ (x) est sur le coté E d'un bloc P.
=22 Tyt

Les relationsdu iii) et v) donnent :

(n41) (n) 2 (n-1) _ _ (n) |2 (n-1) (n+l)
Hp£+l (Hh£+1) Hp£+l - (Hp£+l) Hh£+2 sz
3eme Cas. P'™) (x) est dans 1'angle SE du bloc P.
=== Tpytl
Les relations du ii) et v) donnent :
(n+1) (n-1) (n-1) _(n+1)
H H = H H
h£+1 p£+l h£+2 Pp

Les deux premiéres relations auraient pu se déduire également de la propriété
de progression géométrique qui existe entre les déterminants qui bordent un
bloc H (voir : Gilewicz page 192 - Approximants de Padé). Elles se déduisent

donc directement de la relation de Sylvester.

Nous rappelons que si Pgii(x) est orthogonal régulier, le théoréme 1.5 et la

transformation des coefficients des relations de récurrence nous donnent la

(n)
valeur de Csu(i+l,n)
(n) ,_(n) (n)
(n) ¢ (Pi+l Psu(i+1,n)—l)
su(i+l,n) .
c(n) (Pgn) P(n) )

i pr(i+l,n)

On a également :

(n) _ __(n) (n)
Ci+2 - ei+1,£ qi+1,£

(n) - _e(n) (n)
su(i+l,n) = Ti+1,8+1 *i+1,2
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(n)

Nous pouvons maintenant donner 1l'expression de e,
i+1,0

dans un cas particulier.

Propridtd 4.6.

e B 6o, B (o et B () sont onthogonaux rdgutiens,

i
alons :
(n) H(n+l)
(n) o i+2
1+l ) H(n) (n+1)
i+l i+l
Démonstration.

(n) (n) (n)
1+2 h ei+1,£ qi+l,£

Si Pgig(x) est orthogonal régulier on a :

(n); n(n)s2 (n+1) ,(n) ,(n)
e ((R;9)7) - (o1yitLor(itl,n) B Hieo Hon(ie1,n)
(n))2 (n+1)

(Hi+l pr(i+l,n)

(n)
1+2 -

(n) (n)p(n)
(Pl pr(1+1 n?

en utilisant la propriété 4.5 ii).

Si P(n)(x) n'est pas orthogonal régulier on a C(n% 0. Or H(:% est nul.
Donc l'expression donnant C( ; reste valable,

(n) ,(n)
D'autre part q(+i e S s 1)1+pr(1+1 n) i+l pr(i+l,n) ‘

(n) ,(n+l)

Ryl pr(i+i,n)

(n )

D'ol 1' expression de e, 1,8 en faisant le rapport.

(n ) (n)

n'est pas orthogonal régulier on sait que l'on a e.+1 L=
(n) _
i+2 % e

Enfin si P =0,

ce que la relatlon proposée donne bien puisque H,

cgfd.
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Calcul de 1a table H.

Théonéme 4.1 (Sylvestenr).

On a La nelation :

(n) (n+2) _

( ( (n+1),2 _ H(n+2) H(n)
i+1 i+l

(H g = Hy i+2°

On calcule la table H colonne aprés colonne en utilisant la relation précé-

dente avec les valeurs de départ.

Hin) = 1etH c .

(n) _
1 n

Lorsqu'on rencontre pour la premiére fois un bloc H dans

la table on peut calculer la colonne qui borde le coté

ouest et les deux éléments marqués d'une croix 3 1l'aide

de la relation du théoréme 4.1. On peut ainsi calculer

les éléments du pourtour du bloc H, soit avec 1l'aide de

la relation du théoréme 4.1, soit avec l'aide de la re-

lation du 3e cas de la remarque 4.1.

Par contre ces relations ne permettent pas le calcul des éléments de la colonne
qui suit celle qui est 3 l'est de ce bloc.

Nous allons montrer comment, & l'aide des relations obtenues pour le qd, on

peut calculer ces éléments de la table H et retrouver ainsi la relation proposée

par Gilewicz et Froissart.

Propriitt 4.7.

On suppose que L'on a un bloc P de Largeur r+l dont Le coin NO inté-
nieun est occupl par Le polyndome Pﬁn)(x). On a alons La relation sulvante pour

. . A (n-r-1+1i)
ieZ, -1sisrqui pemet de caleuler Hy e

(n-r-1+i) ., (n-r+i) H(n-r+i) (n-r-1+1i)
k+r+2 k+r-1-1 + k+r+l ktr-1-1i
(n=r+i) ., (n-r-1+i) H(n-r+i) (n-r-1+i)
k+r+l k+r-1 k+r=-1-i “k+r+l

H

H
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H(n+r'—i) (n+r+1-i) (n+r+1-i) _(n+r-i)
k+i+i k-2 k+1+i Hk-1
(n+r+1-i) _(n+r-i) (n#r-i) (n+r+l-i)
kti -1 Hertei Hem1
Démonstration.
. (n-r-2)
i) Nous commengons par calculer Hk+r+2 . I1 faut pour cela calculer
e(n-r-2)(n_r_2) qui sera obtenu aprés le calcul de B£n+r+l) et Bii;ill)
k+r+1,£
qui sont égaux. On a :
B(n+r+1) - _q(n+r+l) _ _(ntr+l)
k k,l(n+r+l) k-l,ﬂ(n+r+l)
(n+r+l) _ (n+r+l) (n+r+l1)
Cx =€ (n+r+1) ¢ (n+r+l)
k-1,4 k-1,£

En utilisant les relations des propriétés 4.6 et 4.3 ii) on obtient :

(n+r+2) ., (n+r+l) (n+r+l1) . (n+r+2)
B(n+r~+l) - . Hk Hk-l _ Hk Hk-2
k H(n+r-+l) H(n+r+2) H(n+r~+l) (n+r+2)
"k k-1 k-1 -1
Calculons maintenantB(n_r-l) On utilise le c¢) du qd.
k+r+l °
0 (n-r'"2 ) z .
Si Pk+r (x) est orthogonal régulier on a :
B(n-r—l) - _q(n-r-2) _ (n-r-2)
kir+l ka1, 207D g p(0eT-2)
avec
H(n-r-l) (n-r-2)
(n-r-2) - _kir+l k+r
q (n-r-2)
k+r+l,L H(n-r-2) (n-r-1)
k+r+l k+r
. o(n-r-2) (n-r-1) (n-r-2)
Si P (x) est non orthogonal ona : B = -e .
k+r k+r+l k+r+1,£(n r-2)
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On constate que la relation domnant g s'annule dans ce cas et on retrouve

bien 1'égalité ci-dessus.

Enfin en utilisant la propriété 4.6 on trouve :

(n-r-2) ., (n-r-1)
e(n+r—2) - Hk+r~+2 Hk+r
k+r+1,£‘n_r_2) H(n-r—l) (n-r-2)

k+r+l k+r+l

ce qui nous donne la relation proposée dans 1'énoncé pour i

ii) Nous calculons maintenant Hii;:;l+l) pour i e N, 0 <1 < r,
en utilisant 1'égalité des deux coefficients B(n-r+1) t B(nTP—l)
(n+r-1) k+r+l k+i+l
Calculons d'abord B, .
k+i+l
On sait que si Pi?;r+l-l) est orthogonal régulier on a :
p(ntr-i) _ olntr+l-i) q(n+r-i)
k+i+l k+i k+l+i,£(n+r—l)+l
(ntr+1-i) _(n+r-i)
(n+r-i) iy l)i_l +1+1 k-1
k+1+i,£(n+r_i)+l H(n+r--i) (n+r+1-i)
k+1+i k-1
_c(n+r+l-ikp(n*r+1'i) P(n+r+1-i)) yintr-i) y(ntr+l-i)
C(n+r+l-i) - k-1 kt+i-1 : ¢ l)i k+l+1 k-2
kti (ntr+1-1),, (n+r+l-i).2 (ntr+l-i) (ntr-i)
c ((p %) H . H
k-2 k+i k-1

en utilisant la propriété 4.5

. (n+tr+l1-i)
Si Pk-2

(x) n'est pas orthogonal régulier, on a B

in).

k+i+l

(ntr-i) _ _ (ntr-i)

k+l+i

’I_(mr-i)ﬂ?
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or la relation précédente qui donne Bizziil) restera valable car 1l'expression
. (n+r+1-1i) (n+r+1-1i)
qui donne Ck+i est nulle avec Hk_2 .

(n-r+i)
k+r+l

Calculons & présent B

. o(n-r-1+i) Lovs .
Si Pk+r—l-i (x) est orthogonal régulier on a :
(n-r+i) _ . (n+r-1+i) + C(n-r-l+i)
k+r+l = Tkir+l k+r+2
(n-r-l+i)(P(n-r—1+i) P(n—r—1+i)) (n-r+i) . (n-r-1+i)
) c k+r k+r-i . ktr+l k+r-1-i
(n-r-1+4i) _ _ = (-t -
k+r+1 -
(n—r-l+i)((P(n—r—l+i))2) (n-r+i) (n-r-1+1i)
¢ k+r-1-i k+r-1-i “ktr+l
en utilisant la propriété 4.5 iii).
(n-r-1+1i) (n-r-1+41),2 (n-r-1+i) . (n-r+i)
. ¢ ((Pk+r+1 ) . Bipeo Bpp-1-1
C(n-r-l+1) - = (-1t
k+r+2 -
(n-r-1+1i) (P(n-r-l+i) P(n-r-l+i)) H(n-r'+i) H(n-r-l+i)
c k+r k+r-1i k+r+1 k+r-i

en utilisant la propriété 4.5 iii).
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(n-r-1+1i)
k+r+2
régulier reste néanmoins valable si cette condition n'est pas vérifiée car
(n-r-1+i) (n-r-1+i) _

k+r+2 k+r+2 -

Cette derniére relation établie sous l'hypothése que P est orthogonal

alors C est nul, ce qu'on obtient bien avec H

(n-r-1+i)

fi i .
Enfin si Pk+r-l—1

(x) n'est pas orthogonal régulier on a :

B(n—r+i) . o(n-r-14i)
k+r+l k+r+2

ce qu'on obtient bien avec les deux relations précédentes, car celle que 1l'on

a écrite pour Cii;i;l+l) s'annule avec Hii;#:ii;)
Finalement en égalant Bii;ﬁ;l) ii;i;l) on obtient bien la relation propo-
sée
cqfd.
Remarque.

Cette propriété est une généralisation de celle présentée par

Van Rossum dans le cas normal (cf. Livre de C. Brezinski page 128 - th. 3.5).

Remarque 4.2.

(n-r+i) N B(n+r—i)
k+r+l k+i+l

On peut ainsi calculer par récurrence win_r_l+l)(x) et w§n+r+l_l)(x) pour

Nous avons calculé B pour i € Z, -1 < i < nr.

i €eN,0 <1isr grice aux relations.

(n-r=-1+i) - B(n+r-+l-i)

Bk+r+l k+i

win-r-l+i)(x) - w$n+r+l—i)(x)

(n-r+i) _ (n-r-1+i) (n-r-1+1i)
i+1 (x) = X0y (x) + Bk+r+1

(n-r+i)

Si rend 1' i ée B
1 on prend l'expression trouvée pour Kr+l

pour 1 € Z, -1 < 1 <€ r-1,

on obtient en réduisant au méme dénominateur et en utilisant la relation

du théoréme 4.1.
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F- (n-r+1+i) _(n-r-1+i) _ (n-r+i+l) H(n-r—l+i)
(n-r+i) _ i k+r+l k+r-1-1 Hk+r-2—i k+r+2
= (-1)
k+r+l
H(n—r+i) (n-r+i)
k+r-1-1 “k+r+l

On effectue le méme travail pour Bii;ill) pour i € Z, -1 < i < r-1.
On obtient :
H(n+r'-i-1) H(n+r+l-i) _ H(n+r+l—i) (n+r-1-1)
plotr=1) _ .y | k-1 k+1+i k-2 k+2+i
k+i+l
H(n+r—i) (n+r-1)
k-1 k+1+1 ]

Pour i=r, on réduit au méme dénominateur, on utilise la relation du théoréme

4.1 et celle du 3e cas de la remarque 4.1.

(n+l1) ,(n-1) _ . (n-1) _(n+l)
Hk-l Hk+r+1 - Hk Hk+r
On obtient :
(n+1) L(n-1) _ ,(n-1) (n+1)

(D) - (LT ktr+l k-1 k+r+2 k-2
k+r+l

H(n) H(n)

k=1 "k+r+l

Les relations précédentes sont donc encore valables pour i=r.

4,2 DEPLACEMENTS DIAGONAUX

Nous introduisons les polyndmes de Hadamard :

(n)

(n)
K .Pk x)

Hin)(x) = H
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" -
puis les polyndmes transformés Hin)(x) = kaFn)(x D qui seront disposés dans

n
une table H de la méme maniére que les polyndmes Pin)(x) dans la table P.

Si nous posons : %in)(x) X" P;n)(x_l)

ain)(x) = xk_l Qin)(x—l)

M)y = xS M
s S

les relations entre familles adjacentes deviennent :

v(n+l) _ %(n) (n) i+l-pr(i+1l,n) %(n)

Py )= %i+l(X) T i4,2 % Por(i+1,n)®)
(n+l) _ v(n) (n)

%i (x) = wi—pr(i+l,n)(x) '?pr(i+l,n)(x) *

(n) _i-pr(pr(i+l,n),n+l) %(n+l)
Ei+l X pr(pr(i+l,n),n+l)(x)
(n+l) - %(n) (n) i-pr(i+l,n)+1 w¥(n) _ (n+l)
x83’. (x) = 8i+l(x) * UG+, X 8pr(i+l,n)(X) °n ?i (x)
(n+l) _ "(n) (n) _ (n)
CHROR Wi -pr(i+1,n)*) (8pr(i+1,n)(X) ‘n ?pr(i+l,n)(x))
(n) _i-pr(pr(i+l,n),n+1)+1 %(n+l)
¥ Ei+l X 8pr(pr(i+1,n),n+1)(X)
I, Nous considérons d'abord les déplacements le long d'une seule diago-
nale, c'est & dire que connaissant Hf“)(x> et q(n)' (x) on désire calculer
i pr(i,n)
y(n) (x)
su(i,n)
v(n) - N(n) (n) su(i,n)-1i, ¥(n)
Pouti,m®) = Wy ny-1-1%) + Bgy(qn) X ) B )

su(i,n)-pr(i,n) .(n) (n)
X su(i,n) pr(i,n)(x)

En utilisant la remarque 4.2 on a :
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(n+1) H(n—l) _ H(n+l) (n-1)
g(n) = (-1)suld,m)-i-2 su(i,n) i i-1  “su(i,n)+1
su(i,n) (m) (n)
i su(i,n)
(n),_(n) _(n)
o(n) - c (P Psu,(i,n)—l
su(i,n) v
i (n),,(n) ,(n)
¢ P Pon(iLn)

L'expression suivante intervenant dans toutes les relations nous 1l'appelons

Z(n)(x) pour simplifier :

(n) _ (n) .(n) ~n(n) su(i,n)-1i, (n-1) . (n+l1)
270 =y Hsu(i,n) wsu(i,n)-i—l(X) + (=) (Hy Hsu(i,n)
_ y{n+1) (n-1)
Hi—l su(i,n)+l)
nv(n)

Weu(i.n)-i-1 est obtenu grdce aux relations de récurrence de la remarque 4.2.
2

1.1 si g¢o7d) - o,
i+l

P§n)(x) est 4 1l'ouest du bloc P,

En utilisant les relations de la propriété 4.5 iv)et v) on obtient :

(n-1) (n)
(n) - (_1)su(i,n)+pr(i,n) su(i,n)+1 pr(i,n)
su(i,n) (n) (a-1)

su(i,n) “pr(i,n)+1

D'ol la relation :
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(n),2 _(n-1) (n) _ () (n-1) (n)
1y w g yoo = 2o ﬁi (x)

i pr(i,n)+1 “su(i,n

su(i,n)—pr(i,n)(Hin))2 H(n—l) v(n) (x)

+ (-x) su(i,n)+1 “pr(i,n)

1.2 Si H§“+l) = 0.

P§n) est au nord du bloc P.

En utilisant les relations de la propriété 4.5 ii) et iii) on obtient :

(n+1) H(n)
(n) - (_l)su(i,n)+pr(i,n) su(i,n) pr(i,n)
su(i,n) (n) (n+1)

su(i,n) pr(i,n)

D'ol la relation :

(n),2 .(n+1) Mn) _ o(n) (n+1) ¥(n)
(Hi Hpr(i,n) Hsu(i,n)(X) =20(x) Hpr(i,n) Hi (x)

su(i,n)-pr(i,n) (an))Q g(nt1) ~(n) (%)

+ (x) su(i,n) pr(i,n)

(n-1) 2

i+l 0.

1.3 Si H§“+l’ et H

Pin)(x) est dans l'angle NO du bloc P.
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En utilisant les relations de la propriété 4.5 ii) et v) on

obtient :
(n) (n-1) ,(n+1) H(n)
(n) - (_l)su(i,n)+pr(i,n)—l su(i,n) "i+l i-1 pr(i,n)
sa(i,n) (n-1) (4(n)2 ,(n+1)

su(i,n) i pr(i,n)

D'ol la relation :

2 (n-1) (n+1) (n) _ (n) (n-1) .(n+1) n)
su(i,n) pr(i,n) su(i,n)(x) = 5 (X)'Hsu(i,n) pr(i,n) H (x)

@)
2 8

_ (—ysu(i,n)-pr(i,n) . (n) 2 (n-1) _(n+1) ¥(n)
(=%) (Hsu(i,n)) i+l i-1 pr(i,n)(X)

En utilisant les relations de la propriété 4.5 ii) et v) on

obtient :
(n) (n+l1) ,(n-1) ,(n)
su(i,n) Hi Hi - r(i,n)
oln) _ (_l)su(i,n)+pr(i,n)-l L) PEAC)
su(i,n) ~ (n+1) (H(n))2 (n-1)

su(i,n)-1 i pr(i,n)+1
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D'ou la relation :

(n),2 . (n+l1) (n-1) (n) - o(n) (n+1) (n-1) (n)
(Hi ) Hsu(i,n)—l pr(i,n)+l ﬁsu(i,n)(x) =z (x) Hsu(i,n)-l pr(i,n)+1 i (x)
_ (_oysu(i,n)-pr(i,n) , .(n) 2 (n+l) ,(n-1) ¥(n)
(-x) (Hsu(i,n)) By Hi aﬁr(i,n)(X)
1.3.3 5i 0D op y(0D) o
i i-1

Les deux relations trouvées dans I.3.1 et I.3.2 sont valables.

Remarque 4.3.

Si H§2Il) = 0 la relation du I.3.2 s'applique au cas I.1.
En effet on a alors :

(Hgn))Q i} H§n+l) Hfn-l)
i i i

g(n) 2 _ _(n+1) (n-1)
su(i,n) " su(i,n)-1 su(i,n)+1

(n+1)

De méme si Hi = 0 la relation du I.3.1 s'applique au cas I.2 car on a

alors :

(n)y2 _ _ . (n-1) . (n+1)
()" = = Hyyy "By

(n) 2 _ . (n+1) (n-1)
su(i,n)’” = “su(i,n) “su(i,n)

(H
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II. Maintenant nous étudions les déplacements sur deux diagonales n

et n+l sur lesquelles on b3atit un escalier. Nous désirons connaitre tous les
e . . +1

polyndmes H(n)(x) et H(n+l)(x) qui sont tels que les H(n) et H(n ) correspon-

dants soient non nuls.

IT.1 Si Hgn), Hgn) et H$n+1) sont non nuls.
i i+l i

n)

o Nous utilisons la relation qui fait intervenir q (n)"
i+1,f

On obtient la relation 2.25 du livre de C. Brezinski.
(n+1) o(n) _ .(n) y(n+l) (n+1) ¥(n)
H. H.+l(x) = H.+1 ﬁi (x) X Hi+l gi (%)

11.2 si 1D 5™ o 41 gont non nuls.
i=1 i 1

(n) )
i,z(“)

On obtient la relation 2.24 du livre de C. Brezinski.

oo Nous utilisons la relation qui fait intervenir e

(n) vy(n+1) _ ,(n+l) y(n) (n) y(n+l)
e MM 6o = MY MV 6o - 1w 1TV 60

Nous étudions maintenant ce qui se passe lors de la traversée du bloc H.

Nous supposons connus tous les polyndmes g(n) et y(n+1) avant la traversée

de ce bloc.

11.3 i 2™ . 5P*1) sont non nuls et 5™ = o.

i ? 4 i+l

Hgn) et H§n+l) sont & l'ouest du bloc H. Il faut d'abord calculer

(n+1)

i
su(i,n+1)(X)' Nous avons :
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(n+1) _ %(n) (n)
su(i,n+l)( x) = su(1 nt+l)- 1< %) % (x) +
(n) su(i,n+1)-pr(i,n+1) v(n+l)
su(i,n+1)+1 pr(i,n+l)
() 4.2,
su(i,n+1)- l(x) se déduit des relations de la remarque
I1.3.1 S H(?Il) 2 0.
(n) (n)
On a E . = -e
su(i,n+l)+1 i,ﬂ(n)+l
(n) - e (n)
su(i,n+1)+1 ~ i,l(n)+l qi,l(n)
(n+1) H(n)
(n) - (_l)i-l+pr(i,n) i pr(i,n)
,ﬂ(n) g(n)  L(ntl)
i pr(i,n)
(n) (n) (n)
(n) - (P Su(lzp+l))
su(i,n+1)+1 ~
? (n), . (n) _(n)
© (Pi—l Ppr(i,n))
H(n) (n+1) . (n+1) H(n)
- (_1)pr(i,n)+su(i,n+l) su(i,n+1)+1 i i-1 pr(i,n)
(n+1) (n).2 . (n+l)
su(i,n+1) (H ) Hpr(i,n)

en utilisant la relation de la propriété 4.5 ii). On obtient ainsi :

ney) y(n+1)
e(n) - (_l)i+su(i,n+l) su(i,n+1)+1 i-1
i,én)+1 H(n)H(n+1)
i su(i,n+l)
D'ol la relation suivante en tenant compte du fait que pr(i,n+l) = i-1
(n) %(n+1) - M=) (n+1) (n)
Hi ﬁsu(i,n+l)( x) = su(l n+1)-i( ) Hsu(l n+l) ﬁ ()
su(i,n+1)-i+1 _(n) (n+l)
+ (=) su(i,n+1)+1 ﬁ (.

(x

),
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11.3.2 si 5D - o,
i1
Alors E(n) = o(®)

su(i,n+1)+1 ~ Csu(i,n+l)+l'

En utilisant les relations de la propriété 4.5 ii) et iii) on trouve :

H(n) (n+1)
(n) = (-1)su(i,n+l)+pr(i,n)+l su(i,n+1)+1 pr(i,n)-1
su(i,n+1)+1 (n+1) (n)

su(i,n+l) pr(i,n)

On obtient donc la relation suivante en tenant compte du fait que

pr(i,n+l) = pr(i,n)-1 :

(n), (n) (n+1) _ ~v(n) (n+1) (n) (n)
Hi pr(i,n+1)+1 i}{su(i,n+l)( ) = wsu(i,n+1)-i(X) su(i,n+l) pr(i,n+1)+1yi (x)

+ (_x)su(i,n+l)—pr(i,n+l) Hgn) (n) (n+1) (%)

i su(i,n+1)+1 pr(i,n+l1)

On remarquera que si pr(i,n+l) = i-1 on retrouve la relation du II.3.1l. Par

conséquent nous conserverons uniquement la relation ci-dessus.

. . Mn)
II.3.3 On doit ensuite calculer HS

Pour cela nous utilisons les deux relations suivantes :

(n+1) _ %(n) (n) su(i,n)-i ¥(n)
%su(i,n)-l(X) = %su(i,n)(x) + qsu(i 5 z(n)+1 X P. (x).
(n+1) H(n)
q(n) - (_l)su(i,n)-l+i su(i,n) i
su(i,n), ™41 () (D)

su(i,n) i
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et nous obtenons :

(n+1) (n+1) ¥(n) _ (n) (n+1) Y(n+1)
su(i,n)-1 i su(i,n)(x) = Hsu(i,m B Hsu(i,n)—l(x) ¥
_oysu(i,n)-i (n+1) (n+1) (n)
(-x) su(i,n) su(i,n)-l’hi (x)
11.4 si 80 5 sont non nuls et w{®*) - o,
i-1 i i
an+l) et Hgn) sont au nord du bloc H.
i-1 i

n
On doit d'abord calculer H;Ezi n)(x). On le fera 3 l‘'aide d'une relation de
b ]

récurrence classique d trois termes comme dans la partie I. On calcule ensuite
(n+1)
su(i,n

)(x).

On utilise la relation :

Y(ntl) _ %(n) (n) Y(n+1) su(i,n)-i+1
Psu(i,n)(X) - Psu(i,n)(X) * Esu(i,n)+1 i-1 (x).x
(n) (n) 2
(n) = ¢ - - c ((Psu(ijn)) )
su(i,n)+1 su(i,n)+1 c(n)(P(n+1) P(n+l))

su(i,n)-1 "i-1

(n) (n+1)
- (_1)i+l+su(i,n) Hsu(i,n)+l i-1

g(n) yintl)
i su(i,n)

en utilisant la relation de la propriété 4.5 v).

On obtient donc :
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(n) ,(n) (n+l1)
i Hsu(i,n) i){su(i,n)

(n) H(n+1) y(n)

H (x) = Hi su(i,n) su(i,n)

(x)

+ (_x)su(i,n)—i+l (n) (n) ﬁ(n+l)(x)

su(i,n)+1 su(i,n) i-1

4,3 POLYNOMES W™ (x).

(m)

Nous définissons la fonctionnelle linéaire vy telle que :

Y(m)(xj) = Cm-j pour j e N et m-j 2 O,

Koom 4
Z we ' ox qui sont
R ) (m) i=o

orthogonaux par rapport d la fonctionnelle y » ¥k € NN.

Nous cherchons les polyndmes de degré k, Wém)(x) =

Nous avons donc le systéme linéaire suivant :
Y(m)(x] W£m)(x)) = Opour j eN, 0 <3 < k-1

c'est & dire :

k
(m) - . . _
igo Wi Cpeied T Opour j e N, 0 <3 sk }.

- (m) PR .
Le polyndme Wk (%) sera orthogonal régulier si o vee G kel
! % 2 0,
I I
“m-k+l *** Cm-2k+2
c'est 3 dire si Hﬁm_2k+2) z 0,
si Him-2k+2) = 0, nous définissons également des polyndmes Wﬁm)(x) orthogonaux

singuliers ou quasi-orthogonaux qui seront déterminés ou définis comme étant
égaux au polyndme orthogonal régulier W(m)(x) qui les précéde multiplié par un

polyndme complémentaire arbitraire pour obtenir le bon degré.
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Nous étudierons les familles adjacentes des polyndmes orthogonaux

(m)

par rapport aux fonctionnelles Y pour m > O.

Les polyndmes Wﬁm)(x) sont supposés unitaires.

Propridts 4.8.

Les blocs H de La fonctionnefle y sont ceux de La fonctionnelle c.

Démonstration.

C'est évident avec la définition de la fonctionnelle y et du

systéme d'orthogonalité.

cqfd.

Nous appellenons table W La table dans Laquelle sont nangés Les

poLynomes W(m)(x) de £a maniere suivante :

13

(1)
"

(2) (3)
b "2

(3) (4) (5)
L0} Y, Y3

(%) (5) (6) (7)
Wy W, Wy W,

| | | | \\
| ] | | \
i i i |

v -
Nous appellerons table P la table dans laquelle sont rangés les polyndmes

%in)(x) de la maniére suivante :



- 322 - Relations tous azitmuts Chap. 4

(1) (0)
BD

(2) (1) (0)
SO O

3(3) 3(2) 3(1) p(o)
1 2

-

Propriete 4.9.

Les blocs de La table W sont ceux de La table P thanslatés d'une
nangée vens Le haut.

Démonstration.

Le polyndme W( )(x) appartient d un bloc W si Him_2k+2) st nul.

(m) (m-2k+1)
k k
Par conséquent on a bien translation du bloc d'une rangée vers le haut.

Or la position du polynome W' " '(x) est identique d celle du polyndme P (x).

cgfd.

Nous considérons maintenant un bloc W de largeur r+l, dont les cOtés ouest

et sud sont entourés des polyndmes W(x) mentionnés. L'angle extérieur Sud-Ouest

est occupé par le polyndme wimzp+l)( ).
(m)
Wk_l(x)
(m+r+1)
W q (x

(m+2r+2)( )

wk+r
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Nous avons la propriété suivante pour les polyndmes qui bordent le c¢dté sud

du bloc W.

Proprits 4.10.

w(m+r+l+]) = 5] w£?1r+l—])

k-1+3

Démonstration.

¥j e N, 0 5]

< r+l.

Le bloc H correspondant au bloc W est le suivant :

H(m+3-2k)

k-1

H(m+3—2k)
k-1
Considérons le polyndme w(m+r+1+3)

k-1+j
Par conséquent on peut écrire :

Cm+r+1+j -
|
(m+r+1+j)(x) - 1 '
k-1+j - H(m+r+5—2k—j) '
k=1+4] Cm+r+3-k
1

(m+r+1)
k-1

de H

W (x) occupe la place

(m+i4-2k+r)
k-1

. I1 est orthogonal régulier.

Cm+r+2—k
:
]
)

Cmtr+l-2k-j
xKt1t+]

En permutant toutes les lignes sauf la derniére et toutes les colonnes on

obtient
(m+r+l+j)(x) _
k-1+j ~  (m+r+5-2k-3)

k-1+3

Cmtr+3-k

C .
m+r+1+)
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(mtr+4-2k-3) "

o H(m+r+4—2k-j) 20 et H(m+r+1+—2k—j) -

k~1 k-1+s 0

Or nous savons que H 0,

pour s e N, 1 £ s < j.

Par conséquent les (k-1) premiéres lignes du déterminant précédent définissant

(m+r+l+])(x) sont indépendantes. Toutes les suivantes sont telles qu'on peut

k-1+j .
mettre W(m+rfl+3)(x) sous la forme
k-1+]
c R . mmmmmmm—m—m e c
m+r+h-2k-7j mtr+2-k-j mtr+3-k
| i i
I | s
(—l)(k+j_1) Cm+r+2-k—j _____ cm+r—j """""""""""" cm+r+1
) i /u
(mtr+5-2k-3) | | !
k=143 : 0 ! 0 L !
| H . u/ i
xk—l+j __________ Xj+l - X]—l el 1

avec u = O,

On voit facilement que l'on a :

9 i(3-1) Cmtr+i-2k-3 ~=== “mtr+3-k-j
(k+3+1)° 3 2 ! !
W(m+r+l+j)(x) i (-1) u” (-1) d [
k-1+] (mtr+5-2k-3) m+r+2-k-j ntr+l-j
-1+
xk—l+] ________ <

(m+r+5-2k-7j) W(m+r+l-3)(x).x3.

Le déterminant vaut Hk-l k-1

Par conséquent du fait que les polyndmes W(x) sont unitaires on a la relation

proposée.

cgfd.

La propriété suivante est trés importante car elle donne une équivalence entre
une partie de la table H et une partie de la table W,
Nous posons wim)(x) z xk W£m)(x)
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Propritte 4.11.

Une condition nicessaire et suffisante powr que P

504t onthogonal régulien par happort a La fonctionnelle c(m+l_2k) avec

?£m+l_2k)(o) 2 0 est que Le polynome ?(m+l'2k)(x) 804t onthogonal négulien
par rappornt & La fonctionnelle Y(m) avec 3£m+l’zk)(o) z 0.
On a dans ce cas :

£m+l—2k)(x)

H(m+2—2k)
" _
H(m+1-2k)
k
3 W™ dqubi 5 o (m)
oa W " (x) est onthogonal négulier par rapport a vy
H(m+2—2k)
P ok Ky
(m+1-2k)
o
ol af}(cm)(x) est O/Lﬂ«wgond )Léguj/cm par M}OPO’UC a C(m+1-2k)'
Démonstration.
p Y(m+l-2Kk) (o E v i
oSenE Ty )= L Mg me1-2k X
1=0
K X)= L Mg mil-2k ¥
1=0
avec Ay iqook T L

k P(m+l--2k)(x-l

Puisque %£m+l_2k)(x) =x Py

) ona :

AV
A met-2k T Mg mel-2k

pour j e N, O < j = k.

N : gi plmtl-2k)

K (x) est orthogonal régulier par rapport d la fonctionnelle

(m+1-2k)
c

, on a le systéme (Ol) d'orthogonalité suivant.
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K

0,) iZo Mo midledk Coleditieg - 0 209 ] €N, 0 < < k-1,
si P2 0y 2 o, alors HPH2E) L g ot ¥ 2 0
k ? k o,m+1-2k ’

Nous avons le systéme d'orthogonalité (02) déduit de (01).

k
0) 3

2 = 0pour j e N, 0 < 3j < k-1.
i=o

o1 mil-Bk i

Par conséquent le polyndme %£m+1_2k)(x) est orthogonal par rapport a Y(m)‘

4"

¥(m+l_2k)(o) # O car son terme constant est égal a A qui vaut 1.
K k

k,m+1-2

CS : la réciproque se traite de la méme fagon.

D'autre part le systéme (02) est satisfait également par le polyndme Wﬁm)(x)
qui est orthogonal régulier puisque H£m+2_2k) # 0. I1 est donc proportionnel
a Pim+l—2k)(x), dont le terme de plus haut degré est Ak,m+l—2k' Il est facile
(m+2-2k)
k Hk
de voir que ce terme vaut (-1) et par suite
H(m+l—2k)
k
(m+2-2k)
(m+1-2k) k (m)
Pk () = (-1)°7 —— Wk (x).
(m+1-2k)
iy

La seconde relation est la transformée de celle-ci.

Remarque 4.4.

Nous avons également dans ce cas :

Rm1=20) (3 (Lqyk g (m2-2K) Wﬁm)(x).

K My

La propriété 4.12 termine la série despropriétés relatives au pourtour des blocs

W. On trouve 1l'égalité de tous les polyndmes W sur le cété ouest du bloc.

Propriété 4.12.

(m+j . .
Wlej)(x) = WéTi(x), Vi e N, 0 < j < r+l.
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§3. Polyndmes W

Démonstration.

Pi’i“il'Qk*J)(x) - P](:_r_l;l—2k)(x) Vi €N, 0 <3 s ptl

car ces polyndmes sont sur le c3té ouest du bloc P,
(m+1-2k+7j) _ v(m+1-2k)
Donc %k-l (x).- %k—l (x).

En utilisant la propriété 4.11 nous obtenons :

H(m+2—2k+j) H(m+2—2k)

O .
(m+1-2k+j) (m+1-2k)

iy iy

Comme les polyndmes W(x) sont normalisés on a :

w}((m-f-j)(x) - w}((m)(x)

et on retrouve accessoirement la relation de progression géométrique des déter-

minants de Hankel au bord d'un bloc H.

Remarque 4.5.

(m+1-2k)

si wﬁm)(x) est orthogonal régulier et Hk P(m+l—2k;(

= 0, alors K x)

n'est pas orthogonal régulier.

(m)(x) = x3 WiTTJ)(x) si WﬁTgJ)(x) est le polyndme situé 3 l'angle sud ouest

wk
du bloc W.
P£T51-2k+])(x) est orthogonal régulier et on a :
H(m+2-2k+j)
" Covas » . i
B2y 2 (X Xy,
) y(m+1-2k+3) ]
k=]

Par conséquent, on obtient :
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H(mf2'2k+j)

AV . .
o BB DGy 2 Rl el ey,
J (m+1-2k+7)
H .
k-3

Soit

W Himfl-2k+j)(x) - (-l)k—j Himf2—2k+j) w(m)(x)
-] -] k

Les propriétés démontrées pour les polyndmes orthogonaux s'étendent naturel-
lement aux polyndmes Wﬁm)(x). I1 faut simplement faire attention au décalage
des blocs W par rapport aux blocs H ou P, et se rappeler qu'il y a une symé-
trie effectuée sur la "géométrie" des blocs par rapport d un axe horizontal

passant par le centre du bloc.

® —— O | ® . r—- L] ——
(n) (n) _2,(m) polyndmes
Pt %P1 ¥ )
— 1 quasi-orthogonaux
p(n) ’
k-1 | Polyndmes —
orthogonaux Polyndmes
singuliers - orthogonaux
l polyndmes (m)
wk—l singuliers
E;;;i—orthogonaux
(m) (m) (m) _____
wk_l xwk_l X wk—l =
—————— — ] — — O — o o . i i e e e i e s . . ]
Bloc P n=(m-+3 - 2k Bloc W
Balayage suivant les diagonales. Balayage sutvant les antidiagonales.
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Le théoreéme 1,5 nous dit également qu'il existe une relation de
(m)
k
dont les coefficients sont déterminés par les relations présentées durns ce théo

(m)

récurrence 3 trois termes entre trois polyndmes orthogonaux successifs W, ~{x;
réme en remplagant la fonctionnelle c(n) par la fonctionnelle ¥y
Pour noter les polyndmes orthogonaux réguliersprédécesseurs et successeurs su'-
vant 1l'antidiagonale n nous utiliserons é%(i,n) et Qﬁ(i,n).

S%(i,n) donne le degré du polyndme orthogonal régulier qui précéde ie polyndme
de degré i sur l'antidiagonale n.

En utilisant la remarque 1.2 nous obtenons :

Remarque 4.6,
WG = (x et Go + By w4 ¥ e ()
i-pr(i,m)-1 + pr(i,m) ' pr(pr(i.m),m)
avec W(m)(x) =0, W(m)(x) = 1.
-1 o)
Y(m)(WaT) wiTi)
E(m) . pr(i,m)
N
Y(m)(w&?)m WE?) )
pripr(i,m),m) pr(i,m)-1
i P’\rl'(i )
(m) Wm) _ FPRILM A
X Qi-ﬁ%(i,m)-l(X) + Bi - .z bj X

J=o

avec B’ = gSm) et % = 1.
o) i

i-rp\'r(i,m)

v
Les bj sont donnés par le systéme linéaire régulier suivant :

i-1-pr(i,m)

(m) (m) ,(m), _ v (m),. . (m) ,(m)
YUk W T W) = (-bj)y (W " W )

j=i-1-k PR(L,m)+ 3

pour k € N, pr(i,m) < k s i-1.
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Proprieté 4.13.

(m)
k

Y(m) (m-1)

(x W (x)) = v (Wim)(x)).

La démonstration est immédiate.

Grdce 3 cette propriété tous les résultats du chapitre 2 vont s'étendre sans

im)(x). I1 suffira de transformer tous les

passages de 1l'indice n &d n+l des diagonales en passages de l'indice m d m-1

démonstration au cas des polyndmes W

des antidiagonales.

Par exemple, on obtiendra pour 1'équivalent de la propriété 2.4.

Tout polyndme W§m_l) orthogonal régulier vérifie les deux relations suivantes
WP 6o = Trameo + g0, Wi (x))
pr(i+l,m)
- ( -
WD () = oM x) W™ (x) + ¥ y(m-D (x).
1 s V. Moo e 141 v,
i-pr(i+l,m) pr(i+l,m) pr(pr(i+l,m),m-1)

Algorithme "qm "

Les relations rhomboidales classiques deviennent

v(m) . v(m) _ M(m-1) . Mv(m-1)
Y1 T %1 T e1 T Sk

v(m) v(m) _ g(m-l) a(m—l)

ko %1 T Sk k
c
avec au départr;(m) =0, v (m) = 0 et H(m) = m-1 .
050 0,0 1 cm

Dans le cas d'une table W non normale, l'ensemble des résultats
pour le contournement des blocs P s'applique aux blocs W. Le comportement de
l'algorithme, 1'allure des blocs du "&3" sont symétriques, par rapport d un

; n
axe horizontal passant par le centre des blocs qd, de ceux de la section 2.2



- - (m)
§3. Polynomes Wy (x) - 331 -
(n-r-4) (n) %
-2 ¥atrsz |
o e . ';
1 i H
. : ( 2) ( 1) ( ! é
1 n-pr- n-r- n-1) _(n) i :
. W '
' P ke Kk Metr  Marer |
) i ] t
] ] k1
] ] §
t ] 5
L mee-1)| (o) ( ; '
1 n-r- n-r n) (ntl) !
W W
P kel K "ker | Mool
1 i i ;
] [] ]
] ' '
i H
H :
! 4
1 ' ‘
I 11 1
1 &
[) § §
) i :
1 ]
i
i
i
H
¥
i )
! N
] : 1
[] ] H
] ] §
] : ;
i (n-1) (n) (ntr) _(otr+l) ! ;
W, W ¢
' k-1 k ietr Metrel E ;
! i i
] § '
] §
! :
(n) {n+1) (n#r+l) _(ntr+2) ! ;
W ) n+r+2) | ;
k-1 K "etr "kepel | §
i H )
[ e e e e e e e e e e e e e e e e e e e i H
' ‘
! %
b y(n) (ntp+y) !
b2 etrss :
- H
i
P s et e e o o o - - —-—— o 0 4 2 e o i e . B e e e s S e P ot e e e o et 7 e i . A :
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Si nous considérons le biloc W dessiné & la page précadente on nhe -
les relations "spéciales" pour le contournement du bloc en transformant les
relations de contournement des blocs P de la fagon suivante,

Les indices inférieurs resten® identiques. Seuls les indices supérieurs scnv

modifiés de fagon symétrique par rapport d n. Par exemple :
n4r+l-i ~——p——> pep-~1+i

En particulier nous cbtenons pour i e N, 0 s i < r.

Mntr+l-i) _ Mn-r-1+i)
B tre1 T Tk

Q§n+r+1-~i)(x) - an-r-l+i)(x)

(n+r-1i) _ (n+r+1-i) (n+r+1-1)
Q0 ) = x Qg (x) + %kml

Relations entre les déterminants de Hankel et les coefficients H(n} et ¥

i 3
Si wﬁn)(x) est orthogonal régulier on a :
?n the ?n—i
| |
(n-21+42) .{n) N :
A3 L CO I TP voe]
1 vee x&

(n-2i+2) ..(n) _ i ,(n-2i+1)
Hi Wi (o) = (-1) Hi

Les propriétés de la section 4.1 s'étendent sans probléme en faisant un chan-

gement d'indices pour les déterminants.
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Si avec le polyndme Pin)(x) on a H§n), avec le polyndme Wgn)(x) on aura
an-2i+2).
i

Si on passe de Pgn)(x) a Pgn’l)(x) et de Hin) a H§n+1), on passera de Win)(x)
3 WP D () et ge n{PT2F2) 5 yin-2i+1)
. T : (n) (n)

On peut dire en régle générale que ce sont les deux indices de q; ' oue;
qui servent d'origine de repére pour les changements d'indice.
Nous présentons ci-aprés les propriétés donnant les relations que vérifient

V(n) (m) v(n)

941 2 la fonctionnelle Y de certains produits de déterminants e, i+1,2 et
les coefficients B des polyndmes f1(x) qui permettent la traversee des blocs W

suivant une antidiagonale.

Propri8te 4.14.

SL wgn'l)(x) est onthogonal négulier on a :

i) H(n—2i—1) (n+2 2pr(1+1 n))

g(p-20) a(n) ) iep(ieL,n) i+l pr(i+1,n)
1+1 i+1,£ ° (n+1 2pr(1+1 n))
pr(1+l n)
L) S4 en plus w(“)(x) est onthogonal rnégulier on a :
y(n=2i-1) | (n+2-2pr(i+1,n))
" i+l N(’+1 n)
n(n)  _ (_1)i+pr(i+1,n) pril
iv1,€ H(n-2i) (n+1- 2pr(i+1 n))
i+l pr(i+1 n)
k) e W (x) est onthogonat singutien on a§®) , arbitraire en

i+1,2
uwtilisant La nelation du 4).
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Propriéts 4.15.
L) Sé w§n)(x) est onthogonal négulieon alons :
H(n-21)
(n)((w(n)( )2y = i+l
(n—21+2)

l

Nous considérons dans fa suite que hyt+l et potl sont Les indices Limites
du beoe B pour P ().

ii) s w;“'l) est onthogonal négulier, alons :
L

(n-2p,) (n-2h,-1)
+h,+1 H +1 Hh +1
Pethyp Py £

(n)(w(n) Wy = (o1

hetl Pz (n-2p,+1) (n-2h,)
A L
By 41
Py ot
111) S WPV (x) est onthogonat rdgubien, alons

Pt

(n-2p£-l) (n- 2h£)

H
Y@ w® ) A "pptt hgtt
hytl b (n-2hy#1)  (n-2p,)
th Hp£+1
) s wé“+1)<x) est onthogonal rdgulien, alors :
et
(n-2p£-1) H;n 2h£)
@ ) A o2 et
Bptl (n-2p,) (n-2h,+1)

szfl thfl
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§3. Polyndmes W. (x)

v) SL wénii)(x) est onthogonal négulier afons :
£

(n-2p,) (n-2p,-1)

(n),,(n) _(n) Pothptl HPz"l ’ HPN )

v W) = (-1)
JARER ] (n=2p,+1) (n-2hj)
H
pptl M p+1

Propridts 4.16.

si WDy, w1 () ot W™ (x) sont onthogomaux régutiens, akors :
i i+l i+l

(n-2i-2) H(n-—25.+l)

v(n)  _ Hi+2 i
e,+1’£ =
. y(@-21) (n-2i-1)
i+l i+l

La nemanque suivante est £'équivalent de La nemarque 4.Z7.

Remarque 4.7.

On a pour i € Z, -1 < i < r,

(n-r-1-2k-i)..(n+r-2k+5+i) ., (n-r-2k+5+i)_,(n-r-1-2k-i)

Hk+r+l k+r-1-1 -Hk+r~2—i k+r+2

%(n+r—i) - (-1)i

k+r+l
(n+r-2k+4+i) _ (n-r-2k-i)

H .

k+r-1-i ktr+l
| .
- -1

H(n—r—2k+i+5) H(n-r-2k—l—i) _ H(n-r+5—2k+i) H(n--r—l—2k-i)
k-1 k+1+1i k-2 k+i+2

(n-r+i) _ i
k+i+l (-1)

(n-2k+4-r+i) (n-2k-r-i)
Hk—l Hk+i+1
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4,4 DEPLACEMENTS ANTIDIAGONAUX

Nous désirons connaitre les relations de récurrence portant sur
les polynames’ﬁ(x), soit sur une seule antidiagonale, soit sur deux antidia-
gonales adjacentes, et qui ne font intervenir que des déterminants de Hankel.
(m)(x)’ ou

les relations sur deux familles adjacentes. Il suffira de transformer les

Nous utiliserons les relations de récurrence sur les W

relations de la section 4.2 gr3ce aux changements d'indices.

(m)
k
en utilisant la propriété 4. 12 que si le polyndme P
(m-2k+1)
k

(x) aux polyndmes gim-2k+l)(x)

im 2k+1)(x) est orthogonal

= 0 ou W(m)(o) # 0.

Mais on ne peut passer des polyndmes W
régulier, c'est d dire si H

Aussi nous posons :

on,
(m-2k+1) _ k . (m+2-2k) ..(m)
HWk (x) = (-1) Hk Wk (x).

si H](<m—2k+l) 2 0, alors é&ém—2k+l)(x)55 ﬁﬁm—2k+l)(x)

I. DEPLACEMENT SUR UNE SEULE ANTIDIAGONALE.

Nous considérons W(n)(x) et W( n) (x) deux polyndmes orthogonaux

pr(l n)

réguliers et nous désirons connaitre W( n) (x). Onutilise la relation de ré-
su(l n)

currence 3 trois termes et Q&?) (x) est obtenu grice aux relations de ré-

su(i,n)-1-i
currence de la remarque 4.6.
W s el o+ Py Mgy 2 )
su(l n) su(l n)-1-i su(l n) su(l n) pr(i,n)

H(n+l-2s’\ﬁ(i,n)) H(n-2i+3) (n 21+3) H(n+1—2§ﬁ(i,n»
¥n)  (gysali,m-i-2 _si(i,n) . it st(i,n)+1
su(i,n) (0-28%2) | (0-280(4,0)42)
i

r\) [
su(i,n)



Déplacements antidiagonaux

§4.

Par souci de simplification nous posons encore :
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( )( ) = H(n+l 2su(1 n)) (n~2i+3) (n—21+3) (n+l-2éh(i,n))
su(1 n) 1 1 -1 ;ﬁ(i,n)+1
+ (- l)su(l n)-i . Q(n) HSn—2i+2) (n- 2su(1 n)+2)
N3 .1
su(i,n)-1-1i su(1 n)
1.1 si g{P728+0) - o

BN 2 Y

Win)(x) est 3 l'ouest du bloc W.

y(n+1 2pr(l n))(x) n'est pas identique a

Ww(n+l 2pr(1 n))(x)

On ne peut rie-

pr(l n) pr(l n)
v,
dire pour ygﬁti i?u(lﬂnkx).
(n+l 2su(1 n)) (n-2§¥(i,n)+2)
g(n) - (_1);h(i,n)+§%(i,n) su(1 n)+1 ﬁ%(i,n)
su(l n)

H(n-2§ﬁ(i,n)+2)

Vo,
su(i,n)

On a la relation suivante :

(n+1- 2Pr'(1 ,n)
pr(1 n)+l

pP(i,n)+1 su(i,n)

7(0) 4y ynt1-200(i,0)) o

(n-2i+1)
. (x) +
pr(i,n)+1 1

gp+1-2£t(i,n))
su(i,n)+1

(H(n 21+2))2 (n+1- 2pr(1 n)) é&(n+l -2sh(i n))( ) =

(n 21+2) 2 \W(n+l 2p1(1 n))( )

pr(l n)
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Wgn)(x) est au nord du bloc W.

H§H-21+1)(x) n'est pas identique é.éhin-2l+l)(x).

H(n+1-2éh(i,n» (n- 2pr(1 n)+2)

¥ - (o1ySi(i,n)4pr(i,n)  _suli,n) pr(i,n)
su(1 n) H(n-2§ﬁ(i,n)+2) (n+1- 2pr(1 n))
Yooy
su(i,n) pr(l n)

D'ol la relation :

(H
pr(i,n) su(i,n)

(n)( ) H(n+1 2pr(1 n)) Hw(n 21+l)( §
pr(l n)

su(l n)

(n-2142))2 /(n+1-2pP(1,0)) oy (at1-280(1,) ()

(n+l 2su(1 n))(H(n 21+2))2 ﬁw(n+l 2pr(1 n))( )

pr(l n)

Wgn)(x) est dans l'angle SO du bloc W.

I.3.1 si H(“*a -2i) |,

On ne peut rien dire pour
su(l n)

y(n+1 -2su(i n))( )
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(n 2su(1 n)+2) . (n+1-21i) (n+3- 21) (n- )9rs:$x}+2;
N N H1+l HL 1
a(n) - (_1)su(i,n)+pr(i,n)—l su(1 n) pr(l n)
su(1 n)

Dol la relation :

(n+3 2su(1 n)) (Hgn—2i+2))2 (n+1- 2pﬁf! n
1

su(1 n)

pr(l n)

(n-2i+2).2

(H )

(n+3 QSu(l n))

su(1 n)

su(l n)

(- ~2pr(i,n)) \&(n+l—2§ﬁ(i,n))(x) _

pr(l n) Qﬁ(i,n)

pr(l n)

AR -2s0(1,0)) ,(n+1-2pr(i,n)) a2+

—(H (n 25u(1 n)+2))2 (n+1-21i) (n+3 2i) ﬁw(n+l 2pr(1 n))( )

su(i,n) i+l i-1 pP(l n)
I1.3.2 si H(nza 21) < o,

y(n+l 2p¥(4, n))(x) n'est pas identique & ﬁw‘“*l 2pr(1 n))(x) et on ne

pr(1 n)

(n—2su(1 n)+2) (n+l -21i) H(n+3 -21) (n =20r (41,1032

l

pr(l,n)
peut rien dire pour ﬁ(n+l -25(4 n))( ).
su(l n)
a(n) - (_l)éh(i,n)+§%(i,n)-l

su(l n)

D'old la relation :

su(lin)

i ﬁb(i n)

(n+3 2su(1 n)) (H(n -2i+2)

su(1 n)-1

)

2 (n+1 2pr(1 n))
pr(1 n)+1
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(H (n 21+2))2 (n+3- 23u(1 n)) (n+1 2pr(1 n)) ﬁh(n+l ~2su(i n))( ) =

é%(l n)-1 pr(l n)+l gﬁ(l n)

7™ (x) w(P+3- ~284(i,n)) ,(n+1-2pr(i,n)) A2+
su(i,n)-1 pr(l n)+l

) (H(n-zs“{z(i,n)+2))2 G(n1-21) (n+3-21) - 200(1,m)) s

Qﬁ(i,n) i i pr(l n)

(n+3-21i) (n+3 21)

I.3.3 81 H

q(n+l ~2su(i n))( ).

On ne peut rien dire pour
su(1 n)

Les deux relations trouvées précédemment sont valables.

Nous avons une remarque analogue d la remarque 4,3.

Remarque 4.8.

H(n_21+l) = 0 la relation du I.3.2 s'applique au cas I.1
i+1
car on a :
(H(n-21+2))2 (n+1-2i) y(n-2i+3)
- i i
(H(n-2gﬁ(i,n)+2))2 - . H(n+3-23ﬁ(i,n)) (n+1-28%1(i,n))

Qﬁ(i,n) Qﬁ(i,n)—l su(1 n)+l

De méme si Hin—21+l) = 0 la relation du I.3.1 s'applique au cas I.2 car

on a 3
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(n+2-21).,2 _ (n+l 2i) (n+3-2i)
(Hi )= 1+l Hi—l

(H(n~28u(1 n)+2))2 - (n+3 2su(1 n)) (n+l-2§ﬁ(i,n))

su(1 n) su(l n) gﬁ(i,n)

II, Nous étudions maintenant le cas ou nous avons deux antidiagonales

adjacentes m et m-1 sur lesquelles on batit un escalier. Nous désirons connaitre

(m)

tous les polynOmes W' (x) et W(m_l)(x) orthogonaux réguliers et en déduire

les polyndmes ﬁw(x) correspondants.

(m+1-21)

I1.1 Si les déterminants H; , gim-2i)

i+l

(m-21+2)

et H sont non nuls.

0 x Nous avons

xWim_l)(x) = (m)(x) + N(T; 2 (m)(x)

om)  _ i+l i
UG1,p ~
’ (m-21i) , (m+1-21)
H. H,
i+l i

avec

On a alors :

Y . . N . LY .
y(m+l-2i) Hw(m-1+21)(x) - y(m-2i-1) Hw(m+l—21)(x) - x H(m—21) Hw(m—21)(x)

i i+l I i i+l i .

C'est la relation 2.30 du livre de C., Brezinski.

Remarque.
si HiTl2l -1 = 0, alors WST;l)(x) n'est pas orthogonal régulier.
(m)(x) est au sud d'un bloc W et on a W(m)(x) = im_l)(x), ce que donne bien

la relatlon proposée.
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(m+1-21) o (m-2142) 4 H§m+3‘2l) sont non nuls.

IT1.2 Si les déterminants Hy s Hy -1

Nous avons :

(e]
(m-21) H(m—2i+3)
ot v(m) _ i+l i-1

i,2 s s
Hgm 2i+2) H§m 2i+1)

On a alors :

(m-21+2) ’V(m 21)( ) = H(m 21+1) (m+l 21)( ) + H(m -21)

m (m—2i+2)(x)

B, 4

C'est la relation 2.27 du livre de C. Brezinski.

Remarque.
{m-21) - (m) . P .
Si Hl+1 0, alors W (x) n'est pas orthogonal régulier et
(m)( ) = im l)(x) ce que donne bien la relation ci-dessus.

I1.3 Si Hgn) et H(n+l) sont non nuls, et H(ill) =0
alors an)(x) est & 1l'ouest du bloc P. P(n-?su(1,n)+21)(x) est au nord de
i su(i,n)

su(i,n)-i (n)( )

ce bloc et vaut X x). Par conséquent on a :

(n-2su(i n)+21)'”(n)
su(i,n)

(n) ¥(n-2su(i,n)+2i)

H, .
i su(i,n)

(x) = H (%)

g(n-2su(i,n)+21)

s Y,(n+2i-l)
su(i,n) '

(x) n'est pas orthogonal par rapport a

Nous étudions 3 présent ce qui se passe lors de la traversée d'un
bloc W. Nous supposons connus tous les polyndmes W(m)(x) et w(m-l)(x) avant la

traversée de ce bloc.
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I1 suffit de transposer les relations obtenues dans la section 4,2 II.

sont non nuls et ¢™2%) -

11.4. Si g{m2i42) oy y(m-2i+1)
i i i+l

0.

oo,
I1 faut d'abord calculer éh€?-2su(1,m—l))(x). Nous avons
su(i,m-1)
w(’\r‘n-l) (x) = Q(m) (x) ng)(x) + g(r\r'n) W(,\rln‘l) (x)
su(i,m-1) su(i,m-1)-i su(i,m-1)+1 pr(i,m-1)

(m)

Q
su(i,m-1)-1

(x) se déduit des expressions de la remarque 4.6.

Nous transformons la relation de la section 4.2, II1.3.2 car c'est la plus

générale.

H(m—QS"‘ﬁ(i,m-l)) y(m+3-2p2(4,m))
g(m) - (_l)éh(i,m-l)+§}(i,m)+l Qﬁ(ilm—1)+1 ﬁ;(i,m)-l

'\‘ .
su(i,m-1)+1 (n+1-280(1,m-1)) | (m-2pP(i,m)+2)

éﬂ(i,m-l) 5}(i,m)

"N "\
On obtient donc en tenant compte du fait que pr(i,m-1) = pr(i,m)-1

(m¥2-2Kk) (m=208(1,m-1)) o (m-280Ci,m-1))

1 pP(i,m-1)-1 su(i,m-1)
N, . N N N
(_l)su(l,m-1)+1 QQP%' m-l)-i(x) H(,\rln+1—2su(1,m-l)) H€?+2pr(1,m-l)) Hw§m+1-2k)(x)
sutl, su(i,m-1) pr(i,m-1)~-1

_H(m-2éh(i,m—l)) H(m+2—2k) éh(m-2£;(i,m—l)(x)
su(i,m-1)+1 i pr(i,m-1)
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(m-21) _

+1 = 0.

I1.5 Si H§m'2i*2) et Hgm-21+1) sont non nuls et H,

On doit ensuite calculer Hw(m+1 -28U(1,m- l))(x), c'est 3 dire puisque

su(i,m)
st(i,m-1) = su(i,m)-1 on cherche Qw(m 1-28u(i m))(x) On a alors :
su(1 ,m)

(m-1) (m) " (m) (m)
XW (x) = W (x) +q,, W, ' (x)

é%(i,m)-l éﬁ(i,m) su(l m),l(m) +1 *

(m+1 2su(1 m)) (m—2i+2)

N VPN Hy
q&?) w, = (-1)Suli,m)-141 su(1 m)

u(i,m), e (m-2su(1 m)+2) (m+1-2i)

su(l m) i

On obtient donc :

(m#1-21) | (m-25u(i,m)+2)  (m+3-250(1,m)) _

* éh(i,m) éﬁ(i,m)-l

_H(r\r’n+4-2s'.\f1(i,m)) y(m+1-21) A (m+1-250(4,m))
. 1 Vo
su(i,m)-1 su(i,m)

+ HQT+1 2su(1 m)) (m+4 2su(1 m)) ’&(m+1 21)( )

su(i,m) Qﬁ(l m)-1

11.6 Si H(m+3 "21)  y(m=2142) ¢ont non nuls et H(m 2i+1) _ o,

-1 i

(m 1)(x) et Wim)(x) sont au sud du bloc W. On doit d'abord calculer

1 -1
Wﬁ?) (x). Ici encore nous le ferons 3 l'aide d'une relation classique 3 trois
su(i,m)
termes le long de l'antidiagonale m (voir la partie I). On calcule ensuite
(m-1)
W (x). On utilise

éh(i,m)
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(m-1)
i-1

4"
WD Gy 2wl 4 g W (x)

su(i,m) su(i,m) su(i,m)+1

avec "
H(m-2su(i,m)) H(m+3—2i)

2(m) _ (pitisui,m  si,me

N,
su(i,m)+1 H(m+2-21) H(m+1-2s"\f1(i,m))

1 o,
su(i,m)

Nous obtenons :

p(m2-20) | (m+2-280(1,m) e (me2s0(1,m)) ()

N v
1 su(i,m) su(i,m)

(m¥2-21) H(m+1-2§h(i,m)) é&(m+l-2£§(i,m)kx)

1 o, .
su(i,m) su(i,m)

(m+2-28u(i,m)) H(m-zéh(i,m)) Re(m=2142) s

+ H i-1

A
su(i,m) su(i,m)+1

Remarque 4.9.

Le théoréme 1.10 s'applique aux polyndmes W(m)(x). Par conséquent

nous avons l'équivalent de la remarque 2.1.

(m) . .
Lorsque wi ) et wrb sont connus, alors on peut déterminer de
pr(k,m)
fagon unique toute la table W comprise entre la diagonale m+1-2k et l'anti-

(m)
k
grice aux propriétés 4.9, 4.10 et 4.11,

diagonale m jusqu'au polyndme W, “. On peut alors en déduire la table P
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4,5 DEPLACEMENTS HORIZONTAUX DANS LA TABLE P,

Les relations présentées pour les déplacements diagonaux et antidia-
gonaux permettent par composition de trouver des relations liant trois polyndmes
orthogonaux successifs horizontaux. Comme nous faisons intervenir 3 la fois les
relations liant les polyndmes P(x) et celles liant les polyndmes W(x), nous
devons écarter les blocs P et les blocs W. Nous obtenons ainsi des blocs rectan-
gulaires dont la hauteur excéde d'une unité la largeur. Nous appellerons ces blocs
PuW ((blocP) u (bloc W)).

Nous supposerons que P(n)(x) est orthogonal régulier et nous ferons

(n+

intervenir le polyndme P i-p (x) orthogonal régulier qui précéde P( )(x) et le po-

(n-

lyndme P, )(x) orthogonal régulier qui succéde a

~

i )(x) suivant 1'hor1zontale
passant par P(n)(x) Nous supposerons que ces trois polyndmes sont extérieurs aux

blocs PuW.

(n)

Par contre lorsque nous ferons intervenir les polyndmes Ppr(i n)(x) ou
Wﬁr) (x), les blocs seront les blocs P ou les blocs W.
pr(i,m)

Propndi8t8 4.17.

IZ existe une nelation de nécurrence entre thois polyndomes ontho-
gonaux rnéguliens successifs placés en dehons des blocs P U W sur une méme
horizontale.

P00 = P00 + 8002 ey

l+S i+s

rgzss) <S5 -su(i,n)+pr(i,n+1)+1+p €?+p)(x>.

ol n(n S)(x) est un polynome unitaire de degn? s-1 détenminé de facon uni-
que et ol B(n ) ot 1878 4ont des constantes non nubles.

it+s

Démonstration.

- - - ———
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1. On suppose que s = p = 1.

1.1 8i P§n_l)(x) est orthogonal régulier.

- — ——— - —— —— — —— o —— A ——_" i — S e ————

o On obtient alors la relation 2.29 du livre de C. Brezinski.

(n) ..(n+1) y(n-1) _ (n-1) (n}l) (n) ..(n) (n)
H,™ K M0 = T wg - x B H) ﬁi (x)

(n-1) ,(n) %(n+1)
" xHin Big ﬁi-l (x)

On remarquera que cette relation reste valable si Pg?;l) est au
nord d'un bloc P.
, 5(n-1) .
1.2 Si Pi (x) est quasi-orthogonal.
On a
(n-1) - (n) _ (n-1) J(n-1)
Pieg (0 = xBy(®) = a5 0™ Por(ist,n-1)®
(n+1) - pin) (n) ,(n)
XPy_p (%) = Bi(x) gy Ppr(i,n)(x)'
En utilisant le fait que pr(i,n) = pr(i+l,n-1) et que P(n) (x) = P(n-l) (%)
i > pr(i,n) pr(i+l,n-1)"""?

on obtient la méme relation qu'au 1.1 en é&liminant ces deux polyndmes dans les
deux relations précédentes et en utilisant les relations de la propriété 4.3 ii)

et du théoréme 4.1.

La relation 2.29 du livre de C. Brézinski transformée pour obtenir

les polyndmes P est bien de la forme proposée.
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2. On suppose que s et p sont différents de 1.

Nous utilisons le procédé constructif suivant.

8i su(i,n) - i >

On connait P

d'un bloc P et vaut x

(n+p)
i-p

P(n+1)
pr(i,n+1)
o N
AN N
\ N\
Q |=——rrcccccccacac——.—. ) ::\‘—4 \\\o
\ \
()
p(e1p) B’
1-p \
\\
\
N\
(n-
s-s
. o(n+l) (n)
Puis Ppr(i,n+l) et Pi

. On en déduit donc P

(n+1) ui e
pr(i,n+1) 1

pr(i,n+1)+p-i P€n+p)(x).

1-p

Chap. 4

st au nord

p{n-s)
it+s

s=2i+2su(i,n))
u(i,n)+21

nous permettent de calculer P

griace 3 la deuxiéme relation de la propriété 2.4.

(n+1)
su(i,n)-1

(x

) =

_ ()

su(i,n)-1-i

(n)

(n)
(x) Pi (x) + Esu(i,n) P

(n+1)

(nt1)
su(i,n)-1

(x).

r(i,n+1)
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(n+2)
su(i,n)-2

(n+1)

su(i.n)-1° °0 obtient P
E )

Ensuite avec P§n+l)(x) = Pgn)(x) et P

grace 3 la premiére relation de la propriété 2.4 et ainsi de suite jusque

(n-s+2su(i,n)-2i) . - . as (n-s) .
s-su(i,n)+2i qul se trouve sur la méme antidiagonale que Pi+s 3
nous avons donc les relations suivantes :
(n+2+3) _ o(n+1+3) (n+1+5) (n+2+§)
su(i,n)—?—j(X) - Psu(i,n)—l—j( )+ su(i,n)-1-j Pi (x)

pour j e N, O < j < 2su(i,n)-2i-2-s.

On fait la somme de toutes ces relations multipliées respecti-

vement par xJ.

On obtient :

(n-s-2i+2su(i,n))

2su(i,n)-s-2i-1
X ’ s-su(i,n)+2i (x)

P

_ (n+1)

- su(i,n)-l(x) +8

(x) Pgn)(x)

2su(i,n)-s-2i-2

U . . ) é 2 i -s-2i-2 au plus.
ou e2su(1,n)-s-21-2 est un polyndme de degré 2su(i,n)-s-2i u plus
En faisant intervenir les deux premiéres relations et en tenant
compte du fait que su(i,n)-1 < s+i-1 (ce qui entraine que

su(i,n)-1-1i > 2su(i,n)-s-2i-2), on obtient :

2su(i,n)-s-2i-1 _(n-s-2i+2su(i,n)) - Aln) (n)
x : s-su(i,n)+21 (x) = msu(i,n)-l-i(x) P (x)
E(n). xpr(i,n+1)+p-i P§n+p)(x).

su(i,n) i-p
&(n) . est un polyndme unitaire de degré su(i,n)-1-i.

su(i,n)-1-1i
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(n+1)

Comme dans le cas précédent on calcule P . ‘
su(i,n)-1

Ensuite avec

(n) (n+1)
Py~ S& su(i,n)-1

(n)

on obtient P_ . griace d la premidre relation de la
su(i,n)

(n-s+2su(i,n)-21i)

sz, 2 2.4 > 3 1 ] . 3
propriété , et ainsi de suite jusque Ps-su(i,n)+21

« P(n+1—j) (x) = (n-j)

(n-3) (n-3)
su(i,n)-1+3' %) ~ su(i,n)+j : (x),

(x) + qsu(i,n)+j i

pour j e N, 0 < j < 2i+s-2su(i,n)

(n+1)

pr(i,n+1)

o N

\\ \

N \
\ X
\ \
E \
N \
N\ N\
X X
\ \\
. \\ \\ P(D)
P(_n+p) \\ N '
i-p \ s (n-s)
e e e o e e e e e ) - e = e e o e e e e e e e - = o e = e o= o 3
0 | 5 'fﬁ 1 oX Fits
% \ Ve
\ S 4
\\ N s
N \\ /
B \ o’
N % 4/
N \\ Il
- — —=------0 n-s-2i+2su(i,n

P(n+1}> ( (i,n))

su(iin)-1 s-su(i,n)+2i
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Nous effectuons encore la somme de toutes ces relations respecti-

2i+s-2su(i,n)-j

vement multipliées par x et nous obtenons :

(n-s-21+2su(i,n))( y = s-2su{i,n)+2i+1 _(n+1) (x)
s-su(i,n)+21i X)=X su(i,n)-1

(x) Pgn)(x),
1

es-2su(i,n)+Qi

ou es-2su(i,n)+2i est un polynome de degré s-2su(i,n)+2i au plus.
En faisant intervenir les deux premiéres relations du cas
su(i,n)-i > % et en tenant compte du fait que su(i,n)-i > O, on en

déduit la relation suivante :

(n-s-2i+2su(i,n))

- (n)
s-sul(i,n)+2i (x)'_&s—su(i,n)+i(x) Pi (x)
(n) xs+p+pr(i,n+1)+1+i—2su(i,n) P(n+p)( )
su(i,n) i-p XM

2.1 8i P(“'S+23“(i’“)'2i)(o) £0

g(n—s+2su(i,n)—2i)

s-su(i,n)+21 est proportionnel 3

Le polyndme transformé

(n+2i+s-1)

[} ~ » 7 r’d
s-su(i,n)+2i d'apreés la propriété 4,11,

v (n-s-2i+2su(i,n))
(n+s+2i-1) (x) = (_l)s—su(i,n)+21 s-su(i,n)+21 %(n—s-21+2su(i,n))(x)
s-su(i,n)+2i - (n-s-2i+2su(i,n)+1) s-su(i,n)+2i
s-su(i,n)+21

- -l o - —-——

~ w(n+21+s_1)

Le polyndme orthogonal régulier qui succéde 3 s-su(i,n)+2i sur

(n+2i+s-1)

1 . as ol -
l'antidiagonale n+2i+s-1 est le polyndme ws—su(i,n)+2i+1

bloc W.

qui est au sud du
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Nous avons donc :

(n+2i+s-1) _ .s-su(i,n)+i+1 _(i+su(i,n)-2+n)
s-su(i,n)+21+1(x) - o (x).

w(i+su(i,n)—2+n)
! (n)
sud-ouest du bloc W. Il est proportionnel a gin 5

est le polyndme orthogonal régulier dans 1'angle

(n)
(n+2i+s-1) _ s-su(i,n)+2i+1 i s-su(i,n)+i+1 a(n)
s-su(i,n)+21+1(x) = (-1) H3n+1) * %i (x).
i
- (s+2i-1+n) (s+2i-1+n) ' .
Les deux polynomes ws—su(i,n)+2i e s=suli nis2iel permettent d'ob
i- \’\’ = - ~ .
tenir W§i;21 1+n), qui est proportionnel a Pgiss), grace a la relation de

récurrence d trois termes sur les polyndmes W.

(n+s+2i-1) (n+s+2i-1) (n+s+2i-1) (n+s+2i-1)
W. =
i+s (x) = (x Qi+su(i,n)-2i-1(X) * §i+s ) ws-su(i,n)+21+1(X)

N 8€n+s+21—1) w(n+s+21-1) (x).

i+s s-su(i,n)+2i
(n-s)
(n+s+2i-1) _ (_qyits i+s (n-s)
avec wi+S (x) = (-1) ;{m %li‘l's (x).
it+s

En remplagant les polyndmes W par les polyndmes ¥ dans la relation

. . 1 Ao d]
de récurrence 3 trois termes, puils en changeant x en ;-et en multipliant par
i+s ‘
X , on obtient :

(n-s)
i+s i+s (n-s)
DT iy Pies )
its

= (-1)5"Su(1,n)+2i41 N(n+s+2i-1)

(n+s+2i-1) xi+su(i,n)-21)
i+su(i,n)-2i-1

n
(x) + Bi+s

H(n)

i (n)
oy Fi (0
i
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(n-s-2i+2su(i,n))
. 8(n+s+2i-l)(_1)s—su(i,n)+2i s-su(i,n)+2i xsu(i,n)-i (n—s-21+23u(i,n))(x)
it+s H(n—s—2i+QSﬁzi,n)+l) s-su(i,n)+21
s-su(i,n)+2i

ol ak(x) = xk Qk(éd.

Si_su(i,n)-i =1,

(n+2i+s-2)

On prend le polyndme orthogonal régulier ws-su(i,n)+2i

qui est au
sud du bloc W. Nous avons dans ce cas :

(n+2i+s-2) _ s-su(i,n)+i (i+su(i,n)-2+n)
s—su(i,n)+2i(X) - X b ()

(n+2i+s-2) (n+2i+s-1)

Les deux polyndmes ws-—su(i,n)+2i ®t Ms-su(i,n)+2i

permettent d'ob-

(s+2i-1+n)

tenir Wi+s grdce d la relation

(n+2i+4s-2)

s ., (itsu(i,n)-2+n)
s-su(i,n)+21 wi (x)

(x) = x

- w(n+s+21—1)(x) + a€n+s+21—1) w(n+s+21—1)

its i+s s-su(i,n)+2i(X)
(n)
(i+su(i,n)-2+n) _ (_yd i (n)
avec W, (x) = (-1) ;TE:TT gi (x)
i
Par conséquent on obtient en transformant cette relation.
(n-s) (n)
(pits _dts gy nn B m)
HZn+1-s$ i+s H3n+15 i
i+s i
(n-s+2)
a{m) it+s s-1+i (n-s+2)
* 9i+s (-1) ¥ Tn-s+3) Ps-1+i (x).

s=-1+1i
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(n-s) en fonction de P(n) et P€n+p)

On constate qu'en exprimant P, .
it+s i i-p

on obtient bien la relation proposée.

2.2 81 P(n—s+25u(i,n)—2i)(o) -

(n+2i+s-1)

. . t quasi-
s-su(i,n)+2i €5t 4

I1 est au nord d'un bloc P et le polyndme W

orthogonal. On prend donc lebpolynéme orthogonal régulier situé d 1l'ouest

de ce bloc P sur la mé€me antidiagonale n+s+2i-1. Ce polyndme est identique
(n-s+2su(i,n)-21)

i i 1 iré b4 i sont en
s-su(i,n)+2i duquel on a retiré les termes qui sont

au polyndome P

facteur.

n
En le transformant en P il est proportionnel &

W€3+S+21—1) et permet d'obtenir W§i;s+2l-1)(x) en utili-
pr(s-su(i,n)+2i+1,n+s+2i-1)
(n+s+2i-1)

. . . et la relation de récurrence 3 trois termes sui-
s-su(i,n)+2i+1

sant soit W

(n+s+2i-2)

s-su(i,n)+21 et la premiére relation

vant l'antidiagonale n+s+2i-1, soit W
qui suit la propriété 4.13.

Par conséquent dans les deux relations obtenues dans le 2.1 inter-

(n+s+2i-1)
s-su(i,n)+21°

(n+s+2i-1)

vient W d la place de W

5¥(s—su(i,n)+2i+1,n+s+21-l)

Si 0 est racine d'ordre de multiplicité r de P(n—s—?1+2su€i,n))
s-su(i,n)+21 ?

w(n+s+21-1)

alors (x) = (n+s+2i-1)

s-su(i,n)+2i-r

(x)

pris-suli , n)+2i+1 ne+s+21-1)

(n-s-2i+2su(i,n)+2r)
- (_l)s—su(i,n)+2i—r s-su(i,n)+2i-r v(n-s-2i+2su(i,n)+2r)
(n-s-21i+2su(i,n)+2r+1) “s-su(i,n)+2i-r
s-su(i,n)+2i-r

(%)
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(n-s-2i+2su(i,n)+2r)

s-su(i,n)+21-r v(n-s-2i+2su(i,n))

(n-s-2i+2su{i,n)+2r+1) ~"s-su(i,n)+2i
s-su(i,n)+2i-r

- (_l)s—su(i,n)+21—r

(x).

(n-s-2i+2su(i,n))
s-su(i,n)+2i

(n)

en fonction de Pi et

Seul varie donc le coefficient en facteur de %

(n-s)

On constate encore qu'en exprimant Pi+s
(n+p)

P b * on obtient bien la relation proposée.

J.Sip=lets#l,

(n+1) (n+1)
su(i,n)-1 d partir de P -1

et la suite est la méme que dans le 2.

(n)

Alors on calcule encore P et de Pi

Le résultat est donc :

(n s)( ) = (x (n s)( ) + B(n s)) P(n)( ) + T(n -s) 5" -su(i,n)+i+1 (n+1)( ).

it+s i-1

4, Sip#glets=1,

On a exactement le méme processus de calcul que dans le 2, mais

(n+1) .

en prenant P; d la place de P(n+1)

su(i,n)-1°

Par conséquent on obtient :

iill)(x) = (x + 8(n l)) P(n)( ) + F(n -1) p+pr(1 n+l)-i+1 (n+p)( y.
i-p



- 356 - Relz+ions tous aztmuts Chap. 4

(n-s)

est différent de zéro car sinon O serait racine de Pi+s

(n-s)
8i+s ]
ce qui est impossible puisqu'il n'appartient pas & un bloc P U W,

n- P . . n
F§+SS) est également non nul sinon toutes les racines de Pg ) se-
raient racines de Pgi_s). Or si s = 1 cela contredit le théoréme 2.1, et
. (n-s) (n-s) , .
si s #1, P, et P s n'ont pas de racine commune et toutes les
i+s pr(it+s,n-s)

) (n-s)

. (n . . s
racines de P, sont racines de P . , d'ol une contradiction.
i pr(i+s,n-s)

cgfd.

Remarque :

Lorsqu'un polyndme orthogonal régulier se trouve sur le cdté ouest
d'un bloc P, mais pas du bloc W, ou vice versa, il est bien évident que
1'on peut déduire immédiatement tous les polyndmes du c¢dté sud du bloc W
ou du cdté nord du bloc P en multipliant le polyndme précédent par des

puissances croissantes de x.

4.6 POLYNOMES SEMI-ORTHOGONAUX

Nous introduisons maintenant 3 propos des déplacements horizontaux
une nouvelle forme "d'orthogonalité" que nous appellerons semi-orthogonali-
té. Les résultats de cette section seront utilisés pour les polyndmes or-

z

thogonaux sur un cercle qui forment un cas particulier de semi-orthogonalité.

(h)

Nous définissons une fonctionnelle linéaire T ', pour h € N, par

T(h)(xk) ¥k ¢ 2.

® Chek?

Nous cherchons les polyndmes ¢£h)(x) de degré k exactement tels

que
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W) (L gy,
X

Nous posons ¢£h)

) =0, ¥ eN, O < & < k-1,

k

(x) = 2L K
j=o

z lgh) xk—j.

Nous obtenons le systéme linéaire suivant :

T am

j=o

3,k Sk-3-2+h

= Opour L eN, 0 < 2 € k-1,

C'est un systéme linéaire dont la matrice est de Toeplitz.

“h “he1 7T
‘h-1 Sn 7777
|
!
i
I
|
|
Ch-k+1  h-ke2

Ce systéme est également vérifié par le polyndme P

Propnidté 4.18.

(h-k+1)

S< Pk

une constante muliiplicative pres.

Si Pih—k+1) est quasi-orthogonal nous prendrons ¢
Pih_k+1) d une constante multiplicative prés.

Posons $£h)(x) =

k (h) (1
x4 ().

Alors nous avons :

3

(. (h)
Jk

A(h)

o,k

(s)

(h-k+1)
X .

- 357 -

est onthogonal, alons ¢£h) est identigue a P]((h—k+1) 2

identique &
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Propri8té 4.19.

™ (2 6™ ) s 0, v eN, 059 5 k1
X
<==—> T(h)(xl %ih)(%))‘z 0y ¥2 eN, 1 <8 <k
Démonstration.
T(h)<X2 3;}((11)(%)) - () Ak ¢’](<11)(x))

D'ol le résultat.

Définition 4.1,

Nous appellerons polynome semi-ornthogonal un polynome satisfai-
sant L'une des deux relations de La propriéte 4.19.

De4inition 4.7,

(h
k
ou quasi-onthogonal que posséde Le polynome P

) te qualidicatif nigubien, singubien
(h-k+1)
N :

On donnera au pofynome ¢

Dans la suite gquand nous parlerons de polyndmes orthogonaux, ce
sera toujours par rapport & une fonctionnelle linéaire c. Ces polyndmes
sont sur une diagonale de la table P. Quand nous parlerons de polyndmes
(h)

semi-orthogonaux, ce sera toujours par rapport d une fonctionnelle T

et ces polyndmes sont sur l'horizontale h de la table ¢.

Dé{inition 4.3.

On appellena table ¢ La table dans Laquelle sont rangés Les po-
Lynomes ¢£h) de La maniére suivante.
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(0)
2
¢§1) ¢§1)
¢§2) ¢gz) ¢gz)

.

Lorsque le polyndme ¢£h) est semi-orthogonal régulier nous avons

une écriture de ce polyndme sous forme de déterminant, puisqu'il est

identique a Pih—k+1).

Dans ce cas nous avons :

Propridts 4.20.

S ¢£h) et ¢£Ei sont semi-onthogonaux néguliens, alons :
. H(h-k)
h), 1 ,(h) . k k1
T (—F ¢k (x)) = (-1) Thokt D) £ 0.
X Hk
Démonstration.
Sh-ka1 T °'h+1l
) |
(h) - 1 ( {
he ) = e | !
K Cp TTTTTTTTTTTT “htk
- xk
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Le calcul de T(h) (— ¢(h)(x)) donne comme valeur du déterminant
(h k) h) . . (h-k)
précédent (- 1) k+1 . Puisque ¢k ; est semi-orthogonal régulier, Hk+1 £ 0.

D'ol le résultat.

cafd.

La définition du probléme et les propriétés 4.18 et 4.19 nous don-

nent bien évidemment la propriété suivante.

Propnidts 4.71.

S ¢(h) et ¢(h) sont semi-ornthogonaux néguliens, alons

( (h)(l

YoMy §M(x0) = 0 pour 0 5 2 k-1 et 15K 5 2,

Dedinition 4.4,

Nous noterons Les polynomes semi-orthogonaux régulierns prédéces-
sewns et successeuns de ¢](<h) suivant L'honizontale h, nespectivement

(h)

(h)
¢prh(k,h)

et & in(k,h)

Dans toute la suite on appellera horizontale h 1l'horizontale de
h)

la table P qui passe par le polyndme Pg . Elle correspond 3 1l'horizontale

h de la table ¢.

Examinons le cas ot une horizontale h traverse un bloc P U W.
Nous appellons m 1l'indice de la diagonale principale du bloc P. Soient i
et i+s les degrés des polyndmes orthogonaux réguliers sur les cdtés ouest

et est de ce bloc P.
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Polyndmes semi-orthogonaux

p{3)
Q i+m-3j
N\
(i) N
Pi O\ \ \\ ()
NN AR % p(h-i-s+1)
N \ N its
. 0 . Q . 0 a0 .
p(hi+1) SN N NN
i k \\ \ \
\ N A N
N\
N\, \ \
N N
AN NS
N AN O its
N
< N\
N
CON\
Ne)
pl3)
1+s+m-j

Nous avons k = h-j+1.

Les propriétés 4.22 et 4.23 nous donnent les relations de semi-

orthogonalité vérifiées dans le bloc ou sur les cdtés nord ou nord-ouest.

Propni8ts 4.27.

Pour § € N, h-i-s+2 < § < h-i+1, nous avons :

(h), 1 (h) - (h), h-j+2+1 1., _
T 415,000 = 0 et TG FposarG) = 0

powr £ € &, 2h+3-2i-m-s-j

Les deux expressions sont non nulles pour £ = 2h+2-2i-m-s-j.

Démonstration.

Nous considérons le polyndme P

<9

h

(3)

i+1

D'aprés la propriété 1.17 nous avons :

sur 1l'horizontale h.
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(3),.2 ,(3) _ < 0 < 2% o
c " (x Ph_j+1(x)) = 0 pour £ e N, 0 < £ < 2i+mts-h-3

£ 0 pour £ = 2i+m+s-h-2.

Cela revient a dire que le systéme suivant est vérifié, ol

b = 2i+m+s-h-3.

()
€y TTTTTTTTITI ®h+1 Ah-j+1,h—j+1
: : f B}
| i | -0
1 ! .
e CI )\(])
C4+b h+1+b 0,h-j+1

Ces relations équivalent a :

(D)1 ()

I ¢h_j+1(x)) = 0 pour £ € &, 2h+3-2i-m-s-j < § < h-j,
2

# 0 pour £ = 2h+2-2i-m-s-j.

La propriété concernant la seconde relation est obtenue en utilisant

la propriété 4.19.

cqfd.
Propriet? 4.23,
L) T(h)(Jt ¢§h)(x)) =0 pour 9 € 2, h-m-i-s+2 € £ < h-m,
X

# 0 pour £ = htl-m et £ = h-n-i-s+l.

AL) S4 h-i+2 S j s m et 84 0 est racine d'ordre de multiplicité r de
(3) .
Whis-i41 alons :
T(h)(fi ¢ﬁ?§+1(x)) = 0 pour & € &, 2h+3-2i-m-s-j < £ < h-m+r,

# 0 pour £ = h-mtr+l et £ = 2h+2-2i-m-s-7.
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,

L) S{ mtl < j < h-i-s et AL O est racine d'ondre de multiplicité r

(5) _
hom-i+1s GOS8

de w
(h) (h)
( g ¢ X))

- -2i-m-s-j < 2 < h-j
- 3+1 0 pour £ € 2, 2h+3-2i-m-s-j < £ < h-j+r,

Z 0 pour £ = h-j+r+l1 et 2 = 2h+2-2i-m-s-7.

Démonstration.

i) Les polyndmes ng) sont identiques pour j € N, m h-i+1.

IA
(R
IA

Donc d'aprés le théoréme 2.2

(h 1+1)(

IA
)
IA

4 gh 1+1)( )) = 0 pour % € &, m-h+i-1 2i+s+m-h-3,

# O pour £ = m-h+i-2 et £ = 2i+s+m-h-2,

ce qui est équivalent &

(h)( (h)( )) =

= 0 pour £ € &, h-m-i-s+2 < £ < h-m,

# O pour % = htl-m et £ = h-m-i-s+1.

ii) Si h-i+2 < j < m et si O est racine d'ordre de multiplicité r

de w (3)

¥hlioit1? alors d'aprés le corollaire 2.1 on a :

(])(x P;j)+1(x)) =0 pour % € B, -j+m-r £ £ < 2i-3+s-h+m,

£ 0 pour £ = -j+m-r-1 et £ =2i-2+s-h+m.

Donc T(h)(—— ¢£h;+1 )) = 0 pour £ € 3, 2h-m-s-2i+3-7 € 2 < h-m+r,
£ 0 pour £ = 2h-m-s-2i+2-3 et £ = h-mt+r+l.
iii) Si mtl £ § < h-i-s et si O est racine d'ordre de multiplicité r
de wé}%_i+l, alors toujours d'aprés le corollaire 3.1 nous avons :
<J)( . £])+1( )) =0 pour £ € 3, -r € & < 2i+s-3-h+m,

£ 0O pour £ = -r-1 et £ = 2i+s-2-h+m,

ce qui est équivalent & :
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(h),1 ,(h) - T I £ h=4
T (—I ¢h_j+l(x)) = 0 pour f € 3, 2h+3~2i-m-s-j < £ < h-j+r,

# 0 pour £ = 2h+2-2i-m-s-j et £ = h-j+r+l.

cgfd.

Remarque 4.10.

En utilisant la propriété 4,19 on obtiendra les relations faisant

intervenir $(h)(%).

Remarque 4.11.

Pour un polyndme quasi semi-orthogonal nous avons :

(h), 1

T & ¢£h)(x)) = 0 pour £ e N, O < o+l < § < k-1,
X

Jdo € N, avec o > 0 tel que T(h)('% d)]((h)(x)) # 0.
X

Une propriété des zéros des polyndmes semi-orthogonaux peut &étre

donnée.

Propri8te 4,24,

Deux polyndmes semi-onthogonaux réguliers successids sur une meme
hornizontale, extérieurs aux bLocs P U W n'ont pas de racine commune.

Démonstration.

Voir la démonstration de Tg:;s) # 0 dans la propriété 4.15,

cqfd.
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La propriété suivante permet de connaitre une partie de la table
et surtout de positionner tous les blocs de cette partie. Nous supposons

les polyndmes unitaires.

Propnidtd 4.75.

SL ¢£fi ¢ sont donnés en dehons d'un bloc P U W et a{ on

connait su(i, h- 1+1),a£onA toute La tablfe comprise entrne La diagonale

h-i-s+1 et £'antidiagonale h+i+s est déterminde de facon unique jusqu'au
(h)

(h)

poLynome .,

Démonstration.

-—— o ——

Connaitre s et su(i, h-i+1l) positionne de fagon exacte le bloc qui

sépare ¢(h) de ¢(h)
i) S4{ s=1, on a obligatoirement su(i, h-i+1) = i+1, sinon ¢(+;
serait au nord d'un bloc P.
(h) (h) (h- 1+1) (h-1)
En retranchant ¢, . de x ¢ (x) on obtient i, Ppr(i+1,h-i)(x)
(h-1i) e s cos
et donc P (%) puisqu'il est unitaire.

pr(i+l,h~i)

Alors d'aprés la remarque 2.1 la partie de la table mentionnée

est bien déterminée.

ii) S4 s#l et

a) 44 ¢€h) est & L'est du Eloc P,
it+s

alors on connait le polyndme orthogonal régulier prédecesseur

-~ (h)
de szsl s+1) sur la diagonale h-i-s+l1l, C'est le polyndme xsu(l h-1+1)-1 ¢ (%),
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(h

~ i h’i"’l -i h
Par conséquent d'aprés la remarque 2.1, ¢i+ xSU(l’ ) ¢§ )(x)

) et
s

permettent la détermination de la partie de la table mentionnée.

(h)

b) &4 b is est au nond-est du bloc P,

alors on retranche ¢€h) de x° ¢€h)(x).
it+s i

(h-i-s+1)

(h-i-s+1) P(h-i—s+1)
pr(i+s,h-i-s+1)°

On obtient 9 +s pr(i+s,h-i-

s+l)(x) et donc P

La remarque 2.1 permet encore de conclure.

4,7 POLYNOMES ORTHOGONAUX SUR LE CERCLE

)

Nous définissons une fonctionnelle linéaire I(s ., pour s € 3,
telle que :
(5%

pour z € € lzl = 1on ait T = c ¥k € B,

s+k?

Dans toute la suite, chaque fois que nous appliquerons T(S) il sera
sous entendu que lz[ = 1.

Nous pouvons en déduire que :

T(S)(Ek) = c = T(S)(z-k5 zc vk ¢ 3,

s+k s-k’

ol la barre représente 1'imaginaire conjugué.

Nous cherchons les polyndmes ¢£s)(z) de degré k exactement tels que :

(s) (;% ¢ﬁ8)(2)) =0, ¥ eN, O s 2 < k-1,
z
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On retrouve la semi-orthogonalité de la section 4.6 avec en plus

)

la condition |z| = 1. C'est pour cette raison que les polynomes ¢£S seront

dits orthogonaux sur le cercle unité. Dans la suite nous parlerons simple-
(s)

ment des polyndmes ¢ orthogonaux. Il sera toujours sous-entendu que cette
polyn k g q

orthogonalité a lieu sur le cercle unité.

Nous allons naturellement retrouver les résultats présentés pour

la semi-orthogonalité.

k .
Si nous posons ¢£S)(x) = z Agsi zk ], nous obtenons le systéme
350 3
d'orthogonalité suivant
E k(s) c = O pour L eN, 0 < & < k-1
TEREL k-j-L+s P » U A 3K

C'est un systéme linéaire dont la matrice est de Toeplitz.

(. c y {A(s)w
CS CS+1 s+k k,k
Cg-1 Cg TTTTTTTTTTTTTTTTT c$+k—1 !
! I

! | | =0

| : !

! : .
(o] : C | | m———mmaemm——- c )\(S)
L s-k+1 “s-k+2 s+1 J | O,k)
Soit c(r) la fonctionnelle linéaire définie sur 1l'espace vecto-

riel des polyndmes de la variable complexe z telle que :

(r), 3, _ .
c (Z)-Cr+j,Vj e N,

(r)

< orthogonaux par rapport a la

Nous considérons les polyndmes P

(r)

fonctionnelle linéaire ¢ .

Nous avons la propriété suivante identique & la propriété 4,18,
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Propridts 4.26.

(s-k+1) (s)

SL P]Es-kﬂ) est onthogonal par nrapport ad c ,» alons .77 est
. . (s-k+1) . . .
{dentique Py a une constante multiplicative pnés.
Démonstration.

Le systéme vérifié par ¢£S) l'est aussi par Pis-k+l).

cqfd.

Si Pis-k+1) est quasi-orthogonal, nous prendrons ¢£S) identique

a Pis_k+l) d une constante multiplicative prés.

Remarque.

Comme dans le cas de la semi-orthogonalité les polyndmes ¢£S), pour
k € N, correspondent 3 l'horizontale de la table P qui passe par le poly-

(s)

1 Dans la suite cette horizontale sera toujours appelée horizonta-

nome P

le s.

Deginition 4.5.

On donnera au polynome ¢(S) Le qualificatif néguliern, singulier

k (s-k+1)
ou quasi-onthogonal que posséde Le polyndme Py .

Définition 4.6,

Nous noterons Les polynomes onthogonaux réguliers pridecesseurs
et successewrs de ¢](<S) suivant L'honizontale s, respectivement :

(s) (s)
¢prh(k,s) et ¢suh(k,s)'
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7z . 2 .
est orthogonal régulier, nous pouvons 1'écrire sous forme

Si ¢£S)

de déterminant.

Cg TTTTTTTTTTTTTTTT s+k
Co-1 TTTTTTTTTTTTTT “stk-1
s-
(s) (s) ,
by (z) = : :
| I
| |
| |
Ce-k#1 T “s+1
k
] mmmmm—emmmomo——— X

(s)

ol Dk est une constante arbitraire non nulle.

Dans la suite ¢ )(z) représentera le polyndme dont les coefficients

(s -
sont imaginaires con]ugues de ceux de ¢ )(z) Pour ces polyndmes nous avons :

Proprnidté 4.27.

(s)

S Le polynome ¢£S) est onthogonal parn happort & © ~°, alors :

T(s)(zg 6;8) (%)) =0 pour L e N, 0 £ £ s k-1,

Démonstration.

———————— - ———

(S) ZS l)) = T(S)( 2 ¢(S)(z)) = Opour £ e N, 0 £ & < k-1,

cgfd.

ProprnieLé 4.28.

S4{ Les polynomes ¢(S) ¢(S) sont onthogonaux réguliens, avec
k # £, alors

i) 3D = 0
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Démonstration.

Elle est évidente, compte~tenu de 1'orthogonalité des deux poly-

nomes et de la propriété 4.27.

Comme nous l'avons vu dés le début de cette section la fonction-

nelle T a des moments particuliers. Nous aurons donc des propriétés remar-

quables pour les déterminants de Hankel correspondants, ainsi que pour les

polynomes P qui composent la table P.

Propritts 4.29.

ﬁ(s—k+1-j) - H(S-k+1+j)'

k k
Démonstration.
~(s-k+1-3) _
Hk =
Or Cgip = Cgp
Donc

E(S-k+l-j) -

fs—k+1—j fs-k+2—j
c . C .
s-k+2-j “s-k+3-j
|

i

[

I
cs-j s-j+1

cs+k—1+j cs+k-—2+j
Cetk=2+7 Cstk-3+3

|
|
|
|
|
|
i
]

Relations tous azimuts

cgfd.

—————— 0
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stj-k+1
Ce dernier déterminant n'est autre que Hi J ).

Conotlaine 4.2.

, H(s-k+1—3)

Si K = 0, alorns H = 0 et réciproquement.

(s-k+1+3)
k

La disposition des blocs dans la table H est donc symétrique par
rapport d l'horizontale s. D'autre part 1'horizontale s ne peut traverser
que des blocs de largeur impaire pour lesquels elle sert d'axe de symé-

trie.

Les polyndmes P orthogonaux réguliers qui composent la table P

vérifient une propriété du méme genre.

Propridts 4.30.

Si Les polyndmes Pis-k'j) et Pis'k+j+1) sont onthogonaux réguliens
et unitaines, nous avons :

H(s-k+1-j)
(s-k=-3) _k k =(s-k+j+1),1
Py @)=t 2 K 2
k
Démonstration.
c ; Tomm—me———-
s=k+1+j st1+3
(s=k+1+73) 1 ; E
S= J - ‘
Px () = ST | E
k Copg TTTTTTTTTTTTTT Cstk+i
]l cccmmecrecce e zk
cs+k-1-j ----------- cs-l-j
L i
k 5(s=k+1+4) 1, _ 1 ; |
2" Py (z) T 2ls-k+149) ' |
H C__ s =======-=-ma=n- c .
k s=j s-k-j
zk ----------------- 1
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Compte-tenu du fait que Comg = Cgap? ¥ e 3.

Donc
H(s—k—j) H(s—k-j)
k z(s-k+1+3),1, _ 'k (s-k-3) _ k (s-k-3)
2 By (2 = F(IH14) Tk (z) = H(5-k¥1-3) P (z)
k k

en utilisant la propriété 4.29,

Déginition 4.7.

k .
Un polyndme ) a; z' est dit a coefficients symétriques AL :

1=0
a_y = H Ej J¥j e N, 0 < j <k ol uest une constante de module
undité.
Un polynome est dit a coefficients antisymétriques A4 :

a5 = - M 53., ¥Vj e N, 0 £ 5 <k o u est encore une constante

de mudule unité,

A partir de cette définition nous déduisons de la propriété u4.30

le corollaire suivant,

Conollaine 4.3.

Les polynomes unitaines situds & L£'ouest ou au nord-ouest d'un
bloc P travers? par L'hornizontale s sont & coefficients symitrniques ou
antisyméiniques .
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Démonstration.

D'aprés la propriété 4.30 nous avons :

H(s-k+1)
p(s'k)(z) - _k Zk §(s—k+l)(i
k - HZS-k) k z
k
Or Pis—k)(z) - Pis-k+l)(z) si Pis—k) est 3 1'ouest ou au nord-
ouest d'un bloc P.
(s-k+1) k k-3
Done si Py (z) = ] A, z avec AO = 1 nous avons :
jzo J

& _ Xk—l - - 1 - 1

1 1 k-1 X;

D'ol le résultat

cgfd.

Considérons la table P et l'horizontale s et examinons le cas

ol cette horizontale coupe des blocs.

P(s—k'+1)
O\ W
N 2
N N
N AN
P(s—k+1) S \-\
h+1 0. \\ .
\\ AN N
(S) \\\ ’ N N ¢(S) ¢(S)
¢h+1 N \ « k! pt+l
— — 04— —0———  —o0. —o—
N AN )
\
¢(S) N \\ AN
k \\ \ \
. A \ (s-k'+1)
N\ . \ . PP+1
\\ \
. \
\\ N

\O P(s—k+1)

k+2—;h
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(s)
h+1

(s)

g ¢)p+l

Soient ¢ les deux polyndmes orthogonaux situés sur

)

les cOtés ouest et est du bloc P, et soit ¢£S un polyndme intérieur a

ce bloc.
On supposera unitaires tous les polyndmes considérés.

Nous aurons des propriétés qui sont des transpositions immé-
diates des propriétés des polyndmes semi-orthogonaux au cas des polyno-

mes orthogonaux sur le cercle.
Lemme 4.1.
S{ k e N, htl < k < p, alons :
T(S)(-—1I ¢)}((S)(z)) =0 pour £ € B, k - PN g g,
z
#0 pour £ = k - Bh

2

Démonstration.

C'est la propriété 4.22 appliquée au cas particulier des poly-

nomes orthogonaux sur le cercle.
cgfd.

Du lemme 4.1 on peut déduire immédiatement une propriété ana-

logue 3 la propriété 4,27,

Proprits 4.31,

S{ k eN, htl s k s p, alors :
T(S)(zp‘ $](<S)(%)) =0 pour £ ¢ B, k - P%-}i < 2 s k-1,

#0 pown £ = k-1 - B2,
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(s)

Dans le cas particulier ou ¢k est au nord-ouest d'un bloc P,
nous avons la propriété suivante, si on pose k = h+l et si p+l est 1l'in-

dice de sortie du bloc P suivant la diagonale (s-h).

Propnibts 4.37.

O pour £ € 3, h+l-p < &

IA
=
>

(s),1 ,(s)
T (3 ¢h+1(z))

£ 0 pour £

"
i
o

ne1lz)) = 0 pour £ e 2, htl-p < ¢

IA
jon

£ 0 pour £ = h-p.

Démonstration.

Nous nous servons encore du fait que :

(z2 P(S-h)(z)) =O0Opour £ e N, O < £ < p-1,

C(s-h)
h+1

# O pour £ = p.
Ces relations sont équivalentes aux deux premiéres de 1'énoncé.

La propriété u4.27 donne les deux autres.

cgfd.

Dans le cas ol ¢£S) est soit orthogonal singulier, soit sur le
cOté ouest du bloc P, on peut augmenter l'intervalle d'annulation de

1

T(S)(—I ¢£s)(z)), ainsi que dans le cas ol O est racine de w(s-k+l)
z

k-h-1
de w(s-k+1).

-h
=
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Propri@té 4.33.

: (s) (s) - -h +h
4] ¢h+l())-0pom£ez,1-25- < 222,
(s) (s) _ _p-h _ pth
¢h+1 ) # 0 pour £ = 5 et pour £ = 5=+ 1.
L) Si ht2 € k < Egh-et 54 0 est nacine de wishkzl) d'ondre de mul-

tpliciteé r, alons :

(L 6 2))

4

Opouﬂlez,k—?;—hszs%p-+r

#Opouﬂl:k—l—r%h-e,tpowz£=f%h—+r+1.

LLAL) Si P:—h + 1 <k <p et s{ 0est nacine de w(s'h 1) 4t ondre de mut-

oL g

tUpliciteé v, alons :

(s) (s)

(—I ¢, "(2)) = 0 pour £ € N, k - B%E < £ < k-1+p,
£ 0 poun £ = k-1 - B2B ot poun £ = ker.
5 p
Démonstration.

-

La diagonale principale du bloc P porte l'indice s - E%E.

Nous avons ici l'analogue de la propriété 4.23 des polyndmes

semi-orthogonaux.

cqfd.

On peut encore déduire de la propriété 4.33 une propriété ana-

logue & la propriété 4,27,
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Propridts 4.34.

; (S) ') "(S) 1 _ -h +h
L) T (2 ¢h+l(;))—0p0wtf.ez,1-2—2—$9,SP—2—,

#Opouﬂ[:—P—;—}lupowLL:R;i+ 1.

AL ) S{ ht2 <k < ?“;—h et 54 0 est racine de wf(_s_;)_(;l) d'ondre de

mULLiplicits r, alons :

OpOMZeZ,k—mSESu-fr,

i

£ 59y,

Opouﬂt:k-l-mexlzp%h-+r+l.

2
L) S{EP ek s p et 44 0 est racine de w(sTk+1) d'ondre de
2 p-h
2

multiplicite v, alons :

IA

0 pour £ €N, k - BB < ¢ < k-14r,

T(S)(Zl &]((S)(_;-_)) 5

£ 0 poun £=%k-1-BR ot 9=k +r.

Nous nous intéressons 3 présent aux relations de récurrence entre

polyndmes orthogonaux réguliers extérieurs aux blocs P U W.

(s),1
j (E) .

Nous poserons ¢;(S)(z) =23 §

Le lemme suivant est la généralisation d'une propriété classique

dans le cas normal [20].
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Lemme 4.2,

S{ Les polynomes ¢£S) et ¢£ii sont onthogonaux néguliens et s4i
Laig est exténieurn aux blocs P U W, alors :

¢)k+1

6{%2(2) = 2 6,°)(2) + ¢

(s)

*(s)
k+1(O) ¢k (z)

192 = 6592y + 55)0) 2 6{%(2)

Démonstration.

(S-k) ~ C(S_k)

i) Si Pk est orthogonal régulier par rapport a , alors

nous avons :

(s-k) _(s-k)

(z) +q ., Py (z) avech(S

(s-k+1) _ o(s-k)
z P (z) =P k+

-k)
k k+1 1 # 0.

Soit

(s

¢k+i(z) =z ¢)(<S)(Z) _ (S‘k)

U1

(s-k+1)
(Z) = q}iiik) Hk Zk I_)(S—k+l)(l)
H]Z(s—k) k zZ

Pis—k)(z)

= Z ¢}((S)

d'aprés la propriété 4.30.

H(s—k+1)
(Z) _ (S"k) k ¢*(S)( )
ey (s-x) "k z

!

En faisant z = O on trouve la relation proposée.

Donc ¢£ii(z) = 7 ¢£s)

(s-k)

ii) Si Pk n'est pas orthogonal régulier, alors d'aprés la pro-

(s)

priété 4.29 ¢, " est au nord d'un bloc.

(s)

Soit ¢k+1 le polyndme qui est au nord-ouest de ce bloc.
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Nous avons :

” P(s-k+1)(z) - P(s-—k)

(s-k) .(s-k)
K kel (2) ta

k+1 Ppr(k+l,s-k)(z)

avec qiilk) £ 0,

c'est-d-dire :

¢£i;(z) -, ¢](<s)(z) _ (s-k) P(S°k)(z).

U1 Thet
(S—k) . . b (S_h+1) . - 3 0N ]
Ph+l est identique a Ph+1 qui est le polynOme situé a l'ex

trémité inférieure du c3té ouest de ce bloc P,

D'aprés la propriété 4.30.

H(s—h)
(s-h-1), . _ ‘hs1 h+1 =(s-h), 1
Pry1 B Ty 2 P (P

A+

(s-k+l)(z) - zk-h-l P(s-h)(z)

Or Py htl
=(s-k+1),1, _ h+l-k =(s-h), 1
P (EJ =z Pyt (;&.
Hﬁs—h)
(s~h-1) _ +1 k =(s-k+1),1
Donc Ph+l (z) = m V4 Pk (;)

Hh+l

D'ol la relation proposée.

iii) On obtient la seconde relation en changeant z en %-et en prenant

les quantités conjuguées pour les coefficients et en multipliant par zk+l.

cgfd.
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Propnibts 4.35.

S4 prh(k,s) # k-1 et &84 ¢£ii est onthogonal négulien, alons :

k-prh(k,s)
(s) _ 4 (s) *(s) (s-k) 2 (s)
O (2) = 6, 70) & T (2) + B LT 2 orh(k,s)(2)s
k-prh(k,s)
*x(s) _ =(s) *(s) =(s-k) 2 (s)
O (2) = 4 7(0) 6, "T(2) + BT 2 orh(k,s) ()
avec Eiiik) £ 0.
Démonstration.
Dans ces conditions
(s-k+1) _ o(s-k) (s-k) _(s-k+1)
Py (2) = P (2 + By Pon(k,soke1)(®)
avec Eﬁilk) £ 0.
D'autre part :
k-prh(k,s)
(s-k+1) (z) = P(s—k+1) (2) = 2 2 (s-prh(k,s)+1)(z)
pr(k,s-k+1) " "k#prh(k,s) - prh(k,s) )
2
Enfin
(s-k+1) (s-k+1)

H H
(s-k) _ 'k k z(s-k+1),1, _ "k *(s)
i Wit A @ T e & @)

e K



§7. Polyndmes orthogonaux sur le cercle - 381 -

En remplagant les polyndmes P de la relation ci-dessus par leurs
nouvelles expressions et en passant aux polyndmes ¢ nous obtenons la pre-

miére relation.

~

La seconde est obtenue d partir de la premiére en changeant z

1 . ” - ” - 3
en —, en prenant les quantités conjuguées et en multipliant par zk.

eqfd.

En ce qui concerne la relation de récurrence 3 trois termes, nous avons

le théoréme suivant qui est une conséquence immédiate de la propriété 4.17.

Théondme 4.2.

Entre trodis polynomes onthogonaux régulierns ¢(S) conséeutifs en
dehons des blocs P U W, (L existe une nelation de récurrence.

(s) _ (s) (s) (s)
b2 = @M G912 BT Sk, ()
(s) m ,(s)
tho 2 ¢)prh(pr'h(k,S),S)(Z)

avec m = k - prh(prh(k,s),s) - su(prh(k,s),n) + pr(prh(k,s),n+1) + 1

et n = s - prh(k,s) + 1.

(s)

Mk-1-prh(k,s) est un polynome unitaire de degr& x-1-prh(k,s) ;

Bis) et Fﬁs) sont des constantes non nulles.

Remarque 4.12.

si ¢£s) est dans l'angle nord-est d'un bloc P, alers :

su(prh(k,s),n) = k.

si ¢£s) n'est pas dans l'angle nord-est d'un bloc P, alors
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su(prh(k,s),n) = KiEE%&Egﬁl”

(s)

i ! - ! b 1 :
Si ¢prh(k,s) est dans l'angle nord-est d'un bloc P, alors

pr(prh(k,s),n+1) + 1 = prh(k,s).

(s)

81 ¢prh(k,s)

n'est pas dans l'angle nord-est d'un bloc P, alors

priprh(k,s),n+l) + 1 =

prh(k,s)+prh(prh(k,s),s)
> .

Cornollairne 4.4.

S4 nous posons n;(S)(z) . ﬁgS)(%), alons :

k-prh(k,s) + *(s)
k-1-prh(k,s)

*(s)

*(s) _ ,5(s)
o (2 = (B 2 prh(k,s)

(z)) ¢ (z)

+ T£S) zk—m-prh(prh(k,s),s) ¢*(s) (2).

“prh(prh(k,s),s)

Nous introduisons les polyndmes du second ordre définis par
Y.L. Geronimus [20].

W) = 1) @ (992 - ol ey,
T(s) agissant sur la variable z,

Nous poserons w;(s)(t) = " @(S)(%),
_ (s) ,z+t
F(t) = 1 (E:?) pour |t] < 1.

Nous avons une propriété d'approximation.
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PropriBté 4.36.

Pour |t| < 1,

L) S& ¢i3) est onthogonal régulien et n'est pas au nord, nord-ouest
et ouest d'un bloc P, alons :

L) S« ¢£fi est au nornd-ouest d'un bloc P et 44 ptl est Le degri du

polynome onthogonal négulier par rappornt a (57 4 La sontie de ce bloc
P, alons :

*(S)(t) - 1\[) (S)(t) - O(tp+l)

FCe) 649 h+1

L) S{ £'hornizontale s coupe un bloc P et 44 ¢£ii et ¢;ii sont Les

deux polynomes onthogonaux néguliens situés a L'entrée et 2 La sontie
de ce bloc nous avons :
a) S4 h+tl s n < R%E + 1, alons :
Bth+ 1

F(t) ¢ *($)(yy - w*(5)<t) ot 2 )
b} S& E%E +2<n<p, alows :
Fee) 67900y - 1) = ae™) au modns.

Démonstration.

(s)(l

(z) - ¢

- 1
2 -
i = L § <¢ﬁs> ))
T
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Puisque Izl 1, alors z = %u

Donc

*(s) _.n 7(s), 1, _ (s),z+ n ,(s) _ *(s)
wn (t) =t ¢ (;J = - T 7 (=== (¢ ¢n (z) ¢n (t))

n z-t

_ 4*(s) (s) ,z+t n _(s) ,z+t (s)
= ¢n (t)y T (E_——t) -t T (E_:‘E ¢n (z))

et par conséquent :

) 050 - Py = 0 &L ()

=208 (142 § oK 27%) ¢£S)(z))

k=1
i) D'aprés la propriété 4.27 :
T(S)((anSs(z)) = 0.

D'od le résultat.

ii) D'aprés la propriété u4.32 :

T(S)(zz ¢£ii(z)) = O pour £ € &, h+l-p < & < h,

# 0 pour £ = h-p.

Donc F(1 6" ¢Sty - ¢F {8ty

htl h+l
=9 th+1 E“ 'tk T(S)(Z-k ¢(S)(Z))
k=p-h "

D'ol le résultat.

Chap. 4
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iii) D'aprés la propriété 4.34, si h+l € n < E%E, alors :
+ +
T(S)(ZQ 6(8)(10) =Opour L € 38, n - R§h <n < 253’
n 'z
ZOpour £ = n - 1 - E%E.

*(s)

n

ponc F(t) ¢ (x) - ¢ (v)

-2 " K (8) (7K ¢£S)(z)).

-
u
N|+~1 8
jog
’,—l
[
o]

D'ol le résultat.

IA
o}

Enfin si E%E-+ 1 < p, alors la propriété 4.34 indique que

T(S)(z2 5£S)(%0) =Opour L € 3, n - E%E < # < n-1,

ZOpour £ =n -1 - E%E 2 0.

Donc, soit T(S)($gs)(%)) £ O pour n = R%E + 1, soit on ne peut

rien dire.

D'ol le résultat.

4,8 DEPLACEMENTS VERTICAUX DANS LA TABLE P,

Nous pouvons d'une fagon analogue mettre en évidence des relations
de récurrence 3 trois termes entre polyndmes orthogonaux réguliers suivant une
verticale,
Nous considérons dans cette partie des blocs P U O, c'est & dire des blocs compo-
sés du bloc P et de son c3té ouest. En effet puisque tous les polyndmes sont identi-
ques sur le cdté ouest il est impossible d'obtenir le polyndme orthogonal régulier
de l'angle SO par combinaison des deux précédents du cdté ouest, car cela signi-

fierait que le polyndme SO est divisible par un de ces polyndmes du cdté ouest.
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Nous connaissons Pén)(x) et Pin_p)(x) polyndme orthogonal régulier prédecesseur
de Pin)(x) suivant la verticale passant par P§n)(x) et nous désirons calculer

P§n+s)(x) polyndme orthogonal régulier successeur de Pgn)(x). Ces trois polyndmes

sont extérieurs aux blocs P u O.

Propriite 4.37.

12 existe une relation de nécurrence entre thodis polynomes on-
thogonaux néguliens successifs placis en dehons des blocs P U O sur une
meme verticale.

(n+s)( § = iy (n+s)( ) + B§n+s)) Pgn)(x)

N E§n+s) Xs+pr(i+l,n—1)—su(i,n) Pgn-p)(x)

oil ﬂi?IS) est un polynome unitaire de degné s-1 détenminé de fagon unique

et ol é§n+s) et ;§n+5) sont des constantes non nulles.

Démonstration.

1. On suppose que s = p = 1.

1.1 si ngzl)(x) est orthogonal régulier,

(n) (n-l) (n+1) - (p(ntl) o ( l) ( ) ( )
Hi 1+1 ﬁ (x) (H H121 A 121 : ) y(n)( )

_ (n) (n+1) (n-1)
% H1+1 “ (x).
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. 5(n-1)
On remarquera que cette relation reste valable si P, (x) ap-

partient au c5té ouest d'un bloc P.

1.2 Si ngzl)(x) n'est pas orthogonal régulier.

On a :

[ _(n+1) _ o(n) (n) .(n+1)
Py TR R0 + C P (Ginen) )

A

(n) _ _(n-1) (n-1) ,(n)
Py (x) = BTG + BT R R (0

(n+1)
pr(i,ntl)

(n)

pr(i,n)

(x) = P (x)

\

On élimine P(n). (x) dans les deux premiéres relations, on remplace an)
pr(i,n) i+l
et Eg:;l) par leurs expressions en fonction des déterminants de Hankel et

on applique la relation du théoréme 4.1. On obtient alors la méme relation qu'au
l.l‘

La relation 2.28 du livre de C. Brezinski transformée pour ob-

tenir les polyndmes P est bien de la forme proposée.

2. On suppose que s et p sont différents de 1.

Nous utilisons le procédé constructif suivant :

8i su(i,n)-i > %,

(n-1)

d 1'aide d'une relation de récurrence 3 trois termes on déduit Psu(i n)
?
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(n-1) B (n) (n-1) _ pr(i+l,n-1)-i _(n-p)
de Pt (x) = x Py (x) et de Ppr(i+1,n—1)(x) = X P, (x).
A 1'aide de Pgn-l) et de P(n—%) on déduit P(n—?) et ainsi de
i+l su(i,n) su(i,n)

(n+s-2su(i,n)+2i)

suite jusqu'a P ;
Jusqu su(i,n)

qui se trouve sur la méme antidiagonale

n+s+2i-1 que P§n+s)(x).

P(n—p)
i
Y
|
|
|
[
|
(n-1) ‘
pr(it1,n-1) Q\ |
N |
N
A\
1
(n) ko (n-1)
i N
N\
! "
l Y
| N\
| AN
| N
| N\
| 3 P(n+s—2su(i,n)+2i)
\ ,0 .
! \ : su(i,n)
X
| 21N
| L7 \ID tn=1)
‘ , su(i,n)
! /
| s
| Vd
| M
| /
| ®)
L
K
P(n+s)
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Nous avons donc :

(n-1) _ (n-1) (n-1) (n 1)
Psu(i,n)( ) = (% wsu(i,n)—i-Q(X) + Bsu(1 n)) P, (x)
(n-1) (n-1) (x).

su(i,n) "pr(i+l,n-1)

(n-2-3)

(n-2-3) (n-1- ])( ),
su(i,n)

(n-1-3)
P (x) su(i,n)+l " i+1+]

su(i,n) (x) + E

=P

pour j e N, 0 € j < 2su(i,n)-s-2i-2.
On fait la somme de ces 2su(i,n)-s-2i-1 relations et on obtient :

(n+s-2su(i,n)+21) _ o(n-1)
su(i,n) (x) = Psu(i,n)(x) tx#®

(n)
280(i,ﬁ)—s—21_2(x) Pi (X)

ot g?su(i,n)-s—Zi-Q est un polyndme de degré 2su(i,n)-s-2i-2 au plus.

En utilisant la relation de récurrence 3 trois termes et en tenant

compte du fait que su(i,n)-i-1 > 2su(i,n)-s-2i-2, on obtient :

(n+s-2su(i,n)+2i) - .(n 1) (n)
su(i,n) (%) = X By nyogo1 () B0

(n 1) pr(i+1,n-1)-i P(n-p)(x)

+ .
su(l n) i

N &(n'l)

su(i.n)-i-1 est un polyndme unitaire de degré su(i,n)-i-1.
1]
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Toujours d l'aide d'une relation de récurrence a trois termes

s ... o(n-1) (n-1) (n-1)
on déduit Psu(i,n) de Pi+l et de Ppr(i+l,n—l)'
Puis 4 1l'aide de Pgn) et de P(n L on calcule P ( ) et
i su(i,n) su(i,n)
ainsi de suite jusque P(n+§—28u(1,n)+21).
su(i,n)
(n+j) (n-1+7) (n-1+3) (n+])
su(l n)(x) Psu(1 n) * Esu(1 n)+1 SOF
pour j €e N, 0 € j < s-2su(i,n)+21.
On ajoute ces s-2su(i,n)+2i+l relations, ce qui donne
(n+s-2su(i,n)+2i) (n 1) (n)
su(i,n) (%) = u(1,n)(x) * es -2su(i,n)+2i ( ) P' (x)

ou .(x) est un polyndme de degré s-2su(i,n)+2i au plus.

es 2su(i,n)+21
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(n-1)

pr(i+l,n-1) ? Pgn-p)
Q |
N
N f
\
N |
\\ '
\\ l
N f
N
N
¥
4 N
(n) N (n-1)
Fi d,’ Jis
| \
| \\
| N (n—l)
[ ? su(i,n)
! l
I |
f [
| {
| }
[ |
i |
(n+s-2su(i,n)+2i)
I P . ?
‘ ,}j su(i,n)
| 2
| s
| /O
e
Vs
* P(n+s)
i

En utilisant la relation de récurrence d trois termes on obtient

donc :
(n+s-2su(i,n)+2i) _ (n-1) (n-1) (n)
su(i,n) (x) = (x wsu(i,n)-i-Q(x) * Bsu(i,n)) X Pi (x)
1, ,(n) n-1 pr(i+l,n-1)-i _(n-p)
es-2su(i,n)+2i(;) Pi (x) + Csu(i,n) X Pi (x).

Soit encore :

s-2su(i,n)+2i (n+s-2su(i,n)+2i)( )
X su(i,n) %

= m(n-l)

(n)
s-su(i,n)+i(x) Pi (x) +C

su(i,n)

(n-1) xs-2su(i,n)+i+pr(i+1,n-1) Pgn-p)(x).
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(n) (n_l) z . (n_l) ~ t.e N
avec Pi et Ppr(i+1,n-l) on détermine Pi+l (x) & 1'aide de la premiére

relation de la propriété 2.4

(n) _ o(n-1) (n-1) _(n-1)
R T L N SR CO

avec qgiil) £ 0.

Pgn—p)
O
'
'
|
3
(n-1)
Ppr(i+1,n-l) Ck\L |
N |
N |
N
Nt
N
LN
N
(n) o b (n-1)
Pi 1 0 Pi+1
§
: C‘)P(n)
i+l
[ |
} 1
‘ u
|
i |
| |
\ }
| |
N R
! [
{
| ]
| i P(n+s-2)
v O i+l
}
n+s)

*d
He
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La seconde relation de cette propriété nous donne Pg?i d partir
(n n-1 . ee s -
de P, ) et P§+1 ), et ainsi de suite jusque Pii;s 2),
(n+3) _ (n-1+3) (n-1+3j) _(n+j)
Pi+l (x) = Pi+1 (x) + Ei+2 Pi—j (x)

pour j e N, 0 < § < 5-2.

La somme de ces (s-1) relations donne :

(n-1)
i+1

(n+s-2)

1, _(n)

P -2'x

(x) =P (x) + 6
En utilisant la premiére relation de la propriété 2.4 nous ob-
tenons :

(n-1 xpr(i+1,n-—1)—i Pgn-p)(x)’

(n+s-2) _ 1 (n)
P (x) = (x + 85_2(§)) Py (x) + U1

i+l
soit encore :

s-2 _(n+s-2)

- (n) (n) s=2+pr(i+l,n-1)-i _(n-p)
Pri1 (x) = B__,(x) P77 (x) + qi+1(x) X P. (x).
2.1 si wP*stL) 4o,
alors P§n+S)(O) £ 0 et %§n+s) est proportionnel & an+s+2i-1).
H(n+s)
(n+s+2i-1) - i i v(n+s)
Wi (x) = (-1) m Pi (x).
i

(n+s-2su(i,n)+2i)
(n+s+2i-1) _ ¢_qysuli,n) su(i,n) (n+s-2su(i,n)+2i)
su(i,n) (x) = (-1) (nts-2su(i,n)+2i+l) su(i,n) (x)
su(i,n)
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(n+s+2i-1)
ol
trois termes portant sur les polyndmes orthogonaux réguliers situés sur

Nous obtiendrons W par une relation de récurrence a

la méme antidiagonale n+s+2i-1, et faisant intervenir le polyndme

(n+s+2i-1)
W.

i+l
fonction du polyndme W qui est dans l'angle sud-ouest du bloc W, et le

, qui est au sud du bloc W et qu'on calcule simplement en

(n+s+2i-1) ui est proportionnel 3 %(n+s—23u(i,n)+2i)
su(i,n) q prop su(i,n)

polyndme W .
Nous avons donc :

(n+s+2i-1)
i+l

w(n+s+2i—l)(x) = il Q(n+s+21—1) (x) + %{n+§+2i—l)
su(i,n)

su(i,n) su(i,n)-i-2

) W (%)

" s _ i
C(n+§+21 1) w€n+s+21 l)(x).
su(i,n) i

(n+s+2i—1)(x)

O est racine d'ordre de multiplicité i+s+l-su(i,n) de W1

Donc :

(n+s+2i-l)(x) , xi+s+l-su(i,n) w(n+i+su(i,n)-2)(x)‘

i+l su(i,n)-s
(n+i+2s-su(i,n)-1)
(n+i+su(i,n)-2)(x) - (_1)su(i,n)-s su(i,n)-s W(n+i+2s—2su(i,n)-1)( )
su(i,n)-s - (n+i+2s-su(i,n)) su(i,n)-s &
su(i,n)-s

wh ;(n+%+2s-su(i,n)-l) = ?gn)(x).
su(i,n)-s i

Par conséquent en transformant la relation de récurrence par le’

su(i,n)

changement de x en-% et en multipliant par x s on obtient :
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(n+s-2su(i,n)+2i)

(_l)su(i,n) su(i,n) (n+s—25u(i,n)+2i)( )
H(ﬁ#s-?su?i,n)+21+l) su(i,n) X
su(i,n)

(n+i+2s-2su(i,n)-1)

_ su(i,n)-s su(i,n)-s (n+s+2i-1) ﬁ(n+s+2i—1)
= (-1 (n+i+2s-2su(i,n)) su(i,n)—irQ(x) * Bsu(i,n)
su(i,n)-s

Xsu(i,n)—i—l su(i,n)-i-s Pgn)(x) +

) * X

(n+s)
1 Av(n+s+2i-1) i su(i,n)-i _(n+s)

-1 8su(i,n) Hin+s+15 x Pi (x).

i
i su(i,n)-i = 1,
nous obtiendrons w§n+s+21—l) en utilisant la premiére relation de la pro-
2z .z - (n+s+2i-1) (n+s+2i-2) .
priété 4,13 appliquée aux polynomes wsu(i n) et Wi qui est au
L]

sud du bloc W.

(n+s+2i-2)

. . Alors :
i

0 est racine d'ordre de multiplicité s-1 de W

v(nts+2i-1) (n+s+21-1)(x)

(n+s+2i-2) _ . (n+s+2i-1)
x Wy (x) = Wiy (x) + a5y L
_ .S ,(nt2i-1) (n+st+2i-1)
- i-s+1 (x) avec 941 # 0.

Dans ce cas on trouve aprés transformation :

H(n+s-2) (n+2s-2)
i+l i+l (n+s-2) _ .1-s itl-s i+l-s (n)
(DT ey Paer W =X CDT ey B0
i+1 it+l-s
(n+s)
_qyitl M(n+s+2i-1) i (n+s)
+ (-1) A1 E?EIE:TT X Pi (x).

1

*
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. : o 8 s .
Dans le cas ol su(i,n)-i > = nous avons su(i,n)-i # 1.

2
Si nous cherchons la relation existant entre Pgn—p)’ Pgn) et
P§n+s) nous obtenons
(nts)
V(nts+2i-1) i i su(i,n)-i _(n+s) _
Csuti,n) Y mreny e kH e
i
y(nts-2su(i,n)+21)
(n-1) _.ysuli,n) “sw(i,n) ~
L asu(i,n)—i-l(x) (-1) HTE%s—qu(i,n)+Qi+l)
su(i,n)
(n+i+2s-su(i,n)-1)
_,ysu(i,n)-s “su(i,n)-s su(i,n)-i-s ,A(n+s+2i-1)
(-1) (n+1+42s-su(i,n)) % (asu(i,n)—i—Q(x) *
su(i,n)-s
(n+§+21-1) Xsu(l,n)-l—l)] an)(x)
su(i,n) i
(n+s-2su(i,n)+2i)
_yysu(i,n) “su(i,n) (n-1) pr(i+l,n-1)-i _(n-p)
+ (- (nts-2su(i,n)+2i+1) “su(i,n) . Pi (x).
su(i,n)

Aprés multiplication des deux membres par xs+1—SU(l’n) on trouve

la relation proposée.

Dans le cas ol su(i,n)-i < %-et su(i,n)-i # 1, en effectuant le

méme travail on obtient :

. (n+s)
(nz§+2;-l) (-1)* Hi s-su(i,n)+i P(n+S)( y =
su(i,n ;TE;EIIT x i * s

i
(nts-2su(i,n)+21)
su(i,n) “su(i,n) ~(n-1)
LC-1) (n+s-2su(i,n)+2i+1) ws-su(i,n)+i(x)
su(i,n)
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(n+i+2s-su(i,n)-1)

su(i,n)-s su(i,n)-s i-su(i,n) A(n+s+2i-1)
(-1) (otitZs—su(im)) M i )12
su(i,n)-s

B;ﬁ?§+i§—l) Xsu(i,n)—i—l)] Pgn)(x) +

(n+s-2su(i,n)+21)

(_1)su(i,n) su(i,n) C(n—l) s-2su(i,n)+itpr(i+l,n-1) _
(nts-2su(i,n)+2i+1) “su(i,n) ¥
su(i,n)

p{07P) (4.
1

su(i,n)-1i

Aprés multiplication des deux membres par X , on obtient

encore la relation proposée.

Enfin dans le cas ol su(i,n)-i < %—et su(i,n)-i = 1 on a :

(n+s)
i+1 v(n+s+2i-1) 1 s-1 _(n+s)
(-1) qi+1 -};-(—n;-s-m P. (x)
i

(n+s-2) (n+s-2)
- rroqaitl it o1 . itl-s Titl-s (n)
= LEDT ey B - (D) ey Fi )

i+l itl-s

H(n+s-2)
_qyit1 (n-1) s-24pr(i+l,n-1)-i _i+1 (n-p)
+ (-1) qi+1 X ’ -}T(-nTS—_—l-)- Pi (x).
' i+l

I1 suffit de multiplier par x pour retrouver la relation proposée.,

(n+s+2i-1)

alors P§n+s)(0) = 0 et W, est quasi-orthogonal.
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Si_suli,n)-i 71,

e el et w(n+s+21—l) permettent de calculer dans ce cas

su(i,n) i+l

n+s+2i-1 a : s
W( ) grace d une relation de récurrence a trois termes.

’\‘ - .
pr(i+l,n+s+2i-1)

(n+s+2i—l)(x) 5 x Q(n+s+2i—l) (x) %(n+s+21-l)) w(n+s+2i—1)(x)

su(i,n) su(i,n)-1i-2 su(i,n) i+l
4 8(n+§+21—1) w(n+s+21—1) (x).
su(i,n)

m . -
pr(i+l,n+s+2i-1)

N
~ ) o B ‘y i P
Ce polynome est proportionnel a P(n+s Ipr(itlmbst2i=1)421) qui

pr(i+l,n+s+2i-1)

(n+s)

i sur son coté nord.

est d 1l'ouest du bloc P ayant P

"
Posons & = pr(i+l,n+s+2i-1)

H(n+s+2i-22)

(n+s+2i-1) _ L% Vv(n+s+2i-24)
wl (x) = (-1) H(n+s+2i+1-22) P2 (x)
L
H(n+s+2:’.-2£)
- gy & Y(n+s)
= (-1) L(nFst2iri20) [i (x).

2

Donc dans les relations présentées dans le 2.1 seul variera le

(n+s)(x).

. v
coefficient en facteur de Pi

la premiére relation de la propriété 4.13 appliquée aux polyndmes wéﬁ?:+§§-l)
9

(n+s+2i-1)
ﬂ%(i+1,n+s+2i-1)

(n+s+2i-2)

et Wi permet d'obtenir W . La suite est alors la
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méme que dans le cas su(i,n)-i # 1. Par conséquent on arrive au méme ré-

. . v(n+s)
sultat. Seul change le coefficient en facteur de Pi .

(n+s+1)=

La relation proposée est encore bien vérifiée dans le cas H,

3.Sip=1lets#1

I1 suffit de remplacer pr(i+l,n-1) par i dans les relations du 2.

Par conséquent on a encore la relation proposée.

4. Sipflets-=1

On procéde comme pour le cas su(i,n)-i = 1.

p{n~P)
1
O
I —
|
|
i
(n-1) a| |
pr(i+1,n-1) N ,
\\\ I "
AN
\\‘
A\
[N
—>
(n) o Yo o(n-1)
Fi : Pit1
|
*
P(.n+1)
i
[} (n"l) .
On calcule d'abord Pi+1 par la relation
(n) . o(n-1) (n-1) _(n-1)
x Py t(x) 2 Pry R 4 i Pon(ist e )

0.
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Puis P§n+l) sera calculé comme en 2.1 ou 2.2.

Donc on trouve encore la relation proposée.

“(nts)

Enfin Fi est une constante non nulle. En effet elle ne dépend

a chaque fois que d'un rapport de déterminants non nuls et d'une constante

(n-1) (n-1)

non nulle Csu(i,n) i+l

B§n+s) est également non nulle, car elle ne dépend aussi que d'un

(n+s+2i-1)

rapport de déterminants non nuls et du terme constant de a : .
su(i,n)-i-2

qui

vaut 1.

cqfd.

Nous indiquons maintenant la fagon de déterminer s, su(i,n) et
(n-p) o P(in) (n+s).

pr(i+l,n-1) lorsque l'on connait Pi t N

, en vue de calculer P

Pour cela nous commengons par calculer c(n)(xl+j Pgn)(x)) pour

j € N, tant que cette expression est nulle. Nous aurons donc

B ] P(in)(x)) =0 pour j €N, 03 <kl

itk
<M 1M #o.
Dans ces conditions su(i,n) = i+k1+l.

Pgn) étant connu, on a l'ordre de multiplicité k, de la racine O.

Par conséquent s = ky + ky +1.
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pr(i+l,nts-1) = i - k,
Posons b = s+pr(i+l,n-1)-su(i,n).

Nous donnons une propriété concernant les ordres relatifs des po-

{n) et xb P{n—p)
1 i

posant de plus bas degré d'un polyndme.

lyndmes P . Nous rappelons que l'ordre noté ord, est l'ex-

Propridéte 4.38.

Ord(Pgn)(x) = ord(xb Pgn-p)(x)).

Démonstration.

Ce qui a été présenté ci-dessus montre que :
< -
k2 < s-1.

i) Supposons que k, < ord(xb Pgn-p)(x)).

Dans ce cas on divise les deux membres de la relation de récur-

k
rence par X 2 et on fait x = 0. On obtient donc
(n)
E(n+s) P (x) -0
i k2
X =0
2 2(n+s) _ . . .
et par conségquent Bi = 0, ce qui est impossible.
ii) Supposons que k2 > ord(xb Pgn-P)(x)) = q,

alors on divise les deux membres de la relation de récurrence par x3 et
on fait x = 0.
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(n-p)

- P. (%)

On obtient T€n+S) = _ _{=o0,
i q-b

X x=0

. . . »(n+
ce qui contredit le fait que an s) est non nul.

cgfd.

La propriété suivante étudie le cas ol Pgn) est au nord ou nord-
ouest d'un bloc dont 1l'angle nord-ouest est occupé par PO = 1.

Propriete 4.39.

S{ P(n)(x) = x', alons La constante non nulle F(n+s) peut étrne
chodsdie de 5a¢on arbithaine. Le polynome n(n+s) et La conétante B(n -s)
sont alons détenminés de facon unique.

Démonstration.
s
Nous posons x W(n+S)( ) + B(n+s) ) g, X
a=0
b (n-p) B (n-p) (n- p)
et x> P, P/(x) = z A x avec X Z 0.
i =1 2,1
La relation de récurrence donne donc :
. 8 -
s P€n+8)(x) = x* Z u Rt rgn+s) x> Pgn-p)(x)
i - o 1 1
a=0
b S .
i + i a
= x* Z (ua + i:ap) T§n s)) X + x z Hy X
=0 o=b+1l

On voit que les W, pour & € N, btl < 0 < s sont déterminés de
fagon unique.
~(n+s)
Par contre les M, pour o eN, O s a b dépendent de I'1 si

Ai:api est non nul,
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-

2(n+ . +
En particulier UO = Bgn s) dépend de F;n S)~

-

(n+s)

On peut donc fixer de fagon arbitraire Fi et dans ce cas

tous les M, sont déterminés de fagon unique.

cqfd.

Nous avons aussi une propriété des zéros des polyndmes orthogo-

naux réguliers placés sur une méme verticale.

Propridts 4.40.

Deux polynomes orthogonaux néguliens successifs sur une méme
verticale, extérieurs aux blocs P U O n'ont pas de racine non nulle com-

mune.
Démonstration.
i) Si Pgn) est au nord d'un bloc P, alors P§n+3) n'a pas de racine
commune avec P(n+§) .
pr(i,nt+s)
(n) _ Ji-pr(i,n+s) _(n+s)
Or P, (x) = x Ppr(i,n+s)(x)'

D'ol le résultat,

ii) si Pin) n'est pas au nord d'un bloc P, alors le théoréme 2.1 ii)
montre que P§n+s)et P€n+s-l) n'ont pas de racine commune.

sis =1, P§“+S'1)(x) = Pgn)(x).

(n)

Sis # 1, Pi

avons encore

est au nord-ouest d'un bloc P et dans ce cas nous

P§n+s-1)(x) = Pgn)(x).

cqfd.
Dans le cas des déplacements verticaux nous avons une propriété
similaire 3 la propriété 4.25 qui permet de déterminer une partie de la

table.
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Propridts 4.41.

SL Pgn) et P§n+s) sont donnés en dehons d'un bloc P U O et 84 on
connalt su(i,n), alons toute La table comp&ibe entre La diagonale n+s et
£'antidiagonale nts+2i-1 est déterminée de facon unique fusqu'au polynome

p{nts)
i
Démonstration.
Connaltre s et su(i,n) positionne de fagon unique le bloc qui sé-
pare Pgn) et P€n+8).
i i
i) Sis=1
. s . (n+1) ce s 1 '
alors su(i,n) = i+l sinon P, serait a l'ouest d'un bloc P. On retran-
che P€n+l) de an). On obtient Egn) (n+%) ., ce qui permet d'en déduire
i i i+1 “pr(i,n+l)
(n+1) ey .o s
pr(i,n+1) puisqu'il est unitaire.
La remarque 2.1 permet de conclure.
ii) Si s #1et
. o(n)
a) Si Pi est au nord du bloc P,

—— e —— e —— o ——— T - ——

(n+s) <

alors on connait le polyndme orthogonal régulier prédecesseur de Pi ur

su(i,n)-s-1 Pgn)(x)’

la diagonale nts. C'est le polyndme x Ce polyndme et

P(.n+s)

i permettent la détermination de la partie de la table mentionnée,

d'aprés la remarque 2.1,

(n+s-1) _(n+s)

(n+s) (n) .
de Pi et on obtient Ei+1 pr(i,n+s)

alors on retranche Pi
(n+s)

done Ppr(i,n+s)

. La remarque 2.1 permet encore de conclure.
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4,9 ALGORITHMES DE CALCUL DES POLYNOMES ORTHOGONAUX REGULIERS

1. Le long d'une diagonale.

a). Cas d'une fonctionnelle linéaire c définie.

On utilise la relation de récurrence 3 trois termes

P (x) = (x + Bk+1) Pk(x) + C

k+1 (x)

k+1 Pk-l

avec P_l(x) = 0 et Po(x) =

On suppose connu Pk(X) et Pk_l(x).

Pour calculerPk+l(x) on utilise 1l'orthogonalité des polyndmes

c(x P, (x))‘ Opour j e N, 0 < j < k.

Mais on a également

e(xd P)=0 pour j e N, 0 £ j s k-1,
c(xj Pk-l) =0 pour jeN, 0s j<k-2.
On aura donc en définitive deux &quations 3 deux inconnues By ot ck+l qui
sont :
o(x¥ P) + Cpp o(xF71 P_q) =0
(¥ p) 4B e p) t e e ) =0,

Complexité de 1'algorithme.

A chaque étape, pour calculer Ck+1’ on utilise la valeur de

k-l

c(x k 1) trouvée 3 1'étape précédente et on calcule c(x P ) pour lequel il

faut k additions et k multiplications, soit pour le calcul de C k additions,

k multiplications, 1 division.

k+1’
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Pour calculer B on utilise également les valeurs de c(xk P, .) trouvéesau cours

k+1 X k-1
de 1'étape précédente ainsi que celle de <(x Pk) calculée pour C
3 !

K+l Pour déter-

miner c(xk Pk) il faut k additions et k multiplications, soit pour trouver

Bk+l’ k additions, (k+l) multiplications et 1 division. Pour calculer Pk+l 11
faut encore 2k additions et 2k+1 multiplications, soit au total 4k additions,
4k+2 multiplications et 2 divisions.

Pour déterminer 1l'ensemble P il faut donc 2k(k+1l) additions, 2(k+1)2

1""’Pk+1
multiplications et 2(k+1l) division..

Pour détecter un bloc P on utilise la remarque 1.3,
i Pk(x) est orthogonal régulier on calcule c(x" Pk) pour i > k. Cette quantité
sera nulle jusqu'a i = su(k) - 2. Alors Psu(k)(X) est orthogonal régulier.

Nous avons alors

Psu(k)(X) = (x wsu(k)-k-l(X) * Bsu(k)) Pk(X) * Csu(k) Ppr(k)(X)'

On utilise encore l'orthogonalité des polyndmes pour calculer Csu(k)’

Bsu(k) et les su(k)-k-1 coefficients de w (x) puisqu'il est unitaire.

su(k)-k-1

On a :

(c(x3 Psu(k)) = 0O pour j e N, 0 < J < su(k)-1
s c(x? Pk) =0 pour j e N, 0 < j < su(k)-2
| c(x3 Ppr(k)) =0Opour j eN, 0 £ 3j s k-2,

Par conséquent on utilise les su(k)-k+l relations que l'on obtient avec

J
clx ((stu(k)_k_l(x) + Bsu(k)) P (x) + Csu(k) Ppr(k)(x)n =0
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pour j € N, k-1 < j < su(k)-1, pour déterminer les su(k)-k+l inconnues citées
précédemment.

C'est un systéme triangulaire régulier puisque c(xk_l P r(k)) # 0, ainsi que
su(k)-1 P
c(x Pk).

. ) . . _
On obtient donc d'abord C y» puis les coefficients de wsu(k)—k-l(x) en commen

su(k

gant par les exposants les plus élevés et enfin Bsu(k)'

Complexité de 1'algorithme.

Pour calculer l'ensemble des su(k)-k+l coefficients il faut calculer

c(x] P

pr(k)) pour j € N, k-1 < j < su(k)-1

et
c(x? Pk) pour j e N, k-1 < j < 2su(k)-k-1

Mais parmi ces quantités, c(xj Ppr(k))’ pour j e N, k-1 € j £ 2k-pr(k)-1 ont
déjd été calculées au cours de 1'étape précédente.

Pour résoudre le systéme linéaire triangulaire il faut donc :
(su(k)+k)(su(k)+k+1)

2
tions et su(k)-k+l divisions.

+ pr(k) (su(k)-2k+pr(k)+1l) additions, autant de multiplica-

Pour calculer Psu(k)(X) il faut encore k(su(k)-k)+pr(k)+l additions et
k(su(k)=k)+pr(k) multiplications.,

Soit au total pour obtenir Psu(k)’ il faut

(su(k)+k)(su(k)+k+l)
2

le méme nombre moins 1 de multiplications et su(k)-k+l divisions.

+ k(su(k)-k) + 1 + pr(k)(su(k)-2k+pr(k)+2) additions,

Par conséquent, pour calculer l'ensemble des polyndmes orthogonaux réguliers

jusqu'ad Psu(k)(x) la complexité reste en O(su2(k)).
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2. Le long de deux diagonales adjacentes.

(n)

On utilise successivement les deux relations

(n) _ (n+1) (n) ,(n)
Pk+l(X) = x P - Q. Pk (x)

(n+1) _ o(n) (n) _(n+l1)
Pre1 (x) = Pk+1(x) " 41 Tk (x).

Pour déterminer qéﬁi et eiii on utilise encore 1l'orthogonalité des polyndmes.

Pour la premiére relation on a :

Gil, § o)y .

c T (x Pk+1) =0 pour j e N, 0 < § <k
(n), i _(n)

e (%3 Py ) =0 pour j e N, 0 < j < k-1
(n), j n+1) +1 j

e M (xIx P£ ) = C(n )(xJ P£n+l)) =0Opour j eN, 0 =3 < k-1,

Par conséquent

c(n+1)(xk P(n+1))

k
C(n) (xk Pin))

(n) _
QU1

Pour la seconde relation on a :

c<n+1)(xj Pi:;l)) = pour § e N, 0 £ § s k

1
o

c(n+l)(xj P](<n+l)) =0 pour j eN, 0 < j < k-1

D) 3 p(m)y o () 341 p(n)

i k+1) pour j e N, 0 £ j < k-1,

Par conséquent :
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(n) , k+1 _(n)
(n) _ € (x Pk+1

e =
kL 041) Lk (n+1)
c Pk )

)

(x

Complexité de 1'algorithme.

iii, c(n)(xk Pin)) a déja été calculé au cours
de 1'étape précédente. Seul reste 3 calculer c(n+l) (xk P£n+l)).

Pour déterminer q

I1 faut donc k additions, k multiplications et 1 division.

(n) (n+1), k _(n+l)
(x

Pour déterminer 41 © P ) vient d'@tre calculé. On doit encore
trouver c(n)(xk+l Piii). I1 faut donc ktl additions, k+1 multiplications, et
1 division.

- (n) (n+1) . s
Pour calculer les deux polyndmes Pk+l et Pk+l il faut donc 4k+2 additions,

4k+1l multiplications et 2 divisions, soit pour calculer la suite des polyndmes
Pﬁn)(x) et P§n+l)(x) pour 1 e N, 1 < i < k+1, 2(k+1)2 additions, (k+1)(2k+1l)

multiplications et 2(k+1) divisions.

c(n)(xk Pk) = o et c(n+l)(xk Pin+l)) = 0.
(n)
Pk (%)
o °
(n+l) AR N
Ppr(k,n+l)(x) N .
\\\ \\\
\\ \\
">,
\\ \\\\
( +1) \\\\ \\\
n \ N
Pk"’l (X) \\\ \\\\
N N
\\\O \‘0
(n+1) (n)
su(k,n+l)(X) Psu(k,n)(x)
(n+1)

On connait Pin)(x), P£n+l)(x) et P )(x).

pr(k,n+l
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On calcule Pézzizn+l)(x) par la relation :
(n+1) _ . (n) (n) (n) (n+1)
su(k,n+l)(x) N wsu(k,n+l) k(X) P (x) + E; i+l Ppr(k n+l)( x)

On utilise l'orthogonalité :

(n+l)(x ;22i3n+1)) = pour j e N, G < j < su(k,n+l1)-1
(n+1)( (n)) = ( ) (xj+l Pin)) = 0 pour j e N, O £ j < su(k,n)-3

c'est a dire 0 < j < su(k,n+l1)-2 puisque su(k,n) = su(k,n+1)+1

C(n+l)(xj P(n+l) )

pr(k,n+1)’ - O Pour j e N, 0 < j < k-2

On obtiendra donc les su(k,n+l)-k+l inconnues qui sont les su(k,n+l)-k coeffi-

cients de m(n) (x) et E( B) avec les su(k,n+l)-k+l relations du systéme

su(k,n+1)-k +1°
triangulaire régulier suivant.
i, (n) (n) (n) 5(n+l) _
clx (wsu(k,n+1)—k(X) P "(x) + Ef Ppr(k,n+1)(X))] =

pour j € N, k-1 < j < su(k,n+l1)-1.

La complexité de ce calcul est analogue & celle obtenue le long d'une diagonale

dans le cas non défint.

(n)

Ensuite on calcule Psu(k,n)(x) par la relation :

p(n) = x p(Atl) (n) p(n)
su(k n)(X) su(k,n+1) - qsu(k n),L k (x)

On utilise alors l'algorithme du cas normal, c'est 3 dire qu'on calcule :
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C(n+l)(su(k,n+l) (n+1)

q(n) _ Psu(k,n+1)(x))
su(k,n),g _
C(n) (xsu(k,n) 1 Pin)(x))
puisque su(k,n+1) = su(k,n)-1.
Et ainsi de suite.
ii) On_aborde un bloc par_le nord
(n)
pr(k,n)(x) o0
(1), N P ()
n+ AN AN k
P (x) '~ N
k-1 \O\ b\\
. ~ (n)
\\\ \\o PSU(k,n)(X)
\\O\
N (n+l) (x)
su(k-1,n+1) ‘¥

c(n+l)(xk-1 P(n+l)) z 0 et c(n) (xk P(n)) - 0.

On a k-1 k ) F

On calcule P;Egk n)(x) d 1'aide de la relation de récurrence 3 trois termes
]

le long de la diagonale n.

(n+1)

Ensuite on calcule Psu(k-l,n+l)

(x) par la relation

(n)

su(k,n

(n+1)
su(k-1,n+1

(n)
su(k=-1,n+1)+1

P Jx) = P J(x) + E (™) (),

On utilise encore l'algorithme du cas régulier, c'est 2 dire :
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C(n)(xsu(k,n) (n)

(n) - Psu(k,n)(x))
su(k-1,n+1)+1 ~ _ -
C(n+1)(xsu(k 1,n+1)-1 Pile)(x))

puisque su(k-1,n+1) = su(k,n).

Et ainsi de suite.

3. Calcul de Q(x).

L'obtention des polyndmes associés est immédiate. On utilise soit
la relation de récurrence 3 trois termes le long d'une diagonale, soit les deux
relations de la propriété 2.6. L'ensemble des coefficients de ces relations

est alors connu.

4. Algorithmes suivant les antidiagonales.

En ce qui concerne les algorithmes suivant les antidiagonales, ils
sont totalement analogues d ceux qui sont présentés pour les diagonales, a la

condition d'utiliser les polyndmes W(x) et la fonctionnelle linéaire Y.

Remarque 4.13.

On se rappellera que

i) Lorqu'un polyndme P est au nord d'un bloc P, il ne lui correspond
pas de polyndme W. On obtient ce polyndme P en multipliant le polyndme placé

d 1l'ouest sur la méme antidiagonale par une puissance convenable de x.

ii) Lorsqu'un polyndme W est au nord d'un bloc W il ne lui correspond

aucun polyndme P,
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5. Algorithmes suivant une horizontale h.
Nous utilisons la relation de récurrence
(n-s) B (n-s) (n-s) (n) (n-s) _b _(n+p)
Pi+s (x) = (x L (x) + 8i+s ) Pi (x) + Ti+s 5 Pi—p (x)
avec b = s-su(i,n)+pr(i,n+1)+1+p.

Nous devons d'abord déterminer les valeurs de s, de su(i,n) et
de pr(i,ntl), ce qui revient 3 détecter les blocs que traverse 1l'horizon-
tale h.

(D)(xl+j Pg

Nous calculons c n)(x)) pour j € N, tant que cette ex-

pression est nulle.

LT Pgn)(x)) =0 pour j €N, 0 <3 <k.-1,

Nous aurons donc c 1

itk
M 1 Pgn)(X) # 0.
Nous en déduisons que su(i,n) = i + ko + 1.
(n"j )(P(
x

Nous calculons également c n)(x)) pour j € N, tant que cette

expression est nulle.

Nous aurons

C(n—j>(P(in)(X)) =0 pour j € ]N’ 0 < j < k2—l’
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gn—j )(X) - Pgn)(x)

est orthogonal et se trouve par conséquent 3 1'ouest du bloc P.

Nous vérifions de cette fagon si le polyndme P

La valeur de k2 nous permet le calcul de

s = k; t k, et de pr(it+s,n-s+1) = i+s—k2.

La valeur de pr(i,nt+l) est connue grice 3 1'étape précédente.

Nous savons d'aprés la propriété 4.23 que :

L)L

T ¢§h)(x)) = 0 pour 2 € 2, h-m~i-s+2 < £ < h-m,
X

£ O pour £ = htl-m et £ = h-m-i-s+1.
Or icim = h—i—k2+2.

Donc :

A

T(h)(Jt ¢§h)(x)) = 0 pour % € 3, ky-s S &
X

i+k2-2,

# 0 pour £ = k,-s-1 et ¢

5 1+k2—1.

Nous remarquons gque i+k2-2 < i+s-1,

Nous poserons

(n-s) (n-s) o
x T (%) + B, = ) uox
s-1 its 020 o
_ _ afn-s)
avec M = 1 et Mg = Bi+s .
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On multiplie les deux membres de la relation de récurrence par

—%—et on applique T(h). Nous avons donc :
X
s
- h), . 1
T(h)(#L-Pgi S)(x)) -3 u T( )“T:a'Pgn)(x))
X S a=0 X:J
grinms) (M1 plntp) ey,
its j-b "1i-p
X
On prend d'abord j e N, 0 < j < k2—1.
Alors T(h)(éh-Pgi;s)) = 0 et nous obtenons le systéme linéaire
suivant %
< v
R TR e B CODIEIE d el LR Gy SE SO
ass+i-k,+1 X3 %3 P
(n-s)

La relation pour j = k2—l donne directement la valeur de Fi+s

puisque Mg = 1 ; les k2—l relations suivantes forment un systéme linéaire

triangulaire régulier avec les inconnues W pour a € N, s+l-k, < o < s-1.
On prend ensuite j € N, i+k2-1 < g £ it+s-1,
Nous avons toujours T(h)(;L-Pgn-S)(x)) =0
<) its

Nous obtenons le systéme linéaire suivant :

J-ick,tl (h), 1 .(n) (n-s) _(h), 1 _(n+p)
azo ua T (ﬁ.—a Pi (x)) = - Fi"f’S T (:j':g Pi-p (X))

C'est encore un systéme lindaire triangulaire régulier. La relation pour
j = k2+i-1 donne directement Uy c'est-3-dire Bgz;S). Les s-k2 suivantes

donnent ua pour 0. e N, 1 < a < s-k2.

Tous les éléments de la relation de récurrence sont maintenant
parfaitement déterminés.
P(n)
i

Si s » 1 avec k2 =1, est au nord-ouest du bloc P,
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Nous obtiendrons tous les polyndmes au nord du bloc P avec

x P, x2 PG, xS e,
1 1 1

6. Algorithme suivant une verticale,
Nous utilisons la relation de récurrence :
s (n+s) _ “(n+s) S(n+s), _(n) 2(nts) b _(n-p)
X Pi (x) = (x T4 (x) + Bi ) Pi (x) + Fi X Pi (x)

avec b = s+pr(i+l,n-1)-su(i,n).

n + ” ” . ” Pl 3 3
(n) Pﬁn s) est détecté comme il a été indi-

Le bloc séparant P77 et

qué dans la section 4.8, dont nous conservons les notations.

Nous poserons encore :

- - S
* ﬂ;?IS)(X) * BZ(.LIH-S) i (},ZO u(l Xa.

Nous multiplions les deux membres de la relation de récurrence

par xJ et nous appliquons c(n).

Nous obtenons :
. S .
C(n)(xj+S P€n+8)(x)) =7 p C(n)(x3+a Pgn)(x)) -
1 T i
a=0
E§n+s) C(n)(xb+a Pgn-p)(x)) = c(n+S)(xj P§n+8)(x)).
Or c(n+S)(xj P§n+s)(x)) =0 pour j eN, O s 3j < i-1,
D'autre part c(n)(xj+0l Pin)(x)) = 0 pour j+a € N, O < j+a < i+k1-1,

i+

k
c(n)(x 1 Pgn)(x)) £ 0.



§9. Algorithmes de calcul - 417 -

j £ i+kl-s-l, les relations obtenues

IA

Par conséquent pour j € N, O

sont identiquement nulles.

Puisque s = k1 + k, + 1et iz k2 nous avons i + kl 112 s.

L'égalité n'a lieu que si i = Ky

a) Si i+ k., +1>s

Pour j e N, i + k1 - s £ j £ i-1 nous obtenons

s . - .
0 = ) My, c(n)(x3+a Pgn)(x)) + F§n+s) c(n)(xb+J P§n P)).
a=i+k_ -3
1
. N . . s ‘(n‘fs)
La premiére relation pour j = 1 + k1 - s donne Fi . Les 5 - kl -1

suivantes forment un systéme linéaire triangulaire régulier qui permet

(n+s)
i .

-

d'obtenir Y pour o e N, k. + 1 € a € s-1 en fonction de T
o P ]

La propriété 4.38 permet d'obtenir les relations donnant u, pour

aeN, 0O <a<k,, en fonction de F§n+s).

19

En effet il suffit d'écrire que les coefficients des termes d'ex-

k
posant X 2,..., xS-l du membre de droite sont nuls.
i
Posons Pgn)(x) = ) X(n? xl avec K(n). Z0,
i 0= 2,1 -~ Tk, 1
=k 2
2
i+b
et PP Py = ) A(n-p) &
i 2k 2,i
T2

Nous avons donc :

xS P(n'l'S)(x) - ( % a)(
i T ar0

(n) &, . 2(nts) T2 . (n-p) &
2 Ay ) Xz’. X,

;X ) + Fi

i
P
=k,
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On voit donc qu'en prenant les coefficients des termes d'exposant

k
X 2,..., <71 on obtient un systéme linéaire triangulaire régulier puisque
la diagonale est composée de lﬁn)i ; ce systéme donne M, pour a € N,
25
0<as<s-ky,=-1=k,en fonction de F{n+s).
1 i

b) Sii+k +1=s,

(n+s)

nous savons que dans ce cas T peut €tre choisi de fagon arbitraire.

i
Ensuite les calculs se déroulent comme dans le a), 3 ceci prés que le pre-
mier systéme linéaire est pris pour j e N, O < j < i-1. Nous avons encore

un systéme triangulaire régulier donnant M, pour a ¢ N, kitl < @ < s-1

. ~(n+
en fonction de an S).

Enfin le second systéme est un systéme diagonal régulier donnant

. . +
toujours en fonction de Tin S).

-

ua, pour 0 e N, O < a < kl’

Tous les éléments de la relation de récurrence sont alors par-

faitement connus.



QUADRATURES DE GAUSS

Ce cinquiéme chapitre est d'une grande importance. Outre les
résultats immédiatement applicables aux quadratures il permettra de ré-

soudre certains problémes des approximants des séries de fonctioms.

Dans le cas d'une fonctionnelle définie positive, les propri-
étés des formules de quadratures de Gauss sont bien connues. Leur grand
tntérét réside dans le fait qu'elles sont stables et convergentes.
Etendre ces deux propriétés d d'autres fonctiomnelles n'est pas chose atisée.
Nous domnons des résultats pour les trols premiers types de fonctionnel-

les que nous avons étudiés dans le chapitre 3.

La premiére section expose les généralités du probléme de quadra-
ture de Gauss pour une fonctionnelle linéaire c quelconque. Nous donnons
d'abord les formules classiques dans le cas ou les racines du polyndme
orthogonal peuvent 8tre multiples, imaginaires conjuguées. Puis nous démon-
trons un résultat concernant le degré de précision de ces formules en pré-
sence d'un bloc et nous rappelons l'expression classique de l'erreur de

quadrature.

Lorsque le polyndme orthogonal est dans un bloc les coefficients
de quadrature s'expriment en fonction de ceux obtenus pour le polyndme

orthogonal régulier prédécesseur.
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Le formalisme matriciel de la section 1.7 trouve son prolongement
dans les résultats obtenus par J. Kautsky [32al. Ils donnent une expres-
ston des coefficients de quadrature en fonction des vecteurs principaux.

Nous présentons un résumé de ces résultats.

La seconde section traite le cas d'une fonctiomnelle linéaire c
gemi-définie positive. Nous montrons que les formules de quadratures cor-—
respondantes sont stables et convergentes. Elles sont également stables
et convergentes pour toute fonctiomnelle c(j), pour j e N.

La troisiéme section contient les résultats qui concerment le
cas plus complexe d'une fonctionnelle lacunaire d'ordre (s+l). Aprés avoir
donné les diverses relations existant entre les coefficients des for—
mules de quadrature par rapport aux deux fonctionnelles u et c, ou

u,, ¥i € N, nous démontrons un théoréme de stabilité et de con-

Ci(s+l) -
vergence.

i,

Nous terminons cette section par un théoréme qui sera exploité
dane le dermier chapitre sur les approximants des séries de fonctions. Il
montre que pour les fonctionnelles lacunaires d'ordre 2 une relation de
symétrie ou d'égalité lie les coefficients de quadrature correspondants
d deux zéros symétriques du polyndme orthogonal, et dans le cas d'une ra-

eitne nulle multiple les coefficients sont nuls de deux en deux.

La derniére section étudie un cas particulier de la précédente.
La fonetion de poids utilisée est de la forme x w(x), ol w(x) est paire
et positive dans [-1, 1]. Les formules de quadratures obtenues sont sta-
bles et convergentes. Dans ce cas l'erreur de quadrature se simplifie
notablement,
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5.1 GENERALITES

Nous considérons une fonctionnelle linéaire c définie sur un espace géné-
ral de fonctions qui contient l'espace des polyndmes et dont les moments
c; appartiennent aR. f étant une fonction de cet espace, nous désirons
obtenir une valeur approchée de c(f).

Soient Ei, pour i e N, 1 < i £ m, m points distincts intérieurs
d un domaine D simplement connexe, ol la fonction analytique f sera sup-
posée réguliére. Nous supposons que chaque point Ei est pris avec l'or-

dre de multiplicité n, et que :

Appelons Ln le polyndme d'interpolation de f en ces points, tel

que :

L) = €@y vew, 1515
¥V eN, O 2k sni—l.

Nous écrirons L sous une forme analogue 3 celle présentée dans
le livre de A.O, Guelfond [24] p 36.

m n,
Nous posons : vn(z) = T (z-,) 3.
js1 )
(ni) m nj
Alors : Vo (Ei) = (ni) ! jEl (Ei-ij) .
j#i

Nous posons également :

\\ i- j//

e

Yi(z) =
J
]

a3

1
i
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Alors :
=
rf Z £ e, ) L, 4 (2)
L (2z) = 7
n i1 k=o 1.k
avec :
(s)
1
v_(z) g, f Pyl 1 [Yi(z)}z=5i
L, .(z) = = ) =~ -
ik (n,) k! o s! n,-k-s
v, (&) - (z-E.) ~
Nous pouvons approcher c(f) par C(Ln)'
o ni—l
_ (k) (n)
e(L )= ) ) £ A,
n 1=1 Yoo 1 1l
Avec
1 168)
() B ng {YiEZ)JF /v (2)
1,k - c(Li,k(z)) - Zo k!s! el - -k s
\\fz s )
1 (s)
nyk=loog [Yifz{Jz= v (z) - v _(E,)
= z ! n n °i
= k!s! (ni) ¢ ni-k—s
vn (Ei) (Z_Ei)

Définition 5.1,

La nelation donnant c(L ) sera appelie formule de'quadnatune.
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Théonéme 5.1.

S{ £ est un polyndme de degn€ n-1 au plus alons c(L ) = c(f).
Démonstration.

On a dans ce cas f = Ln

Théonéme 5.2,

Soit P Le polynome onthogonal régulier ou singuliern, ou quasi-
onthogonal parn rapport a c, dont Les racines sont £, powt i €N, 1 <1i<m,
d'ondre de mutiplicite n,.

L) S{P etP . sont onthogonaux néguliens et s4i f est un polynome
de degné 2n-1 au plus, alonrs

c(Ln) = c(f).

h+l
rapport & c tels que Hy = 0, vie N, h+2 < i < p.

L) Sodent P et Pp+l deux polynomes orthogonaux réguliens par

On suppose que h+l < n < p.
S{ f est un polynome de degnl p+h au plus, alors :
c(L ) = c(f).
Démonstration,

- e = -

i) On prend un polyndme arbitraire P de degré 2n-1 au plus, qu'on

divise par Pn. On obtient.

P(z) = Pn(z) Q(z) + R(z),
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avec deg R(z) < n-1 et deg Q(z) < n-1.
Donc c(P(z)) = c(Q Pn) + c(R) = c(R)
a cause de 1l'orthogonalité de P -

D'autre part :

(p_(2) o201} + &g

z=€i

P,

A
e
A

R(k)(Ei) pour i e N, 1 m,

IA
=
IA
o}
[
[l

pour k e N, O

On peut interpoler R aux points ii. On a :

n.-
m 1
Rz) =} 1 rRYE) L, (),

izl k=o

et par conséquent :

n.,
m 1

e(B(2) = eR(x) = 1§ ¥y al®)
i=1 k=o 1s
m ni-l
(n)
=7 7 p.y Al
izl k=o 1T Lk

ce qui est §ié# le résultat cherché.

ii) Oﬁ"breﬁd-ﬁn polyndme arbitraire P de degré p+h au plus.
On met encore P sous la forme
P(x) = Q(x). P_(x) + R(x).

avec deg Q(x) < p+h-n et deg R(x) < n-1.
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Donc c¢(P) = c(Q Pn) + c¢(R) = c(R) d'aprés la propriété 1,17 i).

La suite de la démonstration est la méme que pour le 1i).

cgfd.

Remarque 5.1.

Dans le cas i), la formule de quadrature n'est pas exacte pour
un polyndme de degré 2n et dans le cas ii) elle n'est pas exacte pour un

polyndme de degré pt+h+l, car c(Q Pn) # O d'aprés la propriété 1.17 ii).

Nous allons donner maintenant une expression de l'erreur de qua-

drature. Nous supposons les polyndmes Pi unitaires.
n est supposé tel que h+l < n < p.

On remarquera que si P est orthogonal régulier le raisonne-

h+2
ment fait ci-aprés reste valable.

Les n racines Ej de P, d'ordre de multiplicité nys pour j € NN,
0 £ j < m, seront également notées zj, pour j e N, O < j < n, en répétant

1'écriture des racines multiples.

Donc si on pose : io =0
j=1
i, = ; n, pour j eN, 2 £ j < mtl,
J g=1 °

alors Ej = zij+k pour j eN, 1S3 Smet

pour k € N, lsksnj.
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- q .
Nous prenons le polynome Pp+h+1—n ont nous notons les racines

par z Dans cette liste on retrouvera l'ensemble des ra-

n+1’°" " Zp+hel’

cines de P 41 Puisque I3

h (x) = wp_n(x) P

(x), ol w_ _(x) est un
p-n

p+h+1-n h+1

polyndme arbitraire de degré p-n.

iéme .. . . :
Nous supposerons que la (p+h+1) dérivée de f(x) existe et est
bornée dans le domaine fermé D qui est le plus petit domaine convexe con-

tenant les points x, 2z, pour i eN, 1 < i < pth+l.

Soient P le polyndme d'interpolation d'Hermite de f basé sur les
points z, pour i e N, 1 <1 < pthtl, et R le reste de la formule d'inter-

polation.
On a :
f(x) = P(x) + R(x)

avec R(x) = Pn(x) P (x) [x, z

p+h+1-n 17775 Zpene1?

ou [x, Ziseees zp+h+l] est la différence divisée généralisée d'ordre

p+h+l de f basée sur les points x, z,, pour i eXN, 1< i s pth+l.

1 ¢t it
- 1 pth _(pth+l) _
(xy 245000 zp+h+1] = JO Jo 0o JO f [z, + (zp=2zy) tq t...
cor (21 %) Tomn t T Zoinea) Toenend Stpener oo 3

Alors c(f) = c(P) + c(R).
n,-1
i
Or c(P)

"
n-~13
o~

(n) (k)
Ai’k P (Ei)

n
1 o~—s
o~

(n) (k) -
Ai’k f (Ei) = c(Ln).
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d'aprés le théoréme 5.2 puisque P est un polyndme de degré p+h.

On obtient donc l'expression de l'erreur :

c(R) = c(Pn(x) PP (x) [x, Zyseens Z D.

+h+1-n pthtl

Nous considérons maintenant une formule de quadrature de Gauss
associée au polyndme Pn qui est soit orthogonal singulier, soit quasi-

orthogonal.

On suppose que P (z) = Ph+1(z) et

pr(n)

(z).

Pa(z) =Wy n1(2) Py

Les racines de W b1 étant arbitraires peuvent &tre également

racines de P Nous adopterons la notation suivante :

h+1°®

N -

n, = n, + fi, ol fi; est l'ordre de multiplicité de la racine Ei

i i

dans le polyndme P et ﬁi celui dans le polyndme w L'indice k sera

h+1 n-h-1°
numéroté de 0 & ﬁi - 1 et les coefficients de quadrature associés corres-
pondront aux racines provenant de Ph+l' Puis k sera numéroté de ﬁi a

n, - 1 et les coefficients de quadrature correspondront aux racines de

¥n-h-1°
Nous avons alors le théoréme suivant,
Théondme 5.3,
4) A(n)=0 ourk e N, i, € k € n,-1
i,k P » 0y A
., (n) _ ,(h+1) a
L) Ai,k'Ai,k poun k eIN,OskSni 1,
et aPt1) 4 g
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Démonstration.
i) Regardons ce que vaut la quantité suivante :
P _(z)-P_(E,)
1 n n °i ~
= < -
X (ni) c ni-k-s pour k € N, n, <k < n, 1%
Pn (gi) (Z'Ei)
(n;)

P * (Ei) # O puisque Ei est racine d'ordre de multiplicité n, de P .

//Pn(z)—Pn(gi) _ P (z) wn—h—l(z)-wn—h-l(gi)
. n.-k-s | °( n"? n,-k-s
(z-£;) (z-§;) *
P, .(z)-P_ .(E.)
h+1 h+1" °i
tWp-1(8g) e N
n,-k-s
(z-§.)
w oo (2)-w (&)
n-h-1 L est un polyndme en z de degré n-n,-h-1l+k+s.
ni—k-s i
(z-&,)

Par conséquent la premiére expression du second membre est nulle
d cause de l'orthogonalité de Ph+1'

La seconde est nulle, car w (Ei) est nul. Donc X = O.

n-h-1

n,-1
m 1

ii) c(L
e =
m

avec htl = ) i, .
i=1

0,
m i-1
(L) = )

(k) (n)
£(E,) A,
i=1 k=0 1% "1,k
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(] ~ P4 ~ =
D'aprés le théoréme 5.2, c(Ln) C(Lh+1)’ Vf.

fi,-1
m i
Donc ) ) (k)(s ) (A(n) alM Dy - o v,
i=1 k=o g8
puisque A(n) = 0pour k e N, i, <k €£n,-1
i,k > 1 i~
(n) (h+1)
Par conséquent A, i,k = Ai,k .

Enfin pour k = ﬁi-l, nous avons :

RSO 5 1 c(:%h+1(zi>

R v, (E,) ey N
h+1 i
By Qheytfy)
- (n )
Y, (5 ) Ph+1 (E )
(ﬁi)
Ph+l (Ei) est non nul ainsi que Yi(Ei).

Quant & Q il n'a aucune racine commune avec
h+1?

Donc Qh+1(€i) # 0.

Nous pouvons étendre aux formules de quadrature

matriciel de la section 1.7 grdce aux beaux résultats de
Nous reprenons les notations de la section 1.7.
Nous avons x y(x) = Iy y(x) + Yq

Nous posons M = J - A I

Moyt © In = 8 I

- 429 -

h+1°

cqfd.

le formalisme
J. Kautsky [32al.
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yn(x) = Pn(x) a pour racines Ei d'ordre de multiplicité n. pour

ieN,1<1ic<m,

p _ 1 (k)
Nous posons également Tk TRy (Ei).

E]

J. Kautsky a montré que :

=
|

= < < -
n,i ri,k ri,k-l pour k e N, 1 s k ng 1

M . r, =0

et donc que r. est un vecteur principal d'ordre k de Jn correspondant

2k-1

d la valeur propre Ei d'ordre de multiplicité n;.

Nous notons Zi s les vecteurs principaux 3 gauche d'ordre (s+1)
H]

de la matrice Jn correspondants aux valeurs propres Ei pour i eN, 1 =31 <m
et s € N, OSsSni-l.

Si nous posons q = c(y(x)) alors nous avons le théoréme suivant

Théordme [32al.

S4i on considere Les vecteurns principaux A gauche d'onrdre supé-
rieun & 1 teks que :

T

zi,s ri,ni-l =0 pours €N, 1 <ssn,;-1, alors Les coefficients

de quadrature satisfont.

(m) . N o

i
Ai,k T k=D i,ny-k 4

-1 _ T
ol yy~ = B0 z‘i,ni-l'
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Nous rappelons les résultats classiques suivants sur la stabilité

et la convergence d'une méthode de quadrature (cf. [61).

Définition 5.2.

Une méthode de quadrature est dite stable, &'il existe M indépen-
dant de n tel que :

n ni—l
¥ ) aln) ¢

. < M Max|e, .|
121 kzo ik i,k ik ik

IA

Vn e N et ¥ €, pour i e N, 1 < i <met
3

powr k € N, O < k < n.-1.

k

Théondme 5.4.

Une condition ndcessaine et suffisante pour qu'une méthode de
quadrature s0it stable est qu'il existe M indépendant de n tel que :
n,-1
m 1 (n)
z z |A. kl <M, ¥n €N,

l’
i=l k=o

D8ginition 5.3.

Soit v un espace de Banach de fonctions sur Lequel c est digindie.
Une méthode de quadrature est dite convergente sur V 84
Lim c(Ln) = c(f), ¥feV.

n—Hee

Théoneme 5.5.

Une condition nécessaire et suffisante pour que :
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Lim c(Ln) = c(f), ¥f e Cla, bl, espace des fonctions continues

no
sur [a,blavec ||£]| = max |£(x)]|, est qu'il existe M indépendant de n
xela,b]
tel que :
n,-1
5 (n)
) |A.k|SM, ¥n € N.
i=1l k=o Ls

Nous examinons 3 présent quelques cas de fonctionnelles par-

ticuliéres.

5.2 CAS D'UNE FONCTIONNELLE LINEAIRE SEMI-DEFINIE POSITIVE

(o)

K >0 pour k e N, O < k < h+l,

On suppose que H

et H]((O) = 0 pour k € N, k 2 h+2.

(o)

x ont leurs racines réelles distinctes pour

Les polyndmes P
k €N, 0 < k < h+l.

A 1'intérieur du bloc H infini, on prend :

(x) P(o)(x).

(o) _
P () =w htl

(o)

On choisit les racines de w hel

k-h-1 distinctes de celles de P

Théondme 5.6.

S4 La fonctionnelle . est semi définie positive, Les fonmules
de quadratune de Gauss sont stahles et convergentes sur C [a, bl.
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Démonstration.

Si on limite la fonctionnelle ¢ aux 2h+l premiers moments,

elle est alors définie positive, et les Agk; pour i e N, 0 £ 1 sk et
)

k e N, 1 < k < htl sont strictement positifs.

Dans ce cas :

k

) |A§k)| = Agk])( = c.» Vk eN, 1<k shtl,
i ?

[Rasr Py

e

D'autre part, pour k € N, h+2 € k on a :

n,-1

m i h+1
) ) IASk)I = ¥ IAgh*l)l = ¢_d'aprés le théoréme 5.3,
. e i,s .o i,k+1 o)
1=1 s=o i=1
cqfd.
. 1z . . (2n+1)
Nous considérons maintenant la fonctionnelle c ,» la fonc~

tionnelle linéaire c &tant toujours semi-définie positive.

(21)

Les fonctionnelles ¢ s ¥i € N sont semi-définies positives.

D'aprés le théoréme 3.3 les racines des polyndmes orthogonaux

(2n+1)

K sont réelles distinctes non nulles.

réguliers P

Pour le bloc H infini, deux cas peuvent se présenter (cf. la
propriété 3.3) :

i) Hé:i = 0, alors le bloc infini commence 3 la colonne (h+l).
(1) _
Hiy1 =0, ¥ieN, 121,

Pour k SN, k 2 h+l,

P£2n+1)(x) z wk_h(x) P£2n+1)(x), ¥n ¢ N.
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On choisit les racines de wk—h distinctes de celles de P£2n+1).

ii) Hiii # 0, alors le bloc infini commence 3 la colonne h+2.
(1) _ :
Hh+2 = 0, ¥i € N.
Pour k € N, k 2 h+2,
(2n+1) _ (2n+1)
Pk (x) = wk_h_l(x) Ph+1 (x), ¥n € N.
On choisit encore les racines de Yih-1 distinctes de celles
(2n+1)
de Pk .
Theondme 5.7.

S{ La fonctionnelle c est semi-définie positive, alons Les
gormules de quadrature de Gauss associles a c(]), Vi e N, sont stables
et convergentes sur C _[a, bl.

Démonstration.
i) j = 2n
(] (21'1) '] z [} ° ] [ P4 3
La fonctionnelle ¢ est semi-définie positive et le théoreme

5.6 démontre le résultat.

ii) j = 2n+l

Pour k e N, 1 £ k < h+l nous posons :

k

(k)
Me = 1180l
k - b 1Sk

Pour k 2 h+2,
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I (h+l)|

ikt (cf. théoréme 5.3).

L

e o>
1e~1+
[ury

Comme k est fini, on prend :

M= sup (Mi)
ieN
1<i<h+l
n,-1
m i (%)
Alors )} ) [A,"/| <M, ¥k eN, k 2 1.
. b L i,s
i=l s=o

ce qui démontre le résultat.

P> Hhy1 7 O
Le raisonnement est identique avec M = 'sup (Mi)‘
i1eN
1<igh

On a la conséquence immédiate du théoréme 5.2.

Conollaine 5.1,

Les formules de quadrature de Gauss associfes & () powr i € N,
sont exactes pour tout polynome de degrhl queleonque,

4 84 elles sont basles sur (h+l) points au moins dans Le cas ol
(1)
Hpet # O

(&) A4 elles sont basles sur h points au moins pour i 2 1 et (h+l)

(1)

poAnts au moins powr i = 0, dans fe cas od H .

= 0’
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Conollaine 5.2,

Dans Les conditions du conollaine 5.1, Les formules de quadratu-
ne de Gauss sont exactes sur [-R, R] pour toute fonction ayant une slrie
entilne de rayon de convergence R.

5.3 CAS D'UNE FONCTIONNELLE C LINEAIRE LACUNAIRE D'ORDRE s+1

(n+1)

Nous supposons la fonctionnelle linéaire u
(n+2)et u(n)

définie positive
et les fonctionnelles u définies et nous considérons le bloc

suivant relatif 3 la fonctionnelle c.

(n(s+1)+1) (n(s+1)+1-s)

Pk(s+l) (x) Pk(s+l)+s (x)

((n+1)(s+1))
Pr(s+1) (x)

Nous avons alors :

Pi?ii;§)+l+i)(x) = U:n#l)(xs+1) pour i e N, 0 s i s s,

Pﬁ?:i;§zzl-i)(X) = xi U£n+1)(xs+1) pour i e N, 1 s i s s,
(n(s+1)+1+i) _ 1 o (n+l), s+l

Qe (s+1) (t) = t° V (t0 ") pour 1 e N, 0 <1 S s,
(n(s+1)+1-1) _ o(n+l), s+l (n+l), s+l

Qk(s+1)+i (t) = Vi (t7'7) + Cn(s+1) Uy (t™ ") pour

ieN,1<1<s.,
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(n+1)

Puisque la fonctionnelle linéaire u est définie positive,

U(n+1)

K a ses k racines §

1,n41°° " Ek,n+1 réelles dlstlnctes.‘Elles sont non

(n+2)

nulles puisque la fonctionnelle u est définie.

Soient Egz) pour j e N, 1 < j<ket 2eN,O0 <2 <sles
jon+l
. (n(s+1)+1)
racines de Pk(s+l) telles que
_ (2) s+l
Ej,n+1 - (Ej,n+1)
Soient ng,n+1) pour j e N, 1 < j < k, les coefficients des
formules de quadrature de Gauss associées au polynome U£n+1).
Soient Agk£s+1),n(s+l)+1+1) pour j e N, 1 £ §J<k, L eN,0<L<s
?

et i eN, 0 £i < s, les coefficients des formules de quadrature de Gauss

(n(s+1)+i+1)

associées au polyndme Pk(s+l)

§}:‘(LS+1)’n(S+1)+1_l) pour j e N, 1 < j <k, 2el,

Soient A
Osf<setieN,1<i<s,etpourj=0etO0sfsi-1, les coeffi-

(n(s+1)+1-1)
k(s+1l)+i *

cients des formules de quadrature de Gauss associées au polyndme P

L'indice j = O correspond 3 la racine O d'ordre de multiplicité i.

Nous allons donner dans ce cas particulier des relations entre

les Aj,z et les Bj’ ainsi que l'expression de Ao,l'

Propridté 5.1,
( B(k,n+1)
k(s+1),n(s+1)+1+i) _ 4 .
Aj,z = ( +1)(E(2) )s-i pour j eN, 1 € § < k,
s j,n+l pour 8 e N, 0 s £ S s,

pour 1 e N, 0 s i < s,
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(k ,n+1)
(k(s+1)+1 n(s+1)+1-1i) _ . .
j 2 = ( +1)(g(£) 3T pour 3 eN, 1 <3<k,
S ,n+1 pour £ e N, O < £ < s,
pour 1 e N, 1 <1 <s,
ék;s+l)+1 ,n(s+1)+1-1) =0 pourieNlN, 2<ic<s
et L eN, 0 <8 < i-2,
(n+1) (n+1)
A(k(s+1)+i,n(s+l)+l-—i) - Vk (o) + n(s+1) (o)
0,i-1 (i-1)1 £n+l)(o)
pour i e N, 1 £ i < g,
Démonstration.
(n+l)
(k ,nt1) _ (Eg,n+1
J ,(n+l)
U (Ej,n+1
(n(s+1)+1+1)(g(2)
i) (k(s+1),n(s+1)+l+1) k(s+1) ],n+1
3,1 P,(n(s+1)+1+1)(€(2) )
k(s+1) j,n+l
(%) (n+1) (k,n+1)
(gj n+1) k (g],n+1) -
(l) (n+1) (2)  s-1i
(s+1)(53’n+1 U (Ej,n+1 (s+1)(53’ +1)
ii) Pour j e N, 1 S j < k, nous avons :
Q(n(s+l)+1-1)(g(2) ’
(k(s+1)+i,n(s+1)+l-1) k(s+l)+i 3,p+1
3,2 P,(n(’s-0»1)+1 i)(E(l)
k(s+1)+1 j,n+1
(n+1) yln+l) (n+1)
Vo s e * ey Yk (E;L,ml (85 ne1)
- i (n+1), s+l (27 s+i (n+1)
[x Uk (x )J; E(2) (s+1)(gj,n+1 Uﬁ (Ej,n+1

j,n+l
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B(.k,n+1)

() s+i

-]
(s+1)(€j’n+1

iii) La racine O étant d'ordre de multiplicité i, on a :

A(k(s+1)+i,n(s+1)+1—i) -

o,%
1 (r) .
. a6 (n(s+1)+1-1)
1‘%‘1 it 4 [Yo X ]x=o J(n(s+1)+1-1) Pr(s+1)41 ()
reo Lip! [P(n(s+1)+1—i(x) (i) xiéf-r
k(s+1)+i X=0

pour i e N, 1 < i <setfelN,O0<£<i-1,

Nous avons : 0 < i-2-1 < i-1¢<sg-1
Pi?(si§)+l)(x) U£n+l)(xs+l)

Y (%) = Al ¥Sy)

° Pless) (0 U (0)

1 (r) .
=0sil<nrc<s-1,
[Ukz n+15(xs+1)j|

X=0
En effet :

(n+l1l), s+1
Tn+1)l St1 I ~(s+1) x° (:%17 si: 2) = x% ¢(x)
Uk (x )_| [Uk (x )]
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et par conséquent toutes les dérivées d'ordre r avec 1 < r < s-1 sont

nulles 3 l'origine.

N 1 _|(r)
D'ou:——(— =0 pourr e N, 1 £ r < -1,
Elo x)]xzo
=1 pour r = O,
D'autre part :
(n(s+1)+1-1i) (1) _ (n+1)
Fk(s+1)+i (x )] - (o) #£0
Enfin

P(n(s+l)+l 1)( ) '
C(n(s+1)+1-1) k(s+1i+i - c(n(s+1)+1—1) (xl U£n+l)(xs+1)).
x

(n+1)( s+1)

Si 0 £ £ £ i-2, cette expression est nulle car x Uk

ne comprend que des puissances q de x telles que :
q-i+l # O mod (s+1).

Donc Aék§s+1)+1,n(s+1)+l-1) = 0Opour 1 eN, 2 <1< set
’

pour £ e N, 0 £ £ < i-2,

iv)
P(n(s+1)+1-i(x)
A(kfs+1)+i,n(s+1)+1—i) - 1 c(n(s+1)+1-i) k(s+1)+i
0,i-1 (1-1)1 U£n+1)(o) X

(n(s+1)+1-1) (n+1) (n+1)
Qk(s+1)+i (o ) Yy (0) + ¢/ (se1) Uk (o)

(1-1)1 U(Ml)( y (1-1)1 U‘“*l)( )




§3. Cas d'une fonctiomnelle c linéaire lacunaire d'ordre s+l - 441 ~

Conollaine 5.3.

A(k(s+1),n(s+1)+2+i) _ E(JL) A(k(s+1),n(s+1)+1+i)
j.2 T 7j,ntl 73,2

A(k(s+1)+i,n(s+1)+1—i) _ () A(k(s+1)+i+1,n(s+1)-i)
j,,Q, - j,n+1 j,l

pour i e N, 0 £ 1 < s-1.

A(k(s+1)+i,n(s+1)+1—i) A(k(s+1)+i+1,n(s+1)-i)
0,i-1 ' 0,1

pour i e N, 1 € i < s-1.

Théondme 5.8.

Si Les fonctionnelles Lintaines ™) ot u'™2) sont deginies po-

sitives et 84 Les formules de quadrature de Gauss associées & La fonc-
tionnelle c(n(s+l)+2) sont stables et convergentes sur C_[0, bl, alons
Les formules de quadrature de Gauss associles aux gfonctionnelles Lini-
aines cHOSFI*AT) oy n e, 15 1 s s sont stables et convergentes
sun C_[O, bl.

Démonstration.

Pour obtenir des fonctionnelles ¢ lacunaires les fonctionnelles
u sont définies sur des intervalles finis [0, bl. (cf. Van Rossum. Lacu-
nary orthogonal polynomials [49]),

3

Les racines £,

(n+l1)
j,n+l et k

3,042 des polyndmes orthogonaux U
?

et U sont donc réelles distinctes non nulles et appartiennent & [0, bl.

(n+2)
k
Il suffit de donner les relations pour les polyndmes orthogonaux

réguliers par rapport 3 c<n(5+1)+2+r)

» puisque pour les polyndmes ortho-
gonaux singuliers ou quasi-orthogonaux on a les mémes relations que celles
obtenues pour le polynlme orthogonal régulier prédécesseur (cf. le théo-

réme 5.3).
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Pour la fonctionnelle c(n(s+1)+2) nous avons par hypothése :
5% | (k(s+1),n(s+1)+2)

L[ My Ve

j=1 %=o0 J’

(k(s+1)+s ,n(s+1)+2)
o s—1 n+l’

E f A(k(s+1)+s,n(s+1)+2)
j=1 =0 3’2

¥k € N.

(n(s+1)+2+r)

Prenons la fonctionnelle ¢ et utilisons le corol-

laire 5.3. On obtient :

k S
(k(s+1),n(s+1)+2+r)
I 1 A5,

j=1 f=o0

k s r
(2) (k(s+1),n(s+1)+2)
Z z (]Ejan*l ) ,Ajag

j=1 =0

< Sup(b, 1). M1

:

5( ) 1 avec E%T <1 et 'E

<
j,n+l b,

car

: '5 j,n+1'

jsnt+l
D'autre part, si s-r-1 2 0,

E E (k(s+1)+s -r,n(s+1)+2+r)
j=1 L=0 3:

5

j:l L=0

A(k(s+1)+s-r',n(s+1)+2+r)

+
0,8-r-1

(2)
j,n+2

' (k(s+1)+s ,n(s+1)+2)
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(k(s+1l)+s,n(s+1)+2 (

Ao,s—l

s-1) ... (s-r).
< Sup(b,(s-1) ... (s-r)). M 41

Enfin pour r = s nous avons :

E f a(k(s+1),(n+1)(s+1)+1)
j=l on ]32’
. ’i o[ s [ak(stDrsn(srn2)
j:l 9/=O J3n+2 ]’k
< E § g(l) s |,(k(s+1l)+s,n(s+1)+2) + A(k(s+1)+s,n(s+1)+2)
T sy en, [P3emt2 i,k 0,s-1
i= 20
< Sup(b, 1). Moo
Nous aurons trois majorations par rapport 3 un nombre Mé:i fixe
en prenant Mifi =M - Sup(b, (s-1) ... (s-1)).

cqfd.

En ce qui concerne les coefficients des formules de quadrature

nous pouvons encore démontrer le théoréme suivant :

Theonme 5.9,

Sodt P Le polyndme onthogonal par rapport 2 c.
4) S{ ¢ est Lacunaire d'ondre 2, alors pour deux racines symétrniques

Ei el 51+1 nous avond :



- 444 - Quadraturee de Gauss Chap. 5

(n) _ k ,(n)
Aj e = (GDT AT -

SL £, =0 est nacine, son ondre de multiplicite n, est Ampain

et A™) = 0 pour k impair.

i) Si c est teble que cy = O et La fonctionnelle () = ) gt
Lacunaine d'ondre 2, alons pour deux racines symétriques Ei et €i+1 nous
avons

k+1 ,(n)

(n) _
Ai,k = (-1) Ai+1,k’

Si El = 0 est rnacine, son ordrne de multiplicite ny est pain et

Ai“) = 0 pour k pair.

'K

Démonstration.

i) Puisque c est lacunaire d'ordre 2, alors les blocs de la table P

sont de largeur 2(r+1)-1 et leur angle Nord-ouest est occupé par un poly-

nome pair sur une diagonale impaire.

Donc si O est racine de Pn’ son ordre de multiplicité est im-

pair, puisque P est sur une diagonale paire.

D'autre part toutes les racines non nulles de Pn sont symé-

triques.

a) Si Ei est une racine non nulle nous avons :

[ 1 ](s)
ni-k-l n. 1 Yifzs

Agni - Z k'i : z=£i c Pn(z) - Pn(Ei)
, s2o k! s! (n) n,-k-s
P (Ei) (z-Ei)
(ni) n+n, (ni)

POV = (1) TR T (B
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m

Ensuite [ 1 ](S) = | I
Y.(2) .

i . =

41

z=
_ i

En effet le dénominateur des éléments composants [Y 124}(8) est
de degré n-ng;+s.

Au dénominateur il y a s termes excédentaires qui ne se simpli-

fient pas avec ceux du numérateur lorsqu'on fait z = £i.

En raison de la symétrie de Pn, d un terme Ei-Ej correspond un

terme Ei + Ej’ si Ej # 0. D'autre part nous avons des termes de la
forme Ei + Ei et enfin il y a des termes Ei seuls lorsque nous avons la

racine El = 0.

Donc si au lieu de faire z = Ei, on fait z = § tous ces

i+1?

termes sont changés de signe. Soit au total une variation en (-1)%.

n, n, -
Enfin nous posons P_(z) = (z-&,) ' (2+€;) . Pn_2ni(z).
P (z) - P_(§,) n, -
n n i - k+s i
Alors c — =c | (2z-§;) (z+E;) Pn-?ni(Z)'
(z-€,) *

Si n est pair il ne reste que les termes pairs dans le dévelop-
pement de la parenthése, puisque les autres sont annulés par application
de la fonctionnelle c,

Tous les exposants de Ei sont alors de la parité de ni+k+s.

Si n est impair il ne reste que les termes impairs et tous les

exposants de Ei ont la parité de n,+k+s-1.

Donc en définitive on peut dire qu'ils ont la parité de ntn, +k+s.
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Par conséquent

Pn(z) - Pn(Ei) i (_1)n+ni—k-s . Pn(z) - Pn(€i+1)
¢ ni-k—s - ni—k—s
(Z_gi) (Z-gi'f'l)
. . . () k ,(n)
D'ol le résultat : Ai,k = (-1) Ai+1,k

n, -
. . 1 . 1
impair de sont nulles pour z = O. Si on pose P_(z) = z P__ (z)
Ylfz) n n-n,
ou P est un polyndme pair, nous avons :
n-n,
() = (78 ) = 0 st xes ent i
nl-k-s n-n, z)) = 0 si k+s est impair.
z

(n) _
1 C O

(o) _ (-1)

ii) On peut considérer que & = c est lacunaire d'ordre 2 en

Donc si k est impair, A

fixant c_y de fagon quelconque.

Dans ce cas Pn n'est orthogonal régulier que si n est pair.
Ses racines sont encore symétriques et si El = 0 est racine son ordre de

multiplicité n, est pair,

a) si Ei est une racine non nulle le raisonnement est similaire

au i) a).

Nous trouvons dans ce cas que :

Pn(z) - Pn(Ei) _ ny-k-s-1 Pn(z) - Pn(gi+1)
= (-1) c

ni-k-s

n,-k-s
(Z-Ei) i

(28441
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k+s (z)

n, a
. i
En effet dans le développement de (z Ei) (Z+Ei) Pn_gni

(o)

on ne garde que les termes impairs puisque & est lacunaire d'ordre 2.

Donc la parité des exposants des termes en Ei est ni-k—s-l.

Pour les autres termes de Agn)

" il n'y a aucun changement.
. :

On obtient donc le résultat proposé

-

b) Dans ce cas c(zk+S P (z)) = 0 si k+s est pair.
1
. . (n) _
Donc si k est pair A = 0.
1,k

cgfd.

5.4 CAS D'UNE FONCTION DE POIDS DE LA FORME x «(x)

Nous supposons que w(x) est paire et positive, mais non identi-

+1

quement nulle dans [-1, +1] et telle que J w(x) dx existe.
-1

Nous définissons les moments c; par :

+1 .,
c, = J x* w(x) dx, ¥i e N
o)

(2s)

Les fonctionnelles ¢ sont alors définies positives, ¥s e N,

(s)

D'autre part nous introduisons la fonctionnelle linéaire u

telle que

1 At 00m)

o (8)e iy L -
u o (x7) = Ug,g = IO -

(s)

Cette intégrale existe et la fonctionnelle u est définie po-

sitive, ¥s € N,
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Propridté 5.2.

ch. = u, et
i

23 = 0, ¥i e N.

CQi+l

Démonstration.

c2i+1 = 0, car on intégre une fonction impaire sur un intervalle

symétrique.
. 2

Si nous posons x = t°, nous avons :

Jl 2i w(t)

1 .
t°T ——<= 2¢ dt=J t°7 w(t) dt
t -1

puisque la fonction & intégrer est paire.

cgfd.

La fonctionnelle ¢ est donc lacunaire d'ordre 2 et u-définie po-
sitive et nous pouvons appliquer l'ensemble des résultats des fonc-

tionnelles linéaires lacunaires.

Nous avons donc :

P2 = ul® )

Péiﬂ(x) = x U}(<S+1)(x2)

P2 () = 05t (2

Pgiﬂl)(x) = wl(x) U)((s"'l)(xz) pour s et k ¢ N,
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w, est un polyndme arbitraire de degré 1.
' ~ z ~ - { (28)}
D'apres le théoreme 3.7 les polynomes Pk sont orthogonaux
réguliers par rapport 3 la fonctionnelle c(2s), ¥k € N.

(2s+1)

ok sont orthogonaux réguliers par rapport a

Les polyndmes P

(2s+1)
2k+1

(2s+1)

la fonctionnelle c¢ , ¥k €¢ N ; les polyndmes P sont quasi-

orthogonaux par rapport & la méme fonctionnelle linéaire.

(2s+1)

ok+1 sont nuls,

D'aprés le corollaire 3.5, les déterminants H

¥k e N et ¥s € N, et ce sont les seuls.

Proprniété 5.3.

(2s+1) (2s+1)
Hyp >0 et Hy o0 <0, ¥k eN.
Démonstration.
. os . sz . (2s+1)
On utilise la relation de la propriété 3.16 qui donne Huk
H(28+l)
Yk+2 °
(2s+1) 2k, *(s+1),2
= (- >
Ho (-1 (H2k ) 0.
(2s+1) 2k+1, *(s+1),2
= (- <
Hye2 (-1 (H2k+1 ) 0.
cqfd.
Propnidte 5.4.
(2s+1)

Les racines de Pos
tinctes non nulles, symétriques par rapport a O et appartiennent &
L' intervalle [-1, +11.

, pour i e N ef s € N, sont néelles, dis-

et
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Démonstration.

C'est une conséquence de la propriété 3.15.

cgfd.

De la propriété 5.1 nous déduisons pour j e N, 1 < j < k :

(i,s+1)
A§23’28+2) = —l——i——- pour £ = O ou 1.
2
B(i,s+1)
(2i,2s+1) j
ALTD? = —l—rr——~ pour £ = 0 ou 1.
1,2 2 gt
jastl
. (o) _ (D
et puisque Ej,s+1 = Ej,s+1 on a
A(2i,2s+1) - A(2i,25+1)
350 3,1 )

2s)

D'autre part puisque les fonctionnelles linéaires c( sont dé-
finies positives, les formules de quadrature de Gauss relatives 3 ces
fonctionnelles sont stables et convergentes sur C_[-1, +1]. (cf. le

corollaire 2.5 du livre de C. Brezinski).

En appliquant le théoréme 5.8 les formules de quadrature de Gauss

(2s+1)

relatives aux fonctionnelles c¢ sont également stables et conver-

gentes sur C _[-1, +11,

Propriété 5.5.

Les fornmules de quadrature de Gauss associies aux fonctionnelles

c(i), pour i € N, sont stables et convergentes sur C _[-1, +11.
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Remarque 5.2,

D'aprés le théoréme 5.2, en utilisant les racines des polyndmes

(2s+1) (2s+1)
Pai  ®t Poiyg

sont exactes pour tout polyndme de degré inférieur ou égal a 4i. Elles

, les formules de quadrature de Gauss correspondantes

ne sont pas exactes pour des polyndmes de degré 4i+l.

Erreur des formules de quadrature

On reprend le raisonnement fait dans le cas général en 1'adaptant

au cas particulier des fonctionnelles c(28+1).

Nous supposons l'existence d'une (4i+1)*™ dérivée de £(x) bormée

sur [-1, +1].

C(25+1)(R) - C(23+1)(Pgis+l) (2s+1) [x

Poit+1 s Zyseees Zysa

D)

(2s+1)
2i+1

(

P 2

(x) = wl(x) P §S+1)(x) et toutes les racines de ces polyndmes

sont réelles distinctes.

Dans le cas de racines réelles on a :

(411 gy
R A ;
1° > "hi+1 (bi+1)?!

[x, z
ol & appartient au plus petit intervalle contenant x et les z.

Donc

(2s+1),.. _ 1 (2s+1) (2s+1).2 _(43i+1)
c (R) = m c (X(P2i Yo f (£))

- 4111)! °(28+2)((P§§S+1))2 f(ui+1)(g))

(4i+1)

Puisque f est supposée bornée sur [-1, +1], on a :
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ns £ Dy <o,

Donc
(2s+1).2 (4i+1) (2s+1).2 (2s+1).2
m(P,: < < f (&) (Pos )" < M(P: )

2542 . sz s Lpso s cps
c( s+2) est une fonctionnelle linéaire définie positive.

Par conséquent :

uiTl)! c(23+2)((Pg§s+1))2) < c(23+1)(R) < uifl ! C<2$+2)((P;§S+l))2)

Puisque Pg§s+l)(x) §;P;§S+2)(x), alors :
H(28+2)

(2s5+2) (2s+1),2, _ 2i+1

C ( (P2i ) ) - ., (‘2'-s'+' '2')' °
2i
D'ol on tire :
H(28+2)

(2s+1) _ 241 1 (4i+1), .,

¢ (R) = H(2s+2) (Hivl)! £ (€.
21

avec £' e [-1, +1].



APPROXIMANTS DE PADE EN DEUX POINTS

Les approximants de Padé sont pris par rapport 4 une série
formelle au votsinage de l'origine et leur comportement pour les grandes
valeurs de x laisse parfois 4 désirer, quand i1l n'y a pas tout simplement
divergence (voir l'exemple proposé dans l'article de Baker). Aussi l'idée
est venue de construire des approximants par rapport d deux séries formelles,
l'une au voisinage de x = 0, l'autre au voisinage de L'infini. Nous parle-
rons de séries formelles pour x petit et x grand pour conserver les appel-
lations anglo=-saxones.

La théorie des approximants de Padé en deux points a surtout été
introduite 4 partir dee fractions continuee, et essentiellement des T-fractions
(voir les articles de W. Jones, W. Thron, J. Mc Cabe, J. Murphy). Des relations
de récurrence et des méthodes de calecul ont été présentées dans ces articles
uniquement dans le cas normal.

A. Sidi a présenté ces approximante soue une forme plue padéiste,
en ce sen8 qu'il cherche le polyndme du dénominateur, puis celut du numérateur
de l'approxitmant. En se plagant toujours dans le cas nmormal il a donné des
expregaions de ces deux polyn®mes sous forme de déterminante et de nombreuses
relatione de récurrence dont i1l a déduit des schémas de caleul.
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De notre cbté nous avons abordé cette étude par l'intermédiaire
des polyndmes orthogonaux et de leurs assoctés par rapport d certaines fonc—
tionnelles linéaires. Cette fagon de voir ces approximants aest totalement
originale et nous a permis de nous placer dans le cas général ol la table

peut &tre non normale.

La premiére section définit les approximants de Padé en deuxr points
et donne une équivalence entre les polyndmes du déterminateur et les polyndmes
orthogonaux par rapport d une fonctiomnelle lindaire, et une autre équivalence
entre les polyndmes du numérateur et les associés des polyndmes précédents par

rapport 4 une autre fonctiomnelle linédaire.

Dans la seconde section nous donmons le théoréme d'existence et
d'unicité de ces approximants, puis nous présentons les propriétés des blocs
de la table des approximants de Padé en deux points, ainsi que celles des

tables des polyndmes du dénominateur et du numérateur.

La trotsiéme section établit que lee huit relations classiques de
récurrence satisfaites par les polyndmes orthogonaux sont également satis-—
faites par leurs associés, comme approximant de Padé en deux points, avec

les mémes coefficients.

La quatriéme section présente les propriétés des aéros des polyndmes
Pk,m(X) et Qk,m(X)’ ce qui nous permettra de mieux définir dans la cinquiéme
section une table normale d'approximants de Padé en deux points. Nous établirons
dans cette derniére section une propriété remarquable d'une table normale.

La sixiéme section est comsacrée d l'étude du cas ol la fonctionnelle

lindaire d(k-2m)

est définie poeitive. Nous donnons des propriétée concernant
les 3éros., Nous en déduisons une condition néceasaire d’'existence de ces fone-

tionnelles.

La section suivante présente les polyndmes de Laurent ¢rthogonaux
introduits dana un papier de W. Jones et W. Thron ; leur but était de relier
ces polyndmes aux T-fractions. Noues montrons que lea polyndmes de Laurent
orthogonaux 8e déduisent de fagon triviale des polyndmes orthogonaux classiques.
L'emplotl des polyn®mes de Laurent conduit d deux relationg de récurrence au
lieu d'une seule.
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D'autre part tls ne permettent d'exploiter que l'horizontale k = m de la table
F2.
Enfin la détermination des tables P

dernidre section.

9 et Q2 est abordée dans la
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6.1 DEFINITION DES APPROXIMANTS DE PADE EN DEUX POINTS,

s N *
Soient deux séries formelles, l'une L pour x petit, l'autre L

pour x grand.

m-1
Iooa, ¥ 8k (x)
c (x) = i=o ] 3 s
k,m o
Z b. x ¥ ()
FER k,

telle que :

L.%k’m(x) - 8

_ k
k,m(X) = O+(x ) avec 0 £ k < 2m

et

* - k-m-1)
LB L0 - 0 = 0_(x

La premiére expression O+(xk) signifie qu'il y a colncidence de tous les termes,
depuis celui d'exposant O jusqu'a celui d'exposant k-1inclus., La seconde expres-

sion. O_(xk-m-l

) signifie qu'il y a coIncidence de tous les termes depuis celui
d'exposant m-1 jusqu'd celui d'exposant (k-m) inclus.
On remarquera que ces deux relations conduisent 3 un systéme linéaire de 2m

équations & (2m+l) inconnues.
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Remarque 6.1.

L'ensemble de toute 1l'étude qui est faite reste valable si les

deux séries formelles sont respectivement :

© 3
L = z c. x3 pour x petit avec v 2 0
i=-v
et
}J .
* 1
L* = z c. X pour x grand avec U =2 O
j:—oo

L'approximant de Padé en deux points s'exprime alors sous la forme :

oi £ (x) est l'approximant de Padé en deux points des deux séries formelles

k,m
suivantes
oo * .
L. = } (c, - ¢.)x? pour x petit
1 .o 3 3
j=o
et
-1 .
L, = I (¥ - c¢.)x? pour x grand
j:—on J
avec la convention que c; =0sij>uyu
c,. =0s8ij < -V,
]
Convention.

On prendra a:.| =0 si

On prendra cy = 0 si

<0etj>m1l.

*
< 0 et ci = 0sii> -1,

e Ut
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Propritte 6.1.

L'approximant de Padé en deux points satisgait Les sysitemes
Lingaires (s)) et (S,) suivants :

m
. - = 3 S'S -—
(s : Z cj_ibi a; 0 pourjeN, 0 <3 < k-1
izo
m
. * - = 1 - 3 -
(82) : .2 Cj—i bi aJ O pourie Z, k-m £ j < m-1.
izo
Démonstration.
_ k
L %k,m(x) - 8%’m(x) = 0, (x)
c'est 3 dire
o m 3 m-1 5 X
-Z (.Z Cj-i bi)x - .Z aj x’ = O+(x ).
j=o i=o j=o

D'od le systéme (Sl).

* _ k-m-1
L 'f-‘k’m(x) - Bk’m(x) = 0_(x<™ 1
c'est 3 dire
@ m . ) .
(1 <ty bi)x_:J - 1 a.x?= 0_(xk-m-1).
jz-m+l izo 3 je-m+l 3

D'oll le systéme (82).

cqfd.
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\ n -l

Pk,m(x )

On posera P

_m
k,m(X) - X

On définira des fonctionnelles linéaires a(3) telles que :

(3),.sy _
d (x7) = dj+s’ Vs e N

Propriéts 6.2,

S4 Le polynome P (X)) existe, alons :

k

- 5(k-2m)
Pk,m(X) = Pm (x)

c'est a dine que ce polyndme est onthogonal par rapport & La fonctionnelle
Lintaire a{k-2m),

Démonstration.
On retranche dans (Sl) les lignes de (82) ayant le méme indice j.

On obtient le systéme (S)
m

(s) : ) dj_i b, = 0 pour j € Z, k-m < J < k-1.
i=o

c'est un systéme homogéne de m équations & (m+l) inconnues, dont la matrice est

de Hankel. Par conséquent si Pk m(x) existe, il est bien orthogonal par rapport
(k-2m) ?
a d L[]

cqfd.

Lorsque le polyndme P, _(x) est déterminé, c'est 3 dire lorsque les bj sont

k,m
connus, on détermine le polyndme ak m(x) par le systéme suivant :
9
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Si k > m-1.
m
"y . - = 3 < j < m-1.
(8') : .z cj—i bi a:.l Opour j eN, 0 < j <m-1
i=o
Si 0 <k < m-1.
m *
"y . - = 3 < 4 € m-
(s") : .z cj-i bi aj Opour j eN, 0 < j < m-1
izo
m*
soit encore y c. . b,—-a. =0pour j eN, 0 < 3j < ml.
EE R

Propniéts 6.3.

Les systemes ((s.l) et (82)) et ((S)et ((S') ou (S" ))) sont Equi-
valents.

Démonstration.

f
({

En effet on passe du systéme ((Sl) et (82)) au systéme ((S) et ((S')
ou (S"))) et vice versa, uniquement en faisant de simples soustractionsentre

deux lignes ayant le méme indice dans les deux sous-systémes.

Le systéme résultant est obtenu en gardant une des deux lignes d'origine et
la ligne obtenue aprés soustraction ; toutes celles qui ne sont pas intervenues

dans les soustractions sont conservées.
cqfd.

Dans la propriété suivante nous exprimons le polyndme du numérateur en terme
d'associé du polyndme dénominateur par rapport 3 une certaine fonctionnelle
linéaire.
Nous posons
m-1 -1
(x) = x (x
Qk,m alk,m )
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Nous noterons c la fonctionnelle linéaire définie sur 1'espace vectoriel P

des polyndmes telle que :

c(x) = ci» Vi €N,

* . e s . = .
Nous noterons ¢ la fonctionnelle linéaire définie sur 1'espace vectoriel P

telle que :

Propriite 6.4.

SLP m(x) est ornthogonal par nappont a d(k'Qm), alons

k

P. (x)-P (t)

£) Sim-l<ksom, Q ()= (Kl KM ), 2a fonctionnelle
9 -
c agissant sun fa variable x . x-t
.. . * ’?k m(x) - ’#k m(t) .
AL) S{0 s k < m-1, &k () = e 2 ), £a fonctionnelle
9 -
* agissant sun La variable x. x-t,
Démonstration.
P (x) - P (t) m-1 ..
1) K,m o s b 4D (k) 4 ...+ b (] e
X-t i=o
i i i-1 . .
puisque X~ % - ) N g
x-t j=o
P (x) - P (t) m-1 m a1
Alors : c( K,m K.m ) = ) ( Ci_g b,) t" 173
x-t j=o i=o 3 +
m-1
=V &, t™1 Q (1)
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¥ ) -PF (t) m-1 ..
ii) K,m kam - by + by(x+t) + ... +b (] x )
x-t i=o
Donc
B x)-B () w1l m
%, k.m k,m _ * j
e (== x-t = ) = .Z (.z cj—i bi) t
j=o i=o
m-1 .
- J =
=1 ey .
]—O
cgfd.

Remarque 6.2.

Si k = 2m, on retrouve l'approximant de Padé classique avec

5 d(0)

(x) = P;O)(x) qui est orthogonal par rapport a qui est alors

2m,m

identique & c, et Q2m m(x) est le polyndme associé a P;O)(x) par rapport a
]

c. Si nous notons f[ ](x) 1'approximant de Padé classique on a par

, m-1/m
conséquent :

6.2 EXISTENCE ET UNICITE DES APPROXIMANTS DE PADE EN DEUX POINTS.
ETUDE DES BLOCS.

(k-2m)

Nous associons & la fonctionnelle d les déterminants de Hankel

ylk-2m)
1

Théondme 6.1,

L) SL H;k'zm) 2 0, L'approximant de Padé en deux points existe et
est unique.
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i) S B2 2 g ot 4d b est Lo plus grand ention tef que h+l < m

(k-2m)
et Hy oy

(k-2m)
Hp+l

z 0, et 84 p est Le plus petit entien tel que p+l > m et

z 0, alons :

p-htl
2
h+2 < m < p-entien (P'—gﬁ) s4 (p-h) est pairn, L'approximant de Padé en
deux points existe et est unique.

a) Pour h+2 < m < pt+l-entien (

) 44 (p-h) est Ampair ou pour

On a :
fk m(x) =
’ plk=2m) 4y
k+1
olt %£i12m)(x) est Le polynome ornthogonal régulier de deghé h+l par rapport
a La gonctionnelle Lindaine a2 e s0it Q]?_:Izm’o)(x) est Le polyndme
asso0cie a Péilzm)(x) par napport a ¢ AL m-1 < k < 2m, S04%L 3if12m’°)(x)
est Le polyndome assocdé a ?ﬁﬁIQm)(x) par rapport a ® 840 < k < n-1.
Sim-1 <k s 2m on awa G770 = o QT (17,
b) Pour p+2-entien (E:%ii) < m < p 44 (p-h) est impairn ou pour

ptl~-entien (E:%ii) <m < p 44 (p-h) est pain, L'approximant de Padé en deux
points n'existe pas.

Démonstration.

i) On utilise la propriété l.1l4.Le polyndme Pk m(x) est déterminé 3
?

un facteur multiplicatif prés. Si on rend P m(x) unitaire, il est alors

k,
déterminé de fagon unique.
L'associé est alors déterminé également de fagon unique.

Par conséquent, l'approximant de Padé en deux points existe et est unique.
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ii), b) D'aprés la propriété 1.14, on sait que, dans ce cas, le polyndme

orthogonal P;k-Qm)(x) n'existe pas. Par conséquent 1l'approximant de Padé en

deux points n'existe pas.

ii), a) Toujours d'aprés la propriété 1.14 on a :

P, (x)= P;k—2m)(x) = P(k_2m)(x) . wéﬁigT)(x)

k,m h+l

~ (k"2m)

ou w =~ “(x) est un polyndme arbitraire de degré m-h-1 et P (x) est
le polyndme orthogonal régulier par rapport a d(k_zm) qui précéde P;k_zm)(x)
Cherchons quelle est la forme du polyndme ak m(x).
Si k > m-1.
(k-2m) (k-2m) (k-2m)
A R e i e G
Qk m(t) - C(
’ x-t
(k-2m) (k-2m)
C ¥mone1 ) v T8 oy
= c( P (%))
h+1l
x-t
(k-2m) _ p(k-2m)
(k-2m) Pher () = P m ()
+ W (t) o
m-h-1
x-t
(k-2m) (k-2m)
- q(k=2m) (x2m—k(wm—h-l () - per (0
x=-t
(k~2m) (k-2m,0Q)
Moeho1 8 Qpya (©).
- k-2
2m-k wéﬁth)(X) ] ";-h-T)(t) .
X ( ) est un polyndme en x de degré 3m-k-h-2.

x-t

Or d'aprés la propriétél.17, on a :
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d(k-zm) j . (k-2m)

(x? Pryp (X)) =0 pour 0 53 < p-1.

Puisque Pék_2m)(x) est orthogonal singulier, on a m-h-1 < E%E .

En ajoutant la condition k > m-1 on trouve :
3m -2-h - k < p-1

Par conséquent, il nous reste :

_ . (k-2m) (k-2m,0)
6}(}}:12“’1,0)(,‘)
et l'approximant fk m(x) vaut . I1 est donc unique.
’ B=2m) 4y
h+1
Si k < m-1.
ler cas.
(k-2m) . s g1 -
On suppose que Ph+l (o) = 0, c'est 3 dire que ce polyndme est 3
1'ouest ou au nord ouest du bloc P, soit encore que y(k-2m)(x) est 4 1l'ouest

h+1
ou au nord ouest du bloc W.

On a :

- p(k-2m) _ .. (k-2m) (k-2m) - . (k=2m) (k-2h-2)
Pk,m(X) =P () = w 5707 (x) P T(x) = Wohe1 (¥) Py (x)

puisque tous les polyndmes sont identiques sur le cSté ouest d'un bloc P.

(k-2h-2)
%h+1

qui est telle que :

(k-1)

Alors (x) est orthogonal par rapport 3 la fonctionnelle linéaire ¥y

Y(k-l)(xi) = dk-l—i’ ¥i e N.

. * 1 .
On a également ¢ (x7) = ¥i e N.

g(k-zk-z)
h+1

(x) avec 3(k—2m)

m-h-1 (k-2m), -1
m-h-1 (x 7).

_ v(k-2m) _
Nous avons ?k’m(x) =W b1 (x) (x) = % Wohel
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n, ~h- P S
Alors Qk m(t) - c*( m-h-1 h+1 . h+l )

i x-t

\(k-2m) (k-2m)
W (x) - w (1)
_Y(k-l) (X (mch-1 h-1 ) §£E12h~2)(x))

x-t

v N

(k-2h-2) (k-2h-2)
P (x) - P (t)
g gy or foed na Y

+

x-t

En utilisant l'analogue de la propriété 1.17pour les polyndmes W, on a :

.
Y1) (3 p(k=2k=2)

. . N
hel =0si0s3j<p-1

ou 3 est tel que Wik-l)(x) appartient au bloc W et Wik_l)(x) est orthogonal

régulier. P ptl

wem ) - W (g

k, m-h-1

Or x (

) est un polyndme en x de degré k+m-h-2,
x-t

Puisque Pﬁtlzm)(o) # 0 on a m~h-1 < g—m ; en effet le bloc W est décalé d'une

rangéevers le haut par rapport au bloc P. Cette inégalité associée 3 0 <€ k < m-1
donne :

m+ k -h-1%< p-1.

foXd

Par conséquent :

%

(t) = %(k;2T)(t) 8(k-2h—2,o)(t) - g(k-2m)(t) 8(k—2m,o)(t)

Jm h+l m-h-1 h+l

puisque
(k-2h-2) _ %(k-2m)
B (x) = %hﬂ (x).
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2e cas.

On suppose que Pﬁilzm)(x) = x5 Péilgz+s)(x) avec Pétifz+s)(o) 2 0.
(k-2m)(x) - y(k—2m+s)(x) - y(k-Qh-2+25)(x).

Alors %h+l k+l-s h+l-s

Ce dernier polyndme est sur l'antidiagonale k-1. Il est orthogonal régulier
N (k_l)

par rapport a4 Yy

Alors % = 2m-1-h.

Par conséquent, la conclusion du ler cas reste valable, c'est a dire que

. I1 est 3 1l'ouest ou nord-ouest du bloc W.

wlk=2m) oy Ueam)

W N
_Y(k-l)(xk (_m-h-1 m-h-1

) P(k-2k—2+2s)

h+l-s (x}) =0

x-t

et

_ v(k-2m) (k-2m,0)
ak,m(t) N R A ().

Remarque 6.3.

(k-2m)

Quand Hm

# O, on peut exprimer ¥ (%) et 8 (x) sous forme
k,m k,m

de déterminant (cf. Théoréme 2.1 et 2.9 du livre de C. Brezinski). On retrouve
naturellement deux expressions analogues & celles proposées par Sidi dans

son article (c¢f. Théoréme 3).

dk-z * 0 00 @ dk-m
| |
I I
1 | |
P (x) = L BN d
k’m Dk,m k'm'l k-l
l 00 00 00 xm
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ol Dk m est une constante arhitraire non nulle,
9’
dom T Ay em )
i |
AP :
k™) T 5 | Gy T de-1
k,m
S — 1
P (x) - P _(t)
Sim-1 <k < 2m, Q. m(t) = of k,m ks ) avec ¢ = d(o) et
? x~t
¢ (0 =+""1q /v
k,m k,m )
Par conséquent :
-om T TTTTTTTTTTTTTTTTTETTTTTTTTTTS d-m
i I
o (1) =L | !
t) = o= | d L e d
k,m em k-m-1 k-1
m-1
m-1 m-2 m-1 i
0 4t dyt™ * + 4yt T —mmee Z dgt
i=o
¥ox)-F (1)
Si 0 <k < m1, 8 (t) = ¢"( k,m K,m ) avec ¢*, , = -d . ¥i e NN,
K,m -1-1 -1-i
x-t
Donc :
Qeogp ~TTTTTTTTTTTTmmmTmmmmmmmemmeee e deom
| |
{ |
1
o S d
k,m Dk,m k-m=-1 k=1
m-l j-l N
7o, ti--- I PR T " 0
j2g i-m {20 1i- -1
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Déginition 6.1.

On appellera table P, La table dans Laquelle sont nangls Les poly-
nomes P m(x) de La maniere suivante.

Cette table P, est donc une partie de La tablLe P des polyndmes orthogonaux
par rapport aux fonctionnelles Linéainres d(l), pour i € Z.

N
(-2) (-2) () h 0 <k sm-l
-2 -3 -l
P P, Py 0 =mm--
J
(-1) (~2) (=3) )
P P, Py 0 m=m--
(0) (-1) _(-2)
Pl P2 P3 -----
: m=-1 < k s 2m
~ (0 (-1)
P, Py " ==m--
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Nous nangerons également Les polynomes ’f;k (x) dans une table ?‘2, qui a Le
meme agencement que fa table Pz, ainsi que &us polynomes a‘ (x) dans une table
@ et Les polyndmes Q (%) dans une table Q.

Engin Les approximants de Pad? en deux points £ (x) seront rangts de gagon
analogue dans une table F,.

Remarque 6.4.

Nous avons préféré cette définition pour ces tables 3 celle propo-
sée par Sidi, car la structure des blocs de la table P est conservée dans le

table ﬁé.
En particulier & un bloc P de la table P correspond un bloc P, dans la table

2
P, qui est l'intersection de la table P, et du bloc P.

2

2
n
L'emplacement dans la table P

) (respectivement Q 82) correspond a ce bloc P

2
sera appelé bloc P2 (respectivement Q2, 8 ).

Le théoreéme 6.1 donne le contenu des blocs Q2 dans le cas des poly-
nomes associés aux polyndmes orthogonaux singuliers. Nous allons nous intéresser

maintenant aux associés des polyndmes quasi-orthogonaux.

Propriéte 6.5.

S{ un bloc P est s4ituZ entierement dans La partie m < k, ou 84 un
bloc P est situl entiirement dans La partie k < m-1 tel que son et ouest
ne 804t pas entiirement pas hors de La table P., alons & tout &Liment

(k 2m) (k=-2m) nv(k-2m) (k-2m,0)
Wehel (x) Pryp (%) du bloc P, correspond un ELEment w W o1 (F) 8h+1 (t)
du bloc 32.

Démonstration.

i) Sim<kona':
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(k-2m) (k-2m)
_ W T(R) - W . (1)
Q (t) = d(k 2m)(x2m k( m-h-1 m-h-1 ) P(k-?m)(x))
k,m h+l
x-t
(k-2m) (k-2m,0)
W by (P A ().
On considére le bloc P suivant avec m' < kl.
P P1 1 -
kl’m' [ 2,m +k2 kl
P |
k2,m
On sait d'aprés le théoréme 6.1 que :
(k-2m) (k-2m)
_ e W XY = ow T Tl () -
g{k=2m)  2m=k “m-h-1 mh-1 P£1:12m)(x)) =0

X-t

pour 3m - 2 = h - k € p-1 et que cette condition est toujours satisfaite

au-dessus de l'antidiagonale principale du bloc P2.
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Or m < k entraine 3m - 1 - h - k < p-1. Par conséquent, la propriété est encore
vraie pour l'antidiagonale principale et a fortiori pour tout le bloc 32.

En effet, la propriété est vraie pour la ligne supérieure. Elle est donc vraie
pour toute colonne. Quand on parcourt une colonne m constante, la quantité

h + k + p reste constante. Par conséquent, la condition 3m - 1 - h - k < p-1

est toujours satisfaite.

ii) Si k < m-1,

P
N (%)
p o k,ptl

(k-2m) "

Phe1 (x) 6N 7

(k'-2h-2) SN
PR ¢

On prend Pk m(x) quasi-orthogonal, c'est 3 dire tel que m-h-1 2 R%E. On le
, :

prend sous la diagonale principale du bloc W correspondant, c'est 3 dire tel

W)
que m-%—l < R%E .

(k=2m)
m=-h-1

(k-2m)

(%) Prit (x).

Pk,m(X) = w
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on a :
N(k-2m) (k-2m,0)
8k,m(t) = Voner 0 & ()
N(k 2m) N(k 2m)
_ W (x) - (t)
‘Y(k 1) (xk (m §£§l2m)( )
x-t
N-h v(k-2m)
On sait que : ¥ N (x) = x " N ™) (x) est orthogonal par rapport a
+1
k,ht1
(k"l) ) ~
Y , d'apres la remarque 4.5. I1 est au sud du bloc W,
Donc,
Y(k-l) (x3 x H-n %£E12m)( )) =Opour j eN, 0 <3 < g-l
- N(k 2m) (k-2m,0)
8k,m(t) = Voo (1) &)
v(k-2m) '\a(k 2m)
(k1) k-h+h (m-h-1 (%) = Wy (8 ) B-h y(k-2m) )
Y % x-t h+l
N(k=2m) _ (k- =2m) (4
A7) - -l - -
Si k-h+h 2 0, alors xk hth (—= h-l “meh-1 ) est un polyndme de degré

X-t

mtk=-h-2.
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"
Vérifions que k-h+h est positif ou nul.

(k'-2h-2)

hel (x) est le polyndme situé au bas du c3té ouest du bloc P, on a :

Si P
k-k'zh-h

P . (k"2h-2) . ~
Par conséquent, si Ph+1 appartient a la table P2 alors :

k' =k -Bh+h> 0, sinon k' < 0.

(k'-2h-2)

Or par hypothese Ph+l

appartient 3 la table P,.

Bk
Nous avons ici m-K-1 < E-é-—-et k € m-1.

Donc m+k-DN+1 < Bll. Ce qui entraine que :

pe2m) ) - x(fﬁfT)(t)

w v v
m-h-1 h"h P(k'2m)(x)) =0

( h+l

) x

"
Y(k—l)(xk-h+h

X-t

_ v(k-2m) (k-2m,0)
et Q L(0) = T T o,

En particulier, la propriété est vraie pour la derniére ligne du bloc P2.

Elle est donc vraie pour tout le bloc., En effet, on prend une colonne m

fixe. Pour tous les polyndmes quasi-orthogonaux de cette colonne,k-ﬁ est une
P NN

constante. Par conséquent, m+k-h s p-1l1.

La propriété est vraie pour tous les polyndmes quasi-orthogonaux. Comme elle

est vraie pour tous les polyndmes orthogonaux singuliers, elle est vraie pour

tout le bloc.

cqfd.

On considére maintenant le bloc P.
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(k1—2m')

P, (x)

m

(k.-2m")
p '2 (x)
m
(k -2m') (k,-m*)
P (x) est dans 1l'angle Nord-Ouest du bloc P et P (x) est au bas
du cdté ouest de ce bloc.
Proprnieté 6.6.
SL kl s m'-1 < k2, alons :
. . (k-2m) (k=-2m)
L) S{ k s m-1, 4 tout Elment w _, L’ (x) Py, 77 (x) du bloc P,
v(k-2m) (k~2m,0)
correspond un Eedment w o, ~ 7 (t) 8h+1 (t) du bloc 82.
id) S{k > meletm s ky & tout eeement Wi 2 () PT2 (x) du bloe
n(k-2m) (k-2m,0
P, comespond un eeement W 2% (1) YK2MO) ey ay beoc §,.
ALL) S{k>mletms= k,t1, cette correspondance n'est pas viale.
Démonstration,
i) Si k < m-1, on prend le polyndme Pk m(x) sur la diagonale principale
9

du bloc,

On examine ce que deviennent les résultats de la démonstration du théoréme 6.1,
Dans le premier cas on a : m=-h-1 < Bhl-m puilsque Pk g+l(x) est dans l'angle
9

Nord~Est du bloc Pz.
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Dans le second cas on a :
o
m-h-1=p+ 1 +m.

Par conséquent, la propriété est encore vérifiéesur la diagonale principale.
Alors, par un raisonnement analogue d celui de la propriété 6.5 ii), la pro-
priété est vraie pour toutes les colonnes de la partie du bloc P2 telle que
k < m-1.

ii) On sait que la propriété est vraie pour les polyndmes orthogonaux
singuliers ; donc elle est vraie pour les colonnes correspondantes dans la
partie du bloc P2 telle que k > m-1, c'est 3 dire telle que m < k2.

iii) Sik >m-1letm-= k2+l, on prend P m(x) sur la diagonale principale

K,
du bloc P. On reprend l'expression de Qk m(t) donnée dans la démonstration de la
b

propriété 6.5. 1i).

On a ici :

m=ketmn-= Bi'—--0- 1

o

c'est & dire :
3m -k -h - 2 = p.
Par conséquent,

(k-2m)

W (k-2m)
d(k-2m)(x2m-k( m-h-1

m-h-1 (t)

(x) - w (k-2m)

h+l

) P (x)) = 0

X-t

d'aprés la propriété 1,17 ii).

Par un raisonnement analogue & celui de la propriété 6.5 i), la propriété

+ 1 dans la partie du bloc P, telle

n'est pas vraie pour cette colonne m = k 2

2
que k > m-1,

cqfd.
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Remarque 6.5.

Si on reporte sur le bloc les résultats de cette propriété on

le 2, »
La propriete est . — Partie pour laquelle on
vraie dans la partie —

simplement hachurée. \X\ \\ ne peut rien dire.
\
>

\

La propriété est fausse dans la
partie doublement hachurée.

Nous supposons désormais les polyndmes P m(x) unitaires.

k,

Propridts 6.7.

Les polynomes 'dk ) s4tuis a £'ouest, au nond-ouest et au nond
d'un bloc 82 sont tous Ldentiques.

Démonstration.
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(k,-2m")
Fpo TS k. ,m'+k -k

, 2°" TR
!

|

|

|

|

|

|

|

i

!

|

|

!

|

1

|

[

|

!

]

|

- \]
plkp-2m")

a) Si k2 < m'-1.

- v coo 2
Les polyndmes Pk m(x) situés au nord, nord-ouest ou ouest de ce
b

bloc P sont tous identiques, donc également leurs associés ak o Par rapport
9

3 la fonctionnelle c*.

. .
b) Si kl <sm'-1< k2.

- - o —— - -

Les polyndmes %k m(x) avecm = m' et k1 S k s m'-1, ou avec
9

k1 sksg k2 etm=mnmn'+ k - kl, sont tous identiques, donc également leurs
associés 8k m(x) par rapport d la fonctionnelle ”.
?

D'autre part, les polyndmes P m(x) avec m = m' et m' £k g k2 sont tous

K,
identiques, donc aussi leurs associés Qk m(x) par rapport & la fonctionnelle
9

c. Par conséquent, leurs transformés 8k o Sont également tous identiques.
2

Montrons que 36, m,(x) = 8 (x), et nous aurons ainsi l'identité des
?

m'-1,m'
polyndmes 8 des deux ensembles,
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d_mv ------------------------ do
| |
. i :
aml,ml(t) = d-l -------------------------------- dm'-l
(-m")
H |
m .
m'-1 m'-2 m'-1 m'o1 i
0 d()t do‘t + dlt ----- z d.t
i=o

On retranche de la derniére ligne la somme des m' premiéres lignes respective-
ment multipliées par tl, pour i¢ N, O < i < m'-1,

On a donc :

d_py mTmmmmmTooommomsomoommeeooeeeeo d
| s
y -1 v !
in' ’m'(t) - d-l dm'_l
(-m')
Hm'
-
mz l d ti ———————————————————— d 0
iso -1
D'autre part :
drm'-l ------------------------ dfl
‘ i
- 1 '
8m'-l m'(t) - d_2 ----------------- dm,_2
(-m'-1)
Hoo
m m'-1 .
] d i — d 0
i=o i-m' -1

Or on a : Pm' m,(x) =P Donc il y a identité des coefficients de
b4

m'-l,m'(X)’
méme exposant.

Par conséquent :

N
am',m'(t) = Qm'-l,m'(t)
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c) Si m'-1 < kl.

"
Pour les mémes raisons que dans le b), tous les polyndmes Q du cdté

ouest et nord-ouest du bloc sont identiques.
I1 faut examiner le cas des polyndmes qui sont au nord du bloc.
Considérons deux polyndmes consécutifs sur le cdté nord ou l'angle Nord-ouest

du bloc P2. On a :

avec
- (] -
kl +1<k=«< k2 etm=m'" + k kl'
On a donc identité des coefficients de xj, pour j e N, O < j < m, dans le

développement des deux déterminants.

dk-2m ________ dﬁ-m dk-2m+l _______ dk—m
1
: | | l
| | t [}
1 ' ! x ' '
d, . mmmmeee- d = A, mm—————— d
H k-2m k-m-1 k-1 Hfk-2m+1) k-m-1 k-2
m m-1
1 - X" 1 - xm"'l
De plus H;k'zmﬂ) = 0
Agogq ~TTTTTTTmTTSmmmmmmoooommooees dk-m
! |
! i
Q@ () 1 a4 o
y t T e | ] e - - - - - - -
k,m H(k-2m) k-m-1 k-1
m m=1
m=-1 m-2 m=-1 i
0 4yt dot™ * + dytT T e izo dyt
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Clk—2m+l ---------------------------- d'k-m
| |
t I
g (t) = —1 d a
k-1,m-1 (camed) k-m-1 k=2
m-1
m-2 m-3 m-2 m:2 i
O dpt™ " dptt T+ At o —m-e- .Z d.t
i=0
Puisque Pk,m(X) et Pk—l,m-l(x) appartiennent d la table P2 on a :
m-1 <k < 2m et m-2 < k~1 < 2m-2
c'est & dire que 1l'on a :
m-1 < k £ 2m-1,
Alors le déterminant D est nul
dk-2m ____________ dk—m
| |
[} t
| I
e de-1
T 4n-1
En effet parmi les m premiéres lignes de D figure la ligne d__., d .5d

1> 70’ " "m-1"
On la retranche de la derniére ligne. Il vient :

m+l H(k--2m+1) -

D = (-1) d_, 0.

Par conséquent, le coefficient du terme en g™t de ak

- . ' .l . . i
3k,m(t) = 3 _ ,m—l(t) du fait de 1'identité des coefficients de x° de Pk,m(x)

m(t) est nul et donc
]
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"
Donc les polyndmes Q sont tous identiques sur les c8tés Nord, Nord-Ouest
v

et Ouest des blocs Q2.

cqfd.

Remarque 6.6.

N )
Nous définissons une table Q comme étant la table qui est associée

d la table P de telle sorte qu'a tout polyndme P(

m
%«;k—2m)(x) - %{é}k"'2m) (t)

x~t

k_Zm)(x) on associe le poly-

ndme a = ¢*(

) si k < m-1 et le polyndme

P(k—Qm) (X) _ P(k’?m) (t-l)

Y = L m ) sik > m-1.

X - t-l

n
Les blocs Q ont la méme position que les blocs P.

n

Alors les a) et b) de la propriété 6.7 sont vrais pour les blocs Q.

Par contre, si on a un bloc P qui est coupé sur son co6té Nord par la diagonale
(o)

0 correspondant & la fonctionnelle d° °, la propriété 6.7 n'est vraie que

Y 2
pour les seuls polyndmes Q appartenant 4 la table QQ.

Ils sont en général différents des polyndmes

a qui sont situés hors de la table 82 sur

le cSté Ouest, Nord-Ouest et Nord du bloc 8.

%///////X

‘B
é
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Dans le théoréme 6.1 nous avons trouvé que dans un bloc P2, si

d(k—2m)

Pk m(x) est orthogonal singulier par rapport a , alors l'approximant
;]

de Padé en deux points est :

(k-2m), \ W(k-2m,0) v(k-2m,0)
e oy - e () G ¢ ™0
k,m - -
v(k-2m) v(k-2m) (k-2m)
"moh-1 ) Ppyp (%) ar )
(k-2m) (k-2m) _ . . _
avec Hh+1 z 0 et Hh+j+l = Opour j e N, 1 £ 3j £ m-h-1.
B
Nous allons chercher 3 quelle condition représente un approximant
v(k-2m)
Ph+1 (x)
de Padé en deux points f ‘,h+l(x)'
Propriété 6.8.
b(k—2m’0)
h+l (x)
S{ k' = k-2m+2h+2 et 44 k' 2 0, alors est L'approximant

Y (k-2m)

Pri1 (x)
de Padé en deux points f ',h+1(X) et fk,m(X) = fk',h+1(X)'
Démonstration.

i) Considérons d'abord le dénominateur.

hel (x) est un polyndme de degré (h+l), orthogonal régulier par rapport a
la fonctionnelle d(k-2m). On désire avoir :

(k-2m)

Prt1

(k"‘2h+2)(x) .

(x) =P 1

Xx) =P
k',h+1( )

On doit donc avoir k' = k-2m+2h+2.

Pour que Pk’ h+l(x) appartienne 3 la table Py k' doit satisfaire la relation
L
0 < k' < 2h+2,

k' < 2+2h est toujours satisfait puisque k < 2m.
Il reste donc k' 2 0.

k' < O signifie que le bloc P2 est coupé par l'antidiagonale k=0 de la table P2.
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ii) Dans le cas ol k' = k-2m+2h+2 2 O, montrons que

8(k-2m,0)

_ v
h+l (x) = Qk',h+1(X)'

a) Si 0< k< m-1,

(k-2m) (k-2m)
(k-2m,0) x ¥h+l "x) - ?h+l ")
On a : 8h+l Y (t) = ¢ ( )

x-t

Or :
v _ %i',h+1(X) - %k',h+l(t)

Par conséquent :

_ %(k-2m,0)
(x) = hel (x).

On a alors :

b) Si m-1 <k < 2m et h < k' < 2h+2.

On a : (k-2m) (k-2m)
P (x) - P (t)
Qlk-2m,0) 1y o (Bl h+l

)
h+l %t

Pt ne1$®) 7 Pr pg ()

(t) = < )

Q¢
k' ,htl .

(k-

= Qh+12m’o)(t) et également leurs transformés

(1)

Par conséquent Q
4 k',h+l

(t) = 8(k-2m,0)(t).

8 ',htl h+1

On a encore :

H
—~
»

~
11}
H

k,m ) = k! he1 (%)
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c) Sim-1<k<2metoO<k'<h.

On a dans ce cas :

(k-2m) (k-2m)
P (x) - P (t)
(k—2m,0)(t) = o h+1 h+1

Qh+l x-t )
et
¥ (t) = *(yk',h+l(x) ) %i',h+1(t))
k' ,h+l
X-t
1. Si Pir paf® st d 1'ouest ou au nord-ouest du bloc Pp.

Dans ce cas on sait, d'aprés la propriété 6.7, que tous les poly-
ndmes § qui sont a& l'ouest ou au nord-ouest du bloc 82 sont identiques.
Les polyndmes P sont également tous identiques 3 1l'ouest et au nord-ouest

du bloc P2. En particulier :

(k-2m) _ _(-n-1) <« 5(-h-1) _
Por (%) 2 Ppyy TG ol By T = Py ()

et par conséquent

(k—2m,0)(t)

Qhe1 = Quup per (V)
et donc
yk-2m,0) oy o (1)
h+1 - ' hil '

D'ol le résultat.

(k-2m,0)
h+1

. o(k=-2m)
si Ph+1 (x) est en dehors de la table P2.

On remarquera que la relation 8

(t)

8h+1,h+l(t) reste valable méme
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i b .
2. Si Pk"h+l(x) est au nord du bloc P
(k-2m) - (k-2m+1) . . (k'-2h-1) _
Nous avons P, ', (x) = x Py (x), ce qui entranuaHh+1 =0
(k- (k-
Nous allons montrer que Q(k 2m’o)(x) = Q(k 2m+1’O)(x).
h+1 h
t-oh-2 T 4 on-1
i |
(k-2m,0) 1
o k) = ————— d, . , —mmmmmmmmmmmemm——o—eeo d .
h+l (k1=20-2) k'-h-2 k'-1
h+1
h h-1 h h i
0  dgtt djt T+ At ---—- Z d;t
i=o
dropp-y TTTTTTTTTTTTTTTTTT T At op-1
i |
[ |
TP SR N —— s
y(k'-2h-1)
h
h-1
h-1 h-2 h-1 i
0 dyt” " dyt T4 At —mmes Z dt
i=o
Puisque P (x) est au nord d'un bloc on a :

k',h+l

(k'-2h-2) (k'-2h-2) _

et * 0, 143

0

pour j e N, 1 £ j £ 2 (m-h-1) au moins, car Pk m(x) est orthogonal singulier.
9

(k'-2h-2)

En particulier, si on prend j = m-h-1 on a Hm = 0,

D'autre part m-1 < k < 2m entraine que 2m-k < m, et 2m-k = 2h+2-k' et
k' < h entrainent que 2m-k 2 h+2.

(k'-2h-2) _ (k'-2n-2)

2m-k oh+2-k' - 9

Par conséquent H
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Alors :
droph-p TTTTTTTT det -1
! |
{ i
| |
| 1
i ' =0
dk'—h—? _________ dk'_l
a-1 dy ----- dp
. N . . (k' 2h-2)
1
sinon d'apreés le corollaire 1.1 onaurait 2h+2 K z 0.
(k'-2h-1) _ )
Comme Hh+l = 0Oona:
droph-p TTTTTTTC drop-1
| |
L} l
| |
| | = 0
I I
der_pog "7 dr -1
0 do ----- dh
ce qui entraine que :
Qeragpeg ~TTTTTTTTTmTmmmmmmmmosmoeoee- 4kt oh-1
| |
8(k 2m 0) 1 4 &
s —_—— Toha T T - -
h+l H(k,_2h_2) k'-h=-2 k'-1
h+l h-1
h-1 h=-2 h-1 i
0 O dgt’ T dgtt T4 d,tT T memm Zo d,t

L'identité de P;ilzm)(x) et x Pék_2m+l)(x) conduit & l'identité des coefficients

des termes xj.
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Par conséquent :

§k=2m,0) Ly = Mk-2mt1,0) (s

Qh+l h
. . A . (k=2m) '
Cette relation reste vraie méme si Ph+l (x) est en dehors de la table P2.
Par conséquent onremonte avec cette relation jusqu'a l'angle Nord-Ouest

du bloc b.

D'aprés la remarque faite d la fin du c) 1) de cette propriété, on a identité
entre 8("0) et 8 le long du cdté ouest.

Puis, on applique le b) de la propriété 6.7 qui est également valable en dehors
de 1la éable 82. Sur les cOtés OQuest, Nord-Ouest et Nord du Bloc il y a iden-

tité de tous les polyndmes a.

Par conséquent :

(k-2m,o0) _
ah+1 (x) = § ',h+1(X)'

D'ol le résultat.

cqfd.

Définition 6.2.

On appellera bloc F, £a néunion de La partie de fa Zable Fo qui con-
hespond au bloc P, et des parties qui conrespondent aux cotés Nond, Nond-Ouest
et Ouest du bloc Pz.

NO N

0 Bloc P




§2. Existence et unicité - 489 -

Conollaine 6.1.

Dans un bloc FZ, tous Les approximants de Padé en deux points
situds au-dessus de L£'antidiagonale qui correspond & £'antidiagonale princi-
pale du bloc P sont identiques, Lorsqu'on Les a mis  Sous forme {ndducti-
bee.

Démonstration.

Le théoréme 6.1 et les propriétés 2.1, 6.7 et 6.8 démontrent

ce corollaire méme si le polyndme Péi;Zm) est en dehors de la table P2, car
la démonstration du c) de la propriété 6.8 montre que l'on a encore

- v
a(k 2m’O)(x) identique & un polyndme Q du cdté ouest.

h+l

cqfd.

Les propriétés 6.5 et 6.6 ainsi que la remarque 6.5 permettent

de compléter ce corollaire en prenant les éléments qui sont dans la partie
(k-2m)

qui correspond aux polyndmes Pm

quasi-orthogonaux.

Corollaire 6.1.

S{ un bloc P est entidrement dans La partie m < k, ou &4 un bloc P
est situl entilrement dans La partie k < m-1 tel que tout son cdté ouest ne
404t pas hons de La table Pz' alons toutes Les gractions rationnelles du bloc
F2 sont Lidentiques Lorsqu'on Les a mises sous foume runédyctible.

Démonstration,
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Conollaine 6.3.

Dans Les conditions de La proprniété 6.6 Les gractions rationnelles
qui cornrespondent au coté Nord, Nord-Ouest et Ouest du bloc Py, ainsi que celles
qui se thouvent dans La partie du bloc Fz qui cormespond & La pantie simplement
hachurée du bLoc P priésenté dans fa nemarque 6.5, sont toutes {dentiques Lorsqu'on
Les a mises sous forme uéductible.

Nous démontrons le corollaire suivant qui nous sera fort utile

pour la section suivante.

Conollaire 6.4.

Si on neprend Le bloc PZ de La proprieté 6.7 et 84 kysm'-1<m's K,
alons pourn tout polLynome P m(x) appartenant a La table PZ et s{tué au nonrd,

nond-ouest ou ouest de ce bloc PZ et el que m < ky, ona :

c*(?jk’m(X) -3 (6

On a toujours un polyndme du cdté ouest et Nord-ouest dans chacune
des deux demi-tables.
La propriété 6.7 démontre qu'on a toujours la premiére relation sur 1'ensemble
des c3tés ouest, Nord-ouest et Nord du bloc P2.
Les polyndmes Py m(x) sont identiques sur le cdté Ouest et Nord-ouest du bloc.
L]

Donc la seconde relation est vérifi& pour ce cdté.

Enfin, la propriété 6.6 démontre qu'on a la seconde relation sur le c3té Nord
(k-2m) m~h-1

pourvu que m <k,. Il suffit de prendre W hel (x) = x

2

cgfd.
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6.3 RELATIONS ‘DE RECURRENCE.

La table P2 est une restriction de la table P. On a donc, dans la

table P2, la méme relation de récurrence entre trois polyndmes orthogonaux

réguliers consécutifs, que dans la table P. C'est d dire :

(k-2m) _ (k-2m) (k-2m) (k-2m) (k-2m) _(k-2m)
P (x) = (% uﬁ—l-pr(m)(X) + B ) Ppr(m) (x) + c pr(pr(m))(X)

Nous allons montrer que les polyndmes Qk m(x) satisfont aussi la méme relation

]
de récurrence avec les mémes coefficients.

Nous poserons :

k-2m = k' - 2pr(m) = k" - 2pr(pr(m))

ce qui signifie que les polyndmes P *t Tpr(pr(m))

(x) sont respectivement

sur les antidiagonales k' et k".

Théoreme 6.2,

Les polynomes P(k'zm)(x)’de La table P, et Lewrs associls de La

Lable Q2 satisgont La méme relation de récuwrence

(k-2m) (k-2m)

- (k=-2m) n
Pk,m(X) = (x “h-l-pr(m)(X) + Bm ) Pk',pr(m)(X) * Cm Pk",pr(pr(m))(X)
- (k-2m) (k-2m) (k-2m)
Qk,m(x) = (x uﬁ-l—pr(m)(X) + Bm ) Qk',pr(m)(X) * o Qk",pr(pr(m))(X)
Démonstration.

o ——— - - . -

i) Si pr(pr(m)) < k" < 2pr(pr(m)).

Les trois polyndmes sont dans la moitié inférieure de la table Py

qui est le champ d'application de la fonctionnelle c.
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On calcule — et on applique la fonctionnelle ¢.

x-t

On obtient alors :

(k-2m) (k 2m) _ (k-2m) (k-2m)
o () - c(x On_1_pr(m) *) Pop(m) X - top” 1-pr(m) ‘") Pop(m) (t))
k,m
x-t
(k-2m) (k-2m)
+ B Qk',pr( )(t) +C Qk",pr(pr(m))(t)
(k-2m) (k-2m)
- C(x wm-l-pr(m)(X) -t wm—l—pr(m)(t) (k 2m)( )
x-t pr( )
(k-2m) (k-2m) (k-2m)
+ (t wm-l—pr(m)(t) B ) Qer pr(m)(t) * G Qk",pr(pr(m))(t)
On change c en d(k-2m) en introduisant x2m—k d 1l'intérieur de 1'expression
Puisque P(k-2m) (x) est dans la demi-table inférieure on a :
pr(pr(m))

k' 2 pr(m) + 1.

(k-2m)

X (k-2m)
2m-k( ®n-1-pr(m)

(x) -t wm-l-pr(m

)(t)

D'autre part x

) est un polyndme en x de
x-t
degré 3m-l-k-pr(m).

Or 2m-k = 2pr(m)-k'.
On trouve 3m-1-k-pr(m) < m-2 en utilisant k' 2 pr(m)+1.

Par conséquent :

(k-2m)

(k-2m)
d(k-2m)(x2m-k(X Up-1-pr(m

m-l-pr(m)(t)

)(X) -tuw (k 2m)

pr(m)

) (x)) =0

x-t

d'aprés la propriété 1.17 ii).
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La relation de récurrence est donc la méme pour Qk m(x) dans la demi-table
b4

inférieure.

i1) Sio <k" < k' < k < m-1.

Les trois polyndmes sont dans la moitié supérieurede la table P

qui est le champ d'application de la fonctionnelle .

Nous avons :

%ﬁk-2m)(x) = (> (k-2m) (x) + xm—pr(m) B(k—2m)) %(k—?m)

® m-1-pr(m) m pr(m) (x) +

J-pr(pr(m)) C(k-2m) ¥(k-2m)

m pr(pr(m))(x)

n o
P(k_2m)(x) _ P;k_2m)(t)

on applique la fonctionnelle ¢* 3 —=&

x-t

On obtient :

~(k-2m)

’\l - -

-1-pr(m) m k',pr(m)(t)

(k-2m) m-pr(pr(m))
+C t 8 ,,,pr(pr(m))(t)

xm—pr(m) _ tm—pr(m)
(k-2m) « (k-2m)
* By c x-t %pr(m) (x))

Lm-pr(pr(m)) _ tm—pr(pr(m))

+ C(k_2m) C*( (k"2m)

m x-t pr(pr(m))(X))

V(k-2m)

v v(k-2m)
*( m-1-pr(m)

(x) - wm-l-pr(m)(t) B(k-2m)(x))

te x-t pr(m)

2
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(k-2m)
a). On suppose que Ppr(m) (0) = 0.

Par conséquent si_Péiz;?)(x) est au bord d'un bloc, il est 3 l'ouest

de ce bloc P2.

- 1
(k-2m) %(k 2pr(m))(x) est orthogonal régulier per rapport d la fonctionnelle

pr(m) pr(m)
(k'-1)

linéaire Y avec :

(k' 1)( ) =d ¥i € N.

k'-1-1i°

xm—pr(m) oy pr(m) W(k 2m)

c (
x-t pr(m)

(%))

- Kt pr(m) _ m-pr(m)

x-t pr(m)

K xm-pr(m) _ tm-pr(m)

X ( ) est un polyndme en x de degré k'+m-1-pr(m).

x-t

k'

(k 2pr(m))( )
pr(m)

Dans ce cas on a :

k' € pr(m) - 1 - (m-pr(m)).
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Par conséquent k'+m-1-pr(m) < pr(m)-2.

Alors
@ - P gty ) g
x-t pr(m)
ainsi que
(k-2m) V(k-2m)
c*(wm-l-pr(m)(X) wm-l—pr(m)(t) ?(k—Qm)(x))
x-t pr(m)
L, ’ (k_2m)
N '
d cause de l'orthogonalité de ?pr(m) (x).
D'autre part, si P(k_Qm) (x) est au bord d'un bloc, il ne peut &tre qu'au
i pr(pr(m)) >
nord de ce bloc.
7/
¢ Mk-2m)
//' Ppr(pr(m))(X)
//l
,/
//,
7/
,/
/7
,/
/
N 4
/
k() g
//
//
,/
k"

;i;;:gm))(x) = %%+l(X) qui est sur la méme antidiagonale k".
"
%ﬁ+l(x) est orthogonal par rapport a Y(k L et on a :

Y K1) (3 B () = 0 pour § €N, 0 < § < pr(pr(m))-1

car le bloc W est décalé d'une rangée vers le haut par rapport au bloc P.
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C*(Xm-pr(pr(m)) _ (m-pr(pr(m)) % (k-2m)
x-t

(%))

pr(pr(m))

Xm—pr(pr(m)) _ tm-pr(pr(m))
- Y(k"-l) ( k"
- X

(x)) =0

n
x-t Pgi-l

" xm-pr(pr(m)) _ tm—pr(pr(m))
car X (

e ) est un polyndme en x de degré

k"4+m-1-pr(pr(m)) et par un raisonnement analogue & celui fait pour k', on a :

k" < pr(pr(m)-1-(m-pr(pr(m)))

Donc k'"+m-1-pr(pr(m)) S pr(pr(m)) - 2.

D'ol le résultat.

(k-2m)

b). On suppose que Ppr(m) (o) = 0.
Donc PéﬁZﬁ?)(x) est nord d'un bloc P2.

(k-2m) Y
On a encore %ﬁr(m) (x) = P%'+1(X)
7/
" ny(k-2m)
/o - m
P ¥pr(m) (x)
4
//,
/I
//
/I
,/

~ Y(k'_l) e

n (k'-1)
P§+1(x) est orthogonal par rapport a Y

3%, -0
t (x P%‘+1(X)) =0
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pour j €N, 0 < j < pr(m)-1.

Comme précédemment on trouve k'+m-1-pr(m) < pr(m)-2.

Donc :
* Prm e e omy
e ( x-t pr(m) (x)) = 0
ainsi que :
~v(k-2m) v(k-2m)
*( wm-l—pr(m)(X) - wm—l-pr(m)(t) @(k—2m)(x))
X-t pr(m) )

(k-2m)
pr(pr(m))
l'ouest ou au nord-ouest.

D'autre part,si P (x) est au bord d'un bloc, il ne peut &tre qu'a

On a :

R Xm—pr(pr(m)) _ tm-pr(pr(m))

*( (k-2m)

x-t pr(pr(m))(x))

i Y(k"'l)(xk" Xm—pr(pr(m)) _ tm—pr(pr(m)) n(k=-2m)

x-t Ppr(pr(m))(x))

g -pr(pr(m)) _  m-pr(pr(m))
X (

e ) est un polyndme en x de degré k"+m-l-pr(pr(m)).

Or comme précédemment on a :
k"+m-1-pr(pr(m)) < pr(pr(m)) - 2.

Par conséquent, l'expression ci-dessus est nulle 3 cause de l'orthogonalité de
Uem2m) -y
pr(pr(m)) """

1i1) Si 0 < k" < pr(pr(m))-1 et pr(m) < k' < k < 2m.

(k-2m)
pr(pr(m)

(k-2m)

pr(m) (x) et

)(x) est dans la demi-table supérieure et P

Pék-2m>(x) sont dans la demi-table inférieure.
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On a dans ce cas :

(k-2m) (k-2m)

2 % topr(m) T t wm—l—pr(m)(t) (k-2m)
Qk,m(X) = ¢( e Ppr(m) (%))
(k-2m) (k-2m)
P 1 (x) = P (t)
(k-2m) (k-2m) (k-2m) pr(pr(m)) pr(pr(m))
+(t wm-l—pr(m)(t) * Bm ) Qk',pr(m)(t) * Cm o x-t )

a). Si k' 2 pr(m)+1.

(k-2m)
pr(pr(m)
dans la demi-table inférieure.

)(x) est au bord d'un bloc dont au moins une rangée est
On sait d'aprés le i) que :

(k-2m) (k~-2m)
X wm-l—pr(m)(x) -t wm—l—pr(m)(t) P(k—2m)(x)) -0
X-t pr(m) -

c(

D'autre part, d'aprés le corollaire 6.4, le transformé de

(k-2m) (k-2m)

C(Ppr(pr(m)) pr(pr(m))(t)

(x) - P
(t).

) est égal a [5 "

x-t ,pr(pr(m))

Donc on a encore la méme relation de récurrence.

b). Sik' = pr(m).

Alors :

(k-2m)

(k-2m)
d(k—2m)(x2m—k (x wm-l-pr(m)(x) -t (

m-1-pr(m) t)) P(k-2m)

21 Pr’(m) (X))

- d(k-—2m) (Xm-l P(k—2m)

pr(m) (x)) = 0.
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On a :
(k-2m) ,_(k-2m) _(k-2m) (k-2m) ,_(k-2m) m-1
C(k—2m) - d (Ppr(m) Pm—l ) - d (Ppr(m) x )
m
_ _ (k-2m),_(k-2m) pr(m)-1
q(k-2m)  ;(k=2m) (k-2m) d (Ppr(pr(m)) )

pr(pr(m)) Ppr(m)*l

Par conséquent on obtient :

-2m) (k-2m)
(x) - tw ()
_ m=-1-pr m~1-pr(m) (k~-2m)
G(t) = cf x-t Ppr(m) (x))

(k—2m) (X) _ P(k-2m) (t)

+ C(k-2m) C(Ppr(pr(m)) pr(pr(m)) )
m x-t
(k-2m) (k-2m)
2 (x) - P (t)
- ~(k-2m) pr(pr(m)) pr(pr(m) _ (k-2m), _pr(m)-1 _(k-2m)
= Cm YC( prg ) d (X ' Ppr(pr(m))(X))
(k-2m) (k-2m)
(x) - P (t)
- ~(k-2m) pr(pr(m)) pr(pr(m)) (-1) ,_(k-2m)
= c( x-t ) - d (Ppr(pr(m))(x))
dgmgm ~TTTTTTTTTTIS dk-2m+pr(pr(m))
| |
| [}
| 1
(-1), (k-2m) 1 ! !
d (Ppr(pr(m))(X)) - HZk-2m5 dk-2m+pr(pr(m))-1 T dk-2m+2pr(pr'(m))-l
pr(pr(m))
T dpr(pr(m))-l

) = (Pripr(m))-1 e

Alors on a, si Yt )
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Qo mmmmmmmmmmmmmmemmmm e d
-2m k-2m+pr(pr(m))
! |
n 1 ! !
S0 = Ye-2mipr(pr(m))-1 ~7TTTTTTTIIIIIII IS Ye-ome2pr(pr(m))-1
pr(pr(m)) (or(m)
_ _ pr(pr(m))-2 .
-q ¢prlpem)-1 o, prlpr(m))-2 _____ gt
-1 0 . 1
i=o
Puisqu'on a un bloc :
(k-2m)
(k-2m) (k-2m) _ .
Hpr(pr(m)) z 0, Hpr(m) z 0 et Hi = O pour 1 € IN,
pr(pr(m))+1l < i < pr(m)-1.
Donc d'aprés le corollaire 1.1, on a :
P dk-2m+pr(pr(m))
2 I
i |
IR a—— =0

k-2m+2pr(pr(m))-1

i di+pr(pr(m))

pour i € Z, k-2m+pr(pr(m)) <i < -2,

Parmi les lignes de :

dk—2m+pr(pr(m))

d-2+pr(pr(m))
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On prend la somme des pr(pr(m))-1 derniéres lignes que l'on multiplie respec-

tivement par 1, t, t2, tPP(pr(m)) -2

N . Y .
On retranche cette somme de la derniére ligne de G(t). On obtient alors :

Qg TTTTTTTTTTTT TSI s dk-2m4pr(pr(m))
| |
j ]
e e O S d
(k-2m) k-2m+pr(pr(m))-1 k~-2m+2pr(pr(m))-1
pr(pr(m)) pr(pr(m))-1 ;
---------- d 0
i%o -pr(pr(m)) -1
[ d '\J
Or cette expression est celle de Qk",pr(pr(m))(t)'

iv) Si 0 s k" <k' < pr(m)-1 etm < k < 2m.

(k-2m) (k-2m)
pr(pr(m)) pr(m)

P;k-2m)(x) est dans la demi-table inférieure.

(x) et P (x) sont dans la demi-table supérieure et

a). Si k =m.
Y(k-2m)
On utilise la relation de récurrence donnant P (x).

On obtient donc :

(k 2m) (k ~-2m)
c*( (x) - (t) o ytkeam)
x-t

m-pr(m) (k 2m) (k-2m)
m—l-pr(m)(t) tt m a'pr(m)

(t)

C;k-Zm) M-pr(pr(m)) A(k-2m) (t)

Qpr(pr(m))

V(k-2m) V(k-2m)
wm-l-pr(m)(X) B wm-l—pr(m)(t)'“(k 2m)

x-t pr( )

+ c*(

(%))

(x))

(k-2m) P Pr(m) _m-pr(m) o ooy
Bm e ( x-t Bpr(m)
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. C(k—2m) c*(Xm-px’(pnr'(m)) _ tm-pr(pr(m)) (k-2m)

m x-t pr(pr(m))(x))
On a d'abord :
. g(k-Qm)(x) _ %(k—2m)(t)
¢ (= )
x-t
d_ mmmmmmmmmmmmmeom oo d,
t 1
i 1
L |
- _ N
- (-m) d—1 dm—)
Htm
m m-1 1
izo d;_ t -=mmm-mms d, o

On retranche de la derniére ligne la somme des m premiéres lignes respectivement
multipliées par 1, t,...,tm_l'

On obtient alors l'expression de am m(t).

2

1. Si P;?ZiT)(O) 20
alors ?;i;;?)(x) est orthogonal par rapport 3 Y(k'—l)

. xm-pr(m) _ tm-pr(m)

e*( %(k-?m)

x-t pr(m)

(%))

NI VP Y LPr(m) _ mopr(m) (k-2m)

= x-t pr(m) (x)) =0
Kt Xm—pr(m) _ tm—pr(m)
car x ( prame ) est un polyndme en x de degré k'+m-1-pr(m) = pr(m)-1.
On a donc aussi :
"(k-2m) “(k~2m)
w - (t) .
*( m—l-pr(m)(x) wm-l-pr(m) ) %(k-2m)(x)) -0

x-t pr(m)
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Alors si P;:E;:gm))(x) est au bord d'un bloc, il ne peut &tre qu'au nord de
ce bloc,
// (k‘2m) »
//o Ppr(pr(m))(X)
//g
//
,/
/
//
//,
/,/
" 7
Phe1
o/
1574
On a :
(k-2m) - Y,
AN COILD IO
Donc :

. xm-pr(pr(m)) _ tm-pr(pr‘(m)) N

e ( x-t P%?l(x))

(k"-1), k" xm'Pr(PP(m)) - tm—pr(pr(m))
-Y (x —

3g+1<x)> =0

ke Jmpr(pr(m)) tm—pr(pr(m))
car x= (X ) est un polyndme en x de degré

x~-t
(kll_l) j n,
(" Py
0 < j < pr(pr(m))-1 puisque le bloc W est décalé d'une rangée vers le haut.

k"+m-1-pr(pr(m)) = pr(pr(m))-1 et Yy ) = 0 pour j €N,

Par conséquent les polyndmes Q satisfont bien la méme relation de récurrence

que les polyndmes Pk,m(x)'

. _(k-2m) -
2. Si Ppr(m) (o) = 0.
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On a encore

xm—pr(m) & pr(m) “(k ~2m)

x—t Bor(m) (x)) =0

ainsi que

k-2m) k-2m)
C*(aﬂ-pr(m)(x) B afn—gr(m)(t) (k 2m)

x-t pr(m) (x))

De méme

C*(Xm—pp(pr(m)) _ tm—pr(pr(m)) Yk-2m)
x-t pr(pr(m))

(x))

_ Y(k"-l) X" xm-pr(Pr(m)) _ tm-pr(pr(m)) Vv(k-2m)
- (x x-t Ppr(pr(m)

)(x)) =0

plk=2m) Y(k-2m)
car pr(pr(m))( o) =20 ce qui entraine que Ppr(pr(m))(x) est orthogonal par
" w J-pr(pr(m)) _ _m-pr(pr(m))
rapport a y‘k 1 et x5 (£ t ) est un polyndme en x de
x-t

degré k"+m-1-pr(pr(m)) = pr(pr(m))-1.

b). Si k 2 mtl.

(k-2m)

On utilise la relation de récurrence des P (x). On obtient en

appliquant la fonctionnelle ¢ :

(k 2m) (k-2m)

xW x) -t w (t)
- m-1-pr(m) m-1-pr(m) (k 2m)
om pli=am) o p(k=2m)
2m (k-2m) ¥2p(m) _pr(m)
t (e’ 1o Pr(m)(t) + B ) c( x-t )
(k-2m) p(k-2m)

\ ofk-2m) cpeer@) ™~ Fpr(pr(m)) ),

x-t
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D'aprés le corollaire 6.4

(k-2m)

(k 2m)
(x) - P o(m) (t)

o pr(m)

) = Q. (v)
ot k',pr(m)

Considérons 1'expression :

(k -2m)
-1~ pr(m)(t) (k -2m)
x-t pr(m)

(k-2m)
X wm-l—pr(m)

(%) -

G(t) = < (x))

(k-2m) (k-2m)
_ J(k-2m) , 2m-k ¥ wm—l-pr(m) Tt epr(m)(t) (k -2m)
d (X X-1 pr(m) ( ))

Posons x w

] -
Bjx avec Bm—pr(m) =

Alors :

(k-2m) . om-k ™PE(m) xJ- p(k-2m)

(x By St X~ t pr(m)

. : (%))

G(t) =4d

i

3

_ o (k-2m) , om-k ™RT(M 3Tl oL p(k-2m)
d (% 52 By 1 tx Por(my ()

351 s=o

- 2m-k+j-1-s _(k-2m)

m-1-pr(m) m-pr(m) _
) ¢S ¢ E 5. qlkmm)

$20 j=s+1 3

d(k-2m) (X2m—k+j—l—s (k-2m)

Or pr(m)

(x)) =0

pour 2m-k+j-1-s < m-2 c'est & dire j < s+k-m-1.
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Par conséquent :

m-1-pr(m) S m-pr(m)

6(t) = ] % ) g, a7 (Imkios pUC ) ()
s=o j=Sup(s+1,s+k-m) ]
2m-k-pr(m) m-pr(m) _ a1
s=0 j=sup(s+1,s+k-m) 7 p

D'autre part en utilisant la relation de récurrence a trois termes on obtient :

(k 2m) _(k-2m)

(k-2m) - (k 2m) (k 2m) (k-2m)
m-pr(m) .
- j ,(k-2m) (k-2m) _(k-2m) (k-2m) J(k-2m)
jzl B X0 By (%) + By P otmy ¥+ Cp Prton(m)
Or on a :
(k 2m) (x* ;k 2m)( )) =0 pour i e N, 0 < i< m-1
(k 2m) (x* ;t(i?)) =0 pour 1 e N, 0 < i < m-2
Alors on multiplie les deux membres de la relation de récurrence par xpr(m)-l+i

(k-2m)

pour i ¢ N, 0 < i < m-1-pr(m), puis on applique d . On obtient :

d(k-2m) (Xpr(m)-1+i P;k_Qm)(x)) - 0

m-pr(m)
A
j=1

(k-2m) (xpr(m)-l+i+j P(k-2m)

pr(m) (%))

-+

B;k—2m) d(k-2m) (xpr(m)-l+1 (k- 2m)( ))

pr(m)

C(k-2m) d(k-2m) (xpr(m)-1+i P(k-2m)

m pr(pr(m))(x))

+
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m-gr(m) 8. d(k 2m)( pr(m)-1+i+j (k 2m)( )

j=m-pr(m)-i ] pr(m)

(k-2m) (k 2m), pr(m)-1+i _(k-2m) _
+ C (x pr(pr(m))( x)) =0

pour i € N, O € i € m-1-pr(m).

Or si m-pr(m)-i = Sup(s+l, s+k-m-1), alors pr(m)-1+i+j = 2m-k+j-1-s et par

P4
conséequent :

2m-k-pr(m) 1o -
§ (k-2m) ,(k-2m) (x2mk-1-s (k=2m) )

G(t) (~t%) “n pr(pr(m)

et par suite :

a(t) = tpr(pr(m))-l G(%)

2m-k-pr(m)
(k-2m) pr(pr(m))-1-s (k-2m) , 2m-k-1-s _(k-2m)
E t d (x Ppr(pr(m))(X))

S=0

dk-2m+pr(pr(m))

gy~
]
lezm) | |
m
(k~-2m) dk-2m+pr(pr(m))-1 ------ dk—2m+2pr(pr(m))-l
(pr(m))
pripr(m 2m-k-pr(m) N pr(pr(mn))-s-1 2m~k-pr(m) pr(pr(m)-1-s
t - a t
-1-s seo -1-s-pr(pr(m))

s$Z0

Nous avons aussi

p{k-2m) _ p(k-2m) 1
@rerm)-1 _ Fpr(pr(m) ) P11>r'(pr'(m)) %) . %o

X - %




- 508 - Approximants de Padé en deux points

A _op ~TTTTTTTTTTTTIT TS e dk-2m+pr(pr(m))
; i
= (k—lm) dk—2m+pr(pr(m))—l ————————————————————————— a
pr(pr(m))

a tpr(pr(m))—l
0

i=o

Donc crflk'Q“‘) Xt) + &) =

k-2m+2pr(pr(m))- 1

pr(pr{m))-1

Chap. 6

a.tt
1

dy_op ~TTTTTTTTTTTTTSTTTTm s mmmmmmommm oo oo dk-2m+pr(pr(m))
C(k—2m) : i
m ! i
dk-2m+pr(pr(m))-1 ________________________________ dk—2m+2pr(pr(m))—1
(k-2m)
pr(pr(m)) 2m:k+§r(m) . tpr(pr(m))—l—s o pr*(m)—2m+k+pr(pr(m))—2d.tl
L -1-s ‘2 1
s=o i=o
. (k-2m) (k-2m) (k-2m) _ .
Enfin, Hpr(pr(m)) z 0, Hpr(m) 2 0 et Hi = 0 pour i e N,

pr(pr(m))+1 < i < pr(m)-1.

Donc :

dk—2m+pr(pr(m))

dk—2m+2pr(pr(m))-l

dk—2m+pr(pr~(m))+i

pour i € N, pr(pr(m)) < i < pr(m)-2.
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Parmi les lignes de :

k-2m dk-2m+pr(pr(m))
!

]
K-2m+pr(m)-2 4 —2m+pr(pr(m) )+pr(m)-2

On prend la somme des pr(m)-2m+k+pr(pr(m))-1 derniéres lignes qu'on multiplie

..,tpr(m)—2m+k+pr(pr(m))—2. Puis on retranche cette

- "
;k m) R(t) + G(t), ce qui ne modi-

respectivement par 1, t,.
somme de la derniére ligne de 1l'expression C
fie pas le résultat.

On obtient alors :

(k=2m)
¢ Qk",pr(pr(m))(t)'

Par conséquent, on obtient bien la mé&me relation de récurrence.

Conollaine 6.5.

S4 P (%) est onthogonal néguliern, alons :

P (x) -P (t)
m,m

- m,m 1,
Qm,m(t) = el x-t )

et

On prend celle faite dans le théoréme 6.2 iv) a).
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(n+1

Nous avons montré dans le chapitre 2 que tout polyndme Pm )(x)orthogonal régu-

lier de la table P vérifie les deux relations suivantes, pour m € N,

Res m < h£+1 +1
(n+1) _ -1 (n) (n) (n) ,
Pm (x) = x (Pm+ (x) + qm+1 2 Ppr(m+1 n)(x))
(n+l) LY (n) (n) ,(ntl)
(x) = “n- pr(m+1, n)(x) Ppr(m+l,n)( x) + Bm+1 pr(pr(m+l,n) n+1)(X)

Nous montrons dans les deux propriétés qui suivent que, si les trois polyndmes
qui interviennent dans ces deux relations sont dans la table P2, alors les

polyndmes Qk m(x) vérifient les mémes relations de récurrence.
3

Nous posons n = k-1-2m et k+1-2(m+l1l) = k'-2pr(m+1,n).

Propridte 6.9.

Les polynomes P, (x) et Q (%) virifient La méme relation de
néeuwrrence

(k-1-2m)

(x) + q'm+1,£'_ k',pr(m+l,n

x U (x)

k,m ) % Uit me1 y (%)

84 Les thois polLyndmes qui interviennent sont dans La table P, ou Q.

Démonstration.

Nous savons déjd que Pk m(x) vérifie cette relation de récurrence.
9

Montrons que les polyndmes Q m(x) vérifient la méme relation.
b

Examinons d'abord le cas ou

L est orthogonal régulier.

Les trois polyndmes sont dans la demi-table inférieure et de plus
k 2 m+l.
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On a alors :

P(k_2m)(x) -t P(k—Qm)(t)
m m

- (k-2-2m)
clx x-t ) = Qk+l,m+l(t) + qm+1,£ Qk’,pr(m+l,n)(t)
- (k-2m) -
= c(Pm (x)) +t Qk’m(t) =t Qk’m(t)
car c(P;k-zm)(x)) = d(k_2m) (x2m—k P;k-2m)(x)) = 0 puisque k 2 m+l.

ii) Si les trois polyndmes sont dans la demi table supérieure.

On a k < m-1.

On utilise la relation avec les polyndmes transformés, c'est 3 dire :

(k-2m) _ %(k-1-2m) (k-1-2m) _m+l-pr(m+l,n) %(k-1-2m)
%m (x) Pm+l (x) + qm+1,£ X Ppr(m+l,n)(X)

On a donc :

mt+l-pr(m+l,n) (k-1-2m) 3

Bk (t) = ak+1,m+l () + ¢ Ut1,2

,m ,pr(m+1,n)(t)

(k-1-2m) * Atl-pr(m+l,n) _ {M+1-pr(m+l,n)
c (

qm+1,1_

B (k-1-2m)
x-t pr(m+l,n

+

)(x))

m+l-pr(m+l,n) (k-1-2m) %

(1) +t +1,2 k',pr(m+l,n

N .
= Qk+1,m+1 )(t)

3 3 3 . *
car le terme qui fait intervenir ¢ est égal a:

'  mtl-pr(m+l,n) _  mt+l-pr(m+l,n) a_
_ -Y(k 1) (Xk X t (k-1-2m) (X)) = 0

x-t pr(m+1l,n)
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d'aprés la démonstration faite dans le ii) du théoréme 6.2.

iii) si plksi-2m)

(x) est dans la demi-table supérieure et les déux autres
pr(m+l,n)

dans la demi-table inférieure.

Alors k 2 m et k' < pr(mt+l,n)-1.

On a en utilisant la relation avec les polyndmes Pk m(x) :
b ]

P(k—Qm)(X) -t P(k-?m)(t)
m m

c(x ) 7 Qg i (V)
xX-t
(k-1-2m) (k-1-2m)
(k-1-2m) pr(m+l,n)(x) - ?pr(m+l,n)(t)
* 1,2 e( . )
x—

= c(Pé}k-2m)(X)) + t Qk,m(t)'

1. Si k = m+1.

] (k-1-2m) (k-1-2m)
Un bloc P, existe entre P, (x) et Ppr(m+1,n

c(P;k-Qm)(x)) = 0 (voir le cas i)).

)(X).

(k-1-2m) (x) est d 1l'ouest du bloc P, et d'aprés le corollaire 6.4

'
D'autre part, Ppr(m+l,n) 5

(k-1-2m)

(k-1-2m)
o( pr(m+l,n)(X) - F

Ep(m+l,n)(t)

) = Q

(t).
1
x—t k',pr(m+l,n)

D'ol le résultat.

2. Si k = m.
On multiplie les deux membres de la relation

X P(k-2m)

¢ -1-2m)(x) + (k-1-2m) .(k-1-2m)

1 Un+1,2 pr(m+l,n)(x)

- plk
(x) = Pt
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par X" et on applique d(k_l_Qm). On obtient :
(k=2m), m _(k-2m)
(k-1-2m) ='d (x P (x))
+1,£
’ (k-1-2m), m _(k-1-2m)
d ( Ppr(m+1,n)(x)
On a alors :
(k-1-2m) (k-1-2m)
P (x) - P (t)
(k-1-2m) pr(m+l,n) pr(m+1l,n) (k-2m)
+1,£ e( x-t ) - c(Pm (x))
(k-1-2m) (k-1-2m)
(k-1-2m) ( pr(m+1,n)(x) } Ppr(m+l,n)(t)) _ d(k-1-2m) ™ P(k—l-2m) (x)
+1,0 ¢ pr(m+1,n)
‘ Xx-t
~ (k-1-2m) (k-1-2m)
- qOk-t-am) | Fprmer,) ™ 7 Fprme,m) O ) pe1-am)
T mel, ¢ Xt pr(m+l,n) %
L
_ (k-1-2m)

“de1e % pr(mer,n)

en utilisant une démonstration totalement analogue 3 celle faite dans le

théoréme 6.2 iii) b).

b) Si P(k—l-2m)

1 P .
il n‘est pas orthogonal régulier.

Alors pr(m+l,n) = m.

Les deux polyndmes P;k_2m)(x)

et P;k-l—Qm)(x) sont d l'ouest d'un bloc P2.
Ils sont identiques et on sait que les associés correspondant sont aussi iden-
tiques (propriété 6.7). Par conséquent, on a bien également la méme welation

de récurrence.

cgfd.
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Pour la propriété suivante nous posons toujours n = k-1-2m et

k-2m = k"-2pr(pr(m+l, n), n+l)

k-1-2m = k'-2pr(m+l, n)

Propriets 6.10.
Les polynimes B, (x) et Q__(x) verifient La méme nekation de
réeurnrence
_ (k-1-2m) (k-1-2m)
vk,m(X) - wm—pr(m+l,n)(X) Vk‘,pr(m+1,n)(X) v E, Vk",pr(pr(m+l,n),n+l)(X)

8L Les thods polynomes qui intervdiennent sont dans La table P, ou Q,.

Démonstration.
Nous savons déja que les P m(x) satisfont cette relation. Nous
b
démontrons la relation pour les Qk m(x).
H

(k-1-2m)
pr(m+1,n)

(k~2m)

PP(pP(m+l,n),n+l)(X) est au bord

Dans ce cas on a : P (0) 2 0 et si P

d'un bloc il est toujours au nord ou au nord-ouest de ce bloc.

i) Si les trois polyndmes sont dans la demi-table inférieure.

pr(m+l,n) < k',

On a alors :

. (k-1-2m) (k-1-2m)

Qk,m(t) wm—pr(m+1,n)(t) Qk',pr(m+1,n)(t) * Em Qk"-pr(pr(m+1,n),n+l)(t)
(k-1-2m) (k-1-2m)
+ ol m-pr(m+1,n)(x) - wm—pr(m+l,n)(t) P(k-1—2m)

x-t pr(m+l,n)(X))
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§3.

(k-1-2m)
m

_ (k-1-2m)
= wm—pr(m+l,n)(t) Q (t) + E Q )(t)

k' ,pr(m+li,n) k" ,pr(pr(m+1,n),n+l
P ¥

car

(k-1-2m)

(k-1-2m)
q(k-1-2m) _2m-k+1 (wm—pr(m+l,n)

(x) - wm—pr(m+l,n

(B (ke1-2m)

) Ppr(m+l,n)

(x)) =0

x-t

(k-1-2m), j _(k-1-2m) _ . . _
En effet d (x Ppr(m+l,n)(x)) =Opour j ¢ N, O < j < m-1, et
(k-1-2m) (k=1-2m)
W (x) - w (t)
x2m k+l ( m-pr(m+1,n) m-pr{m+1,n) ) est un polyndme en x de degré

x-t

3m-k~-pr(m+1,n) = pr(m+l,n)-k'-1+m < m-1.

i1) Les trois polyndmes sont dans la demi-table supérieure.

On utilise la relation avec les polyndmes transformés

~v(k-1~2m)
w

(k-2m) -
Pn (x) = m-pr(m+1,n

E(k-1-2m) xm—pr(pr(m+l,n),n
m

On a alors :

(k-1-2m)
pri{m+i,n

(%) B (%)

+1) w(k~-2m)

pr(pr(m+l,n),n+1)(x)'

_ v(k-1~-2m) v
3k,m(t) - wm—pr(m+1,n)(t) Qk',pr(m+l,n)(t)
(k-1-2m) _m-pr(pr(m+l,n),n+l) v
* Em t Qk",pr(pr(m+1,n),n+l)(t)
"v(k-1-2m) (k-1-2m)
* wm—pr(m+l,n)(x) - wm—pr(m+l,n)(t) N(k—l-Qm) (x))
tel x~-t pr(m+1l,n) x)

+ E(k—l-2m) c*(
m

xm—pr(pr(m+1,n),n+1) -t

m-pr(pr(m+1,n),n+l) \(k-2m)

x-t

pr(pr(m+l,n),n+1) X))
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De la méme fagon que dans le théoréme 6.2 ii) a), on obtient l'annulation des

. . . . . *
deux expressions faisant intervenir la fonctionnelle c .

Donc on retrouve la méme relation de récurrence.

e es . (k-2m) N : N
iii) Si le polyndme Ppr(pr(m+l,n),n+l)(x) est dans Ta demi-table supérieure
et les deux autres dans la demi-table inférieure, alors P(k_Qm) (%)
? pr(pr(m+l,n),n+l)
est au nord ou nord-ouest d'un bloc P, et P(k-1_2m) (x) est 3 1l'est de ce bloc.
2 pr(m+l,n)
On a :
Q (1) = k7172 4y g ()
k,m m-pr(m+l,n) k',pr(m+l,n)
(k-1-2m) _ (k-1-2m)
+ o m-pr(m+l,n)(X) U%fpr(m+l,n)(t) (k-1-2m) (x))
x-t pr(m+l,n)
(k-2m) (x) - ptk>2m) (t)
+ E(k—l--2m) o( pr(pr(m+l,n),n+l) pr(pr(m+l,n),n+l) )
m xX-t
D'aprés le corollaire 6.4 on a :
(k~2m) _ o(k-2m)
o( pr(pr(m+1,n),n+l)(x) Ppr(pr(m+l,n),n+1)(t)) - 9 (t)
et k",pr(pr(m+l,n),n+l) :
D'autre part en utilisant le i)
(k-1-2m) _, (k-1-2m)
C(wm-pr(m+l,n)(x) wm—pr(m+l,n)(t) (k-1-2m) (x)) = 0
x-t pr(m+l,n) -

D'ol le résultat.

iv) Si le polyndme P;k—2m)(x) est dans 1a demi-table inférieure et les deux

autres dans la demi-table supérieure.
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a). Si kx = m.

On utilise la relation de récurrence avec les polyndmes transformés.

On a alors :

%(k-2m)
x.m

c (

v

v(k-2m)
(V.) - Pm (t)) _ ’\»(k—l-2m) (t) Q
- ) k' ,pr{m+i,n

x-t uh-pr(m+l,n

y ()

W k-1-2m) k-1-2m)
*(“%-pr(m+1,n)(x) ” uh:pr(m+l,n)(t) k-1-2m)

x-t pr(m+l,n

t+c

y(x))

(k-1-2m) _m-pr(pr(m+1,n),n+l)
* Em t Qk",pr(pr(m+l,n),n+l)(t)

(k-1-2m) c*(xm'PP(pr(m+l,n),n+l) _ tm-pr(pr(m+1,n),n+1) (k-2m)

R x-t pr(pr(m+1,n),n+1)(X))

D'aprés le corollaire 6.5 on a :

*

pem gy - pOm gy
c(m m

x~t ) = 8¥,m(t)'

On démontre de la méme fagon que dans le théoréme 6.2 iv) a) 1. que :

g(k-l—zm) V(k-1-2m)

o*m=pr(or1,m) ™~ Onpr(me1,n) ) gk-1-2m) (x)) = 0
<t pr(pr{(m+i,n) B
ainsi que :
c*(xm_Pp(pr(m+l,n)’n+l) _ tm-pr(pr‘(m+l,n),n+l) '\l(k-2m) (X))
P pr(pr(m+l,n),n+1)

on retrouve bien la méme relation de récurrence.
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b). Si k > m+1.

On utilise la relation de récurrence sur P;k_Qm)(x).

On obtient donc :

(k-1-2m) (k-1-2m)
o pr(m+l,n)(X) B Ppr(m+1,n
x-t

y ()

_ (k~1-2m)
Qk,m(t) ~ Yn-pr(m+l,n

)(t) )

(k-2m) (k-2m)
+ E(k-l—2m) C(Ppr(pr(m+l,n),n+l)(x) ) ?pr(pr(m+l,n),n+l)(t)

m x-t )

(k-1-2m) (k-1-2m)
+ c(mm-pr(m+l,n)(x) - u)m—pr'(m-rl,n)(t) P(k—l-?m)
x-t pr(m+1,n)

(x))

La démonstration est analogue 3 celle du théoréme 6.2 iv) b).

On a :

(k-1-2m) (k-1-2m)
(x) - P (1)
)(t) = o pr(m+l,n) - pr(m+l,n) )

Qk',pr(m+l,n

(k=-1-2m) m-pr{(m+1l,n)

(x) = ) Bjxj avec B

51 on pose w 320 m-pr{m+l,n)

m-pr(m+1,n) 1, on

retrouve :

(k-1-2m)

(k-1-2m)
6(t) = c(-npr(mtln)

mtpr(m+l,n)(t) (k-1-2m)
x-t pr(m+l,n)

(x) - w

(%))

_ Qm'k'PE(m+l’n)ts (m'PP§m+l’n) g a(k-1-2m) ( 2m-kej-s (k-1-2m)

))
§=o0 j=Sup(s+1,s+k-m) ° pr(mtl,n)

En utilisant la relation de récurrence sur les P(x) on obtient :

_ m-pr(m+1,n) . L L -
P;k 2m)(x) - y 8. xI P(k 1-2m) (x) + E(k 1-2m) _(k~2m)

i%o

5% pr(m+1i,n)" "’ m pr(pr(m+l,n),n+l)

(x)
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On a ici :
d(k-2m) (x1 P;k_zm)(x)) = Opour 1 e N, O < i <m-1
(k-1-2m), i _(k-1-2m) . . Co
d (x Ppr(m+l,n)(x)) =Opour i e N, O < i § m-1,

. p r(m+l,n)-1+i
Alors, on multiplie les deux membres de la relation de récurrence par xP ( ;1)

(k-2m)

pour i e N, O £ i £ m-1-pr(m+l,n), puis on applique d . Avec k 2 m+l, on a :

pr(m,n+t+l) = pr(m+l,n)
Par conséquent, on obtiendra :

m-pr{m+l,n) .. d(k-gm) (xpr(m+1,n)—1+i+j P(k—l—2m) (x))

j=m-pr(m+l,n)-i 3 pr(m+l,n)

(k-1-2m) .(k-2m) pr(m+l,n)-1+i _(k-2m) _
t Em d (x pr(pr(m+l,n),n+l)(X)) =0

pour i e N, 0 £ i £ m-1-pr(m+l,n).

Alors par des considérations totalement identiques & celles du théoréme 6.2

iv) b) on en déduit que :

(k-2m)

(k-2m)
(k-1-2m) C(Ppr(pr(m+l,n),n+l) (t)
m

(x) - Ppr(pr(m+1,n),n+l) )

x-t

G(t) + E

- E(k—l—2m) Q

m k",pr(pr(m+l,n),n+l)(t)'

D'ol le résultat.

cqfd.

Nous allons maintenant démontrer que les relations de récurrence le
long d'une antidiagonale ou de deux antidiagonales adjacentes, que satisfont

les polyndmes P m(x) et leurs associés sont identiques.

k,
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En vue de démontrer ce résultat nous établissons certaines propriétés des tables
des polyndmes,

Définissons deux séries formelles, 1'une L pour x petit, 1l'autre L* pour x grand

Les coefficients c; et cfi gardent les valeurs qu'ils avaient dans L et L.
Nous cherchons 1l'approximant de Padé en deux points des deux séries formelles

ﬁ et ﬂ*.

m-1 5

a. x
f (X) = jgo ) = awk"m(X)
k',m ? _ 3 w (x)

b, x k',m

Nous définissons les fonctionnelles linéaires ¢ et ¢ comme précédemment.

Nous posons d. = -d . = c¢*. - ¢ .. ¥j Z.
P j -j T %3 T g P €

Nous définissons la fonctionnelle linéaire

a(-s-l) par :

a(_S_l)(x]) pud —aj—s’ Vj EIN.

Nous savons, d'aprés la propriété 6.2, que le polyndme W m(x) est orthogonal

|l
~ . « 2 e -(k'-2m) k’
par rapport a la fonctionnelle linéaire d .
En effet le systéme (Sl) est
m
b. c* -a. = i <j < k'~
igobi c—j-l+i aj O pour j e N, 0 < j k'-1

et le systéme (82) est

Opour j € Z, k'-m £ § s m-1

=
1>~18
o}
1
'—l
0
]
Je
+
|
1
'_‘
i
]
ol
1
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Le systéme d'orthogonalité (S) résultant est donc :

n
- * - - . '— . '_
iz-o bi(c‘j‘lﬂ'- c-—j-1+i) Opour j €2, k'-m <j < k'-1

c'est 3 dire

i 95411 T

e
1He13
o

Enfin d'aprés la propriété 6.4 nous avons :

Si k' > m-1.
W X) - W (t)
Qw (t) = C*( k"m( k"m )
k',m x-t
Si 0 < k' < m-1.
n n
n W, (x)-Ww,  (v)
W, (1) = o(Xn klm "y
? X-t

0,2
champ d‘action de ¢ pour
W W mmee obtenir 1l'associé
0,1 1,2
W W W
1,1 2,2 T
W W, , ---——- }  champ d'action de "
2,1 3,2 O ..
pour obtenir l'associé
w2 T )
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Les polyndmes ka' m(t) seront placés de fagon similaire dans une table QW.
3

Nous considérons maintenant les polyndmes W§S)(x) obtenus dans la section 4.3,

(s)

qui sont orthogonaux par rapport a la fonctionnelle lingaire vy qui est

telle que :

Y(S) (x?) = ds—j pour j e N.

Nous avons vu dans %a propriété 4.11, comment le polyndme Wgs)(x) était relié
au polyndme %§S+l_2l)(x).

Nous disposons comme dans la section 4.3 les polyndmes W§S)(x) dans une table
W.

Nous appellerons table W2 la partie de la table W qui correspond aux frontiéres

définies pour la table P

.

2
La table W2 est donc la suivante :
,/
-1y
Wy o7 mmmes
(-1) (0) _
LbY L)
(0) (1) _____
W1 w2
(1) (2 _____
Wl W
(3)
W2 3

Nous séparons horizontalement la table W2 en deux demi-tables. La demi-table
supérieure correspondra a -1 < s < i-2.
La demi table inférieure correspondra 3 i-1 < s < 2i-1.

Alors aux polyndmes ng)(x) nous associerons les polyndmes QW§m)(x) tels que :
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- L1 Go - W™
si -1<s<i-2, Qwi (t) = c ( )
x-t

(m) (m)
Wi (x) - wi (t)

x-t

sii-1 < s < 2i-1, 6W§m)(t) = (m)(t) = o )

ou wgm)(x) = xi %fm)(lo.
i i x

Les polyndmes QWi )(x) seront placés dans une table QW de fagon analogue aux
polyndmes W( )(x) dans la table W2
Nous savons que les positions des blocs W de la table W se déduisent de celles
des blocs P en les décalant d'une rangée vers le haut.

Le cSté sud des blocs W est occupé par les polyndmes xW(S)(x), b4 w(s)(x),...
ou W( )(x) est le polyndme qui occupe l'angl? ?ud Ouest du bloc W. Sur le coté
3 W' (x).

ouest tous les polyndmes sont identiques a

Les blocs de la table W, seront appelés blocs W,
ment aux blocs W,

On leur fera correspondre les blocs QW2 de la table sz.

Daginition 6.3.

Nous appelerons table thansposéeune table dont on a échangé Les
Lements symétrniques par rapport a La médiatrice k =

Propriéts 6.11.

Si es polyndmes W.*)(x) et W, (x) sont unitaires, fa table W
est La trhansposée de La table W,, et La table QW est La transposée de La table

2)
QWQ.
Démonstration.
i) La fonctionnelle linéaire Y(S) est telle que
¥y =a = -d, .
s-j j=s

Elle est donc identique 3 la fonctionnelle d( - 1)

Ils correspondent bien évidem-
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-k '42m-
(x) est orthogonal par rapport d la fonctionnelle linéaire Y( k' +2m 1),

(-k"+2m-1)
m

w t
k',m
de méme que W (x). Puisqu'ils sont unitaires et de méme degré, ils
sont égaux.

La table W peut alors s'écrire

w;a) s
wil) wgz) _____
wgo) wél) _____
wi—l) WéO) _____

On a bien la transposée de la table W2.
ii) I1 faut montrer que les tables des associés correspondants sont
transposées 1l'une par rapport a l'autre. Or en transposant les tables on
s'apergoit que les champs d'application des fonctionnelles c et c* sont les mémes
sauf pour la médiatrice. Mais d'aprés le corollaire 6.5, cette médiatrice peut

aussi bien appartenir au champ d'action de c qu'au champ d'action de c*.

cgfd.

En conséquence, toutes les propriétés de la table W en termes d'approximants de

Padé en deux points s'étendent par transposition d la table W, . En particulier,

2

les relations de récurrence dans la table W2 suivant les antidiagonales auront

leur transposition dans la table W suivant les diagonales. Ces relations dans
la table W2 donneront des relations sur les polyndmes de la table %2, car le

polyndme W;k)(x) est proportionnel au polyndme ?;k-2m+l)(x), si

orthogonal régulier et W;k)(o) z 0.

W(k)(x) est
m
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Dans ces conditions W (x) est proportionnel a B (x).

k',m 2m-k',m

-k ' +2m— k!
En effet, W (x) = w; k'+2m l)(x) qui est proportionnel i %; k )(x).

k',m

Nous pouvons donc donner les propriétés suivantes :

Proprieté 6.12.

Les polynomes QW de La table QW, qui sont 8{tuds sur Les cites
Ouest, Sud-Ouest et Sud d'un bloc QWQ sont {dentiques.

Propriite 6.13.

Les polynomes wiS)(x) de £a tablLe Wy et Leurs associls QW de fLa table
QW, satisfont La méme relation de récwuvience & thois termes suivant une antidia-
gonale s

(s) (s) (s)y (s) (s) ~(s)
Ti (x) = (x Q3 - pb(i,s)- l(X) * gi ) Tﬂ?(i,s)(X) * %i Téf(pr(l s),s)

Propriéte 6.14.

Si Le polynome w(S -1 est onthogonal négulien, alons Les polynomes
W3 (x) de La table W, et Reuns associss de La table QH,, satisfont Los mémes
ne@aﬂom de /Lécwwwce a thodis termes sulvant deux amtuuagonalu s et s-1.

(s~1) _ (s) (s) (s)
060 = kT e %e1,e Upk(ist,s)®)
(s 1) - (s s) (s) -1
(x) = Ql é%(1+1 s)(X) V;%(i+l s)(x) * %1+1 Vg?(ﬂ%(i+l,s),s—l)(X)

Nous avons vu dans la section 4.5 qu'il existe des relations entre
trois polyndmes P orthogonaux réguliers situés sur une méme horizontale et exté-

rieurs aux blocs P u W.
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ProprLidts 6.15.

Les polynomes Q de La table Q, virnifient La meme relation de nécunr-
nence suivant Les hornizontales que Les polynomes P de La table P,

Démonstration.

Nous savons que les polyndmes Q vérifient les mémes six relations
de récurrence (trois pour les diagonales et trois pour les antidiagonales) que
les polyndmes P. On emploie donc pour trouver la relation sur les Q le méme
procédé de construction de la relation sur les P qui a été exposé dans la
section 4.5,2.

I1 est évident que 1l'on obtiendra la méme relation de récurrence.

cgfd.

Nous avons vu également qu'il existe des relations entre trois polyndmes P
orthogonaux réguliers situés sur une méme verticale et extérieurs aux blocs

PuoO.

PROp/LiBLE 6.16.

Les polynomes Q de La table Q, virnifient La meme nelation de nécun-

rence suivant Les verticales que Les polynomes P de La table P,.

Démonstration.

Elle est identique ad celle de la propriété précédente. On utilise le

procédé de construction de la section 4.8.2.

6.4 PROPRIETES DES ZEROS DES POLYNOMES », _Gx) ET o o).

Nous présentons maintenant quelques propriétés relatives aux zéros

des polyndmes P m(x) et Qk m(x). Nous établissons d'abord la propriété suivante.
] 2
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Oy
1

Proprilte 6.17.

SimeN, pzfl <m< h£+1+1 et £ 20 et 84 Pk,m(X) et Pk',pr(m)(x)
avec k' = k-2m+2pr(m) appartiennent d fLa table P,, alors :

(k-2m) _ _ (k-2m) _2m-k
A = Pk,m(X) Qk',pr(m)(x) Pk',pr(m)(x) Qk,m(X) =P X

ol q;k-zm) est une constante non nulle.
Démonstration.

Nous démontrons cette propriété par récurrence.
i) Elle est vraie pour k = 2m puisqu'on retrouve 1'approximant de Padé

classique et par conséquent la propriété 1.21 ii) est vérifiée

(o) _ _ (o) (o)
P = A c(Pm-l Ppr(m)) * 0.
ii) Montrons que A(k—2m-l) est proportionnel a3 xA(k-2m).
a) Si Pk;m(X)’ Pk-2)m-l(X)’ Pk—l,m(X) et Pk-3;m-l(X) sont orthogonaux réguliers.
Py-3,m-14%) 0
Pk—2,m-l(X) 0 0 Pk-l,m(X)
0 Pk’m(x).
Nous avons :
%2 2y p (0 Q (x) - x P (x) Q_ (x)
m k,m k-2,m-1 k-2,m-1 k,m
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- (k-2m-1)

= 2By o0 - e Pe2,m-1(3) Qe oy ()

(k-2m-1)

"X Py ) Qg (%) -ep Qo2,m-1(%))

= x Pk—l,m(X) Qk—2,m-1(X) - X Pk—2,m—1(x) Qk-l,m(X)

- (k-2m)

=P 1 Qg o0+ a7 Qg g (%))

Sq, GO (x) + g K™ p (x)) =

k-1,m k-1,m Un-1 k-3,m-1 -1

avec qéﬁIQm) # 0 puisque P, _, -(x) n'est pas au nord d'un bloc P
b) Si P10 n'‘est pas orthogonal régulier.

Pk'-l,pr(m+l,n-l)

N

[\

Y
)
N
~

Pk',pr(m,n)

On pose toujours

xA(k-?In) -
m

- Qk',pr(m,n)(X) (Pk+1,m+l

N\

N

.

(

Pk+l,m+1

n = k-2m et k' = k-2m+2pr(m,n).

(k-2m-1)

X) + Uyq

(x)

k'-1,pr(m+l,n-

Chap. 6

(k-2m) A(k-2m-1)

m

o

= x(Pk’m(x) Qk',pr(m,n)(x) - Qk,m(X) Pk',pr(m,n)(X))

l)(x))



§4. Propriétés des zéros - 529 -

(k-2m-1)
B Pk'spr(an)(X)(Qk*‘l,n"'l(X) + q'm+l Qk'-l,pr‘(m+l,n-l(x))
= A(k‘Qm-l)
m+1
car Pk',pr(m,n)(x) - Pk'-l,pr(m+1,n-1)(X) et on a la méme égalité pour les

polynomes Q.

¢) Si Pk—l,m(x) est orthogonal régulier et P m_l(x) est quasi-orthogonal.

2,
Pk',pr(m,n)(X)‘b\ ‘b\\Pk'+l,pr(m,n—l)
(N hY
\\\ ‘\\
AN AN
\\ \\
\\ \\\
\\\ "
\\ ‘\\
\\\ \\\Pk—l,m(x)
\\
\\\
AN
‘o\ Pk,m(x)
(k-2m) _ -
XAm =X (Pk,m(X) Qk',pr(m,n)(X) Qk,m(X) Pk',pr(m,n)(X))
- (k-2m-1)
- Qk',pr(m,n)(x) (Pk—l,n(X) * Ene1 k',pr(m,n)(x))
“x P () (Q_. (x) + X2 (x))
k',pr(m,n) k-1,n mt 1 k',pr(m,n)
_ A(k-2m-1)
T om
car x Pk',pr(m,n)(x) = Pk'+l,pr(m,n—l)(x) et on a la méme égalité pour les

polyndmes Q.

cqfd.
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Pour les propriétés qui vont suivre, nous avons partagé 1'étude en deux cas.

Le premier est celui ol d , est non nul. Le second est celui ol les premiers

-1
*
termes de ¢ sont nuls.,

Proprnieté 6.18.

S 4d d_, =0, alons Les polynomes Pk (x) et Q (x) qui sont a

£'0uest et au Nond-Ouest des bLocs P, et Q,n 'ont pas zeno poun rnacine.

Démonstration.

i) La propriété 2.2 démontre la propriété pour les polyndmes Pk m(x).
b

ii) ST m <k < 2m-1.

dk-2m ————————— dk-m
| s
Q ml) =0 =14 g hep | 5O
0 dy = dp-1

Parmi les m premiéres lignes on a la ligne d_l,...,d ; on la retranche de

m-1
la derniére.

Alors
Qk,m(O) =0 <=>d_, glk-2m+l) _
0 serait racine de Pk,m(X)’ ce qui est impossible.
iii) S1 0 £ k < m-1.
%k-Qm ________ %k—m
(o) 0 <= Jk-m-l ________ ;k-l =0 <> d lH(k -2m+l) _ =0
d_l 0 ———-- 0

D'od la méme conclusion.
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iv) Si k = 2m.

Si Pk m(x) est d 1l'ouest du bloc P,, on prend le polyndme P
2

qui est identique a P

k—l,m(x)

k,m(X) et on applique le ii). On en déduit que Qk—l,m(o) 2 0,

ainsi que Q_ (o).
k,m
Si P (x) est au nord-ouest du bloc P
k,m 2
est au nord.

, on prend le polyndme P (x) qui

k+1,m+1

On sait que P (x) =xP m(x) et P
3

k

est orthogonal régulier.

k+1,m+1l ,m(o) * 0.

(-1)
1

k

Si d—1.¢ 0, alors P

Par conséquent, si m > 1, alors Pk',pr(m+l)(X) existe.

Si m=1, alors QG 1(x) = 0 et par conséquent O n'est pas racine.

3
On applique la propriété 6.17 3 la diagonale -1. O n'est que racine simple du
premier membre et il est déjd racine simple de P

k' = k-1-2m+2pr(m+1)

k+l,m+l(X)' On a donc si on pose

B pr(men) ) Qep1,me1(X) = ¥ R(x) avec R(o) = O
4 .
Or Pk',pr(m+l)(x) et Pk+1,m+1(x) n'ont pas de racine commune.
Donc Qk+1,m+l(X) = x Q(x) avec Q(o) = O.

¢

] -~ » 2 4 .
k+l,m+l(X) d'aprés la propriété 6.7 on a :

Et puisque 6k m(x)

Q ,m(x) = Q(x) et Q ,m(O) z 0

k k

Conollaine 6.6.

Sid_, # 0 et £es polynomes P
blocs P2 et Q2, alons :

k,m(X) et Qk,m(x) sont au nord des

L) S{ au moins un polynome du coté ouest ou Nord-Ouest du bloc P appar-
tient a La table Pyy P (x) et q (x) ont 0 pour rnacine avec Le méme ordre
de multiplicite.
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L) Si aucun polyndme du coté Ouest ou Nord-Ouest du bloc P n'appartient
a La table Py, Q (%) a 0 pour rnacine d'ondre de multiplicité 2m-k.

Démonstration.
Nous savons déjd que Pk m(x) = xJ P(x) avec P(o) = 0, ou P(x) est
9

le polyndme qui se trouve au Nord-Ouest du bloc P.

i) On prend le polyndme qui est 4 1'Ouest ou au Nord-Ouest du bloc P2 H
il est identique a P(x).

Son associé Q(x) n'a pas O pour racine.

D'aprés la propriété 6.7, les polyndmes Y(x) sont identiques 3 1'Ouest, au
Nord-Ouest et au Nord du bloc 62.

Donc :

G ) = 460

Par conséquent Q. m(x) x? Q(x) avec Q(o) = 0.

]

ii) Dans ce cas le polyndme P m(x) est au Nord de ce bloc. 0 étant

2m,

racine de P (x), il ne peut &tre racine de Q (x) d'aprés le théoréme 1.9.
2m,m 2m,m

(x)

En utilisant la propriété 6.7 on arrive 3 la conclusion que si . .
prop q Umei,m+i

est au nord de ce bloc Q2 alors :

Q (x) = x:.L Q m(x).

2m+i,m+i .

Corollaine 6.7.

S{d_, #0etP @(x) est onthogonal régulier avec O < k < 2m-1,
5

alons Les seuls polynomes P (x) et Q (%) ayant 0 pour racine sont au nord
des blocs P, et Q,. ’ ’
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Démonstration.
i) La propriété 2.2 démontre le cas des P, _(x).

k,m

ii) Sim< k < 2m-1.

La démonstration faite dans le ii) de la propriété 6.18 montre

que

( ) lo] = 0 <= P [o) = 0
k,m( ) > k,m( ) '
D'ol le résultat.

iii) Si 0 ¢ k < m-1.

On a le méme résultat en utilisant la démonstration du iii) de 1la

propriété 6.18.

Remarque 6.7.

Si k = 2m, on peut avoir P m(O) =0 et P (0) # 0, c'est &
k]

2m 2m+1l,m+l

dire Pon m(x) est au nord d'un bloc P qui n'a aucun élément dans la table P
b

2"

D'aut i ] =
utre part si P m(o) # 0 on peut avoir sz’m(o) 0.

2m,

Exemple : on prend ¢ = {1, 2 , 1, -4, 1, ...}.

- 2 . -
PM,Q(X) = x 2x + 3 Qq,g(x) = X.

Nous examinons maintenant le cas ou d i Opour i eN, 1 <1< r, et d—r-l z 0,

Propridté 6.19.

Séd_ =0, pour i eN,1sis<ret d_,_, ®0, aux polynomes ortho-
gonaux héguliens P (%) non s4tués au nord ou a L'ouest des blocs P, comrespon-
dent des polynomes Qe (%) tels que :
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. . _ . 2m-k .* *

L) S{ 2m-k < r, alors Qk,m(X) = Qk,k—m(X) avec Qk,k-m(o) z 0

et k-m 2 1. >

., . _r _*x _ Ca*

AL) S{ 2m-k 2 r, alons Qk,m(x) = x Qk,m_r(x)auecnlr 21, Qk,m—r(o) 20

A4 2m-k > r ou 84 2m-k = r avec O < k < m-1.
S{ 2m-k=r et m < k < 2m, on ne peut rdien dire.

Démonstration.

i) Si 2m-k < r.

a) Si k > m-1.

On a :
Qemop "7 d-m
: :
| |
Q (1) = —2— | d e
k,m dk-m-l dk—l
y{k-2m)
" m-1 m-1-1i
0 dy dgt +d; =---- .Z dgt
i=o
3 - o N » (k_2m) '
Si k = m, alors la premiére ligne de Hm est nulle et Pk m(x) n'est pas
9

~

orthogonal régulier, ce qui est contraire d 1'hypotheése.

Si k = 2m on a l'approximant de Padé classique.

dk—2m _________ dk-m
| |
= <> | d , ——=————— =
Q,m® =0 =14 1y 41 0
0 dy = dp-1
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~ . (_l) .
! = =
c'est d dire Hm+l 0 puisque d_l 0.

Alors Pk m(x) serait 3 1l'ouest d'un bloc P
2

s Ce qui est contraire d 1l'hypothése.

Si 1 < 2m-k < r on retranche de la derniére ligne du déterminant donnant Q

(t)
om-k-1 Ko™
la somme des 2m-k premiéres lignes multipliées respectivement par t seeesle
En tenant compte du fait que d_

1 ees = dk_2m = 0, on obtient :

-om T TTTTTTTTTTTTTTT dom
I !
Q _(t) L Q| e ék
k,m H(k-2m) k-m-1 -1
m 2m-k km-l o ope1-i
0 —---- 0 dyt™ " —mmm- I d.t
izo 1
2m-k * *
=t Qk,k-m(t) avec Qk,k-m(o) z 0,
En effet
dk-2m --------------- dk-m
| | (k-2m-1)
I |
1
* 1 [ ] m m+ 20
Q _ (o) = d = e~ = (-1)
ek (k-2m) | X1 Be-1 (k-2m)
H H
m m
0 -==-- 0 dg === 4 m-1

puisque Pk m(x) n'est pas 4 l'ouest d'un bloc P2.
]

b) Si 0 < k < m-1.

On a :
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Qepp ~77TTTTTTTITIT T .
l i
! |
Q _(t) = - e
k,m dk—m-l dk_l
H(k—2m)
m
m-1 j-1 4 _
Y o4 . th - I TR S e— a &t o
& -1-i Lo i-3 -1
i=0 i=o

Puisque 2m-k < r, la premiére ligne au moins du déterminant est nulle, et par

congéquent P m(x) n'est pas orthogonal régulier.

k,

ii) Si 2m-k =2 r.

a) Sim<k< 2m.

On a en fait k < 2m puisque r 2 1.
D'autre part les inégalités k 2 m et 2m-k 2 r donnent m 2 r,

Sim = r il existe parmi les m premiéres lignes de Qk m(t) la ligne d—r""’d
9

0"
(k‘?m) - . . ~ 2

Donc Hm = 0, ce qui est contraire aux hypothéses. Par conséquent on a

m-r 2 1.

Parmi les m premiéres lignes du déterminant de Qk m(t) figurent les lignes
9

d .,...,d .
-i? >T-itm

pliées respectivement par 27! de la dernidre ligne.

, pour i e N, 1 £ i £ r. On retranche la somme de ces lignes multi-

Il nous reste en tenant compte du fait que d_i =Opour 1 €is<r

dy o T S

| ]

| |

: |
Qk m(t) =1 dk—m-l """"""""""""""""""" dk-l

’ H(k-—2m)
r m-1-pr me1-i
0 ===-- 0 dot """ -Z d.t
i=o

_ . %
=t Qk,m-r(x)'
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. *
Si 2m-k >r, alors Qk,m-r(o) 2 0,
En effet
dk—2m ________________ ?k—m
| .
| |
* 1
Q (0) = d, L mmmmmememm—eee— dk
k,m-r _ k-m-1 -1
H(k 2m)
m
0 ==m=- 0 d0 _____ m-1-r
I1 existe parmi les m premiéres lignes la ligne d-r-l""’d—r—1+m' On la retran-
che de la derniére. On obtient :
d
Q; (0) = (-1)"1 _=p-1 glk-2mtl) 0,
,m-1r m
(k-2m)
H
m
. (k-2m+1) .
Z FS t
puisque d-r-l 0 et Hm 0 car Pk,m(x) n'a pas 0 pour racine.
b) Si 0< k £ m-1
1. Sir<m.
gy "7 Y
! l
! i
- 1 !
Qk,m(t) R [ S T i A1
H(k-2m)
m m-1 3 j-1 me1-i m-1
) d L A Y o4, .ttt e d_.t 0--—-0
.o -1-1 _5 i-] -r-1
i=r i=j-r
_ v *
=t Qk,m-r(x) avec Qk,m-r(o) z 0.
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m+1 d-r-l H(k--2m+1)

y(k=2m) m
m

En effet, Q; m__r(o) = (-1) # O pour les mémes raisons que
b

dans le a).

2. S1r 2 nmn.

Alors il y a parmi les lignes de Q _(t) la ligne d seeesd
(k-2m+1) k,m -m-1 -1
c'est 4 dire parmi les lignes de Hm on @ la ligne d_m,...,d_l qui est
nulle, Alors Pk m(x) serait au nord d'un bloc P2, ce qui est contraire aux
2

hypothéses.

cgfd.

Remarque 6.8.

La propriété 6.19 est vraie pour les polyndmes orthogonaux réguliers
qui sont situés au nord ouest des blocs Q2.
Elle vraie également pour les polyndmes orthogonaux réguliers qui sont situés

d l'ouest des blocs Q2 si 2m-k = r.

Remarque 6.9.

I1 existe des exemples pour lesquels si 2m-k = r et m < k < 2m,

alors :

Qk,m-r(O) =0
Par exemple :
L = -1+ x4 + x6 + ...
* _ 1 1 1
L ei-3-5-3*-
X b4 x

N _ .3
PB,H(X) = x +1et Qs,q(t) = t7,
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Conollaine 6.8.

On considene Les blocs Q de La table Q pour m > r.

L) Si 2'angle Nond-Ouest d'un bloc Q apparntient @ La table Q, et 84
Q m(t) est Le polynome qui y est situé, alons :

3

S B *
Qk,m(t) =t Qk,m—j(t) avec Qk,m—j(o) z 0.
a) S{ 2m-k < r alons j = 2m-k
b) S{ 2m-k >r alors j = r
c) S{e2m-k = r alons j 2

Pourn tous Les polLyndmes Qi q(t) s4tuds a £'ouest de ce bloc Q, on a :
- S
Qk+i,m(t) - Qk,m(t) =t Qk,m—j(t)
Pour tous Les polynomes Qk+i,m+i(t) A4tuds au nond de ce bloc Q, ona :

_ .1 _oLity %
Q (t) = t Qk’m(t) =t Qk,m_j(t).

k+i,m+i

L) Si £'angle Nond-Ouest d'un bloc Q n'appartient pas a La table Q, et
A4 au modins un polyndme du coté Ouest appartient & La table Qs alorns AL m est
Le degné du polyndme P qui est & £'ouest, Qo’m(t) est a L'ouest de ce bloc Q,-
On a?2m > r et

_ T % *
Qo,m(t) =t Q) pep(®) auec,Qo,m_r(o) 20

]

-~

Pourn tous Les polynomes Q m(t) s4tues a L£'ouest de ce bloc Q, on a :

Q (B = p(0) =t Q (£).

o, o ,m-r
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Pour tous Les polyndmes Q .(t) s4tués au nond de ce bloc Q, ona :

k,mtk+1

_ Jkti - i
Qk m+k+1(t) =t Qo,m(t) =t Qo,m-r

ol i est L'ecant de degnl entre Le polynome P Le plus d gauche du coté Nond
de ce bloc et Le polyndme P (%)

L) S Le cotZ Ouest ou Nord-Ouest d'un bloc Q n'appartient pas a La
table Qs alons Les polynomes Q du nord de ce bloc Q, ont 0 pour racine avec
comme ondre de multiplicité 2m-k.

Démonstration.
i) et ii) sont des conséquences immédiates des propriétés 6.19 et

6.7.

(x) qui est au nord du bloc P

2m,m 2
Done Q, m(o) # 0 d'aprés le théoreme 1.9.
9

iii) P a 0 pour racine.

En appliquant la propriété 6.7, on a le résultat.

cgfd.

P . - . r\J . - .
K m(x) est orthogonal régulier, il arrive que Qk m(t) soit identiguement
9 3

nul pour m 2 1. Nous allons donner une condition nécessaire et suffisante pour

Lorsque P

que cela soit réalisé.

Propriete 6.20.

Soit P (x) un polynome orthogonal régulien par rappornt a La fonc-

Ksm (ke-2m)
tionnelle Lintaire 4d avec m 2 1.
Une condition nécessaire et suffisante pour que 3% m(x) s0it {dentiquement nul
est que £'on ait d_; =O0powrielN,1<1i<m et 0 <k < m, c'est a dine que

k (x) s0it dans za partie de La table P, telle que O < k s m et qu'il s0it
au nord d'un bloc P, dont Le coté ouest eAt occupé par des pozynomeé de degné 0.

Démonstration.

CS : Un bloc a son cdté ouest occupé par des constantes Pgl)

sl et seulement

si les coefficients di sont nuls.
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IA
=

P (=) = x" avecm 2 1et 0 <k
k,m

Il est au nord d'un bloc P de largeur au moins égale 3

o0
=

Si k = m, dy = +eeeee=d =0
Al (x) S0et§ (x) =0

ors Qk,m X) = e Qk,m x) =
Si 0 £k <m-1, alors d_l = 0 au moins

G n(0) = @ = 0.

N
CN : supposons que Qk m(x) soit identiquement nul.
9

i) Si m-1 < k < 2m.

En utilisant 1l'expression de a m(x) sous forme de déterminant on

k,
a
-om O TTTTTTTT dk—m
| |
: :
A T " . < i<
Q (x) =0 <> dk—m-l dk—l Opour i e N, 1 <1 =<m
k,m
0 --=-- 0 do ----- dm—l
. (k-2m) _ . ; _ .
En commengant avec i = m on a dO Hm = 0 ce qui entraine que dO = O puisque
Pk m(x) est orthogonal régulier.
b
On obtient ainsi dS =0 pour s e N, o £ s < m-1.
Sim <k <2m, parmi les lignes de H(k—Qm) une ligne est identique a
dO""’dm—1° On a donc H;k—Qm) = 0 ce qui est contraire d 1l'hypothése.
. - (k_2m+l) o N .
Si k=m, Hm = 0, car sa derniere ligne est do,...,dm_l.

Donc P m(x) est au nord d'un bloc P qui a son cdté ouest occupé par des poly-
3
ndmes de degré O puisque do,...,dm_1 sont nuls.
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ii) Si 0 sk < m-1.

On obtient :
-om 0T dk—m
: |
| I
v ! I
= => | d = e = i i € m-
Qk,m(x) 0 < dk—m—l dk—l Opour 1 e N, 0 £ i € m-1
0
A 77T dy 0 ===
a) Si d_, * 0, alors pour i = m-1 on a :
H(k—2m+l) - 0.
m

On en déduira de proche en proche que tous les déterminants d'ordre m, sauf
H(k—2m)

o , extraits des m premiéres lignes du déterminant précédent sont nuls.

Par conséquent P

_om
k’m(x) = x .

P, (%) est au nord d'un bloc dont le cdté ouest est occupé par des polyndmes

k,m

de degré 0. Mais si d_, # 0, aucun bloc occupant cette position n'a son cdté

1
nord dans la demi-table supérieure.

b) Si a 1 = 0, pour ieN, 1<is<retd pop * O tous les polyndmes 3k m(x)
- - b

-1
pour m < r sont identiquement nuls.

D'autre part, il y a un bloc P qui a une hauteur de (r-1) dans la demi-table
supérieure. Ce bloc a son cdté ouest occupé par des constantes.

Pour m < r il existe un seul polyndme P, (x) orthogonal régulier. Il est au

k,m

nord de ce bloc. Le c5té nord du bloc-82 est occupé par des polyndmes identique-

ment nuls d'aprés la propriété 6.7. Ce sont les seuls 3 &treidentiquement nuls
r\l -

pour r < m. En effet, supposons que Qk,m(x) Z 0 pour r < m.

On trouve que
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quelle que soit la colonne je€ IN occupée par d 0 <j <€m1l-r.

-r-12

Alors en utilisant 1'expression de P m(x) sous forme de déterminant on

k,
obtient :
_ m-r _(k-m-r) _ _m-r+j _(k-m-r+j)
Pk,m(x) = x Pr (x) = x Pr-j (x)

avec

plkom-r+3) () 4 0 et § 2 0.

r=j

_ .m-r+j _*
Pk,m(x) = x Pr—j(x)

ol P;_j(x) est un polyndme situé sur le cdté ouest du bloc Py
On a par conséquent ak’m(x) = a;_j(x) = 0.

Or le seul polyndme orthogonal régulier, tel que sa colonne soit inférieure
ou égale 3 r, est au nord d'un bloc ; il ne peut donc @tre 3 1l'ouest d'un
autre bloc, Il faut donc que l'on ait r = j.

Par conséquent a& m(x) ne peut &tre identiquement nul que s'il est au nord
d'un bloc P, dont le cdté ouest est occupé par des constantes.

On a alors dk—i =0Opour i eN, 1 <1i<m.

cqfd.

Cornollairne 6.9.

Les seuls polynomes 3k (%) Adentiquement nuls sont

L) au nord d'un bloc '(’52 dont Le bloc P conrespondant a son c048 ouest occupl
par des polynomes de degré 0 et son cote nord Aitul dans La demi-tfable 0 < k

<

m.
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i) dans La partie du bloc 32 ol La propriété 6.6 est viaie (cf. remarque 6.5} .

Démonstration.

- — -

C'est la conséquence immédiate des propriétés 6.20 et 6.6.

cgfd.

Pour la propriété suivante on pose encore m = k-2m et k' = k-2mt+2pr(m,n).

Propridte 6.21.

Sé P m(x) est onthogonal négulien, alons :

L) Pk,m(x) et Pk‘,pr(m,n)(X) n'ont pas de nacine commune.

L) SL d_, =0, Qk,m(X) et Qk',pr(m,n)(X) n'ont pas de nacine commune.
L. . _ . , 3

AAAL) Si d =0, Qk,m(X) et Qk',pr(m,n)(X) n'ont pas d'authe nracine
commune que 0.

; ; ! ' !

V) S£ Pk,m(X) n'est pas au nord d'un bloc P, Pk,m(x) et Qk,m(X) n'ont
pas de racine commune.

v) Si P (%) est au nord d'un bloc P et 84 k = 2m, alors P _(x)

b >
Q. m(x) n'ont pas de nacine commune, 84 O < k < 2m-1, alors 0 est La seule
2
racine commune.

Démonstration.

D'aprés la propriété 6.17 on a :

plk=2m)

¢ (x) = plk-2m) 2m-k

,m(x) Pk',pr(m,n) x) = Py

(x) - Q

Pk,m(x) Qer K

,pr(m,n)

Donc la seule racine commune que puissent avoir deux polyndmes pris dans chacun

des produits est zéro, ce qui démontre le iii).
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i) Démontré dans le théoréme 1.9 i).

ii) Si d_l # 0 et si 0 5k £ 2m-1, les polynomes Qk’m(x) et Qk',pr(m,n)KX)
ne peuvent avoir O pour racine commune car cela signifierait qu'ils sont

tous les deux au nord d'un bloc Q2 (corollaire 6.7).
Si k = 2m, on a l'approximant de Padé classique et la propriété est vraie.

(Théoréme 1.9 ii)).

iv) Si P, (x) n'est pas au nord d'un bloc P,,
k,m 2

Par conséquent P, (x) et Q_ _(x) n'ont pas de racine commune.
k,m k,m

il n'a pas O pour racine.

v) Si k = 2m on a l'approximant de Padé classique, d'ou le résultat
(théoréme 1.9 ii)).

8i 0 £ k < 2m-1 la propriété 6.7 démontre le résultat.

Remarque 6.10.

Lorsque Pk m(x) est orthogonal régulier, nous avons les équivalences
9

oy
suivantes pour le degré de Q m(t) et Q m(t).
b b

Nous savons déjd que deg Pk m(x) = m.
2
Si k > m-1.
deg Qk,m(t) = m-1 <= dO 20
dyoog "7 o
"
deg Qk,m(t) = m-1 <= Qk’m(O) z 0 <= & oy d_4| = O
0 do ——————————— dm-l
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Si 0 <k < m-1.

"
deg Qk m(t) = m-1l <=> d_l z 0 <=> d—l 20
>

H(k—2m+l) 20
m k,

6.5 TABLE F2 NORMALE - TABLE F2 NON NORMALE,

Déginition 6.4.

Nous appellerons table H,, La sous table des dZterminants de Hankel
qui corrnespond aux Limites de La table PZ'

Définition 6.5.

Une table F2 sena dite normale 84 et seulement si La table Hz est
nomale. Dans Le cas contrhaire La table FZ Aena dite non noamale.

Proprieté 6.22.

Si £a table F2 est nonmale et AL O < k < 2m-1, alons

deg ﬁk’m(x) = m et deg ak,m(x) = m-1.

Démonstration.
La table H, est normale, donc do #0etd ., #0.

2 1

Pour 0 £ k <€ 2m-1, P m(O) # O puisqu'aucun bloc P n'a d'élément dans la
9

table P,.

2
Donc deg ?k m(x) = m.
]

k

Si 0 £ k £ m-1, alors deg ak m(t) = m-1 d'aprés la remarque 6.10.
]
Sim < k £ 2m-1, O ne peut &tre racine de Qk m(t) que s'il est au nord d'un
?
bloc Q2 (corollaire 6.7), ce qui est contraire 3 1l'hypothése.

Donc deg ak m(t) = m-1,
’
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Remarque 6.11.

On prendra garde au fait que pour k = 2m on peut avoir :

v "
deg P m(x) = m et deg Qk,m < m-1

?

ou
n N _
deg Pk,m(x) < m et deg Qk,m = m-1
Exemple 1.

c= {1, 2, 1, -4, 1, ...}
P (x) = x2 -2x + 3
u,2

Q4,2(X) = x et 8u,2(x) = 1.

ExemEIe 2.
c = {l, 2,1, 1,1, 1, 2, R

P6,3(X) = x2(x-l) % (x) = 1-x

~
»
A
t
|
X
-+
bod
+
=

- W2,
Q6’3(x) = x“+x-1 et

6.6 CAS DES FONCTIONNELLES LINEAIRES DEFINIES POSITIVES.

Nous étudions maintenant les propriétés des zéros de Py m(x) et

(k-2m) :

Q. _(x), lorsque la fonctionnelle linéaire d est définie positive.
k,m 4

Propridte 6.23.

SE 0 S k< 2m-1 et 44 La fonctionnelle Lintaine a7 o4t definie
positive, alors :

) Les zénos de Pk m(x) sont ndels et distincts
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L) Deux zéros conslcutigs de o mept®) sont s8panés pan un zéro de
Pk,m(X) et néciproquement.

L) Les zenos de Q (%) sont niels et Les zérnos non nuls sont distincts
4v) Deux z8r0s conséeutifs de méme signe de P, (x) sont sepanés par un

z8n0 de Qk (x) et néciproquement.

Si 0 est racine simple de P k (x) 4L est nacine de Qe (x)

Qe (%) peut avoir au plus une nacine doubfe nutle, Aew@ement dans Le cas ol k
ut pair, Pk (0) = 0 et &'4L existe des z8nws de sdigne opposi pour Pk m(x).
Engin, 84 k 08 pain et 84 O n'est pas nacine, alons deux zéros comécu,aéé

de P (%) sont s8panis parn un zéro de Q ,(x) et réeiproquement.

v) Deux z8ros cons@eutifs de meme signe de Q ,(x) sont sépanés par
un zéro de Qk+2,m+1(X) et rnéciproquement.

Démonstration.

i) et ii) Démontré dans le théoréme 2.15 du livre de C. Breiinski.
iii) et iv)

a) Si k est pair.

(x).

On prend deux zéros consécutifs y et z de Pk+2,m+l

Si aucun des deux n'est nul on a en utilisant la propriété 6.17

_ (k-2m)
'Pk,m(y) Qk+2,m+l(y) = Poe1

p(k-2m) z2m-k

(z) = m+l

Pe.m'®) Qo min

Ces deux expressions sont de méme signe.

Or, d'aprés le ii), P, (y) et Pk m(z) sont de signe opposé, donc aussi
b

k,m
Qk+2,m+l(y) et Qk+2,m+l(z)' Qk+2,m+1(x) a donc un zéro entre y et z.

Soit au total m zéros réels et distincts.
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Si 0 est racine.

Alors

Pr,n(® Qeyp me1(0) =0

' a > -
D'aprés le i) Pk,m(o) # 0, donc Qk+2,m+1(o) = 0.

Si de plus il existe des zéros de signe opposé, alors si on prend les trois

zéros consécutifs y, O, z tels que y <0 <2z, on a :

_ _ ~(k-2m) 2m-k
Pk,m(y) Qk+2,m+1(y) = Pt y

p(k-2m) Z2m--k
m+1l

- P (z) =

,m(z) Qk+2,m+l

ces deux expressions sont toujours de mime signe, mais cette fois ci Pk m(y)
b

et m(z) sont aussi de méme signe, donc également Qk+2,m+l(y) et Qk+2,m+l(Z)'

Pk,

Ors Qyo me1
y et z. O peut &tre racine double. Si O n'est pas racine double il y a un autre

(0) = 0. Ceci n'est possible que s'il existe un second zéro entre
q

zéro réel non nul entre y et z.

Soit au total m zéros réels et les zéros non nuls sont distincts.

b) Si x est impair.

Entre deux zéros consécutifs non nuls de méme signe de Pk+2,m+1(x)
(x).

on trouve encore un zéro de Qk+2 1
b ]

Si 0 est racine, il est aussi racine de Qk+2,m+l(x)'
Si de plus il existe des zéros de signe opposé alors en prenant trois zéros
consécutifs y, O, z tels que y < O < z on a les deux mémes relations que dans

le a). Elles sont cette fois-ci de signe opposé et Pk m(y) et Pk m(z) sont de
b 5

méme signe. Donc Q (z) sont de signe opposé. Il y a donc

er2,mel V) € Qo g
un nombre impair de zéros entre y et z., Il y a déja O. En fait, il n'y en a pas

d'autre sinon on aurait (m+l) zéros réels et Q (x) peut avoir au plus m

k+2,m+1
zéros.

11 reste donc au plus un zéro réel 3 placer avant ou aprés les zéros de

Pk+2,m+l(x)‘
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Si 0 n'est pas racine, et s'il existe des zéros de signe opposé alors on prend

encore deux zéros consécutifs y et z tels que y < 0 < z. Or Pk m(y) et P
b

kr2,me1Y) €T Qo nyr
On a donc un nombre pair .de zéros entre y et z. En fait il n'y en a aucun,

k,m(z)

sont de signe opposé. Donc Q (z) sont de méme signe.

sinon on aurait encore (mt+l) zéros pour Qk+2 (x). I1 reste donc au plus

,mt1
P4 z > ~ e
n zéro réel lacer avant ou apreés les zéros de P .
un zero ap P k+2,m+1(X)
v) Prenons deux zéros consécutifs y et z de méme signe de Qk m(x). On a
=4

encore les deux mémes relations. Ces deux expressions sont de méme signe. Or

d'aprés le iv), P, (y) et P, (z) sont de signe opposé, donc aussi
k,m k,m

Qk+2,m+l(y) et Qk+2,m+l(z)° Donc il y a un nombre impair de zéros de Qk+2,m+l(y)
entre y et z.
Pour montrer la réciproque on procéde de la méme fagon en prenant deux zéros
consécutifs y et z de méme signe de Qk+2,m+l(X)'
D'ou la conclusion.

cqfd.
Remarque 6.12.

Si k = 2m on a l'approximant de Padé classique et par conséquent
le théoréme 2.15 du livre de C. Brezinski est valable dans son intégralité
i) Les zéros de P m(x) sont réels et distincts.

2
ii) Les zéros de Q2m m(x) sont réels et distincts.
2
iii) Deux zéros consécutifs de P2m+2,m+l(x) sont séparés par un zéro de

P (%) et réciproquement.
2m,m proq

iv) Deux zéros consécutifs de Q (x) sont séparés par un zéro de

om+2 ,m+1
Q. f%) et réciproquement.
9

v) Deux zéros consécutifs de P, (x) sont séparés par un zéro de Qyp %)
b

et réciproquement.
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Conollaine 6.10.

(k-2m)

S{d_; =0 et 84 La gonctionmnelle Lintaire d est définie

positive avec O < k < 2m-1, alonrs.
£) Les zeros de P m(x) sont néels et distincts.

L) Deux zénos conséoeutigs de P
de Py m(x) et rnéciproquement.

k+2,m+1(X) sont Alpanés parn un zéro

ALL) Les zénos de Q m(x) sont néels et distincts.

Av) S{L 0 est nacine sdimple de Pk’m(x) AL est nacine simple de Qe ’m(x)
et rnéeiproquement.

Deux zéros consécutifs de meme signe de P
Qk,m(X) et néciproquement.

Enfin, 84 k est pairn et 84 0 n'est pas rnacine, alons deux zéros consécutifs de
Pk,m(X) sont sépanés parn un zéno de Qk,m(X) et néciproquement.

K o (¥) sont s8panis par un zéro de

v) Deux zen0s consécutigs de méme signe de Q q(x) sont sEpands par un
zéno de Qyo me1(X) et néceiproquement.

SL 0 est nacine de £'un AL n'est pas racine de £'autre.

Démonstration.

by

La démonstration reste celle de la propriété 6.23 3 laquelle il

convient d'ajouter :

- pour les iii) et iv) - D'aprés le corollaire 6.6, Qk m(x) a 0 pour
?

racine avec un ordre de multiplicité inférieur ou égal 3 celui de P m(x).
b}

- pour le v) - Si O est racine de 1l'un, il est au nord d'un bloc

de largeur 1. L'autre ne peut donc &tre aussi au nord d'un bloc.

cgfd.
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Corollaine 6.11.

S&'d_l=0powLieJN,lsisr, alorns :
A) La fonctionnelle Lintaire d(—J) pour 3 eN, 1 <3 <r, n'est pas
définie.
L) Sir > 1, La fonctionnelle Lingaire d(—J) pour j > r n'est pas définie
positive.
Démonstration.
. . . (-3) _
i) Evident puisque Hl = 0.
ii) Si j = 2m-k > r 2 2 on utilise la propriété 6.19 et le corollaire 6.8.

*

_.r
Qk,m(X) = x Qk,m-r(X)‘
Alors O est racine d'ordre r 2 2 au moins de Qk m(x).
3
On a alors une contradiction avec la propriété 6.23 iv). En effet, Q m(x) ne
3
peut avoir 0 pour racine double au plus, que dans le cas ol k est pair, Pk m(0) = C
3

et s'il existe des zéros de signe opposé pour Pk m(x).
b

51 Pk,m(o) =0, Pk,m

laire 6.8, Qk m(x) = x

(x) est au nord d'un bloc P de largeur 1. D'aprés le corol-
r+l *

Qk,m-r-l(X) et O serait racine triple de Qk,m(X)'

cgfd.

6.7 ETUDE DE L‘ERREUR.

Nous voulons connaitre l'expression de f(x) - fk m(x) pour x petit
9
et pour x grand.

En utilisant les relations introduites dans la section 6.1 nous avons :
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Pour x petit :

o m

- - - 3
f(x).ﬁk’m(x) ak,m(X) = .Z (.E cj—i bi aj) x
j=k i=o
Pour x grand :
¥ T3 ]
FxB 60 -§ = ] (] iy by - ay) x
j=k-m-1 i=o
Nous pouvons en déduire la propriété suivante :
Propriéte 6.24.
Nous avons pour x petit
¥ e 3
F60B 60 - § G0 = ] (] 4 ;b9
j=k 1i=o
pour x grand :
] ..y 3
£G0.F G0 § 0= - ] (S 4. . b)) x
j=k-m-1 i=o

Démonstration.

i) Si mtl < k < 2m.

Pour x petit, aj =0 pour j e N, j2 k. D'ol le résultat.
Pour x grand on a : 0 € k-m-1 % m-1.
Or, pour j e N, O £ j < m-1, izo cj-i bi - aj = 0.
On retranche cette expression de chacun des coefficients de x7 de

v
£(x) .'f-’k,m(x) - § -
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Par conséquent

"] ") —00 <] .
£(x) P - = * c-c. . )b)x)
(%) k’m(x) Qk,m(x) j:kz;—l(igg (c]_l C]"l) %
=00 m .
=- 1 (] 4 b)x
jek-m-1 izo 17t

ii) Si 0 <k < m-1.

Pour x grand on a -m-1 < k-m-1 S -2,

Donc a; = 0 pour j < k-m-1. D'od le résultat.
Pour x petit on a :

m
z cX . b, - aj =Qpour j €Z, k-m < j = m-1,

On retranche cette expression de chacun des coefficients de xJ de

f(x).ﬁk’m(x) -

(x). D'ou le résultat.
k,m

iii) Si k = m.

Pour x petit aj = 0 pour j > m. D'ou le résultat.

Pour x grand aj = O pour j < 0. D'ol le résultat.

Chap. 6

cgfd.

Nous démontrons maintenant une propriété qui fournit l'expression de l'erreur

f(x) - £ m(x) quand l'approximant f m(x) existe.
-

k X,

Proprilte 6.25.

SL £'approximant de Padé en deux points £ (%) existe on a :

L) Pour x petit.

SL H;k_2m) 2 0, alors :
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H(k-2m)
f(x) - fk m(x) SRR 1. N xk + O(xk+l)
> H(k—2m)
m
. (k-2m) _ . (k-2m) (k-2m) (k-2m) _ .
Si H = 0 et 84 H o1 20, HP+l z 0 et Hy =0 pour i ¢N,

h+2 < i < p, alorns

£(x) - £ (x) = d(k—2m)(xp P(k-2m)) K-2mprhtl o k-2mipthi2,
k,m h+l
L) Pour x gnrand.
Si H;k-2m+l) z 0 et H;k_Qm) £ 0 alons :
y(k-2m-1)
£(x) - £ _(x) = - cmtl 0 k-2m-l 0 (< 2m-2)
> (k-2m+1)
H
m
Y LY
8¢ 1R 2o oy g 2o op g wTTD) L o g2 g oy
m m - "
h+1 pt+l
Hgk—21+l) = 0 pour i €N, B2 < i < 3, alons :

1

A% LAY LAVEAY)
_ _ _(k-1), p _(k-1), k-p-h-2 k-p-h-3)
£ - g 00 = yFVOE ) + 0 (x
. (k-1) . . me. ¥ ..

ol W est identique au polynome (x) nendu unitaine.

N N

h+l k,h+l
Démonstration.

i) Pour x petit.

. . (k-2m) . )
Si Hm # 0, alors le premier terme non nul de f.%k,m(x) ak,m(x) est :
(k-2m)
m H
] 4 ;b = a* ™l e () = T
izo 2 H(k—2m)

m
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Donc : g (k-2m)
f(x) - i m(x) =5 L mtl x + ﬁji———- O(xk+1)
i P (x) (k-2m) P, (%)
k,m Hm k,m
Or %L m(O) = 1. Par conséquent, on a le résultat proposé.
s (k_2m) - . t . P . .
Si Hm = 0, puisque l'approximant de Padé en deux points fk m(x) existe,
b4

IT est identique aux approximants des cbtés intérieurs Ouest, Nord et Nord-Ouest

du bloc F2 dans lequel il se trouve. En particulier :

(k-2m,0)
8h+1 (x)
fk ’m(X) =
(k-2m)
%h+l ()
h+1 .
(k-2m) _ i . - . sz
Posons %h+l (x) = izo xi,h+l X~ et k' = k-2m+2h+2. On applique la propriété
3(k—2m,0)
N . h+1 (x)
6.24 d 1l'approximant —————.
(k-2m)
$h+l (x)
Or on a :
h+1
_ ,(k-2m) , j-k'+h+l _(k-2m), _
L odig A ey =0 (x Phor )70
i=o
pour j € Z, k'~-h-1 < j £ k'+p-h-2
h+1
_ 1(k-2m) | p _(k-2m)
izo At 4p-h-1-5 Miner = O (& Pryg ) 2 0
wee
Puisque P(k 2m>(O) = 1, on a le résultat proposé.

h+l
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ii) Pour x grand.

Ftude de l'erreur

Si H;k_Qm) z 0 et Hék—2m+l) # 0, alors le premier terme non nul de
y
f.?k,m(x) - Qk,m(X) est

m
- .Z Yeom-1-1 P4
1=0

-Y(k_l) <" %k’m(x))

H(k-2m+l) n
y - .
or B, _(x) = (-1)" —= w;k Do 7 bkt
o+ (k-2m) i=o *
H
m
H(k--2m+l)
Donc bm = (-1)ID—EL_______,
g {k-2m)
m
Par conséquent :
£(x) - £ (x) = _Y(k—l) (& k1)) k=2m-l o k-2m-2,
k,m m -
H(k-2m-l)
- _ _DWtl xk—2m—l + o-(xk-2m-2)
H(k-2m+l)
m
si 852 < g oy si g2 g
m m y
Y
o ptl
""""""""" s
/
/
/
Po
/
/
/
oy
h+l ,
O e
/

- 557 -
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En trait plein nous avons représenté le bloc P, en pointillé le bloc W.
Sur la diagonale k nous n'avons fait figurer que les valeurs des colonnes.
k,m(x) est dans la partie du bloc F2 situé au dessus
de l'antidiagonale principale de ce bloc ou sur cette antidiagonale.

Avec nos hypothéses, f

Par contre, il n'est pas sur la premiére colonne de gauche de ce bloc F_.

2
Alors :

n

aéﬁl2k—2’0)(X)

fk m(x)
° k- 2h 2)
G

a(k -28-2 O)( ) est l'associé de ?(k -2k- 2)( ).

h+1 h+1

Nous avons :

(k 1 (x J W(k l)) Opour j e N, 0 < 3§ < B—l

h+l
k-
(k 1) (P i 1)) -0
h+1
Alors :
&k 2h 1) h+l
@(k -o%- 2)( ) = (-1) B+l h+1 (k 1)( ) = Z Ai " oL
R+l H(k-2h-—2) h+1 izo ?
B+l
On a donc : "
(k-2h-1)
o n = (ep)Btl Bl
h+1,h+1 (k 2h 2)
h+l
a(k ~2R-2 o)( )
En appliquant la propriété 6.24 3 l'approximant h+l on a :
h+l

B+l N
E a3 1 %, =O0pour jeZ, h-psjsk-l
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B+1

T s A *
1=0

Par conséquent :

N QY Y n Y
£(x) ﬁﬁ?-Qh_Q)(x) _ aﬁ?—2h-2,0)(x) - _Y(k-l) (xp pﬁ?-2h-2)(x)) xk—p—l
h+1 h+1 h+1

"\
xk-p—2

+ 0_ ( ).

C'est d dire en divisant les deux membres par ﬁﬁf_ah_z)(x) et en prenant le

h+1
premier terme du développement asymptotique.
N v R
£(x) - £, (%) = _Y(k-l) 2 WLy K2 o (K PR3,
o 1 -

Remarque 6.13.

Dans le cas normal on retrouve les expressions données par Sidi

dans son article (théoréme 4).

Remarque 6.14.

Dans le cas non normal on peut donner une expression du premier
terme de l'erreur en fonction de déterminants de Hankel. Il suffit de faire
appel 3 la propriété 4.5 dans le cas ol x est petit et 3 la propriété 4.15 dans

le cas ol x est grand.

PropniBt? 6.26.

n
Qk,m(X)

¥ (»)

k,m
iudductible avec deg ?k (%) = m est que £'on ait un bloc F, ingini powr Les

colonnes j 2 m.

Une condition nicessaire et suffisante pour que £(x) = £ m(x) =
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Démonstration.
v
Q. (¥)
CN Si —2—— est irréductible, alors P m(x) n'est pas d 1l'intérieur
n, 3
Pk,m(x)

d'un bloc P, (cf : propriété 6.21 et théoreéme 6.1).

(k-2m)

Donc H z 0.

(x).

. - . .
Si en plus deg ?k’m(x) = m, O n'est pas racine de Pk,m

(k- 2m+1)

Donc H z 0.

Alors d'apres la propriété 6.25, pour x petit 1'identité de f(x) et de f (x)
(k12m) (k-2m) (x 3 P
j € N,et par conséquent :

entraine que H est nul et que d (- 2m)) est nul quelque soit

L R S B

D'autre part, pour x grand, la méme propriété 6.25 donne

¢ H(k—2m—l)

m+1 =0

f(x) = £ m(x) =>

\

LD wl(nk—l)) -0 Vi eN.

et par conséquent

H(k—21+l)

. =0 Vi 2 mtl.
i

On a donc un bloc infini avec Hi = 0 pour i 2 mtl et Hm z 0.

CS Puisqu'on a un bloc F2 infini pour les colecnnes j 2 m, H(k-2m) z 0,

m
¥k, 0 £ k £ 2m,

Alors Pk m(x) n'a pas O pour racine puisqu'il est 3 1l'ouest d'un bloc P
9

Donc deg %L,m(X) =m

2c
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Suivant la diagonale k-2m on a :

HSk-2m)

i =0, Vi eN, i > mtl

Donc pour x petit

Fx) - " (%) = d(k_2m)(xj P(k-2m)) KT O(xk_m+j+l)
’m m
et
4(k-2m) (x3 P;k-Qm)) = 0V eN.
D'olu :

f(x) = fk,m(X)‘

Propriete 6.27.

Si £ est une graction rationnelle unéductible dont Le dénominateur
est de degné m et Le numénateun de deghl m-s-1 avee s 2 0, alorns on a un bloc
F, ingini pour Les colonnes j = m et tous Les approximants de Padé en deux
points du bloc innéin/; sont Ldentiques.

Démonstration.

Nous avons f = f[ m,m(x).

m—l/m](x) i} f2
C'est une conséquence du théoréme 10 p. 196 du livre de J. Gilewicz.

On applique la propriété 6.26. D'oU le résultat.

Remarque 6.15.

Si f est identique 3 une fraction irréductible dont le dénominateur
est de degré m et le numérateur de degré m+s-1 avec s 2 O, on obtiendra un résul-

tat semblable en utilisant la remarque 6.1.
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6.8 POLYNOMES DE LAURENT ORTHOGONAUX.

Récemment un papier de W. Jones et W. Thron donne des propriétés de
certains polyndmes de Laurent en vue de les relier aux T-fractions. Nous allons
montrer que ces polyndmes sont reliés de fagon extrémement simple aux polyndmes

orthogonaux classiques.

Dinition 6.6.

Nous appelons polynomes de Laurent une fonction de La forme :

k

. i i
Pk = 1 Ao ¥
1=--n

n, k ¢ N.

Notations.

roi

Nous noterons ?_ 1'ensemble des polyndmes de Laurent (x)

n,k
tels que i, jeN, 0<j<ketOc<ic<nqp.

_i3j

Nous noterons P 1l'ensemble des polyndmes de Laurent . . (%)
—00 4 -1,

av]]

tels que i, j e N,

Remarque 6.16.

P_ . st un espace vectoriel de dimension infinie.

ﬁ—n | st un sous-espace vectoriel de dimension ntk+l de P.m o
2 b

Deginition 6.7.

Sodt {dk}k 7 une suite de nombres néels. Nous définissons une

gonctionnelle Lindairne &(O) par :

d(o)(xl) = di’ Vi e 2.
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Parmi les polyndmes de P__  nous ne retiendrons que les polyndmes
3

du type P—n,n(X) ou P (x).

-n,n-1

On cherche les polyndmes du type précédent orthogonaux par rapport

= (o)

d la fonctionnelle d 7, c'est d dire tels que :

d(o) (x? ﬁ—n n(x)) = O pour j e Z, -n £ 3 <n-1

IA

(o) (.7 3 .
d (x P__ n_l(x)) = 0 pour j € Z, -n+l

?

j < n-1.

Nous obtenons donc les deux systémes linéaires suivants respectivement pour

la premiére et la seconde relations.

n

.Z Ai,(—n,n) di+j =0Opour jeZ, -n<3j<n-1
iz-n

n-1

iZ_n Ai,(-n,n-l) di+j = 0 pour j € Z, -ntl £ j < n-1.

Nous imposons A let A

n,(-n,n) - n-1,(-n,n-1) =1

que les polyndmes P-n,n(x) et P—n,n—l(x) soient unitaires.

Alors les systémes d'orthogonalité satisfaits par ﬁ—n n(x) et ?_n _l(x) sont
9

11

(-2n)(x) ot P(—2n+l)(x)

aussl satisfaits respectivement par P2n on-1

lement par P2n,2n(x) et P2n—1,2n—1(X)’

Tous les polyndmes é&tant supposés unitaires, nous avons donc :

n = - o(-2n) -

% P-n,n(x) = P2n (x) = P2n,2n(X)

n s - p(-2n+l) _

XOP L nea®) SR T =P on (%)

, c'est 3 dire que nous désirons

, c'est 3 dire éga-
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Les polyndmes de Laurent orthogonaux ainsi définis se déduisent donc simplement
des polyndmes orthogonaux situés sur l'horizontale k = m dans la table P2.
Leur existence et leur unicité sont donc liées a celles des polyndmes orthogonaux
classiques.

Ils satisfont une relation de récurrence entre trois polyndmes orthogonaux régu-

liers successifs, si on appelle polyndme de Laurent orthogonal régulier un poly-
(-2n) u H(—2n+l)

on  OWHy )

nome pour lequel le déterminant de Hankel correspondant (soit H

est non nul.

En particulier lorsque la table est normale on peut utiliser la relation 2.29 du

livre de C. Brezinski.
Nous avons donc :

H(—2n+l) H(—2n+2) H(—2n) %é;?n)(x)

2n-1 2n-1 2n

- (H(—2n) H(—2n+2) - x H(—2n+l) H(—2n+l)) H(—2n+l) %(—2n+l)

2n 2n-1 2n-1 2n 2n-1 on-1 (%)

(-2n) H(-—2n+l) H(-—2n+2) %g—fg+2)(x)

- x Hy 2n on-2

qui conduit 3 la relation suivante avec les polyndmes de Laurent orthogonaux

(-2n+1) _(-2n+2) . (-2n) =
Hon-1 Hono1 " Han 7 P nt®)
_ (-2n) (-2n+2) _  (-2n+1) (-2n+1), .(-2n+l1) 3
= (x Fon Hon-1 Bon-1 fon ) Hon-1 P-n,n-l(X)
(-2n) ,(-2n+1) ,(-2n+2) =
- Hyp 7 Hop Hon-2 nt1,n-1(%)
et
(-2n) ,(-2n+1) ,(-2n-1) ¥(-2n-1)
B Hon Hon+1 ?2n+1 (x) =
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(-2n-1) H(-2n+l) - x H(—2n) H(—2n)

(-2n) M(-2n)
2n+1 2n 2n ont1 ) Hon  Fop ()

(H

(-2n-1) . (-2n) H(-2n+1) %(-2n+1)(x)

- xHy on+l on-1 on-1

qui conduit & la seconde relation de récurrence vérifiée par les polyndmes

de Laurent orthogonaux.

(-2n) . (-2n+1) . (-2n-1) = _
H2n Hop H2n+1 -n-l,n(x) -
(-2n-1) . (-2n+1) _ 1 (-2n) ,(-2n), ,(-2n) 5
(H2n+l Hon % fon Hon+1 ) Hayp P-n,n(X)
(-2n-1) _(-2n) _(-2n+1) =
- H2n+l 2n+l "2n-1 -n,n-l(X)'

On retrouve les deux relations de récurrence de Jones et Thron. Si en plus la
fonctionnelle est définie positive on a les propriétés classiques pour les zéros

des polyndmes orthogonaux, ainsi que l'ensemble des propriétés de leur théoréme 1.
poly g > q prop

En conclusion, 1'emploi des polyndmes de Laurent orthogonaux alourdit et particu-
larise 1'étude des approximants de Padé en deux points. En effet, tout d'abord
on obtient deux relations de récurrence au lieu d'une seule car il faut tenir
compte de la distinction entre §-n,n(x) et §—n,n-l(x)' Ensuite, on n'est capable

de trouver l'approximant de Padé en deux points que sur l'horizontale k=m dans

la table P2.

6.9 DETERMINATION DES TABLES », ET q,.

La table P2 peut &tre obtenue 3 partir du calcul de la table P, mais natu-

rellement on fait intervenir des polyndmes qui ne sont pas dans la table P, et qui

2
par conséquent n'ont pas de rapport avec les approximants de Padé en deux points.
La table Q2 ne peut pas &tre obtenue 3 partir d'une table plus vaste,

Il est donc préférable de calculer ensemble les polyndmes Py m(x) et Q m(x) en
H] ?
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utilisant les huit relations classiques que vérifient simultanément ces deux

catégories de polyndmes d 1'intérieur des tables P, et Q,. Les relations géné-

2
rales concernant les polyndmes P ont été données au chapitre 4. On a ainsi la
possibilité de déterminer n'importe quel approximant de Padé en deux points
de la table F2.

L'algorithme général "qd" présenté dans le chapitre 2 peut également &tre
appliqué ici. Les coefficients que l'on obtiendra, s'appliqueront aussi bien

pour déterminer Pk,m(x) que Qk,m(x)'



APPROXIMANTS DES SERIES DE FONCTIONS

Dans la publication ANO 27 nous nous étions intéressés aux
propriétés des approximants de type exponentiel. En fait tout ce que
nous avions démontré s'applique sans grands changements aux approximants
des séries de fonctions. Nous avons donc remanié le chapitre 1 de notre
publication ANO pour faire ce septiéme chapitre. De nombreux résultats

obtenus pour les quadratures de Gauss trouveront leur application ict.

Nous avons utilisé l'introduction d ces approximants qui
figure dans le livre de C. Brezinski [6]. Elle montre comment d partir
d'une formule de quadrature de Gauss on obtient un approximant de séries
de fonetions. Nous en déduisons que les coefficients de quadrature satis-
font un systéme linéaire dont la matrice est d'Hermite et dans laquelle
ne figurent que les valeurs des zéros du polyndme orthogonal Pp. Il est
équivalent d dewr autres systémes lindaires dont L'un est le systéme
d'orthogonalité satisfait par Pp. Cette propriété clbture la premiére

section.

La seconde section est consacréed l'étude de l'existence et
de l'unicité de ces approximants. Nous montrons que lorsqu’il existe,
11l est unique. St le polyndme est orthogonal singulier, L'approximant
est identique d celui que l'on obtient d partir du polyndme orthogonal
régulier prédécesseur. Si le polyndme est quasi-orthogonal, l'approximant
n'existe pas. Dans ce cas on peut se ramener d l'étude d'un systéme plus

petit ou plus grand qui a une solution.
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La trotsiéme section donne une expression de l'erreur en
fonetion de déterminants de Hankel ou de la fonctionnelle lindaire.
Nous utilisons ensuite les résultats de convergence des formules de
quadrature de Gauss pour donmer des théorémes de convergence des appro-

ximants des séries de fonctions,

Quelques propriétés de ces approximants sont exposées dans
la quatriéme section. Ce sont des résultats sur la parité des approxi-
mants, sur leur identité dans un bloc et sur quelques transformations de

séries formelles.

Toute la fin du chapitre traite des approximants de type expo-
nenttel. La série de fonctions est telle que g; (t) = E Dans ce cas bien
particulier on peut obtenir ces approximants en choisissant de fagon conve-
nable la solution d'une équation différentielle linéaire homogéne d'ordre p
a coefficients constants.

Il y a d'atlleurs identité entre ce probléme et la recherche directe des

approximants.

L'existence et L'unticité découlent immédiatement des propriétés

de la deuxiéme section.

Plus particuliers sont les résultats de la septiéme section
dans laquelle nous ne nous intéressons qu'au cas ou le polyndme orthogonal

doit avoir des racines simples.

Dans la huitiéme section nous étudions les propriétés des déri-
vées et des primitives des approximants de type exponentiel, ainsi que
celles relatives aux approximants des séries formelles dérivées successives
ou primitives. Nous verrons qu. ces dernters sont en connexion avec les

systémes adjacents de polyndmes orthogonaur.
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7.1 DEFINITION

On trouvera dans [6] une excellente introduction a ces appro-
ximants.

Nous considérons une série de fonction

f(t) = z c; gi(t).
i=o

oo}
Nous posons fn(t) = izn g gi(t), Vn € Z.

Nous conviendrons que ¢, = O pour i < 0 et que gi(t) = 0 pour i < O.

Nous définissons des fonctionnelles linéaires c(J) pour j € Z sur l'espace

vectoriel P des polyndmes réels par

(3),. .1, _ .
c 7 (x7) = ci+j’ Vi e N.

Nous suppasons connues les fonctions génératrices Gn(x,t) de fn(t)

00

6 (x,t) = ] X' g (1),

1=n

Nous avons fn(t) = c(n)(Gn(x,t)).

.. o(n) - « (n) ' .
Soit Pp le polynOme orthogonal par rapport 4 c , lorsqu'il existe,
et soient m, ses racines d'ordre de multiplicité qj . pour j € N,

2 3

0<j<4L avec:
p

2

) g

550 3P b

Nous définissons l'approximant de la série de fonctions fn(t) comme étant

c(n)(Lp n(x)), ou Lp n(x) est le polyndme d'interpolation d'Hermite de
b4 9
Gn(x,t) basé sur les racines m,

3
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Nous noterons cet approximant [p-l/p]f (t). C'est la notation adopté
dans [6]. n

i
Nous définissons également les approximants [p~1+n/p]f(t), ¥n € 2,

n21-pet ¥p €N par :

n-1
'Z cigi(t) + c
i=o

(n)

[p—l+n/p]f(t) (Lp n(x))

n-1
= 3 c,g;(t) + [p-1/pl; ().

i=o n

Sans restreindre la généralité du probléme nous pouvons nous contenter de

démontrer les propriétés relatives d [p—l/p]f.

q. -1
3s
[p-1/p1.(t) = f) E alP) g™

% nfo 3o 3»P

~

. €me .
ol la dérivée n de G est prise par rapport 3 x.

Pour avoir une numérotation continue des Agpi nous poserons :
k4

RS2

3.n ij+n,p pour j e N, 0 < j < Zp
et pour n e N, 0 < j £ q. -1,
1P
i =0
o
avec -1
i, = our J e N, 1 <3 < £ +1.
5 qg p Pour J €W, st

S=0

Nous commengons par généraliser le théoréme 4,13 de [6].

Nous supposons que le polyndme Pp existe.
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Théonéme 7.1.

Lonsqu'on chenche £'approximant [p—l/p]f(t), Les kj > et LI
satisfont Le systime (1) suivant : ’

1 0 0 -1 -eee 0 ko P )
' c
! (<)
___________________________________ I
mo,p 1 0 ml,p 8 : ¢,
| | = 1
2 2 ! { {
(1) Po,p 2mo,p 2 —mmmommeeeees M,p T E E :
] i ] ] C
| | | (a -
q -1} \
i 5 ! P * ’
| | [ ! '21;,_‘1‘C P
2p-1 2p-2 2p~3 2p-1 i°4
2p~1)m 2p-2)(2p-1 ——m T 2p-1)---(2p~ +1
o,p (2p-1) 0,p (2p-2)(2p )mom l,p (2p-8) (p<uwp thP J

Nows avons alons :

[p-1/p1(t) = | a,g, (1)

i=o
avece
£ a4 -1
, .
o, = f § Agp)[xl](?)
i b j,n X=m,
J=o n=o 3P
et a, = e pour i e N, O < i < 2p-1.
Démonstration.

D'aprés le théoréme 5.2 i) nous avons :

£  q.
J
c = c(x®) = f

-1
,E Agp)[xsl(?)
S g - J.0n X=m.
j=o n=o

J.P

pour s e N, 0 £ s < 2p-1.
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Q. -1

Js
< c(x”) = L L s(s-1)...(s n+l)(mj,p) ki.+n,p
J]=0 n=o ]

(o]
"

C'est bien le systéme (1).

D'autre part :

£ q. -1
J,P
77 alp)
= JLn

j=o i=o i

oo

i (n)
Zo g, ()x" 12 )

[p—l/p]f(t)
JsP

- £ qj -1 :
I g, (6 F % e i@
i=o j=o

n=o 3.0 x:mj »P

Si on pose :

Agp) [Xi](?) ’
jsn X=m,
1.P

£ .1
a, =
i &
jzo  n=o

nous trouvons bien les résultats proposés.

A partir de ce théoréme nous avons :

Théoneme 7.12.

f(t)—[p—1+n/p]f(t) = O(g2p+n(t)), Vn € Z, n = p-1.
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Remarque fondamentale 7.1.

Nous considérons dans toute la suite que [p-l/p]f est un

approximant de la série de fonction f si et seulement si :

f(t)—[p—l/p]f(t) = O(gQP(t)).

Notations.

Désormais on appellera K; ; les €léments de la matrice du sys-
2

téme (1) écrit sous la forme :

{

(K, .) ! = (cy), pour 1 eN, 0 <1< 2p-1.
§
|

Nous écrivons Pp sous la forme :

£
q. s
P (z) = f) (z-m, ) 3°P = E A, 2P,
P FEP 3 j2o 1P

Donc :

¥n € N
E A mn+p-i

j2o 1P 3P
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D'autre part la dérivée d'ordre s, P(S)(m. ) =0, ¥VseN, 1 <s<gq, -1
P JsP 1P
p-s
(s) - . . __\.P-i-s
By (z) = .Z xi,p (p-1) ... (p+tl-i-s)z
izo
P-s
B, )= T oA (i) ... (prl-ics) mPPTETS o g
i® P 3.p iEO i,p'? P is
BRE eN, 1 <s < q. -1
JsP
s Vjem,osjslp
| ¥Yn eN
p-s
Soit encore m, ) Ai D K55 45 -0
J’p i:o b p ’j
Comme K, , =0, ¥ieN, 0<i<s-1 ona:
i,i.+s
]
([ Vs eN, 1<s<gq. -1
’ 4.p
§ . K L =0 ¥ieN, 0<j<{
izo 1oP Tp-isiits | Tg,p ] iem 1%
¥n e N

Nous allons montrer dans le lemme suivant que ce résultat reste vrai pour

toute combinaison de (p+l1l) lignes.
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Lemme 7.1,
¥k e N
.E xi,p Kk+p—i,n =0
= vn e N, O<n<p
Démonstration.
Posons n = ij+s, 0<s < 5 5 1
On a :
= s! cs . m¥+p-i—s si k+p-i 2 s
Kk+p-i,n ) k+p-i JsP
Kk+p—i . si k+p-i < s
3
k+p-i-s
EA. .= E A, (st) ¢S . omh
120 19P “kp-1,n 520 1P k+p-1 "J,P
et
igk+p-s
Or P (z) = % Ay D P71
P 150 1
£
s P q.
2P (2) = E A, P X (gem, ) 0P
P izo 0P j=o 1
On a donc :
P « (s)
L Ao Kpein = | 2 Bp(® =0
izo »P P-1, P
z=m
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Notation.

Nous appellerons systéme (Kp) le systéme carré obtenu d partir

de systéme (1) en ne retenant que les p premidres équations.

Nous rappelons que le systéme (Mp) est le systéme d'orthogonalité satisfait

par les coefficients de Pp'

Propriete 7.1.

Le systeme (1) est Equivalent aux systemes (Mp) et (Kp).

Démonstration.

Montrons qu'd partir du systéme 1 on construit les systémes

(Mp) et (Kp) et donc que toute solution de (1) sera solution de (Mp)

et (K ).
b
Formons
?C s A, s ¥neN, 0<n < p-1
12, mrp-i Ti,p
avec
p-1
Cn+j = 'Z ki,p Kn+j,i’ ¥(n+j) e N, O <n+j < 2p-1
i=o
p-1
§ Chenoi M o T E (L kg Koo A
izo P sP izo j:O Jsp ntp-1,3] sP

p-1
= ) k. E A, K. .. =0
c i,p n+p-i,j

i=o

d'aprés le lemme 7.1,
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Donc

soit encore

Cn+i Ap-i,p Cn+p

1t~

On obtient donc le systéme (Mp) que l'on jumelle avec le systéme (Kp).

Montrons que réciproquement, le systéme (1) se déduit des sys-
témes (MP) et (Kp), et donc que toute solution de (Mp) et (Kp) est solu-
tion de (1).

Le systéme (Mp) stécrit

p-1
=z - i 1 < B
L cj+i Xp-i,p Cp+j’ ¥j e N, 0 < j < p-1

On prend l'équation qui correspond & j=0, et en utilisant le systéme (Kp)
on remplace les ¢; par leur expression en fonction des k. _. On obtient

1)
donec :

-1 p-1
c_ = Z z K . .
P =0 j=o 1,1 J»P p-i,p
p-1 p
= ) ki

I A, K ..
3sP | 321 1P P71l.]

D'aprés le lemme7.lon a :

P
A, K. . .20 VieNetVjeN,O0s3jsp-1,
izo 1,0 “ntp-i,j peliet el I r
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Donc :

d'ol

On retrouve la (p+1)eme ligne du systéme (1).

Si on prend la ligne 1 de (Mp), par un raisonnement analogue
éme

on retrouve la (p+2) ligne de (1) et ainsi de suite.

cgfd.

7.2 EXISTENCE ET UNICITE DES APPROXIMANTS

L'existence des approximants des séries de fonctiomsest liée
d 1'existence du polyndme orthogonal Pp' L'unicité pourra &tre démontrée
en utilisant le théoréme 5.3. Elle ne dépend pas de fagon biunivoque de
1'unicité du polyndme orthogonal correspondant. En effet, aux polyndmes

orthogonaux singuliers correspond également un approximant unique.

Théoneme 7.3.

Lonsque Le polynome Pp est onthogonal parn rapport & c, alorns
L' approximant [p-—l/p]f existe et est unique.
Si Le polynome PP est quasi-onthogonal, £'approximant Cp-1/p1¢ n'existe
pas.
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Démonstration.

i) Si PP est orthogonal régulier, il est défini de maniére unique.

Le polyndme d'interpolation LP , est également défini de maniére unique.
*

ii) Si Pp est orthogonal singulier alors :

Pp(x) = wp-pr(p)(X) Ppr(p)(x).

D'aprés le théoréme 5.3 les coefficients de quadrature associés aux racines

de sont nuls. Ceux associés aux racines de PPP(P) sont définis de

W
p-pr(p)
maniére unique.

iii) Si PP est quasi-orthogonal, l'ensemble du systéme d'orthogonalité

(Mp) n'est pas satisfait. L'approximant n'existe donc pas.

cgfd.

Conollaine 7.1,

S{ Le polynome Pp est onthogonal singulier alorns L'approximant
Lp-1/p1, est ddentique a K’appnoximant[br(p)-l/pr(p)]f.

Démonstration. A

Immédiate 3 partir de la démonstration du ii) dans le théoréme
7.3.

cqfd.

]
Si f(t) = Z z Agr) G(n)(mj ,t), alors nous avons :
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Théoneme 7.4.

Soit r §4x8.

Une condition nécessaire et sufpisante pour que

£ q. -1

r r
£=F= § ;oA (™,
jso  n= ?

j,n r’t)

k]

est que ¥p 2 r Le systéme (MP) 404t de rang r compatible.

Démonstration.
C.sS. D'aprés le théoréme 7.3 et le corollaire 7.1, ¥p 2 r, [p-l/p]f
existe et est unique. De plus il est identique a [r—l/r]f.
Donc :
f=F
C.N. Lorsqu'elle existe, la solution est unique. Or il existe une

solution f = F. Ceci n'est possible que si ¥p 2 r tout systéme (MP) est

de rang r compatible.

cgfd.

On considére un systéme (Mp) de rang r < p incompatible. Il n'a donc pas
de solution.

On peut en utilisant le corollaire 1.7 ou le corollaire 1.8 se ramener
au cas ol on a un systéme qui a une solution.

On a donc la propriété suivante en employant les notations de ces deux

corollaires.,
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Propriete 7.72.

Soit un systeme (MP) de rang r < p Ancompatible.

A) “Le systeme (M2p—r‘) a une solution unique et L'approximant
[2p—r—1/2p—r]f existe et est unique.

L) S{ r-h est impain Le systeme (Mp_1 _r-h-1 ) a une solution unique
—he —h- 2

et L'approximant [p-2- L 2 Ly p-1- = 1; l]f existe et est unique.

AL S4 r-h est pair Le systeme (Mp_l_ r-h) a une solution unique

2
et L'approximant [p-2- %E / p-1- %P—/ ]f existe et est unique.

Démonstration.

Elle est immédiate en utilisant les corollaires 1.7 et 1.8 et

le théoréme 7.3.

Dans le cas particulier suivant nous avons :

Propniets 7.3.

Supposons que c; =0, ¥ielN, 0<isqg-1let °q z 0.
Soit un systeme (Mp)' '

L) S{p = % on a une solution unique [p—l/p]f z 0.

L) SL%<p5qun’yapaAdew£u,téon.
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Démonstration.

i) D'aprés la propriété 1.16 tout polyndme de degré p < % est
orthogonal par rapport & c. D'aprés le théoréme 5.3 les coefficients de
quadrature correspondants sont nuls.

Donc O est 1'unique solution.

ii) D'aprés la propriété 1.16 il n'existe pas de polyndme orthogonal.

Il n'y a donc pas de solution.

cqfd.

7.3 EXPRESSION DE L‘ERREUR ET THEOREMES DE CONVERGENCE

Nous allons d'abord donner une expression de l'erreur
£(t) - [p-l/p]f(t).

Nous savons d'aprés le théoréme 7.1 et les notations adoptées que :

o, = k. K. ., ¥j e N
i,P Js1

et
aj = cj, ¥j eN, 0 < j < 2p-1.
Donc
oo
f(t) - [p—l/p]f(t) = jzo (c2p+j - a2p+j) g2p+j(t).
Nous allons calculer les termes a2p+j en n'utilisant pas les coefficients ki P

Dans la démonstration de la propriété 7,1 nous faisons intervenir les lignes
(2p-1+3j) pour j € N dans le systéme (I).
Nous posons aj = cj pour j e N, 0 < j < 2p-1.

Avec la propriété 7.1 nous obtiendrons donc :

E Oy 2 s Ay =0
1% 2ptJ-1 1i,p
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xp

Cette relation permet le calcul récurrent des termes a2p+j pour j € N,

et on peut ainsi calculer c =c, .t E
2pt]

.= O Uy o o Ao
2p+] 2pt] j21 2p*)-1 1,p

En particulier pour j = O on a :

- = . A
“2p T %2p igo 2p-i “i,p
(o) H(o)
Si Hp # 0, alors Copy T Qo F c(o)(xP P(o)(x)) = _ptl et
P P H(o)
P
H(o)
£-Lp-1/p1(t) = 22 g (1) + 0(g,_,, ()
g P P

P

Si Héo) = 0 et si [p—l/p]f(t) existe, alors on cherche H(o) 20 et

r
Héo) # 0 tels que Hgo) =Opour i e N, r+1 < i < £-1 etr <p < 4£.

Nous avons :
[p—l/p]f = [r—l/r]f.
En reprenant ce qui a été fait ci-dessus nous pouvons écrire :

r

2r+ T %2rtj T Sorej T izl %ortid Mt
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D'autre part :

= o(0) (I p§°)<x))

e
1 ~1H3
o]

C2r+j-i Ai,r

O pour r < r+j < £-2
2 0 pour r+j = £-1.

Par conséquent on a ¢ = & pour k e N, 0 £ k < r+l-2 et

_ (o), £-1 _(0)
Cpif-1 ~ %ppp-1 T C (x Pr (x)).

On en déduit donc que :

(o)(xﬂ—l

£(t) - (p-1/pl (1) = ¢ P§°)(x)) g,.p (1) *+ O(g__ (1))

r+l-1

Dans le cas ol H(o) est différent de O et Hé:; = 0, on peut utiliser le
o) (o)

raisonnement fait ci-dessus. On cherchera H # (0 tel que Hi = 0 pour
ieN, ptl <1 < £-1.

Nous trouvons alors que :

£(t) - [p-1/pl.(t) = ¢ PO (x))g () + 0(g_ . ,(t))
£ p pt+l

ptl-1

Nous avons la propriété suivante :

Proprité 7.4.

S{ L' approximant [p-l/p]f existe et
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i) si 5 20 et si
P
a) H(o) 20 alons :
pt+l ‘
H(0)
£(t) - [p-1/pl () = 2 B (t) + O(g, (1)
H(o)
P
b) Hgo)=Op0u/LieIN,p+lsi$£—le/tHéo)=0, alons :
£-
£(t) - [p-1/plg(t) = !V ! P;O)(x)) 81 (V) + OCg p(t)

(@) 20, ul® =0

i1) Si H;O) = 0 et si [p-1/pl; = [r-1/r], avec H_ ¢

pour i e N, r+1 < i < £-1 eL Héo) z 0 alons :

(o), £-1

£(t) - [p-1/p1g(t) = G Bl Gg_ L, (0 + 0g_4(0)),

r+l-1

Remarque.

Si on désire une expression en fonction des déterminants de

(0)(X£-

Hankel dans le ii), on prend pour c 1 Pio)(x)) une des valeurs

présentées dans la propriété 4.5,

Nous donnons maintenant quelques résultats de convergence pour ces appro-

Ximants.

Nous supposons que pour tout t fixé d'un domaine V inclus dans R

la fonction génératrice G(x,t) appartient a C _[a,b].
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Si c est définie par :

i by
e(x™) = J x~ da(x)
a

ol o est bornée et non décroissante dans [a,b], alors les formules de

quadrature de Gauss appliquées a G(x,t) sont stables et convergentes.

Nous pouvons énoncer le

Théoneme 7.5.

© b .
S{f(t) = ) c; g;{t) ol c, = J x* do(x) avec o bornée
izo a
et non-décroissante dans [a,b]l et 44 G(x,t) € C_[a,b]l, ¥t §4xC € V ¢ R,

alons

Lim [p—l/p]f(t) = f(t).
p‘)'w

Notre théoréme 5.6 nous permet de donner un résultat de convergence dans

le cas d'une fonctionnelle linéaire c semi-définie positive.

Théonéme 7.6.

SL£(t) = ) c.g,(t) ol Les c, sont Les moments d'une §onction-
i=o
nelle Linlaire c semi-définie positive et 84 G(x,t) e C [a,bl,
¥t §4x2 € V c R, alors :

Lim [p-l/p]f(t) = £(t).
p—')w
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Notre propriété 5.5 donnera un autre résultat de convergence dans le cas

d'une fonctionnelle lacunaire dtordre 2 de la forme xw(x).

Théoneme 7.7,

S< f(t) = ) c, g;(t), ol Les c, sont Les moments d'une fonc-
izo . J+l it

. X lw(x)dx

tionnelle Lindaine c Lacunainre d'ondre 2 définie par c, = c(x™) =
-1

avee w(x) paine et positive, mais non Ldentiquement nulle dans [-1,11, et telle
+1

que J w(x)dx existe, et 44 G(x,t) e C_[-1,1], Vt §4x& € V c R, alors
-1

Lim [p-1/pl (1) = £(1).

P—)OO

7.4 PROPRIETES DES APPROXIMANTS DES SERIES DE FONCTIONS

Pour commencer nous donnons un résultat sur la parité de l'appro-

ximant [p—l/p]f.

Théoneme 17.8.

Si 2 approximant [p—l/p]f existe et 84
L) c est une gonctionnelle Lacunaire d'ondre 2 et 84 gi(t) est paire
pour i pair, alorns L'approximant est pair.

L) SL c,6 =0 et La fgonctionnelle e(o) = c(l) est Lacunaine d'orndre 2,

et 84 gi(t) est impaine pourn i Ampair, alors L'approximant est impain.

Démonstration.

i) On utilise les résultats du théoréme 5.9 i).
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Sim, # 0, 4 un terme Agp) G(n)(m. ,t) correspond un terme
REYY J.n J,P
DR AP MW .
J,n B

La résultante de ces deux termes ne contient plus que les gi(t) pour i

pair.
. oA (p) ~(n) . .

Si m. = 0 il ne reste que les termes A, o G '(0,t) pour n pair qui
(» _,

valent Aj,n n! gn(t).

ii) On utilise les résultats du théoréme 5.9 ii).

Si m, z0, & un terme Afp) G(n)(m. , t) correspond un terme

JsP Js0 1P

(-1)"*? ASP) G(n)(-m. t).

j.n isp’

La résultante de ces deux termes ne contient plus que les gi(t) pour i

impair.
Si mj . = 0, il ne reste que les termes A§p; G(n)(O,t) pour n impair,
b] ?
qui valent A(P) n! g (t).
j,n n

Remarque 7.2.

D'aprés ce que nous savons des fonctionnelles lacunaires, dans
le cas ii) du théoréme 7.8, l'approximant [p-l/p]f n'existe que si p est

pair.

Déginition F.1.

Nous appellenons table A La table a double entrée dans Laquelle
sont rnanges Les approximanths [p/q]f.

tosol [o/11 [0/2] ---
(101 [1/11 [1/2] ---
2701 [2/11 [2/2] ---
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Déginition 7.2.

Nous appellerons bloc A un bloc carrné Aitul dans La table A
qui corrnespond & un bLoc P et & Aes cdtés Nond, Nond-Ouest et Ouest.

Considérons maintenant un bloc P. Nous savons qu'au-dessus de l'antidiago-

nale principale les polyndmes orthogonaux existent, donc aussi les approxi-

mants.

Th&onéme 7.9.

Dans un bloc A, au-dessus de £'antidiagonale principale et sur
cette antidiagonale Les approximants sont tous L{dentiques.

Démonstration.

Nous savons déjd que le long d'une méme diagonale d'un bloc,
les approximants, lorsqu'ils existent, sont identiques d celui qui est
contre le bord du bloc (corollaire 7.1). Ils existent au-dessus de
ltantidiagonale principale du bloc P, donc au-dessus de l'antidiagonale
principale du bloc A et sur cette antidiagonale.

Montrons que les approximants intérieurs au bloc A et contre les cOtés
Nord, Nord-Ouest et Ouest sont identiques, et la démonstration sera

achevée.

Soit [p-—l+k/p]f 1l'approximant placé dans l'angle intérieur Nord-Ouest

d'un bloc A de largeur £.

Alors f(t) - [p—l+k/p]f(t) = (t)) (cf. le théoreéme 7.2 et la

o(g2p+£+k
propriété 7.4).

De plus toujours d'aprés les mémes propriétés nous avons pour j € N,

0<3j<&.

£(1) - [p-1tk+3/ple(t) = O(gy o (1)),
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Du fait de 1l'unicité de l'approximant (théoréme 7.3) nous avons :

[p—l+k+j/p]f = [p-l+k/p]f.

Contre le cdté Nord nous avons pour j e N, 0 < j < £
f(t) - [p—l+k/p+]]f(t) = O(g2p+ﬂ+k(t))
ce qui entraine que :

[p—1+k/p+j]f = [p—l+}</p]f

cqfd.

Dans ce qui va suivre nous nous intéressons aux transformations de séries
formelles. Nous étendons au cas des approximants des séries de fonctions
des résultats démontrés pour les approximants de Padé dans le livre de

J. Gilewicz [22].

Théoneme 7.10.

n
SLR(t) = ) a;g (t) et 44 [p-1+k/pl. est L'approximant situl
i=o

dans £'angle intérnieur Nornd-Ouest d'un bloc A de Largeur £, alons :

i) Sin < k-1,

[p-1+k/p]f + R = [p—1+k/p]f+R

et [p-1+k/pl. . est dans L'angle inténieur Nornd-Ouest d'un bloc de
Largeurn £.
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ii) Si k <n < k+f-1,

[p-1+k/p]f + R = [p+n/p]f+R

et [p+n/p]f+R est dans L'angle intérnieur Nond-Ouest d'un bloc de Largeur

n+l-k-£.

Démonstration.

D'aprés le théoréme 7.9

[p—l+k/p]f = [p-l+k+j/p]f pour j e N, 0 < j < £,

Pour j e N, 0 < j < £,

[p—l+k+j/p]f(t) + R(t)

k-1+43
= igo (c;%a.) g (1) + [P'l/P]fk+j(t) + R (0
n
ol a, =0 sii>net Rk+j(t) = ._z . aigi(t).
izk+j
i) Sin < k-1,

Rk+j(t) = 0, et donc :

(p-1/p] + . = [p-1/p]
£t ferd £t Rice 5
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Par conséquent :

[p—l+k+j/p]f + R = [p—1+k+3/p]f+R = [p-l+k/p]f+R

pour j e N, 0 < j < £.

Nous avons bien les résultats proposés.

ii) Si k <n < k+l-1,

Rn+l(t) = 0. Donc pour j € N, n-k+1 < j < £, nous avons :

[p+n/p]f(t) + R(t) = [p—l+k+j/p]f(t) + R(t)

K-1+3

= 3 (c;+a g, (1) + [p-1/p]

(t)
i=o fk+j+Rk+j

= [ptn/pl_ ().

f+R

Le bloc a pour largeur le nombre moins un de valeurs prises par j.

cgfd.

Nous avons pris comme définition de l'approximant [ p-1+k/p]. lorsqu'il
£ q

existe :

k-1
[p—l+k/p]f(t) = z cigi(t) + [p—l/p]f (t).
i=o k
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Si cet approximant est dans l'angle intérieur Nord-Ouest d‘'un bloc de

largeur £ nous avons :
[p—l+k/p]f = [p—l+k+j/p]f pour j e N, 0 < j < &,

clest a dire :

k+g_l (t).

[p—1+k+j/p]f(t) = cigi(t) + [p—l/p]f

i=o k+j

Théoneme ?.11.

S{ 2'approximant [p—1+k/p]f est dans £'angle intérnieur Nond-Ouest
d'un bloc de Largeurn £, alons :

k+i—1 )

[p—l+k/p]f = cigi(t) + [p-l/p]f

i=o k+3j

pour j eN, 0 < j < L.

Nous considérons maintenant un cas particulier de fonctions gi(t) qui

vont nous permettre de définir les approximants de %n

Nous prenons go(t) =1 et gi(t) = (gl(t))l, ¥ieN, i 21,

Alors la fonction génératrice est :

1
1-x gl(t)

G(x,t) =

L'approximant [p-l/p]f s'exprime sous la forme d'une fonction rationnelle

en gl(t), de méme tous les approximants [p—l+k/p]f.
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Dans ce cas particulier, comme dans le cas des approximants de Padé
classiques, il est inutile de calculer les racines du polyndme orthogonal

Pp. Le dénominateur de [p—l/p]f est le polyndme en gl(t).

n,
1
P (g () = (g, ()P P ( ).
p -l 1 Pg, (1)
Le numérateur est le polyndme en gl(t)
n -
Q (g. (1)) = (g, (+)PT g (=1 —)
p -1 1
gl(t)

ou QP est le polyndme associé au polyndme orthogonal Pp.

Avec ces fonctions gi(t) nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

Théoneme 7.12.

Sig(t) = 1etsdg(t)= (g (), viel, i2>1, s de plus
c, * 0 et [ntk/k]; est dans 2'angle inténieur Nornd-Ouest d'un bloc de
Largeun £, akons [k/ntk], est dans £'angle intrieuwr Nord-Ouest d'un bloc

f
de Larngeunr £ et

([n+k/k]f)‘1 = D/l

f

Démonstration.

oo

f = ‘Z cigi(t) avec c_ # 0.

izo

On peut alors définir
l oo
£ =) ¢, g,(¢)
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On obtient

S ¢ 3 =0, ¥k e N, k 2 1.

Nous retrouvons les relations présentées dans la section traitant des
polyndmes orthogonaux réciproques.
La démonstration faite dans le cas des approximants de Padé classiques

reste valable en changeant t en gl(t). (cf. th 22, p. 216 [22]).

cgfd.

Nous retrouvons le positionnement des blocs donné par le corollaire 2.4,

Remargue.

f et £ ont la méme fonction génératrice G(x,t).

Si € est la fonctionnelle linéaire qui a pour moments les Ei, nous avons

c(G(x,t) = £,

1]
Hh

c(G(x,t))

7.5 APPROXIMANTS DE TYPE EXPONENTIEL

Dans la fin de ce chapitre nous nous intéressons au cas parti-

culier suivant de série de fonctions

. . xt
La fonction génératrice est dans ce cas e .
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L'approximant [p—l/p]f sera noté Fp.

Nous avons :

£ q. -1
Js (n)

F (x) = i +n.p © (m, ,x)
P %0 nt .+1,p -

£ qj, -1 m X

: § o 3P
{ +n,p .
j=o n=o Y§ ?

Donc :

ol les Sj(x) sont des polyndmes de degré qj P-l, pour j e N, 0 £ J < lp
3

et
£
D
T
j:o J’p
-1
I+l i,
S.(x) = k X our j e N, o £ j s &
5 iZi. ip , pour j °os st
j
avec
i =o
(o]
j-1
i, = our j eN, 1 <3j <4 +1
5 Sgo Qg pPowr J e, 155 <2

Nous appellerons Fp approximant de type exponentiel.

Si 1'approximant Fp existe, nous avons lorsqu'on développe Fp(x) en

série entiére :

ord(f-Fp) 2 2p.
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On rappelle que l'ordre, noté ord, est l'exposant de plus bas degré de
la série formelle.

Nous appellerons probléme 1 la recherche directe de Fp.

Nous pouvons définir un second probléme.

PROBLEME 2.

On cherche les solutions F_(x) de l'équation différentielle
linéaire (E) homogéne, d'ordre p d coefficients constants, telles que,

si on développe Fp en série entiére on ait ord(f-Fp) 2 2p.
P .
& 7 oA yPH) g
i:o l’p

Les Ai D sont donnés par le systéme linéaire suivant
?

¢ \ 3 4 3
o €1 777 Sp-1 *p,p °p
________ A c
°1 °p p-1,p| = - | “pt1
: | | |
| I | |
I 1 I 1
e iy op-2 || *1,p 2p-1 J
L I\ ) (
et A =1
o,p
Remarque : les Ai n'existent pas toujours.
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RESOLUTION DU PROBLEME 2.

Il est nécessaire que (Mp) ait au moins une solution.

Pour résoudre (E) on est amené 3 étudier les racines du polyndme carac-

téristique en u,

Soient m, les racines de ce polyndme, pour i e N, O £ i < p~1. On sup-

3

pose qu'il y a £ racines distinctes. Soit % b 1'ordre de multiplicité

L .

de m, avec Z Q. = p. Alors les solutions de (E) sont de la forme :
i,p i=o 1,p
£
P m, X
F(x) = ) S.(x) e 1P avec deg S.(x) = q., _ -1 et

P ] 1P

j=o
...-1
j+1 i—ij

S.(x) = . X ¥Vj eN, 0 <3 <@
J i::EL:. ul’p ’ ’ ! zp
J

On cherche les solutions Fp telles que ord(f-Fp) 2 2p. On retrouve le

systéme (1) dont les p premiéres équations forment le systéme (Kp).

Propriéte 7.5 .

12 y a identité entrne fLes problimes 1 et 2.

Démonstration,

- — - ——— -

Les deux problémes possédent les mémes systémes (1) ou (MP)
et (K_).
b

cgfd.
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7.6 EXISTENCE ET UNICITE DES APPROXIMANTS DE TYPE EXPONENTIEL

Tous les résultats qui vont suivre sont des cas particuliers des

propriétés et théorémes de la section 7.2.

Propridts 7.6.

Soit un systeme (MP) de nang p.
Alons on a une solution unique au systeme (Mp) et L'ensemble des nracines
m, est déteruminé de gagon unique

b

L) S{ Les m,  sont tous distincts, alorns on a une sofution unique
p-1 m, X
F(x)= }] k, e P oford (£F ) 2 2p.
P i LaP P
AL) Si Les o ne sont pas tous distincets, mais sont non tous nuls,
et 84 4 p est £'ondre nespectif des nacines avec
Z
E q. _= p, alons on a une solution unique.
520 1P
4
m. X
F (%) = E S.(x) e 3°P et ord (£-F ) 2 2p
p s 2 J P
j=o
ALY SL Le systeme (Mp) est homogéne, alorns Les m s sont tous nuls et

on a une sofution unique.

p-1 c. .
F(x) = ] ]—1 x) et ord (£-F) = 2p,

j=o
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Propridts 7.7.

Soit un systeme (Mp) de hang r < p compatible.
L) S4 Les ™o solutions de (M) sont distinets, alons L existe une
solution unique F (x) telle que :

-1 m, X
Fp(x) = ¥ ok, _e ™" et ord(f—FP) > 2p.

AL) SL Les LT solutions de (M ) ne sont pas distinets, mais non tous
nuls, alons LL QXLAIQ une Aozuxxon unique F (x) Zelle que :

'e'r* m. X
F(x)= ) S.(x)e 3T ot ord(£-F ) 2
P o J P
]=°
L) Si (Mr) est homogéne, alons L& existe une solution unique Fp(x)
telle que
r-1 ci 3
F(x) = ) =++x etord(f-F ) =
P izo T P
Propridte 7.8.
Soit v 44ixé. Lz x
Une condition nécessaire et suffisante pour que £ = F = f s (x) e o7

j—O
est que, ¥p 2 r Le systeme (Mp) s04t de nang r compatible.

Propriéte 7.9,

Soit un systeme (Mp) de nang r < p {ncompatible.

L) Le syszteme (M2p_r) a une sofution unique

m, 2 _PX
5,(x) e 129P7T aquec ord(£-F, ) 2 2(2p-r)

2p-r
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AAL) S4 (r-h) est impair, Le sysitéme (”p—l _r-h-1) a une sofution
unique 2
Z'p—l—r—h—l mj,p—l—r-h-lx
- 2 2
p-1-p-h-1 (X) ._z 85(x) e
2 3=0

avec ord(f-F ) 2 2(p—l—r—h—1)

p-1-r-h-1
— 2
L) S4 (r-h) est pain, Le sysieme (Mp-l—r—h) a une sofution unique
2
£
p—l—r;h mj,p—l-r—h X
_ 2
p—l—r—h(X) = .z Sj(x) e
= I=o

avec ord(f—FP_l_r_h

Propriete 7.10.

On suppose que ord f=q. Soit un systéme (Mp).

£) Sip =< %-on a une sofution unique F = 0 telle que ord(f-F) 2 2p
L) SL %-< p <q, A& n'y a pas de solution.

Remarque 7.3.

La fonction génératrice RN c [a,b]l, ¥t € R. Les théoremes

de convergence 7.5, 7.6 et 7.7 s'appliquent donc.

Le théoréme 7.8 s'applique également aux approximants de type exponentiel.

Théondme #.13.

S{ L'approximant FP existe et 84

4) f est une fonction paine, alons FP est pair.

AL) f est une fonction impaire, alons FP est Ampain.
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Approximants des séries de fonetions

7,7 COMBINAISONS LINEAIRES D’EXPONENTIELLES

Chap. 7

Nous présentons maintenant des résultats relatifs au cas ou 1l'on

recherche uniquement Fp(x) sous forme d'une combinaison linéaire d'expo-

nentielles,c'est 3 dire que les racines de Pp(x) sont toutes distinctes.

Propriete 7.11.

Soit A £a matrnice suivante
( pil pil -1 \
K,  ======mm- :
izo 1i,p izo i,p 1,p
| I
| ;
A= ] ]
| t
! l
| |
p-l - p;l -
z kl m? L Z . mgp 2
| 150 1P 1P 5o TP 1
p-1
Alors det A = k. i1 (m, -m, )2
izo 1P os<icysp-1 3P 1P
Démonstration.
La matrice A est égale au produit BDBT
4 l e l 1 4
s O
mo \\\\
avec B = -P prl,p et D = e
] ] N
i | N
p-1 p-1 <::> N
m - ——
. O,P p-1,p ) L
o P
- Or det B = i (m, -m, )etdetD= 1T Kk,
osi<jsp-1 JoP 1P izo 0P
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Conolhlaine #.7.

On suppose Le sysieme (MP) de hang p.

L) Si Les m solutions du sysiteme (M ) sont tous distincts, alons
Les kj . ex(stent et sont non nuls.
AL) Si Les m s ne sont pas tous distincts, alorns Le systéme (KP) n'a
pas de solution.

Démonstration.
i) Si les m. _ sont tous distincts => le systéme (KP) est de rang p.
b
=> les k. _ existent => dans la matrice A de la propriété 7.11 on remplace
p-1 .
c. par Z k m3 , Vi eN, 0 < j < 2p-2
] oo 1P 1,p

det A # Oet det A = (det B)2.det D = tous les k. D sont non nuls.

ii) Si les mj,p ne sont pas distincts, le systéme (KP) ne peut avoir
de solution.
En effet supposons qu'il ait une solution composé de k, , ¥j eN,
0 £ j < 2p-2. On peut appliquer la propriété 7.11. 1P

det A = (det B)2.det D,or det A # 0 et det B = 0 ce qui est impossible.

cgfd.

Conollaine 7.3.

Soit un systeme (MP). SL tous Les m s solution du sysiteme (M )
sont distinets et tous Les kj 5 non nuls, alonA Le systeme (M ) est de
nang p non homogéne.

Démonstration.

On peut mettre A sous la forme de la propriété 7.11.
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det B =20
=> => det A 20
det D20

=> Le systéme (Mp) est de rang p. Il est non homogéne, sinon tous les

m. P seraient nuls et ne seraient donc pas distincts.

2

cqfd.
Proprnidte 7.12.
Soit un systéme (Mp) de nhang p.
L) SLp > 1 et 84 tous Les LT sont tous distincts, alons il existe

une solution unique Fp(x)

m, X
e TP totle que ord(f—Fp) > 2p.

F (x) = f k.
P &, 1P

L) Sip > 1 et 84 Ltous Les m; o he sont pas distinets, L n'existe
3
pas de solution. .
1
-— X
ALL) Sip =1, A€ existe une solution unique Fl =c e °  telle que

Si en plus Le systeme (M,) est homogéne, F =c,.

Démonstration.

i) et ii) - Démonstration immédiate avec la propriété 7.6 .
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iii) Sip=1lona k =c

o,1 o
% *M,1 7%
€1
— X
ci Co
d'ol m =— etF, =c e
0,1 <, 1 o
Sip=1et 1 o mo,l = 0. Donc Pl = Co'
cqfd.
Propriéte 7.13.
Sodit un systeme (Mp) de nang r < p et compatible.
L) Sir > 1 et 84 Les m; . sofution du systeme (M) sont tous dis-
Lincts, alons 4L existe une solution unique Fp(x)
r-1 mi X
F = K. >>  telle que ord(f-F_ ) 2 2
(%) igo ip© que ord( p) P
AL) Sir > 1 et 84 Les m o solution du systeme (Mr) ne sont pas tous
9
distinets, 4L n'existe pas de sofution.
L) Sir =1on a une sofution unique telle que ord(f—Pp) > 2p.
©1
— X
C
S4 ¢, =20 F =c e°©
1 o) o
S4 ¢, =0 F = ¢
1 P o

i) et ii) - Immédiate avec la propriété 7.7,

iii) - Immédiate avec les propriétés 7.7 et 7.12,
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Propriete 7.14.

On consdiderne un systéme (M ) de /umg r et homogéne.
On suppose que H(O) 0, Vi € N, h+1 <i<r-1et H(o) 2z 0.

A) S{h =r-1, Le Ay/sz:eme (M) est de nang h non homogéne. 12 exdiste

m. X
une sofution unique F, = Z ki p @ L torke que ord(f-F ) = 2h

AL) S{h < r-2 e 44 (r-h) est Ampain, alors Le systeme (M, . .. (_r';ll))

est LLe compatible et L existe une solution unique F r- h teﬁle que :

h+ent1er(

M ,n" r-h
Z ky €77 et ord(f-F h)) 2 2(htentier(—-))

h+ent1er (———0 - h+ent1er(

AiL) S{ih < r-2 et 54 (r-h) est pain, alons Le systéme (Mh+r_h) est de

nang h non compatible ; L& n'a done pas de solution. 2

Le systeme (M, ) est de rang h compatible et Ll existe une solution

2 m, hX

ot ) 2 2(h-1+r-h),
2

2 h-1
undique F, .., felle que F = izo kine® et ord(f-F ;.o

2 2

Démonstration,

D'aprés le corollaire 1.9 le systéme (Mh) est non homogéne. D'aprés

(o)

le corollaire 1.1, la colonne (r-1) est la premiére qui donne avec Hh
la ligne h un déterminant d'ordre (h+l) non nul. Ce qui veut dire que les (r-l)
premiers termes de la ligne h sont 1iés aux h premiéres lignes. Donc, le terme
Crh-1 qui est nul, ne satisfait pas la relation qui lie les termes Cp-14i®
Vi eN, 1 i< r-1, aux h premiéres lignes,

Par conséquent, les (r+h—l-j2 premiers termes de la ligne j sont 1liés aux h
éme

premiéres lignes. Le (r+h-j) terme de cette ligne j ne satisfait pas cette

relation.
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ih=r-1.

Le systéme (Mh) est de rang h. Il est non homogéne. D'aprés la pro-

priété 7.12, il existe une solution unique.

-1 m, X
F. = Z k., . e 7?" telle que ord(f-Fh) 2 2h.

ii) h < r-2,

Il existe au moins un systéme 1ié de rang h et d'ordre supérieur
d h. L'ordre le plus grand possible est h+entier (E%E). Si (r-h) est impair,

le systéme (M (pLh)) est compatible. En effet la ligne h—l+entier(£%ﬁ)

h+entier

+h+ . .. ‘s .
de (M) a ses rthtl premiers termes liés aux h premiéres lignes.

2
h-1 meo X
. . (3 - 9
I1 existe alors une solution unique Pr+h—l = .Z ki,h e telle que
5 i=o
ord(f_Fr+h-l) z htr-1
2
iii) Si (r-h) est pair, le systéme n'est pas compatible, puisque le

premier terme de la ligne h-lt+entier (E%E) de (M), indépendant des h
premiéres lignes est le terme de la colonne E%E, c'est 3 dire figure au
second membre. D'aprés le corollaire 1.8, le systéme (Mh—l+r-h) est encore

2

de rang h. Il est compatible. Il existe une solution unique Fr+h—2 (%) telle que
F h-1 m, X 2
- = ? - -2.
r+h-2 .z ki,h e et ord(f Fr+h-2) 2 r+h-2
2 i=o 5

Propribts 7.15.

On considere un systéme (MP) de rnang r non compatible. On suppose
que Les h premidnres Lignes sont indépendantes et que Le sysiime (M.n) est ho-
mogéne. H;:i = 0. Alons AL n'existe pas de systime (Mj), jeN hs<is<p,
qui possdde une solution.
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Démonstration.

Le systéme (Mp) est de rang r. Les lignes £, £ ¢ N, htp-r s £ < p-1
sont indépendantes ; les lignes £', £' ¢ N, h < £' < h+p-r-1 sont lides aux
h premiéres lignes et la dernidre ligne (h+p-r-1) est non compatible. Par un
h z 0, o = O, ¥i e N

# 0 car la ligne h+p-r-1 est incompatible.

raisonnement analogue d la propriété 1.8 on trouve que ¢
h<ic -p-

i < h+2p-r-2, C2p+h—r—l
Les systémes (Mj)’ j €N, h £ 3j £ p sont ou 1liés incompatibles, ou liés
compatibles se réduisant au systéme (Mh) homogéne. Ils n'ont donc pas de

solution.

cgfd.

On est donc conduit 3 réduire encore la taille du systéme comme dans le

cas des systémes (Mr) de la propriété 7,14.

Propriéte 7.16.

On considerne un systeme (Mp) de nang r non compatible. On suppose
que Les h premi@res Lignes sont indipendantes et que Le sysieme (Mh) est
homogéne. H.t(]i])_ = 0. Alons Le Ay»stéme‘(sz_r) est Le premien systime qui a
une solution,

12 est de nang maximum (2p-r) non homogine. La solution F est unique.

- ) 2p-r . mi,2p-rx
2p-r i,2p-r
i=o ’
avec ord(f-sz_r) 2 2(2p-r)

Démonstration.

D'aprés le corollaire 1.7 le systéme (sz—r) est de rang maximum
(2p-r). D'aprés la propriété 1.4 c'est le premier systéme qui a une solu-
tion, car tout systéme (Mj)’ j eN, ps i< 2p-r est 11é incompatible.
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Dans la propriété 7.15 on a vu gue Ch+2p—r—l z0.

Donc le systéme (sz_r) est non homogéne.

Il a donc bien la solution unique proposée.

Remarque.
L'ensemble de ces résultats peut trouver son analogue pour

les séries de fonctionsen général, dans le cas ol on ne désire conserver

que les polyndmes Pp ayant des racines simples.

7.8 PROBLEMES D’INTEGRATION ET DE DERIVATION

Soit une série formelle

% i
£(x) = ) e, X
L i,
izo il
On considére les séries formelles
) s 1
£437(x) = z c,,.— pour jeN, j=21
.2 It .,
i=o il

(j_l)(x).

obtenues en dérivant terme & terme les séries formelles f
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(0) - ¢,

On prendra f
La somme de ces séries, si elles sont convergentes , représentent f et ses

dérivées successives.

Enfin on considére les séries formelles :

j @ I
f(x) = i-z_-o Ci-j 77 pour j elN, jz21

j-1
obtenues en intégrant terme a terme entre O et x les séries formelles f(t) et

en ajoutant une constante c_j. On prendra f(O) f.

A chacune des séries formelles on associe la solution, si elle
existe, du probléme (1) ou (2) avec l'ordre de 1l'écart de la série et de la

solution supérieur ou égal a 2p. Soit Fp(x) celle qui est associée d f(x).
Soient ¥ .(x) celles qui sont associées 3 f(])(x) et enfin soient fp j(x)
b . b

]
celles qui sont associées d f(x).

On considére les fonctions Fék)(x), %ék;(x) et fék;(x) qui sont
£ 9

respectivement les dérivées k°'C de F_(x), ¥ o(x) et F_ .(x).
p Ps] P,]
k k k

Enfin on considére les fonctions Fp(x), ?p j(x) et fp j(x) qui sont
3

respectivement les fonctions obtenues aprés kintégrations entre O et x de

F_(x), ¥ .(x) et F_ .(x) et en ajoutant les constantes c , convenables.
p PyJ P.] -1

k X xl xk_l
Fp(x) = e + J . (c_k+l + j . (c_k+2 + eue (C_l + I 3 Fp(xk)dxk) vee) dxl
? X xl
p i) T Cpey j s f R R =t
xk-l N
j . Ep,j(xk)dxk) ...)dxl
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k p 4 X,
FP,J(X) = C st J (c K145t J ( _k+2-5 + (C—l-j +

Propriéte 7.17.

) SEF (x) existe, atons ord(£) _ Fék)(x)) > 2p-k, Vk ¢ N
tel que 2p 2 k. x
kK k \
AL) SL Fp(x) existe, alors ord(f - Fp(x)) 2z 2p+k, Vk € N.
Gid) et L) existe, atons ord(£%) - ?‘;k;.j)(x)) > 2p-k+j, Vk e N

Zel que k 2 j et 2p = k-j.

_ ko k-
Av) SL PP j(x) existe, alorns ord(f - Fp j(x)) > 2p+k-j, Vk ¢ N
tel que k 2 j.
X k+j
v) S %‘P () existe, alons ord(f - %‘p ;()) 2 2p¥kt], VK € N
vi) SLE L(x) existe, akons ora(£¥) - f‘l()k;j)(x)) > 2p-k-j, Vk € N
-] ]

tel que 2p = k+j.

Démonstration.

On a ord(f - Fp(x)) 2 2p, c'est A dire que :

- - 2p
f Fp(x) = B2p x°F gx)

ol g(x) est une série formelle.
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£ _ p(yy =
P

1
w
N
o]
ot~
—~
b
N
o
~
~
e
~
10}
~
w
~
=

2p i%o 2p k

- 2p-k , o A1 ki (k-1)

= c, C (x)
Pap iZO Pk T2p

_ 2p-k

= Bop h(x)

kK k
ii) f - Fp(x) =
o0 Xl X Xl
L Sk Irc l:c x T J (4 t J CRUP ey +
1=0
*k-1
Jo PG )dn) ...)dxl]
o i X X X
- X 1...Jk'lf‘()d ... dx
iZ__kci-k il J o J o o P k! 1
X X X
1 J K-1
= .o (f(x, ) - F (x,)) dx, ... dx
J ° ~[o o k p k k 1
X X X
_ 1 J k-1 2p
= ‘e B, x°F g(x) dx, ... dx
Jo I o o 2p k k 1
- 2p+k , *
sz X h (x)

ol h*(x) est une série formelle.
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.o () _ % > o
iii) ord(f Fp,j(X)) 2 2p.

Donc d'aprés i) on a :
ord(f(j) - %p j(x))(k_j) = ord(f(k) - %ékgj)(x)) > 2p-k+j

¥k ¢ N tel que 2p = k-j.

i
iv) ord(f - Fp j(x)) > 2p.

D'aprés ii), on a :

k-]
1. ko koj
ord(f - Fp j(x)) = ord(f - Fp j(x)) 2 2p+k-j, Vk e N, k 2 j
: n
v) ord(£3) _F  x)) 2 2p
Ps]

D'aprés iv) on a :

X k+j

A
ord(f - FP j(x)) 2 2p+k+].

i
i d(f - F_ ., 2 2p.
vi) ord( p,j(X)) P

D'aprés iii) on a :

]

fék;j)(x)) 2 2p-k-j, ¥k ¢ N, 2p 2 k+j
3

ord(f(k) -

- 613 -
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Remargue.

On peut dans les cas 1), ii) et vi) supprimer les inégalités reliant
k et p. En effet, la négation de ces inégalités signifierait que l'on a 1l'ordre
d'une constante supérieur ou égal 3 un nombre strictement négatif, ce qui est

vrai. Mais cette comparaison n'a plus aucun intérét.

L'examen des séries formelles introduites montre que, si 3 la série
formelle f(x) on fait correspondre 1l'approximant Fp(x), s'il existe, il est en
connexion avec Péo)(x). Les racines de ce polyndme orthogonal QOnnent les coef-
ficients des exposants de Fp(x). Alors les séries formelles f(J)(x).ont pour
approximants % j(x), s'ils existent, qui sont en connexion avec P(J)(x) dont

2

les racines donnent les coefficients des exposants de F .(x) et les séries for-
b

melles %(x) ont pour approximants fp j(x) qui sont en connexion avec P(-])(x).
b

L'existence de tous ces approximants est donc liée 3 1l'existence

des polyndmes orthogonaux P;J)(x) pour j € Z.

On a la propriété suivante qui découle immédiatement de ce qui vient

d'@tre exposé.

Propridte 7.1s.

® i
Soient une slrie formelle £(x) = ] o Ty et une suite {c_} de rgels

pour k € N et k > O. =0

Les approximants ?‘p j(x) (rnespectivement i"p j(x)) n'existent que A4 Les polynomes

onthogonaux P;j)(x) (resp. PI()"j)(x)) par rappornt a La gonctionnelle Linaire
c(j) (nesp. c('j)) existent et néciproquement. Les racines de ces polynomes donnent
Les coefpicients des exposants des approximants.



CONCLUSION - PROBLEMES OUVERTS

L'ensemble de notre travaill est une étude algébrique des poly-
ndmes orthogonaux débouchant sur leur calcul et sur quelques applications.
51 nous examinons leur intervention dans les applications nous consta-
tons que ce sont surtout leurs zéros qui sont utiles. En dehors des cas
des fonetionnelles définies positives, semi-définies positives et des
fonctionnelles u-définies positives lacunaires d'ordre s+l1, nous n'avons
pratiquement aucune propriété intéressante sur les zéros. Il est bien
certain qu'alors certaines applications ont une portée limitée. Par exem—
ple 11 est possible d'utiliser des formules de quadrature de Gauss mais
nous ne pouvons pas €tre sir de la stabilité et de la convergence. Il
en sera de méme pour les approximations des séries de fonctions. Quant
aux approximants de Padé le calcul des zéros est inutile pour obtenir
leur expression formelle, mais dés qu'on aborde, par exemple, des pro-
blémee de convergence, 7l faut localiser les p&les ! Le probléme des
2éros des polyndmes orthogonaux est done encore trés largement ouvert.

D'autre part il reste un gros travail d'exploitation numérique.
Les algorithmes d'obtention des polyndmes orthogonaux dans toutes les
directions pourraient &tre programmés ainsi que l'algorithme 'qd" soit
sous sa forme directe soit sous sa forme progressive.
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Ensuite nous pensons que notre mémoire montre suffisamment 1'in-
térét de 1'étude des polyndmes orthogonaux et de leurs applications et
nous souhaitons qu'il soit une porte ouverte sur la résolution de pro-
blémes algébriques apparentés. Nous en domnons une liste qui n'est pas

exhaustive.

Polyndmes orthogonaux formels A4 plusieurs variables.

Quadratures d plusieurs variables.

Approximants de séries de fonctions 4 plusieurs variables.

Polyndmes orthogonaux formels en algébre non commutative.

Orthogonalité discréte.

Séries orthogonales et problémes de convergence.

Approximants de séries de fonctions en deux points.

Approximants de type Padé en deux points.

Enfin parmi les problémes que nous avons abordés, certains n'ont

été résolus que partiellement, d'autres pourraient &tre étendus. Ce sont

par exemple :

- Les propriétés des fonctions de poids polyndmiales.
~ Les propriétés des zéros des polyndmes orthogonaux par rap-
port d une fonctionnelle H(i) semi-définie positive.
- Les propriétés des polyndmes orthogonaux sur un cercle, voir

sur une courbe quelconque (cf. Szegd [581).



ANNEXE

Cette partie examine les résultats numériques obtenus par MOUKOKO
étudiant 3 1'Université de Lille I dans son mémoire pratique de D.E.A.

Ils concernent les approximants de type exponentiel.

Le travail a consisté a calculer dans un premier temps les coef-
ficients du polyndme orthogonal de degré fixé p en résolvant le systéme
linéaire d'orthogonalité (MP) par une méthode déduite de celle proposée
par J. Rissanen [46].

Cet algorithme fournit la solution d'un systéme Cx = A ol C est une ma-
trice de Hankel en O(nz) opérations. On cherche une matrice B triangu-
laire inférieure ayant des 1 sur la diagonale principale telle que BC = Q,
ol Q est une matrice qui peut &tre rendue triangulaire supérieure par des

permutations de lignes. Nous exposons ci-dessous la méthode transformée.

Le systéme (MP) se met sous la forme :

On pose ép = (CP, Ap). C'est donc une matrice rectangulaire (p, p+l) de
Hankel.

Avec l'algorithme proposé par J. Rissanen on a ﬁp = (Qp’ Aﬁ) par

B .C_,=B(C,A)=Q = , A’
0 p p(p p) Q (QP p)

et donc
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Cette transformation de l'algorithme &conomise des opérations sur le calcul

de Aé, car on n'a pas d& faire le produit BPAP.

Méthode.

On détermine les lignes successives de BP et ép avec E E = a

1 0 -=mr--—- 0 c ¢, ~———--——- c ¢ mm—e—ee- c
o 1 P o P
I i
! I -
] | -
| I
I I
c_ ., m=——=—-- c
p-1 2p-1
J \ J
1°7e phase.
On pose :
bO = (1,0,...,0) = ligne 0 de BP
q, = (co, ,cp) = ligne 0 de Qp
Soit s le plus petit indice tel que e  * 0.
Onprend i = s etu = c .
o o s
On définit les deux ensembles :
I ={i} et U = {u}.
0 o o o

On pose k = 0.

2e phase.

S8i k = p-1, c'est fini.

Sinon on pose
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yeee,b

K+l k,o0 K, k-1° 12 0,..450) 3

il y a ptl composantes.
Les bi . sont les éléments de la matrice Bp.

9

bk+l est la ligne k+1 de Bp.

(1) (1)

Y1 T (G 100G o Yr,p)

(1) _
Yr1,p * Pr,o St Tt PP k-1 Cpik b Cprkert

Les ¢, . sont les éléments de la matrice Q_.
1,3 Y

On pose j = 1.

3° phase.
I1 faut trouver le plus petit nombre s tel que q(])

) _  (3) (1)
Uir = (Gdy 002U, p)

4e phase.
Sis ¢ I, on pose :

- (3 .
Yep1 T U+1,s k+1 ~

Ugr S G vy et =L ou (g0

et on passe 4 la Se phase.

k+1l,s

- 619 -
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Sinon s = i .
—— r

On prend :
(j+1) _ . (3) _ (3) -1
brt T B T Ya1,stY P
(G+1) _ _(3) _ (3) -1
Ui " Yt T Yri,sVe ot

On remplace j par j+l1 et on retourne 3 la phase 3.

5¢ phase.
On pose :
bis1 T biii
Gep1 ~ Q£33

On remplace k par kt+l et on recommence la 25me phase.

Remarque.

Grdce aux propriétés des systémes (MP) on peut encore améliorer
un peu cet algorithme.

Dans la 4° phase, si s ¢ I, et si s-ik > 1, alors dans le retour a la 2°

k

. e . . s . .
phase puis & la 3~ on aura s = i - 1 et ainsi de suite jusqu'au moment

k+1
ol on trouvera s = ik+1.

ANALYSE DES CAS POSSIBLES.

cas.

Le systéme (Mp) est de rang maximum p.

On obtient une matrice Qp réguliére qui peut &tre rendue triangulaire
supérieure par des permutations de lignes.
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2e cas.

Le systéme (Mp) est lié.

Alors on a une ligne de O dams Qp. Soit £ le numéro de la premiére ligne
nulle. On a calculé également 1'élément correspondant de Aé. S'il est nul
cette ligne est liée compatible.

On calcule alors 1l'élément suivant de Aé. Tant qu'il est nul on continue.
S'il est non nul cette ligne est liée incompatible (par exemple sur la

ligne t).

Alors le systéme (Mt) est 1lié
compatible.

La solution du probléme (Mt)’
2-1 (K,) est la méme que celle du

probléme (MZ)’(KZ) et le sys-

o 0 téme (MK) est de rang maximum

L.

Lorsque le polyndme orthogonal PP est connu, l'extraction des
racines se fait par la méthode de Bairstow suivie par la méthode de
Newton.

Enfin la résolution du systéme (Kp) par la méthode de Gauss fournit

les coefficients ki de l‘'approximant.

Deux types d'essais numériques ont été effectués.
Premiérement, nous avons voulu vérifiers'il était facile de déceler 1la
singularité du systéme (Mp) lorsque la méthode de Rissanen est employée
(la matrice Qp contient alors au moins une ligne de zéros) et si par voie

de conséquence la propriété 7.8 donne de bons résultats.
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Nous rappelons que la propriété 7.8 dit que, pour r fixé, une

£

r m, Xx
] s.(x) e 7
jso
est que, ¥p 2 r, le systéme (Mp) soit de rang r compatible.

F

condition nécessaire et suffisante pour que f

Deuxiémement, il a étudié le comportement de l'approximant de type expo-

; n
nentiel de la fonction périodique e(51n x)

pour diverses valeurs de n

et p.

L'ensemble de ce traitement numérique représente 1l'amorce d'un travail

de recherches en analyse numérique qui comportera entre autres l'élabora-
tion d'un logiciel permettant le calcul des polyndmes orthogonaux en suivant
un chemin quelconque dans la table P. Avant d'aborder ces recherches de ma-
miére approfondie, il importait en essayant des méthodes classiques
(Rissanen-Bairstow-Newton-Gauss) de pouvoir juger la fiabilité des résultats

numériques, afin de changer ultérieurement de méthode, si le besoin s'en

faisait sentir.
Cette annexe ne sera donc qufune simple information de ces résultats.

Toujours pour ne pas empiéter sur le travail d venir, nous ne ferons bien

souvent qu'énumérer les valeurs obtenues et les problémes d'instabilité
q p

~

rencontrés sans chercher ni 3 les expliquer, ni 3 proposer d'autres méthodes.
9

1. DETECTION DE LA SINGULARITE DE (M,) ET VERIFICATION DE LA
PROPRIETE 7.8,

Les premiers essais portent sur des séries formelles de
£
v m, X
£(x) = ) Sj(x) e 107,

J]=~0

187 exemple.

f(x) = e® et p = 10,

1 ~1
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Aprés application de la méthode de Rissanen la geme ligne de la matrice

Q_ est égale 3 :
P
0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, -6.46, -1.02, -12.96

On trouve ainsi que (MB) est 1ié incompatible, et que (Mg) et (Mlo) sont
réguliers, alors qu'ils devraient &tre_tous trois 1iés compatibles.

Le coefficient général c, est égal d ()7 et par conséquent les ordres
j=1
relatifs des éléments de (Mp) sont tels que les erreurs dues a l'arithmé-

tique de l'ordinateur donnent des valeurs non nulles pour les derniers

éléments de Qp.

2® exemple.

F(x) = e~ + e3x et p = 4,

On trouve numériquement (Ms) et (Mu) 1iés compatibles.

D'autre part :

m, = 3.00000000000000
m, = 0.999999999999999
kl = 1.00000000000000
k2 = 0.999999999993999

3¢ exemple.

f(x) = (l+x+x2)eX et p = 10.

On trouve numériquement que (Mi) pour i e N, 4 < i < 10, sont 1liés
compatibles.
Les racines du polyndme orthogonal Pa(x) obtenues par les méthodes de

Bairstow et Newton sont :

m, = 1.00039971380155

m, et my = 0.999800143549241 + 0.242495967631365 lO-3 i
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Lorsqu'on ignore la forme de f(x) le probléme se pose alors de
savoir s'il s'agit de trois racines distinctes ou de trois racines con-

fondues ou de deux racines confondues et une distincte.

Si on considére qu'il s'agit de trois racines distinctes les coef-
ficients ki obtenus ont une partie réelle de l'ordre de 106. Les coeffi-
clents k2 et k3 correspondants a m,, et m, ont en plus une partie imagi-
naire de 1'ordre de 106.

Ces résultats fournissent une indication sur la fagon de répondre
au probléme de l'identité des racines.

Dans l'exemple suivant on présente les résultats obtenus en considérant

successivement les racines distinctes puis confondues.

4e exemple.

f(x) = X 4 e2x + (l+x+x2)eX et p

10.

On trouve numériquemen% que (Mi) pour i e N, 6 < i < 10 sont liés compa-

tibles.

Les racines de PS(X) sont :

ml = 3,00000000000056
m, = 2.,00000000003620
my = 0.999770056152935
m, = 1.00028005600708
m, = 0.999707856069535

Si on considére que les trois racines My, My et mg sont distinctes, on

obtient alors :
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=
1]

0.999939488469865

1
k2 = 1.000967902647773
k3 =-0.630251570210u62 lO8
kq = 0.685279604324019 107
k5 = 0.561723619768986 lO8

Par contre si on considére que ces trois racines sont confondues avec leur

valeur moyenne 0,999919322743184, les coefficients ki valent :

kl = 0.999939501813804
k2 = 1.00096789273462
k3 = 0.999092605451579
k4 = 0.999233707651695
k5 = 0.999717662150728

5¢ exemple.

5 .
£(x) = &* ) x3 et p = 10.
j=o

On trouve numériquement que (Mi) pour i e N, 7 £ 1 § 10 sont liés compatibles.
Les racines sont encore voisines & 10_3 prés. Si on prend la moyenne des

six racines : 1.00440286051931 on trouve pour les coefficients ki :

k, = 1.00000000000000

1
k2 = 0.995587139480690
k3 = 0.995606832071067
k‘+ = 0,995606817846026
k5 = 0.995606817861683

k. = 0.995606817861671
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2, COMPORTEMENT DE L’APPROXIMANT DE g(SIN X"

De nombreux essais numériques ont été réalisés pour cette fonction
pour p = 6, 10 et 15, des valeurs entiéres de n comprises entre 1 et 10

et pour x dans l'intervalle [0, 6.4] avec un pas de 0.1.

Nous ne donnerons pas l'ensemble de ces résultats pour des raisons
de place et nous nous contenterons seulement d'en exposer les grandes

lignes.

Pour certaines valeurs de n et p (par exemple n = 3 et p = 10)
il n'y avait pas convergence de la méthode de Newton pour obtenir les
racines aprés 2000 ou 3000 itérations. Les ordres de grandeurs des

coefficients Ai 10 du polyndme P . étaient :

, 10
Ao =1 Ao . x - 10°
0,10 6,10

A,10 ® 10° A7,10 © 10’
22,10 © 10” Ag,10 % T 10’
3,10 * 10" 29,10 * 10°
Ay 10 ® 10" ‘o,10% ~ 10%.
As,10 ® 10°

Dans la plupart des cas pour lesquels le calcul des racines était possible,
celles-ci étaient souvent multiples avec un ordre de multiplicité élevé.
Par exemple pour n=1 et p=15 on a une racine d'ordre 3 (les 15 chiffres
significatifs sont semblables) et une racine d'ordre 12 (les 15 chiffres
significatifs de 10 d'entre elles sont semblables et les 13 premiers

chiffres des 12 sont identiques).

Les approximants obtenus ont soit au moins un terme exponentiel
d'exposant réel positif soit un polyndme de degré supérieur ou égal 3 1
en facteur d'un terme exponentiel. Par conséquent sauf au voisinage de

l'origine on a rapidement des écarts importants entre f et F.
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Nous donnons ci-aprés les résultats numériques pour n = 1 et pour

p = 6 et 15.

En conclusion, on peut dire d'une maniére générale qu'il y a
de gros problémes d'instabilité que ce soit dans la recherche de la
singularité de (MP), dans celle des racines de PP ou dans celle du

calcul des coefficients ki.
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RESULTATS NUMERIQUES

Les valeurs données avant le commentaire "APPEL A GAUSS" sont celles
des racines, d'abord la partie réelle puis la partie imaginaire, ensuite

1l'ordre de multiplicité de la valeur moyenne lorsque les racines sont voisines.

Ensuite 1l'approximant est donné sous la forme suivante :

valeur de m.
J.r

valeur des coefficients du polyndme Sj.

Enfin, on donne la valeur calculée de l'approximant (partie réelle-partie

imaginaire) puis celle de la fonction f, enfin celle de 1'écart.

sin X

f(x) = et p = 6.

L2HSSYST12T7T007060D4+01 L,3836927693160650+01
L205859%712700/0eb+01 =, 38356927693160650+01
LHG 1209907 TOUTUD R I I EVEVEVRVEVEVEVE A1)
10/&072653u0vs%u+01 LU0NQUNAVOVOGLUOD+OO
PPEL A GAUSu~‘ o T e h
Imp=y s
LE PULYAU 5 ¢( U)FACI Uk EXxPL .2499957127007060+01 38569276931 060650+01X
.53r8u933“53358/n-0P -;31932$u073720520-02 AXA ()

N e

W = D

ULE PULYNUTSTULIFACT DEEXPD ", 2455957127 007060401 =, 3836927695160650+01X
5 e T C33BBU9SBRS33S8TN=02 " L5195254073720520-02 X*x 0

2YFACT DEEXPU .897269907801270b4+0v 00000000000000UU+UOX N
- ST T T T 1078139351 956%80+01 I39792610931?3Bb 15 xxx
B ) VTR -.1151b§§593262ﬁ20-01 -.272:37U9812127lu-15 Xxx ]
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Lh PULYNG b( S)PACI ur PxPu -.10/e0/£o5540955u+01 .UUOOOOOOUUOUUUQDvOOX
‘ BU91633872724650=01 =,1358112097503885D=15  xx* 0
- T/ '""'30§0?1939334150 01 =,42 007151u08/hubu-1b Arx ]
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Série formelle L - 456.
” . *

Série formelle L - 456.

Série lacunaire - 192, 226.

Séries de fonctions - 419, 569.

Sidi A. - 453, 467,

468, 559.

90,

144,
173,
227,
263,
320,
538,

96, 97,

146,
176,
231,
264,
328,
540,

510, 525, 526.

104,
149,
182,
232,
266,
368,
545.

106 - 108,

153,
184,
245,
267,
369,

Singulier (polyndme orthogonal) - 59, 60, 83, 110, 111, 320, 328,

375, 423,
Sous mineur - 197.

Stabilité - 431.

470, 579.

154,
186,
250,
275,
371,

368,



Index - 655 -

Stables (formules de quadrature) - 419, 420, 431, 432, 434, 441, 450.
Successeurs (polyndmes) - 114, 132, 329, 360, 368.

Suite totalement monotone - 191, 216 -218.

Support (ensemble) - 192, 193, 249, 271.

Sylvester - 305.

Szegd G. -~ 192, 193.

Table A - 588.

Table F, - 470, 546.

Table H - 35, 95, 110, 183, 192, 198, 213, 216, 233, 234, 246, 249, 289,
305, 371.

Table H* - 244, 246, 249, 252, 255.

Table § - 310, 324.

Table H, - 546.

Table P - 110, 111, 150, 171, 177, 227, 231, 232, 233, 289, 322, 371.

Table ¥ - 187- 189.

Table P complétée - 187 - 189.

Table P, - 469, 489-491, 510, 514, 526, 540, 565, 566.
Y]

Table B, - 470, 524.

Table ¢ - 358.

Table Q - 150.

Table § - 482.

Table Q2 - 470, 491, 510, 514, 526, 565, 566.



- 656 -~ Index

Table 470, 482, 526,

L,
N
1

Table qd - 150, 152, 158, 171, 180, 184, 186, 189.
Table QW - 522, 523.

Table QW2 - 523, 525.

Table R - 189.

Table U - 227,

Table V - 246, 250.

Table W - 289, 321, 322, 324, 522, 524.
Table W - 521, 524.

Table W, - 521, 524, 525.

Table transposée - 523.

T-fractions -~ 453, 562.

Thron W. - 562.

Totalement monotone (suite) - 191, 216 - 218,

Transformation des séries formelles - 568, 590, 591, 593, 594.

Tridiagonale (matrice) - 15.

U-définie (fonctionnelle) - 226, 263.
u-définie positive (fonctionnelle) - 226, 239, 448.
u-semi-définie positive (fonctionnelle) - 226.

Unitaire (polyndme) - 83.



Index - 657 -

Valeur propre - 15, 106, 108, 430.

Vecteur principal - 430.

w(im) (polyndme) - 289, 290, 320, 323, 325, 333, 334.

Wuytack L. - 109, 173, 175, 177, 179, 180.

Zéros (des polyndmes) - 14, 89, 92, 143, 144, 147, 191 -193, 203, 206 -
208, 218, 221 -223, 225, 232, 233, 239, 244, 245,254, 255,
266, 268, 278, 279, 282 -286, 364, 403, 449, 526, 530 -
532, 544, 547, 548.






