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INTRODUCTION



Dans le cadre de 1'accélération de la convergence, les problémes posés
par la convergence logarithmique n'ont, jusqu'3 présent, été &tudiés que d'une
maniére partielle ou d'un point de vue purement numérique. On sait, par expé-
rimentation, que certains algorithmes accélérent certaines formes de conver-
gence logarithmique mais aucune étude globale n'a été faite sur ce sujet.
Pourtant, c'est dans le cas de la convergence logarithmique (c'est a dire celui
des suites 3 convergence trés lente) que les méthodes d'accélération s'avérent

le plus nécessaires.

La premiére étude exhaustive de cette question se trouve dans un
article de Smith et Ford (1979) ; dés la seconde phrase de 1l'introduction,
1'état d'esprit est annoncé : 'motre approche sera principalement expérimentale”.
Cet article est intéressant car il pose un certain nombre de questions et,
parmi celles-ci : "Existe-t-il un algorithme du type A® d'Aitken accélérant

toute suite & convergence logarithmique 2"

En 1980 J.P. Delahaye et B. Germain-Bonne donnent la réponse a cette
question et cette réponse est négative. D&s lors se pose le probléme : "Quel
type de convergence logarithmique est-il accélérable ?'", ou, plus exactement,
"Comment définir un ensemble de suites d convergence logarithmique de fagon
qu'il soit accélérable ?'" L'étude qui suit est une tentative de réponse a

cette question.

Dans le premier chapitre j'étudierai un certain nombre de problémes
spécifiques poséds par la convergence logarithmique et je définirai plusieurs

sous-ensembles de 1l'ensemble des suites d convergence logarithmique.



Dans le deuxiéme chapitre, je montrerai que 1'un de ces sous-ensembles

n'est pas accélérable.

Dans le troisiéme chapitre, j'édtudierai un certain nombre de procédés

qui accélérent des sous-ensembles définis au chapitre 1.

Enfin, dans le quatriéme chapitre, je construirai un procédé de trans-

formation de suites valable pour un sous-ensemble particulier.



NOTATIONS

J'appellerai N 1l'ensemble des entiers naturels et R 1l'ensemble des réels.

* * - - e Pl Pl
N etR sont les mémes ensembles privés de 1'élément O.

Je désignerai toujours par (Sn) une suite de réels supposée convergente,

o N

leme

. * e . . 4 . -
de limite S . S, désigne le n terme de la suite (Sn). Sauf précisions

contraires, l'indice n varie dans N, de 0 & +,

Je noterail e 1l'erreur commise en prenant 1'itéré S, comme approxi-

. p * * Pl . -
mation de S : e, = S, - S (en) désigne la suite-erreur.

Je supposerai toujours que les suites considérées n'atteignent jamais

leur limite 3 c'est 3 dire que e est toujours non nulle.
3 N j

ASn‘désignera la différence entre deux termes consécutifs de la suite

(Sn) : AS =S - S .

11 est évident que ASn = Aen pour tout n et que la suite (ASU)
converge vers 0.

. s 24 - -
De maniére analogue, A S, = A(ASH) = ASn+l AS .

Procédés d'Accélération :

> ’ . . . * 3 Pl s z .
Considérons une suite (Sn) de limite S et considérons un procédé qui
transforme (Sn) en une suite (Tn)
Le procédé sera dit :

1) exact pour la suite (Sn)



s'il existe un rang N ¢ N tel que ¥ n =2 N Tn =S

2) régulier pour la suite (Sn)
. . *
si 1lim Tr =5
nr-+oc !

3) Accélérant la convergence de (Sn)

Tn-S*
si lim _S——'? =0
n=r+<« n

I1 est évident que cette derniére propriété entraine la régularité. Il est
évident que si un procédé est exact pour (Sn)’ il est également régulier

pour (S ) et accélére sa convergence.

Pour des raisons pratiques évidentes, un procédé d'accélération de convergence
ne saurait &tre valable que si le calcul d'un itéré T ne nécessite la

connaissance que d'un nombre fini d'éléments de (Sn)°

Ensembles Accélérables :

Considérons S un ensemble de suites. S sera dit accélérable s'il
existe un procédé capable d'accélérer la convergence de toute suite de S.
Dans le cas contraire, S sera dit non accélérable. Supposons S non accélé-
rable. Cela ne veut pas dire que, si on se donne une suite quelconque de S,
il est impossible de 1l'accélérer ; mais cela veut dire qu'il n'existe pas

de transformation "universelle" pour S (accélérant toutes les suites de S).



CHAPITRE 1

ETUDE DETAILLEE DE LA CONVERGENCE
LOGARITHMIQUE



J.P. Delahaye et B. Germain-Bonne ont prouvé [REf 7] que l'ensemble
des suites d convergence logarithmique n'était pas accélérable. Il est donc

nécessaire d'en définir des sous-ensembles dans le but de les accélérer.

Aprés avoir fait un paralléle avec le cas de la convergence linéaire
(paragraphe 1), je décrirai, dans le paragraphe 2, la convergence logarithmique de
trois maniéres distinctes. L'une de ces maniéres, fondée sur la notion de
suite "dérivée premiére" est examinée de maniére systématique dans le troisiéme
paragraphe : divers sous-ensembles de suites 3 convergence logarithmique sont
décrits  chacun étant 1ié 3 une propriété de la suite "dérivée premiére" ;
les diverses inclusions découlent naturellement de propriétés plus ou moins
fortes exigées de la suite "dérivée premiére". Le paragraphe 4 est consacré
au probléme de la comparaison des vitesses de convergence de deux suites a
convergence logarithmique. Finalement, les problémes posés par la convergence
logarithmique sont exposés dans le paragraphe 5 : parmi les sous-ensembles

décrits dans le paragraphe 3, lesquels sont accélérables ?

Note : On trouvera, en fin de volume, un tableau récapitulatif des divers

ensembles décrits dans ce chapitre.



[ - UN PARALLELE AVEC LE CAS DE LA CONVERGENCE LINEAIRE

Déginition 1 : Une sudite (Sn) est dite a convergence Lindaine 84

e
. + . - g
lim -2 = K oii K est un ngel vérifiant K| < 1.
nr+e en
A8n+l
Une telle suite vérifie automaticuement lim AS = K.
n-+00 n

De ces deux égalités, il est possible de tirer immédiatement un procédé
d'accélération de convergence en procédant de la manidre suivante

Considérons les suites 3 convergence linéaire qui vérifient, 3 partir d'un

e AS
. + . o .
certain rang 2 L. Ag+1 = K. Pour de telles suites, la limite S* est
n

n
solution d'une équation polynomiale de degré 1 :

-s") = as .. (s - 8™

ASn(s n+l n

n+l
dont les coefficients peuvent &tre calculés 3 partir d'un nombre fini
P N g o . *
(3, dans le cas présent) de termes de (Sn)' C'est a dire que la limite S est
calculable directement et exactement 3 partir d'un nombre fini de termes de
la suite : 2
(AS )
n
n

Maintenant, pour une suite d convergence linéaire quelconque, on peut

définir le procédé qui transforme (s,) en (T ) ol (T ) est donnée par

(Asn)2
T = 8§ = ——m—oro
n n 2

A S,

Ce procédé est bien connu : c'est le procédé A% d'Aitken. Et il a été prouvé
[(R&f 2] (théoréme 32 page 38) qu'il accélére la convergence de toutes les
suites 3 convergence linéaire.

La situation est-elle identique dans le cas de la convergence logarithmique ?



Définition 2 : Une suite (Sn) est dite a convergence Logarithmique 54

e
. nt+l
lim o
n*+© N

= 1.

e
n+l

Remarque : la limite K de , si elle existe, doit obligatoirement vérifier

n
]K} £ 1 ; en effet, dans le cas contraire, on aurait, & partir d'un certain
rang h%+1| > Ierl, ce qui est incompatible avec la convergence de (en) vers O.

La convergence logarithmique apparalt donc comme un cas extréme de la conver-

gence linéaire (K = 1).

I1 est évident que la définition 2 est équivalente 3 la

Déginition 2' : Une sudlte (s_) est a convergence Logarnithmique 84 et seulement

AL ASn
lim —— =0
n>+e T n
ASn Aen en+l
puisque —— = —— = — -1
n n n

C'est a dire que, dans le cas d'une suite 3 convergence logarithmique, la
distance parcourue en une itération, ASn’ devient un infiniment petit devant
la distance restant encore d parcourir pour atteindre la limite, e -

Dans tout ce qui suit, j'appellerai Log l'ensemble de toutes les suites &
convergence logarithmique.

Si on compare la situation avec ce qui se passe dans le cas de la convergence

linéaire, on trouve trois différences fondamentales.

1) Une différence concernant le rapport des deltas

Comme je l'ai remarqué au début du chapitre, une suite & convergence

e AS
linéaire (lim LE K, |K| < 1) vérifie &également lim —Z%il': K.
bough o n en+l n++o n
Dans le cas logarithmique, au contraire, lim = 1 n'implique pas

nH+® N
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ASn+1
forcément lim S = 1.
N+ n

. P 1 . —
La suite (Sn) définie par Sn = |50 sin= 0 (modulo 3)

1 .
= sinon
n

AS

vérifie —2 = [ - 2. sinzo (modulo 3)
e, n+l
I L sin=1 (modulo 3)
n-1
- L si n = 2 (modulo 3)
n+l
ASn
Donc, lim — 0 ; c'est & dire (Sn) € Log.
n*+© n AS
. - n+l _ 1 n-2 . 1
Mais,pourn = 0 (mod 3) par exemple, ———— = = . —= ; ceci tend vers =
AS ASn 3 n+2 3
lorsque n » +© ; donc ( Agfi) ne peut tendre vers 1. Il existe cependant un
n As
important sous-ensemble de Log pour lequel lim _Kﬂil = 1. Cet ensemble a été
o n

défini par Smith et Ford [REf 17]. Je 1‘'appelerai LOGSF

ASn+l
LOGSF = {(sn) / lim Y

n->+o n

:]_}

LOGSF, ainsi défini, est bien inclus dans Log ; en effet, une suite de LOGSF

Ae
vérifie lim An+1' D'aprés le théoréme 15 page 13 de [Ré&f 2], ceci implique
n->+oo n
®n+1
lim 2= = 1,
naeo  On

2) Une différence concernant le sous-ensemble qui permet de définir le

procédé A2 d'Aitken

Le procédé A% d'Aitken a &té défini en considérant les suites 2

convergence linéaire qui vérifient, & partir d'un certain rang,

e Ae
n+l _ n+l
e Ae

n n

= K. De telles suites appartiennent 3 l'ensemble des suites



d convergence linéaire. Au contraire, dans le cas de la convergence loga-

e Ae

rithmique, et méme si on se place dans LOGSF, 1'égalité ntl . _ntl 1 ne

Be,

= 1 donnerait une suite

correspond d aucun sous-ensemble de LOGSF (car
erreur constante et non nulle & partir d'un certain rang, ce qui n'a aucun

sens).

3) Une différence concernant le rapport d'accélération du procédé A2 d'Aitken

Appelons (Tn) la suite transformée de éSn) par le A2 d'Aitken ; le

n+l
* -
T -S e !
rapport d'accélération — est égal a 1 - ZgE?I"“"—
s -8 n =
n AS 1
n

Ce rapport tend vers 0 lorsque n + +» dans le cas de la convergence linéaire
puisque le numérateur et le dénominateur de la fraction tendent vers la méme
limite non nulle. Mais, pour une suite de LOGSF, numérateur et dénominateur
tendent tous deux vers 0 et on a une forme indéterminée. Les informations
que 1l'on posséde sur (Sn) sont donc insuffisantes ; et LOGSF ne peut &tre

accéléré par le A2 d'Aitken.

Le probléme de la convergence logarithmique apparait donc comme plus
complexe que celui de la convergence linéaire. La définition 2' montre
d'ailleurs que, se donner un nombre fini de termes de la suite (Sn), c'est,

en fait, se donner peu d'informations sur le comportement général de (S_).
b p p g n

L'information "(Sn) € Log'" n'étant pas suffisante pour permettre de
trouver un algorithme d'accélération, je serai amenée 3 définir des sous

ensembles de Log. Auparavant, je vais donner quelques exemples de suites

d convergence logarithmique.



Il - EXEMPLES DE SUIFES A “ONVERGENCE LOGARITHMIQUE

1} Premiers exemples

Il est facile de montrer que l=g suites

s. = 121 olla eR "
n - 5 pour n z ou a €
n
Sn = Tog n pour n > 1
sont des suites de Log.
Démonstration
1 en+l n 2
1) S,7e 7 g —— - (B:TO cecl tend vers 1 lorsque n > +o
n n
_ _ 1
2) S, T e, * Tog m
1
1 - “n+1 _ Log(n+l) - Log n _ Log(1 + H)
e Log(n+1) " Log(n+l)
qui tend vers 0 lorsque n + +w

Smith et Ford [Réf 17] ont utilisé un certain nombre de séries convergentes,

en particulier :

n 2
. la série Sn = ) 1 gui converge logarithmiquement vers %;
i=1 .2
i
o1 i-1
la sériec 5,7 Z (T + Log —E—J qui converge logarithmiquement vers la

iz2
constante d'Euler.

L (e > 1) convergent logarithmiquement.

. .0
izl 1

Y=

Remarque : Toutes les séries Sn =

Elles convergent d'autant plus vite que o est grand ; on pourrait, 3 l'aide
de ces séries, former une échelle de comparaison des suites 3 convergence

Logarithmique.
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2) Définition de la suite dérivée premiére

De la définition 2, on peut tirer immédiatement la

Propriete 1 : La suite (sn) appartient a Log s4 et seulement 84 4L existe
une sudlte néelle (Xn) de Limite nulle vénifiant pourn tout indice n

e
n+l

e
n

=1-2
n

Cette suite (An) sera appelée "suite dérivée premiére' de (Sn)'

A partir de maintenant, cette propriété 1 tiendra lieu de définition pour
l'ensemble Log. Ainsi, le fait d'admettre une dérivée premiére caractérise
une suite a convergence logarithmique : (Sn) € Log si et seulement si elle
posséde une suite dérivée premiére. (Cette duite dérivée premiére est un
€lément de Co, ensemble des suites réelles de limite nulle).

La connaissance de la suite (kn) et du premier terme e de la suite erreur
équivaut 3 la connaissance de la suite (en) tout entiére. Log est défini
par la propriété : (An) € Co ; les sous-ensembles de Log seront définis
grace a des propriétés supplémentaires de (kn).

Intéressons-nous d'ailleurs tout de suite 3 la propriété de monotonie. Les
suites utilisées par Smith et Ford étaient toutes strictement monotones.

En revanche, la suite étudiée dans le contre-exemple du I n'était pas monotone.
Appelons LOG 1 1'ensemble de toutes les suites de Log qui sont strictement
monotones & partir d'un certain rang.

A quelles conditions une suite appartient-elle & LOG 1 ?



i

Propriéte 2 : LOG 1 = {(sn) e log/ 3 NeN, ¥n 2N, An> 0}

Démonstration

» &) Supposons que (Sn) € Log et que ¥ n 2 ¥ Xn > 0
Puisque (Xn) tend vers 0, il existe un rang N' tel que ¥ n 2 N', 0 < An <1
donc 0 <1 -2 <1
n
On a alors
. puisque 1 - An <1
= - <
Ien+l| Ien| (1 Xn) |en|

la suite (Ienl) est strictement décroissante d partir du rang N'.
. puisque 0 < 1 - An

€ 41 - en(l - An) est du méme signe que e

la suite (en) est de signe constant & partir du rang N'.

Donc, la suite (en) est strictement monotone & partir d'un certain rang,

il en est évidemment de méme pour la suite (Sn)

b) Supposons que (Sn) € Log et que (Sn) soit strictement monotone a partir

du rang N ; (|en|) est strictement décroissante & partir du rang N. S'il
existait une infinité d'indices i pour lesquels Ai < 0, c'est & dire pour
lesquesl 1—Xi 2> 1, on aurait aussi, une infinité de fois
Iei+1|=|ei|.(l—ki)2|eﬂ.Ceci est contradictoire avec la stricte décroissance de

(IeJ).

J'ai défini précédemment 1'ensemble LOGSF ; existe-t-il une relation

entre LOGSF et LOG 1 ?

Proprigté 3 : LOGSF < LOG 1 < Log



Démonstration

L'inclusion LOG 1 < Log est évidente.

AS
8 Soit une suite (Sn) € LOGSF. Elle vérifie lim A2+l =1
>+ n
_nt2 1
ASn+l _ Aen+l _ en+l ®n+1 _ ®n+l An+l
Or = = . = .
AS Ae e e e A
n n n n+l -1 n n
e
n
ASn+l
A AS
n+l _ n
Donc, ) =3 tend vers 1 lorsque n > +®
n n+l
e

n

Ceci implique que tous les Ai sont de méme signe a partir d'un certain rang.
Or, ce signe ne peut pas &€tre - , car on aurait alors 1 - Xi > 1 donc

e. = e, 1-2X) > le,

I 1+1| | 1| ( 1) | 1|

La suite (Ienl) serait croissante a partir d'un certain rang et cela est

contradictoire avec sa convergence vers 0.

Donc LOGSF < LOG 1.

Revenons 3 présent, 3 une nouvelle maniére de définir les suites 3@ convergence

logarithmique.
n

t ~ [ d z ] = -
D'aprés la propriété 1, si (Sn) € Log, e ., = e i¥o (1 A

Naturellement, si (Sn) € LOG 1, on a la méme égalité avec, en plus, la

propriété : An > 0 & partir d'un certain rang.

Réciproquement, considérons la suite (en) définie par :
R réel quelconque non nul

n

&1 T e .q (1 - ki)
izo

ol (An) est une suite réelle, de limite nulle et strictement positive &

partir d'un certain rang.
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A quelles conditions la suite (en) est-elle la suite erreur correspondant

d une suite de LOG 1 ?

La suite (Xn) tendant vers 0, il est certain qu'a partir d'un certain rang,
An ne peut plus prendre la valeur 1. Toutefois, si 3 une certaine étape, An
valait 1, tous les termes de la suite (en) a partir du rang suivant seraient
nuls ; je ne considérerai pas ce cas qui a d'ailleurs été éliminé dans
1'introduction.

e
~ . ” . +
Sous ces hypotheéses, il est évident que 2 L. 1 - An tend vers 1 lorsque n

n
tend vers +», Une condition nécessaire et suffisante pour que (en) soit 1la

suite erreur d'une suite de LOG 1 est donc que lim e = 0, c'est 3 dire que
n n>t

lim 00 (1 - Xi) = 0, Or il s'agit ici d'un produit infini 3 termes positifs

n*4o jzo

dont aucun des facteurs n'est nul et qui, en conséquence ne peut converger

n
vers 0. Dire que lim @I (1 - Ai) = 0, c'est donc dire que le produit infini
n>4® izo
diverge vers 0. Et on sait que le produit infini diverge si et seulement si
o0
la série associde J A; diverge.
i=zo
En fin de compte, si (en) tend vers 0, cela veut dire que le produit infini
+00 +o0
n (1- Ai) diverge, donc que la série ) Ai diverge également.
izo 400 i=o o
Inversement, si la série z li diverge, le produit I (1 - Ai) diverge
i=o i=o
n
également. Mais la suite de es produits partiels Pn = T (1- Xi) est en
i=o

valeur absolue positive et strictement décroissante & partir d'un certain

rang, donc convergente. La limite ne peut &tre que 0 car si elle était non

nulle, le produit infini serait convergent. Donc lim e = 0. La donnée de
n-+oo

e, et de (An) va donc définir entiérement (en). A une suite (en) fixée

correspond une infinité de suites (Sn) se déduisant l'une de l'autre & l'aide

d'une simple translation. Ces résultats se résument dans la

Propridti 4 : Toute suite de LOG 1 es entilrement déteaminie par £a donnie
de :
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. sa Limite S*, néel quelconque
. Aon premien terme-erreur e néel non nut
. 4a sudlte dénivie premidne (An), sudite néelle, de Limite nulle, strnictement
400
positive & partin d'un certain rang et dont La sénie associle ) A; diverge.
iz=o
Pour construire une suite de LOG 1, il suffit donc de se donner un couple

* 2, 2 z 2
(eo, S ) et une suite (Xn) ayant les propriétés précédentes.

3) Suites de point fixe

Expérimentalement, de nombreuses suites sont obtenues comme suites de
point fixe : Si41 f(Sn). A quelles conditions une telle suite est-elle &

convergence logarithmique ?

P - - *
Désignons par 0 un ouvert de R contenant le point S

Propriété 5 : Soit £ une application déginie de 0 dans R, de classe CI1 et
verigiant :
LV xe0, f(x) = x <=> x = * (S* est Le seul point fixe de £ dans O)
CE(st) =1
. f' n'a pas de minimum Local en s*
Alons, 4L existe un intervalle 1 de La gonme 1s* - €, s*[ ou ]S*, s* + el,
Anclus dans O (e > 0) tek que La suite dégindie par

* S el
(o]

* Sn+l = f(Sn)

converge Loganithmiquement vers s*.

Démonstration :

a) Convergence de (Sn) vers S"

f' n'a pas de minimum local en s* et £' ne peut pas non plus &tre constante
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C 3 - * 3 3 (] » . .
au voisinage de S car f aurait alors plusieurs points fixes. Donc, il existe
. * * * % .
un intervalle I de la forme ]S - €, S [ ou de la forme 1S , S + €[ ol f'
est strictement inférieure 3 1.
P . *
Considérons la suite (ISn - S |) avec Sn € I.

* * * '
1S4 = 81 = [8(s) - £8T)| = |s_ - 7| x |£ (€ )|

n+l

*
avec gn € I car En est compris entre Sn et S .

Ceci parce que f est de classe Cl.

*

Donc 0 < - S*] < ISn - S|

ISn+l
La suite (ISn - S*|) positive, décroissante est donc convergente. Comme tous
les S_ - s* sont de méme signe, la suite (Sn - 8") est également convergente
ainsi que la suite (Sn).

La limite £ doit vérifier 1'égalité aux limites de f(Sn) = S 4q> c'est a dire

f(£) = £. D'aprés le premier point de la propriété 5, £ ne peut valoir que s,

Donc (Sn) converge vers S .

b) (s ) € Log :

En utilisant 3 nouveau le fait que f est de classe Cl, on obtient

_ _ * _e* _ * _ ¥ '
Spe1 = F(S ) = £(57 + (S - 87)) = £(87) + (5 - 8) £f' (§)
avec £n compris entre Sn‘et s*

Sn+l - 8
donc ———*=f'(£n)

Sn - S

Lorsque n + +w, Sn + s* donc En Y

Puisque f est Cl, f'(En) > £1(s%) = 1.

Remarque : De telles suites de point fixe appartiennent 3 LOG 1. En effet

en+1

e
n

inférieure & 1. Donc

z f'(En) avec En € I et on a remarqué que, sur I, f' était strictement
e
n+l

= 1-X avec A > 0.
n n n

Cependant, toute suite de LOG 1 n'est pas forcément une suite de point fixe.
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IIl - DEFINITION DE SOUS-ENSEMBLES DE LOG

J'ail été amenée naturellement 3 définir LOG 1 et LOGSF comme sous-
ensembles de Log. Je vais 3 présent définir plus systématiquement des

sous-ensembles & l'aide de propriétés de la suite dérivée premiére (Xn).

1) Propriétés de la suite dérivée premiére

Log a été défini comme suit

e

=1-Xx 3 lim An = 0}
n N>t

Log = {(Sn) / o

I1 s'est avéré, au cours de la démonstration de la proposition 3 que (Xn) ne
pouvait prendre constamment le signe - La suite (Xn) peut donc 8tre soit
de signe variable, soit strictemént positive & partir d'un certain rang. Il

est donc naturel de définir :

e

- = 1- An ; lim An =03; 3NeN, ¥n 2N, xn > 0}
n n>r+«

LOG 1 = {(sn) /

Une autre propriété intéressante de la suite dérivée premiére est la

Propriété 6 : S (An) st La sudite dénivie premiire d'une suite de LOG 1.

. ou bien ;+l n'a pas de Limite

moa
. ou bden lim ;+1 =1
N4 n

C'est 4 dire que le type de convergence de (Ah) ne peut &tre que logarithmique.

Démonstraticn

A
Supposons que lim ;+1 = £

3k od n

Puisque (Sn) € LOG 1, An est strictement positive & partir d'un rang N.

Donc £ 2 0.

D'autre part, puisque lim An = 0, £ ne peut &tre strictement supérieur 3 1 ;
n-r400
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¥ sinon, on aurait, a partir d'un certain rang, A > X, ce qui est contra-

ntl
dictoire.

Donc £ ¢ [0, 1].

Supposons que £ appartienne a [0, 1[

Alors, il existe un nombre B € R et un rang N ¢ N tels que

.02 <B<1

.0 < <1
AN An+l
+¥n2N, 3¢ Jo, BL
n
Alors : 0 < AN+1 < B AN
2
<
0 < Ans2 SBAyyg B Ay
. i-N
et, pour tout i > N, 0 < Ai < B XN
ce qui entraine que 1 - Bl-N XN <1- ki <1

Faisons le produit de toutes ces inégalités pour i variant de N 3 n et

multiplions par IeNI

o i-N ;
0 < |eyl Rl (1 -B Ag) < ley joy (1A
i=N
Passons 3 présent d la limite lorsque n =+ + =
+00 .
« pi-N .
Osley| T (1-B"" A s1lin [e .|
i=N -+
+00 RS +90 3
Le produit infini 1T (1 -'B XN) est de méme nature que la série Z B,
i=N j=o

il cenverge donc. Il ne peut converger vers 0 car aucun de ses facteurs
n'est nul ; il converge donc vers une constante strictement positive,

Done, lim Ie >0, ce qui est iﬁpossible.

b0 n+1|

La seule possibilité pour £ est donc de valoir 1.

Une conséquence naturelle de la propriété 6 est de nous amener 3 définir le
A
sous-ensemble de LOG 1 constitué des suites pour lesquelles lim -§1£ = 1.
n+t® n
Or, cet ensemble est déj3 connu, c'est LOGSF.
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Propriéte 7 :

S
n+l
= L —
LOGSF = {(S_) / B e 1}
h 1
_ ¥
= 4(8) € Log / ¥ =2 1}
n
Démonstration
A
c . s . P s n+l
a) La premiére partie de la démonstration, LOGSF < {(Sn) € Log / An i~y
a été faite dans la démonstration de la propriété 3. ¢
A
b) Supposons que (S_) e Log et que ol
n A n++o .
o
®n+2 -1
ASn+l - Aen+l - “n+l ®n+l _ Cn+l xn+1
Alors, = = . = .
AS Ae e e e A
n n n n+l 1 n n
e
n
AS
donc n+l >

—_— >
AS N>+
n

Remarque : Dans cette seconde définition de LOGSF, il est inutile de préciser

que An est positive & partir d'un certain rang car ceci est entrainé par le
A
. +
fait que 2 1
1

> 1

n++%

2) Définition des ensembles LOG N

Prenons le cas d'une suite de LOGSF ; la suite dérivée premiére (An)
est elle-méme 3 convergence logarithmique et a, par ld-méme, une propre

dérivée premiére, que je noterai (u_) et appellerai suite-dérivée seconde de
P j . PP

(s ).

n

A
§+l =1 - B, avec lim M, = 0
n n--+oo

(un) est une suite analogue a (An) et possdde les mémes propriétés : elle ne

> 1}
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peut €tre que de signe variable ou bien toujours positive 3 partir d'un certain
rang.

Ceci nous conduit 3 la définition de LOG 2.

L0G 2 = {(s_) ¢ Log / (X)) € LOG 1}

I1 est évident que LOG 2 < LOGSF.
Un+ H

1 n'a pas de limite ou bien ntl > 1.

n-+00

La suite (un) ne peut vérifier que
n

Ceci nous aménerait d un autre ensemble, analogue 3 LOGSF et inclus dans LOG 2.

Definition 3 (déginition de fa derivee N“¥"Y

P (em c s . . . .
La denivee N*™ d'une suite a convergence Logarnithmique est, 44 elle existe

fa suite-denivie premitre de sa denivée (N-1)%Me

et LoGN = {(S ) € Log / (X)) € LOG (N-1)}

ceci pour N = 2, 3, 4, ...
Propriété § : LOG (N+1) < LOG N

Démenstration

. Il est évident que LOG 2 < LOG 1 puisque LOG 2 < LOGSF.
. Par récurrence, supposons que LOGNc LOG (N-1)
LoG (N+1) = {(5 ) € Log / () € LOG N}

< {(s) e Log / (A ) e LOG (N-1)}

done LOG (N+1) < LOG N.

On dispose 3 présent d'une infinité d'ensembles LOGNet il est naturel de

définir
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+00
LOG = n LOG N
N=1

La relation d'inclusion suivante est évidente

LOG ¢ ... ¢ LOG (N+1) € LOG N < ... « LOG 1 c Log

I1 est important de remarquer qu'aucun des ensembles précédemment définis

n'est vide. En effet, la suite Sn = % (n 2 1) appartient 3 LOG.
Démonstration
y Pour cette suite, e = 1
n n
e
n+l n
= >
] =1 oy 1 donc (Sn) € Log
®nt1 1
calcul de (A ) : A_ =1 - = =
v R ¢! n e, n+l

An est toujours positive donc (Sn) € LOG 1

* N
. . ieme 1
Montrons, par récurrence, que la suite dérivée p est (HIE)

. On vient de montrer que la suite dérivée premiére est (E%T)

. . . . _1éme .
. Supposons que la suite dérivée p soit (H%E)

elle tend logarithmiquement vers 0 en restant strictement posi%ﬁve et

1
ntptl _ n+p _ I
1 n+p+l n+p+l
n+p

* N
. . . . . iéme
donc sa suite dérivée premiére est T c'est la suite dérivée (p+1)

n+pt
de (Sn)

m

* . L .o _i& .
Donec, pour tout p e N, la suite dérivée p1 € de (Sn) existe et est

strictement positive.

Les différentes relations d'inclusion aboutissent au schéma d'inclusion.



Tous ces sous-ensembles de Log ont .été définis grice 3 des propriétés de la

suite dérivée premiére (kn) que l'on peut résumer dans le tableau suivant.
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Sous—-ensemble

de suites 3 Propriétés de 1la

convergence suite dérivée premiére
logarithmique
L
og (Xn) € Co
(kn) € C
LOG 1 °

INeN, ¥n 2N, X >0

(Xn) € Co
LOGSF
(An) € Log
() eC
LOG 2 n °
() e LOG 1
n
(A) eC
LOG N n °

(An) e LOG (N-1)

S
3) Définition de LOG N

Les propriétés de la suite (Sn) et des ses dérivées successives,
étudiées jusqu'd présent étaient des propriétés de monotonie. Je vais & présent
définir des ensembles de suites 3 l'aide d'une propriété comparant les vitesses

de convergence de (An) et d'autres suites, et tout d'abord de la suite -

initiale.
AX
S~
Lo6 1 = {(8_) € LOG 1 / lim ZZE = K}
o may n
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K é&tant une constante réelle non nulle.

e pw . P . >\n N
PILOEMQIQ 9 : SL (Sn) € LOG 1, 1lim s - K et LOG 1 ¢ LOG 2

n*+e n

Démonstration :

N
. Si (Sn) € LOG 1, elle appartient aussi 3 LOG 1, donc elle est strictement

monotone a partir d'un certain rang. Il en est de méme pour (en). Le fait

A

que lim EE = K est alors une conséquence directe du théoréme 15 page 13
n>+®© n
de [Réf 21,

. Pour montrer que foe 1 < LoG 2, montrons que (kn) appartient 3 LOG 1.

Aen+l _ en+l >\n+l _ >\n+l SE (en+l)
Ae T e T X T e AT Ve
n n n n+l n n

Utilisons le premier point de la propriété 9 en remarquant que K # O

Ae
. n+l _ 1 _
1lim A = K. X ° 1 =1

e
n>+o n

Donc (Sn) e LOGSF, c'est 3 dire que (An) e Log.

he
D'autre part, ZXE’ tendant vers une constante non nulle, est de signe
n

constant d partir d'un certain rang. Comme Aen est également de signe
constant, vue la monotonie de (Sn), Akn est de signe constant. C'est 3 dire

que (An) est strictement monotone 3 partir d'un certain rang. Donc,

(An) € LOG 1,

TOG 1 est donc 1l'ensemble des suites de LOG 1 pour lesquelles la suite dérivée

premiére converge aussi vite que la suite initiale, au sens de l'erreur

A AX
(1im == = K) et au sens des deltas (lim Z_E = K). Au lieu de comparer la
n++® neo “%n '

vitesse de convergence de (An) d celle de la suite initiale, on peut maintenant

la comparer 3 celle de la dérivée seconde
Au .
~
L0G 2 = {(S) € 10G 2 / lim = = K}
n A
n+teo T n



K étant toujours un réel non nul.

L ) -~ o
Propriété 10 : S4 (Sn) € LOG 2, alorns 1lim — = K
4o n

La démonstration est analogue 3 celle du premier point de la propriété 9.

7z . . > s . /\
Naturellement, on peut donner une définition équivalente de LOG 2.

P S~
LOG 2 = {(sn) e LOG 1 / (An) e LOG 1}

A
ce qui conduit 3 définir, par récurrence, les ensembles LOG N

A~ N~
LOGN = {(sn) € LOG 1/ (A ) LOG (N-1)}

.\ A
{(s) € LOG N / la dérivée (N-1)"°™ de (S ) appartient 3 TOG 1}
n n P

pour N = 2, 3, 4, ...

Et, par analogie avec ce qui a été fait pour LOG,

o~ +°°/\
LOG = n LOG N

N=1
Encore une fois, il ne s'agit pas d'un ensemble vide, car la suite (%) lui

appartient.

Démonstration

e = %, la suite dérivée Pleme de (Sn) est (E%E). Montrons que, pour tout p,

-

1 . ~~
(E:E) appartient & LOG 1.

1
n+p+l

Posons u = ; elle appartient 3 LOG 1 ; sa dérivée premiére est v, @

L
n+p °’
u_ = ot Av_ = 1

n = (n+p)(n+ptl) n = (n+p+l) (n+p+2)

Av
donc ZEE = P ceci tend vers 1 lorsque n + +
n

* A

n+p+2



P
On peut relier ces ensembles LO” W aux précédents par la

) L~ o~
Proprigté 11 : LOG N < LOG (N+1) ¢t LOG < LOG

Démonstration

)

. D'aprés la propriété 9, LOG 1 « LOG 2
rd /\
. Par récurrence, supposons que LOG (N-1) < LOG N

A ~ . pd - A
Soit (Sn) c LOG N, sa dérivée premiére (Xn) appartient d LOG (N-1), donc &

LOG N. Donc (Sn) appartient 3 LOG (N+1).

4) Définition des L
—P
P S . B
LOG 1 a été défini par :

"la dérivée premiére converge aussi vite que la suite initiale"

AX

(au sens suivant : 3 K # 0 tel que lim —2 = K).

Ae
n*+o T A

. . . . n
Or, ni le numérateur ni le dénominateur de la fraction e ne sont calculables.

——
puisque s* est, en principe, inconnu. Pour LOG N, la situation est analogue,
-
LOG N est défini par :

N s N

. iéme - iéme

"la dérivée N converge aussi vite que la donnée (N-1) "
Maintenant, je vais définir un ensemble de suites par :

"La dérivée premiére converge aussi vite (ou plus vite) qu'une suite dont
on peut calculer le terme général.

Cette idée est naturelle lorsqu'on se référe au procédé A2 d'Aitken :
as )’
Th =5, -3
A s,
La condition pour que (Tn) accélére la convergence de (Sn) s'écrit en effet

en+1 -1
e

lp gt = 1

n+te " n+l

B!

n
C'est 3 dire, dans le cas ol (Sn) est 3 convergence logarithmique,
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Je vais donc lier la vitesse de convergence de (An) d celle de la suite
ASn+1
AS

n

la suite initiale.

(1 - ) dont un terme est calculable 3 l'aide de 3 termes consécutifs de

p étant un réel quelconque, définissons :

A
L = {(S) ¢ Log / lim —H—— = p}
e n N>t 1 - ASr1+1
AS
n
L=11L
odRp
et ¥ = L
peR* P

L est l'ensemble des suites a convergence logarithmique dont la dérivée premiére

Asn+1

AS
n

)

converge aussi vite que (1 -

p peut-il prendre n'importe quelle valeur réelle ?

La réponse 3 cette question est '"non'", en effet
;]

Proprigte 12 : S4 p ¢ [0, 11, Lp =90

Avant de faire la démonstration de la proposition 12, étant donné que je

n

manipulerai le rapport Rn =g > je vais donner plusieurs formes
1 - —ntl
équivalentes de ce rapport. ASn
e
n+l
>‘n °n '
a) R = =
[A)
n 1 - ASn+1 Sn+l -1
As as
n n
b) R = —An - -An - An
n e
. n+2 _ 1 (1-2X) §+l -1 1+ An+1 _ _n+l
n+l n+l -1 n n n
n ®ntl -1
e
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c) Dans le cas ol la dérivée seconde (un) existe, c'est d dire ol (Sn)

appartient a LOGSF,

A
R = n _ 1
n 1t xn+1 - - un) >‘n+1 + EE
A A
n n
Démonstration de la propriété 12 :
Yy @) p ne peut &tre supérieur 3 1
A
n
= > >
Supposons en effet que Rn 5y e P 1
14+ 2 _ ntl
ntl Xn
Puisque A ——> 0, le dénominateur doit tendre également vers 0
n n>+o
donc ntl ___,
A nrto
P 1
i ' > >
(Sn) € LOGSF et on a le droit d'écrire que T TR p>1
n+l + 0
A A
n n
Mn
donc X; m—reveg E = 1 qui est une constante strictement négative.

Ceci, ajouté au fait que (An) est toujours positive 3 partir d'un certain
rang, entraine que (un) est toujours négative d partir d'un certain rang.
Ceci est impossible pour la suite dérivée d'une suite & convergence loga-

rithmique, comme on l'a vu dans la démonstration de la propriété 2(b).

b) p ne peut &tre inférieur 3 0
Par un raisonnement analogue au précédent, on aboutit &

M
lim XE =i 1 < -1, La conclusion est analogue.
n+to n P

Les seules valeurs possibles pour p sont donc dans [0, 1].

| L
pel0,1] P

| w
peJ0,1] P

Déne, L

=™
n



Définissons également

x= | | L
péj@,l[ P

Je montrerai un peu plus loin gqu'aucun des ensembles Lp’ pour p décrivant

0, 1], n'est vide. Pour l'instant, donnons quelques relations d'inclusion :

Propridteé 13 :

L < LOGSF
% < LOG 2
Démonstration
A
y a) Soit (Sn) €L Rn = L 5y tend vers p > 0 quand n * +®
1+ _ _Dntl
n+l A
n
comme lim A = 0, il faut que le dénominateur tende vers O, donc que
N>+

n+l
—7;—-tande vers 1. Donc (Sn) e LOGSF

b) Soit (Sn) € & . Ce qui précéde est encore vrai car & c L

1

Donc R & 4————— tend vers p € 10, 1l lorsque n =+ +x
n A H
n+l + B
A A
n n
un 1
donc T tend vers e 1> 0 lorsque n > +
n

My est donc strictement positif & partir d'un certain rang.

Donc, (Sn) € LOG 2.

Propridté 14 :
P )
LOG 1 ¢ L
3
2

o~
LOG 2 ¢ %
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Démonstration :

§ : \ s
a) Soit (Sn) e LOG 1

Akn
5 1 _n___
(Sn) e LOG 1 et Aen e K £ 0
Aen _ Aen+1
AX e e
Il est aisé de vérifier que +— = —> L
Aen Ae
Aen+l - Aen
e e A e
Donc ——EiiKg——-E = EE K i % (] = JL) > - K
n n n+l n nrte
A
Comme lim EB = K, il faut que 1lim (1 - ﬁL) vaille - 1, c'est a dire
n+o N>+ n
. _ 1
que lim Rn = 5. Donc (Sn) € Ll
n->+o© E

P
b) Soit (Sn) e LOG 2

Bu U
(Sn) € LOG 2 et lim ZXR = K # 0 ce qui implique que 1lim 72 = K
n>+o 'n no n

Obligatoirement, K > 0 car M et An le sont d partir d'un certain rang.

- 1 1
T & Um0 1+K =
n+l ¥ _n
A A
n n .

Puisque K > 0, T%E ¢ 10, 1[. Donc, (Sn) e
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Schéma général d'inclusion de ces divers ensembles

o

Pour simplifier iles notations, donnons un numéro 3 chacune des parties dis-

jointes de ce schéma : (1), (2), ..., (11)

L'ensemble (1) contient La suite (S ).
n izl

- (1 =
Sn- == silnz0 (mod 3)

1 .
= sinon
n
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Démonstration
y J'ai déja étudié, en partie cette suite dans le contre-exemple suivant
la définition 2'. Elle appartient 3 Log sans appartenir d LOGSF. Elle
n'appartient pas non plus d LOG 1 car elle n'est pas monotone.
e AS
_ n+l _ n _ 3 q =
An =1 el = | sintE 0 (mod 3)
n n
- si n+l = 0 (mod 3)
n-i
- si n+2 = 0 (mod 3)
n+l
A
Calculons R_ = L
n A
14+ 2 _ ntl
n+l A
n
Cas 1 3 n =0 (mod 3) »
3
R = n+1 _ 9(n+2) 5 6
n 1 4L _ _ntl T (n+1)(2n+8) n>t
n+2  3(n+2)
Cas 2 3 ntl = 0 (mod 3)
-1
R = n-1 - = (nt2) >0
n 14 3 R 3(n-1) ~ (n-1)(4n+2) n*+e ,
n+2 (n+2)
Cas 3 ; nt2 = 0 (mod 3)
-
_ n+l _ n -
Ry ® 1 -L1,ntl " 2n(n+l) n>w b )
n n
Donc, (Sn) € L

L'ensemble (2) contient La suite (Sn)nzl

N
Sn = |z sint 0 (mod 5)

L sinon
n



Démonstration
“omme la précédente, cette suite appartient d Log sans appartenir a LOG 1.
Mais elle n'appartient pas & Lo. Calculons en effet Rn lorsque ni n, ni
n+l, ni n+2 ne sont congrus a 0 modulo 5.
1 _ -1
ASn " n(n+l) ASn+1 " (n+1)(n+2)
_ ASn . N ASn+l _ 1
A = - — = — A T - — —
n e ntl " ntl e n+2
n n+l
" 1
2 = n B n+l _ nt2 J 1
n A - 1 n+tl =~ 2(n+l) nrteo 2
1+, - 2 1tom e
n+l Xn

L'ensemble (3) contient : (Sn) définie par

n24
Mg * %
Aaie1 * _15
€ 41 ° en(l - Xn) pour n 2 4

’ * *
e, €R , S €R g

Démonstration

La suite (A_) tend vers 0 lorsque n =+ +® en restant positive.
400
La série associée ) kn diverge car sa somme partielle A, + AS * sue ¥ A2i
v

n=y4
est minorde par %-+ %,+ e %, somme partielle d'une série divergente.
D'aprés la propriété’u, (Sn) est donc bien une suite de LOG 1.
A
21+l | 1
"1 7 ! $ = = >
Elle n'appartient pas 3 LOGSF car *Xéi T T2 0

Elle appartient & Lo’ en effet, calculons R2i et R21+1

% 2
R = -~ i = i > 0
Ao1e - L@t -y B




.2

R21+1 -

1
14 -
i+

b IR e ..
L'ensemble (4) contient (“n)nzs définie par

Agi =

o] b2

2 1
3i+1 T i+1

1
A3i+2 )
1

e =e(l-Xx)pournz6
n n

n+l

g e]R*, S* € R

Démonstration

La suite (An) tend vers 0 en restant positive. Sa série associée diverge

car la somme partielle A, + X7 + ,..-+X3i est minorée par % + %-+ e + %~,

somme partielle d'une série divergente. D'aprés la propriété 4, (Sn) est

bien une suite de LUG 1.

Ags .
Elle n'appartient pas d LOGSF car 3112 | il —> 0
. .2 ir4e
31+l i

P

“Elle n'appartient pas non plus 3 L. car
5 o

2 X
R = 3i Lo i - i+l , 1
"3 N 21 Iww 2
14 A, ., = —o——= i+l i+l
3i+1 Aai

L'ensemble (5) contient fa suite () 50 déginie pan

0 <A <1
[

B> 1

Aoisr = Moy

_ S B
Aaign T Agger (17 i)
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€ 41 ° en(l - kn) pour n 2 0

*

S €XR

Démonstration

} a) Montrons, par récurrence, que (ln) est positive, décroissante, de

limite nulle

0<A <1
o
. 3]
Si 0« A21+1 < 1, alors, 0 < x2i+l < 121+1 <1
_ _ 8
donc 0 < 1 k2i+1 <1 A2i+l <1
. 1 B8
en multipliant par x2i+l’ 0 < k21+1(1 k21+1 ) < A2i+1
donc 0 < A A < 1.

<
2i+2 2i+1
La suite (Xn), positive, décroissante, converge donc vers une limite A

P - _ 4B
qui doit vérifier A = A(1 - A7), donc (kn) Peevg 0

b) Montrons que la série associée & (An) diverge

- - By - - B - B
Msrz T Aol T Agp ) T A (1 = Agy p7) (1= Rp7)
- B _, B
= A, (T =A7) v (12,00
I B
Ay T Ao (2= 2y
i=o
lim A2n+2 = 0. Or, le produit infini ne peut converger vers 0 car aucun
n-+e ®
des facteurs n'est nul. Il diverge donc vers 0. Donc la série | A2iB di-
+ izo
verge ; il en est de méme pour ) A i Comme la somme partielle de
% izo +

) kn est minorée par celle de ) A?i’ la série associée de (Xn) diverge
n=o izo
aussi. D'aprés la propriété u, (Sn) est donc une suite de LOG 1.

A A

c) Elle appartient & LOGSF car -%iil = 1 et XZEIE =1~ A2i+18 qui tend
2i 2i+1

vers 1, Par contre elle n'appartient pas & LOG 2 car M, est nul une fois

sur deux.
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y d) Elle appartient a L, car
1
Ry, =54——+--—7— =1
2 Rosen Mo
XQ. A
i 21
1 1
R, . = = : > 1
2141 Agsea  Maser 1 -, B, BTL Ime
X + X 2i+1 2i+1
2i+1 2i+1

L'ensemble (6) contient La suite (Sn)nzu déginie par

21
A2i T i

A = .._..l_
21+1 i"l’/l-'L-

€ 41 ° en(l - Xn) pour n 2 4

* *
e, eR,S eR

m

Démonstration

a) La suite (An) est strictement positive, de limite nulle, la somme

partielle de sa série associée %-+ L, %-+ L+ % + =L est
24v2 3+/3 iv/i
1.1 1 Lt
minorée par 7+3*t ...+ 7 Domcla série ) An diverge. D'aprés la
n=4
propriété 4, la suite (Sn) appartient donc a LOG 1.
b) Elle appartient 3 LOGSF car Yaes 1 > 1
PP A - 1 I+4oo
21 l+—
i
N 1+
2i+2 _ Vi
et ¥ - T T ©
2i+1 1 + T

Par contre, elle n'appartient pas & LOG 2 car cette derniére quantité

est plus grande que 1, donc L < 0 un rang sur deux.

c) Elle appartient a L, car



\ 14+ 2
R2i - 23 - Vi *++w> 0
14 _f2i+1 1+ 41 1
2i+1 A
2.
1
1
) ) Ais1 } A -
2i+1 A - 1 —, 1400
1+ _l2i42 0 (1 + =)(2 - YD)
2i+2 x2i+1 Vi

L'ensemble (7) contient La suite (S ) ., dEfénie par

= =1
X2i - A2i+1 i
€41 = e (1 - Xn) pour n = 4
* *
e, elR , S e€R
Démonstration :
y a) La suite (Xn) tend vers 0 en restant strictement positive ; sa série
associée diverge car la somme partielle Xq + XS + ...+ l2i =
1 1 1 1 1 1 . ~ 1 1 1
stst3¢ 3 + .00t I +<I est minorée par 5 +‘§ teee vt Donc
(Sn) e LOGC 1.
b) Elle appartient & LOGSF ca A2i+l = 1et A21+2 = > 1
PP L O Amerq  itl ipeo”
2i 2i+1
mais pas & LOG 2 car U est nul une fois sur deux.
¢) Elle n'appartient pas & L car
_— Aoy T 115 i
2i Aoy 2i+1 x2i " 21 i’
l+)\i --T*.—l- 1+>\'2-A+
241 Ay 2142 Ajin1

L'ensemble (8) contient La suite (S )., definie par
0<A <1
o

g >1
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A (1 - XB) ¥n=20
n n

n+l
= - >
e 41 em(l Xn) ¥nz20
e eim*, S* e R
o
Démonstration

a) Montrons que (Xn) est positive décroissante, de limite nulle
0<X <1
o
Par récurrence, si 0 < An < 1, alors, 0 < xﬁ < Xn < 1, donc
0<1-a <1-AB<1
n n

En multipliant par A_, on obtient 0 < ) <A <1
n n+ n

1
Donc (An) converge vers une limite A racine de 1'équation A = A(1 - AB)
Donc lim (X ) = O
o O
b) Montrons que la série associée a (kn) diverge
n

- B X
=A, T (=) = 0
1=0

An+1

le produit infini ne peut converger vers 0 car tous les facteurs sont non
400
nuls ; il diverge donc vers 0. Donc ) X? diverge et il en est de méme
400 i=o
pour .z Ay
i=zo

La suite (Sn) appartient donec 3 LOG 1

A

, . . ntl _ . _ 4B
c) Elle appartient & LOG 2 puisque _X;_ =1 An 5= 1
avec un =] AE, donc toujours strictement positif.

/
1 1
d) Elle appartient & L, car R_ = = - > 1
. n X;;l “noo1- AE + Ag 1 mhe

> ‘T
n n
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L'ensemble (9) contient La suite (Sn)n22 définie pan

1
Sn * Log n

Démonstration 1
e 41 Log(1 + E)
a) (Sn) appartient & LOG 1l.En effet 1 - - = )\n = Tog(n ¥ 1)

Ceci tend vers 0 lorsque n + +» en étant strictement positif.

~

b) (sn) appartient 3 LOG 2. Montrons le en montrant que (An) appartient

a LoG 1 ‘
A Log(1l + —)
n+l _ ntl”  Log(ntl)
A Log(l + %) Log(n+2)
Le premier terme de ce produit est équivalent & H%I’ donc tend vers 1

2 donc tend également vers 1.
n+l

lorsque n + +», Le second terme est
Donc (Sn) € LOGSF.
Je vais maintenant montrer que (An) est strictement décroissante. Pour

Log(1l + %)
cela étudions f(x) = Tog(xl) sur [2, +f

Elle y est définie, continue, dérivable et

1
£1(x) = 1 _ Log(x+l) _ Log(1 +';)
[Log(x+1)]2 i x(x+1) x+1

Dans [2, +=[, f'(x) est strictement négative, donc f est strictement décroissante.

Il en est de méme pour (kn).

3 - . - 1
c) (Sn) appartient & L. Pour Eontrer ceci, montrons que R = x;:;———ig
tend vers 0, c'est 3 dire que XE tend vers +® _X;_ * X;
n
Yy
Je montrerai en fait que lim S 4o

n~+® n+l
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; LI 21
e kn+1 _ Log(n+2) Log(l + n) Log(n+l) Log (1 + n+1)
n An Log(n+2) Log (1 + %)
donc Mhoo Log(n+2) _ Log(n+1)
’A -

1 1
n+l Log(l + H:I) Log(1l + ;)

U
Posons g(x) = Log(x+1) , alors, Y L

T = g(n+l) - g(n)
Log(1l + ;) n+l

g étant définie sur [2, +ef

Sur cet intervalle, g satisfait aux hypothéses du théoréme des accroissements
finis, donc g(nt+l) - g(n) = g'(cn) avec c € In, n+ll.

Il est clair que, lorsque n + +m, e, * e Je montrerai donc que

lim g'(%x) = +e
X0

g'(x) = 1 ‘ 1+ Log(x+1)
(x+1) Log(1 + %) x Log(1l + %)

Lorsque x + +~, Log (1 + %) est équivalent 3 %; donc 1l'expression entre
crochets est équivalente 3 1 + Log (x+1). Elle tend vers +® lorsque x -+ +»,

1
(x+1) Log (1 + %)

est équivalente & —— , donc tend vers 1.

!
D'autre part 1 °

Donc g'(x) =

X+

L'ensemble (10) contient fa suite (Sn)nZO déginie par

0 < AO <1

M1 T Al - Ayy)
M2 Magar(L = Agge)
e 41 ° en(l - An) ¥nz20

e, eIR*, s* ¢R
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Détionstration

a) Montrons que (Sn) € LOG 1. Pour cela, montrons d'abord que (Xn) est
positive décroissante, de limite nulle.
0<AX <1

o

Par récurrence, si tous les Ak vérifient 0 < Ak < 1 jusqu'au rang 2i, alors

< < i i < - <
0 A2i 1 implique que O 1 k2i 1, donc que 0 < 12i+1 < XQi <1,
P 2 - "N 2
On en déduit que 0 < A2i+l < A2i <1d'od 0 <1~ X21+1 < 1, donc, en
1 i < <
multipliant par A 0 121+2 A2i+1 < X2i < 1.

2i+1?

n
o

(An) converge donc vers A qui vérifie [A = A(1 - X) ; donc A

A

A1 - A%)

La série associée 3 (ln) diverge ; en effet,

2

- - Y - -
A = Xo(l ko)(l Al) e (1 A2i)(l x21+1

2i+2 )
i
= Xo g (1 - X2k)(1 - A
k=o

. < > 0, mais le produit infini ne peut converger vers 0 car aucun
2i+2 Trte °° P P &

2

2k01)

A

de ses facteurs n'est nul. Il diverge donc vers O et la série associée

ko + Ai + X2 + Ag Foaer t A, + A2 diverge également. Mais cette somme

2i 2i+1 o
partielle est majorée par Ao + Al + oee + x2i+1‘ La série nzo An diverge
donc également.
D'aprés la propriété .4, (Sn) appartient donc & LOG 1.
b) Elle appartient & LOG 2 car A2i+1 = 1-},, done = A
PP Ry 24 Moi ¥ o1
A21+2 =1- 12 donc = 12
Xoras 2i+1 H2i+1 T M2i41
2i+1

La suite (un) tend vers 0 et est positive strictement.

c) Elle n'appartient pas 3 L car

Ray * 3 : w2 -lx
21i+1 + 2i
Aot Ay

21




Ly

1
Roie1 © % " s 3 - e 1
2i+2 2i+1 1 - A2, + AL,
T + 5y 2i+1 2i+1
Z2i+1 2i+1

L'ensemble {11) contient La suite (Sn)n>1 définie par .

s =1
n n
Démonstration
2 e N - l - l -~ _J:___
On a déja vu que e, = 3 ,Xn Sl P T
1 1 n+2 1
S ————— = —_— > =
n+l + D
A X
n n

Avant de passer au paragraphe suivant, je vais donner la forme générale des
suites de %. Ceci montrera, en méme temps, qu'aucun des ensembles Lp n'est

- vide, pour p € JO, 1[.

5) Forme générale des suites de x

Proprdi8té 15

La suite (sn) appartient & % 44 et seulement 84 {L existe :
. une sudte rielle (o) >0 tendent vers une Limite o ¢ R*'
o un ang N e N

tels que

() ¥neN >‘n+1 An(lf— @ Xn)

e 41 en(l - kn)

(L) ¥ n 2N a > 0
i 1
(ALL) 0 < XN <z inf (1, §E§Ta;7 )
ieN

’
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Remarques . Sup (ai) existe puisque (an) est une suite réelle convergente
ieN
. la constante %-peut 8tre remplacé par n'importe quel réel de 10, 1[
. le rang N n'est pas forcément unique. Dans la pratique, on aura

souvent N = 0.

Démonstration de la condition nécessaire :

¥ Si (Sn) € X, alors, (Sn) e LOG 2 et lim Rn =pe 10, L[

nr+o u
. 1 . . . n _
Donc 1lim ————— = p, ce qui veut dire que lim T -
nm+° n+l Yo n>+® n
+ —

A

n n
avec {5 = P donc, aue Jo, +f

P . n . -
On peut écrire ceci : 3= = a_ ol (an) est une suite de limite a.
n

Il existe un rang N1 tel que ¥ n 2 Nl’ a > 0cara >0

1 1 ‘s
' 1.
D'autre part, 5 inf (1, _GETE;)) est un réel strictement positif.
ieN
. 1. 1 . ' .
Prenons un réel B ¢ ]0, 7 inf (1, —GBTEI))[. A partir d'un certain rang N,
ieN

tous les Ai sont dans 10, B[

Choisissons N = Sup (Nl, N2)

. ¥n2N, a
n

\4

0 (ii)

1, 1
et . 0 < AN < B < 3 inf (1, Tp(a_i)) (iii)
iéN

avec naturellement, ¥ n 2 N An+1 An(l - un) z kn(l - o An)

€ 41 en(l - Xn) (i)

Démonstration de la condition suffisante

Coﬁsidérons une suite (an), une suite (kn) et une suite (en) vérifiant les

3 points du théoréme, avec e o € R" et A, € R pour démarrer les récurrences.

a) La suite (Sn) appartient 4 LOG 1

Montrons d'abord que (An) est positive de limite nulle.
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. 1, 1
Posons A = 7 inf (1, B (O, )
. i
ielN
< <
0 )\N 1

Par récurrence, si 0 < An < A, alors 1 - o, A<l - a An <1

en multipliant par A_ : A (1 - a_ A) < A <A <A
n n it n

1

. 1oL donc 0 < A
a o n
n
La suite (Xn), positive, décroissante, converge vers A solution de

N o

Par définition de A, A < < Xn <A

+1
A= A(1 - ar).

Puisque a > 0, A = 0

D'autre part la série associée a (kn) diverge car

n

An+1 = AN iﬁN (1 - a; Ai) pour tout n > N

Le produit infini ne peut converger vers 0 car il n'a aucun facteur nul,

400
il diverge donc vers 0. La série ) o, Xi diverge donc.
i=N
Son terme général a, A, vérifie : a, A. < Sup(a,).A,
i%i - O A
+00
Donc la série | A, diverge.
i=N

Grdce 3 la propriété 4, on obtient le résultat que (Sn) e LOG 1

b) (S8 ) appartient également & LOG 2 car, pour n 2 N,

A
;+l =1-0_A
n 'n
n
U =0 A lim y_ =0 et, ¥nz2N,u >0
el n'n o D ? > "n
Hn
. 2 — >
c) (Sn) appartient également a4 X car An O s ¢
. .1
done lim R = 7= € Jo, 1i[

N+

Ceci montre, de plus, que chaque Lp est non vide. En effet, il suffit, pour

construire une suite de Lp, de choisir



.0 o ¥neN
X 1.
.N=0 et 0<XA <Zinf (1, =}
o] 2 o)
La suite ainsi construite remplit toutes les conditions du théoréme.

De plus, il est facile de vérifier que,pour cette suite, Aun = aAXn 5

/‘
cette suite appartient donc & LOG2 ; on peut donc énoncer la

Propriets 16 : Pour tout p e 10, 1, L_ TOG2# ¢

6) Suites de point fixe

z

D'aprés la propriété 5, on peut générer une suite de Log, grdce d une
application f ayant un point fixe. En supposant des propriétés supplémentaires
sur f, il est possible de générer une suite de Lp dans le cas ou p est une

fraction de la forme %.

Propriéte 17 :

Considénons un ouvert Vv de R contenant Le point s* et une application
f : V>R viniglant

({) £ est de classe c°F dans v

(id) £(s*) = s"

(Lid) £1(s™) = 1

(iv) £7(s*) = em(s*) = ... = £ P71 (g% = 0
(vl £P)(s* = ¢ # 0
oll p est un entiern, p 2 2, et C un réel.
Supposons, de plus, que Les deux conditions [ p Ampairn ne sont pas réalisied
sdmultaniment. c>0

Alons, 4L existe un sous-ensemble ouvert V' < V, tel que S ¢ F (V') et ted
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que La suite diginie par

.S € V!
o
S 41" f(Sn) appatient & yl
' P
Démonstration :

Je vais démontrer uniquement la convergence de la suite de point fixe vers

s* ; la démonstration de l'appartenance 3 L, a été faite dans [R&f 12].

Lo

Selon la parité de p et le signe de C, il existe quatre cas différents ;

trois de ces cas conduisent 3 une suite convergente, la quatriéme, que

j'ai €liminé, conduit 3@ une suite divergente quel que soit le point So (# s™)
de départ.

Les hypothéses de la propriété impliquent que s* est un point fixe isolé,

N . * .
je peux donc supposer, quitte 3 restreindre V, que S est le seul point

fixe de V.

*, * - ” 3
a) cas ou f(P)(S ) = C est strictement négatif.
I1 est simple de vérifier que
* s1 p =2 f'(x) est | . strictement supérieure 3 1 si x < S
’ ~ x
. égale &4 1 en S

. [ 3 (] (] *
. strictement inférieure 4 1 si x > S

* si p est plus grand que 2, pour tout i = 1, 2, ..., p-2
f(p-l) (x) est { . strictement positive si x < s*
. nulle en S" pour i impair

. strictement négative si x > S

et . nulle en S*

pour i pair
(] e *
. strictement négative si x # S

En appliquant ceci & { = p-2, on peut déduire que .



49

A . < *
f'(x) est | . égale & 1 en S

N si p est impair
. strictement inférjeur 3 1 si x # S

. . . *
et . strictement supérieure 3 1 si x < S
z ~ * s 3
. égale @ 1 en S si p est pair

. . . . *
. strictement inférieure 3 1 si x > S

On a donc les 2 cas de figure suivants

SHEeg

\r

S-b

Si C <O

. p impair

Dans ce cas, V' est un intervalle ouvert, de centre S* (dont on exclut S*
afin de ne pas obtenir une suite constante).

Démonstration de convergence : prenons So > S* ; £ est croissante et
inférieure 3 1'identité 3 droite de S* ; donc 8" < 5_ => £(s") = 87 < £(8 ) =
S, < So done 8* < 8, < So. Par récurrence, si s* <s

* *
f(S§) =8 < f(Sn+l) = Sn+2 < f(Sn) =S

<
n+l Sn’ alors,

* 1]
n+l donc S < Sn+2 < sn+1' La suite
(Sn), décroissante minorée a une limite qui ne peut &tre que le point fixe
unique de f.

z . *
La démonstration est analogue & gauche de S .

ou bien (second cas de figure)
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Ll SR

N7

Si cC< a0

p pair

» * * z .
Dans ce cas, V' est un intervalle de la forme 1S , S + €[ ; la démonstration

de convergence est analogue 3 la précédente.

*
b) Cas ou f(p)(S ) = C est strictement positif
Pour tout i = 1, 2, ..., p - 2
f(p--i) «
(x) est | . strictement négative si x < S
* . s
. nulle en S si i est impair
*
. strictement positive si x > §
*
et . nulle en S

* si i est pair
. strictement positive si x # S

D'od, par application § i = p-2,

f'(x) est [ . égale 3 1 en 5"

. si p est impair
. strictement supérieure 4 1 si x # S

et . strictement inférieure a 1 si x < 8"

. égale 3 1 en s* si p est pair

. £ . *
. strictement supérieure 4 1 si x > §



[42]
[y

D'ol les 2 cas de figure suivants

S* f----- -

v

N Jr e e e wy
*

Si c> 0
p impair
C'est le cas que j'ai éliminé dans 1'énoncé de la propriété 17 car le

. . . *
domaine de convergence se réduit au seul point S

ou bien
f
4
L3 SRR

L}

[]

o ’
sgi{c>o

p pair

Le domaine de convergence V' est un intervalle de la forme ]S* - E, S*[,

5US la démonstration de convergence est identique aux précédentes.

s

)
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IV - COMPARAISON DES VITESSES DE CONVERGENCE

La convergence logarithmique est une convergence lente. Cependant,
parmi les suites de Log, on peut distinguer des suites qui convergent plus
ou moins lentement. Cela est évident si 1l'on considére, par exemple, les

suites (%) et (35), toutes deux éléments de Log

L

n2 1 1
Lim T * 0, donc, (—5) converge plus vite que (H)'
1’1”‘1‘”; n

Dans ce paragraphe, j'essaierai de voir si on peut définir des sous-ensembles
de Log tels que toute suite d'un certain sous-ensemble converge plus vite

que n'importe quelle suite d'un autre sous-ensemble.

1) Comparaison & 1'aide des suites dérivées premiéres

Proprniété 18 : Sodient (Sn) et (Tn), deux suites de LOG 1, dont Les suites
erveuns sont notées (en) et (en) et vinigient

£
n+l

e
n+l =1 -2

e n
n n

=1-2" .
n

A
L'hypothese (H) : 3 K € [0, 1[ tel que lim X?
n*>+® n

= K

enthaine que
€

. n :
lim e =0
n>to

o]

Démonstration

L'hypothése (H) entraine qu'il existe un rang N tel que

1- A
n
¥nz2N, 0< kn < A'n : 1, donc 0 < I_:_X;— <1
Considérons la suite (EE)
n
- 2!

€n+1 E_nxl >‘n<_€_~n_

e - e 1~ A e

n+l n n n
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€ €
donc 0 < ntl < |2
nt+l n
€
Ceci implique que la suite ( EE ), positive, décroissante est convergente.
e n
Il en est de méme pour (EE) car, les suites (Sn) et (Tn) appartenant a
n

LOG 1,(en) et (En) sont de signe constant d partir d'un certain rang.

€
Posons £ = lim EB
n+*+® n
Ae €, X'n
1 — —
D'autre part, Ao -
n n
ler cas K#0
Aen 2
D'aprés ce qui précéde et 1'hypothése (H), lim T X

-0
Or (en) et (sn) remplissent les conditions du théoréme 15 page 13 de [Réf 2]
Aen € I3 '
donc lim +— = 1im — , c'est & dire £ = =

Ae K
4+ T n nrtee n

Donc £(K-1) = 0 qui implique, étant donné que K< 1, £ = 0

2éme cas K =0

Ae
I1 est impossible d'avoir £ # 0 car on aurait alors lim ZZE = o, ce
En n-++o
qui est contradictoire avec lim el L.
nm+o© n
Il faut donc que £ = 0.
€
Dans les deux cas, lim EB =0
n*+® n

2) Comparaison pour les suites %

D'aprés la propriété 15, toute suite de & peut &tre construite gréce

aux itérations A = A_ (1 -0a_XA) ol (o) est une suite tendant vers un
n+l n n n n

a eZR*+, 3 condition que les termes initiaux vérifient certaines propriétés

assurant la convergence.
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Je vais considérer deux suites de ce type, 1l'une appartenant 3 L 1° l'autre
N . 1+a
alL 1 avec B < a et comparer leurs vitesses de convergence

148

respectives. Pour ce faire, j'aurai besoin d'un lemme.

Lemme : Sodient deux n8els a > 0, b > 0 et 804t un néel M tel que

1 1
2a’ 2b

Considénons Les itérations de point fixe déginies par

0 < M < inf ( )

x € 10, M[ y_ € 1o, M[
o o

et par

*nt1 - Xn(1 " axn) Yn+1 = yn(l - byn)

Alons, (xn) et (yn) sont deux suites de L, dont tous Les tenumes appartiennent

2
a 10, M[; elles convergent en décroissant verns 0 et véirnigient
X
lim = = b
o Iy 2

Démonstration du lemme :

1) (xn) et (yn) appartiennent & 10, M[ et convergent, en décroissant, vers 0
Je fais la démonstration pour (xn)

. 0 < X <M

- Supposons que 0 < x < M alors, 0 <x < % donc 0 < xn(l - axn) < x

ce qui entralne que 0 < x <x <M

n+l
Ceci montre, par récurrence, que X, € 10, M[; de plus, cela entraine que
la suite (xn) décroit.

(xn), positive, décroissante, est donc convergente : sa limite x" doit

vérifier x* = x"(1 - ax*), c'est & dire, puisque a > 0, x* =0

2) (x) et (yn) appartiennent i Fl

N

xn+1

X
n

=1 - ax
n
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~

Appelons A = ax ¥n, A >0 et lim A_=0
n n 1 n
n->+o©
(ln) est la dérivée premiére de (Xn)

Sa dérivée seconde (un) sere définie par

_l_)\n+l_1_xn+lc“
Hp © A - x_ _ **n
n n
Hn
donc un = An = ax , donc, X; = 1.

Le rapport R_ calculé précédemment (propriété 12) a donc pour limite %

X

3) (=) converge.
n

X

() est toujours positive ; il suffit donc de montrer qu'elle décroit.
n

Considérons ax_ et byO ; 11 y a deux cas possibles
. soit by < ax
o o
. soit ax_ < by
o) 0
A partir de maintenant et jusqu'a la fin de la démonstration, je supposerai

que byo < ax_ si le cas contraire se produit, il suffira d4'intervertir

les rdles de (xn) et (yn)

Xn+l - fﬁ 1- axn
yn+l yn 1- byn

De par le choix de M, 1 - ax et 1- byn sont positifs ; pour montrer
X

que (;B) décrolt, il suffit donc de montrer que by < ax
n

. 0 <vby° S ax_ par hypothése

. supposons que 0 < byn < ax

Etudions la fonction F(z) = z(1-z) dont la dérivée est F'(z) = 1 - 2z

elle est positive croissante sur ]0, %E

Puisque, pour tout n, X € 1o, M[, X < %; donc ax, € Jo, l[ 1'hypothése

de récurrence entraine donc que

0 < F(by ) s F(axn) c'est & dire 0 < by ax

n+l s n+l
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Donc, ¥ n, b < ax
? » Oy n

. n
Ceci prouve donec que {—) converge.
n
X
4) Limite de (—2)
Yn
*n
Appelons L la limite de (—)
2 Yn
Ax X
_-—_n:E.(_rl) >2L2
Ayn b y, ™ b
D'aprés le théoréme 15 page 13 de [Réf 2], L = %~L2, ce qui n'est possible
que dans deux cas . L = 0
.oul = b
a
Pour montrer que L = g , considérons la suite (;E)
n

Yn
5) (;—) converge
n

by, étant fixé, il existe un rang N tel que axy < by

Appelons (xn) la suite définie par X, T XN

ar construction ax < b et x
b o yo n+l

=x (1 -ax)
Il suffit de faire un raisonnement exactement analogue 3 celui qui

n . s
précéde pour montrer que (;—) converge vers une limite L' telle que

n
L L =0
a
==
. oul B
y y y X X -
op, Bz B B, n o, ‘ntN-d
— X X X
xn n+N n n+l n+N
ZE
W%
X X X
n D, X n+N=-1
xn+1 xn+1

le numérateur de cette fraction tend vers L' ; le dénominateur est constitué

y
d'un nombre fini de termes tendant tous vers 1. Donc ;E ;;;;> L

Ce résultat n'est compatible avec celui du 4) que si L = % = EL
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Considérons 3 présent deux réels o et B vérifiant 0 < f < o et deux suites
(Sn) et (Tn)’ dont les suites-erreurs associées seront notées (en) et (en).

Supposons que (Sn) €L, et (Tn) el

1+0 1+R8

Je vais montrer que (Tn) converge plus vite que (Sn), ce qu'il est possible

d'énoncer :

Propriété 19 : Considénons deux suites : (Sn) € Lp

1

(Tn) € Lp2
avee 0 < Py < Py < 1

Alons, (Tn) convenge plus vite que (Sn).

Démonstration

Y Appelons (An) la suite dérivée premiére de (Sn) et (An) celle de (Tn)°

Elles vérifient, d'aprés la propriété 15,

An+l = An(l - o An)

An+1 = An(l - Bn An)

ou (an) et (Bn) sont deux suites : (an) n*+“? o
(Bn) D*+“> B

Choisissons un réel B tel que B > Sup (1, sup (a_), sup (B ))
n n
néN nelN
Ce sup existe car (an) et (Bn) sont des suites convergentes.

Choisissons M tel que 0 < M < é%
Il existe un rang ng tel que
.¥n2n,a >0etB >0
o’ "n n
A eJo, M[ et A € 10, M
n n

o )
On ne restreint en rien la généralité du probléme en supposant que n, = 0

C'est 3 dire que les suites dérivées premiéres de (Sn) et (Tn) vérifient
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A e 10, ML A ¢ JOo, MO
o o

xn+1 - )‘n(l - Otn >‘n) An+1 - An (1- En An)
avec ¥n,a >0, B >0
n n

lim o = O, lim Bn = B

n-to nHto
€y
Pour montrer que lim e 0, je vais utiliser la propriété 18, c'est &
n+o
. An
dire montrer que lim A" Ke (o, 1T
nr+o
Dans ce cas particulier, K sera égale & g .

On sait déja que (An) et (An) tendent vers 0 car ce sont des suites

dérivées premiéres de suites de %.

1) (kn) et (An) ont tous leurs termes dans ]0, M[ et sont décroissantes &
partir du rang O.
.2 e Jo, ML
)
. supposons An e Jo, ML

A 17 An(l - e An)

n+
. 1 1 1 s ~
Pour tout n, B > a_ donc M < = < = donc 0 < A_ < == | ce qui entraine
n B o, noa

que 0 < An(l - o An) < An donec 0 < An+1 < An <M

Ceci montre, par récurrence,que An appartient & 10, M[. De plus, (kn) est
décroissante.

La démonstration est analoguepour(An).

2) Encadrement des suites (An) et (An)

La différence entre la suite (An) et la suite (xn) du lemme est que o,
varie & chaque itération. Je vais encadrer, 3 partir d'un certain rang, la
suite (An) par deux suites (k;) et.(X;) analogues 3 la suite (xn) du lemme,
Choisissons un réel n qui vérifie :

o<n<inf(B,°‘—;B-,B-a)
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% et appelons (8+ =B +n a =z a+n
i8-=8-n a =a-n
y
y
JA) | a
J L J L
N o a?

Le choix de n implique : 0 < B < B < 8+ <a <a<at<B

I1 existe un rang N(n) tel que, ¥ n 2 N(n), a e Jo, a+[

{8_ € 187, 8'C

Les suites (Xn) et (An) vérifient donc

XN e 10, M[ AN e 10, M[
AaprA (1 - @A) Ay = AL-8 A)
Définissons quatre suites ('), ), (A;), (A7) pour n = N(n)
par Ay = Ay Ay = Ay
A, = AT - ot A= A -8t Y
RS ey
AT A;(i - o A) A=A (1-8 A)

Montrons, par récurrence, que, ¥ n 2 N(n), 0< A ; < An < A; < M,

+---
.)\N-AN-ANE:]O’M[

+ -
. < < <
Supposons que 0 An An H An M

Considérons les 3 fonctions fn(z) = z(1 - o z)
f+(z) = z(1 - ol z)
f (z) = 2(1 - a z)

Ces fonctions sont & valeurs positives dans ]0, M[ car,
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1 1 1
3 1 Pt 3 P —— —
¥ze 10, M[, 2z < 55 avec B > a M < 7o < 5
n n
B>a+ donc M<—l—<—1—

+ +

20 a
pra il

20 o

Leurs valeurs sont également plus petites que M, car
fn(z) <z, £(2) < Z, f (z) < z pour tout z ¢ 30, M[

Elles sont creoissantes sur 10, M[ car

1
' = - <
f n(z) 1 Qanz et z 2an
f' (z) =1 - 2a+z et z < 1
+ +
20,
f' (z) =1 - 20 z et z < —&:
20,

D'autre part, ¥ z ¢ J0, M[, 0 < f+(z) < fn(z) <f(z) <M

En effet, 0 < £ (z) et £ (2) < M car f, et £ sont 3 valeurs dans 10, M[.
Et a < a < o’ entratne que, pour tout z € 10, M[,

z(1 - a+z) < z(1 - anz) < z(1 - o z)

L'hypothése de récurrence 0 < A; < An < A; < M implique donc

0< £ S HOD SFEA) S £00) S £00) <

donc 0 < A;+1 < An+1 s A;+l <M

C'est 3 dire que l'on a bien, pour tout n 2 N, 0 < A; < An S A; <M

De maniére analogue, 0 < A: < An < A; <M

A
3) Encadrement de (KE

De ce qui précége, on déduit immédiatement que

A A A
¥naN 0<-Sg-Pg —
An A Ay
+ -
A1’1 N + - + -
Rappelons que (—) et (—;) sont définies 4 l'aide dea’, o , B et B,
A
n n

c'est 4 dire, & 1l'aide du paramétre n.

Or, ce qui précéde peut &tre fait pour tout n qui vérifie
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o-B

y 0 < n < inf (B, >

, B -a)

Donc, posons A = inf (R, 2%& , B - qa) et écrivons :

Ay AL AT
vnelo, AL, I N(M) eN, ¥n2Nn) 0c< LU .

e

Considérons la suite ( ) lorsque n + +»

A (m)
n

(R;(n)) et (A;(n)) sont définies par

Ag = Ay € 10, M AN = Ay e JO, ML
+  _ Lt ot Lt - _ - T T
)‘n+l - >\1'] ( ! o )‘n ) An+1 - An ( L B An)

a’ et B~ sont strictement positifs.

B > a+ ._1_ < _}_
1 2B 2C!+
D'autre part 0 < M < g avec donc
B>R é%.< 1
20

Je peux donc appliquer le lemme pour affirmer que
+
A (n) -
1im I-l - 3+(ﬂ)= B;T]
n++o An(n) a’(n) oM

A_(n)
n

- e+(n)= B+N

De maniére analogue, lim ooh

o0 A;(n) o (n)

Il est facile de montrer que :

B-n _ B _ (a+B)n
sm-a- o(n) avec p(N) = alarm

p est une fonction positive de n qui tend vers 0

lorsque n tend vers 0

B+n _ B . (o+B)n
an c g + g(n) avec o(n) = alam)

o a les mémes propriétés que p
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y Donc : + _
ALm A A ()
¥nelo, AL, 3N eN, ¥n2Nn), 0c< - <4 s .
- +
An(n) n An(ﬂ)
+
Xn(n) 8
avec | lim ~— =5 p(n)
n+eo A ()
n
A ()
lim : = g + o(n)
n+o A (n)
n
An 8
4) (K;) converge vers -

n étant choisi comme précédemment, fixons nous un réel £ > Q.

I1 existe un rang M(§, n), que l'on peut supposer au moins égal 3 N(n) tel

que

G 6
¥n 2z ME, n) - € lg-pn) - &, - -p(n) + &l
A_(n)
n
A_(n)
2 e]§+o(n)—€,§-+o(n)+€[
A_(n)
n
B pimy B p
N * 1 &
J L - 4 o L
L _pimy. »
< j"’\ § a.-f('v))-t-‘; £.+S'(q\-g &.g,G(#\‘)*r‘:
\'4 \
pour n2M(&,n) pour n2M(§,n)
AT (n) A_(n)
—— appartient " appartient
A (n) A_(n)
n n
3 cet intervalle d cet intervalle

et, M(§, n) étant supposé plus grand que N(n), ¥ n 2 M(E, n),
+ -
e e,
K< A .
Tty fam




o
@

} Ceci va impliquer que :

Vvnelo, AL, ¥&>0, 4ME, n)

8 M o8

tel que ¥ n 2 M(E, n) =~ pn) ~E <<+ 0m + &
n

Pour terminer, donnons nous un réel Y quelconque, Yy > 0

Puisque 1lim p(n) = 1lim o(n) = 0, il existe un n ¢ ]0, A[ tel que
40 4o

0 < p(n) <« ¥

0 < o(n) < %

Evidemment, il existe aussi un £ ¢ ]O, %{

Prenons N(y) = M(n, &)
A
Ny), Bov < Boom-e<s 28 L
Alors, ¥ n 2z N(Y), = -y <g-p(n)-& < A sotom + <oty
Donc,
¥y >0, 3 N(y) tel ¥ono2ly, B-y< o <8,
Y s Y) tel que Y)s o - Y K; Eey

kn 8

Ce qui veut exactement dire que lim T a
nH+® ' n

3) Comparaison pour les suites de point fixe

La propriété 17 va permettre d'énoncer un corollaire.

Proprniété 20 : Considérons Les deux sudites de point §ixe, supposéed convergentes,

dégindies par

{ S €V { T eW
° o
J Sn+1 - f(Sn) Tn+1 } g(Tn)

oll . V est un voisinage de s*, point §ixe de f

‘e

. W est un vodsinage de T, point §ixe de g

. f et g vinifdient



o
f*f(sﬁ) = s f*g(T*) =T

*£1(8™) *g'(T*) -1

1]
[y

(') =z £ P08 = 0 Lagn(rh) =5 4D < o

‘*f(p)(S*) £ 0 L*g(q)(T*) 40

avec 2 £ q < p

T - T
Alons lim W = 0
n>® n
Démonstration :

Elle est immédiate, car, d'aprés la propriété 17, (Sn) e L et (Tn) e L

[

= 1
B q
avec 0 < 1. 1.< 1.
p 4q
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V - PROBLEMES POSES PAR LA CONVERGENCE LOGARITHMIQUE

Je viens de définir un certain nombre de sous-ensembles de Log.
Certains de ces sous-ensembles sont-ils accélérables ? Corollairement,
peut-on affirmer de certains sous-ensembles qu'il n'existe aucun algorithme

capable d'accélérer la convergence de toutes leurs suites.

Supposons que 1l'on définisse un sous-ensemble de Log par une certaine
information sur le comportement des suites qui le constituent. Existe-t-il
un certain "type d'information'" qui permette d'assurer que le sous-ensemble

est accélérable ?
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CHAPITRE 2

UN ENSEMBLE NON ACCELERABLE
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Dans [Réf 7] J.P. Delahaye et B. Germain-Bonne ont montré que LOGSF
n'était pas accélérable. Dans ce chapitre, je vais compléter ce résultat
en montrant que LOG 2 n'est pas non plus accélérable, ou, plus exactement,
que, pour n'importe quel réel t appartenant 3 ]0.1], l'ensemble

LOG 2 n | | L_ n'est pas accélérable.

pel0,t] P

Je démontrerai ce résultat 3 1'aide de deux lemmes et en utilisant
la technique de la rémanence généralisée [Ré&f 6]. Rappelons en la définition :

Soit S un ensemble de suites réelles convergentes,

On dira que S posséde la propriété de rémanence généralisée si
a) i1 existe une suite convergente (xn), de limite x vérifiant ¥ n ¢ N,
X, £ x et telle que

-

1) il existe (xg) € S telle que (xz) > X

. . 1
2) pour tout m 2 0, il existe P, 2 m et (xn) €S

tels que (xi) -+ ;1 et ¥ m < P> x; = x;
3) pour tout my > P_s il existe p;, 2 m, et (xﬁ) €S
tels que (xi) -+ ;2 et Yvm<p x; z XrJr;
5)(;°,x°,..,x°' 1 ,;l ,...,xl R x2 ,...,x2 ,x3 gas)
0’71 o’xpo+l °+2 Py p1+1 Py p2+1

appartient 3 S.

Si un ensemble de suites est rémanent, il n'est pas accélérable.

Etant donnée une suite (Sn) de Log, j'appellerai R le rapport

en+1 _

1
e
n
e
ZSn+1_1

Ae
n
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[ - LEMMEME :

Soient a > 0, e £ 0, s” quelconque

Soit A vBnifdant 0 < A_ < inf (1, 3)
[e] o} [0 ]

alons, La suite définie pan Ay = AL - axn)
e 41 en(l - An)
= e +S*
n n

appartient & L 1
1+o

. 1
a-¥nelN, 0< An+1A< An < inf (1, E)

et a Les propridtés sudvantes :

b-¥neN, 0< L
1 . 1

- —_ < < < =
C-¥neN, Tra Rn+l Rn inf (1, a)

< < inf (1, a)

1) (r,)_est strictement positive, strictement décroissante et de limite nulle
Je vais montrer, par récurrence, que 0 < An+
>0<A <=
(o) o

0<alx <1
[o]

. 1
1 < Xn < inf (1, a)

. 1
.0<)\o<1nf(l,&')

0<1-aX <1
(o]
0<A (1 -aX) <2
(o] [o] (o]

- 1 ] l
=> 0 < xl < xo < inf (1, a)

. , 1
. 810¢«< An < A < inf (1, E)

1
> < o
>0 A < 3

n-1 n

0<ar <1
n
0<1- aAn <1
0 <A (1~ ar ) < A
- 1
=> 0 < An+1 < An < inf (1, E)
Ceci montre a.
De plus, la suite (kn), strictement positive et strictement décroissante,
est convergente. Sa limite A doit vérifier 1'égalité aux limites

A=A(l-a\) =>ar\l =0=> A =0
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2) Le produit infini o (1 - xn) diverge vers 0

o4l " An(l - akn)
= Xo (i - alo) ees (1 - aln)
An+1 = AO .H (1 - aki)
izo n
et 1lim X =0=A x1lim 1T (1 - akx,)
n+l o . i
n-++o n>+® 1=0
n
Donc 1lim II (1 - aki) =0
n>° i=o

Or, il s'agit d'un produit infini 3 termes positifs, dont aucun facteur

n'est nul ; en effet 1 - aki

I1 ne peut donc converger vers 0 :

0 entratnerait que Ai

= %-qui est impossible.

il diverge donc vers O.

o 400
La série associée ] aA, diverge donc, ainsi que ) ki
izo * izo
[+ -]
Donc I (1 - A,) diverge.
iz=o *
n
Appelons P = .H (1 - Xi)
i=o
P >0car¥i, A, <1
n i
= - < >
De plus P_.. Pn(l An+1) P car An+l 0
La suite des produits partiels vérifie 0 < P o1 < Pn

; elle converge donc.

Etant donnée la divergence du produit infini, sa limite ne peut &tre que 0.

Donc

n

lim 1T (1 - ki) =0

.

nH+® 1=0

3) La suite (Sn) appartient 3 LOG 2et converge vers s*

en+1

Donce

Donc

= en(l - An) donc e

lim e_ =
N4

(s,) » s*

0

n+l

(o)

n
m (1-2,)
i=o i
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D'aprés le 1), (Sn) e LOG 1.
P n+l _ _
On a également _7;— =1 akn

vy T 0O\n

(un) + 0 et no> 0 3 cause de 1) et du fait que a > 0

Donc (Sn) € LOG 2.

3 l ” .
De 0 < An+1 < An < inf (1, a), on déduit

< < < i
0 Mogp <My inf (a, 1)

c'est 3 dire que b est montré.

4) gs') appartient a L 1 &t vérifie c.

T+a

R - —An - -An - -An
n e An+l ., (1 - AnT(l - un) -1" - An - Mt H An

e )

n n
R = >‘n - 1 - 1
n An + TS An - EE i 1+0a- un

A un
n

Donc R+ ——=> (S ) e L

n 1+o n _l_

140
De plus, d'aprés b, on a
< .

0 un+1 < uoo< inf (1, a)

0> - Mogp > "W > - inf (1, a)

1>1- Mopg > 1 - B> 1 - inf (1, o)
=> < - 9 - -

0<1l+o=-inf (1, 0) <1 +a Mo <l+a Mol <l+a

1 1 1 1
Donc > > >
l+a-inf(a, 1) "1+ 0 - N l1+a- Mot l1+a

1 -l- < 1
C'est & dire que ¥ n, T Rt SRy <T3%5= inf(1, o)

Cette derniére fraction est égale & inf (1, é)

Cecli montre c.
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Il - LeMMe 2

Soient a <b<c<d, 0<r<i,pelNete>0 viriflant :

..y d-c
(M)‘a‘:g<l‘1‘
dee oo
d-a c-a
d-a _ (c-b)(d-a) 15 4

d< (cca)(@ac) » e~ 1

(4dd)
(4v) (1

Alons, 4L exdiste une suite (xn) telle que

1) (xn) —> a, (xn) est décroissante a partin du rang p

n>+
2) X, = ds X 41 =0 X, = b
: Ax
3) ¥n2p, r< A2+l <1
n
4) Axn+l S
Ax_ notoe
n
- a
+1
5) ¥nz2p, r< nxn — < 1
X - a
n+l
é) X - a nrteo 1
n - a
n+l -1
X - a
n en décroissant 3 partir
>
) 1 p e [0, €] tel que i —5=> P du rang p.
ntl _ 1
Axn

Il suffit de faire la démonstration pour le rang p = 0

1) Recherche de a. Construction de la suite

Je vais construire 3 partir du lemme 1.

Posons x_ = d
)
X, = ¢
xz =b
S = a (limite de la suite cherchée)
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On aura donc eo =d-a>>90
e, =c-a
e =z b -a
2
€ - c~d d-a d-c d-c
C e R T =
e2 b-a b-c c-a c-b c-b
— =z1-2A = + = =1 -=—, A, = —
e1 1 c-a c-a c-a c-a 1 c-a
On vérifie déja | 0 < ko <1
e >0,s"=a
o
Il reste & trouver o > 0 tel que Ao < %
A A A - A
1_ .. _ ., _ 1 _"o 1
On veut que 3=~ =1 ako => ako =1l-5== o)
o o o
A -
Donc o = o 1
AQ
o
d-c _c-b o
q=da c-a_ (d~a) (d-c)(c-a) - (c-b)(d-a)
- 4 2 d-c (d-a)(c-a)
(&<
d-a
o= (3 y (d-e)(cma)(d-a) - (c-b)(d-a)”
d-c (d-a)(c-a)(d-c)
_ d-a _ (c-b)(d-a)
%= 3 L1 (c-a)(d-c) :
-V —_—
> 0 >0
(c-b).(d-a)

D'aprés 1'hypothése (iii), 1 > . Donc a > 0

(c-a).(d-c)

De plus, a < %;% car le crochet est plus petit que 1.

1 d-c 1
_— —— ' 3 3 = >
Donc ] s C est 4 dire A

Toutes les hypothéses du lemme 1 sont donc réalisées ; on construit la

suite du lemme 1 : (xn)
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2) La suite (xn) vérifie les propriétés 1) a 7)
1) Par construction, (xn) + a
Montrons par récurrence que (en) est positive, strictement décroissante.
On sait, d'aprés a du lemme 1, que ¥ n,0 < 1 - An <1
.0nae >0 => 0<e(1-X)<e
o o o o
0 <e, <e

1 o
. < => >
Supposons que 0 e < e 1 e 0
puisque 0<1- Xn <1
=>0<e(1-X)<e
n n n

=> 0 < e < e
n

1
< =3 < < :
Donc ¥ n, 0O e 1 < e =>a X 41 X
2) Par construction, X, = d, X, = Cs X, = b
3) Axn+1 - “nt+1 An+1
Ax e " A
n n n

(1 - An)(l - un)

D'aprés a et b du lemme 1, 0 < (1 - A) <1

o<(1—un)<1

Axn+1
Axn

De plus, 0 < 1 - An <1- An+l <1

donc 0 <

<1

0<1- un <1 - Moe1 <1

done, (1 - An)(l - un) < (1 - An+l)(1 - un+l)’ ¥n

Ax Ax
Donc ¥ n, A:+l < Axn+2
n n+l
Ax Ax
1 n+l
Donc, — < ceci ¥n 20
A an
Ax X, = X
1 _ 72 1_b ' '
T "%~ % o —g > T d'aprés l'hypothése (i)
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Donc, ¥ n 2 0, r < b-c < e
c-a Ax
n
Axn+1
En définitive, ¥ n 20 1 < W <1
n
Axn+1
4) (x_ ) € LOG2c LOGSF, donc +> 1
n Ax
n
X -a e ‘
5) ik = O . 1- A avec 0 < A <1 d'aprés a du lemme 1,
X - a e n n
n n
®nt1
donc 0 < —=X= < 1,¥n
n

De plus, toujours d'aprés a du lemme 1, 1 - An <1- An+

1
en+1 & en+2

donc = s
n n+l
e
Donc, ¥ n 2 0, — < b
e e
o n
il _c-a _ c-d £9 =4 ~ d-c
e d-a  d-a d-a
o
1 ~ 1 ~ .o d-c
D'apreés l'hypothése ii g == > r-1
d=g |
L da T
e
Donc, ¥ n 2 0, r < 1 - s < it &
d-a e
n
X - a
En définitive, ¥ n20 1 < —Eil:—g— <1
n
*he1 ~ 2
6) Par construction, puisque (xn) € Log, - -3 "1
n

7) D'aprés ¢ du lemme 1, on a

1 . 1
Tra < Fpey < Fp <10 (L, D)

Donc (Rn) décroit 3 partir du rang 0.

1 : 1
De plus, sa limite est ol 0. Il reste 3 montrer que Ta S €
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_ d-a

(c-b)(d-a) ]
" d-c

[1 - (c-a)(d-c)

a

Donc, d'aprés l'hypothése (iv), a > %u—l > a+ 1> %

1
_—
Donc ] €
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IIT - THEOREME

Pour tout réel t e o, 1[, £'ensemble 1L0G 2 n | | L_ est
pelo,t] P
rnémanent.

1) Construction de (;41

N

. . , 1
Choisissons x = ——
n n+l

(xn) tend en décroissant vers 0 et X # 0 pour tout n.

2 A
X,z 5
— 'Y [ Y. 2 .- remans 4
0 = - A % = A
'X% H > [

Choisissons également une suite (Vi) strictement positive et tendant en

croissant vers 1.

2) Construction de (xgl

. . o . . .
Je vais construire (xn) comme suite de Lt’ strictement décroissante et de

-

limite X, 5 pour cela, j'appliquerai le lemme 1.

Prenons . a = % -1>0

- -

O . * .
X >x ,cequidonneS =x ete >0
o] o o o

. 1
A vérifiant 0 < » < inf(1, a)
o o
La suite (xz) posséde donc toutes les propriétés du lemme 1 ; de plus,
comme on l'a vu dans le 2) 1) de la démonstration du lemme 2,

-

0 < e < e donc x < X < ¥ ceci¥n=20
nt+l n o n+l n

(xg) € Lt ; posons p_ = t.

2) Construction de (x%) a partir de (xﬁ)_

Soit m_ arbitraire. Alors, il existe un rang P, > m, tel que

x8 _ Xo L - O
) po+l ‘ po+2 po po+1
A rs < = <1-v
° x° - x x° - x. °
po+l 1 po 1
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®) [ -x]|sL
po 2
o
po+1 o .y
o
x° -
P, ©
(c) -p £1-vw
AxC o o
p_t1
° -1
Ao
X
P
o o
p_t1 p_t2
(D) > v
L - x° o
po po+l
o - o o o) -
xpo X, (xp +1 XPO+2)(XP xl) .
(E) [1- - o 1>=-1
o L - xo (xo N )(xo o ) tl
o) p_+1 po+l 1 o) p_t1
Démonstration :
x° - x°
Ay -2 ntl, _0 et1-v >0
°© x> - x X - x °
n 1 o 1
o o
xn - xn+1
donc pournZNl, - — <1-v
xn - xl

D'autre part, on va montrer qu'on a, & partir d'un certain rang,

xo - xo xo - xo
n+l n+2 n n+l
- < -
° - X xo - X
n+l 1 n 1

Les quatre quantités sont positives.

Cela revient donc 3 montrer que :

(1 = %0 (€= %) s (- 2,06, - %)

n+l n+2 n 1 n n+l 1
C'est & dire
-xo xo - X x° ° X, S- x 2 - X x + X x°

n+2 ‘n 1 n+1 n+2 1 +1 1™n 1 "n+l
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ou encore

x° 2. x° x° < ; (x -x° _-x2+ )
n+1 n nt2 1 ""ntl n+2 n+l
2 -
o o) o o o) o
- > -
*n+2 *n xn+1 =X (xn+2 2xn+1 tx)
2 -
o (o} o} 2 o
- >
X 42 ¥n xn+l 2 x; A X

Montrons que A2 xg >0

On sait que A x°

o
< <
1 0 etAxn 0

Et on a montré dans 2) 3) de la démonstration duolemme 2 qu'une suite

Ax
construite 3 partir du lemme 1 vérifiait ¥ n, n;l <1
Ax
n
Donc, en multipliant par A x2, A x> A x°
i n’ nt+l n
o o
- >0
A *n+1 & *n

L'inégalité 3 prouver est donc équivalente a

<° o o 2
n+2

Ceci est la transformée A2 d'Aitken de (xﬁ) obtenu 3 partir de (xz, xg+1,

(e}

X
n+2

). On sait que (x°) ¢ L, avec t e 10, 1[ ; elle est donc transformée,
q n t

par A2 d'Aitken, en une suite qui converge aussi vite vers la méme limite Xy

x2 . x2 - x° 2
n+2 ‘n n+l -
Donc, + X
2.0 o)
A™x
n
Comme X, < X, a partir d'un rang N2, on a
WO %0 - O <
n+2 ‘n n+l -
-le

A2x°
n
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Co) D'aprés ¢ du lemme 1,

xO - X
n+l (o}
"""—‘—‘Z‘-"‘l
(o}
X - X
n [¢] P .
S tend en décroissant vers po
Axn+l
P 1
Ax
n

3
ntl _° _ 4
o
*n " %
5 - po £1-v
AXn+1
5 1
Ax
n
B)Puisque(xo)->;< pour n 2 N onalxo-;lsi
o n o’ y? n o) 0
x° - xo Axo
D) n+l n+2 - n+1l +1 et v <1
o < - x° A o)
n n+l
<° - x°
doncpourn 2 N5, ntl nt+2 2 v
o _ L0 o
n n+l
o o o o -
E ) xn - x1 [1 - (xn+1 xn+2)(xn xl).|
o o _ 0 : (xo - x )(xo - 5O )“
n n+l n+l 1 n n+l
x° - ; Ax2 x> - ;
- n 1 n+l n 1
- [l- . r‘]
x° - x° Ax° x° X
n n+l n n+l 1
© - ; o o O - -
. n 1 [1 - n+l n+l n x;__ j
x° - x° el . A2 . X0, - ;
n n+l n n n+l 1
x° - ; xo - xo
- n 1 o) o] n n+l
= - S [1-(1 An)(l un) (.8____,,_ +1)]

sx

1

1

%X
[

Xnel X+l
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Xg ! o o 0.0 xg - xg+l o} o o o
= < - XB-m'[An * Uy - An oy © _ - (1 An L + An un)]
n ntl ntl %1
o = o ~
Xn - xl ) o) 0o .0 xn - xl o o o .0
- O - go (An ML xn un) - L - ; (-2 - v, ¥ An un)
n n+l n+l 1
o - o -
xn - xl o) o c .0 xn - x1 (o} o o .0
R p tu = A w)+ ;3_——j_:_ L4+ +u - A )
n n+1 n+l 1
_ o o o 0 1 1 n 1
= (xn xl) (A" + M Xn un) [xo o + 5 ; ] o ;
n n+l n+l 1 n+l
x> - +x° - %° x° - x
., 0 = o o o . o, nt1 X1 n n+l n_ X1
= (x_ - x )00 +u = Auw) = -
n 1 n n n 'n (xo _ xo )(xo - %) xo - x
n n+l n+l 1 n+l 1
o 2 o o .o o -
i (xn - xl) (Xn + U A un) i X" X
o o o = o =
(xn n+l)(xn+l - xl) xn+l x1
o) - o _ o)
Or x el - Axn Aen
&©
n+l =1 - >\o eo - eo _ eo xo
eo n n+l n n n
n o) O 40
Ae” = - e A
n n'n
o o _ .0 40
Donc X, *n+1 = e ln
Le rapport précédent est donc égal &
PP P
o = .2 ,,0 o 0.0 o =
(xn xl?zi(xn tHy An un) _ n T X
©c ,.0 o) 0
>‘n (xn xo)(xn+1 xl> xn+1 x1
=2 o o =
(x° - x,) u X - X
- n 1 x (1 4 no_ uo) x 1;=_ _.n 1=_
x° X A2 n x0 - x x° X
n+l 1 n n o] n+l 1
A 4 \'4 \'4 \'4
cecl tend ceci tend vers ceci tend ceci tend
vers _ 1+ 0 avec vers vers 1
X = x,>0 - X 1 .
o] 1 o = e 1>0 T = +00

0
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Donc,

o ° o o -

X - X (x x . )(x x,)

n 1 [1 - ntl  nt2 1 1 + oo
x° - x° (x° . - x )M(x° - %0 )

n n+l +1 1 n+l

A partir d'un rang N6, on aura donc cette expression plus grande que ;%-~ 1.
t

I1 suffit donc de prendre P, = Sup (mo, N1, N2, N3, N4, N5, N6).

Les hypothéses (Ao) a (Eo) étant vérifiées, on va appliquer le lemme 2

-

en prenant a = x1
o]
b= x
po+2
c = x°
+
p t1
a=x°
Ps
- - _ .1
r=v P =P, €=t
(DO) = (1)
(Ao) => (1ii) et (iii)
(E ) => (iv)
o)
On appelle (yi) la suite du lemme 2 et on pose xi = xg sine {0,...,po+2}

.

1 .

y, sinz2 {po, eeo }
La suite (xi) vérifie

1) (xi) -+ Xy

et (xi) décroit 3 partir du rang p, 3 comme (xi) était décroissante jusque Ps

ma (xi) strictement décroissante.

2) x1 = x° x1 = x° x1 = xo
Po po Axl p°+1 po+1 p°+2 po+2
3 ¥nzp , v < nIl<1
° Axn
1
Ax
4) —22 4 g
Axn
xt - x
n+l 1
S)Vano, Vo<x1—--;——<1
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x -
6) n+1l _ 1 > 1
xl - X
n 1

Xt .-
n+l 1 1
=
1 TR
7) 3 Py € [0, t7] tel que 1 >0y en décroissant 3 partir
Axn+1 . du rang P,
Axl
n

La suite (xi) appartient donc 3 LOGSF n Lp
1

3) Construction de jx:‘ﬂ) a partir de (x:')__

On dispose de la suite (x;) qui vérifie

1) (x') + x, strictement décroissante 2) x> = xl—1
n i P, P.
i-1 i-1
Axd xi - xi-l
D ¥nzp,_, v, <P 1 Pj_q*tl  Pyytl
1 Ax g S
Axi pi_1+2 pi_1+2
yy =2
Ax?
Lo
n+l i
5) ¥nz2 pi-l Vi-l<—i-—q_ <1
x - x‘
i - n i
X - x
6) n;l _ i, 1
xn - Xi
K-
n+l i
—— -]
i x; - X en décroissant a
7) 3 p, € [0, t7] tel que +p partir du rang p
i Axi i i-1
n+
T - 1
Ax
n
Soit m, arbitraire, il existe Py > m, tel que
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<t xi xi -
pi+1 p.t2 P pi+1
(A.) — = < — - <1-w,
i . _ < N i
pi+l i+l P i+l
(B.,) Ix~ - x.| S'j%
i 1 i
i 2
£
pi+l 1
_i—_ﬁ_ - l
xp - X
(c.) = -p. <1-v
i Axt i i
pi+l
T -1
Ax
Py
xi xi
p.tl p.t2
(D.) = I >y
i xi _ xi i
p:.L pi+1
i - i i i -
xpi *i41 (Xpi+l - xpi+2)(xpi - xi+1) 1
(E,) ————r—— [1 - — = - - 1> —4—— -
i xl _ xl (xl - x )(xl _ xl ) i+l
P; pi+l pi+1 i+l pi pi+1

La démonstration est analogue 3 la précédente.

On construit une suite 3 partir du lemme 2 en prenant

a =
P=Pi

On appelle (y;+1) cette suite et on pose

x:pmmrze{o,.“,pi,pﬁl,pf2}

i+l
X

n i+l

y pmn'ne{pi,pfl,...}
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Py
A

xi&w’& AN,

1t WS 4 _*_A *r; I

L I:‘ r\ T ‘
x’?‘_&;Q xP. Y ;a xn#% Xy +d Xy, i

L2 XY ?‘*i‘ - (x“
N (ed
< (x'e )

La suite (x;) appartient a LOGSF n Lp

i
4) Construction de la suite finale
_ o o]
(xn) = (xo, .o xp . i1
(o] X =X
1 1 n n
o 410 e Kp oo sinef +1 +2}
pO l pi’pi ""3pi+l
2
pl+l, o

5) (x,.) - 0

(xn) est évidemment strictement décroissante et strictement positive.

Soit a > 0.

Choisissons i tel que -ji < % (possible puisque-ji et x, tendent vers 0)
2 2
> a
X <3

on prend N(a) = P;

soit n 2 N(a)

X < |xn - xi| + lxi - 0[

PRy
<

[N]fe]

on a également
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-
]

Xe,

8y +

\/ \'4

A
Nl e

< ig-d'aprés (B,)
o1 i

X appartient 3 la zone [0, xP ]

o o
donc x <=+ ==>x <.
n 2 2

Donc ¥ a > 0, 4 N(a) = p; tel que ¥ n 2 N(a), 0 < X, <a

6) Xn+1'0_>1
Xn'o
*n+l
(Xn) décroit, donc LA
n

D'autre part, pour n'importe quel x positif inférieur a X 410 0P @

*n+l > *ne1 %
X X_-X

n n

] - [] 2z . L] ~, [ ] P4 L3 - 2 -
(Si x = 0 c'est évident, si x > 0, c'est 8quivalent & xn+1(xn x) xn(xn+l x)

donc 3 - x.x 2—x.xn c'est 3 dire a x

€ x_ qui est vrai).
n+l n q )

ntl

Seit o > 0

(vi) 4. Choisissons iO suffisamment grand pour que 1 - a < gi< 1
)

Choisissons N(a) = Pi
o

¥n 2 N(a), il existe i 2 i tel que n € {pi, Pi+l’ vees Pygq T 1}

_ i+l
et x_ = X
n n
on a aussi 0 < x,., < x donc, d'aprés la remarque précédente,
i+l n+l
nel ~ 41 _ el
— <
X - X X
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. i+l
Puisque X =X , d'aprés 5) du lemme 2,
% xi+1
n+l n+l Xi+1 _ ;
v. < n+l i+l <1
. T ———
i X1+1 _
n i+l
On a donc, puisque i 2 io
- X X -0
l-ac<v, £ v, < ntl = itl < n+l <1
1o . X - X x -0
n i+l n
*n+1
Ceci pouvant &tre réalisé pour tout a > 0, on a = 1 (en croissant)

Donc (xn) € Log.

7) ffnil.____> 1
Axn Nn>+oo

3 termes consécutifs Xs Xoq0 %o appartiennent toujours 3@ la méme sous-suite
i
i Axn+1 _ Axn+l
(x_). Donc = :
n Ax i
n Axn

Soit a > 0

Choisissons io assez grand pour que 1 - o < ve <1

o)
Et choisissons N(a) = Pi
o}
¥n 2 N(a), i1 existe un i 2 10 tel que n ¢ {Pi’ pi+1, cees pi+l - 1}
x = x1+l
n n
N - xi+1
n+l n+l
x _ il
n+2 -~ Fn+2
Axi+1
D'aprés le 3 du lemme 2 j v, < ntl ¢y
1 A i+1 '
X
Et, puisque i 2 i , on a
° \
i+l
Axn+1
- < € m—
1 o v:.L < vi xi+1 <1

ol A n
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Ax
. - . n+l
Ceci pouvant étre réalisépour tout o > 0, on a + 1
P o) L H E'xn

Donc, (Xn) € LOGSF.

. i i
Par construction, P, € [0, t7] ; donc O < Py < th
i
Soit a > 0 ; choisissons io suffisamment grand pour que t ° <

(possible puisque t e 10, 1[ => t* + 0)

In

. . o
2 < —
Donc ¥ 1 10, 0 p. . 5

1

D'autre part (vi)+l, donc, il existe un rang il tel que

. . a
> -
¥iz 11, 1 v:.L < 5

Choisissons I 2 Sup (io, il)

On a 0 < < %- 0 <£p, <

N R

P1
et VizT

0 <1~ vI

A
N R

a
0<1—Vi<§

prenons N(a) = P,

¥nz2N@), 3121Itel quen ¢ {pi, pi+l, eees Pigq - 1}

i+l
alors X =T X
n n
x _ xi+1
n+l n+l
i+l

= x
xn+2 n+2

Lt
X -0 n+l
n+l B |
e | i+1
xn -0 xn -0
On & Ax - i+1
n+l _ 1 Axn+l
ZSx — - 1
n Ax1+l

n

(N1e]
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Démontrons que

-

el Lt x
n+l 7 n+l i+l
e e B A |
i+l A i+l
X - X - X,
n P i+l
i+l - 1+1
Axer L Asr 1
Ax1+1 Ax1+1
n n

Le dénominateur est le méme pour les 2 expressions et est négatif d'aprés

3) du lemme 2 ; il suffit donc de montrer que

-

i+l i+l
X -0 b4 - X,
n+l _ , _ntl i+l 1
Lt LS
n n i+l
LIt il o
~ * 1 .+1 (]
C'est 3 dire que 2:1 P4 ?Il = ; donc, puisque les U4 termes
*n 0T *i4

sont positifs, il suffit de montrer que

Xi+1 (xi+l _ ; ) > xi+1 (xi+l _ ; )
n+l n i+l n n+l i+l
ou encore que - ; xi+l 2 - ; xi+1
que i+i “n+l i+l1™n
xi+1 < xi+1
n+l n
. . . i+l
et ceci est toujours vrai. xn+1 )
xi+1
D'autre part, le numérateur et le dénominateur de la fraction el
.. i+1 A% 41
sont tous deux négatifs (parce que (xn ) est 3+ 1
Ax

strictement décroissante et d'aprds 3) du

lemme 2). Donc

xi+1 -0 xi+1 - %
n+l -1 n+l il
Lt L g Lt :
0 <P = < B - i+l

+ i+
Paer o Mo
Axi+1 Axi+1

n n

v

ne {Pi’ vees Pyoq T 1} et on sait que cette suite décroflt
d'aprés le lemme 2, 7) & partir du rang Py
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Donc iv1 -
AL At 2 %o+l T Fi1
n+l o, w1 tinl =~ 1
i+l i+1 X - X,
X -0 X T X P i+l
<
0 < Axi+1 B AXi+1 - Axi+1
ntl 1 n+l 1 p.t1
1+l i+1 —3 -
Ax Ax AX1+l
Py

Démontrons que l'on a aussi

xi+1 _ ; Xi+1 _
p.tl i+l p.tl i
= -1 = -1
xi+1 _ ; Xi+1 _ ;
1 i+l 1 i
<
i+l - i+1
Axpi+l AXpi+l
——.__l —._—_l
Ax1+1 AX1+1
Py Pi

Le dénominateur est le méme et est négatif, comme on 1'a déj3 remarqué.

1)l suffit de démontrer que

-

xi+1 - Xi+1 _ ;
pi+l i+l N pi+1 i
At L) _‘:

Py i+l P; i

D'aprés le schéma du 3), on voit que les 2 dénominateurs sont positifs,

il suffit donc de montrer que :

i+l - i+1  ° iv1 ° i+l -
T -k, DT - x) 2 (kT %, ) (x - x,)

pi+1 i+l P; i P; i+l Pi+l i
C'est & dire que

x L T iv1 _ e

i+l “p, i pi+l i+l “p,+l 17py;
ou que )
- i+l i+1 - i+l i+l

- 2 x, -
Xie1 (511 RS ) xg (x101 XS )
i i i i

ceci est négatif

donc, 1l suffit de montrer que X,

141 < Xy et ceci est wvrai.
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. i+ i
D'autre part, on a, par construction : X 1 = x
P: Py
i+l xi
+ .+
p;+1  "pytl
i+l i

On peut donc écrire.

xi+1 - x xi - x
i+1 p.tl i p.+1
X -0 i i
n+l AT l -, =~ 1
—_—— -1 i+l i
i+l X - X, X - X,
X -0 o i P i
0< ni+1 < 1i+1 - 1i
Axn+1 Axp.+l Axp.+l
- -1 i i
AxitL 1 1 —1 1
n A Ax
i i
On a alors i
At "pytl T i
n+1 -_— - = l
_ -1 i
i+l X - X
X, 0 p; i
< -
0 T+ < I Py Py
Ax Ax
n+l -1 pi'i'l - a .
i+l —_— -1 ceci est < = d'aprés le choix de i
Ax i 2
n Ax
Py
A4
ceci est <1 - Ve
d'aprés (Ci) et on a
choisi i de telle
o
- < =
sorte que 1 A 5
i+l _ 0
xn -0 xn -0
= <
Donc 0 < 5T <q > 0 < A a
Ax n+l
n+l A -1
I x
Ax
n

Ceci étant possible pour tout o > 0, (xn) € L°

9) (x.) e LOG 2

Toutes les suites (x;) appartiennent 3 LOG 2 car elles vérifient les

propriétés du lemme 1 & partir du rang Py
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D'aprés ce qui précéde, pour la suite finale (xn), qui appartient 3 LOGSF,

X
ntl _
X

le rapport Rn = —2  _  tend vers 0 en restant toujours strictement positif.

X
1

1

n+l
Ax
n

Appelons (Xn) la suite dérivée premiére de (xn) et (un) sa suite dérivée

seconde.
1 +
R = > 0
n An+l . Eﬁl N>+
A A
n n
A u
n+l n
donc——>\-——-+>\—->+°°
n
An+1 Hn
Comme lim ) = 1, lim S + o
nr+e n n*+o ‘n
Yh
A partir d'un certain rang, 3 est strictement positif. Comme An est
n

également strictement positif d partir d'un certain rang, il faut que Mo

soit positif & partir d'un certain rang. Donc, (xn) € LOG 2.
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CHAPITRE 3

PROCEDES D’ACCELERATION
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Dans les quatre premiers paragraphes de ce chapitre, je vais décrire
des procédés d'accélération valables pour certains sous-ensembles de Log.
Tous ces procédés seront des variantes d'un méme procédé que j'appellerai
"procédé standard". Dans le cinquiéme paragraﬁhe, j'étudierai les possibilités
d'accélération de suites 3 convergence logarithmique par le procédé d'extra-
polation de Richardson. Le sixiéme paragraphe sera consacré 3 un exemple :

1'accélération de la convergence des suites de Mann.

Procédé Standand

Soit L un ensemble de suites strictement monotones pour Lequel L
existe une trhans formation auxiliodinre de suites, trhansformant (s) e Len(t)
de telle sonte que :

-¥(8)el, lim t =1lim S

n--+co n-=4co

(La thans formation auxiliaine est négulidre pour toute sutie de L)
' At

. n _
. ¥ (Sn) el,3C#1 tel que lim Zg; = C

N+
Alons, La trhansformation
S -t
T =8 - ——p=
n n tn
R v
n

accélene La convergence de toute suite de L.

Remarque : une expression équivalente de 'I‘n est

: AS
Tn = Sn s - -
n+l n+l 1
S -t
n n
Démonstration :

(Sn) étant monotone, les hypothéses du théoréme entrainent que

*
A(t_ - 87)
lim --JL——-j;- = C ; d'ol, en utilisant le théoréme 15 page 13 de [Réf 2],

o A(Sn -58)
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tni— S
1lim —,c C
neo § - S
n
*
Tn - S g Sn - tn y 1
s - s s, - s 1_“
AS
Tn-S* tn—S* L
- 1-Q- %) At
Sn - S Sn - S 1 - n
AS
Tn—S*
C étant distinct de 1, 1lim —x =0
n>+9 Sn - S

Comme il apparait dans cette démonstration, la monotonie de (Sn) permet

*
At t - S
d'affirmer que lim K§H = C implique 1lim —2————; = C. I1 est alors possible
n>+® ~n n+4® Sn - S At t -g*
de définir un procédé exact sur le sous-ensemble de L pour lequel ASn = 2 T
S -8
n

. . * [] . rd [
La limite S d'une suite de ce sous-ensemble est solution d'une équation du

premier degré dont la résolution conduit au procédé standard.

Remarque : Ce critére est intéressant également du point de vue pratique car
¢
il est possible de constater expérimentalement que, pour une suite donnée et

At
un procédé quelconque, (KEE) tend vers une constante distincte de 1.
n

I1 est possible d'obtenir des variantes du procédé standard, variantes lifes

3 une définition légérement différente de 1l'ensemble L.

Varlante du proctd? standard

Soit L un ensemble de suites pour Lequel iL existe une transformation auxiliaine
de suites, transformant (sn) elen (tn) de telle 4sonte que :

. ¥(8.)el, lim t_=1lim S
n ne U pape O
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(La transformation auxiliaire est négulitre par toute suite de L)
t -8
.3c#1,¥(s)el, lim B2——=cC
n *
oo Sn - S

Alons, La thansfgormation :
S -t
-n __n
n n 1-C

accélene La convergence de toute suite de L.

Démonstration
u -s" S -t t - s"
L e R I S I .
S -8 S -8 S -8
n n . n
Un - S
Puisque C # 1, lim ——— =0
n->4co Sn - S

Dans cette variante, par rapport au procédé standard, il y a une perte
At

d'information : on ne peut affirmer que lim Z§E = C, méme si (Sn) est
n*+o n

monotone. Mais cette perte d'information est compensée par la connaissance

de C qui est défini et unique pour tout L.

Dans le chapitre précédent, ont &té décrits plusieurs sous-ensembles
de Log. Je m'efforcerai, dans ce chapitre, d'en donner une nouvelle description

mettant en évidence la transformation auxiliaire.
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[ - APPLICATION AU CAS DES SUITES RAABE-CONVERGENTES

1) Le critére de Raabe-Duhamel

Le critére de Raabe-Duhamel est un critére de convergence pour les séries
+00

d termes positifs. Si z u est une série 3 termes positifs et si
n=o

u
n

lim n( - 1) = X avec A > 1, alors, la série converge [R&f 1]. Il est

N>+ n+l

facile d'utiliser ce critére pour une suite (Sn) quelconque en la considérant

comme somme partielle d'une série, en posant LN ASn' Je considérerai

+1
uniquement des suites de LOG1l afin d'avoir la monotonie, donc un signe constant

pour (un). Le critére de Raabe-Duhamel devient alors :

Crnitere de Raabe-Duhamel pour une sudite monotone

Soit (S ) une suilte monotone.
n AS
Supposons que lim (n+1) (K§E"‘ -1) =A>1
4. 00
nr+

Alons, La suite (Sn) convenge.

J'appelle suite Raabe-convergente une suite monotone réalisant le critére

de Raabe-Duhamel. Il s'agit toujours de monotonie & partir d'un certain rang
et supposée stricte afin de pouvoir définir le quotient.

Propridté 1 : Toute suite Raabe-convergente appartient & LOGSF.

Démonstration :

Soit (Sn) Raabe- convergente ; elle vérifie
as_

(n+1) (= -1) = A + ¢

ASn+l n

(sn) étant une suite quelconque de limite nulle.
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Asn A+en ASn AS
done —— = 1 + 3 donc lim AS = 1let lim —— =1
ntl n+l -t n+l n>4w

Ceci implique, naturellement, d'aprés la monotonie et le théoréme 15 page 13
S ., - S¥
n+l

de [Réf 2] que 1im —————- = 1. Donc, (Sn) € LOGSF.

nHte § - S
n

Exemple de suite Raabe-convergente :

. 1 .
La suite (;) est Raabe-convergente ; en effet, pour cette suite,

ASn
donc, (n+1) (Z_S—__ - 1) = —;]_—.I;':I";
n+l

_ -1
ASn " n(n+l)

Le critére de Raabe-Duhamel peut également s'exprimer de la maniére suivante :

Une suite Raabe-convergente est une suite strictement monotone & partin d'un
centain rang et qui vérndigie

s
Asn
lim —*——-—1—'———':A>1
AR

2) Expression générale des suites Raabe-convergentes

Toute suite Raabe-convergente peut s'&crire sous forme de série.

Toute suite Raabe-convengente est de La forme

e

Propridté 2

n k

i

Syp=a+bd I (N gy )snzl
k=1 i=1 i

avec . aeR, b eR"
LA 1

. (ei) suite réelle de limite nulle.
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A est évidemment la constante définie par le critére de Raabe-Duhamel

a est le terme S. et b = S, -~ .
1 1 e}
Démonstration :
¥ Soit (Sn) Raabe-convergente
a) Calcul de ASrl
ASn
écrivons (n+l) (s—— - 1) = A + €_.., comme on l'a déja fait
~AS n+l
n+l
(je prends €41 AU lieu de € pour une commodité d'écriture).
. S _ n+1
Ceci conduit a ASn+l Sl e e wra ASrl
ntl
Ecrivons & présent ceci pour les rangs n, n-1, n-2, ... 1.
_ n
ASn “n+Ate aS -1
n
- n n-1
"n+A+te n-1+XA+eE€ b8 -2
n-1
_ n n-1 1 AS
Tn+A+E "n-l+A+E 1+ A+ €
n n-1 1
N 3 n!
C'est a dire AS_ = AS
n n o)
T (i + X +e¢€,)
. i
i=1
b) Calcul de Sn :
_ n!
Sn+1 Sn * n ASo
I (i+ X +¢€)
. i
i=1
- 1 1
=S .+ (n - 1) AS  + n AS
n-1 n-1 o n o)
T (L +X+¢€,) I (1+X+¢€,)
. 1 . 1
i=1 i=1
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_ 1! n!
= Sl + 1 ASO + ... t = ASO
O (L + X + ei) I (i+ X+ si)

i=1 i=1

Posons a = §,, b = ASO # 0 car (Sn) est strictement monotone.

k!

k

T (i+ X+ ¢€,)
. 1
i=1

n
alors S =a+b X
n+l k=1

3) Limite de certaines suites Raabe-convergentes

I1 existe un cas ol la limite d'une suite Raabe-convergente est connue,

c'est le cas ou A est entier et ol la suite (sn) est constante égale 3 0.

Propriete 3 : Soit (Sn) une suite Raabe-convergente, définie, d'aprnés La
proprieté 2, gndce a \ entlen et (en) suite constante égale a 0. Alons

= lim S = a4
S = lim Sn = a+ o1

Démonstration :

a) Soit A e N - {0, 1}. Considérons la suite définie par

) _ ol _ o1 11 n!
To=0 Tyaxy o T a3t oot o0 * Ty

Cette suite a été recensée dans [REf 9, suite 285], sa limite est

x 1
T = Do
NE NE
b) S za+b (I == )=(a-Db)+bl1+ (n - 3]
n+l k=1 =1 *t k21 =1 1A
nk'~
et T 41 © kgo O |

Montrons, par récurrence, que Sn = (a=-Db)+AlDb Tn

1]
o

* Cette propriété est vraie au rang 0 car So =a-=->et To

* supposons-la vraie jusqu'au rang n.

S =(a=Db)+Al'DbT
n n
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. n-1  k n .
= - y 2 2
Alors, Sn+l =(a-Db)+Dbl[1+ % (.g i+k) + .¥ Yy ]
k=1 1i=1 i=1
oo
- Sn tb .H i+A
i=1
|
z(a—b)'l‘)\!an'l'b.I;[m
i=1
n! A!
= - 1 —————
(a-b)+ Alb Tn +b S
= - s
= (a-Db) +b ! (Tn + (A+n)!)
- - 1
(a-Db) +b Al Tn+1
c) application au calcul de la limite
Lorsqu'on passe d la limite dans 1'égalité démontrée précédemment, on
3 *: - '——-—1——_: -2—
obtient § (a - Db) +Db At oD O-DT - @ t 3o

)

Dans les cas autres que ceux étudiés dans la propriété 3, la limite ne peut

&tre qu'approchée.

4) Accélération de la convergence pour les suites Raabe-convergentes

Je vais appliquer le procédé standard aux suites Raabe-convergentes.
Pour ce faire, il faut trouver une transformation t, vérifiant les propriétés

requises. t_ sera ici S§_ - nAS_.
n n n

Proprite 4 : Soit (Sn) une duite Raabe-convergente de LOG 2.

Posons t, = Sn - nASn. alors,
. lim t_ = 8"
n>$oo
At



Démonstration

S a) Pour toute suite de LOG 2, 1lim nASn = 0.
nr+o

Ceci est une conséquence de [REf 10] théoréme 80 page 124, qui dit que,

+00
pour toute série 3 termes positifs z ans convergente, dont le terme
n=o-
général a_  tend en décroissant vers 0, on a 1lim n a = 0. Il suffit de
n=1 N>+ n
oser S = z 1, alo S_ = a_.
p n 2 s N s rs A n n

i=o

ASn tend vers 0 et est de signe constant car (Sn) est monotone. Il suffit

AS - AS
donc de montrer que (AS_) est monotone, c'est & dire que nt2 ntl 0
n ASn+l - ASn

d partir d'un certain rang.

Or,
ASn+2 -1
ASn+2 - ASn+l - ASn+l ASn+l
Asn+l - ASn ASn ASn+l .
AS
n
xn+l un+1 B Xn+l - un+l

(L -2 -yp). - -
n n xn un An un

(1 - An)(l - pn) tend vers 1 lorsque n =+ +» et est donc positif & partir
d'un certain rang. Reste 3 démontrer que An wo- Xn - M est de signe
constant.

Or An uooT An -h s An(un - 1) - M

An et u_ sont positifs a partir d'un certain rang et (un - 1) devient
négatif. Donc, An M- An - u est négatif 3 partir d'un certain rang.

Ceci assure la régularité du procédé (tn).

_ _ - 2
b) Atn = ASn (n+1) ASn+l +n ASn = - (n+l) A" S,
Puisque (S_) est Raabe-convergente, lim (n+l) (Zgg—— -1 =A>1
n 9 N>+
A S
c'est 3 dire lim -~ (n+l1) s A
N+ n+l
AS
s 1 £ oa.s . n+l
d'ou 1'on déduit, puisque > 1 que

AS n++o
n
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A%s
lim - (n+l1) —A—SE = A
n>4ow
‘ At
C'est & dire lim f;g = A>1
e Cop

A présent, il suffit d'appliquer le procédé standard pour montrer la

Proprnidte 5 : Soit (Sn) une suite Raabe convergente de LOG 2

La tansgormation

ASn
Tn =8, - AS
n+l n+l -1
n =~ AS
n

accélene La convergence de (Sn).
Ce procédé a été étudié par Levin [REf 15]. Il a un inconvénient du point
de vue pratique : il nécessite la connaissance du rang des termes de (Sn)

utilisés. Cet inconvénient disparait dans la propriété suivante.

Propriete 6 (varndiante de La propriété 5)
Soit (s ) une suite Raabe-convergente de LOG 2.
Soit p un entier quelconque de N

La trans gormation
ASn
T =§ -
n n niptl Asn+l -1

n+p ASn

accélene £a convergence de (s ).

Démonstration :

¥ Prenons t_ = S_ - (an + p) AS
n n n

a) Four toute suite de LOG 2, lim nASn = 0, donc, lim (n+p) ASn
oo e

" e n+ .
= 1im —R x lim nAS =0
400 n oo n



N>+

dorc 1im - (n+p+l) AS

Etude expérimentale

e . e . . ’ . . 13 ” -
Pour ces expériences numériques, j'al utilisé, chaque fois

103

= A, donc lim - (n+p+l) AS L=

nr+eo

possible les SUBROUTINES décrites dans [Réf 37.

: } _ 2
b) Atn = ASn (n+p+1) ASn+l + (n+p) ASn = - (n+p+l) A S,
AS
(S_) étant Raabe-convergente, lim (n+p+l) - =
n n>to +1

n+p+1 bs
lim —E2= x 1im (n+1) (m— - 1) = A > 1.

n+l As
N N>+

A%s_ r%s

1
>

que cela a été

J'ai testé cet algorithme sur plusieurs exemples de suites Raabe-convergentes
a) S =1 ,S* =
nn
R . t - 33 . T - o Atn
N S -8 t - S _ T - S n - I
S -8 n S - S n
n n
5|.200000D+00| | .366667D+00|.183333D+01} | ~.333333D-01{-. 166667D+00{|.171429D+01
10| .100000D+00{ {.190909D+00{.190309D+014 {-.909091D-02{~. 909091D-01||.183333D+01
20(.500000D-01]|.976190D-01{.195238D+01] {-.238095D-02|-. 476190D-01}|.190909D+01
60{.166667D-01]|.330601D-01|.198361D+01/|-.27322uD-03|-. 163934D-01||.196774D+01
150|.666667D-02| | .132892D-01.199338D+01| [-.441501D-0u|~. 662252D-02]|.198684D+01
- - 1 oox
B) S = -3+ ,8 =-3
_ x _ *
N s - g* t -g* EE———f;r T - g” EE———ET o
n n S -8 n S - AS
n n n
5(.400000D-01|{.101111D+00|.252778D+01| |-.421327D-02|~. 105332D+00||.238219D+01
10|.100000D-01||.273554D-01|.273554D+01| [-.6240170-03|-. 624017D-01]].263360D+01
20|.250000D-02] | .714853D-02{.285941D+01| |-.853518D-04|~. 341407D-01]]|.279802D+01
50(.277778D-03{|.819747D-03|.295109D+01| |-.336381D-05|-. 121097D-01}|.292774D+01
150 . LuuuuluD-0u4 | | . 132452D-03|.298018D+01 | [-.219408D-06 |-. 493667D-02]|.297045D+01
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n k .
*
¢)S .. =S +A8 (1- § T =) a=3 s =
n+l 1 o k=1 3=1 A+
i . € - s* . T - 8" At
N s -8 t - S - T -8 L - Z§E
S -8 n S -8 n
n n
5|.700000D+00| | .170000D+01 | .242857D+01| (~.100000D+00] -.142857D+00| | .225000D+01
10|.190909D+00/ | .509091D+00| .266667D+01] {-.159091D-01|-.833333D-01] | .253846D+01
201.552632D-011{.155263D+00| .280952D+01 | | -.263158D-02{~.476190D-01] | .272727D+01
601{.573770D-02| | .168429D-01].293548D+01{ | -.925436D-04 | -.161290D-01{ | .290476D+01
1501.927152D-03( | .275706D-02|.297368D+01( | -.609968D-05| - .657894D-02| | .296078D+01
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I1 - APPLICATION AU CAS DE L0G 2

o AUn
IOG 2= (8 ) e LOG2 / 3 K # o 1im —-—— = K}
n AX

n-rtw n
La transformation considérée ici (changeant (Sn) en (tn)) sera le procédé A?
d'Aitken.
. 2 - ” . L3 . P4 e
Je vais montrer que le A" d'Aitken réalise les conditions du procédé standard

——
lorsque~(Sn) appartient 3 LOG 2. Tout d'abord la régularité.

Proprieté 7 : Le procéde A% d'Aitken est négulier pour L.

Démonstration
(as ) (Be )’
t =8 -2 =g -
n n AQS n A2e
n 5 n
(Ae )
Montrons que lim -~ = 0
e ATe
n
5 en+l -1
(Ae ) e - e e
n _ n+l n _ n -
2 Ae e, " Be = ey Ry
A”e 1 ntl _
Ae Ae
Lorsque n =+ +o, Rn > pe [0, 1] et e 0, donc le procédé est régulier .

Remarque : Le procédé A% d'Aitken est régulier sur un ensemble plus étendu

que L : l'ensemble des suites pour lesquelles Rn reste borné.

P
En particulier, le p2 d'Aitken est régulier sur LOG 2.

-

Propniéts § : TOG 2 est £'ensemble des suites de % vérnifiant

3jc,C#0,C#1

At

AS_
n

o]

lim = C

n->r4o
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Remargues :
o~
. On sait, d'aprés la propriété 14 du chapitre 1 que LOG 2 c %
At_ t - s
. lim I C entrainera que lim — = C
n>*+® " n Nt Sn - S
Démonstration
At
} a) Soit (Sn) une suite de X vérifiant lim K§B = C
T+oo n

Evidemment, (Sn) e LOG 2

Puisque (Sn) € L, d'aprés la propriété 15 (chapitre 1), elle vérifie

X

u
ntl . 1 ~-a A, donc — = o avec lim a = a eIR*+
A n n A b
n n N>+
Hn *+
donc lim T =0 e€R
n>te N
Aun
Calculons maintenant lim o
n*+e T n
At (as_. )2 (as)?
n _ 1 - 1 [ n+l _ n ]
ASn : Asn A2S AQS
n+l n
ASn+1
=1 - % + L
- AS AS
n+2 1 n+l _ 1
AS AS
n+l
ASn+1 [ 1 _ 1 ]
ASn ASn+l -1 ASn+2 -1 )
ASn ASn+l
AS e A
n+l _ n+l n+l _ _ _
Or, AS s = ) = (1 An)(l un)
n n n
At 1 1

L.d

n
donc, = = (1 - A )(1 - T - -~ - - "
ASn n noou An un An un+1 xn+1 un+1 xn+1

un+l An+l _ Aun
u A oA
_ _ _ n n n'n
= (1 An)(l un) v % oy m m
( n+l + n+l  n+l n+l)(l + o _ )
) m m % Mo

n n n n
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y Ceci tend vers C lorsque n =+ 4«

u U A A u
n+l n+l n+l n . . n
= —_ > : - =
Or, m Y C X S TRierr 1 puisque 1im X o # 0
n n+l n n*o© n

Le dénominateur de la fraction tend donc vers (1 + é)(l + o)

En écrivant 1'égalité 3 la limite, on obtient

Aun
1 - 1im py_ A
n->4co n
1 =C
(1 + a)(l + 0)
Aun 1
C'est & dire lim T 1 -¢C(1+0) (1 + a)
n~+o 'n ‘n
Or, AX = X\ - A = - A donc 1li fg& = C(1 +a)(1 + l) -1
> " T Tn+l U I Y a
n+o T

I1 reste 3 montrer que cette constante est non nulle. Pour cela, il suffit

de remarquer que a et C sont liées.

Atn t - 8§
En effet, S ;;;;> C implique que rolrarpes
n S S
i n
t - S
D77 1L 1 4ion 1von dédui AU SN
Or, ~ =1 3 m d'oi 1l'on déduit que C =1 Tia - 1ra
Sn - S n+l + 2
A A
n n
Ay u
donc lim ZXE': a (= lim =2) avec a e R
n>+on n>+e n
~ /\
C'est & dire que (Sn) e LOG 2
o~
b) Soit (Sn) une suite de LOG 2
Elle appartient 3 %, comme je 1l'ai remarqué précédemment.
D'aprés le calcul effectué au a,
Hns1 >‘n-f-l _ Aun
At HoA oA
n n'n n'n
7= = (1 - A (1 - u)
ASn n n (un+l + An+l _ An+1 un+l)(l + EE - 1)
u u u A n

n n n n
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n+l n+l + n
un . xn A>‘1'1
= (1 - A0 - )
n n un+1 An+1 An+1 un+1 un
( + - )(1+T‘Un)
un un un n

. g n Yn £oz .
Puisque (Sn) e LOG 2, 1im o lim +— = K # 0 (propriété 10 du chapitre 1)
n+e T n nprte p
u

De plus, lim ntl _ (propriété 11 idem)
n*+eo 'n
Atn 1+ K K

Donc 1lim = =
N>+ ASn (1 + %)(l + K)

K+1

K ne peut valoir - 1 car il est positif puisque (un) et (ln) le sont a

partir d'un certain rang.

_ K . L.
C = KTl est distinct de 0 et de 1.

Propriéte 9 : Le ez-algonithe accéléne La convergence de toute suite de

oG 2.

Démonstration :

Ceci est une conséquence directe des propriétés 7, 8 et du procédé
P4 2 [ ” rd
standard. En prenant pour t la transformée par A" d'Aitken dans le procédé

standard, on obtient en effet

Sn - tn ASn
T =§ - —————=z§ -
n n 1 - A'tn n Sn+l tn+l -1
AS S -t
n n n

qui est la deuxiéme colonne du 6-algorithme [Réf 4], [Réf 81,

Etude expérimentale

*
J'ai testé le 62-algorithme sur plusieurs suites de limite nulle : § = 0

(Sn) désigne la suite initiale ; (Gn) la suite transformée par le 62.



a) La suite (%)

cette suite appartient & LOG 2.
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o -s"
N s -8 6_- s Do
S -8
n
5 .200000 D+00 .122125 D-14 .610625 D-14
10 .100000 D+00
20 .500000 D-01
50 .200000 D-01
b) La suite définie par € 41 ° en(l - 5en)
e = 0.1
o
\A
Pour cette suite MooS An = 5en ; elle appartient donc a LOG 2.
. . 6_ -8
N S -8 en - S "
n S -8S
n
5 .258270 D-01 |[-.933014 D-02 .361255 D+00
10 .150179 D-01 |{-.112041 D-02 .746051 D-01
20 .836077 D-02 |[-.243988 D-03 .291825 D-01
50 .365218 D-02 {-.381599 D-O4 .104485 D-01




110

111 - ACCELERATION DE LOG 1

e A)‘n
LOG 1 = {(sn) € LOG 1/ lim i K¢# 0} < LOG 2
n>r+e T

. . EP . . *
Considérons une suite de LOG1: (Sn) de limite S . Posons tn = An + Sn 5

At AX

*
alors, 1lim t_ =8 et lim —2 = lim (ZgE + 1) = K+ 1# 1.

nrgeo n++o ASn N> n
P 3 » * A ~
La définition de LOG 1 semble donc identique 3 celle de 1l'ensemble L du
procédé standard. Il y a néanmoins une importante différence : pour calculer
v - ~ . - *
(tn), il faudrait connaitre (An), c'est 34 dire connaltre S .
Il est donc impossible d'appliquer directement le procédé standard pour

accélérer LOG 1.Utilisons une autre méthode.

1) Technique du sous-ensemble

T
D'aprés la propriété 9 du chapitre 1, toute suite de LOG 1 vérifie

. n . n+1l n
lim — = K donc lim .
>+ e

e
Wt n n+l

A e
=1
n
- P /\ » P .
Considérons le sous-ensemble de LOG 1 constitué des suites pour lesquelles on
A e
s . . n+l
a, a partir d'un certain rang, ¥ L LI
n n+l

* ~ .
Si (Sn) est une suite du sous-ensemble, sa limite S est, a partir d'un

certain rang, solution de l'équation

S s*
1 - n+2
* %*
- S s -8
Tit x n =1
-s" s -¢&
1 - n+l n+l
*
Sn -5
e 2 AS
c'est d dire ( n+1) - _ntl
e AS
n n
AS .
Ag+l et 2+1 sont positifs 3 partir d'un certain rang car (Sn) est monotone
" g -8 RS
donc _r;f_];_m = nti
s - S* ASn

n
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. P . o Pd * .
Ceci est une équation du premier degré en S dont la solution est

2) La transformation Tn—

S
Considérons a présent une suite quelconque de LOG 1 qui n'appartient
plus forcément au sous-ensemble. A partir de 3 termes consécutifs de (Sn)’

il est possible de calculer
AS
n

I1 est évident, par construction méme, que cette transformation est exacte

sur le sous-ensemble du 1). Est-ce un procédé d'accélération de convergence
A P4 hY . . . P4

pour LOG 17? La réponse a cette question est "oui" ; en fait, le résultat est

un peu plus fort (cf. propriété 14 du chapitre 1).

Proprndiite 10 : La trhansfoumation

ASn
T =S5 - ———
/ Ksn+1 -1
Sn
accéline La convergence de toute suite de L,
2
Démonstration : e
n+l
* -1
Tn -8 e,
Le rapport d'accélération est —=1-
s -8 S
n n+l _ 1
an
ou, en multipliant par la quantité conjuguée




112

en+1 -1
e //AS AS
n nt+l _ _ n+l
1 -1 ( AS +1)-1‘Rn><( ——AS—+1)
n+l 1 n
AS
n
1 a8 +1
Lorsque (S_) appartient & L., lim R_ = £ et lim LI ]
n 1 n 2 As
51’1‘*""’0 nrto
*
T -8
donc lim 22— = 0.

m+o g - g~
n

3) Retour au procédé standard

La transformation de la propriété 10 a &té obtenu sans recours au
procédé standard ; cependant, il s'agit bien d'un procédé du méme type.
Considérons en t 1 i = + /I

ron effet la transformation t, Sn ASn|

. Cette transformation est réguliére

AS
. Le procédé de la propriété 10 s'écrit T = S - z
n S -t
n+l n+l _ 1
At S -t
. PN
. 81 (8) €TOG1,1lim == C # 1 roon
n>o n

Démonstration :

Y Les deux premiers points sont évidents ; montrons le troisiéme

by Tl - /TS

A AS
n n
S
=1 1-—-£——— . _Z%Il - 1)
VIASnI n

(selon que (Sn) est strictement croissante ou strictement décroissante 3

partir d'un certain rang)
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ASn+l 1
AS
=1+ 1 . 1 . e
i
/ien| // en+l -1 //Asn+1 +1
e AS
n n
ASn+l -1
AS
=1+ L ) I
Ve ] oA AS
n n n+l + 1
As
ASn+l 1
At A AS
__Il:l-f- n .i. n
As — Ie I X
n n n AS
n+l
A t?
n
ASn+l -1
A As
=1 LU “x . L
- e
| “n| n /ASn+1
-TE;—-+ 1
n
N\ A

si (Sn) appartient 3 LOG 1, (EE) tend vers une constante non nulle

n
/A
(propriété 9 chapitre 1), il en est donc de méme pour ‘en . D'autre

n|
ASn+1 -1
as_
part, (Sn) appartient également & L,,1le rapport ———— tend vers -2.
= n
2
Sn+1
Il est évident, par ailleurs, que 55— * 1 tend vers 2. En définitive
At n

(Z§E) tend vers 1 + K, K étant une constante non nulle,
n
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IV - ACCELERATION LE Lo

Je vais utiliser ici la variante du procédé standard.

1) Accélération par le procédé 2% d'Aitken

. s . . . L1z A2

J'ai dit, dans l'introduction ' du chapitre 1, que le procédé A

d'Aitken échouait  fréquemment dans l'accélération de la convergence
logarithmique. Il existe cependant un sous-ensemble de Log accéléré par

le A2 d'Aitken.

(as )
Considérons en effet T = § - ——
n n 2
A"S
n e
nt+l
T - S* e -1
Le rapport d'accélération -EL———;-= 1 - T * 1 -R
‘ S-S n+l n
n -1
Ae

Une condition nécessaire et suffisante pour que (Sn) soit accélérée par le
procédé A% d'Aitken est que lim R =1, clest a dire que (Sn) appartienne

n>r+o
a Ly-

Proprietd 11 : L'ensemble des suites & convergence Logarithmique accélénies

par Le procéde A° d'Aithen est L.

2) Application de la variante du proc&dé standard

Le résultat de la propriété 11 peut &tre généralisé.

Prenons p € 10, 11.

Proprnité 17 : Considénons L'ensemble Lp avec p € 10, 1] ; appelons (Gn) La

sulte thansfonmée pan Le A% d'Aitken d'une suite (s) de Lp. Alons.

¥ (S)el ,lim & = 1im S
n e I n3te

Gn -8
¥ {8)el ,lim ———=1-p# 1.
n 7 oo s, - s
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Démonstration
* en+l -1
6n - S °n
=1 - > 1 -p
*
s - s Mpyr | ™
AS
n
Ceci implique, de plus, la régularité du procédé A% a'Aitken

La transformation A2 d'Aitken remplit donc, pour Lp’ les hypothéses de la

variante du procédé standard ; on en déduit la

(As )2
n

Propriété 13 : La transformation T =S, "

2
p A Sn
accélene La convergence de toute suite de L (p etant supposé appartenirn a
Jo, 11).

Si p = 1, on retrouve le résultat de la propriété 11.

3) Un autre procédé d'accélération de Lp

La propriété 10 nous a donné un procédé d'accélération valable pour

toute suite de L, ; appelons (Ti) la suite transformée de (Sn) par ce procédé

1
2
AS
Tl =g - n
n n
Sn+l -1
AS
n

D'autre part, faisons p = % dans la propriété 13 ; on obtient un autre procédé

valable pour L, ; appelons (Ti) la suite transformée de (Sn) par ce procédé.

2
2 ASn
T =8 =
n n AS
é ( n+1 - l)
2 KSn

Tg peut se déduire de T; en faisant une approximation de la racine carrée.
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En effet
S 1
As AS 2 " AS
//——Bii =01+ (22 - 11 avec 1im (2 - 1) = 0
AS As AS
n n nteo n
AS As
n+l P N 1 n+l
AS est donc équivalent, lorsque n + +°, d 1 + 5—(—35—— 1)
n n
85 41 2
En remplagant Ag par cet équivalent dans Ti, on retrouve Tn.
n

Considérons a présent la transformation de la propriété 13.

AS
=g - a
n n AS
oot _
AS
n

Ceci peut &tre considéré comme une approximation de

As
n

n n o)
(ﬁiﬂil)

As
n

accilire La convergence de toute suite de Lp {avee p € 10, 11)

Démonstration
e
n+l
T - 8" e 1
n =1 - n
* )
S - 8§ AS
n ( n+1) -1
AS
n
®ntl -1
®h Rn
Or, ceci est équivalent & 1 - I =1 - 3
p(—zgii -1)
n
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*
T -8

Puisque (Sn) € L , lim Rn = p 3 donc lim —B————;-= 0
oo nr4e § = 8

Remargues :

* Dans le cas ol p = 1, les deux transformations (propriétés 13 et 14) se
raménent au A2 d'Aitken. On peut donc les considérer comme des généralisations
du procédé A% d'Aitken.

Une transformation analogue d celle de la propriété 13 a été étudiée dans

[Réf 5].

* Dans la pratique, ces transformations sont peu intéressantes car elles
nécessitent la connaissance de p qui est, généralement inconnu. Elles sont
toutefois applicables pour les suites de point fixe lorsque 1l'on connait
certaines propriétés des dérivées successives au point fixe (propriété 17

du chapitre 1).

4) Etude expérimentale

. . 1
J'ai comparé ces deux transformations dans le cas ol p = 5

*
(Sn) est la suite initiale de limite S

2
AS 2(AS. )
Trlﬁsn'—-—n'— T§=S-+
as B A%s
ntl _ 1 n
asS
n

1) La suite (%) de limite 0

Par cette suite A =1 = donc lim Un =1
u nntil’ Pn = ne2 x
nH+e n

Elle appartient donc & L,

2
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1 * 2 *
T -8 T - S
N| s -5 Tll]—s* n___ Ti-S* L
' S -8 S -8
n n
51.200000 D+00}{|~.363743 D~011-.181872 D+00||-.833333 D-01|-.416666 D+00
101 .100000 D400} {-.655744 D-02)-.655744 D-01{|-.138889 D-01{-.138889 D+00
20} .500000 D~C1}|~.1H42349 D-02}-.284698 D-01]-.292398 D-02(-.584796 D-01
501.200000 D~01}}|-.210416 D-03{-,105208 D-01}|-.425170 D-03|-.212585 D-01
2) La suite définie par
e
e = D
n+l 1lte
n
e =1
O
°n °n .y
Pour cette suite, An e My T 1o donc lim = 1
n nr+e n
Elle appartient également a Ly
2
1 * 2 *
T -8 T =~ 8§
N| s -s" - st B 2 - g* i
n n S -8 s -8
n n
5|.1665667 D+00j|{-.224745 D-01}|-.134847 D+00(}-.500000 D-01}|-.299999 D+00
10{.909091 D~01¢~.527708 D-02(~.580479 D-01}/-.,111111 D-01}-,122222 D+00
20| .476190 D~01y(~.128287 D-02|~.269403 D-01||~-.263158 D-02|-.552632 D-01
50{.196078 D~01l{|=-.202041 D-03(~-,103041 D~01|{-.408163 D-03|-.208164 D-01

3) La suite

Pour cette suite, An

défi

e
n

0.5

nie par

(1 - en)

=un=

e » Elle appartient & L, 5 elle appartient

également au sous-ensemble ol la transformation (Ti? est exacte.
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] 1 o> "2 %
* 1 * Tn S 2 . 1n S
N S ~- 8§ T- -8 " Tn - S 5
n n S -8 s -5
n n
51.112459 D+00 .0 0 -.125611 D-01{-.111695 D+00
10].694509 D-01 -.348626 D-02{-.501975 D-01
201.400563 D-01 -.97¢844 D-03!-.243878 D-01
50(.179275 D-01 -.174738 D-03({~.974693 D-02
4) La suite définie par
1l-e
e = e o
n+l n l+te
n
e = 0.5
o
2en 2en un
Pour cette suite, Xn = Tre My donc lim T 1
n 1+2en -e n>+o© 'n
Elle appartient encore a Ll
2
1 * 2 *
T -8 , T - S
N| s -g* T - s D 2 - ¢ I
n S -8 S -8
n n
51.535380 D-01(|-.203203 D-02(|-.379550 D-01|{-.684477 D-02|-.127849 D+00
10| .343124 D-01||-.725420 D-03|-.211416 D-01((-.232635 D-02(-.677991 D-01
201.201238 D-01(|-.227649 D-03(-.113124 D-01({-.708359 D-03}{-.352001 D-01
50|.904953 D-02||-.430902 D-O4|~-.476160 D-02|{-.131310 D-03|-.145101 D-01

En général, (Ti)
puisque (Ti) est

particuliérement

donne de meilleurs résultats que (Ti), ce qui est normal

en fait une valeur approchée de (Ti). Ce résultat est

évident dans le troisiéme exemple (suite du sous-ensemble).
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V - ACCELERATION PAR LE PROCEDE D'INTERPOLATION DE RICHARDSON

1) Description du procédé

» 3 . * ) ~ ” -
Soit (Sn) de limite S la suite dont on cherche a accélérer la conver-
gence ; et soit une suite auxiliaire (xn) de limite O.

Le procédé de Richardson (colonne p) consiste 3 supposer que s, est fonction

o / ' s a1 - p p-1
polynomiale de degré p de x, c'est & dire que Sn aP X + ap_1 X + ... %
a; x ta [REf 2] p 26. Cette égalité donne 3 la limite s¥ = a . En écrivant 1'éga-

1ité pour (p+l) indices consécutifs : n, n+l, ..., ntp, on calcule a_ que 1l'on

(p)

n

. . *
prend comme approximation T de S .
La premiére colonne du procédé de Richardson (interpolation par un polyndme

de degré 1) donne la transformation :

ASn
T ® % ™ %A
n *
Tn -8
La condition d'accélération de convergence : lim — =0 s'éerit ici
e >+ Sn - 8
ntl 1
n
lim =1
m+° “n+l 1
X
n

En particulier, une condition nécessaire pour que le procédé de Richardon
accélére la convergence de (Sn), suite d convergence logarithmique est que

la suite auxiliaire (xn) soit également 3 convergence logarithmique.

2) Choix de la suite auxiliaire

Supposons que (Sn) appartienne a Ll

e
n+l _ 1
en
lim e =1
e —n+l 1
Ae
n

Il suffit de prendre (ASn) pour suite auxiliaire.
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La premiére colonne du procédé de Richardson est alors analogue au procédé
A? d'Aitken et on retrouve le résultat de la propriété 11.

Supposons maintenant que (Sn) appartienne a Lp avec p € 10, 1[

e
n+l
i ]_
e
1i n 0
im e 2
Ae
1+ n+l
-1
Ae

Générons la suite auxiliaire par x >0

ASn+l

as
n

x [1- p(1 - )]

X
n+l

(xn) converge logarithmiquement vers 0.

Démonstration :

) (Sn) appartient d LOG 2, appelons (Xn) et (un) ses suites dérivées premiére

et seconde.

5,41

AS

n

= (1 - An)(l - un). A partir d'un certain rang, ceci est compris

entre 0 et 1.

AS
n+l)]

I1 en est de méme de [1 - p(1 - X5
n

La suite (xn) est donc positive et décroissante, c'est 3 dire convergente.

* . s
Notons x sa limite

N +00 ASn+l
= My - - ———
e X ¥ 1 - p(1 I3 )]
n=o n
+o0 ASn +1
Ce produit infini diverge si et seulement si la série nzo (1 - —Zgz—)
diverge. n+l -1
e
Or, puisque (5 ) e L_, lim Zgﬂ—————— = pe JO, 1[
n o Tntl
S
w ASn+1 w Cntl
La série z (1~ ~Z§——0 est donc de méme nature que Z ( - 1), c'est
n=o n n=o n
+00
3 dire de méme nature que ) An’ c'est 3 dire divergente (propriété 4
n=o

chapitre 1)
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ey s g . * .
Le produit infini diverge donc et, en conséquenc, x ne peut valoir que O.

X AS
. apt %L - g - ptl
D'autre part — 1 - p(2 ig )

n

> 1
N+

Le choix de cette suite auxiliaire dans le procédé de Richardson permet,
naturellement, de remplir la condition d'accélération de convergence.
Le procédé obtenu est analogue au procédé décrit dans la propriété 13.

z

I1 y a deux généralisations possibles de ce procédé.

1) On conserve la méme suite auxiliaire et on calcule les colonnes

suivantes du procédé de Richardson (interpolation de degré 2, 3, ... )

2) On calcule, de la méme maniére, une autre suite auxiliaire 3 partir
de la suite transformée et on réitére le procédé. On obtient ainsi une géné-

ralisation du A2 itéré.

Remarque : Ce procédé est d rapprocher de celui défini par Wimp dans [Réf 18]

page 172.

3) Expériences numériques

x rd P rd . l L] L >
J'ai comparé ces deux procédés pour la suite (H) qui appartient a

e *
LOG 1, donc & L,. Appelons (Sn) la suite initiale, de limite S = 0 ; appelons

1
~
eéme

(R;) la suite fransformée par la i colonne du procédé de Richardson et

i (] r4 .é I'd 2 (] [ 2
(A;) la suite transformée par la i ™ colonne de la généralisation du A

itéré.



1 * 2 * 3 * [Ty *
RF - S R - S R® - S R' - S
*
N| s -s" R - s — R? - §* — Ri - s" — R: -s "
n n S -5 n S -5 S -8 S -8
n n n n

5 |.200000D+00| | -.100000D+00{-.500000D+00{ | .666667D-01.333333D+00| | -.666667D-01|-.333333D+00|| .379545D+00| .189773D+01
10 |.100000D+00| |-.222222D-01}~.222222D+00| | .555556D-02| .555556D-01| | -.158730D-02|-.158730D-01|| .529101D-03{ .529101D-02
20 |.500000D-01}{-.526316D-02{-.105263D+00| | .584795D-03|.116959D-01| | -.687799D-04|-.137599D-02|| .859993D-05| .171999D-03
40 |.250000D-01{(-.128205D-02{-.512821D-01||.674764D-04| .269906D-02{ | ~.364737D-05{-.145895D-03|| .202618D-06| .810470D-05

1 * 2 * 3 * n *

AT - s A° - s A° - s A' -8

*
N| s -5 Al - s n___ A2 - st LI A2 - s* R A - s D
n n S -8 n S - S n S -5§ : S -8
n n n n

5 |.200000D+00} {-.100000D+00|-.500000D+00] | . 1444414D+00| .722222D+00( | -.356522D+00| ~.178261D+01| | -.565447D+01 | - . 282724D+00
10 | .100000D+00{ | ~.222222D-01|~.222222D+00 | .166667D-01| .166667D+00{ | -.157596D-01|~-.157596D+00| | .191289D-01| .191289D+00
20 |.500000D-01(|-.526316D-02|-.105263D+00| |.272904D-02] .545808D-01]|-.157756D-02{-.315512D-01|| .104434D-02| .208868D-01
40 |.250000D-01((-.128205D-02|~.512821D-01]].539811D-03].21592uD-01{ |-.237373D-03|-.949492D-02| | .109422D-02! .437688D-02

€C1



124

Sur cet exemple, la premidre méthode donne de meilleurs résultats.

Pour diverses va%eurs de p, j'ai ensuite comparé les valeurs du rapport

R: - s*
d'accélération -IL———f; aprés 50 itérationms.
Sn -8

La suite initiale est, pour chacun des p considérés, construite de la méme

maniére : An+l z An (1 - akn)

e, e (1-A)

avec a % -1 Ao et e, sont choisis afin d'assurer la convergence des deux
suites (A ) et (e_) vers 0.

n n
Le tableau suivant montre qu'il n'y a pas de différence importante selon

les valeurs de p.

rapport

o .
P d'accélération

100 .990099 D-02 .171653 D-01

10 .909091 D-01 .204722 D-01

5 .166667 D+00 .221530 p-01

2 .333333 D+00 .246050 D-01

0.5 .666667 D+00 .325509 D-01

0.2 .833333 D+00 .197534 D-01

0.1 ( .8098091 D+00 .267343 D-01

0.01 . 990099 D+00 .336712 D-01
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VI - ACCELERATION DU PROCEDE DE MANN

1) Définition des suites de Mann

J'utilise les résultats de [R&f 8] page 83.
Considérons
* une application £ : [0, 1] » [0, 1]
lipschitzienne et n'ayant qu'un nombre fini de points fixes
* une suite (an) telle que . ¥ n, 0 < @ <1

« lim o = 0
n

n--+w
400

. la série Z o diverge
n=o
Définissons la suite (vn) par :
A fo, 1]

PVl TVt an(f(vn) - vn)
*
Alors, la suite (vn) converge logarithmiquement vers un point fixe v de f.

De plus, elle est strictement monotone d partir d'un certain rang.

Remargues :

1) Une telle application f a forcément au moins un point fixe d'aprés
le théoréme de Leray-Schauder.

2) L'application f étant donnée, l'intervalle [0, 1] se subdivise en
une ou plusieurs zones d'attraction correspondant aux divers points fixes.
Certains de ces points fixes peuvent ne jamais &tre atteints par une suite
de Mann. Par exemple, dans le cas ol f est de classe Cl, les points fixes ol
la dérivée est strictement supérieure & 1 sont répulsifs. Les propriétés

démontrées dans [Réf 8] peuvent se résumer dans

Proprniété 15 : Toute suite de Mann appartient a LOG 1.
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Je vais maintenant m'intéresser 3 deux questions qui sont d'ailleurs liées

4

l'une a& l'autr«. Peut-on &frirmer, sous certaines conditions, qu'une suite
de Mann appart.ent 3 tel ou tel sous-ensemble de LOG 1 précédemment défini ?
Peut-on accélér:r, sous certaines conditions, la convergence des suites de
Mann ? Pour accélérer une suite de Mann, je serai amenée 3 ajouter des hypo-
théses sur la fonction £, hypothéses qui permettraient d'ailleurs d'utiliser

d'autres méthodes, plus efficaces que la méthode de Mann pour obtenir une

suite convergeant vers le point fixe.

2) Propriétés des suites de Mann

Proprni8té 16 : La suite (an) vinifie
o
. ou bien —gii n'a pas de &imite
n

o
ntl _

. ou bien lim =1

n>4o n

Démonstraticn

o
n+l

a
n

est toujours positive. Elle ne peut pas &tre plus grande que 1 car on

si ( ) a une limite, cette 1limite est forcément positive puisque (an)

aurait alors, d partir d'un certain rang o

+1 > o, ce qui est contradictoire

avec le fait que (an) tende vers 0 en restant positive. Donc, cette limite

appartient a [0, 1].

a +o0
Si on avait 1im —2ti ¢ ro, 1, la série ) a_ convergerait d'aprés le
o Tn nzo ©°
1
critére de d'Alembert, ce qui impossible, donc lim =1
no  n

~

x
Supposons & présent que f est de classe Cl au voisinage du point fixe v
considéré. Cette hypothése permet de donner une écriture différente de plusieurs

expressions grice & des dévelovpements de Taylor.
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£(v.) = £(v) + (v. - v f'(; ) avec v e ]v*, v [
n n n n n

f(vn) - vy -
— 5 = -1+ f'(v) (i)
v - v
n
D'autre part f(v_, . ) - v = flv +a (f(v) -v)]l-v -a (f(v)~-v)
n+l n+l n n n n n n n n

. . o s * '
A partir d'un certain rang, vy est donc dans le voisinage de v ou f est de

classe Cl, donc :

n
- = - 1 - - -
f(vn+l) Vo - fv )+ un(f(vn) v) f (v) - v, an(f(vn) v.)
Vel [
avec v € Jv_ ., V_
f(v_,.,) - v .
n+l n+l _ vy s s
o) — v - 1+ an(f (vn) 1) (ii)
n n
flv_,.) - v
Cette expression montre, étant donné que lim o_ = 0, que lim f?zl) — vn+1 =1
o >0 n n

" * v z
car, f est Cl et v tend vers v lorsque n > t+o, donc (f'(vn) - 1) est borné

lorsque n > +o,

fv )= f(v) +a (Ev) -v) £()
n n n n n "
f(vn+l) - f(vn) _ an(f(vn) - vn) f'(vn)

v -V v - v
n+l n n+l n

ntl

-~ Pd ’\J
entralne également = f'(vn)

f(Vn+l) - f(vn)

N
- = f'(v.) (iii)
vn+l Vn n

Propnidtd 17 : SA £ est de classe Cl au vodisinage du point fixe v™ eonsidént,

une condition nécessaire et sufgisante pour que (vn) appartienne & LOGSF est

que (an) appartienne a Log.

Démonstration :

(] ~ [ 34 2
T 1 d'aprés la propriété 1.
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Avier  One1r FOV) -V

n+l'
Av o : f(v ) - v
n n n n

La démonstration est évidente d'aprés la remmrque suivant (ii)

3) Accélération de la convergence pour le: suites de Mann

Considérons les suites de Mann construites & partir d'une fonction f
. e * . . .
de classe Cl1 au voisinage de v . Les points ol la dérivée est supérieure

. -~ 2 3 >~ * P4
strictement & 1 sont répulsifs ; bornons nous aux cas ol f'(v ) < 1 [Réf 8].

Propriéze 18 : Sodit (v ) une suite de Mann convergente consdtrwuite & partin

d'une application f de classe C1 au voisinage de v et tetle que £1(v) <1
Alons La thans formation

f(v) -v
n n

n n . f(vn+1) - f(vn)

v - v
n+l n

accelene La convergence de (v )

Démonstration

(1) Régularité

1- £9V)
n
z v . . .
f étant C1, 1 - f'(vn) tend vers 1 - f'(v*) qui est strictement positif.
D'autre part, v* étant point fixe, f(vn) tend vers 0.
Done lim T = v
n

n-+

2) accélération de la convergence

f(v) - v
. n n -
A v - v -1+ f'(vn)
lim ———% = 1im [1 + — 1= 1im [2+ ]
ne 'n ~ Y -+ 1 - f(Vn+l) f(vn) oo 1- f'(%n)

v -V
n+l n
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¥ en utilisant (i) et ({iii}
-~ i 2} *
Lorsqus n + +o f'(vp) et i‘(vn) tendent vers f'(v ) < 1, donc
R )
-V
lim —-
*
n*te v o~ v
n

=0

Il est possible de donner une autre expression de Tn ne faisant plus intervenir

f mais seulement la suite (a ).
n

Av
. . _ n
En effet, Vn+l'vn+an(f(vﬁ)—vn) implique que f(vn) Vot —=
Avn 2 n
- (Av)
- he} _ n 1
done T =v + = v - .
n n Av Av n a Av Av
n+l n n n+1l n
v+t T Ta a T o
n+1l n n+1 n
l -
Av
n
Av
Tn = Yn T o Av
n nt+l
-1
Av
n+l n

Cette transformation es* analogue 3 celle étudiée par Ney [Réf 16].

4) Accélération des suites de Mann par le procédé A2 d'Aitken

Cherchons d'abord une coudition pour qu'une suite de Mann appartienne & un

ensemble Lp' Appelons A v et (An) la suite dérivée premiére de (vn)

en+1 -1
®n An
R 2 —m—m——o o =
n AVI'H' 1 -1 1 - AVIH' 1
Av - Av
n n
v fFlv) -v f(v.) -v
n+l _ T 'n n _ n
i 1+ an m—————— dornic kn = - an -
v. -V v - v v -V
n n n

an(l - f'(;n)) d'aprés (i)
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a (1 - £'(v)) o (1 - £(v )
- , I - ' ‘s
,Rh - o, flv_ ) - v - o d'aprds (ii)
1 - bl n+l n+l 1 - n+l [1+a (f,(m )y - 1)]
an ’ f( v, J - v . an n Vn

(an) étant supposée d convergence logarithmique, appelons (a'n) sa suite
o
s 2 . s n+l .
dérivée premiére :~7§- =1 - a'n ; sSupposons que a'n > 0 3 partir d'un
n
certain rang, donc que (un) e LOG 1

. an(l - f'(vn)) 1 - f'(vn)

T _ T =
n ol an+i(f (vn) 1) o o
n + n+l

(1 - f'(%n))
n n

o
He
=]
1}
~
m
H

Hypozthese

Il y a deux cas :
*
ler cas : f'(v ) = 1
le numérateur de Rn tend vers 0 ; son dénominateur tend vers K.
. si K= 0, on ne peut rien dire

.81 K#£0, (vn) appartient a L.
2éme cas : f'(v*) < 1. Notons £ = 1 - f'(vn) >0

. £
lim R =
N n T+K

. 81 XK=0, (vn) appartient a L, et est donc accélérée par le procédé A
d'Aitken

.81 K#0, (vn) apvartient 3 L g+ On pourrait accélérer la convergence
de (vn) par les transformations des Trk propriétés 13 et 14 3 condition
de connaitre £ c'est 3 dire la dérivée au point fixe.

On peut résumer ceci dans la
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Propriéte 19 : Soit (vn) une suite de Mann convengente définle a £'alde :

. d'une application £, de classe C1 au voisinage de v* et verifiant

£1(v) <1
a'
. d'une suite (a_) de LOG 1 vérifiant 1im —62
o O

0

Alons Le procéde A% d'Aitken accélene La convergence de (vn).

Remarque : une suite (an) ayant les propriétés requises sera, par exemple,
la suite

a € 10, 1

(o]
- P s

o =a (1 - >

ntl n( an) avec p > 1 (entier ou non)
Démonstration :

.0<a <1
o
Supposons que 0 < a_ <1 alors 0 <1 ~ of <1 donc 0 < o (l-ap) <a <1
n n n n n

c'est d dire que 0 < a g <o < 1

+1
. . - rd . [ 3 . * . s .
La suite (an) positive, décroissante, tend vers une limite a qui vérifie

a* = a*(l - a*P) donc a* = 0.

La suite (an) tend vers 0 et vérifie 0 < a < 1 pour tout n

n
- p
O T 1 - ad)
izo
n
done 1im 1 (1 -aP) = 0
n>® iso *
+%0
Le produit infini T (1 - of) diverge vers 0 car aucun de ses facteurs
i=o+°° .
n'est nul, la série ) a? diverge donc également ; et, puisque p > 1,
i=o +0

0 < ag <o; <13 1a série ) oy diverge aussi.
' i=o
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La suite (an) remplit donc les 3 conditions requises par le procédé de Mann.

o
. D'autre part ntl - g _ P ; donc &' = of
o n n n
n
al
n _ p-1 .
et —/ ~ o~ cecl tend vers 0 lorsque n =+ +»

5) Expériences numériques

A) J'ai comparé le procédé de la propriété 18 (procédé de Ney) avec le A2
d'Aitken sur différentes suites de Mann. J'appelle (6n) la transformée de
(Sn) par A% d'Aitken et (Tn) sa transformée par le procédé de Ney.

Dans tous les cas (an) est définie par a, = 0.7

_ 2
@ g 7 an(l an)

cette suite vérifie les hypothéses de la propriété 19.

1) f(x) = 0.5 v, =

1 0.8

y=x
N

0.5

Y = € ()

- - & e e e

0.5

la suite de Mann (vn) converge vers 0.5, £'(0.5) = 0, £"(0.5) = 0

* *
§ -v T =-v
* * n * o
N v -V .G-V ———— T =-v m——————
n n * n *
v -V v -V
n n

286365 D-01

.461117 D-02

.161024 D+00

.416334 D-16

.145386 D-14

10

« 774301 D-02

.105759 D-02

.136587 D+00

20

.119358 D-02

.132565 D-03

»111065 D+00

60

.108121 D-04

.805666 D-06

. 745156 D-01
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2) f(x) = 0.5x + 0.25, Vi T 0.8
‘w 3;3&
> B S - i)
. 3= F
035 ) o v = = e e o« i a5
)
0.5 | __.. . !
s 1]
1
0 25 X '
' L
. ! S
0.5 i ’

la suite de Mann (vn) converge vers v o= 0.5, £'(0.5) = 0.5, f"(0.5) = O

N . § - v* N T - v*
N v -V § -v o T -v n
n n * n *
v -V v - v
n n
5 1.116222 D+00|].361215 D-01{.310797 D+00|{.735523 D-15.632859 D-14
10 {.630907 D-01(!.165362 D-01|.262101 D+00
20 |.258861 D-01{|.552u425 D-02|.213406 D+00
60 |.264451 D-02{].381982 D-03}.1u44u4y D+0O0
3) f(x) = 0.9x + 0.05, V1 = 0.8
/\ lt: x
- b]
Al ta-fh‘-
e R ,
!
|
[]
°I5 P ““““ '
. '
[} |
[ [
! '
0.05 ' '
-L >
0.5 )

La suite de Mann (vn) converge vers v = 0.5, £'(0.5) =

0.9,

£"(0.5) = 0
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5 }.253327 D+00}{.181423 D400} .716161 D+00((-.839606 D-14}.331431 D-13

10 }.225510 D+00O|!.148577 D+00|.658848 D+00

20 1.189836 D+00{|.112140 D+00j.590535 D+00

60 {.121602 D+00||.567598 D-01|.466766 D+00

Pour ces trois exemples, la valeur de la dérivée du point fixe n'intervient
pas pour l'accélération par le procédé de Ney ; par contre 1l'accélération

par le A? d'Aitken est d'autant plus mauvaise que la dérivée est proche de 1.

B) Etudions 3 présent l'influence de la suite (an)

Considérons a = 0.7

- - oF -
a = o (1 an) avec p = 2, 5, 10 et 100
a!
Plus grand est p, plus vite converge le rapport —EB vers 0.
n
1) f(x) = - x+1, v, = 0.8

*
(Vn) converge vers v = 0.5

A

. £1(0.5) = -1
AN £1(0.5) = 0

0.8 oo

e T

rm-'-‘




p=5

P=10

P=100
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§ - v T -v
N v - v § - v n T - v o
n n _* n *
Vn v vn—v
5|-.565999D-02 | |~.332532D-03 | .587514D-01 .832667D~16 [~-.147115D-13
10|-.257008D~03 { {-.144770D-04 | ,563292D-01
20}-.393998D-05| {-.193895D-06 | .492123D-01
60{-.169088D-09( |[~.593171D-11{ .350806D-01
§ - v* T - v
- v . n Uk n
N v,T Vv Gn v o Tn v -
A v, TV
5{ .603666D-04 .602266D-08} .997681D-04 .138778D-16( .229892D-12
10; .316866D-11
201 .277856D-16
60
* *
* * dn-V * Tn-V
N v -V § - v —— T - v —_—
n n v -V n v v
n n
5{ .442922D-02|[-.124379D-04 |[~.280813D-02 .833667D—16 .187994D~-17
10[-.534742D-05 .742083D-08 |[-.138774D-02
20|-.342198D-12 .291434D-15|-.851651D-03
60| .138778D-16
§ - v T -V ‘
N v - V* § - V* n T - v* n
n n v - n v - v
n n
5| .768000D-02 .138778D-16| .180700D-1u4 .277556D-16] .361401D-14
10{-.786432D-04
20| ~.824634D-08
60( .138778D-16
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2) f(x) = x> - 0.5x + 0.5, v, = 0.
- =2 x *
R T k) (v ) converge vers v 0.5
! £1(0.5) = 0.5
aqan £1(0.5) = 2
0.5 k- -w._ .
] ]
' }
\
J ]
[ 1
°s A
* x*
§ - v T -v
N v - v § - v n T - v n
n n * n *
v - v v -V
n n
51.199045D+00 .365151D-01| .183452D+00}|-.311091D+00(|~-.156292D+01
P=2 (10}.134544D+00 .197325D-01| .146662D+00(|{-.698208D-01|-.518944D+00
201.665431D-01 .993695D-02{ .149331D+00f|-.111740D-01}{-.167921D+00
60| .778409D-02 .105402D-02| .135408D+00}|-.119558D-03|-.153593D-01
. Gn -y . Tn -V
N v - v* 6 - v T -v -
n n * n *
v -v v - v
n n
5].157749D+00] | - .447602D-01}~-.283742D+00( {-.976316D-01|-.618903D+00
P=5 {101.573337D-01({-.196924D-02|~-.343471D-01]|-.666834D-02|~-.116307D-00
20| .642828D-02 .170788D-03| .265683D-01||-.683397D-04|~.106311D-01
601},322718D-05 .536429D-07] .166222D-01}(-.317%327D-10|~-.543282D~-05
*
5 - v T -vw
N v - v* § - v* n T - v* I
n n * n *
v - v v - v
n n
51.137518D+00( {-.449227D-01|-.197544D+00| |-.263232D-01|-.249824D+00
P=10)10}.300911D~01}{-.825107D-03{~-.274203D-01{ {-.143725D~02|-.477632D-01
20} .953386D-03 .855927D-05( .897775D-02{{~.129689D-05}~-.136030D-02
60(.267731D-08 .116998D-10| .436997D-02 .971445D-16]| .362843D~07
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. N Gn - v* . T - v*
N v - v 8 v T ~-v n
n n * n *
A" - Vv v - Vv
n n
51.1320080+400} |~ . 479174D~01({-.362990D+00!} [-.479174D-01|-.362990D+00
P=100;10!.227064D~01 (-.742840D-03}~-.327151D-01| |-.742840D-03|-.327151D-01
201.327957D-03] {-.140023D-06{-.426956D-03} | -.140023D-06(~.426956D-03
60{.107842D-10 .277556D-~16f .257371D-05 .277556D-16| .257371D-05
3) £(x) = 0.2x° + 0.7%x + 0.1, v, = 0.8
1 1- =3¢
: (vn) converge vers v =0.5
]
y: Flod £1(0.5) = 0.9
0.% L. - - . :
: £"(0.5) = 0.4
]
; .
0.4 1 ]
N t
0-5 4
* *
‘ § -v T -v
N v - v* § - v n T - v* 2
n n * n *
v -v v - v
n n
51.280001D+00 .230408D+00] .822883D+00 .136431D+01( .u487251D+01
P=2 10].265770D+00 .200726D+00| ,755263D+00 .240592D+01| .905262D+01
201 .244496D+00 .160574D+00{ .656755D+00|{-.462170D+01}-.189030D+02
601.190236D+00 .852325D-01( .448035D+00| (-.298519D+00|-.156920D+01
* *
§ - v T - v
N v - v § - v 0 T -V n
n n * n *
v - Vv v - Vv
n n
51.271470D+00 L440962D-01( .162435D+00 .195932D+01} .721746D+01
P=5 10(.242030D+00{ {-.530745D-01{-,219289D+00||-.266792D+01|-.110231D+02
éO .1911380+00¢ |{~.585117D~-01{-.306122D+00( {-.291477D+00(~.152495D+01
60}.663039D~01}{~.244709D-02{-.369073D-01{{-.115800D-01{-.174651D+00
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P=100
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§ ~-vw T -vw
N v - v* § - v* L T - v* n
n n * n *
v -V v - v
n n
51.267061D+00} |-.611544D+00(-,228990D+01 .265081D+01] .992588D+01
10} .227719D+00}|~.320912D+00|-.140925D+01||~-.960859D+00|~.421950D+01
201 .157297D+00| }~-.797853D~-01{-.507228D+00j |-.123980D+00{~.788190D+00
601 .234875D-01{(~.408967D-03{-.174121D-01{{~-.115385D-02}-.431302D-01
*
. . ; N Gn - vk . . ‘I‘n - v
vV a- v = n- -
v - v v -V
n n
51.265830D+00 .297890D+01t .112060D+02 .297890D+01] .112060D+02
104.222188D+0Q({-.738311D+00|~-.332291D+01}{-.738311D+00|-.332291D+01
20].141444D+00| {-.847498D-01|-.599177D+00] | -.847498D-01|-.599177D+00
60{.108365D-01{|~.228334D-03{-.210708D-01({-.228334D-03{-.210708D-01

Lorsque la dérivée s'approche de 1, les résultats deviennent de plus en plus

. v . . 2 2
mauvais. La itransformation de Ney donne de meilleurs résultats que le A

*
d'Aitken lorsque f'(v ) est assez éloigné de 1 ; dans le cas ou £1(v") est

proche de 1, c'est le contraire. Toutefois, la différence s'estompe lorsque

P devient grand.

. e . . *

C) Pour terminer, j'ai comparé les deux algorithmes dans un cas od f£'(v ) = 1.
On ne peut pas savoir d'aprés la théorie, s'il y a, dans ce cas, accélération
de convergence.

3 1 2 3 1
X+-2-X +EX+—-

£lx) = - F V1

Wi
N

£(0.5) = 0.5, £'(0.5) =1, f"(0.5) = 0
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~ \a:“x
‘ b - - e - e - - = -
. 00
1
1
'
L}
osf-- - - '
X '
' '
’ 1
A ' !
24 H i R
7
0.5 3
il n'y a pas d'autre point fixe que v = 0.5
6 * T *
-V - v
N v - v* §_ - v* L T - v* Lt
n n * n *
v -V v -V
n n
51.285892D+00 .262623D+00{ .918608D+00 .189919D+00( .664303D+00
P=2 |10(.277261D+00 .250998D+00| .905278D+00 .184372D+00( .6643978D+00
20(.265825D+00 .236740D+00| .890585D+00 .176911D+00| .665515D+00
60| .241704D+00 .209505D+00| .866784D+00 .160997D+00| .666093D+00
* *
§ -v T -v
N v - § - it T - e
n n * n %
v - v v - v
n n
51.280451D+00 .226757D+00}| .808544D+00 .185735D+00| .662273D+00
P=5 }|10(.264287D+00 .206273D+00| .780485D+00 .175279D+00| .663214D+00
201.241677D+00 .183223D+00| .758130D+00 .106504D+00| .664125D+00
601.194489D+00 .142970D+00| .735110D+00 .1239400D+00| .665333D+00
[\
l\\“\L\h
\5\-—90
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*

. N Gn—v N Tn-v
N v - v § -v T - v e
n n * n *
v - v v -V
n n
51.277730D+00(].201851D+00}.727149D+001| ! .183601D+00 .661077D+00
109.257206D+00]|.183568D+00|,713699D+00]| |.170301D+00(.662119D+00
201 .228454D+00(|.160811D+00|.703810D+00{ | .151530D+00|.663287D+00
60}.171732D+00]| |.119413D+00}.695344D+00} ] .114192D+00]| .664944D+00
* x
§ -v T -v
N v -v § - V* n T - v* n
n n * n *
v -V v - v
n n
51.276982D+00| | .182982D+00| .660628D+00({.182982D+00| .660628D+00
10 .254594D+00| | .168433D+00] .661574D+00( | .168433D+00}.661574D+00
20].222554D+00| | .147505D+00| .662784D+00| | .147505D+00 | . 662784D+00
604.159945D+00}].106311D+00| .664669D+00}|.106311D+00} .664669D+00
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CHAPITRE 4

UN PROCEDE D’ACCELERATION DE CONVERGENCE
POUR CERTAINES SUITES DE %
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La conclusion du chapitre 2 est que L n L6G 2 est rémanent ; cela veut
dire qu'il est impossible de trouver un algorithme unique accélérant la conver-
gence de toutes les suftes de L n LOG 2. Pour espérer accélérer la convergence
d'une telle suite, il faut donc posséder des informations supplémentaires sur

son comportement.

Dans le chapitre 3, j'ai décrit des procédés simples déjd connus
permettant d'accélérer des sous-ensembles de L n LOG 2 (par exemple, des
procédés accélérant Lp, ou bien le 6,-algorithme accélérant ESE 2).

La démarche de ce chapitre sera différente : je définirai un saus-ensemble
% de 2 (lui-mé€me inclus dans L n LOG 2) pour lequel il existe un procédé

d'accélération exact ; c'est d dire que je montrerai qu'il est possible de
calculer laqlimite de toute suite de 2 d partir d'un nombre fini de termes

successifs. PLus exactement, la construction 3 1'étape n sera la suivante :

4 termes successifs polynome de calcul de la limite

4'une suite (Sn) de > |degré 3 ———» |de (Sp), racine
L probléme résolution|réelle unique du
d'interpolation d'une polyndme
équation

Ce procédé peut &tre considéré comme un procédé d'accélération de
convergence et on se heurte ici 3 une difficulté fréquemment rencontrée
dans les probléﬁes d'accélération : la-détermination exacte du domaine de
régularité et du domaine d'accélération. Dafis ce cas particulier, ces diffi-
cultés sont liées 3 1l'approche adoptée (détermination d'un polyndme par
interpolation directe) et au manque de relations simples liant racines et

coefficients d'un polyndme.

Dans le premier paragraphe je définirai le procédé gréce 2 la technique

du sous-ensemble déjd utilisé dans le chapitre précédent et je donnerai un
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4

exemple de suite dont la convergence est effectivement accélérée par ce procédé.
Dans le deuxiéme paragraphe, j'étudierai plus en détail le procédé sur le sous-
ensemble ol il est exact. Dans le paragraphe 3, je donnerai des conditions

suffisantes de régularité. Le paragraphe 4 sera consacré au probléme d'unicité
de la racine du polyndme P 1ié 3 la définition du procédé. Enfin, je donnerai

dans le paragraphe 5, les résultats d'une étude numérique.



14y

I - DEFINITION DU PROCEDE - PREMIERS RESULTATS

1) Definition de ¥

J'ai défini, dans le chapitre 1, & = | |

L
pelo, 1L P

D'aprés la propriété 13 du méme chapitre, % c LOG 2

(Sn) € L <=> (Sn) € LOG 2

lim 72 = a e]O, +of
e n

J'ai déja considéré, au chapitre 3 (propriété 19) le sous-ensemble des suites
pour lesquelles (73) est constante égale 3 sa limite 3 partir d'un certain rang ;

n
appelons Q:cet ensemble.

U
= {(s) €L0G2/ IN eN, ¥n 2N, 12 = a e 10, +[}
n
< s . “
2) Propriété vérifiée par les suites de %
u u A
. Vv +1
Soit (Sn) € X ; alors ¥ n 2 N, Xﬂ = o donc — . X-E— =1
n n n+l

Ecrivons cette égalité en fonction de e , e e e :
g n® “n+1? “n+2° n+3

e Ae e de
ntl . L (e Ae - e Ae ) - =2, n+l (e Ae - e Ae

en+2 0+l n+2 n+l n+l — n+2 €41 Aen n+l " n n = n+l

~
1}
(@]

En appelant s* la limite de (Sn) et en se pappelant que Aen = ASn,
on obtient :

(s - (8

*,2 2 * *
nt1 = S (Asn) [(Sn+2 -3 )Asn+1 ntl ~ S )'Asn+2] -

2

* * * * -
(Sn - 8) (Sn+2 -8) (Asn+l) E(s -S) Asn - (Sn - 8) ASn+1] =0

n+l

C'est un polyndme de degré inférieur ou égal 3 3 en s* ; ordonnons-le suivant

. rd *
les puissances décroissantes de S :

’ ’ ’ * '
Propuibed 1 : Sodt (S_) une suite de £ ; atons fa Limite s* de (s) est aacine

< - 3 3
du polyndme Pn(x) =a X t+b x tc x+d
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2 2

avee a_ = (Asn)2 a%s . - (s )7 K s
bn = (Asn) ESn+2 n+l Sn+1 ASn+2 - 2Sn-i»l A2Sn+1]
- (Asn+l)2 I:Sn+l ASn - Sn Asnfl— (é; * Sn+2) A2Sn]
°n ~ (Asn)2 [S§+l A2Sn+1 - 2Sn+1(sn+2 ASn+1 - Sn+l Asn+2)]
- (Asn+l)2 |:Sn Sn+2 A2 Sn - (Sn ts +2)( BS - Sn ASn+1)]
dn : (AS ) n+1 [sn+2 ASn+l - Sn+1 Asn+2]
- (Asm-l)2 Sn Sn+2 [Sn+l ASn - Sn Asn+1]

cecd pour tout n 2 N.

3) Transformation de suites

Considérons maintenant une suite quelconque (Sn) de &. A partir de
quatre termes consécutifs de (Sn)’ il est possible de construire le polyndme
Pn(x) défini précédemment. Dorénavant, je me placerai sur le sous-ensemble
de & pour lequel, d partir d'un certain rang, le polyndme Pn est de degré 3
et a une racine réelle unique. Prenons pour Tn cette racine réelle unique.
Ceci fournit un procédé de transformation de suites qui consiste 3 interpoler

en quatre points (Sn, S S et Sn+3) la suite (Sn) par une suite (gn)

n+l’ “n+2
7 s s ¢ azes s
de X ; c'est la limite de (gn) qui définit Tn.

4 termes consécutifs Polynome P Calcul de T
d'une suite (S_) de » |de deggea > |racine réelle
% n probléme résolution|unique de P,
d'interpolation d'une
équation

4) Premier résultat d'accélération

Montrons qu'il existe des suites de & qui vérifient toutes les conditions
précédentes. Pour cela étudions l'exemple de la suite (%) qui appartient & %
sans appartenir 3 1 ; montrons que le procédé est défini et accélére la

convergence de (%).
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- a - Calcul des coefficients

S = e = % s, S =0

n n
e § 2 _ 2
ASn ~ n(n+l) , A Sn ~ n(n+l)(n+2)
a g(n+4)3 a_ # 0 donc P est de degré 3 exactement
n (n+1)”(n+2)"(n+3)
-2(2n+3)(n+4)
b, * 3 M m
n (n+l) (n+2) (n+3)
2
2(n"+6n+6)
a T 2 5 m
n“(n+l) (n+2) (n+3)
d) = 3 5_14
n (n+l) " (n+2) (n+3)

- b - Calcul des coefficients normalisés

b c

Les racines de a x3 + b x2 + cx+d =0 sont aussi celles de x3 + 2 x2 + — x
a n n n n a 0
+=2=0
a
n
bn n dn
Notons c2(n) = —, cl(n) = == ,c0(n) =
n n n
_ -(2n+3)
c2(n) = (n+1) (n+2)
cl(n) = n2+6n+6
(n+1)2(n+2)(n+4)
c0(n) = = 1
2(n+1)“(n+2)(n+4)

Comme il n'y a pas d'ambiguité, je négligerai dorénavant d'écrire les indices n

P(x) = x3 + c2x2 + clx + co

- ¢ - Existence d'une racine réelle unique

3

En utilisant la méthode de Cardan, on transforme x +c2x2 + ¢clx + ¢0 = 0 en

y3 + Py + q = 0 gridce au changement de variable x = y - %g ER&f 11] page 23
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-923 + cl
P="73
_ (€23 c¢lc2
q = 2( 5 3 + ¢0

I1 faut ensuite calculer Q = (2—)d + (%)2
8i Q > 0, 1'équation a une racine réelle et deux racines complexes.

Calculons p, q et Q.

p=- % 022 +cl = ~n(n+g)
3(n+1) (n+2) " (n+d)
iy 3 2
_ 2 3 1 " _4n + 43n + 153n" + 216n + 108
q = 57-c2 - §-clc@ + ¢c0 =

54(n+1)°(n+2)° (n+4)

(203 + 03)2 _ 8n8+131n7+926n6+3691n5+9076nu+1M10un3+13536n2+73u4n+1728
16 x 27 x (n+1)6 (n+2)6 (n+l+)3

o
"
w
N

Evidemment Q > 0

La racine réelle est x = A + B - %?
i

avec A = (-‘% + /6)3 et B = (- % - /Q)

1
3

Appelons N4 le numérateur de q, qui est de degré 4 et N8 celui de Q, qui

est de degré 8. 1
; - Ny /N8 °
x = [ 3 3 * 3 3 ]
108(n+1) " (n+2) "(n+4)  4=3/3(n+1)°(n+2)°(n+4)vn+h
1
- N4 /N8 3
+L 3 3 - 3 3 ]
108(n+1)°(n+2) " (n+4)  4x3vY3(n+1)°(n+2) “(n+4)vVn+h
, - 2n+3
3(n+152n+25
1 1 i
X = (-N4v3/arB+9VNE) S+ ( ~Nuv/3vnrh-9/N8) S+ (4v3) 3 (2n+3 ) Vs
= 1 1

3(4v3) 3 (n+1) (n+2) (netr) 2

- d - accélération de convergence

Cette racine x dépend uniquement de n ; notons-la x(n) ; elle sera la trans-

formée T, de (Sn). Je vais mentrer maintenant que (Tn) accélére la convergence
de (Sn) en montrant que lim ¥n) . lim (n+2) x x(n) = 0

oo YY) e il



148

Pour montrer cela, utilisons des développements limités.
N4 est un polyndme de degré 4 exactement ; &crivons donc
N4 = nu(l& + E:n) avec lim e = 0

N4

de maniére analogue, N8 = n8(8 +n ) avec 1lim n =0
n n
noo

Alors, - N4 /3 /n+4 + 9/N8 = n“[-(wen) V3 /nts + 9/8+nn]

Utilisons le développement limité (x+y)k = yk(l + k % + % r(%))

dans le cas ol |2]| < 1, aveclim r(t) = 0
y t*o

Lorsque n + +®, le tcje-rme (4 + en) Y3 /n+l devient grand devant 9»’8+nr1
[-N4 V3 /oG + 9/NB]° =

% 1 L 9B 9/8+n 9/8+n
n” [-(4+¢e )/§/n+3]3[1 t3 o + I r( e )]
B -(4+e )/3/n¥h  -(4+e )/3/neR ~(ute )/3/nek
% %— /3 /e 9 /& 3 /8
= - n°((4+e_)/3/a )1 - n__ I r (- 1 )]
n (44 WRHh  (L+e )V/3vnrh (4+e )Y3/n+i

Un développement du mfme type donne :
[- N4 v3 /o4b -~ 9/N813 =
% % /3 /84 9 /e+nn 9 /e+nn
- n"((4+€_)Y3/n+)°[1 + + s ( )
n (4+e Wnth  (4+e )/3/n+s (4+e_)/3v/n+d

]

Ce qui donne :

% % 9 V& 9 /B+n
-n°((u+€_)Y3/nem)°[2 + D ¢ )]
n (4+e_)V3/n+t  (4+e_)Y/3v/n+h
x(n) - T n : n
3(4/3) 3 (n+1) (n+2) (i) 2
1
(4/3)3(2n+3)Vrl
! 1 I

3(4/3)3 (n+1) (n42) (nts) 2

avec t(z) = -r(~z) + s(z) donc 1lim t(z) =0

2*0

Considérons maintenant 1im (n+2) x x(n)
n++e



49

(n+2) x x(n) =

% % ov/BTh 9 /81 %
- n°((u+e )V3/n+d) [ 2+ n +( I 11 + (4/3)° (2n+3)v/n+d
n (u+en)/§Vn+4 (4+en)/§Vn+4
T 1

34/3)° (n+1) (n+)?

Considérons d'abord :
L 1 1 1

nS(u+e )3(vV3)3(n+)® 3 /8 9 /8+n
_ n 9 n x t ( n )

1 1
3/ (ne1)(ne)?  (HE,)YVneR (u+e ) 3/t

9 v/8+e -
Lorsque n + +%, Lt + 0, car son numérateur tend vers 9/8 et son
(4+en)J§Vn+4
dénominateur vers +«
9 v8+n
donc lim t( At ) =0
oo (4+€n)/§Vn+4
t
D'autre part i 1 1
n’ (4+en)(/§)3(n+4)6 - (4+€ )
I FI I
3/ (1) (me1)? 3(1)? x BEL ¢ (BE43
sa limite est donc une constante lorsque n =+ +x
La limite de ce produit est donc 0 lorsque n =+ +»
4 1 1
-2n° (e )/BVRHE) +(4v3) 3 (2n+3)/n¥E
Donc lim (n+2) x x(n) = lim 1 T
n—>+o n-++0 3 -2—
3(4v3)° (n+l)(n+4)
1 i 4 1
b3 (2043) (n4)® - 20°(use )
= 1lim T T
e 3 3
3.4%(n+l) (n+u)
1 1 i 1
3 _ .3 43 _ 3 4 . 4
développons (n+4)” = n°(1 + n) =n7(l 4 5=t ~u (=)

avec lim u(i) =0
e
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1 1 . hud 1
w3 (20+3)n3 (1 + -3”; +2u () - 2n® (e )’
lim (n+2) x x(n) = lim 1 1 a n
e e 3 3 o4y
3.4 (n+l)n (1 + -3-; + "5 u(—ﬁ))
1 1 1 1

nf2.4° - 2(u+€ )3] + 43(§ + 8u(i)+3) + 1 43(‘++12u(i))
a4 n 3 n n n
= lim

1 1 1
e 3 3y y 1. .3 4 4
nl{3.4%] + 3.4 (3 + l&u(;)) + ; 3.4 -3— + uu(-ﬁ))
1 1 1 1

[2.43 - 2¢u+ )33+ 2 43& 4+ su) + 3) + L w3 er2uty)
o qs n n 3 n n n
= 1im 1 i 1

Tt 3,01 34 Y 1 3 4 4
[3-'4 1+ -;1- 3.4 (3 + Hu(;)) + '—2- 3.4 3 + '+u(—n-))
n
1

La limite du dénominateur est 3.43 1 1
la limite du numérateur est égale 3 lim r2.4% - 2(u+en)3] =0

n-++o

donc lim (n+2) x x(n) = 0, ce qui prowe bien que cette transformation
. 1
accélére la convergence de (H)‘

. , ]
Propri8ts 2 : Le procidé accélire fa convergence de fa suite (o).

Etudions 3 présent le procédé d'une maniére plus générale.
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Al

11 - ETUDE DU PROCEDE sup ¥

Je montrerai, dans ce paragraphe, que le procédé est bien défini

% (] Y 3 Y . . L] '\’ L4

sur &, c'est a dire qu'a partir de U termes successifs d'une suite de %, il
» . -y e * .
8st possible de construire un polyndme Pn de degré 3 dont S est la racine
” » » 2 zZ P * » 2

réelle unique (la propriété 1 assure déj3d que S est une racine réelle de Pn).
Dans la suite, je me placerai toujours implicitement au deld du rang N a

M

partir duquel 72 = a.
n

1) Cas des suites de limite nulle
n
Soit (Sn) une suite de ¥ de limite nulle
D'aprés la propriété 1, 0 est racine de P » donc d =0, donc
P (x) =x(a_ x° +b_ x+c )
n n n n
Je vais montrer que a est non nul et que Pn n'a pas d'autre racine réelle,

c'est 4 dire que le discriminant A = bﬁ - 4a c est strictement négatif.
PrOpAiBLe 3 : Sodt (S ) une suite de % de Limite 0.
Alons, pour n suffisammont grand, P est un polyndme de deghl exactement

égal & 3 et dont la sewle racine rnéelle est 0.

Démonstration

Posons e = &, A_ = A
n n

Toutes les quantités intervenant dans a s bn et c s'expriment en fonction

de e, A et a. En effet

n n

ntl - Sne1 T e(1 - })

w2 T, T el - (- ar2)

S . ze . =ze(l=MX(1-X+ar?)l-A1-al)(l-al+alrd)]
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AS_ = - el
n
ASn+1 = - eX(1l - A)(1 - al))
AS ., = - ed(1 - M(1 - ah)(1 - A+ ad’)(1 - ok + o’ A%

Azsn = e Az(l +a - al)
A% = %1 - V(- a? [+ ) - ok + o A2

I1 est facile d'en déduire que

e3° (1 -0 - a2 (1 +a) + ala - 1) A

a -

n

b_ = e (1 - 021 - a2 [-2(1 + &) + (1 + 4o - 262)) - 2a(1+a)A2+a2r3]
¢ = €2 (1 - 0% -2 [+ a) + ala - 3) & + 2 a2r]

a € 10, +°[ ; lorsque n + +», An tend vers 0 en restant strictement positif ;
e, est non nul puisque l'on a choisi de ne considérer que des suites
n'atteignant jamais leur limite. Il est donc évident qu'au moins a partir
d'un certain rang a ne s'annule pas.

Pn est donc de degré 3 exactement.

A=ue® % (- (1 -a)t %8

2+a2k312

avec § = [-2(1+a) + (1+4a-2a2)k-2a(1+a)k
- 40(1+0) + a(a-1)A] x [(1+a) + a(a-3) A + 20°2°]

A a méme signe que §

Pour une suite donnée, lorsque n + +®, 0 reste constant et A + 0 en restant

positif, donc, le signe § sera donné par le signe du coefficient de plus bas

degré en A. Le terme constant est nul, § est donc du signe de

—4(14a) (1+ba-202) - b(1+a) ala-3) - 4 (1+a) ala-1) = -4(1+a)

Donc, § est strictement négatif. ’

2) Cas général

On a une propriété analogue lorsque la limite est quelconque.
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. . 7 n " *
Propridté 4 : Soit (Sn) une suite de X de &imite s .
Alons, pour n suffisamment grand, P est un polynome de degré exactement

egal a 3 et dont La seule nacine néelle est s*.

Démonstration :

S sont entiérement

Sn+2’ n+3

L P 3
a) Les quatre termes consécutifs Sn’ Sn+1’

Y . . ~ *
définis par les quatre paramétres e = e s A= Xn, a et S

A%s , A%s

ASn+2’ n n+l

AS_, AS

e e e e ont des expressions
n’> n+l’ n+2’ n+3’ n n+l’ p

analogues aux précédentes ; seules varient les expressions de Sn = e + S
*

Sl ~ Bl TR B T ¥ 8 LR T8t E

A la suite (Sn) définie par (e, A, a, S*) associons la suite translatée (S'n)

définie par (e, A, a, 0). Appelons Pn le polyndme associé a (Sn) et Qn

le polyndme associé a (S'n).

Pour n assez grand, d'aprés la propriété 3, Q, est de degré 3 et a 0 pour

. S 2 . *
unique racine réelle. Si on montre que ¥ x, Pn (x +8) Qn(x), alors
pour n assez grand :

- P_ sera de degré 3

. les équivalences suivantes seront réalisées

Pn(x) = 0 <=> Qn(x-s*) =0 <=> X - S* = O<cz> X = 8§
b) Montrons donc que Pn(x+S*) = Qn(x)
Posons Qn(x) = ax3 + bx2 + cx+d avec d = 0 car Qn(O) =0

ax® + Bx2 + yx + 6

Pn(x)

Pn(x + s*) = o(x + S*)3 + B(x + S*)2 + y(x + S*) + 6

2

ax3 + (3as” + R) x2 + (3as* + 2BS* + Y)x + (as*a + 88*2 + ys*+ §)

* termes de degré 3 :

6 =a-= (ASn)2 A2Sn+1 - (4s )2 Azsn, qui ne fait pas intervenir la limite

n+l
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* termes de degré 2 :

2,2
04l " (Asn )T A sn]

2 *
* (Asn) [(en+2+S ) ASn+l n+l 2
2

* * * 2
r - -
) &(en+l+S ) ASn (en+S ) Asn+l (en+en+2+28 ) A Sn]

3as” + B = 3s*[(As )° A%s
n +1

* * 2
- (e +5S) ASn+ - 2(en+l + S5 ) A Sn+1]

- (Asn+l
Cette expression contient un terme de degré 0 en $* et un terme de degré 1
en S*. Le terme de degré 0 en s est égal 3 b ; le terme de degré 1 est nul.
Donc 308" + B = b.

* termes de degré 1

305*% + 28s* + vy

*2 2,2 2,2
3s [(ASn) A Sn+l - (Asn+l) A Sn]

* 2 * * *,,2
28 (ASn) [(en+2+S )ASn+l-(en+l+S )ASn+2-2(en+1+S )A Sn+l]

-+

* 2 * * *x, .2
28 (ASn+1) E(en+l+s )Asn—(en+s )Asn+l—(en+en+2+2s YA sn]

+

2 *. 2.2 * * *
(Asn) [(en+l+s )°A Sn+1'2(en+ +S )(en+ +S )((en+2+S )Asn+

1 2

*
+S )ASn+2)]

1

- (en+l

2 * *,,2 * *
(8s_, ) T(e +8%)(e_ +87)A%S (e +e_ ,+287)((e_  +8)AS_

)]

*
- (en+S )ASn+l
Cette expression contient un terme de degré 2 en s* qui est nul, un terme
de degré 1 en S*, qui est nul également et un terme de degré 0 en s* qui
est égal a c.
Donc 308*2 + 288" + vy = ¢
* termes constants

P *3 *2 * * ] b

le terme constant est égal 3 aS ~ + BS * + ¥S + § = Pn(S ) =0 d'aprés la
propriété 1 car s* est la limite de (Sn) et P est le polyndme associé 3 (Sn).

Donc, Pn(x+S*) = ax® + bx2 + cx = Qn(x).
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[I] - REGULARITE DU PROCEDE

Considérons maintenant une suite (Sn) de % et, & partir de quatre

termes consécutifs de (Sn)’ construisons le polyndme Pn. Je vais montrer
. *

dans ce paragraphe;, que toute racine de Pn converge vers S en montrant que
Pn tend, lorsque n -+ +®, vers une forme limite. Je suppose, dans ce paragraphe,
que le polyndme Pn est de degré 3 exactement, c'est 3 dire que
a_ = (A4S )2 A%s - (AS )2 A28 est distinct de 0. Les hypothéses que
n n n+l ntl n

j'introduirai (dans la propriété 5) pour démontrer la régularité implijueront

d'ailleurs que a, £ 0.

1) Cas d'une suite de limite nulle

Considérons (Sn), suite de %, de limite nulle.

= B

Notons e = e, A = A,0a = o et a
n n n

n +1

Les quatre termes consécutifs Sn’ S S Sn+3’ et, en conséquence, les

n+l’> "n+2°

coefficients de Pn’ peuvent &tre calculés en fonction de e, A, a et B

en+1 * Spt1 e(1 - A)

2
e 42 = S0 e(l - N1 - X+ a)")

e(1 - M1 - A + AL - A(1 - o) (1 - BA + aBAY)]

eh+3 = Snia

AS = - el
n
AS_ ., = - eA(1- A1 - ad)
BS_ ., = - el - A1 - ah)(1- A+ ar2)(1 - BA + aBA?)

A2Sn = eA2(1 + o - o))

2 o2 - ) 2
A%s ., = eA"(1 - A)(1 - al)(1 + B - B + 0BAY)

Dol a_ = ed A1 - ML - a2 (B -a) + (1 + 20 - B) A+ alB - 1) A%
b = et 2%(1 - M1 - an)? [(3a - 3B) + (-2 - 5a + 3B)X +
(1 + 4o + a2 - SaB)A2 - 200 + 1) As + a2 Au]
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e5 Aq(l - X)S(l - a)\)2 [(3B - 33) + (1 + 4o - 3B)A +

(]
1"

(308 - 30 - 202)A% + 202237

a_ = e - - a2 -+ add) (@ - B

Cherchons a présent la forme limite de ce polyndme lorsque n + + «,

En fait, je chercherai plutdt la forme limite du polyndéme normalisé
bn 2 Cn dn
3+ By Bxs 2,

a

P (x) = x
n a a
n n n

Les coefficients de P sont égaux 3 :

b 2 2 2 2.3
gg = e(1 - A) [-3 4 (1+a)8ta(1+a+a A+ (-20°-20)A7 + a”X ]
n 5t (1420-8) + a(B-1)A
c 2 2,2
53 - e2(l _ A)Q [3 + é:g—Qa) - 20°X + 207X ]
n 5t (1+2a-B)+a(B-1)A
d 2
EE = e3(1 - X)s B;a = - 1+A-a)
n =5t (1420-8) + a(B-1)A

Propriété 5 : Soit (Sn) une suite de %, de Limite nulle.

A
S{ lim _XE = 0, alors, fa forme Eimite, Lonsque n + += de B est Le polyndme

_ mte o
P(x) = x".

Remarque :

Cette hypothése entraine que a_ est toujours non nul (donc que le polyndme est

toujours de degré 3).

Démonstration

o= e A0 (100 0(B-0) + (1420-B)A + a(B-1)27]
Les termes ea)\u(l—k)(l-o&)\)2 sont non nuls a partir d'un certain rang pour

les mémes raisons que celles invoquées dans le cas de X

Posons €_ = (B-a) + (1+20-B)A + a(B-1))2

2
Aan + (1+an - Aan)An + an(an+ - 1) An

1
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lim €_ =0
n*+®

€ Jate

n_ _n
P (1 + % T AC"n) oy (an+l - An

n n

€

lim == 1+a" d'aprés 1l'hypothése de la propriété 5 (@ = 1im a )
nH+° n n>4e

£
N . . n . s
Donc d partir d'un certain rang, 3 est strictement positif. Comme ln

o]

est également strictement positif 3 partir d'un certain rang,

I NeN, ¥n 2N, e > 0.

Démonstration de la propriété 5

} Lorsque n + +®, avec les notations utilisées,

>
H
>
¥
o

= Y = Xn + 0 par hypothése
n n

*
a=a et B=oa tendent vers la limite de (an) que je noterai a et qui

n+l

appartient 3 10, +e[

d
I1 est donc clair que lim 2 =0
a
nHte
Cn
1lim a— =0
mH4e
lim Eg _
n>+o© a
n

La forme limite de ﬁn est donc P(x) = x3

Ceci prouve la régularité du procédé dans ce cas particulier. En effet,
lorsque n tend vers l'infini, Pn se rapproche de plus en plus de x3,
donc ses racines se rapprochent de 0. Notons, au passage, que, méme dans le

cas ol Pn a plusieurs racines réelles, elles tendent toutes vers O.
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o,
. . . cor n .
J'étudierai tout d i'heure la condition Zim -+ = 0. Voyons 3 présent s'il

[ n
est possible d'obtenir un résultat avalogue danz le cas ol {Snﬁ est de

limite quelconque.

2) Cas général

. 4z W e *
Considérons une suite (Sn) de &, de limite S .

Appelons toujours e = e s A= Xn’ a=a, B=ao

n n+l
. 2 2 e
€0 Cne1’ ©ne2’ Snea’ ASn, Asn+1’ Asn+2, A Sn’ A Sn+l se calculent comme
s, %* * *
= S =) 3 = 3 < =
précédemment. Et Sn en + S, N4l o+l + S, 5n+2 e 42 + 5, §n+3
+ s,

e
n+3

a_ est identique @ celui calculé précédemment.

e3 A (1-0) (1-00)2[(B-a) + (142a-B)A + a(B-1)22]

(Y]
[}

e A2[-(e(1-0) (1-A+022)+8™ VeA (1-1) (1-0A)+(e(1-1)+S*)eA(1-1)

o
"

(1-aX) (1-A+ar2) (1-BA+aBAZ) -2 (e (1-1)+5%)er?(1-1) (1-ar) 2 (1+B-BA+aBA?) ]
= e 2(1-1)2(1-a) 2T = (e (1-0) 48 ¥ Vet (e+8™ ) eX (1-)) (1-a})

- (et (1-1) (1-A+ar2)+25%)er 2 (1+o-0A}

o} I . *
posons b_ = b_ + b S
n n n 1O
O r'd ” £ 2 Pd ] L] rd o » , Y
bn a été calculé précédemment et j'ai vérifié que lim ;3 = 0 sous l'hypothése
n*t® n

de la propriété 5.

bi = 3¢ (1-1) (1-00) 2L (0=B)+ (~1-20+8) A+ (0-a8) A% T
¢ = e 2L (e2(1-2)2+2e(1-0)8%+5%2)en2(1-1) (1-a0) 2 (14B-BA+aBA?)

~2(e(1-M)48") (=(e(1-1) (1-A+ar2)+8™) eA(1-1) (1-ah)+(e(1-1)+5* ) e
(1-A)(1=0A) (1-htah2) (1-BA+aBA) ]

~e232(1-0)2(1-00) 2 (e48*) (e(1-1) (1-2+a22) +8% ) er? (1+ato))

~(e+e(1-A) (1-A+a2%)+25™) (= (e(1-1)489er+(e+s¥)eA(1-1) (1-a))) ]

c_ = e 4 cl S* + c2 8*2
n n

n n

[e]

Cn
lim E— = 0
n+® n
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(¢
1]

3 5 o i
eqlu(l—kﬁ“(1w%1}“5(88wﬁ%?¢{?%ECam6B)A?(6@8~am~2a2—2>12+(4u+4u“)13—2a A“j

2 3N, A e e - e
e A (1Y (B3R 1 e "}t‘.‘i*d%ﬂ?ﬁ*fé(}ﬁ"?ﬂ))\,?_‘i

0
i)

e 22 1-20) 2428 e (1-2)+5* ) [=(e(1-1) (1-A402 2 ) +Der(1-1) (1-a))

O
1

+ae(lwk)+s*)elﬁl-k)(}wax}ii~k+uk?)(lwsk+aBA 33
A2 (1-0)2(1-a0) 2 (es5 ¥ (a( 1-2) (1-a+ar D) +8™)
[-(el1-2)+S Yert+ (e+er( 1-2) (1-o) 1

2 K7 5 A3

Lg* 4 a2 s* 4 g

d = ad +d ¢
n n n

S

= 0 d'aprés ce qui précéde

5.4 a 2 ) 2 2z 2.3
e A (1-2)"(1-aX) " [(30-38)+{3R-ta-i)A+{3a+20 " -2aRIA " -2a"2 "]

[a¥)
H

e '3 (1-3) 2 (1-a0) 2 M 30-3B)+( 3B-50-2) A+ ( ~3aB+a>+1a+ 1) A 24 (~20-202) A 3402 ]

e (1-0) (1-00) 21 (a-B)+ (- 1-20+83A +(a-ap)A2]

]

Proprité 6 : Soit (s ) une sudte de %, de Limite s*,

A

. n N .. )

Supposons que 1im —— = 0, akons, Za fonme Limite, Lohsgue n +» +w, du
n>+er n

polynéme. ?n est B(x) = (x-5™)°.

Démeonstration :

by
a) -a-— =-3
n
b bi . .
Donc, T = T 3s n++w> - 38
n n

c 2 2.42 . 2,3
b) _élm_ = e(1-}) [6 + (-2-20)+(-20-20"=2)A + (4o+da " )A"-20"A ]

n 224 (1420-B)+(aB-a))
°n
D'aprés l'hypothése de la prepriété 6, lim — =0
o
2
“n
- = + 3
a

n
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c c® cl
n n n x *2 *7
DODC,'a—---a—'f-a——S + 385 ‘5——>3S
n n n
di11 2 2 (2042) + 2(12)\2 - 2022
c) 5 - ¢ (I-07-3 + B ]
fol 5t (1420~-B)+(aB-a)
4
donc lim P =0
nte
2
d 2 2 2 2.3
53 = e(1-M)[-3 + éi;a)+(1+a+a )A+(-20"-20)A " +a A ]
n T + (l+2(1—8) + (0.8"(1))\
4
donc lim — = 0
n++e 2p
a
—_— = _l
an
1 2
a a° 4 d
c'est 3 dire que -, ng, D 8*2 - g3 > - S*3
a a a a >4
n n n n

d) En conclusion, la forme limite du polyndme lorsque n - + est

3 2 2 *3

x° - 38" x° + 35%2 5™ - (x - S*)3

Ceci assure comme précédemment, la régularité du procédé sous 1'hypothése

Ao'n
lim T =0

n++o n

ba,
3) Etude de la suite (=)
n

Afin de pouvoir utiliser les propriétés 5 et 6, il faut maintenant

trouver des conditions pour que lim -XB = 0. Or les suites (a_) et (A ) ne
n>+eo n n n

sont pas indépendantes. D'aprés le propriété 15 du chapitre 1, en effet,
se donner une suite (Sn) de &, c'est se donner
. une suite réelle (an) de limite o € JO, +f

. un rang N vérifiant
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(i)VneN,?\

n+l kn(l - o'n An)

en+1 en(1 - An)

(ii) ¥ n = N, @ > 0

1 1
P <1
(iii) 0 < AN 5 inf (1, gGETaTT)
. i
idN

Si (an) est. constante a partir d'un certain rang, on est dans le cas ou (Sn)
appartient a %, —Kg-z 0 3 partir d'un certain rang.
n

Si (an) est 3 convergence linéaire ou super-linéaire, il en est de méme

pour (Aan) ; €lle converge donc plus vite que (kn) qui est 3 convergence

Aa
logarithmique, donc lim —= =0

n*t+®
Etudions le cas ol (an) est elle -méme 3 convergence logarithmique. Supposons
que (an) est dans LOG 1 (elle est donc strictement monotone d partir d'un

certain rang).

Ao
Lemme 1 + S& (-Tn) a une Limite, cette Limite ne peut étre que 0.
n

Démonstration du lemme :

>L#0

N>+

Ao‘n
Supposons que 5
n

Les séries de terme général Aan et An sont de méme nature, donc divergentes

(-]
car la série ) An diverge d'aprés la convergence de (Sn).
E nzo
Donc lim Aa, = lim (o -0 ) =
n® o  +  pee DL O

Il faut donc que la limite de (an) soit infinie, ce qui est faux par

hypothése. Donc, il faut que £ soit nulle.

Montrons 3 présent que, sous certaines hypothéses, la suite (-XE) converge.
n
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Hypothtses (H]) : A partin d'un certain rang N

a- M >0
n

B 1
b-0< 2t
Ao
o2
(Aan)
¢ - 1lim =0
mteo A an

Ces hypothéses étant faites, on peut supposer, quitte @ modifier le rang N,
que ¥n2N,a >0 et 0<Ai < .
n nooa”

2

oY étant la limite de (an).

fa
Posons Bn e
n
mn
Proprieté 7 : Sous Les hypothlses (H1), lim —— = 0
n+e  q
Aan
I1 suffit de montrer que (—X_) converge.
~ n

Démonstration

1) Formule de récurrence sur les Bn

Aun+1 x Bn - Aan+l =8
Aa, L anAan An+1 n+l
Bn
Aun+1 Bn2
done Bn+l Y v B -0 Ax
n n n n

2) Montrons, par récurrence, que ¥ n 2 N, Bn > 2an Aan

* D'aprés la remarque faite au sujet de (H1), 2u*lﬁ <1

et 0 < GNAN < 2aNAN

d'aprés a de (H1), (un) tend en croissant, vers a*, done 0 < ay < o
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! a di < < A, < *
c'est a dire que 0 L. AN QQNAN 20, XN <1

. - 1
<1~ < < < <
qui entraine 0 < 1 aNXn 1, donc O AN+1 AN "
20
~ Pd 1
* Supposons a présent que Xn < —
200
0<ad <20 A
nn nn
*
d'aprés a de (H1), 0 < a <a
donc 0 <a A <2 A <22 <1
n'n n'n n
C'est adire 0 <1 -a ) <1let0c<2) < <L
nn n+l n *
20
* ceci montre que 0 < ... < ) <A < ..o < ) < 1
n+l n N *
20,
. * . 1 1
Comme on a aussi ¥ n 2N, 0 <o <a , il vient > —
n 20, *
n 2a
Donc, ¥n 2N 0<)AX « L
n 2an

En multipliant cette inégalité par Aan qui est positif d'aprés a,
Ao,
A

n .
>20 M, c'lest 3 dire B > 20 Ao
n n n n n " n

Ceci entralne, en particulier que Bn est toujours positif.

3) Etude de la suite (Bn)

2
8 - AoLn+1 Bn = £ (B)
n+l Ao ‘B - o Ao n 'n
n n n n 2
Aan+l A x
Posons A = et B_=za A ; £ (x) =
n A n n n n x-B
on n

D'aprés b, ¥n 2 N, 0 < A <1
d'aprés a et les remarques, ¥ n 2 N, Bn > 0,

Etudions fn(x) sur l'intervalle E2Bn, +o[ (d'aprés le résultat du 2)

x-2Bn
——5 >0 ¥xce E2Bn, +oof

f est continue, dérivable, f!(x) = A x
n
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le tableau de variation de fn est le suivant

% 2B +c0

n
L]

f n(x) +

£ (X) +-c0

n //’)

4A B

n n

f a-t-elle des points fixes dans ce domaine ?

B
Si x° est point fixe, fn(xo) = x% <=> x° = 1_2 >0
n
B
Le seul point fixe possible, dans [2Bn, +of est x = 1A
n

B
ler cas D5 2B <=>A >4 <=>UAB_ > 2B
——————— l-An n n nn n
A $4:x
Y: f i)
(L)
' 2
1
]
N {
2B, x = ]EEL >
° A-An
dans ce cas, x étant le seul point fixe, on a obligatoirement
B
. 81 x> T ° alors f(x) < x
B " B

. n n
. sl x < T:K; , alors f(x) < TR

B

28me cas i —D— < 2B <=> A < = <=> 4A B < 2B
-------- l--An n n 2 nn n
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RN

= A
)\
\ag c(’-\
;‘!Aan— -_ e e m ew —fam amm em e = - ==
1
'
1
fls) oo ;
* ]
! '
: i >
%z Bn 28.
AcAn
dans ce cas, ¥ x 2 2B , f(x) < x
Bn 1
= <=> T = <=> =
\a:'x
~
\a: G(x)
- N
t
]
]
[]

e

dans ce cas, ¥ x 2 2Br1’ f(x) < x
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Encore une fois, ¥ x > QBn, f(x) < x

Résumons ceci :

B
. n
> <
si x> ¢ alors f(x) < x
n
B B,
: L < <
six < — alors f(x) oA
n n
2
B, a ( Aan )
i b (4 . = =
Revenons a l'étude de (Bn) > I-A A —-Aa tn
n n nt+l

D'aprés b, ¥ n 2 N, t, > 0 et d'aprés c, lim t = 0
N0

La suite (Bn) vérifie

<8 (A)

i > 1
si Bn >t~ alors, Bn+l 5

.83 < <
si Bn t alors, Bn+l tn (B)

avec (tn) suite positive de limite nulle.

4) Montrons finalement que (Bn) est décroissante ; cela entrainera sa

convergence d'aprés le résultat 2)

ler cas : 1'éventualité (B) ne' se produit qu'un nombre fini de fois.

<B

Cela veut dire qu'au deld d'un certain rang, on a toujours Bn+l .

(Bn) est strictement décroissante. Elle converge vers O d'aprés le lemme.

2éme cas : l'éventualité (B) se produit une infinité de fois aux rangs

Plagons-nous au rang N

o Ny ey N, >

) N
JbNh *qu
Puisque lim (tn) = 0, il n'existe qu'un nombre fini de termes de (tn)

n-oo
vérifiant tn >t

Ny
n 2 Nk'
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¥ Soit t le plus grand de ces termes. Montrons, par récurrence, que
k
¥nzN, Bn 2 tgk
* B <t < tv par hypothése.
N Ny
N K K
* Supposons que Bn < tg pour un indice donné n 2 Nk
k
On a alors 2 cas :

. soit <
soi tn Bn

<R =t

1 ~
alors d'aprés (A), Bn+l N

. soit t 2
n Bn

IA

1 a <
alors, d'aprés (B), Bn+l <t tgk.

i > < th
Ceci montre donc que ¥ n 2 Nk’ Bn < tnk
Prenons maintenant un n quelconque ; la suite (Nl, Nos vnes Nk’ cee )

tend en croissant vers 1l'infini, il existe donc un k unique tel que
N < <

k50 N

donc 0 < B < th avec & =

onc n < Y avec n 2 Nk

" .
Lorsque n + +©, k + +®, n_ > +® et tv - 0 car (tVv ) est une sous-suite

de (tn) qui tend vers 0. Donc (Bn) + 0.

Les résultats précédents peuvent se résumer dans la

Propnidtd § : Toute suite (a ) de imite o e 10, +of qui est s0it constante,
504t a convergence Lindaire ou duper-Linéaire, s0it a convergence Logarithmique
venigiant (H1) condult a une suite (Sn) de % pour Laquelle La forme Limite

du polyndme B_ est B(x) = (x - s*)3.

Un exemple d'une telle suite (an) est donné par 1la
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Propriet? 9 : Soit (o ) une suite de Limite a* > 0, dtnictement crolssante
n

a pantin d'un certain rang et appartenant a % ; alons, (an) vernifie Les

hypoth2ses (H1).

Démonstration

Y a) (an) étant strictement croissante vérifie a de (H1)
b) (an) appartient 3 L donc d LOG2d'aprés la propriété 13 du chapitre 1.

Appelons (ln) et (mn) les suites dérivées premiére et seconde de (an)
A-mnﬂ»l
—ZE;_ = (1 - ln)(l - mn)

(Zn) et (mn) tendent vers 0 et sont positives d partir d'un certain rang
Ao’n-rl
Aa
n
C'est a dire que b de (Hl1) est réalisé.

donc 0 <

< 1 3 partir d'un certain rang

c) (an) appartenant 3 %X, il existe r € 10, 1[ tel que

0'1'1+l—0l -1
*
a -
lim = r
n++o© “n+l
A“n -1 %
S 4
o - a (Ao )2
P s N n
Or ce rapport est égal a 5 = 5
Aa Ao (a - a)
n o n
o
n
2
(Aan)
donc y <3 =rte, (sn) étant une suite de limite nulle.
a - o A o
Do, n
(Aan) N
donc —s = (an -a ) (r + en) 3 la limite de ceci est 0 lorsque n =+ +o,
A an
(80 )2

donc lim ——— = 0, ce qui est c de (H1).
nr+o A o

L'hypothése a de (H1) impose que (an) soit strictement croissante a partir
d'un certain rang. On aura un résultat analogue en imposant a (an) d'étre

strictement décroissante.
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Hypotheses (H2) : A parntin d'un certain rang N :

a-»AM <0
n

Aa
b -0 < A2“1<1
)
(Aa )
¢ - lim o_ -9

e ATa
n

Par une démonstration tout 3 fait analogue 3 celle qui vient d'€tre faite,

on obtient une proposition qui compléte la propriété 8 :

Propriéte 10 : Toute suite (an) de Limite o” « J0,+=[, & convergence
Loganithmique, vérnigiant (HZ) conduit @ une suite (s)) de x pour Laquelle

2a gorme imite du potynme B est B(x) = (x - s%)°.

Ainsi qu'une propriété analogue 3 la propriété 9.
Propriete 11 : Sodit (oan) une suite de Limite o > 0, strnictement décrodssante

a pantin d'un centain hang et appartenant a % ; alons (an) vinigie Les

hypotheses (HZ).



170

IV - UNICITE DE LA RACINE DE P,

Les résultats de la partie II montrent que, si (Sn) € g, le polyndme
P s d partir d'un certain rang, est de degré 3 et a une racine réelle unique
qui est s*. Le but ést d'étendre ce résultat 3 certaines suites de %. Pour
cela, je vais considérer quatre termes successifs d'une suite (Sn) de & et
montrer qu'il existe (sous certaines conditions) une suite (Sn) de £ qui
colncide avec (Sn) en ces quatre termes. Le polyndme Pn, construit 3 partir
de (Sn) sera alors rigoureusement égal d celui construit & partir de (Sn) H
toutefois, la propriété 4 ne permet pas d'affirmer 1l'unicité de la racine
car on ne connait rien sur le rang des termes de la suite (sn). C'est pourquoi
je vais d'abord chercher une nouvelle condition pour que le polyndme Pn’
construit d partir de quatre termes successifs d'une suite de % soit de
degré 3 et ait une racine réelle unique, condition portant, non plus sur le
rang, mais sur les valeurs des paramétres intrinséques (e, A, Q, S*) de la
suite. Dans un deuxiéme temps, je chercherai des conditions pour que quatre
termes successifs d'une suite de % coIncident avec quatre termes successifs
d'une suite de % qui vérifie la condition d'unicité de la racine.

Ce probléme d'unicité de la racine a également été rencontré par Wimp [Réf 18]

pour un procédé comparable |

1) Cas des suites de X

Etant données les remarques faites au cours de la démonstration de la propriété i,
je me bornerai 3 é&tudier le cas ol s* = 0., Considérons donc .une suite (Sn) de

% ; quatre termes successifs de (Sn) sont donc définis par les paramétres

e=e., A= Xn et a. Pn(x) = (an x2 + bn X + cn).

. * . . N ‘s 2
Si a, # 0, la limite S = 0 sera racine unique a condition que A = bn -4 ac.

soit strictement négatif.
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Je vais chercher une condition pour que A soit négatif et je montrerai que

cette condition implique également que a £0

a) Calcul de A :

a_ = e 2% (1-2)(1-01) [ (14a) +a(o-1)A]
b_ = e A5 (1-0)2(1-00) 20-2(140) +( L+t0- 202 ) A =20 14a) A 240222 ]
o =& A% (1-0) 2 (1-00) 20 (140) +a(a-3) A+20 2227

En utilisant les notations déja définies, A a méme signe que
§ = [-2(1+0)+(1+4a-202)A-2a( 1+a) A 2+’ 12

40 (140)+0(0-1)AIXT (14a) +a(a-3) A+2a22 2]
Ecrivons § comme un polyndme de degré 6 en A
. le terme constant est nul

. le terme de degré 1 est -u(1l+a)

. le terme de degré 2 est 1 + 16a + 802

. le terme de degré 3 est -uo -2u0? -u®

. le terme de degré 4 est 60 + 160°

. le terme de degré 5 est - e - uat

. le terme de degré 6 est o

Donc & = A[-t(1+a)+(1+160+802)A-ba(1+60+a2)A2+202(3 +80) A -4a(1+a)A +a*2>]

b) Cherchons des conditions pour que 8 reste négatif pour tout A e 10, 1[,

(il faudra alors imposer, naturellement, comme condition, A € 10, 1[.)

Posons
f(A) = -u(1+oa)+(1+16a+8a2))\-'+a(1+6a+a2)>\2+2a2(3+8a))\3-4a3(1+a)>\u+a”)\5
£(0) = -4(1+a) < O

Pour que f reste négatif entre 0 et 1, il suffit que f ne s'annule pas entre 0

et 1. Appliquons le théoréme de Budan [REf 11] page 18.
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Soit N(0) le nombre de changements de signe de la séquence (f(0), £'(0),
f(s)(O))et N(1) celui des changements de signe de (£f(1), £'(1), ... f(s)(l)).
Le nombre de racine de 1l'équation f(A) = 0 situées entre 0 et 1 est égal &
N(0) - N(1). Calculons N(0) et N(1)

£1(0) = (1+160+80°)-8a( L+6a+a’) A+6a>(3+8a)a2-16a° (1+a)2 %450 A"

£1(0) = -Ba(1+bota®)+12a2(3+8a)A-48a> (1+a) A 2+200"A°

£330y = 1202(3+80)-960° (1+0)A+60a A2

£M ) = —9603(1+a)+1200 1A
£y = 1200
£(0) = -4(1+a) < 0 ¥ a € J0, +oof

£1(0) 1+16a+8a2 >0 ¥oe J0, +of

£1(0) -8a(1+6a+a2) <0 ¥ae o, +of

f(3)(0) 12a2(3+8a) >0 ¥ae 10, +of

L)

(0) -96a3(1+a) <0 ¥Vae Jo, +o

£5)0) = 1200" > 0 ¥ a e 10, +ol

Donc N(Q0) = 5

£(1) = (a-1)2(-30%+20-3) £(1)

A
o

sia #1

1]
o

£(1) sia=1
' - 3 2
£f'(1) = (0-1)(-11la"+130 -9a-1)
Ce dernier polyndme de degré 3 a pour tableau de variation

o 0 +x

-lla3+13a2—9a-l -1

—_

Il reste donc toujours négatif.
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donc f'(1) >0 siax<1
f'(1) =0 sioa=1
£'(1) <0 sia>1

£'"(1) = -4af( 2+3a-10a2+7a3)

Ce dernier polyndme de degré 3 a pour tableau de variation :

10-v37 10+v37
a 0 —_— — +00
21 21
2 3 '
(2+30-10a"+7a") + 0] - 0 +

2+30L—100c2+70L3 / 400
2 \\\\\5’ g3y 5g ////,/W

21

il reste donc positif ; donc
£f"(1) < 0

£3)(1) = 3602 (140) (1-01)

donc f(a)(l) >0 siax<i1

£ 1)
(3)

0 sia=1

f 7 (1) <0 sia>1

£ (1) = 2uala-u) [ £M(1) <0 sia <
£y =0 sia=uy
£y >0 sia>u
£ (1) = 1200*, £3(1) > 0

Faisons un tableau suilvant les valeurs de d.
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£ | e | e | £ P | M | D | o
0 <a<1 - + - + - + 5
o =1 0 0 - 0 - + 1
l<oa<t4 | - - - - - + 1
Q= b - - - - 0 + 1
o >4 - - - - + + 1

Dans le cas od 0 < a < 1, N(1) 5, donc N(0) - N(1) = 0. C'est & dire que
le discriminant A associé a P est toujours négatif.
I1 suffira donc de prendre a et B dans ]0, 1[ pour assurer l'unicité de la
racine. Vérifions, d postériori, que cette condition implique également
an £ 0

3,5 2
a =e A" (1-2) (1-a}) [(1+a) + a(a-1)A]

e est non nul puisque l'on ne considére que des suites n'atteignant jamais

leur limite, la condition [a € ]O, 1[ assure que A, (1-1) et (1-al) sont non nuls.

A e Jo, 1[
Il reste 3 montrer que (1+a)+a(a-1)A est non nul. Cette expression ne

. L te z s _1+a
t s'annuler que si X était égal a
pourrait s'annuler que s tait éga EED)

A restant compris entre 0 et 1, il suffit de montrer que, lorsque o varie

dans 10, 1[, la fonction g(a) = a%%%ET reste toujours supérieure 3 1.
g'(a) = o _+20 12 et le tableau de variation de g a la forme suivante
o’ (1-a)
o 0 -1+/2 1
g'(a) - 0 +
g(a) = \ / *
g(aﬁw)
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On vérifie donc bien, 3 postériori, que Pn est de degré 3. Résumons ceci

dans 1la

Propriéte 12 : Une condition suffisante pour que Le polyndome P s cons thult

& partin de quatre termes successifs d'une suite (s_) de X définis pan
(e, A, a, S*) s0it de degné exactement égal a 3 et ait s* pour unique racine
néelle est que :

A e Jo, 1f

o e 10, 1[

Remarque : o € ]0, 1[ correspond 3 une suite de Lp avec p € ]%3 1l

2) Cas général

Je vais me servir de la propriété 12 pour montrer que pour une certaine
catégorie de suites de %, Pn a toujours une racine unique a partir d'un certain
rang. Supposons en effet que la suite (Sn) de % colncide avec une certaine

suite (s ) de L sur quatre points, c'est & dire que

) Sn+l Sn+l

Sn+2 “n+2

Sht3 T Snes

et supposons que (sn) vérifie Xn e 10, 1[
a e J0, 1L

Alors, d'aprés la propriété 12, le polyndme P construit & partir de S.s Spe1°

S S est de degré 3 et a une seule récine réelle, qui est la limite de

n+2® “n+3

(sn).
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Considérons une suite (Sn) de & et cherchons 3 quelles conditions il existe

une suite (Sn) de % coincident avec (Sn) en quatre points et vérifient

An € 10, 1[ et o € J0o, 1[

a) Conditions d'existence de (s )

Soit (Sn) € %. On cherche (sn) vérifiant

Ceci peut s'écrire

- 8
(ol =1 -2 0<A <1
* n n
S - s
n
) n+2 =1 -2
S _ S* n+l
n+l
S *
n43 = °
=1-2
S _ s* n+2
n+2

((s_) € LOG 2
n
= 3 3
Soep - Sppo¥ i {o, 1, 2, 3}
4u+,
M2 -0 e 0, 1[,¥ i€ {0, 1, 2, 3}
n+i
A e Jo, 1
n
An+l =1 -
AT L™
n
An+2 -1 -1
Xn+1 n+l
= = < <
[ akn, Yhe1 oL>‘n+1’ 0<a<l1

z . * ~
En écrivant (e, A, 0, s ) les paramétres de (Sn)'

n+l =1 -2
*
S -8
n
S s*
n+2 - =1- A+ ax2
) Sn+1 - s
*
S -8
2 = 1-A(1-0h) (1-arta?A?)
Sn+2 - s

\0<A<l1l, 0<ac<1
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ou encore e=S8 -8
n
x*
n+l s' = e(l-})
* _ _ 2
1 42 s = e(1-2)(1-A+ar™)
* 2 2.2
Sn+3 - s = e(1-2)(1-2+arx")[1-A(1-ar) (1-ad+0 A7) ]
0<A<1 0<ao<1

* .
e, A, 0., s sont les inconnues ; les termes de (Sn) sont connus.

En remplagant chaque ligne par sa différence avec la précédente, j'obtiens

*

rS‘S = e
n
AS = - el
n
§ A8 . = - eM(1-A)(1-ad)
8842 * —eA(1-1) (1-a)) (1-A+ar?) (1-ar+a’A?)
0<X<1l, 0<acx<l1

\

Ensuite, je divise la 3iéme et la 4iéme ligne par la précédente, ce qui est
possible 3 condition que e # 0 et A ¢‘£. Cette condition est toujours

o

vérifiée puisque A et a sont toutes deux dans 10, 1[. Donc
(s - s = e
n

AS = - ex e#0
n

) ASn+l
AS
n

ASn+l
ASn+2

(1-2)(1-ar) 0<A<1

(1-A+ar?) (1-or+aZr?) 0<a<1

,,
1}

De la 38éme ligne, je tire o en fonction de A

S -s =e
n
AS:-eA
n
AS
=Ll oL, ol
{a= T l-5 55— ]
n
AS
=22 = (a0 (1-arva®r?)
n+l
Le#0, 0<XAc<l1l 0<oacx<1
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AS
A étant positif, on auraa > 0 si A <1 - —Kgii
n
ASn+1
D'autre part, on aura @& < 1 si 0 <1 - A < S
n
le systéme s'écrit donc
*
S - s =e
n
AS = - el
n
Sl o2 Asn+1]
EEX T ISX  ThS
n
AS
242 o (1-avan?) (1-artar?)
As
n+l
/AS AS
n+l n+l
e#0, 0<A<1, 1- Asn <)\<1-———ASn

Cette derniére inégalité n'est pas incompatible, car (Sn) € LOG 2, donc

As
n+l N . .
= - - < t .
AS (1 An)(l un) 1 3 partir d'un certain rang

n

Je reporte la ligne 3 dans la ligne 4 afin d'obtenir une équation en A, et

ASn+l ASn+2
pour simplifier 1'écriture, je pose A = F5» BTgg— Le systéme 3
' n

n+l

résoudre s'écrit

n
AS
n

e = - ——

=L - A
a =3 (1 1-A)

(1+4-B)A34(3B-3-A+A2)A%+(3-3B-A+A%) A+ (B-1+A-A°) = 0

| A e 11 - VA, 1-A[

ASn+l ASn+2

s B =
ASn ASn+1

pour que 1 - VA soit positif.

avec A = ; et je me place 3 un rang suffisamment élevé

Posons R(A) = (1+A-B)A3+(3B-3+a2-2)A2+(3-3B+A%-A) A+ (B-1+A-A%)

Si on trouve A solution de | R(A) = 0

Aell1-v/A,1-al



179

Les autres inconnues seront déterminées de maniére unique. Le probléme est

donc de résoudre le systéme

R(A) = 0
(3)
Xe ll - VA, 1-Al

J'utilise 3 nouveau le théoréme de Budan.
R()) = (1+A-B)A3+(3B—3+A2—A)A2+(3—3B+A3-A)A+(B—1+A—A2)
R'(A) = 3(1+A-B)A°+2(3B-3+A2-A)A+(3-3B+A -A)
R"(A) = 6(1+A-B)A+2(3B-3+A2-A)

R"'(A) = 6(A+1-B)

R(1-A) = AS(B-A)

R'(1-A) = A2(A+2A—3B)

R"(1-A) = -2A(1+2A-3B)

R (1-A) = 6(1+A-B)

R(1-A) est du signe de (B-A)

R'(1-A) est du signe de (1+2A-3B)

R"(1-A) est du signe de (3B-2A-1)

R" (1-A) est du signé de (1+A-B)

Avant d'étudier ces signes faisons une remarque :

Propridté 13 : S4 (sn) € kL, (Asn) € LOGSF

(Ce sera vrai, & plus forte raison, si (Sn) e k)
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Démonstration :

Y I < LOGSF (propriété 13 du chapitre 1)

ASn+l
donc, si (Sn) € ¥, lim RS - 1
nree o
ASn+1
Posons —g=— = 1 - An’ (An) étant la suite dérivée premiére de (ASn)

ASn+l - en+1 An+1

AS e A

n n n

= (1 - An)(l - un) donc An = An LN An

(Xn) et (un) étant naturellement les suites dérivées premiére et seconde

de (S )
n

>\n+l + un+l An+1 _ xn+l

) - M
An+l _ An+l * un+l An+l un+l - xn Xn+l >‘n An n+l

An An + un - An M u

A U
+1

( Lt ) tend vers 1 lorsque n =+ +®© et —E tend vers une constante a artenant
) q X PP

n n

A
3 [0, +o[, donc —R*—l——«g 1, donc (AS ) e LOGSF.
n

nr+

Je vais faire 1'hypothése supplémentaire (ASn) e LOG 2

(An) sera alors strictement décroissante 3 partir d'un certain rang.

ASn+2 ASn+l
* R(1-A) est du signe de B - A = S - A =An - An+l >0
nt+l n
AS AS A
* R'(1-A) est du signe de 1 + 3A - 3B =1 + 2 —Zgii -3 Z§Eig = An(3 R+l - 2)
n n+l n

[1174

partir d'un certain rang, An > 0 et la quantité entre parenthéses tend
vers 1, donc est positive également.
Donc R'(1-A) > O

* R"(1 - A) < 0 évidemment

ASn+1 ASn+2
* R™ (1-A) est du signe de 1+A-B = 1 + —=— - 5= qui tend vers 1 et est
n n+l

donc positive d& partir d'un certain rang.

Donc R" (1-A) > 0.
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Le nombre de changements de signe de la séquence (R(1-A),R'(1-A),R"(1-A),

R" (1-A)) est donc N(1-A) = 2.

Cherchons 3 présent N(1-vA), ou plutdt cherchons des conditions pour que

N(1 - ¥&) = 3 puisque, dans ce cas, R aura une racine entre 1 - YA et 1 - A,

c'est 3 dire que le systéme (S) aura une solution unique.

*R" (1 - YA) > 0 naturellement

*R"(1 - YA) doit &tre négatif

R"(1-/A) = 6(1+A-B)(1-/A) +2(3B-§+A2-A) .

la condition s'écrit B < 1 - % A§ + A - % AE

*R'(1 - VA) doit &tre positif

R'(1-VE) = 3(1+A~B)(1-VA) 2+2(3B-3+A-A) (1-/K)+(3-3B+A°-A)
L %- 5 2 %' 1,2

la condition s'éecrit B < 1 - §-A t3 A - §-A + =

w

*R(1-¥A) doit 8tre négatif
_ 3 2 A? 3 2
R(1-VA) = (1+A-B)(1-vR) +(3B-3+? -A) (1-vVA +(3-3B+A°-A) (1-YA)+(B-1+A-A")
3
la condition s'éerit B < 1 - 2A2 + 3A - 2A2 + A2

Le systéme (S) aura donc une solution unigue 3 condition que

1 3
(p<1- % A%+ A - % A2
1 3
B<l-2a2+3a-2,2,1,2
37,73 37,

N
N
he]

B<1-2A"+3A-2A"+A

Ces conditions se raménent 3 une seule ; il suffit de trouver la plus petite

de ces 3 quantités.

w
=
fw

N

1
~~
',_J
b=
p—
1
~~
'_J
1
w|F
o=
+
wiwu
x>
1
win
s 23
+
Wi
o
S

Posons hl(A)
—2 -g .JL 2_1
=3 A 3 A+ 3 A 3 A .

_ 2 - 4/A + 3A -4AVA
1 6VA
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Ceci a méme signe que 2 - 4/A + 3A - UA/A qui tend vers -3 quand A »+ 1,

D'autre part, hl(l) = 0. Le tableau de variation de h., donne donc

1
A 0 A 1
(o]
[ -
h 1
0

En effet, la dérivée h', devient forcément négative pour A assez proche de
1, c'est 3 dire 3 un rang assez élevé.

Cela veut dire que pour n assez grand, hl(A) > 0 ; il suffira donc.de
réaliser la seconde condition pour réaliser la premiére .

Agissons de maniére identique avec les 2éme et 3&me conditiens

1 3 1 3
hy(A) = (1-3a2+2a-2a2+ 24 - 1-24%+38-247 44D
1 3
:%A2-%A+%A2-%A2
h2(l) =0
h',(4) = 1 - 4/A + 6A - UAVA a méme signe que son numérateur qui tend

2 3vA

vers -1 lorsque A -+ 1.

I1 existe donc Al € ]0, 1[ tel que le tableau de variation de h2 donne

(

Al O A1 1

h!
h2 \

Comme précédemment, il suffit de réaliser la 3éme condition.

Tout ceci peut se résumer dans la
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Propriéte 14 : Soit (Sn) une suite de & vénigiant a partin d'un certain nang,

. (AS_) € LOG 2
n

2
ASn+2 ASn+1 ASn+l ASn+l ASn+l ASn+1)
*AS

<1-2V—pgg—+3 x5 " 25g is t Crs
n+l n n n n n

Alons, 4L existe un nang au deld duquel Le pofynome P a une racine réelle

unique.

L'étude expérimentale qui suit va montrer qu'il existe un sous-ensemble de X%
pour lequel le polyndme Pn est de degré 3, a une racine réelle unique qui

* Y a4
tend vers la limite S de la suite considérée.
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V - ETUDE EXPERIMENTALE

J'ai comparé cet algorithme avec le 62-algorithme pour certaines suites de X.
Appelons (Tn) la suite transformée de (Sn) par l'algorithme étudié et (Gn)
sa transformée pour le 62-algorithme. Ces deux transformations nécessitant

la connaissance de gquatre termes consécutifs de (Sn), je comparerai 3 chaque

. * * *
fois (Tn -5) et (Gn S ) avec (Sn+3 S)

Les rapports d'accélération seront respectivement et

ler exemple

La suite S, = %, de limite O, appartient & L
3

1+ La forme limite du polyndme

nof

est P(x) = x

* * n * n
n Sn+3 S Tn S —_— Gn - S —_—

5{0.125000D+00(|{0.912714D-02|0.730171D-01|0.122125D-014|0,976996D-14

100.769231D-01}]0.323061D-02]0.419980D-01

2070.434783D-01}|0.990568D-03{0.227831D-01

50/0.188679D-01{{0.181504D-03{0.916973D-02

Les coefficients du polyndme normalisé ont, pour n = 50, les valeurs

b c d
;3 = -0.388386 D-01, EE = 0.384194 D-01, ;E = -0.684593 D-07
n n n

28me exemple

Considérons les suites de % générées par
e, quelconque
ko quelconque

s* quelconque
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An+l An(l - akn)

“n+l en(1 - An)

o. est une constante de 310, +®[

Comparons les propriétés d'accélélation lorsque les divers paramétres varient.

Ces suites sont des suites du sous-ensemble ou la transformation est exacte ;, théo-
riquement, on doit obtenir un résultat exact pour (Tn) d partir d'un certain rang.
Lorsque les paramétres e s Ao et §kvarient, les résultats restent pratiquement

les mémes ; dés les premiéres itérations, on obtient un Tn - s* de 1'ordre de
10712 3 10715,

Par contre lorsque o varie, il se produit des différences. Comparons les

valeurs obtenues d l'itération 5

T -8"

s . -g* T -8" . S

o n+3 n S —S*

n+3

107° | -.781332 D-02 | .275557 D-11 | -.352676 D-09
0.5 | -.820144 D-01 | .370592 D-12 | -.451863 D-11
1 -.179699 D+00 | -.309086 D-12 .172002 D-11
5 -.744608 D+00 | -.109979 D-11 | .147700 D-11
20 ~.926783 D+00 | .u52284 D-10 { -..489094 D-10
5000 | -.999714 D+00 | -.131266 D-05 .131304 D-05

I1 semble donc que lorsque o devient grand, la suite converge de plus en
plus lentement et le procédé d'accélération donne des résultats de moins en
moins bons. Ceci est en accord avec les résultats de la propriété 19
(chapitre 1).

Dans chacun des cas de cet exemple, le procédé associant (Tn) a (Sn) donne
naturellement des résultats meilleurs que le eé-algorithme. Comparons. ces
résultats dans le cas ol

Ao=0-59 e°=3, S =0, a=1
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La forme limite du polyndme est P (x) = x>
* *
T -8 6 -8
N| s -5 T -s" 2 6 - s” 2
n+3 n -S* n S —S*
n+3 n+3
51.539098 D+00 444600 D-13( .824711 D-13((-.587251 D-01}-.108332 D+00
10}.362705 D+00 -.184094 D-01}{-.507560 D-01

20(.221839 D+00

-.548183 D-02

-.247108 D-01

501.103777 D+00

-.101934 D-02

-.982249 D-02

A 1'itération 50, les coefficients de ﬁn sont

b
-2 - 107278 D-11, % =
an a

[¢]

.574298 D-13,

ml (e
=

ja]
jo]

3éme exemple

Considérons 3 présent des suites générées par

e, quelcongue
Ao quelconque
s* quelconque

An+1

A (1 -0 A)
n n n

en+l en(1 - An)

ol (an) tend vers une constante a e J0, +oo[

2 +

a) a_ =
) n

e =1, A_=
o )

forme limite du polyndme P(x) = x>

1 boyr

2
(Aan)

= .621622 D-25

- 6x2 + 12x - 8

n+2

Remarque : Aa_ = - s = .
n n(n+l) Aan n+2 A2a

(H2) est réalisé

 Zn(nt1)

. Donc 1'hypothésé
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* *
T -8 0 -8
N| s_ .-s" T -8 n o - s n
. n+3 n —S* n —S*
n+3 n+3
5(.599344 D+00| |-.447627 D+00|-.746861 D+00|[-.822194 D+00¢-.137182 D+01
10}.543889 D+00{ [-.100651 D+00|-.185059 D+00{{-.165959 D+00|-.305134 D+00
20| .468766 D+00||-.291714 D-01|~.622302 D-01{|~.540643 D-01{-.115333 D+00
50].353751 D+00||-.642645 D-02(|~.181666 D-01{|-.144820 D-01{-.409384 D-01
Les coefficients de ﬁn sont, 3 1'itéré 50
b c dn
EE = -.670705 D+01 , EE = .149512 D+02 , T = -,110733 D+02
n n n
b) a =2+in
2
e =1,x =0.3, s¥ =2

La forme limite de ﬁn

est P(x) =

x3 - 6x2 + 12 x - 8

remarque : @ est ici 3 convergence linéaire.
* *
T -8 6 -5
N| s .-s T -s" D o - s L
n+3 n _g* n S -S*
n+3 n+3
5(1.502299 D+00||-.639458 D~-01|-.127308 D+00({~-.224144 D+00(-.446237 D+00
10|.427368 D+00||-.232549 D~02|-.544142 D-02||~-.506621 D-01{-.118544 D+00
20].341348 D+00||-.297662 D~05(-.864423 D-05|(-.204692 D-01}-.594434 D-01
50({.241577 D+00||-.207674 D~09|-.859662 D-09{}{~.606438 D-02{-.251033 D-01

Les coefficients de Fn a 1'itéré 50 sont :

o

n
a
n

-.648800 D01, £ =

(e}

n

[aW

.140117 D+02 , g‘l z

n

-.100714 D+02
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_ 1
c) a, =2 Log(n+l)
e =1, A =0.3, s =2
o o
Forme limite de ﬁn : P(x) = x3 - 6x2 + 12 x - 8
. . T -8 . 6_-s"
N Sn+3~S Tn -8 -S* en - S _S*
n+3 n+3
5(.272951 D+00}|.453831 D-01].166268 D+00({.771132 D-02|.284714 D-01
10{.202205 D+00||.201069 D-01{.994380 D-01{(.278242 D-02].137604 D-01
20(.143681 D+00}|{.919186 D-02(.639743 D-01)(.238707 D-02).166138 D-01
50(.883148 D-01¢|.3u47446 D-02|.393418 D-01(}.166105 D-02].188083 D-01
Au rang N = 50, les coefficients de §n sont :
by °n d
. = -.618245 D+01, . = .127385 D+02, . = -.874714 D+01
n n n
d) Prenons pour (an) une suite alternée
n
a = 2 + (-1)
n n.
e =1, A =0.3, s" =2
o )

Forme limite du polyndme P(x) = x>

- 6x2 + 12x - 8

. . T - s* o - s*

N S -S T -8 6 - S» d

n+2 n _S* n _S*

n+2 n+2

51.379597 D+00{|.283071 D+00|.745715 D+00{|.283071 D+00].745714 D+00
101.310637 D+00{[.107557 D+01{.346247 D+01||.632709 D+00|.203681 D+01
20].242569 D+00}(.837292 D+00(.345176 D+01{(.587686 D+00{.242276 D+01
50(.165714 D+00(|.594583 D+00|.358802 D+01{{.491837 D+00|.296799 D+01




Les coefficients de Pn

o

I - -.692889 D+01, —= = .159423 D+02, —= =
a a da

n

0

n
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au rang 50 sont

d
n

n

-.121858 D+02

Le procédé échoue dans l'accélération de cette suite ; le 6,-algorithme

échoue également. Les coefficients du polyndme sont d'ailleurs fort

z * 3
éloignés de ceux de x

e)

2n+1

T Oone2 T

24 o

- 6x2 + 12x - 8

Cette suite (an) ne vérifie ni (H1) ni (H2) car Aan est nul un rang sur

Ao,

2 n+
deux et, en conséquence, o

e
&)

Forme limite du polyndme :

1, AO =

0.3,

n

*
S =2

P(x)

- L3
= X

- 6x° + 12x - 8

devient infini un rang sur deux

Du point de vue de l'accélération de convergence, on peut distinguer

ici

ont

deux sous-suites (celle des rangs pairs et celle des rangs impairs) qui

un comportement différent.

. . T - s* . 8 -gs”
N| s .-S T -5 g -5 o
n+3 n —S* n ~S*
n+3 n+3
4|.613813 D+00{| .203400 D+01| .331372 D+01|| .133064 D+01| .216783 D+01
10|.545716 D+00||-.289599 D+00|-.530678 D+00{|-.434632 D+00|-.796444 D+00
20| .471121 D+00||-.667777 D-01|-.141742 D+00]{|-.982743 D-01{-.208597 D+00
50{.356259 D+00||-.135328 D-01{-.379858 D-01]]-.221519 D-01{-.621793 D-01
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* *
* x Tn - S x On - S
N S -S T -8 8 - S
n+3 n -S* n —S*
n+3 n+3 _
51.600539 D+00 .698042 D-11] .116236 D-10(|-.609983 D~01{-.101573 D+00
91.555408 D+00 .155582 D-10| .280122 D-10§{-.397543 D-01(-.715768 D-01
191.477191 D+00 .146192 D-10}{ .306359 D-10({-.211287 D-01{|-.442771 D-01
49(.358809 D+00({-.304819 D-09{~-.849529 D-09{{-.775907 D-021-.216245 D-01

La sous-suite de rang impair donne trés vite une bonne approximation de la

limite ; ensuite il s'introduit des erreurs ; la sous-suite de rang pair’

n'accélére que faiblement la convergence. Pour le 82-algorithme, les deux

sous-suites ont un comportement pratiquement analogue.
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CONCLUSION
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A l'issue de ce travail, il reste de nombreux problémes non résolus.

1) Pour un certain nombre d'ensembles définis au cours du chapitre 1, je ne
peux, ni exhiber un algorithme d'accélération, ni montrer qu'ils ne sont pas
accélérables. Deux questions, notamment, sont intéressantes

* On sait que LOG1let LOG2 sont non accélérables. Peut-on affirmer que LOG

est non accélérable ?

-~ -
* On sait que LOG 1let LOG 2sont accélérables. Peut-on affirmer que tout

—— o
LOG N est accélérable ?

2) En ce qui concerne les diverses vitesses de convergence de suites de Log,

le résultat de la propriété 19 du chapitre 1 montre que si (Sn) € Lpl et
T -T
< 1, alors, lim B

(Tn) € L <
P e S - S

avec 0 < pl <

2 Py

Est-il possible d'étendre ce résultat a Lo et L. en montrant que toute

1

suite de Lo converge plus lentement que n'importe quelle suite de L et que

toute suite de Ll converge plus vite que n'importe quelle suite de | | ?

pel0,1[ Lp
3) A aucun moment je n'ai parlé de transformations diagonales. Il existe, i
ma connaissance, peu de résultats théoriques sur ce genre de transformations
(Réf 141, [REf 13]. Cependant, l'étude expérimentale montre que les trans-
formations diagonales (en particulier la diagonale du 8-algorithme [R&f 3])
donnent de bons résultats d'accélération dans de nombreux cas de convergence
logarithmique. Il faudrait donc étudier théoriquement ces transformations

diagonales et leur application dans le cas de la convergence logarithmique.
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TABLEAU RECAPITULATIF DES ENSEMBLES DECRITS

Log : ——=1- Xn
n
e
rog1: o1 -y
e n
n
Log2: 2L -1 _
e n
n
Log N: 2L - _
e n
n
LOGSF :
. ASn+l
lim =1
AS
S
LOG = n , LOG N
NeN

—~
LOG1: (Sn) e LOG 1

—
LOG 2: (Sn) € LOG 1

o~
LOG N : (Sn) € LOG 1

lim An =0
Nt
lim X =0
N>

INeN,¥n2N, A >0

lim A = 0

n->+oo

(M) e LOG 1
n

lim X = 0

n-++o n

(Xn) ¢ LOG(N-1)

Aln
QK#O,lim 'A—é—=K
n>-tw n

(A) e T0G 1

—~
(Xn) € LOG(N-1)

3p e [0, 1],1im ZTEL"""= 0

n~ n+l -

v 1

n




Y
b

p€10,1]

pl-jc_,ll[

(S ) ek
n

L

L

p

p
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