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1 NTRODUCT 1 ON 



Dans l e  cadre de l ' a c c é l é r a t i o n  de l a  convergence, l e s  problèmes posés 

par  l a  convergence logarithmique n ' o n t ,  jusqu 'à    ré sent, é t é  g tud ié s  que d'une 

manière p a r t i e l l e  ou d'un po in t  de vue purement numérique. On s a i t ,  p a r  expé- 

r imenta t ion ,  que c e r t a i n s  algori thmes accé ld ren t  c e r t a i n e s  formes de conver- 

gence logarithmique mais aucune étude g loba le  n ' a  é t é  f a i t e  s u r  ce  s u j e t .  

Pour tan t ,  c ' e s t  dans l e  cas  de l a  convergence logarithmique ( c ' e s t  à d i r e  c e l u i  

des s u i t e s  à convergence t r è s  l e n t e )  que l e s  méthodes d ' accé l é ra t ion  s ' a v è r e n t  

l e  p l u s  néces sa i r e s .  

La première étude exhaust ive de c e t t e  ques t ion  s e  t rouve dans un 

a r t i c l e  de Smith e t  Ford ( 1 9 7 9 )  ; dès l a  seconde phrase de l ' i n t r o d u c t i o n ,  

l ' é t a t  d ' e s p r i t  e s t  annoncé : "notre  approche s e r a  principalement expérimentale".  

Cet a r t i c l e  e s t  i n t é r e s s a n t  c a r  il pose un c e r t a i n  nombre de ques t ions  e t ,  

parmi c e l l e s - c i  : "Ex i s t e - t - i l  un algori thme du type lr2 d ' l i t k e n  accé l é ran t  

t o u t e  s u i t e  à convergence logarithmique ? "  

En 1980 J . P .  Delahaye e t  B. Germain-Bonne donnent l a  réponse à c e t t e  

quest ion e t  c e t t e  réponse e s t  négat ive.  Dès l o r s  s e  pose l e  problème : "Quel 

type de convergence logari thmique e s t - i l  a c c é l é r a b l e  ?'', ou, p l u s  exactement, 

''Comment d é f i n i r  un ensemble de s u i t e s  à convergence logarithmique de façon 

q u ' i l  s o i t  accé l é rab le  ? "  L'étude qu i  s u i t  e s t  une t e n t a t i v e  de réponse à 

c e t t e  ques t ion .  

Dans l e  premier c h a p i t r e  j ' é t u d i e r a i  un c e r t a i n  nombre de problèmes 

spéc i f iques  posés pa r  l a  convergence logari thmique e t  j e  d é f i n i r a i  p l u s i e u r s  

sous-ensembles de l 'ensemble des s u i t e s  à convergence logarithmique. 



Dans le deuxième chapitre, je montrerai que l'un de ces sous-ensembles 

n'est pas accélérable. 

Dans le troisième chapitre, j'étudierai un certain nombre de procédés 

qui accelèrent des sous-ensembles définis au chapitre 1. 

Enfin, dans le quatrième chapitre, je construirai un procédé de trans- 

formation de suites valable pour un sous-ensemble particulier. 



NOTAY I O N S  

J'appellerailN l'ensemble des  entiers naturels et IR l'ensemble des réels. 

* * 
N et iR sont les mêmes ensembles privés de l'élément 0. 

Je désignerai toujours par (S ) une suite de réels supposée convergente, n 
* i ème 

de limite S . Sn désigne le n terme de la suite (S ) .  Sauf précisions 
n 

contraires, l'indice n varie dans N ,  de O à +m. 

Je noterai e l'erreur commise en prenant l'itéré S comme approxi- n n 
* 

mation de S* : en = Sn - S ; (e ) désigne la suite-erreur. n 

Je supposerai toujours que les suites considérées n'atteignent jamais 

leur limite ; c'est à dire que e est toujours non nulle. n 

AS désignera la différence entre deux termes consécutifs de la suite n 
- (Sn) : ASn - Sn+l - Sn. 

11 est évident que ASn = Ae pour tout n et que la suite (AS ) 
11 n 

converge vers O. 

De manière analogue, A'S~ = A(ASn) = ASn+, - ASn. 

Procédés d ' Accél érat i on : 
* 

Considérons une suite (Sn) de limite S et considérons un procédé qui 

transforme (Sn) en une suite (T,) 

Le procédé sera dit : 

1) exact pour la suite (Sn) 



* 
s'il existe un rang N E IN tel que V n 2 N T,, = S 

2) régulier pour la suite (Sn) 

si lim TE = ç "  
n++W 

3) ~ccglérant la convergence de (S ) 
T--s* n 

I I  
si lim = O 

n++a sn-sX 

Il est &vident que cette dernière propriété entraîne la régularité. Il est 

évident que si un procédé est exact pour (Sn), il est également régulier 

pour (S ) et accélère sa convergence. n 

Pour des raisons pratiques évidentes, un procédé d'accélération de convergence 

ne saurait être valable que si le calcul d'un itéré T ne nécessite la n 

connaissance que d'un nombre fini d'éléments de ( S n ) .  

Ensembl es Accél érables : 

Considérons S un ensemble de suites. S sera dit accélérable s'il 

existe un procédé capable d'accélérer la convergence de toute suite de S. 

Dans le cas contraire, S sera dit non accélérable. Supposons S non accélg- 

rable. Cela ne veut pas dire que, si on se donne une suite quelconque de S, 

il est impossible de l'accélérer ; mais cela veut dire qu'il n'existe pas 

de transformation "universelle" pour S (accélérant toutes les suites de SI. 



ETUPE DETAI LLEE DE LA CONVERGENCE 

LOGAR 1 THM 1 QUE 



J.P. Delahaye et B. Germain-Bonne ont prouvé C ~ é f  71 que l'ensemble 

des suites à convergence logarithmique n'était pas accélérable. Il est donc 

nécessaire d'en définir des sous-ensembles dans le but de les accélérer. 

Après avoir fait un parallèle avec le cas de la convergence linéaire 

(paragraphe 1) , je décrirai, dans le paragraphe 2, la convergence logarithmique de 

trois manières distinctes. L'une de ces manières, fondée sur la notion de 

suite "dérivée première" est examinée de manière systématique dans le troisième 

paragraphe : divers sous-ensembles de suites à convergence logarithmique sont 

décrits chacun étant lié à une propriété de la suite "dérivée première" ; 

les diverses inclusions découlent naturellement de propriétés plus ou moins 

fortes exigées de la suite "dérivée première". Le paragraphe 4 est consacré 

au problème de la comparaison des vitesses de convergence de deux suites à 

convergence logarithmique. Finalement, les problèmes posés par la convergence 

logarithmique sont exposés dans le paragraphe 5 : parmi les sous-ensembles 

décrits dans le paragraphe 3, lesquels sont accélérables ? 

Note : On trouvera, en fin de volume, un tableau récapitulatif des divers 

ensembles décrits dans ce chapitre. 



1 - UN PARALLELE AVEC L E  C 4 S  DE LA CONVERGENCE LINEAIRE 

U é d i U a n  7 : Une aLUke (Sn) e.b.t diXe à canvagence Linéaihe h i  
e 
nt1 - 

lim - - K ou K UR: un /ré&- uéPc id~an t  1 K I  < 1. 
n++a en 

*'nt1 Une telle suite vérifie automatic:uement lim - K. 
n++W 

De ces deux égalités, il est possible de tirer immédiatement un procédé 

d'accélération de convergence en procédant de la manière suivante : 

Considérons les suites à convergence linéaire qui vérifient, à partir d'un 
e 
n+l - AS 

nt1 - * certain rang - - - K. Pour de telles suites, la limite S est e 
n 

solution d'une équation polynomiale de degré 1 : 

* 
ASn(Sntl - S 1 = S n  - s*) 

dont les coefficients peuvent être calculés à partir d'un nombre fini 

* 
( 3 ,  dans le cas présent) de termes de (Sn). C'est à dire que la limite S est 

calculable directement et exactement à partir d'un nombre fini de termes de 

la suite : fi 

Maintenant, pour une suite à convergence linéaire quelconque, on peut 

définir le procédé qui transforme (Sn) en (Tn) où ( T n )  est donnée par 
(AS-12 

2 
Ce procédé est bien connu : c'est le procédé A dlAitken. Et il a été prouvé 

CRéf 21 (théorème 32 page 3 8 )  qu'il accèlère la convergence de toutes les 

suites à convergence linéaire. 

La situation est-elle identique dans le cas de la convergence logarithmique ? 



Ué6iniLion 2 : Une a d e  (Sn) e ~ t  diXe à convehgwce & o g ~ ~ y u e  a i  
e  
nt1 l i r n  - = 1. 
e  n+too n 

e  n t 1  
Remarque : l a  l i m i t e  K de - , s i  e l l e  e x i s t e ,  d o i t  obl igatoirement  v é r i f i e r  

e  n  
IK] 5 1 ; en e f f e t ,  dans l e  ca s  c o n t r a i r e ,  on a u r a i t ,  à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  

rang l e  1 > le  A ,  ce  qui  e s t  incompatible  avec l a  convergence de ( e  ) ve r s  O .  
n+ 1 n  

La convergence logari thmique a p p a r a î t  donc comme un cas  extrême de l a  conver- 

gence l i n é a i r e  (K = 1). 

Il e s t  évident  que l a  d é f i n i t i o n  2 e s t  équiva len te  à l a  

UC~inLLion 2 ' : Une a d e  ( s  ) e~; t  à convehgence & o g ~ ~ q u e  a i  et aedem& 
n 

h i  
l i r n  - = O 

e  n+tm n  

AS Aen e  
n - n + l  puisque - - -- = - - 

e e  e  
n  n  n  

C'est  à d i r e  que, dans l e  cas  d'une s u i t e  à convergence logari thmique,  l a  

d i s t ance  parcourue en une i t é r a t i o n ,  clSn, devien t  un inf in iment  p e t i t  devant 

l a  d i s t ance  r e s t a n t  encore à pa rcour i r  pour a t t e i n d r e  l a  l i m i t e ,  e . 
n 

Dans t o u t  ce qui  s u i t ,  j ' a p p e l l e r a i  Log l 'ensemble de t o u t e s  l e s  s u i t e s  à 

convergence logarithmique. 

S i  on compare l a  s i t u a t i o n  avec ce qu i  s e  passe  dans l e  ca s  de l a  convergence 

l i n é a i r e ,  on t rouve t r o i s  d i f f é r ences  fondamentales. 

1) Une d i f fe rence  concernant l e  rapport des d e l t a s  

Comme je l ' a i  remarqué au  début du c h a p i t r e ,  une s u i t e  à convergence 
e  A s l l + ~  

l i n é a i r e  ( l i m  - = 1<, \ K I  < 1) v é r i f i e  également lirn - = K. 
rr.9 en e  

AS n++= n n t 1  
Dans l e  ca s  logari thmique,  au  c o n t r a i r e ,  lirn - = 1 n' implique pas 

e 
n++= n 



AS"+l forcément l i r n  - = 1. 
n++m Asn 

La  s u i t e  ( S n )  d é f i n i e  p a r  1 
= [ i ~  si  n  = 0 (modula 3 )  

( $ s i n o n  
AS 

s i  n  Z O (modulo 3 )  
e 

(modulo 3)  

n t 1  s i  n  5 2 (modulo 3)  

AS 
n  Donc, l i r n  - O ; c ' e s t  à d i r e  ( S  ) E Log. 

e  n++m n  n  
A S n + î - î  n-2 Mais ,pour  n  5 O (mod 3 )  p a r  exemple, --- - - - 1 

3 ' n+2 , c e c i  t e n d  v e r s  - 
Asn 3 

" n + ~  
l o r s q u e  n  -+ +03 ; donc (--1 ne p e u t  t e n d r e  v e r s  1. Il e x i s t e  cependant  un 

ASn 
"n+1 impor tan t  sous-ensemble de  Log pour  l e q u e l  l i r n  - = 1. Cet ensemble a é t é  AS n++m n  

d é f i n i  p a r  Smith e t  Ford C ~ é f  171.  J e  l ' a p p e l e r a i  LOGSF 

"nt1 LOGSF = { ( s n )  / l i r n  as = 1 )  
n++a n  

LOGSF, a i n s i  d é f i n i ,  e s t  b i e n  i n c l u s  dans Log ; en  e f f e t ,  une s u i t e  de  LOGSF 

A e n + l  v é r i f i e  l i r n  -O D'après  l e  théorème 15 page 13 d e  C ~ é f  21 ,  c e c i  impl ique 

e n++m Aen 
n+ 1 l i m  - = 1. 

n++= en 

2)  Une d i f fé rence  concernant l e  sous-ensemble qui permet de d é f i n i r  l e  

procedé A 2  d ' A i  tken 
2 Le procédé A d1Ai tken  a été d é f i n i  en c o n s i d é r a n t  l e s  s u i t e s  3 

convergence l i n é a i r e  q u i  v é r i f i e n t ,  à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  r a n g ,  
e  

n+ 1 Ae n i i  - = - = K .  De t e l l e s  s u i t e s  appar t iennent  3 l ' ensemble  des  s u i t e s  
'n Aen 



à convergence linéaire. Au contraire, dans le cas de la convergence loga- 
e Ae 
n+l - nt1 

rithmique, et même si on se place daas LOGSF, l'égalité - - --- = 1 ne 
e 
nt1 - 

en Aen 
correspond à aucun sous-ensemble de LOGSF (car - - 1 donnerait une suite 

e, 

erreur constante et non nulle à partir d'un certain rang, ce qui n'a aucun 

sens 1. 

2 3) Une différence concernant le rapport d'accélération du procédé A dlAitken 

Appelons (Tn) la suite transformée de S n  par le dL dfAitken ; le 
en+î - -  

T -s* e 
1 

n 'n 
rapport d' accélération - est égal à 1 - 

S -s* 
ASn+ 1 

n - -  
AS 

1 
n 

Ce rapport tend vers O lorsque n + tw dans le cas de la convergence linéaire 

puisque le numérateur et le dénominateur de la fraction tendent vers la même 

limite non nulle. Mais, pour une suite de LOGSF, numérateur et dénominateur 

tendent tous deux vers O et on a une forme indéterminée. Les informations 

que l'on possède sur (S ) sont donc insuffisantes ; et LOGSF ne peut être 
n 

2 
accéléré par le A d'Aitken. 

Le problème de la convergence logarithmique apparait donc comme plus 

complexe que celui de la convergence linéaire. La définition 2' montre 

d'ailleurs que, se donner un nombre fini de termes de la suite (Sn), c'est, 

en fait, se donner peu d'informations sur le comportement général de (Sn). 

L'information "(Sn) E Log" n'étant pas suffisante pour permettre de 

trouver un algorithme d'accélération, je serai amenée à définir des sous 

ensembles de Log. Auparavant, je vais donner quelques exemples de suites 

à convergence logarithmique. 



1 ) Premiers exemples - 
Il est facile dc montrer que I ?q uites 

1 ç = -  pour ri 2 1 où a E IR *t 
n W 

n 

1 
'n ' pour n ' 1 

sont des suites de Log. 

Démonstration 

1 e 
n+l - a 

1) S =e = - -- - n 
n n  a e - 1  ceci tend vers 1 lorsque n + +m 

n n n+l 

e 1 
n+l - Log(n+l) - Log n - Log(1 t -) 1--- n 
e n Log(nt1) - Log(n+l) 

qui tend vers O lorsque n + ta 

Smith ot iox>d [Réf 171 ont utilir;& u7. certain nombre de séries convergentes, 

en particulier : 
n 

TT 
2 

. la sirie S = 5 1 gui converge logarithmiquement vers - 
ri - 

i=1 ;2 6 
A n 1 i-1 . la sériib B = (- t Log -1 qui converge logarithmiquement vers la n 

i=2 i i 

constante d'Euler. 

1 Remarque : Toutes les séries Sn = f - (a . 1) convergent logarithmiquement. 
i=1 i a 

Elles convergent d'autant plus vite que a est grand ; on pourrait, à l'aide 

de ces séries, former une échelle de comparaison des suites à convergence 

Logarithmique. 



2)  D é f i n i t i o n  de la s u i t e  dér ivée première 

De l a  d é f i n i t i o n  2 ,  on peut t i r e r  immédiatement l a  

Pmpfiété 1 : La 6 d e  (s ) a p p h e n t  à Log b i  cd bedemeutt d i  Ll e d t e  
n 

une a u d e  hé&e ( 1  ) de LhLte nuDe véfidiant pom X0u-t indice  n : 
n 

Cet te  s u i t e  ( A  s e r a  appelée " s u i t e  dér ivée  première" de (Sn) .  n 

A p a r t i r  de maintenant,  c e t t e  p r o p r i é t é  1 t i e n d r a  l i e u  de d é f i n i t i o n  pour 

l 'ensemble Log. Ainsi ,  l e  f a i t  d ' admet t re  une dérivée première c a r a c t é r i s e  

une s u i t e  à convergence logarithmique : ( S  ) E Log s i  e t  seulement s i  e l l e  
n 

possède une s u i t e  dér ivée  première.  (Ce t t e  d u i t e  dér ivée  première e s t  un 

élément de Co, ensemble des s u i t e s  r é e l l e s  de l i m i t e  n u l l e ) .  

La connaissance de l a  s u i t e  ( A  ) e t  du premier terme e de l a  s u i t e  e r r e u r  
n O 

équivaut  à l a  connaissance de l a  s u i t e  ( e  1 t o u t  e n t i è r e .  Log e s t  d é f i n i  
n 

p a r  l a  p r o p r i é t é  : ( A  ) E Co ; l e s  sous-ensembles de Log se ron t  d é f i n i s  n 

grâce  à des p r o p r i é t é s  supplémentaires de ( A  1. n 

Intéressons-nous d ' a i l l e u r s  t o u t  de s u i t e  à l a  p r o p r i é t é  de monotonie. Les 

s u i t e s  u t i l i s é e s  par  Smith e t  Ford é t a i e n t  t o u t e s  s t r i c t emen t  monotones. 

En revanche, l a  s u i t e  é tud iée  dans l e  contre-exemple du 1 n ' é t a i t  pas  monotone. 

Appelons LOG 1 1 'ensemble de toutes les sui tes de Log qui sont strictement 

monotones partir d'un certain rang. 

A q u e l l e s  condi t ions  une s u i t e  a p p a r t i e n t - e l l e  à LOG 1 ? 



PkOp/Uéfé 2 : LOG 1 = {(sn) E Log / 3 N EN, V n 2 N, X > O} n 

Démonstration 

a) Supposons que (S ) E Log et que V n 2 5 X > O 
n 11 

Puisque (in) tend vers O, il existe un ri:ig H' tel que Y n a Nf, O < A < 1 
n 

On a alors : 

. puisque 1 - X < 1 
n 

e 1 (1 - An) < lenl l"n+ll = I 
la suite ( 1 enl ) est strictement décroissante à partir du rang N' . 

. puisque O < 1 - X 
n 

e = e (1 - h ) est du même signe que en 
n+l n n 

la suite (en) est de signe constant à partir du rang N'. 

Donc, la suite (e ) est strictement monotone à partir d'un certain rang, 
n 

il en est évidemment de même pour la suite (Sn) 

b )  Supposons que (S r Log et que (Sn) soit strictement monotone à partir 
n 

du rang N ; ( leni) est strictement décroissante à partir du rang N. S'il 

existait une infinité d'indices i pour lesquels Xi S 0, c'est à dire pour 

lesquesl 1-A. 1 1, on aurait aussi, une infinité de fois 
1 

1 ei+i 1 = 1 ej 1 . ( 1-A. ) >  1 e .l. Ceci est contradictoire avec la stricte décroissance de 
1 1 

(1.J). 

J'ai défini l'ensemble LOGSF ; existe-t-il une relation 

entre LOGSF et LOG 1 ? 



Démonsr r a t  ion 

L ' inc lus ion  LOG 1 c Log e s t  év idente .  

Asnt i 
S o i t  une s u i t e  ( S  ) E LOGSF. E l l e  . r é r i f i e  l i m  - 1 

n  AS 
n+tm n  

e  
n ~ 2  -- - 

l e  
- n t 1   an+^ - -  - 

e  e  e 
n  n  n+ 1 n  n  

X 
- -  1 

e  
rl 

A 
n t 1  - 

Donc, - - X 
n  

tend ve r s  1 lo rsque  

Ceci implique que tous  l e s  X son t  de même s igne  à p a r t i r  d 'un  c e r t a i n  rang. i 

O r ,  ce  s igne ne peut pas ê t r e  - , car on a u r a i t  a l o r s  1 - X > 1 donc i 

1 eiti 1 = leil ( 1  - x ~ )  > leil 

La s u i t e  ( 1 en 1 ) s e r a i t  c r o i s s a n t e  à p a r t i r  d l  un c e r t a i n  rang e t  c e l a  e s t  

c o n t r a d i c t o i r e  avec s a  convergence v e r s  O .  

Donc LOGSF c LOG 1. 

Revenons à p r é s e n t ,  à une nouvel le  manière de d é f i n i r  l e s  s u i t e s  à convergence 

logarithmique. 
n 

 après l a  p r o p r i é t é  1, s i  (Sn)  L Log, entl = e  O Ti (1 - hi)  
i = o  

Naturellement, s i  ( S  ) E LOG 1, on a  l a  même é g a l i t é  avec,  en p l u s ,  l a  n 

p r o p r i é t é  : A n  O à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang. 

Réciproquement, considérons l a  s u i t e  ( e  n  ) d é f i n i e  pa r  : 

. e  r ée l  quelconque non nul  
O n  

03 (An) e s t  une s u i t e  & e l l e ,  de l i m i t e  n u l l e  e t  s t r i c t emen t  p o s i t i v e  2 

p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang. 



A q u e l l e s  condi t ions  l a  s u i t e  ( e  e s t - e l l e  l a  s u i t e  e r r e u r  correspondant r? 

à une s u i t e  de LOG 1 ? 

L a  s u i t e  ( A  tendant  ve r s  0 ,  il e s t  c e r t a i n  qu 'à  p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang,  
n  

A ne peut p l u s  prendre l a  va l eu r  1. Toutefo is ,  s i  à une c e r t a i n e  é tape ,  h  
n  n  

v a l a i t  1, tous  l e s  termes de l a  s u i t e  ( e  ) à p a r t i r  du rang  su ivant  s e r a i e n t  
n  

n u l s  ; je  ne cons idé re ra i  pas  ce ca s  qu i  a  d ' a i l l e u r s  é t é  él iminé dans 

e  n t 1  - 
Sous ces  hypothèses,  il e s t  év ident  que - - 1 - X t end  ve r s  1 lorsque  n  e  n  

n  
tend  ve r s  +W. Une condi t ion  néces sa i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour que ( e  1 s o i t  l a  

n  

s u i t e  e r r e u r  d'une s u i t e  de LOG 1 e s t  donc que l i m  e  = 0,  c ' e s t  à d i r e  que n  n  n++w 
l i m  ll ( 1  - A i )  = O .  O r  il s ' a g i t  i c i  d 'un p rodu i t  i n f i n i  à termes p o s i t i f s  
TI++- i = o  
dont aucun des f a c t e u r s  n ' e s t  nu l  e t  q u i ,  en conséquence ne peut converger 

n  
v e r s  O .  Dire que l i m  Il (1 - A . )  = 0 ,  c ' e s t  donc d i r e  que l e  produi t  i n f i n i  

1 n++w i = o  
d iverge  v e r s  O .  Et on sait  que l e  produi t  i n f i n i  diverge s i  e t  seulement s i  

+CO 

l a  s é r i e  a s soc i ée  1 Ai diverge .  
i =O 

En f i n  de compte, s i  ( en )  tend ve r s  0, c e l a  veut  d i r e  que l e  produi t  i n f i n i  
+'= t" 
Il (1 - Xi) diverge,  donc que l a  s é r i e  1 A i  d iverge également. 

i = o  +w i = o  +w 

Inversement, s i  l a  s é r i e  1 h. d iverge ,  l e  p rodu i t  ii ( 1  - hi) diverge 
1 i = o  i =O n  

également. Mais l a  s u i t e  de es produ i t s  p a r t i e l s  P = If (1 - Ai) e s t  en 
n  i = o  

va l eu r  absolue p o s i t i v e  e t  s t r i c t emen t  décro issante  à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  

rang ,  donc convergente. La l i m i t e  ne peut  ê t r e  que O c a r  s i  e l l e  é t a i t  non 

n u l l e ,  l e  p rodu i t  i n f i n i  s e r a i t  convergent.  Donc l i m  e  = O .  La donnée de 
n  n+t- 

e  e t  de ( A  ) va donc d é f i n i r  ent ièrement  ( e n ) .  A une s u i t e  ( e n )  f i x é e  
O n 

correspond une i n f i n i t é  de s u i t e s  (Sn) se  déduisant  l ' u n e  de l ' a u t r e  à l ' a i d e  

d'une s imple t r a n s l a t i o n .  Ces r é s u l t a t s  se phsurnent dans l a  

Pkop&ét& 4 : ToLLte h d e  d e  LOG 1 e~t  enCithement d é t u k n Z e  pcut La donnée 

de : 



. ha ~e  s*,  t é &  quctconque 

. bon ptemim t m e - m e u h  eo, héet non nul 

. ha d d e  dé/Uvée phernièhe ( A  ), b d e  h é m e ,  de i?iniie nukte, b ~ d e m &  n 
+a 

podiâive à pam%~ d'un centain u n g  et d o n t  la détr*e abdodEe 1 A i  divenge. 
i = o  

Pour c o n s t r u i r e  une s u i t e  de LOG 1, il s u f f i t  donc de s e  donner un couple 

* 
e S e t  une s u i t e  ( A  ) ayant  l e s  p r o p r i é t é s  précédentes .  n 

3)  S u i t e s  de p o i n t  f i x e  

Expérimentalement, de nombreuses s u i t e s  son t  obtenues comme s u i t e s  de 

poin t  f i x e  : 
'n+ i 

= f ( S n ) .  A q u e l l e s  condi t ions  une t e l l e  s u i t e  e s t - e l l e  à 

convergence logarithmique ? 

* 
Désignons pa r  0 un ouvert  d e n  contenant l e  po in t  S 

Ptop~G.Xé 5 : S o a  f une appLLca&ion déhinie de O dans IR,  de d a a e  C I  et 

Y x E 0, f ( x )  = x <=> x = S* (s* ut t e  b u t  point G x e  de f darzb O )  

. f ' ( s * )  = 1 

. f 1  n'a p u  de minimum l a c d  en s *  

inctc~b danb O ( L  O )  t& que t a  b L t e  dedin ie  pm 

convenge l ! o g ~ h n i i q u ~ e n t  v m  s*. 

Démonstration : 

* 
a) Convergence de (Sn)  vers S 

* 
f' n'a pas de minimum local en S et f1 ne peut pas non plus être constante 



* 
i au vois inage de S  c a r  f a u r a i t  a l o r s  p l u s i e u r s  p o i n t s  f i x e s .  Donc, il e x i s t e  
l 

* * * * 1 un i n t e r v a l l e  1 de l a  forme IS - E,  S C OU de l a  forme IS , S t EC où f '  
t 
l 

/ e s t  s t r i c t emen t  i n f é r i e u r e  à 1. 
l 

* 
Considérons l a  s u i t e  ( ISn - S 1) avec Sn E 1. 

1 

1 'nt1 - S*I = J ~ ( s , )  - f ( s * ) l  = 1sn - S*I  x I ~ ' ( s ~ > I  
* 

avec 5 E 1 c a r  5 e s t  compris e n t r e  S  e t  S  . n n  n  

Ceci parce que f  e s t  de c l a s s e  C l .  

Donc O I IS - s * ]  < [Sn - S*I  n t 1  
* 

La s u i t e  ( 1 S  - S 1 p o s i t i v e ,  déc ro i s san te  e s t  donc convergente. Comme t o u s  n  
* * 

l e s  Sn - S sont  de même s igne ,  l a  s u i t e  (S - S ) est également convergente 
n  

a i n s i  que l a  s u i t e  (S ). n 

La l i m i t e  1 d o i t  v é r i f i e r  l ' é g a l i t é  aux l i m i t e s  de  f ( S n )  = Sntl, c ' e s t  à d i r e  

* 
f ( 4 )  = 4. D'après l e  premier po in t  de la  p r o p r i é t é  5,  ne peut  v a l o i r  que S  . 

* 
Donc (S ) converge ve r s  S  . n 

b )  (Sn)  E Log : 

En u t i l i s a n t  à nouveau l e  f a i t  que f  e s t  de c l a s s e  C l ,  on o b t i e n t  

Sn+ i 
= f ( S n )  = f ( ~ *  t (Sn - s*)) = f ( s * )  + (Sn - s*) f '  (Sn) 

avec 5 compris e n t r e  S  e t  S* n  * n 

donc 'nt1 - 
* = f l ( E n )  

Sn - S 

Lorsque n  + t m ,  S + S* donc 6 + S* 
n  n  

Puisque f  e s t  C l ,  f l ( S n )  + f l ( s * )  = 1. 

Remarque : De t e l l e s  s u i t e s  de po in t  f i x e  appar t iennent  à LOG 1. En e f f e t  
e  n t 1  - = f '  (Sn)  avec En r 1 e t  on a remarqué que, s u r  1, f  ' é t a i t  s t r i c t emen t  e  n e  n t 1  i n f e r i e u r e  à 1. Donc - = 1 - hn avec An > O .  

en 

Cependant, t o u t e  s u i t e  de  LOG 1 n ' e s t  pas  forcément une s u i t e  de poin t  f i x e .  



J'ai été amenée naturellement à définir LOG 1 et LOGSF comme sous- 

ensembles de Log. Je vais à présent définir plus systématiquement des 

sous-ensembles à l'aide de propriétés de la suite dérivée première (A,). 

1) Propriétés de l a  s u i t e  dér ivée première 

Log a été défini comme suit : 

Il s'est avéré, au cours de la démonstration de la proposition 3 que (A ) ne n 

pouvait prendre constamment le signe - La suite (A ) peut donc être soit n 

de signe variable, soit strictement positive à partir d'un certain rang. Il 

est donc naturel de définir : 

e 
nt 1 

LOG 1 = {(sn) / 7 = 1 - An ; lim An = O ; 3 N E IN, Y n 2 N, A > 0) n 
n n'ta 

Une autre propriété intéressante de la suite dérivée première est la 

Pkop&iété 6 : Si ("1 ut l a  s w * e  d i ~ v E e  pemLP&e d'une 6~&2 de LOG 1. 

. ou bien - Int1 n'a pas de M e  X n 
'nt 1 . ou bien iim - = 1 X n+t= n 

C'est à dire que le type de convergence de (A ne peut être que logarithmique. h 

Démonstration 
A 
nt1 Supposons que lim - = l X 

rr'toe n 

Puisque (Sn) LOG 1, An est strictement positive à partir d'un rang N. 

Donc 2 0. 

! D1autre part, puisque lim X = O, L ne peut étre strictement supérieur à 1 ; 
n++m n 



1 sinon,  on a u r a i t ,  à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang ,  Xnt l  > A n ,  c e  q u i  e s t  contra-  
t 

l d i c t o i r e .  
t 

i Donc 1 E [ O ,  11, 

I Supposons que .4. appart ienne à C O ,  1C 

t 
1 Alors,  il e x i s t e  un nombre B E D. e t  un rang N E PJ t e l s  que 

E 10, BT: 
n  

Alors : O < X < B AN N+ 1 

i - N  
e t ,  pour t o u t  i > N ,  O < hi < B AN 

i - N  c e q u i e n t r a i n e q u e l -  B X N < l -  A ,  < 1 
1 

Faisons l e  p rodu i t  de t o u t e s  ces  i n é g a l i t é s  pour i v a r i a n t  de N à n e t  

mul t ip l ions  p a r  1 eN 1 - n 

Passons à   ré sent à l a  l i m i t e  lorsque  n  -+ + CQ 

+m 

O 5 leNl n (1 - B ~ - ~  X ) 5 iirn jentl] 
i = N  

+O0 
n+t= 

Le produi t  i n f i n i  (1 
, J ~ ~ - N  

N 
+ - j  X ) e s t  de même na ture  que l a  s é r i e  B , 

i =N j =O 

il converge donc. I l  ne peut  converger vers  O c a r  aucun de s e s  f a c t e u ~ s  

n ' e s t  n u l  ; il converge donc ve r s  une cons tan te  s t r i c t emen t  p o s i t i v e .  

Donc, l i m  1 en+i  1 > O ,  c e  qu i  e s t  impossible .  
n-0 

La seu le  p o s s i b i l i t é  pour e s t  donc de v a l o i r  1. 

Une conséquence n a t u r e l l e  de l a  p r o p r i é t é  6 e s t  de nous amener a dCf in i r  le 

'n+ 1 
sous-ensemble de LOG 1 cons t i t ué  des s u i t e s  pour l e s q u e l l e s  l i m  r- = 1. 

n+t= n 
O r ,  c e t  ensemble e s t  d6ja  connu, c ' e s t  LOGSF. 



A S n + ~  -> 1) LOGSF = { (sn) / r- n-rr 
n  

1 1 * 1  = {(Sn) E Log / X -> 11 n+tm 
n 

Démonstration 

a )  La première p a r t i e  de l a  démonstration, LOGSF c ( s 6 Log / 7- n+to. 
n  

a  é t é  f a i t e  dans l a  démonstration de l a  p r o p r i é t é  3 .  6 

'nt1 
b) Supposons que (S ) E Log e t  que - -> 1 n X n+t- n  * - 

i 

e n+2 - -  
" n t ~  - e e  Aen+l - n + l  n t 1  

e  - Alors ,  - - - - - . n t 1  'nt1 - -  - 
AS Aen e e  e  n  n n + l  n  n 

X 
- -  

e n 

ASn+l donc - - > 1 ASn n+tm 

Remarque : Dans c e t t e  seconde d é f i n i t i o n  de LOGSF, il e s t  i n u t i l e  de p r é c i s e r  

que A e s t  p o s i t i v e  à p a r t i r  d'un c e r t a i n  r ang  c a r  c e c i  e s t  e n t r a î n é  p a r  l e  n 

"tl f a i t  que 7 -- 1 n+tm 
ri 

2)  D e f i n i t i o n  des ensembles LOG N 

Prenons l e  cas d'une s u i t e  de LOGSF ; l a  s u i t e  dér ivée  premi8re (A,) 

e s t  elle-même à convergence logarithmique e t  a ,  p a r  là-même, une propre 

dér ivée  première. que j e  n o t e r a i  (yn )  e t  a p p e l l e r a i  su i te -d6r ivée  seconde de 

(Sn) .  

'n+ i - = 1 -  
X n avec l i m  un = O 
n n'+a 

(ri,) e s t  une s u i t e  analogue à (A,) e t  possade l e s  mêmes p r o p r i 6 t ç s  : e l l e  ne 



peut  ê t r e  que de s igne  v a r i a b l e  ou b i e n  tou jou r s  p o s i t i v e  à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  

rang.  

Ceci nous conduit  à l a  d é f i n i t i o n  de LOG 2. 

LOG 2 = { ( s n )  e Log / (An) LOG 11 

Il e s t  évident  que LOG 2 c LOGSF. 

'n+ 1 'nt 1 La s u i t e  (y ) ne peut  v é r i f i e r  que - n ' a  pas  de l i m i t e  ou b ien  -- n 
P n " n 

n++..' 

Ceci nous a d n e r a i t  à un a u t r e  ensemble, analogue à LOGSF e t  i n c l u s  dans LOG 2 .  

D é G n i L i o n  3 (dé,$i&on d e  la déicivée hfeme) 

La déicivée flèrne d ' u n e  à convekgence Loga&&nque es*, d i  el(e  e u d t e  

lu a d e - d é h i v é e  p k e n i h e  d e  4a déic ivée  (N- 1 )  i2nie 

L O G N =  { ( s ~ )  Log / (An) e LOG (N-1) )  

c e c i  pour N = 2 ,  3 ,  4, ... 

Pkop&$é 8 : LOG ( N t l )  c LOG N 

Démonstration 

. Il e s t  évident  que LOG 2 c LOG 1 puisque LOG 2 c LOGSF. 

. Par récur rence ,  supposons que LOG N c LOG (N-1) 

LOG ( N t l )  = { ( s n )  c Log / (An) c LOG NI  

c { ( s  r Log / (1,) LOG (N- l )}  n  

donc LOG ( N t l )  c LOG N .  

On dispose B présen t  d 'une i n f i n i t é  d'ensembles L0G.N et  il est n a t u r e l  de 

d6f i n i r  



+O0 

LOG = n LOG. N 
N= 1 

La r e l a t i o n  d ' i n c l u s i o n  su ivante  e s t  év idente  

LOG c ... c LOG (Nt1) C LOG N c ... c LOG 1 c Log 

Il e s t  important de remarquer qu'aucun des  ensembles précédemment d é f i n i s  

I 
n ' e s t  vide.  En e f f e t ,  l a  s u i t e  S  = - ( n  2 1) a p p a r t i e n t  à LOG. n  n  

Démonstration 

1 Pour c e t t e  s u i t e ,  e  - 
n n  

e  n + l  - n - - - -  
e  n+ l  n++m > 1 donc (Sn) E Log 

n  
e  

n t 1  - 1 c a l c u l  de (An) : A = 1 - - - - 
n e  n+ 1 

n 
X e s t  t ou jou r s  p o s i t i v e  donc (S  ) E LOG 1 
n  n  

i ème Montrons, p a r  récur rence ,  que l a  s u i t e  dér ivée  p e s t  (-1 1 
n+p 
1 . On v ien t  de montrer que l a  s u i t e  dé r ivée  première e s t  (-) 

n+ 1 

i ème . Supposons que l a  s u i t e  dér ivée  p  1 s o i t  (-) 
n+P 

e l l e  tend logarithmiquement ve r s  O en  r e s t a n t  s t r i c t emen t  pos ik ive  e t  

1 donc s a  s u i t e  dér ivée  première e s t  - ; c ' e s t  l a  s u i t e  dé r ivée  ( p t l )  i ème 
n+p+l 

de (Sn)  

* 
Donc, pour t o u t  p r H , l a  s u i t e  dé r ivée  p  ième 

de ( S  ) e x i s t e  e t  e s t  
n  

s t r i c t emen t  p o s i t i v e ,  

Les d i f f é r e n t e s  r e l a t i o n s  d '  i nc lu s ion  abou t i s sen t  au schéma d '  i nc lu s ion .  



Tous ces sous-ensembles de Log ont .été définis grâce à des propriétés de la 

suite d6rivée pnmiare (An) que lion peut résumer dans le tableau suivant. 



f i  

3)  Def i n i t f  on de LOG N 

Sous-ensemble 
de suites à 
convergence 
logarithmique 

Log 

LOG 1 

LOGSF 

LOG 2 

LOG N 

Les propriétés de l a  su i te  ( S n )  e t  des s e s  dérivées successives,  

étudiées jusqutà présent étaient des propriétés de monotonie. Je vais  a présent 

Propriétés de la 

suite dérivée première 

( A ) E C  
n O 

(An) E C 
O 

3 N ~ l N , V n r N , h  > O  n 

(A ) E  CO n 

(A E Log n 

( X ) E C  n O 

( A  ) E LOG 1 
n 

(An) ' Co 

(An) E LOG (N-1) 

définir des ensembles de su i tes  à l 'a ide  d'une propriété comparant les vitesses 

de convergence de (A,) et  d'autres s u i t e s ,  e t  tout d'abord de l a  su i te  l 

i n i t i a l e  . 

e A A 
LOG 1 = {(s,) z LOG 1 / lirn = KI 

n+w n 



K é t a n t  une cons tan te  r é e l l e  non n u l l e .  

X n 
P i l o p ~ g t é  9 : Si (Sn)  E LÔG 11, l i m  $ = K e t  LOG 1 c LOG 2 

n++w n 

Démonstration : 

n . S i  (S  ) E LOG 1, e l l e  appa r t i en t  a u s s i  à LOG 1, donc e l l e  e s t  s t r i c t e m e n t  n 

monotone à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang. I l  en est de même pour ( e n ) .  L e  f a i t  
X 

que l i m  = K est a l o r s  une conséquence d i r e c t e  du théorème 15 page 13 e n++w n 
de C ~ é f  21.  

P . Pour montrer que LOG 1 c LOG 2 ,  montrons que (A ) appa r t i en t  à LOG 1. 
n 

e  X e  e  2  Aen+i - n + i  'n+i - n+i  n - - -  n+ 1 
e X-- e X - e (-1 

n n n t 1  n n 

U t i l i s o n s  l e  premier p o i n t  de la  p r o p r i é t é  9 e n  remarquant que K P O 

Aen+i 
l i m  - = K .  - 1 = 1  
n++- Aen K '  

1 Donc (S  ) LOGSF, c ' e s t  à d i r e  que ( A n )  L Log. 
n 

n D'autre p a r t ,  - A X , t endant  ve r s  une cons tan te  non n u l l e ,  e s t  de s igne  
n 1 cons tan t  à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang. Comme de  e s t  également de s igne  

n 

c o n s t a n t , v u e l a  monotonie de (S 1, AX e s t  de s igne  cons tan t .  C ' e s t  à d i r e  
n n 

que ( A  ) e s t  s t r i c t emen t  monotone à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang,  Donc, n  

(An) E LOG 1. + 
LOG 1 e s t  donc l 'ensemble des  s u i t e s  de LOG 1 pour l e s q u e l l e s  l a  s u i t e  dé r ivée  

première converge a u s s i  v i t e  que l a  s u i t e  i n i t i a l e ,  au  sens  de l ' e r r e u r  
A n  "n 

( l im  - = K) e t  au  sens  des d e l t a s  ( l i m  - = K). Au l i e u  de comparer l a  e  n++= n nctw 

v i t e s s e  de convergence de (An) 1 c e l l e  de l a  s u i t e  i n i t i a l e ,  on peut maintenant 

l a  comparer à c e l l e  de l a  dér ivée  seconde 

n *Iin 
LOG 2 = {(s,) c: LOG 2 / l i m  = K} 

n++W n 



K é t a n t  t ou jou r s  un r é e l  non nu l .  

n ' n Phophiui? 10 : Si (S ) E LOG 2 ,  d 0 h d  l i m  , = K 
n n++a n 

La démonstration e s t  analogue à c e l l e  du premier po in t  de l a  p r o p r i é t é  9. - 
Naturellement,  on peut donner une d é f i n i t i o n  équiva len te  de LOG 2 .  

f i  P 
LOG 2 = { ( s n )  E LOG 1 / (A,) E LOG 1 )  

P 
ce q u i  conduit  à d é f i n i r ,  par  récur rence ,  l e s  ensembles LOG N 

yz f i  
L O G N = { ( s )  E LOG 1 / (ln) LOG(N-1)) 

n  
ième P 

{( s  ) E LOG N / l a  dé r ivée  ( N - 1 )  n  de (S ) a p p a r t i e n t  à LOG 1 )  n  

pour N = 2 ,  3 ,  4, ... 
E t ,  pa r  ana logie  avec ce  qu i  a  été f a i t  pour LOG, 

e +Oo f i  
LOG = n LOG N 

1 Encore une f o i s ,  il ne s ' a g i t  pas d 'un ensemble v ide ,  c a r  l a  s u i t e  (-1 l u i  
n  

appa r t i en t  . 

Démonstration 

l a  s u i t e  dér ivée  p i ème 1 de ( S  ) e s t  (-1. Montrons que, pour t o u t  p ,  
n  n+P 

A 
a p p a r t i e n t  à LOG 1. 

Posons u = - 1 , e l l e  a p p a r t i e n t  à LOG 1 ; s a  dér ivée  première e s t  V = - n n t p  n n t p t l  

- a Ceci tend ve r s  1 lorsque  n + t m  donc K - ntp+2 n 



/'a 

On peut  r e l i e r  ce s  ensembles LJ" 1; aux précédents  p a r  l a  

P /-P 

PhoptUété 1 1  : LOG N c LOG (N+lt I*;L*LGG c LOG 

~ é m o n s t r a t i o n  
/-- . D'après l a  p r o p r i é t é  9 ,  LOG 1 c LOG 2 

P . Par récur rence ,  supposons que LOG ( N - 1 )  c LOG N 

n n 
S o i t  (Sn) c LOG N ,  s a  dé r ivée  première ( A  ) a p p a r t i e n t  à LOG - 1 ,  donc à 

n 

LOG N .  Donc ( S  ) a p p a r t i e n t  à LOG ( N + l ) .  
n 

4 )  Def in i t ion  des L 
F 

rh 
LOG 1 a é t é  d é f i n i  p a r  : 

"la dér ivée  première converge a u s s i  v i t e  que l a  s u i t e  i n i t i a l e "  

A A 
( au  sens  su ivant  : 4 K # O t e l  que l i m  -2 = K). 

n i + = -  Aen A A n 
O r ,  n i  l e  numérateur n i  l e  dénominateur de l a  f r a c t i o n  - ne son t  c a l c u l a b l e s .  

Ae.. * n 
11 

puisque S e s t ,  en p r i n c i p e ,  inconnu. Pour LOG N ,  l a  s i r u a t i o n  e s t  analogue, 
A 
LOG N e s t  d é f i n i  p a r  : 

l'la dér ivée  K 
i ème ième,, 

converge a u s s i  v i t e  que l a  donnée (N-1) 

Maintenant, je v a i s  d é f i n i r  un e n s e d l e  de s u i t e s  p a r  : 

"La dér ivée  première converge a u s s i  v i t e  (ou  p l u s  v i t e )  qu'une s u i t e  dont 

on peut  c a l c u l e r  l e  terme gén&ral" .  

Ce t t e  i dée  e s t  n a t u r e l l e  lo rsqu 'on  se r é f è r e  au procédé A2 d lAi tken  : 

(AS* 
2 

Tn Sn 
- 

h2sn 

La condi t ion  pour que (T ) a c c é l è r e  l a  convergence de (S ) s ' é c r i t  en e f f e t  n e n 
n t 1  - -  

l i m  en = 1 
n + w  "nt1 - as n 

C ' e s t  à d i r e ,  dans l e  cas où (S  1 est à convergence logari thmique,  
% n 



J e  v a i s  donc l i e r  l a  v i t e s s e  de convergence de ( 1  ) à c e l l e  de l a  s u i t e  
n  

"nt1 
(1 - - 

AS 
) dont un terme e s t  ca l cu lab le  à l v a i d e  de 3 termes consécu t i f s  de 

n  
l a  s u i t e  i n i t i a l e .  

p é t a n t  un r é e l  quelconque, déf in issons  : 
X n  

L = { ( s n )  c Log / l i m  = p l  
P n-++m *'nt1 

1 - -  

e s t  l 'ensemble des s u i t e s  à convergence logarithmique dont l a  dé r ivée  première 

"n+l) converge a u s s i  v i t e  que (1 - - 
ASn 

p p e u t - i l  prendre n ' importe  que l l e  va leur  r é e l l e  ? 

La réponse à c e t t e  ques t ion  e s t  "non1', en e f f e t  

PhophLété 1 2  : Si p L C O ,  11, Lp = 0 

Avant de f a i r e  l a  démonstration de l a  p ropos i t i on  12, é t a n t  donné que j e  

manipulerai l e  rappor t  R = An , j e  v a i s  donner p l u s i e u r s  formes 
n  Asnt i 

1 - -  
équiva len tes  de ce  r appor t .  ASn 

"tl 
( 1  - An) - - X 
1 n 



c) Dans le cas où la dérivée seconde (pn) existe, c'est à dire où (S ) 
n 

appartient à LOGSF, 

Démonstration de la propriété 12 : 

a)  p  ne peut être supérieur à 1. 
X n Supposons en effet que R = 

n n++* > p > l  
'n+i 

+ 'nt1 - j, n 

Puisque X - > O, le dénominateur doit tendre également vers O n n++- 

'nt1 , donc - - X n++m n 

(Sn) E LOGSF et on a le droit d'écrire que 1 
p n++m 

> p > l  
'n+~ n - 
X n + X  n 

'n 1 donc - -> - - An n++m p  
1 qui est une constante strictement négative. 

Ceci, ajouté au fait que (1 ) est toujours positive à partir d'un certain 
n 

rang, entraîne que (p ) est toujours négative à partir d'un certain rang. n 

Ceci est impossible pour la suite dérivée d'une suite à convergence loga- 

rithmique, comme on l'a vu dans la démonstration de la propriété 2(b). 

b) p ne peut être inférieur à O 

Par un raisonnement analogue au précédent, on aboutit à 

'n - 1 
lim - P - 1 C - 1. La conclusion est analogue. 
n++w n 

Les seules valeurs possibles pour p sont donc dans CO, 11. 

Donc, L =  1 1 L 
P € T O , ~ I  P 



Définissons également 

Je montrerai un peu plus loin qù'aucun des ensembles L P , pour p décrivant 

CO, 11, ri'est vlde. Pour l'instant, donnons quelques relations d'inclusion : 

P!LopLié$é 1 3  : 

c LOGSF 

%i c LOG 2 

Démonstration 
A 
n 

a) Soit (Sn) E Z Rn = 
tend vers p > O quand n + 

An+ I 
+ Xntl - h n 

comme lim X = O, il faut que Le dénominateur tende vers O, donc que 
n n++* 

'nt I 7 t ende  vers 1. Donc (Sn) E LOGSF 
n 

I b) Soit (Sn) e f . Ce qui précéde est encore vrai car f c E 

Donc Rn r 1 tend vers p E 10, Ir. lorsque n + ta 
'nt1 'n - 
'n 

+ x 
n 

pn 
X 1 > O lorsque n + tm donc - tend vers - - 
n P 

est donc strictement positif à partir d'un certain rang. 

1 Donc, (Sn) E LOG 2 .  



Démonstration : 

i a) Soit (S 1 EGI 
l 

n A A n 
(s,) e LOG 1 et -- Aen n+ta > K # O  

e nt1 e h  e 
Donc n -  n n x -  

de e e ~ ( 1 -  1 -> - K n n nt1 n n+t= 
X n 1 Comme lim - = K, il faut que lim (1 - -) vaille - 1, c'est à dire e 

n + ~  n n+tw Rn 

1 
que lim R = - Donc (S ) E L1 

n+t= n 2' n - 
2 

n 
b) Soit (Sn) E LOG 2 

A'n 'n (9,) E LOG 2 et lin - = K # O ce qui implique que lim - = K A A n+t= , n X n+t= n 

Obligatoirement, K > O car p et A le sont à partir d'un certain rang. n n 

1 
Puisque K > O, - 1tK c 10, 11. Donc, (Sn) c & 



Schéma général d ' inc lus ion  de c e s  divers  ensembles 

Pour s impl i f i er  &es notat ions ,  donnons un numéro a chacune des par t i e s  dis-  

j o i n t e s  de c e  schéma : ( l ) ,  ( 2 ) ,  ..., (11) 

L I  evlsmble ( I ) c o d e n t  la 4uAite ( s  ) 
n rial 

- .  Sn = 1: si n z O (mod 3 )  ,/ L ' le 
1 > . j  
5, L1.r & 

xx_d sinon 



Démonstration 

I J'ai déjà étudié, en partie cette suite dans le contre-exemple suivant 
1 
1 
l 
I la définition 2'. Elle appartient à Log sans appartenir à LOGSF. Elle 
I 

n'appartient pas non plus à LOG 1 car elle n'est pas monotone. 

Cas 1 r n - O (mod 3) 
Cas 2 ; n+l : O (mod 3) 

Cas 3 ; nt2 5 O (mod 3) 

Donc, (Sn) c Lo 

LteuembLe ( 2 )  contient & duCte (sn)nll 
1 

~ n = [ =  si n E O (mod 5 )  

1 1, ; sinon 



~6monstrat ion 

Comme la précgdente, cette.suite appartient à Log sans appartenir à LOG 1. 

Mais elle n'appartient pas à Lo. Calculons en effet Rn lorsque ni n, ni 

n+l, ni n+2 ne sont congrus à O modulo 5 .  

1 - - 1 ASn = - n n+l "n+i - (n+l)(n+î) 
1 = - - = -  - *'nt1 - 1 - - - - -  

n e n+i 'nt1 en+l n+2 n 

X 1 - 
n - - n+l - n+2 1 

Rn = -> - 
1 n+i - .ZÏXî  n+w 2 'n+~ 1+--- 

l + L+l - X n+2 n+2 
n 

e n+l = e l  - X pour n 2 4 n 
' *  * 

e4 E X ,  S E R  4 

Démonstration -. 

La suite (An) tend vers O lorsque n -t t= en restant positive. 
+a0 

La serie associée 1 An diverge car sa somme partielle h4 t h5 t . . . t A2i 
n=4 

1 1  1 est minorée par 5 t 3 t .., t T, somme partielle d'une serie divergente. 

D1apraa la propri6t6*4, (Sn) est donc bien une suite de LOG 1. 
\ 

A2it1 1 
Elle n'appartient pas a LOGSF car 7 = T i, O 

2 i 

Elle appartient Lo, eh effet, calculons Rpi et R2i+l 
1 - 

2 2 



Démonstration 

La suite (A,) tend vers O en restant positive. Sa série associée diverge 

1 1 1 car la somme partielle AB t h7 t ... + A3i est minorée par - + - + ... + -r , 2 3 1 

somme partielle d'une série divergente. D'après la propriété 4, (Sn) est 

bien une suite de LU(; 1. 
Z 3i+2 - i+l , Elle n'appartient pas à LOCC? c.,r - - - - 
A 2 i+t= 3i+1 i 

Elle nia;?partient pas non ?lus à L car 
C) 

3. 
'3i 

- 
- 

-.y_ , -__- i - itl - -  1 
R3, - - 9 

-> - 
i 1 + -; - - 2i i-t+rn 2 - --- 

+ '3it1 h3i 
i+l i+l 



e  n+ 1 
= e n ( l  - A n )  pour n  2 O 

S* E IR 

émonstration 

a )  Montrons, par  récurrence,  que (A ) e s t  pos i t ive ,  décroissante ,  de 
n  

l 
I l i m i t e  n u l l e  
1 

1 
1 
1 

O e < h  < l  
O 

1 

1 
I S i O < h  < 1, a l o r s ,  O < X B 

2 i + l  2 i + i  < '2i+l < 

donc O < 1 - % i + 1  < - %i+i f i <  1 

en mul t ip l iant  p a r  h  2 i t l '  O < X  ( 1 -  2i+1 '2i+î '1 < '2i+l 

donc O < X 2i+2 < '2i+1 < 1. 

La  s u i t e  ( A n ) ,  p o s i t i v e ,  décroissante,  converge donc vers  une l i m i t e  X 

B qui  d o i t  v é r i f i e r  A = A ( l  - X , donc (An) O 

b )  Montrons que l a  s é r i e  associée à (A ) diverge 
n  

l i m  h2n+2 = 0.  O r ,  l e  produit  i n f i n i  ne peut converger ve r s  O car aucun 
n+tm QD 

des f a c t e u r s  n ' e s t  nul .  I l  diverge donc vers  O .  Donc l a  s é r i e  1 hZie d i -  
+oo i = o  

verge ; il en e s t  de même pour 1 h  Comme l a  somme p a r t i e l l e  de 
m i = o  t &i ' 

- 

1 An e s t  minorée pa r  c e l l e  de 1 Al i ,  l a  s é r i e  associae de ( A n )  diverge 
n =O i =O 

auss i .   après l a  propr ié té  4 ,  (Sn) e s t  donc une s u i t e  de LOG 1. 

c )  E l l e  appar t ient  à LOGSF c a r  '2i+i '2it2 

AÎi 
= l e t ~ = l -  h 2 i t l  ' q u i  tend 

2 i t 1  

vers  1. Par contre e l l e  n 'appar t ient  pas a LOO 2 c a r  un e s t  nul  une f o i s  

s u r  deux. 



Il d )  E l l e  appar t ient  à L1 c a r  

L'ensemble ( 6 )  c o n t i e n t  ta (sn)n24 deainie pan 
1 - - 

'2i - i 
- 1 - -  

'2i+l i+E 

e n+ 1 = e n ( l  - in) pour n  2 4 

Démonstration 

1 a L a  s u i t e  ( A  ) e s t  s t r ic tement  pos i t ive ,  de l i m i t e  nu l l e ,  l a  somme n  
1 1 1 1 p a r t i e l l e  de s a  s é r i e  associée  - +  - + - + - 1 + a . .  + - + - i e s t  

2+J2 3+J3 i+vT 
1 1  1 

+a 

minorée par  - + - + . . . + - Donc l a  s é r i e  in diverge.  après l a  
2 3  i ' n=4 

p ropr ié t é  4 ,  l a  s u i t e  (S ) appar t ient  donc à LOG 1. 
n 

1 

1 b) E l l e  appar t ient  à LOGSF c a r  
l t "= 1 i + t w  

1 - > 1 
1 + -  

l 
I 

1 

t Ji 
l 1 

1 t -  

JT- 
1 icta 

> 1 
l 
t 
I 

Par cont re ,  e l l e  n ' appar t i en t  pas a LOG 2 c a r  c e t t e  d e r n i b e  quan t i t é  

e s t  p lus  grande que 1, donc pn C O un rang s u r  deux. 

! C )  E l l e  appar t ient  a Lo c a r  



L'enaen6Le ( 7 )  contient tu d u l e  (sn)na dZ&nie p a  

- 1 - - 
'2i - '2i+1 - i 

e n t 1  = e  ( l - A ) p o u r n > 4  
n n 

e  E IR*, S*  IR 
4 

Démonstration : 

a )  La s u i t e  (A ) t end  ve r s  O en r e s t a n t  s t r i c t emen t  p o s i t i v e  ; sa s é r i e  
n  

assoc iée  d iverge  c a r  l a  somme p a r t i e l l e  A + \ + ... - 
4 + A2i  - 

1 1 1 1  1 1  1 1  1 + q + ~  + - +  ... + - + - e s t  minorée p a r - + - +  ... + T . Donc 3 i i 2 3 1 

(Sn) c LOG 1. 

'2i+i  '2i+2 i b) E l l e  a p p a r t i e n t  à LOGSF c a r  7 = 1 e t  1- = i, 1 2 i 21t1  

mais pas à LOG 2 c a r  pn e s t  n u l  une f o i s  s u r  deux. 

c )  E l l e  n ' appa r t i en t  pas  à L c a r  

'2 i - A ~ i t l  itl 1 = 1 e t  R2i+l - R2i  = =.'- 
A 2 i + l  I 2 i + 2  

21 i-ci- 2 

+ I 2 i t l  - - -  
l * '2it2 A ~ ~ + ~  

L1wmbCo ( I I )  c o d e n t  La d w t e  (snInlO dZd*Le pan 

O C X 0 ' l  

B > l  



Démonstration 

a )  Montrons que ( A  es-c p o s i t i v e  décroissante,  de l i m i t e  n u l l e  n 

O < A o < l  

B Par ~ é c u r r e n c e ,  s i  O < An < 1, a l o r s ,  O < An < A < 1, donc n 
B o u - A n C l - A n < l  

E n m ~ l t i p l i a n t p a r A ~ ,  o n o b t i e n t  O <  A < A  < 1 
n + l  n 

n 
B Donc (A ) converge vers  une l i m i t e  A r ac ine  de l ' équa t ion  A = A ( 1  - A ) 

Donc l i m  (A ) = O 
na+- 

n 

b) Montrons que l a  s é r i e  associée  à (A ) diverge 
n 

l e  produi t  i n f i n i  ne peut converger vers  O c a r  tous  l e s  f a c t e u r s  sont  non 

+ = ' B  nuls  ; il. diverge donc vers  O .  Donc Ai diverge e t  il en e s t  de même 

=+- 
i = o  

pour 1 
i =O 

La s u i t e  (Sn) appar t ient  donc à LOG 1 

C )  E l l e  appar t ient  à LOG 2 puisque X- = 
n 

B avec un = A n ,  donc toujours s t r ic tement  p o s i t i f .  

d )  E l l e  appar t i en t  a L1 c a r  Rn = 1 - - 1 
n+i + 1 - A! t t-l * 
X X n n 



L1men6Le ( 9 )  contient La duLte (snln,, d E 6 a e  

1 
Sn = 

~émonstration 
e 1 

n+ 1 Log( 1 + ;) 
a) (Sn) appartient à LOG 1.En effet 1 - = h = 

n n Log(n+l) 

Ceci tend vers O lorsque n + +a) en étant strictement positif. 

b )  ( s  appartient à LOG 2. Montrons le en montrant que (1,) appartient n 

à LOG 1 

n Le premier terme de ce produit est équivalent à - n+l ' donc tend vers 1 e 
lorsque n -+ +a. Le second terme est - e n+2 donc tend également vers 1. nt1 
Donc (Sn) c LOGSF. 

Je vais maintenant montrer que (A ) est strictement décroissante. Pour n 
1 

Log(1 + ;) 
cela étudions f(x) = 

Log(x+l) SIE C2, +[ 

Elle y est définie, continue, d6rivable et 
r . 1 

Dans f2, +COL, fl(x) est strictement négative, donc f eut utrictement d6croissante. 

Il en est de même pour (An). 

c (Sn) appartient a LOO Pour montrer ceci, montrons que Rn : 
1 

"n nt1 "n 
tend vers 0, c'est 3 dire que tend vers t= -X+X n n 

n 

"n Je montrerai en fait que lim - = + X n+k= nt1 



1 1 
'n+l - Log(n+2) Log(1 + -1 n - Log(n+l) ~ o g  (1 + -) n+l 

- 1 - - -  
"n - x 

n 1 Log(n+2) Log (1 + -) 
n 

"n - ~og(n+2) donc, - - - Log(n+l) 
1 1 An+i LO~( i + -1 ~og( i + ;) 
n+ 1 

Posons g(x) = LO~( x+ 1 ) " n , alors, - - - g(n+l) - g(n) 
Log(1 + -) 

x 'n+ 1 

g étant définie sur C2, +=[ 

Sur cet intervalle, g satisfait aux hypothèses du théorème des accroissements 

finis, donc g(n+l) - g(n) = gl(cn) avec c n r In, n+I[. 

Il est clair que, lorsque n + +oo, c + +a. Je montrerai donc que n 

lim gl(x) = +a 
x-+F" 

g'(x) = 1 Log(x+l) 
1' 

(x+l) Log(1 + -) 
X 

1 1 Lorsque x + 9, Log (1 + ;) est équivalent à ;, donc l'expression entre 

crochets est équivalente à 1 + Log (x+l). Elle tend vers +ao lorsque x + +m. 

D'autre part 1 X 

1 est équivalente a - x+l donc tend vers 1. 
(x+l) Log (1 + ;) 

Donc g1 ( x) - 
*Oo' +Oo 



D é h n s  t r a t  ion  

a )  Montrons que (Sn) LOG 1. Pour c e l a ,  montrons d 'abord que (An) e s t  

p o s i t i v e  décro issante ,  de  l i m i t e  nu l l e .  

O < X  ( 1  
O 

Pa r  récurrence,  s i  t o u s  l e s  A v é r i f i e n t  O < X < 1 jusqu'au rang 2 i ,  a l o r s  k k 

O < A < 1 impl iqueque  O <  1 -  A î i  2 i  < 1, donc que O < X 2 i t l  < '2i  < 1. 

On en dédui t  que O < X 2 
< 1 d'où O < 1 - 2 

2 i + l  < '2 i  % i + l  < 1, donc, en 

mul t ip l i an t  p a r  X 2 i t l '  o < A  2i+2 < ' î i + l  < '2i  < 1. 

(An) converge donc v e r s  X q u i  v é r i f i e  X = X ( l  - X) ; donc X = O r A = X(1 - X2) 

La s é r i e  a s soc i ée  à ( 1  ) diverge ; en e f f e t ,  n 
2 2 

h2it2 = h o ( l  - X O H l  - A l )  ... ( 1  - X2$(1 - X2i+l )  

i 
2 = X n ( 1  - X2k)(l  - 

O k=o 
- 

'2it2 i- > O ,  mais l e  p rodu i t  i n f i n i  ne peut  converger ve r s  O c a r  aucun 

de s e s  f a c t e u r s  n ' e s t  nu l .  I l  diverge donc ve r s  O e t  l a  s é r i e  a s soc i ée  

2 2 X t h  + h2 t X 3  t ... 
O 1 diverge également. Mais c e t t e  somme 

+ '2i + ' 2 i t i  
+aD 

p a r t i e l l e  e s t  majorée p a r  h t hl t . . . t X2i+1, La s é r i e  1 An d iverge  
O 

n=o 
donc également. 

D'après l a  p r o p r i é t é  4 ,  (Sn) a p p a r t i e n t  donc à LOG 1. 

' 2 i t i  b) E l l e  a p p a r t i e n t  LOG 2 c a r  = 1 - hîi donc pÎi = hîi 
2 i 

'2it2 2 2 = 1 - h2i+l donc P2it1 = A2i t l  
2 i t 1  

La s u i t e  ( u n )  tend ve r s  O e t  e s t  p o s i t i v e  s t r i c t emen t .  

c )  E l l e  n ' appa r t i en t  pas  a L c a r  

- 1 1 1 - 
R 2 i  - - -> - 

i-ciio 2 - A 2 i  



f.' e ~ e m b t e  i I l )  c o n t i e n t  h aucte ( s ~ ) ~ ~ ~  dédinie puh 

Démonstration 

1 1 
On a déjà vu que e = - , A  = - - 1 - -  

n n n n+l "n nt2 

donc (Sn) LOG 2 et Rn = 1 - 1  n+2 .- - - 1 

'n+i 'n 
2 'n+ln-++oe>2 - 

h + -  
n 

X 
n 

Avant de passer au paragraphe suivant, je vais donner la forme générale des 

suites de 8,. Ceci montrera, en même temps, qu'aucun des ensembles L n'est 
P 

vide, pour p E 10, 1C. 

5) Forme génerale des s u i t e s  de 

Pmp&Lé~:ii 1 5  

La d d t e  ( S  ) appuktient h t a i  et aeLLeement d i  Lt exis te  : 
n 

. une s w t e  *Cette (an)m2o, tendenit v m  une m e  a E IR*+ 

. un ,Ung N E N 

teed que 



Remarques . Sup (ai) existe puisque a ) est une suite réelle convergente 
ieW n 

4 
I . la constante 7 peut être remplacé par n'importe quel réel de 10, 1C 

. le rang N n'est pas forcément unique. Dans la pratique, on aura 
souvent N = 0. 

Démonstration de la condition nécessaire : 

Si ( S  ) +, alors, (Sn) E LOG 2 et lim R = p E 10, 1C n n n++* 

Donc lim 1 ' n p,  ce qui veut dire que lim - = a 
n++* 'n+î 'n X n++- n 

I 
avec - = p,  donc, a E IO, +WC 

l+a ' n On peut écrire ceci : - = a où (an) est une suite de limite a. A n n 
Il existe un rang N tel que V n 2 NI, an > O car a > O 

1 

1 1 
D'autre part, 5 inf (1, ÇUP(O,) ) est un réel strictement positif. 

id4 
1 1 Prenons un réel B e 10, - inf (1, )I. A partir d'un certain rang N2, 2 UP al) 

iàN 

tous les X sont dans IO, BC 
i 

Choisissons N = Sup (NI, N2) 

1 1 
et . O < AN < B < - inf (1, 7 ) (iii) 2 sup ai) 

id4 

avec naturellement, V n 2 N A = An(l - un) = An(l - an An) nt1 

e nt1 = en(l - 'n ) (i 

Démonstration de la condition suffisante 

ConsidBrons une suite a une suite (An) et une suite (en) vérifiant les 

* 
3 points du thçorGme, avec eo r ïR et ho r IR pour dharrer les r6currences. 

a)  La suite (Sn) appartient a LOD 1 

Montrons d'abord que (An) est positive de limite nulle. 



1 1 
Posons A - i n f  (1, %-) 2 up ( a i  

i d i  

O < A N < l  

Par  récur rence ,  s i  O < An < A ,  a l o r s  1 - an A < 1 - a An < 1 n 

en m u l t i p l i a n t  par  A : An(l - an A) < Aitl < A < A 
n n 

1 1  1 Par d é f i n i t i o n  de A ,  A 5 - . - < - donc O < An+l < A < A 
an 

a n n 
La s u i t e  A ,  p o s i t i v e ,  déc ro i s san te ,  converge ve r s  A s o l u t i o n  de 

Puisque a > O ,  A = O 

D'autre  p a r t  l a  s é r i e  a s soc i ée  à (X ) diverge c a r  
n n 

'n+l = AN if ( 1  - ai Ai) pour t o u t  n > N 
i = N  

Le p rodu i t  i n f i n i  ne peut  converger v e r s  O c a r  il n ' a  aucun f a c t e u r  nu l ,  
+O0 

il diverge donc ve r s  O .  La s é r i e  ai A .  d iverge donc. 
1 

i = N  
Son terme géné ra l  ai A .  v é r i f i e  : 

1 
'i A. 1 5 Sup(ai).A 

idN i 
+O0 

Donc l a  s é r i e  1 Ai d iverge .  
i =N 

Grâce à l a  p r o p r i é t é  4 ,  on o b t i e n t  l e  r é s u l t a t  que (Sn) L LOG 1 

b) (Sn) a p p a r t i e n t  également à LOG 2 c a r ,  pour n 2 N ,  

'n ' "n An l i m  u n = O  e t ,  Y n 2 N , p n 7 0  
n+t= 

'n 
C )  (S  ) a p p a r t i e n t  également à % c a r  = a 

n n OLn n-c+ao 
donc l i m  Rn = - 1 e l O , l [  

n+t= lta 

Ceci montre, de p l u s ,  que chaque L e s t  non v ide .  En e f f e t ,  il s u f f i t ,  pour 
P 

c o n s t r u i r e  une s u i t e  de L de c h o i s i r  
P ' 



1 1 . N = O e t  O < A < - i r ~ f  (13 - 1  
O 2 G 

La s u i t e  a i n s i  c a n s t r u i t e  rempl i t  t o u t e s  l e s  cond i t i ons  du théorème. 

De p l u s ,  il e s t  f a c i l e  de v é r i f i e r  que,pour c e t t e  s u i t e ,  Aun aAhn ; 

/C 
c e t t e  s u i t e  a p p a r t i e n t  donc à LOG2 ; on peut donc énoncer l a  

6) Suites de p o i n t  f i x e  

D'après l a  p r o p r i é t é  5 ,  on peut générer  une s u i t e  de Log, grâce à une 

app l i ca t ion  f  ayant un p o i n t  f i x e .  En supposant des  p r o p r i é t é s  supplémentaires 

s u r  f ,  il e s t  poss ib l e  de  générer  une s u i t e  de L dans l e  cas  où p e s t  une 
P 

1 
f r a c t i o n  de l a  forme - 

P ' 

Phophiété 1 7  : 

Co~idEhonb un o u v a t  v de R contenant t e  point S* et une appfication 

Suppoaom, de p h ,  que tu deux conclMons ne dont p u  h E a t X ~ f a  

a&uttanLment. 

A t o u ,  U e d t e  un dous-enûembte o u v a t  v 1  c V,  te( que S* c F,(v') at tel 



que la 6uXZe dédi.nie pah 

Démonstration : 

I J e  v a i s  démontrer uniquement l a  convergence de l a  s u i t e  de po in t  f i x e  v e r s  
f 
l 

1 S* ; l a  démonstration de l ' appar tenance  à L a  é t é  f a i t e  dans CRéf 121. 
f 
1 - 1 
/ Selon l a  p a r i t é  de p e t  l e  s igne  de C ,  il e x i s t e  qua t r e  cas  d i f f é r e n t s  ; 

t r o i s  de c e s  cas  conduisent à une s u i t e  convergente,  l a  quatrième, que 
1 

j ' a i  é l iminé ,  conduit  à une s u i t e  d ivergente  que l  que s o i t  l e  po in t  S ( #  s*) 
O 

' de dépa r t .  

* 
Les hypothèses de l a  p r o p r i é t é  impliquent que S e s t  un po in t  f i x e  i s o l é ,  

* 
j e  peux donc supposer,  q u i t t e  à r e s t r e i n d r e  V ,  que S e s t  l e  s e u l  po in t  

f i x e  de V.  

a )  ca s  03 f(')(s*) = C e s t  s t r i c t emen t  n é g a t i f .  

I l  e s t  simple de v é r i f i e r  que 

* * s i  p = 2 f l ( x )  e s t  . s t r i c t emen t  supér ieure  à 1 s i  x < S 

* . éga le  à 1 en S 

* . s t r i c t emen t  i n f é r i e u r e  a 1 s i  x > S 

* s i  p e s t  p lus  grand que 2 ,  pour t o u t  i = 1, 2,  ..., p-2 

f ( p - i  1 * (XI e s t  ( . s t r i c t emen t  p o s i t i v e  s i  x c S 

1 * . n u l l e  en S pour i impair 

( . s t r i c t emen t  négat ive s i  x > S* 

* . n u l l e  en S 
pour i p a i r  . s t r i c t emen t  négat ive s i  x # S* 

En appl iquant  c e c i  à i p-2, on peut deduire  que . 



i 
* 

fl(x) e s t  . égale  à 1 en S 

* s i  p e s t  impair 
. s t r i c t emen t  i n f é r i e u r  à 1 s i  x # S 

* . s t r i c t emen t  supé r i eu re  à 1 s i  x < S 

* . égale  à 1 en S s i  p e s t  p a i r  

* . s t r i c t emen t  i n f é r i e u r e  à 1 s i  x > S 

On a donc l e s  2 c a s  de f i g u r e  su ivan t s  : 

* * 
Dans ce  c a s ,  V' e s t  un i n t e r v a l l e  ouver t ,  de c e n t r e  S (dont on exc lu t  S 

a f i n  de ne pas o b t e n i r  une s u i t e  cons tan te) .  

~ é m o n s t r a t i o n  de convergence : prenons S > S* ; f  e s t  c r o i s s a n t e  e t  
O 

* * * 
i n f é r i e u r e  à l ' i d e n t i t é  à d r o i t e  de S ; donc S < So => f ( S  ) = S* < f (So )  = 

* 
SI c S donc S* * S1 < So . Par  récur rence ,  s i  S < Sntl < Sn, a l o r s ,  

O 
* * 

f ( s * )  = S c f(Snil) = Snt2 < f (Sn )  = Sntl donc S < Sn+? < Sntl. La s u i t e  

(Sn ) ,  décro issante  minorée a  une l i m i t e  qu i  ne peut  ê t r e  que l e  po in t  f i x e  

unique de f .  

* 
La démonstration e s t  analogue à gauche de S , 

ou b i en  (second c a s  de f i g u r e )  



p pair 

* * 
Dans ce cas, V' est un intervalle de la forme 1s , S + EL ; la démonstration 

de convergence est analogue à la précédente. 

b )  Cas ou ~(P)(s*) = C est strictement positif 

Pour tout i = 1, 2, ..., p - 2 

f(p-i 1 * 
(x) est . strictement négative si x < S 

* ( . strictement positive si x > S 

si i est impair 

* . nulle en S 
* si i est pair . strictement positive si x # S 

D'où, par application à i = p-2, 
* . égale à 1 en S 

* si p est impair . strictement supérieure à 1 si x # S 
* . strictement inférieure à 1 si x < S 

. égale à 1 en S* si p est pair 

* ( . strictement supgrieure à 1 si x > ç 



l e s  2 c a s  de f i g u r e  su ivan t s  

I p impair 

C 'es t  l e  c a s  que j ' a i  é l iminé dans l 'énoncé de l a  p r o p r i é t é  17  c a r  l e  

* 
domaine de convergence s e  r é d u i t  au  s e u l  po in t  S 

ou bien 

I( p pair 
* * 

Le domaine de convergence V 1  est un intervalle de la forme IS - E,  S [, 

la démonstration de convergence est identique aux précédentes. 



La convergence logarithmique e s t  une convergence l e n t e .  Cependant, 

parmi l e s  s u i t e s  de Log, on peut d i s t inguer  des s u i t e s  qui  convergent p lus  

ou moins lentement. Cela e s t  évident s i  l ' o n  considère,  pa r  exemple, l e s  

1 1 
s u i t e s  (-) e t  (2), t ou tes  deux éléments de Log n 

1 n - 
2 n 1 1 L i m  - = 0, donc, (2) converge plus v i t e  que (;). 
1 

++O - n n 

Dans ce paragraphe, j ' e s s a i e r a i  de v o i r  s i  on peut d é f i n i r  des sous-ensembles 

de Log t e l s  que t o u t e  s u i t e  d'un c e r t a i n  sous-ensemble converge p lus  v i t e  

que n'importe q u e l l e  s u i t e  d'un a u t r e  sous-ensemble. 

1) Comparaison a 1 'aide des suites derivees premigres 

Phop/Liétt 1 k : S o i e n t  (S ) et (T ), deux h d e b  d e  LOG 1 ,  don t  l e b  h d e b  
n n 

meuna s o n t  notees  ( e n )  et ( cn) et v&hk&Lent 

X 
n L'hypothèhe ( H )  : 3 K E C O ,  II: t e l  que ï i m  7 = K A n+-w n 

enthanne que 
e 

n l i m  - = O 
n-t+oo en 

Démonstration 

L'hypothèse ( H )  en t ra îne  q u ' i l  e x i s t e  un rang N t e l  que 
1 - X '  

V n k N ,  O < X  < A '  C l ,  d o n c O <  n n , d < 1  
'n n 

coniid6rons l a  s u i t e  (--) 
n 

'n+ 1 - 
e 
n t 1  

'n 
e n 

= 
1 - A '  

" <  -'i-h n 
'n - 
e n 



"n - 'n A' n D ' autre part, - - - 
en 

X 
n 

ler cas K # O ------- 

donc O < 

"n - e D'après ce qui précède et l'hypothèse (H), lirn - - - 
n++= Aen 

K 

'n+l - 
e n+ 1 

< 

Or (e et (E,) remplissent les conditions du théorème 15 page 13 de C~éf 21 
n 

'n - 
e 

n 

Ceci implique que la suite ( 

"n 
E n donc lim - = lirn - e , c'est à dire 1 = - e 

n- Aen n++= n 
K 

Donc e(~-l) = O qui implique, étant donné que K < 1, = O 

'n 
Il en est de même pour - car, les suites (Sn) et (Tn) appartenant à e n 
LOG 4, (en) et (E: ) sont de signe constant à partir d'un certain rang. n 

'n Posons 1 = lim - e n++ n 

E 
n - 
e n 

2ème cas K = O -------- 
AEn 

Il est impossible d'avoir 1 # O car on aurait alors lirn - = 00, ce 
E 
n 

n-0, Aen 
qui est contradictoire avec lim - = 4. 

rr++= en 

), positive, décroissante est convergente. 

Il faut donc que e = 0. 
' n 

Dans les deux cas, lirn - = O e n+tm n 

2) Comparaison pour les suites k 

D'après la propriété 15, toute suite de 81 peut être construite grâce 

aux itérations A = A (1 - an An) où (un) est une suite tendant vers un nt1 n 

a c IR*', a condition que les termes initiaux vérifient certaines proprietls 

assurant la convergence. 



Je vais considérer deux suites de ce type, l'une appartenant à L , l'autre 
1 - 

à L avec 6 < a et comparer leurs vitesses de convergence l+a 
- 
l + B  

respectives. Pour ce faire, j'aurai besoin d'un lemme. 

L m e  : S o i e n t  deux té& a > O, b > O et h0L.t un té& M .tee que 

1 1  O < M < inf (- -) 2aY 2b 

Conbidéhonb l e s  L t é W o n . 6  d e  p o a  d i x e  dé&hie6 pan. 

M o u ,  (xn) et (Y ) hont  deux h u i l a  d e  L~ dont  toud Le6 temes appmtLonnpnC 
n - 

2 
h 10, MC; &.tes c o n v a g e n t  en déchondhavct v m  O et v W G e n t  

x 
n - b  lim - - - 

n++- Yn a 

)émonstration du lemme : 

1) ( xn) et (Y~) appartiennent à IO, MC et convergent, en décroissant, vers O 

Je fais la démonstration pour (x ) n 

1 
Supposons que O < x < M alors, O < x C - donc O < xn(l - ax ) c xn n n a n 

ce qui entralne que O < x n+î < 'n < M 

Ceci montre, par récurrence, que xn 30, MC; de plus, cela entrazne que 

la suite (xn) décroit. 

* 
(x,), positive, décroissante, est donc convergente : sa limite x doit 

* * * * 
vérifier x = x (1 - ax ), c'est a dire, puisque a > O, x = O 

2) (xn) et ( y  1 appartiennent a LI 
n 



I Appelons h = ax Y n, hT > O et lim )in = O 
t n n il 

n++a 
I (X ) est la dérivée première de (x ) 
t n n 

' Sa dérivée seconde (p ) seri: définie par n 
'nt1 - X 

- 1 - - -  nt1 - 
, Vn - X 1--- a x 

x n n n - .  
pn donc p = X = ax donc, - = 1. n n n ' X n 

1 
' Le rapport R calculé précédemment (propriété 12) a donc pour limite - n 2 

X n 
3) (-1 converge. 

Y n 
X 

(2) est toujours positive ; il suffit donc de montrer qu'elle décroît. 
' Yn 

Considérons ax et byo ; il y a deux cas possibles 
O 

. soit byo 5 ax 
O 

. soit ax < byo 
O 

A partir de maintenant et jusqu'à la fin de la démonstration, je supposerai 

que byo S ax ; si le cas contraire se produit, il suffira d'intervertir 
O 

les rôles de (x et (yn) n 

De par le choix de M, 1 - ax et 1 - by sont positifs ; pour montrer 
x 

n n 
-n que (-1 décroît, il suffit donc de montrer que byn S axn 
Yq 

. O < byo S ax par hypothèse 
O 

. supposons que O < by S ax n n 

Etudions la fonction F(z) = z(1-2) dont la dérivée est F1(z) = 1 - 22 ; 
1 

elle est positive croissante sur IO, -C 
2 

1 1 Puisque, pour tout n, xn r 30, MT, xn < - donc axn r 10, llhypothase 2a 

de récurrence entrarne donc que 

O ~(by,) S ~ ( a x ~ )  c'est a dire O < byn+l S axntl 



1 Dorlc, V n ,  byn 5 a x  
l 

n 
X 

! Ceci prouve donc que (3) converge. 

43 Limite de (2) 
Yn 

X 

Appelons L l a  l i m i t e  de (G) 

a D'après l e  théorème 15 page 11 de [Réf 2 1 ,  L = - L*, ce  q u i  n ' e s t  poss ib l e  
b 

que dans deux cas  . L = O 

b . o u L = -  
a 

b Yn Pour montrer que L = - , considérons l a  s u i t e  (-) a x 
n 

Yn 
5) (-1 converge 

X n 

é t a n t  f i x é ,  il e x i s t e  un rang N t e l  que ax  
N byo 

Appelons ( #  ) l a  s u i t e  d é f i n i e  par  = x n n ntN 
- - 1 pa r  cons t ruc t ion  a r  < byo e t  x 

O 
= x  (1 - a < )  n t 1  n 

I l  s u f f i t  de f a i r e  un raisonnement exactement analogue à c e l u i  q u i  

Yn précède pour montrer que (-) converge ve r s  une l i m i t e  L '  t e l l e  que 
X n . L '  = O 

a 
* OU L S  = - 

b 

Y n Yn y n 
X X n O r ,  - = - = - X - X ,,, x ntN-1 - x 

X 
X X ntN n n t 1  X 

n ntN 

Y, - 
Yn - =  5 

I 
l e  numérateur de c e t t e  f r a c t i o n  tend v e r s  L '  ; l e  dénominateur e s t  c o n s t i t u e  

J' n d'un nombre f i n i  de termes tendant  t ous  v e r s  1. Donc - 4 L t  xn n+t= 
b -  1 Ce r é s u l t a t  n ' e s t  compatible avec c e l u i  du 4 )  que s i  L = - - - a L 1  



Considérons à présent deux réels a et $ vérifiant O < fi < a et deux suites 

(Sn) et (T , dont les suites-erreurs associées seront notées (en) et ( e  1- n n 

Supposons que (Sn) e L et (T ) r L 
n 

Je vais montrer que (T ) converge plus vite que (Sn), ce qu'il est possible n 

d'énoncer : 

Phopniété 1 9  : Cornidétron6 deux &&a : (s ) E L n P 1 

(T,) E Lp2 

avec O < p / P 2 < 1  

M o u ,  ( T  ) convenge pûi6 v i t e  pue (s,) . 
n 

Démonstration 

Appelons (A ) la suite dérivée première de (Sn) et ( \ )  celle de (Tn). n 

Elles vérifient, d'après la propriété 15, 

'n+ 1 = nn(i - pn A ~ )  
-> a où a n  et (B sont deux suites : (an) n++m n 

Choisissons un réel B tel que B > Sup (1, sup a ,  sup (8,)) 
n&J niIN 

Ce sup existe car (an) et (Bn) sont des suites convergentes. 
1 

Choisissons M tel que O C M < 5 

Il existe un rang n tel que 
O 

On ne restreint en ri.n le généralité du problème en supposant que no O 

C'est a dire que les suites dérivées premières de (Sn) et (Tn) v6rifient 



A E IO, MC 
O 

= h (1 - EnhI)) n 

avec Y n, a > 0 ,  Pn > O n 

' l i r n  a = a, l i r n  Bn = B n n++a n++m 

'n Pour montrer que l i m  - = O ,  j e  v a i s  u t i l i s e r  l a  p ropr ié t é  18, c ' e s t  à 
e n++m - n 
An d i r e  montrer que l i r n  - = K E C O ,  1[ A 

n++w n 

B Dans ce  cas p a r t i c u l i e r ,  K s e r a  égale  à - . a 

On s a i t  déjà que ( A  ) e t  ( A  ) tendent  vers  O c a r  ce sont  des s u i t e s  n n 

dérivées premières de s u i t e s  de t. 

1) (An) e t  (An) ont  tous  l e u r s  termes dans IO, MC e t  sont  décroissantes  à 

p a r t i r  du rang O .  

. supposons X E IO, MC 
n 

= A (1 - an A n )  'n+l n 
1 1  Pour t o u t  n,  B > a donc M C - C - donc O < An < , ce qu i  en t ra îne  n "n 'n 

que O c A (1 - a A 1 < A donc O < An+l < An < M 
n n n n 

Ceci montre, pa r  récurrence,que An appar t i en t  à IO, Mt. De p l u s ,  ( i n )  e s t  

décroissante .  

La démonstration e s t  analogue pour (An). 

2 )  Encadrement des s u i t e s  ( A n )  e t  (An) 

La d i f férence  e n t r e  l a  s u i t e  (A ) e t  l a  s u i t e  (xn) du lemme est que an n 

va r i e  à chaque i t é r a t i o n .  Je va i s  encadrer ,  à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang,  l a  

s u i t e  (An) par  deux s u i t e s  (Ai) e t  ( A * )  analogues à l a  s u i t e  (x,) du lemme. n 

Choisissons un r é e l  n qui  v é r i f i e  : 

, B - a )  O < n < inf  ( 8 ,  2 



. e t  appelons (B+ = B + ri 
l 

8 - = B - n  

Le choix de ri implique : O < 6- < fl < f3' < a- < < < B 

- + I l  e x i s t e  un rang N ( r i )  t e l  que, V n 2 N ( n ) ,  an E l u  , u C 

i B n  c 1 ~ - ,  B+c 

Les s u i t e s  () in)  e t  A n  v é r i f i e n t  donc 

+ ~ é f i n i s s o n s  qua t r e  s u i t e s  ( A  1 , ( A - ) ,  (A'), (A- )  pour n  2 N ( n )  
n  n n n  

par  (A; = A, 

t Montrons, p a r  récurrence, que, V n 2 N ( q ) ,  OC h 5 h 5 < M. 
n 

9 . Supposons que O c h d A s h i  c M n n 

Considérons les 3 fonctions f n ( z )  = "(1 - un z )  

Ces fonctions sont a valeurs positives dans 30, MC car, 



? 1 1 
B > a+ donc t 

Leurs valeurs sont également plus petites que M y  car 

fn(z) < 2, f+(z) < zq f-(z) < z pour tout z E 10, M[ 

Elles sont croissantes sur 10 ,  M C  car 

 autre part, Y z E I O ,  M C ,  O  < ft(z) i f (z) < f (z) < M  
n - 

En effet 0 < f+ (z) et f- (z) < M car f+ et f sont à valeurs dans ]O,  M C .  

+ 
Et a- < an < a entraîne que, pour tout z E 10, MC, 

t z(1 - a Z )  < z(1 - BZ) < z(1 - a-Z) 
t L'hypothèse de récurrence O  < A i h r A- < M implique donc n n n 

t O ft(in) s f+(nn) s f (A r fn(~-) s f A )  < M 
n n n - n 

donc O  < + s An+I 5 A < M  

C'est 1 dire que l'on a bien, pour tout n 2 N, O  < A+ i A 5 A- < M n n n 
De manière analogue, O < A ~ ~ \ ~ A ~ C M  

A 
3 )  Encadrement de (f) 

n 

De ce qui précé$e, on deduit immédiatement que 
A A A- n n n Y n r N  O < - S - 5 -  

A n  An n t  
At n A- n Rappelons que - et sont définies a l'aide de a', a pt et 8-, 
A- n A 

n 

c'est dire, a l'aide du paramètre q. 

Or, ce qui prgcède peut être fait pour tout qui vérifie 



a-B , B - a )  1 O < q < i n f  ( 8 ,  2- 

a-B , B - a )  e t  é c r i v ~ n s  : Donc, posons A = i n f  ( 8, -2 

x + h )  x x-(V) n  n  n  
V q E I O ,  A C ,  3 N(v) E H ,  Y n 2 N(q) O < - 5  - S  - 

n-cq, " A+(T,) n  n  

 ri> n 
Considérons l a  s u i t e  (_-- lo rsque  n  -+ +a 

A (QI n 

(A:(Q)) e t  (li:(n)) son t  d é f i n i e s  pa r  

a+ e t  B- son t  s t r i c t emen t  p o s i t i f s .  

B > a+ - c -  1 1 
1 D'autre  p a r t  O < M < - avec 1 donc 1 2B 2a+ 

2 B 
B > 8- - < -  1 1 

2B 2a- 

J e  peux donc appl iquer  l e  lemme pour a f f i r m e r  que 

x-(V) n  De manière analogue, l i m  - = 8% 
n + t = ( ( ~ )  a - ( i l )  a-il 

B I l  e s t  f a c i l e  de montrer que : 

B - r i = l -  (a t8) r i  
a t i l  a ~ ( n )  avec  ri) = 

P e s t  une fonc t ion  p o s i t i v e  de il qu i  tend ve r s  O 

lo rsque  n tend ve r s  O 

= -  ' + u(q )  avec u(n)  7 (a+B)il 
a-0 a a a n )  

u a l e s  mêmes p rop r i é t6s  que p 



$ Donc : 
$. 

hn(q)  An q q )  
0 E 10, A C ,  3 N ( i 1 )  E N ,  n  2 ~ ( q ) ,  O < - < - I 

- A * 
A;<,, n  ++O) 

A+(,) n  
l i m  - = - - f3 ~ ( i i )  
n++= Xi(,) a 

A-(,) n  
l i m  - - + dl-,) 
n-ctw A:(,) a 

X 
n  

A 
B 4)  (-1 converge v e r s  - 

n  a 

II é t a n t  c h o i s i  comme précédemment, f i xons  nous un r é e l  E > 0. 

Il e x i s t e  un rang ~ ( 5 ,  n)  , que l ' o n  peut  supposer au moins é g a l  à N(q) t e l  

que + 

i 
Xn('l) f3 

V n  2 M ( 5 ,  rl) - E 1, -  ri) - 5, ci 8 - P(TI)  + SC 
<(Tl) 

A;(,) B r 1, + "(Tl) - 5, , + u(q)  + SC 
A;(,) 

1 
l V 

pour n2M(S,q) 

A;(,> 
-. a p p a r t i e n t  

A-(,) n  

A;(,> 
a p p a r t i e n t  

X+(Tl) n  

à c e t  i n t e r v a l l e  à c e t  i n t e r v a l l e  

e t ,  M(S, ri) é t a n t  supposé p l u s  grand que N(q), V n 2 M(5, q ) ,  

X t - 
n  'n(Q) 'n(nI1 - E C y -  A $7 

An(n) 



Ceci va impliquer que : 

V q E 10,  AC,  Y 5 > 0 ,  3 M(6, Q )  

B 'n B t e l  que V n 2 M(S, 0 )  - ~ ( 0 )  - 5 < r <  - + o(Tl) + 6 
n a 

Pour te rminer ,  cicsr~ons nous un &el y quelconque, y 7 O 

Puisque l i m  ~ ( n )  = l i m  ~g (n )  = O ,  il e x i s t e  un Tl 6 10, A[ t e l  que 
n~-+ao n++- 

Y 

Y 

Evidernment, il e x i s t e  a u s s i  un 5 E 10, Y 1C 
I Prenons N(y) M(Tl, 5 )  
1 - B B An B B Alors ,  V n 2 N(y), a - y < - - p ( T l ) - c  5 n 5 - +  dTl)  + E <;+ Y a 
I n a 

; Donc, 
1 

1 B A n < f + y  1 Y y > O ,  3 i((y) t e l  que V n 2 N(y), - y <r a 1 

1 
1 An - B 
I Ce q u i  veut exactement d i r e  que l i m  - - - 
1 
1 

A a n 

3) Comparaison pour les  suites de point  f i x e  

La p rop r i é t é  17 va permettre  d'énoncer un c o r o l l a i r e ,  

P m p k é t C  2 0  : Conûidénonû tu deux ht.dte.4 de p o i n t  d i x e ,  bupp04Zu  conveirgentu,  

dédin ies  pan. : 

0 2  . v ut un v o d i n a g e  de s * ,  p o i n t  d i x e  de f 

. w e s t  un voLdulage d e  T * ,  p o i n t  6 i x e  d e  g 

. f et g véh*idienX : 



avec 2 a q < p 

T - T* 
MOU lim n 

- S* 
= O 

n++w 'n 

Démonstration : 

Elle est immédiate, car, d'après la propriété 17, (Sn) c L et (Tn) r L1 
1 - - 

1 1  avec O < - < - < 1. 
P Q 

P 9 



V - PROBLÈMES POSÉS PAR L A  CONVERGENCE L O G A R I T H M I Q U E  - 
Je viens de définir un certain nombre de sous-ensembles de Log. 

Certains de ces sous-ensembles sont-ils acc616ralIes D Corollairement, 

peut-on affirmer de certains sous-ensembles qu'il n'existe aucun algorithme 

capable d'accélérer la convergence de toutes leurs  suites. 

Supposons que l'on définisse un soua-ensemble de Log par une certaine 

information sur le comportement des suites qui le constituent. Existe-t-il 

un certain "type d'information" qui permette d'assurer que le sous-ensemble 

est accélérable ? 



UN ENSEMBLE NON ACCELERABLE 



Dans C ~ é f  71 J.P. Delahaye et B. Germain--Bonne ont montré que LOGSF 

n'était pas accélérable. Dans ce chapitre, je vais compléter ce résultat 

en montrant que LOG 2 n'est pas non plus accgl6rable, ou, plus exactement, 

que, pour n'importe quel réel t appartenant à 10.11, l'ensemble 

LOG 2 n 1 1 L n'est pas accélérable. 
P E K t  1 P 

Je démontrerai ce résultat à l'aide de deux lemmes et en utilisant 

la technique de la rémanence généralisée [Réf 61. Rappelons en la définition : 

Soit S un ensemhle de suites réelles convergentes. 

On dira que S possède la propriété de rémanence généralisée si - 
a) il existe une suite convergente (x ), de limite x vérifiant Y n E N, n 
A A 

x # x et telle que n 
a 

1) il existe (xz) E S telle que (x:) + xo 

2) pour tout m r O, il existe po 2 m et (x:) E 8 
O O 

1 - 1 O 
telsque (xn) +x1 et V m  r p  x = x 

0' m m 

3) pour tout m 
2 

1 ' Pos il existe p 2 ml et (x ) E S 
1 n 

2 a 2 1 tekque (xnf + x et V m S p  x = x  2 m m 

appartient à S. 

Si un ensemble de suites est rémanent, il n'est pas accélérable. 

Etant donnée une suite (sn) de Log, jlappellerai Rn le rapport 



S o i e n t  a > O ,  eo # O, S* qucdconque 

1 Soit h véhia*ant O < ho < i n f  (1, --) 
O 

I a - V n r N , O < h  n+ 1 < h n < i n f ( l , - - )  

6 - V n c N ,  
O < 'n+1 < 'n < i n f  (1, a )  

1 C - V ~ E N , -  1 l+a < Rn+î < Rn < i n f  (1, z3 

1) LAn) est strictement p o s i t i v e ,  s t r i c t emen t  dec ro i s san te  e t  de  1 imite n u l  l e  

1 Je v a i s  montrer,  pa r  récur rence ,  que O < h < X < i n f  (1, -) n + l  n a 
1 . O < ho < i n f  (1, -) 1 
a = O < -  a 

O c a h  < 1  
O 

0 ~ 1 -  aho < 1 

O < h (1 - aho) < ho 
O 

1 => O < Al < ho < i n f  (1, --) 

1 1 . S i  O < h < h < i n f  (1, ü) =)O < h < - n n-1 n a 

O < ahn < 1 

O c l - a X n c l  

O < h n ( l  - ahn) < An 
1 

1 => O <  h < A n <  i n f  (1,;) n t 1  

Ceci montre a. 

De p l u s ,  l a  s u i t e  A ,  s t r i c t emen t  p o s i t i v e  e t  s t r i c t emen t  déc ro i s san te ,  

e s t  convergente. Sa l i m i t e  h d o i t  v é r i f i e r  l ' é g a l i t é  aux l i m i t e s  

= X(1 - a h )  => ah2 O => X = O 



2)  Le produt t  i n f i n i .  ,go 1 - A )  diverge vers O 

e t  l i m  An+l O x l i m  TI ( 1 - a A i )  
O 

n++w n+tw i = o  
n 

Donc l i m  n (1 -d i )  = O 
n++w i = o  

O r ,  il s ' a g i t  d'un produi t  i n f i n i  à termes p o s i t i f s ,  dont aucun f a c t e u r  

I 
n ' e s t  nul  ; en e f fe t  1 - ali = O e n t r a r n e r a i t  que Ai = - qu i  e s t  impossible. a 

I l  ne peut donc converger vers O : il diverge donc ve r s  O .  
w +aD 

La s é r i e  associée 1 al .  diverge donc, a i n s i  que 1 Ai 
1 

w i = O  i = o  

Donc Il (1 - A . )  d iverge.  
1 i = o  n 

Appelons P = (1 - A i )  
n  i = o  

P > O car  V i, Ai < 1 
n 

De plus  Pn+l = Pn( 1 - An+l ) < Pn c a r  An+l > O 

La s u i t e  des produits p a r t i e l s  v é r i f i e  O < Pnt1 < Pn ; e l l e  converge donc. 

Etant  donnée l a  divergence du p rodu i t  i n f i n i ,  s a  l i m i t e  ne peut ê t r e  que 0. 
n 

Donc l i m  TI ( 1  - Ai) = O 
n+t- i = o  

3) La s u i t e  (Sn) appar t ient  a LOG 2 e t  converge vers S* 
n 

e n t 1  = e n ( l  - An) donc entl = e  ii (1 - Ai) 
O i = o  

Donc l i m  e  = O 
n++= n 

Donc (Sn) + S* 



 après l e  l ) ,  (Sn) E LOG 1. 

On a également l n+  î 
= 1 -  

n ahn 

un = ahn 

(pn )  + O e t  p > O à cause de 1) e t  du f a i t  que a > O 
n  

Donc (Sn) E LOG 2. 

n + l  n  
on dédui t  D e O < X  < A  < i n f  ( l , ; ) ,  

O < "n+l < "n < i n f  ( a ,  1 )  

c ' e s t  à d i r e  que b e s t  montré. 

4) 1s.) appartient a L e t  verifie c .  
I+a 

-A n  -A - n 
-X 

- - - n 
Rn - e 

n + l  An+l  1 - X n  1 - u n  - 1 - - X n  - un + un An - . - -  
e n X n  

1 Donc R + - => (Sn) z L n l+a 1 - 

De p l u s ,  d ' ap rè s  b, on a  

O < %i < un < i n f  (1 ,  a )  

0 7 -  
'nt 1 

> - un > - i n f  ( 1 ,  a )  

l > l -  
'nt1 > 1 - un > 1 - i n f  (1, a)  

=> o l t a -  i n f  ( l , a ) ~ l t a - u ~ ~ l t a - ~ i ~ + ~ < ~ * ~  

Donc 1 
7 

1 > 1 1 
1 t a - i n f ( a ,  1 )  1 t a - > -  

Un l + a - P n t l  l t a  

1 C'est  à d i r e  que Y n,  - 1 
l ta  < Rn+î < Rn < î t a - i n i ( 1 ,  a )  

1 Cet te  de rn i2 re  f r a c t i o n  est  (gale  à i n f  (1 ,  ;) 

Ceci montre c .  



b-c (4 P < - C-d 

d-c (.Li) - < l - r  d-a 

d-c C-b (iii) - > - 
d-a c-a 

d-a (ivl C 1 - (c-b)(d-a) , , - 
(c-a)(d-c) 

A l o u ,  e d t e  une ducte (x,) t&e que 

x - a 
n+l '1 

6, x - a n++co n 
X 

n+ 1 - a - 1 
x - a  

7 )  3 p E CO, EI tel que n en décroissant à partir 
n++- 
-> 

du rang p. - -  
Ax n 

Il suffit de faire la démonstration pour le rang p = O 

Recherche de a. Construction de l a  sui te  

Je vais construire à partir du lemme 1, 

Posons xo d 

x2 = b 
S* = a (limite de la suite cherchge) 



On aura donc e = d - a > O 
a 

e 1 c-a - c-d d-a - - = l - A  = - - - -  d-c + - - 1 - -  d- c , A  = -  
e O d-a d-a d-a d-a O d-a 
O 

e 2 - = 1 -  - + + - - = l - -  - b-a - b-c c-a - - - -  c-b c-b - -  
e 1 

'1 c-a c-a c-a c-a ' '1 c-a 

On vérifie déjà O < Xo < 1 I 
( eo > O, S* = a 

1 
11 reste à trouver a > O tel que X < - 

O a 

- - On veut que - = 1 - aXo => aho = 1 - - - X 
O 

X 
O 

X 
O 

X - hl 
O 

Donc a = O 

- - -  
d-a c-a 

Z 
d-a 

(G) 

d-a (d-c)(c-a)(d-a) - (c-b)(d-a) 2 
a = (y-) x d c (d-a)(c-a)(d-c) 

d-a a = -  C - (c-b)(d-a) , 
d- c (c-a)(d-c) 

 après l'hypothèse (iii), 1 > (c-b).(d-a) . Donc a , O 
(c-a). (d-c) 

d-a car le crochet est plus petit que 1. De plus, a < - d- c 

1 
d-c , c'est à dire - > Io Donc - > - a d-a a 

Toutes les hypothèses du lemme 1 sont donc réalisées ; on construit la 

suite du lemme 1 : (xn) 



2) La suite (x,) verifie les proprietes 1) à 7)  

1) Par construction, (xn) + a 

Montrons par récurrence que (e ) est positive, strictement décroissante. n 

On sait, d'après a du lemme 1, que V n>O < 1 - An < 1 

. On a e , O => O < eo(l - Ao) < eo 
O 

O < e  < e  
1 O 

. Supposons que O < e < e => e 
n n-1 n > O 

puisque O < l - A n < l  

:> O < en(l - An) < en 

=> O < en+l < e 
n 

Donc Y n, O < e 
n+ï < en = > a < x  < x  

n+l n 

2) Par construction, x x = b  
O 

= d, X1 C ,  

D'après a et b dilemme 1, O < ( 1  - X ) < 1 n 

AXntl donc O < - < 1 
Axn 

AXnt i ' n t  2 Donc Y n ,  - < - 
AXn "n+i 

AXi "nt1 Donc, - S 7 c e c i  Y n 2 O 
AXo n 

Axl "2 - "1 - b - c - - > r d'après l'hypothèse (i) - x  c - d  h X i x 1  O 



b-c Axntï  Donc, Y n 2 O ,  r < - s - 
c-a ' n  

Axnt 1 4) ( xn ) € LOG 2 c LOGSF, donc - '1 
Axn 

X n t 1  - a  e - n+l  - 5 x - a  - - - 1 - An avec O < À < 1 d'après a du lemme 1, e n n n 
e n + l  donc O < - < 1 , Y  n e n 

De plus ,  toujours  d 'après a du lemme 1, 1 - An < 1 - 
e e e n t ,  n t 1  n t 2  , donc - < - 

e e 
1 n t 1  Donc, Y n 2 0, - s - 

e e 
O n 

e 1 - c-a - c-d - - - - -  d-c t 1 = 1 - -  e d-a d-a 
O 

d-a 

D'après l 'hypothèse ii d-c - - 
d-a > r-1 

d-c > r 1 - -  d-a 
e d-c n t 1  + Donc, Y n 2 O ,  r < 1 --s- d-a e n 

x - a 
6 )  Par constructfon,  puisque (xn) c Log, + l  x - a  n 

7 )  D'apras c du lemme 1, on a 

1 - 1 
1% ' Rn+l < Rn C i n f  (1 ,  ;) 

Donc ( R n )  d6crof t a p a r t i r  du rang O .  

1 1 De plus ,  s a  l i m i t e  e s t  > O. I l  r e s t e  a montrer que - S c lm 



d-a a = -  Cl - (c-b)(d-a) , 
d- c (c-a)(d-c) 

1 1 
Donc, d'après l'hypothèse (iv), a > - - 1  => a + 1 >  - E E 

C E  Donc - 
a+l 



I I I  - THÉOHÈME 

1) Construction d e  f&.J 

1 
Choisissons x = - 

n nt1 
A A 

(xn) tend en décroissali-t vers O et x # O pour tout n. 
n 

Choisissons également une suite ( V . )  strictement positive et tendant en 
1 

croissant vers 1. 

2) Construction d e  (xo) 

O Je vais construire (x comme suite de L strictement décroissante et de 
n 

A 

t' 

limite x ; pour cela, j'appliquerai le lemme 1. 
O 

1 > 0  Prenons . CI = - - 
t - 

O - * . x > x ce qui donne S = x et e > O 
O 0 ' O O 

I . X vérifiant O < X < inf(l, -) 
O O C1 

La suite (xO) possède donc toutes les propriétés du lemme 1 ; de plus, 
ri 

comme on l'a vu dans le 2 )  1) de la démonstration du lemme 2, 
A 

O < e  < e  doncx 
nt1 n O < %+, < ceci V n 2 O 

O 
(xn) E Lt ; posons p = t. 

O 

2) Construction d e  (xi) il partir d e  [xO) n - 

Soit m arbitraire. Alors, il existe un rang p > m tel que : 
O 
O O O 

O 
O 

O 

X - X X - x  
p0+l ~,+2 Po p0+l 

(Ao) -; A - 5 A < I - v  
O 

X 
O - X 1 X - x  

p0+l Po 1 



A 

O 
A 

( x0 
O 

X - X  
1 - x )(XO - xl) Po p0+l p0+2 (Eo) C l -  Po ] > - -  

O O - O 
l 1  

X - X  ( x0 - x p x  - xO t 1 

Po p0+l p0+l Po p0+l 

Démonstration : 

D'autre part, on va montrer qu'on a, à partir d'un certain rang, 

Les quatre quantités sont positives. 

Cela revient donc à montrer que : 

C'est à dire 



OU encore 

Montrons que h2 x0 > O n 

On sait que A x0 < O et A x; < O 
n+ 1 

Et on a montré dans 2) 3) de la démonstration du lemme 2 qu'une suite 

AX:+ 1 
construite à partir du lemme 1 vérifiait Y n, - < 1 

A,; 

O O Donc, en multipliant par A x ny A Xn+i > A x; 

L'inégalité à prouver est donc équivalente à 

V 
2 O O O 

Ceci est la transformée A dlAitken de (xn) obtenu a partir de (xn, xntl, 
O x ). On sait que (XE) E L avec t r 10, 1C ; elle est donc transformée, 
n+2 t - 
par A2 dlAitken, en une suite qui converge aussi vite vers la mgme limite xo. 

O 
X x" - X O 4 

n+2 n n+l _,x 
Donc, 

A2x; O 

a a 

Comme xl C xo, à partir d'un rang N2, on a 



C ) D'après c  du l e m m e  1, 
O 

Comme 

A 

O 
X - X n+l  O 
p- 1 

O 
X - x  
n  O .- t e n d  en déc ro i s san t  v e r s  p  

O O 

A x n + ~  - -  1 
AXZ 

a ,  pour n - ' N3 

- p o i l - v o  

A A 1 B ) Puisque (x:) -+ x , pour  n  2 N on a lx0 - xol S ; o  
O O 4 ' n 

O O 
X - X 

doncpourn  2 N5, 
n + l  n + 2 2 : v  

O O O 
X - X  
n n + l  

a a 

O 
X - x  

O O O 

C I -  ('nt1 - X n + 2 ) ( ~ n  - x1l1 Eo)  O O O O 
X - x  n  n t 1  ( n t 1  - xl)(xn - xO n t 1  ) 



I I  

A=: = - e0 x0 n  n 
O Donc xn - x O = e0 n t 1  n n  

Le rapport précédent est donc égal a 

ceci tend ceci tend vers ceci tend ceci-tend 
!ers - 1 + a avec vers vers 1 
x - x130 
O 

1 a o - -  1 
t 

1 3 0  - = + O 0  

O+ 



Donc, 

A partir d'un rang N6, on aura donc cette expression plus grande que - - 1. 
t 
1 

Il suffit donc de prendre p = Sup (mo, NI, N2, N3, N4, N5, N6). 
O 

Les hypothèses (A ) à (Eo) étant vérifiées, on va appliquer le lemme 2 
O 

4 

en prenant a = x 
1 

1 On appelle (y ) la suite du lemme 2 et on pose x = x si n {O,. . . ,pot2} n 

si n 2 p ,  . . I  

La suite (xl) vérifie 
n 

a 

1 1 et (xn) décro?t à partir du rang po ; comme (x était décroissante jusque Po, n 
1 

- 

a x strictement décroissante. 



1 La suite (x ) appartient donc à LOGSF n L 
n P. 

3) Construction de Lxn i ' + l )  3 p a r t i r  de Lxn) - 

en décroissant à partir 
du rang po 

i 
On dispose de la suite (x qui vérifie 

n 
a i i-1 1) (x:) + xi strictement décroissante = x 

2, (xpi-l pi-1 

xL - Xi n 
a 

X 
i - X n+l i W 1  
i 

'n - en décroissant à 
7 )  3 pi c CO, til tel que -t pi partir du rang^^-^ 

AXnti - -  
PX; 

Soit m. arbitraire, il existe pi > mi tel que 
1 



X 
i i - X i 

X - x  i pi+l  pi t2  Pi p i+ l  
(Ai) A I i A 

X - X X - x  
c l - v i  

p . + l  it1 
1 P i  i + l  

i A 1 
(Bi) I X  - x. 1 5 - 

P i  1 
2 

i A 

X - X .  
p i+ l  1 

i Ci - 1 
X - X  

P i  i 

(Ci - p .  5 1 - v.  
8xi 1 1 

p . + l  
1 - 1 

hxi 
P i  

i 
X 

i - X 
p . + l  1 pi+2 

( D i )  i i > v. 
1 

X - X  
Pi pi+l  

i i i - 
X - x  

itl ( xi - x  ) ( x  - x  ) 
Pi pi+l  pi+2 Pi itl 

(Ei) i i C l  - - 1 > - -  
X - x  

1 
( xi - x  )(xi  - x i  1 ,iti 

pi pi+l  p i t l  i+l Pi pi+l 

L a  démonstration e s t  analogue à l a  précédente.  

On c o n s t r u i t  une s u i t e  à p a r t i r  du lemme 2  en prenant  

itl) On appel le  (yn c e t t e  s u i t e  e t  on pose 

i xn pour n  c {O, ..., pi, pi+l 9 pi+2} 

X n 
yitl pour n c p i  p i t1 ,  ... 



i La suite (x ) appartient à LOGSF n L 
n 'i 

4) Construction de l a  s u i t e  f i n a l e  

x est gvidemment strictement décroissante et strictement positive. 

Soit a > 0. 

1 ci 1 - 
Choisissons i tel que (possible puisque - e t  x tendent vers O) 2 

2 i 

2 

on prend N(a) = 
Pi 

soit n 2 N(a) 

on a également 



I 
S -- d'après (Bi) 

2 

x appartient à la zone [ O ,  x 1 n P 2 

a a donc x < - t - => x < a. n 2 2 n 

Donc V a > 0, 3 N(a) = pi tel que V n 2 N(a), O < xn < a 

X n+l 
( xn) décroît, donc - < 1 

X n 

D'autre part, pour n'importe quel x positif inférieur à x ntl' on a 

(Si x = O c'est évident, si x > 0, c'est équivalent à x (x - x) 2 x (xntl-X) n+l n n 

donc à - x.x 2-x.x c'est à dire à x 5 xn qui est vrai). nt1 n n+ 1 

Soit a O 

(vi) f .  Choisissons iO suffisamment grand pour que 1 - Ci < v i < l  
O 

Choisissons N(çi) = Pi 
O 

V n 2 N(a), il existe i 2 io tel que n E , pitl, . . , pitl - 1) 
- 

on a aussi O C x iti < 'nt1 donc, d'après la remarque précédente, 



Puisque x = x i+l I n  , d'après 5 )  du lemme 2, 

On a donc, puisque i 2 i 
O - 

X 

Ceci pouvant être réalisé pour tout a > O, on a - - > 1 (en croissant) 
x n+t- n 

Donc ( xn) E Log. 

3 ternes cons6cutifs x x x appartiennent toujours à la msme sous-suite 
ny n+lY n+2 
i 

i Axn+ 1 AXn+~ (x,). Donc - = - Ax n 

Soit a > O 

Choisissons i assez grand pour que 1 - a < v < 1 
O io 

Et choisissons N(a) = Pi 
O 

V n 2 N(a) , il existe un i 2 i tel que n c {pi, pitl, . . , 
O Pitl - 1) 

X = x  
i+l 

n n 

X = X 
i+l 

nt1 nt1 

X = X 
itl 

nt2 nt2 
itl 

 après le 3 du lemme 2 ; vi < 

Et, puisque i 2 i on a 
0 ' itl 
AXnt 1 1 - a c v  Svi<-(1 

i 
O Axitl 



Ceci pouvant être réalisépour tout cc > O, on a Axn+l 
x + l  

n 
Donc, (x,) E LOGSF. 

i 
Par construction, pi E CO, t 1 ; donc O < p < t i i 

J. a Soit a > O ; choisissons i suffisamment grand pour que t O < - 
O 2 

i (possible puisque t E 10, 1C => t -t O) 

a 
D o n c Y i 2 i  O I p  < -  

O y i .  2 

D'autre part (v.)+l, donc, il existe un rang i tel que 
1 1 

Y i 2 i  a 
1 

1 - v. 1 < 2  
Choisissons 1 2 Sup (i il) 0 

prenons N(a) = P~ 
V n 2 N(a), 3 i 2 1 tel que n c {pi, pi+l, ..., 

Pi+i - 11 

11 

itl 
"nt1 - -  
itl 

Ax- 



Démontrons que : 

Le dénominateur est le même pour les 2 expressions et est négatif d'après 

3) du lemme 2 ; il suffit donc de montrer que 

X 
i+l xi+l a - X n+l n+l i+l . C'est à dire que - 2 i+l i+l A 

, donc, puisque les 4 termes 
X X - X n n i+ 1 

sont positifs, il suffit de montrer que 

A 

ou encore que - x x i+ 1 i+l 2 - x  
i+i nt1 i+lxn 

et ceci est toujours vrai. 

- -  
D'autre part, le numérateur et le dénominateur de la fraction n 

i+ 1 

sont tous deux négatifs (parce que ( x  i+l) est AXn+i - -  
n ~xi+' 

strictement décroissante et d'après 3 )  du 

lemme 2 ) .  Donc 

i+l - 
X nt1 
itl - O - 1 
X n 

itl 
5 

Axnti - -  
~xi+' 

X 
itl a - x 
n+l i+l - 

X 
i+l - X 
n i+ 1 
itl 

"n+1 - -  
i+l 

Ax- 

n ( {pis a * . ~  Pi+l - 1) et on sait que cette suite décroft 
d'après le l e m  2, 7 )  a partir du rang pi. 



Donc 

- - - 1 
itl - 

x- 
I I  

itl 
Axn t i  - -  
AXkt i  

A 

X 
itl - 
ntvl itl - 
itl 

A 

X - X .  n 1 

itl 
Axnt i  - -  1 
AXkt1 

A 

X 
itl - 
p i t l  itl 

a - 1 
itl - 

X 

P i  
itl 

Axit 1 
p . t l  
1 - 1 Axi+ 1 

P: 

~émont rons  que l ' o n  a a u s s i  
A 

i+l i +  1 
X - X X - X .  
p i t l  itl p i t l  1 

- 1 - 1 
itl 

A i+i A 

X - X X - X.  
P: i+l P: 1 

L e  dénominateur e s t  l e  même e t  e s t  n é g a t i f ,  comme on l ' a  d é j à  remarqué. 

Il s u f f i t  de démontrer que 
A 

itl 
X - X X 

itl A - X.  
p , t l  itl p , t l  i 
l. L 

2 
itl - itl 

A 

X X - X .  

P i itl P i  
1 

D'après l e  schéma du 3 ) ,  on v o i t  que l e s  2 dénominateurs sont  p o s i t i f s ,  

il s u f f i t  donc de montrer que : 

C'es t  à d i r e  que 
A - 

i+l , - itl - X 
i+l - x x 

itl iti i pi 

ou que 

itl itl - i t 1 )  x (xi+l - ) 2 Xi ( x  
itl pi+l  P i pi+l  - p i 

c e c i  e s t  n é g a t i f  
a a 

donc, il s u f f i t  de montrer que xitl S xi e t  c e c i  e s t  m a i .  



On peut donc é c r i r e  A 

'i+l - 
X 

itl - 
X 

pi+l  i 
n t 1  

- 1  i+l A - 1 
itl x - x 

X - O 
P i  

i 
O <  4 

i+l Axi+l 
Axnt 1 - -  1 pi+l - 1 

Axi+l 

P i  

On a a l o r s  A 

x - X .  
itl - 

X 
pi+l 1 

n+ 1 A - 1 - 1 i 
i+l - x - x .  

X P i  
1 

n 
O <  itl 

< - Pi + Pi 
hXi 

- -  pi+l 7'- a 
- 1 c e c i  e s t  < - d'après l e  choix de i 

hxi 2 
P i 

v 

c e c i  e s t  I 1 - v i 
d'après ('2.1 e t  on a 

1 

c h o i s i  i de t e l l e  
a s o r t e  que 1-v < - i 2 

Donc 

Ceci é t a n t  poss ib le  pour t o u t  a > O ,  (xn) c Lo 

9) (x:) Q LOG 2 
i 

Toutes l e s  s u i t e s  (x,) appart iennent  à LOG 2 c a r  e l l e s  v 6 r i f i e n t  l e s  

propr ie t6s  du lemme 1 à p a r t i r  du rang pi. 



D'après ce q u i  précède, pour l a  s u i t e  f i n a l e  ( x  ), q u i  a p p a r t i e n t  à LOGSF, 
n  

n l e  rappor t  Rn = - tend v e r s  O en r e s t a n t  t ou jou r s  s t r i c t emen t  p o s i t i f .  

- -  

Appelons ( A  ) l a  s u i t e  dér ivée  première de ( x  ) e t  (" ) sa s u i t e  dé r ivée  n  n  n  

seconde. 

'n+i "n 
donc - A + X  + +a0 

n n 

'n+l P n = + a  
Comme l i m  - = 1, l i m  - X n++m n  h  

n++m n 

" n 
A p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang ,  - e s t  s t r i c t emen t  p o s i t i f .  Comme An e s t  A 

n  
également s t r i c t emen t  p o s i t i f  à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang ,  il f a u t  que p n 

s o i t  p o s i t i f  à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang.  Donc, (x,) E LOG 2. 



PROCEDES D'  ACCELERATION 



Dans les quatre premiers paragraphes de ce chapitre, je vais décrire 

des procédés d'accélération valables pour certains sous-ensembles de Log. 

Tous ces procédés seront des variantes d'un même procédé que j'appellerai 

"procédé standard". Dans le cinquième par~graphe, j'étudierai les possibilités 

d'accélération de suites à convergence logarithmique par le procédé d'extra- 

polation de Richardson. Le sixième paragraphe sera consacré à un exemple : 

l'accélération de la convergence des suites de Mann. 

Phocédé Standahd 

eridte une Xhanh~oNnBtion a u m e  d e  huLte6,  ~ ~ o ~ n t  (s E L en (tn) n 

d e  t&e haicte que  : 

. Y (Sn) L L, lim tn = lim S 
n n+m n+- 

( l a  a Y m n ~ ~ o m a ; t i o n  a u m e  a i t  h é g f i è r r e  pouh t o u t e  au*tie d e  L) 
At 
n . V (Sn) E L, 3 C # 1 tel que lim - = C 

n+m "n 

Remarque : une expression équivalente de T est n 
AS- 

Démonstration : 

(Sn) étant monotone, les hypotheses du thdorame entrafnent que 

= C ; d'où, en utilisant le théoreme 15 page 13 de C~éf  23, 
h(Sn - s*) 



11 C étant distinct de 1, lim = O ;t' 
n++Q S - S n 

Comme il apparaît dans cette démonstration, la monotonie de (Sn) permet 
* 

At tn - s- 
d'affirmer que lim -"- = C implique lim = C. 11 est alors possible 

nctm "n n++w sn - S* * Atn - tn - S 
de définir un procédé exact sur le sous-ensemble de L pour lequel- - 

S - - S  
* 

11 * 
La limite S d'une suite de ce sous-ensemble est solution d'une équation du 

premier degré dont la résolution conduit au procédé standard. 

Remarque : Ce critère est intéressant également du point de vue pratique car 
i' 

il est possible de constater expérimentalement que, pour une suite donnée et 

Atn un procédé quelconque, tend vers une constante distincte de 1. 
n 

Il est possible d'obtenir des variantes du procédé standard, variantes liées 

à une définition légèrement différente de 1 'ensemble L. 

SoLt  1 un euemble de 4 u L . t ~  pouh lequel .U exi6.te une Wn66omat ion ~~e 

de 6&u, O~uu60i1.mant (sn) c L en (tn) do t a o  r o u e  que : 

. (Sn) c 1, lim tn = lirn Sn 
ri* nctm 



(la d o m o n  auxA%he es t  $ég&èke p~ t o u t e  4&e d e  L) 
t - S  . 3 C # 1, V (Sn) E L, lim n 

* = C 
n++m Sn - S 

keoird, la Rhanbdoivnatian : 

Démonstrat ion 

* * 
'n - S S n - t n  1 tn - S = 1 -  x - = 1 -  (1 - 1 . -  1 * 1-C - s* * 1-C 
Sn Sn - S Sn - S 

* 
'n - S 

Puisque C # 1, lim = O 
n++m s - S* n 

Dans cette variante, par rapport au procédé standard, il y a une perte 

d'information : on ne peut affirmer que lim - = C, même si (Sn) est 
n+- 

monotone. Mais cette perte d'information est compensée par la connaissance 

de C qui est défini et unique pour tout L. 

Dans le chapitre précédent, ont été décrits plusieurs sous-ensembles 

de Log. Je m'efforcerai, dans ce chapitre, d'en donner une nouvelle description 

mettant en évidence la transformation auxiliaire. 



1) Le c r i t è r e  de Raabe-Duhamel 

Le critère de Raabe-Duhamel est un critère de convergence pour les séries 
+'= 

à termes positifs. Si 1 un est une série à termes positifs et si 
n=o u n lim n(- - 1) = A avec A > 1, alors, la série converge C~éf 11. Il est 

U n-++oJ n+l 

facile d'utiliser ce critère pour une suite (S ) quelconque en la considérant 
n 

comme somme partielle d'une série, en posant u 
n+îi Asn . Je considérerai 

uniquement des suites de LOGlafin d'avoir la monotonie, donc un signe constant 

pour (un). Le critère de Raabe-Duhamel devient alors : 

ChLtéke de R a a b e - D u h d  p o u  une monotone 

S o i t  (Sn) une d a e  monotone. 
AS n Supp040n.b que lim (n+l) (- - 1) = A > 1 

n++OD *'n+i 

J'appelle suite Raabe-convergente une suite monotone réalisant le critère 

de Raabe-Duhamel. Il s'agit toujours de monotonie à partir d'un certain rang 

et supposée stricte afin de pouvoir définir le quotient. 

Phop/UétC 1 : Toute ~ d t e  Raabe-convagente a p m e n t  1 LOGSF. 

Démonstration : 

Soit (Sn) Raabe- convergente ; elle vgrifie 

( E,) étant une suite quelconque de limite nulle. 



AS, AS n "nt1 
donc - = 1 + - ; donc lim - = 1 et lim - = 1 

I n+ 1 n- ASn+î AS n-t+oo n 

Ceci implique, naturellement, d'après la monotonie et le théorème 15 page 13 

'n+l - s* 
de [Réf 21 que lim * = 1. Donc, (Sn) E LOGSF. 

n+t= S - S 
n 

Exemple de suite Raabe-convergente : 

1 
La suite (--) est Raabe-convergente ; en effet, pour cette suite, 

- 1 AS 
n 

donc, (n+l) (- - 1) = 2(n+l) 
n(n+l) 

- 
n n-w- 

> 2 
"n+1 

Le critère de Raabe-Duhamel peut également s'exprimer de la manière suivante : 

Une a U e  ûaabe-convmgente est  une a d e  aa?ûotement monoXone a pahtin d'un 

2) Expression genéral e des sui t e s  Raabe-convergentes 

Toute suite Raabe-convergente peut s'écrire sous forme de série. 

avec . a r R, b c IR* 

. X I 1  

. (c i )  su i te  r é e l l e  de l imite  nul le .  



A est évidemment la constante définie par le critère de Raabe-Duhamel 

a est le terine S et b = SI - Ç . 
1 o 

~émonstrat ion : 

Soit (S ) Raabe-convergente n 

a) Calcul de ASn 
AS 
n 

écrivons (ntl) (-- - 1) = A t E ~ ~ ~ ,  comme on l'a déjà fait 
ASn+l 

(je prends E au lieu de E pour une commodité d'écriture). 
nt1 n 

n t 1  
Ceci conduit à AS = nt1 n + 1 + x t E ~ + ~  ASn 

Ecrivons à présent ceci pour les rangs n, n-1, n-2, ... 1. 
n 

"n = n t x + En "n-1 

n!  
C ' e s t  à dire ASn = AS 

O 

Il ( i + A t c i )  
i = 1 

b) Calcul de Sn : 



ïï (i t h t si) ïï ( i + h + s i )  
i=l i=l 

Posons a = SI, b = ASo # O c a r  (Sn) e s t  s t r i c t emen t  monotone. 

n 
a l o r s  S = a t b  1 k! 

n t  1 k = l  k 
Ti ( i  + A + 

i=l 

3)  L imi te  de certa ines sui t e s  Raabe-convergentes 

I l  e x i s t e  un cas  où l a  l i m i t e  d'une s u i t e  Raabe-convergente e s t  connue, 

c ' e s t  l e  c a s  où h e s t  e n t i e r  e t  où l a  s u i t e  ( e  ) e s t  cons tan te  éga le  à 0. 
n 

Ptop iéXé  3 : SoLt ( s  une suite R a a b e - c o n v ~ e n t e ,  dédinie,  d 'ap/r& la 
n 

paop&iéXé 2 ,  ghâce à X e d m  et ( s ) a d e  conbXante é g d e  h O .  A l o u  
n 

Il n++m 

Démonstration 

b a t -  1- 1 

I a )  S o i t  X E IN - { O ,  1 ) .  Considérons la  s u i t e  d é f i n i e  p a r  

O! T = O T l  = S . .  
- O! l! n!  

O T n t i  - XT + (x+~T!+ * * *  ' w 
Cette  s u i t e  a é t é  recensée dans ERéf 9 ,  s u i t e  2853, sa l i m i t e  e s t  

Montrons, pa r  récur rence ,  que Sn = ( a  - b) t A! b Tn 

* Cet te  p rop r i é t é  e s t  v r a i e  a u  rang O c a r  So = a - b e t  To = O 

* supposons-la v r a i e  jusqulau  r ang  n. 

Sn = ( a  - b) t A !  b T 
n 



n-1 k n 
' Alors, i i 

%+l = ( a - b ) + b C l +  1 ( I I  r n ) t  P - 1  
k=l i=l i=l l+X 

n 2 

1 = ( a -  b) +A! b T n + b  il - 
i=l i+ A 

cl application au calcul de la limite 

Lorsqu'on passe à la limite dans l'égalité démontrée ~récédemment, on 

obtient S* = (a - b) + b A! 1 b 
(A-l)(X-l)! 

= a + -  X- 1 

Dans les cas autres que ceux étudiés dans la propriété 3, la limite ne peut 

être qu'approchée. 

4)  Accéleration de l a  convergence pour l es  suites Raabe-convergentes 

Je vais appliquer le procédé standard aux suites Raabe-convergentes. 

Pour ce faire, il faut trouver une transformation tn vérifiant les propriétés 

requises. t sera ici S - nASn. n n 

hop&ttt 4 : SoCt ( sn 1 une d d e  Raabe-wnvengente de LOG 2. 

P O ~ O M  tn = Sn - nASn. alors, 



Démonstration 

a )  Pour t o u t e  s u i t e  de LOG 2 , l im  nAsn = 0. 
n"fm 

Ceci e s t  une cons6quence de K ~ é f  101 théorème 80 page 124, q u i  d i t  que, 
+O0 

pour t ou te  s k r l e  à termes p o s i t i f s  1 an,  convergente,  dont l e  terme 
n=o 

généra l  a  t end  en décro issant  v e r s  O ,  on a  l i m  n  a  = O .  I l  s u f f i t  de 
n 

n= 1 n++m 
poser S = 2 , n r 1, a l o r s  A Sn = a . 

n n i = o  

AS tend v e r s  O e t  e s t  de s igne cons tan t  c a r  (S ) e s t  monotone. I l  s u f f i t  
n  n  - 

donc de montrer que (ASn) e s t  monotone, c ' e s t  à d i r e  que 
"n+2 "n+l , O 

- AS n 

1 à 2 a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang.  

( 1  - An)(l  - p n tend ve r s  1 lorsque  n + +a e t  e s t  donc p o s i t i f  à p a r t i r  

d 'un c e r t a i n  rang.  Reste à démontrer que h n 'n - X n  - n e s t  de s igne  

cons tan t .  

O r  An un - A - 
n 

n = An('n - 1 )  - pn 

X e t  p s o n t  p o s i t i f s  à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang e t  ( 'n - 1) devient  
n  n 

n é g a t i f .  Donc, - 1  - 
'n 'n n  ' n 

e s t  néga t i f  à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang.  

Ceci a s su re  l a  r é g u l a r i t é  du procédé ( t  n  1. 

2 
b )  A t n  = ASn - ( n t l )  ASntl + n ASn - ( n + l )  A Sn 

ASn 
Puisque (Sn)  e s t  Raabe-convergente, l i m  ( n + l )  (- - 1 )  = A > 1 

n++w 1 
A2s n 

c ' e s t  à d i r e  3im - ( n + l )  - = A 
n-++" 1 

ASn+l > 1 que d'où 1 'on d é d u i t ,  puisque --- - ASn n++m 



A2sn 
lim -- (n+l) - = X 
n++ AS n 

A t  
n - C'est à d i r e  lim -"- - 3s X > 1 

r!-++w n 

A présexit, il suffit d'appliquer le procédé standard pour montrer la 

PhoptUUé 5 : S o A  (s ) une Raabe convagente de LOG 2 
n 

accélène La convagence de (sn). 

Ce ~rocédé a été étudié par Levin CRéf 151. Il a un inconvénient du point 

de vue pratique : il nécessite la connaissance du rang des termes de (S ) 
n 

utilisés. Cet inconvénient disparait dans la propriété suivante. 

P ? L O ~ Î U ~ Z E  6 ( vuhknte  de. la phop)Lieté 5 )  

Sas ( 5  1 une bLLite Raabe-convagente de LOG 2 .  n 

La RrLanbdohmatian 
AS- 

Prenons t - - Sn - ( 2  t p) AS n n 

a) Pour toute suite de LOG 2, lim nAS = 0, donc, lim (n+p) ASn n n++- n+t- 

= ïini % x 1 . i m  nAS = O 
n n--b r<a n 

??++Co 



2 b )  A t  = AS - (n+p+l)  ASn+l + ( n t p )  ASn = - (n+p+l)  A Sn n n 
AS 

n (Sn)  é t a n t  Raabe-convergente, l i m  (n+p+l)  (--- - 1 )  = 
n++m ASn+î 

I n+ +1 AS 
n l i m  X l i r n  ( n + l )  (- - 1 )  = A 1. 

n+tm n'+a "n+1 

Etude expérimentale : 

Pour ces  expériences numériques, j ' a i  u t i l i s é ,  chaque f o i s  que c e l a  a é t é  

p o s s i b l e  l e s  SUBROUTINES d é c r i t e s  dans [Réf 31. 

J ' a i  t e s t é  c e t  a lgori thme s u r  p l u s i e u r s  exemples de s u i t e s  Raabe-convergentes 





L a  t r c r s fo rma t ion  ccns idérée  I c i  (changeant (S ) en  ( t  ) )  s e r a  l e  procédé A 2 
n n  

J e  v a i s  montrer que l e  A2 d1Aitken r é a l i s e  l e s  condi t ions  du procédé s tandard - 
lo rsque  CS ) appa r t i en t  à LOG 2. Tout d'abord l a  r é g u l a r i t é .  

n  

Pho)3nnété 7 : Lei pkacédé A~ d ' U h e n  e6t k é g u C L e ~ ~  pouh L. 

e  x Rn 
n  

-t O ,  donc l e  procédé e s t  r é g u l i e r  . 

L 
Remarque : Le procédé A dlAitken e s t  r é g u l i e r  s u r  un ensemble p l u s  étendu 

que L : l 'ensemble des s u i t e s  pour l e s q u e l l e s  R r e s t e  borné. 
n  

2 fi 
En p a r t i c u l i e r ,  l e  A dlAi tken  e s t  r é g u l i e r  s u r  LOG 2 .  



Remarques : - . On sait, d'après la p r o p r i é t é  14 du c h a p i t r e  1 que LOG 2 c t  
* 

tn - S 
Atn = c e n t r a i n e r a  que l i m  .. lim -. * = C 

n++w n++w S - S 
n  



Ceci tend vers C lo rsque  n  + +a 

X 
"n+1 - "n+i 'n+i n  O r , - - -  - - -  " n 

' A  ' 
> 1 puisque l i r n  - = a # O ' n ln+ 1 " n 

n++w 
n  

X 
n++w n  

1 Le dénominateur de l a  f r a c t i o n  tend donc ve r s  ( 1  + - ) (1  + a )  
a 

En é c r i v a n t  l ' é g a l i t é  à l a  l i m i t e ,  on o b t i e n t  

A'n 
1 - l i r n  pn An 

n++w 
1 = C 

(1 + a ) ( l  + a) 

A'n 1 C 'e s t  à d i r e  l i r n  - = 1 - C(1 + ci) ( 1  + --) 
n++w 'n 'n 

k n  O r , A A  = A  - 1  = - p  X d o n c l i m  - -  1 
n n+ l  n  n  n  A X - C(1 + a ) ( l  + --) - 1 

n++w n  

I l  r e s t e  à montrer que c e t t e  cons tan te  e s t  non n u l l e .  Pour c e l a ,  il s u f f i t  

de remarquer que a e t  C son t  l i é e s .  

A t  
* 

n 
tn - S 

En e f f e t ,  - - 
AS n+t- > C implique que 

S* n++w 
> C 

n S - 
* n 

t - S  
n = 1 -  1 1 - a 

O r ,  * d'où l ' o n  dédui t  que C = 1 - - - - 
s - S  'n+i "n l+a l+a 
n  X + -  

n 
X 
n  

A'n 'n * + 
donc l i r n  - = a ( = l i r n  A A avec a E IR 

n*+w n  n++w n  

ch 
C ' e s t  à d i r e  que (S  ) E LOG 2 

n  - 
b )  S o i t  (Sn) une s u i t e  de LOG 2 

E l l e  appa r t i en t  à t, comme je l ' a i  remarqué précédemment. 

D'après l e  c a l c u l  e f f e c t u é  au a ,  



- AIJ " n Puisque (Sn) E LOG 2, lim 2 = lim - = K # O (propriété 10 du chapitre 1) AX X n++w n n++- n 

"nt1 De plus, lim - 1 (propriété 11 idem) 
n++w 'n 

U L 
n - Donc lim - - 1 + K  - K 

AS 1 
- -  

n+tW n (1 + K)(l + K) K + 1  

K ne peut valoir - 1 car il est positif puisque ( u  et (A le sont à 
n n 

partir d'un certain rang. 

c = -  est distinct de O et de 1. 
K+ 1 

Démonstration : 

Ceci est une conséquence directe des propriétés 7, 8 et du procédé 

standard. En prenant pour t la transformée par b2 dtAitken dans le procédé n 

standard, on obtient en effet 

T ~ = S  - 'n - - - - ASn 
n Atn 1 - -  - Sn Sntî tntl - 1 

'n - tn 
qui est la deuxième colonne du &algorithme CRéf 41, C ~ é f  81. 

Etude expérimentale 

* 
Jtai testé le e2-algorithme sur plusieurs suites de limite nulle : S = O 

(Sn) dgsigne la suite initiale ; (en) la suite transformée par le e2. 



1 
a )  La  s u i t e  In) 

c e t t e  s u i t e  a p p a r t i e n t  à LOG 2. 

b )  La s u i t e  d é f i n i e  par  = e n ( l  - 5en) 

n 
Pour c e t t e  s u i t e  p = X 5e ; e l l e  a p p a r t i e n t  donc à LOG 2. n  n  n 



A AX 
LOG ! = {(s,) c LOG 1 /  l i r n  2 = K # O} c LOG 2 

n++w Aen 
r" * 

Consid6rons une s u i t e  de L C G 1 :  (Sn) de l i m i t e  S  . Posons t = A + Sn ; 
n n  

* A t  A X n 
a l o r s ,  l i m  t = S e t  l i r n  -2 = l i r n  (-- + 1 )  = K + 1 # 1. 

n 
n++m 

AS AS n++m n  n*tm n  

/4. 
La d é f i n i t i o n  de LOG 1 semble donc ident ique  à c e l l e  de l 'ensemble L du 

procédé s tandard .  Il y a  néanmoins une importante d i f fé rence  : pour c a l c u l e r  

* 
( t , ) ,  il f a u d r a i t  conna î t r e  ( A  ),  c ' e s t  à d i r e  conna î t r e  S  . 

n 

Il e s t  donc impossible d 'appl iquer  directement l e  procédé s tandard  pour 

a c c é l é r e r  LOG 1 .U t i l i sons  une a u t r e  méthode. 

1) Technique du sous-ensemble 
P 

D'après l a  p r o p r i é t é  9 du c h a p i t r e  1, t o u t e  s u i t e  de LOG 1 v é r i f i e  

A 
l n+  i e  n  n  l i m  -- = K donc l i r n  - - = 1 

e A .  e  n++w n n++w n  n+ 1 

A 
Considérons l e  sous-enseinble de L O G 1  c o n s t i t u é  des  s u i t e s  pour l e s q u e l l e s  on 

'n+l e  n  
a ,  à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang ,  rJ n,- - = 1. X e  

n  n t 1  
* 

S i  ( S  ) e s t  une s u i t e  du sous-ensemble, s a  l i m i t e  S  e s t ,  à p a r t i r  d 'un 
n  

c e r t a i n  rang,  s o l u t i o n  de  l ' é q u a t i o n  

e  
n + l  "n+i 

c ' e s t  à d i r e  (-1 = - e  
n  

AS n  

*'n+~ e n+ 1 
AS 

e t  .- sont  p o s i t i f s  à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang  c a r  (S ) e s t  monotone 
e * n 

n  n  
'ni1 n+ i 

donc - s  * -E 
S - S  

- AS 
n 

n  



* 
Ceci est une équation du premier degré en S dont la solution est 

2) La t ransformat ion T, 
A 

Considérons à présent une suite quelconque de LOG lqui n'appartient 

plus forcément au sous-ensemble. A partir de 3 termes consécutifs de (Sn), 

il est possible de calculer 

Il est évident, par construction même, que cette transformation est exacte 

sur le sous-ensemble du 1). Est-ce un procédé d'accélération de convergence 

/I 
pour LOG 1 ? La réponse à cette question est "ouitt ; en fait, le résultat est 

un peu plus fort (cf. propriété 14 du chapitre 1). 

AS- 

Démonstration : 
'nt1 - -  

T - S* e 
Le rapport d'accélération est n = 1 -  n 

* 
Sn - s /%- 1 

CIS n 

! ou, en multipliant par la quantite conjuguée 



"ni1 Lorsque (S appartient à L lim Rn = ' et iim - = 1 n - '' n- 2 AS 
2 n+tw n 

* 
T - S  

donc lim n = o. * 
rr++oos - S  

.n 

3)  Retour au procédé standard 

La transformation de la propriété 10 a été obtenu sans recours au 

procédé standard ; cependant, il s'agit bien d'un procédé du même type. 

Considérons en effet la transformation t = S t q T  
n n n 

. Cette transformation est régulière 

. Le procédé de la propriété 10 s'écrit T = S - 
n n 

P At . Si (Sn) c LOG 1,lim 2 = C # 1 
AS n+t= n 

Démonstration : 

I Les deux premiers points sont évidents ; montrons le troisième 
I 

(selon que (Sn) est strictement croissante ou strictement d6croissante à 

partir d'un certain rang) 



0'. X n 
S i  (Sn)  a p p a r t i e n t  à LOG 1, tend  v e r s  une cons tan te  non n u l l e  

n  F 
A 

(p rop r i é t é  9 c h a p i t r e  1 1 ,  il en e s t  donc de même pour / !  . D'autre  
I I 

"nt1 -1 

ASn 
p a r t ,  (Sn)  a p p a r t i e n t  également à L 1' l e  rappor t  t end  v e r s  -2 .  - 

C)  
n  

& t 1 tend  ve r s  2.  En d é f i n i t i v e  Il e s t  év iden t ,  p a r  a i l l e u r s ,  que - 

t end  ve r s  1 2 K ,  K é t a n t  une cons tan te  non n u l l e .  



Je vais utiliser ici la variante du procédé standard. 

1) Accelération par le  procédé A' d'Ai tken 

J 'ai dit, daris l'introduction - du chapitre 1, que le procédé A 2 

dlAitken échouait fréquemment dans l'accélération de la convergence 

logarithmique. II existe cependant un sous-ensemble de Log accéléré par 

11 Considérons en effet T = S - 
n n 2 

A Sm 

rapport d ' accélération n 

Sn - S* 

Une condition nécessaire et suffisante pour que (S ) soit accélérée par le 
n 

procédé A' dlAitken est que lim Rn = 1, c'est à dire que ( S  ) appartienne 
n+ta n 

à 5,. 

pair t e  phochdé A' d ' U k e n  e62 L ~ .  

2) Application de la variante du procédé standard. 

Le résultat de la propriété 11 peut être généralisé. 

Prenons p E IO, II. 

v(Sn) E L ïim 6 = i i m  sn 
' n++oD 

n nz+= 
6 - s  . Y (S ) r Lp, lim n 

n = 1 - p # l .  
n++= S - s* n 



Démonstration 

Ceci implique, de plus, la régularité du procédé A2 dlAitken 

2 La transformation A dlAitken remplit donc, pour L les hypothèses de la 
P ' 

variante du procédé standard ; on en déduit la 

accéL&e l a  convengence de * o d e  & d e  de L~ ( p  étant buppobé appwenin a 

IO, il). 

Si p = 1, on retrouve le résultat de la propriété 11. 

3) Un autre procede d'acceleration de Lp 

La propriété 10 nous a donné un procédé d'accélération valable pour 

1 
toute suite de L1 ; appelons (Tn) la suite transformée de (Sn) par ce procédé - 

1 
D'autre part, faisons p = q dans la propriété 13 ; on obtient un autre procédé 

2 
valable pour L1 ; appelons (T,) la suite transformée de (Sn) par ce procédé. 

2 
2 - - "n 

Tn - Sn 1 ''n+i - 1) 
T (TT n 

2 Tn peut se dgduire de T: en faisant une approximation de la racine carr6e. 



En effet 

.A. - 
2 "n+1 ASn+ï - = Cl + (- - l)] avec lim (- - 1) = O 

AS n "n n-wa AS n 

1 "nt1 est donc équivalent, lorsque n .+ +a, à 1 t - (- - 1) 
2 AS 

n -- 

/ c l  En remplaçant - 2 
AS par cet équivalent dans T' on retrouve T . n ' n 
n 

Considérons à présent la transformation de la propriété 13. 

Ceci peut être considéré comme une approximation de 

Démonstration 

e nt1 - -  
Or, ceci est équivalent à 1 - en = 1 - -  Rn 

*'nt 1 P 
P(T - 1) 

n 



* 
T - S  n Puisque (Sn) E L , lim R 2 p ; donc lim = O 

n n-*+m n++w s - S* 
n 

Remarques : 

* Dans le cas où p = 1, les deux transformations (propriétés 13 et 14) se 

2 ramènent au A dlAitken. On peut donc les considérer comme des généralisations 

du procédé dlAitken. 

Une transformation analogue à celle de la propriété 13 a été étudiée dans 

C~éf 51. 

* Dans la pratique, ces transformations sont peu intéressantes car elles 

nécessitent la connaissance de p qui est, .généralement inconnu. Elles sont 

toutefois applicables pour les suites de point fixe lorsque l'on connaît 

certaines propriétés des dérivées successives au point fixe (propriété 17 

du chapitre 1). 

4) Etude expérimentale 
1 

J'ai coniparé ces deux transformations dans le cas oii p = - 2 
* 

(Sn) est la suite initiale de limite S 

1 
1) La suite (;) de limite O 

, I 
1 Par cette suite An==, " - - -  'n donc lim = 1 

nt2 
n+t- n 

Elle appartient donc à L1 - 
2 



2 )  La s u i t e  d é f i n i e  p a r  

Elle appartient également à LI - 
2 

3) La suite definie par 

Pour cette suite, An = pn : en. Elle appartient a L1 ; elle appartient - 
(galement eu sous-ensemble oil la transformation (T!? est exacte. 



4) La suite définie par 

2 e n Pour cette suite, = - - - 2en ' n 
n lte 2 donc lim - = 1 

n 1t2en -e X n+tm n n 

Elle appartient encore à L 
1 - 
2 

1 2 En général, (Tn) donne de meilleurs résultats que T ,  ce qui est normal 

2 1 puisque (Tn) est en fait une valeur approchée de (T 1. Ce résultat est 
n 

particulièrement évident dans le troisième exemple (suite du sous-ensemble). 



V - ACCELERATION PAR LE PROCÉDÉ D'INTEPPOLATION DE RICHARDSON 

1) Description du procédé 

S o i t  (S  ) de l i m i t e  S* l a  s u i t e  dont on cherche à a c c é l é r e r  l a  conver- n 

gence ; e t  s o i t  une s u i t e  a u x i l i a i r e  ( x  de l i m i t e  O.  
n 

Le D F o c ~ ~ ~  de Richardson (colonne p )  cons i s t e  à supposer que S e s t  fonc t ion  n 

polynÔmiale de degré p de x ,  c ' e s t  à d i r e  que S = a xP t a x Pl t ... + 
n p n p - l  n 

* + a C ~ é f  21  p 26. Ce t t e  é g a l i t é  donne à l a  l i m i t e  S . -  = a . En é c r i v a n t  l ' éga -  a i X n  o o 

l i t 6  pour ( p + l )  i nd ices  consécu t i f s  : n,  n t l ,  . . . , n t p ,  on c a l c u l e  a que l ' o n  
O 

prend comme approximation T'PI de s*. 
n 

La première colonne du procédé de Richardson ( i n t e r p o l a t i o n  pa r  un polynôme 

de degré 1) donne l a  t ransformat ion  : 

ASn T = S n - X  - 
n n A n  

* 
T - S  n La condi t ion  d ' accé l é ra t ion  de convergence : l i m  ., = O s ' é c r i t  i c i  

En p a r t i c u l i e r ,  une cond i t i on  néces sa i r e  pour que l e  procédé de Richardon 

a c c é l è r e  l a  convergence de (S  1, s u i t e  à convergence logari thmique e s t  que n 

l a  s u i t e  a u x i l i a i r e  ( x  ) s o i t  également à convergence logari thmique.  
n 

2) Choix de la suite auxiliaire 

Supposons que (S  ) appar t ienne  à L 
n 1 

I l  s u f f i t  de prendre (AS ) pour s u i t e  a u x i l i a i r e .  
n 



La première colonne du procédé de Richardson e s t  a l o r s  analogue au  procédé 

2 h dlAitken e t  on r e t r o - ~ v e  l e  r e s u l t a t  de l a  p r o p r i é t é  11. 

Supposcns majntrnarAt que (Sn)  appart ienne à L avec p  c 3 0 ,  1 C  
P 

L 

n l i m  -- - - P 
i.++w Aen+i - -  

Ae n  

( x  ) converge logarithmiquement ve r s  O. 
Tl 

( S  ) appa r t i en t  à LOG 2,appelons (A ) e t  (p ) s e s  s u i t e s  dér ivées  première n  n  n  

e t  seconde. 

"n+1 -- - as - ( 1  - A,)(1 - un) A p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang,  c e c i  e s t  compris 
n 

e n t r e  O e t  1. 

" n + ~ )  -, 
I l  en e s t  de même de [1 - p ( l  - - 

AS- 

L a  s u i t e  (x ) e s t  donc p o s i t i v e  e t  déc ro i s san te ,  c ' e s t  à d i r e  convergente.  
n 

* 
Notons x s a  l i m i t e  

+O" *'nt 1 ) 
Ce produi t  i n f i n i  diverge s i  e t  seulement s i  l a  s é r i e  1 (1 - 

n=o n  
diverge.  - -  e n t l  

e n 
O r ,  puisque ( Ç  1 E L l i m  = p E IO, 1 C  

n  P '  n+t= "nt1 

hs- n 
t 

1 
+w e  

La s é r i e  1 (1 - - n t 1  
e s t  donc de même na tu re  que 1 (-- e  - l), c D e s t  

n=o n=o n  
Sm 

à d i r e  de même na tu re  que 1 A n ,  c ' e s t  d i r e  d ivergente  ( p r o p r i é t é  4 
n=o 

c h a p i t r e  1) 



* 
Le produit  i n f i n i  diverge docc e t ,  en conséquenc, x ne peut v a l o i r  que 0.  

"nt 1 "nt i ) D'autre p a r t  --- = 1 - p(3 - -- - 
X 

> 1 
AS n++- 

n  n  

Le  choix de c e t t e  saite a u x i l i a i r e  dans l e  procédé de Richardson permet, 

naturellement, de remplir  l a  condit ion d ' accé lé ra t ion  de convergence. 

Le procédé obtenu e s t  analogue au procédé d é c r i t  dans l a  p ropr ié t é  13. 

I l  y a  deux généra l i sa t ions  poss ib les  de ce  procédé. 

1) On conserve l a  même s u i t e  a u x i l i a i r e  e t  on ca lcule  l e s  colonnes 

suivantes du procédé de Richardson ( in te rpo la t ion  de degré 2 ,  3 ,  . . . ) 
2 )  On ca lcu le ,  de l a  même manière, une a u t r e  s u i t e  a u x i l i a i r e  à p a r t i r  

de l a  s u i t e  transformée e t  on r é i t è r e  l e  procédé. On ob t i en t  a i n s i  une géné- 

r a l i s a t i o n  du ilz i t é r é .  

Remarque : Ce procédé est à rapprocher de c e l u i  d é f i n i  par  Wimp dans [Réf 181 

page 172. 

3) Expéri ences numériques 
1 

J ' a i  comparé ces  deux procédés pour l a  s u i t e  (-1 qui appar t i en t  à n 
n * 
LOG 1,donc à LI. Appelons (Sn) l a  s u i t e  i n i t i a l e ,  de l i m i t e  S = O ; appelons 

- 
ème (R:) l a  s u i t e  ?ransfomée par  l a  i colonne du procédé de Richardson e t  

i ème 2 (An! l a  s u i t e  transformée pa r  l a  i colonne de l a  généra l i sa t ion  du A 

i t é r é .  





Sur cet exemple, la première méthode donne de meilleurs résultats. 

Pour diverses valeurs de p, j'ai ensuite comparé les valeurs du rapport 
R: - S* 

d'accélération * après 50 itérations. 
S - .S 
n 

La suite initiale est, pour chacun des p considérés, construite de la même 

manière : [:1 = (' - aAn) 

= e  ( 1 - A )  
n t 1  n 

1 
avec a - - 1 ; X et e sont choisis afin d'assurer la convergence des deux 

P O O 

suites (An) et (en) vers O .  

Le tableau suivant montre qu'il n'y a pas de différence importante selon 

les valeurs de p. 

rapport 
d'accélération 

.171653 D-01 

.204722 D-01 

,221530 D-01 

.246050 D-01 

.325509 D-01 

.197534 D-01 

.267343 D-01 

,336712 D-01 

a 

100 

1 0  

5 

2 

0.5 

0.2 

0 . 1  

0 .01 

P 

.990099 D-02 

.909091 D-01 

.166667 D t O O  

,333333 D t O O  

.666667 D+OO 

.833333 D t O O  

,909091 D+OO 

,990099 D+OO 



V I  - ACCÉLÉRATION DU FWOCÉDÉ DE MANN 

1) Def in i t i on  des sui tes  de Mann 

J'ut-il.i.se l e s  r é s u l t a t s  de CRéf 81 page 83. 

Considérons 

* une app l i ca t ion  f  : [O, II + [ O ,  11 

l i p s c h i t z i e n n e  e t  n ' ayant  qu'un nombre f i n i  de p o i n t s  f i x e s  

* une s u i t e  (ci ) t e l l e  que . Y n,  O < a < 1 n n  

. l i m  a = O 
n  n-00 

+'=O . l a  s é r i e  1 an diverge  
n=o 

Définissons l a  s u i t e  ( v  ) p a r  : 
n 

. VI E C O ,  11 

. v n + l  = v n  + cin(f(vn) - vn) 

* 
Alors ,  l a  s u i t e  ( v  ) converge logarithmiquement v e r s  un po in t  f i x e  v  de f .  n  

De p lus ,  e l l e  e s t  s t r i c t emen t  monotone à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang.  

Remarques : 

1 )  Une t e l l e  a p p l i c a t i o n  f a  forcément au  moins un po in t  f i x e  d ' ap rè s  

l e  théorème de Leray-Schauder. 

2 )  L f a p p l i c a t i o n  f  é t a n t  donnée, l ' i n t e r v a l l e  C O ,  11 s e  subdiv ise  en 

une ou p l u s i e u r s  zones d ' a t t r a c t i o n  correspondant aux d i v e r s  p o i n t s  f i x e s .  

Cer ta ins  de c e s  p o i n t s  f i x e s  peuvent ne jamais ê t r e  a t t e i n t s  p a r  une s u i t e  

de Mann. Par  exemple, dans l e  c a s  où f e s t  de c l a s s e  C l ,  l e s  p o i n t s  f i x e s  où 

l a  d é r i d e  e s t  s t r i c t emen t  supér ieure  à 1 sont  r é p u l s i f s .  Les p r o p r i é t é s  

démontrées dans C ~ é f  81 peuvent s e  résumer dans : 

PmphC&tE 1 5  : Toute h&e de Mann a p p d e n t  A LOG 1 .  



Je vais maintenani m9int6acçaer à deux questions qui sont d'ailleurs liées 

l'une à I'autrd . Peut-on ~~fzlrmér, sous certaines conditions, qu'une suite 

de Kann apyart-ent à tel ou te; sous-ensemble de LOG 1 précédemment défini ? 

Peut-on accéléi~r, sous certaines conditions, la convergence des suites de 

Mann ? Pour acdlé~er une suite de Mann, je serai amenée à ajouter des hypo- 

thèses sur la fonction f, hypothèses qui permettraient d'ailleurs d'utiliser 

d'autres méthoacs, plus efficaces que la méthode de Mann pour obtenir une 

suite convergeant vers le point fixe. 

2)  Propriétés des suites de Mann 

Phoph,LUG 16 : la d&e (un) vEh,L{ie - 
. ou b i e n  a"+l n'a pas de W e  

am 
I I  a  n+l . ou b i e n  iim - = 1 

n++OO an 

Démonstraticn -.- 

a n + ~  
Si a une limite, cette limite est forcément positive puisque ( a  ) 

n 

I est toujours positive, Elle ne peut pas être plus grande que 1 car on 
aurait alors, a partir d'un certain rang a 

n+ï ' an' ce qui est contradictoire 
avec le fait que (a ) tende vers O en restant positive. Donc, cette limite 

n 

appartient à CO, 11. 

"n+l +'= 
Si on avait lim - E CO, 1[, la série 1 a convergerait d'après le a n n-+fm n n=o 

'n+ 1 
critère de d'Alembert, ce qui impossible, donc lim - = 1 a n-t+a n 

* 
Supposons à présent que f est de classe Cl au voisinage du point fixe v 

considérf. Cette hypothèse permet de donner une écriture différente de plusieurs 

expressions grace des dévelonpements de Taylor. 



* - - * * 
f(v ) = f(v ) t (vn - v fl(vn) avec vn E IV , vn[ 

n 

D'autre part f(v ) - v nt1 nt 1 fCv n t an(f(vn) - vn)l - vn - an(f(vn) - vn) 

* '  
A partir d'un certain rang, v est donc dans le voisinage de v où f est de 

n 

classe Cl, donc : 

'L 
f(v )-vn+l = f(vn) + an(f(vn> - vn> fl(vn) - vn - an(f<vn) - vn) 

n+ 1 
'L 

avec v 
n E lvntl, vn[ 

f(vntl) - V ' L  

"+l = 1 t an(ff(vn) - 1) (ii> 
f<vn' - vn 

f(vntl) - v 
Cette expression montre, étant donné que lim a = 0, que lim nt1 ; 1 

n 
rSS40 rr+SQO 

f(vn) - vn 
2, * 'L 

car, f est Cl et vntend vers v lorsque n + ta, donc (fl(vn) - 1) est borné 
lorsque n + +*. 

'L 

f(vn+i = f(vn, + an(fcvn) - vn) fl(vn) 
f(vn+i - f(vn) - qf(vn) - vn) f'(") 'II 

entraîne également - = ft(vn) v - v v - v 
nt1 n nt1 n 

R o p d Z L é  i ?  : S i  f ea-t de d u d e  C I  au vo*duiage du p o i n t  &Lxe V* aon6.idE&E, 

une c o n U o n  nZcudaihe et dui(&i.hante powr que (v,) a p p w e n n e  à LOGSF e6 t  

que (a,) appQhtiwne a L o g .  

Démonstration : 

* 
v n t 1  - v - * Il++'' 

> 1 d'après la propriété 1. 
v - v  n 



! La démonstration est évidente d ' après la cein-.qua suivant ( fi 1 

3) Accélération de l a  convergence pour les s u i  t e s  de Mann -- -- 
Considérons les suites de Mann construites 5 ~al-tir d'une fonction f 

* 
de classe Cl au voisinage de v . Les points où la dérivée est supérieure 

* 
strictement à 1 sont répulsifs ; bornons nous aux cas 03 f'(v 5 1 [Réf 81. 

PhopdéZé 1 8  : SoLt (V ) une o u i t e  de Mann c-onvehgde c o n s M e  2i pahtul 
n 

dl une appf icat ion f de ceadde Cl au vob inage  de v* et t&e que f ' (v*) < 1 

a c c E l h e  la convmgence de (vn) 

Démonstration 

2, * 
f étant Cl, 1 - f' (vn) tend vers 1 - f' (v ) qui est strictement positif. 

* 
D'autre part, v étant point fixe, f(vn) tend vers O. 

+ 
Donc lim Tn v 

n+t- 

2) accélération de la convergence 



en u t i l i s a r i t  (i) e t  (lii) 

* 
Lorsqu; n -' f 1 er i n  tendent  v e r s  f l ( v  ) < 1, donc n * 

T - v  
Ti Lm --- = * 

n"+m v - v 
n 

I l  e s t  poss ib l e  de domrier une a u t r e  express ion  de T ne f a i s a n t  p l u s  i n t e r v e n i r  
n 

f mais seulement l a  s u i t e  (a ). 
n Av n En e f f e t ,  V n , l ~ V n t %  (f(~ )-V ) implique que f ( v n )  = vn + - 

n i I n  a 
Avn 2 n 
7 ( Avn 1 donc T = v + z V  - 1 

n n 
1 Avn n a 

n Avn + - - - - - -  Avn+i Avn 
a n t 1  a n a a 

1 - n t 1  n 
Av 

n 

Cet te  t ransformation es? analogue à c e l l e  é tud iée  pa r  Ney C ~ é f  161. 

2 4) Accélération des s u i t e s  - de Mann par le procede A dlAitken 

Cherchons d'abord une coiil t . t ;o~ pour qu'une s u i t e  de Mann appar t ienne  à un 

* 
ensemble L Appelons f? 7 v - v e t  (X ) l a  s u i t e  dér ivée  première de ( v  1 

P ' n r L n n 
e 
n t 1  - -  
e X n 

bvnt i 1 - --- 
n 

, Av 
n 

* 
v n t 1  - Y F(vn) - vn f ( v n >  - vn 

* = l + a n  * donc An = - an * 
v - v  v - v  n v - v  n n 

= a n ( l  - f ' ( v n ) )  d 'après  (i) 



(O,) étant supposée à conve.:gence logarithmique, appelons (af ) sa suite 
a n 

dérivés première : -2:l = 1 - a' ; supposons que af > O à partir dlun a n n n 
certain rang, donc que ( a  ) E LOG 1 

n 

"n ~ y p o t h h e  : iim - = K E IR+ 
a n++w n 

Il y a deux cas : 

* 
ler cas : fl(v ) = I 

le numérateur de R tend vers O ; son dénominateur tend vers K. n 

. si K = O, on ne peut rien dire 

. si K # O, (v appartient à L . n O 

* - 
2ème cas : fl(v ) < 1. Notons 1 = 1 - fl(vn) > O 

h 
C lim Rn = '.e+i~ 

n++= 

. si K = O, (v ) appartient à LI et est donc accélérée par le procédé A 2 
n 

dlAitken 

. si K # O, (vn) ap~artient B L . On ~ourrait accélérer la convergence 
de ( v  par les transformations des n propriétés 13 et 14 a condition 

de connaître c'est 3 dire la d6rivée au point fixe. 

On peut résumer ceci dans la 



P t ~ o p h i e t é  19 : S o i 2  ( V  ) une d u d e  de Mann convmgettte diedide h R1aCcie : 
n 

. d'une appfica-tion f, de cea6ae C l  au voi~inage de V* et vW,jLant 

f '(V*) < 1 
a n . d'uneatLite (a ) de LOG 1 vehi6Lant i i m  7 = 0 

n n++m n 

Remarque : une s u i t e  (a ) ayant l e s  p ropr ié t é s  requises  se ra ,  par  exemple, 
n 

l a  s u i t e  

a. E 10, 1C 

P = a (1 - a ) avec p > 1 ( e n t i e r  ou non) 
n t 1  n n 

Démonstration : 

Supposons que O < a < 1 a l o r s  O < 1 - aP < 1 donc O < an (la:) < an < 1 n n 

c ' e s t  à d i r e  que O < a n+ï  < On < 1 
* 

La s u i t e  (a ) p o s i t i v e ,  décroissante,  tend vers  une l i m i t e  a qu i  v é r i f i e  n 
* * * 

a = a (1 - a*') donc a = 0. 

La s u i t e  (a ) tend ve r s  O e t  v é r i f i e  O < a < 1 pour t o u t  n n n 

I I  

donc l i m  I (1 - a i )  = O 
n+t= i = o  

. - 
Le produit i n f i n i  I (1 - a!) diverge vers  O c a r  aucun de s e s  f a c t e u r s  

1 i = o  += 
n ' e s t  nul ,  l a  s é r i e  1 a i  diverge donc également ; e t ,  puisque p > 1, 

i =O +O= 

O < a: < ai < 1 ; l a  s é r i e  1 a. diverge a u s s i .  
1 i = o  



La suite (a remplit donc les 3 conditions requises par le procédé de Mann. n 

'n+ 1 . D'autre part - = 1 - aP ; donc a' = a P 
a n n n 
n 

"ln 
et - = cip-' ceci tend vers O lorsque n + +a a n 

n 

5)  Expéri.ences numériques 

A) J1ai comparé le procédé de la propriété 18 (procédé de Ney) avec le A' 

dlAitken sur différentes suites de Mann. J'appelle (6 ) la transformée de n 
2 

(Sn) par A dVAitken et (T ) sa transformée par le procédé de Ney. n 

Dans tous les cas (a ) est définie par 
n 

I"l O*.' 

cette suite vérifie les hypothèses de la propriété 19. 

la suite de Mann (v ) converge vers 0.5, f1(0.5) = 0, f1'(0.5) = O n 



* 
l a  s u i t e  de Mann (v ) converge ve r s  v = 0.5, f ' ( 0 . 5 )  = 0.5,  f " ( 0 . 5 )  = O 

n 

s u i t e  

0.5 1 
* 

de Mann ( v  ) converge 'vers v = 0.5,  
n 



Pour ces trois exemples, la valeur de la dérivée du point fixe n'intervient 

pas pour l'accélération par le procédé de Ney ; par contre l'accélération 

par le h2 dtAitken est d'autant plus mauvaise que la dérivée est proche de 1. 

0) Etudions à présent l'influence de la suite (a ) 
n 

Considérons a = 0.7 I O 
(antl = an (1 - a:) avec p = 2 ,  5, 10 et 100 

"n 
Plus grand est p, plus vite converge le rapport - vers O. a n 

* 
(v ) converge vers v = 0.5 
n 

f'(0.5) = -1 

ft1(0.5) = O 





t 
( v  ) converge v e r s  v  = 0.5 
n 

f ' ( 0 . 5 )  = 0.5 

f"(0.5)  = 2 



* 
( v  ) converge vers v = 0.5 n 

f 1 ( 0 . 5 )  = 0.9 

f " (0 .5 )  = 0.4 



Lorsque la dérivée s'approche de 1, les résultats deviennent de plus en plus 

Z 
mauvais. Lja xransformation de Ney donne de meilleurs résultats que le A 

* * 
d'Aitken lorsque fl(v est assez éloigné de 1 ; dans le cas où fl(v ) est 

proche de 1, c'est le contraire. Toutefois, la différence s'estompe lorsque 

P devient grand. 

* C) Pour terminer, j'ai comparé les deux algorithmes dans un cas où ft(v ) 1. 

On ne peut pas savoir d'après la théorie, s'il y a, dans ce cas, accélération 

de convergence. 



il n ' y  a  

I 0.5 3 

* 
pas  d ' a u t r e  poin t  f i x e  que v = 0.5 





UN PROCEDE D ' ACCELERAT 1 ON DE CONVERGENCE 
POUR CERTAINES SUITES DE t 



La conclusion du chapitre 2 est que L n L8G 2 est rémanent ; cela veut 

dire qu'il est impossible de trouver un algorithme unique accélérant la conver- 

gence de toutes les suftes de L n LOG 2. Pour espérer accélérer la convergence 

d'une telle suite, il faut donc posséder des informations supplémentaires sur 

son comportement. 

Dans le chapitre 3 ,  j'ai décrit des procédés simples déjà connus 

permettant d'accélérer des sous-ensembles de L n LOG2 (par exemple, des 
0- 

procédés accélérant L ou bien le B2-algorithme accélérant LOG 2). 
P ' 

La démarche de ce chapitre sera différente : je définirai un saus-ensemble 

2 de C (lui-mhe inclus dans L n LOG 2) pour lequel il existe un procédé 

d'accélération exact ; c'est à dire que je montrerai qu'il est possible de 

'L 
calculer la limite de toute suite de lt à partir d'un nombre fini de termes 

successifs. PLUS exactement, la construction à l'étape n sera la suivante : . 

'une suite (Sn) de .-> Ide& 3 1 - de (Sn), racine 1 pmblème résolution réelle unique du 
d'interpolation d ' une polynôme 

6quat ion 

Ce procede peut étre considéré commg un procédé dtaccél&ration de 
8 

convergence et on se heurte ici a une difficulté fréquemment rencontrée 
9 

dans les problames dtacc616ration : 1a.détermination exacte da domaine de . 
rdgularit6 et du domaine dtacc6l6ration. Dans ce cas particulier, ces diffi- 

culta; sont M e s  $ ltapproche adoptee (détermination d'un polyn8me par 

interpolation directe) et su manque de relations simples liant racines et 

coefficients dtun polynôme. 

Dans le premier paragraphe $e d6finirai le proc6dé grace a la technique 
du sous-ensemble d6ja utilid dans le chapitre pdcbdent et je donnerai un 



exemple de su i te  dont l a  convergence e s t  effectivement accélérée par ce procédé. 

Dans l e  deuxième paragraphe, j ' é tud ie ra i  plus en d é t a i l  l e  procédé sur l e  sous- 

ensemble 03 il es t  exact. Dans l e  paragraphe 3, je donnerai des conditions 

suf f i san tes  de régular i té .  Le paragraphe 4 sera consacra au problème d 'unici té  

de l a  rac ine  du polynSme P l i é  a l a  déf ini t ion du procédé. Enfin, je donnerai n 

dans l e  paragraphe 5,  les r é s u l t a t s  d'une étude numérique. 



J ' a i  d é f i n i ,  dans l e  c h a p i t r e  1, f = 1 1 Lp 
P €YK-1 C 

D'après l a  pr30priét6 13 du &me c h a p i t r e ,  t c LOG 2 

(Sn) E L ( 5 )  (Sn) L LOG 2 I 
( i i m  > = a €10, +a[ 
v n 

J ' a i  déjà cons idéré ,  au  c h a p i t r e  3 ( p r o p r i é t é  19)  l e  sous-ensemble des s u i t e s  

'n pour l e s q u e l l e s  (-) est cons tan te  éga l e  à s a  l i m i t e  à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  r ang  ; X n 
appelons 2 c e t  ensemble. 

2) Propr ié te  v é r i f i e e  par  les sui tes  de 2 
'L 'n 'n+l . x 

S o i t  (Sn) E % ; a l o r s  Y n 2 N ,  - = a donc - n 
X -'=1 n 'n n + l  

Ecrivons cette é g a l i t é  en fonc t ion  de e e e e 
n' n+ l '  n+2' n+3 ' 

* 
En appelan t  S l a  l i m i t e  de (S  ) e t  en se nappelant que Ae = ASn, n n 

on o b t i e n t  : 

* 
C'es t  un polynôme de de& i n f é r i e u r  ou é g a l  à 3 en S ; ordonnons-le su ivan t  

l e s  pu issances  déc ro i s san te s  de S* : 

PwpdUl I : SoCt ( S  ) une d u t e  d e  2 ; d ~ u  la UnrLte s* de t s  1 ut d n e  
n n 

3 3 L polydme pn(x) = an x t bn x t c x t dn 
n 



ceci pouh $O& n r N. 

3) Transformation de sui tes 

Considérons maintenant une s u i t e  quelconque (S ) de a,. A p a r t i r  de 
n 

quat re  termes consécutifs  de (S 1, il e s t  poss ib le  de cons t ru i re  l e  polynôme 
n 

P ( x )  d é f i n i  précédemment. ~ o r é n a v a n t ,  j e  me p l a c e r a i  sur l e  sous-ensemble n 

de t pour lequel,  à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang, l e  polynôme P e s t  de degré 3 n 

e t  a  une racine r é e l l e  unique. Prenons pour T c e t t e  rac ine  r é e l l e  unique. n 

Ceci f o u r n i t  un procédé de transformation de s u i t e s  qui  cons is te  à i n t e r p o l e r  

en quat re  points (S 
n y  'n+iy 'n+2 et 'n+3 ) l a  s u i t e  (Sn) par  une s u i t e  (\) 

% 
de t ; c ' e s t  l a  l i m i t e  de (8n) qui  d é f i n i t  Tn. 

équation 

4 termes consécutifs  
d'une s u i t e  (Sn) de 

4) Premier r8sul tat d '  accel eration 

Montrons q u ' i l  e x i s t e  des s u i t e s  de t qui  v é r i f i e n t  tou tes  l e s  condit ions 

1 pr6cédentes. Pour c e l a  étudions l'exemple de l a  s u i t e  (;) q u i  appar t ient  a t 

sans appar teni r  a 2 ; montrons que l e  proc(d6 e s t  d 6 f i n i  e t  acc6lère l a  

1 convergence de (;). 

Polynôme Pn 
de degré 3 

unique de Pn a, 
> 

d' in t e rpo la t ion  d ' une 
probldme réso lu t ion  

- 
Calcul de T , 
rac ine  r é e l f e  



- a - Calcul des c o e f f i c i e n t s  

a 2(n+4) 
3 a # O donc P e s t  de degré 3 exactement n 2 n (n+1)3(n+2) (n+3) n n 

- b - Calcul des c o e f f i c i e n t s  normalisés 

2 
C 3 b n 2  n 

Les rac ines  de anx3 + b r + c x + dn = O son t  a u s s i  c e l l e s  de x + a x + -  x 
d n n n an 
n + - = O  
a n 

bn C n Notons c2(n) = - c l ( n )  = - dn cO(n) = a a '  n a '  n n 

Comme il n 'y  a pas d1ambiguit6, j e  nég l ige ra i  dorénavant d ' é c r i r e  l e s  indices  n 

2 P(x) = x3 + c2x + c l x  + CO 

- c - Existence d'une rac ine  r g e l l e  unique 

3 2 En u t i l i s a n t  l a  méthode de Cardan, on transforme x t c2x  + c l x  + CO = O en 
3 c2 E ~ é f  111 page 23 y t py + q = O grâce au changement de va r i ab le  x = y - 3 



-3 3 Il fda t  ensuite ca;.cuier Q -- (i) + (3) 2 
3 

Si Q > 0, l'équation a une racine réelle et deux racines complexes. 

Calculons p, q et Q. 

c2 
La racine réelle est x = A + B - -;. 

avec A = ( -  2 + et B = - - fil3 

Appelons N4 le numérateur de q ,  qui est de degré 4 et NE celui de Q, qui 

est de degré 6 .  - 1 

- d - accélération de convergence 

Cette racine x dQpend uniquement de n ; notons-la x(n) ; e l l e  sera l a  trans- 

t o r d s  T3 de S .  Je vais mentrer maintenant que (Tn)  acc8llre l a  convergence 

";") = i i m  (nt21 x x(n) = O de (Sn) en montrant que l i m  
n-c+a - nt2 n+ta 



Pour montrer c e l a ,  u t i l i s o n s  des  développements l i m i t é s .  

N4 e s t  un polynôme de degré 4 exactement ; écr ivons  donc 

4 N4 = n ( 4  + E 3 avec l i m  E = O 
n 

n+W n 

6 de manière analogue, N8 = n (8 t 'ln) avec l i m  g = O 
n++- 

Alors ,  - N4 fi t 9m = n4[-(4tr  fi + 9-1 
n n 

k k  x x x U t i l i s o n s  l e  développement l i m i t é  ( x t y )  = y ( 1  t k - + - r(-)) 
X 

Y Y Y  
dans l e  c a s  où 1-1 < 1, a v e  l i m  r ( t )  O 

Y t-+o 

Lorsque n + +-, l e  terme ( 4  t en)  A devien t  grand devant 9 q  
i 

[-N4 6 + 9 ~ ~ 8 1 '  = 

Un développement du même type donne : 
1 

E -  N4 v 5  - 9&Ï13 = 

Ce q u i  donne : 

avec t ( x )  = - r ( - z )  t s ( z )  donc l i m  t ( z )  = O  
z-co 

Considérons maintenant l i m  ( n t 2 )  x x(n )  
n+t= 



Considérons dl abord : 
4 - 1 1  - - 1 - 

9 G  
n Lorsque n + +a, + 0, car son numérateur tend vers 9J8 et son 

(4+€ )fim 
n 

dénominateur vers +co 

9 J 8 + r l  
donc lirn t( n ) = O  

n++m ( 4 + ~  )J3m 
n 

D'autre part 4 - 1 - 1 - 
-n3 (4+~~)(/3)~(n+4)~ - - (4+cn) 

1 
- 

- 1 - 1 - 1 
nt1 n+4 3 3(4+61~(n+i)(n+i1)~ 3(413 x - n X (-1 n 

sa limite est donc une constante lorsque n + t= 

La limite de ce produit est donc O lorsque n + ta 
4 1 1 - - - - - 

-2n3( ( 4 + ~ ~ ) ~ 3 ~ ) ~ + ( 4 ~ 3 ) ~ ( 2 n t 3 ) ~  
Donc lirn (n+2) x x(n) = lim 

n++= n+t= 1 - 1 - 
3(4J313 (nt1)(nt4)~ 

4 avec lirn u(--) = O 
n+t= 



1 - 1 - 4 - 1 
3 3 

- 
4 (2n+3)n ( 1  + - + -; (;)) - 2 n 3 ( 4 + E n )  3 

l i r n  (n+2) x x(n) = l i m  3n n 
1 1 

- 
*+a n++- - - 

3 3 4 4 4  
3.4 (n+l)n  ( 1  + - + - u(;)) 3n n 

1 - 1 - 1 - 1 
3 3 8 4 1 3  4 n ~ 2 . 4 ~  - 2(4+En) 1 + 4 (3 + 8~(;)+3) + ; 4 (4+12~(;)) 

= l i r n  
n++a 

1 - 1 - 1 
3 

- 
3 4 4 1 3 4  4 nC3.4 ] + 3.4 ( 3  + 4~(;)) + - 3.4 (3 + 4 ~ ( ~ ) )  n 

1 - 1 - 1 1 
3 3 1 3 8  4 1 3  4 

- 
2 - 2(4+En) I+ - 4 (- + 8u(-) + 3) + 1 4  (4+12~(;)) 

= l i r n  n 3 n n 

W b  
1 - 1 - 1 
3 1 3 4 4 1 3 4 4 

- 
C3.4 I + - -3.4 ( 3  + 4~(;)) + - .3.4 (3 + bu(--)) 

n 
l n 

2 

La l i m i t e  du dénominateur e s t  3.4 3 
1 - 1 - 

3 l a  l i m i t e  du numérateur e s t  égaie  à i i m  ~ 2 . 4 ~  - 2 ( 4 + ~ ~ )  I = O 
n++- 

donc l i m  (n+2) x x(n) = O ,  ce  qui  p r m  bien que c e t t e  transformation 
n-t+oo 

1 accélère  l a  convergence de (--). 

Etudions à présent  l e  procédé d'une manière p lus  générale.  



*Je montrerai ,  dans ce p s i g r a p h e ,  que l e  procédé e s t  bien d é f i n i  

% 
s u r  2, c ' e s t  à d i r e  qu 'à  p a r t i r  de 4 termes s u c c e s s i f s  d'une s u i t e  de t, il 

e s t  poss ib l e  de cons t ru i r e  un polynOme P de degré 3 dont S* e s t  l a  r a c i n e  n 
* 

r é e l l e  uniclue ( l a  p r o p r i é t é  1 as su re  dé j à  que S e s t  une r a c i n e  r é e l l e  de Pn).  

Dans l a  s u i t e ,  j e  me p l a c e r a i  t ou jou r s  implicitement au  de l à  du rang N à 

' n 
p a r t i r  duquel 

1) Cas des su i tes  de limite nulle 
'L 

S o i t  ( S  ) une s u i t e  de t de l i m i t e  n u l l e  n 

D'après l a  p rop r i é t é  1, O e s t  r a c i n e  de P donc d = O ,  donc 
n ' n 

P,(x) = x(an  x2 + b x + cn)  
n 

J e  v a i s  montrer que a e s t  non nu l  e t  que P n ' a  pas  d ' a u t r e  r ac ine  r é e l l e ,  
n n 

c ' e s t  à di-e que l e  d i scr iminant  A = b2 - 4 a c e s t  s t r i c t emen t  n é g a t i f .  
n n n 

Phop6P;tE 3 : S O ~  (S 1 une a&e de 2 de m e  O .  
n 

Aloeohs, p o u  n au66*aanmrnt gmnd, pn es t  un polyn8me d e  deghe exactement 

é g a l  ie 3 et dont  la a e d e  /racine h d a e  est 0 .  

Démonstration 

Toutes l e s  q u a n t i t é s  in te rvenant  dans a b e t  c s 'expriment en fonc t ion  
n'  n n 

de e ,  X e t  m. En ef fet  



2 2 2 2 2 A Sn+l = eX (1 - A)(l - aX) C(1 + a) - aX + a X 1 

Il est facile d'en déduire que 

3 5 
a = e h (1 - X)(l - a ~ ) ~  C(1 + a) + a(a - 1) XI n 

2 2 2 2 3  
b = e4X5 (1 - X)?(î - aX) C-2(1 + a) + (1 + k x  - 2a )A - Sa(l+a)A +a A 1 n 

5 5 3 
c = e X (1 - A) (1 - aX12 C(i + a) + a(a - 3) X + 2 a2X21 n 

a E 10, +-C ; lorsque n + +co, X tend vers O en restant strictement positif ; 
n 

e est non nul puisque l'on a choisi de ne considérer que des suites 
n 

n'atteignant jamais leur limite. Il est donc évident qu'au moins à partir 

d'un certain lQ(Ig an ne s'annule pas. 

P est donc de degré 3 exactement. 
n 

A = 4e8 (1 - x ) ~  (1 - a ~ ) ~  x 6 

2 2 2 3 2  
avec 6 = C-2(l+a) + (1+4a-2a )A-2a(l+a)X +a X 1 

A a même signe que 6 

Pour une suite donnée, lorsque n + +oo, a reste constant et X + O en restant 

positif, donc, le signe 6 sera donné par le signe du coefficient de plus bas 

degré en A. Le terme constant est nul, 6 est donc du signe de 

Donc, 6 est strictement négatif. 

2) Cas general 

On a une propriété analogue lorsque la limite est quelconque. 



P*bp&X@ 4 : S o d  (s ) une b d e  de 2 de M e  s*. 
n 

M O M .  p o u  n 4u6disarrment g ~ n d ,  Pn ebz un polynôme de deg&E exuctenent 

~ g a t  a 3 et dont ta b u t e  mci.ne ut s*. - - ? - y  

iémonstration : 

I a) Les quatre termes consécutifs S 
n' Sn+I.' 'n+3 sont entièrement 

t 
1 
t * 
I définis par les quatre paramètres e = e 1 = An, a et S 
t n 
l 

2 2 1 en, en+l, en+2y en+3, ASn, ASn+l, ASn+2, A Sn, A Sntl ont des expressions 
1 

! analogues aux p ~ é c é d e n ~  ; seules varient les expressions de S - + s*, 
t n - en 

I A la suite (S ) définie par (e, A, a, 5 )  associons la suite translatée (STn) n 
1 

définie par (e, A, a, O). Appelons P le polynôme associé à (S ) et Q n n n 

le polynôme associé a (Svn). 
1 

' Pour n assez grand, d'après la propriété 3, Qn est de degré 3 et a O pour 

* 
unique racine réelle. Si on montre que V x, Pn (x  + S ) = Qn(x), alors 

pour n assez grand : 

. P sera de degré 3 n 

. les équivalences suivantes seront réalisées 

* 
b) Montrons donc que Pn(x+S ) = Qn(x) 

3 2 Posons Qn(x) = ax t bx t cx t d avec d = O car Qn(0) = O 

* termes de degré 3 : 
2 2 2 2 a = a = (ASn) A Sntl - (ASntl) A Sn, qui ne fait pas intervenir la limite *., 



* termes de degré 2 : 
* 2 2 2 2 

3aS t $ = BS*C(AS ) A Sntl - (ASntl) A Sn] 
n 

2 * * * 2 
+ (ASn) C(en+2+S ASntl - (en+l + S ) ASntp - 2(en+l + S A 

2 * * - (ASntl) C(entl+S ASn - (en+S ASntl - (en+en+2+2~*) h2sn1 
* 

Cette expression contient un terme de deqé O en S et un terme de degré 1 

* * 
en S . Le terme de degré O en S est égal à b ; le terme de degré 1 est nul. 

* 
Donc 3aS t $ = b. 

* termes de degré 1 
*2 2 2 2 2 

3 a ~ * ~  + ~ B S *  + y = 3s C(AS~) A sntl -   AS,+^) A snl 
* 2 * * * 2 

+ 2s (AS n C(en+2+S )ASn+l-(en+l +S )hSn+2-2(en+l+S )A Snt1l 

* 2 * * * 2 
- 2s [ (entl+S )ASn-(entS )ASn+l-(en+en+2+2S )A Sn] 

2 * 2 2  * * * + (AS n [(entl+S A Sn+l-2(en+l+S )(en+2tS )((en+2+S )ASn+l 

* - (e,+l+S )Asnt2)] 
2 * * 2 * - [(e n tS )(ent2+S )A Sn-(enten+2+2S )((en+lt~*)~~n 

* 
- (e +S )ASn+,) 1 n 
* 

Cette expression contient un terme de degré 2 en S qui est nul, un terme 

* * 
de degré 1 en S , qui est nul également et un terme de degré O en S qui 

1 est égal à c. 

* 
Donc 3 u ~ * ~  + 2BS + y = c 

i * termes constants 
*3 

le terme constant est égal à as t BS*~ t t 6 = P,(s*) = O d'après la 
I * 
propriété 1 car S est la limite de (S ) et Pn est le polynôme associé à (Sn). 

n 
* 2 1 Donc, Pn(xtS ) ax3 t bx + cx = Q,(x). 



Cmsidi rons  maintenant une s u i t e  (Sn)  de t e t ,  à p a r t i r  de qua t re  

termes consécut i f s  de ( S  ), cons t ru isons  l e  polynôme P . J e  v a i s  montrer 
n n 

* 
dans ce paragrapheq que t o u t e  r a c i n e  de P converge ve r s  S en montrant que n 

P t end ,  lorsque n -+ +a, ve r s  une forme l i m i t e .  J e  suppose, dans ce  paragraphe, 
n  

que l e  polynôme P e s t  de degré 3 exactement, c ' e s t  à d i r e  que 
n 

2 2 2 2 
a  = (ASn) A Sn+l - (ASn+l) A Sn e s t  d i s t i n c t  de O .  Les hypothèses que n 

j ' i n t r o d u i r a i  (dans l a  p r o p r i é t é  5 )  pour démontrer l a  r é g u l a r i t é  impliqueront 

d ' a i l l e u r s  que a # 0 .  
n 

1) Cas d'une suite de limite nulle 

Considérons (S ),  s u i t e  de t , de l i m i t e  n u l l e .  
n  

Notons e  e ,  X = X = a e t  a = B 
n n ' "n n t 1  

Les qua t r e  termes consécu t i f s  S 
n '  'n+ly 'nt2' 'nt3' e t ,  en conséquence, l e s  

c o e f f i c i e n t s  de P , peuvent ê t r e  ca l cu lé s  en fonc t ion  de e ,  A ,  a e t  $ 
n 

ASntl = - eA(1 - h ) ( l  - aA) 

ASnt2 = - e A ( 1  - h ) ( l  - a h ) ( l  - A t a h 2 ) ( 1  - BA t a B h 2 )  

2 2 A Sn = e h  (1 t a - a h )  

2  2 
A ' n t 1  = e h  ( 1  - ~ ) ( i  - a ~ ) ~ ( i  t B - BA t a s h 2 )  

2 D103 an = e3 h 4 ( l  - h ) ( l  - a h )  C ( B  - a )  t (1 t 2 0  - B )  1 t o(B - 1) h 2 1  

4 4 2 b = e h ( 1  - h l 2 ( 1  - o h )  C(3a - 38) t ( - 2  - S u  + 3$)A t n 
2 4 (1 t 4u t 02 - 3 0 8 ) ~ ~  - 2 a ( o  t 1) h 3  t a A I 



5 4 2 
c = e h (1 - X13(1 - ah) C(38 - 3a) t (1 t 4a - 3@)1 t n 

2 2 2 3 
(3aB - 3a - 2 a  )A t 2a h 3 

2 2 d = e6 h4(1 - h)4 (1 - ah) (1 - A t ah ) (a - 8) n 

Cherchons 2 présent la forme limite de ce polynôme lorsque n -t t 

En fait, je chercherai plutôt la forme limite du polynôme nornialisé 

Les coefficients de P sont égaux à : 
n 

P t o p ~ U é  5 : SOL$ (s ) une b d e  de >L, de W e  nulle. 
n 

Aan Si iim = 0, &M, .ta ~ o m e  W e ,  1 0 ~ q u e  n - t- de Fn a.t l e  polynôme 
n+tw n 

3 
P(x) = x . 

Remarque : 

Cette hypothèse entraîne que a est toujours non nul (donc que le polynôme est n 

toujours de degré 3). 

Démonstration 

2 
a = e3 ~~(~-)r)(l-cil)~~(+u) + (I+2a-@)h t a(@-1)A 1 
n 

3 4 2 Les termes e A (1-X)(1-aX) sont non nuls à pa~tir d)un certain rang pour 

les mêmes raisons que celles invoquées dans le cas de 2 
Posons E = (8-a) t (lt2a-B)A t a(B-1)A 2 

n 
2 = Aan t (lta, - Aan)hn t ",(antl - 1) An 



l i m  E = O n  
n-+-ta" 

E * 
l i r r .  2 = 1 + a d 'après  l 'hypothèse de l a  p r o p r i é t é  5 (a* = l i r n  an) 

h 
n++oo n  

E 
n++a 

n  
Donc à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang ,  - e s t  s t r i c t emen t  p o s i t i f .  Comme X 

n  n  
e s t  également s t r i c t emen t  p o s i t i f  à  parti.^ d'un c e r t a i n  rang,  

Démonstration de l a  p r o p r i é t é  5 

Lorsque n  -+ 9, avec  l e s  n o t a t i o n s  u t i l i s é e s ,  

CY - a 
B-a= n+l n -  - 
X X -T + O p a r  hypothèse 

n  n  
* 

a = a e t  = a tendent  v e r s  l a  l i m i t e  de (a ) que j e  n o t e r a i  a e t  q u i  
n  n t 1  n  

a p p a r t i e n t  à IO, V C  
d 

n I l  e s t  donc c l a i r  que l i r n  - = O 
a n++a -n 
C 
n l i r n  - = O 

a 
n+tm n  

b l i m  - = O  n  
n* a 

n  

La forme l i m i t e  de Pn e s t  donc P(x) = x 3 

Ceci prouve l a  r é g u l a r i t é  du procédé dans ce  cas  p a r t i c u l i e r .  En e f f e t ,  

3 lo rsque  n  tend ve r s  l ' i n f i n i ,  P s e  rapproche de p l u s  en p l u s  de x , 
n  

donc s e s  rac ines  s e  rapprochent de O .  Notons, au  passage,  que, méme dans l e  

c a s  où P a p lus i eu r s  r ac ines  r é e l l e s ,  e l l e s  tendent  t o u t e s  ve r s  O .  n  



Act 
J'étudierai tout à l'heure la conSitiori -' il,, = O. Voy~nç à pr76sent s'il - X" 

r r+ iw  n 
est possible d'obtenir un résultat ~ I ' B I ~ ~ I ~ C  dans Le cas ci' f S  ) e s t  Cic l  

n 

limite quelconque. 

2) Cas genéral 

* 
Considérons une suite ( S  de &, de . l i m i t e  Ç . 

n 

Appelons toujours e = e , A = X a = a 
n n ' TI ' ' an+i 

e e e e 2 2 
n' n+i' n+2' nt3' "n ASn+i' Asne' A Sn, h Sn+1 se calculent comme 

* * * 
précédemment, Et S = e - n = e 

n n * y 'n+i - -n+l + 'n+2 nt2 + S 3 Sn+3 " 
* 

e + S .  
nt3 

a est identique à celui calculé précédemment. n 

posons b = b: t b' S* 
n n 

O 
b0 
n 3 a été calculé précédemment et j'ai vérifié que lim - = 0 sous lfhypothi$se n a 

n+tm n 
de la propriété 5. 

O l *  2 * 2  
C = c  +cris t c n S  n n 

O 
C n lim - = O a n++00 n 



du 
n Iim - = O d1aprGs c e  q u i  précède a 

E+-tW n 

PkophCété : S o i 2  ( S  1 une AUL~P de X, de -Q s* .  
n 

Aa 
Suppciona que in --$- = Y$, arîs?-4. l n  d o m e  fim'imir~. t o u q u e  n + +m. du 

~émons t r a i l o n  : 

b1 n 
a) - =-3  

a n 

b b" 
n ,  n * Donc, - - - -- â ~ *  -> - 3s 

a a 
ri 

n-t+= n 

C 
1 2 " - e(1-A) C6 t b) à - (-2-2a)+(-2a-2a -2)A t (4~=+4a ' )h~ -2a~h~  

$-CU. 1 
n U(it2a-B)t(aB-a)X 

C 
1 
n D'après l'hypothèse de la proprigti5 6, lim - = O 

a 
2 in-t(-W n 

C n - = +  3 a n 



C C 
0 1 

C 
n  - n n *  *2 , 3S*2 Donc, - - - + - S  + 3 S  - 

a  a a n n  n  n+++ 

d l  
n  donc l i r n  - = O a  n++m n  

n 
d2 

n  donc l i m  - = O 
a  n-++m n  

d )  En conclusion,  l a  forme l i m i t e  du polynôme lorsque  n  + +a e s t  

Ceci assure  comme précédemment, l a  r é g u l a r i t é  du procédé sous l 'hypothèse  

tu n l i r n  - = O A n+t= n  

3) Etude de l a  s u i t e  (1-) 

Afin de pouvoir u t i l i s e r  l e s  p r o p r i é t é s  5 e t  6 ,  il f a u t  maintenant . 
Au n t rouve r  des condi t ions  pour que l i r n  = O .  O r  l e s  s u i t e s  ($1 e t  (An) ne 

*+CO n 

son t  pas indépendantes.  D'après l e  p r o p r i é t é  15 du c h a p i t r e  1, en e f f e t ,  

s e  donner une s u i t e  ( S  ) de t, c ' e s t  s e  donner 
n  

une s u i t e  r é e l l e  (un)  de l i m i t e  a c 10, +<oC 

. un rang  N v é r i f i a n t  



S i  (a 1 e s t .  cons tan te  à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang ,  on e s t  dans l e  ca s  où (Sn) n ta 
a p p a r t i e n t  à %, 2 = O à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang.  X 

n 

S i  (a 1 e s t  à convergence l i n é a i r e  ou supe r - l i néa i r e ,  il en e s t  de même n 

pour (Aa ) ; e l l e  converge donc p l u s  v i t e  que (A q u i  e s t  à convergence n A@ n 
n logarithmique, donc l i m  - = O X n++a n 

Etudions l e  ca s  où (a 1 e s t  elle-même à convergence logarithmique. Supposons n 

que ( a n )  e s t  dans LOG 1 ( e l l e  e s t  donc s t r i c t emen t  monotone à p a r t i r  d 'un 

c e r t a i n  rang) .  

Au n Lemne 1 : Si a une M e ,  cet te  M e  ne p e d  me pue 0. 
n 

Démonstration du lemme : 

1 Act 
I Supposons que 
1 

" - > t # o  X n++= n 
1 

Les s é r i e s  de t e r n e  géné ra l  Aan e t  An mont de même na tu re ,  donc d ivergentes  
Co 

1 c a r  l a  s é r i e  An d iverge  d t a p r a s  l a  convergence de (Sn) ,  
1 

1 n n=o 

Donc l i m  1 hai = l i m  (an+l - ao )  = 
n+t= i = o  n++= 

I l  f a u t  donc que l a  l i m i t e  de ( an )  s o i t  i n f i n i e ,  ce  qu i  e s t  faux  p a r  

hypothèse. Donc, il f a u t  que s o i t  n u l l e .  

Montrons a pr6sent  que, sous c e r t a i n e s  hypothases,  l a  s u i t e  (XI converge. 
n 



Hypothèses (Hf) : A d'un c a t a i n  u n 2  N 

c - l i m  = O 
n*t= a2an 

Ces hypothèses é t a n t  f a i t e s ,  on peut  supposer,  q u i t t e  à modif ie r  l e  rang N ,  

ut é t a n t  l a  l i m i t e  de ( a n ) .  

ha n 
Posons Bn = 

n 

b n Phophieté 7 : SOU l e d  hypothe6ed ( H I ) ,  i i m  = 0 
n+w n 

n 
I l  s u f f i t  de montrer que (-1 converge. h n 

Démonstration 

I 1) Formule de récur rence  sur les 8, 

&nt1 donc Bntl = - . 'n2 

Aan rn n 

2) Montrons, par récurrence, que V n 2 N, Bn 7 2an Aun 
* * D'après la remarque faite au sujet de (Hl), lu hN < 1 

et O < a h < 2uNXN 
N N 

* * 
d'après a de (Hl), (un) tend en croissant, vers a , donc O aN < a 



c ' e s t  à d i r e  que O < A < 2a A < 2a*lN < 1 % N N N 

qu i  en t r a îne  O < 1 - aNhn < 1, donc O < A 1 

I 
t Supp~sons  à présen t  que An < - 

2a* 

* 
d 'après  a  de ( H l ) ,  O < a < a 

n 

donc O < a A < 2a A < 2a*An < 1 
n n  n  n  

1 C'est  à d i r e  O < 1 - anAn < 1 e t  O < An+l < A < -  
n 

2a* 
1 * c e c i  montre que O < ... < Ant l  < A < ... < lN < - n 

2af 
* 1 1 

Comme on a  a u s s i  V n 2 N, O < a < a , il v i e n t  - > - 
n 2an 2a* 

1 Donc, Y n 2 N  O < A  < -  
n 2an 

En mul t ip l i an t  c e t t e  i n é g a l i t é  pa r  Aa q u i  e s t  p o s i t i f  d ' après  a ,  
n  

- 
A > 2an hn, c ' e s t  à d i r e  B 

n  
> 2an Aan 

n  

Ceci e n t r a î n e ,  en p a r t i c u l i e r  que B e s t  t ou jou r s  p o s i t i f .  n  

3 )  Etude de l a  s u i t e  (8,) 
A 

Aunt î A,"' Posons An = - e t  Bn = anAan ; f n ( x )  - -  - 
x-Bn 

 après b,  V n 2 N, O < A < 1 n 

d 'après  a  e t  l e s  remarques, V n 2 N, Bn O. 

Etudions f n ( x )  s u r  l ' i n t e r v a l l e  C2B t = C  (d ' ap rè s  l e  r é s u l t a t  du 2 )  n  ' x-2B~- 
f  e s t  cont inue,  dé r ivab le ,  f n ( x )  = n n AnX 2 > O V x 6 C2Bn, tmC 

( x-8,) 



Bn s i x > -  
1-An a l o r s  f ( x )  c x  

Bn . s i x r -  Bn 
1-A, a l o r s  f ( x )  s - l'An 

l e  t a b l e a u  de v a ~ i a t i o n  de f e s t  l e  su ivan t  n  

B 
n 2ème cas  : - c 2B <=> A < 1 -------- - c.5 4AnBn < 2Bn 

1-A, n  n  

x 

f ' , (x)  

n c x )  

2 B 
n  +a' 

+ 

4AnBn n F 

f a - t - e l l e  des  p o i n t s  f i x e s  dans ce domaine ? 

O o  o  - Bn S i  x e s t  p o i n t  f i x e ,  f n ( x  1 = x0 <=> x - - 
1-An 

> O 

B 
n L e  s e u l  p o i n t  f i x e  poss ib l e ,  dans C2Bn, +WC e s t  x0 = - 

l'An 
B 

n  I l  y a  3 cas  poss ib l e s  su ivant  l e s  p o s i t i o n s  r e spec t ives  de - 
1-A e t  

B 
n  

n  l e r  cas  : - 1 ------- > - <=> kA B > 2B 
l -~ ,  > 2B n  <=' An 2 n n  n  

A 

0 G =  b 
O 

4- A n  
dans ce c a s ,  x  é t a n t  l e  s e u l  p o i n t  f i x e ,  on a  obl igatoirement  



dans ce cas, V x 2 2 B  f(x) < x 
n ' 

4 -  b b  

dans ce cas, V x 2 2 B  f(x) < x 
n '  



Encore une f o i s ,  Y x  > 2B f ( x )  < x 
n ' 

{ Résumons c e c i  : 

Bn 
s i x > - - -  

1 - A  
a l o r s  f ( x )  < x 

n 
B 

n  s i x < -  Bn 
1 - A  

a l o r s  f  ( x )  5 - 
n 1-An Y 

B 
n - a n ( a n 1 2  

- Revenons à l ' é t u d e  de (Bn) ; - 
n i - 

 après b ,  Y n  2 N ,  t > O e t  d 'après  c ,  l i m  t O 
n n 

n++m 

La s u i t e  ( 6  ) v é r i f i e  
n  

s i  Bn > tn a l o r s ,  
'n+1 < 'n ( A )  

, s i  B S tn a l o r s ,  n  'nt1 ' tn (BI 

avec ( t  ) s u i t e  p o s i t i v e  de l i m i t e  n u l l e .  
n  

4 )  Montrons f inalement  que ( 6  ) e s t  déc ro i s san te  ; c e l a  e n t r a i n e r a  s a  
n 

convergence d ' ap rè s  l e  r é s u l t a t  2 )  

l e r  cas  :  éventualité (B) ne" s e  p rodu i t  qu'un nombre f i n i  de f o i s .  ------- 

il Cela veut d i r e  qu'au de l à  d'un c e r t a i n  rang ,  on a  tou jours  f3 
n + l  < Bn 

E; 
(B,) e s t  s t r i c t emen t  décro issante .  E l l e  converge ve r s  O d ' ap rè s  l e  lemme. 

2ème cas  : l ' é v e n t u a l i t é  ( B )  s e  produi t  une i n f i n i t é  de f o i s  aux rangs  -------- 
1 

N I ,  N 2 ,  ..., N k ,  ... Plaçons-nous au rang  N 
k  ' 

Puisque l i m  ( t  ) = O ,  il n k x i s t e  qu'un nombre f i n i  de termes de ( t  ) n n 

v é r i f i a n t  



S o i t  r\, l e  p l u s  grand de ces  termes. Montrons, p a r  récur rence ,  que 
"k 

Y n 2 Nk,  Bn 2 t- 
nk 

5 t 5 r\l pa r  hypothèse. 
N~ nE 

* Supposons que f3 5 t% pour un ind ice  donné n - 
n n k 

' Nk 
On a a l o r s  2 cas  : 

. s o i t  t 
n < 'n 

a l o r s  d ' ap rè s  ( A ) ,  

. s o i t  t 2 Bn 
n 

a l o r s ,  d ' après  ( B ) ,  8n+1 s tn < m .  
"k 

Ceci montre donc que Y n 2 N k ,  Bn 5 tQ 
% 

Prenons maintenant un n quelconque ; l a  s u i t e  (NI, N 2 ,  ..., N k ,  ... 
tend en c r o i s s a n t  vers  l ' i n f i n i ,  il e x i s t e  donc un k unique t e l  que 

N < n < N  
k k t 1  

% 
8 donc O < Bn < 13 avec ?( 2 % 

"k 
'L 

Lorsque n -+ +O, k  -+ i-m, % -+ t m  e t  t?. -r O c a r  (t". ) e s t  une sous-su i te  
1 
I % "k 
i de ( t  ) qu i  tend  ve r s  O .  Donc (Bn) -+ O.  

n 

Les r é s u l t a t s  précédents  peuvent s e  résumer dans l a  

Pkophiéti? 8 : Toute alute  ( a  ) de khhiZe a* E IO, +mC qui eb* 60i . t  coMZanXe, 
n 

soi2  à convagence finéaihe ou aupeh-LLnéaihe, aoLt à convmgence logm-LtMque 

véhid2tn.t (fil) condu3 à une auLie (S ) de >L pouh &qu&e La dome Limite n 
* 3 du poLynÔme Fn eb.t P(x)  = ( x  - s ) . 

Un exemple d'une t e l l e  s u i t e  (a ) e s t  donné pa r  l a  n 



P/rop&été 9 : Sad (a ) une de  l%niAe a* > O, b t 4 i c t e m e n t  cnoxdbante 
n 

à pm.AA d '  un cehla,in m n g  et a p p a t e n a n t  a t ; &a, (a ) v é r u d i e  le6 
n 

hypothebeb ( H f )  . 

Démonstration 

a) (a ) étant strictement croissante vérifie a de (Hl) 
n 

b )  (an) appartient à iL donc à LOG2d1après la propriété 13 du chapitre 1. 

Appelons (4 ) et (mn) les suites dérivées première et seconde de (a 
n n 

(1 et (m ) tendent vers O et sont positives à partir d'un certain rang n n 

Aan+l donc O < - < 1 à partir d'un certain rang 

C'est à dire que b de (Hl) est réalisé. 

cl (a appartenant à t, il existe r c 10, lctel que n t 

'n + i-' 
* - 1 

a -a 
1 im n = r 
n+tW n t 1  - -  

Aa 1 
n Aan x 

an - a 2 
(Aan) 

Or ce rapport est égal à - -, 

2 * 
A an A an<an - a ) - 
&n 

(Act I Z  
donc l x n  * 

2 = r + E (E,) étant une suite de limite nulle. 
a - a  n' 

n ,. A an 
(AanlL - r~ 

donc - (an - a ) (r + cn) ; la limite de ceci est O lorsque n -+ +W. 

A "n 
(Aan12 

donc lim = O, ce qui est c de (Hl). 
n++w a2an 

L'hypothèse a de (Hl) impose que (a ) soit strictement croissante à partir n 

d'un certain rang. On aura un résultat analogue en imposant à (a ) d'être 
n 

strictement décroissante. 



tlypothèbes (HZ) : A p W  d'un c W n  han2 N : 

a - h a  < O  
n  

( ~ a ~ ) '  
c - l i m  = O 

n+ta a2a 
n  

Par une démonstration t o u t  à f a i t  analogue à c e l l e  q u i  v i e n t  d ' ê t r e  f a i t e ,  

on o b t i e n t  une propos i t ion  q u i  complète l a  p r o p r i é t é  8 : 

Phophieté I O  : T o d e  diu*e ( a  ) de W e  a* r l o , t m C ,  à convengence 
n  

LogUhnugue, véw&iant  (HZ) condW* à une duUe ( s n )  de r pout luquelle 

lu doilme l h i t e  du polynôme F est F(x)  = (x - s*13. 
n  

Ainsi qu'une p r o p r i é t é  analogue à l a  p r o p r i é t é  9.  

Pnophiété I I  : S o 2  (ci ) une ~ & e  de M e  a* > O, b2xiotentent démohaante 
n  

à pair/tih d l  wz c&n bang e,t appahtenant à % ; a l o u  ( a  ) vé)ti@e LU n  

hqpa-thèaa (HZ) . 



I V  - UNICITE DE LA RACINE DE P, 

'L 
Les r é s u l t a t s  de l a  p a r t i e  II montrent que, s i  (S ) E %, l e  polynôme 

n 

Pn, à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang ,  e s t  de degré 3 e t  a une r ac ine  r é e l l e  unique 

* 
q u i  e s t  S . Le but  e s t  d ' é tendre  ce r é s u l t a t  à c e r t a i n e s  s u i t e s  de t. Pour 

c e l a ,  j e  va i s  cons idé re r  qua t r e  termes s u c c e s s i f s  d'une s u i t e  (S  de % e t  
n  

'L 
montrer q u ' i l  e x i s t e  (sous c e r t a i n e s  cond i t i ons )  une s u i t e  ( s  ) de t q u i  

n 

co ïnc ide  avec (S  ) en ces  qua t r e  termes. Le polynôme P c o n s t r u i t  à p a r t i r  
n  n ' 

de ( S  s e r a  a l o r s  rigoureusement éga l  à c e l u i  c o n s t r u i t  à p a r t i r  de ( s  ; n n 

t o u t e f o i s ,  l a  p r o p r i é t é  4 ne permet pas  d ' a f f i rmer  l ' u n i c i t é  de l a  r a c i n e  

c a r  on ne connai t  r i e n  s u r  l e  rang des termes de l a  s u i t e  ( s  1. C'es t  pourquoi 
n  

je v a i s  d 'abord chercher  une nouvel le  condi t ion  pour que l e  polynôme P 
n ' 

'L 
c o n s t r u i t  à p a r t i r  de qua t re  termes s u c c e s s i f s  d'une s u i t e  de t s o i t  de 

degré 3 e t  a i t  une r ac ine  r é e l l e  unique, cond i t i on  p o r t a n t ,  non p l u s  s u r  l e  

* 
rang,  mais s u r  l e s  va l eu r s  des  paramètres i n t r i n s è q u e s  ( e ,  A ,  a ,  S ) de l a  

s u i t e .  Dans un deuxième temps, j e  cherchera i  des  condi t ions  pour que qua t r e  

termes s u c c e s s i f s  d'une s u i t e  de & coïnc ident  avec qua t r e  termes s u c c e s s i f s  

d'une s u i t e  de % q u i  v é r i f i e  l a  condi t ion  d ' u n i c i t é  de l a  r ac ine .  

Ce problème d ' u n i c i t é  de l a  r a c i n e  a  également é t é  rencont ré  pa r  Winip C ~ é f  181 

pour un procédé comparable 

1) Cas des suites de 2 
Etant  données l e s  remarques f a i t e s  au cours  de l a  démonstration de l a  p r o p r i é t é  4 ,  

* 
j e  me bornera i  à é t u d i e r  l e  ca s  où S = O .  Considérons donc.une s u i t e  (S  de n 
'L 
% ; qua t r e  termes s u c c e s s i f s  de (S  ) son t  donc d é f i n i s  par  l e s  paramètres 

n 

e = e  A =  h  e t a .  P ( x )  = ( a  x 2 + b  x + c n ) .  
n  n n n n 

* 2 
S i  a  # O ,  l a  l i m i t e  S = O s e r a  r ac ine  unique à condi t ion  que A = b - 4 a c 

n n n n 

s o i t  s t r i c t emen t  n é g a t i f .  



Je v a i s  chercher  une condit ion pour que A s o i t  n é g a t i f  e t  j e  montrerai  que 

c e t t e  condi t ion  implique également que a # O n 

a )  Calcul de A : 

a  = e3 X5 (1-X)(i-aX)2~(l+a)+a(a-1)~l 
n 

En u t i l i s a n t  l e s  no ta t ions  d é j à  d é f i n i e s ,  A a  même s igne  que 

2 2 2 3 2  6 [-2(l+a)+(1+4a-2a )Â-2a(l+a)X +a X 1 

2 2 
-4C( i+a)+a(a-i~hlxC(l+a)+a~a-3)~+2a X 1 

Ecrivons 6 comme un polynôme de degré 6 en h 

. l e  terme constant  e s t  n u l  

. l e  terme de degré 1 e s t  -4(l+a) 

. l e  terme de degré 2 e s t  1 + 16a + 8a 2 

. l e  terme de degré 3 e s t  -4a -24a2 -4a 
3 

. l e  terme de degré 4 e s t  6a2 + 16a 3 

. l e  terme de degré 5 e s t  - 4a3 - 4a 4 

. l e  terme de degré 6 e s t  a 4 

2 2 2  2 3 3 4 4 5  Donc 6 = X[-4(l+a)+(l+16a+8a )A-4a(1+6a+a )A t2a (3 +8a)h -4a (l+a)X +ci A 1 

b) Cherchons des  condi t ions  pour que 6 r e s t e  néga t i f  pour t o u t  X E 10, 1C, 

(il faudra a l o r s  imposer, na ture l lement ,  comme condi t ion ,  X E 10, 1C.) 

Posons 

2 2  2 3 4 4 5  
f(X) = -4(l+a)+( 1+16a+8a2)X-4a(l+6cl+a )X +2a (3+8a)h3-4a (l+a)X +a h 

f(0) = -4(l+a) < O 

Pour que f  r e s t e  néga t i f  e n t r e  O e t  1, il s u f f i t  que f  ne s ' annule  pas e n t r e  O 

e t  1. Appliquons l e  théorème de Buclan C ~ é f  111 page 18. 



S o i t  N(0) l e  nombre de changements de s i g n e  de  l a  séquence ( f (O) ,  f l ( 0 ) ,  . . . 
f ( 5 ) ( 0 ) ) e t  N(1) c e l u i  des  changements de s i g n e  de ( f ( l ) ,  f t ( 1 ) ,  . . . f ( 5 ) ( l ) ) .  

L e  nombre de r a c i n e  de l ' é q u a t i o n  f(X) = O s i t u é e s  e n t r e  O e t  1 e s t  é g a l  à 

N(0) - N(1). Calculons N(O) e t  N(1) 

2  2  2  3  3  4 4  
f f ( X )  = (1+16a+8a ) - 8 a ( 1 + 6 a + a 2 + 6  (3+8a)A -16a ( l + a ) h  +5a 

2  3  2  4  3  
fv(X) = -8a( 1+6a+a2)+12a (3+8a)A-48a (l+a)A +20a A 

3  4  2 
f (3) (X)  = 12a2(3+8a)-96a (I+a)X+60a A 

3 4  
f (4) (X)  = -96a ( l+a )+ l20a  A 

f ( 5 ) ( ~ )  = 120a 
4  

Donc N(0) = 5  

Ce d e r n i e r  polynôme de degré 3  a  pour t a b l e a u  de v a r i a t i o n  

I l  r e s t e  donc t o u j o u r s  n é g a t i f .  



Ce d e r n i e r  polynôme de degré 3 a  pour t a b l e a u  de v a r i a t i o n  : 

il r e s t e  donc p o s i t i f  ; donc 

f t t ( l )  < O 

2 f ( 3 ) ( 1 )  = 36a ( l + a ) ( l - a )  

donc ( f ( 3 ) ( 1 )  > O si a < 1 

Faisons un t ab l eau  su ivant  les va leu r s  de a. 



Dans l e  cas  où O < a < 1, N(1) = 5 ,  donc N(0) - N(1) = O .  C ' e s t  à d i r e  que 

l e  discr iminant  A as soc ié  à P e s t  t o u j o u r s  n é g a t i f .  n  

Il s u f f i r a  donc de prendre a e t  dans 10, 1[ pour a s s u r e r  l ' u n i c i t é  de l a  

r a c i n e .  Vér i f ions ,  à p o s t é r i o r i ,  que c e t t e  condi t ion  implique également 

e  e s t  non n u l  puisque l ' o n  ne considère que des s u i t e s  n ' a t t e i g n a n t  jamais 

l e u r  l i m i t e ,  l a  condi t ion  a E 10, 1 C  a s s u r e  que A ,  (1-X) e t  (1-aX) son t  non nu l s .  

A E IO, 1 C  

I l  r e s t e  à montrer que ( l t a ) + a ( a - l ) X  e s t  non nul .  Cet te  expression ne 

p o u r r a i t  s ' annu le r  que s i  X é t a i t  éga l  à l+a 
cl(l-a> 

X r e s t a n t  compris e n t r e  O e t  1, il s u f f i t  de montrer que, lo rsque  a v a r i e  

l t a  dans 10, IL, l a  fonc t ion  g ( a )  = a(l-O) r e s t e  t ou jou r s  supér ieure  à 1. 

aL+2a-1 
g l ( a )  = 2 et  l e  t ab l eau  de v a r i a t i o n  de g a l a  forme su ivan te  

a (1-a) 



On v é r i f i e  donc b i en ,  à p o s t é r i o r i ,  que P est de degré 3 .  Résumons c e c i  
n  

dans l a  

P m p h i e t . 2  1 2  : Une c o n W n  ~ud&i~ante  powr que l e  polynôme pn, COM&& 

( e ,  A, a,  s*) aoLt de degné exactement é g a l  à 3 et & S* powr unique nacine 

né&e e~ t  que : 

1 
Remarque : a E 10, 1C correspond à une s u i t e  de L avec p E 11, 1 L  

P 

2) Cas général 

J e  v a i s  me s e r v i r  de l a  12 pour montrer que pour  une c e r t a i n e  

ca t égo r i e  de s u i t e s  de %, P a  t ou jou r s  une r ac ine  unique à p a r t i r  d'un c e r t a i n  
n  

rang. Supposons en e f f e t  que l a  s u i t e  (S ) de % coIncide avec une c e r t a i n e  
n  

s u i t e  ( s  ) de >I, s u r  qua t r e  p o i n t s ,  c l  e s t  à d i r e  que 
n  

e t  supposons que ( s  ) v é r i f i e  
n  

Alors ,  d ' ap rè s  l a  p r o p r i é t é  12,  l e  polynôme P c o n s t r u i t  à p a r t i r  de S 
n  n '  'n+iy 

'n+2¶ 'nt3 
e s t  de degré 3  e t  a une s e u l e  r é c i n e  r é e l l e ,  qu i  e s t  l a  l i m i t e  de 

( s n ) '  



Considérons une s u i t e  (S ) de % e t  cherchons à que l l e s  condi t ions  il e x i s t e  
n  

une s u i t e  ( s  de b coïnc ident  avec (S ) en qua t r e  p o i n t s  e t  v é r i f i e n t  n  n  

X E 10, 1 K  e t  a E IO, 1[ n 

a) Conditions d'existence de (s 1 ............................ n- 

S o i t  (S ) E %. On cherche ( s  ) v é r i f i a n t  
n  n  

Ceci peut  s ' é c r i r e  

* 
En éc r ivan t  ( e ,  , a ,  s l e s  paramètres de (s,). 



* 
ou encore [ e  = sn - s 

* 
e ,  A ,  a ,  s sont  l e s  inconnues ; l e s  termes de ( S  ) sont  connus. 

n  

En remplaçant chaque l i gne  p a r  s a  d i f f é r e n c e  avec l a  précédente,  j ' o b t i e n s  

Ensui te ,  j e  d i v i s e  l a  3ième e t  l a  4ième l i g n e  p a r  l a  précédente,  c e  q u i  e s t  

1 
poss ib le  à condi t ion  que e  # O e t  X # -. Cet te  condi t ion  e s t  t ou jou r s  

a 
v é r i f i é e  puisque 1 e t  a sont  t o u t e s  deux dans IO, 1C. Donc 

De l a  3ème l i g n e ,  j e  t i r e  a en fonc t ion  de A 



"n+1 X étant positif, on aura a > O si h < 1 - - 
AS 

D'autre part, on aura a < 1 si O < 1 - AS n 
le système s'écrit donc 

Cette dernière inégalité n'est pas incompatible, car (Sn) E LOG 2, donc 

"n+1 - -  
AS 

- - n l -  n ) < 1 à partir d'un certain rang. 
n 

Je reporte la ligne 3 dans la ligne 4 afin d'obtenir une équation en X, et - - 

"n+~ 
pour simplifier l'écriture, je pose A = - ASn+2 , B = -. Le système à 

"n "n+1 
résoudre s'écrit 

1 avec A = - "n+2 
AS 

B=-• , et je me place à un rang suffisamment élevé 
n 1 

pour que 1 - 4 soit positif. 
3 2 2 3 2 Posons R(h) = (1+A-B)X +(3B-3+A -AIX +(3-3B+A -A)A+(B-1+A-A ) 

Si on trouve h solution de 

A E I I - ~ ~ , ~ - A C  



Les autres inconnues seront déterminées de manière unique. Le problème est 

donc de résoudre le système 

b) Existence d'une racine unique pour le sijstème (SI .......................... ----------- --------- 

J'utilise à nouveau le théorème de Budan. 

3 2 2 3 
R(A) ( ItA-B)A +(3B-3tA -A)X t(3-3BtA -A)A+(B-~+A-A~) 

2 2 3 
R'(X) = 3(1+A-B)X +2(3B-3tA -A)X+(3-3BtA -A) 

2 
Rf'(A) = 6( l+A-B)X+2(3B-3tA -A) 

R"'(X) = 6(A+1-B) 

3 
R(1-A) = A (B-A) 

R f  ( 1-A) = A'(A+~A-~B) 

R"(1-A) = -2A(1+2A-3B) 

Rfl' (1-A) = 6(1+A-B) 

R(1-A) est du signe de (B-A) 

~'(1-A) est du signe de (1+2A-3B) 

R"(1-A) est du signe de (3B-2A-1) 

R"' (1-A) est du signe de (1+A-B) 

Avant d'étudier ces signes faisons une remarque : 

P40phküE 13 : S i  (S c a ,  (AS,) LOGSF 
n 

(Ce sera mai, 3 plus forte raison, si (Sn) c t) 



Démonstration : 

Z c LOGSF ( p r o p r i é t é  13 du c h a p i t r e  1 )  

"n+1 
donc, si (Sn) E e,  l i m  - = 1 

AS n++w n 

*'n+1 
Posons ---- 1 - A , (A ) é t a n t  l a  s u i t e  dér ivée  première de (AS ) 

AS n n n 
n 

e  
- - -  - nt' - -  An+1 - ( 1  - An) ( l  - un) donc An = An + un - un An 

AS e 
n n 

h 
n 

(A e t  ( p  ) é t a n t  naturel lement  l e s  s u i t e s  dér ivées  première e t  seconde 
n n 

I l  

An+ 1 ' n 
(-) t end  ve r s  1 lorsque  n + +a e t  - t end  ve r s  une cons t an te  appartenant  X 

n 
h 
n 

'n+i > 1, donc (ASn) E LOGSF. à C O ,  + W C ,  donc - - A n++m 
n 

J e  va i s  f a i r e  l 'hypothèse  supplémentaire (ASn) E LOG 2 

(A ) s e r a  a l o r s  s t r i c t emen t  déc ro i s san te  à p a r t i r  d lun  c e r t a i n  rang.  n  

"n+2 "nt1 - * ~ ( 1 - A )  e s t  du s igne  de B - A = - - - 
AS -An - 'n+i 

> O 
"n+i n 

"n+1 * R1(l-A) e s t  du s igne  de 1 + 3A - 3B = 1 t 2 - - ASn+2 An+i 
AS 

3 - = An(3 - - A 2 
n ASn+î n 

à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang,  A O e t  l a  q u a n t i t é  e n t r e  p a r e n t h è s e t e n d  
n 

ve r s  1, donc e s t  p o s i t i v e  également. 

Donc R '  (1-A) > O 

* R"(1 - A) < O évidemment 

Asnt i  "n+2 * RI1' (1-A) e s t  du s igne  de 1+A-B = 1 + -- - qu i  tend v e r s  1 e t  e s t  
ASn+i 

donc p o s i t i v e  à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang .  

Donc R"' ( 1-A) > 0.  



Le nombre de changements de s igne  de l a  séquence ( R (  1-A) , R I  ( 1-A) ,R"( 1-A) , 

R " ' ( ~ - A ) )  e s t  donc N(1-A) = 2 .  

Cherchons à présen t  N(l-&), ou p l u t ô t  cherchons des condi t ions  pour que 

N(1 - fi) 3  puisque,  dans c e  ca s ,  R au ra  une r ac ine  e n t r e  1 - fi e t  1 - A ,  

c ' e s t  à d i r e  que l e  système (S)  aura  une s o l u t i o n  unique. 

+R!" ( 1  - fi) > O naturel lement  

*R1'(l - f i )  d o i t  ê t r e  n é g a t i f  

~ ' ~ ( 1 - f i )  = 6(1tA-B) ( 1 - f i )  +2( 38-3tA2-A) 
1 - 

l a  condi t ion s ' é c r i t  B < 1 - - 3  

* R ' ( l  - f i )  d o i t  ê t r e  p o s i t i f  

*R(1-fi)  d o i t  ê t r e  néga t i f  

I - 3 - 2  
l a  condit ion s ' é c r i t  B < 1 - 2A2 t 3A - 2A2 t A 

Le système (S)  a u r a  donc une s o l u t i o n  unique à condit ion que 

1 3  

Ces condit ions s e  ramènent à une s e u l e  ; il s u f f i t  de t rouve r  l a  p l u s  p e t i t e  



Ceci a même signe que 2 - 4JA + 3A - 4 ~ f i  qui  tend vers  -3 quand A -* 1. 

D'autre p a r t ,  h l ( l )  = O .  Le tableau de va r i a t ion  de hl donne donc 

O A 
O 

1 

En e f f e t ,  l a  dérivée h f l  devient  forcément négativepourA assez  proche de 

1, c ' e s t  à d i r e  à un rang assez  élevé.  

Cela veut d i r e  que pour n assez  grand, hl(A) > O ; il s u f f i r a  donc de 

r é a l i s e r  l a  seconde condit ion pour r é a l i s e r  l a  première . 
Agissons de manière identique avec l e s  2ème e t  3ème condit ions 

h2(1)  = O 

h f2 (A)  = 1 - 4JA + 6A - 4 ~ f i  
a même signe que son numérateur qui  tend 

3 f i  

vers  -1 lorsque A + 1. 

I l  e x i s t e  donc A l  6 10, 1Cctel  que l e  tableau de v a r i a t i o n  de h2 donne 

Comme précédemment, il s u f f i t  de r é a l i s e r  l a  3ème condit ion.  

Tout c e c i  peut s e  résumer dans l a  



PtroptUété 14 : SoLt ( s  ) une d e %  v é h i $ h n t  iî d'un c W  m g ,  
n 

. (ASn) E LOG 2 

M o u ,  i l  exidte un /Lang au deta duquel l e  polynôme P a une /racine ké&e 

. unique. 

L'étude expérimentale q u i  s u i t  va montrer q u ' i l  e x i s t e  un sous-ensemble de >t 

pour l eque l  l e  polynôme P e s t  de degré 3 ,  a une r a c i n e  r é e l l e  unique q u i  
n 

* 
t end  ve r s  l a  l i m i t e  S de l a  s u i t e  considérée.  



J'ai comparé cet algorithme avec le 82-algorithme pour certaines suites de t. 

Appelons (T ) la suite transformée de (Sn) par l'algorithme étudié et (On) 
n 

sa transformée pour le 82-algorithme. Ces deux transformations nécessitant 

la connaissance de quatre termes consécutifs de (S 1, je comparerai à chaque n 
* * 

fois (Tn - s*) et ( 6  - S ) avec (Sn+3 - S ) 
n * * 

Tn - S 8 - S  
et n Les rapports d'accélération seront respectivement * 

'n+3 - s* 

l e r  exemple 
1 

La suite Sn = - de limite O, appartient à L La forme limite du polynôme 
n 1' - 

est P(x) = x 3 2 

Les coefficients du polynôme normalisé ont, pour n = 50, les valeurs 

28me exemple 

Considérons les suites de t générées par 

e quelconque 
O 

A quelconque 
O 
* 
S quelconque 



a est une constante de 30, 4 

Comparons les propriétés d'accélélation lorsque les divers paramètres varient. 

Ces suites sont des suites du sous-ensemble où la transformation ast exacte ;, théo- 

riquement, on doit obtenir un résultat exact pour (T ) à partir d'un certain rang. 
n 

* 
Lorsque les paramètres e X et S varient, les résultats restent pratiquement 

0, O 

les mêmes ; dès les premières itérations, on obtient un T - S* de l'ordre de n 

Par contre lorsque a varie, il se produit des différences. Comparons les 

valeurs obtenues à l'itération 5 : 

Il semble donc que lorsque a devient grand, la suite converge de plus en 

plus lentement et le procédé d'accélération donne des résultats de moins en 

moins bons. Ceci est en accord avec les résultats de la propriété 19 

(chapitre 1). 

Dans chacun des cas de cet exemple, le procédé associant (Tn) à (Sn) donne 

naturellement des résultats meilleurs que le 62 algorithme. Comparons. ces 

résultats dans le cas 03 

x = o . s ,  e = 3 ,  S* = O, a = l  
O O 



La forme limite du polynôme est f' (x) = x 3 

A l'itération 50, les coefficients de P sont n 

3ème exemple 

considérons à présent des suites par 

e quelconque 
O 

X quelconque 
O 
* 
S quelconque 

An+, = Xn(l - a X 
n n 

e n+l = en(l - An) 

oa (a ) tend vers une constante a E 10, +WC n 

e = 1, x = 0.3, S* = 2 
O O 

2 
forme limite du polynôme )(x) = x3 - 6x t 12x - 8 

Remarque : dan = - 1 Aantl - n ('an'2 - - n+2 - - -  
n(nt1) y A n  2n(ntl) . Donc llhypothèsé 

nt2 h 2 n  

(H2) e s t  réalisé 



Les c o e f f i c i e n t s  de P son t ,  à i l i t é r é  50 
n  

2 La forme l i m i t e  de P e s t  P(x) = x3 - 6x + 12 x - 8 n  

remarque : a e s t  i c i  à convergence l i n é a i r e .  
n  

Les c o e f f i c i e n t s  de P à i ' i t é r é  50 son t  : 
n  



c )  un = 2 - 1 
Log( n + l )  

e  = 1 ,  x = 0 . 3 ,  ~ * = 2  
O O 

2 Forme l i m i t e  de P : p(x )  = x3 - 6x + 12 x - 8 n 

Au rang  N = 50,  l e s  c o e f f i c i e n t s  de P sont  : 
n 

d )  Prenons pour ( u  ) une s u i t e  a l t e r n é e  
n  

e = 1 ,  X =0.3, S * = 2  
O O 

2 Forme l i m i t e  du polynôme F(x )  = x3 - 6x + 12x - 8 

5 

10 

20 

50 

ic 

'n+2-' 

,379597 D+00 

,310637 D+OO 

,242569 DtOO 

,165714 DtOO 

rs 
T - S  
n 

,283071 Dt00 

,107557 Dt01 

,837292 DtOO 

,594583 DtOO 
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T n - S  

* 
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,745715 D+OO 

.346247 Dt01 

,395176 Dt01 

.358802 Dt01 

8 - S* 
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.283071 D+OO 

,632709 DtOO 

.SE7686 DtOO 

,491837 D+OO 

8 - S* 
n f 

* 
'nt2" 

.745714 DtOO 

,203681 D+01 

,242276 Dt01 

,296799 ~ t O i  



Les c o e f f i c i e n t s  de P au r ang  50 s o n t  n  

Le procédé échoue dans l ' a c c é l é r a t i o n  de c e t t e  s u i t e  ; l e  8 -algorithme 2  

échoue également. Les c o e f f i c i e n t s  du polynôme s o n t  d ' a i l l e u r s  f o r t  

2  
é lo ignés  de ceux de x3 - 6x + 12x - 8 

Ce t t e  s u i t e  ( a  ) ne v é r i f i e  n i  (Hl) n i  (H2) c a r  Aar e s t  n u l  un rang s u r  
n  n  

A a n + ~  
deux e t ,  en conséquence, - devient  i n f i n i  un rang s u r  deux 

* 
e  = 1, A = 0.3, S = 2 

O O 

2  Forme l i m i t e  du polynôme : = x3 - 6x + 12x - 8 

Du p o i n t  de vue de l ' a c c é l é r a t i o n  de convergence, on peut d i s t i n g u e r  

i c i  deux sous-su i tes  ( c e l l e  des  rangs  p a i r s  e t  c e l l e  des r angs  impairs)  qu i  

on t  un comportement d i f f é r e n t .  



La sous-suite de rang impair donne très vite une bonne approximation de la 

limite ; ensuite il s'introduit des erreurs ; la sous-suite de rang pair- 

n'accélère que faiblement la convergence. Pour le 82-algorithme, les deux 

sous-suites ont un comportement pratiquement analogue. 



CONCLUS 1 ON 



A l'issue de ce travail, il reste de nombreux problèmes non résolus. 

1) Pour un certain nombre d'ensembles définis au cours du chapitre 1, je ne 

peux, ni exhiber un algorithme d'accélération, ni montrer qu'ils ne sont pas 

accélérables. Deux questions, notamment, sont intéressantes : 

* On sait que LOGlet LOG2 sont non accélérables. Peut-on affirmer que LOG 

est non accélérable ? 

n - * On sait que LOGlet LOG 2sont accélérables. Peut-on affirmer que tout 
A 
LOGNest accélérable ? 

2) En ce qui concerne les diverses vitesses de convergence de suites de Log, 

le résultat de la propriété 19 du chapitre 1 montre*que si (S ) E L et 
T - T  n P 1 

(Tn) E L avec O < p  n 
P 2  1 < p 2  

< 1, alors, lim = O 
WtO) Sn - s* 

Est-il possible d'étendre ce résultat à L et L en montrant que toute 
O 1 

suite de L converge plus lentement que n'importe quelle suite de Z et que 
O 

toute suite de L converge plus vite que n'importe quelle suite de 1 1 Lp ? 1 
p €CO,lC 

3) A aucun moment je n'ai parlé de transformations diagonales. Il existe, à 

ma connaissance, peu de résultats théoriques sur ce genre de transformations 

C ~ é f  141, C ~ é f  131. Cependant, l'étude expérimentale montre que les trans- 

formations diagonales (en particulier la diagonale du €)-algorithme C ~ é f  31) 

donnent de bons résultats d'accélération dans de nombreux cas de convergence 

logarithmique. Il faudrait donc étudier théoriquement ces transformations 

diagonales et leur application dans le cas de la convergence logarithmique. 



TABLEAU RÉCAP 1 TULATI F DES ENSEMBLES DÉCR ITS 

LOGSF : 

A S n t ~  l i r n  - = 1 
AS 

n++w n 

LOG = n * LOG N 
N a N  

6 
LOG 1 : (Sn)  E LOG 1 

n 
LOG 2 :  (Sn)  E LOG 1 

A 
LOG N :  (Sn)  6 LOG 1 

- - 
LOG = n LOG N 

Na 

L : (Sn)  E Log 
P 

lim X = O 
n+tw n 

l i m  An = O 
n++m 
~ N E N , V ~ ~ N , X  > O  

n 

l i m  X = O  
n n++w 

( 1 )  E LOG 1 
n 

l i r n  X = O 
n++w n 

(An) E LOG(N-1) 

A X 
n 3 K f  O ,  l i m  - =  K 

n++w 

3 p E CO, 11 

e 
n + l  - -  
e 1 

, lim n  
he 

n+P n t 1  - 
Të- n 
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