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INTRODUCTION GENERALE

L'étude des systdmes réels, qu'il s'agisse de processus
physiques, économiques ou biologiques conduit souvent 3 une description
par un modéle complexe et/ ou de grande dimension. Le rdle de ce
modéle est, d'une part de permettre une analyse du comportement du
systéme dans une situation donnée et d'autre part, de simuler 1'évolution

de celui-ci en présence d'entrées déterminées.

A\

Dans le cadre des processus continus envisagés dans ce mémoire,
une attention toute particulidre est accord@e aux processus de tyve
Lur'e Postnikov. Pour ces systémes, il est possible de distinguer une
partie linfaire, le plus souvent caractérisée par une fonction de transfert,
précédée d'une non-lindarité en général représentable par son gain instan-

tané équivalent.

Le premier chapitre présente une approche nouvelle, utilisant
les résultats de la programmation lindaire, de la stabilité des processus
monovariables du type Lur'e Postnikov. Une méthode d'dtude de la stabilité
en résulte, particulidrement adaptée 3 l'optimisation du domaine suffisant
de stabilité, et du comportement dynamique du processus lorsque les carac-
téristiques non-linéaires de celui-ci sont fixées 3 priori par des consi-

dérations technologiques.

_ L'étude est généralisée dans le second chapitre et étendue aux
processus de type Lur'e Postnikov interconnectés, les interconnexions
étant linéaires ou non. Une application 3 la synthése est proposée, en

particulier dans le cas des processus compensés par réseaux correcteurs.

Une méthode de simplification du modéle permettant 1'application
des résultats précédents & une classe plus large de processus est présentée
au troisiéme chapitre. Elle concerne essentiellement des processus hiérar-
chisés et/ou interconnectés dans lesquels il est possible de distinguer
des sous-systémes de vitesses d'évolution distinctes. L'approche s'appuie
sur la méthode des perturbations singuliéres, qui consiste & considérer
la réponse de la partie rapide comme instantande en regard de la vitesse
d'évolution de la partie dite lente, permettant ainsi une réduction de

dimensionnalité.




.
Deux démarches sont proposées. La premiére procé&de par
simplifications successives utilisant une méthode itérative de mise
en oeuvre particulildrement aisée, compte tenu de la représentation
d'état adoptée pour le processus. L'arrét de 1l'itération est alors

défini par la précision souhaitée dans la modélisation.
P P

La deuxiéme démarche suppose une distinction 3 priori entre
partie lente et partie rapide et conduit également & un algorithme

d'élimination d'expression simple.

Ces deux approches sont développées dans le cas de représen—
tations d'état particulidres, choisies en vue de permettre une &tude
simplifide de la stabilité du systéme réduit (dit d8généré) et conduisant

i des conditions les plus voisines possible de celles qui auraient &été

déterminées 3 partir de la représentation initiale.

Dans les deux cas, le moddle obtenu aprés simplification permet

l'application des résultats présentés dans les deux premiers chapitres.




CHAPITRE 1

REPRESENTATION DES SYSTEMES CONTINUS DYNAMIQUES.

STABILITE.

INTRODUCTTON

Ce chapitre concerne la présentation et la formulation de
deux démarches gui permettent 1l'dtude de la stabilité d'ume classe

importante de processus continus non linéaires.

La méthode proposée' [11, [2] consiste & choisir une
description permettant de conclure 3 la validité de la conjecture du
linéaire, et pour laquelle l'application directe du lemme de Kotelyanski
fournit une condition suffisante assurant la stabilité globale du

systéme.

La premiére approche concerne l'étude d'un systéme dans le cas
ol les seules informations relatives aux caractéristiques non linéaires
du processus sont les limites des domaines de variation. Cette é&tape

est un rappel des travaux publiés antérieurement par divers auteurs
[3] et [h].

Le cas ol ces domaines ne sont pas déterminés 3 priori est
alors envisagé. L'intérét de cette méthode est de permettre, dans un
esprit de synthése, l'optimisation, au sens de l'utilisateur, des

caractéristiques dynamiques du systéme.




1 - STRUCTURE DES SVSTEMES CONTINUS DYNAMIQUES

I-1 GENERALITES

Un systéme physique est caractérisé par deux ensembles de

variables

- d'une part les variables de sortie accessibles & la

mesure.

- d'autre part les variables d'entrée permettant d'agir

sur le comportement du processus.

A chaque systéme peut &tre associé par identification un

{
|
1

modéle mathématique qui reproduit l'évolution du processus sur l'intervall

de temps [to, +°°[, t € @définissant l'instant initial.

Une représentation schématique des processus &tudiés est

donnée figure I-1.

€laboration de

:$> la commande

L

ul(t)

systéme

Studiéd

n
—
ct

L'ensemble des variables de commande constitue un vecteur

u(t) de dimension m

uT(t) = {u1(t), cees um(t)}
v —s Yc GFn

Le vecteur u(t) est élaboré 3 partir des variables de consigne

Figure I-1

Vt€7=[to,+°°[

e{t) et des sorties s éventuellement retardées.




De méme l'ensemble des variables de sortie constitue un

vecteur s(t) de dimension r
sWt)={sﬁtL “.,srh)} Vie Q§
s .f; _— cf;éi: f;%?l'

Les vecteurs u(t) et s(t) sont des fonctions du temps continues

ou continues par morceaux.

Aux notions de commande et de sortie, il faut également ajouter
celle d'état qui regroupe toutes les inférmations permettant, pour une
loi d'entrée donnée, de prédire le comportement du systéme sur 1l'intervalle
de temps considéré. La dimension du vecteur &tat détermine l'ordre du

processus.
Une équation vectorielle d'état régit 1l'évolution du systéme
dynamique

% = A(t, x) x + B(t, x, u) (1-1)

ol XEIC@U est la valeur 4 l'instant t du vecteur état de dimension n.
A(t, x) et B(t, x, u) sont des matrices dont les termes sont généralement

non constants. La sortie du systéme est donnée par 1l'équation :

s(t) = g(t, x, u) V(t,x,u)ffXX:X%—?yC@r

1-2 DESCRIPTION DE LA NOTION DE STABILITE RECHERCHEE

- - -~ —_—_——— _—— - — - = — -

Le vecteur état x met en évidence la dépendance existant entre
1'état du systéme & l'instant t, celui & 1'instant initial t, noté X

et les commandes.

avec

>
]

o x(xO ; u [%O, t;] 3 Ty s to)




Les systémes &tudiés ayant une structure boucl&e, nous noterons

de fagon simplifiée
x(t) = x(¢t, X to)

Les définitions de la stabilité& sont nombreuses. Nous rappelons

ici celles qui seront utilisées par la suite.

Définition 1 [5]

La solution x(t) = 0 d'un systdme décrit par 1l'équation (I-1),

pour e = 0 est stable au sens de Lyapunov si Y >0 et V to e, ; .

i1 existe 8(t_, €) > 0 tel que si ||xo|l < 6(to, €), on ait
[x(t, x, e )l < Wizt

Définition 2 [5]

La solution x(t) = 0 d'un systime décrit par l'équation (I-1),
pour e = O,est asymptotiguement stable si elle est stable au sens de
Lyapunov et s'il existe § (¢t ) >0 V¥Vt & 7 tel que si HxOH <8 (t,)

on ait lim x(t, x_, t_) = O.
0’ "o
>0

Définition 3 [5]

La solution x(t) = 0 du systéme (I-1) est asymptotiguement

et globalement stable si elle est stable et si toutes les solutions de

{I-1) tendent vers O quand t -+ =,

Plusieurs approches sont envisagdes :

- le concept des normes vectorielles utilisé par BORNE et
GENTINA [fl,[?] qui permet d'appliquer aux systémes non lin&aires la

conjecture du linéaire et le lemme de Kotelyanski [9].

- la méthode des perturbations singulidres [é], [ﬂ , kﬂ.




I-3 DESCRIPTION DES SYSTEMES ETUDIES

T A - — - - —— - -

Les systémes de grande dimension dont 1'&tude va &tre

développée dans ce mémoire sont stationnaires et du type LUR'E POSTNIKOV.

Ils sont décrits par l'équation vectorielle de la forme :

%xg=Ax(t) + B f(e)

(I-2)
€ =e-CT x(t) -

telle que [x e L @n, vVt e y

A[hxn] s B[mxﬂ , Cmeﬂ
ce & PP

et f(e) &tant une fonction appartenant i la classe 9.

f(t, x, €) :.? x I X(gp——) (@?
$ = f(t,<x, €)=fx(t,x, g)e ,fx(t, X, s)e[;_,f c @

Vtey,-Vxe I: ,Veég

Comme l'indique la figure I-2, ils sont formés d'une partie
linéaire, dont le régime libre est caractérisé par la matrice A 3

coefficients constants, et d'une partie non lindaire séparable.

L'entrée e et la sortie s sont des grandeurs scalaires.

Partie linéaire s = C x
du >

syst3me &tudié

X

Figure I-2




Les relations (I-2) conduisent i une nouvelle description du

processus

&l&

= A x(t) + B f*(e)[e -ct x(t)]

dont 1'dvolution en régime autonome (e = 0) est caractérisée par la

relation :

Q‘lg-

S =[A - B £(g) CT] x(t) (1-3)

11 - SYSTEMES MONOVARTABLES CONTINUS DE TYPE LUR'E POSTNIKOV

11-1 POSITION DU_PROBLEME

- - - ———

L'étude des propriétés de stabilité des processus non linéaires

a fait l'cbjet de nombreux travaux.

La méthode fond@e sur les normes vectorielles, conduisant
aux critéres pratiques de BORNE et GENTINA D] et [2] généralisé
aux processus non lindaires le lemme de Kotelyanski [9] et permet

d'appliquer 3 de grandes classes de processus la conjecture linaire..

M. BENREJEB [3] a défini une nouvelle forme canonique dite

"en £13che" qui conduit 3 une mise en oeuvre directe de ces critéres

pratiques d'étude de la stabilité.

Cependant deux démarches sont possibles :

- si le domaine de variation ede la non lindarité est

fixé, il suffit alors de montrer que la condition de stabilité asymptotique

globale est vérifide Vfe& @f

-~ 81 le domaine de variation”gzaf n'est pas connu, le probléme
est de définir un domaine dans lequel, en tout point, la condition sera

vérifiéde.

L'étape suivante est d'optimiser cette recherche et de déterminer

le plus grand domaine possible respectant les contraintes imposées et les

performences souhaitfes pour le systéme.

Ces deux approches demandent le méme conditionnement de la

matrice caractéristique.




1-2 REPRESENTATION MATRICIELLE SQUS_FORME CANONTQUE EN "FLECHE MINCE"

=,

- - - - " > —— —————— - o ———— " - — T - ;- - - - ———————

Le modéle mathématique choisi permettant l'identification

de la partie linéaire du systéme &tudié est sa fonction de transfert

W(p) N—Ep—;— telle que d°(N)< d°(D) - 1

Dip
n-1 .
N(p) = I o, p*
i=0
n .
D(p) = X s, P 8, #0
i=0

L'équation vectorielle d'état régissant 1l'évolution du systéme est :

%% =(a-Bcl ) x (1-3)

Si le vecteur &tat x- = (x1, X . xn) est tel que

. 2°
x; = s(l—T) i=1, ..., n, les matrices A, B, C ont la forme :
r~ . -
0] 1 o - ----.0
0 0 1 :
A = . ' e - - : A [nan
. : ~ h O
0 0 - v e 0 1
-So ‘81 L —Sn—2 —sn—1
Sn Sn Sn S
L

n—
Cette matrice est de la forme "compagnon" [16]

- -

| ¢ o]
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- = - =

¢ [oel]

L 0n—1

‘ o
M=A- BCT f*, telle que x = Mx s'écrit

~
0. 1 0. -
M= N h
o I o
- -g £+ -3 -g.f%
o o 1 71 ...
S S
n n
L

Le changement de base de matrice P1 donne 32 la matrice M une

forme en "fléche mince" [h]

donec :

- - e o=

1 1 e 1
(-2, (-ay) =+ = - - (~a _q)
()2 ()% - (-a_)?
P = ' ! .
1 ' * r
-1 -1 o=t
L(—a1>" S e (-a, )"
a; # a Vi#j=1 n-1
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I— . ) . -

n-1 -1
- a, 0.. .- - - .- =----0 TT (a -a,)
< - j= 9
el TRt . 2
’ ~ - = - . > S 1 n-1 _1
M = ' S -a; (a.-a.)
) ~ ~ ~ -~ * ! j=1 J
: T . T 0 i#j
d . o m - < - a e e ® ® e = oa _‘. O ° -8, '
o -1
b > x x
Pr-ay) ~P(-ay) cor e —PU(-ay) (e y) .‘zai -1 g-1fx
L Sn
Px(p) D(p) + = N(p) représente le "polynome caractéristique instantané"

associé & 1'équation différentielle régissant 1'évolution du systlme
considéré. [h], EO].

Si les paramétres a, sont choisis &gaux aux racines de‘N(P)‘>E rjz]$J
* . g . p
P*(p) est alors lngependant de f*. <f'clk) /

11-3 CRITERE PRATIQUE DE STABILITE

. b s o T e s o > > -

Soit M la matrice, d'éléments m, . caractéristique du systeme
Le critére pratique de stabilité [2]5 énonce :

(1) Si les termes hors diagonaux de la matrice sont non
négatifs.
(ii) Si les termes non constants sont isolés dans une seule

ligne ou une seule colonne.

alors la vérification des conditions de stabilité des systlmes lindaires,
exprimées & partir du lemme de Kotelyanski [2],[9], implique la stabilité
du systéme non lin&aire.

La stabilité asymptotique est assurée si :

r
(=1) ¢t M3 €e>0 pourr=1, ..., n VAEI@“

e
(detr M représente le mineur princinal d'ordre r de M). 2(: ? {O}
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BENREJEB [3], [h] a utilisé ce critére en vue de 1l'étude des

matrices en fléche en ajoutant deux conditions : ' 1

iii) Si la matrice caractéristique est en fléche d'ordre n.

iV) 8i les termes diagonaux m s i=1, ..., n-1, sont

constants et négatifs.

La stabilité asymptotique du systéme est assurée lorsqu'est
vérifiée la condition

(1) detM3e>0 Vxe& L

. - w2
si de plus x € I = 9?3 la stabilité est globale.

La contrainte (i) peut &tre allégée. Il suffit en effet d'impose
que les termes m., et m . (k fix et i = 1, ..., n-1, i # k) soient de

méme signe pour toutes les valeurs de k, k =1, ..., n=1.

I1 est possible alors, par un changement de base approprié,

de les rendre non négatifs.

Soit :

)
_JS“
Q
[
'
- .- - - O
I
i
®
.
|

n-1.

e ™A 0 TT (2, - a7
- . FECEE E

0 .-.-.----0 " -a - i#] :

P*(-a,) P*(-ay) -- - -- - -PR(-a _

n-1 -s
1) ;;1 a;, ol n-1

-

Les conditions d'application du lemme de Kotelyanski & la
matrice M® sont vérifides par le choix approprié des coefficients a;

qui sont les &léments de la matrice de chargement de base P,.

La relation (-1)7 det M3 e > 0 s'explicite sous la forme :

P (0) 3> 0
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Remarque :

Cette contrainte est indépendante du changement de base choisi.
F4i

Elle dépend uniquement de Pz(p), "polyndme caractéristique instantané

du systéme &tudié.

11T - MISE EN OEUVRE DU CRITERE QUAND LE DOMAINE DE VARIATIONS;ZZ7EST

FIXE.

1T1-1 CONDITIONNEMENT DE LA MATRICE M

L'expression Px(p) = D(p) + = N(p) définit un faisceau de
polyndmes gquand fx varie dans le domainegézafzﬁé, E].

Le critére pratique, pour son application impose des contraintes

sur les signes des termes hors diagonaux, en particulier sur les Px(-ai).

Le choix des coefficients a. est donc détermin par la locali-

sation des racines des polyndmes Px(p).

ITI-1-1 Localisation des racines du faisceau de polfynomes Px(p)

La fonction de transfert, modéle mathématique de la partie
linéaire du systéme s'éderit :

1
(p - z.)

- - Xp) Z;s P; & (_@/—?,gou %

~ D(»)

s}
i

—

=
o
0

e He
uMei{u
g
|
3
’-I

Les racines z; du numérateur N(p) sont les points communs a

tous les polynlmes du faisceau d&fini par Px(p).

M. BENREJEB [3] a montré qu'une condition suffisante de
stabilité est que les pdles p; et les zéros z: soient alternés, avec
p*(0) > o.
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Le cas général est ici envisagé [1 O] .

Aprds une localisation numérique utilisant une méthode iterative
(Annexe I) des zéros du polyndme notés >‘i’ le signe de Px(p) est déterminé
dans chacun des intervalles -X: , )‘i—1 [ (Les z&ros sont négatifs et tels

-

ae 5> 5 5 5] > s D).

P (0, £7)

Figure I-3

111-1-2 Détermination des paramitrhes a.

Si les paramétres a; sont tels que

-

oa.i>0 Yi=1,2, ..., n-1

»2; < a; pour i<gj,i#j, Vi, j=1,2, ..., n-1

n-1

alors le signe de || (aj - a.i)—1 est celui de (
5=1
i#J

-1 )1-1
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Il faut choisir les paramétres a; pour que les termes de la
matrice Mx, symétriques par rapport i la diagonale principale,—Px(—ai)
n-1 iy
et T—T (a, - ai) , solent de méme signe, ce qui correspond 3 la
J=1
i#j
condition suivante

signe (Px(-ai) ) = signe (-1)*% pour i =1, 2, ..., n~1

Remargue :

Les paramétres a; et les racines ki des polyndmes Px(p) sont
alternés. Les termes m, et m . changent de signe quand i varie de 1 3

n-1.

A chagque paramétre a;, i=1, ... n=1 correspond un intervalle
de choix possible a.e}—k. , —A.[
1 -1 i

Le changement de base diagonal de matrice de passage P2

' e 11 gmE 1

’
’

L : -

laisse inchangés les termes dizgonaux et modifie le signe des termes

non diagonaux m et m . correspondant a4 des valeurs paires de i.
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- - - - > - — . - AR A -

Les conditions d'application du lemme de Kotelyanski sont

bien réalisées
. * .
. la matrice M™ est une matrice en fléche
. les termes m, . sont négatifs, car les coefficients a;

vérifiant m; = - a;, pour i=1,2, ..., n-1 sont positifs

. ! ~ .
. les termes hors diagonaux sont tous de méme signe et non

négatifs
. les él3ments non constants sont groupés sur la derniére ligne

Une condition suffisante de stabilité asymptotique globale

peut alors s'énoncer

Px(o) 3 >0

ou encore si on écrit P*(o) = D(0) + = N(0)
o) =5 +t%0
o o

s, + g, 3e>0  vete O, (1-b)

111-3 EXEMPLE

NL |

Figure I-kL
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Le lemme de Popov [20] ne permet pas de conclure directement 3
la stabilité d'un tel processus, quelle que soit 1l'évolution de la non

linéarité, puisque 1'un des pdles de la fonction de transfert est positif.

N(P)=P2+G1p+00=p2+10p+21
D(P)=P3+32p2+31p+80=p3+11p2+20p—32
d'od _ _
0 1 0
M= 0 0 1
32-21¢* -20-10£* —11-f*J

s'exprime dans la nouvelle base

Mx = O ‘a2 (aY—ae)-‘]
—Px(—a1) —Px(—ag) a1+a2-11—fj

avec

P*(p) = D(p) + £* N(p)

PRp) = 7+ (11 + £%) p2 % (20 + 10 £F)p + (21 £ - 32)

Les points communs des courbes représentatives des divers

polyndmes Px(p) correspondent ici a z, =-3 et z, = -7, avec
P*(=3) = - 20 et PX(-7) = 24, Les racines de Px(p), quand £* varie

dans l'intervalle f= [1.6 s é] sont localis€es comme l'indique

la figure I-5.
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g
)
—

=-9,33

Figure I-5

Les intervalles de choix vossibles pour les paramétres a,

sont les suivants, sachant que l'on a pris comme hypothése 8, < e

8.16- ]1,51 ;)*,29 [

ay € ]5,12 . 8,8 [

Ie chdx de 23.1=3=--z1 et a,

non constants de p* (—8,1) et P

—~ =]
[}

- z, permet d'éliminer les termes
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I1 vient
r -
-3 0 1/k
u* = 0 -7 Iy
| -D(-3) -D(-7) -1 =% ]
avec my, = + 20 et m,5 = 1/L éléments symétriques
o - de méme signe
et m,, = 24 et myy = 1/

Le systéme &tudié est asymptotiquement et globalement stable
s'il vérifie :
(-1)3 et M 3¢5 0
ou encore
P*(0) 2 € >0 fo€[1,6;5]
ce qui équivaut 3

D(0) + £* N(0) 2 & > O

c'est-d-dire fx 3 %% + !

e' >0 .

ce qui est véririé V¥ e @f

IV - ETUDE DU CAS OU‘EEZZ N'EST PAS DETERMINE. OPTIMISATION

IV-1 PRESENTATION DE LA METHODE

- i — " - - ——

Cette &tude concerne les systémes dont la partie non lindaire

ne varie pas dans un intervalle fix#& & priori.

Ainsi la détermination du domaine de variation de 1'inductance
non linéaire d'un circuit ferrorésonnant série, assurant la non démulti-
plication de fréquence, permet un choix des paramétres du circuit fondé

sur d'autres critéres de qualité.
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Le critére pratique d'édtude de la stabilité présentéd
précédemment donne pour le systéme des contraintes linéaires par rapport

. x
i la variable £ .

Pour une large classe de processus les conditions de stabilité
s'expriment par des contraintes inégalités dans lesquelles les variables

interviennent linéairement.

Une notation générale permet de présenter sous forme matricielle

ces contraintes.

Soient : A une matrice [£ x n]
a une colonne [£ x 1]

X E n, vecteur formé de toutes les variables.

Le probléme i résoudre est donc de déterminer le domaine

tel que A¢ > a soit vEBrifié en tout point. Ce domaineééiaest appelé

polyédre. C'est un ensemble convexe délimité par les demi espaces

i?
qui correspondent & { xe@n / A, x 3 a8, ie [Z] indice }

(Voir les définitions générales en Annexe I).

5
Théoréme [}1J

La contrainte linéaire atteint son maximum sur le polyédreééia
en un point extréme de é;?q

Corgllaire .

Toute propriété vraie sur les sommets du polyédre convexe
est vraie en tout point situé 3 l'intérieur de ce nolyédre . Le
polyédreéé?zést donc l'ensemble des solutions réalisables des inégalités
Ax 2 a, et le probléme posé n'admet pas de solutions si éet ensemble

est vide.

Dans notre &tude, le but est de déterminer un domaineiégaf
de variation pour les non~linéarités. Ce domaine est inclus dans le *
polyédreQE;;{ et si m est le nombre de varisbles non linéaires, le

~

nombre de tests & effectuer sur le systéme est au plus de o0,

De plus, si des problémes d'optimisation se posent, une
solution optimale sera trouvée parmi les points extrémes du polyddre.
I1 suffira donc de maximiser la fonction caractéristique choisie sur

l'ensemble discret des points extrémes.
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- - - - - —— - - - ——

IV-2-1 Rechenche de solutions nédalisables

Les conditions d'application de la conjecture linaire, donc

du critére pratique d'dtude de la stabilité,sont supposées réalisées.

La contrainte 3 réaliser est indépendante des coefficients a;

de la matrice de changement de base.
D(0) + X N(0) 3 € >0

cette expression est du type A fx'z a ol fx est l'inconnue.
Par définitionm,

{ = e E;%?n /A £5 s a} est un demi-espace 522? .
Le systéme &tudié comporte une seule non-linéarité

fx € jé;f’
Le domaine de variation 5222 cherché correspond donc au demi-espace
@= {f‘*e@/fx>(-1) -I?I—g—g%}
Exemple

Reprenons 1'exemple présenté précédemment

A’

£(e) -
2 € ; - (p+3) (p+T7)
jj% [NL ”"—“‘ﬁ YB) = 5 pel) (3+9)

Figure I-6
La contrainte & réaliser est
-32 +21 5 3¢e>0
Le domaine de variation cherchéﬁé?@ est donc la demi-droite

2
5227 = %T + €', + [

€ >0
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TV-2-2 Choix d'un cnitire d'ontimisation

Plusieurs critéres d'amélioration des performances existent,
comme des critdres Znergétiques ou de dynamique (réponse & une sollici-

tation extérieure).

Nous avons donc choisi d'optimiser le "coefficient 4'amortissement'

du systdme étudié qui caractérise le comportement du systéme et la convergenc

de sa trajectoire en régime transitoire ou perturbé 66].

L'amortissement d'un mouvement x se fait dans le cas d'un processus

linéaire suivant une loi exponentielle décroissante.

Si ¢ (x(t) ) est une norme scalaire du vecteur &tat d'un processus
exponentiellement stable, la relation suivante est vérifiée le long des

trajectoires du systéme
- t -
w(x(t) ) < a e 7 F) px(eg )

od o »1 et n>0 donné ou imposé.

Soit M® la matrice en fli3che caractdrisant le systime &tudié.
S'il existe un coefficient n', n' > 0 tel que le systéme %%=(Mz +n' In)x
soit asymptotiquement stable, alors le coefficient d'amortissement du
systéme est minoré par n'.
I, représente la matrice identité de rang n
Soit n' > 0 la valeur minimale souhaitée comme verformance du systéme

M"n=n»r"+nln

-2+ QO «- «iei 0 AN (a..—a.1)-1

Mx = 0 —a2+n TT (a. - a )—1

n-1 s +0 . f*

i

]
——
[92)

1




_23-

Les conditions d'application du critére pratique de stabilité

n'ont pas &té& modifiées.

Seules conditions supplémentaires, il faut que
O<Tl<a.i ,Vis=1, ..., n-1

BENREJEB [h] a montré que la condition suffisante de stabilité

globale dans ce cas s'exprime par
pX(-n) 2 e > 0
avec PX (p) polyndme caractéristique instantan& du systime
P* (p) =D (p) + £ N(p).
Donc le probléme linéaire qui se pose est le suivant

.. * .. . . .
minimiser la valeur de f°, limite inférieure du domalne@

by
2 i x5 i
avec les contraintes 2 Si(-ﬂ) + £y Ui(‘ﬂ) 2e€>0
i=0 =0

0<n gnc«< a; Vi=1, ..., n=1

En faisant varier n dans le domaine [n' ,min (ai)[ s 1 =1, ..., n-1

> s
nous obtenons pour f° la valeur L correspondant au demi-espace

<@=[a,+é[.

L'organigramme général d'un tel calcul est présenté figure I-T7.

I1 est décrit dans le cas ol on a une seule variable non
linaire, mais il est valable quand plusieurs varisbies sont imnliquées,

seul le nombre de calculs de limites change.
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-

Calcul de la valeur minimale L de la

inférieure de @

1y

Introduction des données

et des paramétres

Calcul de L

L~>L
- mem

' >
n nmefn

4!

Incréaenter n

r

Calculer L

_,
+

L-1L
- mem

N7 Moen

Fi e I-7
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Exemple

Reprenons 1l'exemple précédemment traitéd.

Le domaine de variation b déterminé est le demi-espace

@= {fxe@/ f'xe [S—?—+E',+w[} , dans le cas

ol le coefficient d'asservissement n est nul.

Soit n' la valeur minimale souhait@e pour le coefficient

d'amortissement.

Le probléme [P] devient
meximiser S;ZZ (1)
PX(-n) 3e>0 (2)

0<n'<n<a.iA i=1,2

La relation (2) s'écrit encore :

2

2 - 20n - 32) + £F (n°

(-n3 + 11n - 10n+21) 2 >0

ou 3 5
-2 N +N~ - 11n~ + 20n + 32

n2 - 10n + 21

Donc i chaque valeur n de l'amortissement correspond une

valeur de la limite inférieure L du domaine 5222.

81 n est petit, une valeur approchée de l'expression ci-dessus

est la suivante :

fx S 20n + 32
21 - 10n

Quand n croit, la valeur L de e* croit, donc le domaine de

variation €

* .. . . . .
pde £ diminue, ce qui s'interpréte aisément comme un
durcissement des conditions d'évolution des paramétres, conséquence

de l'amélioration des performances du systime.
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CONCLUSTON

Les deux démarches présentées s'appliquent d une large classe
de processus non linéaires. Leur mise en oeuvre concerne aussi bien
des systémes simples que des processus plus complexes, de type hiérar-

chisé ou interconnecté [18] . [19] .

Les techniques d'agrégation [f], [2] permettent en effet,
quand les conditions d'application de la conjecture du linfaire ne
sont pas directement vérifiées, de déterminer pour la matrice carac-—
téristique du systdme une metrice majorante qui a alors les propriétés
désirées.

La programmation linfaire simplifie nettement la vérification
des contraintes de stabilité, en particulier lorsque les relations
mises en oeuvre sont complexes et que se posent des problémes d'opti-

misation.
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ANNEKXKTE I

Rappels sur la progré.mmation linéaire [11] s [1 ], [1 3] s [‘l hJ s [15]

I - QUELQUES DEFINITIONS

F Soientgetfieux ensembles finis d'indices, A[glf]

et al. eux matrices, A, une ligne particulidre de A et ay 1'élément

de a de méme indice.

- Le plan %est xe@n/on=ao}avecA°#0
(par exemple une droite dans 2, un point dans@ ).

- @ est un demi-espace fermé , @o ='x§@n/Ao X 2 ao}

)
si Al # 0. Le plan% est la frontiére de @o

@; est fermé, convexe, non borné.

- L'intersection d'un nombre fini de demi-espaces forme un
polyédre @
@=HQ= {xe@n/Ax 3 a.}
| 1 F

est fermé et convexe.

B
o

ex

- Les plans générateurs ou d'appui de k@Zson‘l: les frontiéres

des demi-espaces générateurs de L@Z, c'est~d-dire les plans

%={x@/Alx=al} ’Vleg
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- La trontidre de G, notse, T (DPest
%z@)=[xe 31 A, x=al}
Ny |
- x e DPest unpoint extrine 4e P 8y < PP §12 <

tels que x € ]y, z[

- Un point frontiére peut &tre caractérisé par les plans
générateurs % 1 passant par ce point. La frontidre se décompose donc -
en un nombre fini de sous-ensembles ou facettes, correspondant au treillis

d'inclusion des sous—ensembles de 9 .

A tout S c%n associe la facette

F(s) ={xe@/1—\s x = ag }

Par extension on pose F(@) =@

Si F(S) est réduite & un point, c'est un point
extréme de @ .
Une facette minimale est une facette F(S) telle que

F(s) = { xe,@n / Ag x = as}

(Les facettes minimales sont par exemple les points extrémes et les

arétes).

- Un cBne polyédrirue est un ensemble qui est & la fois un cOne
et un polyédre.

ex %={ ze@n/Az 30 }

Le cBne asymptotique %d'un polyédre@ est l'ensemble des
directions d'infinitude de ,@, c'est-d-dire des directions des demi-
droites contenues dans @ .

n@=[xe n/Axaa.}
g={ze@n/x+e ze@, Vxe@, vezo}

ex




L'ensemble des polyédres vérifie les propriétés suivantes

~ l'intersection de polyédres est un polyé&dre

- soientéégzét éé?heux polyédres defé%?n, Aet ue fé%?

deux scalaires donnés.

L'ensemble défini par

A@+u@={ze n/z=xx+uy,xe@,Ye@}

est un polyédre.
Les divers systémes suivants représentent des polyddres
Ax = a
Ax = a
x>0 -

Ax 3 a
Bx 32 ©

IT - THEOREMES FONDAMENTAUX

Un programme linfaire est la maximisation d'une fonction
linéaire sur un polyédre.

Un tel probléme peut donc s'Znoncer sour la forme
[P] "maximiser g x sous les conditioms Ax » a"

. - ” . i - - - -
La fonction linfaire 3 maximiser g.x est le critdre, les inégalités

Ax 3 a sont les contraintes.

L'inconnue est x et on appelle solution réalisable tout valeur
de x vétifiant les contraintes. Une solution optimale est une solution
du probléme posé [r].

Deux théorémes sont fondamentaux :

Théoréme 1
o Tl . .« 4 .
Sott g : Xe > g.x<sf§2?ﬁne fonetion lindaire. Cette fonction
atteint son maximum sur un polyédre bornééggzén un point extréme de 5;;3 .
Théoréme 2
Soit g :.xqé?%?n > g.x efé%?une fonetion linéaire bormée
supérieurement par une valeur @ < + » en tout point d'un polyédre

éé;;(pouvant étre non borné). Alors g atteint son maximum sur en
un point Q@ distance finie.
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CHAPITRE 11

ETUDE DE LA STABILITE DE DIVERS TYPES DE SYSTEMES
INTERCONNECTES. APPLICATION A LA SYNTHESE.

INTRODUCTION

Aprés avoir présenté dans le précédent chapitre les deux
méthodes d'étude de la stabilité que nous utiliserons dans toute
cette &tude, nous allons insister ici, avec des exemples différents
de systlémes interconnectés, sur la grande facilité d'emploi que
présente la deuxiéme approche du probléme que nous avons mise au
point. En effet,envisager les conditions d'évolution du systéme
garantissant la stabilité asymptotique pour dé&finir le plus grand
domaine de vériation des termes non constants est surtout utile

quand le nombre de pon-linéarités est important.

Une application & la synthdse des systémes est présentée

et son emploi dans un but de commande "optimale" est proposé.
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1 - SYSTEMES HIERARCHISES - SYSTEMES INTERCONNECTES

Dans la classe des systémes de grande dimension, l'importance
des systiémes de type hiérarchisé (hiérarchisés (1) ou interconnectés (2) )

n'est plus & montrer.[1], [2].

Cette structure, qu'elle existe intrinséquement ou qu'elle
apparaisse au niveau du modéle aprés analyse, améne pour 1l'étude du
systéme complexe concerné, une simplification et une organisation des

~

problémes 3 résoudre.[81

Nous utilisons, pour différencier les deux types de systémes
(1) et (2) et permettre des variations de structure, la notion de matrice

d'interconnexion E =

{e.. }
i
telle que e:; :%k@?",{o, 1 }, Vi, j = 1,2,...,r

avec i=1,2, ..., r représentant les indices des systémes composant
le systéme global. Ces notions ont été introduites par SILJAK [3],
développées par GRUJIC and al [4] et utilisdes par BENREJEB [5].

IT - INTERCONNEXION DE Z SYSTEMES NON LINEAIRES PARTTCULIERS

IT-1 LES COUPLAGES SONT LINEAIRES

- . - -

1I-1-1 Mise en Equation d'état

Soient les deux systémes S, et S, non linéaires continus de

type LUR'E POSTNIKOV représentéds figure II-1.

el Eu
+ 2 T
sp = Cy X
321
ba,
m
L
3. =C_ x
2 22

Figure II-1
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Le processus global S est représenté par l'interconnexion

des sous-systémes S, et 8, d8finis par les équations suivantes :

©n
e
0

A. x. + B. v.
171 1 i
pour i,j = 1, 2
€. =e. - 3. i#]

(II-1)

(0]
!
Q
ta

avee x, « GF <GP
N N4
Aie@nix ni
Bie '@ni, Cie‘@ni, bije @, eij € ‘0,1 }

Les fonctions f] et £, sont de classe ¢ (chapitre I) ; il en

2
résulte que f1(€1) et f2(€2) peuvent s'exprimer sous la forme

£.(e;) =5 (e;) . &, pouri=1, 2

En régime autonome, l'équation vectorielle d'état s'éerit done:

°o T T
x, =A x +B £ () ('C1 Xy ) *tep by By Gy x5
: ' II-2)
[ T ) (
X, =A; x, +B, £, (e,) ( Co Xy ) * &y By B, c1T X,
ou encore
Q
% M0 My, x4
e
X5 My Mpo(l) | ix,
avec M..(.) = (A, - B. C.T £%) i=1,2
11 1 1 1 1
(11-3)
T L »
= e,. b.. B. C”., 1= =1,2
1J 1 13 1 J
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La partie linéaire de chacun des sous-systémes est représentée
par une fonction de transfert :

Wi(p) = Di(P) avec i = 1,2
avec ni—1
N(p)= % o
J:
Vi=n1,2
n.
i i
D;(p) = 2 S:p
j=0 9
avec Sl = 1
n

0
La matrice M représentant le systéme global x = M x est mise
0
0 Pp
des matrices de passage Pi ayant été définie au chapitre I.

-~

Soit M cette matrice transformée

sous forme fl&che épaisse [5] par changement de base , la forme

- 12
M=l -
Ms Myp(+)
-~ _ ‘1 . .
avec Mi.i(.) = Pi 'Vlii(.) Pl pour i, j =1, 2
i#3]
M..=P. M..P
ij i 7ij 7]
ni—1 : -1
o S I § B T
1 , 1 1
. ' 1=2 .
i - .
° .. 2 : :
- Tl . n.-1
iy : . w1 . X L i i
M) = Ty ‘ C T (e - ey )
- 1 .0 1=1 ' 1
o .. . _ -o "'8.1( l#ki s
n.-1
i
ni—1 .
*, 1 *, i i i i *
-E I - - e e e - -
1 ( a1) E ( ak.) EZ 8. Sn.—1 cn.—] £ 1
1 ki=1 1 1
L A
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O = s e e e e e e et eecanamae D
M. =e.. f Z
i 13 13 . ;
L] '
; :
O--'--~~--'-°°--‘ el R O

ey o (oad 3
Nj( a1) Nj( an.~1) %n.~1

| d J

I1-1-27 Conditionnement de La matrice caractirnistique pour
L'application de La confecture Lindairne sun une

majorante d'expression simple.

La matrice caractéristique du systdme global M se présente

sous la forme schématique suivante :

|
m11 m1n1 _ ? Tt TTT ot
| :
m m,.n !
22 . 0 271 :
0 : |
. O w i e el
. : '
mx 1 ; mt m m
) L I R S - Y - ® e =4 e e . -
n1 n,,.n, | n1 n1+1 n1
!
R T U o | m m
: ‘ , n1+1,n1+1 o D.1
: oo mn1+2,n1+2
. ' | .
: ! \ 0 .
0 am et e e e 0 T
: m’.‘. mx
+ ------------- . ® - e = "o
o, n2,1 n1+n2,n1' n1+n2,n1+1 n

(IT-b)

0
0

21 ¥0,

+1,n.+n

1

18550

®
LILLE

1

2

+n2
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Aprds permutation entre lignes et colonnes de rang n, et

n, + n, - 1, i1 vient la matrice :
— : | . -
\\ I l : [}
R I : n, -1
C_1 l 0 I g . 1
X, K, | :
| { ! 0
T T T T - Ty
2 . 2
0 | ~% | ' | By n, -1

=)
]
Vd
/
7/
PR
'

~ O- \
-t mz ). SO B ks J m?n Bn. (n,+n \
Ty 1%2 184 ‘ 137 \
|
(II-5) L
. — - - = — — ._.' —_— —— — —_— — -
L, | .
.. m eee e-..m reee. m m
L_ ok | ok, l (n1+n2)n1 ‘ n.n,
avec : ni-1 -1
i i i
B = I:I (al - a )
1 1=1 1
l#ki
* * i
monk. P '(-ak.)
il i
- —ad
mox, = %1305 %5( % )
13
pour i,j =1, 2 et ki = 1 n.-1
i#3 kj = 1 n.~1
ni—1
x - i _ &t _ i A
% non. Z R S fxi avec 1 = 1,2
171 k.=1 1 1 1
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2

12‘On2—1

m = e b
n1(n1+n2) 12

1
21 Poy Gn1~1

m = e
(n1+n2)n1

-
-

M est donc de forme canonique fléche mince généralisée d'ordre n
(FCFMG) [5].

+n
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Les termes non constants interviennent dans les deux dernidres
lignes de la matrice. La conjecture du lindaire ne peut pas s'appliquer

directement.

 BORNE et GENTINA [6], [7] ont proposé un lemme de comparaison
qui permet, par le choix d'une norme vectorielle p et d'une matrice 3
éléments non négatifs de définir un systdme de comparaison dont la
matrice caractéristique satisfait aux conditions d'application du critlre

pratique d'étude de la stabilité.
]T

Soit la norme vectorielle p telle que

X

X
n,+n

*n,+n "| 185

2 %85

,----,X - H
l n1+n2 2l

Le systéme de comparaison d'ordre n1+n2—1 qui s'en dé&duit a

une matrice caractéristique en fléche mince, notée C

B T
.. )
-1 1
- B
%k, k.
\\ 0 :
\\ t
C= \\ t
\2 2
=, b
0 ~
N ]
(II-6) . .
\\ .
L. |
b * b
e e-Clee = .o - - - - -
1k1 2k2 n1+n2—1




- L1 =

avec :
* b4
C. = im + im
kg niky ny Ky
avec 1,J = 1,2 k1 =1, 2, 5 n1-1
i#3 k2 = 1,2, . n2—1
x 3
C = max { m + |m
n,+n,-1 n,n, (n1+n2)n1 s
b 3
m + jm
n,n, n1(n1+n2) }
11-1-3 Etude de fa stabilité du sysidme global
11-1-3-1 Cas_ol_Les_domaines de variation des coefficients
non_constants sont §4x2s.
Le processus déerit par la matrice C est asymptotiquement
stable si
i .
L 0 pour 1 =1, 2
i
n,+n.-1 fo e@
-(-—1)12 det C 3¢ >0 Vf; @f1
2 € Zt,
det C peut s'exprimer par 1
n +n-2 217" 2ot ny ‘B kl
1 72 1 2 * 1 %=
(=1) [T = a (G * 2 T Ok
k, =1 1 k. =1 2 172 k, =1 a 1
1 2 1 k1
n.-1 82
2 k2 *
+ 3 C ) (1I-7)
2 2k
k. =1 a 2
2 k2

Les coefficients a; sont positifs.

l .
la condition de stabilité s'éerit donc : 5
- 1 -
* "1 "B k1| * mg lB kz‘ *
C + 3 ——0C + 2 —sc < - <0 (II-8)
ntny-t 4 1 1k, T 4 2 X,
1 ak1 2= ak2

v fxle 5222
1
Ve @f2
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Les &liments C, , 1= 1,2 et c* s 'expriment de

1ki n1+n2-1

fagon complexe par rapport aux termes non constants ff et f: .

Si les matrices caractéristiques Mii des systémes Si, i = 1,2
ont &té conditionnées pour satisfaire aux conditions d:application du
lemme de Kotelyanski (cf Chapitre I) les termes —ﬁi(—a;.) contenus dans
les &liments CT,

ik,
absolues ne sont %lus utiles.

de la matrice C sont alors positifs et les valeurs

La relation (II-8) obtenue est linéaire en fonction de f? et

f;. I1 suffit donc de vérifier qu'elle est réalisée sur les points extrémes

du polySdre (qui est ici un rectangle) déterminé par les domaines e
. . 1
et 522; » ce qui demande alors 2n tests, si n est le nombre de non-

linéari%és. Ici n = 2.

- - —— - o -

phpPuipefigbgtugng Mg grbptiieginghnflagheg g S Spuifiaghgpeighugi e Jamgulfmuingg

Les conditions d'application du critére pratique d'étude de la

stabilité impliquent que les sous-systémes S; d&finis par leurs matrices

e

caractéristiques Mii’ i = 1,2 soient stables.

Ces matrices vérifient les contraintes imposées pour 1l'emploi

de la conjecture du linéaire (cf Chapitre I).
Pour chacun des systémes 8, » i = 1,2, il faut donc
P’.f(o)ae>o

Ces relations sont des fonctions linéaires de la variable f:

DT(o) + f’f N, (0) > g, >0 (1)
D2(0) + f; Ne(o) 3 €,>0 (11)

Elles déterminent deux domaines, qui sont les demi-espaces

@1={ff/A1ff>a1} et &J = {fZ/Azf’z‘>a

: |

. s . . - * x _
de frontieres respectlvescg%?p- { ff / A1f? = a1} etC;%gy= {f2/A2f2 = a,
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La stabilité du systéme global dépend de ces deux conditions
(I} et (II), mais aussi de la condition (II-8) déterminée précédemment,
sur la matrice du systéme de comparaison C.

|
|
1

pe 7 AR 1 1 *
-1 & A o OE Sgl, b e s o il TR
k=1 1 1 1 1

n1 ak2 n,-1 n,~1 *2

2
€12 P12 °n2-1| ]

Le probléme est de définir les domaines 2222 etlgéig d'évolution des i
non -lindarités pour lesquels soit vérifiée liexpressign (11-8)

2 -

1 :
= W \B k1‘ * rr k2| =
Tha " Ry v I e
i k=1 a 1 k=1 a 2
1 k 2 k
1 e
ou encore :
2  nm~1 g* : :
= < Ky * i | i
R e 0 W e Wil Y S L TIRITH PO L G e
e =1 k.=1 a T ' B i
g 3 k. ;
i#] i ¢

(I1-9)

Or - Pxi(-ai.) 3> 0, puisque chague sous-systéme S; déconnecté vérifie la o
conjecture linaire. Les termes comportant des &léments non lindaires

apperaissent donc sans valeur absolue et l'expression obtenue définit une !
relation lindaire entre les deux non-linéarités fx1 et fxe. En regroupant %
les termes il est alors possible de déduire de 1l'équation ci-dessus la B
contrainte & réaliser

o, f*1 + ay f*2 +y<0

ol Qs OsysY sont des constantes dépendant des coefficients de la
matrice C.
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Cette condition définit encore un demi-espace 3227 de frontiére C;%%i

Le résultat recherché qui est le domaine de varlatlon de fx et. f

assurant la stabilité

s, F

1

&1 systéme est représenté figure (II—2).

H

Figure II-2

Ces trois demi-espaces fééy, Eé;) ,jé;?é définissent un polyédre :é;?’

définissant un couple (fx1, fxg) le systéme complet

tel que Vze
et 82 est stable.

S, formé de l'interconnexion de S1

I1-7 MISE_EN_QEUVRE SUR_UN EXEMPLE
Soit le systidme interconnecté S formé des sous-systémes S{ et

82 définis par leur fonction de transfert

. - _(o+3)(p37) _
10 W) = EE e P Ty

(p+1) (p+5) )
T {p=1)}(p+2) (p+6) , Wy(p) = D_QES'

wn
=]

n
e}
|
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Le critdre de Popov [12] ne permet pas de conclure directement 2
la stabilité de ces sous-systémes Si puisqu'ils possédent tous deux un pdle

positif p=1.

Ces systémes sont interconnectés selon le schéma de la figure
II-1 et les coefficients d'interconnexion eij sont non nuls, pour
i,j = 1,2, i#j. Les coefficients de couplage b12 et b21 sont pris &gaux
a4 1. Les matrices Mii’ i = 1,2 représentant chacun des systémes, mises

sous forme fléche mince sont les suivantes :

I T R R

M, = 0 —a; (a} - a.;)-1
2i(-a))  -P¥(-a)) a; +a,-8)-oa £
L )
i - a? 0 (ag - a.f)-'1 q

My, = 0 —ag (a? - ag)-1
geh D dedosods

Les matrices de couplage Mij s i, J=1,2 ,1i# j sont :

) 0 0 6

Mo = &2 Ppp 0 0 0
LNa(-af) Nz(-ag) og

i 0 0 ;

My, = ey by, 0 0 0
N1(—a.1 N1(-a;) 0;
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La matrice M représentant le systéme global s'écrit alors, apres

permutation des lignes et

2
Nz(-at)

®, 2
-Pz(-a,)

Ne(-a

2

2)

* 2
"Pz( 32)

des colonnes de rang 3 et §

T 1=
(52 a,)

1.21y")
(a' 52)

Le systéme de comparaison déduit de la norme vectorielle

> | %5 s

=y >

X + x permettant l'appllcatlon
5 6

de la conjecture Llnealre a comme matr1ce~caracterlst1que.

1
-8, o]
1
o] -aa
0 o]
0 Q
LY
1 1
el e
1 1
N,(-a1) N‘(-az)
P, p(x) =[| x, | |x
b
-a, o]
o} -a;
Q 0
s} s}
l- -]} I-.rf(-a;;{
+ <-’.-.Z); ¥, (-a])]
L

(a;-s:)

]
{a,-2.)
=

1
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1°Y cas Eézz et Eézz sont fixés
1 2
@f =[7 35 9] @f =[6,5 ; 10]

1 2

Le systéme global S = S1 u 82, qui remplit les conditions d'aﬁplication

du linéaire est stable si

4 C.
15 C* < -€ < 0

-, (=C.) " si

11

b
C 55 + -

1

Cette expression dépend des &léments a;'et a? ,1=1, 2 définissant

les matrices de changement de base P1, P2.

Les termes non diagonaux apparaissent sous forme de valeurs
absolues. Les a; et a? s, qui doivent gtre positifs et distincts, peuvent
donc &tre choisis plus librement. Nous leur avons donné des valeurs qui
permettent d'appliquer le lemme de Kotelyanski aux sous-matrices Mii s
i =1, 2 et qui. correspondent, pour trois de ces quatre valeurs, a
1l'opposé des zéros des fonctions de transfert Wi(P)’ i=1, 2.

Les non-linéarités fx1 et fx2 disparaissent donc des termes
*

- PT (—al) et - P, (—ai) , pour i = 1, 2 et les éléments N, (—a:)

et W, (—ai) » 1 =1, 2,s'annulent.

. 1 1
81 a, = 3, a, = 6
2 2 2 2

le terme C*__ s'obtient alors par

55 |
c® = max ‘ R }

55 1 2

(C*55 est négatif, puisque f? et f: sont positifs dans leur intervalle
de variation), ce qui correspond bien aux conditions d'application du

lemme de Kotelyanski.

Pour que l'on puisse enlever les valeurs absolues aux termes

comportant des non-lindarités, il faut que ces termes soient positifs.
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Ainsi ici P} (-6)>o®28—3ff>o®ff<%§ (1)
s s -3l |3 - 6l x I I—1 _
I o, -3 + 12 #5(=6) + |1,(-6)] ) + |5-1| 7" |y-0)|
-1
|1 - sl
* IDZ(-S)‘ < -€ <0
ou encore, en distinguant selon le terme définissant C*55
. x  _ _ .
si *og= -1 £, £ > 5.u38 (2)
. b3 - _ px - -
si C*og == £, ., -0,16T £ - £+ T.3kk <0 (3)

4
Ces trois conditions doivent &tre remplies simultanément.

Elles sont linéaires en fonction de ff et f; . I1 suffit donc de vérifier
qu'elles sont réalisBes aux bornes du rectangle formé par les valeurs
extrémes de fx1 et f; pour &tre assuré de la stabilité asymptotique du

systéme global pour toutes valeurs de fz e Ségaéi ,i=1, 2.

Dans le cas ol les domaines d'évolution des non-linéarités
ne sont pas dé&finis & priori, il faut déterminer par un balayage systé-

matique un domaine définissant et Eé?? dans lequel ces contraintes

£ 2
soient satisfaites.
- N
£
A B
1O S
6,5 7 T D
. i -> *
0] 1 7 2 i
Figure II-3

e et
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Le nombre de tests est donc de 2n, si n est le nombre de
termes non lindaires contenus dans le systéme global. Dans l'exemple

traité pour Sé?@ = [7 3 9] et Sézz = [6,5 3 10] les contraintes (1),
(2), (3) sont vérifides aux quatre Sommets A, B, C, D du rectangle.

2 cas : 'fézz et fézg ne sont pas fixés a priori.
1 2

Le but est de déterminer les plus grands domaines 2222 et

fézz vérifiant les conditions de stabilité du systéme global.
2

La condition de stabilité des sous systémes n'est pas nécessaire

3 priori.

11 suffit de vérifier que la matrice du systéme global vérifie

bien les conditions d'application de la conjecture lindaire.

- -
-3 0 0 0 1/3
0 -6 0 0 1/3
M=
0 0 -1 0 1/4
0 0 0 -5 1/k4
20 ‘28-35‘6 10 18 max {— 1 - ff;— f;
_ i

Les seuies contraintes portent donc sur les termes :
-1-f’1‘<o¢¢f’1‘>-1 (1)
—f’2‘<o &0 \ (2)

2
La condition (II-9) s'écrit alors :
1

* 1 1 18
055+9x20+1—8—<|28—3f’1‘| +3) +p 10+ 55¢-€<0

soit suivant le signe de 28 - 3 f.‘*1
ff > 5.438

T ‘_QX
£ > 3.881 81 Cg5 == 1= %
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- 0,167 ff - fz + 7,34k <0
0,167 ff - fz + 4,233 <0 55

avec les contraintes ff > -1 et f; > 0.

Ces‘expressions déterminent des demi-espaces 5222 délimités
par les hyperplans c;zzz.

Ces domaines sont représentés figure II-k.

S
5

ol 5.5 10 20 /. )/ /// :///
. ST

Figure II-4

Le domaine fé;; obtenu ici est en fait un cdne polyddrique ;
il représente le plus grand domaine de variation possible -pour le couple

(fx fx assurant la stabilit@ du systéme interconnecté.




- 51 -

Remarque importante :

Les deux méthodes d'étude des systémes interconnectés
présentent des avantages sur les modes d'8tude classiques d'autant

plus grands que l'ordre des systémes et le nombre de non-linéarités
sont élevés.

- S . D WD W WD W WY . -

8i b 12 est non linéaire, le conditionnement de la matrice

est le m@me et le systéme de comparaison pour le systéme global est
toujours du méme ordre.

La condition de stabilité asymptotique est donnée par

1'expression (II-10) avec un terme non linéaire supplémentaire

ey Pp- N, (‘all )\>
1

1 a

B

ol

x = 1

Cn +n,.-1 * 2; 1 (\ P (-ak ) *
1 k

La vérification de cette contrainte, qui s'exprime linéairement
en fonction des trois non-lindarités si la matrice C a été conditionnée
comme défini précédemment, demande 23 tests.

2%ne @f ’@ £, ’@b inconnus

D'aprés le paragraphe précédent, nous avons les données

suivantes :
1) @1 {ff / A, ff 3 a8, } délimité par le plan%
x* P
2) 5222 = ‘fz / A, f2 3 a, ] délimité par le plancg%€?

]
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La contrainte générale est une relation linfaire entre 3 inconnues

qui peut s'écrire

-4 *
ulff+u2f2+u3 b12 + v £ —€<\O

Figure II-5

b
Donc le domaine de variation du triplet (ff . fg,lbfg‘) est
l'intersection des trois demi-espaces, et il est délimité par des
points extrémes correspondant & des Rornes pour chacun des termes

non constants.
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111 - GENERALISATION A r SOUS-SYSTEMES NON LINEAIRES INTERCONNECTES

Les liaisons entre les différents sous-systdmes sont repré-

sentées par le graphe suivant

Figure II-6

L'existence de ces liaisons dépend de la valeur des coefficients

d'interconnexion eij € {0,1 } , @& 11 est possible de particulariser
1, = 1,mcmneer
i#]

un des sous-systémes en lui faisant jouer un r8le de coordonnateur [1],[5]
r
Le systéme global S = l | Si formé de sous-systimes dont la structure
i=1
a été définie précédemment est caractérisé par une matrice en fléche
épaisse M, telle que les termes non constants sont groupés sur les r
dernidres lignes.
r
Un systéme de comparaison d'ordre z n, - r + 1 regroupant en
i=1
une seule ces r dernisres lignes remplit alors les conditions d'application

de la conjecture du linéaire et du lemme de Kotelyanski.

I1 est donc possible de généraliser 3 ce systéme les conditions
assurant la stabilité qui avaient été définfes dans le cas de deux sous-
systémes interconnectés.

i i
* r P \B ki‘ x i i
. P - - -
Cr + l§1 k2=1 T < -l( a.ki) + eJ le N1< a.ki) >< € <0
3 n.-r+l i a'k’.L
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La vérification de cette contrainte, quand les domaines de

- - - ” . x . ”
variation 2222 des non linéarités fi sont fixés , demande 2% tests,

1 *
ol r représente le nombre des fi

Si cette contrainte n'est pas vérifiée pour toutes les valeurs
* . . .
extrémes de fi’ supposées connues, il est utile de déterminer l'espace

a4 r dimensions satisfaisant cette contrainte, cet espace est formé de

demi~espaces . , 48limités par les hyperplans .
i P i
i=1,,.r i=1,..r

Comme il a &té vu précédemment, il apparalt des contraintes
linéaires sur les f? (II-11) qui se simplifient notablement lorsque
chaque sous-systdme envisagé isolément vérifie les conditions de validité

de la conjecture linéaire.

Nous pouvons représenter sous forme matricielle ces contraintes

>
bil
Soit F =|.1|le vecteur constitué des variables fi
i
Si _ ~
%y, 0o - - f e -e. 0
0 %22 ° : .
1
f . o 0
A= : \\ il
0 ceemiio- - 0 o
rr
OL(r+1)1 OL(r+1)2 """" 0‘(r+1):i. 0"(r+1)r
®(rak),1 Her),2 T Heak),i H (k)
est une matrice [(r+k)x r] , avec aij € E;gj
i 1..7+k

Ca
[}

1..r
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et a

une matrice [(r+k) x 1]

r+k

l'ensemble de ces conditions peut s'écrire :
AF >a

= ' 2 . . 2247 13 .
et aii F a; est l'équation de 1 hyperplancg%fgellmltant le demi-espace
;.

Le lieu des points z = {f?, i=1,...,0r / AF > a } est donc

le polyédre f;ﬁy, formé par l'intersection des demi—espaceséézari
i=1,...,r+k

IV - CAS PARTICULIER : UN DES SYSTEMES EST LINEAIRE - APPLICATION A LA

SYNTHESE

La conception d'un systéme de commande adapté & un processus
industriel, qu'il s'agisse d'un satellite, d'un réacteur ou d'un générateur

de vapeur pose un certain nombre de problémes, en particulier au niveau
du choix de la représentation. [9],|10],[11].

Le probléme de la mise en équations de l'ensemble processus a
commander + synthése de commande a &t& résolu précédemment pour une classe
importante de systémes et il a été montré que les contraintes imposées
aux termes non linéaires en vue d'assurer la stabilité mettent en ceuvre

des expressions linfaires des non-linéarités, simplifiant ainsi 1'’&tude
en général complexe.
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Aprés le choix d'un mod&le convenable reste & concevoir un
systdme de commande permettant de satisfaire les performances imposées

par l'utilisateur.

Le but assigné peut se décrire sous la forme d'un critére

i maximiser, tout en assurant la stabilité du systéme pour t > to

Dans le précédent chapitre, nous avons défini le coefficient
d'amortissement N et nous avons choisi d'optimiser ce paramétre qui

caractérise le comportement dynamique du processus.

IV-1 ETUDE DE LA STABILITE

- - - - - ———_— -

Reprenons le cas de deux sous-systdmes interconnectés et

considérons que le systéme S., linéaire, joue le rdle de réseau

13
correcteur.

La figure II-7 représente cette interconnexion , qui se fait

cette fois en amont de la non-linéarité.

[

e, =0 = £, [ £le,)
2 + 2 NL = W5(p) s, = CT X
+ z 2 2 %2
e1=0 E1
+ W, (p) — T
1 s1 = C1 x1
Figure II-T

Ce schéma ne représente pas de fagon habituelle un systéme
82 bouclé par un réseau correcteur 81, mais 1l est possible de se
ramener d& la forme classique représentée figure II-8, en introduisant

dans la boucle de retour toutes les boucles annexes.




£(e,) -
wg(o)
_ W,I(p)
Figure II-8

Le

de transfert

2
S
(2) =
1
(3) &
a
(). = 2
2
&
(2),(3)#5—'
1
W
w'

Cette nouvelle fonction de transfert, dans le cas ol

4]
IR
(@)

_.._3

systémﬁ suivant permet de déterminer la nouvelle fonction

2
1= 5.
2

S, < Py Sy

b, by, # 1,a un numérateur de méme degré que le dénominateur. Lorsque

W1(p) est du second ordre, W'1(p) peut représenter un réseau correcteur

du type avance-retard de phase qui est une approche des réseaux PID les
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plus employés. La mise en 8quation d'&tat n'est pas aussi simple car
apparaissent des dérivées de l'entrée du méme ordre que celles de la
sortie. Cependant cette représentation est &quivalente dans l'espace

d'dtat i celle présentée précédemment.

La mise en dquation matricielle du systéme global peut

donc &tre reprise sous une forme correspondant 4 1l'expression (II-3)

o T T

x, A - By G b By Cp X, X,
. = u(.)

o 17 T z T

x, by, = B, C, A, 7B, Gyl |x, %5

La matrice M({.) est en fléche mince et les éléments non constants sont

dans une méme ligne.

La matrice M(.) s'derit

- | | .
: 0 . ;
. n1-1 ' I :
_1 '
-A. rT (A, =XA.) .
Q e k=1 ‘k 0
. k#L l 0
' 1
. “'_P1(_)\i)”" J—‘"’b12 N2 ( a‘J)- - b12 n2—1
0 J
= : ‘\ . 0 n2—1 :
: -a [1 (a-a.)"
) I J . k=1 ak. J
l . k#J ‘
1 N :
0 [ .n2_1 X
b £ (-A.).. by, 0] [ aPR(ca,) - -- Y a-s_ _,
RRLPPEEE 17 Y21 n1—1 2 j= J >
L

(IT-12)
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Les conditions de signe portant sur les termes non diagonaux

sont réalisées, puisque la matrice M22 (ef Chap. I) caractérisant S2
est conditionnée par le choix des a

.

i3 la matrice M11 correspondant au
réseau correcteur ne comporte pas d'éléments non constants.

Le systéme S est asymptotiquement stable si
. les termes diagonaux sont négatifs

. les termes symétriques par rapport 2 la diagonale sont de méme signe

. les éléments non constants sont sur une seule rangée
. P1(O) 2€>0 (cond. 1)
Byt
(=1) det M(.) > &€ >0 (cond. 2)

La condition (1) n'apporte de contraintes que sur le réseau correcteur.

Si la matrice M(.) vérifie les conditions d'application du
lemme de Kotelyanski, [S], [13],[1h], la condition (2) s'dcrit alors
> x *
?.(0) PE(0) = b, by ft N () Ny (0) 3 e >0 Ve G,

(IT-14)

Remargue :

Le but premier du systéme correcteur est d'assurer une stabilité

satisfaisante du processus, et les conditions énoncées ne requiérent pas
g priori la stabilité du systéme &tudié.

IV - 2 QPTIMISATION DU COEFFICIENT D'AMORTISSEMENT

s - —— W D = - - ——— -

Soit n le coefficient d'amortissement qui est minoré par n'.
Le systéme est alors le suivant

dz

= + ~ . . - =
it (M* + n In) z oll I est la matrice unité de rangn =n, +

n

2
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Le systéme global S, qui satisfaisailt aux conditions d'appli-
cation du linéaire, doit encore vérifier le lemme de Kotelyanski qui

s'dcrit alors

.M<A ,1i=1,...,n,-1 (1)

1
(II-15)
T,.0.,m,-1 (2)

3
A
o

-
]

. les termes symétriques par rapport d la diagonale principale

de méme signe

: *
. P1(—n)P2(—n) - b, by 5

avec la condition supplémentaire portant sur S1

P1(-n) 3 €, >0

et la performance du systéme souhaitde s'exprime par la contrainte

n>n>o.

L'optimisation du comportement du systéme peut &tre envisagée

sous deux aspects différents

1) Déterminer le plus grand coefficient d'amortissement n tel

que 0 < n' < n < min (Ki , aj ) qui assure la stabilité

i=1,..n1—1 j=1,..,n2-1

du systéme global modifié pour une non-linéarité £* variant dans le

domaine fixé @f.

2) Déterminer le plus grand domaine de variation fézaé de

-

la non-lindarité £~ correspondant 3 une valeur du coefficient d'amortis-
sement n fixée telle que
0 <n'<n<mnin (Ai , a. )

J
£=1,;Fv,n1—1 j=1,,“n2—1
qui vérifie la condition de stabilité asymptotique (3) du systéme

modifié.

Les schémas de programme concernant ces deux approches sont

représentés figure II-9.

* N,(-n) N,(-n) 2 e, > 0 (3)




r‘r~ ~
7/ HHS
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1

onrtimisation

entrée
nl
incrément h

= - P . - ~ .
données caractérisant lss 2 systlmes

n' - min(A., a.)
i

Problime 1

ﬂi+] = ni + h
calcul des coeff.
de Fi+1

sauvegarde

ni+7 =n

:

ni+1 = ni *h

calcul de

&

sauvegarde

G, .
1+

ni+1

Présentation des deux démarches ontimisant le comportement du

processus &tudié.

Figure II-9
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Le problémel) est une prolongation de 1'dtude de la stabilité
dans le cas ol 5227f est fixé.

En effet en incrémentant n d'un pas h choisi, il est possible
de vérifier la condition (3) pour £~ géZ?; correspondant 3 une valeur
fixe de n. La relation obtenue Fn(fx) est alors une relation linéaire

en .

Un théoréme important de la programmation linéaire DS], ES]
montre que si une relation linéaire est v8rifiée aux bornes de l'inter-
valle de variation de la variable fx, elle est vérifiée pour toute

* . . . .
valeur de f~ comprise & l'intérieur de cet intervalle.

Exemple
Le systéme 82, dont la partie linaire est représentée par

= (p+3) (p+7) , 2 s o
Wa(p) = (5=1) (p+4) (p+8) est i1nterconnecté par le systeéme linéaire S1

défini par W1(p), comme l'indigue la figure II-T7.

La fonction de transfert W'(p), pour mettre l'ensemble S sous

la forme présentée figure II-8 est alors

W1
1 = - —
W) =1 = by, by, TV
1) 8i W'l(p) = K ol K est une constante, ce qui correspond 3
1 - K -~ P P .
W, (p) = » le systeme bouclé S, a une forme équivalente
1 (K+b12b21—1) 2 :
& celle présentée chapitre I et peut alors se représenter par la matrice
suivante :
T
M= A2 - K B, 02 fx, qui s'exprime sous la forme en fléche
suivante :
[ - a 0 (a, ~ a ).1 ]
1 2 1
ICI = 0] - a (a,-a )—1
2 172
* *
P2(-a1) -5 ( a,) a,+a, - 8, - Ko, =
L ) J

* - *
avec P (p) = Dz(p) + K f NZ(P)
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Cette matrice, si a, = 3 et 8y = 7, vérifie & un changement de base
diagonal prés, les conditions d'application du lemme de Kotelyanski,

si la condition suivante est satisfaite

=
a1+a2—s1-KO'1f <0

ou encore

10-11-K£*<0 =K >-1  (cond. 1)
Le systéme bouclé S sera stable si P:(O) > € > 0 ou encore

-3 +21 K 3e>0

2
1

[
o
=]
0
(1]
[N
=~
Hy

L
Y
|w

n

. Si X = 0 la condition de stabilitd n'est pas vérifiBe, le systéme

est évidemment instable en boucle ouverte.

. 81 K = 1 le systdme correspond 3 celui &tudié dans le premier chapitre

avec un retour unitaire.
Le domaine de variation de fg est alors
g .1 .
f‘]21 5 +°°[
. 81 K> 1, la borne inférieure du domaine féza£ diminue et ﬁé%jf

augmente, ce qui améliore les conditions de stabilit€ du systéme et le
domaine de variation fé%?}.
Pour optimiser le coefficient d'amortissement de 82, il faut
déterminer n tel que n' < n < min(ai), vérifie PZ(-n) 2 e > 0.
minimum

er
1 cas :

Le domaine de variation £§Z7f est fix& et le but est de
déterminer la plus grande valeur du coefficient d'amortissement

assurant la stabilité du systéme global.

Si K = 1, les performances de S2 correspondent & celle du

systéme bouclé par retour unitaire, envisagées dans le chapitre I.
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2

2
I1 faut vérifier (—n3 + 1In” - 20n - 32) + K fx(n_ - 10n+21) 3¢ >0

pour * = L etpour =T e 5227;.
¥

Si 5229; = [2 5 5] » la variation de nmax avec & est la suivante

Tyax T
3
24
.] -»
0,752 2 5 ) K
Figure II-10
2™ cas
‘La valeur minimale de n, n' . . &tant fix&e, nous devons
mini @
- - - . . [ . . < < .
déterminer le plus grand domaine de variation fmax pour n mini n 3

Les résultats se présentent sous forme d'un faisceau de
courbes, chacune d'elles correspondant & une valeur varticuliére du gain

de boucle K.

Soit o la limite inférieure de @f =] o, +® [-
¢ est déterminé par l'expression :

2
n3 - 1102 + 20n + 32

K (n? - 10n + 21)

Qo =

Remargue :

Quand K sugmente, les courbes a(n) présentent un écrasement
vers les faibles valeurs de &, ce qui correspond 3 une variation plus

faible de a en fonction de n.




0 R

N

K=2

255 1 1,5

[}
(W)
=3

Figure II-11

Ces courbes dépendent du réseau correcteur utilisé mais elles
indiquent, pour un cas précis, le mode de variation de la borne inférieure
du domaine fézyf avec le coefficient d'amortissement . Le résultat obtenu
montre bien le durcissement des conditions de variation des termes non
constants quand les performances dynamiques du systéme s'améliorent.

Elle permet 3 l'utilisateur de faire un compromis entre deux optimisations
possibles, suivant le type de non linfarité utilisé et le domaine de
variation souhaité, peut-&tre en vue de satisfaire 3 un autre critére,
comme par exemple un critére minimisant 1'énergie. .

A .
2) Aprds avoir &tudié le bouclage du systéme S, par un gain K, il est
possible de considérer le bouclage par un réseau correcteur du type

avance-retard de phase, dont les propriétés ne sont plus & démontrer.

(p+2z,) (p+32)
) =
PP o+ p,) (d+py

t
W 1(
ce qui correspond 3 un systéme W1(p) du second ordre

(py + 25 = 2; - 23) P+ Dy~ 2y 2
(p+z,) (p+z,) + (b,,05,-1) (p*+p;) (p*py)

Ww.(p) =
12

” - . - * N
L'étude précédente neut alors &tre revrise de la méme manidre.
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V - ETUDE DU CAS OU LE RC AMENE LA STMPLIFICATION D'UN POLE PAR

UN ZERO

La représentation d'un systéme interconnecté formé d'un

systéme de commande S1 et d'un processus & commander S, peut aussi &tre

2

faite de la fagon suivante :

Figure II-13

La fonction de transfert &u systéme global S1 u 82 est

alors

W(p) = w,(p) x Wy(2)

Si le systdme &tudié S, se compose d'une partie stable, en

2
général il s'agit de la partie "rapide", il est alors possible de

choisir un RC qui entraine pour le systéme global la simplification
d'un (ou plusieurs) pdle par un (ou plusieurs) zéro. La réduction de

dimensionnalité ainsi obtenue simplifie 1'é&tude du systéme global.

Exemple

e

Reprenons le systdme du 3°°° ordre précddemment &tudiéd

- (p#3) (o+7)  _ Np(e)
W,(p) = (p=1) (p+h) (o+8) b, (p)
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et choisissons comme réseau correcteur le systéme représenté par

(p+4) (p+8)

W, () = {oe3) (e )

Le systéme global, représenté par la figure II-13, avec b., b,, =1

peut s'Bcrire sous forme globale par

w(p) = W,y(p) x w,(p)

N

[1(p-2;)
(p+3) (o+7) (p+h) (p+8) _ i=1
(p-1) (p+&4) (p+8) (p+3) (p+T) 15]

avec

W(p)
i=1

Le systéme global est du 5eme ordre et sa matrice caractéristique

s'écrit (cf Chapitre I)

-a, 0 0 0 (az—aw)(aB-a1)(ah-a1J
0 -a, 0 0 (31-32)(a3—a2)<ah-a2)
M(.)=
0 0 -a, 0 (a14a3)(32—a3)(ah-a3)
0 0 0 -a), (31-§u)(a2—ah)(a3-ah)
L-Px(—a1) —Px(—a2) —Px(—a3) -Px(-ah) a1+a2+a3+ah—sh-ohf
avec

P*(p) = D(p) + £* N(p) = D (p) N,(p) + £~ ¥, (p) Dg(p)/(p-ﬂ

)
Si l'on choisit pour les a. les valeurs correspondant aux

opposés des zéros z: du numérateur, la matrice devient :
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- -
-3 0 0 0 1/20
0 .- 0 0 -1/12
- 0 1/12
M(.)= 0 0 7 /
0 0 0 -8 -1/20
0 0 0 0 22-21-¢%
i i

M(.) se présente sous forme d'une matrice triangulaire, dont les
termes situds sur la derniére colonne, sauf le terme diagonal,

peuvent Etre rendus positifs par changement de base (voir chapitre I)

Si cette matrice vérifie la contrainte
1-f <0 &%

les conditions dtapplication de la conjecture linfaire sont réalisées
et 11 est alors possible de conclure 3 la stabilitd du systéme
si (—1)5 det M(.) > € > 0 pour e ﬁéz?, fixé ou & déterminer.

det M(.) est obtenu ici par le gproduit des termes diagonaux
a'ol 1 (=1)7 (=3) (=b) (<T) (=8) (1 - £5) 3 £ > 0
ce qui correspond bien & = >

Le résultat obtenu pour W(p) de degré 5 est le méme que

celui qui aurait &té& obtenu pour W(p) =

5 1 T s aprés simplification
des pdles stables par les zéros.
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CONCLUSTON

Les deux démarches présentfes peuvent &tre utilisées pour
tout type de systéme de grande dimension & non-lindarité séparable, de
type interconnecté ou hiérarchisé. Leur mise en oeuvre ne pose pas de
probléme particulier, et apporte des renseignements précieux sur le

comportement du processus &tudié.

Une autre méthode d'étude de cette classe de systémes est
1a méthode des perturbations singuliéres [16], [17T], qui, en séparant
un systéme en deux parties, une paftie "lente" et une partie "rapide"
et en négligeant 1l'évolution de la partie rapide ou en simplifiant
son rdle dans le mod&le, permet de réduire, de fagon trés importante

parfois,la dimension du systéme global.

Cette &tude, qui concerne également les systémes interconnecté@s

fera liobjet de notre prochain chapitre.
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CHAPITRE III

ETUDE DE SYSTEMES INTERCONNECTES COMPORTANT PLUSTEURS
ECHELLES DE TEMPS

INTRODUCTION

Dans ce chapitre sont présentées diverses méthodes permettant la
simplification du mod@le pour les processus i perturbations singuliéres
ou plus simplement susceptibles de faire apparaitre plusieurs vitesses

d'évolutiocn.

Pour de tels processus une premiére approximation permet de

distinguer une partie dite "rapide" et une partie dite "lente".

Lorsque la partie & évolution rapide est stable dans un fonc-
tionnement isolé, il est fréquemment admis de considérer que son temps
de réponse, comparé 3 celui de la ?artie lente est négligeable. Dans ce
sens, une simplification possible consiste 3 substituer aux équations
différentielles régissant 1l'évolution de cette partie du processus un
ensemble d'dquations algébriques permettant une réduction de dimension-
nalité par élimination des variables d'état concernées, l'analyse et la

synthése s'effectuant alors sur le modéle simplifié ainsi obtenu.‘[q 3 [S]

L'étude présentée ici envisage deux d€marches permettant la
simplification lorsque diverses &chelles de temps sont mises en ceuvre
lors de l'évolution du processus. Dans les deux cas, une méthode systé-
matique d'élimination dans l'espace d'état est provosée, qui permet de
conserver pour le systéme réduit (dit dégénéré) la forme adoptée pour

le processus initial.

Le choix d'une représentation en fléche simplifie considérablement
les techniques d'analyse et permet de se ramener, soit directement, soit
par un systéme de comparaison simplement déduit du systéme initial, au

cas de validité de la conjecture linéaire.

En particulier, pour certains processus de type Lur'e Postnikov
interconnectés, il apparait possible de définir un ensemble de conditions
suffisantes assurant la stabilité du systdme rapide &liminé et du systéme
dégénéré qui correspond rigoureusement aux conditions assurant la stabilité

asymptotique du systéme global envisagé sans simplification.
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1 ~ PRESENTATION GENERALE DES SYSTEMES SINGULIEREMENT PERTURBES

Soit le systéme global S comportant un sous-systéme "lent”

S, et un sous-systéme "rapide" S,-

S est représenté dans l'espace d'état par les &quations

suivantes, &tablies en régime autonome

o
X

|
o
%
+
>
5

17 71
o (III-1
Hp X5 = By Xy 2o *p

|
g
”
+
g
»

avec u2 € ].O, 1]

Eerire uy = 0 revient 3 considérer la vitesse d'évolution de 82 infiniment

plus grande que celle de S1.
A S =8 ,US, correspond alors le systéme dégénéré Si d'équation

A AT A X, (III-2

Q
xp = (A - Ay Ay Ay

1

Dans cette expression apparaissent deux termes

* A11 est la matrice caractéristique du systime initial S,

A, A;; A, caractérise l'influence de S,» supposée instantanée, et
die aux termes de couplage A A

12 721°

Cette formulation se retrouve dans le cas général ol le

systéme global est formé de qr, systémes lents et de dg systémes rapides.

Nous présentons, dans le cas de 3 systémes interconnectés,

deux démarches possibles qui sont ensuite généralisées.
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IT - ETUDE DE 3 SYSTEMES INTERCONNECTES - GENERALISATION

La représentation matricielle de ces 3 systémes ayant des

échelles des temps différentes peut se faire en régime autoncme comme

suit

F o T - ] [ ]
X, Al A Ay X,
o

Ha X

272 = Ay Ay Ay, X5 (ITI-3)
Q

1

Hig %3 A31 A3 Ag3 X3

L . 5 , i L J

les blocs Aij de dimensions respectives [n; x nj] pouvant &tre non

constants.

Nous supposons gqu'il est possible de décomposer le coefficient

t 3 tEayd ! = .
M 3 du systeéme S3 et d ecrlrg M 3 u3 b'd u2
Dans ce cas deux démarches sont possibles

1) Si 33 est trés rapide par rapport 3 8, et 82, c'est-d-dire
Hy << o, gcrire uy = 0 permet de "négliger" l'évcolution de ce systéme

au profit du systéme dé€généré ainsi obtenu S; U S;.
La dimension de l'ensemble a &té réduite de l'ordre de S3.
Il est alors possible, soit d'étudier le comportement de S# U Sé, soit

de réduire encore, en supposant que le systéme S; est encore trés rapide

par rapport 3 S;.

Le systéme S% est alors doublement dégénéré. Cette &tude peut

étre représentée par le graphe suivant :

[ 4

1
= | J4,=0 = s}
S . Sl J

A

J 1

Figure III-1
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Cette structure peut donc s'interpréter comme une structure hiérarchisée
3 trois niveaux, le plus bas &étant constitué du systéme le plus rapide
et le plus haut formé du plus lent.

2) Si les modes d'évolution de S, et S, sont comparables du

3
point de vue échelle de temps, et surtout trés rapides par rapnort & S,»
ltartifice My = 0 appliqué directement permet de regrouper S, et 83 en
une partie rapide et d'isoler en une seule &tape le systéme ZS1 qui

forme alors le systéme dégénéré.

Le systéme S, "impose sa vitesse" 3 l'ensemble formé des

systémes rapides S, U S

2 3°

Le graphe suivant représente cette structure qui apparait ici

sous forme interconnectée.

s, .
A /F_ o7
{;- 5 1] = ’s, B
- — . - Vo — —— —_
X7 A
{__ N Figure III-2 :

I1-1 DEGENERESCENCE PROGRESSIVE

- - - - " - — - - - -

Le systéme global S de rang q ta, + aq s'éerit

1 =R X P AL X

»”
[}

* A3 X3

o]
Hp ¥p = Agy Xy * Agy Xy + Ays X (ITI-b)

3 = A31 X, + A32 x2 + A33 x

»
|

H3 U 3

et

oy
193]

Dans un premier temps, S3 est trés rapide par rapport &

S,, ce qui se traduit par My =0 d'oll :

- -1
X3 = = Agg (Agy 3y + A5, x5
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La condition A33 inversible doit toujours &tre vérifiée

puisque la méthode des perturbations singuliéres ne peut s'appliquer

qu'aux systémes stables.

Le systéme global dégénéré st = S# U Sé est de dimension
9 * -
Il est représenté par les €quations suivantes :

-1 -1 &

xp = (Agq = Ay Agg Agy) Xy + (A = A3 Agg Ag) X, 9,
(III-5)

- =1 ) o

22 ~ A23 A33 8320 %2 O

L]

- -1 . '
Hy X5 = (Ay; _ Ayy Agg A31) x, + (4

1
2

Si le systéme S
- -1 ~ } PO <
stable (det (A22 A23 A33 A32) # 0), le systéme doublement dégénéré

g2 = S? s'éerit .

est encore plus rapide que S% et s'il est

: - - IR TR B
x = [(A11'A13A33A31) = (AypAy3hazhsy) (Bppmhnghaghyp)  (ApmAaghsg 317 %
1 : ’ (ITI-6)

Les différents termes de cette expression peuvent s'interpréter =~ = 77

de la fagon suivante, en reprenant la définition (III-2) de la dégéné-

rescence :

1 et 2 représentent les formes dégénérées des matrices caractéristiques -

de S, et S, par rapport au systéme rapide 83.

2 et 4 sont les formes dégénérées par rapport & S3 des termes de couplage

intervenant entre les systémes S, et S,.

Dans cette expression apparaissent donc des termes exprimés

par rapport au systéme S, qui a ainsi, par sa vitesse supérieure, une

3

influence sur tous les termes composant le systéme s2.




- 78 -

11-2 SEPARATION DES PARTIES LENTE ET RAPIDE

- ————————— >~ — - —— . — - " - ————

Une approche différente est possible si S2 et S3 sont tous deux

trés rapides par rapport & ST’ sans que se pose le probléme de comparaison

entre leurs &chelles de temps respectives.

Dans ce cas écrire My = 0 permet d'éliminer directement les

vecteurs &tat x, et x, et d'obtenir 1'équation du systdme 2S = 2§

2 3 1

(o]

(2) (III-7)

31 Xq FAgp Xy ¥ Agg Xy
(2) et (3) = | A,, Ay X5 = Aoy
= X, (111-8)
Ryp B33 X3 = Aqy

Pour que ce systéme admette une solution, il faut que la

Aoy Bo3
matrice bloec M = soit inversible
A
32 B33
Trois cas sont 3 envisager :

. A22 est inversible, ce qui correspond a S2 stable,

det A22 # 0 et det M sécrit :

det M = (det Ay) det (Agy - Agy Any Ay5) [9]

La condition d'inversibilité de M s'éecrit alors

Al a )40

det (Ayy = Agy Ayy Ang
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. A22 n'est pas inversible, mais A33 l'est, une autre forme
de det M peut &tre obtenue par :

det M = (det A33) det (A22 23 3; 32) (voir en annexe II)

et la condition devient :

-1
det (A22 Ays Ans A32) #0

. A et A33 ne sont pas inversibles, det A., = 0 et det A__ = 0,

22 33

5 et 83 lnstables.

Cependant le couplage 32 U 83 peut &tre stable, et l'on peut
avoir alors '

ce qui correspond a4 deux sous-systémes S

det M #0

Mais le développement du déterminant n'est plus possible

par bloc comme précédemment.

Remarque :

Cette configuration s'avére peu frégquente. Mais elle montre un
cas particulier pour lequel la méthode des perturbations singulidres peut
s'appliquer en suivant la deuxiéme démarche, alors que la premiére optique

qui procéde par dégénérescences successives ne le permet pas.

Si nous supposons que les matrices A22 et M sont inversibles,
il vient le résultat suivant :

-1

- x, (111-9)

Le systéme dégénéré 2S a alors comme &quation :

Y = -1 -1,
. = [(A1 A12A22A21) ~(A137A 1 gh00ho3) (AggAghsohy) (A A32A22A21) ] x

' 1
1 2 3 ‘} (III—1Q)

1' et 3' représentent cette fois les matrices caractéristiques de 8,

et 83 dégénérées par rapport & Sy.




- 80 -

2' et ,' sont les formes dégénérées des coefficients de couplage

S, =8 exprimés par rapport 3 S, qui joue alors un rdle privilégié.

3

Si les matrices A22 et A33 sont inversibles, cette forme est

alors semblable & la précédente.

——— - - - AP - - - - " -

I1-3 GENERALISATION A g SYSTEMES

q q
Le systéme global S = L_J Si est d'ordre q; et il est

i=] . i=] .
représenté dans l'espace d'état, en régime autonome, par 1l'équation

vectorielle (II)

. o -
el Ay, BT A X
o :
Ha %3 : : :
P : ? : !
° = . . . .
Hilg_q «ooHaipy %y Bigrrmor By By x3
lgl ) : : : :
b4 A .- - A -- x
| i=2 M1 q qt ad aq | q

(III-11)

111-3-1 Premi2re approche

La méthode progressive qui consiste 3 annuler uq, puis uq_1,

fait apparaitre une recurrence qui permet de calculer, en partant du

systéme le plus rapide pour aller vers le plus lent, tous les termes

" de la matrice d'état du systéme dégénéré (schéma III-3).

Les conditions d'inversibilité des matrices sont supposées

remplies 3 chaque pas de dégénérescence.
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5
S L —— Aij (1, = 1,..5q)
s ‘ [uq =0
1
s}
1 : 1 - -1 s s -
s P — Mij = Aij Aiq Aqq qu (1,53 = 1,..,9-1)
. .
S -
q-1 [ uq_1-0
2
1 |
2 . 2 1 1 1-1 yl . s
. wde o es = M. - . —1-:-:. -
ST My T T M e (Mg (B T Teeeeea)
.2 .
S .
q-2
=0
3 uq—2
54
sa LA E -
—n
g3 |
q-3
K+1 H =0
1 ak
e+ ! K+1 -1 ..
Y ) .. =M.. - M, . = 1,...,9"k~1
S T MlJ M:J Mf(q—k)M(qu)@rk)qu-k)J (1,45 2o e 5a7k=1)
K+l
q=k~1
Schéma (III-3)
g€t représente le systéme global S qui a été dégéndré (k+1) fois.

L'ordre d'arrét k est variable. Il peut &tre choisi suivant
divers critéres

. non inversibilité des matrices obtenues.
. réduction de l'ordre du systime global estimée suffisante
pour permettre une &tude de la stabilité.

. le sous-systéme Sk est de stabilité incertaine.
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Donc & partir de la matrice caractéristique du systéme global.S
d'éléments Aij,,i,j?].s.q » 11 est possible de calculer, par programme
récurrent les termes d'un systéme dégénéré en fixant & priori la réduction

de dimensionnalité souhaitée, d'aprés les différentes &chelles des temps.

11-3-2 Deuxilme approche

Dans ce cas, le sous-systéme Sk impose sa vitesse, qui d&termine

la limite entre la partie lente et la partie rapide du systéme global.

Le systéme 3égénéré s obtenu, si By = 0, est alors formé des
K K

N T

le systéme ayant marqué la séparation partie lente-partie rapide).

-~ K . A PEES ‘e .
sous-systemes S (L'indice x placé & gauche indique

Le calcul des &léments de la matrice M caractéristique
de 5s se fait aussi par recurrence, en définissant de proche en proche
1l'expression de x, = xk(xi ;3 1 =1..q ; i # k). Cette représentation
permet un calcul itératif, automatisé, ce qui ne serait pas le cas si
le systéme rapide négligé &tait présenté sous forme de systéme matriciel

d'ordre q-k + 1.

Le déroulement de ce calcul est schématisé par la figure
suivante (III-4)
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54
A, —> {1
1] ' <
sq 1§1
= = : : — :
M, =0 X =X (xi, i=1..q, i#k) . sauf S,
S
17q
“M - A, AT (i, = 1,...q, i#¥k )
1743 ij ik Ak AkJ ’ ’ >
Jj#k
K
25 S
Xepy = Gepq(Xgs i=1,000,0 , ifk )T sauf
il K3 1541
27q
K _K' _.K. K, =1 K
Mis = Miy T M) Moo ter) Mern)i (£,3=1,...q,i8k+1,i%k

T G|

® - . ' S
xk+2 = xk+2 (xi, i1=1...q, 1 € {ksk+1 ’k+2} )

X = %, (x1, x2,.-.,xk_1)

K K K =1 K

K ..
.. = e s = pAJ S kA - =12..-
(q=k+1)M5 (a-)Mi5 ™ (g-1)iq (q—k)wqq (q—k)MQJ ol >

Figure (III-4)

.

Ka = Ky

En fin de calcul, il vient (q=k+1)

A chaque &tape 1 de ce calcul, il faut vérifier que la matrice

M

(1-1)M(k+1-1) (k+1-1) est inversible.

Si cette condition n'est pas vérifiée, il est alors possible

de modifier le déroulement des &tapes du calcul pour éviter cette difficulté.

Soit le systéme global S formé de 5 sous-systémes S; »

i=1,...,5

l
\
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Il est représenté par la matrice A d'éléments Aij’ i,j = 1...5,

et s'éerit

- o-
X X
[o]
Ha %5 %5
[o)
My Uy X5 = A %5 My e Jo; 1]
Hy H3 My ;h Xy PR Rl
[e]
Hg W) M3 Hy X5 4 %5 (III-12)

S1 et S2 forment la partie lente du systéme global et S3, Sh’ S5
forment la partie rapide pvar rapport 3 laquelle il est possible de simplifier
compte tenu de la précision recherchée, et la vitesse de 83, qui est la
plus lente parmi les systémes rapides, va imposer le mode d'évolution de

l'ensemble.

u3‘= 0 donne une contrainte d'inversibilité sur la matrice

A [g i g] suivante (la notation utilisée s'inspire de celle de Binet-

indices ligne conservés
Cauchy : A )
indices colonne conservés

- - . r— _ - S
A33 A3h A35 x3 A31 A32 .
1
Mz Ay Ay 0 o= | R Ay
, *2
fs3 A5y Ass %5 s hgp
L - L - . - - -
3 L4 5 (III-13)
A
3 4 s
-113 L4 5
Pour calculer A » 11 est possible d'utiliser la
3 4 5

méthode par blocs présentée par Rosenbrock [9].
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La récurrence proposée plus haut permet de traiter ce systéme
matriciel sur un mode itératif. (Les indices des &l2ments des matrices M

ne correspondent pas aux numéros de ligne, mais aux composantes du vecte

état). s,
Ainsi Aij —_— S 3 3
S5 191
L, =0 3
3 S
X (X, Xoy Xy 5 X.) —> S L 2
ki ] 2
_ . 155
My M My, Mg
13M21
§M = !
?MM :
13M51"”" Tt '13!455
- _ _ -1 ..
avec fMij = A;s - Ajg Agg Agy i,j = 1,2,4,5
3
|2
Etape 2 %), (x5 %55 XS) —_— S 23S2
255
3 3 3
Mip M Mys
3 ;
3, _ M ;
M = 221 :
3 _______.___3
Mo Mes
T3 _ 3 3 3 -1 3 . s _
avec Mis = Mg o My My My 13 = 120
3s
étape 3 XS(X1’ x,) — 33 1
3s
2
3 3
; L Mo
M= 3 3
Moy Moo
3 = 3 Y 3=t 3 .
avec Mij 2M'j 2Mi5 2M55 2M5j i,j = 1,2

Figure (IOII-5)
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Ces étapes successives dans le déroulement de la récurrence

imposent les conditions suivantes :

étape 1 A.. inversible (condition I)

33

Etape 2 :Mhh Ahh - Ah3 A;; A3h inversible (condition II)

£ 3 _ 3 _ 3 31 3
Stape 3 Mgg = M55 — Mgy My Mys

3 _ _ -1 _ _ -1 _ -1 -1 _ -1
Mss = (AggAgahashag)=(Ag) "AgsAsahs) ) (A))~A) JA5A5)) (A o-A) JA5 AL )
inversible (condition III)

Supposons que la condition (II) ne soit pas vérifiée.
I1 est alors possible d'inverser les &tapes 2 et 3, ce qui revient &
permiter les sous-systémes d'indices L4 et 5 dans la description initiale

du systéme.

I1 vient dans ce cas les nouvelles conditions d'inversibilité

étape 2! ?Mss = Ags - Agy A;; Asg inversible (condition II')

P v 3 = 3 -3 3—13
&tape 3 2Mhh = 1Muu 1Mh5 1M55 1M5h

3 - _ =1, _ -1 - -1 -1 - -1
DMy = By Ay3hgshs), )= (A= 3hahag) (AgsmAgshashss)  (Ag)=Asshashsay,)

inversible (condition III')

Le déroulement de ces étapes peut &tre déterminé oréalablement
par le calcul de det A -g t g] (III-13), et dépend de la présentation

en blocs de cette matrice.

Ainsi

3
A[B

B33 A3, A

I

| 35
|

Az 1 Ay Ays
|
|

- v - — -

I
L

A

53 1 A

s As5

.
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D'aprés Rosenbrock [9] (voir en annexe II), si det A33 # 0,

o b
3 4 5 Lo
det A 3 N 5 s'écrit
EREE] | -A A A
det A = detA._ X det 43 A~ [a y A ;1+ .M‘ 45
3 4 5 33 A 33 | 734 73 A A
i d 53 54 755
ou encore
3045 Ahh’AhaA;;%h Aus‘Ah3A§_l>A35
det A = (det Aj3) x det 2 > \]
39 - AsyAsshyzhs),  AssTAsahsshyg |

La matrice C est encdre formée de blocs et le calcul du

déterminant de C permet de d&finir, suivant qu'il est nul ou non, la

succession des étapes de la récurrence.

Si 011 est inversible, alors det C peut &tre calculé suivant
Rosenbrock, et les conditions obtenues représentent les conditions (II)

et (III) correspondant aux étapes 2 et 3 de la récurrence présentée.

Si C,, n'est pas inversible, mais Cop Llest (condition (II")
vérifiée) une forme &quivalente de det C est obtenue (voir annexe 2)
et le résultat du calcul de det .C est la condition (III') correspondant

a 1l'étape (3').

Dans les deux cas, les blocs définissant C sont ceux utilisés

dans le calcul de la récurrence.
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171 - SYSTEMES CARACTERISES PAR DES MATRICES COMPAGNON

111-1 DEGENERESCENCE_PROGRESSIVE

- —— > - W — - > b W - -

Soient trois systémes, d'ordres q i = 1,2,3, interconnectés

tels que les termes d'interconnexion notés eij appartiennent &
l'ensemble {O, 1 }. i,3=1,2,3
i#]

Nous les supposerons par la suite &gaux 3 1.

La matrice du systéme global S = 8,V 5, u S3 est formée des
éléments Aij tels que ’
. les blocs diagonaux Aii sont des matrices compagnon, définissant les

8volutions des sous-systémes s; (i = 1,2,3) pris isolément

0 o1 0 -=--v-------0
) 0 1 . '
1 ' \\ ‘\ ~ :
A.. = | ' ~ N ‘
11 ' , . . .
) : . T 0
0 R 0 T
“app(+) gy () e e ()
A.. = B. C? sont des matrices de couplage
1] i3 ;
i’j = 1’2’3
; %03
E b, .
avec B, = |. de dimension|q.x1] et C, = J
1 0 1 J '
1 bq'— ‘s
L - .-
i
L J




A cette description il est possible d'associer des fractions
rationnelles Wi(k) qui correspondent, dans le cas de systémes linéaires

aux fonctions de transfert obtenues en remplagant A par p.
q.-1
o
Z bki A
k=0

wi(x) = qi-1 i=1,2,3

e T oa( Ok
=0 ki

k

Les trois systdmes sont supposés de vitesses d'évolution

différentes et le systéme global s'@crit en régime autonome

. _
x, x
o]
Ho%p | = A o ] X
Qo
Hy U5y X - X
2 -t
(37273 | 3]
157€ étape
Si 83 est le systéme le plus rapide, le systéme global dégénéré
S! est alors formé de S% et Sé.

-

La condition 3 vérifier porte dans ce cas sur l'inversibilité

de la matrice caractéristique de S3, soit A33, et s'éerit

a03(.) #0

Le systéme S! est alors représent? par la matrice M! d'éliments

Moo= A - A A;; Ay; pour i,j = 1,2

13 13
i N
0 1 Y
A33 = : N ‘\\ . ‘
: ~ . "0
o YOS 1
—a03(-) 3-13(0)“" -ak3(0) et "—'a.(q.3(_-?)3-J
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d'od
r—zsa (.) ~a,,(.) -a (.) ]
134" 23" . T*(az-13': e
a03(.) 303(.) a03(.) 03
1 0 s e e e e e e 0
-1 _ ~ ..
A33 = ,
0 R . :
" \~\ ‘~\ ‘\\ E
' N S RS ,
1 \‘ . \\ t
+ - i‘ ~ 1
o 0 1 0
- -
rO R T T 0]
A13 = E : peut &tre représentée
T
b R T
03 k3
| (q31)3_1

schématiquement sous forme de bloc

1 1 q
e— iy
L
-1 = T 3 Q
A3 B33 Ag; €3 N —_— |3

LICLE
all A, = 93 _ T ,

représente le gain statique instantané du systlme S3
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Les &él3ments de la matrice M ' s'expriment alors par

4

o ———————

i3 i

pour i,j = 1,2

ou encore
Ml, =A,. + K. B, CF i, = 1,2
ij ij 3717 ? 4
pour i # j, il vient
A,. =B, CT
1J RN
soit
1 = 1 1 =
M s (1 +K3) Ass i#3=1,2
1 : T .
M., = A,. + K, B. C; i=1,2
11 i1 371 1 i

La forme compagnon des matrices caractérisant S% et Sé est

conservée. Les fractions rationnelles W(A) permettant une modélisation

mathématique des systémes considérés S% et Sé s'obtiennent alors

directement 3 partir des expressions matricielles ci-dessus.
qi"T .

+ .
(1 K3) )3 b A

1 - k=0
Wi(A) = a;-1 k

A% 4 i (a5 () Kby A
k=0 ,

k

2 étape u2 =0

Cette &tape peut &tre nécessaire dans le cas ol la réduction

de dimensiomnalité n'est pas suffisante aprds la premidre &tape.

Le systéme doublement dégénéré est représenté alors par

1'équation d'état

® o

=__2
1 =M xy

avec

A
[
i

1 _ gl 1=1 4,1
=My, - My Moy Gy
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La condition d'inversibilité de Méz s'éerit alors,

. 1 T
Si M22 A22 + K3 B2 02 sous la forme

- aOQ(') + K3 b02 # 0 ou encore

b02
K, K, # 1 si K, = —=— représente le gain statique
2737 2 agy(.)

instantané du sous-systéme 82 (aOE(') # 0 se d8duit des conditions de

stabilité locale de 82).

Le méme déroulement du calcul que celui présenté pour la

premidre étape conduit aux résultats suivants

(1+K,)K
2 _ 372 T T T
M* = M11 * TR R B1 C1 avec C1 = (1 + K3) C1
2 3
(1+K,) X
2 _ T 37 2 T _
M® = (A, 4K, B,.Cy) + g (1+K3) B C] - (I11-16)
23
ou encore
2 _ T
M = A11 + B B1 C1
K, (1+K,) + K,(1+K,)
avec B = 3 T i X 2 3 (III-17)
2 73
La forme comnagnon est conservée pour S? et la fraction
rationnelle W?()) décrivant S? peut alors s'en déduire
WA (A) = 1
29 Y e () om0k
+ ) -
Zo ¥ kT (II1-18)

(1+K2) K3 + (1+K3) K2
1 - K2 K

avec B =

3

Le numérateur ici est &gal & 1 puisque tous les termes de

couplage ont &té& &liminés.

L'étude de la stabilité des systémes dégénérés peut alors
&tre faite directement sur les coefficients du dénominateur par le
critére de Routh, si les systémes sont linéaires, ou dans le cas contraire,
par majoration en utilisant les techniques d'agrégation aprés passage

a4 une représentation particuliére.
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111-2 SEPARATION EN UNE ETAPE PARTIE LENTE-PARTIE RAPIDE

- o -~ —~ -
Xy Xy
Q
u. x _ x
5 2 = A 2
. . °
| 3 M3 X3 *3 |

ol A se présente sous la forme indiquée précédemment, avec

' Aii matrices compagnon

i=1,2,3

Aij-1 5.3 matrices de couplage comportant une seule ligne
TS

i#j
d'éléments non nuls.

Considérons le systéme S1 comme partie lente de S et S, et 8

2 3
comme partie rapide. La vitesse de la partie rapide est imposée par 82
qui en est 1'élément le plus lent,d'ol Hy = 0 permet d'imposer a S

une dégénérescence forcée par 82, pour obtenir 2S = ZS1

Q
24 . - 2
S : x1 M x1
o - r I r 1
- Ay, Aso Aoy X5 .
X1=
-A
31 | Ao As3 X3

2,3
23]

1) si A22 est inversible &> a02(.) #0

b
. 2 3 . . - 02

s - ) b
La matrice A[2’3] sera inversible si ao3( ) + ;g;(fy 03 #0

(Rosenbrock [9]).

a) Si a03(.) # 0 , ce qui correspond & A33 inversible
la condition d'inversibilité pour A[g’g]correspond bien 4 celle déterminée
b

précédemment en III-1 28me &tape.
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. - . 2,3
b) Si aOB(') = (0 , la condition det A[2,3

si b03 # 0, le sous—-systéme S3 étant instable, mais le couple 8, U S3

] # 0 sera obtenue

gtant localement stable.

Cette configuration est rare, et présente de gros inconvénients.

En effet si le systéme S, qui est le plus rapide est instable, il peut,

3 .
sous l'effet de certaines perturbations extérieures, amener dans 1'hypothése

non linéaire la divergence du systéme global.

2) S1 A, n'est pas inversible<?>a02 = 0, le systéme 82 est instable.

22

Pour que 1'ensemble 82 U S3 soit stable et la matrice A[S’g}
2

invérsible, il faut det A[g’g] # 0.
2

a) Si A, inversible ({ﬁ>a03(.) # 0), le cas est équivalent

33
4 celui présenté en 1)b), en permutant les indices 2 et 3.

b) si A33

n'est pas inversible<ag3(.) = 0, la décomposition
et le calcul par blocs 4du déterminant de A{

2,3
2,3
I1 faut. alors développer ce calcul ligne par ligne

2,3 _ - = -
det A[Z,B] -‘302(') 303(.) b02 bo3 b02 bo3

ne sont plus possibles.

. 2,3 . . .
La matrlce,A[é,3] est donc lnver51ble si bO2 b03 # 0

Les résultats obtenus pour le cas 1)a correspond d ceux calcul®s

pour la premidre méthode par dégénérescence progressive jusqu'd 1l'&tape 2.

k=0 (I1I-18)

(1+K2) K3 + (1+K3) K2
1

avec B =
- K2 K

3

Pour le cas 1)b , le sous-systéme S, n'est pas stable,

3

aOS(') = 0. Cependant b.. est non nul.

03

La forme obtenue pour le systéme ZS1 est du méme type que pour
gre . . . . ooz .
la 1°F méthode, mais le coefficient B est différent. Ce terme qui

s'8crivait, quand a02<') et ao3(.) étaient non nuls
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.- (1+K2) K3 + (1+K3) K2
1 - K2 K3

devient ici, quand a._(.) =0

03
5 - 203(%02(+) * Pop) * ®gp Yo
~ Doz Po3
ou encore
1+ 2K b
B=-( 7 2) avec K2 == 0% )
2 o2’
d'old
1
. 2 2
S : Wo(A) =
a1 4177 K
AT+ (ak1(.)-Bbk1)A
k=0
1+ 2K2
avec B=- = )
2
Ce qui devient pour le cas 2)a, en permutant les indices
2 et 3
1
Zg . W3(A) = —
L A O R I
PINRLTAE X1
k=0
1 + 2K3
avec B=-( )
K3

(III-19)

(III-20)

Pour le cas 2)b , correspendant 3 1'instabilité de chacun des

sous-systémes rapides S, et S, mais tel que le couplage S, U S, soit
2 3 2 3

stable, ce qui implique b02 . bO3 # 0, le terme B devient

B=-2

Dans ce cas, le systéme S est représenté par

1
w2 (A) =

qq=1
k=0

R pemusnpastuci Ruhinel

Ces résultats obtenus se généralisent aisément au cas de n

sous-systémes interconnectés,

(III-21)
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IV - LES SYSTEMES NON LINEAIRES INTERCONNECTES SONT CARACTERISES

PAR DES MATRICES EN FLECHE

Le systéme S = 8, v 82 U S3 est constitué des sous-systémes

interconnectés Si d'ordre q; (i = 1,2,3) du type de Lur'e Postnikov.

suivante :

chacune des matrices Aii

La matrice A se présente schématiquement sous la forme

] q1 4
A=
\\\\\\\\\J aq
P %3

est en fléche et s'dcrit, en reprenant la

i=1,2,3

mise en &quation présentde dans le chapitre II :

ii

-

=1
L S T R
. - . iep 9
O ‘\ '
Lo S . 0 q1-1
' hS o1 i iy-1
! . a };L (s - &)
: Jfk :
0 - m e el 0 ) \
. . 2 .
N L N T S R B S S S
1 8 = S ;-1 " Yqy-1 i

Les matrices Aij sont obtenues par la relation

i
jh=1:2.3
i#]
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A..
ij i7]

le vecteur C? admettant maintenant 1l'expression

T _ 3 L g J
C. = [Nj( 31)3 Nj( az)""’ Nj( aq.—1), qu__.] }

J R J
il vient -
0 -«=--- - - - - .- - 0
A..= ! ' 5
lJ . L}
! : |
. ] |
0 comm e e e e 0
N.(-ad) ... N.(-ad) N.(-ad ) o
1 %k =1 1
i d dJ QJ qJ |
de dimension [qi X 'qj]
Les systémes Si sont représentés, pour la partie linéaire
i=1,2,3
par leur fonction de transfert |
Q-1 .
> ar nk
- k - N. (p)
k=0 _ 1
S. : W.(p) = =
i i q.-1 D. (p)
qi 1 Kk 1
P+ 2 S P
k=0

S! est alors représenté par M! d'éllments

M., = -l

ij Aij - Ai3 A33 A3j- 1,j = 1,2

Le systéme S, devant &tre stable, la matrice A, est inversible

a3 3 33
et telle que (-1) " det A33 3 € >0.
avec
3 _=
det A33 = (-1) ° P 3(O)
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P§(p) = D3(p) + f; N3(p) est le "polyndme caractéristique

instantané" du sous-systéme S3 [10].

3

Dans ce cas q, q3 1
1 - -
Mg = cT
3 .
T
A A A—T. ¢
13 33 A31

11
Pour le calcul de M;1, seule importe la derniére colonne de la matrice

A;; » que l'on peut noter V.

Soient C§ la derniére ligne de A13 et C? la derniére ligne de A31

M§1 s'écrit encore :

==y

colonnes proportionnelles & V
v

(@]
(|

Coy Vs Cip ¥y onn, ch11

ol les C1i sont les éléments de la derniére ligne de A31

1 = —
MH- :'

La forme en fléche est conservée

Ml =4 VB, CT

T
11T T "C3
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ou en général . \
1 _ AT T
M, =A-CG3VEG
i=1,2
oud Cg est la dernidre ligne de la matrice Ai3 et V la derniére colonne
-1 ,
de A33
1 _ -1
Mig = Ajp = Ay3 B33 A3
9 43 93 1
-1
1 = -
Mo . B
a
| S > a3
T
C
Ao A3 i
-1
A3q A3o
Ml = T | = T ‘
12 5 o !l‘
L2iV
/ Ui)
LILLE Ml =
cl A3

La forme de la matrice M12 est donc conservée.

1 _ AT T
M12 = A12 C3 v B1 02

T
2

1 _ T
Mis (1 C3 V) B, C

d'od Ml =(1-cTvy)p, cT
ij 3 1
i#]
i,j=1,2
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Dans les expressions de Mij
i,j=1,2

V est la derniére colonne de A;;

apparait le terme CT

3 v

S8i A = a?. les éléments de V derniére colonne de A“1 sont
33 1] . 33
i,j=1..q3
1
obtenus par aiq3 tels que
q.,—1 .
3 iq
3 3 3 .
al> = [T (a3.) i
td3 jei o 497 dethss
i#q3 i#]
q,-1 =
3 1 3
o’ _ 0.
A3d5  dethgy g 1 JJ
avec
o3, = - a3
Jd dJ
J=1 ..q3—1
B3 301
0. = . — a’
ia, = [T %5 7%
J=1
i#]
i=1...q,~1
. T 3
La ligne 03 se présentant sous la forme
3 _.3 3
[N3(a)n( 3 e N3(aq_1)0q_1]
3 3
_ 43 _=* 43 .3 * 3
et det A, = (=1) P3(O) (-1) (sO + 13 oo)
Le terme Cg V egt donc égal 3 a3~ 3
I_I (—aj)
(3 [ p =
T. _ 1 N (a3 jF1 3 .3
VT E xS Z(NB(al) e >+Oq—1 I (aJ')]
S5 + £3 05 L 1=1 37 5 37 =1
_I_I (a3-al)
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ce qui donne en dévelopvant et en regroupant les termes

3
CT V= OO
3 3 * 3
f‘
S0* 3%
ci
en posant g? = - 0 -
1 st + f§ oF
0 i 0

Les termes de la matrice M! se présentent donc sous la forme

T

1 *
M.. Aii + g3 Bi Ci

ii
i=1,2

1 b3 T

. = (1 + . C.
.M%J ( g3) B1 CJ
i,J=1,2

i#j

Les &léments situés sur la derniére ligne de la matrice Mii

permettent d'obtenir une nouvelle expression du "polyndme caractéristique
instantané" P;x (A) du sous systéme S;
1% - * _=x
pi® (A) =D, (M) +N; (W) (£f - &3)
qi-1
i i i,=1
-a] o T (a7 - aT)
Ml - ~ < J=
ii ‘\ 1]
i=1,2 R :
N ~ (l'-1 ]
Sl T (ad - ad)”
-a ' a; - a
0 T =17
. k#j j
-1
ol®,_ 1. . 1% . i_ i _ i _
I.Pi (=a7) Py (e 2 %7 S~ °qi—1(f§ g3)

2 &tane : u2 =0

(111-22)

Le systdme doublement d8généré S? est alors représenté par

la matrice M? avec :

Moo M3,
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. 1 . - 3 . 1 :
La matrice M, doit &tre inversible &> det M55 # 0, ce qui

22
peut s'exprimer, puisque Méz est encore en fléche par
det M§2 #0 & (—1)qe Pé*(o) #C

ou encore
x
D,(0) + W,(0) (£5 - g3) # 0

Sg + cg (f; - g§),# 0 ce qui donne en développant

2 2 3 3 x 2 3
(s5 + £3 95) (sg + 0 £3) - o o)
3 3
S5+ 3 %

# 0

Még est donc inversible si

* b
PZ(O) . 93(0) - Ng(o) N3(O) #0 (1)
P’3‘(o) #0 (2)
ou encore
R (1_52 gx) gx gx,# 3
A
& 0y # 0

avec gz # 0> cg #0

=
&3 #0

Remarque :

La condition (1) exprime que le déterminant de la matrice
caractérisant l'interconnexion, avec des coefficients de counlage
kij = 1 des systémes "rapides".82 et S3 doit &tre non nul (voir chapitre II)[}O]
i,j=2,3
1#]
Pour la détermination de M? , la méme &tude que précédemment
peut &tre reprise, en remplagant A par M!, 1'élimination se faisant au

niveau de 1'indice 2.
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La forme totalement dégénérée du systéme est alors caractérisée
par la matrice M? telle que :
x * x, *
(1 +g5) &5 + a5(g5 + 1) 7

B1 C1

2 _
M'A11+ A
g &3

Remarques importantes :

- Les résultats obtenus pour les matrices M! et M? sont similaires

4 ceux déterminés précédemment pour les matrices compagnon.

03
. . . . . . * 0
Il apparait encore ici des expressions invariantes 83 * 33 2 |
so+0> £F
02 0 073
et gz == g qui représentent des "pseudo-gains statiques", puisque
S5%% T2

seuls les termes de degré zéro et les non-linéarités des systémes 82 et 83

apparaissent, de la méme fagon que l'on avait précédemment mis en &vidence

les termes K2 et K3.

bO2 b03
- Les valeurs de K, = ——r ot K, = ~—3—- auraient &té
() %F 53 7 a0

2 a4p
semblables & celles obtenues pour g; et &3 si l'on avait considéré

des systémes Si de type Lur'e Postnikov en boucle fermée comme dans le
cas de la présentation des systémes en fléche et explicité les coefficients

i -

I1 apparait en effet dans ce cas (en considérant le i sous-

systéme bouclé sur lui-méme par l'intermédiaire du retour )

T
€ = [bOi’ Pyjs -oes bq.—1 i]
] > - - -
1l'expression a’ki(') = e, + £ b Vk =0, ..., q; =1

et Vi

1,2,3

Ce qui donne pour le gain statique instantané du systéme Si
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- Les expressions déterminant les termes des matrices dégénérées
sont semblables, malgré la forme compagnon (1) et fl&che (2) des matrices

initiales A..
ii

% aprés la premiére étape sous forme

1 - ) s s o
Mij = Aij + K3 Aij };q 1,2
(1) e
1 T
M.. =A.. + K, B, C.
ii 11 37171
ou
1 *
.. = A.. + A..
MIJ AlJ €3 i
(2)
1 x T
o | Mg Ay e By O
% aprés la deuxilme &tape
. (14-1(2)1(3 + (1+K3) K, T
S R R a3 B &
5
x * * *
ou _(1+g)g +(1+g)52 T
M2 = A+ e 3 3 B, C
: 11 L % x 171
gz .23

- Les formes initiales des matrices sont conservées.

- I1 est donc possible de conclure que cette transformation
des matrices Aii et Aij formant le systéme initial S = S, v 82 U S3,
ainsi que la mise en &vidence d'expressions invariantes se retrouveront
toujours, dans le cas oul le passage d'une forme de matrice & une autre

aura &té exécuté par changement de base.

Ceci généralise i toute forme de matrice les résultats obtenus
pour ces deux cas particuliers, matrice compagnon et matrice fléche.

Seul restera d déterminer l'invariant correspondant.

- Toutes les &tudes précédentes effectuées sur la forme compagnon
pour le deuxiéme type de démarche consistant & négliger en une fois toute
la partie rapide, constituée ici de S, et S3 peuvent &tre reprises, en

modifiant les invariants.
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- Si les coefficients de couplagé kij ont une vale

1,3=1,2,3, i#]
différente de 1, qui était celle considérée jusqu'ici, ils apparaissent

dans les expressions des matrices de couplage Aij’ qui sont alors obtenue

T
par kij Bi C.j .

Dans ce cas, les matrices Mij s'expriment par

1 - _ -1 L= * T

Mig = Ay5 ~Aj3 A3z Agy = Ajy v By kg 83 B; G
i,5=1,2

-1 * T

M. =A.. - A, .= (1 + Kk, . . C.

i3 = A1y T Aiz B33 B (1 + k;5 &3y g3) By C; ,

V - ETUDE DE LA STABILITE DU SYSTEME GLOBAL

La forme particulildre obtenue pour la représentation matri-
cielle des processus a perturbations singuliéres va nous permettre, en
utilisant les résultats des deux précédents chapitres de mettre en

évidence une propriété remarquable.

Considérons le systéme S constitué de deux sous-systémes

interconnectés S., S, du type Lur'e Postnikov et décrits par des matrices

1? 72
en fléche

e s 0 4 91_1 1,1
i i -
8y . ;EE (aj ak)
.. j#k ;
_ 0 \_\ [
ii = Tl :
i=1,2 a1 SR
L R iy i_ i _d
Pi( a'k) EE By Sq -1 cq -1 f?
L k=1 1 J




A.. =B, CT
ig ~ i
Qemm = s mmme e ieeeiaeseaao.o...o g
A, . = : :
1J : \
O = - e e i e e e O
e e . S E a4 : J
N, (-ag) Ns(-ag ) 9q.-1
- J J .

Le systéme S est représenté par l'équation matricielle

- - - - - -
Q
% Ay A2 *
o =
Ho %o Ao Ao X5
Le = N - b -
Théoréme
St
() pour chaque fonction de transfert, numérateur et

dénominateur forment ume paire posttive.

(27) c§ -1 - c; 4 >0 (produit des termes de couplage > 0)
2 1
(127) les zéros de la partie linéaire du systéme sont réels;

négatifs et distinets (i = 1,2)
. %
(zv)  P; (0) 3e>0

alors la vérification de la validité de la conjecture linéaire permettant
de concelure & la stabilité asymptotique du systéme dégénéré S' implique

la méme propriété pour le systéme initial S.

Démonstration

. . i .
Choisissons pour - & les zéros des numérateurs des fonctions

de transfert Wi(p).
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Compte tenu des propriétds (i) et (ii), un simple changement de
base permet de donner aux matrices A11, A22, A%1 et A la forme corres-—

pondant 3 1l'opposée d'une Z-matrice symétrique.

La matrice A satisfait alors les conditions de validité de la
conjecture linéaire qui s'exprime d'une part par les conditions (1ii)

et d'autre part par les inégalités

e

S J
(-1) © det A22 = P2(O) 3 >0

a.+q Cq q
12 detA=(~1) 2detA . (=1) 1det(

et (-1) 55

11 A12A22A21) 2€>0

or cette dernidre relation se décompose sous la forme

P; (0) 3 € >0

q
Vet (A11 - A -1 A..) = P‘*(o) 3e>0

et (-1) 12 Boo Aoy 1 |

ce qui correspond bien 3 la condition suffisante de stabilité du systéme
dégénéré s'. '

Ce résultat peut &tre généralisé 3 plus de 2 systémes, toujours

dans le cas oi la conjecture linéaire s'applique.

Dans le cas contraire, la méthode classique d'étude de la
stabilité du systdme S consiste 3 &tudier la stabilité

- des systlmes rapides

- du systime dégénéré 84 obtenu

Ainsi considérons le cas des 3 systémes d'ordre 3.

V-1 PREMIERE DEMARCHE

S3 est le systéme le nlus rapide-::}'u3 =0

Une premidre condition de stabilité s'impose pour 83. Ce
systéme est représenté paf une matrice en fléche A33. Si A33 vérifie les

conditions d'application du lemme de Kotelyanski, c'est-a-dire

* az >0 Vi=1,2

b
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* éléments symétriques par rapport 4 la diagonale de méme
signe.

* &él3ments non constants situés sur une seule rangée

alors S3 est stable si

P§ (0) 2e>0 (cf chapitre I)

o7

ce qui correspond Sg + f§ cg 2€ >0

3
S
ou s> .2
3773
0

Le systéme dégénéré est représent par une matrice en fléche
et se présente sous forme de deux systSmes non lindaires interconnectés

S% et Sé. Ce cas a &té &tudié dans le chapitre II.

]

1 1 ’
M. () M
1 12 1 . * T
W) avec Mij = (1 + g3) B, Cj %;@=1’2
T vl = E 1#J
M1 Ml (.) et Mi; = Ay vy B Gy
L 21 22 i21.2
2
ou encore
1 : 11,1 7]
-8, 0 (ay-a,) ] 0 0 0
1 1 141 ‘
0 a, (a1-ae) l aQ 0 0
* 1 * 1 1 1 2 ®, 2
3T _pl _ 1(_ 1(_
B e) Py a2) a,+a,-S, , N2( a7) N2( az) (1+g3)02
1, ® =
-a,(£7-g22)
Mi()=l o o o_o__eTvIl L — —
2 2 2,-1
0 0 0 l a) 0 (az-a1
0 o 0 | 0 —ag (af-ag -
1/_ 1 1/ 1 %, 1 _plE,_ 2 _plE,_ 2 2 2_42
N1( 31) N1( a2) (1+g3)02 l P2 ( a1) P2 ( a2) a1+a.2 52
2 =
—0= (£3-g%)
i l 2\ t2"83/ ]
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avec P;x(p) = Di(p) + (f§ - g;) Ni(p)
i=1,2

Ni(p) = (1 + g3) N;(p)

Cette matrice M'(.) ne remplit pas les conditions permettant

l'application du lemme de Kotelyanski, puisque les €léments non constants

sont situés sur deux rangfes. I1 faut donc aprés permutation de la 3°me

et 5eme

ligne, définir une norme vectorielle p telle que le systéme majorant

qui s'en d8duit soit caractérisé par une matrice remplissant ces conditionms.

Soit P(x) = [|X1l, Ilex ‘X3!, |xhl! !xsl + lxsl] T

Ce calcul a été développé dans le chapitre II.

Du systéme S' d'ordre 6 se déduit alors un systdme de comparaison

d'ordre 5, représenté par la matrice C'(.)

-a} 0 0 0
0 -a) 0 0
>
- 0 0 -a2 0
= 1
0 0 0 -ag
l_ 1%, 1\| _plx, 1 _plXx,_ 2 1%, 2
IPi(aVi Py (-s,) Py (-a]) IPg(ae
+ + + +
max
Nl (-a)) N (-a)) N (-a?) N (-a2)
1 78y 1 2 2 {78

11
(a2 a1)
11
(a1-a2)

2 2
(az-a1)

2_2

(a1--a.2

1.1 1
a1+32-82

1 b
2(ff-53)
(T N
+l02(1+g3)l ;
2 2 .2

a1+a2-82

2,2 %
-Gz(fe—g3)

a®)

+’62(1+g§)' ]

Le lemme de Kotelyanski s'applique a8 C (.) si le terme C_._. est

négatif, c'est-a-dire

55
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<0 Vg

ver e fégyf
V’fz € Sé%ny

1 g 1 1, % *
1 - - -
a, + al S o (f1 g3) +

1 b d
2~ 9 o (1 + g3)

2 2 2 2 *
- - - <
a, + a2 82 o- (f 33) + 0

> *
1 o 5, o, (1 + &3)

Le systime d8généré S!' est stable si

4 ct.
cl+ 5 —E ¢l oc-e < o0 relation(II-9)
55 i=1 (‘C}.) 21 '
i1 '

ou encore

Péx(-a%) + N
—J _ J £ -£<0

8.1 a.l - a.l l
5181 7 %

L2 2
Coc + .
= §=

Cependant il peut &tre plus aisé de définir le systéme S?
doublement dégénéré, puisque alors le systéme est représenté par une

matrice en fl&che mince, ce qui simplifie 1'étude de la stabilité.

Donc si la réduction de dimensionnalité aprés une &tape
n'est pas suffisante, il est possible de passer & un niveau de dégéné-

rescence supplémentaire ce qui n'est possible que si le systéme "négligé"
1

est stable, soit ici S2

" n

.
Eme .
& est négligé

2 &tape u2’= 0 . le sous-systéme S}

2
Le systime d8généré S? est représenté par

2 - * T
M“(.) = A11 + B B1 C1
* * * *
s (*+er)ey+ (1 +83) g,

avec B =

x* =
V-8 8y

1

Y qul s'exprime par les

avec la condition de stabilité portant sur S
contraintes suivantes

. a? >0 pour j = 1,2
. termes symétriques par rapport a4 la diagonale de méme signe

. Pé’(o) 3E>0
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ou encore

2 2 *
85 * 9 (1”; g3)2€>0
Ce qui peut s'écrire
O,2
2 . 2 * = x 0
(SO + 3, f;) (1 - g5 g3) 2 € > 0 avec g = 32 E: 5
0T 2%

ce qui est é&quivalent &

2 2 *
Sc + 0. £5 3 €>0 &> P (0) 3 € >0 (5, stavle)

et
x = x x <
1—ggg3>s>o@gag3<c 1

Dans ce cas, si M?(.) vérifie les conditions d'application

-~

du lemme de Kotelyanski, et notamment appartient & l'ensemble des - M
matrices,
S? est stable si

. les termes éymétriques par rapport 2 la diagonale sont de méme signe
. P¥*(0) 3 >0

1 1 *
so+co(ff—B)>e>o

1f”) (1'-B*g*)>e>o

1
(8g *+ 9y T, 1

ce qui se décompose en deux conditions

Sg) + og) f’f 3 €> o@ﬁf(o) 3 €>0 (s, stable)

* = * =
- >
1-B gy 2€>0 &> B g, € C<1
Il est possible donc de rassembler les conditions de stabilité

de S, en supposant que toutes les conditions portant sur les &léments hors

diagonaux sont remplies

3 3
1) S, stable ;\»so+cof’3‘ze>o
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£

*
>
5 2€>0

1 . 2 2
2) S, stable : | 8, stable =3 S + 0,

-
&> 83 £C <1

3) 87 = 8% stable : si stab1e=:>sg + 08 ff 3€>0

Bxsf<c<1
*, % * *
(1+g3) gy + g (1 + g3)

avec BT =

x =
Ll - 29 -
i
* % .
avec 8; = < =z 1 1= 1,2,3
SO + fi OO

V-2 DEUXTEME DEMARCHE

Si 1l'un des sous-systémes S, ou S3 (ou les deux) est instable,

2
mais si le couplage S2 U 33 est stable, il est possible, gréce i la
deuxidme démarche présentée de définir 2S dégénéré et d'en déduire la

stabilité.

I1 apparait ici encore la supériorité de cette méthode sur
la précédente, les contraintes de stabilité portant sur les systémes
composant la partie "rapide" sont allégées, et réduites & des contraintes

concernant leur couplage.

3 2’3
L'étude de l'inversibilité de la matrice A est menée
2,3
comme dans le cas des systémes représentés par des matrices compagnon

et la condition obtenue s'dcrit alors :

2 3 '
95 + 95 #0
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CONCLUSION

La méthode des perturbations singuliéres permet une approche

simplifiée des systémes de grande dimension, linaires ou non.

Deux démarches ont &té présentées, la seconde permettant
d'envisager 1'étude dans le cas ol l'un des sous-systémes rapides

ne vérifie pas 3 priori 1l'hypothése de stabilité.

La mise en &quation matricielle des systémes dégénérés a &té
également systéﬁatisée et le formalisme mis en &vidence montre 1'indé&-
pendance entre le choix initial de la représentation dans 1'espice d'état
et la présentation du résultat obtenu, tout en faisant apparaltre des
expressions invariantes, indépendantes du comportement fréquentiel du

processus.

Un résultat remarquable a &té mis en évidence permettant pour
une classe importante de processus de conclure rigoureusement & la
stabilité asymptotique du systéme complet 3 partir des seules contraintes

de stabilité définies pour le systéme rapide et le systéme dégénéré.

Dans le cas génfral, la mise en équation obtenue pour le
systéme dégénéré permet une étude aisée de la stabilité, compte tenu

de la précision recherchée.
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ANNEXE 11

Calcul du déterminant d'une matrice

blocs

Soit la matrice carrée P

T | U
-V W

1) Si det T # 0, alors

det P = (det T) x det (V T

La démonstration de ce théoréme est la

La matrice P peut s'écrire

T 0
r

]

1 -V

ol Ir et Il sont les matrices unité de

ol T [r x r]
w [1x1]
U [rx1]
vV [1xr]
U+ W)
suivante
0 I oy
r
I 0 vl U+ w

rang respectivement r et 1.

La détermination de P est alors le produit des déterminants

de chacune des matrices d'od le résultat. 9

2) Si det T = 0, cette décomposition suivant Rosenbrock n'est plus

possible. Nous allons montrer qu'il existe une forme &quivalente qui

permet de calculer le déterminant de P.

Ainsi, i au lieu d'isoler T,

s'écrit alors, si det W # 0O

Le déterminant de P s'derit alors

on isole U, la matrice P

[

H

det P = (det W) %= det (T + U W

1 V)
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CONCLUSTION GENERALE

Les résultats présentés dans les deux premiers chapitres de
ce mémoire constituent une suite et une extension des travaux relatifs
a4 la représentation des systémes & l'aide de matrices caractéristiques

en fl3che (chapitre I, [L]).

L'utilisation des méthodes de la programmation linfaire a
permis de mettre en &vidence une simplification de 1'étude de la stabilité
des systémes de grande dimension, et de se ramener, directement ou non,
au cas de validité de la conjecture linéaire, ce qui a rendu possible
une recherche systématique et optimale des domaines de variation admis—

sibles des paramdtres non constants des systémes &tudiés.

Dans le cas ol le processus envisagé est composé d'une partie

4 évolution rapide et d'une autre plus lente, la méthode des perturbations
singuliéres, en réduisant l'ordre du modéle en simplifie notablement
1'étude. Les résultats que nous avons présent@s permettent de généraliser
son application i des systémes qui ne vérifient pas obligatoirement
1'hypothése généralement admise de stabilité des sous-systémes. La mise
en &vidence d'expressions invariantes et la présentation d'un formalisme
général simplifié de mise en équation des systémes dégénérés: laissent :
envisager la possibilité d'étendre cette méthode au cas des processus .

fortement non lin&aires.

C'est dans cette voie que nous pensons poursuivre ce travail.
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