
50 3310 
-- 

4 9 8 4  1 
449 

I 

No d'ordre : 258 i l 

THESE 
présentée à 

L 'UNlVERSlTE DES SCIENCES E T  TECHNIQUES DE LILLE 

pour obtenir le dipfôme de 

DOCTEUR INGENIEUR 

Par 

Geneviève DAUPHIN - T A N G U Y  

Ingénieur I D N 

SUR UNE N O U V E L L E  M E T H O D E  D'APPROCHE 

DE LA S T A B l l l T E  DES PROCESSUS CONTINUS NON LINEAIRES 

ET DES 

Soutenue le 30 

SYSTEMES 

Janvier 1981 deva* Jury d'examei 

MM. F. LAURENT 

P. BORNE 

Lj. T. GRUJIC' 

J.C. GENTINA 

M. BENREJEB 

M. MORIAMEZ 

G. CARNAILLE 

INGULIE RES 

Président 

Rapporteur 

Examinateur 

Examinateur 

Examinateur 

Invité 

Invité 



AVANT PROPOS 

Les travaux que nous présentons dans ce mémoire ont dté 

effectués au Laboratoire de Systématique de l 'Universitd des Sciences 

e t  Techniques de LiZZe. 

Nous tenons à remercier Monsieur l e  -Professeur LAURE-Y!T 

pour 2-'acrmsil qu ' i l  nous a réservd au sein de son équipe de recherche 

e t  pour Z'intdrêt qu ' i l  a montré pour notre tnxvail. Nous somes t r d s  

honorde qu'il  a i t  accepté de présider notre jury e t  nous voulons l u i  

témoigner notre "gratitude. 

C'est avec empressement que nous exprimons à Monsieur le  

Professeur BORhV toute notre reconnaissance pour l 'aide efficace e t  

constante qu' i l  nous a apportée durant la réalisation de ce mémoire. 

L'atmosphère dynamique e t  ddtendue qu'il  a su créer dans son équipe 

nous a beaucoup encouragée dans le  déroulement de nos recherches, e t  

nous le  remercwns très  sincdrement pour la confiance qu'il  nous a 

toujours témoignée. 
I 

Nous prions Monsieur le  Professeur GRUJIC d'accepter nos 

plus v i f s  remerciements p w  la marque d'intdrêt qu ' i l  a montrée pour 

notre travail en acceptant de participer d notre jury e t  p o u r  l e  soutien 

que nous apportent sa présence e t  sa renanrn.de internationale. 

Mons7:eur le  ,+ofesseur GELWINA a bien voulu j u g z ~  notre 

travail e t  participer au jury de thèse, nous lu i  transmettons nos trds  

sincères remerciements. 

Nous exprimons notre reconnaissance à Monsieur le  Professeur 

M. BENREJEB pour l e s  conseiZs qu 'il nous a prod-ig.ués e t  2 'aide qu 'il 

nous a apportée durant la réalisation de ce travail.  Nous tenons m s s i  

à le  remercier pour sa participation à notre jury. 



Que Monsieur le Professeur MORIANEZ, Directeur de Z 'Institut 

Industriel du Nord, reçoive ici le témoignage de notre respectueuse 

et profonde reconnaissance pour Ze soutien qufiZ nous a apporté en 

participant à notre jury. 

Nous sorrunes très honorée que Monsieur CARNAILLE, membre du 

Directoire de Z'APC, ait accepté, malgré ses lourdes tâches de nous 

consacrer une partie de son temps en assistant à Za soutenance de 

cette thèse. Qu'il trouve ici Z'expression de no-bre profonde gratitude. 

Nous tenons aussi à remercier tous les membres du Laboratoire 

de Systématique pour ZfexeeZZente ambiance qui règneodans toute l'équipe 

et qui nous a permis de travailler dans un climat amical. 

Que Madame COPIN, Madame FERRAR et Monsieur SOYEZ, sans qui 

la réalisation matérielle de ce mémoire n'aurait pu être faite, soient 
aussi remerciés pour Zeur pentiZZesse et leur accueil toujours souriant. 



INTRODUCTION GENERALE 

L'étude des systèmes réels, qu'il s'agisse de processus 

physiques, économiques ou biologiques conduit souvent à une description 

par un modèle complexe et/ ou de grande dimension. Le rôle de ce 

modèle est, d'une part de ~ermettre une analyse du comportement du 

système dans une situation donnée et d'autre part, de simuler l'évolution 

de celui-ci en présence d'entrées déterminées. 
& 

Dans le cadre des processus continus envisagés dans ce mémoire, 

une attention toute particulière est accordée aux processus de tyye 

Lur'e Postnikov. Pour ces systèmes, il est possible de distinguer une 

partie linéaire, le plus souvent caractérisée par une fonction de transfert, 

précédée d'une non-linéarité en général représentable par son gain instan- 

tané équivalent. 

Le premier chapitre présente une approche nouvelle, utilisant 

les résultats de la programmation linéaire, de la stabilité des processus 

monovariables du type Lur'e Postnikov. Une méthode d'étude de la stabilité 

en résulte, particulièrement adagtée à l'optimisation du domaine suffisant 

de stabilité, et du comportement dynamique du processus lorsque les carac- 

téristiques non-linéaires de celui-ci sont fixées à priori par des consi- 

dérations technologiques. 

L'étude est généralisée dans le second chapitre et étendue aux 

processus de type Lur'e Postnikov interconnectés, les interconnexions 

étant linéaires ou non. Une application à la synthèse est proposée, en 

particulier dans le cas des grocessus compensés par réseaux correcteurs. 

Une méthode de simplification du modèle permettant l'application 

des résultats précédents à une classe plus large de srocessus est présentée 

au troisième chapitre. Elle concerne essentiellement des processus hiérar- 

chisés et/ou interconnectés dans lesquels il est possible de distinguer 

des sous-systèmes de vitesses d'évolution distinctes. L'approche s'appuie 

sur la méthode des perturbations singulières, qui consiste à considérer 

la réponse de la partie rapide comme instantanée en regard de la vitesse 

d'évolution de la partie dite lente, permettult, ainsi réduction de 

dimensionnalité. 



1 

Deux démarches sont proposées. La première procéde par 

simplifications successives utilisant une méthode itérative de mise 

en oeuvre particulièrement aisée, compte tenu de la représentation 

d'état adoptée pour le processus. L'arrêt de l'itération est alors 

défini par la précision souhaitée dans la modélisation. 

La deuxième démarche suppose une distinction ?i priori entre 

partie lente et partie rapide et conduit également à un algorithme 

d'élimination d'expression sim-le. 

1 
Ces deux approches sont développées dans le cas de représen- 1 

l 
tations d'état particulières, choisies en vue de permettre une étude 

simplifiée de la stabilité du système réduit (dit dégénéré) et conduisant 

à des conditions les plus voisines possible de celles qui auraient été 

déterminées 5 partir de la représentation initiale. 
l 

Dans les deux cas, le modèle obtenu après simglification permet 
1 

l'application des résultats présentés dans les deux premiers chapitres. t 



C H A P I T R E  T 

REPRESEMATTUN VES SYSTEMES CONTINUS VYN44tO,UES. 

S T A B T L I E .  

Ce chapitre concerne la présentation et la formulation de 

deux démarches qui yermettent l'étude de la stabilité d'une classe 

importante de processus continus non linéaires. 

La méthode prowsée [l] , [2] consiste à choisir une 

description permettant de conclure à la validité de la conjecture du 

linéaire, et pour laquelle l'application directe du lemme de Kotelyanski 

fournit une condition suffisante assurant la stabilité globale du 

système. 

La première approche concerne l'étude d'un système dans le cas 

où les seules informations relatives aux caractéristiques non linéaires 

du processus sont les limites des domaines de variation. Cette étape 

est un rappel des travaux publiés antérieurement par divers auteurs 

Le cas où ces domaines ne sont pas déterminés à priori est 

alors envisagé. L'intérêt de cette méthode est de permettre, dans un 

esprit de synthèse, l'optimisation, au sens de l'utilisateur, des 

caractéristiques dynamiques du système. 



I - ST?7UCTURE DES SYSTEMES CUMZNUS VYNAM?$!ES 

Un système physique est caractérisé par deux ensembles de 

variables : 

- d'une part les variables de sortie accessibles à la 

mesure. 

- d'autre part les variables d' entrée permettant d'agir 
sur le comportement du processus. 

A chaque système ?eut être associé ~ a r  identification un 
l 

I 
modèle mathématique qui reproduit l'évolution du processus sur l'intervall 

de temps [to. CO[,  t o c  gdéfinissant l'instant initial. 

Une représentation schématique des processus étudiés est 1 
donnée figure 1-1 . 

Figure 1-1 

élaboration zie 

L'ensemble des variables de commande constitue un vecteur 

u(t) de dimension m 

Le vecteur u(t) est élaboré à partir des variables de consigne 

e(t) et des sorties s éventuellement retardees. 

systèm, 

2t'cldié 
s<t) 



De même l'ensemble des variables de sortie constitue un 

vecteur s(t) de dimension r 

sT(t) = {s,(t), ... y sr<t>} wt. 7 

Les vecteurs u(t) et s(t) sont des fonctions du temps continues 

ou continues par morceaux. 

Aux notions de commande et de sortie, il faut également ajouter 

celle d'état qui regroupe toutes les informations permettant, pour une 

loi d'entrée donnée, de prédire le comportement du système sur l'intervalle 

de temps considéré. La dimension du vecteur état détermine l'ordre du 

processus. 

Une équation vectorielle d'état régit l'évolution du système 

dynmi que 

où x E X  c est la valeur à 1 'instant t du vecteur état de dimension n . 
A(t, x) et ~ ( t ,  x, u) sont des matrices dont les termes sont généralement 

non constants. La sortie du système est donnée par l'équation : 

1 - 2  D E S C R I P T I O N  D E  LA NOTION D E  S T A B I L I T E  RECUERCUEE ................................................ 

Le vecteur état x met en évidence la dépendance existant entre 

l'état du système à l'instant t, celui à l'instant initial to noté x 
O 

et les commandes. 

avec 



Les systèmes étudiés ayant une structure bouclée, nous noterons 

de façon simplifiée 

Les définitions de la stabilité sont nombreuses. Nous rappelons 1 
ici celles qui seront utilisées par la suite. 

La solution x(t) = O d'un système décrit par l'équation 1 1  , 
pour e E O est stable au sens de Lyaounov si > O et t O E y, 
il existe 6(to, E)  > O tel que si 1 lxo[ 1 < 6(t0, €1, on ait 

Définition 2 [5] 

La solution x(t) = O d'un système décrit par lt6quation (1-1), 1 
pour e 5 0,est asym~totiquement stable si elle est stable au sens de 

Lyapuriov et s 'il existe 60(t0) > O V t O E y t e l  que si 1 1 xo( 1 < o0(to) 

on ait lim x(t, xo, to) = O. 
t- 

La solution x(t) = O du système (1-1) est asymptotiquement 

et globalement stable si elle est stable et si toutes les solutions de 

(1-1) tendent vers O quand t + m. 

Plusieurs agproches sont envisagées : 

- le concept des normes vectorielles utilisé par BORNE et 
GENTINA [l] , [2] qui permet d'appliquer aux systèmes non linéaires la 

conjecture du linéaire et le lemme de Kotelyanski 

- la méthode des perturbations singulières L61 1. ['l y [BI 



1-3 DESCRlPTlUN DES SYSTEh4ES ETUDTES ................................ 
Les systèmes de grande dimension dont l'étude va être 

développée dans ce mémoire sont stationnaires et du type LUR'E POSTNIKOV. 

Ils sont décrits par l'équation vectorielle de la forme : 

telle que ? t c g n S  V t  ~7 

et f ( ~ )  étant une fonction appartenant à la classe O. 

Comme l'indique la figure 1-2, ils sont formés d'une partie 

linéaire, dont le régime libre est caractérisé par la matrice A à 

coefficients constants, et d'une partie non linéaire séparable. 

L'entrée e et la sortie s sont des g r a ~ d m s  scalaires. 

Figure 1-2 

T 
s = C  X 

> 
E 

? 

Fartie linéaire 
Zu 

système étudié 
J 



Les relations (1-2) conduisent à une nouvelle description du 

proces sus 

dont lldvolution en régime autonome (e = 0) est caractérisée par la 
relation : 

II  - S Y S T E M E S  MONUVARTABLES CONTINUS DE T Y P E  L U R ' E  POSTNTKOV 

1 7 - 1  P O S I T I O N  VU PROBLEME ----------_--------- 
L'étude des propriétés de stabilité des orocessus non linéaires 1 

a fait l'objet de nombreux travaux. 

La méthode fondée sur les nomes vectorielles, conduisant 

aux critères pratiques de BORNE et GENTINA [l] et [2] ghéralisé 

aux processus non linéaires le lemme de Kotelyanshi [g] et permet 

d'appliquer à de grandes classes de Trocessus la conjecture lingaire. 

M. BWREJEB [3] a défini une nouvelle forme canonique dite 

"en flèche" qui conduit à une mise en oeuvre directe de ces critères 

pratiques d'étude de la sta3iliS. 

Cependant deux démarches sont possibles : 

- si le domaine de variationgf de la non linéarité est 
fixé, il suffit alors de montrer que la condition de stabilité asymptotique 

globale est vérifiée V f E g f  . 
- si le domaine de variation 9 f n'est pas connu, le problème 

est àe définir un domaine dans lequel, en tout point, la condition sera 

vérifiée. 

L'étape suivante est d'optimiser cette recherche et de déterminer 

le plus grand domaine possible respectant les contraintes imposées et les 

performances souhaitées pour le système. I 
Ces deux a~oroches demandent le même conditionnement de la 

znatrice caractéristique. 



7-  2 REPRESENTATTON M A T R I C l E L L E  S O U S  FORME CANONlflUE EN "FLECff E MINCE" --------------------------------------------*------------------- 

Le modèle mathématique choisi permettant l'identification 

de la partie linéaire du système étudié est sa fonction de transfert 

N( ) 
W ( P )  = telle que dO(N)ç dO(~) - 1 

L'équation vectorielle d'état régissant l'évolution du système est : 

T Si le vecteur état x = (xl, x2, ... xn) est tel que 
x = s  (i-l) i = i, ..., n, les matrices A, B, c ont la forme : i 

A = 

r - 
O 1 0 - - . - -  - - - - .  0 

O O 1 

, ' 

l 
O 

O 0 - . . . -  . - - . .  O 1 

-So 
- 

- -S 1 - .-.  - - - - - -  - 'n- 1 

Sn S 
n Sn 'n - - 

Cette matrice est de la forme "compagnon1' [16] 



O 

M = A - B C ~  f*, t e l l e  que x = Mx s ' é c r i t  donc : 

Le changement de base de matrice P l  donne à l a  matrice M une 

forme en "flèche mincef' [ h l  



pX(p) = ~ ( p )  + ? ~ ( p )  représente l e  "polynÔme carac té r i s t ique  instantané" 

M s 'exprime dans l a  nouvelle base 8 = P;' M Pl 

associé  à l ' équa t ion  d i f f é r e n t i e l l e  régissant  l ' évo lu t ion  du système 

$ 3  

considéré. [ L I ,  LOI. 

- 

- o..- . . . - . . . . . . .  - . - - - -  - - - - - - - O  . 
\ 

\ 

0 .  -a . 2 .  
. . 

I . . . 
8 

. 
\ . - . 5 

I 

. -a 
i .  

I . . -. O . . 
0' - -  - .  - . -  - - - -  - -  - - . .  - .  ' O  -a 

n- 1 

S i  l e s  garamètres a. sont chois is  égaux aux racines de B(p)  
1 

P * ( ~ )  e s t  a l o r s  indépendant de f*. (-- a:) 

'17-3 CRTTERE PRATTOUE DE STABTLITE 
--------------\-------------- 

Soi t  34 la matrice, d'élèments m ca rac té r i s t ique  du système 
i j  

Le c r i t è r e  pra t ique de s t a b i l i t é  [2] s ' gnonce : 

( i )  S i  l e s  termes hors diagonaux de l a  matrice sont non 

négat i fs  . 
(ii) S i  l e s  termes non constants s o n t  i so l é s  dans une seule 

l igne  ou une seule  colonne. 

a lo r s  l a  vé r i f i c a t i on  des conditions de s t a b i l i t é  des systèmes l i n é a i r e s ,  

exprimées 5 p a r t i r  du lemme de Kotelyanski [2], [ g ]  , implique l a  s t a b i l i t é  

du système non l i néa i r e .  

L a  s t a b i l i t é  asymptotique e s t  assurée s i  : 

( - i l r  de t r  M > E > 0  pour r = 1, ..., n ~ x c I c g ,  ( O J E ~ ,  

(det, M représente l e  mineur p r i n c i ~ a l  d 'ordre r de M) . 1 # ( O }  



BENREJEB [31, [L] a u t i l i s é  ce c r i t è r e  en vue de l ' é t ude  des 

matrices en f lèche en a jou tan t  deux conditions : 

iii) S i  l a  matrice ca rac té r i s t ique  e s t  en f l èche  d 'ordre  n. 1 
i V )  S i  l e s  termes diagonaux mii , i = 1 ,  . . . , n-1 , sont 

constants e t  négat i fs .  

La s t a b i l i t é  asymptotique du système e s t  assurée lorsqu.'est 

v é r i f i é e  l a  condition 

( - 1 ) ~ d e t ! 4 2 ~ . 0  v x  E 1 
s i  de plus X E  1 = l a  s t a b i l i t é  e s t  globale. 

t 

R5?!%9ue : 

L a  contra inte  (i) peut ê t r e  a l légée.  Il s u f f i t  en e f f e t  d'impose 

que l e s  termes mik e t  nki ( k  f i x é  e t  i = 1 ,  ..., n-1, i # k)  soient  de 

même s igne pou .  toutes l e s  valeurs de k ,  k = 1 ,  ..., n-1. 

Il  e s t  possible a lo r s ,  par un changement de base a p p r o ~ r i é ,  

de l e s  rendre non néga t i f s .  

Soit  : 

2 =' 

Les conditions d ' a ~ p l i c a t i o n  du lemme de Kotelyanski à l a  

matrice I? sont vé r i f i é e s  par l e  choix approprié des coef f ic ien t s  ai 

qui sont l e s  élèments de l a  matrice de chargement de base P l  . 
La r e l a t i on  (-1 )n  det h? 2 E > O s ' e x p l i c i t e  sous l a  forme : 

P (o )  ~ E > O  



R e m ~ g u e  : 
Cette contra inte  e s t  indépendante du changement de base cho is i .  

R E l le  dépend uniquement de P ( p ) ,  "polynôme carac té r i s t ique  instantané" 

du système étudié .  

III - M I S E  EN OEUVRE DU C R I T E R E  QUAM) LE DOMAINE DE V A R I A T I O N ~ ~ E S T  

FIXE.  - 
III- 1 CUNVTTIONNEEAENT DE LA MATRICE 8 ................................ 

R L'expression P ( p )  = D(p) + f* N(p) d é f i n i t  un  fa isceau de 
* polynômes quand f va r i e  dans l e  d o m a i n e g f = b ,  L] . 

Le c r i t è r e  pra t ique,  pour son ap-l ication impose des con t ra in tes  
* su r  l e s  signes des termes hors diagonaux, en p a r t i c u l i e r  s u r  l e s  P (-ai). 

Le choix des coef f ic ien t s  a e s t  donc détermin$ par l a  l oca l i -  
R 

i 
sa t ion  des racines des polyriÔmes P ( p ) .  

- -  Locat-dation des mcines du $uhcuu de polynântes P * ( ~ )  

L a  fonction de t r a n s f e r t ,  modèle mathématique de l a  p a r t i e  

l i n é a i r e  du système s ' é c r i t  : 

n- 1 

Les racines  z. du numérateur ~ ( p )  sont l e s  points  communs à 
1 

X tous l e s  polynômes du faisceau de f in i  par P ( 9 ) .  

M. BENREJEB [3] a montré qu'une condition su f f i s an t e  de 

s t a b i l i t é  e s t  que l e s  pôles pi e t  l e s  zéros z soient  a l t e rnés ,  avec i 
~ ~ ( 0 )  > 0. 



Le cas général est ici envisagé O] . 
Après une localisation numérique utilisant une méthode it erative 1 

i 
(Annexe 1) des zéros du polynôme notés X le signe de P ( p )  est déterminé i' 
dans chacun des intervalles , A .  (Les zéros sont négatifs et tels 

d 
- 

que i > j  , lzil > ( z .  1 ) .  
J 

Figure 1-3 

Ainsi dans l'exemple donné figure 1-3, F*(*) > O pour 

Si les paramètres a sont tels que i 

*,a. < a  pour i < j, i # j ,  'di, j = l y  ..., n-1 
i. j 

n- 1 - 1 i- 1 
dors le signe de ( a  - ai) est celui de (-1 ) 

j=1 j 
i # j  



Il faut choisir les paramètres ai pour que les termes de la 
X matrice 3, symétriques par rapport à la diagonale principale, -P (-a. ) 

1 
n- 1 - 1 et (aj - ai) , soient de même signe, ce qui correspond à la 
j=1 
i t j  

condition suivante : 

i signe ($(-ai) = signe (-1) pour i = 1, 2, ..., n-i 

Remarque : 

i Les paramètres ai et les racines Ai des polynômes P (p) sont 
alternés. Les termes m. et mni changent de signe quand i varie de 1 à in 
n-1 . 

A chaque paramètre a = 1, ... n-1 correspond un intervalle . 
de choix oossible a. E -hi-l, -hi 

1 1- 
Le changement de base diagonal de matrice de passage P p  

laisse inchangés les termes dizgonaux et modifie le signe des termes 

non diagonaux m et mni correspondant à des valeurs paires de i. in 



111-2 APPLZCATION VU CRTTERE DE STABTLlTE ................................... 
Les ccnditions d'apylication du lemme de Kotelyanski sont 

bien réalisées : 

. la matrice Y* est une matrice en flèche 

. les termes mii sont négatifs, car les coefficients ai 
vérifiant m.. = - a , pour i = 1 ,  2, . . . , n-1 sont positifs 

LI. i 

. les termes hors diagonaux sont tous de même signe et non 
négatifs 

. les élèments non constants sont grouyés sur la dernière ligne 
Une condition suffisante de stabilité asymptotique globale 

peut alors s'énoncer 

ou encore si on écrit P*(o) = D ( O )  + fi ~ ( 0 )  

Soit le système non linéaire suivant : 

1 I 



Le lemme de Pooov [20] ne oermet ?as de conclure directement à 

la stabilité d'un tel processus, quelle que soit l'évolution de la non 

linéarité, puisque l'un des pôles de la fonction de transfert est positif. 

d'oh 

s'exprime dans la nouvelle base 

avec 
* 

l? (p) D(p) + $ N(p) 

Les points communs des courbes représentatives des divers 
* polynômes P (p) correspondent ici à z l  = - 3 et 9 = - 7, avec 

X PX(-3) = - 20 et P*(-7) = 24. Les racines de P (p) , quand fX varie 
dans l'intervalle g f  = [1.6 , 51 sont localisées comme l'indique 
la figure 1-5. 



Les intervalles de choix oossibles pour les paramètres ai 

sont les suivants, sachant que l'on a pris comme hypothèse al < ag 

Lechcix de a, = 3 = - z1 et a2 = 7 = - =2 permet d'éliminer les termes 
R R non constants de P (-al) et P (-a2). 



Il v i e n t  : 

avec m = + 20 e t  m l 3  = 1 /4 3 1 
élèments symétriques 

1 de même s igne  

Le système é tud ié  e s t  asymptotiquement e t  globalement s t a b l e  

s ' i l  v é r i f i e  : 

3 
( - 1 )  de t  M* 2 E > O 

OU encore 

ce qui équivaut à 

ce qu i  e s t  v é r i f i é  \dfR E 
9 f  

IV - ETME DU CAS OU gF N'EST PAS DETERMINE. OPTIMISATION 

IV-7 PRESENTATION DE LA METHODE .......................... 
Cet te  étude concerne l e s  systèmes dont l a  p a r t i e  non l i n é a i r e  

ne v a r i e  pas dans un i n t e r v a i l e  f i x é  à p r i o r i .  

Ainsi l a  détermination du domaine de v a r i a t i o n  de l ' i nduc tance  

non l i n é a i r e  d'un c i r c u i t  f errorésonnant s é r i e ,  açscrant  l a  non démulti- 

p l i c a t i o n  de fréquence, permet un choix des paramètres du c i r c u i t  fondé 

sur d ' au t re s  c r i t è r e s  de q u a l i t é .  



Le critère pratique d'gtude de la stabilité présenté 

prébdemment donne pour le système des contraintes linéaires par rapport 

à la variable f'. 

Pour une large classe de processus les conditions de stabilité 

s'expriment par des contraintes inégalités dans lesquelles les variables 

interviennent linéairement. 

Une notation générale permet de ~rgsenter sous forme matricielle 

ces contraintes. 

Soient : A une matrice [l x n] 
r 

a une colonne LX x 11 
x E 9, vecteur formé de toutes les variables. 

Le problème à résoudre est donc de dgterminer le domaine 

tel que Ax 2 a soit vérifié en tout point. Ce domaine g e s t  appel6 

polyèdre. C'est un ensemble convexe délimité par les demi espaces a i ,  
1 

qui correspondent à { / x 2 ai, i e  [el indice) 
(Voir les définitions ggnérales en Annexe 1). 

Thtorème [i j 
La conttrainte l inéaire a t t e in t  son m a x i m m  sur t e  potg4dre 9 

en un point extrême de 

Coral laire 

Toute propriété vraie sur les sommets du polyèdre convexe 

est vraie en tout pint situé 5 l'intérieur de ce nolyèdre 9 Le 
polyèdrePest donc l'ensemble des solutions réalisables des inégalités 

A x  2 a, et le problème ?osé n'admet pas de solutions si cet ensenble 

est vide. 

Dans notre étude, le but est de déterminer un domainegf 
i 

de variation pour les non-linéarités. Ce domaine est inclus dans le 

polyèdre 9 et si m est le nombre de variables non linéaires, le 
nombre de tests à effectuer sur le système est au plus de 2m. 

De plus, si des problèmes d'optimisation se posent, une 

solution optimale sera trouvée parmi les points extrêmes du ~olyidre. 

Il suffira donc de maximiser la fonction caractéristique choisie sur 

l'ensemble discret des points extrêmes. 



IV-'2 EnmE VU V O M l N E  DE VARIATION gf ................................ 

Les conditions d'application de la conjecture linéaire, donc 

du critère pratique d'étude de la stabilité,sont suoposées réalisées. 

La contrainte à réaliser est indépendante des coefficients a i 
de la matrice de changement de base. 

i cette expression est du ty-pe A f 5 a où $ est l'inconnue. 

Par définition, 

{ ?  E gn / A f' 5 a) est un demi-espace 9 . 
Le système étudié cornoorte une seule non-linéarité 

Le domaine de variation cherché correspond donc au demi-espace 

Reprenons l'exemole prgsenté-précédemment : 

Figure 1-6 

La contrainte à réaliser est : 

- 3 2 + 2 1 f X  > E > O  

I Le domaine de variation cherchégf est donc la demi-droite 



I V - 2 - 2  Choix d'un &$te dto~tunis&on 

Plusieurs critères d'amélioration des performances existent, 1 
comme des critères inergétiques ou de dynamique (réponse à une sollici- 1 
tation extérieure). 

Nous avons donc choisi dtoptimiser le "coefficient d'amortissement'l 

du système étudié qui caractérise le comportement du système et la convergenc 

de sa trajectoire en régime transitoire ou perturbé b 6 ] .  

L'amortissement d'un mouvement x se fait dans le cas d'un processus 

linéaire suivant une loi exponentielle décroissante. 1 
Si + (~(t) ) est une norme scalaire du vecteur état d'un processus 1 

! 
exponentiellement stable, la relation suivante est vérifiée le long des 

trajectoires du système : 

où a >1 et q > 0  donné ou imposé. 

Soit 8 la matrice en flèche caractérisant le système étudié. 
Sqil existe un coefficient q', n t  > O tel que le système $(!? + n' I,)X 
soit asymptotiquement stable, alors le coefficient d'amortissement du 

système est minoré 9a.r nl. 

In représente la matrice identité de rang n 

Soit n ' > O la valeur minimale souhaitée comme oerformance du système 



Les conditions d 'apolicat ion du c r i t è r e  prat ique de s t a b i l i t é  

n'ont pas é t é  modifiées. 

Seules conditions supplémentaires, il fau t  que 

O < r l < a  
i yb'i = l y  . . . y  n-1 

BENREJEB [k]  a montré que l a  condition suf f i san te  de s t a b i l i t é  

globale dans ce cas s'exprime par  : 

avec P* ( p l  polynôme carac té r i s t ique  instantané du système 

P* (p l  = D ( p )  + 3 ~ ( p ) .  

Donc l e  yoblème l i n é a i r e  qui s e  pose e s t  l e  suivant : 

minimiser l a  valeur de fi, l im i t e  in fé r ieure  du domaine 

n . n-1 
avec l e s  contraintes ' i Z + f* 2 0 -  2 E > O 

i = O  i =O 

O < n' 4 n < a .  b'i = l y  ...¶ n-1 
1 

E n f a i s a n t v a r i e r n  dans l edoma ine  , i =  l y  . . . ¶  n-1 

nous obtenons pour f* l a  valeur L correspondant au demi-espace 

B=[L ¶ [ .  

L'organigramme général d'un t e l  ca lcu l  e s t  arésenté  f i k e  1-7. 

Il e s t  dhcri'; dms  l e  cas où on a une seule  var iable  non 

l i n é a i r e ,  mais il e s t  valable quand plusieurs var iables  sont i m ~ l i q u é e s ,  

s eu l  l e  nombre de calculs  de l imi tes  change. 



:alcul àe l a  va l eu r  xinimaie 1 s e  ;a borne  

i n . ~ 6 r i e l i r e  i e  Bi 

Introi iuct ion ces  données 

e r  des ?aramètres 

Calcul de 5 
L - t L  - niem 

" + %en 

- ,ncrS:aenter ri 

Calculer  & 

Figure 1-7 



Exemple 

Reprenons l'exemple précédemment traité. 

Le domaine de variationgr déterminé est le deai-esyace 

( p E q /  f * ~  + -  , dans le cas 

où le coefficient d'asservisseaent q est nul. 

Soit n' la valeur minimale souhaitée pour le coefficient 
d' amortissement. 

Le problème [P ] devient : 

I O < n ' < n < a i  i = 1, 2 

La relation ( 2 s 'écrit encore : 

Donc à chaque valeur n de l'amortissement correspond une 
valeur de la limite inférieure & du domaine 3,. 

Si est petit, une valeur approchée de l'eqression ci-dessus 

est la suivante : 

R  Quand q croît, la valeur L de f croît, donc le domaine de - 
R  variation gf de f  diminue, ce qui s 'interpète aisément corne un 

durcissement des conditions d ' évolution des paramètres , conséquence 
de l'amélioration des performances du systzme. 



CONCLUSION 

Les deux démarches présentées s'appliquent à une large classe 

de processus non linéaires. Leur mise en oeuvre concerne aussi bien 

des systèmes simples que des processus plus complexes, de type hiérar- 

chisé ou interconnecté 8 , [19] . 
Les techniques d'agrégation [l] , [2] permettent en effet, 

quand les conditions d'application de la conjecture du linéaire ne 

sont pas directement vérifiées, de déterminer pour la matrice carac- 

téristique du système une matrice majorante qui a alors les propriétés 

désirées. 

La programmation linéaire simplifie nettement la vérification 

descontraintes de stabilité, en particulier lorsque les relations 

mises en oeuvre sont complexes et que se posent des problèmes d'opti- 

misation. 



A N N E X E  1 

Rappels sur la programmation linéaire [11] , [12] , [13] , [14] , [15] 

1 - C U E L I U E S  D E F l N 7 T l O N S  

~oientyetfieux ensembles finis d indices, 

et w e u x  matrices, A. une ligne ~articulière de A et a, llélèment 

de a de même indice. 

- ~e plan 9 avec no # O 
(par exemple une droite dans un point dans 9') . 

- go est un demi-espace fermé x 2 a 1 
O 

si A. # O. Le est la frontière de 

go est fermé, convexe, non borné. 
- L'intersection d'un nombre fini de demi-esnaces forme un 

polyèdre 9. 

est fermé et convexe. 

ex : 

- Les plans générateurs ou d'appui de g s o n t  les frontières 
des demi-espaces générateurs de 9 ,  cfest-à-dire les plans 



- La f ront iè re  de 9, n o t é e x @ ) e s t  

- x E P e s t  unpoint extrême de 9% 8 y . 9) 3 2 . 
t e l s  pue x E ] y *  Z[ 

- Un point f ront iè re  peut ê t r e  caractgrisé par l e s  glans 

générateurs z1 passant par ce ?oint. La  f ront iè re  se  décompose donc 

en un nombre f i n i  de sous-ensembles ou face t tes ,  corresgondant au t r e i l l i s  

d ' inclusion des sous-ensembles de 9. 
A tout S c P o n  associe l a  face t te  

F'(s) = ( X E ~ / A ~  x = a s )  

P a r  extension on gose F(6) = 9 
S i  F(s) e s t  réduite à un point,  c ' e s t  un point 

extrême de 9. 
Une face t te  minimale e s t  une face t te  F ( S )  t e l l e  que i 

(Les face t tes  minimales sont par exemple l e s  points extrêmes e t  l e s  1 
arêtes ) . 

- Un cône ~ o l ~ è d r i ~ u e  e s t  un ensemble qui e s t  à l a  f0i.s un cône 

e t  un oolyèdre. 
l 

Le cône asymptotique g d ' u n  p o l y è d r e 9 e s t  1 'ensemble des 

directions dl infinitude de p3 c l est-à-dire des directions des demi- 

droites contenues dans 9 . 



L'ensemble des polyèdres verifie les propriétés suivantes : 

- 1 'intersection de polyèdres est un polyèdre 
- soientget @deux polyèdres de*, A et p E 9 

deux scalaires donnés. 

L ' ensemble défini Tar 

i g J +  .O= { z . p / z  = ix + Y ,  x.p, y .QI 
est un polyèdre. 

Les divers systèmes suivants représentent des polyèdres 

11 - TUEUREMES FONDAMENTAUX 

Un programme linéaire est la maximisation d'une fonction 

linéaire sur un polyèdre. 

Un tel problème peut donc s'énoncer sour la forme 

[ p l  "maximiser g x sous les conditions Ax > a" 
La fonction linéaire à maximiser g.x est le critère, les inégdités 

Ax > a sont les contraintes. 

L'inconnue est x et on apoelle solution réalisable tout valeur 

de x vérifiant les contraintes. Une solution optimale est une solution 

du problème posé [pl. 

Deux théorèmes sont fondamentaux : 

Théorème 1 

Soit  g : x EP + g .x E g u n e  fonction linéaire. Cette fonction 

a t t e i n t  son maximum sur un poZyPdre b o r n é P e n  un point extrême de 9 . 
Théorème 2 

Soi t  g : x @ + g.x E g u n e  fonction linéaire bornée 

supérieurement p a r  une vaZeur 4 < + en tout  point d'un polyèdre 
O 9 fpouvant ê t re  non borne). Alors g a t t e i n t  son maximum w g e n  

un point à distance f inie .  
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C H A P I T R E  I I  

ETü'ûE DE LA STABILITE DE DIVERS TYPES DE SYSTEMES 

INTERCONNECTES. APPLICATION A LA SYNTtlESE. 

Après avoir présenté dans le précédent chapitre les deux 

méthodes d'étude de la stabilité que nous utiliserons dans toute 

cette étude, nous allons insister ici, avec des exemples différents 

de systèmes interconnectés, sur la grande facilité d'emploi que 

présente la deuxième approche du problème que nous avons mise au 

point. En effet,envisager les conditions d'évolution du système 

garantissant la stabilité asymptotique pour définir le plus grand 

domaine de variation des termes non constants est surtout utile 

quand le nombre de ?on-linéarités est important. 

Une application à la synthèse des systèmes est présentée 

et son emploi dans un but de commande "optimale" est proposé. 



1 - SYSTEMES UiERARCH1SE.S - SYSTEMES INTERCONNECTES 

Dans la classe des systèmes de grande dimension, l'importance 1 
des systèmes de ty-pe hiérarchisé (hiérarchisés (1) ou interconnectés (2) )! 

n'est plus à montrer. [il , [2] . 
Cette structure, qu'elle existe intrinséquement ou qu'elle 1 

apparaisse au niveau du modèle après analyse, amène pour l'étude du i 
système complexe concerné, une simplification et une organisation dés 1 
problèmes 2 résoudre. [8 1 

Nous utilisons, pour différencier les deux types de systèmes 1 
1 

( 1 ) et (2) et permettre des variations de structure, la notion de matrice 1 - 

d'interconnexion E = 
telle pue eij : 1 1, Yi, j = 1,2 ,..., r 
avec i = 1, 2, ..., r représentant les indices des systèmes composant 1 
le système global. Ces notions ont été introduites par SILJAK [3] , 
développées par GRUJI~ and al [4] et utilisées par B E N R E W  [ 5 ] .  

11 - 1NTERCONNEXlON DE 2 SVSTEMES NON L I N E A i R E S  P A R T i C U L I E R S  

11-1 L E S  COUPLAGES S O M  LZNEAlRES ............................ 

Soient les deux systèmes SI et S2 non linéaires continus de 

ty-pe LUR'E POSTNIKûV re2réscntés figure II-!. 

Figure 11-1 



Le processus global S est représenté par l'interconnexion 

des sous-systèmes S1 et S2 définis gar les équations suivantes : 

pour i,j = 1, 2 
i f j  

avec x. E 
1 

s i ,  ei,gi €9 

Les fonctions fl et f sont de classe 0 (cha~itre 1) ; il en 2 
résulte que f (El ) et f (E ) peuvent s 'exprimer sous la forme 

2 2 

En régime autonome, l'équation vectorielle d'état s'écrit donc: 

OU encore 

avec 



La partie linéaire de chacun des sous-systèmes est représentée 

par une fonction de transfert : 

Ni(?) 
Wi(o) = - avec i = 1,2 

D: (pl 

avec n, -1 

avec S" = 1 
n : 

O 

La matrice ?4 représentant le système global x = M x est mise 

sous forme flèche é-aisse [ 5 1  par changement de base [O p2] , la forme 
des matrices de passage Pi ayant été définie au chapitre 1. 

A 

Soit M cette matrice transformée 

avec 
A - 1 
M...(.) = Pi Y..(.) P i pour i, j = 
11 11 



11-1-2 C o n u o n n e m e n t  de  &a rnahlce cahac-téhi6Zique p o u  

l ' a p p f i c a t i a n  de  l a  conjectwre h é a u L e  a u  une 
majo/rctnte d'expfie64ian a h p t e .  

A 

La matrice caractéristique du système global M se orésente 

sous la forme schématique suivainte : 



Après permutation entre lignes et colonnes de rang nl et 

+ n2 
- 1, il vient la matrice : 

avec : n.-1 
1 - 1 

i 1-1 

pour i,j = 1, 2 et ki = 1 . . . n.-1 
1 

i# j  k = 1 ... n -1 j j  



A 

A 

I est donc de forme canonique flèche mince généralisée d'ordre nl+nê 

(FCFMG) [ 5 ] .  

Les termes non constants interviennent dans les deux dernières 

lignes de la matrice. La conjecture du linéaire ne peut pas s'appliquer 

directement. 

BORPJE et GENTINA [ 6  1, [ 7 ]  ont proposé un lemme de comparaison 

qui permet, par le choix d'une norme vectorielle p et d'une matrice à 

élèments non négatifs de définir un système de comparaison dont la 

matrice caractéristique satisfait aux conditions d'application du critère 

pratique d'étude de la stabilité. 

Soit la norme vectorielle p telle que 

Le système de comparaison d'ordre nl+n2-1 qui s'en déduit a 

une matrice caractéristique en flèche mince, notée C 



avec : 

avec i,j = 1,2 kt = 1 ,  2, ..., n -1 1 

TT- 1-3 €Rude de l a  a ; t a b U é  du a yhtème globd 

TT- 7 -3- 1 Ca6 ........................................ oii la domainu de v U o n  d u  c o e ~ ~ i c i e n i %  ___---- 
non conbltants ~ o n t  &ixéa. ------------------- ----- 1 

Le processus décrit par la matrice C est asymptotiquement 

stable si 

det C peut s'exprimer pax 
n -1 n -1 

nl+n2-2 1 2 
(-1 n $ n < (c: +n -l + Z I  - C* 

kl=l 1 k2=l 2 1 2  kl=l a i  lkl 
1 

i 
Les coefficients &k sont positifs. 

1 

La condition de 

C* C* Ç -E: < O (11-8) 
nl +n2-1 2k2 



* Les élèments C iki , i = 1,2 e t  C* s ' expriment de nl+n2-1 

faîon complexe p u  rapport aux termes non constants f: e t  f: . 

S i  l e s  matrices caractéristiques M. des systèmes S i ,  i = 1,2 
1 i 

ont é t é  conditionnées pour s a t i s f a i r e  aux conditions dlapplication du 

lemme de Kotelyanski (cf Chapitre 1) les  termes -<(-< ) contenus dans 

l e s  élèments C * ik: de l a  matrice C sont a lors  p s i t i f s  $t l e s  valeurs 

absolues ne sont $lus u t i l e s .  

L a  re la t ion  (11-8) obtenue e s t  l i néa i r e  en fonction de f: e t  

fô. Il s u f f i t  donc de vé r i f i e r  qu le l l e  e s t  réa l i sée  sur l e s  points extrèmes 
C 

du polyèdre (qui e s t  i c i  un rectangle) déterminé par l e s  domaines gf 
1 e t  gfe , ce qui demande alors  an t e s t s ,  s i  n e s t  l e  nombre de non- 

l inéarieés .  I c i  n = 2. 

11-1-3-2 ~ c s ~ : e i u m ~ a n  ........................... d e s  dornrtUze4 2fl ct -gf2 
aaa~-&-a-ib%Z-&-a~d4@e-~<o bL-O 

Les conditions d 'apal icat ion du c r i t è r e  pratique dldtude de l a  

s t a b i l i t é  impliquent que l e s  sous-systèmes Si définis  par leurs  matrices 

caractéristiques ?4. . i = 1 $2 soient s tables .  
11 ' 

Ces matrices vér if ient  l e s  contraintes imposées gour l lemgloi 

de l a  conjecture du l inéa i re  (cf  Chapitre 1) . 

Pour chacun des systèmes Si , i = 1,2, il faut  donc 

Ces relat ions sont des fonctions l inéaires  de l a  variable f? 
1 .  

~ ~ ( 0 )  + f$ ~ ~ ( 0 )  a > O (II 

Elles déterminent deux domaines, qui sont l e s  demi-esoaces 

= A > a ,  e t  g2 = ($ / $ > a 2 }  

de front ières  respectives ' %= {< ' /  A , <  = a l }  et&= {f:/~~f:  = a2 } 



- 43 - 

La s tab i l i t6  du s y s t h  global dgpend de ces deux conaitions 

. (1) e t  (II), mais aussi de l a  condition (11-8) dgterminée pric6demment, 1 
r u r  l a  matrice du système de coaapsraison Y;. ' " , + J P ~ ~ ~ T ~ : ~  I . ;<>y "&'-, ,. ;,: ,">, , u j r , ~ ~ - t  

u'f- 
. .* *a, 2'f" a* % P F " ~ ~ ~  < , z&$~ $ ;$ @$ 3 8 ..%Y& 

W..,. 4jm-',%y 
3.3 $%bb& 

cl" 1 
O 1 < + 1 O21 1 

Le p r o b l h  es t  de d6iinU. les d d n e s  gf e t  gf d*6volution des 
1 non -lind.rit€a pour 1esquei.s so i t  v 6 r i f i b  1 expra.ai$n (11-8) 

ûr - Pi(-t$) 2 O,  puisque c h u e  s--sy.t+ne gi ciéconnecté ~ ~ ~ i f i e  il ' 

conjecture hnéaire .  Les  termes comportant &es blèments non l ineaires 

a p p a i s s e a t  bric sans valeur absolue e t  l'expression obtenue déf ini t  une 

r a t i o n  linCaire entre l e s  deux non-lin5arit6s e t  p2. En regroupant 

l e s  ternes il es t  alors possible de ddduire de llbguation ci-dessus l a  

contrainte à rdalisei 

03 al, %,y sont des con.tantes dependant des coefficients de l a  



Cette condition définit encore un demi-espace g3 de frontière 
Le résultat recherché qui est le domaine de variation de et f'2 

assurant la stabilité du système est représenté figure (11-2). 

Figure 11-2 

Ces trois demi-espaces a g2 a s3 définissent un polyèdre 9 
tel pue V i E 9 définissant un couple (f*l, p2) le système complet 
S, formé de l'interconnexion de Si et S2 est stable. 

7 7 - 2  MISE EN OEUVRE SUR UN EXEMPLE ............................. 

Soit le système interconnecté S formé des sous-systèmes Si et 

S2 définis par leur fonction de transfert 



Le critère de Popov [12] ne permet pas de conclure directement à 

la stabilité de ces sous-systèmes Si puisqu'ils possèdent tous deux un pôle 

positif p = 1. 

Ces systèmes sont interconnectés selon le schéma de la figure 

11-1 et les coefficients d'interconnexion e sont non nuls, pour i j  
i,j = 1,2, i#j. Les coefficients de couplage b 12 et b21 sont oris égaux 
à 1. Les matrices M. i = 1,2 représentant chacun des systèmes, mises ii ' 
sous forme flèche mince sont les suivantes : l 

Les matrices de couplage M. , i, j = 1, 2 , i # j sont : 
1 j 



La matrice M représentant le système global s'écrit alors, après 

permutation des lignes et des colonnes de rang 3 et 5 

Le système de comparaison déduit de la norme vectorielle - 

P. ~ ( x )  =[lx, 1 , Ix21 , Ix31 , Ix41 , Ix51 + 1xdTpermettant l'application 

de la conjecture Idnéaire a comme matrice'caracteristique.~ -. - 



1 er cas : gf et sont fixés 
f2 

Le système global S = S1 u S2, qui remplit les conditions d'application 

du linéaire est stable si 

1 2 
Cette expression dépend des élèments a. et a. , i = 1 ,  2 dgfinissant 

1 1 

les matrices de changement de base Pl, P2. 

Les termes non diagonaux a~paraissent sous forme de valeurs 1 
1 

absolues. Les a. et a? , qui doivent être positifs et distincts, peuvent 
1 1 

dom être choisis plus librement. Nous leur avons donné des valeurs qui 

permettent d'appliquer le lemme de Kotelyanski aux sous-matrices Mii , l 

i = 1 ,  2 et qui correspondent, pour trois de ces quatre valeurs, à 

l'opposé des zéros des fonctions de transfert wi(p), i = 1 , 2. 

Les non-linéarités f*l et f'2 disparaissent donc des termes 
1 * 2 1 - P a et - P2 (-ai) , pour i = 1, 2 et les élèments N1 (-al) 
2 et N2 (-ai) , i = 1 ,  2,s1annulent. 

le terme C* s IobVient alors par 
5 5 

( c * ~ ~  est négatif, puisque < et f2 sont positifs dans leur intervalle 
de variation), ce qui correspond bien aux conditions d'application du 

lemme de Kotelyanski . 
Pour que l'on puisse enlever les valeurs absolues aux termes 

comportant des non-linéarités, il faut que ces termes soient positifs. 



Ainsi ici P: (-6) > O 28 - 3 f: > 0#f: < -zj- 28 (1) 

ou encore, en distinguant selon le terme définissant C R 
5 5 

4 

Ces trois conditions doivent être remplies simultanément. 

Elles sont linéaires en fonction de f: et . Il suffit donc de vérifier 
qu'elles sont réalisées aux bornes du rectangle formé par les valeurs 

R extrêmes de f*l et f pour être assuré de la stabilité asymptotique du 
2 

système global pour toutes valeurs de < E , i = 1 , 2. 
i 

Dans le cas où les domaines d'évolution des non-linéarités 

ne sont pas définis à priori, il faut d6terminer par un balayage systé- 

matique un domaine définissant gf1 et gf2 dans lequel ces contraintes 

soient satisfaites. 



Le nombre de t e s t s  e s t  donc de 2n, s i  n e s t  l e  nombre de 

termes non l i n é a i r e s  contenus dans l e  système global .  Dans l'exemple 

t r a i t é  pour gf = [ 7  ; 9 1  e t  gF - - = [ 6 , 5  ; I O ]  l e s  contra intes  ( 1 ) , 
d 

( 2 ) ,  ( 3 )  sont v é i i f i é e s  aux qua t re  sommets A ,  B, C ,  D du rectangle .  

zème cas : . et g r r n  ne sont pas f i xé s  à p r i o r i .  
I C 

Le but e s t  de déterminer l e s  p lus  grands domaines 

v é r i f i a n t  l e s  conditions de s t a b i l i t é  du système global .  
l 
I 

La condition de s t a b i l i t é  des sous systèmes n ' e s t  cas nécessaire 1 I 
à p r i o r i .  

Il s u f f i t  de v é r i f i e r  que l a  matrice du système global  v é r i f i e  

b ien l e s  conditions d ' app l ica t ion  de l a  conjecture l i n é a i r e .  

Les seules contra intes  por tent  donc su r  l e s  termes : 

La condit ion (11-9) s ' é c r i t  a l o r s  : 

s o i t  s ~ i v a i i t  l e  signe de 28 - 3 f*l 



3 avec les contraintes > - 1 et fa > 0. 

Ces expressions déterminent des demi-espaces 9. délimités 
1 

par les hy-erplans Zi 
Ces domaines sont représentés figure 11-4. 

Le domaine 9 obtenu ici est en fait un cône polyèdrique ; 
il représente le plus grand domaine de variation possible pour le couple 

(f: , $1 assurant la stabilité du système interconnecté. 



Remarque importante : 

Les deux méthodes d'étude des systèmes interconnectés 

présentent des avantages sur les modes d'étude classiques d'autant 

plus grands que l'ordre des systèmes et le nombre de non-linéarités 

sont élevés . 

7 1 - 3  UN ................................................ DES COEFFTCTEMS DE COUPLAGE EST NON L I N E A I R E  

* Si b12 est non linéaire, le conditionnement de la matrice 

est le même et le système de comparaison pour le système global est 

toujours du même ordre. 1 

La condition de stabilité asymptotique est donnée par 

l'expression (11-10) avec un terme non linéaire supplémentaire 

, , er cas : gf , $ E  Bf ,b 1 2 ~  -- 
1 2 * 3 b  

La vérification de cette contrainte, qui s'exprime linéairement 

en fonction des trois non-linéarités si la matrice C a été conditionnée 
3 comme défini précédemment, demande 2 tests. 

,ème cas : , e f 2  inconnus 

D'a~rès le paragraphe précédent, nous avons les données 

sizivantes : 

délimité par le ?lan 

* 
2) g2 = (f: / A2 fê a2 délimité par le plan 



La contrainte générale est une relation linéaire entre 3 inconnues 

qui peut s 'écrire : 

Cette expression définit un demi-es-ace délimité par un plan z 

ii 

Donc le domaine de variation du triplet ( f :  , fz, lb:2/ ) est 

l'intersection des trois demi-espaces, et il est délimité par des 

points extrêmes corresoondant à des bornes pour chacun des termes 

non constants. 



717 - GENERALISAT7ON A r SOUS-SYSTEMES NON LINEAIRES INTERCONNECTES 

Les liaisons entre les différents sous-systèmes sont repré- 

sentées par le graphe suivant : 

Figure 11-6 

k 

L'existence de ces liaisons dépend de la valeur des coefficients 

d ' interconnexion e E { 0 , l  } , et il est possible de particulariser i j 

un des sous-systèmes en lui faisant jouer un rôle de coordonnateur [1],[5] . - 
Le système global S = 0 Si formé de sous-systèmes dont la structure 

i= 1 - 

a été définie précédemment est caractérisé par une matrice en flèche 
A A 

épaisse M y  telle que les termes non constants sont grougés sur les r 

dernières lignes. 

A 

Un système de comoaraison d'ordre 1 ni - r + 1 regroupant en 
i=l 

une seule ces r dernières lignes remglit alors les conditions d'apylication 

de la'conjecture du linéaire et du lemme de Kotelyanski. 

Il est donc possible de généraliser à ce système les conditions 

assurant la stabilité qui avaient été définfesdans le cas de deux sous- 

systèmes interconnectés. 



La vérification de cette contrainte, quand les domaines de 

variation f gf des non linéarités f. sont fixés , demande 9 tests, 
i R 

1 

où r représente le nombre des fi . 

Si cette contrainte n'est pas vérifiée pour toutes les valeurs 
R extrèmes de fi, supposées connues, il est utile de déterminer l'espace 

à r dimensions satisfaisant cette contrainte, cet espace est formé de 

demi-espaces g i  , délimités par les hyperplans 
i = l,..r 

z 
i = l,.. r 

Comme il a été vu précédemment, il apparaît des contraintes 
R linéaires sur les f. (11-1 1) qui se simplifient notablement lorsque 
1 

chaque sous-système envisagé isolément vérifie les conditions de validité 

de la conjecture linéaire. 

Nous pouvons représenter sous forme matricielle ces contraintes : 

* le vecteur constitué des variables f. 
1 

est une matrice L(r+k) x r] , avec ci E 9 
i j 



lme matrice [ (r+k) x 1 ] 

l'ensemble de ces conditions peut s'écrire : 

A F > a  

F = a. est 1' équation de 1 'hy-perplan~élimitant le demi-espace 
1 

Le lieu des points z = { i = 1 ,  r / M > a est donc 

le polyèdre 9, formé par l'intersection des demi-espaces 

TV - CAS PARTICULIER : UN DES SYSTEMES EST LINEAIRE - APPLICATTUN A LA 

SYMHESE 

La conception d'un système de commande adapté à un processus 

industriel, qu'il s'agisse d'un satellite, d'un réacteur ou d'un générateur 

de vapeur pose un certain nombre de problèmes, en particulier au niveau 

du choix de la représentation. [ 9],110],[11] . 

Le problÊnie de la mise en équations de l'ensemble processus à 

commander + synthèse de commande a été résolu précédemment pour une classe 

importante de systèmes et il a été montré que les contraintes imposées 

aux termes non linéaires en vue d'assurer la stabilité aettant en oeln-re 

des expressions linéaires des non-linéarités, simolifiant ainsi l'étude 

en général complexe. 



Après le choix d'un modèle convenable reste à concevoir un 

système de commande permettant de satisfaire les performances imgosées 

par l'utilisateur. 

Le but assigé -eut se décrire sous la forme d'un critère 

à maximiser, tout en assurant la stabilité du système pour t 2 t . 
O 

Dans le précédent chapitre, nous avons défini le coefficient 

d'amortissement 0 et nous avons choisi d'optimiser ce paramètre qui 

caractérise le comportement dynamique du processus. 

TV-7 ETUVE DE LA STABTLTTE ..................... 

Reprenons le cas de deux sous-systèmes interconnectés et 

considèrons que le système SI, linéaire, joue le rôle de réseau 

correcteur. 

La figure 11-7 représente cette interconnexion , qui se fait 
cette fois en amont de la non-linéarité. 

Figure 11-7 

Ce schéma ne représente pas de façon habituelle un système 

S bouclé par un réseau correcteur SI, mais il est possible de se 2 
ramener à la forme classique représentée figure 11-8, en introduisant 

dans la boucle de retour toutes les boucles annexes. 



I I -  - - - - - - - -  _J 
:JI (9) 

Figure 11-8 

Le système u, su ivant  p e m e t  de déterminer l a  nouvelle fonct ion  
'L- 

de t r a n s f e r t  W ' l  = - 
2 

Cet te  nouvelle fonct ion de t r a n s f e r t ,  dans l e  cas où 

b12 ba l  # 1,a un numérateur de même degré que l e  dénominateur. Lorsque 

W1 ( p )  e s t  du second o rd re ,  W' ( p )  peut  reorésenter  un réseau  correc teur  

du type  avance-retard de phase qui e s t  une aporoche des réseaux PID l e s  



plus employés. La mise en équation d'état n'est pas aussi simple car 

azparaissent des dérivées de l'entrée du même ordre que celles de la 

sortie. Cependant cette représentation est équivalente dans l'espace 

d'état à celle  rése entée précédemment. 

La mise en équation matricielle du système global peut 

donc être reprise sous une forme correspondant à l'expression (11-3) 

La matrice ? 4 ( . )  est en flèche mince et les élèments non constants sont 

dans une même ligne. 

La matrice !JI( . ) s 'écrit : 



Les conditions de signe portant sur les termes non diagonaux 

sont réalisées, puisque la matrice Mg2 (cf Chap. 1) caractérisant S2 

est conditionnée par le choix des a. ; la matrice M correspondant au 
.1 1 1  

réseau correcteur ne comporte pas dtélèments non constants. 

Le système S est asymptotiquement stable si 

. les termes diagonaux sont négatifs 

. les termes symétriques par rapport à la diagonale sont de même signe 

. les élèments non constants sont sur une seule rangée 

. PI  ( O )  à E > O (cond. 1 )  

( - 1 )  det M ( . )  > E > O (cond. 2 )  

La condition ( 1 ) n'apporte de contraintes que sur le réseau correcteur. 1 
Si la matrice M ( . )  vérifie les conditions dtapolication du 

! 
i 

lemme de Kotelyanski , [ 51,  [13] , [14] , la condition ( 2 )  s 'écrit alors : 1 
l 

Le but premier du système correcteur est d'assurer une stabilité 

satisfaisante du processus, et les conditions énoncées ne requièrent pas 

à priori la stabilité du système étudié. 

IV - 2 OPTIMISATTON DU COEFFTCTEM D'AMORTISSEbiENT ........................................... 

Soit n le coefficient d'amortissement qui est minoré par nt. 
Le système est alors le suivant 



- 60 - 

Le système global S, qui satisfaisait aux conditions d'appli- 

cation du linéaire, doit encore vérifier le lemme de Kotelyanski qui 

s'écrit alors : 

. les termes symétriques par rapport à la diagonale principale 

de même signe 

avec la condition supplémentaire portant sur S 1 

et la performance du système souhaitée s'exprime par la contrainte 

rl > TI'> o. 

L'optimisation du comportement du système peut être envisagée 

sous deux aspects différents : 

1 )  Déterminer le plus grand coefficient d'amortissement rl tel 

que O < nt < rl < min (Xi 
y aj 

) qui assure la stabilité 

i=l ,. .nl-1 j=l ,.. 9n2-1 
du système global modifié pour une non-linéarité ff variant dans le 

domaine fixé 

2) Déterminer le clus grand domaine de variation 

la non-linéarité h correspondant à une valeur du coefficient d'amortis- 

sement q fixée telle que 

O < 0' < ri < min (Xi 
Y aj 

) 
4 
1 1  . . n 1  j=l , ,.,n2-1 

qui vérifie la condition de stabilité asym~totique (3) du système 

modifié. 

Les schémas de programme concernant ces deux approches sont 

représentés figure 11-9. 



en t r6e  . aonnées c a r a c t é r i s a n t  Its 2 syscèmes 
r i '  

. i nc rénen t  h 

P ré sen ta t ion  des deux démarches ontirnisant l e  coeo r t emen t  du 
processus S tudié .  

F igure  11-9 



Le ~ r o b l è m e l )  e s t  une prolongation de l ' é tude  de l a  s t a b i l i t é  

dans l e  cas oc gf e s t  f ixé .  

En e f f e t  en incrémentant q d'un pas h cho is i ,  il e s t  poss ible  

de v é r i f i e r  l a  condition ( 3 )  pour f E gf corresoondant à une valeur 

f i xe  de n .  L a  r e l a t i on  obtenue F ( p )  e s t  a lo r s  une r e l a t i on  l i n é a i r e  n 
en P. 

Un théorème important de l a  programmation l i n é a i r e  

montre que s i  une r e l a t i on  l i néa i r e  e s t  vé r i f i é e  aux bornes de l ' i n t e r -  

v a l l e  de var ia t ion  de l a  var iable  f*, e l l e  e s t  vé r i f i é e  pour tou te  

valeur de f* comgrise à 1' in t é r i eu r  de ce t  in te rva l l e .  

Exemple 

Le système S2, dont l a  p a r t i e  l i néa i r e  e s t  représentée par 

~ , ( p )  = (P-.i 'p+3)(p+7)8) ) (p+4) (p+ e s t  interconnecté par l e  système l i n é a i r e  S1 

déf in i  par W l ( p ) ,  comme l ' ind ique  l a  f igure  11-7. 

La fonction de t r a n s f e r t  w'($), pour a e t t r e  l ' ensenble  S sous 

l a  forme présentée f igure  11-8 e s t  a l o r s  

1 )  S i  w f l ( p )  = K où K e s t  une constante, ce qui correspond à 

1 - K  
VI(:) = 7 l e  système bouclé S2 a une forme éqvivalente K + b12 b21 - 1 )  

à c e l l e  présentée chapitre 1 e t  peut a l o r s  se  représenter  par l a  matrice 

suivante : 
m 

.LI = A* - K B CI f* y qui s ' exprime sous l a  forme en f lèche 
2 2 

suivante : 

avec 



Cette matrice, si al = 3 et a* = 7, vérifie à un changement de base 

diagonal ~rès, les conditions d'application du lemme de Kotelyanski, 

si la condition suivante est satisfaite : 

OU encore 

10 - i l  - K f* < O j ~ f  > - 1 (cond. 1 )  

Le système bouclé S sera stable si $(O) 2 E > O ou encore 

donc si 

. Si K = O la condition de stabilité n'est -as vérifiée, le système 
1 
1 

est évidemment instable en boucle ouverte. l 
l 

. Si K > 1 ,  la borne inférieure du domaine gf diminue et 

. Si K = 1 le système corresoond à celui étudié dans le premier chapitre 

avec un retour unitaire. 

Le domaine de variation de fR est alors 

augmente, ce qui améliore les conditions de stabilité du système et le 

domaine de variation gf. 

1 

Pour ootimiser le coefficient d'amortissement de S,, il faut 
L * 

déterminer r) tel que 1' < rl < min(a.), vérifie p2(->l) 2 E  > G. 
1 minimum 

ler cas : 

Le domaine de variation gf est fixé et le but est de 

déterminer la plus grande valeur du coefficient d'amortissement 

assurant la stabilité du système global. 

Si K = 1, les gerformances de S corresoondent à celle du 
2 



Figure 11-1 0 

I 
- -- -- - - - - -- - - - - - - -- 

I 1 

- 64 - I 
I 

l 

11 faut vérifier (-n3 + 11n2 - 200 - 32) + K f*(n2 - Ion + 21) 5 E > 0 1 
pour fX = - L etpour $ = E d e  9f. 1 

Si gf = 12 ; 5 ] , la variation de TI avec Y est la suivante : 
1 

max 1 

1 

2ème cas : 

'nax 

3 .  

2 

1 

La valeur minimale de n, 
'mini étant fixée, nous devons 

déterminer le plus grand domaine de variation gf Pour V',ni < r i < 3 -  
max 

I* 1 

l 

,, 

1 
" 

1 
5 8 

> 
K 

1 
l 
l 

Les résultats se ?résentent sous forme d'un faisceau de 

1 
l 

courbes, chacune d'elles correspondant à une valeur yarticulière du gain 

de boucle K. 

Soit a la limite inférieure de = Y  +ml- 
- J a est déterminé par l'expression : 

L 

Quand K augmente, les courbes a(n) présentent un écrasement 

vers les faibles valeurs de a, ce qui correspond à une variation plus 

faible de cx en fonction de n. 



Figure 11-1 1 

Ces courbes dépendent du réseau correcteur utilisé mais elles 

indiquent, pour un cas orécis, le mode de variation de la borne inférieure 

du domaine gf avec le coefficient d'amortissement . Le résxltat obtenu 
montre bien le durcissement des conditions de variation des te-mes con 

constants q~~and les performances dynamiques du système s 'améliorent. 

Elle permet à l'utilisateur de faire un compromis entre deux optimisations 

possibles, suivant le t~ype de non linéarité utilisé et le domaine de 

variation souhaité, peut-être en vue de satisfaire à un autre critère, 

comme par exemple un critsre minimisant l'énergie. 

6 

2)  Après avoir étudié le bouclage du système S2 par un gain K, il est 

possible de considérer le bouclage par un réseau correcteur du type 

avance-retard de phase, dont les propriétés ne sont plus 3 démontrer. 

ce qui correspond à un système W1(p) du second ordre 

L'étude précédente ?eut alors être reorise de la même manière. 



V - ETUDE DU C A S  OU L E  RC A M N E  LA S 7 M P L I F 7 C A T I O N  D ' U N  P O L E  PAR 
- -  

UN ZERO 

L a  représentation d'un système interconnecté formé d'un 

système de commande SI e t  d'un processus à cornanders peut auss i  ê t r e  2 
f a i t e  de l a  façon suivante : 

Figure 11-13 

La fonction de t r ans f e r t  du système global SI U S2 e s t  

a lo rs  : 

Si  l e  système étudié S s e  compose d'une p a r t i e  s tab le ,  i n  2 
général il s ' a g i t  de l a  p a r t i e  "rapide", il e s t  a lo rs  possible de 

cho is i r  u;i RC qui eotraîne pour l e  système global l a  simplif ication 

d'un (ou plus ieurs)  pôle par  un (ou plus ieurs)  zéro. La réduction de 

dimensionnalité a i n s i  obtenue s impl i f ie  l ' é t ude  du système global .  

Exemple 

ème Reprenons l e  système du 3 ordre précédemment étudié 



e t  choisissons comme rgseau correcteur l e  système représenté par 

Le systèrne global ,  représenté gar l a  f igure 11-13, avec b12  b21 = 1 

peut s ' é c r i r e  sous forme globale ;ar 

avec 

Le système global e s t  du 5ème ordre e t  sa  matrice ca rac té r i s t ique  

s ' é c r i t  ( c f  Chapitre 1) : 

avec 

S i  l ' o n  cho is i t  pour l e s  ai l e s  valeurs correspondant aux 

opposés des zéros z du numérateur, l a  matrice devient : i 



M( . ) s e  présente  sous forme d'une matr ice t r i a n g u l a i r e ,  dont l e s  

termes s i t u é s  s u r  l a  dernière  colonne, sauf l e  terme diagonal ,  

peuvent ê t r e  rendus p o s i t i f s  par changement de base ( v o i r  c h a ~ i t r e  1) 

S i  c e t t e  matr ice v é r i f i e  l a  con t ra in te  

l e s  condit ions d ' app l i ca t ion  de l a  conjecture l i n é a i r e  sont r é a l i s é e s  

e t  il e s t  a l o r s  poss ib le  de conclure à l a  s t a b i l i t é  du système 
5 s i  ( - 1 )  de t  !JI(.) 2 E > O pour f * ~  Bf, f i x é  ou à drterminer .  

d e t  Y ( . )  e s t  obtenu i c i  oar l e  z o d u i t  des termes diagonaux 

d 'où : ( - i l 5  (-3) (-4) ( - 7 )  (-8) ( 1  - f*) s E > O 

ce  qui  correspond b ien  à f* > 1 

Le  r é s u l t a t  obtenu poqz.r ~ ( p )  de degré 5 e s t  l e  même qua 
1 c e l u i  qui a u r a i t  é t é  obtenu pour W(p) = - , après s impl i f i ca t ion  

P - 1  
des pôles s t a b l e s  par l e s  zéros.  



CUNCLUSTON 

Les deux d&arches grésentées peuvent être utilisées gour 

tout type de système de grande dimension à non-linéarité séparable, de 

type interconnecté ou hiérarchisi. Leur mise en oeuvre ne pose Tas de 

problème particulier, et agporte des renseignements précieux sur le 

comportement du processus 6tudiS. 

Une autre méthode d'étude de cette classe de systèmes est 

la méthode des perturbations singulières 11 6 1, [17] , qui, en séparant 
un système en deux parties, uhe partie "lente" et une partie "rapide" 

et en négligeant l'évolution de la partie rapide ou en simclifiant 

son rôle dans le modèle, permet de réduire, de façon très importante 

parfois, la dimension du système global. 

Cette étude, qui concerne également les systèmes interconnectés 

fera lS.objet de notre prochain chagitre. 
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ETUDE VE SYSTEMES 1 MERCONNECTES COMPORTANT PLUS1 EURS 

ECHELLES DE TEMPS 

Dans ce chapitre sont présentées diverses méthodes permettant la 

simplification du modèle pour les processus à perturbations singulières 

ou plus simplement susce~tibles de faire apparaître plusieurs vitesses 

d'évolution. 

Pour de tels arocessus une première approximation permet de 

distinguer une partie dite "rapide" et une partie dite "lente". 

Lorsque la partie à évolution rapide est stable dans un fonc- 

tionnement isolé, il est fréquemment admis de considérer que son temps 

de réponse, comparé à celui de la partie lente est négligeable. Dans ce 

sens, une simplification possible consiste à substituer aux équations 

différentielles régissant l'évolution de cette partie du processus un 

ensemble d'équations algébriques permettant une réduction de dimension- 

nalit6 par élimination des variables d'état concernées, l'analyse et la 

synthèse sfeffectuant alors sur le modèle simplifié ainsi obtenu. [l] 2 [8] 

L'étude présentée ici envisage deux démarches permettant la 

simplification lorsque diverses échelles de temps sont nises en oeuvre 

lors de l'évolution du processus. Dans les deux cas, une méthode systé- 

matique d'élimination dans l'espace d'état est proyosée, qui permet de 

conserver pour le système réduit (dit dégénéré) la forme adoptée pour 

le processus initial. 

Le choix d'une représentation en flèche simplifie considérablement 

les techniques d'analyse et permet de se ramener, soit directement, soit 

par un système de comparaison simslement déduit du système initiai, au 

cas de validité de la conjecture linéaire. 

En particulier, pour certains processus de type Lur'e Postnikov 

interconnectés, il ap'arait possible de définir un ensemble de conditions 

suffisantes assurant la stabilité du système ra~ide éliminé et du système 

dégénéré qui correspond rigoureusement aux conditions assurant la stabilite 

asymptotique du système global envisagé sans simplification. 
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1 - PRESENTATTON GENERALE DES SYSTEMES S l  NGULl EREAIENT PERTURBES 

Soit le système global S com~ortant un sous-système "lent" 

S1 et un sous-système "rapidef' Se. 

S est représenté dans l'es-ace d'état par les équations 1 
suivantes, établies en régime autonome 

avec p:, E 1 O, 1 1  

Ecrire p2 = O revient à considérer la vitesse d'évolution de S infiniment 2 
plus grande que celle de S I .  

A S = S, u S2 correspond alors le système dégénéré S: d'équation 
l 

O - 1 
x 1 = (All - A12 A22 AZ1) x1 (111-2) 

Dans cette expression apparaissent deux termes : 1 
* All est la matrice caractéristique du sy,stème initial S1 1 

A-' A caractérise l'influence de S2, supposée instantanée, et * A12 22 21 
dûe aux termes de couplage Al2, A21 

Cette formalation se retrouve dans le cas gézéral où le 

système global est formé de qL systèmes lents et de qR systèmes rapides. 

Nous présentons, dans le cas de 3 systèmes interconnectés, 

deux démarches possibles qui sont ensuite généralisées. 
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I I  - ETUVE DE 3 SYSTEMES IMERCONNECTES - GENEUALISATION 

La représentation matricielle de ces 3 systèmes ayant des 

échelles des temps différentes peut se faire en régime autonome comme 

suit : 

les blocs A. de dimensions respectives [ni x nj] pouvant être non 
1 j 

constants. 

Nous supposons qu'il est possible de décomposer le coefficient 

P ' ~  du système S et d'écrire U' = u3 x p2. 3 3 

Dans ce cas deux dgmarches sont possibles : 

1 ) Si S est très rapide par rapport à SI et S2, c'est-à-dire 
3 

p3 
" a' écrire p = O permet de "négliger" l'évolution de ce système 

3 
au profit du système dEgénéré ainsi obtenu S: u s;. 

La dimension de l'ensemble a été réduite de l'ordre de S 
3 ' 

Il est alors possible, soit d'étudier le co~ortement de S; U Sb, soit 

de réduire encore, en supposant que le système S1 est encore très rapide 
2 

p u  rapport à Si. 

Le système S: est alors doublement dégénéré. Cette étude peut 

être reorbsentée par le graphe suivant : 

Figure 111-1 



Cette structure peut donc s'interpréter corne une structure hiérarchisée 

à trois niveaux, le plus bas étant constitué du système le plus rapide 

et le plus haut formé du plus lent. 

2) Si les modes d'évolution de S2 et S sont comparables du 
3 

point de vue échelle de temps, et surtout très rapides par rapnort à SI, 
I 

l'artifice u2 = O appliqué directement permet de regrouoer S2 et S en 
2 

3 
une partie rapide et d'isoler en une seule étape le système SI qui 

forme alors le système dégénéré. 

Le système S2 "impose sa vitesse" à l'ensemble formé des 

systèmes rapides S2 u S3. 

Le graphe suivant représente cette structure qui ap5araft ici 
l 

l 
sous forme interconnectée. 

Figure 111-2 - -  - 1  

Le système global S de rang ql + q2 + q3 s'écrit 

Dans un premier temps, S est très rapide par ragort à S1 et 
3 

S2, ce qui se traduit par p = O dl05 : 3 



La condition A inversible doi t  toujours ê t r e  vér i f iée  
3 3 

puisque l a  méthode des perturbations singulières ne peut s'appliquer 

qu'aux systèrnes s tables .  

Le système global dégénéré SL = Si U S1 e s t  de dimension 2 

91 + % '  

Il e s t  représenté par l e s  équations suivantes : 

Si  l e  système S: e s t  encore plus rapide que S' e t  s ' i l  e s t  1 
s tab le  ( det (Ag2 A-' A ) # O ) , l e  système doublement dégénéré - A23 33 32 
s2 = S: s ' éc r i t  : - 

.. 

Les différents  termes de ce t t e  expression peuvent s ' in te rpré ter  '- " -> -'' 

-- . .- 
de l a  façon suivante, en reprenant l a  déf ini t ion (111-2) de l a  dégéné- - 

rescence : 
- 

i e t  2 représentent l e s  formes dégénérées des matrices caractér is t iques - - - - -  - --- 

de SI e t  S2 par rapport au système rapide S 
3 ' 

2 e t  I, sont l e s  formes dégénérées par rapoort à S des termes de couplage 
3 

intervenant entre l e s  systèmes S e t  S2. 1 

Dans c e t t e  e q r e s s i o n  a p ~ a r a i s s e n t  donc des termes exprimés 

par rapyort au système S qui a a ins i ,  par s a  vi tesse supérieure, une 
3 

influence sur tous l e s  termes composant l e  système s2. 



11-2 SEPARATIUN DES PARTIES LENTE ET UAPlPE 

Une approche différente est possible si S2 et S 3  sont tous deux 

très rapides par rapport à S sans que se pose le problème de comparaison 1 ' 
entre leurs échelles de temps respectives. 

Dans ce cas écrire p2 = O permet d'éliminer directement les 

vecteurs état x2 et x et d'obtenir l'équation du système 2~ = 'sl 
3 

Pour que ce système admette une solution, il faut que la 

matrice bloc M = I ( soit inversible 

Trois cas sont à envisager : 

. A22 est inversible, ce qui correspond à S2 stable, 

det A22 # O et det I sécrit : 

- 1 det M = (det Ap2) det (AIi3 - A32 A22 Pia3) 

La condition d'inversibilité de Y s'écrit alors : 

- 1 
det (A33 - 832 A22 A23) # O 



A22 n'est pas inversible, mais A l'est, une autre forme 
33 

de det M peut être obtenue par : 

- 1 
det M = (det det - A33 A 32 1 (voir en annexe II) 

et la condition devient : 

det (Aa2 - AZ3 A;: A32 ) # O  

. A22 et A ne sont pas inversibles, det A22 = O et det A = 0, / 
33 33 

ce qui correspond à deux sous-systèmes S2 et S instables. 3 
l 
I 

Cependant le couplage Sa u S peut être stable, et l'.on peut 
3 

atloir alors 

det M # O 

Mais le développement du déterminant n'est plus possible 

par bloc comme précédemment. 

Cette configuration s'avère >eu fréquente. Mais elle montre un 

cas particulier pour lequel la méthode des perturbations singulières peut 

s'appliquer en suivant la deuxième d&a,rche, alors que la première optique 

qui procède par dégénérescences successives ne le permet pas. 

Si nous supposons que les matrices A et M sont inversibles, 
22 

il viant le résultat suivant : 

Le système dégénéré 'S a alors comme équation : 

1 '  et 3' représentent cette fois les matrices caractéristiques de S, 

et S3 dégénérées par rapport à S2. 



2 '  et ,,' sont les formes dégbnérées des coefficients de couplage 
S , = S  exprimés par rapport à S2 qui joue alors un rôle privilégié. 

3 

Si les matrices Ae2 et A33 sont iinersibles, cette forme est 

alors semblable à la phédente. 

Q 
Le syat2me global S 3 [oJ Si est d'ordre 1 pi et il est 

représenté dans l'espace d'état ,i~A régime autonomet=~ar 1 ' iquation 
vectorielle (II) 

La méthode pogressive qui consiste à annuler ti , puis Ilq-, , . . . 
fait apparaitre une recurrence qui permet de calculer, en partant du 

système le plus rapide oour aller vers le plus lent, tous les termes 

de la matrice d'état du système dégénéré ( schéma 111-3 ) . 

Les conditions d'inversibilité des matrices sont su~~osées 

remplies à chaque pas de dégénérescence. . . . . 



Schéma ( 111-3 ) 

s ~ + i  représente le système global S qui a été dégénéré (k+l) fois. 

L'ordre d'arrêt k est variable. Il peut être choisi suivant 

divers critères : 

. non inversibiliti des matrices obtenues. 

. réduction de l'ordre du système global estimée suffisante 
oour permettre une étude de la stabilité. 

. le sous-système S est de stabilité incertaine. 
k 
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Donc à partir de la matrice caractéristique du système g1obal.S 

d'élèments A. i,j-1.. .q , il est possible de calculer, par programme 
i j' 

récurrent les termes d'un système dégénéré en fixant à priori la réduction 

de dimensionnalité souhaitée, dfazrès les diffgrentes échelles des temps. 

Dans ce cas, le sous-système Sk impose sa vitesse, qui détermine 

la limite entre la -&ie lente et la partie rapide du système global. 

4 

Le système dégénéré obtenu, si pg = 0, est alors formé des 
K K 

sous-systèmes S,, 's2, ..., S k-l. (L'indice K placé 3 gauche indique 

le système ayant marqué la séparation partie lente-~artie rapide) . 

Le calcul des élèments de la matrice IC'M caractéristique 
K 

de S se fait aussi par recurrence, en définissant de poche en proche 

l'eqression de 5 = %(xi ; i = 1.-q , i # k). Cette représentation 
permet un calcul itératif, automatisé, ce qui ne serait pas le cas si 

le système rapide négligé était -résenté sous forme de système matriciel 

Le déroulement de ce calcul est schématisé par la figure 

suivante ( 111-4) 



sauf Sk 

K K K K -1 - Y 
K 

M.. = M 
(4-klMij (q-klYiq (q-k)- pq (q-k) qj 

i,j = 1,2, ... k-1 
(q-k+f) 1J 

Figure (111-4) 

En fin de calcul, il vien t  '54 = K~ (q-k+l ) 

A chaque étape 1 de ce calcul, il faut vérifier que la matrice 

K~ (1-1) (k+l-l)(k+l-1) est inversible . 

Si cette condition n'est pas vérifiée, il est alors possible 

de modifier le déroulement des étaoes du calcul pour éviter cette difficulté. 

Soit le système global S formé de 5 sous-systèmes Si , 
i = 1, ...,5 



Il est représenté par la matrice A d' élèments Ai j ,  i, j = 1 . . -5, 
et s ' écrit 

SI et S2 forment la partie lente du système global et S 
3, S5 

forment la partie raoide Gar rapport à laquelle il est possible de simplifier 

compte tenu de la précision recherchée, et la vitesse de S , qui est la 
3  

plus lente parmi les systèmes raoides, va imooser le mode d'évolution de 

l'ensemble. 

p 3 =  O donne une contrainte d'inversibilité sur la matrice 
P - 

A 1; ;? suivante (la notation utilisée s 'insoire cie celle de Binet- 

ligne conservés 
Cauchy : A 

colonne 

(111-1 3) 

- 1 3  4 5 
Pour calculer A l3 4 , il est possible d'utiliser la 

méthode par blocs présentée par Rosenbrock [ 9 ] .  



étape 2 

L a  d c u r r e n c e  proposée plus  haut permet de t r a i t e r  ce système 

mat r ic ie l  sur un mode i t é r a t i f .  (Les indices des élèments des matrices M 

ne correspondent pas aux numéros de l igne ,  mais aux composantes du vecte 

é t a t )  . 
Ainsi 

% = O  

étape 1 

"M 1 11 

avec 

;M = 

étape 3 

3 ~ .  z3F! - 3 avec =; 2 i j  2 " i 5 2 , 5 ~ 5 j  M Il i , j  = 1,2 

Figure (ng-5) 

51 
1 21 

1 

'M 1 41 . 

3~ - - - - - - -  . - - - - - - -  * 
1 51 P 5 5  

h - 

i 

I 

avec % - -1 A i , j  = 1 ,2,4,5 
1 i j  - "ij - *i3 "33 33 

1 



Ces étapes successives dans le déroulement de la r6currence 

imposent les conditions suivantes : 

étape 1 A33 inversible ( condition 1 ) 

- 1 étape 2 : M ~ ~  = - A43 A33 A34 inversible (condition II) 

31d-1 3~ étape 3 ; M ~ ~  = ; M ~ ~  - i~~~ 44 45 

M = (A -A A-'A )-(A -A A-'A ) ( A ~ ~ - A ~ ~ A ~ > ~ ~ ) - ~  ( A ~ ~ - A ~ ~ A ; $ ~ ~ )  
2 55 55 53 33 35 54 53 33 34 

inversible (condition III) 

Supposons que la condition (II) ne soit pas vérifiée. 

Il est alors possible d'inverser les étapes 2 et 3, ce qui revient à 

permuter les sous-systèmes d'indices 4 et 5 dans la descriotion initiale 
du système. 

Il vient dans ce cas les nouvelles conditions d'inversibilité 

- 1 étape 2' ; M ~ ~  - A  
53 A33 A35 

inversible (condition II') 

étape 3' ;M4& = i\144 - 'fl 'M 
1 45 1 55 1 54 

inversible (condition III') 

Le déroulement de ces étapes peut être déterminé >réalablement 

par le calcul de det A [z g1 (III-13), et dépend de la présentation 
A en blocs de cette matri8e. 

Ainsi - 

1 ,  ,,,- 
I 

I 
A 
53 1 *54 

A 
5 5 

d 



D'après Rosenbrock [g] (vo i r  en annexe II) ,  s i  det  A # O, 3 3 

OU encore 

3 4 5 -A A-'A A44 43 33 34 
-A A-'A 

det A [ ]= ( d i t  A33) x det[ 
A45 43 33 35 

3 4 5  -A A-'A A54 53 33 34 
-A A-'A 

A55 53 33 35 1 
La matrice C e s t  encore formée de blocs e t  l e  ca lcu l  du 

déterminant de C permet de d é f i n i r ,  suivant q u ' i l  e s t  nul  ou non, l a  

succession des étapes de l a  Acurrence.  

S i  C I l  e s t  invers ib le ,  a l o r s  de t  C peut ê t r e  calculé  suivant 1 1 
Rosenbrock, e t  l e s  conditions obtenues représentent  l e s  conditions (II) 1 
e t  (III) correspondant aux étapes 2 e t  3 de l a  Acurrence présentée. 1 

Si C l l  n l e s t  pas invers ib le ,  m a i s  C l ' e s t  (condit ion (11') 22 
v é r i f i é e )  une forme équivalente de det  C e s t  obtenue ( v o i r  annexe 2) 

e t  l e  résultat du ca lcu l  de det C e s t  l a  condition (III') correspondant 

à l l é t a p e  (3' ) . 

Dans l e s  deux cas ,  l e s  blocs déf inissant  C sont ceux u t i l i s é s  

dans l e  ca lcu l  de l a  récurrence. 



717 - SYSTEMES CARACTERISES PAR DES MATRICES COMPAGNON 

Soient trois systèmes, d'ordres q . ,  i = 1,2,3, interconnectés 

tels que les termes d'interconnexion notés e:: -part iennent à - 

l'ensemble (0, 1 ) . 
Nous les sugooserons par la suite égaux 3 1. 

. 

La matrice du système global S = SI U Sa U S est formée des 3 
élèments A. tels que 

1 j . 1 es blocs diagonaux Aii sont des matrices compagnon, définissant les 
évolutions des sous-systèmes Si (i = 1,2 $3) pris isolément 

r - 
O 1 0 - - - - . - - - - - - - O  

I 

I 

. . 1 

I 

I O f I 

l 

I 

1 
1 , ' I 

Aii = I 1 1 

l 1 

I . O 
I 1 \ 

1 I 
. 

\ 

1 

O 0 - . - - - - - - - - - -  0 1 

-aoi(.) -a ( . )  - . - - -  - - - - - -  - -  -8 
1 i (q-l )i ( - 1  

L - 

T . Aij = Bi C. sont des matrices de couplage 
J 

i,j = 1,2,3 

avec de dimens ion [q. XI] 
1 



A cette description il est possible d'associer des fractions 1 
rationnelles Wi ( A ) qui correspondent, dans le cas de systèmes linéaires 
aux fonctions de transfert obtenues en remplaçant A par p. 1 

Les trois systèmes sont supposés de vitesses d'évolution 

différentes et le système global s'écrit en régime autonome 

Si S est le système le plus rapide, le système global dégénéré 3 
1 S' est alors formé de S; et S2. 

La condition à vérifier porte dans ce cas sur l'inversibilité 

de la matrice caractéristique de S soit A et s'écrit 3 , 33 ' 

Le système S' est; alors représenté par la matrice M' d'élèments 

- 1 A33 A3 pour i , j = 1,2 



d'où 

peut être représentée 

schématiquement sous forme de bloc 

LILLE 0, 
- "O3 

représente le gain statique instantané du système S K3 - a03(.) 
3 



Les élèments de la matrice El1 ' s'expriment alors par 

pour i,j = 1,2 

ou encore 

pour i # j , il vient 

soit 

La forme compagnon des matrices caractérisant S: et S: est 

conservée. Les fractions rationnelles W(A) permettant m e  modélisation 

mathématique des systèmes considérés S: et S; s 'obtiennent alors 

directement à partir des exgressions matricielles ci-dessus. 
x.-1 

b03 gain statique instantané du sous-système S avec Kg = -71 
an3 3 ' 

2ème étape p2 = O 

Cette étape ueut être nécessaire dans le cas où la réduction 

de dimensionnalité n'est >as suffisante agrès la oremière étage. 

Le système doublement dégénéré est représenté alors par 

l'équation d'état 

avec 
Y' = ?4;, - M ; ~  M;;' 4, 



La condition d'inversibilité de ~i~ s'écrit alors, 
Si B C* sous la forme %2 = A22 + K3 2 2 

- a ( . )  + Kg bO2 # O ou encore 
02 

K K # 1  s i K 2 =  
b02 

2 3 
représente le gain statique 

aO2(. 

instantané du sous-système S (ao2(.) # O se déduit des conditions de 2 
stabilité locale de S2). 

Le même déroulement du calcul que celui -résenté pour la 

première étape conduit aux résultats suivants : 

( l+K3)K2 
M2 = Mil + 2s T B cl avec y = (1 + K ~ )  cl 

1-K K 1 
2 3 

OU encore 

K3 ( I + K ~ )  + K2(1+~ ) 
avec 3 

1 - K2 K3 

La fo& cornnagnon est conservée pour s2 et la fraction 
rationnelle w2(A) décrivant s2 peut alors s'en déduire 

(l+K2) K3 + ( 1 + ~  ) K2 
avec 3 

1 - K2 K3 

Le numérateur ici est égal à 1 puisque tous les termes de 

couplage ont été éliminés. 

L'étude de la stabilité des systèmes dégénérés peut alors 

être faite directement sur les coefficients du dénominateur par le 

critère de Routh, si les systèmes sont linéaires, ou dans le cas contraire, 

par majoration en utilisant les techniques d'agrégation après passage 

à une représentation particulière. 



111-2 SEPARATTON EN U N E  ETAPE PARTIE LENTE-PARTTE RAPTVE .................................................. 

Le système formé des 3 sous-systèmes interconnectés s'écrit : 

où A se présente sous la forme indiquée précédemment, avec 1 
. A. ii matrices compagnon 

i=1,2,3 

Aij=l ,2,3 matrices de couplage comportant une seule ligne 

ifj 
d'élèments non nuls. 

Considérons le système SI comme partie lente de S et S2 et S 
3 1 

comme partie rapide. La vitesse de la partie rapide est imposée par S 2 
qui en est l'élèment le -lus lent,dfoÙ p = O permet d'imposer à S 

2 
une dégénérescence forcée oar S , pour obtenir 'S = 'sl 2 

1) Si AZ2 est inversible ($ aO2(.) # O 

La matrice A b02 
sera inversible si - a ( . ) + 7 bO3 # O 03 an, 

a) Si a ( . ) # O , ce qui correspond à A inversible 
03 r- 7 3 3 

la condition d ' inversibilité pour A correspond bien à celle déterminée 

précédemment en 111-1 2ème étape. 



b )  S i  aO3( . )  = O , l a  condition det  A [;:il # O se ra  obtenue 

s i  bO3 # O ,  l e  sous-système S 3 é tan t  ins tab le ,  mais l e  couple S2 u S3 

é tant  localement s t ab le .  

Cette configuration e s t  r a r e ,  e t  présente de gros inconvénients. 

En e f f e t  s i  l e  système S qui e s t  l e  plus rapide e s t  i n s t ab l e ,  il peut,  
3 

sous l ' e f f e t  de cer ta ines  oerturbations extér ieures ,  amener dans l 'hypothèse 

non l i n é a i r e  l a  divergence du système global .  

2)  S i  A22 n ' e s t  pas i n v e r s i b l e # a O 2  = O ,  l e  système S2 e s t  ins tab le .  
- - 

Pour que S s o i t  s t ab l e  e t  l a  matrice A 3 
invers ib le ,  il fau t  det  A 

[: :: ] 
a )  S i  A invers ible  (*ao3 ( . ) # O ) , l e  cas e s t  équivalent 

3 3 
à ce lu i  présenté en l ) b ) ,  en permutant l e s  indices 2 e t  3. 

b )  S i  A33 n ' e s t  ?as i n v e r s i b l e ~ a O 3 ( .  ) = O ,  l a  décomposition 

e t  l e  ca lcu l  par blocs du déterminant de A [z ;:] ne sont plus possibles.  

I l  faut  a lo r s  développer ce c a l cu l  l i m e  ?& l igne  

det A[; :21 = ao2( . ) aos( . ) - bo, bO3 = - bO2 bO3 

L a  matrice A e s t  donc invers ible  s i  bog bo3 # O 

Les résultats obtenus pour l e  cas 1 ) a  correspond à ceux calcillBs 

pour l a  première méthode oar dégénérescence progressive jusqu'à l ' é t ape  2 .  

(1+K2)  Kg + ( l + $ )  K2 
avec B = 

1 - K2 K3 

Pour l e  cas l ) b  , l e  sous-système S n ' e s t  pas s t ab l e ,  
3 

a ( . )  = O .  Cependant bo3 e s t  non nul. 03 

La forme obtenue pour l e  système 's, e s t  du même type que pour 

l a  l è re  méthode, mais l e  coeff ic ient  B e s t  d i f fé ren t .  C e  terme qui  

s ' é c r i v a i t ,  quand aO2( . )  e t  aO3( . )  é t a i en t  non nuls 



devient ici, quand aO3 ( . ) = O 

OU encore 

1 + 2K2 
~ t -  ( 1 avec K~ - - b ~ 2  

K2 a,,*( 1 

d'où 

Ce qui devient oour le cas 2)a, en permutant les indices 

2 et 3 
I 

Pour le cas 2)b , correspondant à l'instabilité de chacun des 

sous-systèmes rapides S2 et S3, mais tel que le couylage S u S soit 
2 3 

stable, ce qui implique bo2 . bo3 # O, le terme B devient I 

Dans ce cas, le système S est représenté par 

Ces résultats obtenus se généralisent aisément au cas de n 

sous-systèmes interconnectés. 



IV - LES SYSTEMES NON LINEAIRES INTERCONNECTES S O M  CARACTERISES 

PAR DES IiAATR1CE.S EN FLECHE 

Le système S = SI U S2 U S est constitué des sous-systèmes 
3 

interconnectés S. d'ordre q. (i = 1,2,3) du t ~ e  de Lur'e Postnikov. 
1 1 

La matrice A se présente schématiquement sous la forme 

suivante : 

chacune des matrices A 
i i est en flèche et s 'écrit, en reprenant la 

i=1,2,3 
mise en équation présentée dans le chapitre II : 

pi- 1 
i -1 n (a: - al) 

j =2 

pi- 1 

I7 <a: - 4)-1 
j = 1  

Les matrices A 
ij sont obtenues par la relation 



T le vecteur C: admettant maintenant l'expression 

il vient 'I 

de dimension q [ i qj] 

Les systèmes S i 
i=1,2,3 

par leur fonction de transfert 

sont représentés, pour la partie linéaire 

ère étape : P3 = 0 

S' est alors représenté par M' d'élèments 

Le système S devant être stable, la matrice A est inversible 
3 33 

et telle que (-1 lq3 det Aj3 s E > 0. 

avec 

det A = (-1 lq3 P*~(o) 
33 



* * 
P3(p) = D3(p) + f N (pl est le "polynôme caractéristique 3 3 

instantané" du sous-système S 
3 

Dans ce cas 9, 

Pour le calcul de M:, , seule imoorte la dernière colonne de la matrice - 1 , que l'on peut noter V. 
T T Soient C la dernière ligne de A et Cl la dernière ligne de A 3 13 3 1 

M: s 'écrit encore : 

colonnes -rooortionnelles à V 

où les Cli sont les élèments de la dernière ligne de A 
3 1 

La forme en flèche est conservée 



ou en général 

T 
où C est la dernière ligne de la matrice Ai3 et V la dernière colonne 

3- 1 
de A33 

La forme de la matrice M l g  est donc conservée. 



Dans les expressions de M. apparaît le terme CT V 
1 j 3 
i,j = 1 , 2  

V est la dernière colonne de A-' 
3 3 

- 1 
si = (o:j} 

les élèments de V dernière colonne de A  sont 
- 2  3 3 

l , J = l .  .q3 
'3 

obtenus par a!= tels que 
lq2 

CL. 

j=l 3 3 

avec 

' i = i ,  ..q3-1 

La ligne cT se présentant sous la forme 
3 

q3 3 3 
det A  3 3 = (-1)q3 <(O) = (-1) (So + f3 oO) 

T 
Le terme C V eqt donc égal à S3- 1 

3 

(-1 

j fi 



en posant g* = "O 
i si + 1 ai 

Les termes de la matrice M' se orésentent donc sous la forme 

Les élèments situés sur la dernière ligne de la matrice M? . 
11 

oermettent d'obtenir une nouvelle expression du "polynôme caractéristique 

instantané" ~ f *  (A) du sous système S'  i 

~ f *  (A) = 

, ème 6tane : p2 = 0 

Le système doublement dégénéré s2 est alors représenté par 
la matrice ?12 avec : 



La matrice M I  doit être inversible det # O, ce qui 
22 

neut s 'exprimer, yuisque M' est encore en flèche qar 22 

% det M ; ~  # O ( - 1 )  P;*(o) # O 

OU encore 

2 * 
S0 + 0; (fl: - g3) # O ce qui donne en développant 

Mi2 est donc inversible si 

La condition ( 1 )  exprime que le déterminant de la matrice 

OU encore 

caractérisant l'interconnexion, avec des coefficients de cou~lage 

R X 
(l-g2 e3) 

# O  +' 
g: 

"i j = 1 des systèmes "raoides'' S et S doit être non nul (voir chapitre II) 10 
2 3 

i, j=2 $3 
C 1 

i#j 

g2 * g3 * # 1 

2 
(J(, # O 

Pour la détermination de -1' , la même étude que précedement 
peut être reprise, en remplaçant A par M' , 1 'élimination se faisant au 
niveau de l'indice 2. 



La forme totalement dégénérée du système est alors caractérisée 1 
par la matrice M2 telle que : 

- Les résultats obtenus oour les matrices M' et M~ sont similaires( 

à ceux déterminés précédemment pour les matrices compagnon. 
a 3 * 

Il apparait encore ici des expressions invariantes g = "0 

-2 
R et g2 = "0 qui reorésentent des "pseudo-gains statiques " , puisque 

seuls les termes de degré zéro et les non-linéarités des systèmes S2 et S3 

apparaissent, de la même façon que l'on avait précédemment mis en évidence 

les termes K2 et K 
3 ' 

- Les valeurs de K = b02 
2 a ( - 1  et K = b03 auraient <té 

3 aO3(.) 
02* semblables à celles obtenues pour g et g3 si l'on avait considéré 

des systèmes Si de type Lur'e Postnikov en boucle fermée comme dans le 

cas de la présentation des systèmes en flèche et explicitg les coefficients 

Il apparaît en effet dans ce cas (en considérant le ième sous- 

système -~o-aclé sur lui-mgme par lfiotem6diaire du retour ) 

l'expression ski(.) = a.,i + 1 'ki V k  = O, ..., pi-1 
etvi = 1,2,3 

Ce qui donne pour le gain statique instantané du système Si 
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- Les expressions déterminant les termes des matrices dégénérées 
sont semblables, malgré la forme compagnon ( 1 ) et flèche (2) des matrices 

initiales A.. 
11 

après la oremière étape sous forme 

1 

l * après la deuxième étape 

- Les formes initiales des matrices sont conservées. 

- Il est donc possible de conclure que cette transformation 
des matrices A. 

ii et 'ij formant le système initial S = S 1  U Sg u Sg, 
ainsi que la mise en évidence d'expressions invariantes se retrouveront 

toujours, dans le cas où le oassage d'une forme fie matrice à une autre 

aura été exécuté par changement de base. 

Ceci généralise à toute forme de matrice les résultats obtenus 

pour ces deux cas prticuliers, matrice compagnon et matrice flèche. 

Seul restera à déterminer l'invariant correspondant. 

- Toutes les études précédentes effectuées sur la forme compagnon 
pour le deuxième ty-pe de démarche consistant à négliger en une fois toute 

la partie rapide, constituée ici de Sa et S peuvent être reprises, en 
3 

modifiant les invariants. 



- Si les coefficients de couplage kij ont une vale 

i,j=l,2,3, i#j 
différente de 1, qui était celle considérée jusqu'ici, ils apparaissent Y 
dans les expressions des matrices de couplage A qui sont alors obtenue 

in ij 
par kij B~ C' . 

j 

Dans ce cas, les matrices -II stemriment par i j 

V - ETUPE PE LA STABZ LITE DU SYSTEME GLOBAL 

La forme particulière obtenue pour la représentation matri- 

cielle des processus à perturbations singulières va nous permettre, en 

utilisant les résultats des deux précédents chapitres de mettre en 

évidence une propriété remarquable. 

Considérons le système S constitué de deux sous-systèmes 

interconnectés SI, S2 du type Lur'e Postnikov et décrits par des matrices 

en flèche 



Le système S est représenté par l'équation matricielle 

Théorème 

S i  

( i l  pour chaque fonction de transfert ,  numérateur e t  

dénominateup forment une paire positive.  

(ii) a2 . o 1  > O (produit des termes de couplage > 01 
q2-l ql-l 

(iii) l e s  zéros de la  partie linéaire du système sont rdels; 

négatifs e t  d i s t inc t s  (i = 1,2) 

alors la  véri f icat ion de Za val id i té  de la conjecture lindaire permettant 

de conclure à l a  s tab i l i t é  asymptotique du système dégénéré s1 implique 

la mgme propriété pour l e  syst2me i n i t i a l  S .  

i Choisissons Four - % les zéros des numérateurs des fonctions 
de transfert W. ( p ) .  

1 



Compte tenu des propriétés (i) et (ii), un simple changement de 

base permet de donner aux matrices Al 1, A22, ~l~ et A la forme corres- 

pondant à l'opposÊe d'une 2-matrice symgtrique. 

La matrice A satisfait alors les conditions de validité de la 

conjecture linéaire qui s'exprime d'une part par les conditions (iii) 

et d'autre part par les inégalités 

Q2 R 
(-1) det A,, = ~ ~ ( 0 )  b E > O 

or cette dernière relation se décompose sous la forme 1 

ce qui correspond bien à la condition suffisante de stabilité du système l 
dégénéré S' . 

Ce résultat peut être généralisé à plus de 2 systèmes, toujours 

dans le cas où la conjecture linéaire s'applique. 

Dans le cas contraire, la méthode classique d'étude de la 

stabilité du système S consiste à étudier la stabilité 

- des systèmes rapides 
- du système dégénéré Sd obtenu 

Ainsi considérons le cas des 3 systèmes d'ordre 3. 

V- 1 PREMIER€ DEMARCHE 

ère étape 

S est le système le >lus rapide*p3 = O 
3 

Une première condition de stabilité s'impose pour S 3 ' Ce 

système est représenté par une matrice en flèche A 33 ' Si A 3 3 vérifie les 

conditions d'application du lemme de Kotelyanski, c'est-à-dire 
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t élsments symétriques par rapport à la diagonale de même 

l signe. 

l R élèments non constants situés sur une seule rangée 

alors S est stable si 
3 

P; (O) 2 E > O ( cf chapitre 1) 

3 ce qui correspond à S: + ? 0 2 E > O 3 O 

Le système dégénéré est représenté par une matrice en flèche 

et se ?résente sous forme de deux systèmes non linéaires interconnectés 

S i  et s;. Ce cas a été étudié dans le chapitre II. 

OU encore 

* 
avec M! = (1  + g3) B~ c T 

1 j j 

et ~i~ = 
+ < B~ ci 

i=1,2 



avec i R Pi (p) = Di(p) + (6 - g:) N. 1 (pl 1 

Cette matrice il' ( . ) ne remplit pas les conditions permettant 
llapolication du leme de Kotelyanski, puisque les élèments non constants 

sont situés sur deux rangées. Il faut donc après permutation de la 3ème 

et ligne, définir une norme vectorielle p telle que le système majorant 

qui s'en déduit soit caractérisé par une matrice remplissant ces conditions. 

Le lemme de Kotelyanski s 'applique à C ( . ) si le terme C est 
5 5 

négatif, c'est-à-dire 

Soit P(X) = [ I ~ ~ I ,  Ix21 9 lx3! 9 Ixlil 9 Ix51 + lX61] 
Ce calcul a été développé dans le chapitre II. 

Du système S' d'ordre 6 se déduit alors un système de comparaison 
l 

dlordre 5, représenté Far la matrice Cl(. ) 

f 

cl(.)= 

- , 
1 - 1 

-a 1 
O O O 

1 - 1 
O -a O O 

2 

O O 2 
-a 1 O 

O O O 2 
-a2 

1 
a +a1-S' 

+ + + + 
m m  

N: i-a;il 1 a 1 - 1  1.; (-a911 

1 2 2  

1 * 
+102(1+63)1 ; 

a2+a2-s2 

1 2 1 2  2 2 
-0, ( f2-g3 

i '+ o2(l+g3) I * I 



Le système dégénéré S' est stable si 

4 cli5 

ci5 ' 1 c ; ~  L - E  < O relation( 11-9) 
i=1 (-c:: ) 

OU encore 

2 2 ~P;*(-EL;)~ + lN:(-a:)l 
$5 + Z Z L - E <  O 

i=1 j=1 a: ( af - ai 1 2 

Cependant il peut être plus aisé de définir le système s2 
doublement dégénéré, ~uisque alors le système est représenté Dar une 

matrice en flèche mince, ce qui simplifie l'étude de la stabilité. 

Donc si la réduction de dimensionnalité après une étape 

n'est pas suffisante, il est possible de passer à un niveau de dégéné- 

rescence supplémentaire ce qui n'est possible que si le systène "négligé" 

est stable, soit ici s;. 

2ème II éta~e = O : le sous-système S: est négligé1' 

Le système dégénéré s2 est représenté gar 

* ik * * 
(1 + g2) g3 + (1 + g3) g* 

avec = * * 
1 - e2 g3 

avec la condition de stabilité portant sur Si, qui s'exprime par les 

contraintes suivantes : 

. a? > O pour j = 1,2 
J 

. termes symétriques par rapport à la diagonale de même signe 



OU encore 

Ce qui peut s 'écrire 

* X * (s: + u t < )  (1 - g g ) 2 E > O avec g2 = 
"O 

2 3 
s; + $ 0; 

ce qui est équivalent à 

Dans ce cas, si x2 ( . ) vérifie les conditions d' apylication 
du leme de Kotelyanski, et notamment aqpartient à l'ensemble des - M 
matrices, 

s2 est stable si 

. les termes symétriques par rapport à la diagonale sont de même signe 

. P:*(o) 2 E > 0 

ce qui se décompose en deux conditions 

s;+u; fi 2 O > o*P?(o) E S 0  (S, stable) 

Il est possible donc de rassembler les conditions de stabilité 

de S, en supposant que toutes les conditions portant sur les élèments hors 

diagonaux sont remplies 

1) S stable 
3 



2) si stable : S2 stable =$ S; + 0; f: 2 E > O I 
3) S: = s2 stable : SI  stable*^: + 0; f: i E > O 1 

R R  R R 
(l+g2) g3 + g2(l + g3) 

avec B* = * * 
1 - e2 e3 

avec * - - "O 
gi i i i = 1,2,3 

S + f. a. 
O 1 

Si l'un des sous-systèmes S ou S (ou les deux) est instable, 
2 3 

mais si le couplage S u Sg est stable, il est possible, grâce à la 2 
deuxième démarche ?résentée de définir 2~ dégénéré et d'en déduire la 

stabilité. 

Il apparaît ici encore la supériorité de cette méthode sur 

la précédente, les contraintes de stabilité portant sur les systèmes 

composant la partie "rapide" sont allégées, et réduites à des contraintes 

concernant leur couplage. 
* 

L'étude de l'inversibilité de la matrice A [ ] est menie 

comme dans le cas des systèmes représentés par des matrices compagnon 

l et la condition obtenue s'écrit alors : 1 
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CONCLUSION 

La méthode des perturbations singulières permet une apbroche 

simplifiée des systèmes de grande dimension, linéaires ou non. 

Deux démarches ont été présentées, la seconde permettant 

d'envisager l'étude dans le cas où l'un des sous-systèmes rapides 

ne vérifie pas à priori l'hypothèse de stabilité. 

La mise en équation matricielle des systèmes dégénérés a été 

également systématisée et le formalisme mis en évidence montre l'indé- 

pendance entre le choix initial de la représentation dans 3,'esobce d'état 

et la présentation du résultat obtenu, tout en faisant aaparaître des 

expressions invariantes, indépendantes du comportement fréquentiel du 

orocessus. 

Un résultat remarquable a été mis en évidence permettant pour 

une classe importante de processus de conclure rigoureusement à la 

stabilité asymptotique du système complet à partir des seules contraintes 

de stabilité définies pour le système rapide et le système dégénéré.. 

Dans le cas général, la mise en équation obtenue pour le 

système dégénéré permet une étude aisée de la stabilité, compte' tenu 

de la précision recherchée. 



ANNEXE 11 

Calcul du déterminant d'une matrice blocs 

Soit la matrice carrée P 

1)  Si det T # 0, alors 

073 T [ r x r] 
W [lx 11 

U [r x 11 

V [lx r] 

det P = (det T) + det ( V  T-' U + W) 

La démonstration de ce théorème est la suivante 

La matrice P peut s 'écrire, 

où Ir et 1 sont les matrices unité de rang respectivement r et 1. 1 

La détermination de P est alors le produit des déterminants 

de chacune des matrices d'oÿ le résultat. g 

2) Si det T = O, cette décom~osition suivant Rosenbrock n'est plus 

possible. Nous allons montrer qu'il existe une forme équivalente qui 

permet de calcder le déterminant de P. 

Ainsi, si au lieu d'isoler T, on isole U, la matrice P 

s'écrit alors, si det W # O 

Le déterminant de P s'écrit alors : 

det P = (det W) n det (T + U W-l V) 
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CONCLUSTON GENERALE 

Les résultats yrésentés dans les deux premiers chapitres de 

ce mémoire constituent une suite et une extension des travaux relatifs 

à la représentation des systèmes à l'aide de matrices caractéristiques 

en flèche (chapitre 1, [ 4) ) . 

L'utilisation des méthodes de la programmation linéaire a 

permis de mettre en évidence une simplification de l'étude de la stabilité 

des systèmes de grande dimension, et de se ramener, directement ou non, 

au cas de validité de la conjecture linéaire, ce qui a rendu oossible 

une recherche systématique et optimale des domaines de variation admis- 

sibles des paramètres non constants des systèmes étudiés. 

Dans le cas où le processus envisagé est composé d'une partie 

à évolution rapide et d'une autre plus lente, la méthode des perturbations 

singulières, en réduisant l'ordre du modèle en simplifie notablement 

l'étude. Les résultats que nous avons présentés permettent de généraliser 

son application à des systèmes qui ne vérifient pas obligatoirement 

l'hypothèse généralement admise de stabilité des sous-systèmes. La mise 

en évidence d'expressions invariantes et la présentation d'un formalisme 
- - - - - --- * 

général simplifi6 de mise en équation des systèmes dégénérés laissent 
- 

envisager la possibilité d'étendre cette méthode au cas des processus 

fortement non linéaires. 

C'eat dans cette v ~ i e  que nous pensons poursuivre ce travail. 
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