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I N T L 2 0 D U C S I M  GENERALE 

La modélisation d'un système est le plus souvent 

la première et la plus délicate des tâches confiées à un ingé- 

nieur automaticien . Les outils pour construire un modèle sont 
multiples : connaissance a priori d'équations provenant de la 

physique, historique du système, etc... Une fois cette modéli- 

sation faite, les résultats obtenus sont le plus souvent diffi- 

ciles à exploiter directement : le nombre des paramètres est 

trop élevé, les équations sont trop compliquées par suite de 

non-linéarités ou de l'évolution des structures du système au 

cours du temps, sans compter la présence éventuelle de phéno- 

mènes aléatoires . 
Il s'agit alors pour l'automaticien de simplifier au maxi- 

mum son modèle pour le rendre exploitable sans pour autant 

qu'il ne s'écarte trop de la réalité &J système qu'il représente . 
Cette dernière phrase, très simple en apparence, contient toute 

la difficulté au problè~e de la réduction de l'ordre des sys- 

tèmes, c'est à dire la simplification aes équations différen- 

tielles, rendues linéaires et stationnaires, régissant le com- 

portement d'un système, de façcn à diminuer 1s nombre de varia- 

bles d'état . La difficulté provient de ce que personne ne 

peut dire ce qu'est un "bon" modèle d'un système . Il n'est 
pas possible en pratique de prouver qu'un modèle décrit rigou- 

reusement un processus, seule la mise en évidence de contra- 

dictions peut en général s'avérer possible en en montrant ainsi 

les limites . 



Un des critgres le plus souvent retenu pour la validation 

d'un modèle en automatique est que ies réponses du système et 

de son modèle, notées respectivement e(t) et ê(t), doivent être 

l(prochesn numériquement l'une de l'autre pour des entrées typi- 

ques identiques . Ces entrées sont généralement un échelon, une 
impulsion de Dirac ou encore des sinusoides . Il est vrai que 
le signal physiquement réalisable qui fournit le plus de ren- 

seignements sur la dynamique dtun système quand on l'a-plique 

à ltentree de celui-ci est ltéchelon . 11 est clair que si les 
réponses indicielles du système et de son modèle sont rigoureu- 

sement identiques alors le modèle sera parfait . La difficulté 
vient si ces cieux réponses, e ( t )  et &{t), ne sont que proches 

l'une Ge l'autre, par exemple,critère courament retenu, si 

lie(t) - ~(t))'dt est faible devant 17ectfdt . il n'est 
pas évident de dire que l'on pourra assimiler dans ce cas le 

système à son modèle dans un but de dhterminaticn de conditions 

de stabilité ou de synthèse d'asserviesements . 

Il ne s9agit pas ici d'envelopper le problèzne de la réduc- 

tion de l'ordre des systèmes dans son ensemble ni même de faire 

une krésentation coznplète de toutes les méthodes existantes à 

ce jour . Les méthodes fondées sur la minimisation d'un critère, 

la méthode des perturbations singulières par exemple ne sont 

pas envisâgées dans ce travail . 
Nous présentons dans le premier chapitre la définition et 

les propriétés d'une classe de méthodes de réduction de l'ordre 

des systèmes linézires stationnaires continus . Une méthode de 
réduction de l'ordre appartiendra à cette classe si elle se ré- 

sume en la troncature des équations d'état du système original . 
A chaque mise en équations d'état du processus de départ 



correspondra une méthode àe  réduct ion  d i f f é r e n t e  . Une t e l l e  

c l a s s e  de méthodes ne regroupe pas, en général ,  tous  l e s  modèles 

poss ib les  d'un système . L'erreur due à la  réduct ion  de l ' o r d r e  

peut dans ce cas  ô t r e  considérée comme un système dynamique au 

m8me t i t r e  que l e  système de dép=t ou son modèle . Le problème 

de l a  réduct ion d 'ordre r e v i e n t  a l o r s  à un choix de l a  repré-  

s e n t a t i o n  dans l ' espace  d ' é t a t  du système o r i g i n a l  . 
Dans un deuxième c h a p i t r e  noua présentons t r o i s  formes 

canoniques pour l e s  équat ions d ' é t a t  d'un système monovariable 

l i n é a i r e  continu e t  s t a t i o n n a i r e  q u i  s o n t  déjà connues : 

- La forme de Jordan . 
- L a  forme de Schwarz . 
- L a  forme a t t a c h é e  au développement de  l a  fonct ion  de 

t r a n s f e r t  en f r a c t i o n  cont inue su ivant  l a  deuxiéme 

forme de Cauer . 
Nous rappelons l e s  d é f i n i t i o n s  de l a  méthode de réduct ion  modale 

associée  à l a  forme de Jordan, e t  l a  méthode fondée s u r  l a  deu- 

xième forme de Cauer . Nous montrons que l a  forme canonique de 

Schwarz e s t  une formulation dans l ' e space  d f é t a t  de l a  méthode 

de reduct ion  d i t e  de Routh dont nous fa i sons  un bref  r appe l  . 
Les développements ue l a  fonct ion de t r a n s f e r t  en f r a c t i o n  con- 

t i n u e  su ivant  l e s  premières e t  t ro is ièmes  formes de Cauer 

ümènent à l *é tab l i s sement  de deux formes canoniques o r i g i n a l e s  

pour l e s  équat ions d ' é t a t  . Ii e s t  également f z i t  un rappe l  des 

méthodes de réduct ion  de l ' o r d r e  a s soc iées  à ces  développements . 

Le de rn ie r  c h a p i t r e  cons i s t e  en l a  présenta t ion  d'une mé- 

thode o r i g i n a l e  pour l a  réduct ion de  l ' o r d r e  des systèmes mono- 

v a r i a b l e s  . E l l e  a p p a r t i e n t  à l a  c l a s s e  de méthodes é tud iée  au 

cours  du premier c h a p i t r e  e t  e s t  a s soc iée  à une forme canonique 



récente  pour l e s  équat ions d ' é t a t  des processus dont on f a i t  

un rappel  de l a  d é f i n i t i o n  . Cet te  méthode de rédnc t ion  conserve 

l e s  premiers moments du système o r i g i n a l ,  e l l e  peut 6galement 

en conserver c e r t a i n s  pa les  . Un exemple numérique an i l l u s t r e  

l a  mise en oeuvre . Certa ins  systèmes mul t iva r i ab les  p a r t i c u l i e r s  

fon t  l ' o b j e t  d'une extension de l a  nouvelle méthode de réduct ion,  

q u i  e s t  compl5tée par un exemple numérique . 



CHAPITRE 1 



CHAPITRE 1 

Définition et propriétés générales de la classe 

de méthodes de réduction de l'ordre des systèmes continus . 

Introduction : 

Le but de ce chapitre est de définir et de présenter les 

propriétés générales d'une classe de méthodes de réduction de 

l'ordre d'un marne système original, noté 1, supposé continu 
et linéaire . On exposera également une méthode de comparaison 
dans l'espace d'état entre le système original et un modèle 

arbitraire de ce système obtenu par use méthode appartenant à 

la classe considéree . 

Définition et propriétés générales de. la classe de méthodes 

2 Définition 

Sait un système linéaire, invariant, continu ayant m entrées 

et p sorties, d'ordre n, on suppose que l'on connait ses équa- 

tions d'état sous la forme : 

O ù  : - A est une matrice carrée d'ordre n appelee 
I matrice du régime libre du système original . 

- B est une matrice de dimension nxm appelée 

matrice drentrée . 
- C est une matrice de dimension pxn appelée 

matrice de sortie . 



- u est un vecteur de dimension m appelé 

vecteur d'entrée . 
- y est un vecteur de dimension p appelé 

vecteur de sortie . 
- x est un vecteur de aimension n appelé 

vecteur-6tat . 
Par extension on désignera le système original, ,par 

le triplet (A,B,c)  . 
On définit alors la classe de méthodes S de réduction 

9 
de lbrdre du système (A,B,C) à l'ordre q par l'ensemble des 

nodèles S d'ordre q tels que (voir référence (1) ) : 

telles que : Q*Q = Iqq ( 2 )  

(où 1 est la matrice-identité d1ordre.q) 
99 

et s = (Q+AQ ; Q+B ; CQ) 

C b s t  à dire que S est.un système d'ordre q dont les 

équations d'état s'écrivent : 

O ù  81 désigne le vecteur état du modhle d'ordre réduit q 

inférieur à n, et 9 le-vecteur de sortie ainsi approximé, de 
même dimension que y . 

+ REMARQUES : - L'équation (2) implique : rang(Q) = rang(& ) = q 

- Q+ est une pseudo-inverse à gauche quelconque de 

Q, le cas particulier où QC est pseudo-inverse au 

sens de Moore-Penrose de Q est traité plus loin . 



Il -parait à la suite de cette définition que le modèle 

d'ordre réduit S du système original (A,B,C) est obtenu par un 

opérate~r de projection, ou encore un "changement de base tron- 

qué$< défini par les matrices Q et Q' . Cependant, ce changement 
de base peut être rattaché à un changement de base classique par 

la proposition suivante : 

PROPOSITION : Les matrices Q et Q+ définies précédemment peu- 

vent s'écrire : 

Q+ = $.T-' . 9 Q = T.$ (3  1 

O ù  T est une matrice carrée inversible d'ordre n et C$ est 

une matrice rectangulhre définie par : 

Q2 = (Iqq 0) 

Où O désigne la matrice nulle de dimensions qx(n-q) . 
Démonstration : 

On suppose que Q et Q', solutions quelconques de l'équa- 
r 7 

tion ( 2 ) ,  s'écrivent : 

Q+= (9, $2) 
9 Q = k:] 

Où : Dimensions (QI) = Dimensions ( R ~ )  = qxq 
t Dimensions (Q2) = Dimensions (RZ) = (n-q)xq 

On peut supposer, sans perte de généralité, que RI est 

inversible . 
On a la relation : QI R I  + Q2X2 = Iqq 

On définit alors les matrices T et T-l comme suit : 

Il est clair que la matrice T-' ainsi définie est bien 

l~inverse de T et que ces deux matrices satisfont bien lféqua- 

tion ( 3 )  - - 



Il est à remarquer que les matrices T et T-' ainsi définies 

ne sont pas les seules à satisfaire l'équation (3) . 
+ REMARQUES : - Les matrices Q et Q ne seront pas uniques à défi- 

nir un modèle d'ordre réduit à partir dtun même 

système original, elles dépendront en effet de la 

formulation de ce système dans l'espace d'état, 

c'est à dire des matrices A,B,C initialement 

- Un modèle d'ordre réduit du système original ob- 

tenu par l'une quelconque des méthodes de la classe 

considérée sfécriuant : 

s = (Q+AQ,P+B,CQ) 

peut aussi stécrira, compte tenu de l'équation ( 9 )  : 
t -1 t -1 S = (C$T A I C $ , & T  B,CT&,) 

C'est à dire que cet opérateur de projection est 

en fait un changement de base classique défini par 

les matrices T et T-', mais que ce changement de 

base est "t.ronquéft . Un modèle S de la classe S 
q 

d~ système original est donc obtenu en ne conser- 

vant que les q premières composantes d'6tat du vec- 

teur  lx . 
1.2.2 Propriétés générales de la classe de rnéthcdes S : 

9 

1.2.2.1 Relation d'équivalence dans S : 
9 

Soient deux modèles S1 et S2 de 1 appartenant 
à la classe S et qui s'écrivent : 

q 

s, = (Q~AQ, ,Q;B,CQ~ 

Alors il existe une matrice carrée inversible 



d'ordre n, notée PIE, telle que : 

La preuve découle directement des équations (3) 

du paragraphe 1.2.1 ; si SI est associé au changement de base 

Tl  et S2 à T2, on a : 

pi2 = T,T; 1 

Les équations (4) définissent une relation d'équi- 

aalence triviale sur S c'est à dire qu'il n'y a qu'une seule 
9' 

classe d'équivalence . Cette relation n'est plus triviale si la 

matrice PI2 est supposée orthogonale, c'est à dire que les mo- 

dèles S associés à une transformation orthogonale du triplet 
L 

original (A,B,C) forment un sous-ensemble S de S qui est 
9 9 

invariant par la transformation définie par les équations (4) . 
Dans le cas général il apparait que la transforma- 

tion définie par les équations (4) laisse peu d'invariants : 

le rang de Q'AQ, celui du produit (CQ).(Q'B), les valeurs propres 

de Q'AQ ne seront pas le plus souvent ccnservés par cette 

transformation . Il n'est donc pas possible de dire a priori 

qu'un modèle S sera stable, même si le système original l'est . 
Le cas où P I 2  est orthogonal est particulier : si 

un modèle S est tel que la matrice Q+ associée est la pseudo- 

-inverse à gauche au sens de Moore-Penrose de Q, alors ce carac- 

tère sera conservé par la trausformation définie par les équa- 

tions (4) . Cela ne veut pas dire pour autant qu'un tel modèle 

appartient à la sous-classe 9 pour laquelle les modèles sont 
9 

tels que la matrice Q+ est la transposée de la matrice Q . 
( voir la référence 1 ) 

1.2.2.2 Utilisation du système réciproque 

Certaines méthodes de réduction de l'ordre 

des systèmes utilisent le biais du système réciproque, c'est à 

dire que la réduction s'opère non pas directement sur le sys- 

tème lui-même mais sur son réciproque suivant le schéma de la 



figure 1.2.1 qui représente la réduction par la méthode directe 
+ 

associée aux matrices de projection & et Q ainsi que la réduc- 

tion via le système réciproque associée aux matrices de pro- 
& 

jection L z t  L+ . Le système réciproque du système original 2 
est noté Z . 

On rappelle que si F(p) est la fonction de transfert 
A) 

aosoci6e au système l, alors on peut définir F(p), fonction 
rJ 

de transfert associée au système réciproque r, si F(p) ne 

prêsente pas de paies en zéro, par la relation : 

Il s'agit ici de &terminer une relation entre les 

deux méthodes de réduction, ou encare de prouver que si.la ré- 

duction dite directe appartient à La classe S alors il en est 
q' 

de même pour la réduction dite réciproque . 

PROPOSITION : Soient S un modèle de la classe S et Sr un mo- 
9 

dèle obtenu par le biais du système réciproque, suivant la fi- 

gura 1.2.1, alors Sr appartient aussi à la classe S 9 . 
Démonstration : 

Si le triplet (A,B,C) est une formulation dans l'es~a- 

ce d'état de la fonction de transfert originale F(p), alors une 

formulation dans l'espace d'état de la fonction de transfert 
.d 

réciproque F(p) peut s'écrire : 

en effet, on a : 

Alors le système peut s'écrire : 



REDUCTION 

FIGURE 1.2.1 

U t i l i s a t i o n  du système r é c i p r o q u e  . 



Et son réciproque Sr : 

L A 
Il faut donc trouver deux matrices Q et Q+ teiles que : 

C'est à dire : 

Q+AQ = :L+A-1 ~ 1 - l  
+ - 1  + - 1  Q+B = (L A LI-l .L A B 

Il est clair qu'une solution est : 

1.2.2.3 Modes propres du nodéle d'ordre réduit 

On a déjà vu que les valeurs propres de la 
+ matrice Q AQ ne son,t pas invariantes par la transformation 

définie par Ses équations (4) et que donc les modes propres du 

modèle d'ordre réduit ne sont pas, dans le cas général, simple- 

ment reliés aux modes du syetème original . On peut cependant 
localiser ces modes dans une région du plan complexe lorsque 

A 
le modèle S appartient à la sous-classe S associée à une trans- 

9 

formation orthogonale du triplet original (A,B,C) . 
On suppose donc, dans un premier temps, que les ma- 

+ 
trices Q et Q associées au modèle S sont telles que : 

Q+ = Q~ 

C'est à dire que la matrice T de changement de base est ortho- 

gonale . On note x' le vecteur état du modèle d'ordre réduit 

et on définit x comme suit : 

x = Q x '  

Alors on a : 



t O ù  2 (respectivement x ) désigne le conjugué (respec- 

tivement le transposé) de x . On a, d'après l'Annexe 1 : 

(inégalité notée (5) ) 

O ù  pm et p~ sont les valeurs propres minimum et maxi- 

mun de la matrice (A+A~)/z 

Si l'on suppose maintenant que xt est-un vecteur 

propre quelconque de la matrice A associé à la valeur propre p, 

qui peut être complexe, en a : 

Si, dans un second temps, le modele S n'appartient plus 

à la sdus-classe SI la relation (5) est toujours vraie à condi- 
9' 

tion que pm et % soient maintenant la plus petite et la plus 
t grande valeur propre de la natrice (A~+A' ) / 2  respectivement, 

où la matrice At est le produit T-IAT . 
Il est clair que les valeurs propres de la matrice 

t (A+A )/2 sont invmiantes par un ckangement de base orthogonal 

opéré sur A . On peut alors localiser les modes propres d'un 
modèle quelconque S de la sous-classe dans la région du plan 

9 
complexe délimite par les droites : 

Re (p)  = pm 9 Re (p) = p~ 

Si est strictement négatif, alors tous les modèles 

S de la sous-classe ,!? seront stables . Il faut toutefois remar- 
9 

quer que Xes valeurs propres de la matrice (A+A~)/z ne sont 

pas, dans le cas général, reliées de façon simple à celles de A . 

1.2.2.4 Obtention d'un modèle d'ordre réduit 

Les équations d'état du système original 



peuvent s'écrire : 
O 
x = A x + B u  

Et celles du modèle d'ordre réduit S défini par les 

matrices Q et Q+ : 

On pose, dàns un premier temps : 

Les équations (6) deviennent alors : 

Si l'on multiplie alors la premi&ra de ces équations 

par la iratrice Q+ on obtient les équations (7)  . 
En fait, il. n'est pas en général possible, pour un 

vecteur x(t) donné, de trcuver une matrioe Q et un vecteur 

x,(t) tels que l'équation (8) soit vérifiée . On peut détermi- 
ner une solution approchée de l'équation (8) par la méthode des 

moindres carrés en utilisant la pseudo-inverse à gauche au sens 

A+ de Moore-Penrcse de &, notée Q 

Il faut remarquer que les équations (8) et ( 9 )  ne sont 

pas équivalentes . L'équation (9) donne ?a solution asprochée 
de l'équation (8) qui minimise le carré de la norme du vecteur 

(x-Qxl ) . Il ne faut pas confondre l'erreur due à la réduction 

de l'ordre elle-même, qui fait l'objet du paragraphe 1.3, et 

celle due à llapproximation donnee par lî6quation (9) de la so- 

lution de l'équation (8) . 



1.2.2.5 Domaine d'atteignabilité dans ltespace des 

paramètres du modèle 

Le but de ce paragraphe est de tenter de répon- 

dre à la question "la classe de méthodes S comsrend-elle tous 
9 

les nodèles possibles d'ordre q du système original 9" 

Soient donc les triplets (A,B,C) définissant le système 

1 et (A',Bt,C1) définissant un modèle quelconque d'ordre q . 
La question est de savoir s'il existe des matrices Q et Q+ telles 

que : Q+Q = rqq 9 Q+AQ = A< 

Q+B = B' . s CQ = C' 

PROPOSITION : Les modes propres d'un modèle de la classe S 
9 

peuvent etre choisis arbitrairement . C'est à dire que la trans- 

formation définissant un modèle quelconque S à partir du triplet 

original peut atteindre n'importe quel ensemble de modes . 
Démonstration : 

Pour montrer l'existence de ce choix, on peut suppo- 

ser que l'ordre réduit q est (n-1) et que les matrices A et At 

sont sous la première forme compagne . On a alors : 

Si l'on choisit Q et QC telles que : 

Il est clair que l'on a : 

Q+AQ = A '  . y Q+Q = I~~ 

Ce qui démontre la proposition . 



Le proclême est mairtenant de savoir si l'on -peut attein- 

dre par cette méthode un ensemble quelconque de zéros . Il faut 
pour cela déterminer le Ûegré de liberté existant dans Le choix 

GE considère gour cela maintenant que les matrices A et A' 

sont scus la forme canonique dfobservabilité : 

O 
A = 

-a 

Les coeffi.cients c,di, 
Pi 

sont arbitraires, il y a donc 
2 ,  

2n+l degrés de liberté dans le choix de ce système 2 . 
Le probleme se formule alors de la façon saivante : 

"Existe-t-il une matrice T de changement de base transformant 

le triplet original (A,B,C) en , , , ce qui peut s'écrire : 

Si l'on désigne par t: la ième ligne de la matrice T, les 

équations (10) sqécrivent : 



2 I l  y a donc n  +2n+l inconnues ( c ,  l e s  ai e t  l e s  Bi, l e s  
2  c o e f f i c i e n t s  ti ) e t  n  +2n équa t ions  non - l i néa i r e s  . I l  n 'y  a , j 

cependant aucun degré  de l i b e r t é  dans c e  prohlême : s i  en e f f e t  

ayan t  trouvé l a  matrice T on opère  un second changement de  base  

d é f i n i  par l a  m a t r i c e  T t  : 

T' = 

Alors  il n'y a u r a  aucun changement dans l e  modèle d ' o r d r e  

r é d u i t  . I l  e x i s t e r a  donc ou b i en  une i n f i n i t é  de s o l u t i o n s  
6 

pour l a  ma t r i ce  T ,  ou b i e n  pas de s o l u t i o n  du t o u t  , 

EXEMPLE : On donne i c i  un exemple montrant  que l a  c l a s s e  S 
9  

ne comprend pas  t ous  l e s  modèles p o s s i b l e s  d ' o r d r e  

q  d 'un même syst6me origina.1 . ( v o i r  r é f é r e n c e  2 )  

S o i t  donc un système z, d ' o r d r e  2 dont l a  f o n c t i o n  de 

t r a n s f e r t  e s t  ~ ( p )  : 

On suppose que l e  t r i p l e t  o r i g i n a l  (A,B,C) e s t  sous  l a  fo r -  

me canonique d ' o b s e r v a b i l i t é  : 

B = O 1 ; C = (1 0 )  ; A=(:;;) 

On peut  a l o r s  é c r i r e  l a  f o n c t i o n  de t r a n s f e r t  d 'un modèle 
CL 

d 'o rd re  1 quelconque F(p)  de F(p)  sous  l a  forme : 

Un t e l  modèle e s t  en t iè rement  d é f i n i  par  l e s  paramètres  

a e t  b  . Il Pourra  donc ê t r e  r e p r é s e n t é  par  un po in t  dans l e  

p l an  ( b  , a ) ,  pa r  exemple . 
Les p o i n t s  r e l a t i f s  aux modèles d ' o r d r e  r é d u i t  1 ob tenus  à 

p a r t i r  de F(p)  par  l ' u n e  quelconque d e s  méthodes de  l a  c l a s s e  



S sercnt déduits de la condition d'existence de la matrice T 
9 
de chacgement de base telle que : 

On écrit cette matrice T inconnue sous la forme : 

La matrice inverse sera donc : 

Avec : Dét(~) = tlt4 - t2tj # G 

Les équations (10) s'écriront dans ce cas : 

-t2 = b ~ é t ( ~ )  . 
9 t, = 1 

On peut considérer dans ces équations que t 3 est fixé et 

que les autres inconnues tl, t2, t s'écrivent en fonction de 4 
ce paramètre : 

t2(3 + at3) + t4(t3 - a - 4) = 0 

Pour que la niatrice T existe il est nécessaire que ce sys- 

tème d'équations ait une solution non-nulle, c'est à dire que 

ces deux équations ne doivent pas être indépendantes . Il faut 
donc que l'on ait : 

I 

Déterminant 1 bt3 - 1 

Cette dernière équation en t a une solution réelle si et 3 



seulement s i  son  d i s c r iminan t  e s t  p o s i t i f  ou n u l  : 

C e t t e  i n é g a l i t é  d e f i n i t  une hyperbole  R . L a  c l a s s e  de mé- 

thodes  S s e r a  donc r e p r é s e n t é e  p a r  l a  r é g i o n  du p l an  (b,a) 
q  

comprise e n t r e  l e s  deux branches de c e t t e  hyperbole . 
La f i g u r e  1.2.2 r e p r é s e n t e  graphiquement l e  p l an  ( b , a )  e t  

l ' hype rb3 le  H . Le l i e u  des  modèles conservan t  l ' u n  ou l ' a u t r e  

de s  pô l e s  e s t  c o n s t i t u é  par  l e s  d r o i t e s  : a = -1 ; e t  a = -3 . 
La conse rva t ion  du g a i n  s t a t i q u e  se  t r a d u i t  par  l a  d r o i t e  d l é -  

qua t ion  : a = -3b . 
On peut  également dé te rminer  l e s  p o i n t s  images d e s  modèles 

obtenus  à p a r t i r  d'une t r ans fo rma t ion  or thogona le  du t r i p l e t  

o r i g i n a l  en é c r i r a n t  l a  mat r ice  o r thogona le  T de l a  façon s u i -  

van te  : rOs Q :ai J T = - s i n  Q 

Ceci d é f i n i t  l e s  c o e f f i c i e n t s  ti en fonc t ion  de l ' a n g l e  Q . 
Les équa t ions  (10)  s ' é c r i r o n t  a l o r s  : 

2  a = -4 cos  Q + 2  s inQ.cosQ 

b = -sinQ.cosQ 

C e t t e  courbe e s t  daas  ce c a s  une e l l i p s e  dont  l ' é q u a t i o n  

e s t  : 4 b2 + ( a  + 2  + ~ b ) ' / ~  = 1 

C e t t e  fdgure  r e p r é s e n t e  également : 

- l e  segment EA correspondant  à une t r a n s f o r n a t i o n  

or thogona le  de l a  forme de Jordan  du système o r i -  

g i n a l  . 
- l e  po in t  A(1/2;-1) correspondant  à l a  première 

méthode de r é d u c t i o n  modale . 
- l e  po in t  3(1/3;-1) correspondant  à l a  seconde mé- 

thode de r é d u c t i o n  modale ( v o i r  r é f é r e n c e  3 ) ,  c e  



FIGURE 1.2.2 Le pl-  (b,a) - 
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pcint représente égalemrnt la nouvelle méthode . 
- le point C(l(4;-3/4) correspondant à la deuxième 

forme de Cauer . 
- les courbes sur lesquelles l'intégrale du carré 
de l'erreur à une entrée impulsionnelle est K . 

REMARQUES : - L'ellipse est tangente à l'hyperbole H . 
- Le p0int.C est à l'intersection entre l'hyperbole 

et la droite correspondant à l'égalité des gains 

statiques . C'est ce point qui est au minimum de 
l'intégrale du carré de l'erreur impulsionnelle . 

- Les points D et A se trouvent sur la même courbe 
nOIO correspondant à une srreur de 0.05 . Il n'est 
donc pas évident de dire qu'il vaut mirux conser- 

ver le pale -1 plutet que -3 dans une méthode 

modale . 

11 semble cependant que la formulation de ce problême d1at- 

teignabilité dans l'espace des paramètres du modèle soit beau- 

coup plus délicate dès que l'ordre n est plus élevé que 2 . La 
condition d'existence de T est alors très difficile à exploiter . 

1 . 2 . .  Commande optimale via réduction de l'ordre 

Le but de ce paragraphe est d'établir une 

relation entre une commacde optimale à critère quadratique clas- 

sique et la réduction de l'ordre des systèmes . 
On suppose donc que lion désire établir une commande du 

système dont les équations d'état s'écrivent : 

En minimisant le critère J : 

J = /oixtLx + ut.Su) dt 

où S est une matrice definie positive et L une matrice 



semi-défi~ie positive . 
On suppose parallèlement que l'on a déterminé un modèle 

d'ordre réduit q par une des méthodes de la classe C . Les 
u9 

équations d'état de ce modèle s'écrivent ; 
O 

P, = Q+AQ tl + Q+B u 

On désire commander ce modèle en minimisant le critere 

quadratique J '  : 

J' = /&+L@, + U S )  dt 
O 

Cn sait que le problêae de la commande optimale en régime 

permanent du système original ainsi défini conduit 21 la réso- 

lution de l'équation de Riccati matricielle suivante, où l'in- 

connue est la matrj-ce P : 

I,e problême de la commande optimale du modèle, par analo- 
N 

gie, amène à déterminer la matrice P, solution de l'équation 

de Riccati suivante : 

PROPOSITION : Si P est la solution de l'équation de Riccati as- 

sociée au système (A,E,C), alors Q + P ~  est la so- 

lution de l'équation de Riccati associée au modè- 

le d'ordre réduit pour lequel les matrices Q et 

Q+ sont définies par la matrice de changement de 

base T qui diagonalise la matrice P . 
Démonstration : 

Soit donc P la solution de l'équation (1 1 )  . Cette matrice 
est réelle et symétrique, elle est donc diagonalisable par un 

changement de base orthogonal défini par une matrice T . 



On cons idè re  a l o r s  l e  modèle d ' o rd re  r é d u i t  q  d é f i n i  par  

l e s  m a t r i c e s  Q e t  Q' a s s o c i é e s  à c e t t e  ma t r i ce  T . Cela  s i g n i -  

f i e ,  d ' ap rè s  l e s  équa t ions  (3) du paragra3he 1.2.1 que Q e s t  
+ formée des  q premières  colonnes  de T, e t  Q des  q premières  li- 

t gnes de T - l ,  c ' e s t  à d i r e  i c i  de T , puisque T e s t  o r thogona le  . 
+ On a p p e l l e  R ( respec t ivement  R ) l a  ma t r i ce  formée des  n-q der -  

n i è r e s  colonnes  ( respec t ivement  l i g n e s )  de l a  m a t r i c e  T ( r e s c  

pectivement T-') . Pour p l u s  de d é t a i l s  s u r  l a  d é f i n i t i o n  e t  
+ 

l e s  p r o p r i é t é s  de s  ma t r i ce s  R e t  R , s e  r e p o r t e r  a u  paragra-  

pne 1 .3 s u r  l e  p rocessus  d ' e r r e u r  . 
L a  m a t r i c e  T-'PT é t a n t  d i agona l e  par  d é f i n i t i o n  de T, on a : 

D'au t re  p a r t ,  l a  ma t r i ce  T é t a n t  o r thogona le ,  on a : 

Q+ = Q~ R+ = R t 9 

+ S i  l ' o n  m u l t i p l i e  l ' é q u a t i o n  (1,l.) à gauche pa r  Q e t  à 

d r o i t e  par Q,  on o b t i e n t  : . 

-1 t Q ~ ( L  + PA + A ~ P  + PBS B P).Q = O 

L 'équa t ion  (12) peut  encore s ' é c r i r e  : 
" f + t  N f  '"+ -1 t w +  

Q+LQ + Q+(QPQ )AB + Q A (QPQ )Q + Q+(QPQ )BS B (QPQ )Q = o 
S o i t  encore  : 

+ w +  & +  -1 t Y +  
Q+(L + (QPQ ) A  + A ~ ( Q P Q  1 + (QPQ )BS B (QPQ ))Q = 0 

I l  e s t  c l a i r  qu 'on ne peut  pa s  poser  : 
"/ + P = QPQ 

n/ 
Car P e s t  de rang  n, t a n d i s  que P e s t  de rang  q . 
On c h o i s i t  a l o r s  : 

Les équa t ions  ( 1 1 )  e t  (12) deviennent  a l o r s  respec t ivement  : 
t. t -1 t 

Q+LQ + (Q+P)AQ + Q A (PQ) + (Q+P)BS B (PQ) = O 
N + + t N +  -1 t 

Q+LQ + (PQ )A& + Q A (aP) + (PQ )BS B (Q?) = O 

I l  f a u t  donc, pQur que l a  p r o p o s i t i o n  s o i t  v r a i e ,  que l ' o n  



ait les relations : 
A / +  Q'P = P.Q 

On a : 
*/ 
P = Q+PQ 

La proposition est ainsi démontrée 

Conclusioq : Si P est la solution en régime perma~ent du pro- 

bl8me de la commande optimale du système original avec le cri- 
n/ 

tère J, alors P est la solution en régime permanent du problê- 

me de la commande optimale du modèle d'ordre réduit défini par 

la matrice qui diagonalise P avec le critère J' . Les lois de 
commande respectives s'écriront : 

-1 t u = - S  B P x  

b = - S - ~ B ~ Q ~  8, 

1.2.2.7 Retour d'état et réduction d'ordre 

Le but de ce paragraphe est de montrer l'in- 

fluence de la réduction d'ordre sur le calcul des asservisse- 

ments par retour d'état . 
Soit le système dont les équations d'état s'écrivent ; 

O 
x = A x + B u  

y = C x  (1 

Le problème est ici de calculer un retour d'état pour ce 

système en n'utilisant qu'un de ses modèles d'ordre réduit dont 

les équations d'état s'écrivent : 

SI = Q+AQ 2, + Q+B u 

9 = CQ 2, ( 1  )a 

S'imposer la dynamique de la boucle fermée du modèle d'ordre 

réduit conduit, par la Théorie de la Commande. à déterminer 



une matrice de retour d'état K de façon à ce que la matrice du 
(5 

régime libre de la boucle fermée A ait les propriétés désirées, 

Si l'on pose alors : 

; = Q+ 8 

Les équations d'état de la boucle fermée relatives au vec- 

teur % s'écriront : 

u = K LI = KQ+ 3 % = QQ+A 2 + QQ+BKQ+ 8 

En supposant que la matrice R'AQ est nulle (voir 1.3), cette 

équation devient : 
O 

R = A s + BKQ+ lt - RR+BKQ+ 3 
Il reste maintenant à imposer au système réel le retour 

d'état calculé à partir du modèle d'ordre réduit, c'est à dire 

à poser dans l'équation (1) : 

u = KQ+ x 

Les équations d'état du système réel seront donc, en boucle 

fermée : 

L'écart entre la dynamique obtenue, x, et celle calculée, %, 

sera : 

On constate donc que x ne tendra vers 8 que si celui-ci 

tend vers zéro . Ceci impose la stabilité de l'état d'équilibre 
pour le système bouclé . 



tJ Le processus dcerreur 

1 .Z .  1 Introduction 

Le but de ce paragraphe est d'évaluer l'écart fait 

entre le vecteur état x, du système original, et celui rl du 
modèle d'ordre réduit obtenu par l'une quelconq~e des méthodes 

de la classe S . On établit donc ici une méthode de comparai- 
9 

son entre deux vecteurs état d'ordre different .Cette méthode 

consiste à augmenter artificiellement l f ~ r d r e  du modèle S de 

la classe S en lui adjoignant des variables d'état appropriees . 
9 

On a déjà vu qu'un modèle quelconque S de la classe S est 
q + 

défini par un couple de matrices Q et Q , formées à partir 

d'une matrice de changement de base T suivant les relations (3) 

du paragraphe 1.2.1 : 

Q+ = T-' ; Q = T.Qo 

Cela signlfie que la matrice Q (respectivement Q') est 

form6e des q premières colonnes (respectivement lignes) de T 

(respectivement de T-' ) . 
On définit maintenant le couple de matrices R et R+ (voir 

le paragraphe 1.2.2.6), à partir de la mgme matrice T mais 

suivant les relations suivantes : 

R+ = $ * ~ - l  i R = T.% - (14) 

Où % est une matrice rectangulaire définie par : 

%t = (0 xrr) ; r = n-q 

O ù  O désigne la matrice nulle de dimensions rxq . 
Cela signifie que la matrice R (respectivement R+)  est 

formée des r dernières colonnes (respectivement' lignes) de T 

(respectivement TOI) Les matrices T et T-l peuvent donc 

srécrire sous la forme : 

T = (Q R )  9 T-I = 

On obtient alors la relation : 

T.T-' = I,, = QQ+ + RR+ 



Un vecteur quelconque x peut donc s'écrire d'une façon 

unique : x = Q x l  + R x 2  (16) 

Il découle également de la relation (15) les relations : 

1.3.2 Quelques propriétés des .matrices Q et R 

On présente ici quelques propriétés essentielles 

des matrices Q,R,Q+,R+ qui découlent pour la plupart de leur 

définition . 
1.3.2.1 Toute matrice carrée d'ordre n A est équi- 

valente à B I ,  où : 

A' = tAQ R A Q  R A R  

Preuve : A' = T-'.A.T 

1.3.2.2 Si la matrice A est inversible et si la 

matrice R+AQ est nulle, alors A-' est équi- 

valente à Âc' , où : ( Q+:' Q Q+A-~ R 
R+A-I R 

Preuve : A est équivalente à A', d'après la propri- 

été précédente, où : 
A' = 

De marne, A-' est équivalente à 8-1 où : 

On peut alors écrire le produit : 

Le premier bloc-colonne composé des q premières co- 

lonnes de ce produit s'dcrit : 



D ~ O Ù  : (R+AR). (R+A%) = O 

O r  A e s t  i n v e r s i b l e  e t  R+AQ e s t  n u l l e ,  donc R+AR 

e s t  i n v e r s i b l e  e t  l i o n  a : R+Aw1 Q = O 

D'où l e  r é s u l t a t  . I l  en découle de même : 

(R+AR)-' = R + A - ~  R ; ( Q + A Q ) - ~  = Q + A - ~ Q  

1 . 3 . 2 . 2  Dans l e s  mames hypothèses que l a  p ropr ié t é  

précédente on a l a  r e l a t i o n  : 
-1 + R.(R+AR) .R = RR+A-' 

Preuve : D'aprés l e  r é s u l t a t  précédent,  on a : 
-1 + + -1 + -1 R(R+AR) R = R ( R  A R ) R + = - R R  A (1-QQ+) 

= RR+A-' - R(R+A-'Q)Q+ 

+ -1 Mais R A Q e s t  n u l l e ,  d'où l e  r é s u l t a t  . 
1 . 3 . 2 . 4  Er reur  à une e n t r é e  Fmplusionnelle e t  à une 

e n t r é e  en échelon : 

On suppose tou jours  : R+AQ = O 

I l  s ' a g i t  i c i  de donner l f e x p r e s s i o n  de l ' e r r e u r  

en fonct ion  du temps e n t r e  l e s  réponses impulsion- 

n e l l e  e t  i n d i c i e l l e  du t i i p l e t  o r i g i n a l  e t  du modè- 

l e  d 'ordre r é d u i t  . 
I l  e s t  à noter  que s i  A e s t  équiva lente  à A' de 

l a  p ropr ié t6  1 . 3 . 2 . 2 ,  e e l a  s i g n i f i e  que Am, pour 

m e n t i e r ,  s e r a  équiva lente ,  pa r  l e  même chaagement 

de base T à une matr ice tliianguiairebloc supér ieure ,  

c ' e s t  à d i r e  que l i o n  aura  : 

R+AQ = O + m R A Q = O  

Am s e r a  donc équivalente  à Am où : 



On peut appliquer ce résultat à l'évaluation de 

l'écart entre la réponse impulsionnelle du système 

original et celle du modèle d'ordre réduit . La ré- 
ponse impuEsionnelle du triplet original peut en 

effet s'écrire : 

h(t) =%-'(C(~I-A)-'B) = C.eAh 

= CB + t CAB a (t2/2) S A ~ B  + .... 
On voit apparaitre les paramètres de Markox du tri- 

plet (A,B,c) : C.A~B . 9 i = o,~,,.... 
Il en est de même pour la réponse impulsionnelle 

du modèle d'ordre réduit : 

Il reste donc à évaluer la différence entre les 

paramètres de Markov du système original et de son 

modèle : 
m + 

Dm = C A ~ B  - CQ(Q+AQ) Q B 

On a : R+AQ = O + m (Q+AQ)~ = Q A Q 
+ m R A Q = O  

D'où : 
+ m 

Dm = C A ~ B  - CQQ A QQ+B 
= CA% - C(I-RR+)A~QQ+B 
=  CA*^ - CA~QQ+B = C A ~ B  - CA~(I-RR+)B 

Lterreur h(t)-h(t) s'écrit donc : 

Si l'on définit le processus d'erreur comme étant 

celui qui a D(h(t)) comme réponse impulsionnelle, 



une formulation dans l'espace d'état de ce proces- 
O + 

SUS sera : E x = A E , + R R B u  

eu 
Où u est l'entrée, E la sortie, égale à la différen- 

ce entre les sorties du système et de son modèle, et 

Ex le vecteur état d'ordre n, dont on verra plus 

loin la signification en terme de différence entre 

deux vecteurs dtétat, l'un de dimension n, l'autre 

de dimension q . 
La réponse indicielle se traite de la même manière 

à partir des paramètres de Markov du système et de 

son modèle . La réponse indicielle du système s'6- 
crit en effet dans l'espace d'état : 

C'est à dire : 
-1 At 2 ~ ( t )  = CA e B - CA-~B = CB t + CAB (t /2) + ... 

Il est à remarquer que ces paramètres de Markov ont 

une signification bien plus importante pour les 

systèmes échantillonnés, voir pour cela l'Annexe 2 . 
1.3.3 Construction du vecteur état du processus d'erreur 

On considère les 6qûeitions d'état du système origi- 

na1.Z données sous la forme des équations (1) du paragraphe 1 .2.1 : 
O 
x = A x + B u  t . y = C x  (1 

On a vu que, pour des matrices Q et Q+ données, il existe 

de façon unique xl et x2 satisfaisant l'équation (1 6) du para- 

graphe 1.3.1 : x = Q x l  + R x 2  

Compte-tenu des équations (1 7 )  définissant xl et x2 à par- 

tir de x, les équations d'état (1 ) peuvent se décomposer de la 

façoa suivante : 



On considère maintenant les équations d'état du modèle d'or- 

dre réduit q telles qu'elles sont données par les équations (1)a 

du paragraphe 1.2.1 : 

La comparaison entre les équations (18) et (1)a montre l'er- 

reur due à la réduction de l'ordre de n à q en terme 2e diffé- 

rence entre deux vecteurs état . Ces vecteurs ne sont cependant 
pas de même dimension, on ne peut donc pas effectuer directement 

la différence membre à membre entre les équations (18) et (1)a . 
C'est pourquoi on va ramener l'ordre q du modèle à n en posant, 

par analogie avec l'équation (16) : 

Où 8 est maintenant un vecteur de dimension n . On peut 
alors définir le vecteur état E de la façon suivante : 

Il faut remarquer qüe dans le cas général le vecteur E 

ainsi défini n'est pas représentatif du processus d'erreur . Ce 
dernier est en général d'ordre (n+q) alors que la dimension de 

E est n . On peut en effet écrire le vecteur E sous la forme : 
E = Q E ,  + R E 2  (21 

Avec : El = X, - 



Les équa t ions  d i f f é r e n t i e l l e s  r é g i s s a n t  l e  comportement de 

El e t  E2 s a é c r i v e n t  : 

Le v e c t e u r  x, a p p a r a i t  dans c e s  équa t ions ,  c ' e s t  pourquoi 

il f a u t  y a s s o c i e r  l e s  équa t ions  (18) pour o b t e n i r  l e s  équa t ions  

d ' é t a t  g l o b a l e s  du processus  d ' e r r e u r  , d 'ordre  (n+q) . 
I l  a p p a r a i t  que l e  c a s  p a r t i c u l i e r  : R+AQ = O ; s i m p l i f i e  

l e s  équa t ions  (22) ,  l e  vec t eu r  xl n ' a p p a r a i s s a n t  p l u s  . Ce c a s  

correspond à l a  r é t e n t i o n  de q modes p rop res  du système dans  

l e  aodè ie  d ' o rd re  r é d u i t  . Le processus  d ' e r r e u r  e s t  dans c e  c a s  

d ' o rd re  n . 

1.3.4 P r o p r i é t é s  e t  u t i l i s a t i o n  du processus  d ' e r r e u r  

1 .3,4.1 U t i l i s a t i o n  de l a  pseudo-inverse au s e n s  

de  Moore-Penrose 

On cons idè re  l e  v e c t e u r  2 t e l  q u ' i l  a é t é  

d é f i n i  par l r é q u a t i o n  (19) : f t = Q 2 ,  

On va chercher  i c i  à minimiser (3  - A 2  - Bu) au s e n s  d e s  

moindres c a r r é s  . On d é f i n i t  pour c e l a  l a  q u a n t i t é  d2 t e l l e  que : 

On a a i n s i  : 

2 Minimiser d  , en cons idé ran t  81 comme 'inconnue11 r e v i e n t  

donc à c h o i s i r  : 

-+ 
Où Q e s t  l a  pseudo-inverse à gauche de Q au s e n s  de Moore- 

-Penrose . 



On peut justifier le choix de cette minimisation ainsi : 
A 

O 

On a par ailleurs : O = Bu + Ax - x 
A 

Donc : E = ~(2-x) + (X-8) 
Si l'on pose alors : E = x - 8 

A 

On aura : e = ~ g + &  ( 2 3 )  
6 

Ainsi, minimiser f suivant un critère quelconque (ici les 

moindres carrés) revient à chercher à ce que l'équation (23) 

corresponde à un régime libre, d'ordre n . C'est à dire que l'on 

cherche à faire en sorte que l'erreur E entre x et 2 tende vers 

zero . Il est bien entendu que l'on ne peut pas relier directe- 

ment la qualité de la minimisation par les moindres carrés à 

la rapidité ni mgire l'existence de la convergence de 8 vers x, 

c'est à dire à la qualité de l'approximation faite par le pro- 

cessus de réduction d'ordre . On est sûr cependant que cette 
approximation ne peut être parfaite et que le vecteur état du 

modèle ne peut pas converger vers le vecteur état du système 

original pour une commande u quelconque . 

1 e3.4.2 Equations d'état du vecteur 8 et de E 
On peut Bvaluer la quantibé E définie au 

paragraphe précédent comme suit : 

Compte tenu de la définition du vecteur 8 à partir du vec- 

teur 2, et d'après les équations (1 )a, on peut écrire les équa- 

tions d'état du vecteur 8 comme suit : 

Soit, d'après l'équation (15)  : 

Soit enfin : 
O 
9 = A 8 + B u - (RR+AQ 2, + RR+B u) 



La quantité définie au paragraphe précédent a donc pour 

équations d'état : 

{ = A ê + (RR+AQ a, + RR+B U) 

Si l'on suppose : 

On a : 

Ccest à dire que l'on retrouve l'équation d'état du vecteur 

Ex définie au paragraphe 1.3.2.4 

11 est à remarquer que l'on peut écrire les équations (22) .. 
sous la r0Xm8 : 

Avec : El = X, O s E2 = x2 

Si l'on pose maintenant : 

E = 

~t si l'on suppose : R+AQ = O 

(3 
Alors les équations d'état relatives au vecteur E seront:: 

1 LJ.4.2 Erreur B un (chelon en régime permanent 

Le but de ce paragraphe est de déterminer 

l'écart entre les gains statiques du système original et du mo- 
, 

dèle d'ordre rsduit lorsque l'on suppose toujours : 

et que le système original est stable . 
Si l'entrée u est un échelon, l'erreur en régime permanent 



s ' é c r i t ,  compte tenu de l ' équa t ion  (22)a  e t  du r é s u l t a t  du Pa- 

ragraphe l .3.2.2 : 

s o i t  : Q A-'RR+B ('1:) 00 = - ( + R + A - l B  ) 
On peut a l o r s  é c r i r e  l ' e r r e u r  s u r  l a  s o r t i e  : 

D'où l ' e r r e u r  en s o r t i e  en régime permanent s e r a  : 

S o i t  donc : 

On remarque donc que l e  ga in  s t a t i q u e  ne s e r a  pas conserve 

dans l e  c a s  général  . 

& Modification de l a  t ransformation o r i g i n a l e  d é f i n i s s a n t  S 
9 

Le bu t  de ce paragraphe e s t  de montrer que l 'approximation 

que font  c e r t a i n s  au teurs  ( v o i r  r é fé rences  1 e t  3 )  de nég l ige r  

l a  dér ivée  par r appor t  au temps de c e r t a i n e s  v a r i a b l e s  d ' é t a t  

fai t  p a r t i e  de l a  c l a s s e  de méthodes S . 
9 

On considère l e s  équat5ons (18) dans l e s q u e l l e s  on suppose : 

R+AQ = O 

Cer ta ins  au teurs  font  a l o r s  l a  suppos i t ion  : 



Ce q u i  r e v i e n t  à é c r i r e ,  en supposant que l e  système o r i g i -  

n a l  e s t  s t a b l e  : 
-1 + ~t~ = -(R+AR) R B U  

On repor te  a l o r s  c e  r é s u l t a t  dans l e s  équat ions  (18) pour 

o b t e n i r  l e s  équat ions d ' é t a t  du modèle d 'ordre réduAt : 

Pour montrer qu'une t e l l e  méthode de réduct ion  de l ' o r d r e  

des systèmes a p p a r t i e n t  à l a  c l a s s e  S Q' il s u f f i t  de t rouver  
cJ + ' c r i v e n t  deux matr ices ,  e t  Q t e l l e s  que l a s  équat ions  (25) s 6 

4, =  PA^ nl + Te' u  

Compte tenu du r é s u l t a t  du paragraphe 1.3.2.3, il e s t  c l a i r  

qu'une s o l u t i o n  e s t  : 

L ' i n t é r ê t  d'une teXle méthode e s t  q u ' e l l e  assure ,  dans des 

hypothèses pr6c isées  p l u s  l o i n ,  l t é g a l i t é  des  ga ins  s t a t i q u e s  

e n t r e  l e  système e t  son modèle d 'ordre r é d u i t  ; 11 f a u t  pour- 

c e l a  cons idérer  que la  s o r t i e  du modèle 9 s ' é c r i t  : 

Ctes t  à d i r e  : 
-1 + 9 = cg 81 - CR(R+AR) R B u  

On remarque donc que l e  modèle a i n s i  obtenu s e r a  impropre. 

c ' e s t  à d i r e  q u ' i l  y a u r a  une l i a i s o n  d i r e c t e  e n t r e  l ' e n t r é e  u 

e t  l a  s o r t i e  9 . 
La composante El du vecteur  e r r e u r  E d é f i n i  par l e s  équa- 



tions (22) suivra l'équation d'état : 

Alors l'équation (22)a s'écrira, compte-tenu du résultat 

du paragraphe 1.3.2.3 : 

Si lron suppose que l'entrée u est un échelon,l'erreur en 

régime permanent sera : 

Soit donc, d'après l'équation (15) et en supposant toujours 

R+AQ nulle : 

E ~ o  = - 
Cela signifie : El = O ; pour une entrée en échelon . 
L'erreur sur la sortie s'écrira, compte tenu de (26) : 

+ -1 y - Q = C Q E l  + C R E 2 + C R R A  B U  

C'est à dire que l e s  gains statiques du systèmé et de son 

modèle seront toujours égaux . 
Cette modification trouve une application directe dans la 

"seconde méthode des modesn (voir référence 3) pour laquelle on 

transforme les équations d'état originales pour les mettre sous 

La forme de Jordan : 

O - 
X2 ' J2 x2 + B2 u 

Les équations d'état du modèle s'écrivent alors : 
O 

8, = JI Il + (BI - J J-'B ) u 3 2  2 

(voir référence 3) 



La  matrice de changement de base T q u i  d é f i n i t  l e s  mat r ices  

Q e t  Q' e s t  donc c e l l e  q u i  f a i t  passer  l e  t r i p l e t  o r i g i n a l  à 

sa forme de Jordan . 
Conciusion 

On a d é f i n i  dans ce c h a p i t r e  une c l a s s e  de méthodes de 

réduct ion  de l ' o r d r e  des  systèmes l i n é a i r e s  cont inus . 
I l  a p p a r a i t  qu'une méthode quelconque de c e t t e  c l a s s e  e s t  

d é f i n i e  comme l a  r é t e n t i o n  des q premières composantes du vec- 

t e u r  é t a t  du système o r i g i n a l  . A chaque mise en équat ions d'é- 

ta t  d i f f é r e n t e  correspondra une méthode de réduct ion  de l ' o r d r e  . 
On a vu s u c  un exemple qu'une t e l l e  c l a s s e  de méthodes ne 

comprenait pas, en généra l ,  t ous  l e s  modeles poss ib les  d'un 

m&me système ; Les méthodes fondées s u r  l a  minimisation d'un 

c r i t è r e  d 'e r reur  par exemple ( v o i r  r é fé rence  3) ne sont  pas 

abordées i c i  car e l l e s  ne peuvent pas 8 t r e  formulées de façon 

s imple dans l ' e space  d ' é t a t  . 
Les équat ions d ' é t a t  r e l a t i v e s  à l ' e r r e u r  découlant de l a  

réduct ion  d 'ordre ont é t é  é t a b l i e s  . L'e r reur  peut a i n s i  ê t r e  

considérée comme un système dynamique au même t i t r e  que l e  sys- 

tème o r i g i n a l  ou son modèle . 
I l  y a l i e u  de montirer maintenant que c e t t e  c l a s s e  de mé- 

thodes correspond à des  méthodes de réduct ion  r é e l l e s ,  c ' e s t  

l ' o b j e t  du c h a p i t r e  q u i  s u i t  . 



ANNEXE 1 

Remarque s u r  l e s  modes propres  du modèle 

d 'ordre r é d u i t  . 

- D'après Gantmacher (vo i r  r e fé rence  4) ,  il e s t  c l a i r  que 

pour t o u t e  matr ice symétrique r é e l l e  d 'ordre n A on a : 

Où l e s  si sont  l e s  va leurs  propres  de A e t  t e l l e s  que : 

si Cs <..*.. 
\ 2\ 4 Sn 

(dans ce  cas  l e s  si sont  t o u t e s  r é e l l e s  ) 

- Dans l e  c a s  où l a  matr ice A n ' e s t  pas symétrique, l e  

r é s u l t a t  d o i t  ê t r e  modifié comme s u i t  : 

On pose : A = A l  + Am 

où : A' = ( I / E ) . ( A + A ~ )  . t An = ( I / ~ ) . ( A - A ~ )  

Alors : Y x ERn t t x Ax = x A'x 

E t  l ' i n é g a l i t é  ( 1 )  devient  : 

Où l e s  s i  son t  l e s  va leur s  propres  de l a  matrice A '  

e t  t e l l e s  quer : si <s;$ ....... < ~ ' n  
( l e s  si  s o n t  t o u t e s  r é e l l e s  ) . 

- Enfin s i  l a  matr ice A n t e s t  n i  symétrique n i  r é e l l e ,  

on pose : A = 8' + An 

où : A *  = ( I R ) . ( A + A ~ )  

Ait = ( I / ~ ) . ( A - I ~ )  



Alors on a : 

t t Y x f @ Re(x AI) = x A ~ Z  

L'inégalité (1 ) devient alors : 

Où l e s  sr sont l e s  va leurs  propres  de l a  matrice A '  

et telles que : sï, < SI1 2 ,  < ....m.We < S" n 
( l e s  s! sont toutes r é e l l e s )  . 



ANNEXE 2 

Remarque sur les paramètres de Markov 

d'un système échantillonné . 

Soit un système échantillonné dont les équations 

d'état s'écrivent : 

Alors la matrice de transfert correspondante s'écrit : 

Et la réponse impulsionnelle du système est alors : 

b 
2 h(t) = (0;CB;CAB;CA B;. ......) I 

Ctest à dire que le iège paramètre de Markov, CAi- 1 B , 
est en fait la valeur de la réponse impulsionnelle h(t) au 

2 ège instant dqéchantillonnage . 
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CHAPITRE II 

Application à la réduction de l'ordre 

des systèmes linéaires continus monovariables . 

Introduction : 

Il a été montré dans le chapitre 1 que le problême de la 

réduction de l'ordre d'un système pouvait se ramener, dans beau- 

coup de cas, au choix de la représentation du système original 

dans l'espace d'état . 
La réduction d'ordre consiste alors à partitionner le vec- 

teur état en deux composantes et à ne conserver que la pre- 

mière . Ces équations d'état "tronquées1t donnent l'évolution de 

l'état du modèle d'ordre réduit . 
Le but du présent chapitre est de présenter diverses re- 

présentations canoniques dans l'espace d'état d'un système li- 

néaire continu monovariable sous la forme d'équations d'état 

et d'un schéma-bloc associé et d'en déduire les méthodes de 

réduction de l'ordre correspondantes . 
Il sera montré que la classe de méthodes ainsi construites 

sera telle qu'un modèle aura ses 2q paramètres (si q est l'or- 

dre réduit) égaux à 2q paramètres parmi les 2n (si n est l'or- 

dre original) du système de départ . Ces paramètres seront, 
suivant les cas étudiés : 

- les n pôles, les (n-1) zéros et le gain statique; 

- les Znpremiers moments; 
- les Zn premiers paramètres de Markov; 



- l e s  n  c o e f f i c i e n t s  indépendants de l a  pre- 

mière colonne du tab leau  de Routh de l a  

fonct ion  de t r a n s f e r t  o r i g i n a l e ;  

- l e s  n  pa les  e t  l e s  n  r é s i d u s  associés ;  

- ou e n f i n  une combinaison quelconque e n t r e  

c e s  paramètres . 
NOTATION t Dans t o u t  ce  c h a p i t r e  e t  sauf i n d i c a t i o n  c o n t r a i r e  

on supposera que l a  fonct ion  de t r a n s f e r t  F(p) du 

systhme de dépar t  s ' é c r i t  : 

Les méthodes de réduct ion  de l ' o r d r e  présentées  se ron t  : 

- l a  première méthode de réduc t ion  modale 

( v o i r  r é fé rence  1 )  

- l a  méthode d i t e  de Routh 

( v o i r  r é fé rence  2) 

- l e s  méthodes u t i l i s a n t  l e  développement de F(p) 

sous l e s  deuxième, première e t  t ro is ième formes 

de Cauer ( v o i r  ré férence  3) 

L a  p lupar t  des méthodes de réduct ion  de l ' o r d r e  présentées  

i c i  é t a i e n t  jusqu'à maintenant des méthodes f r é q u e n t i e l l e s ,  c ' e s t  

à d i r e  q u ' e l l e s  n 'opéraient  que s u r  l a  fonctfon de t r a n s f e r t  

F(P) . On montre i c i  l e u r  formulation dans l ' e space  d ' é t a t  . 



L a  Forme canonique de Jordan, ou méthode des modes 

2.2.1 in t roduc t ion  

Le terme "forme canonique de Jordan1! regroupe t o u t e  formu- 

l a t i o n  des équat ions d ' é t a t  pour l a q u e l l e  l a  matr ice de régims 

l i b r e  A e s t  sous l a  forme de Jordan . On peut a l o r s  c h o i s i r  l e s  

vec teurs  B d 'en t rée  e t  C de s o r t i e  t e l s  que l e s  r é s i d u s  appa- 

r a i s s e n t  dans l e  vec teur  C a l o r s  que B ne comporte que des zéros  

e t  des uns, s o i t  l e  c o n t r a i r e  . 
L a  méthode de réduct ion  de l ' o r d r e  associée  por te  l e  nom 

de réduct ion modale . E l l e  a été i n t r o d u i t e  par Davison e t  Chi- 

dambara ( v o i r  r é fé rence  1 )  e t  e s t  historiquement l a  première 

méthode de réduct ion  de l ' o r d r e  présentée  . C'est a u s s i  l a  p l u s  

u t i l i s é e  . 
Le modèle d 'ordre r é d u i t  q  conserve l e s  q  pôles  dominants 

de l a  fonct ion  de t r a n s f e r t  ~ ( p ) ,  c ' e s t  à d i r e  l e s  p lus  proches 

de l ' a x e  r é e l ,  e t  l e u r s  r é s i d u s  a s s o c i é s  . E l l e  suppose donc 

l a  connaissance des va leur s  propres e t  des vec teurs  propres  du 

système . 
2.2.2 Equations d ' é t a t  e t  schéma-bloc assoc ié  

Cet te  forme canonique correspond .&.une mise en équat ions 

d ' é t a t  par l a  méthode des modes, c ' e s t  à d i r e  que l a  fonct ion  

de t r a n s f e r t  F(p) ,  f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  en p, e s t  t o u t  d'abord 

décomposée en éléments simples su ivan t  l ' express ion  : 

Avec : 



On suppose donc que ~ ( p )  a m p8ies distincts p l ,  m..ypky..yp, 

d'ordre respectif nt, . . ,nky .. . nm 
Il est clair qu'une réalisation dans l'espace d'état du 

développement défini par l'équation (1)a peut s'écrire : 

Où Jk désigne le bloc de Jordan associé au pale pk, c'est 

donc la matrice carrée d'ordre nk qui s'écrit : 

Chaque est un vecteur de dimension nk et s'écrit : 

Chaque Rky enfin, est un vecteur ligne de dimension n k et 

s'écrit : 

r Rk = ( 1 k,2 . W . . .  1 

La figure 2.2.1 donne le schéma-bloc associé avec (2)  . 



Schéma-bloc a s s o c i é  à l a  forme de Jordan  , 

Figu re  2.2.1 



2.2.3 Méthode de réduction de l'ordre associée 

Un modèle d'ordre q de F(p) est obtenu en né retenant que 

les q paies dominants et leurs résidus associés . Si un pale 
retenu est multiple, alors il devra Btre conservé avec son ordre 

original, ce qui impose donc une contrainte sur l'ordre du mo- 

dèle q : g l /  $ nk = 9 

k= 
A, 

Le développement de la fonction de transfert réduite F ( p )  

sera donc obtenu en posant dans l'équation (1b: 

Il est clair quiune réalisation dans l'espace d'état de 
A 

F(p) sera obtenue en ne conservant que les q premières varia- 

bles d'état dans les équations ( 2 ) ,  en supposant bien-sar que 

cell-es-ci correspondent aux pôles retenus . 
Les matrices Q et Q+ seront donc définies à partir de la 

matrice de changement de base T, en conservant les notations 

du chapitre 1, qui fait passer le triplet original (A,B,c) à 

(Ai ,B1 , C 1  ) corrrespondant aux équations (2) . 
Les équations d'état du processus d'erreur pourront s'é- 

crire conformément aux équations (22) du chapitre 1 avec les 

simpiifications suivantes : 

La matrice A ' ,  sous la forme de Jordan définie par les 

équations ( 2 ) ,  est en effet diagonale-bloc . Les équations (24) 
s'écriront donc : 



L'erreur sur le gain statique sera donc : 

Ce qui, compte tenu du résultat du paragraphe 1.3.2.3 du 

chapitre 1, peut s'écrire : 

Cette méthode est très certainement la plus employée . 
Il est à remarquer cependant que la matrice du régime libre du 

processus d'erreur est la même que celle du processus original . 
Ce qui signifie que ce processus d'erreur aura les mêmes modes 

propres que le système original . 
Elle comporte l'avantage d'être généralement assez facile 

à utiliser, en particulier lorsque la fonction de transfert de 

départ est connue sous la forme d'un produit de fonctions de 

transfert de structure simple, ce qui est souvent le cas dans 

les processus complexes formés de plusieurs élémects en casca- 

de (organes de commande,capteurs, etc...) . Dans le cas où le 
système original est connu par ses équations d'état sous une 

forme q-elconque autre que celle de Jordan, la mise en oeuvre 

de cette méthode est beaucoup plus délicate : le calcul des 

valeurs propres et des vecteurs propres d'une matrice étant 

assez difficile en général . 
Le gain statique ntest pas conservé par cette méthode, 

c'est pourquoi Davison et Chidambara l'ont modifiée pour ob- 

tenir la seconde méthode de réduction modale (voir 1.4) . 



L a  forme canonique de Schwarz 

2 . 3 1  In t roduc t ion  

Cet te  forme canonique pour l e s  équat ions d ' é t a t  a é t é  in -  

t r o d u i t e  en Automatique par Parks ( c f .  r é fé rence  4 )  à l 'occa-  

s i o n  de l a  démonstration du c r i t è r e  de Routh-Hurwitz u t i l i s a n t  

l a  seconde méthode de Lyapunov . 
La méthode de réduct ion  de l ' o r d r e  a s soc iée  e s t  due à Fried- 

land e t  Hutton ( v o i r  r é fé rence  2 ) ,  quoique c e t t e  méthode a i t  

é t é  présentée dans l e  domaine f r é q u e n t i e l  . E l l e  p o r t e  l e  nom 

de méthode de Routh c a r  l e  modèle d 'ordre r é d u i t  a i n s i  obtenu 

conserve l e s  premiers termes de l a  première colonne du tab leau  

de Routh du système o r i g i n a l  . Cet te  méthode ne suppose pas l a  

connaissance a p r i o r i  des modes du système o r i g i n a l  mais demande 

l e  c a l c u l  des c o e f f i c i e n t s  du t ab leau  de Routh a f i n  de former 

l e  développement d i t  en (4 -(3) de l a  fonct ion  de t r a n s f e r t  F(p) 

La carac tér i s t iq ;e  e s s e n t i e l l e  de c e t t e  méthode e s t  que 

l e  modèle a i n s i  obtenu s e r a  s t a b l e  s i  l e  système de départ  l ' e s t  

e t  que l a  réponse M p u l s i o n n e l l e  approximée tend, en un sens  

d é f i n i  plus  l o i n ,  vers  l a  réponse impulsionnel le  o r i g i n a l e  . 

2.3.2 Equations d ' 6 t a t  e t  schéma-bloc assoc ié  

On donnera tou t  d'abord l e s  équat ions d ' é t a t  correspondant 

au développement d i t  en (a( - ) de F(p) e t  l e  schéma-bloc asso- P 
c i é ,  puis  l a  forme de Schwarz proprement d i t e  avec son schéma- 

-bloc, e t  e n f i n  l a  correspondance e n t r e  l e s  deux . 
2.3.2.1 L e  développemnt en (d - ) de F(p) /j 
On suppose que l a  fonct ion  de t r a n s f e r t  F(p) s ' é c r i t  

conformément à l ' équa t ion  ( 1 )  . S i  l e  système correspondant e s t  

s t a b l e ,  F(p) peut ê t r e  développée comme s u i t  : 



Où les Pl sont des constantes définies plus loin et les 
F.(p) sont des fractions continues qui s'écrivent : 

J 

Pour ~ ~ ( p )  cette défiuition est légèrement modifiée : le 

premier terme du développement en fraction continue est 

1 +O( ,P  au lieu de : ~ ( ~ p  . 
Les coefficients 4. sont calculés à partir de la première 

J 
colonne du tablezu de Routh relatif à F(p) . Les deux premières 
lignes de ce tableau sont compos6es des coefficients ai du dé- 

nominateur de F(p) . Ce tableau s'écrit donc : 

m . . .  
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Pour (n-i) impair ,  l e s  équat ions  (4)  sont  modif iées  

comme s u i t  : 

Les c o e f f i c i e n t s  di sont  données par : 

Pour c a l c u l e r  l e s  c o e f f i c i e n t s  on u t i l i s e  l e  t ab leau  ; P 

où : 

Pour : ; si  (n-i)  p a i r  

; s i  (n- i)  impair 

Et  l e s  c o e f f i c i e n t s  Pi s o n t  donnés par : 

S i  l e  système de départ  e s t  s t a b l e ,  l e s  ai,  q u i  son t  l e s  

c o e f f i c i e n t s  de  l a  première colonne du tableau de Routh, son t  



non-nuls e t l e s c ~ n s t a n t e s d ( ~ e t  s o n t b i e n d é f i n i e s .  P 
Ces c o e f f i c i e n t s  ont une i n t e r p r é t a t i o n  physique en terme 

de réponse impulsionnel le  du système . On a en e f f e t  l a  r e l a t i o n  : 

O ù  h ( t )  e s t  l a  réponse impulsionnel le  du système . 

2.3.2.2 Equations d ' é t a t  e t  schéma-bloc associé  

au développement en (O(- ) de ~ ( p )  P 
Le schéma-bloc assoc ié  au développement donné par 

l ' équa t ion  ( 3 )  e s t  r ep résen té  à l a  f i g u r e  2.3.1 . S i  l ' o n  choi- 

pour iège composante d ' é t a t  l a  s o r t i e  du i è m e  terme de l a  

forme (l /dip),  l e s  équat ions d ' é t a t  correspondantes se ron t  : 

2.3.2.3 L a  forme canonique de Schwarz 

On suppose que l a  fonct ion de t r a n s f e r t  F(p) s 'é-  

c r i t  conformément à l ' équa t ion  (1 )  avec : 

a. = 1 

On d é f i n i t  a l o r s  l e s  c o e f f i c i e n t s  b i  à p a r t i r  de l a  pre- 
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FIGURE 2.3.1 Développement en (O( - B' 



mière colonne du tableau de Routh assoc ié  au dénominateur de 

F(p) . Le premier terme de c e t t e  première colonne s e r a  donc 1 ,  

l e  deuxième s e r a  noté b l ,  l e  t ro is ième b i ,  l e  quatrième s e r a  

l e  produi t  b i b j ,  l e  cinquième b 'bf  etc.... Cet te  première co- 
2 4' 

lonne s ' é c r i r a  donc : 

( 1 ; bf ; b i  ; b'b' ; b'b' ; b'b'b'  1 3  2 4 1 3 5 ' . . * * * * *  

On remarque donc que c e t t e  colonne comporte ( n + t )  termes 

e t  s e  termine avec bn . Le système s e r a  s t a b l e  s i  tous  l e s  coef- 

f i c i e n t s  b! son t  de m8me s igne  . 
La forme canonique de Schwarz, t e l l e  q u ' e l l e  a é t é  présen- 

t é e  par Parks ou par Kalman e t  Bertram ( v o i r  r é fé rence  5 )  ne 

cons idé ra i t  pas l ' équa t ion  de s o r t i e ,  é t a n t  u t i l i s é e  pour une 

étude de s t a b i l i t é  . On donne i c i  l ' express ion  de c e t t e  équation 

de s o r t i e  q u i  s e r a  j u s t i f i é e  u l té r ieurement  . 
Les équat ions d ' é t a t  complètes sous l a  forme canonique de 

Schwarz s ' é c r i v e n t  donc : 

Le de rn ie r  terme du vec teur  de s o r t i e  s e  termine en bn . 
Le schéma-bloc correspondant e s t  représenté  à l a  f i g u r e  

ème 2.3.2 . L a  i - composante du vecteur  é t a t  correspond à l a  sor-  

t i e  du iège terme i n t é g r a t e u r  ( 1  /pl  . 
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FIGURE 2.3.2 Forme de Schwarz . 



2.3.2.4 R e l a t i o n  e n t r e  l e  développement en (O( -b ) 
e t  l a  forme canonique de  Schwarz . 1 

Pour é t a b l i r  l a  r e l a t i o n  e n t r e  l e s  équa t ions  ( 6 )  

e t  ( 7 )  on opère s u r  l ' é q u a t i o n  d ' é t a t  ( 6 )  l e  changement de b a s e  

d é f i n i  pa r  l a  m a t r i c e  d i a g o ~ a l e  T : 

T = 

O 
On pose done dans  l e s  équa t ions  ( 6 )  : 

S i  l ' o n  a n o t é  l e s  équa t ions  ( 6 )  sous  l a  forme : 

Alors ,  a p r è s  c e  changement de base ,  c e s  équa t ions  devien- 

S o i t  : 

S o i t  : 

c ' = (Pi/<1 ,02/4d2 .. 0 .. • W/+2 **o<n)  



Le t r i p l e t  (A',B',Ct) a i n s i  obtenu a p p a r a i t  b i en  comme 

é t a n t  c e l u i  des  équa t ions  d ' é t a t  (7 )  en remarquant l a  r e l a t i o n  

l i a n t  l e s  c o e f f i c i e n t s  di e t  bi : 

En e f f e t ,  l e s  c ~ e f f i c i e n t s c ( ~  s o n t  d é f i n i s  comme é t a n t  l e  

r a p p o r t  en t r e  deux c o e f f i c i e n t s  s u c c e s s i f s  de l a  première colon- 

ne du tab leau  de Routh . 
On remarque que l ~ é t a b l i s s e r n e n t  de  ce  changement de base  

e n t r e  l e s  équa t ions  (6 )  e t  (7)  c o n s t i t u e  une j u s t i f i c a t i o n  de 

l a  forme du v e c t e u r  de s o r t i e  des  équa t ions  canoniques sous  l a  

forme de Schwarz . 

2.3.3 La méthode de  Routh pour l a  r é d u c t i o n  de l ' o r d r e  

d e s  systèmes 

2.3.5.1 I n t r o d u c t i o n  

C e t t e  méthode de r éduc t ion ,  t e l l e  q u ' e l l e  a é t é  

p ré sen tée  par F r i ed l and  e t  Hutton, s ' a p p l i q u e  non pas d i r e c t e -  

ment a u  système mais à son  réc iproque  s i  lf on veu t  o b t e n i r  une 

bonne approximation du comportement du système aux bas ses  f r é -  

quences,  ce q u i  e s t  gén6ralement l e  c a s  . 
On a vu au  paragraphe 1.2,S.Z l a  r e l a t i o n  q u i  e x i s t e  e n t r e  

une méthode de r é d u c t i o n  d i t e  d i r e c t e  e t  c e l l e  u t i l i s a n t  l e  b i a i s  

du système réc iproque  . C'est  pourquoi, dans l e s  paragraphes  

q u i  vont  s u i v r e ,  on ne s r a t t a c h e r a  qu 'à  l ' approximat ion  du com- 

portement du système aux hau te s  f réquences ,  c ' e s t  à d i r e  à l a  

méthode qu i  s ' app l ique  d i rec tement  au système,pour une présen- 

t a t i o n  p lus  s imple  . 



2.3.3.2 Le convergent de Routh 

On d é f i n i t  l e  qème convergent de Routh comme l a  

t r o n c a t u r e  du développement en b( - /3 )  de l a  fonc t ion  de t r a n s -  

f e r t  ~ ( p )  donné p a r  l ' é q u a t i o n  ( 3 )  . C e t t e  t r o n c a t u r e  é l imine  

l e s  termes q u i  con t i ennen t  dq,l , >dn e t P q + l s  * * *  

On d é f i n i t  a l o r s  l a  f r a c t i o n  cont inue  s u i v a n t e  : 

Pour G ( p )  l e  premier terme e s t  : 
1 q  

1 + q l p  ; au l i e u  de : 4~ 
Le qème convergent de  Routh, d é f i n i  pa r  Fr ied land  e t  Hutton,  

s ' é c r i t  sous  l a  forme : 

S i  l t o n  é c r i t  R ( p )  sous  l a  forme drune f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  
9 

en p  : 

%(PI = Bq(p) / Aq(p) 

a l o r s  on a l a  r e l a t i o n  de r écu r r ence  s u i v a n t e  pour A ( p )  

Avec : AW1 ( p )  = Ao(p) = 1 . Y B-l (P) = Bo(p) = O 



Hutton et Friedland ont montré que R (p) constitue une 

approximation de ~ ( p )  aux hautes fréquences . Liapproximation 
A 

aux basses fréquences s'obtient en considérant R (p) le réci- 
%J 9 tu 

proque de R (p) appelé l'approximant de Routh . R (p) est le 
9 

rr, 4 
qème convergent de Routh relatif à F(p), réciproque de F(p) . 

Cette démarche est illustrée à la figure 2.3.3, et l'on 

a les relations : 

Il est à remarquer que le qège convergent de Routh ne dé- 

pend que des coefficients c(~, ... *% et a , . . . ,b . Dtaprès 
l'Annexe 1 il apparait que le modèle d'ordre réduit q de F(p) 

dépend de tous les coefficients ai et bi si et seulement si : 

q >zp+l ; si n=2p+1 ou n=2p 

11 apparait donc qu'une formulation dans l'espace d'état 

de Rq(p) s'obtient en ne conservant que les q premières compo- 

santes du vecteur état défini par les équations ( 6 ) ,  c'est à 

dire en posant : 

pi = O i = (q+l), ... ,n 
La méthode de Routh est donc bien une des méthodes de la 

classe S . 
9 

2.3.3.2 Formulation du processus d'erreur 

D'après le paragraphe précédent il apparait que le 

qème convergent de Routh est obtenu par troncature des équations 

d'état sous la forme canonique de Schwarz . Si l'on conserve 

les notations du chapitre 1 et si les équations d'état origi- 

nales s'écrivent : 
O 

x = A x + B u  ; y = C x  



Convergent 
~ ( p )  . Rq(p) 

Réciproque i 
r3 
F(p)  

Convergent Réciproque 

FIGURE 2.3.3 

Convergent e t  Approximant de Routh 



alors on définit la matrice de changement de base T comme 

étant celle qui fait passer le triplet original (A,B,C) à la 

forme canonique de Schwarz telle qu'elle est définie par les 

équations (7) . Il en découle la définition des matrices Q et 
Q+ associées linsi que T! et R+ . 

Le qème convergent de Routh s'écrit alors dans l'espace 

d'état : 

gtl = Q+AQ $1 + Q+B u 

9 = CQ 2, 

L'erreur faite par cette méthode est donc : 

Avec : 

2.3.4 Conclusion 

Il a été montré que la méthode de réduction de l'ordre 

des sytèmes connue sous le nom de méthode de Routh dans le do- 

maine fréquentiel peut être formulée dans l'espace d'état . 
Cette méthode appartient donc à la classe S de méthodes étu- 

9 
diées ici et la mise en équations d'état correspondante est la 

forme canonique de Schwarz, si l'on considère l'approximation 

aux hautes fréquences R ( p )  ou la forme de Schwarz du récipro- 
nJ 

9 
que F(p) si l'on considère l'approximation aux basses fréquences 

Rq(p) . 
Afin de ne pas alourdir l'écriture, l'erreur correspondant 

à l'approximation aux basses fréquences n'a pas été explicitée . 



Les Formes de Cauer 

2.4.1 I n t r o d u c t i o n  

Ce terme dés igne  t o u t e  fo rmula t ion  d e s  équa t ions  d ' é t a t  

q u i  d é r i v e  du développement de l a  f o n c t i o n  de t r a n s f e r t  F (p)  

en  f r a c t i o n  con t inue  . I l  e x i s t e  t r o i s  formes de Cauer pour l e  

développement en f r a c t i o n  con t inue  de F (p )  u t i l i s é e s  en Auto- 

matique . On p r é s e n t e r a  t o u t  d 'abord l e  développement d i t  s u i -  

van t  l a  deuxième forme de Cauer . L a  méthode de r é d u c t i o n  de 

l ' o r d r e  a s s o c i é e  e s t  due à Chen ( v o i r  r é f é r e n c e  3)  . On présen- 

t e r a  e n s u i t e  l a  première  forme de Cauer, d i rec tement  r e l i é e  à 

l a  seconde, p u i s  l a  t r o i s i è m e  q u i  peut  ê t r e  cons idé rée  comme 

une a s s o c i a t i o n  des  p r e ~ i è r e  e t  deuxième formes . Les méthodes 

de  r é d u c t i o n  de l ' o r d r e  a s s o c i é e s  s o n t  dues à Shieh e t  Gaudiano 

( v o i r  r é f é r e n c e  6 )  . 
Toutes c e s  méthodes p r é s e n t e n t  l ' i n c o n v é n i e n t  majeur d'une 

i n s t a b i l i t é  p o s s i b l e  du modèle d ' o rd re  r é d u i t ,  même s i  l e  sys -  

tème de d é p a r t  e s t  s t a b l e  . Les f o n c t i o n s  de t r a n s f e r t  d ' o r d r e  

r é d u i t  s o n t  de s  approximat ions  de Padé de F(p)  au vo i s inage  s o i t  

de p  n u l  (deuxième forme de Cauer) s o i t  de p  i n f i n i  (p remière  

forme de Cauer) s o i t  e n f i n  au vo i s inage  de c e s  deux p o i n t s  

( t r o i s i è m e  forne  de Cauer) . 
I l  a p p a r a i t  q u ' i l  n ' e s t  pas  t o u j o u r s  p o s s i b l e  de dévelop- 

pe r  F(p)  en f r a c t i o n  con t inue  s u i v a n t  l ' u n e  ou l ' a u t r e  de c e s  

formes ( v o i r  Wall, r é f é r e n c e  7 )  . 

2.4.2 La deuxième forme de Cauer 

2.S.2.1 I n t r o d u c t i o n  

Chen a é t é  1s premier à u t i l i s e r  l e s  formes de Cauer 

du développement de F(p)  en f r a c t i o n  con t inue  pour l a  r é d u c t i o n  

de  l ' o r d r e  des  sys tèmes con t inus  l i n é a i r e s  dans l e  domaine f r é -  

q u e n t i e l  . La f o n c t i o n  de t r a n s f e r t  d ' o r d r e  r é d u i t  obtenue pa r  

c e t t e  méthode e s t  une approximation de Padé de F(P)  au vo is ina-  



40- 

$e de p nul,  c'es* d i r e  que l e  add9le d'ordre r6dzIit approxf- 

mala l e  aomportement du systéme original aux basses fr6quences . 
Il apparait cependant que l a  développement de ~ ( p )  

n'est pas toujours possible e t  qne l e  modale d'ordre reduit 

peut 8tre instabYe m h  ai le sys tèae  o r i g i n a l  est etable . 
2.4.2.2 Equation d ' é t a t  e t  schéma-bloc assoc ié  

On suppose que l a  fonct ion de t r a n s f e r t  F(p)  du 

système o r i g i n a l  s ' é c r i t  sous l a  forme donnée par  l ' équa t ion  (1) .  

e t  -que : 

Le  système o r i g i n a l  ne peut donc pas a v o i r  de zéro en p 

éga l  à zéro . 

On d é f i n i t  a l o r s  l e s  c o e f f i c i e n t s  hi à p a r t i r  de l ' a l g o r i t h -  

me su ivan t  : 

Pour : i = 1,2,  . . . . , 2n 

j = 3,4, .. . . y(2n+1 1 

1 = 1 , 2 ,  .... , n  

E t  l e s  va leur s  des c o e f f i c i e n t s  a 
1 3 1  

e t  a 2,1 sont  : 



O ù  les constantes al et bl sont les coefficients du déno- 

minateur et du numérateur respectivement de F(p) conformément 

à l'équation (1 ) . 

Ayant défini les coefficients hi, on peut écrire F(p) sous 

la forme d'une fraction continue F2(p) dite deuxième forme de 

Cauer (voir Wall, référence 7 ,  et Weinberg, référence 8) de la 

façon suivante : 

L'interprétation des coefficients hi en terme de tableau 

de Routh est donné dans l'Annexe 2 . 
La figure 2,4.1 donne une représentation du schéma-bloc 

associé à l'équation (1 4) . Si l'on choisit la ième composante 

xi du vecteur état comme étant la sortie du ième terme en 

(l/p), on aboutit aux équations d'état suivantes (voir Chen) : 



Figure 2.4.1 Deuxième Forme de Cauer 



2.ft.2.5 Méthoce de réduction de l'ordre associée 

Un modèle dvordrs réduit q de F ( ~ )  est obtenu à par- 

tir du développement donne par l'équation (14) en posant : 

hi = O 9 i = (2q+l), ... ,2n 
Ce modèle est un approximant de Padé de F(p) autour de p=O, 

l'approximation est donc aux basses fréquences . 
De par la manière dont les coefficients hi sont calculés, 

à partir d'un tableau de Routh, le modèle d'ordre q ainsi obtenu 

ne dépendra de tous les coefficients ai et bi de la fonction 

de transfert originale que si l'on a : 

q >/ (n+1)/2 
ceci d'après le résultat de lfannexe 1 ,  un tei modèle ne dépend 

en effet que des coefficients hl,h2, .... ,hZq . Si l'ordre 
réduit q est~inférieur à (n+1)/2, alors le modèle obtenu sera 

indépendant des termes en puissance de p allant de 2q à n du 

numérateur et du dénominateur de F(p) . 

Il est clair qu'une mise en équation d'état du mo- 

dèle d'ordre réduit q sera obtenue en posant dans les équations 

(15) : hi = 0 9 i = (2q+l), ... ,2n . 
ce qui revient à ne conserver que les q premières composantes 

du vecteur état . 
C e t t e  méthode de réduction de l'ordre fait donc partie de la 

classe S et la matrice de changement de base T définissant les 
9 

matrices Q et Q+ est celle faisant passer le triplet original 

(A,B,C) à celui figurant aux équations (15) . 

Les équations d'état du processus d'erreur sont 

assez compliquées, la matrice du régime libre des équations (15) 

n'ayant aucun élément nul a priori, aucune simplification 

n'intervient ici . 



2.4m2 L a  première forme de Cauer 

Le  développement de  F(p) en f r a c t i o n  cont inue sous l a  

première forme de Cauer est directement r e l i é  au développement 

vu au paragraphe précédent de l a  façon s u i v a n t e  : 

S o i t  une f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  en p notée F(p),  on d é f i n i t  

Fl ( a )  son développement su ivan t  l a  première forme de Cauer e t  

~ ~ ( p )  c e l u i  s e l o n  l a  deuxième forme de Cauer t e l l e  q u ' e l l e  
& 

a p p a r a i t  dans l ' équa t ion  (14) . S i  l ' o n  désigne par  F(p) l e  

réciproque de F ( p ) ,  a l o r s  F1(p) n ' e s t  a u t r e  que l e  réciproque 
ta 

du développement de ~ ( p )  suivant  l a  deuxième forme de Cauer . 
rrl 

S i  l ' o n  note ?2(p) l e  développement de F(p) su ivant  l a  deuxième 

forme de Cauer on a l e s  r e l a t i o n s  : 
N 

F( P)  = ( l /p )  F( l /p)  
Cr/ 

FI (PI = ( I / P )  F2(1/p) 

cV 
De méme, si l ' o n  désigne par  F1(p) l e  développement su i -  

.v 
vant l a  première forme d e  Cauer de F(p) ,  on a l a  r e l a t i o n  : 

IV 

F2(p) = ( I /P)  Fl(1/p) 

2.4m3.1 Equations d ' é t a t  e t  schéma-bloc a s s o c i é  

Pour o b t e n i r  l e  développement de F(p) en f r a c t i o n  

cont inue suivant  l a  première forme de Cauer, on d é f i n i t  t o u t  

d'abord l e s  c o e f f i c i e n t s  ki à p a r t i r  de l ' a lgor i thme su ivan t  : 

Pour : 



E t  l e s  va leur s  des c o e f f i c i e n t s  b  1 , l  et 2,1 s o n t  : 

~t : b ï  ,n+l = an 

O ù  l e s  constantes  al e t  bl s o n t  l e s  c o e f f i c i e n t s  du déno- 

minateur e t  du numérateur respectivement de F(p) conformément 

à l ' équat ion  (1 ) . On observe l ' ana log ie  e n t r e  l a  d é f i n i t i o n  

des c o e f f i c i e n t s  ki e t  c e l l e  des c o e f f i c i e n t s  hi u t i l i s é s  pour 

l e  développement su ivant  l a  deuxième forme de Cauer vue au pa- 

ragraphe précédent . 
11 f a u t  : bl # 0  

Ayant d é f i n i  l e s  c o e f f i c i e n t s  ki, on peut é c r i r e  F(p) sous 

l a  forme d'une f r a c t i o n  cont inue FI (p)  d i t e  première forme de 

Cauer ( v o i r  Wall e t  Weinberg) de l a  façon su ivan te  : 

L ' i n t e r p r é t a t i o n  des c o e f f i c i e n t s  ki en terme de tableau 

de Routh e s t  donnée dans l 'annexe 2 . 
L a  f i g u r e  2.4.2 donne une rep résen ta t ion  du schéma-bloc 

assoc ié  à l ' é q u a t i o n  (16) . Cette  f igure  s e  j u s t i f i e  de l a  fa-  

çon su ivante  : s i  l ' o n  pose yi/ui = I / D ~ ( P )  . 

a l o r s  F1(p) peut s ' é c r i r e  sous l a  forme : 
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FIGURE 2.4.2 Première Forme de Cauer 



S o i t  encore  sous  l a  forme de l a  boucle  f e r ~ é e  s u i v a n t e  : 

S i  l ' o n  c h o i s i t  l a  l è m e  composante xl du v e c t e u r  atat 

comme é t a n t  l a  s o r t i e  du ga in  (1/k2L 1 )  c e  q u i  r e v i e n t  à poser  : 
I 

on a b o u t i t  aux équa t ions  d ' é t a t  s u i v a n t e s  : 

Ce q u i  d e v i e n t ,  sous  l a  fosme m a t r i c i e l l e  : 



On remarque que l a  m a t r i c e  du régime l i b r e  e s t  d 'une fo r -  

me beaucoup p l u s  s imple  que c e l l e  d e s  équa t ions  d ' é t a t  (15) as- 

s o c i é e s  à l a  deuxième forme de  Cauer p u i s q u ' e l l e  e s t  t r i d i a g o -  

n a l e  . 

2.4.3.2 Méthode de r é d u c t i o n  de l ' o r d r e  a s s o c i é e  

Un modèle d ' o rd re  q  de F (p )  e s t  obtenu p a r  t r o n c a t u r e  du 

développement donné par  l ' é q u a t i o n  (1 6), c ' e s t  à d i r e  en posant  : 

Le modèle a i n s i  obtenu e s t  un approximant de Pa&é au tour  

du po in t  p  i n f i n i ,  c ' e s t  à d i r e  que l ' approx imat ion  du compor- 

tement de F(p)  s e r a  v a l i d e  v e r s  l e s  h a u t e s  f réquences  . 

De par  l a  manière dont  s o n t  c a l c u l é s  l e s  c o e f f i c i e n t s  ki 

en t;erme de t a b l e a u  de Routh e t  d ' ap rè s  l ' annexe  1 ,  l e  modèle 

d ' o rd re  r é d u i t  q  ne dépendra d e  t o u s  l e s  c o e f f i c i e n t s  ai e t  bi 

du dénominateur e t  du numérateur de F(p)  respec t ivement  que s i  

l ' o n  a : 

q 2 (n+l)/2 

Un t e l  modèle ne dépend en  e f f e t  que des  c o e f f i c i e n t s  k, 

à k . S i  q  e s t  i n f é r i e u r  à (n+1)/2,  a l o r s  l e  modèle s e r a  i n -  
2q 

dépendant d e s  termes en pu issance  de p  i n f é r i e u r e  à n-2q du nu- 

mérateur  e t  du dénominateur de F(p)  . 

On remarque que F1(p)  e s t  l i é  à F2(p) p a r  une r e l a t i o n  de 

r é c i p r o c i t é  e t  que donc l a  méthode de r é d u c t i o n  p r é s e n t é e  dans 

ce paragraphe e s t  l i é e  à c e l l e  p r é s e n t é e  dans l e  paragraphe pré- 

céden t  par  une r e l a t i o n  du t y p e  de c e l l e  de l a  f i g u r e  1.2.1 . 
On peut  donc app l ique r  l e s  r é s u l t a t s  du paragraphe 1.2.2.2 . 



11 est clair qu'une formulation dans l'espace d'état du 

modèle d'ordre réduit q sera obtenue en posant dans les équations 

Ce qui revient à ne conserver que les q premières compo- 

santes d'état xl . 
Cette méthode fait donc partie de la classe S de méthodes 

9 
de réduction de l'ordre des systèmes et les matrices Q et Q+ 

sont définies par la matrice de changement de base T faisant 

passer le triplet original (A,B,C) à celui figurant aux équa- 

tions (17) . 
Il faut remarquer qu'ici les équations d'état du processus 

d'erreur sont plus simples que celles du paragraphe précédent . 
On a en effet, en conservant les notations du chapitre 1 : 

2.L.4 La troisième forme de Cauer 

Le développement de F(p) sous la forme d'une fraction con- 

tinue F (p) dite troisième forme de Cauer est intermédiaire entre 3 
les première et deuxième formes ( voir référence 10) . 

2.4.4.1 Equations d'état et schéma-bloc associé 

Pour obtenir le développement de F(p) en fraction 

continue sous la première forme de Cauer on définit tout d'abord 

les coefficients hl et ki partir de l'algorithme suivant : 



Pour : 

Et les valeurs des constantes a et a 
1 3 1  291 

sont les mêmes 

qu'au paragraphe 2.4.2.2 concernant la deuxième forme de Cauer, 

c'est à dire : a - 
1 ,i. - an-i+i a2,i = 'n-î+i 

~t : a~,n+ï = a. 

Où les constantes al et bl sont les coefficients du déno- 

minateur et du numérateur respectivement de F(p) . 
Il faut : bl # O  ; e t :  b n f O  

Ayant défini les coefficients hi et ki, on peut écrire 

F(p) sous la forme d'une fraction continue dite "troisième forme 

de Cauerl8 (voir Shieh et (ioldman) ~ ~ ( p )  de la façon suivante : 

Le dernier terme dapendant de la parite de l'ordre de F(p) ,n . 
La figure 2.4.3 donne une représentation du schéma-bloc 

associé à l'équation (21) . Cette figure est justifiée d'une 
manière analogue à celle du paragraphe pr6cédent concernant la 

première forme de Cauer . Il suffit de poser : 
y,/ui = l/Di(p) 9 i = 1 ,  ..., n 
D21+1(~) = h h c l  + Y1+1p 

DZ1( P) = (hZ1/p) + ql 

avec : 

~j(p) s'écrit alors conform6ment à l'équation (1 6)a . 



- .  - - .  - - -  
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Tro is ième  Forme de Cauer FIGURE 2.4.3 

.. 1 

d SL = YZPIL 
- X b  .' 

i i m p a i r  
t 

----- &L+C - i = 21+1 

i p a i r  

i = 21 

FIGURE 2.4.4 l/Di(p) 



Les f o n c t i o n s  de t r a n s f e r t  l/Di(p) on t  une s t r u c t u r e  de 

boucle  fermée r e p r é s e n t é e  à l a  f i g u r e  2.4.4 pour i impai r  e t  

i p a i r  . 
Cans l e  c a s  où i e s t  p a i r ,  l/Di(p) n ' e s t  pas  une f o n c t i o n  

de t r a n s f e r t  p ropre ,  c ' e s t  à d i r e  que son  numérateur e s t  du même 

degré  que son dénominateur.0n va donc c h o i s i r  comme i è m e  compo- 

s a n t e  d ' é t a t  xi s o i t  yi, pour i impa i r ,  s o i t  (hl/p)Yi pour i 

p a i r ,  conformément à l a  f i g u r e  2.4.1. . 
Pour é t a b l i r  l e s  équa t ions  d ' é t a t  il f a u t  remarquer : 

Les équa t ions  d ' é t a t  s ' é c r i r o n t  donc : 

9 Pour i p a i r  

Pour i impai r  
( 2 2 )  

La première équa t ion  d ' é t a t  , pour i.1, s e r a  : 

S i  l ' o n  no t e  c e s  équa t ions  d ' é t a t  sous  l a  forme : 
O 
x = A x + B u  

On a u r a  : 



Vu sa structure assez complexe,la matrice du régime libre 

A fait l'objet de la figure 2.4.5 . Il est à remarquer que cette 

matrice est quadri-diagonale . 

2.4.4.2 Méthode de réduction de l'ordre associée 

Un modèle d'ordre réduit q de F(p) s'obtient en ne 

conservant que les q premiers coefficients hi et kj dans le 

développement donné par l'équation (21), soit 2q coefficients 

au total . Cela revient à poser : 

h i = O  ; k p o o  ; i = (q+l),...,n 

De par la manière dont sont calculés les constantes hi et 

ki, le modèle d'oràre réduit q ne dépendra de tous les coeffi- 

cients du numérateur et du dénominateur de ~ ( p )  que si l'on a 

la relation : 

Si q est inférieur à (n+1)/4; alors le modèle sera indépen- 

dant des termes en puissance de p comprise entre 2q et n-2q du 

numérateur et du dénominateur de ~ ( p )  . 
On remarque que F (p) constitue une sorte de compromis 3 

entre F1(p) et F2(p) . Le modèle ainsi obtenu est un approximant 
de Padé de F(p) au voisinage des points p=O et p=cu>. 

Il est clair que si l'ordre réduit q est pair, alors une 

formulation dans l'espace d'état est obtenue en na conservant 

que les q premières composantes xi dans l'équation (22) . La 
méthode de réduction appartient donc dans ce cas à la classe 

Sq 
. Les matrices Q et Q* associées sont définies par la matri- 

ce T de changement de base qui fait passer le triplet original 

à celui défini par les équations ( 2 3 )  . Les équations d'état 





du processus d'erreur se simplifient . On a, en conservant les 
notations du chapitre 1 : 

Si l'ordre réduit q est impair alors cette propriété n'est 

plus vraie et la méthode n'appartient plus à la classe S . 
9 

Ceci est du au terme ki,, dans l'équation (22) . Pour obtenir 
les équations d'état du modèle d'ordre réduit impair il ne suf- 

fit pas de poser : xi = O ; i = (q+l),...,n 

mais encore : = O O  

2.4.5 Conclusion sur les formes de Cauer 

Il a été montré que les méthodes de réduction de l'ordre 

des systèmes utilisant le développement de la fonction de trans- 

fert ~ ( p )  du système original sous les différentes formes de 

Cauer de fraction continue appartiennent à la classe S étudiée 
9 

au chapitre 1, sauf dans le cas particulier de la troisième 

forme avec un ordre réduit impair . 
Toutes ces méthodes avaient été présentées à l'origine 

comme opérant dans le domaine fréquentiel . Il a été montré ici 
comment, en établissant les équations d'état correspondantes 

à chaque forme de Cauer, on peut donner une interprétation de 

chacune d'entre-elles dans l'espace d'état . 



Conclusion 

I l  a é t é  montré dans ce c h a p i t r e  comment d i f f é r e n t e s  for-  

mes d 'équat ions d ' é t a t  des systèmes l i n é a i r e s  cont inus  monova- 

r i a b l e s  pouvaient ê t r e  a s soc iées  à des méthodes de réduct ion  

de l ' o r d r e  . Chacune de ces  méthodes a p p a r t i e n t  donc à l a  c las-  

s e  S étudiée au chap i t r e  1 . 
9 

On a a i n s i  rappelé  l a  forme canonique de Jordan assoc iée  

à l a  méthode de  réduct ion modale, l a  forme en (o(- p )  associée  

à l a  méthode de Routh, e t  l a  forme canonique assoc iée  au déve- 

loppement de l a  fonct ion de t r a n s f e r t  o r i g i n a l e  en f r a c t i o n  con- 

t i n u e  sous la  deuxième forme de Cauer . 
On a également montré que l a  méthode de Routh pouvait  

ê t r e  i n t e r p r é t é e  dans l ' e space  d ' é t a t  à p a r t i r  de l a  forme ca- 

nonique de ,Schwarz . On a e n f i n  é t a b l i  l e s  formes canoniques 

des équations d ' é t a t  correspondant au développement de l a  fonc- 

t i o n  de t r a n s f e r t  o r i g i n a l e  en f r a c t i o n  continue sous l e s  pre- 

mière e t  t ro is ième formes de Cauer . 
La l i s t e  des formes canoniques pour l e s  équat ions d ' é t a t  

e t  des  méthodes de réduct ion n ' e s t  pas l i m i t a t i v e  e t  l ' o n  peut 

déterminer une forme d 'équat ions d ' é t a t  associée  à une combi- 

naison ent re  c e s  méthodes . On présente  dans l e  c h a p i t r e  su i -  

vant une méthode de réduct ion  o r i g i n a l e  q u i  peut 8trs considé- 

r é e  comme une combinaison e n t r e  l a  méthode des moments (non pré- 

sen tée  i c i )  e t  l a  méthode modale (associée  à l a  forme canonique 

de Jordan&, ( v o i r  r é f é ~ e n c e  1 1 ) . 



- .  

Une Remarque s u r  l e  Tableau de Routh . 
S o i t  un t ab l eau  (ci ? j ) i y j  

d é f i n i  pa r  l ' a l g o r i t h m e  de Routh 

h a b i t u e l  ( v o i r  Parks ,  r é  f e r e n c e  4 )  : 

C 
1 9 1  = 1 ; C l , j  ( j = 2 , .  ...( m+l) )  e s t  donné, 

où : n = 2m pour n p a i r  ; e t  : n = 2 m + l  pour n impai r  . 

'1 ,j 
= O pour : j >m+i 

S i  n e s t  p a i r  : n = 2 m  

c ~ , ~ ,  pour j = I,...,m e s t  donné . 
' 2 , j  

= O pour j 

S i  n e s t  impai r  : n = 2 m + l  

c2 , j, pour j = 1 , . . . . . , (m+l ) e s t  donné . 
c = O pour j > m+l  
2 , j  

E t  l e s  éléments ci r e s t a n t s  s o n t  donnés par  l ' a l g o r i t h m e  : , j 

A p a r t i r  de c e t  a lgor i thme,  il e s t  c l a i r  que c ne dépend 
P, 1 

que des  c o e f f i c i e n t s  
C,  ,, , . . . , ,p-1 et C2,19 * * . 9  C2,p-1 

On donne i c i  deux exemples, pour n p a i r  e t  n impai r ,  mon- 
t r a n t  l a  r e l a t i o n  e n t r e  l e s  c o e f f i c i e n t s  c l  de  l a  première colonne 

9 P 
du t a b l e a u  de Routh e t  ceux d e s  deux premières  l i g n e s  : 

n p a i r  ( n  

X x 
X X 
X X 
X 
X 

n impair  ( n  = 9 )  



I l  e s t  c l a i r ,  à p a r t i r  de  c e t  exemple que l ' u n  quelconque 
d e s  c o e f f i c i e n t s  c l  de l a  première colonne du t a b l e a u  de Routh 

Y P 
ne dépendra de tous  l e s  c o e f f i c i e n t s  des  deux premières l i g n e s  que 

s i  l ' o n  a l a  r e l a t i o n  : 

P 2 m+2 
(si n e s t  p a i r  e t  é g a l  à 2 m )  

( s i  n e s t  impair  e t  é g a l  à 2m+l) 



ANNEXE 2 

Quelques Théorèmes s u r  l e  Développement en 
F r a c t i o n  Continue . 

(Voir  Wall, r é f é r e n c e  7,  e t  Gantmacher, r é f é r e n c e  9) . 
TREOREME : S i  h  e t  g  s o n t  deux polynômes formant une p a i r e  p o s i t i v e  

( v o i r  Annexe 3)  e t  si l e  degré  de  h  e s t  n  e t  c e l u i  de g  
e s t  (n-1), a l o r s  l a  f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  g (u) /h (u)  e s t  
développable  sous  l a  forme de l a  f r a c t i o n  con t inue  : 

Où l e s  c o e f f i c i e n t s  ci e t  di s o n t  t o u s  s t r i c t e m e n t  posi-  
t i f s  . 
La r éc ip roque  e s t  v r a i e  : s i  l ' é q u a t i o n  (1 )  e s t  v r a i e  avec 

t o u s  l e s  ci e t  di s t r i c t e m e n t  p o s i t i f s ,  a l o r s  h,.g forment une p a i r e  
p o s i t i v e  . 

I l  e s t  c l a i r  que s i  h (u )  e t  g (u )  forment une p a i r e  p o s i t i v e ,  
a l o r s  il en s e r a  de même pour h (v )  e t  g ( v ) ,  où : v  = l /u  

On au ra  a l o r s  : 

C(u) e s t  l a  première forme de Cauer, vC(v) e s t  l a  deuxième . 
I l  a p p a r a i t  a l o r s  que s i  l a  première forme de Cauer ( respec t ivement  
l a  deuxième) e s t  t e l l e  que l e s  q  premiers  c o e f f i c i e n t s  s o n t  t o u s  
p o s i t i f s  s t r i c t e m e n t  (ci e t  di > O ; i = O , .  ..,q-1) a l o r s  une t ron-  

c a t u r e  quelconque de ( 1 )  d ' o r d r e  i n f é r i e u r  ou é g a l  à q donnera une 
f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  H t e l l e  que, s i  X ( respec t ivement  D ) e s t  son  

9 9  9 
numérateur ( respec t ivement  son  dénominateur) ,  a l o r s  D ,N formeront 

9  9 
un p a i r e  p o s i t i v e  . Ceci  s i g n i f i e  que l e s  modèles d 'o rdre  r é d u i t  in-  
f é r i e u r  ou é g a l  à q  de H s e r o n t  s t a b l e s  . 
THEOREME : Le r a p p o r t  d e  deux polynames g (u ) /h (u ) ,  où : 

g(u )=a  un-'+ . . . . . . . 
1 3 1  

u+a ,n-1 i , n  



e t  : h ( ~ ) = a ~ , ~ u ~ +  . . . . . . . +aoyn-l u+a o,n 

ce rappor t  a un développement du type donné par l ' é q u a t i o n  ( l ) ,  c ' e s t  
à d i r e  l a  première forme de Cauer, s i  e t  seulement si : 

Où R e s t  l e  mineur p r i n c i p a l  d 'ordre p  du t ab leau  : 
P  

C'est  à d i r e  l e  tab leau  dIHurwitz du polynôme P(u),  où : 

Les c o e f f i c i e n t s  ci e t  di peuvent a i n s i  8 t r e  i n t e r p r é t é s  
corne l e s  c o e f f i c i e n t s  de l a  première colonne du tab leau  de Routh 
r e l a t i f  à P(u) . 

On remarque que ce  d e r n i e r  théorème d i t  seulement que l e  
développemnt (1) e x i s t e  s i  e t  seulement s i  l e s  c o e f f i c i e n t s  ci e t  
di peuvent é t r e  c a l c u l é s y .  Ce c a l c u l  ne s e r a  donc pas poss ib le  s i  
l e  polyname P(u) a une p a i r e  de r a c i n e s  du type 0 e t  -û par exemple, 
il y a u r a i t  a l o r s  un c o e f f i c i e n t  nu l  dans la  première colonne du ta- 

bleau de Routh de P . 



ANNEXE 3 

Une P a i r e  P o s i t i v e  . 
(Voir  Gantmacher, r é f é r e n c e  9 )  

Deux polynômes h(u)  e t  g ( u )  de degré  n  (ou h e s t  de degré  n  
e t  g  de degré  n-1 ) forment une p a i r e  p o s i t i v e  s i  l e s  r a c i n e s  ul , . . ,u  n  
e t  u;,..,un (ou u{, ..., u t  si g  e s t  de degré n-1) s o n t  t o u t e s  d i s -  n- 1 
t i n c t e s ,  r é e l l e s  e t  néga t ive s  e t  s o n t  t e l l e s  que l l o n  a i t  : 

e t  l e s  c o e f f i c i e n t s  de p l u s  hau t  degré  en u  de g  e t  h s o n t  
de même s i g n e  . 

Une c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour que h ( u )  e t  

g (u )  forment une p a i r e  p o s i t i v e ,  où h e s t  de degré  n  e t  g de degré  
n-1 e s t  que l ' o n  ait : 

Une c o n d i t i o n  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour que h e t  g 
2 2 forment une p a i r e  p o s i t i v e  e s t  que l e  polyname h(u  ) + u.g(u ) a i t  

t o u t e s  s e s  r a c i n e s  dans l e  demi-plan complexe gauche . 
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CHAPITRE III 

La forme canonique de Meizel 

et la méthode de réduction de l'ordre associ6e . 

Introduction : 

Le but de ce chapitre est de présenter une méthode origina- 

le pour la réduction de l'ordre des systèmes monovariables sta- 

tionnaires continus . Cette méthode appartient à Pa classe S 
q 

définie au chapitre 1 et est associée à la forme canonique pour 

les équations d'état introduite par Meizel (voir référence 1) . 
Cette méthode de réduction suppose que le système original 

est connu soit par sa fonction de transfert, soit par ses équa- 

tions d'état sous la forme canonique d'observabilité . 
Contrairement à la méthode de Routh ou à celles de Cauer, 

la masse de calculs requise par cette méthode augmente quand 

l'ordre du modèle diminue . Ces calculs sont cependant très sim- 
ples . 

Ce chapitre commence par un bref rappel sur le changement 

de base introduit par Meizsl et la forme canonique pour les équa- 

tions d'état associée . On présente ensuite la méthode de réduc- 
tion de l'ordre associée . Cette méthode requiert la connais- 
sance des pales du système original . On montre alors la propri- 
été principale de cette méthode qui est la conservation des pa- 

ramètres de Markov du système original . Un exemple numérique 
illustre la présentation de la méthode . 

On présentera enfin une extension possible de cette forme 

canonique et de la méthode de réduction associée à certains sys- 

tèmes multivariables particuliers . 



Forme canonique et schéma-bloc associé 

On rappelle ici brièvement la définition du changement de 

base introduit par Meizel . 
On suppose que le système original est connu par sa fonc- 

tion de transfert ~ ( p )  et que celle-ci s'écrit conformément à 

l'équation (1 ) du chapitre précédent avec : 

a. = 1 

On note ~ ( p )  (respectivement D(p) ) le numérateur (respec- 

tivement le dénominateur) de F(p) : . 

A partir de F(p) il est possible d'écrire les équations 

d'état du système sous la forme canonique d'observabilité : 

Avec : 

Soit P le vecteur dont les composantes sont les pales pi 

de F(p) : 

On définit alors les coefficients zi comme étant le po- , j 
lyn8me symétrique d'ordre i de (pl p2 ... p ), c'est à dire, 3 
par exemple. le coefficient z2 SI écrira : , j 



Les coefficients ai du dénominateur de F(p) peuvent alors 

s'écrire, à partir de la définition des zi : , j 

On définit alors la matrice T carrée inversible suivante : 
P 

Il a été montré par Meizel que le changement de base défi- 

ni par la matrice T : xt = T x ; transforme le triplet ori- 
P P 

ginal (A,B,C) tel qu'il est défini par les équations (1) en 

Les équations d'état en x s'écrivent donc : 

La figure 3.1 donne une représentation du schéma-bloc as- 

socié aux dquations (5) . 



FIGURE 3.1 La Forme canonique de Meizel 

associée à T . 
P 
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1 T P , . ~  = 

Les équat ions d ' é t a t  a s soc iées  au vecteur  xn s e r o n t  donc : 

L a  f i g u r e  3.2 donne une r e p r é s e n t a t i o n  du schéma-bloc as- 

s o c i é  aux équat ions  (13) . 
I l  a é t é  montré ( v o i r  par exemple l a  référence  2 )  que l e s  

c o e f f i c i e n t s  ba(P')  e t  eA(P9) prenaient  l e s  va leur s  p a r t i c u l i è -  

r e s  su ivantes  : 

bA(P') = N(pi) 

' ( P t )  = D(pj) en (14) 

C'est c e t t e  r e l a t i o n  q u i  e s t  à l a  base de l a  méthode de 

réduct ion de l ' o r d r e  associée  à c e t t e  forme canonique pour l e s  

équat ions d ' é t a t  q u i  f a i t  l ' o b j e t  du paragraphe su ivan t  . 

IJ L a  méthode de réduct ion  de  l ' o r d r e  associée  

3.3.1 Pr inc ipe  de base de l a  méthode 

L a  de rn iè re  l i g n e  des équat ions d ' é t a t  en xl' (13) 

s ' é c r i t  : 

Ceci, compte tenu des équat ions ( 1  1 ), (1 2 )  e t  (1 4 )  . 
Le pr inc ipe  de c e t t e  méthode e s t  de r édu i re  t o u t  d'abord 

l ' o r d r e  de n  à n-1 en cho i s i s san t  l e  nombre a r b i t r a i r e  pi de ma- 

n i è r e  à rendre l ' équa t ion  (15) la  p lus  proche poss ib le  d'un corn- 



FIGURE 3.2 La Fome canonique de Meizel 

associée à Tp, . 
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. portement en régime libre, c'est à dire de minimiser les termes 

qui ne dépendent pas de xn . 
Trois possibilités s'offrent donc : 

a) pi est choisi parmi les zéros de F(p) : 

l'équation (15) s'écrit alors : 

Soit donc : 

On choisira donc pi tel que : 

 pi) = 0 

minimum 

b) p; est choisi parmi les pales de F(p) : 

l'équation (15) s'écrit alors : 

O 
X: = ' X" + N(pi) u PI n 

Soit encore : 

O 
X: - pi X: = N(pi) u 

On choisira donc pi tel que : 

c) ni N(p1) ni D(pi) ne sont jugés négligeables de- 

vant pi, alors on écrit l'équation (15) sous la 

forme : 

On choisira alors pi tel que : 

Minimum 



On remarque que l'équation (15) ne correspond réellement 

à un régime libre que si l'on a simultanément : 

N(pf) = O et D(pf ) = O 

C'est à dire uniquement si pi n'est ni cornmandable ni ob- 

servable . 

Si le système de départ n'est pas stationnaire et que l'on 

peut écrire sa fonction de transfert sous la forme F(p,t) : 

Alors la procédure est analogue au cas c), bien que géné- 

ralement difficile à mettre en oeuvre : l'équation (15) s'écrira : 

On choisira donc pi tel que : 

Ma. (jD(pi,t)l + [N(pfst)1) Minimum en pi 
tE(to,t, 

Où (to,tl) est l'intervalle d'étude du système, t, peut 

donc &tre infini . 

Le modèle d'ordre réduit n-1 sera donne par ses équations 

d'état suivant la procédure développée au chapitre 1 . Si les ' 

équations d'état du système original sont sous la forme canoni- 
+ 

que dtobservabilité, alors les matrices Q et Q , en conservant 
les notations du chapitre 1, seront définies à partir de la ma- 

trice de changement de base T . P' 
Il est montré dans l'annexe 1 que le choix des pi restant 

n'a aucune influence sur le modèle d'ordre (n-1 ) . On peut donc 
choisir ces pi soit égaux à zéro, alors les équations d'état 

du modèle d'ordre réduit seront sous la forme canonique d'ob- 

servabilité, soit aux pales du modéle d'ordre réduit, alors les 





De même la réduction à l'ordre q sera obtenue à partir de 

la matrice T définie comme étant la matrice T dans laquelle P' ,q P' 
on a posé : 

r = n-q 

11 découle de l'annexe 3 que la matrice T 
P' ,q peut s'écrire 

sous la forme du produit suivant : 

Avec : r = n-q 

Les équations d'état du modèle d'ordre rédukt q seront donc 
+ 

obtenues à partir des matrices Q et Q , en conservant les nota- 
tions da chapitre 1, définies par cette matrice de changement 

de base T 
p',q 

Un modèle d'ordre q dépendra du choix de r paramètres p i  . 
Chaque matrice T ne dépend en effet que de pl, puisque l'on 

pi 
peut écrire : 

Où IiOl désigne la matrice identité d'ordre i-1 . 
Il est à remarquer qukil est équiralent d'opérer le proces- 

sus de réduction pas à pas et d'utiliser directement les matri- 

ces Q et Q+ définies à partir de T . On a en effet : 
P' 9 9  



On pourra c h o i s i r  l e s  c o e f f i c i e n t s  p l  s o i t  parmi l e s  zéros  

des  d i f f é r e n t s  modèles s u c c e s s i f s  su ivan t  l a  procédure a ) ,  s o i t  

parmi l e u r s  pa les  su ivan t  l a  procédure b ) ,  s o i t  encore su ivan t  

l a  procédure c ) ,  s o i t  e n f i n  l ' une  pu i s  l ' a u t r e  de ces  procédu-. 

r e s  . Ceci s e  t r a d u i t  par l e s  s i m p l i f i c a t i o n s  su ivan tes  possi-  

b l e s  pour l e s  équat ions d ' é t a t  du processus d ' e r reu r ,  en conser- 

vant  l e s  nota t ions  du c h a p i t r e  1 : 

- R+AQ = O : si l ' o n  a c h o i s i  l e s  p j  succes- 

sifs ( i = l  , . .r) parmi l e s  pa les  de F(p) . 
- R+B = O : si  l ' o n  a c h o i s i  l e s  p i  parmi 

l e s  zéros  de F(p) . 
L a  première de -ces  s i m p l i f i c a t i o n s  s i g n i f i e  que l e s  pa les  

du modèle d 'ordre r é d u i t  q  a i n s i  obtenu s e r o n t  des pa les  de F(p)  . 
Cela implique donc que dans ce cas  l e  modèle d 'ordre r é d u i t  s e r a  

s t a b l e  si l e  système o r i g i n a l  l ' e s t  . 
La seconde de ces  s i m p l i f i c a t i o n s  s i g n i f i e  que dans l e  c a s  

considéré l ' e n t r é e  n 'aura aucune in f luence  s u r  l ' e r r e u r  . 

3 . M  Algorithme généra l  de l a  réduct ion  d 'ordre 

Le but de c e t t e  s e c t i o n  e s t  de d é f i n i r  l e s  coe f f i -  

c i e n t s  de la fonct ion  de t r a n s f e r t  du modèle d 'ordre r é d u i t  q  

à p a r t i r  de ceux ce l a  fonct ion de t r a n s f e r t  o r i g i n a l e  ~ ( p )  . 
On a montré au paragraphe précédent comment l e s  modèles d 'ordre  

successivement déc ro i s san t  é t a i e n t  obtenus l e s  uns à p a r t i r  des  
U 

a u t r e s  par un couple de matr ices  du type T 



Avec : 

dim ?+ = (n-i)x.(n-i+l ) PZ 

On peut a l o r s  en déduire l f a l g o r i t h m e  généra l  de l a  réduc- 

t i o n  d'oedre : 

- S i  l ' o n  note a i  e t  by l e s  c o e f f i c i e n t s  de l a  fonc- 

t i o n  de t r a n s f e r t  F(p) de dépar t ,  avec : 

a l o r s  l e s  c o e f f i c i e n t s  de la  fonct ion de t r a n s f e r t  du modèle 
1 d 'ordre  n-1 , notés  a: e t  bi se ron t  donnés par  : 

avec : 

1 - S i  l ' o n  r é p è t e  c e t t e  opéra t ion  avec p$, p i ,  . . ,pr, 

où r e s t  n-q e t  q e s t  l ' o r d r e  r é d u i t  d é s i r é ,  e t  s i  l ' o n  note 

j e t  b? l e s  c o e f f i c i e n t s  de l a  fonct ion de t r a n s f e r t  du modèle ai 

d'ordre n-j, a l o r s  on a l e s  r e l a t i o n s  su ivan tes  d é f i n i s s a n t  l ' a l -  

gorithme général  de l a  réduct ion  d 'ordre : 



Si l'on choisit deux p! successifs égaux alors lfalgorith- 
J 

me de réduction de l'ordre n-j à l'ordre n-j-1 sera : 

Cet algorithme a une interprétation algébrique.simple qui 

fait l'objet du paragraphe suivant . 

3 m 3 m 4  Interprétation algébrique de l'algorithme de réduction 

Le but de cette section est de montrer que les nu- 

mérateur et dénominateur de la fonction de transfert du modèle 

d'ordre réduit s'obtiennent à partir de ceux de F(p)  originale 

par une simple division . 
Si l'on considère l'algorithme de réduction de l'ordre n à 

l'ordre n-1, on peut poser, par exOension et compte tenu des 

équations ( 1 4) : 

On peut expliciter les équations (28) à l'aide du tableau 
1 suivant, définissant N (p), numérateur de Ba fonction de trans- 

fert du modèle d'ordre n-1 - 

Puissance de p 

n-2 

coefficient 



On a donc, en formant le poiynBme N' ( p) : 

1 N' (p) = (l/p). (~(p)-bi) + (pj/p). (N (~)-b:-~ ) 

Soit encore : 

' b1 P N' (p) - pj N' (p) = N(p) - bon - pl 

Or l'algorithme (28) peut s'étendre à : 

1 -  t b 1  
bn - Pl n-1 + bi = N(pi) 

Donc ~ ( p )  peut s'écrire : 

N p )  = (P-P{).N~ (p l  + NP{) 

1 On a donc montré ainsi que M (p) est le quotient de la divi- 

sion euclidienne de N(p) par le monome (p-pj) . 
Un raisonnement analogue sur les coefficients a; conduit à 

Et D' (p) , dénominateur de la fonction de transfert d'ordre 

réduit n-1, est le quotient de la division euclidienne de D(P) 

par le mon8me (pop{) . 
On peut également retrouver ce résultat directement à partir 

des équations (11) définissant la matrice A . si l'on dévelo- 
P ' 

- ppe le déterminant de (PI-A ,) par rapport à sa dernière ligne, 
P 

on aura : 

1 n+ 1 
dét(pI-A P ,)=D(p) = (p-pi)*D (p) + (-1) ~(~i)e(-l)~-' (34) 

D'où le résultat de lféquation (33) . 
La fonction de transfert F' (p)  du modèle drordre réduit n-1 

s'écrit donc : 



Si l'on continue le processus de réduction de l'ordre d'après 

l'algorithme défini par les relations (291,  il est clair que le 

raisonnement ci-dessus peut s'appliquer . Si l'on désigne par 

NJ(~) et les nunérateur et dénominateur de la fonction 

de transfert ~ j ( ~ )  du modèle d'ordre réduit n- j, alors 

3 (respectivement D (p) ) sera le quotient de la division eucli- 

dienne de ~ ( p )  (respectivement D(p) ) par le'polyname : 

(P-P~)(P-P~) * * O  (P-pj) 

j Le coefficient de la plus haute puissance de p dans D (p) 

sera alors 1 . 

Cette méthode apparait donc comme très facile à utiliser . 
Il est montré dans le paragraphe suivant qu'un modèle d'ordre 

réduit ainsi obtenu constitue une approximation du système ori- 

ginal aux hautes fréquences . Si l'on désire obtenir une appro- 

ximation aux basses fréquences du comportement dynamique de F(p), 

il faut passer par le biais du système réciproque de fonction 
hl 

de transfert F(p), conformément au paragraphe 1 .2.2.2 . Il con- 
vient alors de déterminer lléquivalent des équations (32) et (33) 

dans ce cas . On va montrer ici que les numérateur et dénomina- 
teur du modèle d'ordre réduit sont obtenus à partir de ceux du 

système original par une simple division, zux puissances crois- 

santes cette fois . La figure 3.3 donne une représentation du 
processus de réduction en notant : 

N - F(p) le système original et ~ ( p )  son réciproque . 
N A1 - le modèle d'ordre n-1 de F(p) et F (p) son récipro- 

que et qui constitue donc le modèle définitif . 



FIGURE 3.3 U t i l i s a t i o n  du biais de l a  réciproque 

dans l a  réduct ion de l ' o r d r e  à p a r t i r  

de l a  forme canonique de Meizel . 

Reduction d i r e c t e  

Réciproque 

\ l e  b i a i s  de 

l a  r é c i ~ r o a n e  

Réciproque 



On peut donc é c r i r e  l e s  r e l a t i o n s  de r é c i p r o c i t é  : 

S o i t  : 

On r a p p e l l e  en e f f e t  que D(p) e s t  de degré n  e t  que N(p) 

e s t  a p r i o r i  de degré n-1 . 
F1 ( p )  e s t  c o n s t r u i t  à p a r t i r  de F(p) par  la  méthode de ré-  

duct ion  d i r e c t e ,  on peut donc é c r i r e  (p)  d 'après  l e s  

équat ions (32) e t  (33)  : 

'"1 F (p)  = 
NN1 (P)  

a' ( p l  

La réduct ion d 'ordre  correspond i c i  au choix de p ï  . S i  
h) 

l ' o n  c h o i s i t  p l  parmi l e s  pa les  de F(p)  a l o r s  pi sera un pa le  

de ~ ( p )  avec : 

P{ = (l /pi ' )  ( 3 9 )  

Le modèle d é f i n i t i f  d 'ordre r é d u i t  n-1 de F(p) s e r a  donc 
"'1 2' ( p ) ,  l e  réciproque de F ( p ) ,  ces  deux d e r n i è r e s  fonct ion de 

t r a n s f e r t  se ron t  d 'ordre n-1, on pourra donc é c r i r e  l e s  r e l a t i o n s  

de r é c i p r o c i t é  su ivan tes  : 



Soit, compte tenu des équations (38) : 

Al On peut alors écrire F (p) sous la forme : 

Soit, en multipliant haut et bas par p et en remarquant 

que l'on peut faire apparaitre  p./) et ~(p{) : 

L'équivalent de l'équation (35) s'écrit donc : 

- 1 On remarque que pi est à la fois un pale et un zéro de F (p); 

on pourra donc définir : 

Soit donc : 

N(p) = (pi-p) N p + (P/P { )  N(pf 

~ ( p )  = (pi-p) 5' (pl + (p/pj )n NP{) (44) 

Ces équations sont à rapprocher des équations (32) et (33) 

concernant la méthode de réduction dLrecte . 



1 A 1 11 a p p a r a i t  donc que N ( p )  (respectivement D (p )  ) peut 

Btre considéré comme l e  quo t i en t  de l a  d i v i s i o n  de N(p) ( r e s -  

pectivement de  ~ ( p )  ) par  l e  mon8me (pi-p)aux puissances cro is -  

s a n t e s  à l ' o r d r e  n-2 (respectivement à l ' o r d r e  n-1) . 

REMARQUE : S i  on a c h o i s i  pi parmi l e s  pôles  de  F(p),  a l o r s  l e s  

équat ions (35) e t  (42) pourront P t r e  s i m p l i f i é e s  : 
1 - F ( p ) ,  modèle obtenu par  la méthode d i r e c t e ,  sera : 

N(p( 
~ ' ( p )  = ~ ( p )  - (45) 

N P )  

- r1 ( p ) ,  modèle obtenu en u t i l i s a n t  ' l e  b i a i s  du sys- 

tème réciproque,  s e r a  : 

n- 1 NP{ 
:'(pl = ~ ( p )  (p/pi)  (46 

N p )  

Le p a r a l l è l e  e n t r e  l a  méthode u t i l i s a n t  d i rec tenen t  l e - s y s -  

tème o r i g i n a l  e t  c e l l e  u t i l i s a n t  l e  b i a i s  du système réciproque 

e s t  donc à rapprocher de c e l u i  e x i s t a n t  e n t r e  l a  d i v i s i o n  euc l i -  

dienne e t  l a  d i v i s i o n  su ivant  l e s  puissances c r o i s s a n t e s  de deux 

polynômes . 
Les équat ions (44) peuvent bien-sbr se  g é n é r a l i s e r  à un ordre  

r é d u i t  q quelconque . 

3.3.5 P ropr ié t é  fondamentale de l a  méthode de réduct ion  

Le  but de ce paragraphe e s t  de montrer que l a  métho- 

de de réduct ion  d i r e c t e  d é f i n i e  plus  haut conserve l e s  paramè- 

t r e s  de Markov du système o r i g i n a l ,  e t  c e c i  quelque s o i t  l e  choix 

du paramètre pi . 
On remarque q u ' i l  e s t  équiva lent  de d i r e  que l a  méthode de 

réduct ion u t i l i s a n t  l e  b i a i s  du système réciproque conserve l e s  

premiers moments du système o r i g i n a l  . 
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La démonstration qui va suivre ne concerne que le processus 

de réduction de l'ordre n à l'ordre n-1 . De par la définition 
meme de la méthode générale, cette démonstration est suffisante 

pour dire que, quelque soit le choix de pi, p>, ..,pp, le modèle 

d'ordre réduit q conservera les q premiers paramètres de Markov 

du système original . 
On rappelle dans l'annexe 2 ce que sont les parametres de 

Markov et les moments d'une fonction de transfert F(p) (voir 

références 3 et 4) . 
On note Mi le i è m e  paramètre de Markov de F(p), fonction 

1 de transfert originale, et M i  celui de F (p), modéle d'ordre 

réduit n-1 obtenu par la méthode directe . La démonstration sera 
faite par récurrence sur i . 

La première étape de cette démonstration sera l'égalité 

des deux premiers paramètres de Markov : 

D'après les équations (2) de l'annexe 2, on a, en 

conservant les notations définies par les relations (27) et (28) 

de ce chapitre : 

1 x Ml = b; 

(voir l'équation (28) ) 

(47) 

De m8me pour M2et M.$ : 



L a  deuxième étape cons i s t e  à supposer maintenant : 

On va montrer a l o r s  : M i  = Mi $ avec : i 4 n-1 

D'après l e s  équat ions (2) de l 'annexe 2, M i  s e r a  donné par  

l ' équa t ion  : i- 1 

M a i s  d 'après  l e s  équat ions (28) de ce chap i t r e ,  on a : 

D'où: i -1 i- 1 

O r  l e s  ( i -1)  premiers Mk e t  M L  son t  égaux, on a donc : 

De marne : 
2 ; ; ' .  f.> '* t J:LE 1 1 1 

Mi,  = a. M i - 1  + ..... M '  = bi-, 
+ ai-2 1 

L'équation (49) peut  a l o r s  s ' é c r i r e  : 

Ce qui s i g n i f i e ,  compte t enu .de  la  d é f i n i t i o n  de bi à par- 

tir des  équations (28) : 

On a donc montré l ' é g a l i t é  e n t r e  les n-1 premiers paramè- 

t r e s  de Markov du système o r i g i n a l  e t  ceux du modèle d 'ordre 

r é d u i t  n-1 . 
I l  r e s t e  maintenant à déterminer ce q u ' i l  advient  des a u t r e s  

paramètres de Markov . On é t a b l i r a  t o u t  d'abord l ' é c a r t  e n t r e  



MI et Mn, puis entre Mm et M avec m supérieur à n+l . n m - Détermination de Mn - Mn r 
Les équations donnant Mnet M& sont, d'après les équations 

(2) de l'annexe 2 : 

C'est à dire : 

Soit enfin : 

1 PI 'n-1 + b n - M , + M ~ = o  

Ceci peut s'écrire, compte tenu des équations (31) : 

Mn - Mn = N(pf) (51 

On a ainsi montré que la différence entre les nègepara- 

mètres de Markov du système et de son modèle est égale à la va- 

leur du numérateur de F(p) au point p{ . 

- Détermination de Mm - MA, m > n+l 
Les équations donnant Mm et Mm sont : 

0.M' 1 + 0 . 0  l M '  + M & = O  
m-n + an-1 MA-n*î + m-î 

Cette dernière équation donnant Mm peut s 1 é crire : 

1 1 PI (an-2MA-n+l + + + an-l O Mt m-n+l + ... + Mm = O ( 5 3 )  

Le terme en facteur de p{ est en fait : -a ' Mt n-1 m-n 

Et : Mmœn = M - i m = (n+l ),...,Zn 

Si l'on note : Dk = Mm - Mi ; k = I,...,n ; k =(m - n) 



On aura : Dk = O ; k < o  

Et, en faisant la différence entre les équations (53) et 

(52) : 
O O ~ ~ + a y ~ ~ - ~  + . . . + amon 1 

D O + an Mwn - pi (-anœl Mm-,)= O 

O Or : an + pi an-l ' = a i = ~ ( p i )  

Donc : 
O D~ = -M~D(~;) - a, D ~ - ~  ... - ak Do 

k = 1,2,...,n 

On a déjà détermin6 Do par l'équation (51 ) : 

Do = N(pi) 

Si l'on note Dk sous la forme : 

Dk = nk N(pi) + dk D( pi 

Alors on aura les équations de récurrence suivantes, pour 

les coefficients nk et dk : 

O - O O 
nk = - a, nk-, ..... - ak-l nl - ak "O 
dk = - M ~ - a l  O d k-l ..-. - a:-1 dl - a0 k d o - 
Pour : k = 1,2,..,n 

Et : no - 1  ; d o = O  

Conclusion : 

Tout ceci est valable quelque soit le choix de pi . 
Il est donc intéressant de minimiser Dk par rapport à ce para- 

mètre pi . Si on prend pour pi un des pales de F(p), le modèle 

d'ordre réduit n-1 aura pour pales les n-1 pales restants de 

F(p), il sera donc stable si le système original l'est . D'autre 
part Dk sera alors proportionnel à N(pi), donc choisir pour pi 

l'un des pdïes qui minimise N(pi) revient à limiter Dk . 
Les paramètres de Markov sont les coefficients du dévelop- 



pement en s é r i e  de F(p) autour  du poin t  p  i n f i n i ,  i ls  représen- 

t e n t  donc l e  comportement du système aux hautes  fréquences . 
Quelque s o i t  l e  choix de pi l a  méthode de réduct ion présentée 

i c i  c o n s t i t u e  donc une approximation aux hautes  fréquences de 

l a  fonct ion de t r a n s f e r t  o r i g i n a l e  F(p) . 
Pour o b t e n i r  une approximation de  F(p) aux basses  fréquen- 

ces ,  ce q u i  e s t  l e  cas  souhai té  en général ,  il s u f f i t  de su iv re  
?v 

l a  procédure d é c r i t e  par la  f i g u r e  3.3 à p a r t i r  de F (p ) ,  r éc i -  
" 1 proque de ~ ( p )  . L e  modèle d 'ordre  n-1 d é f i n i t i f  F ( p ) ,  conser- 

n/ 
vera  donc l e s  n-1 premiers paramètres de Markov de F(p) ,  c ' e s t  

à d i r e  l e s  n-1 premiers moments de F(p) . S i  l ' o n  c h o i s i t  a l o r s  

pi parmi l e s  pa les  de F(p) ,  (1/p{) s e r a  un pale  de e t  l e s  
"1 n-1 pales  de F ( p )  seront  l e s  n-1 pa ies  r e s t a n t s  de F(p)  . 

REMARQUE : 

S i  q,  l ' o rd re  du modèle , e s t  c h o i s i  éga l  à 1 ,  il 

vaut mieux c h o i s i r  l e  de rn ie r  paramètre, p,, parmi l e s  zéros  

du modèle précédent d tordre  q+l à cause de l a  r e l a t i o n  (51) q u i  

s ' é c r i r a  dans ce  c a s  : 

Exemple d 'appl ica t ion  

Le but de c e t t e  s e c t i o n  e s t  de montrer l a  mise en 

oeuvre de l a  méthode de réduct ion présentée p lus  haut  s u r  un 

système d'ordre 3 dont on d é s i r e  déterminer un modèle d 'ordre  2 . 
La  fonct ion  de t r a n s f e r t  o r i g i n a l e  F(p) s ' é c r i t  : 



Les p a l e s  de F(p) sont  : -1 ; -3 ; -5 

Ses zéros  sont  : -2 ; -4 

On d é s i r e  approximer l e  comportement de F(p) aux basses  

fréquences e t  conserver deux de s e s  pôles  . On s u i v r a  donc l a  
rd 

méthode u t i l i s a n t  l e  b i a i s  de F(p) ,  réciproque de F(p) e t  l ' o n  
N 

c h o i s i r a  p ï  parmi l e s  pôles de F(p) ,  c ' e s t  à d i r e  p./ parmi l e s  

pa les  de F(p) avec : pi = 1 /p l  (39) 

N 
L a  fonct ion  de t r a n s f e r t  F(p) ,  réciproque de F(p) s ' é c r i t  : 

N 
Les pa les  de ~ ( p )  se ron t  : -1 ; (-1/3) ; (-1/5) 

N 
I l  fau t  donc c a l c u l e r  la  va leur  de N(p) en c e s  t r o i s  poin ts  

pour déterminer pï  : 
tv PJ (\I 

N ( - 1 )  = 0.5 ; NC-lfi) = 7.4.10-~ ; N(-1/5) = 2.4.10 -2 

N 
L a  va leur  minimale de N(p;')sera donc obtenue pour : 

p ï  =-113 

S o i t  : pi = -3 
N @'1 Le modèle d 'ordre 2 de ~ ( p ) ,  noté F (P)  s e r a  : 

- 1 "/1 Le modèle d é f i n i t i f  s e r a  donc F ( p ) ,  réciproqüe de F  (p)  : 

Les p a l e s  de ce modèle s e r o n t  donc : -5 ; -1 

E t  son zéro : -2.4 



Il faut remarquer que le pale écarté est -3 alors que la 

méthode modale exposée au chapitre II aurait écarté -5 . Si on 
choisit pl égal à -5 la fonction de transfert du modèle obtenu, 

F(p), sera, en utilisant toujours le biais de ~ ( p )  : 

A 

Les pales de $(p) seront -1 et -3,  son zéro sera -1.82 . 
On peut comparer ces modèles en fonction de l'énergie im- 

pulsionnelle 1 telle qu'elle est définie par l'équation (5) du 

paragraphe 2.3.2.1 du chapitre II concernant la mé,thode de ré- 

duction de Routh . On note respectivement h(t), hl(t) et h2(t) 

les réponses impulsionnelles de F(p), %' (p) et ?(p) . On peut 
alors calculer les quantités 1, Il, I2 à partir des coefficients 

Alors : 

n 

On constate ici que F' (p) est un meilleur modèle que ?(p) 

au sens de l'énergie impulsionnelle . 
Les réponses indicielles de ces deux modèles ne sont pas 

discernables de celle du système original . 



S i  l ' o n  décide maintenant de c h o i s i r  p{ parmi l e s  zé ros  
n/ 

de ~ ( p ) ,  il faudra donc c a l c u l e r  D(pï)  pour p l  é g a l  à (-1/2) 

e t  (-1/41 : 
N 
D(-1/2) = 2,5.10 -2 . 9 

Il f au t  donc c h o i s i r  : 

p i ' = - 1 / 4  ; p/ = -4 

Le modèle d 'ordre  2 d é f i n i t i f  correspondant s e r a ,  tou jours  
N 

en u t i l i s a n t  l e  b i a i s  de F(p) : 

-3 Les pa les  de F ( p )  se ron t  : -0,99 ; -3,60 

Son zéro s e r a  : -2 

S i  l ' o n  note  h ( t )  sa réponse impulsionnel le ,  on aura  : 3 

1-j = ( ( t ) h ( t ) ) 2  d t  = >,66.10-' = 3,65e10-~o1 

" 3  On cons ta te  a l o r s  que F (p )  e s t  l e  mei l leur  modèle de F(p)  

obtenu par  c e t t e  méthode au sens  de l ' é n e r g i e  impulsionnel le  . 

On peut v é r i f i e r  que c e t t e  méthode conserve b ien  l e s  moments 

de F(p)  en formant l e s  q u a n t i t é s  : 

Les numérateurs des  expressions (67) e t  (68) sont  de degré 2 ,  

ce q u i  s i g n i f i e  que l e s  moments de c e s  d i f f é r e n c e s  sont  n u l s  



jusqu'à l'ordre 2 compris . 
L'expression ( 6 9 )  commence par une puissance 3 de p, ce qui 

signifie que ses trois premiers moments sont nuls . Ce résultat 
était bien-sûr attendu et provient de l'équation (51) . 

24 Application de la méthode de réduction à certains systèmes 

multivariables 

3.4.1 Introduction 

Le but de ce paragraphe est d'appliquer la méthode 

de réduction de l'ordre des systèmes présentée plus haut dans 

ce chapitre aux systèmes multi-entrées-mono-sortie d'une part, 

et, moyennant une légère modification de la présenhation géné- 

rale, aux systèmes mono-entrée-multi-sortie d'autre part . Un 
exemple numérique illustre cette application . 

3 . 4 .  Application de la méthode de réduction de l'ordre 

aux systèmes mono-entrée-nulti-sorties 

Pour réduire l'ordre de tels systèmes par une métho- 

de dérivée de celle présentée pour les systèmes mono~ariables, 

il faut au préalable modifier légèrement cette méthode : 

Le changement de base défini par la matrice T transfor- 
P' 

me le triplet original, mis sous la forme canonique d'observa- 

bilité, en la forme canonique de Meizel (voir 3.2) . Or il existe 
un changement de base, défini par une matrice que l'on notera ici 

P qui transforme le triplet original, mis cette fois sous la 
P 
forme canonique de oommandabilité, en le même type de forme d'é- 

quations d'état que (y) ,  les ' * I l i  étant sur la sous-diagonale . 
Il est clair que l'on peut alors définir la méthode de ré- 

duction de l'ordre à partir de ce changement de base P , puis- 
P 

que les équations d'état finales sont les mêmes que précédem- 

ment . C'est cette méthode qui sera employée ici . 



S o i t  un système comportant une seuPe en t rée  u e t  m s o r t i e s  

Y I '  Y2r**, Y, 9 d é c r i t  par sa matr ice  de t r a n s f e r t  M(p) . Cet te  

matr ice de t r a n s f e r t ,  de dimension mxl pourra s ' é c r i r e  : 

Y (P)  N u m  (p )  i=i 
Deni(p) 

S o i t  ~ ( p )  l e  p lus  p e t i t  commun mul t ip le  des de ni(^) : 

Alors D(p) e s t  l e  polyndme des  pa ies  de M(p) ( v o i r  ré féré-  

rence 5) . L'ordre du système sera l e  degré de D(p), noté  n  . 
On d é f i n i t  a l o r s  l e s  polyndmes Ni(p) 

' c r i r a  snus l a  forme : Hi(p) s 6 

E t  l a  matr ice  de t r a n s f e r t  M(p) : 

Par  analogie  avec l ' équa t ion  ( 1 )  du chap i t r e  II d é f i n i s s a n t  

l e s  c o e f f i c i e n t s  de  l a  fonct ion  de t r a n s f e r t  ~ ( p ) ,  on note  : 



i = l,..., m 

Alors on pourra mettre le système en équations d'état sous 

une forme canonique de commandabilité : 

La réduction de l'ordre n à l'ordre n-1 se fera à partir 

du changement de base défini par : 

Où les matrices P pt  ,n-1 et P-' p' ,n-1 sont : 

(80) 

Les matrices P p' ,n-1 et P-l p' ,n-1 sont à rapprocher des ma- 

trices T-' p' ,no1 et T p' ,n-1 respectivement : 

Les équations d'état relatives au vecteur x pourront alors 



s'écrire : 

Le modèle d'ordre réduit n-1 sera obtenu en ne conservant 

que les n-1 premières variables dlOtat dans les équations (82) . 
1 

La matrice de transfert du modèle M (p) s'écrira : 

Avec : 
n- 1 + ai pn-2 + ..... 1 

D'(P) = P + an-î 

L'algorithme de cette réduction sera, par analogie avec 

les équations (28) : 



Cet algorithme de réduction à l'ordre n-1 peut bien-s0r 

k 8tre étendu à un ordre réduit q quelconque . Si on note M (p) 
le modèle d'ordre réduit n-k, avec : 

Et : 
ok(p) = p n-k 

+ a:~"-~-l 
k + .....* an-k 

Alors l'algorithme général de la réduction à l'ordre q sera, 

par analogie avec les équations (29) : 

Dans ces conditions, il apparait qu'un modèle d'ordre q 

conservera les q paramètres de Markov de M(p), qui seront alors 

des vecteurs colonnes . Si lion passe par le biais du système 
réciproque le modèle obtenu conservera les q premiers moments 

qui seront eux-aussi des vecteurs colonnes . 
Le choix de pi, p j ,  . . .pl est plus délicat à faire . Si r 

k- 1 l'on choisit pi: parmiles pales de M (p), certains numérateurs 

N:-'(~) pourront s'annuler, c'est à dire que la réduction ne 

s'opérera vraiment que sur la fonction de transfert élémentaire 

HF' (pl, correspondant à NF' (p), qui aura comme pale . Il 
est à noter qu'il peut y avoir plusieurs HF-' (p) dans ce cas . 
Il convient donc de décider a priori quelle fonction de trans- 



f e r t  il f a u t  r é d u i r e  en p r i o r i t é  . I l  r e s t e  a l o r s  à c h o i s i r  p i  

parmi l e s  p a l e s  de c e t t e  fonc t ion ,  par exemple . 

3.4.5 Appl ica t ion  de l a  méthode de r é d u c t i o n  de  l ' o r d r e  

aux systèmes multi-entrées-mono-sortie 

C e t t e  a p p l i c a t i o n  e s t  t r è s  proche de c e l l e  du para- 

graphe précédent ,  s e u l e s  l e s  n o t a t i o n s  vont changer . 
S o i t  un système ayant  m e n t r é e s  ut, u2,... um e t  une s o r t i e  

y . On note  H(p) sa ma t r i ce  de t r a n s f e r t ,  q u i  e s t  donc simple- 

ment un v e c t e u r  l i g n e  ,: 

Les f o n c t i o n s  de t r a n s f e r t  é l émen ta i r e s  Hi(p) s ' é c r i v e n t  : 

On d é f i n i t  a l o r s  D(p) comme l e  p l u s  p e t i t  commun m u l t i p l e  

d e s  Deni(p) . C'est l e  poiyn8me d e s  pô le s  de H(p) ( v o i r  r é f é ren -  

On pose e n s u i t e  : 

Alors Hi(p) peu t  s1 é c r i r e  : 



On note : 

Ce système peut alors Qtre mis en équations d'état sous une 

forme dérivée de la forme canonique d'observabilité pour les 

systèmes monovariables en notant : 

L'équation (97) généralisant l'algorithme de ~ 8 r n e r  . Ceci 
conduit aux équatians d'état suivantes : 

Ces équations d'état sont toujours observables . La méthode 
de réduction sera définie par le changement de base : 

C'est le même que dans le cas monovariable . Les équations 
d'état en x seront alors : 



Le modèle d 'ordre  r é d u i t  n-1 s e r a  obtenu en ne conservant 

que l e s  n-1 premières composantes du vecteur  é t a t  x dans l e s  

équat ions (99) . 
L'algorithme général  de l a  réduct ion  à un ordre  q  quelcon- 

que, compte-tenu des no ta t ions  employées dans ce paragraphe, 

s ' é c r i t  de l a  même façon que c e l u i  du paragraphe précédent,  don- 

né par l e s  équat ions (88) . Cependant l e s  i n d i c e s  n 'ayant pas 

l e s  mgmes s i g n i f i c a t i o n s  n i  l e s  mêmes va leur s  extrèmes, on don- 

ne i c i  l e s  équat ions  adéquates : 

k On note H ( p )  l e  modèle d 'ordre n-k avec : 

k H ~ ( ~ )  = ( ~ : ( p )  ..... H,(P) 

ok(p) = P n-k 
+ a : ~ ~ - ~ - l  + 0 . .  

k  
+ an-k 

L'algorithme s e r a  alors : 

Les p ropr ié t é s  de c e t t e  méthode sont  l e s  mêmes que précé- 

demment . I l  convient de décider  a p r i o r i  q u e l l e  fonct ion  de 

t r a n s f e r t  é lémentaire  il f a u t  r é d u i r e  en p r i o r i t é , .  Le paragra- 

phe su ivant  donne un exemple numérique d ' app l i ca t ion  



3.4.4 Exemple d'application 

L'exemple présenté ici est tiré de la référence 6 . 
Le système considéré correspond à une installation de surchauffe 

d'une centrale thermique . Ce processus comporte une entrée C Qd 
qui est le débit d'eau de résurchauffe, et deux sorties QVIy 

température à la sortie du premier surchauffeur, et QVS, tempé- 

rature à la sortie du surchauffeur final . La transmittance s'é- 
crit sous la forme du vecteur colonne de transfert H(p) : 

L'ordre initial est donc 5 . On désire obtenir un modèle 
d'ordre 4 approximant H(p) aux basses fréquences . Il faudra 

lu 
utiliser le biais de H(p),  réciproque de H(p), avec : 

w 
Le polyname des pôles D(p) a trois racines réelles et deux 

racines imaginaires conjuguées . 
Ce processus rentre dans le cas 6tudié au paragraphe 3.4.2 

concernant les systèmes mono-entrée-multi-sorties . Pour appli- 



quer l a  réduct ion  d 'ordre  on peut s o i t  opérer  s u r  une formula- 
d tu 

t i o n  d ' é t a t  de ~ ( p ) ,  s o i t  c h o i s i r  a p r i o r i  l a q u e l l e  de H l ( p )  ou 
fv n/ 

de ~ ~ ( p )  on veut  r é d u i r e  . L e s  équat ions  d ' é t a t  de  H(p) peuvent 

s ' é c r i r e  sous une forme canonique de contmandabilité : 

On c h o i s i t  : pf = -233 

On u t i l i s e  a l o r s  l ' a lgor i thme  donné par l e s  équat ions ( 8 5 ) ,  

pour ob ten i r  l e s  équat ions d ' é t a t  du modèle d 'ordre  4 de F(p) : 

Le modèle d é f i n i t i f  d 'ordre  4 s e r a  donc l e  réciproque de 

c e l u i  dont l e s  équat ions d ' é t a t  sont  l e s  équat ions  (107) . Ce 

modèle aura pour pa les  l e s  qua t re  pôles  de H(p) a u t r e s  que l a  

va leur  (-1 /233), s e s  moments se ron t  eux égaux aux moments de 

~ ( p )  jusqu'au quatrième i n c l u s  . 



Ses  équat ions d ' é t a t  se ron t ,  sous l a  forme canonique de 

commandabilité : 

On v é r i f i e  l ' é g a l i t é  des  ga ins  s t a t i q u e s  r e l a t i f s  à : 

Ceci correspond à l ' é g a l i t é  e n t r e  l e s  premiers moments du 

système o r i g i n a l  H(p) e t  de son modèle . 
Le choix de la  va leur  -233 pour p j  e s t  t o u t  à f a i t  a r b i -  

t r a i r e  . Il n ' e s t  j u s t i f i é  que si  l ' on  veut  r é d u i r e  a p r i o r i  

~ ~ ( p )  en en conservant l e s  p6les  complexes . I l  f a u d r a i t  dans 

l e  c a s  généra l  c a l c u l e r  NI (p;) e t  Ni (p f )  pour pi c h o i s i  parmi 

l e s  r a c i n e s  de D(p),  c e r t a i n e s  de ces  q u a n t i t é s  é t a n t  bien-sbr 

n u l l e s  . 
ZIfi Conclusion 

Il a é t é  présenté  dans ce  chap i t r e  une méthode o ~ i g i n a l e  

pour l a  réduct ion des systèmes l i n é a i r e s  cont inus monovariables . 
Cette  méthode e s t  c o n s t r u i t e  de façon à appar ten i r  à l a  c l a s s e  

S é tud iée  dans l e  c h a p i t r e  I . La forme canonique pour l e s  
9 

équat ions d ' é t a t  associée  à c e t t e  méthode de réduct ion  e s t  c e l l e  

présentée par Meizel . Le modèle d 'ordre r é d u i t  q  conserve l e s  

q  premiers moments du système o r i g i n a l  e t  peut 8 t r e  c h o i s i  de 



façon à conserver également q  pa ies  de l a  fonct ion  de t r a n s f e r t  

de dépar t  . Cet te  méthode c o n s t i t u e  donc une a s s o c i a t i o n  e n t r e  

l a  méthode modale e t  l a  méthode des moments . 
On a présenté  également une extens ion  de c e t t e  méthode en 

n i e  de rédui re  l ' o r d r e  des  systèmes mono-entrée-multi-sorties 

e t  des  systèmes multi-entrées-mono-sortie, un exemple a i l l u s -  

t r é  c e t t e  p résen ta t ion  . 
I l  semble poss ib le  d 'étendre c e t t e  méthode de réduct ion  

à un système mul t iva r i ab le  quelconque ayant m e n t r é e s  e t  p  sor-  

t i e s  . Des t ravaux s o n t  actuel lement  en cours dans c e t t e  d i -  

r e c t i o n  . 



ANNEXE 1 

Choix des paramètres pJ,..,pA . 

Le but  de c e t  annexe e s t  de montrer que l e  choix de p$,..,# 

n'a aucune inf luence  s u r  l a  fonct ion  de t r a n s f e r t  du modèle 

d 'ordre r é d u i t  a-1 . 
S o i t  l e  système o r i g i n a l  dont l e s  équat ions d ' é t a t  son t  : 

Où l e  t r i p l e t  (A,B,C)  est donné par l e s  équat ions ( 1 )  du 

paragraphe 3.2 . Le modèle d 'ordre r é d u i t  n-1 au ra  a l o r s  pour 

équat ions d ' é t a t  : 8,  = Q'AQ 81 + Q+B u  ; 9 = CQ 2, 

Où l e s  matr ices  Q e t  Q+ sont  d é f i n i e s  à p a ~ t i r  de l a  matr ice 

de changement de base T . S i  l ' o n  dé f ink t  l e s  mat r ices  R e t  
P' 

R+ conformément aux no ta t ions  du chap i t r e  1, R s e r a  la  de rn iè re  

colonne de T e t  R+ s e r a  l a  de rn iè re  l i g n e  de T-' 
P' 

c ' e s t  à 

d i r e  : R = (O  ... O I ) ~  ; dim(R) = nxl 

L a  matr ice R+ ne dépendra que de p i  ( v o i r  ré férence  1 ou 

l 'annexe 3 )  : 
R = ( ( p ) n l . . . .  p  1 )  ; dim(R+) = 1xn 

L e  produi t  RR+ ne dépendra donc que de pi . I l  en s e r a  de 

même pour l e  produi t  QQ+ puisque l ' on  a l a  r e l a t i o n  ( v o i r  l e  

c h a p i t r e  1, équation 15) : 

QQ+ + RR+ = I nn , QQ+ = f ( p i )  

O r  une fonct ion de t r a n s f e r t  e s t  entièrement d é f i n i e  par 

s e s  paramètres de Markov ( v o i r  annexe 2) ,  ceux dm modèle d'or- 

d r e  n-1 s ' é c r i r o n t  : 

= Cf(pf)Af(p{)...f(~f)Af(pl)B 
A 

Mk e s t  donc indépendant de p i  pour i f 1  quelque s o i t  k . 



ANNEXE 2 

Moments e t  paramètres  de  Markov d'une fonc t ion  

de  t r a n s f e r t  . 
S o i t  un système donC l e s  équa t ions  d t é t a t  s ' é c r i v e n t  : 

O 
x = A x + B u  ; y = C x  

La ma t r i ce  de  t r a n s f e r t  a s s o c i é e  e s t  a l o r s  F(p) : 

~ ( p )  peut  Ot re  développée en s é r i e  au tou r  du po in t  p=O, l e s  

c o e f f i c i e n t s  Vi de c e t t e  s é r i e  s o n t  appe lé s  l e s  moments du sys- 

tème . ~ ( p )  peut  également ê t r e  développée en s é r i e  au tou r  du 

po in t  pz-, l e s  c o e f f i c i e n t s  Mi de c e t t e  s é r i e  s o n t  a l o r s  appe- 

l é s  l e s  paramètres  de Markov . L e s  moments on t  une s i g n i f i c a t i o n  

tempore l le  : s i  l ' o n  no te  F ( t )  l a  t ransformée de Laplace i n v e r s e  

Les Vi e t  l e s  Mi 

D e  même : 

D'OÙ : M~ = C A I - I B  ; i = l,... .  

S i  l ' o n  suppose maintenant que F(p) e s t  une fonc t ion  de  

t r a n s f e r t  q u i  s ' é c r i t  conformément à l ' é q u a t i o n  ( 1  ) du c h a p i t r e  II  

a l o r s  l es  V s e r o n t  s o l u t i o n s  des  équa t ions  ( v o i r  r é f é rence  3) : i 



Avec : 

nJ 
S i  l ' on  désigne par  F(p) l e  réciproque de F(p) ,  a l o r s  l e  

N 

développement en s é r i e  de F(p) autour  du poin t  p=O a u r a  pour 

c o e f f i c i e n t s  l e s  paramètres de Markov de F(p) . De la  m&me façon, 

son développement en s é r i e  autour  du po in t  p= 00 aura  pour coef- 

f i c i e n t s  l e s  moments de F(p) . On pourra  donc é c r i r e  : 

N 
Les moments de F(p) s a t i s f e r o n t  donc une équation analogue 

A/ 

à l ' équat ion  ( 1 )  m a i s  avec l e s  c o e f f i c i e n t s  de F(p),  q u i  s o n t  

r e l i é s  t r è s  simplement à ceux de F(p) . On aura  donc : 

Cette  équat ion e s t  donc c e l l e  que v é r i f i e n t  l e s  paramètres 

de Markov de F(p) . 
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ANNEXE 3 

Structure de la matrice de changement de base T . 
P 

Le but de cet annexe est de montrer que la matrice de chan- 

gement de base T définie par les équations (4) peut stécrire P 
sous la forme du produit suivant : 

Où la matrice T srécrit : 
pi 

T = 
pi 

- - -  
O 

1- 
a) La démonstration découle de la remarque suivante : 

REMARQUE FONDAMENTALE : 

D'après la définition marne de la matrice T sa jème colon- 
P ' 

ne est formée des coefficients du polyname dont les racines sont 

P~s*., Pn-ji le coefficient de la plus haute puissance de p étant 

1 et placé sur la diagonale, les autres termes étant nuls . Si 
l'on note (T ) . cette jège colonne de T on aura : 

P J P' 

où pl , pz, .. ,pn- sont les racines du poiyndme : 

Conséquence immédiate : 

Le bloc inférieur droit drordre m de T non seulement ne 
P' 

dépend que de pl, p2,..,pm_,, mais encore constitue le change- 

ment de base analogue, d'ordre m, relatif à pl,.., pm . 
Ceci peut encore s'énoncer ainsi : une telle matrice de 

changement de base d'ordre m et relative p l ,  p2,..,pm est 



obtenue à p a r t i r  de l a  matr ice de changement de base d 'ordre  

m-1 e t  r e l a t i v e  à pl , p2,. . , P,-~ en considérant  c e t t e  de rn iè re  

comme bloc i n f é r i e u r  d r o i t  e t  en p lacant  comme première colonne 

l e s  c o e f f i c i e n t s  du polyname dont l e s  r a c i n e s  s o n t  p l ,  p2,p,, , 
l e  c o e f f i c i e n t  de l a  p l u s  haute  puissance de p, c ' e s t  à d i r e  

de é t a n t  éga l  à 1 e t  placé s u r  l a  diagonale . L a  première 

l i g n e  e s t  complétée par des zé ros  . On appe l l e  B, l e  bloc dia- 

gonal i n f é r i e u r  d r o i t  de l a  matr ice  T P d 'ordre  m . On obtien- 

d r a  donc B, à p a r t i r  de Ba - , su ivan t  l e  schéma su ivan t  : 

Où p l ,  p2,..,pm-1 sont  l e s  r a c i n e s  du polynome : 

b)  l e  point su ivant  de la  démonstration cons i s t e  à v é r i f i e r  

c e t t e  remarque pour m é g a l  à 3 :' 

On a, pa r  d é f i n i t i o n  : 

- 9 B3 - 

Les c o e f f i c i e n t s  pl e t  p2 s o n t  b ien  l e s  r a c i n e s  de : 

p2 - (p1+p2)p + P1Pz 

Examinons a l o r s  T e t  T e t  formons l e  produi t  : 
p 1 p2 

On a, p a r  d é f i n i t i o n  de T e t  T : 
p 1 p2 

~ i m ( T  ) = Dim(S ) = nxn 
Pl p2 



Le bloc diagonal i n f é r i e u r  d r o i t  d 'ordre 2 de T e s t  l e  
Pl 

mame que c e l u i  de T c ' e s t  à d i r e  B2 . Par  un c a l c u l  d i r e c t  
P ' 

du produi t  T .T , on peut en déterminer l e  bloc diagonal  in-  
Pl p2 

f é r i e u r  d r o i t  d 'ordre  t r o i s  : on re t rouve  B 3 
I l  a p p a r a i t  également par un c a l c u l  d i r e c t  du produi t  que 

s e s  a u t r e s  colonnes s e  déduisent  de l a  première colonne de B 3 

par des décalages s u c c e s s i f s  s u r  l a  diagonale su ivan t  l e  schéma : 

c )  l a  t ro is ième e t  de rn iè re  é t ape  de l a  démonstration c o n s i s t e  

à montrer que l e  produi t  T .T ... T a Bm+l pour bloc diagonal  
PI P2 Pm 

i n f é r i e u r  d r o i t  d 'ordre m+l 

On note  : Pm = T .T . .... T 
Pl p2 Pm 

On suppose donc, compte-tenu des po in t s  a) e t  b ) ,  que Pm-, 

a Bm pour bloc diagonal i n f é r i e u r  d r o i t  d 'ordre m , e t  que s e s  

a u t r e s  colonnes s o n t  dédui tes  de l a  première colonne de B,, no- 
1 t é e  B, par un décalage s u r  l a  diagonale  su ivant  l e  schéma : 

- 
Pm- 1 - 

Cet te  première dans l ' é q u a t i o n  ( 3 )  . 
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I l  fau t  donc montrer que m u l t i p l i e r  à d r o i t e  Pm - par T 
Pm 

r e v i e n t  à : 

- conserver Bm comme bloc  diagonal i n f é r i e u r  d r o i t  

d tordre  m . 
- border ce  bloc par  une première colonne composée 

des c o e f f i c i e n t s  du polyn8me dont ? l , a a , ~ ,  sont  l e s  r ac ines ,  

l e  c o e f f i c i e n t  en $ é t a n t  é g a l  à 1 ; e t  compléter l a  pre- 

mière l i g n e  correspondante avec des  zéros  . 
- déduire  les a u t r e s  colonnes de c e t t e  colonne "ajou- 

tée" par un décalage s u r  l a  diagonale  . 
Par  d é f i n i t i o n ,  T s ' é c r i t  : 

Pm 

- - 

Le bloc diagonal  i n f é r i e u r  d r o i t  d 'ordre m de T e s t  donc 
Pm 

l ' i d e n t i t é ,  l a  conservat ion de Bm e s t  a l o r s  immédiate . 
D'autre p a r t ,  l e s  mat r ices  Pm ..) e t  T Btant t o u t e s  deux 

Pm 
t r i a n g u l a i r e s  i n f é r i e u r e s ,  l e u r  produi t  l e  s e r a  également . 

La première colonne de B, s e r a  la  (n-m+l)'se colonne de l a  

matr ice Pm-1 . S i  l ' o n  designe par l e s  éléments de l a  

colonne précédente, donc l a  (n-ai)'ze, de ce  produi t ,  on au ra  : 

i- (n-ml = (-1 1 Z-j.-(n-m) ,m- 1 '1, n-m 



Cette (n-m)ège colonne de Pm - aura été déduite de la pre- 

mière colonne de Ba par un décalage diagonal . Si l'on désigne 

par ei,n-m+t les éléments de cette première colonne de Ba, donc 

de la (n-m+l)ège colonne de Pm - 1, on aura la relation suivante 
définissant ce décalage diagonal : 

- 
ei-î ,n-m - ei,n-m+i ; i = 2,...,n (5) 

e = O n , n-m 

Si l'on désigne enfin par el,,-, le ième élément de la 

(n-m)ège colonne de Pm, c'est à dire de la colonne najoutée'f, 

on aura, en effectuant le produit : 

Pm = P,, • T 
Pm 

e! - 
1, n-m - ei,n-m ei,n-m+l 

Soit, compte tenu de l'équation (5) : 

1 - - 'i, n-m ei, n-m - Pm 'i-1 ,n-m 

Ce qui s'écrit, en développant le second membre d'après 

l'équation (4) : 

I = (-1) i+m-n 
ei, n-m 

D'où : 

e! = (-1 ) i+m-n 
1, n-m ('i+m-n,m-i + Pm 'i+m-n-1 ,m-i ) ( 6 )  

Or il existe la relation de récurrence suivante sur les 

coefficients zi (voir référence 1 ) : , j 

l'équation (6) peut alors s'écrire : 

1 - - ( -, ) i+m-n 
, n-m 'i+m-n,m 



Ceci démontre que l a  (n-m)ègecolonne de Pm e s t  formée des  

c o e f f i c i e n t s  du polyn8me dont  l e s  r a c i n e s  s o n t  pl ,pz,. . , pm, l e  

c o e f f i c i e n t  de é t a n t  é g a l  à 1 e t  p l acé  s u r  l a  d iagona le  . 
Les (n-m-1) premières  colonnes  de T s o n t  d é d u i t e s  de l a  

Pm 
( n - n ~ ) ~ ~ ~  par  un déca lage  d iagona l ,  alors il en  s e r a  de même pour 

l a  ma t r i ce  Pm . 
S i  l ' o n  pour su i t  c e  p r o d u i t  jusqu'à T , a l o r s  l a  pre- 

Pn- 1 
mière  colonne de Pn - s e r a  formée des  c o e f f i c i e n t s  du polyndme 

dont l e s  r a c i n e s  s o n t  pl , pz,* . , pnml , on a u r a  ainsi formé l a  

ma t r i ce  de  changement de  base  T d'où l e  r é s u l t a t  ; 
P ' 

Alors  T-' 
P ' i n v e r s e  de  T s ' é c r i r a  s o u s  l a  forme du p rodu i t  

P 

Il a p p a r a i t  a l o r s  que l a  ma t r i ce  T e s t  i n v e r s i b l e ,  que 
P 

l e s  paramètres pi s o i e n t  d i s t i n c t s  ou non . 
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CONCLUSION GENERALE 

Il a été montré dans cette thèse comment certaines 

méthodes de réduction de l'ordre des systèmes linéaires con- 

tinus munovariables stationnaires pouvaient être formulées 

dans l'espace d'état . Chacune de ces méthodes revient à ne 

conserver qu'une partie des variables d'état de la mise en 

équations correspondante du système de départ . Le problème 
de la réduction de l'ordre des systèmes est ainsi ramené à 

un problème de choix de la représentation dans ltespace d'é- 

tat du système étudié . A chaque forme pour les équations 
dtétat correspondra une méthode de réduction . Ces méthodes 
constituent une classe dont les propriétés principales ont 

été dégagées . 

Une nouvelle méthode de réduction de l'ordre a été 

présentée qui est liée à la forme canonique introduite par 

Meizel et al. récemment . Sa mise en oeuvre est très simple, 
elle constitue une association entre la méthode modale et la 

méthode des moments . Cette méthode peut être appliquée à 

certains systèmes multivariables particuliers . Des travaux 
sont actuellement en cours afin de définir une représentation 

dwis 1' espace d'état des systèmes multivariables quelconques, 

permettant une extension de cette nouvelle méthode de ré- 

duction . 



Les équations d'état de l'erreur due à la réduction 

de l'ordre ont montré qu'il est très délicat d'assimiler un 

système à son modèle d'ordre réduit . Il ne faut pas cependant 
rejeter en bloc pour cela toute idée de simplification d'un 

modèle dans un but d'analyse ou de synthèse . L'expérience 
prouve en effet tous les jours, et heureusement, que des as- 

servissements de systèmes complexes fonctionnent très bien et 

ce bien que, le plus souvent, les calculs en ont été faits à 

partir de modèles simplifiés à l*extr8me . L'effet stabilisa- 

teur du feedback atténue de manière très sensible les erreurs 

de représentation . Ici encore, comme partout en physique, la 
réalité de l'expérience prime sur l'absence de résultats 

théoriques . 


