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INTRODUCTION GENERALE

La modélisation d'un systéme est le plus souvent
la premiére et la plus délicate des t23ches confiées a un ingé-
nieur automaticien . Les outils pour construire un modele sont
multiples : connaissance a priori d'équations provenant de la
physique, historique du systéme, etc... Une fois cette modéli-
sation faite, les résultats ob;enus sont le plus souvent diffi-
ciles & exploiter directement : le nombre des paramétres est
trop élevé, les équations sont trop compliquées par suite de
non-linéarités ou de l'évolution des structures du systéme au
cours du temps, sans compter la présence éventuelle de phéno-

ménes aléatoires .

Il stagit alors pour ltautomaticien de simplifier au maxi-
mum son modéle pour le rendre exploitable sans pour autant
gu'il ne s'écarte trop de la réalité du systéme qu'il représente .
Cette dernieére phrase, trés simple en apparence, contient toute
la difficulté du provléme de la réduction de l'ordre des sys-
témes, c'est a dire la simplification des équations différen-
tielles, rendues linéaires et stationnaires, régissant le com-
portement d'un systéme, de fagcn a diminuer le nombre de varia-
bles dtétat . La difficulté provient de ce que personne ne
peut dire ce gu'est un "bon" modéle d'un systeéeme . Il n'est
pas possible en pratique de prouver quiun modele décrit rigou-
reusement un processus, seule la mise en évidence de contra-
dictions peut en général s'avérer possible en en montrant ainsi

les limites .
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Un des criteres le plius souvent retenu pour la validation
d'un modéle en automatigue est que les réponses du systéme et
de son modéle, notées respectivement e(t) et &(t), decivent &tre
"prochés" numériquement 1l'une de l'autre pour des entrées typi-
ques identiques . Ces entrées sont généralement un échelon, une
impulsion de Dirac ou encore des sinusoides . Il est vrai que
le signal physiquement réslisable qui fournit le plus de ren-
seignements sur la dynamique d'un systeme gquand on l'apnplique
a 1l'entrée de celui-ci est ltéchelon . Il est clair que =i les
réponses indicielles du systéme et de son modéle sont rigoureu-
sement identiques alors le mcdéle sera parfait . La difficulté
vient si ces deux réponses, e(t) et 8{%), ne sont que proches
l'une ée l'autre, par exemple,critére couramment retenu, si

oo

(e(t) - 8(t))3dt est faible devant / (e(t)Pdt . Il n'est

o (-
pas évident de dire que l'on pourra assimiler dans ce cas le
systéme & son modéle dans un but de détermination de conditions

de stabilité ou de synthése d'asservissements .

I1 ne s'agit pas ici d'envelopper le probléme de la réduc-
tion de l'ordre des systémes dans son ensemble ni méme de faire
une présentation compléte de toutes les méthodes existantes a
ce jour . Les méthodes fondées sur la minimisation d'un critere,
la méthode des perturbations singuliéres par exemple ne sont

pas envisagées dans ce travail .

Nous présentons dans le premier chapitre la définition et
les propriétés d'une classe de méthodes de réduction de l'ordre
des systémes linéaires stationnaires continus . Une méthode de
réduction de l'ordre appartiendra & cette classe si elle se ré-
sume en la troncature des équations d'état du systéme original .

A chaque mise en équations d'état du processus de départ
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correspondra une méthode de réduction différente . Une telle
classe de méthodes ne regroupe pas, en général, tous les modéles
possibles d'un systéme . L'erreur due & la réduction de l'ordre
peut dans ce cas &tre considérée comme un systéme dynamique au
m@me titre que le systéme de départ ou son modéle . Le probléme
de la réduction d'ordre revient alors & un choix de la repré-

sentation dans l'espace d'état du systéme original .

Dans un deuxiéme chapitre nous présentons trois formes
canoniques pour les équations dfétat d'un systéme monovariable
iinéaire continu et stationnaire qui sont déja connues :

- La forme de Jordan .

- La forme de Schwarz .

- La forme attachée au développement de la fonction de
transfert en fraction continue suivant la deuxiéme
forme de Cauer .

Nous rappelons les définitions de la méthode de réductiom modale
associée 4 la forme de Jordan, et la méthode fondée sur la deu=
xiéme forme de Cauer . Nous montrons que la forme canonique de
Schwarz est une formulation dans l'espace d'état de la méthode
de réduction dite de Routh dont nous faisons un bref rappel .
Les développements de la fonction de transfert en fraction con-
tinue suivant les premiéres et troisiemes formes de Cauer
sménent & 1l'établissement de deux formes canoniques originales
pour les équations d'état . I1 est également fait un rappel des

méthodes de réduction de l'ordre associées a ces développements .

Le dernier chapitre consiste en la présentation d'une mé-
thode originale pour la réduction de l'ordre des systémes mono-
variables . Elle appartient 4 la classe de méthodes étudiée au

cours du premier chapitre et est associée a une forme canonique
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récente pour les équations d!état des processus dont on fait
un rappel de la définition . Cette méthode de réduction conserve
les premiers moments du systéme original, elle peut également
en conserver certains p8les . Un exemple numérique en illustre
lz mise en oeuvre . Certains systémes multivariables particuliers
font lt'objet d'une extension de la nouvelle méthode de réduction,

qui est complétée par un exemple numérique .
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CHAPITRE I

Définition et propriétés générales de la classe

de méthodes de réduction de l'ordre des systémes continus .

1.1 Introduction ¢

Le but de ce chapitre est de définir et de présenter les
propriétés générales d'une classe de méthodes de réduction de
l'ordre d'un m@me systéme original, noté Z, supposé continu
et linéaire . On exposera également une méthode de comparaison
dans l'espace d'état entre le systéme original et un modele
arbitraire de ce systéme obtenu par une méthode appartenant a

la classe considérée .

1.2 Définition et propriétés générales de la classe de méthodes
1.2.,1 Définition
Soit un systéme linéaire, invariant, continu ayant m entrées
et p sorties, d'ordre n, on suppose que l'on connait ses équa-

tions d'état sous la forme ¢

Ax+Bu

%0
1]

(1)

Ou : - A est une matrice carrée d'ordre n appelée
matrice du régime libre du systéme original ..
- B est une matrice de dimension nxm appelée
matrice d'entrée .
- C est une matrice de dimension pxn appelée

matrice de sortie .
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—/—
- u est un vecteur de dimension m appelé
vecteur dientrée .
- Yy est un vecteur de dimension p appelé
vecteur de sortie .
- X est un vecteur de dimension n appelé

vecteur-état .

Par extension on désignera le systéme original,:z_,par
le triplet (A,B,C) .

On définit alors la classe de méthodes Sq de réduction
de l'ordre du systéme (A,B,C) & l'ordre q par l'ensemble des

modéles S d'ordre q tels que (voir référence (1) ) :

s€s; &= A ER Y et o ER™

+.
3 & ]
telles que : Q' Q Iqq (2)
(ou Iqq est la matrice-identité d'ordre q)
et S = (Q74Q ; Q"B ; ca)

Ctest a4 dire que S est un systéme d'ordre g dont les

équations d'état s'écrivent :

@
o
I

=Q"4Q %, + Q"B u
cQ 24

(1)a

<
]

ou 21 désigne le vecteur état du modéle d'ordre réduit g
inférieur 4 n, et § le vecteur de sortie ainsi approximé, de
méme dimension que y .

REMARQUES : - L'équation (2) implique : rang(Q) = rang(Q+) =q
- Q+ est une pseudo-inverse a gauche quelcongue de
Q, le cas particulier ou Q+ est pseudo-inverse au

sens de Moore-Penrose de Q est traité plus loin .
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Il apparait a la suite de cette définition que le modéle
d'ordre réduit S du systéme original (A,B,C) est obtenu par un
opérateur de projection, ou encore un 'changement de base tron-
qué'" défini par les matrices Q et Q+ . Cependant, ce changement
de base peut &tre rattaché a un changement de base classique par

la proposition suivante :

PROPOSITION : Les matrices Q et Q+ définies précédemment peu-

vent s'écrire :
+

Q" =l ; Q = TuQ (3)
Ou T est une matrice carrée inversible d'ordre n et Q, est
une matrice rectangulaire définie par :
t
6 = (Igq O)
Ou O désigne la matrice nulle de dimensions qx(n-q) .
Démonstration :
On suppose que Q et Q+, solutions quelconques de l1l'équa-~
tion (2), s'écrivent :
+
Q= (Q1 Qa) ’ Q = R

Ou : Dimensions (Q1) = Dimensions (R1) = QXq

]

Dimensions (Qz) Dimensions (RZ) = (n-q)xq

On peut supposer, sans perte de généralité, que R, est
inversible .

On a la relation : Q1R1 + Q2R2 = Iqq

On définit alors les matrices T et T-]

comme suit :

1 B9
I

B 9 %

; T o= lrrt! 1

T =
n-q'RZQZ 271 n-q

R
Ry

1 ainsi définie est bien

I1 est clair que la matrice T
1'inverse de T et que ces deux matrices satisfont bien 1l'équa-

tion (3) .
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I1 est a remarquer que les matrices T et T"T ainsi définies

ne sont pas les seules & satisfaire 1'équation (3) .

REMARQUES : - Les matrices Q et Q+ ne seront pas uniques a défi-
nir un modéle d'ordre réduit & partir dfun méme
systéme original, elles dépendront en effet de ls
formulation de ce sycstéme dans l'espace d'état,
clest & dire des matrices A,B,C initialement
choisies-..,

- Un modéle d'ordre réduit du systéme original ob-
tenu par l'une quelconque des méthodes de la classe
considérée s'écrivant :

s = (2¥49,47B,0Q)
peut aussi s'écrire, compte tenu de 1l'équation (3)
s = (oF1™1arg, ot 'R, TR, )
C'est 4 dire que cet opérateur de projection est
en fait un changement de base classigue défini par
les matrices T et T'l, mais que ce changement de
base est "tronqué" ., Un modéle S de la classe Sq
du systeme original est donc obtenu en ne conser-
vant que les g premiérés composantes d'état du vec-

teur T 'x .
1,2,2 Propriétés générales de la classe de méthcdes Sq

1.2.2.1 Relation d'équivalence dans Sq 3
Soient deux modeles S1 et 52 de }: appartenant
a la classe Sq et qui s'écrivent
+ +
1 (Q]AQ13Q1B’CQ])
+ +
SZ = (QZAstQEB!CQa)

Alors il existe une matrice carrée inversible

S
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d'ordre n, notée P,,, telle que :
U = Pl ; Q= Q3P7; (4)
La preuve découle directement des équations (3)
du paragraphe 1.2.1 3 si S] est associé au changement de base
T, et S, a T,, on a :
a1

12 =TT,

Les équations (4) définissent une relation d'équi-

P

valence triviale sur S test &4 dire qu'il n'y a qu'une seule

q? ©
classe d'équivalence . Cette relation n'est plus triviale si la
matrice P12 est supposée orthogcnéle, c'est a dire que les mo-
déles S associés a une transformation orthogonale du triplet
original (A,B,C) forment un sous-ensemble S; de Sq qui est
invariant par la transformation définie par les équations (4) .
Dans le cas général il apparait gue la transforma-
tion définie par les équations (4) laisse peu d'invariants :
le rang de Q+AQ, celui du produit (CQ).(Q+B), les valeurs propres
de Q+AQ ne seront pas le plus souvent ccnservés par cette
transformation . Il n'est donc pas possible de dire a priori
qu'un modéle S sera stable, md@me si le systéme original 1l'est .
Le cas ou P]2 est orthogonal est particulier : si
un modéle S est tel que la matrice Q+ associée est la pseudo-
-inverse & gauche au sens de Moore-Penrose de Q, alors ce carac-
tére sera conservé par la trausformation définie par les équa-
tions (4) . Cela ne veut pas dire pour autant qu'un tel modéle
appartient a la sous-classe Sz pour laquelle les modeles sont

tels que la matrice Q+ est la transposée de la matrice Q .

( voir la référence 1 )

1.2.2.2 TUtilisation du systeme réciproque
Certaines méthodes de réduction de l'ordre
des systemes utilisent le biais du systeme réciproque, c'est a
- dire que la réduction s'opére non pas directement sur le sys-

téme lui-m@me mais sur son réciproque suivant le schéma de la
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figure 1.2.1 qui représente la réduction par la méthode directe
associée aux matrices de projection Q et Q+ ainsi que la réduc-
tion via le systeme réciproque associée aux matrices de pro-
jection Lﬂgt ¥ . Le systéme reéciproque du syﬁtéme original 2:
est noté Z .

On rappelle que si F(p) est la fonction de transfert
assccige au systéme Z, alors on peut définirwﬁp), fonction
de transfert associée au systéme réciproque EE, si F(p) ne

présente pas de pdles en zéro, par la relation :
~s
F(p) = (1/p) F(1/p)

I1 s'agit ici de cdéterminer une relation entre les
deux méthodes de réduction, ou encore de prouver que si la ré-
duction dite directe appartient a la classe Sq, alors il en est

de m&me pour la réduction dite réciproque .

PROPOSITION ¢ Soient S un modéle de la classe Sq et Sr un mo=-

dele obtenu par le biais du systéme réciprogque, suivant la fi-
gure 1.2.1, alors Sr appartient aussi 4 la classe Sq .
Démonstration :

Si le triplet (A,B,C) est une formulation dans l'espa-
ce d'état de la fonction de transfert originale F(p), alors une
formulation dans l'espace d'état cde la fonction de transfert

~~
réciproque F(p) peut s'écrire :

(&~ ;-a7"B;0)
en effet, on a :
F(p) = C(pI-A)7'B
g~ -1
F(p) = (1/p) F(1/p) = (1/p). c(1/p)1-8)7"8

i

. ~ mly=1,=1
dtou : F(p) = =C(pI-A"")" ' A”'B

Alors le systéme 3 peut sfécrire :
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MR

REDUCTION

RECIPROQUE (L,1.%)

REDUCTION .
(Q,Q+) RECIPROQUE

Sr

FIGURE 1.2.1

Utilisation du systéme réciproque .




Et son réciproque Sr :

[}L+ S LiYe ATl )-1.L+A-1B;CE]

I1 faut donc trouver deux matrices Q et Q telles que
Q'Q = Loq
= (9749;Q7B;CQ)
C'est a dire :
qtaq = Lt~y
Q'8 = (a7~ l.ta s
cQ = CL

I1 est clair qu'une solution est :

+,=1 i el

Q =L : = (A7)

1.2.,2.,3 Modes propres du modéle d'ordre réduit
On a déja vu que les valeurs propres de la

matrice Q+AQ ne sont pas invariantes par la transformation
définie par les équations (4) et que donc les modes propres du
modéle d'ordre réduit ne sont pas, dans le cas général, simple-
ment reliés aux modes du systéme original . On peut cependant
localiser ces modes dans une région du plan complexe lorsque
le modéle S appartient a la sous-classe S: associée a une trans-
formation orthogonale du triplet original (A4,B,C)

On suppose donc, dans un premier temps, que les ma=-

trices Q et Q+ associées au modele S sont telles que :

+ t

Q = 9Q
Clest a4 dire que la matrice T de changement de base est ortho-
gonale . On note x' le vecteur état du modéle d'ordre réduit
et on définit x comme suit :
x = Q xt
Alors on a :
xt xt = Z'x

2 fgfaqxr = x®ax
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Ou X (respectivement xt) désigne le conjugué (respec-

tivement le transposé) de x . On a, d'aprés l'Annexe 1 :

x'tQ+AQi' x°A% xt(A+Kt)i
pm<Re vl b Re i = (1/2) —_ <pM

(inégalité notée (5) ) - -

ou R et Py sont les valeurs propres Qinimum et maxi-
mun de la matrice (A+Kt)/2

Si 1'on suppose maintenant que x' est un vecteur
propre quelcdnque de la matrice A associé & la valeur propre p,
qui peut &tre complexe, cn a :

P ROR) oy

Si, dans un second temps, le modéle S n'appartient plus
a la sous-classe Sé; la relation (5) est toujours vraie a condi-
tion que Pp et Py soient maintenant la plus petite et la plus
grande valeur propre de la matrice (A'+K't)/2 respectivement,

Tap

ol la matrice A' est le produit T

Il est clair que les valeurs propres de la matrice
(A+Et)/2 sont invariantes par un changement de base orthogonal
opéré sur A . On peut alors localiser les modes propres d'un
modéle quelconque S de la sous-classe S: dans la région du plan
complexe délimité par les droites : '

Re (p) = p, ; Re (p) = py

Si py est strictement négatif, alors tous les modéles

S de la sous-classe S: seront stables . I1 faut toutefois remar-

quer que les valeurs propres de la matrice (A+Kt)/2 ne sont

pas, dans le cas général, reliées de fagon simple a celles de A .,

1e242.4 Obtention d'un modéle d'ordre réduit

Les équations d'état du systéme original 2:



.
peuvent s'écrire :
g{:Ax+Bu
(€)
y =Cx
Et celles du modéle d'ordre réduit S défini par les

matrices Q et Q+ :

3 -q0*20 2 +4q'Bu
‘ ‘ 7)

¥ =c¢qQ 21
On pose, dans un premier temps :

x =909 s (8)
Les équations (6) deviennent alors :

Q§1 = AQX1 + B u

Yy = CQ X1

Si 1'on multiplie alors la premiére de ces équations
par la matrice Q+ on obtient les équations (7) .

En fait, il n'est pas en général possible, pour un
vecteur x(t) donné, de trcuver une matrice Q et un vecteur
x1(t) tels que lt'équation (8) soit vérifiée , On peut détermi-
ner une solution approchée de l'équation (8) par la méthode des
moindres carrés en utilisant la pseudo-inverse a gauche au sens
de Moore-Penrcse de Q, notée §+

L)

21=Q X =

+

F-oR BT

Q 2, (9)

I1 faut remarquer que les équations (8) et (9) ne sont
pas équivalentes . L'équation (9) dorne la solution approchée
de 1l'équation (8) qui minimise le carré de la norme du vecteur
(x-Qx1) . I1 ne faut pas confondre l'erreur due a la réduction
de l'ordre elle-m@me, qui fait l'objet du paragraphe 1.3, et
celle due & l'approximation donnée par l'équation (@) de la so-

lution de 1l'équation (8) .
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1,2.2.5 Domaine d'atteignabilité dans l'espace des
paramétres du modéle
Le but de ce paragraphe est de tenter de répon-

dre & la gquestion "la classe de méthodes S_ comprend-elle tous

les modéles possibles d'ordre q du systémeqoriginal :E n

Soient donc les triplets (A,B,C) définissant le systeme
i: et (A',B',C') définissant un modéle quelconque d'ordre q .
La question est de savoir s'il existe des matrices Q et Q+ telles
Q'Q = I, ;

aq
QB = B! ;

otag = av
cQ = C!

que

~

classe 3
q

peuvent &tre choisis arbitrairement . C'est a dire que la trans-

PROPOSITION : Les modes propres d'un modéle de la

formation définissant un modéle quelconque S a partir du triplet
original peut atteindre n'importe quel ensemble de modes .
Démonstration :

Pour montrer lt'existence de ce choix, on peut suppo-
ser que l'ordre réduit gq est (n-1) et que les matrices A et A!

sont sous la premiére forme compagne . On a alors :

- o e -
o 1, 0 o 1, 0
A = O - ; A.': O .-.
1 1
_a1""3"'°'-a12- _"aﬂ"oo.oooccoo-aﬁ_l‘
Si 1'on choisit Q et Q+ telles que
0] L :
T O S N
i (:) .
-a»]'oocoooooto-ar'l_“{ L_ 10

I1 est clair que 1l'on a :

Ce qui démontre la proposition .

QTaQ = A
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Le protléme est maintenant de savoir si 1l'on peut attein-

dre par cette méthode un ensemble quelconque de zéros . Il faut

pour cela déterminer le cdegré de liberté existant dans le choix

de Q et Q+ .

On considére pour cela maintenant que les matrices A et A!

sont socus la forme canonique d'observabilité :

- - !
a1 1 ] O a1 1 . O
A= ) <:> T s AY = | . <:) s
- !
-an O R EEEENEENIN] O an-i O e v o0 0 0 O
N P N' .
On définit alors le systéme EE par le triplet suivant
provens — — —
P
X':‘ Al : H %": B! ;t(\;'z ct c
/gn-1
6q7"‘ OGPJ qh /3n
b —— SN

Les coefficients c, i

2n+1 degrés de liberté dans
Le probléme se formule
"Existe~-t-il une matrice

le triplet original (A,B,C)

-1

%
Al

pi sont arbitraires, il z’? donc

le choix de ce systéme :i .

alors de la fagon suivante

T cde changement de base transformant
en (%1,8+,T'), ce qui peut s'écrire :

2% o/
ct

3? T/  TTIAT = s B =TB' ; = CT (10)
Si 1l'on désigne par t; la 1i°2€ ligne de la matrice T, les
équations (10) st'écrivent :
catbe £8P D b, = tiE"
171 2 - 1 ’ 1M
L ¢ ) :
=an-1 bt oty o=t A .
t _ .t _ .t
-ant1 = tn A ; bn = tnB'
o
C' CT = (1 O....O C) = (1 Oo.oooo) T = t“
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Dlou : t? = (10 ... 0¢)

I1 y a donc n2+2n+1 inconnues (c, les<ji et les ﬁi’ les
coefficients ti,j) et n2+2n équations non-linéaires . Il n'y a
cependant aucun degré de liberté dans ce probl@me : si en effet

ayant trouvé la matrice T on opére un second changement de base

défini par la matrice T' : r;. C) 0
™ = O

' 10

O.‘.'..‘Og

Alors il n'y aura aucun changement dans le modéle d'ordre

réduit . I1 existera donc ou bien une infinité de solutions

+

pour la matrice T, ou bien pas de solution du tout .

[l

EXEMPLE : Cn donne ici un exemple montrant que la classe Sq

rne comprend pas tous les modéles possibles d'ordre
q d'un méme systéme original . (voir référence 2)
Soit donc un systeéme 2:, d'ordre 2 dont la fonction de

transfert est F(p) :

F(p) = ——
P+ L4p + 3

On suppose que le triplet original (A,B,C) est sous la for-
me canonique d'observabilité :

B =(01) 3 C=000) ; A=(:%g>)

On peut alors écrire la fonction de transfert d'un modéle
d'ordre 1 guelconque %(p) de F(p) sous la forme :

b

F(p)= 5=

Un tel modéle est entiérement défini par les paramétres
a et b . I1 pourra donc 8tre représenté par un point dans le
plan (b,a), par exemple .

Les points relatifs aux modéles d'ordre réduit 1 obtenus a

partir de F(p) par l'une quelconque des méthodes de la classe
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Sq sercnt déduits de la condition d'existence de la matrice T

de changement de base telle que :

(1 0).T" 'AT. (1) =aj; (10).T"'B=1b; CT. (1) =1
0 0

On écrit cette matrice T inconnue sous la forme :

ot

T = ‘13 t

2
L

La matrice inverse sera donc

T s |t

pét(T) \
Avec : Dét(T) = t1t4 - t2t3 Z 0

Les équations (10Q) s'écriront dans ce cas

_4t1t + t3t + 3t1t = a Dét(T)

4 4 2

‘ta = b Dét(T) 3 t, =1

On peut considérer dans ces équations que t3 est fixé et
que les autres inconnues t7, tZ’ th stécrivent en fonction de
ce parameétre :

o)

n

t5(3 + atB) + t4(t5 -a = 14)

0

i

ta(bt3 - 1) + tq (~b)

Pour que la matrice T existe il est nécessaire que ce sys-
téme d'équations ait une solution non-nulle, c'est a dire que
ces deux équations ne doivent pas &tre indépendantes . Il faut

donc que l'on ait

at3 + 3 t3 -a -4
Déterminant st -1 -b =0
D'ou :
bt% + tg(=1-4D) + 30 + a+ 4 =0

Cette derniére équation en t3 a une solution réelle si et
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seulement si son discriminant est positif ou nul :
(1+40)° 2> kb(a + 4 + 3b)

Cette inégalité définit une hyperbole H . La classe de mé-
thodes Sq sera donc représentée par la région du plan (b,a)
comprise entre les deux branches de cette hyperbole .

La figure 1.2.2 représente graphiquement le plan (b,a) et
l'hyperbole H . Le lieu des modéles conservant l'un ou l'autre
des pdles est constitué par les droites : a = -1; et a = =3 .
La conservation du gain statique se fraduit par la droite d'é-
gquation : a = -3b .

On peut également déterminer les points images des modéles
obtenus a partir d'une transformation orthogonale du triplet
original en écrivant la matrice orthogonale T de la fagon sui-
vante : cos 8 sin ©

T = |-sin © cos ©

Ceci définit les coefficients ti en fonction de l'angle € .

Les équations (10) s'écriront alors

a =L c052@ + 2 sin@.cose

b = -sin®.cos6
Cette courbe est dans ce cas une ellipse dont 1l'équation
est L ba + (a + 2 + 2b)2/4 = 1
Cette figure représente également :
-.le segment EA correspondant a une transformation
orthogonale de la forme de Jordan du systéme ori-
ginal .
- le point A(1/23-1) correspondant & la premiére
méthode de réduction modale .
- le point B(1/3;-1) correspondant & la seconde mé-

thode de réduction modale (voir référence 3), ce
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FIGURE 1.2.2 Le plan (b,a) .
a
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pcint représente également la nouvelle méthode .
- le point C(1/4;-3/4) correspondant & la deuxiéme
forme de Cauer .
- les courbes sur lesquelles l1l'intégrale du carré

de l'erreur a une entrée impulsionnelle est X .

REMARQUES : - L'ellipse est tangente a l'hyperbole H .

- Le point.C est a l'intersection entre 1l'hyperbole
et la droite correspondant & 1l'égalité des gains
statiques . Clest ce point qui est au minimum de
1'intégrale du carré de l'erreur impulsionnelle ,

- Les points D et A se trouvent sur la m&me courbe
n°10 correspondant & une erreur de 0.05 ., Il n'est
donc pas évident de dire qu'il vaut misux conser-
ver le p8le -1 plutft que -3 dans une méthode

modale .,

I1 semble cependant que la formulation de ce probléme d'at-
teignabilité dans l'espace des paramétres du modéle soit beau-
coup plus délicate deés que ll'ordre n est plus élevé que 2 . La

condition d'existence de T est alors trés difficile a exploiter .

12,2 Commande optimale via réduction de l'ordre
Le but de ce paragraphe est d'établir une
relation entre une commande optimale 4 critére quadratique clas-
sique et la réduction de 1l'ordre des systémes .
On suppose donc que l'on désire établir une commande du
systéme dont les équations d'état s'écrivent :
o

X =AX + Bu

En minimisant le critére J :

(- -]
J = (x*1x + ubsu) at
[ ]

Ou S est une matrice définie positive et L une matrice
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semi-définie positive .

On suppose parallélement que l'on a déterminé un modéle
d'ordre réduit q par une des méthodes de la classe Sq . Les
équations d'état de ce modéle s'écrivent :

2 + +
21=QAQ5§1+QBU.

On désire commander ce modéle en minimisant le critére
quadratique J' :
+ o0
gv’= [ (2fq*1qe, + u¥sw) dt
o
Cn sait que le probléme de la commande optimale en régime
permanent du systéme original ainsi défini conduit & la réso-

lution de 1'équation de Riccati matricielle suivante, ou 1l'in-

connue est la matrice P :

t

L + PA + A% + pRs~ '8P = 0 (11)

ILe provléme de la commande optimale du modéle, par analo-
~J
gie, améne a4 déterminer la matrice P, solution de l'équation

de Riccati suivante :

Qtrq + B(ataq) + (9ta)tF + Bgtmsleb(qN)tE = o (12)

PROPOSITION : Si P est la solution de l'équation de Riccati as-

sociée au systéme (A4,B,C), alors Q+PQ est la so-
lution de 1lt'équation de Riccati associée au mode-
le d'ordre réduit pour lequel les matrices Q et
Q+ sont définies par la matrice de changement de
base T qui diagonalise la matrice P .,
Démonstration
Soit donc P la solution de 1l'équation (11) . Cette matrice
est réelle et symétrique, elle est donc diagonalisable par un

changement de base orthogonal défini par une matrice T .
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On considére alors le modéle d'ordre réduit q défini par
les matrices Q et Q+ associées a cette matrice T . Cela signi-
fie, d'aprés les équations (3) du paragraphe 1.2.1 que Q est
formée des q premiéres colonnes de T, et Q*des q premiéres li-
gnes de T'T, clest a dire ici de Tt, puisque T est orthogonale .
On appelle R (respectivement RY) la matrice formée des n-q der-
niéres colonnes (respectivement lignes) de la matrice T (res<
pectivement 1) . Pour plus de détails sur la définition et
les propriétés des matrices R et R+, se reporter au paragra-
phe 1.3 sur le processus d'erreur .

La matrice T'1PT étant diagonale par définition de T, on a :

QPR = 0 ; R'PQ = 0 (13)

D'autre part, la matrice T étant orthogonale, on a :

Q" = q° 5 R" = R

Si 1'on mulitiplie 1l'équation (11) & gauche par Q+ et a

droite par Q, on obtient :

ts & pes~'BYP).q = O

Qf(L + PA + A
L'équation (12) peut encore s'écrire :

Q'1a + "(qBa"aq + Q'A% (aB")q + 9¥(QFa")BsT' B (a%a")q = O
Soit encore :
Q*@ + (qB%h)a + ab(qBe™) + (aF%)BsT'BY (@B )a = o
I1 est ciair qu'on ne peut pas poser :

P = Q‘P!Q-i-

. o/
Car P est de rang n, tandis que P est de rang q .
On choisit alors :
~ +
P=Q PQ
Les équations (11) et (12) deviennent alors respéctivement :
Q*1q + (@*P)aq + o*a¥(re) + (@*P)BST'BY(PQ)
g -
Q*1e + (¥eh)aq = o*at(qP) + (¥Fa")Bs~'BY(aE)

0

1

0

I1 faut donc, pour que la proposition soit vraie, que 1l'on



ait les relations :

otp = .7 p.g=a0.5 ; T=q'm

On a @

P = g ot = @'ra* = qfp(1-rRT) = 9P
oF = q'Pq = (1-RRY)PQ = PQ

La proposition est ainsi démontrée
Conclusion : Si P est la solution en régime permament du pro-
bl8me de la commande optimale du systeéme original avec le cri-
tére J, alors gzest la solution en régime permanent du problg-
me de la commande optimale du modéle d'ordre réduit défini par
la matrice qui diagonalise P avec le critére J' . Les lois de
commande respectives s'!écriront :
u=-s5"'Bbp x

8 = - s~ 'p%Q¥ 2,

1,2.2,7 Retour d'état et réduction d'ordre
Le but de ce paragraphe est de montrer l'in-
fluence de la réduction d'ordre sur le calcul des asservisse-
ments par retour d'état .

Soit le systéme dont les équations dtétat s'écrivent :

; =AX+ Bu
y=0Cx (1)
Le probléme est ici de calculer un retour d'état pour ce
systéme en n'utilisant qu'un de ses modéles d'ordre réduit dont

les équations d'état s'écrivent :

2
g

St'imposer la dynamique de la boucle fermée du modéle d'ordre

Q+AQ 2] + Q+B u
cq 21 (1)3

1

réduit conduit, par la Théorie de la Commande, a déterminer
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une matrice de retour d'état K de fagon a ce que la matrice du

-~

régime libre de la boucle fermée A ait les propriétés désirées,

o = 9*aq + @Bk = Q*aq + Q*BKRYQ

= QT (a4 + BQY)Q

=y )

Si l'on pose alors :

2 =0 ﬁ1 ;s & 0= Q+ 2

Les équations d'état de la boucle fermée relatives au vec-

teur % s'écriront :
u=K&%& =x" % % - qq"a 2+ qatBket 2
En supposant que la matrice RTAQ est nulle (voir 1.3), cette

équation devient :

2-2%2+0prqt 2 - RRTEKQ %

I1 reste maintenant a imposer au systéme réel le retour
d'état calculé & partir du modéle d'ordre réduit, c'est a dire
4 poser dans lféquation (1) :

u = KQ+ X
Les équations d'état du systéme réel seront donc, en boucle

fermée :

% = (4o +BKQY) x

L'écart entre la dynamique obtenue, x, et celle calculée, X%,

sera :

(x - 2) = (& + BkQY).(x--2) + RRVBKQ" %

On constate donc que X ne tendra vers % que si celui-ci
tend vers zéro . Ceci impose la stabilité de 1l'état d'équilibre

pour le systéme bouclé .
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1.3 Le processus d'erreur
1,3,1 Introduction
Le but de ce paragraphe est d'évaluer 1l'écart fait
entre le vecteur état x, du systéme original, et celui 21 du
modéle d'ordre réduit obtenu par l'une quelconque des méthodes
de la classe Sq . On établit donc ici une méthode de comparai-
son entre deux vecteurs état d'ordre différent .Cette méthode
" consiste a augmenter artificiellement l'ordre du modéle S de
la classe S_ en lui adjoignant des variables d'état appropriées .

q _
On a déja vu qu'un modele guelconque S de la classe S est

défini par un couple de matrices q et Q+, forméés a partirq
d'une matrice de changement de base T suivant les relations (3)
du paragraphe 1.2.1 :
f =t 5 Q=T

Cela signifie que la matrice Q (respectivement Q+) est
formée des q premiéres colonnes (respectivement lignes) de T
(respectivement de Ty .

On définit maintenant le couple de matrices R et r* (voir

le paragraphe 1.2.2.6), & partir de la méme matrice T mais

suivant les relations sulvantes :

r* = rE.17! R = T.R (1)
Ou R, est une matrice rectangulaire défiﬁie par :
RS = (O I.p) r = n-q
04 O désigne la matrice nulle de dimensions rxq .
Cela signifie que la matrice R (respectivement r*) est

formée des r derniéres colonnes (respectivement  lignes) de T

1

(respectivement T")w. Les matrices T et T peuvent donc

st'écrire sous la forme : +
Q
T = (Q R) ; il =<}2+

On obtient alors la relation :

1 +

T.T

= I, =QQ" + RR (15)
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Un vecteur quelconque x peut donc s'écrire d'une fagon

unique : X =Qx, + Rx (16)
1 2

I1 découle également de la relation (15) les relations :

+
* .R -
r,q ’ Q Oer

+
X, = Qt.x ; X, = R +X (17)

RT.Q = 0

1,3.,2 Quelques propriétés des matrices Q et R

On présente ici quelques propriétés essentielles
des matrices Q,R,Q+,R+ qui découlent pour la plupart de leur
définition . |

1:.3:2.,1 Toute matrice carrée d'ordre n A est équi-

valente a A', ou :
<E+AQ Q+AR)
a' = \R"AQ R'aR
Preuve : A' = T™',A,T

1,3:2,2 Si la matrice A est inversible et si la

matrice R AQ est nulle, alors A" est équi-

by -1 ~
valente a A ', ou :

e*a~'q qfa~'r

N- -
il 0 r*a~Tr

Preuve : A est équivalente a A', d'aprés la propri-

été précédente, ou : Q+AQ Q+AR
A =\ 0 =r'ar

-1 . . Vel N
De m@me, A" est équivalente & A~ ou :
Q+A-1Q Q+A-1R
- - - - -
A=\ rfa”'q r*fa"'R) = 1A

On peut alors écrire le produit :
LIV L S W I P P
nn - ) L ] [ L ] L L]
Le premier bloc-colonne composé des g premiéres co-

lonnes de ce produit s'écrit :
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QtaaTq I
A aq
rTaRRT A 1q = 0
Dlou : (RYAR).(R*A"1a) = o

Or A est inversible et RTAQ est nulle, donc R AR

est inversible et 1'on a : RA™1Q = O

D'ou le résultat . Il en découle de méme :

Rar)"! = AR (@fa)! = gtatlg

1,3,2,3 Dans les m@mes hypothéses que la propriété

précédente on a la relaticn :

R.(RTAR)~!R" = Rr*A~]

Preuve : D'aprés le résultat précédent, cn a :

R(RTAR)™'RY = R(RYA™TR)R= RRY AT (1-9QT)

R A"t - r(rYaTTqQ)qt

Mais R+A'1Q est nulle, d'ou le résultat .

1.3,2.4 Erreur a une entrée implusionnelle et a une
entrée en échelon :
On suppose toujours : R+AQ = 0
I1 s'agit ici de donner ltexpression de l'erreur
en fonction du temps entre les réponses impulsion=
nelle et indicielle du triplet original et du mode-
le d'ordre réduit .
I1 est a4 noter que si A est équivalente & A' de
la propriété 1.3.2.2, cela signifie que A", pour
m entier, sera équivalente, par le méme changement
de base T & une matrice ttiangulairebloc supérieure,
c'est &8 dire que 1l'on aura :
RfAQ =0 == =R®RA™Q =0 ¥m
A" sera donc équivalente a X oa :
QTA"g  QTA"R
™=\ o R A"R
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On peut appliquer ce résultat a l'évaluation de
1técart entre la réponse impulsionnelle du systéme
original et celle du modéle d'ordre réduit . La ré-
ponse impulsionnelle du triplet original peut en
effet s'écrire :

n(t) =Eb"1(?(pI-A)']B) = C.e™lp
2 CB+t CAB 4 (t2/2) CA2B + ....
On voit apparaitre les parameétres de Markox du tri-

j;B H i=0,1,....-.

plet (A,B,C) : C.A
I1 en est de m@me pour la réponse impulsionnelle
du modele d'ordre réduit :

* -1 4, =1t

h(t) =& (CQ(pI-Q AQ)" QB

I1 reste donc a évaluer la différence entre les

paramétres de Markov du systéme original et de son

modéle :
D, = CA"B - co(qtaq)®q*r
Ona : RTAQ =0 (QTaQ)® = q*a"q
RTATQ = 0
Dlou

D, = CA™B - cqQ*a™qq"B
= CA®B - C(I-RRV)A®QQ*B

cA"B - ca®qq*B = cA®B - cA®(I-RRV)B

fi

mo+
Dm CA™RR B

Lterreur h(t)=h(t) stécrit donc :

D(a(t)) = h(t) - h(t) = D_ + tD, + (t2/2)D, +...

D(h(t)) = C.ePrtrr's

D(h(t)) = &"G(;:I-A)"RR*s)

Si 1'on définit le processus d'erreur comme étant

celui qui a D(h(t)) comme réponse impulsionnelle,
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une formulation dans l'espace d'état ce ce proces=-

o

sus sera : Ex

B
A Ex + RR B u

¥ c
= C E,

Ou u est l'entrée, E’la sortie, égale a la différen-
ce entre les sorties du systéme et de son modéle, et
Ex le vecteur état d'ordre n, dont on verra plus
loin la signification en terme de différence entre
deux vecteurs d'état, l'un de dimension n, l'autre
de dimension q .

La réponse indicielle se traite de la méme maniére
a4 partir des paramétres de Markov du systéme et de
son modéle . La réponse indicielle du systéme s'é-

crit en effet dans l'espace d'état :
“ oC

B(t) = L“@(pI-A)"B/p>= B(tt) dt!
]

Clest a dire

-1eAt 1

H(t) = CA B -CA"'B = CBt+ CAB (t3/2) + ...
I1 est 4 remarquer que ces paramétres de Markov ont
une signification bien plus importante pour les

systémes échantillonnés, voir pour cela 1'Annexe 2 .

1,3,3 Construction du vecteur état du processus d'erreur
On considére les équations d'état du systéme origi-
nal EE données sous la forme des équations (1) du paragraphe 1.2.1:
X=Ax+Bu : y=20Cx (1)
On a vu que, pour dgs matrices Q et Q+ données, il existe

de fagon unique X, et X5 satisfaisant 1l'équation (16) du para-

graphe 1.3.1 : X =Q x, ¢+ R X5

Compte-tenu des équations (17) définissant x, et X, & par-
tir de x, les équations d'état (1) peuvent se décomposer de la

fagor suivante :
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Xy = Q+AQ x, + Q+AR X5 + Q+B u

o R + +

X5 = R AQ X, + R AR X, + R'Bu

y =0CQx + CRX (18)

On considére maintenant les équations d'état du modéle d'or-
dre réduit q telles qu'elles sont données par les équations (1)a
du paragraphe 1.2.1 3
2, =q'2 % +Q'Bu

N

! (Ma

cq %,

La comparaison entre les équations (18) et (1)a montre 1'er-
reur due & la réduction de l'ordre de n & q en terme de diffé-
rence entre deux vecteurs état . Ces vecteurs ne sont cependant
pas de mdme dimension, on ne peut donc pas effectuer directement
la différence membre 3 membre entre les équations (18) et (1)a..
Clest pourquoi on va ramener lfordre g du modéle a n en posant,

par analogie avec 1l'équation (16) :

& =Q % (19)

Ou ® est maintenant un vecteur de dimension n . On peut

alors définir le vecteur état E de la fagon suivante :
E=x-2% (20)

I1 faut remarquer que dans le cas général le vecteur E
ainsi défini n'est pas représentatif du processus d'erreur ., Ce
dernier est en général d'ordre (n+q) alors que la dimension de
E est n . On peut en effet écrire le vecteur E sous la forme :

E=QE +R Ea_ 21)

——
1]
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Les équations différentielles régissant le comportement de

E, et E? stécrivent :
g = _ At +
E o= %, - %, =o' B, + o'ar B,
o o - 3 -
E2 = X5 = R AQ Xy + R AR E2 + RBu (22)

Le vecteur X, apparait dans ces équations, cl'est pourquoi
il faut y associer les équations (18) pour obtenir les équations
d'état globales du processus d'erreur , dlordre (n+q) .

I1 apparait que le cas particulier : R+AQ = 0 ; simpliifie
les équations (22), le veﬁteur X, n'apparaissant plus . Ce cas
correspond 4 la rétention de q modes propres du systeme dans
le modéle d'crdre réduit . Le processus d'erreur est dans ce cas

d'ordre n .,

1,3,4 Propriétés et utilisation du processus d'erreur
1,3.4,1 Utilisation de la pseudo-inverse au sens
de Moore-Penrose
On considére le vecteur & tel qutil a été
défini par l'équation (19) : £ =Q 21
On va chercher ici a minimiser (§ - A% - Bu) au sens des

moindres carrés . On définit pour cela la quantité ¢ telle que :
¢ =||2 -a22 -nBul?
On a ainsi :

@ = Q§1 - A2, - Bu”2 = (a},-292,-Bu) (q, -4q%, ~Bu)

Minimiser da, en considérant 21 comme ®inconnue' revient

donc & choisir :
o ~
%, = QFaq g, + Q¥ B u

~
. A+ . "
Ou Q@ est la pseudo-inverse a gauche de Q au sens de Moore-

-~Penrose .
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On peut justifier le choix de cette minimisation ainsi :
Soit : é = Bu + A% - %
On a par ailleurs : O = Bu + Ax -”%
Donc : é = A(%-x) + (%—&)
Si 1l'on pose alors : £=x - &
On aura : £ = A £ + E (23)
Ainsi, minimiser E suivant un critére quelconque (ici les
moindres carrés) revient a chercher & ce que l'équation (23)
corresponde a un régime libre, d'ordre n . C'est & dire que l'on
cherche a faire en sorte que lferreur £ entre x et % tende vers
zéro . I1 est bien entendu que 1lfon ne peut pas relier directe-
ment la qualité de la minimisation par les moindres carrés a
la rapidité ni mé@me & l'existence de la convergence de & vers x,
c'est 4 dire a la qualité de l'approximation falte par le pro-
cessus de réduction d'ordre . On est siir cependant que cette
approximation ne peut 8tre parfaite et que le vecteur état du

modéle ne peut pas converger vers le vecteur état du systéme

original pour une commande u quelconque .

1,3,4,2 Equations d'état du vecteur £ et de &
On peut évaluer la quantité £ définie au
paragraphe précédent comme suit :
Compte tenu de la définition du vecteur % & partir du vec=-
teur 2] et d'aprés les équations (1)a, on peut écrire les équa-

tions d'état du vecteur & comme suit :

QQ"A &+ Q"B u
c g

2

Soit, dl'aprés ltéquation (15) :

3

A% +Bu-(RR"A & + RR'B u)

Soit enfin :

»O
n

A%+ Bu-(RR'AQ 2, + RR'B u)
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La quantité £ définie au paragraphe précédent a donc pour

équations d'état :

Mo
{]
>
™
+

(RR*AQ g, + RRYB u)

Si 1l'on suppose R AQ

0
On a :

Q +
€ =AE€ + RRBu

Ctest a dire que l'on retrouve lféquation df'état du vecteur
E, définie au paragraphe 1.3.2.4 .

Il est 4 remarquer que l'on peut écrire les équations (22)
sous la Torme : )

T, = q'aqQ E, + Q"AR E,

1

i

=40

+ + + +
2 R AQ E1 + R AR E2 + RBu + R AQ ﬁ1

Avec : E; = x, - 21 R E, = %,
Si 1l'on pose maintenant : (jET\)
E = E2

Et si 1t'on suppose : R+AQ =0

Alors les équations d'état relatives au vecteur E seront::

: qta0 qtar 0
%= o R'AR/ E+\R'B/ u , (22)a

1.,3.,4,3 Erreur & un échelon en régime permanent
Le but de ce paragraphe est de déterminer
1ltécart entre les gains statiques du systéme original et du mo-
déle d'ordre réduit lorsque l'on sﬁppose toujours :
RTAQ = O
et que le systéme original est stable .

Si l'entrée u est un échelon, l'erreur en régime permanent
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st'écrit, compte tenu de l'équation (22)a et du résultat du pa-

ragraphe 1.3.2.2 :

E, ata~'q q*a~'rR\ /o ot 2~ 'rr*B
E, I R A"/, R'BJu= -\R*a"'RR*B/ u
Qo
Soit : E, ata~Trr'B
_ + -1
Ey )= - R'A™'B u (24)

On peut alors écrire l'erreur sur la sortie :
y~-9%=C(x=~-2)=2CQ E] + CR E2
D'ou l'erreur en sortie en régime permanent sera :

(y - $)=~c(a*a"'rR"B + RR*A7'B) u
=-c(qa*A""8R*B + RR*A"1(QQ*+RRT)B) u

Soit donc :
= - ca~'rrt
(y -9, = -CAT'RR'Bu

On remarque donc que le gain statique ne sera pas conservé

dans le cas général .

1,4 Modification de la transformation originale définissant Sq
Le but de ce paragraphe est de montrer que l'approximation
que font certains auteurs (voir références 1 et 3) de négliger
la dérivée par rapport au temps de certaines variables d'état
fait partie de la classe de méthodes Sq .
On considére les équations (18) dans lesquelles on suppose :
R'AQ = O

Certains auteurs font alors la supposition :
[+}

X2=O
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Ce qui revient a écrire, en supposant que le systéme origi-
nal est stable :
%, = -(R"AR)™'R*B u
On reporte alors ce résultat dans les équations (18) pour
obtenir les équations d'état du modéle d'ordre réduit :

%, = o2 2.+ (@*-Q*AR(R*AR)7'RY)B u (25)

Pour montrer qu'une telle méthode de réduction de l'ordre
des systémes appartient a la classe Sq, il suffit dé trouver
deux matrices, Qlet %+ telles que les équations (25) s'écrivent

§1 = §+A§ 21 + 5+B u

Et : 9 =1

qq

Compte tenu du résultat du paragraphe 1.3.2.3, il est clair
qu'une solution est :
= "~ q*arr*a”]

Q

O O
oo

L'intérét d'une telle méthode est qu'elle assure, dans des
hypothéses précisées plus loin, 1l'égalité des gains statiques
entre le systéme et son modéle d'ordre réduit . Il faut pour’

cela considérer que la sortie du modéle & stfécrit :

)

cQ 21 + CR 22

Ctest a4 dire :

3

cq 2, - CR(R*AR)™'R'E u (26)

On remarque donc que le modéle ainsi obtenu sera impropre,
clest a dire qu'il y aura une liaison directe entre l'entrée u
et la sortie ¢ .

La composante El du vecteur erreur E défini par les équa-
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tions (22) suivra l'équation dtétat :
B=x% -% ="' E + Q"R E, + Q" AR(R"AR)'R'B u

Alors 1l'équation (22)a s'écrira, compte-tenu du résultat

du paragraphe 1.3.2.3 :

1

Q'aq QAR g ARRTA™ B
E +

T = 0 RTAR r*B u

Si l'on suppose que l'entrée u est un échelon,l'erreur en

régime permanent sera :

ot a"le qQ*a~'R\ /QFarr*a~'B

1

Egq= =\ O r'A"'r/.\ Rr'B u

Soit donc, d'aprés l'équation (15) et en supposant toujours

R+AQ nulle : 0
Ewo = - \R'A"'B | u

Cela signifie : E1 = 0 ; pour une entrée en échelon .
L'erreur sur la sortie s'écrira, compte tenu de (26) :

y-9=CQE +CRE, + CRRIA"'Bu

Clest a4 dire que les gains statiques du systémé et de son
modéle seront toujours égaux .

Cette modification trauve une application directe dans la
"seconde méthode des modes" (voir référence 3) pour laquelle on
transforme les équations d'état originales pour les mettre sous
la forme de Jordan @

X, = J, X, + J3 X, + By u
X, = J2 X, + B2 u
Les équations d'état du modéle s'écrivent alors :
s -1
21 = J, 21 + (B1 - JSJZ Ba) u

(voir référence 3)
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La matrice de changement de base T qui définit les matrices
Q et Q+ est donc celle qui fait passer le triplet original a

sa forme de Jordan .

1.5 Conciusion

On a défini dans ce chapitre une classe de méthodes de
réduction de l'ordre des systémes linéaires continus .

I1 apparait qu'une méthode quelconque de cette classe est
définie comme la rétention des q premiéres composantes du vec-
teur état du systéme original . A chaque mise en éguations d'é-
tat différente correspondra une méthode de réduction de 1l'ordre

On a vu sur un exemple qu'une telle classe de méthodes ne
comprenait pas, en général, tous les modéles possibles d'un
méme systéme ; Les méthodes fondées sur la minimisation d'un
critére d'erreur par exemple (voir référence 3) ne sont pas
abordées ici car elles ne peuvent pas &tre formulées de fagon
simple dans l'espace d'état .

Les équations .d'état relatives a l'erreur décculant de la
réducticn d'ordre ont été établies . L'erreur peut ainsi &tre
considérée comme un systéme dynamique au m@me titre que le sys-
téme original ou son modeéle .

Il y a2 lieu de montrer maintenant que cette classe de mé-
thodes correspond a des méthodes de réduction réelles, clest

1l'objet du chapitre qui suit .
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ANNEXE 1

Remarque sur les modes propres du modeéle

d'ordre réduit .

- D'aprés Gantmacher (voir référence 4), il est clair que

pour toute matrice symétrique réelle d'ordre n A on a :

n% xtAx
¥ x GEHK 315;-252—- g;sn (7)

Ou les 55 sont les valeurs propres de A et telles que :

51'5;52'5;""’ < s,

(dans ce cas les Sy sont toutes réelles ) .

- Dans le cas ou la matrice A n'est pas symétrique, le

résultat doit &tre modifié comme suit :

On pose : A = A' + Am
o 1 A' = (1/2).(a+A%) 5 A" = (1/2).(a-A%)
Alors : ¥ X GIRn xtAx = xAtx

Et 1'inégalité (1) devient :

X Ax
n¥ 1 '
vx€R 5| . 5'n
Ou les si sont les valeurs propres de la matrice A!
et telles que’: s! <sé<....... <s'n

(les s! sont toutes réelles ) .

- Enfin si la matrice A n'est ni symétrique ni réelle,

on pose : A =AY + AW
oh : A = (1/2).(a+1%)
AU = (1/2).(A=E%)
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Alors on a :

xPATE = (1/2).(x%A% + x E%%)
(1/2). (x*a% + %'Ix)
(1/2).(x*A% + x°A%)

D'ou :
¥ X ffq:ll Re(xtAi) = x AR

L'inégalité (1) devient alors :

Re(x“A%)
3¥3C€Eq:rmi S?Sg; ; v sg;s"n

X°%
Ou les sg sont les valeurs propres de la matrice A!

et telles que : SPED I ouomans <s"y

(les st sont toutes réelles) .
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ANNEXE 2

Remarque sur les paramétres de Markov

d'un systéme échantillonné .

Soit un systeme échantillonné dont les équations

dtétat stécrivent :

el = A X+ Buy

yn C Xn

W

Alors la matrice de transfert correspondante s'écrit :

F(z) = C.(2T-A)"1.B

Et la réponse impulsionnelle du systéme est alors :

h(t) = 27 F(z)

n(t) = z“[ﬁ".c(I-Az")"B]

n(t) = z“‘[z“’(CB+CABz”+ ....,.ﬂ
n(t) = By eeneres)

(03CB;CAB;CA

1

C'est & dire que le i°Z° paramétre de Markov, cal- B,

est en fait la valeur de la réponse impulsionnelle h(t) au

i °Z® instant d'échantillonnage .
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CHAPITRE II




CHAPITRE 1IT

Application a la réduction de l'ordre

des systémes linéaires continus monovariables .

2,1 Introduction :

Il a été montré dans le chapitre I que le probldme de la
réduction de l'ordre d'un systéme pouvait se ramener, dans beau-
coup de cas, au choix de la représentation du systeme original
dans l'espace dfétat .

La réduction d'ordre consiste alors a partitionner le vec-
teur état en deux composantes et a ne conserver que la pre-
miére . Ces équations d'état '"tronquées" donnent 1l'évolution de
1'état du modéle d'ordre réduit .

Le but du présent chapitre est de présenter diverses re-
présentations canoniques dans l'espace d'état d'un systéme 1i-
néaire continu monovariable sous la forme d'équations d'état
et d'un schéma-bloc associé et d'en déduire les méthodes de
réduction de l'ordre correspondantes .

I1 sera montré gue la classe de méthodes ainsi construites
sera telle qu'un modéle aura ses 2q paramétres (si q est l'or-
dre réduit) égaux a4 2q paramétres parmi les 2n (si n est l'or-
dre original) du systéme de départ . Ces paramétres seront,
suivant les cas étudiés :

- les n p8les, les (n-1) zéros et le gain statique;
- les 2npremiers moments;

- les 2n premiers paramétres de Markov;
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- les n coefficients indépendants de la pre-
miére colonne du tableau de Routh de la
fonction de transfert originale;

- les n pdles et les n résidus associés;

- ou enfin une combinaison quelconque entre
ces parametres .

NOTATION : Dans tout ce chapitre et sauf indication contraire
on supposera que la fonction de transfert F(p) du
systéme de départ s'écrit

b1pn_1+b2pn_2+ N

F(p) = - (1)

aopn+a1pn—1+ sansswnan TE

n

Les méthodes de réduction de l'ordre présentées seront :
- la premiére méthode de réduction modale
(voir référence 1)
- la méthode dite de Routh
(voir référence 2)
- les méthodes utilisant le développement de F(p)
sous les deuxiéme, premiére et troisiéme formes

de Cauer (voir référence 3)

La plupart des méthodes de réduction de l'ordre présentées
ici étaient jusqu'a maintenant des méthodes fréquentielles, clest
a dire qu'elles n'opéraient que sur la fonction de transfert

F(p) « On montre ici leur formulation dans l'espace d'état .
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2,2 La Forme canonique de Jordan, ou méthode des modes

2:2.1 Introduction

Le terme "forme canonique de Jordan'" regroupe toute formu-
lation des équations d'état pour laguelle la matrice de régime
libre A est sous la forme de Jordan . On peut alors choisir les
vecteurs B d'entrée et C de sortie tels que les résidus appa-
raissent dans le vecteur C alors que B ne comporte que des zéros
et des uns, soit le contraire .

La méthode de réduction dé ltordre associée portg le nom
de réduction modale . Elle‘a été introduite pér Davison et Chi-
dambara (voir référence 1) et est historiquement la premiére
méthode de réduction de l'ordre présentée . C'est aussi la plus
utilisée .

Le modéle d'ordre réduit q conserve les q p8les dominants
de la fonction de transfert F(p), c'est & dire les plus proches
de l'axe réel, et leurs résidus associés . Elle suppose donc
la connaissance des valeufs propres et des vecteurs propres du

systéme .

2.2.2 Equations d'état et schéma-bloc associé

Cette forme canonique correspond a .une mise en équations
d'état par la méthode des modes, c'est a dire que la fonction
de transfert F(p), fraction rationnelle en p, est tout d'abord

décomposée en éléments simples suivant l'expression :

Tkyn, ~i+1
F(p) = Z z el (1)a

(p-pk)i




On suppose donc que F(p) a m p8les distincts PiseeesPysessPpy

d'ordre respectif Nigeceshyseeell

-

I1 est clair qu'une réalisation dans l'espace d'état du

développement défini par 1'équation (1)a peut stécrire :

Mo

n

-

( R,

RZ ® o000

m

.'1

el

Rm ) x

o ¢)

(2)

ou Jy désigne le bloc de Jordan associé au plle pk, clest

donc La matrice carrée d'ordre n, qui stécrit :

dim(Jk) =y ,my

Chaque Bk est un vecteur de dimension n et stécrit :

Chaque Rk, enfin, est un vecteur ligne de dimension pn

stécrit :

R

p

o

=

-y

0]

0
1

J

Ty, 1

Tk,2

dim(Bk) = nk, 1

.o 600

K et

rk,nk)

La figure 2.2.1 donne le schéma-bloc associé avec (2) .
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Schéma~bloc associé a la forme de Jordan .

Figure 2.2.1
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2.2.,3 Méthode de réduction de l'ordre associée
Un modéle d'ordre q de F(p) est obtenu en ne retenant que
les q p8les dominants et leurs résidus associés . Si un pdle
retenu est multiple, alors il devra &tre conservé avec son ordre

original, ce qui impose donc une contrainte sur l'ordre du mo-

déle g al/ :nk=q
k=

Le développement de la fonction de transfert réduite F(p)

sera donc obtenu en posant dans 1l'équation (1)a:

r5,5 = 0 3 4= (1F1)seseytt

I1 est clair qu'une réalisation dans l'espace d'état de
%(p) sera obtenue en ne conservant que les g premiéres varia-
bles d'état dans les équations (2), en supposant bien-slir que
celles-ci correspondent aux p8les retenus .

Les matrices Q et Q+ seront donc définies a partir de 1la
matrice de changement de base T, en conservant les notations
du chapitre I, qui fait passer le triplet original (4,B,C) a
(A',B',C') corrrespondant aux équations (2) .

Les équations d'état du processus d'erreur pourront s'é-
crire conformément aux équations (22) du chapitre I avec les

simplifications suivantes

R'AQ = O ; QAR = O

La matrice A', sous la forme de Jordan définie par les
équations (2), est en effet diagonale-bloc . Les équations (24)

s'écriront donc

E = - |r*a"'rr'B
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Lf'erreur sur le gain statique sera donc :

AC = QE, + RE, = -RR'A”'RR'B
Ce qui, compte tenu du résultat du paragraphe 1.%.2.3 du
chapitre I, peut s'écrire :

1

AG = -RRTA™'B

Cette méthode est trés certainement la plus employée .
Il est & remarquer cependant que la matrice du régime libre du
processus d'erreur est la mé&me que celle du processus original
Ce qui signifie que ce processus d'erreur aura les m&mes modes
propres que le systéme original .
Elle comporte l'avantage d'€tre généralement assez facile
a utiliser, en particulier lorsque la fonction de transfert de
départ est connue sous la forme d'un produit de fonctions de
transfert de structure simple, ce qui est souvent le cas dans
les processus complexes formés de plusieurs éléments en casca-
de (organes de commande,capteurs, etc...) . Dans le cas ou le
systéme original estrconnu par ses équations d'état sous une
forme g.elconque autre que celle de Jordan, la mise en oeuvre
de cette méthode est beaucoup plus délicate : le calcul des
valeurs bropres et des vecteurs propres d'une matrice étant
assez difficile en général .
Le gain statique n'est pas conservé par cette méthode,
c'est pourquoi Davison et Chidambara l'ont modifiée pour ob-

tenir la seconde méthode de réduction modale (voir 1.4) .
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2.3 La forme canonique de Schwarz
2,3.1 Introduction
Cette forme canonique pour les équations d'état a été in-
troduite en Automatique par Parks (cf., référence L) & l'occa-
sion de la démonstration du critere de Routh-Hurwitz utilisant
la seconde méthode de Lyapunov .
La méthode de réduction de l'ordre associée est due & Fried-
land et Hutton (voir référence 2), quoique cette méthode ait
été présentée dans le domaine fréquentiel . Elle porte le nom
de méthode de Routh car le modele d'ordre réduit ainsi obtenu
conserve les premiers termes de la premiére colonne du tableau
de Routh du systeme original . Cette méthode ne suppose pas la
connaissance a priori des modes du systeme original mais demande
le calcul des coefficients du tableau de Routh afin de former
le développement dit en (o(-/g) de la fonction de transfert F(p) .
La caractéristiqﬁe essentielle de cette méthode est que
le modéle ainsi obtenu sera stable si le systéme de départ 1l'est
et que la réponse impulsionnelle approximée tend, en un sens

défini plus loin, vers la réponse impulsionnelle originale .

2,%,2 Equations d'état et schéma-bloc associé
On donnera tout d'abord les équations d'état correspondant
au développement dit en (<! -fg) de F(p) et le schéma-bloc asso-
cié, puis la forme de Schwarz proprement dite avec son schéma-
-bloc, et enfin la correspondance entre les deux ,
2.3,2.1 Le développemnt en (¢ -/3) de F(p)
On suppose que la fonction de transfert F(p) s'écrit
conformément & 1l'équation (1) . Si le systéme correspondant est

stable, F(p) peut &tre développée comme suit :

0 (3)
F(p) = 1Z=1Fl ;_\I]Fj(p)



-50-

Ou les /gl sont des constantes définies plus loin et les

Fj(p) sont des fractions continues qui s'écrivent :

F.(p) = s ¥ 5 £
J °(,p + 1 ] J

1
. °<'j+1p * .

Pour F,(p) cette définition est légérement modifiée : 1le

premier terme du développement en fraction continue est

1 +C(1p au lieu de : K,p .

-Les coefficients qG sont calculés a partir de la premieére
colonne du tableau de Routh relatif & F(p) . Les deux premiéres
lignes de ce tableau sont composées des coefficients ay du dé-

nominateur de F(p) . Ce tableau s'écrit donc :

)
f
]
o

D=2 & =23 i Loc e
a; = a, a; = as a; = ag
a2 a5 af c ..
ou : 8 =ayy =0 i >n
Et : a§+1 = aé"1 - C(iai
aé“ - at—1 diai
: : ; i=1, ¢oo ,(n=1)
fnlise = api -Ryaps )
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Pour (n-i) impair, les équations (4) sont modifiées

comme suit :

i+ i=1
Apedist T Bpais]

Les coefficientsa(i sont données par :

e

i = ],...,1’1

Pour calculer les coefficients /gi on utilise le tableau

by =by by=by B =bg ...
BS=b, B5=b,  br=B ...
b2 b3 by c e
5 b} e e e e e e
ou s W2 o ufad
Pour ¢ J = 24l4y «us y(n=~1) ; si (n=-i) pair
J = 24hy eee y(n=-i-1) ;s si (n-i) impair

i = 1,2, o e e ,(n-a)

Et les coefficients/g.

N sont donnés par :

ﬁiz i ; i:l,a, ) ,I'l
(0]

Si le systéme de départ est stable, les al, qui sont les
o)

coefficients de la premiére colonne du tableau de Routh, sont
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non-nuls et les constantes<#& et /%.sont bien définies .

Ces coefficients ont une interprétation physique en terme

de réponse impulsionnelle du systéme . On a en effet la relation

I = (t) dt --——j F(p) F(-p) dp = n [/3] (5)
=1

Ou h(t) est la réponse impulsionnelle du systéme .

2.3.2.2 Equations d'état et schéma-bloc associé
au développement en (c(-f}) de F(p)
Le schéma-bloc associé au développement donné par
1ltéquation (3) est représenté a la figure 2.3.1 . Si 1l'on choi-
pour iége composante d'état la sortie du ieme terme de la

forme (1Axip), les équations d'état correspondantes seront :

— - -1

. -
= 0|

0

) ) . T )

X = . . x+ . u

: A
0 cE|

1
— 0
=~ 0

vy = (/Z/?Z ......../Qn)x (6)

2:3.,2,3 La forme canonique de Schwarz
On suppose que la fonction de transfert F(p) s'é-

crit conformément & l'équation (1) avec :

*

a, = 1

On définit alors les coefficients bi a partir de la pre-~
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FIGURE 2.3.1 Développement en (o(-ﬂ) .
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mieére colonne du tableau de Routh associé au dénominateur de
F(p) . Le premier terme de cette premiére colonne sera donc 1,
le deuxiéme sera noté bl, le troisiéme b, le quatrieéme sera
le produit b{bé, le cinquiéme béb&, etce.es Cette premiére co-
lonne s'écrira donc :

blb

(15 b3 bl; bib ks

55 0

On remarque donc que cette colonne comporte (n+t1) termes
et se termine avec bﬁ . Le systéme sera stable si tous les coef-
ficients b sont de mme signe .

La forme canonique de Schwarz, telle qutelle a été présen-
tée par Parks ou par Kalman et Bertram (voir référence 5) ne
considérait pas l'équation de sortie, étant utilisée pour une
étude de stabilité . On donne ici l'expression de cette équation
de sortie qui sera justifiée ultérieurement .

Les équations d'état complétes sous la forme canonique de

Schwarz st'écrivent donc :

L r_l
-b! b} O 1
1 o - 0
o .. .
I R S
1 "0 0
o S

<
[

-(/%114 Fabé /JBb;bé ﬁbéb& R I (7)

Le dernier terme du vecteur de sortie se termine en bﬁ .

Le schéma-bloc correspondant est représenté & la figure

2.3.2 . La 1°8¢ composante du vecteur état correspond a la sor- -

tie du i°Z2€ terme intégrateur (1/p) .
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URE 2.3.2 Forme de

chwarz .
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2,3,2,5i Relation entre le développement en (©f -/g)
et la forme canonique de Schwarz .
Pour établir la relation entre les équations (6)
et (7) on opére sur 1l'équation d'état (6) le changement de base

défini par la matrice diagonale T :
— -

o,

1
w“ O

T = . (8)

O i A

e —
On pose done dans les équations (6) :

Zz =TX

Si 1'on a noté les équations (6) sous la forme :

[»]

X Ax+ Bu

y=0Cx

Alors, aprés ce changement de base, ces équations devien-
[+]

nent Z = At 2z + B' u
y:C'Z (9)
ou s A' = T A T
Soit 3 _ _
oo
o Xels
1 0 -Jl— O
i Az
A' =
R
. ) . °Qf(-4
1 T o0
Bt B! = TB = (10 veveess O)F
cr = ¢ 7!
Soit

Cr =Byl Porolisls eeveess Bletints <o y)
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Le triplet (A',B',C') ainsi obtenu apparait bien comme
&tant celui des équations d'état (7) en remarquant la relation

liant ies coefficients o(i et bt :

= (10)

En effet, les coefficientsca(.i sonf définis comme étant le
rapport entre deux coefficients successifs de la premiére colon-
ne du tableau de Routh .

On remarque que l'établissement de ce changement de base
entre les équations (6) et (7) constitue une justification de
la forme du vecteur de sortie des équations canoniques sous la

forme de Schwarz .

2,3+3 La méthode de Routh pour la réduction de l'ordre

des systemes

2:3.,3.1 Introduction

Cette méthode de réduction, telle qu'elle a été
présentée par Friedland et Hutton, s'applique non pas directe-~
ment au systéme mais 4 son réciproque si l'on veut obtenir une
bonne approximation du comportement du systéme aux basses fré-
quences, ce qui est généralement le cas .

On a vu au paragraphe 1.2.2.2 la relation qui existe entre
une méthode de réduction dite directe et celle utilisant le biais
du sysféme réciproque . C'est pourquoi, dans les paragraphes
qui vont suivre, on ne stattachera qu'a l'approximation du com-
portement du systéme aux hautes fréquences, c'est d dire a la
méthode qui s'applique directement au systéme,pour une présen-

tation plus simple .
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2.%,3.,2 Le convergent de Routh

On définit le qege convergent de Routh comme la
troncature du développement en el -/Q) de la fonction de trans-
fert F(p) donné par l'équation (3) . Cette troncature élimine
les termes qui contiennent Qqﬂ’ .o ,n(n et /?qﬂ, cos ,/en .

On définit alors la fraction continue suivante :

Gy, (p) — (11)

iq - Q(ip +

Pour G]q(p) le premier terme est :
1 + Q[1p s au lieu de : dlp
Le qege convergent de Routh, défini par Friedland et Hutton,

stécrit sous la forme :
R (p) ' ! G. (p) (12)
q'® = :f:{gj T iq ‘P
j=1 i=1

Si 1lt'on écrit Rq(p) sous la forme d'une fraction rationnelle
en p :

Rq(p) = Bq(p) / Aq(p)

alors on a la relation de récurrence suivante pour Aq(p)

et Bq(p) :

8,(p) =€(ép Ag1(P) + A 5(p) ﬂ
(13)
By(P) =o(up By_;(®) *+ By () 43

Avec : A_,(p) = A (p) =1 B_;(p) = B,(p) =0

-e
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Hutton et Friedland ont montré que Rq(p) constitue une
approximation de F(p) aux hautes fréquences . L'approximation
aux basses fréquences s'obtient en considérant ﬁq(p) le réci-
progque de R (p) appelé l'approx1mant de Routh . R (p) est le
qeme convergent de Routh relatif a F(p), rec1proque de F(p) .

Cette démarche est illustrée a la figure 2.3.3, et l'on

a les relations :

F(p) = (1/p) F(1/p)
i%q(p) = (1/p) ‘z‘e’qu)

I1 est & remarquer que le qége convergént de Routh ne dé-
pend que des coefficients<&1, ves ,qa et ﬁl’ coe vﬁq . D'aprés
1'Annexe 1 il apparait que le modéle d'ordre réduit q de F(p)
dépend de tous les coefficients ay et bi si et seulement si :

q ;>>2p+1 3 si n=2p+1 ou n=2p

I1 apparait donc qu'une formulation dans l'espace d'état
de Rq(p) s'obtient en ne conservant que les q premiéres compo-
santes du vecteur état défini par les équations (6), clest a
dire en posant :

/Si = 0 i=(g+1)y ees 40
La méthode de Routh est donc bien une des méthodes de la

cl e S_ .
ass q

2e3.3,% Formulation du processus dlerreur

D'aprés le paragraphe précédent il apparait que le
qéllle convergent de Routh est obtenu par troncature des équations
dtétat sous la forme canonique de Schwarz , Si l'on conserve
les notations du chapitre 1 et si les équations d'état origi-

nales s'écrivent :

5 O

=AxX+ Bu 3 y=Cx
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Convergent
F(p) > Rq(p)
Réciproque Approximant
NV ~
F(p) Rq(p)
Convergent Réciproque
R (p)
q Y

FIGURE 2.3.3

Convergent et Approximant de Routh
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alors on définit la matrice de changement de base T comme
étant celle qui fait passer le triplet original (A,B,C) a la
forme canonique de Schwarz telle qu'elle est définie par les
équations (7) . Il en découle la définition des matrices Q et
Q+ associées ainsi que R et rY .
eme

Le g convergent de Routh s'écrit alors dans l'espace

drétat
2
3

L'erreur faite par cette méthode est donc :

0740 ﬁi + Q"B u
cQ &,

1

%1 = a*aq B, + Q%R E,
%2 = R*AQ B, + R'AR E, + R'AQ 2, + E'B u
Avec R+B = 0

Q"R = (0 ... 0 -p, )% (10 ...0)

R’ = (10 ...0% (0 ...01)

i

2:3.4 Conclusion

I1 a été montré que la méthode de réduction de l'ordre
des sytémes connue sous le nom de méthode de Routh dans le do-
maine fréquentiel peut &tre formulée dans l'espace d'état .
Cette méthode appartient donc & la classe Sq de méthodes étu-~
diées ici et la mise en équations d'état correspondante est la
forme canonique de Schwarz, si l'on considére l'approximation
aux hautes fréquences Rq(p) ou la forme de Schwarz du récipro-
que %kp) si 1l'on considére l'approximation aux basses fréquences
Ry(p) .

Afin de ne pas alourdir 1l'écriture, l'erreur correspondant

a l'approximation aux basses fréquences n'a pas été explicitée .
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2.4 Les Formes de Cauer

2.4,1 Introduction

Ce terme désigne toute formulation des équations d'état
qui dérive du développement de la fonction de transfert F(p)
en fraction continue . Il existe trois formes de Cauer pour le
développement en fraction continue de F(p) utilisées en Auto-
matique . On présentera tout d'abord le développement dit sui-
vant la deuxiéme forme de Cauer . La méthode de réduction de
l'ordre associée est due a Chen (voir référence 3) . On présen-
tera ensuite la premiére forme de Cauer, directement reliée a
la seconde, puis la troisiéme qui peut 8&tre considérée comme
une association des premiére et deuxieéme formes . Les méthodes
de réduction de l'ordre associées sont dues a Shieh et Gaudiano
(voir référence 6) .

Toutes ces méthodes présentent l'inconvénient majeur d'une
instabilité possible du modéle d'ordre réduit, méme si le sys-
téme de départ est stable . Les fonctions de transfert d'ordre
réduit sont des approximations de Padé de F(p) au voisinage soit
de p nul (deuxiéme forme de Cauer) soit de p infini (premidre
forme de Cauer) soit enfin au voisinage de ces deux points
(troisiéme forme de Cauer) .

I1 apparait qu'il n'est pas toujours possible de dévelop-
per F(p) en fraction continue suivant 1'une ou l'autre de ces

formes ( voir Wall, référence 7) .

2,4,2 La deuxiéme forme de Cauer
2.4.2.,1 Introduction
Chen a été le premier 4 utiliser les formes de Cauer
du développement de F(p) en fraction continue pour la réduction
de l'ordre des systémes continus linéaires dans le domaine fré-
quentiel . La fonction de transfert d'ordre réduit obtenue par

cette méthode est une approximation de Padé de F(p) au voisina-



-60-

ge de p nul, c'est a dire que le modéle d'ordre réduit approxi-

mera le comportement du systéme original aux basses fréquences .
I1 apparait cependant que le développement de F(p)

n'est pas toujours possible et que le modéle d'ordre réduit

peut &tre instable méme si le systéme original est stable .

2,b,2,2 Equation d'état et schéma-bloc associé
On suppose que la fonction de transfert F(p) du
systéme original s'écrit sous la forme donnée par 1l'équation (1),
et ‘que
'bn £Z 0
Le systéme original ne peut donc pas avoir de zéro en p

égal a zéro .

On définit alors les coefficients hy a partir de l'algorith-

me suivant :

a3.1 = 835.2,141 " Byoz2 ¢ 3500 149

hy = (ay 1)/(a34q,9)

Pour 3 4 =

j =3,1+’ e e oo ,(2n+1)

|
n

L ’2n

l=]’2’ L B ,n

Et les valeurs des coefficients a1 1 et a2 1 sont
? ?

21,1 T %n-1+1

= B 1%

Et = a
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Ou les constantes ay et bl sont les coefficients du déno-
minateur et du numérateur respectivement de F(p) conformément

a4 1'équation (1) .

Ayant défini les coefficients hy, on peut écrire F(p) sous
la forme d'une fraction continue Fa(p) dite deuxiéme forme de
Cauer (voir Wall, référence 7, et Weinberg, référence 8) de la

fagon suivante :

F(p) = F,(p) = 1 - (14)

L'interprétation des coefficients hi en terme de tableau

de Routh est donné dans l'Annexe 2 .

La figure 2.4.1 donne une représentation du schéma-bloc

e

associé a 1l'équation (14) . Si 1l'on choisit la i°2€ composante

x5 du vecteur état comme étant la sortie du i®0€ terme en

(1/p), on aboutit aux équations d'état suivantes (voir Chen) :

p—

T T
h]b‘z h-th'. h1h6 enss e h1h2n 1

: (h1+h3)hL+ (h1+h3)h6 (h1+h3)h2n 1
; : (h1+h3+h5)h6 .o (h1+? +h5)h2n X + u (15)
) ) (h +ieth, . )h

—-te o ® —

2n

o o dad

yz(ha hL‘. o0 s 00 han)x
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Figure 2.4.1 Deuxiéme Forme de Cauer
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2.4.,2.3 Méthode de réduction de l'ordre associée
Un modéle d'ordre réduit q de F(pj est obtenu a par-
tir du développement donné par 1l'équation (14) en posant :
by =0 ; i = (2q+1), ees ,2n
Ce modéle est un approximant de Padé de F(p) autour de p=0,
lt'approximation est donc aux basses fréquences .
De par la maniére dont les coefficients hi sont calculés,
4 partir d'un tableau de Routh, le modéle d'ordre g ainsi obtenu
ne dépendra de tous les coefficients a; et bi de la fonction

i
de transfert originale que si 1l'on a :

a > (n+1)/2
ceci d'aprés le résultat de l'annexe 1, un tel modéle ne dépend
en effet que des coefficients hT’hZ’ cess ,h2q . Si 1l'ordre
réduit q est inférieur & (n+1)/2, alors le modéle obtenu sera
indépendant des termes en puissance de p allant de 2q a n du

numérateur et du dénominateur de F(p) .

Il est clair qu'une mise en équation d'état du mo-
déle d'ordre réduit q sera obtenue en posant dans les équations
(15) h; =0 3 i = (20+1), eee 42n
ce qui revient &4 ne conserver gque les q premiéres composantes
du vecteur état .

Cette méthode de réduction de l'ordre fait donc partie de la
classe Sq et la matrice de changement de base T définissant les
matrices Q et Q+ est celle faisant passer le triplet original

(A,B,C) & celui figurant aux équations (15) .

Les équations d'état du processus dl'erreur sont
assez compliquées, la matrice du régime libre des équations (15)
n'ayant aucun élément nul a priori, aucune simplification

n'intervient ici .
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2,4,3 La premiére forme de Cauer

Le développement de F(p) en fraction continue sous la
premiére forme de Cauer est directement relié au développement
vu au paragraphe précédent de la fagon suivante :

Soit une fraction rationnelle en p notée F(p), on définit
F1(p) son développement suivant la premiére forme de Cauer et
Fa(p) celui selon la deuxiéme forme de Cauer telle qu'elle
apparait dans 1l'équation (14) . Si l'on désigne par %?p) le
réciproque de F(v), alors F](p) n'est autre que le réciproque
du développement de %?p) suivant la deuxiéme forme de Cauer .
Si 1'on note ?é(p) le développement de %Qp) suivant la deuxiéme
forme de Cauer on a les relations :

F(p) = (1/p) F(1/p)
F,(p) = (1/p) F5(1/p)

De m8me, si l'on désigne par %ﬂ(p) le développement sui-
vant la premiére forme de Cauer de ka), on a la relation :

Fo(p) = (1/p) F,(1/p)

2.b.3,1 Egquations d'état et schéma-bloc associé

Pour obtenir le développement de F(p) en fraction
continue suivant la premiére forme de Cauer, on définit tout
d'abord les coefficients ki a partir de l'algorithme suivant

- k. b

j,l= bj—a’l'*'] ,]—2 *

ky = (B 1)/(0g4q4)

-—

2 $=1 141

Pour : L= 1385 ssse 3 28
j = B,LI-, s oo e ,(2n+1)
l = 1,2, ®sece 9 n
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Et les valeurs des coefficients b et b sont
1,1 2,1

P11 = 31
by 1 =0
Et b a

1,n+1 = “n

Ok les constantes a; et by sont les coefficients du déno-
minateur et du numérateur respectivement de F(p) conformément
a4 1'équation (1). On observe l'analogie entre la définition
des coefficients ki et celle des coefficients hi utilisés pour
le développement suivant la deuxiéme forme de Cauer vue au pa-
ragraphe précédent .

I1 faut : b, #Z0

Ayant défini les coefficients ki, on peut écrire F(p) sous
la forme d'une fraction continue F1(p) dite premiére forme de

Cauer (voir Wall et Weinberg) de la fagon suivante :

1
= F =
k‘]p + 1
kZ + 1
1
+

an-1p +

an

L'interprétation des coefficients ki en terme de tableau
de Routh est donnée dans l'annexe 2 .

La figure 2.4.2 donne une représentation du schéma-bloc
associé a 1l'équation (16) . Cette figure se justifie de la fa-
gon suivante : si 1l'on pose : yi/ui = 1/Di(p)

avec : Dpu(p) = kpp 5 Dppyq(R) = kypy P

alors F1(p) peut s'écrire sous la forme :
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FIGURE 2.4.2 Premiére Forme de Cauer
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Soit encore sous la forme de la boucle fermée suivante :

Iq
u
1
F.(p) = (16)a
1 -1
] o+ -y_L r- -b:g-
' u u
1 2

S el

, éme

Si 1l'on choisit la =~ composante < du vecteur état

comme étant la sortie du gain (1/k21_1) ce qui revient a poser :

Xy = Yoy 7y 1 =1, eee , n

on aboutit aux équations d'état suivantes :
= (1/). Q1 /)%, + (1/k5)%5 + )

= (‘/k21-1)'[“/kal-a)xl-w‘@/kal-a)*“/kal))xf(‘/kal)xiﬂ]
n = (1/k2n-1)'[“/kan-z)xn-r'G’Vkan-a)*“/kan))"n]

_AN
|

»
[
I

O
|

Ce qui devient, sous la forme matricielle :

s

-(1/k k)

O

n

Y = (1 O se s s s O) X

(1/k,k5) 0

.

-

-

(1/155) =(1/75) {10041/, ) 1/, 0

.
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On remarque que la matrice du régime libre est d'une for-
me beaucoup plus simple que celle des équations d'état (15) as-
sociées a la deuxiéme forme de Cauer puisqu'elle est tridiago-

nale .

2.4,%,2 Méthode de réduction de l'ordre associée
Un modéle d'ordre g de F(p) est obtenu par troncature du

développement donné par l'équation (16), c'est & dire en posant

.

k, = OO ; i= (2q+1), oee , 2n (18)

Le modéle ainsi obtenu est un approximant de Padé autour
du point p infini, c'est & dire que l'approximation du compor-

tement de F(p) sera valide vers les hautes fréquences .

De par la maniére dont sont calculés les coefficients ki
en terme de tableau de Routh et dl'aprés l'annexe 1, le modéle
d'ordre réduit q ne dépendra de tous les coefficients ay et bi
du dénominateur et du numérateur de F(p) respectivement que si
lton a :

q 2= (n+1)/2

Un tel modéle ne dépend en effet que des coefficients k]

a kzq .
dépendant des termes en puissance de p inférieure a n-2q du nu-

B

Si q est inférieur a (n+1)/2, alors le modéle sera in-

mérateur et du dénominateur de F(p) .

On remarque que F1(p) est 1lié a Fz(p) par une relation de
réciprocité et que donc la méthode de réduction présentée dans
ce paragraphe est 1liée a celle présentée dans le paragraphe pré-

cédent par une relation du type de celle de la figure 1.2.1 .

On peut donc appliquer les résultats du paragraphe 1.2.2.2 .
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I1 est clair qu'une formulation dans l'espace d'état du
modéle d'ordre réduit q sera obtenue en posant dans les équations
(17) : ki = Oo ; i=(2q+1), «o. , 2n

Ce qui revient a ne conserver que les q premiéres compo-
santes d'état Xq

Cette méthode fait donc partie de la classe Sq de méthodes
de réduction de l'ordre des systémes et les matrices § et Q+
sont définies par la matrice de changement de base T faisant
passer le triplet original (A,B,C) & celui figurant aux équa-

tions (17) .

I1 faut remarquer qu'ici les équations d'état du processus
d'erreur sont plus simples gque celles du paragraphe précédent .

On a en effet, en conservant les notations du chapitre I :

RB=0
R A ( t

@ = (/K1) 0 eeee 0)5e(0 wenn 01)
QAR =

GT..... 0 (1/k2q_1k2qi)t.(1 0 vees 0) (19)

2,4,4 La troisiéme forme de Cauer
Le développement de F(p) sous la forme d'une fraction con-
tinue FB(p) dite troisiéme forme de Cauer est intermédiaire entre

les premiére et deuxiéme formes ( voir référence 10) .

2o4,L,1 Equations d'état et schéma-bloc associé

Pour obtenir le développement de F(p) en fraction
continue sous la premiére forme de Cauer on définit tout d'abord
les coefficients h{ et k| & partir de l'algorithme sulvant :

a - k

3,1 = 242,141 " Bloz 0 @3.9,141 T Kiz - 25001 (20)

b = (ap,1)/(a1+1,1)
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-1
ki = (a3 pep 128349 ner-1)
POUI‘ M j = 5,"—}-, oo 000y <n+1)
1= 1,2’ eco 0oy 11

Et les valeurs des constantes a, 1 et as 1 sont les mémes
L | b
qu'au paragraphe 2.4.2.2 concernant la deuxiéme forme de Cauer,

clest & dire : LAy 1 = A4 ; ay 1 = b 149

Et - aT,n+1 = aO

Ou les constantes ay et b1 sont les coefficients du déno-
minateur et du numérateur respectivement de F(p) .

I1 faut : b, #0 ; et @ by £ 0

Ayant défini les coefficients hi et ki, on peut écrire
F(p) sous la forme d'une fraction continue dite "troisiéme forme

de Cauer'(voir Shieh et Goldman) Fs(p) de la fagon suivante :

| ] 1
h]+k2p +

\ (21)

ay

253 +

i

Le dernier terme dépendant de la parité de l'ordre de F(p),n .

La figure 2.4.3 donne une représentation du schéma-bloc
associé a 1'équation (21) . Cette figure est justifiée d'une
maniére analogue & celle du paragraphe précédent concernant la

premiére forme de Cauer . Il suffit de poser :

yi/ui= 1/Di(p) ; i:']’ s ey n

avec ¢ D21+1(P) = hé1+1 + kél+1p

D,,(p) = (h3;/p) + ki

Fj(p) s'écrit alors conformément & 1l'équation (16)a .
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FIGURE 2.4.3 Troisiéme Forme de Cauer
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Les fonctions de transfert 1/Di(p) ont une structure de
boucle fermée représentée a la figure 2.4.4 pour i impair et
i pair .

Pans le cas ou i est pair, 1/Di(p) n'est pas une fonction
de transfert propre, c'est a dire que son numérateur est du meme
degré que son dénominateur.On va donc choisir comme ié§§ compo-
sante d'état x; soit y;, pour i impair, soit (h;_/p)yi pour i
pair, conformément a la figure 2.4.L4 .

Pour établir les équations d'état il faut remarquer :

Us = Y59 = Yi41 H 1=1,0ee4n 3 Yo=u

)
1]

(1/k3!_).(ui-xi); izz,l—*-’lﬁci
Les équations d'état s'écriront donc

L]
Xy = (h:.'L/kJ!_).(xi_1 - x5 - Xi+1) ; Pour i pair

X; = (1/ki).[}1/k{_])Xi_z—(T/ki_1)xi_]

- [(1/1%!__1 J+l+(1/k )] 2 +(1/k) 0% (/K )Xi+2]

Pour i impair

(22)
La premiére équation d'état , pour i=1, sera :
Q
Xy = (1/k1').[-61/ké)+h{)x1+(1/ké)x2+(1/ké)xE] + (1/k1) u
Si 1l'on note ces équations d'état sous la forme :
X=Ax+3Bu
y=CX
On aura @
5= [G/ap o ... o]
(23)

Q
it

(1 0 covesenss 0)
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Vu sa structure assez complexe,la matrice du régime libre
A fait 1l'objet de la figure 2.4.5 . I1 est & remarquer que cette

matrice est quadri~diagonale .

2.4.4.2 Méthode de réduction de l'ordre associée

Un modéle d'ordre réduit q de F(p) s'cbtient en ne
conservant que les q premiers coefficients hi et ki dans le
développement donné par l'équation (21), soit 2q coefficients
au total . Cela revient a poser :

hi:O H k]'_ = 00 s 1= (Q+1)yeee4n

De par la maniére dont sont calculés les constantes h{ et
k!, le modéle d'ordre réduit q ne dépendra de tous les coeffi-
cienﬁs du numérateur et du dénominateur de F(p) que si l'on a

la relation :

q ;Ez(n+1)/4

Si q est inférieur a (n+1)/4; alors le modéle sera indépen-
dant des termes en puissance de p comprise entre 2q et n-2q du
numérateur et du dénominateur de F(p) .

On remarque que FB(P) constitue une sorte de compromis
entre F,(p) et F,(p) . Le modéle ainsi obtenu est un approximant

de Padé de F(p) au voisinage des points p=0 et p=oo.

Il est clair que si l'ordre réduit q est pair, alors une
formulation dans l'espace d'état est obtenue en ne conservant

. dans 1l'égquation (22) . lLa

que les q premiéres composantes Xy

méthode de réduction appartient donc dans ce cas a la classe
Sq . Les matrices Q et Q+ associées sont définies par la matri-
ce T de changement de base qui fait passer le triplet original

a4 celui défini par les équations (23) . Les équations d'état
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du processus d'erreur se simplifient . On a, en conservant les

notations du chapitre I :

R'B =0
£
R'AQ = (1 0 .vu. 0) .E) con 0 (/B kB L0) —(1/kéqkéq+1a_
QAR = (0 ... 0 (148, 1k3) (88 /K8 ) )51 0 .t 0)

Si 1l'ordre réduit q est impair alors cette propriété n'est
plus vraie et la méthode n'appartient plus a la classe Sq .

Ceci est du au terme k! dans 1l'équation (22) . Pour obtenir

i+1
les équations d'état du modéle d'ordre réduit impair il ne suf-
fit pas de poser : x; =0 ;1= (q+1),...;n

mals encore : kt, = OO

2.4,5 Conclusion sur les formes de Cauer

Il a été montré que les méthodes de réduction de l'ordre
des systémes utilisant le développement de la fonction de trans-
fert F(p) du systéme original sous les différentes formes de
Cauer de fraction continue appartiennent a la classe Sq étudiée
au chapitre I, sauf dans le cas particulier de la troisiéme
forme avec un ordre réduit impair .

Toutes ces méthodes avaient été présentées a l'origine
comme opérant dans le domaine fréquentiel . Il a été montré ici
comment, en établissant les équations d'état correspondantes
a chaque forme de Cauer, on peut donner une interprétation de

chacune d'entre-elles dans l'espace d'état .
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2,5 Conclusion

Il a été montré dans ce chapitre comment différentes for-
mes d'équations d'état des systémes linéaires continus monova-
riables pouvaient &tre assocides & des méthodes de réduction
de 1'ordre . Chacune de ces méthodes appartient donc a la clas-
se Sq étudiée au chapitre I .

On a ainsi rappelé la forme canonique de Jordan associée

Wy

la méthode de réduction modale, la forme en (c(—/3) associée

la méthode de Routh, et la forme canonique asscciée au déve-

W

loppement de la fonction de transfert originale en fraction con-
tinue sous la deuxieéme forme de Cauer .

On a également montré que la méthode de Routh pouvait
8tre interprétée dans l'espace d'état a partir de la forme ca-
nonique de Schwarz . On a enfin établi les formes canoniques
des équations d'état correspondant au développement de la fonc-
tion de transfert originale en fraction continue sous les pre-
miére et troisiéme formes de Cauer .

La liste des formes canoniques pour les équations d'état
et des méthodes de réduction n'est pas limitative et 1'on peut
déterminer une forme d'équations d'état associée a une combi-
naison entre ces méthodes . On présente dans le chapitre sui-
vant une méthode de réduction originale qui peut &tre comsidé-
rée comme une combinaison entre la méthode des moments (non pré-
sentée ici) et la méthode modale (associée a la forme canonique

de Jordan), (voir référence 11) .
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ANNEXE 1

Une Remarque sur le Tableau de Routh .

Soit un tableau (ci défini par l'algorithme de Routh

°1,301, 3
habituel (voir Parks, référence L) :

¢, 4 =135 ¢ 3 (j=24¢eee(m+1)) est donné,
3 b
ol : n = 2m pour n pair ; et : n = 2m+l pour n impair .

Sinest pair : n =2m

C, s9 pour j = 1,...,m est donné .
2y

¢y 5 =0 pour J>m

Si n est impair : n = 2m+1
Cs :9 POUr J = lyeeeesy(m+1l) est donné .
2,]

s, 3 =0 pourj>m+1

=93

Et les éléments cy j restants sont donnés par l'algorithme :
b

e S - R S L .
1,5 = Ci-2,3+1 c. 3

.
]

c 34000y (ntl)

j = 1’2’oooooo-

A partir de cet algorithme, il est clair que ne dépend

c
- P, 1
que des coefficients ¢y 1, «eey €1 4 4 et 2,12 ***2 %2 o1

On donne ici deux exemples, pour n pair et n impair, mon-

trant la relation entre les coefficients ¢ de la premiere colonne

- du tableau de Routh et ceux des deux premiéégs lignes :
n pair (n = 8) n impair (n = 9)
X X XX X X X X XX
X X XX X X X XX
X X X X X X/X
/X X X X X

X X X

X X X X
X X X X
X X X
X X

¥



. T

I1 est clair, a partir de cet exemple que l'un quelcongue
des ccefficients C],p de la premiére colonne du tableau de Routh
ne dépendra de tous les coefficients des deux premiéres lignes que
si 1'on a la relation :

p;;anHE

(si n est pair et égal a 2m)

p:;31n+2

(51 n est impair et égal a 2m+1)
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ANNEXE 2

Quelques Théorémes sur le Développement en
Fraction Continue .

(Voir Wail, référence 7, et Gantmacher, référence 9) .

THEQOREME : Si h et g sont deux polynlmes formant une paire positive
(voir Annexe 3) et si le degré de h est n et celui de g
est (n-1), alors la fraction rationnelle g(u)/h(u) est
développable sous la forme de la fraction continue

g(u) 1

n(u) ~ dcu + 1
c1 1

(1)

Ou les coefficients i et di sont tous strictement posi-

tifs .

La réciproque est vraie : si 1l'équation (1) est vraie avec
tous les c., et di strictement positifs, alors h,g forment une paire

i
positive .

I1 est clair que si h(u) et g(u) forment une paire positive,
alors il en sera de mé&me pour h(v) et g(v), ol : v = 1/u
On aura alors

B . o) =D EH - o) VE(T < vg(v)

C(u) est la premiére forme de Cauer, vC(v) est la deuxiéme .
I1 apparait alors que si la premiére forme de Cauer (respectivement
la deuxiéme) est telle que les q premiers coefficients sont tous
positifs strictement (ci et d; >0 ; i=0,+..,9-1) alors une tron-
cature quelconque de (1) d'ordre inférieur ou égal & q donnera une
fraction rationnelle Hq telle que, si Nq (respectivement Dq) est son
numérateur (respectivement son dénominateur), alors D ,Nq formeront
un paire positive . Ceci signifie que les modéles d'ordre.réduit in-
férieur ou égal a g de H seront stables .

THEQOREME : Le rapport de deux polyndmes g(u)/h(u), ou :

g(u):a1 1un-1+ cessess *a uta,
H

1,n=1 el



T
. _ n
et : h(u)_ao’ou + amemess +ao,n_7u+a
ce rapport a un développement du type donné par 1l'égquation (1), c'est
4 dire la premiére forme de Cauer, si et seulement si

O,n

RP#O ; p——'o, * %0y 21’1

Ou R_ est le mineur principal d'ordre p du tableau

31’1 a] ,2 a1 ,3 [ Ld e L] .

ao,o ao’1 ao,2 o« o o e
0 311,1 a1,2 o o e

0 ao,o ao,1 o«

0 0 311,1 .

C'est a dire le tableau d'Hurwitz du polyndme P(u), ou :
P(u) = h(u®) + gv?).u

Les coefficients 5 et di peuvent ainsi &tre interprétés
comme les coefficients de la premiére colonne du tableau de Routh

relatif a P(u) .

On remarque que ce dernier théoreme dit seulement que 1le
développemnt (1) existe si et seulement si les coefficients c; et
di peuvent &tre calculés,. Ce calcul ne sera donc pas possible si
le polyndme P(u) a une paire de racines du type @ et -8 par exemple,
il y aurait alors un coefficient nul dans la premiére colonne du ta-
bleau de Routh de P .
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ANNEXE 3

Une Paire Positive .

(Voir Gantmacher, référence 9)

Deux polynlmes h(u) et g(u) de degré n (ou h est de degré n
et g de degré n-1) forment une paire positive si les racines Ujyes,ll
et u{,..,ué (ou u]',...,ur'l_1 si g est de degré n-1) sont toutes dis-
tinctes, réelles et négatives et sont telles que l'on ait :

n

W LUy Uy Cevennnene 1Y u <O
(ou 3 u, <u1' <u.2 <.........<ur'1_1< un< 0

et les coefficients de plus haut degré en u de g et h sont

de m8&me signe .

Une condition nécessaire et suffisante pour que h(u) et
g(u) forment une paire positive, ol h est de degré n et g de degré
n-1 est que l'on ait :

+20 +S0O
g(u) du = n = - ug(u) du
nu) n(u)

- 0 -0

Une condition nécessaire et suffisante pour que h et g
forment une paire positive est que le polyndme h(ua) + u.g(uz)
toutes ses racines dans le demi-plan complexe gauche .,

ait
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CHAPITRE ITII

La forme canonique de Meizel

et la méthode de réduction de l'ordre associée .

3,1 Introduction :

Le but de ce chapitre est de présenter une méthode origina- |
le pour la réduction de l'ordre des systémes monovariables sta-
tionnaires continus . Cette méthode appartient & la classe Sq
définie au chapitre I et est associée a la forme canonique pour
les équations d'état introduite par Meizel (voir référence 1) .

Cette méthode de réduction suppose que le systéme original
est connu soit par sa fonction de transfert, soit par ses équa-
tions d'état sous la forme canonique d'observabilité .

Contrairement & la méthode de Routh ou & celles de Cauer,
la masse de calculs requise par cette méthode augmente quand
1'ordre du modéle diminue . Ces calculs sont cependant trés sim-
ples .

Ce chapitre commence pér un bref rappel sur le changement
de base introduit par Meizel et la forme canonique pour les équa-
tions d'état associée . On présente ensuite la méthode de réduc-
tion de l'ordre associée . Cette méthode requiert la connais-
sance des p8les du systéme original . On montre alors la propri-
été principale de cette méthode qui est la conservation des pa-
ramétres de Markov du systéme original . Un exemple numérique
illustre la présentation de la méthode .

On présentara enfin une extension possible de cette forme

canonique et de la méthode de réduction associée & certains sys-

témes multivariables particuliers .
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2,2 Forme cancnique et schéma-bloc associé
On rappelle ici briévement la définition du changement de
base introduit par Meizel .
On suppose que le systéme original est connu par sa fonc-
tion de transfert F(p) et que celle-ci s'écrit conformément a
1'équation (1) du chapitre précédent avec :
a, = 1

On note N(p) (respectivement D(p) ) le numérateur (respec-

tivement le dénominateur) de F(p) : .

N(p)
D(p)

F(p) =

A partir de F(p) il est possible d'écrire les équations

d'état du systéme sous la forme canonique d'observabilité :

x'! = Ax' + Bu
y =C x! (1)
Avec : A= a.vt + H
a’ = -(a; a5 cees ay)
H = (hi,j)i,j - 153 = 156003n
8,5 % O 11,3
B = (b, b, .eee. b))

C =1v =(10...O)

Soit P le vecteur dont les composantes sont les plles Py
de F(p) :
On définit alors les coefficients z4 j comme étant le po-
?
lyn8me symétrique d'ordre i de (p1 Py e pj), cl'est a dire,

par exemple, le coefficient Z5 j s'écrira :
9
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J J

22,5 = 5 m% Px Pp
m

Les coefficients a; du dénominateur de F(p) peuvent alors

s'écrire, a partir de la définition des 23,5 ¢
1

a; = (-Db 2y | (3)

11

On définit alors la matrice Tp carrée inversible suivante :

o = (4,901, ()
ou : ty,4 = ; ty,3=0 i<
i-3 .
tlsJ = (-1) Zl"j)n"J ’ 1>J

I1 a été montré par Meizel que le changement de base défi-
ni par la matrice Tp : x' = Tp X ; transforme le triplet ori-
ginal (A,B,C) tel qu'il est défini par les équations (1) en

(Ap,Bp,Cp), ou :

B =T"] B = (b{(P) b3(P) ... bl'l(P))t

P P

-
P, 1 O:..Q
© . Pn-1 P
. . . .0

-1 : T e )
a, = 1olar = : e (5)
L_O eseseesl Py _

Les équations d'état en x s'écrivent donc :

[+]
X

A +
p X Bp u

y Cp p'e (6)

La figure 3.1 donne une représentation du schéma-bloc as-

socié aux équations (5) .



FIGURE 3.1 La Forme canonique de Meizel

associée a Tp .
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ou : ~e{(P')
—eé(P')

-] ’
it "e = ;
p ~€n

- o
Les équations d'état associées au vecteur X" seront donc :

= A " + B

O
|

o' Y

XA (13)

p'
y = Cp'
La figure 3.2 donne une représentation du schéma-bloc as-

socié aux équations (13) .

I1 a été montré (voir par exemple la référence 2) que les
coefficients bﬁ(P') et eﬁ(P') prenaient les valeurs particulié-

res suivantes :

b!(P') = N(p})

eA(P') D(P{) (]4)

Ctest cette relation qui est a la base de la méthode de
réduction de l'ordre associée a cette forme canonique pour les

équations d'état qui fait 1l'objet du paragraphe suivant .

3.3 La méthode de réduction de l'ordre associée
2,3,1 Principe de base de la méthode
La derniére ligne des équations d'état en x" (13)
stécrit :

o L]
x = -D(pf) x; + p x] + N(pf) u (15)
Ceci, compte tenu des équations (11), (12) et (14) .

Le principe de cette méthode est de réduire tout d'abord
l'ordre de n a n-1 en choisissant le nombre arbitraire p{ de ma=-

niére & rendre 1l'équation (15) la plus proche possible d'un com-
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FIGURE 3.2 La Forme canonique de Meizel

associée & T
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_portement en régime libre, c'est a dire de minimiser les termes

qui ne dépendent pas de xg .
Trois possibilités s'offrent donc :
a) p} est choisi parmi les zéros de F(p) :

1'équation (15) stécrit alors :

X = -D(p{) X! + p| x! (16)

Soit donc :
(o]
x! - pf xp =-D(pf) xy. (17)
On choisira donc p{ tel que :
N(p{) = 0O

ID(p{)

minimum

b) p] est choisi parmi les pldles de F(p) :

'l'équation (15) stécrit alors :

o
X' = p] xp+ N(p}) u

Soit encore :
2 1] ] " 1
xp = pf xp = N(pJ) u
On choisira donc p{ tel que :

D(p{) = 0

N(p{)l minimum

¢) ni N(p{) ni D(p{) ne sont jugés négligeables de-
vant pl, alors on écrit 1l'équation (15) sous la
forme :
X1 - py xl = -D(p{) x} + N(p}) u
On choisira alors p{ tel que :

Minimum

N(p{)

+ lD(p{)
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On remarque que l'équation (15) ne correspond réellement

4 un régime libre que si l'on a simultanément :
N(p{) =0 et D(p{) =0

C'est & dire uniquement si pj ntest ni commandable ni ob-

servable .

Si le systéme de départ n'est pas stationnaire et que l1l'on

peut écrire sa fonction de transfert sous la forme F(p,t) :

N
F(p,t) =D PsE

Alors la procédure est analogue au cas c), bien que géné-

ralement difficile & mettre en oceuvre : l'équation (15) s'écrira :

[+
X% = -D(p{,t) x{ + p] xp + N(pi,t) u (20)
On choisira donc p{ tel que :
Max (JD(p{,t) + N(p{,t)D Minimum en p{
tE(to’t1

ou (to,t1) est 1l'intervalle d'étude du systéme, t, peut

donc &tre infini .

Le modéle d'ordre réduit n-1 sera donné par ses équations
dtétat suivant la procédure développée au chapitre I . Si les
équations d'état du systéme original sont sous la forme canoni-
que dl'observabilité, alors les matrices Q et Q+, en conservant
les notations du chapitre I, seront définies & partir de la ma-

trice de changement de base T

P e
Il est montré dans l'annixe 1 que le choix des p{ restant

n'a aucune influence sur le modéle d'ordre (n-1) . On peut donc

choisir ces pi soit égaux a zéro, alors les équations d'état

du modéle d'ordre réduit seront sous la forme canonique d'ob-

servabilité, soit aux p8les du modéle d'ordre réduit, alors les
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équations d'état de ce modéle seront sous la forme canonique

définie par Meizel .

3,3,2 La réduction & un ordre inférieur a n-1
Le paragraphe précédent présentait la méthode de

réduction depuis l'ordre n vers l'ordre n-1 . L'objet de ce pa-
ragraphe est de généraliser cette méthode & un ordre réduit quel-
conque .

Pour continuer le processus de réduction de l'ordre au dela
de n-1, il faut tout d'abord choisir les pj restant a définir
dans la matrice Tp, du paragraphe précédent égaux a zéro . On

note T la matrice ainsi obtenue, c'est & dire Tp, dans

p',n=1
laquelle on a posé :

P'i = O i=2,oooon

Cette matrice s'écrit donc :

= O
...p!1 . .
Tpv’n-l = (::) .'-pf 1 (21)

Le choix de p] étant fixé, le modéle d'ordre n-1 est entie-
rement défini .

Pour obtenir un modéle d'ordre n-2, il convient de définir
de fagon analogue la matrice Tp,’n_2 comme étant la matrice Tp,

dans laquelle on a fixé p{ et on a posé :

pi:O i=5,oo.,n

Le seul parametre de Tp, n-p Sera donc p', dont le choix
?
dépendra du numérateur et du dénominateur de la fonction de =

transfert du modéle d'ordre n-1, par Analogie avec le choix de

P .
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De m@me la réduction a l'ordre q sera obtenue a partir de

la matrice T

o',q définie comme étant la matrice Tp, dans laquelle
’ .
on a posé :
p:;_:O i= (:+1),ooo,n
r = n-q

I1 découle de l'annexe 3 que la matrice T q peut s'écrire
. H

pl
sous la forme du produit suivant :

T (22)

p',q = Py P> PI'.

Avec : r = n-q

Les équations d'état du modéle d'ordre réduit q seront donc
obtenues a partir des matrices Q et Q+, en conservant les nota-
tions du chapitre I, définies par cette matrice de changement

de base T

p',q
Un modéle d'ordre q dépendra du choix de r paramétres pi .

Chaque matrice Tp, ne dépend en effet que de p{, puisque l'on
i

peut écrire :
—_

Tp:!L - Tttt T Tt (23)

Od I;_, désigne la matrice identité d'ordre i-1 .

I1 est 4 remarquer qutil est équivalent d'opérer le proces-
sus de réduction pas & pas et d'utiliser directement les matri-

ces Q et Q+ définies a partir de Tp, q ° On a en effet :
¢

Q:%’ 'TJ oo.o.? (ZLl')

(@]
Pt
5
'U’-El
|
il
~
o]
i
[wN
+
S
e
~
o]
]
[N
g
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(25)

- -
On pourra choisir les coefficients pi soit parmi les zéros
des différents modéles successifs suivant la procédure a), soit
parmi leurs pdles suivant la procédure b), soit encore suivant
la procédure c), soit enfin l'une puis l'autre de ces procédu-
res ., Ceci se traduit par les simplifications suivantes possi-
bles pour les éguations d'état du processus d'erreur, en conser-

vant les notations du chapitre I :

- R+AQ =0 ¢ si 1l'on a choisi 1les pi succes-
sifs (i=1,..r) parmi les pdles de F(p) .
-R'B=0: si 1'on a choisi les pi parmi
les zéros de F(p) .
La premiére de ces simplifications signifie que les pdles
du modéle d'ordre réduit q ainsi obtenu seront des p8les de F(p)
Cela implique donc que dans ce cas le modéle d'ordre réduit sera
stable si le systéme original 1l'est .
La seconde de ces simplifications signifie que dans le cas

considéré ll'entrée n'aura aucune influence sur l'erreur .

3,3.3 Algorithme général de la réduction d'ordre

Le but de cette section est de définir les coeffi;
cients de la fonction de transfert du modéle d'ordre réduit g
& partir de ceux ce la fonction de transfert originale F(p) .
On a montré au paragraphe précédent comment les modéles d'ordre
successivement décroissant étaient obtenus les uns a partir des

L d
autres par un couple de matrices du type Tp, et %;,
i i
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dim %"', = (n-i)x(n-i+1)
Pj

On peut alors en déduire l'algorithme général de la réduc-
tion dtordre :
- Si l'on note ag et bg les coefficients de la fonc-

tion de transfert F(p) de départ, avec :

(8] 0
; bi = bi (27)

J9]

u

D
-

alors les coefficients de la fonction de transfert du modéle

d'ordre n-1, notés a; et bl seront donnés par :

1

1
8541 = P] 23 * 854
1 _ 1 o
by = P{ by * Dy (28)
avec : a1 = 1 H b1 =0

0
i = 0,1,..,...,(n-2)

- Si l'og répete cette opération avec pé, pé, ..,p},
ou r est n-q et q est l'ordre réduit désiré, et si l'on note
ai et bg les coefficients de la fonction de transfert du modele
d'ordre n-j, alors on a les relations suivantes définissant 1l'al-

gorithme général de la réduction d'ordre :

J - J J=1 . ad -
aj41 = Pp 3y * a3 8y =
J J J=1 . wd oo
biyr = Pp Py ¥ biy 5 By =0 (29)

i= O,.o.’(n-j_1) H j = 1,oon,r



-

Si 1l'on choisit deux p3 successifs égaux alors l'algorith-

me de réduction de l'ordre n-j a l'ordre n-j-1 sera :

J
aj+1 _ g (ay

)
Pl =Py == i i+

dpt
i

P+l a(md ) (30)
s dpﬁ

1 = O,oo-,(n-j-1)

Cet algorithme a une interprétation algébrique simple qui

fait 1l'objet du paragraphe suivant .

2,3,4 Interprétation algébrique de l'algorithme de réduction
Le but de cette section est de montrer que les nu-
mérateur et dénominateur de la fonction de transfert du modéle
d'ordre réduit s'obtiennent & partir de ceux de F(p) originale
par une simple division .
Si 1l'on considére l'algorithme de réduction de l'ordre n a
l'ordre n-1, on peut poser, par extension et compte tenu des

équations (14) :

N(p!) -

8- B

D(p})

On peut expliciter les équations (28) & l'aide du tableau
suivant, définissant N](p), numérateur de la fonction de trans-

fert du modéle d'ordre n-1 : -

Puissance de p coefficient
1 _ 40 1
n-2 b1 = b1 % p{ bo
1 _,0 1
n-3 b2 2 b‘2 + p] b1
1 0 1
0 Oply = Bpq * By bn-2
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On a donc, en formant le polyn8me N‘(p) :

N'(p) = (1/p).(N(p)-b2) + (p{/p). (N (p)-b] )
Soit encore :

1
pN'(p) - p} N'(p) = N(p) -~ ¥0 - pf b! .

Or ltalgorithme (28) peut s'étendre & :

bl = pf bl o+ 0 = N(p!)

i
n
Donc N{(p) peut stécrire :

N(p) = (p-p!).N'(p) + N(p}) (32)

On a donc montré ainsi que N‘(p) est le quotient de la divi-

sion euclidienne de N(p) par le monome (p-p{) .

Un raisonnement analogue sur les coefficients a; conduit a
D(p) = (p=p).D'(p) + D(p{) (33)

Et D1(p), dénominateur de la fonction de transfert d'ordre
réduit n-1, est le quotient de la division euclidienne de D(p)

par le mondme (p—p{) .

On peut également retrouver ce résultat directement i partir
des équations (11) définissant la matrice Ap, . si 1'on dévelo-
pre le déterminant de (pI-Ap,) par rapport & sa derniére ligne,

on aura ¢

dét(pI-Ap.) = D(p) = (p-p;).D’(p) + (-1>n+‘D(p{).(-1)n"‘ (34)
D'ol le résultat de 1l'équation (33) .

La fonction de transfert F’(p) du modéle d'ordre réduit n-1

s'écrit donc :



N (p) N(p) - N(p!)

(35)
D' (p) D(p) - D(p})

Si l'on continue le processus de réduction de l'ordre d'apreés
1'algorithme défini par les relations (29), il est clair que le
raisonnement ci-dessus peut s'appliquer . Si 1'on désigne par
Nj(p) et Dj(p) les numérateur et dénominateur de la fonction
de transfert Fj(p) du modéle d'ordre réduit n-j, alors Nj(p)
(respectivement Dj(p)‘) sera le quotient de la division eucli-

dienne de N(p) (respectivement D(p) ) par le polynlme :
(p-p}) (p-p3) ... (p-p})

Le coefficient de la plus haute puissance de p dans Dj(p)

sera alors 1 .

Cette méthode apparait donc comme trés facile a utiliser .
Il est montré dans le paragraphe suivant qu'un modéle d'ordre
réduit ainsi obtenu constitue une approximation du systéme ori-
ginal aux hautes fréquences . Si l'on désire obtenir une appro-
ximation aux basses fréquences du comportement dynamique de F(p),
il faut passer par le biais du systéme réciproque de fonction
de transfert %&p), conformément au paragraphe 1.2.2.2 . Il con-
vient alors de déterminer l'équivalent des équations (32) et (33)
dans ce cas , On va montrer ici que les numérateur et dénomina-
teur du modéle d'ordre réduit sont obtenus a partir de ceux du
systéme original par une simple division, aux puissances crois=-
santes cette fois . La figure 3.3 donne une représentation du
processus de réduction en notant :

- F(p) le systéme original et ??p) son réciproque .

- %‘”(p) le modéele d'ordre n-1 de rIT‘,(p) et /F“(p) son récipro-

que et qui constitue donc le modéle définitif .



~-94a~

FIGURE 3,3 Utilisation du biais de  la réciproque
dans la réduction de l'ordre & partir

de la forme canonique de Meizel .

Réduction directe

(choix de p{

Réduction
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le biais de
la réciproque

(choix de p{)

Réciproque

F(p)

F' ()

Réduction

1"
(choix de p} Réciproque

¥ (p)
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On peut donc écrire les relations de réciprocité :

~N
Py, N(p)
F(p) = (1/p) F(1/p) =
D(p)
Soit '\ﬁ(p) = pn" N(1/p)
ﬂls(p) = p? D(1/p) (36)

On rappelle en effet que D(p) est de degré n et que N(p)

est a priori de degré n-1 .

~
Fl(p) est construit & partir de F(p) par la méthode de ré-
duction directe, on peut donc écrirelﬁl(p) et‘B](p) d'aprés les

équations (32) et (33) :

. Vv
N (p)
Fl(p) = —— (37)
D' (p)
o~ o
N(p) = (p-pt') N'(p) + N(pt

Be) = (p-p) B (p) + Do) (38)

La réduction d'ordre correspond ici au choix de p? « S1i
nJ
l'on choisit pj parmi les p8les de F(p) alors p] sera un pdle

de F(p) avec :
p! = (1/pY) (39)

Le modéle définitif d'ordre réduit n-1 de F(p) sera donc
A Ly
F'(p), le réciproque de F1(p), ces deux derniéres fonction de
transfert seront d'ordre n-1, on pourra donc écrire les relations

de réciprocité suivantes :

M

N'(p)

A (40)
1

D' (p) :

™1 V1
F'(p) = (1/p) F (1/p) =

f(p) = 222 X' (1/p)

D' (p)

221 % (1/p)
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Soit, compte tenu des équations (38) :

N N(1/p) - N(pp)
N (1/p) =
(1/p) - oY
.4 n
B(1/p) - B(om
D/ = (41)
(14p) -

A
On peut alors écrire F1(p) sous la forme :

—-1 -V
p""2N(1/p) - p™EN(pY

Fi(p) =
a1 -1V
p*15(1/p) - P Do)
Soit, en multipliant haut et bas par p et en remarquant

que 1l'on peut faire apparaitre N(p{) et D(p{) :

2R = (p/p™ (a1 K1 /b= (o/p1)2IN(R])
n Yeou) = 132 (1) D 1) = )8 !
o D(p!) = (p/p]? (p])™ D(1/p]) = (»/p])™ D(p!

L'équivalent de l'équation (35) s'écrit donc :

N(p) - (o/p])™" N(p})

7 (p) (42)

D(p) - (/p})" D(p})
On remarque que p} est & la fois un pdle et un zéro de F‘(p);

on pourra donc définir :

(p1-p)8 (p)  N(p) - (p/p})*""N(p})

A = = F (p) (43)
(p1-p)D'(») D(p) - (»/p])D(p}) d

Soit donc

N(p)

(p}=p) ¥ (p) + (/p])™" N(p})

D(p) = (p{-p) D' (p) + (p/p!)™ D(p)) (44)

Ces équations sont & rapprocher des équations (32) et (33)

]

concernant la méthode de réduction directe .
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I1 apparait donc que N](p) (respectivement D1(p) ) peut
8tre considéré comme le quotient de la division de N(p) (res-
pectivement de D(p) ) par le mondme (p{-p)aux puissances crois-

santes & l'ordre n-2 (respectivement & l'ordre n-1) .

REMARQUE : Si on a choisi p] parmi les p8les de F(p), alors les

équations (35) et (42) pourront 8tre simplifiées :

.0

- F’(p), modéle obtenu par la méthode directe, sera
N(p{

P (p) = F(p) - (45)

D(p)
a :
- F1(p), modéle obtenu en utilisant le biais du sys-
téme réciproque, sera :

n-1 N(p{)

' (p) = F(p) - (p/p!) (46)

D(p)

Le paralléle entre la méthode utilisant directement le sys-
téme original et celle utilisant le biais du systeme réciproque
est donc a rapprocher de celui existant entre la division eucli-
dienne et la division suivant les puissances croissantes de deux
polyndmes .

Les équations (44) peuvent bien-sfir se généraliser a un ordre

réduit q quelconque .

3,3,5  Propriété fondamentale de la méthode de réduction
Le but de ce paragraphe est de montrer que la métho-
de de réduction directe définie plus haut conserve les paramé-
tres de Markov du systéme original, et ceci quelque soit le choix
du paramétre pj .
On remarque qu'il est équivalent de dire que la méthode de
réduction utilisant le biais du systéme réciproque conserve les

premiers moments du systéme original .
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La démonstration qui va suivre ne concerne que le processus
de réduction de l'ordre n 5 ltordre n-1 . De par la définition
m8&me de la méthode générale, cette démonstration est suffisante
pour dire que, quelque soit le choix delp{, pé, ..,p;, le modele
d'ordre réduit g conservera les q premiers paramétres de Markov
du systéme original .

On rappelle dans l'annexe 2 ce que sont les paraméires de
Markov et les moments d'une fonction de transfert F(p) (voir
références 3 et 4) .

On note M; le iége paramétre de Markov de F(p), fonction
de transfert originale, et Mi celui de F‘(p), modele d'ordre
réduit n-1 obtenu par la méthode directe . La démonstration sera
faite par récurrence sur i .

La premiére étape de cette démonstration sera 1l'égalité
des deux premiers paramétres de Markov :

D'aprés les équations (2) de l'annexe 2, on a, en
conservant les notations définies par les relations (27) et (28)

de ce chapitre :

1 x M, = b}
1 xM! = by = b (voir l'équation (28) )
D'ou : |
' M, = M] = b, (47)
De m&me pour Mjet M} :
a? M, + M, = bg = a? b? + M,
al M| + My = b
Dtou : (p{fa?)M{ + M} = p} b} + bg
a;by + My = b (48)
Et @ Mé = MZ
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La deuxiéme étape consiste a supposer maintenant :

Mﬁ = Mk ; k = 1,2’.00’(1-1)
On va montrer alors : M{ = My 3 avec : i s; n-1

D'aprés les équations (2) de lt'annexe 2, M! sera donné par
ltequation : {1

1 S
Mj’.+kZ:_.1 sk Mk =Py

Mais d'aprés les équations (28) de ce chapitre, on a

1 1 o . 1.
3 =P B A 5 8y =]

D'ou: ie1 =
M+ P ;a}.-k-I My ot ;ﬁ_: ag i Mk = by (49)

Or les (i-1) premiers M, et M! sont égaux, on a donc :
i-1 i-1
) - ) - WO
kz_; &k Mg = kZ;Tai-kMk‘bi My

De méme :

1 S R 1 o
é 3jk-1 M = B Miog ¥ eoeee + 3y o MI = by,

L'équation (49) peut alors s'écrire :

1 o N
M+ P Djq * by - M3 =0y
Ce qui signifie, compte tenu de la définition de b; a par-
tir des équations (28) :

Mi ; i = },2,000,(n-1) (50)

[ el d
[}

On a donc montré l'égalité entre les n-~1 premiers paramé-
tres de Markov du systéme original et ceux du modéle d'ordre
réduit n-1 .

I1 reste maintenant a déterminer ce qu'il advient des autres

paramétres de Markov . On établira tout d'abord lt'écart entre
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Mé et M, puis entre M) et M, avec m supérieur a n+1 ,
- Détermination de Mo-M s

Les équations donnant M et M} sont, dtaprés les équations

(2) de 1l'annexe 2 :

o o _ 30
an-1 M“ + . e 000000 + a1 Mn-“ + Mn ——-— bn
al ., M! o+ +al M +M' =0
n_] 1 ® 800000 1 n_] n -

Clest & dire :

1

. 1 o)
p{ ( an_» M{ * ocesee toag Mﬁ-I ) + an 1 M{ * eeeee + Mﬁ =0
Soit enfin :
1 0 ' -
P{ bpq + by =My + M =0
Ceci peut s'écrire, compte tenu des équations (31) :
My - My = N(p}) (51)

On a ainsi montré que la différence entre les n°Z°para-
métres de Markov du systéme et de son modéle est égale a la va-

leur du numérateur de F(p) au point p! .

- Détermination de My - M!, m >> n+1

Les équations donnant Mm et Mé sont :

Q (o) o _
a, Mm-n +a Mm-n+1 + eee + a1Mm_1 + Mm =0 (52)
1 1 1 _

OMpn * 21 Mpopar ¥ tee ta; Mp o, *Mp =0

Cette derniére équation donnant M} peut s'écrire :

1 1 e 0
p{(an—ZM!:l-n-!-] + e + a'o Mm-]) + an_TMg}_n.‘.l"- [N ] + M

Le terme en facteur de p{ est en fait : -al 1 M& 1

Et : Ml;l-n = Mm_n sy o= (n+1)’ooo’2n

Si 1l'on note : D=M M 5 k=1,..0on; k =(m - n)
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On aura : D=0 ; k <: 0

Et, en faisant la différence entre les équations (53) et

(52) ¢

o o) 0 B
Dk+a1Dk-1+ eee toap o Do + oay Mm-n - 9] (--an_1 M -n?” 0
1 1
or % ag +pa_, =a = D(p{)
Donc
D, = =M, D(p!) - a® D “ yuy = 8 D (54)
k k 1 1 "k=1 °* k Yo

k= 1,24004,8
On a déja déterminé D, par 1'équation (51) :

By = N(b{)

Si l'on note Dk sous la forme :
Dy = 1, N(p{) + dy D(p}) (55)

Alors on aura les égquations de récurrence suivantes, pour

les coefficients n, et dk $

R ¢ - - (o) _ 50
nk - a1 nk- T S 88 00 ak-‘! n1 ak no
o} 0 Q
Pour ¢: k= 1428408
Et : n, = 3 dO = 0

Conclusion :

Tout ceci est valable quelque soit le choix de p{ .
I1 est donc intéressant de minimiser Dk par rapport a ce para-
metre p{ . Si on prend pour p! un des p8les de F(p), le modéle
d'ordre réduit n-1 aura pour pdles les n-1 pdles restants de
F(p), il sera donc stable si le systéme original 1l'est . D'autre
part Dk sera alors proportionnel a N(p{), donc choisir pour p{
1'un des p8les qui minimise N(p;) revient a limiter Dk "

Les paramétres de Markov sont les coefficients du dévelop-
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pement en série de F(p) autour du point p infini, ils représen-
tent donc le comportement du systéme aux hautes fréquences .
Quelque soit le choix_de p{ la méthode de réduction présentée
ici constitue donc une approximation aux hautes fréquences de
la fonction de transfert originale F(p) .

Pour obtenir une approximation de F(p) aux basses fréquen-
ces, ce qui est le cas souhaité en général, il suffit de suivre
la procédure décrite par la figure 3.3 & partir de %kp), réci-
progue de F(p) . Le modéle d'ordre n-1 définitif %1(p), conser=-
vera donc les n-1 premiers paramétres de Markov de %Qp), clest
a dire les n-1 premiers moments de F(p) . Si l'on choisit alors
p} parmi les p8les de F(p), (1/p}) sera un pdle de %Qp) et les
n-1 p8les de ﬁl(p) seront les n-1 p8les restants de F(p) .

REMARQUE :

Si q, l'ordre du modéle , est choisi égal a 1, il
vaut mieux choisir le dernier paramétre, Prs parmi les zéros
du modéle précédent d'ordre q+1 i cause de la relation (51) qui
s'écrira dans ce cas :

My - M3 = NPT2(p1) (57)

r = n-l

3,3,6 Exemple d'application
Le but de cette section est de montrer la mise en
oeuvre de la méthode de réduction présentée plus haut sur un
systéme d'ordre 3 dont on désire déterminer un modéle d'ordre 2 .

La fonction de transfert originale F(p) s'écrit :

p2+6p+8

F(P) = (58)
p° + 9p° + 23p + 15
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e
L}
—
!
N
-e
1
\n

Les p8les de F(p) sont

Ses zéros sont T =2 5 =4

On désire approximer le comportement de F(p) aux basses
fréquences et conserver deux de ses p8les . On suivra donc la
méthode utilisant le biais de %kp), réciproque de F(p) et 1l'on
choisira p{ parmi les pdles de %Qp), c'est & dire p} parmi les

p8les de F(p) avec : p] = 1/pf (39)

N
La fonction de transfert F(p), réciproque de F(p) s'écrit :

o~
F(p) = (1/p) F(1/p)

~ (1/15) + (6/15)p + (8/15) p° N(p)
F(p) = - (59)

(1/15) + (9/15)p + (23/15)p° + »©  D(p)

oJ
Les p8les de F(p) seront : -1 ; (-1/3) ; (=1/5)
la%4
I1 faut donc calculer la valeur de N(p) en ces trois points

pour déterminer pj :

F=1) = 0.5 ;3 Fe=1/3) = 7.4.1072 5 N(-1/5) = 2.4.1072

~
La valeur minimale de N(p?)sera donc obtenue pour :
py =-1/3
Soit : p{ = =3

\ &~ . 1
Le modéle d'ordre 2 de F(p), noté F (p) sera :

” (8/15)p + (10/45)
F(p) = (60)

o + (18/15)p + (3/15)

- w
Le modéle définitif sera donc F‘(p), réciproque de F1(p) :

a1 (2u/9) + (10/9)p
F(p) = (61)

5 + 6p + pa

Les p8les de ce modéle seront donc : =5 ; =i

Et son zéro : <=2.4
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I1 faut remarquer que le p8le écarté est -3 alors que la
méthode modale exposée au chapitre II aurait écarté -5 . Si on
choisit p] égal &4 -5 la fonction de transfert du modéle obtenu,
%2(p), sera, en utilisant toujours le biais de F(p) :

. (22/25)p + (40/25)
P(p) = (62)

o2+ 4p + 3

Les p8les de ﬁz(p) seront -1 et -3, son zéro sera -1,82 .

On peut comparer ces modéles en fonction de l'énergie im-
pulsionnelle I telle qu'elle est définie par 1ltéquation (5) du
paragraphe 2.3.2.,1 du chapitre II concernant la méthode de ré-
duction de Routh . On note respectivement h(t), hj(t) et ha(t)
les réponses impulsionnelles de F(p), %1(p) et %a(p) . On peut
alors calculer les quantités I, I,y I a partir des coefficients

o« ot B de F(p), F(p)-F'(p), F(p)-F2(p) , on :

n(t) = (1/8):(3 ot + 2 673 + 3 o=5%)
hy(t) = (1/18).(7 e~t + 13 &72%)
hy(t) = (1/25).(13 e + g &7F) (63)
Alors :
(>~
T = 4(1&(1‘.))2 dt = 0.21 (64)
o0
I, = / (h(t)-hl(t))a dt = 6.92.107% = 3.3.1072.1
° .
I, = f (h(t)-ha(t))‘2 dt = 8.08.107% = 3.8.10"2.1

On constate ici que %1(p) est un meilleur modéle que ﬁa(p)
au sens de l'énergie impulsionnelle .

Les réponses indicielles de ces deux modéles ne sont pas

discernables de celle du systéme original .
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Si 1l'on décide maintenant de choisir p{ parmi les zéros

N
de F(p), 11 faudra donc calculer D(pY) pour p} égal a (-1/2)

et (=1/4)
D(-1/2) = 2,5.10°% ;3 D(-1/4) = =3,1.10™>

I1 faut donc choisir :
oY =-1/4 5  pf

i

-4
Le modéle d'ordre 2 définitif correspondant sera, toujours

~/
en utilisant le biais de F(p) :

0,96p + 1,92
(65)

P(p) =
o2 + 4,,60p + 3,58

Les p8les de Fs(p) seront : -0,99 ; =3,60

Son zéro sera : =2

Si 1'on note h3(t) sa réponse impulsionnelle, on aura

o0 .
13 - / (h(t)—h;(t))a dt = 7,66.10—5 = 3,65.10_4.1 (66)
0

On constate alors que FB(p) est le meilleur modéle de F(p)

obtenu par cette méthode au sens de l'énergie impulsionnelle .

On peut vérifier que cette méthode conserve bien les moments

de F(p) en formant les quantités :

- 2
7(p) - F'(p) = ==L . (67)
p” + 9p~ + 25p + 15
3 p°
(68)

n

F(p) - F2(p) e
25(p” + 9p° + 23p + 15)

.z (4,480 + 8,96p7).1072 (©9)
F(p) - F(p) = —3 3 5
(p= + L4y60p + 3,58).(p” + 95~ + 23p + 15)

Les numérateurs des expressions (67) et (68) sont de degré 2,

ce qui signifie que les moments de ces différences sont nuls
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jusqu'a l'ordre 2 compris .
L'expression (69) commence par une puissance 3 de p, ce qui
signifie que ses trois premiers moments sont nuls . Ce résultat

était bien~sfir attendu et provient de 1l'équation (51) .

3.4 Application de la méthode de réduction & certains systémes

multivariables

34,1 Introduction

Le but de ce paragraphe est dl'appliquer la ﬁéthode

de réduction de l'ordre des systémes présentée plus haut dans
ce chapitre aux systémes multi-entrées-mono-sortie d'une part,
et, moyennant une légére modification de la présentation géné-
rale, aux systémes mono-entrée-multi-sortie d'autre part . Un

exemple numérique illustre cette application .

3,4,2 Application de la méthode de réduction de l'ordre
aux systémes mono-entrée-multi-sorties
Pour réduire l'ordre de tels systémes par une métho-
de dérivée de celle présentée pour les systémes monoxariables,
il faut au préalable modifier légérement cette méthode :
Le changement de base défini par la matrice Tp, transfor-
me le triplet original, mis sous la forme canonique d'observa-
bilité, en la forme canonique de Meizel (voir 3.2) . Or il existe
un changement de base, défini par une matrice que l'on notera ici
Pp qui transforme le triplet original, mis cette fois sous la
forme canonique de commandabilité, en le m@me type de forme d'é-
quations d'état que (5), les M1" étant sur la sous-diagonale .
I1 est clair que l'on peut alors définir la méthode de ré-
duction de l'ordre a partir de ce changement de base Pp, puis~

que les équations d'état finales sont les m@mes que précédem-

ment . Clest cette méthode qui sera employée ici .
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Soit un systéme comportant une seule entrée u et m sorties
Y19 Tosees Iy » décrit par sa matrice de transfert M(p) . Cette

matrice de transfert, de dimension mx!1 pourra s'écrire :

s —
H1(P)
Hy(p)
M (p) = | H_() (70)
ou @ v, (p) Num, (p)
H (p) = ——— = — (71)
u(p) Den, (p)

Soit D(p) le plus petit commun multiple des Deni(p) s

D(p) = PPCM(Den, (p)) (72)

Alors D(p) est le polyndme des p8les de M(p) (voir référé-
rence 5) . L'ordre du systéme sera le degré de D(p), noté n .

On définit alors les polyn8mes Ni(p) :

D(p)
Ni(p) = Num, (p)e{—————=) ; i=l,..,m (73)
Deni(p)

Hi(p) stécrira sous la forme :

N; (p)

Hikp) o i
i D(p) (74)

Et la matrice de transfert M(p) :

N1(p)[
NZ(P)

1 .
D(p) Nm(p) ) (75)
.

Par analogie avec l'équation (1) du chapitre II définissant

M(p) =

les coefficients de la fonction de transfert F(p), on note :

D(p) - a?l + ag_1p + $eoo0o0eoe + a?pn-] + pn (76)
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De m&me

- w0 (o} o ne-1
Ni(p) = bi,n + bi,n-1p + seeee + bi’1p (77)

i = 1,0.., m

Alors on pourra metire le systéme en équations d'état sous

une forme canonique de commandabilité :

praes wo— r -
(¢ o 0
-a1 -az R RN E R K] “an 1
1 0 0 0
X = \\255;:::::::::TT\\‘0 x+| 0| u
e - e o
7 [ o o
y1 b1,1 eesevese b],n
_ _ fo) o] ]
Y = ym = bm,1 X bm’n X (78)
e - e -

La réduction de l'ordre n a l'ordre n-1 se fera & partir

du changement de base défini par :

x' Por ot X (79)
. . -1 . '
Ou les matrices Pp',n-I et Pp',n 1 sont :
P— -
1 p{ s000ve0 (P{)n-1
o R :
\: 3
Fpt,n-1 Ml FPpt,n-t
0 0 ™
L- —— hwen wwd
(80)
Les matrices Pp, N1 et P;I n—1 sont a rapprocher des ma-
’ t R
trices Tp',n-1 et Tp',n—1 respectivement g
-1 _ mt
ptyn-1 = Tpr,ned (81)

Les égquations d'état relatives au vecteur x pourront alors
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stécrire :
~ 1 ' 17 ]

1
-a] -az S oeeesesans -2 1

3 O
o/
/
"Ci .
b

(82)

. 1 1
y‘l bt"A‘ 00080 00 b],n
Y = y = b1 esecscea b1 X
| ‘m | __m,i m,nJ

Le modéle d'ordre réduit n-1 sera obtenu en ne conservant
que les n-1 premiéres variables d'état dans les équations (82) .

La matrice de transfert du modéle M1(p) stécrira :

FN} (p)
M (p) = 1 ;‘(p) (83)
pl(p) L™
Avec :

D1(p) _ n-1 + a}pn-Z + 1

1
e

I

o‘—l
5
]

o

1
N3 (p) 1,01 (84)

i 1’..Q’m

L'algorithme de cette réduction sera, par analogie avec

les équations (28) :

1 1
%3 %P %31 A
1 1 o
. , = + b .
Pi,3 = P Pi g1 Y Py
I B

i= 1,ooo,m H j = 1,0.-’(n‘1) v (85)
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Cet algorithme de réduction a 1l'ordre n-1 peut bien-sfir
8tre étendu a4 un ordre réduit g quelconque . Si on note Mk(p)

le modéle d'ordre réduit n-k, avec :

rN?(p)-
wE(p)= -—%7- 5 (p) (86)
D*(p) |'m‘P
L -
Et :
DE(p) = ™% + alfp? Bl v LR
NE(p) = bi’,pn"k"1 LIRTTRTPRTRIE ) PR (87)

Alors l'algorithme général de la réduction a l'ordre q sera,

par analogie avec les équations (29)

.o

k

: k k-1
g =R a3 tagly 5 ag=1
k _ k k=1 . k _
PLg41 TP P13t Pige 5 Py =0

i = 1,..¢,m ; j = 0,...,(1’1—]&-1)

(88)
K= 1,000y 3 n = g+r

Dans ces conditions, il apparait qu'un modéle d'ordre q
conservera les q paramétres de Markov de M(p), qui seront alors
des vecteurs colonnes ., Si l'on passe par le biais du systéme
réciproque le modéle obtenu conservera les q premiers moments
qui seront eux-aussi des vecteurs colonnes .

Le choix de p{, pi, ««sp) est plus délicat a faire . Si

1'on choisit p! parmi les rlles de Vol

k-1
i
s'opérera vraiment que sur la fonction de transfert élémentaire

(p), certains numérateurs

N {p) pourront s'annuler, c'est & dire que la réduction ne

H?"(p), correspondant & N?-1(p), qui aura p! comme pdle . Il

est a noter qu'il peut y avoir plusieurs H?"(p) dans ce cas .

I1 convient donc de décider a priori quelle fonction de trans-
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fert il faut réduire en priorité . Il reste alors a choisir P

parmi les p8les de cette fonction, par exemple .

2,4,3 Application de la méthode de réduction de l'ordre
aux systémes multi-entrées-mono-sortie
Cette application est tres proche de celle du para-
graphe précédent, seules les notations vont changer .
Soit un systéme ayant m entrées Uys Usyeeeu, et une sortie
¥y . On note H(p) sa matrice de transfert, qui est donc simple-

ment un vecteur ligne :

H(p) = ( Hy(D) eeevees Hy(p) ) (89)
y(p) = H(p) U(p)
u, (p)
U(p) = :
P w, (p)

Les fonctions de transfert élémentaires Hi(p) stécrivent :

Num, (p) .
H(P) = 22 5 i=1,..ym (90)
Deni(p)
On définit alors D(p) comme le plus petit commun multiple
des Deni(p) . Clest le polyndme des pdles de H(p) (voir référen-
ce 5) .

D(p) = PPCM(Deny(p) ) (91)
On pose ensuite : (0)
D(p
Ni(P) = Numi(p) (92)
Den; (p)

Alors Hi(p) peut stécrire :

i, (p) = a2 (93)

1 D(p)

1
H(p) = ( N.(p) eeeee N_(p) (94)
p) D(p) 1(P m(P )
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On note :
D(p) = Pn + a?pn-1 + seees + ag
Ni(p) = B P+ eeeieel BT 4 (95)

Ce systéme peut alors &tre mis en équations d'état sous une
forme dérivée de la forme canonique d'observabilité pour les

systémes monovariables en notant :

m
D(p) y(p) = Z Ny (p) uy(p) (96)
i=1
Diod : : u(p) &7 a,
y = L NP (— s =) g
=1 P P P

Et

m
y(P) Jp'“ <—a1°Y(p) + Z b?’iui + %(000)0.-) (97)
i=1

L'équation (97) généralisant 1l'algorithme de HOrner . Ceci

conduit aux équations d'état suivantes :

= - s —
(o} o 0
-a1 1 O b1,1 ®Seenvoo0e b1’m
. 0 L) .
[+ : :\] ] )
X! = o A x' + 0 o u
-3 O s eessson e O b a0 0000e b
n n,! n,m
- - h—’ ’_J
y = (1 0 XX O) x! (98)

Ces équations d'état sont toujours observables . La méthode

de réduction sera définie par le changement de base

| S

Cl'est le méme que dans le cas monovariable , Les équations

d'état en x seront alors :

R T 1 1]
-a.‘ 1\0 P1,1 LRI SN I P",m
X = 1o © 0 1 + | v !
- -3 s000000 P{ X bn,] e s o bn,m u

¥ =(1 0 cevees 0) X (99)
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Le modéle d'ordre réduit n-! sera obtenu en ne conservant
que les n~1 premiéres composantes du vecteur état x dans les
équations (99) .

L'algorithme général de la réduction a un ordre g quelcon-
que, compte-tenu des notations employées dans ce paragraphe,
stécrit de la m&me fagon que celui du paragraphe précédent, don=-
né par les équations (88) . Cependant les indices n'ayant pas
les m@mes significations ni les m@mes valeurs extrémes, on don=-

ne ici les équations adéquates :

On note Hk(p) le modéle d'ordre n-k avec :

a5(p) = ( H?(p) ceeen Hi(p) )

(100)
K
NG(p)
BS(p) = —1%———- (101)
J D5(p)
J
k k n-k=-1 k n-k-2 k
N = b + b = + see *
Byle) = by oE 2,38 Pn-k, J
k _ .n=k k_n-k-1 k
D*(p) = p + a)p toeee ta (102)
L'algorithme sera alors :
k _ k k=1
3i41 T Pk 33 ¥ A3y
k _ k k-1
Pie1,3 = Pk P13t Pier,;
k_ - k -
ag =1 3 B 3=0
j= 1,...,111 ; i=O’ooc,(n"’k—1)
k'-: ],Q;.’r ; n=q+r (103)

Les propriétés de cette méthode sont les mémes que précé-
demment . Il convient de décider a priori quelle fonction de
transfert élémentaire il faut réduire en priorité. . Le paragra-

phe suivant donne un exemple numérique d'application .
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3,4, Exemple d'application
L'exemple présenté ici est tiré de la référence 6 .
Le systéme considéré correspond a une installation de surchauffe
d'une centrale thermique . Ce processus comporte une entrée CQd
qui est le débit d'eau de résurchauffe, et deux sorties Oy1
température a4 la sortie du premier surchauffeur, et Oyss tempé-

rature a4 la sortie du surchauffeur final . La transmittance sté-

crit sous la forme du vecteur colonne de transfert H(p) :

- | —

0,58
(1+65p) (1+218p)

0,56
H(p) = (1+233p) (1+242p+1,88.10™4 %) (104)
8y1(P)

L'ordre initial est donc 5 . On désire obtenir un modéle
d'ordre 4 approximant H(p) aux basses fréquences . Il faudra

N
utiliser le biais de H(p), réciproque de H(p), avec :

?1/] (p) 3{1 (p)
~ 1 (174
H(p) = | M (p)| = N,(p)
2 32p) 2
Bip) = + 758p% + 2,24.10700 + 3,24.107p2 + 2,31.107p
+ 6,21.10'°
?ﬂ(p) = 0,58p% + 2,76.10%p° + 4,36.10%p% + 2,54.10%p
N, (») = 0,568 + 1,58.10%0° + 7,94.107p2 (105)

Le polyndme des plles B?p) a trois racines réelles et deux
racines imaginaires conjuguées .

Ce processus rentre dans le cas étudié au paragraphe 3.4.2

concernant les systémes mono-entrée-multi-sorties . Pour appli=-
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quer la réduction d'ordre on peut soit opérer sur une formula-

o/ 4
tion d'état de H(p), soit choisir a priori laquelle de H,(p) ou

V rd >, 2
de Ha(p) on veut réduire . Les équations d'état de‘ﬁ(p) peuvent

stécrire sous une forme canonique de commandabilité

=7,58.10° -2,24.10% -3,24,107 -2,31.10°
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
A= 0 0 0 1
Bt = (1000 0)
0’58 2,760]02 1"‘,360104 2,5#0106 O
c=10,5 1,58.10° 7,94.10° 0 0
[+]
X=Ax+ B CQd
Sv1
QVS = C x
On choisit : pf = =233%

L
L)

1 -
"6,20]0 O
0
0
0]
0
_
(106)

On utilise alors l'algorithme donné par les équations (85),

pour obtenir les équations d'état du modéle d'ordre 4 de F(p)

_ -
-5,25,10° =1,02,10° -8,71.10° -3,31,108
1 0 0 0
0 1 0 0
o
2= o 0 1 0
e -
Oy1 0,58 1,40.102 1,08.10% 2,83.10%
6ys|=| 0,56 28 1,41.10° =3,30.10° | 2,

2.+

= M

1

0

0

101 Cqq
(107)

Le modéle définitif d'ordre 4 sera donc le réciproque de

celui dont les équations d'état sont les équations (107) ., Ce

modéle aura pour p8les les quatre plles de H(p) autres que la

valeur (-1/233), ses moments seront

H(p) jusqu'au quatriéme inclus .

eux égaux aux moments de
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Ses équations d'état seront, sous la forme canonique de

commandabilité :

-2,63.10"2 -3,08.10"% -1,59.108 _3,02.107° ]
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
§1= 5 0 0 1 0 e 10| Cqq
Oy7 8,55.10™2 3,26.107° 14,,23.10"7 1,75.10"9
avs = |-9,97.107% 4,26.107 8,46.10"8 1,69.1079 &, (108)

On vérifie 1l'égalité des gains statiques relatifs a :

o 1,75.102 / 3,02.1072 = 0,58

v ¢
1,69.10°7 / 3,02,1077

Syg ¢ 0,56

Ceci correspond & 1l'égalité entre les premiers moments du
systéme original H(p) et de son modéle .

Le choix de la valeur -233 pour p{ est tout a4 fait arbi-
traire . Il n'est justifié que si 1l'on veut réduire a priori
Ha(p) en en conservant les p8les complexes . Il faudrait dans
le cas général calculer N1(p{) et Né(p{) pour p! choisi parmi

les racines de D(p), certaines de ces quantités étant bien-sfir

nulles .

3.5 Conclusion

I1 a été présenté dans ce chapitre une méthode originale
pour la réduction des systémes linéaires continus monovariables .
Cette méthode est construite de fagon & appartenir & la classe
sé étudiée dans le chapitre I . La forme canonique pour les
équations d'état associée 4 cette méthode de réduction est celle
présentée par Meizel , Le modéle d'ordre réduit q conserve les

q premiers moments du systéme original et peut &tre choisi de
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fagon a conserver également q plles de la fonction de transfert
de départ . Cette méthode constitue donc une association entre
la méthode modale et la méthode des moments .

On a présenté également une extension de cette méthode en
vue de réduire l'ordre des systémes mono-entrée-multi-sorties
et des systémes multi-entrées-mono-sortie, un exemple a illus-
tré cette présentation .

I1 semble possible d'étendre cette méthode de réduction
a un systéme multivariable quelconque ayant m entrées et p sor-

ties . Des travaux sont actuellement en cours dans cette di-

rection .
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ANNEXE 1

Choix des paramétres pé,..,pﬂ .

Le but de cet annexe est de montrer que le choix de pé,..,pﬁ
n'a aucune influence sur la fonction de transfert du modéle
d'ordre réduit n-1 .
Soitvle systéme original dont les équations d'état sont :
X'= A x'+ B u ;3 y=¢C x!
~Ou le triplet (4,B,C) est donné par les équations (1) du
paragraphe 3.2 . Le modéle d'ordre réduit n-1 aura alors pour
équations dtétat : %1 = Q+AQ 21'+ Q+B u ;3 9§ =1¢Q 21
Ou les matrices Q et Q+ sont définies & partir de la matrice
de changement de base Tp, « Si 1'on définit les matrices R et
R' conformément aux notations du chapitre I, R sera la derniére
colonne de Tp, et R sera la derniére ligne de Tgl, clest a
dire : R= (0 ... 0 1)° ; dim(R) = nx1
La matrice R' ne dépendra que de r{ (voir référence 1 ou

l'annexe 3)

R+ = ( (PT‘)n-T-... p1' 1) H dim(R+) = 1xn

Le produit RR' ne dépendra donc que de p{ « I1 en sera de
méme pour le produit QQ+ puisque 1l'on a‘la relation (voir 1le
chapitre I, équation 15) :

Q"+ RRT =1 => " = 2(p})

Or une fonction de transfert est entiérement définie par
ses paramétres de Markov (voir annexe 2), ceux du modéle d'or-
dre n-1 s'écriront :

M, = ca@ A a8 = ca(*aa)...(a"a0)a"B

caqt)aee™)...(ae")aqe )
Cf(py)Af(p))...£(py)Af(p])B

Mk est donc indépendant de p{ pour i#1 quelque soit k .
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ANNEXE 2

Moments et parameétires de Markov dtune fonction
de transfert .
Soit un systéme dont les équations d'état st'écrivent :
[+

x=AXx+ Bu 3 y=0Cx

La matrice de transfert associée est alors F(p) :

F(p) = C.(pI - A)~'.B
F(p) peut &tre développée en série autour du point p=0, les
coefficients Vi de cette série sont appelés les moments du sys-
téme . F(p) peut également &tre développée en série autour du
point p=©oa@, les coefficients Mi de cette série sont alors appe-
lés les paramétres de Markov . Les moments ont une signification

temporelle : si l'on note F(t) la transformée de Laplace inverse

de F(p), on a : ‘
Vi = ﬁ'F(t) dt

Les Vi et les Mi s'écrf%ent :

2
F(p) = V] + v2p + V3p + ceececes

-(ca~'B + ca=?

il

Bp + LK B BN BN B BN}
D' g e - -i . -
ou . Vi — -CA B 9 i = 1 geece

De méme

F(p)

.

M(E) + Mp(2)F e,

1 142
= oy + B(= + seesece
CB(3) + CAB(3)

Dlod : M; = cai-t

B ; i=1,oono
Si l'on suppose maintenant que F(p) est une fonction de
transfert qui s'écrit conformément & 1l'égmation (1) du chapitre II

alors les Vi seront solutions des équations (voir référence 3) :

\fq: V = ,1; (1)
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Avec : a

= (Vy Vo seeennnes )

B t: (b b_] ® o0 %00 b-l O ® 99 9 00" s o )

Si 1l'on désigne par %kp) le réciproque de F(p), alors le
développement en série de ﬁkp) autour du point p=0 aura pour
coefficients les paramétres de Markov de F(p) . De la méme fagon,
son développement en série autour du point p= QO aura pour coef-

ficients les moments de F(p) . On pourra donc écrire :

2

N .
F(p) = M, +M2p+M3p I

Et : %(p)

LA I A L S

~N
Les moments de F(p) satisferont donc une égquation analogue
~/
4 1'équation (1) mais avec les coefficients de F(p), qui sont

reliés trés simplement & ceux de F(p) . On aura donc :

My by

. ba

Mn by

M 0

.n+] = o (2)
— L‘ o - ’ i

Cette équation est donc celle que vérifient les paramétres

de Markov de F(p) .
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ANNEXE 3

Structure de la matrice de changement de base Tp .

Le but de cet annexe est de montrer que la matrice de chan-

gement de base T_ définie par les équations (4) peut s'écrire

p
sous la forme du produit suivant :

L 2R 2 T

T = T_ T .
Ppa1

p Pt R”

Ou la matrice Tp glécrit __

i |
O
1 |
T T o T

‘" o

a) La démonstration découle de la remarque suivante :

REMARQUE FONDAMENTALE :

D'aprés la définition mé&me de la matrice TP’ sa j°2° colon-

ne est formée des coefficients du polyndme dont les racines sont

Pisees pn-j’ le coefficient de la plus haute puissance de p étant

1 et placé sur la diagonale, les autres termes étant nuls . Si
.eme

lton note (Tp)j cette j - colonne de Tp, on aura @
- v e t
(Tp)j = (O ees0 1 p1 pa es e gn_j) (2)

0l py, PoseesPy_j sont les racines du polyndme :

n=-j N j=1 ~
PP+ ¥ p taees + B

Conségquence immédiate :

Le bloc inférieur droit d'ordre m de Tp, non seulement ne
dépend que de P1s PoseesPp 1 mais encore constitue le change-
ment de base analogue, d'ordre m, relatif a Pysees Pp o

Ceci peut encore s'énoncer ainsi : une telle matrice de

changement de base d'ordre m et relative a Pys PoseesPy est
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obtenue a partir de la matrice de changement de base d'ordre

m=-1 et relative a Pys Posess Pyp_q €1 considérant cette derniére
comme bloc inférieur droit et en placant comme premiére colonne
les coefficients du polynlme dont les racines sont Pys PosPp 1>
le coefficient de la plus haute puissance de p, clest a dire

de pm-1’ étant égal & 1 et placé sur la diagonale . La premiére
ligne est complétée par des zéros . On appelle B 1le bloc dia-
gonal inférieur droit de la matrice Tp, d'ordre m . On obtien-

dra donc Bm a partir de Bm-] suivant le schéma suivant :

o —
1 O LB B B B BN B BN ] .lo
®
by Br-1
By = 1y (3)

OU Dy PoseesPp_q SOnt les racines du polyndme :

Mo | m=2
D +§1p * oeee +§m_1

b) le point suivant de la démonstration consiste & vérifier

cette remarque pour m égal a 3 ¢

On a, par définition : 1 0 0
B2 =1-p, 1 3 B3 = p] p2 -p1 1
S [

Les coefficients P et P> sont bien les racines de :

- (p1+p,)P + PyPs

Examinons alors Tp et Tp et formons le produit :
1 2

i T = ) , =
D:\.m(;p ) Dlm(‘l‘p ) = nxn

L 2



Bt ¢ [ 1 1 [ 0]
o O "pa\C)
T \\\\\\\ T \\\\\\\
T = ; T = \" 1|0
i O\O 1| P2 ci> o2 oTT
b — by e

Le bloc diagonal inférieur droit d'ordre 2 de Tp est le
1
méme que celui de Tp, cl'est & dire B, . Par un calcul direct

du produit Tp1’Tp2’ on peut en déterminer le bloc diagonal in-
férieur droit d'ordre trois : on retrouve B3 .

I1 apparait également par un calcul direct du produit que
ges autres colonnes se déduisent de la premiére colonne de B3

par des décalages successifs sur la diagonale suivant le schéma :

\ 1
T~ 12 | S
RSN T “(p*p2) | g

O 0 PP :

— -4
¢) la troisiéme et derniére étape de la démonstration consiste

a montrer que le produit T .T_ e...T_ . a B +1 pour bloc diagonal
P P Pp W
inférieur droit d'ordre m+1 ,

O note : P = T OT ooootT
g n P P Pp

On suppose donc, compte-tenu des points a) et b), que P

a Bm pour bloc diagonal inférieur droit d'ordre m , et que aes

autres colonnes sont déduites de la premiére colonne de B,s no-
1

tée B, par un décalage sur la diagonale suivant le schéma :
— -
~. O
N Bo O
1
\» 0 Bm .
Phat = O 0 By

Cette premiére colonne B; apparait dggé dans l'équation (3) .
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I1 faut donc montrer que multiplier a droite Pm-1 par Tpm
revient a :

- conserver Bm comme bloc diagonal inférieur droit
dfordre m .

- border ce bloc par une premiére colonne composée
des coefficients du polyn&me dont PrseesPy sont les racines,
le coefficient en p" étant égal a4 1 ; et compléter la pre-
miére ligne correspondante avec des zéros .

- déduire les autres colonnes de cette colonne "ajou-

tée" par un décalage sur la diagonale .
Par définition, T_ s'écrit :

P

—— e s

[ 1
S NS
BN Ol o, v

By ! 0
= O w1 O |
- . G A wd

Le bloc diagonal inférieur droit d'ordre m de Tp est donc
m
1tidentité, la conservation de B est alors immédiate .

D'autre part, les matrices Pm-1 et Tp étant toutes deux
m

triangulaires inférieures, leur produit le sera également .
La premiére colonne de Bm sera la (n-m+1)°%€ colonne de 1la

matrice P _, . Si l'on désigne par e les éléments de la

i,n-m
)ége

colonne précédente, donc la (n-m , de ce produit, on aura :

= (-1)i-(p-m) (%)

Z

®i,n-m i-(n-m),m=-1

i = (n-m)yeeey(n=-1)

e
i,n-m

®n,n-m = ©
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Cette (n-m)®2® colonne de P aura été déduite de la pre-

m-1
miére colonne de B, par un décalage diagonal . Si l'on désigne

par e, les éléments de cette premiére colonne de B, donc

’ n"m+ 1
ex.z_le

de la (n-m+1) colonne de Pm_1, on aura la relation suivante

définissant ce décalage diagonal :

ei-1,n-m = ei,n-m+1 ; 1=25c005n (5)
®nhyn-m = ©
Si 1'on désigne enfin par ei nem le i°Z€ &lément de 1la
9
(n_m)ege colonne de Pm’ c'est & dire de la colonne "ajoutée",

on aura, en effectuant le produit :

Pm = Pm..l .Tpm

e:!L,n--m - ei,n-m = Pp ei,n-m+1
Soit, compte tenu de l'équation (5) :

el = e; - e,
i,n-m i,n-m P i-1,n-m

Ce qui s'écrit, en développant le second membre d'aprés

1t'équation (4) :

- (_1)i+m—n Py (_1)1-1+m-n

1
ei,n-m Zi+m-n,m-1 Zi-1+m-n,m-1,
Dtou :
e! = (-1)Ptm-ng, +p oz ) (6)
i,n-m i+m-n,m-1 Py i+men-1,m=1
Or il existe la relation de récurrence suivante sur les
coefficients z. . (voir référence 1) :

i,J
21,3 T Pi,5-1 T Py Pie1, 50
1téquation (6) peut alors s'écrire :

' _ (_1)itm-n
ei,n-m = (-1) i+m-n,m
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Ceci démontre que la (n-m)égecolonne de Pm est formée des
coefficients du polyndme dont les racines sont Py sPosess Ppo le
coefficient de p~ étant égal & 1 et placé sur la diagonale .

Les (n-m~1) premieéres colonnes de Tp sont déduites de la

. m
(n-n)°%® par un décalage diagonal, alorsil en sera de méme pour

la matrice Pm .

Si 1lt'on poursuit ce produit jusqu'a Tpn-1 s, alors la pre-
miére colonne de Pn—1 sera formée des coefficients du polyn@me
dont les racines sont Pys Posess Dy gy On aura ainsi formé la

matrice de changement de base Tp, d'ou le résultat ;

: T .T [ ] L 3¢ N | .T
p - "n-i TR Pp-i (7)

Le calcul de T'1, inverse de Tp est immédiat :

—_— i i —
1
5 O O
2
(p;)
\;:;\\\\\\\ 2
o (p)™ . . (p;)° oy
P
i O
—
Alors T;1, inverse de Tp s'écrira sous la forme du produit :
-1 -1 -1 -1
T =T o T e eoe oT (8)
p Ppet Pp2 Py

Il apparait alors que la matrice T_ est inversible, que

p
les paramétres Py soient distincts ou non .
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CONCLUSION GENERALE

I1 a été montré dans cette thése comment certaines
méthodes de réduction de l'ordre des systémes linéaires con-
tinus monovariables stationnaires pouvaient &tre formulées
dans l'espace d'état . Chacune de ces méthodes revient a ne
conserver qutune partie des variables d'état de la mise en
équations correspondante du systéme de départ . Le probléme
de la réduction de l'ordre des systémes est ainsi ramené a
un probléme de choix de la représentation dans l'espace d'é-
tat du systéme étudié . A chaque forme pour les équations
d'état correspondra une méthode de réduction . Ces méthodes
constituent une classe dont les propriétés principales ont

été dégagées .

Une nouvelle méthode de réduction de ltordre a été
présentée qui est liée a la forme canonique introduite par
Meizel et al. récemment . Sa mise en oceuvre est trés simple,
elle constitue une association entre la méthode modale et la
méthode des moments , Cette méthode peut &tre appliquée a
certains systemes multivariables particuliers . Des travaux
sont actuellement en cours afin de définir une représentation
dans l'espace d'état des systémes multivariables quelconques,
permettant une extension de cette nouvelle méthode de ré-

duction .
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Les équations d'état de l'erreur due a la réduction
de l'ordre ont montré qu'il est tres délicat d'assimiler un
systéme 4 son modéle d'ordre réduit . Il ne faut pas cependant
rejeter en bloc pour cela toute idée de simplification d'un
modéle dans un but d'analyse ou de synthése . L'expérience
prouve en effet tous les jours, et heureusement, que des as-
servissements de systémes complexes fonctionnent trés bien et
ce bien que, le plus souvent, les calculs en ont été faits a
partir de modéles simplifiés a4 l'extr@me . L'effet stabilisa-
teur du feedback atténue de maniére trés sensible les erreurs
de représentation . Ici encore, comme partout en physique, la
réalité de l'expérience prime sur l'absence de résultats

théoriques .




