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C H A P I T R E  1 

LA CLASSI FICATION AUTOMATIQUE 

1.1. LA CLASSIFICATION : UNE DEMARCHE SCIENTIFIQUE FONDAMENTALE 

1.1.1. LA CLASSIFICATION ET LES SCIENCES DE LA NATURE 

Jusou 'à  une épooue re la . t i vemen t  r é c e n t e ,  l a  c l a s s i f i -  

c a t i o n ,  c o n s i d é r é e  comme méthode s c i e n t i f i q u e ,  a é t é  é t r o i t e m e n t  

l i é e  aux s c i e n c e s  b i o l o g i q u e s .  C ' e s t  d u  18ème s i è c l e ,  a p r è s  l ' è r e  

des  c o l l e c t i o n s ,  des  monoqraphies e t  de l ' a c c u m u l a t i o n  des  observa-  

t i o n s  aue d a t e n t  l e s  p r e m i e r s  e s s a i s  de c l a s s i f i c a t i o n  s c i e n t i f i q u e  

du  régne a n i m a l  e t  du  régne v é q é t a l .  Devant l a  m u l t i t u d e  des  ê t r e s  

observés ,  l e s  g rands  z o o l o a i s t e s  ( C u v i e r )  e t  b o t a n i s t e s  ( L i n n é ,  

l e s  J u s s i e u )  t e n t e n t  d 'en fe rmer  l ' o r d r e  de l a  n a t u r e  dans un 

système p e r m e t t a n t  de c l a s s e r  t o u s  l e s  ê t r e s  v i v a n t s .  Les  t e c h n i q u e s  

de c l a s s i f i c a t i o n  en v i g u e u r  à c e t t e  époque p rocéden t  p a r  d i c h o t o -  

m ies  success i ves .  Un groupement e s t  d i v i s é  en  deux sous-groupes: 

l ' u n  c o n s t i t u é  d e s  i n d i v i d u s  q u i  possèdent  t e l  c a r a c t è r e ,  l ' a u t r e  

c o n s t i t u é  des  i n d i v i d u s  q u i  ne l e  possèdent  pas. De c e t t e  démarche 

d i cho tomique  e s t  né l e  grand p r i n c i p e  de s u b o r d i n a t i o n  d e s  

c a r a c t è r e s  Que l ' o n  a t t r i b u e  généra lement  à L inné .  En e f f e t ,  

c e r t a i n s  c a r a c t è r e s  a p p a r a i s s e n t  comme h i é r a r c h i q u e m e n t  é l e v é s  

c a r  il f a u t  t o u j o u r s  commencer p a r  l e s  r e c h e r c h e r  pou r  s i t u e r  

un i n d i v i d u  dans un groupe d 'espèces.  Par c o n t r e ,  d ' a u t r e s  carac-  

t è r e s  ne d o i v e n t  ê t r e  c o n s i d é r é s  que pour  achever  l e  c lassement  

de l ' i n d i v i d u  à l ' i n t é r i e u r  d u  groupe d 'espèces  auque l  il 

a p p a r t i e n t .  

La  grande c r i t i q u e  f a i t e  à c e t t e  p rocédure ,  encore  

u t i l i s é e  a u j o u r d ' h u i ,  r é s i d e  dans l e  c h o i x  d e s  c r i t è r e s  e t  de 

l e u r  h i é r a r c h i e  q u i ,  s i n o n  a r b i t r a i r e ,  p e u t  p a r a f t r e  a r t i f i c i e l .  

En e f f e t ,  en p r e n a n t  pour  c r i t è r e  u n  s e u l  c a r a c t è r e  à chaque 



n i v e a u  de c lassement ,  consciemment ou non, l e  n a t u r a l i s t e  en 

f a i t  l e  c h o i x  s e l o n  une c e r t a i n e  f i n a l i t é .  C e l l e  c i  e s t  en g é n é r a l  

l a  f a c i l i t é  e t  l a  r a p i d i t é  de l a  d é t e r m i n a t i o n  de l ' e s p è c e  de 

t o u t  i n d i v i d u  i nconnu  /33/.  

C e t t e  h i é r a r c h i e  d e s  c a r a c t è r e s ,  r e f l e t  des  

conna issances  s c i e n t i f i a u e s ,  m a i s  également d ' h a b i t u d e s ,  d ' i n t u i -  

t i o n s  s inon  de c o n c e p t i o n s  p h i l o s o p h i q u e s  a  b i e n  s û r  évo lué  

d e p u i s  son i n t r o d u c t i o n  p a r  L inné .  Après  l e s  t e n t a t i v e s  d ' o r g a n i -  

s a t i o n  fondées su r  l ' o b s e r v a t i o n  de l a  morpho log ie  d e s  i n d i v i d u s ,  

l a  c l a s s i f i c a t i o n  s 'adap te  aux n o u v e l l e s  a c q u i s i t i o n s  de l a  

géné t ique  e t  débouche s u r  un réseau  de p l u s  en p l u s  complexe 

e n t r e  l e s  espèces. Au 19ème s i è c l e ,  l e  t rans fo rm isme v i e n t  donner  

un sens nouveau à l a  c l a s s i f i c a t i o n  n a t u r e l l e  q u i ,  comme l e  f a i t  

remarauer  Darwin,  s ' i d e n t i f i e  à l ' a r b r e  généa log ique d e s  fo rmes 

v i v a n t e s .  

1.1.2. CRITERES ET DIFFICULTES DE LA CLASSIFICATION 

NATURELLE 

L ' h i s t o i r e  mont re  comment l a  c l a s s i f i c a t i o n  a  

longtemps é t é  au s e r v i c e  des  s c i e n c e s  de l a  n a t u r e ,  ses  p r i n c i p e s  

dépendant a i n s i  é t r o i t e m e n t  des  a c q u i s  de c e l l e s - c i .  Le chercheur  

d o i t  p o u r t a n t  se ga rde r  d ' o r i e n t e r  une c l a s s i f i c a t i o n  en f o n c t i o n  

de ce q u ' i l  pense ê t r e  l ' o r g a n i s a t i o n  sous- jacente  d e s  i n d i v i d u s  

é t u d i é s .  La c l a s s i f i c a t i o n  d o i t  ê t r e  cons idé rée  comme u n  processus  

de connaissance o b j e c t i f .  ~ é m a r c h e  e x p l o r a t o i r e , e l l e  d o i t  p e r m e t t r e ,  

su r  l a  seu le  base des f a i t s  obse rvab les ,  de d é c o u v r i r  l ' o r d r e  du  

r é e l  caché d e r r i è r e  l a  p r o l i f é r a t i o n  des d é t a i l s .  

Ouvrant  une v o i e  p l u s  o b j e c t i v e ,  Ray /31/, dès l a  

f i n  d u  17ème s i è c l e ,  s ' a t t a c h e  à d é f i n i r  l a  n o t i o n  de t y p e  p a r  

a p p r é c i a t i o n  d e s  s i m i l i t u d e s  e n t r e  i n d i v i d u s .   idée e s t  r e p r i s e  

c i n q u a n t e  ans p l u s  t a r d  p a r  B u f f o n :  "Le s e u l  moyen de f a i r e  une 

méthode i n s t r u c t i v e  e t  n a t u r e l l e ,  c ' e s t  de m e t t r e  ensemble l e s  

choses q u i  se ressemblent  e t  de sépare r  c e l l e s  q u i  d i f f è r e n t  l e s  

unes des  au t res . "  / 5 / .  Le grand n a t u r a l i s t e  f r a n ç a i s  n ' e x p l o i t a  

pas c e t t e  i d é e  etc 'es tà  A d a n s o n  / 7 /  aue revient le m é r i t e  d ' a v o i r  

l e  p r e m i e r  p roposé une a l t e r n a t i v e  à l a  c l a s s i f i c a t i o n  l i nnéenne .  

~ é s i r a n t  s ' a f f r a n c h i r  des  p o s t u l a t s  de h i é r a r c h i s a t i o n  q u ' i l  

c o n s i d è r e  comme s u b j e c t i f s ,  il t e n t e  de r e g r o u p e r  l e s  i n d i v i d u s  

d ' a p r é s  l e u r s s e u l s  degrés  de ressemblance en u t i l i s a n t  des  



c a r a c t è r e s  a u s s i  nombreux que p o s s i b l e .  En 1757, il é c r i t :  

"Je me c o n t e n t e r a i  de r a p p r o c h e r  l e s  o b J e t s  s u i v a n t  l e  p l u s  

grand nombre de deg rés  de l e u r s  r a p p o r t s  e t  de l e u r s   ressemblance^.^ 

P o s t u l a n t  que t o u s  l e s  c a r a c t è r e s  obse rvés  o n t  l a  même impor tance ,  

il é l a b o r e  d i f f e r e n t s  c lassements  a r t i f i c i e l s  p a r  d i c h o t o m i e s  

success i ves ,  chacun d 'eux  r é s u l t a n t  d 'une h i é r a r c h i e  des  c a r a c t è r e s  

~ a r t i c u l i è r e  e t  t o t a l e m e n t  a r b i t r a i r e .  De l a  c o n f r o n t a t i o n  des 

d i f f é r e n t s r é s u l t a t s  d e v a i t  a p p a r a f t r e  automat iquement  l e  c lassement  

f i n a l  r e p o s a n t  su r  l a  t o t a l i t é  des  c a r a c t è r e s  observés.  Dans 

l ' e s p r i t  Adanson, ce n ' é t a i t  que dans une seconde phase, une 

f o i s  r é v é l é s  l e s  qroupements d ' i n d i v i d u s ,  aue l e s  r é s u l t a t s  

p o u v a i e n t  ê t r e  e x p l o i t é s  pour  suaaérer  des  i d é e s  ou des i n t e r p r é -  

t a t i o n s .  

On p e u t  se demander p o u r q u o i  l e s  i d é e s  énl ises p a r  

B u f f o n  e t  l a  t e n t a t i v e  emwi r ique de Adanson r e s t è r e n t  sans 

lendemain. En f a i t ,  l a  v o i e  o u v e r t e  p a r  ces  deux n a t u r a l i s t e s  

n é c é s s i t e  l e  t r a i t e m e n t  de v a s t e s  ensembles de données, c a r  chaque 

i n d i v i d u  de l ' é c h a n t i l l o n  e t u d i é  e s t  r e p r é s e n t é  p a r  des  c a r a c t è r e s  

d o n t  l e  nombre peu t  ê t r e  i m p o r t a n t .  S ' i l  e s t  p o s s i b l e  de q u a n t i f i e r  

ces c a r a c t è r e s ,  l e s  i n d i v i d u s  peuvent  ê t r e  r e p r é s e n t é s  p a r  des 

p o i n t s  dans un espace e u c l i d i e n  mu l t i d i m e n s i o n n e l ,  chaque 

coordonnée é t a n t  assoc iée  à un c a r a c t è r e .  Ma is  l'homme r e s t e  

p r i s o n n i e r  de son u n i v e r s  t r i - d i m e n s i o n n e l  e t  t o u t e  syn thèse 

de ces  données, p a r  l e  s e u l  j e u  des f a c u l t é s  menta les ,  e s t  imposs i -  

b l e  ou t r é s  f ra .gmenta i re .  

1.2. L'AUTOMATISATION DU PROCESSUS DE CLASSIFICATION 

Avant l ' a p p a r i t i o n  de l ' o r d i n a t e u r ,  l e s  t e c h n i q u e s  

p e r m e t t a n t  de d é c o u v r i r  l e s  p r o p r i é t é s  s t r u c t u r a l e s  d ' u n  ensemble 

d ' i n d i v i d u s  f a i s a b n t  s u r t o u t  a p p e l  aux c a p a c i t é s  du système 

v i s u e l  humain. En e f f e t ,  l ' o b s e r v a t e u r  humain n ' a  aucun problème 

pour  d i s c e r n e r  des groupements de p o i n t s ,  pourvu  q u ' i l s  s o i e n t  

d i s p o s é s  dans  un espace à deux ou t r o i s  d imens ions .  Cependant, 

l e s  v e c t e u r s  de c a r a c t è r e s  e x t r a i t s  des  i n d i v i d u s  que l ' o n  

é t u d i e  son t  en g é n é r a l  r e p r é s e n t é s  p a r  p l u s  de t r o i s  composantes, 

ce q u i  rend  i m p o s s i b l e  l 'examen v i s u e l .  

Au débu t  du  20ème s i è c l e  a p p a r a i s s e n t ,  sous 

l ' i m p u l s i o n  des  psycho logues / 3 4 / / 6 / ,  des t e c h n i q u e s  q u i  v i s e n t  

f i n a l e m e n t  à t r a n s f o r m e r  l ' e s p a c e  de r e p r é s e n t a t i o n  de d imens ion  



é l e v é e  en une image b i d i m e n s i o n n e l l e .  Les p rocédures  c l a s s i q u e s '  

d ' a n a l y s e  en composantes p r i n c i p a l e s  /23/  e t  d ' a n a l y s e  f a c t o r i e l l e  

/8/, comme l e  " m u l t i d i m e n s i o n a l  s c a l i n g "  /19/,  c o n d u i s e n t  e s s e n t i e l -  

lement  à des r e p r é s e n t a t i o n s d e  f a i b l e  d imens ion  p r é s e r v a n t  a u s s i  

b i e n  que p o s s i b l e  l a  s t r u c t u r e  des  données. E l l e s  ne son t  pas à 

proprement  p a r l e r  des méthodes de c l a s s i f i c a t i o n  au tomat ique.  

En f a i t ,  c ' e s t  des  années t r e n t e  que d a t e n t  l e s  

p r e m i è r e s  é tudes  de base r e l a t i v e s  aux problèmes de c l a s s i f i c a t i o n ,  

t e l s  que nous l e s  avons évoqués. Ma is  l e s  p r o g r è s  t h é o r i q u e s  

r é a l i s é s  notamment par  Ma h a l a n o b i s  (1930)  /24/ q u i  propose d i f f é -  

r e n t s  t y p e s  d e  d i s t a n c e s  e n t r e  groupes d ' i n d i v i d u s  e t  p a r  F i s h e r  

(1936)  /18/  q u i  i n t r o d u i t  l a  n o t i o n  de f o n c t i o n  d i s c r i m i n a n t e  

s o n t  r e s t é s  longtemps sans retombées p r a t i q u e s ,  Il a  f a l l u  

a t t e n d r e  l ' e s s o r  des c a l c u l a t e u r s  numér iques pou r  que s o i e n t  

mises  en œ u v r e  de man ière  e f f i c a c e  l e s  méthodes d ' e x p l o r a t i o n  

m u l t i d i m e n s i o n n e l l e  nouve l l emen t  é labo rées .  L 'absence de moyens 

de c a l c u l  e t  de mémor i sa t i on  des  données a  en f a i t  longtemps 

b a r r é  une des v o i e s  d ' e x p l o r a t i o n  l e s  p l u s  fécondes du r é e l :  

l a  c l a s s i f i c a t i o n  au tomat ique.  

L ' o b j e t  p r e m i e r  de t o u t e  c l a s s i f i c a t i o n  e s t  de 

d é f i n i r  des groupes (ou  c l a s s e s )  à p a r t i r  d ' u n  ensemble d ' i n d i -  

v i d u s  d o n t  l a  s t r u c t u r e  e s t  inconnue a  p r i o r i .  Son b u t  p r i n c i p a l  

e s t  donc de condenser l ' e s s e n t i e l  des  i n f o r m a t i o n s  m u l t i p l e s  

observées  sur  un l o t  d ' i n d i v i d u s ,  l a  d e s c r i p t i o n  complexe e t  

d é t a i l l é e  de chaaue i n d i v i d u  é t a n t  remplacée p a r  son appar tenance 

à une c l a s s e  b i e n  d é f i n i e .  Le cerveau humain é t a n t  i n c a p a b l e  

d ' a c c o m p l i r  une synthèse m u l t i d i m e n s i o n n e l l e ,  l ' a u t o m a t i s a t i o n  

de l a  c l a s s i f i c a t i o n  c o n s t i t u e  un  pas d é c i s i f  dans l e  p rocessus  

d ' a n a l y s e  e t  de compréhension des  données. S i  e l l e  n ' e s t  pas 

une f i n  en s o i  , l a  c l a s s i f i c a t i o n  au tomat ique permet ,  dans un 

domaine inconnu,  de d é c o u v r i r  dans l e s  phénomènes é t u d i é s  des  

s t r u c t u r e s  a u i  n ' é t a i e n t  pas v i s i b l e s  s u r  l e s  données. E l l e  

a p p a r a î t  a i n s i  comme une méthode e x p l o r a t o i r e  c r é a t r i c e  d 'hypo-  

thèses .  Dans d ' a u t r e s  cas, e l l e  p e r m e t t r a  de r e t r o u v e r ,  en l e s  

p r é c i s a n t ,  des s t r u c t u r e s  que l ' o n  soupçonna i t  d é j à .  C e t t e  

démarche e s t  f a n d a m e n t ~ l e  pour  de nombreux t r a v a u x  s c i e n t i f i q u e s  

e t  son a p p l i c a t i o n  n ' e s t  p l u s  l ' e x c l u s i v i t é  des  n a t u r a l i s t e s .  

On a s s i s t e ,  d e p u i s  l e s  années c inquan te ,  à une i n f i l t r a t i o n  

c r o i s s a n t e  des t e c h n i q u e s  de c l a s s i f i c a t i o n  au tomat ique dans 



l e s  d i f f é r e n t s  s e c t e u r s  de l ' a c t i v i t é  scientifique,industrielle 

e t  économique, e s s e n t i e l l e m e n t  f a v o r i s é e  Dar l a  d i f f u s i o n  des  

moyens i n f o r m a t i a u e s .  

1.3. CLASSIFICATION ET THEORIE DE LA DECISION 

1.3.1. NOTION DE TAUX D'ERREUR 

Les d i f f é r e n t e s  c l a s s e s  d é t e c t é e s  p a r  une p rocédure  

de c l a s s i f i c a t i o n  au tomat ique peuvent  ê t r e  d é f i n i e s  p a r  l ' ensemb le  

des  i n d i v i d u s  q u i  l e s  composent, comme c ' e s t  souvent  l e  cas pour  

l e s  t e c h n i q u e s  de recherche  de groupements ( " c l u s t e r  a n a l y s i s " ) .  

P,'ais e l l e s  peuvent  égalerr~ent ê t r e  d é f i n i e s  de man ière  p l u s  

c o n c e p t u e l l e ,  p a r  exemple sous l a  forme de que lques  pa ramèt res  

d é f i n i s s a n t  l a  l o i  de d i s t r i b u t i o n  des i n d i v i d u s  au s e i n  de 

chaaue c l a s s e .  Dans ce cas on d o i t  f a i r e  a p p e l  à une p rocédure  

de c lassement*  pour  ranger  t o u s  l e s  i n d i v i d u s  dans l e s  d i f f é r e n t e s  

c l a s s e s  m i s e s  en év idence.  En g é n é r a l ,  ce problème e s t  r é s o l u  à 

l ' a i d e  de r è g l e s  de d é c i s i o n  d o n t  l a  a u a l i t é  p e u t  ê t r e  app réc iée  

p a r  l a  p r o b a b i l i t é  moyenne d  ' e r r e u r  de c lassement ,désignée sous 

l e  nom de t a u x  d ' e r r e u r .  Il semble donc n a t u r e l  de r e c h e r c h e r  

des  r e g l e s  de c l a s s e v e n t  q u i  m i n i m i s e n t  ce taux  d ' e r r e u r .  

La n o t i o n  de p r o b a b i l i t é  d ' e r r e u r  a p p a r a î t  en 1928 

dans l e  cad re  de l a  s t a t i s t i q u e  mathémat iaue /27/. Wald (1939)  

/35/  q é n é r a l i s e  e n s u i t e  c e t t e  n o t i o n  en i n t r o d u i s a n t  l e  concept  

de f o n c t i o n  de c o û t .  Rlais c ' e s t  à Chow (1957)  / I O /  que r e v i e n t  

l e  m é r i t e  d ' a v o i r  a p p l i q u é  l a  t h é o r i e  bayessienne de l a  d é c i s i o n  

aux problèmes de c lassement .  

1.3.2. CLASSIFICATION OPTIMALE 

Supposons que l ' o n  a s s o c i e  à chaque i n d i v i d u  de 

l ' é c h a n t i l l o n  é t u d i é  une o b s e r v a t i o n  m u l t i d i m e n s i o n n e l l e ,  c o n s t i -  

t u é e  pa r  exemple p a r  un ensemble de mesures e f f e c t u é e s  su r  cha.que 

+ Par  o p p o s i t i o n  à " c l a s s i f i c a t i o n "  nous a p p e l l e r o n s  "c lassement"  
l a  p rocédure  q u i  c o n s i s t e  à c l a s s e r  ou r a n g e r  des  i n d i v i d u s  
dans un ensemble de c l a s s e s  p r é a l a b l e m e n t  d é f i n i e s .  



i n d i v i d u .  S i  on c o n n a i t  l a  c l a s s e  à l a a u e l l e  a p p a r t i e n t  un 

i n d i v i d u ,  l ' o b s e r v a t i o n  q u i  l u i  e s t  assoc iée  p e u t  ê t r e  cons idé rée  

comme une r é a l i s a t i o n  p a r t i c u l i è r e  d 'une  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  d o n t  

l e s  p r o p r i é t é s  s t a t i s t i q u e s  s o n t  c a r a c t é r i s t i q u e s  de l a  c l a s s e  

cons idé rée .  

Dans ces  c o n d i t i o n s ,  l a  d i s t r i b u t i o n  d e s  observa-  

t i o n s  pour d e s  i n d i v i d u s  t i r é s  a l é a t o i r e m e n t  e t  indépendamment 

de l 'ensemble  des  c l a s s e s  c o n s t i t u a n t  l a  p o p u l a t i o n  é t u d i é e  

e s t  un mélange pondéré des l o i s  de p r o b a b i l i t é  r e l a t i v e s  à ces  

d i f f é r e n t e s  c l a s s e s .  Le c o e f f i c i e n t  de p o n d é r a t i o n  de chaque l o i  

e s t  l a  p r o b a b i l i t é  a  p r i o r i  de l a  c l a s s e  co r respondan te .  

La connaissance du  nombre de c l a s s e s  e t ,  pour  

chacune d ' e l l e s ,  de l a  f o n c t i o n  de d e n s i t é  de p r o b a b i l i t é  e t  de 

l a  p r o b a b i l i t é  a  p r i o r i  permet de c o n n a î t r e  l a  p r o b a b i l i t é  

d ' e r r e u r  a s s o c i é e  au c lassement  d ' u n  i n d i v i d u  donné dans chacune 

des c l a s s e s  /17 / .  La r è g l e  de c lassement  q u i  a f f e c t e  t o u t  i n d i v i d u  

à l a  c l a s s e  p o u r  l a q u e l l e  l a  p r o b a b i l i t é  d ' e r r e u r  e s t  m in ima le  

peu t  ê t r e  c o n s i d é r é e  comme o p t i m a l e ,  en ce sens qu 'aucune a u t r e  

s t r a t é a i e  ne p e u t  donner un t a u x  d ' e r r e u r  p l u s  p e t i t .  On dés igne  

également c e t t e  p rocédure  de c lassement  o p t i m a l e  sous l e s  noms 

de "c lassement  à taux  d ' e r r e u r  m i n i m a l w  ou de "c lassement  

bayesien".  

Dans l e s  problèmes p r a t i a u e s ,  l e s  données 

n é c é s s a i r e s  p o u r  c a l c u l e r  l e s  p r o b a b i l i t é s  d ' e r r e u r  de c lassement  

d ' u n  i n d i v i d u  dans l e s  d i f f é r e n t e s  c l a s s e s  ne s o n t  pas, en 

généra l ,  t o u t e s  d i s p o n i b l e s .  En e f f e t ,  l a  d i s t r i b u t i o n  des  obser -  

v a t i o n s  n ' e s t  pas  connue à p r i o r i .  Dans c e r t a i n s  cas, on  ne 

c o n n a i t  n i  l e  nombre de c l a s s e s  en présence,  n i  l a  f o n c t i o n  de 

d e n s i t é  e t  l a  p r o b a b i l i t é  a p r i o r i  a t t a c h é e s  à chacune d ' e l l e s .  

Il e s t  t o u t e f o i s  p o s s i b l e  d ' e n v i s a q e r  une o p t i m i s a t i o n  du  c l a s s e -  

ment en compensant l e  manque de conna issances  s u r  l e  mélange p a r  

l e s  i n f o r m a t i o n s  a.Dportées p a r  l e s  i n d i v i d u s  à c l a s s e r  eux-mêmes. 

En supposant aue l e s  f o n c t i o n s d e  d e n s i t é  des d i f f é r e n t e s  c l a s s e s  

a p n a r t i e n n e n t  à un ensemble de f o n c t i o n s  r e p r é s e n t a b l e s  p a r  

nue loues  pa ramet res  ( f o n c t i o n s  normales,  de B e r n o u i l l i ,  e tc . . . ) ,  

l e  problème de l ' o p t i m i s a t i o n  d u  Drocessus de c l a s s i f i c a t i o n  se 

t r o u v e  posé en termes d ' a n a l y s e  des  melanaes. 



1.4. L'ANALYSE DES MELANGES 

Le champ d ' a p p l i c a t i o n  des méthodes de c l a s s i f i -  

c a t i o n  au tomat iaue  se s i t u a n t  à l a  j o n c t i o n  de p l u s i e u r s  domaines 

s c i e n t i f i q u e s ,  l e  problème fondamen ta l  de l ' a n a l y s e  des  mélanges 

a é t é  abordé p a r  des  méthodes f o r t  nombreuses e t  p l u s  ou moins 

accep tab les .  Ava.nt de p o u r s u i v r e  c e t  exposé, il i m p o r t e  donc de 

donner une d e s c r i p t i o n  brève e t  a u s s i  cohérente  aue p o s s i b l e  

des  p rocédures  e x i s t a n t e s  pour  en o r é c i s e r  l e s  fondements  mathé- 

mat iaues ,  l e s  avantaaes e t  l e s  l i m i t a t i o n s .  

1.4.1. ANALYSE DES MELANGES MONOVARIABLES 

H i s t o r i q u e m e n t ,  l e  p r e m i e r  t r a v a i l  s u r  l a  q u e s t i o n  

remonte à 1894, l o r s q u e  K. Pearson u t i l i s e  l e s  moments de l a  

d i s t r i b u t i o n  des o b s e r v a t i o n s  pou r  d é t e r m i n e r  l e s  pa ramèt res  d ' u n  

mélanae de deux d e n s i t é s  normales  e t  monovar iab les  /29/. 

Buchanan-Wol laston e t  Hodgesson (1929)  /4/ 

p roposent  une méthode graph ique c o n s t i t u a n t  à a j u s t e r  une l o i  

normale s u r  chaque p i c  d e  l ' h i s t o q r a m m e  e x p é r i m e n t a l  r e p r é s e n t a n t  

l a  d i s t r i b u t i o n  des  données. On r e t r o u v e r a  l a  même approche , 

beaucoup p l u s  t a r d  chez Bhat tacharya (1967) /2/. 

Doetsch (1936)  / ? ô /  u t i l i s e  l a  t r a n s f o r m é e  de 

F o u r i e r  pou r  décomposer l e s  mélanqes qtaussiens m o n o v a r i a b l e s  

en supposant connue l a  v a l e u r  de l a  f o n c t i o n  de d e n s i t é  en t o u t  

p o i n t .  

Dans l e  cadre de l ' a n a l y s e  des mélanges unid imen- 

s i o n n e l s ,  il c o n v i e n t  de c i t e r  encore  Ra.0 (1948)  /30/ q u i  t r a i t e  

le cas de  mélanqes à deux composantes e t ,  p l u s  récemment,Benzecr i  

(1972)  /3/  e t  Cazes (1976)  /7 /  a u i  u t i l i s e n t  une s é r i e  de décon- 

v o l u t i o n s  successs i ves .  

S i  p e r f o r m a n t e s  s o i e n t - e l l e s  pour  l e s  problèmes 

monovar iab les ,  aucune de ces  méthodes n ' a  pu ê t r e  étendue au 

cas m u l t i d i r n e n s i o n n e l .  

1.4.2. TECHNIQUES D'APPRENTISSAGE BAYESIEN 

Da ly  (1962)  /13/  a  eu l e  m é r i t e  d ' i n t r o d u i r e  l e s  

t e c h n i a u e s  d  ' a p p r e n t i s s a a e  b a y e s i e n  en c l a s s i f i c a t i o n .  C e t t e  



approche suppose aue l e s  paramèt res  i nconnus  du mélange sor l t  aeS 

v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s .  L ' i n f o r m a t i o n  appor tée  s é q u e n t i e l l e m e n t  p a r  

l e s  i n d i v i d u s  à c l a s s e r  permet de r é d u i r e  l ' i n c e r t i t u d e  e t  de 

~ r é c i s e r  de man iè re  i t é r a t i v e  l a  v a l e u r  des  paramètres.  C e t t e  

approche, r e p r i s e  p a r  H i l b o r n  e t  L a i n o t i s  (1968 /21/  n é c é s s i t e  

l a  connaissance a p r i o r i  du nombre de c l a s s e s e t  c o n d u i t  à des  

c a l c u l s  p r o h i b i t i f s ,  Une procédure  p l u s  r é a l i s t e ,  p roche  de l a  

s o l u t i o n  b a y e s i e n e  , a é t é  proposée p a r  Makov e t  S m i t h  (1977)  

/25/.  E l l e  e s t  malheureusement l i m i t é e  à des  problèmes à deux 

c l a s s e s .  

1.4.3. METkIODE D'ESTIMATION PAR MAXIMUM DE 

VRAISEMBLANCE 

Les méthodes d ' e s t i m a t i o n  p a r  maximum de v ra isem-  

b lance  c o n s t i t u e n t  une approche t o t a l e m e n t  d i f f é r e n t e  d u  problème 

de l a  d é t e r m i n a t i o n  des  pa ramèt res  d ' u n  mélange. Leur  p r e m i è r e  

u t i l i s a t i o n  dans  ce domaine e s t  due à Hasse lb lad  (1966)  /20/. 

L ' e x t e n s i o n  de ces  méthodes au cas  m u l t i d i m e n s i o n n e l  r e v i e n t  à 

Day (1969)  /14 / ,  ma is  c e l u i - c i  n ' a b o r d e  s u r  l e  p l a n  p r a t i q u e  que 

l e  cas de c l a s s e s  ayan t  même m a t r i c e  de cova r iance .  Wol fe  (1970)  

/36/, q u i  c o n s i d è r e  des  mélanges de f o n c t i o n s  normales  e t  de 

f o n c t i o n s  de B e r n o u i l l i ,  se h e u r t e  aux mêmes d i f f i c u l t é s  p r a t i q u e s  

e t  se l i m i t e P a u  n i v e a u  des  a r s p l i c a t i o n s ,  au cas  de m a t r i c e s  de 

cova r iance  é g a l e s  ou d i a g o n a l e s .  

Schroeder  (1976)  /32/ a s s o c i e  l a  méthode du 

maximum de v ra i semb lance  à un p rocessus  i t é r a t i f  i n s p i r é  de 

c e l u i  employé par  D iday  /15/  dans l a  méthode des nuées dynamiques. 

L ' a l g o r i t h m e ,  t r é s  pe r fo rman t ,  s ' a p p l i q u e  à n ' i m p o r t e  q u e l  

mélanae de l o i s  de même t y p e  ma.is n é c é s s i t e  l a  connaissance a 

p r i o r i  du nombre de composantes à r e c h e r c h e r .  

Kazakos (1977)  /22/ ,  e n f i n ,  u t i l i s e  l a  méthode 

du maximum de v ra isemblance ~ o u r  e s t i m e r  l e s  p r o b a b i l i t é s  a 

p r i o r i  des  d i f f é r e n t e s  c l a s s e s  en supposant connus t o u s  l e s  

a u t r e s  pa ramèt res  du mélange. 

1.4.4, APPROCHES DIVERSES - 

 idée de Pearson a é t é  r e p r i s e  p a r  D. Cooper e t  

P. Cooper (1964)  /Il/ pour c a l c u l e r  l e s  paramèt res  i n c o n n u s  

d ' u n  mélange à p a r t i r  des  moments de l a  d i s t r i b u t i o n  de t o u t e s  



l e s  o b s e r v a t i o n s .  Ma is  l a  m e t  hode, même a p r è s  son a m é l i o r a t i o n  

p a r  P. Cooper (1967)  /12/  ne permet de t r a i t e r  que l e  cas  de 

composantes q u i  ne d i f f è r e n t  que p a r  l e u r  v a l e u r  moyenne. 

Chien e t  Fu (1967)  /9 / ,  p u i s  Young e t  C o r a l u p p i  

(1970)  /37/ proposen t  des approches o r i g i n a l e s  basées su r  des 

t e c h n i a u e s  d ' a p p r o x i m a t i o n  s t o c h a s t i q u e .  Ma is  l e  champ d ' a p p l i -  

c a t i o n  de c e s  méthodes semble l i m i t é  au cas  u n i d i m e n s i o n n e l .  

L ' u t i l i s a t i o n  de ces t e c h n i q u e s  dans l e  cas m u l t i d i m e n s i o n n e l  

n ' a  é t é  env isagée aue p a r  M i z o g u c h i  e t  Sh imura(1975)  / 2 6 /  e t  

uniquement pou r  des problèmes à deux c l a s s e s ,  avec m a t r i c e s  de 

c o v a r i a n c e  ou  v e c t e u r s  moyenne connus a  p r i o r i .  

Nous t e r m i n e r o n s  ce r a p i d e  s u r v o l  en men t ionnan t  

l a  méthode approchée donnée p a r  P a t r i c k  e t  Hancock (1066)  /28/ 

a u i  e s t i m e n t  l e s  d e n s i t é s  de p r o b a b i l i t é  à p a r t i r  d 'h is togrammes.  

B i e n  q u ' i l s  p r é s e n t e n t  l a  t h é o r i e  dans l e  cas m u l t i d i m e n s i o n n e l ,  

c e r t a i n s  a s p e c t s  s p é c i f i q u e s  de l e u r  méthode, t e l s  que l ' u t i l i -  

s a t i o n  des q u a r t i l e s ,  son t  r é s e r v é s  au cas u n i d i m e n s i o n n e l .  

1.4.5. LII.1ITATIONS DES METHODES D'ANALYSE DES MELANGES 

B i e n  que l e  problème de l ' o p t i m i s a t i o n  du processus  

de c l a s s i f i c a t i o n  p u i s s e  ê t r e  ramené simplement au problème de 

l ' e s t i m a t i o n  des  paramèt res  d ' u n  mélange, aucune s o l u t i o n  

e n t i è r e m e n t  s a t i s f a i s a n t e  ne semble a v o i r  é t é  appor tée  à c e t t e  

a u e s t i o n .  En e f f e t ,  c e r t a i n e s  des  t e c h n i q u e s  connues ne son t  

a p p l i c a b l e s  que sous des hypotheses  r e s t r i c t i v e s ,  t e l l e s  aue 

l ' & ? a l i t e  des  m a t r i c e s  de c o v a r i a n c e ;  d ' a u t r e s  ne son t  u t i l i s a b l e s  

oue dans des  cas  p a r t i c u l i e r s ,  t e l s  que l e s  mélanqes 5  deux c l a s s e s  

ou ceux à m a t r i c e s  de c o v a r i a n c e  d iaqona les .  Accep te r  de t e l l e s  

hypothèses  p e u t  c o n d u i r e  à imposer  une s t r u c t u r e  aux données 

p l u t ô t  n u ' &  d é c o u v r i r  l e u r  o r q a n i s a t i o n  v é r i t a b l e .  

D ' a u t r e  p a r t ,  nombre des  t e c h n i q u e s  m ises  à l a  

d i s p o s i t i o n  des  a n a l y s t e s  n é c e s s i t e n t  des i n f o r m a t i o n s  a  p r i o r i ,  
/ 

t e l l e s  aue l e  nombre de c l a s s e s  en présence ou même l a  v a l e u r  de 

c e r t a i n s  paramèt res  du mélanoe. Dans l e  s tade e x p l o r a t o i r e  d 'un  

ensemble de données inconnues,  il e s t  pénéra lement  i m p o s s i b l e  

de f o u r n i r ,  a  p r i o r i ,  de t e l l e s  i n f o r m a t i o n s .  

E n f i n ,  l e s  r a r e s  procédures  au1 échappent à ces 

c r i t i n u e s  n e c e s s i t e n t  une t e l l e  sonirne de c z l c u l s  a u ' e l l e s  ne 



Sont  a p ~ l i c a b i e s  o i l ' à  d e s  é c h m t i l - l o n s  de t a i l l e  e t  d e  d i m e n s i o n  

r é d u i t e s ,  ce n u i  l i r a i t e  c o n s i c i é r a b l e n e n t  l e u r  champ d ' u t i l i s a t i o n  

p r a t i c i u e .  

O r ,  d a n s  l e  c a s  oc! l ' o n  a c c e p t e  l ' h y n o t h è s e  norma lepa i i  

o p t i n i i s e r  l a  c l a s s i f i c a t i o n  d ' u n  ensemble de  données, on d e v r a i t  

p o u v o i r  d i s p o s e r  d ' u n  o u t i l  p e r f o r m a n t  p o u r  i d e n t i f i e r  l e s  

p a r a m è t r e s  d e s  nîelan cres na i rss iens ,  unicicrement à p a r t i r  d e s  

o b s e r v a t i o n s  d i s p o n i b l e s  e t  sans h y n o t h s s e  r e s t r i c t i v e  n i  i n f o r m a -  

t i o n  a p r i o r i .  C ' e s t  o o u r a u o i  nous  nous Droposons,  dans  c e t t e  

ê t u d e ,  d e  m e t t r e  au p o i n t  une p r o c é d u r e  p e r m e t t a n t  de d é t e r m i n e r  

t o u s  l e s  p a r a m ~ t r e s  d ' ( i n  rriélanne nnuss ien,un ic iuer :ent  5 p a r t i r  de 

l ' i n f o r m a t i o n  niJi n e u t  ê t r ~  e x t r ? i t p  de l ' é c h a n t i l l o n  d i s p o n i b l e .  

L ' a l q o r i t h ! n e  r é s u l . t a n t  d e v r a  ê t r e  i i t i l i s a b l e  po i i r  

a n a l y s e r  l a  s t r u c t u r e  d ' f c h a n t i l l o n ç  dc t a i l l e  i m ~ o r t a n t e ,  même 

~ v e c  des  o b s e r v a t i o n s  de f o r t e  d i r i e n s i o n .  L ' u n i n u e  i n f o r m a t i o n  

f o i r r n i o  ?I c e t  a l n o r i t h r i i e  s e r a  l a  l i s t e  d e s  p a r a i i è t r e s  r. ,esur6s 

s u r  l e s  o b - j e t s  < c l a s s e r .  Fn s o r t i e ,  i l  donnera: 

- l e  nombre de c l a s s e s  en p r6sence  

- l e  vec teur -moyenne  de  chaai ie c l a s s e  

- la m a t r i c e  Ge c o v a r i a n c e  de  chartice c l a s s e  

- l n  p r o b a b i l i t é  a p r i o r i  d c  chanua c l a s s e .  

Ces p a r a r t 6 t r e s  s e r o n t  e n s u i t e  u t i l i s é s  p o u r  o p t i m i s e r  

l a  c l a s s i f i c a t i o n  des  o b s e r v a t i o n s  c o n s t i t u a n t  l ' é c h a n t i l l o n  

soumis  5 l ' a n a l y s e .  

1.5  CONVEXITE ET OPTIb!ISATION DCJ PROCEÇÇIJS DE CLASSIFICATIOI\I 

Le p r i n c i p a l  b u t  de ce t r a v a i l  e s t  donc d ' o p t i n i i s e r  l e  

p r o c e s s u s  de c l a s s i f i c a t i o n  en n ' u t i l i s a n t  aucune a u t r e  i n f o r m a t i o n  

que c e l l e  a p p o r t é e  p a r  l e s  o b s e r v a t i o n s  d i s p o n i b l e s .  L ' u n i q u e  

hypo thèse  de t r a v a i l  conce rne  l a  n o r m a l i t é  de l a  d i s t r i b u t i o n  

des  i n d i v i d u s  de chaque c l a s s e .  C e t t e  hypo thèse  e s t  géné ra lemen t  

admise  l o r s a u ' o n  d i s p o s e  de peu d ' i n f o r m a t i o n  a p r i o r i ,  m a i s  de 

beaucoup d ' o b s e r v a t i o n s .  

La  méthode p roposée  p o u r  o b t e n i r  une d e s c r i p t i o n  

c o m n l è t e  des  mé lanqes  g a u s s i e n s  r e p o s e  e s s e n t i e l l e m e n t  s u r  une 

p r o c é d u r e  p e r m e t t a n t  de  d é t e r m i n e r  l o c a l e m e n t  l a  c o n v e x i t é  de 

t o u t e  f o n c t i o n  m u l t i v a r i a b l e  c o n t i n u e  ( C h a p i t r e  I I ) .  C e t t e  

p r o c é d u r e  e s t  basée s u r  l ' a n a l y s e  d e s  v a r i a t i o n s  de l a  v a l e u r  

moyenne de l a  f o n c t i o n  c a l c u l é e  s u r  d e s  domaines  a p p r o p r i é s ,  

l o r s a u e  l a  t a i l l e  de c e s  domaines augmente. 



Pra t i quemen t ,  on s ' i n t e r e s s e  à l a  c o n v e x i t é  de l a  

f o n c t i o n  de d e n s i t é  de l a  d i s t r i b u t i o n  des o b s e r v a t i o n s  d i s p o n i -  

b l e s .  Dans l e  c o n t e x t e  de ce t r a v a i l  c e t t e  d e r n i è r e  n ' e s t  pas 

connue ' e x p l i c i t e m e n t .  En f a i s a n t  a p p e l  à des  t e c h n i q u e s  d ' e s t i -  

m a t i o n  non p a r a m è t r i q u e  on mont re  comment l a  c o n v e x i t é  l o c a l e  

d 'une  f o n c t i o n  de d e n s i t é  quelconque p e u t  ê t r e  dé te rm inée  à 

p a r t i r  des o b s e r v a t i o n s  ( C h a p i t r e  III). 

Des e s t i m a t e u r s  s i m p l e s ,  b â t i s  a u t o u r  d ' u n  noyau, 

son t  p a r f a i t e m e n t  adaptés  à ce problème. Ce t y p e  d ' e s t i m a t e u r  

n ' a  cependant pas aue des avantaqes.  En e f f e t ,  l e  c o û t  en c a l c u l  

d e v i e n t  p r o h i b i t i f  dès  que l a  d imens ion  des données dépasse 

que lques  u n i t é s .  Pour que l ' u t i l i s a t i o n  p r a t i q u e  du  t e s t  de 

c o n v e x i t é  proposé ne demeure pas l i m i t é e  à d e s  données de f a i b l e  

d imens ion ,  un a l g o r i t h m e  d ' e s t i m a t i o r ~  r a n i d e ,  p e r m e t t a n t  un 

a a i n  de temps t r é s  a p p r é c i a b l e ,  e s t  p r é s e n t é .  

Dans l a  seconde p a r t i e  de ce t r a v a i l ,  on mont re  

d ' a b o r d  comment l a  d é t e r m i n a t i o n  du domaine à l ' i n t é r i e u r  d u q u e l  

une f o n c t i o n  de d e n s i t é  normale e s t  concave permet d ' o b t e n i r  des  

v a l e u r s  approchées du vecteur-moyenne e t  de l a  m a t r i c e  de cova- 

r i a n c e  de l a  d i s t r i b u t i o n  co r respondan te  ( C h a p i t r e  I V ) .  

C e t t e  p rocédure  e s t  e x p l o i t é e  pour  a n a l y s e r  l e s  

mélanaes qauss iens  en d é t e r m i n a n t ,  à p a r t i r  des  o b s e r v a t i o n s ,  

l e s  domaines où l a  f o n c t i o n  u e  d e n s i t é  e s t  concave. L ' a n a l y s e  
des p r o p r i é t é s  p6omét r iaues  de ces domaines permet de d é t e r m i n e r  

des v a l e u r s  approchées des pa ramèt res  s t a t i s t i a u e s  de chaque 

composante mise  en év idence.  La p r i s e  en compte des o b s e r v a t i o n s  

tombant dans chacun de ces domaines permet d ' a u t r e  p a r t  d ' app ro -  

cher  l a  p r o b a b i l i t é  a  p r i o r i  de chaque c l a s s e .  La d é t e r m i n a t i o n  

de f o n c t i o n s d e  d é c i s i o n  à p a r t i r  de c e s  v a l e u r s  approchees 

c o n d u i t  e n f i n  à une a u t o m a t i s a t i o n  complè te  du processus  de 

c l a s s i f i c a t i o n  avec un taux  d ' e r r e u r  t r é s  proche de l ' o p t i m u m  

t h é o r i q u e  ( C h a p i t r e  V )  . 
Deux v a r i a m t e s  de c e t t e  approche son t  proposées 

dans l a  t r o i s i è m e  p a r t i e .  La première ,  o u i  e s t  d e s t i n é e  à l ' a n a -  

l y s e  d ' o b s e r v a t i o n s  peu nombreuses m a i s  de d imens ion  é levée ,  

n é c é s s i t e  des  hypothèses  p l u s  f o r t e s ,  à s a v o i r  l ' indépendance,  au 

s e i n  de chaque c l a s s e ,  des c a r a c t è r e s  obse rvés  sur  l e s  i n d i v i d u s .  

( C h a p i t r e  V I ) .  



La  seconde, q u i  pe rme t  de s ' a f f r a n c h i r  de  l ' h y p o -  

t h è s e  de n o r m a l i t é ,  e s t  en f a i t  une méthode de  r e c h e r c h e  de  

g roupements  p a r  d é t e c t i o n  d e s  modes ,ceux-c i  é t a n t  i d e n t i f i é s  

aux domaines où l a  f o n c t i o n  de  d e n s i t é  de l a  d i s t r i b u t i o n  d e s  

o b s e r v a t i o n s  e s t  concave ( C h a p i t r e  VII). 

Dans l a  d e r n i è r e  p a r t i e  d e  ce mémoire,  l e s  métho-  

d e s  de  c l a s s i f i c a t i o n  p r o p o s é e s  s o n t  u t i l i s é e s  p o u r  R n a l y s e r  l a  

fo rme d e s  cc \d reç  du " l a roc  ( C h a p i t r e  VIII). C e t t e  6 t u d e  dendro -  

r r 6 t r i * uc l ,  c0ndu i t . e  s u r  n l .us ieut -s  c 6 d r a i e a  di1 R i f  e t  cli l r ioyen- 

A t l a s ,  f a i t  a n p a r a î t r e  un no lyr r io rnh isme fi~arnui! chez c e t  a r b r e .  

F n  t e n a n t  compte d e s  d i f f é r e n c s s  d e  f o r n e  a i n s i  v i s e s  en ev idence ,  

il e ~ t  a l o r s  p o s s i b l e  d ' a n i e l i o r ~ r  s e n s i b l e m e n t  l a  p r e c i s i o n  e t  l a  

f i a h i l i t 6  mes t a b l e s  de cuSace u t i l i s é e s  nou r  l ' e x ~ l o i t a t i o n  d e  

c e s  c 6 d r a i e s  ( C h î n i t r e  IY). ( : e t t e  ô n n l i c a t i o n  n r a t i r r u e  f a i t  

c l a i r e i ~ r n t  a n p - ? r ~ f t r ~ ?  le r ô l e  c :c ter r r i in3nt  nue p e u v e n t  j o u e r  l e s  

t e c h n i n u e s  d e  c l ~ s s i f i c a t i n n  aut :on; i t ioue ?t  d e  r e c o n n a i s s a n c e  d e s  

forr : ,cs dans l a  r e s t i o n  cles r p s s o u r c e s  f ~ r e s t i ~ r e s .  
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La t h h o r i e  de  l a  c o n v e x i t é  n ' e s t  pas,: v r a i  d i r e ,  

une d i s c i n l i n e  n o u v e l l e .  La p l u p a r t  d e s  r k s u l t a t s  c o n c e r n a n t  l a  

c o n v e x i t é  s o n t  connus d e p u i s    lus d e  c i n n u a n t e  a n s .  Pendant  

loncitemps l a  c o n v e x i t h  n ' i n t e r e ~ s a  flue l e s  m a t h e m a t i c i e n s .  Piais 

d e p u i s  l ' a p p a r i t i o n  d e  l ' o r d i n a t e u r ,  nar l e  b i a i s  d e  l a  t h é o r i e  

d e s  jeux / 8  / ,  d e  la. prooramniation l i n é a i r e  / 5 / ,  de  l a  nroqramrna- 

t i o n  nri l i n G a i r e  / > / / I O /  e t  d e s  d i v e r s e s  t e c h n i a i ~ e s  d ' o p t i m i s a t i o n  

/il/, l e  champ d ' a p p l i c a t i o n  d e  l a  t h é o r i e  de l a  c o n v e x i t e  n ' a  

c e s s é  d e  s ' é t e n d r e  5 d e s  domaines t r é s  v a r i é s  e x t é r i e u r s  aux 

r f ,a thénat inues  / 2 / / 5 / .  

Dans c e  t r a v a i l ,  nous nous  nroposons  d ' u t i l i s e r  

c e t t e  t h é o r i e  nour r é s o u d r e  c e r t a i n s  nroblèrnes d e  c l a s s i f i c a t i o n  

au tomat ique .  hious rnontrerons en  e f f e t ,  d a n s l e s  seconcie e t  

t ro is ie r i le  p a r t i e ?  d e  ce mémoire, comment l a  d é t e r m i n a t i o n  de l a  

c o n v e x i t e  d e s  f o n c t i o n s  d e  d e n s i t e  d e  n r o b a b i l i t é  oermet  

d ' a b o r d e r  l ' a n a l y s e  cres données  ~ ~ u l t i d i m c n s i o n n e l l e s .  Avant de 

nous c o n s a c r e r  5- l ' é t u d e  s n é c i f i q u e  d e s  f o n c t i o n s  de  d e n s i t é ,  

nous nroposons  d a n s  ce  c h a p i t r e  une méthode d ' a n a l y s e  d e  l a  

c o n v e x i t e  d e s  f o n c t i o n s  n l u 1 t i v a r i a t ) l e s  / I d / .  
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A f i n  de  f i x e r  l a  t e r m i n o l o a i e  e t  l e s  n o t a t i o n s ,  

nous  p r é c i s o n s  a u e l a u e s  n o t i o n s  t o p o l o a i o u e s  e s s e n t i e l l e s  /3 /  

aue nous u t i l i s e r o n s  souven t  p a r  la. s u i t e .  

hlous c o n s i d é r o n s  d e s  f o n c t i o n s  à v a l e u r s  r é e l l e s  

d é f i n i e s  s u r  R" .  . L e s  Rlérnents  d e  c e t  espace, a p p e l é s  i n d i f f e -  

remment " p o i n t s "  OU " v e c t e u r s " ,  ç o n t  n o t 6 s :  

Sur l ' e s p a c e  R" mun i  d ' u n e  norme, on d é f i n i t  

l e  v o i s i n a a e - E  d ' u n  p o i n t  Xo corrme l e  domaine o u v e r t  ( o u  b o u l e  1 

t e l  que: 

La f r o n t i è r e  de  ce domaine ( o u  s ~ h è r e )  e s t  d é f i n i e  

p a r :  

où  IIx - rep r6sen t . e  l a  d i s t a n c e  e n t r e  l e s  p o i n t s  X e t  
O 

Rernarnue P a r m i  l e s  normes u s u e l l e s  erriri loyées s u r  R~ on   eut 

c i t e r :  

P o u r  chacune de  ces  normes on  o b t i e n t  d a n s  R*  l e s  

v o i s i n a n e s - &  d e  l ' o r i g i n e  r e p r é s e n t é s  f i q u r e  2.1 



P o i n t s  i n t é r i e u r s  e t  e x t é r i e u r s  -- - -- - - -. - a- -- 

S o i t  D u n  domaine ae  R". Le p o i n t  X e s t  

i n t é r i e u r  à D s ' i l  e x i s t e  un  v o i s i n a p e - E  ae X ne c o n t e n a n t  

nue des  p o i n t s  de  D. Il e s t  e x t é r i e u r  s ' i l  e x i s t e  un  v o i s i n a g e - &  

d e  X q u i  ne  c o n t i e n t  p a s  de  p o i n t s  de D . Un p o i n t  X q u i  

n ' e s t  n i  i n t é r i e u r ,  n i  e x t é r i e u r  à D  , de t e l l e  s o r t e  que t o u t  

v o i s i n a g e  de  X c o n t i e n t  a,u m o i n s  un p o i n t  de  D e t  un  p o i n t  

o u i  n ' a p p a r t i e n t  p a s  a D e s t  a o p e l é  " o o i n t  f r o n t i è r e w .  

Pomaine o u v e r t ,  domaine fe rmé 

Le domaine D e s t  o u v e r t  s i  t o u t  p o i n t  de  D e s t  

irn p o i n t  i n t é r i e u r .  Il e s t  f e rmé  s i  son comnlément e s t  o u v e r t .  

Domaine convexe 

Le b u t  p r i n c i p a l  de ce c h a p i t r e  e s t  d ' é t u d i e r  l e s  

f o n c t i o n s  convexes .  Les  aon:aines n a t u r e l s  ae d é f i n i t i o n  de  

t e l l e s  f o n c t i o n s  s o n t  d e s  domaines convexes  /13 / .  On d i t  que 

@ e s t  convexe  s i  X l l x 2 E ~  e n t r a î n e  que Z = [ X X ,  + ( ~ - A ) x ~ ] E D  
n u e l a u e s o i t  LEE , 11. D'un  p o i n t  de  vue qéomé t r i que ,un  

domaine convexe d o i t  c o n t e n i r  l e  segment de d r o i t e  j o i g n a n t  

t o u t  c o u p l e  de  ses  p o i n t s .  

11.2.2. FONCTIONS CONVEXES 

On a t t r i b u e  qéné ra lemen t  à Jensen /6//7/ ( 1 9 0 5 ) l a  

m i s e  en é v i d e n c e  d e s  f o n c t i o n s  convexes  comme o b J e t  ma théma t i que  

~ a r t i c u l i e r .  La d 6 f i n i t i o n  de l a  c o n v e x i t é  u s u e l l e m e n t  adop tée  

oour  l e s  f o n c t i o n s  n i u l t i v a r i a b l e s  r é s u l t e  d ' u n e  g 6 n é r a l i s a t i o n  

t r é s  n a t u r e l l e  d e s  t r a v a u x  de  Jensen  s u r  l e s  f o n c t i o n s  rrono- 

v a r i a o l e s  / 1 2 / .  

S o i t  une f o n c t i o n  f ( X )  , d é f i n i e  s u r  un aomaine 

P convexe,de t e l l e  s o r t e  que s i  X1,X2EU, XE[O , 11, f ( X )  e s t  

t o u j o u r s  d é f i n i e  au p o i n t  LX, + (1 -A )x2 .  

D é f i n i t i o n  2.1. 

Pa r  d é f i n i t i o n ,  l a  f o n c t i o n  f ( X )  e s t  convexe s u r  

un  domaine convexe D de  f?" s i :  

f (  Xx, + ( 1 - h ~ ~  ) < A f (  x1 1 + ( 1 - h f (  x2 (2.1 q 1 

q u e l s  aue s o i e n t  1 , X 2 E D  e t  X E [ O , ~ ]  . 



<:i 1 3  f o n c t i r ~ r  -f ( X I  n s t  c o n v e x e ,  on ( j it nue l a  

f n n c t i q n  f ( Y )  e s t  concave .  

3 ~ m i r n ~ c  On n o t e  nue l ' i n é a a l i t é  (2 .1. )  ne f a i t  aucune r é f é r e n c e ,  

à l a  n o t i o n  de  norme e t  p e u t  ê t r e  d é f i n i e  s u r  des  

espaces  p l u s  qéneraux .  ;:lais cornote-tenu de  l a  f i n a l i t é  

de  c e t t e  é t u d e  e t  p o u r  d e s  r a i s o n s  de  commodité,  nous  

t r a v a i l l e r o n s  un iauen len t  d a n s  des  espaces  normés. 

Pous v e r r o n s  u l t 6 r i c u r e m e n t  oue l a  d e t e r m i n a t i o n  

r ie  l a  c o n v e x i t é  aes  f o n c t i o n s  d e  d e n s i t é  de o r o b a b i l i t é  a p p a r a î t  

cornrile une a ~ ~ r o c h e  i n t é r e s s a n t e  d e s  proh lèrnes de  c l a s s i f i c a t i o n  

a~ to r :~ ; i t i c i ue .  F ia is  c e s  f o n c t i o n s  ne s o n t  aénéra lernent  connues 

aue sous l a  forme d ' u n e  e s t i m a t i o n  e x p l i c i t e ,  o b t e n u e  à p a r t i r  

d e s  o b s e r v a t i o n s  d i s n o n i b l e s .  Or  la d e f i n i t i o n  2.1. e s t  nia1 

adaptée à l a  d é t e r r q i n a t i o n  de l a  c o n v e x i t é  d ' u n e  f o n c t i o n  d o n t  

on ne  c o n n a i t  pas  l ' e x p r e s s i o n  a n a l y t i a u e .  En e f f e t ,  c e t t e  d é f i -  

n i t i o n  f a i t  a r t ne l  à une n o t i o n  q l o b a l e ,  en ce sens  nue l ' i n é a a l i t é  

(2 .1 . )  d o i t  ê t r e  v é r i f i é e  p o u r  t o u t  c o u p l e  de  p o i n t s  
X,,X2 

a p p a r t e n a n t  au  domaine s u r  l e q u e l  l a  f o n c t i o n  e s t  convexe.  

L o r s o u ' o n  ne d i s p o s e  pas de l a  f o r m e  a n a l y t i a u e  de  l a  f o n c t i o n  

e t u d i é c ,  il e s t  d i f f i c i l e  d ' u t i l i s e r  c e t t e  d é f i n i t i o n  a l o b a l e  

p o u r  a n a l y s e r  s a c o n i l e x i t & .  :iêrrie ,bec: d e s  moyens de c a l c u l  t r é s  

ne r f o rn i an t s ,  il c ç t  peu r k a l i s t e  de  p r e n d r e  en compte l e s  

v a l e u r s  d e  l a  f o n c t i o n  s u r  t o u s  l e s  senments de d r o i t e  j o i q n a n t  

t o u s  l e s  c o i i o l e s  d e  p o i n t s  a p p a r t e n a n t  au domaine o ù  e l l e  e s t  

convexe.  

Pour p a l l i e r  c e t t e  d i f f  i c u l t Ê ,  nous  p r o p o s o n s  

une méthode n u i  c o n s i s t e  a t e s t e r  l o c a l e m e n t  ( o u  l oint p a r  p o i n t )  

l a  c o n v e x i t é  d ' u n e  f o n c t i o n  m u l t i v a r i a b l e  à p a r t i r  de  l ' o b s e r v a -  

t i o n  de ses v a l e u r s  s u r  son domqine de d é f i n i t i o n .  C e t t e  a n a l y s e  

f a i t  a o o e l  Aurie n o t i o n  ci? c o n v e x i t é  en un p o i n t  q u ' i l  c o n v i e n t  

de  d é f i r l i r  a v e c  n r é c i s i o n .  

II e 2 . 3 .  - FOFiCTIOI. 'S LOCALEL'Eb 'T CONVEXES 

La. d é f i n i t i o n  de  l a  c o n v e x i t é  l o c a l e  d ' u n e  f o n c t i o n  

aue nous  p r o p o s o n s  e s t  d é r i v é e  de  l a  n c t i o n  c l . ass i aue  de  conve- 

x i t é  d e s  f o n c t i o n s  s u r  d e s  domaines  convexes.  



Une f o n c t i o n  f ( X )  e s t  d i t e  " l o c a l e m e n t  convexe"  au 

 oint Xo s ' i l  e x i s t e  un v o i s i n a a e - E  de  Xo convexe  

s u r  l e q u e l  l a  f o n c t i o n  f ( X )  e s t  convexe.  

Il e s t  a i s é  de r a t t a c h e r  c e t t e  d é f i n i t i o n  l o c a l e  

de l a  c o n v e x i t é  à 1 2  d é f i n i t i o n  c l a s s i q u e  2.1. Nous pouvons  en 

e f f e t  enoncer  l e  

S i  une f o n c t i o n  f ( X )  e s t  convexe s u r  un  domaine D 

o u v e r t  convexe ,  e l l e  e s t  l o c a l e m e n t  convexe en t o u t  

p o i n t  de ce doniaine.  

Ce théorCrne permet  d e  p a s s e r  de l a  n o t i o n  de  

c o n v e x i t é  p l o b a l e  2 l a  n o t i o n  de c o n v e x i t é  l o c a l e  n o u v e l l e m e n t  
# d é f i n i s .  Il r e s u l t e  du  f a i t  o u e , l o r s a u e  l e  domaine D e s t  

o u v e r t ,  t o u t  m i n t  X  de  D e s t  un  p o i n t  i n t é r i e u r .  O u e l  

que s o i t  X, il e x i s t e  donc un v o i s i n a a e  de X , convexe,  ne  

cons tenan t  que, d e s  c oints de D . Par  conséquen t ,  l a  f o n c t i o n  

f ( X )  e s t  convexe dans  ce v o i s i n a g e ,  c ' e s t  à d i r e  l o c a l e m e n t  

convexe en X . 
Pour  p e r m e t t r e  l e  passaoe de l a  n o t i o n  1oca.le de 

c o n v e x i t é  à l a  n o t i o n  a l o b a l e ,  nous  clnnnons m a i n t e n a n t  une  

p r o p o s i t i o n  r é c i p r o q u e  de  c e l l e  du  Théorème 2.1. Pour  é t a b l i r  

c e t t e  r é c i p r o a u e ,  nous  u t i l i s o n s  une c o n d i t i o n  c l a s s i o u e  de  

c o n v e x i t é ,  exp r imée  en f o n c t i o n  d e s  d é r i v 6 e s  de  la.  f o n c t i o n  

en un p o i n t  /4 / .  

C o n d i t i o n  nécéssa . i r e  e t  s u f f i s a n t e  de c o n v e x i t é  

Une c o n d i t i o n  n é c é s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  Dour q u ' u n e  

f o n c t i o n  a d m e t t a n t  d e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  d ' o r d r e  

deux c o n t i n u e s  s u r  un  domaine convexe o u v e r t  s o i t  

convexe s u r  ce domxine e s t  flue l e  h e s s i e n :  

I I  [f (x ) ]  = 

fll(X) ........ fin(") . . 
f. 1x1 . . Ir1 . 

f *(:cl . . . . . . . . fnn (X )  
" 

où :  f. .(;O= 
J 2 f c x >  

SJ J x i  b x  ii 



s o i t  s e m i - d é f i n i  p o s i t i f  pou r  t o u t  p o i n t  X de ce 

domaine.  

i'!ous n ' a b o r d e r o n s  p a s  l e  prob lèn ie  t r é s  d é l i c a t  

de l ' e x i s t e n c e  des  d é r i v é e s  d u  second o r d r e  o u i  dépasse l a r g e m e n t  

l e  c a d r e  de c e t t e  6 t u d e  /1 / /9 / .  S i ,  pou r  une f o n c t i o n  f ( X )  

l o c a l e m e n t  convexe  en Xo c e l l e s - c i  s o n t  p a r t o u t  d é f i n i e s  e t  

c o n t i n u e s ,  il e x i s t e  un v o i s i n a a e - E  de X dans  l e q u e l  l e  h e s s i e n  
O 

w [ ~ ( x ) ]  e s t  p o s i t i f  o u  n u l .  Le h e s n i e n  c n  Xo e s t  donc  lu i -même 

p o s i t i f  ou n u l .  Par  conséquen t ,  s i  l a  f o n c t i o n  f ( X )  e s t  l o c a -  

l e m e n t  convexe en t o u t  p o i n t  d ' u n  domaine convexe o u v e r t ,  l e  

h e s s i e n  H [ ~ ( x ) ]  e s t  n o s i t i f  o u  n u l  en t o u t  p o i n t  de  ce domaine.  

Il en r é s u l t e  que l a  f o n c t i o n  e s t  convexe s u r  ce domaine.  On 

p e u t  donc énonce r  l e :  

S i  une f o n c t i o n  f ( X I ,  adn ie t t an t  d e s  d é r i v é e s  p a r t l e l l l e s  

d ' o r d r e  deux c o n t i n u e s  , e s t  l o c a l e m e n t  convexe  en t o u t  

p o i n t  d ' u n  domaine o u v e r t  convexe,  c e t t e  f o n c t i o n  e s t  

convexe  su r  ce  domaine.  

Pemeraus S i  une  f o n c t i o n  a d m e t t a n t  des  d 6 r i v é e s  p a r t i e l l e s  -- 
d u  second o r d r e  c o n t i n u e s  e s t  l o c a l e m e n t  convexe en 

t o u t  ? o i n t  d ' l i n  r i o ~ : a i n ?  o u v e r t  non convexe ,  on ne p e u t  

pas c o n c l u r e  2 l a  c o n v e x i t é  de l a  f o n c t i o n  s u r  ce 

dorxair ie. Le c h a n i t r e V S l  nous  f o u r n i r a  d e s  exemples de 

ce t y p e  de  s i t u a t i o n .  

II. 2.4. COPIT IN I I ITE  DES F0P:CTIOF;S LOCALEl:EI.:T COP.IVEXEÇ 

b u s  t e r m i n e r o n s  c e t t e  6 t u a e  des  f o n c t i o n s  

l o c a l e m e n t  convexes  p a r  une p r o p r i h t é   ci^ c o n t i n u i t g .  On s a i t  

c u ' u n ~  f o n c t i o n  convexe e t  b o r n 6 s  s u n é r i e u r e m e n t  s u r  un domaine 

convexe e s t  c o n t i n u e  en t o u t  n o i n t  de ce domaine / 4 / .  On d é d u i t  

in;mbdiatement cie c e t t e  p r o p r i 6 t é  l e  

Une f o n c t i o n  f ( X )  bo rnée  s u p é r i e u r e m e n t  e t  l o c a l e -  

rrient convexe e n  Xo e s t  c o n t i n u e  en xo 



' \ ' o i ~ s  a l l o n ~  m a i n t e n a n t  r ~ ~ o n t r e r  corriment c e t t e  

n o u v e l l e  d A f i n i t i o n  l o c q l e  de l a  c o n v e x i t e  se o r ê t e  à l ' a n a l y s e  

de l a  c o n v e x i t é  d e s  f o n c t i o n s  d o n t  o n  i c n o r e  l a  f o r m e  a n a l y t i o u e ,  

II . 3 .  P0t"iAIKES D'OEÇERVATIOIJ DES F0PICTICF.S CONVEXES 

N o t r e  b u t  e s t  de p r o p o s e r  une méthode p o u r  d é t e r m i n e r  

l a  c o n v e x i t é  l o c a l e  d ' u n e  f o n c t i o n  2 p a r t i r  de l ' o b s e r v a t i o n  

de ses  v a l e u r s  au v o i s i n a a e  d ' u n  p o i n t .  Pour  ce f a i r e ,  nous  

a n a l y s e r o n s  l e s  v a r i a t i o n s  de l a  v a l e u r  moyenne d e  l a  f o n c t i o n  

c a l c u l é e  s u r  d e s  domaines d  ' o b s e r v a t i o n  a ~ p r o ~ r i é s  de d i m e n s i o n  

v ~ r i a b l e ,  Avan t  d ' e n v i s a g e r  c e t t e  p r o c é d u r e ,  il c o n v i e n t  de  

d é f i n i r  c e s  domaines  e t  d ' e n  p r é c i s e r  l e s  p r o p r i é t é s .  

S o i e n t  Dr e t  Sr la b o u l e  u n i t 6  e t  l a  sphè re  
n  

u n i t é  a s s o c i 6 e s  2 l a  norme d e f i n i e  s u r  F? . Le domaine convexe 

Dr, s y r ~ ~ é t r i q u e  D P ~  r a ~ p o r t  5 l ' o r i q i n e , e s t  a p p e l é  "domaine de  

r é f é r e n c e " .  
n  

Su r  chaque p o i n t  X de  R , on c e n t r e  u n  

doniaine D r (X )  d e  f r o n t i è r e  S r ( X )  , o h t e n u  Dar une t r a n s l a t i o n  

d e  v e c t e t ~ r  X  du domaine de r é f é r e n c e  Er . 
On a s s o c i e  à chaoue p o i n t  X  une f a m i l l e  de  

domaines n o t e s  D ( X , a )  , c e n t r h s  en  X e t  ho rno thé t inueç  d u  

domaine nr ( X I  . L 1 h o n o t h 6 t i e  e s t  c a r a c t é r i s é e  oa.r son r a p p o r t  

M , r 6 e l  p o s i t i f .  

L e s  d o v a i n e s  D(X,d) s o n t  a p p e l e s  "domaines 

d ' o b s e r v a t i o n " .  

11.3.2. PROPRIETE 

Le volume des  domaines  d ' o b s e r v a t i o n  p e u t  e t r e  

a isé inen t  exP r im6  en f o n c t i o n  du vo lume du  domaine de r é f é r e n c e  

! e t  du  r a p p o r t  d ' h o m o t h é t i e ,  r 

Le volume v{»(x,M)) du domaine d ' o b s e r v a t i o n  D(X,oO 

e s t  donné Dar l ' e x p r e s s i o n :  



d a n s  l a o u e l l e  v { c ~ )  r ~ ~ i r é s e n t e  l e  vo lume d u  doma ine  

d e  r e f e r e n c e  'r 

~ 6 m o n s t r a t i o n  ( V o i r  f i a u r e  2 . 2 . )  

S o i t  (X,U) u n e  d r o i t e  p a s s a c t  D a r  X  e t  d o n t  

l a  d i r e c t i o n  e s t  donnée  p a r  l e  v e c t e u r  U  . Le d o m a i n e  D r ( X )  

é t a n t  c o n v e x e ,  c e t t e  d r o i t e  c o u n e  s a  f r o n t i è r e  S r ( X )  en deux  

p o i n t s  P  e t  Pf , s y n 6 t r i q u e s  n a r  r a p p o r t  à X  , d e  t e l l e  r 
s o r t e  que:  - 

XPr = - XP; = l ( U ) . U  

Le s c a l a i r e  1 ( U )  , b o s i t i f  O U  n u l ,  c a r a c t é r i s e  la a é o r i é t r i e  du  

d o m a i n e  de  r é f é r e n c e .  

De l a  mên:e r r i an iè re ,  s i  2 e s t  l e  r a p p o r t  d 'homo- 

t h é t i e  d é f i n i s s a n t  l e  d o m a i n e  D(X,C)  , a  (X,U) c o u p e  l a  f k o n t i 6 r e  

S(X,C)  ae @ ( X , Z )  en  deux p o i n t s  e t  Pi t e l s  q u e :  

S o i e n t  deux  é l 6 n i e n t s  d e  s u r f a c e  a r  e t  d q  de 
r 

S r ( X )  e t  S(X ,G)  , e n t o u r a n t  r e s p e c t i v e m e n t  Pr e t  P, e t  vus 

d e  X sous  l e  rr~ême a n o l e  s o l i d e  d f i ( ~ , ~ l  d e  t e l l e  s o r t e  awe: 

Dans c e t t e  e x p r e s s i o n ,  l a  q u a n t i t é  Cxbi  r e n r é s e n t e  le p r o d u i t  

s c a l a i r e  d u  v e c t e u r  U b a r  l e  v e c t e u r  u n i t a i r e  N n o r m a l  à 

S ( X I  en 
r Pr 

De ( 2 . 4 . )  on d é d u i t  i m m é d i a t e m e n t :  

n-1 
d o ,  = C . d q  (2 .5 . )  

Une v a r i a t i o n  d C  d e  G' e n q e n d r e  une v a r i a t i o n  
---C --C 

dXPC d e  XP, . Il e n  r é s u l t e  u n  d é p l a c e m e n t  é l é m e n t a i r e  d e  dcr, 
e. 

o u i  e n a e n d r e  u n  6 l é n e n t  de  v o l u m e  d%, d ' e x p r e s s i o n :  

De ( 2 . 3 . )  on  d é d u i t :  



f -  
D I X  ,a,a+dal 

F i q u r e  2.2. Dorna.inps d ' o b s e r v a t i o n  dams un espace à 

t r o i s  d imens ions  a s s o c i é s  à l a  norme 

e u c l i d i e n n e .  
i. iL:i[ 1 

( F i g u r e  rep résen tée  dans le casZ<or<oc+da<l) 



Tenant  compte de  (2.5.1,  il v i e n t :  

La  d o u b l e  i n t é c r a t i o n  de (2.6.) s u r  S r ( X )  d ' u n e  

p a r t  e t  pou r  C v a r i a n t  de O 5 q d ' a u t r e  p a r t ,  c o n d u i t  a 

l ' e x ~ r e s s i o n  de  v { D ( x , ~ < ) )  s u i v a n t e :  

En é v a l u a n t  ( 2 . 8 . )  pou r  d =  1 , on o b t i e n t :  
n 

A o a r t i r  de (2 .8 . )  e t  de (2 .9 . )  on o b t i e n t  

f i n a l e m e n t  l ' é a u a t i o n  (2 .2 . ) .  
&& 

II. 4. VALE\JR KOYENbiE DES FONCTIOKS L0CALEF:tENT COPjVEXES 

II .4.1. PROPRIETE FOF,IDAF:ENTALE 

L a  v a l e u r  moyenne î{ l?(~o ,oO} d 'une  f o n c t i o n  

f ( X )  s u r  un domaine d ' o b s e r v a t i o n  U(Xo ,q) c e n t r e  en Xo e s t  

donnec p a r  l ' e x n r e s s i o n :  

Pour  un  p o i n t  Xo donné*  c e t t e  q u a n t i t é  p e u t  

ê t r e  c o n s i d é r é e  conime une f o n c t i o n  de  O< , c ' e s t  a d i r e  de l a  

" t n i l l e "  des  dort laines d ' o b s e r v a t i o n  c e n t r é s  en Xo.  Nous a l l o n s  

m a i n t e n a n t  d é m o n t r e r  la p r o p r i é t é  f ondan ien ta l e  s u i v a n t e , q u i  lie 

l e  sens d e  v a r i a t i o n  de c e t t e  f o n c t i o n  de O( à l a  c o n v e x i t é  



l o c a l e  de l a  f o n c t i o n  f ( X )  Zn Xo.  

La v a l e u r  moyenne ~ J D ( X ~ , ~ ) }  de l a  f o n c t i o n  f ( X )  

e s t  une f o n c t i o n  monotone c r o i s s a n t e  de oc , @>O , 
au v o i s i n a g e  d e  z é r o  s i  l a  f o n c t i o n  f ( X )  e s t  l o c a -  

l e n e n t  convexe en 
xo 

. C e t t e  v a l e u r  moyenne e s t  une 

f o n c t i o n  monotone d 6 c r o i s s a n t e  d e  a au v o i s i n a q e  de 

z e r o  s i  l a  f o n c t i o n  f ( X )  e s t  l o c a l e m e n t  concave en X 
O ' 

D é m o n s t r ~ t i o n  ( V o i r  f i a u r e  2 .3 .  ) 

r ious a l l o n s  F t a b l i r  l a  d s m o n s t r a t i o n  Ge c e t t e  

p r o p r i é t é  d a n s  l e  c a s  où f ( X )  e s t  une f o n c t i o n  l o c a l e ~ r ~ e n t  

convexe en X . 
0 

S o i t  dp i n  v n r i p t i o n  c e  ? ( D ( X ~  , O < ) )  r e s u l t a n t  

d ' u n  a c c r o i s s e n i c n t  rioc c:e cx . 

Lh 'aprPs  l a  d é f i n i t i o n  (2 .10 )  d e  l a  v a l e u r  moyenne 

de  f ( X ) ,  on  p e u t  é c r i r s :  

S o i t  ï:(Xo,oc,oc+da) l e  domaine c o m p r i s  e n t r e  l e s  

domaines D(Xo,4)  e t  R(Xo,d+da) , de  t e l l e  s o r t e  oue: 

et: 

Dans c e s  c o n d i t i o n s ,  (2 .11 . )  ~ e i i t  s ' 6 c r i r e :  





O U  e n c o r e :  

Le s i g n e  d e  
d p  

e s t  donc l e  même que c e l u i  d e  l a  d i f f é r e n c e  

d f '  q u e :  

F"ous a l l o n s  m a i n t e n a n t  u t i l i s e r  l e s  n r o p r i é t é s  

de  s y m é t r i e  d e s  c;orcaines d ' o b s e r v a t i o n  e t  l e s  p r o p r i e t é s  de 

c o n v e x i t é  d e  l a  f o n c t i o n  f  ( X I  pour d é t e r m i n e r  l e  s i g n e  de  d p '  . 
Tout d ' a b o r d ,  1 ' é v a l u a . t i o n  de l ' i n t é g r a l e :  

s ' e f f e c t u e  en u t i l i s a n t  12  p rocédure  d e  l a  d e m o n s t r a t i o n  du 

théorème 2.4. Pa r  a n a l o g i e  a v e c  ( 2 . 7 . ) ,  il v i e n t :  

} "-' d t  / f ( Z ) d Z  ) . l ~ U ) . ( U x N I d ~  Z 

D ( X 0 , 4 )  r  

F n  f p i s a n t  i n t e r v e n i r  l e  p o i n t  P t  syrnétriciue 

de P, Dar r a p p o r t &  X o ,  on peu t  e n c o r e  é c r i r e :  

[ l ' a u t r e  p a r t ,  compte- tenu d e s  p r o p r i é t é s  d e  

s y m é t r i e  d e s  domaines d ' o b s e r v a t i o n ,  si Pd e t  Pa' s o n t  l e s  

p o i n t s  d ' i n t e r s e c t i o n  de b ( x o , U )  avec  S ( X o , % )  , i l  e s t  

t o u j o u r s  ~ o s s i b l e  d e  t r o u v e r  pour chaciue v a l e u r  d e  2 , O<C<oc,  

u n  r é e l  1 p o s i t i f  n c o a r t e n n n t  à l ' i n t e r v a l l e  [0,1] t e l  aue:  



E n f i n ,  l a  f o n c t i o n  f ( X )  & t a n t  supposée l o c a l e -  

ment convexe en  Xo 
il e x i s t e  un  domaine D(Xo,&) à l ' i n t é r i e u r  

d u a u e l  l a  f o n c t i o n  f ( X I  e s t  convexe .  En supposant  W < E  , l a  

d é f i n i t i o n  c l a s s i q u e  de  l a  c o n v e x i t e  pe rme t  d ' é c r i r e :  

Par  a d d i t i o n  d e s  deux i n é c a l i t é s  (2.13.) ,on o b t i e n t :  

C e t t e  i n G a a l i t é  r e p o r t é e  dans ( 2 . 1 2 )  c o n d u i t  a: 

avec :  

I ( q )  = [ f ( ~ !  )+f(P,')] . l ( U ) .  (LJxN).dcF 

sr ( X o  I r 
En u t i l i s a n t  l e  théorème 2.4., on a b o u t i t  à 

l ' i n é p a l i t é :  

De m a n i è r e  ana.lociue, q u e l  nue s o i t  -G c o m p r i s  

entre q e t  * + d a  ,il e x i s t e  un  r G e l  p o s i t i f  , h~[0,1] , 
t e l  Que: 

S i  4+c1. , l e  domaine d t o h s e r v a . t i o n  13(Xo,.*+da) 

e s t  i n t é r i e u r  a u  d o m a i n e  D(Xo,E) & l ' i n t c r i e u r  d u o u e l  l a  

f ~ n c t i o n  f ( X )  e s t  l o c a l e m e n t  convexe.  Dans ces  c o n d i t i o n s ,  

il v i e n t :  



C e s  cieux r e l a t i o n s  concicr isent f i n a l e r w n t  

l ' i n é q a l i t é :  

Pa r  consCiauent, d p  e s t  n o s i t i f  o u  n u i  pou r  un  

a c c r o i s s e m e n t  (IN d e  w . p { D ( x ~ , ~ ) }  e s t  donc une f o n c t i o n  

c r o i s s a n t e  de  b( t ? n t  nue l e  ~ o r c a i n e  d ' o b s e r v ~ t i o n  DO: , d + d a )  
O 

r e s t e  i n t d r i e u r  au v o i s i n a g ?  b ( X  , E )  d c  X à l ' i n t e r i e u r  
0 O 

u t i c i ue l  l a  f o n c t i o n  f (NI e s t  loca.l t?ment convexe.  & é t a n t  

i r i c c v n i ~  , s a i s  s t r i c t e c s n t  m s i t i f ,  on e n  d e d i l i t  nue P { D ( X ~ , . ~ }  

e s t  unc! f o n c t i o n  C'e O( localement c r o i s s a n t e  sri v o i s i n a n e  de 

z6 ro .  

L-orçcue l a  f o n c t i o n  f ( X )  e s t  l o c a l e m e n t  concave 

en X , un  rnisonnen.!ent  en tout p o i n t  ana lonue  c o n c f t ~ i t  à 
C) " <O, 

d é m o n t r a n t  a i n s i  l a  seconde p r o p o s i t i o n  du theor6n ie  2.5. 
# f 

C i l 1 5  qvc ,nc  V ~ J  nt1 ' un0  f n n c t  i g n  bo rnée ,  l0cal;ment 

r o n v ~ x ~ ?  r n  xo , c i t .  c n n t i r u e  o n  b . A i n s i ,  s i  une f o n c t i o n  
O 

r n  f ( X )  cC, t  l ~ ) c a l o ~ - ~ n t  C O ~ V P X P  en X 12 v a  1 e u  r r,,oq enne 
O ' 

P.>  r ~ t . + n  t ' o n c t i s n  r,ur 10 C C I ~  n i n c  r: ' r ) t . ) s n r v a t  i n n  i > ( x  ,oO t anc l  
0 

t i n rp  f ( > n )  1 0 r ~ ~ t ~ ~ ~  19 i ~ o l u r * ~  c i ' >  r C  don:aine t ~ n d  v p r s  zé ro .  

I 1 8 ? u t r e  s ; i r t ,  1.0 sen? d o  v q r i a t i o n  d e  12, f o n c t i o n  

{l:(ro,or)} au v o i s i n s n r :  ris z é r o  < ' t a n t  l i é  s u  sens rie l a  c o n v e x i t é  

I n c - j l r ,  CI. l a  f o n c t i o n  en x , on n F s U f  c;nnncer lc tbéor6r;e 
O 

p , l ~ i  vqn t  : 



S i  une f o n c t i o n  f ( X )  e s t  l o c a l e m e n t  convexe en Xo ' 
f ( X o )  e s t  un  minimum l o c a l  de la.  v a l e u r  moyenne 

p { r i ( ~ ~ , ~ ( ) }  au v o i s i n a l e  de  6 = O ,a>O. 

S i  f ( X )  e s t  l o c a l e w e n t  concave en 
Xo p f ( x o )  e s t  

a l o r s  un ri.aximurn l o c a l  de  p { » < ~ ~ , d ) )  au v o i s i n a n e  

d e  z é r o .  

\ C ' e ~ t  c e t t e  fo rme Iéo6re rnen t  m o d i f i é e  d u  théorème 

2.5. aue nous  u t i l i s e r o n s  pou r  t e s t e r  l e  sens oe l a  c o n v e x i t é  

en  un b o i n t  d ' u n e  f o n c t i o n  l o c a l e r r e n t  concave ou convexe en ce 

n o i n t .  

;,eus avons  i n t r o d u i t ,  dans  c e  c h a p i t r e ,  l a  n o t i o n  

c e  c o ~ v c x i t ; :  l o c a l e  q ' u n e  f o n c t i o n  en tin p o i n t ,  hous avons e n s u i t e  

dbnlontrc- nue l e  sens de c e t t e  c o n v e x i t é  e s t  r e l i é  au sens  de  

v î r i î t i o n  de l a  v a l e u r  n,oyenne de  l a  f o n c t i o n  c a l c u l é e  s u r  d e s  

croniaineç d ' o b s e r v a t i o n  de t a i l l e  c r o i s s a n t e  c e n t r é s  s u r  l e  p o i n t  

c o n s i d h r 6 ,  

T l  c o n v i e n t  de remaroue r  nue nous  n ' a v o n s  p a s  

auo rdé  l e  problGnie de l ' e x i s t e n c e  d e  c e t t e  c o n v e x i t é  l o c a l e .  

Fn e f f e t ,  il e x i s t e  d e s  f o n c t i o n s  q u i ,  en c e r t a i n s  p o i n t s ,  ne  

s o n t  n i  l oca le r ; .en t  convexes,  n i  l o c a  ler i lent  concaves.  Nous 

r e v i e n d r o n s  s u r  ce p rob lè r re  dans  l a  seconde p a r t i e  de ce t r a v a i l .  

Pou r  l e  niornent nous nous  c o n t e n t o n s  de p r o p o s e r  une rnethode 

n e r f i l e t t a n t  de t e s t e r  l e  sens de l a  c o n v e x i t é  d ' une  f o n c t i o n  en 

un p o i n t  où nous  savons  qire l n  f o n c t i o n  e s t  s o i t  l o c a l e m e n t  

convexe,  s o i t  l o ca le i r i en t  concave.  

Pans l a  seconde p a r t i e  de  ce rnéruoire, nous  

? p n l i n u e r o n s  c e  t e s t  de c o n v e x i t é  l ' a n a l y s e  de l a  c o n v e x i t é  

d e s  f o n c t i o n s  Ge d e n s i t é  de n r o b a b i l i t é  r e n c o n t r é e s  d a n s  l e s  

p r o b l ~ n l e s  de c l a s s i f i c a t i o n  au to rna t ioue .  Il s ' a v è r e  donc  

n k c e s s a i r e ,  a v a n t  t o u t e  chose, d ' a d a p t e r  l e s  r é s u l t a t s  p r é s e n t é s  

d a n s  ce  c h a p i t r e  aux e x i a e n c e s  o a r t i c u l i ? r e s  de  ce t y p e  d e  

n rob lè r re .  
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IJI . Ih!TROPUCTION 

Les r é s u l t a t s  p r é s e n t é s  au c h a o i t r e  p r é c e d e n t  

p e r m e t t e n t  de d é t e r m i n e r  l e  sens d e  l a  c o n v e x i t é  l o c a l e  d ' une  

f o n c t i o n  l o r s a u e  c e t t e  c o n v e x i t é  e s t  d é f i n i e .  

Pans l e  c a d r e  de c e t t e  6 tude  s u r  l a  c l a s s i f i c a t i o n  

au to rna t i nue ,  nous  a p p l i q u e r o n s  c e s  r é s u l t a t s  à l ' a n a l y s e  de l a  

c o n v e x i t h  d e s  f o n c t i o n s  d e  d e n s i t 6 , d e  o r o b a b i l i t e .  Dans l a  

p r a t i n u e ,  c e s  f o n c t i o n s  ne s o n t  e n  a e n k r a l  connues oue p a r  

l ' i n t e r m e d i a i r e  d e s  o b s e r v a t i o n s ,  r é a l i s a t i o n s  D a r t i c u l i è r e s  

d ' u n e  v a r i a b l e  a l k a t o i r e  a y a n t  ~ o u r  d e n s i t é  de p r o b a b i l i t é  la 

f o n c t i o n  é t u d i é e .  

L ' o b j e t  de  c e  c h a n i t r e  e s t  de m e t t r e  en p l a c e  - 

s u r  c a l c u l a t e u r  n i~ r r l6 r ique  une o r o c é d u r e  s i n ~ p l e ,  e f f i c a c e  e t  

r a o i d e  o e r r r e t t a n t ,  à n a r t i r  d ' u n  ensemble d ' o b s e r v a t i o n s  ( o u  

é c h a n t i l l o n ) ,  d e  t e s t e r  le sens  d e  l a  c o n v e x i t é  l o c a l e  de l a  

f o n c t i o n  de c e n s i t é  sous- . jacente / I d / .  
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Lo rsnue  l a  f o n c t i o n  f ( X )  e s t  une d e n s i t é  de  

p r o b a b i l i t e ,  l e  numera teu r  d e  l ' e x p r e s s i o n  (2 .10. )  donnan t  l a  

v a l e u r  moyenne p j ~ ( ~ o , ~ ) )  de f ( X )  s u r  D(Xo,q) p e u t ê t r e  

i n t e r p r é t é  comme l a  p r o b a b i l i t e  P pou r  qu ' une  o b s e r v a t i o n  X 

s o i t  z i t u b e  à l'intérieur du domaine D(x~,c(): 

Supposons nue  l ' o n  d i s p o s e  a ' u n  é c h a n t i l l o n  

{y,, . .. . ..X , . . . . . ,X  } d a  o o b s e r v a t i o n s  i n d é p e n d a n t e s  e t  
. i c 

i a e n t i n u e m e n t  d i ç t r i b u é e s  s u i v a n t  une f o n c t i o n  d e  r é p a r t i t i o n  

a l a o u e l l e  c o r r e s o o n d  17. d e n s i t é  d e  p r o b ~ b i l i t é  f ( X )  . La 

p r o b a b i l i t é  Pk oour  nue k d e s  n  o b s e r v a t i o n s  de l ' & c h a n -  

t i l l o n  tombent  d a n s  D(Xo,q)  e s t  a l o r s  donnée en f o n c t i o n  de  

P n a r  1 2  l o i  b i n o m i a l e :  

On en d é d u i t  l ' e s p é r a n c e  mathémat iaue  de  K : 

n u i  i n d i o u e  nue k / n  e s t  un e s t i m a t e u r  non b i a i s é  de  P . 
Lans c e s  c o n d i t i o n s ,  on s e u t  p r e n d r e :  

p o u r  e s t i r n a t e u r  de l a  v a l e u r  noyenne de f ( X )  s u r  C(Xo ,a ) ,  

NOUS avons  vu au c h a ~ i t r e  p r é c é d e n t  aue pou r  

t e s t e r  l e  sens de  l a  c o n v e x i t é  l o c a l e  d ' u n e  f o n c t i o r i  en i ~ n  

c o i n t  Xo, il f a l l a i t  a n a l y s e r  l e s  v a r i a t i o n s  de sa  v a l e u r  moyenne 

s u r  d e s  domz ines  d e  t a i l l e  t e n d a n t  asymp to t i auemen t  v e r s  z é r o .  Il 

i m p o r t e  donc d ' é t u d i e r  l e  compor tement  a s y m p t o t i a u e  de  l ' e s t i m a t e u r  

~ ^ { D ( X ~ , . ' ) )  l o r s a u e  o( t e n d  v e r s  z é r o .  



III .2 .2 .  PROPRIETES ASYF.1PTOTIQUES DE L '  ESTIMATEUR 

Fnoiis devons  nous  a s s u r e r  Que l ' e s t i m a t e u r  

i j { ~ ( x ~ & ) }  conve rae ,  comme l a  v a l e u r  moyenne p { ~ ( ~ o , a ) )  e l l e -  
même, v e r s  f ( X o )  l o r s a u e  4 t e n d  v e r s  z é r o . ( c f .  théorème 2.6.) 

Cependant ,  l o r s q u ' o n  ne d i s p o s e  que d ' u n  nombre l i m i t é  a 

d ' o b s e r v a t i o n s ,  l e  volume d u  domaine D(Xo,4) ne p e u t  t e n d r e  

arb&rairement v e r s  z é r o .  En e f f e t ,  en f a i s a n t  d i m i n u e r  o( 

sans  p r é c s i i t i o n ,  l e  domaine D(Xo ,oc) p o u r r a i t  d e v e n i r  s i  p e t i t  

a u ' . i l  ne r e n f e r m e r a i t  aucune o b s e r v a t i o n ,  de t e l l e  s o r t e  que l a  

l i m i t e  de l ' e s t i r n a t e u r  s e r a i t  n u l l e .  S i  p a r  c o n t r e  une o b s e r v a t i o n  

v e n a i t  à c o ï n c i d e r  avec  Xo  , l ' e s t i m a t e u r  d i v e r a e r a i t  v e r s  

l ' i n f i n i .  

Pour a s s u r e r  l a  conve rcence  de l ' e s t i m a t e u r  v e r s  

f ( X o )  , il a é t é  m o n t r é  oue l e  volume du domaine i n t e r v e n a n t  dans  

l ' e x w r e s s i o n  de P (xo ,a ( ) ]  , a i n s i  nue l e  nombre d ' o b s e r v a t i o n s  

k tombant  d a n s  ce dorna ine ,do iven t  ê t r e  l i é s  au nombre t o t a l  

q d  ' o b s e r v a . t i o n s  d i s p o n i b l e s .  
i 

P l u s  s o i t  a l a  v a l e u r  de  o( e t  
9 

kl 
l a  v a l e u r  fia k  c o r r e s w o n d a n t  à un é c h a n t i l l o n  de a o b s e r -  

v  t i o i l s .  13n d fn i on t re  /16/ nue ~ ~ { D ( X ~ , O O )  conve rne  en moyenne 

q u a d r a t i a u e  v e r s  f ( X  1 s i :  
O 

( a )  l i m  v { @ ( x 0 , d ) }  = O 
cl-O;) 

( C I  l i m  k / q = 0  
a m  1 

Il y a  deux m a n i 6 r e s  d ' o b t e n i r  d e s  domaines 

s a t i s f a i s a n t  c e s  c o n d i t i o n s .  

La. p r e m i & r e  c o n s i s t e  à. r é d u i r e  l e  volume d u  

domaine D(Xo,d  ) l o r s q u e  aunrnente en s p é c i f i a n t  v { D ( x ~ , ~ ~ ) )  .z 
comme une f o n c t i o n  de  . On p e u t  u t i l i s e r  p a r  exemple d e s  

r e l a t i o n s  du t y o e :  

OU enco re :  



III .4. 

Il f a u t  a l o r s  v é r i f i e r  aue l e s  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  

k e t  ka /q  s a t i s f o n t  aux c o n d i t i o n s  ( b )  e t  ( c l .  
a 

C e t t e  aporoche ,  i n i t i a l e m e n t  p roposée  p a r  R o s e n b l a t t  

( 1 9 5 6 )  /13/ d a n s  l e  c a s  m o n o v a r i a b l e ,  n u i s  a p p r o f o n d i e  p a r  Pa rzen  

(19G2)  / I O /  a & t é  é t e n d u e  au c a s  m u l t i v a r i a b l e  p a r  1~4urthy (1966 )  

/ 9 /  e t  pa r  C a c o u l l o s  ( 1 9 6 6 )  /2/. 

L a  seconde méthode c o n s i s t e  à se donner  k comme 
CI 

u n e  f o n c t i o n  d e  9 , p a r  exemple : 

On f a i t  a l o r s  c r o î t r e  a j u s q u ' a  ce aue l e  domaine 
O 

D(Xo,dq) e n g l o b e  ka o b s e r v a t i o n s .  C.est l a  méthode d e s  k  a 
n l u s  n r o c h e s  v o i s i n s  /3//7/. 

Ces deux méthodes c o n v e r q e n t  e t  chacune d ' e l l e s  

p r é s e n t e  des  a v a n t a g e s  s p é c i f i q u e s  /14/ /15/ .  Nous a l l o n s  m o n t r e r  

aue l a  p r e m i è r e  e s t  m ieux  adap tée  au p rob lème  de l ' a n a l y s e  de  Ba 

c o n v e x i t é  que l a .  seconde. 

111.3. TEST DE COriVEXITE 

L ' a p p l i c a t i o n  d u  théorème 2.6. au p rob lème de La 

d 4 t e r n ; i n a t i o n  b u  sens de  l a  c o n v e x i t é  l o c a l e  en un p o i n t  Xo d ' u n e  

f o n c t i o n  de d e n s i t é  f ( X )  à p a r t i r  des  o b s e r v a . t i o n s  e s t  imméd ia te .  

r lous commencerons p a r  n s t i r n e r  l a  v a l e u r  de  f ( X o )  , extremum 

l o c a l  de ~ { D ( x ~ , . ( ~ ) )  RU v o i s i n a g e  de O( =O . Que nous  u t i l i s i o n s  

l ' a p p r o c h e  de E o ç e n b l a t t - F a r z e n  ou  l a  méthode d e s  k p l u s  
s, 

p r o c h e s  v o i s i n s ,  l a  v a l e u r  e s t i m é e  de c e t  extremum s e r a  donnee 

p a r  : 

L ' e s t i m a t i o n  d e  P ~ D ( X , , ~ ) ]  à p a r t i r  de 1 ' 6 a u a t i o n  

(3.1.1, pour  u n s  v a l e u r  de  p l é a è r e m e n t  s u p é r i e u r e  à q a '  
p e r m e t t r a  e n s u i t e  d e  s a v o i r  s i  f ( X o )  e s t  un maxi mu^ o u  un 

minimum l o c a l  de  l a  v a l e u r  moyenne de  f ( X )  . 
Cependant ,  corrime nous  venons d e  l e  v o i r ,  oc n e  

9 
p o u r r a  t e n d r e  e f f e c t i v e m e n t  v e r s  z é r o  que s i  l e  nombre d ' o b s e r v a -  



t i o n s  t e n d  v e r s  l ' i n f i n i .  Pans l e  cas  où l ' o n  ne  d i s p o s e  oue 

a ' u n  nor ibre  l i r r i i t t ;  c ' o b s e r v a t i o n s ,  il f ~ u t  donc  r e c h e r c h e r  l a  

n r o c é d u r e  d ' e s t i m a t i o n  c o n d u i s a n t  a l a  p l u s  f a i b l e  v a l e u r  de 

a f i n  de se r a p p r o c h e r  FIU m ieux  d e s  c o n d i t i o n s  d ' a p p l i c a t i o n  d u  
0(9 

théorème 2.6. 

L o r s a u ' o n  u t i l i s e  l a  méthode d e s  k p l u s  p r o c h e s  
C1 

v o i s i n s ,  l e  volume du  domaine D(Xo,o(q) e s t  f o n c t i o n  de la d e n s i t é  

des  o b s e r v a t i o n s  a u t o u r  du  p o i n t  X . S i  c e t t e  d e n s i t é  e s t  é l e v é e ,  
O 

l n  dor ra ine D ( X o , 4 )  c o n t e n a n t  l e s  k p l u s  p r o c h e s  v o i s i n s  de  
q 

Xo 
e s t  de t a i l l e  r é d u i t e  e t  la v a l e u r  c o r r e s p o n d a n t e  de 

@a 
e s t  

f a i b l e .  Pa r  c o n t r e ,  s i  l e s  o b s e r v a t i o n s  s o n t  Deu denses  a u t o u r  de 

Xo 
, l e  domaine D(Xo, a ) d o i t  ê t r e  r e l a t i v e m e n t  q r a n d  pou r  

Ci 
e n a l o b e r  k o b s e r v a t i o n s  e t  d p e u t  p r e n d r e  d e s  v a l e u r s  

cl a 
é l o i q n 6 e s  de z h r o .  

L o r s q u q o n  u t i l i s e  l ' a o p k o c h e  de  R o s e n b l a t t - P a r z e n ,  

l a  v a l e u r  de a n ' e s t  pas  f o n c t i o n  de l a  d e n s i t é  l o c a l e  d e s  
cl 

o b s e r v a t i o n s .  Pour  un é c h a n t i l l o n  de t a i l l e  a donnée, c e t t e  

v a l e u r , c a l c u l i e  à p a r t i r  d e s  r e l a t i o n s  ( 3 . 2 . )  o u  ( 3 . 3 . 1 ,  ne dépend 

que du  c h o i x  de  
"O ' 

S i  Vo e s t  t r o p  @rand ,  il f a u d r a  d i s p o s e r  

a l u n  nomnre a d ' o b s e r v a t i o n s  t r é s  i m p o r t a n t  p o u r  aue a se 
a 

r a p p r o c h e  suf f isamrrent  de z é r o .  On c h e r c h e r a  donc  à p r e n d r e  
"0 

a u s s i  p e t i t  que n o s s i b l e .  On s e r a  t o u t e f o i s  l i m i t é  p a r  l e  f a i t  aue 

s i  V e s t  t r o p  p e t i t ,  on o S t i e n d r a  une e s t i m a t i o n  t r é s  b r u i t é e  
O 

ae l a  d e n s i t é  de  p r o b a b i l i t é .  

tslous u t i l i s e r o n s  cependan t  c e t t e  d e r n i è r e  approche  

o u i  pern?et  de  q a r d e r  l e  c o n t ô l e  de  l a  v a l e u r  de  a . Nous v e r r o n s  
rl 

en e f f e t ,  d a n s  l a  seconde p a r t i e  de  ce t r a v a i l ,  q u ' i l  e s t  généra-  

l emen t  p o s s i b l e  d ' o b t e n i r  d e s  e s t i m a t i o n s  s a t i s f a i s a n t e s  des  

f o n c t i o n s  de  d e n s i t é  avec cles v a l e u r s  de oc s u f f i s a m m e n t  p e t i t e s  
cl 

nou r  p e r m e t t r e  l ' u t i l i s a t i o n  du t e s t  de c o n v e x i t é  s u i v a n t :  

T e s t  d e  c o n v e x i t é  

En t o u t  p o i n t  
Xo 

où  on  d é s i r e  t e s t e r  l e  sens  de l a  

c o n v e x i t é  l o c a l e ,  supwosée d e f i n i e ,  de l a  f o n c t i o n  de  

d e n s i t é  f ( X )  , on  e s t i m e  d ' a b o r d  f ( X o )  p a r :  



l e  volume V { E ( X ~ , ~ ) )  é t a n t  a j u s t é  en f o n c t i o n  de l a  

t a i l l e  de l ' é c h a n t i l l o n  p o u r  a s s u r e r  l a  converaence  en  

moyenne q u a d r a t i s u e  de l ' e s t i m a t e u r .  

On e s t i m e  e n s u i t e  l a  v a l e u r  moyenne de l a  f o n c t i o n  f ( X )  

s u r  u n  domaine d ' o b s e r v a t i o n  D(Xo,P) de t a i l l e  l é a è r e -  

ment s u p é r i e u r e  à c e l l e  de D(Xo,o<o) en u t i l i s a n t  l e  

même e s t i m a t e u r :  

S i :  

on c o n c l u t  aue l a  f o n c t i o n  e s t  l o c a l e m e n t  convexe en Xo ' 
@ans l e  c a s  c o n t r a i r e ,  on c o n c l u t  n u ' e l l e  e s t  ccncave 

Remarque La v a l i d i t é  du  r é s u l t a t  de ce t e s t  n C e s t  q a r a n t k e  que 

s i  l a  f o n c t i o n  f ( X )  e s t  d é f i n i e  l o c a l e m e n t  convexe ou  

concave à l ' i n t é r i e u r  d ' u n  v o i s i n a g e  de Xo c o n t e n a n t  

l e  domaine D(Xo, (3) . 
Comme p ne p e u t  t e n d r e  a r b i t r a i r e m e n t  v e r s  z é r o  

p u i s a u e  p> dg , ce v o i s i n a n e  ne p e u t  ê t r e  a r b i t r a i r e m e n t  

p e t i t .  

Nous v e r r o n s  comment t e n i r  compte de c e t t e  remarque 

l o r s  d e s  a n p l i c a t i o n s  de ce t e s t  de c o n v e x i t é .  

Une d e s  p r i n c i p a l e s  c r i t i a u e s  f a i t e s  à l a  méthode 

d ' e s t i m a t i o n  d e s  f o n c t i o n s  de d e n s i t é  d e  R o s e n b l a t t - P a r z e n  u t i l i s é e  

dans  ce t e s t  e s t  que son a p p l i c a t i o n  demeure l i m i t é e  à d e s  p r o b l è m e s  

de f a i b l e  d i m e n s i o n .  E n  e f f e t ,  c e t t e  e s t i m a t i o n  l o c a l e  se f a i t  

p o i n t  p a r  p o i n t .  O r  l e  nombre de p o i n t s  n e c é s s a i r e s  pou r  d é c r i r e  

c o r r e c t e n e n t  une  f o n c t i o n  m u l t i v n r i a b l e  c r o î t  e x n o n e n t i e l l e -  

v e n t  avec l a  d i m e n s i o n  de  l ' e s p a c e  de d é f i n i t i o n .  De ce f a i t ,  l e  

temps u ' e x é c u t i o n  des  a l p o r i t h r n e s  d t e s t i m a . t i o n  s u r  c a l c u l a t e u r  



numér ique  d e v i e n t  v i t e  p r o h i b i t i f  d 5 s  nue s ' é l è v e  l a  d i m e n s i o n  d e s  

données. 

Le t e s t  de c o n v e x i t é  p ropose  n é c é s s i t e  deux f o i s  p l u s  

de c a l c u l s  que l ' e s t i l n a t i o n  d e s  f o n c t i o n s  de d e n s i t 6 , o u i s q u ' e n  

chaque p o i n t  il f a u t  d ' a b o r d  e s t i m e r  l a  f o n c t i o n  e l le -même,  p u i s  

s a  v a l e u r  moyenne s u r  un domaine d ' o b s e r v a t i o n .  Il s e r a i t  donc 

i r r é a l i s t e  d ' e n v i s a a e r  l ' u t i l i s a t i o n  de ce t e s t  sans  d i s o o s e r  

d ' u n e  p r o c é d u r e  p e r m e t t a n t  d 1 a c c 6 1 é r e r  la mise  en  o e u v r e  de l a  

méthode d ' e s t i m a t i o n  de R o s e n b l a t t - P a r z e n .  

C ' e s t  p o u r a u o i  nous p r o p o s o n s  m a i n t e n a n t  un  a l n o r i t h m e  

d ' e s t i m a t i o n  r a o i d e  d o n t  l e s  p e r f o r m a n c e s  p e r m e t t r o n t  de  r é s o u d r e  

d e s  p r a t i q u e s  de f o r t e  d i m e n s i o n  en d e s  temps t o u t  à 

f a i t  r a i s o n n a o l e s .  

111.4. ALG0RITHh:E  RAPIDE D'ESTII.'ATION D E S  FONCTIONS DE DENSITE 

III .4. I  . ALC;T)PITHP;E D '  tSTI?eATIO.hJ CO?!VEPITIOrsINEL 

Lo rsoue  l o  dot ra ine  D(Xo,da) e s t  un hype rcube  de 

c ô t é  . l ' e s t i m a t e u r  (3 .4 . )  n ' e s t  en f a i t  o u ' u n  c a s  p a r t i c u l i e r  

de l ' c s t i r r i s t e u r  06néra. l  d e  R o s e n b l a t t - P a r z e n :  

dans  l e n u a l  l a  f o n c t i o n  y(CJ) e s t  a p p e l é e  "noyau" de l a  f e n ê t r e / l / .  

r n  e f f e t ,  en  p r e n a n t  pou r  y ( U )  l a  f o n c t i o n :  
9 

l ( 0  au t ren ien t  

avec:  u = [u,,. ...., ui,. ...., u n  
lT , on r e t r o u v e  l ' e s t i m a t e u r  

(3.4.) .  

Ce noyau  c u b i q u e  e s t  c e r t a i n e m e n t  l ' u n  d e s  p l u s  

u t i l i s 6 s  dans l a  p r a t i ~ i l e  / 4 / / 5 / / 5 / .  Ce c h o i x  e s t  ngné ra lemen t  

n l o t i v é  n a r  d e s  c o n s i d é r a t i o n c ,  de p r o f i r a ~ m a t i o n  s u r  c a l c u l a t e u r  

n u n é r i n u e .  En e f f e t ,  l e  c a l c u l  d e s  v a l e u r s  a b s o l u e s  e s t  beaucoup 

p l .us  r a p i d e  que l e  c a l c u l  d e s  normes ~ u c l i d i e n n e s  a s s o c i é e s  aux 
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noyaux de  t y p e  s p h é r i n u e  ou e x p o n e n t i e l ,  p a r  exemple.  De p l u s ,  

l ' e s t i m a t e u r  ; (xO)  de l ' é o u n t i o n  (3 .4 .  ) e s t  o b t e n u  t r é s  

s implen!ent  en con ig tan t  l e  nombre d  ' o b s e r v a t i o n s  situees dans 

l ' h y o e r c u b e  de  c ô t é  wo c e n t r é  en Xo . L a  n o s i t i o n  d ' u n e  

o b s e r v a t i o n  p a r  r a o p o r t  a c e t  hype rcube  p e u t  ê t r e  d é t e r m i n é e  en 

t e s t a n t  ses  composantes une à une. Il en r é s u l t e  a u ' u n  a rand  

nombre d ' o b s e r v a t i o n s  s i t u é e s  a l ' e x t é r i e u r  de cet hype rcube  

geuven t  ê t r e  é l i m i n é e s  a v a n t  d ' a v o i r  t e s t 6  t o u t e s  l e s  composantes.  

Cependant,  même avec  l e  noyau c u b i n u e ,  l ' u t i l i s a t i o n  

de c e t t e  t e c h n i n u e  d ' e s t i m a t i o n  e s t  l i m i t é e  & d e s  données de  

f a i b l e  d i m e n s i o n .  En e f f e t ,  l ' o p é r a t i o n  r e l a t i v e m e n t  s i m o l e  e t  

r a p i d e  d ' e s t i m a t i o n  de l a  d e n s i t é  en un p o i n t  d o i t  ê t r e  r é o é t é e  

nou r  t o u s  l e s  p o i n t s  où  on d é s i r e  e s t i m e r  l a  d e n s i t é .  Le p r o c e s s u s  

de d i s c r é t i s a t i o n  oenéra lement  a d o n t é  r e v i e n t  a e s t i m e r  l a  d e n s i t é  

en chaque noeud d ' u n  r6seau  h y p e r c u b i n u e .  Le nombre d ' e s t i m a t i o n s  

l o c a l e s  de l a  f o n c t i o n  e s t  a l o r s  une f o n c t i o n  e x n o n e n t i e l l e  de  l a  

d i m e n s i o n  d e s  o b s e r v a t i o n s  e t  l e  temns d  ' e x é c u t i o n  d e s  proararnmes 

d e v i e n t  v i t e  p r o h i b i t i f  / 5 / .  

Il f a u t  t o u t e f o i s  n o t e r  que dans  l e  c a s  l e  p l u s  

d é f a v o r a b l e ,  c ' e s t  d i r e  l o r s a u ' i l  y a au p l u s  une o b s e r v a t i o n  

p a r  hynercube ,  l e  nombre d l h y p e r c u b e s  non v i d e s  e s t  é a a l  au 

nombre q d ' o b s e r v a t i o n s .  A i n s i ,  p o u r  un é c h a n t i l l o n  de  t a i l l e  

4 , a u e l l e  que s o i t  l a  d i m e n s i o n  d e s  donnees,  l ' e s t i m a t i o n  de  l a  

f o n c t i o n  de d e n s i t é  e s t  n u l l e ,  s a u f  en un nombre l i m i t é  de  p o i n t s  

au n l u s  é n a l  à q . Dans la.  n r a t i n u e ,  l e  nombre d ' e s t i m a t i o n s  non 

n u l l e s  e s t  aéné ra lemen t  t r é s  n e t t e m e n t  i n f é r i e u r  au nombre de 

p o i n t s  de d i s c r é t i s a t i o n  de l a  f o n c t i o n  de d e n s i t é .  

Tenan t  comote de c e t t e  remarque, nous  o roposons  

une n r o c é d u r e  p e r m e t t a n t  de d é t e r m i n e r  d i r e c t e m e n t  l e s  hype rcubes  

non v i d e s ,  sans  a v o i r  à p r e n d r e  en c o n s i d é r a t i o n  l ' e n s e m b l e  d e s  

hynercuhes  c e n t r é s  en t o u s  l e s  n o i n t s  où l a  d e n s i t é  d o i t  ê t r e  

e s t i m é e .  Pour  une  t a i l l e  d 1 6 c h a n t i l l o n  donnée, l e  temps de c a l c u l  

s e r a  a i n s i  b o r n é  s u n é r i e u r e m e n t  n u i s q u e ,  a u e l l e  oue s o i t  l a  

d i m e n s i o n  du prob lerne,  il y a u r a  au maximuri q e s t i r e t i o n s  

l o c a l e s  non n i i l l e s  à n 6 t ~ r r ; i n e r .  



I I I  .4.2. PETEYt. IPJATIOPJ D E S  H Y P E R C U B E Ç  i\!'Ol'J V I D E S  

a.) h ! c r ~ i a l i s a t i o n  d e s  données  ......................... 
bleus v e r r o n s  u l t é r i e u r e m e n t  que l a  methode d e  

c l a s s i f i c a t i o n  autonia t iaue  proposée  d a n s  ce  mémoire n ' e s t  o a s  

s e n s i b l e  à une t r a n s f o r m a t i o n  diacionale  de l ' a s n a c e  ~0 d e  
r e ~ r é s e n t a t i o n  d e s  o u s e r v a t i o n s .  Dans u n  t e l  c a s ,  i l  e s t  aénéra-  

lement c o n s e i l l é ,  avan t  d ' e n v i s a o e r  t o u t  t r a i t e m e n t  d e s  données ,  

de n o r m a l i s e r  l e s  p l a n e s  de  v a r i a t i o n  de chacune d e s  composantes 

d e s  o b s e r v a t i o n s  / R / .  Par s o u c i  d e  s i m p l i c i t é  e t  s a n s  p e r t e  de  

o é n é r a l i t é ,  l ' e s p a c e  R" e s t  nor inôl i sé  de  t e l l e  s o r t e  que l e s  
O 

v a l e u r s  ex t rernes  de  c h m u e  composante s o i e n t  O e t  1  . 
( c f .  f i n u r e  3 . 1 . ) .  

S o i e n t :  

e t :  

En f a i s a n t  ç u n i r  2 l ' e s n î c e  PZ une t r a n s l a t i o n  d e  v e c t e u r :  

T = [ t l ,  .....' t i ,  .....' t n 
avec:  

- ri 

l T  
t i - - X  i = l , ? ,  ......., n i 

s u i v i e  d ' u n e  t r a n s f o r m a t i o n  diacionale  de  rrlatrice:  

on o b t i e n t  l e s  n o u v e l l e s  coordonnées :  

Dans ce  nouvel  e s p a c e , n o t é  R; , l e s  coordonnées  d e s  

o b s e r v a t i o n s :  



X 
2 

+ 1 
1. .. -+ 

+ + 
1 ESPACE R: ( 

2 
X 
1 

x ' 
2 

+1 
4 '  - 

+ 
t 

T 

. X '  

O +l - 

Fiqura  3 . 1 ,  L e s  t r o i s  esDaces  d e  r e p r é s e n t a t i o n  d e s  données  

b i d i m e n s i o n n e l l e s  nour  l /qo = M = 4 
cl 



x :  = [ x '  
J , . . . . . , x l  .,. . . . . , X  

i , ~  A, j] .i = 1,Z ,....., O 

s o n t  n o r m a l i s e e s  de t e l l e  s o r t e  nue :  

P a r  s o u c i  de c o m v o d i t é ,  e s t  a l o r s  c h o i s i  de l a  

fo r r r ie  : 

= 1  / I d  , f\l : e n t i e r  
9 '7 q 

A i n s i ,  en d i v i s a n t  chanue axe  de l ' e s o n c e  n o r m a l i s é  R: en Pl 
a 

i n t e r v a l l e s  enaux e t  a d j a c e n t s ,  on r e a l i s e  une n a r t i t i o n  de c e t  

espace en p j n  h ype rcubes  o e  c ô t e  . ( c f .  f i n u r e  3 .1 . ) .  
O c! 

b )  P r i n c i p e  do Droarammat ion  ......................... 

La n o r n i a l i s a t i o n  d e s  données e s t  s u i v i e  d ' u n  
n  

chanaewent d ' é c h e l l e  d e  l ' e s n a c e  R i  ob tenu  p a r  la t r a n s f o r m a t i o n  

l i n 6 a i r e :  

Y = A . L . [ x  + T]  

= A . X '  

de m a t r i c e :  

o ù  1 e s t  l a  m a t r i c e  u n i t h  d ' o r d r e  n. 

On n o t e  H" l ' e s p a c e  a i n s i  o b t e n u .  Dans c e t t e  
"9 

t r a n s f o r m a t i o n  é l é m e n t a i r e ,  l e s  cornnosa.ntes de t o u t  v e c t e u r  X '  

de l ' e s p a c e  R; s o n t  d i v i s é e s  p a r  aq de t e l l e  s o r t e  n u ' u n  

hypercube  de  c ô t é  de l ' e s a a c n  R; d e v i e n t  u n  hypercube  de 

c ô t é  u n i t é  dans  l t esn? . ce  . ( c f .  f i c u r e  3.1.)  

On c o n s i d E r e  a l o r s  l a  o a r t i t i o n  de  l ' e s p a c e  HZ a 
en hyoe rcubes  u n i t é ,  t r a n s f o r m é e  d e  l a  p a r t i t i o n  Qe  l ' e s p a c e  

n  
fi, en hype rcubes  de cÔt6 a . Les c e n t r e s  de c e s  hype rcubes  

Q 
u n i t é ,  d o n t  l e s  coordonnées  s o n t  d e s  n u l t i n l e s  d e  0 . 5  , f o r m e n t  - 

l e s  n  m u d s  d ' u n  r é s e a u  h y p e r c i ~ b i n u e  % d e  ~ n s  u n i t é .  

( c f .  f i n i ~ r e  3 . 2 . )  



F i o u r e  3.2. Réseau c a r r é  d e s  c e n t r e s  d e s  c a r r e s  d e  c ô t E  

u n i t é  d a n s  l ' e s p a c e  F? 2 à d e u x  d i r s e n s i o n s  a v e c  

4 = O , 2  . @cl 

C1 

S o i t :  

Y .  = A ,  X '  
.1 j 

l a  j6ms o b s e r v a t i o n  d a n s  l ' e s p a c e  ~4 t e l l e  que: 
a 

Y - - [ v , , ~ , . . . . . . Y  T 
i . j * * - * * * 9  

C e t t e  o b s e r v a t i o n  tombe dans  l ' h y n e r c u b e  u n i t é  c e n t r e  au  oint 

H . ~  du  r 6seau  t e l  nue:  
O 



où EI+ 'T(y)  e s t  la. a a r t i e  e n t i C r e  a u  nor lbre  r é e l  n o s i t i f  y  c lu i  

p e u t  ê t r e  o b t e n u p  d i r e c t ~ r n e n t  p a r  l ' i n s t r u c t i o n  " I N T H  d u  

l anaaoe  FORTRAÎJ . 
Il e s t  donc a i s é ,  s u r  l e  n l a n  de  l a  ~ r o a r a r n m a t i o n ,  

de d r e s s e r  une l i s t e  des  c e n t r e s  d e s  hypercubes  non v i d e s  en 

nroarammant l ' é o u a t i o n  (3.8,) e t  en l ' a o o l i q u a n t  à t o u t e s  l e s  

o b s e r v a t i o n s  de  l ' é c h a n t i l l o n .  T o u t e f o i s ,  comme d i f f i r e n t e s  

o b s e r v a t i o n s  oeuven t  d é f i n i r  l e  r ê n e  hypercube  non v i d e ,  il e s t  

p o s s i b l e  aue c e r t a i n s  é l é m e n t s  a n p a r a i s s e n t  a lu sieurs f o i s  dans  

c e t t e  l i s t e  b r u t e .  En f a i t ,  l e  nowbre d ' a p p a r i t i o n s  d ' u n  même 

n o i n t  e s t  6 n a l  au nowbre d ' o b s e r v a t i o n s  tombant  a l ' i n t é r i e u r  de  

l ' h y n e r c u b e  u n i t é  c e n t r e  en ce  p o i n t .  

En é l i m i n a n t  l e s  r é p é t i t i o n s  de c e t t e  l i s t e  b r u t e ,  

il e s t  donc f a c i l e  de d s t e r m i n e r  l e  nombre d ' o b s e r v a t i o n s  tombant  

dans  chanue hypc rcuhe  non v i d e .  Le c a l c u l  de l a  v a l e u r  de  l ' e s t i -  

orateur au c e n t r e  de  ces  hype rcubes  e s t  a l o r s  i m m é d i a t .  On s a i t ,  

oa r  a i l l e u r s ,  aue l a  v a l e u r  de l ' e s t i r n a t e u r  au c e n t r e  d e s  hyne r -  

cubes ne f ' i n u r a n t  nas  dans  c e t t e  l i s t e  e s t  n u l l e .  

III .4.3. ESTII.IATION R A P I I > E  DES FONCTIOPJS DE DENSITE 

La  ~ r o c 6 d u r e  exposée c i - d e s s u s  ne pe rme t  d ' e s t i m e r  

1 3  f o n c t i o n  de  d e n s i t é  c lutaux noeuds  du  réseau  h y o e r c u b i q u e  "8% * 
S i  on d e s i r e  e s t i m e r  l a  f o n c t i o n  en d ' a u t r e s  p o i n t s ,  on  e s t  amené 

à m o d i f i e r  l e c è r e m e n t  c e t t e  a r o c é d u r e  en t r a n s l a t a n t  l e  r éseau  

S o i t :  

V = V ,,....., Vi ,....., V [ n  IT 
l e  v e c t e u r  d é f i n i s s a n t  c e t t e  t r a n s l a . t i o n  e t  s o i t  % ( V I  1.e r éseau  

t r a n s l a t é .  Les i è n e s  coordonnées  d e s  noeuds de ce r é s e a u  Y ( V )  

s o n t  des  m u l t i p l e s  ac  ( 0 , 5 +  vi ) . ( c f .  f i g u r e  3.3.). 

Comme nrécédemment, on p e u t  d é t e r m i n e r  d i r e c t e m e n t  

l ' h y p e r c u b e  u n i t é  c e n t r é  s u r  un  oint de %(VI d a n s  l e o u e l  

tomho l'observation Y . Le c e n t r e  H: de c e t  hype rcube  e s t  . 
j 

d e f i n i  en f o n c t i o n  d e s  coordonnées  de Y e t  de V pa.ro 
j 
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F j  o i ~ r n  3 . 3 .  ! ' k e n t i  % ( v )  O h t e p ( :  r)pr t r a n s l a t i o n  du rÉse;iu 

x, ( in  1, f i r i i r e  2 . .  p l r  11 v a r t e u r  . 

L ' u t i l i s a t i o n  de l ' i n s t r u c t i o n  " I N T "  pe rmet  

d ' é t n o l i r  l a  l i s t e  h r u t a  des  c e n t r e s  H$ , j =1,2 ,....., 4 d e s  

hypercubes  a a n s  l e s a u e l s  tombent  l e s  o b s e r v a t i o n s .  L ' e s t i m a t i o n  

d e  l a  d e n s i t é  au c e n t r e  de c e s  hype rcubes  r é s u l t e  imméd ia tement  

de l l é l i m i n a . t i o n  d ~ s  r é p é t i t i o n s  a n n a r a i s s a n t  dans  c e t t e  l i s t e  

o r u t e .  

Grâce c e t t e  p r o c e d u r e ,  il e s t  p o s s i b l e  d ' e s t i m e r  

l a  f o n c t i o n  de  d e n s i t é  en t o u t  n o i n t  d ' u n  r é s e a u  h y p e r c u b i o u e  de 
n  pas 1/E , E e n t i e r  p o s i t i f  i n f é r i e u r  à 1 , c o u v r a n t  l ' e s p a c e  R a  . 
q 

En e f f e t ,  un  t e l  r e s e a u   eut ê t r e  o b t e n u  en t r a n s l a t a n t  (E"  - 1 )  
n  

f o i s  l e  r 6 s e a u  % Les connosan tes  a e s  ( E  - 1 )  d i f f é r e n t s  
O 

v e c t e u r s  non n u l s  d e f i n i s s a n t  c e s  t r a n s l a t i o n s  s o n t  o b t e n u e s  p a r  

t o u s  l e s  c h o i x  ~ o s s i o l e ç  d~ n  v a l e u r s  p a r m i  l e s  é l é m e n t s  de 

l ' e n s e m b l e  d e s  F. v a l e u r s  de e/E , e  = 0,1,2,.  ...., E-1 . 
( c f .  f i ~ u r e  3.4.) .  



La wéthode b roposée  ne l i m i t e  donc pas  la f i n e s s e  

du  n a s  d e  d i s c r 6 t i s a t i o n  de  l a  f o n c t i o n  :te d e n s i t é  o u i  p e u t  ê t r e  

e s t i m s e  aux nceuds  d ' u n  r é s e a u  a u s s i  dense a u ' o n  l e  d é s i r e .  

nnur c o n î t r u i r e  irn r6sentJ d e  p a s  0 , 5  d a n s  

~ ' e s n a c e  R' . = 1 1 5 )  
a~ 
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III. 5 . 1 .  A N A L Y S E  DES ALGOHITt.i:.*iES 

a )  C p é r a . t i o n  de  base ----------------- 
La  p r o c é d u r e  p roposée  e s t  fondan ien ta le r r~en t  d i f f é -  

r e n t e  de  l a  t e c h n i q u e  d ' e s t i m a t i o n  c o n v e n t i o n n e l l e  dans  l a q u e l l e  

il e s t  n c c é s s a i r e  d ' i d e n t i f i e r  l e s  o b s e r v a t i o n s  tombant  dans  

l ' e n s e n i b l e  d e s  hyne rcubes  c e n t r e s  en t o u s  l e s  n o i n t s  où  l a  f o n c t i o n  

d o i t  ê t r e  e s t i m é e .  Pour  corr iparer l e s  p e r f o r m a n c e s  d e s  deux a l q o -  

r i t h m e s ,  il e s t  commode de a h f i n i r  une o p e r a t i o n  é l é m e n t a i r e  de  

oase, corrmune aux deux p r o c é d u r e s .  S o i e n t :  

e t :  

n  
deux p o i n t s  de l ' e s p a c e  R,, . La. norme a s s o c i é e  aux domaines 

d ' o b s e r v a t i o n  h y p e r c u b i n u e s  e t a n t :  

l a  o i s t a n c e  e n t r e  Y, e t  Y 2  e s t :  

 opération d e  base c o n s i s t e  h t e s t e r  s i :  

Lo rsoue  d  e s t  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f ,  c e t t e  o p é r a t i o n  é l é m e n t a i r e  

permet  d e  s a v o i r  s i  l e  p o i n t  
Y 2  

tombe dams l ' h y p e r c u b e  de c ô t é  

6 c e n t r é  en YI . S i  O e s t  n u l ,  l'opération de  base e s t  

ç in ip lement  un t e s t  pou r  s a v o i r  s i  Y, e t  Y 2  s o n t  deux p o i n t s  

i d e n t i f l u e s .  Dans l e s  deux c a s  e l l e  n é c é s s i t e  au o l u s  n  compara i -  

sons e n t r e  l e s  coordonnées  d e s  deux p o i n t s .  Comme nous  l ' a v o n s  . 

d é j à  n o t é  ( c f  page I I I . n .1 ,  ce nombre n  c o n s t i t u e  une b o r n e  

ç u p s r i e u r e  du non-tbre de co inpara isons  e f f e c t i v e m e n t  n é c é s s a i r e s  

dams ce t y p e  d ' o p 6 r a t i o n .  



l lne f o i s  e f f e c t u e  l e  chancernent d ' é c h e l l e  de m a t r i c e  

A de  1 ' 6 n u a t i o n  (2.7.1, I ' a l n o r i t h n e  r a 7 i d o  d é t e r m i n e  l ' h y p e r c u b e  

u n i t 6  non v i d e  a s s o c i e  i?i chaque o b s e r v a t i o n .  11 s ' a g i t  e s s e n t i e l -  

l e v e n t  d ' u n e  oo6r-a* t ion de codage d e s  n  corr!posantes de chacune 

cles P o b s e r v a t i o n s .  Dans l ' é t a n e  s u i v a n t e ,  l e s  c e n t r e s  d e s  

hype rcunes  a i n s i  d h f i n i s  s o n t  cornnarés l e s  u n s  aux a u t r e s  pou r  

é ï i n - , i n e r  l e s  r B p 6 t i t i o n s .  C e t t e  o p é r a t i o n  n é c é s s i t e  au maximuin: 

o p 6 r a . t i o n ç  de base avec d=O . A l a  f i n  de c e t t e  é tape,  on c o n n a i t  

l e  n o n u r e  d ' o b s e r v a t i o n s  t omban t  dans  chacun d e s  hype rcubes  non 

v i d e s  c e n t r é s  aux ncpi ioc du  r é s e a u  xo . .On d é t e r n i i n e  imméd ia te -  - r ment l a  v a l e u r  d e  l ' e s t i r i i ~ l t e u r  en c e s  p o i n t s .  Pour  r e v e n i r  z 

l ' e s n a c e  nor rna l i s i !  P" , il s u f f i t  d ' e f f e c t u e r  l a  transformation 1 
i n v e r s e  de  r ; ) ; ) t r ice A-' s u r  l e s  p o i n t s  du r é s e a u  O; l a  

d e n s i t é  e s t i m é e  e s t  d i f f é r e n t e  de  z é r o .  

Sachan t  c iu 'une m u l t i p l i c a t i o n  e t  n u ' u n e  o p é r a t i o n  

de codane s o n t  Seaucouo  lus r a p i d e s  nue l ' o o é r a t i o n  de  base, on  

p e u t  rna j o r e r  l e  ter:ips d  ' e x é c i i t i o n  d e s  2nq m u l t i p l i c a t i o n s  

a s s o c i é e s  aux t r a n s f o r m a t i o n s  de m a t r i c e  A e t  A-' e t  d e s  na 

codaoes o a r  c e l u i  de  3nci o p é r a t i o n s  de  base. On p e u t  donc  

a f f i r c i e r  que l e  ter rps  de c a l c u l  de l ' a l r r o r i t h r n e  r a p i d e  ne dépasse 

n n s  c e l u i  de :  

QI = 3nq + (1 = O (Jn  + n + i  1 
3 2 

o p 6 r a . t i o n s  de  b a s e .  

S i  on d é s i r e  e s t i m e r  l a  d e n s i t é  aux n m u d s  d ' u n  

r é s e a u   lus dense,  d e  was a /E  , E  e n t i e r ,  il f a u t  t r a n s l a t e r  
n  a 

( E  - 1 )  f o i s  l e  r é s e a u  r6e aans  l ' e s p a c e  R" . Le temns 
O Q, - 

r i t e x 6 c u t i o n  de l ' ô l n o r i t h m e  e s t  a l o r s  ma,ioré par  ~ ~ l . 0 ~  f o i s  

l e  temos d ' e x e c i ~ t i o n  nioyen d e  l ' o p é r a t i o n  de base. 

C )  A lc ro r i thv ie  c o n v e n t i o n n e l  ........................ 
Pour  l e  même p-s d e  d i s c r é t i s a t i o n  qq , l ' a l n o ~ '  

r i t h n e  c o n v e n t i o n n e l  f a i t  i n t e r v e n i r  l e s  ( f i 1  ) "  hype rcubes  
n  



n  t !16menta i res  c o n s t i t c i a n t  I n  n n r t i t i o n  o c  l ' e s o x c e  
' 1  . Il 

n L c 6 ç s i t e  Oonc: 

o o e r o t i o n s  de Rqçe z v c c  c!=cX . S i ,  coriirre rr&cédernment,on d é s i r e  
'1 

r ! i v i s e r  l e  p a s  o e  d i c r c t i s a - t i o n  p a r  un e n t i e r  E , l ' a l a o r i t h m e  

n é c é s ç i t o  s l o r r  "" 0 ,  o p 6 r a t i o n s  d e  base. 
II 

6 )  Cor: :n i ra ison d e s  temps d ' e x e c u t i o n  ................................. 

i:e ( 2 : - , . )  nt ( 2 . 1 0 . )  on c o n c l u t  que l c  r a p p o r t  d e s  

t e r l o s  d ' e x è c u t i o n  rroyens cies d e u x  : ? l c o r i t h m e s  e s t  i n f k r i e u r  2 :  

Pour  donne r  un o r d r e  d o  p r a n d e u r ,  ~ r e n o n s  un 

p roS l6 r -e  2- 5 d i m e n s i o n s  pou r  l e o u e l  on c i s o c s e  s ' u n  G c h a n t i l l o n  

6 ?  1 0 U U  o b s e r v a t i o n s .  S i  on f i x e  ocn = Q , l  , on n c u t  a f f i r m e r  

oue l ' a l o o r i t h r r ~ e  c ronos f !  s e r a  au n i n i n i u r ,  2200 f o i s  p l u s  r a p i c e  

que 1 ' ; i l r o r i t h r ) e  c o n v e n t i o n n e l .  

C e t t e  e s t i r r i a t i o n  du  r a p p o r t  cies t e r ~ p s  u ' e x e c u t i o n  

r ies ceux i l ~ o r i t h r ; ~ e s  e s t  en f a i t  assez o r o s s i è r e  c a r  nous  nous  

somr.ies p l ô c h  oans  l e  c a s  l e  p l u s  d 6 f a v o r 8 b l c  pou r  a n a l y s e r  la 

c o r r . > l c x i t i :  rie l ' ? l w r i t h m e  rar i ic le .  Fn e f f e t ,  l e  noirbre d ' h y p e r c u b e s  

non v i d e s  dépend d e  l a  c o n f i o u r a t i o n  d e  l a  d i s t r i b u t i o n  s n a t i a l e  

aes  o b s e r v a t i o n s  e t  p e u t  ê t r e  n e t t e m e n t  i n f é r i e u r  à a . De p l u s ,  

l e s  o o 4 r î t i o n s  s u r  l e s  e n t i e r s  m i s e s  en j e u  dans  I ' a l o o r i t h r n e  

n r o p o s h  s o n t  p l i l s  r a p i t l c ? ~  p u e  l e s  o p b r a t i o n s  en t i o i n t  f l o t t a n t  de  

l ' a l o o r i t h m e  c o n v e n t i o n n e l .  Pans ceç c o n d i t i o n s ,  i l  e s t  i m n o s s i b l e  

c r  comparer  l e s  t e ~ p ç  c c  c a l c u l  pvec  p r 6 c i s i o n .  Pour  c o m p l é t e r  

c e t t e  ana l yse ,  nous p r 6 s e n t o n s  aonc cruc inues s i r \ u l a t i o n s  a f i n  

6 2  c h i f f r e r  l c s  t e r r ~ s  d ' e x d c v t i o n  r e s o c c t i f ç  d e s  deux n l c o r i t h m e s  

sous n i f f é r e n t e s  c o n d i t i o n s .  

Les  c!onn(Acs u t i l i s e =  pou r  cor;parer l e s  p e r f ~ r r r ~ a n c e s  

de  I ' ? l ~ o r i t h n e  p ropos6  e t  d e  l ' n l q o r i t h n l c  c o n v e n t i o n n e l  s o n t  d e s  



vectnc i rs  a l é a t o i r e s  isçtis o r  d ? u x  d i s t r i b u t i o n s  n o r r a l e s  
-n TI 

I x i  , )  , i l ,  2 ,  où: 

-n 
X, =[+?,+?, ...........,+ 2 1 

L v 
n f o i s  

e t :  

L ? ç  t e r n s  c : 'qxécut ion  c e s  cieux ~ i l c io r i t l i r ;~es  o n t  e t 6  

c o r r ~ p ~ r é ~  n$3ur Uer, çjotin<:es d e  ( i i f f c r e n t c s  ? i n e n s i o i i s  e t  nour d e s  

; c ; : - r l t i l l o n -  c c  t z i l l c u  vqric.ac. en c a r c l ? n t ,  pour t o u s  l e s  e s s a i s ,  
C 1 ;? :-:7-rc c v;7 1 . 9 ~  r  r c . C e l l c - c i  a $ t e \  f i x 6 e  L @cl = O,I . Cela  

r n v i o n t  ;L c : i s c r 6 t i s e r  l a  d e n s i t é  c,e p r o u a D i l i t 6  en d i v i s a n t  en 

1 i i î tc?rv; l l !es  6 . i n u x  l n  n lnoê  <,e  v ~ r i r 7 t i o n  normal i s6e  de 
C 

cbacrinc c 'es c o r n o s a n t e s  d e s  o i>serva t ionc , .  

Tl f p l ~ t  n O t t r  cue C S  choix  a r b i t r 2 i r c  d 'une  v a l e u r  

f i x e  ~ o i ~ r  an ni? ~ e r r ) e t  POS c l ' n q ~ u r ~ r  l a  c o n v r ? r ~ e n c ~  ( je  l ' e s t i m a -  

t e u r  lornouo 13 t a i l ? ( ?  oe  1 ' ; - c i - an t i l l on  auqriïente. r:e p l u s ,  c e t t e  

procxdur-  ne c o n d u i t  pas  , en c é n 6 r s 1 ,  a une e s t i r - , a t i o n  ç a t i s f a i -  

SPnte C:?P f o n c t i o n s  rie c 4 e n ç i t 6 .  Cependant, nous ne t r a i t o n s  pas, 

i. c e  n i v e a u ,  l c  proul?n,e  G U  choix  d e  a e t ,  s a n s  aucune i n f o r -  

r a t i o n  s u n o l ~ 6 m e n t a i r s ,  aucune v p l e u r  n ' e s t  a  p r i o r i  r , , e i l l e u r e  nue 

l e s  ~ l ~ t r e ç .  Les sir i l l a t i o n s  niie nous p r é s e n t o n s  n ' o n t  e t a u t r e  b u t  

c u ~  d a  n e t t r e  en i v i d e n c e  l e s  e f f e t s  d e  l a  din:ension a e s  données 

e t  d e  l;! t a i l l e  c'e 1 ' 6 c h ~ n t i l l o n  s u r  l e s  tcilips ~ ' e x 6 c i i t i o n  d e s  

deux a l r o r i t h n , c $ ,  t o u t e s  c h o s e s  r e s t a n t  & ? a l e s  pa r  a i l l e u r s .  

C e s  t e v o s  s o n t  r e n r d s e n t 6 q  f inut -?  3.5. nour t r o i s  

t a i l l a s  d ' 8 c b n n t i l l o n  ( n = 100 , n = 500  c t  a = 1f~O0 ) e t  pour 

n v ~ r i ? n t  cie 3 5 0 . (orr:le l r ? ~  o r c J r ~ s  d e  nr îndei i r  s o n t  t r k s  

d i f f i l r e n t s ,  l e s  tentni; (le c a l c u l  o n t  e t 6  r e r o r t 6 s  en c o o r r i o n n 6 e ~  

l o n g r i t  I-imioues. 

L=I c r o i s s a n c e  e x p o n e n t i e l l e  d u  t e m > ç  d ' e x é c u t i o n  

cie l ' a l n o r i t h n e  c o n v e n t i o n n e l  en f o n c t i o n  d e  l a  c i i m ~ n s i o n  di; 

broblGrrc c o n f i r ~ : ~ e  l e s  c o n c l i ~ s i o n s  d e  l t a n ? l y s e  pr4ceciente.  



t t ( s e c o n d e s )  

Infi 

F i c u r e  3 . 5 .  Temps d ' e x é c u t i o n  cies deux  alnorit t-rrles nour 

n = 100 , c = 50C; , n = 1C)r3(! e t  pour n 

v a r i a n t  d e  2 à O . 
m Alnori thme r a a i d e  



Pour  une t a i l l e  d ' é c h a n t i l l o n  donnée, l a  c r o i s s a n c e  

a u  temps de c a l c u l  a e  l l a l c r o r i t h r ! e  r a n i d e  avec l a  d i m e n s i o n  

r é s u l t e  d u  mode de  c é n é r a t i o n  d e s  donnees a r t i f i c i e l l e s .  En e f f e t ,  

l e s  cieux d i s t r i b u t i o n s  no rn ia l es  i ~ t i l i s é e s  nou r  c e s  s i n i u l s t i o n s  

o n t  des  m a t r i c e s  de c o v a r i a n c e  u n i t i ,  q u e l l e  pue s o i t  l a  d i m e n s i o n  

d e s  données.  A i n s i ,  p o u r  une t a i l l e  donnée de  l ' é c h a n t i l l o n ,  l a  

d e n s i t e  aea  o b s e r v a t i o n s  dans  chacun d e s  deux a r ~ ~ u o e r i e n t s  c o r r e s -  

nondan t  d c e s  deux c l a s s e s  t e n d  à d é c r o î t r e  l o r s a u e  l a  d i m e n s i o n  

auqrnente. En c o n s ~ ~ u e n c e ,  l e  nombre d ' h y n e r c u b e s  non v i d e s  t e n d  

5 a u m e n t e r ,  sans  t o u t e f o i s  o o u v o i r  d e n a ç s e r  a . La f i c u r e  3.6. 

i n d i q u e  l ' a u o r ? e n t a . t i o n  e n r e n i ç t r 6 e  pou r  :es é c h a n t i l l o n s  de 100, 

500 e t  1000 o t ) s e r v a t i o n s  u t i l i s e s  pou r  l e s  ç i f i * u l a t i o n s .  L ' a l l u r e  

ci? c e t t e  c r o i s s a n c e  e x ~ l i o u e  1 ' 6 v o l u t i o n  o u  tenins  exécution d c  

1 ' n l ~ o r i t h n . e  rc?n ide  avec  l a  d i n i ens ion .  Il f a u t  ceoencjant n o t e r  que 

c e t t e  c r o i s s a n c e  e s t  h p a ~ c o u p  0 1 ~ s  l e n t e  que c e l l e  e n r e n i s t r é e  

nnu r  l ' a l a o r i t h m e  c o n v e n t i o n n e l .  On s a i t ,  de  p l u s ,  n u ' e l l e  e s t  

b0rni.e s u n é r i e u r e v i e n t  . 
A i n s i ,  l a  o rande  d i f f é r e n c e  de tsn lns  d ' e x é c u t i o n  

e n t r e  l e s  deux a 1 ~ o r i t h r i . c ~  t e n d  5 ai lamenter  qvec 1;1 d i rnens ion  d u  

n r o h l e n ~  t r a i t k .  Pa r  e x e v n l e ,  pou r  q = I O O O  , l e s  temns d ' e x k c u -  

t i o n  s o n t  r e s p e c t i v e m e n t  de 2 e t  de 20 secondes n o u r  l e  c a s  

b i d i r v e n s i o n n e l ,  a l o r s  a u ' i l s  s o n t  de 30 secondes e t  de 5 h e u r e s  

e t  der r ie  p o u r  des  données à 5 d i m e n s i o n s .  On n o u r r a  r a ~ p r o c h e r  c e s  

r é s u l t a t s  d e s  c o n c l u s i o n s  de  l ' a n a l y s e  n r g s e n t k e  q u  n a r a o r a n h e  

p r i - c é u ~ n t .  

L 1 ? l n o r i t h r 1 e  r a p i d e  n r o p o r e  p e r t r e t  donc d ' o b t e n i r  

I ' e s t i r : ~ a t i o n  d e s  f o n c t i o n s  de d e r i s i t e  n a r  l a  méthode t iu noyau 

c u b i q u e  avec un n a i n  de  t e r  p s  t r d s  a n n r a c i a b l e  Dar  r a p o o r t  à l a  

o r o c é d u r e  c o n v e n t i o n n e l l e .  C e t  a l n o r i t h ~ i e  o u v r e  donc  un v a s t e  

c h ~ n p  d ' r - ~ p n l i c a t i o n  a l a  méthode d ' e s t i m a t i o n  de  Z o s e n b l a t t - P a r z e n  

o u i  n e u t  d 6 s o r r a . i ~  $ t r c  i r t i l i s é e  ~ o u r  r 6 s o u d r e  d e s  n r o b l è t r e s  c e  

d i r r :ens ion é l e v e e .  hlods a l l o n s  r1 ,a in tenant  a p n l i a u c r  c e t  a l q o r i t h m e  

2 l ' a n ~ l y s e  de  la c o n v e x i t é  l o c a l e  des  f o n c t i o n s  de  d e n s i t é .  



F i c u r e  3.6. Fiombre d ' h y p e r c u b e s  non v i d e s  c o u r  d e s  & c h a n t i l l o n g  

de  100, 590 e t  1OOO o b s e r v a t i o n s  en f o n c t i o n  d e  l a  

d i m e n s i o n  d e s  données.  
! i t lS  

'I 3 LlklE 



1 ALGOP'ITHR'F CF TEST DE LA C O I I V E X I T E  LOCALE CES FONC;TIOI\IS 

La  m i s e  en œ u v r e  s u r  c a l c u l a t e u r  du  t e s t  de 

c o n v e x i t é  p r é s e n t é  au pa raa raphe  111.3. n é c e s s i t e  en p r e m i e r  l i e u  

l ' e s t i m a t i o n  de  l a  f o n c t i o n  de d e n s i t é  soumise a l ' a n a l y s e .  Nous 

u t i l i s e r o n s  a o n c  l ' a l a o r i t h m e  d ' e s t i m a t i o n  r a p i d e  en a j u s t a n t  

en f o n c t i o n  de  l a  t a i l l e  de l ' é c h a n t i l l o n  e t  de l a  n a t u r e  d e s  

o b s e r v a t i o n s .  Dans t o u t  ce g u i  s u i t ,  l e  p a r a m è t r e  , i n v e r s e  

d ' l ~ n  y n t i e r ,  s e r a  p r i s  l e  p l ~ ~ s  n r o c h e  n Q s s i b l e  de :  

Ce c h o i x  pe rme t  de r e s p e c t e r  l e s  c o n t a i n t e s  de p ron rammat i on  

a i n s i  nue l ' e n u a t i o n  ( 3 . 2 . )  l o r s q u e  l e s  domaines u t i l i s é s  pou r  

l ' e s t i m a t i o n  d e  l a  f o n c t i o n  de d e n s i t é  s o n t  des  hype rcubes .  

P r a t i q u e m e n t ,  il e s t  dtusa.qe de f i x e r  8 , oené ra lemen t  à l a  

v a l e u r  8=1/2 , e t  d ' a j u s t e r  en j o u a n t  s u r  l e  p a r a m è t r e  a 
O' 

f ~ ~ a i s  l e  c h o i x  d e  denieure e s s e n t i e l l e m e n t  a r b i t r a i r e  e t  nous 

np d i s ~ o s o n s  pas  enco re ,  5 ce s t a d e  cie l ' k t u d e ,  d ' u n e  rriéthode 

p e r m e t t z n t  d  ' o p t i m i s e r  33 v s l e i l r  de  ce p a r a m e t r e  f o n d a m e n t a l .  

C ' e s t  seu ler f ient  l o r s o u e  nous  a b o r d e r o n s  l e s  p rob l smes  de  c l a s s i -  

f i c a t i o n  au toma t i f l ue ,  au c h a n i t r e  V, oue nous p o u r r o n s  p r o p o s e r  

des  c r i t e r e s  o u j e c t i f s  n u i  s e r v i r o n t  à l ' a j u s t e m e n t  de  l a  t a i l l e  

d e s  don a i n e s  d ' o b s c r v a t i o n .  

Pour  t e s t e r  l e  sens  de l a  c o n v e x i t ë  1oca. le de  l a  

f o n c t i o n  de d e n s i t é ,  on d o i t  e n s u i t e  e s t i m e r  sa v a l e u r  moyenne 

s i ~ r  des  hynercubes;  d e  c ô t é  s u p g r i e u r  a OC e t  c e n t r é s  aux  p o i n t s  
C1 

o ù  l a  f o n c t i o n  a e t 6  e s t i m é e .  Pour  d e s  r a i s o n s  de r a p i d i t é  de 

c a l c u l ,  c e s  v a l e u r s  moyennes s o n t  e s t i r r é e s  su r  d e s  domaines  

h y p e r c u b i a u e s  de  c ô t é  3d0 , c o n s t i t i i 6 s d e  3" h y p e r c u b e s  élémen- 

t a i r e s  de c ô t é  a . ( c f .  f i n u r e  3.7.) Le nomPre d ' o b s e r v a t i o n s  
Ci 

tombant  dans  c e s  domaines e s t  a l o r s  r ap idemen t  o b t e n u  comme l a  

somrrie du nombre d ' o b s e r v a t i o n s  tontbant  d a n s  chacun des  hype rcubes  

6 1 6 m e n t a i r e s .  /12/ .  

La d é t e r m i n a t i o n  d u  sens de  l a  c o n v e x i t é  l o c a l e  

de  la f o n c t i o n  de d e n s i t é  e s t  a l o r s  irnrrtédiate p u i s n u e  l ' o n  d i s p o s e ,  

en  chaaue p o i n t  où  ce sens d o i t  ê t r e  t e s t é  , des  e s t i m a t i o n s  de 

la f o n c t i o n  e t  de  sa v a l e u r  moyenne s u r  u n  domaine d ' o b s e r v a t i o n  



c e r i t r s  en ce p o i n t .  11 f a u d r a  t e n i r  cono te ,  l o r s  d e s  a w p l i c a t i o n s  

o r a t i o u e s ,  du  f a i t  Que l a  v a l i d i t é  du r é s i i l t a t  de  ce t e s t  n ' e s t  

assurGe aue si l a  f o n c t i o n  é t u d i é e  e s t  l o c a l e m e n t  convexe  ( o u  

concave)  dans un v o i s i n a n e  h y p e r c u b i n u e  du o o i n t  de t e s t  de c ô t e  

3 4  . 
(1 

Dans l a  s u i t e  de ce  t r a v a i l ,  nous  nous  a o ~ l i a u e r o n s  

s i i r t o i ~ t  déterminer l e s  domaines 02 une  f o n c t i o n  e s t  conca.ve. 

ne t e l s  domaines s e r o n t  n a t é r i a l i s é s  p a r  des  ensembles d ' h y g e r c u b e s  

ad ja - cen t s  de  c ô t e  
arl 

, c e n t r é s  aux p o i n t s  de t e s t ,  a l ' i n t é r i e u r  

r j esnue l s  l e  r é s u l t a t  du  t e s t  d e  c o n v e x i t é  i n d i q u e  une f o n c t i o n  

l o c a l e n l e n t  concave .  Ces hype rcubes  s e r o n t  a n n e l é s  "hype rcubes  a 

c o n v e x i t é  n é p a t i v e " ,  p a r  o p p o s i t i o n  ailx " hype rcubes  a c o n v e x i t i :  

n o s i t i v e "  pou r  l e ç o u e l s  l e  t e s t  i n d i q u e  pue l a  f o n c t i o n  e s t  

l o c a l e m e n t  convexe .  

F i o u r e  3.7. Domaines de  I f e s o n c c  pz  u t i l i s é s  pou r  t e s t e r  l a  1 
c o n v e x i t é  d ' u n e  f o n c t i o n  de  d e n s i t é  en un p o i n t  X '  

O 



P'ous avons m i s  a u  n o i n t  u n  a l a o r i t h i i e  r a n i d e  

d ' e s t i m a t i o n  d e s  f o n c t i o n s  de d e n s i t é  de n r o h a b i l i t é  o a r  l a  

w6thode du noyau  c u b i q u e  de R o s s n b l a t t - P a r z e n .  U t i l i s é  Dour 

t e s t e r  l e  sens  de l a  c o n v e x i t k  l o c a l e  des  f o n c t i o n s  de d e n s i t é  

5 r i a r t i r  d e s  o b s e r v a t i o n s ,  c e t  a . lno r i th rne  ~ e r r n e t t r a  d e  t r a i t e r  

cles n r o b l 6 m e s  ci? f o r t e  d i i nens ion  a v e c  un terrine: de c a l c u l  

r e l a t i v e n s n t  r h d u i t .  

T l  f a u t  t o i r t e f o i s  n a r d e r  iL l ' e s n r i t  l e  f a i t  nue 

l ' a n n l i c a t i o n  c i f i  c e t t e  n r o c c d u r e  ne p e r n e t  de d k t e r m i n e r  l e  sens 

c-iç. 1 2  c o n v e x i t 6  I n c > l r ? .  n e  l a  f o n c t i o n  a .n~ l j s i s c .  nue s i  c e l l e - c i  

e s t  6 6 f i n i e  d a n s  un c e r t a i n  v o i s i n a n e  d e s  n o i n t s  de t e s t .  Avan t  

d l ? n v i ç a n e r  l ' u t i l i s n t i o n  s y s t ~ r n a t i o u e  d o  ce t e s t  d a n s  l e s  

n r o n l ? m s s  rie c l a s s i f i c a t i o n  a u t o r r ~ t i n u e ,  il i n p o r t e  nonc  de 

c o n n a î t r e  l e s  n r o o r i e t e s  d e  c o n v e x i t e  cics f o n c t i o n s  d e  d e n s i t é  

r e n c o r i t r 6 e s  aans  c e s  nrohl6rr;es. C ' e s t  dans  c e t  e s p r i t  nue nous 

a u o r « o r ~ ,  d a n s  l a  ç?conde p a r t i e  de  ce t r a v a i l ,  une e t u d e  d é t a i l l é e  

o r  l a  c o n v e x i t i :  c'es f o n c t i o n s  de d e n s i t i ?  cte r s r o u a b i l i t é  norn ia les .  
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r 'ETEPh.lI~'ATIO~J PFS PARAMETREÇ DtUI\!F DISTRIHUTION NORI\/ALE 

PAR A'IALYSF- I'F LA (;OF\IVFXITE D E  SA FOFICTIC)~\l CIE DENSITE 

I V .  1 . 1P:TkOEUCTIOI"U 

Les r é s u l t a t s  p r é s e n t é s  dans  l a  p r e m i è r e  p a r t i e  de 

ce t r a v a i l  o e r m e t t e n t  de d é t e r m i n e r  l a  c o n v e x i t é  l o c a l e  de  l a  

f o n c t i o n  de d e n s i t é  d ' une  d i s t r i b u t i o n  en n 8 u t i l i s a . n t  aucune 

a u t r e  i n f o r m a t i o n  que c e l l e  apwor tée  p a r  l e s  o b s e r v a t i o n s ,  

houç  a l l o n s  m a i n t e n a n t  m o n t r e r  comment e x ~ l o i t e r  

l a  wrocédure  p roposée  au c h a w i t r e  p r é c é d e n t  pou r  d é t e r m i n e r  l e s  

p a r a m e t r e s  de l a  f o n c t i o n  de d e n s i t é  d ' une  d i s t r i b u t i o n  no rma le  

d ' o b s e r v a t i o n s  m u l t i v a r i a b l e s .  C e t t e  é t a n e  c o n s t i t u e  l e  o r e m i e r  

n a s  v e r s  l ' o p t i m i s a t i o n  d u  n r o c e s s u s  de c l a s s i f i c a t i o n  p a r  a n a l y s e  

des  rnélannes q a u s s i e n s .  

IV .2 .  LES FONCTIOPdS DE DFrJSITE DE PROBAEILITE NORFIIALEÇ 

Les f o n c t i o n s  de d e n s i t é  no rma les  m u l t i v a r i a b l e s  

s o n t  de  l a  f o rme :  



- 
X e s t  l e  vecteur -moyenne de la .  d i s t r i b u t i o n :  

- 
avec x =t{xi\ , i = 1.2,. . .. .,n ; l e  symbole ~ ( X J  d é s i p n a n t  i 
l ' e s p é r z n c c  mathémat ioue  de l a  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  x  . 
C e s t  l a  m a t r i c e  de c o v a r i a n c e :  

avec:  

La  m a t r i c e  d e  c o v a r i a n c e  e s t  t o u j o u r s  s y n 6 t r i o u e  

e t  s e n ~ i - d 6 f  i n i e  o o s i  t i v e  / A / .  Pious ne  c o n s i d è r e r o n s  cependan t  que 

l e s  cas où e l l e  e s t  d é f i n i e  p o s i t i v e ,  e x c l u a n t  a i n s i  t o u t e  

s i t u a t i o n  où l ' e n s e m b l e  des  o b s e r v a t i o n s  a p n a r t i e n d r a i t  un sous 

esbace de R".  

La f o n c t i o n  de d e n s i t é  no rma le  o ( X )  e s t  cornnlé- 

ten,ent  d é t e r m i n é e  p a r  n+ " ( "+ ' )  p a r a m 6 t r e s 9  à s a v o i r  l e s  n  2 - 
é l é m e n t s  i n d é -  é l é m e n t s  du  v e c t e u r  moyenne X e t  l e s  -- 2 

~ e n d a n t ç  de l a  m a t r i c e  de covar ia .nce  >: . Deux awnroches c l a s s i n u e s  

o e r m e t t e n t  de d é t e r n l i n e r  c e s  p a r a m e t r e s  à D a . r t i r  des  o b s e r v a t i o n s .  

L ' une  e s t  basée s u r  l e s  t e c h n i o u e s  ci ' a p p r e n t i s s a a e  b a y e s i e n  /2 / ,  

l ' a u t r e  e s t  une méthode d ' e s t i m a t i o n  p a r  rnaxin?um de v r a i s e m b l a n c e  

/ 3 / .  Cewendant, comme nous  l ' a v o n s  n o t e  au c o u r s  du  p r e m i e r  

c h a p i t r e ,  l ' a p b l i c 2 t i o n  de ces  deux app roches  à l ' a n a l y s e  d e s  

rriélanaes ccaussiens ne p e u t  ê t r e  e n v i s a a é e  que sous d e s  hypo th8ses  

r e s t r i c t i v e s  o u  n é c é s s i t e  c e r t a i n e s  i n f o r m a t i o n s  a  p r i o r i  n u i  ne 

s o n t  pas t o u j o u r s  d i s n o n i b l e s .  

C ' e s t  p o u r n u o i  nous  o roposons  une n o u v e l l e  

approche a.u Droblème de l a  d é t e r m i n a t i o n  d e s  p a r a m è t r e s  d ' u n e  



d i s t r i b u t i o n  n o r m a l e  d o n t  l ' i n t é r e t  m a j e u r  r é s i d e  dans ses  

p o s s i b i l i t 6 s  d ' a p p l i c a t i o n  à l ' a n a l y s e  des  mélanges a a u s s i e n s .  

La r8e thode  p roposée  t i r e  e s s e n t i e l l e n i e n t  p a r t i  des  r e l a t i o n s  

s i m o l e s  e x i s t a n t  e n t r e  l e s  p a r a m è t r e s  r e c h e r c h é s  e t  l e s  

c a r a c t 6 r i s t i n u e s  q60 rné t r i aues  du n l u s  q rand  domaine à l ' i n t é r i e u r  

d u n u e l  l a  f o n c t i o n  de  d e n s i t é  p ( X )  e s t  concave.  

I V . 3 .  C O N V E X I T E  DES FOPJCTIONS DE D E N S I T E  NORMALES 

I V .  3.1 . P I A G O h l A L I S A T I O N  DE L A  h iATRICE  DE COVARIANCF 

Pour  s i r n n l i f i e r  l a  p r é s e n t a t i o n  d e s  c a l c u l s ,  m a i s  

sans  aucune p e r t e  de  a 6 n 6 r a l i t é ,  c o n s i d é r o n s  une f o n c t i o n  de  

d e n s i t é  no rma le  a v e c t e u r  moyenne n u l :  

- 
S i  l e  vecteur -moyenne de  l a  d i s t r i b u t i o n  

c o n s i d é r é e  n ' e s t  bas  n u l ,  une s i rno le  t r a n s l a t i o n  de l ' o r i g i n e  
- 

de v e c t e u r  X permet  de ramener l e  o rob lème à c e l u i  d ' u n e  

d i s t r i b u t i o n  à vecteur -n ioyenne n u l .  

C o n s i d é r o n s  l a  fo rme a u a d r a t i a u e  r é e l l e :  

Comme l a  p a t r i c e  f-' e s t  r é e l l e  e t  sy r rG t r i aue ,  e l l e  p e u t  

t o u j o u r s  ê t r e  d i a r i o n a l i s é e  o a r  une t r a n s f o r m a t i o n  o r t h o g o n a l e  / 4 / .  

En c h o i s i s s a n t  l e s  v e c t e i i r s  r ~ r o p r e s  d e  l a  m a t r i c e  X-' comme 

nouveaux v e c t e u r s  d e  base, l e  ckanaernent d e  base:  

permet  d ' é c r i r e  Q sous  l a  fo rme:  

Q = yT I . : ~ , L ~  :; y 



où: 

e s t  une r i l a t r i ce  d i a g o n a l e .  

Dans c e t t e  n o u v e l l e  base,  l a  f o n c t i o n  de d e n s i t é  

c o n s i d é r é e  p r e n d  l a  f o rme  o a r t i c u l i è r e :  

n u i  se p r ê t e  p a r t i c u l i è r e m e n t  b i e n  à l ' a n a l y s e  de  s a  c o n v e x i t é .  

I V .  3.2. COP,lDITION CE CQNVEXITE 

Comme l e s  d é r i v é e s  p a r t i e l l e s  d u  second o r d r e  de 

p ( Y )  s o n t  c o n t i n u e s  q u e l  oue s o i t  Y  , on n e u t  u t i l i s e r  l e  

théorèn!e 2.2. L a  r e c h e r c h e  du p l u s  q rand  c'omaine D à l ' i n t é r i e u r  

d u o u e l  l a  f o n c t i o n  p ( Y )  e s t  concave  se ramène a l o r s  à l a  

d é t e r m i n a t i o n  d u  p l u s  a r a n d  donia.ine convexe de  l ' e s p a c e  où l a  

f o r v e  q u a d r a t i o u e :  

e s t  s e n i - d é f  i n i e  n é y a t i v e  . 
Poope lons  aue H [ p ( ~ ) ]  e s t  l e  h e s s i e n  de p ( Y )  

( c f .  c h a p i t r e  11,pa.ragraphe 11.2.) 

avec:  

Compte- tenu  de (4 .5 . )  , H [P(Y) ]  s ' é c r i t :  



t-i [P(Y) ]  = fi [~.exp{- :  yT /\ y)] 

= A.H [expi-; yT A YH 
La c o n s t a n t e  A é t a n t  p o s i t i v e ,  l e  s i a n e  d e  l a  

f o r m e  o u a d r a t i o u e  F e s t  l e  même n u e  c e l u i  de  l a  f o r m e :  

a u i  p e u t  ê t r e  6 v a . l u 6 e a r 2 c e  aux  r e l a . t i o n s :  

e t :  

Le h e s s i e n  fi YTAY)] p r e n d  a l o r s  l a  f o r m e :  

T  1 T 
i i  [expi-; Y AY) ]  = ( H ~  + H ) .exp { -?  Y A Y ]  

2 

a v e c :  

A Y )  -- I' .in 'Yn 

- ( 3 y - A y ) 2 1  



IV. 6'. 

En i n t r o d u i s a n t  l a  m a t r i c e :  

( 1 r , a t r i c e  u n i t é  d ' o r d r e  n  , Hl peu t  s ' é c r i r e :  
n  

De manière analoque: 

A i n s i :  

La  d é t e r m i n a t i o n  de l a  c o n v e x i t é  de l a  f o n c t i o n  

p ( X )  se rarnFne f i n a l e m e n t  à l ' é t u d e  du s iqne  de la forme 

a u a d r a t i a u e :  

I V .  3.3. POkiAIRF DE COh!CAVITE 

S o i e n t  Al , A2 , . . . . . , Ai , . . . .. , An , l e s  mineurs  

p r i n c i p a u x  de l a  m a t r i c e :  



llne condi t ion  n é c é s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour que 

l a  forrne qu îdra t in i l e  F" s o i t  d é f i n i e  n&ga.tive e s t  /4 / :  

Ai<o si i irnneir 
1 = 1 , 2  ,....., n 

A i > O  s i  i pa i r  

Cn n iu l t i p l i an t  l a  nremière colonne par Y i  9 l a  

seconde par y2,  . . . e t  l a  i è a e  par 
Y i  ; p u i s  en d i v i s a n t  la .  

orerniere l i c n e  par y1 , l a  seconde p ~ r  y2 , ... e t  f ina lement  

l a  ièriie par y i  , l e  mineur p r i n c i p a l  A i  "eut s ' é c r i r e  sous 

l a  forme: 

(:oi.r,e 19s i = 1 , 2  ,....., n , son t  l e s  v a l e u r s  
i ' -1 propres  ue l a  mat r ice  d é f i n i e  ~ o s i t i v e  C , A .  a. l e  rnême s igne  

1 

nue l e  de te r r t~ inan t :  

L 'add i t ion  d e  t o u t e s  l e s  colonnes de A i  de rang 

p l u s  pra.nd que 1 5 la. première colonne,  s u i v i e  de l a  sous t r ac -  

t i o n  de l a  premikre l i q n e  à t o u t e s  l e s  l i g n e s  de ranq supé r i eu r  

b 1 oermet ten t  d ' é c r i r a  A i  sous l a  forn-ie: 



Fina.lement, i l  v i en t :  

La forme auadraticrue F" e s t  donc semi-déf in ie  

neqat ive  s i  e t  seulement s i :  

Comme l e s  va l eu r s  ~ r o p r e s  1 , i = 1 , 2  ,....., n i 
de l a  r a t r i c e  C-' son t  p o s i t i v e s ,  c e t  ensemble d 8 i n 6 g a l i t é s  

e s t  vé r i f i i ?  s i  e t  seulement s i :  

La fonc t ion  de d e n s i t é  D ( X )  e s t  donc concave 

dans l e  domaine convexe D s i t u é  à l ' i n t é r i e u r  de l a  su r f ace  

r d 'gqua t ion :  

I l  e s t  a i s é  de montrer  qu ' a  l ' e x t é r i e u r  de ce 

domaine l a  forme auad ra t i aue  F w  n ' e s t  n i  semi-déf in ie  néga t ive ,  

n i  serni-définie ~ o s i t i v e .  A l ' e x t é r i e u r  de D , l a  fonc t ion  p ( X )  

n ' e s t  donc n i  localement concave, n i  l o c a l e ~ i e n t  convexe. Le 

domaine i3 i n t e r i e u r  2 r e s t  donc l e  p l u s  ara.nd domaine 

convexe à l ' i n t é r i e u r  duauel  l a  fonc t ion  de d e n s i t é  p ( X )  e s t  

concave. I l  sera. a.opelé "doma.ine de concav i té  de p ( X I v .  

I V . 4 .  PXOPRIETES GEOGETRIOUES DU D O ? A I N E  DE CONCAVITE 

La su r f ace  

d é l i m i t a n t  l e  domaine de c o n c î v i t e  D d'une fonc t ion  de d e n s i t é  

normale de vecteur-moyenne n u l  e s t  u n  h y ~ e r e l l i p s o f d e  c e n t r é  à 

l ' o r i g i n e .  Ses  axes  pr incipaux on t  l e s  mêmes d i r e c t i o n s  nue l e s  
-1 vec t eu r s  p ropres  de l a  mat r ice  C . De p l u s ,  l e s  longueurs  

Li , i = 1 , 2  ,....., n de s e s  axes  son t  l i é e s  aux é léments  diago- 



n a u x  , i = 1,2 ,....., n de l a  mat r i ce  A par les relations: i 
( c f .  f i o u r e  4.1.) 

F inurc  4.1. flonaine c e  c o n c ~ v i t 6  n d 'une f o n c t i o n  d e  

d e n s i t 6  do p r o b a  b i l i t 5  n o r r a l e  à d e u x  v a r i a b l e s  



Il e s t  a i n s i  p o s s i b l e  de d é t e r m i n e r  l a  m a t r i c e  

de  c o v a r i a n c e  C à p a r t i r  d e s  c . ? r a c t 6 r i s t i a u e s  aéon ié t r i aues  de l ' h y -  

p e r e l l i n s o ï d e  r . ~ n  e f f e t ,  l a  t r a n s f o r m a t i o n  o r t h o a o n a l e  o u i  
-1 

d iaccona l i se  l a  r i -a t r ice  C e s t  d é f i n i e  p a r  13- m a t r i c e  h: t e l l e  

oue:  

dans  l a n u e l l e  l e s  v e c t e u r s  Vi , i = 1,2,. ... . ,n s o n t  l e s  

v e c t e u r s  p r o p r e s  normés d e  x-' ( c f .  é q u a t i o n  4.2. ) , c ' e s t  à 

d i r e  l e s  v e c t e u r s  u n i t a i r e s  d e s  axes  p r i n c i p a u x  de  l ' h y p e r e l l i p s o ~ d e  f 

~ l ' a p r 6 s  (4.3.) e t  (4.4.)  e t  c o m ~ t e - t e n u  de ( 4 . 6 . )  

nous  avons:  

Cans l e  cas  d ' u n e  d i s t r i b u t i o n  de  vecteur -moyenne - 
Y non n u l ,  il 9 - t  é v i d a n t  que l e  c e n t r e  da l ' h y n e r f i l l i n s o ï n e  r 

A ce s t a d e ,  nous  d i s p o s o n s  donc d ' u n  schéma pou r  

d6tern; iner  l e s  para rne t res  d ' u n e  d i s t r i b u t i o n  no rma le  l o r s q u e  l e  

domaine d e  c o n c a v i t é  h y p e r e l l i p s o ï d a l  de l a  f o n c t i o n  de d e n s i t é  

sous - ja.cente e s t  connu. La p r o c é d u r e  p e u t  ê t r e  décomposée en 

q u a t r e  pas d i s t i n c t s .  

Pas n o l  L?. d é t e r m i n a t i o n  du  c e n t r e  du domaine d e  c o n c a v i t é  
- 

D donne l e  vec teur -moyenne  X de l a  d i s t r i b u t i o n .  

P a r  no2 L a  d 6 t e r r ; i n a t i o n  d e s  axes p r i n c i p a u x  du domaine 

h y p ~ r e l l i p s o ï d a l  P donne l e s  v e c t e u r s  p r o p r e s  

de  l ' i n v e r s e  de la m a t r i c e  de covar ia .nce  d e  l a  

d i s t r i b u t i o n .  



P P S  n 0 3  LP d E t e r n i n a t i o n  d e s  l o n q u e u r s  d e s  axes  p r i n c i p a u x  

cfe l ' n . y n e r e 1 1 i n s o ï r i ~  r clonne l n 4  \ t a l e u r s  p r o p r e s  de  

l ' i n v e r s e  de l a  m a t r i c e  de c o v a r i a n c e .  

Pas n 0 4  L a  c o n n ? i s s a n c e  de c e s  v a l e u r s  p r o p r e s  e t  d e s  

v e c t e u r s  p r o p r e s  a s s o c i é s  pe rme t  e n f i n  de  d é t e r -  

r i i i ne r  l ' i n v e r s e  de l a  m a t r i c e  de  c o v a r i a n c e  ( c f  

é c u a t i o n  4 .7 . ) ,  p u i s ,  f i n a l e m e n t ,  l a  m a t r i c e  de 

c o v a r i a n c e  e l l e  mente .  

L ' u t i l i s a t i o n  de ce schéma p o u r  l ' i d e n t i f i c a t i o n  

d ' une  d i s t r i b u t i o n  5 p a r t i r  d ' u n  é c h a n t i l l o n  d ' o b s e r v a t i o n s  

n é c e s s i t e  donc,  en p r e m i e r  l i e u ,  l a  d é t e r m i n a t i o n  du domaine de 

c o n c a v i t t  D d e  la f o n c t i o n  de d e n s i t é  sous j a c e n t e .  

IV. 5 .  1i)EEITI FICATIOIV DES DISTRIZ(JT1ONS P:ORFSALES 

I V .  5. 1 . CiETEF?IiIP:ATIOb! DIJ DO?IAIF.JE DE COI?JCAVITE -- - 

P o u r  d e t e r m i n e r ,  2 p a . r t i r  d ' u n  ensemble d ' o b s e r -  

v a t i o n s  d i s t r i b u é e s  norri-lalement, l e  domsine de  c o n c a v i t é  de  l a  

f o n c t i o n  de d e n s i t é  sous j a c e n t e ,  on u t i l i s e  l e  t e s t  d e  c o n v e x i t é  

, p r é s e n t é  au c h a p i t r e  III. 

Rappe lons  oue l e s  r é s u l t a t s  de ce t e s t ,  o u i  

perrnet de d é t e r m i n e r  l e  s e n s  de l a  c o n v e x i t é  de  l a  f o n c t i o n  de 

d e n s i t é  aux n œ u d s  d 'un  r é s e a u  h y p e r c u b i q u e  de  pas  0(0 ,ne s o n t  

v a l ? . b l e s  que s i  l e s  dor*:aines c ; ' oSserva t ion  r e s t e n t  i n t 6 r i e u r s  

5- d e s  r é c i o n s  O; 12. c o n v e x i t E  de l a  f o n c t i o n  e s t  d é f i n i e .  

Dans l e  c a s  de d i s t r i b u t i o n s  no rma les ,  on  s a i t  

nue l a  f o n c t i o n  d e  d e n s i t é  e s t  concave 5 l ' i n t é r i e u r  du domaine 

de conca . v i t 6 .  C e t t e  r é n i o n  s e r a  clonc n i a t é r i a l i s é e  p a r  un ensemble 

d ' h y p e r c u b e s  à c o n v e x i t g  n é a n t i v e  a d j a c e n t s  ( c f .  c h a p i t r e  III, 

paran raphe  III .k.  ) . 
On s a i t , p a r  c o n t r e , o u ' à  l'extérieur de ce domaine, 

l a  f o n c t i o n  n ' e s t  n i  concave ,  n i  convexe.  A i n s i ,  pou r  d e s   oints 

Cie t e s t  t e l s  l a  t o t a l i t é  ou une p a r t i e  du  d o p a i n e  d ' o b s e r v a -  

t i o n  e s t  s i tuC?e i~ l ' e x t c r i e u r  c!u doniaine de  c o n c a v i t é ,  l e  t e s t  



de  c o n v e x i t e  i n d i n u e  i nd i f f e remrnen t  l ' u n  ou l ' a u t r e  des  deux sens 

de c o n v e x i t é ,  sans qu 'on n u i s s e  z t t r i b u e r  une s i a n i f i c a t i o n  

p r e c i s e  au r é s u l t a t .  

App l i aué  .% t o u s  l e s  p o i n t s  du réseau hypercub ique,  

l e  t e s t  f a i t  donc a p p a r a î t r e  des  hypercubes 5 c o n v e x i t é  n é a a t i v e  

dans la r é a i o n  où 12 c o n v e x i t e  de l a  f o n c t i o n  n ' e s t  pas  d é f i n i e .  

hiais,  a l o r s  o u ' à  l ' i n t é r i e u r  du domaine de c o n c a v i t é ,  l e s  hyper-  

cubes de ce t y p e  sont  t héo r iquemen t  a d j a c e n t s ,  i l s  se t r o u v e n t  

& l é s ,  5 l ' e x t é r i e u r  de  c e l u i - c i ,  à des hypercubes à c o n v e x i t é  

opposée. Une s i ~ ~ l e  p roc4dure  d ' a n r é a a t i o n ,  p o r t a n t  s u r  l e s  

hypercubes & c o n v e x i t é  n e o a t i v e ,  oermet a l o r s  d ' i s o l e r ,  par  

chafnaae, l ' ensemb le  des  hypercubes zd j a c e n t s  co r respondan t  au 

domaine 6e  c o n c a v i t é .  ( c f .  f i g u r e  4.2. ( a ) ) .  Les p e t i t s  ensembles 

d 'hypercubes à c o n v e x i t é  n é a a t i v e  a d j a c e n t s  p o u v ~ n t  a p p a r a î t r e  

l ' e x t é r i e u r  du c!or~aine de concc?v i t6  sont ,  de pa r  l e u r  t a i l l e  

r k d u i t e ,  a isément  8 l i m i n é s .  

L 'enser ih le  des hypercubes 2 c o n v e x i t é  n é - a t i v e  

a i n s i  i s o l é  c o n s t i t u e  un domaine Co ,  appe lé  "domaine modal", 

o u i  e s t  en f a i t  une m a t é r i a l i s a t i o n  a.ssez g r o s s i e r e  du domaine 

de c o n c a v i t é  h y p e r e l l i p s o S d a 1  D de l a  f o n c t i o n  de d e n s i t é .  

Les i r r p r 6 c i s i o n s  dans l a  d é t e r m i n a t i o n  de ce domaine r é s u l t e n t  

d 'une  p a r t  de  l a  d i s c r é t i s a t i o n  de l ' e s p a c e  ( l e  pas du réseau 

hypercub ioue ne  peut  E t r e  c h o i s i  a r b i t r a i r e m e n t  p e t i t 1 , d ' a u t r e  

p a r t  de l a  m i s e  en d é f a u t  des c o n d i t i o n s  d ' a p p l i c a t i o n  du t e s t  

de c o n v e x i t é  pour  l e s  p o i n t s  de t e s t  s i t u é s  p r k s  de l a  f r o n t i è r e  

du dona ine  de conca.vit6. 

?galcr6 ces  sou rces  d ' e r r e u r  e t  l e s  i r n ~ r 6 c i s i o n s  

n u i  en r h s u l t e n t ,  il e s t  n o s s i b l e  d ' a s s i m i l e r  l e  domaine Do à 
A 

un dorcaine h y p e r e l l i p s o S d a 1  C . C e t t e  r e p r é s e n t a t i o n  math6matiaue 

du domaine moda l  sera c o n s i d é r é e  comme une a p ~ r o x i r r ~ a t i o n  du 

domaine de  c o n c a v i t é  P . 

I V .  5.2. CiETEEI,IIPIATIOFJ DES PARAP.'ETP,ES 2E  L A  D I S T R I C U T I O N  

S o i e n t  :!yJ , j = 1,2 ,....., 3 , l e s  c e n t r e s  des 

hypercubes a.d j a c e n t s  à c o n v e x i t é  néoa.t ive c o n s t i t u a n t  l e  

domaine modal D o .  Ce donisine e s t  cons idé ré  comme un c o r p s  

s o l i d e  c o n s t i t u é  de p a r t i c u l e s  de masse u n i t é ,  s i t u é e s  aux p o i n t s  

î~j , J = I , 2  ,....., J . 



3n c h o i s i t  ~ l n r c  nou r  n o u v e l l e  o r i g i n e  l e  c e n t r e  
A 

d ' i n e r t i e  O d u  s o l i d e  a i n s i  f o r m é .  Ce  oint e s t  c o n s i d 6 r é  
A 

connle l e  c s n t r e  06orné t r ique  du  dorrlaine D . s e s  coordonnées  

f o u r n i s s e n t  en f a i t  une 8 .pprox imat  i o n  d u  v e c t e u r - r ~ o y e n n e  

cje l a  d i s t r i b u t i o n .  

Le c a l c u l  des  o r o d u i t s  d ' i n e r t i e  p o u r  chacun 

dps  n o i n t s  I r  , J = 1 ,?,.....,O , nerrr let e n s u i t e  de  d é t e r m i n e r  J 
la t e n s e u r  c e n t r a l  d ' i n e r t i e  d e  ce  c o r p s  / 5 / .  La  r e c h e r c h e  d e s  

A 

axes  p r i n c i p a u x  du damaine h y p e r e l l i p s o i d a l  E se ranène  a l o r s  

5 la. r e c h e r c h e  c!es v e c t e u r s  n r o p r e s  d e  ce t e n s e u r  d ' i n e r t i e .  Les  
O v e c t e u r s  p r o p r e s  V , i = 1 ,  d c  l ' i n v e r s e  d e  l a  

nb3,trice ie c o v a r i e n c e  peuven t  ainsi G t r c  approchés  p a r  l e s  

v e c t e u r s  u n i t a i r e s  ci , i = 1,2 ,....., n des  axes  p r i n c i p a u x  

c j ' i n e r t i e .  
A 

L .  l o n n u e u r  ci d u  donnine D dans  l a  iAme 

d i r e c t i o n  n r i n c i p a l e  e s t  z l o r s  oDtenue s imp lement  en c r o j e t a n t  

l o s  p o i n t s  f '  
j ' j = 1,2 ,....., s u r  l e  i h e  axe p r i n c i p a l :  

( c f ,  f i n u r e  4.2. ( b )  1. 

Li = I ? x  Oî '  . x  Vi - F1'iri Oi'i x  Vi . i J .I j 

C 

?!ne a p o r o x i r n a t i o n  hi d r  la. ièr,-ic v a l e u r  p r o p r e  

d e  l a  n a t r i c e  X-' e s t  a l o r s  donnbe p a r :  ( c f .  é n u a t i o n  4.6.) 

La" m a t r i c e :  

c o n s t i t u e  une abp rox i r . : z t i on  de  l ' i n v e r s e  de l a  ~ a t r i c e  ce  

cova . r iance  ( c f .  G q u a t i o n  4.7.) 

L ' a s s i r ~ ~ i l a t i o n  d u  domaine r r oda l  Do à. u n  
A 

n o d 6 l e  h y p e r e 1 l i n s o . ï d a l  1' ( c f .  f i ~ u r e  4.2. ( c l  ) perrnet  donc  

c l6 ter r i : iner  r ies  a p p r o x i r a t i o n s  du  \ tecteur-gioyenne e t  d e  l a  



C a r r é s  à c o n v e x i t é  n é g a t i v e  

1XI C a r r é s  c o n s t i t u a n t  l e  d o m a i n e  m o d a l  Do 

(--\ 
J 

Domaine  d e  c o n c a v i t é  D 

4.3. a  P 6 s i i l t a t  d u  t e s t  do c o n v e x i t é  a p n l i o u i ,  S. u n e  

d i s t r i b u t i o n  n o r m a l e  d ' o b s e r v a t i o n s  b i d i m e n -  



6 C e n t r e  d ' i n e r t i e  d u  d o m a i n e  m o d a l  Do 

4 3i = -  
i 4-2 

, i = l , 2 .  

Li LILLE 

F i o u r e  4 . 7 .  ( b )  ~ 6 t e r s ~ i n a t i o n  d e s  D a r a r n e t r e s  d ' u n e  d i s t r i b u t i o n  
n o r m a l e  à n a r t i r  d u  d o m a i n e  m o d a l  Do . 



D: O Domaine d e  c o n c a v i t é  r é e l  

1-- 6: ; Modèle e l l i p s o ï d n l  d u  domaine modal DO 

- -A 

F i o u r e  4 .2 .  ( c l  Comparaison d u  domaine de  c o n c a v i t é  D e t  du 

modèle e l l i ~ s o ï d a l  6 d u  domaine modal D o  

fij?\, o o i ~ r  l ' exemple  d e  l a  f i g u r e  4.2. ( a ) .  



r , l a t r i c e  d e  c o v a r i n n c c  cic  l a  c : i s t r i h ~ l t i ~ ~ )  c o n s i d 6 r 5 e .  

Avant  cl ' - n v i s ? o e r  l ' c m ~ l o i  d e  ce schkrna pou r  

l ' a n î l y s ?  f ies  ~ e l a n n e s  n a u s s i e n s ,  il c o n v i e n t  d e  t e s t e r  c e t t e  

r % & t h o c ~  ;ipnrocki.e s u r  cicç exe r i p l eç  nou r  e n n l y s e r  l a  p r 6 c i s i o n  

c:es r G s u l t r 7 t s  ~ : ; t o n u ç .  Il ~ s t  en c f f e t  i r - p o s s i o l e  c i 16 tuc i i e r  

:in? l y t i n ~ e r ~ ~ c n t  l c  c o r ; n n r t ~ r i e n t  d e  I n  r ~ e t h o d e ,  rnêr2e o'ans l e  c a s  

acyn :p to t i nue  où l e  no! -~bre d ' o b s ~ r v a t i o n s  ~ ~ i s n o n i n l e s  t e n d  v e r s  

l ' i n f i n i ,  p u i s n u e  13 c o n v e x i t e  d e  1~ f o n c t i o n  { je  c i e n r i t e  norma le  

n ' p s t  q?ç d & f i n i e  tL 1 1 0 x t . 5 r i e u r  c lu  cJorc;iine d c  c o n c 3 v i t f .  La 

r i 6 t ~ r r 1 i n a t i o n  r i o  C O  dov r? ine  e s t  donc t o u j o u r s  c n t a c h 6 ~  c j ' o r r e u r ,  

c u ~ l l e  nun s o i t  1 7  t a i l l ~  d~ l ' e c t ~ a n t i l l o n .  l i t i n  d ' a p p r é c i e r  e t  

c : ' î r i a l q s ~ r  l a  n r 6 c i s i o n  1 2  r i t h o l e ,  l c s  r 6 s u l t a t s  o b t ~ n u s  s o n t  

cor  n î r C c  E, coux rin 1 3  r r6t t -of iq 1-i ' ~ s t i r l , - r t i o n  o 2 r  rl?xiriura d e  v r î i ç e m -  

i i l  ancn c : ~ r t  l c s  r r n n r i l '  t; s a c , y i . ~ r ï t o t i n u ~ c  s o n t  p ? r f n i t ~ r : i ~ n t  connues.  

L a  m t thode  d 1 i f i c n t j f i c > t i n n  d c s  f ~ i s t r i b u t i o n s  

n 3 r r n i n s  d e c r i t e  ni) p r t r ~ n r 9 p b ~  n r6cGdent  a 6 t é  t o s t é e  s u r  ~ F ? S  

1dnnn6es 16n i? r6~c ,  7 r t i f  i c i c l  l n r r e n t .  L P S  r b ç i l l t a t r  n r 6 s a n t é s  n ' o n t  

r i l ~ u t . r c ?  n r c t i n t i o n  nue ? ' i l l u ç t . r e r  1~ ccn ,nor t~ r :~c?n t  d o  l a  r lé thode 

cl ' ~ n n r i 7 x i n ! n t i o n  -tir de?  ~ - ~ x e m o l e s  n a r t i . c u l i e r s  s t  d e  s i t u e r  l e  

r , i v r ? ? t ~  C P  p r 6 c i s i c ~ n  r.!e r e t t ~  nii!thoçie n î r  r ~ n o o r t  5 c e l u i  n ' u n e  

n,F, t t ,ode C ~ R S S ~ ~ I J C  CI ' e s t  i ~ ' a t i o n .  

Le  cor;:porter.c-nt r i e  i a  n roc \?du re  e s t  d ' ~ h o r d  

anP l ys6  en f o n c t i o n  r ie  l a  t a i l l c  I : E  1 ' 6 c h ~ n t i l l o n  pou r  une d i s t r i -  

i )u t i . cn  ;:ir:ii-,;cnsionnclle r!n vecteur-r , ;oycnnc n in l  c t  de r î t a t r i c e  d e  

cova r i î . ncc :  

L a  f i n i i r e  4.3. f p i t  a p q a r a î t r c ,  qou r  chaque t ~ i l l e  

d l ~ ~ c h s n t i l l o n ,  I.? dor:,?inc Cc c o n c i v i t l <  i cie 13 f o n c t i o n  de 
A 

c rens i t 5  sniir, . i?cc\ntc e t  l c  r o d c l e  I' riü ciori,aine iqoca l  Tl0. 

Cn c o n s t s t e  cuc p l u s  1~ :  nor !> re  d ' o b s e r v ~ t i o n s  aucrli:ente, p l u s  l e  
A 

r ~ o d c l s  se r r Q n r o c k e ,  en p o s i t i o n ,  t a i l l e  et o r i e n t a t i o n  d e s  

P X P F ,  cio c:or:r,nine rie c o n c a v i t 6  r 6 e l  fi . ( L e s  axes  d e  ce d e r n i e r ,  

o r i s n t E s  ; ':tTO, o n t  r e s n e c t i v e ~ ~ e n t  oour  l o n o i ~ e u r  2 e t  4 . )  

; . c t e :  Pou r  c e t t e  e x p c r i e n c e ,  1.e pa r? - i n i t r e  d e  d i s c r c t i s a t i o n  

a f t &  c h o i s i  de l n  f 'orr.e da = d / \T Pvec do=0,3. 
O 



Domaine de concavité réel 
,/ -- \ 

A ', ~ o d è l e  e l l i p s o ï d a l  du domaine modal  Do 
D: i / - -  dé te rm in6  5 p a r t i r  des o b s e r v a t i o n s  

L) C L ~  
CI 

F i q u r e  4 .3 .  i l od6 les  D des  domaines ~od,= tux  i l 0  d 'une  d i s t r i b u t i o n  

normale de vecteur-moyenne n u l  e t  de n i a t r i c e  de cova r iance  
9 

C =  1/8 [-J obtenus r o u r  a i f t é r ~ e n t e i  r a i l l a s  d *& r i i an -  
t i l l o n .  



Les r e s u l t a t s  o b t e n u s  s o n t  cor;1oar6s a. ceux f o u r n i s  

p s r  a n n l i c a t i o n  c'e 1 7  :16thode d ' e s t i m a t i o n  c l a s s i n u e  n n r  maximum 

de v r a l ~ f ? i r , b l n n c € ?  / C l ,  On s a i t  en e f f e t  cue l e s  e s t i m a t e u r s  de 
-- 
< e t  C o b t e n u s  0217 c e t t e  iee6ttiorie s o n t  donnés n a r  /3/: 

e t :  

La f i c u r c  4 . 4 .  ~ e r r ? c t  Ce cor~ tnare r  l e s  e r r e u r s  

r ,  * a p n r o x i r . p t i o n  c;ornmises s u r  l a  d 6 t e r r n i n a t i o n  du v e c t e u r  riioyenne 
- 
\ I  ,, p a r  I z  r r ,é thode  p robos6e  airx e r r s i . r r s  a ' e s t i n a t i o n  r é s u l t a n t  de 

l ' e ~ p l o i  de  12. r-i'ti-iode c:u n:ôxirurîn (le v r a i s e m b l a n c e .  

i\c rnc?.ni&re ?.naloque, 1 2  f i c u r e  4.5. i n d i n i l e  l e s  

3 r r e i i r ç  c j * ; i ~ p r o x i v ~ a t i o n  et. l e s  e r r e u r s  c ! ' e s t i ~ ! a t i o n  a s s o c i 6 e s  aux 

cicinx r,-.&tl-iodes poi.lr l e s  v-. l e u r s  p r o p r e s  XI e t  de  l ' i n v e r s e  
2 

d e  1 2  m a t r i c e  d e  c o v a r i a n c e .  

(3n c o n s t a t e  ouc l e s  e r r e u r s  c i ' a p p r o x i n a t i o n  r é s u l -  

tmt d e  1.3 r:éthoGr propos<!c d i r r . i nuen t  l o r c c u ?  l a  t e i l l e  d e  

I ' ( : c h n n t i l l o n  2urr  e n t e ,  coi.;r,ie 1.e f o n t  l e s  e r r e u r s  d ' e s t i m a t i o n  

?a  r m?xi::,ur de v r a i s e t  :rjl.?nce. r:appe >.on s cependpn t oice c e t t e  

a ? c r o i s s ~ n c c  d e s  e r r e u r s  r : ' n p a r o x i ~ ~ ~ t i o n  ne n a r x n t i t  b a s  l a  

converpcnce  r z s ~ ~ m r ) t o t i n u e  r ies  v a  l e t i r s  a p n r o c l ~ é e s  v e r s  l e s  v a l e u r s  

e x n c t e s .  Cans l e  c q s  d * ~ c h a . n t i l l o n ç  c:e t z . i l l e  l i t n i t C e ,  l e  compor- 

t e ~ i c n t  a i n s i  n - i v  en e v i d c n c e  pe rme t  toutefois d e  p r 6 v o i r  une 

> - r - 8 l i o r a t i o n  da  l ' a p p r o x i m a t i o n  l o r s n u e  l e  nombre d ' o b s e r v a t i o n s  

aicqncntc., l e s  r i s v l t a t ç  dcrrieurnrit c t ? p ~ n d a n t  m o i n s  p r é c i s  crue 

ceux o b t e n u s  p z r  l n  n3thocie d ' c ç t i n : ? t i o n  p ? r  max inun  d e  

v r a i s e m b l a n c e .  

L-4 rb.kth3c:n o ropos6c  2 6 t 6  é ~ î t l e v e n t  a n o l i n u é e  

I * i d c n t i T i c a t i o n  C P  r . i ç t r i n u t i o n s  n o r m a l e s  d ' o b s e r v ? t i o n s  de 

c i i ~ ~ c n s i o n  r>l.ii.; é l c v c e ,  c i 2  vecteur%-:?oyenne n u l s  e t  d e  r i i ~ t r i c e s  d e  

covp.r i=ince u n i t 6  . L e s  r 6 s u ï t a t ç ,  c o n s i c n e s  cians l e  t a b l e a u  4.1  ., 
n o n t r e n t  que, coT;qrbie n o u r  t o i l t e s  l e s  r , ~ ~ t h o c 4 c s  f a i s a n t  a p p e l  5 des 

t e c h n i q u r ? ~  non p r i r a r a t r i n ~ ~ e ç ,  l e  noriibrc c' ' o b s e r v ? t i c n  s  n é c e s s a i r e s  

pou r  o 5 t n n i r  d e s  r < ç i i l  t s t s  s ? t i s f a i s ? n t ç  e s t  d'a.ut2.nt p l u s  

i r ï i p o r t a n t  ciue l a  d in i ens ion  d e s  donnees e s t  é l e v é e ,  



F i u u r e  4.4. Compara ison des  e r r e u r s  d ' n o p r o x i n i a t i o n  e t  d e s  e r r e u r s  
d ' e s t i n l a t i o n  du vec teur -moyenne  de l a  d i s t r i b u t i o n  de 
l a  f i n u r e  4.3. 

Ihi - ill • = 

Al A2 

F i a u r c  4 . 5 .  Comoara iaon des  e rnc , : r= ,  .-: ' a a n r o x i m a t i o n  e t  des  n r r e i i r s  
r l ' e s t i n . p t i o n  des  v a l e t i r s  o r o p r e s  de l ' i n v e r s e  do la 
n a t r i c ~  da  c o v q r i a n c e  d e  1 3  d i s t r i b u t i o n  d e  l a  f i e u r a  4.3 .  



T a b l e a u  4.1 .  



';eus Pvons p ropos& ,  dans  crt c h a p i t r e ,  une methode 

d ' i d e n t i f i c a t i o n  i s s  d i s t r i b u t i o n s  n o r ~ a l e s  basée s u r  l ' a n a l y s e  

G ?  l a  c o n v ~ x i t e  C ~ C ?  l a .  f o n c t i o n  d e  d e n s i t e  s o u s - j a c e n t e .  La d é t e r -  

i r , i n a t i o n ,  < p a r t i r  d e s  o h s e r v n t i o n s ,  du  dona ine  à l ' i n t é r i e u r  

t i u r u ~ l  c e t t e  f o n c t i o n  de  c i e n s i t e  e s t  concave pe rme t  de c a l c u l e r  

d e s  v a l q u r s  anp roch69s  du  v e c t e u r  moyenne s t  de  l a  r c a t r i c e  de  

c o v a r i z n c e  de l a  d i s t r i b u t i o n .  

Pgns l e  cad re  r e s t r e i n t  de l ' i d e n t i f i c a t i o n  d 'une  

d i s t r i b u t i o n  u n i ~ u e ,  c e t t e  ~ é t h o d e  e s t  m o i n s  p e r f o r m a n t e  crue la 

~ i c t h o d r  c la.çsicuc.  d ' e s t i r ; ? a t i o n  p a r  maxirlurn de v r a i s e m b l a n c e .  

! I ~ L I S  z l l o n s  n a i n t e n a n t  m o n t r e r  l ' i n t e r ê t  de c e t t e  n o u v e l l e  

~ p p r o c k e  pou r  l ' a n a l y s e  d e s  rn6 lances o a u s s i e n s  e t  l ' o o t i r n i s a t i o n  

( lu  p r o c e s s u s  ae  c l a s s i f i c a t i o n  a u t o m a t i q u e  pou r  l e n u e l  e l l e  a 

6 t b  c i i ç s  zu o o i n t .  
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ANALYSE DES MELANGES GAUSSIENS 

1 ET CLASSIFICATION 1 

Nous avons vu,dans l e  p r e m i e r  c h a p i t r e  de  ce mémoire, 

nue l ' o p t i m i s a t i o n  en c l a s s i f i c a t i o n  a u t o m a t i o u e  p e u t  ê t r e  s i m p l e -  

ment ramenee au p rob leme de  l ' a n a l y s e  d e s  mélanges g a u s s i e n s .  

Nous a l l o n s  m a i n t e n a n t  a d a p t e r  l a  méthode d  ' i d e n t i -  

f i c a t i o n  d e s  d i s t r i b u t i o n s  n o r m a l e s  p r é s e n t é e  au c h a p i t r e  p r é c é d e n t  

à l a  d é t e r m i n a t i o n  d e s  para rne t res  s t a t i s t i a u e s  des  mé lanqes  

a a u s s i e n s .  Le b u t  p r i n c i p a l  de c e t t e  n o u v e l l e  approche  e s t  d ' o b t e n i r ,  

à p a r t i r  d ' u n  é c h a n t i l l o n  f i n i ,  un modèle  p r o b a b i l i s t e  de  l a  

d i s t r i b u t i o n  r n u l t i d i m e n s i o n n e l l e  c o r r e s p o n d a n t e .  

La  d é t e r m i n a t i o n  de  ce modèle ,  même i m p a r f a i t ,  

p e r m e t t r a  e n s u i t e  d e  r é s o u d r e  l e  p rob leme de  l ' o p t i m i s a t i o n  d u  

p r o c e s s u s  de c l a s s i f i c a t i o n  d e s  o b s e r v a t i o n s  /9 / .  

V .2 .  . LES MELANGES GAUSSIENS 

C o n s i d é r o n s  un é c h a n t i l l o n  d o n t  l e s  o b s e r v a t i o n s  

p r o v i e n n e n t  d e  K c l a s s e s  Ck , k = 1,2,. , . , . , K  ; chacune d ' e l l e s  

é t a n t  c a r a c t é r i s é e  p a r  une f o n c t i o n  de  d e n s i t é  c o n d i t i o n n e l l e  

no rma le  : 



- 
où Xk e t  xk sont  r e s p e c t i v e m e n t  l e  vecteur-moyenne e t  l a  

m a t r i c e  de c o v a r i a n c e  de l a  c l a s s e  Ck . 
Dans ces  c o n d i t i o n s ,  l a  d e n s i t é  de p r o b a b i l i t é  des  

o b s e r v a t i o n s  pou r  des  i n d i v i d u s  t i r é s  a l é a t o i r e m e n t  e t  indépen- 

damment de l ' e n s e m b l e  des c l a s s e s  
Ck , k = 1,2, ....., K , e s t  un 

mélange des l o i s  de p r o b a b i l i t é  r e l a t i v e s  à ces  d i f f é r e n t e s  

c lasses .  La f o n c t i o n  de d e n s i t é  de ce  mélange e s t  de l a  forme: 

où P ( C  ) e s t  l a  p r o b a b i l i t é  d ' a p p a r i t i o n  a  p r i o r i  de l a  c l a s s e  k 
Ck , de t e l l e  s o r t e  aue: 

N o t r e  b u t  e s t  m a i n t e n a n t  d ' u t i l i s e r  l e s  o b s e r v a t i o n s  

d i s t r i b u é e s  s e l o n  c e t t e  l o i  f ( X I  pour  d é t e r m i n e r :  

1 )  Le nombre K de c l a s s e s  

2) La p r o b a b i l i t é  a p r i o r i  P ( C k )  de chaque c l a s s e  
- 

3 )  Le vecteur-moyenne Xk de chaque c l a s s e  

4 )  La m a t r i c e  de cova r iance  zk de chaque c l a s s e  

Lorsaue l e s  composantes du mélange p r é s e n t e n t  un 

f a i b l e  degré d e  chevauchement, il e x i s t e  une correspondance 

b i j e c t i v e  e n t r e  l e s  modes du mélange e t  l e s  c l a s s e s  en présence 

/ 4 / / 5 / .  Lorsque l e s  c l a s s e s  s o n t  s u f f  isamment séparées,  on peu t  

même a f f i r m e r  que, au v o i s i n a g e  de chaque mode, l a  f o n c t i o n  de 

d e n s i t é  c o n d i t i o n n e l l e  de l a  c l a s s e  cor respondante  e s t  f o r temen t  

p répondérante  s u r  l e s  a u t r e s  composantes. Dans ces c o n d i t i o n s ,  

laforme de l a  f o n c t i o n  de d e n s i t é  du mélange demeure t r é s  semblable,  

au v o i s i n a g e  des  modes, à l a  forme des  f o n c t i o n s  de d e n s i t é  des  

c l a s s e s  cor respondantes .  On p e u t  a l o r s  s ' a t t e n d r e  à ce que l a  

f o n c t i o n  de d e n s i t é  du mélange s o i t  concave dans un c e r t a i n  nombre 

de domaines t r é s  semblables aux domaines de c o n c a v i t é  Dk des 

d i f f é r e n t e s  composantes. Ces domaines, n o t é s  ok , k = 1,2,.... . , K  , 



s e r o n t  a p p e l é s  "domaines de c o n c a v i t é  d u  mélange" .  Le d e g r é  de 

s i m i l i t u d e  d e s  domaines Dk e t  Clk e s t  évidemment f o n c t i o n  d u  

d e g r é  de  chevauchement d e s  composantes.  A t i t r e  d 'exemple ,  l a  

f i q u r e  5.1. i l l u s t r e  l a  s i m i l i t u d e  d e s  domaines de c o n c a v i t é  d ' u n  

mélange q a u s s i e n  m o n o v a r i a b l e  e t  d e s  domaines  de  c o n c a v i t é  de  ses  

composantes.  

F i q u r e  5.1. S i m i l i t u d e  des  doniaines d e  c o n c a v i t é  d ' u n  mélanae 
q a u s s i e n  m o n o v a r i a b l e  e t  d e s  domaines de  c o n c a v i t é  
de ses  composa.ntes. 

Dk,k=1,?,3 : Domaines de  c o n c a v i t é  d e s  composantes 

D ,k=1,2,3 : Domaines de  c o n c a v i t é  du mélanae 
-k 



V . 3 .  APPROXIMATION DES FONCTIONS DE DENSITE CONDIT IONNELLES 

Nous ne  c o n s i d è r e r o n s  dans l a  s u i t e  que des  mé langes  

p o u r  l e s u u e l s ,  compte t e n u  de  l ' o b j e c t i f  f i n a l  de c e t t e  é tude ,  l e s  

domaines de  c o n c a v i t é  de  l a  f o n c t i o n  de d e n s i t é  p e u v e n t  ê t r e  

a s s i m i l é s  à ceux d e s  composantes.  Ce n ' e s t  en e f f e t  q u ' a u  p r i x  de 

c e t t e  a p p r o x i m a t i o n  que l e  p rob lème  de l ' o p t i m i s a t i o n  de  l a  

p r o c é d u r e  d e  c l a s s i f i c a t i o n  s e r a  r é s o l u .  

C e t t e  a p p r o x i m a t i o n  permet  d ' a b o r d  de  dénombrer  

a i sémen t  l e s  c l a s s e s  p r é s e n t e s  en comptan t  l e  nombre de  domaines 

de  c o n c a v i t é  d u  mélange. 

La d é t e r m i n a t i o n  du  vec teur -moyenne  e t  d e  l a  

m a t r i c e  de c o v a r i a n c e  de  chaaue c l a s s e  a i n s i  m i se  en é v i d e n c e  p e u t  

a l o r s  6 t r e  e n v i s a c é e  à p a r t i r  de  l ' a n a l y s e  d e s  p r o p r i é t é s  g é o m é t r i -  

ques  du domaine de  c o n c a v i t é  d u  mélanae c o r r e s p o n d a n t ,  s e l o n  l e  

schéma p roposé  au c h a p i t r e  p r é c é d e n t .  

A l ' a i d e  d ' e x e m p l e s  p o r t a n t  s u r  d e s  é c h a n t i l l o n s  de  

s t ruc tu re  i n t é r e s s a n t e  au p o i n t  de  vue des  a p p l i c a t i o n s  p r a t i q u e s  de 

l a  méthode, n o u s  m o n t r e r o n s ,  à l a  f i n  de ce c h a p i t r e ,  que c e t t e  

a p p r o x i m a t i o n  c o n d u i t  à une o p t i m i s a t i o n  t r é s  s a t i s f a i s a n t e  de l a  

c l a s s i f i c a t i o n  des  o b s e r v a t i o n s .  

La p r e m i e r e  é t a ~ e  d e  l ' a n a l y s e  d ' u n  mélange c o n s i s t e  

donc  à é t u d i e r  l a  c o n v e x i t é  de  s a  f o n c t i o n  de  d e n s i t é .  Par  a p p l i c a -  

t i o n  du t e s t  de  c o n v e x i t é ,  l ' e s p a c e  e s t  d ' a b o r d  p a r t a q é  en hype r -  

cubes  à c o n v e x i t é  n é g a t i v e  e t  en hype rcubes  à c o n v e x i t é  p o s i t i v e .  

La  p r o c é d u r e  d ' a a r é q a t i o n  u t i l i s é e  au c h a p i t r e  p r é c é d e n t  ( p a r a g r a -  

phe Iv.5.1.) pe rme t  a l o r s  de f a i r e  a p p a r a e t r e  l e s  domaines  modaux 

Do k = 1,2,. , . .. ,K , d u  mélanae sous  l a  forme d ' ensemb les  -k ' 
d ' h y p e r c u b e s  à c o n v e x i t é  n é a a t i v e  a d j a c e n t s .  Comme précédemment, 

on c o n s t a t e  que  l a  d i f f é r e n c e  de  t a i l l e  e n t r e  l e s  domaines  modaux 

e t  l e s  p e t i t s  ensembles d ' h y p e r c u b e s  à c o n v e x i t é  n é q a t i v e  ad j ' acen t s  

a p p a r a f s s a n t  à l ' e x t é r i e u r  d e s  domaines de c o n c a v i t é  e s t  t e l l e ,  

q u ' i l  e s t  t r é s  a i s é  d ' é l i m i n e r  c e s  d e r n i e r s  p o u r  n e  c o n s e r v e r  que 

l e s  domaines modaux v é r i t a b l e s  ( c f .  f i a u r e  5.2.) .  La r e p r é s e n -  

t a t i o n  de c e s  domaines modaux p a r  d e s  modè les  h y p e r e l l i p s o r d a u x  
A 

D k = 1,2,..,.,K , permet  f i n a l e m e n t  de  d é t e r m i n e r  d e s  v a l e u r s  -k * 
approchées  d u  vecteur -moyenne e t  de  l a  m a t r i c e  de c o v a r i a n c e  de  

chaaue composante ( c f .  f i g u r e  5 .3 . ) .  Les s e u l s  p a r a m è t r e s  r e s t a n t  à 

d é t e r m i n e r  s o n t  donc l e s  p r o b a b i l i t é s  a  p r i o r i  d e s  c l a s s e s , .  - 



F i a u r e  5.2. R e s u l t a t  du t e s t  de c o n v e x i t é  a p o l i a u é  à un échan- 
t i l l o n  de 300 o b s e r v a t i o n s  d i s t r i b u é e s  s e l o n  u n  
mélanqe de  t r a i s  l o i s  n o r m a l e s  é a u i p r o b a b l e s .  

C) Dk,k=1,2,3 : Domaines d e  c o n c a v i t é  d e s  composante 
!5i/( ) 

C a r r é s  à c o n v e x i t é  n é a a t i v e  fr ..j:if 1 
*.--J* 

C a r r é s  à c o n v e x i t é  n é a a t i v e  c o n s t i t u a n t  l e s  domaines 
modaux du  mélanqe : D;,k=1,2,3. 



F i g u r e  5.3. ~ o d è l e s  e l l i p s o E d a u x  d e s  domaines modaux du 

3 O 
mélanne r ies t r o i s  l o i s  n o r m a l e s  de  la f ' i q u r v  5.3. 

Dk,k=1,2,3 : Domaines de c o n c a v i t é  d e s  composantes 
! utLi 

,r -r 
du mélange 

\ 
t i7 , k = 1 , 2 , 3  :  odel les e l l i p s o E d a u x  d e s  domaines 
" -k 

modaux d u  mélanae 



V . 4 .  D E T E R M I N A T I O N  DES P R O B A B I L I T E S  A  P R I O R I  

V . 4 . 1 .  A P P R O X I M A T I O N  DES P R O B A B I L I T E S  A P R I O R I  

Cons idérons  l a  f o n c t i o n  de d e n s i t é  normale: 

Le changement de base q u i  d i a g o n a l i s e  la m a t r i c e  

r1 ( c f .  c h a p i t r e  I V ,  paragraphe 3 )  permet de c a l c u l e r  l a  

p r o b a b i l i t é  pour  qu 'une o b s e r v a t i o n  tombe dans le domaine de 

c o n c a v i t e  D de p ( X )  sous l a  forme:  

1 
P ( Y E D )  = 

( 2 n) n/21~r I2 

où D e s t  l ' i n t é r i e u r  de la s u r f a c e  d é f i n i e  p a r :  

T  
Y A Y = 1  

 prés l a  t r a n s f o r m a t i o n  l i n é a i r e :  

c e t t e  p r o b a b i l i t é  d e v i e n t :  

où C e s t  l e  c e r c l e  de rayon u n i t é  d é f i n i  p a r :  

Comme : 

on p e u t  énoncer  l e  



Théorème 5.1. 

La p r o b a b i l i t é  pour  qu 'une o b s e r v a t i o n  d ' u n  é c h a n t i l l o n  

n o r m a l  a p p a r t i e n n e  au domaine de c o n c a v i t é  de l a  

f o n c t i o n  de d e n s i t é  co r respondan te  e s t  une cons tan te ,  

no tée  p ,  i ndépendante  de l a  m a t r i c e  de c o v a r i a n c e  de 

l a  d i s t r i b u t i o n .  

Cons idérons  ma in tenan t  l e  mélange f ( X I  de l ' é q u a -  

t i o n  5.1. La p r o b a b i l i t é  pour  qu 'une o b s e r v a t i o n  d ' u n  é c h a n t i l l o n  

d i s t r i b u é  s e l o n  l a  f o n c t i o n  f ( X )  p r o v i e n n e  de l a  c l a s s e  Ck e t  

a p p a r t i e n n e  au domaine de c o n c a v i t é  Dk de l a  f o n c t i o n  de 

d e n s i t é  p ( ~ ! ~ k )  e s t  é g a l e  a p P ( C k ) .  

La f o n c t i o n  de d e n s i t é  p ( x I c k )  é t a n t  supposée 

f o r t e m e n t  p répondérante  s u r  l e s  a u t r e s  composantes du mélange 

à l ' i n t é r i e u r  du  domaine Dk , l a  p l u p a r t  des  o b s e r v a t i o n s  appar-  

t e n a n t  à ce domaine p r o v i e n n e n t  de l a  c l a s s e  Ck . La p r o b a b i l i t é  

f.P(Ck peu t  a i n s i  ê t r e  approchée pa r  l a  p r o b a b i l i t é  pour au 'une 

o b s e r v a t i o n  a p p a r t i e n n e ,  q u e l l e  que s o i t  l a  c l a s s e  d o n t  e l l e  

p r o v i e n t ,  au domaine Dk . 
De p l u s ,  comme nous a s s i m i l o n s  le domaine de conca- 

v i t é  de chaque composante au domaine de c o n c a v i t é  du mélange 

cor respondant ,  l a  p r o b a b i l i t é  p.P(Ck) peu t  ê t r e  approchée p a r  l a  

p r o b a b i l i t é  pour  qu 'une o b s e r v a t i o n  a p p a r t i e n n e  au domaine de 

c o n c a v i t é  Clk du mélanqe. On p e u t  donc é c r i r e :  

L ' i m p o r t a n c e  des e r r e u r s  i n t r o d u i t e s  p a r  c e t t e  

a p p r o x i m a t i o n  dépend du degré  de chevauchement des  composantes du  

mélange ana lysé .  Nous v e r r o n s  u l t é r i e u r e m e n t  aue c e t t e  approxima- 

t i o n ,  comme t o u t e s  l e s  p récédentes ,  permet d ' o p t i m i s e r  le procesçus 

de c l a s s i f i c a t i o n  de man ière  t r é s  s a t i s f a i s a n t e .  

V . 4 . 2 .  DETERkflINATION DES VALEURS APPROCHEES DES 

PROEABILITÇS A P R I O R I  

S o i t  ak l e  nombre d ' o b s e r v a t i o n s  s i t u é e s  à 

l ' i n t e r i e u r  d e  l ' ensemb le  des hypercubes à c o n v e x i t é  n é a a t i v e  



a d j a c e n t s  c o n s t i t u a n t  l e  domaine modal Cl; . Le r a p p o r t  qk/a 

e s t  un e s t i m a t e u r  c l a s s i q u e  de l a  p r o b a b i l i t é  p ( ~ E C l k )  /2/. 

Le domaine Cl; n ' é t a n t  en f a i t  au 'une m a t é r i a l i s a t i o n  du  domaine 

D ,on peu t  é c r i r e :  -k 

pP(Ck)  # , k  = 1,2,... ..,K 

OU encore:  

C é t a n t  une c o n s t a n t e  ne dépendant nue du problème t r a i t é .  

Des v a l e u r s  a ~ p r o c h é e s  ? ( c k )  des p r o b a b i l i t é s  

a  p r i o r i  P ( C k )  peuvent  a l o r s  ê t r e  ob tenues en r é s o l v a n t  l e  

système d ' é o u a t i o n s :  

A ce s tade ,  on d i s p o s e  de v a l e u r s  approchées de 

t o u s  l e s  pa ramèt res  d é f i n i s s a n t  l e  rnélanqe e t  l e  problème de la 

c l a s s i f i c a t i o n  au tomat iaue des  o b s e r v a t i o n s  se t r o u v e  posé en 

termes p r o b a b i l i s t e s .  

V . 5 .  OPTIbIISATION DU PROCESSUS DE CLASSIFICATION 

Le c o n t e x t e  p r o b a b i l i s t e  dans l e q u e l  nous  nous 

sommes p l a c é s  permet d ' o p t i m i s e r  l e  p rocessus  de c l a s s i f i c a t i o n  

au tomat iaue en m i n i m i s a n t  l e  t aux  d ' e r r e u r .  Lorsaue l e  modèle 

p r o b a b i l i s t e  d ' u n  mélange e s t  connu, on peu t  en e f f e t  d é t e r m i n e r  

l a  w r o b a b i l i t é  pour  qu 'une o b s e r v a t i o n  X a p p a r t i e n n e  à l a  

c l a s s e  Ck . Par  a p p l i c a t i o n  du théorème de Bayes / 8 / ,  c e t t e  

p r o b a b i l i t é ,  appelée p r o b a b i l i t é  a  p o s t e r i o r i  de l a  c l a s s e  Ck , 
e s t  donnée p a r  l a  r e l a t i o n :  

Le r i s q u e  d ' e r r e u r  l i é  au c lassement  de l ' o b s e r v a t i o n  

X dans l a  c la-sse Ck e s t  donc: 



L a  méthode l a  p l u s  n a t u r e l l e  p o u r  d é f i n i r  un  

c lassement  o p t i m a l  c o n s i s t e  à r e c h e r c h e r  l a  p r o c é d u r e  o u i  m i n i -  

m ise  l e  r i s q u e  d ' e r r e u r ,  c ' e s t  à d i r e  c e l l e  a u i  a f f e c t e  une 

o b s e r v a t i o n  X à l a  c l a s s e  Ck ~ o u r  l a o u e l l e  l a  p r o b a b i l i t é  

a woste r i o r i  P ( C k l  X I  e s t  maxima. 

Le t a u x  d ' e r r e u r  minimum s e r a  donc  o b t e n u  en  

d é c i d a n t  aue l ' o b s e r v a t i o n  X a p p a r t i e n t  à l a  c l a s s e  Ck s i  e t  

seu lement  s i  : 

La p a r t i t i o n  d e  l ' e s p a c e  de r e o r é s e n t a t i o n  R: en 

r é q i o n s  Rk t e l l e s  oue: 

permet  a l o r s  de  r é s o u d r e  l e  p rob lème  du  c l assemen t  d e  m a n i è r e  

p a r t i c u l i è r e m e n t  s i m p l e  e t  économiaue au p o i n t  de  vue d e s  c a l c u l s .  

On e s t  a l o r s  a s s u r é  au 'aucun  a u t r e  p a r t i t i o n n e m e n t  ne  p e u t  

c o n d u i r e  à un t a u x  d ' e r r e u r  de c l a s s e m e n t  i n f é r i e u r .  C ' e s t  

p o u r a u o i  c e t t e  p r o c é d u r e ,  connue sous  l e  nom de c l a s s e m e n t  

b a y e s i e n  e s t  éqa lement  appe lée  " c l assemen t  o p t i n i a l "  /2/. 

Le p rob lème du  c l a s s e m e n t  o p t i m a l  r e v i e n t  donc  à 

t r o u v e r  un ensemble de  f o n c t i o n s  q k ( X )  , k  = 1,2,.. ..., K , 
appe lées  f o n c t i o n s  de d é c i s i o n s ,  t e l l e s  aue l ' o b s e r v a t i o n  X e s t  

a t t r i b u é e  à un i n d i v i d u  de l a  c l a s s e  Ck s i  e t  seu lemen t  s i :  

Compte- tenu de  ce q u i  p récède ,  l e s  f o n c t i o n s  de 

d é c i s i o n  q u i  o p t i m i s e n t  l a  ~ r o c é d u r e  de  c l assemen t  p e u v e n t  ê t r e  

c h o i s i e s  de l a  f o r m e  / 6 / :  

L e s  f o n c t i o n s  de  d e n s i t é  n o r m a l e s  é t a n t  de  t y p e  

e x p o n e n t i e l ,  on  réfère, pou r  l e s  mé langes  gauss iens ,  u t i l i s e r  l e  

l o q a r i t h r n e  d e s  f o n c t i o n s  q k ( X )  : 



Log q k ( X )  = L O ~ [ P ( X I C ~ )  p(ck1] 

1 T  -1 - - (x-Xk) Zk (x-Xk) + Log P m k )  2 

Le terme: 
n  

. 7 Log 231 

ne dépend pas de k e t  p e u t  e t r e  é l i m i n é ,  de t e l l e  s o r t e  que 

l ' o n  u t i l i s e  f i n a l e m e n t  l e s  f o n c t i o n s  de d é c i s i o n :  

L ' o p t i m i s a t i o n  du p rocessus  de c l a s s i f i c a t i o n  

c o n s i s t e  a l o r % ,  dans l e  c o n t e x t e  de c e t t e  é tude,  à remplacer  dans 

l ' e x p r e s s i o n  5.2. l e s  v a l e u r s  e x a c t e s  du vecteur-moyenne, de l a  

m a t r i c e  de c o v a r i a n c e  e t  de l a  p r o b a b i l i t é  a p r i o r i  de l a  c l a s s e  

Ck 
p a r  l e s  v a l e u r s  approchées obtenues grâce à l a  p rocédure  

d  ' a n a l y s e  des  rnélanqes proposée.  Les f o n c t i o n s  de d é c i s i o n  

d e v i e n n e n t  a l o r s :  

Nous p r é s e n t o n s  ma in tenan t ,  s u r  que lques  exemples, 

l e s  r é s u l t a t s  ob tenus  par F a p p l i c a t i o n  de c e t t e  p rocédure  de 

c l a s s i f i c a t i o n .  L ' é t u d e  d é t a i l l é e  q u i  s u i t  a  pour  p r i n c i p a l  b u t  

d ' a n a l y s e r  l e  comportement de l a  méthode en f o n c t i o n  de d i f f é r e n t s  

pa ramèt res  e t  de p r é c i s e r  c e r t a i n s  a s p e c t s  p r a t i q u e s  de sa mise  

en oeuvre s u r  c a l c u l a t e u r  numérique. L ' u t i l i s a t i o n  d 'exemples 

a r t i f i c i e l s  p e r m e t t r a  également de j u q e r  l a  q u a l i t é  de l ' o p t i -  

m i s a t i o n  en d é t e r m i n a n t  l e  taux  d ' e r r e u r  de c lassement  dans 

d i f f é r e n t e s  s i t u a t i o n s .  

V.6. ANALYSE DES PERFORMANCES DE LA PROCEDURE DE CLASSIFICATION 

Avant d ' i l l u s t r e r  pa r  des  exemples la t e c h n i q u e  

u t i l i s é e  pou r  o p t i m i s e r  l e  p rocessus  de c l a s s i f i c a t i o n ,  r a p p e l o n s  

l e s  s i x  phases p r i n c i p a l e s  du t r a i t e m e n t  d e s  données m ises  en  

oeuvre p a r  l ' a l g o r i t h m e  proposé.  



Phase 1 N o r m a l i s a t i o n  e t  mise  à l ' é c h e l l e  de l ' e s p a c e  de 

r e p r é s e n t a t i o n  d e s  données. 

Phase 2 Tes t  de c o n v e x i t é  de l a  f o n c t i o n  de d e n s i t é  sous- 

Jacente  su r  l a  base de l 'ensemble  des  o b s e r v a t i o n s  

d i s p o n i b l e s  

Phase 3 D é t e r m i n a t i o n  des  domaines modaux d u  mélange p a r  

a q r é g a t i o n  des  hypercubes à c o n v e x i t é  n é g a t i v e  

a d j a c e n t s .  

Dénombrement des  c l a s s e s  en présence.  

Phase 4 ~ e p r é s e n t a t i o n  des  domaines modaux p a r  des modèles 

h y p e r e l l i p s o Z d a u x .  

D é t e r m i n a t i o n  des  v a l e u r s  approchées d u  v e c t e u r -  

moyenne, de l a  m a t r i c e  de c o v a r i a n c e  e t  de l a  

p r o b a b i l i t é  a p r i o r i  de chaque c l a s s e  mise  en 

év idence.  

Phase 5 C a l c u l  des  f o n c t i o n s  de d é c i s i o n .  

Phase 6 A f f e c t a t i o n  des o b s e r v a t i o n s  aux d i f f é r e n t e s  c l a s s e s .  

Les o b s e r v a t i o n s  u t i l i s é e s  pour  l e s  e x p é r i e n c e s  de 

t e s t  son t  des  données a r t i f i c i e l l e s  générées p a r  c a l c u l a t e u r ,  Parmi  

l e s  nombreux avantages p r é s e n t é s  p a r  l ' u t i l i s a t i o n  de données 

a r t i f i c i e l l e s  comme moyen de t e s t ,  l e  p l u s  i m p o r t a n t  t i e n t  au f a i t  

aue l ' e x p é r i m e n t a t e u r  c o n n a i t  l a  s t r u c t u r e  de ses données e t  en 

aarde comolétement l e  c o n t r ô l e  / A / .  

V.6.1.  ANALYSE DE DOKNEES BIDIMENSIONNELLES 

La a u a l i t é  de l ' o p t i m i s a t i o n  de l a  c l a s s i f i c a t i o n  

obtenue pa.r l a  p rocédure  proposée c i -dessus  e s t  d ' a b o r d  t e s t é e  sur  

des  exemples b i d i m e n s i o n n e l s  a u i  p e r m e t t e n t  une v i s u a l i s a t i o n  

s imp le  des  r é s u l t a t s .  

Exemple 1 

Les p remiè res  données u t i l i s é e s  s o n t  c o n s t i t u é e s  p a r  

un mhlanae de t r o i s  c l a s s e s  normales,  équ ip robab les ,  d o n t  l e s  

pa ramèt res  s o n t  cons ianés  dans l e  t a b l e a u  5.1. Pour chacune des  

c l a s s e s ,  on génere un nombre i d e n t i a u e  de v e c t e u r s  a l é a t o i r e s  

gauss iens  b i d i m e n s i o n n e l s .  

Nous commencerons p a r  mon t re r  l ' i n f l u e n c e  du 

paramèt re  d , c ' e s t  à d i r e  du pas de d i s c r é t i s a t i o n  de l ' e s p a c e  
cl 



R; , sur  l n  a u a l i t é  des  r é s u l t a t s  ob tenus .  Nous ana lyse rons  e n s u i t e ,  

s u r  l e  même exemple, l ' e f f e t  du nombre q d ' o b s e r v a t i o n s  d i s p o n i b l e s .  

I n f l u e n c e  du p a s  de d i s c r e t i s a t i o n  ------------- .................... 
L ' a l q o r i t h m e  de c l a s s i f i c a t i o n  a  d 'abo rd  é t é  a p p l i q u é  

pour  d i f f é r e n t e s  v a l e u r s  de d , à l ' ensemb le  des  300 o b s e r v a t i o n s  a 
r e p r é s e n t é  s u r  l a  f i g u r e  5.4. Cet ensemble e s t  c o n s t i t u é  de t r o i s  

l o t s  de 100 o b s e r v a t i o n s  d i s t r i b u é e s  s e l o n  l e s  t r o i s  l o i s  normales  

é a u i p r o b a b l e s  du t a b l e a u  5.1. Pour chaeue v a l e u r  de d 
a  ' l e s  

per fo rmances de l a  p rocédure  de c l a s s i f i c a t i o n  s o n t  mesurées pa r  l e  

taux  d ' e r r e u r ,  e s t i m é  pa r  l e  r a p p o r t  e n t r e  l e  nombre d ' o b s e r v a t i o n s  

mal  c l a s s é e s  e t  l e  nombre t o t a l  d ' o b s e r v a t i o n s  c o n s t i t u a n t  l ' é c h a n -  

t i l l o n  ana lysé .  Les v a r i a t i o n s  de ce taux  d ' e r r e u r  en f o n c t i o n  du 

paramèt re  ( c f .  f i g u r e  5.5.) f o n t  a p p a r a T t r e  une v a l e u r  o p t i m a l e  

da  d e  qg pour  l a q u e l l e  l e  nombre d ' o b s e r v a t i o n s  ma l  c l a s s é e s  e s t  

minimum. 

La f i q u r e  5.6. i n d i a u e  l e s  domaines de c o n c a v i t é  d e s  

composantes d u  mélange e t  l e s  modèles e l l i p s o T d a u x  des domaines 

modaux du mélange ob tenus  pour  c e t t e  v a l e u r  o p t i m a l e  de .Bien 

que ces  m o d è l e s  ne s o i e n t  qu'une a p p r o x i m a t i o n  des  domaines de 

c o n c a v i t é  des  composantes, l e u r  u t i l i s a t i o n  pour  d é t e r m i n e r  l e s  

paramèt res  d u  mélange c o n d u i t  à un t a u x  d ' e r r e u r  t r è s  proche de 
* l ' o p t i m u m  t h é o r i q u e  ( c f ,  t a b l e a u  5.1.) . Mais il f a u t  également 

remarauer  que l a  q u a l i t é  des  r é s u l t a t s  dépend sens ib lement  du  c h o i x  

du  paramèt re  
@9 

d o n t  l ' a j u s t e m e n t  r e a u i e r t  donc une a t t e n t i o n  

p a r t i c u l i è r e .  

A jus tement  du  pas de d i s c r é t i s a t i o n  ................................... 
Nous avons vu, au c h a p i t r e  III, que l ' a p p l i c a t i o n  

du t e s t  de c o n v e x i t é  n é c é s s i t e  un a jus temen t  du volume d e s  

domaines u t i l i s é s  oour  l ' e s t i m a t i o n  des f o n c t i o n s  de d e n s i t é  de 

p r o b a b i l i t é  en f o n c t i o n  de l a  t a i l l e  de l ' é c h a n t i l l o n  d i s p o n i b l e .  

* L ' u t i l i s a t i o n  de données générées a r t i f i c i e l l e m e n t  permet de 
c a l c u l e r  l e  t aux  d ' e r r e u r  t h h o r i n u e  minimum à p a r t i r  des 
v a l e u r s  e x a c t e s  des  paramèt res  du mélange. Ce taux  d ' e r r e u r  
o p t i m a l  s e r t  h a b i t u e l l e m e n t  de r é f é r e n c e  pour  j u g e r  l e s  
per fo rmances des  procédures  de c l a s s i f i c a t i o n  au tomat ique/7 / .  



t ' i d  
Q) t-4 



Fic fure  5 . 4 .  ~ e o r é s e n t a t i o n  a r a p h i a u e  d e s  300 
o b s e r v a t i o n s  de l ' e x e m p l e  1 

\.' l. !J. 1 f j  
F i a u r e  5 . 5 .  V a r i a t i o n s  du t a u x  d ' e r r e u r  d e  la c l a s s i f i c a t i o h .  

en f o n c t i o n  du p a r a m è t r e  d e  d i s c r é t i s a t i o n  N q   échantillon a n a l y s é  e s t  c e l u i  d e  l a  f i q u r e  5 . 4 . )  



F i q u r e  5 . 6 .  Mod6les e l l i p s o P d ô u x  d e s  domaines modaux du 
mélanqe d e  l ' e x e m p l e  1 

D k , k = 1 , 2 , 3  : Domaines d e  c o n c a v i t é  d e s  
composantes du mé lanae  

\ 6 .- - -0 

, D , k = 1 , 2 , 3  : Modèles  e l l i p s o ï d a u x  d e s  domaines -k 
modaux du mélange 



hlous avons c h o i s i  ( c f .  é q u a t i o n  3.12.) de p r e n d r e  d é g a l  à 
cl 

l ' i n v e r s e  d ' u n  e n t i e r  e t  l e  n l u s  p r o c h e  p o s s i b l e  de:  

c ' e s t  à d i r e  t e l  Que: 

1 /2n 
9  = C , l /a  e n t i e r  

cl 
(5.3.) 

O'9 

où C e s t  une c o n s t a n t e  à a j u s t e r  en f o n c t i o n  de  l a  n a t u r e  des  

données.  

Dans l e  s t a d e  d ' e x p l o r a . t i o n  a e  l a  s t r u c t u r e  d ' u n  

é c h a n t i l l o n  i n c o n n u  de  t a i l l e  q e t  de  d i m e n s i o n  n  , l e  c h o i x  

de do ( O U ,  à une c o n s t a n t e  m u l t i p l i c a t i v e  p r + s ,  de d o )  p e u t  

ê t r e  g u i d é  en f a i s a n t  a p p e l  au c o n c e p t  de  " s t a b i l i t é  du  nombre de  

rriodes" / 3 / .  

Dans l a  p r a t i a u e ,  on a j u s t e  en f a i t  l e  nombre de 
n  

d i v i s i o n s  s u r  chaaue axe de  1 'espace  RI, c ' e s t  à d i r e  l e  p a r a m è t r e  

No = 1/d4 . On d é t e r m i n e  d ' a b o r d  l a  p l u s  g rande  p l a p e  de  v a r i a t i o n  

de  
Nn 

pou r  l a o u e l l e  l e  nombre de domaines  modaux d é t e c t é s  dans  l e  

mé lange ,&  l ' a i d e  du  t e s t  de  c o n v e x i t é  e t  de l a  p r o c é d u r e  d ' a g r é g a -  

t i o n  a s s o c i ~ e , d e m e u r e  c o n ç t a n t .  Le c h o i x  de ce t y p e  de  p a r a m è t r e  

de d i s c r é t i s a t i o n  au m i l i e u  de c e t t e  p l a q e  c o r r e s p o n d a n t  à l a  p l u s  

q rande  s t a b i l i t é  du  nombre de  modes a  d é j à  été u t i l i s é  p o u r  

o p t i m i s e r  c e r t a i n s  a l q o r i t h m e s  de c l a s s i f i c a t i o n  / 3 / / 1 0 / .  

Pour  l ' e x e r p l e  é t u d i é ,  l e  t r a c é  du  nombre de  domaines 

modaux d é t e c t é s  en f o n c t i o n  de Na = l / a q  m o n t r e  l ' i n t é r ê t  de c e t t e  

p r o c é d u r e .  En e f f e t ,  l e  m i l i e u  d e  l a  p l u s  g rande  p l a g e  d e  s t a b i l i t é  

du  nombre de  modes c o r r e s p o n d  à l a  v a l e u r  1/% = 21 o u i  e s t  t r è s  

p r o c h e  de l a  v a l e u r  o p t i m a l e  1/@; = 20 ( c f .  f i g u r e  5 .7 , ) .  

Il e s t  i m p o r t a n t  d e  p r e c i s e r  aue,pour dénombrer  l e s  

domaines modaux du mélanae,  il s ' a v è r e  n é c é s s a i r e  de r e j e t e r  l e s  

ensembles d ' h y p e r c u b e s  à c o n v e x i t é  n é g a t i v e  o u i  a p p a r a i s s e n t  

un iquement  d u  f a i t  que l a  c o n v e x i t é  l o c a l e  de l a  f o n c t i o n  de  d e n s i t é  

n ' e s t  pas  p a r t o u t  d é f i n i e  ( c f .  C h a p i t r e  I V ,  pa rag raphe IV .1 . )  e t  a u i  

ne c o r r e s p o n d e n t  à aucun mode r é e l .  La t a i l l e  r é d u i t e  de  c e s  ' , i 

, >  , f 

ensembles  p a r  r a p p o r t  à c e l l e  d e s  domaines  modaux permet  en g é n e r a l  

de l e s  i d e n t i f i e r  s a n s  d i f f i c u l t é .  C. chaque was d 'une  ~ r o c é d u r e  



i t é r a t i v e , o n  r e j e t t e  l ' e n s e m b l e  o u i  c o n t i e n t  l e  p l u s  p e t i t  

nombre d ' o b s e r v a t i o n s .  Il n ' y  a  cenendant r e j e t  que s i  ce nombre 

e s t  i n f é r i e u r  à une c e r t a i n e  f r a c t i o n  x  du  nombre d ' o b s e r v a t i o n s  

contenues dans  l a  t o t a l i t é  des ensembles r e s t a n t  à l a  f i n  de 

l ' i t é r a t i o n  précédente .  C e t t e  p rocédure  r e v i e n t  à f i x e r  à l a  

v a l e u r  x l a  l i m i t e  i n f é r i e u r e  de l a  p r o b a b i l t é  a  p r i o r i  des  

c l a s s e s  d é t e c t a b l e s .  

Pour t o u s  l e s  exemples a r t i f i c i e l s  p r é s e n t é s  dans 

ce c h a p i t r e ,  s e u l s  l e s  modes co r respondan t  à des c l a s s e s  o r é s e n t a n t  

une p r o b a b i l i t e  a  p r i o r i  s u p é r i e u r e  à 5% o n t  é t é  r e t e n u s .  B i e n  que 

l ' a j u s t e m e n t  de  ce s e u i l  ne s o i t  pas c r i t i q u e  ( on o b t i e n t ,  pour  

t o u s  l e s  exemples de ce c h a p i t r e ,  des  r é s u l t a t s  i d e n t i q u e s  Dour 

des v a l e u r s  de ce s e u i l  compr ises  e n t r e  5% e t  21% ) ,  aucune r è g l e  

p r é c i s e  ne permet  de c h o i s i r  a p r i o r i  une v a l e u r  de x  p a r t i c u -  

l i è r e  l o r s  de l a  r é s o l u t i o n  d ' u n  problème donné: il s ' a g i t  essen- 

t i e l l e m e n t  d 'une  o u e s t i o n  d ' e x p é r i e n c e  e t  de c i r c o n s t a n c e s .  

Il s e r a  t o u j o u r s  f a i t  a p p e l  au concept  de s t a b i l i t é  

du nombre de modes pour  a j u s t e r  l e  pas de d i s c r é t i s a t i o n  

d u r a n t  l a  phase d ' e x p l o r a t i o n  de t o u t  ensemble de données de s t r u c -  

t u r e  inconnue.  S i ,  ap rès  c e t  a jus temen t ,  l a  t a i l l e  de l ' 6 c h a n t i l l o n  

d i s p o n i b l e  v e n a i t  à v a r i e r ,  p a r  s u i t e  d 'une c o l l e c t e  d ' o b s e r v a t i o n s  

s u p p l é m e n t a i r e s  p a r  exemple, l ' a n a l y s t e  p o u r r a i t  m o d i f i e r  l e  pas 

de d i s c r é t i s a t i o n  en u t i l i s a n t  l a  r e l a t i o n  5.3. C ' e s t  p réc i sémen t  

c e t t e  s t r a t é g i e  que nous avons adoptée pour  a n a l y s e r  l ' e f f e t  de 

l a  t a i l l e  de l ' é c h a n t i l l o n  d i s p o n i b l e  su r  l a  q u a l i t é  de l a  c l a s s i -  

f i c a t i o n  de données ayan t  l a  s t r u c t u r e  du mélange d é c r i t  dans l e  

tab leau 5.1. 

F i q u r e  5.7. Nombre de modes d é t e c t é s  dans l e  mélanae de 
l ' exemp le  1 en f o n c t i o n  du pas de d i s c r é t i s a t i o n  aq 
 échantillon a n a l y s é  e s t  c e l u i  de l a  f i q u r e  5.4.) 



I n f l u e n c e  de l a  t a i l l e  de l ' é c h a n t i l l o n  

Nous avons vu au c h a p i t r e  p récédent  que l ' i d e n t i -  

f i c a t i o n  d 'une d i s t r i b u t i o n  normale e s t  d ' a u t a n t  m e i l l e u r e  que l e  

nombre d ' o b s e r v a t i o n s  d i s p o n i b l e s  e s t  i m p o r t a n t .  On r e t r o u v e  un 

phénomène ana loaue dans l ' a n a l y s e  d e s  mélanges e t  l e  pourcentage 

d ' o b s e r v a t i o n s  m a l  c l a s s é e s  tend à d i m i n u e r  l o r s a u e  l e  nombre 

d ' o b s e r v a t i o n s  augmente ( c f .  f i a u r e  5.8.).  

S o u l i g n o n s  cependant que c e t t e  d é c r o i s s a n c e  du  

t a u x  d ' e r r e u r  ne g a r a n t i t  pas sa convergence v e r s  l ' o p t i m u m  

t h é o r i q u e .  En e f f e t ,  même avec des é c h a n t i l l o n s  de t a i l l e  i l l i m i t é e ,  

l e s  domaines de c o n c a v i t é  des mélanges r e s t e r a i e n t  t o u j o u r s  des  

a p p r o x i m a t i o n s  des  domaines de c o n c a v i t é  d e s  composantes. C e t t e  

approche n ' e s t  donc pas c o n s i s t a n t e  en ce sens q u ' i l  n ' y  a  pas 
convergence des  r é s u l t a t s  v e r s  l e s  v a l e u r s  exac tes  des  paramèt res .  

Cependant, m a l g r 5  des i n f o r m a t i o n s  a  p r i o r i  l i m i t é e s  à l a  s e u l e  

connaissance de la forme a n a l y t i q u e  des  composantes des  mélanqes, 

l e s  taux  d ' e r r e u r  ob tenus  au c o u r s  des t e s t s  r e s t e n t  t r è s  proches 

des v a l e u r s  o p t i m a l e s .  

F i g u r e  5.8. V a r i a t i o n s  du taux  d ' e r r e u r  en f o n c t i o n  de l a  

t a i l l e  de l ' é c h a n t i l l o n  d i s p o n i b l e  pour  l ' exemp le  1 



Exemple 2 

 prés l e  p r e m i e r  exemple q u i  a p e r m i s  d e  p r é c i s e r  

l e s  a s p e c t s  p r a t i q u e s  de  l a  p r o c é d u r e  p roposée  e t  d ' é t u d i e r  l e  

comportement de  l a  méthode en f o n c t i o n  d e s  d i f f é r e n t s  pa ramè t res ,  

nous  p r o p o s o n s  un  second exemple d e s t i n é  à m e t t r e  en é v i d e n c e  l e s  

p o s s i b i l i t 6 s  d ' a n a l y s e  de mé langes  de  composantes n o r m a l e s  non 

s p h é r i a u e s  a v e c  des  p r o b a b i l i t é s  a  p r i o r i  d i f f é r e n t e s .  

Le t a b l e a u  5.2. résume l e s  p a r a m è t r e s  s t a t i s t i q u e s  

du second mé lanae  é t u d i é  pou r  l e q u e l  on  d i s p o s e  de l ' é c h a n t i l l o n  de  

300 o b s e r v a t i o n s  r e p r é s e n t é  f i g u r e  5.9. 

F i q u r e  5.9, R e p r é s e n t a t i o n  a r a p h i n u e  des  300 
o b s e r v a t i o n s  de  l ' e x e m p l e  2 . 



f;.:;; *\ (yi6) 
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La f i o u r e  5.10. i n d i a u e  l e s  domaines de c o n c a v i t é  

des d i f f é r e n t e s  composantes e t  l e s  modèles e l l i ~ s 0 T d a u x  des domaines 

moda.ux du melanae obtenus  a p r è s  o p t i m i s a t i o n  du  pas de d i s c r é -  

t i s a t i o n  de l ' e s o a c e .  

 écart e n t r e  l e  taux  d ' e r r e u r  ob tenu  e t  l a  v a l e u r  

o p t i m a l e  r e s t e  f a i b l e  i c i  a u s s i  p u i s a u ' i l  ne co r respond  Q U ' &  t r o i s  

o b s e r v a t i o n s  m a l  c l a s s é e s  s u r  un t o t a l  de 300. Notons cependant 

oue c e t  é c a r t  e s t  p l u s  orand Que dans l ' e x e m p l e  précédent ,  

conséquence du chevauchement p l u s  i m p o r t a n t  des  t r o i s  composantes. 

F i g u r e  5.10. Modèles e l l i p s o ï d a u x  des domaines 
modaux du  mélanpe de l ' exemp le  2. 

C) D,,k=1,2,3 : Domaines de c o n c a v i t é  des  . . composantes du  mélange 

,/-- 9, A 

D ,k=1,2,3 : Modeles e l l i p s o ï d a u x  des 
.--4 -k 

domaines modaux du mélanqe 



Exemple 3 

Le d e r n i e r  exemple b i d i m e n s i o n n e l  ~ r é s e n t 6  e s t  

d e s t i n é  a m o n t r e r  l e s  p o s s i b i l i t é s  d ' a n a l y s e  de mélanqes de 

Composantes ayan t  des m a t r i c e s  de c o v a r i a n c e  non d i a g o n a l e s  

( c f .  t a b l e a u  5 . 3 . ) .  L ' a l a o r i t h m e  a é t é  a p p l i q u é  a l ' é c h a n t i l l o n  

c o n s t i t u é  p a r  l e s  300 observa . t ions  r e p r é s e n t é e s  sur  l a  f i q u r e  5.11. 

Comme dans l e s  exemples précedents ,  l e s  modèles 

e l l i p s o I d a u x  des  domaines modaux du mélanqe sont  des  a p p r o x i m a t i o n s  

s a t i s f a i s a n t e s  des  domaines de c o n c a v i t é  des  composantes 

( c f .  f i a u r e  5 .13 . ) .  En e f f e t ,  l e  t a u x  d ' e r r e u r  ob tenu en u t i l i s a n t  

l e s  paramèt res  s t a t i s t i n u e s  d e d u i t s  de ces modeles r e s t e  t r è s  

nroche du t a u x  d ' e r r e u r  t h é o r i q u e  o p t i m a l  ( c f .  t a b l e a u  5.3.) .  

F i g u r e  5.11. R e p r e s e n t a t i o n  qraph ioue des 300 
o b s e r v a t i o n s  de l ' e x e m p l e  3 . 





F i q u r e  5.12. ~ o d 6 l e s  e l l i p s o ï d a u x  des domaines 
modaux du mélanae de l ' exemp le  3. 

O Dk,k=l ,2,3 : Domaines de c o n c a v i t é  des  
composantes du mélanae ,--. 

\ 6 

< --/ ' 1 
-k D ,k=1,2,3 : ~ o d è l e s  e l l i p s o ~ d a u x  des  

domaines modaux du mélange 

V.6 .2 .  ANALYSE DE DONNEES MULTIDIMENSIONNELLES 

Le comportement de l a  p rocédure  proposée n e  9s p r ê -  

t e  pas  h une d e s c r i n t i o n  qnôlyt iaue  c a r  il dépend de l a  s t r u c t u r e  

des  données cons idé rées .  Au c o u r s  de l a  s é r i e  de t e s t s  su r  d,es 

données b i d i m e n s i o n n e l l e s ,  nous avons é t u d i é  l ' e f f e t  de c e r t a i n s  

paramèt res  s u r  l e s  per fo rmances de l a  méthode. Mais nous n 'avonp 

pas encore ana lysé  l ' e f f e t  du degré  de chevauchement e n t r e  l e s  

composantes s u r  l e s  r é s u l t a t s  du processus  de c l a s s i f i c a t i o n  , 



A f i n  de p r é c i s e r  l e s  cons6auences des  a p p r o x i m a t i o n s  l i é e s  a ce 

chevauchement, l e  t a u x  d ' e r r e u r  ob tenu p a r  l a  méthode proposée 

e& comr~aré au t a u x  d ' e r r e u r  o p t i m a l  t h é o r i a u e  dans p l u s i e u r s  cas  

m u l t i d i m e n s i o n n e l s .  Pour  c e t t e  s é r i e  de t e s t s ,  l a  d i s p e r s i o n  des  

o b s e r v a t i o n s  a u t o u r  du c e n t r e  de chaque c l a s s e  e s t  c o n t r ô l é e  p a r  

l a  v a l e u r  des m a t r i c e s  de c o v a r i a n c e  ( c f .  t a b l e a u  5.4. ) .  

Les t r o i s  é c h a n t i l l o n s  b i d i m e n s i o n n e l s  n o  1, 2 e t  3 

s o n t  r e p r é s e n t é s  sur  l e s  f i q u r e s  5 . 1 3 . , 5 . 4 .  e t  5.14. L ' é c h a n t i l l o n  

n o  3 e s t  l e  c a s  l i m i t e  a u - d e l à  dunue l ,  p a r  s u i t e  d ' u n  chevauchement 

t r o p  i m p o r t a n t  des  composantes, il d e v i e n t  i m p o s s i b l e  d  ' i d e n t i f i e r  

l e s  t r o i s  c l a s s e s  c o n s t i t u a n t  l e  mélange. 

Les r é s u l t a t s  cons ignés  c lans le t.al:,leau 5.4. f o n t  

a p p a r a î t r e ,  pou r  l e s  é c h a n t i l l o n s  n o  1, 4 e t  7, un taux  d ' e r r e u r  

i n f é r i e u r  au t a u x  t h e o r i w e  minimum. Ce r é s u l t a t  p a r a d o x a l  e s t  dû  

au manaue de p r é c i s i o n  de l ' e s t i m a t i o n  du t a u x  d ' e r r e u r  pour  des  

é c h a n t i l l o n s  de t a i l l e  r é d u i t e  (300 o b s e r v a t i o n s  pour  ce t e s t ) .  

C e t t e  s é r i e  de t e s t s  mont re  comment l ' é c a r t  e n t r e  l e  

taux  d ' e r r e u r  ob tenu e t  sa v a l e u r  o p t i m a l e ,  t o u t  en r e s t a n t  f a i b l e  

compte- tenu du manque d ' i n f o r m a t i o n s  a p r i o r i  su r  l e s  données, 

t e n d  à augmenter avec le dearé  de chevauchement des  composantes. 

Les temps d  ' e x é c u t i o n  de l ' a l q o r i t h m e ,  également 

cons iqnés  dans l e  t a b l e a u  5 . 4 . ,  s o n t  en acco rd  avec l ' a n a l y s e  des 

temps de c a l c u l  de l ' a l g o r i t h m e  d ' e s t i m a t i o n  r a p i d e  p r é s e n t é  au 

c o u r s  du t r o i s i e m e  c h a p i t r e .  En e f f e t , e n  dehors  de l ' é x é c u t i o n  du 

t e s t  de c o n v e x i t é ,  l e s  ~ r o c é d u r e s  m ises  en j e u  par  l ' a l g o r i t h m e  

de c l a s s i f i c a t i o n  ne s o n t  pas coûteuses  s u r  l e  p l a n  du temps de 

c a l c u l ,  La t a i l l e  des é c h a n t i l l o n s  é t a n t  i d e n t i o u e  pour  l ' ensemb le  

de ces  t e s t s ,  il en r é s u l t e  oue l e  temps d ' e x é c u t i o n  de l a  procé-  

d u r e  e s t  une f o n c t i o n  q u a s i  l i n é a i r e  de l a  d imens ion  des  données. 
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F i q u r e  5 . 1 4 .  R e p r é s e n t a t i o n  graph iaue des  300 
o b s e r v a t i o n s  de l ' é c h a n t i l l o n  n o  3. 

V .  7, CONCLUSION 

La méthode d é c r i t e  dans ce c h a p i t r e  ramène l e  

~ r o b l è m e  de 1 ' o p t i m i s a t i o n  du processus  de c l a s s i f i c a t i o n  automa- 

t i q u e  à c e l u i  de l ' a n a l y s e  des mélanges. Sous l ' u n i q u e  hypothèse 

que l e s  o b s e r v a t i o n s  de chaque c l a s s e  son t  d i s t r i b u é e s  normalement, 

nous avons proposé une méthode q u i  permet de d é t e r m i n e r  l e  nombre 

de c l a s s e s  p r h s e n t e s  e t  donne, pour  chacune d ' e l l e s ,  des  v a l e u r s  

approchées du vecteur-moyenne, de l a  m a t r i c e  de cova r iance  e t  de 

l a  p r o b a b i l i t é  a p r i o r i .  

La procédure  u t i l i s e  l e s  r e l a t i o n s  s i m p l e s  a u i ,  

e x i s t e n t  e n t r e  l e s  waram6tres d 'une d i s t r i b u t i o n  normale e t  l e s  

c a r a c t é r i s t i q u e s  aéomét r iaues  du domaine à l ' i n t é r i e u r  d u q u e l  



e l l e  e s t  concave. 1.e t e s t  d a  c o n v e x i t 6  f i r6senté  dans l a  p r e m i + r e  

F ~ r t i ~ .  d e  cf? ~ ' ; ~ r n r , l  rrr n r r r r , r i t ,  z p p r t i r  d n c  o t ) s r ? r v ~ t l n n ? ,  d ' aop rocher  

l e s  dor iaines dr, c o n c n v i t 6  der, c o n p o s a n t ~ s  p a r  des modèles 

h y p e r e l l i p s o ï d a u x  q u i  son t  u t i l i s é s  pour  d é t e r m i n e r  l e s  paramèt res  

s t a t i s t i a u e s  des mélanaes. 

L ' e x p é r i e n c e  mont re  que l e  taux  d ' e r r e u r  de l a  

c l a s s i f i c a t i o n  basée s u r  l e s  v a l e u r s  a.pprochées d e s  paramèt res  

a i n s i  ob tenus  r e s t e  proche,  compte-tenu du manaue t o t a l  d ' i n f o r -  

m a t i o n s  a p r i o r i  su r  l e s  mélanges, du taux  o p t i m a l .  

L ' u t i l i s a t i o n  de l ' a l q o r i t h m e  r a p i d e  d ' e s t i m a t i o n  

n r é s e n t é  dans l a  p remi6 re  p a r t i e  de ce t r a v a i l  permet d ' o b t e n i r  

ces r é s u l t a t s  en un temns t r è s  c o u r t ,  Il e s t  a i n s i  p o s s i b l e  de 

n i u l t i g l i e r  l a s  t r a i t e r c e n t s  e t  d t a J i l s t e r  f i n e m e n t  l e  pas de d i s c r é -  

t i s a t i o n  de l ' e s p a c e  de r e p r é s e n t a t i o n ,  

Notons aue l e s  r é s u l t a t s  ob tenus ,  o u i  son t  en f a i t  

l e  r e f l e t  des p r o p r i é t é s  de c o n v e x i t é  de l a  f o n c t i o n  de d e n s i t é  

sous- jacente ,  ne son t  pas s e n s i b l e s  à des t r a n s f o r m a t i o n s  l i n é a i r e s  

des  coordonnées, t e l l e s  Aue l e s  changements d ' é c h e l l e  p o r t a n t  su r  

l e s  c a r a c t è r e s  mesurés su r  l e s  i n d i v i d u s .  

Cependant, la méthode proposée ne p r é s e n t e  pas aue 

des  avantages.  I l  c o n v i e n t  de  s o u l i g n e r  que c e t t e  approche e s t  

s u r t o u t  i n t e r e s s a n t e  pour  des  é c h a n t i l l o n s  de t a i l l e  impor ta -n te  

e t  de d imens ion  r e l a t i v e m e n t  r é d u i t e .  En e f f e t ,  comme pour t o u t e  

procédure  f a i s a n t  a p p e l  à des  t e c h n i q u e s  d ' e s t i m a t i o n  non param6- 

t r i q u e s ,  l e  nombre d ' o b s e r v a t i o n s  n é c é s s a i r e  pour  o b t e n i r  des  

r é s u l t a t s  s a t i s f a i s a n t s  c r o f t  avec l a  d imens ion  des  données /Il/, 

Pour p a l l i e r  l a  d é g r a d a t i o n  des per fo rmances l o r s q u e  l ' o n  ne 

d i s p o s e  que d ' u n  f a i b l e  nombre d ' o b s e r v a t i o n s ,  nous proposons, 

dans l a  t r o i s i è m e  p a r t i e  de ce mémoire, une méthode d é r i v é e  de 

l ' a p p r o c h e  qénéra le ,  ma is  adaptée à des  é c h a n t i l l o n s  de t a i l l e  

r é d u i t e  e t  de d imens ion  é levée .  



REFERENCES ( c h a p i t r e  V )  

/1/ BATCHELOR,R.G. 
" A r t i f i c i a l  d a t a  f o r  p a t t e r n  r e c o g n i t i o n u  

Proc ,  2nd 1n t .J t .Conf .  on P a t t e r n  Recoanit ion,Copenhague (1974)  

/2 /  DUDA,R.O. e t  HART,P.E. 
" P a t t e r n  C l a s s i f i c a t i o n  and Scene A n a l y s i s "  

J. W i l e y  New York C h a p i t r e  2  p.10-39 (1973)  

/3 /  EIGEN,D.J.;FROMM,F.R. e t  NORTHOUSE,R.A. 
" C l u s t e r  a n a l y s i s  based on d i m e n s i o n a l  i n f o r m a t i o n  w i t h  
a p p l i c a t i o n s  t o  f e a t u r e  s e l e c t i o n  and c l a s s i f i c a t i o n "  

I E E E  Trans .  on Syst.,Man & C y b e r n e t i c s  
V o l  SMC-4 , n o  3 , p. 284-294 (1974)  

/4 /  HENRICHON,E,G. e t  FU,K.S. 
"On mode e s t i m a t i o n  i n  p a t t e r n  r e c o g n i t i o n "  

Proc .  7 t h  Symp; Adap t i ve  Processes  UCLA (1968)  

/5 /  KITTLER, J . 
"A l o c a l l y  s e n s i t i v e  met hod f o r  c l u s t e r  a n a l y s i s "  

p a t t e r n  ~ e c o a n i t i o n  Vo l .  8 P. 23-33 (1976) 

/ 6 /  MARILL,T. e t  GREEN,D.M. 
" S t a t i s t i c a l  r e c o q n i t i o n  f o n c t i o n s  and t h e  d e s i a n  o f  
p a t t e r n s  r e c o q n i z e r s "  

I R E  Trans .  E l e c .  Comp. V o l .  EC-9 p. 472-477 (1960)  

/7/  MICLET,L.;GRENIER,Y, e t  KALIZEWSK1,J.M. 
"Reconnaissance des fo rmesw 

P u b l i c a t i o n  d e  1 'Eco le  Nat .  Sup. des Te lecommunica t ions  
P a r i s  (1978)  

/8/ PAPOULIS,A. 
" ~ r o b a b i l i t y ,  Random V a r i a b l e s  and S t o c h a s t i c  Processes"  

bncGraw-Hi l l  New York (1965) 

/9 /  POSTAIRE,J.G. e t  VASSEUR,C. 
"An approx ima te  s o l u t i o n  t o  n o r m a l  m i x t u r e  i d e n t i f i c a t i o n  
w i t  h a p p l i c a t i o n  t o  unsuperv i sed  p a t t e r n  c l a s s i f  i c a t i o n w  

I E E E  Trans.  on P a t t e r n  A n a l y s i s  R Machine I n t e l l i g e n c e  
V o l ,  P A r l I - 3  , n o  3 , p. 163-179 ( I D Q I )  

/10/  TOMEK,I, 
"A m o d i f i c a t i o n  o f  a c l u s t e r i n g  method" 

IEEE T rans .  on Syst.,Man & C y b e r n e t i c s  
Vo l .  SMC-5 , n o  3 , p. 394-396 (1975)  

/ A l /  TOUSSAINT,G .T .  
" B i b l i o g r a p h y  on e s t i m a t i o n  o f  m i s c l a s s i f i c a t i o n "  

I E E E  Trans .  on I n f o .  Theory Vo l .  IT -20  (19741 



TROISIEME PARTIE 
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PAF APJALYSF DFS DEFISXTFS h f i A R G I N A L F S  DE P R O B A H I L T T F  

VT .1 . 1 YJTRODUCT I O N  

La rnét hode d  ' o o t i n i i s a t i o n  du n r o c e s s u s  de  c l a s s i -  

f i c a t i o n  o r é s e n t b e  d a n s  l a  seconde p a r t i e  de ce niémoire n é c é s s i t e  

un nombre d ' o b s e r v a t i o n s  d i s n o n i b l e s  d ' a u t a n t  p l u s  i m o o r t a n t  nue 

l a  d i m e n s i o n  d e s  donnees e s t  é l e v é e .  Dans l a  D r a t i o u e ,  l ' a n a l y s t e  

o e u t  se t r o u v e r  c o n f r o n t 6  ?I d e s  n rob lèmes  de f o r t s  d i m e n s i o n  p o u r  

l e s n u e l s  l a  t a i l l e  r 6 d u i t e  d e s  6 c h a n t i l l o n s  d i s p o n i b l e s  ne permet  

d ' o b t e n i r  n i  une  ~ s t i m a t i o n   correct^ de  l a  f o n c t i o n  d e  d e n s i t é  

s o u s - j a c e n t e ,  n i ,  a  f o r t i o r i ,  une i n f o r m a t i o n  n r é c i s e  s u r  sa 

c o n v e x i t é .  

Pour  a n n o r t e r  une  s o l u t i o n  au p rob lème de  l ' o p t i m i -  

s a t i o n  d e  l a  c l a s s i f i c a t i o n  a t r t oma t i aua  dans  de  t e l s  cas ,  nous  

n roposons  une v a r i a n t e  d e  l a  n ikthodc n h n h r a l e  n u i  n é c é s s i t e  d e s  

h y p o t h c s e s  p l u s  f o r t e s ,  m a i s  permet ,  en c o n t r e - p a r t i e ,  d ' a n a l y s e r  

des  é c h a n t i l l o n s  de t a i l l e  r h d u i t e  e t  d e  d i m e n s i o n  é i e v e e .  

J 1  e s t  en e f f e t  p o s s i b l e ,  dans  c e r t a i n e s  c o n d i t i o n s ,  

d e  d e t e r m i n e r  l e s  d i f f é r e n t s  p a r a m i l t r e s  d ' u n  rnélancie a p a r t i r  de 

l ' a n a l y s e  d e s  d e n s i t é s  m a r a i n a l e s  d e  n r o b a b i l i t é  a l a  p l a c e  de  la 



f o n c t i o n  de d e n s i t é  el le-même./6/. Ces d e n s i t é s  s o n t  des  f o n c t i o n s  

rr ionovariables o u i  peuvent  ê t r e  es t imées  avec un nombre r e s t r e i n t  

d ' o b s e r v a t i o n s ,  s i  b i e n  flue l ' a n a l y s e  de l e u r  c o n v e x i t é  ne pose 

pas de problème p a r t i c u l i e r ,  même l o r s q u ' o n  ne d i s p o s e  que d 'un  

p e t i t  é c h a n t i l l o n . / 7 / .  

VI.2. P O S I T I O N  DU PROBLEME 

On suppose, comme au c h a p i t r e  V , crue l e s  données 

o n t  l a  s t r u c t u r e  p r o b a b i l i s t e  d ' u n  mélange gaussien,  c ' e s t  à d i r e  

aue l e s  o b s e r v a t i o n s  p r o v i e n n e n t  de p l u s i e u r s  c l a s s e s ,  l a  d i s t r i -  

b u t i o n  de ces o b s e r v a t i o n s  au s e i n  de chacune d ' e l l e s  o b é i s s a n t  

à une l o i  normale.  On se propose d ' u t i l i s e r  l e s  o b s e r v a t i o n s  

d i s p o n i b l e s  pou r  d é t e r m i n e r :  

1 )  Le nombre K de c l a s s e s  

2 )  La p r o b a b i l i t é  a p r i o r i  P(C ) de chaque c l a s s e  
- k 

3 )  Le vecteur-moyenne Xk  de chaque c l a s s e  

4 )  La m a t r i c e  de c o v a r i a n c e  Zk de chaoue c l a s s e  

a f i n  de r é a l i s e r  un c lassement  de t y p e  bayesken pour  m i n i m i s e r  

l e  taux  d ' e r r e u r .  

Le probleme e s t  donc l e  même aue c e l u i  t r a i t é  dans 

l e  c h a p i t r e  V. A f i n  de l e  résoudre  l o r s q u ' o n  d i s p o s e  d ' u n  nombre 

t r o p  l i m i t é  d ' o b s e r v a t i o n s  pour  a n a l y s e r  l a  c o n v e x i t é  de l a  

f o n c t i o n  de d e n s i t é  du mélanae, on i n t r o d u i t  une hypothèse supp lé-  

men ta i re ,  à s a v o i r  l ' i ndépendance  s t a t i s t i a u e  des  c a r a c t è r e s  des  

i n d i v i d u s  de chanue c l a s s e .  Dans ces c o n d i t i o n s ,  l e s  m a t r i c e s  de 

cova r iance  des d i f f é r e n t e s  c l a s s e s  son t  d i a q o n a l e s  e t  peuvent 

s ' é c r i r e  sous l a  forme: 

2 
où ' i ,k  e s t  l a  va r iance  du ième c a r a c t è r e  pour  la c l a s s e  C 

k 

La  f o n c t i o n  de d e n s i t é  de l a  d i s t r i b u t i o n  des 

o b s e r v a t i o n s  e s t  donc de la fo rme:  



avec: 

VI.3. ANALYSE DES DENSITES MARGINALES DE PROBABILITE 

VI.3.1. CONVEXITE DES DENSITES MARGINALES 

La t e c h n i q u e  d ' a n a l y s e  des  mélanges gauss iens  

p résen tée  dans ce c h a p i t r e  repose s u r  l ' é t u d e  de l a  c o n v e x i t é  des  

d e n s i t é s  m a r a i n a l e s  de p r o b a b i l i t é  de l a  f o n c t i o n  de d e n s i t é  f ( X ) .  

Compte t e n u  de l ' k q u a t i o n  (6.2.)  e t  de l a  d é f i n i t i o n  

des  d e n s i t é s  m a r g i n a l e s / 4 / ,  l e s  d e n s i t é s  m a r g i n a l e s  c o n d i t i o n n e l l e s  

pi(xiI c k )  des f o n c t i o n s  de d e n s i t é  c o n d i t i o n n e l l e s  p ( X  Ick s o n t  

de l a  forme: 

La forme p a r t i c u l i è r e m e n t  s i m p l e  des d e n s i t é s  

m a r a i n a l e s  fi(xi) de l a  f o n c t i o n  de d e n s i t é  f ( X ) :  

obtenue sous l ' h y p o t h è s e  d ' indépendance des  c a r a c t e r e s  e s t  e x p l o i t é e  

pour  i d e n t i f i e r  l e s  d i f f é r e n t s  pa ramèt res  du mélange f ( X )  . 
Chmue f o n c t i o n  de d e n s i t é  monovar iab le  pi(~i IC 1 k 

peu t  ê t r e  décomposée en un segment concave compr is  e n t r e  deux 
l 

segments convexes ( c f .  f i g u r e  6.1.).  On s a i t  que l e  segment concave 

e s t  c e n t r é  s u r  l a  v a l e u r  moyenne Xi ,k 
de l a  d i s t r i b u t i o n  de 

d e n s i t é  pi(xiIck) e t  que sa l ongueur  e s t  éga le  au doub le  de 

l'écart t y ~ e  vi ,k . Ce segment, n o t é  d i , k  , t e l  que: 

e s t  appe lé  "segment de c o n c a v i t é "  de l a  f o n c t i o n  pi(~il~k) . 



F i q u r e  6.1. ~ r o p r i é t g s  de c o n v e x i t é  des f o n c t i o n 6  
de d e n s i t é  normales  monovar iab les  

On suppose tempora i rement  que l e s  composantes des  

mèlanges monovar iab les  fi(xi),i=1,2,.. ..., n , p r é s e n t e n t  un f a i b l e  

degré de chevauchement de t e l l e  s o r t e  q u ' i l  e x i s t e  une b i j e c t i o n  

e n t r e  l e s  modes de ces mélanges e t  l e u r s  composantes. Lorsaue 

l e s  composantes son t  suff isamment séparées, on peu t  a f f i r m e r  aue 

l a  forme des d e n s i t é s  m a r g i n a l e s  fi(xi) demeure t r é s  semblable,  

au v o i s i n a g e  d e s  modes, à l a  fo rme des  composantes cor respondantes .  

On p e u t  donc s ' a t t e n d r e  à ce que l e s  d e n s i t é s  m a r g i n a l e s  s o i e n t  

concaves s u r  un  c e r t a i n  nombre de segments t r è s  semblab les  en 

p o s i t i o n  e t  en l ongueur  aux seqments de c o n c a v i t é  de l e u r s  compo- 
A 

santes .  Ces segments, n o t é s  d i , k  ,i=1,2,.....,n ;k=lS2,.....,K , 
s e r o n t  appe lés  "segments de c o n c a v i t é w  des d e n s i t é s  m a r g i n a l e s  

e t  s e r o n t  séparés  p a r  des  segments convexes. 

Le degré de s i m i l i t u d e  e n t r e  l e s  seqments de 

c o n c a v i t e  des d e n s i t é s  m a r g i n a l e s  e t  de l e u r s  composantes dépend du 

degré  de chevauchement de ces  d e r n i è r e s .  Lorsque l e s  c o n d i t i o n s  
A A - 

son t  f a v o r a b l e s ,  la demi- longueur " i , k  e t  l a  p o s i t i o n  ' i ,k du 
A 

p o i n t  m i l i e u  de chaque segment diak peuvent ê t r e  u t i l i s é e s  pour - - 
approcher  l e s  v a l e u r s  de l a  var ianCe ' e t  de l a  moyenne x ' i,k i s k  
de chaque composante pi(xilck). A t i t r e  d 'exemple, l a  f i g u r e  6.2. 

i l l u s t r e  la s i m i l i t u d e  des  segments de c o n c a v i t é  d ' u n  mélange e t  

de ses  composantes. 



F i g u r e  6.2. S i m i l i t u d e  des segments de c o n c a v i t é  
d ' u n  mélanqe e t  de ses composantes 

d  -i, k  * k=1,2,3 : seqments de c o n c a v i t é  des  composantes 

di,k, k=1,2,3 : snqments de c o n c a v i t é  du mélanee 

Nous supposerons tempora i rement  que t o u t e s  l e s  

composantes des  d e n s i t é s  m a r g i n a l e s  s o n t  i d e n t i f i a b l e s  p a r  ana lyse  

de l a  c o n v e x i t é  de ces  f o n c t i o n s .  Il f a u t  cependant remarquer que, 

même l o r s q u e  l e s  composantes du  mélange f ( X )  s o n t  ne t temen t  

séparées dans l ' e s p a c e  R: , r i e n  ne g a r a n t i t  que l e s  composantes 

des  d e n s i t é s  m a r g i n a l e s  l e  s o i e n t .  ( c f .  f i g u r e  6.3.). Nous v e r r o n s  

au paragraphe VI.5. comment t r a i t e r  l e s  cas  où d e s  composantes des 

d e n s i t é s  m a r g i n a l e s  s o n t  i n d i f f é r e n t i a b l e s  a l o r s  aue l e s  c l a s s e s  

p r é s e n t e n t  un f a i b l e  deg ré  de chevauchement dans l ' espace  de 

r e p r é s e n t a t i o n .  



Les composantes des  den- 
s i t é s  m a r q i n a l e s  peuvent x 
ê t r e ,  à l a  l i m i t e , c o n f o n -  

1 

dues, meme l o r s n u e  l e s  
composantes du mélange I p,( '1 1'3) 

I 
, 

p r é s e n t e n t  un f a i b l e  de- 
a r é  de chevauchement 

VI.3.2. IMPLANTATION DE LA PROCEDURE 

Pra t i quemen t ,  l e s  d e n s i t é s  m a r q i n a l e s  s o n t  es t imées 

par  l a  méthode de Rosenb la t t -Parzen /l/ à p a r t i r  des  o b s e r v a t i o n s  

no rma l i sées  de l ' e s p a c e  R: . Le problème du temps de c a l c u l  é t a n t  

t o u t  à f a i t  seconda i re  pou r  l ' e s t i m a t i o n  des f o n c t i o n s  mono- 

v a r i a b l e s ,  on u t i l i s e  un noyau qauss ien :  



de t e l l e  s o r t e  que l ' e s t i m a t e u r  fi(xi) de fi(xi) e s t  de l a  

forme:  
A 

A f i n  d ' a s s u r e r  l a  convergence de c e t  e s t i m a t e u r ,  on 

c h o i s i t :  

où h i  e s t  un  paramèt re  à a j u s t e r  en f o n c t i o n  des  données. 

Les d e n s i t é s  m a r g i n a l e s  s o n t  es t imées  avec un pas de 

d i s c r é t i s a t i o n  6 de l a  forme: 6 = 1 / ~ ,  M e n t i e r .  (Rappelons que 

dans R: , chaque d e n s i t é  m a r q i n a l e  d o i t  ê t r e  es t imée  s u r  un 

seqment de l onqueur  u n i t e ) .  Dans l a  p r a t i q u e ,  l ' a j u s t e m e n t  de 6 
n ' e s t  pas c r i t i q u e  mais,  dans l e  s tade  d ' e x p l o r a t i o n  d ' u n  

ensemble de données,on a  i n t é r ê t  à c h o i s i r  M su f f i samment  grand 

pour  aue des  modes de f a i b l e  l a r q e u r  ne passent  pas i n a ~ e r ç u s .  

Tout  e x p é r i m e n t a t e u r ,  t a n t  s o i t  peu f a m i l i a r i s é  avec l e s  problèmes 

d ' é c h a n t i l l o n n a q e  des  s iqnaux,  saura  a j u s t e r  6 s u r  l a  base d 'un  

s i m p l e  examen v i s u e l  des d e n s i t é s  m a r g i n a l e s  d i s c r é t i s é e s .  

Dans t o u s  l e s  exemples p r é s e n t é s  dans ce c h a p i t r e  

a i n s i  aue dans l e s  a p p l i c a t i o n s  p r a t i q u e s  de l a  d e r n i è r e  p a r t i e  de 

ce mémoire, l ' e x p é r i e n c e  a  mont ré  a u ' a u - d e l à  de M = 2 0  ,une d i s c r é -  

t i s a t i o n  p l u s  f i n e  n ' a m é l i o r e  pas sens ib lement  l e s  r é s u l t a t s  e t  

a  l o u r d i t  i n u t i l e m e n t  l a  p rocédure .  Cependant, t o u t  en r e s t a n t  

dans l ' o r d r e  de qrandeur  de aue lques  d i z a i n e s ,  l ' e x p é r i m e n t a t e u r  

peut ,  pa r  mesure de p r é c a u t i o n ,  auqmenter sens ib lement  l a  v a l e u r  

de M c a r  il ne s e r a  l i m i t é  n i  p a r  l 'encombrement en mémoire, 

n i  Dar l a  du rée  des c a l c u l s .  

n 

La c o n v e x i t é  de fi(xi) aux p o i n t s  d ta .bsc i sse  
m 

x  , m=1,2 ,....., P+1 , e s t  dé te rm inée  en t e s t a n t  l a  p o s i t i o n  de i 
ces p o i n t s  p a r  r a p p o r t  aux segments de d r o i t e  j o i g n a n t  l e s  p o i n t s  

m-1 rn +l 
de fi(xi)  d ' a b s c i s s e  xi e t  xi . ( c f .  f i g u r e  6.4.).  

Pour l ' a j u s t e m e n t  des  paramèt res  h; , o u i  e s t  p l u s  

d é l i c a t ,  on u t i l i s e  à nouveau l e  concept  de s t a b i l i t é  du nombre 

de modes d é t e c t é s .  Chacun de ces  paramèt res  e s t  a j u s t é  au m i l i e u  

de l a  p l u s  grande p l a g e  de v a r i a t i o n  pour  l a q u e l l e  l e  nombre de 



segments concaves d é t e c t é s  s u r  l a  d e n s i t é  m a r g i n a l e  c o r r e s ~ o n d a n t e  

e s t  cons tan t .  Les  paramèt res  hf  s o n t  a i n s i  a j u s t é s  d i f f é r e m m e n t  

pour  chacune d e s  d e n s i t é s  m a r g i n a l e s  es t imées.  

l 

SEGMENT CONCAVE SEGMENT CONVEXE 

p o i n t s  e s t i m é s  de fi(xil 

A f .  (xi' 
1 

f i(xT1 

---. / 

I 

F i g u r e  6.4. E s t i m a t i o n  d i s c r è t e  des  d e n s i t é s  
m a r a i n a l e s  e t  t e s t  d e  c o n v e x i t é  

0 
0 

0 

VI.4. DETERMINATION DES PARAMETRES D'UN MELANGE MULTIVARIABLE 

\ 
\ 

/ 
\ 

/ 
/ 

\ 

Pour mener à b i e n  l ' a n a l y s e  du mélanae f ( X I  de 

l ' é q u a t i o n  (6.1.1, il f a u t  ma in tenan t  r e l i e r  l e s  i n f o r m a t i o n s  

ob tenues pa r  a n a l y s e  des  d e n s i t é s  m a r q i n a l e s  aux paramèt res  

s t a t i s t i ~ u e s  d é f i n i s s a n t  l a  f o n c t i o n  de d e n s i t é  de l a  d i s t r i b u t i o n  

des  o b s e r v a t i o n s  m u l t i v a r i a b l e s  é t u d i é e s .  

VI.4.1. DETERMINATION DES PROBABILITES A PRIORI 

// \ ! --l / .' 0 / / 

,' 

Les p r e m i e r s  paramèt res  à d é t e r m i n e r  s o n t  l e s  

p r o b a b i l i t é s  a  p r i o r i  de chaque c l a s s e .  Cons idèrons  l e s  K domaines 
- 

h y p e r p a r a l l é l i p i p è d i q u e s  Sk , c e n t r é s  aux p o i n t s  Xk , d o n t  l e s  

c ô t é s ,  p a r a l l è l e s  aux axes, o n t  pour  l ongueur  2v 
i , k  

dans l a  

ième d i r e c t i o n ,  i=1,2,. . . . . ,ne Le domaine Sk e s t  appe lé  

"domaine c a r a c t é r i s t i q u e * '  de l a  c l a s s e  Ck. 

i X 
i - I 

m-1 m 
X 

m + l  
i *i I 

r 6 




































































































































































