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CHAPITRE I

LA CLASSIFICATION AUTOMATIQUE

I.,1, LA CLASSIFICATION : UNE DEMARCHE SCIENTIFIQUE FONDAMENTALE

I.1.,1., LA CLASSIFICATION ET LES SCIENCES DE LA NATURE

Jusau'a une époocue relativement récente,la classifi-
cation, considérée comme méthode scientifique, a été étroitement
liée aux sciences biologiques., C'est du 18éme siécle, aprés 1l'ére
des collections, des monographies et de l'accumulation des observa-
tions aue datent les premiers essais de classification scientifique
du réane animal et du régne végétal. Devant la multitude des &tres
observés, les grands zoologistes (Cuvier) et botanistes (Linné,
les Jussieu) tentent d'enfermer l'ordre de la nature dans un
systéme permettant de classer tous les &tres vivants. Les technigues
de classification en vigueur a cette époque procédent par dichoto-
mies successives. Un groupement est divisé en deux sous-groupes:
1'un constitué des individus qui possédent tel caractére, l'autre
constitué des individus qui ne le possédent pas. De cette démarche
dichotomique est né le grand principe de subordination des
caractéres aue l'on attribue généralement & Linné, En effet,
certains caractéres apparaissent comme hiérarchiquement élevés
car il faut toujours commencer par les rechercher pour situer
un individu dans un groupe d'espéces. Par contre, d'autres carac-
téres ne doivent &tre considérés que pour achever le classement
de 1'individu a l'intérieur du groupe d'espéces auquel il
appartient.

La grande critique faite a cette procédure, encore
utilisée aujourd'hui, réside dans le choix des critéres et de
leur hiérarchie qui, sinon arbitraire, peut paraitre artificiel.

En effet, en prenant pour critére un seul caractére a chaque



niveau de classement, consciemment ou non, le naturaliste en

fait le choix selon une certaine finalité, Celle ci est en général
la facilité et la rapidité de la détermination de l'espéce de

tout individu inconnu /33/.

Cette hiérarchie des caractéres, reflet des
connaissances scientifioues, mais également d'habitudes, d'intui-
tions sinon de conceptions philosophiques a bien s{ir évolué
depuis son introduction par Linné. Aprés les tentatives d'organi-
sation fondées sur 1l'observation de la morphologie des individus,
la classification s'adapte aux nouvelles acouisitions de 1la
génétique et débouche sur un réseau de plus en plus complexe
entre les espéces. Au 19éme siécle, le transformisme vient donner
un sens nouveau a la classification naturelle qui, comme le fait
remarauer Darwin, s'identifie a 1'arbre généalogique des formes

vivantes.

I.1.,2, CRITERES ET DIFFICULTES DE LA CLASSIFICATION
NATURELLE

L'histoire montre comment la classification a
longtemps été au service des sciences de la nature, ses principes
dépendant ainsi étroitement des acquis de celles-ci. Le chercheur
doit pourtant se garder d'orienter une classification en fonction
de ce qu'il pense &tre l'organisation sous-jacente des individus
étudiés, La classification doit &tre considérée comme un processus
de connaissance objectif. Démarche exploratoire,elle doit permettre,
sur la seule base des faits observables, de découvrir 1'ordre du
réel caché derriére la prolifération des détails,

Ouvrant une voie plus objective, Ray /31/, dés la
fin du 17éme siécle, s'attache a définir la notion de type par
appréciation des similitudes entre individus. L'idée est reprise
cinquante ans plus tard par Buffon: "Le seul moyen de faire une
méthode instructive et naturelle, c'est de mettre ensemble les
choses qui se ressemblent et de séparer celles qui différent les
unes des autres." /5/. Le grand naturaliste frangais n'exploita
pas cette idée etc'estd Adanson /1/ que revient le mérite d'avoir
le premier proposé une alternative a 1la cléssification linnéenne,
Désirant s'affranchir des postulats de hiérarchisation qu'il
considére comme subjectifs, il tente de regrouper les individus

d'aprés leursseuls degrés de ressemblance en utilisant des



caractéres aussi nombreux que possible. En 1757, il écrit:
"Je me contenterai de rapprocher les objets suivant le plus
grand nombre de degrés de leurs rapports et de leurs ressemblances."”
Postulant que tous les caractéres observés ont la méme importance,
il élabore differents classements artificiels par dichotomies
successives, chacun d'eux résultant d'une hiérarchie des caractéres
particuliére et totalement arbitraire, De la confrontation des
différentsrésultats devait apparaltre automatiquement le classement
final reposant sur la totalité des caractéres observés, Dans
l1'esprit Adanson, ce n'était que dans une seconde phase, une
fois révélés les groupements d'individus, cue les résultats
pouvaient &tre exploités pour suggérer des idées ou des interpré-
tations.

On peut se demander pourquoi les idées émises par
Buffon et la tentative empirique de Adanson restérent sans
lendemain, En fait, la voie ouverte par ces deux naturalistes
nécéssite le traitement de vastes ensembles de données, car chaque
individu de 1'échantillon étudié est représenté par des caracteéres
dont le nombre peut €tre important. S'il est possible de quantifier
ces caractéres, les individus peuvent &tre représentés par des
points dans un espace euclidien multidimensionnel, chaque
coordonnée étant associée a un caractére., Mais 1'homme reste
prisonnier de son univers tri-dimensionnel et toute synthése
de ces données, par le seul jeu des facultés mentales, est impossi-

ble ou trés fragmentaire.

I.2. L'AUTOMATISATION DU PROCESSUS DE CLASSIFICATION

Avant l'apparition de l'ordinateur, les techniques
permettant de découvrir les propriétés structurales d'un ensemble
d'individus faisaient surtout appel aux capacités du systéme
visuel humain., En effet, 1l'observateur humain n'a aucun probléme
pour discerner des groupements de points, pourvu qu'ils soient
disposés dans un espace a deux ou trois dimensions. Cependant,
les vecteurs de caractéres extraits des individus que 1l'on
étudie sont en général représentés par plus de trois composantes,
ce qui rend impossible l'examen visuel,

Au début du 20éme siécle apparaissent, sous
1'impulsion des psychologues /34//6/, des techniques qui visent

finalement & transformer l'espace de représentation de dimension



élevée en une image bidimensionnelle. Les procédures classiques’
d'analyse en composantes principales /23/ et d'analyse factorielle
/8/, comme le "multidimensional scaling" /19/, conduisent essentiel-
lement a des représentationsde faible dimension préservant aussi
bien que possible la structure des données. Elles ne sont pas a
proprement parler des méthodes de classification automatique.

En fait, c'est des années trente gue datent les
premiéres études de base relativesaux problémes de classification,
tels que nous les avons évoqués. Mais les progrés théoriques
réalisés notamment par Mahalanobis (1930) /24/ qui propose diffé-
rents types de distances entre groupes d'individus et par Fisher
(1936) /18/ quil introduit 1la notion de fonction discriminante
sont restés longtemps sans retombées pratiques, Il a fallu
attendre l'essor des calculateurs numériques pour que soient
mises en ceuvre de maniére efficace les méthodes d'exploration
multidimensionnelle nouvellement élaborées. L'absence de moyens
de calcul et de mémorisation des données a en fait longtemps
barré une des voies d'exploration les plus fécondes du réel:

la classification automatique.

L'objet premier de toute classification est de
définir des groupes (ou classes) a partir d'un ensemble d'indi-
vidus dont la structure est inconnue a priori. Son but principal
est donc de condenser l'essentiel des informations multiples
observées sur un lot d'individus, la description complexe et
détaillée de chaaue individu étant remplacée par son appartenance
a une classe bien définie., Le cerveau humain étant incapable
d'accomplir une synthése multidimensionnelle, 1'automatisation
de la classification constitue un pas décisif dans le processus
d'analyse et de compréhension des données, Si elle n'est pas
une fin en soi , la classification automatique permet, dans un
domaine inconnu, de découvrir dans les phénoménes étudiés des
structures qui n'étaient pas visibles sur les données., Elle
apparalt ainsi comme une méthode exploratoire créatrice d'hypo-
théses, Dans d'autres cas, elle permettra de retrouver, en les
précisant, des structures que l'on soupGonnait déja., Cette
démarche est fondamentale pour de nombreux travaux scientifiques
et son application n'est plus 1'exclusivité des naturalistes.,

On assiste, depuis les années cinquante, a une infiltration

croissante des techniques de classification automatique dans



les différents secteurs de 1'activité scientifique,industrielle
et économique, essentiellement favorisée par la diffusion des

moyens informatiocues.

I1.3. CLASSIFICATION ET THEORIE DE LA DECISION

I.3.1, NOTION DE TAUX D'ERREUR

Les différentes classes détectées par une procédure
de classification automatigue peuvent &tre définies par 1l'ensemble
des individus qui les composent, comme c'est souvent le cas pour
les techniques de recherche de groupements ("cluster analysis"),
Mais elles peuvent également &tre définies de maniére plus
conceptuelle, par exemple sous la forme de quelgues paramétres
définissant la loi de distribution des individus au sein de
chaoue classe., Dans ce cas on doit faire appel & une procédure
de classement* pour ranger tous les individus dans les différentes
classes mises en évidence. En général, ce probléme est résolu a
l'aide de régles de décision dont la qualité peut &tre appréciée
par la probabilité moyenne d'erreur de classement,désignée sous
le nom de taux d'erreur, Il semble donc naturel de rechercher
des régles de classement qui minimisent ce taux d'erreur.

La notion de probabilité d'erreur apparalit en 1928
dans le cadre de la statistique mathématiocue /27/. Wald (1939)
/35/ généralise ensuite cette notion en introduisant le concept
de fonction de coilit. Mais c'est a Chow (1957) /10/ que revient
le mérite d'avoir appliqué la théorie bayessienne de la décision

aux problémes de classement,

I.3.2, CLASSIFICATION OPTIMALE

Supposons qgue l'on associe a chaque individu de
1'échantillon étudié une observation multidimensionnelle, consti-

tuée par exemple par un ensemble de mesures effectuées sur chaque

% Par opposition a '"classification"™ nous appellerons '"classement"
la procédure qui consiste a classer ou ranger des individus
dans un ensemble de classes préalablement definies,.



individu. Si on connait la classe & laauelle appartient un
individu, l'observation qui lui est associée peut €tre considérée
comme une réalisation particuliére d'une variable aléatoire dont
les propriétés statistiques sont caractéristiques de la classe
considérée.

Dans ces conditions, la distribution des observa-
tions pour des individus tirés aléatoirement et indépendamment
de l'ensemble des classes constituant la population étudiée
est un mélange pondéré des lois de probabilité relatives & ces
différentes classes. Le coefficient de pondération de chaque 1loi
est la probabilité a priori de la classe correspondante,.

La connaissance du nombre de classes et, pour
chacune d'elles, de la fonction de densité de probabilité et de
la probabilité a priori permet de connaltre la probabilité
d'erreur associée au classement d'un individu donné dans chacune
des classes /17/, La régle de classement qui affecte tout individu
a la classe pour laquelle la probabilité d'erreur est minimale
peut &tre considérée comme optimale, en ce sens gu'aucune autre
stratégie ne peut donner un taux d'erreur plus petit, On désigne
également cette procédure de classement optimale sous les noms
de "classement a taux d'erreur minimal" ou de "classement
bayesien".

Dans les problémes pratioues, les données
nécéssaires pour calculer les probabilités d'erreur de classement
d'un individu dans les différentes classes ne sont pas, en
général, toutes disponibles., En effet, la distribution des obser-
vations n'est pas connue a priori. Dans certains cas, on ne
connait ni le nombre de classes en présence, ni la fonction de
densité et la probabilité a priori attachées a chacune d'elles,
I1 est toutefois possible d'envisager une optimisation du classe-
ment en compensant le manque de connaissances sur le mélange par
les informations apportées par les individus a classer eux-mémes.
En supposant oue les fonctionsde densité des différentes classes
appartiennent a un ensemble de fonctions représentables par
auelaques paramétres (fonctions normales, de Bernouilli, etc...),
le probléme de l'optimisation du processus de classification se

trouve posé en termes d'analyse des mélanges.



I.4. L'ANALYSE DES MELANGES

Le champ d'application des méthodes de classifi-
cation automatique se situant a la jonction de plusieurs domaines
scientifiques, le probléme fondamental de l'analyse des mélanges
a été abordé par des méthodes fort nombreuses et plus ou moins
acceptables., Avant de poursuivre cet exposé, il importe donc de
donner une description bréve et aussi cohérente que possible
des procédures existantes pour en préciser les fondements mathé-

matioues, les avantages et les limitations,

I.4.1, ANALYSE DES MELANGES MONOVARIABLES

Historiguement, le premier travail sur la question
remonte a 1894, lorsque K. Pearson utilise les moments de la
distribution des observations pour déterminer les paramétres d'un
mélange de deux densités normales et monovariables /29/.

Buchanan-wWollaston et Hodgesson (1929) /4/
proposent une méthode graphique constituant & ajuster une loi
‘normale sur chague pic de l'histogramme expérimental représentant
la distribution des données. On retrouvera la méme approche
beaucoup plus tard chez Bhattacharya (1867) /2/.

Doetsch (1936) /16/ utilise 1la transformée de
Fourier pour décomposer les mélanges gaussiens monovariables
en supposant connue la valeur de la fonction de densité en tout
point,

Dans le cadre de l1'analyse des mélanges unidimen-
sionnels, il convient de citer encore Rao (1948) /30/ qui traite
le cas de mélanges a deux composantes et, plus récemment,Benzecri
(1972) /3/ et Cazes (1976) /7/ oui utilisent une série de décon-
volutions successsives.

Si performantes soient-elles pour les problémes
monovariables, aucune de ces méthodes n'a pu &tre étendue au

cas multidimensionnel,

I.4.2, TECHNIQUES D'APPRENTISSAGE BAYESIEN

Daly (1962) /13/ a eu le mérite d'introduire les
technicues d'apprentissage bayesien en classification, Cette



approche suppose aue les paramétres inconnus du mélange sont des
variables aléatoires. L'information apportée séquentiellement par
les individus a classer permet de réduire l'incertitude et de
préciser de maniére itérative la valeur des paramétres, Cette
approche, reprise par Hilborn et Lainotis (1968) /21/ nécéssite
la connaissance a priori du nombre de classes et conduit i des
calculs prohibitifs, Une‘procédure plus réaliste, proche de la
solution bayesiehe , a été proposée par Makov et Smith (1977)
/25/. Elle est malheureusement limitée & des problémes 3 deux

classes,

I.4,3. METHODE D'ESTIMATION PAR MAXIMUM DE
VRAISEMBLANCE

Les méthodes d'estimation par maximum de vraisem-
blance constituent une approche totalement différente du probléme
de la détermination des paramétres d'un mélange. Leur premiére
utilisation dans ce domaine est due a Hasselblad (1966) /20/.
L'extension de ces méthodes au cas multidimensionnel revient a
Day (1969) /14/, mais celui-ci n'aborde sur le plan pratique que
le cas de classes ayant méme matrice de covariance., wolfe (1970)
/36/, qui considére des mélanges de fonctions normales et de
fonctions de Bernouilli, se heurte aux mémes difficultés pratiques
et se limite, au niveau des applications, au cas de matrices de
covariance égales ou diagonales.

Schroe der (1976) /32/ associe la méthode du
maximum de vralisemblance a un processus itératif inspiré de
celui employé par Diday /15/ dans la méthode des nuées dynamiques.
Ltalgorithme, trés performant, s'applique a n'importe quel
mélange de lois de méme type mais nécéssite la connaissance a
priori du nombre de composantes & rechercher,

Kazakos (1977) /22/, enfin, utilise la méthode
du maximum de vVraisemblance pour estimer les probabilités a
priori des différentes classes en supposant connus tous les

autres paramétres du mélange,

I.4.4. APPROCHES DIVERSES

L'idée de Pearson a été reprise par D. Cooper et
P. Cooper (1964) /11/ pour calculer les paramétres inconnus

d'un mélange a partir des moments de la distribution de toutes



les observations, Mais la méthode, méme aprés son amélioration
par P, Cooper (1967) /12/ ne permet de traiter que le cas de
composantes qui ne différent que par leur valeur moyenne,

Chien et Fu (1967) /9/, puis Young et Coraluppi
(1970) /37/ proposent des approches originales basées sur des
techniques d'approximation stochastique. Mais le champ d'appli-
cation de ces méthodes semble 1limité au cas unidimensionnel.
L'utilisation de ces techniques dans le cas multidimensionnel
n'a été envisagée aque par Mizoguchi et Shimura (1975) /26/ et
uniquement pour des problémes a deux classes, avec matrices de
covariance ou vecteurs moyenne connus a priori,

Nous terminerons ce rapide survol en mentionnant
la méthode approchée donnée par Patrick et Hancock (1966) /28/
qui estiment les densités de probabilité & partir d'histogrammes,
Bien qu'ils présentent la théorie dans le cas multidimensionnel,
certains aspects spécifiques de leur méthode, tels aque 1l'utili-

sation des quartiles, sont réservés au cas unidimensionnel,

I.4,5, LIMITATIONS DES METHODES D'ANALYSE DES MELANGES

Bien que le probléme de l'optimisation du processus
de classification puisse &tre ramené simplement au probléme de
l'estimation des paramétres d'un mélange, aucune solution
entiérement satisfaisante ne semble avoir été apportée a cette
auestion, En effet, certaines des techniques connues ne sont
applicables que sous des hypothéses restrictives, telles aue
1'égalité des matrices de covariance; d'autres ne sont utilisables
aue dans des cas particuliers, tels que les mélanges a deux classes
ou ceux a matrices de covariance diaqonales, Accepter de telles
hypothéses peut conduire & imposer une structure aux données
plutdt au'a découvrir leur organisation véritable,

D'autre part, nombre des techniaues mises a la
disposition des analystes nécessitent des informations a priori,
telles acue le nombre de classes en présence ou méme la valeur de
certains paramétres du mélange., Dans le stade exploratoire d'un
ensemhle de données inconnues, il est oénéralement impossible
de fournir, a priori, de telles informations.

Enfin, les rares procédures aqui échappent a ces

criticues nécessitent une telle somme de calculs cu'elles ne



sont applicables au'a des échantillons de taille et de dimension
réduites, ce qui limite considérahlement leur champ d'utilisation
pratiaue,

Or, dans le cas ot l'on accepte 1'hypothése normale poul
optimiser la classification d'un ensemble de données, on devrait
pouvoir disposer d'un outil performant pour identifier 1les
paramétres des mélanaes gaussiens, uniauement & partir des
observations disponibles et sans hypothése restrictive ni informa-
tion a priori. C'est pourauoi nous nous proposons, dans cette
étude, de mettre au point une procédure permettant de déterminer
tous les parameétres d'un mélanoce aaussien,unicuement & partir de
1'information aui peut &tre extraite de 1'échantillon disponible.

L'algorithme résultant devra 8tre utilisable pour
analyser la structure d'échantillons de taille importante, méme
avec des observations de forte dimension, L'uniaue information
fournie 4 cet alaorithme sera la liste des paramdtres mesurés
sur les objets & classer, En sortie, il donnera:

- le nombre de classes en présence
-~ le vecteur-moyenne de chague classe
- la matrice de covariance de chaaue classe
- la probabilité a priori de chaacue classe.
Ces parame¢tres seront ensuite utilisés pour optimiser

la classification des observations constituant 1'échantillon

soumis a 1l'analyse,

I.5 CONVEXITE ET OPTIMISATION DU PROCESSUS DE CLASSIFICATION

Le principal but de ce travail est donc d'optimiser le
processus de classification en n'utilisant aucune autre information
gue celle apportée par les observations disponibles. L'uniqgue
hypothése de travail concerne la normalité de la distribution
des individus de chaaue classe. Cette hypothése est généralement
admise lorsqu'on dispose de peu d'information a priori, mais de
beaucoup d'observations,

La méthode proposée pour obtenir une description
compléte des mélanges gaussiens repose essentiellement sur une
procédure permettant de déterminer localement la convexité de
toute fonction multivariable continue (Chapitre II), Cette
procédure est basée sur l'analyse des variations de la valeur
moyenne de la fonction calculée sur des domaines appropriés,

lorsaue la taille de ces domaines augmente,



Pratiquement, on s'interesse a la convexité de la
fonction de densité de la distribution des observations disponi-
bles. Dans le contexte de ce travail cette derniére n'est pas
connue ‘explicitement. En faisant appel a des techniques d'esti-
mation non paramétrique on montre comment la convexité locale
d'une fonction de densité quelconque peut &tre déterminée a
partir des observations (Chapitre III).

Des estimateurs simples, biAtis autour d'un noyau,
sont parfaitement adaptés a ce probléme. Ce type d'estimateur
n'a cependant pas aue des avantages. En effet, le colit en calcul
devient prohibitif dés que la dimension des données dépasse
guelques unités, Pour que l'utilisation pratique du test de
convexité proposé ne demeure pas limitée a des données de faible
dimension, un algorithme d'estimation ranide, permettant un
gain de temps trés appréciable, est présenté,

Dans la seconde partie de ce travail, on montre
d'abord comment la détermination du domaine & l'intérieur duquel
une fonction de densité normale est concave permet d'obtenir des
valeurs approchées du vecteur-moyenne et de la matrice de cova-
riance de la distribution correspondante (Chapitre IV),

Cette procédure est exploitée pour analyser les
mélanges gaussiens en déterminant, & partir des observations,

les domaines ou la fonction de densité est concave. L'analyse
des propriétés géométriaues de ces domaines permet de déterminer

des valeurs approchées des paramétres statistiques de chaqgue
composante mise en évidence. La prise en compte des observations
tombant dans chacun de ces domaines permet d'autre part d'appro-
cher la probabilité a priori de chaque classe. La détermination
de fonctionsde décision & partir de ces valeurs approchées
conduit enfin & une automatisation compléte du processus de
classification avec un taux d'erreur trés proche de 1l'optimum
théorique (Chapitre V).

Deux variantes de cette approche sont proposées
dans la troisiéme partie. La premiére, qui est destinée & 1'ana-
lyse d'observations peu nombreuses mais de dimension élevée,
nécéssite des hypothéses plus fortes, a savoir 1'indépendance, au
sein de chaque classe, des caractéres observés sur les individus.
(Chapitre VI),
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La seconde, qui permet de s'affranchir de 1'hypo-
thése de normalité, est en fait une méthode de recherche de
groupements par détection des modes,ceux-ci étant identifiés
aux domaines ou la fonction de densité de la distribution des
observations est concave (Chapitre VII).

Dans la derniére partie de ce mémoire, les métho-
des de classification proposées sont utilisées pour analyser 1la
forme des cédres du Maroc (Chapitre VIII), Cette étude dendro-
rétrinue, conduite sur plusieurs cédraies du Rif et du ‘oyen-
Atlas, fait anparaitre un polymorphisme maraqué chez cet arbre,

Fn tenant compte des différences de forme ainsi mises en évidence,
il est alors possible d'améliorer sensiblement la précision et 1la
fiabilité des tables de cubace utilisées nour 1l'expnloitation de
ces cédraies (Chanitre IX), Cette annlication pratiocue fait
clairement apparaltre le rdle céterminant oue peuvent jouer les
techninues de classification automatinue 2t de reconnaissance des

formes dans la restion des ressources forestiéres.
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CONVEXITE DES FONCTIONS DE DENSITE




IT.1

CHAPITRE II

AMALYSE DE LA CONVEXITE DES

FOMNCTIONS MULTIVARIABLES

IT.1 INTROCDUCTIOM

La théorie de la convexité n'est pas,a vrai dire,
une discinline nouvelle. La plupart des résultats concernant la
convexité sont connus depuis olus de cinocuante ans. Pendant
longtemps la convexité n'interessa cue les mathématiciens.,Mais
depuis l'apparition de l'ordinateur, oar le biais de la théorie
des jeux /8 /, de la proorammation linéaire /5/ de la proarammag-
tion nn linéaire /2//710/ et des diverses technicues d'optimisation
/11/, le champ d'application de la théorie de la convexité n'a
cessé de s'étendre a des domaines trés variés extérieurs aux
mathématiques /72//8/.

Dans ce travail, nous nous pronosons d'utiliser
cette théorie pour résoudre certains problémes de classification
automatique. Nous montrerons en effet, dansles seconde et
troisiéme partiesde ce mémoire, comment la détermination de 1la
convexité des fonctions de densité de probabilité permet
d'aborder l'analyse des données multidimensionnelles. Avant de
nous consacrer & 1l'édtude spécifique des fonctions de densité,
nous proposons dans ce chapitre une méthode d'analyse de 1la

convexité des fonctions multivariables /14/.
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IT.2, FOMCTIONS CONVEXES

II.2.1, DOMAINES COMNVEXES

Afin de fixer 1a terminolodie et les notations,
nous précisons ouelaues notions topolooicues essentielles /3/
aque nous utiliserons souvent par la suite,

Nous considérons des fonctions a valeurs réelles
définies sur R",. Les éléments de cet espace, appelés indiffe-

remment "points" ou "vecteurs', sont notes:

= T
X = [x1,.....,xi,.....,an
Sur 1'espace R muni d'une norme, on définit

le voisinaae-g£ d'un point xo comme le domaine ouvert (ou boule)

tel aque:
n
= R M —
DX, ,E) XE R Ix - x | <e
La frontiére de ce domaine (ou sphére) est définie

par:

N _ n - _

S(X ,€) = XER e | x x|=€
ol “X - §)"représente l1a distance entre les points X et Xo.

P . n
Remaracue Parmi les normes usuelles employées sur R on peut

citer:
e B B R
DX = max (] 0 Jro| 0 eeens X))
Ix| =« Xf + xg T s xi y172

. 2
Pour chacune de ces normes on obtient dans R les

voisinaaces-& de 1l'oripine représentés fiqure 2.1

X Xo

X2
+E € €
_g/\ai X1 -E [+ & x-1 -Eﬁ\~& x1
D S RN
~€

&
k = & max ( '. kzl) =& ( Xq + X5 ) =€

2) X4

*
-1
+

Finure 2,1,
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Points intérisurs et extérieurs

Soit D un domailne ae Rn. Le point X est
intérieur a D s'il existe un voisinage-& de X ne cbntenant
oue des points de D. Il est extérieur s'il existe un voisinage-¢£
de X . qui ne contient pas de points de D . Un point X qui
n'est ni intérieur, ni extérieur a D , de telle sorte que tout
voisinage de X contient au moins un point de D et un point

oui n'appartient pas a D est abpelé '"point frontiére".

Domaine ouvert, domaine fermé

Le domaine D est ouvert si tout point de D est

un point intérieur, I1 est fermé si son complément est ouvert.

Domaine convexe

lLe but principal de ce chapitre est d'étudier les
fonctions convexes, Les domaines naturels de définition de
telles fonctions sont des domaines convexes /13/, On dit que
D est convexe si x1,x2650 entraine que Z = [XX1 +(1-X)X2]€ED
auelaouesoit )EEE), 1]. D'un point de vue agéométrigue,un
domaine convexe doit contenir le segment de droite joignant

tout couple de ses points.

I1.2.2, FONCTIONS CONVEXES

On attribue généralement a Jensen /6//7/ (1905)1la
mise en évidence des fonctions convexes comme objet mathématique
particulier, La définition de la convexité usuellement adoptée
pour les fonctions multivariables résulte d'une généralisation
trés naturelle des travaux de Jensen sur les fonctions mono-
variables /12/.

Soit une fonction f(X) , définie sur un domaine
D convexe,de telle sorte que si X1,X2€ED, )EZF), 1}, f(X) est
toujours définie au point XX1 + (1—X)X2.

Définition 2.1.

Par definition, la fonction f(X) est convexe sur
. , n .
un domaine convexe D de R si:

FOAX, + (1=00%, VAL X, )+ (1=NF( X, ) (2.1.)

‘quels aque soient X, XZEED et >\E§[O,1].
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“i la fonctiorn ~f(X) est convexe, on dit aue la

fonction f(X) est concave.

Remirade On note aue 1'inéoalité (2.1.) ne fait aucune référence -
a la notion de norme et peut &tre définie sur des
espaces plus généraux. Mais compte-tenu de la finalité
de cette étude et pour des raisons de commodité, nous

travaillerons uniquement dans des espaces normés,

Mous verrons ultérieurement ocue la détermination
de la convexité des fonctions de densité de probabilité apparait
comme une approche intéressante des problémes de classification
automatioue. Mais ces fonctions ne sont aénéralement connues
.aue sous la forme d'une estimation explicite, obtenue a partir
des observations disponibles. Or la définition 2.1, est mal
adaptée a la détermination de la convexité d'une fonction dont
on ne connait pas l'expression analytioue. En effet, cette défi-
nition fait appel a une notion qlobale, en ce sens aue 1l'inégalité
(2.1,) doit &tre vérifiée pour tout couple de points X1 Xs
appartenant au domaine sur legquel la fonction est convexe.
Lorsocu'on ne dispose pas de la forme analytiocue de la fonction
étudiée, il est difficile d'utiliser cette définition globale
pour analyser saconvexité, liBme avec des moyens de calcul trés
nerformants, 1l est peu réaliste de prendre en compte les
valeurs de la fonction sur tous les segments de droite Joignant
tous les couples de points appartenant au domaine ou elle est
convexe,

Pour pallier cette difficulté, nous proposons
une méthode aui consiste a tester localement (ou point par point)
la convexité d'une fonction multivariable a partir de l'observa-
tion de ses valeurs sur son domaine de définition. Cette analyse
fait appel a wie notion de convexité en un point aqu'il convient

de définir avec précision,

I1.2.3. FOMCTIOMNS LOCALEMENT CONVEXES

La définition de la convexité locale d'une fonctiocn
aue nous proposons est dérivée de la nction classiaue de conve-

xité des fonctions sur des domaines convexes,
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éfinition 2.2.

Une fonction f(X) est dite "localement convexe" au
point &) s'il existe un voisinage-£ de n) convexe

sur lequel la fonction f(X) est convexe,

Il est aisé de rattacher cette définition locale
de la convexité a 1a définition classique 2.1. Nous pouvons en

effet énoncer 1le

Théoreéeme 2.1,

Si une fonction f(X) est convexe sur un domaine D
ouvert convexe, elle est localement convexe en tout

point de ce domaine,

Ce théorcéme permet de passer de la notion de
convexité alobale & la notion de convexité locale nouvellement
définie. I1 résulte du fait oue,lorscue le domaine D est
ouvert, tout opoint X de D est un point intérieur, Quel
aue soit X, il existe donc un voisinage de X , Convexe, ne
contenant que. des points de D . Par conséquent, la fonction
f(X) est convexe dans ce voisinane, c'est & dire localement
convexe en X , ,

Pour permettre le passage de la notion locale de
convexité a la notion g@lobale, nous donnons maintenant une
proposition réciproque de celle du Théoréme 2.,1. Pour établir
cette réciprooue, nous utilisons une condition classioue de
convexité, exprimée en fonction des dérivées de la fonction

en un point /4/.

Condition nécéssaire et suffisante de convexité

Une condition nécéssaire et suffisante pour qu'une
fonction admettant des dérivées partielles d'ordre
deux continues sur un domaine convexe ouvert soit

convexe sur ce domaine est aue le hessien:

1:1.](X) * % o 0 0 b 0 f.] (X)

2 S 4
£ 4X) STr 00

1,]

H[F(x)] = ou: f; (%)=

cseve e D

~ e ee s

X, 9X.
X) fo(X) o
m/ ® o s 00 000 nn ~
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soit semi-défini positif pour tout point X de ce

domaine.

Nous n'aborderons pas le probléme trés délicat
de 1l'existence des dérivées du second ordre cui dépasse largement
le cadre de cette étude /1//9/. Si, pour une fonction f(X)
localement convexe en Xb celles-ci sont partout définies et
continues, il existe un voisinage-& de %) dans lequel le hessien
H[f(x)] est positif ou nul. Le hessien en 4} est donc lui-méme
positif ou nul. Par conséquent, si la fonction f(X) est loca-
lement convexe en tout point d'un domaine convexe ouvert, le
hessien H[f(X)] est positif ou nul en tout point de ce domaine.
I1 en résulte que la fonction est convexe sur ce domaine., On

peut donc énoncer le:

Théoreme 2.2.

Si une fonction f(X),admettant des dérivées partiellles
d'ordre deux continues,est localement convexe en tout
point d'un domaine ouvert convexe, cette fonction est

convexe sur ce domaine,

Remarque 8i une fonction admettant des dérivées partielles
du second ordre continues est localement convexe en
tout point d'un domaina ouvert non convexe, on ne peut
pas conclure & la convexité de la fonction sur ce
domaine, Le chapitreVII nous fournira des exemples de

ce type de situation,

I7.2.4., COMTINUITE DES FONCTIONS LOCALEMENT COMVEXES

Nous terminerons cette étude des fonctions
localement convexes nar une propriété de continuité, On sait
au'une fonction convexe et bornée supérieurement sur un domaine
convexe est continue en tout point de ce domaine /4/., On déduit

immédiatement de cette propriété le

Théoréme 2.3,

Une fonction f(X) bornée supérieurement et locale=-

ment conveXxe en ﬁ) est continue en Xo.
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Mous allons maintenant montrer comment cette
nouvelle définition locale de la convexité se préte a l'analyse

de la convexité des fonctions dont on ignore la forme analytioue,

IT.3. DOMAINES D'OBSERVATION DES FONCTICNS CONVEXES

Notre but est de proposer une méthode pour déterminer
la convexité locale d'une fonction & partir de l'observation
de ses valeurs au voisinaqe d'un point, Pour ce faire, nous
analyserons les variations de la valeur moyenne de la fonction
calculée sur des domaines d'observation appropriés de dimension
variable, Avant d'envisager cette procédure, il convient de

définir ces domaines et d'en préciser les propriétés.

IT.3.1. DEFINITION

Soient P, et S_ la boule unité et la sphére
unité associées & la norme définie sur R". Le domaine convexe
Dy symétrique par rapport & l'origine,est appelé "domaine de
référence",

] Sur chaque point X de Rn, on centre un
domaine Dr(X) de frontiere SP(X) , Oobtenu par une translation
de vecteur X du domaine de référence D. .

On associe 2 chaque point X une famille de
domaines notés D(X,x) , centrés en X et homothéticues du
domaine Dr(X) . L'homothétie est caractérisée par son rapport
x ,réel positif.

Les domaines D(X,x) sont appelés "domaines

d'observation",
1I1.3.2. PROPRIETE

Le volume des domaines d'observation peut &tre
aisément exprimé en fonction du volume du domaine de référence

Dr et du rapport d'homothétie.

Théoréme 2.4,

Le volume V{D(X,x)} du domaine d'observation D(X,x)

est donné par l'expression:

v{p(x,«)} = «".v{D} (2.2.)
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dans laouelle V{Dp} reorésente le volume du domaine

de référence DP.

Démonstration (Voir figure 2.2.)

Soit A (X,U) wune droite passant par X et dont
la direction est donnée par le vecteur U . Le domaine DP(X)
étant convexe, cette droite coupe sa frontiére sr(x) en deux
points Pr et P; , symétriaues par rapport a X , de telle

sorte que:

XPP = - XP; = 1(U).U
Le scalaire 1(U) , positif ou nul, caractérise la céométrie du
domaine de référence.
Je la méme maniére, si T est le rapport d'homo-
thétie définissant le domaine D(X,Z) , A (X,U) coupe la frontiére

S(X,T) de D(X,2) en deux points PR et FB! tels que:

——— e —

XB. = - XP} = T.1(U).u (2.3.)

GSoient deux éléments de surface do; et dog de

SP(X) et S(X,&) , entourant respectivement P. et P et vus

de X sous le méme angle solide d{M(X,U) de telle sorte que:

(UxN) ,dop _ (UxN).dog

= (2.4,)
[1n]™T [z.1un ]

4.0(X,U)

Dans cette expression, la quantité UxM représente le produit

scalaire du vecteur U par le vecteur unitaire N normal a
& (X)) en P .,
r r
De (2.4,) on déduit immédiatement:

n-1
dog =¢C .doz (2.5.)

Une variation dC de <& engendre une variation
dXP. de XP. . Il en résulte un déplacement élémentaire de dog
. P 2 .
aul engendre un éléement de volume dw, d'expression:
2 ——
w

= (M x dx%:).dcg

De (2.3.) on déduit:
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D(X ,a,a+de)

Sr[X)
S(X ,a+da)
' r P SfX -:a]
S{X x)
do
r dQ(x ,u)
dowﬁu
do
a
ACX ,U)
dOT ——/
Pl
r
a+do
PI
o
. g
Figure 2,2, Domaines d'observation dans un espace a T
trois dimensions associés a la norme
euclidienne, f?;?}
\ Ues
(Fiqure représentée dans le casG<a<a+du<1) p—
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Tenant compte de (2.5.), il vient:

2
Cawa

1 az (2.6.)

1(U).(UxN).dc;.Zn'

La double intécgration de (2.6.) sur Sr(X) d'une
part et pour € wvariant de O a o« d'autre part, conduit a

1'expression de V{D(X,x)} suivante:

s 4
v{o(x.«)}=/{/. 1<u).(UxN).do;}C”'1 9T (2.7.)
o SP\XJ

n
= B 1(U),(UxN).dc; (2.8.)

n
S, (X)

En évaluant (2.8.) pour «= 1 , on obtient:

V{DP(X)} - v{nr} - %/;(U).(er\..!).do? (2.9.)

S
r

A partir de (2.8.,) et de (2.9.) on obtient

finalement 1'équation (2.2.). 4o

II.4. VALEUR MOYENME DES FONCTIONS LOCALEMENT CONVEXES

IT.4,.1., PROPRIETE FOMDAMENTALE

La valeur moyenne P{D(&),«)} d'une fonction
f(X) sur un domaine d'observation D(&),x) centré en X, est

donnée par l'expression:

F(Z) dz

D (Xg,e0) (2.10.)

P{D(xo,u)} =

dz
D(ﬁj,«)

Pour un point X donné, cette quantité peut
8tre considérée comme une fonction de « , c'est & dire de la
“"taille" des domaines d'observation centrés en XO. Nous allons
maintenant démontrer la propriété fondamentale suivante,qui lie

le sens de variation de cette fonction de « a la convexité
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locale de la fonction f(X) =n Xo.

Théoréme 2.5,

La valeur moyenne P{D(xo’d% de la fonction f(X)
est une fonction monotone croissante de « , x>0 ,
au voisinage de zéro si la fonction f(X) est loca-
lerment convexe en XO. Cette valeur moyenne est une
fonction monotone décroissante de « au voisinage de

zéro si la fonction f(X) est localement concave en XO.

Démonstration (VYoir fiaure 2.3.)

Mous allons &tablir la démonstration re cette
propriété dans le cas ou f(X) est une fonction localement

convexe en XO.
Soit dP la variation de P{D(XO,d)} résultant

d'un accroissenent de  de o .

dp = f){[‘)(xo,tx+do<)} - P{D(X@,«)}
D'apres la définition (2.10) de la valeur moyenne

de f(X), on peut écrire:

][ f(z) oz t(Z) dz
= ZD(Xg ,a+dx) _ D(Xg,a)

j/ dzZ //. dz
D(Xo,q+dx) D(xo,d)

Soit D(Xo,d,d+da) le domaine compris entre les

(2.11.)

domaines D(Xo,d) et D(xo,d+da) , de telle sorte aue:

f(zZ) dZ + f(z)dz

D(Xo,d,u+dm)

f(z) dz

D(Xo,q+du)

dz = dz + dZ

D(xo,«+du) D(Xo,m) D(xo,d,a+dx)

Dans ces conditions, (2.11,) peut s'écrire:
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LiLte

Fiaure 2,3, Nomaines d'observation d'une fonction
bidimensionnelle localement concave en Xo.
(1 << T T« <Td+da <)
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dz f(zZ) dz f(z) dz

D(Xq,x,x+dax) | /D(Xo,x,x+dex)  JD(Xg,o)

az / az / az
DX yoc+dor) DX 5 yoc+dec) DX )

. Ou encore:

V {D(Xo , o ot +dat )}
V{D(X,a+da)}

dp = [P@(xo,q,«+dm)} - F{D(Xo'“&}

Le sinne de dP est donc le m8@me aque celui de la différence

dP' telle aue:

dp' = F{D(xo,q,«+d«§ - pipix, =]

Mous allons maintenant utiliser les propriétés
de symétrie des comaines d'observation et les propriédtés de
convexité de la fonction f(X) pour déterminer le siagne de dP'.

Tout d'abord, 1'évaluation de 1l'intégrale:

f(z) dz
D(X_ ,o0)
(o]

s'effectue en utilisant la procédure de la démonstration du

théoréme 2.4. Par analogie avec (2.7.,), il vient:

X
f(7)dz i//aé/[~f(es).l(U).(UxN)do;}Cn-1 dC
D(Xo,d) 0] Sr(xo)

Fn feisant intervenir le point P} symétrique

de B par rapporta X_, on peut encore écrire:

nNj+ O

£(2)dz = £ (P, )+f(P?')].1(U).(UxN).do;}Zn—1 4T

D(Xo,q) 0] Sr(Xo) (2.12)

D'autre part, compte-tenu des propriétés de

symétrie des domaines d'observation, si P

et B! sont les

points d'intersection de A(XO,U) avec S(X_ ,x) , il est
tou jours possible de trouver pour chaaue valeur de & , OSQETS;«,

un réel A\ positif appartenant i 1'intervalle [0,1] tel que:
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a «

NP+ (1 =N P!
(1= X)B + MR

r——
qm “—U
il 1]

Enfin, la fonction f(X) étant supposée locale-
ment convexe en xo , 11 existe un domaine D(Xde) a 1l'intérieur
duquel la fonction f(X) est convexe. En supposant «<e , la

définition classique de la convexité permet d'écrire:

it

{f(PZ ) = PR +(1=XPR) < MR +(1=XF(R))
(2.13.)

FIRS) = FU(I=NR +XP)) < (1=NF (R ) +XF (R!)
Par acddition des deux inécalités(2.13.),0n obtient:

FlR) + F(RY) < (R ) + F(R))

Cette inéqgalité reportée dans (2.12) conduit a:

[+
£(2) dng;—ligl— "4z
D(X_,) 0
o)
avec:
I(x) = [F(RO+F(R)] L 1(U) L (UXN) .d o (2.14,)

S (X))
r"o
En utilisant le théoréme 2.4.,, on aboutit a
1'inépalité:

T(a)
2'”'V{Dr}

o {D(Xo,o()}< (2.15.)

Ce maniére analoaue, quel aque soit & compris

entre « et o+da ,il existe un réel positif A , Xé}kﬂ1] ’

b

est intérieur au domaine D(XO,E) a l'intérieur duaquel 1la

tel que:

NB o+ (1 - AR

20
il

(1 - X)) ' + AP,

Si  o+da <€, le domaine d'observation D(Xo,d+dx)

fonction f(X) est localement convexe, Dans ces conditions,

il vient:
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Py )

FONL +(1=X8 ) < M (2 )+ (1=N)F (P} )

f(R))

1i

FO=NB #3001 < (1=NF (P, )+ X (P))

Ces deux relations conduisent finalement &

1'inégalité:

p{D(Xy o, k) > e (2.16.)
© = 2.n;V{DP}

Pe (2.15,) et (2.16,) on déduit immédiatement:

QP';> O

Par conséauent, 8p est positif ou nul pour un
accroissement dx de « . P{D(Xo,d% est donc une fonction
croissante de « tant aque le domaine d‘'observation D(Xo,a+da)
reste intérieur au voisinage D(XO.E) Gge XO a l'intérieur
duouel la fonction f(X) est localement convexe, € étant
inconnu , mails strictement positif, on en déduit oue P{D(Xo,dd
est une fonction ce « localement croissante au voisinage de
zéro,

Lorscue la fonction f(X) est localement concave
en XO y un raisonnement en tout point analocue conduit a df)ggo,
démontrant ainsi la seconde proposition du théoréme 2.5,

##£

IT.4.2. EXTREMUM LOCAL DE LA VALEUR MOYENNE

f'aus avons vu au'une fonction bornée, localament
convexa en X _,est continue en X _ . Ainsi, si une fonction
rornéa  f(X) east localerent convexe en XO , 12 valeur moyenne
na cette tonction sur le daraine d'observation D(XO,&) tenc

vore (¥ ) loranue la volure dno ce domaine tend vers zéro,
' 0

[i'autre nart, le sens de variation de la fonction
p{ﬂ(x ,q)} Aau voisiname de zéro cétant lié au sens de la convexité
o
locale cde la forction en Xo v OD neut enoncer le theoreéme

suivant
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Théordéme 2.6,

Si une fonction f(X) est localement convexe en Xo,
f(xo) est un minimum local de la valeur moyenne
P{D(Xo,d)} au voisinase de o« = 0 ,a>0,

Si f(X) west localement concave en Xo 0 f(xo) est
alors un maximum local de P{D(Xo,d)} au voisinaaqe

de zéro,

C'est cette forme léaérement modifiée du théoréme
2.5, oue nous utiliserons pour tester le sens de la convexité
en un point d'une fonction localement concave ou convexe en ce

point.

TI1.5., CONCLUSTION

iious avons introduit, dans ce chapitre, la notion
ce convexité locale a'une fonction en un point. Mous avons ensuite
démontré oue le sens de cette convexité est relié au sens de
variation de la valeur nioyenne de la fonction calculée sur des
domaines d'observation de taille croissante centrés sur le point
considéré,

Tl convient de remarocuer aue nous n‘avons pas
avordé le probléme de 1l'existence de cette convexité locale.
En effet, il existe des fonctions qui, en certains points, ne
sont ni localement convexes, ni localement concaves, Mous
reviendrons sur ce probléme dans la seconde partie de ce travail,
Pour le moment nous nous contentons de proposer une méthode
permettant de tester le sens de la convexité d'une fonction en
4n point ou nous savons aue la fonction est soit localement

convexe, solit localement concave,.

Dans la seconde partie de ce mémoire, nous
applicuerons ce test de convexité a 1'analyse de la convexité
des fonctions ce densité de probabilité rencontrées dans les
proplémes de classification automatiaque. Il s'avére donc
nécéssaire, avant toute chose, d'adapter les résultats présentés
dans ce chapitre aux exicences nparticuliéres de ce type de

probléme.,
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CHAPITRE III

DETERMINATION DE LA CONVEXITE LOCALE

DES FONCTIOMS DE DEMNSITE A PARTIR DES OBSERVATIONS

ITI. INTRODUCTION

Les résultats présentés au chanitre précédent
rermettent de déterminer le sens de la convexité locale d'une
fonction lorsaue cette convexité est définie.

Nans le cadre de cette étude sur la classification
automatioue, nous appliquerons ces résultats a l'analyse de la
convexité des fonctions de densité.de probabilité, Dans la
pratiocue, ces fonctions ne sont en ¢général connues aue par
l'intermédiaire des observations, réalisations particuliéres
d'une variable aléatoire ayant pour densité de probabilité 1la
fonction étudiée,

L'objet de ce chapitre est de mettre en place
sur calculateur numérique une procedure simple, efficace et
ranide oermettant, & partir d'un ensemble d'observations (ou
échantillon), de tester le sens de la convexité locale de la

fonction de densité sous—jacente /11/,
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TIT.2. ESTINATICY L LA VALFUR MOYERNME DES FONCTIONS DE DEMNSITE

IT.2.1. PRINCIPE DE BASE

Lorsaue la fonction f(X) est une densité de
probabilité, le numérateur de l'expression (2.,10.) donnant la
valeur moyenne P{D(Xo,x)} de f(X) sur D(Xo,q) peut &tre
interprété comme la probabilité P pour au'une observation X

s0it située & l'intérieur du domaine D(X,,«):

P = f(z) az
D(Xo,d)

Supposons aue l1l'on dispose d'un échantillon

{><1,.....,><”i

identiacuement distribuées suivant une fonction de répartition

,.....,XP} de a observations indépendantes et

a laouelle correspond la densité de probabilité f(X) . La
probabilité Pk pour aue k des a observations de 1l'échan-
tillon tombent dans D(Xo,q) est alors donnée en fonction de

P nar la loi binomiale:

po=c? PN (1 -p )k

On en déduit l'espérance mathématiaue de K

é{k} = q.P

auil indicque aue k/a0 est un estimateur non biaisé de P .,
Dans ces conditions, on peut prendre:
k/a

P{n(xo.q)} = v{o(xo,q% (3.1.)

pour estimateur de la valeur rmoyenne de f(X) sur D(Xo,d).

Mous avons vu au chapitre précédent aue pour
tester le sens de la convexité locale d'une fonction en un
coint X, 1l fallait analyser les variations de sa valeur moyenne
sur des domaines de taille tendant asymptoticuement vers zéro. Il
importe donc d'étudier le comportement asymptotioue de l'estimateur

P{D(Xo,d)} lorsoue & tend vers zéro.
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I1T.2.2, PROPRIETES ASYMPTOTIQUES DE L'ESTIMATEUR

Mous devons nous assurer que l'estimateur
ﬁ{D(XO,d)} converae, comme la valeur moyenne P{D(xo,d)} elle-
méme, vers f(X_ ) lorsaue o tend vers zéro.(cf. théoréme 2.6.)
Cependant, lorsqu'on ne dispose aque d'un nombre limité a
d'observations, le volume du domaine D(Xo,d) ne peut tendre
arbitrairement vers zéro. En effet, en faisant diminuer «
sans précaution, le domaine D(Xo,q) pourrait devenir si petit
au'il ne renfermerait aucune observation, de telle sorte que la
limite de l'estimateur serait nulle., Si par contre une ohservation
venait a coIncider avec Xo , l'estimateur divergerait vers
1'infini,

Pour assurer la convergence de l'estimateur vers
f(xo) , i1 a été montré oue le volume du domaine intervenant dans
1'expression de p{D(xo,d)}, ainsi aque le nombre d'observations
k- tombant dans ce domaine,doivent &tre liés au nombre total
1 d'observations disponibles,.

Plus précisément, soit o la valeur de et
k la valeur ¢¢ k correspondant a un échantillon de a obser-

vdtions, On démontre /16/ aue ?{D(Xo,d)} converae en moyenne

auadratioue vers f(xo) siz:
(a) 1lim V{D(Xo,d)} =0
Q —=— 0
(D) lim k =0
q—co 1
(c) lim k /q = 0
Q0 —=— 00

Il y A deux maniéres d'obtenir des domaines

ﬁ(xo,u ) satisfaisant ces conditions,

9

La premiére consiste a réduire le volume du
domaine D(Xo,u ) lorsque q augmente en spécifiant V{D(Xo,uq)}
comme une fonction de % . On peut utiliser par exemple des

relations du type:

V{D(Xo,uq)} v, e ,56]0,1[ (3.2.)

ou encorea.
v{o(xo,aq)}

1]

Vo / 10% q (3.3.)
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I1 faut alors vérifier aue les variables aléatoires
3 et kq/q satisfont aux conditions (b) et (c¢).

Cette approche, initialement proposée par Rosenblatt
(1956) /13/ dans le cas monovariable, puis approfondie par Parzen
(12€2) /10/ a &té étendue au cas multivariable par Murthy (1966)
/S/ et par Cacoullos (1866) /2/,

La seconde méthode consiste a se donner kO comme

une fonction de ﬂ ,par exemple:

kq = kg VFQT

On fait alors croitre & jusqu'a ce que le domaine
D(Xo,dq) enqlobe k_ observations. C'est la méthode des kc

plus proches voisins‘/3//7/.

Ces deux méthodes converanent et chacune d'elles
présente des avantaaes spécifiques /14//15/, Nous allons montrer
aue la premiére est mieux adaptée au probléme de l1'analyse de 1la

convexité que la seconde.

ITT.3. TEST DE COMVEXITE

L'application du théoréme 2.6, au probléme de la
détermination du sens de la convexité locale en un point XO d'une
fonction de densité f(X) & partir des observations est immédiate.
flous commencerons par estimer la valeur de f(xo) , extremum
local de P{D(Xo,dhﬁ au voisinage de o =0 , Que nous utilisions
1'approche de Rosenblatt-Parzen ou la méthode des K plus
proches voisins, la valeur estimée de cet extremum sera donnée

par:

?(xo> F{D(Xo,dq)}

ko/c
= (3.4.)

V{D(xo,uc)}

L'estimation de P{D(xo,p)} a partir de 1'éauation

(3.1.), pour une valeur de B l1égérement supérieure a %
permettra ensuite de savoir si f(XO) est un maximum ou un
rminimum local de la valeur moyenne de f(X) .

Cependant, comme nous venons de le voir, %q ne

pourra tendre effectivement vers zéro que si le nombre d'cbserva-
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tions o tend vers 1'infini. Dans le cas oU l'on ne dispose oue
d'un nombre limité c¢'observations, il faut donc rechercher 1la
procédure d'estimation conduisant & la plus faible valeur de dq
afin de se rapprocher au mieux des conditions d'applicaticn du

théoréme 2.6,

Lorsagu'on utilise la méthode des kq plus proches
voisins, le volume du domaine D(Xo’dh) est fonction de la densité
des observations autour du point Xo $i cette densité est élevée,
le domaine D(XO,dq) contenant les kq plus proches voisins de
XO est de taille réduite et la valeur correspondante de qa est
faible, Par contre, si les observations sont peu denses autour de
Xo , le domaine D(Xo,do) doit &tre relativement grand pour
enalober k0 observations et do peut prendre des valeurs

éloignées de zéro,

Lorsaqu'on utilise l'approche de Rosenblatt-Parzen,
la valeur de A n'est pas fonction de la densité locale des
opservations., Pour un échantillon de taille o donnée, cette
valeur,calculée a partir des relations (3.2.) ou (3.3.), ne dépend
aque cdu choix de Vo' Si Vo est trop arand, il faudra disposer
d'un nombre a d'observations trés important pour aue uo se
rapproche suffisamment de zéro. On cherchera donc a prendre vo
aussi petit que possible, On sera toutefois 1limité par le fait oue
si VO est trop petit, on obtiendra une estimation trés bruitée

de la densité de probabilité,

Mous utiliserons cependant cette derniére approche
cui permet de garder le contdle de la valeur de dq . Nous verrons
en effet, dans la seconde partie de ce travail, qu'il est généra-
lement possible d'obtenir des estimations satisfaisantes des
fonctions de densité avec des valeurs de dq suffisamment petites

pour permettre l'utilisation du test de convexité suivant:

Test de convexité

En tout point xo ou on désire tester le sens de la
convexité locale, supposée définie, de la fonction de

densité f(X) , on estime d'abord f(xo) par:
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kK /o
o]

V{D(Xo,do)}

le volume V{D(Xo,dd)} étant ajusté en fonction de 1la
taille de l'échantillon pour assurer 1la convergence en
moyenne quadratigue de l'estimateur.

On estime ensuite la valeur moyenne de la fonction f(X)
sur un domaine d'observation D(XO,@) de taille légére-
ment supérieure a celle de D(Xo,o%) en utilisant le
méme estimateur:

K /qa
a

V{D(XO,@)}

oo, 0} =
Si:
P{D(xo,p)}>f(xo)
on conclut ocue la fonction est localement convexe en XO.
Dans le cas contraire, on conclut au'elle est concave
en X .
0
Remarque La validité du résultat de ce test n'est garantie que
si la fonction f(X) est définie localement convexe ou
concave a l'intérieur d'un voisinage de X, contenant
le domaine D(Xo,p) .

Comme 3 ne peut tendre arbitrairement vers zéro
puisaue p> oq ,» ce voisinage ne peut €tre arbitrairement

petit.

Nous verrons comment tenir compte de cette remarque

lors des applications de ce test de convexité,

Une des principales critiaques faites a la méthode
d'estimation des fonctions de densité de Rosenblatt-Parzen utilisée
dans ce test est que son application demeure limitée a des problémes
de faible dimension. En effet, cette estimation locale se fait
point par point. Or le nombre de points nécéssaires pour décrire
correctement une fonction multivariable croit exnonentielle-
ment avec la dimension de 1l'espace de définition. De ce fait, 1le

temps d'exécution des alocorithmes d'estimation sur calculateur
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numérigue devient vite prohibitif dés aue s‘'éléve la dimension des

données.,

Le test de convexité proposé nécéssite deux fois plus
de calculs que l'estimation des fonctions de densité,ouisqu'en
chaque point il faut d'abord estimer la fonction elle-méme, puis
sa valeur moyenne sur un domaine d'observation. Il serait donc
irréaliste d'envisaqger 1'utilisation de ce test sans disposer
d'une procédure permettant d'accélérer la mise en oeuvre de la

méthode d'estimation de Rosenblatt-Parzen.

C'est pourauoi nous proposons maintenant un algorithme
d'estimation rapide dont les performances permettront de résoudre
des problémes pratiques de forte dimension en des temps tout a

fait raisonnables.

IIT.4. ALGORITHME RAPIDE D'ESTIMNATION DES FONCTIONS DE DENSITE

IIT.4.1, ALGORITHME D'ESTIMATION CONVEMTIOMNNEL

Lorsaue le domaine D(Xo,do) est un hypercube de
cOté L. l'estimateur (3.4.) n'est en fait aqu'un cas particulier

de l'estimateur aénéral de Rosenblatt-Parzen:

4

a1 X
-_JL__~_L (3.5.)
Z V{D(\, ) Lr( - |

dans leauel la fonction Y(U) est appelée "noyau" de la fenétre/1/,

Fn effet, en prenant pour T(U) 1a fonction:

1 si l \<1/2 I |
kf(LJ) =
O autrement

T .
avec: U = [u1,.....,ui,.....,un] , on retrouve l'estimateur
(3.4.).

Ce noyau cubigue est certainement 1'un des plus
wtilisés dans la praticue /4//5//56/,., Ce choix est aénéralement
motivé par des considérations de proarammation sur calculateur
numérique., En effet, le calcul des valeurs absolues est beaucoup

plus rapide que le calcul des normes euclidiennes associées aux
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noyaux de type sphériocue ou exponentiel, par exemple. De plus,
l'estimateur ?(XO) de l'éauation (3.4.) est obtenu trés
simplement en comptant le nombre d'observations situées dans
1'hyoercube de coté g centré en XO . La position d'une
observation par rapport a cet hynercube peut &tre déterminée en
testant ses composantes une a une, Il en résulte aou'un arand
nombre d'observations situées a l'extérieur de cet hypercube

peuvent &tre éliminées avant d'avoir testé toutes les composantes.

Cependant, méme avec le noyau cubicque, l'utilisation
de cette techniacue d'estimation est limitée & des données de
faible dimension., En effet, l'opération relativement simple et
rapide d'estimation de la densité en un point doit &tre répétée
pour tous les points ou on désire estimer la densité., Le processus
de discrétisation aénéralement adopté revient a estimer la densité
en chaque noeud d'un réseau hypercubiaue, Le nombre d'estimations
locales de la fonction est alors une fonction exvonentielle de 1la
dimension des observations et le temns d'exécution des programmes

devient vite prohibitif /5/.

I1 faut toutefois noter que dans le cas le plus
défavorable, c'est a dire lorsau'il y a au plus une observation
par hynercube, le nombre d'hypercubes non vides est égal au
nombre q d'observations. Ainsi, pour un échantillon de taille
a ,quelle que soit la dimension des données, l'estimation de 1la
fonction de densité est nulle, sauf en un nombre limité de points
au plus égal a a . Dans la pratiocue, le nombre d'estimations non
nulles est oénéralement trés nettement inférieur au nombre de

points de discrétisation de la fonction de densité,

Tenant comote de cette remaraque, nous proposons
une procédure permettant de déterminer directement les hypercubes
non vides, sans avoir a prendre en considération 1l'ensemble des
hyoercubes centrés en tous les points ou la densité doit &tre
estimée. Pour une taille d'échantillon donnée, le temps de calcul
sera ainsi borné supérieurement puisque, cuelle aue soit 1la
dimension du probléme, il y aura au maximum q estimations

locales non nulles & déterniner.
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ITI.4.2, DETERVINATION DES HYPERCUBES NON VIDES

a) Nermalisation des données

- — e 2% g T — T — S ———— o — - — - — - ——

NMous verrons ultérieurement que 1la méthode de
classification automatiocue proposée dans ce mémoire n'est nas
sensible a une transformation dianonale de 1'espace Rg de
représentation des observations. Dans un tel cas, il est généra-
lement conseillé, avant d'envisacer tout traitement des données,
de normaliser les plaaces de variation de chacune des composantes
des observations /8/. Par souci de simplicité et sans perte de
nénéralité, 1l'espace Rg est normalisé de telle sorte que les
valeurs extrémes de chaqgue composante soient O et 1 .

(¢f. fiaure 3.1.),

Soient:

X " = f"/?ax X . . | = 1 2 R EEER]
i . l.J J ¥ ] ia
et: J
m . ~
x. = Min x, J=1,2,ic000.,0
1 ’

. . N n . :
En faisant subir a l'espsce Ro une translation de vecteur:

T
T = [t_',----o,ti.o.-.a'tn}

avec. m
tg o= - ] i= 1,2, 000n..,n

avec:

m, = 1 =1,2,00000e0a,n

on obtient les nouvelles coordonnées:

X' o= Ml [x + T]

[x%,.....,xi,.....,x;]T

- n -
Dans ce nouvel espace,noté R1 s, les coordonneées des

observations:



|’
+1 ig
2 3
4+ ¢
n
ESPACE R] .
, —3 ) ' 5
!
+ﬁ 4
-
x ! r&,‘ Fi_ 0] X
A 2 3
' X': = .
+1 '*'T; x4 0 %r X
Al ESPACE R" .
1 y1 F4 o]
a4 Y = = . X!
X3
o) . B X1 V2] _O 4_
Yo
N =4 #
q 'L
3 —1—4
2 n
ESPACE R
*q
4
1 Tﬁ —¢
‘.
Y4
‘ ——
o) 1 2 3 NgF4

Fiqure 3.7,
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Les trois esnaces de représentation des données
M
0

bidimensionnelles nour

1/0(n

4
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T
w ! = ) L ' HE—
/(j [x1’j’.o-..’xi’J’ono.o,xn’J] 9 J - 1'2’0¢..c'0

sont normalisées de telle sorte aue:

O<xi,~i<1 ,\7'1 = 1,2,..000yn 5 J = 1,2,00000,0

Par souci de commodité, uq est alors choisi de 1la
forme:

X =1 /N , M ¢ entier
a a a

. . - . n
Ainsl, en divisant chaoue axe de l'esnace normalisé R1 en Nq
intervalles énaux et adjacents, on réalise une partition de cet

n . ~e: .
espace en Nc hypercubes de cdté Ky (cf. fioure 3.1.).

b) Principe de proarammation

———— e (e o T T s e Vs s ot S S g i, VRS Nt g i

La normalisation des données est suivie d'un

chananement d'échelle de l'espace R: , obtenu par la transformation

linéaire:

de matrice:

A =

oA PEN

—
=1

3

| S——
H
i

]

—
—t

3

| —

(o]
-~ n - » - 1
ou I est la matrice unite d'ordre n,

n ..
On note Rm l'espace ainsi obtenu, Dans cette
o)

transformation élémentaire, les composantes de tout vecteur X'
de l'espace R: sont divisées par %q de telle sorte ou'un
hypercube de cdté %, de l'espace Rq devient un hypercube de
cBté unité dans l'espace R" .(cf. figure 3.1.)

%q

L s L ) n
On considere alors la partition de l'espace R“
a
en hypercubes unite, transformée de la partition de 1l'espace

. n ~ b ’
H1 en hypercubes de cdte qq . Les centres de ces hypercubes
unité, dont les coorconnées sont des multinles de 0,5 , forment
les noeuds d'un réseau hypercubiaue 3% de pas unité,.

(cf. fioure 3.2.)
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Yo
5
o o o o o
4
o o o o o
o]
O o] (o] (o] o]
2
o] (o] O (o] (o]
1
o [e) O lo) o]
Y4
0 1 z 3 4 5

Fioure 3.2, Réseau carré 1{0 des centres des carrés de coté

.. 2 ., . .
unité dans l'espace Rq a oeux dimensions avec

a
d =0,2 .
q
Soit:
Y, = A, X!
J J
la jéme observation dans 1'esnace RS telle que:

a

T
i,.....,.yn'j]

LN

Y, = ["V'l,j"""’yi

Cette observation tombe dans 1'hypmercube unité centré au point

i) . .
H.  du réseau M; tel aue:

j T
3 Y TN \ o
= [EI‘T(y_"J.)-G-O,S beesdENT(y; 0405 ,....,EPT(yn'j)+O,b:]

(3.8,)
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ou EMT(y) est la partie entiére du nombre réel positif y aui
peut &tre obtenue directement par l'instruction "INT" du
lancace FQRTRAN ,

I1 est donc aisé, sur le plan de la programmation,
de dresser une liste des centres des hypercubes non vides en
programmant 1'éauation (3.8.) et en 1l'appliguant a toutes les
observations de 1l'échantillon. Toutefois, comme différentes
observations peuvent définir le méme hypercube non vide, il est
possible aue certains éléments apnaraissent plusieurs fois dans
cette liste brute., En fait, le nombre d'apparitions d'un méme
point est’éoal au nombre d'observations tombant & 1'intérieur de
1'hypercube unité centré en ce point,

En eliminant les reépétitions de cette liste brute,
il est donc facile de déterminer le nombre d'observations tombant
dans chanue hypercube non vide, Le calcul de la valeur de l'esti-
mateur au centre de ces hypercubes est alors immédiat. On sait,
par ailleurs, oue la valeur de l'estimateur au centre des hyper-

cubes ne fiacurant pas dans cette liste est nulle,

ITT.4.3, ESTILATION RAPIDE DES FONCTIONS DE DENSITE

La orocédure exposée ci-dessus ne permet d'estimer
la fonction de densité au'aux noeuds du réseau hypercubique :ﬁ% .
Si on désire estimer la fonction en d'autres points, on est amené
a modifier légeérement cette procédure en translatant le réseau 3& .

S0it:
T
vV = [v1,.....,vi,.....,vn}
le vecteur définissant cette translation et soit 3£(V) le réseau

3@ translaté, Les iémes coordonnées des noeuds de ce réseau 'ﬁ(v)

sont des multiples de (O,5+vi Y.(cf. figure 3.3.).

Comme précédemment, on peut déterminer directement

l1'hypercube unité centré sur un point de §£(V) dans lecuel

\Y)
défini en fonction des coordonnées de Yj et de V par:

tombe 1'ohservation Yj . Le centre HJ de cet hypercube est

J ' _ £ -
Y = {EHT(y_‘.j VHVH05 LG ENT(Y, oV )4V 40,5 L.

; T
e o & s 0 ’E[\JT(yn’j-Vn)+Vn+o’5:l
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y
7’
5 T * e * —9
4 ® ? . —@ +
3 ¢ ¢ ¢ * —9
& *———¢ © € T
1 —— 4 \ g A 4
Y V4
e —
o 1 2 3 4 5
Fiaure 3.3, Piamau 34(v> ohteru par translation du réseau
j{o da la fiecure Z.2. par le vecteur:
v o= [0,5 , (‘),sa'JT

L'utilisation de 1l'instruction "INT" permet
d'établir la liste brute des centres Hi , J =1,2,.....,0 des
hysercubes dans lesquels tombent les observations., L'estimation
de la densité au centre de ces hypercubes résulte immédiatement
de 1'élimination des répétitions apnaraissant dans cette liste

brute,

Grice a cette procédure, il est possible d'estimer
la fonction de densité en tout noint d'un réseau hypercubiocue de
pas 1/E , E entier positif inférieur a 1 , couvrant 1l'espace R: .
En effet, un tel réseau peut €tre obtenu en translatant (En - 1) ¢
fois le réseau 'M% . Les comnosantes des (En - 1) différents
vecteurs non nuls définissant ces translations sont obtenues par
tous les choix possibles de n valeurs parmi les é&léments de
l'ensemble des E valeurs de e/E , e = 0,1,2,.....,E~1,

(cf. fiaure 3.4.).
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La méthode proposée ne limite donc pas la finesse
du pas de discrétisation cde la fonction de densité oui peut &tre

estimée aux nouds d'un réseau aussi dense ou'on le désire.

! «Y—— [ | f\? (m| rV-(r
5 e P an Va
' A4 o U [ Né*
> m m._ y rj
V — V- i L
1.5 Fan A le A P
’ A\ \J/ \Y
1 Ly [ o m 7 3
¢ \/ i} V
V3 -
2
0.5 oD Fan
Ty " O—=" \wr) N
Vv
1
Y4
i
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3
Finure 3,4, Les auatre réseaux de mas unité nécéssaires
nour construire un réseau de pas 0,5 dans
el
’ - .
l'esnace R“n' (dn = 1/3)
C) Moruds du réseau QK
o T
A Mopuds du réseau '34{(\/1) y Vy o= [0,5 , 0]
[] FMoeuds di réseau Mkv?) , V? = 0,8 , O,5]T
V Moeuds du réseau %(V3) y Vo = [Cc, O,5]T
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ITI.5., COMPARAISOMN DES ALGORITHINES D'ESTIMATION RAPIDE ET
CONVENTTIONNEL

ITI.5.1. ANALYSE DES ALGORITHMES

a) Opération de base

La procédure proposée est fondamentalement diffé-
rente de la technique d'estimation conventionnelle dans laquelle
il est nécéssaire d'identifier les observations tombant dans
l'ensemble des hypercubes centrés en tous les points ou la fonction
doit €tre estimée., Pour comparer les performances des deux algo-
rithmes, il est commode ce définir une opération €lémentaire de

pase, commune aux deux procédures. Soient:

Y

T

v = T
2" [}/1,2,.....,yi'z,.....,yn’2}

. n . - .
deux points de l'espace Raﬁ . La norme associée aux domaines

d'observation hypercubiaques étant:

"Y" =  lax ﬂy1],....., Yilseoeees yn!}
la distance entre. Y1 et Y2 est:
D(Y,Y,) = HY1 - qu

= pjaX

lyi,'l - Yi,2
L'opération de base consiste & tester si:
D(Y,,Y,) >d/2 , 00

Lorsogue d est strictement positif, cette opération élémentaire

permet de savoir si le point Y tombe dans 1'hypercube de cdté

2
¢ centré en Y, . 81 a est nul, l'opération de base est
simplement un test pour savoir si Y et Y. sont deux points

1 2
identiaues, Dans les deux cas elle nécéssite au plus n comparai-

sons entre les coordonnées des deux points. Comme nous l'avons
déja noté (cf page III.8.), ce nombre n constitue une borne
supérieure du normbre de comparaisons effectivement nécéssaires

dans ce type d'opération.
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b) Alaorithme rapide

- ——— - — v g —— -t ——

Une fois effectué le chancement d'échelle de matrice
A de 1'&auation (3.7.), 1'alaorithme ranide détermine 1'hypercube
unité non vide associé & chanue observation, Il s'aqit essentiel-
lement d'une opération de codage des n composantes de chacune
des ¢ observations. Cans 1l'étapne suivante, les centres des
hypercubes ainsi définis sont compnarés les uns aux autres pour

éliminer les répétitions. Cette opération nécéssite au maximum:

a (a + 1)
2

0+(0-1)+(0_2)+O'I..00+2+1

opérations de base avec d=0 ., A la fin de cette étape,on connait
le nombre d'observations tombant dans chacun des hypercubes non
vides centrés aux noeuas du réseau jﬁb . On détermine immédiate-
ment la valeur de l'estimateur en ces points, Pour revenir &
l'espace normalisé Pq , 11 suffit d'effectuer la transformation
inverse de matrice AT sur les points du réseau 'M% .ou la

densité estimée est différente de zéro.

Sachant ocu'une multiplication et au'une opération
de codace sont beaucoup plus rapides aue l'ovération de base, on
peut majorer le temps d'exécution des 2nag multiplications
associées aux transformations de matrice A et A~1 et des na
cocdanes oar celui de 3na opérations de base. On peut donc
affirmer aque le temps de calcul de 1l'alnorithme rapide ne dépasse

pas celul de:

Q. = 3nag + a (a + 1) = q (3n +

a + 1
1 2 2

) (3.9.)

opérations de base.

Si on désire estimer 1la densité aux noeuds d'un

réseau nlus dense, de pas aa/E , E entier, il faut translater
n . p ) n
(E - 1) fois le réseau :Wb dans l'espace Ry . Le temps
o

d'exécution de l'alaorithme est alors majoré par ™. 0 fois

1
le temps d'exécution moyen de l'opnération de base.

c) Alaorithme conventionnel

Pour le méme pas de discrétisation o_, 1'algoe’

rithme conventionnel fait intervenir les (Nn)n hvpercubes
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Slémentaires constituant la pnartition de 1'espmace 0 Il

nécéssite doncg:

02 = a.l (3.10.,)

opérations de base avec d--:o<.q . 95i,comme précédemment,on désire
diviser le pas de dicrétisation par un entier E , 1l'alecorithme

P . n. - .
necessite alors & 0? operations c¢de base.

c) Comnaraison des temps d'éxecution

e o o —— > — " . o " e s e S o T T e i o o o

ite (S.5.) =2t (3.10.) on conclut que le rapport des

temns d'exécution moyens des deux alcorithmes est inférieur a:

a0 +

J

q:.(;«:n + ) (3.11.)

12 :

Pour donner un ordre de arandeur, prenons un
prohléme & 5 dimensions pour leocuel on dispose d'un échantillon
de 1000 observaticons, 81 on fixe = 0,1 , on peut affirmer
oue 1l'alecorithme proposé sera au minimum 200 fois plus rapice

que l'alrorithme conventionnel.

Cette estimation du rapport des temps d'exécution
des cGeux alrorithmes est en fait assez orossiére car nous nous
sommes placé dans le cas le plus défavorable pour analyser la
comnlexité de 1l'eloorithme rapide. En effet, le nombre d'hypercubes
non vides dépend cde la confinuration de la distribution spatiale
des ohservations et peut &tre nettement inférieur & a . De plus,
les on2rations sur les entiers mises en jeu dans l'alcorithme
proposé sont plus rapides oue les opérations en point flottant de
1'aloorithme conventionnel, Nans ces conditions, il est impossible
Ge comnarer les temps ¢e calcul avec précision., Pour compléter
cette analyse, nous nrésentons donc auelagues simulations afin
¢o chiffrer les temps d'exécution respectifs des deux alcorithmes

sous différentes conditions.

IIT.5.2, PERFORMANCES DES ALGORITHKES

Les données utilisées pour comparer les performances

de l'alrorithme proposé et de 1l'alqorithme conventionnel sont des



III. 9.

vecteurs aléatoires issus dz doux distributions normales

, =N i s - S .
i xi , Zi )y ,i=1, 2 , ou:
—=n T
X4 S[+2,42, ciiiinaee s, +2]
=n - a1 7
x? =[-2,"‘L{,c-oc.o-oooo,_3}
2 L . )
n fois
et:
n n [ n
= = I]
WD I
Les temps d'exécution des deux alaorithmes ont ete
comparés nour des données de différentes Jimensions et nour des
cehant s ¢e tailles variées en gardant, pour tous les essals,

-iJlons
1a méne valsur ce X, Celle-ci a &te fixée & o = 0,1 . Cela
revient 4 ciscrétiser la densité de nprobabilité en divisant en
t =10 intervalles émaux la place de variation normalisee de

o

chacune des corposantes des observations,

Il faut noter cue ce choix arbitrzire d¢'une valeur

fixe pnour o, ne rernet pas c'assurer la converaence de l'estima-
teur lorseue 1a taille de 1'échantillon augmente. Te plus, cette
procidurs ne concuit pas , en cénéral, a une estimation satisfai-
sante des fonctions de densité. Cependant, nous ne traitons pas,
& ce niveau, le probléme cu choix de £, et, sans aucune infor-
mation sunolémentaire, aucune valeur n'ést a priori meilleure aue
les a2utres. Les sirulations que nous présentons n'ont c¢'autre but
cue de mettre en évidence les effets de la dimension des données
et de la taille de 1'échantillon sur les temps d'exécution des

deux alrorithmes, toutes choses restant énales par ailleurs,

Ces temps sont repnrésentés fiaure 3.5, nour trois
tailles d'échantillon ( n = 100 , a = 500 et a = 1000 ) et pour
n variant de 2 a & , Corme les ordres de orandeur sont trés
différents, les temps de calcul ont été reportés en coordonnées

loaarithmicues,

La croissance exponentielle du temps d'exécution
de l'aleorithme conventionnel en fonction de 1a dimension du

problzme confirme les conclusions de 1l'analyse précédente.
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%t (secondes)

10
a=1000
o= 500
5
1077
a= 100
10€_
10%_
by
104
ao=1000
Q= 5(\0
10
a= 100
1+
1f1 n
: } : 1 IL : m——
1 2 3 4 6

Ficure 3,5, Temps d'exécution des deux alaoorithmes pour
a =100 , ¢ = 5006 , o = 100 et pour n

variant de 2 & o ,

. Alaorithme rapide

A Alnorithme conventionnel
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Pour une taille d'échantillon donnée, la croissance
du temps de calcul ae l'algorithme ramide avec la dimension
résulte du mode de génération des données artificielles, En effet,
les deux distributions normales utilisées pour ces simulations
ont des matrices de covariance unité, quelle cue soit la dimension
des données., Ainsi, pour une taille donnée de 1l'échantillon, la
densité aes observations dans chacun des deux groupements corres-
nondant a ces deux classes tend a décroitre lorscue la dimension
auamente, En conséquence, le nombre d'hynercubes non vides tend
a4 auamenter, sans toutefois nouvoir dépasser o . La ficure 3.6.
indiaue l1'auarentation enrenistrée pour les échantillons de 100,
500 et 1000 observations utilisés pour les simulations. L'allure
de cette croissance explicue 1'évolution du temps d'exécution de
l'alaorithme rapide avec la dimension, Il faut cepvmendant noter que
cette croissance est beaucoup nlus lente nue celle enreaistrée
nour l'algorithme conventionnel, On sait, de plus, ou'elle est

bornée supérieurement.

Ainsi, la orande différence de temps d'exécution
entre les deux alanorithmes tend & auamenter avec la dimension du
probléme traité., Par exemple, pour q = 1C00 , les temps d'exécu-
tion sont respectivement de 2 et de 20 secondes nour le cas
bidimensionnel, alors au'ils sont de 30 secondes et de 5 heures
et demie pour des données a 5 dimensions. On onourra rapprocher ces
résultats des conclusions de l'analyse présentée au naraaranhe

précédent,

L'alanrithme rapide nroposé nermet donc d'obtenir
l'estimation des foncticns de densité par la méthode du noyau
cubiaue avec un ocain de ter:ps trés apnréciable par rapoort a la
procédure conventionnelle, Cet alaorithme ouvre donc un vaste
champ d'apolication a la méthode d'estimation de Rosenblatt-Parzen
aui peut désorrais &tre utilisée pouf résoudre des nroblémes de
dimension élevée. Nous allons maintenant apnliocuer cet algorithme

a l'analyse de la convexité locale des fonctions de densité,
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Fioure 3.6, Mombre d'hypercubes non vides pour des échantillons

de 100, 500 et 1000 observations en fonction de 1la

-”™ dimension des données.
(il
LLLE
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I1T.6, ALGORITHME DF TEST DE LA CONVEXITE LOCALE CES FONCTIONS
DE DENSITE

La mise en oeuvre sur calculateur du test de
convexité présenté au paraaraphe ITI.3, nécéssite en premier lieu
l'estimation de 1la fonction de densité soumise a l'analyse. Nous
utiliserons donc l'aloorithme d'estimation rapide en ajustant «0
en fonction de la tallle de 1'échantillon et de la nature des
observations, Dans tout ce qui suit, 1le paramétre uo ,inverse
d'un entier, sera pris le plus nroche nossible de: ”

=X o 8/n WwE o, 1[ (3.12.)

Ce choix permet de respecter les containtes de proarammation
ainsi aue l'éauation (3.2.) lorsaque les domaines utilisés pour
l'estimation de la fonction de densité sont des hypnercubes,
Pratiquement, il est d'usage de fixer y , aénéralement a la
valeur 2{:1/2 , et d'ajuster q; en jouant sur le parametre do.
iais le choix de N demeure essentiellement arbitraire et nous
ne disposons pas encore, a ce stade de 1l'étude, d'une méthode
permettant d'optimiser la valeur de ce paramétre fondamental.
C'est seulement lorsoue nous aborderons les problémes de classi-
fication automatioue, au chapitre V, ocue nous pourrons proposer
des critéres oojectifs aui serviront & 1'ajustement de la taille

des domaines d'observation,

Pour tester le sens de la convexité locale de 1la
fonction de densité, on doit ensuite estimer sa valeur moyenne
sur des hypercubes de cdté supérieur a x et centrés aux points
ou la fonction a été estimée, Pour des raisons de rapidité de
calcul, ces valeurs moyennes sont estimées sur des domaines
hypercubiaues de cbté 3“6 , constituésde 3" hypercubes élémen-
taires de cd8té o, .(cf., fiocoure 3,7.) Le nombre d'observations
tombant dans ces domaines est alors rapidement obtenu comme la
somme du nombre d'observations tombant dans chacun des hypercubes

Elémentaires./12/.

La détermination du sens de la convexité locale
de la fonction de densité est alors immédiate puiscue 1l'on diquse,,
en chaaue point ou ce sens doit &tre testé , des estimations de

la fonction et de sa valeur moyenne sur un domaine d’'observation
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AN

centré en ce point, I1 faudra tenir comnte, lors des applications
nraticues, du fait aue la validité du résultat de ce test n'est
assurée aue si la fonction étudiée est localement convexe (ou
concave) dans un voisinace hypercubiocue du point de test de cbté

3x_ .
q

Dans la suite de ce travail, nous nous applicuerons
surtout & déterminer les domaines ou une fonction est concave.
Ne tels domaines seront matérialisés par des ensembles d'hypercubes
adjacents de c8té & s centrés aux points de test, a l'intérieur
desauels le résultat du test de convexité indique une fonction
localement concave. Ces hypercubes seront anpelés "hypercubes a
convexité négative", par opposition aux '"hypercubes a convexité
nositive" pour lesauels le test indiaue cue la fonction est

localement conveXxe,

| 2

1
® 9
' .
® Y Py
¢ o
® - @ .
¢
0‘ D(Xé,o(n)
° |
° o p
]
oy o | +-1% X
°
®
® L .? \
( B
° ) DIX' ,3a))
. °®
4‘
o
? e —x
o) 1
Ay ,

Fiqure 3,7, Domaines de 1l'espace Pi utilisés pour tester 1la

convexité d'une fonction de densité en un point Xé .
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I1I1.,7. COMCLUSION

Mous avons mis au noint un aloorithme raoide
d'estimation des fonctions de densité de probabilité par 1a
méthode du noyau cubiaque de Rosenblatt-Parzen. Utilisé nour
tester le sens de 1la convexité locale des fonctions de densité
a partir des observations, cet alaorithme permettra de traiter
des nroblémes de forte dimension avec un temos de calcul

relativement réduit.

Tl faut toutefois carder & l'esnrit le fait aue
l'annlication de cette procédure ne pernet de déterminer le sens
de la convexité locale ae la fonction analysée que si celle-ci
est définie dans un certain voisinane des points de test. Avant
d'envisaner l'utilisation systématicue de ce test dans les
nroplémes de classification automatiocue, il importe donc de
connaitre les propriétés de convexité des fonctions de densité
rencontrées dans ces problémes. C'est dans cet esprit ocue nous
abordons, dans la seconde partie de ce travail, une etude détaillée

de la convexité ces fonctions de densité de provabilité normales.
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CHAPITRE IV

DETERMINATION DES PARAMETRES D'UNE DISTRIBUTION NORMALE

PAR AMNALYSE DE LA CONVEXITE DE SA FONCTION DE DENSITE

Iv.1. IMTRODUCTION

Les résultats présentés dans la premiére partie de
ce travail permettent de déterminer la convexité locale de la
fonction de densité d'une distribution en n'utilisant aucune

autre information que celle apportée par les observations.

Nous allons maintenant montrer comment exploiter
la procédure proposée au chapitre précédent pour déterminer les
paramétres de la fonction de densité d'une distribution normale
d'observations multivariables. Cette étape constitue le premier
pas vers l'optimisation du nrocessus de classification par analyse

des mélannes qaussiens,

IvV.2, LES FONCTIONS DE DENSITE DE PROBAEBILITE NORMALES

Les fonctions de densité normales multivariables

sont de la forme:

1

p(X) = n/z IZIV? exp

{-1/2 (X—Y)TZ_1(X—Y)} (4.1.)
(270)
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ou: 7
X = ["1"“""‘1"""'an
X est le vecteur-moyenne de la distribution:
X = g{x}
= [71,.....,7i,.....,in]T
avec X, =5{xﬁ , 1 =1,2,.....,n ; le symbole E{X} désignant

l'espérance mathématicue de la variable aléatoire x .,

2. est la matrice de covariance:

r ]
T4 1 %1,n
.
\\
2= ™
RETET
\\\\
™
~
| “n,1 “n,n |

avec:

3,5 " E{"‘i‘Yi)(xJ‘TJ )

-

La matrice de covariance est toujours symétricue
et semi-définie nositive /1/. Nous ne considérerons cependant que
les cas ou elle est définie positive, excluant ainsi toute
situation oU l'ensemble des observations appartiendrait & un sous

n
espace de R .

La fonction de densité normale o(X) est complé-

- . n{n+1 . s .
tement determinee par n+—L§——l parametres, a savoilr les n
P - n{n+1 ‘gz . .
elements du vecteur moyenne X et les -L§~—l €léments inde-

pendants de la matrice de covariance E: . Deux apnroches classiaues
permettent de déterminer ces paramétres a partir des observations.
L'une est basée sur les technicues d'apprentissage bayesien /2/,
1'autre est une méthode d'estimation par maximum de <vraisemblance
/3/. Cependant, comme nous l'avons noté au cours du premier
chapitre, 1'application de ces deux approches a l'analyse des
mélanges ocaussiens ne peut 8tre envisaaée aue sous des hypothéseé
restrictives ou nécéssite certaines informations a priori aui ne

sont pas toujours disponibles,

C'est pourauoi nous nroposons une nouvelle

approche au probléme de la détermination des paramétres d'une
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distribution normale dont 1'intéré&t majeur réside dans ses
possibilités d'application a 1'analyse des mélanges oaussiens,

La méthode proposée tire essentiellement parti des relations
simples existant entre les paramétres recherchés et les
caractéristiaues qgfométrigues du plus grand domaine & 1'intérieur

ducuel la fonction de densité p(X) est concave.

IV.3, CONVEXITE DES FONCTIONS DE DENSITE NORMALES

IV.3.1. DIAGONALISATION DE LA MATRICE DE COVARIANCE

Pour simplifier la présentation des calculs, mais
sans aucune perte de o0énéralité, considérons une fonction de

densité normale & vecteur moyenne nul:

X 1 1T -
p(X) = (ZIT)"/Z]Z]W ex_n{— 5 X ¥ x}
= A exp {— % x' &7 X}
avec.
A 1
(2m P[] 72

Si le vecteur-moyenne X de la distribution
considérée n'est pas nul, une simole translation de 1l'origine
de vecteur X permet de ramener le probléme a4 celui d'une

distribution a vecteur-moyenne nul,
Considérons la forme cuadraticue réelle:

Q= x' =% x

. -1 P P
Comme la matrice X est réelle et symétricue, elle peut
toujours 8tre diaaonalisée oar une transformation orthogonale /4/.
.. . -
En choisissant les vecteurs =ropres de 1la matrice > comme

nouveaux vecteurs de base, le chanagement de base:

X = MY (4.,2.)

permet d'écrire Q sous la forme:

Q =Y M Z,—.‘ MY (4.3.)
(4.4,)

It
=<
-
>
<
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N

est unematrice diaaqonale.

Dans cette nouvelle base, la fonction de densité
considérée prend la forme particuliére:
1.7
p(Y) = A exp { - 5Y AY (4.5.)

aul se préte particuliérement bien & 1'analyse de sa convexité,

IvV.3.2., CONDITION DE COMVEXITE

Comme les dérivées partielles du second ordre de
p(Y) sont continues quel aue soit Y , on peut utiliser 1le
théoréme 2,2, La recherche du plus qrand cdomaine D & 1'intérieur
duouel la fonction p(Y) est concave se raméne alors a la
détermination du plus grand domaine convexe de 1l'espace ou la

forme quadratiaoue:
T
F=Y.H[p(M]Y

est semi-définie nécrative,

Fanpelons aque H[p(Y)] est le hessien de p(Y)
(cf. chapitre II,paragraphe I1I.2.)

r h
Pqq (YD PyfY)
H [p(Y)]= pii(Y)
~
_pﬂi(Y) pnn(Y)d
avec.
S?n(v)

Compte-tenu de (4.5.) , H[p(Yﬂ s'écrit:
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N

H P(Y)] = H[A,exp§_1 T YH
A.H[exp{—l vl oA YH

La constante A étant positive, le siane de la

]

AV)

forme caquadratiaque F est le méme aue celul de la forme:
F' o= YT.H[exp{—% vl A YH.Y

oui peut &tre évaluéearice aux relations:

2 1.7 "
J exp{Fg v AY}”ﬁéXT . " AEI-}exp{—l YTAy} 0
ay§ Qyi ayi Ayi 2
et:
2 { 1.7 }
OTexojg Y Y -QQXT» Y)(EXTA Y) aYTA A Jexp{ il AY}
- ) A Ty, 9y, 2
oYy oY \ | Yi o oY
. 1 .7
Le hessien H Fxp{—§ Y AYH prend alors la forme:
T , 1 T
H[EXp{—f Y AY}]— (H_1 + hz),exp{~§ Y AY}
avec.:
F T T T ]
Y 2 oY Y
(5 AY)T s (52 AYI(SS AY)
oY 4 oY 4 Yn,
\‘\
| T~ o' 2
H, = ! — AY)“
i l (ayi )\
T T T
(XA Ay (Y Av)2
oy 9 4 Yn J
I 1
EAN o'
¥4 Yy ¥4 9Y,
! \\\\\\\\‘ oy’ oy
H,, = — A=
ayn ay1 éyn ayn
L A




En introduisant la matrice:

N ov' Qr_T - I
W'.o'oo-’ sy'i’..oo.’ayn = n

( In matrice unité d'ordre n ) » Hy peut s'écrire:

T
it

T
(InA Y)(InA Y)

it

(AY) (AYY T
De maniére analoaue:

H2 = In A In

Ainsi:

H exp{--;- YT/\Y} = [tavy i - exn {3 vTav}

La détermination de la convexité de la fonction
p(X) se raméne finalement & 1'étude du signe de la forme

auadratiaue:
Fr o= YT [(Av) (aY) T=A]v

IVv.3.3. DOMAINE DE CONCAVITE

Soient Ay By peeenn, Ay yeeenny A, ,les mineurs

principaux de la matrice:

H (AY)(AY)T— A

r

A, =
' 2 2
2o N Yo ¥4 >‘2 Yo = A
2 2
) XYy - N M g ¥y s A Ag Yq Yy
. 2 2
A N oY, Yy )2 Y2 = N
Al = { \\\
. 2 2
. M Xy, MNovE - N
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Une condition nécéssaire et suffisante pour que

la forme quadraticue F" soit cdéfinie négative est /4/:

A, <O si i dimpeir
i .
} l 21.2,...-.,71

£;,>0 si i pair

En multipliant la premiére colonne nar Yy oo la
seconde par Your «oo et la iéme par Yy s puis en divisant 1la
premiére liene par Yq o la seconde par Yo b ees et finalement
la iéme par Yi o le mineur principal Ai peut s'écrire sous

la forme:

2 N 2 2
MY =T s Y3
2 N 2 2
»Y5 -l >\iyi
X\ vZ
By = (N Dgeened )] 1Y
2
>‘1yi
2 2
Corme 1les )i,i =1,2,.0...,n , sont les valeurs

propres de la matrice définie positive E:;I, b, a le méme siane
anue le déterminant:
. .
S N S S N
L'addition de toutes les colonnes de Ai de rang
plus ¢grand que 1 a la premiére colonne, suivie de la soustrac-

tion de la premiére ligne a toutes les lignes de ranqg supérieur

a 1 permettent d'écrire Ai sous la forme:

2 2 2 2 2 2
>13’1+>25’2+"'"’f>‘i~"i'1 >23’2 >33’3 — >\i~yi

0




Finalement, il vient:

L] — i 2 2 e o 0 0 o 2
aj = (=07 (-Xyi-dyo- ~Yp)

La forme auadratiocue F" est donc semi-définie

néaative si et seulement si:

i
2 N2 .

1- j=1 j yj >O 3 1_1,2’l'l|.’n
Comme les valeurs nropres ‘\i R -

s -1 oy o) e
de la ratrice X sont positives, cet ensemble d'inégaliteés

est vérifié si et seulement si:

YT/\Y<1

La fonction de densité p(X) est donc concave
dans le domaine convexe D situé & 1l'intérieur de la surface

' d'2auation:

T

Y AY =1
I1 est aisé de montrer qu'a 1'extérieur de ce
domaine la forme ouadratique F" n'est ni semi-définie négative,

ni semi-définie positive., A l'extérieur de D , la fonction p(X)
n‘est donc ni localement concave, ni localement convexe, Le
domaine [ intérieur & F est donc le plus grand domaine
convexe A 1l'intérieur ducuel la fonction de densité p(X) est

concave., Il sera appelé '"domaine de concavité de p(X)".

IV.4, PROPRIETES GEOMETRIQUES DU DOMAINE DE COMCAVITE

La surface r d'éauation:

T
Y AY = 1
délimitant le domaine de concavité D d'une fonction de densité
normale de vecteur-moyvenne nul est un hyperellipsoide centré a
l'origine. Ses axes principaux ont les mémes directions aue les
. -1
vecteurs propres de la matrice 2° '. De plus, les longueurs

Li y i =1,2,.....,n de ses axes sont liées aux éléments diago-
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naux \& y i =1,2,.....,n de la matrice A par les relations:
(cf. figure 4.,1,)
2 .
Li=————' ,l=1’2’.....,n (406-)
o/ )i
A
LY 2
7 Y,
A
c
Vo Vi
~%5>x1
o
»
B
Fiaure 4.1, Domaine de concavité D d'une fonction de

densité

1A

It

iChl

de probabilitd normale & deux variables

(ﬂ\
;iiiiid}

Y

et
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I1 est ainsi possible de déterminer 1la matrice
de covariance 2. & partir des caractéristiocues océométricues de 1'hy-
perellipsoide I , En effet, la transformation orthogonale oqui
Giaconalise la matrice 22;1 est définie par la matrice K telle

oue

dans laocuelle les vecteurs Vi y 1 =1,2,.00..,n sont les

vecteurs propres normés ce 23;1( cf. éaquation 4.2, ) , c'est a

dire les vecteurs unitaires des axes principaux de l'hyperellipsoide [
G'aprés (4,.3,) et (4.4.) et compte-tenu de (4.6,)

nous avons:

> 2 K. L (4.7.)

Dans le cas d'une distribution de vecteur-moyenne
¥ non nul, il est évident que le centre de 1'hyperellipsoice I

indicue la valeur de ce vecteur-moyenne,

A ce stade, nous disposons donc d'un schéma pour
déterminer les paramétres d'une distribution normale lorsque le
domaine de concavité hyperellipsoidal de la fonction de densité
sous -jacente est connu, La procédure peut €tre décomposée en

nuatre pas distincts.

Pas neo Le détermination du centre du domaine de concavité

D donne le vecteur-moyenne X de la distribution.

Pas no2 La détermination des axes principaux du domaine
hyperellipsoIdal [ donne les vecteurs propres
de l'inverse de la matrice de covariance de 1la

distribution,
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Pas n°3 La détermination des lonqueurs des axes principaux
de l'hyperellipsoide I donne les valeurs propres de
1'inverse de la matrice de covariance.

Pas n°4 La connaissance de ces valeurs propres et des

vecteurs propres associés permet enfin de déter-
miner 1'inverse de la matrice de covariance ( cf
écuation 4.,7.), puis, finalement, la matrice de

covariance elle méme.

L'utilisation de ce schéma pour 1l'identification
d'une distribution 2 partir d'un échantillon d'observations
nécéssite donc, en premier lieu, la détermination du domaine de

concavité D de la fonction de densité sous jacente,

IV.5, IDEMTIFICATION DES DISTRIBUTIONS MORMALES

Iv,5.1, DETERMIMATION DU DOMAINE DE CONCAVITE

Pour déterminer, a partir d'un ensemble d'obser-
vations distribuées normalement, le domaine de concavité de la
fonction de densité sous jacente, on utilise le test de convexité

présenté au chapitre III.

Rappelons aue les résultats de ce test, ouil
permet de déterminer le sens de la convexité de la fonction de
densité aux nceuds d'un réseau hypercubique de pas X, sne sont
valables aque si les dormaines a'observation restent inférieurs

3 des réaions ou la convexité de la fonction est définie.

Dans le cas de distributions normales, on sait
nue la fonction de densité est concave & 1'intérieur du domaine
de concavité. Cette réocion sera donc matérialisée par un ensemble
d'hypercubes & convexité négative adjacents ( cf. chapitre III,

paraaraphe III.€,).

On sait,par contre,ou'a l'extérieur de ce domaine,
la fonction n'est ni concave, ni convexe. Alnsi, pour des points
de test tels aue la totalité ou une partie du domaine d'observa-

tion est située & 1'extérieur du domaine de concavité, le test
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de convexité indiaue indifferemment 1'un ou l'autre des deux sens
de convexité, sans aqu'on nuisse attribuer une signification

précise au résultat.

Appliaué & tous les points du réseau hypercubique,
le test fait donc apparaltre des hypercubes a convexité négative
dans la réecion ou la convexité de la fonction n'est pas définie.
ftais, alors ou'a l1'intérieur du domaine de concavité, les hyper-
cubes de ce type sont théoriquement ad jacents, ils se trouvent
mélés, & l'extérieur de celui-ci, 4 des hypercubes & convexité
opposée, Une simple procéddure d'aaréaation, portant sur les
hypercubes & convexité néonative, permet alors d'isoler, par
ckalnaoce, l'ensermble des hypercubes adjacents correspondant au
domaine de concavité. (cf., figure 4.2.(a)). Les netits ensembles
d'hypercubes a convexité négative adjacents pouvant apparaitre
a l'extérieur du domaine de concavité sont, de par leur taille

réduite, aisément éliminés.

L'ensemble des hypercubes & convexité néoative
ainsi isolé constitue un domaine De, appelé "domaine modal",
oul est en fait une matérialisation assez grossiére du domaine
de concavité hyperellipsoidal D de la fonction de densité.

Les imprécisions  dans 1la détermination de ce domaine résultent
d'une part de la discrétisation de l'espace (le pas du réseau
hypercubicue ne peut &tre choisi arbitrairement petit),d'autre
part de la mise en défaut des conditions d'application du test
de convexité pour les points de test situés prés de la frontiére

du donieine de concavité,

Maleré ces sources d'erreur et les imprécisions
rui en résultent, il est possible d'assimiler le domaine D° a
un domaine hyperellinsoidal D . Cette représentation mathématiaue
du domaine modal sera considérée comme une approximation du

domaine de concavité D

IV.5.2. DETERMIMATIOMN DES PARAMETRES DE LA DISTRIBUTION

el e d |

Soient M] , 1= 1,2,00004,Y , les centres des

hypercubes adjacents a convexité néaoative constituant le
domaine modal D°, Ce domaine est considéré comme un corps

solide constitué de particules de masse unité, situées aux points

i‘lj ,j =1,2,-..».,0o
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On choisit alors pour nouvelle orisine le centre
d'inertie O du solide ainsi formé. Ce point est consicéré
comme le centre oéométricue du domaine o . Ses coordonnées
fournissent en fait une approximation du vecteur—moyenﬁe
de la distribution,

Le calcul des nroduits d'inertie pour chacun
des points M, j=1,2,.....,V , permet ensuite de déterminer
le tenseur central d'inertie de ce corps /5/. La recherche des
axes principaux du domaine hyperellipsoidal 0 se raméne alors
a la recherche des vecteurs propres de ce tenseur d'inertie. Les
vecteurs propres Vi , 1 =1,2,...0.,n de 1'inverse de la
matrice ce covariance peuvent ainsi &tre approchés par les
vecteurs unitaires Vi y, 1 = 1,2,.....,n des axes principaux
d'inertie.

L2 lonoueur [i du domaine D dans la idme
direction nrincipale est alors obtenue simplement en projetant
les points HJ sy J = 1,2,000..,9 sur le idme axe principal:
(cf, fimure 4.2, (b) ).

: 57 x Uy - win B x §
. o= fiax OM, .x . — Min OM, X .
i 9 i i i j i

~

UUne approximation ki de la iéme valeur propre

de la matrice 22;1 est alors donnée par: (cf. éauation 4.6.)

>i= 4/Li

La matrice:

\\
as(
avec: n

f?: [\7 y \7,) ’ ¢ o 000 ’ vn:,

constitue une anproximation de l'inverse de la matrice de

covariance (cf. équation 4.7.)

L'assimilation du domaine modal De° a un
modéle hyperellinsofdal [ (cf. ficure 4.2, (c) ) permet donc

de determiner cdes approximations cu vecteur-moyenne et de 1la
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( ) Domaine de concavité D
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e/ Flaure 4,2, (a) PRésultat du test de convexité apnlicué & une
‘ distribution normale d'observations bidimen-

cionnelles,
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8 Centre d'inertie du domaine modal D°

4 . :
Xi B ST ‘EE"
L
i

Fiaure 4,2, (b)  DPétermination des paramétres d'une distribution
normale & partir du domaine modal De° ,
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7 N N . -
B: \ ) Modele ellipsoTdal du domaine modal D°
~
Fioure 4,2, (c) Comparaison du domaine de concavité D et du
modéle ellipsoidal D du domaine modal D°
/ivn" E ] s
_ ;5\\3}. pour l'exemple de la figure 4.2. (a).

''''''
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rmatrice de covariance de 1l» distribution considérie.

Avant d'envisacer 1'emploi de ce schéma pour
l1'analyse des mélanoes naussiens, 11 convient de tester cette
méthode aporochée sur des exemples pour znalyser la précision
des résultats obtenus. Il est en effet impossible ¢'étudier
analyticuement le comnortement de la méthode, méme dans le cas
asymptoticue ou le notihre d'observations cdisnonibles tend vers
1'infini, puiscue la convexité de la fonction de densité normale
n'est nas définie & 1'extérieur du domaine de concavité. La
retermination de ce domaine est donc toujours entachée d'erreur,
auelle anue soit 1la taille de l'echantillon, Atin d'apprécier et
¢'analyser la précision de la réthorde, les résultats obtenus sont
cormmnarés i ceux de la mdéthode AdA'astimation mar maximum de vraisem-

hlance dort les proprifétés asymntotinues sont parfaitement connues.,

Iv.b, EXFtr PLFS D'APDLTCATION

La méthode d'identificationn des distributions
norrales décrite au paranrapbe précédent a ét3 tastée sur des
Aonnéas Adnérées artificiellarent., Les résultats mrésentés n'ont
d'autre nrétention aue cd'illustrer 1e connortement de la méthode
d'apnroximation sur Aes exemnles particuliers ot de situer le
riveau ce précision de cette méthode oar reonort a celui a'une

réthode classinue d'estimation,

Le comporterient de 1a nrocidure est d'abord
analyvaé en fonction de 1a taille re 1'Echantillon pour une distri-
bution picdimensionnelle de vecteur-moyvenne nul et de matrice de

covariance:

-~

;
=3

-3
La fimure 4.3, fait apnaraltre, nour chaque taille
d'échantillon, la cdomaine cde concavitié D de la fonction de
densit? sous jrcente et le rodcle D du domaine modal Do,
Gn constate cue nplus le nombre d'observations auaomente, plus le
nodéle 1 ge rannroche, en rosition, taille et orientation des
axesz, du comeine de concavité réel D , (Les axes de ce dernier,

orientés & 45°, ont respectiverment pour lonaueur 2 et 4,)

iote: Pour cette expérience, le paramctre de discrétisation
ol a ¢été choisi de la forrme &, = o, / V@ avec & =0,3,.

T

P
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- 5. N Modéle ellipsoidal du domaine modal D°
Qﬁiﬁ) * Mi_--7 détermind 3 partir des observations
AR

.~

Fiaqure 4,3, Modéles D des domaines modaux D° d'une distribution

normale de vecteur-moyenne nul et de matrice de covariance
5 <2 g s L p

> = 1/8] ° obtenus pour différentes tailles d'échan-
-3 5 tillon,
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Les résultats obtenus sont comparés 3 ceux fournis
par apnlication ce la méthode d'estimation classiaue par maximum
de vralsemblance /6/., On sait en effet cue les estimateurs de

X et 2. obtenus par cette mithode sont donnés par /3/:

o]
\:/.0 — 1 E e
AN - - AN
a J

2=
2

La figure 4.4, permet de comparer les erreurs
t'approximation commises sur la détermination du vecteur nioyenne
¥ par la méthode proposée aux erreurs d'estimation résultant de

l'emploi de 1la meéthode cu maximum de VIraisemblance.

De meniére analoque, la ficure 4.5. indiocue les
srreurs d'approximation et les erreurs d'estirmation associées aux
geux réthodes pour les valeurs proores X1 et )? de l'inverse
de la matrice de covariance,

On constate ocue les erreurs d'approximation résul-
tant de 12 méthode nroposée diminuent lorscue la taille de
l'éechantillon auarente, comme le font les erreurs d'estimation
par maximurm de Vvraisemblance. Rappelons cependant cue cette
técroissance des erreurs c'approximation ne rarantit pas la
converrance asymntoticue des valeurs approchées vers les valeurs
exactes, Dans le cas d'échantillons de taille limitée, le compor-
tement ainsi mis en évidence permet toutefois de prévoir une
amélioration de 1'approximation lorscue le nombre d'observations
auemente, les résultats demeurant cepencdant moins nrécis ocue
ceux obtenus par la méthode d'estimation par maximum de

vraisemblance.

La riéthode oroposée a été écalerment appliquée &

l'identification de distrihutions normales d'observations de
dimension nlus élevée, de vecteurs-moyenne nuls et de matrices de
covariance unité . Les résultats, consicnés dans le tableau 4.1.,
montrent aque, comme nour toutes les mithodes faisant appel a des
technicues non paramétricues, le nombre cd'observations nécéssaires
pour obtenir des résultats satisfmisants est d'autant plus

important aue 1la dimension des données est élevée,
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1
gt *r__:,=-*—> =t 4'*_==-,_.,.
100 200 500 1000 100 200 500 1000

Fioure 4.4, Comparaison des erreurs ¢'approximation et des erreurs
d'estimation du vecteur-moyenne de la distribution de
la fioure 4.3,

0,5 +2 095 +

0,4 } 0,4 |
0,3

0’3 - .\. 1 -.i-.

1 L [l (W — o
T { | - R § |
100 200 500 1000 100 200 500 1020

~ A -
go b - All p=df2 7 A
= | A
2
Al
U AL - A
o =—)\ )\ll o= 2 2
B\\& }\1 Az
\ uut
Fiqure 4,5, Comnaraison des errcurs < 'approximation et des erreurs

d'estimation des valeurs nropres de l'inverse de 1la
matrice de covariance de 1la distribution de la fioure 4.3,



Iv,21.

n =2
a = 100 a = 200
0,18 1,22 -0,11 0,09 1,07 0,09
;(_= ;f:: ; = ;ﬁ:
0,12 -0,11 1,09 -0,07 0,09 1,05
q = 500 a = 1000
0,05 1,04 0,08 0,02 1,03 -0,05
? = ;Z: )—( = ;Z:
0,05 0,08 1,06 0,03 -0,05 1,02
n = 2
a = 100 a = 200
0,18 1,33 0,19 0,01 0,16 1,20 =0,13 0,10
X=10,23]35=] 0,10 1,25 0,00]]¥%=] 0,13 s =1-0,13 1,15 0,20
-0,02 0,01 ©,00 0,86] 0,11 0,10 0,20 1,11
a = 500 a = 1000
[0, 1,00 =000 o127 0,03 1,05 -0,06 o,onl
%= 0,00 [;35=|-0,0¢ 1,068 0,15 ||X=[-0,08 |; £=1-0,00 1,07 0,02
L 0,086 0,12 =0,15 0,90 -0,02 0,08 0,02 1,o1J
n = 4
n = 100
0,25 1,52 0,23 -0,30 0,00
- -0, 3€ X 0,23 1,43 0,12 -0,20
- - Tr 4 3 e
g 0,10 |3 == |-0,30 0,10 0,80 0,16 Ableau 4.1
-0,30 0,08 =0,20 0,16 1,32
n = 200
0,10 [1,45 0,16 0,18 -0,21
e 0,23 . G,16 1,34 0,18 -0,00
X = - : E:
0,15 7 ¢,15 0,16 1,33 0,06
0,77 -0,21 =0,00 0,06 0,00 Blisy
\ute g

e et
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n =4
o = 500
-0,10 [1,12 -0,12 0,01 0,14
N 0,12 A 0,12 1,18 0,10 -0,00
X = : =
0,00] 3= 0,01 0,10 0,95 ¢,1n
-0,13 n,14 =0,00 0,18 0,0
o = 1000
-0,00 1,10 0,00 0,10 -0,06
. -0,00 ¢ 0,08 1,11 0,01 0,13
X = =
-0,10] ° 0,10 0,01 1,00 0,00
-0, 11 -0,06 0,13 0,00 1,089

Tavleau 4,1, (suite)

V.7, COMCLUSIONM

rjous avons proposé, dans ce chapitre, une méthode
d'icdentification des cdistributions normales basée sur l'analyse
de la convexité de la fonction ce densité sous-jacente. La déter-
wination, & partir ces cobservations, du domaine & l'intérieur
ducuel cette fonction de densité est concave permet de calculer
des valeurs approchées du vecteur moyenne et de la matrice de

covariance de la distribution.

Dans le cadre restreint de 1'identification d'une
distribution unicue, cette méthode est moins performante aque 1la
méthode classicue d'estimation par maximum de vraisemblance.
Mous allons rmaintenant montrer 1'intérét de cette nouvelle
approche pour l'analyse des mélanaes adaussiens et l'ootimisation
Uy processus de classification automatigue pour leauel elle a

2té mise 2u point.
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CHAPITRE V

ANALYSE DES MELANGES GAUSSIENS

ET CLASSIFICATION

V.1, INTRODUCTION

Nous avons vu,dans le premier chapitre de ce mémoire,
aue l'optimisation en classification automatinue peut étre simple-
ment ramenée au probléme de l'analyse des mélanges gaussiens,

Nous allons maintenant adapter la méthode d'identi-
fication des distributions normales présentée au chapitre précédent
a la détermination des paramétres statistioues des mélanges
gaussiens. Le but principal de cette nouvelle approche est d'obtenir,
a partir d'un échantillon fini, un modéle probabiliste de la
distribution multidimensionnelle correspondante.

La détermination de ce modéle, méme imparfait,
permettra ensuite de résoudre le probléme de l'optimisation du

processus de classification des observations /9/.

V.2.. LES MELANGES GAUSSIENS

Considérons un échantillon dont les observations
proviennent de K classes Cp » kK =1,2,.....,K ; chacune d'elles
étant caractérisée par une fonction de densité conditionnelle

normale:



1
(2“)n/2|2341/2

p(X[C) exp{-1/2(x-7k)TZ;1 (X=X )}

ou Yk et Ejk sont respectivement le vecteur-moyenne et la

matrice de covariance de la classe Ck .

Dans ces conditions, la densité de probabilité des
observations pour des individus tirés aléatoirement et indépen-
damment de l'ensemble des classes Ck y K= 1,2,..0..,K , est un
mélange des lois de probabilité relatives & ces différentes

classes, La fonction de densité de ce mélange est de la forme:

f(x) = > p(x[C ).P(C,) (5.1.)

k=1

ou P(Ck) est la probabilité d'apparition a priori de la classe

C

k » de telle sorte aue:

K

§= P(C,) = 1

Notre but est maintenant d'utiliser les observations

distribuées selon cette loi f(X) pour déterminer:

1) Le nombre K de classes

2) La probabilité a priori P(Ck) de chaque classe
3) Le vecteur-moyenne Yk de chaque classe

4) La matrice de covariance Z& de chaque classe

Lorscue les composantes du mélange présentent un
faible deqré de chevauchement, il existe une correspondance
bijective entre les modes du mélange et les classes en présence
/4//5/. Lorsque les classes sont suffisamment séparées, on peut
méme affirmer que, au voisinage de chaque mode, la fonction de
densité conditionnelle de la classe correspondante est fortement
prépondérante sur les autres composantes. Dans ces conditions,
la forme de la fonction de densité du mélange demeure trés semblable,
au voisinage des modes, a la forme des fonctions de densité des
classes correspondantes. On peut alors s‘'attendre a ce que la
fonction de densité du mélange soit concave dans un certain nombre
de domaines trés semblables aux domaines de concavité D, des

différentes composantes., Ces domaines, notés Ek y k= 1,2, ,.....,K,



seront appelés "domaines de concavité du mélange". Le degré de
similitude des domaines D, _ et D est évidemment fonction du
degré de chevauchement des composantes, A titre d'exemple, 1la
figure 5,1, illustre la similitude des domaines de concavité d‘'un

mélange gaussien monovariable et des domaines de concavité de ses

composantes,

p(X|C2]

4. 2 1
'F(X)=7D(X[C1]+-7—p(x c,)+pixic,)

D,‘ 02 03
ot I i e —— SR
24 2, Dy
Figqure 5.1, Similitude des domaines de concavité d'un mélanae

gaussien monovariable et des domaines de concavité
de ses composantes,

Dk'k=1'2’3 : Domaines de concavité des composantes

D, k=1,2,3 : Domaines de concavité du mélange



V.3. APPROXIMATION DES FONCTIONS DE DENSITE CONDITIONNELLES

Nous ne considérerons dans la suite que des mélanges
pour lesquels, compte tenu de l'objectif final de cette étude, les
domaines de concavité de la fonction de densité peuvent &tre
assimilés a ceux des composantes. Ce n'est en effet qu'au prix de
cette approximation que le probléme de l'optimisation de 1la

procédure de classification sera résolu.

Cette approximation permet d'abord de dénombrer
aisément les classes présentes en comptant le nombre de domaines
de concavité du mélange.

La détermination du vecteur-moyenne et de 1la
matrice de covariance de chaaue classe ainsi mise en évidence peut
alors 8tre envisagée a partir de l'analyse des propriétés géométri-
ques du domaine de concavité du mélange correspondant, selon le

schéma proposé au chapitre précédent.

A 1'aide d'exemples portant sur des échantillons de
structure intéressante au point de vue des applications pratiques de
la méthode, nous montrerons, a la fin de ce chapitre, que cette
approximation conduit & une optimisation trés satisfaisante de 1la

classification des observations,

La premiére étape de l'analyse d'un mélange consiste
donc a étudier la convexité de sa fonction de densité. Par applica-
tion du test de convexité, l'espace est d'abord partagé en hyper-
cubes a convexité négative et en hypercubes a convexité positive.
La procédure d'agrégation utilisée au chapitre précédent (paragra-
"phe Iv.5.1.) permet alors de faire apparaitre les domaines modaux
Dey k=1,2,.....,K , du mélange sous la forme d'ensembles
d'hypercubes a convexité négative adjacents. Comme précédemment,
on constate aque la différence de taille entre les domaines modaux
et les petits ensembles d'hypercubes & convexité négative adjacents
apparaissant a 1'extérieur des domaines de concavité est telle,
qu'il est trés aisé d'éliminer ces derniers pour ne conserver qgue
les domaines modaux véritables ( cf. figure 5.2.). La représen-
tation de ces domaines modaux par des modéles hyperellipsoldaux
_b:k , k= 1,2,....,K
approchées du vecteur-moyenne et de la matrice de covariance de

, permet finalement de déterminer des valeurs

chaaue composante (cf, figure 5.3.). Les seuls paramétres restant a

déterminer sont donc les probabilités a priori des classes.: -
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Figure 5.2, Résultat du test de convexité appliqué a un échan-
tillon de 300 observations distribuées selon un
mélange de trois lois normales équiprobables.
(:::) Dk,k=1,2,3 : Domaines de concavité des composante .
Blichy
. Carrés a convexité néoative D f

et

Carrés a convexité néogative constituant les domaines
modaux du mélange : DR, k=1,2,3.
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Modéles ellipsoidaux des domaines modaux du
mélanae des trois lois normales de la fifure 5.2.

Dy s

~

Dy

k=1,2,3 :

k=1,2,3 :
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modaux du mélanae



V.4. DETERMINATION DES PROBABILITES A PRIORI

V.4,1, APPROXIMATION DES PROBABILITES A PRIORI

Considérons la fonction de densité normale:

1 -1

p(X) = exp{-1/2 (x=%)T 5= (x—Y)}

(ZTUU/ZIZ:P/Z

Le changement de base qui diagonalise la matrice
ZT1 (cf. chapitre IV, paragraphe 3) permet de calculer la

probabilité pour qu'une observation tombe dans le domaine de
concavité D de p(X) sous la forme: '
1 | T
P(YED) = exp{-—1/2 v A Y} dy
(2“)n/2E:P/2

N
ou D est 1'intérieur de la surface définie par:

YT AY =1

Aprés la transformation linéaire:

Z = Y
cette probabilité devient:
=1 T
P(YED) exp{—1/2 z z} dz
(ZH)n/Z,EZP/Z A

ou C est le cercle de rayon unité défini par:
27z = 1
Comme

= P

on peut énoncer le



Théoréme 5.1.

La probabilité pour gu'une observation d'un échantillon
normal appartienne au domaine de concavité de 1la
fonction de densité correspondante est une constante,
notée B indépendante de la matrice de covariance de

la distribution.

Considérons maintenant le mélange f(X) de 1'équa-
tion 5.1. La probabilité pour qu'une observation d'un échantillon

distribué selon la fonction f(X) provienne de la classe C et

k

appartienne au domaine de concavité Dk de la fonction de

densité p(X Ck) est égale a QP(CK).

La fonction de densité p(Xle) étant supposée
fortement prépondérante sur les autres composantes du mélange
a 1'intérieur du domaine Dk , la plupart des observations appar-
tenant a ce domaine proviennent de la classe Ck . La probabilité
@P(Ck) peut ainsi &tre approchée par la probabilité pour qu'une
observation appartienne, quelle que soit la classe dont elle

provient, au domaine Dk .

De plus, comme nous assimilons le domaine de conca-
vité de chaque composante au domaine de concavité du mélange
correspondant, la probabiliteé pP(Ck) peut &tre approchée par la
probabilité pour qu'une observation appartienne au domaine de

concavité D, du mélange. On peut donc écrire:

BP(C,) # P(XED,)

L'importance des erreurs introduites par cette
approximation dépend du degré de chevauchement des composantes du
mélange analysé. Nous verrons ultérieurement que cette approxima-
tion, comme toutes les précédentes, permet d'optimiser le processus

de classification de maniére trés satisfaisante.

V.4.2, DETERMINATION DES VALEURS APPROCHEES DES
PROBABILITES A PRIORI

Soit o le nombre d'observations situées a

k
l1'intérieur de l'ensemble des hypercubes & convexité néopative



ad Jacents constituant le domaine modal Qﬁ ., Le rapport qk/q
est un estimateur classique de la probabilité p(XEEQﬁ) /2/.

Le domaine De n'étant en fait aqu'une matérialisation du domaine

K
D, son peut écrire:
pP(Ck) # a/a K = 1,2,00004,K
ou encore:
P(Ck)
_qk——— # C 'k=102:"""K

C étant une constante ne dépendant cue du probléme traité,

Des valeurs approchées 5(Ck) des probabilités
a priori P(Ck) peuvent alors étre obtenues en résolvant le

systéme d'éouations:

ﬁ(c1) P(C.) B(c, )

Q4

P(C1) +P(C2) 4+ ases e + P(Ck) B R R P(CK) = 1

A ce stade, on dispose de valeurs approchées de
tous les paramétres définissant le mélange et le probléme de la
classification automatiacue des observations se trouve posé en

termes probabilistes,

V.5. OPTIMISATION DU PROCESSUS DE CLASSIFICATION

Le contexte probabiliste dans lequel nous nous
sommes placés permet d'optimiser le processus de classification
automatique en minimisant le taux d'erreur. Lorsoue le modéle
probabiliste d'un mélanae est connu, on peut en effet déterminer
la probabilité pour qu'une observation X appartienne a la
classe C, . Par application du théoréme de Bayes /8/, cette
probabilité, appelée probabilité a posteriori de la classe C »

est donnée par la relation:

p(X[Ck) P(Ck)

p(C. |x) =
k £ (X)

Le risque d'erreur l1ié au classement de l'observation

X dans la classe Ck est donc:
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R(Ck X) =1 = P(Ck X)

La méthode la plus naturelle pour définir un
classement optimal consiste a rechercher la procédure aui mini-
mise le risaue d'erreur, c'est a dire celle qui affecte une
observation X a la classe C, pour laouelle la probabilité
a poste riori P(Cklx) est maxima,

Le taux d'erreur minimum sera donc obtenu en
décidant que 1'observation X appartient a la classe C sl et

3
seulement si:

P(C [ X) > P(Ci[X) L= 1,2, 0000, K 3 1 £ K

L , . n
La partition de l'espace de représentation Ro en

régions Rk telles aue:

XERK—=———“='(>F‘(Ck

X);}P(CiIX) ’ i = 1,2...00..K ; i # k

permet alors de résoudre le probléme du classement de maniére
particuliérement simple et économicue au point de vue des calculs,
On est alors assuré au'aucun autre partitionnement ne peut
conduire a un taux d'erreur de classement inférieur, C'est
pourquoi cette procédure, connue sous le nom de classement

bayesien est également appelée "classement optimal' /2/.

Le probléme du classement optimal revient donc a
trouver un ensemble de fonctions qk(x) y K = 1,2, 00040, K,
appelées fonctions de décisions, telles que l'observation X est

attribuée a un individu de la classe Ck si et seulement si:

9 (X)) >a;(X) , i=1,2,,...,K; 1 #Kk
Compte-tenu de ce qui précéde, les fonctions de

décision qui optimisent la procédure de classement peuvent &tre

choisies de la forme /6/:

a0, (X) = p(X[C ) P(C,)

Les fonctions de densité normales étant de type
exponentiel, on préfére, pour les mélanges gaussiens, utiliser le

logarithme des fonctions qk(X) :
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Log qk(x) = Log[p(xlck) P(Ckﬂ

- n 1

= -3 Log 21T - 5 Log[zk[

- g (X=X )T (%=X
5 =X, K =X )+ Log P(Ck)
Le terme:

n
5 Log 27T

ne dépend pas de k et peut &tre €liminé, de telle sorte que

l'on utilise finalement les fonctions de décision:

: _ 1 1, o Te=1,, o
9 (X) === Log|T |- 5(X=-X,) 5, (X=X, ) + Log P(C,)

k™ (s5.2.)

k = 1'2.n.otu.K

L'optimisation du processus de classification
consiste alors, dans le contexte de cette étude, a remplacer dans
l'expression 5,2, les valeurs exactes du vecteur-moyenne, de la
matrice de covariance et de la probabilité a priori de la classe
Ck par les valeurs approchées obtenues qgrice a la procédure
d'analyse des mélanges proposée, Les fonctions de décision
deviennent alors:

A 1 1,8 Ta-1,. 2 -
g (X) = -% Loglzkl--é(x-xk) S (X=X,) + Log P(C,)

k=1.2.lbﬁﬂ..K

Nous présentons maintenant, sur acuelques exemples,
les résultats obtenus par I'application de cette procédure de
classification, L'étude détaillée qui suit a pour principal but
d'analyser le comportement de la méthode en fonction de différents
paramétres et de préciser certains aspects pratiques de sa mise
en oeuvre sur calculateur numérique. L'utilisation d'exemples
artificiels permettra également de juger la gualité de l'opti-
misation en déterminant le taux d'erreur de classement dans

différentes situations.

V.6, ANALYSE DES PERFORMANCES DE LA PROCEDURE DE CLASSIFICATION

Avant d'illustrer par des exemples la technigue
utilisée pour optimiser le processus de classification, rappelons
les six phases principales du traitement des données mises en

oeuvre par l'algorithme proposé.
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Phase 1 Normalisation et mise a 1l'échelle de l'espace de
représentation des données,

Phase 2 Test de convexité de la fonction de densité sous-
Jacente sur la base de l'ensemble des observations
disponibles

Phase 3 Détermination des domaines modaux du mélange par
agrégation des hypercubes a convexité négative
ad jacents,

Dénombrement des classes en présence.

Phase 4 Représentation des domaines modaux par des modéles

hyperellipsoidaux,
Détermination des valeurs approchées du vecteur-
moyenne, de la matrice de covariance et de la
probabilité a priori de chagque classe mise en
évidence. |
Phase 5 Calcul des fonctions de décision.

Phase 6 Affectation des observations aux différentes classes.

Les observations utilisées pour les expériences de
test sont des données artificielles générées par calculateur., Parmi
les nombreux avantages présentés par l'utilisation de données
artificielles comme moyen de test, le plus important tient au fait
cue l'expérimentateur connait la structure de ses données et en

aarde complétement le contr8le /1/.

V.6,1. ANALYSE DE DONNEES BIDIMENSIONNELLES

La qualité de l'optimisation de la classification
obtenue par la procédure proposée ci-dessus est d'abord testée sur
des exemples bidimensionnels acul permettent une visualisation

simple des résultats,

Exemple 1

Les premiéres données utilisées sont constituées par
un mélange de trois classes normales, équiprobables, dont les
paramétres sont consignés dans le tableau 5.1, Pour chacune des
classes, on génére un nombre identiacue de vecteurs aléatoires

gaussiens bidimensionnels,

Nous commencerons par montrer l'influence du

paramétre dq , c'est 3 dire du pas de discrétisation de l'espace
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n c 42 2 .
R1 ySuUr la aualite des resultats obtenus., Nous analyserons ensuite,

sur le méme exemple, l'effet du nombre q d'observations disponibles,

—— e v S - - — - — - W ——— S " W —— S Y G T S — -

L'algorithme de classification a d'abord été appliqué
pour différentes valeurs de Oy s a l'ensemble des 300 observations
représenté sur la figure 5.4, Cet ensemble est constitué de trois
lots de 100 observations distribuées selon les trois lois normales
équiprobables du tableau 5.1, Pour chaaue valeur de dq , les
performances de la procédure de classification sont mesurées par le
taux d'erreur, estimé par le rapport entre le nombre d'observations
mal classées et le nombre total d'observations constituant 1'échan-
tillon analysé, Les variations de ce taux d'erreur en fonction du
paramétre oAy (cf, figure 5,5,) font apparaitre une valeur optimale
a; de aq pour laquelle le nombre d‘'observations mal classées est

minimum,

La figure 5.6. indigue les domaines de concavité des
composantes du mélange et les modéles ellipsoidaux des domaines
modaux du mélange obtenus pour cette valeur optimale de dq .Bien
ogue ces modéles ne soient qu'une approximation des domaines de
concavité des composantes, leur utilisation pour déterminer les
paramétres du mélange conduit & un taux d'erreur trés proche de
1l'optimum théorique* (cf. tableau 5.1,) . Mais il faut également
remarauer que la qualité des résultats dépend sensiblement du choix
du paramétre «q dont l'ajustement recuiert donc une attention

particuliére.

Ajustement du pas de discrétisation

Nous avons vu, au chapitre III, que l'application
du test de convexité nécéssite un ajustement du volume des
domaines utilisés pour l'estimation des fonctions de densité de

probabilité en fonction de la taille de 1'échantillon disponible.

# L'utilisation de données générées artificiellement permet de
calculer le taux d'erreur théoriaque minimum a partir des
valeurs exactes des paramétres du'mélange. Ce taux d'erreur
optimal sert habituellement de référence pour juger les
performances des procédures de classification automatique/7/.
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Fiqure 5.4, Représentation graphicue des 300

ohservations de l'exemple 1

Taux d'erreur

3%

0%

(o]
og

théorigue minimum

%q

Taux d'erreur de classification

Fioure 5.5,

1/18

1/19

1720

1/21

1722

~i— .
(f?f\
By %
. "i;l,f). .

Variations du taux d'erreur de la classification "

en fonction du paramétre de discrétisation

o

(L'échantillon analysé est celui de la figure 5.4,)



Fiqure 5.6, Modéles ellipsoIdaux des domaines modaux du
mélange de l'exemple 1

/gui <:::> D,+k=1,2,3 : Domaines de concavité des
I\

composantes du mélange
L ~ -~

{ ' Dy ,k=1,2,3 : Modéles ellipsoidaux des domaines
modaux du mélange
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Nous avons choisi (cf. équation 3.12,) de prendre dq égal a
l'inverse d'un entier et le plus proche possible de:
-1/2n
'
dq = do a
c'est a dire tel que:
q1/2n
———— = C , 1/a_ entier (5.3.)
A a

ou C est une constante a ajuster en fonction de la nature des
données.,

Dans le stade d'exploration de la structure d'un
échantillon inconnu de taille g et de dimension n s le choix
de o (ou, a une constante multiplicative prés, de dq) peut
8tre quidé en faisant appel au concept de "stabilité du nombre de
modes" /3/.

Dans la pratiocue, on ajuste en fait le nombre de
divisions sur chacue axe de 1l'espace R:, c'est a dire le paramétre
NO = 1/0(q . On détermine d'abord la plus grande plage de variation
de Nq pour laaquelle le nombre de domaines modaux détectés dans le
mélange,a l'aide du test de convexité et de la procédure d'agréga-
tion associée,demeure constant. Le choix de ce type de paramétre
de discrétisation au milieu de cette plage correspondant a la plus
grande stabilité du nombre de modes a déja été utilisé pour

optimiser certains algorithmes de classification /3//10/.

Pour l'exemple é&tudié, le tracé du nombre de domaines
modaux détectés en fonction de Nq = 1/0(q montre 1'intérét de cette
procédure, En effet, le milieu de la plus grande plage de stabilité
du nombre de modes correspond a la valeur 1/0(q = 21 ouil est trés

proche de la valeur optimale 1/«; = 20 (cf. figure 5.7.).

I1 est important de préciser aue,pour dénombrer les
domaines modaux du mélange, il s'avére nécéssaire de rejeter les
ensembles d'hypercubes a convexité négative qui apparaissent
uniquement du fait que la convexité locale de la fonction de densité
n'est pas partout définie (cf, Chapitre IV, paragrapheIV,1,) et qui
ne correspondent a aucun mode réel, La taille réduite de ces jimQx
ensembles par rapport a celle des domaines modaux permet en généﬁh&

de les identifier sans difficulté., A chaaue pas ¢'une procédure



Nombre de modes

itérative,on rejette l'ensemble aqui contient le plus petit

nombre d'observations, Il n'y a cependant rejet aque si ce nombre
est inférieur a une certaine fraction x du nombre d'observations
contenues dans la totalité des ensembles restant a la fin de
1'itération précédente. Cette procédure revient a fixer a la
valeur x 1la limite inférieure de la probabilté a priori des
classes détectables.

Pour tous les exemples artificiels présentés dans
ce chapitre, seuls les modes correspondant & des classes présentant
une probabilité a priori supérieure a 5% ont été retenus. Bien que
1'ajustement de ce seuil ne soit pas critiaque ( on obtient, pour
tous les exemples de ce chapitre, des résultats identiques pour
des valeurs de ce seuil comprises entre 5% et 21% ), aucune régle
précise ne permet de choisir a priori une valeur de x particu-
liére lors de la résolution d'un probléme donné: il s'agit essen-

tiellement d'une auestion d'expérience et de circonstances.

Il sera toujours fait appel au concept de stabilité
du nombre de modes pour ajuster le pas de discrétisation «
durant la phase d'exploration de tout ensemble de données d: struc-
ture inconnue, Si, aprés cet ajustement, la taille de 1'échantillon
disponible venait a varier, par suite d'une collecte d'observations
supplémentaires par exemple, l'analyste pourrait modifier le pas
de discrétisation en utilisant la relation 5.3. C'est précisément
cette stratégie que nous avons adoptée pour analyser l'effet de
la taille de 1'échantillon disponible sur la qualité de la classi-

fication de données ayant la structure du mélange décrit dans le
tableau 5.1,

-
5 L ol
4 1
3 -‘r— 4
2 4
1

1742 N =1/4
0 ry § )
10 ~ 20 30 -

Figure 5.7. Nombre de modes détectés dans le mélanage de

l'efemple.1 en fonction du pas de discrétisation A g
(L'échantillon analysé est celui de la figure 5.4.)



TAUX D'ERREUR (%)

Influence de la taille de 1'échantillon
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Nous avons
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vu au chapitre précédent que 1'identi-

fication d'une distribution normale est d'autant meilleure que le

nombre d'observations disponibles est important. On retrouve un

phénoméne analoque dans 1'

analyse des mélanges et le pourcentage

d'observations mal classées tend & diminuer lorsque le nombre

d'observations augmente (cf., figure 5,8.).

Soulignons
taux d'erreur ne garantit
théorique. En effet, méme

les domaines de concavité

cependant que cette décroissance du
pas sa convergence vers l'optimum
avec des échantillons de taille illimitée,

des mélanges resteraient toujours des

approximations des domaines de concavité des composantes, Cette

approche n'est donc pas consistante en ce sens qu'il n'y a pas
convergence des résultats vers les valeurs exactes des paramétres,

Cependant, malgreé des informations a priori limitées & la seule

connaissance de la forme analytique des composantes des mélanges,

les taux d'erreur obtenus au cours des tests restent trés proches

des valeurs optimales,

SR
74
54
Taux d'erreur
31 " tnéorique minimum B B ) B i ) B )
O " i ' 'y [] q
14 5 el —
100 200 300 400 500
Figure 5.8. Variations du taux d'erreur en fonction de 1la

taille de l'échantillon disponible pour l'exemple 1



Exemple 2

Aprés le premier exemple qui a permis de préciser
les aspects pratiques de la procédure proposée et d'étudier le
comportement de la méthode en fonction des différents paramétres,
nous proposons un second exemple destiné & mettre en évidence les
possibilités d'analyse de mélanges de composantes normales non

sphériques avec des probabilités a priori différentes.

Le tableau 5.2. résume les paramétres statistiques
du second mélange étudié pour lequel on dispose de l'échantillon de

300 observations représenté fiqure 5.9.

%
b 4
X X KKK n
X ' X X % X ®X
X KK K KK KKK

XhA x ¥ ¥ X X XK X
X X Xk x¥ KK KKK X X X
15 + X E KK KKK K K K KK KK
X X K KK OKXKE ORKK X X
* K K kK ¥ ok % kK K X X X

X - * KKK X

10 + XA X X KK K K X
% X X o KA X X
XX ¥ XK KRR
X X Kokkhk KKK X
K x K K X X X X
KK KK K AKX F K KKK
¥kK X ¥ Rk XK XK X
X X X X K KK XK X X
¥ % X Kk K KK KX
X K X ¥ X X KK X
5 *k % X

5 10 15

Figure 5.9, Représentation eraphiaue des 300
observations de l'exemple 2 .,
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La figure 5,10, indique les domaines de concavité
des différentes composantes.et les modéles ellipsoTdaux des domaines
modaux du mélange obtenus aprés optimisation du pas de discré-
tisation de l'espace.

L'écart entre le taux d'erreur obtenu et la valeur
optimale reste faible ici aussi puisau'il ne correspond qu'd trois
observations mal classées sur un total de 300, Notons cependant
oue cet écart est plus orand que dans l'exemple précédent,

conséquence du chevauchement plus important des trois composantes,

]

P
4

14

5 4- u
l : X
1 i - : 1
1 T 1 Frm—
5 10 15
Figure 5.10, Modéles ellipsoidaux des domaines

modaux du mélange de l'exemple 2,

<::> D, +k=1,2,3 : Domaines de concavité des
composantes du mélange

o

> DB,,k=1,2,3 : Modéles ellipsoIdaux des
- domaines modaux du mélange



V.23,

Exemple 3

Le dernier exemple bidimensionnel présenté est
destiné a montrer les possibilités d'analyse de mélanges de
composantes ayant des matrices de covariance non diagonales
(cf. tableau 5.3,)., L'algorithme a été appliqué a 1'échantillon

constitué par les 300 observations représentées sur la fiqure 5.11,

Comme dans les exemples précédents, les modéles
ellipsoidaux des domaines modaux du mélange sont des approximations
satisfaisantes des domaines de concavité des composantes
(cf. figure 5.12,), En effet, le taux d'erreur obtenu en utilisant
les paramétres statistioues déduits de ces modéles reste trés

proche du taux d'erreur théorique optimal (cf. tableau 5.3.).

X %k kx * X ok X *
XKk K X Xk XK X

X KEK Ok % X XOKKK kKK X X
104 KOk KK KKK X Kk K X X XX X x
X kK K KK K X X X Kdk X
X kK K Kk kK X X XK kK
kKK K K XX X KX

X Kk K X X X X X

* * X

Fiaure 5.11, Représentation qraphiaque des 300
observations de l'exemple 3 .



V.24,

€ oJdwaxa,T op UoT3INGTUISTD BT @p sanbijisijels

Sddjloweded sap svgyoouddr 318 s930EX9 sSJnaTep *€°g neesrgey
%€'G 1 NOILVOI4ISSYTO v1 30 ¥N3uy3,ad XNvi %6°€ ¢ WOWINIW 3NDINOIHL ¥NINYI,d XNV
. . 2'o op'e- c'y gtz e's | . [ou .
ee'o=(*0)d eg'o=(%0)d =6z =f= ="X =X € 3SSV10
v ov‘e- g8'vy |~ S'e- g'v | 6'cL] ¥ |t
- r i L
> . 00's vu'z . |s'v sz, 6], [ov .
Le‘0=(“0)d  e£'0=(%0)d =" =“z =% =X g 3SsSV0
v ve'e ev'v | v lg'z g'p 99 | ¥ |9 |
M ¢« [ o ﬁ 1
D X tk'z 69‘0-] | e o], 8'vi] | stl |
L€°0=("0)d €£'0=("0)d ="3 ="z ="X ="X b 3SSVI10
v 69°0- s2's | ~ |o L g 846 > ot
I40Idd v $31I7I8v804d JONVINVAOD 3G S30IdLlvw SINNIAON S¥NILOIA




15} e

mmmmmem——
D - I~
1 - ~
. ’4 \\
" } ‘ ____:—’—‘
)

10
X,
5 { { - -
s 10 15
Figqure 5,12, Modéles ellipsoidaux des domaines

modaux du mélanae de 1l'exemple 3,

O D, ,k=1,2,3 :

( ) _5_k,k=1,2,3 :

V.6.2., ANALYSE DE

Domaines de concavité des
composantes du melanage

Modéles ellipsoidaux des
domaines modaux du mélange

DONNEES MULTIDIMENSIONNELLES

V.25.

Le comportement de la procédure proposée ne se pré-

te pas & une description analytiaue car il dépend de la structure
des données considérées. Au cours de la série de tests sur des

données bidimensionnelles, nous avons étudié 1l'effet de certains.

paramétres sur les performances de la méthode. Mais nous n'avons

pas encore analysé l'effet du degré de chevauchement entre les

composantes sur les résultats du processus de classification,



Afin de préciser les conséauences des approximations liées a ce
chevauchement, le taux d'erreur obtenu par la méthode proposée
est comparé au taux d'erreur optimal théoriaue dans plusieurs cas
multidimensionnels, Pour cette série de tests, la dispersion des
observations autour du centre de chaque classe est contrdlée par

la valeur des matrices de covariance (cf. tableau 5.4.,).

Les trois échantillons bidimensionnels n° 1, 2 et 3
sont représentés sur les figures 5.13.,5.4, et 5,14, L'échantillon
n° 3 est le cas limite au-dela duauel, par suite d'un chevauchement
trop important des composantes, il devient impossible d'identifier

les trois classes constituant le mélange.

Les résultats consignés dans le tableau 5.4, font
apparaltre, pour les échantillons n° 1, 4 et 7, un taux d'erreur
inférieur au taux théoricue minimum, Ce résultat paradoxal est dd
au manaue de précision de l'estimation du taux d'erreur pour des

échantillons de taille réduite (300 observations pour ce test).

Cette série de tests montre comment 1l'écart entre le
taux d'erreur obtenu et sa valeur optimale, tout en restant faible
compte-tenu du manque d‘'informations a priori sur les données,

tend & augmenter avec le deqré de chevauchement des composantes.

Les temps d'exécution de l'algorithme, également
consignés dans le tableau 5.4., sont en accord avec l'analyse des
temps de calcul de 1l'algorithme d'estimation rapide présenté au
cours du troisiéme chapitre. En effet,en dehors de 1'éxécution du
test de convexité, les orocédures mises en jeu par l'algorithme
de classification ne sont pas coliteuses sur le plan du temps de
calcul, La taille des échantillons étant identiocue pour 1'ensemble
de ces tests, il en résulte cue le temps d'exécution de la procé-

dure est une fonction quasi linéaire de la dimension des données,
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Figure %,13, Représentation qraphicue des 300

observations de l'échantillon n° 1,
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Fiqure 5,14, Représentation qgraphiaue des 300
observations de 1'échantillon n° 3,

V.7, CONCLUSION

La méthode décrite dans ce chapitre raméne le
probléme de l'optimisation du processus de classification automa-
tique a celui de 1l'analyse des mélanges. Sous l'unique hypothése
que les observations de chaque classe sont distribuées normalement,
nous avons proposé une méthode qui permet de déterminer le nombre
de classes présentes et donne, pour chacune d'elles, des valeurs
approchées du vecteur-moyenne, de la matrice de covariance et de

la probabilité a priori,

La procédure utilise les relations simples qui .
existent entre les paramétres d'une distribution normale et les

caractéristiques géométriaues du domaine a l'intérieur duaquel
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elle est concave. Le test de convexité présenté dans la premieére
partic de ce mémoire mermet, 4 partir deec observations, d'aoprocher
les doriaines de concavité des conponsantes par des modeles
hyperellipsoidaux qui sont utilisés pour déterminer les parametres

statistiagues des mélances,

L'expérience montre aue le taux d'erreur de 1la
classification basée sur les valeurs approchées des paramétres
ainsi obtenus reste proche, compte-tenu du manaue total d'infor-
mations a priori sur les mélanges, du taux optimal,

L'utilisation de l'alaorithme rapide d'estimation
présenté dans la premiére partie de ce travail permet d'obtenir
ces résultats en un temps trés court, Il est ainsi possible de
multiplier les traitements et d'ajuster finement le pas de discré-

tisation de l'espace de représentation,

Notons aque les résultats obtenus, aui sont en fait
le reflet des propriétés de convexité de la fonction de densite
sous~-jacente, ne sont pas sensibles a des transformations linéaires
des coordonnées, telles aue les changements d'échelle portant sur

les caractéres mesurés sur les individus,.

Cependant, la méthode proposée ne présente pas aue
des avantages. Il convient de souligner gue cette approche est
surtout interessante pour des échantillons de taille importante
et de dimension relativement réduite., En effet, comme pour toute
procédure faisant appel & des techniaues d'estimation non paramé-
trigues, le nombre d'observations nécéssaire pour obtenir des
résultats satisfaisants croit avec la dimension des données /11/,
Pour pallier la dégradation des performances lorsque l'on ne
dispose que d'un faible nombre d'observations, nous proposons,
dans la troisiéme partie de ce mémoire, une méthode dérivée de
1'approche générale, mais adaptée & des échantillons de taille

réduite et de dimension élevée.
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TROISIEME PARTIE

APPLICATIONS PARTICULIERES DU CONCEPT DE
CONVEXITE EN CLASSIFICATION AUTOMATIQUE




CHAPTITRE vl

OPTIMISATION DU PROCESSUS DE CLASSIFICATIOM

PAR AMALYSE DFES DEMSITFS MARGIMALES DE PROBABILITE

VI.1, INTRODUCTION

La méthode d'optimisation du processus de classi-
fication présentée dans la seconde partie de ce mémoire nécéssite
un nombre d'observations disponibles d'autant plus important aue
la dimension des données est élevée. Dans la pratioue, l'analyste
peut se trouver confronté a des nroblémes de forte dimension pour
lesouels 1a taille réduite des échantillons disponibles ne permet
d'obtenir ni une estimation correcte de la fonction de densité
sous-jacente, ni, a fortiori, une information précise sur sa
convexité.

Pour annporter une solution au probleéeme de l'optimi-
sation de la classification automaticue dans de tels cas, nous
proposons une variante de la méthode aénérale aui nécéssite des
hypothdses plus fortes, mais permet, en contre-partie, d'analyser

des échantillons de taille réduite et de dimension élevée.

J1 est en effet possible, dans certaines conditions,
de déterminer les différents paramétres d'un mélance a partir de

1'analyse des densités marainales de probabilité a la place de la
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fonction de densité elle-méme,./6/, Ces densités sont des fonctions
monovariables aui peuvent €tre estimées avec un nombre restreint
d'observations, si bien aue 1'analyse de leur convexité ne pose
pas de probléme particulier, méme lorsau'on ne dispose que d'un

petit échantillon./7/.

VI.2, POSITION DU PROBLEME

On suppose, comme au chapitre V , aque les données
ont la structure probabiliste d'un mélange gaussien, c'est a dire
oue les observations proviennent de plusieurs classes, la distri-
bution de ces observations au sein de chacune d'elles obéissant
a une loi normale. On se propose d'utiliser les observations

disponibles pour déterminer:

1) Le nombre K de classes
2) La probabilité a priori P(Ck) de chaaque classe
3) Le vecteur-moyenne Yk de chaque classe

4) La matrice de covariance X de chaaue classe

k
afin de réaliser un classement de type bayesien pour minimiser

le taux d'erreur,

Le probléme est donc le méme aque celui traité dans
le chapitre V. Afin de le résoudre lorsqu'on dispose d'un nombre
trop 1limité d'observations pour analyser la convexité de la
fonction de densité du mélange, on introduit une hypothése supplé-
mentaire, a savoir l'indépendance statistioue des caractéres des
individus de chaaue classe, Dans ces conditions, les matrices de
covariance des différentes classes sont diagonales et peuvent

s'écrire sous la forme:

_v2 -
1,k
N 2
Zy = Vi k
\\vz
i n,k
N 2 . . N
ou Vi,k est la variance du 1ieme caractere pour la classe Ck .

La fonction de densité de la distribution des

observations est donc de la forme:
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FIX) = p<x\ck) P(C,) (6.1.)
k=1
avec:
p(xlck) n/; 173 exp{—1/2(x—7k)T§:;1(X-Yk)}
(2)0) de
n | X=X 2
- 1 exp{—1/2(—3-—34ﬁ?} (6.2.)
i=1 2l vy | Vi, k

VI.3, ANALYSE DES DENSITES MARGINALES DE PROBABILITE

VI.3.1, CONVEXITE DES DENSITES MARGINALES

La technique d'analyse des mélanges gaussiens
présentée dans ce chapitre repose sur 1'étude de la convexité des

densités marginales de probabilité de la fonction de densité f(X).

Compte tenu de l'équation (6,2.) et de la définition
des densités marginales/4/, les densités marginales conditionnelles
p;(x;]C,) des fonctions de densité conditionnelles p(X]Ck) sont:

de la forme:
— 2 i=1,2,.00.,0
1 ' Xi7%i .k (6.3)
pi(xi Ck) =z —_— exp{—1/2(——;7~4— } k=1 2 K '
zn Vik i’k - ’ p oo e o)

La forme particuliérement simple des densités

marginales fi(xi) de la fonction de densité f(X):

K
folxy) = 2> p;xs[c,) P(C) (6.4.)

obtenue sous l'hypothése d'indépendance des caractéres est exploitée
pour identifier les différents paramétres du mélange f(x) .

Chaaue fonction de densité monovariable pi(xi‘Ck)

peut &tre décomposée en un seagment concave compris entre deux '

segments convexes (cf., figure 6.1.). On sait que le segment concave

est centré sur la valeur moyenne Y& K de la distribution de
]

densité pi(inCk) et que sa longueur est égale au double de

. Ce segment, noté d, , tel que:

.
Yecart type v, i,k

i,k
di k = (%35 Vi ok Fi etV )

est appelé "segment de concavité" de la fonction pi(xi Ck) .
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¢‘)1(xilck)

|

SEGMENT CONVE&E;ngGMENT;CONCAVE | SEGMENT CONVEXE

Fiqure 6.1, Propriétés de convexité des fonctions
de densité normales monovariables

On suppose temporairement que les composantes des
mélanges monovariables fi(xi),i=1,2,.....,n ,présentent un faible
degré de chevauchement de telle sorte qu'il existe une bijection
entre les modes de ces mélanages et leurs composantes. Lorsaue
les composantes sont suffisamment séparées, on peut affirmer que
la forme des densités maraginales fi(xi) demeure trés semblable,
au voisinage des modes, a la forme des composantes correspondantes,
On peut donc s'attendre a ce que les densités marginales soient
concaves sur un certain nombre de segments trés semblables en
position et en longueur aux segments de concavité de leurs compo-
santes. Ces segments, notés ‘ai'k o 1ET 2 s swangl JE=1 200000 a5k
seront appelés "segments de concavité" des densités marginales

et seront séparés par des segments convexes.

Le degré de similitude entre les seaments de
concavité des densités marginales et de leurs composantes dépend du

deqgré de chevauchement de ces derniéres, Lorsque les conditions

-~ ~

sont favorables, la demi-longueur Vi k et la position Yi K du
~ » »

point milieu de chaque segment di " peuvent €tre utilisées pour
1]
approcher les valeurs de la variance Vi k Yi K
’ ’
de chaque composante pi(xilck)‘ A titre d'exemple, la figure 6.2.

et de la moyenne

illustre la similitude des seoments de concavité d'un mélange et

de ses composantes,
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Aaﬁ{xi)

1 1 2
fi (%)= & B(%]C + 5 Alx[C) + 3 piix[Gy

p.(x.|C.)
i J 2

Fiqure 6.2, Similitude des segments de concavité
d'un mélange et de ses composantes

d; ,» k=1,2,3 : seaments de concavité des composantes
A~
di K k=1,2,3 : segments de concavité du mélange

’

Nous supposerons temporairement que toutes les
composantes des densités marginales sont identifiables par analyse
de la convexité de ces fonctions. Il faut cependant remarquer que,
méme lorsque les composantes du mélange f(X) sont nettement
séparées dans l'espace Rg , rien ne garantit que les composantes
des densités marginales le soient. (cf, figure 6.3.). Nous verrons
au paragraphe VI.5, comment traiter les cas ou des composantes des
densités marginales sont indifférentiables alors que les classes
présentent un faible deqgré de chevauchement dans 1l'espace de

représentation.
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VI.3.2., IMPLANTATION DE LA PROCEDURE

Pratiguement, les densités marginales sont estimées
par la méthode de Rosenblatt-Parzen /1/ A partir des observations
normalisées de 1l'espace R: . Le probléme du temps de calcul étant
tout a4 fait secondaire pour l'estimation des fonctions mono-
variables, on utilise un noyau qaussien:

$(u) = ——i;?- exp{-1/2 uz}
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de telle sorte que lt'estimateur fi(xi) de fi(xi) est de la

forme: q ‘ X . —x
fi) =3 2 Lf('l“ lLi)
J=1 i,a i,a

Afin d'assurer la convergence de cet estimateur, on
choisit:
h. = ho/sV
i,q iV a
ou hg est un paramétre a ajuster en fonction des données.

Les densités marginales sont estimées avec un pas de
discrétisation & de la forme: 5=1/M, M entier. (Rappelons que
dans Rq , chaque densité marginale doit &tre estimée sur un
segment de lonqueur unité)., Dans la pratiaue, 1l'ajustement de 5
n'est pas critique mais, dans le stade d'exploration d'un
ensemble de données,on a intérét a choisir M suffisamment grand
pour oue des modes de faible laraeur ne passent pas inapergus.,

Tout expérimentateur, tant soit peu familiarisé avec les problémes
d'échantillonnage des signaux, saura ajuster § sur la base d'un

simple examen visuel des densités marginales discrétisées.

Dans tous les exemples présentés dans ce chapitre
ainsi gue dans les applications pratiques de la derniére partie de
ce mémoire, l'expérience a montré aqu'au-dela de M=20 ,une discré-
tisation plus fine n'améliore pas sensiblement les résultats et
a lourdit inutilement la procédure. Cependant, tout en restant
dans l'ordre de qrandeur de ouelaues dizaines, 1l'expérimentateur
peut, par mesure de précaution, augmenter sensiblement la valeur
de M car il ne sera l1limité ni par 1l'encombrement en mémoire,

ni par la durée des calculs.

La convexité de ?i(xi) aux points d'abscisse
X? , M=1,2,.....,M+1 |, est déterminée en testant la position de
ces points par rapport aux segments de droite joignant les points
m~1 m-+1

[ ] 4 "
de ?i(xi) d'abscisse x, et X3 .(cf. figure 6.4.).

Pour l'ajustement des parameétres hg , aui est plus
délicat, on utilise & nouveau le concept de stabilité du nombre
de modes détectés, Chacun de ces paramétres est ajusté au milieu

de la plus grande plage de variation pour laquelle le nombre de



vi.s8,

segments concaves détectés sur la densité marginale correspondante
est constant. Les paramétres hg sont ainsi ajustés différemment

pour chacune des densités marginales estimées.
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Fioure 6.4, Estimation discréte des densités

marginales et test de convexité

VI.4, DETERMINATION DES PARAMETRES D'UN MELANGE MULTIVARIABLE

Pour mener a bien 1'analyse du mélange f(X) de
1'équation (6,1.), il faut maintenant relier les informations
obtenues par analyse des densités marginales aux paramétres
statistiques définissant la fonction de densité de la distribution

des observations multivariables étudiées.

VI.4.1, DETERMINATION DES PROBABILITES A PRIORI

Les premiers paramétres a déterminer sont les
probabilités a priori de chaque classe. Considérons les K domaines
hyperparallélipipédiques jk , centrés aux points Yk , dont les
cStés, paralléles aux axes, ont pour longueur 2vy |, dans la
iéme direction, i=1,2,.....,n. Le domaine ‘bk est,appelé

"domaine caractéristique' de la classe Ck'





















































































































































































































































