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A VANT PROPOS 

Le .tuvail que noud ptéaentonn d a m  ce mémo&e a éité eddectué au 
Labo/rato.&e de SqatémaZique aoud .ta chect ion de Monsiew Le P s o d u a e m  
LAURENT, à quL nous exp*oru ItoLLte noake seconn&aance dlavo& bien vo& 

nous a c c u m  dam don é q ~ p e .  Qu'il &ouve ici 4' exphuaion de no&e 

podonde gutLtude p o u  1' enbeignement qu ' i l  a au noud didpenba et L u  

conbeies éoea ina  q u ' a  nous a p w d i g u ~ ~ .  

NOUA aommes pahticuRiè/rement aensibbe au g/rand honnewr qu ' i l  noud 

a daLt en a c c e p W  de p/rébide/r no&e J u q .  

Mondieuh Le P/rodebaeuh BORNE noud a g&é et conb&é XouA au 
Long de L1éhbo/uttion de cette thèae avec beaucoup dlinA&&t et une g m d e  

bienv-ce. Ts2a condcient de ce que noud devona, now expimoru 

noae  pho{onde seconnaibaance et noa vida /reme/rciements. 

Monnieut l e  Pxodeb4 t u t  BENRLTEB de l ' Eco& NatioMaee d l  1 ngéniew 

de Tuni6 (ENlT) a bien voulu noud cons&a et encoraaga au corn  de noa 

xecherrchecl, aa wéaence d a r u  no&e J u y  now a psodondZrnent itauché. NOUA 

U w témoignonb touAe no;trLe gmaXtude. 

NOUA tenons à f~emmcim vivenient Momiewr l e  Pso{eclaewr G E M I N A  

powr L1inAérr&t q u ' a  a posé à noa &avaux en accepaknt de L u  jugm. 

Que Monsieu& Le Pxo{esaewr JACOB /reçoive ici l e  témoignage de noake 

pnodonde seconnaisbance pow Le aoiLtien q u ' a  nous a appohté en w c i p a n t  
à no&e J u y .  

NOUA sommeo gnandement hana/ré de .ta pahti&paALon d m  no&e Jwry 
de Monsiew L E L E U ,  Dhectewr du Sav ice  Technique et Dév&oppement de lu 

Societé KESTNER. C ' e s t  un agséabLe devoh p o u  noud de l ' w  /rme/r&e/r. 

Que taud  l e s  c h a C h u  du Labotratahe de Syatéma;tique akouven;t 

ici Le témoignage de no&e /reconnahaance p o u  l 'a ide  et L ' U Z  q u 1 ~  

noud o n t  Itou j o m  appofdécu . 

Madame .TAILLY, Madame FERRAR et Momieut SOYEZ d 'avoh  p4nmin la s & a U ~ o n  

matéru&e de ce mémohe. 



L e s  ahavaux pnéaentéa dam ce mémohe concmnevct l a  , m é a e n t ~ o n  

de nouveUes me(hodu de nepaéae-on en vue de L ' a d g a e  d a  p n o c u ~ u  

&a& non f inéahes.  

V i v m  crRgo&îGunen a o n t  dévcloppb pwunaXan;t ta m.&e en équa&on 

d'un paocuau sou ta darne d'une neeait.ion de trécwence vecto/U&e m e t b n t  

en oeuvne un minOnum de vcvUa6lu. 

Dam l e  p a k m  chaphhe es t  pnopoaée une génSra.Udtion au can 
non finéaihe de méRhoda d'é&riina;tion unueUmeuzt tré~uvEes aux pnocenaun 

LinéaLten. L ' U a t i o n  d a . m u  -_ minimaux de mattice p m e X  en 
--- -----___ __ _ 

paht ic f iee  Zn déQhLtion de méfhodes d +téniatique, n i p ~ ~ é ~  ent&on. 

La 3énGt&don au can vectohiet d u  fiavaux de LAURENT / 7 2 /  

,ter?aCi j~ à t a  .tepné~entcctian d e 5  d y~.tèrna a petmh dam une pnmiètre phme 

du aecond chapitte d' & & x b h  un dgo&the  ci' é f i i d o u z c i  ~ u c c ~ i i v e 5  de5  

v&blz4 mAe5 en ueuvne dans [o. ?re,rné~evctaaXon, La mhe  en Evidence d u  

5 0 ~ ~ 5  4gaXèmu et de patynÛm&5 dom& p&icuRim5 a5hooiZa p m d  une 

h ~ p f i ~ i c a t i o n  no.tirbLe de 1' étude. Le4 , t e l d a m  trécubtentes cmaCRZ~stL-  

~ u u  de l'évokLtian du pkocuaw ae d é d d e n t  en ed5et &ecXcnent, à 

p u  d'une bimple .technique d'identi<icatian d u  expnuaions d e c l  en 

O euvte . 

Une d é t ~ n a t i o n  dheo te  de Xa t r e p t ~ é ~ e W o n  obxenue peuA &e 

e.56ecZuéc à p u  d'une méthode paénerztée dans une deuxième p&e du 

aecond chapihe. Dans ce hem l ' U a t i o n  de mattLicu p a o n n é u  

en 6 1 0 ~ ~  et l ' in; f i radudon de la notion de "polynôme - -- --- cmac/tézAtique 

génelruLhél' p m e t  une ~impf i5 icat ion  impohta& de L'é-tude X i &  en in&~-  
-- - 
U a n t  une éventu&e nedondance dam l a  d e s d p t i o n .  



La aLgotiAhmu phopodéh d 'appfiquent aux 6 ydtèmu du type 

Lw1 e Poatnihov. i. 'équa;tion obtenue ( t r é g h ~ a n t  en ~ a L t  b u  vahiabla 

in tavenan t  non &né&ement) at du type m a ; f i u c i &  aanb tauAedo.Lh 

c o m a  po n h e  à une trephéh e W o n  d ' et&. P i 6  5 & e n t a  h e p t h  e W o  nb 

m a f r u ~ ~ a  en d o n t  &OU d é U u .  

La ahavaux de LAURENT / 1 2 / ,  BORNE at GEN77NA / 5 /  / 4 3 / ,  

BENREJEB / 7 3/  n o u  o n t  p m . L h  dam Le RhoAièrne chap.L&e d1é;tab& 

d u  muhodu d' &tude de n i t a b W Z  apphoptLiéa aux diddéirentu hephé- 

henta;tionn obtenua. La phemièhe méthode concmne la dome hécwaente . 
Un cniRèhe pha;tique généhaeiné ut phopoaé dam ce hem p m m n t  
d'apphéhendeh t ' é v o W o n  du hydtème éXudié. La deuxLème méthode heeative 

à une @ m e  matrLici&e de type Ftrobenil~b g é n W é  p m e A  de mena une 

étude de a.tabdXté g l o b d e ,  et pouvant condutre à lu v&&é de conjec- 

Xutre finéahte. La deuxième pczdie de ce chapitte cancane l ' é tude  de 

d;tab-é VA à VA d u  c o n ~ o m  i W u  d u  bqhitèmu é;tudiéh & La 

détetunina-Cion d'une e6tima.tlon du domaine d'&action de L'ohigine. 



REPRESENTATIUN D'ETAT ET SEQUENCE DES PROCESSUS 

DTSCRETS NON LINEAIRES 

Dans ce chapitre, nous abordons un ensemble de notions générales 

qui concernent la description et la formulation des systèmes discrets non 

linéaires. 

Ces systèmes sont souvent décrits à partir des modsles e-rirais 

sous la forme d'équations de ~6currence. Ce mode de représentation conduit . 

généralement à un s-pbolisme mathématique simple de tyoe matriciel ou 

scalaire. 

Après avoir présenté les systèmes discrets étudiés, nous précisons 

diffgrents résultats relatifs 2 leur fomulation. Nous en nroposons ensuite 

une généralisation en adoptant dans ce contexte des méthodes d'élimination 

courantes dans leur application aux systèmes linéaires. Cette transformation 

permet d'obtenir une relation récurrente qui fait intervenir seulement une 

partie du vecteur état et dont l'ordre est majoré par ce1,ui du système initial. 

La représentation obtenuë est du tyoe matriciel sans toutefois correspondre 

à une représentation d'état. Différentes formulations sont alors proposées. 

Parmi les diverses méthodes d'étude de la stabilité, nous rappelons 

ensuite celles qui sont garticulièrement adaptées aux divers tnes de repré- 

sentation ainsi obtenues. 
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1 - DEFTNTTIONS ET DESCRTPTTON DES SYSTEAiES PTSCRETS 

1-7 DEFlNlTl0NS ----------- 
Les systèmes dynani-es les >lus souvent observés sont de deux 

+ornation. tyoes princigau selon le mode de transmission de l'in,"' 

Il est oossible de distinguer : 

- Les systèaes continus dans lesquels l'information circule sous 
forme continue gar ra~gort 3. la variable teqs. 

- Les systèmes discrets pour lesquels l'information est trans*se 
à des intervalles de temps discrets gériodiques ou non. 

Lcrsque le signal discret est obtenu Gar grise de va7e=s 2 des 

instznts discrets dfu. signd initizlement continu, le processus est dit 

échantillonni / 1 / . 
Four certzics grocessüs plus conclexes, I'lnfo-aatlon oect circuler 

simultanément sous forne continile ou discrète, c'est le cas exeriole 

L'Etude ez~riszgée dans ce néneire coxerza os;er,tiellsm,en= les 

orccessüs discrets 6rhantillor,nis ou ncn, I n  r-idole te-s évûluers Cslls 

.-nsemble ordcra- : 

= {tO, t,, .. ti..ICX 

1-2 CLASSE GENERALE DES SYSTEAtES DISCRETS ..................................... 4 

Les's~stèmes discrets étudiés sont su~os6s susce~tibles d'être 

dgcrits -ar le schéma bloc de la fiqure 1 / 3 /: 

Sorties 

a 
A\ 

7 

Systeme a 

assrrvtr 

Commandes 

, I \ 

Entrees 

3 
Bloc de 

Commande 
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Dans cette description, interviennent trois tries de variables : 

1 - L'influence de l'extérieur sur le processus est caractérisée 
par m grandeurs e.(t) (i = 1 ,  ..., m). Celles-ci sont fonction du temps et 

1 

constituent les variables d'entrée. Elles peuvent être de t-ype continu ou 

discret, et sont généralement emoloyées par l'utilisateur de manière à 

piloter le processus étudié. Ces m variables sont regroupées en un vecteur 

noté ~ ( t )  ou ~(t,) = En selon leur nature, continue ou discrète. Lorsque 
nous avons E(t) = O le régime de fonctionnement est dit libre ou autonome. 

2 - L'action du processus sur son environnement est décrite par 
i r variables notées si(t) (i = 1 ,  ... ,r) ou si(tn) = s constituent le vecteur n 

de sortie noté ~ ( t )  ou Sn selon sa nature continue ou discrète. 

.i 3 - Les p variables de commande u (t) tiennent compte exclusivement n 
du tem5s et des entrées-sorties aux instants t : elles permettent l'asser- n 
vissement du processus et sont constantes ou non dam l'intervalle Et n y  tn*l t 
Ces variables forment un vecteur U (t) qui est d4tz-rinia6 oar E e5 . n n n 

L'ensemble des Paramètres formé par El et Sn n'est pas  ouj jours 
n 

suffisant pour Préciser 1'~volution d'un système : celle-ci se d:d&t en 'ait 

de la connaissance du vecteur gtat dont les composantes ne sont pas toutes 

nécessairement accessibles à la 'mesure. 

Définition 1 

L'état d'un système correspond à un ensemble suffisant de variables, 

dont la connaissance à l'instant initial permet à partir des équations 

régissant l'évolution du >rocessus de préciser le comportement du système 

pour une loi d'évolution des entrées donnée. 

Soient : 
i x les valeurs à l'instant t du vecteur état noté x(tn) = x n n n 

avec x : - 3tQ 
n 

Le nombre ninimal de comnosantes q de ce vecteur constitue l'ordre 

du .système. 



Dans le cas général des orocessus déterministes, il existe une 

relation &e dépendance entre les valeurs &u vecteur état aux instants t O 
et tn et l'évolution des entrées dans l'intervalle Eto, tn] . Cette propriét6 
s'ex-prime sous la forme : 

Dans certains cas, il s'avère oarticulièrenent intéressant de 

décrire l'évolution du processus ?i partir de certaines grandeurs carsctéristiques 

On est ainsi amené à définir la notion de vecteur séquence : dans ce cas 

les informations caractérisant le processus sont formées des valeurs successives 

d ' une même variable. 

Défini t ion 2 

Un ensemble de valeurs d'une mêrne variable d'état considérée en 

des instants successifs est appelé vecteur séquence si la connaissance de ses 

composantes suffit à caractériser l'évolution du système en réoonse 2 

ime loi d'entrée connue. 

Le nombre minina?. de composantes d'un vecteur séquence est dans 

tous les cas égal à l'ordre d'un système. 

i 
Lorsqu'il est possible de déterminer un vecteur séquence x n+q- j 

avec ( j  = 1 ... q), il existe une relation permettant de décrire l'évolution 
du processus sous la forme (1-2.) / I r /  : 

Nous allons par la suite étudier le problème de l'équivalence 

entre une représentation d'état et une forme séquentielle. Dans ce sens un 

rappel de méthodes de mises en équation discrètes pemet de préciser la 

question qui se pose à nous. 



1-3 EoUATION -L----------------.----------------------------------- RELATIVE 4 L'ETAT ET A LA FURi'dfE SE2UENTIELLE 

7-3-7 Equatian d'ZAat  

La relation déterminant le changement d'état entre deux instants 

successifs est de la forme (1-3) /5/ : 

Dans le cas particulier des processus linéaires stationnaires, 

la fonction f dépend linéairement de l'état xn . II vient la descriotion . 
d'un systène linéaire de la forne (1-4) /6/ : 

où 
x E s e sont des vecteurs respectivement d'état, d'6cazt, n' n' n' n 

de sortie et d'entrée de dimension respectives q, o, r, m. 

A,K, C, D y  B sont des matrices constantes de dimensions respectives 

qxq,q x p, r x q, r x g et m x q. 

Cette notation (1-4) geut être étendue aux systèmes non linéaires 

sous la forme : 

Les matrices A ( .  ) et K( . ) sont non constantes et .ont les &mes 
dimensions que arécédemment. 

Lorsque le système est caractérisé par une séquence définie à 

partir des valeurs successives de la variable E les Équations d'évolution n ' 
sont du type (1-6). 



si le processus est linéaire à coefficients constants, il vient l'équation' 

de récurrence scalaire d'ordre q relative 8 En et en / 7/ 

l 

fi, gj sont des constantes caractérisant l'évolution du processïs. 

Il est commode de généraliser la représentation (1-7) aux 

systèmes non linéaires. Dans ce cas les coefficients fi sont des fonctions 

non linéaires / 8 /. 

Dans le cas particulièrement intéressant où seule la variable 

d'état E n intervient de faqon non linéaire / l9 / , ils prennent la forme : 

f j = f ( ~ ~ + ~ )  

Nocs obtenons alors la relation (1-8) : 

(a j  constants) 

Si l'entrée est nulle, l'évolution du système est représenté 

Far : 

1-3-3  Equatiom m.Lxted 

i 
Dans le cas où p comyosantes E n (i = l...~) interviennent de 

façon non linéaire, une généralisation de l'équation (1-8) à entrée nulle 

est possible sous la forme : 

i - E est un vecteur de comyosantes E E E xP. n n' n 

les (1 + 1) "coefficients'' F.(.) sont alors des matrices carrées de 
J 

dimension p 9 coefficients non constants. 



Par la suite nous dirons que (1-10 ) est une équation de récurrence 

vectorielle, d'ordre 1 et de dimension 1.~. 

R5!?~9!22 : 

Dans le cas de l'équation (1-IO), l'ordre de la relation peut 

être supérieur à q, ordre du système initial, car la formulation envisagée 

impose 1 tel que 21 2 q. Dans tous les cas la représentation inclue le 

modèle étudié, mais elle peut toutefois être redondante. / 8 /. 

77-7 SYSTEMES ~ _ ~ ~ ~ ~ ~ _ ~ ~ ~ ~ _ _ ~ ~ ~ ~ _ _ _ _ _  ECHANTILLUNNES 

Nous considérons la classe des systines 2 non linéarité séparîbles 

/ l O  /représentée oar le schéaa bloc de la figure 2 :. 

.Figure 2 

e(.), € ( . ) ,  u ( . ) ,  s(.) et va(.) sont des variables vectorielles continues 

ou discrètes. 

L'entrée est représentée par un ïectew e(t) : 



la sortie du système est observée à partir de s(t) : 

T 1 
s(t) = (s (t) . .. sr(t)) 

Précisons les divers élèments qui interviennent dans le processus : 

- Z : La partie linéaire du système asservi peut être représentée dans 
le domaine temporel par une équation de la forme : 

M : matrice constante de dimension q x q 

x(t) E xq, vecteur état 

- Le retour : peut être caractérisé par une matrice B constante de 

dimension p x q définissant l'écart E(.) oar la relation : 

E(.) = e(.) - v(.) = e(.) - B x(t) (1-12) 

- 'n : représente le vecteur de ~ ( t )  échantillonné ?i l'instant t n et 

blzué entre les instants t n et tn+, . 

- - H : est un modulateur qui élabore entre les instants tn et tn+, le 
signal de commande : 

Cette commande peut revêtir ?lusieurs formes particulières. 

Dans le cas d'un échantillonneur à période constante (tn+, - tn = T V n )  

un cas remarquable correspond au modulateur lingaire pour lequel le signal 

de commande admet toujours la même forme. Les seules variations étant des 

affinités qui dépendent du niveau du signal d'entrée Enscalaire. 

Divers autres tynes de modulateur existent : en largeur, par 

tout ou rien etc... 



7 7 - 1 - 2  D e c r r ~ ~ o n  d'une é q d o n  rn&c.i&e 

al Syhtèmu finéuhc35 ---------------- 
Considérons le système linéaire continu dont l'évolution 

est décrite parl'équation différentielle (1-11) avec : 

Nous sqposons que l'échantillonnage se fait à intervalles de 

temps constants égaux à T E % 

L'expression du vecteur état x à l'instant t en fonction 
n+ 1 n+ 1 

de l'état précédent x est obtenue en intégrant l'équation différentielle 
a n 

(1-1 1 ) entre tn et tn+, . Cette intégration s 'effectue simplezent . 
- La transformation de Laplace peut être utilisée dans le cas ou 

1 'image de u( t ) sur 1 ' intervalle Et 
n' tn+ï E est facile 5 obtenir (cas d'un 

échantillonneur bloqueur d'ordre zéro, modulateur de durée dlingulsion ..). . 

-, L'introduction d'une fonction de transition / 5 /  constitue une 

deuxizme vari'ante de la m6thod.e d'intég'ration. La fonction de transition 

t ,  to) solution de l'équation différentielle (1-13) : 

est facile à dsterminer et telle que : 

Y(t - tO) $(t, t ) = e- 
O (1-1 4) 

Dans ces conditions, la méthode de variation des constante conduit à pose:- 

X(t) = 9(t, to) C(t) (1-15) 

11 vient alors la solution générale (1-16) : 

x(t) = 6(t, t x(to) + O it ,,t, 1 G u dT (1-16) 
O 

L'explicitation de x est alors immédiate en ?osant : n+ 1 

t o = n T  , t=(n+l)T 



A = em est une matrice carrée de dimension q x q 
(1-18) 

Lorsque le systsme comporte un modulateur non linéaire, 

l'équation (1-17) ne suffit ?lus d'écrire son évolution. Nous limitons 

notre formulation aux processus oour lesquels l'évolution est décrite 

en l'absence d'entrée oar l'équation (1-19) : 

x n e % O y  représente l'état du système à l'instant n 

Lorsque la fonction f vérifie à la fois les deux conditions : 

- $(xn, n) est de classe C (o'o) en n, x n /5/ de olus 

O(n, no, xo) de condition initial no, xo vérifie : 

- le point xn = O est l'unique point d'équilibre ce qui se traduit 

le système (1-19) peut s'écrire ~arf0i.s sous la forme 

x = A(xn, n) xn + K'(E~, n) ( 1-20 ) 
n+ 1 

- ~(x,, n) matrice carrée non constante de dimension q 
- K'(E,, n) le vecteur de commande dépendant de En 



Lorsqut il est gossible de définir un gain équivalent /12/ (1-21 ) 

tel que * 
Kf(cn. n) = Kt ( E ~ ,  n) en ( 1-22) 

Il vient d'après (1-20) et (1-22), et en remplaçant E par n 
son expression (1-12)' la relation (1-23) : 

At(xn, n) est une matrice carrée de dimension q dont les 
* élèments a ij ( . ) sont non constants, bornés en module,v n 

xn. 

11 - 2 EXEMPLE D E  SYSTEj.tES DE GRAdWE V71fENSIUN ....................................... 
Les systèmes de grande dimenslon /13/ que nous étudions sont 

ceux de la classe dgfinie l'éqzation de fonctionnement (1-20). 

Nous présentons deux exem~les aaxquels se ramènent souvent 

les nodèles de grande dimension : les systèmes interconnectés et les 

systèmes multivariables de tyoe Lur'e Postnikov. 

- 
11- 2- 7 Sy.stèmu intehcon~ecti2.s 

Nous nous intéressons essentiellement aux processus interconnectés 

1141 linéaires ou non admettant une description telle que les variables 

d'interconnexion entre sous systèmes puissent être regrou~ées enun vecteur 

conformément à la description suivante : 

avec 

i les vecteurs x étant de même dimension. 
n 



Il vient dans un fonctionnement isolé en l'absence d'entrée 

ite les effets des interconnexions avec les autres sous 

11-2-2 Sy~ . t èmu  r n W v a h i r z b l u  de t y p e  Lwr'e Po~.tnikov 

:onsidérons les systènies de t h e  Lur 'e Postnikov / 151 décrits Far ' 

3ns (1-28) : 

: est le vecteur état 3. l'instant n E xq. n 

1 matrice constante E JIqxq 

: niatrice constante E 
3t"xp 

3 matrice constante E SXq de rang p 

:L et T sont des matrices constantes vérifiant 2 L 7 ) .  

a relation (1-28) s'écrit sous une deuxième forme 



Lorsque dans (1-29 b) en = O et en remplaçant E par son n 
expression dans (1-29,a) il vient en régime autonome l'expression 

(A - K r*( . ) B) est une matrice non linéaire caractérisant l'évolution 
du système initial (1-28). 

111 - FORMULATIONS RECURRENTES E T  M A T R l C l E L L E S  

1 1 1 - 1  PASSAGE D E  LA REPRESENTATION A.1ATRICtELLE A LA REPRESENTATlON . ............................................................ 

Dans le cas ou la variable cn est scalaire, le système peut être 

représenté dans l'espace d'état par les relations (1-31) : 

A matrice carrée E JIqxq 

Les variables E et en /sn n sont liées par des équations de 

récurrences du ty-pe : 

f (cnY. . . . . . . . ) = h(en, en+l... e n+qy ?) 

que nous allons maintenant étudier. 



Dans ce sens, nous nous Froposons de mettre en oeuvre un 

algorithme d'élimination utilisant une propriété des polynômes minimaux 

des matrices 11 61 . Par cette méthode nous obtenons une équation récurrente 
de degré d'itération minimum. 

Nous désirons éliminer certaines com~osantes de x entre les 
n 

équations (1-31, a et b) et sinsi établir l'équation de récurrence qui 

lie sn et En. 

A l'instant (n+i)~, il vient (1-33) 

soit 

En multipliant 2 gauche chaque membre de la relation ci-dessus 
T 

par C', nous faisons aopraître la variable s soit.: n 

Pour éliminer les termes T i C A xn, ilidécendemment des ccnditions 

initiales, nous allons utiliser 13. aéfinitipn suivante : 

Le polynôme minimal de la  matrice A e s t  l e  polynôme de plus 
r 

faible d e p é  P(A) = L ai vér i f ian t  pcm ar = 1 
i =O 

Son degré r e s t  au plus 6gaZ à l 'ordre q de Za matrice A .  

Une sommation yondérée yar les coefficients a. (i = O, 1 , . . .r ) 
1 

des égalités (1-34) conduit à 1 'équation (1-36) dans laquelle apgarait 



en ordonnant par rapport à E 
n+j ' il vient : 

nous avons de plus : 

Il vient alors 1 'équation de récurrence scalaire ( 1-37) 

Le même procédé d'élimination, appliqué- aux équations 

(1-31, a et c) conduit ii l'écriture de (1-38) a~rès avoir multiplié à 

gauche par bT les membres de la relation (1-33)' soit : 

En utilisant la somnation par les a (coefficients du polynôme i 
minimal) de ces équations. Il vient : 

En ordonnant par ra~oort à E 
n+j ' cette expression devient : 

ou encore ( 1-41 ) : 



Dans le cas d'un régime autonome (en = O), l'équation (1-41) 

ne fait intervenir que le seul paramètre cn et s'écrit alors : 

Nous avons déduit de la relation (1-31 ) deux équations de 

récurrence : l'une lie les variables e et sn, l'autre en et En. 
n 

L'ordre de récurrence de ces deux équations est égal au degré 

du polynôme minimal de la matrice A correspondant à la partie linéaire du 

système . 
Ce polynôme existe toujours et son degré est inférieur ou égal 

à celui du polynôme caractéristique de A. 

Dans le cas particulier ou le golynome minimal de A est aussi 

son polynôme caractéristique, on retrouve les r5sultat.s antérieurs /12//17/ 

démontrés pour les systèmes monovariables .. Les Pj ( ) peuvent être 

obtenus directement à partir du calcul du polynôme "caractéristique" de 
i T 

la structure non constante (A - k ( . )  b ) .  On a alors : 

L'algorithme que nous avons proposé constitue une extension des 

résultats antérieurs. Il met en évidence une réduction de dimentionnalit6 

par l'introduction de La notion de polynôme minimal. 

Nous allons maintenant montrer que cette méthode permet également 

de traiter les systèmes multivariables. 

111- 7 -2 S y b t è m u  mulLivaiuabLu / l  d /  

Considérons un système de type Lur'e Postnikov multivariable 

dgcrit par l'équation (1-44) : 



Cette foraula t ion géré ra l i çe  l e s  r e l a t i ons  (1-31) où 

A matrice carrée  . ~ 9 x 9  Y X ~ E  xq 

L'algorithme déc r i t  en (111-1-1) e s t  encoro a ~ ~ l i c a b l e ,  avec l e s  

mêmes notations.  

On Peut donc remplacer l e s  élsments s ca l a i r e s  par des élènents 

vec to r i e l s .  Les ai ( i = O y  1 . . . r )  représentent  encore l e s  coef f ic ien t s  du 

polynôme ninimal de l a  matrice constante A .  Il v ien t  a i n s i  : 

r 
avec p j*  ( E  ) =a. I + E Ai- l - j  c 

n+ j J j K- ( E ~ + ~  

Quand l e  vecteur en e s t  identiquement nul  nous obtenons une 

équation récurrente  vec to r i e l l e  Zn E : 
G 

l e s  P."( . ) sont des matrices carrées de dinerision p q  pouvait s ' é c r i r e  sous 

l a  forme : 

pour j = 3 . .  . r -1 

L a  néthode yrooosir  qernet d ' é c r i r e  .me équation de récurrence 

vec to r i e l l e  (1-3-3) d'oràire r sur un vecteur de dimension S .  Cette  d e r n i s r -  

;eut ê t r e  é g ~ l e  à q on su?érieüre, dans ce cas l ' o r à r p  globe1 de l a  r e ~ r g -  

sen ta t ion  s ' e n  trouve & ~ 1 ~ e ~ t é .  Cette équation régLf l e  comgcrtenenT 5es 



grandeurs q . l i  définissent l'erreur, en fait les variables traitées non 

linéairement. 

771-1-3 Exemple d'appficaition 

Nous allons sur un exemole mettre en oeuvre les résultats proposés. 

Considérons un système discret multivariable à deux entrées et deux sorties 

décrit Far les équations (1-44) avec les valeurs numériques suivantes : 

La matrice A vérifie : 

le poPjnÔme mininal P( A )  est donc : 

P(A) = A2 - 6A + 8 

avec a = 8  a, =-6 a 2 = 1  
O 

Il vient oar conséquent les équations de rgcurrences r : 
7 

La méthode de mise en équation siu. le polynôme caractéristique 

de A 11 71 aurait donné des équations de troisième ordre sous la forne : 

Nous allons nontrer par la suite, qu'il est possible inversexent, 

de casser d'une reorésentation récürrente à une forne natricielle. 



177-2 PASSAGE DE L'EOUATZON DE RECURRENCE SCALAIRE A UNE EOUATlON 
--------------h------------------------------------h----- 

MATRICIELLE. ----------- 

 ons sidérons le système décrit en régime libre par l'équation 

de récurrence ( 1-53) 

en prenant un vecteur défini par (1-54) 

il vient la représentation matriciglle de la forme : 

avec 

R - M( . ) est une matrice comFagnon / l 9 /  dont les coefficients f. ( . ) 
1 

(i = 1 . . . q) dépendent des x 
n+q-i aux différents instants d'échan- 

tillonnage. 

O [fi , 71 c~ Yi = 1 ~ 2 ~ . . . ~  q - 



Une dexième représentation de type Frobenius peut être déduite 

de l'équation scalaire initiale par introduction des variables annexes - 

Zi /a/ /20/ 121 / pour i = 1 . . . q définies Far les équations (1-57) 
n 

avec 

Nous noterons Z* n le vecteur obtenu : 

il s'ensuit la relation (1-59) 

Dans cette formulation les coefficients non constants 

f̂ (i = 1 .... q) dé-endant de la seule variable x nrise à l'instant n. 
1 n -- 

La représentation (1-59) est plus facile à utiliser que la 

représentation (1-55). Elle donne lieu lors d'une étude de stabilité 
à des conditions généralement moins contraignantes sur le système 

initial (1-53). 



Comme dans le cas ~récGdent, il est ~ossible de déduire plusieurs 

formes matricielles de l'équation de rhrrence vectorielle (1-60) : 

i X est ici un vecteur de comoosantesx (i = 1 ... n n 
i* P ( . ) une matrice carrée E xpXP de composantes p ii 

jk 

dowe m d o i e t t e  a) 1 ,--- ,,,----,-,------ 

Soit un vecteur définit par (1-61) 

nous obtenons l'équation suivante : 

les com~osantes de H(.) se   épar tissent dans un nombre limité de blocs 

matriciels. H(.) sera dite sous forme cornDagnon par blocs (ou goaisse) et 

reorésentie gar (1-63) : 

09 1 E xoXP , matrice unitk. 
P 

Une deuxième renrésentation peut être déduite de l'équation 

(1-60) en prenant un nouveau vecteur (1-64) 

avec 
ylT= (x 

1 
n . . . .  X n n+q- 1 

a . . . . . . . . .  



l'équation obtenue est de la forme (1-66) : 

où Hl(.) est une matrice carrée de forme cornTagnon généralisée : 

avec 

Les matrices 6iagonales H ( . )  sont donc des formes cornTagnon. 
j j 

Les matrices no6 diagonales s 'écrivent : 

Comme dans le cas d'une équation de récurrence scalaire, l'intro- 

duction de variables vectorielle annexes dans 1 ' équation (1-60 ) permet 
d'aboutir à une reprgsentation de type Frobenius.Des hypothèses supplémen- 

taires sont ceoendant nécessaires : le changement de variables ainsi défini 

doit être biunivoque. Il vient : 



J 

Une permutation adéqcate des composantes scalaires de Z permet n 
ici encore d'aboutir à la forme (1-70) 

avec : i i+ 1 i * 
i 

= Zn - P (Xn) Xn pour i = 1 ... q 
i * on suppose que les matrices P ( . )  sont régulières your toute valeur fixée 

de 1 l état- et du temps. - 

avec 

C(Xn) = 

Les matrices C' ( . )  sont sous forme Frobenius, dépendant d'un seul 
j j 

paramètre. 

R 
O - ~9 (x ) 

n 

1 O 
P - pq-"(x ) 

n 

O - P  n 
O 

1 * 
1 -P (IC) 
P n 

Les blocs matriciel hors diagonaux, s'écrivent : 



La matrice CI(.) est ap~elée forme de Frobenius généralisée. 

Cette formulation ne fait intervenir dans les coefficients le seul. vecteur 

X pris à l'instant n. n 

Le représentation d'un système à l'aide d'une équation de 

récurrence vectorielle conduira naturellement à une description matricielle 

faisant intervenir des formes compagnon par blocs, généralisées ou des 

formes Frobenius généralisées. 

L'utilisation de ces différentes formes sera justifiée par les 

applications . 

T V  - STABZLITE DES SYSTEMES D7SC'7E7 S 

Dans cette partie, nous nous proposons de rappeler quelques 

- concepts usuels relatifs à la stabilité des syçtè~es discrets 'non linéaires, 

ainsi que les méthodes d'investigation que nous aurons à utiliser par la 

suite. 

Les systèmes étudiés appartiennent à la classe des processus 

non linéaires décrits par 1 ' équation d'état vectorielle (1-72) : 

x : vecteur état d'ordre q défini à l'instant n n 

A(xn, n) matrice carrée d'ordre q, dlélèments a ( . )  non constants. 
ij 

Nous supposons que l'équation (1-72) remF1i.t toutes les I 
conditions concernant l'existence et l'unicité d'une solution x(n, xn, no). l 
Nous supposons de plus que la position d'équilibre xn = O est un point 

isolé. 



TV- 1 DEFTNITTONS RELATIVES A LA STABTLTTE /5/ / 2 2 /  / 2 3 /  .................................................. 

On appelera trajectoire la solution x(n, no, xo) représentée 

dans un repère d'état. 

Nous noterons 1 1 x 1 1 une norme de vecteur x . L ' évolution de 
n n 

cette norme caractérisera les propriétés de stabilité du système. 

ci) S;tab. ikXé ------------ a ~ y m p X o t i q t ~ ~  - ---- 

Définit ion 4 

L'équilibre de l'équation (1-72) est dit stable au sens de 
Lyayunov /24/ si : 

' d € > ~ e t  Vno 3 6 ( ~ ,  no) > O tel que : 

(1-73). 
'dxo , IIxoll < 6 il vient no, xo)l/ < E V n  > n 

O 

6 est en général fonction de E et n . Lorsqu'il est fonction de E seul, 
O 

on a la stabilité uniforme. 

L'équilibre du système sera dit attractif- s'il existe un nombre 

ri tel que : 

Définit ion 6 

L'équilibre du système sera asymptotiquement stable s'il est 

à la fois stable et attractif. 

Dans le cas où ni 6, ni q ne dépendent de n l'équilibre du 
0 ' 

système est asymgtotiquement et uniformément stable. 



Dans le cas des systèmes non linéaires complexes, il est inté- 

ressant de connaître l'ensemble des conditions initiales qui assurent la 

stabilité asymptotique. Cet ensemble est acpelé domaine d'attraction 
n 

de l'équilibre. Lorsque ce domaine est tout l'espace , la stabilité 
est dite asymptotique globale. 

Dans le cas d'un système asymptotiquement stable, on est parfois 

conduit à préciser la manière dont x(n, no, xo) tend vers la oosition 

d'équilibre, ou du moins à définir le mouvement idéal enveloppant le mouve- 

ment réel. Cette idée conduit notamment à la notion de stabilité eqonen- 

tielle : 

La oosition d'équilibre d'un système su>~osé ramené à l'origine 

dans 1 ' espace R ~ ,  est exyonentiellement stable s ' il existe deux nombres 
réels a 2 1 et 13 > O tels que l'on-ait : 

T V -  7 - 2  M é t h o d u  u ~ u & e n  d'etude d e  ~; tabd%é 

Nous considérons le système dont le régime libre est décrit par 

l'équation (1-72). Nous allons  rése enter en vue d'une utilisation ultérieure 
deux mgthodes dites de comparaison basées sur les travaux de Lyapunov 1251 

et les techniques de contraction / 26 /  / 1 2 / .  

Méthode de Lyapunov 

La mise en oeuvre de cette méthode consiste à trouver une fonction 

V(xn, n) vérifiant les propriétés suivantes : 

- il existe une fonction a de classe K / 2 7 /  telle que : 

V(xny n) 2 a ( 1  lxn\ 1 )  Vxn 6 gq (1-76) 



- La fonction 

est définie nésative, c'est à dire qu'il existe, Ç de classe 

K telle qu'on ait : 

AV(xn. n) < -~(llx~ll) \Jn. 9 voisinage de l'origine 
( 1-78 

L'existence d'une telle'fonction v(.) permet de conclure à la 

stabilité asymptotique du système. La stabilité est globale si 9 = xq. 
Si de plus, nous montrons l'existence d'un réel f3 E 

tel que l'on a : 

la solution de l'équation (1-72) converge exponentiellement vers l'origine. 

L'analyse de la stabilité du syst&.ue (1-72) est donc ramenée 

par cette méthode à l'étude d'un système de comparaison d'ordre 1 repré- 

Une norme scalaire p ( x  ) du vecteur x de (1-72) par exemple n n 
?eut constituer une fonction candidate à Lya>unov. 

La généralisation de la méthode est cessible : l'utilisation des 
fonctions de Lyapunov vectori.elles /28/ /29/ /30/, introduit des systèmes 

de comparaison d'ordre supérieur à 1 .  

Nous ne rag~elons ici que quelques résultats obtenus dans le cas 

où ces fonctions de Lyapunov vectorielles sont en fait des normes vectorielles. 

I V - 1 - 3  Pé+jin&ion de la nome vecto/Li&e d'un veotewr 151 : 

Soient x et y deux vecteurs définis sur un espace vectoriel n n 
E de dimension q, et soit une décomposition de l'espace E ou somme directe, 

Yelle que : 

E = E l  U E* U E3 ..... 
Ek (1-80 ) 

Notons : 

P. la matrice a coefficients constants qui définit la projection 
1 

de E dss Ei. Il vient : 



i i x = P. x x est donc la projection de xn dans Ei n 1 n' n 

i 
P(x ) est un vecteur de 3 de composantes ~ ~ ( x ~ )  n 

i i 
avec pi(x ) une norme scalaire de vecteur x . n n 

Définition 7 

P(x ) est epoelé norme vectorielle de xn, si les relations n 
suivantes sont vérifiées composantes à composantes. 

Il est possible de mener l'étude de la stabilité 2 partir de 

vecteur P(xn) :.la méthode utilisée conduit à une forme ~ r é ~ é e  du 

- systène initial. 

L'utilisation des normes vectorielles permet de définir une forme 

agrégée apyelée matrice majorante /31/ du orocessus étudié (1-72).  évolution 

du grocessus associé à cette matrice majore celle du système initial. La 

stabilité de ce dernier peut donc être étudiée à partir d'un système majorant. 

Soit : l 
M(A(xn. n) ) la norme de matrice A(xn, n) relative à la norme 

P(xn) ( P - x:). 
M(xn. n) est une majorante de A(xn, n) relative à la nome P(x,) 

lorsqu'est vérifiée composante S com~osante l'inégalité suivante : 



Il vient'alors : 

Le système décrit Tar (1-85) est alors cp~elé système majorant 

du système représenté par (1-72). 

11 vient le long des trajectoires du processus la relation : 

% 
.L 

la natrice !?(à, nj dont les sl%nects ma . sont abzsnus de la la~on 
ij 

suivante : 

où . 6ij 5 O ( A =  13. .i matricé à Blèments non ndsatifs) vi,j = i ... k 
1: 

y) Cas partimlier des nomes scalaires 

Lorsque P(xn) norme vectorielle de xn est d'ordre k = 1 ,  ceci 

conduit à des résultats >articulièrernents s-holes : les normes scalaires 

de natrices. Il vient -Our les deux yrinciyaux : 

La nome de matrice correspondante est donnée Tar la rzlaticn : 



l e s  a . . ( . )  sont  l e s  élèments de l a  matrice non constante A(x n ) .  
1J n 

il vient  

Norme des sommes des modules 

= 
M A ( X ~ ,  n )  = Max Z lai j(  - 1 1  

j i = 1  

IV-1-5 Théotème 1 /35/ 

Lorsque à l a  f o i s  : 

- M(xn, n )  a ses  élèments non constants i s o l é s  dans une rangée 

( l i gne  ou colonne ) . 
-. t 1, - Y(x,, n))  1 'omosée - - d'une X-matrice / 3 2 / p o ~ r t o u t  r n E dP 

- La matrice Y(A(x n))  v é r i f i e  com~osante è cornoosante l'iné- n ' 

- Les conditions i n i t i a l e s  du système (1-85) s a t i s f o n t  l a  r e l a t i o n  

(1-91 > 

il vien t  

Le système représenté  Far (1-85) cons t i tue  un majorant asympto- 

tiquement s t a b l e  pour l e  modèle (1-72) en t ra înan t  l a  même 

propr ié té  pour ce  dernier .  



TV-2 CRITERES ---------------%---------------------------- PRATTOUES POUR L'ETUDE PE STABTLTTE 

TV-2-7 A4éithode de comhaction dam C'étude de canvmgence 
d'une Zoutlon de )~Ccwr~~ence 

considérons l'équation de récurrence vectorielle (1-93) 

i" avec P ( . )  des matrices carrées a coefficients non constantsé 31 PXP 

i X vecteur de composante xn (i = 1 ... p) n 

soit P(.) une norme multiplicative d'ordre k relative au vecteur Xn, il 

vientllinégalité (1-94) : 

kxk M(P~*( . ) )  sont des,matrices carrées E & . 
Les solutions de l'équation (1-93) convergent as-p~totiquenent 

vers zéro, lorsqü'il est possible de vérifier: 

- C est une matrice constante ( C E de rayon snectral 

inférieur à l'unité / 5 / .  

Démonstration 

il existe un changement de base diagonal à coefficients positifs /5/ : 

D = diag {di) 

tel que la matrice 

D-' C D 

soit égale au produit d'une matrice stochastique S Far O ( c )  < i , et 
cette ~ropriété imolique à  rior ri que chacune des matrices : 



s o i t  in fé r ieure  à une matrice stochastique.  

I l  v ien t  : 

notons 

il vien t  : 

s o i t  par majoration 

dn notant : 

rj = { ~ j }  et *i;  = {u?  ) .  , l a  dé f in i t i on  : .. 1 

il en r é su l t e  : 

s o i t  en majorant c e t t e  r e l a t i o n  (1-100) par  l a  norme de M a x  : 

d'où l e  r é s u l t a t  énoncé pour o ( ~ )  

Dans l e  cas ou P( . ) e s t  une norme s c a l a i r e  d'ordre 1 

nous obtenons l ' équa t ion  de récurrence s c a l a i r e  

e t  l a  condition de s t a b i l i t é  qui  en découle e s t  de l a  forme : 



Lors de la synthèse et de la mise au point d'un asservissement 

présentant plusieurs non linéarités, il suffit parfois pour appréhender 

116volution du processus de façon satisfaisante, d'évaluer l'amplitude 

des oscillations qui, se produisent autour d'un point d'équilibre instable. 

Dans ce sens il est possible de définir une majorante de l'écart d'un 

système par rapport à sa position d'équilibre /33/. 

Soit un système décrit par l'équation (1-104) 
avec E E n+i 9 

E + 1 4. ( E ~ + ~ - ~  
n+q i=l 1 

(1-104) 

il s'ensuit l'inégalité : 

Notons : 

g ( . )  la fonction définie par la relation (1-106) 

elle admet une majorante G(H) de la forme : 

9 
G(H) = L ~axl@~(a) 1 

avec : i=l O < c l a + H  

IEnl = Y, 
Critère : 

La suite de terme ~énéral am défini par la relation : 

l'amplitude limite des oscillations des solutions de (1-1 04) est majorée 
par la limite l de la suite (1-108)~ soit : 

lim Icnl C lin am = L 
n- m-ta, 



111-2-3 Cab de v&&é de .ta conj'ec&&e LinZahe 

Considérons le système non linéaire représenté par l'équation 

vectorielle ( 1-72 ) . 
i i 

Soit P(.) la nonne de x, de ième composante P (xn) = lx$ * en notant a ( . )  les Glèments de la matrice majorante canonique associée i j 
à M(A(x~,~) ) , il vient .: 

Si les termes non constants de la matrice a(n(xn,n) ) sont 

groupés dans une seule ligne ou une seule colonne, la vérification 

V x  n E gqqG , des conditions de. stabilité asymptotique des systèmes n ' 
linéaires sur la matrice Y(~(x~,n)) assure la stabilité asymptotique globale 

du système non linéaire (1-72). Ces conditions $euvent se résumer dors à 

la vérification des contraintes s~ivantes : tous les mineurs princioaux 

de la matrice (1 - ( A  n ) doivent être s-$rieurs ou à un 
Q n 

scalaire e strictement positif 1351 /16/  soit : . 

jusqutà det (1 - !4(A(xn,n)) 2 E > O 
9 

6 1 ci_-~&cLLeien-o:~~~a$@o n--L-*-Lg 
Considérons une matrice possédant plusieurs lignes ou colonnes 

non constantes. Dans ce cas la matrice caractéristique du système initial 

se présente apres des permutations adéquates sur les composantes du vecteur 

état sous la forme A ou AT avec le partitionnement en blocs suivants : 

les m premières lignes sont ici non constantes. ~ 



Ces m lignes corres-ondent à la oremière composante vectorielle 

xln du vecteur état 

Soit P( . ) une norme vectorielle de Xn resoectant ce partitionnement 
T 1 
P (Xn) = (Pl(X n) , P~(x:) pk(<)) (1-1 14) 

la matrice majorante associée M'(A'(x~, n) )est carrée d'ordre k se mettant 

sous la forme : 

Les élèments a? sont alors des scalaires. 
l j  

La matrice obtenue rie 'ossède qu'une seule ligne non constante. 

La vérification des contraintes précédentes (1- 103) assure la stabilité 

asymytotique du système. 

V - liT7LTSATTON D E S  SYSTEMES REDONIiAEITS DANS L'ETUDE DE LA STABTLTTE 

La redondance oour un modèle de type séquentiel peut être obtenue en 

incrémentant l'indice d'observation de la variable. Pour un vecteur état, 

elle se fait en augmentant le nombre de ses com~osantes. 

Les nombreux critères utilisés en vue de l'étude de stabilité 

globale conduisent à des conditions très génèrales, souvent très difficiles 

à eqloiter. En effet, ils ne tiennent pas compte des formes particulières 

des équations de récurrences mises en oeuvre : on cherche habituellement à 

ninimiser la dimension d'une regrésentation, cependant une écriture redondante 

s'avère dans certains cas plus adaotée à l'a~plication des critères. 



V-  1 EcUAT74NS -a-------i-------------------------------------- DE RECURRENCES VECTORTELLES REDONVAMES 

Soit l'équation récurrente vectorielle non linéaire d'ordre q : 

i 
X est un vecteur de comyosante x = 1 . . . ; n n 

.* 
P' ( . ) ( i = 1 . . . q ) sont des matrices carrées de dimensions p- , dont les 

i* 
composantes non constantes s 'écrivent p ( . ) . 

jk 

La redondance s'obtient par exemole en faisant une combinaison 
linéaire de l'équation (1-116) exprimée aux instants n et n+l. Il vient : 

avec 

A une natrice à coefficients constants , elle sera choisie 
de façon 3 ce que les solutions de (1-1 16) soient solutions de (1-1 17). 

Les solutions de (1-1 16) constituent alors un cas 'articulier 
de celles de (1-1 17) . La stabilité de (1- 1 17) entraînera donc celle de 
(1-1 16). 

La relation (1-1 17) peut s'exprimer sous forme semblable à 

(1-1 16).  Il vient alors une expression de la forme (1-1 18) 

L'utilisation d'une telle reorésentation en vue de l'étude de la 

stabilité conduit souvent à des contraintes moins sévères sur les paramètres 

du système. A titre d'illustration nous traitons un exemole. 

Soit le système non linéaire représenté par une équation de 

récurrence scalaire de la forme : 

i R 
X n+ 1 = ( O,8 - 0,4 f ) x ~ + ~  - ( O + 0,5 f (xn) ) xn (1-119) 
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En appliquant *la condition de stabilité /12/ : 

soit alors : 

il vient la condition suffisante de stabilité suivante : 

Une combinaison de l'équation (1-106) écrite à n+3 et n+2, donne 

une nouvelle équation récurrente : 

Le même c r i t 2 r z  de stabilité as-liquéeàcette dernière équation 

et en choississant a = 0,2 conduit à une nouvelle condition suffisante 

de stabilité : 

V - 2  EOUATTONS --%------------------------------- MAT171ClELLES REVONVANTES 

Soit 1 'équation vectorielle (1-123) 

x E Aq, est le vecteur état n 

A(X,. n) matrices à coefficients non constant, E &Xq 

Principe de redondance 

Pour augmenter 1 'ordre du système à s ( s > q) , nous orocédons 
comme suit : 



On se donne-une matrice de changement de base P de rang maximum 

q tel que : 

lorsque nous posons 

Y, = P Xn 

Il vient : 

+ 
Xn+î =PA(.) P (Px*) 

+ 
où P est la pseqdo-matrice au sens de Moore-Penrose telle que l'on a : 

dans notre cas : 1 

1 

On obtient ainsi le système dilaté (1-127) 

Les com~osantes de la matrice B(.) sont alors des combinaisons 
i 

linéaires des composantes xn définies à partir des coefficients de la 

matrice P. Les solutions du système initial (1-23) ne constituent alors 

qu'un cas particulier de celles du systèmes dilaté (1-127). 

Il existe d'autres modes ~errnettant d'introduire une descriotion 

redondante sur le système initial qui sont en fait que des cas particuliers 

du principe décrit auparavant. 

Par exemple, il suffit parfois d'écrire plusieurs fois une ligne 

d'un système oour obtenir un ordre sugérieur à l'ordre initial. Ainsi, 

le système décrit en (1-128) peut être représenté par (1-129) : 



l ' o r d r e  apparent du système (1-129) e s t  de t r o i s .  Les solut ions  de ce 

dernier  englo&ent c e l l e s  de (1-1 28) . La s t a b i l i t é  du systsme redondant 

(1-29) entra îne  c e l l e  du système i n i t i a l  (1-1 28). 

Dans l e  deuxisme c h a ~ i t r e ,  nous u t i l i s e rons  l e  p r i n c i ~ e  de 

redondance pour l e  partitionnement des lnatrices en blocs .  Nous ret iendrons 

un-cas  pour leque1,la matrice oar t i t ionnée  e s t  d i l a t é e  de façon t e l l e  que ses 

(m-1)  ~ r e m i è r e s  colonnes sont des blocs diagonaux ?résentant  l a  oroor ié t6  

de commutativité. 



Après avoir défini la classe des orocessus étudiés, nous avons 

examiné les différentes expressions oossibles d'une même équation faisant 

intervenir deux notions vectorielles : l'état et La séquence. 

Lorsque le système est non linéaire, le choix de la représentation 

s'avère primordial Four l'application des critères de stabilité et la recher- 

ches de conditions les moins restrictives aossibles. 

En particulier l'augmentation de l'ordre d'une équation peut 

parfois permettre de déterminer des domaines de stabilité plus larges. 

Un -renier algorithme conduit à une qénéralisation au cas des 

processus multivariables de la représentation récurrente utilisée ~ o u r  

les aodèles monovariables. On obtient alors une équation de récurrence 

relative au vecteur de sortie ou au vecteur de commande. Cette méthode permet 

d'obtenir une rezrésentation mixte (état/séquence) à partir d r u e  écriture 

dans l'espace d'état. L'ordre global de 1s représentation yeut s'en trouver 

augmenté. Par la suite, nous envisageons une deuxièae méthode permettant 

d'obtenir le même type de formulation, mais avec un degré de redondance 

moindre. 



METHOVES D ' EL lb!lNAT 1 UN PAR RAPPORT A UN VECTEUR COMPOSANT 

DANS LES SYSTEbtES DISCRETS NON L 1NEAZRES 

7NTROVUCTlUN 

Nous abordons dans ce chapitre, la mise en oeuvre d'un algorithme 

d'élimination. Ce dernier permet d'éliminer une oartie des composantes de 

l'état d'un système, en conservant une relation qui régit le comportement 

des composantes restantes. 

Nous utilisons dans ce 5ut une rsgle oratique 5as6e sür la notion 

de pol.SnÔme caractéristique relatif à une variable d'étet. Pour aboutir 

à l'équation de rgcurrenci voulue, une single identification suffit : les 

monômes de degré n intervenant dans 1 'eqression du polynôme caractéristique 

sont reqlacés par les fonctions non linéaires delavariabie d'état considér6e 

au degré d'itératl -on n. 

Daas une oremière ~artie, les coefficients des polynômes carac- 

téristiques sont des fonctions scalaires de l'état. Une décomposition en 

sous systèmes permet de faire apparaître l'expression des p ~olynômes relatifs 

aux p variables non éliminées. Les p équations de récurrence obtenues sont 

alors regroupées en une équation récurrente vectorielle. 

Dans une seconde partie nous introduisons la notion deWpolynÔme 

caractéristique" à coefficientsrnatriciels . Ce polynôme est calculé à partir 

d'un partitionnement de la matrice en blocs de même dimension. Les règles 

de calcul sont alors analoses à celles eeloyées sur des scalaires. La 

définition du polynôme caractéristique généralisée permet ainsi de réaliser 

l'ooération d'élimination par rapport à un vecteur composant. 

Cette méthode, valable aussi Four les systèmes linéaires, s'adapte 

~arfaitement aux systèmes de t ~ ~ e  Lur'e Postnikov. Pour les modèles de ce 

type, il est souvent intéressant d'éliminer les variables intervenant linéaire- 

ment. Pratiquement, cet aspect du problème revient dans de nombreux cas, à 

ne conserver que les grandeurs de commande. 



Un certain degré de redondance par rapport à,llordre initial 

du système peut intervenir dans l'ordre global des équations obtenues. 

Nous envisageons quelques ap~lications de cette augmentation de dimension. 

1 - DESCRlPTlON DES SYSTEMES ETUVlES 

Nous proposons d'étudier un système non linéaire d'ordre q tel 
m 1 . . que les p comyosantes (xn xq) du vecteur état (xn xq) apparais- 

n n 
sent non linéairement dans les relations décrivant l'évolutidn du processus. 

Ce modèle peut être reorésenté sous la forme (11-1) 

- 1  - m- 1 . . . . . .  . . . .  x x1 + .  .+a +a (xm>+. +a (xq) - "11 n ri+ 1 ~(m-l)~n lm n lq n 

2 m- 1 . . . .  . . . .  x = a  x l + .  .+a +a (xm)+. .+a 
n+ 1 21 n 2(m-1)~n 2rn n 

(xq) 
2q n 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  (11-1) 

m- 1 1 m- 1 . .  x = a x + . . t a  (xm)+ .+a . n+l (m-l)l n (m-1) (m-1 lxn +a(m-l )m n 
(xq) 

(m-1)s n 

m 1 m- 1 m . . . .  . . .  

I 
X = a  X+.. .+& +. ( x ~ ) + .  .+a (x:) 
n+ 1 ml n rn(m-~)~n mm mq 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
1 m- 1 m . . . . .  x = a  x + . . . .  + a (x,) + .+a (xq) ~ \ ~ n  n+l ql n qm * PQ n 

avec p = q- (a- 1 ) 

Chacune des q équations s 'expriment sous la forme contractée (11-2) : 

nous faisons apgaraître les deuxnarths du vecteur état : 

com>osantes non traitées par les non linéarités 
xi i = i  . . .  (m-1) n formant le vecteur xi n 
i composantes traitées par les non linéarités, 
x i = m . .  . q  n ' regrou~ées en un vecteur o n 
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Ce système correspond au schéna bloc 133 reprgsenté figure 3 

1 De tels processus peuvent être représentés par 1 >équation d'état (11-3 ) 

à entrée nulle (en = 0 )  : 

A 

E Xqy vecteur Ctat à lfinstant n. n 

% 

oT = (xm . . . xq) E sa constitue le vecteur dfentrée de la non linéarité 
n n n 

A .€ xqxqy matrice constante associée aux (m-1) premières colonnes de (11-1) 

R I' (o ) matrice caractirisant le modulateur non linéaire dont les entrées n 
sont les composantes de vecteur o sur lesquels nous établirons la relation n 
de récurrence. 

6n > 

R r (on) E xqqY est une matrice à élèments non constants 

I 

1x1 
a 

C 

un 
Retard 

I 

Figure3 



C matrice constante E xDxq 

En expl ic i t an t  l a  r e l a t i o n  (II-3), l e  système s ' é c r i t  sous l a  forme : 1 

Le but de notre étude e s t  d ' é t a b l i r  une re la t i ,on  récurrente  

gouvernant l e  seu l  vecteur a Il fau t  donc él iminer l e s  (q-F) coqosm. tes  n ' 
de X' dans ( I I -  1 ) . Nous a l lons  envisager une méthode d i f f é r en t e  de' c e l l e  

n  
prooosée au premier c h a ~ i t r e .  

II - METHOVE V'ELIMTNATION PAR RAPPORT A UNE COMPOSANTE SCALAIRE 

Nous prooosons dans c e t t e  p a r t i e  une ~ r e m i è r e  méthode d 'él imination 
1 m- 1 

des(q-p)composantes (xn . . . .  x n ) du système ( 1 1 - 1 ) .  Il s ' a g i t  en f a i t  

de p éliminations successives. Nous a l lons  t ou t  dl abord en rappeler l e  principe. 



11-1 RAPPELS ------- 
Soit un système décrit Far une équation vectorielle (11-5) : 

B matrice carrée E SSXS 
i afin d'éliminer les composantes yn pour i = 1 . . . (s-1) du système, et 

S obtenir une équation de récurrence relative à hcomposante restante yn , 
il est commode d'utiliser la règle pratique basée sur le clacul du polynôme 

. . 
caractéristique /14/ .  

i La substitution de aux expressions X (i = 1 . . . s) dans 
n+i 

le oolynôme caractiristique, conduit immédiatement au résultat cherché 

sous forme d'équation récurrente (11-6) : 

où 

plX(  . ) sont des coefficients non constants du polynôme c&acté- 
ristique. 

Rappelons que dans le cas d'un système linéaire, le choix de la 
i cornoosante yn de vecteur état importe peu. Par contre dans le cas des 

systèmes non linéaires monovariables, il faut que la seule variable restante 

après élimination soit celle qui intervient non linéairement. Les coefficients 

pi(.) sont alors fonctions de cette variable à des instants différents. 

11-1-1 Reeation en;Dre le polynôme cmctW;tique ct L'équation 

Considérons l'équation de récu-rerice scalaire linéaire suivante : 

a des coefficients constants. i ' 



Bous pou-rons 6Sf inir le -01ynÔne zaract éristique e2 identifiant 

les 6egr-s dlitération de yn et la pissance de ccteque monôme h ,  nous 

obtenons le golynôme czractéristique ( 11-8 ) : 

Su~2osons naintenant que le système est non lio-aire El équation ( 11-9) 

avec 

- / - .  , . - ~291 Ir 3ai-2~2l;re -r 3s:. wùi1-2 ncn ,:~e~-rom,eaz. 
'a * - les pi(.) sont cette fois-ci des fonctions de y n considérées 

Le oolyn6me non constmt correspondant est obtenu par le mêne orocéd6 

d'identification que pour l'équaticn (11-7). Il vient : 

q *  q-i 
P(,u) = g2 + pi (in+q-i) 

i= 1 

Le polynôme (11-1 1 ) geït être aussi obtenu en clilci-aat l 'exoression (11-1 2 )  : 

Pl ( p )  = det ( ,u I - 3(y2! ) 
9 

et en tenant ccmlte du princi~e d1it6rstion soit : 

Zlonc, ici l'a~pelstion "-olynCze carsctérlstiquey en non 
. . 

liaéaire est eccore justifioe car z relation natricielle (11-9) a S S O ( 2 1 2 -  

à (1:-?C) 5 laquelle il est toujours gossible de se rmener. 



71-2 APPLICATlUN DE LA METHODE AUX SYSTEMES DE TYPE (11-1)  ..................................................... 

Nous vouions éliminer (q-?) composantes du vecteur état et trouver 

une relation de récurrence entre les p co~osantes restantes : nous obtenons 

ainsi une équation de récurrence vectorielle sur 0 . n 

La méthode consiste à décomposer le système en sous systèmes. 

Ces derniers sont formés de toutes les lignes du bloc linéraire et une 

ligne relative à une com~osante de vecteur a . Dans un premier temps nous n 
11 calculons les p polynômes caractéristiques" relatifs à chaque sous système. 

A partir de leurs eqressions, nous déduisons les 9 équations récurrentes 

scalaires. 

En posant dans le système (11-1 ) : 

i 
m In ( n )  = + . . . + aiq (xq) 1 pour i = 1 . . . q (11-14) 

Celui-ci s'écrit sous la forne (11-15) : 

i 2-1 1 m- 1 m- 1 
n+l = %-nlXn + . • . Tm- 1 (m- 1)"n + a n (on) 

Considérons l'ensemble des (m-1 ) lignes relatives ai;x (ni-1 ) 

variables que nous voulons éliminer. En lui associant la ligne correspondante 
m à la première composante x du vecteur non linéaire on, on obtient une n 

équation caractérisant le oremier sous système (11-14) 



1 
avec : 

Mm(.) = 

ia - a (0,) n'est alors définie en que pour x: # O ' 
n 

- - 
1 * 

a l ~ " " * '  * at+-~) a m (un) 

. . . . . . . . . . . . . . . .  

. . . . .  
a@-l) 1 

a 
P-%-1) am -'*(a n ) 

rn 
a m m - )  am 
ml ""-'" 

(un) 

ix m - am (on) xn est cependant oartout défini. 

Le oolynôme caractéristique oermettant la première élimination par 

raoport 9 x est noté : 
- n 

m 1 m-i 
P*(A) = det (A Im - ~ ~ c . 1  ) = l m +  p i ( . )  Am 

i=1 

1 . )  = det lm(.) 
Pm 

en tenant cornote de la prooridté (11-18) : 



1 ' expression du polynôme (II- 17) devient : 

m le première équation de récurrence relative à la composante x est obtenue n 
de la relation (11-19) oar identification de 

m xm A'+,., x et ceci pour j = m . . . 1 ,O n n+ j ( 11-20) 

On obtient ainsi la relation (11-21) : 

a* . ) sont les gains équivalents i j 

tel que 

Consid~rons l'ensemble des (m-1) premières lignes et la ligne 
m+ 1 correspondante à x . Nous obtenons le deuxième sous système (11-22) n 



avec 

m+ 1 i* m+ 1 
et x # O pour que ' I ~ + ~ ( U ~ )  xn soit oartout défini. 

a 

Le polynôme de la deuxième élinination s'écrit : 

m+ 1 
d'où l'équation de récurrence scalaire corresoondante à x n (11-24) 

..... et ainsi de suite jusqu'au dernier sous système, com~osé de (m-1) lises 
et la ligne relative à xq n . Nous obtenons l'équation (11-25) : 

avec 



et.les mêmes hypothèses que précédernent : l 
le dernier poPynÔme de la dernière élimination s'écrit : 

à partir duquel nous déduisons la relation de récurrence sur xq soit : 

En ordonnant dans les p équations de récurrence scalaires obtenues 

11-21 ) (11-24) . . . (II-27), par rapport au vecteur 0 (11-28) 
n 

Il vient l'équation de récurrence vectorielle suivante : 

ou sous une forme condensée (11-29) : 



ii P ) sont des coef f ic ien t s  mat r ic ie l s  non constants ( i = 1 . . .m) 

i* 
p (',+j ) E XPXP qui peuvent ê t r e  é c r i t e s  sous l a  forme : 

L a  représenta t ion (11-29) e s t  générat r ice  de deux formes ma t r i c i e l l e s  

de types Comoagnon e t  F r 0 ~ e n i . u  épaisses.  I l  v ien t  successivement e t  à p a r t i r  

du même ~ r o c é d é  àévelopoé dans l e  premier chapi t re  I I -  1 ) , (11-32) : 



Deux autres formes matricielles de type Compa~non et Frobenius 

généraliséesont obtenues par simple permutation des lignes et colonnes dans 

les deux représentations (11-31 ) et (11-32). Nous obtenons ainsi : 

avec 

les matrices diagonales sous forme comyagnon. 

Les matrices non diagonales s'écrivent : 

la forme Frobenius généralisée est de-la forme : I 



avec 

les matrices diagonales ne déoendant d'un seul paramètre à un instant 

d-onné 

les matrices hors diagonale. ' 

Soit le système (11-35) 

x1 la variable intervenant linéairement que nous oroposons d'éliminer. n 

x2 et xn , les deux cornoosantes traitées non linéairement, sur lesquelles n 
nous établissons l'équation de récurrence. 



nous Dosons donc : 

le système (11-25) s'écrit alors sous la forme (11-37) . 

la nouvelle représentation se décompose en deux sous systèmes (11-38) et 

( 11-42) 

i 
ia an< on 1 
a2bn)= B pour i = 1, 2 et xn 2. # O .- 

le polynôme correspondant à cette sremière élimination s'écrit : 

i* ou sous une deuxième forme en remplaçant les 9 O n  par leur exoression. 

Il vient : 



en identifiant les : 

i 
et en reqlaçant les an(a n ) par leur valeur, nous obtenons la première 

équation de récurrence scalaire 

3 3 + a 21 (a' 12 (x2)x2 n n + a:3(xn)xn) 

le deuxième sous systsme est de la forme : 

il admet oour oolynôme caractéristique ( I I - h 3 )  : 

en utilisant le même orocédé que pour le premier sous système, il vient 

la deuxième équation récurrente scalaire : 

3 3 * 2  2 2 %  3 3  
x n+2 - a l l  Xn+l - ":3(~;+l)~n+l - a  32 (X n+llxn+l + 

(a* 32 (x?)x n n +a 33 (xn)xn) - 

* (x2jx2 2 2 2  
(X )x ) =O (11-44) - a31(a12 n n + a13 n n 

a E p d o n  _ ____________________-_-_--- - - - - -  de n é m e n c e  veotoLi&e 

En ordonnant entre les deux équations ( 11-41 ) et ( 1 1 -  p u  

rapport à o n ' nous obtenons 1 ' équation de récurrence vectorielle (11-45 ) 



ou sous la forme explicite (11-46) 

Les deux formes épaisses : Compagnon et Frobenius se mettent 

successivement sous la forme : 

Par permutation des lidnes et colonnes dans ces deux formes, on 

peut obtenir les formes dérivées : Compagnon et Frobenius généralisées : 



Les mat r ices  N'(.) e t  w'(.) dont l e s  c o e f f i c i e n t s  non l i n é a i r e s  

ne dépendent que de deux paramètres  x2 e t  x3 e t  au  même i n s t a n t  n .  n  n 

11 1 - DEVELOPPE~ENT D ' UIJ C'UT1 L !IATHE!.lATl~E PEZ:+ETT,Z:.IT L ' EL7!11NATlON PAR 

PAPPCRT A UN VECTEUR CO!1PCS4NT 

. 111- 7 POS7TTOlU DU PTOBLE',iE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Tous a-icnc z o n t r g  qu'IL g t a i t  ? o s s l b l e  de G c r i r e  i e  aystÈ3e 

(II-:) sous 1s E o n e  C'une Squat icn  de r 6 c w r e n c e  v e c ~ o r i e l l e  relazi-7s 5 

r n e  ozr t i t  Se s e s  coin,cosantes. Les coeTfLciel ts  inzervenant  dans ce':- 



écriture sont calculées par des éliminations süccessives, ce mode de calcul 

peut paraître lonz. Nous allons progoser une unification avec les méthodes 

de calcul existantes. 

Lorsqu'il s'agit de dgterxiner une équation de récurrence scalaire 

nous simolifions les calculs en introduisant une règle pratique basée sur 

le oolynôme caractéristique scalaire /lb/. ?ar analogie avec cette mgthode 

nous orogosons une ggnéralisation de ce polynône scalaire à un polynôme * 

matriciel. L'utilisation des propriétés des ensenbles conmutatifs de 1 'anneau 

des matrices carrées nous permet de sinplifier le oroblème / 1 5 / .  

Dans la suite nous considérons les systèmes dont les matrices 

sont partitionnées en blocs.carr6es de même dimension, régi par 1'Èquation 

I I -  : 

yi E A .  gour i = I . . . r n 

- A est une matrice constituée de r2 blocs de matrice !4 
i j 

- ( i , j  = 1 . . . r) sont carrées de dimension sxs dont les composantes 
''i j 
i j %l (k, 1 = 1 . . . s) 

Pour sinplifier les notations, nous désignons par Di (i = 1 . . .r) 
les colonnes de d% soit : 

la natrice d% s'scrit donc sous une deuxièrie fome (1148) : 



1 r- 1 
On souhaite éliainer yn . . . y, et trouver une équation de récurrence 

régissant le vecteur y; sous la forme : 

où : 

les F. sont des matrices carrées de même dimension que les blocs M. 
1 ij ' 

. Il serait intéressant de pouvoir utiliser la même methode à 

savoir la méthode pratique généralisée basée sur le "polynôme caractéristique 

vectoriel". 

Pour cela un d6veloopement dans le sens dlun déterminant matriciel 

est étudié dans la suite. 

Le calcul du déterminant sur les raairicos en blocs. carrées 

s'avère lourd quand la matrice partitionnée est d'ordre élevé. Néanmoins, 

il existe un cas 0% le problème se trouve simplifié : quand ies blocs de 

la matricé sont commutatifs. Dans ce cas le calcul se fait comme dans 

le cas des matrices 2 coefficients scalaires. 

La propriété de commutativitE sera obtenue ~ a r  un partitionnement 

convenable de la matrice initia&.Nous verrons plus loin que cette propriété 

 eut être obtenue en introduisant un degré de redondance suffisant 

lors du partitionnement de cette matrice. 

En dévelooant la matrice par rapport à ses lignes ou colonnes, 

on obtient une matrice appelée : déterminant matriciel noté : 

hl) Soit E un anneau de matrices carrées. 

h2) Soit Et un sous anneau commutatif de E. 



h3) Soit & l'anneau des matrices partitionnées, en blocs de 

matrices carrées. de E' . /39/ 

Nous oouvons donner à 6 une structure de module ( à  gauche) /40/ 

sur Et si les ~ro~riétés suivantes sont vérifiées : 

- est un grouFe commutatif pour l'addition habituelle et 

xérifié dl apès h3. 

- B E E' , A ,  A'E E : BP(~M>+~X:) = BBA + BB$ 

- B,B1 E  F', .A6 E & : (B1+B@%= BIPV1(>+ BP JK> (11-51) 

- B,B' E E', .M, E E : BP(BIP x ) = (B.B')P~~ 

- 1  E E' A € 6  : I P A  = A  

On dira que 8 est un El-module (en omettant à gauche) 

Nous définissons la multiplication extérieure (not%e 8) à gauche 

comme suit : 

soit B E P ' ,  E 

soit : 

Nous proposons de définir le déterminant matriciel de ces matrices 

de 8 et ceci de la même manière que le calcul de déterminant dans le cas 

des matrices à coefficients scalaires /39/. 



B )  VédiLt lon  _ _  _ _ _ _ _ _ _  
Nous appelons déterminant matriciel de la matrice partitionnée 

E 8 , la matrice notée DET( -*>) calculé comme suit : 

où : 4 

- la somme est ét-endue à toutes les r! oermutations : (nt ... n r ) de (1,2-..r) 

DET & = DET 

- sg( . ) = + 1 si la permutation Mn . . .Y donc (nl.. .n ) est paire 
1" nr 'r r 

et sg( . ) = - 1 dans le cas contraire. 

Mll . . Mlr 

. .  . . . 
M . . . .  !4 
r 1 rr 

Dans le.cas où r = 1 ,  on retrouve la définition habituelle de 

déterminant de matrice à coefficients scalaires. 

Nous allons montrer les différentes propriétés de déterminant 

matriciel démontrées dans le cas généra. des matrices à Slèments dans un 

anneau commutatif quelconque / 3 9 /  /41/ 

111-2-2 P ~ o p ~ é t Z h  d e  d é t u u n i n a n t  rn@ci& 

D'après la notation adoptée (11-8 a nous Ecrivons : 

DET *K> = DET (Dl .... Dr) 
Il vient les quatre propriétés suivantes : 

a) si on interchange deux blocs (colonne8) entre eux dans 

le déterminant matriciel reste le même changé de signe 

CET (Dl . . . Di, Di+l, Dr ) = - DET(D~. . . D ~ + ~ ~  Di, • . • Dr) 

( 11-54 



b) Le déterminant matriciel est une fonction?nultilinéaire 

par rapport aux vecteurs (rangées) qui le composent. Il vient : 

- DET (Dl. .. , Dil + Dia, . . .D r ) = DET(Dl. ..Dil. ..D r )+ 

C est une matrice constante E E t ,  de même dimension que les 

blocs constituant . 

c) Le déterminant matriciel d'unlproduit de deux matrices 

partitionnées en blocs de même dimension,.est égal au produit 

des deux déterminants matriciels des. matrices c~~res~ondan~es. 

A, ' E 8 constituées de même nombre de bloc 

d) L'expression dil déterminant matriciel >eut être obtenuede 

deux façons, soit en le dévelo~pant par rapport à une ligne 

soit oar ra~oort à une colonne. 11 vient respectivement 
* 

dans les deux cas : 

r i+ j 
DET ( A )  = C P I . . ( - 1 ) .  

j=1 1J 
"i j 

( 11-57) 

où 
Nij sont les "mineurs matriciels'' correspondants aux blocs M 'de 

la matrice& i j 

Les deux expressions peuvent être écrites sous une autre forme : 

DET ( A )  = C M. 
j=1 ij 'ij 



où les : 

Cij = (-1) i+j Ni j sont les "cofacteurs matriciels" du bloc :4. . . 
1 J  

Nous allons démontrer une propriété su~plémentaire : 

e) Si deux lignes ou colonnes de la matrice sont proportion- 

nelles on a : 

d'après la propriété (II-54), on peut écrire que : 

si de plus on a 

Il vient alors : 

DET (9, . . . Di .. . D.. .. Dr)' = 0 
1 .  

Théorème (11-1 l 

Démonstration 

Par hypothèse, les blocs Mi de- in> sont commutatifs. Quand nous 
prenons le transposé de& , on a : 

T 
,% = 

1 MT, . . . . T 
"r T 

. . . . . . . 
T T M l r  .. . . . Pdrr 



1 .  

d'après la définition (II-53), on a : 

en tenant compte de la propriété de comm;Cativité des blocs M , il vient : 
jk 

soit le résultat recherche. 

Si est une matrice oartitionnée en r2 blocs conmutatifs 

on a : 

det ,& = det (T)ET(.,& 1) 

Démonstration 

Xous allons démontrer le thiorème nar récurrence en suzoosant 
que les Mii (i = 1 . . . r) sont inversibles . 

DET = M~~ 

donc 

det(DET .k ) = det Y,,  

- Supoosons la propriété vérifiée à l'ordre r, démontrons la 

à 1' ordre k + 1 ! . Pour cela nous considérons la matrice .YI partitionnée 
2 en (r+l)  blocs commutatifs de la forme : 



en posant 

la matrice ~ k ,  s écrit sous. une deuxième forme : 

En général, il existe i tel que : 

M, !!+f..(i = 1' . . . r)  soient invisibles.Il suffit gour cela 2e 
11 

. considérer une oemtatioa adéqua2e àes indic~s. 

P'a~rès /:5/, nous gouvons calculer l'ex~>ression Iiu aéteni~la.nz 

scziaire 6e *1L, soit : 

der. .K> = d e t  M det ( .& - (24-' 3) . ( 11-6s ) 

det ( 

- Is matrice unité de même ordre  que M 

Posons à titre de simylification de notation 

det "al =- det = 
avec - 1 3.r ( k -  M 3) . [M 
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en dévelopoant l'expression, on obtient : 

Par hypothèse de récurrence on a 

det E = det DET (E ) ( 11-72] 

Calculons donc l'expression de déterminant matriciel de E, nous avons 

alors : 

d'après la oropriété (11-55), l'expression au dessus peut s'écrire sous 

la forme : 

- 1 DET (E)= DET(ID~ , D~ - CM B ~ ,  ... D~ - CM-' B ~ )  + 

soit encore par rapport à la deuxièzne colonne : 

DET(E)= DET ( M  D ~ ,  D,, ........ D~ - CM-' B ~ )  

+ DET (ii D ~ ,  -CM-' e2 . . . D~ - CM-' 
Br ) 

+ DET (-c B~ , D~ . . . . . .  D~ - CM-' B ~ )  

- 1 + DET (-c B1 - C B M, ..a. 
2 Dr - CM-' B ~ )  

or le dernier terme a deux colonnes pro~ortionnelles, C B1 et C B2 M-' , 
il est donc nul. 



En développant de la même manière toutes les colonnes, nous 

obtenons : 

DET(E)= DET (M Dl, D2, .......... Dr ) 
........ + DET (-C BI, D2, Dr ) 

+ DE2 (Y  Dl, -CM-' B2. D - Dr) 3 "" 

- 1 . . . . .  + DET (M Dl, D Dr-,, - Pl Br) 2 

En tenant compte des permutations des signes, et de la propriét.6 

de oroportionnalité des cblonnes, ces derniers s ' éliminent et il reste 
alors ainsi : 

- B I  DET (C, . . . Dr ) 
+ Be DET (Dl, C, . . Dr) 

L'expression trouvée est le; déterminant matriciel de Al 
développé par ragport à sa première ligne et ceci identiquement au calcul 

mené sur les matrices à coefficients scalaires. Nous obtenons donc : 

det E = det (DET(E) ) 

et 

det X1=det (DET Al) 

d'où le théorème (II-bl) pour les Mii # 0. 



Extension du théorème 

Si certaines matrices de la diagonale principale sont singulières 

(déterminant nul), le théorème reste valable par passage à la limite /15/ .  

En se pla~ant dans un anneau commutatif des matrices carrées, 

nous avons ainsi généralisé les gro~riétés du calcul de déterminant scalaire 

à des matrices partitionnées. Sous les mêmes hypothèses, nous définissons 

le polynôme caractéristique vectoriel en vue de généraliser la méthode 

d ' élimination d'une composante scalaire à un vecteur composant. 

- soit "% la matrice carrée partitionnée en r2 blocs M 
i j 

commutatifs de dimension sxs . 

3(r,s) 
la matrice unité partitionnée en r blocs 1 de nême 

S 
dimension que les blocs M. . elle s écrit : - . 1: y 

- A est une matrice carrée diagonale de même dimension que les 

coefficients matriciel de . On la notera : 

Xi sont des scalaires E jl 



111-3-1 Vé{in&ion 

( A - s  
@ '(r,s) 

) est apoelée matrice caractéristique 

généralisée. En tenant com~te de la commutativiti des blocs 9. le calcul 
lj' 

de déteminant natriciel généralisé de la matrice en blocs ( - A @ J( 
r ,s 

) 

donne une équation a~pelee polynôme caractéristique généralisé noté : 

Il en résulte après développement de l'expression au dessus, une équation 

en puissants de '4 de la forine : 

r 
P(' A ) = ' + L Fi sA r-i 

i=1 

oc 

- Fi(i = l...m) sont des matrices carrées d'ordre s, de composantes 
i fjk(j ,k = 1.. .s). 

S Quand nous reqlaçons A par sa valeur dans le polynôme (11-82) 

où 9.- ( . ) sont des coefficients polynorninaux scalaires de la forme 
J A 

on obtient une deuxième ?orme àu polynôme Qaractérïstique qgnéralisée, sous 

la fome matricielle : 

r 
$..(A.) = Ar + C fi pour j = 1 ... s 
J J  J j i=1 jj J 

+ 

P('A ) = 

r 
5. (A.) = C i hr-i fjk j pour j # k =  1 ... s Jk J i=l 

- 
5,;(h,) . . . . $S(~S) 

. . . . . . . 
1 )  . S S ( ~ S )  

11 1 - 3- 2 Pkop/Uétéa du palqnôme c a m c t U Z L q u e  gén&& é 

Théorème (11-3) 

Dans le cas où les 4 ,  coefficients matriciels de ,% sont tous 

diagonaux, la matrice vérifie son polynône caractsristique vectoriel. 



I Il vient : 

le calcul de J&j se fait comme dans le cas scalaire soit : 

Démonstration 

2 Considérons la matrice partitionnée ,Y> formée de r biiocs 

carrés M diagonaux, d'ordre s : 
ij 

blocs 

Par une simple permutation qui consiste à prendre la grexnière 

composante de chaque sous vecteur x puis la deuxième composante et ainsi 
i ème i de suite jusque la s composante, on aboutit à une deuxième forme de 

matrice A' .  Cette derniare est une matrice quasi diagonale par blocs. 
Elle correspond en fait à une d&omposition de en s sous systèmes 

indépendants. Ceci facilite d'autant le calcul de puissances de A', qui 
. , 

s 'écrivent : 



,a1 e s t  ca rac té r i sée  ga r  ses  b locs  M' qui  sont des matrices carrées  ii 
d 'ordre  r .  

Le ca l cu l  de oolynôme ca r ac t é r i s t i que  général is6  de v% donne 

après dévelo~oement : 
- 
1- 

P('A ) = DET - B 3( r , s )  ) =shr + sAr-i ( 11-88 ) 
i= 1 

l e  ca lcu l  s e  f a i t  comme s ' i l  s ' a g i s s a i t  des matrices à coe f f i c i en t s  s c a l a i r e s  

puisque l e s  14 sont tous diagonaux. 
i j  

Les coe f f i c i en t s  Q~ in tervenant  dans l ' express ion  (11-88) sont  

des matrices carrées  d 'ordre  s, diagonales s ' éc r iven t  sous l a  forme : 

Une derurizme forme de oolyaCme (11-88) e s t  obtenue en remplaçant 
s 

dans celui -c i  sar sa va leur ,  nous obtenons a i n s i  une- matrice diagonale 

à coef f ic ien t s  qoiynominaux de l a  forme : 

r 
k r-k 

A = i + L qii hi (i = 1 ... s )  
k- 1 

Il apparaî t  que l e s  polynômes gii (A ) déf in i s san t  l a  diagonale 
s 

de P (  A )  corresponde,nt en f a i t  aux polynômes ca r ac t é r i s t i ques  s ca l a i r e s  

associés  aux b l ~ c s  !4' de l a 'ma t r i c e  s o i t  : ii 



l $ , , ( A s )  = det (MLS - As Ir) 

Dans ces condit ions,  l a  p ropr ié té  de Cayley Hamilton /15/  s ' é c r i t  : 

'ii("' ) = 0 pour i = i ... s 
i i 

s s 
Quand nous remplaçons dans P( ), A par ..& , l e  polynôme obtenu e s t  

I de l a  forme : 

La r e l a t i o n  (11-94) après déveloooement des calculs  e s t  une 

matrice en blocs de l a  nême nature que ,& . Par l e  même procédé de oermu- 

t a t i o n  qu' auyaravant , nous obtenons une deuxième forme de matrice P '  ( 

qui s ' é c r i t  : 

i d ' e r è ç  l a  propr ié tg  (11-93) tous l e s  élèments de l a  diagonale de P '  ( J% ) 

I sont nu l s ,  ce qui j u s t i f i e  l e  théorème. 

s o i t  : , 

.A, 



2 La deuxième forme de P( A ) obtenue en remolaçant ' A par sa valeur 

s ' écrit : 

2 / 322(12) = A2 -(=+")A2 + (bh-f'd) 

I 
Nous remarquons que les deux polynômes caractéristiques peuvent être 1 

1 déduits de la matrice 

ce qui vérifie aisénent : 

Calculons P( ) : 

! En renplaçant ,% 9ar sa valeur, on trouve : 
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soit en procédant oar la permutation indiquée, on trouve 

soit 

111-3-3 Appfication à l a  inde en équation 

En identifiant dans le polynôme vectoriel (11-82) : 

et ceci pour i = 1 . . . r 
Nous obtenons l'équation de récurrence vectorielle (11-98) relative au 

r vecteur yn, soit : 



i i F sont des coefficients matriciels de composantes f (j ,k = 1.. .s) 
jk 

L'équation (11-98) est du même type que (11-29). Elle peut donc 

générer les quatre fomes matricielles du type (11-31) (11-32) (11-33) et 

(11-34). 

Quand tous les blocs de la matrice sont commutatifs, la 

règle pratique d'élimination gar raooort à une composante scalaire se 

généralise parfaitement par ra~port à un vecteur comoosant. Nous avons 

ainsi obtenu une équation de récurrence vectorielle (11-98). Là aussi 

le choix du vecteur oar ragport auquel se fait l'élimination importe geu 

en linéaire. Par contre en non linéaire, il faut que le vecteur restant 

après élinination soit celui qui intervient non linéairement. Les coefficients 

F ~ ( . )  sont alors fonctions de ce vecteur et à des instants diffirents. 

Le choix de partitionnernerit de la matrice initiale en blocs 

tient compte de trois élèaents : 1s. dimens.ion de 1s natrice du systsme 

initial, la diniension du vecteur par rapgort auquel se fait l'ilimination, 

et la oropriété de comm~tatl~ité des blocs que nous désirons ass-aer en 

vue d'apyliquer la règle pratique d'élimination. 11 existe m cas intéressant 

pour lequel cous obtenons des blocs diagonaux commutatifs ce qui correspond 

à un certain degré de redondance du système. Ceci fait l'objet d'un dévelop- 

pement dans la suite. 

T V  - UTFFERENTS MOUES U E  PARTTTTÙNNEhiEIYT - ALGURTTffAES GENERALTSES 

v ' E L  TMTNATI UN 

Pour pouvoir appliquer l'algorithme d'élimination, il faut que 

la propriété de commutativité soit vérifiée. Celle-ci résulte d'un parti- 

tionnement adéquat du système. Dans tous les cas, on peut obtenir cette 

propriété en augmentant suffisamment l'ordre du système. 



L'algorithme conduit à des formulations vectorielles récurrentes 

d'ordre 1 ou plus. La dinension de ces dernières formes est en général 

égale ou supérieure à celle de la représentation initiale. Suivant le cas 

on obtient : 

- une description non redondante lorsque le polynôme vectoriel 
est de degré minimal (matrices initiales partitionnées en blocs commutatifs). 

- un système d'arrivée redondant 03 le degré du polynôme varie 
suivant le partitionnement adopté (la redondance est alors nécessaire au 

partitionnement commutatif). 

On notera : 1 
q : la dimension du système initial 

p : la dimension da vecteur par ragport auquel se fera l'élimination 

m : le quotient de la division de q par i 

Le système ini5ial et les Squations de récurrence qui pecvent en 

être déduitessont de nême dimerision : il n'y a pas Se reciondance ce qui 

correspond à un degré minimal du polynôme vectoriel. 

Ce cas se présentera chaque fois que q est divisible par o, 1 
m correspond au degré du ~olynôme. - 

Si la propriété de commutativité des blocs de la matrice parti- 

tionnée est acquise, on peut appliquer l'algorithme d'élimination et 

déduire l'équation de récurrence vectorielle. 

I V - 1 - 2  Le cm3 où  mp < y < (m+I)p 

Ce cas se présente chaque fois que q n'est pas divisible par p. 

m sera le résultat inférieur de l'opération. (m+l) est alors le degré du 

~olynôme vectoriel ç 'il existe ; ce qui correspond en même temps au degré 

d'itération de l'équation de rgcurrence vectorielle. Cette dernière est 

redondante à un ,degré mininal par rapport au système initial. 



La propriété de cormnutativité ne sera pas toujours acquise du 

fait de la redondance minimale. Dans le cas contraire l'algorithme d'élimi- 

nation s'applique parfaitement. 

T V - 7 - 3  Exempte 

Pour illustrer les deux cas, nous traitons un exemple avec 

q = 6  , p variant de 2 à 5. 

Soit le système (11-99) : 

c l ) p = 2  

Le vecteur sur lequel nous trouverons 1 'équation de récurrence 

est noté'par exemple : 

un oartitionnement du sy.stème initial sous la forme : 

donnerait un système oartitionné (11-102) : 



On se trouve dans le premier cas. Quand la commutativité des 

blocs Aij est assurée, l'application de l'algorithme d'élimination généra- 

lisé donne l'équation de récurrence vectorielle non redondante (11-103) : 

où les pi E $ 2 ~ 2  , sont les coefficients du polynôme vectoriel du 
système (II-1~2). 

Le vecteur a est de la forme : n 

Le partitionnement immédiat du système (11-99) dans le cas où 

est dé la forme (11-105) ' 

La dimension du système (11-99) est de 6 est divisible par celle 
du vecteur a qui est de 3. On est dans le premier cas. Lorsque les A n i j 
sont commutatifs, 1 ' a-plication de 1 ' algorithme donnerait une équation 
récurrente non redondante (11-1 06) : 

avec 

pi(i = 1,2) E u~~~ coefficient du polynôme vectoriel. 

v ) p = 4  

Le vecteur par rapport auquel se fera l'élimination est d'ordre 

quatre soit : 



Lorsque nous prenons 

il vient le système partitionné suivant : 

La dimension de (11-107) se trouve ainsi dilatée, mais à un degré minimal. 

Les A~~ (i = 1 ,2) E x4x4, peuvent s 'écrire sous la forme : 

La comutativité des blocs Aij nous permet l'anplication de 

l'algorithme d'élimination et d'aboutir ainsi à l'équation de récurreoce 

redondante (11-1 08) 



1 
A noter que le choix des Xn peut être toute autre combinaison 

1 2 
entre x et xn. Nous pouvons prendre gar exemple : n 

et pour chaque cas nous obtenons différentes matrices concernant All, 

A*l' *12' 

1 Le choix de X >eut être conduit en vue d'obtenir des blocs n 
commutatifs, lorsque ceux-ci ne le sont sas naturellement. 

Ce cas correspond au vecteur a de la forme : n 

un partitionnement du système conduit à un choix de X: de la fome 

suivante : 

Ceci nous donne un système partitionné dilaté à un degré qui 

permet d'avoir les blocs de la première colonne diagonaux donc commutatifs, 

et ceci dans tous les cas. 

Ce mode de partitionnement peut s'appliquer à tous les systèmes 

en particulier au système non linéaire étudié du type (11-1). a sera 
n 

le vecteur de l'entrée de la non linéarité. C'est ce mode de partitionnement 

que nous adopterons dans toute la suite de l'étude. 

TV-2 EXTENSION DE L'ALGORITHME D'EL7MTNAT1ON PROPOSE ............................................... 
Dans le système non linéaire décrit en (II-~), nous posons : 



on regroupe ainsi les variables traitées par les non linéarités 60Üe un 

vecteur Un sur lequel on souhaite établir l'équation de récurrence. 

Pour cela, nous ~artitionnons la matrice A' du système 

(11-1) en blocs de matrices carrées de même dimension. 

- La matrice partitionnée caractérisée par ses (m-1) colonnes à blocs 

diagonaux qui sont cornmitatifs entre eux. 

Pour a~pliquer l'algorithme d'élimination, un partitionne- 

ment s'avère intéressant avec dilatation assurant la propriété de commuta- 

tivité des blocs : on écrit chaque ligne associée à une variable linéaire 
1 m- 1 x . . , x autant de fois l'ordre du vecteur 0 (p fois), on obtient n n n 

ainsi la représentation dilatée sur la forme (11-111) : 

- 

(11-11 1 )  

- ,. - - 
O 

. . . .  
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I 
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e . . . . . . . . . . .  
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x n 
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- 1 * * ... . .  a mm ( . )  a mq 

. . . .  

X * . a qm (.).-.aqq(.) ., 
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- La dernière colonne est à blocs non constants. 

- Ce cas corresoond à un degré de redondance qui assure en même ternos 

la propriété de commutativité pour les (m-1 ) colonnes. Le fait de dilater 

suffisamment permet d'avoir la propriété en question. 

Le système partitionné (11-111) peut s'écrire sous la forme 

suivante : 

* A. ( . )  n'est alors en général défini que aour a $ O im n 

avec 
iT i . . .  xnJxn. . . . . .  E xP pour i = 1 (m-1). 

Les blocs de matrice constituant A s'écrivent sous la forme : 

. 
Aij = a 

... 1 E xP- pour i, j = 1 (m-1) 
ij p ~ 



A = /  . ... 
mj / 91'- pour j i (m-1) 

R 
Aim(on) = 

1 p- i 
Poux- 1 ' ilimination de X ... , on se -ro~ose d16tudi.er n n 

deux méthodes : l'me basée siu. la pro~riété àu polpôme 'caractiristique 

généralisé, l'a~tre sur la rsgle pratique d'éiirnination et ceci en v u  

de la gEnéraliser aux zatrices sous forme de blocs. 

IV- 2- 7 Méthode du po~ynâme cahactEd.tique génétralh 0e 

R a* (xm) . a. (xn) 
im n 19 

. . . . . . . . . . . .  
* 

a* (xm) . a. (xz) 
M n 19 - 

Le système reyrésenté en (11-112) peut être décom$osé en deux 

parties et s'écrit sous la forne (11413) : 

. E ssq pour i = l...(m-1) 



- ik 'est la matrice caractérisant la partie linéaire du système 
Ses composantes sont des blocs de matrice tous constants et diagonaux. 

Elle s 'écrit : 

- %(. ) : la matrice colonne reorésente la partie non constante 

du système dont les blocs la constituant sont tous fonction de a_. Il vient : 

Pour élimine: XI . . . . xm-l , nous utilisons la propriété du 
n n 

polynôme généralisé ( $  III-2-2), ce qui cénéralise aissi l'algorithme 

du oolynôme .minimal décrit dans le oremier chapitre aux matrices part,i- 

tionnées en blocs. 

On se propose de retrouver une équation de récurrence régissant 

l'évolution du vecteur on. Pour cela, le système représenté en (11-1 13) 
est réecrit sous la forme (11-116) : 

En écrivant l'équation (11-116) à l'instant (n+i)~, nous obtenons 

la relation (11-117) : 



T 
. La multiplication des deux membres de (11-117) par e , fait 

apparaître le paramètre cherché, soit : 

Il vient ainsi : 

Pour éliminer les termes en eT Ai X on utilise le théorème 
n ' 

(11-3) soit : 

i En faisant la somme par les coefficients matriciels a du polynôme 

vectoriel (11-120) : 

avec o.4  EX?^ 

Il vient : 

m i m i- 1 
~ a o  = L a i  ( e' Ali-l-j acn 

n+i i=3 i=O j =c n+j' 

avec 

am = 1 ,en ordonnant par rapport 2 o  
P n+j ' on obtient : 

soit sous une dewiène forme : 

où les S j*( . ) sont des coefficients matriciels, E xPXP s 'écrivant sous 
la forme : 

Lorsqu' on développe 1 'équation (11-1 23) , il vient : 



Calculons les (m+ 1 ) coefficients matriciels , nous obtenons : 

soit 

ce qui correspond à la première trace matricielle de A . 

ce qui donne la deuxième trace de A quand nous remplapons S m-2 Par 
sa valeur, 

0- et ceci .jusqulau' dernier coefficient matriciel. 

soit : 

4. quand nous développons camplétement le calcul, nous retrouvons l'expression 

du déterminant matriciel de la matrice A . Ce dernier peut être obtenu 
directement de la matrice A , par un développement des calculs et ceci 
par rapport aux (m-1) colonnes S blocs commutatifs. 

Donc, nous pouvons réduire l'algorithme d'élimination à un 

calcul direct sur la matrice A elle même. Ce résultat la 
méthode pratique d'élimination aux matrices sous forme de blocs. 



a) Ex-n~<e 
Nous nous proposons d'aapliquer la méthode à un système d'ordre 

q = 4 et p = 2. Celui-ci se met sous la forme : 

1 .- 1 3 4 
x x 2 + a  ( X I  + a l 4  - X n +  a12 n 13 n n+l . 

( x  

Pour appliquer 1 'algorithme, nous partitionnons le système sous la forme : 
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Une autre forme d'écriture du système est : 

avec 

l'équation de récurrence corresgondant au vecteur 0 s'écrit : 
n 

soit encore : 

en explicitant encore la relation obtenue, on a : 

i Après avoir effectué tous les calculs et remolacé les par 

leur valeur, nous obtenons l'équation de récurrence vectorielle suivante : 



Nous remarquons que les coefficients matriciels intervenant dans 

cette équation peuvent être obtenus directement d'un calcul direct sur 

la matrice A de (11-130). 

, En développant l'expression (11-134) : 

(DET) '  ( A  - 2 ~ ~  J(2,3)) 

l 

par rapport aux deux premières colonnes, et en identifiant : I 

1 

nous retrouvons Iléquation de récurrence vectorielle au dessus (11-133). 

La matrice A est caractérisée par ses (m-1) premières colonnes 
formées de blocs de matrices diagonales présentant la prosriété de commutativité- 

Les blocs de la dernière colonne sont non constants, non commutatifs. 

La théorie dévelo~yée dans le chapitre, et en particulier le calcul 

de déterminant matriciel reste valable et ceci à une condition : le déveloz- 

pement du calcul de celui-ci s'effectue par rasport aux (m-1) premières 

colonnes à élèments commutatifs. Cela nous permet une extension dans le 

calcul de polynôme caractéristique généralisé aux matrices partitionnées avec 

la dernière colonne contenant des'blocs quelconques. 



a) Extemion daMs Xe catctLe de polynôme maotén in t ique 

g é n W é  

(4 - 'A P 3 (m,~)) est encore a~geiée matrice caractéristique 
généralisée . 

Dans le cas zénéral, nous adopterons la notation suivante : 

I 
(DET) ( . ) ne correspond au déterminant matriciel DET( . ) avec 

les propriétés correspondantes que dans l'hypothèse de commutativité de 

tous les blocs de la matrice A . 
1 

Donc la notation (DET) ( - 1  : un moyen permettant cette extension 
aux matrices de tyoe k , le dévelop~ement de calcul se fait Dar raogort 
aux (m-1) colonnes h blocs coxnmutatifs. Ce qui nous donne un polynôme en 

ouissance de 'A que nous a~~elons encore "polynôme caractéristique géngra- 

lisé" et s'&rit f 

ii pi*(.) E aDXP de composantes p ( . )  (j, k = 1 ... s) jk 

Une deuxième e-ression du polynôme serait sous la forme matri- 

cielle, en rempla~ant dans l'équation (11-1 36) ' A  oar sa valeur soit : 

. 

Il vient le polynôme matriciel à coefficients polynominaux (11-1 37) 

avec 

m 
$jk(~k,. ) = ,T gjk i* (on) K ).k m-i 

i= 1 pour j # k =  1 ... P 



Enidentifiant dans l'équation (11-130) : 

pour i = O ... m 
Il vient l'équation de récurrence vectorielle (11-123) ou sous 

une forme explicitée (11-139) : 

8)  fo-neo-meGeeees 
Le même procédé développé sur l'équation (11-19) est appliqué 

dans le cas de ( II- 13 1 ) , conduit aux quatre former matricielle (11-3 1 ) 
( 11-32) ( 11-33 ) et ( 11-34) . 

Paxmi les cirtères de stabilité développés dans le premier 

chapitre, deux sfada?tent oarticulièrement sur les fornes obteriues. Le 

critère de majoration gouvant s ' agliquer aux formes récurrentes (11-1 9) 
Celui de BORNE et GEmTINA sur la forme Frobenius génsralisée apès un 

changement de base sur celle-ci. 



V - 1 LLUSTPATLON SUR DES EXECiPLES 

- = D VARLABLES NON LINEAIRES '-' S ~ ~ ~ ~ ~ - ? ~ ~ ~ ! ~ - ~ J J ~ 9 9 ~ ~ 1 1 1 ~ C - C C C - C C - C C - - C - C - - - - C - - -  

Soit le système re-résenté par (11-1 40) : 

X 
1 1 2 
n+ 1 = al1 xn + a12(xn) + . . . . . . . + a (xq) 

'Q n 

I Nous voulons éliminer x et trouver une relation de récurrence n 
par ragport au vecteur a : 

n 

Pour appliquer 1 'algori thme d ' élimination généralisé , nous 
partitionnons le système (11-1 40). L'écriture de la première ligne (q-1 ) = p 

fois nous donne l e  système suivant : 

avec 



Le polynôae caractSristique généralisé relatif 2 la nouveile 

re-résentation est obtenu. en calcuiant l'eqrassicn : 
R 
ai2!on) 

(=ET ) 1 = PPA) (11-143) 
A : ~  (un) - 'A 

g2 ( on )= 

il vient une équation vectorielle en ouissance dep.\ (11-144) 

- 
a* 22 (x2)  . .  . . a  x . .  i . 2i n 

. . . . .  . . . . . . . . . . . . .  
z 2 t i  

a ( X  ) . .  aqi(xn) . . . .  q2 n 

avec : 

r 
l* 2 

'*( -l 1 . .  i 
* 2 

a l t  + a2?(xn+t) . g  [xq 1 
21 n+l 

* 
= A l i  + AZ2(cn) = . . . . . . . . . . . . . . .  

. . . .  a*. ix2 ) a + a* (x9 

1 * 
P (on+,) = 

q2 n+i 1 qq n+11 

~ ~ ~ ( x ~ + ~ )  • • • 'î? 'n+t 

. . . . . . . . . . . .  

l*(X2 ) a . . .  p1*(X9 ) Ppt n+i pp n+ 1 , 



l'expression (11-144) peut être obtenue sous une forme matricielle 

en remplaçant ph par sa valeur soit : 

vient alors le polynôme matriciel à coefficients polynominaux (11-145) 

En identifiant dans l'expression (11-144) : 

phi on - o oour (i = O . . .  2 )  n+i - 
il vient l'équation suivante : 

1 * 
'n+2 - ("n+n+l)on+ï + p2'(on)on = O (11-1 46) 

ou sous une forme eqlicite : 



Le systhe se présente sous la forme : 

En posant : 

le système (11-147) cartitionné s'écrit : 

avec 

* - 
a* (x2) 12 n a* 13 (x3)' n 'a* 22 (x2) n 

a* (x3) 
23 n 

= AE2(on) = 
a* 12 (x2) n ax (x3) a* (x2) * 3 13 n 32 n a33(xn) - A 

f3 1 Polynôme --- ----------------- c a h a c t W L i q u e  v e c t o t u d  

Il est obtenu en calculant l'expression (11-149) : 



y 1 EqE?Gcn-&-heçur~ence- EctcG-ag 

en identifiant dans le polynôme (11-149) 

. 
1 * 

01 '*(O) 1 p12(J 

pgl 1 R '*(-) 1 p2,(*) - - 

avec : 

1 * 
P (on+,)= ~ ~ ~ + ~ 2 ~ ( u ~ - ) =  

en reqlaaant 'A par sa valeur il vient le polynôme matriciel : 

1 * 

nous obtenons 1 ' équation 7 11-1 5 1 ) : 

2 
P( 4 )  = 

ou sous une forme explicite : 

r 
2 2 * 3 ,  a11+a22(xn+i) a23(xn+1 

Ir 2 
+a*(x3 1 a32(xn+i) ' a i l  33 n+t 

d 

, 

- - 

- 
24 1% 3 2+ - PZ ($n) hl + T J ~ ~  (xi) 7 12 - g2, (xn) A 2  + i22(~i) 

m 

(11-1 50) 



Eg%Gono-rn%G&!e/~ 
Soit un vecteur 

l'équation obtenue est de la f o m e  (11-152) 

Y,, 1 = A(.) yn 

avec 

La reprisentation duale de H(.)- est obtenue par l'introduction 

des variables annexes dans l'équation (11-151). Nous obtenons la forme . , 
matricielle suivante : 

c'est une matrice sous fome Frobenius généralisée dépendant de deux 

paramètres seulement et au même instant n (x 2 3 
n 3  xn) 



2eme c a s :  q = 4  , D = 2  

Ce cas corresoond à la représentation (11-154) 

le système d'ordre 4 ,  où x1 et x2 sont à éliminer, pour cela, il vient une 
n n 

deuxième regrésentation sous forme de blocs. 



6 )  Polynôme _ _ _  ___________________-- - - - - - -  v e c t o t U d  cmactéhLbfiy~~g 
- - 

-21\ A12 ( on ) 
2 1 

P( A )  = (DET) A2 1 A22 A : ~ ( o ~ )  

2  
A3 1 A32 A 

- - 

en développant l ! e q r e s s i o n ,  on o b t i e n t  : 

1 * 
P ( ~ A )  = 2 ~ 3  - P (on+2 

2% 
) 2 ~ 2  + ? ) 2 ~ -  p l*(on)  ( 1 1 - 1  56) 

il v i e n t  : 

2 
P( A )  peut ê t r e  sous fo rne  n i a t r i c i e l l e ,  quand on re-lace 2~ p a r  sa v a l e u r  

dans l ' e q r e s s i o n  (11-156) 

avec 

zl\ = 
A, 

L 0  

avec pi*(. ) sont  des c o e f f i c i e n t s  m a t r i c i e l s  de l a  f o r n e  : 
* 3 ,  t '1 

) 
1 

" 1  1 + S2p + " 3 1 ( ~ r i +  " " 3 i i ( ~ i i + "  I 
3 

? 1 ~ 3 ( ' ~ + , " )  

1 * 
) =  ((ln+, 

1*( 3 

1 * l *  11 
P ~ , ( x ; + ; )  P ~ ~ ( X " + ~ )  

= Al 1 + A 2 7  + ~ 3 ~ ( ~ n + 2 )  = 



y 1 F~uation_be-zZ-*yfe~se-~eGoGGe 

En posant dans l ' e x p e s s i o n  du ~olynôme (11-156) 

2 i 
On+; - A On (i = 0,1,2) 

il vien t  l ' équa t ion  vec to r i e l l e  suivante : 

L a  matrice correspcndante e s t  de l a  forme : 

e l l e  dénend de tous l e s  paramètres du système e t  à des i n s t an t s  dif" e ren t s  . 



- Forme Frobenius géns ra l i sée  ---------------- ---------- 

El le  s e  met sous l a  forme : 

4 
e l l e  ne dépend e l l e  que de deux paramètres x: e t  x e t  au même i n s t a n t ,  n 
ce qui détermine son choix oar  rapport  à l a  représenta t ion (11-159) pour 

l ' é tude  de s t a b i l i t é  dans l e  t ro is ième chap i t re .  



CONCLUSION 

Nous avons montré qu'en se >laçant dans un anneau commutatif 

la régle d'élimination établie dans le cas de polynôme caractéristique 

scalaire peut être généralisée. Nous avons défini dans ce sens le déter- 

minant matriciel et le "polynôme caractéristique" généralisé. Sous les 

mêmes hypothèses, les régles de calculs établies pour les matrices à 

coefficients scalaires sont aussi généralisées au cas de matrices parti- 

tionnées sous forme de blocs commutatifs. 

Pour assurer la yrooriété de commutativité entre les blocs 

constituant la matrice, nous avons utilisé le principe de la redondance 

ou dilatation 2 un certain degré défini, en tenant compte de l'ordre 

du système initial et de la dimension choisie pour les blocs définis lors 

du partitionnement. 

L'application des algorithmes d'élimination établis aura~avant 

aboutit à une forme de type équation de récurrence vectorielle de divers 

ordres. Divers types de représentations peuvent apyaraître suivant le 

choix de représentation souhaitée. 
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METHODES DtE7UDE V E  STABlLlTE RELATIVES 

AUX VIFFERENTES REPRESENTATlONS OBTENUES 

L'application des algorithmes d'élimination établis dans les premiers 

et deuxième chapitres conduit à des représentations systématiques du type équation 

de récurrence vectorielles. Nous avons montré que ces dernières sont génératrices 

de plusieurs formes matricielles. Nous nous intéressons dans ce chapitre, en plus 

de l'équation de recurrence vectorielle à la forme matricielle& type Frobenius 

généralisé. Les deux formulations ainsi choisi portent en fait sur une partie des 

composantes du systèmes : celles intervenant non linéâiremenr. 

Parmi les méthodes d'études de stabilité développees aupa~avant, nous en 

retiendrons deux en particulier. Le critère de majorarion élaboré pour les &qua- 

ticns scalaires, sera généralisé aux formes récurrentes vectorielles, ce qui cons- 

titue une extension du critère dans ses applications. D'autre part un changement 

de base sur la forme matricielle, conduit à une représentation permettant de mener 

une analyse de stabilité globale, qui permet dans certains cas, de conclure aisément 

à la validité de la conjoncture linéaire. 

Une troisième partie de ce chapitre présente une méthode originale d'analyse 

de la stabilité vis à vis des conditions initiales utilisant la représentation 

proposée au deuxième chapitre. Cette méthode conduit à une définition simple de 

domaine d'attraction. 



7 - €TUDE DE LA STABILITE GLOBALE A PARTIR DES FORMES MATRlClELLES. 

Soit un système représenté par l'équation vectorielle (111-1) 

où 

- A est une matrice partitionnée en m2 blocs de matrices carrés de dimen- 
sion p x p. Les (m-1) premières colonnes sont constituées de blocs 

diagonaux commutatifs. 

iT - i i avec Xn - (xn -- X --- x:) ejlP yi = î, --- m-1. n 

ondésigne ici le vecteur à partir duquel nous proposons d'établir différentes 

présentations. 

L'application de l'alhorithme de mise en équations (ch. II) permet d'éli- 
1 miner les vecteurs X --- m l  et d ' établir 1' équation de récurrence vectorielle n 'n 

relativeau vecteurs Il vientainsi le polynôme caractéristique généralisé de nti 
la forme : 

avec 'A une matrice diagonale carré de dimension pxp de la forme : 

En explicitant cette matrice dans (III-2), nous obtenons un polynôme 

matriciel en )c de la forme : 
i 



on a a i n s i  pour l e s  deux expressions du polynôme : 

i* - P (.) matr ices  c a r r é s  de dimenqion p x p a coef f i c ien t sncn  constants  

pi*(.  ) 
jk 

- 5 .  ( . ) polynômes s c a l a i r e s  en X avec : 
lk 

m 
< f . . ( ~ . , )  = + 1 p f ? ( o j )  x ~ - ~  pour j = l . . .p  

1 3  3 1 i=l II n j 

m (111-5 ) 
i* k 5. ( 1  = pjk(on) $-i 

J k 
pour j k = l . . . p  

i=l 

en i d e n t i f i a n t  'nig à 4+i (i=0,1 , .  . .ml, dans l e  polynôme v e c t o r i e l  (111-2) nous 

obtenons l ' é q u s t i o n  de 'récurrence v e c t o r i e l l e  (111-6) : 

m 
+ i* 

'n+m E P ('n+m-i) On+rn-i = O ( 111-6 ) 
i-l 

s o i t  une forme developpée : 



. 7-2 ETUVE DE LA STABTLZTE. ..................... 

L'introduction des variables annexes dans l'équation (111-6) conduit 

à une représentation de la forme Froknius généralisée (111-8) l 

C..(.) : blocs de matrices carrées d'ordre m, constituant la diagonale principale. 
3 1 

C (.) : blocs hors diagonales dont les colonnes sont toutes nulles sauf la der- 
j k 

nière. 

1.2.1 - Choh de la treptrésentcL;tion. .......................... 

Le changement de base défini par la matriceabloc 



T-1 : matrice carrée a coefficients constants choisie selon ltexpression : 
j 

conduit à une matrice constituée de p2 blocs de matrice, carrées d'ordre m s'écri- 

vant sous la forme : 

pour j=$ ...p 

(111-10) 

1 (-a:) (-a;)* - . - - - (-7) j m-i ' 

avec 
-1 B(.) = T C(.) T. 

T-l = 
j 

Le calculesteffectué identiquement à celui des matrices à coefficients scalaires. 

Les blocs s'exprimant ainsi sous la forme : 

- - - - - - - - - - - - -  ...................... 1 

j 1 (-am-l) <-a;--,, -.-.-.-.(-A lm-l 
m-1 

. . . .  O O O - - - -  1 
L i 

- 1 B~~(.) = T. C..(.)Ti pour i = l...p 
1 11 

-1 B..(.) = Ti C..T 
1-1 

pour i t j = l...p 
1 j 

soit sous une forme developpée : 



pour i = l...p 

avec : 

m 
i i i m j* i i m-j 

. - a  a + pii(n)(-al) )pourl= l...(m-l) (111-12) 
11 - j =1 

Les blocs hors de la diagonale s'écrivent : 

avec 
i m i m-k -$..(.-a 0 )  )POUPL= i.... (m-1). 

17 1' n k=l 

En procédant par permutation des lignes et colonnes dans la matrice (111-11) 

nous pouvons obtenir une deuxième forme de matrice D(.) d'expression (111-14) : 

avec les notations suivantes : 

1 Dll = diag {-al ... - a 1 i i P -a . . .-a 
m-1"-" 1 m-1 ..., -a 

1 "' 
-2 1 m-1 



.................... O O ... 
........... 

o..,  O . ................... 



Le système peut ê t r e  représenté  par  l ' équat ion (111-15) 

W' n = (w;, ... W' w L  
pn' (p+l)n 

1 

a vec 

Dr( . )  e s t  une matrice par t i t ionnéeen  blocs de matrices carrées ,  s o i t  : 

avec 

pour i = 1.. .p 



Le choix de l a  même vec to r i e l l e  (111-17) : 

D ' 
( p + l ) i ( *  ) = 

permet de d é f i n i r  pour l e  processus é tudié ,  l e  système de comparaison (111-18) : 

C i 

r ...................... O O 

m-1 i -1 m-2 i i 
I I  a  a .  ..... - a i )  - 1 

I - II j =2 j =1 

...................... O O 

i = l . . .p 



en posant : 

p(m-l)+l = s 

j t i  .................................. 
R s (.) = Max 

L a  matrice F(.) e s t  une matrice carrée  d 'ordre  s ,  ( s  = (m-l)p+l) a 

composantes toutes  pos i t ives .  Ses é l é rne~ t s  non l i n é a i r e s  sont TOUS i s o l é s  

dans l a  dernière colonne. L'application des condit ions de KOTELYANSKI conduit 

à des conditicns su f f i s an t e s  de s t a b i l i t é  asymptotique e t  globale du système 

i n i z i a i  (111-11, d'où l 'énoncé du théorème suivznt : 

m-1 i at i l* j  
1 -  1 %j - piion)I f f l ~ ~ ~ c ~ > i  

j =l j =l 

a 1 Le ayatème &chet tregi parr t rZq@on d e  irécuntrence vecltatU&e 

(271.6) ut agmpXoltiquemc?nt a&bCe at &dement, a '.il e x d X e  E > O ,  et d u  
1 2  .... patametrres arrb.Ltm&eb aj, aj, ap avec j . 1. . .(m-1) t a  pue les deux 

3 
c o n t u i n t u  auLvan#u auh. la -ce F ( . ) a o i e n t  v W a i é e b  : 

( * de t  (IS - F(.)) 2 E > O Yo (9 c*', {O} €9. 9 s  0- 
n 

1.3 - APPLICATION. 

Nous nous proposons deux systèmes interconnectés l inéairement.  L'un 



fonctionnant en régulateur comportant dans sa chaine d'action successivement un 

échantfionneurnon linéaire de période constante T et un second ordre avec une inté- 

gration à une constante de temps T .L'autre est un premier ordre commandé non 

linéairement par un deuxième éci.iutillonneuhon linéaire de même période que le 

premier et fonctionnant en synchronisation. Le système peut être représenté par 

le schéma bloc suivant : 



Nous obtenons if équation n a t r i c i e l l e  suivants  : 

avec 

D = e  -T/T 

Leséchantillonneursnonluiéaires sont des bloque&s d 'ordre zéro munis de non 
2 

l i n é a r i t é s  f (nL) e t  f2 (on) .  11 vien t  a l o r s  : 
1 n 



I 2 o2 0 sont les deux variables traitées non linéairement. 
n' n 
y' est la composante que nous désirons éliminer, et trouver une équation de ré- n 
currence régissant o1 et o 2 

n ne 

On dilateA9 matrice initiale du système (111-20) et nousla partitionnons 

en blocs de matrices carrées d'ordre deux, nous obtenons : 

Les deux blocs de la première colonne sont commutatifs, l'application de l'algo- 

rithme en vue d!obtenir le polynôme caractéristique généralisé donne l'expression 

suivante : 

2 En remplaçant A par sa valeur soit : 

Il vient la relation (111-49) 



Par i den t i f i ca t i on  dans l e  polynôme vec to r i e l  (111-22) 

Il vient alors l a  r e l a t i on  (111-24) : 

Après l ' in t roduct ion des var iables  annexes e t  permutation de l ignes  

e t  colonnes suivant l e  procédé d é c r i t  auparavant, nous obtenons l a  matrice 8 ( . )  
suivante : 



La matrice de changement de base de la forme 

conduit à la représentation (111-27) : 

avec : 



Soi t  p ( . )  l a  norme r e l a t i v e  au vecteur z t e l l e  que : n 

nous obtenons l e  système de comparaison (111-28) 

1 2  2 
( 1 5 ,  (un9-a l ) l  + 1 2 2 ( u i f - a l ) ~ )  

1 
> 

2 
1 1 Max rlap+~+g;(un)I + I L ~ ( o ~ ) ~  

la$+~+l;<o:>l + l g ~ ( u ~ ) l  
k I 

Le système obtenu e s t  sous l a  forme en f lèche  mince. Les éléments non l i n é a i r e s  

sont i so lés  dans l a  dernière colonne. L ' appl icat ion du théorème @II. 0 conduit à 

une condition suf f i san te  de s t a b i l i t é  asymptotique : s o i t  en remplaçant tous  

l e s  termes par l eu r  valeur : 

avec : 



11 - ETUVE A PARTIR DE L' EQUATlON DE RECURRENCE VECTORlELLE. 

11-7 GENERALISATION VU CRITERE DE MAJORATION. ....................................... 

Nous étudions une généralisation aux équations de récurrence vectorielles 

d'une méthode élaborée pour les équations de récurrence scalaires. 

La méthode s'applique directement sur les formes récurrente de type 

(111-30) : 

avec 
i 

on E 
vecteur de cmposantes o (i=l.. .?) n 

i i 
P ( . 1 € dP y vecteur de composantes p ( . ) (k=l .  . .p )  

k 

lT- l - l  CRITERE-oRAII?!lbENmALZSE- 

Notons : 

q(.) une norme relative au vecteur a de taille k n 

Il vient : m 
i 

q(n+m) s (g+wi 1 
i=l 

avec 

si(.) = q(pi(.)) 

i si(. ) e xk y vecteur de composante s (1 = 1.. .k) 
1 

Posons : 



k 
La fonction F( . )  de R €31 déf in ie  pa r  : 

avec 

a .3CP e t  R~ =  CR^,...,^^, Ri > O Yi = l , . . . ,k.  

e s t  majorante de la  fonction v e c t o r i e l l e  pos i t ive  S( B) lorsque 6 appar t ient  

au domaine dé f in i  pa r  q(B) 5 R V i  = l...m. 
Dans ces conditions s i  : 

Il v ien t  l ' i n é g a l i t é  (111-35) : 

vé r i f i é e  composante à composante. 

Cette fonction vec to r i e l l e  satisfait l e s  hypothèses permettant l ' app l ica -  

t i o n  des conditions de majoration d'où l e  c r i t è r e  suivant : 

S i  l a  s u i t e  vec to r i e l l e  de terme générale G r  d é f i n i  par  l a  r e l a t i o n  (111-36) 

(JJZ-30) son t  majorées e t  t e l l e s  que : 

& =  tend vers une l im i t e  L, L = l i m  Gr. 
.p.+ao 

AJ 
Au bout d'un temps s u f f i s a n t ,  l e s  amplitudes des so lu t ions  de l 'équat ion 



B )  P é m o n a ~ n .  ------------- 

Supposons que L s o i t  l a  l i m i t e  de G quand r -t -pour  les G considérés. r O 

Posons : 

l e  MAX é t a n t  défini  i c i  composante à c ~ m p o s a n t e ~ a v e c  les hypothèses ( I I I -36) ,  

il v i e n t  : 

on s a i t  que s i  : 

a l o r s  : 

q(on) Y q(on++l) Y gq(on+m-l ) S R  

q(a r F(R) n+m 

écrivons la s u i t e  W à l ' i n s t a n t  n+ l  : 
n 

l 

'n+l 
= MAX {Vn+l ... v v 1 

n+m-1' n+m 

s o i t  : 

Il v i e n t  a l o r s  : 

'n+l 
' MAX {wn, v . } nim 

l en tenant  compte des r e l a t i o n s  au-dessus, nous obtenons l a  s u i t e  (111-40) 

Cet te  i n é g a l i t é  conduit à considérer  deux s u i t e s  d i s t i n c t e s  : 



- La première s u i t e  

qui converge vers W 
O 

-La deuxième s u i t e  

qui  tend e l l e  vers  L pour n tendant vers  CO 

La s u i t e  (III-4û 

n + i  i MAX {Hl, F(W 11 
n 

converge donc vers une l im i t e  t e l l e  que 

lim Wn S MAX { G ~ ,  LI 
n- 

ce qui démontre l e  c r i t è r e  e 

Go L Go 
figure :5 

Lorsque nous prenons pour q ( . )  une norme sca l a i r e  N .1  correspondant au 

vecteur 0 . 
n 

I l  vient  de l a  r e l a t i on  (111-30) l ' i n é g a l i t é  suivante : 



avec 

i fi(.) = '(P (.)) qui sont des scalaires. 

Une majorante des oscillations limites du processus initial est définie sous la 

forme suivante : 

m 
F(S)  = 1 Max fi(a) 

i= 1 +(a) 5 S 

L'étude s'effectue alors graphiquement. Il suffit de tracer les courbes 

représentatives des m équations aux paramètrrs a. L' intersection de la courbe 
somme avec la première bissectrice définie la valeur de L d'où il résulte une 

majorante de l'amplitude maximum des oscillations limites. 

Dans le cas d'un système faiblement non linéaire au voisinage de l'ori- 

gine, il peut être intéressant d'envisager une majoration de l'amplitude des oscil- 

lations limites à partir d'une représentation de la forme (111-45) : - 

avec 

i * pi*(. ) e sPXP , matrice carrés de composantes p ( . ) 
j k 

(j,k = l...p) (i = 1. ..ml 

Notons pour la même norme q(.) définie auparavant : 

M (pi*(. ) ) .EX f xk , la norme de matrice correspondante 
99 

(q est supposée ici régulière). 



I l  vient  : 

avec 

Posons : 

- 
y . . .  0 

i * 
( 'n+rn-1 n+m- i 1 

i=l 

1 - MAX (V,VI) = [ Max (v , wl)] 

- l e  maximum sur l a  matrice M (.) e s t  d é f i n i  comme é t an t  l e  
qq 

maximum sur chaque terme de l a  mat r icepr i s  séparément so i t  

i *  
Max (mil(.)) ... Max 
q(aJsR q(a)lR 

i *  
Max . Max (<(.)) 
q(a) lR q (~ ) l :R  

1 

Il v ien t  : 



Soi t  l a  r e l a t i on  : 

La fonction F*(R) de R c~~~~ déf in ie  par : 

avec 

a E f lp  

e s t  une majorante de l a  fonction matr i (*ie l le  pos i t ive  P(B ..., Bm) lorsque chaque 
1 ' 

Bi appar t ient  au domaine d é f i n i  par  q(B,) I; R Y i  = l . . .m.  

Donc : 
pour : 

u nin-i  ' t e l  que q(unim - ) S R Y i  = l . . . m  

1 on obt ient  : 

La majoration correspond dans ce cas à : 

l i m  q(on) r L 
n- 

1 - 2  EXEMPLE V 'APPLICATION DE CRITERE. ................................ 

Nous nous proposons d'appliquer l e  c r i t è r e  sur une équation vec to r i e l l e  

à coef f ic ien ts  numériques suivante : 



avec  : - k(a)  = 2,5 + f ( a )  
e t  f ( a )  une non l i n é a r i t é  de l a  forme : 

Posons : I 
Figure: 6 

Il s ' en su i t  l ' i n é g a l i t i  suivante : 

Quand on applique l e  c r i t è r e  de majoration, il vient  l a  fonction majorante su i -  

vante : 

F(R) = MAX 
l a i  

/ 

k Sgcll k \ I 0 , 2 a ~ + s g a ~ +  $a2) 1+10,2al+ - 
2 + ?(a2) /  

1 O ,  la  +2sga +O, 2a2+sga21 +/ O ,  2a +sgal+0, 3a2+sga2 1 
1 1 1 

\ J 



avec : 

Celle-ci peut slécrire en tenant compte de la propriété de M a y o u s  la forme 

(111-51) : 

avec 

' Lorsqu'on explicite cnaque terme de la relation 111-52 , on obtiem : 

Dans ces conditions, la construction graphique représenté figure7,conduit à définir 

une majorante : 

d'où la majoration suivante : 

26, 66 
l i m  





III- ETWE DE LA STABILITE VIS A VIS DES CONVITIONS INITIALES DES SYSTEMES 

DISCRETS NON LINEAIRES. 

L'objet de c e t t e  troisième pa r t i e  de déterminer un domaine d ' a t t r ac t ion  

de l ' o r ig ine  ( s r i l  ex i s t e )  pour un système de grande dimension admettant plusieurs  

non l i néa r i t é s .  L a  méthode e s t  basée sur une représentation par t icu l iè re  qu i  con- 

s i s t e  à regrouper dans l e  vecteur é t a t ,  l e s  composantes dont dépendent l e s  coef- 

f i c i e n t s  non constants. En appliquant l a  méthode à un système d'ordre q avec p 

var iables  d ' é t a t  t r a i t é e s  non linéairement (p < q ) ,  il apparait  possible de rame- 

ner l ' é tude  dans un espace de dimension p permettant a i n s i  une s impli f icat ion des 

ca lcu is  /42/ 

Plusieurs r é s u l t a t s  sont présentés r e l a t i f s  à l a  déf in i t ion  de domaine de 

' tat .  s t a b i l i t é  globale dans l 'espace des variables d é 

L a  mise en otuvre de l a  méthode consiste en l t ; i t i l i s a t i o n  des r e l a t i ons  

des systèmes majorants basés sur l e s  fonctions des normes vec tor ie l les .  

Cette méthode s'àve re  ga r t i cu l i è rmen t  adaptée aux systèmes de grande 

dimension avec Pau de non l i néa r i t é s .  

Le système étudié e s t  dé f in i  par un vecteur é t a t  X de dimension q dont n 
une p a r t i e  des composantes e s t  t r a i t é e  par  l e s  non l i néa r i t é s .  

La méthode que nous proposons consiste à trouver une fonction qui  r e s t e  

de Lyapunov tou t  l e  long des t r a j e c t o i r e s  du système lorsque l e  vecteur é t a t  i n i -  

t i a l  Xno (à n = no) appartient à un cer ta in  domaine n o ~ é  < D r .  
S i  par tant  d'un point d e s f  où l a  fonction V(Xn) est de Lyapinov, on peut 

garan t i r  que l 'évolut ion du vecteur é t a t  Xn s e  f a i t  d a n s g r ,  l a  s t a b i l i t é  v i s  à v i s  

des conditions i n i t i a l e s  (X €9')  sera  prouvée sans nécessairement e x p l i c i t e r  no 
l e s  équipotent ie l les  de Lyapunov pour l e  processus étudiée. Une étude s imi la i re  a 
é t é  f a i t e  su r  l e s  systèmes continues 115 1 . 

Nous supposons que seule une pa r t i e  des composantes du vecteur .é ta t  in te r -  
1 

vient  non linéairement. Le Xn d é f i n i t  l'ensemble des var iables  d ' é t a t  intervenant 

non linéairement, l e  système dans lrhypothèse s ta t ionna i re  peut en général ê t r e  

représenté par une équation de l a  forme : 



xn e i q  avec q = q1 + q2 

en explicitant l'équation (III-55), il vient : 

avec : 

L'utilisation des normes vectorielles permet de définir une forme 

agrégée de A(. appelée matrice majorante 15 1 143 1.  
1 Ainsi pour un système décrit par la relation ( 1 1 -  , la matrice H(A(Xn 

1  k est majorante de A(X 1 relative à la norme p(X 1 aq +%+). 
n n 

1 2 2 1 l?otons p (X ) et p (X ) deux no-rines vectorielles de x1 et Xn et p. .(A. .(Xn)) 
1 n 2 0 n 1 3  1 3  

des matrices majorantes qui lui sont associées (i, j = 1,2). 

k2 
t aveck + k  = k  1 2  

Il en résulte de la relation (111-55) et de la définition de la norme vectorielle 

l'inégalité (111-57) : 



Cette inégalité étant vérifiée composante à composante. 

Soit le système de vecteur état z : n 

1 Lorsque la matrice M(X ) vérifie pour tout X' exq1 lrinégilité biI-59) composante n n 
à composante : 

avec 

M(.) à éléments non négatifs 

et de plus : 

- les conditions initiales du système (111-58) satisfont la relation 
(111-60) 

Il vient composante à composante l'inégalité : 

fin 2 no n 

Le système (111-58) constitue un système majorant dit de comparaison pour le modèle 

représenté pour 1 1 1 - 5 5  La stabilité globale avec la convergence asymptotique 

du système (111-55) vers la position dréquilibre (X = O) est déduite de celle du 
n 

système (111-58). 



.Il convient maintenant de déterminer à p a r t i r  de ces r é s u l t a t s  des conditions 

permettant de conduire à l a  s t a b i l i t é  v i s  à v i s  des conditions i n i t i a l e s .  

771. 3 PiXmmina;t.ion d'un domaine d f u t t m & o n .  ....................................... 

Nous nous proposons de d é f i n i r  deux c r i t è r e s  basés sur deux approches 

d i f fé ren tes  des systèmes majorants : 

- l e  premier u t i l i s e  un système l i n é a i r e  asymptotiquement s t ab l e  qui  majore 

l e  système à étudier  (111-55) 147/148/.. 

- l e  deuxième u t i l i s e  l a  seconde méthodes de Lyapunov à un système majorant 

n m  l i néa i r e .  

Il convient a l o r s  pour l a  s u i t e  de l ' é t ude  de dé f in i r  une c lasse  par t icu-  

l i è r e  @(.) de norme sca l a i r e  dans l'ensemble des normes t e l l e  que l a  vé r i f i ca t i on  

composante à composante de l a  r e l a t i on  (111-62) 

. o s u  S V  n n '  

implique c e l l e  de (111-63) 

e t  cec i  : 

L e s  normes 4 ( . )  peuvent ê t r e  par exemple dé f in i s  à p a r t i r  dzs normes de Holder 

déf in ies  de manière na tu re l l e  à p a r t i r  des composantes du vecteur zn. 

So i t  : 

M ( a ) ,  s i  e l l e  ex i s t e ,  une matrice majorante de A(.) a coef f ic ien t  constant,  

déf in ie  dans un voisinage de l ' o r i g ine  e t  vé r i f i an t  l ' i n é g a l i t é  (111-64) terme à 

terme : 



1 pour tout X vérifiant la contrainte (111-65) : 
n 

1 
$ (P l(Xn) < a, avec a fixe ES + ( 111-65) 

i.e : M(a) majore le système pourvue que X soit dans le voisinage de l'origine n 
défini par : 

Soit le système non linéaire (111-55) : 

/ S'il existe une nome scalaire $ s et une constanteci positive telles que : 

i) le système décrit l'équation 

1 z n+l = I(a) zn (111-66) 
l 
est un majorant linéaire asymptotiquement stable du système (111-55) dans le voi- 

sinage de l'origine défini par : 

k xk 
ii) Il existe un voisinage 3 inclus dans tel que si les condi- 

tions initiales de (111-66) sont dans on ait : 

alors l'état d'équilibre X,, = O du processus (111-55) est asymptotiquement stable 
dans le domaine3 défini à partir des vecteurs X tels que : 

O n 



Compte tenu de l a  re la t ion  (ii), s i  

il en sera  de même pour tou t  X .In >,no. n ' 
Dans ces conditions l a  propriétée : 

r e s t e  vér i f iée  tou t  l e  long des t r a j e c t o i r e s  solution du système i n i t i a l ,  

l e  r é su l t a t  énoncé résu l te  a lors  simplement de l a  propriété (i). 

f 1 1 . 3 . 2  Chi/t&e I I  : syw2me m a j o m n t  non &nZahe. ------------- -------- ------------------ 

1 1 La matrice majorante M(X é tant  à coeff icients  non constants il e s t  en. n 
général di-ff i c i l e  de dé te- rmi~e~ la  solution générale du systsme ( 111-58 ) . Son 

étude peut ê t re  abordée pour l a  deuxième méthode de Lyapurmv. 

Notons S (.) l a  matrice na jo rmte  r e l a t ive  à l a  norme sca la i re  de vecteur $4 
$( . )  

P a r  extension de langage, nous écrivons l a  r e l a t ion  : 

1 2  
@(Zn) = Q(zn, Z n )  

Enoncé du ctLtè/Le II. .................... 

Le domaine défini  par  l ' i néga l i t é  

b e s t  un domaine d 'a t t rac t ion  pour l ' é t a t .  d'équilibre X = O du processus décr i t  n + 

ar l a  re la t ion  (111-55) : 

lorsqu'est  vér i f iée  l a  contrainte.  



O C P ~ ~ X , ~  .0)1 i ci 

(ci e t  c sont f i xé s ) .  

En vue de l ' é t ude  du système majorant (111-58) définissons une fonct ion 

candidate à Lyapunov V(zn) t e l l e  que : 

avec 

I il vient  immédiatement 

1 
O(Z,+,) 5 S (M(Xn)) m < ~ n )  $4 

lorsque l a  condit ion (111-77) 

e s t  v é r i f i é e  t o u t  l e  long des t r a j e c t o i r e s  du système, l a  s t a b i l i t é  asymptotique 

en découle. 

L ' inéga l i t é  (111-76) implique dans l e  cas  : 

de plus  l e  système (111-58) é t an t  majorant du système ( 1 1 1 - 5 5  l ' i n é g a l i t é  

(111-61) r e l a t i v e s  aux propr ié tés  des normes c permet d ' é c r i r e  : 

l e t  à f o r t i o r i  : 
1 



Le rapprochement des inégalités (111-78) et (111-79) nous permet alors 

de conclure. En effet, la vérification des conditions (111-73) et (111-74) impli- 

que une évolution du système selon la contrainte (111-78). 

L ' inégalité (111-79) montre alors que la condition (111-75 ) reste vérifiée 
tout au long des trajectoires. L'origine est donc un point d'attraction asympto- 

tiquement stable dans le domaine défini par l'inégalité : 

0(p(Xn)) 2 (3 

III .4. Appeication aux . 4y~* ibed  de Zgeb Cwré Pos&&ov - --------------- ----------- ------------------- 
4 

Afin de préciser le domaine d'application des résultats que nous avons 

présentés, montrons comment ils peuveiit être adaptés 2 certains modèles de type 
~ u r é  Posnikov t 

Soit le sys-cèrne de vecteur étatu régi par les équations :. 
n 1 

nxn A : matrice constante E %  

nxn 
B : matrice constante ES 1 

n xn 
C : matrice constante E J( l , de rang n 

1 

I' à : matrice constante vérifiant I' s T. - - 



effectuons un changement de rerpésentation du système décrit pour la forme 

(111-80) tel que : 

2 et définissons X pour que le vecteur Xn tel que : 
n 

constitue un vecteur état. 

Dans ce sens, introduisons une matrice carrée P : 

nxn 
P : matrice carrée non singuliere . 

I) :. matrice consixnte E A 

11 vient alors de la relation (111-81) 

soit alors : 

L'équation (111-55) à partir de laquelle nous avions mené notre étude prend 

alors la forme : 

les matrices AI2 et AZ2 sont constantes et l'étude de la convergence vis à vis 1 
d e  l'état initial en est simplifié d'autant. 



111.4.2 Exempte ..................... d'appficatian. 

Le système asservis fonctionnant en régulateur fig 9. La chaine d'action 

comporte successivement un échantillonneur non linéaire de période constante T 

et un moteur de constante de temps r. 

h est un paramètre constant dans une réalisation du système. 

NotoIs aux instants dféchantillonnage nT, l'entrée nulle en, la sortie yn 

et d'erreur s . n 

L'asservissement étudié est régi par les équations : 

avec : 

* * 
U (E ) et v (E  ) sont des fonctions scalaires caractérisant l'échantillonneur n n 

associé au filtre à commander. 



La mise en oeuvre de la méthode proposée implique une transformation des 

équations (111-84) : on a donc : 

Lorsqulon opère un changement de base diagonale de type 

L'équation (111-85) devient : 

Le choix de la norme : 

montre que d'apèrs le critère II, s'il existe a > O tel que : 

Le domaine défini par .l'inégalité 



e s t  un domaine d ' a t t r ac t i on  de l'.origine. 

Pour déterminer une valeur convenable de a, il faudra é tud ie r  l a  fonction 

s ca l a i r e  d'une seule  variable (111-90). 

U e  au aeuvne puuXy-g. --------------- ---- 

Ltéchantillonneur non l i n é a i r e  e s t  un b l o q u e ~  d'ordre zéro muni de l a  

non l i n é a i r t é  f ( E  ), il vient a i n s i :  
n 

dans ce cas, l a  fonction (111-91) s ' é c r i t  : 

* 
Dans 1' hypothèse l i n é a i r e  ( f (, = K = ce 1, l e  choix de : 

permettent une annulation du t r a n s i t o i r e  du système en deux périodes. 

Pour c e t t e  valeur de A calculée,  l a  fonction (111-92) s' é c r i t  : 

d'où l a  condition de s t a b i l i t é  globale (111-93) 

ce qui donne après résolut ion e t  pour une valeur de : 

l e  domaine : 



Le système sera stable pour f(s ) tel que : n 

CONCLUSTON 

Nous avons développé dans ce chapitre trois méthodes d'étude de stabilité. 

La première est basée sur la généralisation du critère de majoration des oscil- 

lations limites des solutions d'un système discret, à une description de type 

vectoriel. 

La deuxième partie correspond à l'exposé d'une méthode systématique de. 

description permettant à partir des techniques dlaggrégation de se ramener sim- 

plement à la définition d'un système de comparaison du processus caractérisé par 

une matrice en flèche mince. Cette forme particulière de description correspond 

à un cas de validité de la conjoncture linéaire présentée par BORNE et GENTINA 

ce qui simplifie considérablement l'étude de la stabilité. 

Une étude relative à la définition d'un domaine d'attraction de l'origine 

est envisagée dans une troisième partie. Deux critères sont présentés. L'un 

correspond à la définition d'un système de comparaison du processus localement 

linéaire permettant de conclure sans faire explicitement des équipotentielles de 

Lyapunov pour le processus étudié. Le second utilisant un système de comparaison 

nan linéaire apparait particulièrement intéressant lorsque le nombre de variables 

intervenant non linéairement dans la description du processus s'avère peu élevé 

en regard de sa dimension. 





CONCLUSION GENERALE 

La d é $ i W o n  d'un polynôme cakactéttinfique matrUcLd, n a u  a 

conduit à pttésenten un c&ain nowbtte de muhadu d' éh ivza t ion ,  génétta- 

U a n t  a ins i  la -vaux eddectuén dam l e  can d u  ayatèmen monovahiabLen 

admettant une a e d e  non f i n é W é .  

Dam ce aem now avons é.té conduht en W a n t  L u  pttophéZén 

d u  anneaux c o m m W ~ a  de matrtica c m é a ,  à eddeotueh un p U o n n m e &  

en bCoa p & c d m  de La m ~ c e  c m a o t W t i y u e  de l t é v o W o n  du 

pnocenaw. C u  b l o a  deunont éttre ComrnLLtatidd excepté ceux de La dmniètte 

"coLanne". 

La d é ~ i W a n  du déZrninant matiucLd a p m h  de g~n&neinen 

au CU vectotUd non finéauLe L u  rnéthodu d ' é ~ ~ a n  W é u  en 

f inéahe  d m-nt en oeuvtte l a  no&on de polynôme cam~étLin f ique  

a c d a h e .  

f i n é d u  ou non d'un pocenau~ non RinéauLe. 

- la d é d i f i o n  d'un ctU;tëtte de 4 t a b U é  dlappLLcaZLon niaée 

tt&&d aux tteeCCtiom t é c u m e n t u  v e c t o t u a u .  

- La g é n h d a t i o n  au can veototU& d u  techniquu de majotta.tion 

du domaine d'évolution LbnLte d'un pttocenaw dinmet non L L n é h e .  

- .ta dé~in&ion d'une méthode d ' u . t i m d o n  d'un domahne dta&hac- 

fion de l l é ; ta t  dléquARibtte d'un 13f~ocuau.  
- l a  détetrmination du domaine de vae/i&é d'un modèle f i n é a h e  

d'un pttocuaw non RinéauLe. 

La g é n h a L d d a n  à une &a& p h  vante de ptocenau d u  

ttepttéa e n t d o m  pttopoa Eu d L 'appkXcdon aux ptto blèmu de a ynthèa e 
appmahaent actuUement poanibLu d c ' u t  dam c&e voie que noun 

envhngeom de poumuLute noa &uvaux. 
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