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INTRODUCTION GENERALE

Les travaux prisentés dans ce mémoire concernent la présentation
de nouvelles méthodes de reprdsentation en vue de £'analyse des processus
discnets non Lindaines.

Diverns algonithmes sont développis penmettant fa mise en Equation
d'un processus sous La forme d'une nelation de récuwwence vectornielle mettant

en ceuvre un mindmum de variables.

Dans Le premien chapitre est proposée une généralisation au cas
non Lingaire de méthodes d'élimination usuellement nésenvées aux pMOCQAAuA
Lindaires. L'utilisation des polynimes minimaux de matrice peamet en

particulien La dé4inition de méthodes Agétemaixques de nepneaenta«&on

La généralisation au cas vectorniel des travaux de LAURENT /12/
helatifs a La reprisentation des systimes a peumdls dans une premiire phase
du second chapitie d'établin un algonithme d'éliminations successives des
variables mises en oeuvre dans fa reprdsentation. La mise en &vidence des
sous Systimes et de polynimes formels particuliens associls pemet une
simplisication notable de £'3tude. Les relations récurrentes caractiristi-
ques de L'2volution du processus se déduisent en ef4et directement, &
partin d'une sdimple technique d'identification des expressions mises en
ceuvne.

Une determination directe de La neprisentation obtenue peut Zire
effectule @ parntin d'une méthode présentée dans une deuxidme partie du
second chapitre. Dans ce sens L'utilisation de matmice4~panzitionnéeé
en blocs et L'introduction de £a notion de "pokynome CadaCIQlLétLun
ganenalaée" permet une sdmplidication meonzante de 2'étude tout en intro-

duisant une eventuelle nedondance dans La descrniption.




Les algonithmes proposis &'appliquent. aux systemes du type
Lur'e Postnikov. L'Equation obtenue {régissant en fait Les variables
intervenant non Lindainement) est du type matrniciel sans Toutefois
connespondre & une neprésentation d'état. Differentes nepnrésentations
matrnicielles en sont alorns déduites.

Les travaux de LAURENT /12/, BORNE et GENTINA /5/ /43/,
BENREJEB /13/ nous ont permis dans Le trhoisieme chapitre d'établin
des méthodes d'dtude de stabilité appropriles aux differentes nepri-
sentations obtenues. La premi@re méthode concerne La 4orme récurrente .
Un crnitdrne pratique générnalisié est proposé dans ce sens permettant
d'apprihenden £'evolution du systdme Etudié. La deuxilme méthode relative
a une forme matrnicielle de Zype Frobenius généralise permet de mener une
dtude de astabilits globale, et pouvant conclure a La validité de conjec-
ture Lindaire. La deuxilme partie de ce chapitre concerne L'étude de
stabilite vis & vis des conditions initiales des sysiZmes 2tudies et La
détemination d'une estimation du domaine d'attraction de L'onigine.




CHAPITRE 1

REPRESENTATION D'ETAT ET SEQUENCE DES PROCESSUS

DISCRETS NON LINEAIRES

INTRODUCTION

Dans ce chapitre, nous abordons un ensemble de notions générales
qui concernent la description et la formulation des syst@mes discrets non

linéaires.

Ces systémes sont souvent décrits 3 partir des modZles exprimés
sous la forme d'équations de r&currence. Ce mode de représentation conduit
généralement & un symbolisme mathématique simple de type matriciel ou

scalaire.

Aprés avoir présenté les systémes discrets &tudids, nous prééisons
différents résultats relatifs 3 leur formulation. Nous en proposons ensuite
une généralisation en adoptant dans ce contexte des mé&thodes d'dlimination
courantes dans leur application aux systémes lindaires. Cette transformation
permet d'obtenir une relation récurrente qui fait intervenir seulement une
partie du vecteur é&tat et dont l'ordre est majoré par celui du systéme initial.
La représentation obtenue est du type matriciel sans toutefois correspondre

2 une représentation d'état. Différentes formulations sont alors proposées.

Parmi les diverses méthodes d'étude de la stabilité, nous rappelons
ensuite celles qui sont particulidrement adaptées aux divers types de repré-

sentation ainsi obtenues.




. 1 - DEFINITIONS ET DESCRIPTION DES SYSTEMES DISCRETS

I-1 DEFINITIONS

Les systémes dynamiques les plus souvent observés sont de deux

types principaux selon le mode de transmission de l'inférmation.

Il est possible de distinguer : /
- Les systimes continus dans lesquels l'information circule sous

forme continue par rapport i la variable texps.

- Les systémes discrets pour lesquels l'informetion est transmise

i des intervalles de temps discrets périodiques ou non.

Lersque le signal discret est obtenu par prise de valeursZ des
instants discrets d'un signal initialement continu, le processus est dit

échantillonnd /1/.

Pour certains processus plus complexes, l'information peut circuler

simultanément sous forme continue ou discrste, c'est le cas par exemple
d'un processus continu piloté par um crdinateur /2/.
L'8tude envisagée da“a ce mémcire corcerne essentiellsment les

3

processus discrets ecnanulllonnés cu non, la variable temps &voluera dans

un snsemble ordonn? G :

T = {ts tys ov by R

-

Les systémes discrets &tudiés sont supposds susceptibles d'€tre

d8crits var le schéma bloc de la figure 1/3/:

Entrees Bloc de Commandes Systeme a3 Sorties
. o———————4 . ~
—ty)  Commande — asservir —




Dans cette description, interviennent trois types de variables :

1 - L'influence de l'extérieur sur le processus est caractérisée
par m grandeurs ei(t) (i =1,..., m). Celles-ci sont fonction du temps et
constituent les variables d'entrée. Elles peuvent &tre de type continu ou
discret, et sont généralement employfes par l'utilisateur de manidre 3
piloter le processus &tudié. Ces m variables sont regroupées en un vecteur
noté E(t) ou E(tn) = E_ selon leur nature, continue ou discréte. Lorsque

nous avons E(t) = 0 le régime de fonctionnement est dit libre ou autonome.

2 - L'action du processus sur son environnement est décrite par
. . i .
r variables notées si(t) (i=1,...,r) ou Si(tn) = s_ constituent le vecteur

de sortie notd S(t) ou Sn selon sa nature continue ou discréte.

‘ . i . .
3 - Les p variables de commande un(t) tiennent compte exclusivement
du temps et des entrées-sorties aux instants tn : elles permettent l'asser-
vissement du processus et sont constantes ou non dans l'intervalle Etn, tn+1E

Ces variables forment un vecteur Un(t) qui est d8terminé var Eﬁ at Qn.

L'ensemble des paramétres formé par E, et S_n'est pas toujours
suffisant pour préciser 1'&volution d'un systdme : celle-ci se d3duit en “ait
de la connaissance du vecteur &tat dont les composantes ne sont pas toutes

nécessairement accessibles 3 la ‘mesure.

Définition 1

L'état d'un systéme correspond 3 un ensemble suffisant de variables,
dont la connaissance 2 l'instant initial permet & partir des &quations
régissant 1'évolution du processus de préciser le comportement du systdme

pour une loi d'évolution des entrées donnée.

Soient :
x; les valeurs 3 l'instant tn du vecteur 3tat noté x(tn) =x
xT = {x  ..... xq)
n n
avec X, T — R

Le nombre minimal de composantes q de ce vecteur constitue 1l'ordre

du -systéme.




Dans le cas général des processus déterministes, il existe une
relation de dépendance entre les valeurs du vecteur état aux instants to
et t et 1'évolution des entr@es dans l'intervalle E&o, tn: . Cette propriété

s'exprime sous la forme :
x,o=x (x(t ), [tg, t5] » ety £] ) (1-1)

Dans certains cas, il s'avlére pvarticuliérement intéressant de
déerire 1l'évolution du processus 3 partir de certaines grandeurs caractéristiques
On est ainsi amend 3 définir la notion de vecteur séquence : dans ce cas
les informations caractérisant le processus sont formées des valeurs successives

d'une méme variable.

Définition 2

Un ensemble de valeurs d'une méme variable d'état considérée en
des instants successifs est appelé vecteur séquence si la connaissance de ses
composantes suffit 3 caractdriser 1'évolution du systdme en réponse 2

une loi d'entrée connue.

Le nombre minima) de composantes d'un vecteur séquence est dans

tous les cas &gal i l'ordre d'un systéme.

Lorsqu'il est possible de déterminer un vecteur séquence x;+q—j
avec (j =1 ... 4q), il existe une relation permettant de décrire 1l'évolution
du processus sous la forme (I-2) /b/:

* Loet ...e;, n+g-1...n) (1-2)

X = flx 'S e .
( : n’ "n+q-i

n+q n+q-1

Nous allons par la suite étudier le probléme de 1l'équivalence
entre une représentation d'état et une forme séquentielle. Dans ce sens un
rappel de méthodes de mises en équation discrétes permet de préciser la

question qui se pose & nous.




1-3 EQUATION RELATIVE A L'ETAT ET A LA FORME SEQUENTIELLE

e

e S - —— - —— - —— o —— o — - e - - ———

1-3-1 Equation d'état

La relation déterminant le changement d'état entre deux instants

successifs est de la forme (I-3) /5/

xn+1 = f(xna n, en)
sn = h(xn, ns.sn) | (1'3)
e, = Wx , n, e)

v Dans le cas particulier des processus linéaires stationnaires,
la fonction f dépend linéairement de 1'état x . I1 vient la description -

d'un systéme linéaire de la forme (I-L4) /6/ :

xn+1 = A xn + K En

s =Cx +D¢ ~ {(T-4)
n n - n _ . _

€ =e -B i

n n n

X s €5 Sps € sont des vecteurs respectivement d'&tat, d'écart,

de sortie et d'entrée de dimension respectives g, », r, m.

AK, C, D, B sont des matrices constantes de dimensions respectives

gxq'q X p, rXxXgq, rxpvpetmzxgq.

Cette notation (I-4) peut &tre étendue aux = systdmes non lindaires
sous la forme
X = A(xn, n) x + K(sn,xn, n) €, (If5)

Les matrices A(.) et K(.) sont non constantes et ont les mémes

dimensions que précédemment.

1-3-2 Equation de récuwrence

Lorsque le systéme est caractérisé par une séquence définie &

partir des valeurs successives de la variable €5 les équations d'évolution
sont du type (I-6).

cee &y m¥Q-T Ll n) (I-6)




si le processus est linfaire & coefficients constants, il vient 1'&quation”

de récurrence scalaire d'ordre q relative & e, et e, /7
-3 q. :
T f.e ..= L g.e .. (I-7)
. + . +
jm0 TomH o, J Tn+j

i

fi’ gj sont des constantes caractérisant 1l'évolution du processus.

I1 est commode de généraliser la représentation (I-7) aux
systémes non linfaires. Dans ce cas les coefficients fi sont des fonctions

non lindaires /8 /

Dans le cas particulidrement intéressant ol seule la variable

drétat €, intervient de fagon non linéaire A9/, ils prennent la forme

ﬁ . (e s
=0 j

1

(35 constants)

Si l'entrée est nulle, l'évolution du systéme est représenté

q
£, (e, )e =0 (1-9)

1-3-3 Equations mixtesd

Dans le cas ol p composantes S: (i = 1...p) interviennent de
facon non lindaire, une généralisation de l'éguation (I-8) & entrée nulle
est possible sous la forme :

-1

Fle ,)e . ..=0 [9/ (I-10)

j20 9 BmHiT ¥

_ i
- €n est un vecteur de composantes En’ ene RP,

- les (1 + 1) "coefficients"” Fj(') sont alors des matrices carrées de

dimension p 3 coefficients non constants.




Par la suite nous dirons que (I-10) est une &quation de récurrence

vectorielle, d'ordre 1 et de dimension 1l.v.

Remargue :

Dans le cas de l'équation (I-10), l'ordre de la relation peut
8tre supérieur 3 g, ordre du systéme initial, car la formulation envisagde
impose 1 tel que pl > q. Dans tous les cas la représentation inclue le

modéle &tudié, mais elle peut toutefois &tre redondante./ 8/.

1T - DIFFERENTES MISES EN EQUATIONS

IT-1 SYSTEMES_ECHANTILLONNES

IT-1-1 Descrniption des systbmes GtudiZs

Nous considérons la classe des systdmes 3 non linéarité séparables

A0 / représent@e par le schéma bloc de la figure 2

«—

im

Retour

Figure 2

e(.), €(.), u(.), s(.) et v(.) sont des variables vectorielles continues

ou discrétes.

L'entrée est représentde par un vecteur e(t)
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T 1
e(t) = (e (£) ... &%) )

la sortie du systdme est observée 3 partir de s(t)

T - 1 r
s(t) = (s (t) ... s (%))

Précisons les divers éléments qui interviennent dans le processus

-2: la partie linéaire du systdme asservi peut &tre représentée dans

le domaine temporel par une &quation de la forme
o
x = Mx(t) + cu(t) , (I-11)

M : matrice constante de dimension q x q

x(t) e R, vecteur &tat

- Le retour : peut &tre caractérisé par une matrice B constante de

dimension p x q définissant 1'écart €(.) var la relation :
e(.) = e(.) - v(.) =e(.) - B x(t) - -~ (1-12)

-e, représente le vecteur de £(t) échantillonné 3 1l'instant ty et

bloqué entre les instants t_ et t .
n n+1

- H : est un modulateur qui élabore entre les instants t et t .. le

signal de commande
T 1
u(t, En) = (u'(.) ... dP())

Cette commande peut ~revétirplusieurs formes particuliéres.
Dans le cas d'un &chantillonneur 3 période constante (tn+1 -t = TVn)
un cas remarquable correspond au modulateur linfaire pour lequel le signal
de commande admet toujours la méme forme. Les seules variations &tant des

affinités qui dépendent du niveau du signal d'entrée en.scalaire.

Divers autres types de modulateur existent : en largeur, par

tout ou rien etc...
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11-1-2 Decrnetisation d'une Zquation matrnicielle

Cons1derons le systéme lin€aire continu dont 1l'évolution

est décrite par 1'équation différentielle (I-11) avec
x(t)e R, u(t)e RP, Me R¥FL g RIXP

Nous supposons que l'échantillonnage se fait & intervalles de

temps constants égaux & T e R

L'expression du vecteur &tat X1 4 l'instant tn+1 en fonetion
de 1'état précédent X est obtenue en intégrant l'équation différentielle

(I-11) entre t,o et t . Cette intégration s'effectue simplement.

- La transformation de Laplace peut &tre utilisée dans le cas ou
1l'image de u(t) sur l'intervalle Lt n By E est facile 3 obtenir (cas d'un

échantillonneur bloqueur d'ordre zéro, modulateur de durée d'impulsion ..).

- L'introduction d'une fonction de transition /5/ constitue une
deux1eme variante de la m@thode d'lntepratlon. La fonction de tranSLtlon

ol(t, g ) solution de 1'équation différentielle (I-13) :

ao(t, t_)

= =M ¢(t, t) (1-13)

est facile & dSterminer et telle que
o(t, t) = Mt - ) (I-14)
Dans ces conditions, la méthode de variation des constante conduit 3 posex
X(t) = ¢(t, t]) C(t) (1-15)

Il vient alors la solution générale (I-16)

t

x(t) = ¢(t, £,) x(t ) +f ¢(t, ) G u(t) drt (1-16)
%o

L'explicitation de X ., ©st alors immédiate en posant

t =nT , t = (n+1) T

X =Ax +Ke /6 / (I-17)
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e est une matrice carrée de dimension q x q

T )
K =f HMT-1) 6 ) au
o]

>
"

(1-18)

B) Systzmes non Lindaires

- - — - ——— - -

Lorsque le systdme comporte un modulateur non linéaire,
1'équation (I-17) ne suffit plus d'écrire son évolution. Nous limitons
notre formulation aux processus pour lesquels l'&volution est décrite

en l'absence d'entrée par l'équation (I-19)

X = f(xn, n) = ¢(n+1, n, xn) . (I-19)

£ .‘qu'G - :R_q
ﬂ - T
) =le( ... fq(..)].

, Q s
x_ e &K=, représente 1'état du systéme 3 l'instant n

Lorsque la fonction f vérifie & la fois les deux conditions

(0,0)

- ¢(xn, n) est de classe C en n, X /5/ de plus

o(n, ns xo) de condition initial ng, X, vérifie :
¢(a, ng, x) = ¢(n, ny, x(n, ngs x ) )

Vn n n G‘G < <
> Bys Do ,nO n n

1

- le point x, = 0 est l'unique point d'équilibre ce qui se traduit

par

f(o, n) =0 V ne T

le systéme (I-19) peut s'écrire parfois sous la forme
-— 1 -
X 4y = A(xn, n) x, + K (en, n) (1-20)

- A(xn, n) matrice carrée non constante de dimension g

- K'(en, n) le vecteur de commande dépendant de €,
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Lorsqu'il est possible de d&finir un gain &quivalent /12/ (I-21)
K'*(an, n) e KRIXP (1-21)

tel que

K'(e_, n) = xv*(sn, n) e (1-22)

I1 vient d'aprés (I-20) et (I-22), et en remplagant €, par
son expression (I-12), la relation (I-23) :

X 41 = A'(xn, n) ) (1-23)

A'(xn, n) est une matrice carrée de dimension q dont les

21 *
£léments a i,j(') sont non constants, bornés en module,Vn ,V X, -

1T-7 EXEMPLE DE SYSTEMES DE GRANDE DIMENSION

W - > " - = - = - — - - —— - - - - - - -

Les systimes de grande dimension /13/ que nous &tudions sont

ceux de la classe définie par 1'équation de fonctionnement (I-20).

Nous présentons deux exemples auxquels se raménent souvent
les modéles de grande dimension : les systdmes interconnectds et les

systémes multivariables de type Lur'e Postnikov.

11-2-1 Syst2mes interconnectids

Nous nous intéressons essentiellement aux processus interconnectés
/1h[ linéaires ou non admettant une description telle que les variables
d'interconnexion entre sous systimes puissent Etre regrounées enun vecteur

conformément & la description suivante

i i i ~
X 1= Aii(n’ xn) X+ ki(sn, n)
(1-24)

€ = e ~-Bx

n n n

avec
1

< =(x'T, 2T, .. ST (1-25)
n n n

i - . .
les vecteurs xn étant de méme dimension.
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. (1-26)
"X T2 [OT, OT, 1x3.’1’ OT, OT]
{1 vient dans un fonctionnement isold en l'absence d'entrée
1s systéme la description :

i i i 1
¢ = A.. (n, xn) x, *k (B

n+1 ii X n) (1-27)

1te les effets des interconnexions avec les autres sous

11-2-2 Systdmes multivariables de type Lur'e Postnihov

lonsidérons les systdmes de type Lur'e Postnikov /15/ déerits par -
~.ons (I-28) :

< 1'= A x, * KY(en, n)

(I-28)

< est le vecteur état 2 l'instant n e K%,

. x
\ matrice constante € K¥*?

Vd

* matrice constante = R¥FP

3 matrice constante € R de rang p

*

_ ]
re F={«: v(gnl= T(e , n)en,l"*e £r, rdc ﬁpx?-}

(T et T sont des matrices constantes vérifiant r<7).

a relation (I-28) s'decrit sous une deuxidme forme

- =
X 4y = A x, *+ K I'“(e

(1-29)

= e~ B xy (0)
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Lorsque dans (I-29 b) e, = 0 et en remplagant € par son

expression dans (I-29,a) il vient en régime autonome 1'expression

X 41 = [A - K Fx(.)-B ] X (I-30)

(A -K Tx(.) B) est une matrice non lindaire caractérisant 1'évolution

du systéme initial (I-28).

ITT - FORMULATIONS RECURRENTES ET MATRICIELLES

I11-1 PASSAGE DE LA REPRESENTATION MATRICIELLE A LA REPRESENTATION

- -~ - — o _—_ At = - —— - - e A A . ——

I11-1-1 Systéme monovariable

Dans le cas ou la variable € est scalaire, le systéme peut &tre

représenté dans 1l'espace d'état par les relations (I-31)

— 2
X, TAx +k (En) e, (a)
T
s, = ¢ X (b) (I-31)
e =e -bx (c)
n n n

ol : € et s e R
n n

x e K2

n .
A matrice carrée < JC*XQ

T _ _ te
c™ = (C1 Cq) C; =c

T _ _ te
L) T— (b1... bq) bi = ¢

b J _ * x (.
k(en)—(k1(.) N ) )

Les variables € et e, /sn sont liées par des équations de

P
récurrences du type :

f(sn, €47 - , 1)

n+q g(sn, S 417" Speg? n)

(1-32)
f(an,. e e e e ) n? ne1 " Snigq

]
jay
Py
®
-
0]

que nous allons maintenant &tudier.
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Dans ce sens, nous nous proposons de mettre en oceuvre un
algorithme d'élimination utilisant une propriété des polyndmes minimaux
des matrices [16/. Par cette méthode nous obtenons une &quation récurrente

de degré d'itération minimum.

a) Refation entre fa sontie s _ et tllcart e

Nous désirons &liminer certaines composantes de x entre les
‘ équations (I-31, a et b) et ainsi &tablir l'équation de récurrence qui
lie s_ et €_.
n n

f A l'instant (n+i)T, il vient (I-33)
. i-1 . .
- a1l . i-1-3 . _
X4 = A x, * .Z A k(€n+j) (i = 1...q) (1-33)
J=0
soit
T

. Cox ..
n+1 n+i

1]

S

{ En multipliant 2 gauche chaque membre de la relation ci-dessus

- m

4 . -~ . .
par C, nous faisons apparaltre la variable s soit.:

i-1

’ T i T, i-1=j ‘ ‘
.= + : . I-34
| S = C AT X .Z C™ A k(€n+3 ) (1-34)
J=0 '
Pour &liminer les termes CT At X s indépendemment des conditions

initiales, nous allons utiliser la dé&finition suivante

Définition 345 / :
Le polyndme minimal de la matrice A est le polyndme de plus

r A
faible degré P(A) = L o, A\t vérifiant peur a, =1
i=0

P(A) = A" +a_ A + ... a, A+ a Iq =0 (1-35)

1

Son degré r est au plus égal & l'ordre q de la matrice A.

: Une sommation pondé@rée par les coefficients ai(i = 0,1,...7)
1 des égalités (I-34) conduit 3 1l'équation (I-36) dans laquelle apparait
P(A)
b r . T i-1 . .
z a; S 4; = CT( z o AY) x + ¢ ai( z CT At 1= k(sn+j) )
i=0 1=0 i=0 ~ j=0

(1-36)
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en ordonnant par rapport a4 € .., il vient

n+J
r r-1 r T {e1-3
I oogs o= I (T a A k(e ))
i=0 J=0  i=1+] J
nous avons de plus
*
k(E:n+j) =k (€n+j) 8n+j

- *
Z o.s .,.= I 1% (e .)e . (1-37)
1 =0 1 n+1 =0 J n+J n+j
* r T i-1-5 . %
avec 1 .(€n+.) = 3 a. C7 A J x* (e +;)
J Jd i=1+j 1 n+g

8) Relaz&on entre L'entnée e, et £ ecant €,

Le méme procédé d'élimination, appliqué- aux &quations
(I-31, a et c) condiit 4 1l'écriture de (I-38) aprds avoir multiplié 3
gauche par b les membres de la relatlon (I-33), soit :

i-1

T ,i-1-j
- _ = T _
b X 4 € 41 _€n+i b A X + JEO T A k(e +j) (1-38)

En utilisant la sommation par les o, (coefficients du polyndme

minimal) de ces équations. Il vient

-1

T T z T ,i-1-] .
Ioage,; = Loog ey * Ioo ( DI k(€n+j» (I-39)

i=0 i

En ordonnant par rapport 3 €n+j’ cette expression devient

r r-1 r T i-1-3 %

z L I (a. + T a.b A J x (en+.))en+.
i=0 j=0 1 i=14j J J

(I-Lo)
ou encore (I-L1)

r r-=1 *

E R I f J( n+j) €n+j (I-k41)
1=0 J=

il T i-1-j %
avec . ( n+') =0.+ Z a. b A J ¥ (€n+.)
J i=1+j J
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Dans le cas d'un régime autonome (en = 0), 1l'équation (I-U41)

ne fait intervenir que le seul paramétre €, et s'éerit alors

r-1

€ + ¥ £, (e . .)e ..=0 (I-kL2)

n+r 3= 3 n+j’ "n+j

Nous avons d8duit de la relation (I-31) deux &quations de

récurrence : l'une lie les variables e et s 1'autre e, et €,

L'ordre de récurrence de ces deux équations est égal au degré
du polyndme minimal de la matrice A correspondant 4 la partie lin&aire du

systéme.

Ce polyndme existe toujours et son degré est inférieur ou égal

3 celui du polyndme caractéristique de A.

Dans le cas particulier ou le polynome minimal de A est aussi
son polyndme caractéristique, on retrouve les résultats antérieurs /el /!
démontrés pour les systdmes monovariables. Les ij(€n+j) peuvent &tre ‘
obtenus directement 3 partir du calcul du polyndme "caractéristique" de
la structure non constante (A - kx(.) bT). On a alors

f‘i(.) Ai = det (Mq - A+ kx(.) bT ) (1I-43)

I e

i=0

L'algorithme que nous avons proposé constitue une extension des
résultats antérieurs. Il met en évidence une réduction de dimentiennalité

par l'introduction de la notion de pdlyane minimal.

Nous allons maintenant montrer que cette méthode permet également

de traiter les systémes multivariables.

111-1-2 Systdmes multivariables /18/

Considérons un systéme de type Lur'e Postnikov multivariable

décrit par 1'dquation (I-hkL) :

= € £

xn+1 A xn + Kx ( n) n

s =cf x (I-4k)
n n

en = en - B X,
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Cette formulation généralise les relatioms (I-31) ol

A matrice carréde ¢ R¥*T | x ¢ K9
CT e - R¥xQ , s e RT
5 e g e e &7
P axp ‘oD
Kx(en) e K s e € X

L'algorithme décrit en (III~1-1) est encore apvlicable, avec les

mémes notations.

On peut donc remplacer les &l3ments scalaires par des &léments
vectoriels. Les ai(i=0, 1 ...Tr) représentent encore les coefficients du

polyndme minimal de la matrice constante A. Il vient ainsi :

r r-
*
T = I ¢ .
5;0 % Spei i L J‘En+3 ) En+J
. J (I-L5)
r
P, oy
avec Q?.(aq+ )= £ a CT Al d Kx(-n+.) matrice carrde € J{PXP
J & J l=’+J J - -
et
r r-1 )
- 1% R
Toa, e .= + T P¥e_ .
i oA @5 Cp+i ntr L2 (°n+J) S+
= ! (1-u6)
jx T i-1=-3 =
avee P (e ) =a. I + I a BATTY N L)
n+j i=14j n+j

Quand le vecteur e, est identiquement nul nous obtenons une

équation récurrente vectorielle en €n :
r-1
+ I
j:

Djx - P
€ er E (€n+j) En+j 0 (I-47)

0

j=x . . . .
les P’%(.) sont des matrices carrdes de dimension pxp pouvant s'écrire sous

la forme : )
X)L pj;f(.;
pi%( ) = AR pour § = 0...r-1 (1-L8)
D) . pg;(.)

La méthode proposde nermet d'dcrire une équation de récurrence
vectorielle (I-3-3) d'ordre T sur un vecteur de dimension p. Cette dernilra
peut &tre &gale & g ou supérieure, dans ce cas l'ordre glotal de la recri-

sentation s'en trouve gugmenté. Cette &gquation régit le compcortement des
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grandeurs aii définissent l'erreur, en fait les variables traitées non

linéairement.

111-1-3 Exemple d'application

Nous allons sur un exemple mettre en oeuvre les résultats proposés.
Considérons un systéme discret multivariable & deux entrées et deux sorties

décrit par les équations (I-LL) avec les valeurs numériques suivantes

=3
3 3 2 | .
A=l 5 -2l o, Be K3, T R gF(He K3
-1 0

La matrice A vérifie

A2 -6A+8I=0 (1-49)
le polyndme minimal P()) est donc

P(A) = 2% - 61 + 8 | ' . (1-50)
avec a, = 8 @y = -5 a, =1

I1 vient par consédquent les 8quations de récurrences

-3 +3 2
T T
S 4o~ 6sn+1 + 83n = % Kx(€n+1i €oer ¥ c —1‘ -1 =2 Kx(sn) €
-1 3 -6
(1-51)
et
en+2—6en+1+8e =€ {—6+BKx(sn+|)sn+1+
-3 +3 2
8+B |-t -1 -2 K*(s) £
n n
-1 3 -6

La méthode de mise en &quation sur le polyndme caractéristique

de A /17| aurait donné des équations de troisidme ordre sous la forme

- 8s + 20 s
n

Sh+3 n+2 g 16 s, = £

+ €n+2 Enere Sn)
(1-52)

et en+3 -8 €n+2 *+ 20 ®n 7 16 €n © g(€n+3’ €n+2’ €n+1’ En)

Nous allons montrer par la suite, qu'il est possible inversement,

de passer d'une représentation récurrente i une forme matricielle.
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I111-2 PASSAGE DE L' EQUATION DE_RECURRENCE _SCALAIRE A UNE EQUATION

I111-2-1 Sysitémes monovariables

Considérons le systdme décrit en régime libre par 1l'équation

de récurrence (I-53)

q
% e +iz% £; (xpeqeg) = O (1-53)
en prenant un vecteur défini var (I-54)
T_ ¢
Xn = (xn - xn+q—1) (I-54)
il vient la représentation matricielle de la forme :
Xopq = M(X ) X (I-55)
avec
- s
0 1
0 . 0
M(X )=| ‘ K )
A(Xn) . ]
0 1
X * \ _ox —ex
fh(xn) fq—1(xn+1)‘“"""" f2(xn+q—2) f1(xn+q_1ﬁ

- M(.) est une matrice compagnon /19/ dont les coefficients f?(.)

(i

1

.. q) dépendent des x

tillonnage.

b
- -
fi(xn+q—i) ¢i(x
ot £5(.) €

[f. , E?l cR Vi
Tir i

n+g-i

n+q-

bd .
n+g-1

; aux différents instants d'échan-

(1-56) -

2y
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Une dexidme représentation de type Frobenius peut &tre déduite

de 1'dquation scalaire initiale par introduction des variables annexes

z; /8/ /20/ /21/ pour i = 1 ... q définies par les équations (I-57).
R
Zn+1 fq(xn) xn
a-1 _ ,a _
Z 41 z) fq_1 (x.) X
3 _ ko =x (I-57)
Zpet T f3 (Xn) X
2 _ .3 _ %
Zn+1 = 2n f2 (x,) *n
12 &,
Zn+1 - Zn f1 (xn) xn
avec 1
X =z
n n

77 = (2%, 2L 22 s z; =x_) : ~ (1-58)

il s'ensuit la relation (I-59)

241 = M'(xn)'zn (I-59)
ol
B —f:( 0
1 o —fz_J(xn)
M (x ) = a . e .. g
0 . . oo —fz(;cn)
. T ;ff(xn)

Dans cette formulation les coefficients non constants
f?(i =1-... q) dépendant de la seule variable xnprise i l'instant n.

-~

La représentation (I-59) est plus facile & utiliser que la
représentation (I-55). Elle donne lieu lors d'une &tude de stabilité
3 des conditions généralement moins contraignantes sur le systéme
initial (I-53).
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I11-2-27 Systémes multivariables

Comme dans le cas précédent, il est possible de d&duire plusieurs
formes matricielles de 1l'équation de récurrence vectorielle (I-60)

q

iz _
ntq * i£1 P (Xn+q-i) Xn+q—i =0 (I-60)
ol
Xn est ici un vecteur de composantesx; i=1...0)
et P*(.) une matrice carrée « RP*P de composantes péi
) 172 _fomme_matricietle
Soit un vecteur définit par (I-61)
T _ , T T
Op = (X e X)) (I-61)
nous obtenons l'édquation suivante :
Opeq = HC=) O : | (1-62)

les composantes de H(.) se répartissent dans un nombre limité de blocs

matriciels. H(.) sera dite sous forme compagnon par blocs (ou épaisse) et

représentée par (I-63)

0 Ip . 0
H(') = . . ' . I (1_63)
. D
* ) *
~pd 1
. P (xn) e« . . . =P <xn+q_1)

ol Ip € 3{pxp , matrice unité

Une deuxiéme représentation peut &tre déduite de 1'équation

(I-60) en prenant un nouveau vecteur (I-6L)

T 1T yol
= (Y e e -
Yo = (Y, ) (I-6k)
avec Y1T= ( 1 ] )

n Xn+q--1

YiT = (Xl 1 ) (1—65)
n n : Xn+q—1

pT D | 6

T (xﬁ R x§1+q—1)
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1'dquation obtenue est de la forme (I-66) :

%ﬁ1=H%.)Yn o (1-66)

ol H'(.) est une matrice carrée de forme compagnon généralisée :

t 1
R . H1p(.)1
H1(.) = (1-67)
1

avec .H 1(.) e . pr( )

[0 1 ]

(.) ° -
H'.(.) = . . =1 ... D
33 . .. J T
» . . - 1
L N L T i
- J - - 3\
550%) P55 Bae) 0 25y gt

L §

Les matrices diagonales Hjj(') sont donc des formes compagnoﬁ.
Les matrices non diagonales s'dcrivent :
0 . o
' = . e . . k.# = 1 .o
ij(.) J P
b *
_p .k 1 k
pjk(xn) e e e e e pjk<xn+q-1)
]

- o e bl - o - - - ——

Comme dans le cas d'une &gquation de récurrence scalaire, l'intro-
duction de variables vectorielles annexes dans 1'dquation (I-60) permet
d'aboutir 3 une représentation de type Frobenius.Des hypothéses supplémen-
taires sont cevendant nécessaires : le changement de variables ainsi défini

doit &tre biunivogue. Il vient :

n+1 = C(Xn) Zn | (1-68)
N T q 2 1 '
7 = =
ol 2 (zn e 25 2 xn)
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. . R
1 . 71+ 1 . _
avec Zor =% P (Xn) X pouri=1...q

. i . .
on suppose que les matrices P~ (.) sont régulidres pour toute valeur fixée

de 1'état~ et du temps. -

. qx
uo - P (xn)
- paTE
IP 0 . P. (Xn)
cx) = | - . P (1-69)
. 0 P2 (Xn)
0 T
)
Ip -p' (3

Une permutation adéquate des composantes scalaires de Zn permet

ici encore d'aboutir i la forme (I~T70)

Speq = C'(.) 8 (1-70)
avec -
¢, () e e C;p(.) |
c'(.) = et e e e ‘ (I-71)
C'p1( oo .. C'pp( )
_PLd
0 ij(xn)
, Sox
cr.(.) ={1 0 L7 )
JJ - . :JJ n j=1...p
0 T, " :1x .
. - J
_ pj5(%n) |

Les matrices C'jj(.) sont sous forme Frobenius, dépendant d'un seul

-~
parametre.

Les blocs matriciel hors diagonaux, s'dcrivent

%
P (5
cr.. () ={. ) .
Jk . . : JFk=1 ...
. ¢ ) b 4
. 17k
0 ij(xn)
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La matrice C'(.) est appelde forme de Frobenius généralisée.
Cette formulation ne fait intervenir dans les coefficients le seul vecteur

Xn pris & l'instant n.

Le représentation d'un systéme & l'aide d'une équation de
récurrence vectorielle conduira naturellement & une description matricielle
faisant intervenir des formes compagnon par blocs, généralisées ou des

formes Frobenius généralisées.

L'utilisation de ces différentes formes sera justifiée par les

apvlications.

1V - STABILITE DES SYSTEMES DISCREIS

 Dans cette partie, nous nous proposons de rappeler quelques
concepts usuels relatifs 3 la stabilité des systémes discrets mnon linéaires,
ainsi que les méthodes d'investigation que nous aurons & utiliser par la

suite.

Les systémes &tudiés appartiennent & la classe des processus

non lindaires décrits par 1'équation d'état vectorielle (I-72)

X4 = A(xn, n) X (1-72)

X vecteur état d'ordre q défini & l'instant n
A(xn, n) matrice carrée d'ordre q, d'éléments aij(') non constants.

Nous supposons que l'équation (I-72) remplit toutes les
conditions concernant 1'existence et l'unicité d'une solution x(m, X s no).
Nous supposons de plus que la position d'équilibre x = 0 est un point

isolé.
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On appelera trajectoire la solution x(n, n,» xo) représentée

dans un repére d'édtat.

Nous noterons l]xnll une norme de vecteur X - L'évolution de

cette norme caractérisera les propriétés de stabilité du systme.

IV-1-1 Descrniptions générales

Définition 4

L'équilibre de 1'équation (I-T72) est dit stable au sens de

Lyavunov /24/ si :

Ve >0 et Vno 36@,n0)> 0 tel que
_ (1-73).
Vx, o, HXOH < § il vient ||x(n, n_ s xo)H <eg Vn> n

§ est en général fonction de € et n- Lorsqu'il est fonction de € seul,'

on a la stabilité uniforme.

Définition 5

L'équilibre du systéme sera dit attractif - s'il existe un nombre
n tel que :

lim. x(n, o, x)) =0 on(llxoll <n) et Vag (I-7k)

n >«

Définition 6

L'équilibre du systdme sera asymptotiquement stable s'il est

d la fois stable et attractif.

Dans le cas ou ni §, ni n ne dépendent de n_, 1'8quilibre du

systéme est asymptotiquement et uniformément stable.
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Dans le cas des systémes non linaires complexes, il est inté-
ressant de connafitre l'ensemble des conditions initiales qui assurent la
stabilité asymptotique. Cet ensemble est appelé domaine d'attraction
de 1'équilibre. Lorsque ce domaine est tout 1l'espace jfl, la stabilité

est dite asymptotique globale.

Dans le cas d'un systéme asymptotiquement stable, on est parfois
conduit & préciser la maniére dont x(n, s xo) tend vers la position
d'équilibre, ou du moins & définir le mouvement id€al enveloppant le mouve-
ment réel. Cette idée conduit notamment & la notion de stabilité& exponen-
tielle :

La position d'équilibre d'un systéme supposé ramené & l'origine
n . ’ . .
dans l'espace R, est exponentiellement stable s'il existe deux nombres

réels a 3 1 et B > 0 tels que l'on_ait

~B(n - n,) (1-75)

[x(a, n. x )| < a [fx,]]

Vx € .‘R.qet Yn >n
fo} o

IV-1-2 Méthodes wsuefles d'étude de stabilite

Nous considérons le systéme dont le régime libre est décrit par
1'équation (I-T2). Nous allons présenter en vue d'une utilisation ultérieure
deux méthodes dites de comparaison basées sur les travaux de Lyapunov /25/

et les techniques de contraction /26/ /12/.

Méthode de Lyapunov

La mise en oeuvre de cette méthode consiste 3 trouver une fonction

V(xn, n) vérifiant les propriétés suivantes

- i1 existe une fonction a de classe K /27/ telle que :

V(x_, n) »a (x| Ve ¢ R (1-76)

- V(xn, n) = Oé:}xn =0 Vn.




-29_

- La fonction

AV(xn, n) = V(x n+l) - V(xn, n) (I-77)

n+1?
est définie négative, c'est & dire qu'il existe, £ de classe

K telle qu'on ait

AV(x_, n) < - c(l|x_]]) Vx e D voisinage de 1l'origine
n n n ‘ (1-78)

L'existence d'une telle *fonction V(.) permet de conclure 2 la
stabilité asymptotique du systéme. La stabilité est globale si D= R4,

Si de plus, nous montrons l'existence d'un réel B € [(),1[

tel que 1l'on a :

V(x,, ) € 8V(x) Vx e K2 (I-79)

la solution de 1l'équation (I-T72) converge exponentiellement vers l'origine.
L'analyse de la stabilité du systdme (I-72) est donc ramenée
par cette méthode i 1'étude d'un systdme de comparaison d'ordre 1 repré-
senté par (I-79).
Une norme scalaire p(xn) du vecteur X, de (I-72) par exemple

peut constituer une fonction candidate 3 Lyapunov.

La généralisation de la méthode est possible : l'utilisation des
fonctions de Lyapunov vectorielles /28/ /29/ /30/, introduit des systimes

de comparaison d'ordre supérieur a 1.

Nous ne rapnelons ici que quelques résultats obtenus dans le cas

ol ces fonctions de Lyapunov vectorielles sont en fait des normes vectorielles.

IV-1-3 Dé4inition de £a nomme vectornielle d'un vecteun /5/ :

Soient X et Yq deux vecteurs définis sur un espace vectoriel
E de dimension g, et soit une d&composition de l'espace E ou scmme directe,
tTelle que

3 ceees UE (I-80)

E = E1 U E2 UE
Notons
Pi la matrice a coefficients constants qui définit la projection

de E dans Ei' I1 vient




- 30 -

x> = P. x_, x_ est donc la projection de x_ dans E, (1-81)
n i “n>"n n i

i
P(xn) est un vecteur de ﬁE de composantes pi(xn)

i . i
avec pi(xn) une norme scalaire de vecteur xn.

Définition 7

P(xn) est appelé norme vectorielle de x , si les relations

suivantes sont vérifiées composantes & composantes.
P(x ) 20 Vx e E
n n

Px)=0 & x =0
n n (1-82)

P(x +y ) € P(x ) + P(y,) Vx,y e E
PM%)=M)H%J VﬁleE,VXeRouG

Il est possible de mener 1'édtude de la stabilité i partir de

vecteur P(xn) :. la méthode utilisée conduit & une forme agrégde  du

- systéme initial.

IV-1-4 Dé4inition des systimes majorants

¢

L'utilisation des normes vectorielles permet de définir une forme
agrégée appelée matrice majorante /31/ du processus &tudié (I-T2). L'évolution
du processus associé 3 cette matrice majore celle du systéme initial. La

stabilité de ce dernier peut donc &tre &tudiée & partir d'un systéme majorant.

a - Définition 8

Soit
M(A(xn, n) ) la norme de matrice A(xn, n) relative 3 la norme

p(x ) (&> &Y.

M(xn, n) est une majorante de A(xn, n) relative & la norme P(xn)

lorsqu'est vérifide composante 3 composante 1'inégalité suivante

M (A(x_, n)) ;M(x'n, n) (1-83)
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Il vient alors
Vneb, Vxne 2.

P(Xn+1) sM(A(xn, n) ) P(xn) | (1-84)

Le systéme décrit par (I-85) est alors appelé systéme majorant
du systéme représenté par (I-T72).

2 41 = .x.vI(xn, n) zZ,

. (1-85)
z 3 P(xo)

I1 vient le long des trajectoires du processus la relation :-

) <2 o (1-86)

B( n+k

x):1+‘.<

B) Définition 9 /5/

On appelle matrice majorante canonique de la matrice A(xn‘, n).

la matrice Mx(xn,. n) dent les %13ments mf.:j(.) sont obtenus de la fagon
suivante :
o, (x n) =m..(A(x_, n) ) + §.. ' (z-87)
lJ h’ 1,_'] n’ -lJ i
ol §.. 30 (&= 35.:2 matrice & &l2ments non négatifs) Vi,j =1 ...k
: 1J i
P.(A..(x_,n) x)
= Moy i@ _
mij(A(xn’ n) ) £5E; 55 (1-88)
x#0 J
Aij(xn’ n) = P, A(xn, n) Pj V-l,J =1 .... k

Y) Cas particulier des normes scalaires

Lorsque P(xn) norme vectorielle de X est d'ordre k = 1, ceci
conduit & des résultats particulildrements simples : les normes scalaires

de matrices. Il vient pour les deux vrincipaux :

- Norme &u max

= i ;=
P(—xn) .= Max Ixn! i=1...4q

t

La norme de matrice correspondante est doannée nar la relation :
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q
M(A(x , n) ) =Max I J[a .(.)] (I-89)

a.i.
iog= Y

les aij(') sont les &léments de la matrice non constante A(xn, n).

Norme des sommes des modules

q .
P(x,) = T |x]
i=1
il vient 'q
M A(x , n) = ij iE1 l ij(')| (1-90)

IV-1-5 Théordme 1 /35/

Lorsque & la fois

- M(xn, n) a ses éléments non constants isolés dans une rangée

(1igne ou colonne).

-1, - M_(xn, n)) l'opposée d'une M-matrice /32[/pour-tout x € R

k

La matrice M(A(xn, n)) vérifie composante & composante 1'iné-
galitéd

M(xn, n) € M(A(xn, n) )

Les conditions initiales du systéme (I-85) satisfont la relation

(I-91)
T T
(zn)(n=no) = (P(xn )(Ii‘-"no) (1-91)
il vient ’
z > P(xn) ~ Vn T (I-92)

Le systéme représenté par (I-85) constitue un majorant asympto-
tiquement stable pour le modéle (I-T72) entrainant la méme

propriété pour ce dernier.
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IV-Z CRITERES PRATIOUES POUR L'ETUDE DE STABILITE

- —— s WO - - - —__— = —— - - — - = ———

IV-2-1 M2thode de contraction dans &'étude de convergence
~d'une 8quation de nécuwvrence

Considérons 1l'éguation de récurrence vectorielle (I-93)

q i*
X+ + z P
n+q 1=1 .

(xn+q_i) Kprgei = O ! (I-93)
=

i R .. pxp -
avec P~ (.) des matrices carrées a coefficients non constantse R

X ~vecteur de composante x; (i=1...p)

soit P(.) une norme multiplicative d'ordre k relative au vecteur Xn, il
vient 1'inégalité (I-9L) :
q

A i‘
Phg) € I MFC) ) ix

) (I-94)

n+q=~1i

-* N
M(Pl(.))sont des matrices carrées € ;LEXK.

Les sclutions de l'équation (I-93) convergent asymptotiquement

vers zéro, lorsqu'il est possible de vérifier:

.z
M(P* (.)) < C (1-95)

il M0

- C est une matrice constante ( C € RI ) de rayon spectral

inférieur & 1l'unitéd /5/.

Démonstration

si C>0etpl(C) <1
il existe un changement de base diagonal 3 coefficients positifs /5/ :

D = diag {di)

tel que la matrice

p”' ¢

soit égale au produit d'une matrice stochastique S par o(C) < 1, et

cette propriété implique 3 vriori que chacune des matrices

-1, 3%
D ' M(P" (X ) ) D

n+q-1
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soit inférieure & une matrice stochastique.

Il vient :
p! B(x__ )« % D_1(M(Pi?X )) ) p. p”! B(X
n+q =1 n+q-i '
notons
. =D P(X_,.)
n+i n+i
il vient :
T oo et ) D
< h . .
g L DT M(PT (X, ) D2
soit par majoration
( q -1 \ i"’
aq © i£1 D™ M(PT(X,, 4)) D) M?x(zn+q_i)
én notant :
U = {ud et 1, = hlg},; la définition :
U=Max{u;} U7 =Max {17}
i - i

il en résulte :

Z_ .o €S plC) Max(Z )
1

n+q n+q-i

n+q-i

soit en majorant cette relation (I-100) par la norme de Max :

M?x 3Zi+q2‘vo(c) ?T? 3Zi+q.i$

d'oll le résultat énoncé pour o(C)

B8) Cas particulien

Dans le cas ou P(.) est une norme scalaire d'ordre 1

nous obtenons l'dquation de récurrence scalaire

q
Un+q * .E gi(un+q—i) un+q—i =0

i=1

et la condition de stabilité qui en découle est de la forme :

g 1 - e (0<e<1)

1

T

i

)

(1-96)

(1-97)

(1-98)

(1-99)

(I-100)

(I-101)

(I-102)

(I-103)
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1V-2-2 Crnitdre de majoration

Lors de la synthése et de la mise au point d'un asservissement
présentant plusieurs non lindarités, il suffit parfois pour appréhender
1'gvolution du processus de fagon satisfaisante, d'évaluer 1'amplitude
des oscillations qui, se produisent autour d'un point d'équilibre instable.
Dans ce sens il est possible de définir une majofante de 1l'écart d'un
systéme par rapport 3 sa position d'dquilibre /33/.

Soit un systéme décrit par 1l'équation (I-104)

avec € =
n+i X q

€n+q + 121 ¢i(€n+q—i) (I-104)
il s'ensuit 1l'inégalité )
q .
I€n+qI € 121 I¢i(€n+q—i)’ (I‘TOS)

Notons

g(.) la fonction définie par la relation (I-106)

q )
pem) = T oy o L) - (1-106)

gy, 5 «o0 ¥ .
1=1 n+gq-1

n n+q-

elle admet une majorante G(H) de la forme

q
G(H) = I Max[¢, (a)] (I-107)
avec . : i=1 0 < a'g+H -
le | =,
Critére :

La suite de terme général &, défini par la relation :

8 = Mex |¢.(a)] Vm , (1-108)

1 0 <|a]% &

i ™M

I

et a_ = Max (Isol ces ]8q_1

1'amplitude limite des oscillations des solutions de (I-104) est majorée

par la limite £ de la suite (I-108), soit

£ (1-109)

lim e | < 1lin a
n m

n-—)oo. m->
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IV-2-3 Cas de validitZ de La conjecture Lindaire

Considérons le systéme non linéaire représenté par 1l'équation

vectorielle (I-T72).

Soit P(.) la norme de x, de 1% composante Dl(xn) = \xg
en notant aﬁj(.) les él8ments de la matrice majorante canonique associée
3 M(A(xn,n) ), il vient :

z _ .o 3
aij(') = Iaij(.)l Vi, j=1...q (1 110)

PrSgagighagiuuapi ™ Mg g e b R R R R PR R R Ry A R R R

Si les termes non constants de la matrice'M(A(xn,n) ) sont

groupés dans une seule ligne ou une seule colohne, la vérification

Vxn, ne RC , des conditions de stabilité asymptotique des systémes
linéaires sur la matrice M(A(xn,n)) assure la stabilité asymptotique globale
du systéme non linéaire (I-72). Ces conditions peuvent se résumer alors a
la vérification des contraintes suivantes : tous les mineurs principaux
de la matrice (Iq - M(A(xn,n) ) doivent 8tre supérieurs ou égaux i un
scalaire € strictement positif /35/ /16/ soit

1~ a -ax'
11 12

1 - a.x 2 € s * { -8

_ >e>0 (I-111)
8o 22

jusqu'd det(Iq - M(A(xn,n)) 2e> 0

PPty b phgingiegigiagg g g Prgfiugeguhg g b o D T

Considérons une matrice possé@dant plusieurs lignes ou colonnes
non constantes. Dans ce cas la matrice caractéristique du systéme initial
se présente aprds des permutations adéquates sur les composantes du vecteur

état sous la forme A ou AT avec le partitionnement en bloes suivants

-

FA11 (xn,n) eeeeee A1k(xn,n) m
A'21 ¢« e o o o e . A2k
A'(.)= (I-112)
, p—
7 T
=3 J

les m premiéres lignes sont ici non constantes.
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Ces m lignes correspmondent & la premiére composante vectorielle

X1n du vecteur &tat

X = (X" .X « e e

T w _or T
n n n Xﬁ ) (1 113)

Soit P(.) une norme vectorielle de Xn respectant ce partitionnement
T 1 2
PUX) = (P(X 1), By(X2) . . . . P (X5)) (I-114)

la matrice majorante associée M'(A'(xn, n) )est carrée d'ordre k se mettant

sous la forme
[ x
a1{xn, n) ... .. a1k(x , 1)

1 1] - x x T =
M' (A (xn, n) ) = e (I-115)

o e
L TS

b 4 - w
Les éléments 854 sont alors des scalaires.

La matrice obtenue ne nosséde qu'une seule ligne non constante.
La vérification des contraintes précddentes (I-103) assure la stabilité

asymptotique du systéme.

V - UTTLISATION DES SYSTEMES REDONDANTS DANS L'ETUDE DE LA STABILITE
/8] 136/ /3%/

La redondance pour un modéle de type séquentiel peut &tre obtenueen
incrémentant l'indice d'observation de la variable. Pour un vecteur état,

elle se fait en augmentant le nombre de ses composantes.

'Les nombreux critdres utilisds en vue de 1'étude de stabilité
globale conduisent 2 des conditions trds générales, souvent trés difficiles
4 exploiter. En effet, ils ne tiennent pas compte des formes particulidres
des E&quations de récurrences mises en oceuvre : on cherche habituellement 3
minimiser la dimension d'une représentation, cependant une &criture redondante

s'avére dans certains cas plus adaptde i l'application des critdres.
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------—-------------——----_--——-_------—_-----

Soit 1'8quation récurrente vectorielle non linsaire d'ordre q :

 pil ) X O (1-116)
Yarq ¥ i=1 P Xnagei) Fnegei 7O B
ol

Xn est un vecteur de composante x; =1...0D
o= (x} ... xP)
n n n

.* )

PY(.) (i =1 ... q) sont des matrices carrées de dimensions pxp, dont les

composantes non constantes s'écrivent p ( ).

La redondance s'obtient par exemple en faisant une combinaison

linéaire de 1'équation (I-116) exprimée aux instants n et n+1. Il vient

. + = -11
X prqmi+1” A[Xn+q 0 (I~ 7)
avec

A une matrice 3 coefficients constants , elle sera choisie

de facon 3 ce que les solutions de (I-116) soient soluticns de (I-117).

Les solutions de (I-116) constituent alors un cas particulier
de celles de (I-117). La stabilité de (I-117) entrainera donc celle de
(I-116).

La relation (I-117) peut s'exprimer sous forme semblable &

(I-116). Il vient alors une expression de la forme (I-118)

q+1 i
Kneqe1 * 151 Q (Xn+q+1-i) Xprqti-i = O (1-118)

L'utilisation d'une telle représentation en vue de l'étude de la
stabilité conduit souvent 3 des contraintes moins sévéres sur les paramétres

du systéme. A titre d'illustration nous traitons un exemple.

Soit le systéme non linaire représenté par une équation de

récurrence scalaire de la forme

x_,, =(0,8 = 0,b £ (x_,))x

*=
n+1 n+ 1 -=(0,1 +0,5° (xn) )Xn (I-119)
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En appliquant .la condition de stabilité /12/ :

2 »

T (£.(.)) <£ <1
] i

1=1

soit alors

| 0,8 =~ 0,4 £%| + | 0,1 +0,5 | g 6< 1
il vient la condition suffisante de stabilité suivante :
-0,33< £ < 1 (I-120)

Une combinaison de 1'é&quation (I-106) écrite 3 n+3 et n+2, donne

une nouvelle &gquation récurrente :

-(os-a-ouf*(x

X . 2 Xept (0588 =0,1-(0,5+0,ka)f(x . )) x

n+1
- a(0,1 - 0,5 £5(x_) ) x . (I-121)
? ? n n \
Le méme critdrz de stabilitd appliquée 3 cette dernidre dquation
et en choississant a = 0,2 conduit 3 une nouvelle condition suffisante
de stabilité :

-0,33< £5< 1,5 (I-122)

L'utilisation d'une revrésentation redondante est alors justifide.

Xoep = A x (1-123)

x € Jﬂl, est le vecteur état

A(xn, n) matrices 3 coefficients non constant, € j{qxq.

Principe de redondance

Pour augmenter l'ordre du systéme & s (s > q), nous procédons

comme suit
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On se donne-une matrice de changement de base P de rang maximum

q tel que :

p e g% s>q

lorsque nous posons
y. =P x (I-12k4).
11 vient

Px, =PA() T (P x_) (1-125)

ol P¥ est 1a pseudo-matrice au sens de Moore-Penrose telle que l'on a :
+
P - P=1 (I~-126)

dans notre cas v

+
P e s{q_xs

On obtient ainsi le systéme dilaté (I-127)

Yoo = (BAC) PY) ¥ ' (1-127)

n+

S
v, R

P A(.) P’ =B(.) e R5*3

Les composantes de la matrice B(.) sont alors des combinaisons
. . i . . . ..
linéaires des composantes X définies & partir des coefficients de la
matrice P. Les solutions du syst@me initial (I-23) ne constituent alors

qu'un cas particulier de celles du systémes dilaté (I-127).

I1 existe d'autres modes permettant d'introduire une description
redondante sur le systéme initial qui sont en fait que des cas particuliers

du principe décrit auparavant.

Par exemple, il suffit parfois d'écrire plusieurs fois une ligne
d'un systéme vour obtenir un ordre supérieur & l'ordre initial. Ainsi,

le systdme d&crit en (I-128) peut &tre représenté par (I-129) :
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- r

K X (2) 1

X ne1 211 12'%n X ,

% - a ar (xe) x° (1m128)
n+2 21 22 n J n

[ 1 ‘ [ x , 2 [ 1 -

X+ 08,4 (1-a)a,, aj,(x)) *n
1 _ , _ % , 2 1 _
ner | = | BEyy (-Blag, ais(x) X, (I-129)
2 x , 2 .2

X1 vay,  (1=v)ay,  ay,(x) X

1'ordre apperent du systdme (I-129) est de trois. Les solutions de ce
dernier englobent celles de (I-128). La stabilité du syst3me redondant

(I-29) entraine celle du systéme initial (I-128).

Dans le deuxidme chapitre, nous utiliserons le principe de
redondance pour le partitionnement des matrices en blocs. Nous retiendrons
un’ cas pour lequel,la matrice partitionnée est dilat@e de fagon telle que ses
(m=1) premidres colonnes sont des blocs diagonaux présentant la propriété

de commutativité.
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CONCLUSTON

Aprés avoir défini la classe des processus &tudids, nous avons
examiné les différentes expressions possibles d'une méme &quation faisant

intervenir deux notions vectorielles : 1l'état et la séquence.

Lorsque le systéme est non lindaire, le choix de la représentation
s'avére primordial pour l'application des critdres de stabilit& et la recher-

ches de conditions les moins restrictives possibles.

En particulier 1'augmentation de 1'ordre d'unme équation peut

parfois permettre de déterminer des domaines de stabilité plus larges.

Un premier algorithme conduit 2. une généralisation au cas des
processus multivariables de la représentation récurrente utilisée pour
les modéles monovariables. On obtient alors une &quation de récurrence
relative au vecteur de sortie ou au vecteur de commande. Cette méthode permet
d'obtenir une représentation mixte (&tat/sdquence) & partir d'une Scriture
dans l'espace d'état. L'ordre global de la représentation peut s'en trouver
augmenté. Par la suite, nous envisageons une deuxidme méthode permettant
d'obtenir le méme type de formulation, mais avec un degré de redondance

moindre.




CHAPITRE 11

METHODES D'ELIMINATION PAR RAPPORT A UN VECTEUR COMPOSANT

DANS LES SYSTEMES DISCRETS NON LINEAIRES

INTRODUCTION

Nous abordons dans ce chapitre, la mise en oceuvre d'un algorithme
d'élimination. Ce dernier permet d'€liminer une partie des composantes de
1'état d'un systéme, en conservant une relation qui régit le comportement

des composantes restantes.

Nous utilisons dans ce but une régle pratique basée sur la notion
de polyndme caractéristique relatif 3 une variable d'état. Pour aboutir
i l'équatibn de récurfence &oulué, une simple identification suffit : les
mondmes de degré n intervenant dans l'expression du polyndme caractéristique
sont remplacés par les fonctions non linéaires de lavariable d'état considérée

au degré d'itération n.

Dans une premidre partie, les coefficients des polyndmes carac-—
téristiques sont des fonctions scalaires de 1'état. Une décomposition en
sous systémes permet de faire apparalitre l'expfessicn des p volyndmes relatifs
aux p variables non €liminées. Les p équations de récurrence obtenues sont
alors regroupées en une dquation récurrente vectorielle.

Dans une seconde partie nous introduisons la notion de'"polyndme
caractéristique" 3 coefficientsmatriciels . Ce polyndme est calculé 3 partir
d'un partitionnement de la matrice en blocs de méme dimension. Les régles
de calcul sont alors analogues 3 celles employées sur des scalaires. La
définition du polyndme caractéristique généralisées permet ainsi de réaliser

l'opération d'élimination par rapport 3 un vecteur composant.

Cette méthode, valable aussi pour les systémes linfaires, s'adapte
varfaitement aux systémes de type Lur'e Postnikov. Pour les modéles de ce
type, 1l est souvent intéressant d'éliminer les variables intervenant lin&aire-
ment. Pratiquement, cet aspect du probléme revient dans de nombreux cas, &

ne conserver que les grandeurs de commande.
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Un certain degré de redondance par rapport & l'ordre initial
du systéme peut intervenir dans l'ordre global des &quations obtenues.

Nous envisageons quelques applications de cette augmentation de dimension.

1 - DESCRIPTION DES SYSTEMES ETUDIES

Nous proposons d'étudier un systéme non linéaire d'ordre g tel

m 1 .
que les p composantes (xn . .. xg) du vecteur état (xn ... xi) apparais-
sent non linéairement dans les relations décrivant 1'évolution du processus.

Ce mod&le peut &tre représentd sous la forme (II-1)

1 _ 1 m—1 m . q
A IR L Y SPRE 5, +a1m(xn)+. e . .-+31q(xn)
2 _ 1 m-1 my .- R a
R RIS L PYSPRE +ay (X )+ . .. ,‘.'+a2q(xn)
e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e e (TI-1)
&1z x1 + ta = g, x0)+ +a (x3)
n+1 (m-1)1"n v (m-1)(m-1)"n (m=1)m "n T (m-1)g'm
m 1 m-1 m q
= e e e e e e + « e e e s
Xpe1 = Zmi%n*t +& (m-1)*n a'mm<xn) amq(xn)
a = 1 m—1+ m + q
Xpar = Bgq Xp oo o e tRg g%y aqm(xn} Ce e e .+aqq(xn)
avec p = g-{m-1)
Chacune des q équations s'expriment sous la forme contractée (II-2)
. m—-1 . q
o= T e x+ Toan (x5 (1I-2)
n+1 . i1 'n ik''n
J=1 k=m

pour i =1 . . . g

nous faisons apvaraitre les deuxvarties du vecteur &tat

5= (m-1) composantes non traitdes par les non lin€arités
n’ v formant le vecteur X;

Xi i=m composantes traitées par les non linéarités,

n’ -1 regrounées en un vecteur o,
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Ce systéme correspond au schéma bloc /3/ représenté figure 3

e X
- d I 7 ) o Retard — :
c
Figured
De tels processus peuvent &tre représentés par 1'équation d'état (II-3)
i entrée nulle (en = 0)
X =
n+1 A X‘n * Un
U =T™0). 0 (11-3)
n n n
g =¢X
n n

Xn e R, vecteur Ztat 3 1'instant n.

m - - - -~ - e
g” = (x_ . . . xg) € RP constitue le vecteur d'entrée de la non linéarité

Ae R patrice constante associle aux (m-1) premiéres colonnes de (II-1)

. a1(m_1)0. . 0

0

. aqn_“ 0. .

r (Gn) matrice caractérisant le modulateur non linéaire dont les entrées

sont les composantes de vecteur 0_ sur lesquels nous &tablirons la relation
n
de récurrence.

x - -~ ” -~
r (on)e RY¥P | est une matrice 3 &ldments non constants




£ .m £, q
1m(xn) : a'1q,(xn)
x -—
T (on)
b b3 q
qm(xn) e e e e e aqq(xn)
C matrice constante & K%
0o - 0 1 0 0
C = 0
0 .0 . 0

0.... 0 O0.....0 1

B!

En explicitant la relation (II-3), le systéme s'écrit sous la forme :

. - At (TI-4)
J{1:1+1 A (Gn) xn
ol
1
* ,.m x,.q
R N 2iq (%)
' =
A (cn)
n x , q
a s s e . e 2 e s s B X
q g1 * qm () aq¥a)
L

Le but de notre dtude est d'dtablir une relation récurrente
gouvernant le seul vecteur 0. I1 faut donc &liminer les (gq-p) composantes

de X dens (II-1). Nous allons envisager une méthode différente de celle

proposee au premier chapitre.

11 - METHODE D'ELIMINATION PAR RAPPORT A UNE COMPOSANTE SCALAIRE

Nous proposons dans cette partie une premidre méthode d'élimination

des (q-p) composantes (x; e e e x§—1) du systéme (II-1). Il s'agit en fait

de p éliminations successives. Nous allons tout d'abord en rappeler le principe.
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11-1 RAPPELS

-

Soit un systéme décrit par une équation vectorielle (II-5) :

Ype1 =BV, (II-5)
od
| o=l ... v e R®

B matrice carrée € RK5%°
afin 4'éliminer les composantes yi pour i = 1 . . . (s-1) du systéme, et

. . . S
obtenir une &quation de récurrence relative i la composante restante ¥, »

il est commode d'utiliser la régle pratique bas&e sur le clacul du polyndme

caractéristique /14/.

. . s . i,.
La substitution de ¥ ,4i 8uX expressions AT{(i =1 .. .s) dans

le polyndme caractéristique, conduit immédiatement au résultat cherché

sous forme d'équation récurrente (II-6) :

ristique.

) S =0 | (II-6)

iz e s - .
p (.) sont des coefficients non constants du polyndme caracté-

Rappelons que dans le cas d'un systime lindaire, le choix de la

composante y; de vecteur état importe peu. Par contre dans le cas des

systémes non linaires monovariables, il faut que la seule variable restante

aprés &limination soit celle qui intervient non lindairement. Les coefficients

pi(.) sont alors fonctions de cette variable 2 des instants différents.

a

11-1-1 Relation entrne Le polynome caractiristique et L'dguation
de nZcuwrrence

Considércns l'équation de récurrerice scalaire linaire suivante :
q
¥y + I a. vy

L B i Yn+g-1i

=0 ‘ (II-7)

5o des coefficients constants.
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Nous pouvens définir le polyndme caract@ristique en identifiant
les degrés d'itération de 7, et la puissance de chaque mondme A, nous

obtenons le polyndme caractéristique (II-8) :

q -3
PN = 1%+ ¢ a, AT (1I-8)
i=1

Suoposons maintenant que le systéme est non linfeire d'équation (II-9)

Z = N A TI_
n+1 B(‘/‘n) n (12-9)
avec [ 1
*
0 « s e s . 0 -
pq(yn)
=
1 0 e e 0 0 - (<
. D -1 (v,)
3(ry.) = . . . )
- ] . i
9 : 0 '
5 = \
. ’ Pivp
24
- saul le paramitre 7_ 25T moduld ncn linZairement.

-

n
x . . ” . .
- les p.(.) sont cette fois-ci des foncticns de Ty considérées

I l'instant n. I1 vient 1'3quation Zquivalente (II-10)

o:l(y )y =0 (II-10)

+
v iV n+q-1i

1 =
n+q .

i
i=1 n+g-1

Le polyndme non constant correspondant est obtenu par le méme procédé

i'identification que pour l'équaticn (II-T). Il vient :

) w371 (II-11)

*
i (v

p(u) = ut + T p:
2

n+q-i
i q

Le polyndme (II~-11) peut 8tre aussi obtenu en calculant l'expression (I1-12)

P'(u) = det (u I, - B(y,) ) (IT-12)

et en tenant compte du princine 4'itération soit :

£, . ,k *
0y Aes o. (y

Jonc. ici l'avpelation "ovolyndme caractdristigue’ en nen
b N by < .

lindaire est encore justifiZe par la relation matricielle (II-9) associse

3 (II-10) % laquelle il est toujours possible de se ramener.




- 49 -

11-2 APPLICATION DE LA METHODE AUX SYSTEMES DE TYPE (II1-1)

- " - ———— " - ——— o - —— . W G - ————— - " - .

Nous voulons &liminer (q-n) composantes du vecteur état et trouver
une relation de récurrence entre les p composantes restantes : nous obtenons

ainsi une é&quation de récurrence vectorielle sur o

La méthode congsiste 2 décomposer le systéme en p sous systémes.
Ces derniers sont formés de toutes les lignes du bloc linéraire et une
ligne relative & une composante de vecteur O, Dans un premier temps nous
calculons les p polyndmes "caractéristiques" relatifs 3 chaque sous systéme.
A partir de leurs expressions, nous déduisons les v équations récurrentes

scalaires.

En posant dans le systéme (II-1) :

i _ .
%n (Gn) - (aim(xﬁ) + ...+ aiq(xg) ) pour i =1 . .. q (II-14)

Celui-ci s'derit sous la forme (Ii—TS)

1 1 -1

= m 1.
Fper T % T SRR
‘me1 1 m—1 m-1
= o0 e e e e +
*nr1 T Fm-1*n 7m—v(m—$xn %y (Un)
(II-15)
mo m-1 m
(m) nt] S Bpg Kg e e e e e %0 f-1*n o (o)
(a) d a . x 1 a
= m-
+1 1 + .. . . +
n Q1 “n 21 a (o )

11-2-1 Detemination des polynomes "caractirnistiques”", Equations
de ricuwwvience scalaines

Considérons 1l'ensemble des (m-1) lignes relatives aux (m-1)
variables que nous voulons &liminer. En lui associant la ligne correspondante
~

. m . . .
4 la premiére composante xn du vecteur non linéaire on’ on cbtient une

&quation caractérisant le premier sous systdme (II-1L4)




X, =M () X) (I1-16)
ou
1 -
=T = (x LB
n n n n
[ 1%
Mm(-) ) a 8 1=
@1 1 t-to-) o (0))
mx
®n1 *m (m~1) % (cn)
L d
avec :
i m q
ix, O‘n(gn) aimoﬁ) N '+aiqﬁxn) .
a (o) = = pour 1 =1 .. .m
m  n &2 £

P

i% .. - - m
- (Gn) n'est alors définie en général que pour x #0

iz m ' P
-a (cn) x, est cependant partout dé&fini.

Le polyndme caractéristique permettant la premiére &limination par

m
rapport 2 x est noté :

m o
P (A) = det (AT -M(.))=2"+ 151 p;(.) e (IT-17)
ou 1 m—1 mx
pi() = =T () 2o (T ey +an(o))
13;(.5 = det z&mi.i

en tenant compte de la propriété (II-18)

m q m q
aiz(o ) Aj = (aim(xn)+ - aiq(xn))xj=(aim(xn+j)+ ..+aiq(xn+j))kj;(ll-18)
m m & g

n n+]




_51_

l'expression du polyndme (II-17) devient

1 a (x® 1)+...+a (x2
a,.-

ii &

m m=
PMm(A) S (—i;

. . . m
le premiére équation de récurrence relative 3 la composante X est obtenue

de la relation (II-19) par identification de

m L] m . . _
X A - XL et cecipour j=m ... 1,0 (I1-20)

On obtient ainsi la relation (II-21)

m w1 b m m * m+1 m * q q
Xn+m+(_i§1 aii_amm(xn+m—1))Xn+m-1—amm+ﬁ(xn+m—1)Xn+m—1":amq(xn+m—1)xn+m—1
cot o (L) £ (1I-21)

ou
aij(;) sont les gains équivalents
tel que
J = 2 J - : - = -
aij(xn+k) 8 ; (xn+k) X 4g? =0 @, ¥=0,1, ... m1

Considérons l'ensemble des (m~1) premiéres lignes et la ligne

~ + (-3 -~
correspondante 3 xﬁ 1. Nous obtenons le deuxiéme sous systéme (II-22)

+1 + :
X§+1 = Mm+1(on) X§+1 (11-22)
od -
XI;HT - (x1 . m—1 xm-H)
n n
a am (U )
11 e o e s e o » am_.]) 'm+1 n
Mm+1(') =
um‘T*L
o= m-fo-)  ar1@ )
&n+1x
e e e e e g
La(in+1)1 %n+%n+p m+1 ( n)_
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avec
1
a (o)
iz n'n
=1. ..o +
m+1(°h) — (i =1 m-1, m+1)
X
n
m+1 iz m+1 .
et X # 0 pour que %n+1(dn) x, soit partout

Le polyndme de la deuxiéme élimination s'écrit :

( m

m—1 a
m _ _ (_m+Im
(-7 ey - e
Xpem-1

th+ﬁ(x) =

i=1

-~

d'od 1l'équation de récurrence scalaire correspondante 3

n+m joq if 7h+u@+ﬂ n+m—1 n+m-1 ﬁm+pm n+m-1

] ) q

-4
SRR ﬁm+ﬂq(xn+m—1 xn+m--1+ te m "

et ainsi de suite jusqu'au dernier sous systéme, compos

+1
L+ p2( ) xm

Q
xn+m—1)+'"+%h+ﬂq(xn+m—1)) Km-1...+9i(.) .

(11-23)

m+1 _
x, (1I-24)

m
+
Xn+m-1

1 (II-24)

g de (m-1) lignes

et la ligne relative 3 xg . Nous obtenons 1'@quation (II-25)
+Q a .
= M -
Koey = MyC0n) X (11-25)
ou
%37 = (<t ... xm_1 x3)
n n n n
[ 1%, 1
a, e e e aﬂ@rﬂ a~q(on)
M,() = a 0Lxm-1(o )
m-1n e v e e o atn—%n—ﬁ a n
qx
a . « o« & 04 g
q1 -1 a ! n)
; .
avec . a_ (o)
1% n n 12 -
&y (o) 3 , (i=1 m-1, q)




ata
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et les mémes hypothéses que précédemment

le dernier polyndme de la dernidre &limination s'éerit
- q + a
Z1a _ aqm n+m—1) "’aqq(xn+m—1) )Am-1
ii <2
n+m~1

m

m
qu(A) = A0 4 (-

(x

+... pP(.)
i=1 n
(II-26)

& partir duquel nous déduisons la relation de récurrence sur xg soit :

q _ X q q X ,.m X m+1 | m+] o] qQ
Xpem T i£1aii aqq(xn+m—1 ) n+m-1 a'qm(xn+m—1) aqm+ﬁ(§+m-1 B+m~1 "tpm(.)xn
(1I-27)

e - - -~ —

En ordonnant dans les p &quations de récurrence scalaires obtenues

(I1-21), (II-24) . . . (II-27), par rapport au vecteur o (II-28)

T m
o- = (x %) = (o . . oP) (II-28)
n n n
I1 vient 1l'Bquation de récurrence vectorielle suivante
rmq £  m z m+l qQ m [ me m) dnt( Q) Lm
% X
151 814 amm(xm-m—l)' ’ ammﬂ(xn*-m—l)’ amq(xnm—&) *avm-1 pn(xn ip''n n
...................... . toait e e e e
x . Aty m;‘ X q oz my P2 (x3) 3
o P
a'q,m(xmm—l)’ : aqq-l Xptg-17? i"ail aqq xnﬂn—l) ] pem-1 Pp1 n pp u
ou sous une forme condensée (II-29)
m .
1%
o] + I P o .) C . = II-2
n+m 1=1 ( n+m-1) n+m-1 0 (11-29)
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Pi*(on+j ) sont des coefficients matriciels non constants (1i=1 .m)
Pix(on+j ) € RP*P qui peuvent &tre &crites sous la forme :
- .
if(xﬁ+j) C e pi;(x§+j)
Pix( ) = .. . pour 1 = 1 m
p;‘(.) e p;;(.) (I1-30)

- - - —— - -

La représentation (II-29) est génératrice de deux formes matricielles
de types Compagnon et Frovenius épaisses.Il vient successivement et & partir

du méme procédé développé dans le premier chapitre (II-31), (II-32)

0 I 0 0
P
. . (11-31)
E(.) ’ : C , O
O d . . . . O I
P
1%
L_me(on) ) P (Gn+m—1
0 0 . o -P™(0) ]
n
I 0 . . 0 -
et P .
! . : : ‘ _
E(.) - o .o (11-32)
C : . 0
1%
| Ip -P (crn)
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Deux autres formes matricielles de type Compagnon et Frobenius

généraliséesont obtenues par simple permutation des lignes et colonnes dans

les deux représentations (II-31) et (II-32). Nous obtenons ainsi

X
Ny () N
N(.) = . . .
Np1(.) . . . Npp
avec _
0 1 0
jj(.) = .
0 ...
m, J
-D...T .
- pJJ( n)

les matrices diagonales sous forme compagnon.

Les matrices non diagonales s'&crivent

mk, k
J.k(xn) . e e e

la forme Frobenius généralisée est de la forme :

N'p1(.) e e e e

I I

0
0
1
_ 11( J )
Ji n+m-1
0
0
1%, k
pjk(0n+m—1)
1]
W ()

(11-33)

(II-3L4)




avec
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0 « v v « 0
1 0 .... O
0 L E

. - (;
0 0 1

(09)

REFAE

1%, J
-p.. (0
pJJ( n)

J

les matrices diagonales ne dépendant d'un seul paramétre & un instant

donné

les matrices hors diagonale.

X

n B8 =

n

x_ et x3
n

11-2-7 Exemple & £'ondre 3

Soit le

systéme (II-35)

1 2 3
ayy Xy * agp(x)) +alx)

1 2 3
a.. x +a (xn) + a (xn)

21 'n 22 23

1 2 3
aj, X, *a (xn) +a__(x2)

32 33'"n

mk, X, |

12(

k

(II-35)

la variable intervenant lindairement que nous proposons d'éliminer.

les deux composantes traitées non linairement, sur lesquelles

nous établissons 1l'équation de récurrence.




..5"(...

nous posons donc :

2y (x3) (1I-36)

i -
an(on) = 850' % + 13 '"n

i=1,2

oF = (x2,x3
n n'n

le systéme (II-25) s'écrit alors sous la forme (II-37)

a x1 + a1(0 )
n n n

Xa#1 211
2 - 1 2 -
xn+1 B a21 xn + o‘n(cn) (11-37)
3 _ 1 3
xn+1 - a'31 xn * OLn(o‘n)

la nouvelle représentation se décompose en deux sous systémes (II-38) et

(II-k2)

[ 4 1% 1
X+ a;y oy (o) X
= (11-38)

2 2% 2

X 1 J 2, o (On) X

ol i

. o a (o)
1% _ . nn . 2

o (Gn) =—5—— pour i =1, 2 et x_ #0

n

S on a4 cette premiére é&liminatio éerit
le polyndme corres dant tte 1 1 tion s'écrit :

1

2
B, () =32 + (-a 0put It (2g; BX0) - oy, f%(0)

5 IR

(II-39)

. i .
ou sous une deuxiéme forme en remplacant les o (Un) par leur expression.

I1 vient :
2 2 1
ac(o . .) atioc ) a,,0. 0 )
.2 n'Ope 1 ( n% 21%n %y
Py (W) =27 + fag, 2 2R L2 ) 2 )
2 X X b ¢
n+1 n n

(II-L0)
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en identifiant les :

2 2 (i

Xi X X
n n+i

et en remnlagant les a;(cn) par leur valeur, nous obtenons la premilre

équation de récurrence scalaire

2 2 2 2 = <3 * _ . x 3,3
Xpep T F1%per T 322(Xn+1) v T 223 n+1) ayla 22(xn)xn ap3(xp)xp)*
£ .2, 2 %, 33 _
+ 8‘21(8‘12(}{n)xn * a13( n)xn) (11-41)

le deuxiéme sous systéme est de la forme :

o1 ] [ \ 1%, ] 1
X+ &11 0‘3 (cn) *n
. (II-42)
3 3% 3
o+ a31 a3 (on) *n
L L ] ]
od
3
X #0
i1 admet pour polyndme caractéristique (II-43)

b d x
Py (e) = K2 + <’8‘11 - a%(gn -) ) A+ (311 ag(on) - a31 oLilf((:xn))

(I1-43)

en utilisant le méme orocédé que pour le premier sous systéme, il vient

la deuxiéme équation récurrente scalaire :

3 3 * 3 3 x .2 2 x 3y _
X T Bqq Xppq T a.33(xm_1)xm_1 - a.32(xn_,.1)xn_'_1 + ( 32(x )x +a (xn) n)
x,. 2.2 . % ,.2 2 _
- a31(a12(xn)xn + a13(xn)x y=o (II-u4L)

o) Equation de ncurrence vectornielle

- . = . - ———— - i — - - - > =

En ordonnant entre les deux &quations (II-bL1) et (II-4k) par

rapport a g_» mous obtenons l'équation de récurrence vectorielle (II-Ls)

*1 #2 - _
P (cn+1) Ooeq * P (cn) o, = 0 (II-45)

Un+2




BN

* .3 * 3
851813(%,) - 885z ) |l =

x 3

ou sous la forme explicite (II-L6)
2 s (2 ) o (3. ) &
*ne2 ®11 T %22 %04 23 Xn4 1 n+1
= +
3 * , 2 * .3 3
*ne2 S PAL I 8y *+ag3(xg,y) X

* 2 x 2 3y _ .3
3380(xy) - apag(x)  agala(x) °11‘33(‘n); Xa

4

(II-46)

- - ——— -

Les deux formes épaisses

successivement sous la forme :

0
o
IO '
2, 2 x 2 £, 3
211 822(%y) - 3y ay(xp) eayy ags(x) -
*, 2 x 2 * 3
21y 232(%,) - agy applxgdea, agtx)) -
r
0 0 &1
Q 8] 31'
N'(.) =
1 0
0 1

Par permutation des lignes et colonnes dans ces

peut obtenir les formes dérivées :

: Compagnon et Probenius se mettent

A% 3 2 * 3
221 230000 284y agplxgay) e anslxg,y)

* 3 * .2 * .3
83, 513(xn) s 832(xn+1) 48y, * 333()!““)

)

‘;2(x§) T 8 “fz(’i) 11 ‘;3(x:) -3 573(x2;
25 (=2) - oy, &l (R 8y 8550x2) - &y, af3(x§)
s, + a3y (xd) apy(x))

a§2<X§) &y * ‘;3“2)

deux formes, on

Compagnon et Frobenius généralisées -




[
(22
O

1

0 1 0 0 ]
8y, azz(xi) - 8y, af_g(xi), 8, ¢ azg(xiﬂ) s 8, 5;3(:{1) - a,, a%(xi) ’ 533(xi+‘)
wi.) =
[} 0 0 1
L aga(xi) - 84, afz(xi) ’ a,;(x:”) ¢+ a,, 5;3(1:3) - a5, aTB(xz) ra,, + ‘§3(x;3;+1)-
et
| ey ”;2(‘?:) -3 372(’;) - 0 2 Bn aZB(Xn) 22 373("3"
y T 2, + agg(xﬂ) ' 0 323‘::;:)
Wri{.) =
o ta 372("3\) 2, —_.‘:’: x/;‘ . 20y By a§3(x§) - aq, afj‘ix‘)
- Q ’ a.;e(x;) 1 i ’ 8, f333(x3)

Les matrices N'(.) et W'(.) dont les coefficients non lin&aires

ne dépendent que de deux paramétres xi et xi et au méme instant n.

ITT - DEVELOPPEMENT D'UN CUTTL MATHEMATIOUE PERMETTANT L'ELIMINATION PAR

RAPPORT A UN VECTEUR COMPCSANT

ITT-1 POSITION DU PROBLEME

by

Yous avons montré qu'il 2tait possible de dicrire le systime

tous

nce vecstorielle relativs

[

14 . - .
(II-1) sous la forme d'une 3quaticn de récurr

une partie de ses composantes. Les coefficients intervenant dans cetts




écriture sont calculées par des éliminations successives, ce mode de calcul

peut paraitre longz. Nous allons proposer une unification avec les méthodes

de calcul existantes.

Lorsqu'il s'agit de d&terminer une é&quation de récurrence scalaire
nous simplifions les calculs en introduisant une régle pratique basée sur
le polyndme caractéristique scalaire /14/. Par analogie avec cette mé&thode
nous proposons une généralisation de ce polyndme scalaire & un polyndme
matriciel. L'utilisation des propriétés des ensembles commutatifs de 1'anneau

des matrices carrées nous permet de simplifier le probldme /15/.

Dans la suite nous considérons les systimes dont les matrices
sont partitionnées en blocs carrdes de méme dimension, régi par l'égquation
(II-L7) -

)4 =-/KJ'Y' -1
LA Y . (IT-47)
ol
m 17 rrr
YYo=y T ..oy
n wn Jn )
i 5
v, € R pouri=1.. .7
[ ' ]
A11 e e e e d1r
M =
M e e e ..M
1 rr

. . 2 .
- M est une matrice constituée de r° blocs de matrice Mij

- Mij(i,j =1 . . . r) sont carrées de dimension sxs dont les composantes

mii (k, 1=1 . .. s)

Pour simplifier les notations, nous désignons par D; (i =1 ...r)

les colonnes de JM soit :

=

11

i
[ T S )

ri

la matrice M s'éerit done sous une deuxidme forme (II-4B) :

- T k) 3\ 1
M= (D, ... D; ... D) (

]

4
|
e

(@}
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. . 1 r-1 .
On souhaite &liminer Y+ ¢+ ¥p et trouver une équation de récurrence

régissant le vecteur yg sous la forme :

¥, . =0 (II-49)

n+r-1

Yo, o+

n+r i

[ o M

i=1

ol : _ _
les Fi sont des matrices carrées de méme dimension que les blocs Mij'

Il serait intéressant de pouvoir utiliser la méme méthode &
savoir la méthode pratique généralisée basée sur le "polyndme caractéristique

vectoriel”.

Pour cela un développement dans le sens d'un déterminant matriciel

est &tudié dans la suite.

III 2 DEFINITIONS ET PROPRIETES DU DETERMINANT HATRICIEL

- - - - D e - - e e =y Ay - e - - - - > -

Le calcul du déterminant sur les matrlces en blocs.carrées
s'avére lourd quand la matrice partitionnée est d'ordre élevé. Néanmoins,
il existe un cas ou le probléme se trouve simplifié : quand les bloecs de
la matrice b sont commutatifs. Dans ce cas le calcul se fait comme déns

le cas des matrices 3 coefficients scalaires.

La propriété de commutativité sera obtenue par un partitionnement
convenable de la matrice initiale .Nous verrons plus loin que cette propriété
peut &tre obtenue en introduisant un degré de redondance suffisant

lors du partitionnement de cette matrice.

-~

En développvant la matrice M par rapport 3 ses lignes ou colonnes,

on obtient une matrice appelée : déterminant matriciel noté :

DET( M) (II~-50)

111-2-1 De4inition de determinant matrniciel

- - - -

h1) Soit E un anneau de matrices carrées.

h2) Soit BE' un sous anneau commutatif de E.
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h3) Soit & 1l'anneau des matrices partitionnées, en blocs de

matrices carrées-de E'. /39/

Nous pouvons donner 3 & une structure de module (& gauche) /LO/

sur E' si les propriétés suivantes sont vérifiées

werifié d'aprés h3.

comme suit

soit

B &

- & est un groupe commutatif pour l'addition habituelle et

-B e E' ,

- B,B' € E',
- B,B' € E',
-1 € E

On dira que & est un E'-module (en omettant 3 gauche)

M, Meb

M

M e

M e §

e d

&

I aM

=M

:- BR( M+ M) = Ba M  + Ba N
: (B+B)aM= B S+ Ba M

: B2(B'@ M ) = (B.B")a N

(II-51)

Nous définissons la multiplication extérieure (not&e 2) & gauche

soit B

B @(D1

. - -

. B Dr)

(11-52)

Nous proposons de définir le déterminant matriciel de ces matrices

de & et ceci de la méme manidre que le calcul de déterminant dans le cas

des matrices i coefficients scalaires /39/.
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- - -

Nous appelons déterminant matriciel de la matrice partitionnée

M € § , la matrice notée DET( M) calculé comme suit

DET Mo DET

= zsg(n1..- nr) I4n1,1 - Mn2’2 « v e Mn r (II‘53)

~

ol : .

"~ la somme est &tendue 3 toutes les r! permutations : (n1 ces nr) de (1,2...r)

- sg(.) = + 1 si la permutation M .M done (n,...n_) est paire
n1,1 < 1 r
et sg(.) = - 1 dans le cas contraire.
)" Remangue

Dans le cas ol r = 1, on retrouve la définition habituelle de

déterminant de matrice 2 coefficients scalaires.

Nous allons montrer les différentes propriétés de déterminant

-

matriciel démontrées dans le cas général des matrices & &léments dans un

anneau commutatif quelconque /39/ /Li/ .

111-2-2 Propriltés de déterminant matrniciel

D'apreés la notation adoptde (II-48), nous &crivons

... D)

DET M = DET (D1 . r

I1 vient les quatre propriétés suivantes

a) si on interchange deux blocs (colonneg)entre eux dans M

le déterminant matriciel reste le méme changé de signe

D., «.. D)

Dr) = - DET(D1...Di+1, i1 -

DET (D; . . . D;, Dy
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b) Le déterminant matriciel est une fonction multilinéaire

par rapport aux vecteurs (rangées) qui le composent. Il vient

- DET (D,..., D;, + D,p, +-.D) = DEX(D,...D, ...D )+
+ DET(Dy...5 Dips «+- D)
- DET(D,, ++. C Dy, «vx D) = C.DET (Dyy +eus Dyy «ony D)
(II-55)
, ‘ - oF
- DET(C &(Dj ... Dy .,D ) C*. DET (D, ... Dy, +.. D)

C est une matrice constante € E', de méme dimension que les
blocs constituant G .

¢) Le déterminant matriciel d'un: produit de deux matrices
partitionnées en blocs de méme dimension,.est &gal au produit

des deux déterminants matriciels des matrices correspondantes.

M, M' € & constitudes de méme nombre de bloc

DET (M. Mo ) = DET( M). DET( M' ) (I1-56)

d) L'expression du déterminant matriciel peut &tre obtenuede
deux fagons, soit en le développant par rapport 2 une ligne
soit par rapport 3 une colonne. Il vient respectivement

dans les deux cas :

r . .
DET (M) = 5§ M..(-1) x.,
(II-57)
ou r 1+
DET (M) = 3§ M. .(-1)*"Y n.,
FRPR ij
ol

Ni' sont les "mineurs matriciels" correspondants aux blocs Mij'de
la matricedl

Les deux expressions peuvent &tre &crites sous une autre forme :

. r
DET (M) = I M..C..
j=1 1J 1)
ou r (11-58)
DET (M) = v M..
i=t 3
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ol les :
i+ . .
C.. = (-1)l J N.. sont les "cofacteurs matriciels" du bloc M...
ij ij 1

Nous allons démontrer une propriété supplémentaire :

e) Si deux lignes ou colcnnes de la matrice M. sont proportion-

nelles on a :

DET(M) = 0 (1I-59)
d'apres la propriété (II-S54), on peut écrire que :

DET(Dl.. Di... Dj .o Dr) = -1 DET(D1... Dj e.. D.... D)
si de plus on a

D. =D,
J i
I1 vient alors

DET (D1 ... D, ... D.... D) =0

111-2-3 Extension dans Les proprilitis de déterminant matriciel

Théoréme (II-1)

T T
(nm(.m,)) = pET(M T) (11-60)

Démonstration

Par hypothése, les blocs Mijde_JL sont commutatifs. Quand nous

prenons le transposé de Mo s Onn & :

T T
M11 s e MG
T
Moo= (I1-61)
MEoL Lot
L ir rr |




d'apréds la définition (II~-S53), on a :

pEr(M T) = T sa(n, ... ) [] o (1I-62)
i=1 g

en tenant compte de la propriété de commutativité des blocs Mjk’ il vient
r - T
(Z:sg(n1 oo n) i]:[1 Mni,i) (II-63)

T
(DET M)

DET( .ALT)

DET( MT)

soit le résultat recherche.

Théoréne (II-2)

S8i M est une matrice nartitionnde en r2 blocs commutatifs

det M, = det (DET(M)) ‘ ' o (TII-6b).

Démonstration

Nous allons démontrer le th&oréme par récurrence en supposant

que les Mii(i = 1 ... r) sont inversibles.

- pour r =1, on a :
II-6
DET M = M, ( 5)
donc v
det(DET M ) = det M, (1I-66)

~ Supposons la propriété vérifiée 3 l'ordre r, démontrons la
4 l'ordre r + 1).Pour cela nous considérons la matrice Jb1 partitionnée

en (r+1)2 blocs commutatifs de la forme :

B B . . 3B
1 r
M, = |G Moo SM
) (II-67)
C M . . e e« . oM
T rl rr
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en posant
B = (B1 . e e Br)
T . T T
g = (C1 . e Cr)
od

M ,B.,C.(j=1...r) € E
,J,J(J )

la matrice .Ka1 s'écrit sous une deuxiéme forme :

M B
c M '

En général, il existe 1 tel que

-

M, Mii(i =1 .. .r) soient invisiblesJl suffit pour cela de
considérer une permutation addquate des indices..

D'aprss /i15/, nous pouvons calculer l'expression du déterminant
scalaire de JbT soit

1

det Mo det M det( Mo - oM™

1 3) (1165 )

det( M - o' B) det [M 0

ol -M#£0
- Is matrice unité de méme ordre que M

Posons & titre de simplification de notation

det N , = det

=

avec o -1
E=(M-ca" B . |M 0 (II-70)




en développant l'expression, on obtient :

r 1
=1 -1
- - - M
M M11 C1 B1 M12 C1 M B2 . e e M1r C1 M Br
. -1 -1
M M21 - C2 B1 M22 - C2 M 32 . e e M2r C2 M Br
E= (II-71)
MM _ -C B, 'M.-C MB, ...M =-C M B
ril r 1 r2 r 2 rYy r r
Par hypothése de récurrence on a
det E = det DET(E) (1I-72)

Calculons donc l'expression de déterminant matriciel de E, nous avons
alors :

D, -cM B D -cM'B)  (II-73)

DET (E )= DET (M D1 -C B1, 2" o ++e D r

d'aprés la propriété (II-55), l'expression au dessus peut s'éerire sous

la forme :

DET (E)= DET(MD,, D, - cM B

+ DET(-C B,, D, - CM  B,,..., D - CM Br) (II-74)

soit encore par rapport & la deuxiéme colonne :

DET(E)= DET (M D,, Doy wevvvren D, - B)
+ DET (M D, —CM-TBEB... D, - o B,) (II-75)
+DET (-C By , Dy veunn. D, - oM B.)
+ DET (-C B, = C B, Mu D_-CM ' B)

or le dernier terme a deux colonnes proportionnelles, C B1 et C B2 M—T,

il est donc nul.
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En développant de la méme maniére toutes les colonnes, nous

obtenons :

ceveeseess D)

DET(E)= DET (M D1, D2, r

+ DET (~C B1, D2, cedeeaes Dr)

1

+ DET (M D,, =CM  B,, DgweD.)
+ 3 . . 3 . ] . . . . . . . - (II-Té)
-1
+#DET (M D, Dy «ov Dyy = O Byyy Dyyys oo D)
+ .. e s s e e e .«
-1
#DET (MD,, Dy ... ..D_,y-C1 B)

En tenant compte des permutations des signes, et de la propriété
de proportionnalité des colonnes, ces derniers s'éliminent et 11 reste

alors ainsi

DET (E)= M. DET (D1 . Dr)
- B1 DET (C, D2 .. .. Dr)
+ B2 DET (D1, Cy « v ¢ v v v Dr) (II-77)

+(-1)* By DET (Dy,evvs Dy €y Diyys oves D.)

+(-1)F B, DET (D, . . . D c)

r-1°

L'expression trouvée est le: déterminant matriciel de Jb1

développé par rapvort i sa premidre ligne et ceci identiquement au calcul

menéd sur les matrices & coefficients scalaires. Nous obtenons donc

det E = det (DET(E) ) (II-78)

et
det M =det (DET. UM .) (IT-79)

d'ol le théoréme (II-41) pour les M. # 0.
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Extension du théoréme

Si certaines matrices de la diagonale principale sont singuliéres

(déterminant nul), le théoréme reste valable par passage i la limite /15/.

En se plagant dans un anneau commutatif des matrices carrées,
nous avons ainsi généralisé les prooriétés du calcul de déterminant scalaire
a4 des matrices partitionnées. Sous les mémes hypothéses, nous définissons
le polyndme caractéristique vectoriel en vue de généraliser la méthode

d'élimination d'une composante scalaire & un vecteur composant.

ITI-3 POLYNOME CARACTERISTIQUE GENERALISE

- - —— i —— - . T - - -

ey . s 2
- soit M la matrice carrée partitionnée en r” blocs Mij

commutatifs de dimension SXS .

J(r s) la matrice unité partitionnée en r blocs I de méme
b4 f

dimension que les blocs Mi;, elle s'dcrit

J

- \
i
. © $ 0 .
0 1
I(r,s) 5 10
0 : r bloes (II-80)
1 Q
0o 1
0

-~ A est une matrice carrée diagonale de méme dimension que les

coefficients matriciel de oG . On la notera :

1]
>

[}
—

.. s)

ki sont des scalaires e XK. (i
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I11-3-1 De4inition

(M- A @ J(r s)) est appelée matrice caractéristique
généralisée. En tenant cométe de la commutativité des blocs Mij’ le calcul
de ddterminant matriciel géndralisé de la matrice en blocs ( M - A @ %r,s
donne une dquation appelde polyndme caractéristique généralisé noté

' s _ _ S
P(5A) =DET( M - 5A @ S J

) (11-81)

I1 en résulte aprés développement de 1l'expression au dessus, une gquation

en puissancCe de S\ de la forme :
T r-i
A + L F. TA (11-82)

ol
- Fi(i = 1...m) sont des matrices carrées d'ordre s, de composantes

i
fjk(J ,k - ‘I,; --S)-

s -~
Quand nous remplagons A par sa valeur dans le polyndme (11-82)
on obtient une deuxidme forme du polyndme caractéristique généralisée, sous

la forme matricielle :

{ -
3‘1‘1(}\1) ' :TT.SO\S)

P(SA ) = « o . e s e e » ‘ (II-BB)
T ... 8 ()

ol ﬂBk(') sont des coefficients polynominaux scalaires de la forme

r . .
T..x) =A% +z £ AT =1 ...
A A L Tty pew ®
(1I-84)
r . .
ij(xj) = I f;k kg—l pour J #k=1...5s
i=1

111-3-2 Propni8tés du polyndme caracitiristique géntralisé

Théoréme (II-3)

Dans le cas ol les Mij’ coefficients matriciels de AL sont tous

diagonaux, la matrice M vBrifie son polyndme caractéristique vectoriel.

)
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I1 vient

r

P(M ) = N +

Foa KT (1I-85)

it

i=1

le calcul de .ﬁﬂ se fait comme dans le cas scalaire soit

v*;j:‘M)x‘M)X e e e e A

Démonstration

. . s ~ 2
Considérons la matrice partitionnée M formée de r“ bilocs

carrés Mij diagonaux, d'ordre s

[ .. 0 0
0 0
- ) . v bloes (II-86)
M = M. .
1J
0 0
' S
0 0
s

Par une simple permutation qui consiste 3 prendre la premidre

composante de chague sous vecteur X5 puis la deuxiéme composante et ainsi
N

. . iéme
de suite jusque la s

composante, on aboutit 3 une deuxidme forme de
matrice M'. Cette dernidre est une matrice quasi diagonaie par blocs.
Elle correspond en fait 3 une décomposition de M en s sous systémes
indépendants. Ceci facilite d'autant le calcul de puissances de M, qui
s'écrivent o

F 5

N S
(M71,)

s bloes

(II1-87)

ss Yk €N




A" est caractérisée par ses blocs M'ii qui sont des matrices carrées

d'ordre r.

Le calcul de polyndme caractéristique généralisé de 4 donne
aprés dévelopvement
r . .
P(A ) =DET (M - %A @ 3., ) AT+ ot AT (11-88)
2 B i=1

-~

le calcul se fait comme s'il s'agissait des matrices & coefficients scalaires

puisque les Mij sont tous diagonaux.

Les coefficients Q* intervenant dans 1'expression (II-88) sont

des matrices carrées d'ordre s, diagonales s'écrivent sous la forme
r. .
i

219 0

Q= " pour i = 1 ouu (1T-89)

Une deuxiéme forme de polyndme (II-88) est obtenue en remplagant
. . 8 . . . .
.dans celui-ci A par sa valeur, nous obtenons ainsi une matrice diagonale

2 coefficients volynominaux de la forme

g0 0
p(A) = | F3:04) (I1-90)
0 oo
ol . -
7. (\) =k'i + ka qli‘i xli”'k (i=1 ...5) (II-91)

I1 apparait que les polyndmes ﬂ}i(ki) définissant la diagonale
s . -~ P .
de P("A) correspondent en falt aux polyndmes caractéristigues scalaires

associés aux blocs M{i de la matrice M ' soit




~~
>
oy
o
]

1 -
det (M11 A Ir)

@ss(xs) det (Més - As Ir)

(11-92)

Dans ces conditions, la propriété de Cayley Hamilton /15/ s'écrit :

Quand nous remplagons dans P p ), SA

(I1-93)

par ML , le polyndme obtenu est

de la forme :

P(M ) = M +

r . .
Qt e MTTH (II-94)
i=1
La relation (II-94) aprds développement des calculs est une
matrice en blocs de la méme nature que M . Par le méme procédé de permu-
tation qu'auparavant, nous obtenons une deuxidme forme de matrice P'( M, )

qui s'decrit :

] . _ ]
ML J 1 Td
MiT+ I oqy, M 0 0
J=1
v 5 0 (11-95)
P (M) = M., + & . M.. =0
il .- il il
J=1
r —
0 Mtz oo MTd =0
t S8 soq ss ~ ss

d'aprds la propriété (II-93) tous les &ldments de la diagonale de P'( M)

sont nuls, ce qui justifie le théoréme.

Exemple
Soit . r 9
ol e ol ] r
a 0 c 0 1 0 0
0 b 0 d A 0 0 1
L . s 1
u“): / 2A = 3(2’2)5*
. . 1 0 Kg
e of g 0 0 1 0
o ] {0 L 0 1
\ d L
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M! 0 a c b d

0 Méz e g t h

A) = DET( UK’ "2A (%] 3(2,2))-

La deuxiéme forme de P(2/\ ) obtenue en remplacant 2\ par sa valeur

s'écrit :

<
—~
>
N
o
T

—.,\
P

——
o

1]

A? -(a+g))\1 + (ag-ec)

P(% )) = , (II-97)

e

-~

N
]

= xg ~(e+h)\, + (bh-fd)

2

Nous remarquons que les deux polyndmes caractdristiques peuvent &tre

déduits de la matrice MK

)et T, (A,) = det(u), - ) )

(A.,) = aet(M;1 - A1 I, 5 M, 5 12

11771

. s i3 . -~
ce qui vérifie alsément

M = Mt =
T,00p =0, Toptthp) =0
Calculons P( JM )
atg O ag-ec O
P(M )= M, M - M + & I 0
0 b+h ‘0 bh-fd ?
En remplagant M nar sa valeur, on trouve :
r [ . [
[ a25ec 0 [ac-rc_q o | 52+ag 0 (a+g)c 0 ag-ec 0
" 0
| © beed 0 bd+dh 0 b2+h54 0 (b+h)d 0 bh-fd
P( M= ) - ) + : =0

ae+ge 0 ’ac+g2 0o ] raﬂ;)e 0 “f( atglg 0 . [ag—ec 0 }

0 be+hf 0 fa+n® 0 (b+h)f 0 (b+h)n 0  bh-fd
d L
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soit en procédant par la permutation indiquée, on trouve

[
~ 2l
a“4ec ac+eg a“+ag (at+g)c ag-ec 0
2 [¢] o] 0
astge ac+g (atgle (atz)s 0 ag-ec
P ( u“a )3 2 - 2 + +
be+fd bd+dh b +hb (b+h)d bh-£d 0
0 2 0 0
bf+he hv+fdJ L b+b)§ (o+h)h 0 bh-£a
[ 2
A tec acteg a e
2 ~(a+g) + (ag-ec) I, » 0
ae+ge ac+g e g
= =o
b2*l‘d bd+dh b d
0 ! 2 -{b+h) +(bh-£d) I, :
bvf+hf h™+fd f h
]
soit
M‘I? - {a+g) "), + (ag-ec) I, =0 0
Bt M )= = 0

2
My5 = (b+n) My, + (bh-£a) = 0

IT1-3-3 Application a4 La mise en équation

En identifiant dans le polyndme vectoriel (II-82)
i r r
Ny —y

et ceci pour i =1 ., ., . r

Nous obtenons 1'équation de récurrence vectorielle (II-98) relative au
r .
vecteur yn, soit




= 0 (I1-98)

ol

F' sont des coefficients matriciels de composantes f§ (j.k = 1...8)

k

L'équation (II-98) est du méme type que (II-29). Elle peut donec
générer les quatre formes matricielles du type (II-31) (II-32) (II-33) et
(II-3L4).

Quand tous les bloes de la matrice M sont commutatifs, la

" régle pratique d'élimination par rapvort & une composante scalaire se
généralise parfaitement par rapport & un vecteur composant. Nous avons

ainsi obtenu une &quation de récursrence vectorielle (II-98). L& aussi

le choix du vecteur par rapport auquel se fait 1'élimination importe peu

en linfaire. Par contre en non linaire, il faut que le vecteur restant

aprds &limination soit celui qui intervient non linfairement. Les coefficients

i . . . .
F*{.) sont alors fonctions de ce vecteur et & des instants différents.

Le choix de partitionnement de la matrice initiale en blocs
tient compte de trois &léments : la dimension de la matrice du systéme
initial, la dimension du vecteur par rapport auquel se fait l’élimiﬁation,
et la propriété de commutativité des blocs que nous désirons assurer en
vue d'appliquer la régle pratique d'élimination. Il existe un cas intdressant
pour lequel nous obtenons des bloces diagonaux commutatifs ce qui correspond
4 un certain degré de redondance du systéme. Ceci fait l'objet d'un dévelop-

pement dans la suite.

IV - DIFFERENTS MODES DE PARTITIONNEMENT -~ ALGORITHMES GENERALISES

D'ELIMINATION

IV-1 POSITION DU PROBLEME

~ Pour pouvoir appliquer l'algorithme d'élimination, il faut que
la propriété de commutativité soit vérifide. Celle-ci résulte d'un parti-
ticnnement adéquat du systéme. Dans tous les cas, on peut obtenir cette

propriété en augmentant suffisamment 1l'ordre du systéme.
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L'algorithme conduit & des formulations vectorielles récurrentes
d'ordre 1 ou plus. La dimension de ces dernifres formes est en général
8gale ou supérieure 3 celle de la représentation initiale. Suivant le cas

on obtient :

- une description non redondante lorsque le polyndme vectoriel

est de degrd minimal (matrices initiales partitionnes en blocs commutatifs).

- un systéme d'arrivée redondant ol le degré du polyndme varie
suivant le partitionnement adopté (la redondance est alors nécessaire au
partitionnement commutatif).

On notera :

q : la dimension du systéme initial

D : la dimension du vecteur par rapport auquel se fera 1'élimination

m : le quotient de la division de g par o

IV-1-1 Le cas ol mp = ¢

Le systéme initial et les &quations de récurrence qui peuvent en
8tre déduites sont de méme dimension : il n'y a pas de redondance ce qui

correspond 3 un degré minimal du polyndme vectoriel.

Ce cas se présentera chaque fois que q est divisible par b,

m correspond au degré du polyndme.

8i la propriété de commutativité des blocs de la matrice parti-
tionnée est acquise, on peut appliquer l'algorithme d'élimination et

déduire 1'équation de récurrence vectorielle.

TIV-1-2 Le cas ol mp < g < (m+])p

Ce cas se vrésente chaque fois que q n'est pas divisible var p.
m sera le résultat inférieur de l'opération. (m+1) est alors le degré du
polyndme vectoriel s'il existe ; ce qui correspond en méme temps au degréd
d'itération de 1'équation de récurrence vectorielle. Cette dernidre est

redondante 3 un degré minimal par rapport au systdme initial.
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La propriété de commutativité ne sera pas toujours acquise du
fait de la redondance minimale. Dans le cas contraire l'algorithme d'élimi-

nation s'applique parfaitement.

1V-1-3 Exemple

Pour illustrer les deux cas, nous traitons un exemple avec

q =6, p variant de 2 & 5.

Soit le systéme (II-99)

i _ 6 J
R (11-99)
J=1
i= 1., 6
a) p =2

Le vecteur sur lequel nous trouverons 1'équation de récurrence

est noté par exemple :

T_,5 .6 -
1 o, = (xn} xn) (1I-100)

un partitionnement du systéme initial sous la forme :

2T _ .3k 1T, 12 _
X7 = (x, x ), X =E(x, xn) (1I-101)
donnerait un systdme partitionné (II-102) :
X1 1 [ A A A T ' X!
n+1 11 12 13 n
2 _ 2 _
Xn+1 = A21 A22 A33 Xn (1I-102)
0n+1 A31 A32 A33 o
L ]
ol
2x2 -
A]'_J € Rx ' (1’J = 1s2a3)
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On se trouve dans le premier cas. Quand la commutativité des
blocs Aij est assurée, l'application de l'algorithme d'élimination généra-
lisé donne 1l'équation de récurrence vectorielle non redondante (II-103)

1 2 3

on+3 + P T opn * P Oopq * P o = 0 (II-103)

ol les P € 3{2X2

_ , sont les coefficients du polyndme vectoriel du
systéme (II-1C2). ‘

B) p =3

Le vecteur On est de la forme

‘gl = (xh, x5

6
u X s Xp, xn) (II-104)

Le partitionnement immédiat du systéme (II-99) dans le cas ol

1 ] [ 1
X+ A Ay X
= (1I-105)
Tn+ Aoy ) L %n
ou
. . 3x3
Aij(l,J = 1,2) € R

La dimension du systdme (II-99) est de 6 est divisible par celle
du vecteur S, qui est de 3. On est dans le premier cas. Lorsque les Ai'
sont commutatifs, l'application de l'algorithme donnerait une &quation

récurrente non redondante (II-106) :

1 2
0o * P O e * P g, =0 (IT-106)

avec

PY(i = 1,2) € R3%3 coefficient du polyndme vectoriel.

Y) p=1L

Le vecteur par rapport auquel se fera 1'élimination est d'ordre

quatre soit
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T,3 4 5 6
crn=(xn, X s X5 xn)

Lorsque nous prenons

To,1 1 .2 3
Xn = (xn, X0 X xn)

il vient le systdme partitionné suivant :

1 1

X+ Ay Ao X
- (1I-107)
O+ Aoy Ass T

La dimension de (II-107) se trouve ainsi dilate, mais & un degré minimal.

Les Aij(i = 1,2) € J{FXh, peuvent s'écrire sous la forme :

811 0 & 0 a3 2 25 216 ]
0 &y O 2P a3 2y 5 B
A= T
8o1 0 &y 0 33 By 85 %6
0 8 0 222 23 %ab %25 %26
'a31 0 835 0 ] _a33 . .. . a36*
0 &, 0 842
Ayy= - 0 e o e ' )
L 0 ag, 0 a624 .La63 e e e e e e a66J

La commutativité des blocs Aij nous permet l'application de
l'algorithme d'élimination et d'sboutir ainsi 3 l'équation de récurrence

redondante (II-108)

1 2
Opeo + P Oo4q * P o, = 0 (IT-108)

ol Lxh

P e R
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A noter que le choix des X; peut &tre toute autre combinaison
1 2
entre X, et X - Nous pouvons prendre par exemple :

17 1
(

X 1
n n'n
2

1}
M
"
tad
e

ou

et pour chagque cas nous obtenons différentes matrices concernant A11,

Ayys Ao

Le choix de Xi peut &tre conduit en vue d'obtenir des blocs
commutatifs, lorsque ceux—ci ne le sont pas naturellement.

Z)p=5

Ce cas correspond au vecteur cn de la forme :
o = (xg « v o .x) , | o (Iz—jog)

un partitionnement du systéme conduit 3 un choix de X; de la forme

sulvante :
= 1 >
S xn), e R

Ceci nous donne un systéme partitionné dilaté 3 un degré qui
permet d'avoir les blocs de la premiére colonne diagonaux donc commutatifs,

et ceci dans tous les cas.

Ce mode de partitionnement peut s'appliquer & tous les systémes
en particulier au systdme non linfaire &tudié du type (II-1). o, sera
le vecteur de l'entrée de la non linéarité. C'est ce mode de partitionnement

que nous adopterons dans toute la suite de 1'étude.

IV-2 EXTENSION DE L'ALGORITHME D'ELIMINATION PROPOSE

. p v - - - = - ———— > - - - P - ———-

o = (... .2 (II-110)
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on regroupe ainsi les variables traitées par les non lindarités sous un

vecteur Gn sur lequel on souhaite &tablir l'équation de récurrence.

Pour cela, nous partitionnons la matrice A' du systéme

(II-1) en blocs de matrices carrées de méme dimension.

Pour appliquer l'algorithme 4'élimination, un partitionne-
ment s'avére intéressant avec dilatation assurant la propriété de commuta-

tivité des blocs : on &crit chaque ligne associde & une variable linéaire

x:l “ e xﬁq autant de fois l'ordre du vecteur 9, (p fois), on obtient

ainsi la représentation dilatée sur la forme (II-111) :

% * 1

&1 0 a1(m—1) 0 a'Al.'rn(')"'an(') f(n
’ ) * * il e

0 a,, 0 %11 ai( -.)...aTq( .) X,

[ ]

i * * i
e a.,, © %im-1) 0 a;( -)...alq( .) X
.i N x z 1] l
Zn+i 0y, 0 *im—1) Laim( X alq( ) “n

. (II-111)

0! 0] a 0 [* (et | ). [
n+1 a(En-1)1 (m~1m-1) - ° "e(m—ﬂ&' Xn

m-1 . o ", 0 = ‘m-1

0 {.) {(,)

n+1 a@_% : 0 & m-1Xm~1) n-1)m "a@—]q Xn
[.m T " .= x Mlm ]
X 1 (am1 0 %1 0 am(.)...amq(.) X
] : E . .. :
“n+1 814 e . im-1) :

q ) x * ‘q
X 0 a 0 a a c)eesa .
| n+1) q” ] q;n—i) 11 qm( ) qq( ). .xn ]

J .|. b

- La matrice partitionnée caractérisée par ses (m-1) colonnes 3 blocs

diagonaux qui sont commitatifs entre eux.




-~ La derniére colonne est 3 blocs non constants.

- Ce cas correspond & un degré de redondance qui assure en méme temos
la propriété de commutativité pour les (m-1) colonnes. Le fait de dilater

suffisamment permet d'avoir la propriété en question.

Le systéme partitionné (II-111) peut s'dcrire sous la forme

suivante :
= A -
1 Xn (IT-112)
ol
[ x ]
A . Alme1) Am(oy)
#A = . e e
*
Ay oo A A (o)
avec ’
Ax (0. ) = fiﬂéfﬁlz our i = 1 m
im' "n o] p Tt
n
A?m(.) n'est alors en général défini que pour o, #0
X = (xT, .., 2T T
n n n n
avec
iT, i i b . B
anfxn s e x) e R pour i =1 . . . (m-1)
T _ m a P
o, = (xn e e xn) e R

Les blocs de matrice constituant # s'écrivent sous la forme

= pXD : s
.. = a.. € = eea -
AlJ 25 Ip s R pour i, j 1 (m-1)
Fij 0
0 i3 ' ' .




=, m * ,.q, |
aim(xn) . e . aio(xn)
* DXp P = -
Aim(cn) = e e e e e e e e e e s € pour i = 1...(m-1)
2 ,.m x* .4
aim(xn) e e aiq(xn)J
% ai‘(xi)
ol ax.(xd) = 22 x40 jj=m ... q
ij'’n <9 n
n
-
Fa . 0
mJ
. DXD .
- A, = .. = o opour =1 o... (m-t
m . € J{ b J )
0 a .
QJ
r £ * 1
m q
amm(xn) e e e e amq(xn)
- Anx'lm( n)- . . « e e nXp
. e R
a* ¢ N a® (x%)
gm “n qq n
PR . i -1 - .
Pour 1'"2limination de X n " Xﬁ , on se propose d'étudier

deux méthodes : l'une basée sur la propridté du polymdme caractéristique
généralisé, l'autre sur la régle pratique d'élimination et ceci en vu

de la g8&néraliser aux matrices sous forme de blocs.

1V-2-1 Méthode du polyndme caractiristique géniralisée

Le systéme représenté en (II-112) peut &tre décomposé en deux

parties et s'éerit sous la forme (IIN3)

[

= thn,« 35(on) (II1-113)

Xn+1

T ET

8 3
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- H'est la matrice caractérisant la partie linfaire du systéme
Ses composantes sont des blocs de matrice tous constants et diagonaux.

Elle s'éerit

r ;
App oo By O

ﬁ:"""""" (II-11h)

- B(.) : la matrice colonne représente la partie non constante

du systéme dont les blocs la constituant sont tous fonction de Gn. Il vient :
3 4 h

B*(.) = : (II-115)

Pour élimineé XL ceen X2-1, nous utilisons la propriété du
polyndme généralisé (§ ITI-2-2), ce qui généralise aissi 1l'algorithme
du polyndme minimal décrit dans le premier chapitre aux matrices parti-
tionnées en blocs.

On se propose de retrouver une équation de récurrence régissant
1'évolution du vecteur - Pour cela, le systéme représenté en (II-113)

est réecrit sous la forme (II-116) :

Xn+1 = ’%'Xn + 35(0’11)
(I1-116)

op =(0.....0 IyNx = € X

En écrivant l'équation (II-116) 3 l'instant (n+i)T, nous obtenons
la relation (II-117)

1

. i- . .
_ n ll_‘]—J -
Xn+i = # Xn + JEO £ 33(0’n+j) (II-117)
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La multiplication des deux membres de (II-117) par v(3T, fait

apparaltre le paramétre cherché, soit :

T

C X,:= O, (II-118)
Il vient ainsi
o .= € #ix +i§1 et 47 g6 ) (II-119)
n+i n 3=0 St

L
Pour &liminer les termes en CT» d%l Xn, on utilise le théoréme
(I1-3) soit :

En faisant la somme par les coefficients matriciels o' du polyndme
vectoriel (II-120)

DET( A' - PA g J(m,p))= o® PA% + o' Ppmt o o3 Prrrro120)

avec PA €RPXP

I1 vient :
m . m -1 m C s
Lato,. =12 a (¢ € &7 B ) (11=121).
i=0 n i=0 3=0 nrd
avec
o = Ip,en ordonnant par rapport i On+j’ on obtient :
m-1 . m . . .
T Ji-1-]
g, + & (-1 o €' 4 B%o ) o .. =0 (1I-122)
n+m j=0 i=1+j n+] n+]
soit sous une deuxiéme forme :
m—1 %
S . , = -
Ot * jio (on+J) on+J 0 (IT-123)

ol les S Jx(.) sont des coefficients matriciels, € R2*P s'écrivant sous

la forme :
. Com L
80 ) = of - T of CF AT BFg ) (II-12L)
Lorsqu'on dévelopve 1l'équation (II-123), il vient
m-1% m—2%
cn+m + 5 (On+m—1) Un+m—1 * S ( n+m-2)cn+m—2 *
1% 0%
.+ s ™o . .)o + 8o o =20 (I1I-125)

n+1’ n+1 n n




Calculons les (m+1) coefficients matriciels, nous obtenons
m-1% m-1 T3 T 'i-m *
S () =a - o C A BE()

soit

s TRy = g A% () | (II-126)

ce qui correspond 3 la premidre trace matricielle de &

_sm—2x(_)=am-2_am—-1 C’T &*(.)—am CT.&’.%*(_)

m-2 = L0472 _ m=1 % _ o * *
S () =a ) AZ (.) a(Am1A1m(.)+Am2A2m(.)+...

*>
ves *+ . -
A A () (II-127)
ce qui donne la deuxidme trace deJ% quand nous remplagons S m=2 par

sa valeur,

»eee et ceci jusqu'au dernier coefficient matriciel.
. os, o B i om o gri-g *
- S J=a"- 5z of C- A B*.)

soit

sy =a”-a' €T B%0) +a? T A B+ ...

cee =T CTA R B ) - T A ™ g¥(.)  (1I-128)

quand nous développons complétement le calcul, nous retrouvons l'expression
du déterminant matriciel de la matrice #& . Ce dernier peut &tre obtenu
directement de la matrice JE » par un développement des calculs et ceci

par rapport aux (m-1) colonnes 3 blocs commutatifs.

Donc, nous pouvons réduire l'algorithme d'dlimination 3 un
calcul direct sur la matrice #€ elle méme. Ce résultat généraliserait la

méthode pratique d'élimination aux matrices sous forme de blocs.
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prgpiegige S

Nous nous proposons d'appliquer la méthode & un systéme d'ordre

q =4 et p=2. Celui-ci se met sous la forme :

1 1 2 3 L
Kot = 217 Xg *oByp X *oag3lg) +ap o)
2 _ 3 L
Xoe1 = 87 Ty *an(xp) +ag(x)
(I1-129)
3 _ 3 4 |
Xipq T Ay ey Fagglx) vag(x)
oo 3 b
Kt T Bt tagleg) tey ()

Pour appliquer l'algorithme, nous partitionnoné le systéme sous la forme :

ro! r % 1 1
n+1 A11 A12 ATS(On) Xn
2 * 2
Xn+1 = 421 A22 A23(G ) Xn (II—130)
o A A A* (o) o]
n+1 31 32 33''n n
L J L
od
) - ]
* 3 * 4
a;, O a;, O 1 . a13(xn) a1h(xn)
A, = A= . A13(Gn) =
0 a a ax (x3) ax (xh)
11 0 12 13 n 14" n
- 9 '13 xhq
2y, O 2y, O . 323(xn) a2h(xn)
Ay = Bop = s Axsloy) =
0 a 0 a a* (x3) ax (xh)
21 22 723" "n LA
1 1 x .3 % , U]
25, 0 23, 0 . a33(xn) th(xn)
A3y = Ay = > Aoy =
0 a 0 a a* (x3) aX (x2)
] L1 42 i 43' " n Lt n
1T 11 2T _ ;.2 .2 ;.3 .k
Xy = (pxp) X = (e x) 5 0 =(xg, %)
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Une autre forme d'écriture du systéme est :

Xn+1

A%+ BO)

T
o,=(,0,1,)x = €CX

n n
avec - ‘ [‘
: x
A11 <A12 0] A13(.)
A= % x
Boy Ao 0 »B(o )= Axgt-)l
: *
Ay, Ay 0 _A33(.)
v2,0 gy Z 203 Ln - 2,2 _ 2
DET( A'- “Ae 3(3,2)) = A7 +(-A -A,,) AT +(ALAL - ALL) CA
ou 3 5 , (II-131)
07 = Iy s 0n = (FAyy mAy)s o = (A Ay —Ay A0 ‘
1'équation de récurrence correspondant au vecteur cn s'écrit
2 J 3 i T Ji-1-] *
Opyz * T <a - I o C 4 B (cn+9)on+j (II-132)
§=0 1=1+4]

soit encore :

2
Un+3+ (0™ -

. i ' 3 : m 15 .»
of €T AT B0, o) + (@'- ot CF 412 B%(o o )

1 ' i=2

i MW

i
T A7 g%5 )0 =0 (II-133)
. n’"n

1=1
en explicitant encore la relation obtenue, on a :

T qu% 1.2 T qx et * '
Ope3 * - C B O 40)0p40) + (@ -0 C™ 3 (cn+1)gh+1_ AB (o +17 )"

[}
(@]

' ¢er B c )c - 0% QT 35*(0 )o - (’Tfégfﬁ x(cn)o

-~ - rd i
Apres avoir effectué tous les calculs et remplacé les O~ par

leur valeur, nous obtenons l'équation de récurrence vectorielle suivante :
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*(

b4
Opag * (TAy mRppAa3(0y0)0,00 + (A Any=Ro hpmRy A3y, )
x * %
¥ Agohas (0] = Ay ATs(0,0) = Aghnglon, ) Y oy *

* * b
+(A +AAA(Un)—AAA(Gn)-AAA(cn)

x*
11830R03(a,) + Ag A AL 11800833 21h30h3

- A_ A A* (ah) + A A *

=0
31892823 21 Ayp A33(0p) ) o

n

Nous remarquons que les coefficients matriciels intervenant dans
cette &quation peuvent &tre obtenus directement d'un calcul direct sur
la matrice £ de (II-130).

» En développant l'expression (II-134) :

(DET)' (# -2)\@ J(2,3)) (II-134)

par rapport aux deux premiéres colonnes, et en identifiant

nous retrouvons 1'équation de récurrence vectorielle au dessus (II-133).

1V-2-2 Géndralisation de La méthode pratique d'Eliminatior

La matrice # est caractérisée par ses (m-1) premidres colonnes
formées de blocs de matrices diagonales présentant la prooriété de commutativité.

Les blocs de la derniére colonne sont non constants, non commutatifs.

La théorie développée dans le chapitre, et en particulier le calcul
de déterminant matriciel reste valable et ceci A une condition : le dévelop-
pement du calcul de celui-ci s'effectue par rapport aux (m—-1) premiéres
colonnes a &léments commutatifs. Cela nous permet une extension dans le
calcul de polyndme caractéristique généralisé aux matrices partitionnées avec

la dernidre colonne contenant des blocs quelconques.
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a) Extension dans Le caleul de polyndme caractirnistique
généralise

(# - Pr g J (m,p)) est encore appelée matrice caractéristique
généralisée.

Dans le cas sénéral, nous adopterons la notation suivante :

p(Pp) = (DET)’( A -D)\g J<m,p)) (I1-135)

/
(DET) (.) ne correspond au déterminant matriciel DET(.) avec
les propriétés correspondantes gque dans l'hypoth@se de commutativité de

tous les blocs de la matrice #£

Donc la notation (DETY (.) : un moyen permettant cette extension
aux matrices de type A& , le développement de calcul se fait par rapport
aux (m-1) colonnes 3 bloes commutatifs. Ce qui nous donne un polyndme en
puissance de “A que nous apnelons encore "'polyndme caractéristique généra-

1isé" et s'derit

) PARTr | (II-136)

Plx(') e RPXP 4o composanteSFPEE(.) (i, k=1... 1)

Une deuxiéme expression du polyndme serait sous la forme matri-~

cielle, en remplagant dans 1'équation (II-136) PA par sa valeur soit :
N o] |

I1 vient le polyndme matriciel i coefficients polynominaux (II~137)

. ;
311(A1) e e e e ﬂ}p(xp)
P
P('A)= e e e e e e e e e (II-137)
Foid
§ ) - oL oo
avec .
F..00..) =A%+ ? por(gdy ami (j = 1... p)
3T TN T L PR g ST d
g T
3 K -
3 (Aw-) i£1 Pk ( n) AE * pour j # k = 1 D




a+rm

- ok -

b) Mises en Zgquations

- D > w at AT . A > - - - -

Enidentifiant  dans 1'équation (II-130¢) :

p,i (I1-138)
A o, — °n+i

pour i =0 ... m

I1 vient l'équation de récurrence vectorielle (II-123) ou sous

une forme explicitée (II-139) :

1 . .

1z, . m 2, q m { me, m me, q m

pll(xuﬁn—l) ct e plp(xn'l'"-l) X obm=1 p”(x") T p‘g(xn) *a
............. ..+ e e e e e e e e . (I1-i39)
%, m ax, q L} me, m me q 1

’ppl(xn-rm-l) pgp(xnm-!) X qrme1 pn.‘(xn) ot ppp(xn) 2 }

B) Foames matrnicielles

Le méme procédé développé sur l'équation (II-19) est appliqué
dans le cas de (II-131), conduit aux quatre formes matricielles (II-31)
(II-32) (II-33) et (II-34).

Parmi les cirtéres de stabilité développés dans le premier
chapitre, deux s'adaptent varticuliérement sur les formes obtenues. Le
critére de majoration pouvant s'appliquer aux formes récurrentes (II-19)
Celui de BORNE et GENTINA sur la forme Frobenius géndralisée aprés un

changement de base sur celle-ci.
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V - TLLUSTRATION SUR DES EXEMPLES

V-1 SYSTEME D'ORDRE g, (g-1) = p VARTABLES NON LINEAIRES

- - - - - ——— e P ey S s o W ot A — " - — "~ ——

Soit le systéme revprésenté par (II-140) :

1 1 2 q
xn+1 = 3,11 xn + 312(xn) P atq(xn)
2 2 q
X 41 = 8y X * azz(xn) SRS a2q<xn)
T 1 2 q
Xpe1 = 8q1 Xp t () oo 240 %0

(II-1L0)

. . 1 .
Nous voulons &liminer xn et trouver une relation de récurrence

par rapport au vecteur Gn :

n .
o- = (x2 e .. o2
n n ° . n

V-1-1 Nouvelle reprisentation du Agbtﬁme‘

(I1-1L41)

Pour appliquer l'algorithme d'élimination généralisé, nous

partitionnons le systéme (II-140). L'8criture de la premidre ligne (q-1) =p

fois nous donne le systéme suivant :

1 0 * T [ 1]
X+ Ay ATp(ay) %
*
cn+1 A21 A22(Gn) %
17 1 1 D
Xn = (xn . e xn) e R
avec _ -
a11 0
A = g I=

(II-1Lk2)




. .
* 2 * ,.q
a12(xn) . . . a1q(xn)
A12(c Yy = .. . e e e e P
* 2 b q
a12(xn) . . . . aTq(xn)
L J
: -
a21. 0
Ayy = 811 P
0 a.q1
L ]
" 2 . 9
* L I * ,.q
a22(xn) . .. a2i(xn) e e . azq(xn)
*
A22(°n)= SR I P
x .2 * 1 * , g
aq2(xn) .. qi(xn) . aqq(xnﬁ |

V-1-2 Polyndme caractéristique génénalisé

Le polynOme caractéristique généralisé relatif 3 la nouvelle

représentation est obtenu. en calculant l'expression

jo] *
A . - TA AT (o)
J 10!
(DET) M Lo L | =P (TT~-143)
Asi Axplo,) = 7A

il vient une &quation vectorielle en puissance deP\ (TI-1klk)

D, 2 1%, . D 2%
P*) = PA - P'*(6 ) Pp o+ PPR(g ) (II-14k)
n+1 n
avec
iz, 2 t®, q 2 £ .Q
Pyylxey) plp(xn+l) 3y *anlxg,y) : aquxn+1)
iz »* .
)4 (an+‘) =l e e e e e e e e = A, A22(on) 2
1%, 2 1%, q x .2 t , q
ppt(xn‘ﬂ) ppp(xn-ﬂ aq2(xn+1) 11 * a'qq_(xn-ﬂ’
22, 2 22, g x, 2 x 2 ®, a a
Py (x) Pioi%py) 8y ap(x)) —a 2y, (x)) a,, azq(xn) Ay, a]q(x )
2* e T 2
P (dn) = s T
22, 2 2%, q *x , 2 x 2 ® o qy _ e
ppi(xn) Dnn(xn) a,, aqz(xn) - 24 12(x ) SIPRL N tn) ag, a'q( n)




¥}

n+2

k- §
X
n+2!
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1l'expression (II-14kL) peut &tre obtenue sous une forme matricielle

en remplagant PA par sa valeur soit

+

il vient alors le polyndme matriciel 3 coefficients polynominaux (II-145)

i -
g, . ... ﬂ;p(x_)
PPA) = | L

(II-1k5)
¢p1o1) R g (A)

ou
g..(4;) = Az - p;§(xi*‘) Ao+ o) 5= (=) = p)(i = 1..p)
Ty o _ o 1x, k+1, 2%, k+1 _ Y

V-1-3 Equations de ndeurrence vectorielfle

En identifiant dans l'expression (II-1Lk)

p,i s =
A Oy — O4i pour (i =0 . . . E)

il vient 1l'équation suivante :

1% 2l
- + = -
Oppp ~ P (on+1)cn+1 P (cn)crn 0 (II-1L6)
ou sous une forme exvlicite :
x 2 x 3 x ., q U2 [ 2, 2 x .2 x ,.q £ ,.q 2]
a11+a22(xn+1) a23(xn+1) c e . 32q(xn+!) X e a21&12(xn) - a‘1a22(xn) e e a21a1q(xn) - a11a2q(xn) X
t
20

® (a3 Q * , 2
+ 3 -
11 % 20q %net) J Fae1 q1*12'%, 1122 *n




1°F cas =g =3 ,p=1

Le systéme se présente sous la forme :

1 * , 2 * 3 1
X 24, a.12(xn) a13(xn) X
2 * 2 * .3 2
xn+1 = | %24 a22(xn) a23(xn) *n (II-147)
3 * ,.2 * . 3 3
Xn+1 a31 a32(xn) a33(xn) Xn
a) Nouvelle reprisentation
En posant :
T _,.2 3
o, —(xn, xn)
le systéme (II-147) partitionné s'écrit :
1 * 1
Xn+1 A11 A12(cn) Xn .
= (1I-148)
b3
0n+1 A21 A22(cn) qn
avec
1T 1 1
Xn - (xn’xn)
a4, 0 8p4 0
Ay = Ayy =
. 0 a4, _ 0 331
* ;.2 = ,.3 * .2 * ,. 3
a12(xn) a13(xn) . a22(xn) a23(xn)
A12(Gn) = A22(°n) =
o* (x2) ax (x3) aX (x2) aX (x3)
12 n 13" n 32 n 33""n
8) Polyndme_caractiristique vectoniel
I1 est obtenu en calculant 1l'expression (II-149)
2 *
A, -“A AT (o)
] .
p(°A) = (pET) | 2 =28 - P Mo, ) + PPR() (1T-149)
A AS,(0) = “A n

21 22
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avec : x .2 * 3 1% 1%
S1*egp(Xuy) ) agslag,y) Piple) 0 pyp(e)
1% - x - =
PO, )= Ayyras(o, )
x 2 * , 3 1% 1%
b ke
f“n“;e("n) 321a72(xi) ’ a"a§3(xn) 321873(xi) (Pff(') Pf;(')
2% * x =
P (an) = A Agla) = A AL ) =
* 2 ) 4 2 b 3 3 b3 2% e
3yy050(x5) = ageplx) g a5(x) - 834833(x,) p() pppl(l)
X1 0
en remplacant 2A par sa valeur il vient le polyndme matriciel
0 A
2
[ .2 1%, o 2%, 2 15,3 2¥ , 34]
Momen () Ay r el ) v = pn(xg) Ay + ()
P(31) = - (II-150)
- o b n2 2y 32 _ o 3y 2, 3
Pp1(K5) Ay + o5 (x2) 5 A Bpp(xy) Ay + pa(x])

- = " A o - - —— A =~ —— —

en identifiant dans le polyndme (II-149)

2,1
A Su—, S
0%+

nous obtenons l'éguation (II-151) :

(i =0,1,2)

|

ITx 2%
o - P o] + P = II-151
2 (041794 (0 )a, =0 ( 51)
ou sous une forme explicite :
[ 2 [ * .2 ]
e x .3 2 x .2 * , 2 * ., 3 x .3 2
Xne2 2yytanixg.,) 3% t) || *oag 8 85p(xy) = ayal(x) A an(x) - PILIEAL AR I
= + = 0
3 * .2 x 3 3 2,2 2,2 % 3 % 3 3
Xn+2 332X 1) 311’333(xn+1)J X1 2183(%,) = 838000 1 agan () = ag el i 2]
/ L . L ] 4
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Soit un vecteur

T_,2 .2 3.3
Yn = (xn n+1 “n n+1)

1l'équation obtenue est de la forme (II-152)

= . II-152
Yoot = B v . | (II-152)
avec
o 1 0 0
x , 2 x , 2 z , 2 %, 3 .3 L P
T PIL MR PILIPAL A %1% (%pa) T aya3lEg) ¥ ayagsia) 223(%ge1)
ﬁ(J = 0 0 0 1
x,.2 x .2 x .2 x 3, 2 .3 x .3
- 3.”332(xn) + 331312(xn) 532(1:““) - 3”8.23(xn) + a31313(xn) a“+8.22(xnﬂ)

La représentation dualé de H(.) est obtenue par 1'introduction
des variables annexes dans 1'équation (II-151). Nous obtenons la forme

matricielle suivante

| I ] 2 2,3 2 .3
0 31‘332(::") + az‘am(xn) o] - a”sQB(xn) + 3213‘3(::‘.1)}
. + ot (<d) 0 a3, (x2)
B9y T B0ty 23'%n
C{ )= 1 . (I1-153)
. %, 2y * .2 - ® 3 z 3
0 - ayyep3(xy) +agpan(x) 0 8 853(xy) * agy8p50x))
0 a¥_(x%) 1 a,, +as(x)
32'%n : 11 T 8%,
L

[} - - o
C est une matrice sous forme Frobenius généralisée dépendant de deux

paramétres seulement et au méme instant n (xﬁ, xg)
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cas : 9q=L4 ,p=2

Ce cas corresvond & la représentation (II-15k4)

x:l+1 = zaLHx:1 + a12Xr21 + a13(x3) + am(xi‘l)
x§+1 = a,x + a22x§ + a23(x2) th(x )
xi+1 = a31X; + a32xi + 333(x2) + a3h(xi) (II-154)
xi+1 = amx;_ + aug}(i + ah3(xi) + ahh(xg)

1 2 .. . .
le systéme d'ordre 4, ol X et X sont 4 éliminer, pour cela, il vient une

deuxiéme représentation sous forme de bloecs.

1 2 % ,
Kpw1 = A X+ A X+ AT (o) )o
2 _ 1 2 % , .
Kpw1 = Aoy Xy + Byp X+ Ays (0o, A€ R %2
_ 1 2 %
ne1 = Agp Xy + Ay X+ Ags (0 )0
ol
1T _ , 1 1
Xn - (xns X )
or _ 2 2 i 2 _
Xn = (xn,_xn) X e R i=1,2
T _ ,.3 L
o, = (xn, xn)
- - - [ % 3 £ , L]
a11 0 a12 0 a13(xn) a1h(xn)
4 - _ x _
A]‘] = 3 A12 - s A13 -
* 3 *
0 811 0 212 aiz(x)  af(x)
r - . - ~ * 3 * h— h
24 0 850 0 any(xy)  ag,(x)
— — x —-—
Ayy = s Apy = ’ A23 -
£ , 3 * I
0 21| 0 I a23(xn) th(xn)
- - . * 3 > h P
[.3.31 0 ( 332 0] 333(Xn) a3h(xn)
- - x _ '
Ayy = > Byp = > B33
o . 5 . 3y x
Ny _ 42 Lafg( n)  akk(x )




2%
(
[£22]

’=

3%
P =
"n )

p(%p) =

en développant 1!

p(°N) =

Pix(_) c J{2X2

P(QA) peut &tre s
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Polyndme vectoniel caractiristique
_ > . -
Ay - A Aip A13(cn)
/ 2 *
(DET) A, A, - A A23(on) (11-155)
* 2
L A3, Ao A33(o)-"A
J
expression, on obtient
2,3 _ 1% 2,2 | 2% 2, ol% IT-1
A P (on+2) A + P (Gn+1) A-P (on) (II-156)

de composantes pt¥ , (jy k) = 1,2

Jk

. . 2
ous forme matricielle, quand on remplace ~A par sa valeur

dans l'exvression (II-156)
Xi o]
2A =
0 X2
il vient ’
3}1(A1) ' 5}2(X2)
5 .
P(“A) = (II-157)
351(K1) gZQ(AQ)J
avec
T, et 2 2%, j+2 3%, j+2 .
T .0.) = A3 - p®xitt) A% + (I, - pIR(xET) (5=1,2)
33t i~ Piitta i TP 7ty T Pyt =0
¥, k+2 2 2%, k+2 3%, k+2 .
q. = - D. . - Do = = 1
Jk(Ak) ka(xn ) Xk ka(Xn ) X ka(Xn ) (J k »2)
avec Plx(.) sont des coefficients matriciels de la forme :
12, 3 e, h *, 3 1 ) )
Pyilrpee)  piplngy) By Yt 353(xh+a' 3§h(x;+z) [
ase) ® = At ALt A§3(“n+2)
1 2 1 H
p2f(xh+¢) p?;(x;+’) a;B(xi+:) Ay A+ zh‘(x:l?
2 3 e 4
p1f(x;*l) p1:<x;¢1)
= A - b ik 4 .
21, 3 x, N 11 Rz T Aoy Mgt A AT Ry RSy (o)) - Ay A0 ) < A AT L)
pz‘(x;+1) pﬁz(xu+1)
SR
- * ‘ *
i s e = Ay A A3R(0) - Ay Ay Anslo) = Ay A, ATR(”n) Ay Ap AT; A A A?g(gn)
3 : t
payix) Pas(x,) * Ay A, ASL(0)
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v) Egquation de nécunrence vectonielle

- n - — - - " v

En posant dans l'exwression du polyndme (II-156)

o 2pt o (i=0,1,2)

n+u

il vient l'équation vectorielle suivante :

1% 2% 3= :
- + g - P g )o =20 -
Tnaz = B (04500 5 + P70 o, (o )a, (I1-158)
~
ou
3 iz, 3 12, b 3 2%z, 3 ox, _h 3 32, 3 3%, & 3
Xne3 Prilxnen) pyalxg,,) Xne2 Py (xgar) Pialx L) Xa+1 P () pialxy) X
- + - =
[y 12, 3 1%, b 4 2%, 3 2%, 4 ks 3%, 3 3%, 4 b
3 oy (x o) Poplxy,,) *nea P21(xper) Ponlxp,,) a1 P2 {xg) myslx) *a
gl Foume matricielle
- Forme compagnon généralisée
La matrice correspondante est de la forme
r T o .
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
- 32,3, _ 2x 3 e, 3 32, b 2%, 4 Iz, b
H(.) LATA U STILRT RS SHC P I HACI B P CAMS T - E iy (II-159)
0 0 0 0 ' 0
0 0 0 0 0 1
3%, 3 2%, 3 iz 3 3%, k4 2%, k 12, &
Pay(xg) = ppilxg,y) ¢ Pot(Xnea)  Ppalx)) - Poo(x,) p22(xn+2)J

elle dépend de tous les paramétres du systdme et 3 des instants différents.
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- Forme Frobenius généralisée

Elle se met sous la forme :

0 0 p?’f(xi) 0 0 p12(x )
1 0 _11(x ) 0 0 —pfz(xh)
0 1 p?f(xi) 0 0 pg(xu)
c(.)= . . pgf(XS) . ) sz(Xi) (II-160)
0 0 —n21( x3) 1 0 -pgg(xh)
0 0 p21(x ) 0 1 p;Z(xg)

elle ne dépend elle que de deux paramétres xi et xi et au méme instant,
ce qui détermine son choix par rapport i la représentation (II-159) pour

1'étude de stabilité dans le troisiéme chapitre.
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CONCLUSTON

Nous avons montré qu'en se placant dans un anneau commutatif
la régle d'élimination &tablie dans le cas de polyndme caractéristique
scalaire peut €tre généralisée. Nous avons défini dans ce sens le déter-
minant matriciel et le "polyndme caractéristique” généralisé. Sous les
mémes hypothéses, les régles de calculs &tablies pour les matrices &
coefficients scalaires sont aussi généralis@es au cas de matrices parti-

tionnées sous forme de blocs commutatifs.

Pour assurer la propri&té de commutativité entre les blocs
constituant la matrice, nous avons utilisé le principe de la redondance
ou dilatation 3 un certain degré d&fini, en tenant compte de 1l'ordre
du systéme initial et de la dimension choisie pour les bloes définis lors

du partitionnement.

L'application des algorithmes d'é&limination établis aurapavant
aboutit 3 une forme de type Zquation de récurrence vectorielle de divers
“ordres. Divers types de représentations peuvent apparaltre suivant le

choix de représentation souhaitée.
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CHAPITRE III

METHODES D'ETUDE DE STABILITE RELATIVES
AUX DIFFERENTES REPRESENTATIONS OBTENUES

INTRODUCTION.

L'applicétion des algorithmes d'élimination établis dans les premiers
et deuxiéme chapitres conduit 3 des représentations systématiques du type &quation
de récurrence vectorielles. Nous avons montré que ces dernidres sont génératrices
de plusieurs formes matricielles. Nous nous intéressons dans ce chapitre, en plus
de l'équation de recurrence vectorielle 2 la forme matricielleds type Frobenius
généralisé. Les deux formulations ainsi choisi portent en fait sur une partie des

composantes du systémes : celles intervenant non linéairement.

Parmi les méthodes d'études de stabilité développées auparavant, nous en
retiendrons deux en particulier. Le critére de majoration élaboré pour les équa-
ticns scalaires, sera généralisé aux formes récurrentes vectorielles, ce qui comns-
titue une extension du critére dans ses applications. D'autre part un changement
de base sur la forme matricielle, conduit 3 une représentation permettant de memner
une analyse de stabilité globale, qui permet dans certains cas, de conclure aisément

a la validité de la conjoncture linéaire.

Une troisiéme partie de ce chapitre présente une méthode originale d‘'analyse
de la stabilité vis 3 vis des conditions initiales utilisant la représentation
proposée au deuxiéme chapitre. Cette méthode conduit 3 une définition simple de

domaine d'attraction.
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1 - ETUDE DE LA STABILITE GLOBALE A PARTIR DES FORMES MATRICIELLES.

1-1 DESCRIPTION

Soit un systéme représenté par l'équation vectorielle (III-1)

=AX

Xn+l n (I1I-1I)

- A& est une matrice partitionnée en m2 bloes de matrices carrés de dimen-
sion p x p. Les (m-1) premiéres colonnes sont constituées de blocs

diagonaux commutatifs.

T AT n-1T _T
- Xn-(Xn - X ,on)
iT_ i o i P yiz1 - m-
avec X = (xn, X R xn) eR vi = 1 m-1.
T 1 P p
= (07 === @0
Un ( a n) eR

ondésigne ici le vecteur 3 partir duquel nous proposons d'établir différentes

présentations.

L'application de 1l'alhorithme de mise en équations (ch. II) permet d'éli-
miner les vecteurs Xi —-— Xg-l, et d'établir l'équation de récurrence vectorielle
relative au vecteurs Unﬁ_Il vient ainsi le polyndme caractéristique généralisé de

la forme :

‘ m
pA) = PA" + §
i1

p (o, IPATTT (I11-2)

avec PA une matrice diagonale carré de dimension pxp de la forme :

Py = ~ (I1I-3)

En explicitant cette matrice dans (III-2), nous obtenons un polyndme

matriciel en Ai de la forme :
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gll( 1°°

P(PA) = (III-4)

-7
) 1 ( o .)

(A, == T )
T (M50 o)

on a ainsi pour les deux expressions du polyndme

i% . . . s s
- p* (.) matrices carrés de dimension p X p a coefficientsncn constants

i%
pjk(') _
- ?jk(.) polyndmes scalaires en A avec :
- T..0,,.) = A + Z p 03) A * pour § = l...p
333 151
(111-5)
G'ijk,.)= Z p (U)A pour § k= 1...p
en identifiant PAlcn a Opps (i=0,1,...m), dans le polyndme vectoriel (III-2) nous

obtenons l'équation de’ récurrence vectorielle (III-6)

m . * N
i B )
‘n+m ¥ igl P (gn+m—i) Tpeme-i - O (I1I-6)
soit une forme developpée :
r 1 3\ r 1x _ \ ] 1 .
O'n-l-m ll(o-ll'.l-}'m— Plp(Oﬁ_'_m_ cn-l-m—l
) . + ..
. + — .
1x, 1 1%
L atm L PP1(Gn+m 1) PPP(G§+m‘ | n+m-1]
3 7 1
m 1 —_ m 1
Pll(O' ) Plp(ci) Gn
(I1I-7)
ees T -0
(o7) --- (o) o
| 1'% Poo-n’ | | %n
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1-2 ETUDE DE LA STABILITE.

L'introduction des variables annexes . dans l'équation (III-6) conduit

3 une représentation de la forme Frobenius généralisée (III-8)

( )

cll( W) - clp( .)
zn+l = —_— Zn (I1II-8)
C .(.) -=-C__(J)
{ pl PP )
od
(0 ——-- 0 - pri(ad) )
_pJ](n
C..(.) =| 1 0 0 (m71()*3> 1
..l = ——— - .. (O = .
33 R P339, s 3 p
SOOI
i -~ N . 1% j
Q= = = =01 - p..(c”)
{ PN(n )

ij(.) : blocs de matrices carrées d'ordre m, constituant la diagonale principale.

m¥ _k
0 { 0 -p., (@)
' { 1 ij( n
c. () =|! toob j2k =1
ik , l ! I 1=k P
i i { *
1
° 0 ‘ij(°§)

Cjk(') : blocs hors diagonales dont les colonnes sont toutes nulles sauf la der-

N
niere.

Le changement de base défini par la matriceabloc |44t:
r _l 1\
Tl 0
s Tgl (1II-9)
0 T_l
\ J
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Tj : matrice carrée a coefficients constants choisie selon l'expression :

, 3 312 jm-1 )
1) (o) —mm-l ey
Tgl”= _ ’ . pour j=i...p
_J _oJ o _ ¢ldd m-1
1 (-3 ) (o] ) -
(III-10)
0 0 0  mumemu=. 1
L N

4
. . . 2 . .
conduit d une matrice constituée de p° blocs de matrice, carrées d'ordre m s'écri-

vant sous la forme :

é(.}vz S (ITI-11)

avec

B(.) = T L e(.)y T.

Le calculesteffectué identiquement 3 celui des matrices 3 coefficients scalaires.

Les blocs s'exprimant ainsi sous la forme :

1

o]
—~
~—

1]

H

=
o

e Ti Cii(')Ti pour i

- w1 . A
Bﬁ(J -TiCﬁTj pour i # j = 1...p

soit sous une forme developpée :
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( _ At e e e e -F (- i i
ay 0 - ii( Ay, @ )
~ ! 1
S | |
0 S o ‘ l
{ \-\ | '
{ ~ |
Bii(') ( ~. O (
i ~ !
O- == == === --0 -1 - ii(-am-l, Gn)
m-1 . . m-2 . . m-1 . 1k 2
-1 i i i i
- I (ar=0i) " mimmimems = ) (0 L -ai) - ) (=0)) - P, (00)
5-2 173 521 m-1 "] 321 3 ii" n

pour i = 1...p .
avec
i

m .
i i - - - i’m 1* l _ lm‘j _ : Com III_12)
- P800 500 = =((-aD)7 + jzl p;;(9)(-a])" )pour 1 = L...(m-1) (

Les blocs hors de la diagonale s'écrivent :

N\

[ Qemm —0 -F (-of, I
? : (‘) j.j( 0.1, Un)
{
{ |
| Q@ { 3
- | { ) - 1 J . - T
Bij(') : | | ij( am-l’dn) iz l...p (II1.13)
i {
' 1 " i s
1%, .7
- ———— - -n..(C

avec a
- € ok, od) ] PN -ah)™ ¥y pour 1 = 1., (w1,
ij° 71? n k=1 13 m 1
En procédant par permutation des lignes et colonnes dans la matrice (III-11)

nous pouvons obtenir une deuxiéme forme de matrice D(.) d'expression (III-14)

Dll Dl2(')

D(.) = | (III-14)
D2l D22(.)

avec les notations suivantes :

_ as 1 o1 i i _P P
Dll-dlag{al... U jsrees TG] ee.-C ceey =05 ... =0f }




22

¢.)

- 12 -

a7 . T
[ - 1l gk o 1 4P J.Ul i P :
s e} «O* G (-0 P - [+
3’11( 1) T :l'lp( 1) :r )ees :Tip( &7,97)
1 1 i i P
- - - s 3 - e ) -
L PTG PR I CL S & L .G‘i;( 00T (o;n_l,an)J
[ P G‘1 -oP oP 1T
<851 (%s T ‘.T o(%1:%%)
Pl P 4P
L‘ﬁ‘m(-am-l’cn)"' G‘Pp(-am_l,cn) |
m-1 m-2
I (ai’ - aj:)..l -T (a.;_l—a..)-l QO ceccesoncsscss ceeses 0
j= . j=1 ]
m=-1 i i.-1 m=2 s { -1
O ternennns cesecsenevnae ceee O - (aj-a)" ... -1 (al_l—a?)
j=2 j=r "
Ceereeeaeaan TR ceeess O
O trerererenenns Ceveraenas 0 O sevronncnsecsoconies O
) {
- 0
0 ® P @ 2000800 PSSO s 0
m-1 m=2
-T (@B-D)t - T @ B
L 352 T j=1 T
[ m-1 )
1, 1x, 1
-] @)-pii(eh), -pt (c) - P
g1 30 F1lm 12 PlP(U)
G "Ftady - pl*od
—p G s comenniiin- (~a) - pr.(oh) .. -
11090 jgl( LIRS P Ca RAPPOP plp(cn
X h), -p*(e?) “‘El (=P p
. - ceereriiiniaeae= ) -o)- q
Pl n P2 °n 54 | ppp( n)
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Le systéme peut &tre représenté par l'équation (III-15)

Wy =D W (111-15)
ol

W§ = (Win : W;n’ w€p+l)n)
avec

LHREN C St B IER BN ¢S50

D'(.) est une matrice partitionnée en blocs de matrices carrées, soit :

' ) \ 1
T Dll Dl(p+l)(')
s\\ O E
\, ' '
| Dii _ D;(p+1(')
_ pRS : (III-16)
pre.) = 0 oo D! (pr1) ()
PP .
DEp+lM ...,D! esee.D! D! ‘
L ? (prl)i T(p+tl)p (p+1)(p+1) J
avec
! |
1
0
Dii = pour i = 1...p
Y i
m=-1
| )
. 3
’_ _l - _l D
T, ¢ al,ci) ceevennn =9 (-ar,00)
1 -
Di(p‘l’l)(.) “ | e ee e s s 0o o e 200880 e e - ¢ o 0 e 0 v s e o
i 1 i D
- - o] - -
110%-10%) - 9 (%1%




’ 0 verrinnenns B o ‘
m-1 . m-2 i
1 i -1
D! yi() = | =M C(al-an)™ oo - T (oF . -a:) i=1...p
(p+1)i 322 jzp Wl
0 ..... cetentecenearaan . 0
\ J

D(é'b%'l’];(.) = D22(-).

Le choix de la m@me vectorielle (III-17)

T _ T T 1 m-1 _
(p(v 1" = Elwlnl, ces IWPnI, Max {‘W(p+1)n|"" lw(p+l)n|}] (III-17)

permet de définir pour le processus &tudié, le systéme de comparaison (III-18)

= II-
Yoep = FC) v (I1I-18)

Flo) =

1
) . - : : . . . - Ry(=ai,00)

1
~ s 0 1

1
-

o 1 .
. Rl(-am_l,cn,

<o i §
-

! ' . —_ — e R(~at 00
i m-1""n

. D D . . . ~aP
- 0 ‘ la¥| e R (-a2ya))
| |

~1.p 1
la’m—ll —_— RP(.QSI

R

| . _ 1 i q-1 . . el -1 _2
i (a:-a%)[ -— Imﬁz(ai -} ll e ]mnl(ui-a%) | - lmﬁz(a;_l-a;) Hesas i? (ai-a?) | ——- l?? (aﬁ_l-ag)l R ()
j2 & 3 j=u 7] j=2 * j=1 j=2 j=1

-1295)




en posant :
p(m-1)+1 = s

; m=-1 .
¥ 1 1x, j

|- § al-pleD)| + E |p ()|
521 ;| 11''n 322 ii n
m-1 . .
* i 1%, 3

_ |- ¥ - pidod)]| + E lprs(al)|
RS(.) = Max 321 3 ii n 521 ij’’n

j=1i
m=-1 p-1 .
p 1*x P ¥ .3
- -a% - ()| + ). {pi(od)
| jzl 3 7 Ppp(y)| jzl I35t

i _ i1 i 2 :
Ri( a0 ) = {lﬂ'i1(-ak,cn)| + I’Jiz(-oak,cn)] ce. ¥ lﬁ'ip(-a;,cg)]}
k= 1...m=-1, |

La matrice F(.) est une matrice carrée d'ordre s, (s = (m-1)p+l) a
composantes toutes positives. Ses &léments non linéaires sont tous isolés
dans la derniére colonne. L'applicaticn des conditions de KOTELYANSKI conduit
3 des conditicns suffisantes de stabilité asymptotique et globale du systéme

initial (III-I), d'ol l'énoncé du théoreéme suivant :

- - - - do - -

a) Le systeme discrnet negdi parn L'iguation de récwuience vectorielle
(I11.6) est asymptotiquement stable et Localement, 5'iL existe € > o, et des
paraméitres arbitrairnes aj%, »aé,..., “lj? avee j = 1...m-1) tels que fLes deux
contraintes sulvantes sun La matnice F(.) sodent vEnifies :

* 1 - Iaj%[ 2e > ¥ = 1,2,...m-1)
Vi=z1,...,p (II1.19)

* det (IS -F())ze>o0 Vo eDcRP, {0} eD,D=o0.
b) Si de plus D =RP . ga stabilits est globale.

1.3 - APPLICATION.

Nous nous proposons deux systémes interconnectés linéairement. L'un
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fonctionnant en régulateur comportant dans sa chaine d'action successivement un
échantillonneur non lindaire de période constante T et un second ordre avec une inté-
gration 3 une constante de temps T .L'autre est un premier ordre commandé non
linéairement par un deuxiéme échartillonnewnon lindaire de méme période que le
premier et fonctionnant en synchronisation. Le systéme peut &tre représenté par

le schéma bloc suivant :

P
N,
r—

s

P(1 +Tp)

1 &-{{p

1+Vp

figure: 4




: Cl1omy o 1
Yogp = ¥yt TAD) y] o+ Ulop)
yl = D y' + v(o'l)
n+l n n
12y - %t - = - = 0% !
ot v, Ayr - hz = (yn + hzn) ol + Ay
\
, ) 2
zn+l = zn + W(Gn)
02 =~y -yy! -kz_ = -(y_ +kz ) = 02 + Yy!.
n n n 1 0 n n

v n

Nous obtenons 1'é&quation matricielle suivante :

{ 3\ r
Er R D
Jn+l
1
3n+1 - r
2
g E]
nrl
\ \
avec
D = e-T/r

v<o§> = v*(crlg.oi, U(or) = “*“’i)"i’ W(o2) = W'(a2) o2

*, 1
gl(on)

*x, 1
g2(cn)

ot Vo)
V(n). 9 Y.n
g (ct) ‘Efizz) ot (III-20)
i 7a iI'Tn o) i
1 * 2 Z
gz(cn) QZ( ) I
J J

2

.
.

*, 1 *, 1 *, 20 _ *x, 2 -
1-U(o) - Avi (o), Zl(on) =-MW (o), r= (A-1)(1-D)

*, 1 x. 1 *, 2. _ *, 2 - N
- U(o)) - v (a), iz(on) = -1-kW (07), s = (y-1)(1-D)

Leséchantillonneurs nonlinéaires sont des blogueurs d'ordre zéro munis de non

lindarités £ (oY) et £ (02). I1 vient alors :
1''n 2' ' n

*, 1, _ *, 1 * 1. _ %
u (cn) = [T-1(1-D)] rl(cn), v (on) = (1-D) rl(c

1
n

), w*(cf) = Tf;(ci)
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2 2 . . . .
Un’ o sont les deux variables traitées non linéairement.
yg est la composante que nous désirons éliminer, et trouver une équation de ré-

1 2

currence régissant 0~ et o -

n

e v U - v ————— —————_—— " - —

On dilatela matrice initiale du systéme (III-20) et nous la partitionnons

en blocs de matrices carrées d'ordre deux, nous obtenons :

4 P r . \ r %, 1 3 r ;)
yn+l D 0 v (Gn) 0 yn
J : *, 1 ' .
Yn+1 LO D J .~V (on) © In
= . (I11-21)
. r * 1 * 2
1 r o) fg;(o) 4D I
0n+l 1 'n 1'™n Gn
x, 1 N
52 0 s | CACH 1,(62) | 2
n+l N L : _ n
! J .. J . J

Les deux blocs de la premiére colonne sont commutatifs, l'application de 1l'algo-
rithme en vue d'obtenir le polyndme caractéristique généralisé donne 1'expression

suivante :

;__*1 N L *1_*1 *, 2
s as D-g;(0), -41(a7) R AC R A O Chy
7'P( A) = “A° + A+

-g5(07), D-43(a2) | | pgi(al)-sv"(a), DLS(oD)
(III-22)

En remplagant 2A par sa valeur soit :

I1 vient la relation (III-u49)
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l (D+gl(ol»x + (Dgl(c )~y (o M, -l2£;(g )+D£1(c )

P2A) =

“A,g5(0h) + Dgy(aD) = sv(ah), AZ-(D+&5(02)IA +D L (%)
L J

g..(050,), T, A)
(111-23)

. 2
§y00ops A T5p(0000,)

\

Par identification dans le polyndme vectoriel (III-22)

2, (ot 9 | powri=oL2,
n
<>
2
02 Gn-l-i
n

I1 vient alors la relation (III-24)

*, 1 * 2 1 * 1 * 1 *, 2
D-glcqnﬂ.)" £1(0n+l) On+1 Dgl(cn) v (anDzl(on) ci 0
+ + -
*. 1 p*, 2 2 *, 1 *, 2. ok, 2 -
—%2(Gn+l)’- D—£2(Gn+l) Tn+1 Dg2(cn) v (Gn%D£2(on) cﬁ 0
(III-24)
L) Forme matricielle.
Aprés 1'introduction des variables annexes et permutation de lignes

et colonnes suivant le procédé décrit auparavant, nous obtenons la matrice B(.)

suivante :




B(.) =

Y
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—Dgz(ci) + rv*(ci')

D+g;(0';)

-Dg;(oi)+sv*(ci)

*, 1
g2(on)

- Etude de La stabilits.

*
0 -Dﬁl(cn)
x, 2
0 ii( )
(
0 —DZ;(oi)

La matrice de changement de base de la forme

¢

\

1
%1
0

1

2

l"al

0 1

J

conduit 3 la représentation (III-27)

avec :

D(.) =

b4 = D(.) z

n+l

( _~1
%

1

0 =T (ot -ty o F (a2 1
ll(cn’ °‘1)’ 12(Gn' al)

w2 7 (12 _ 7 2 2
O oy =9y (a-a) - 3, (0 -al)

1 * 1
0 ] al"‘D'f‘gl(O'n) f

1, g;(Gi); o

(I11-26)

(II1-27)

* 2
al(cn)

2
i

+D+ i*(cz)
2 n

(III-25)
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Soit p(.) la norme relative au vecteur z, telle que :

L

T _
p(z )" = (|z

2 3 4
. Izn[, Max [lznl, ‘znll)

nous obtenons le systéme de comparaison (III-28)

Iail 0 (!ﬁll(ci.-a%)l + Iﬂlz(ci,-a})l),\ Yi
0 Iail (1351(Gi,-af)l + 13;2(02,-ai)|) Yﬁ
Yn+1 ~ 1 1 Max |“i+D+gI(°i5| + |£;(o§)| L yi;
. J
|u§+D+£;(c§)| + lg;(oi)l
\ )
- (III-28)

Le systéme obtenu est sous la forme en flé&che mince. Les éléments non linéaires

sont isolés dans la derniére colonne. L'application du théoréme (II.D conduit 3

une condition suffisante de stabilité asymptotique : soit en remplagant tous

les termes par leur valeur :
( 1
- > >
1- oyl 2e>0

{1- lail 2€>0

avec

A= (JhH?+ Duif(ai+D)-afI(q%)H'Kai+D)hTf;(0§)I)
B = ([pE5(aD)] + [(D)? + el - (14kT£5(0%)) (07 +D) )
C = Max [ |1+ oyD-cf;(ol)| + |HTE (o2)]

2 2 1
lay + D-1-kT£ (0 2)| + |df (o))

. (III-29)

{ (1—|ai|)[(1—|a§|)(1-c)-B] —A(l—lai[) 2e>0
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ot a = (@) + D) ((1-D)(A=THT) + (A-1)(1-D)?

11

v
"

-<a§+n>(r-<1-n)(v-r)-(1-n>2(v-r>

T + (1-DY(A-T)

[¢]
1]

[a})
1

T + (1—ai)(v-r)

IT - ETUDE A PARTIR DE L'EQUATION DE RECURRENCE VECTORIELLE.

11-1 GENERALISATION DU_CRITERE DE MAJORATION.
Nous étudions une généralisation aux équations de récurrence vectorielles
d'une méthode élaborée pour les équations de récurrence scalaires.
La méthode s'applique directement sur les formes récurrente de type
(III-30) :

9o * 121 D G Oremog) = O : (1II-30)

avec

P : i,
O, € R, vecteur de composantes Un(l-l...p)

P(.) e RP, vecteur de composantes pi(.) (k=1...p)

o " - s o s 2 2 o e

Notons :

q(.) une norme relative au vecteur 9, de taille k

Il vient : o
i
q(cn+m) < _Z S (°n+m-i) (III-31)
i=1
avec

s*(.) = qpi(.))

s*(.) sJ{k, vecteur de composante si(l = 1...k)

Posons :

S(o

n+m-1°"°

_ i
c+s0 41, o)) = .g s* (o ) (III-32)
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La fonction F(.) de R ¢ R¥ définie par :

m .
F(R) = } MAX S™(a) (I1I-33)

=1 q(a) £ R

avec
T )
a eRP et R* = [R,---sR ], Ry >0 ¥i=1,....k

est majorante de la fonction vectorielle positive S(R lorsque B eRP appartient
au domaine défini par q(B) s R ¥i = 1l...m.
Dans ces conditioms si :

q(o ) SR ¥i=1l...m (III-34)

n+mel

I1 vient 1l'inégalité (III-35) :
T i
R TCAN I -} MAX S7(a) = F(R) (III-35)
o " izl'g(a) <R

vérifiée composante & composante.

Cette fonction vectcrielle satisfait les hypothéses permettant l'applica-

tion des conditions de majoration d'ol le critére suivant :

Si la suite vectorielle de terme générale Gr défini par la relation (I11I-386)

Gr+l = F(Gr)
(1II-36)
G, = MAX {aCo ). aloy_;)}

tend vers une limite L, L = lim Gr'
>0

Au bout d'un temps suffisant, les amplitudes des solutions de 1'équation

(FII-30) sont majorées et telles que :

lim q(qn) < MAX {Go’L} (I11I-37)

nr
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B} Démonstration.

Supposons que L soit la limite de Gr quand r - o pour les Go considérés.

Posons :

i
<
"

q( cn)
(III-38)

- W
n

MAX {vn }

’ Vn+l""’vn+m--l
le MAX étant d&ini ici composante 3 composante,avec les hypothdses (III-36),

il vient :

V. <G

0 "1°°""*'m~1 T To

on sait que si :

qla ) , q(cn+l),...q(cn+m_l) <R
alors :
q(on_m) < F(R)
écrivons la suite Wn d l'instant n+l :
Wopg SMAX LV v V) (II1-39)
soit :
Wn+l < MAX {MAX{Vn’ Vn+l"'?vn+m-l}’ Vn+m}
I1 vient alors :
Wn+1 < MAX {Wn’ Vnﬁm}

en tenant compte des relations au-dessus, nous obtenons la suite (III-40)

IA

Wo.q S MAX {wn, F(Wn)} (III-40)

Cette inégalité conduit 3 considérer deux suites distinctes :
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- La premiére suite

W= Wl (III-41)
qui converge vers Wo
~La deuxiéme suite
wiﬂ = F(an) (II1-42)
qui tend elle vers L pour n tendant vers ®
La suite (III-4Q) ‘
wn+l < MAX {Wl, F(Wn)}
converge donc vers une limite telle que
lim WS MAX {e, L} (III-43)

100

ce qui démontre le critére-

4
4 /
s
—
Go L Go
figure -5

- v e -

Lorsque nous prenons pour q(-) une norme scalaire ¢(.) correspondant au

vecteur g .

I1 vient de la relation (III-30) 1'inégalité suivante :




- 126 -

avec

nm = )

fi(.) = ¢(Pi(.)) qui sont des scalaires.

Une majorante des oscillations limites du processus initial est définie sous la

forme suivante :

m
F(S) = ] Max £fi(®) (III-44)
=1 ¢(a) s S

o = (al,.».;ap)

L'étude s'effectue alors graphiquement. Il suffit de tracer les courbes
représentatives des m équations aux paramétres a. L'intersection de la courbe
somme avec la premiére bissectrice définie la valeur de L d'od il résulte une

majorante de lfamplitude maximum des oscillations limites.

Dans le cas d'un systéme faiblement non linéaire au voisinage de l'ori-
gine, il peut &tre intéressant d'envisager une majoration de l'amplitude des oscil-
lations limites & partir d'une représentation de la forme (III-45) :

m i %
Oym* L P (o

n+m 121 n+m-i) qh+m-i =0 (III-45)

avec o eRP

. -
() ej&PxP’ matrice carrés de composantes pgk(.)
(j,k = 1...p) (i = 1...m)

Notons pour la méme norme q(.) définie auparavant :

qu(Pl*(.)) sﬂlixk, la norme de matrice correspondante

(q est supposée ici réguliére).
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Il vient :

q(Gn-i-m 1§1 qu(P (on+m 1)) al n+m-i)
avec
( 1% 1% A 4 )
mll(°n+m—i) e mlk(cn+m-i) ql(cn+m-i)
i* _
qu(P (G +m l))q( n+m-i) - coo-.l.c-o--c.-ou'--.ooca.o. e o s e so® s
ix i* '
mkl(cn+m-i) e My k(cn+m-i) qk(0n+m—i)‘
. 4 \
Posons :
¢ i
= PO e O, 0) = izl Mo (BT(O g
- MAX (V,W) = [ Max (vi, wb)
[ Max (vk, W)
v, W e RN vz (v L
WT = (wl . wk)

- le maximum sur la matrice qu(.) est défini comme é&tant le

maximum sur chaque terme de la matrice pris séparément soit

N

) o.. Max (mEFCL))

Max (m
q(a)<R Lk

q(a)<R 11

ix -
MAX (qu(P .)) =

q(a)=R
Max  (mo(.))... Max (m> (.))
d(wR KL Q<R KK
L J
Il vient :
. m i*
<
q(cnﬂn) - igl qu(P (Gn+m~i)) q(orn+m-i)
o . (III-u46)
1*
<[ Zl aa'? 1)) MAX1..m(q(on+m—i))




Soit la relation :

q(on+m) < P(...cn+ . ee.) Max (q(o ).

meL i=l...m prm=1
La fonction F (R) de R eR¥*K 4zfinie par :
* m i*
F(R)= J MAX M _(P™(a)) (III-47)

i=1 gq(a)<R

avec
a eRP

est une majorante de la fonction matricielle positive P(Bl,..., Bm) lorsque chaque
B; appartient au domaine défini par a(B;) ¢ R ¥i = l...m.
Donc : '

pour :

Op¢m-i> tel que q(o - .) SR ¥i=1l...m

on obtient :

.. . *
ao__ ) < F (R) MAX a(o
i=t...m

n+m—i)
(III-u48)
ao_, ) < F*(R).R

La majoration correspond dans ce cas i :

lim q(o_ ) < L
n-ow n

avecg
L = MAX [F*(R).R = R)
R

T ey - —_—— - —— -

Nous nous proposons d'appliquer le critére sur une équation vectorielle

d coefficients numériques suivante :




_‘]29_

k , 2 1 sg9, kK, 2 ]
°i+2 0,2 °i+1 +sgo . +t5 (0 ) +0,20 + 2“ t 3 (0)
c§+2 ) 0,1 °i+1 + 2sg0i+l+0,2 G§+l+sg0§+l+0,20i+sgQi+0,30§+sg0§
(III-49) ‘
avec : - k(o) = 2,5 + £f(a)

et f(a) une non lindarité de la forme :

\f {ﬂ\
2l ronhq5
~ sga = 1 sia> -2 ; 2 =
. -1 siacx /
0 siax= }
Posons :
' - l 2 T - Fi : B
ala)) = (o |, o )" = |o_| gure
Il s'ensuit 1'inégalité suivante :
sgot ]
1 ( 1 1 .k 2 1 n_ k, 2
|0n+2l IO’2Un+l+8gcn+l+ §<°n+l)|+lo’20n * 2 * E(On)l
<
2 X 1 2 2 1 1 2 2
2
|cn+2l | IO’lUn+1+25g°n+1+o’2Gn+1+sgcn+l|+IO’“Gn‘TSg°n+O’3Gn+Sg°nI

¢
- J

Quand on applique le critére de majoration, il vient la fonction majorante sui-

vante :
K SBY  k
|0,2al+sgal4-§(a2)|+|0,2al+ — +-5(u2)|
F(R) = MAX
|a|<R

|o,1al+2sgal+o,2a2+sga2|+!o,zal+sgal+o,3a2+sga21

(III-50)




avec :
T
o = (al, u2)
T _
R™ = (R, R)

Celle-ci peut s'écrire en tenant compte de la propriété de Maxseus la forme
(II1-51) :

) ' sga,
ng ]0,2a1+sgal]+M3xlo,2al+—§——| +M;xlk(a2)l

F(R) = : (III-51)

ngIQ;al+2sgall+ng[O,2al+sgal|+M??|O,2a2+sga2[+%;x|0,3a2+sga2[
)
\

avec

Q= {ai : lail SR, i=1,2}

" Lorsqu'on explicite chaque terme de la relation (III-52), on obtient :

0,4 R, + f(Ré) + U
F(R) = (II1-52)

0,3R, + 0,5 R, +5

1 2

Dans ces conditions, la construction graphique représenté figureZconduit 3 définir

une majorante :

Rl 26 , 68
= (III-53)
R2 26
d'ol la majoration suivante :
1
9y o 26, 66
-1im
oo , < (III-54)
|oZ] 26




Frar <R
o4 %t Qx-_ +h

Figure: 7

. o R

R A,
2 26,66




- 132 -

111- ETUDE DE LA STABILITE VIS A VIS DES CONDITIONS INITIALES DES SYSTEMES
DISCRETS NON LINEAIRES.

- —— - — -——

L'objet de cette troisiéme partie de déterminer un domaine d'attraction
de 1l'origine (s'il existe) pour un systéme de grande dimension admettant plusieurs
non linéarités. La méthode est basée sur une représentation particuliére qui con-
siste 3 regrouper dans le vecteur état, les composantes dont dépendent les coef-
ficients non constants. En appliquant la méthode 3 un systéme d'ordre q avec p
variagbles d'état traitéés non linéairement (p < q), il apparait possible de rame-
ner 1l'étude dans un espace de dimension p permettant ainsi une simplification des
calculs [42] .

Plusieurs résultats sont présentés relatifs 3 la définition de domaine de

stabilité globale dans l'espace des variables d'état.

La mise en ozuvre de la méthode consiste en 1l'utilisation des relations

des systémes majorants basés sur les fonctions des normes vectorielles.

Cette méthode s'avere particulidrement adaptée aux systémes dé grande

dimension avec pesu de non linéarités.

- - - - - - " " —— —————— > — —

Le systéme étudié est défini par un vecteur état X de dimension q dont
une partie des composantes est traitée par les non linéarités.

La méthode que nous proposons consiste 3 trouver une fonction qui reste
de Lyapunov tout le long des trajectoires du systéme lorsque le vecteur état ini-
tial X o (3 n = no) appartient 3 un certain domaine noté D'.

+ 8i partant d'un point de D' ol la fonction V(Xn) est de Lyapunov, on peut
garantir que l'évolution du vecteur état Xn se fait dansD', la stabilité vis 3 vis
des conditions initiales (Xno e D') sera prouvée sans nécessairement expliciter

les équipotentielles de Lyapunov pour le processus étudiée. Une étude similaire a
été faite sur les systémes continues |15].

Nous supposons que seule une partie des composantes du vecteur, état inter-
vient non linéairement. Le XL définit l'ensemble des variables d'état intervenant
non lindairement, le systdme dans l'hypothése stationnaire peut en général &tre

représenté par une équation de la forme :
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Xn+l = A(Xn) Xn (I1I-55)
" X7 = (xlT sz)
n- “n?’“n
q
x* er1
n
q
X2 eR 2
n

q =
X eR*? avec q = q *ta,

q
A:R L R 4x4

en explicitant l'équation (III-55), il vient :

1 1 1 1
X .. 1 AXD) A (X)) X2
: - (III-56)
2 . A (xt xt 4 %2
X i1 A (XD AL (X)) { X2

avec :

- - - - - - - - v - — - - B s o e B

L'utilisation des normes vectorielles permet de définir une forme
agrégée de A(.) appelée matrice majorante |5| |u43].
Ainsi pour un systéme décrit par la relation (III-55), la matrice M(A(Xi )

est majorante de A(Xi) relative 3 la norme p(Xn) CK3-+J(§).

) 1 2 ' ) 1 2 1
Notons pl(Xn) et p2(Xm) deux normes vectorielles de X et Xn et pij(Aij(xn))
des matrices majorantes qui lui sont associées (i, j = 1,2).
q
Pl(.) R T

2

+ X + &

q
. 5{ 2 =
pz(.) : +R avec kl + k2 k

I1 en résulte de la relation (III-SS) et de la définition de la norme vectorielle
1'inégalité (III-57) :
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1 1 1 1
pl(Xn+l) pll(All(Xn)) P12(A12(Xn)) Pl(Xn)
< (I1I-57)
2 = , 1 2
Py (X ey) Por Ay (X)) PayplAgy (X)) | ) pp(X)
Cette inégalité étant vérifiée composante 3 composante.
Soit le systéme de vecteur état z
z_ .= M(xD) z (III-58)
n+l n n
ol a
M:RT +3ltxk .
' LT T k k
2t = (z= 22 ), z_ R 1, 22 eR 2,
n n ‘n n n

1

Lorsque la matrice M(Xi) vérifie pour tout X eR91 1'inégalité (II-59) composante

~
& composante :

1 . i
) Pll(All(Xn)) p12(A12(Xn)) _
M(XD) 2 (III-59)
P21(A21(xn)) p22(A22(Xn))
avec
M(.) 3 &léments non négatifs.
et de plus :
- les conditions initiales du systéme (III-58) satisfont la relation
(II1-60)
T _ .. T, 1. _T,.2
Cz 1 ., =0p; (X)), pz(xn)ln=no (I1I-60)

I1 vient composante 3 composante l'inégalité :

[p;r(xi), pg(Xi)] < zz ¥a 2 n_ (III-61)

Le systéme (III-58) constitue un systdme majorant dit de comparaison pour le moddle
représenté pour (III-55). La stabilité globale avec la convergence asymptotique

du systéme (III-55) vers la position d'équilibre (Xn = 0) est déduite de celle du
systéme (III-58).
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‘Il convient maintenant de déterminer 3 partir de ces résultats des conditions

permettant de conduire 3 la stabilité vis & vis des conditions initiales.

- - - -, - ———  ——— > - ————

Nous nous proposcns de définir deux critéres basés sur deux approches

différentes des systémes majorants :

- le premier utilise un systéme linéaire asymptotiquement stable qui majore
le systéme 3 étudier (III-55) k7”48L ,
- le deuxiéme utilise la seconde méthodes de Lyapunov & un systéme majorant

nan linéaire.

Il convient alors pour la suite de 1'étude de définir une classe particu-
lidre ¢(.) de norme scalaire dans l'ensemble des normes 9 telle que la vérification

composante 3 composante de la relation (III-62)
0su sv (I11-62)
n n ‘ ,
implique celle de (III-63)
TT -
¢(un) < ¢(vn) (I1I-63)

et ceci : ‘ K
1
¥ .

Yn* Yo €:R'+

Les normes ¢(.) peuvent &tre par exemple définis 3 partir des normes de Holder

définies de manidre naturelle 3 partir des composantes du vecteur z .

e T B e e T T

Soit
M(a), si elle existe, une matrice majorante de A(.) a coefficient comstant,
définie dans un voisinage de l'origine et vérifiant 1'inégalité (III-64) terme &

terme

1 1
Py, (A (X)) By (A (X))
M(@) 2 (III-64)

1 1
Ppp(Ag1 (X)) oy (Ay, (X))
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pour tout x:‘l vérifiant la contrainte (III-65) :

o (pl(xr];)) < a, avec o fixe eRT (I1I-65)

i.e : M(a) majore le systéme pourvue que Xn soit dans le voisinage de l'origine

défini par :

¢ (p (X)) < o,

Enoncé du crnitére I.

- - - —— - > -~

Soit le systéme non linéaire (III-55) :

A - 1 -
Xn-l-l = A(xn)xn (I11I-55)

S'il existe une norme scalaire ¢ ¢ et une constanted positive telles que

-

i) le systdme décrit par 1'équation

2.4 * M(a) z_ . (II1-66)
est un majorant linéaire asymptotiquement stable du systéme (III-55) dans le voi-

sinage de l'origine défini par :

1 ,
Hp (X)) sa (III-67)
: kl><k2
ii) I1 existe un voisinage D inclus dans R tel que si les condi-

tions initiales de (III-66) sont dans D on ait :

Max  ¢(z)) < a (III-68)
n
neG
alors l'état d'équilibre X, = O du processus (III-55) est asymptotiquement stable

dans le domaine EDO défini 3 partir des vecteurs Xn tels que :

D= {zn Pz e D= Zoe1 € Det ¢(z§'1+l) < a}
ot Vo z n (11I1-69)
- T ,1 T,,2,,T
P = {Xn’ r &) pQ(Xn)] e D}

<
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Compte tenu de la relation (ii), si

X D ‘ (I11-70)
o o}

il en sera de méme pour tout Xn, vn >,n°.

Dans ces conditions la propriétée :
o(p. (x}) s a (III-71)
1'n

reste vérifiée tout le long des trajectoires solution du systéme initial,

le résultat énoncé résulte alors simplement de la propriété (i).

- - - U s > Vs n e O ———— - —————

~

La matrice majorante M(Xi) étant 3 coefficients non constants il est en
général difficile de déterminer la solution générale du systiéme (III-58). Son

étude peut &tre abordée pour la deuxiéme méthode de Lyapunov.

Notons S‘W&') la matrice majorante relative 3 la norme scalaire de vecteur

¢(.)
ded , ¢ :,‘R,k +1x.+
Par extension de langage, nous écrivons la relation :
o(z ) = ¢(zi, zr21) (I11-72)
EnoncZ du_critereIl.
Le domaine dé&fini par 1l'inégalité

o(P (X2), py(X2)) s @ | (I11-73)

est un domaine d'attraction pour 1l'état:d'équilibre X =0 du processus décrit
par la relation (III-55)

lorsqu'est vérifiée la contrainte.
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1
s¢¢(M(xn)) Sc<l1 (III-?&)

dans le domaine défini par 1l'inégalité

¢[pl(Xi 01 < a (I1I-75)

(0. et ¢ sont fixés).

- - -

En vue de l'étude du systéme majorant (III-58) définissons une fonction
candidate & Lyapunov V(zn) telle que :

V(Zn) = ¢(zn)
avec
20 = pTEh, oTx?))
n 1l 2 n
il vient immédiatement

9z 1) 5 S, QXD () (111-76)

ol
lorsque la condition (III-77)

1
s¢¢(M(xn) Sec <1 (II1-77)

est vérifiée tout le long des trajectoires du systdme, la stabilité asymptotique
en découle.

L'inégalité (III-76) implique dans le cas :
_ 1 2 -
oz) < ¢(z) o = ¢l (XD, Pb(xn)]n=no’ vne G (111-78)

de plus le systéme (III-58) étant majorant du systéme (III-55), 1'inégalité

(III-61) relatives aux propriétés des normes ¢ permet d'écrire :

2
$Lp (XD), By (X)T € (2 ), ¥n B

et 3 fortiori :

¢<P'(Xi)’°) s #(z), Vn T (III-79)
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Le rapprochement des inégalités (III-78) et (III-79) nous permet alors
de conclure. En effet, la vérification des conditions (III-73) et (III-74) impli-

que une évolution du systéme selon la contrainte (III-78).

L'inégalité (III-79) montre alors que la condition (III-75) reste vérifiée
tout au long des trajectoires. L'origine est donc un point d'attraction asympto-

tiquement stable dans le domaine défini par 1'inégalité :

cb(p(xn)) <a

e ra s cmw e c e oo - .- - — - - . —— - - -

I11.4. Application aux systemes de Zypes Lurnd Postnikov

I11.4.71 Mdise_en Zquation.

- - - -~ —

Afin de préciser le domaine d'applicaticn des résultats que nous avons

présentés, montrons comment ils peuvent &tre adaptés 3 certains modéles de type
Luré Posnikov

Soit le systéme de vecteur étatusrl régi par les &quations :

Wopg T AW * By(on) (III-80)

w :B-+R2 1neT,
n

. nxn
A : matrice constante e¢ R

nxn,
B : matrice constante ¢ R
n.xn
C : matrice constante ¢ R , de rang n,
n
1
a, el
n n
Y R l_+3{ 1

i e
YyeF={y:vy()= f?on) o f?cn) e [[,T =R }

-~

I'a T : matrice constante vérifiant I'< T.
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effectuons un changement de rerpésentation du systéme décrit pour la forme
(III-80) tel que :

et définissons Xi pour que le vecteur Xn tel que :

T _ , 1T 2T
X = (X2, X)

constitue un vecteur état.

Dans ce sens, introduisons une matrice carrée P :

-|C -
P = [é] (I1I-81)

. z . Y q{nxn
P : matrice carree non Slngullere [ .

. . nlxn
D " matrice comstante eR

I1 vient alors de la relation (III-81)

- -1
P W = PAP ‘Pwn + PBY(cn)
soit alors :
1 1
Xn+1 -1 Xn : 1 1 .
= PAP + PBI'(XD) X (II1-82)
5 5 n’ ‘n
xn+1 xn

L'équation (III-55) 3 partir de laquelle nous avions mené notre étude prend

alors la forme :

1 1 1
n+l All(xn) A12 Xn
= (1II-83)
2 1 2
n+l A2l(xn) A22 xn

les matrices A12 et A22 sont constantes et 1'étude de la convergence vis a vis

de 1'état initial en est simplifié d'autant.
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B . L e

Le systéme asservis fonctionnant en régulateur fig S. La chaine d'action
comporte  successivement un échantillonneur non linéaire de période constante T

et un moteur de constante de temps T.

A est un paramétre constant dans une réalisation du systéme.
Notorns aux instants d'échantillonnage nT, l'entrée nulle en, la sortie Y

et d'erreur en.

p(1+7p)

1 +./‘P

figure: 3

L'asservissement &tudié est régi par les équations :

In+1 = * (1-D) ot u (sn) €a
(I11I-84)
§ | *
In+1 D Vot v (sn) &
- 1
€, ° (yn + Ayn)
avec
D= e_T/z, A=zT

et

* * . - Pl . ”, -
U (en) et v (en) sont des fonctions scalaires caractérisant 1l'échantillonneur

associé au filtre 3 commander.
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La mise en oeuvre de la méthode proposée implique une transformation des

équations (III-84) : on a donc :

* * N
€ 41 1-U0(e) -av (e ),(A-13(1-D) €
- (III-85)
0 * '
yn+1 v (en) ? D In
Application du critre.
Lorsqu*on opére un changement de base diagonale de type
1 0
P -
1
0 A-T
L'équation (III-85) devient :
* *
€ 41 1-0U (en) - Av (en) , (1-D) €,
| » -1 * ‘ ] -1
(yn+l)/(k T) v (sn) (A-1T) ;D (y )/ (A-1)
(I11-86)
Le choix de la norme :
!
, |y,
$(.5.) = |enl e (I1I-87)
| (A=1)™7] :
montre que d'apérs le critére II, s'il existe a > O tel que :
* * *
|1 -U (e ) - v (en)l + |v (en)(A—T)I <c<1, (I11-88)
¥le | < a.
n
Le domaine défini par -1'inégalité
I
lynol
le | + ———=5 a (111-89)
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est un domaine d'attraction de l'origine.
Pour déterminer une valeur convenable de @, il faudra étudier la fonction

scalaire d'une seule variable (III-90).
* * * *
= - - X - -
M(e) = [1-0(e) - (e |+ (A1) vi(e)| (III-90)

L'échantillonneur non linéaire est un bloqueur d'ordre zéro muni de la

non linéairté f(€n), il vient ainsi:

(T - (1-D)) £ (€ )

u'(e)
n - : .
(1-D) £7(e) - (III-91)

v*( €n)

dans ce cas, la fonction (III-91) s'écrit :
M*(en) = |1-f*(sn) [T + (1-D)(A=-T)]] + I(l—D)(A-r)f*(sn)l (1II-92) '

Dans l'hypothdse linéaire (f (.) = K = c¥), le choix de :

T- :E_I?_z.
1-D
et
K:l_
T(1-D)

permettent une annulation du transitoire du systéme en deux périodes.

Pour cette valeur de A calculée, la fonction (III-92) s'écrit :

* _ _ * _ 2 - * 2
M (en) = {1 -Ff (sn) T(1-D°)| + |f (en) TD|
d'ol la condition de stabilité globale (III-93)
* *
l1 - £ T(l—D2)| s £ s e< (III-33)

ce qui donne aprés résolution et pour une valeur de :

T
= > 0,35

le domaine :

0 < £* < . (III-94)

=N




T

Le systéme sera stable pour f(en) tel que

£(g )
" n
€n

0 <

3N

<

CONCLUSTON

Nous avons développé dans ce chapitre trois méthodes d'étude de stabilité .
La premiére est basée sur la généralisation du critére de majoration des oscil-
lations limites des solutions d'un systéme discret, 3 une description de type
vectoriel.

La deuxiéme partie correspond 3 1l'exposé d'une méthode systématique de.
description permettant 3 partir des techniques d'aggrégation de se ramener sim-
plement 3 la définition d'un systéme de comparaison du processus caractérisé par
une matrice en fléche mince. Cette forme particuliére de description correspond
d un cas de validité de la conjoncture linéaire présentée par BORNE et GENTINA

.ce qui simplifie considérablement 1'étude de la stabilité.

Une étude relative 3 la définition d'un domaine d'attraction de 1l'origine
" est envisagée dans une troisiéme partie. Deux critéres sont'présentés. L'un
correspond a la définition d'un systéme de comparaison du processus localement
linéaire permettant de conclure sans faire explicitement des équipotentielles de
Lyapunov pour le processus étudié. Le second utilisant un systéme de comparaison
non linéaire apparait particulidrement intéressant lorsque le nombre de variables
intervenant non linéairement dans la description du processus s'avére peu élevé

en regard de sa dimension.
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CONCLUSTON GENERALE

La dé4inition d'un polyndme caractéristique matniciel, nous a
condudit & présenter un centain nombre de méthodes d'élimination, généra-
Lisant ainsd Les thavaux efbectuds dans Le cas des systemes monovariables
admettant une seule non Lindarite.

Dans ce sens nous avons Ete condult en utilisant Les propriitis
des anneaux commutati4s de matrnices carnies, a egfectuer un partitionnement
en blocs particuliens de La matrice caracténistique de L'évolution du
processus. Ces blocs devnont Etrhe commutatifs excepit? ceux de La derniire

"eolonne" .

La déginition du déterminant matrniciel a pewmis de généralisen
au cas vectorniel non Lingaire Les méthodes d'eélimination utilisées en
Lindaine et mettant en ceuvre La notion de polyndme caractéristique
scalaine.

PRusiowrs nisultats importants se déduisent des reprisentations
utilisées : |

- La déternmination de sysiemes de comparaison vectorniels
Lindaines ou non d'un processus non LinZaire.

- La deginition d'un cnitene de stabilité d'application aisée
nelatif aux nelations nécwinentes vectornielles.

- La génernalisation au cas vectorniel des techniques de maforation
du domaine d'évolution Limite d'un processus discret non Linéaire.

- La definition d'une méthode d'estimation d'un domaine d'attrac-
tion de L'etat d'équilibre d'un processus. '

- La deterumination du domaine de validité d'un modele Lin2aire
d'un processus non Liniaire.

La générnalisation & une classe plus vaste de processus des
heprisentations propostes et L'application aux problemes de synthise
apparaissent actuellement possibles et c'est dans cette vode que nouws
envisageons de powrsulivie nos trhavaux.
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