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INTRODUCTTION.

La notion de feuilletage riemannien a &té introduite en 1959
par B. Reinhart. Ces feuilletages sont ceux qui ont la propriété forte
d'admettre une métrique transverse invariante ou, pour employer une termino-

logie plus intuitive, d'@tre & feuilles '"parallé&les" (cf. [Ruqﬂ).

Dans ce travail, nous &tudions principalement les flots
riemanniens, c'est~d-dire les feuilletages riemanniens de dimension 1 orientés.

Trois raisons essentielles ont motivé cette &tude :

i) Il était a priori intéressant de mieux connaitre, parmi les
feuilletages riemanniens, le cas le plus "simple" des flots riemanniens.
A notre connaissance, personne jusque 13 n'avait abordé ce sujet de maniére

systématique,

ii) Les flots riemanniens constituent une généralisation naturelle
des flots isométriques. Par une &tude détaillée des flots riemanniens, nous
touchons ainsi a4 la question de l'existence de flots isométriques sur les

variétés riemanniennes.

iii) Le flot orthogonal d'un feuilletage totalement géodésique
de codimension 1, est riemannien. Il y a donc un lien évident entre notre
étude et le probléme, naturel en géométrie riemannienne, de l'existence de

feuilletages totalement gé€odésiques.

Dans [ﬁol.l—i], P. Molino a donné un théoréme décrivant la
structure des feuilletages riemanniens sur les variétés compactes. Nous le
complétons dans le cas des flots riemanniens, en prouvant essentiellement
que 1'adhérence d'une orbite d'un tel flot sur une variété compacte, est
un tore. C'est 13 notre résultat principal. Il généralise un résultat déja

connu pour les flots isométriques (cf.[@rd]) et ceci de maniére non-triviale.



11 existe en effet des flots riemanniens non-isométriques sur certaines
variétés compactes. Comme premiére application, nous obtenons la classifi-
cation, 4 conjugaison prés, des flots riemanniens sur les 3-variéteés

compactes.

Les autres applications concernent essentiellement 1'étude
des feuilletages totalement géodésiques. Certains auteurs, comme
K. Abe et D. Ferus (cf.[Abé],[Fe:]), ont considéré le probléme de 1'exis-
tence de ces feuilletages sur une variét@ munie d'une métrique riemannienne
fixe. Nous nous posons un probléme différent, analogue & celui €tudié par
D. Sullivan 3 propos des feuilletages minimaux (cf. [Sul. Z]) : soit F un
feuilletage sur une variété M, existe-t-il sur M une métrique riemannienne
rendant F totalement géodésique ? S'il existe une telle métrique, on

dit que F est géodésible.

Nos résultats portent sur les feuilletages géodésibles de
codimension 1. D'abord, nous montrons que le relevé d'un tel feuilletage
dans le revétement universel d'une variété compacte, est en produit. Il
s'agit 13 d'une généralisation, pour la codimension !, d'un théoréme connu
de G. De Rham sur les structures presque-produits. A partir de ([?14],
[Sul. 1]), nous pouvons alors caractériser, sur une variété& compacte M,
les feuilletages géodésibles de codimension ! possédant une mesure transverse
invariante non-triviale. Cette caractérisation est toujours applicable

lorsque W](M) est 3 croissance non-exponentielle.

Ensuite, nous obtenons de notre résultat principal sur les flots
riemanniens la conséquence suivante : si une variété compacte M supporte
un feuilletage g8odésible de codimension 1, alors ﬂ](M) contient un
sous-groupe ab&lien distingué de rang > 1. En particulier, il n'existe
pas de feuilletage géodésible de codimension 1 sur une variété riemannienne

compacte 3 courbure sectionnelle < O.

Enfin, de la classification des flots riemanniens sur les
3-variétés compactes et de [@hy, Sef], nous tirons la classification

des feuilletages géodésibles de codimension 1 sur ces mémes variétés,



- iii -

Par ailleurs, en &tudiant les exemples de flots riemanniens
sur les 3-variétés compactes, nous avons &té amenés a donner un contre-exemple
34 un théoréme de dualité de Reinhart contenu dans [Bei.i]. Ce théoréme
constituait une généralisation naturelle de la dualité de Poincaré pour
la cohomologie basique d'un feuilletage riemannien. Par notre contre-exemple,
nous pouvons affirmer que cette généralisation est inexacte, tout au moins
sous la forme oli elle est énoncée dans [?ei.i] et ceci méme dans le cas
"simple” des flots riemanniens. Il semble cependant qu'avec des hypothéses
plus fortes telle que l'existence d'un feuilletage riemannien transverse
(structure presque - produit), la conclusion de ce théoréme pourrait rester

correcte.,

A la suite de 1'étude que nous avons décrite, il &tait naturel
de s'intéresser aux flots transversalement conformes et 3 leur lien avec
les feuilletages totalement ombilicaux de codimension 1. Sans avoir obtenu
de résultat complet sur cette question, nous avons montré cependant que le
feuilletage de Reeb de $3 peut €tre rendu totalement ombilical (alors

qu'il n'est ni géodésible, ni méme minimal).

Notre travail est organisé de la fagon suivante. Le chapitre I
contient les résultats sur les structures transverses utiles pour la suite
ainsi que des exemples -de flots riemanniens avec, parmi eux, le contre-
exemple dont nous avons parlé. Une idée de A. Verjosky nous permet de
classifier, au chapitre II, les R"-flots sur les variétés compactes,

Le chapitre III est la démonstration de notre résultat principal dans le

cas des G-flots de Lie & orbites denses (cette &tude a &t& faite en
collaboration avec P. Caron cf. [@ar, Cai]). Nous pouvons alors, apreés
1'exposé du chapitre IV sur les travaux de P. Molino, énoncer au chapitre V
notre résultat principal sur les flots riemanniens. Le chapitre VI est

un développement, rendu possible par les chapitres antérieurs, d'un

travail sur les feuilletages géodésibles de codimension 1 &crit avec

E. Ghys (cf. [@ar, Ghi]). Nous terminmons, au chapitre VII, par un "essai"

sur les flots transversalement conformes et les feuilletages ombilicalisables

de codimension 1.



- iv -

Convention : Dans tout ce qui suit, nous supposons que
les variétés sont orientables et que les feuilletages sont transversalement

. - . r
orientables. Nous nous plagons dans la catégorie C , r > 2.



CHAPITRE

CHAPITRE

CHAPITRE

CHAPITRE

CHAPITRE

I - STRUCTURES TRANSVERSES, EXEMPLES.-

Préliminaines .

Flots rlemanniens.

Flots admettant une (G,T)-structure thansvernse.
Feots de Lie.

Contrne-exemple a un théonreme de dualit? de Redinhart.
17 - R"-FLOTS.-

11T - G-FLOTS MINIMAUX.-

IV - FEUILLETAGES RIEMANNIENS. -

Fewilletages trhansversalement parallélisables.

Comstructions de parallélismes.
1 - Vanidtes niemanniennes.
2 - Feullletages rdlemanniens.
a) Conmstrwetion de (MT, FT).
b) Exemple : fLot Lsométrnique.
¢) Parallelisme trhansverse de FT.

Structure des fewllletages rnlemanniens.

V - FLOTS RIEMANNIENS. -

Strwetune des gLots niemanniens en dimension quelconque.

CLassification en dimension 3.

Pages

18

22

26

36

36

38
38
39
40
41
43

44

46

46

52



CHAPITRE VI - FEUILLETAGES GEODESIBLES DE CODIMENSION 1.-

A - Un cnitene de géodésibilite.
B - Propriétiés topologiques en dimension quelconque.

C - Classiflcation en dimension 3.

CHAPITRE VIT - FLOTS TRANSVERSALEMENT CONFORMES ET FEUILLETAGES

OMBILICALISABLES DE CODIMENSION T1.-

A - Flots trhansversalement conformes.

B - Comstruction d'exemples sur g,

C - Fewilletages ombilicalisables de codimension 1.
CONCLUSTON. -

BIBLTIOGRAPHIE. -

57

58

62

67

68

70

77

82

86

87



CHAPITRE 1

STRUCTURES TRANSVERSES,
EXEMPLES.

A - PRELIMINAIRES.-

Déginition T.A.1.- Un feuilletage F sur une variété M ,

est la donnée d'un cocycle feuilleté noté {Ui’ fi’ Yij} , ol :

a) {Ui} est un recouvrement ouvert de M.

b) fi est une submersion de Ui dans une variété T appelée

variété transverse.

c) Y.. est un difféomorphisme local de la variété T , tel
1]

que pour tout X € Ui N Uj , on a :
£.(x) = T © fj(X)

Le feuilletage F est défini sur chaque ouvert Ui par la
submersion fi' On dit que le couple (Ui’ fi) est une carte de F.

Les difféomorphismes locaux Yij sont appelés changements de cartes

ou de coordonnées transverses. Il est clair que les Yij vérifient

la condition de cocycle :

Yik(x) = Yi 2

RPN Vk e £,(U; NU; N T

Par ailleurs, les vy,. engendrent un pseudo-groupe T de
i3 g P g

difféomorphismes locaux de la variété T.



De mani@re générale, se donner une structure transverse pour

le feuilletage F revient & imposer certaines conditions & ce pseudo-groupe.

Exemples 1.A.2.-

I - §'il existe une métrique riemannienne g sur T , invariante

par I, on dit que F est un feuilletage riemannien. Ce premier exemple

de structure transverse a été introduit par Reinhart dans [kei 1].

2 - Supposons maintenant que T est connexe, et soit G wun
groupe d'isométries de la variété riemannienne (T,g). On peut imposer
4 T 1la condition supplémentaire d'€tre un sous—-pseudo-groupe du groupe G.
Autrement dit, que les changements de coordonnées transverses ’Yij soient
des restrictions d'isométries de (T,g) appartenant & G. Ces changements
de coordonnées transverses, qui habituellement sont définis localement,

ont dans ce cas un caractére global. Ceci permettra de construire une

représentation d'holonomie globale.

Lorsque ces conditions sont réalisées, on dit que F admet

une (G,T) - structure riemannienne transverse. Cette notion est une
généralisation pour les feuilletages de celle de (G,T) - structure
(appelée plutdt dans ce cas (G,X) - structure) introduite par Ehresmann
pour les variétés. En ré&alité, comme nous le verrons plus loin, le
concept de (G,T) - structure (ou de (G,X) - structure) est plus

général.

3 - Si on suppose de plus, dans l'exemple précédent, que G
agit transitivement sur T, alors G a la structure d'un groupe de
Lie et T s'identifie & un espace homogéne de G. On dit dans ce cas

que F est un feuilletage riemannien transversalement homogéne.

Ces feuilletages ont &té initialement introduits et &tudiés par



Blumenthal dans @lu] .

4 - Lorsqu'on suppose aussi que G agit librement sur T,

on dit alors que F est transversalement de Lie ou encore que

F est un G-feuilletage de Lie. Dans ce cas la variété transverse T

s'identifie au groupe de Lie G. Ce type de structure transverse a &té

étudié pour la premiére fois par Fédida dans [féd].

Nous reviendrons, lorsque ce sera nécessaire, sur les définitions

précises de ces différentes structures transverses,

Dans tout ce qui suit, nous serons amenés principalement
3 étudier des feuilletages de dimension | orientés sur des variétés
compactes. Un tel feuilletage ¢ est constitué par les courbes intégrales
d'un champ de vecteurs. Pour cette raison, nous appellerons flot (sans
paramétre) le feuilletage &. Lorsqu'on considérera un paramétrage de ¢,
c'est-d—dire un flot (avec paramdtre) dont les orbites sont les feuilles
de &, on le notera toujours ¢t , en indiquant explicitement le paramétre,
Nous utiliserons cette convention d'écriture, toutes les fois ol il n'y

aura aucune confusion possible entre les deux notions.

Déginition T.A.3.- On dira que deux flots sont conjugués,

s'ils sont conjugués en tant que feuilletages.

N.B.- Cette définition est en contradiction avec les
conventions habituelles utilisées dans la théorie des systémes dynamiques.
Nous 1'avons néanmoins adoptée, dans la mesure ol le terme "flot"

signifie pour nous '"feuilletage orienté de dimension 1",



B - FLOTS RIEMANNTENS.-

Pour plus de clarté, redonnons tout d'abord la définition d'un

feuilletage riemannien que nous avons vu apparaitre & la partie précédente.

Définition 1.B.1.- Soit F un feuilletage sur une variété M.
Supposons qu'il existe un cocycle {Ui’ £, Yij} définissant F , de

variété transverse T (c.f. I.A.1.), tel que :
a) la variété T est une variété riemannienne.

b) les changements de coordonnées transverses Yij sont des

isométries locales de T.

On dit alors que F est un feuilletage riemannien.

Dans ces conditions, soit g, une métrique riemannienne
quelconque sur M et P un champ de plans supplémentaire du fibré
tangent & F (on peut prendre par exemple pour P 1le champ de plans
orthogonal 3 F relativement a go). Il est facile de vérifier alors
qu'il existe une unique métrique riemannienne g, sur M, telle

que
1) Les métriques induites par g, et g, sur 1'espace tangent
a F coincident.
2) Le champ de plans P est orthogonal & F pour la métrique g -

3) La métrique induite par g, sur P est localement 1'image

réciproque par fi de la métrique de T.



Une métrique vérifiant 2) et 3) est dite quasi-fibrée

relativement 3 F ("bundle-like" dans la terminologie de Reinhart (cf. [?ei [I)).

L'existence d'une métrique quasi-fibrée caractérise les feuilletages

riemanniens (cf. [Rei 1]).

Soit maintenant g wune métrique riemannienne sur M et F
un feuilletage sur M. Notons <,> le produit scalaire associé & g.
Le lemme suivant est une conséquence directe de la proposition 2.1,

de [Rei 1]:

. Lemme 1.B.2.- La métrique g est quasi-fibrée relativement
a3 F, si et seulement si, pour tout champ de vecteurs X tangent & F

et tout champ de vecteurs Y orthogonal & F et unitaire (Y est

défini sur un ouvert de M), on a :
<Y, [X,f]> = Q ]

Nous pouvons maintenant donner les premiers exemples de

flots riemanniens.

Exemple 1.B.3.- Soit (M,g) une variété riemannienne

et ¢, un flot isométrique sur M (i.e. agissant par isométries).

3¢
Appelons <,> le produit scalaire et X 1le champ de vecteurs Lt
ot

Comme ¢, est isométrique, on a pour tout champ de vecteurs unitaire Y

(défini sur un ouvert de M) :

<¢:(Y) > ¢t(Y)> -<Y,v>=0 , Yt

d'ou

oY) -y $*(y) - Y
<_t___..,y>+<¢:(y) , = >=0, VYt4o
t t



En faisant tendre t vers zéro, on obtient <[X,¥], Y> = 0 . D'aprés le
lemme précédent, g est quasi—-fibrée pour le flot ¢t. Donc tout flot

isométrique est un exemple de flot riemannien.

Lorsque @& est un flot (sans paramétre) sur une variété M ,

on dira que & est isométrique s'il existe un paramétrage de ¢ et une
q p

métrique riemannienne sur M pour laquelle le flot avec paramétre corres-

pondant ¢t est isométrique.

Les exemples qui suivent sont des cas particuliers de flots

isométriques :

Exemple 1.B.4.- Soit M une variété et ¢ un flot donné par
une action localement libré de $] sur M. Le flot ¢ est isométrique
et par conséquent il est riemannien. En effet, une action de $] sur M
est isométrique pour une métrique obtenue de la maniére suivante : partant
d'une métrique quelconque sur M, on prend la moyenne des transformées de

s P 1 . -
cette métrique par les €lémenmts de $ , relativement & la mesure de

Haar de $].

Remarque : Un flot dont toutes les orbites sont fermées sur
une variété M compacte de dimension 3 est toujours donné par une action
. 1 . . . P
localement libre de § [ﬁps]. Un tel flot est donc riemannien, il définit

sur M une fibration de Seifert (cf. [brl]).

Exemple 1.B.5.-

1) On considére la sphére $3 donnée dans ¢2 par :

3 2 2 2
$7 = {(zl,zz) e ¢, lzll + lzzf =1}



et le flot ¢t sur $3 défini par :

(z],zz) —_— (el)\t z e11Jt z

ol A et uy sont deux constantes réelles.

Pour la métrique standard de $3 , le flot 9 agit par

. P . . 3
isométries. Ce flot est donc un exemple de flot riemannien sur §° .

Si A et u sont en rapport rationnel, ¢t peut étre défini
. . |
par une action localement libre de $ et on retrouve donc un exemple

du type précédent.

Si A et u sont en rapport irrationmel, ¢t posséde exactement

deux orbites fermées données respectivement par les Equations 2, =0

Les autres orbites ont pour adhérences les tores d'équations

lzll =k, oi k est une constante appartenant 2 4]0,1£.

2) L'espace lenticulaire L est obtenu comme quotient
3

de $3 par le groupe engendré par 1'isométrie

2ni/p z eZvri/q z)

<zl’22) b (e 1 ’ 2

~

ol p et q sont des entiers. Le flot isométrique que nous venons

. 3 . .
de construire sur § passe clairement au quotient sur LP q " I1
b

fournit par conséquent un exemple de flot riemannien sur Lp q "
b



C - FLOTS ADMETTANT UNE (G,T) - STRUCTURE TRANSVERSE.-

Dans cette partie, nous allons rappeler la construction de
la représentation d'holonomie associée & une (G,T)-structure. Nous
donnerons aussi les résultats essentiels concernant les feuilletages
admettant une (G,T)-structure transverse. Nous passerons, dans la
partie suivante, 4 1'étude des cas particuliers que sont les feuilletages

de Lie.

Soit G un groupe de difféomorphismes d'une variété T. On

dit que G opére analytiquement sur T si deux difféomorphismes

appartenant & G sont égaux dés qu'ils coincident sur un ouvert

non vide de T.

Définition 1.C.1.~ Soit F wun feuilletage sur une variété M.
Supposons qu'il existe un cocycle feuilleté {Ui’ fi’ Yij} définissant F,

de variété transverse T (cf. I.A.l.) tel que :

a) les changements de coordonnées transverses Yij sont des

restrictions de difféomorphismes de T appartenant @ un groupe G.

b) le groupe G opére analytiquement sur T.

On dit alors que F admet une (G,T)-structure transverse.

Nous allons construire la représentation d'holonomie de cette

(G, TY-structure. Soit x et x deux points de M et ¢ un chemin

1

joignant , a X . Recouvrons c¢  par des cartes de F comme sur

la figure sguivante :




les ouverts Uo""’U

, sont choisis tels que U, N Uy # @ pour tout

i = 0,...,k-1,

Comme G opére analytiquement sur T , nous pouvons noter
de la méme manidre le changement de coordonnées transverses Yij et

1'unique difféomorphisme appartenant & G dont 1l est restriction,

ceci pourvu que U, N Uj # 0.

On définit alors H(c) comme le composé des changements

de cartes Y5 le long de ¢ :

i+l
H(c) = Yo1 © Y12 © +or O Vilix

Cette expression a bien un sens car chaque vy,

;141 oSt défini,

puisque Ui N Ui+l est non vide.

En utilisant encore une fois le fait que G agit analytiquement
sur T , on vérifie aisément que 1'€lément H(c) de G ainsi obtenu
ne dépend pas du recouvrement choisi et qu'il ne dépend que de la classe

d'homotopie & extrémités fixes de c.

En particulier, si 1l'on suppose que X, =X on obtient

1 b

ainsi une représentation :
H: ﬂ](XO,M) — G

appelée holonomie (relative & xo) de la (G,T)-structure transverse

de F. Son image est le groupe d'holonomie (relatif & xo).

En fait, dans ce qui suit,nous ne préciserons pas le point base
choisi et nous parlerons simplement de la représentation d'holonomie
et du groupe d'holonomie de la (G,T)-structure transverse de F (ou encore

de F 1lorsqu'il n'y aura pas de confusion possible).



Les deux résultats qui suivent sont démontrés dans [ﬁh@]. Fixons

d'abord des notations que nous utiliserons souvent sans les repréciser.

o - v ~ -
Soit M une variété, on note M le revétement universel

"
de M. Le groupe fondamental wl(M) agit sur M (on suppose qu'un

point base a &té choisi), on note :
n n
Tr](M) XM —>M

(¢,x) —=> ¢ . X

cette action.

Soit F un feuilletage admettant une (G,T)-structure transverse

sur M, La représentation d'holonomie correspondante est not&e H. On

désigne par F 1le relevé de F dans M.

Dans ces conditions on a la

feuilletage admettant une

Proposition 1.C.2.- Soit F un

(G,T)-structure transverse sur une variété M. Alors,il existe une submersion

v
D de M sur un ouvert de T, telle que :

i) les composantes connexes des fibres de D sont les feuilles

de F.
ii) D est équivariante par rapport & H, c'est-a-dire que

Y
pour tout c € nl(M) et tout x e M, on a

D(c . x) = H(c) o D(x) . B

L'application D porte le nom d'application développante

(de 1a (G,T)-structure considérée).



Remarque : Réciproquement, supposons que 1l'on se donne une
représentation H de w](M) dans G et D une submersion de M sur
un ouvert de T ,&quivariante par rapport & H. Alors, le feuilletage
défini par D sur M passe au quotient en un feuilletage admettant une
(G,T)-structure transverse sur M. C'est cette remarque qui nous permettra

de construire des exemples.

Exempfe 1.C.3.- La variété $2 X SI est obtenue comme le
quotient de R3 \{0} par 1'homothétie h de rapport 2 opérant
sur RB \ {0}. Ecrivoms R3 sous la forme R x € et considéromns la
restriction D a R3 \ {0} de la projection de R sur C. Le
groupe ﬂ](SZ X SI) est cyclique, Soit c, un générateur qui agit sur
R3 \ {0} par 1'homothétie h et H 1la représentation de n](Sz x $1)
dans le groupe Sim(€) des similitudes de €, qui & <, associe 1'homo-
thétie de rapport 2. La submersion D est &quivariante par rapport 3 H.
Elle définit donc sur $2 x $l un flot ¢ admettant une (Sim(C),q)-
structure transverse. Remarquons bien que la submersion D n'est pas

une fibration localement triviale puisque seule la fibre au-dessus de

zéro a deux composantes connexes,

lLe flot ¢ obtenu a deux orbites fermées dont 1l'une est

attractante et l'autre répulsive (ce flot est un flot de Morse-Smale).

L'exemple que nous venons de décrire est un cas particulier de
(G,T)-structure transverse, celui ol le groupe G est un groupe de Lie
et la variété T un espace homogéne G/K du groupe G. Un feuilletage

qui admet une (G,G/K)-structure transverse est dit transversalement

homogéne G/K (cf. EBlu]).



Lorsque G est un groupe d'isométries d'une variété riemannienne
connexe T, il est facile de vérifier que G opére analytiquement sur T.
Cette situation donne donc lieu & des (G,T)-structures particuliéres
que nous avons appelées riemanniennes (cf. exemple I.A.2.). Pour ces
(G,T)~structures particuliéres, on a le résultat suivant di a Ehresmann

(non publié) et démontré dans [?hu] :

Théoneme 1.C.4. (Ehnesmann) - Soit F un feuilletage
admettant une (G,T)-structure riemannienne transverse sur une variété
compacte M. Alors la variété riemannienne T est compléte et l'application

3 I3 » . {\’
développante D est une fibration localement triviale de M sur T. W

Remarquons que la (G,T)-structure transverse du flot ¢ de
1'exemple I.C.3., bien qu'homogéne, n'est pas riemannienne. En effet,
le flot ¢ posséde une orbite fermée attractante, il ne peut donc
admettre de métrique transverse invariante. Nous avions d'ailleurs
femarqué que 1'application développante de ¢ n'était pas une fibration.
Ceci est une autre facon de montrer (cf. théordme précédent), que la

(G,T)-structure transverse de ¢ n'est pas riemannienne.

Pour que la (G, G/K)-structure transverse d'un feuilletage
F transversalement homogéne soit riemannienne, il faut et il suffit
qu'il existe sur G wune métrique invariante & gauche qui soit aussi

invariante & droite par K. On dit alors que F est un feuilletage

riemannien transversalement homogéne (cf. exemple T1.A.2.).

Lorsque K est un sous—groupe compact de G, une (G, G/K)-
structure transverse peut toujours €tre rendue riemannienne. En particulier,
ceci est vrai si K est trivial, c'est-da-dire lorsqu'on a une (G,G)-

structure transverse ou encore une structure de Lie G transverse,



C'est pour cette raison que nous parlons d'un G-feuilletage de Lie sans
préciser qu'il est riemannien., Quitte a choisir une métrique sur G

invariante & gauche, un tel feuilletage est toujours riemannien.

Avant de passer d 1'étude de ces feuilletages, donnons des
exemples de flots admettant une (G,T)-structure riemannienne transverse

qui n'est pas nécessairement de Lie.

Exempfe 1.C.5.- Soit ¢ wun flot sur une variété compacte M,
défini par une fibration en cercles : M > T . On choisit sur T une
métrique riemannienne., Ce flot ¢ admet alors une (G,T)-structure

riemannienne transverse oi G est trivial.

Exempfe 1.C.6.~ Un flot & obtenu par suspension d'une isométrie
h d'une variété riemannienne compacte T admet une (G,T)-structure
riemannienne transverse. Dans ce cas,le groupe G est engendré par
1'isométrie h.

Remarque : Le flot de 1'exemple I.B.5. est riemannien et méme
isométrique. Pourtant, dans le cas oi XA et u sont en rapport irrationnel,
il n'admet pas de (G,T)-structure riemannienne transverse. En effet, s'il
en admettait une, d'aprés le théoréme I.C.4., il devrait avoir toutes ses
orbites fermées du fait que $3 est simplement connexe. Or ce flot ne

posséde que deux orbites fermées.



D - FLOTS DE LIE.-

Nous avons vu a4 la partie précédente qu'un G-feuilletage
de Lie &tait un feuilletage admettant une (G,G)-structure transverse.
On peut toujours supposer que cette structure est riemannienne quitte
3 choisir une métrique invariante & gauche sur G. On notera en général T
le groupe d'holonomie d'un tel feuilletage. Le groupe I est un sous—groupe
du groupe de Lie G et opére sur G par translation & gauche. Le théoréme

suivant est une application directe du théoréme I.C.4.

Théoneme 1.D.1. (Fédida) - Soit F un G-feuilletage de Lie

"
sur une variété compacte M. Alors, on a :

i) 1'application développante D est une fibration localement

A%
triviale de M sur le groupe de Lie G.

ii) 1les adhérences des feuilles de F sont les fibres d'une
fibration D : M » K\G ol K désigne 1'adhérence du groupe d'holonomie T

dans G.

iii) dans chaque fibre de la fibration D , le feuilletage
induit par F est transversalement de Lie K,, oi K, désigne la

composante connexe de 1'élément neutre dans K. Les feuilles de ce

feuilletage sont denses. W

Donnons un corollaire immédiat de ce théoréme, précisant la
relation entre le groupe d'holonomie et la topologie des feuilles d'un

G-feuilletage de Lie :

Conollaine 1.0.2.- Soit M une variété compacte et F un

G-feuilletage de Lie sur M. On a les propriétés suivantes :



i) les feuilles de F sont toutes difféomorphes.

ii) les feuilles de F sont denses, si et seulement si,

le groupe d'holonomie de F est dense dans G.

1ii) 1les feuilles de F sont compactes, si et seulement si,

le groupe d'holonomie de F est un sous-groupe discret uniforme de G. @B

Les exemples de G-flots de Lie que nous allons donner sont de
type '"homogéne'. Nous montrerons dans le chapitre suivant que tout
n o o
R -flot sur une variété compacte est de ce type., Cette propriété reste

vraie pour les G-flots, oi G est le groupe de Heisenberg de dimension 3

[ba:].

Déganition 1.D.3.- Soient G un groupe de Lie, T un sous-
groupe discret uniforme de G et X un sous-groupe distingué a un
paramétre de G. L'opération naturelle & droite de X sur la variété
compacte M = T\G , est un flot transversalement de Lie G/X qu'on

appellera flot de type homogéne.

Exemple 1.D.4.- Flots linéairessur le tore.

. n .
Soit (%,,%,,...,Xx_) un vecteur de R ; on considére le
1°72 *“n
N . . n P
sous—-groupe & un paramétre du groupe de Lie R~ , défini par
_ . n, n n .
X(t) = (txl,txz,...,txn) ; en projetant sur R /2 =T , on obtient un

Rn-]—flot (flot linéaire sur T) ; ce Rn_l—flot est de type homogéne.

Exempfe 1.D.5.- Flots "propres' sur les fibrés hyperboliques.

Soit A une matrice de SLz(Z) de trace strictement supérieure
d deux ; l'automorphisme A a deux valeurs propres réelles positives et
distinctes, A et 1/A ; on note V] et V2 des vecteurs propres

respectivement associés aux valeurs propres A et 1/).
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On désigne par Tz le fibré en tores T2 sur le cercle, obtenu

. 2 . . .. .
en quotientant T° x R par la relation d'&quivalence qui identifie (m,t)

a (A(m),t+1) ; la direction propre A, engendrée par V, induit sur

2

T2 x R un flot @ (ce flot est irrationnel dans chaque tore) ; le flot

2

52 définit sur Ti un flot 9, qu'on appelle flot "propre" de TZ associé

d& la valeur propre 1/X.

Pnogobitéon,I.D.é.- Le flot propre ¢, sur Ti est transversa-

lement de Lie le groupe affine GA et il est de type homogéne.

Démonstration : Nous allons utiliser une extension du groupe

affine GA par le groupe de Lie R, qui a été décrite par E. Ghys [@hj]

dans son étude des actions "homogénes" du groupe affine.

Puisque la matrice A a deux valeurs réelles strictement
. P t < . 3
positives, on peut définir A~ pour tout réel t ; munissons R~ de

la loi de groupe
- .
(t’X’Y) (t"x' ’y'/) = (t + t" A (x"y’) + (X’y))

on obtient ainsi un groupe de Lie résoluble de dimension 3.

I1 est facile de voir (cf. [kif], [?hi]) que la structure
de ce groupe de Lie ne dépend pas de la matrice A de trace > 2

choisie. Nous noterons donc G3 ce groupe.

Le sous—groupe FA de G3 défini par

Ty = {(t,x,y) € Gy 5 £,X,5 € z}

est un sous-groupe discret uniforme de G, et 1l'espace homogéne

3
compact I‘A\G3 est le tore hyperbolique TZ .



- 17 -

On identifie le groupe affine GA au groupe de Lie obtenu en

considérant sur Rz la loi de groupe :
t 1 ] t !
(t,8) (t',s") = (£ +t', A7s + ')

On note nl(x,y) la composante sur le vecteur Vl du vecteur

(x,y) de RZ , 1'application o définie par :
o(t,x,y) = (t, n (x,y))

est un homomorphisme de groupes de Lie. L'homomorphisme o© est surjectif
et son noyau X = Ker ¢ est le sous-groupe 3 un paramétre de G3

défini par :

X =1{(0, kV) €6, ; keR}

3 H
Le sous—-groupe 4 un paramétre X définit sur fA\G3 le

flot @2 , ce qui démontre le résultat.

Remarque : On peut définir de la méme manidre un GA-flot

de type homogéne @1 sur Tz , associé 3 la valeur propre X; on a

.. 3
ainsi obtenu les deux flots ''propres" de TA .
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E - CONTRE-EXEMPLE A UN THEOREME DE DUALITE DE REINHART.-

Soit M une variété et F un feuilletage sur M défini par

un cocycle feuilleté {Ui’ fi’ Yij} de variété transverse T.

Notons Ap(M) 1'espace des p-formes différentielles sur M.

Pour a € AP(M), les conditions suivantes sont équivalentes

i) ix o =0 et iX da = 0 pour tout champ de vecteurs tangent.

s
-

ii) 1la forme o est obtenue localement comme image réciproque
d'une unique forme sur T, invariante par les changements de coordonnées

transverses Ylj .

Si o vérifie 1'une de ces conditions, on dit que c'est

une p-forme basique.

On note AE(M,F) 1'espace de ces formes., Si on appelle ¢
la codimension de F, c'est~3d-dire la dimension de T, on a bien entendu :
AE(M,F) =0 ,\V p>q . Il est iﬁmédiat de vérifier que la différentielle
d'une forme basique est basique, ce qui permet d'introduire la cohomologie

basique de F :

I &.a

B QL,F) =
P

P
M, F)
o

Pour simplifier, nous noterons plutdt H;(F) cette cohomologie.
I1 n'est pas difficile de voir, grdce a la condition ii) que H:(F)
s'identifie 3 la cohomologie des formes différentielles sur T , invariantes
par les Yij' C'est cette remarque qui permet en général de calculer les
groupes de cohomologie basique d'un feuilletage. Dans [Scﬁ], G.W. Schwarz

a montré que ces groupes peuvent €tre de dimension infinie.



Antérieurement, B. Reinhart a énoncé dans [Rei 2] le résultat

suivant :

Si F est un feuilletage riemannien de codimension q sur

une variété compacte, alors :
a) la dimension des groupes HE(F) est finie,

b) dim HE(F) = dim Hg‘p(F) )

Nous allons montrer par un exemple que 1l'assertion b) est
inexacte. Il semble par ailleurs que 1l'assertion a) reste vraie. Avant

de donner ce contre-exemple, démontrons le résultat suivant :

Proposition T.E.1.- Soit ¢, un flot isométrique sur une

variété riemannienne compacte M. Appelons  1la forme volume de M,
, 3
X 1le champ _t . Alors la forme iX 2 est basique et la classe
ot

de 2 dans la cohomologie basique du flot (sans paramétre) ¢ associé

Ix

a ¢t est non nulle.

Démonstration : Supposons que iX Q soit la différentielle

d'une forme basique . Notons w la forme donnée par w(Y) = <X,Y>.
On a w A iX Q=0 etdonc w Ado =§. Mais dw A a = 0 car dw

est basique. D'od Q = d(w A o), comme M est compacte, ceci est

impossible. [§

Soit ¢ 1'un des flots de l'exemple I.D.5. Ce flot est trans-
versalement de Lie le groupe affine GA. Appelons T son groupe d'holonomie,
d'aprés la remarque que nous avons faite, la cohomologie basique de ¢
est celle des formes invariantes par T.Mais, comme une forme invariante
par T 1'est aussi par 1'adhérence K = T , c'est aussi la cohomologie

des formes sur GA invariantes par K.
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Si on identifie, comme en I.D.5., le groupe affine GA au

groupe de Lie obtenu en considérant sur Rz la loi de groupe

(t,s) (t',s8") = (t + t', At

s' + s)
le groupe K est alors le sous-—groupe
K={(n,s) ,ne Z, s e R}

Proposition 1.E.Z.- Le groupe Hé(@) est nul.

Démonstration : L'opération de K et de GA sur GA est

- . - ds . .
1'opération & gauche. Les I-formes o = dt et B = = sont 1nvariantes
A
a gauche.

Une fonction f est K-invariante si elle ne dépend pas de s

et vérifie
f(t) = (£ + 1), Ve e R
Une 1-forme. w K-invariante s'é@crit donc
w=f(t) a + g(t) B

oi f et g sont K-invariantes.

Une 2-forme § K-invariante s'écrit
2 =h(t) a A B

oi h(t) est K-invariante. Pour montrer le résultat, il suffit de

prouver que { est toujours différentielle d'une l-forme K-invariante.
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C'est-a-dire que Vh fonction K-invariante, il existe des fonctions

f et g, K-invariantes, telles que :
d(f(t) a + g(t) B) = h(t) o A B
ou encore :
(g'(t) + g(t) Log A) o« A B = b(t) o A B
c'est-d-dire :
g'(t) + g(t) Log 1 = h(t)

Posons g(t) = X—t gl(t) (variation des constantes). On
doit donc trouver gl(t) telle que g;(t) A_t = h(t) , ce.qui donne
par intégration : g(t) = A (k + J A7 h(x) dx) ol k est une constante.
0

Puisque h(x) = h(x + 1) Vx , pour avoir g(t + 1) = g(t) Ve , 11

1
suffit de choisir k = L J % h(x) dx. Ce qui est toujours possible
A-1-0

puisque X # 1 , d'od th)(@) =0 .8

I1 est facile de voir que pour un feuilletage F quelconque
on a toujours dim HS(F) = 1. La proposition précédente montre donc que

le flot & est un contre-exemple 3 l'assertion b) du résultat de Reinhart.

De la proposition I.E.2. on tire :
Conollaine 1.E.3.~ Le flot ¢ n'est pas isométrique. [

Nous verrons au chapitre V que les flots de l'exemple I.D.5.
sont les seuls flots riemanniens non-isométriques sur une variété

compacte de dimension 3.
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CHAPITRE 11

RO-FLOTS

‘e . n . .
La classification des R -flots est donnée par le théoréme

sulivant :

Théonéme 11.7.- Soient M une variété compacte de dimension

(n+l) et ¢ un Rn—flot sur M.
Alors on a les deux possibilités suivantes :

a) les orbites de ¢ sont les fibres d'une fibration en

cercles de M sur Tn.

b) les orbites de @ ne sont pas fermées ; dans ce cas la

variété M est difféomorphe i ™1 et 1e flot ¢ est conjugué a

. . n+l
un flot linéaire sur T .

Si les orbites de & sont fermées, le groupe d'holonomie T
de ©® est un sous-groupe discret uniforme de R" ; les orbites de @
sont alors les fibres d'une fibration D : M - RP/P (Th. I.D.1.),

ce qui démontre la partie a) du théoréme.

Pour la partie b) du théoréme, on montre que &
poss&de une section isomorphe au groupe de Lie ™ et donc que ¢ s'obtient
par suspension d'une translation du groupe T ; la démonstration de

ce point s'effectue & 1'aide des deux lemmes suivants :
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Lemme I11.2.- Soient T un sous-groupe de R et K
1'adhérence de I dans R . Le sous—groupe K est uniforme dans r" s

. . . . . n
sl et seulement si, T contient un sous-groupe discret uniforme de R .

Démonstration : Si I contient un sous-groupe Fo discret

uniforme dans R , alors 1'espace homogéne R"/K est compact, puisque
image du compact Rn/ro par la projection canonique de Rn/FO sur

R"/K.

Réciproquement, si T ne contient aucun sous-groupe discret
uniforme de Rp, alors I et par conséquent K ne contiennent aucune
base de R ; le sous-espace vectoriel W engendré par K est donc de
dimension p < n ; si W, est un supplémentaire de W, l'espaée homogéne

R"/K est homéomorphe & 1'espace produit W, x W/K , ce qui montre

1

que K n'est pas un sous-groupe uniforme de R". [ ]
Lemme 11.3.- Lle flot ¢ posséde une section.

Démonstration : Soient T 1le groupe d'holonomie de ¢ et

- n ,
K 1'adhérence de T dans R ; comme K est un sous-groupe uniforme

n . . .
de R, le sous—groupe I contient un sous-—groupe PO discret uniforme

dans R" (Lemme II.2.), le groupe H = F/FO est abélien de type fini,

par conséquent H = H, ® H; od H, est isomorphe & 2P et Hi est

Y
un groupe fini ; si r = est 1'extension de I  par Hi , alors le
o
v . . n v
sous—-groupe FO est discret uniforme dans R et le groupe P/TO est

isomorphe & v

A~ VA
Considérons la variété M = M/F0 ; la projection canonique

v " o . v ~ . .
p: M>M est une application de revétement galoisien, le groupe de ce
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’\J -~ -~
revétement est Fo' I1 existe alors un revétement galoisien p : M ~» M

Ny ~ oy . n,
de groupe F/Fo = 2° tel que p =p o p. On note par ailleurs 7 la

n n,Y n
projection canonique de R sur R /FO = T

n

M D - Rp
v} 4
P m
Na 3

P M D ——> Tn
J P
y

~ -~

La fibration D induit une fibration D : M »-T" telle que :

~

Si ©® est le flot relevé dans M , alors les feuilles du
feuilletage défini par % sont les fibres de D ; puisque les orbites
de & ne sont pas fermées,»le fibré D est un fibré en droites orientable,
par conséquent, la variété M est difféomorphe & R x " . Le revétement
galoisien ; : ﬁ + M a une base compacte et son espace total a deux
bouts ; on en déduit que son groupe, & savoir F/’l\“Jo , a deux bouts. Le
groupe F/Fo est donc isomorphe & Z. Un lemme technique de D. Fried [?rijg
montre que dans ces conditions, il existe une section ; du fibré D

telle que p o o est un plongement ; la sous-variété p o c(Tn) ,

isomorphe au groupe de Lie T , est alors une section du flot ¢. |

Démonstration du théoréme II.1. : On note A la section du

flot ¢, obtenue dans le lemme 11.3 ; on modifie le paramétrage du
flot ¢ de maniére & ce que la fonction de temps de premier retour

associée 3 A soit constante et €gale 3 1 et on appelle R 1le
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difféomorphisme de premier retour. En transportant la section A par
le flot ¢ (muni de son nouveau paramétrage), on obtienf sur M une
fibration de fibre A et de base R ; la variété M est difféomorphe
au quotient de A x R obtenu en identifiant (A,t) et (R(XA),t-1) ;
comme par ailleurs, R est obtenu a4 partir d'une translation de m?,
la variété M est difféomorphe & Tn+1. Avec le nouveau paramétrage,
le flot ¢ est induit par le champ de vecteurs constant (0,1) sur
A x R , et par conséquent le flot ¢ est conjugué & un flot linéaire

de ™' . m

D'aprés le théoréme I.D.1, les adhérences des orbites d'un
G-flot & sur une variété compacte, constituent une fibration telle
que dans chaque fibre, le flot induit par ©® est & orbites denses.
Nous allons &tudier les G-flots minimaux (i.e. les G-flots & orbites
denses) dans le chapitre suivant et montrer que ce sont en fait des
R™-flots. Grice au théoréme que nous venons d'é&tablir, nous obtiendrons
ainsi la classification des G-flots minimaux sur les variétés compactes,
C'est 12 le point essentiel qui nous permettra au chapitre V, d'é&noncer

notre résultat principal sur les flots riemanniens (théoréme V.A.l1.).
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CHAPITRE 111

G-FLOTS MINIMAUX.

Pour montrer qu'un G-flot minimal est un R -flot , il suffit
de montrer que le groupe de Lie G est commutatif ; pour ce faire, nous
adaptons une méthode de W. Thurston Eﬂuﬂ'qui consiste d& construire une
relation d'ordre sur les "petits éléments" du groupe d'holonomie I ;
cette construction s'effectue 3 1'aide de la relation d'ordre naturel
qui est définie sur les orbites d'un flot. En vérifiant que cet ordre
est un bon ordre, on en déduit que I est commutatif ; comme par
ailleurs, T est un'sous—groupe dense de G (corollaire 1.D.2.),

la commutativité de G en découle.

Théoreme TI1.1.- Soient M une variété compacte de dimension
(n+1), G wun groupe de.Lie simplement connexe de dimension n et ¢

un G-flot sur M. Si le G-flot ¢ est minimal, alors on a : G = R" .

Choisissons une métrique invariante & gauche sur G , dont nous
noterons d la distance associée. Le flot ¢ est alors riemannien
(cf. I.D.) et nous pouvons construire comme en I.B. une métrique u

49 Y
sur M quasi-fibrée relativement a4 ¢. La métrique yu relevée dans M

b
se projette par l'application développante D en la métrique invariante

a gauche que nous avons choisie sur G.

Le relévement vertical des courbes de G par D existe
globalement et préserve les longueurs ; la projection par D conserve

aussi les longueurs des courbes verticales [?ei—i].
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Soit I' 1le groupe d'holonomie du flot ¢ ; pour € > O

on note

Fe ={gel , dle,g) < e} et G€ = {geG, de,g) < e}

La démonstration du théoréme I.1. s'effectue en trois temps
1) la construction d'une relation d'ordre sur G, .

2) la relation d'ordre sur G, induit sur FE (pour ¢

suffisamment petit) une relation de bon ordre.

3) le groupe T est commutatif.

1. - Relation d'ordre sur Ge.

‘Appelons I1 la borne inférieure des longueurs des lacets

de M non homotopes & zéro ; comme la vari&té M est compacte, le

nombre I, est strictement positif ; soit par ailleurs un nombre 12 > 0

tel que GI est une boule géodésiquement convexe ; on notera
2

1= inf(Il,I Soient g et g, deux éléments distincts de G ; on

2)'
dira que g, et g sont comparables si

~1
8 8, € I et d(go,g]) < I

Considérons alors ¢ un chemin de G joignant g a g
. . " -1
de longueur 4£(c) strictement plus petite que I. Pour g, € D (go),
. . - . . o Ve s N
il existe un relévement vertical unique ¢ de ¢ d'origine 8, 5

Y ' e s - . -1 3y
notons g, 1l'extrémité de ce relévement. Les points (g1 g, ) . g,

N

v . s . -1 v
et g sont distincts ; en effet s1 (g] g, ) . 8, = 84 alors

v
p oc estun lacet de M non homotope a zéro (puisque g, # gl)
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et de longueur strictement plus petite que I, ce qui contredit le

choix de 1I.

On dira alors que 8, > 8 (resp. g, < g]) si

N v -1 N
g = @t[Kgl g, ) . g;] avec t > 0 (resp. t < 0)

v}
S0 _
+ >
!
|
!
| N
Y
'
)
!
-1 n, - 8
(8,8, )-8, g

Cas 8 < g,

La relation définie ci-dessus est clairement antisymétrique ;

elle vérifie en outre les propriétés suivantes

v

i) elle ne_dépend pas_des choix de c¢ et g,

Considérons c¢' wun autre chemin de longueur strictement plus
petite que 1 joignant 8, a g s d'aprés le choix de I , il existe
t

une homotopie Fe entre ¢ et ¢ telle que pour tout 8 : L<F8) <1

o . . . v . .
on note Fe le relévement vertical de F, d'origine Bo" L'application

)
-1 P hY .
Yo BL]] - D (g]) définie par Y(8) = Fe(l) est continue et
- Y
(g] gol) - g, n'appartient pas @ Im ¥ ; les nombres tq définis

par :

%]

v -1
vee) = e [(g g, ) . g]
8
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sont donc de méme signe, en particulier t, et t; sont de méme signe,

. P N v -1 v ,
Pour ¢ fixé, t défini par g = Qt[lgl g, ) . gé] dépend
v
continiiment de 8, (théoréme de continuité des solutions d'une &quation
V]
différentielle par rapport aux conditions initiales), lorsque g, varie

dans D—l(go), t' est donc de signe constant,

ii) Pour tout € < I/4 la relation_induite sur Ge est transitive,

)Y
Le groupe I opére & gauche sur M en respectant l'orientation

V] n, n
des orbites de &, c'est-d-dire que pour tout y € T , X € M et tout

teR ona:

avec t' de méme signe que t.

Soient g8, » 8 et g des €léments de G_. tels que :

8, < & et g, <8, - Les é€léments g8, et 8, sont comparables puisque
-1 .
By 8, € T et d(go,gz) < I (puisque ¢ < I/2).

Soient c¢, wun chemin de G joignant g, a g, de longueur

1 1

K(cl) < I/2 et c, un chemin de G joignant 8 a g, de longueur

A"}
ﬂ(cz) < 1/2. Considérons c, 1le relévement vertical de ¢

e v
I d'origine 8o

1
V] - " . . V] v

et c, le relévement vertical de c, d'origine gy = Cl(]) ; on notera

gz 1'extrémité de 22

Les relations g, < 8 et g, <g, montrent que 1'on a :

v -1 N oo -1 n
8, = @tlf(g] 8, ) gé] et gy = @tz[kgz g, ) . glj avec
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n

Comme T opére sur M en respectant l'orientation des orbites, il

existe t; < 0 tel que :

n N N

-1 v -1 . -1
(g; 8y ) - ¢t1 (e 8, - g, = QtEEKgZ g, ) -+ 8]
on obtient ainsi :

n, Y

= -1 v '
8y = ®t2+t}[Kg2 g8, ) - 8, avec £+ ;<0

et par conséquent 8, < 8y -

-] n, ‘;

' (g8, )-8,

!

i

1 '

{ ]

H { R
S N -1, "~ -

32 (8,8, )-8, (8,8,):8

e s ot e g

iii) La_relation est invariante par multiplication 3 gauche

par_les éléments de T.

I1 suffit de remarquer que la métrique d est invariante

N

d gauche, et que le groupe I opére sur M en respectant l'orientation

des orbites.
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iv) Pour tout € < I/2 , la relation induite sur Ge est

Soient g, et g deux éléments comparables de G . Si v
est un élément de FE/Z , 1'inégalité triangulaire montre que
d(go Y 58 Y) < I , par conséquent, les &léments go Y et g, vy sont

comparables.

Par ailleurs, soit ¢ 1la géodésique joignant g, a g, Y
et pour tout s € [3%1], soit cq la géodésique joignant o(s) &
_1 o
(g1 g, ) . 0(s). On montre comme précédemment que pour tout s € [b,l] : o(s)

et (gl g;]) . 0(s) sont comparables.

I3 ’\J - 3 * 3 " ’\’
Si o est le rel@vement vertical de ¢ d'origine 8

, on
" . . . e s " -
note cs le relévement vertical de cS d'origine o(s). En utilisant

le méme argument que dans i), on remarque que si g < 8, > alors

g1Y<goY-

v

v

v

" 1 "
& | <
' n
| n s |
c |
| o ( c
— 1 i s o
- ~ Y ~/
: k (818, )-8,y c;(D=gy
| ¢ (1)
1 \ ! N )
| Y "
(g8, )-8, co(l) 8

Pour résumer, si ¢ < I/4 alors la relation construite ci-dessus
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induit sur Fe une relation d'ordre total invariante par multiplication
3 droite et 3 gauche par les &lZments de Fe (il s'agit bien entendu

de considérer la relation g, < gi si et seulement si g, < g ou

2. - Relation de bon ondre sun FE.

Lemme 111.2.- Pour € < I/4 , la relation d'ordre définie

sur Fe est une relation de bon ordre.

Démonstration : Soient g, et g, deux éléments de Fé ;

montrons qu'il n'y a qu'un nombre fini d'éléments de FE compris entre
g °t &

A"} -
Fixons gy dans D ](g]) et notons B la boule constituée

1

. . v s s ..
par tous les relé&vements verticaux d'origine g des géodésiques joignant
g a un point quelconque de G€ ; de méme, B2 sera la boule formée
1

de tous les rel&vements verticaux d'origine (g2 g; ) . El des géodésiques

joignant g, 3 un point quelconque de Ge‘

<‘ .
.
A 4
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Si un élément vy de r. vérifie : g, <Y ¢g,, alors

- Y]
(y gll) - g, est dans le cylindre de bases B1 et B2‘, donc dans un

n
compact fixe. Les fibres du revEtement p : M > M &tant discrétes,

1'ensemble des vy € I‘e tels que gy <Y <@g, est fini.

3. - Le sous-groupe T est commutatiq.

Nous aurons besoin dans la suite de la démonstration du

lemme suivant

Lemme I11.3.- Pour tout € > O , l'ensemble Fe engendre T,

V)
Démonstration : Soit T le sous-groupe de T engendré par
€

f\J 3 . ) 13
Fe 5 Te est un sous—groupe dense de T, donc si g e ' , il existe

"]
h e T tel que d(h,g) < € ; la distance d é&tant invariante & gauche,

on a (hml g) € Pe et par conséquent g =h . (h—1 g) est un élément

n v
de I‘E , ce qui montre que T I‘E - B

Remarque.~ Pour e < I/4 , la relation d'ordre sur r  est
invariante par multiplication & gauche et & droite par les &léments

de TE ; une relation du type e < a < B est donc équivalente & la
-1 -1

relation : B < a < e 3 on peut ainsi remplacer FE par
+
Fe = {y € F€ ; Yy > el dans le lemme III.2 .

Compte tenu du lemme III.2. et de la remarque précédente,
. . +
le groupe T sera commutatif si Fe est contenu dans C(I') le
centre de T. C'est cette inclusion que nous démontrons dans le lemme

qui suit.
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Lenme 111.4. - Pour e < 1I/4,ona: I CCT) .
Démonstration : Soit Ce = P: N C(T) ; raisonnons par

+ . +
1'absurde en supposant que I‘E\Ce est non vide. Le sous—-ensemble Te \\Ce
est une partie non vide et minorée de FE et, par conséquent, posséde
un plus petit élément a. Comme o est un &lément de I‘€ , on peut

écrire
d(e,a) = e-n avec n > 0 .

- - - + .
Le plus petit é€lément o de FE \\C€ commute avec Pn/Z H
en effet si g e Fn/z ,ona gag € FE en utilisant 1'inégalité
triangulaire. Comme par ailleurs, la relation d'ordre est invariante
.o . s 4 . o -1 s -
par multiplication & droite et & gauche, g a g vérifie : e < gag
. . - + , -
pulsque e < o , et par conséquent, g a g : € FE .51 e<gacg : <a .,
alors g a g—] est dans C(I') et donc o € C(I') puisque C(I') est

un sous-groupe distingué de T ; on montre de la méme maniére que 1'on

ne peut avoir e <o < ga g- en remplagant g par g . D'oii la

relation :

Puisque Fn/Z engendre I, o est dans C(I') ce qui contredit 1'hypothése. [§

Conclusion : Le groupe I est commutatif ; comme par ailleurs,
I' est dense dans G, le groupe G est lui-méme commutatif, ce qui

démontre le théoréme III.I.

Le théoréme suivant est une conséquence directe des théorémes

IT.1. et III.IL,
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Theonéme 111.5.- Soient M une variété compacte de dimension
(n+1) , G un groupe de Lie simplement connexe de dimension n et ¢
un G-flot sur M. Si ¢ est un G-flot minimal, alors la variété M

PR, - + . DU o . .
est difféomorphe & T : et le flot ¢ est conjugué 3 un flot linéaire

sur Tn+] .

Avant de donner les conséquences de ce théoréme concernant
la structure des flots riemanniens, nous étudions dans le chapitre suivant

la structure des feuilletages riemanniens en général,
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CHAPITRE 1V

FEUTLLETAGES RTIEMANNTENS.

Ce chapitre est consacré aux résultats obtenus par Molino
dans Dﬁﬂd ll et DMol. Z], concernant la structure des feuilletages
riemanniens sur les variété&s compactes. Dans une premiére partie, nous
rappelons le th@oréme de structure des feuilletages transversalement

parallélisables sur les variétés compactes.

Nous décrivons ensuite la construction d'un parallélisme
transverse pour le feuilletage induit par un feuilletage riemannien
sur la variété de ses repéres orthonormés transverses. Pour terminer
ce chapitre, nous énongons le théoréme dé étructure des feuilletages riemanniens

sur les variétés compactes et donnons une partie de sa démonstration.

A - FEUILLETAGES TRANSVERSALEMENT PARALLELISABLES.-

Rappelons qu'un parallélisme sur une variété T de dimension q
est la donnée d'un systémes X],...,Xq de champs de vecteurs sur T,

formant en chaque point une base de l'espace tangent & T.

Déginition IV.A. 1.~ Soit F un feuilletage de codimension q
sur une vari&té M. Supposons qu'il existe un cocycle feuilleté
{Ui, fi’ Yij} définissant F , de variété@ transverse T (cf. I.A.1.),

tel que

a) il existe sur T wun parallélisme X ,...,X
1 q

b) ce parallélisme est invariant par les changements de

coordonnées transverses Yij'

On dit alors que F est transversalement parallélisable.
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Remarquons qu'un tel feuilletage F est un cas particulier de
feuilletage riemannien. En effet, considérons sur T 1la métrique rieman-
nienne g pour laquelle Xl,...,X est un repére orthonormé. Les

q

changements de coordonnées transverses Yij sont des isométries locales

de (T,g) et donc (cf. I.B.1.,), F est riemannien.

Soit maintenant F un G-feuilletage de Lie. Ce feuilletage
admet un parallélisme transverse donné par une base de 1'algébre des
champs de vecteurs invariants & gauche sur G. Les feuilletages de
Lie sont donc des cas particuliers de feuilletages transversalement

parallélisables.

Le théoréme suivant, démontré dans [ﬁol. l], précise’ la
relation qu'il y a entre les feuilletages transversalement parallé&lisables

et les feuilletages de Lie :

Théoneme IV.A.2.- (Molino) - Soit F un feuilletage transversa-
lement parallélisable sur une variété compacte M. Alors :

i) toutes les feuilles de F sont difféomorphes ,

ii) il existe une variété W et une fibration localement
triviale w : M > W , dont les fibres sont les adhérences des feuilles

de F.

ii1) i1 existe un groupe de Lie simplement connexe G tel que

F  induit sur chaque fibre de m un G-feuilletage de Lie. (B

On appelle 7 1la fibration basique de F, la variété W est

la variété basique de F. Le groupe de Lie G est un invariant du

feuilletage F ; pour cette raison , on dit que G est le groupe

structural de F.
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B - CONSTRUCTIONS DE PARALLELISMES.-

Nous allons d'abord rappeler la construction d'un parallélisme
naturel sur le fibré des repéres orthonormés E d'une variété riemannienne
T. Nous décrirons ensuite la construction d'un parallélisme transverse

pour un feuilletage FT naturellement associé & un feuilletage riemannien

F . Ce feuilletage FT est construit sur le fibré des repéres orthonormés

transverses & F. Dans tout ce qui suit le_terme "repére" signifiera

1. - Vaniétes niemanniennes.

La construction que nous allons décrire est classique ; pour
les détails, on pourra se référer a Ekob, Noﬁﬂ.

Soit T wune variété riemannienne de dimension q et E L, .

le fibré des repéres de T. Ce fibré est un fibré principal de groupe

structural O
La forme fondamentale 6 est une l1-forme sur E & valeurs

dans RY définie par :

Vz ¢ E , V&z € TZ(E) e(xz) = (xl,...,xq)

. . *
oti (xl,...,xq) désignent les coordonnées de p (Xz) € TP(Z)(T) dans

le repére en p(z) donné par z.

La connection de Levi-Civita sur l'espace tangent & T,

induit une unique l-forme w sur E 3 valeurs dans l'algébre de Lie

Qq de Oq (connection de fibré principal associée 3 la connection de

Levi-Civita cf. [kob, Nonﬂ).
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Notons K 1'espace vertical du fibré E L2 T et W 1'algdbre
de Lie des champs fondamentaux de ce fibré. Par ailleurs, notons L
1'espace horizontal de la connection w. L'espace L est précisément
le noyau de w. Ceci étant, les formes 6 et w jouissent des propriétés

suilvantes @

i) w restreinte & K , réalise un isomorphisme d'algébre

de Lie entre W et Qq .

ii) 6 restreinte & L , réalise un isomorphisme d'espaces

vectoriels entre L et R en chaque point de E.

Etant donné ¢ e RY , on note B(Z) 1l'unique champ horizontal

sur E tel que : 0(B(E)) =& .

On obtient alors un parallélisme sur E en complétant une

base de 1'algébre de Lie (! par les champs B(e]) y ooy B(eq) , ot

€ 5o eq désigne la base canonique de rY .
Remarque.~ Le parallélisme que nous venons de construire sur
remarque

E est invariant par les difféomorphismes locaux de E, induits par des
isométries locales de T. Cette remarque est fondamentale pour la construc-

tion que nous allons faire dans le cas des feuilletages riemanniens.

2. - Fewilletages riemanniens.

Soit F un feuilletage riemannien sur une variété M. On
choisit un cocycle feuilleté {Ui, £, Yij} , définissant F et
satisfaisant aux propriétés de la définition I.B.l1. . On suppose que

le feuilletage F est de codimension c'est-a-dire que la variété
g q, q

riemannienne transverse T est de dimension q.
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a) Constrwuetion de (MT, FT) .

Cette construction est dﬁe d Molino E&ﬂ” 1]. Rappelons
que les changements de coordonnées transverses Yij sont des isométries
locales de T. Le fibré Q normal & F est donc défini par le
cocycle {Ui , dv..} qui est 3 valeurs dans 0q . Ceci permetyd'associer

1]

4 Q un fibré principal de groupe structural 0q au-dessus de M
P
(cf. [kob, Noﬁﬂ). Notons MT N M ce fibré principal que nous appellerons

fibré des repéres transverses & F. La variété MT est la variété des

repéres transverses a F.

Nous allons maintenant définir le feuilletage FT induit

par F sur . Appelons V., 1‘'image réciproque de U, “par P
P i & i

et E RN T , le fibr& des repéres au-dessus de T, Les différentielles des

T

submersions fi , permettent d'associer & un repére transverse au-dessus de Ui
un repére au-dessus de T. Ces différentielles induisent donc des submersions

Fi de Vi dans E, telles que les diagrammes suivants soient commutatifs

(%) P

Les différentielles des isométries locales Yij induisent
des difféomorphismes locaux Fi. de E , tels que les diagrammes

suivants solent commutatifs :

E
(*%) P l P
T

ij



I1 est clair, étant donné la construction naturelle des

Fi et des Fij , que 1'on a la commutativité des diagrammes :

d'od un cocycle feuilleté ({V,, F., T..}.
i Ti’ Tij

C'est ce cocycle qui définit le feuilletage F,_ sur MT .

T

Les propriétés suivantes résultent immédiatement de la commutativité

des diagrammes (%) et (%) :@

Proposition 1V.B.1.~ Soit F wun feuilletage riemannien

sur une variété M. Alors, le feuilletage FT induit par F

-

variété des repéres transverses MT vérifie les propriétés :

a) Les feuilletages F et FT ont méme dimension.

' . . . .
B) L'action de Oq sur MT laisse FT invariant.

v) Une feuille de FT se projette par PT sur une

b) Exemple : fLoXt Lsometrnique.

sur la

feuille de

On peut voir clairement la signification géométrique du

feuilletage que nous venons de construire lorsqu'on considére un flot

isométrique ¢ sur une variété M. Pour un tel flot, il existe une

métrique riemannienne sur M, telle que si X désigne un champ de

vecteurs unitaire tangent & ¢, le flot avec paramétre ¢t correspondant

est isométrique (cf. exemple I.B.3.).

F.
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Dans cette situation, on peut identifier un repé@re transverse
de & & un repé&re orthonormé dont le premier vecteur est X. Les

différentielles des isométries ¢t conservent ces repéres et induisent

un flot wt sur MT

be @ My — My
(x,1) = (4,(x), (d6) (1))

oi x € M et r désigne un repére orthonormé de M en x, dont le

premier vecteur est X.

Les orbites du flot b, sur M, sont les feuilles du flot

QT induit par ¢ sur la variété des repéres transverses MT'

En particulier, considérons 1'exemple de flot isométrique
3 ~ N
sur $° donné en I.B.5. Regardons dans cet exemple, pour le cas ol

A et u sont en rapport irrationnel, la nature des orbites du flot by

au-dessus d'une orbite compacte de ¢t .

Comme les orbites voisines d'une orbite compacte (cf. figure)
tournent autour de cette orbite sans se refermer, 1'action de wt
au~dessus de cette orbite compacte est libre. Par ailleurs, l'action

de Ve au-dessus des orbites non compactes est nécessairement libre.
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On voit donc que wt agit librement sur MT' I1 n'est pas difficile de

vérifier que les adhérences des orbites de wt sont des tores qui

forment une fibration.

c) Parnallilisme thansverse de FT.

Le feuilletage FT est défini sur la variété M. par le

cocycle feuilleté {Vi’ Fi’ Pij} de variété transverse E., La variété E

est la variété des repéres au-dessus de la variété riemannienne T. Nous
avons construit en 1) un parallélisme sur E 1invariant par les
difféomorphismes locaux de E induits par des isométries locales. Comme

les changements de coordonnées transverses Fij de FT sont induits

par les isométries locales Yij de T , on en déduit que ce parallélisme

sur E est invariant par les changements de coordonnées transverses Fij'

On a donc la

Proposition IV.B.2.- Soit F un feuilletage riemannien
sur une variété M. Alors, le feuilletage FT induit par F sur la

variété des repéres transverses MT est transversalement parallélisable. [§

Lorsque la variété M est compacte, la variété MT qui
est 1'espace total d'un fibré principal de groupe Oq au-dessus de M,
est aussi compacte. Nous pouvons donc appliquer & FT le théoreéme IV.A.2. .

Ceci va nous permettre d'étudier les adhérences des feuilles d'un

feuilletage riemannien sur une variété compacte.
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C - STRUCTURE DES FEUILLETAGES RIEMANNIENS. -

Nous conservons les notations de la partie précédente et
supposerons maintenant que la variété M est compacte. D'aprés le
théoréme IV.A.2., les adhérences des feuilles de FT constituent une

fibration 7 : MT > WT , et dans chaque fibre de =

T , le feuilletage

T

FT induit un GT-feuilletage de Lie.

Théoneme IV.C.1.- (Molino) - Soit F un feuilletage riemannien

sur une variété compacte M. Alors :

1) Il existe un champ de plans en involution, de dimension
variable, dont les variétés intégrales maximales sont les- adhérences

des feuilles de F.

2) Sur 1l'ouvert U oii ce champ de plans a une dimension

maximale, les adhérences de F constituent un feuilletage riemannien.

3) Le feuilletage induit par F sur 1'adhérence d'une feuille
est un feuilletage riemannien transversalement homogéne GT/K , oi K

est un sous—groupe fermé de G le groupe structural de F

T T’

Démonstration : Nous nous contenterons de démontrer les

points 1) et 2) du théoréme et renvoyons a [ﬁol. Z] pour la démonstration

du point 3).

Soit F wune feuille de FT ; notons F = sa projection par

PT : c'est une feuille de F (proposition IV.B.1.). L'adhérence F

de F est un ensemble compact, minimal pour FT et se projette donc

en un ensemble compact, minimal pour F. Cet ensemble PT(f) contient

1'adhérence fl de F,, il est donc égal a F . Pour simplifier

nous noterons L =F et L1 = fl . Montrons le
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: PT L
Lemme 1V.C.2.- L'application L ———r L, est un sous-fibré

principal de groupe K, , ot K

1 1

est un sous—groupe compact de Oq 5 Ll

est une sous-variété de M,

1

Démonstration : Appelons K, le sous-groupe de Oq qui

laisse L invariant, K, st fermé dans Oq . Nous disons que si

x €L et yel avec PT(y) =X s 1l'ensemble K.y est égal &

la fibre de P au-dessus de X, - En effet, supposons que

T|L

-1
! " N .
y' € PT‘L(XO) , alors y' =k.y ol ke Oq ; montrons que k e K

Comme L est un ensemble minimal pour FT , l'ensemble k.L est

encore minimal pour F_ et puisque y' € LNk.L , ona L =k.L et

T

donc k € Kl

PriL

Ainsi, L ———— L, est un sous-fibré principal de groupe K,.

Le groupe K1 est un sous—groupe de Lie en tant que sous-groupe fermé

de Oq . Comme L est une variété, ceci implique nécessairement que L]

est une sous-variété de M. BB

Considérons maintenant le champ de plans tangent & la fibration :
L MT — wT . Ce champ de plans est invariant par l'action de O

sur M

oo il donne donc sur M un champ de plans P en involution. D'aprés

le lemme que nous venons de montrer, les adhérences des feuilles de F
sont des variétés qui sont évidemment les variétés intégrales maximales

de P. Soit U 1'ouvert saturé pour F oili le champ de plans P est de
dimension maximale. Sur cet ouvert, le champ de plans P est de dimension

constante, il donne donc un feuilletage non singulier qui est riemannien. [}

Nous allons, dans le chapitre suivant, préciser ce théoréme
de structure dans le cas des flots riemanniens, en utilisant les résultats

des chapitres II et III.
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CHAPITRE V

FLOTS RIEMANNTENS.

A - STRUCTURE DES FLOTS RIEMANNIENS EN DIMENSTON QUELCONOUE.

Les adhérences des orbites d'un flot isométrique (cf. exemple
I.B.3.) sur une variété compacte sont des tores. Il est simple de
démontrer cette propriété, & partir du moment ol 1l'on sait que le
groupe d'isométries d'une variété riemannienne compacte, a une structure
de groupe de Lie compact (cf. par exemple [bro] et pour une étude récente

du groupe d'isométries d'une variété compacte cf. [Yau]).'

Nous avons vu qu'un flot isométrique est en particulier
riemannien. Par contre, les flots de l'exemple I.D.5. sont des exemples
de flots riemanniens non-isométriques sur des 3-variétés compactes
(corollaire I.E.3.). I} est cependant naturel de se demander si la propriété
que nous venons d'indiquer pour les flots isométriques est valable en
général pour les flots riemanniens. Une réponse précise @ cette question

est fournie par le théoréme suivant :

Théoneme V.A.1.- Soit @& un flot riemannien sur une variété

compacte M. Alors :

1) Il existe un champ de plans en involution sur M, de
dimension variable, dont les variétés intégrales maximales sont les

adhérences des orbites de ©¢.

2) Sur l'ouvert U ot ce champ de plans a une dimension
maximale, les adhérences des orbites de ¢ constituent un feuilletage

riemannien.
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3) L'adhérence d'une orbite de ¢ est difféomorphe 3 un

tore.

4) Le flot induit par ¢ sur 1'adhérence d'une orbite est

conjugué & un flot linéaire sur un tore.

Démonstration : Les propriétés 1) et 2) sont simplement

la retranscription des propriétés 1) et 2) du théoréme IV.C.1. Il nous

reste 4 démontrer les propriétés 3) et 4).

On sait d'aprés le chapitre précédent que le flot @T induit
par & sur la variété MT des repéres transverses, est dans 1'adhérence
d'une orbite un GT-flot d orbites denses. D'aprés le théoréme III.1.,

n

on a nécessairement GT =R".

Appliquons maintenant le point 3) du théoréme IV.C.l1.. Comme
tout espace homogéne de R" est un groupe de Lie, on en dé&duit que le
flot induit par ¢ sur 1'adhérence d'une orbite est transversalement
de Lie 34 orbites denses, Les-propriétés 3) et 4) découlent alors du

théoréme IIT1.5. B

Précisons maintenant la relation entre le groupe fondamental
de 1'adhérence d'une orbite d'un flot riemannien et le groupe fondamental

de la variété :

Proposition V.A.2.~ Soit ¢ wun flot riemannien sur une
variété compacte M. Soit L] 1'adhérence d'une orbite de ¢. Alors
1'image de WI(LI) dans n](M) est un sous—groupe abélien de type fini

distingué dans WI(M).
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Démonstration : Soit MT la variété des repéres transverses

a ¢ et @T le flot induit par ¢ sur MT (cf. IV.B. ). Les adhérences

des orbites de ¢T forment une fibration localement triviale
T MT —_— WT (cf. IV.C.). Utilisant la suite exacte d'homotopie
de cette fibration, on obtient que 1'image du groupe fondamental de

1'adhérence L d'une orbite de ¢, est un sous-groupe distingué

de ﬂ](M ).
T
Appelons comme en IV.C., PT : MT > M 1la projection de MT

sur M., Soit L] 1'adhérence d'une orbite de & et L 1'adhé&rence

d'une orbite de oy se projetant sur L, par P

T
D'aprés le lemme IV.C.2., on a le diagramme comﬁutatif de

groupes sulvant

wl(L) — ﬁl(MT)
(L) - ) (M)
0 0

Comme 1'image de ﬂl(L) est distinguée dans ﬂl(MT), d'aprés
ce diagramme, 1'image de ﬂl(L]) dans WI(M) est distingude. Par
ailleurs, comme L est un tore, cette image est un groupe abélien

de type fini. |§

Dans le cas ol le flot ¢ admet une (G,T)-structure

riemannienne transverse on peut préciser ce dernier résultat par la :
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Proposition V.A.3.~ Soit ¢ un flot admettant une (G,T)-

structure riemannienne transverse sur une variété compacte M.
On a alors les deux possibilités suivantes :

i) ﬂl(M) contient un sous-groupe N distingué, abélien

de type fini et de rang au moins égal & 1.
ii) 1les orbites de ¢ sont fermées et d'ordre fini dans

ﬂl(M).

Démonstration : Soit L1 1'adhérence d'une orbite de ¢.

D'aprés la proposition précédente, 1l'image N de n](Ll) dans
n](M) est un sous—groupe distingué, abélien et de type fini. ‘Supposons

que N soit de rang nul, c'est-d-dire fini.

n
Soit alors @ 1le relevé de ¢ dans le revétement universel

" W

M de M. Puisque N est fini, le tore Ll se reléve dans M en un
-~ ,\l o~

tore L1 , le flot induit par & sur L est 3 orbites denses (il

1

est le relevé par le revétement fini L. »~ L, du flot induit par @

4"
sur Ll)' D'aprés le théoreme I.C.4., le flot ¢ est défini par une

1 1

fibration localement triviale, ses orbites sont donc fermées. Par

conséquent L, est une orbite compacte et il en est de méme de L1 s

d'ot le point ii). B
Avant de donner un corollaire de cette proposition, rappelons

le théoréme classique suivant :

Théonéme.- Soit M une variété riemannienne compacte i

courbure sectionnelle < Q. Alors on a :
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a) Un sous—groupe abélien quelconque de w](M) est soit
trivial, soit infini cyclique (Preissman).
b) Le rev@tement universel de M est difféomorphe 3 rR®

(Hadamard) .

c) Le groupe n](M) est 4 croissance exponentielle. [§

Conollaine V.A.4.- Soit M une variété riemannienne compacte
a courbure sectionnelle < 0. Alors il n'existe aucun flot sur M,

admettant une (G,T)-structure riemannienne transverse.

Démonstration du corollaire : Supposons qu'il existe sur M

un flot & possédant une (G,T)-structure riemannienne transverse,

Examinons alors les deux cas de la proposition précédente.

Dans le cas i), le sous—groupe abélien distingué N est
infini cyclique (cf. théoréme précédent). Mais comme ﬂl(M) est 3

croissance exponentielle, 1l existe au moins un é€lément m € ﬂ](M)

tel que m ¢ N. Cet &€lément m est d'ordre infini. Soit n un généra-

-1 -1 -1
teur de N ,ona: mnm =n ou mnm =n et donc

2 -2 ~ . 2
m nm  =n . Par conséquent, le groupe engendré par n et m

est abélien libre & deux générateurs, ce qui contredit le théoréme

précédent.

V]
Dans le cas 1i) de la proposition, le flot ¢ relevé dans

n
le revétement universel M de M, est 3 orbites compactes. Par

N
ailleurs, d'aprés le théoréme 1.C.4,, les orbites de & sont les fibres

n aV]
d'une fibration localement triviale D : M > T . Mais M est difféo-

. N . - .
morphe & R~ , donc contractile. Il résulte alors de la suite exacte

AV
d'homotopie de la fibration D, que le rev@tement universel T de T
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a le type d'homotopie d'un K(nz,Z). C'est-a-dire encore le type
d'homotopie de 1'espace projectif complexe P (C). Cet espace a des
groupes d'homologie non nuls en grande dimension, il n'a donc pas le

-

type d'homotopie d'une variété. Nous aboutissons encore 3 une contradiction.
p P

On sait que les variétés riemanniennes compactes d courbure
. , . 1
sectionnelle < O ne supportent aucune action non triviale de §
(cf. [@roﬁﬂ). Donc pour toute métrique sur une telle variété, le groupe
d'isométries est fini. En particulier, une telle variété ne supporte pas
de flot isométrique. On peut conjecturer i partir de 13 que ces variétés
ne supportent pas de flots riemanniens. Nous ne savons pas montrer ce

résultat pour 1l'instant. Nous allons cependant voir que ce résultat est

vrai en dimension 3.
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B - CLASSTFICATION EN DIMENSION 3.

Les exemples de flots riemanniens sur les 3-variétés compactes
que nous avons donnds au chapitre 1 sont les seuls possibles. Autrement dit,
tout flot riemannien sur une 3-variété compacte est conjugué & 1'un de

ces exemples. Enongons notre théoréme de classification

Théoneme V.B.1.- Soit ¢ wun flot riemannien sur une 3-variété
compacte M, on a les possibilités suivantes

1) Les onbites de o sont denses : La variété M est

difféomorphe a T3 et & est conjugué 3 un flot linéaire sur T3.

2) Les onbites de o ne sont ni fermées, ni denses, alors

deux cas sont possibles :

a) la variété M est difféomorphe a T3 et & est conjugué

3

d un flot linéaire sur T .

b) la variété M est difféomorphe au fibré hyperbolique

3
A

Tz (trA > 2) et & est conjugué & 1'un des flots propres de T

(exemple I.D.5.).

3) Le flot ¢ posséde deux onbites fermées, alors deux cas sont

possibles

a) la variété M est difféomorphe & un espace lenticulaire

Lp q et ¢ est conjugué a un flot de l'exemple I.B.5.
b

o - e epas N 1
b) la variété M est difféomorphe 3 $2 x 8 et le flot @
est conjugué au flot donné par la suspension d'une rotation irrationnelle

de $2.

4) Le flot o a ftoutes ses onbites fermées :la variété M est

un fibré de Seifert dont les fibres sont les orbites de @.
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Démonstration : Appliquons le théoréme V.A.!. 3 chacun des

cas qui se présente

a) Le 4ot © possede une ornbite dense : on a alors

immédiatement 1).

R) Les onbites de ¢ ne sont ni fjerumdes, ni denses : les

adhérences des orbites de ¢ forment une fibration D : M > $] de

fibre T2. Cette fibration se reléve en une fibration D1 : M1 >R,

toujours de fibre T2 , on note &, le flot relevé dans M,

La fibration D, est triviale puisque R est contractile.

1
. v 2 s . s .

Soit M =T xR wune trivialisation ; pour chaque s, le flot @1

. . 2 . PR .. S &

induit sur T° x {s} un flot conjugué & un flot linéaire 3 orbites

denses. En fait, par des arguments entiérement analogues 3 ceux utilisés

2

. . . . . . . N\
dans [Caf], on peut démontrer qu'il existe une trivialisation M1 =T xR,

dans laquelle le flot ®1 induit sur chaque T2 x {s} 1le méme flot

C . . . . .0
linéaire 1irrationnel noté @1
Considérons alors le difféomorphisme de recollement f du
fibré D relatif & une telle trivialisation. Ce difféomorphisme préserve
L . . o) . -
le flot linéaire irrationnel @1 . On peut alors affirmer d'aprés le

lemme I.B.5. de [Chy, Seﬁ] que f est isotope & travers des difféomorphismes

. ~ o . s . P _ o
qul préservent @1 a un difféomorphisme linéaire préservant @1

Soit A la matrice définissant ce difféomorphisme linéaire,
comme le nombre de rotation de @? est irrationnel, la matrice A
préserve une direction propre irrationnelle. On a donc ]tr A[ > 2
Du fait que le feuilletage & est par définition orientable, on a

aussi tr A > O et donc tr A > 2
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Si tr A=2, alors A=1, la variété M est difféomorphe

a T3 et ¢ est conjugué d un flot lin€aire sur TB\(cas 2) a) du

théoréme).

Si tr A > 2, la variété M est difféomorphe & TZ et ¢

est conjugué 3 1'un des flots propres de Tz (cas 2) b) du théoréme).

v) Le 4€ot © possede une ornbite fernmbe et une onbite non femée :

1'ouvert U ofi la dimension de 1'adhérence d'une orbite est maximale est
exactement constitué par les adhérences des orbites non fermées de ¢. Le
complémentaire de U dans M est réunion d'un nombre fini d'orbites fermées,

donc U est connexe.

Les adhérences des orbites non fermées de ¢ constituent une
. . . 2 o . .
fibration D : U > V de fibre T . La variété V est de dimension 1,
connexe et nécessairement non compacte car U est non compact. On peut

donc identifier V & 1l'intervalle :]O,l[:

La fibration D- est triviale puisque sa base est contractile ;
par les mémes arguments que ceux utilisés en B), il est possible de
P . 2 . ,
trouver une trivialisation U = T~ x ](),1[, telle que le flot ¢ induise

2 ~ P < . o
sur chaque T x {s} 1le méme flot linéaire 3 orbites denses ¢ .

Considérons maintenant une orbite fermée vy du flot &,
1'holonomie de cette orbite est conjuguée 3 une rotation irrationnelle R.
I1 existe donc un voisinage tubulaire V(y) de vy invariant par ¢,

tel que :

V() ¥’ x !

D2 désignent le disque unité de dimension deux. Le flot ¢ dans D2 x $
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est obtenu par suspension de la rotation irrationnelle R agissant

sur Dz.

Le bord de V(y) est exactement égal & une fibre de D. Il
est alors clair que ¢ possé@de exactement deux orbites fermées et que,
moyennant une conjugaison, on peut construire la variété M et le

flot ¢ de la maniére suivante

oi 1'on a

. . 2 1 . . s
1) les tores pleins Di x B , 1 =20,1, sont les volisinages

tubulaires des deux orbites fermées Yo et v, de 0.

.. 2 1 .
ii) le flot ¢ dans Di x § est cobtenu par suspension
. . . 2
d'une rotation irrationnelle sur Di

{ii) le difféomorphisme h identifie le bord de D(Z) < §

. , |
avec le bord de D2 x $I en envoyant le flot induit par ¢ sur BDi x 8

1
. . ' 2 1
sur le flot induit par ¢ sur 9D, X 5 .

La variété M est donc obtenue en recollant deux tores pleins
par leurs bords. La variété M est donc soit difféomorphe soit & un

espace lenticullaire L , soit a $2 x $1. Dans le premier cas il

3

est évident que le flot ¢ est conjugué au flot de 1'exemple I.B.5. sur

Lp q (cas 3) a) de théoréme). Dans le second cas il est clair que ¢ est
b

. ~ 1 . .
conjugué au flot sur $2 x § obtenu par suspension d'une rotation

irrationnelle de $2 (cas 3) b) du théoréme).

§) @ a toutes ses onbites fermées : 1'holonomie d'une orbite

quelconque est conjuguée d une rotation rationnelle ce qui montre immédia-
tement que les orbites de ¢ constituent une fibration de Seifert, om

est donc dans le cas 4) du théoréme.
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Tous les cas possibles ayant &té examinés, le théoréme est

démontré. I

Conollaine V.B.2.- Soit M une 3-variété riemannienne compacte
4 courbure sectionnelle < 0. Alors il n'existe pas de flot riemannien

sur M.

Démonstration : On vérifie, 3@ 1'aide du théoréme cité a la
’

partie précédente, qu'aucune des 3-variétés compactes intervenant dans

notre classification n'admet de métrique 3 courbure sectionnelle < 0.
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CHAPITRE VI

FEUTLLETAGES GEODESIBLES DE CODIMENSION 1.

Ce chapitre correspond essentiellement au travail fait en

collaboration avec E. Ghys dans [Car, Ghi].

Dans une premiére partie, nous explicitons une observation
de [Rei 1] et [Runﬂ selon laquelle le flat orthogonal a un feuilletage

totalement géodésique de codimension 1, est un flot riemannien.

Dans la seconde partie, nous décrivons le revé@tement universel
d'un feuilletage totalement gBodésique de codimension 1 sﬁr une variété
compacte. Nous montrons alors que le flot orthogonal & un tel feuilletage
admet une (G,T)-structure riemannienne transverse. Grdce au chapitre
précédent, nous en tirons la conséquence suivante : il n'existe pas
de feuilletage géodésible de codimension ! sur une variété riemannienne

compacte a courbure sectionnelle <O,

La connaissance de la structure du revétement universel nous
permet aussi de caractériser les feuilletages géodésibles de codimension |

possédant une mesure transverse invariante non triviale.

Ceci donne en particulier la caractérisation des feuilletages
géodésibles de codimension | sur les variétés compactes dont le groupe

fondamental est d@ croissance non-exponentielle.

Pour terminer cette seconde partie, nous précisons la structyre
algébrique du groupe fondamental d'une variété compacte supportant un

feuilletage géodésible de codimension 1.

La troisiéme partie contient la classification des feuilletages

géodésibles de codimension ! sur les 3-variétés compactes.
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A - UN CRITERE DE GEODESIBILITE.-

Un feuilletage F sur une variété riemannienne M est dit

totalement géodésique si toutes les feuilles de F sont totalement

géodésiques, c'est—d-dire si toute géodésique tangente 3 F en un point
1'est partout. Un feuilletage F sur une variété M est dit géodésible
s'il existe une métrique riemannienne sur M, pour laquelle F est

totalement géodésique.

Si M est une variété riemannienne, on notera <,> le produit
scalaire sur le fibré tangent & M, et V la connection de Levi-Civita
associée. Par définition, un feuilletage F de codimension | sur M
est‘totalement géodésique, si et seulement si, la seconde formé quadratique
fondamentale des feuilles est nulle. C'est-3d-dire que, pour tout champ

de vecteurs X tangent & F et tout champ Z normal &8 F , on a :

<VXX y Z> =0

Rappelons, avant de poursuivre, la formule classique en

géométrie riemannienne :

(1) 2 <V,¥, 2> = X<Y,2> + Y<Z,X> = Z<K,Y> - <X,[v,z]> + <v,[2,X]>+ <z, [X,¥]>

oli X, Y, Z désignent des champs de vecteurs quelconques sur M.

Exemple VI.A.7.- Considérons le groupe de Lie résoluble Gy
que nous avons vu apparaitre dans la démonstration de la proposition I.D.6.

L'algébre de Lie des champs de vecteurs de G, invariants & gauche est

3

engendrée par X, Y, Z vérifiant les relations de crochet (cf. [Ghy]) :



...59_

[x,¥]

=Y
x,z] = -z
[v,z] = o

Munissons G3 de la métrique invariante & gauche pour laquelle

X, Y, Z forment une base orthonormée.

Soit Ty le sous-groupe discret uniforme de G3 associé 3 une

matrice A € SLZ(Z) avec tr A > 2 , 1l'espace homogéne FA\G3 est le

tore hyperbolique Tz (cf. I.D.6.).

Le champ de plans engendré par X et Y est intégrable, il

. 3 P .
passe au quotient sur TA et définit un feuilletage Fl’ totalement

o i 3 . s .
g€odésique sur T, (muni de la métrique issue de G3). Pour s'en assurer,

il suffit d'utiliser la formule (1) et les relations de crochet et

d'orthogonalité entre les champs X, Y et Z,

On aurait pu aussi considérer le feuilletage F2 donné par le

champ de plans engendré par X et Z. Ce feuilletage est lui aussi

totalement géodésique.

Remarques :

1) Les feuilletages F] et FZ sont définis par des actions
du groupe affine (cf. [th]). Ces feuilletages sont les deux ''feuilletages

"

modéles’ de Ghys et Sergiescu sur TZ (cf. [@hy, Sef]).

2) Dans l'exemple que nous venons de construire, considérons
p q s

les flots @1 et ®2 sur Ti donnés respectivement par les champs de

vecteurs Z et Y. On vérifie sans peine que la métrique riemannienne

choisie sur TZ est quasi-fibrée relativement & @1 et @2 (cf. I.B.2.).
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Les flots @1 et @2 sont donc riemanniens. En fait, @l et @2 sont

3 . o
exactement les deux flots "propres'" de T, tels qu'ils ont été
prop A

construits en I.D.5.

Les feuilletages F] et F2 sont, d'aprés cette derniére

P . . 3 s e o
remarque, tels que la métrique riemannienne de TA est quasi-fibrée

relativement au flot e, orthogonal 3 Fl (resp. au flot ¢2 orthogonal

-~

a FZ)' Cette propriété caractérise en général les feuilletages totalement

géodésique de codimension 1 :

Proposition VI.A.Z.- Soit F wun feuilletage de codimension 1
sur une variété riemannienne M compacte. Alors, F est totalement
géodésique, si et seulement si, la métrique de M est quasi-fibrée

relativement au flot ¢ orthogonal & F.

Démonstration : Il suffit de remarquer que la formule (1)

donne, dans le cas oi X est un champ unitaire tangent & F, et Z un

champ orthogonal & F (tous-deux définis sur un ouvert de M) :
VX, 2> = <X, [x,z]>
et d'appliquer le lemme I.B.2.

Nous obtenons alors le critére de géodésibilité suivant :

Proposition VI.A.3.- Un feuilletage F de codimension | sur
une variété compacte est géodésible, si et seulement si, il est transverse

d un flot riemannien.

Démonstration : Soit ¢ un flot riemannien transverse & F.

On peut construire une métrique quasi~fibrée relativement & & , de sorte



- 61 -

que F et ¢ soient orthogonaux (cf. construction I.B.l1.). La proposition
précédente permet alors de conclure que, pour cette métrique, F est

totalement géodésique. B

; Remarque : Ce critére est semblable & celui utilisé par
D. Sullivan dans [Sul.Z] pour caractériser les feuilletages & feuilles
minimales comme &tant ceux qui possédent un flot transverse préservant

une forme volume. Ici la condition est évidemment plus forte : le flot

transverse préserve une métrique transverse.

Conollaine VI.A.4.~ Tout feuilletage de codimension 1 suffisamment

proche d'un feuilletage géodésible est géodésible. [

Appelons fibré de Seifert généralisé un flot 3 orbites compactes

de longueurs bornées. Un tel flot est défini par une action localement

libre de $] (cf. [Wad]), il est donc riemannien, d'od le :

Conollaine IV.A.5.- Tout feuilletage de codimension transverse

3 un fibré de Seifert généralisé est géodésible. W



- 62 -

B - PROPRIETES TOPOLOGIQUES EN DIMENSION OQUELCONQUE. -

Dans cette partie, F désignera toujours un féuilletage de

n
codimension 1 sur une variét@ compacte M. On notera F le relevé de F _

N
dans le revétement universel M de M. Le crit@re que nous avons énoncé

o
a4 la partie précédente va nous permettre de préciser la structure de F .

lorsque F est géodésible

Propositign VI.B.1.- Supposons que F est totalement géodésique,

V] \
Appelons ¢ le flot orthogonal & F et ¢ 1le flot orthogonal a F

Y
(pour la métrique sur M relevée de celle de M).

Alors (g,g) est un produit, c'est-a-dire qu'il existe un
difféomorphisme de ﬁ sur L X R envoyant les feuilles de F‘ sur
L x {*} et celles de g sur {*} xR .

Démonstration : D'aprés [Heé], pour montrer que (%,g) est

un produit, il suffit de montrer que toute application :
£ [0,1] x [0,1] - {(1,)} — M

envoyant {*} x BLI] dans une orbite de ¢ et BLI] x {*} dans

une feuille de F, se prolonge au carré [0,1] x [b,l].

Dans le cas considéré, le feuilletage F é&tant totalement
géodésique, la métrique de M est quasi-fibrée relativement & ¢.

Par conséquent, la longueur des courbes Ye pour ¢t e [b,l[':
s € [0,1] — f(s,t) e M

est constante. Ceci permet de construire 1l'extension souhaitée. |
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Cornollairne VI.B.2.- Si F est totalement géodésique, le
flot ¢ orthogonal 3 F admet une (G,T)-structure tiemannienne

transverse,

n
Démonstration : Le revétement universel M de M est

difféomorphe & L x R. Le groupe fondamental de M opére sur L x R
en préservant les deux facteurs, et en opérant par isométries sur le

premier.

En particulier ¢ posséde une (Isom(L),L) - structure
transverse oll Isom(L) désigne le groupe d'isométries de la variété

riemannienne L. 8

Du corollaire V.A.4. on tire alors le :

Conollaine VI.B.3.- Soit M une variété riemannienne compacte
a courbure sectionnelle < 0, Alors, il n'existe sur M aucun feuilletage

géodésible de codimension 1. [}

Nous alloné aborder maintenant 1'étude des propriétés topologiques
des variétés compactes qui possédent un feuilletage géodésible de codimension
1. La proposition suivante caractérise de fagon précise les feuilletages
de codimension | sur des variétés compactes, géodésibles et qui admettent
une mesure transverse invariante non triviale (cf. [Plé]). Elle généralise

la proposition II.2. de [Car, Ghy] :

Proposition VI.B.4.- Soit F un feuilletage géodésible de
codimension 1 sur une variété compacte M. Supposons que F admet une
mesure transverse invariante non triviale u (c'est le cas en particulier

si F posséde une feuille compacte). Alors :
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i) la variété M fibre sur le cercle.

ii) la monodromie de ce fibré est isotope & un difféomorphisme
périodique.
iii) 1le feuilletage F est transverse & un fibré de Seifert

généralisé.

Démonstration : Le support de u é&tant non vide, il contient

un ensemble minimal M.

D'aprés [?1@] et [Saé], M n'est pas exceptionnel, M est

donc soit une feuille compacte,soit égal & M.

1t cas : M est une fewille compacte. D'aprés la proposition

précédente toute orbite du flot ¢ orthogonal 3 F coupe toute feuille

de F.

Par conséquent, la feuille compacte M est une section globale
de ¢, ce qui implique que la variété M fibre sur le cercle. L'application

de premier retour associée & cette section globale est une isométrie h

de la variété M. Le groupe d'isométries G de M a la structure d'un

groupe de Lie compact. On considére dans G 1'adhérence H du groupe engendré
par h. Le groupe H est compact et commutatif, appelons He la composante

connexe de 1'élément neutre de H. L'isométrie h s'@crit h = hO . g,
ol hO € He et g ést périodique. Comme hO est isotope 3 l'identité,

h est isotope & 1'isométrie périodique g.

2™ a5 : M est toute La vaniité M. Le support de F est

donc é€gal & M. Dans ces conditions, d'aprés [Sul. 1], on peut approcher F
par un feuilletage défini par une forme fermée. Il existe donc une forme
fermée w transverse au flot ¢ orthogonal & F. En appliquant le

théoréme de Tischler [Tié], on obtient une section globale pour le
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flot &. On conclut comme dans le premier cas. fl

On en déduit de maniére évidente le :

Conollairne VI.B.5.- Soit F un feuilletage défini par une -
fibration d'une variété compacte sur le cercle. Alors F est géodésible,
si et seulement si,la monodromie du fibré est isotope d& un difféomorphisme

périodique.

Remarque : Le critére topologique de [sul. 2] montre que

toute fibration sur le cercle est minimale.

Conollaine VI.B.6.- Soit F un feuilletage géodésible de
codimension | sur une variété M compacte, telle que ﬂf(M) est &
eroissance non-exponentielle. Alors on a les propriétés i), 1ii) et iii)

de la proposition.

N Y]
Démonstration : Comme F est en produit dans M (proposition

VI.B.1.), F n'a pas de cycle é&vanouissant, D'aprés [?14], la croissance
des feuilles de F est dominée par celle du groupe fondamental. Toujours

d'aprés [Pla] , F posséde une mesure invariante transverse non triviale. @

Nous pouvons énoncer la :

Proposition VI.B.7.- Soit F wun feuilletage gBodésible de

codimension | sur une variété compacte M. Alors :

i) wl(M) contient un sous—groupe abélien distingué de
rang > 1.

.

ii) si nl(M) ne contient aucun &lément d'ordre infini dans
son centre, il est a croissance exponentielle et contient un sous-groupe

abélien distingud de rang > 2.
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Démonstration : Soit ¢ 1le flot riemannien transverse & F.

Soit L 1'adhérence d'une orbite de ¢, c'est un tore. D'aprés la
proposition V.A.2., 1l'image de 'n'](Ll) dans wI(M) est un sous—groupe
apélien d#stingué de nl(M). Puisque F n'a pas de cycle évanouissant
(cf. démonstration précédente), il n'y a aucune transversale fermée
homotape a zéro ([:Hae:l). I1 n'est pas difficile de prouver que L]

contient une courbe fermée transverse & F et donc que 1'image de

'nl(L]) dans nl(M) . est un sous—-groupe abélien distingué de rang 3> 1,
Le résultat s'obtient alors directement du corollaire VI.B.6. |

Donnons pour terminer, la classification des feuilletages
géodésibles de codimension | sur les 3-variétés compactes, telle qu'elle

a 8té obtenue dans [Car, Ghy:] .
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C - CLASSIFICATION EN DIMENSION 3.-

La classification des flots riemanniens en dimension 3, obtenue
ay chapitre précédent, donne celle des feuilletages géodésibles sur les
variétés de dimension 3 compactes. Ce sont exactement, @ conjugaison

prés, les feuilletages donnés par l'exemple VI.A,1, et le corollaire VI.A.5.

Théoreme VI.C.- Soit F un feuilletage de codimension |
sur une variété M compacte de dimension 3. Alors F est géodésible

si et seulement si

1) soit M est difféomorphe a un fibré en tores hyperbolique
Ti (tr A >2) et F est conjugué a 1'un des feuilletages modéles

de Ghys et Sergiescu [@hy, Sei]) ;

ii) soit F est transverse & un fibré de Seifert.

Démonstration : Puisque F est géodésible, il existe un

flot riemannien & transverse 4 F. Le flot ¢ est donc conjugué a

1'un des modéles donnés par le th&oréme V.B.l!. On remarque que tous les
modéles, intervenant dans ce théoréme de classification, sont approchables
par un fibré de Seifert & 1l'exception du cas oi M -est difféomorphe a

Tz (tr A > 2) et ¢ est conjugué & 1'un des flots propres de T3 (cas

A
2) b) du théoréme V.B.l.). Dans ce cas 13, le feuilletage F ne peut avoir

de feuilles compactes, en vertu de la proposition VI.B.4. (la menodromie

du fibré Ti (tr A > 2) ne peut étre périodique). Il résulte alors de la
classification de Ghys et Sergiescu des feuilletages sans feuilles compactes
sur les fibrés en tores hyperboliques que F est conjugué (différentiablement)

a2 1'un des feuilletages modéles qui ont &té décrits dans l'exemple VI.A.I.

(cf. [Ghy - Ser]). B
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CHAPITRE VII

FLOTS TRANSVERSALEMENT CONFORMES ET FEUILLETAGES OMBILICALTISABLES
DE CODIMENSION 1.

Ce chapitre est le fruit de remarques que nous avons faites
avec Etienne Ghys, avant et aprés avoir écrit notre article [Car, Ghj].
Dans les chapitres antérieurs, nous. avons principalement &tudié des
feuilletages admettant une métrique transverse invariante (feuilletages
riemanniens), Il est dé&s lors naturel d'@tudier les feuilletages possédant
une métrique transverse conformément invariante, c'est-a-dire les

feuilletages transversalement conformes.

Dans une premiére partie, nous dégageons la notion (non classique)
de métrique "conformément quasi-fibrée". Nous analysons alors les
différentes possibilités que 1'on a de construire des flots transversalement
conformes non-riemanniens sur les variét&s compactes. Nous finissons
cette partie en remarquant que la notion de flot transversalement conforme

coincide, en dimension 3, avec celle de flot transversalement holomorphe,

C'est ce qui nous permet, dans la deuxiéme partie, de donner
3 . 3 .
des exemples sur §$ . Les flots que nous construisons sur $~ proviennent
d'une étude faite dans [Ca@], nous mettons en lumiére que ces flots sont

transversalement holomorphes.

Dans la derniére partie, nous &tudions les feuilletages totalement
ombilicaux de codimension 1. Nous donnons un critére d'ombilicalisabilité

analogue au critére de géodésibilité du chapitre précédent. Nous
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pouvons alors affirmer que le feuilletage de Reeb de $3 est
ombilicalisable. Cette partie débouche sur ume conjecture que nous

n'avons pas su résoudre.

Etant donné la profonde analogie qu'il y a entre les techniques
utilisées dans ce chapitre et celles des chapitres pré&cédents, nous

nous sommes permis d'omettre un certain nombre de preuves.
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A - FLOTS TRANSVERSALEMENT CONFORMES. -

Déginition VIT.A.1.- Soit F un feuilletage sur une variété M.

Supposons qu'il existe un cocycle feuilleté {Ui’ fi’ Yi.} définissant F,

de variété transverse T, tel que :
i) 1la variété T est une variété riemannienne.

ii) les changements de coordonnées transverses Yij sont des

transformations conformes locales de T.

On dit alors que F est transversalement conforme.

Dans ces conditions, soit g, une métrique riemannienne

quelconque sur M et P un champ de plans supplémentaire du fibré tangent

Qr

F (on peut prendre par exemple pour P 1le champ de plans orthogonal

L/

F relativement a go). Nous allons construire une métrique g, sur

M, telle que :

1) Le champ de plans P  est orthogonal & F pour la

métrique 8

2) La métrique induite par g, sur P est conformément
équivalente (localement) & la métrique image réciproque par fi de

celle de T.

Comstruction de 8-

Appelons g la métrique de T. Sur une carte Ui de F,
on peut munir naturellement le champ de plans P de la métrique image

réciproque de g par fi' Nous noterons M, cette métrique.



Considérons maintenant deux cartes Ui et Uj avec
Ui n Uj # §. Comme les changements de cartes Yy laissent la métrique

g conformément invariante, on a la relation suivante

(%) Vx e U, n Uj ui(X) = Aij(X) uj(X)

oi A..{x) est une fonction de Ui n Uj 3 valeurs dans R*+

On constate que les Aij vérifient la condition de cocycle

YxeU.NU,NU
i j

k Aik(x) = Ai.(x) Ajk(x)

]

Autrement dit, Aij est un cocycle sur M & valeurs
*+ P i1 - . .
dans R . Ce cocycle définit sur M un fibré en droites vectorielles
orientable. Un tel fibré &tant nécessairement trivial, le cocycle Aij
est lui-méme trivial, c'est-d-dire qu'il existe des fonctions
*
Ai : Ui +~ R telles que :

Ai(X)

Vx e U. N U, A..(x) =
i j ij A, (x)
J
En reportant cette derniére relation dans (%), on obtient
Hs (%) _ uj(X)

Ai(x) ) Aj(x)

(%x) Vx € v, 0,

On note Vi la métrique ui/ki ainsi définie sur la

restriction de P 3 Ui' On considére alors la métrique v{

obtenue
sur 1'espace tangent a Ui , en faisant la somme orthogonale de la
restriction de 8, d l'espace tangent & F et de la métrique vy

sur P. La condition (*%) assure que les métriques vi

se recollent
pour donner une métrique gy sur M. Par construction, la métrique

g vérifie les propriétés 1) et 2).
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Une métrique vérifiant les conditions 1) et 2) sera dite

conformément quasi-fibrée relativement 4 F. On montrerait aisément,

par des arguments analogues d ceux utilisés dans [Rei—l]; que 1'existence
d'une métrique conformément quasi-fibrée caractérise les feuilletages

transversalement conformes.

Soit maintenant g une métrique riemannienne sur M et F
un feuilletage sur M. Notons < , > le produit scalaire associé i g.

Le lemme suivant est un analogue direct du lemme I.B.2, :

Lemme VII.A.2.- La métrique g est conformément quasi-fibrée
relativement 3 F, si et seulement si, il existe une fonctiﬁn A sur M,
telle que : pour tout champ de vecteurs X tangent & F et tout champ
de vecteurs Y orthogonal & F et unitaire (Y est défini sur un

ouvert de M), on a :

<Y, [X,¥>=r<x,¥v . W

Remarque : Si la fonction A est identiquement nulle, la
métrique g est quasi-fibrée. On retrouve ainsi ce que l'on peut
directément remarquer a partir de la définition VII.A.l1., : les feuilletages
riemanniens sont des cas particuliers de feuilletages transversalement

conformes.

Notre but est précisément de donner des exemples de flots
transversalement conformes sur des variétés compactes qui ne soient pas
des flots riemanniens, La premiére idée qui vient & l'esprit pour trouver
de tels exemples, est de considérer des flots conformes (i.e. des groupes

a un paramétre de transformations conformes d'une variétd riemannienne).
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En effet, il n'est pas difficile de montrer, & l'aide du lemme précédent,
qu'un flot conforme est transversalement conforme (exactement comme nous
avons montré, d partir du lemme I.B.2., qu'un flot isométrique &était

riemannien cf. exemple I.B.3.).

Rappelons cependant le résultat suivant d{ a J. Lelong—Férrand

[iel—Fef] :

Théoneme VITI,A.3.- (J. Lelong-Ferrand) - Soient M une
variété riemannienne compacte de dimension n et G le groupe (de Lie)
des transformations conformes de M. Alors G est non-compact, si et

. - P N - s n
seulement si, M est conformément &quivalente & la sphére euclidienne ¢ . B

D'aprés ce théoréme, un flot conforme sur une variété riemannienne
M non-conformément équivalente & une sphére euclidienne peut toujours
étre rendu isométrique. En effet, dans ce cas, le groupe G des transfor~
mations conformes de M est compact, il agit donc par isométries pour
une autre métrique riemannienne sur M (cf. raisonnement de 1l'exemple

I.B.4. ou EYmﬂ).

En conséquence, si 1'on veut trouver des exemples de flots
conformes qui ne soient pas riemanniens, on doit examiner les flots
conformes sur une sphére euclidienne. Le résultat suivant est démontré
dans [bbé] oli, par ailleurs, on trouvera une autre démonstration du

théoréme VII.A.3,.

Rappelons qu'un groupe G de transformations conformes d'une
variété riemannienne M est dit "essentiel', s'il n'existe aucune

métrique sur M pour laquelle G agit isométriquement (cf. [bba]).
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Proposition VI1.A.4.- (Obata) - Un groupe essentiel 3 un
paramétre de transformations .conformes d'une sphére euclidienne admet

au moins un point fixe. |

Cette proposition, jointe aux remarques que nous avons faites
4 la suite du théoréme VII.A.3., montre qu'un flot conforme (sans
singularité) sur une variété riemannienne compacte, peut toujours &tre

rendu isométrique.

Si nous voulons donner des exemples de flots transversalement
conformes et non-riemanniens, nous devons donc envisager d'autres méthodes

de construction.

La seconde idée naturelle est de suspendre une transformation
conforme h d'une variété riemannienne compacte K. Le flot obtenu ¢  est

h

transversalement conforme. Pour que Qh ne soit pas riemannien, il

faut et il suffit que le groupe H engendré par h soit essentiel.

Dans ce cas, le groupe H est inclus dans un groupe G & un paramétre
de transformations conformes [bbé]. D'aprés le théoréme VIL.A.3., K est

conformément €quivalente 3 une sphére euclidienne et d'aprés la proposition

VII.A.4., G a au moins un point fixe. On a ainsi obtenu la :

Proposition VIT.A.5.- Soit ¢ un flot transversalement conforme
sur une variété compacte M de dimension (n+!) . Supposons que ¢ est

non-riemannien et qu'il posséde une section K. Alors, on a :

$n et M

e
e
=}

i) K

ii) ¢ posséde au moins une orbite fermée. (i}
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Un feuilletage F admettant une (G,T)-structure transverse,
oi T est une variété riemannienne connexe et G un groupe de trans-

formations conformes de T, est un feuilletage transversalement conforme.

On dit alors que F admet une (G,T)-structure conforme transverse.

Le flot de 1l'exemple I.C.3. est de ce type. Il donne doné
un exemple de flot transversalement conforme sur $2 X Sl. Nous avions
remarqué que ce flot n'était pas riemannien et il n'est pas difficile
de vérifier que ce flot n'a pas de section. On peut généraliser cet
exemple en considérant une homothétie de Rn\{O} (au lieu de se limiter
au seul cas n = 3). On obtient alors de la méme maniére un flot

. . . n-~1 1
transversalement conforme non-riemannien et sans section sur § x & .

Remarque : En partant d'un feuilletage de R" par sous-variétés
linéaires baralléles de dimension d, on obtiendrait sur $n~1 x $]
un feuilletage transversalement conforme non-riemannien de dimension d.
Ainsi, .‘I;H_l x $] posséde 1a propriété remarquable d'admettre des

feuilletages transversalement conformes non-riemanniens de toutes les

dimensions possibles.

Pour obtenir des flots transversalement conformes non-riemanniens
3 . L. .
sur $ , nous aurons besoin de décrire encore une autre méthode de

construction.

Déginition VIT.A.6.- Soit F un feuilletage sur une variété M.
Supposons qu'il existe un cocycle feuilleté {Ui’ £, Yij} définissant F,

de variété transverse T, tel que :

i) T a une structure de variété analytique complexe.
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ii) les changements de coordonnées transverses Yij sont des

transformations biholomorphes locales de T,

On dit alors que F est transversalement holomorphe.

Exemple VIT.A.7.- Tout feuilletage F analytique complexe

sur une variété analytique complexe M, est transversalement holomorphe.

L'existence de coordonnées isothermales sur les surfaces

riemanniennes donne immédiatement la :

Proposition VIT.A.§8.~ Soit F wun feuilletage de codimension 2
sur une variété M. Le feuilletage F est transversalement conforme,

si et seulement si, il est transversalement holomorphe. ff -

Ainsi, la recherche de flots transversalement conformes
sur les variétés de dimension 3 se raméne 3 la recherche de flots

transversalement holomorphes.
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B - CONSTRUCTION D'EXEMPLES SUR $3.-

Soit $3 la sphére de rayon r > 0 centrée 3 l'origine

dans ¢2

3 2 2 2
5. = {(z,2)) e €, |z|" + |z,|" = 1}

Considérons alors sur ¢2 un germe de champ de vecteurs holomorphe
X(zl,zz) ayant une singularité isolée en O. Soit W un voisinage de
1'origine sur lequel X est défini. Le champ X donne sur W \ {0}
un feuilletage analytique complexe F de dimension (complexe) 1. Ce
feuilletage est de dimension réelle 2 et il est transversalement

holomorphe (cf. Exemple VI1.A.7.).

Proposition VIT.B.1.- Supposons que F intersecte transversa-
lement une sphére siC:VJ \ {0} . Alors le flot ¢ obtenu sur 33

. . 3
(par intersection de F et de $r) est transversalement holomorphe.

Démonstration : Soit {Ui, fi’ Yij} un cocycle feuilleté

sur W \ {0} , définissant F, de variété transverse T et satisfaisant

aux conditions de la définition VII.A.6. Puisque F intersecte

3

3 .o . . .
transversalement $r , 11 induit (par intersection) un flot & sur $r'

Les applications g; = fi|U N $3 sont des submersions définissant
i r

localement &, Appelons Vi 1l'ouvert Ui n $3 de $3 . Le cocycle

feuilleté {Vi, 8> Yi.} définit @ sur Si . Par conséquent, ¢ est

J

transversalement holomorphe.
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Remarque : Le précédé que nous venons de décrire ainsi, est
général. Si 1'on considére sur une variété M un feuilletage F possédant
une certainestructure transverse et N une sous-variété de M intersectant
F transversalement, le feuilletage F' induit par F sur N posséde

le méme type de structure transverse que F.

Exemple VIT.B.Z.- On se donne un flot holomorphe linéaire et

diagonal : X(ZI’ZZ) = (A] z, A, z) (on identifie 1'espace tangent de

2

GZ 8 € x €. Il s'agit de savoir quelle est la condition sur Al et AZ

pour que le feuilletage F induit par X sur Cz \ {0} intersecte

N 3
transversalement une sphére Sr

L'espace tangent (réel) & F au point (z],zz) € Cz est

le plan

P(zx,zz) = {a(>\1 zl,A ae ¢}

2 22)’

. . < - 3
L'équation de l'espace tangent & la sphére $r passant par

le méme point est donnée par :

(zy Zy + 2z, 2)) + (z) Z,

. . - 3
et donc 1'intersection de P(ZI’ZZ) avec 1'espace tangent 3 $r est

le sous-espace vectoriel (réel) de € x € :

2 2
I(zl,zz) = {a(x] 215 A, zz), aeC, Re(a X]) !z]l + Re(a o) |zzl = r}

On vérifie par un calcul simple que la dimension de I(zl,zz)
est | pour tout point de $i , sauf si xl/xz e R . Donc si AI/AZ ¢ R,

. - 3 . .
F intersecte une sphére $r (quelconque) transversalement et induit

sur $3 un flot ¢ transversalement holomorphe (proposition VII.B.I1.).
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. + . . . P
Si AI/AZ € R, on retrouve les flots riemanniens qui ont déja été

décrits dans l'exemple I.B.5. Examinous donc le cas ot A, /A, ¢ R.

1°72
Dans ce cas, on constate que le flot ¢ a deux orbites

fermées d'équations respectives z, =0 et z,=0. Ces orbites sont

2
respectivement o-limite et @-limite pour toutes les orbites de &. Le
flot & est un flot de Morse-Smale, il n'est donc pas riemannien. Par
ailleurs, on vérifie qu'il est transverse aux tores d'équations |zll =k

ol k est une constante appartenant a ]O,][. A partir de cette remarque,

il est clair que ¢ est transverse au feuilletage de Reeb standard

On peut maintenant se demander @ quelle condition un germe de
champ holomorphe X avec singularité isolée en 0O dans ¢2 , est
transverse a des ''petites sphéres" autour de l'origine. La réponse &
cette question est donnée dans [Ca@] ¢ les champs vérifiant cette condition
de transversalité sont équivalents (au sens analytique complexe) aux

champs suivants

1) Un champ X dont la partie linéaire X a 1'origine est

de la forme :
X(zl,zz) = (Al Z AZ 22), AI/AZ ¢ R .
2) Un champ X 1linéaire
+
X(ZI’ZZ) = (Xl Z, Az 22), AI/AZ eR \0o.
3) Un champ X de la forme

X(zl,zz) = (A, z
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I1 est clair que les seuls exemples de flots transversalement
3 ~ . PP
holomorphes obtenus sur $  , par la méthode décriteé précédemment, sont

ceux donnés par ces trois types de champs.

Un champ du premier type est une perturbation, au voisinage
de 1'origine, de celui considéré & l'exemple précédent. Il donne donc,
. . . - 3
par intersection avec les petites sphéres $r , un flot transversalement
holomorphe qui est une perturbation du flot ¢ de l'exemple précédent.
Mais ¢ est de Morse-Smale, donc structurellement stable, par conséquent

on n'obtient pas de nouvel exemple & partir d'un champ du premier type.

Les champs du deuxiéme type sont ceux qui donnent les flots

riemanniens de l‘'exemple I1.B.5.

Par contre, les champs du troisi&me type fournissent de nouveaux
exemples de flots transversalement holomorphes non-riemanniens sur §

L'idée de considérer ces exemples est die & E. Ghys et C. Camacho :

Exemple VIT.B.3.- On considére un champ du type 3) avec a # O.
Ce champ donne un feuilletage analytique complexe F sur W \ {0} ,
oi W est un voisinage de l'origine dans ¢2. Le feuilletage F intersecte
transversalement une petite sphére $3 en un flot - ¢ transversalement
holomorphe (proposition VII.B.l.). On vérifie que le flot ¢ posséde
une unique orbite fermée qui est o-limite et w-limite pour tout autre
orbite. L'holonomie de cette orbite est donnée par un germe f de

fonction holomorphe & l'origine dans € (cf. [Ca@])

£(z) =rz(1 +2% , =1,
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Les orbites de germe f sont situées sur des courbes du

type suivant (cf. [Cauﬂ ou calcul direct) :

2 .
£ () g £ (%) f2 %)

¢ ;Y o

A~
y

G,

=}
il
(@]
o
»
=}
1l
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@]
o
»
=}
I
w

Cas

Ce dernier exemple montre qu'un flot transversalement holomorphe
sur une 3-variété compacte peut avoir une certaine complexité&. Notons
que les flots que nous venons d'obtenir sont des perturbations d'une
fibration de Seifert (cas oli le champ X de type 3) est tel que a = 0).
D'ailleurs, & 1'exception de l'exemple VII.B.2., tous les flots transversa-—
lement holomorphes que nous avons obtenus sur $3 , sont des perturbations
de fibrations de Seifert. On peut se demander s'il y a 13 un phénoméne
général, et méme, si les exemples que nous avons décrits sur $3 , ne sont
pas les seuls exemples possibles (4 conjugaison prés). Nous ne sommes pas
en mesure de répondre, pour l'instant, 3 cette question qui nécessiterait
probablement une étude précise de 1'espace des déformations d'un flot

transversalement holomorphe.
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C - FEUILLETAGES OMBILICALISABLES DE CODIMENSION 1.-

Cette partie présente de nombreuses analogies avec le chapitre VI
auquel on se référera. Un feuilletage F de codimension 1| sur une variété

riemannienne M est dit totalement ombilical si toutes les feuilles

de F sont des sous-variétés totalement ombilicales de M. Il revient
au méme de dire que la seconde forme quadratique fondamentale des feuilles
de F est proportionnelle 3 la premiére forme quadratique fondamentale

en chaque point de M. Un feuilletage F de codimension ! sur une variété

M est dit ombilicalisable s'il existe une métrique riemannienne sur M,

pour laquelle F est totalement ombilical.

Le premier exemple de feuilletage totalement ombilical auquel
on pense, est le feuilletage de R" \ {0} (muni de la métrique induite
par la métrique euclidienne de R") par les sphéres de centre l'origine.
On remarque dans ce cas 1id, que le flot orthogonal 3 ce feuilletage est
celui des homothéties de centre O , c'est-d-dire un flot conforme

(cf. VILI.A.).

Donnons un deuxiéme exemple :

Exemple VITI.C.1.- On considére encore R" \ {0} muni de la

métrique suivante

au point x e R" \ {0}

o P P ‘s n
ot g désigne la métrique euclidienne de R~ et [l.|| la norme

euclidienne.
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La métrique g est invariante par homothétie et elle est

conformément équivalente 3 la métrique euclidienne g,

On considére la trace sur R- \ {0} d'un feuilletage par
plans paralléles de R™. Le feuilletage F' de R™ \ {0} ainsi défini
est totalement ombilical pour la métrique g (puisqu'il est totalement
géodésique pour la métrique & conformément équivalente 3 g). Ce
feuilletage est invariant par homothétie.

Le quotient de R \ {0} par 1'homothétie h de rapport 2

. s N - 1 . .
est difféomorphe a " ] x § ; la métrique g passe au quotient pour

$n—l 1

donner une métrique u sur S

Le feuilletage F' passe lui aussi au quotient pour donner
un feuilletage F totalement ombilical sur g1« Sl (muni de la
métrique u). Si n = 3 , le feuilletage F n'est autre que le feuilletage

de Reeb de $2 x Sl.

On remarque, encore une fois, que le flot orthogonal & F est
précisément celui décrit en VII.A. (Exemple I.C.3. et sa généralisation).
Ce flot est transversalement conforme. Le phénoméne que nous venons de

remarquer par deux fois, est en fait général

Proposition VIT.C.2.- Soit F un feuilletage de codimension I
sur une variété riemannienne M. Alors, F est totalement ombilical,
si et seulement si, la métrique de M est conformément quasi-fibrée

relativement au flot ¢ orthogonal & F.

Démonstration : Elle est analogue & celle de la proposition VI.A.2.

On utilise la formule (1) de VI et on applique le lemme VII.A.2. [
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On obtient ainsi, grice 3 la construction d'une métrique
conformément quasi-fibrée (cf. VII.A.), le critére suivant (la démonstration

est analogue 3 celle de la proposition VI.A.3.) :

Proposition VI1.C.3.- Un feuilletage F de codimension 1
sur une variété M est ombilicalisable, si et seulement si, il est

transverse 3 un flot transversalement conforme.

Nous avons alors le :

Conollaire VII.C.4.- Le feuilletage de Reeb de $3 est

ombilicalisable.

Démonstration : On a remarqué que le flot transversalement

holomorphe (et donc transversalement conforme) de 1l'exemple VII.B.2.

P . 3 N .
était transverse au feuilletage de Reeb de 8§ . D'ol le résultat.(

Remarque : Un feuilletage g€odésible est bien entendu
ombilicalisable. Les exemples que nous venons de donner ne sont pas
géodésibles (ils ne sont pas minimaux cf. critére de [Sul. 2]). Le
probléme principél est en fait de préciser quels sont les feuilletages
ombilicalisables non-géodésibles sur les variétés compactes. Dans cette

direction on a la :

Proposition VIT.C.5.- Sur une variété compacte, tout feuilletage

ombilicalisable et défini par une l1-forme fermée est en fait géodésible.

Démonstration : Soit F un feuilletage ombilicalisable et

défini par une 1-forme fermée sur une variété compacte. Supposons que F

est non—géodésible et considérons un flot ¢ transversalement conforme,
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transverse 4 F. En appliquant le théoréme de Tischler ETié], on prouve
que ¢ a une section. Par la proposition VII.A.5. et le fait qu'une

forme fermée sans singularité sur g x $1 définit toujours une fibration
(le groupe de ses péribdes est Z et donc est discret), on obtient que F

est un produit de sphéres. Ce qui contredit la non-géodésibilité de F.

Pour terminer, nous proposons la conjecture suivante :

Confecture VIT1.C.6.~ Tout feuilletage de codimension 1 sur

une variété compacte, minimal et ombilicalisable, est géodésible.

Remarque : Si ce résultat est vrai, on en tire immédiatement
ESul. ZJ, qu'un feuilletage ombilicalisable et non-géodésible sur une
variété compacte, admet une feuille compacte (non coupée par une transversale

fermée).

Outre que cette conjecture est naturelle (une application
conforme qui préserve un volume est une isométrie pour une certaine métrique),
elle est aussi motivée par la proposition précédente et par le fait que
nous avons cherché en vain un contre-exemple. Pour résoudre cette
conjecture, il faudra probablement utiliser le critére de [Sul. Z],
mais aussi, disposer d'une étude précise de 1'espace des déformations
d'un flot transversalement conforme. On retrouve 13 le probléme crucial

que nous avons soulevé 3 la fin de la partie précédente.



- 86 —

CONCLUSTON.

A 1'issue de ce travail, un certain nombre de problémes

restent posés :

1) Déterminer les hypoth@ses exactes selon lesquelles le
théoréme de dualité de Reinhart est vrai. De maniére plus générale, donner

une interprétation de la cohomologie basique d'un feuilletage riemannien.

2) Caractériser les flots isométriques parmi les flots
riemanniens. Nous sommes actuellement sur le point de résoudre complétement

ce probléme.

3) Prouver qu'il n'existe pas de flot riemannien sur une variété
riemannienne M compacte 3 courbure sectionnelle < 0. Nous avons montré

ce résultat lorsque dim M g 3.

4) Existe-t-il un critére topologique de géodésibilité pour
les feuilletages de codimension 1 sur les variétés compactes, analogue

au critére de minimalité de D. Sullivan ?

5) Donner une classification des flots transversalement

3
conformes sur §°.

6) Résoudre la conjecture VII.C.6.

Nous espérons donner assez rapidement une solution a une

partie de ces problémes,
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