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INTRODUCTION GENEiZALE 

Les t ravaux p ré sen té s  dans c e  mémoire concernent une méthode de mise 

e n  équat ion  r ap ide  d'un système non l i n é a i r e  sous une forme m a t r i c i e l l e  

d é f i n i &  a p r i o r i .  

Cette méthode e s t  v a l a b l e  pour t o u t e  une classe de processus 

non- l inéa i res ,  non- s t a t ionna i r e s ,  d é f i n i e  dans le  premier  c h a p i t r e  e t  à 

l a q u e l l e  s o n t  a p p l i c a b l e s  de nombreux c r i t è r e s  de s t a b i l i t é ,  proposés par  

L Y A P U N O V [ ~ ] ,  LAURENT e t  LHOTE [ z ]  , BORNE et GENTINA [3 1, e t  BENREJEB[4 1. 
Un a lgor i thme e s t  p ré sen té  e t  permet de me t t r e  la mat r ice  du système sous 

une forme canonique d é f i n i e  pour l e  l i n é a i r e  [ 6 1. 

L e  9 r i n c i p e  d ' i d e n t i f i c a t i o n  d'une r e p r ê s e n t a t i o n  connue d'un s y s t è a e  

à une forme m a t r i c i e l l e  a r b i t r a i r e  e s t  exposé dans la deuxième p a r z i e  : 

il met en oeuvre un polynôme symbolique qu i ,  dans l e  cas  p a r t i c u l i e r  d'un 

système l i n é a i r e  2 t  s t a t i o n n a i r e ,  s ' i d e n t i f i e  au o lyuôme  

c a r a c t é r i s t i q u e .  

L ' i n t roduc t ion  d'un c a l c u l  symbolique permet a l o r s  de t r a i t e r  l a  mise 

en  équat ion  par  des  méthodes p r a t i q u e s ,  semblables à c e l l e s  employées 

pour les processus l i n é a i r e s .  

Dans l e  t ro i s i ème  chap i t r e ,  l ' é t u d e  de la s t a b i l i t é  d 'un  système e s t  

envisagée à p a r t i r  des méthodes de mise e n  équat ion proposées. Ce l l e s - c i  

permettent  notamment d ' é t u d i e r  au  moyen d e  d i f f é r e n t s  c r i t è r e s  la 

s t a b i l i t é  g loba le  ou l o c a l e  de  systèmes non- l inéa i res  . 





CgAP1TR.E 1 : REPREiSENTATIONS D'ETAT DE SYSTEMES D'ORDRE FINI 

INTRODUCTION 

C e  c h a p i t r e  a pour bu t  la p r é s e n t a t i o n  de la c l a s s e  des processus é t u d i é s  

e t  de leurs d i v e r s e s  r e p r é s e n t a t i o n s  d '  é t a t .  

Dans un premier  temps s o n t  p réc i sé s  l e s  concepts d'espace d ' é t a t ,  d ' e n t r é e  

e t  de s o r t i e .  Ces not ions  permettent e n  p a r t i c u l i e r  l ' a p p l i c a t i o n  des méthodes 

du c a l c u l  m a t r i c i e l  à l a  aise en équat ions  des systèmes cont inus.  

Les d ive r se s  not ions  de s t a b i l i t é  s o n t  e n s u i t e  r a ~ p e l e e s  ; il a p p a r a î t  

a i n s i  que l e  choix d e  l a  r ep rz sen ta t ion  d ' u n  s y s t è a e  non l i n é a i r e  e s t  une 

phase e s s e n t i e l l e  l o r s  de l ' a n a l y s e  de s t a b i l i t é .  L ' i n t roduc t ion  de  systèmes 

d e  comparaison permet d ' é l a r g i r  l e  champ des méthodes d 'é tude les plus 

connues. 

Nous dé f in i s sons  e n s u i t e  l a  c l a s s e  des modèles é t u d i é s ,  dont  l ' é v o l u t i o n  

peut  ê t r e  c a r a c t é r i s é e  par  une mat r ice  c a r r é e  d 'o rdre  q dont  s eu le  une 

1 rangée e s t  c o n s t i t u é e  d'éléments non cons tan ts .  

Après a v o i r  donné une c l a s s i f i c a t i o n  de ces  systèmes , nous présentons  

l e u r s  d i f f é r e n t e s  formes canoniques à p a r t i r  d 'une décomposition m a t r i c i e l l e  

pa r  b locs .  



1 - STRUCTURE DES PROCESSUS CONTINUS NON LINEAIRES 

1.1. E t a t  d'un système 

Lf évo lu t ion  d'un processus dé t e rmin i s t e ,  cons idérée  à p a r t i r  

d'un i n t a n t  to, ne dépend pas uniquement de l ' i n f l u e n c e  immédiate 

du mi l i eu  dans l eque l  il s e  t rouve,  mais a u s s i  de données in t e rnes .  
- 

l 
11 convient  donc d e  d é c r i r e  son comportement par  t r o i s  ensembles 1 

l 

de v a r i a b l e s  cons idérées  à un i n s t a n t  t : 

- l e s  e n t r é e s ,  q u i  r ep ré sen ten t  l ' a c t i o n  de  l ' e x t é r i e u r  s u r  l e  

système, ! - l e s  s o r t i e s ,  qui  sont  ses réac t ions  a c c e s s i b l e s ,  1 
l 

- e n f i n  l ' a t a t ,  qui  es t  un ensemble de q informat ions  L 
i n s t an t anées  dépendant de 1' évolu t ion  du système 1 
antér ieurement  à l ' i n s t a n t  t. 

P a r  d é f i n i t i o n ,  l a  connaissance de 1 '2volu t ion  des e n t r é e s  s u r  

l ' i n t e r v a l l e  de temps ( t o ,  tl( e t  de l ' é t a t  à l ' i n s t a n t  to d o i t  1 
permet t re  de p révo i r  l e  comportement du systsme de t à t ; ses 

O 1 I 
s o r t i e s ,  e n t r e  a u t r e s ,  s o n t  a l o r s  p rév i s ib l e s .  

En vue de  s i m p l i f i e r  l ' é t u d e ,  nous cho i s i rons  dans la p l u p a r t  

des c a s  un nombre q d ' in format ions  néces sa i r e  e t  s u f f i s a n t .  11 e s t  

cependant poss ib l e  d'employer un ensemble redondant. 

Ces q fonc t ions  du temps t E ( t o ,  + cn ( s e r o n t  regroupées 

sous la  forme d'un v e c t e u r  r ( t )  d ' o rd re  q, dé f in i ,  s u r  gq oc 9 
e s t  le  corps des r é e l s .  

x(t )  est  a l o r s  appe lé  v e c t e u r  état du système e t  ses 

composantes, v a r i a b l e s  d ' é t a t .  



L'évolution du système est ainsi représentée au moyen des 

trajectoires décrites par l'extrémité M du vecteur x = 0%(t), le 

point O étant l'origine d'un repère (0, e ,  e . .  . e ) de 
9 

l'espace d'état gq. La représentation de l'état x dépend donc du 

repère choisi. 

1.2. Equations représentatives d'un processus 

Nous limiterons notre étude à l'ensemble des systèmes dont le 

comportement en réponse à une entrée u pendant l'intervale de 

temps z ( t o ,  + o ( peuvent être décrit par des relations de la 

forme : [6]. 

c 
avec ( t  s (to,c;o(=J 

t 
( x vecteur état E gq , x = (xl (t). .;. .x (t)) 
( q 
( u vecteur des e n t r é e s a l  ut = (ul (t) . . . . .un(t)) 
( 
( y vecteur des sorties@', = (yl (t). . . . .yp(t)) 
( 
( f  : g q x g n x y - g q  

1 8 : X 9 x 7- 9 P fonction univoque. 
f doit en outre posséder les propriétés assurant l'existence et 

l'unicité d'une solution de (1-1) lorsque l'entrée u(t) et les 

valeurs initiales sont données [7] [44] . Le nombre minimal de 
valeurs initiales xi (tO) (i E (1,2.. .q } ) à connaître est alors 

appelé ordre du système. Il est égal à q lorsque le vecteur x(t) 

assure une représentation non redondante de l'état. 



dx 
Cette formulation suppose que rt puisse être explicité à 

partir 

des équations du système physique. C'est le cas par exemple des 
O 

mouvements mécaniques caractérisés par l'accélération Z d'un point M, 

O 
O "T 

On peut alors poser x = (2 , Z) . 

Le système ainsi défini peut se représenter d'après le schéma de 

la figure (1-1) , avec les conventions suivantes [a] : 

- les variables u, x, y, % sont représentées par des flèches 

doubles, 

- les fonctions f ar 3 correspondent à des nodules dont les 

variables et résuitûts sont les antlies S C  sorries, 

- le symbole représente la fonction I(a, t) I = a dc 

avec a ~ g ~ .  Les entrées du module 

correspondant seront f(t) et x O =x(t0), et la sortie 

x(t). Il s'agit donc d'un module d'intégration composante 2 

composante. 

FIGURE (1-1) 



La r e p r é s e n t a t i o n  (1-1) (1-2) n ' e s t  pas unique. Il s u f f i t  pour  

la  changer de c h o i s i r  un nouveau v e c t e u r  é t a t  x l i é  à x par  une l ! 
fonc t ion  biunivoque d é r i v a b l e  : x ( t )  = T(xl ( t ) )  (1-3) 

Les équat ions  (1-1) e t  (1-2) s l S c r i v e n t  a l o r s  : 

(1-4)  

e t  pa r  conséquent, la ma t r i ce  des dé r ivées  p a r t i e l l e s  Txl,  é t a n t  
i n v e r s i b l e ,  

11 e s t  notamment poss ib l e  de d é f i n i r  des fonczions T I 
correspondant à des changenents de Sases dans l12spac=  a ' a t a r  : 

x ( t )  = P x1(t) , avec P s a ~ r i c e  cons tan t= ,  r 5 g u l l S r e .  

Par conséquent,  s i  x ( t )  e s t  un vec tsur  É t a t  d'un processus 9 

- L 
P x ( t )  a u s s i .  

L 'é tude d'un système e s r  condi t ionnée par l e  choix d'un v e c t e u r  

é t a t  adapté  [ 9 ]  [ IO]  [ll] [ 4 ] .  

Après a v o i r  d é f i n i  un ensemble de paramètres correspondant à un 

é t a t  du processus,  il s ' a g i t  donc d '  envisager  l e s  d i v e r s e s  

formulat ions des équat ions  d 'évolu t ion  de c e t  é t a t .  11 e s t  pratique 

de cons idérer  c e l l e s  q u i  s o n t  l i é e s  e n t r e  e l l e s  p a r  des changements 

de base. 

II f a u t  pour c e l a  pas se r  à une r e p r é s e n t a t i o n  m a t r i c i e l l e  des  

équat ions  (1-1) e t  (1-2). 



1.3. Représentation matricielle des systèmes d'ordre fini 

Nous allons maintenant considérer un système d'ordre fini dont 

l'état x(t) peut s'exprimer [6] sous forme d'une fonction de 

transmission II , supposée parfaitement identifiée : 

x(t) =Q(u, t, xo, to) , f! fonction linéaire en u, x 1 
avec comme sortie '4' 

~(t) o y (t, x, U) , y fonction linéaire en x, u l 

Il est possible de représenter un tel système sous la forme 

avec 

A matrice q x q dite d'évolution 

1 B matrice q x ii d i t e  de commande 1 
C matrice p x q dite d'observation 

1 D matrice p x n dite de transmission directe 

Ces sytèmes seront dits linéaires non stationnaires. 

Lorsque les matrices A, B, C et D ne dépendent pas du temps, le 

système est dit linéaire stationnaire. 

Le schéma associé à la représentation (1-8) est décrit 

figure (1-2) : 



Cependant, dans de nombreux cas ,  les systèmes physiques ne 

peuvent pas ê t r e  to ta lement  r ep ré sen té s  par  une fonc t ion  de 

t r a n s i t i o n  l i n é a i r e  en u ou x. On gardera  cependant la formulat ion 

(1-8), e n  p r é c i s a n t  que les mat r ices  A, B,  C ,  D s o n t  fonc t ion  des  

vec t eu r s  u ( t )  et  x ( t ) .  

On se ramène à des équat ions  de la forme (1-9): 

l x = A (x ,u , t )  ~ ( t )  + B (x ,u , t )  ~ ( t )  
(1-9) 

Y = C ( x , u , t )  x ( t )  + D (x ,u , t )  u ( t )  

où l e s  mat r ices  e t  vec t eu r s  A, B ,  C, D ,  u, x, y o n t  l e s  mêmes  

dimensions que dans les no ta t ions  précédentes  e t  v é r i f i e n t  l e s  

p r c p r i é t s s  requises  pour l ' e x i s t e n c e  e t  l ' u n i c i t é  d 'une  so lu t ion .  

11 f a u t  notamment suuposer que l ' o n  pu i s se  d é f i n i r  l e s  termes 

non l i n é a i r e s  du processus par un "gain" v a r i a b l e  s e l o n  x, u e t  t ,  ce 

qu i  e s t  souvent l e  cas .  Ga r ep ré sen ta t ion  a i n s i  d é f i n i e  n ' e s t  pas  

tou jours  unique : dans un m u l t i p l i e u r  d ' en t r ées  x e t  z,  de s o r t i e  xz, 

on peut cons idérer  t o u r  à t o u r  x ou z comme v a r i a b l e  ou comme ga in .  

En regroupant la t o t a l i t é  des  équat ions s c a l a i r e s  d'un système 

en deux é g a l i t é s ,  c e t t e  r e p r é s e n t a t i o n  permet d ' u t i l i s e r  des méthodes 

de c a l c u l  m a t r i c i e l .  E l l e  est donc souvent proposée [13 ]  [14] e t  

permet une s i m p l i f i c a t i o n  des no ta t ions .  

C e t t e  forme convient  en p a r t i c u l i e r  à des  système de type LUR'E 

POSTNIKOV [ 141 d é c r i t s  par  les r e l a t i o n s  (1-10) (1-1 1) : 
b 

avec 

1 e t  E n s e m b l e s  contenant  un 
vo i s inage  du p o i n t  d '  équi- 
l i b r e  en  0 ou x. 



S i  Y a p p a r t i e n t  à la c l a s s e  4 c a r a c t é r i s é e  par  

de (1-10) e t  (1-11) il v i e n t  a l o r s  (1-12) : 

e t  l o r sque  l ' e n t r é e  u e s t  n u l l e  V t ~ r ,  on a le régime autonome 

(1-13) 

C e t t e  r e p r é s e n t a t i o n  p ré sen te  1' avantage  de f a i r -  a p p a r a î t r e  

séparément les t a n e s  non cons t an t s  de L ( t , x , û  ) .  I 

II - REMARQUES SUR LA STABILITE DES SYSTEHES. CONJECTURE LINEAIRE 

11.1. Notion de s t a b i l i t é  

Considérons un processus r ep ré sen té  à 1 ' i n s t a n t  t par  1 ' équat ion  

d ' é t a t  (1-15) : 

= f (x, U ,  P, t )  

x ( t )  vec t eu r  d ' é t a t  
u ( t )  vec t eu r  des  e n t r é e s  
p ensemble des paramètres i d e n t i f i a n t  l e  processus réel à 

son modèle mathématique. 

Lorsque des cond i t i ons  i n i t i a l e s  xo, uo, po s o n t  données à 

t - to, l ' é t a t  du processus d é c r i t  une t r a j e c t o i r e  x ( t ) ,  d i t e  

nominale. 



Une pe r tu rba t ion  de ces  condi t ions  i n i t i a l e s  peut  déterminer  une 

a u t r e  t r a j e c t o i r e  x ( t ) ,  d i t e  per turbée .  

Le comportement de l ' é c a r t  A x ( t )  c a r a c t é r i s e  la s t a b i l i t é  du 

système. 

On d i s t i n g u e  habi tue l lement  t r o i s  types de s t a b i l i t é s  { 8 ]  s e l o n  

que la p e r t u r b a t i o n  e s t  due à une v a r i a t i o n  sur  : 

- l ' é t a t  du système ( s t a b i l i t é  d i t e  c l a s s i q u e ) ,  

- l e s  paramètres du modèle ( s t a b i l i t é  s t r u c t u r e l l e ) ,  

- l e s  e n t r é e s  du système ( s t a b i l i t é  e n  régime f o r c é ) .  

La s t a b i i i t é  c l a s s i q u e  [ 71 est d é f i n i e  "au s e n s  d e  LYMUNOV". 

E l l e  e s t  souvent é t u d i é e  en régime l i b r e ,  c 'es t -à-dire  à e n t r é e  

n u l l e  e t  dans ces  condi t ions  l e s  pe r tu rba t ions  ne son t  cons idérées  

que s u r  l is va leurs  d e  L r 5 t a t .  

,Votons que la m t i o n  d e  s ï a b i l i t c  dynamique [ 1 5  1 (161 a étS 

i n t r o d u i t e  lo rsque  l e s  e n t r é e s  ne s o n t  pas n u l l e s  mais peuvent ê t r e  

cons idérées  comme non per turbées .  

Le système e s t  d i t  s t a b l e  par  rappor t  à l ' é q u i l i b r e  xe s i ,  

pour des  condi t ions  i n i t i a l e s  suffisamment proches de l ' é q u i l i b r e  

x la  t r a j e c t o i r e  r e s t e  dans la boule de c e n t r e  x e t  de e  ' e  

rayon E a r b i t r a i r e  : 

Dans l e  cas  c o n t r a i r e ,  l ' é q u i l i b r e  e s t  d i t  i n s t a b l e .  

Par la s u i t e ,  nous prendrons comme é q u i l i b r e  le  p o i n t  xe = o. 

11 s u f f i t  pour c e l a  de c h o i s i r  x comme o r i g i n e  du r epè re  d ' é t a t .  e  

Lorsque, de p lus ,  c e t  é t a t  d ' é q u i l i b r e  e s t  a t t r a c t i f  (1-17), 

l ' é q u i l i b r e  e s t  asymptotiquement s t a b l e :  

- 1  



S i  l e  système e s t  l i n é a i r e ,  il e s t  équ iva l en t  de cons idé re r  l a  

s t a b i l i t é  asymptotique au  sens  de LYAPUNOV ou la s t a b i l i t é  

s t r u c t u r e l l e .  S i  de p lus  l e  processus est s t a t i o n n a i r e  e t  s i  on 

s ' impose des e n t r é e s  bornées,  la s t a b i l i t é  e n  régime f o r c é  e s t  

également équiva len te .  

Par la s u i t e ,  nous é tud ie rons  l a  s t a b i l i t é  des  systèmes en 

régime l i b r e ,  c e  qu i  correspond à une approche généra le  de la 

s t a b i l i t é  d'un processus physique : c ' e s t  usuellement la p r o p r i é t é  
* 

niniinale exigée d'un systzme. E l l e  peut  a u s s i  i n c l u r e  l e s  no t ions  

f o r t  u t i l e s  de r a p i d i t g  e t  de t + q s  de r iponse.  

Pour qualifier l e s  d i i f d r e n t s  tppes de s tab i ; icSs ,  nous 

u t i l i s e r o n s  l e s  termes d é f i n i s  dans 1' annexe A. 

II. 2. Conditions de s t a b i l i t e  du l i n é a i r e .  Conjecture l i n é a i r e  

Considérons maintenant l e  système (1-9) en régime l i b r e ,  donc 

pour u ( t )  = O Vtbt,. 

11 se rep résen te  de l a  façon  s u i v a n t e  : 

Dans l e  cas simple où A e s t  cons tan te ,  on a b o u t i t  à une 

cond i t i on  de  s t a b i l i t é  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  : 

C L Le système (1-18) e s t  (asymrptotiquement) s t a b l e  s i  e t  i 

l seulement s i  les p a r t i e s  r é e l l e s  des va l eu r s  

1 c a r a c t é r i s t i q u e s  de A s o n t  ( s t r i c t emen t )  néga t ives .  



La stabilité d'un tel système est donc entièrement déterminée 1 
par le polynome caractéristique de A, dét (AI -A). On aboutit 

4 

alors aux conditions de ROUTE-HüRWITZ [ 17 1. 
Cependant, dans la plupart des cas, A dépend de x et/ou de t, et 

il n'est généralement pas possible de déterminer des conditions 

nécessaires et suffisantes. L'analyse de la stabilité consiste donc 

à trouver des conditions suffisantes les moins contraignantes 

possibles pour le système, c'est-à-dire à élargir les domaine de 

stabilité (vis-à-vis des conditions initiales, des paramètres du 

système, etc.. .) . 
Même si la détermination d'un domaine maximal est difficile en 

général, il est intéressant de chercher des conditions ou des 

classes de spst2mes pour lesquels on puisse a~pliauer à un 

processus non linéaire les conditions CL de sta~ilité du linéaire. - 

?ïN. KRASOVSKI [la] a dSmontré la condition suffisante suivante : 

T 

1 si B(x,t) + A (x,t) est telle que, pour toute évolution de 

l'état x, ses racines caractéristiques restent strictement 

négatives, alors le système (1-18) est globalement 

Lasymptotiquement stable. 

Si par exemple A(x,t) est une matrice symétrique pour tout 

(x,t), on peut donc lui appliquer la condition CL relative aux - 
systèmes linéaires. Cette condition de symétrie est cependant très 

restrictive car elle exclue, au moins dans le cas linéaire, les 

systèmes pouvant présenter des oscillations en réponse indicielle. 

D'autre part, dans le cas d'un système linéaire stationnaire 

représenté par une matrice à coefficients hors diagonaux positifs, 

la condition nécessaire et suffisante CL peut s'énoncer - 
différemment par application du Lemme de KOTELYANSKI [17] : 



, Un nombre réelX e s t  plus grand que l a  valeur ca rac té r i s t ique  

maximale r de l a  matrice A =(aik), à éléments non diagonaux 

1 p o s i t i f s  ou nuls si. e t  seulement s i ,  pour c e t t e  valeur X tous l e s  

lmineurs principaux success i fs  de l a  matrice (XI-A) sont pos i t i f s .  

Ainsi toutes  l e s  pa r t i e s  r ée l l e s  des valeurs ca rac té r i s t iques  de 

A seront négatives s i ,  e t  seulement s i ,  l e s  mineurs success i fs  de 

(-A) sont pos i t i f s .  

P. BORNE e t  SC. GENTINA ont montré [19] que ce c r i t è r e  pouvait 

s 'appliquer à cer ta ines  représentations non l i néa i r e s  : 

Théorème : s o i t  A(x, t )  = ( a . . ) ,  une matrice d e q ¶  à 
11 

iléments non diagonaux pos i t i f s  e t  dont les ternes non constants 
- -- - -- 

/ '\ 

sont r e g r o u ~ é s  dans une seule  l igne (ou une seule colonne). /to/j RA 9 )  1 
L e  systsrne déc r i t  par $ = A(x, t ) x  est stable s i  les  q mineurs r 

I 
4 

principaux de (-A(x, t) )sont p o s i t i f s ,  c 'est-à-dire I 

I c i  encore, on peut donc appliquer à A (x , t )  l e s  conditions qui, 

en l inéa i re ,  sont nécessaires e t  su f f i san tes .  Les hypothèses l 
1 l 

d'application de ce théorème de BORNE e t  GENTINA sont nettement 

moins r e s t r i c t i v e s  que ce l l e s  du c r i t è r e  de KRASOVSRI. 



11.3. Recherche des domaines de s t a b i l i t é  

Dans l e  cas où la mat r ice  du régime l i b r e  n e  v é r i f i e  pas l ' u n e  

des  deux hypothèses c i t é e s  p lus  haut ,  il f a u t  pouvoir en  é t u d i e r  la 

s t a b i l i t é  par  des  procédés d i f f é r e n t s  de ceux du l i n é a i r e  : s o i t  en  

u t i l i s a n t  directement  s u r  le système des méthodes de n a t u r e  

topologique, s o i t  e n  i n t r o d u i s a n t  un second système dont la . 
convergence a s s u r e  c e l l e  du premier e t  q u i  p u i s s e  ê t r e  é t u d i é  avec  

l e s  moyens (du l i n é a i r e  ou non-l inéaire)  déjà c i t é s .  

Dans c e t t e  opt ique,  nous avons rappelé  e n  annexe A l e s  méthodes 

de LYAPUNOV, pu is  l e s  aéthodes de majorat ion e t  d 'agrégat ion.  I l  

e s t  i n t s r e s s a n t  de c o n s t a t e r  combien l ' i n t r o d u c t i o n  des systèmes de 

comparaison È l a r g i t  le champ des p o s s i b i l i t é s  d ' étiide de la  

i t a o i l i t é  : c l + s t  ce que nous a l l o n s  m n t r e r  s u r  lm 2xemple. 

Considérons l e  système r ep résen té  par  l e  schéma f i g u r e  (1-3). 

Selon la forme de la non- l inéar i té ,  un problème d ' u n i c i t é  de la 

réponse à une e n t r é e  donnée peut  se poser ,  notamment pour ce  q u i  

e s t  de l a  f réquence du s i g n a l  y l o r sque  u e s t  périodique. La 

méthode du premier harmonique ne donne pas de renseignements s u r  

c e s  d i f f é r e n t s  comportements poss ib l e s  [20] [21]. L ' u n i c i t é  peu t  

ê t r e  é tud iée  en même temps que l a  s t a b i l i t é  pa r  une méthode 

m a t r i c i e l l e .  Nous a l l o n s  montrer s u r  c e t  exemple l a  puissance des  

méthodes de majora t ion  : il e s t  p o s s i b l e  d ' o b t e n i r  des r é s u l t a t s  

s u r  la s t a b i l i t é  d 'un  système sans  u t i l i s e r  la fonc t ion  de LYAPUNOV 

de c e  système. 

! 

En régime l i b r e  e t  re la t ivement  au  vec t eu r  é t a t  x = [ ,On a 

11.4. Exemple d ' a p p l i c a t i o n  des techniques de majorat ion 



11 v ient  : 

I 
l L e  systène décrit  par (1-35) 2st majorant d e  (1-2h) pour d e s  conditions 1 

i n i t i a l e s  z (to)  = x (to)  : 

Posons v (y) 2 
= Y1 

I Nous allons rechercher l e s  cas dans lesquels l e s  fonctions 

I candidates v(x)  ou v ( z )  sont de LYAPUNOV pour l e  système i n i t i a l  l 
1 

(1-24) ou pour son majorant (1-25) . 

Ceci revient [ 9 ] à appliquer le lemme de KOTELYANSKI aux 

I matrices P-'A ( E  ) P e t  P-'H ( E  ) P dé f in ies  par l e  



Nous poserons pour u n i f i e r  les é c r i t u r e s  dans le c a l c u l s  q u i  vont  

s u i v r e  : 

avec cl = a pour l e  système (1-24) 

e t  = 1 a( pour son majorant  (1-25) 

I 

L'étude de la fonc t ion  v r e v i e n t  à déterminer  l e  s igne  e t  

l ' é v o l u t i o n  des va l eu r s  propres  des  mat r ices  symétr iques 

1 T -(B+B ) dans l e s  deux cas  (1-29) e t  (1-30) de dé te rmina t ion  de a. 

négat ives  s i ,  e t  seulement s i  : 

Appl ica t ion  numérique 4 ' 1 - 1  

Le p o i n t  ( a ,  b) d o i t  donc s e  t rouve r  dans le domaine a ( f i g .  14) 
O 

pour que v(y)  s o i t  fonc t ion  de LYAPUNOV de y = By. 

Le p o i n t  (la!, b) r e s t e  dans le rec tange  no té  SM ( f i g .  (1-4) ) , 

donc dansa a l o r s  que l e  p o i n t  ( a ,b )  , symétrique de ( laJ ,b) p a r  

r appor t  à l ' a x e  x = O ,  admet des v a r i a t i o n s  ho r s  de@ (domaine S I ) .  





La fonc t ion  de  LYAPUNOV v(z )  permet donc de conclure  à l a  

s t a b i l i t é  du système majorant.  

Il r é s u l t e  de la t h é o r i e  des systèmes de comparaison que le  

système i n i t i a l  converge. L ' u n i c i t é  de  la réponse à une e n t r é e  

donnée est également prouvée. 

Les méthodes de majora t ion  e t  d ' agréga t ion  permettent  d ' ana lyse r  

un système par  le  b i a i s  d 'un système de comparaison: 

Dans l 'exemple cons idéré  ci-dessus,  les p r o p r i é t é s  de s t a b i l i t é  

e t  d ' u n i c i t é  o n t  é t é  mises en évidence sans i n t r o d u c t i o n  d 'une 

fonc t ion  de LYAPUNOV pour le sysième i n i t i a l .  La recherche d 'une 

t e l l e  fonc t ion  pour un processus s ' a v è r e  ê t r e  un cas  p a r t i c u l i e r  

d 'analyse de s t a b i l i t é .  On peut  l ' e l a r g i r  à la recherche  d 'une  

fonc t ion  de LYAPUNOV d'un système de comparaison d ' o rd re  é g a l  ou 

d i f f é r e n t .  Dans le cas  où l a  mat r ice  de comparaison e s t  cons t an te ,  

on peut l u i  app l ique r  directement  les condi t ions  du l i n é a i r e .  

11.5. Sur l e  choix de  l a  r e p r é s e n t a t i o n  

Il appa raz t  que l e  conditionnement d'une ma t r i ce  A ( x , t )  ou 

M ( x , t )  r e p r é s e n t a t i v e  du fonctionnement du système en  régime 

I l i b r e  e s t  fondamental dans l ' é t u d e  de la s t a b i l i t é  au  sens  d e  

LYAPUNOV . 

Par exemple, la mat r ice  cons t an te  A = ( 1: )ne pourra  pas ê t r e  

t r a i t é e  par  un des t r o i s  c r i t è r e s  d é f i n i s  en annexe A : 

considérons la mat r ice  pseudo-majorante M = ( -: ): l e  maximum 

T T des sommes en  colonne des  éléments de  M, M ou X + M n ' e s t  
2 

pas n é g a t i f .  



S i  par  c o n t r e  on e f f e c t u e  le changement de vec t eu r  é t a t  d é f i n i  

p a r  l e  changement d e  base  P = (:: :),elle s ' é c r i t  P - ~ A P  = 

Les t r o i s  c r i t è r e s  s ' appl iquent  a l o r s  i n d i f  f  é r e m e n t .  

Les schémas-blocs des  deux systèmes : 

s o n t  d i f f é r e n t s .  Ils peuvent être rep résen té s  comme indiqué  qur  

les f i g u r e s  (1-5) e t  (1-6). 

Figure (1-5)  : = hx. 

Ains i  le choix du vec teur  é t a t  et par  conséquent de la forme de 

la mat r ice  (A(x, t )  e n  régime l i b r e  peut  ê t r e  i n t e r p r é t é  comme un 

choix de s t r u c t u r e  d e  r ep ré sen ta t ion .  11 e s t  donc pa r t i cu l i è r emen t  

i n t é r e s s a n t ,  pour s i m p l i f i e r  l ' é t u d e  de l a  s t a b i l i t é  (en ana lyse  

ou en synthèse  d 'un  processus) ,  de d i spose r  d'un é v e n t a i l  de 

r ep ré sen ta t ions  d i f f é r e n t e s  d'un même système. 

Nous a l l o n s  donc, dans c e t t e  op t ique ,  d é c r i r e  les méthodes 

d 'ob ten t ion  de quelques formes remarquables. 



III - DEUX STRUCTURES FONDAMENTALES : SYSTEMES "À NON-LINEARITES DE RANG 1" 

111.1. Description de l a  décomposition ma t r i c i e l l e  u t i l i s é e  pour l a  

c l a s s i f i c a t i o n  

Considérons l e  régime l i b r e  (1-18) d'un système (1-9): 

' % ( t )  = A(x,t) x ( t )  (1-18) 

La  matrice A(x,t) peut être décomposée sous l a  forme : 

où A e s t  une matrice constante. 
O 

S i  A = ( a l j )  e t  A (x, t) = ( a i j  (x , t )  ) on a donc : 
O 1 

V i  e t  V j  = 1 ..... q 
A(x,t) = (aij (x,.t)) - ( a i j  + a1 (x , t )  1 ii (1-35) 

Cette décomposition correspond à l a  représenta t ion d é c r i t e  

f igure  (1-7) . 

FIGURE (1-7) 



Pour s i m p l i f i e r  les nota t ions  e t  lorsqu'aucune confusion 

n ' e s t  poss ib le ,  nous éc r i rons  A(x) = A O + Al (x) , bien que 

A e t  A puissent  dépendre de t. 
1 
Le système, pour une en t rée  n u l l e ,  e s t  présenté 

f i g u r e  (1-8) sous l e  forme d'une p a r t i e  l i n é a i r e  y b o u c l é e  par 

UP re tour  non l i n é a i r e  définissant  une commande non l i n é a i r e  

FIGURE (1-8) 

Xotons que la décomposition de A(x, t) en A 3 et A 1 (x, t )  

n ' e s t  p a s  unique. 

En e f f e t ,  il s u f f i t  de considérer  des matrices Ao' e t  

Ao" t e l l e s  que A. = A 0 9  + A. Y > (1-36) 

pour pouvoir d é f i n i r  différemment 

A(x, t )  = Ao' + Al ' (x, t) (1-37) 

Al* (x , t )  = Ao" + Al(x,t) (1-38) 

Deux cas t r è s  importants de décompositioa sont  cependant à 

considérer. 

111.2. Non-linéarité à s o r t i e  s c a l a i r e  ( type  1) 

S i  A1(x,t) peut s ' é c r i r e  (1-39) 
* 

1 -  - 
avec h = ( 1  0-• 

m 

v k t )  = (vl(X,t) .  i V  4 (**t) 1'. 
a lo r s  u (x, t )  = A ( t  x ( t )  = h. vT ( x , t )  x (1-40) - 

La couunande u (x , t )  e s t  dans ce  cas- va r iab le  avec x e t  t y  

mais l e  vecteur q u i  l a  représente a une d i r e c t i o n  constante,  

dé f in ie  par  h. 

Un schéma de représentat ion de ces systèmes e s t  proposé 

f igure  (1-9). 



TYPE 1 

FIGURE (1-9) : systèmes de type 1. 

La s o r t i e  de l a  non-linéarité d (x , t )  e s t  donc i c i  

scalai re .  

Dans ce cas, il est possible de déf in i r  un changement de 

base P t e l  que on a i t  : 

,j . . ]  - 1  
P A(x, t )P  = 

.. a . (x, t) ... 
-93 

avec ~ j c  { i...q} 
, constant v te { i  . . .q- i}  

{ 1:; teme variable,  fonction de x e t  t 

11 s u f f i t  pour cela de poser, s i  9 ;t 0 

on a a lo r s  

-1 - 1 
P Al(x) P = P .h.v.P = ' 1 (1-43) O . . . A  .v...ZA .v. 

q 
Dans l e  cas où 1 = perm&tdtionJd&s l e s  

composantes de x permetira de déf in i r  une nouvelle base dans 

laquel le  h s ' é c r i r a  (A A avec # O 
ji"' j q  j q  

( l e  cas h = O correspond à un système l i néa i r e  sans entrées e t  

peut donc ê t r e  considéré comme t r i v i a l ) .  



111.3. Non-linéarité à e n t r é e  s c a l a i r e  ( type II) 

S i  A (x, t )  peut s ' é c r i r e  
1 T 

Al(x,t) = v(x , t )  h (1-44) 

avec les mêmes  nota t ions  que pour (1-39) 
T 

a l o r s  u(x, t )  = Al(x, t )  x ( t )  - v. h x (1-45) 

Cette commande p a r t i c u l a r i s e  une va r i ab le  d ' é t a t  du système - hT x, mais le  vecteur u (x, t )  n ' a  plus une d i r e c t i o n  

cons tante .  

Cette c l a s s e  de systèmes correspond à l a  s t r u c t u r e  d é c r i t e  

f i g u r e  

TYPE 

FIGURE (1-10) : systèmes de type II. L---] 

Xotons que, dans de nombreux c a s ,  l a  non- l inéar i té  

v e c t o r i e l l e  v ( x , t )  e s t  due à un ensemble de gains non constants ,  

dépendant de l a  v a r i a b l e  d ' en t rée  E . 
C'es t  l e  cas des systèmes représentés  par  5 = Ax + b f (  C ) ,  

T avec E = h x (cf .fig(I-11) ). 
011 aura  donc souvent v(x,  t) = v (  E , t )  , ce q u i  r ev ien t  à 

considérer  un système à une s e u l e  v a r i a b l e  d ' é t a t  t r a i t é e  non 

l inéairement.  L 'appel la t ion  "système à non- l inéar i té  à e n t r é e  

monovariable" e s t  i c i  possible.  

Les systèmes de type II peuvent se mettre en équation sous 

la  forme (1-46) : 

(1-46) 

1 
a v e c  P- i = l . .  . q ,  "i j c o n s t a n t  a v e c  t V j  = 1 . .  .q -1  

a iq t e r m e  v a r i a b l e ,  f o n c t i o n  d e  x e t  . o .  

base e s t  l e  transposé de c e l u i  considéré 

en (1-41). 11 e s t  à noter  que, dans c e t t e  forme, l a  de rn iè re  
T 

composante x du vecteur é t a t  e s t  E = h x. 
q 



; ; = A x + b f  ( E )  
T E = h x  

FIGURE (1-11) : Système à commande scalaire. 



111.4. Systèmes à non-linéarités de rang 1 

Pour introduire  l e s  processus de type f e t  II, nous avous 
T 

supposé que %(x , t )  = h v (x,t)  ou A19(x,t) = v(x , t )  h 
T 

Ceci revient a supposer que la matrice OU A ' 1 
cousidérée est de rang I pour chaque couple (x, t) fixé, 

D a  plus, h é t an t  un vecteur coastant, l e s  sous-espaces 

invariants de A ~ ( X ,  t )  OU A~'*(X, t )  sont tous engendrés par 

le même vecteur constant h, quelque s o i t  l e  couple (x, t )  . 
Pour ces raisons,  nous appellerons- ces.' deux types de 

processus "systèmes à non-linéarités de  rang 1". Cette 

dénomination ne s 'appliquera pas aux systèmes t e l s  que 
T I 

Al (x, t) = v (x, t )  h (x, t) , 1 ' espace invariant de A ne I 
res tant  pas cous tan t  pendant l ' évolution de x. 

Notons que s i  un système trSs complexe ae vérifia ?as ces 

propriatés,  L1 e s t  souvent possïnle de déf in i r  un s:rscSme 

aajotant  qui, Lui ,  se représantara au ;~oyoz d'une aat=:c= "à 

am-LiaéarFcés de rang 1". 

Systèmes de t F e  II 

C e s  systèmes sont représentgs par : 

avec A matrice carrée  constante d'ordre q,h vecteur d'ordre q 

z= ensemble des points des t r a j ec to i r e s  du système. 

Nous al lons  démontrer un Théorème essen t ie l  à la s u i t e  de 

notre t r ava i l  e t  r e l a t i f  à l a  décomposition de A(x,t) en une 

matrice t r iangula i re  p a r  blocs, sous l a  f o m  d'une matrice 

F(x, t) déf inie  par(1-47) : 



avec : 

matrice nn x n sous n forme cornpaonon non 
l i n é a i r e  

- ai l  matrice ni x n constante i 
sous forme compagnon 

matrice ni x nn à termes 

non constants t o u s  s i t u é s  
dans l a  dernière colonne. 



: Pour t o u t  système de type  II, il e s t  p o s s i b l e  de d é f i n i r  un 

vec t eu r  é t a t  z v é r i f i a n t ,  à e n t r é e  n u l l e ,  une r e l a t i o n  du 

où F ( z , t )  est une ma t r i ce  du type  d é f i n i  en (1-47) . 
1 

Théorème (1-2) : L'ordre  de l a  m a t r i c e  F ( z , t )  i n t e r v e n a n t  dans c e t t e  
7 nn 

décomposition es t  éga l  à la  dimension du sous-espace 

observable pay hT re la t ivement  à la ma t r i ce  AO. 

En d ' a u t r e s  termes, 
T T2 

n n -~.ang( h,  a h , ~ ~  h... ~ ~ ~ h . . .  1 
Démonstration des  Théorèmes (1-1) e t  (1-2) : 

Nous avons vu dans l e  paragraphe (111-3) que, s i  on c h o i s i t  
T 

& = h x comme d e r n i è r e  composante du vec t eu r  é t a t  x, t ou t  

système de type II é t a i t  r ep ré sen té  en régime l i j r e  par  : 
O 
x = (Ao + 

avec A 1 

S o i t  A'une base dans l a q u e l l e  c e t t e  décomposition (1-48) 

(1-49) s ' e f f e c t u e .  

3' v é r i f i e  1' é g a l i t é  (1-50) 

ûn a en e f f e t  xLh = , d e r n i è r e  composante de x. 

Nous savons [ 5 ]  q u ' i l  e x i s t e  un nombre m, 1 ( m q,  e t  des 

scalaires 6 tels que l e s  vec t eu r s  
T T2 

h, A,h, A, h . . . A, 

s o i e n t  l inéa i rement  indépendants e t  que 1 'on a i t  1' é g a l i t é  ( I-5  ) 
m- 1 

m m-1 
"2 P m - i  li e s t  l e  polyndme minimal de  h re la t ivement  2 

i - O  
1 'opé ra t eu r  A: . [ 5 ]  



Posons : I es = h  
* 

1 
Ces vecteurs engendrent un espace cyclique par A , noté J2. 

O 
Cet ensemble de vecteurs indépendants peut être complété par des 

vecteurs e ... e générateurs du sous-espece vectoriel 
q-m 1 3l 

complémentaire de J2 dans gq. 
3 ={el ... e }est une base d e g q .  

q 
s'écrit sous la forme C: : 

O 

c; = 

Avec c: matrice carrée d'ordre q - m 
7! C matrice m x (q-m). La matrice Q de passage de 3' 

à 3 possède une forme définie en (1-55) et vérifie (1-56) : 

: 1 J  II ... - .-- - --. T 
De même, la dernière colonne de Q-'est également (0 - 0 1) 

puisque aieg = e; = =y ( r-57) 

11 existe donc une matrice régulière Q telle que (1-58) et 

(1-59) soient vérifiées : 

Considérons le changement de base défini en - (1-60) par 

la matrice S : 

avec les notations i) et ii) . 
i S. est une matrice carrée régulière d'ordre q-m telle que 

- li S C S soit la première forme normale naturelle [5] de C 
1 1  1 1 

c'est-à-dire : 

* S C S- ' est quasi-diagonale (diagonale par bloc) . 
1 1 1  

* Chaque bloc diagonal est sous forme compagnon : 



* Le polynôme c a r a c t é r i s t i q u e  de chaque b l o c  F est d i v i s i b l e  ii 
p a r  c e l u i  du b l o c  s u i v a n t  F 

i+l i+l 
Remarquons que la t ro i s i ème  cond i t i on  peut  être remplacée 

p a r  "le polynôme c a r a c t é r i s t i q u e  de chaque b loc  F est une 
ii 

puissance  d'un polynôme i r r é d u c t i b l e  s u r  9. La forme - 1 
S C S serait a l o r s  la deuxième f o w e  normale n a t u r e l l e  de 
1 1 1  

ii) S, est une ma t r i ce  c a r r é e  r é g u l i è r e  d ' o rd re  m d é f i n i e  p a r  

On a a l o r s  (1-63) : 



D'après (1-57), (1-60) e t  (1-62), l a  matrice P = SQ 
- 1T 

e s t  donc t e l l e  que s a  dernière l igne s o i t  (O,- O ,  1 ) .  

Nous avons donc dé f in i  une matrice de passage P t e l l e  que : 

* le changement de base de A. à PA~P- '  conserve l a  

dernière composante s du vecteur f t a t ,  

* p ~ ~ p - '  = F,  où F e s t  une matrice constante de même forme 

que l a  matrice F(x,t) déc r i t e  en (1-47). 

Par conséquent, il ex i s t e  une matrice régul iè re  P vé r i f i an t  
-1 

PA(x,t) P-' = F + PAl(x,t) P (1-65) 

- 1 
La matrice P Al(x.t) P a l a  même forme que A 1 ( x , t ) :  

ses éléments sont tous nuls sauf ceux de l a  dernière colonne. - 1 
La matrice P A(x, t )  P e s t  donc de l a  forme voulue (1-47). 

Il v ien t  (1-66) : - 1 
P A(x,t) P = F (x , t )  

Conme de plus x s'exprime linéairement en fonction de z - 1 
x = P  z , (1-67)  

on pourra noter : 

P A(x,t) P-l = P ( r , t )  (1-68) 

D'où l'énoncé du Théorème (1-1). 

La construction même de l a  matrice d e  passage Q (1-55) au 

moyen de (1-51) e t  (1-52) démontre l e  Théorème (1-2). 

IV.2. Systèmes de type 1 

Nous avons vu (Théorème (1-1) ) q u ' i l  e x i s t a i t  un 

changement de base P A t e l  que, s i  A(x,t) v é r i f i e  (1-34) et  

(1-44) on a i t  : 

51 ~ ( x ,  t )  PA = F (x, t) 
-- 

avec F (x, t )  décr i t e  en (1-47) . 
Supposons que l e  système à considérer s o i t  maintenant de 

type 1 e t  d é f i n i  par l a  matrice B (x, t )  (1-70) : 

B (x , t )  = Bo + h v(x , t )  
T (1-70) 

11 vien t  (1-71) : 
T 

$(x,t) = B: + v(x , t )  h 



T 
Les Théorèmes (1-1) et (1-2) s'appliquent à B (x,t) ; il 

existe donc un changement de base PB tel que (1-72) soit 

vérifiée : 
-1 T 
P, B (r,t) PB = F(xyt) - 
et par conséquent, on a (1-73) : 

T 5 B(x,t) (pi)-' = F (x,t) (1-73) 

11 vient ainsi les théorèmes similaires des précédents 

Théorème (1-3) : Pour tout système de type 1: x = A(x, t) x, il est possible de 
O 

définir un changement de base, associé à matrice constante M y  

I tel que : 

avec Fii El 

F matrice compagnon constante d'ordre n , i f n  
ii i 

F (x,t) matrice n x n à élzments non constants 
ni n i 

tous situés dans la dernière ligne 

F (x,t) matrice compagnon non constante d'ordre n n , Z n i  '4 
nn 1 * 

Théorème (1-4) : L'ordre de la matrice compagon non-linéaire intervenant dans 

( cette d6composition est égal à la dimension du sous-espace 

1 vectoriel commandable par h relativement à A O c'est-à-dire 
k 

que n n = Ftang( h, Aoh, . . . AO h.. . } 

Remarque : Tous les changements de base intervenant dans les 

démonstrations ci-dessus peuvent être calculés par 

programmation sur ordinateur, lorsqu'il est nécessaire de 

connaître l'expression de la matrice de passage conduisant à 

la forme canonique prévue. On peut utiliser ce mode de 

détermination de vecteurs de base pour aboutir à d'autres 

formes matricielles [ 22 ] . 



IV.3.  Exemple de système à non-l inéari té  de rang 1 

Considérons l e  processus monovariable de type 

LUR'E POSTNIKOV, représenté f i gu re  (1-12), de s o r t i e  y e t  

cons t i tué  d'un bloc l i néa i r e  de fonction de t r a n s f e r t  

un re tour  polynominal N(p) de degré i n f é r i eu r  à D(p) e t  une 

non-linéarit  é s c a l a i r e  f ( E  ) . 
L'expression (1-77) de N(p) correspond à un asservissement 

C 

en régulateur y-u = constante. 
9- i  

D(p) = pq+Z ai p i  
I r 0  

FIGURE (1-12) 

On supposera l ' exis tence  d'une fonction bornée f* t 9 - g  

appelée gain équivalent  de f e t  t e l l e  que 

V E E ~ C ~  f ( €  ) = f * ( ~ )  . E  (1-78) 

e t  donc que f (0 )  = O.  

O L e  processus s e  met a l o r s  en équation conme s u i t  : 
x = A o x  + bf ( E )  (1-79) 

=  ( u . .  . i . .  . . - 1  €3 
(il (q-1 

9 7  
A, = 

xT= ( y ,  :,.., Y . * * * Y  

bT=  (O, O .... 0 , l )  9 
! \\= 

T 
En régime l i b r e ,  on a & = - h x .  11 s ' en su i t  (1-81) : - 

T 
= (Ao - b f * ( E )  h)x = A  ( E )  x (1 -81) 

T  L a  matrice A, ( E )  = - bf* ( & )  h pouvant s ' é c r i r e  
I T T indifféremment (-bf* ( E ) ) h  ou -b (f* ( €)h 1, l e  système 

est à l a  f o i s  de type 1 e t  II . 



La matrice A (E ) s'écrit ici directement sous fotme 

F1 ( E) (1-83) analogue à Fnn (x, t) décrite dans (1-74) : 

O 

FI(€) = 

Y +====-- i 1 Y 'as-l' 1 gq-1 -ao-f (E) . . . l -a -a. f (E )  . 
L 

On peut choisir E comme dernière composante du vecteur 

état. .Il suffit par exemple d'effectuer le changement de base : - 1 
z = P x, avec 

O 

P-l = 
O 
1 

on obtient alors (1-84) : 

et il vient d'après (1-84) et (1-85) 

; = (  P-~AP + Al( E) ).z,système de type II . (1-86) 

De plus, si aucun zéro de S(p) n'est récine de ~ ( p )  =. O, le 
N système -est observable par sa sortie et commandable par son D 

entrée. 

11 existe donc une base dans laquelle la matrice 

représentative du système libre s'écrit sous une forme F 2 ( E ) 

analogue à F (x,t) décrite dans (1-47) : 
nn 

X > = F ~ ( ~  )x9, x ~ = ~ - l x ,  Q matrice régulière constante. 



Deux exemples de systèmes de type LUR'E POSTNIKOV 

monovariables d'ordre 2 et 3 vont nous permettre d'illustrer la 

démarche permettant de passer de la forme compagnon F ( E )  à sa 
1 

transposée F ( E)  2 = FIT( E ) . La calcul du changement de 
base correspondant y sera explicité. 

La détermination générale de la matrice F sera traitée 
2 

dans le deuxième chapitre. Notons que nous n'avons envisagé le 

passage d'une matrice non constante à sa transposée que dans le 

cas où le système est à la fois de type 1 et II (non-linéarité à 

entrée et sortie scalaires). 

IT7.4. Exemples d'ordre 2 et 3 

Le schéma du système d'ordre 2 est représenté 

figure (1-13). 

FIGURE (1-13) 
1 1 

En posant A (E) = 

Nous allons effectuer un changement de variables i? 
1 * .  donnant comme nouveau vecteur état (y,€ ) . 

- 1  

dans le cas où il y a simplification d'un pôle par le zéro " 1 
Z 

le terme a a l  -a a l +  1 est nul. 
O 1 . . 



On a alors : 

P - 1 
A ( & )  P l  

1 

qui correspond à une décomposition en deux systèmes, dont un 
O 

indépendant : l e  système du premier ordre € = - U (a +f*) E: 1 O 

dé f in i t  à l u i  seul  la s t a b i l i t é  du processus lorsqu'est vér i f i ée  

l ' i n é g a l i t é  Q >O (f* est supposé borné) . 
1 

Dans l e  cas contraire, l e  changement de base : 

d é f i n i t  La matrice : 



Au troisième ordre, lorsqu'il n'y a pas de simplification 

de pôle de la fonction de transfert de la charne d'action 
1 

2 
p 3 + a 2 p  +alp+a. 

par un zéro du retour 1 + 2 - 1 
olP + a 2P 9 la matrice Q AQ 

du régime libre s'écrit : 

avec Q-l 
o,(s.a,-a, )+i 1 -  - - 



V - FORMES CANONIQUES DES SYSTEMES A NON LINEARITES DE RANG 1 

V. 1. Structures  associées aux formes compagnon 

V . l . 1 .  Formes simples 

L'étude précédente a permis de mettre en évidence e t  de 

retrouver l e s  deux formulations non l i néa i r e s  compagnon 

If.] 
Ces formes apparaiss mat r i c ie l  

t ) - b :  f 
1 5-t 

d'un système à non l i n é a r i t é s  de rang 1. D e  plus,  l a  première 

forme appara î t  directement lorsque l e  système e s t  d é c r i t  par  

une équation d i f f é r e n t i e l l e  s c a l a i r e  du type 

(1-881 

Las systèmes associés à ces deux formes (1-87) e t  (1-88) 
O 

sont : x = F , ( x , t )  x (1-89) 

e n t  l o r s  du conditionnement 

O L 

e t  x' = F2(x> t) x ' (1-90) 
T Q 4  avec l e s  é t a t s  r e spec t i f s  : x =(xl . ..x ) '2 

4 

On retrouve sur l e s  schémas de simulation associés  à ces  

deux formes ( f ig .  (1-13) e t  (1-14) l e s  ca rac té r i s t iques  des 

modules de gains non constants q u i  y in terviennent  : 

- non l i n é a r i t é  à s o r t i e  monovariable s ( f ig .  1-13) 
' V  I l  ' 1  1' 

CI - en t r ée  e = x  ( f ig .  1-14) 
9 

Les gains non constants sont indiqués par un double cerclage. 

Remarquons que ces schémas son t  du type s é r i e  (q 

in tégra teurs  en s é r i e )  avec connexions f i  pouvant dépendre de 

l ' é t a t  x (ou x') e t  du temps t. 

Pour l e s  systèmes F 1 (type 1 )  (1-87) (1-89) l a  s é r i e  f a i t  

in te rven i r  les composantes du vecteur dans l ' o rd re  

décroissant  xq, x ~ - ~ . . .  x 1' 

Pour l e s  système F2 (type I I )  (1-88) (1-90) on a au 

con t ra i re  l ' o rd r e  c ro i s san t  x' 1' x f î . . .  X' P 



FIGURE 1-13 



V .l. 2. Forme générale 

T 
La forme générale F(x,t) (1-47) ou F (x,t) (1-74) 

particularise n-1 sou-systèmes linéaires (matrices F ii' 
i = l...n-1) et un sous-système non linéaire F sous forme 

nn 
simple F ou P (voir paragraphe IV.l. ). 

1 2 
Les n lignes associées à F et donnant l'expression 

i O i i 
du sous-vecteur x (sous-système S ) s'écrivent : 

i i 
; - Pii Xi + U 

. 
i = 1 ... n (1-9 1 ) 

i i 
avec pour les systèmes de type 1 (matrice décrite en (1-74)) : 

ru. = O  si i f n 

\y' = 9 F x. commande provenant des S agissant sur 
n jil J i' Sn * 

et pour les systèmes de type II (matrice décrite en 

u = O  

Vi = 1 . . - 1 ,  u = F x commandes provenant 
i in n 

de Sn, agissant sur les Si. 

Cette structure triangulaire par blocs va permettre 

d'utiliser le théorème démontré en annexe B. 

Théorème 1-5 : Si les n blocs diagonaux Fii d'un système à nodinéarités 

de rang 1 sont asymptotiquement stables, alors ce système est 

asymptotiquement stable et réciproquement. 

Si on élimine la question triviale des n-1 systèmes 

linéaires, on peut ainsi ne considérer, dans l'étude de 

stabilité, qu'une seule matrice Fl(x, t) ou F2(x, t) . 

V.1..3. Réduction d'ordre par application des CNS du linéaire 

La stabilité asymptotique des systèmes à non-linéarités de 

rang 1 est donc liéede manière nécessaire et suffisante à 

celle des n sous-matrices F de la diagonale. i i 
Seule la matrice F (x,t) du sous-système S est 

nn n 
non-linéaire, c'est-à-dire que lorsque la stabilité de S n 

est assurée, les conditions de stabilité des n-1 systèmes 

linéaires F i < n-1 sont nécessaires et suffisantes. Les 
ii ' 

conditions les moins restrictives concernant le système Fun 

(conditions sur l'état inirial par exemple) seront donc aussi 

les plus larges pour le système global. 



Il a p p a r a f t  par  conséquent que la recherche de cond i t i ons  

de s t a b i l i t é  l e s  moins cont ra ignantes  p o s s i b l e s  pour un 

système à non- l inéa r i t é s  de rang 1 peut ê t r e  menée s u r  les 

formes compagnon simples  F l (x , t )  ou F 2 ( x , t )  (1-87) (1-88). 

L a  s u i t e  de ce  c h a p i t r e  sera consacréeà l ' é t u d e  de 

t ransformat ions  s u r  c e s  deux formes, donnant l i e u  a une 

approche n a t u r e l l e  d e  la s t a b i l i t é  e t  d e  la synthèse  des 

systèmes a s soc i é s  à ces  deux mat r ices .  

Forme en f l è c h e  141 1231 

S o i t  la mat r ice  d ' o rd re  q de  forme d é c r i t e  en (1-87) ou 

(1-88). 11 e s t  p o s s i b l e  de se ramener, pa r  un changement de 

base l i n é a i r e ,  à une forme m a t r i c i e l l e  dans l a q u e l l e  s e u l s  l e s  

éléments de la diagonale ,  de la d e r n i è r e  l i g n e  e t  de l a  

d e r n i è r e  colonne s o n t  d i f f j r e n t s  de z i r o .  Ca t t e  forme e s t  d i t e  

"en f l è c h e  mince". Sa p r i n c i p a l s  c a r a c t s r i s t i q u e  e s t  que 

éléments Xi (1 = 1 à q4) de  l a  diagonale ,  tous d i f f é r e n t s  

e t  non nu l s ,  peuvent ê t r e  a r b i t r a i r e m e n t  d é t e m i n é s  par  l a  

mat r ice  de changement de  base (1-92) : 

r 1 ... 1 -.. 1 0 1 

t e l l e  que, s i  R(p) = 
i - 1  L i - O  



Remarque : 

Le changement de base permettant de passer d'une forme en - 1 flèche à une forme compagnon est donc défini par P ou 
pT'l 

Ces formes ont la particularité de correspondre non plus à 

des structures de type "série" comme les formes compagnon, 

m i s  à des structures"parall8le", représentables par q-1 

systèmes linéaires du premier ordre coordonnés de façon non 
e 

linéaire par un q- système (f ig. 1-15) . Du point de vue 
technique, celà permet notamment de diminuer les effets de 

dérive des amplificateurs lors de la simulation analogique du 

système [ 2 4 ]  et généralise ainsi la décomposition modale 

utilisée pour les systèmes linéaires. 

Dans le cas d'un système à plusieurs lignes ou colonnes 

non-linéaires, cette forme a été généralisée [ 4 ]  et correspond 

à un système hiérarchisé, foriné de n-1 systèmes d'ordre plus 

élevé, sans interconnexions directes entra eus et reliés à un 

seul et même système, dit "coordinateur" ou "système de 

pointe". 

Dans te cas d'un système de type II, le système 

coordonnateur est associé à la variable E t r a i t ae  par les 

non-linéarités (cE.Fig.110 5 111-3). 

L1évoLution de cette variable est donc déterminante pour la 

stabilité du système : si les sous-systèmes de la diagonale 

sont stables ( A <O), les conditions de stabilité porteront 
i 

uniquement sur le coordonnateur (élément à l'intersection de 

la dernière ligne et de la dernière colonne) et sur les 

interco~exions (dernière ligne et dernière colonne). 



- - - - -  - 

Figure (1-15) Structure  hiérarchisée  à deux niveaux associée à 

l a  forme en f lèche mince. 

Type 1 :, constants,  $ fonctions de (x , t )  

Type II : 6  constants,  a fonctions de (x , t ) .  
i 



V.2.2. Appl ica t ion  aux systèmes de  type  LUR'E POSTNIKOV 

amnovariables 

Soit l e  système d é c r i t  F igure  (1-16) .  

Figure (1-16) . . 

Avec : D(p)  = p q-1 + ... + a l  p + a. 

non cons t an t s  s o n t  s o i t  dans l a  de rn i è re  l i g n e ,  s o i t  dans la 

d e r n i è r e  co lonne . 

Nous avons vu dans l e  paragraphe IV .3 .  que ce spstsme é t a i t  

à l a  f o i s  de type 1 st de  type II. 11 e s t  donc p o s s i b l e  de l e  

r ep ré sen te r  sous l a  forme d'une f l è c h e  mince dout les termes 

Remarques : Lorsque l e s  r ac ines  (-A ) de N(p) son t  d i s t i n c t e s ,  il 
i 

v i e n t  p a r  l a  t ransformat ion  P d é c r i t e  en (1-92) : 

zi, ( € 1  ' 1 (1 - 9 5 )  

.. . - ~ ( - X j ) e  . 0 ' - a  
1 q - i - f *  ( E )  

1 

C e t t e  forme e s t  commune aux r ep résen ta t ions  de type  

1 e t  II. 

E l l e  correspond à un système non-l inéaire  coordonnant 

l inéa i rement  q-1 systèmes l i n é a i r e s  de type 

i = - l x  où les (- A ) sont  les r ac ines  
f i i i 

du r e t o u r  N ( P )  (Fig. (1-15) avec a e t  pi cons t an t s  .) 
i 

V.2.2.a. Lorsque l e s  p r o d u i t s  (-*i-)F,-,+SOnt D( ) ( + A  ) 

p o s i t i f s ,  c e t t e  formulat ion m a t r i c i e l l e  amène, par  

a p p l i c a t i o n  du c r i t è r e  de BORNE e t  GENTINA 19 , l e  

théorème su ivan t  : 



théorème C251 : 

Soit le système continu non linéaire monovariable 

d'ordre q, 3 non-linéarité séparable (Fig.(I-16) ) 

dant la partie non-linéaire est caractérisée par son 

gain équivalent f* et la partie linéaire définie par 

sa fonction de transfert W(p) = a' telle que : 
D (PI 

(1) le polynôme N(p) admet (q-1) racines distinctes 

réelles et négatives, 

(2) les résidus relatifs aux divers pôles de 

) sont négatifs.51 l'inégalité 
1 f* + - 

W(0 t > O (3) est vérifiée V x e x c  92% 
alors l'état d'équilibre x = O du système considéré 

est asymptotiquement stable. 

Si l'inégalité précédente est vérifiée V x e 9 q 9  
la stabilité est asymptotique globale. Gn peut 

également aborder l'aspect synthèse [21] en supposant 

que le processus à réguler est constitné de la boucle 

ouverte (?ig.(I-17) ) et qu'il faut déterminer le 

retour X(p), c'est-à-dire les racines hi, de fapn 

à ce que (1) , (2) et (3) soient vérifiées. Q(p) peut 

par exemple comporter des pôles instables. 

FIGURE (1-17) 

V.2.2.b. Lorsque les résidus 

sont positifs, on peut se ramener à l'étude d'une 

forme en flèche antisymétrique, puis, par application 

de la condition suffisante de KRASOVSKII (cf.§ 

II.2.), à une matrice diagonale. 



à laquelle les conditions du linéaire sont 

applicables. 

V.2.2.c. Les conditions sur le signe des résidus de D(p) 

N(p) 

aux points Ai sont significatives du placement les 

uns par rapport aux autres des pôles et des zéros de 

W(p). Le cas D ) ( +Ai) < O correspond i%b = -Ai 

notamment à des pôles et zéros alternés 

(c'est-à-dire à un système dont le déphasage ne 

dépasse pas x/2). 

V.2.2.d. Lorsque les racines du numérateur sont multiples 
A pour i # j) le changement de base P (Ai = j 

n'est plus défini. Une forme correspondant une 

structure série a été proposée [26] , qui introduit 
soit une sous-diagonale d'éléments unités (systèmes 

de tyoe I), soit une sur-diagonale (système de 

type II) : on obtient alors les matrices Hl ou 

a,' ; 

V.2.3. Application du critère pratique de BORNE et GENTINA à la 

forme en flèche mince : 

11 apparaPt que l'application du critère pratique de BORNE 

et GENTINA est facilitée par le conditionnement même d'une 

matrice en flèche. Ceci pour deux raisons majeures : 

- les matrices pseudo-majorantes canoniques d'une forme en 
flèche sont en forme en flèche, 

- le calcul des q mineurs principaux se réduit au seul calcul 
du produit des termes diagonaux et du déterminant complet de 

la matrice. La formulation de ce déterminant est d'ailleurs 

simple : 



ce qui permet un calcul rapide. 

La forme en flache s'avère donc particulièrement adaptée à 

l'étude des équations diffzrentiellas dans l'espace d'état, 

notamment en ce qui concerne les systèmes à non-linéarités de 

rang 1, et a pour ceux-ci des applications multiples : 

-la structure de sa représentation permet une simulation avec 

accès direct aux termes diagonaux et aux non-linéarités, 

- elle est très bien adaptée à l'analyse de la stabilité, que 
ce soit par application des conditions du linéaire ou par 

utilisation des systèmes majorants, 

- elle permet de mener rapidement une synthèse 
d'asservissement : en particulier, pour les systèmes de type 

LUR'E POSTNIKOV, l'interprétation se fait directement par 

rapport aux paramètres du système physique. 



CONCLUSION 

Après a v o i r  d é f i n i  l e s  no t ions  concernant l ' é t a t  e t  la r ep résen ta t ion  d'un 

système, nous avons r appe lé  quelques méthodes d 'é tude de l a  s t a b i l i t é .  

Cette première ana lyse  met e n  évidence l ' importance de l a  formula t ion  

adoptée pour r ep ré sen te r  1 ' évo lu t ion  du système. 

Pour une classe importante  de systèmes, d i t s  "à non- l inéa r i t é s  de rang 1", 

nous nous sommes ramenés à - l ' é tude  d 'une forme compagnon simple. C e t t e  forme, 

à son  tou r ,  condui t  à une r e p r é s e n t a t i o n  "en f lèche"  permet tan t  l ' a n a l y s e  e t  

la synthèse du système. 

Par la s u i t e ,  nous proposerons pour ce type de système une u n i f i c a t i o n  

avec le symbolisme du l i n é a i r e .  

Ceci  permet t ra  de mettre  immédiatement en équat ions un système 

non-linéaire e t  donc d ' é v i t e r  des  pertes de  temps l o r s  de  son analyse .  



'CHAPITRE II 

DEFINITION D'UN POLYNOME SYMBOLIQUE. 

APPLICATION A LA MISE EN EQUATION DE SïSTEMES NON LINEAIRES 

INTRODUCTION 

Dans l e  c h a p i t r e  précédent ,  nous avons p r é c i s é  la  c l a s s e  des systèmes à 

non- l inéar i tés  d e  rang 1. Pour é t u d i e r  la s t a b i l i t é  de ces  sytèmes, un 

a lgor i thme l i n é a i r e  a é t é  proposé e t  permet de s i m p l i f i e r  l e  conditionnement 

de la mat r ice  r e p r é s e n t a t i v e  du régime l i b r e .  La r e p r é s e n t a t i o n  a i n s i  obtenue 

p a r t i c u l a r i s e  p l u s i e u r s  systèmes l i n é a i r e s  et  un s e u l  système non- l inéa i re  

r e p r é s e n t é  par  une matrice F ( x , t )  que nous appelons "matr ice de  forme 

compagnon" pa r  a n a l o g i e  avec l e  l i n é a i r e  [6]. 

L'étude des p r o p r i é t é s  de  s t a b i l i t é  e t  du comportement dynamique des 

systèmes l i n é a i r e s  peut ê t r e  menée à p a r t i r  de n ' importe  q u e l l e  

r e p r c s e n t a t i o n  : l a  connaissance des va l eu r s  propres de l e u r s  mat r ices  s u f f i t  

à conduire  c e c t e  première analyse.  

Far cont re ,  l e  choix de l a  r e p r é s e n t a t i o n  du bloc non- l inéa i re  F ( x , t )  

condi t ionne l a  s u i t e  de l ' é t u d e  : la dé termina t ion  des mat r ices  semblables 

c a r a c t é r i s a n t  ce  sous-système est donc nécessa i re .  

La méthode que nous avons envisagée j usqu 'à présent  pour o b t e n i r  F (x, t )  

e s t  l ' a p p l i c a t i o n  s t r i c t e  de l ' a lgo r i thme  l i n é a i r e .  Cependant, sa mise en 

oeuvre peut  s ' a v é r e r  t r è s  longue dans l e  cas  de systèmes de grande dimension, 

comme le suggèrent  les exemples de changements de bases envisagés à l ' o r d r e  2 
T 

e t  3 e n t r e  la forme F(x, t )  e t  sa t ransposée  F (x,  t )  (cf .Chapi tre  1 , s  IV.4 . ) .  

Il s e r a i t  donc t r è s  i n t é r e s s a n t  de pouvoir d é f i n i r  directement  l a  ma t r i ce  

F ( x , t )  s ans  pas se r  par  le  c a l c u l  succes s i f  des vec t eu r s  c o n s t i t u a n t  l a  base  

d ' é t a t  correspondante.  

Dans ce chap i t r e ,  nous proposons une méthode de c a l c u l  symbolique 

permettant  de déterminer  l e s  r ep ré sen ta t ions  m a t r i c i e l l e s  d'un même système 

q u i  se déduisent  l e s  unes des a u t r e s  par  changements de  base.  Cette méthode 

p ré sen te  l ' avantage  de ne f a i r e  i n t e r v e n i r  que des c a l c u l s  r e l a t i f s  à des 

polynômes : il n ' e s t  en aucun cas  n é c e s s a i r e  de p r é c i s e r  l e s  changements d e  

base  dans l ' e s p a c e  d ' é t a t .  On accède a i n s i  directement  au  r é s u l t a t  cherché. 

C e t t e  technique de c a l c u l  peut  ê t r e  cons idérée  de deux po in t s  de vue : 

s o i t  comme un moyen simple de pas se r  d'une forme m a t r i c i e l l e  à une a u t r e ,  s o i t  

comme un o u t i l  de m i s e  e n  équat ion  v e c t o r i e l l e  d'un système d é c r i t  par  son  

schéma-bloc. Ce d e r n i e r  a spec t  permet d 'appl iquer  directement  l e s  méthodes de 

mise e n  équat ion des  systèmes l i n é a i r e s  en  vue d ' o b t e n i r  une formula t ion  

m a t r i c i e l l e ,  par exemple "en f lèche"  [ 4 ] .  

P l u s i e u r s  a p p l i c a t i o n s  de c e t t e  méthode de c a l c u l  symbolique s o n t  

proposées.  



1 - NOTION DE POLYNOME SYMBOLIQUE ' 

Dans un premier temps, nous nous proposons de d é f i n i r  l a  not ion  de 

polynôme symbolique pour une c e r t a i n e  c l a s s e  de systèmes. Par l a  s u i t e  

nous étudierons ses propr ié tés .  

1.1. Déf in i t ion  du polynôme symbolique 

S o i t  A ( x , t )  une matrice à non-l inéari tés  de rang 1. A (x, t )  ou 
T A (x , t )  s'exprime dans une c e r t a i n e  base  ( chap i t r e  1 5 I V )  : 

Fln(x, t )  

M-1 AM = F ( x , t )  = ii Fin(x, t) 

Les Fii sont  des matrices compagnon d 'ordre ni t 1 : 
i 7 - 

-30 - f 
O 

ii 
s 

j 
O O : 

'i 
1 -f 

nn 
V i  = 1 ... n 

d 

7 

Défini t ion  1 : Nous appelerons polynôme symbolique de la matrice 
T 

A (x, t )  ou A (x, t )  représen ta t ive  du régime l i b r e  

d'un système à non- l inéar i tés  de rang 1 la fonc t ion  

polynomiale en h à c o e f f i c i e n t s  fonct ions  de l ' é t a t  

x e t /ou  du temps t d é f i n i e  par : 

-- 
Z (ni + 1 ) p est de degré q en h , q - i=l 

%corps des complexes 

: ensemble contenant les 6voiut ions du vecteur 

é t a t  x et  un voisinage de x = O 
5 ( t o ,  + - (  



PROPRIETES DU POLYNOME SYMBOLIQUE : DEUXIEME DEMNITION 

II. 1. Calcul  du polynôme symbolique en  t a n t  que déterminant  : 

Nous avons d é j à  cons idéré  l a  mat r ice  F ( x , t )  comme un t ab l eau  de 

c o e f f i c i e n t s  p r i s  dans l e  corps des r é e l s  et  non plus  comme un 

opéra teur  l i n é a i r e .  Il e s t  p o s s i b l e  d ' e f f e c t u e r  un c a l c u l  

symbolique s u r  c e  tab leau .  Nous proposons i c i  de d é f i n i r  l e  

déterminant  d 'une mat r ice  non cons t an te  de l a  même manière c e l u i  

d'une mat r ice  cons tan te .  

L e s  c a l c u l s  de d é t e m i n a n t s  s ' e f f e c t u e r o n t  a l o r s  comme 3 i  l e s  

f .  é t a i e n t  des c o e f f i c i e n t s  cons t an t s  é c r i t s  sous forme 
1 

l i t t é r a l e .  Les rSgles  de m u l t i p l i c a t i o n  e t  d ' add i t i on  r e s t e n t  

c e l l e s  du corps des réels. C e  n ' e s t  que l o r s  de l e u r  remplacement 

par  des fonc t ions  numériques que l ' é t a t  e t / ou  le  temps 

in t e rv i endron t  comme opérandes. Les r è g l e s  de c a l c u l  s o n t  a l o r s  l e s  

mêmes que s u r  des mat r ices  à c o e f f i c i e n t s  cons t an t s  : 

développements pa r  rappor t  aux l i g n e s  e t  colonnes, changements de 

s i g n e  par  permutat ion de deux rangées,  e tc . . .  

La  p r o p r i é t é  d é t  (AB) 5 d é t  A d é t  B e s t  notamment conservée, 

même s i  A et  B s o n t  des mat r ices  c a r r é e s  de même o rd re  mais non 

cons tan tes .  

II e s t  par  exemple poss ib l e  de c a l c u l e r  l e  déterminant  de 

de manière symbolique, X é t a n t  un s c a l a i r e  e t  1 l a  ma t r i ce  
"n 

i d e n t i t é  d ' o r d r e  n . 
n 



11 vien t  (11-4) : 

Remarque 11.1.1. : 11 e s t  à noter que les  tenues non constants de 

la matrice sont tous s i t ué s  dans une &ne  rangée 

des matrices Fnnou F nn ' l e  calcul  du 

déterminant s e  f a i t  donc de façon l i néa i r e  par 

rapport aux f 
i' 

En u t i l i s a n t  ces règles de calcul symbolique sur l a  matrice 

caractér is t ique F ( x , t )  d'un système à non-linéarités de rang 1, il 

vien t  : 

p ( 4 x , t ) =  dét  ( A I  - F (x,  t) ) = dét  ( Iq - F*(x, t) ) (11-5) 
4 

On retrouve a lors  1 ' expression (11-2) du polynôme symbolique de 

la  matrice F (x, t)  (11-1). 



11.2. Invariance du polynôme symbolique par changement de base. 

Matrices semblables. 

Considérons maintenant une matrice constante P régulière d'ordre 

1 q. Elle définit un changement de base. Si dans la base originelle 

(e ) un régime autonome est décrit par ; = F (x,t) x , dans 
i 

la nouvelle base(Pe ) la matrice caractéristique sera dite 
i 

semblable à F (x, t) , définie en (11-6) 

& = P F.(x,t) P-l (Px) 

l Les règles de calcul de déterminant étant les mêmes que pour des 

1 matrices constantes, le changement de base P n'affectera pas 

l'expression du polynôme symbolique de F (x,t). On a : 

dét ( XI - P F(x, t) ?-l) = ( A ,x, t) 
9 

I Ainsi la formule (11-5) permettant de calculer le polynôme 

I symbolique d'une matrice à non-linéarités de rang 1 reste valable 

quelle que soit la base dans laquelle la matrice est ex~rimée. Xous 

l avons vu que pour tout système associé à une matrice A (x,t) de 

cette classe, il existait une matrice de changement de base M telle 

que : 

T M A (x, t) M' = F (x, t) ou F (x, t) (11-8) 

Nous pouvons donc donner une nouvelle définition du polynôme 

l symbolique : 

Définition 2 : Soit un système (S) représenté en régime libre 

I par : 

avec A (x,t) = A ,  + v (x,t).h T 

ou A (x, t) = A. + h . v (x, tlT les notations 
sont celles du chapitre 1, paragraphe III. 

Nous appellerons polynôme symbolique du système (S) 

la fonction p de X , x et t 



définie  de façon unique par 
- 

Comme il a é t é  remarqué en ( I I .  1.1.) , l e s  fonctions composantes 

du vecteur v (x, t )  interviennent de façon l inéa i re  dans 

l'expression des coefficients de p ( A ,x, t )  . Ces coefficients 

peuvent être calculés par les méthodes classiques ( de LEVEXRIER, 

de FADE EV...) [ 5 ] .  

De l a  déf ini t ion première du polynôme symbolique (chapitre III, 

9 1) , il vient également : 

Théorème II-i : Soi t  A (x, t )  une natr ice à non-linéarités de rany I e t  

p( X,x,t) son polynôme symbolique. 

11 existe  toujours une base d e +  dans laquelle A (x, t )  ou 

T 
A (x , t )  s ' é c r i t  sous une forme F (x , t )  décri te  en (1-l), 

chacun des n sous-systèmes diagonaux ayant pour polynome 

symbolique p, t e l  que 

Remarque : Dans l e  cas fréquent où n = 1 (décomposition e n  une matrice 

compagnon non-linéaire unique) l 'expression du polynôme 

symbolique s e  réduit  au polynôme p n ( ~ , x , t ) .  

II. 3. Relation avec l e  polynôme caractéristique en l inéaire  

Dans l e  cas où l e  système e s t  l inéa i re  e t  stationnaire,  l e  

polynôme p ( A,x, t )  devient (11-1 1) : 
R 

1 1  dét (A 1 -Fil) P ( A) = dét ( A  1 -F) 
"i q 

où 1 es t  la  matrice ident i té  d'ordre n 
ni i' 



caractéristique de la matrice F. 

Chaque sous-système Fii déconnecté du système global est alors 

caractérisé par l'équation différentielle régissant les dérivées 

successives d'une même variable d'état Si 
(ni+l +?  i S (1) = , 

Ct j ti 
i 

j=O (II- 12) 

et définie par le polynôme pi (A ) = 'dét ( A  1 - Fii) ni 
Lorsque la matrice F (x, t) n'est plus constante, nous avons vu 

que, par définition, la propriété de calcul (11-11) était 

conservée. Cependant, il n'en va pas de même pour l'interprétation 

l du polynôme en tant qu'équation différentielle : un système non l 
linéaire ne peut pas en général être caractérisé par une équation 

l du type (11-12). I 
1 C'est le cas par exemple des systèmes pour lesquels les termes 

non constants ne sont pas dérivables par rapport à t : 
O 

Dans cet exemple, l'élimination sous forme (11-14) : 
0 0  

n'est possible que si la fonction fl (x ) est dérivable. 2 

Cette remarque permet d'expliquer le choix du terme "polynôme 

symbolique". Celui-ci représente un invariant du système, comme 

l dans le cas des systèmes linéaires, mais n'a pas de signification I 
physique : on ne peut pas en général l'utiliser pour écrire une 

équation différentielle scalaire caractéristique du comportement du 

système. 



III - UTILISATION DU POLYNOME SYMBOLIQUE DANS LA MISE EN EQUATION DES 

SYSTEMES A NON-LINEARITES DE RANG 1 

Considérons un système S qu'un c e r t a i n  choix  de v a r i a b l e s  d ' é t a t  

permette de ranger dans la c l a s s e  des systèmes à non- l inéar i tés  de  

rang 1. 

Le polynôme de la ma t r i ce  A ( x , t )  c a r a c t é r i s t i q u e  d'un t e l  processus 

en  régime autonome e s t  un i n v a r i a n t  par  r appor t  à la base dans l a q u e l l e  

A (x , t )  est représentée .  

Nous nous proposons d ' u t i l i s e r  c e t t e  p r o p r i é t é  pour d é f i n i r  les 

expressions de A ( x , t )  dans d ' a u t r e s  bases que c e l l e  de mise e n  équat ion  

i n i t i a l e .  

111.1. I d e n t i f i c a t i o n  de deux matr ices  non-l inéaires  semblables 

Supposons que, pour l e  système S,  il s o i t  poss ib l e  de 

p révo i r  l a  forme d'une r e p r é s e n t a t i o n  m a t r i c i e l l e  A ' (x , t )  dans 

une c e r t a i n e  base 3'. 

11 se peut  que n i  l ' exp res s ion  des  vec t eu r s  de  3' , n i  

c e l l e  des  composantes de A'(x, t )  ne s o i e n t  connues. C ' e s t  l e  

cas du système cons idéré  dans l 'exemple Chap i t r e  1, 5 IV.3 .  . 
Nous avons vu que ce  système du type  LUR'E POSTNIKOV 

monovariable e s t  à la  f o i s  de type  1 et  II. 

D e  p lus ,  nous supposerons que N(p) e t  D(p) n 'on t  pas de 

zéro cwmtun. L a  p a r t i e  l i n é r a i r e  N(p) peut ê t r e  r ep ré sen tée  de 
D (pl 

façon  observable ou commandable. 11 e x i s t e  donc [ 2 7 ]  une ma t r i ce  

Q r é g u l i è r e  t e l l e  que : 

Q - ' A (  E )  Q = A 7  ( E )  



avec A 1 (II- 16) f* ( €1 

(II- 17) 

Notons pA ( 1 ,E ) (respectivement pAi (1 , E) ) le 

polynôme symbolique de A (respectivement A'). 

A et A' sont semblables, donc 

11 vient (11-19) : 
9 9- 

A + i = o  9 ((a.+oi 1 f*t ) ) - h i ) =  4+q3 ( fi" . A i )  
i=O (11-19) 

On voit donc que Bi = O ... q 

T 11 vient alors A' ( E ) = A ( g ) 

Ce qui se vérifiait sur des exemples à l'ordre 2 et 3 est 

démontré à un ordre q quelconque à l'aide du polynôme symbolique 

et sans avoir à rechercher l'expression du changement de base. 

Celui-ci peut être déterminé ultérieurement si nécessaire. On 

peut cependant connaître sans calcul la dernière composante du 

- 1 vecteur état x' = Q x qui est la variable de commande E . 



Sur cet exemple simple, nous avons donc montré la 

simplicité d'emploi de la méthode d'identification proposée pour 

des matrices dont on connaTt d'avance la similitude. 11 est 

. possible d'appliquer ce mode de raisonnement par polynôme 

symbolique 1 des formes plus élaborées que les représentations 

compagnon, et plus adaptées à l'étude des systèmes continus. Nous 

allons envisager l'utilisation de cette technique sur les formes 

dites "en flèche". 

111.2. Application au passage d'une forme en flèche à une autre 

Considérons deux matrices en flèche mince, de &me ordre q 

et dont les termes non constants ni( .), 6 i(.), yi(.), 

si(.), f ( )  g(.) sont fonction des mêmes variables 

d'état et/ou du temps t. 



Dans ce qui suit, nous supposerons que : 

- soit $ i(.) et Si(.) sont des termes constants 
.- - - 

vi " l...q-1 

- soit ai(.) et y (.) sont des termes constants i 

Les systèmes associés aux matrices Al (.) et A*(.) 

seront donc à non-linéarités de rang 1 et de même type 1 ou 11. 

11 est alors possible de définir le polynôme symbolique 

p l (  X  ,.) = dét ( A? - A 1 ( * ) )  
q 

T 
=[a (.) ( X I q  - -l B (.) + A - f ( . ) ]  dét ( A I  q- 1 - D ~ )  

Remarques : 

111.2.1. Les termes a. (.) ou p (.) n'apparaissent pas 
1 i 

séparément : seuls les produits a .  (.) . C .  (.) 
1 1 

interviennent de façon explicite dans les calculs. Ceci 

peut s'interpréter en termes de changement de base : 

si D est une matrice diagonale régulière, la matrice 

DA1(.) D-' s'écrit sous forme en flèche. 

avec D = 



Le polyname symbolique de DA1(.) D-1 doit être le même 

que celui de Al(.). Par conséquent d ne doit pas intervenir 
i 

dans l'expression des coefficients de pl ( A, .) . 
On retrouve le fait que les termes des dernières lignes 

aT et dernière colonne 6 nt interviennent que par leurs produits : 
a 
i a i(') Bi(.) " - Bi di > vi - 1 à q-i 

111.2.2.' Les termes non constants (en ci (.) ou (.) 

selon le type de système) interviennent linéairement 

dans les coefficients du polynôme symbolique. C f  est une 

propriété générale des atatrices à non-Linéarités de rang 

1 qui se retrouve ici (cf.renarque III. 1.1.). D'après la 

première remarque, les termes cf (.) 6 (.) i i 

interviennent donc aussi linéairement. 

Now allons utiliser les propriétés exprimées dans ces remarques 

111.2.1. et 111.2.2. pour déterminer une forme A2(.) semblable à 

A (.) , mais dont les termes pi seront choisis arbitrairement. 
1 

Si on suppose que les Ai sont tous distincts et que 

les P fixés arbitrairement le sont aussi, Bi = 1.. .q-1, alors il 

existe un changement de base permettant de passer de A (.) à 
1 

T A (.), les termes de Y (.), g(.) et a(.) étant déterminés par 2 

le choix des Pi. Ce changement de base est le produit de deux 

passages : 

- passage de Al ( .) à une forme compagnon, 

- passage de la forme compagnon à A (.). 2 



Les deux ma t r i ce s  r é g u l i è r e s  i n t e rvenan t  dans ces  

changements s o n t  déterminées comme la ma t r i ce  P d é c r i t e  e n  (1-92) : 

la premiere e s t  d é f i n i e  pa r  l e s  X l a  seconde p a r  l e s  ~i i. i ' 
L ' i d e n t i f i c a t i o n  des polynômes symboliques va pe rme t t r e  de  

T c a l c u l e r  les ternies composants de y ( . ) , g (  . ) e t  6 ( . ) a s s u r a n t  

la s i m i l i t u d e  de Al (.) e t  A2 (.). E l l e  se f e r a  en appl iquant  les 
. .  . 

deux r è g l e s  su ivan te s  : 

, l è r e  r è g l e  : s i  Al (.) e s t  de type 1 , A2 (.) a u s s i  

I s i . A 1  (.) e s t  de  type  II, A2 (.) a u s s i .  
L 

Les termes non cons t an t s  de  A2 (.) s e r o n t  s i t u é s  dans l a  

même rangée que ceux de  A ( . ) . 1 

2ème rè l e  : on d o i t  a v o i r ,  pour t o u t  s c a l a i r e  A, + 
dét ( i r  -A (.)) = d é t  ( Ar -A (.)) = p l (  A,.) 

Q 1 q 2 

L (11-27) 

La première r è g l e  détermine que l l e  rangée Y T(.) 

ou a(.) d o i t  être cons t an te  dans A2 (.). 

La deuxième i n t r o d u i t  la r é s o l u t i o n  d'un système (E) 

d 'équat ions  l i n é a i r e s ,  d ' o rd re  q,  d ' inconnues 

S i  l e  changement de base de Al (.) à A2 (.) e x i s t e ,  (E) 

a une s o l u t i o n ,  Le système (E) e s t  donc de  CRAMEX s i  pour d'une 

p a r t  yi = et d ' a u t r e  p a r t  1 = Fi ( i  = 1 5 q-1) 
i 

l ' i n é g a l i t é  (11-28) est v é r i f i é e :  



Exemple d 'ordre  4 

Nous a l l o n s  me t t r e  en oeuvre la méthode d ' i d e n t i f i c a t i o n  

par  polynôme symbolique s u r  un système d ' o r d r e  4. Considérons la 

forme. en  f l è c h e  (11-29) : 
..1 

où , 62, B3 e t  f s o n t  des fonc t ions  de  l a  &e v a r i a b l e  

d ' é t a t  E , d e r n i è r e  composante du vecteur  S t a t .  Nous supposons i c i  

que A i A 1 A 3; 

S o i t  A2 ( E ) une forme en f l è c h e  posée à p r i o r i ,  de  même 

type que Al e t  dont  les termes non cons t an t s  son t  Egalement des  

fonc t ions  de E. 

Nous adopterons par la  s u i t e  les no ta t ions  (11-31) : 

a,. j+ h 2 + h  3 1 1 2  'J + F t + P 3  

s = X h + A 2  h3+h3  hl 
2 1 2  ,= r, v2+ p3 + (11-3 1) 

O3- h l h 2  X3 
a F t  

3= 1 2 3  
a ( € 1  a fi, ( C I  

bi ( E )  = Yi Si  ( E )  V i  = 1, 2 ou 3 

Les polynômes symboliques de A ( E ) e t  A2 ( E  ) s o n t  

n z' t é s  r e spec t  vement p Q 2 ,  E ) et q h , E ) , avec : 
P (A , E )  x h + p3(& h ' + p 2 ( €  ) + p l ( €  ) + p O (E ) 

t 
(11-32) 

(11-33) 



De (II-30), (11-31) et (11-33) il vient (11-34) : 

Les expressions de po( €1, pl(€ 1, ). p3(  €1 

l sont similaires. Ce sont des données déterminées à partir des 

termes de Al ( E ) . 
le système (11-35) formé par identification des polynômes 

l en P(X , E) et q ( ~  , E) s'écrit : I 

Le déterminant D de ce système d'équations en b ( E )  est 
i 

défini par 11-36) : 

Ce déterminant est non nul si et seulement si tous les 

termes V. sont différents deux à deux, V i= 1.. .q-1. 
1 



On retrouve i c i  l e  f a i t  que l e  système (11-35) a une 

solution s i  l e  changement de base de Al à A2 existe. De plus, 

ce changement de base conserve l a  dernière composante E du 

vecteur é t a t  (cf .chap. 1, SV. 2). La variable & peut donc ê t r e  

'directement expl ic i tée  en fonction du nouveau vecteur é t a t  

r e l a t i f  à A2 (e  ). 

Nous connaissons donc 1' expression des matrices en flèche 

semblables à Al ( E 1, pour tous les t r i p l e t s  ( U 1, U 2 9 P 3) t 

p l  C p2 # p3, choisis arbitrairement : ces 

matrices sont définies par les  égal i tés  (11-37) à (11-40) : 

Les produits bi ( E )  = Y i  Si ( E ) déterminent l e  
terme non constant b ( E: ) à constante multiplicative 
a rb i t r a i r e  Yi près. 

i 



111.3. Application à l a  représentation en flèche mince de systèmes déc r i t s  

pa r  leur  schéma bloc 

Nous a l lons  dans c e t t e  pa r t i e  considérer l e  passage d'une forme 

ma t r i c i e l l e  quelconque à une forme en flèche. 

111.3.1. Calcul du polynôme symbolique d'une f o n w  en f lèche mince 

Pour un i f i e r  l e s  représentations,  nous nous placerons 

dans l e  cas d'une forme en flèche de type II, c'est-à-dire 

dont l e s  termes non constants sont i so l é s  dans la dernière  

colonne. Les calculs  s 'ef fectuent  de la même manière sur l a  

forme transposée e t  leur r é su l t a t  e s t  s imi la i re .  

Considérons un polynôme à coef f ic ien t s  non constants : 

où l e s  p . ( . )  sont des fonctious borgées de var iables  
1 

continues (temps e t / o u  é t a t ) .  

Nous a l lons  calculer  l e  polyuôme symbolique de l a  

forme en flèche mince A ( . )  déf in ie  par 1 ' é g a l i t é  (1142)  : 

a . a..-CY 
1 4-1 -Pq-l ( . )  - (!zi A d  

où l e s  
i' 

i = 1 à q-1, sont d i s t i nc t s  e t  l e s  a sont 
i 

dé f in i s  par (11-43) : 



11 v i e n t  a l o r s ,  en posant  N ( A  ) = 3 ( A  - A,) ( 1 1 - 4 4 )  
i -1 - 

O r ,  s i  on cons idère  la décomposition en éléments  s imples  de 
p ( A ,  0 )  

la  f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  en  : 
N (1) 

on o b t i e n t  [ 211 l ' é g a l i t é  (11-46) : 

On cons t a t e  que : 

d é t  ( X I q - A ( . )  ) = p  ( A ,  .) 

1 La f o m e  en f l è c h e  A (.) e s t  déterminée, à un 1 / changement de  base d iagonal  p rè s ,  par le choix  des 1 et l i 1 l e s  express ions  d e  son  polynôme symbolique aux p o i n t s  l l 

111.3.2. Cas d'un système monovariable de type LUR'E POSTNIKOV 

Considérons le  système (S) r ep ré sen té  f i g . ( I I - l ) ,  avec 

les mêmes hypothèses que dans le paragraphe I V .  3 . ,  

c h a p i t r e  1. 

Figure  11-1 

D(P) P q + a  pq-l + . + a l  p + a. 
q- 1 

N(p) = a. pq-l + ..* + al p + Do 
P-1 



Nous supposons i c i  qu'aucune rac ine  de D (p) = O n ' e s t  

N( un zéro de  N(p) , c 'est-+dire que l a  fonct ion de t r a n s f e r t  2 
D(P)  

e s t  non dégénérée [ 271 . 
En chois issant  une base appropriée de l ' espace  d ' é t a t ,  

l a  matrice du régime autonome se m e t  a l o r s  indifféremment 

sous l 'une  des deux formes compagnon FI( E ) e t  F2( $)  

d é f i n i e s  par (11-49) e t  (11-50) 

O 

FI (€1. (11-49) 

O O 

L e  polyuôme symoolique du système e s t  alors connu : 

C e  polynôme se détermine aisément à p a r t i r  du schéma 

bloc (f ig.11-1) ou de (11-48) : 

p ( X , E )  = D ( A )  + f* ( E l  N ( A )  

(11-5 2) 

11 se ca lcu le  donc comrrie un polynôme c a r a c t é r i s t i q u e  

de système l i n é a i r e  bouclé par un gain k constant ,  en 

remplaçant k par le gain équivalent  va r iab le  f* ( & ). 

On peut a i n s i  ca lculer  l a  fonction de t r a n s f e r t  

symbolique W ( X , E) (11-55) du système bouclé, comme s i  l e  

gain ins tan tané  f*(  E ) é t a i t  constant  : 



a v e c : f ( s )  = ( e - y )  f f e )  

L e  dénominateur de ce t t e  f rac t ion  e s t  le polynôme 

symbolique (11-52) associé à l a  représentation du processus. 

Le système peut s e  mettre en équation sous forme en 

flèche (cf.  chap .I paragraphe V. 2 .) de type 1 ou II, 

c '  est-à-dire avec des termes constants dans l a  dernière 

ligne ou dernière colonne. La méthode d ' iden t i f ica t ion  des 

ternes de co t t e  forme en flèche e s t  :ci particulièrement 

intéressante  : on connaTt l e  polynôme symDolique commun à 

toutes l e s  représentations en f l i che  sinco du systSme en 

régime l ibre .  

Il vient  immédiatement l a  représentation (11-56) : 

avec 

avec "i (OU pi) tous constants e t  



Le ca lcu l  de p( X , g) par la formule (11-52) s u f f i t  

donc pour i d e n t i f i e r  l e s  formes en f lèche correspondantes au 

système (S) , cec i  pour des Xi d i s t i n c t s  . 

111.3.3. Exemple de mise en équation 

Le système considéré e s t  c e lu i  de la f igure  (11-2) : 

Figure (11-2) 

Les formules (11-48) deviennent i c i  (11-59) 

I D  (PI = p J  + 2pL + P 
L e  polynôme symbolique s ' é c r i t ,  p a r  appl ica t ion de (11-52) : 

La matrice en f l èche  (11-61) : 

e s t  représenta t ive  du régime l i b r e  du système. 



Dans une a u t r e  base  d ' é t a t ,  la mat r ice  c a r a c t é r i s t i q u e  

T 
du régime l i b r e  e s t  A ( E). Notons que lorsque  les termes 

diagonaux A e t  s o n t  p r i s  égaux aux r a c i n e s  de 

N(P) a p 2 + p + l ,  les termes non cons t an t s  en a i ou p i  

s ' annulent .  Seu l  l e  terme f ( . )  de la d e r n i è r e  l i g n e ,  

d e r n i è r e  colonne s u b s i s t e .  On a a l o r s  une forme m a t r i c e l l e  

(11-62) à l a  f o i s  du t y p e  1 e t  II : 

Cet t e  forme A( f ) ,  S c r i t e  s u r  l e  c o q s  des complexes, 

peut ê t r e  é t u d i é e  à l ' a i d e  des c r i t e r e s  = i a t a n t s  [ 4 ]  [IO] 

111.3.4. Systèmes à p l u s i e u r s  non- l inéar i tés  

Supposons que le fonctionnement autonome du système à 

é t u d i e r  p u i s s e  être d é c r i t  par  une forme m a t r i c i e l l e  d ' o rd re  

q de type 1 ou II. Ceci  impose que les éléments non 

l i n é a i r e s  p u i s s e n t  ê t r e  regroupés sous forme d'une 

non- l inéa r i t é  à e n t r é e  ou s o r t i e  s c a l a i r e  (cf.chap.1, 

5 111.2. e t  111.3.). 

On ne peut  pas tou jours  a f f i rmer  a p r i o r i  que ce 

système p u i s s e  se r e p r é s e n t e r  sous forme en  f l è c h e  mince : 

ce  s e r a i t  supposer  que dans la décomposition canonique sous 

formes compagnons (Théorèmes (1-1) e t  (1-3) ) la mat r ice  

non-l inéaire  compagnon F nn (.) s e r a i t  d ' o rd re  maximal q. 

Nous avons vu que ce  n ' é t a i t  pas t ou jou r s  l e  cas .  



Lorsque le système peut être rep résen té  pa r  une 

fonc t ion  de  t r a n s f e r t  bouclée pa r  un g a i n  non cons t an t  

(f i g .  (II-l)), il s u f f i t  de v é r i f i e r  que numérateur e t  

dénominateur n ' o n t  pas de zéro commun : l a  p a r t i e  l i n é a i r e  

e s t  a l o r s  commandable par  son e n t r é e  f ( e  ) e t  observable 

par  sa s o r t i e  y.  

Lorsque le processus e s t  p lus  complexe, il e s t  p l u s  

d i f f i c i l e  de conclure.  Pour une mat r ice  de  type 

Ab + v ( x , t )  hT, p a r  exemple, l e  c a l c u l  du rang de 

{h ,  Aoh, ... A %, . . . ) permet (cf .Théorème(I-2) ) 
O 

de déterminer  l ' o r d r e  de  l a  ma t r i ce  compagnon non c o n s t a n t e  

(x, t )  . Cependant, dans la m a j o r i t é  des cas ,  l e  c a l c u l  

des  vec teurs  A 'n n ' e s t  pas néces sa i r e  e t  ?eut  ê t r e  
O 

remplacé p a r  l ' a p p l i c a t i o n  de la p r o p r i é t é  (11-1) : 

P r o p r i é t é  (11-1) : Lorsque le polynôme symbolique d 'un système à 

non- l inéa r i t é s  de rang 1 n ' a  aucune r a c i n e  cons tan te ,  

c 'es t -à-dire  indépendante de l ' é t a t  et du temps, il e x i s t e  

une base  d ' é t a t  dans l a q u e l l e  la mat r ice  du régime l i b r e  

s e s t  en  f l è c h e  mince, de même type  que l e  système. 

Démonstration : S i  l ' o r d r e  de  l a  matr ice Fnn n ' e s t  pas  éga l  à c e l u i  

du système, l e  polynôme symbolique du système est l e  

p rodu i t  d 'un polynôme cons tan t  pa r  l e  polynôme symbolique 

de Fnn ( x , t ) .  Il a donc des r a c i n e s  cons tan tes .  

Dans l e  cas c o n t r a i r e  où l e  polynôme symbolique n'a 

pas de r a c i n e s  cons tan tes ,  on peut  donc d é f i n i r  l e s  

mat r ices  en f l è c h e  correspondantes  par  les formules (11-58) 

pour des  termes diagonaux c h o i s i s  . 



Nous a l lons  maintenant miontrer su r  un exemple l a  

s impl ic i t é  de l a  méthode proposée. 

III. 3.5. Exemple de mise en équation 

Considérons l e  système monovariable à deux 

non-linéarités déc r i t  f i g  ( - 3 )  cons t i tué  de deux systèmes 

interconnectés,  dont les s o r t i e s  s ' a jou ten t  ( c ' e s t  

l e  cas du couplage de deux t r e u i l s  é lec t r iques ,  par 

O O T 
x = (y1, yI ,  y*, E )  s e  d é c r i t  en régime autonome 

exemple) 
+ 

sous l a  forme (11-63) : 

: = A  ( c l  X 

-- 1+0,5p * . -  - 



Avec A( F: ) = 

En adoptant la notation simplificatrice 

fl* ( E )  - fl, f2* ( ) = f 2 ,  le polynôme symbolique 

de A- ( E) s'écrit : 

Ce polynôme n'a pas de racine constante. Nous allons 

ainsi pouvoir écrire directement la forme en flèche 

correspondant aux termes diagonaux -1, - 0 , 5  et -2 en 

calculant les expressions (11-66) du polynôme symbolique en 

ces points : 

lp(-2,~) = 4 + 6 f2 

ainsi que les termes correspondant à x 

pour1 = - 1 , 2 = - 0 , 5 ,  X j = - 2  : 



On obt ien t  l a  nouvelle formulation (11-68) de A ( C : 

O O ( 4 + 2 ( l + f ; ) + l , 5 f ;  

-O -5  O - (2 ,875 -0 ,7875  ( l + t ; ) )  
B = 1 (11-68) 

O -2 - (4+6f; )  

2 +1,333 +0,133 - ( 5 +  0 ,5 ( l+f ; )+2f ; )  

Sans calculer  de changement de base (seule  l a  dernière 

composante @ de l ' é t a t  e s t  i c i  connue), nous avons donc 

déterminé une forme pratique de représentation. Nous 
l 

i étudierons ultérieurement l a  s t a b i l i t é  de ce système à 

l ' a i d e  de ce r é su l t a t .  

111.4. Passage à une forme arbitrairement déf in ie  

111.4.1. Méthodes pernettant  l e  passase 

gous avons .JU que s i  son polynôme symbolique n'a aucun 1 
I zéro constant, l a  matrice du système peut s ' é c r i r e ,  l 

relativement à un ce r ta in  vecteur é t a t ,  sous forme 

compagnon. Ceci e s t  également v r a i  dans l e  cas plus général 

où : 

T 
rang ( h ,  h,..~? h ... 1 = q 

1 ( l e s  notations sont i c i  c e l l e s  u t i l i s é e s  au premier chapi t re  
I I 

dans l e s  théorèmes (1-2) e t  (1-4) ) .  

I Nous pouvons a lo rs  énoncer l e  théorème suivant : l 
Théorème (11-2) : Soient deux matrices Al (x, t )  e t  A 2 x t  de même 

type 1 ou II : 



ou bien : 

T ] A2 (x , t )  - AOZT + h2 v2  (x , t )  

avec:hl e t  h2 vecteurs de 
I 9Pq 1 v1 (x, t )  e t  v (x, t )  fonctions bornées de & ? ? S m  9 ' 

2 

e t  AO1, AO2 matrices constantes de @ F I  I 
L 

Ces deux matrices doivent en ou t re  v é r i f i e r  une des 

deux propr ié tés  (11.2.1 .) ou ( I I .  2.2 .) : 

(11.2.1.) AO1 ou Ao2 e s t  respectivement observable par 

(11.2.2.) l e  polynôme symbolique de A ( x , t )  e t  X ( x , t )  
1 2 

n'a pas de zéro constant  quand (x, t )  va r ie ,  c ' e s t  à d i r e  : 

3 -1 ~g ,.<x, t , & x p l (  .I ) = d ~ t (  .l I -A (x, t))-O 
Q 1 

Dans ces conditions l e s  matrices A (x , t )  e t  A (x , t )  1 2 

sont  semblables s i  e t  seulement s i  leurs  polynômes 

symboliques sont  égaux pour tour  (x, t ) e z y C e  qui  s e  

t r adu i t  par : 

Démonstration : Les hypothèses assurent  dans chaque cas 1 ' existence de 

deux changements de bases constants permettant de passer de 

Al (x, t )  e t  A2 (x , t )  à la même forme compagnon 

non-linéaire. L e  passage de A (x , t )  à A (x , t )  e x i s t e  
1 2 

donc e t  peut ê t r e  ca lculé  s i  nécessaire : en e f f e t ,  l e s  deux 
1 

changements sont exp l i c i t é s  par l e s  Théorèmes (1-1) , (1-2), 

(1-3) e t  (1-4) (chapi t re  1 ) .  



Applicat ion : S i  Al ( x , t )  e s t  la m a t r i c e  (donnée) d'un système e n  

régime autonome e t  s i  e l l e  v é r i f i e  les cond i t i ons  du 

Théorème ( I I -2) ,  on peut  d é f i n i r  a r b i t r a i r e m e n t  une forme 

m a t r i c i e l l e  (x , t )  e t  la comparer à Al (x,  t )  : s i  e l l e  

v é r i f i e  l e s  mêmes cond i t i ons ,  il s u f f i t  d' i d e n t  i f  ier son 

1 polynôme symbolique à c e l u i  de Al  (x, t )  pour g a r a n t i r  que 
i 

A;, ( x , t )  est l ' exp res s ion  de la mat r ice  du système 

cons idéré  dans une a u t r e  base  d ' é t a t .  

- Nous pouvons n o t e r  que la condi t ion  (11.2.1.) est p lus  

généra le  e t  englobe la cond i t i on  (11.2.2). C e t t e  d e r n i è r e  

1 e s t  cependant p lus  p r a t i q u e  à met t re  en oeuvre,  c a r  e l le  

i n c l u e  l e  c a l c u l  du polynôme symbolique, c a l c u l  dont l e  

1 r é s u l t a t  s e r a  u t i l i s é  pour 1' i d e n t i f i c a t i o n  des deux formes. 

L a  p rop r iS té  ( 1 1 . 2 . 2 . )  peut ê t r e  s i s e  en  Évidence s n  

c a l c u l a n t ,  par  des moyens informatiques,  les domaines de 

v a r i a t i o n s  des r a c i n e s  de p ( 1 , x , t )  = O l o r sque  ( x , t )  

v a r i e .  S i  aucun de ces  domaines n ' e s t  r é d u i t  à un p o i n t ,  

c e t t e  p r o p r i é t é  (11.2.2.) e s t  v é r i f i é e .  

111.4.2. Exemple d ' a p p l i c a t i o n  
1 

l f igure( I1-4)  une r e p r é s e n t a t i o n  m a t r i c i e l l e  q u i  permette  de 

C 
k Y(€ 

3 

t r a i t e r  l a  s t a b i l i t é  du mouvement en réponse à une e n t r é e  

donnée. Posons N(p) = (p- a ) 2  (P-8 

F igure  (11-4) 

11 s ' a g i t  de t rouve r  pour le système d é c r i t  

2 
i p  - a )  t p - b )  

4 3 2  
P + ag +a*P + a,p+a, 

Y 
D 



Il n ' e s t  pas p o s s i b l e  de d é f i n i r  un changement de base 

mettant  la mat r ice  du régime l i b r e  sous une forme en 

f l è c h e  dont le s e u l  terme non-constant s o i t  s i t u é  dans la 

d e r n i è r e  l i g n e ,  d e r n i è r e  colonne : en  e f f e t ,  le numérateur 

N(p) possède un zéro double ct . Nous nous proposons donc 

d ' i d e n t i f i e r  la mat r ice  de système à la forme (11-69) : 

où bl , b2, b s o n t  des cons t a n t e s .  3 

Cet t e  ma t r i c e  s e r a  semblable à une forme compagnon de 

type II s i  e t  seulement s i  on peut t rouver  un vecteur  h 

cons tan t ,  un vec t eu r  v ( c )  e t  une ma t r i ce  A cons t an te  
O ~ 

t e l s  que : 1 

T T2 e t  rang ( h ,  A~ h, A~ h, A~ T3h } . 4 

l ' é g a l i t é  (11-70) e s t  a l o r s  v é r i f i é e .  

Posons b = b l  + b2 + b3 

Il v i e n t  a l o r s  les express ions  (11-74) e t  (11-75) : 

T T2 d é t  ( h , A o h , A o  h , A o  T3 h) = ( a -  p l 2  
(11-75) 



Ce déterminant est non nul si et seulement si cr C 6 

Le polynôme symbolique du système fig. (11-4) est 

P( A ,E ) = D( A ) + 'PX(€ ) N(A ). Le système décrit 

fig.(II-4) peut donc être représenté par la matrice B(E ) 

(11-69) sous forme (-11-76) : 
r e  1 

si et seulement si sont vérifiées (11-77) et (11-78) : 

a +  B (11-77) 

dét ( AI - B(E) ) = D(A ) + y*( e )  N C  A) (11-78) 

En supposant a# B , l'identification (11-78) des polynômes 

symboliques donne (11-79) : 

Application : 

1 
Figure 41-5) 

Le régime libre du système décrit fig.(II-5) peut être 

représenté par l'équation dl état (11-80) : 

X (t) = B ( E : )  . X (t) (11-80) 

avec B ( E ) = 



Après un changement de base diagonal D s u r  B (E ), 

I nous obtenous une matrice M ( e) symétrique, c a r a c t é r i s a n t  

de manière s u f f i s a n t e  118 ] l a  s t a b i l i t é  de (11-80) : 

113 O 

[D-' B(~)D]+[D-'B( r ) D ] ~  -1 O O 
M ( E  1s - - (11-8 1) 

2 O - 2 O 

O O 

L e s  condit ions de  KOTELYANSKI appliquées à M ( e ) nous 

donnent la condit ion s u f f i s a n t e  de s t a b i l i t é  du système 

d é c r i t  f i g u r e  (11-5) : 

L ' i n é g a l i t é  (11-82) n ' e s t  pas s t r i c t e  du f a i t  de 

1 ' arrondi  e f fec tué  pour le ca lcu l .  

L e  domaine de va r ia t ion  C e  ( O ( €  ) correspondant e s t  

représenté f i g u r e  (11-6) en hachuré. L'axe E =  O est exclu 

de ce domaine par hypothèse ( l e  gain rp* ( E  ) d o i t  en e f f e t  
1 .  

r e s t s r  borné). 

FIGURE (11-6) 

S i  le système é t a i t  l i n é a i r e ,  pour Q* (E ) = K ,  les 
condit ions de s t a b i l i t é  s e r a i e n t  K 2 3,28. 



111.5. Résumé pratique su r  l ' u t i l i s a t i o n  du polynôme symbolique dans l a  

mise en équation 

L ' iden t i f i ca t ion  de deux matrices au moyen du polynôme 

symbolique e s t  r é a l i s ab l e  lorsque : 

1) Les matrices sont  toutes  deux représentatives de systèmes à 

non-linéarités de rang 1, e t  de même type : l e s  termes non 

constants doivent pouvoir ê t r e  regroupés dans une même colonne ou 

l igne e t  doivent dépendre des mêmes var iables  x e t /ou t. Les 

matrices s ' éc r iven t  donc sous l a  forme : 

T T A. + v(x;t) .  h OU A + hv(x, t )  . 
O 

2) Chaque matrice peut s ' é c r i r e  sous forme compagnon non constante 

par changement de base. I l  s u f f i t  par exemple de v é r i f i e r  

une d e s  deux conditions (a) ou (b) : 

(a) l e  polynôme symbolique de l a  matrice n 'a  pas d e  zéro 

indépendant de (x , t ) 

(b) Rang ( h, A h, .., ho". ... 1 = q 
O 

Dans ces conditions, l e s  matrices sont semblables s i  e t  seulement 

s i  leurs polynômes symboliques sont égaux. 

Dans l e  cas où l e s  matrices considérées ne sont  pas semblables à 

une forme compagnon simple, l ' i d en t i f i c a t i on  e s t  encore possible mais 

s 'avère  plus complexe. 11 faut  a lo rs  décomposer chaque matrice sous 

une forme t r i angula i re  par  blocs en u t i l i s a n t  l 'algorithme d é c r i t  

dans la  démonstration du Théorème 1, chapi t re  1. 



IV - CONCLUSION 

L'introduction d'un polynôme symbolique permet de simplifier la mise 

1 en équation des systèmes continus non-linéaires. Ce polynôme est 

I invariant dans tout changemnt de représentation de type changement de 
I 

base : il permet donc l'identification de deux matrices semblables, tout 

I comme pour des systèmes linéaires. L'une de ces deux matrices peut I 
l notamment avoir une forme définie à priori. 1 

i 
Le cas très important de la formulation en flèche mince a été 

envisagé. Le polynome symbolique étant déterminé pour une forme, 

l'obtention de matrices semblables est immédiate. De plus, tout système à 

non-linéarités de rang 1 dont le polynome symbolique n'a pas de racine 

constante peut se représenter sous forme en flache mince déterninée par 

l la méthode précédente. Ceci permet de passer du schéma-5loc de certains 

1 processus à leur représentation matricielle en flèche, en appliquant des 1 
règles de calcul élSmentaires. 

Nous allons montrer maintenant que, dans de nombreux cas, le calcul 

du changement de base effectif donnant la représentation finale n'est pas 

nécessaire : en effet, il est possible de connaître une des composantes 

du vecteur état associé à cette représentation. 

L'étude de la stabilité peut alors être menée sur une forme choisie 

et permettant l'application de critères pratiques. 





CHAPITRE III 

POLYNOME SYMBOLIQUE ET ETIJDE DE LA STABILITE 

DES SYSTEMES CONTIMJS NON LINEAIRES 

INTRODUCTION 

Les méthodes proposées permet ten t  de me t t r e  en oeuvre la mat r ice  

c a r a c t é r i s t i q u e  d e  la r e p r é s e n t a t i o n  d'un système sans a v o i r  à p r é c i s e r  

l ' e x p r e s s i o n  du vec t eu r  é t a t  q u i  s ' y  r a t t ache .  Ceci permet d ' e f f e c t u e r  une 

é tude  r a p i d e  : il s u f f i t  de  proposer  3 p r i o r i  une forme de  r e p r é s e n t a t i o n ,  

p u i s  de v é r i f i e r  que c e t t e  hypothèse est j u s t i f i é e  pour le système. On sait  

a l o r s  dé te rminer  le  changement de base  e n t r e  les deux formes, par  passage d e  

chaque ma t r i ce  à l a  même forme compagnon. Cependant, nous a l l o n s  v o i r  que dans 

de nombreux cas ,  l a  connaissance de l ' e x p r e s s i o n  du vec t eu r  é t a t  n ' e s t  pas 

n é c e s s a i r e  : le long c a l c u l  a t t a c h é  au changement de  base peut  a l o r s  S t r e  

é v i t i .  

A ins i  nous n 'envisageons pas dans l e u r  ensemble les méthodes d' é tude  q u i  

n é c e s s i t e n t  1 ' e x p l i c i t a t i o n  des composantes du v e c t e u r  é t a t .  Par c o n t r e ,  

c e r t a i n e s  p r o p r i é t é s  d 'un système à non- l inéar i tés  de rang 1 peuvent être 

mises en évidence s u r  une r e p r é s e n t a t i o n  du régime l i b r e ,  du type ; = I ( x , t ) . x  

e t  c e l a  même s i  les s e u l s  termes e x p l i c i t é s  son t  M(x,t) e t  la d e r n i è r e  

composante d e  x. 

C'est le cas  de la s t a b i l i t é  g l o b a l e  d'un système r é g u l a t e u r  e t  de la 

s t a b i l i t é  l o c a l e ,  q u i  pourront  être t r a i t é e s  en fonc t ion  d e s  paramètres e t  

c a r a c t é r i s t i q u e s  propres  du processus.  

Nous é tud i e rons  donc c e s  deux p r o p r i é t é s  à p a r t i r  d 'une mise en  équa t ion  

p a r  polynôme symbolique. 



1 - STABILITE GLOBALE DES SYSTEMES A NON-LINEARITES DE RANG 1 

1.1. U t i l i s a t i o n  des mises en  équat ions  par  polynôme symbolique. Exemple. 

Considérons un processus r é g u l a t e u r  r e p r é s e n t é  par  l ' é q u a t i o n  

m a t r i c i e l l e  de son  régime l i b r e  (111-1) : 

X(t)  = A(x,t)  x ( t )  (111-1) 

où A(x, t )  e s t  une ma t r i ce  à non- l inéar i tés  de rang 1. 

S i  P e s t  une ma t r i ce  r é g u l i è r e ,  P x ( t )  e s t  un vec t eu r  é t a t  

poss ib le .  Son comportement sera c a r a c t é r i s t i q u e  de l a  s t a b i l i t é  du 

processus.  Pour conclure  à l a  s t a b i l i t é  (asymptotique) g loba le  d e  

(III-L), il e s t  donc s u f f i s a n t  de montrer l ' e x i s t e n c e  d 'une  ma t r i ce  

r é g u l i è r e  P te l le  que le système d é c r i t  pa r  (111-2) s o i t  globalement 

(asymp t o t  iquement) s t a b l e  : 

i ( t )  - ?A(x,t)  ?-'y(t) (111-2) 

Ce po in t  de  vue correspond t o u t  à f a i t  aux méthodes de mise en 

équat ion  proposées dans l e  c h a p i t r e  11. Une forme de mat r ice  B(x,t), 

à c o e f f i c i e n t s  indé terminés ,  e s t  proposée à p r i o r i .  On é t u d i e  e n s u i t e  

sa s i m i l i t u d e  avec A(x, t) . 
Lorsqu'un c e r t a i n  choix des  c o e f f i c i e n t s  de B(x, t) permet de 

rendre  A(x,t)  e t  B(x, t )  semblables,  la v é r i f i c a t i o n  de condi t ionsde  

s t a b i l i t é  g l o b a l e  du système (111-3) a s s o c i é  à B(x, t )  permet de 

conclure  à c e l l e  de  (111-1) : 

r B(x , t ) .  y ( t )  (111-3) 

11 f a u t  n o t e r  que, même dans l e  c a s  où l e s  non- l inéa r i t é s  

peuvent dépendre de p l u s i e u r s  v a r i a b l e s ,  1' express  ion  des ga ins  

équiva len ts  fi* (x ,  t )  est conservée 3 t r a v e r s  les changements de 

base  : l e s  condi t ions  de  s t a b i l i t é  p o r t e r o n t  donc, indépendamment de 

la base  cho i s i e ,  s u r  les c a r a c t é r i s t i q u e s  du système, que c e l u i - c i  

s o i t  de type 1 ou II. La s t a b i l i t é  g l o b a l e  peut  donc dans tous l e s  

cas  ê t r e  é t u d i é e  à p a r t i r  d 'une mise e n  équat ion  par  polynôme 

symbo l ique.  



Exemple : 

Dans l 'exemple 111.3.5 d e  mise en équat ion  proposé dans le 

deuxième c h a p i t r e ,  nous avons obtenu une r e p r é s e n t a t i o n  en  f l è c h e  

mince sous forme (111-4) : - 

Nous a l l o n s  chercher  les domaines de  v a r i a t i o n s  de  f  l* ( E) e t  

f *(  E )  pour l e sque l s  les condi t ions  de  s t a b i l i t é  du l i n é a i r e  s o n t  2 

I d'une p a r t  v é r i f i é e s  e t  d ' a u t r e  p a r t  s u f f i s a n t e s  pour conclure à l a  

I s t a b i l i t é  du système a s soc i é  à la mat r ice  B(E ) .  

I L a  matr ice B( E ) d o i t  2 t r a  sa propre  pseudo-aajorante [ 101 ce 

I qu i  s 'exprime par (111-5) : 

4 + 6 f $  < 0 1 
s o i t  respectivement : 

2fl* + 1 , 5  f2* + 6 2 O 

f l*  >, 2,651 

fa* .' - 2/3 
Le po in t  ( f l * (  € ), f2*(; ) ) d o i t  donc a p p a r t e n i r  au domaine 

hachuré ( f i g .  (111-1) ) d é l i m i t é  p a r  les d r o i t e s  A 1, A 

La s t a b i l i t é  asymptotique s e r a  a l o r s  assurée  s i  l e s  condi t ions  

I d e  KOTELYANSKI s o n t  v é r i f i é e s .  Dans l e  ca s  de c e t t e  forme en f l è c h e  à 

termes diagonaux n é g a t i f s  [ 4 ]  , e l l e s  s o n t  r é d u i t e s  à (111-7) : 

3 1  > 0 , d6t ( A I 4  - ~ ( € 1  > O  (111-7) 

C e t t e  cond i t i on  p o r t a n t  s u r  l e  polynôme symbolique de  B ( E )  : 
4 3 

P ( ~ $ G )  = A  + p3 ( € 1  + pZ ( € 1 1 ~  + P , ( E )  A +  Po ( € 1  (III-() 
se résume donc e n  (111-9) : 



Le point  (fl*(E ) ,  f2*( &)  ) d o i t  ê t r e  s i t u é  (fig.111-1) 

dans l e  demi-plan dél imi té  par l a  d r o i t e  p d'équation (111-10): 

A : 4fl* + f2* + 4 - O 

e t  contenant l e  point  O.  

Cette de rn i l r e  propr ié té  e s t  toujours vg r i f i é e  d a n s q .  Ainsi 

e s t  un domaine su f f i s an t  de s t a b i l i t é .  

Figure (111-1): Domaine d 'appl ica t ion e t  de vé r i f i c a t i on  des 

conditions de s t a b i l i t é  du l inéa i re .  

Dans c e t  exemple, f 1 e t  f 2 sont  des fonctions d'un même 

paramètre E , qui e s t  une composante du vecteur é t a t  dans l e s  deux 

bases considérées. 

L ' in te rpré ta t ion  des conditions de s t a b i l i t é  s e  f a i t  donc sur  

l e s  ca rac té r i s t iques  propres f l ( &  ) e t  f 2 (  E )  du processus, comme 

nous l'avons déjà remarqué plus généralement. 



1.2, Réduction de dimensional i té .  Exemple. 

Nous avons, dans l e  premier c h a p i t r e  ( §  IV-l), d é c r i t  un 

changement de base permettant  d ' é c r i r e  la ma t r i ce  A(x, t )  

c a r a c t é r i s t i q u e  d'un système à non- l inéar i tés  de rang 1 sous une 
T forme f a c t o r i s é e  F (x , t )  ou F  ( x , t )  d é f i n i e  pa r  (111-11): 

Les F. ( x , t )  s o n t  bornées quand ( x , t )  v a r i e ,  V i  = l...n-1. r n  T S i  la décomposition de A(x, t )  en A. + v ( x , t )  h a  é t é  

e f f e c t u é e  de façon à ce  que l e s  p a r t i e s  r é e l l e s  des v a l e u r s  propres  

des  Fii ( i  = 1 à n-1) s o i e n t  t ou te s  néga t ives ,  l a  s t a b i l i t é  
du nieme sous-systsme S c a r a c t é r i s é  par  l a  mat r ice  d ' o r d r e  n  n n 
F (x,  t )  e s t  n é c e s s a i r e  e t  s u f f i s a n t e  à l a  s t a b i l i t 2  du systZme nn 
g loba l  d é c r i t  pa r  (111-1 1). 

Dans l e  cas  où l a  décomposition i n t r o d u i t  e f fec t ivement  une ou 

des mat r ices  F  
ii ' l ' o r d r e  de l a  mat r ice  Fnn(x , t )  e s t  s t r i c t e m e n t  

i n f é r i e u r  à c e l u i  de A(x , t ) .  

11 y a  a l o r s  r éduc t ion  d 'ordre  dans l ' é t u d e  de la s t a b i l i t é  du 

système. Nous a l l o n s  appl iquer  c e t t e  méthode e t  montrer son i n t é r ê t  

s u r  un exemple. 

Exemple : 

S o i t  l e  système d é c r i t  par  son équat ion  en régime l i b r e  : 

avec : 

f l ,  f 2 ,  f e t  f  s o n t  des  fonc t ions  de  x e t  t 
3 4 

f  e t  f  s o n t  bornées pour ( x , t ) ~  1 2 



Nous pouvons poser : 

A(x,t) - A. + v(x, t )  h 
T 

avec : r hT = (O,O,O,l) 

L 
T 

Le calcul des vecteurs h, A, h, hOT2h.. . donne : 

T 
h 1: t) A.oTh-  6) ~ : ' h - @ =  h - * o h  (111-18) 

Le minimal de h r e l a t i f  à es t  dopc A' + - 1 ; 

son degré es t  in fér ieur  3 4. Il es t  donc possible de décomposer 

A(x,t) en une matrice triangulaire supérieure par blocs. 

Pour cela, il s u f f i t  de choisir  h e t  hoTh comme derniers 
T 

vecteurs d'une base dans laquelle mus allons exprimer A (x , t ) .  

11 vient (111-19) : 

l e  changement de base Q = [ ;1 ] 
permet d'écr i re  la  forme canonique : 

'' 
O -3 

1 -4 
Q P-lT À(x,t) eT q-l = 

O O 

O O 

-2 2-f 1+2f 

O f 2  :i (111-22) 
O f 2+f3+f 

1 f4 - 1 

l a  matrice Fll = a ses deux valeurs propres -1 e t  -3 négatives. 



On peut réduire de façon équivalente l'étude de la stabilité de (111-12) à 

celle de (111-23) : 

Par les méthodes exposées précédemment, F22(~yt) se met immédiatemenr sous 

forme "en flèche" F22y (x. t) 11-25) de polynôme symbolique p(  A ,x, t) 

décrit en (111-24) : 

Selon les expressions des fi (i = 2, 3 OU 4) la stabilité du 

système correspondant peut être traitée par les méthodes usuelles. 

Notamment, dans le cas oil il existe un réel a tel que p(cr ,x,t) soit 

toujours négatif, 1 'application des conditions du linéaire se réduit 

au critère de ROIJTH-BURWITZ sur le polynôme symbolique : 

11 vient la condition de stabilité : 

11 - ETUDE DE LA STABILITE VIS-A-VIS DES CONDITIONS INITIALES 

Nous avons précédemment étudié la stabilité globale de certains 

systèmes : cependant il est des cas où il n'est pas possible de prouver 

que l'état x(t) d'un processus coaverge vers sa position d'équilibre 

indépendamment de sa valeur initiale x(to). Il s'agit alors de 

rechercher un domaine d'attraction, ou de stabilité vis-à-vis des 

conditions initiales, défini comme un ensemble de valeurs du vecteur état 

à t = t garantissant sa convergence asymptotique vers sa position 
O 

d'équilibre 1281 [29].( termes définis dans l'annexe A. ) 

Dans un premier temps, nous proposons deux déterminations suffisantes 

d'un tel domaine pour une large classe de systèmes continus 

stationnaires. 

Ces deux méthodes sont ensuite appliquées aux systèmes à 

non-linéarités de rang 1, et illustrées par des exemples. 



11.1. Classe de systèmes étudiés 

Nous allons tout d'abord particulariser la partie des 

composantes du vecteur état x qui intervient explicitement dans les 

éléments non-linéaires du système. Celui-ci est alors défini par 

(111-27) : 

'. X(t) = A(x ) x(t) 

9 
(111-27) 

t e  

~€9 T T 
x '(xI ,x2*) XI@ '1 . , C g q 2  

g q L g q  q q1+q2=q  A :  
La relation (111-27) peut aussi s'exprimer sous la forme 

(111-28) : 

Cette relation permet d'introduire une matrice pseudo-majorante 

I(xl) adaptée à l'étude, associée à deux normes vectorielles 

pl (x,) et p2 (x2) définies en (111-29) : 

k, + k2= k 1 
(A..(x ) ) étant la matrice pseudo-majorante associée à 

Pij rj 1 
A . (x ) pour ces normes, il vient (II 1-30) : 
i~ 1 

P T l  [A 1 1  (X 1 11 pl, [Al l x ,  '1 
M(X1 )  = 1 (111-30) 

p,, [A~,cx,)I P 22  {A 22 (x)]  1 

M(x. . gkxk 
L 

Toute matrice @ (xl) telle que l'inégalité (111-31) : 

soit vérifiée composante à composante est aussi une 

pseudo-majorante du système (111-27). 



Il v i e n t  l e  théorème (111-1) : 

théorème (111-1) [IO] : - - 

S i  H*(xl) est l 'opposée d'une M-matrice pour t o u t  x l s  9 '1 
e t  s i  les condi t ions  i n i t i a l e s  du système d é c r i t  p a r  (111-32) : 

T - ( z 1 , z 2  
' 2  

s a t i s f o n t  l a  r e l a t i o n  (111-33) : 

D e  p lus ,  z e t  x convergent asymptotiquement ve r s  les p o s i t i o n s  

d ' é q u i l i b r e  z = O e t  x = O .  

11 convient  maintenant de déterminer  à p a r t i r  de ce  r é s u l t a t  des 

cond i t i ons  permettant  de conclure  à l a  s t a b i l i t é  vls-à-vis des 

cood i t  ions i n i t i a l e s  . 

11.2. Détermination d'un domaine d ' a t t r a c t i o n  [281 

2.1. D é f i n i t i o n  d'une c l a s s e  de normes 

Nous proposons maintenant de d é f i n i r  deux c r i r è r e s  basés  

s u r  deux approches d i f f é r e n t e s  des systèmes majorants  : 

- l ' un  c o n s i s t a n t  à app l ique r  l a  seconde méthode de 

LYAPUNOV à un système majorant non l i n é a i r e  [30] [31]  

- l ' a u t r e  u t i l i s a n t  un système l i n é a i r e  asymptotiquement 

s t a b l e  q u i  majore localement l e  système r é e l .  

A c e t  e f f e t ,  il convient  par  la s u i t e  de d é f i n i r  une c l a s s e  

p a r t i c u l i è r e  9 de normes s c a l a i r e s  notées  4 (.) t e l l e s  que, 

pour tous les vec t eu r s  u,  v d 'un même espace- ( S  C/ij, 
la v é r i f i c a t i o n  composante à composante de la r e l a t i o n  

(111-35) : 

O < U O V  (111-35) 

implique c e l l e  d e  (IIT-36) : 

+(u)s 4 ( v )  (111-36) 



Remarque : 

Les normes 4 (.) peuvent ê t r e  par exemple de HOLDER e t  

définies de manière naturel le  à par t i r  des composantes du 

vecteur da considéré [ 45 1. 
La condition imposée i c i  e s t  ggnéralement vérifiée.  

Cependant, certaines normes ne conviennent pas. La norme 

dafinia par n (xl, x2) = /x11 + Ix1-x21 , par 

exemple, n'appartient pas à l a  c lasse . On a en e f fe t ,  

couiposante à composante : 

(090) < (1,O) < (1,l) 

e t  par contre n (1, + 1) < n (1,O). 

La relat ion d'ordre n 'es t  p a s  conservée dans ce cas. 

11.2.2. Premier c r i t è r e  : systPme majorant non-linéaire localement 

s table  - 
Notons Sb+ ( )  la matrice pseudo-mjorante associée à la 

'norme scalaire  de vecteur (.) (111-37) : 

Par extension de langage nous écrirons (111-38) : 

Critère 111-1 : L e  domaine déf in i  par l ' i néga l i t é  

4 ( p l ( * , ) ,  p 2  (x2 )  d 6 ( III -39) 
e s t  un domaine d 'a t t ract ion pour l ' é t a t  d 'équilibre x = O du 

I processus déc r i t  par l a  re la t ion  (111-27) s i  : 

Démonstration du Cri tère  111-1 : '  

Nous allons déf in i r  une fonction candidate à LYAPUNOV v(z)  

continue e t  t e l l e  que : 



11 v i e n t  : ~ ' v ( z )  5 s (M ("1)) V(Z) 
4# (II 1-4 2) 

Lorsque la condi t ion  (111-43) : 

M ( 3 )  ) <-Y < O (111-43) 

e s t  v é r i f i é e  tous  au long des t r a j e c t o i r e s  du système, la 

s t a b i l i t é  asymptotique en découle. Ceci  se p rodu i t  s i  

l ' é v o l u t i o n  de x ( t )  s e  f a i t  dans l e  domaine (111-39). 

Supposons (111-40) v é r i f i é e .  

S o i t  xo un vec teur  de cond i t i ons  i n i t i a l e s  appar tenant  au 

domaine d é f i n i  par  (111-39). On a  a l o r s  : 

$(P,(x,) o)<@(P , (  ~ 0 )  9 Pz( x0) )C P 
e t  p a r  conséquent : 

(III -44) 

(III - 45) 

La fonc t ionev(z )  e s t  donc déc ro i s san te  à t = t o ;v (z )  

é t a n t  cont inue ,  le vec teur  x ( t )  r e s t e r a  donc dans l e  domaine 

d é f i n i  par  l ' i n t é r i e u r  de l ' a q u i p o t e n t i e l l e  de LYAPUNOV 

v(p1(xI ) ,  p2(x2) ) = . Dans ce  domaine, l e  sytZime 

converge vers  x  = 0. 

2.3. Deuxième c r i t è r e  : systènie l i n é a i r e  s t a b l e  localement 

majorant 

Nous a l l o n s  maintenant supposer  que X*(x ) peut  ê t r e  
1  

c h o i s i e  cons tan te .  La l o i  r é g i s s a n t  l' évolu t ion  du système 

majorant peur a l o r s  ê t r e  e x p l i c i t é e  par  i n t é g r a t i o n  de 

(111-32) e t  (111-33). 11 e s t  donc p o s s i b l e  de majorer c e t t e  

évo lu t ion  lorsque  l e  système l i n é a i r e  est s t a b l e .  

Notons M* (a), s i  e l l e  e x i s t e ,  une ma t r i ce  à c o e f f i c i e n t s  

c o n s t a n t s ,  d é f i n i e  dans un vois inage  de l ' o r i g i n e  e t  v é r i f i a n t  

l e s  i n é g a l i t é s  (111-31) pour t o u t  x s a t i s f a i s a n t  la c o n t r a i n t e  

C r i t è r e  111-2 : S o i t  le système non-l inéaire  d é c r i t  par  (111-27) : 

~ ( t )  = A(xl) x ( t )  (111-27) 

S ' i l  e x i s t e  une norme s c a l a i r e  E (111-36) e t  une 

cons t an te  a p o s i t i v e  t e l l e s  que : 



(III .2 .a)  Le systsme d é c r i t  par  l ' é q u a t i o n  

; = M I <  ( a )  z  (111-47) 

est un majorant l i n é a i r e  asymptotiquement s t a b l e  du 1 
I système (111-27) dans le vo i s inage  de l ' o r i g i n e  

I d é f i n i  par  : 1 
4 (p1(xl) 1 < a (111-48) 

(III .2 .b)  Il ais te un vois inage  de l ' o r i g i n e  s n c l u s  dans 

g k l  t e l  que s i  les condi t ions  i n i t i a l e s  

da (111-47) s o n t  d a n s S n  a i t  : 

a l o r s  l ' é t a t  d ' é q u i l i b r e  xe = O du processus dont 

l ' é v o l u t i o n  e s t  d é c r i t e  par  la r e l a t i o n  (111-27) e s t  

aspmp totiquement s t a b l e  dans l e  domaine 9 d é f i n i  à p a r t i r  

des vec t eu r s  x  t e l s  que : 

Démonstration : Posons x ( t O )  = x0. 

9 il v i e n t  : D'après la d é f i n i t i o n d e  

90 -lxo, (111-47) v g r i f i e  ( 1 1 1 - 4 9 )  p o u r  t o u t  zo = p ( x i )  1 
Considérons la s o l u t i o n  z ( t )  du système (111-47) d é f i n i e  à 1 

p a r t i r  des  condi t ions  i n i t i a l e s  z ( t o )  = p(xo) = z . 
O l 

L'hypothèse (III .2 .b)  é t a n t  supposée v é r i f i é e ,  l ' é v o l u t i o n  1 
de z ( t )  se f a i t  dans le domaine d é f i n i  par  (zl)  < a  l 

Le système (111-47) é t a n t  asymptotiquement s t a b l e ,  il I 
s u f f i t  de  démontrer q u ' i l  r e s t e  majorant de (111-27) e t  donc 

À t = to, x  a p p a r t i e n t  à 
O 9 0 ' 

e s t  une norme s c a l a i r e ,  donc cont inue  s u r p .  

Par  conséquent,  4 ( p l ( x l ( t ) )  ) e s t  une fonc t ion  I 
cont inue  e t  la t r a j e c t o i r e  de x ( t )  ne peut  s o r t i r  du domaine 3 qu'en passant  par  un é t a t  t e l  que : 

9 (pl(xL) = a (111-5 O) . . D'après (111.2.a) ,on a  a l o r s :  z 2 p (x ) 
1 1 1  

il v i e n t  : 4 ( z l )  2 4 (p1(xl)) (111-52) 

Mais (111-5 2) c o n t r e d i t  la d é f i n i t  i on  de 2. 
x ( t )  r e s t e r a  donc d a n s 2  pour t o u t  t d a n s y  



2.4. Application aux systèmes de type LUR'E POSTNIKOV 

Ces méthodes 'de détermination de domaine d ' a t t r a c t i o n  son t  

part iculièrement adaptées à ce type de systèmes ( d é c r i t s  en 

( - O ) ,  (1-11) , même lorsque p lus ieurs  l ignes  (ou colonnes) de 

la matrice c a r a c t é r i s t i q u e  du régime l i b r e  sont  non 

. cons t an tes .  

Les composantes de x e t r a i t é e s  p a r  l e s  

non-l inéari tés sont  a l o r s  r édu i t es  au vecteur 

y1 = 0 = Cxs g@ = g q 1 .  

Définissons . y2 E q2 t e l  que yT=(yl 

s o i t  un vecteur é t a t  du système. 

Pour ce la ,  nous introduisons l a  matrice de changement de 

base P E  qxq constante e t  r égu l i è re  : 

L 

avec CI M et N matrices qlxqI 

On a a l o r s  (111-54) : 
-1 P L ( ~ , ~ ~ ~ ) ~ - ~ = P A P - ~ + P B ( ~ )  y L  (t.xIo)CP 

Par hypothèse (111-53) C ,  D ,  M e t  B v é r i f i e n t  (111-55) e t  

11 v i e n t  (111-57) : 

~ ~ ( t ) y ~ ( t ~ x ~ ~ ) C ~  

D'après ( I I - 4 ,  l ' équat ion du système s ' é c r i t  donc 

maintenant (111-58) : 

Les matrices A e t  A12 é t a n t  constantes,  l ' é t u d e  de 
12 

s t a b i l i t é  vis-à-vis des condit ions i n i t i a l e s  par l e s  méthodes 

proposées e s t  nettement s i m p l i f i é e  : l e s  termes non constants  

sont  regroupés dans l e s  premières colonnes de l a  matrice. 



2.5. S t a b i l i t é  e t  fonct ion  de LYAPUNOV 

Dans le c r i t è r e  111-2, nous avons proposé d ' é t u d i e r  l a  

s t a b i l i t é  d ' un système non-l inéaire  sans f a i r e  i n t e r v e n i r  de 

fonc t ion  de  LYAPUNOV : il s ' a g i t  de majorer,  m ê m e  localement, 

l e  processus par un système l i n é a i r e  dont l ' évo lu t ion ,  

c a l c u l a b l e ,  d o i t  r e s t e r  dans un c e r t a i n  domaine. 

Ce r é s u l t a t  confirme l a  s é n é r a l i t é  des méthodes de 

majorat ion,  pu i squ ' e l l e s  é l a r g i s s e n t  le champ des méthodes 

t r a d i t i o n n e l l e s  d 'é tude  des sys tènui  non-l inéaires .  Sotoas 

t o u t e f o i s  que d ' au t re s  c r i t è r e s  conduisent à l ' a n a l y s e  de  

systèmes sans  u t i l i s e r  de fonct ion  de  LYAPUNOV (méthode du 

premier harmonique, de POPOV, e tc .  . . ) . 
Par cont re ,  dans l e  premier c h a p i t r e ,  nous avons envisagé 

une étude de s t a b i l i t é  à p a r t i r  d 'une fonct ion  candidate 

p a r t i c u l i è r e  : c e t t e  fonc t ion  é t a i t  d e  LYMUNOV pour l e  

système de comparaison, mais non pour le système i n i t i a l .  

Comme nous l 'avons dé jà  montré, ( chap i t r e  1, 5 1 ,  c e  

r é s u l t a t  o r i g i n a l  i l l u s t r e  parfai tement  l ' appor t  de l a  not ion  

de  système de comparaison dans l ' ana lyse  des systèmes 

non-l inéaires  . 



2.6. Exemple d ' a p p l i c a t i o n  des  deux c r i t è r e s .  Changement de régime 

Considérons le  système c o n s t i t u é  pa r  deux f i l t r e s  du second 

o r d r e  à commande non- l inéa i re  et  i n t e r c o n n e c t é s  (fig.111-2). 

F igure  (111-2) 

Lorsque l ' e n t r é e  (ul, u ) est  cons t an t e ,  l e  système 2 
peur se mettre en  équa t ions  sous l a  forme (111-59) : 

Nous supposerons que : 
1 t > O  9 TB0 

Chaque f o n c t i o n  de t r a n s f e r t  comporte un i n t é g r a t e u r  pur.  
O O 

Les d é r i v é e s  y e t  y2  des s o r t i e s  y l  e t  y2  son t  a l o r s  1 
v a r i a b l e s  d '  é t a t .  



Le système é t a n t  en é q u i l i b r e  pour unesemble de consignes 

constantes (u l ,  u2),  une v a r i a t i o n  brusque de consigne de 

valeur ( A ul,  A ut) peut  d é s t a b i l i s e r  l'ensemble. 

Cependant, s i  le  O système O reste s t a b l e ,  son seu l  é t a t  

d ' équ i l ib re  s e r a  yl  = y2 = O ,  e t  donc d 'après (111-59) 

" 1 = E = O. L'étude de l a  s t a b i l i t é  en réponse à deux 

échelons A ul e t  Au2 se rédu i t  donc 3 l ' ana lyse  de l a  
O O 

convergence de 1' é t a t  ( E l ,  E 2, Y I ,  Y21T V e r s  Sa 

pos i t ion  d ' é q u i l i b r e  O pour des condit ions i n i t i a l e s  v é r i f i a n t  

(111-60) et (111-61) : 

(111-60) (111-60) 

S i  on c h o i s i t  l a  norme v e c t o r i e l l e  p d é f i n i e  par (111-62) : 
T 

on o b t i e n t  la matrice pseudo-maj orante  M( E 1, E2) en 

f lèche  mince, à non-l inéari tés de rang 1, d é c r i t e  en (111-63): 1 
9 !  

M ( C i 1 2 )  = tloS T l  -+ O 

K O -1 
T 

-- - 
à l aque l l e  on peut appliquer le c r i t è r e  111-1 : 

posons: 1 ' 2  @(-T 
J 

- 1A-a~  1 t + 1 k-b T l 

l e s  condit ions de KOTELIANSKI s ' éc r iven t  a l o r s  (111-64) : 

mil( E l ,  c 2 )  + (P *1( E l )  m12 + ( P * ~ (  c 2 )  mI3 < O 
Application numérique : 

r , l  

k=-1 a=4  b=-2 l (III-65) 

p =6 L 2  p = 5  a= 2 

Imn= 
(111-64) devient  a l o r s  : 

4 .in{?*( E~),P;( c2)} > 2 97 cl)  + ( ~ 2  c2) 

ce  qu i  détermine le domaine d ' a t t r a c t i o n 3  d é f i n i  par : 

11 v i e n t  : 

, 

% i ml, --4   in { <P1iE1i, V;IE~I) 

mI2= 2 



Le r é e l  a dépend des formes de 9*1 ( El) e t  ?*2 ( €2. 
S i  par  exemple Pl e t  q2 sont  des non-l inéari tés  d é f i n i e s  

par  : 

J <PtIE,)= q +  E l  

on a l a  condi t ion  : 
2 2 2 

-OS+€, < E l <  3 E , + 0 5  

C e  qui  d é f i n i t  le domaine ouvert .SP O (voi r  fig.111-3) : 

Figure (111-3) 

Conclusion de l ' a p p l i c a t i o n  du c r i t è r e  111-1 : 
O O 

Nous avons vu que ( 5 ,  E ~ ,  y l ,  y2) = O e s t  un 

é q u i l i b r e  en régime permanent. Le système (111-59) (111-65) 

(111-66) é t an t  en é q u i l i b r e  pour une en t rée  cons tante  (ul,u2), 

t o u t  changement de consigne (A u A u ) tel  que 
1 

1' 2 
I A U ~ ~ A ~ I  < s e r a  s u i v i  de fason s t a b l e  par  l e  système. 

11 s ' e n s u i t  une v a r i a t i o n  de s o r t i e s  ( Ay 1' Ay 2 ) d é f i n i e  

par  : 



11 peut être également poss ib le  d 'appl iquer  le 

c r i t è r e  111-2 : s i  par  exemple il e x i s t e  un r é e l  a te l  que 

(111-67) s o i t  v é r i f i é e  : 

(III -67) 

on peut c h o i s i r  comme pseudo-majorante l i n é a i r e  l a  matrice 

A d 'ordre  2 d é f i n i e  p a r  : 

Max {-$,-+} 1 
- 

-I 
e t  correspondant à 

l e s  mêmes valeurs numériques (111-55) donnent : 

2 1 
L J 

A e s t  s t a b l e  : ses valeurs  propres son t  O e t  (- 40 - 1). 
A e s t  donc un majorant l i n é a i r e  s t a b l e  du système considéré 

pour l ~ ~ l f l ~ * l  c Y 
11 s ' a g i t  maintenant de déterminer pour que l l e s  conditions 

i n i t i a l e s  on a : 

M A X  [z,] < Y 

L e  processus e s t  s t a t i o n n a i r e .  Nous poserons donc, sans 

r e s t r i c t i o n ,  to 
= O. La  résolu t ion  du système l i n é a i r e  par 

d iagona l i sa t ion  donne : 
-t(4u+l) 



Dans tous l e s  cas, l e  maximum de z e s t  : 

Mar zliei = Max (lz,(~,lz,lo)l} 
t a (0,- ( 

z +2 = M a x { l h l  , 1 z,, 1 } 
1 +4u 

L e  domaine de condit ions  i n i t i a l e s  garan t i s san t  une 

majoration correcte  de 1' évolution du système l i n é a i r e  e s t  : 

O O , e s t  r+?rSsenrS 1 -  . Si ,à t = to ,  ( I E , I + I E ~ ~ ,  ly,i+ly21 ) 
appar t ient  2 , l a  t r a j e c t o i r e  converge asymptotiquement vers  x = O . 

e 

é t a n l i  e s t  a l o r s  d é l h i  p a r  : 
6" J =[W,,A&J , I ~ ~ ] I + I A ~ ~  I< Y 

est  représenté SUT l a  f ipure  111-5. 

Conclusion : 

S i  pour mut ( El, E t )  d a n s g : ,  il ex i s t e  o 

v é r i f i a n t  ( I I - ) ,  a l o r s  9 e s t  im domaine d ' a t t r a c t i on  

pour l e  système (111-59) (111-65) e t  en rsgime é t a b l i ,  tou te  
4Y-k 

var ia t ion  brusque de consigne r e s t an t  dans 3 l a i s s e  l e  
O 

système s tab le .  



Figure (111-4) : domaine de s t a b i l i t i  vis-à-vis des conditions in i t i a l e s .  

Figure (111-5) : domaine de variation admissible de consigne. 



11.3. Application aux systèmes de type II : 

La théorie qui a été présentée est valable dans le cas d'un 

I système à non-linéarités de rang 1. Elle est notablement simplifiée 

dans le cas d'un systtime de type II : on retrouve, comme pour les 

systèmes de type LUR'E POSTNIKOV, un regroupement des termes non 

constants dans la dernière colonne de la matrice représentative du 

régime libre. 

La décomposition du vecteur état x est alors la suivante : 

La première composante est ici la seule variable traitée non 

linéairement ; on sait de plus que cette quantité E est une 

I composante commune à tous les vecteurs état qui donnent lieu à une 

représentation matricielle simple (c'est-à-dire avec une seule 

colonne non constante). 

Le problème de stabilitz locale pour ?es processus de type II 

peut donc être traité à partir d'une mise en équiation par polynôme 

synbolique : la connaissance du changement de base menant à la 

l forme matricielle dioisie n'est pas riécessaire, puisque ia 

variable E est directement accassible dans toutes les 

représentations. 

Sous pouvons par exez~le traiter dans cette optique l'exemple 

déja considéré au chapitre II, 5 111.3.5. et chapitre III,§ 1.1. 

E est, là encore, variable d'état. 

E tend vers zéro si les gains équivalents f* ( E  ) et f* (E ) 
1 2 

évoluent dans le domaine décrit f i - .  Les critères de 

stabilité vis-à-vis des conditions initiales permet tent alors 

d'étudier l'influence d'un changement brusque de consigne. 

Une construction graphique permet alors de déterminer, comme sur 

la figure (III-7), le domaine de variation de consigne admissible 

1 en régime établi, défini par (111-70): 

E / < =  =+ ( f : ( ~ t  , t;(~)) E g) 
1 

Pour la construction fig. (111.7). nous avons pris pour exemple : 



Figure (111-7) = 

Non-linéarités et gains équivalents. 



11.4. Appl ica t ion  au  choix d'un modèle l i n é a i r e  pour un système 

non- l inéa i re  localement s t a b l e  (3 2 ] 

. Il peut  âtre u t i l e  de d i spose r  d'un modèle s imple pour a s s u r e r  

la commande d'un processus,  notamment pour o b t e n i r  une éva lua t ion  

d e  son état  (non a c c e s s i b l e ) .  Lorsque l e  système physique à 

a s s e r v i r  n ' e s t  pas l i n é a i r e ,  l a  modél i sa t ion  la p lus  f a c i l e  à 

e f f e c t u e r  c o n s i s t e  à remplacer l e s  p a r t i e s  non l i n é a i r e s  par  des  

ga ins  cons t an t s  les approchant au  mieux dans un c e r t a i n  domaine. 

Lorsque le. processus n ' e s t  s t a b l e  que localement,  la l i n é a r i s a t i o n  

d o i t  s ' e f f e c t u e r  au tour  des  va l eu r s  correspondant aux ga ins  

non- l inéa i res  cons idérés  dans le domaine de s t a b i l i t é .  Le modèle 

e s t  a l o r s  globalement s t a b l e .  

Cependant l a  s t a b i l i t é  au m d è l e  L inéa i r s  ne s u f f i t  pas en 

géné ra l  à a s s u r e r  la v a l i d i t é  de la modél isat ion : on d o i t  a u s s i  

pouvoir a s s u r e r  que l e s  évo lu t ions  de L 'Stat  du m d è l e  r e s t e n t  

comprises dans l e  domaine de s t a b i l i t é  du processus,  de façon à 

a s s u r e r  la cohérence de la modél isat ion avec l e  systeme réel [ 3 2 ] .  

L e  modèle peut ,  par  exemple, ê t r e  u t i l i s é  paur d é f i n i r  une commande 

q u i  d o i t  t e n i r  compte des p r o p r i é t s s  de s t a b i l i t é  r é e l l e s  du 

processus.  

Le bu t  de c e t t e  é tude  e s t  donc d ' u t i l i s e r  l e s  r é s u l t a t s  

précédents  pour d é f i n i r  une matrice-modèle M t e l l e  que 

l 'approximation du processus pa r  ce  modèle r e s t e  v a l a b l e  pour 

t o u t e s  les condi t ions  i n i t i a l e s  a s su ran t  la  s t a b i l i t é  du système 

r é e l .  

S i  le système r é e l  e s t  d 'o rdre  q ,  d é c r i t  p a r  (111-71) : 
O 

x = A(x) x A b )  = (aij  (xi) 1 ( 1 1 1 - 7 1 )  

l e  modèle e s t  a l o r s  de même o r d r e ,  d é c r i t  e n  (111-72) : 



Figure  (111-3) 

Chaque terne m peut ê t r e  déterminé de  d i f f é r e n t e s  façons 
ij 

(f i g  . (111-8) ) : 

- s o i t  pa r  Ê g a l i t é  avec l a  tangente  à l ' o r i g i n e  de la fonc t ion  non- 

l i n é a i r e ,  

- s o i t  pa r  s a j o r a t i o n  du ga in  équ iva l en t  s u r  un domaine 

(-xi03 x i o )  - s o i t  en d é f i n i s s a n t  une pen te  i n t e rméd ia i r e ,  q u i  peut  ê t r e  l a  

moyenne des deux premières.  

Des r é s u l t a t  de s imu la t ion  d é c r i t s  f i g u r e  (111-10) f o n t  

a p p a r a î t r e  que les deux premières approximations s o n t  souvent  

i n s u f f  h a n t e s  dans le domaine de s t a b i l i t é  9: 
- une approche par  l a  tangente  à l ' o r i g i n e  e s t  assez  impréc ise ,  

- une approche par  majora t ion  condui t  à des t r a j e c t o i r e s  s o r t a n t  

du domaine de s t a b i l i t é ,  c e  q u i  peut  donner l i e u  à une 

iommande incohérente  avec le processus r é e l ,  

- l 'approche par  moyenne d e  s e c t e u r  permet i c i  d ' avo i r  une 

m e i l l e u r e  approximation des  t r a j e c t o i r e s  que par  la tangente,  

e t  également d é f i n i r a  une commande toujours  admiss ib le .  



Figure 111-9-1 

Figure 111-9-2 



Figure 111-9-3 

Figure 111-9-4 



Figure 1 1  1-10 



Le système simulé é t a i t  i c i  r ep ré sen té  p a r  (111.73) 

c e  q u i  correspond a u  schama-bloc de l a  f i g u r e  (111-9-1) et  au 

schéma de s imu la t ion  f i g .  (111-9-2) e t  (111-9-3). La forme des 

non- l inéar i tés  e s t  d é c r i t e  f igure(II1-9-4) . 
11 a p p a r a î t  que pour g a r a n t i r  la v a l i d i t é  du modèle l i n é a i r e ,  il 

f a u t  v é r i f i e r  le C r i t è r e  111-3 : 

CC de 

L e  domaine d ' a t t r a c t i o n  du système non- l inéa i re  est un 

ensemble i n v a r i a n t  pour le système l i n é a r i s  é . 
I 

En e f f e t ,  pour  t o u t e s  l e s  cond i t i ons  i n i t i a l e s  a s su ran t  l a  

s t a b i l i t é  du processus,  l e s  t r a j  e c t o i r e s  du modèle l i n é a i r e  

r e s t e r o n t  dans le  domaine de s t a b i l i t é .  C e t  ensemble é t a n t  

d é f i n i  par  une majora t ion  de nomes ,  une r é s o l u t i o n  des 

équat ions 1 J a é a i r e s  ou une s imula t ion  permettent  d 'appl iquer  le 

c r i t è r e .  

La méthode proposée e s t  donc p lus  p r é c i s e  qu'une 

approximation p a r  l a  tangente  à l ' o r i g i n e  (va l ab le  dans un 

domaine souvent t r è s  r e s t r e i n t )  e t  plus  s û r e  qu'une modél isat ion 

par majorat ion sans v é r i f i c a t i o n .  



1 II - CONCLUSION 1 

d i f f é r e n t e s  bases d ' é t a t  e s t  donc exp lo i t ab l e  dans de nombreux cas ,  e l l e  

permet de c h o i s i r  une forme m a t r i c i e l l e  d é f i n i e  à p r i o r i ,  d ' i d e n t i f i e r  

ses composantes e t  d ' é t u d i e r  à p a r t i r  de c e t t e  r e p r é s e n t a t i o n  l a  

s t a b i l i t é  l o c a l e  ou g l o b a l e  du processus.  

11 appa raz t  que l a  connaissance du changement de base q u i  permet 

d '  é c r i r e  la mat r ice  c a r a c t é r i s t i q u e  d'un système à non- l inéa r i t é s  de  

rang 1 n ' e s t  pas ind ispensable  dans de nombreux cas .  I 

La s t a b i l i t é  g loba le  d'un système peut ê t r e  ana lysée  à p a r t i r  de 
i 

t o u t e  r e p r é s e n t a t i o n  semblable de c e t t e  mat r ice  : I ' e x p l i c i t a t i o n  d e  

1 ' é t a t  n ' e s t  pas néces sa i r e ,  c a r  l ' i n t e r p r é t a t i o n  des condi t ions  1 
! 

t rouvées se f a i t  directement  s u r  l e s  termes non- l inéa i res  correspondant  
1 

à la d e s c r i p t i o n  bhysique du processus.  11 e s t  également poss ib le ,  dans 1 

c e r t a i n s  ca s ,  de  t r a i t e r  la s t a b i l i t é  d'un système d ' o r d r e  r é d u i t  e t  1 
d 'en dédu i r e  des  condi t ions  a u s s i  l a rges  s u r  le système r é e l .  I 

! 
La s t a b i l i t é  vis-à-vis des condi t ions  i n i t i a l e s  peut ê t r e  é tud iée  à 1 

p a r t i r  de  r ep ré sen ta t ions  t r è s  généra les  des. systèmes , notamment ceux de 1 
t ype  LUR'E POSTNIKOV. i 

Les méthodes proposées permettent  d 'ana lyser  l a  s t a b i l i t é  d 'un 

système non l i n é a i r e  s a n s  f a i r e  i n t e r v e n i r  de Eonction d e  LYMUNOV. 

E l l e s  peuvent également S t r z  u t i l e s  en modél isat ion e t  s o n t  fac i lement  

a p p l i c a b l e s  à des systèmes mis en Squation par polynôme s p b o l i q u e .  Dans 

c e r t a i n s  c a s ,  la not ion  de s t a b i l i t é  l o c a l e  peut r ecouvr i r  c e l l e  d e  

s t a b i l i t é  à un changement b r u t a l  de régime é t a b l i .  

La méthode permettant  de r ep ré sen te r  directement  un système dans 

l 





CONCLUSION GENERALE 

La d é f i n i t i o n  d'un i n v a r i a n t  de r ep ré sen ta t ion ,  appelé  polynôme 

symbolique, a s soc i ée  à une décomposition canonique d'un type  de ma t r i ce s  

non cops t an te s ,  nous a permis de d é f i n i r  une méthode de mise en équa t ions  

des processus.  

Il s ' a g i t  dans un premier temps de déterminer  une quelconque 

r e p r é s e n t a t i o n  m a t r i c i e l l e  du système à p a r t i r  de ses c a r a c t é r i s t i q u e s  

physiques. Dans une deuxième phase, une forme m a t r i c i e l l e  d o i t  être 

cho i s i e ,  q u i  pu i s se  donner l i e u  à une ana lyse  concluante  du système, pu is  

i d e n t i f i é e  par  des c r i t è r e s  p réc i s .  Dans un t ro i s i ème  temps, il e s t  

poss ib l e  de d é f i n i r  a p o s t e r i o r i  l e  changement de base d ' é t a t  

correspondant au passage de 1 'ancienne formulat ion à l a  nouvel l e .  C e t  t e  

t r o i s i i m e  p a r t i e  n ' e s t  cependant p a s  ind ispensable  dans de nombreux cas .  

L ' i n t é r ê t  de l a  sé thodologie  p r o ~ o s é e  rSsFde e s sen t i e l l emen t  dans l e  

f a i t  q u ' e l l e  permet à l ' i n g é n i e u r  de d i spose r  d'un l a rge  S v e n t a i l  d e  

r ep ré sen ta t ions  m a t r i c i e l l e s  canoniques fac i lement  u t i l i s a b l e s .  Dans ce  

sens ,  nos t ravaux donnent fac i lement  accès aux puissantes  méthodes 

m a t r i c i e l l e s  d 'ana lyse ,  souvent r é se rvées  au  s p é c i a l i s t e .  

D 'au t re  p a r t ,  l a  méthode proposée permet d'  é t u d i e r  l ' e x i s t e n c e  de  

changements de  base e n t r e  des  mat r ices  non l i n é a i r e s ,  e t  d ' e x p l i c i t e r  ces 

changements s i  c e l a  s ' a v è r e  nécessa i re .  C e t  a spec t  du problème peut ê t r e  

développé en vue d ' o b t e n i r  de nouvel les  r ep ré sen ta t ions  m a t r i c i e l l e s ,  

mieux adaptées  à l ' a n a l y s e  ou à la synthèse  de processus.  

Une approche de d i f f é r e n t s  types de s t a b i l i t é s  à p a r t i r  de  

r e p r é s e n t a t i o n s  obtenues par  i d e n t i f i c a t i o n  de polynômes symboliques 

montre la g é n é r a l i t é  d ' u t i l i s a t i o n  de l a  méthode. 

Dans ce  mémoire, nous nous sommes l i m i t é s  à c e r t a i n e s  

c l a s s e s  de  processus non l i n é a i r e s .  Nous envisageons donc de  poursu ivre  

nos travaux en vue de g é n é r a l i s e r  c e t t e  approche à des systèmes e t  

r ep ré sen ta t ions  p lus  complexes. 





ANNEXE A 

DEFINITIONS RELATIVES A LA STABILITE EN REGIME LIBRE. METHODES D'ETUDE. 

A.I. - DEFINITIONS 

Nous a l lons  é t u d i e r  le .régime l i b r e  d'un système continu. Lorsque les 

paramètres du modèle s o n t  parfaitement déterminés, ce système peut ê t r e  

représenté  par  (A-1) : 

x = f ( x , t )  (A- 1) 

x ( to )  = Xo 1 O 

Les p ropr ié tés  d 'existence e t  d ' u n i c i t é  de la so lu t ion  x ( t , to ,xo)  

de c e t t e  équation son t  supposées v é r i f i é e s .  L a  fonction f d é f i n i t  a l o r s  

un système physique déterministe.  

Nous a l lons  rappeler  quelques propr ié tés  que peut présenter  une 

posi t ion  d ' équ i l ib re  xe d'un t e l  système. Nous poserons p a r  hypothèse 

que c e t t e  so lu t ion  x de f ( x , t )  = O V t  est un point  s i n g u l i e r .  
e 

Déf in i t ion  1 : STABILITE 

L 'équi l ibre  x = xe e s t  s t a b l e  s i  : 

v i > O  , vt0> O , 3 6 ( ~  .to)> O ,{II xO- s I I <  8 tit >to , 1 1  x ~ ~ ~ , ~ ~ I - x , ~ I I  < E 1 
Ceci s i g n i f i e  que pour des condit ions i n i t i a l e s  suffisamment proches de 

l ' é q u i l i b r e  x = xe, l a  t r a j e c t o i r e  r e s t e  dans l a  boule fermée de cent re  xe 

et de rayon € fixé arbi t ra i rement .  

Déf in i t ion  2 : ATTRACTIVITE 

L 'équi l ibre  x = x est a t t r a c t i f  s i  : 
e 

~ P > O  ,V>)>O 9 3 T ~ ~ r ~ ~ i & )  7 vt)QT ( IIxo-xeII~<p * I I  X(t~Xoit0)- xeII~7 } 
L ' a t t r a c t i v i t é  implique l a  convergence de l ' é t a t  ve r s  xe au bout d'un 

temps i n f i n i ,  lorsque les condit ions i n i t i a l e s  xo s e  s i t u e n t  dans une boule 

de c e n t r e  xe de rayon p . 
Défini t ion  3 : STABILITE ASYMPTOTIQUE 

Lorsque l ' é q u i l i b r e  x e s t  à l a  f o i s  s t a b l e  e t  a t t r a c t i f ,  il est d i t  
e 

asymptotiquement s t ab le .  

Ceci suppose, en plus de l a  condit ion d ' a t t r a c t i v i t é ,  que les t r a j e c t o i r e s  

x ( t ,xo , to )  r e s t e n t  a rb i t r a i rement  bornées pour des conditions i n i t i a l e s  

suffisamment fa ib les .  

Dans les d é f i n i t i o n s  1, 2 e t  3 ,  l ' i n s t a n t  i n i t i a l  t i n f l u e  s u r  l a  
O 

détermination de  T ou 6 . Certa ins  systèmes non-stationnaires, pa r  exemple, 



convergent différemment selon la valeur de leurs coef f ic ien t s  à t = to. Pour 1 
un processus s t a t i onna i r e  ou 2 coe f f i c i en t s  périodiques, par contre,  la valeur l 
de  to n ' in te rv ien t  plus. Les propr ié tés  de s t a b i l i t é  e t  d ' a t t r a c t i v i t é  son t  1 
a l o r s  plus pa r t i cu l i è r e s ,  e t  s o n t  d i t e s  uniformes : 

Définit ion 4 (PERSIDSKII 1961) : STABILITE UNIFORME 

L'équil ibre x = xe e s t  uniformémant s t a b l e  s i  : 

vê > O  , 2s(e)>o , v .y t, + ~t >g , 1 1  x(t,q,t,)- x,II< E 1 
Définit ion 5 (EAHN 1967, ANTOSIEWICZ 1958) : ATTRACTIVITE UNIFORME - 

L'équil ibre x = xe e s t  uniformément a t t r a c t i f  

- par rapport à ro s i  : 3 PX ,V?>O, 3Tk7x0 ),V t 2 to+T, { I]uc,-&II<~+Ilx(t,x ,t&xeIIz 

- par rapport  3 xo s i  : 3 P>O ,VT>O, 3Th>~,C).tlt 2 tO+T, ( /~CX~I<P=SIIX(S.C L?xe/k 

Définit ion 6 (MALKIN 1958) : STABILITE UNIFORME ASYMPTOTIQUE 

L'équil ibre x = xe e s t  uniformément asymptotiquement s t a b l e  s 'il e s t  

uniformément s t a b l e  e t  uniformément a t t r a c t i f .  

Lorsqu'une des propr ié tés  1 à 6 e s t  v é r i f i é e  sans r e s t r i c t i o n s  sur l e  i 
domaine de conditions i n i t f a l e s  e l l e  e s t  d i t e  globals. l 

Ainsi, o n  aura  s t a b i l i t é  uniforme globale s i  dans la dé f in i t i on  4 on a 

De même, x = x e s t  uniformément globalement a t t r a c t i f  s i  l a  propr ié té  5 
e l 

e s t  v é r i f i é e  quelquesoit p > O .  

11 est à noter  que d 'autres  formes de s t a b i l i t é s  ont é t é  in t rodui tes .  

Citons notamment : 

- la s t a b i l i t é  absolue (LUR'E POSTNIKOV 1944) e t  l ' hype r s t ab i l i t é  [27] 

qui  font in te rven i r  l a  s t a b i l i t é  en t a n t  que propr ié té  d'une 

famille de systèmes, const i tuée  en changeant l e s  modulateurs non 

l inéa i res  d ' un même processus, 

- la s t a b i l i t é  dynamique (151 [16] q u i  considère non plus un point 

d'  équi l ibre ,  mais une t r a j e c t o i r e  nominale, 

- l a  s t a b i l i t é  pra t ique [35] [36] : on peut aus s i  ne s ' i n t é r e s s e r  qu'aux 

propriétés du système après un temps t de fonctionnement. Les mêmes  

notions de s t a b i l i t é ,  a t t r a c t i v i t é ,  uniformité, etc.. .  pourront ê t r e  

adaptées à c e t t e  nouvelle forme d'étude. Ceci revient  à imposer au 

processus un ce r t a in  comportement à p a r t i r  de l ' i n s t a n t  t + t. , avec 
O 

des contra intes  moindres pour l e s  i n s t an t s  compris en t r e  to e t  t +r . O 



Définit ion 7 : DOMAINES DE STABILITE 
- - -- 

Lorsque l e  comportement d'un processus e s t  s t a b l e  pour tou te  

l évolution de son é t a t  dans un domaine 9 contenant un voisinage de 

l l ' é q u i l i b r e  x nous dirons que 9 e s t  un domaine de s t a b i l i t é .  
e ' 

- Defini t ion 8 ' :  STABILITE VIS-A-VIS-DES CONDITIONS INITIALES 

S o i t  'D, le domaine de gq d e f i n i  comme s u i t  : 

I Le système de vecteur é t a t  x ( t )  se ra  d i t  asymptotiquement s t a b l e  vis-à-vis 

1 des conditions i n i t i a l e s ,  de domaine de s t a b i l i t é  , s i  pour tou tes  l e s  

conditions i n i t i a l e s  xn dans a& , l e s  t r a j e c t o i r e s  -- x ( t )  convergent asymptotiquement 

A . I I . l .  Notations e t  dé f in i t i ons  1347 

Afin d ' in t rodui re  l e s  théorèmes de LYAPUNOV sur  l a  

I s t a b i l i t é  des équi l ibres ,  il e s t  nécessaire de rappeler 

1 quelques déf in i t ions  su r  l e s  f oncrions intervenant dans l e s  

I énoncés. Hous ne considérons i c i  que l ' équ i l i b r e  s = 0 ,  
e 

I auquel l e  cas général x i O peut s e  ramener par un simple e 
changement du repère d ' é ta t .  On notera : 
%, t o  : ( ( x , t )  , I1xIl< h t 2t,} 

Rh = ( x  Y IIXII< h 1 
w une fonction s c a l a i r e  de Rh dans , continue, 

d i f fé ren t iab le ,  à dérivées p a r t i e l l e s  continues, 

v une fonct ion s c a l a i r e  de Rh, t o  dans 9 continue, 

d i f f é r en t i ab l e ,  à dérivées p a r t i e l l e s  continues. 

Définit ion 9 : w(x) est d i t e  p o s i t i v e  semi-définie s i  : 

w(0) = O 

I s i  la deuxième condition s ' é c r i t  : 

a l o r s  w(x) e s t  dé f in ie  posi t ive .  

Déf ini t ion 10 : v(x , t )  e s t  d i t e  pos i t i ve  semi-définie s i  : 

s i  de p l u s  il ex i s t e  une fonctiok w(x) déf in ie  pos i t ive  t e l l e  

que v ( x , t )  ). w(x) V(x,t) E to 9v(x,t) e s t  
P déf in ie  posi t ive .  



Défini t ion  11 : Une fonction v ( x , t )  :gq x ( t o ,  + m(- - r  g e s t  d i t e  

non bornée en r a  on'' ( r a d i a l l y  unbounded) lorsque 

' , ~ f i l ~ I l > p + a t ~ r o  , v ( x , t ~ > ~ l  
C e  qui  r e v i e n t  à ' d i r e  que v (x , t )  tend uniformément par 

rapport  à t v e r s  l ' i n f i n i  quand llxll tend vers  l ' i n f i n i .  

Déf in i t ion  12 : v(x, t )  e s t  décroissante  s i  v(x , t )  converge uniformément par  

rapport à t v e r s  O quand llxll tend ve rs  0. 

On peut i n t r o d u i r e  de  façon s i m i l a i r e  les fonctions l 
négatives d é f i n i e s  ou semi-déf i n i e s  comme les opposées 

-v e t  -w des fonct ions  précédentes. 

A. II. 2. Enoncé des théorèmes 

Différents  r é s u l t a t s  sur  les p ropr ié tés  de l ' é q u i l i b r e  

x = O pour le système d é c r i t  par (A-1) on t  é té  énoncés. La 

s t a b i l i t é  du système représenté par  le vecteur é t a t  x se ra  

é tudiée  i c i  à t r a v e r s  l a  convergence d'une dis tance  

généra l isée  v ( x , t )  de l ' ex t rémité  de  x à l ' o r i g i n e  0. 1 

théorème 1 s u r  l a  s t a b i l i t é  [l] : 

L'équil ibre x = O e s t  s t a b l e  n ' i l  e x i s t e  une fonct ion d é f i n i e  1 
pos i t ive  v(x,  t )  dont l a  dérivée t o t a l e  Y pour l ' équat ion (A-1) l 
s o i t  semi-déf i n i e  négative. 1 

théorème 2 s u r  l a  s t a b i l i t é  asymptotique [ l ]  : l 
L'équil ibre x = O e s t  asymptotiquement s t a b l e  s ' i l  e x i s t e  une 

fonction d é f i n i e  p o s i t i v e  décroissante  v ( x , t )  dont l a  dér ivée  

t o t a l e  $ pour (A-1) s o i t  dé f in ie  négative. 

théorème 3 s u r  l a  s t a b i l i t é  asymptotique globale [39]  : 

L'équil ibre x = O e s t  asymptotiquement globalement s t a b l e  

s ' i l  e x i s t e  une fonct ion v(x, t)  d é f i n i e  p o s i t i v e  dans tout  

l 'espace,  non bornée en rayon, décroissante ,  e t  dont l a  

dérivée t o t a l e  pour (A-1) s o i t  d é f i n i e  négative. 

Une fonct ion s a t i s f a i s a n t  les condit ions des théorèmes 

1, 2 ou 3 est  appelée fonction de LYAPUNOV pour l ' équat ion 

(A-1) . La condi t ion  se lon  laquel le  6 est continue n ' e s t  pas 

nécessaire : on peut admettre pour Y des s a u t s  bornés 1341 . 



Dans de nombreux cas, Les fonctions v peuvent présenter une 

propr ié té  supplémentaire : s i  il ex i s t e  une constante c > O 

t e l l e  que : v (x,tl est comprise ente deus normes de x 

s (x , t )  ( - c v(x, t )  pour tout  ( t ,x )  s u r  l a  t r a j e c t o i r e  , 
a lo r s  l a  s t a b i l i t é  e s t  d i t e  exponentielle. On peut i n t e rp ré t e r  

ce terme par l e  f a i t  que v(x , t )  e s t  majorée par 

Il peut parfois  ê t r e  u t i l e  de montrer que l e  système est 

instable.  Des théorèmes s imi la i res  ont é té  énoncés, notamment 

par  LYAPUNOV, CBETAEV et PERSIDSKII [ 3 4 ]  . 
Dans l 'étude de la s t a b i l i t é  par ces méthodes, il s ' a g i t  

donc de rechercher une fonction de LYAPUNOV du système, d i t e  

"fonction candidate". On e s t  souvent conduit à l ' e x p l i c i t e r ,  

mais d'une manière plus générale il s u f f i t  de montrer son 

existence. Lorsque l 'équation e s t  é c r i t e  sous forme 

vec tor ie l l e ,  il e s t  possible d'"essayer" quelques fonctions 

candidates remarquables, assimilables à des normes s ca l a i r e s  

(x) du vecteur é t a t  s . 
La fonction a i n s i  dé f in ie  e s t  continue, donc dérivable à 

gauche e t  à d r o i t e  en tout  point. El le  v é r i f i e  donc les 

propriétés requises pour ê t r e  candidate. 

Notamment dans l e  cas où Q, e s t  l a  norme du maximum 
T 4 (x,) = ( (x, x2. .X ) ) = max ( x on about i t  

9 i i' 
au c r i t è r e  de ROSENBROCK [ 4 0 ]  r e l a t i f  au système (A-2): 

% = ~ ( x , t )  x , avec A(r , t )  = [aij (x,t)] i, j = 1.. .q (A-2) 

L e  système d é c r i t  par  (A-2) e s t  asymptotiquement s t a b l e  s i  

il ex i s t e  une constante 6 t e l l e  que : 
I 9 1 

J?=I 1 
En choisissant  comme norme : + ( X I =  Zlxil O U  b'Zk2) 

T 
ce même c r i t è r e  peut ê t r e  appliqué à A ou A + AT [ z ]  

2 

A . 1 1 1 .  - SYSTEMES DE COMPARAISON [ 3 ]  [ 4 ]  

D'un cer ta in  point  de vue, l ' in t roduc t ion  d'une fonction de 

LYAPUNOV v(x) revient  à comparer un processus non l i néa i r e  d'ordre q 

à un système d'ordre 1 représenté par l ' é t a t  s c a l a i r e  v(x) .  S i  on 



montre que $(x , t )  ( -E: < O ,  l e  système en  v  est t o u t  j u s t e  s t a b l e ,  
-1 

c'est-à-dire comparable à une fonct ion  de t r a n s f e r t  (p +c ) . 
Plus généralement, on peut é t u d i e r  l ' évo lu t ion  du processus 

d 'ordre q  à p a r t i r  de c e l l e  d'un système l i n é a i r e  ou fortement non 

l i n é a i r e ,  d 'ordre  quelconque : 

- s o i t  d'un o rd re  p lus  é l evé  : on c h o i s i t  une r ep résen ta t ion  

redondante du système [41]  [43] , 

- s o i t  d'un o rd re  i n f é r i e u r  ou éga l  : il e s t  poss ib le  de d é f i n i r  

des systèmes de comparaison d 'o rd re  plus p e t i t  que c e l u i  du 

système ' i n i t i a l  et  qui  s e r o n t  appelés systèmes agrégés. Ces 

méthodes o n t  pour base les concepts de fonct ions  de  LYAPUNOV 

v e c t o r i e l l e s  1311 ou de normes v e c t o r i e l l e s  [31] [30] [45] . 
Nous ne rappel le rons  i c i  que l a  t h é o r i e  des systèmes 

pseudo-maj o r a n t s  [IO] . 

NORME VECTORIELLE 

s o i t  g=g un 

des sous-espaces de 

S o i t  x  un 

x = Pri x où P r  i e s t  un opéra teur  de p r o j e c t i o n  

de g u :  K. 
- 

On no te ra  pi une norme s c a l a i r e  ( i  = 1,2,. .k) 

d é f i n i e  s u r  K. La fonc t ion  p  d é f i n i e  par ses k  

composantes pl.. .pk et  t e l l e  que : 

x - P(X> 

s e r a a p p e l é e n o r m e v e c t o r i e l l e  de d i m e n s i o n k s u r  

S i  k-1 des sous-espaces ne sont  pas s u f f i s a n t s  
1 

pour d é f i n i r  l ' e space  l a  norme v e c t o r i e l l e  est 

s u r j e c t i v e .  S i  de plus les s o t  d i s j o i n t s  deux à deux 

d i t e  r égu l i è re .  



SYSTEMES MAJORANTS : 
O 

Soit  l e  système d'ordre n : x = A(t ,x) . a(t ,x)  (A-3) 

avec ~ ( t , x )  matrice n x m A :m -giunn 
e t  a( t ,x)  vecteur d'ordre m a T@-grn + 

Nous noterons D (pi(xi) e t  o p ( x )  les  . 
dérivées à droi te  l e  long de l a  t ra jec to i re  de S dans 

e t  dans 8 U01 . 

Définition 13 : La matrice M :y@-gkxk déf in i t  un système 

majorant de (A-3) par rapport à l a  Norme Vectorielle p s i  
e t  seulement s i  l ' inégal i té  

e s t  vér i f iée  composante à composante pour tout x e t  

t e y .  

On notera P r . *  ( j  = 1.. .k) l'opérateur de projection 

de dans 

Définition 14 : La matrice M(t,x) est une matrice pseudo-majorante de 

type canonique, s i  : 

I T 
grad P h )  Aiilt,x) ai(t,yi 

pii ( t , x )  = Sup 
Pilyi' 

T 
grad pI(yiI Ai. ajlt,yl 

p. . ( t , ~  ) = Mar {O , Sup I lJ 
} ( i é j )  

y E g  4"j' 



Application : Lorsque l e  système (A-3) s ' é c r i t  sous forme (A-2) : 

= A(t,x). x ( t ) ,  l a  matrice M(t,x) s ' é c r i t  plus simplement 

ri 
Aii i t , ~ )  

p i  Iq;, 

T 
. p i ( 7 ; )  A + ( t , % )  yj 

r*;d fic%) 

La matrice M(t,x) a i n s i  dé f in ie  e s t  à éléments hors 

diagonaux pos i t i f s .  S i  ses  éléments non l i néa i r e s  sont  

regroupés dans une s eu l e  l igne ou colonne, on peut donc l u i  

appliquer l e s  conditions du l i n é a i r e  (Lemme de KOTELYANSKI) . 
Soi t  M(t,x) une matrice pseudo-majorante du système S :  

$ = A(t,x) x 

A(t,x) = (a i j ( t ,x )  ) i ,  = 1. . . q  

associée à norme vec to r i e l l e  p ( x ) .  

I S i  l e  système = M(t,x). z e s t  (asymptotiquement) s t a b l e ,  

a l o r s  l e  système S e s t  (asymptotiquement) s t ab le .  

S i  l a  matrice M(t,x) e s t  t e l l e  que s e s  éléments non 

( constants so ien t  groupés dans m e  seule  l igne ou colonne, 

1 une condit ion su f f i s an t e  de s t a b i l i t é  (asymptotique) du 

1 système S e s t  que . - M(t ,x) a i e  tous ses mineurs 

p r i n c i p a u x  (str ictement)  pos i t i f  S. 

Application : considérons l a  norme : 

p(x1. (l~\l,bll -.- lï1Y 

l a  niatrice M(t,x) s ' é c r i t  a l o r s  : 

s i  l e s  éléments non constants de M(t,x) sont  dans une seu le  

l igne ou colonne, l e s  conditions sur  l e s  q mineurs 

s ' éc r iven t  : 



ANNEXE B 

THEOREME SUR LA STABILITE DES MATRICES TRIANGULAIRES PAR BLOCS 

Nous allons dans cette partie démontrer un théorème relatif à la stabilité 

du système (S) représenté par l'équation (B-1) : 

(S) X A(xyt).x 0-1) 

(x, t) 6 X X ~  
dans laquelle x est un vecteur d'état décomposé en n composantes 

vectorielles xi de façon à ce que la matrice A(x,t) soit triangulaire 

supérieure par blocs pour ce partitionnement. Il vient : 

- 

(Si) 2 = t) Xi i (8-3) 
Théorème : Le système (S) est asymptotiquement stable si et seulement si tous 
I 

A = 

1 les sous-systèmes (S ) correspondant aux blocs diagonaux sont 
i 

asymptotiquement stables. 

I Démonstration de la condition suffisante : 

Bi = 1. ..n-1, 
*ii 

matrice constante de 
xnini 

A (x,t) matrice non constante de n XII à éléments bornés nn X n  ny 
Vi <j =le. .n, B.. (x, t) matrice non constante de ~ n . x n  à éléments bornés 

1J 1 j* 
Bi> j =l.. .n, B 

i j = 0 E Snixnj 
Nous noterons (Si) le sous-système déconnecté défini par (B-3) 

Supposons que toutes les matrices A i = I à n, correspondent 
ii ' 

à des sous-systèmes (S.) asymptotiquement.stab1es. Le temps 
1 

- 

( x , t )  
* 

, 1 1 ,  - ij, 
1 

I t = O sera pris comme origine. L'équilibre étudié est x = 0. 
O 

- - 
X 

1 

X 
.i 

X 
. j 

X 
u 

X = 

~otonslx 1 une norme du vecteur x i = 1 à n, et i i y 

1~ (x,t)l la norme matricielle associée aux normes 
i j 

(xi] etlx.1 . Les éléments de B (x,t) étant par hypothèse tous 
J i j 

bornés, il vient (B-4) : 

i 
l 
I 
1 

i 

i 



Nous allons démontrer la condition suffisante par récurrence 

descendante sur i. 

f = A ,  (x,t) x est asymtotiquement stable par hypothèse. 
n 
Supposons que n-i dernières composantes vectorielles xk 

convergent asymptotiquement vers O. Il vient (B-5) 
V?>O , ~ T > o  t V t > T  t ~ k a ( n , i (  , / xk(t)]<? et leAiit ( 8-5 ) 

La propriété sur l'exponentielle de Aiit vient en effet de 

l'hypothèse de stabilité asymptotique de (Si] . 
La ième ligne en xi s'écrit (B-6) : 

n 

+ Z Bik(x,t) -% = A~~ Xi k = j + l  
les solutions en xi sont de la forme (K E : 

x = e  i &ii(t-r) . ail. (X , T 
i+l 

Posons (B--8) : 

Il vient, d'après (3-4) : 

D'après l'hypothèse (B-5) , si t > T , (B-10) et (B-11) sont 
vérifiées : n 

- (X < O est par exemple la valeur propre de plus grande partie 
réelle de la matrice Aii : 

(B-9), (B-10) et (3-11) entrafnent alors (B-12) : 

En posant : 

il vient : 

(B-14) assure la convergence asyq totique de 1 x i 1 vers O. La 
propriété de récurrence (B-5) est donc assurée pour k E ( n,i + 1 ( 

Elle est donc vérifiée pour tous les indices de ligne k (1 à n). 

Le système (S) est asymptotiquement stable. 

Démonstration de la condition nécessaire : 

Nous allons dëmontrer que si il existe au moins un sous-système 

(S ) non asymptotiquement stable, le système (S) ne l'est pas non 
L 

plus. 



Supposons que l ' équ i l i b r e  xi = O ne s o i t  pas s t ab l e  pour 

(Si) (déf in i t ion  1, annexe A) : 

(3€?0 )  ( 3 t o E  %+)( v ~ > o ) ( / x ~ , ] < ~  e t  3 t>to I~(t*%o~iolb)l>~) ( 8 -  1 5 )  
Cela s i g n i f i e  que l e  f a i t  de borner l e s  conditions i n i t i a l e s  de 

x ne s u f f i t  pas à borner arbitrairement l ' évolut ion de ce i 
vecteur dans l e  temps. 

S i  on cho i s i t  comme condition i n i t i a l e  du système complet le 

vecteur x = (0, ... O, xiO, O .. O I T ,  on aura  à t = 
O to : 

(B- 16) 

Seules l e s  i premières composantes vec tor ie l l es  de x vont 

var ier .  L'évolution de l a  variable x e s t  a l o r s  caractér isée  
i 

entièrement par c e l l e  de ( S  ). La nome de  x é tant  supérieure à 
F 

c e l l e  d e  x l e  systèae n ' es t  pas s tab le .  
i' 

D e  la même manière, s i  l ' équ i l i b r e  xi = O n ' e s t  pas a t t r a c t i f  

pour (Si), 1 xi(no tend pas vers zéro au bout d'un temps i n f i n i  





1 LYAPUNOV 

2 LAURENT F .  et LHOTE. F. 

" S u  une c o n u n  au&$&ante d e  aa2.b-é a s p p Z o $ i q u e  pouh lm 

A yaXème c o ~ u  non U n é a i h e l t .  

C.R.A.S. P d ,  Z.262, p.35-37, 3 J a n v i e h  1966. 

3 GENT1 NA J .  C .  , BORNE P. e;t LAURENT F .  

"S.tab&Lté d e s  a g a X è m a  c o h u b  non &éa,&a d e  ghande  d immion" .  
R e v u e  R.A.l.R.0, 3 -3 ,  p.69-77, A o a  7972.  

4 BEMEJEB M .  

" S u  L1aMaegae e;t & a y n ; t h h e  d e  Wocesaub cornp.texes ki&artchA&. 

Appficcx;tion aux a gaitèrnes a i n g ~ & e m e n i t  p W b é a  ". 
T h è a e  d e  Poc;tonat S c i w u  Phgaique6 ,  W e ,  19ti0. 

5 GANTMACHER F.R. 

" T h é o d e  d a  maA;rUcuN. Tome 1 .  

C o U e c C i o n  d v m L t & t e  d e  mdhéma$iquen, Vunod 1966. 

6 ROSENEROCK H .  ff. 
" S r n e - a p a c e  and  W v a h C a b L e  Ithéok y". 

SXudLu ht dgnLZmiCat a g a . t m ,  N d o n ,  1970. 

7 Y O S f f l Z A ~ T .  

" S a k b U y  ; théot~g  bg  L i a p u n o v l a  aecond  me.thodr1. 

T h e  m a ; t h W d  a o c i e t g  06 Japan ,  1966. 

8 BOUûAREL R. DELMAS J .  &GUICHETP. 

"Commande opA2mate de6 pocaaunl'. Tome 1 .  

T e c h n i q u a  d e  R1uutomuZLbme. Punod 7967.  

9 LAURENT F .  

" S w i  lu a & x b W é  g L o b a t e  e;t L e  Itempa d e  h é p a n s e  d ' u n  ayaitème 

écfmm%Xonné non héa ,&en.  

C.R.A.S. P d ,  X.260, p.4444-4447, 26 A v U  1965. 



GENTINA J.C. 

"ContrUbuaXon à .tl andqae et à la aqnthhe d a  aqhXèmes con th^ 

non UnEaina de g d e  &unmbnt l .  

Thae de Poctatra;t ra Sciwce6 PhqaQue6, m e ,  1 976 .  

BUUNE P. 

l l C o m u t i o n  à .tl&tt.de de6 aqatèmu disaet4 non &ZaUtes de g m d e  

dUltmAan. Appfica-CLon aux a qatème6 .i%et~conne&é.h l l .  

Thèse de D o a t o u t  e6 Science6 PhyaQues, Lieee, 7976. 

STUAK P.D. 

"On .&qe a c d e  aqatems ~ ; t a b U q l ' .  

Phoc. 9;th Ann. ~~n Conb. Che. Sqat theotrq. 731-741 

U ~ v m d q  06 T ~ o A  - 7 971. 

'lS.tabdXtg 06 l m g e  a d e  a y a t m  wzdm a iDru tmat  petLtLcnba;tians1'. 
TEEE W .  Sqa.Man, Cqbme;tul, voL.SMC-3 n04, 657-663 ,  7972.  

BORNE P. LAURENT F . & MAI Z T  ERES C .  

l'Sm a&zbARi;tg dynamique d u  poca6LLb rnut%vcutiab&es non U n é d ~ U " .  

Pttoc. ad MEC0 77, Cong/rua Zürtich, 1977. 

8ûUNE P. BENREJEB M .  and LAURENT F. 
l l W x  appoachen a 3  ab~o1LLte dqnumid a;ltbiLLtq 06 Lm1 e P o ~ ~ k o v  

a g a t m "  . 
4e Congnao TnBomaCLca q A u . t o d c a ,  Madtud 1979.  

GAMMACHER F.R. 

llThéonie de6 & c ~ ' l .  Tome 2 .  
CoUecCLon u n i v m U e  de mathbaCLques, Dunod, 1966. 



16 KRASOVSKI N.N. 

" C W  ptrob&m 0 6  t h e  théony  0.5 a J t a b U y  06 m~a%n'~. 

Moacou 1959 (Rusae ) .  

T n a d u d o n  S-6 ond, C&i amie,  1 9 6 3. 

19  GENTINA J.C. et BORNE P. 

" S m  une condi;tion drapp.Lication du aLtetre de altab.i&té f i é d e  à 

c W u  c&uaea d e  syaltèmes continus non h é & u u .  

C.R.A.S. P d ,  .t. 275, 16 A o a  1972. 

20 MAIZ1ERE.S C. et LAURENT F .  

"Suh ltunL&é d e  la n é p o m e  d r w z  ayatème c o ~ u  non h é a i h e l t .  

C.R.A.S. P d ,  aétUe A, .t 264, JLUn 1967. 

21 BENREJEB M .  
"Sm h aqnchhonisation den ayatèmecl con.a%uh non fié&en en n é g h e  6oncét1. 

Thede Vocteuh l n g é n i e m ,  W e ,  JLUn 7 976. 

2 2  METZELD.,GENTTNA J.C. and RlCHARV J.P. 

"A a y a . t W c  apptroach O 6 .the a.tubLtLty ~ o b l e m  don a h g  e d a 6 a  -06 
non fieah p t r o c u 6 u n .  

3.th conghaa 1.  M.  A., Sheddi&, SepXembm 1980. 

23 BENREJEB M .  et BORNE P. 

" S m  a yn;th&e d' u n  ptrocuaub conCinu non f i éa ihe" .  

Pnoc. 0.5 MEC0 79 Conghua, Gnenobke, p.234-237, 1979. 

24 BENREJEB M .  VAUPHIN G .  et BORNE P. 

"Sm une nouv&e apptroche de  la m u d é ~ d t i o n  et d e  .ta a h m W o n  

des ptrocesau~ non f i é a h e s  I r .  

Congneb S m o n  130, I n t a t a k e n ,  JuXn 19130. 

25 BORNE P. et BENREJEB M .  

"On an d g e b n a i c  a i t a b U y  a L t m L o n  don non 4%- p o c a o e h  : 

Congnèn MECO, Athènes, Ju in  1976. 



26 METZEL D .  and GENTTNA J.C. 

" N e w  a 6 p e d  o n  fim and non l!inm a@Le i n p u t  a&gLe output  a y a Z m l ' .  

27 PUP0VV.M. 

L h y p m l t c r b U é  d e s  a yatèmes aLLtomatiques . 
D m d ,  1973. 

28 LAURENT F., EL MOUDNT A., RICHARV 1P. and BmNE P.  

"On LnLtL& 4 ~ U y  c o n m m  604 non fiw &qe a c d e  ayaa2m.b". 
4' c o n g t r u o  Tn6onmat ica  y Auitomatica, Madrud, Uctobne 1939. 

29 LAURENT F .  e tBENREJEBM. 

l l S m  la a & b U é  V A - à - v h  des  c o ~ o n . 6  inh%a&eb d e s  a yaR2mes 

dincrrets d e  g m d e  c h e n s i o n " .  

Ptroc. 06 MEC0 79  Congtrecln, GhwzobLe, P.234-233, 1979. 

30 GENTZNA J.C. BORNE P. BURGAT C .  BERNUSSON 3. ~ ~ G R U J T C  Lj.T. 

" S m  ta a ; t a b U é  d e s  s ysZZmes d e  g m d e  d imens ion .  Nomes v e c ; t o ~ & e s .  
RAIRU Au;tomuXque/S yaZems A d y h h  a d  C o ~ o L ,  VOL. 1 3 ,  no 1 ,  p. 57-75,  1979. 

31 GRWTC! Lj.T. GENTTNA J.C. and BURNE P. 

" G w z m u t  aggnegait ion 06 &vqe scdee a ya.tems b y  vec;to/r Lyapunov   un dom 
and v e c t a h  n o m " .  

I n t .  3.  ConZtoL, voL.24, n 0 4 ,  p.529-550, 1936. 

32 RTCHARV J.P.,EL MOUDNT A.,BURNE P. 

"On ;the d e t ~ ~ o n  06 a k5nm m o d d  604 a L o c d y  a l tab le  non-LLnm 
- PfLOCesd"' 

A pcvmûXe ,  Conga& TASTED, Davoa, Févtuett 1 98 1 . 

33 NARENORA K.S. and TAYLOR J.H. 

llFhequency do- adehia 604 a b a o U e  a A ~ 6 U y ~ ~ .  

Acadencic Phesa, N w Y o t t h  and London, 1973. 1 
34 HAHN W .  

"Theotry and a p p f i d o n  06 Lyapunov's ci.4tec.t me,thodl'. 

P t r d c e  ffd, EngLewood C f i 6 6 a ,  1 963. 



35 MICHEL A.N. and H E Z N E N  I.A. 

"Q-ve and pnac;ticat aaîzbiXLty 06 a y a t m l ' .  

ACTA 1 974. 

36 LASALLE J.P. anci LEfSHETZ S .  

11S;tab4%y b y  Lyapunovla &ect m h o d  w& a p p & i d o n s " .  

37 RZCiiARV J.P.,LAURENT F .  

"On a a y a t W c  detamka-tbn 06 chooaw a m e  a p a c e  d e s d p & L o n  06 given 
non Unean conaXnwub pf~ocu4e6. A p ~ ~ o n  t o  edu.~a;tion~~. 
A pauG%e, CongnèQ IASTEV, Le C h e ,  Septembtre 198 1 .  

36 BARBASlN and KRASOVSKI N . N .  

"On fie e x i b X e n c e  06 Lyapunovra 6unc;tiom Ln the  cabe 06 a ~ y m p h & L c  

a X a b i h 2 y  Ln fie &gell. 

P n i b t a d n a j a  M a t e  .i MehMha 16 ,  345-350, Moacou 1954. 

39 ROSENBROCK ff. fi. 

"A m h o d  06 hvesxl;tiga;ting a X a b U y l l .  

ConS. IFAC, Bâee 1965. 

40 LAURENT F ,  ct ROMELOT M. 

l l S ~  l e  /téghe dynamique d ' u n  aghXème é c W o n n E  non &é&e d 2 d - t  

pm un modè le  tredondant". 

C.R.A.S. P a h h ,  t . 280 ,  1033-7035, 27 A v U  1975. 

4 7 ROBERT F .  

%tude & W a X o n  de5 n o m u  vectoniettu en ana.tyae n w n W q u e  f i n é h e " ,  

Thèbe  d e  Voa2m.u.t es S & n c u ,  GtrenobRe, 1966. 

42 PENROSE 

" A  g e n d i d e d  h v m e  don. matrLicesl'. 
Ptroc. C a m b m g e  P U .  S o d c t y ,  5 1 ,  p.406-413, 1955. 

43 BELLMANN R. and COOKE K.L. 

n V i d ~ e n ~  - V i o , j m e n c e  é q ~ ~ ~ % o n b ~ .  

Mathsrnatic6 Ln S d e n c e  and Eng&ec)/Ung 6 ,  Academk  P x u a ,  1963. 



44 MAlTRE J.F. 
"Nome compoaée et n o m e  a6aocLée g é n a a e i s é e  d ' une  ma;frLicev. 

N u m u d e  Mbematik,  V o l .  10, 132-741, 7967. 

45 ROSENBROCK H.H. and STUREY 

n M a t h U  06 dyvuandX ayatembt1. 

Neebon, 1970. 

46 WZLLEMS S. L. 

n S t U y  t h e o a y  06 d y n a d e d  a qa.tm.6". 

NELSON, 1970. 

47 GRUJIC Lj.7. 

" N o v d  devetopmevi;t oa Lyapunov a ~ ~ y  06 mo&ionv. 
1n;t. J. Con*trLol, v01.22, n 0 4 ,  p.525-549, 1975. 

48 BENREJEB M., BORNE P. ,  VAUPff Z N  G. et LAURENT F. 
"G1obd asymp;to&Lc a ; t a b U y  06 non L ~ ~ C V L  I t une -wa~~yhg  p4htuhbed a y a t m "  

31th c o n g a u a  7 .M. A., S h e 6 ~ i & d ,  SepRembne 1980. 



TABLE DES MATTERES 

Avant- ptropoa 1 

IN7RUDUCTZON GENERALE 

Chap&e 7  : REPRESENTA77ONS P l  ETAT DE SYSTEMES Dl ORûRE FINT 

7  . S&ucAwLe des  pocesaub CO- non finéaheh ..................... 6 

.................... Remmques am la aAabiXté . C o n j e m e  Linéahe 12 

7  7 . 1  . NoLion de a&zb&Lté .......................................... 12 

7 7 . 2 .  C o W o n  de a l t a b m é  du . h é &  e .  Conjectuhe L L n é d e  ...... 14 

7 7 . 3 .  Rechmche d e s  domaines de a a k b U é  .......................... 17 

7 7 . 4 .  Exemple d '  appficafion d e s  ;techniques de majoa&on ........... 17 

2 7 7  . Deux a;t'uteRunes dondamentdes : ayatèmeb à n o n - f i n é u é a  de &mg 1 23 

7 7 7 . 1 .  P e h c n i ~ o n  de la décompoa~on mu-%Lci&e U é e  pawL la 

ceabaidicaAAon .............................................. 23 

7 7 7 . 2 .  Non-t&é&é à ao&e a c m e  ( t y p e  7 )  .................... 2 4  

................... 7 7 7 . 3 .  Non.fiéaL.té à W é e  a c U e  (type 7 7 )  2 6  
1 ......................... 7 7 1 . 4 .  Systèmes à non-LLnéaru;téa de mng 7 2 8  

................... I V  . Repêaentatiovla canoniques sou domeh compagnon 2 8  

I V . l .  Sgatèmes de type 7 7  .......................................... 2 8  

7 V . 2 .  Syatèmes de Xype 1 ........................................... 33 
7V . 3 . Exemple de AyAthe à non-Lbtéamlé de kang 1 ................. 35 
7 V . 4 .  Exemples dlon&e 2  & 3 ...................................... 3 7  



V . 1 .  S & c l x e 6  a.&do&éeb . aux 6o.lvnes compagnon ..................... 40 
V . I . 1 .  Fumes a h p l u  ......................................... 4 0  

V . 1 . Z .  Fohme genehaRe ......................................... 4 2  

V . 1.3. Rédudbn dr o&&e p a n  appficrttion d a  CIVS du &hédine . . 4 2  

............................................... V . 2. Fome en ilache 43 

V .2 .1 .  DEb.ÛùXon et da2u-e adaociee ....................... 43 

V . 2.2.  App&L&n aux byhZëme6 de .type Lunt e PoaXdkov 

Ckp&te 11 : DEFINITION D ' U N  POLYHL1ME SYMBOLIQUE . APPLICATiL'N A U YISE EN 

... . SqUATTCN 3E SÿSTZ'AE.5 UCN L13UEAZXES . 

........ 17.1 .  C W  du poLqCme .s ymbo@ue w tM que d E X W a n i  '53 

....... I I  . 2 . Invukiance pen cltMgemenC de b u e  . M a e s  ~e.mo&~bLw 55 

........ I I  . 3 . R W o n  avec Xe poXyn6me canad-~quz en ZinEaine 55 

I I I . 1 .  Id&&ication d e  d u  mczAtica~ non covts&nte~ 4ev62crbLed ... 58 

117.2, Ap&.c&n au punage d'une {orne en @2che à. une W e  . 
..................................................... Exemple 68 

T T I  . 3 . A p p ~  & n d /rep/rZ~ entaCion en deèche mince de .s yatZ9nen 
................................ déc&2 pûA l dchéma-bloc 67 

772.3.7 . C d d  du poXyn6me 6 ymoaLlque d' une dame en dlèche 

.............................................. v ime  67 

III . 3 . 2 .  C a s  d ' u n  byhZème monovahiable de t y p e  iu' e P o a W ~ w 6 8  

........................ 7 7 7 . 3 . 3 .  Exemple de d e  en équation 71 

................. . T TT 3 .4 .  Syht2me d p&iew non-2inZ&tLtEa 7 2  

717.3.5. Exemple de d e  en tquation ........................ 74 



717.4. Padaage à une d o m e  m b a m e n t  d é b h i e  . . . . ..... .. . . ..... 76 

777.4.7. Méthodes p m e t t &  l e  pasnage ..................... 76 

771.4.2. Exemple d '  a p p f i c a 2 i o n  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7 8 

7 1  7.5. Réauné W q u e  am l' uaZha t ion  d u  polynôme a y m b o t i q u e  d m  

l a  t&e en é q d o n  . . . . . . . . . . . .. . .. . . . . . . . . . . . . ... . . . . .. . . . . 82 

Chap&e 727 : POLYNOME SYMBULTQUE ET ETüVE DE LA STABl LITE DES SYSTEMES 

CONTINUS NON LINEAIRES. 

1 
1 

T&oducti-an ................................................................. 85 1 
1 

1 
1 - S * a b W é  g l o b d e  d e s  ayatèmea à non-eoiéa.tLtéa d e  m g  7 ........... 86. 1 

1 

1.1. W a - C L o n  d e s  m h e s  en é q u a t i o n  parr. polynôme a g m b o ~ u e .  

Exemple ....................................................... 86 
1.2. R é d u c t i o n  d e  d u n w b W é .  Exemple . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 
&de d e  kZa a*abiXLté v h - à - v h  d e s  conch%ons in.&ides . . . . . . . . . . . . 9 1 
77.7.  C h a e  d e  ayatèmes  iXud ién  .................... ................ 92 
11.2. DéXc%min&ion d ' u n  d o m k n e  d e d o n  ....................... 93 

17.2.1. D é ~ h i X o n  d ' u n e  U s e  d e  nomes .... .. ......... ...... 93 
17. 2 .2 .  P/remLet~ a è k e  : ayaXème majonant  non L h é a h e  

t o c d e m &  a.table ..................................... 94 
71.2.3. Deuxième U e t r e  : a yaltème f i é d e  ~ZçrbLe l o c d e m &  

majonant  .............................................. 95 

7 7.2.4. A p p L L d o n  oucx a yatèmes d e  t y p e  L u t '  e P o a ~ k o v  . . . . . . 97 
77.2.5. S X u b U é  eX donctian d e  Lyapunov ..................... 98 

7 7 .  2.6. Exemple d 'appf ic&on d e s  deux  a-it&es : c h a n g e m M  

d e  /régime ............................................. 99 

77.3.  AppficaALon aux ayatèrnes d e  t y p e  77 ......... . ....... .... ...... 105 
7 7.4.  App.tLcaition ouc c h o i x  d' un modè le  L h é a i h e  pocrtr un a ya tème  

non e o i é a h e  t o c d e m e n t  h i tab le  ................................ 1.07 

CONCLUSION GENERALE 

ANNEXE A : D é ~ W o n s  h d a t i v e b  à l a  a * a b U é  en néghne  U h e  . MéJthodes dl&tude.rr; 
: Théonème auh  l a  a ; t a b d X t é  des  maaXLces . W k n g U e s  p a n  6 l o c n .  125 

TABLE DES MATTERES 




