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INTRODUCTION GENERALE

Les travaux présentds dans ce mémoire concernent une méthode de mise
en &quation rapide d'un systdme non linéaire sous une forme matricielle

définie a priori.

Cette méthode est valable pour toute une classe de processus
non-linéaires, non~stationnaires, définie dans le premier chapitre et 3
laquelle sont applicables de nombreux critéres de stabilit&, proposés par
LYAPUNOV[1], LAURENT et LHOTE[2], BORNE et GENTINA [3], et BENREJEB[4].

Un algori;hme est présenté et permet de mettre la matrice du systéme sous

une forme canonique définie pour le lindaire [6].

Le principe d'identification d'une représentation connue d'un systdme
3 une forme matricielle arbitraire est exposé dauns la deuxiéme partie
il met en oeuvre un polyndme symbolique qui, dans le cas particulier d'un
systdme linéaire et statiounaire, s'identifie au polyundme

caractéristique.

L'introduction d'un calcul symbolique permet alors de traiter la mise

en 8quation par des méthodes pratiques, semblables 3 celles employées

pour les processus linéaires.

Dans le troisidme chapitre, 1'dtude de la stabilité d'un systéme est
envisagée 3 partir des méthodes de mise en équation proposées. Celles=-ci
permettent notamment d'étudier au moyen de différents critéres la

stabilité globale ou locale de systémes non-linéaires.







CHAPITRE I : REPRESENTATIONS D'ETAT DE SYSTEMES D'ORDRE FINI

INTRODUCTION

Ce chapitré a pour but la présentation de la classe des processus &tudiés

et de leurs diverses représentations d'état.

Dans un premier temps sont précisé@s les concepts d'espace d'état, d'entrée
et de sortie. Ces notions permettent en particulier l'application des méthodes

-

du calcul matriciel 3 la mise en &quations des systémes continus.

Les diverses notions de stabilité sount ensuite rappelées ; il apparait
ainsi que le choix de la reprdsentation d'un systéme non linéaire est une
phase essentielle lors de l'analyse de stabilit&. L'introduction de systémes
de comparaison permet d'élargir le champ des méthodes d'étude les plus

connues.,

Nous définissons ensuite la classe des modéles &tudids, dount 1'évolution
peut &tre caractérisée par une matrice carrée d'ordre q dont seule une

rangée est constitude d'éléments non constants.

Aprés avoir donné une classification de ces systdmes, nous présentons

leurs différentes formes canoniques 3 partir d'une décomposition matricielle

par bloes.




I ~ STRUCTURE DES PROCESSUS CONTINUS NON LINEAIRES

I.l. Etat d'un systéme

L'évolution d'un processus déterministe, considérée 3 partir
d'un intant t,» ne dépend pas uniquement de 1'influence immédiate
du milieu dans lequel il se trouve, mais aussi de données internes.
Il convient donc de ddcrire son comportement par trois ensembles
de variables ;onsidérées 3 un instant t :

-~ les entrdes, qui repré@sentent l'action de l'extérieur sur le
systéme,

- les sorties, qui sont ses réactions accessibles,

- enfin l'3tat, qui est un ensemble de q informations
instantanées dépendant de 1'&volution du systéme
antérieurement 3 l'instant t.

Par définition, la connaissance de 1'&volution des entries sur

-

1'intervalle de temps (to,tl( et de 1'dtat 34 l'instant t_doit

-

0
permettre de prévoir le comportement du systiéme de to i tl ; ses
sorties, entre autres, sont alors prévisibles.

En vue de simplifief 1'dtude, nous choisirons dans la plupart
des cas un nombre q d'informations nécessaire et suffisant; Il est
cependant possible d'employer un ensemble redondant.

Ces q fonctions du temps t < (to, + o ( seront regroupées
sous la forme d'un vecteur x(t) d'ordre q, défini sur E;Z?q ol 5;2?
est le corps des réels,

x(t) est alors appelé vecteur &tat du systéme et ses

composantes, variables d'é&tat.




L'évolution du systéme est ainsi représentde au moyen des
trajeétoires décrites par l'extrémité M du vecteur x = O—t‘{(t) , le
point O &tant 1l'origine d'un repére (0, e, e2... @ ) de

q 1o
1'espace d'étatg@? . La repré@sentation de 1'&tat x dépend donc du

repére choisi.

- 1.2. Equations représentatives d'un processus

Nous limiterous notre &tude i 1l'ensemble des systidmes doant le
comportement en réponse 3 une entrée u pendant l'intervale de
temps, ;:(to, + ¢ ( peuvent 8tre décrit par des relatioms de la

forme : [6].

[ '>°<=%(X) = f (x(t), u(t), © (I-1)
y (£) = g (x(8), u(e), © (I-2)
avec ts(t,+m(=J

o
X vecteur &tat e @q x5 = (xl(t)...‘..xq(t))

y vecteur des sortiese@P, yt = (yl(t).....yp(t))
£: @190« T — P
:@q x(@n X . ?— — .@P fonction univoque.

f doit en outre possé&der les propriétés assurant l'existence et

(
(
(
(
(
(
( u vecteur des entréese@n,ut = (ul(t).....un(t))
(
(
(
(
(
(

g

1'unicité d'une solution de (I-1) lorsque l'entréde u(t) et les
valeurs initiales sont doundes [7] [44] . Le nombre minimal de
valeurs initiales X, (to) (ie {1,2...q} ) & connaltre est alors
appelé ordre du systéme. Il est &gal 3 q lorsque le vecteur x(t)

assure une représentation non redondante de 1'état.




Cette formulation suppose que %%,puisse S8tre explicité 3

partir

des é&quations du systéme physique. C'est le cas par exemple des
mouvements mécaniques caractérisés par 1'accélération 2z d'un point M,
oM = 2

. -] o - T
On peut alors poser x = (Z , Z) .

Le systdme ainsi défini peut se représenter d'aprés le schéma de

la figure (I-1l), avec les conventions suivantes [8] :

- les variables u, x, ¥, % sont représentées par des fléches
doubles,

~ les fonections £ et 2 corraspondent 3 des modules dont les
variables et résultats sont les antrdes a2t sorties,

~ le symbole j. représente la fomction I(a,t) =j:° a d¢
avec a= 0%, Les entrées du module
correspondant seront x(t) et xo=x(to), et la sortie
x(t). I1 s'agit donc d'un module d'intégration composante 2

composante.

H%
= [ 5= 1 =

.
— !

FIGURE (I-1)




La représentation (I-1) (I-2) n'est pas unique. Il suffit pour
la changer de choisir un nouveau vecteur &tat X 1ié 3 x par une
fonction biunivoque dérivable : x(t) = T(xl(t)) (I-3)

Les équations (I-1) et (I-2) s'8crivent alors :

2= f (TG (), uw(e), £ ) =(§—§? g (o) =TI & (6)  (I-4)

1

y (8) = g (T(x;(t)), u(t), t) (1-5)

et par consadquent, la matrice des da&rivées partielles Txl, dtant
inversible,

':':1 (t) = F (x,(r), u(t), t) (1-6)

y (=6 (1), ut), v (1-7)

I1 est potamment possible de définir des fonctioms T

correspondant 3 des changements de bases dans l'espacs d'dtar

x(t) =P xl(t) , avec P matrice constante, ri3gulisdre,
Par couséquent, si x(t) est un vectaur &tat d'un processus s

1"“l x(t) aussi.

L'étude d'un systéme est conditionnée par le choix d'un vecteur
&tat adapté [9] [10] [11] [4]. |

Aprés avoir défini un ensemble de paramétres correspondant & un
&tat du processus, il s'agit donc d'envisager les diverses
formulations des &quations d'évolution de cet &tat. Il est pratique
de considérer celles qui sont lides entre elles par des changements
de base.

I1 faut pour cela passer 3 une représentétion matricielle des

équations (I~l) et (I-2).




I.3. Représentation matricielle des systédmes d'ordre fini

Nous allons maintenant considérer un systéme d'ordre fini dont
1'état x(t) peut s'exprimer [6] sous forme d'une fonction de
transmission . f) , supposée parfaitement identifide :

x(t) =Qu, t, x to) , Qfonction linéaire en u, x

o’
avec comme sortie ¥

y(t) = ¥ (t, x, u) ", ¥ fonction linéaire en x, u

I1 est possible de repré&senter un tel systéme sous la forme

% = A(t) x(t) + B(t) u(t)
(1-8)
y =C(t) x(t) + D(t) u(r)
avec
xs_@q, ue@n, ys@p
A matrice g x g dite d'évolution
B matrice qxaua dite de commande
C matrice p x g dite d'observation
D matrice p=xn dite de transmission directe

Ces sytémes seront dits lingaires non statiomnaires.

Lorsque les matrices A, B, C et D ne dépendent pas du temps, le
systéme est dit linéaire stationnaire.

Le schéma associ& 3 la représentation (I-8) est dacrit

figure (I=2):

ADit)
X y
f “""}Cny:‘}@:“‘_}

A K

B(t)




Cependant, dans de nombreux cas, les systémes physiques ne
peuvent pas &tre totalement représentés par une fouctiom de
transition linéaire en u ou x. On gardera cependant la formulation
(I-8), en précisant que les matrices A, B, C, D sont fonction des
vecteurs u(t) et x(t).

On_se raméne i des &quations de la forme (I-9):

x = A (x,u,t) x(t) + B (x,u,t) u(t)

(I-9)
y = C (x,u,t) x(t) + D (x,u,t) u(t)

ol les matrices et vecteurs A, B, C, D, u, x, v ont les mémes
dimensions que dans les notatiéns précédentes et vérifient les
propriétds requises pour l'existence et l'unicité d'une solutionm.

I1 faut notamment supposer que l'on puisse d&finir les termes
non linéaires du procsssus par un "gain' variable selon x, u et t, ce
qui est souvent le cas. la reprééentation ainsi dé&finie n'est pas
toujours unique : dans un multiplieur d'entrées x et z, de sortie xz,

-

on peut considérer tour 3 tour %X ou z comme variable ou comme gain.

En regroupant la totalitd des &quations scalaires d'un systéme
en deux &galités, cette représentation permet d'utiliser des méthodes
de calcul matriciel. Elle est donc souvent proposée [13] [14] et
permet une simplification des notatioms.

Cette forme convient en particulier 3 des systéme de type LUR'E

POSTNIKOV [14] décrits par les relatioms (I-10) (I-11) :

X(t) = A x(t) + B(L) Y (t, x0) (1-10)
0= u(t) +C x(v) (I-11)
avec ’

=P AT eGP Y T ol D TP, 0 e TR
o= {0} erc@n 2et %msembles contemant un
={o.}

L voisinage du point d'équi-~
—0 9
mzé%%zgggy libre en 0 ou x.




Si Y appartient 4 la classe ¢ caractérisée par

y (t,x, ) :ﬂ%Z -—),@n
Y'

(t,x,0) = {7V, (t,x;, o)}

Y *(t,x, g) = diag { vy (E:%500 o) }

9y
y*(tx,a)e (L, ) < OF ™=

v tej- Vxe% Voe2

de (I-10) et (I-11) il vient alors (I-12) :

(
(
(
(
(
(
(
(
(
( .
(

;(t) = (A + B() . Y*(t,x,d)-C)X(t) + B(t) . Y*(t,x,g).u(t)
. (I-12)

et lorsque l'entrée u est nulle Vte ? , On a le régime autonome

x(t) = L (t,x, 0) x(t) (T-13)

L (t,x,0) =4 + B(t) . Y*(t,x,0).C (I-14)
Cette représentation présente l' avantage de faire apparaitre

séparément les tarmes non constants de L (t,x,5 ).

IT - REMARQUES SUR LA STABILITE DES SYSTEMES. CONJECTURE LINEAIRE

II.1l. Notion de stabilité

-

Considérons un processus représenté 3 l'instant t par l'équation
d'état (I-15)

x=f (x, u, p, t) ' (I-15)

avec| x(t) vecteur d'état
u(t) vecteur des entrées

P ensemble des paramétres identifiant le processus réel 3
son modéle mathématique.

Lorsque des conditions initiales Xy, Uy, P, sout données 3

t=z, 1'état du processus décrit une trajectoire x(t), dite

nominale.




Une perturbation de ces conditions initiales peut déterminer une
autre trajectoire x(t), dite perturbée,
Le comportement de l'écaft A x(t) caractérise la stabilité du
systéme. |
On distingue habituellement trois types de stabilités {8] selon
que la perturbation est due 3 une variation sur :
| - 1'8tat du systéme (stabilité dite classique),
- les paramétres du mod&le (stabilité structurelle),
- les entrées du systéme (stabilité en régime forcé).
La stabilité classique [7] est définie "au sens de LYAPUNOV".
Elle est souvent &tudide en régime libre, c'egt-3-dire 3 entrée
nulle et dans ces conditions les perturbations ne sont considérées

que sur les valeurs de 1'3tat.

Notons que la notion de stabilitd dynamique [15] [16] a &t
introduite lorsque les entrées ne sont pas nulles mais peuvent &tre
considérées comme non perturbées.

Le systéme est dit stable par rapport i l'équilibre X, si,
pour des conditions initiales suffisamment proches de l'équilibre
Xs la trajectoire reste dans la boule de centre X, et de
rayon £ arbitraire :

(I-16)

VS>0,Vt°, 3s5(¢ 1t )0, on-xe“ (8 = Hx(t,xo,to)--xe I <S,Vt>t°

fDans le cas contraire, 1'8quilibre est dit instable.
Par la suite, nous prendrons comme &quilibre le point X, = 0.
I1 suffit pour cela de choisir x, coome origine du repdre d'état.
Lorsque, de plus, cet état d'équilibre est attractif (I-17),

1'équilibre est asymptotiquement stable:

.7




3p>0,¥ n>0, IT(n VX st ) ,Vt;to+'r, V”xou <p, Hx(t,xo,to)ll <n (1-17)

Si le systéme est linéaire, il est &quivalent de considérer 1la
stabilité asymptotique au sena de LYAPUNOV ou la stabilité
stru;turelle. Si de plus le processus est stationnaire et si on
s'impose des entrées bornées, la stabilité en régime forcé est

également &quivalente.

Par la suite, nous &tudierons la stabilité des systdmes en
régime libre, ce qui correspond 3 une approche générale de la
stabilité d'un processus physique : c'est usuellement la propriétéd
minimale eiigée d'un syst3me. Elle peut aussi inclure les notious
fort utiles de rapidité et de temps de rZponse.

Pour qualifier les diffirents tvpes de stabilicés, nous

utiliserous les termes définis dans 1'annexe A.

11.2. Conditions de stabilitd du linéaire, Conjecture linéaire

Considérons maintenant le systéme (I-9) en régime libre, donc
pour u(t) = o Vt;to.

I1 se représente de la fagon suivante :

% = AGx, £).x(0) (1-18)

C(x,t).x(t) | (1-19)

n

y
Dans le cas simple ol A est constante, on aboutit 3 une

condition de stabilité nécessaire et suffisante :

CL : Le systéme (I-18) est (asymptotiquement) stable si et
seulement si les parties réelles des valeurs

caractéristiques de A sont (strictement) négatives.




La stabilité d'un tel systdme est donc entidrement déterminée
par le polynome caractéristique de A, dét (AIq-A). On aboutit
alors aux conditions de ROUTH-HURWITZ [ 17].

Cependant, dans' la plupart des cas, A dépend de x et/ou de t, et
i1 n'est généralement pas possible de déterminer des conditioms
nécessaires et suffisantes, L'analyse de la stabilité counsiste domc
d trouver des conditions suffisantes les moins contraignantes
possibles pour le systéme, c'est~d-dire 3 élargir les domaine de
stabilité (vis-d-vis des conditions initiales, des paramétres du
systime, etﬁ...).

Méme si la détermination d'un domaine maximal est difficile en
général, il est intéressant de chercher des conditioms ou des
classes de systdmes pour lesquels on puisse appliquer 3 un

processus noa linéaire les conditions CL de stabilit3d du linéaire.

NN. KRASOVSKI [18] a démontré la condition suffisante suivante :
; T < .
-+ si A(x,t) + A (x,t) est telle que, pour toute &volution de
1'état x, ses racines caractéristiques restent strictement

négatives, alors le systéme (I~18) est globalement

_asymptotiquement stable.

Si par exemple A(x,t) est une matrice symétrique pour tout
(x,t), on peut donc lui appliquer la condition CL relative aux
systémes linéajires. Cette condition de symétrie est cependant trés
restrictive car elle exclue, au moins dans ie cas linéaire, les
systémes pouvant présenter des oscillations en réponse indicielle.

D'autre part, dans le cas d'un systéme lindaire stationnaire
représentéd par une matrice 3 coefficients hors diagonaux positifs,

la condition nécessaire et suffisante CL peut s'énoncer

différemment par application du Lemme de KOTELYANSKI [17]:




- Un nombre réel) est plus grand que la valeur caractéristique
maximale r de la matrice A =(aik), 3 éléments non diagonaux

positifs ou nuls si, et seulement si, pour cette valeur A tous les

| mineurs principaux successifs de la matrice (AI-A) sont positifs.
Ainsi toutes les parties réelles des valeurs caractéristiques de
A seront négatives si, et seulement si, les mineurs successifs de
(-A) sont positifs.
P. BORNE et JC. GENTINA ont montré [19] éue ce critére éouvait

s'appliquer 3 certaines représentations noun linéaires :

P . - q xXq .
Théordme : soit A(x,t) (ai.) , uné matrice dq@égﬁ , 4

8léments non dlagonaux positifs et dont les termes non cons;ants

o / 7N
sont regroupés dans une seule ligne (ou une seule coloune). ﬂoifzi)

Le syst3me décrit par x = A(x,t)X est stable si les ¢ mineurs

i
principaux de (-A(x,t))sont positifs, c¢'est-3-dire )

all”.alj all...alq

all alz j . . q L4 .
-a,,>0, >0yeee (=17} o 20, (D) .| > (I-20)
21 %22 aypeneys M, |

jl‘l. jj qll'. qq

Ici encore, on peut donc appliquer 3 A (x,t) les conditions qui,
en linéaire, sont nécessaires et suffisantes. Les hypothéses
d'application de ce théordme de BORNE et GENTINA sont nettement

moins restrictives que celles du critére de KRASOVSKI,




II.B.

II.4.

Recherche des domaines de stabilité

Dans le cas ol la matrice du régime libre ne vérifie pas 1'une
des deux hypothéses citées plus haut, 11 faut pouvoir en &tudier 1la
stabilité par des procé&dés différents de ceux du linéaire : soit en
utilisant &irectement sur le systdme des méthodes de nature
topologique, soit en intrpduisap; un second systéme dont la
convergence assure celle du premier et qui puisse &tre &tudié avec
les moyens (du linéaire ou non-lindaire) d&j3 cités.

Dans cette optique, nous avons rappelé en annexe A les méthodes
de LYAPUNOV, puis les méthodes de majoration et d'agrégation. Il
est intdressant de coustater combien l'introduction des systémes de
comparaison 3largit le champ des possibilitds d'étude de la

stabilité : c'est ce que nous alloms monrrar sur un example.

Exemple d'application des techniques de majoration

Considérons le systéme représenté& par le schéma figure (I-3).
Selon la forme de la non-linéaritd, un probléme d'unicité de la
réponse 3 une entrée donnée peut se poser, notamment pour ce qui

est de la fréquence du signal y lorsque u est périodique. La

méthode du premier harmonique ne donne pas de renseignements sur

. ces différents comportements possibles [20] [21]. L'unicité peut

étre &tudide en méme temps que la stabilitévpar une méthode
matricielle. Nous allons montrer sur cet exemple la puissance des
méthodes de majoration : il est possible d'obtenir des ré&sultats
sur la stabilité d'un sysiéme sans utiliser la fonction de LYAPUNOV

de ce systéme.

y
En régime libre et relativement au vecteur &tat x = { .| »ona
2y+y




Mo
1]

Posons

Posons

avec

-2 1
(—1+2T,+2f,—6~‘% . (z—-l)f:) (2 -1-1- g )
By T1-T T Th
1
a (E)a——(-]_+ 2T, + IT - 4T T_ + £%x ( €) (2-A ))
: 1 2 1 2 (1-22)
b (€)= £ (2-1u1 - um-fr(2)) (1-23)
3%
I1 vient :
. -2 1
x = x=A(%)x (1-24)
a b

Le systéme décrit par (I-25) ast majorant de (I-24) pour des conditioms

initiales z (to) = X (to)

o =2 1
z =< >z=M(€)z (I-25)
lal b

v @) =yl gy -y’

T 2
y = (yl, yz) 5 @

Nous allons rechercher les cas dans lesquels les fonctions

(1-26)

candidates v(x) ou v(z) sont de LYAPUNOV pour le systdme initial

(I-24) ou pour ;on majorant (I-25).

Ceci revient [9] 3 appliquer le lemme de KOTELYANSKI aux
matrices P la (E) P et Pl (€ ) P définies par le

changement de base (I-27).

1 0 :
P = ( > - (I=27)
-1 1




Nous poserons pour unifier les &critures dans le calculs qui vout

suivre :
-2 1
B=P < >P-l
19 b
avec O = a pour le systéme (I-24)

et * =]a] pour son majorant (I-25)

L'étude de la fonction v revient 3 déterminer le signe et

1'évolution des valeurs propres des matrices symétriques

(I-28)

(I-29)

(I-30)

L1 8+8BT) dans les deux cas (I-29) et (I-30) de détermination de g.

2

-1 2+0.+b
B + BT 2

Les valeurs propres de sont
"~ 1
2+y+b b

négatives si, et seulement si :

1-b = (2+&4+5)2 > 0

2
Application numérique T 1= 1
T =
2 2
A =2,2

(I-31)

£ (z ) = f*(g) 3 (7,13) VEE@‘{O}

Le point @, b) doit donc se trouver dans le domaine(:)(fig.lé)

[+
pour que v(y) soit founction de LYAPUNOV de y = By.

Le point (jal, b) reste dans le rectange noté SM (fig.(I-4) ),

donc dans(Z) alors que le point (a,b), symétrique de ( |al ,b) par

-

rapport 4 l'axe x = 0, admet des variations hors de(Z)(domaine S1).




FIGURE (I-3)
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La fonction de LYAPUNOV v(z) permet donc de comclure 3 la
stabilité du systdme majorant.

I1 résulte de la théorie des systé@mes de comparaison que le
systéme initial converge. L'unicité de la réponse 3 une entrée
donnée est également prouvée.

Les méthodes de majoration et d'agrégation permettent d'analyser

un systéme par le biais d'un systéme de comparaison:

Dansll'exemple cons1déré ci-dessus, les propriétés de stabilité
et d'unicité ont &t3 mises en &vidence sans introduction d'une
fonction de LYAPUNOV pour le systdme initial. La recherche d'une
telle fomction pour un processus s'av@re &tre um cas particulier
d'analyse de stabilitd. On peut 1'@largir 3 la recherche d'une
fonction de LYAPUNOV d'un systéme de comparaisoan d'ordre égal ou

différent. Dans le cas ol la matrice de comparaison est counstante,

on peut lui appliquer directement les conditioms du lindaire.

II.5. Sur le choix de la représentation

I1 apparait que le conditionnement d'une matrice A (x,t) ou
M (x,t) représentative du fonctionnement du systéme en régime
libre est fondamental dans 1'étude de la stabilité& au sens de

LYAPUNOV,

0 -2 ,
Par exemple, la matrice constante A =< >ne pourra pas &tre
, 1 -3 .
traitée par un des trois critéres d&finis en annexe A :

0 2
considérons la matrice pseudo-majorante M =<\ ): le maximum
1-3
des sommes en colonne des &léments de M, M" ou M + M" n'est
2
pas négatif,




.

Si par contre on effectue le changement de vecteur &tat défini

-1 2 -2 0
par le changement de base P = < ;Lelle s'écrit P-IAP =< )
-11 0 -1
Les trois critéres s'appliquent alors indifféremment,
Les schémas-blocs des deux‘systémes :
X = Ax (1-32)

et y =P lapy (1-33)

sont différents. Ils peuvent &8tre représentés comme indiqué qur

les figures (I-5) et (I-6).

e X4 E i Xy
p p+3
Figure (I-53) X = ax.
1 Yy
p+2
o
l - y2
p+l

Figure (I-6) : y = P-IA.Py.

Ainsi le choix du vecteur é&tat et par conséquent de la forme de
1a matrice (A(x,t) en régime libre peut &tre interprété comme un
choix de structure de représentation. Il est donc particuliérement
intéressant, pour simplifier 1'étude de la"stabilité (en analyse
ou en synthése d'un processus), de disposer d'un &ventail de
représentations différentes d'un méme systéme.

Nous allons donc, dans cette optique, décrire les méthodes

d'obtention de quelques formes remarquables.




III - DEUX STRUCTURES FONDAMENTALES : SYSTEMES "A NON-LINEARITES DE RANG 1"

III.1. Description de la décomposition matricielle utilisée pour la

classification

Considérons le régime libre (I-18) d'un systéme (I-9):

%(t) = A(x,t) x(t) . (1-18)

La matrice A(x,t) peut &tre décomposée sous la forme :

A(x,t) = A ¢ Al(x,t) (I-34)

ol Ao est une matrice constante.

si Ao = (a;j) et Al(x,t) = (a;j(x,t) ) on a donc :
VietVi=1.....4¢

Ax,t) = (a,, (x,t)= (a;j +al (x,t)) (1-35)

ij 1]
Cette décomposition correspond 3 la représentation décrite

figure (I-7).

1%

1A 0| K—

FIGURE (I-7)




Pour simplifier les notations et lorsqu'aucune confusion
n'est possible, nous &crirogs A(x) = Ao + Al(x), bien que
A et A1 puissent dépendre de t.

Le systdme, pour une entrde nulle, est présenté
figure (I-8) sous le forme d'une partié linéaireGSE?Qbouclée par

un retour non linéaire définissant une commande non linéaire

u (x,t):. _ r- . e — - - —- e ——— -,

- e mmm e ewe  emm s e wmm emm eee e e

FIGURE (I-8) 1A#X)<: :

Notons que la décomposition de A(x,t) en Ao et Al(x,t)

n'’est pas unique.

En effet, il suffit de considérer des matrices Ao at
A’ telles que A=A +A " (I-36)
o o o} 0
pour pouvoir définir différemment
A(x,t) = Ao’ + Al’(x,t) - (I=37)
’ = L) 1_38
A7(x,t) = A + A (x,0) ( )

Deux cas trés importants de décomposition sont cependant 3

considérer.

III.2. Non-linéarité 3 sortie scalaire (type I)

Si A (x t) peut s'écrire (1-39)
A (x,t) = h. v* (x,t)

avec h = (A, A Xéé%?q- {o} _ (1_39)-
v (x, t) = (v (x t). ..v (x,t) )

alors u (x,t) =A (x,t) x(t) = h. vF (x,t) x (I-40)

La commande u (x,t) est dans ce cas- variable avec x ‘et t,
mais le vecteur qui la représente a une direction constante,
définie par h.

Un schéma de représentation de ces systémes est proposé

figure (I-9).




""" | g/ 1% > - (::>

A, K— TYPE |

) | G|

FIGURE (I-9) : systémes de type I.

La sortie de 1la non-linéarité.vT (x,t) est donc ici
scalaire. o

Dans ce cas, il est possible de d&finir un changement de
base P tel que on ait :

-----

p Az, 00 =| (I-41)

- P

avec ¥Vj= {l...q}
{ @,y - coustamt ¥ ie {1...q-1}

@ 5 terme variable, fonction de x et t

Il suffit pour cela de poser, si A g #0

1 X1/A

O 1; q

P- A li_/lq = (wij) A (1-42)

A /A

O A1ty

1 -
avec m&j =0sii#£jeti#gq
miq = A’i /‘,q 3 wﬁ=1

on a alors

0 0
plame=¢2lhv.ep= :
1 0 0 (I-43)
LAY e A V2 A v

Dans le cas ot A = 0, une perm&tgtioquéEs les
composantes de x permettra de définir une nouvelle base dans
laquelle h s'crira (A | ...A )T, avec A #0

il iq iq
(le cas h = 0 correspond 3 un systdme linéaire sans entrées et

peut donc &tre considéré comme trivial).

e J




II1.3. Non-linéarité 3 entrée scalaire (type II)

avec P- AP

Si Al(x,t) peut s'écrire

A, (x,t) = v(x,t) n" (1-44)
avec les mémes notations que pour (I-39) '
alors u(x,t) = Al(x,t) x(t) = v, hT b4 (I-45)

Cette commande particularise une variable d'état du systéme
e= hT x, mais le vecteur u (x,t) n'a plus une direction
constante,
Cette classe de systdmes correspond 3 la structure décrite
figure (IflO). [1%o |

e @W&’ D N f >-’5

A, K— TYPE

e——

FIGURE (I-10) : systdmes de type II.

Notous que, dans de nombreux cas, la non-linéarité
vectorielle v(x,t) est due 3 un ensemble de gains non constaants,
dépendant de la variable d'entrée ¢ .

C'est le cas des systdmes représentés par £ = Ax + b £( &),
avec ¢ = th (cf.£fig(I-11) ).

On aura donc souvent v(x,t) = v( £ ,t), ce qui revient 3
considérer un systéme 3 une seule variable d'é&tat traitée non
lindairement. L'appellation "systdme 3 non-linéarité 3 entrée
monovariable" est ici possible.

Les systiémes de type II peuvent se mettre en &quatiomn sous

la forme (I-46) :

P % = erlam o) (1-46)
'aij'?i izl...q, aij constant avec t ¥j =1...q-1
: EI &g terme variable, fonction de x et

4 A
Le chiangement de base est le transposé de celui considéré

en (I-41). Il est 3 noter que, dans cette forme, la dernidre

T
composante xq du vecteur &tat est € = h Xx.




f, (€)
| f-1 >t
fe Systéme
— R
2 Linéaire
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(blocs
ey pe}ralleles '
> interconnectes)
T
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™ Mo

]
...
o
Hh
~~
m
e’

FIGURE (I~11) : Systdme 3 commande scalaire.




II1I.4.

Systémes 3 non—linéaritds de rang 1

Pour introduire les processus de type I et II, nous avomns
ww“émeﬁuﬁ)-h#kﬁ)mAf@J)sﬁ&th

Ceci revient 3 supposer que la matrice Al ou Al’
considérde est de rang l pour chaque couple (x,t) fixé.
' De plus, h étant un vecteur coustant, les sous-espaces
invariants de Al(x,t) ou Al’rfx,t) sont tous engendrés par
le méme vecteur constant h, quelque soit le qouple (x,t).

Pour ces raisons, nous appellerons ces deux types de
processus "'systdmes 3 non-lindarités de rang 1". Cette
dénomination ne s'appliquera pas aux systémes tels que

Al(x,t) = v(x,t) hr(x,t), 1'espace invariant de A, ne

1
restant pas constant pendant l'dvolution de x.
Notons que si un systéme tTas ;omplexe ne vérifis pas ces
prooridtds, 1l est souvent possible de définir un syscime
majorant qui, lui, se rsprésentara 3qu zoven d'une amatzica "3

noa~linéarirés de rang 1".

I7 - REPRESENTATIONS CANONIQUES SOUS FORMES COMPAGNCN

v.l.

Systémes de type II

Ces systémes sont représentss par :

= A(x,t)x (1-18)
A(x,t) = 4+ 4 (x,0) (I-34)
4, (x,0) = v(x,1) e (1-44)

avec AO matrice carrde coustante d'ordre q,h vecteur d'ordre q
(>
v: 2% T 5"

= ensemble des points des trajectoires du systéme.

Nous allons dé&montrer un Théoréme essentiel 3 la suite de
notre travail et relatif 3 la décomposition de A(x,t) en une
matrice triangulaire par blocs, sous la forme d'une matrice
F(x,t) définie par(I-47) :




Fi1
[Fu]
F(x,t) = .
avec

0

l\
Fan (%8 = \\\\\\\\ ?
et Vi = 1 ... n=-1

0

l\\\\\\\\\
Fig = \\\\\\\\2

B

Fin(x’t)=

-fl(x,t)

-fnn(x,t)

gﬂ(x,t) ]

80, (Xs1)

<::> Fip(x’t)
: (I-
Fn—l n-1 Fn-Ln(x’t)
an(x,t)

matrice n_ x n

forme comPagnofi non

linéaire

matrice n,; x.ni

1

sous forme compagnon

matrice n; x n
i n

non constants tous situés
dans la dernié&re colonne.

47)

sQus

constante

3 termes




Théoréme (I-1) : Pour tout systéme de type 1I, il est possible de définir un

-

vecteur &tat z vérifiant, 3 entrée nulle, une relation du
type
z = F(x,t) z
ol F ( 2 ,t) est une matrice du type défini en (I-47).
)

Théordme (I-2) : L'ordre de la matrice an (z,t) intervenant dans cette

décomposition est 8gal 3 la dimension du sous-espace
observable par h’r relativement 3 la matrice Ao.

En d'autres termes,

n_ = Rang { h, A T h, A 12 he.. A e h...
n o o] o

Démonstration des Théorémes (I-1) et (I=2) :

Nous avons vu dans le paragraphe (I1I-3) que, si on choisit
g = th comme dernidre composante du vecteur &tat x, tout

systdme de type II &tait repré@senté en régime libre par :
2 i

%= (4 *a(x,0) )x (£, 8] 1_4s)
(z,t)

avec A, (x,t) = (-x,t) (I-49)
(x,t)

Soit R3'une base dans laquelle cette décomposition (I-48)
(1I-49) s'effectue.
R’ vérifie 1'égalité (1-50)
' o ’ » ' = -
B el 2 q-l’ eq h (I-50)
On a en effet xTh = » derniére composante de x.
Nous savons [5] qu il existe un nombre m, 1 { m § q, et des
scalaires 321, 8 2... g _ tels que les vecteurs
h, Alh, ATh...A(m'l}f:

soient lineaifement indépendants et que l'on ait 1’ egallte(I 52)

(AN n + Z B dAF b = 0 (1-52)

i=0

y & m=1 Xi '
*,zgo Bm-i est le polynSme minimal de h relativement 3

1=
1'opérateur A% .[s]




Posons : e =h

ses (I-53)

e = AT(®=Dy
q-m+1 T
Ces vecteurs engendrent un espace cyclique par Ao , noté J,.

Cet ensemble de vecteurs indé&pendants peut &tre complé&té par des
vecteurs e ee) générateurs du sous-espece vectoriel J
q-m
complémentaire de 3 dans E;%?q
3B ={e1 cen eq}est une base defé%? .(Dans cette base, -
T |
A.OT s'écrit sous la forme CoT : C: | C)

----.--.—- D R I

T BNk
G = cT ) \
2 g 1
i

-840 ———0

-

q

Avec (5r matrice carrée d'ordre q - m

1

(:2 matrice m x (q-m). La matrice Q de passage de &B°

i B posséde une forme définie en (I-53) et vérifie (I-36):

e

q = (l) (I-5§) ‘ Qe}ze Vi (I-58)

R

De méme, la dernlere colonne de Q est également (0- 01)
puisque Q eq: eﬂ= H (I-57)
I1 existe donc une matrice rdguliére Q telle que (I-58) et

(I-59) soient vérifides :

T 41T (I-58)
Q Ao Q Co
-1T T _ (1-59)
Q Ab Q" = Co
Considérons le changement de base défini en ' - (I-60) par
la matrice S : 3 . 0
1 q-m,m
§ =
m,q~m SZ

avec les notations i) et ii).

1) S1 est une matrice carrée régulidre d'ordre q-m telle que
3.C.S goit la premidre forme normale naturelle [5] de C

l 171 1
c'est-d-dire :
* Slclsllest quasi-diagonale (diagonale par bloc).
* Chaque bloc diagonal est sous forme compagnon :
0 -0,
1\5\\\\\ TP . 1)

1 -ail




S Q

-17

ii)

A, QTS‘

* Le polyndme caractéristique de chaque bloc Fii est divisible

par celui du bloc suivant Fi+l 1+1

Remarquons que la troisidme condition peut &tre remplacée

par "le polyndme caractéristique de chaque bloc F,, est une

ii
puissance d'un polyndme irréductible sur ", La forme
Slcls;lserait alors la deuxiéme forme normale naturelle de
'c1 [5]. _
S2 est une matrice carrée régulidre d'ordre m définie par
(1-62) : (1 Bm... B... By
s - \s.i
2 _ O im (I-62)
1
On a alors (I-63) L L
SICISl C2 82
1. s C, S-l=
(I-63)
O 7,
avec F, = ? o -gl
S 2 (I-64)
o 8y
1 -8m




D'aprés (I-57), (I-60) et (I-62), la matrice P = SQ-IT
0, D.

Nous avons donc défini une matrice de passage P telle que :

est don¢ telle que sa dernidre ligne soit (O,

* le changement de base de Ao a PAOP_I conserve la
derniére composante & du vecteur &tat,
* PAOP-I = F, ol F est une matrice constante de méme forme
que la matrice F(x,t) décrite en (I-47).
" Par conséquent, il existe une matrice réguliére P vérifiant

PA(x,t) Pl =¥ + PA, (x,1) p~L (I-65)

La matrice P Al(x,t) P-l a la méme forme que Al(x,t):
ses &léments sont tous nuls sauf ceux de la derniére colonmne.
La matrice P A(x,t) P-1 est donc de la forme voulue (I~=47).

I1 vient (I-66)

P A(x,t) P = F (x,1) (1-66)

Comme de plus x s'exprime linéairement en founction de z
x=p"z (1-67)

on pourra noter :

P A(x,t) Pl = F (z,1) | (1-68)

D'ol 1l'&noncé du Théoréme (I-1).
La comstruction méme de la matrice de passage Q (I-55) au

moyen de (I-51!)et (I-52) démontre le Théoréme (I-2).

IV.2. Systémes de type I

Nous avons vu (Théordme (I-1) ) qu'il existait un
changément de base P, tel que, si A(x,t) vérifie (I~34) et
(I~44) on ait :

le A(x,t) P, = F (x,1) (I-69)

avec F(x,t) décrite en (I-47).

A

-

Supposons que le systéme 3 considérer soit maintenant de
type I et dé&fini par la matrice B(x,t) (I-70)
B (x,t) = B_ +h vzt (1-70)
I1 vient (I-71) :
éqx,t) = Bg + v(x,t)'h‘r (1I-71)




Les Théorémes (I-1) et (I-2) s'appliquent 3 BT(x,t) ; 11

existe donc un changement de base P_ tel que (I-72) soit

B
vérifiée :

é;lBT(x;t) PB = F(x,t) . (1I-72)
et par conséquent, om a (I-73) :
P B(x,t) (P’é’)'l = Fl(x,t) (1-73)

Il vient ainsi les théordmes similaires des précédents

(I-1) et (I-2).

Théoréme (I-3) : Pour tout systéme de type I:x = A(x,t) x, il est possible de

définir un changement de base, associé 3 matrice constante M,

tel que :

-1 T
M A(x,t) M = F (x,t) 7

[ 0\1\‘

33 F1]
- L0l = -
avec F’EX, t) » : ! \O\ Fii (I 74)
h o B ~— D pe—
AN
I X Lzﬂi}x’t) _Eﬁﬂéf’t)

Fiy matrice compagnon constante d'ordre n, , L#n

Fni (x,t) matrice n =x ni 3 &léments non coustants
: n
tous situés dans la derniére ligne

an (x,t) matrice compagnon non counstante d'ordre un ’z:ni =q
i

-

Théoréme (I~-4) : L'ordre de la matrice compagpon non-linéaire intervenant dans
cette décomposition est &gal i la dimension du sous-espace

vectoriel commandable par h relativement 3 Ao, c'est-3-dire
que n_ = Rang{ h, Ah, ... AF h...}
o ° ° (1-75)

Remarque : Tous les changements de base intervenant dans les
démonstrations ci-dessus peuvent &8tre calculés par
programmation sur ordinateur, lorsqu'il est nécessaire de
connaitre 1l'expression de la matrice de passage conduisant 2
la forme canomique prévue. On peut utiliser ce mode de
détermination de vecteurs de base pour aboutir 3 d’autres

formes matricielles |22] .




IV.3. Exemple de systdme 3 non-linéarité de rang 1

Considérons le processus monovariable de type
LUR'E POSTINIKOV, représentd figure (I-12), de sortie y et
constitué d'un bloc linéaire de fonction de tranmsfert ﬁ%ﬁ?? avec
un retour polynominal N(p) de degré inférieur 2 D{(p) et une
non-linéarité scalaire £(g ).

L'expression (I-77) de N(p) correspond 3 un asservissement
en réguiatgﬁr y-u = constante.

D(p) = pq+i§03ipi A (I-76)

4 ) .
| +5 op! (I-77)

1=}

N(p)

1]

e [ & 1@ 1 y
& | D(p)

N(p)

FIGURE (I-12)

On supposera l'existence d'une fonction bornée £* :fé%?;—-afé%?

appelée gain é&quivalent de f et telle que

Vsegc@ f(E ) = f*(g) .€ (I-78)
et donec que £(0) = 0.

Le processus se met alors em &quation comme suit :

x = A.x + bf (&) (1I-79)
L T - -
€ = €- h'x . 0o 1 <:>
2Te (1,01,..., Gi...., oq-1) < B

T ° i -1 q Agz

FLENC AR AL IS e OGP e o >
ble (0, 0 .... 0,1) e‘@?q B TR R WP g B

En régime libre, ona € = - h?x.ll s'ensuit (I-81) :
x = (A - bE*(E) h)x = A (£) x (1-81)
La matrice Al () == Dbf*x(¢) hT pouvant s'écrire
indifféremment (-bf*(e) ) hT ou =-b (£*( E)hT), le systéme
est 3 la fois de type I et II .




La matrice A (€) s'dcrit ici directement sous forme

Fl (€) (I-83) analogue 3 an (x,t) décrite dans (I-74) :

FI(E)

-a - (€)

On peut choisir € comme derniére composante du vecteur

1

- 4
a; Gif (g)

*
aq—f-o'-lf ()

q

-

gtat. Il suffit par exemple d'effectuer le changement de base :

-1
z =P "x, avec

-1

0
1

on obtient alors (I-84)

Z = P “APz + 0

On pose A1(€)= 0

1

£*(¢)
- _-fx(e)
Lq 1 J

[0

i

1 7
\\\:::::\\\
—_0 1
G el ses O

q-]

0 1]

et zZ=¢|

et il vient d'aprés (I-84) et (I-85)

2 =(p lap + A ( €) ).z,syst3me de type II .

De plus, si aucun zéro de N(p) n'est récine de D(p) =0, le

N

.QO*48'~40

(1-83)

(1-86)

systéme ﬁ-est observable par sa sortie et commandable par son

entrée,

I1 existe donc une base dans laquelle la matrice

représentative du systéme libre s'&crit sous une forme FZ(E)

-

analogue 3 an(x,t) décrite dans (I-47)
-

x’=F2(s )x?, x’=Q°1x, Q matrice réguliére constante.

(1-85)




Deux exemples de systémes de type LUR'E POSTNIKOV
monovariables d'ordre 2 et 3 vont nous permettre d'illustrer la
démarche permettant de passer de la forme compagnon Fl( €) 3 sa

' transposée FZ( g) = FIT(E). Le calcul du changement de
base correspondant y sera explicité.

La détermination générale de la matrice F2 sera traitée
dans le deuxiéme chapitre. Notons que nous n'avons envisagé le
passage d'une matrice non comstante 3 sa transposée que dans le
cas ol le systéme est 3 la fois de type I et II (non-linéarité 3

entrée et sortie scalaires).

IV.4. Exemples d'ordre 2 et 3

Le schéma du systéme d'ordre 2 est représenté
figure (I-13).

£

e=0

. || f&) 1 y
p2+ Hp+ ao

+

-

o]
4

FIGURE (I-13) r ]

En posant A (£) =
b x
a,—~f )Eal-clf}

il vient : <§> (y)
5/ 2 \3)

Nous allons effectuer un changement de variables Pl

-

- L\ T
donnant comme nouveau vecteur &tat (y,€ )

e

| 0 1 1 a. 0 =-a -%-f
PI = 1 . P 1 A (g) Pl = a. G’% _alc,l+1 _cl(a.-;.fx)

1
-1
dans le cas ol il y a simplification d'un p&le par le zéro "1

2
le terme a o -a gt 1l est nul.

)




On a alors : *

p~! A(e) P, = .
1 0 -cl(ao-t-f )

qui correspond 3i une décomposition en deux fystémes, dont un
indépendant : le systéme du premier ordre € = -iil(ao+f*)-€
définit 3 lui seul la stabilité du processus lorsqu'est vérifiée
1'inégalité U >0 (f* est supposé borné).

1
Dans le cas contraire, le changement de base :

g 1
aco’i ‘alo;. * ‘(a

définit la matrice:

[ 0 -a -f"
T
P'ip‘iA(s)P P, = = A" (g) !
2% 1°2 *
1 -a,-a f
- 1 1
“(aoc'l.-a) 1
-1 -1
P2 P1 =
t o




Au troisidme ordre, lorsqu'il n'y a pas de simplification

de pGle de la fonction de transfert de la chafne d'action

1

p3+azp2+alp+a° !
par un zéro du retour 1 + P +qg 2P s la matrice Q- AQ

du régime libre s'écrit :

avec Q—l =

et A = 0

-ao-f

9,(0,8,~a,)- (0,2

cz(dlao—a1>+1

-a -fx
*

-al-clf

- - x

a2 ozf
- { - -
a2) g,(0,a, al)‘l
02(dzac-a2)+G1

1 0

0 1
x x
-al-cif -a2 02f

-
-~ - N
So =1/
)
o T2
vl
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V ~ FORMES CANONIQUES DES SYSTEMES A NON LINEARITES DE RANG 1

V.l. Structures associées aux formes compagnon

V.l.l. Formes simples

L'étude précédente a permis de mettre en &vidence et de

retrouver les deux formulations non linéaires compagnon

Fl(x,t) ft Fz(x,t)

o 1 O r?————-—o £,
F, (x,t)= (I-87) Fz(x,t)ﬂ £; (1-88)
| 0 ———0 1 O 5
Byeee Fovs By 1| £

c - d
Ces formes apparaissent lors du conditionnement matriciel
d'un systéme 3 non lindarités de rang l. De plus, la premiére
forme apparait directement lorsque le systéme est décrit par

une &quation différentielle scalaire du type

_1

q .
x(q) - 3 f.(x,:)x(l)= 0
i=0 *t

Les systimes associds 3 ces deux formes (I-87) et (I-88)
-]

sont : x = F (x,t) x ' (I-89)
-]

et x'= Fz(xﬁt) x’ (I-90)

avec les états respectifs : x =(x1 ...xq)TeE;Z?q

s T q
et x’= v X )€
(x1 q)

On retrouve sur les schémas de simulation associés 2 ces
deux formes (fig. (I-13) et (I14) les caractéristiques des
modules de gains non constants qui y interviennent :

- non lindarité 3 sortie monovariable s =§q (fig. I-13)

- " " " entrée " e =xq (fig. I-14)
Les gains non constants sont indiqués par un double cerclage.

Remarquons que ces schémas sont du type série (q
intégrateurs en série) avec connexions fi pouvant dépendre de
1'état x (ou x') et du temps t.

1 (type I) (1-87) (I-89) la série fait

intervenir les composantes du vecteur dans l'ordre

Pour les systémes F

décroissant xq, xq-l"' xl.

Pour les systéme F2 (type II) (I-88) (I-90) om a au
]

contraire l'ordre croissant x'l, x'z... xq .
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FIGURE  1-13

}? i-1 fi

FIGURE 1-14
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V.l1.2. Forme Eénérale

La forme générale F(x,t) (I-47) ou FT(x,t) (I-74)
particﬁlarise n-1 sous-systémes linéaires (matrices Fii’
i =1,,.n=1) et un sous~systéme non linéaire an sous forme

simple F, ou fz (voir paragraphe IV.l. ).

1

Les ni lignes assocides 3 Fii et donnant 1l'expression
-]

du sous-vecteur X (sous-systéme Si) s'écrivent :

o

xiv'\Fii xi + ui i=1...n (I-91)

avec pour les systémes de type I (matrice décrite em (I-74)) :

{ui =0 sii#n

S 33 , ,
= F.. :
un & i X, commande provenant 'des Si, agissgnt sgr S

n’

et pour les systémes de type Il (matrice décrite en
(I-47)) :
u =0
{ n

¥i=1 ... =1, u, = F X commandes provenant
i in n
de Sn, agissant sur les Si"
Cette structure triangulaire par blocs va permettre

d'utiliser le théoréme dé&montré en annexe B,

Théordme I-5 : Si les a blocs diagonaux Fii d'un systéme 3 nondlinéarités
de rang 1 sont asymptotiquement stables, alors ce systéme est

asymptotiquement stable et réciproquement.

Si on &limine la question triviale des n=-l systémes

linéaires, on peut ainsi ne considérer, dans 1'&tude de

stabilité, qu'une seule matrice Fl(x,t) ou Fz(x,t).

V.1.3. Réduction d'ordre par application des CNS du linéaire

La stabilité asymptotique des systémes 3 non-linéarité@s de
rang 1 est donc lidede manidre nécessaire et suffisante 3
celle des n sous-matrices Fii de la diagonale,

Seule la matrice an(x,t) du sous-systéme Sn est
non-lindaire, c'est-d-dire que lorsque la stabilit@& de Sn
est assurde, les conditions de stabilité@ des n~l systémes
linéaires Fii’ i ¢ n-1 sont nécessaires et suffisantes. Les
conditions les moins restrictives concernant le systéme Fan
(conditions sur 1'état initial par exemple) seront donc aussi

les plus larges pour le systéme global,




Il apparalt par conséquent que- la recherche de conditiouns
de stabilité les moins contraignantes possibles pour un
systdme 3 non-linéaritds de rang 1 peut 8tre menée sur les
formes compagnon simples Fl(x,t) ou Fz(x,t) (I-87) (I-88).

La suite de ce chapitre sera consacréed l'dtude de
transformations sur ces deux formes, donnant lieu 3 une
approche naturelle de la stabilité et de la synthése des

systdmes associds 3 ces deux matrices.

' V.2. Forme em fliche [4] [23]

V.2.1. Définition, structure

en (I-87) ou

(I~88). Il est possible de se ramener, par un changement de

Soit la matrice d'ordre q de forme décrite

base linéaire, 3 une forme matricielle dans laquelle sauls les
éléments de la diagonale, de la derniére ligne et de 1la
dernidre colonne sont différents de zaro.

"en fléche mince'. Sa principale caractéristique est que

1

éléments Xi (i =1 3 ¢l) de la diagonale, tous différents
et non nuls, peuveunt &tre arbitrairement déterminés par la

matrice de changement de base (I-92):

1 1 1 0]
Al <A Aq-1 0
p=| : : . (I-92)
q-1 g-l  ,q-1
A M Xq—l 1
o

telle que, si R(p) = qff (
i P

-1
ZA q 4 i
i) et $KA)=—X+i§O Mg

rl1 (E.:f%
; R(p)/p=X
on a Pt F (x,t) P = " <p‘h>
. R(p) p=k1
Xq“l _1
?(Xl)"'jo\i)"' f - )\
I Tif1 M
e’ F,(x,t) ™« (P_lFl(x,t) p)T (1-95)

Catte forme est dite

(1-93)

(1-94)




Le changement de base permettant de passer d'une forme en
fléche 3 une forme compagnon est donc défini par E'“1 ou
pTL.

Ces formes ont la particularité de correspondre don plus 3
des structures de type "'série" comme les formes compagnon,
mais 3 des structures”paralldle', représentables par q-1
systdmes lindaires du premier ordre coordonnés de fagon non
"linéaire par un q2 systéme (fig.I-15). Du point de vue
technique, celli permet notamment de diminuer les effets de
dérive des amplificateurs lors de la simulation analogique du
systéme [24] et géndralise ainsi la décomposition modale

utilisée pour les syst@mes linéaires.

Remarque : Dans le cas d'un systéme 3 plusieurs lignes ou coloannes
non-linéaires, cette forme a &té& généralisée [4] et correspond
i un systdme hidrarchisé, formé de n~l systdmes d'ordre plus
dlevé, sans interconnexions directes entres eux et relids 3 un
seul et méme syst3me, dit "coordinateur” ou "systéme de
pointe".

Dans le cas d’un systéme de type II, le systéme
coordonnateur est associé 3 la variable € traitée par les
non-linéarités (cf.Fig.I10 § III-3).

L'évolution de cette variable est donc dé&terminante pour la
stabilitd du systdme : si les sous-systémes de la diagonale
sont stables ( ki<o), les conditions de stabilité porteront
uniquement sur le coordonnateur (&lément 3 l'intersection de
la dernidre ligne et de la derniére colonne) et sur les

interconnexions (dernidre ligne et dernidre colomnne).

ziuﬁ 2




L 1

Figure (I-15)

Structure hiérarchisée 3 deux niveaux associéde 3
la forme en fléche mince.

Type I L
Type II :8

. coustants, B 1 fonctions de (x,t)

i
i constants, { fonctions de (x,t).




V.2.2. Application aux systémes de type LUR'E POSTNIKOV

Remarques :

monovariables

Soit le systéme décrit Figure (I-16).

£ = f© 1 'y
ﬂlil D(P) ]

N(p)

Figure (I-16)

Avec : D(p) = p -1

*a_p + ... +a

-1
N(p) = pq +o,p

f(e) = f*( ). ¢

! 1 L ao

q=-2
+ oe.. * aq_2p+ 0@‘1

Nous avons vu dans le paragraphe IV.3. que ce systdme &tait
i la fois de type I et de type II. Il est donc possible de le
représenter sous la forme d'une fléche mince dout les termes
non constants sont soit dans la dernidre ligne, soit dans la

derniére colonne.

Lorsque les racines (=) i) de N(p) sont distinctes, il

vient par la transformation P décrite en (I-92)

-Xl .
YU P+Aj
M, (g) = . . N (p) p=Xj (1-95)
. -D(;Aj). . . ai-aq_»i_fx (e)

Cette forme est commune aux représentations de type
I et II. '
Elle correspond 3 un systéme non-lindaire coordomnant

linéairement q~1 systidmes linéaires de type
-]

= - A
i

oi les (- Ai) sont les racines
du retour N(p) (Fig.(I-15) avec ai et pi constants.)

V.2.2.a. Lorsque les produits (—D(p) (€;?12> &sont
_— N pe-A

positifs, cette formulation matricielle améne, par

application du critd@re de BORNE et GENTINA 19 , le

théoréme suivant :




théordme [25]

T
M1+M1

.
.

Soit le systéme continu non linéaire monovariable

d'ordre q, 3 non-lindarité séparable (Fig.(I-lé) )

dont la partie non-linéaire est caractérisée par son

gain équivalent f* et la partie linéaire définie par

sa fonction de transfert W(p) = Nip) telle que :

D(p)

(1) le polynGme N(p) admet (q-1) racines distinctes

réelles et négatives,

(2) - les résidus relatifs aux divers pdles de
‘_/‘/ 3 ting 2
w“ﬁ sont négatifs,Si 1'inégalité

£%

+ VéO) > 0 (3) est vérifide Vv xe)(CE;%?h,

alors l'état d'équilibre x = o du systéme considéré

est asymptotiquement stable.

V.2.2.b.

Si 1'inégalité précédente est vérifiée V x efé%? 9,
la stabilité est asymptotique globale. On peut
également aborder l'aspect synthése [21] eén supposant
que le processus 3 réguler est constitué de la boucle
ouverte (Fig.(I-1l7) ) et qu'il faut déterminer le

retour N(p), c'est-i-dire les racines A de facon
P >

i’
d ce que (1), (2) et (3) soient vérifiées. Q(p) peut

par exemple comporter des pdles instables.

u . f(u) 1 y
Qp)

FIGURE (I-17)

Lorsque les résidus(D( ) (p+Al)
- Nep) =M

sont positifs, on peut se ramener i 1l'&tude d'une
forme en fléche antisymétrique, puis, par application
de la condition suffisante de KRASOVSKII (cf.§

IT1.2.), 3 une matrice'diagonale.

i. ' (1-96)




i laquelle les conditions du linéaire soat
applicables. '
V.2.2.c. Les conditions sur le signe des r@sidus de D(p)
N(p)
aux points Ai sont significatives du placement les

uns par rapport aux autres des pGles et des zéros de

W(p). Le cas (Dgg) (E+Xi)}< 0 correspond
N(p) = <M

notamment 3 des pdles et zéros altern8s
(c'est=3-dire 3 un systd@me dont le déphasage ne
dépasse pas T/2).

v.2.2.d. Lorsque les racines du numérateur sont multiples
(>‘i = Aj pour i # j) le changement de base P
n'est plus dé&fini. Une forme correspondant une
structure série a &té proposde [26] , qui introduit
soit une sous~-diagomale d'&léments unitds (systémes

de type I), soit une sur-diagonale (systéme de

type II) : on obtient alors les matrices Hl ou
T
Hl ~ -
-al 1 0 ——2¢C
0 %2 1\ }
O,= \ (1-97)
1 \\\\\\\_ 1 0
0 ~——— 20 -aq-l 1

V.2.3. Application du critére pratigue de BORNE et GENTINA 3 1la

forme en fléche mince :

Il apparalt que l'application du critére pratique de BORNE
et GENTINA est facilitde par le conditionnement méme d'une
matrice en fléche. Ceci pour deux raisons majeures :

- les matrices pseudo-majorantes canoniques d'une forme en
fléche sont en forme en fléche,

- le calcul des q mineurs principaux se réduit au seul calcul
du produit des termes diagonaux et du déterminant complet de
la matrice. La formulation de ce déterminant est d'ailleurs

simple :




ran . O azlq
st A= <:>\\‘~aq—1 q-1 éé-l q (1-98)
»aql .o aq q-1 aqq
B =1 - | q-1
alors dét A =1{%qq ~ qz agi . aig I_I {aii} (I-99)
. i=1 a;y i=1

ce qui permet un calcul rapide.

La forme en fl3che s'avdre domc particulidrement adaptée 3
1'8tude des &quations différentielles dans l'espace d'état,
notamment en ce qui concerne les systémes 3 nou-linéarités de
rang 1, et a pour ceux-ci des applications multiples :

- la structure de sa représentation permet une simulation avec
accés direct aux termes diagonaux et aux non-linéarités,

- elle est trds bien adaptée i l'analyse de la stabilité, que
ce soit par application des conditions du linéaire ou par
utilisation des systémes majorants,

- elle permet de mener rapidement une éynthése
d'asservissement : en particulier, pour les systdmes de type
LUR'E POSTNIKOV, l'interprétation se fait directement par

rapport aux paramétres du systidme physigue.




CONCLUSION

Aprés avoir défini les notioms concernant 1'état et la représentation d'un

systéme, nous avons rappelé quelques méthodes d'&tude de la stabilits.

Cette premidre analyse met en &vidence l'importance de la formulation

adoptée pour représenter l'évolution du systéme.

Pour une classe importante de systémes, dits "3 non-lindarités de rang ",
nous nous sommes ramenés 3 1'@tude d'une forme compagnon simple. Cette forme,

i son tour, conduit 3 une représentation "en fldche" permettant 1l'analyse et

la synthése du systéme.

Par la suite, nous proposerons pour ce type de systéme une unification

avec le symbolisme du linéaire.

Cecl permettra de mettre immédiatement en équations un systéme

non=linéaire et donc d'édviter des pertes de temps lors de son analyse.




‘CHAPITRE 1II

‘ DEFINITION D'UN POLYNOME SYMBOLIQUE.
APPLICATION A LA MISE EN EQUATION DE SYSTEMES NON LINEAIRES

INTRODUCTION

Dans le chapitre précédent, nous avons précisé la classe des systémes 3
non-linéarités de rang l. Pour &tudier la stabilité de ces sytémes, un
algorithme lin&aire a &té proposé et permet de simplifier le conditionnement
de la matrice représentative du régime libre. La représentation ainsi obtenue
particularise plusieurs systémes linéaires et un seul systéme non-linéaire
représenté par une matrice F (x,t) que nous appelons "matrice de forme
compagnon” par analogie avec le lindaire [6].

L'étude des propri&tés de stabilité et du comportement dynamique des
systémes lindaires peut 2tre menée 3 partir de n'importe quelle
représentation : la connaissance des valeurs propres de leurs matrices suffit
3 couduire cette premiére analyse. \

Par contre, le choix de la représentation du bloc non-linéaire F (x,t)
conditioune la suite de 1l'&tude : la détermination des matrices semblables
caractérisant ce sous-systéme est donc nécessaire.

La méthode que nous avons envisagée jusqu'i présent pour obtenir F (x,t)
est l'application stricte de l'algorithme linéaire. Cependant, sa mise en
oeuvre peut s'avérer trd8s longue dans le cas de systémes de grande dimension,
comme le suggérent les exemples de changements de bases envisagés 3 l'ordre 2
et 3 entre la forme F(x,t) et sa transposée FT(x,t) (cf.Chapitre I,§ IV.4.).

Il serait donc trds intéressant de pouvoir définir directement la matrice
F (x,t) sans passer par le calcul successif des vecteurs constituant la base
d'état correspondante.

Dans ce chapitre, nous proposons une méthode de calcul symbolique
permettant de déterminer les représentations matricielles d'un méme systéme
qui se d&duisent les unes des autres par changements de base. Cette méthode
' présente l'avantage de ne faire intervenir que des calculs relatifs 3 des
polyndmes : il n'est en aucun cas nécessaire de préciser les changements de
base dans l'espace d'&tat. On accdde ainsi directement au résultat cherché.

Cette technique de calcul peut 8tre considéréde de deux points de vue :
soit‘comme un moyen simple de passer d'une forme matricielle 3 une autre, soit
comme un outil de mise en &quation vectorielle d'un systéme décrit par son
schéma-bloc. Ce dernier aspect permet d'appliquer directement les méthodes de

mise en Equation des systdmes linéaires en vue d'obtenir une formulation

matricielle, par exemple "en fl&che" [4].

Plusieurs applications de cette méthode de calcul symbolique sont

proposées,




I - NOTION DE POLYNOME SYMBOLIQUE

Dans un premier temps, nous nous proposons de définir la notion de

polyndme symbolique pour une certaine classe de systémes. Par la suite

nous &tudierons ses propriétés.

I.1. Définition du polyndme symbolique

Soit A (x,t) une matrice 3 non-linéarités de rang l. A (x,t) ou

A? (x,t) s'exprime dans une certaine base (chapitre I § IV) :

1 Fla(®t)
-1 - " *
M AM=F (x,t) = Fio Fin(xat)
oo (1I-1)
an(x,t)
Les Fii sont des matrices compagnon d'ordre o, *+ 1
0 -ad ' 0 -£
. i)
1 <. .
i
-0 3 _ :
Fi = -3 nn(x,t) —fj
0 : 0 .
1 ai 1 £
b ni‘ L nnd
Vi=1 ...n , je(0,n)

1

Définition 1 : Nous appelerons polyndme symbolique de la matrice

A (x,t) ou AT (x,t) représentative du régime libre

d'un systdme 3 non-linéarités de rang 1 la fonction
polynomiale en A , i coefficients fonctions de 1l'état

x et/ou du temps t définie par :

02 G T SF

p ( Ax,t) =<An"” + ﬂi fi(l‘,t)>\l > H(Xni” + %a{ )\J>
leo | i=t jo I (1I-2)
p est de degré q en A , q = §=1(ni + 1)
:corps des complexes

2

état x et un voisinage de x = 0
. §=(to, + oo

. ensemble contenant les é&volutions du vecteur




II - PROPRIETES DU POLYNOME SYMBOLIQUE : DEUXIEME DEFINITION

IX.1. Calcul du polyndme symbolique en tant que déterminant :

Nous avons déjd considéré@ la matrice F (x,t) comme un tableau de
coefficients pris dans le corps des réels et non plus comme un
opérateur linéaire. Il est possible d'effectuer un calcul
symbolique sur ce tableau. Nous proposons ici de définir le
déterminant d'une matrice non coﬁstante de la méme maniére celui
d'une matrice constante.,

Les calculs de déterminants s'effectuerount alors comme si les
fi édtaient des coefficients constants &crits sous forme
litt8rale. Les r3gles de multiplication et d'addition restent
celles du corps des réels, Ca n'est que lors de leur remplacement
par des fonctions numériques que l'@tat et/ou le temps
interviendront comme opérandes. Les régles de calcul sont alors les
mémes que sur des matrices 3 coefficients constants :
développements par rapport aux lignes et colonnes,'changements de
signe par permutation de deux rangées, etc...

-La'propriété dét (AB) = dét A dét B est notamment conservée,
méme si A et B sont des matrices carrées de méme ordre mais non

coustantes.

Il est par exemple possible de calculer le déterminant de

de maniére symbolique, A &tant un scalaire et In la matrice
n

identité& d'ordre nn.




AT

A fo
-1 .
T ﬁl
- an = ' f.j_ (II-3)
A
-1 )£
nn4
L. p

11 vient (II-4)

n_=1
48t (AT ~FT )mPn+ £_ - A B 4 ...+f, 3+ fo (II-4)
ng nn ng 1

-

Remarque II.l.l. : Il est 3 noter que les termes non counstants de

la matrice sont tous situds dans une méme rangée
. T
des matrices F__ou F ; le calecul du
nn nn
déterminant se fait donc de fagon linéaire par
rapport aux fi'
En utilisant ces r3gles de calcul symbolique sur la matrice

caractéristique F (x,t) d'un systdme 3 non-linéarité@s de ramg l, il

vient :
P ( Ax,t)=dét (AT - F (x,0) ) =dét ( I - Fl(x,t) ) (II-5)

On retrouve alors l'expression (II-2) du polyndme symbolique de

la matrice F (x,t) (II-1).




II.2. Invariance du polyndOme symbolique par changement de base.

Matrices semblables.

Considérons maintenant une matrice comnstante P régulidre d'ordre
q. Elle ddfinit un changement de base. Si dans la base originelle
v(ei) uﬁ régime autonome est décrit par x =F (x,t) x , dans
la nouvelle base(Pei) la matrice caractéristique sera dite
semblable 3 F (x,t), définie en (II-6) :
PR =P F (x,t) B0 (Px) | (II-6)
Les régles de calcul de déterminant &tant les mémes que pour des
matrices constantes, le changement de base P n'affectera pas |
1'expression du polyndme symbolique de F (x,t). Omn a :
dét (Mq - P F(x,t) ol - o (A,x,t) (II-7)
Ainsi la formule (II-5) permettant de calculer le polyndme |
symbolique d'une matrice 3 non-linéarités de rang 1 reste valable
quelle que soit la baée dans laquelle la matrice est exprimée. Nous
avons vu que pour tout systdme associé 3 unme matrice A (x,t) de
cette classe, il existait une matrice de changement de base M telle
que :
M A (x,6) ML = F (x,8) ou F* (x,t) (II-8)
Nous poﬁvons donc donner une nouvelle définition du polyndme
. symbolique :

Définition 2 : Soit un systdme (S) représenté@ en régime libre

par :
-]
x = A (x,t) %
avec A (x,t) = A, + V (x,t)-hT
ou ° A (x,t) =A, +h.v (x,t)T les notations
sont celles du chapitre I, paragraphe IIT.

Nous appellerons polyndme symbolique du systéme (S)

la fonction p de A , x et t




définie de fagon unique par
p (A,x,t) = dét (A Iq*:A (x,t) ) (II-9)
Comme il a &té remérqu;‘en (II.1.1.), les fonctions composantes
du vecteur v (x,t) interviennent de fagon linéaire dans
l'expression des coefficients de p (x,x,t). Ces coefficients
peuvent &tre calculds par les méthodes classiques ( de LEVERRIER,
de FADEEV...) [5].

De la définition premidre du polyndme symbolique (chapitre III,

§ I), il vient également :

Théordme II-i : Soit A (x,t) une matrice i non~linéarités de rang | et

p( A,x,t)'son polyndme symbolique.

I1 existe toujours une base de“)f”* dans laquelle A (x,t) ou
aT (x,t) s'dcrit sous une forme F (x,t) décrite en (I~-1),
chacun des n sous—systémés diagonaux ayant pour polynome

symbolique 1 tel que

n-1
p (Axt) = ([T py(A))ep (X,x,1) (II-10)
i=1 _
Remarque : Dans le cas fréquent oi n = 1 (décomposition en une matrice

compagnon non-linéaire unique) l'expression du polyndme

symbolique se réduit au polyndme P, ( A%, 0).

II.3. Relation avec le polyndme caractéristique en linéaire

Dans le cas ol le systéme est lin@aire et stationnaire, le
polyndme p( gfx,t) devient (II-11)
=.l-—-I 2 A - = da A -
p () =1 dét ( I“i Fii) dét ( Iq F)
(I1-11)

od In- est la matrice identité& d'ordre .
i




On retrouve alors l'expression classique du polynome
caractdristique de la matrice F.

Chaque sous-systéme Fii déconnecté du systéme global est élors
caractérisé@ par l'équation différentielle régissant les dérivées

successives d'une méme variable d'état §i

(ni+1) n, ' '
¢ + Z Lo B =g
i 374
port (1I-12)

et définie par le polyndme p, (A ) =dét (A I_ =F_.)
i ‘ n; ii

Lorsque la matrice F (x,t) n'est plus constante, nous avons vu
que, par définition, la propriété de calcul (II-1ll) &tait
conservée. Cependant, il n'en va pas de méme pour l'interprétationm
du polyndme en tant qu'équation différentielle : un systéme non
linéaire ne peut pas en général 8tre caractérisé par ume équatiom
du type (II-12).

C'est le cas par exemple des systémes pour lesquels les termes

non constants ne sont pas dérivables par rapport 3 t @
Q

X = - £ (x.)
o L2 (11-13)
X, =X - fz (xz)

Dans cet exemple, 1l'&limination sous forme (II-14) :

(- X~

X, + E—-fl (xz) + f2 (xz) =0

dt
(1I-14)

n'est possible que si la fonction f1 (xz) est dérivable,

Cette remarque permet d'expliquer le choix du terme ''polyndme
symbolique". Celui-ci représente un invariant du systéme, comme
dans le cas des systéﬁes linéaires, mais n'a pas de signification
physique : on ne peut pas en général l'utiliser pour écrire une
équation différentielle scalaire caractéristique du comportement du

systéme,




III - UTILISATION DU POLYNOME SYMBOLIQUE DANS LA MISE EN EQUATION DES

SYSTEMES A NON-LINEARITES DE RANG 1

Considérons un systéme S qu'un certain choix de variables d'état
permefte de ranger dans la classe des systémes 3 non-linéarités de
fang 1.

Le polyndme de la matrice A (x,t) caractéristique d'un tel processus
en régime autonome est un invariant par rapport i la base dans laquelle
A (x,t) est représentée.

Nous nous proposons d'utiliser cette propriétéd pour définir les
expressions de A (x,t) dans d'autres bases que celle de mise en &quation

initiale.

III.1. Identification de deux matrices non-~linéaires semblables

Supposons que, pour le systdme S, il soit possible de
prévoir la forme d'une représentation matricielle A’(x,t) dans
une certaine base RB°’.

il se peut que ni l'expression des vecteurs de $B’, ni
celle des composantes de A’(x,t) ne soient connues. C'est le
cas du systé@me considéré dans l'exemple Chapitre I, § IV.3. .

Nous avons vu que ce systéme du type LUR'E POSTNIKOV
monovariable est 3 la fois de type I et II.

De plus, nous supposerons que N(p) et D(p) n'ont pas de
z8ro commun. La partie linéraire§}%2%_peut 8tre représentée de
fagon observable ou commandable. Ilpexisfe donc [27] une matrice
Q réguliére telle que :

QA (e) Q=4 (&)

(II-15)




[ . 1
avec A (E)‘: Q\ (II"16)
0 1
2 . b 4 4 &
Fagmf (9 —ays0E(9 mag -0 B9
- [0 —— -
(1) 0 fo( €)
et A’ (€)= ‘%i(s)
' O o - (1I-17)
1 -fq_l( €)

Notouns Py (Xx,e ) (respectivement Pas (A, e)) le

polyndme symbolique de A (respectivement A’).

A et A’ sont semblables, donc
I1 vient (II-19)

A%-?Zé ((ai+ci £2e ))-Ai)= A%?Z‘; < £.0 . f) (11-19)

On voit donc que Vi = 0 ... gq

£ (€ ) =a + 0 f* (€)

i
(11-20)

I1 vient alors A’ (€ ) = _AT (e)

(11-21)
Ce qui se vérifiait sur des exemples 3 l'ordre 2 et 3 est

-

démontré 3 un ordre q quelconque 3 1l'aide du polyndme symbolique
et sans avoir 3 rechercher 1l'expression du changement de base.
Celui-ci peut &tre déterminé ultérieurement si nécessaire. On

peut cependant connaitre sans calcul la dernidre composante du

vecteur &tat x’ = Q—lx qui est la variable de commande &£ .




II1I.2.

Sur cet exemple simple, nous avons donc montré la
simplicité d'emploi de la méthode d'identification proposée pour
des matrices dont on connait d'avance la similitude. Il est
possible d'appliqﬁer ce mode de raisonnement par polyndme
symboliqug,é des formes plus &laborées que les représentations
compagnon, et plus adaptées 3 l'étude des systémes continus. Nous
allons envisager l'utilisation de cette technique sur les formes

dites "en fléche".

Application au passaggﬁd'une forme en fléche 3 une autre

Considérons deux matrices en £lé&che mince, de méme ordre g
et dont les termes non constants ai( )y B i(.), Yi(’)’
Si(.), ¢, g(.) sont fonction des mémes variables

d'état et/ou du temps t.

A, B. ()] =
i i = -
. ; Tl (11-22)
A () = NI
1 g-1
?l(')"ai(‘)' f(-)J
[ u 8;(+)]
T ' | (11-23)
Az(.) = sy . sl _ EE 504)
\\‘ . T
'uq_l . Y(’) g(')
LYg'%ung) . g(-)d




Dans ce qui suit, nous supposerons que :

- soit si(.) et 51(.) sont des termes comstants

Vi = lo-n .q-l

- soit _ai(.) et y’i(.) sont des termes constants

Vi = 1 ) oq-l

Les systémes associés aux matrices Al(.) et Az(.)
seront donc 3 non-lindarités de rang 1 et de méme type I ou II.
I1 est alors possible de définir le polyndme symbolique
pl( AQ') de Al(')
pl( A,.) = dét ( KIq-Al(.))

T -1
=[a, () CAI__,-Dy) B () + A= f(.)] dét ( AL -D)
q-1 "1 q-1 1 (TI-24)

Remarques :

ITI.2.1. Les termes “i(.) ou.]gi(.) n'apparaissent pas
séparédment : seuls les produits ai(.)‘ Bi(.)
interviennent de fagon explicite danms les calculs. Ceci
peut s'interpréter en termes de changément de base :
s1 D est une matrice diagonale réguliére, la matrice

DAl(.) D.1 s'écrit sous forme en flé&che.

Al.. o dl:Bl(')
A d; 8;()
DAI(.)D-1= ) .
() @, () '
s AR SALURRE L 09
|4, d .
dl.
avec D = di .
dq_l
L 1]




l doit 8tre le mé€me

Le polyndme symbolique de DAl(.) D~
qué celui de Al(')' Par conséquent di ne doit pas intervenir
dans 1'expression des coefficients de Py A o).

On retrouve le fait que les termes des dermiéres lignes

(11 et dernidre colonne Bn'interviennent que par leurs produits :

a
ag() gy =t gidy ,Vi=123g¢-1
5 (11-26)

I71.2.2. Les termes non counstants (en <xiA(.) ou 8, ()
selon le type de systéme) interviennent linéairement
dans les coefficients du polyndme symbolique. C'est une
propridté générale des matrices 3 non-linéarité@s de rang
1 qui se retrouve ici (cf.remarque III.l.l.). D'aprés la

()

premidre remarque, les termes &, () B8 L

interviennent donc aussi linéairement.

Nous allons utiliser les propriétés exprimées dans ces remarques
IIT1.2.1. et 1III.2.2. pour déterminer une forme Az(.) semblable 3
Al(')’ mais dont les termes H; seront choisis arbitrairement.

Si on suppose que les Ai sont tous distincts et que
les My fixés arbitrairement le sont aussi, Vi = l...q-l, alors il
existe un changement de base permettant de passer de Al(') a
Az(.), les termes de Y T(.), g(.) et &8(.) étant déterminés par

le choix des U,. Ce changement de base est le produit de deux

i
passages
- passage de Al(') 3 une forme compagnon,

- passage de la forme compagnon & AZ(’)'




Les deux matrices réguliéres intervenant dans ces
changements sont déterminées comme la matrice P décrite en (I-92)
la premiere est définie par les A‘i’ la seconde par les Lii.

L'identification des polyndmes symboliques va permettre de
calcuier les termes composants de YT(.), g(.) et &§(.) assurant
la similitude de A, (.) et A, (.). Elle se fera en appliquant les
deux régles suivantes : o
lére régle : si Al (.) est de type I , A2 (.) aussi

si'A1 (.) est de type II, AZ (.) aussi.

Les termes non constants de A2 (.) seront situés dans la
méme rangée que ceux de Al (.).
28me r8gle : on doit avoir, pour tout scalaire A,

dat ( Mq'Al(‘)) = dat ( Mq-Az(.)) =9, (A0
(11-27)

La premiére régle détermine quelle rangée Y T(.)
ou §(.) doit @tre constante dans A2 ().

La deuxidme introduit la résolution d'un systéme (E)
d'équations lindaires, d'ordre q, d'inconnues Yi(.)-5i(.)

(L =1 3 q-~1) , et g(.).

Si le changement de base de Al (.) 3 A2 (.) existe, (E)
a une solution. Le systéme (E) est donc de CRAMER si pour d'une
part Y, = Ai et d'autre part Y = H (L1 =13qD

i i
1'inégalitd (II-28) est vérifide:

1 1 1 0
Y, Y, Yoo 0 .
v2 v2 2 0

L :2 191 (11-28)
a1 g qet
:

1 2 g-1

iR




Exemple d'ordre 4

Nous allons mettre en oeuvre la méthode d'identification
par polyndme symbolique sur un systéme d'ordre 4. Considérons la

forme en fléche (II-ZQ) :

i 1
A1 \ 21 (e)
2 y (&)
A (€)= 83 (€) (1T-29)
‘ a.l a.z Q £ (¢g)

ol SL, '.32’, 53 et f sout des fonctions de la méme variable
d'état £ , dernidre composante du vecteur &tat. Nous supposous ici
que A, # Ay # KB;

Soit AZ ( €) une forme en fldche posée 3 priori, de méme

type que A1 et dont les termes noun constants sont &également des

fonctions de E,

[, 5, (%)
My 52(5)

A, (E) = Hs 33(6) (II-30)
LBl 82 83 g(€)-

Nous adopterons par la suite les notatioms (II-31) :

s A+ A+A O = ,

1= A4 TN, il A e

s = AA+A_A+A_ A G o= H, Ho* Hy Ma*® Ho K ;
2 2 M3 371

2 172772737 "3 1 172 (11-31)

s.= A A_ A 0O = H_ H_ U

3 172 3 3 1 2 3

ag (£) = oy 8 ()

, = Y & =

b; (€) L% (=) ¥i =1, 2 ou 3

Les polyndmes symboliques de A, (&) et A2 (€ ) sont
notés respectivement p (}\2,3) et q (A ,e), avec :
p(A,e)= A +p3(€)>\ +p2(€)>\ +pl(€)K +p,(e)

4

3 5 (I1-32)
q (A,e)= X +q3(€)k_ +q2(€)K +ql(€)>\+q°(€)

(1I-33)




De (II-30), (II-31) et (II-33) il vient (II-34)
3(¢ )= -28(&) - 9,
9y(e )= g(e .o+ ay=b, (€)=by(e )=b,y(e )
9 ()= =g(E)- T )= Tgtb (B ) - (M + H)+D,(E ). ¢+ M)

+by(€): (M 1)

(1I-34)

45(8 )= 8(&) g3-b;(e )uy-y=by(e deup-y=ba(e) upu,
Les expressions de p_( ), pl(s ), pz(a‘), p3( €)
soﬁt similaires. Ce sont des données déterminées 3 partir des
termes de Ay ().
Le systéme (II-35) formé par identification des polyndmes

en p(A, €) et q(A, &) s'écrit :

2 ©) = -0, - p (5)
T g€ ) - b.(€) - bo(e) NS
L l 2 3 =-O'2+p2 (5)
(1I1-35)
Ty 808 )=( M b (E)=(H [+ H)by(E )=(H [+ H,)by(E )
==-9,-p; (()
T3 80 8= My Uy By(E )= MMy by( €)= | M) by(E) = P (£)

Le déterminant D de ce systéme d'équations en bi (E) est

défini par II-36)

1 0 0 0 1 0 0 0
o ' 2
R R -1 -1 _|o p? 3 My
} - (11-36)
%, -(vzwg Gt ug) =y ) 0 M, o s
O, THaM3 o THiMy B2 0 1 1 1

Ce déterminant est non nul si et seulement si tous les

termes 1§ sont différents deux 3 deux, Vi= 1...q9~1.




On retrouve ici le fait que le systéme (II-35) a une
solution si le changement de base de A1 i A2 existe. De plus,
ce changement de base conserve la derniére composante € du
vecteur état (cf.chap.I, §V.2). La variable € peut donc &tre
'directemgnt explicitde en fonction du nouveau vecteur &tat
relatif 3 A, ().

Nous connaissons donc l'expression des matrices en‘fléche
semblables 3 A1 (€), pour tous les triplets (141,u 2,L13),

.ul.# Moy # u3,.choisis arbitrairement : ces

matrices sont définies par les &galités (II-37) 3 (II-40) :

g (e)=- 0, =-py (&)
(1I-37)
1 ]'al - p3(C) i 0 , 0
| !
1 o =0, + p,(€) ! 1 b1
bl(s)- > L, 2 2 ’ | (II-38)
% =R (8) Wty Mt
| !
93 | P () Hibs LMk
.
g [ l | .
g 1 =0+ p,(€g) 1
by(e) aDi b cEr (11-39)
g 2: P’f P3 ,'03 - PI(C)i}*l* }"'2
[}
] |
931 Pk N P, (€) M1
1 | O | o ]-al - p3(c)
' i S
Gl' 1 l 1 |-0'2+p2(g)
- L ' '
Byle) = 51 9o Kt ¥y DBt R =0y = p(€) (11-40)
! |
73! ¥2M3 B | P, (€)

Y, 8, (€) déterminent le

Les produits b, (€) = i
) 3 conistante multiplicative

(
terme non constant b; (e
arbitraire Yi prés.




III.3. Application 3 la représentation en fldche mince de systémes décrits

par leur schéma bloc

Nous allons dans cette partie considérer le passage d'une forme

matricielle Quelconque d une forme en fléche.

ITI.3.1. Caléul du polyndme symbolique d'une forme en fliche mince

Pour unifier les représentations, nous nous placerons
dans le cas d'une forme en fl&che de type II, c'est-3-dire
dont les termes noun constants sont isolés dans la derniére
colonne. Les calculs s'effectuent de la m8me maniére sur la

forme transpos@e et leur ré&sultat est similaire.

Considérons un polyndme 3 coefficients non constants :

PO, 0 =a T sl p ot
1=0 (I1-41)
od les pi(.) sont des fonctions bornées de variables
continues (temps et/ou &tat).
Nous allouns calculer le polyndme symbolique de la

forme en fléche mince A(.) définie par 1'dgalité (II-42)

i -
A(.) = 1,i _P(Ai ,.) ' (I1-42)
*=1 -pOq-1,.)
% .'.(ﬁ“aq—l -Pq-l(.) -(22; AJ

ol les i: i =13 q-l, sont distincts et les &, sout

i
définis par (II-43):

(A - Ai)
a; = Vi=l...q~1
t BE— (II-43)

(kbkj)

=1 A=A




I1 vient alors, en posant N () ) = ?rf (x - Ai) (II-44)
’ i:l i - .

g-1 — (X-Ai)p(/\,') . ]
agt (AT A()) =N (M]pg, () +h N +>\,+ z§1<(k-')\i) 1{ NOT ]> }

AL
Or, si on considdre la décomposition en &léments simples de

la fraction rationnelle en A _2_£2tL') ,
' N (A)

on obtient [21] 1'agalité (II-46):

! e (A=, )pBrse)
. AP
AR ()« A+ ! ( : ) 1I-46
T Pl 2N 2 E\TRO faa [0
On counstate que :
dét (XIq -A() ) =p (A, D)
(1I1I-47)

La forme en fldche A (.) est déterminde, 3 un
changement de base diagonal prés, par le choix des ) i et
les expressions de som polyndme symbolique aux points

A= XL,
i

III.3.2. Cas d'un systdme monovariable de type LUR'E POSTNIKOV

Considérons le systéme (S) représenté fig.(II-1), avec

les mémes hypothéses que dans le paragraphe IV.3.,

chapitre I.

f(g) | N(p) | y
D (p)
Figure II-1
D()'q"' q-l+...+ +
P P aq-l Pq-l a, p+a, (T1-48)

N(p) = R e A B




Nous supposons ici qu'aucune racine de D(p) = 0 n'est
un zdro de N(p), c'est-3~dire que la fonction de transfert %%{%%
est non dégénérée [27].

En choisissant une base appropriée de l'espace d'état,
la matrice du régime autonome se met alors indifféremment

sous 1'une des deux formes compagnon Fl(g ) et FZ( €)

définies par (II-49) et (II-50)

] 0 !

R ()= l \\\\ (I1I-49)
0 1

- - R Ve R

"2, g, £ (e) aq_1‘°q.1f (e)

F,(e)= Ff (e) (II-50)

Le polyudme symbolique du systéme est alors connu :
I i
p(A,e ) =X ° + ) (ai+gif*(5))>\
i=0
(1I-51)
Ce polyndme se détermine aisément 3 partir du schéma
bloc (fig.II-1) ou de (II-48)
p(A,E) =D (A) + £* (€) N (A)
(11-52)
Il se calcule donc comme un polyndme caractéristique
de systéme linéaire bouclé par un gain k constant, en
remplagant k par le gain &quivalent variable f* (€).
On peut ainsi calculer la fonction de tramsfert

symbolique W*( A, €) (II-55) du systéme bouclé, comme si le

gain instantané f*(g ) &tait comnstant :




N(p)

avee 1£(c) = (e ~y) £ Te) . (I1-54)
¥ . N £F (o)
Py =w¥(1,€) (11-55)

vIl vient @ D(M) . f*(;:)'N (?‘)_
Le dénominateur de cette fraction est le polynSme
symbolique (II-52) associé 3 la représentation du processus.

‘Le systéme peut se mettre en équatiom sous forme en
flache (cf.chap.I paragraphe V.2.) de type I ou II,
c'est-i-dire avec des termes constants dans la dernidre
ligne ou dermidre colonne. La méthode d'identification des
termes de cette forme en fléche est ici particuliirement
intdressante : on connait le polyndme symbolique commun a
toutes les représentationé en fl3che mince du systéme en
régime libre.

11 vient immédiatement la représentation (II-36)

z=4(c)z i (11-56)
xl‘ ﬁ.l(e)
A By (e)
avec A ( £ )| - (11-57)
e, (€)may (e) € (€)
avec @, (ou gi) tous constants et
X~ N
ai.ﬁi (€) = P ( Xi)e) . [——3————-—]-'—]
| T](x-xj)
i= A=A (1I-58)

q-1
£(e) = =Py <s>—.21 X
1=z

p(r,e)= A% xq"l,pq_l(aw- coot A (€)% pE=D(X)+EX(€IN(N)




Le calcul de p(A, ) par la formule (II-52) suffit
donc pour identifier les formes en fléche correspondantes au

systéme (S), ceci pour des Ai distincts.

I1I.3.3. Exemple de mise en &quation

_ Le systdme considéré est celui de la figure (II-2):
e-=0 € = e l y’
'+1>/— (O 5 ~
-~ p(l+p)

p+p+1

4

Figure (II-2)

Les formules (II-48) deviennent ici (II-39)

N (p) = pz +p+1

3 2 (11-59)
D (p) =p  +2p” +p
Le polyndme symbolique s'écrit, par application de (II-52)

p(X s g)=9*(E)N(A)I+D(X) =;\3+)\2 (2 +9%(g)) +y (L +9*(E)) +¢*(€)

(II-60)
La matrice en fléche (II-61)
A, 0 ~(AX2gpA e Pler)+ gle))
a(e) = 0 A (A k2gkea (140 gl (1I-61)
2 2 2 2

1 1 *
——— e = A = =2 - (€).
A-A A=A 12 2-9

12 2 1

- -

est représentative du régime libre du systéme.




Dans une autre base d'état, la matrice caractéristique

du régime libre est AI( g). Notons que lorsque les termes

diagonaux Al et Az sont pris &gaux aux racines de

ou B

N(p) = pz +p + 1, les termes non constants en & i

i
s'annulent. Seul le terme f(.) de la dernmiére ligne,
dernidre colonne subsiste. On a alors une forme matricelle

(II-62) 3 la fois du type I et II :

-1+25\/3_ 0 1+zj\/3_

Ale) =| o -1+§\/3’ 1-3V3 (11-62)

2
-iN3 +3/V3 -1=9%(¢)
Cette forme A(& ), écrite sur le corps des cowmplexes, }

peut 8tre &tudide 3 l'aide des critdres existants [4] [10] .

II1.3.4. Systémes i plusieurs non-linéarités

Supposons que le fonctionnement autonome du systéme &
8tudier puisse &€tre décrit par une forme matricielle d'ordre

q de type I ou II. Ceci impose que les &léments non

linéaires puissent &tre regroupés sous forme d'une
non-~lindarité 3 entrée ou sortie scalaire (cf.chap.Tl,
§ ITI.2. et III.3.).

On ne peut pas toujours affirmer a priori que ce
systdme puisse se représenter sous forme en fléche mince :
ce serait supposer que dans la décomposition canonique sous
formes compagnons (Théorémes (I-1) et (I-3) ) la matrice

non-linéaire coﬁpagnon an (.) serait d'ordre maximal q.

Nous avons vu que ce n'était pas toujours le cas.



Propriété (II-1)

-

Démonstration :

Lorsque le systéme peut étre représenté par une
fonction de tranmsfert bouclée par un gain non constant
(fig. (II-1)), 11 suffit de vérifier que numérateur et
dénominateur n'ont pas de z&ro commun : la partie linéaire

est alors commandable par son entrée f (€ ) et observable

 par sa sortie y.

Lorsque le processus est plus complexe, il est plus
difficile de conclure. Pour une matrice de type
Ab + vix,t) hT, par exemple, le calcul du rang de
h, th, vee Aokh, .o permet (cf.Théordme(I-2) )
de déterminer l'ordre de la matrice compagnon non comnstante
an (x,t). Cependant, dans la majorité des cas, le calcul
des vecteurs Aokh n'est pas nécessaire et peut &tre

remplacé par 1l'application de la propridté (II-l) :

: Lorsque le polyndme symbolique d'un systédme 3
non-linéaritds de rang 1 n'a aucime racine constante,
c'est-3-dire indépendante de 1'&tat et du temps, il existe
une base d'dtat dans laquelle la matrice du régime libre
est en fléche mince, de méme type que le systédme.

Si l'ordre de la matrice an n'est pas égal 3 celui
du systéme, le polynOme symbolique du systdme est le
produit d'un polyndwe comstant par le polyndme symbolique
de an (x,t). I1 a donc des racines constantes.

Dans le cas contraire ou le polyndme symbolique n'a
pas de racines constantes, on peut donc définir les

matrices en fléche correspondantes par les formules (II-58)

pour des termes diagonaux choisis.




e=0

Nous allons maintenant montrer sur un exemple la

simplicité de la méthode proposée.

III.3.5. Exemple de mise en &quation

Considérous le systdme monovariable 3 deux
non-lindaritds décrit fig (II-3), constitué de deux éistémes
interconnectds, dont les sorties s'ajoutent (c'est

le cas du couplage de deux treuils &lectriques, par

exemple).

1+05p

1+2p

\K

1+2p =

Figure (II-B)
le systéme, consid&ré par rapport au vecteur état :

[
X = (yl, ;1, Voo E)T se décrit en régime autonome

sous la forme (II-63)

$=A(g)x (1I-63)




0 1 0 0
1 -3,5 0 ~(1+ f‘l’(e))
Avec A(E) =
*
-1 -1 -5 £ ()
-1,5 -2,75 -9 -q5(1+£§z»-252(e)

En adoptant la notation simplificatrice
fl* (g) = fl’ fz* (e) = f2’ le polynfme symbolique
de A (g) s'derit :
p(h, £)= A" + (8,5+0,5(1+fl)+2f2).)\3'
#(16,5+1,5(1+£,)+8).1 "

(II-65)
+( 5 +3 (l+f1)+5,5f7).l

+{ 4 (l+fl)+ §z)-l
Ce polynSme n'a pas de racine constante. Nous allons
ainsi pouvoir &crire directement la forme en fléche
correspondant aux termes diagonaux -1, -0,5 et =2 en
calculant les expressions (I1I-66) du polyndme symbolique en
ces points :

p(-l,e)=4+2(1+f1)+1,5f

2 (11-66)
p(~0,5, ) = 2,875 - 0,7875 (1 + fl)
P("Z, 5) =4 + 6 fz
. ; Lo ~(A-1Ag)
ainsi que les termes correspondant 3 ¥ i =
(X-}\1)()\-A2)O\—k3) A=
X, o=-=1 A, ==0,5, A, =-2 o
pour 1 . ) ,5 , 3
X 1 - 2 )
-1 (11-67)
X == (0,75
X ==,

A

1l




B (g) =

On obtient la nouvelle formulation (II-68) de A (&)

0 0 (4+2(1+f'1’>+1,5f"2 i
0,5 0 -(2,875-0,7875 (1+£}))
0 -2 = (4+6£7)

+1,333  +0,133  =(5+0,5(1+£])+2£3) ]

Sans calculer de changement de base (seule la derniére

composante € de l'état est ici connue), nous avons donc
déterminé une forme pratique de représentation. Nous
gtudierons ultérieurement la stabilité@ de ce systéme 3

1'aide de ce résultat.

ITI1.4. Passage 3 une forme arbitrairement définie

I11.4.1. Méthodes permettant le passage

Théordme (II-2)

Nous avons vu que si son polyndme symbolique n'a aucun
z8ro constant, la matrice du systéme peut s'écrire,

relativement 3 un certain vecteur état, sous forme

compagnon. Ceci est également vrai dans le cas plus général

(les notations sont ici celles utilisées au premier chapitre
dans les théordmes (I-2) et (I-4) ).

Nous pouvouns alors &noncer le théoréme suivant :

: Soient deux matrices Al(x,t) et Az(x,t) de méme

type I ou II :
T
A1 (x,t) AOl + vy (x,t) hl

T
A2 (x,t) = A + v, (x,t) h2

02

(I1-68)




ou bien :
T

o1 *
T

02

avec-.hl et h2 vecteurs de 5;27

q
vy (x,t) et vz.(x,t) fonctions bornées decg?ii ?dans.é?%y

AOZ matrices constantes de Eégquq

T
A1 (x,t) = A h1 vy (x,t)

T
A2 (x,t) = A + h2 v, (x,t)

et 451>

Ces deux matrices doivent en outre vérifier unme des
deux propriétés (II.2.1.) ou (II.2.2.) :
(IT.2.1.) Ao1 ou A02 est respectivement observable par
T . T .
; ou h2 : |
T, Tk
g {hl’ AOl hl’ ces A01 h1 ‘o } = q

T Tk
ou rg {hz, A02 h2’ ‘e A02 h2 ‘e } = q

(II.2.2.) le polyndme symbolique de A, (x,t) et A, (x,t)
1 2

h

n'a pas de zéro comstant quand (x,t) varie, c'est 3 dire :

11 <F 9 0o 25 T py (D=t AT -4, (x, )20

ou pz(,1)=dét(,1Iq-Az(x,t))=O

Dans cés conditiops les matrices Al(x,t) et Az(x,t)

sont semblables si et seulement si leurs polyndmes

)4
symboliques sont &gaux pour tout (x,tk%);?. Ce qui se

traduit par :

xq
pe GP ,détpaeo,Al(x,t)sp‘lAzcx,t)P}@[wx,c)%( A,x,t)=p2<x,x,t)]

Démonstration : Les hypothéses assurent dans chaque cas l'existence de

deux changements de bases constants permettant de passer de
Al (x,t) et Az (x,t) 3 la méme forme compagnon

non-linéaire. Le passage de A1 (x,t) & A2 (x,t) existe

donc et peut 8tre calculé si nécessaire : en effet, les deux
changements sont explicités par les Théordmes (I-l), (I-2),

(I-3) et (I-4) (chapitre I).




Application :

III.4.2.

2
<

Si Al (x,t) est la matrice (donnée) d'un systéme en
régime autonome et si elle vérifie les conditions du
Théoréme (II-2), on peut définir arbitrairement une forme
matricielle A2 (x,t) et la comparer i A1 (x,t) : si elle
vérifie les mémes conditions, il suffit d'identifier som
polynOme symbolique 3 celui de A1 (x,t) pour garantir que
A, (x,t) est l'expression de la matrice du systéme

considéré dans une autre base d'état.

Nous pouvons noter que la condition (II.2.l.) est plus
générale et englobe la conditionm (II.2.2). Cette dermiére
est cependant plus pratique 3 mettre en oeuvre, car elle
inclue le calcul du polyndme symbolique, calcul dont le
résultat sera utilisd@ pour l'identification des deux formes.
La propridté (II1.2.2.) peut 2tre mise en Svidence en
calculant, par des moyens informatiques, les domaines de
variations des racines de p ( A,x,t) = 0 lorsque (x,t)

varie. Si aucun de ces domaines n'’est réduit 3 um point,

cette propridtéd (II.2.2.) est vérifiéde.

Exemple d'application
9(2) (p-a)2(p-p) Y
2 2
prapiaptapea,

Figure (II-4)

11 s'agit de trouver pour le systéme décrit
figure(II-4) une représentation matricielle qui permette de
traiter la stabilité du mouvement en répomnse 3 une entrée

donnée. Pos&ns N(p) = (p~- a)z (p~B8)

D(p) = p4+a p3+a p2+a pta_

3 2 1

D). D(BYE O




- O O O

I1 n'est pas possible.de définir un changement de base
mettant la matrice du régime libre sous une forme en
fléche dont le seul terme non-comnstant soit situé dams la
derniére ligne, derniéré colonne : en effet, le numé@rateur
N(p) possé&de un zéro double &« . Nous nous proposons donc

d'identifier la matrice de systéme 3 la forme (II-69) :

- -
o8 0 0 bl
i o 0 b2

B (g) = (11-69)
0 0 8 b3
l 1 1 fx (g )

ol bl’ b2’ b3 sont des constantes.

Cette matrice sera semblable i une forme compagnon de
type II si et seulemeat si on peut trouver un vecteur h
constant, un vecteur v (£ ) et une matrice Ao coustante
tels que :

B(s)=Ao+v(s)hT

(II-70)
et rang {'h, AOT h, AoTzh, A°T3h } = 4
(1I1-71)
a 0 o b
Posons jA = e o b§
o to o B by
T 1 1 1 a (11_72)
h"=(o 0 o 1)
vi(e) =(0 o o f*a)
1'8galité (II-70) est alors vérifiée.
Posons b = b, + b, + b
L2 3 (11-73)
" 11 vient alors les expressions (II-74) et (II-75)
1 1 a+a?+d
T 1 0 3 a’: b
A0h= 1 At;h: B-a Ao [32+a2—a[5 +b (11-74)
- +a2 b1+b3([3-a) ~alb+ az)
T T2

, T3 oy _ 0 ay2
dst (h, A "h, A"" h, A h) = (a-§)

(I1-75)




Ce déterminant est non nul si et seulement si a# B
Le polynSme symbolique du systéme fig.(II-4) est
p(A,e ) =D(A) + o*(e ) N(A ). Le systéme décrit
fig.(II-4) peut donc &tre représenté par la matrice B(e)
(II-69) sous forme (;II-76) :
; =B(e)y ., ¥~ f =€ (I1-76)
si et seulement si sont vérifiées (II-77) et (II-78) :
(@ % B ‘ (1I-77)
dét ( AT - B(e) ) =D(A ) + o*(e) NCX) (II-78)
En supposant a# B , l'identification (II-78) des polyndmes

symboliques donne (II-79) :

2 %
aB | 9. f) = a, + b1(0;5~/3)*b2(a[3) +b3( az)
(a%2aB) (9% =-a, « ba) *blacp) +bf2a -2’ r1-99)
(2&+l3)(¢+r): a2 + b1 +b2 +b3 —az-ZQV}B
(%) =-a, -2a -8
Application :
. 2
o(2) (p+1) " (p+2) Y

ptep2-4p 6

Figure (II-5)

Le régime libre du systéme dé&crit fig.(II~5) peut &tre

représenté par l'équation d'état (II-80) :

x (t) =B (£) . x (t) (1I-80)
.r' —
-1 0 0 15/4
: 1 -1 0 -9/4
avec B (g) =
0 0 -2 -25/4
1 1 1 4-9(g)




M

Aprés un changement de base diagonal D sur B (g),

nous obtenons une matrice M ( ¢) symétrique, caractérisant

de manidre suffisante [18] la stabilité de (II-80)

(-1
(€)= [0'Benl{D'BEeD] | 1/3
- : |
19/8

1/3
-1
0

0

0

0

-2

0

19/8
0

0

(1I-81)

.4-4'*( £)

Les conditions de KOTELYANSKI appliquées & M (£) nous

donnent la condition suffisante de stabilité du systéme

décrit figure (II-5)

YV e, o* (g) 32

10,35

(11-82)

L'inégalité (II-82) n'est pas stricte du fait de

1'arrondi effectué pour le calcul.

Le domaine de variation de

®(g ) correspondant est

représentd figure (II-6) en hachuré. L'axe g= 0 est exclu

de ce domaine par hypothése (le gain ¢* (g ) doit en effet

rester bormé).

PN

1
20; el
10 Pl
Y, 1 2 -
FIGURE (I1-6)
/
Si le systéme &tait linéaire, pour ¢* (g ) =K, les

conditions de stabilité seraient K > 3,28.




III.5. Résumé pratique sur l'utilisation du polyndme symbolique dans la

mise en équation

L'identification de deux matrices au moyen du polyndme

symbolique est réalisable lorsque :

1) Les matrices sont toutes deux représentatives de systémes &

2)

nbn-linéarités de rang 1, et de méme type : les termes non
constants doivent pouvolr &tre regroupés dans une méme colomne ou
ligne ef doivent dépendre des mémes variables x et/ou t. Les
matrices s'&crivent donc sous la forme :

. T T
Ao + v(x,t)-h” ou Ao

+ hw(x,t)T.

Chaque matrice peut s'écrire soﬁé forme compagnon non counstante
par changement de base. I1 suffit par exemple de vérifier

une des deux conditioms (a) ou (b)

(a) le polyndme symbolique de la matrice n'a pas de zéro

indépendant de (x,t)

f
Fe]

) 1
(b) Rang { h, 4 h, Aozh .oy Ao‘n

Dans ces conditioms, les matrices sont semblables si et seulement

si leurs polyndmes symboliques sont égaux.

Dans le cas ol les matrices considérées ne sont pas semblables i

une forme compagnon simple, 1l'identification est encore possible mais

s'avére plus complexe. Il faut alors décomposer chaque matrice sous

une forme triangulaire par blocs en utilisant l'algorithme décrit

dans la démonstration du Théoréme 1, chapitre I.




IV - CONCLUSION

L'introduction d'un polyndme symbolique permet de simplifier la mise
en 8quation des systdmes continus non-linéaires. Ce polyndme est
invariant dans tout changement de représentation de type changement de
base : il permet donc l'identification de deux matrices semblables, tout
comme pour des systémes linéaires. L'une de ces deux matrices peut
notamment avoir une forme définie & priori.

Le cas trés important de la formulation en fldche mince a &té
envisagé. Le pélynéme symbolique &tant déterminé pour ume forme,
1'obtention de matrices semblables est immédiate. De plus, tout systéme 3
non~linéarités de rang 1 dout le polynome symbolique n'a pas de racine
constante peut se représenter sous forme en fliache mince détermiﬁée par
la méthode précédente, Ceci permet de passer du schéma-bloc de certains
processus 3 leur représentation matricielle en fléche, en appliquant des
régles de calcul élémentaires.

Nous allons montrer maintenant que, dans de nembreux cas, le calcul
du changement de base effectif donnant la représentation finale n'est pas
nécessaire : ;n effet, il est possible de connaitre une des composantes
du vecteur &tat associé 3 cette représentation.

L'étude de la stabilité peut alors @tre menée sur une forme choisie

et permettant l'application de critéres pratiques.







CHAPITRE III

POLYNOME SYMBOLIQUE ET ETUDE DE LA STABILITE

DES SYSTEMES CONTINUS NON LINEAIRES

INTRODUCTION

Les méthodes proposées permettent de mettre en oeuvre la matrice
caractéristique de la représentation d'un systéme sans avoir 3 préciser
1l'expression du vecteur état qui s'y rattache. Ceci permet d'effectuer ume
étude rapide : il suffit de proposer 3 priori une forme de représentationm,’
puis de vérifier que'éette hypothése est justifiée pour le systéme. Om sait
alors déterminer le changement de base entre les deux formes, par passage de
chaque matrice 3 la méme forme compaghon. Cependant, ncus allons voir que dans
de nombreux cas, la connaissance de l'expression du vecteur &tat n'est pas
nécessaire : le lomng calcul attaché au changement de base peut alors &tre

dvité.

Ainsi nous n'envisageons pas dans leur ensemble les méthodes d'étude qui
nécessitent 1'explicitation des composantes du vecteur &tat. Par coutre,
certaines propridtéds. d'un systéme i nou~linéarités de rang l peuvent Btre
mises en &vidence sur une représentation du régime libre, du type x = M(x,t).x
et cela méme si les seuls termes explicités sont M(x,t) et la derniére

composante de x.

C'est le cas de la stabilité globale d'un systéme régulateur et de la
stabilité locale, qui pourront &tre traitées en fonction des paramétres et

caractéristiques propres du processus.

Nous &tudierons donc ces deux propriétds 3 partir d'une mise en équatiom

par polyndme symbolique.




I - STABILITE GLOBALE DES SYSTEMES A NON-LINEARITES DE RANG 1

I.1. Utilisation des mises en &quations par polyndme symbolique., Exemple.

Considérons un processus régulateur repré@senté par 1l'équatiom
matricielle de son régime libre (III-1) :

x(t) = A(x,t) x(t) (I1I-1)
ol A(xX,t) est une matrice 3 non-linéarités de rang l.

Si P est une matrice régulidre, Px(t) est un vecteur &tat
possible. Son comportement sera caractéristique de la stabilité du
processus. Pour conclure 3 la stabilité (asymptotique) globale de
(III-1), il est donc suffisant de montrer l'existence d'ume matrice
régulidre P telle que le systdme décrit par (III-2) soit globalement
(asymptotiquement) stable :

y(t) = 2alx,t) B y(t) (I1I-2)

Ce point de vue correspond tout 3 fait aux méthodes de mise en
dquation proposées dans le chapitre II. Une forme de matrice B(x,t),
3 coefficients indéterminés, est proposée 3 priori. On &tudie ensuite

sa similitude avec A(x,t).

Lorsqu'un certain choix des coefficients de B(x,t) permet de
rendre A(x,t) et B(x,t) semblables, la vérification de conditionsde
stabilitd globale du systéme (III-3) associé 3 B(x,t) permet de
conclure 3 celle de (III-1)

y(t) = B(x,t). y(t) (111-3)

I1 faut noter que, méme dans le cas ol les non-linéarités ‘
peuvent dépendre de plusieurs variables, l'expression des gains
équivalents fi*(x,t) est conservée 3 travers les changements de
base : les conditions de stabilité porteront donc, indépendamment de
la base choisie, sur les caractéristiques du systéme, que celui-ci
soit de type I ou II. La stabilité globale peut donc dans tous les

cas étre &tudide 3 partir d'une mise en &quation par polyndme
symbolique.




Exemp le :

Dans l'exemple II1I.3.5 de mise en &quation proposé dans le
deuxiéme chapitre, nous avons obtenu une représentation en flé&che

mince sous forme (III-4)

-1 0 0 +(4+2(14£ *)+1,5€,%)
0 -0,5 Q -(2,875-0,7875(1+fl*) ) :
B(g) = (I1I=-4)
0 0 -2 -(4+6f2*)
2 +1,333 +0,133 —(5+0,5(l+f1*)+2f2*)

Nous allons chercher les domaines de variations de fl*(va) et
fz*(g:) pour lesquels les conditions de stabilité du linéaire sont
d'une part vérifides et d'autre part suffisantes pour conclure I la
stabilitd du systéme associé 3 la matrice B(g ).

La matrice B(z ) doit 3tra sa propre pseudo-majorante [10] ce
qui s'exprime par (III-3)

4+ 2 (l+fl*) + 1,5 EZ* >0
2,875 - .0,7875 (l+fl*) <0 (I11-5)
4 + 6 fz* <0
soit respectivement
Zfl* + 1,5 f2* +620
fl* > 2,651 (I11~6)
£% < - 2/3

Le point (fl#(s), fz*(a) ) doit donc appartenir au domaine

1 hachuré (fig.(III-1) ) délimité par les droites A W)
et A3.

La stabilité asymptotique sera alors assurde si les conditioms
de KOTELYANSKI sont vérifiées. Dans le cas de cette forme en flache 3
termes diagonaux négatifs [4] , elles sont réduites d (III-7) :

3IXx > o, dét (k14 - B(g) ) >0 (ITI-7)
Cette condition portant sur le polyndme symbolique de B(g) :
p(h,e) =Y 4 p () A% 4 p (2% + p () A p, (£) (ITI-8)
se résume donc en (III-9) :
p,(€) = dét B(€) =4 (L+£x(e)) + £%(e) >0 (111-9)




Le point (fl*(e ), fz*( g¢) ) doit 8tre situé (fig.III-l)
dans le demi-plan délimité par la droite A S d'dquation (III-10):
A g ¢ 4f1* + f2* +4 =0
et contenant le point 0.
Cette derniére propridté est toujours vérifide dansfégz. Ainsi

1 est un domaine suffisant de stabilitsa.

\ : 1 2,851 _ﬁii )

N ///

Figure (II1-1): Domaine d'application et de vérification des

conditions de stabilité du lindaire.

Dans cet exemple, fl et fz sont des fonctions d'un méme
paramétre ¢ , qui est une composante du vecteur &tat dans les deux
bases considérées.

L'interprétation des conditions de stabilité se fait donc sur
les caractéristiques propres fl(s ) et fz( ¢) du processus, comme

nous l'avouns d&j3d remarqué plus généralement.




I.2. Réduction de dimensionalité. Exemple.

Nous avons, dans le premier chapitre (§ IV-1l), décrit un
changement de base permettant d'écrire la matrice A(x,t)
caractéristique d'un systéme 3 non-linéarités de rang l sous une
forme factorisée F(x,t) ou FT(x,t) définie par (ITII-1l1):

F

11

F(x,t) = | F..

11

F‘! '1.(x7 t)

Finw,t)

(I11-11)

an(x,t)

-

Les Fin(x,t) sont bornées quand (x,t) varie, ¥i = 1l...n-1l.

Si la décomposition de A(x,t) en Ao + v(x,t) hT a été
effectuée de fagon 3 ce que les parties réelles des valeurs propres
des ?'i (i =1 3 n-1) soient toutes anégatives, la stabilité
du o*®T€ sous-systime Sn caractdrisé@ par la matrice d'ordre o,
Fun(x,t) est nécessaire et suffisante 3 la stabilité du systéme
global décrit par (III-11).

Dans le cas ou la décomposition introduit effectivement une ou
des matrices Fii’ l'ordre de la matrice an(x,t) est strictement
inférieur 3 celui de A(x,t). -

Il vy a alors réduction d'ordre dans 1'étude de la stabilité du
systéme, Nous allons appliquer cette méthode et montrer son intéré&t
sur un exemple. .

Exeggle :

Soit le systéme décrit par son &quation en régime libre :

x(t) = A(x,t) x(t) (III-12)
avec :
-2 1 2 fl(x,t)
-1 =2 0 £,(x,1) :
A(x,t) = (I1I-13)
1 1 -1 £,(x,t)
3
! 0 1 1 f4(x,t)
fl’ f2, f3 et f4 sont des fonctions de Z et t
£. et £_ sont bornées pour (x,t) e e§;27 >4 +

1 2




Nous pouvons poser :
Alx,t) = Ao + v(x,t) hT

avec : n' = (0,0,0,1) (1II~-15)
T
v(x,E) (fl, f2+1, f3-2, f4)
-2 1 2 0]
-1 -2 0 -1
Ao = (I11-17)
’ 1 1 -1 2
LVO 1 ) 1 0
T T2
Le calcul des vecteurs h, A° h, Ao h... donne :
0 0 0
0 1 -1
h =0 AoTh_- 1 AEZ h = }-1 = h - AoTh (111-18)
1 0 1

Le polynSme minimal de h relatif & AOT est dopc A2 er-1 ;
son degré est inférieur 3 4. Il est donc possible de décomposer

A(x,t) en une matrice triangulaire supérieure par blocs.

Pour cela, il suffit de choisir h et AoTh comme dermniers

vecteurs -d 'une base dams laquelle nous

I1 vient (III-19)

allons exprimer AT(x,t).

10 |
|
I I | (II1I-19)
0 1 0
01
-2 " ~1
_ -1 -2 0 £ (x,t)
el ax,t) BT = 2 (mr-20)
0 0 -1 £ (x,t)+f,(x,t)
2 3
0 0 1 f4(x,t)
-1 2
1
le changement de base Q = 11
1
permet d'écrire la forme canonique :
0 -3 -2 2—fl+2f2
. 1 =4 0 £
qQ 2T atx,0) 2T Q7! = 2 (zr-22)
0 0 0 f2+f3+f4
0 0 1 f4 -1

0 -3

la matrice F =
1 (1 -4

) " a ses deux valeurs propres -1 et =3 négatives.




On peut réduire de fagon &quivalente 1l'&tude de la stabilité de (III-12) 3
celle de (III-23) :

o 0 fz(x,t) + fs(x,t) + fa(x,t)

g = « ¥=F,(x,t) Yy (ITII-23)
1 f4(x,t) -1 22

Par les méthodes exposées précédemment, Fzz(x,t) se met immédiatement sous
forme "en fléche” Fzz’(x,t) (I11-25), de polyndme symbolique p( A,x,t)
décrit en (III-24) :

, 2
p( ,X,t) 8 )\ - (f4r(X,t)—1)}" -(fz(x9t) + f3(x9t) + f4(x’t) ) (III-24)

a —a2- Q) + £, + £, 4 f

2 3 4 (I11-25)

] -
F22 (x,t) =
1 £,-0 -1

Selon les expressions des fi (1 =2, 3 ou 4) la stabilité du
systéme correspondant peut &tre traitée par les méthodes usuelles.
Notamment, dans le cas oi il existe un rael a tel que p(g ,x,t) soit
toujours négatif, l'application des conditions du linéaire se réduit
au critdre de ROUTH-HURWITZ sur le polyndme symbolique :

I1 vient la condition de stabilitéd :

Jaco VZeARG  [1-5(X) < 0O

5 (II11-26)
3 - +£
atsa (1-£fD)< @ +ET)+E(XI<0

II - ETUDE DE LA STABILITE VIS~-A~VIS DES CONDITIONS INITIALES

Nous avons précédemment &tudié la stabilité globale de certains
systémes : cependant il est des cas ol il n'est pas possible de prouver
que 1l'dtat x(t) d'un processus coanverge vers sa position d'équilibre
indépendamment de sa valeur initiale x(to). I1 s'agit alors de
rechercher un domaine d‘'attraction, ou de stabilité vis-3-vis des
conditions initiales, défini comme un ensemble de wvaleurs du vecteur &tat
ats= to garantissant sa convergence asymptotique vers sa position
d'équilibre [28] [29). ( termes définis dans 1'annexe A.)

Dans un premier temps, nous proposons deux déterminations suffisantes
d'un tel domaine pour une large classe de systémes continus
stationnaires.

Ces deux méthodes sont ensuite appliquées aux systémes 3

non~-linéarités de rang 1, et illustrées par des exemples.

2o b ot




II.1.

L

Classe de systdmes &tudiés

Nous allons tout d'abord particulariser la partie des
composantes du vecteur &tat x qui intervient explicitement dans les
éléments non-lindaires du systdme. Celui-ci est alors défini par
(I11-27) :

x(t) = A(x,) x(t) (I11-27)
te L§77l

< 5p°

x-E'-(xIT,xZT) xle@ql xze,@qi

A :‘@%__,@‘I"q ql+"{2-q
La relation (III-27) peut aussi s'exprimer sous la forme
(III-28) :

-
-] - -
- -
X Ay (xp) 4y, (%) x,
= (111-28)
%2 | A28 Agp (X)) %y
atj (xpe 9P WY i =1 ou 2

Cette relation permet d'introduire une matrice pseudo-majorante

M(xl) adapté@e 3 l'étude, associde i deux normes vectorielles

P, (x) et p, (x)) définies en (III-29)

p ) GPI—GP"
pz( ) .@qb@kz (I11-29)

pij (Aij(xl) ) étant la matrice pseudo-majorante associée &

Aij(xl) pour ces normes, il vient (III-30)

p [a x)] P [A ix)]
M(x1) = 1111 1 1212 1 (111-30)

X
p21["'\21()(1)] P2 Azz( 1)]
M(x)) € @ xk
Toute matrice M*(xl) telle que 1'inégalité (III-31)
M*(xl) 2 M(xl) : (I11-31)

soit vérifide composante i composante est aussi une

pseudo-majorante du systéme (III27).




I1 vient le théorédme (III~l) :
théoréme (III-1) [10] : B
Si M*(xl) est l'opposée d'une M~matrice pour tout X, € S;%?qt

et si les conditions initiales du systdme décrit par (III-32)

z = iWﬁxg~z

k k
zT= (zT,zI ) zle@ 1, zze@ 2

satisfont la relation (III-33) :

T = ol T -33
th'- [p1tx1) , p2(x2)]t=t_ (Or-33)

alors on a composante 3 composante l'inégalité (III-34)
2’ > [pftxp , lexz)] Yt > t, (1 -34)

De plus, z et x convergent asymptotiquement vers les positions

d'8quilibre z = 0 et x = 0.
Il counvient maintenant de dé&terminer 3 partir de ce résultat des
conditions permettant de conclure i la stabilité vis-3-vis des

conditions initiales,

II.2. Détermination d'un domaine d'attraction [28]

2.1. Définition d'une classe de normes

Nous proposons maintenant de définir deux critéres basas

sur deux approches différentes des systdmes majorants :

- 1'un consistant 3 appliquer la seconde méthode de
LYAPUNOV 3 un systdme majorant non lindaire [30] [31]

- l'autre utilisant un systéme linéaire asymptotiquement

stable qui majore localement le systéme réel.

A cet effet, il convient par la sﬁite de définir une classe
particuliére ¢ de normes scalaires notées ¢ (.) telles que,
pour tous les vecteurs u, v d'un méme espace@s (Sg/%:
la vérification composante 3 composante de la relation
(111-35) :

O<uxv (I11-35)
implique celle de (III-36)
d(ulg ¢(v) (III-36)




Les normes ¢ (.) peuvent &tre par exemple de HOLDER et
définies de mapidre naturelle 3 partir des composantes du
vecteur de E;Z?sconsidéré fas].

Remarque : La condition imposée ici est généralement vérifide.
" Cependant, certaines normes ne conviennent pas. La norme
définie par n (xl, x2) = !xll + lxl.-le , par
exemple, n'appartient pas 3 la classe ® . On a en effet,
composante 3 composante @
(0,00 < (1,00 < (1,1)
et par contre a (1, +1) ¢<n (1,0).

La relation d'ordre n'est pas conservée dans ce cas.

-- - - I1,2.2. Premier critdre : systdme majorant non-linéaire localement

stable

- Notons S¢¢ (.) la matrice pseudo-majorante associée 3 la

norme scalaire de vecteur ¢ (.) (III-37)

$ €@ s . OP* op” [11-37)

Par extension de langage nous &criroms (III-38)
¢ (2) = ¢ (z,,2,) (o1 -38)

Critédre III-1 : Le domaine dé&fini par 1'inégalité

$ (pylxds p, (x5) ) < B (LI -39)
est un domaine d'attraction pour l'état d'équilibre x = 0 du

processus décrit par la relation (III-27) si :

<3Y>o> (Vxe@q> (4: (py (x}),O)< B = s¢¢(Mu9)_ s-Ygo)

(I1I-40)

Démonstration du Critdre III-1 :

Nous allons définir une fonction candidate & LYAPUNOV v(z)

continue et telle que :

viz) =%z}

2 = CAx)Ax)) (III-41)




2.3.

Critére III-2

I1 vient : D'v(z)g SM(M (x)) viz) (I1I-42)
Lorsque la condition (III-43) :

SpelM(X) ) <=Y <0 (I1I-43)
est vérifide tous au long des trajectoires du systéme, la
stabilité asymptotique en découle. Ceci se prodult si
1'évolution de x(t) se fait dans le domaine (III-39).

Supposons (III-40) vérifige.
Soit.xo un vecteur de conditions initiales appartenmant au
domaine défini par (III-39). On a alors :

$(p, (%), 0)<P(P,(X5) 1 Pyl %)) < B (I1I -44)
et par conséquent :

[SM(M(x.l)ﬂ‘:tug -Y <o

lLa fonction v(z) est donc décroissante 3 t = to;v(z)

(111 -45)

étant continue, le vecteur x(t) restera donc dans le domaine
défini par 1l'intdrieur de l'&quipotentielle de LYAPUNOV
v(pl(xl), pz(xz) ) = B . Dans ce domaine, le sytdme
converge vers x = 0.

Deuxidme critére : systéme linéaire stable localement

majorant

Nous allons maintemant supposer que M*(xl) peut &tre
choisie constante. La loi régissant 1'é&volution du systéme
majorant peut alors €tre explicitée par intégfation de
(I1I-32) et (III-33). Il est donc possible de majorer cette
évolution lorsque le systdme linéaire est stable.

Notons M*(x), si elle existe, une matrice 3 coefficients
constants, définie dans un voisinage de l'origine et vérifiant
les inégalités (III-31) pour tout x satisfaisant la contrainte
(II1I-46):

b (p,(x)) <% ae P | (11I-46)

: Soit le systéme non-lindaire décrit par (III-27)

-]
x(t) = A(xl) x(t) (11I-27)
S'il existe une norme scalaire $€ P (III-36) et une

constante  positive telles que :




(III.2.a) Le systdme décrit par 1'équation
z =¥ (a) z (III-47)
est un majorant lindaire asymptotiquement stable du
systéme (III-27) dans le voisinage de l'origine
défini par :
$ (py(x) ) < a (II1-48)
(111.2.b) Il existe un voisinage de l'originegfgzz;clus dans
E;Z?kl x kZ tel que si les counditions initiales
de (III-47) sont dans‘fgzzh ait :
Max ¢ (z,(t)) < a (III-49)
te
alors 1'état d'@quilibre x, = 0 du processus dont
1'évolution est décrite par la relation (III-27) est
asymptotiquement stable dans le dcmainefézg'défini d partir

des vecteurs x tels que :

(p 1(X1) , Pz(xz) ) € Q?

Démonstration : Posons x(t_ ) = x .
Q o] =
D'aprés la définition de E;;Z, il vient :

o .
o ={Xo, (III-47) vérifie (III-49) pour tout zo = p (xo)

Considérons la solution z(t) du systéme (III-47) définie 3
partir des conditions initiales z(to) = p(xo) =z .

L'hypothdse (III.2.b) é&tant supposée vérifiée, 1'é&volution
de z(t) se fait dans le domaine dé&fini par ‘#(zl) <a

Le systéme (III-47) &tant asymptotiquement stable, il

suffit de démontrer qu'il reste majorant de (III-27) et donc

que :
Vte7- P (x (D) g @

At=1t ,x appartient 5522?,
o’ ¥o 3PPALT o
¢ est une norme scalaire, donc continue surfég?k.
Par conséquent, ¢ (pl(xl(t)) ) est une fonction
continue et la trajectoire de x(t) ne peut sortir du domaine

A qu'en passant par un &tat tel que :

¢ (py(xp) ) = @ (I11-50)
D'aprés (III.2.a),en a alors: Z, > P ﬁxl) T
11 vient : $ (zl) > ¢ (pl(xl)) (I1I-52)

Mais (III-52) contredit la définitiomn defézg.

x(t) restera donc dansfggz'pour tout t dans f;.




2.4, Application aux systdmes de type LUR'E POSTNIKOV

Ces méthodes de détermination de domaine d'attractionm sont
particulidrement adaptées 3 ce type de systdmes (décrits en
(1-10), (I~11), méme lorsque plusieurs lignes (ou colonnes) de
la matrice caractéristique du régime libre soat non
constantes.

Les composantes de xe‘gigjq traitdes par les
non-lindarités sont alors réduites au vecteur

v, ='0‘=Cxe1@n= @ql‘

Définissons.yze q? tel que YT=(Y1T; YZT

)

soit un vecteur &tat du systéme.
Pour cela, nous introduisons la matrice de changement de

base Pe 9X9 .onstante et régulidre :
c _ .
P =lD] . p~l [ N1 (III-53)

avec C, D, M et N matrices %9, dyXq, axq, et gxq,

© On a alors (III-34)

PL(t,x,0) P t=pap " l+pB(£)y* (t,x,0)CP " (III-54)
Par hypothése (III-53) C, D, M et N vérifient (II1-55) et
(II11-56) :
L - R e e I
q2xgl | Io (III-56)

I1 vient (I1IS7)

*
PB (&) ¥*(t,x,0)CP *= [PBY

(axql)

0
(qquJ (III-57)

D'aprds (III-54), l'équation du systéme s'Bcrit donc

maintenant (III-58) :

§ =
Azl(t,x,c) Az2

Les matrices A12 et A22 gtant coustantes, l'étude de
stabilité vis-3-vis des conditions initiales par les méthodes
proposées est nettement simplifie : les termes non constants

sont regroupds dans les premidres colonnes de la matrice.

A, (eixa) Ay ] .y (ITI-58) .




2.5. Stabilité et fonction de LYAPUNOV

2

Dans le critdére IIT-2, nous avons proposé d'é@tudier la
stabilité d'un syst3me non-linéaire sans faire intervenir de
fonction dé LYAPUNOV : il s'agit de majorer, méme localement,
le processus par un systéme linéaire domt 1'&volutiom,
calculable, doit rester dans un certain domaine.

Ce rdsultat confirme la généralit@ des méthodes de
majoration, puisqu'elles &largissent le champ des méthodes
traditionnelles d'&tude des systdmes non~-linéaires. Notouns
toutefois que d'autres critdres conduisent 3 l'analyse de
systémes sans utiliser de fomnction de LYAPUNOV (méthode du
premier harmonique, de POPOV, etc...).

Par contre, dans le premier chapitre, nous 4vogs envisagé
une &tude de stabilité 3 partir d'une fonction candidate
particulidre : cette fonction &tait de LYAPUNOV pour le
systéme de comparaison, mais non pour le systéme initial.
Comme nous 1'avons dé&ji montré, (chapitre I, § II4), ce
résultat original illustre parfaitement 1l'apport de la notion
de systéme de comparaison dans l'analyse des systémes

non-linéaires.




2.6. Exemple d'application des deux critéres. Changement de régime

Considérons le systéme constitud par deux filtres du second

ordre i commande non-linéaire et interconnectés (fig.III-2).

fL ad e+ BP
s, o (s
2y . 1 || (%) 1 ! _#
‘7/ u p(t+Tp)
a+ ,l,p
- b+kp
“_Lﬂ;\ 2 ol ot 02(22) 1 )
k]-/ L2 p1+Tp)
, B +up

Figure (III-2)

Lorsque l'entrée (ul, uz) est constante, le systéme

peut se mettre en &quatiomns sous

° A L 3 g =
& -7 ‘Tg
. k =

S |-7%
S R
0 l £ ]
_YZ_ L 0 T(PZ

Nous supposerons que :

T>0 Y T)O

Vi=1,2,‘P*i(Ei) >0

A
-d+?

. b+.1§.
.1
T

0

si 81-

la forme (III-=59)

- a+%

-ﬁ{.%
0

-1
T

#0

Chaque fonction de transfert comporte un intégrateur pur.

Les dé&rivées y1 et y2 des sorties Y et Y, sont alors

variables d'état.

ot




Le systdme &tant en &quilibre pour unesemble de consignes
constantes (ul, uz), une variation brusque de consigne de
valeur ( A 4y, A uz) peut déstabiliser 1'ensemble.

Cependant, si le s_ystéme reste stable, son seul &tat
d'équilibre sera ';1 = ;2 = 0, et donc d'aprés (III-59)

sl = €, = 0. L'étude de la stabilité en réponse 3 deux
echelons A u; et Auz se réduit donc 4 1l'analyse de la
convergence de l'état ( E:l, 2 yl, yz)T vers sa
position d'&quilibre O pour des conditions initiales vérifiant

(I1I-60) et (III-61) :

£ =0u € = Du

00 7 (111-80) [ 20 2
y1o 0 Yzo 0

Si on choisit la norme vectorielle p définie par (III-62) H

{I11I-60)

Vx= (xl, Xy Xgo xa) , P(X) = (!xll +*le ,'IXBI . !xhl)

on obtient la matrice pseudo-majorante M(E 1° 82) en

flache mince, 3 non-~lindarités de rang 1, décrite en (III-63):

Max | o" (=izlkl ),p;(ﬂ_%} Liat|-{k=be| 1f=aTl.[4~5T|
T -c T - T T
Mg | 4 0
19 2l
T 0 T
- T3 laquelle on peut appliquer le critére III-l : -
posons: mv?‘l(E‘I’EZ): Max ( -1 ‘I"k{ ) -u, Lz* }
m.. = A=azlelk-bl
1 T
_aTl+|u—BT
= ¥ a’l"‘r l

les conditions de KOTELIANSKI s'écrivent alors (III-64) :
m (€, €)) + 9% (Eg)) my, +0%(E&)) my <0

Application numérique :

T=1 =1 ,

A=5 k=1 a=4 =-2 (T11-65)
u=6 £=2 B=58 a=2

Il vient :

myy ——4 Min{ gz, 2 )}

M= 2 :

m,;,= 1

(I1I-64) devient alors :
4 Min (@€, 0 ey} > 24fie) - 0)le)

ce qui détermine le domaine d'attractlon@ défini par :

@o:{ (6.6, VigltEd<a 054(E,) < “’351)“'5@(82}




Le réel o dépend des formes de 4?*1(&:1) et ‘P*Z(EZ).

Si par exemple ¢1 et ¢2 sont des non-linéarités définies
par :

= €3
¢1(€ﬁ E1 * g

€)= 2¢3
?2( 2 282 + g,

on a la condition :

-Q5+€2 < E <3€ +05

Ce qui definit le domaine ouvertfgzz’(voir fig.III-3) :

G- [ el |

(V)

\\‘E Y 1

-1

Figure (III-3)

Conclusion de l'application du critdre III-1 :
Nous avons vu que ( € €95 fl, ;2) = 0 est un

8quilibre en régime permanent. Le systdme (III-59) (ILI-65)

(III-66) étant en équilibre pour une entrée constante (ul, 2)
tout changement de consigne (A uy, A uz) tel que

IAU44AUJ<:‘E' sera suivi de fagon stable par le systéme.
I1 s'ensuit une variation de sorties ( Ayl, Ayz) définie

par :
o= A - A
Ayl 5 u, 2 u,
24
= Ay
87, 28u) 4wy
24




I1 peut &tre &galement possible d'appliquer le
critére III-2

: si par exemple il existe un r@el o tel que
(I1I-67) soit vérifige :

leHe kY = {o <o <qlel2o (111-67)

0 <o <g*(ez)<2a

on peut choisir comme pseudo-majorante linéaire la matrice
A d'ordre 2 définie par :

Max

(— {_lll)o, (--l *h(‘ )0. }

T

Max

g g | 1 1
T } Ma*{'?"ﬂ
et correspoundant 3

Pl (El,‘iz) =l€1i +!€ 7!

-

|

Py Gps ¥ =1y L+ 17,

les mémes valeurs numériques (III-45) dounnent :

-40 2

20 -1

A est stable : ses valeurs propres sont 0 et(= 40 = 1)
A est donc un majorant lindaire stable du systéme consid&ré
pour ‘E1|+,€2| <Y
I1 s'agit maintenant de dé&terminer pour quelles‘conditions
initiales on a :
max [z] < Y
t e

Le processus est statiomnaire. Nous poserous donc, sans

restriction, to = 0, La résolution du systéme linéaire par

diagonalisation donne :
z (42,00-2259) -elaon))
- + + - 2
z, {22,y t) = 20 220+ \42Z1g0 =229

40+ 1




Dans tous les cas, le maximum de zl est :
Max{lz‘(*oo){,lzl(o)l}
Max{lﬁ! » | 2] }

1+40

Max z,(t)
t «(0yc(

Le domaine de conditions initiales garantissant une

majoration correcte de 1l'é@volution du systéme linéaire est :

@ : {(210,220) y 120l Y 12,00 225 ] <V (1+40) }

, s 9
6\/0 est raprisent3 £ig.(IIF). Si,i t = to,(|E1l+l€21,ly1i+lyzl)

appartient a ,+d trajectoire comverge asymptotiquement vers x, = 0.

(]

. . s ; . { <
L2 domaine de wvariatious de counsigne \'—\ EX,A 2 81 ragime

8tabli est alors défini par :

H
&y ={(A€1,A€2) , laglsjoe le Y|
jéo’ eést représenté sur la figure III-S.

Conclusion : ‘
Si pour out (El, E'Z) dans .@:, il existe o
vérifiant (III-_-67), alor:s@ﬁar est un domaine d'attraction
pour le systéme (III-59) (III-65) et en régime &tabli, toute

6 r?
variation brusque de consigne restant dans "“/o laisse le

systéme stable.




2)

nus

-V(1+40)

D

h

2

Zyo= YoVl

057 (144a)
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II.3. Application aux systdmes de type II :

La théorie qui a &té& présentde est valable dans le cas d'un
systéme 3 non-linéarit@s de rang l. Elle est notablement simplifiée
dans le cas d'un systéme de type II : on retrouve, comme pour les
systémes de type LUR'E POSTNIKOV, un regroupement des termes non
constants dans la derniére colonne de la matrice représentative du
régime libre.

La décomposition du vecteur &tat x est alors la suivante :

x =&« % -1 (III-68)

La premiére composante est ici la seule variable traitde non
linéairement ; on sait de plus que cette quantité € est une
composanté commune 3 tous les vecteurs &tat qui donneni lieu 3 une
reﬁrésentation matricielle gimple (c'est-3-dire avec une seule
colonne non coustante).

Le probléme de stabiliti& locale pour les processus de type II
peut donc &tre traité 3 partir d'une mise en &quiatiom par polyndme
symbolique : la connaissance du changement de base menant i la
forme matricielle choisie a'est pas nécessaire, puisque la
variable £ est directement accessible dans toutes les
représentations.

Nous pouvons par exemple traiter dans cette optique l'exemple
déjd consid&ré au chapitre II, § III.3.5. et chapitre III,§ I.1l.

€ est, l3 encore, variable d'état.

€ tend vers z&ro si les gains équivalents f* (e ) et f%* (s )
évoluent dans le domaine 522? décrit fig.(I1I~ 1) Les cr1teres de
stabilité vis-3-vis des conditions initiales permettent alors
d'étudier 1'influence d'un changement brusque de consigne.

Une coustruction graphique permet alors de déterminer, comme sur
la figure (I1I-7), le domaine de variation de consigne admissible
en régime &tabli, défini par (III-70): '

@“ = lefcx =>( ffig), £iE)) € Q}

Pour la coustruction fig.(III~7), nous avons pris pour exemple :

3e+ €2 &ilek
#(E) = |
4 si |g]> 1 '
= « =15 et @:{E,lald,s
| -5 si |gg 2 «
fz(E) =
-1 si [€>2




~ Figure (III-7) =

Non-linéarités et gains &quivalents.




I1.4. Application au choix d'un moddle linéaire pour un systéme

non-linéaire localement stable [32]

I1 peut 8tre utile de disposer d'un modéle simple pour assurer
la commande d'un processus, notamment pour obtenir une &valuation
de son &tat (non accessible). Lorsque le systéme physique 3
asservir n'est pas linéaire, la modé&lisatiom la plus facile 3
effectuer consiste 3 remplacer les parties non linéaires par des
gains constants les approchant au mieux dans un certain domaine.
Lorsque le processus n'est stable que localement, la linéarisatiomn
doit s'effectuer autour des valeurs correspondant aux gains
non~linéaires considérés dans le domaine de stabilité. Le modéle
est alors globalement stable.

Cependant la stabilité du modé&le linéairs ane suffit pas en
général 3 assurer la validité de la modélisation : on doit aussi
pouvoir assurer que les &volutions de 1'dtat du modéle restent
comprises dans le domaine de stabilité du processus, de fagom &
assurer la cohérence de la mod&lisation avec le systdme riel [32].
Le modéle peut, par exemple, &tre utilisé pour définir une commande
qui doit tenir compte des propridtds de stabilité réelles du
processus. |

Le but de cette &tude est donc d'utiliser les résultats
précédents pour définir une matrice-mod@le M telle que
1l'approximation du processus par ce modéle reste valable pour
toutes les conditions initiales assurant la stabilité du systéme
réel.

Si le systéme réel est d'ordre q, décrit par (III-71) :

x = A(x) x A = (agy () ) (III-71)

le modéle est alors de méme ordre, déerit em (III-72) :

o

x=M x M= (mij) (III-72)




- , - -
(angente en O Tig T
)

Figure (II1I-3)

Chaque terme mij peut &tre déterminé de diffdrentes fagons
(fig.(III-8) ) :

- soit par &galitd avec la tangente 3 l'origine de la fonction non-

linéaire,

- soit par majoration du gain &quivalent sur un domaine

(—xio’ xio)

- soit en définissant une pente intermédiaire, qui peut &tre la

moyenne des deux premiéres.

Des résultat de simulation décrits figure (III-10) font
apparaltre que les deux premidres approximations sont souvent
insuffisantes dans le domaine de stabilité :

- une approche par la tangente 3 l'origine est assez imprécise,

- une approche par majoration conduit 3 des trajectoires sortant

du domaine de stabilité&, ce qui peut domner lieu 3 une
commande incohérente avec le processus réel,

-~ 1l'approche par moyenne de secteur permet ici d'avoir une

meilleure approximation des trajectoires que par la tangente,

et 8galement définira une commande toujours admissible.
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Le systéme simuld@ &tait ici représenté par (III-73)
-

1 r X *7
o114 / / e

-1 0 0 .| e

* *
i 0 o,zoe/1 -0,1- A 2

- - -

L 1]
%‘ Qﬂ %o

ce qui correspond au schéma-bloc de la figure (III-9~-1) et au
schéma de simulation fig.(III-9-2) et (III-9-3). La forme des
non-linéarités est décrite figure(I1I-9-4).
11 apparait que pour garantir la validité du mod&le linéaire, il
faut vérifier le Critdre III-3 : '
Critdre de validité d'un modéle linéaire (III-3) :

Le domaine d'attraction du systéme non~lindaire est un

ensemble invariant pour le systéme linéarissé,

En effet, pour toutes les conditions initiales assurant la
stabilité du processus, les trajectoires du modéle linéaire
resteront dans le domaine de stabilité. Cet ensemble Ztant
défini par une majoration de aormes, une tZsolution des
8quations lindaires ou une simulation permettent d'appliquer le
eritére,

La méthode proposée est douc plus précise qu'une
approximation par la tangente 3 l'originme (valable dans un
domaine souvent trd@s restreint) et plus sdre qu'une mod&lisation

par majoration sans vérificatiom.




III - CONCLUSION

11 apparait que la connaissance du changement de base qui permet
d'écrire la matrice caractéristique d'un systéme 3 non-linéarités de
rang 1l n'est pas indispensable dans de nombreux cas.

La stabilité globale d'un systéme peut &tre analysée 3 partir de
toute_représentation semblable de cette matrice : 1'explicitation de
1'état n'est pas nécessaire, car l'interprétation des conditions
trouvées gse fait directement sur les termes non-linéaires correspondant
i la description bhysique du processus. Il est &galement possible, dans
certains cas, de traiter la stabilité d'un systéme d'ordre réduit et
d'en dé&duire des conditions aussi larges sur le systéme réel.

La stabilité vis-3-vis des conditions initiales peut &tre &tudiée 3
partir de représentations trd@s générales des systémes, notamment ceux de
type LUR'E POSTNIKOV.

Les méthodes proposées permettent d'analyser la stabilité d'un
systdme non linéaire sans faire intervenir de fonction de LYAPUNOV.
Elles peuvent également &2tre utiles em modélisation et sount facilement
applicables i des systdmes mis en &quation par polyndme symbolique. Dans
certains cas, la notion de stabilité locale peut recouvrir celle de
stabilité 3 un changement brutal de régime &tabli.

La méthode permettant de représenter directement un systéme dans
différentes bases d'&tat est donc exploitable dans de nombreux cas, elle
permet de choisir une forme wmatricielle d&finie 3 priori, d'identifier

ses composantes et d'@tudier 3 pértir de cette représentation la

stabilité locale ou globale du processus.

R
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CONCLUSION GENERALE

La définition d'un invariant de représentationm, appelé polyndme
symbolique, associZe 3 une décomposition canonique d'un type de matrices
non constantes, nous a permis de définir une méthode de mise en &quations

des processus.

I1 s'agit dans un premier temps de déterminer une quelconque
représentation matricielle du'systéme d partir de ses caractéristiqueé
physiques. Dans une deuxidme phase, une forme matricielle doit 8tre
choisie, qui puisse douner lieu 3 une analyse concluante du systidme, puils
identifiBe par des critéres précis. Dans un troisiéme temps, il est
possible de dé&finir a posteriori le changement de base d'dtat

correspoundant au passage de l'ancienne formulation 3 la nouvelle. Cette

troisidme partie n'est cependant pas indispensable dans de nombreux cas.

L'int8rét de la méthodologie proposée r3side essentiellement dans le
fait qu'elle permet 3 l'ingénieur de disposer d'un large dventail de
représentations matricielles canoniques facilement utilisables. Dams ce
sens, nos travaux donnent facilement accds aux puissantes méthodes

matricielles d'analyse, souvent réservées au spécialiste.

D'autre part, la méthode proposée permet d'&tudier l'existence de
changements de base entre des matrices non linéaires, et d'expliciter ces
changements si cela s'avére nécessaire. Cet aspect du probléme peut &tre
développé en vue d'obtenir de nouvelles représentations matricielles,

-

mieux adaptées 3 l'analyse ou 3 la synth@se de processus.

Une approche de différents types de stabilitds 3 partir de
représentations obtenues par identification de polyndmes symboliques
montre la généralitd d'utilisation de la méthode.

Dans ce mémoire, nous nous sommes limités 3 certaines
classes de processus non linéaires. Nous envisageons donc de poursuivre
nos travaux en vue de généraliser cette approche i des systémes et

représentations plus complexes.







ANNEXE A

DEFINITIONS RELATIVES A LA STABILITE EN REGIME LIBRE. METHODES D'ETUDE.

A.I. - DEFINITIONS

Nous allons &tudier le régime libre d'un systéme continu. Lorsque les
paramétres du modéle sont parfaitement déterminés, ce systéme peut &tre
représenté par (A-1) : t

X = £(x,t) (a-1)

x(to) =X

Les propriétés d'existence et d'unicité de la solution x(t,to,xo)
de cette équation sont supposées vérifides., La fonction f définit alors {
un systéme physique déterministe.

Nous allons rappeler quelques propriétés que peut présenter une
position d'équilibre X, d'un tel systéme. Nous poserons par hypothése
que cette solution X, de f(x,t) = 0 Vt est un point singulier.

Définition 1 : STABILITE

L'équilibre x = x, est stable si :
Ve>o,Vtro, st 0T~ [l<ks = Vi, || Ttxe)-xll <

Ceci signifie que pour des conditions initiales suffisamment proches de
1'équilibre x = X la trajectoire reste dans la boule fermée de centre X,
et de rayon ¢ fixé arbitrairement.

Définition 2 : ATTRACTIVITE

L'équilibre x = x, est attractif si :

30>0,Vn>0 » AT Toky) » Vit { %~ Tllce = Il it x,t)- xll<n

L'attractivité implique la convergence de 1'état vers ke au- bout d'un
temps infini, lorsque les conditions initiales X, se situent dans une boule
de centre X, de rayon p .
Définition 3 : STABILITE ASYMPTOTIQUE

Lorsque 1'équilibre x, est 3 la fois stable et attractif, il est dit

asymptotiquement stable.

Ceci suppose, en plus de la condition d'attractivité, que les trajectoires
x(t,xo,to) restent arbitrairement bornées pour des conditions initiales

suffisamment faibles.
Dans les dé&finitions 1, 2 et 3, l'instant initial to influe sur 1la

détermination de T ou § . Certains systémes non-stationnaires, par exemple,




-

convergent différemment selon la valeur de leurs coefficients 3 t = t,e Pour
un processus stationnaire ou i coefficients périodiques, par contre, la valeur
de,to n'intervient plus. Les propriétés de stabilitéd et d'attractivité sont
alors plus particuliéres, et sont dites uniformes :
Définition 4 (PERSIDSKII 1961) : STABILITE UNIFORME

L'équilibre x = X, est uniformément stable si :

Ve>0 , 38(8)>0 » Vt, s {l|m0~m,||<a = Vit || Tex,.t,-T,ll<e
D&finition 5 (HAHN 1967, ANTOSIEWICZ 1958) : ATTRACTIVITE UNIFORME

L'équilibre x = x, est uniformément attractif

- par rapport i t_ si : 3p>0,Y9>0,3T,X, ), Vt2t,+T, { Iz Telf< o=t 1)}

-~ par rapport i x, si: 30>0,Vn>0,3Tmest,), V't >t°+T, {Ilmail‘-e!|<p:|lm(t,m ,Q‘mejk

Définition 6 (MALKIN 1958) : STABILITE UNIFORME ASYMPTOTIQUE

L'équilibre x = X, est uniformément asymptotiquement stable s'il est

uniformément stable et uniformément attractif.

Lorsqu'une des propriétés 1 3 6 est vérifiée sans restrictions sur le
domaine de conditions initiales elle est dite globale.

Ainsi, on aura stabilitd uniforme globale si dans la définition 4 omn a [imdl

e (]

De méme, x = X, est uniformément globalement attractif si la propridté §

est vérifide quelquesoit p> 0.

I1 est 3 noter que d'autres formes de stabilit8s ont &té introduites.

Citons notamment :

- la stabilitd absolue (LUR'E POSTNIKOV 1944) et 1'hyperstabilité [27]
qui font intérvenir la stabilité em tant que propriété d'une

famille de systémes, constitu@e en changeant les modulateurs non
linéaires d'un méme processus,

~ la stabilité dynmamique [15] [16] qui considére nom plus un point
d'équilibre, mais une trajectoire nominale,

~ la stabilité pratique [35] [36] : on peut aussi ne s'intéresser qu'aux
propriédtds du systdme aprds un temps ¢ de fonctionnement. Les mémes
notions: de stabilité, attractivité, uniformité, etc... pourront 3tre
adaptées 3 cette nouvelle forme d'&tude. Ceci revient 3 imposer au

processus un certain comportement 3 partir de 1l'instant t +r , avec

des contraintes moindres pour les instants coumpris entre to et to +7 .,




Définition 7 : DOMAINES DE STABILITE

"Lorsque le comportement d'un processus est stable pour toute
&volution de son &tat dans un domaine I contenant un voisinage de

1'équilibre x_, nous dirons que D est un domaine de stabilité.

" Définition 8 : STABILITE VIS~A-VIS DES CONDITIONS INITIALES
Soit ﬂzz le domaine de 9 4&fini comme suit :
q ‘355;25
9:{@':@ || 2| <2 } 9
1
“ zT=(zf1z§€@

Le systéme de vecteur &tat x(t) sera dit asymptotiquement stable vis-i-vis
des conditions initiales, de domaine de stabilité ikz , S1 pour toutes les
conditions initiales x, dans 322 ; les trajectoires x(t) convergent asymptotiquement
vers x_:Ve>0,Vt, , Vz,cD, , Bé(s,t,)E)o,cz),{Hz,— s =tz t)~2e|| <€ }
A.II. - THEOREMES DE LYAPUNOV [1]

A.II.1l. Notations et définitions [34]

Afin d'introduire les théor3mes de LYAPUNOV sur la
stabilité des &quilibres, il est nécessaire de rappeler
quelques définitions sur les fonctions intervenant dans les
‘énoncés. Yous ne considé@rons ici que 1'&quilibre x, = 0,
auquel le cas géméral X, # 0 peut se ramener par un simple

changement du repére d'état. On notera :

Rh,to = {(x7t) , Ixlich ;¢ 2t°}
R, ={x ,l=xlikh }
w une fonction scalaire de Rh danstgjgz continue,
différentiable, 3 dérivées partielles continues,
v une fonction scalaire de Rh,to dans 5;22 continue,
différentiable, 3 dérivées partielles continues.
Définition 9 : w(x) est dite positive semi-définie si :
w(o) =0
w(x) > 0 ¥x € Rh
si la deuxidme condition s'écrit :
w(x) > 0 ¥x € Rh - {0}

alors w(x) est définie positive. -

Définition 10 : v(x,t) est dite positive semi-définie si :

v(o,t)‘ =0 vt 2 to
i ’
3 b€ )o,h), V(x,t)¢ thto

si de plus il existe une fonction w(x) définie positive telle

vix,t) 2 0

que v(x,t) > w(x) V(x,t) € Rh to yv(x,t) est

et . 1
définie positive.




Définition 11 : Une fonction v(x,t) :é;%?q x(to, +<r(———> E;Zjest dite
"non bornée en rayon" (radially unbounded) lorsque
Va0 ,3>0 Jlxl>p=> Vs, , vixt)>«|
Ce qui revient 3 dire que v(x,t) tend uniformément par

rapport 3 t vers l'infini quand ||x|| tend vers 1'infini.

Définition 12 : v(x,t) est décroissante si v(x,t) converge uniformément par

-

rapport 3 t vers 0 quand HxH tend vers O.

On peut introduire de fagon similaire les fonctions

négatives définies ou semi~définies comme les opposées

~v et -w des fonctions précédentes.

A.1I1.2. Enoncé des théorémes

Différents résultats sur les propriétés de 1'é&quilibre
x = 0 pour le systdme décrit par (A=-l) ont &té& énoncés. La
stabilité du systéme représenté par le vecteur état x sera
étudiée ici 3 travers la convergence d'une distance

généralisée v(x,t) de l'extrémité de x 3 1'origine 0.

théoréme 1 sur la stabilité [1]

L'équilibre x = 0 est stable s'il existe ume fonction définie
positive v(x,t) dont la dérivée totale v pour 1'équation (A-1)
soit semi-définie négative.

théordme 2 sur la stabilité asymptotique [1] :

L'équilibre x = 0 est asymptotiquement stable s'il existe ume
fonction définie positive décroissante v(x,t) dont la dérivée
totale v pour (A-1l) soit définie négative,.

théoréme 3 sur la stabilité asymptotique globale [39] :

L'équilibre x = 0 est asymptotiquement globalement stable
s'il existe une fonction v(x,t) définie positive dans tout
1'espace, non bornée en rayon, décroissante, et dont la

dérivée totale pour (A~1) soit définie négative.

Une fonction satisfaisant les conditions des théorémes

1, 2 ou 3 est appelée fonction de LYAPUNOV pour 1l'équation

(A-1). La condition selon laquelle v est continue n'est pas

<o

nécessaire : on peut admettre pour v des sauts bornés [34] .




@

Dans de nombreux cas, les fonctions v peuvent présenter une
propriété supplémentaire : si il existe une constante ¢ > o
telle que : vix,t) est Vcompri.semephie,;dgw_t” ndrmg; de x

v(x,t) { - ¢ v(x,t) pour tout (t,x) sur la trajectoire ,

alors la stabilité est dite exponentielle. On peut interpréter

ce terme par le fait que v(x,t) est majorée par
v(xo,to) e-c(t-to).

I1 peut parfois 8tre utile de montrer que le systdme est
instable, Des thé&orémes similaires ont &té& énoncés, notamment
par LYAPUNOV, CHETAEV et PERSIDSKII [34] .

Dans 1l'&tude de la stabilité par ces méthodes, il s'agit
donc de rechercher une fonction de LYAPUNOV du systéme, dite
"fonction candidate”". On est souvent conduit 3 1'expliciter,
mais d'une manidre plus générale il suffit de montrer somn
existence, Lorsque l'équation est &crite sous forme
vectorielle, il est possible d'"essayer" quelques fonctions
candidates remarquables, assimilables i des normes scalaires
¢ (x) du vecteur &tat x .

" La fonction ainsi définie est continue, donc dérivable 3
gauche et 3 droite en tout point. Elle vé&rifie donc les
propriétés requises peour &tre candidate.

Notamment dans le cas ol ¢ est la norme du maximum

$(x,) = ¢ ( (xl xz..xq)T) = max fxys om aboutit
au critdre de ROSENBROCK [40] relatif au systéme (A-2):

%= A(x,t) x , avec A(x,t) = l?ij(x,tﬂ i,j = 1l...q (A-2)

Le systéme décrit par (A~2) est asymptotiquement stable si

il existe une constante § telle que :

MAX

q
+ 2la.llc-8<o0
i=laq =t Y

i ——

/
En choisissant comme norme : ¢ (x)= 2lx;l ouy 2 ;2)

ce méme critdre peut &tre appliqué & AT ou A + AT [2]
2

A.III. - SYSTEMES DE COMPARAISON [3] [4l

D'un certain point de vue, l'introduction d'une fonction de

LYAPUNOV v(x) revient 3 comparer un processus non lindaire d'ordre q

3 un systdme d'ordre 1 représenté par 1'état scalaire v(x). Si on




d'ordre q 3

montre que ¥(x,t)  -€ <0, le systéme en v est tout juste stable,
c'est-3-dire comparable 3 une fonction de transfert (p +€ )‘1.

Plus généralement, on peut &tudier 1'&volution du processus

i partir de celle d'un systéme linéaire ou fortement non

linéaire, d'ordre quelconque :
- = soit d'un ordre plus &lev& : on choisit une représentation

redondante du systéme [41] [43]

- soit d'un ordre inférieur ou &gal : il est possible de définir
des systémes de comparaison d'ordre plus petit que celui du
systdme initial et qui seront apﬁelés systémes agrégés. Ces
méthodes ont pour base les concepts de fonctions de LYAPUNOV
vectorielles [31] ou de normes vectorielles [31] ([30] [45]
Nous ne rappellerons ici que la théorie des systé&mes

pseudo~majorants [10].

A.III.1. Définitions : (31

NORME VECTORIELLE

Soit g@] un espace vectoriel et g, éf g{
des sous—-espaces deg g éf U Jg; ces U g

Soit x un vecteur de (O et x; ses projections sur lesé%z:

x, = Pri x od Pri est un opérateur de projection
de égZur é%i
On notera p; une norme scalaire (L = 1,2,..%)
définie sur p La fonction p définie par ses k
composantes Pye-+Pp et telle que :
p;(x ) =p; (x)
PO T
x —= p(x)

sera appelée norme vectorielle de dimenmsion k sur é%y.

Si k-1 des sous=espaces é%: ne sont pas suffisants

pour définir 1'espace é%? la norme vectorielle est
surjective. Si de plus les 1 sont disjoints deux 3 deux

( é%z n é%? = (0)1 x (O)j, ¥i # 3 = 1,...k) p est
dite réguliére.




SYSTEMES MAJORANTS :

Définition 13 :

Définition 14

Soit le systéme d'ordre n: x = A(t,x).a(t,x) (A-3)
avec A(t,x) matrice n x m A :@ __@nxm
et a(t,x) vecteur d'ordrem a if??@;Zﬁ‘——fég?m
Nous noterons D (pi(xi) et D+p(x) les

dérivées 3 droite le long de la trajectoire de S dans é%i
et dansg ooy .

La matrice M:~f§ éé%?ﬁ—-fé%?ka définit un systéme

majorant de (A-3) par rapport i la 'Norme Vectorielle p si
et seulement gi 1l'inégalité
D'p(x) < M(t,x) p(x)

-~

est vérifiée composante 3 composante pour tout X eé%p et

te. T .

On notera Prj* (G = 1...k) 1'opérateur de projection

de dans
et aj(t,x) = Prj*a(t,x) Vi = 1...k
= * * 14 =
Aij(t’x) Pri A(t,x)Prj vigj W*:f'k

M(t,x) = [#ij (t’x)]
La matrice M(t,x) est une matrice pseudo-majorante de

type canonique, si :

grad pi(yi)T Aii(t,x) ai(t,y)

:“ii(t’x) = Sup

ye piv)

(13)

T
- grad pfy.} A.. a.(t)y)
e (6,X) = Max {o , Sup e T }

1]
ytééé7 pj(yﬁ




Application :

Théoréme :

A.III.2.

Lorsque le systdme (A-3) s'dcrit sous forme (A-2) :

% = A(t,x).-x(t), la matrice M(t,x) s'écrit plus simplement

ad P i)r A (€,=) y;
Pii b = ‘?( 3 L
4 & et

r
[ pily:) Aglb=)y;
o= omas { o, P jm”i P C di
r‘“\ gég I"é(“ﬁ)

-

La matrice M(t,x) ainsi définie est 3 éléments hors
diagonaux positifs. Si ses éléments non linéaires sont

regroupés dans une seule ligne ou colonne, on peut donc lui

appliquer les conditions du linéaire (Lemme de KOTELYANSKI).

Soit M(t,x) une matrice pseudo-majorante du systéme S:

x = A(t,x) x
A(t,x) = (aij(t,x) Yy i,5 = l...q
associde i norme vectorielle p(x).
Si le systdme z = M(t,x).z est (asymptotiquement) stable,

alors le systdme S est (asymptotiquement) stable.

Critdre pratique de BORNE et GENTINA

Si la matrice M(t,x) est telle que ses éléments non
constants soient groupés dans une seule ligne ou colonne,
une condition suffisante de stabilité (asymptotique) du

systéme S est que - M(t,x) aie tous ses mineurs

principaux (strictement) positifs.

Applicationm : considérons la norme :
T
px)= (1xdsicat < 1541)

la matrice M(t,x) s'écrit alors :

[ 2y lap,l layy! la)ql ]
221 %22 . :

|2 © - 7 24y ' <
_la:lll . e e . . .o, aqq ]

si les &léments non constants de M(t,x) sont dans une seule
ligne ou colonne, les conditions sur les g mineurs

s'écrivent :

A a'lt.

S0 .- (-0) dE(MeE) >0

a, <O

Clyy Qg




ANNEXE B

THEOREME SUR LA STABILITE DES MATRICES TRIANGULAIRES PAR BLOCS

Nous allons dans cette partie démontrer un théoréme relatif 3 la stabilité
du systémev(S) représenté par 1l'équation (B-l): )
(S) x = A(x,t)-x - (B-1)

(x,t) e LB

dans laquelle x est un vecteur d'état décomposé en n composantes
vectorielles x; de fagon d& ce que la matrice A(x,t) soit triangulaire

supérieure par blocs pour ce partitionnement. Il vient :

— - - -

. . . . [} ¢
A ' Bya (%00 )
o CHRENTEO % -
— = ' x = |
A, ‘ X,
Q i . T
i Ann(x’t)J an‘

Vi = 1...n0=1, Aii

Ann(x,t) matrice non constante de R, 3 éléments bornés

matrice comnstante de j{nixni

¥i <j =1l...n, Bij(x,t) matrice non constante de 3{nixnj, 3 éléments bornés
Vi>j =l...n, Bij = 0 ¢ Rnixnj
Nous noterons (Si) le sous-systéme déconnecté d&fini par (B-3)
(si) x, = Aii(x,t) X, (B=3)
Théoréme : Le systéme (S) est asymptotiquement stable si et seulement si tous
les sous-systémes (Si) correspondant aux blocs diagonaux sont
asymptotiquement stables.

- Démonstration de la condition suffisante :

Supposons que toutes les matrices Ai i =1 3 n, correspondent

i)
3 des sous=-systdmes (Si) asymptotiquement.stables. Le temps
t, = 0 sera pris comme origine. L'&quilibre &tudié est x = 0.

Notonslxil une norme du vecteur x,, 1 =1 i n, et

i!
IBi (2,t)] la norme matricielle associde aux normes

lxil et]xj]. Les &léments de Bij(x,t) &tant par hypothdse tous
bornés, 1l vient (B-4)

3Py >0 V) € (XT,B), (Bl < P, (3-4)




Nous allons démontrer la condition suffisante par récurrence

descendante sur 1i.
= A (x,t) x est asymtotiquement stable par hypothése.

Q
X

n
Supposons que n~i dernidres composantes vectorielles X

convergent asymptotiquement vers 0. Il vient (B-5)
Vn>0 , 3T>0 » V t>T , Vkeln,i( s [x (t)kn et leA“tkn (B-5)

La propriété sur 1'exponentielle de Aiit vient en effet de

1'hypothése de stabilité asymptotique de (S{}-.

La i"™® ligne en X, s'édcrit (B-6) :
n
= (B'G)
Xy ARt kz, By (x2t) -3
les solutions en X, sont de la forme (K € jfa) :

x, - At g +] eAu(t-r) (g By (% -c)x,}it (B-7)

11-1

Posons (B-8)
b, = B
i kot ik (B-8)
I1 vient, d'aprés (B-=4) :
{B-9)

Loisl

.. t (BT
%41 € e 127K, ] *-L_ leAu(t ) b Max‘x dT

D'aprés l'hypothése (B-5), si t > T, (B-10) et (B~ll) somt

vérifides :
! Aut!<n et “B-thk'<’7 (B-10
i (e-T) ST
3K€R R, YTe(T,t), l i !4K1 (B-11
-0 < 0 est par exemple la valeur propre de plus grande partie
réelle de la matrice Aii :
(8-9), (B-~10) et (B-11) entralnemt alors (B-12) :
fx, 1 < n(IK,h bﬂ,é) (B-12
En posant @
- -
IK°‘+ by K, £ =K >0 (B-13

il vient :
¥Yny0, 3T>0, VeyT, Ix) ¢ Kn
(B~14) assure la convergence asymptotique de Ixi[ vers 0. La

propriété de récurrence (B-5) est donc assur@e pour k € ( n,i + 1(
Elle est donc vérifiée pour tous les indices de ligne k (1 3@ n).

Le systdme (S) est asymptotiquement stable.

Démonstration de la condition nécessaire :

Nous allons démontrer que si il existe au moins un sous-systeme

(S ) non asymptotiquement stable, le systéme (S) ne l'est pas non

plus.

(B-14



Supposons que 1l'équilibre x, = O ne soit pas stable pour

i
(Si) (définition 1, annexe A) :

(3e>0) (3toe R Vé)O)(IxiOKE et eyt o |Xi(tXigtd>E) (B-15)
Cela signifie que le fait de borner les conditions initiales de

x, ne suffit pas 3 borner arbitrairement 1'évolution de ce

i
vecteur dans le temps.

Si on choisit comme condition initiale du systéme complet le

vecteur x = 0, ... 0, x 0.. O)T, on aura i t = to :

io’
%, = By (x,E) %4
%4 = Brui(%t) X )
% = A % (B-16)
G = 0
io. 4

Seules les 1 premiéres composantes vectorielles de x vont
varier. L'ééolutiou de la wvariable X est alors caractérisée
entidrement par celle de (Si)' La norme de x &tant supérieure 3
celle de X, le systéme n'est pas stable.

De la méme manidre, si 1'équilibre X = 0 n'est pas attractif
pour (Si), [xi]ne tend pas vers zéro au bout d'un temps infini
et donc |x| non plus. L'Equilibre x = 0 n'est pas attractif

pour (S).
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