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Cette étude a pour objet deux classes particulières de feuilletages 

de codimension un : 

(i) les feuilletages presque sans holonomie (en abrégé p.s.h.) ; 

(ii) les feuilletages transversalement homographiques. 

Le but de l'étude est la recherche d'un représentant homographique 

dans chaque classe de conjugaison d'un modèle de feuilletage p.s.h. 

En effet, on savait déjà (cf. [sa 11) que tout feuilletage de 
2 

çodimension un de classe C sans holonomie sur une variété compacte est 

topologiquement conjugué à un feuilletage défini par une forme fermée. 

Tout naturellement, on s'est posé la question de savoir si un 

2 
modèle de feuilletage p.s.h. de classe C pouvait quant à lui être conju- 

gué topologiquement à un feuilletage transversalement affine. 

La réponse est affirmative si le champ transverse, au feuilletage 

est partout rentrant (ou partout sortant) au bord de la variété ; dans tous 

les cas, la conjugaison est possible avec un modèle de feuilletage transver- 

salement homographique. 

C'est là le résultat principal de ce travail ; il repose sur les 

résultats bien connus des feuilletages presque sans holonomie. 

Cette classe de feuilletages a été étudiée de manière approfondie 

par R. MOUSSU (cf. [MO 11). 

On sait, par ses travaux, entre autres, qu'un feuilletage p.s.h. 

ne possède pas de feuilles exceptionnelles et que le groupe d'holonomie 

d'une feuille d'un tel feuilletage est abélien libre. 



D'autres auteurs ont également étudié ce type de feuilletages 

notament G. Hector (cf. FE 11 et FE 21) dont le théorème de réduction - 
permet de ramener l'étude d'un feuilletage p.s.h. à celle de modèles, 

et H. Imanishi (cf. [IM 21). 

Le théorème de conjugaison a aussi nécessité l'étude des 

feuilletages transversalement homographiques. On n'a pas cherché à répondre 

de manière systématique à toutes les questions que l'on pouvait se poser 

à propos de tels feuillegages mais plutôt à établir les résultats nécessai- 

res à la démonstration du théorème de conjugaison. C'est ainsi qu'on a 

montré, entre autres, que : 

(i) à un feuilletage p.s.h. transversalement homographique non trivial 

est associée une structure transverse homographique unique ; 

(ii) un feuilletage transversalement homographique sans holonomie sur une 

variété compacte peut être définie par une forme fermée sans singularité. 

(iii) un modèle de feuilletage presque sans holonomie est topologiquement 

conjugué à un modèle presque sans holonomie transversalement affine si et 

seulement si le champ transverse garde un sens constant sur les composantes 

connexes du bord de la variété (partout rentrant ou partout sortant). 

Enfin, corne pour les feuilletages sans holonomie, on a ici aussi 

~esoin d'un théorème de type Tischler. 

(*> Mais contrairement à certains auteurs, Imanishi notamment , nous 

nous préoccupons de ce qui se passe au bord de la variété. 

Mettant en oeuvre une démonstration élémentaire, avec une méthode 

d'approximation de 1-formesfermées plus géométrique on montre que dans tout 

1' O voisinage" (au sens de la C -topologie des champs de (n-1)-plans) d'un 

2 
modèle de feuilletage transversalement homographique de classe C , on peut 

(*) Bien que notre méthode de conjugaison soit adaptée de celle dlImanishi. 



trouver un modèle de feuilletage transversalement homographique dont 

1 
l'intérieur de la variété fibre sur S . 

En guise d'applications, nous nous sommes bornés à retrouver des 

résultats connus sur la croissance des feuilletages presque sans holono- 

mie (cf. [HE 2J 1. 

Nous envisageons d'autres applications notamment sur le type 

de feuillesdesfeuilletages p.s.h. en dimension trois ; elles feront 

l'objet d'une publication ultérieure. 

Le plan de ce travail est le suivant : 

- dans le chapitre 1, on passe en revue les notions générales de 

feuilletages presque sans holonomie et on y étudie également la théorie 

d' Imanishi (cf. [IM 1) ) . 
- dans le chapitre II, nous faisons l'étude des feuilletages transver- 

salement homographiques. 

- le chapitre III est consacré aux modêles transversalement homographi- 

ques ; en particulier, on associera à un modèle presque sans holonomie, un 

modèle transversalement homographique. 

- l'objet du chapitre IV est l'établissemeat d'un théorème de type 

Tischler pour les modèles transversalement homographiques. 

- la conjugaison des modèles p.s.h. est abordée au chapitre V 

- enfin, le chapitre VI traite de la croissance. 



1 - FEUILLETAGES PRESQUE SANS ffOLONOMIE 

L'objet de ce chapitre est de rappeler les notions générales de 

feuilletages presque sans holonomie et de modèles de tels feuilletages 

(cf. [HE l]), d'une part et, d'autre part d'étudier la théorie dlImanishi 

(cf. [IM 11) pour les modèles de feuilletages presque sans holonomie. 

1.7. G é n a d a d  am L u  &2~~iLLQ;tagu phucjue banh holunumie. 

Soit (M,F,x) une variété de dimension n compacte, orientable 

munie d'un feuilletage F de codimension un de elasse cr, r 2 2, et d'un 

champ transverse X. On suppose que si aM # f$, alors F est tangent au 

bord a M .  

Ï- 1 . 1 . 1 .  Définition (cf. [HE 11) .  Le feuilletage F est dit pres- - 
que sans holonomie (p.s.h) si toute feuille à holonomie non triviale 

p s t  compacte. 

1.1.2. Exemples. 

1) Les feuilletages sans holonomie sont bien évidemment presque 

sans holonomie. 

2 
2) Tout feuilletage d'une surface C est presque sans holonomie. 

3) Les feuilletages en plans ou en cylindres sur M' variété 

de dimension 3 sont presque sans holonomie (cf. [HE 33 ) . 
4) Les feuilletages définis par une action localement libre de 

l sur une variété compacte de dimension n sont presque sans holonomie 

(cf. [MO 11). 
2 5) Les feuilletages de classe C à croissance d'ordre inférieur 

ou égal à 1 sont presque sans holonomie (cf. [HE 11). 



1.1.3. Définition (cf [HE 11 ) . On dira que (M, F) est un modèle 

(de feuilletage p.s.h) de type (i,j) si F est presque sans holonomie et si 

1 la condition correspondante est satisfaite : 
O O 

(1) le feuilletage F induit par F sur M est sans holonomie ; 

len outre : 
O O 1 

(1.1) F est une fibration de M sur S ; 
O O 

(1.2) toutes les feuilles de F sont denses dans M ; 

(2) pour toute composante L de aM, la variété M est cr-di£- 

Iféomorphe à L x [O, 11 et F est transverse au facteur [O, 11 . 

1.1.4. Exemples. 

2 
(i) Tout feuilletage de T est un modèle p.s.h. de type 1. 

2 1 
(ii) Le feuilletage de Reeb sur D x$  (cf [RE 11 ) et la composante 

cylindrique sont aussi des modèles du type 1. 

(iii) Un modèle de type 2 sur M = L x [O, 11 est complètement déterminé 

par une représentation abélienne du groupe fondamental de L dans le 

groupe des homéomorphismes croissants de classe cr, r 5 2, de [O, I] 

Utilisant les propriétés topologiques des feuilletages sans 

holonomie, on montre le résultat suivant : 

1 .l. 5. Théorème. Soit (M, F) un feuilletage presque sans holono- 

l mie. Si ? est sans feuille compacte, alors (M,F) est un modèle du type 1. 

L O 
Preuve : Puisque (M,F) est presque sans holonomie et que F ne 

O 
possèdepas de feuille compacte, F est sans holonomie. On montre que pour 

un tel feuilletage, il n'y a que deux possibilités : 
O O 1 - soit F est une fibration de M sur $ , 

O O - soit toutes les feuilles de F sont denses dans M. 



Pour cela, on montre qu'il existe une transversale fermée 0 dans 

O O 
&totale pour F ; alors, quitte à modifier 8 et utilisant une généralisa- 

tion convenable du théorème de Sacksteder, on a une des deux situations 

suivantes : 

(i) la relation d'équivalence restreinte à 8,p est triviale, 
8 

(ii) toutes les trajectoires de 
pg 

sont partout denses (cf. [HE 11 ) . 

Le théorème en résulte. 

Le théorème suivant dû à G. Hector (cf. [HE 11) permet de réduire 

l'étude des feuilletages p.s.h. à celle des modèles. 

. 1 . 6 .  Théorème. Si (M,F) est une variété munie d'un feuilletage 

p.s.h. de classe cr, r > 2, il existe une suite finie { ( ~ ~ , $ ~ ) j ~ ~ {  
9 . ,PI 

de variétés compactes Mi et d'immersions : 

Bi : Mi + M ,  telle que 

(a) pour tout i, l'image &(M~) de Qi est une sous-variété compac- 

O 
te, saturée de (M,F) et la restriction de Si à M. et à chaque composan- 

1 

te de 8Mi est injective ; 

1 (b) la réunion des sous-variétés $i(~i) est égale à M et 1 (M~,J;(F)) est un modlle pour tout i. 

Preuve (cf. [HE 4) : ~ ' a ~ r è s  un théorème de Haefliger (cf. [M 11 ) , 

la réunion A des feuilles compactes de F est un fermé de M. 

Soit (Wn)ne,N la suite des composantes connexes de M-A. Soit 
- - 
F le feuilletage induit par F sur Wn, pour tout n E R. Puisque F est n 

- - 
p.s .h., (Wn, Fn) est un modèle de type 1 (cf. théorème précédent). Utilisant 

- - 
alors le fait que pour presque tout n, (Wn,Fn) est un modèle de type 2 



- 
et qu'il n'existe qu'un nombre fini le composantes W telles que (Wn,Fn) 

n 

ne soit pas du type 2, on montre qu'on peut se ramener à une décomposition 

finie de (M,F) en modèles 

dn déduit de ce résultat, le théorème fondameni:al suivant : 

r 1.1.7. Théorème (cf. [HE 11). Si (M,F) est un feuilletage p.s.h. 

2 
de classe C , alors : 

(i) F ne possède pas dedeuille exceptionnelle ; 

(ii) le groupe d'holonomie de toute feuille de F est abélien. 

Preuve (cf. [HE 11) : 

(i) Comme on l'a vu dans le théorème de décomposition en modèles, 

si A désigne la réunion des feuilles compactes de F, 
('n) n m  

la suite 

des composantes connexes de M - A et pour tout n E: IN, F le feuilletage 
n - 

induit par F sur Wn, alors (ii,Fn) est un modèle de type 1. Or un modèle 

de type 1 ne possède pas de feuille exceptionnelle. Par conséquent aucune 

feuille de F n'est exceptionnelle. 

(ii) Si F est une feuille compacte, alors 

- soit F est isolée à droite dans l'ensemble des feuilles compactes 

auquel cas le groupe d'holonomie à droite G* de F peut être réalisé 

par un pseudogroupe d'homéomorphismes locaux de [O,+[ définis au voisinage 

de O et qui sont soit des contractions, soit des dilatations (ou encore 

1' identité). 

Par suite G* est totalement ordonné, archimédien, donc abélien 

(cf. le théorème bien connu de Birkhoff). 

- soit F n'est pas isolée à droite, G* peut alors être réalisé 

par un groupe d'homéomorphismes de [0,1] qui ont tous le même ensemble 
-- -- --A- - ---- 
B de points fixes et qui commutent sur les composantes connexes du complé- 



mentaire de B. Bref dans ce cas également G+ est abélien. D'où le 

théorème . 
1.1.8. Remarque. La condition (ii) n'implique pas qu'un feuille- 

tage soit p.s.h. En effet, dans son article "quelques exemples de feuille- 

tages. Espèces rares" (cf. [HE 4 ] ) ,  G. Hector construit un feuilletage ana- 

1 
lytique de V2X% (où V2 désigne la surface compacte de genre 2) sans 

feuille compacte et sans feuille localement dense. Tous les groupes d'holo- 

nomie de ce feuilletage sont isomorphes à ( 0 )  ou Z et ce feuilletage 

possède un minimal exceptionnel. 

Nous allons maintenant introduire un élément de régularité dans 

les modèles de feuilletage p.s.h. 

1.2.1. Définition. Un modèle (M,F,X) de feuilletage p.s.h 
O 

est un modèle standard si le feuilletage F peut être défini par une forme r 
I fermée. 
I 

1.2.2. Exemples. 

2 1 
1) le feuilletage de Reeb sur D x$  est un modèle standard ; 

2 1 
en effet si p désigne la projection des feuilles de l'intérieur de D x$ 

Z 
sur le cercle intérieur transverse, la forme fermée p de, où dû est la 

2 1 
forme canonique de s', définit le feuilletage sur l'intérieur de D xS . 

2) Tout modèle (M,F) de type (1.1) est un modèle standard : 

O 1 
si f est l'application de projection de la fibration de M sur $ , 

X O 
alors f .de est une forme fermée définissant F. 

2 
3) - sur T , il existe des modèles standard : feuilletages 

obtenus par suspension d'une rotation. 

2 - sur T , il existe aussi des modèles non standard. 



2 En effet, soit (T2,~) un feuilletage de T2 de classe C . 
a) S'il existe des feuilles compactes, alors toutes les feuilles sont 

propres et F est presque sans holonomie. 

2 
Tous les modèles de T possédant une feuille compacte sont 

standard. 

b) Il faut donc que F soit sans holonomie avec toutes ses feuilles 

denses ; cela équivaut à dire que F est la suspension d'un difféomor- 

phisme f de E' de nombre de rotation a irrationnel. 

Une telle suspension est standard si et seulement si elle est 

définie par une forme fermée ; cela équivaut à dire que f est différen- 

tiablement conjugué à la rotation d'angle a. 11 est bien connu (cf. 

Arnold "Small denominators" [AR 11 ) qu' il existe un dif féomorphisme f 

1 
analytique qui n'est pas C conjuguê à une rotation. 

r Remarque. On verra que tout modèle est topologiquement conjugué 

p n  modèle standard. 

r 1.2.3. Définition. Une métrique riemannienne R sur (M,F,x) 

est dite "bundle-like" si : 

i) X est orthogonal à F pour R ; 

ii), la métrique induite par R sur la somme disjointes des courbes 

intégrales de X est invariante par le pseudo-groupe d'holonomie de F. L 
Les lemmes suivants résument deux propriétés des modèles 

standard qui nous seront utiles dans la suite. 

1 . 2 . 4 .  Lemme (cf. [HE 11). Si (M,F,x) est un modèle standard 

O O 
non trivial et si w est une 1-forme sur M définissant F ,  alors il 

O O 
existe une métrique "bundle-like" % pour F sur M telle que : 

F 

ii) (El,+) est complète. 

- 



O 
Preuve : Soit ici 

un recouvrement de M par des ouverts 

O 
bidistingués de F et soit pour tout i c 1 une submersion : 

x. : U.- IR, telle que 
1 1 

wlui = dx. . 
1 

Alors pour tout i ,  c 1 tels que U. n U. # @, il existe 
1 J 

a I R  tel que i j 

x = x . + a  
1 i j sur ui n u . 

j j 

Soit p la métrique canonique de R (invariante par translation). 

Il existe sur la réunion des trajectoires du champ X une métrique 

telle que pour tout i E 1, on ait : 

Soit R une métrique riemannienne définie sur M ; désignons 

par R~ la restriction de R à F. Soit alors Ro la métrique riemannienne 

O T 
F 

définie sur M en complétant % par R ~ ,  c'est-à-dire encore : 
F 

Alors Ro est "bundle-like" et vérifie (i). 
F 

Maintenant, considérons une suite de Cauchy 
(Xn)nc~ de (fi,%). F 

On peut supposer que la suite (Xn) n ~ i  
converge dans (M,R) vers un point 

y. Il faut donc montrer que y ne peut pas appartenir à aM. Si c'était 

le cas, comme la métrique R est définie sur M, c'est que la suite 

(Xn) n~fl 
est équivalente (comme suite de Cauchy) 2 une suite 

(Xn) WIN 

portée par une trajectoire du champ X. Par conséquent, il suffit de montrer 



O 
que la longueur d'un segment où x E M et y E aM, mesurée à 

l'aide de Ro est infinie. 
F 

En vertu du théorème de stabilité, le pseudo-groupe d'holonomie 
O 

de la feuille F est non trivial. D'autre part, du fait que F est sans 
Y 

holonomie, un élément différent de l'identité du pseudogroupe d'holonomie 

de F est sans point fixe ; considérons donc un élément contractant f 
Y 

du pseudogroupe d'holonomie de F f défini par un élément y de 
Y' 

En supposant x assez voisin de y pour la métrique R, on 

n 
définit alors une suite {f (x)Inm qui converge vers le point y pour 

la métrique R. 

Figure 1 

Du fait de l'invariance de Ro par le pseudogroupe d'holonomie 

les segments {] fn(x) , fn+* (x) Drim ont même longueur (mesurée par R~). 
F 

Et comme ils sont disjoints, la somme de leur longueur est infinie, donc 

aussi la longueur du segment lx,y[ i 

1.2.5. Lemme. Pour tout modèle standard non trivial (M,F), la 

forme fermée w tend en norme vers l'infini uniformément au voisinage du 

bord de la variété. 
- 



Preuve : S o i t  x un élément d e  a~ e t  supposons q u ' i l  e x i s t e  
O 

O 
A E: R, A > O ,  e t  un vois inage U de x t e l s  que su r  U nM, on a i t  : 

O 

S o i t  y un l a c e t  d e  poin t  base  x contenu dans a~ t e l  que 
O y 

l ' a p p l i c a t i o n  d'holonomie assoc iée  h(y)  s o i t  non n u l l e  e t  con t r ac t an te .  

1 
Envoyons a l o r s  l e  cy l ind re  C = $ x [O, 1 [ au-dessus du l a c e t  y .  

Soient  m , n  deux po in t s  d i s t i n c t s  de l a  t r a n s v e r s a l e  en x 
O O 0 ' 

s i t u é s  dans U.  Puisque w e s t  fermée e t  n u l l e  s u r  l e s  f e u i l l e s  du f e u i l -  

l e t a g e  C i n d u i t  pa r  F s u r  C ,  on peut  é c r i r e  en  suivant  l e s  no ta t ions  

de l a  f i g u r e  ci-dessous, 

Figure 2 

W = - - 

où pour t o u t  p c N : m = [h(y)]P(m e t  
P O 



désigne la longueur du segment transverse [m ,n 1. Par conséquent, puisque 
P P 

cette longueur tend vers O quand p devient infini, il vient : 

r 

d'où la contradiction . 
7 . 3 .  Théo&ie d' 'Imanin ki p o w  L a  modëla de  t y p e  i . 

En fait, on va s'intéresser ici au modèles de type (1.2), notre 

but étant de montrer qu'à conjugaison (topologique) près tout se passe 

comme dans un modèle standard. 

Dans son article intitulé "On the theorem of ~enjoi-~acksteder 

for codimension one foliations without holonorny'' (cf. [~m I I ) ,  
Hideki Imanishi établit le résultat suivant relatif aux domaines de difféo- 

morphismes d'holonomie associés aux chemins dans les feuilles d'un feuille- 

tage de codimension un. 

1.3.1 . Théorème (cf. [1m 13 ) . Soit (M, F,@) une variété compacte, 

fermée munie d'un feuilletage F de codimension un sur M et d'un flot 

dont les orbites sont transverses aux feuilles de F. 

Soit c : [0,1] -t M un chemin dans une feuille de F et 

(-tl,t ) le domaine de définition du difféomorphisme d'holonomie associé 
O O 

Si t est fini, la feuille F passant par $(c(0),t0) est 
O 

telle que pour tout E > O, il existe t E IR, vérifiant : 

L (ii) la feuille passant par $(c (O), t) a de l'holonomie. 



Par conséquent si (M,F,IQ) est comme dans le théorème et est en 

outre sans holonomie, le difféomorphisme d'holonomie associé à tout chemin 

tracé dans une feuille de F est défini sur tout IR, autrement dit, on 

peut relever un tel chemin dans les feuilles de F tout le long des tra- 

jectoires du flot $. Ceci permet de montrer que le revêtement universel 

d'une telle variété est une variété produit feuilletée en produit. De ma- 

nière précise, on peut énoncer : 

1 . 3 . 2 .  Théorème. Soit (M,F,x) une variété compacte fermée munie I 
Id'un feuilletage sans holonomie et d'un champ transverse X (tout est sup- 

posé de classe cr, r > 2). 
A .. 

Il existe un revêtement p : M -+ M tel que 

(i) si F est une feuille de f, alors 9 r FXlR 

(ii) le groupe des automorphismes du revêtement r est abélien et agit 

sans point fixe sur IR. L 
'-LI '-LI '-LI 

Preuve : Soit (M,F,x) le revêtement universel de (M,F,x) et 

'L 
soit p l'application de projection. 

'L 

(a) Tout chemin tracé dans une feuille de F se relève dans les 
'L 

feuilles de F tout le long des trajectoires de X. 
' L 'L 'L  

(b)  autre part, dans (M,F,x) il n'y a pas de transversale fermée 

(sinon il existerait un cycle évanouissant dans (M,F,x)). 

'L 'L 

Par conséquent, une feuille de F coupe toute intégrale de X 
'L 'L 

en un point unique ; par suite M est un produit FxY où Y est difféomor- 

% 'L 'L 
phe à IR, F est une feuille type de F ; en outre F c'est le feuilletage 

produit. 

'L 
Soit x un point fixé de M ; choisissons un point x de 

O O 

'-1 'L 
p (xo) et notons Ft la feuille passant par t ( est le floc 



2, 
2, 

associé à X). D'après ce qui précède, les feuilles de F sont ainsi 

indexées sur R. 

Soit y un élément de nl(M,xo) et désignons encore par y 
CL 

l'automorphisme du revêtement (M,p,M) associé à y. La transformation 

2, 2, 2, 

y : M-t M préserve les feuilles de F i.e. la structure produit. 

Avec Novikov, on définit alors un difféomorphisme de R asso- 

cié à y, H(y), en posant pour tout t : 

i.e. encore on a : 

2, 
pour tout (1,t) E 8 et où est un difféomorphisme de F. On obtient 

alors un homomorphisme : 

H : rl (M,xo) - Diff (IR) 

Y - H(Y) 
où Diff(R) désigne l'ensemble des difféomorphismes de W. 

A 

Soit M le revêtement de M défini par la suite exacte : 

H 
0' ker H F  nI(M,xO) - Im H C Diff(R) -t 0. 

Le diagramme suivant est commutatif : 



A A 

où p est l'application de projection du revêtement M. 

Le triplet  fi) est également un revêtement de groupe égal 

à ker H. Par conséquent fi est un produit &R où 

Le groupe T. = Aut fi 2 T l  (M) 
/ker H 

opère sur fi en préservant 

la structure produit : pour tout 7 ê l" z n, (M)/~~~ et pour tout 

(X,t) E fi, on a : 

Si un élément y € n (M) tel que H(y) # e possède un point 
1 

fixe t ê IR, alors y correspond à un élément d'holonomie non nul de 
O 

F. Par conséquent H(n,(M)) opère sans point fixe sur IR ; donc ce groupe 

est ordonné, archimédien et abélien puisqu'il est de type fini (cf. un ré- 

sultat bien connu dû à Birkhoff). On en déduit le point (ii) du théorème. 

' - %  
Enfinon a : F = F car PIF : F - t F  est injectif (eneffet 

'- - a  a n  a 

si y = y(x) où x,y ê F, alors H(y) = e , i.e. y E ker H i.e. 

7 = id) 8 

La démonstration donnée par Imanishi du théorème sur le domaine 

des difféomorphismes d'holonomie montre que pour l'intérieur d'un modèle, 

le feuilletage induit sur l'intérieur possède la propriété du relèvement, 

tout le long des transversales à P, des chemins tracés dans une feuille, 
de la sorte,. le résultat précédent est valable pour l'intérieur d'un modèle. 

r 1.3.3. Théorème. Si (M,F,x) est un modèle de feuilletage 

Ip.s.h. de type 1 de classe cr, r > 2, alors le résultat du théorème 1.3.2 

l O 0 0  O O' 
est valable pour (M,F,x) où F (resp. X) est le feuilletage (resp. le 

O 
champ transverse)induit par F (resp. X) sur l'intérieur M. L 



On en déduit alors le théorème suivant : 

1.3.4. Théorème de type Sacksteder pour l'intérieur d'un modèle. 

Soit (M,F ,X)  un modèle de feuilletage p.s.h. de type 1. 

0 0 
Alors (M,F) est topologiquement conjugué à un feuilletage sur fl défini 

par une 1-forme fermée. 

- 
Preuve : On peut supposer que (M,F,x)  est du type (1.2) ; 

O 
en effet si (M,F,x) est du type ( I  . I I ,  (My?) est tel que F est défini 

par une forme fermée. 
A 

O 
D'après le théorème précédent, il existe un revêtement M de fi 

ô O O 
difféomorphe à FNR où F est une feuille-type de F. Le groupe d'automor- 

phismes l' de ce revêtement opérant sans point fixe sur Bi est ordonné, 

archimédien. On sait (résultat dû à Birkhoff) qu'il existe un homomorphisme 

injectif de groupe ordonné. 

défini à une constante ~ositive multiplicative près ; T représente une 
Y 

translation de IR. 

Les trajectoires de ~ ( r )  étant denses, il existe un homéomorphis- 

me h de iR tel que le diagramme suivant commute : 

(c'est une linéarisa- 
tion de I') 

i 
Soit de la mesure canonique de IR ; alors v = h dû est une 

mesure sur iR invariante par r -  



La s u i t e  de  l a  démonstrat ion reprend l a  d e r n i è r e  p a r t i e  du 

théorème 6 de  "Fo l i a t i ons  and pseudogroups" de R. Sacksteder  ( C f .  [sa 11) 8 
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Dans l'étude des classes caractéristiques des feuilletages, un 

exemple dû âRoussariea joué un rôle très important ; il a été le premier 

exemple de feuilletage d' invariant de Godbillon-Vey non nul (cf. CG-VI] ) . 

Nous allons prendre ce même exemple comme prototype d'une classe 

de feuilletages : les feuilletages transversalement homographiques. Cette 

classe contient les feuilletages transversalement affines qui ont été étu- 

diés par Fédida et Furness (cf. [F-FI]) et par Bobo Séké (cf. [se 11). 

Nous commençons par rappeler l'exemple de Roussarie. 

Soit SL(2,IR) le groupe homographique, sous-groupe de G L ( 2 , R )  

des matrices de la forme 

P - T Y  :1 , x,y,u,v c IR vérifiant 

% % %  
On se fixe une base (R,a,B) des formes de Pfaff invariantes 

à gauche de SL(2,R) vérifiant les identités suivantes : 

par exemple, la base obtenue en posant : 



On sait qu'il existe un sous-groupe discret I' de SL(2,R) tel 

que la variété quotient M = r \ ~ ~ ( 2 , i ~ )  soit compacte. Les formes R,a,@ 

induites sur M par 8 ,  respectivement sont sans singularité et 
vérifient les identités analogues aux précédentes, les identités (H). La 

forme R est sans singularité et complètement intégrable donc définit un 

feuilletage F sur M de codimension 1, qui est le feuilletage annoncé. 

En particulier rappelons que la forme R A a A B définit une 

classe de cohomologie non nulle [R A a A 81 qui est l'invariant de 

Godbillon-Vey. 

Introduisons maintenant la généralisation annoncée. 

- 
7 7 . 7 .  UE~inhXou g é n é r r d ~ .  

11.1.1. Définition. Un feuilletage F de codimension un sur une 

variété M sera dit tranversalement homographique s'il existe un triplet 

(R,a,B) de 1-formes sur M tel que : 

(i) R est sans singularité ; 

(ii) le triplet (R,a,B) vérifie les identités (H) ; 

(iii) F est défini par R. 

- 
Cette famille de feuilletages contient bien sûr les familles 

particulières suivantes : 

(i) les feuilletages définis par des formes fermées i.e. par des 

triplets (R,O,O), 

(ii) les feuilletages transversalement affines, c'est-à-dire dsfinis 

par des triplets du type (R,a,O). 



11.1.2. Autres exemples. 

1 
1) Le feuilletage défini sur C = $ X I  par le triplet (Q,a,@) 

tel que 

est transversalement homographique 

Figure 3 

2) La composante de Reeb en dimension 2 ou 3 est transversalement 

af fine. 

3) E. Ghys et V. Sergiescu ont montré que l'action du groupe 

affine sur des espaces homogènes de SL(2,R) définit des feuilletages trans- 

versalement homographiques sur des variétés quotients de SL(2,lR) 

(cf. [G-s 11 ) . 

En effet, on peut plonger le groupe affine dans le groupe homo- 

graphique, par exemple, en posant : 

pour tout élément (a,b) du groupe affine. Une base de l'algèbre de Lie 

du groupe affine induit un système de deux vecteurs linéairement indépen- 

% % 
dants X et Y de l'algèbre de Lie de SL(2,iR) ; complétons celui-ci en 



% % %  

une base X, Y, Z de l'algèbre de Lie de SL(2,R) ; la base duale associée 

'L rL 'L 
à (x,Y,z) vérifie alors les identités (H) . 

L'expression "homographique" se trouvera justifiée par l'étude 

de la structure transverse à F, Pour ce faire, introduisons la notion 

auxiliaire suivante : 

r 11.1.3. Définition. On appelle cocycle homographique associé 

à un feuilletage (M,F) un atlas de cartes distinguées { (ui,hi) IiEI tel 

que : 

(i) la famille (Ui)iEI est un recouvrement ouvert de M tel que 

2 
U. n U est connexe pour tout (i, j) c 1 
1 j 

n- l 
(ii) pour tout i c 1, hi = (yi,xi) : Ui -+ IR xR est un difféomor- 

phisme tel que pour tout 

élément A. . = 
1J 

2 
(i,j) E: 1 , tel que U. n U. # 0, il existe un 

1 J  

de SL(2,iR) tel que 

a. .x + b.. 
i j i  ij X = j c..x + d.. 
1~ i 1 J 

I [ce qu'on notera en bref : x = A . .xi]. 
j i~ 

On désignera un tel cocycle par le triplet { (ui ,hi ,A, . ) 
lJ (i,j)~I 

2 ' 

Bien sûr un feuilletage quelconque n'admet pas en général un co- 

cycle homographique. D'autre part, il est évident qu'à un même feuilletage 

pourront être associés éventuellement différents cocycles homographiques ; 

ceci pose un problème d'équivalence de ces cocycles, 



11.1.4. Définition. 

(i) Deux cocycles homographiques { (Us ,hi) liEI 
1 

et {(u.,h.)I 
J J jcJ 

lsur (M,F) seront dits équivalents si pour tout (i,j) E IxJ, il existe 

#. aijxi + bij #. 

xj = A~~ .xi - - sur ui n u 
cijxi + dij j 

(ii) Une classe d'équivalence sera appelée structure homographique I 
transverse de F . 
I 

Nous pouvons établir maintenant la relation entre feuilletage 

transversalement homographique et cocycle homographique. 

11.1.5. Théorème. Un feuilletage (M,F) de codimension un 

transversalement orientable est transversalement homographique si et seule- 

I ment s'il existe une structure transverse homographique associée à F.  

I 

La démonstration de ce théorème utilise le résultat fondamental 

qu'on trouvera dans "Different ial Geometry" de Spivak (cf. [sP 11). 

II. 1.6. Théorème de Lie (cf. Csp 11). Soit 6' l'algèbre de Lie 

d'un groupe de Lie G (connexe) et désignons par T la forme de Maurer- 

Cartan sur G. 

l Si ü! : TM + G est une 1-forme sur une variété M à valeurs 

dans G vérifiant l'équation de Maurer-Cartan : 



alors pour tout x c M, il existe un voisinage ouvert U de x et une 

application différentiable 

tels que 

X orlu = f IT. 

De plus si g : U -+ G vérifie 

il existe a E G tel que : 

On notera que dans le cas où M est simplement connexe, le 

théorème se globalise c'est-à-dire qu'il existe une fonction f : M + G 

tel que 

La preuve du théorème 11.1.5 peut maintenant être établie en deux 

étapes : 

(i) on montre que si F possède un cocycle homographique, alors F 

est transversalement homographique ; 

(ii) réciproquement si F est transversalement homographique, alors 

F possède un cocycle homographique. 

La ~remière étape nécessite quelques préliminaires. 

Soit (u. ,hi ,A. . ) 1 un cocycle homographique associé à un 
1 1 J 

feuilletage F. La coordonnée transverse dans Ui étant notée x on a 
i ' 

les relations : 

a. .x 
x = A.. .x. = 

ij i + bij 
j IJ 1 C..X + d.. 

ij i 1J 



su r  U .  fI U pour t o u t  ( i , j )  t e l  que U .  n U .  # d .  De p l u s ,  s o i t  
1 j  1 J 

(Jk) kc 1 
une ~ a r t i t i o n  d i f f é r e n t i a b l e  de l ' u n i t é  a s soc i ée  au recouvrement 

('i) ici 
de  M. Pour t ou t  i ê 1, considérons l e s  fonc t ions  

X 
(ui,vi) : U .  -+ + x R  d é f i n i e s  pa r  : 

1 

On a  a l o r s  l e  r é s u l t a t  su ivant  : 

2 
II. 1 . 7 .  Lemme. Pour t o u t  ( i , j )  E: 1 , t e l  que U .  n U .  # @, on a  : 

1 J 

u  = u . ( c  
2 

j  1 i j X i  
+ d i j )  

v  = v . ( c  
2 

j  1 i j X i  i j  i j  
+ d  ) + c  (ci jxi  + d i j ) ,  

2 
Preuve : S o i t  ( i , j )  ê 1 t e l  que U . n U .  # @ ; pour tou t  k ~  1, 

1 J  

on a : 

Et ,  puisque = A .A on a  l ' é g a l i t é  A ik  j k  i j '  

En sommant à l ' a i d e  de l a  p a r t i t i o n  de l ' u n i t é ,  on o b t i e n t  : 

2 2 1 Qk(x) L O ~ ( C ~ ~ X ~ + ~ ~ ~ )  = -Log(-c x . + a  + 1 Qk(x) Log(c x.+d 
2 

k  
i j  J i j  k  

j k  j jk)  



car : c. .x = 
1 

ij i * dij -c. .x.+a.. . Par passage à l'exponentielle, on trouve 
1J 1 1J 

la première relation annoncée : 

ui(x) = 1 2 u.(x> 
.x.+d ) J ('ij i ij 

D'autre part, puisque sur Ui fl U on a : 
j 

d - =  1 d - 
2 

dx . . .x.+d ) dx; 
1 (CiJ 1 ij J 

on montre, utilisant (l), que : 

donc 

Considérons maintenant les 1-formes définies sur chaque ouvert 

U. en posant : 
1 

du. 
1 2v. dx - - 

1 i u . '  
1 

La preuve du lemme ci-dessous découle immédiatement des relations 

mises en évidence en 11.1.7. 



r 11.1.8. Lemme. 

2 
(a) Pour tout (i,j) E 1 tel que U . n  U .  # @, on a : 

1 
J .  

ailu n u = a.  lu. n u 
1 j J I  j ' 

I (b) Pour tout i E 1, le triplet (Ri,ai,Bi) vérifie les identités (H). 

11.1.9. Preuve du théorème 11.1.5. : La première partie du 

théorème s'établit immédiatement en posant : 

pour tout i E 1. 

Pour démontrer la réciproque, on considère un feuilletage F trans- 

versalement homographique sur M et défini par le triplet a = (R,a,B). 

Ce triplet m peut être considéré comme une 1-forme sur M à 

valeurs dans l'algèbre de Lie de SL(2,R). La condition (H) signifie préci- 

sément que : 

 a après le théorème de Lie, il existe donc un recouvrement 

i e ~  de M tel que pour tout i E 1, on ait une application différen- 

tiable 

telle que : 



désigne la forme de Maurer-Cartan de SL(2,R). Cette forme peut s'écrire 

4 
(dans IR ) : 

T = vdy - ydv, 

= 2 (udy-xdv) , 

= 2 (udx-xdu) . I 
De plus, les fonctions f. peuvent se mettre sous la forme 

1 

avec 

'L'L 'L'L - 
X.V. - u.y. = 1. 
1 1  1 1  

On a alors : 

D'autre part, d'après le même théorème de Lie, pour tout (i,j) 

tel que 'i j 
# (8, il existe Aij e SL(2,R) tel que : 

Cette dernière relation s'écrit encore : 

' L ' L ' L ' L  'L 'L 'L 'L 'L 'L 'L 
(x. y .  u v.) ( 2 u ,aijyi+bijvi,c . x . + ~ ~ ~ u ~ ~ c ~ ~ Y ~ + ~ ~ ~ v ~ ) .  J J J J  ij i+bij i i~ 1 

En prenant éventuellement un recouvrement plus fin que le recou- 

vrement (Ui) ici, on peut supposer que pour tout i ê 1, l'une des fonctions 

CL 'L 

vi Ou Yi 
ne s'annule jamais sur Ui, ce qui permet de définir une appli- 



% 'L 
cation différentiable : x. : U. -+ R, que l'on choisira égale à 

yi/vi 1 1  

'L 'b 'L 'L 
(resp. vi/yi) si V. (resp. y.) ne s'annule pas sur U.. On a alors : 

1  1  1 

"J2 nlu. = :? dx. (resp. RIU. = -yi dxi). 
1 1 1  1  

Comme R est sans singularité, x. est une submersion. Les cartes 
1 

(Ui,xi) sont distinguées pour F et on vérifie, grâce à (1) que pour tout 

2 
(i,j) c 1 , tel que 

'i j = U  n u .  # @ ,  o n a :  i 3 

Xj = Aij 
. X 

i , où AijcSL(2,R), 

ce qui achève la preuve du théorème 

On avait une notion d'équivalence de cocycles homographiques 

associés à un même feuilletage F. Nous allons maintenant transposer cette 

équivalence au niveau des triplets de 1-formes. Pour cela nous utiliserons 

un résultat dû à E. Cartan ("la théroie des groupes finis et continus et 

la géométrie différentielle", p. 126). 

11.1.10. Lemme (cf. [ ~ a  11). Soient (x,u,v) et (xI ,uI,vI) 

deux triplets de fonctions définies sur un ouvert U d'une variété M tels r 
qu'on ait sur U les relations suivantes : 

udx = u dx 
1 1' 

ax+b 
x =A.x=- 1 sur U. 

cx+d 



11.1.11. Proposition. Deux triplets de 1-forme GS = (RyayB) et 

GI' = (Q',a',B1) vérifiant les identités (H) définissent le même cocycle 

homographique sur M si et seulement s'il existe deux fonctions différen- 

tiables f et g définies sur My f sans zéro, telles que : 

Preuve : Dans un même atlas distingué pour F d'ouverts Ui, - 
i E 1, les deux triplets lli et a' s'écrivent sous la forme : 

(i) Supposons que les deux triplets définissent la même structure trans- 

verse. Alors il existe une fonction f sans zéro telle que R' = fR, 

puisque R et R' définissent le même feuilletage. 

En se reportant à la définition de l'équivalence, on voit que 
a b  

pour tout i E 1, il existe A: = [ E SL(2,R) tel que : 

On en déduit : 

dx . 
1 u!dx! = u' 

i 2 = f u. dx. 
1 1  1 1  

(c.x.+d.) 
1 1  1 



et par suite, la relation : 

Puisque dR' = R' A a' où R' = fR, il existe une fonction diffé- 

d € 
rentiable g définie sur M telle que : a' = a - - + gR. 

f 
Ceci s'écrit 

encore : 
du ! 

on obtient la relation 

Utilisant alors ( 1 )  et (2), il vient : 

En développant le second membre de cette égalité et en regroupant 

convenablement les termes ainsi obtenus, on a : 

'l 

g 6' = +(B + ga + - a  - dg). 
2 

En résumé, on a donc montré que : 

I 1 
2 

6' = F(B + ga + E-- n - dg). 2 

(ii) Soient maintenant a et ' deux triplets de 1-formes sur M 

vérifiant les identités (H) et satisfaisant aux relations (E). 



Localement ces dernières s'écrivent : 

i 
du ' 
i 

du. 
2v!dx1 - 1 df 

i i u l  = 2v.d~. - - - - 
1 1 u. 

1 1 
f ' 

v ! 
2 

dv ' 2 
v. dvi 

2 
1 i 1 du. 1 g u.dxi 

2 ('a dxi - ÜT) = I~ (- dx - -)+2gv. dx . -g - f u. i u. 
+ 

2 
- dg . 

i i 1 1 1 - 1 1 1 u. 

Mais les seconds membres des deux dernières égalités s'écrivent 

encore respectivement : 

1 d 
2(v. + 7 gu.)dx. - 

1 1 1 u.f 
1 

2 1 2 1 
hi£ [(vi + 7 gui) dx. - d(vi + 7 . 

1 

1 
En posant : U. = u.f et V. = v. + - gui, ceci nous donne : 

1 1 1 1 2  

u! dx! = U.dx. 
1 1 '  

du ' i du 
2v!dx! - - = 2V.dx. - - 
1 1 u! 1 1  U . '  

1 1 

v ! 2 dv ! 2 
1 1 

v. 
1 

dV 
2[T dx! - = 2[~- dxi - 21 

1 
1 1 i u .  

1 

Par suite, d'après le lemme 11.2.10, il existe Ai E SL(2,R) tel que 

d'où la proposition 8 

A la suite de cette propositon, on peut introduire de manière 

naturelle la définition suivante : 

r 11.1.12. Définition. Une application 



lest un homomorphisme des variétés M et Ml munies de feuilletages trans- 

versalement homographiques définis par O et Ol si et seulement si 

fXol et m sont équivalents. 

11.2. Un problème d t u n i ~ é .  

La question qu'on se pose est de savoir si on peut associer à un 

même feuilletage plusieurs structures transverses homographiques c'est-à-dire 

si un feuilletage peut être défini par deux triplets de 1-formes non équiva- 

lents. 

Ce problème a été d'abord étudié dans le cas affine par 

Bobo Séké (cf. [se 11). Il montre qu'un feuilletage défini par une 1-forme 

fermée w sur une variété M admet une infinité de structures transversales 

affines : il y a toutescelles définies par les couples (w,h), où A E: IR. 

Par contre la structure transversale affine est unique si le feuilletage 

possède de l'holonomie non triviale. 

Dans notre cas, la situation est analogue. Pour les formes fermées, 

on a une infinité de structures données par les triplets (w,Xw,uw), 

2 
(A,l.i) E: IR . Par contre, pour le cas général, on a : 

r 11.2.1. Théorème. Soit (M,F) un feuilletage transversalement 

1 homographique. Si l'holonomie de F est non triviale, alors F admet 

une structure transverse homographique unique. L 
La démonstration de ce théorème repose sur les quatre lemmes 

qui suivent : 

r 11.2.2. Lemme. Si un feuilletage (M,F) transversalement homogra- 

phique possède une feuille L compacte sans holonomie, alors f est sans 

holonomie (donc défini par une forme fermée, d'après 1 1 . 3 ) .  ! 



Preuve : D'après le théorème de stabilité de Reeb, il existe un 

voisinage ouvert saturé de L constitué uniquement de feuilles compactes. 

Soit U la réunion de tels voisinages de L et soit L' une feuille de 

F adhérente à U ; L' est adhérente d'un côté à U. 

Soit x' E L' et soit y un élément de nl(L',xl). Alors l'élé- 

ment d'holonomie h(y) associé à y est un germe en O d'une fonction 

analytique définie sur [-E,E] (E > O) égal à l'identité sur [-€,O] ou 

[O,€] . Par suite, cet élément d'holonomie est trivial c'est-à-dire que L' 

ne possède pas d'holonomie non nulle et le théorème de stabilité s'applique 

à nouveau. On en déduit que L' est une feuille compacte et L' est 

contenue dans U ; autrement dit, on a : 

d'où 

le lemme en résulte I 

II. 2.3. Lemme (cf. [se 11 ) . Soit w une 1-forme fermée sur une 

iété V (connexe). Toute fonction f vérifiant : 

(i) df + fw = O 

(ii) f(x) = O pour un certain x de V, 

identiquement nulle sur V. 

Preuve : Soit y c V ; il existe un voisinage U de y et une 

fonction k : U + IR telle que U ~ U  = dk. L'équation (i) est alors équi- 

k te valente sur U à d(e f) = O. Ceci montre que localement : ek f = C ; 

d'où la conclusion 8 

- 
11.2.4. Lemme. Soit (i3 = (R,a,B) un triplet de 1-formes définissant 

un feuilletage F transversalement homographique sur M. La structure trans- 

verse homographique est unique si et seulement si pour tout couple (k,h) de 



de fonctions différentiables telles que : 

Preuve : Soient m = (R,a,B) et GJ' = (R',al,B') deux triplets 

de 1-formes vérifiant les identités (H) et définissant le même feuilletage 

(M, 0 

On peut supposer que R' = R , car, pour toute fonction sans 

1 diD 
zéro de M, les triplets ( R' , a' + - , $6') et (R' ,a1 , B 1 )  sont équi- 9 9 
valent S. 

Un calcul simple montre alors qu'il existe deux fonctions diffé- 

rentiables f et g de M telles que : 

D'autre part, en écrivant : 

dB' = SZ' A a', 

on voit, qu'il existe une fonction différentiable h telle que : 

Pour que les triplets U et U' soient équivalents il faut et 

f 
il suffit que l'on ait : g = . Par conséquent la condition annoncée est 
suffisante. 

Si, réciproquement, il existe un couple (k,h) de fonctions 

différentiables non identiquement nulles telles que : 



on voit que la structure transverse homographique associée à F n'est pas 

unique. En effet F est encore défini par le triplet homographique 

rn = (Ql,al,f.31) où : 
1 

ne sont pas équivalents, d'où le lemme 8 

1 
11.2.5. Len-ane. Le feuilletage suivant de C = $ XI admet exactement 

structure transverse homographique 

Preuve : Ce feuilletage peut être défini par les formules 

Le lemme 11.2.5. sera démontré si nous montrons que la condition 

du lemme 11.2.4 est vérifiée. Soient donc k et h deux fonctions diffé- 

rentiables définies sur C telles que : 



Pour toute feuille F, a ( ~  est fermée et on peut écrire : 

Par conséquent, d'après le lemme 11.2.3, si k s'annule en un 

point de F, alors k est identiquement nulle sur F. 

Soit alors m un point de C tel que k(mo) # O. Soit n un 
O O 

point appartenant au segment transverse passant par m et tel que k soit 
O 

non nul sur [mo,nJ . Considérons le saturé S du segment [mo , n 3  . 
Cmo 3 n,] 

On a k $ O sur S et on peut supposer k > O. Bien plus, on 

aura d(k112~) = O. En effet : 

dk+hfi. car, en tout point où k # O, on a : a = - -  2 k  k 

D'OÙ : 

Par application du théorème de Stokes et en suivant les notations 

de la figure ci-dessus, on peut écrire : 



où, pour t o u t  p  & IN : m = qP(m ), $ é t a n t  l ' a p p l i c a t i o n  de  premier r e t o u r .  
P  O 

Comme l a  longeur  du segment [mp,nJ t end  v e r s  O quand p  d e v i e n t  i n £  i n i  

e t  que l l ~ l l  e s t  bornée,  on en  d é d u i t  : 

Par conséquent k s ' a n n u l e  dans  [mo,no] , d ' o ù  l a  c o n t r a d i c t i o n  ; 

p a r  s u i t e  k e t  h  son t  ident iquement  n u l l e s  s u r  C 

Ces p r é l i m i n a i r e s  é t a n t  p o s é s ,  on peut  p a s s e r  à l a  démons t ra t ion  

proprement d i t e  du théorème 1 1 . 2 . 1 .  

1 1 . 2 . 6 .  Démonstration du théorème 1 1 . 2 . 1 .  C e t t e  démons t ra t ion  

repose  s u r  l a  n o t i o n  de minimal.  Un minimal du f e u i l l e t a g e  (M,F) e s t  de 

l ' u n  d e s  r r o i s  t y p e s  s u i v a n t s  : 

( i )  une f e u i l l e  compacte, 

( i i )  t o u t e  l a  v a r i é t é ,  

( i i i )  e x c e p t i o n n e l .  

S o i t  M un minimal d e  ( M , F ) .  Il a  dans tous  l e s  c a s  de l ' h o l o -  

nomie non n u l l e  : c e c i  décou le  dans  l e  c a s  (i) ( r e s p .  ( i i ) )  du lemme 1 1 . 2 . 2  

( r e s p .  d e  l ' h y p o t h è s e  de non t r i v i a l i t é  d e  l 'holonomie de  F ) ,  a l o r s  que 

dans l e  c a s  ( i i i )  on  a p p l i q u e  l e  théorème du p o i n t  f i x e  d e  Sacks teder  

( c f .  [sa 11). 



1 
Envoyons alors l'anneau C = $ X[O, 1 [ au-dessus du lacet qui 

a de l'holonomie (laquelle est contractante puisque F est transversale- 

ment homographique). Pour tout couple (k,h) de fonctions différentiables 

de M telles que : 

la fonction k est nulle sur le cylindre, donc sur le minimal, donc sur 

un voisinage ouvert saturé de M. Par conséquent puisque de tels ouverts 

forment un recouvrement de M, la fonction k est nulle sur M. Le théorème 

résulte alors du lemme 1 1 . 2 . 4 . 8  

11.3. Feuille;tagu Rtran~v~n~dmeM;t  hamugnapkiqu~n e,t ~okrnQn Smrnée~. 

Le but de cette section est de montrer l'analogue d'un résultat 

établi par Bobo Séké pour les feuilletages transversalement affines 

(cf. B e  11) à savoir que de tels feuilletages (sur une variété compacte) 

peuvent toujours être définis par une forme fermée si et seulement s'ils 

sont sans holonomie. 

r 11.3.1. Théorème. Soit F un feuilletage transversalement homo- 

/ graphique sur une variété fermée M compacte. Alors les propriétés sui- 

vantes sont équivalentes : 

1 (i) F est sans holonomie, 

(ii) F est défini par une forme fermée sans singularité. 

La démonstration de ce théorème nécessite quelques préliminaires. 

Supposons F défini par le triplet de 1-formes m = ( R , a , B ) .  
'L ?i 

Désignons par M le revêtement universel de M et par p l'application 

'L 7,g 
de projection de ce revêtement. Le feuilletage F = p (F) induit par F 

% 
sur M est un feuilletage transversalement homographique défini par le 



'L 'L 'L 'L 'L3) 

triplet GJ = (R,a,B) = P (Q,a,B) 

~ ' ~ ~ r è s  le théorème de Lie, il existe une fonction 

'L %?4 'L* 
telle que m = p Q = F T, où ~r est la forme de Maurer-Cartan de 

4 
SL(2,IR). Dans les coordonnées canoniques de IR , ceci s'écrit : 

'L ' L ' L  ' L ' L  
R = v dy - y dv, 
% 'L 'L 'L 'L  
a = 2 (udy-xdv) , 
'L 'L 'L 'L 'L  

= 2 (udx-xdu) . 

Soit y un élément de T (M). Considéré comme automorphisme de 1 
'L* 

ce revêtement, y laisse invariant F ~r , i.e. 

Par conséquent, d'après le théorème de Lie, il existe un élément 

H(y) de SL(2,R) tel que : 

'L 'L 
F O y = H(y) O F. 

On définit ainsi un homomorphisme : 

H : v1 (M) -+ SL(Z,R), 

tel que pour tout y, le diagramme suivant soit commutatif : 



A 

Désignons par p 1 ' application de projection du revêtement 2 

de M défini par la suite exacte 

0% Ker H- nl(~) Im H -+ O. 

Le groupe d'automorphismes de ce revêtement est isomorphe à 

'L n 

Im H et F induit une application F telle que le diagramme suivant est 

commutatif : 

Considérant les inclusions 

GA- SL(2,R), 

remarquons que si Im H est contenu dans GA (resp. dans IR),  alors F 

est transversalement affine (resp. défini par une forme fermée). 

Si F est sans holonomie, on a les précisions suivantes : 

r 11.3.2. Lemme. Si F est transversalement homographique et sans 

l holonomie, alors 
I n n 

(i) la variété M a une structure de produit FXR induite par 

(ii) Le groupe H(n (M)) opère sans point fixe sur R. 
1 

L En particulier H(n (M) ) est abélien. 



Preuve : 

a) D'après le théorème 3.1 dlImanishi relatif aux domaines des difféo- 

morphismes d'holonomie associésaux chemins dans les feuilles d'un feuille- 

tage de codimension un (cf. [1m l]), on peut relever de tels chemins dans 
i; 'L 

(M,F) tout le long des trajectoires du champ X. Donc aussi dans (M,F) 
h Li 

et (My F) . 
'L'L 

 a autre part, dans (M,F), il n'y a pas de transversale fermée 

(sinon il existerait un cycle évanouissant dans M). Par conséquent, une 
% 'L 

feuille de F coupe toute intégrale de X au maximum en un point ; par 

% 'L 
suite M est un produit FxY où Y est difféomorphe à R. 

'L 

b) F étant transversalement homographique, il en est ainsi de F. 

Donc Y possède une structure homographique et pour tout élément y de 

r,(M), H(y) est un automorphisme de cette structure. 

Comme groupe d'automorphismes, IT (M) opère en préservant la 1 
'L 'L 

structure produit ; pour tout y 6 rl(M), et pour tout élément (x,t) c My 

on a : 

'L 'L 
c) En quotientant M Z FXR par le sous-groupe Ker H, on aura un 

A 

produit FxY avec 

c. A 

d) Le groupe Aut M 9 r (M)/ker H opère sur M en préservant la struc- 
1 

A 

ture produit : pour tout Y E Aut M et pour tout (X,t) E fi, on a : 



Si un élément tel que H(y ) # e possède un point fixe 
O 

t E Y, alors 
y O 

correspond à un élément d'holonomie non nul de F.  
O 

Par conséquent H(T (M)) opère sans point fixe sur Y. Pour ce sous- 1 

groupe sans point fixe de Aut(Y), on a alors deux possibilités : 

1) pour tout y c T](M), l'élément H(y) est sans point fixe 

fini et alors H(T (M)) est constitué uniquement de translations ; 
1 

2) il existe a, B E: IR, a < B, tel que Y G ]a, B [  et pour 

tout y E nl(M), les points a et B sont fixes par H(y). 

e) D'après ce qui précède, H(nI(M)) est abélien. D'autre part, on 

A %  
* A 

a F = F parce que  pl^ est injectif (en effet si = Y(;) où ? , y  c F, 
- 

alors H(y) = e i.e. y c Ker H i.e. y = id.) I 

11.3.3. Démonstration du théorème 11.3.1. D'après le lemme 11.3.2, 

le groupe H(T (M)) peut être considéré comme un sous-groupe de GA (éven- 
1 

tuellement on remplacera F par T .F où T . SL(2,R) -+ SL(2,iR) est 
A A *  

1 1  - +- 
% 

la translation à gauche par A = /_2] :] ceci lorsque Y = 1-1 ,+1 [ , 
- 1  et + 1  étant fixes par H(y) pour tout y € TI(M)). Par suite, F 

est transversalement affine. On est ramené à la situation étudiée par 

Bobo Séké (cf r ~ e  11 page 44), d'où le théorème 

Le corollaire suivant résulte du fait que de la démonstration 

de B. Séké, on tire que le couple de 1-formes (R,a) définissant le feuil- 

letage transversalement affine sans holonomie f est équivalent au couple 

(w,w) où w est une 1-forme fermée sans singularité définissant F. 



I 11 .3 .4 .  Corollaire. Dans les conditions du théorème II.3.1., il 

existe une 1-forme fermée w sans singularité sur M telle que : 

I (i) la forme w définit le feuilletage F ; 

(ii) le triplet de 1-formes ( R , c x , ~ ~ )  définissant la structure trans- 

verse homolographique est équivalent au triplet (w,w,O). L 



A. 11. APPENDlCE . STRUCTURES HUMOGRAPHlQUES SUR IR. 

L'étude des feuilletages transversalement homographiques peut se 

faire sur des variétés non compactes. En fait, ici on se contente de l'es- 

pace des réels IR auquel cas le feuilletage transversalement homographique 

sera simplement une structure homographique. 

Alors qu'il existe trois structures aff ines sur iR (cf. [se 11 ) , 
on n'aura que deux structures homographiques sur IR à isomorphisme près. 

On va faire la liste de ces structures en donnant pour chaque 

structure : 

(i) un triplet de 1-formes 

(ii) le groupe d'automorphismes. 

Par analogie avec les structures affines, on peut définir a priori 

trois structures homographiques sur IR. 

(i) la structure canonique de IR, [R, (dt ,o,o)] ; 

(ii) la restriction de (i) à ]O,-[ , c'est-à-dire (]0,+m[, (dt,O,O)) ; 

(iii) la restriction de (i) à 1-1 ,+1 [ , c'est-à-dire (1-1 ,+1 [ , (dt,O,O)) . 

Commençons par déterminer les automorphismes de ces structures. 

I 

1) Aut(i) = GA = le groupe affine ; 

X 
2) Aut(ii) = IR+X{O) = le sous-groupe de GA des homothéties 

positives ; 

3) Aut(iii) = le sous-groupe commutatif de SL(2,R) des éléments 

de la forme E a] 



r) 
Preuve : Soit f un automorphisme de la structure (X,(dt,O,O)) 

où X est égal à (R ou ]O,+..[ ou 1-1,+1[. D'après la définition 11.1.12, 

il existe deux fonctions différentiables g et h sur X, g sans zéro 

telles que : 

* 
f dt = gdt, 

h 
O = - dt - dh. 

2 

La dernière relation s'écrit encore : 

soit : 

h2 = cg où c E lR. 

On en déduit : h = a g1/2, a E IR (g étant supposée strictement 

positive sur X). La relation 

0 = - - + hdt, 
g 

s' écrit alors 

- -  dg - adt. 
g 
312 

Par conséquent, on obtient : 

1 a 
g = 2 (où al = 

(al t+a2) 

On va maintenant examiner trois cas : 

1 )  X = IR, alors a = O ; d'où : c = O, ce qui signifie que f est 
1 

une application affine i.e. le groupe d'autumorphismes de (IR,(dt,O,O)) 

est le groupe affine GA ; 



2) X = ]O,-[ , le même raisonnement qu'en 1) montre que f est une 

homothétie positive i.e. le groupe d'automorphismes de (1 O,+..[ , (dt ,O,O)) 
X 

est le sous-groupe IR x(0) des homothéties positives de GA ; + 

X 
3) X =]-1,+1[, l'équation f dt = gdt, où g(t) = 

1 , donne : 
(alt+a 2 

at+b 
f(t) = - , avec ad - bc = 1 .  

ct+d 

De plus, comme f doit vérifier : 

f s'écrit encore sous la forme [ 11 OU [-; -11 avec 

2 2 2 2 
a - b  = l  et b - a = 1, respectivement. 

En réalité f ne peut pas être de la forme 

dans ce cas, on aurait -1 < £(a) < 1 et f ne serait pas un difféomor- 

phisme de ]-],+Ir sur lui-même. 

Enfin toute fonction f définie par 
2 2 11 O- a - - 1  

est un automorphisme de (1-1 ,+1 [ , (dt,O,O)) : on prendra : 

A .  11.2. Rmahque. 

Pour les structures induites par la structure canonique de IR, 

on a les isomorphismes suivants : 

(i) ] a,+w[ = ]o,+w[ , pour tout a E R, avec 



(ii) ]-m,~[ r ]o,w[ , avec 

f(t) = -L ; 

(iii) ]a,b[ = 1-1,+1 [ , pout tout a,b e IR, avec : 

On a aussi, comme pour le cas affine, l'isomorphisme 

(]O,*[ 9 (dtyOy0) ( R y  (dtyOyO)) 

avec 

f (t) = Log t. 

Dans le cas affine, les analogues des trois structures repertoriées 

ci-dessus étaient distinctes. Ce n'est plus le cas pour les structures homo- 

graphiques. 

A.  1 7 . 3 .  Lemme. 

Pour les structures homographiques induites par la structure 

canonique de W les variétés ]0,+m[ et 1-1 ,+1 [ sont isomorphes. 

Preuve : L'application homographique f de matrice 

est un difféomorphisme de ]0,+m[ sur 1- 1  ,+1 [ . Pour tout t E. , 

on pose : 

1 
g(t) = 1 2  

(t+ 

On vérifie immédiatement que : 

t 
f dt = g dt 



* ; [g dt - dh] O=£()=- 

d'où le lemme l 

A . 1 7 . 4 .  Lemme. Les deux structures ( ]0,+co[ , (dt,O,O)) et 

(dt,O,O)) sont distinctes. 

Preuve : Supposons qu'il existe un difféomorphisme 

pour lequel il existe deux fonctions différentiables g et h définies 

sur ]O,*[ telles que : 

r fXdt = gdt 

1 h2dt 
O = - g L2- dh]. 

En raisonnant, corne dans la proposition A.II.1, on montre que 

f doit être de la forme : 

at + b 
f (t) = ct + d (avec ad - bc = 1 ) . 

On doit avoir f(h) = +m , par suite c = O, i.e. f est 

affine mais alors f ne peut pas être surjective, ce qui est contradictoirel 

Pour finir, on peut classifier les structures homographiques de IR. 

Toute structure homographique sur IR est isomorphe à l'une des 

deux structures homographiques : 



(i) (IR, (dt,O,O)) , ou 

(ii) (]O,-[ , (dt,~,~)). 

Preuve : Il suffit de transcrire la démonstration correspondante 

du cas affine (cf. [se 1 1 ) .  Comme IR est simplement connexe, une structure 

homographique sur R peut être définie par un triplet de la forme : 

où h : IR + Ù7 est une fonction strictement monotone et g une fonction 

strictement positive. 

Le triplet EJ est équivalent à 73' = (dh,O,O). D'autre part, h 

est en fait un difféomorphisme de IR sur un intervalle ]a,b[ et 

X a' = h (dt,O,O) ; donc h est un isomorphisme de ( IR,ml)  sur 

(]a,b[ , (dt,O,O)). Trois cas sont alors possibles : 

i) ]a,b[ = R ; 

ii) ]a,b[ est différent de IR mais n'est pas borné ; on peut supposer 

dans ce cas que a = O et b = +a ou bien a = * et b = O ; 

iii) a et b sont finis i .e. ] a,b [ est borné ; on peut supposer 

que ]a,b[ = 1-1,+1[. 

Dans les cas ii) et iii) la structure (]a,b[,(dt,0,0)) est en 

fait isomorphe à  IO,+^[, (dt,O,O)), d'où le théorème I 



171 - MOUELES DE FEUTLLETAGES TRANSVERSALEMENT 

7 71.7 . Ph0phiéX6h g é n é h d k h .  

On s'attache dans ce chapitre à dégager certaines propriétés 

intéressantes des modèles de feuilletage p.s.h. qui ont une structure trans- 

verse homographique. Ainsi, généralisant le résultat démontré au 5.11.3.1, 

on peut énoncer : 

1 1 1 . 1 . 1 .  Théorème. Tout modèle transversalement homographique 

1 (M,F) de type 1 est standard. 

Preuve : On utilise la généralisation du théorème dlImanishi à 

l'intérieur d'un modèle et on poursuit la démonstration comme pour le 

théorème 11.3.1 1 

Le résultat suivant sera utile pour la démonstration du théorème 

de type Tischler pour les modèles transversalement homographiques. 

1 1 1 . 1 . 2 .  Théorème. Soit (M,F) un modèle transversalement homo- 

graphique non trivial. 

O 
Alors il existe une forme fermée w sur M définissant et 

deux fonctions différentiables f et $ sur M telles que : 

(i) f (x) > O sur et f - '  (0) = 3M 

(ii) la structure transverse homographique sur F est définie par le 

triplet ( R , a , B )  où : 



Avant d'aborder la démonstration de ce théorème, on va commencer 

par établir le résultat suivant : 

- 111.1.3. Lemme. Si {(ui, (yiyxi))}iEI désigne un atlas de cartes 

O 
distinguées pour F, il existe pour tout i E: 1 un point m. E: U. n My une 

1  1  
O 

fonction différentiable g définie sur U. n My tels que : i 1  

(i) u = dg i 

- - i Lo + g. (mi) , ai et bi étant des constantes, (ii) gi a x.-x. )+bi 1  
i( i  1  

O 

(yi ,xi ) les coordonnées de m.. 
1  

0 O 

Preuve : Pour tout i € 1, on peut écrire : 

et w = dgiy sur l'ouvert i 
(Ui suffisamment petit), u v. et gi 

iy 1  

étant des fonctions différentiables définies sur U.. 
1  

O 

La structure transverse homographique du feuilletage F est défi- 
O 

nie par la restriction du triplet (R,a,f3) à M ; on l'obtient encore en 

considérant le triplet (w,@,O) lequel est en outre équivalent (cf. 11.3.4) 

O 
à la restriction à M de (R,a,B). Par conséquent, il existe deux fonctions 

O 
différentiables f et 4 de M de classe cr, telles que : 

R = fw, 
Z oQ+L O 

@ = -  
f 2 f W 9  sur M. 

En restriction à l'ouvert Ui, ces relations s'écrivent encore : 

d f - - + $ dgi 
du. 

- 1  - - -  
f 

+ v. dx. 
u. 1 1  
1 

v 
2 
i dvi 

f 
dxi - - 

u. 
\ 1  



La première relation indique que : 

De la 2ème relation, on déduit alors : 

En remplagant alors dans la dernière relation (gi, f / ui, $ 1  ui) 
par les expressions précédentes, il vient : 

La solution générale de cette équation différentielle s'écrit : 

- - 1 Lo + gi(mi), d'où le lemme 8 
gi a.(x-x. )+bi 

i i i 
O 

Pour démontrer le théorème, il suffit de montrer que f et 

O fl sont en fait des restrictions à M de fonctions différentiables de 

classe cr, définies sur M tout entier. 

111.1.4. Démonstration du théorème. 

D'après le lemme précédent, pour tout i~ 1, il existe des constan- 

tes a.,bi et x telles qu'on puisse écrire : 
1 i 

O 

Sur tout ouvert Ui, la fonction k. = (f lui) .hi est bien 
1 

définie et de classe cr puisque sur un tel ouvert la relation fi = f w  

s'écrit Q = ( f  lu.) .hi(xi)dxi. 
1 



Par conséquent, l a  r e s t r i c t i o n  de  f à Ui e s t  donnée par  : 

ki (yi,xi)  [a. (xi-xi )+b .] 2 
- n - 1 1 

'lui = hi(xi) bi ki (yi ,xi)  

ce  q u i  montre que f e s t  d é f i n i e  s u r  Ui t o u t  e n t i e r ,  de c l a s s e  cr, 

prenant  l a  va leur  n u l l e  s u r  U .  fi a M  lo rsque  ce  d e r n i e r  n ' e s t  pas v ide  
1 

(hi 
tend ve r s  l ' i n f i n i  quand on s 'approche du bord) .  On en dédu i t  a l o r s  : 

dk. dh.  

il v ien t  : 

1 
Mais pour t ou t  i E 1, aIui + - e s t  b i e n  d é f i n i e  s u r  U .  e t  e s t  

ki 1 

de l a  forme A.(y x.)dxi (compte tenu de  l ' é g a l i t é  c i -dessus) .  Par consé- 
1 i' 1 

quent en r e s t r i c t i o n  à U.  n a, l a  fonc t ion  s ' é c r i t  : 
1 

OU encore : 

Cet te  é g a l i t é  montre que lorsque  l ' o u v e r t  Ui r encont re  l e  bord 

de M, $ 1 ~ .  
1 

s e  prolonge à U .  fl a M  e t  que $lui e s t  de c l a s s e  cr. 
1 



Utilisant les résultats qui précèdent, on va maintenant montrer 

qu'on peut associer à tout modèle p.s.h. de type 1, un modèle standard. 

7 7 7 . 2 .  Modèle afandmd annocié à un modèle p.n.  h. de Xgpe 7 .  

Le point de départ est le résultat suivant dû à R. Sacksteder 

(cf. [sa 11). 

111.2.1. Théorème de Sacksteder. Soit F un feuilletage de 

codimension un de classe cr, r > 2 sur une variété compacte fermée. r 1 Alors il existe une structure différentiable SF et une métrique rieman- 

nienne "bundle-like" RF de classe cr sur M telles que : 

i) les structures induites par SF et RF sur chaque feuille de F 

1 sont égales aux structures initiales ; 

ii) F est défini-par une forme fermée dans la structure S~ ; 

iii) M est complète pour la métrique . 
1 

Adaptant la démonstration de ce théorème au cas des modèles 

p.s.h. c'est-à-dire des variétés avec bord (le feuilletage étant tangent 

au bord), G. Hector a obtenu le résultat suivant : 

III. 2.2. Théorème (cf. [~e l] ) . Si (M, F) est un modèle de type 1 ,  

2 
de classe C , il existe une structure différentiable So et une métrique 

2 O 
F 

riemannienne "bundle-like" R, de classe C sur M telles que : 
F 

O 
i) les structures induites par sur chaque feuille de F 

lsont égales aux structures initiales ; 
O 

ii) F est défini par une forme fermée dans la structure So ; 

O F 
iii) M est complète pour la métrique Ro. 

F 

Partant de ce résultat, on va maintenant montrer qu'il existe 

une structure différentiable sur la variété entière bord compris telle 

que le feuilletage soit transversalement homographique dans cette nouvelle 



structure. Plus précisément : 

111.2.3. Théorème. Dans les conditions du théorème 111.2.2, il 

existe une structure différentiable SF sur M et une métrique rioman- r 
O 

nienne "bundle-like" Rô de classe cr r a 2 sur M telles que : 
F 

I i) la structure induite par SF (resp. R ) sur chaque feuille 
O SE 

I de F (resp. F ) est égale à la structure initiale ; 

ii) F est transversalement homographique dans la structure SF et 

O 
F est déEini par une forme fermée dans la structure induite par 

O 
F 

sur M ; 

O 
iii) M est complète pour la métrique 

O 
Preuve : Soit w une forme fermée définissant F dans la struc- 

'L 
ture So come le spécifie le théorème 111.2.2. Considérons le champ X 

F 
dual de la forme U, vérifiant : 

Soit { (ui(~i,xi) )liEI un recouvrement bidistingué de M et 

fixons pour tout i E 1 un élément m E U. fl fi. Les courbes intégrales 
i 1 

'L O 'L 
de X sont des géodésiques de (M,Ro) ; par conséquent X définit un 

% O F 
flot (BtItER préservant F. 

La structure SF sera alors définie corne suit : 

A 

i) si U. fl aM = 0, on pose : xi = expt(t), pour tout m ç U où 
1 i ' 

t est défini par la condition : $(m,-t) appartient à la plaque de m 
i '  

ii) si Ui n aM # 0 et si le champ transverse est rentrant sur 
A O 

Ui n aM, on pose : x. = exp(t), pour m E U. fi M, où t est défini comme 
1 1 

A 

ci-dessus et, x = O, pour m E U i n  aM i 

iii) si U. n aM # 0 et si le champ transverse est sortant sur U. n aM, 
1 1 

A 

on pose : x = -exp(-t), pour m r Uifl , où L est encore defini i 



comme en (il, et, 

,. 
x. = O, pour m E U. n 8~ ; 
1 1 

iv) enfin, pour tout i E 1, on pose : 

Par construction {(~~,(q~,%~))}~~~ est un système de cartes 

distinguées pour F. On vérifie, d'autre part, ce de manière simple, que 

sur U . n  U pour tout i ,  c 1 tels que U. fl U. # @, les changements 
1 j ' 1 J 

de cartes pour la coordonnée transverse sont de la forme : 

a étant une constante strictement positive. 
ij 

O 
La forme fermée définissant F s'écrira dans cette nouvelle struc- 

ture : 

dXi 
M E -  - sur u. n M, 

1 
x: 

J. 

dans les cas (i) ou (ii) ci-dessus, et 

dx . 
' 1 w = - -  
,. sur U: n M, 

dans le cas (iii). 

O 
La métrique riemannienne "bundle-like" pour F sera obtenue en 

appliquant le lemme 1.2.4 dans la nouvelle structure, d'où le théorème 



A présent, on peut se demander à quelle condition on peut modifier 

la structure différentiable initiale de M de telle sorte que le feuille- 

tage F soit transversalement affine dans cette nouvelle structure. Avec 

les notations du théorème 111.2.3, on peut énoncer : 

r 111.2.4. Théorème. Dans les conditions et avec les notations du 

théorème 111.2.3, le feuilletage F sera transversalement affine dans la 

structure S si et seulement si le champ normal X est soit partout ren- 
F 

trant soit partout sortant sur aM. 

Avant de passer à la démonstration proprement dite du théorème, 

on va établir un résultat préliminaire utile du reste pour cette dernière. 

Soit M une composante du bord d'une variété M munie d'un 
1 

modèle de feuilletage F transversalement affine non trivial et d'un 

champ orthogonal à F noté X. Soit m E M et désignons par @ la 
1 1 1 

trajectoire du champ X issue de ml. Soit 4 une paramétrisation de 

obtenue en posant : 

où OPt) tER désigne le flot associé à X. Soit (R1,cil) un couple de 

1-formes dé£ inissant la structure affine induite par 4 sur @ On a 
1 ' 

alors le résultat suivant : 

111.2.5. Lemme. 

i) a est infini, égal à +w ; 1 

ii) les structure affines ] , a l  [ , (QI a )  et { ] O , - [  ,(dt,0)1 

sont isomorphes. 



Preuve : 

i) Comme al est une trajectoire du champ X issue de m E aM, 
1 

a est fini si et seulement 
1 @, va d'une composante du bord à une autre. 

Si a était fini, du fait que le groupe d'holonomie de la composante 
1 * 1 

est non nul, on aurait un automorphisme de la structure affine de [O,al [ 
différent de l'identité ce qui contredirait le point (a.2) de la propo- 

sition A.III.1. 

ii) La structure affine {]O,al [ , (RI ,al)} (al = +m) est aussi celle 

induite sur 10,aI[=]0,*[ par la structure affine définie sur [O,*[ 

à l'aide de $. 

Soit (fil ,") le couple de 1-formes dé£ inissant la structure 

affine de [O,+-[ définie à l'aide de 4. On a : 

D'autre part {[O,-[ , (fil,al)} est isomorphe soit à 

([O,+-[ , ( (dt,~)} , soit à [a,b[ , (dt,~)) (cf. proposition A.III.1) ; 

cependant la deuxième possibilité est exclue du fait que le groupe d'holono- 

mie de la composante Ml est non nul et que le groupe d'automorphismes de 

I[a,b[, (dt,~)} est trivial (cf. A.III.1). 

Par { [O,+-[ , (El ,a1)} est isomorphe à {[O,+-[ , 

(dt,~)) et donc {Io,+w[ , (Q, ,a,,)) à {]O,-[ ,   de,^)} 

111.2.6. Démonstration du théorème 11.2.4. 

a) Soit (M,F,X) un modèle transversalement homographique dont le 

champ transverse X est partout rentrant. Désignons par w une 1-forme 

O 
fermée définie dans a et définissant F puisqu'on sait que (M,F,x) 

est standard. On sait aussi (cf. Lemme 1.2.4.) qu'il existe une métrique 
O 

"bundle-like" pour F, soit et qu'on peut définir un champ de vecteurs 



O 

2 orthogonal à F tel que : 

'L 

Considérant alors le flot (Jt) teR associé à X et un recouvre- 

ment {(u~,(Y~,x~))}~~~ bidistingué de M  on procède comme dans le théorè- 

me 111.2.3 pour définir la nouvelle structure SF avec cette particularité 

qu'on n'a que deux cas 

soit: u i n a M = @  

soit : U .  n a M  # @ avec le champ transverse rentrant au bord. 
1 

Dans tous les cas, les changements de cartes pour la coordonnée "verticale" 

.. .. 
dans le nouvel atlas {(ui, (yi,xi))}icI sont affines ; comme cet atlas est 

distingué pour F, il s'en suit que F est transversalement affine. 

b)  Réciproque. Supposons que le champ X ne soit pas partout rentrant 

ni partout sortant et soient Mi, i = 1,2 deux composantes de a M  telles 

que sur M l  (resp. M ) ,  le champ soit rentrant (resp. sortant). Pour 
2 

i = 1,2, fixons un point m. de Mi et soit @ la trajectoire du champ 
1 i 

X issue de m.. 
1 

O 
Soit Fo une feuille de F et pour i = 1,2, soit x. un point 

1 

d'intersection de F avec @ Désignons par c un chemin dans F joi- 
O i ' O 

gnant 2 
à X,. 

Considérons le difféomorphisme d'holonomie r associé à c. 
O 

Comme F est sant holonomie il résulte du théorème d1Imanishi relatif aux 

domaines des difféomorphismes d'holonomie (cf. théorème 1.3.1) que r est 

O O 
un diff éomorphisme de 02 M sur al fl M. 



En désignant par $l le flot associé à X, on obtient une paramé- 

trisation de (resp. G2) qu'on notera 4 (resp. 4) en posant : 

$] (t) = $(ml ,t) (resp. Q2(t) = Q(m2,t)), 

pour t E [o.al[ (resp. Ja2,01) . 
A 

L'application r induit un difféomorphisme r de ]a2,0 [ sur 

10,a [ tel que le diagramme suivant comrnute : 
1 

Le feuilletage F étant transversalement affine, le pseudogroupe 
.. 

d'holonomie de F est constitué de germes d'applications affines, donc r 
A O 

est localement aff ine ; comme r est globalement défini sur al n M, 1' ap- 

.. 
plication r est un isomorphisme des structures affines induites par (M,f) 

sur al n EL et a2 n 8. Par conséquent r est un isomorphisme croissant 

des structures affines définies sur ]a2,0[ et 10,al[ par g2 et 4, 



respectivement. Soit (Ql,al) (resp. (n2,a2)) un couple de 1-formes définis- 

sant la structure affine induite par $ (resp. g2) sur ]0,a1 [ 
1 

(resp. ]a2,0[ ) .  

On montre (cf. Appendice) que : 

i) a et a sont infinis 
1 2 

ii) {]o,al [ = , (al ,al ) }  est isomorphe à {]O,-[ , (dt,~)} 

alors que {]a2,0[=]-w,o[, (a2,a2)} est isomorphe à {]-,O[, (dt,~)}. 

Ainsi donc r est un isomorphisme croissant de {]-,O[ , (dt ,O) 1 

sur {]O,*[ , (dt,~)), ce qui contredit la proposition A.III.2 

A titre d'illustration, regardons le cas des feuilletages de 

1 
C = $ XI. 

Les feuilletages de C = $'XI sont de deux types (cf. [MO 11) ; 

ils sont topologiquement conjugués à l'un des feuilletages définis par les 

m 
formes du type (1) : w = dr + $(r)de, où 0 : 1 - + R  est une fonction C 

1 

telle que 

et du type (2) : w = (1-2r)dr + $(r)dû où (J est corne précédemment. 2 

Dans les exemples du type (1) (cf. figure 3 page 21) le champ 

transverse est sortant sur une composante du bord et rentrant sur l'autre 

mais un feuilletage de ce type F I  n'est transversalement affine que si 

w = dr, et alors on n'a pas affaire à un modèle non trivial. 1 



Dans les exemples du type (2), le champ est partout sortant (ou 

partout rentrant) ; pour $(r) = r(1-r), (2) donne un modèle de feuilletage 

transversalement affine non trivial. 

Figure 5 



A. 111. APPEWTCE. STRUCTURES AFFINES SUR [O,- [ . 

On sait (cf. [SE 11) qu'il existe seulement trois structures 
affines sur IR : 

(i) IR avec sa structure canonique définie par (dt,~), 

(ii) ]0,+m[ avec la structure induite par (i), 

(iii) 1-1 ,+1[ avec la structure induite par (i) . 

De manière analogue, on montre : 

a) [o,+w[ ne possède que deux structures affines : 

(a. 1 ) [O,-[ avec la structure induite par la structure canonique 

de R (le groupe d'automorphismes étant réduit au sous-groupe des homothéties 

positives). 

(a.2) [a,b[ (a,b E IR, a < b) avec la structure induite par la 

structure canonique de IR (le groupe d'automorphismes est réduit à l'iden- 

tité) ; 

b) [0,l] ne possède qu'une seule structure affive : celle induite par 

la structure canonique de IR (le groupe d'automorphismes est réduit à deux 

éléments : l'identité et l'involution : t e  1-t). L 
A. 1 1 7 . 2 .  P&opoa&on. 11 n'existe pas de di£ f éomorphisme croissant 

de ]0,+m[ sur ]-,O[ qui soit un isornorphisme des structures affines 

induites sur ]o,+co[ et ]-m,o[ par la structure canonique de R.  

Preuve : Soit en effet f : {]-co,0[ , (dt,~)) -t {]O,+-[ ,(dt,O)) 

un isomorphisme des structures affines ; f vérifie alors : 



nù h est une fonction différentiable sans zéro sur ]?,O[. 

te On en déduit alors : f'(t) = K = C ; d'où 

f (t) = Kt + K I  

f étant un difféomorphisme de ]-,O[ sur ]O,*[ , on a nécessairement 

K,  = O et K < 0, 

i.e. f est décroissante I 



IV - U N  THEUREME DE TYPE T7SCHLER POUR LES MUDELES 

p.a.h. DE TYPE f TRANSVERSALEMENT HOMOGRAPHZQUES 

D'après le célèbre théorème de Tischler (cf. [~i 1 1  ) ,  il est bien 

connu que toute variété fermée (i.e. sans bord) possédant une 1-forme fermée 

1 
sans singularité est fibrée sur $ . Les travaux de Joubert et Moussu ont 
montré que cette fibration peut être choisie de telle sorte qu'une feuille 

du feuilletage défini par la forme fermée soit un revêtement de la fibre 

(cf. [J-MI]). 

Nous redémontrons ce résultat dans un premier temps pour l'inté- 

rieur d'un modèle standard (M,F) de type (1,2). Plus précisément nous mon- 

trons qu'étant donné un modèle standard (M,F) de type (1,2), moyennant cer- 

11 0- taines conditions sur M et F, on peut "approcher" F au sens de la C topo- 

logie des formes'' par une fibration ?, l'approximation étant faite de telle 

O O 
sorte qu'une feuille F de F soit un revêtement de la fibre T de T 

X 
de groupe ZP-' , P E N g  

Dans une deuxième étape, nous montrons que pour un modèle trans- 

versalement homographique (M,F) de type (1,2), on a une approximation par 

un modèle transversalement homographique de type (l,l), (M,T). 

Les démonstrations mises en oeuvre ici se veulent relativement 

élémentaires et géométriques ; elles utilisent : 

(i) le revêtement associé à une 1-forme fermée ; 

(ii) une procédure nouvelle d'approximation de 1-formes fermées. 



'L 
I V .  7 . RevêXement M d ' une v a h i é t é  RLmannienne M munie d'une 

Le revêtement d l Iman i sh i  é t u d i é  au c h a p i t r e  1 s e  c o n s t r u i t  i c i  

de manière canonique à l ' a i d e  de  l a  forme. 

Etant donné une 1-forme fermée w su r  une v a r i é t é  M, on l u i  

a s soc i e ra  l'homomorphisme : 

( i l  Io ne dépend que de  l a  c l a s s e  [w] de w ;  

( i i )  S i  nous désignons par  r 1' image de 
I w  ' on peut é c r i r e  : 

W 

I' 2 n ,  (M,xo) / ker  IW 
W 9 

e s t  appelé  l e  groupe des  périodes de  w.  S i  n,(M,xo) e s t  de 

type f i n i ,  r e s t  un Z-module l i b r e  de rang p f i n i  ; 
W 

I U  
( i i i )  La s u i t e  : O + ke r  1 -+ n (M,x )---+ T u - +  O e s t  exac te .  

W 1 O 

'L 
( i v )  Le revêtement n : M -+ M d é f i n i  par l a  s u i t e  exac te  ( i i i )  e s t  

g a l o i s i e n  e t  l e  groupe d'automorphismes e s t  isomorphe à r . 
W 

'L 'L 'L 'IJ 

S o i t  w , X , R  respectivement l e s  relèvements de w , X , R  à M par  7. 

I V . I . 1 .  Lemme. Les condi t ions  su ivantes  son t  équiva len tes  : 

( i )  ru = O 

( i i )  l a  v a r i é t é  M e s t  un produi t  FxR où l e s  f e u i l l e s  de  w ( r e s p .  

courbes i n t é g r a l e s  de X) sont  de l a  forme F x { t )  ( r e s p .  de l a  forme 

x iR). 



Preuve : 

- (ii) => (i) : c'est évident 

- Supposons r = O ; alors w est exacte, W 

F n'a donc pas de transversale fermée ; par conséquent, toutes les feuilles 

de F sont fermées et une trajectoire de X rencontre au maximum en un 

point une feuille de F.  

D'autre part le flot ('4 ) t m  
associé au champ X préserve le 

feuilletage F (X est choisi tel que w(X) E l), d'où l'existence d'une 

feuille type F ; par suite, on a bien : 

M = F x i R m  

IV.1.2. Lemme. Soit M une variété riemannienne complète et 

une 1-forme fermée sans singularité sur M telle que llwll = 1. Alors 

on a les propriétés suivantes : 

(i) toutes les feuilles de F sont difféomorphes à une variété F ; 
'L 

(ii) le revêtement M défini comme ci-dessus (propriété (iv) de 
Iw) 

est difféomorphe à F x R ; 

(iii) le groupe des automorphismes opère par translations sur W et 

la suite définie comme en (iii) (propriétés de 1 ) devient : 
W 

Preuve : 

'L 'L 
- On considère le revêtement M muni de la forme w ; d'après le 

'L 'L % 

le lemme précédent, on a : M = F x IR où F est une feuille type de w. 



- Le groupe des automorphismes du revêtement préservant la structure 
'L 

produit F x R agit sur chaque facteur et en particulier sur le facteur 

R comme le groupe 

'L 

- son action sur F x {t) est triviale (En effet 

'L ?I % 'L 
ker I~ = irx(nl(M,xO)) = n*(ir (~~{tl, x 1); d'où ker I W C  n,(F,xo) C Ker L )  ; 1 O 

'L 'L 

donc la restriction de ir à F x {t) est un difféomorphisme de F x {t) 

sur son image. Par conséquent toutes les feuilles de F sont difféomorphes 

'L 
à F et M Z F X I R .  

- la suite exacte découle du fait que ker Iu = al(F,xo) 8 

Utilisant les lemmes précédents, on peut alors énoncer : 

IV.1.3. Proposition. Dans les conditions du lemme IV.1.2, on a 

lies trois cas : 

1 
(ii) ru = C <=> Il existe une fibration de M sur S définissant F ; 

(iii) r = zP, p > 1 <=> toutes les feuilles de F sont denses. 
W 

Preuve : 

a) la première équivalence résulte du leme IV.l.l. 

b) si ru = C, désignant par e l'application de projection de B 

sur S I  = R I E ,  il existe une application diff érentiable 

telle que le diagramme suivant soit commutatif : 



où prî c'est la projection de FxR sur le second facteur. Cette applica- 

tion f définit la fibration cherchée. 

c) Soit 0 une transversale fermée de M et soit 8 une composante 
'L 

de n-'(û) ; alors 0 est de la forme {x} x IR 

"u 

= zP, p > l <=> l'orbite d'un point de 8 est dense dans 8 

<=> 8 n F est dense dans 0 

<=> F est dense dans My ce qui achève de 

démontrer-la proposition 8 

Maintenant nous allons introduire le deuxième préliminaire au 

théorème principal qui fait l'objet de ce chapitre, c'est-à-dire l'approxi- 

mation des 1-formes fermées. 

7 V . 2 .  ~pptoiwndon de 1-fjome~ fjmm&eA. 

On s'intéresse à des 1-formes différentiables fermées. 

On commence par choisir des normes appropriées. 

1 1 
Soit M une variété compacte et notons Z (M) (resp. B (M) 

l'espace des 1-formes fermées de M (resp. l'espace des cobords de M) ; 

1 
1 'application I I  1 1  : Z (M) + iR+ dé£ inie par 

1 
est une norme sur Z (M) (on suppose fixée une métrique riemannienne sur M). 

r 1 1 
IV.2.1. Lemme. L'espace B (M) est fermé dans Z (M) pour la 

norme I I * I I I .  

Preuve : Soit 
1 

n a  
une suite d'éléments de B (M) et soit 

1 
un élément de Z (M) et supposons que la suite converge vers 

w pour la norme 11 1 1  . On peut supposer qu' il existe un point x de 
O 



M tel que g (x ) = O, pour tout n E: N : ceci est possible car les fonc- 
n O 

t ions 
g n 

sont définies à une constante près. 

Par un calcul simple, on montre alors que : 

(i) la famille $ = Ign : n E M} est une famille d'applications uni- 

formément équicontinue de M dans IR ; 

(ii) pour tout x E My . x = {gn(x) : n E IN} est relativement com- 

pact. 

Par conséquent, d'après le théorème d'bscoli, est une partie 

relativement compacte de F (M,R), l'espace des fonctions numériques conti- 
U 

nues sur M muni de la norme de la convergence uniforme ; donc il existe une 

fonction continue : 

telle qu'en remplaçant éventuellement la suite 
(gn) n a  

par une sous-suite, 

on puisse écrire : 

la convergence étant uniforme. 

Utilisant alors un résultat élémentaire sur la dérivabilité des 

limites des suites de fonctions différentiables, on montre que g est dif- 

férentiable et que w = dg, d'où le lemme 8 

CoaEyuence du lemme IV. 2 . 1 .  

1 
La norme précédente, 1 1 , sur Z (M) , induit sur l'espace 

1 1 
H (M) = Z une norme donnée par : 



Le premier théorème de type Tischler annoncé concerne l'intérieur 

O 
M de la variété M ; on aura ainsi à procéder à une approximation d'une 

O 
1-forme fermée définie seulement sur M ; en réalité, cette dernière résul- 

tera d'une approximation d'une 1-forme définie sur une sous-variété compacte 

de M contenue dans Pi ; pour ce faire, on utilisera le résultat suivant : 

r IV.2.2. Lemme. Si M est une variété compacte à bord, il existe 

O 
une sous-variété compacte Ml de M c~ntenue dans M et une rétraction 

O O 
r de M sur Ml qui est la restriction à M d'une rétraction de M 

Ce lemme est bien connu et résulte du théorème d'existence du 

voisinage collier du bord d'une variété (cf. [MU 11 ) . 
O 

Si r désigne la rétraction du lemme précédeqt de M sur M 
1 ' 

alors : 

O 
est un isomorphisme ; donc pour toute forme w de M, il existe une forme 

a de Ml telle que : 

Supposons maintenant la variété M munie d'un feuilletage de 

codimension un de classe cr, r 2 2, tel que (M,F) soit un modèle stan- 

O 
dard de type (1,2). Le feuilletage F est alors défini par une 1-forme 

fermée w de classe cL, r 2 2, sans singularité. Avec les notations 

précédentes, on peut écrire : 

1 O 
où a l  Z (Ml) et go : M -t W est une fonction différentiable de classe 



Soit IW l'homomorphisme associé à w1 ; alors I' est un 
1 1 

E-module libre de rang p fini et p est différent de O car il existe 
O 

dans M une transversale fermée à F de sorte que r , groupe des périodes 
W 

de w , qui est égal à T , est non nul. 

Soit {yl,. . . ,Y~,Y~+~,. . . ,y 1 un système de générateurs de 
4 

Tl (MI ,xo) tel que si ( ~ ~ 1  16i6q désigne les images par I w  des 
1 

('i) igirq' 
alors , . . . T 1 soit une base de W . 

9 1 

E~ fait l'approximation de que l'on vise résultera d'une 

Désignons par J l'isomorphisme canonique : 

1 1 
pour tout E H (M ,IR) notons J la restriction de J(1-i) à H (Ml ,Z) .  1 1-i 

On a donc - - Iw pour tout w e p. 
- J!J 

1 IV.2.3. Lemme. Pour tout E > 0, il existe !J s H (Ml,R) tel que 

vérifie les propriétés suivantes : 

1) rang J = 1, 
Fi 

2) ker J 
ker v 

3) ~ l l i l  - Iie J III c 

- 
Preuve : Pour tout i = 1,. . .,p, soit r i  E Q tel que r! 

1 

soit €-proche de ri, en particulier r i  = T. si T. E: Q. 
1 1 



Soit 6 : T R l'unique homomorphisme de Tu dans IR 
1 1 

tel que : 

6 ( ~ ~ )  = T: pour i = 1, ...,p. 

Posons alors : J = 6 O .J 
Fi C!,3 ' 

Alors y ainsi défini vérifie bien les conditions 1) et 2) du 

lemme. La condition 3) provient de l'équivalence des normes sur l'espace 

H I  (MI ,RI . 
1 

- Le choix particulier de la norme mise sur H (Ml ; IR), c'est-à-dire 

la norme ( I I S I I I  permet alors d'obtenir le lemme suivant : 

IV.2.4. Lemme. Pour tout E > O, il existe une 1-forme fermée 

a sur Ml telle que : 
I I  

1) bl] = "0 y est donné par le lemme IV.2.3 ; 

I 

Preuve : D'après le lemme précédent, étant donné E > O, il existe 

1 
y c H (M ,IR) tel qu'en particulier : 1 

Comme par définition des normes, on a : 

il existe al E y et une fonction différentiable g définie sur 1 M l  

tels que : 

IIul - (al+dgl) 11 4 E d'où lemme I 



O 
Grâce à la rétraction r de M sur M , on obtient une l-forme 

O 
1 

fermée approchée de la forme w de M, soit : 

IV.2.5. Lemme. Pour tout E > O, il existe une l-forme fermée a - 
O 

sur M telle que : 

1) rang 1 = 1 or 

2) ker Iw C ker Ia, 

3) Ils-wll < ZE 
O 1 

4) a - - w  = 8 1 ~  où 8 E Z (M) 

X 
'Preuve : Soit or = r al + dgo où a est donné par le lemme 

1 

IV.2.4 et go étant la fonction définie précédemment par l'égalité : 

Les propriétés 1) et 2) annoncées résultent alors des égalités : 

D'autre part, on a : 

* * X 
o r - w = r a  - r u  = r  (a*). 1 1 1 1  

Les propritités 3) et 4) résultent du fait que r est la restric- 
O 

tion à M d'une rétraction de M sur Ml et que donc pour tout E > 0, 

on peut choisir cette rétraction de telle sorte que 3) soit vérifié 

Nous savons d'après le lemme 1.2.4, qu'il existe une métrique 
O 

riemannienne Ro sur M, "bundle-like" telle que : 
F 

(ii) (H,%) est$ne variété complète. 
F 3 



De plus, si R désigne la métrique choisie sur M, en multipliant 

éventuellement R par une constante, on peut écrire : 

O 

R g  % sur M . 

Alors la forme a donnée par le lemme IV.2.5 vérifie : 

1 '  
Donc pour tout E , O  < E < -, on a : 

2 

- 
Or : 1 1 ~ 1 1  = 1, d'où le lemme suivant : 

R? 

IV.2.6. Lemme. La forme a est sans singularité. 

En résumé, on a donc montré qu'étant donné E, O  < E < 1, il 
O 

existe une 1-forme a sur M vérifiant les propriétés suivantes : 

(i) a est sans singularité ; 

(ii) ker IW C ker Ia 

(iii) rang 1 = 1 a 

t O 1 
(v) w - a est la restriction à M d'un élément de Z (M). 

Les suites : 

O I 
W 0 + ker IW* n,(M,x ) - 

O + O  9 

sont exactes. 



On a d'autre part : 
*a 

= 6 O IW, de sorte que si l'on note A 

le noyau de 6, on peut écrire : 

Ces. préliminaires étant posés, on va maintenant énoncer et démon- 

trer les théorèmes annoncés au début de cette section. 

7 V . 3 .  Théo&èmu de ;type T h c h l a ,  

On va distinguer deux étapes : dans la première, on va s'intéresser 

à l'intérieur d'un modèle standard de type (1.2) et dans la seconde aux 

modèles transversalement homographiques. 

IV.3.1. Théorèwe. Soit (M,F) un modèle standard de type (1,2) 

O 
de classe cr, r > 2. Alors il existe un feuilletage sur M tel que : 

O 
(i) est arbitrairement proche de F (au sens de la CO-topologie 

O 
des champs de (n-1)-plans aussi bien pour la-métrique induite sur M par 

O 
celle de M que pour la métrique "bundle-like" de F) . 

O O 1 (ii) T définit une fibration de M sur S telle qu'une feuille 
O O 

F de F est un revêtement de la fibre T de T dont le groupe d'auto- 

morphismes est isomorphe à EP-', p 2 1 ,  où p est le rang de %. 
8 O 

Preuve : Désignons par M le revêtement galoisien de M associé 

à ker Iu et par celui associé à ker 1 où a est une 1-forme fermée a 

sans singularité obtenue à partir de w par approximation comme au paragra- 
'-b 
O 

phe IV.2. Soit (resp. q) l'application de projection du revêtement M 
CI 

(resp. Ml. 
 après le théorème IV.l.l. on peut écrire : 

% A 

O O 
M Z F W X i R  et M r F  X R ,  

a 

où 5 (resp. F ) est une feuille type du feuilletage F défini par w 
a w 



O 
( r e sp .  F d é f i n i  pa r  a)  s u r  M. a 

D'aut re  p a r t ,  du f a i t  de  l ' i n c l u s i o n  de k e r  1 dans ke r  1 
W a ' 

il e x i s t e  un revêtement g a l o i s i e n  : 

de groupe A = ker  6 E iTP-l, t e l  que l e  diagramme su ivant  c o m t e  : 

Le f e u i l l e t a g e  
8 

( F ~ X I ~ I )  s u r  M e s t  i n v a r i a n t  par  A 

(A e s t  un sous-groupe de Tu) ; par conséquent,  l a  p r o j e c t i o n  de c e  
A 

O 
f e u i l l e t a g e  par p  d é f i n i t  un deuxième f e u i l l e t a g e  sur  M t r a n s v e r s e  au 

f a c t e u r  IR du p rodu i t  F  x  IR. a 

En f a i t  l a  p r o j e c t i o n  p  c o n s i s t e  à i d e n t i f i e r  un c e r t a i n  nombre 
'L 

'L Wi O 
de  t r a j e c t o i r e s  du champ X = IT X de M. Donc p(F ) e s t  t r a n s v e r s e  à 

W 
n * A 

X = q  X e t  p(F ) r encon t r e  chaque t r a j e c t o i r e  de  X.  
W 

La f e u i l l e  Fu e s t  un revêtement de  Fa c a r  il e x i s t e  une a p p l i -  

- 
c a t i o n  p  : W -+ Fa t e l  que l e  diagramme su ivan t  c o m t e  : 



En effet, pour tout x iz F il existe y E Fa tel que w ' 

p({x)q~) = {y) X Ri, 

et pour tout y E A 

- 
Par conséquent le revêtement {F ,p,F est un revêtement de 

W C1 

groupe z ~ -  1 
O 

Le- feuilletage T, c'est le feuilletage F défini par a I a 

Utilisant alors le théorème 11.1.2, on va établir le théorème 

de type Tischler pour les modèles transversalement homographiques. 

r IV. 3.2. Théorème. Soit (M, F) un modèle transversalement homo- 

) graphique de classe cr; r > 2. Alors il existe sur M un feuilletage T 

de classe cr, r 2 2, vérifiant les propriétés suivantes : 

(i) (M,T) est un modèle transversalement homographique de type (1,l) ; 

(ii) T est arbitrairement proche de F ; 
O 

(iii) une feuille F de F est un revêtement de la fibre T de f 
dont le groupe d'automorphismes est isomorphe à Z ,  p 5 1, où p est 

O O 
le rang de Tu (w 1-forme fermée sur M dé£ inissant F) . 
I Preuve : D'après le théorème 111.1.2, il existe deux fonctions 

différentiables sur M, f et 0 telles que : 

et que la structure transverse homographique sur F soit définie par le 

triplet de 1-forme (w,a,B) : 



O 
S o i t  w '  une 1-forme fermée s u r  M s a n s  s i n g u l a r i t é  approchée 

d e  w s u i v a n t  l a  manière  i n d i q u é e  au paragraphe I V . 2 .  On s a i t  e n t r e  a u t r e s  

que w l - w  e s t  e n  r é a l i t é  une 1-forme fermée 8 d é f i n i e  s u r  t o u t e  l a  

v a r i é t é  M; 

Posons a l o r s  : 

Il e s t  a l o r s  c l a i r  que l e  t r i p l e t  d e  1-formes (R1 ,a ' , f3 ' )  e s t  

d é f i n i  s u r  M, que R '  e s t  s a n s  s i n g u l a r i t é  e t  e n f i n  que l e s  i d e n t i t é s  

(H) s o n t  s a t i s f a i t e s  p a r  (R1 ,a ' , f3 ' ) .  

Le f e u i l l e t a g e  T e s t  l e  f e u i l l e t a g e  d é f i n i  p a r  R ' ,  d 'où  l e  

théorème 



V - g N J U G A 7 S O N  DES MODELES D E  FEU7LLETAGE p. A .  h. 

Tout feuilletage de codimension un, sans holonomie, de classe cr 

est conjugué à un feuilletage défini une forme fermée : partant de la 

structure différentiable dans laquelle le feuilletage se définit par une 

forme fermée, on opère un retour à la structure différentiable initiale. 

Récemment Hideki Imanishi a donné une nouvelle démonstration de ce résultat 

(cf. [1m 11). Il l'a ensuite appliquée à l'intérieur d'un modèle mais pas 

au modèle entier bord compris (cf. [1m 23). Dans ce qui suit, nous allons 

nous intéresser à toute la variété bord compris. 

Le résultat principal s'énonce alors : 

V. 1. ThEotème. 

Tout modèle (M,F,X) de feuilletage p.s.h. de type 1 ,  de classe 

r 2 2, est topologiquement conjugué à un modèle (de feuilletage p.s.h) 

transversalement homographique. 

A partir de là, le résultat suivant est immédiat, compte tenu du 

théorème 111.2.4 : 

v .  2. C O ~ O ~ & Q .  

Un modèle (M,F,X) de feuilletage p.s.h. de type 1 ,  de classe 

r 2 2, est topologiquement conjugué à un modèle de feuilletage p.s.h 

transversalement affine si et seulement si le champ transverse X est partout 

rentrant ou partout sortant. L 
Auparavant, on aura besoin de quelques préliminaires. 



V . 3 .  RM&& pWden.  

D'après la proposition 111.2.3, nous savons que dans la structure 

SF (M,F) est un modèle transversalement homographique défini par un triplet 

de 1-formes (n,a, f3) où 

f étant une fonction de calsse cr sur M, w désignant une 1-forme fermée 

O O 
sans singularité de M définissant F. 

a 

Considérons le champ de vecteurs dual de w, X, défini sur 

c f  est-à-dire : w(%) r 1 . 
D'après le théorème de type Tischler IV.3.2, il existe dans F 

un modèle transversalement homographique de type (1,l) (M,T) arbitrairement 

proche de F tel que donc f est défini par une forme fermée i l ) '  et in- 

duit une fibration 

A 

dont les fibres sont transverses à X ; de plus les variétés intégrales de 

w sont des revêtements de la fibre de @. 
O 

Soit a : M +  R, une fonction différentiable telle que : 

1 * 
où t c'est la coordonnée naturelle de $ . La forme w' = @ dt vérifie 

alors : 

O 
sur M. 

le groupe à un paramètre de a.?. Alors 

vérifie les propriétés suivantes : 



( i )  $l préserve  l e s  f i b r e s  de 0 ; 

( i i )  s i  To 
e s t  une f i b r e  f i x é e  de @ , a l o r s  on a : 

( i i i )  en notant  S l a  s t r u c t u r e  d i f f é r e n t i a b l e  i n i t i a l e  su r  M, l'homéo- 

morphisme 

h : ( M , S F ) d  (M,S) 

envoie une t r a j e c t o i r e  de  $ = ($t)tER dans une t r a j e c t o i r e  de 4 = (Qt)  taR, 

où 4 c ' e s t  l e  f l o t  a s s o c i é  au champ t r ansve r se  i n i t i a l  X : localement ,  une 

& CI 

t r a j e c t o i r e  de X donc de  a.X e s t  contenue dans l e s  a r c s  t r ansve r ses  de 

(M,F;s) d é f i n i s  par  : 

CI 

Pour t o u t  z € M s o i t  Pz ( r e sp .  $1 une plaque de F en 
CI 

z ( resp .  un a r c  de courbe i n t é g r a l e  de a.X (ou axe) passant  par  z ) .  
CI 

Pour t o u t  x E To, il e x i s t e  un vois inage P'  de  x contenu dans T 
X O 

t e l  que l a  p ro j ec t ion  

s o i t  un difféomorphisme : 

Figure  6 



V.3.1. Définition. L'application T est appelée projection 
X 

locale. 

Rappelons encore les propriétés suivantes de (M,SF,T) : 

(i) toutes les feuilles de T sont propres ; 
O 

(ii) l'holonomie de toute feuille de M est triviale ; 
O 

(iii) pour tout lacet c transverse à T, on a : 

O 
sat (cl = M 

où sat(c) désigne le saturé de c pour la relation d'équivglence induite 

par T ; 
O 

(iv) toute feuille T de T contient le bord de M dans.son adhérence ; 

(v) si L est une composante du bord, alors le groupe d'holonomie de 

L considéré comme feuille de T est isomorphe à Z. 

On est alors dans les conditions d'application du résultat suivant 

qui est une conséquence du théorème de Thom-Nakatsuka (cf. h a  l] ) . 

V.3.2. Proposition. Si (L,xo) est une feuille compaçte d'une 

variété feuilletée (M,F) telle que hol(L) s t ,  alors il existe une sous- 

variété connexe N contenue dans L de codimension un au point x telle 
O ' 

que : 

ker h = Tl (N,xO) 9 

où h c'est la représentation d'holonomie : 

h 'b O -+ ker h -+ nl(L,x0)--t h(L) = Z +  O. 

On sait que F et T sont deux feuilletages de (N,S ) transver- F 

ses au même champ de vecteurs et tangents à aM ; donc il existe un recouvre- 

ment ouvert bidistingué (Ui) iEl pour T te1 que pour tout i & 1 tel que 



U. fI 3M soit non vide, on puisse trouver un ouvert bidistingué Ut pour 
1 

F tel que : 

(i) l'adhérence de U; soit contenue dans ui ; 

(ii) tout axe de Ui coupe toute plaque de Ur. 

Pour toute composante L de 3M, considérons une triangulation 

KL de L telle que : 

(a) pour tout (n-])-simplexe a, il existe i E 1 tel que : 

(b) la sous-variété N donnée par V.3.2 est un sous-complexe de L. 

Relevons maintenant le long des transversales la triangulation 

KL, dans les feuilles de T ,  ceci pour toute composante L de aM. 

On définit ainsi une sous-variété connexe compacte W de T 
O O 

dont le bord consiste en des sous-variétés compactes homéomorphes aux sous- 

variétés NL, L décrivant l'ensemble des composantes de aM, et dont le 

complémentaire (dans T ) ainsi que le bord sont triangulés. 
O 

Figure 7 

Mais on sait (cf. b u  11) que si V est une variété compacte à 

r 
bord, toute C -triangulation de 3V peut être étendue à V. De plus la 

triangulation de V ainsi obtenue peut être rendue aussi fine qu'on veut. 

Par conséquent, on a le résultat suivant : 



telle que : r V.3.3. Lemme. La fibre To de @ possède une triangulation K 

(i) pour tout (n-1)-simplexe 0 de K, il existe i E 1 tel que 

O soit contenu dans Ui ; 

(ii) si xo est un point de T proche du bord de M et si Âx est 
O 

* O 1 un arc de courbe intégrale de a.X s'accumulant, au point r de aM, alors 

la suite (u ) où yp = $ (x ) converge vers 0 (on a supposé le 
Yp P ~ N  P 0 z 

champ transverse sortant en 2). 

On supposera dans la suite que pour tout (n-1)-simplexe 0 de 

K, on s'est fixé une plaque ?' du feuilletage T le contenant. 
0 

Le lemme fondamental appelé "assertion" dans la démonstration du 

théorème (1 .2) de [~m 11- devient : 

V.3.4. Lemme (cf. [lm 11). Il existe une immersion injective : 

transverse ?i et telle que : 

(i) pour tout x E P' J(x) et h O IT (x) appartiennent au même 
0' O 1 axe de ( F ,  S) ; 

- 
(ii) l'application J se prolonge en un homéomorphisme de T sur 

O 

J(To) tel que : 

Preuve : On raisonne par récurrence sur le squelette de K à 

la manière d' Imanishi (cf. C1m l] ) . 
Supposons définie une immersion injective J d'un voisinage 

P 
V(K ) du p-squelette K de K satisfaisant à la propriété (i) et telle 

P P 



que si J (m) = $01 O vO(m),t), on ait : 
P 

1 tl r sup IX;(ml)-X;(nO(ml)) 1 
m' €0 

où l'on note (91.8;)  l'application de carte définie sur U. ouvert 
1 

bidistingué pour 1. 

Soit K 
P+ 1 

le (p+l)-squelette de K et soit T un élément 

de K ; soit o un (n-1)-simplexe de k contenant T comme l'une de 
P+ 1 

ses faces ; il existe alors une application différentiable for définie 

sur un voisinage V(8-r) de 87 par : 

pour tout m F V(~T). 

- 
Soit alors faT un prolongement différentiable de 0T 

défini 

dans un voisinage V(T) de T et telle. que : 

- 
IfoT(m)I h sup I;t(m')-;;(n0(m1))I, 

m'as 

pour tout m E: V(T). Posons alors : 

- 
(m) = 9(h O no(m), fm(m)) 9 

Jp+l ,T 

pour tout m de V(T). On obtient ainsi une application différentiable 

injective du voisinage V(T) de (M,S) vérifiant (i). En outre, Jp+l,T 

est une immersion car la restriction de h O n à une plaque de (M,SF,T) 
0 

est un difféomorphisme. 

On définit ainsi une famille d'applications Jp+l,T , où T 

décrit le (p+l)-squelette K 
P+ 1 

et elles se recollent bien grâce à un choix 

convenable des voisinages V ( T )  ; d'où une immersion injective J d'un 
P+ 1 

voisinage V(Kp+l) du (p+l)-squelette de K : 



J P+ 1 : V(Kp+I)---(M,S), 

vérifiant la propriété (i) et telle que si : 

on ait : 

(tl r sup IXi(m')-;j(\(m1))I (*). 
m'êo 

Par conséquent, il existe une immersion injective 

transverse à 9, vérifiant (i) et telle que si 

J(m) = $(h o so(m),t) , 

t satisfait à la condition (*). 

Soit alors m ê aM et soit 
(%)ka 

une suite de points de T 
O 

convergeant vers le point m. 

Pour tout k c IN, soit o un (n-1)-simplexe contenant k %. Sup- 

posons que pour tout k E IN, = o ), ce que l'on peut faire d'après % k mo 

le choix de K. Utilisant la condition (*), il est alors facile de vérifier 

que : 

lim J(%) = h(m), 
k- 

d'où l'assertion (ii) a 

En considérant un certain nombre de fibres de @ du type To, On 

aura une famille d'applications du type J précédent ; en recollant ces 

dernières de manière convenable, on obtient un homéomorphe de (M,SF) sur 

(M,S) ; c'est ce qu'énonce le lemme suivant. 



r V.3.5. Lemme (cf. [lm 11 ). Il existe un homéomorphisme 

hl : (M,SF)- (M,S), 

transverse à $ et tel que : 

1) h , l a ~  = hla~, 

2) hl / N  est un difféomorphisme. 

Preuve : La démonstration d' lmanishi (cf. [~m 11 ) du résultat 
analogue se répète ici telle quelle. 

Soit s : O = t < t < ... < t < 1, une subdivision de S 
1 

O 1 P 
- 1 

suffisamment fine pour que si Tk = 0 (tk), pour O 6 k 6 p, un axe issu 

d'un point quelconque de Tk rencontre pour tout k, O 6 k p-1 
IP I Tk+l 

soit Js = & Jk l'application de J-L T dans (M,S) définie 
k=O k 

à l'aide des fonctions Jk données par le lemme V.3.4. 

Soit mk un point de Tk et %+l 
un point de Tk+] tels 

qu'on ait : 

D'après la propriété (i) du lemme précédent, pour tout m ê 

les images J (m) et h(m) appartiennent au même axe de f feuilletage 
S 

de (M,S). Par conséquent, on a : 

On peut ainsi envoyer de façon difféomorphe le segment de trajec- 

toire orthogonale Cmk,%+ ,] SU' le segment [J~ (%), J~ (mk+ . Soient 
en effet a et B E: IR tels que : 



On pose alors, pour tout m E %, m,+]] : 

hl(m) = hl($(m,,t)) = b(Js(mk), B/a t) 

où t est dé£ ini par m = $(%, t) . 
A 

Si nous notons 
Sk 

la partie saturée par les trajectoires ortho- 
A 

gonales de I$ et comprise entre Tk et Tk+l ,.on définit de cette manière 
A 

un difféomorphisme de Sk sur la partie de (M,S) saturée par les trajec- 

toires de (J et limitée par Js(Tk) et Js(Tk+,) ; de plus, la restriction 

de hl à Tk+l est exactement J . 
S 

En répétant cette opération avec la famille 
(Tk)~rk5p Pour p 

assez grand, on définit un homéomorphisme : 

et hl satisfait aux propriétés annoncées (il est évident que hl défini 

O 
sur M comme plus haut se prolonge à aM avec hl I ~ M  = hia~) i 

\ 

En fait, les structures SF et S sans être les mêmes en 

général sont difféomorphes. 

- 
V.3.6. Lemme. 11 existe un difféomorphisme : 

Preuve : Supposons aM connexe et soit L = aM. 

Relevons L dans l'intérieur de M à l'aide du champ transverse 

2 ce qui dé£ init un voisinage WL de L. 

Les variétés (M,SF) et (M S I M  ) où M = M \ WL sont 
1 '  F 1 1 

évidemment difféomorphes. 



D'autre part, la restriction de hl à Ml, où hl est donné par 

le lemme V.3.5 esF un diff+om~rphipme dq Ml Fur hl(Ml) et pst  trqnsverge 

à 9. Par conséquent le lemme sera démontré si on exhibe un difféomorphisme 

de (h l  (MI) ,S) sur (M,S). 

Supposons qu'on ait : 

A + 
aM, = iP(L, .r)  (T £ IR*) ' 

Soit : 

A 

W: = $(LX [O,T+E [) 

i. 
(E c IR,, E très petit), 

E E L'espace M = M .\ WL, muni de la structure différentiable induite 1 

par SF, est une variété à bord difféomorphe à (M,S ) .  Puisque F MY est 

O 
contenu dans Ml, on a : 

Soit L (resp. L:) le bord de hl (MI) (resp. de hl (M:)), 1 

Considérés corrune sous-variétés de (M,S), les espaces L, LI et L: sont 

tous difféomorphes et transverses au champ X. 

Figure 8 

Pour tout m appartenant à LI, E il existe deux nombres uniques 

et b(m) tels que $(m,a(m)) (resp. $(m,b(m)) )  appartiepne à 1 

(resp. L I .  



Soit alors l'application : 

definie pgr 

où t est défipi par ml = $(m, t), m F L: 6tant l'unique point d'interr 

section cje L: avec la trajectoire de $ issue de "1 ' 

L' application h2 c'est le difféomorphisme cherché, d'où le 

lemme m 

Avec l'ensemble de ces préliminaires, la démonstration du 

théorème énoncé en V.1 est immédiate. 

Considérons la suite d'applications : 

QÙ h es( donnée par le lemme V . 3 . 6 .  

Alors l'application H = g o h-] est un homéomorphisrne de (M,S) 

spr luimême dont: la restriction â 3M est égale à l'identité. 

Posons 

où (Q,a,B) définit le feuilletage transversalement honographiqpe (M,SF ; F). 



R, est sans singularite et définit sur (M,S) un feuilletage 

F I  qui est transversalement homographique ; ep outre, l'homê~rnor~hiçme 
3 

H réalise une coqjugqison de F I  et de F ; eneffet, s i  onnote F le 

feuilletage F dans S F ,  il vient r 

- * 
où F c'est le feuilletqge F dans la structure F ; donc H (FI) = F ,  

d'où le théorème V . 1 . 8  



VI - CROISSANCE DES FEUILLETAGES p. A .  h. 

Il s'agit pour nous, en appliquant les résultats de l'étude qui 

précède, de retrouver la croissance des feuilletages p.s.h. Les calculs 

de croissance utiliseront principalement les propriétés de revêtements. 

VI. 7. Rapp&. 

On va d'abord rappeler brièvement les définitions usuelles rela- 

tives à la croissance des fonctions et des feuilletages (cf. [~e 11, [~e 21, 

Plante) ; puis seront redémontrés quelques résultats importants en matière 

de calculs de croissance. 

VI.I.1. Croissances des fonctions. Soient f et g deux éléments 

+ 
de C(R ), l'ensemble des applications croissantes de tR+ dans lui-même. 

(i) On dit que f est dominé par g s'il existe trois constantes 

positives a,B,b telles que : 

+ 
pour tout x E R . 

(ii) On note croiss(f) la classe de f pour la relation d'équivalence 

associée au préordre défini en (i) et deux éléments équivalents sont dits 

1' avoir même type de croissance". 

(iii) On munit l'ensemble des types de croissance de la relation d'ordre 

induite, que l'on notera & , et pour n c N, on dit que f est à croissan- 

ce polynomiale de degré n (resp. à croissance exactement polynomiale de 

degré n) si on a : 



croiss ( f )  6 croiss (xn) 

n 
(resp. croiss(f) = croiss(x ) )  . 

Dans le second cas on écrira aussi deg(f) = n. 

(iv) La fonction f est à croissance exponentielle si, on a : 

X croiss(f) a croiss(e ) et à croissance non exponentielle sinon. 

VI.1.2. Croissance des variétés riemanniennes. Si F est une 

1 
variété riemannienne orientable de calsse C et a un point de F, on note 

Ba(r) pour r r R* la boule fermée de centre a et de rayon r dans F : 

on définit 'a la fonction croissance de F en a par : 

Cette fonction dépend du point a et de la métrique de F. 

Par contre, si F est une feuille d'un feuilletage F sur une variété 

compacte M munie de la métrique induite par une métrique de M, le type 

de croissance de g a que l'on appelle encore type de croissance de F 

et que l'on note croiss(F) est bien défini. 

VI. 1.3, Croissance d'un feuilletage. Un feuilletage sur 

est dit à croissance d'ordre n (resp. à croissance exactement polynorniale 

de degré n), n E: IN, si toutes ses feuilles sont à croissance d'ordre infé- 

rieure ou égal à n (resp. à croissance polynomiale telle que 

- = sup deg(F)), (dans le second cas, on écrira aussi n = deg(F)). 
FE F 

F est dit à croissance non exponentielle s'il en est ainsi pour 

toutes ses feuilles. 

VI.1.4. Croissance d'un groupe d'automorphismes G de type fini 

d'un revêtement. Pour un groupe d'automorphismes G, de type fini d'un 

revêtement, rappelons que l'on peut définir deux notions de croissance : 



une croissance de groupe "abstraite" et une croissance "géométriquet1. 

a) Croissance "abstraite" d'un groupe G de type fini. 

Soit E = O . . O un système de générateurs d'un groupe G 1 P 

de type fini tel que : 

(i) On dit qu'un élément g de G est de longueur inférieure à k 

par rapport à C si g peut s'écrire comme un produit bl ... bL avec 

R s k où chaque bi est un élément de C. 

(ii) Soit vC : IN -+ N l'application définie par : vz(n) = le nombre 

d'éléments de G de longueur inférieure à n par rapport à C, pour 

n € IN. 

On appelle fonction croissance "abstraite" de G (relativement 

à E) toute application croissante g : iRi + IR' prolongeant C vC ' 

Pour tout autre système de générateurs C' de G, il existe 

un entier R tel que tout élément de C' est de longueur inférieure à 

R par rapport à E. On en déduit : 

pour tout n € N. 

Par conséquent, toutes les fonctions croissance de G ainsi défi- 

nies ont donc le même type de croissance. 

(iii) On dit que G a une croissance "abstraite" polynomiale (resp. expo- 

nentielle, resp. non exponentielle) si une fonction croissance "abstraite" 

de G a une croissance polynomiale (resp. exponentielle, resp. non exponen- 

tielle). 



E x e n i f l a  (cf. [Mi 11) 
1) Soit G le groupe libre engendré par Z = {al,. . . ,a 1 .  Une fonction 

P 

croissance "abstraite" de G est donnée par tout prolongement croissant de 

pour n E: iN ; i.e. G est à croissance exponentielle. 

2) Si G est de plus abélien, on a : 

pour n E: @J ; i.e. G a une croissance polynomiale. 

b) Croissance "géométrique d'un groupe d'automorphismes G de type 

fini d'un revêtement. 

(i) Un difféomorphisme (resp, un difféomorphisme local) 

f : (M,R)-t (M',RI) entre deux variétés riemanniennes est une quasi-isomé- 

trie (resp. une quasi-isométrie locale) s'il exsite des constantes stricte- - 
ment positives k et K telles que : 

pour tout vecteur tangent à M. 

(ii) Deux métriques RI et R2 sur une variété M seront dites 

quasi-équivalentes s'il existe une quasi-isométrie de (M,Rl) sur (M,R2). 

Soit TT : 8 + M un revêtement régulier d'une variété riemannienne 

2, 
M (compacte) de groupe d'automorphismes G. On suppose M muni de la métri- 

que induite par celle de M ou d'une métrique quasi-équivalente définissant 



% 'L 
une distance d sur M. G est alors un groupe d'isométries ou de quasi- 

% 'L 
isométries de M. Soit x un point base de M e t  ,soit 

l'application définie par : g(r) = le nombre d'éléments y de G vérifiant 

% 'L 
d(~,~.$) & r. 

(iii) On appelle fonction crpissance "géométrique" de G 1q fonctioq 

g ainsi définie. 

(iv) On appelle croissance "géom6trique1' du groupe G la croispqnce de 

la fonction g, 

(v) On dit que G a une croissance "géométrique" polynomiale (resp. 

eyponentielle, resp. npn exponentielle) si la fonction g a une crsiosance 

polynpmiale (resp. exponentielle, resp. non exponentielle). 

Le résultat suivant est bien connu mais son importance pour la 

suite est telle qu'il nous a semble utile d'en redonner la dérp~nstration. 

VI. 1 - 5 .  Théorème. Soit p : 8 -* M un revêtement régulier d'une 

variété compacte M de groupe d'automorphismes G. Alors les fypes de crois- 

sance suivants sont égaux : 

(i) croissance "abstraite" de G ; 

1 (ii) croissance "géométrique1' de G ; 
'L 

(iii) croissance de la variété M. 

le th6orème va résplter de deux lemnesr 

VI 1 - 6  - Lqm-e. (cf [P~TT~ i] ) S o i t  L un système fini, spg- 

trique de générateurs $e vl(M) où M eqt une variété riemannienne compacte. 



pour tout Ci 5 ~i (M), on désigne par RI(;) la longueur minimale d'un 
1 

mot sur Z représentant 6 et par R2(à) la longueur minimale des 

" 
chemins dans a. Alors il existe k,, kq (O < kt < k2) tels que pour 

tout & # e, 

Preuve : Notons d'abord que R (6) est strictement positif, pour - 2 
-,. 

tout 6 # e. si a = yi ...,. yi , alors on a : 
1 n 

Soit k2 = sup @2(Y)] ; on a alors : 
YCC 

'L 
Pour obtenir k l ,  on considere le revêtement univerqel M de 

M. Soit K vn domaine fondamental compact et soit D le diamètre de K. 

'-b 'L 
$oit d le diamrtre de M. La boule B de rayon 3d+D de centre xo r K 

QF 

est de volume fini, donc il y a au plus un nombre fini d'images de K entiè- 

"4 
rement contenues dans B (K C 3). Mais toute image de K qui rencontre la 

% % boule de centre x et de rayon 3d est entièrempnt dans B. Par conséquent, 
O 

il existe un nombre fini de classes d'homotopie de lacets 6 vérifiant 

Soit k = gup [RI (a)] . Soit a. un lacet de M basé en x . 
k2(a) Qd 

O 

Il existe une subdivision de a  (avec des chemins de longueur 

inférieure à d à partir du point base) telle que : 

a = a  x . . . *  a , o ù  l a . /  C 3 d  et m C  [ a l  + 1 
1 ril 1 'd 

(on désigne la longueur d'un chemin par le symbole 1 1 ) .  



'L 'L "u 
En effet soit a le relèvement de a en x et soit y l'extré- 

O 

'L 'L 'L 'L 
mité de a. Soit T une géodésique (de longueur minimale) reliant x à y. 

O 

'L 'L 'L 
Considérons des points Y I > . - - ~ Y r n + ~  = y appartenant à T tels que 

Comme TT (M) opère transitivement sur chaque'fibre, il existe 1 

' i € TT (M) et des points . K vérifiant : 
1 1 

'L 'L 'L 'L 'L 
BI = id, ..,, Bi . X. = y;, ..., 

1 
B = a  m+ l 

'L 
(L'automorphisme associé à y € vl(M) se notant y), 

'L 'L 
L'élément a est égal à (3-1 o B2) . . , . (8-I o 8m+I). m 

'L 'L 
D'autre part, puisque les Bi sont des isométries de M, on a : 

- 1 
Il Suffit alors de prendre a. = Bi O Bi+], pour i = ],...,m. 

1 

'On a alors : 

Soit do = inf{lf31 1 B f 01 > O. Pour a f O, on a : 

et donc : 



- 
En passqnt à la borne inférieure sur les a E a, gn obtient : 

OU encore : 

Le premier leme montre que les deux premiers Fypes de. croissance 

énoncés dans le théoreme VI.1.5 sont égaux ; la preuve du théorème VI,I.5 

qera complète si on établit le leme suivant. 

VI. 1 .7. - Lemme. Soit p : (a,;) + (Mt&) un rev~tement régulier 

d'une variété compacte M de groupe dtaut;omorphismc$ G .  OR suppose que 

'L p est une isométrie locale pour les métriques g et g. Alors on a : 

Preuve : On sait que G n (N) (8) . Soit Co un dpmaine 

fondamental compact pour la ~rojection p de diaetré: fini, soi f  6 ; 

fixons-nous un point 2 de K et soit pour r a R+ l'entier n(r) 
O 

P6fini par : 

n(r) =T card{g E G 1 K fl ~ f q , r )  # 0 )  (où K - gtKo?). 
g g 

Soit g ô G tel que K a une intersection non vide avec 
g 

CL B(X,~) la boule de de centre x et de rayon r ; alors il existe 

% 'IJ 

xI E K e t  x '  c Ko tels que 
g 

Par définition de la distance sur une var98té riemannienne, qn 

pept supposer que g est représentable dans M par un lacet de longueur 



inférieure à 2r. On en déduit alors : 

vol(B(X,r)) < Vol(Ko)g(2r) , 

où g est la fonction croissance 

Ko II géométrique" de G. 

Figure 9 
'L 

Réciproquement, choisissons une boule fermée K de M de 

rayon E suffisamment petit pour que les images K de K soient deux 
Y 

à deux disjointes. Pour tout r ê R+, considérons l'ensemble des transfor- 

més de K par les éléments de G de longueur (géométrique).inférieure à 

r ; la réunion des K où la longueur de y est inférieure à r est con- 
Y 

'L 
tenue dans B(x,r+€) d'une part et d'autre part ces K sont en nombre 

Y 
égal à g(r), distincts avec un volume fini fixe ; par conséquent, on a : 

'L 
Vol (B(x,r+&))) 2 g(r) Vol(K) , 

OU encore : 

'L 
ce qui achève de prouver que le type de croissance de M est le même que 

celui de la fonction croissance "géométrique" de G 8 

Une conséquence immédiate du lemme VI.1.7 s'énonce : 

r VI.1.8. Corollaire. Dans les hypothèses du lemme VI.1.7, si p 

I est une quasi-isométrie locale, alors la conclusion du VI.1.7 est encore 

valable. L 
Le résultat suivant est évident. 

VI.1.9. Lemme. Si H est un sous-groupe infini cyclique de 

alors la croissance de H est linéaire. 



De manière analogue, on pourrait définir la croissance de semi- 

groupes. On a évidemment pour tout semi-groupe infini cyclique H+ : 

croiss (H+) = croiss (x) . 

Une extension utile du lemme VI.1.7 pourra s'snoncer : 

'L 'L 
VI.I.10. Proposition, Soit p : (M,g) -t (M,g) un revêtement régu- 

lier d'une variété riemannienne M de groupe d'automorphismes G de type 

fini . 
Supposons que : 

'L 
(i) p est une isométrie pour les métriques g et g ; 

(ii) la variété M est à croissance linéaire ; 

(iii) le type de G est de degré n. 

2> 
Alors le type de M est de degré n+l. 

'L 
Preuve : On a G 5 nl(M)/nl(M). Pour r E R+, notons B(a,r) 

'L 'L 'L 'L 
(resp. B(a,r)) la boule de rayon r et de centre a E M (resp. a E M). 

'L 'L 
Si w est la forme volume sur M, on peut calculer le volume B(x,r) par 

la relation : 

- 1 'L 'b 
où pour tout x E M, n(r) (x) = cardiPr (x)) (avec pr = pl~(a,r)). 

Or, on a pour tout x de B(a,r) : 

où g est la fonction croissance "géométrique" de G. Par conséquent, on 

a d'après (*) : 



Réciproquement, soient maintenant yI, ...,yg(,), les éléments de 

G représentables par des lacets en a de longueur infêrieure ou $gale à 

r. Posons : 

Puisque, pour tout i = 1 ,  ...g( r), la longueur de yi est infé- 

rieure ou égale à r et qu'en outre y. est une isométrie, on a : 
1 

'L 
par conséquent, pour tout x E K = p(K), on a : 

d'où, d'après (*) : 

'L 

ce qui achève de montrer que le type de M est de degré n+l 8 

Le corollaire suivant est immédiat. 

VI.I.11. Corollaire. Le résultat du VI.I.10 reste valable si 

p est une quasi-isométrie. 

Nous nous proposons maintenant de calculer la croissance des 

feuilles dans les modèles. 

Deux types de calculs seront m i s  en oeuvre suivant qu'an a affaire 

à des modèles du type (1,l) ou du type (1,2). 

On commencera par étudier le cas des modèles du type (1,1), ceux 

du type (1,2) s' en déduisant. 



Soit M une variété connexe (compacte) et soit S une sous- 

variété fermée de M de codimension un. 

VI.2.1. Définition. Un semi-revêtement de semi-groupe cyclique 

'L 
N de M, c'est la donnée d'une variété M dont le bord est homéomorphe à 

'L 
S et d'une application p : M -t My vérifiant les propriétés suivantes : 

(i) pour tout x n'appartenant pas à S, il existe un voisinage 

ouvert U de x trivialisant pour p avec IN pour fibre. 

(ii) pour tout x de S, il existe un voisinage ouvert U de x, 

- 1 
une composante connexe U de p (U) tels que : 

(a) l'ouvert U est trivialisant pour la restriction de p à 

- 1 
p (U) Us avec IN pour fibre ; 

(b) l'applicatioq p est un homéomorphisme de US sur l'adhérence 

dans U d'une composante de U \ S .  

Exemple. L'application p : R+ -+ $' dé£ inie par 

pour tout définit un semi-revêtement sur 

Soit L une variété compacte et soit M le ~roduit L x [O, 11. 
Supposons M munie d'un feuilletage p.s.h. F transverse au facteur 1 et 

au bord L x { 1 )  et tel que : 

(i) l'unique feuille compacte de F est L x {O), 

(ii) l'holonomie de L x (0) est non nulle et cyclique. 

Soit p : M -+ L la projection suivant le facteur 1. Pour toute 
O 

feuille F E F posons pF = P I F .  

r VI.2.2. Lemme. La projection 
P~ 

définit un semi-revgtement 



Preuve : Comme F est transverse à L x { 11, l'intersection de 

11 F avec L x (1) est une sous-variété 

1 

X 

S 

Figure 10 

S de L x { l } de codimension un. Sa 

projection S est une sous-variété de 

codimension un de L x {O}. 

Pour tout x iz L x {O) S, on sait par 

définition que : p~l(x) n(~x{l}) = @. 
Soit : 

to = SUP{~E[O, 11 lp;tX) n (LX{~}) + @} .  
- 1 

Puisque F est propre l'intersection de pF (x) avec L x {to} est non 

vide. Soit donc : 

- 1 
Par suite : 

pl? 
(x) = {(h(y))P(~o), p ER}, où y E rI(M,x) définit 

l'holonomie cyclique de L x {O). 

Il suffit alors de prendre pour ouvert trivialisant : U = pF(Uo) 

où U est un voisinage de x dans F suffisamment petit. 
O O 

Pour tout x appartenant à S, on considèrera la variété 

M = L x [O, 1+~] et le prolongement F de F qui vérifie les mêmes 
E E 

propriétés que F dans ME et on s'aperçoit que la condition (ii) de la 

définition VI.2.1 est bien vérifiée, d'où le lemme . 
On a encore le résultat suivant : 

r VI .2 .3 .  Lemme. Soit F une variété riemannienne et soit K un 

compact: de F tel que F \ K ait exactement q composantes connexes 

Supposons que pour tout i = 1 ,  ...,q, la croissance de Fi soit 

polynomiale ; alors, on a : 

croiss(F) = sup croiss(Fi) 
ISiGq 



Preuve : 

(i) On a croiss(F) 2 Croiss(F.) pour i = 1, ...,q, d'où 
1 

croiss(F) 2 sup croiss(F.) 
1 SiSq 

1 

* 
(ii) Soit a E K et soit 6 € IR+ tel que K soit contenu dans 

B(a,6). Choisissons a. E Fi tels que 
1 

pour i = 1 , .  ..,n. 

On a alors pour tout r, tel que r > 26 

où gF (resp. g ) est la fonction croissance de F (resp. F ~ )  , 
Fi 

d'où le lemme I 

Soit (M,F) un modèle de type (1,l) et soit L j E J (J fini) 
j ' 

une composante connexe de aM. Désignons par W un voisinage collier de 
j 

L difféomorphe à L. x [O, 11 tel que le feuilletage induit sur W par 
j J j 

F soit transverse au facteur [O, 11 . 
Choisissons les voisinages W tels qu'ils soient disjoints 

j 
O 

deux à deux et tels qu'en outre la feuille F tz F soit transverse à 

L. x (11, où F est une feüiille fixée. 
J 

Alors, d'après le lemne VI.2.2, toute composante 
*j 

de F n W  
j ' 

j 6 J, est un semi-revêtement cyclique de L.. Par conséquent, F est de 
J j 

croissance linéaire (le résultat du théorème VI.1.5 s'étend au cas particu- 

lier d'un semi-revêtement cyclique de manière immédiate). 



 autre part les composantes F sont en nombre fini, puisque 
j 

F n'a qu'un nombre fini de bouts (tous isolés) qui spnt des bouts de F . 
j 

Donc, d'après le lemme VI.2.3, F a une croissance linéaire ; 

d'où : 

r VI.2.4 Proposition. Si (M,F) est un modèle de feuilletage p.s.h 
O 

de type (1, l), alors toute feuille F & F a une croissance linsaire. L 
Maintenant, considérons un modèle (M,F) p.s.h. de type (1,2). 

Le calcul de la croissance est alors une conséquence du théorème de 

Tischler et du corollaire VI.l.11. On peut donc énoncer : 

VI.2.5. Proposition. Si (M,F) est un modèle de feuilletage 
O 

p.s.h. de type (1,2), alors toute feuille F e F a une croissance polyno- r 
miale de degré p+l, p E: IN fixé. 

I 

Preuve : D'après le théorème de type Tischler énoncé en IV.3.2, 
O 

il existe une structure différentiable S sur M dans laquelle F est F 
défini par une forme fermée w dont l'approximation fournit un modèle 

O 
(M,T) de type (1,l) tel qu'une feuille F & F est un revêtement de la 

O 
fibre T de T de groupe zP, p c IN (p = rang Iw). 

Désignons par R une métrique sur (M,S ) telle que la projection F 

d'une composante T de T fl W (où les W voisinages colliers des çom- 
j j j ' 

posantes L de aM sont définis comme dans les préliminaires à VI.2.4) 
j 

sur L soit une isométrie locale. 
j 

#. 

Il existe d'autre part une métrique R1 sur (M,SF) telle que 
.. O 

la restriction 1 F 
à une feuille F de F soit identique à la restric- 

tion RF d'une métrique R initialement choisie sur (M,S). 

~ ' a ~ r è s  le diagramme commutatif suivant, la restriction de p 
C\, 
O 

à F x {O} C M est une isométrie locale de (F,~*z~) sur (T, q*~~). 



L. 

Mais les variétés riemanniennes (~,n*ii~) et (F,RIF) 

[resp. (T, q*RI) et (T, î( )] sont isométriques. Donc p est  une isomé- 1 T 

trie locale de (F, RIF) sur (T, filT) 

Corne l'application identique est une quasi-isométrie de 
A 

(T, RIT) sur (T, R ~ )  et que $ = al,, il s'ensuit que l'application 

est une quasi-isométrie. 

Par conséquent, d'après la proposition VI.I.10, la croissance 

de F est polynomiale de degré p+l 
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