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INTRODUCTION

Cette &tude a pour objet deux classes particuliéres de feuilletages

de codimension un :

(i) les feuilletages presque sans holonomie (en abrégé p.s.h.) ;

(ii) les feuilletages transversalement homographiques.

Le but de 1'étude est la recherche d'un représentant homographique

dans chaque classe de conjugaison d'un modéle de feuilletage p.s.h.

En effet, on savait déja (cf. [Sa 1]) que tout feuilletage de
. . 2 . s
codimension un de classe C sans holonomie sur une variété compacte est

topologiquement conjugué 3 un feuilletage défini par une forme fermée.

Tout naturellement, on s'est posé la question de savoir si un
modéle de feuilletage p.s.h. de classe C2 pouvait quant 3 lui &tre conju-
gué topologiquement 3 un feuilletage transversalement affine.

La réponse est affirmative si le champ transverse, au feuilletage
est partout rentrant (ou partout sortant) au bord de la variété ; dans tous
les cas, la conjugaison est possible avec un modéle de feuilletage transver-
salement homographique.

G'est 13 le résultat principal de ce travail ; il repose sur les
résultats bien connus des feuilletages presque sans holonomie.

Cette classe de feuilletages a été étudiée de maniére approfondie

par R. Moussu (cf. [MO 1]).

On sait, par ses travaux, entre autres, qu'un feuilletage p.s.h.
ne posséde pas de feuilles exceptionnelles et que le groupe d'holonomie

d'une feuille d'un tel feuilletage est abélien libre.



D'autres auteurs ont également Eétudié ce type de feuilletages
notamment G. Hector (cf. I?E l] et [PE 2]) dont le théoréme de réduction
permet de ramener 1'étude d'un feuilletage p.s.h. a celle de modéles,
et H. Imanishi (cf. [IM 2]).

Le théoréme de conjugaison a aussi nécessité 1'étude des
feuilletages transversalement homographiques. On n'a pas cherché a répondre
de manidre systématique & toutes les questions que 1'on pouvait se poser
a propos de tels feuillegages mais plutdt a établir les résultats nécessai-
res 3 la démonstration du théoréme de conjugaison. C'est ainsi qu'on a

montré, entre autres, que :

(i) a un feuilletage p.s.h. transversalement homographique non trivial
est associée une structure transverse homographique unique ;
(ii) un feuilletage transversalement homographique sans holonomie sur une
variété compacte peut &tre définie par une forme fermée sans singularité.
(iii) un modéle de feuilletage presque sans holonomie est topologiquement
conjugué 3 un modéle presque sans holonomie transversalement affine si et
seulement si le champ transverse garde un sens constant sur les composantes

connexes du bord de la variété (partout rentrant ou partout sortant).

Enfin, comme pour les feuilletages sans holonomie, on a ici aussi
besoin d'un théoréme de type Tischler.
. ; . : . (%)
Mais contrairement & certains auteurs, Imanishi notamment , nous
nous préoccupons de ce qui se passe au bord de la variété.
Mettant en oeuvre une démonstration &lémentaire, avec une méthode
d'approximation de 1-formes fermées plus géométrique on montre que dans tout

"voisinage" (au sens de la Co—topologie des champs de (n-1)-plans) d'un

modéle de feuilletage transversalement homographique de classe C2, on peut

(*) Bien que notre méthode de conjugaison soit adaptée de celle d'Imanishi.



trouver un modéle de feuilletage transversalement homographique dont

. . e s 1
1'intérieur de la variété fibre sur S .

En guise d'applications, nous nous sommes bornés & retrouver des
résultats connus sur la croissance des feuilletages presque sans holono-
mie (cf. [HE 2]).

Nous envisageons d'autres applications notamment sur le type
de feuilles des feuilletages p.s.h. en dimension trois ; elles feront

1'objet d'une publication ultérieure.

Le plan de ce travail est le suivant :

- dans le chapitre I, on passe en revue les notions générales de
feuilletages presque sans holonomie et on y &tudie également la théorie
d'Imanishi (cf. [IM 1]).

- dans le chapitre II, nous faisons 1'é&tude des feuilletages transver-—
salement homographiques.

- le chapitre III est consacré aux modéles transversalement homographi-
ques ; en particulier, on associera élun modéle presque sans holonomie, un
modéle transversalement homographique.

- 1'objet du chapitre IV est 1'&tablissement d'un théoréme de type
Tischler pour les modéles transversalement homographiques.

- la conjugaison des modéles p.s.h. est abordée au chapitre V

- enfin, le chapitre VI traite de la croissance.



1 - FEUTLLETAGES PRESQUE SANS HOLONOMIE

L'objet de ce chapitre est de rappeler les notions générales de
feuilletages presque sans holonomie et de modéles de tels feuilletages
(cf.[HE 1]), d'une part et, d'autre part d'étudier la théorie d'Imanishi

(cf. [IM ]]) pour les modéles de feuilletages presque sans holonomie.

1.1, Génsralites sun Les feuilletages presque sand holonomie.

Soit (M,F,X) une variété de dimension n compacte, orientable
. . . . r
munie d'un feuilletage F de codimension un de elasse C, r 2 2, et d'un
champ transverse X. On suppose que si oM # @, alors F est tangent au

bord 9M.

I.1.1, Définition (cf. Dﬂﬂl]). Le feuilletage F est dit pres-

que sans holonomie (p.s.h) si toute feuille F € F 3 holonomie non triviale

est compacte.

I.1.2. Exemples.

1) Les feuilletages sans holonomie sont bien &videmment presque
sans holonomie.
2) Tout feuilletage d'une surface Zz est presque sans holonomie.
3) Les feuilletages en plans ou en cylindres sur M3 variété
de dimension 3 sont presque sans holonomie (cf. [hE 3]).
4) Les feuilletages définis par une action localement libre de

n—1 A . . .
R sur une variété compacte de dimension n sont presque sans holonomie

(cf. [MO 1]).
5) Les feuilletages de classe C2 4 croissance d'ordre inférieur

ou égal 3 | sont presque sans holonomie (cf. [HE ]J).



1.1.3. Définition (cf Dﬂil]). On dira que (M,F) est un modéle
(de feuilletage p.s.h) de type (i,j) si F est presque sans holonomie et si

la condition correspondante est satisfaite

o o
(1) le feuilletage F induit par F sur M est sans holonomie ;

en outre :

o o)
(1.1) F est une fibration de M sur S1 3

o o
(1.2) toutes les feuilles de F sont denses dans M ;

(2) pour toute composante L de OM, la variété M est ct-dif-

féomorphe a L X BL]J et F est transverse au facteur [C,l].

1.1.4. Exemples.

(1) Tout feuilletage de T2 est un modéle p.s.h. de type 1.
(ii) Le feuilletage de Reeb sur D2X$1 (ef [RE f]) et la composante
cylindrique sont aussi des modéles du type 1.
(iii) Un modéle de type 2 sur M = L X [0,1] est complétement déterminé
par une représentation abélienne du groupe fondamental de L dans le

groupe des homéomorphismes croissants de classe Cr, r > 2, de [O,l]

(cf. [HA 1]).

Utilisant les propriétés topologiques des feuilletages sans

holonomie, on montre le résultat suivant

1.1.5. Théoréme. Soit (M,F) un feuilletage presque sans holono-

mie. Si % est sans feuille compacte, alors (M,F) est un modéle du type 1.

o)
Preuve : Puisque (M,F) est presque sans holonomie et que F ne

0
posséde pas de feuille compacte, F est sans holonomie. On montre que pour

un tel feuilletage, il n'y a que deux possibilités

‘ 2 ; 4 (¢) 1
- soit F est une fibration de M sur § ,

o o]
- soit toutes les feuilles de F sont denses dans M.



Pour cela, on montre qu'il existe une transversale fermée © dans
% 9 . ~ P . P
M, totale pour F ; alors, quitte 3 modifier 6 et utilisant une généralisa-
tion convenable du théoréme de Sacksteder, on a une des deux situations

suivantes

(i) la relation d'équivalence restreinte 3 e,pe est triviale,

(ii) toutes les trajectoires de sont partout denses (cf. EHE l]).

Py

Le théoréme en résulte@

Le théoréme suivant diG & G. Hector (cf. [hE 1]) permet de réduire

1'étude des feuilletages p.s.h. & celle des modéles.

.1.6. Théoréme. Si (M,F) est une variété munie d'un feuilletage
r . . . . .
p.s.h. de classe C, 1 > 2, il existe une suite finie {(Mi’wi)}ie{l,...,p}
de variétés compactes Mi et d'immersions

ﬁi : Mi - M, telle que

(a) pour tout i, 1'image @i(Mi) de ﬂi est une sous-variété& compac-
. . . O -
te, saturée de (M,F) et la restriction de @i a Mi et a chaque composan-—

te de BMi est injective ;

(b) la réunion des sous-variétés $i(Mi) est égale 3 M et

(Mi,w?(F)) est un modéle pour tout 1.

Preuve (cf. EHE ﬂ) : D'aprés un théoréme de Haefliger (cf. [hA l]),
la réunion A des feuilles compactes de F est un fermé de M.

Soit (Wn) la suite des composantes connexes de M — A, Soit

neN

Fn le feuilletage induit par F sur ﬁn’ pour tout n € N. Puisque F est

p.s.h., (Wn,Fn) est un modéle de type 1 (cf. théoréme précédent). Utilisant

alors le fait que pour presque tout n, (ﬁn,Fn) est un modéle de type 2



et qu'il n'existe qu'un nombre fini de composantes Wn telles que (Wn,Fn)
ne soit pas du type 2, on montre qu'on peut se ramener 3 une décomposition

finie de (M,F) en modéles ®
On déduit de ce résultat, le théoréme fondamenial suivant

I.1.7. Théoréme (cf. [ﬁE l]). Si (M,F) est un feuilletage p.s.h.

de classe C2, alors

(i) F ne posséde pas de feuille exceptionnelle ;

(ii) 1le groupe d'holonomie de toute feuille de F est abélien.

Preuve (cf. [HE 1])
(i) Comme on 1'a vu dans le théoréme de décomposition en modéles,
si A désigne la réunion des feuilles compactes de F, (wn)nEN la suite
des composantes connexes de M - A et pour tout n € N, Fn le feuilletage
induit par F sur ﬁn’ alors (ﬁﬁ’Fn) est un modéle de type 1. Or un modéle
de type 1 ne posséde pas de feuille exceptionnelle. Par conséquent aucune

feuille de F n'est exceptionnelle.

(ii) Si F est une feuille compacte, alors

- soit F est isolée a droite dans 1'ensemble des feuilles compactes
auquel cas le groupe d'holonomie 3 droite ¢ de F peut €tre réalisé
par un pseudogroupe d'homéomorphismes locaux de [b,*”[ définis au voisinage
de O et qui sont soit des contractions, soit des dilatations (ou encore
1'identité).

Par suite G est totalement ordonné, archimédien, donc abélien

(cf. le théoréme bien connu de Birkhoff).

- soit F n'est pas isolée 3 droite, ¢t peut alors €tre réalisé

par un groupe d'homéomorphismes de [O,l] qui ont tous le méme ensemble

B de points fixes et qui commutent sur les composantes connexes du complé-



. P + PO -
mentaire de B. Bref dans ce cas &galement G est abé&lien. D'od 1le

théoréme B

1.1.8. Remarque. La condition (ii) n'implique pas qu'un feuille-
tage soit p.s.h. En effet, dans son article “quelques exemples de feuille-
tages. Espéces rares" (cf. [HE4]), G. Hector construit un feuilletage ana-

lytique de V X$] (o V

2 désigne la surface compacte de genre 2) sans

2
feuille compacte et sans feuille localement dense. Tous les groupes d'holo-

nomie de ce feuilletage sont isomorphes & {0} ou Z et ce feuilletage

posséde un minimal exceptionnel,

I.2. Modeles standard.

Nous allons maintenant introduire un élément de régularité dans

les modéles de feuilletage p.s.h.

ro—

1,2.1. Définition. Un modéle (M,F,X) de feuilletage p.s.h

o]
est un modéle standard si le feuilletage F peut &tre défini par une forme

fermée.

e

I.2.2. Exemples.

1) le feuilletage de Reeb sur szsl est un modéle standard ;
en effet si p désigne la projection des feuilles de 1'intérieur de D2><$1
sur le cercle intérieur transverse, la forme fermée p*de, ot d6 est la

forme canonique de $l, définit le feuilletage sur 1l'intérieur de D2X$1.

2) Tout modéle (M,F) de type (1.1) est un modéle standard
i

. . . . . . . %]
si f est 1'application de projection de la fibration de M sur § ,

* . . 0
alors f .d0 est une forme fermée définissant F.

2 . . - .
3) - sur T, il existe des modéles standard : feuilletages
obtenus par suspension d'une rotation.

2 . . -
- sur T, 11 existe aussi des modéles non standard.



En effet, soit (TZ,F) un feuilletage de T2 de classe Cz.
a) S'il existe des feuilles compactes, alors toutes les feuilles sont
propres et F est presque sans holonomie.
Tous les modéles de T2 possédant une feuille compacte sont

standard.

b) I1 faut donc que F soit sans holonomie avec toutes ses feuilles
denses ; cela équivaut a dire que F est la suspension d'un difféomor-
phisme f de S1 de nombre de rotation o irrationnel.

Une telle suspension est standard si et seulement si elle est
définie par une forme fermée ; cela équivaut a dire que f est différen-
tiablement conjugué 3 la rotation d'angle o. Il est bien connu (cf.
Arnold "Small denominators" [AR 1]) qu'il existe un difféomorphisme f

. . 1 : o .
analytique qui n'est pas C conjugué a une rotation.

Remarque. On verra que tout modéle est topologiquement conjugué

a un modéle standard.
R

B 1.2.3. Définition. Une métrique riemannienne R sur (M,F,X)
est dite "bundle-like" si :
i) X est orthogonal & F pour R ;

ii) la métrique induite par R sur la somme disjointes des courbes

intégrales de X est invariante par le pseudo-groupe d'holonomie de F.

e

Les lemmes suivants résument deux propriétés des modéles

standard qui nous seront utiles dans la suite.

— I.2.4. Lemme (cf. [HE 1]). Si (M,F,X) est un modéle standard

o
. . . o P il - .
non trivial et si W est une l-forme sur M définissant F, alors il
. o X
existe une métrique "bundle-like" Ry pour F sur M telle que
i) follg =1
Ry
F

0
ii) (M,R,) est compléte.

-



. o
Preuve : Soit (Ui)iel un recouvrement de M par des ouverts

o

bidistingués de et soit pour tout 1 € I une submersion :

x., : U,— R, telle que
wlU, = dx, .
i

Alors pour tout 1i,j € I tels que UifW Uj # @, il existe

aij € R tel que

X. =%, + a.. sur Ui nu..

Soit p la métrique canonique de R (invariante par translation).
. .. . , o T
I1 existe sur la réunion des trajectoires du champ X wune métrique R

P

telle que pour tout i ¢ I, on ait :

Soit R une métrique riemannienne définie sur M ; désignons
H . e < . P . .
par R la restriction de R & F. Soit alors Ro la métrique riemannienne

P o} - T H 5 s
définie sur M en complétant Ry, par R, c'est-d-dire encore :

R? = RH 6 R; .

Alors Ro est "bundle-like" et vérifie (i).

Maintenant, considérons une suite de Cauchy (x_ ) de (ﬁ,RO).
n’ nelN r

On peut supposer que la suite (xn)n€IN converge dans (M,R) vers un point

y. I1 faut donc montrer que y ne peut pas appartenir & 3M. Si c'était

le cas, comme la métrique R est définie sur M, c'est que la suite

(x)

n’ neN

est équivalente (comme suite de Cauchy) 3 une suite (Xn)neN

portée par une trajectoire du champ X. Par conséquent, il suffit de montrer



o)
que la longueur d'un segment [#,y[ oi X €M et y € oM, mesurée a

1'aide de RO est infinie.
=

En vertu du théoréme de stabilité, le pseudo-groupe d'holonomie
de la feuille Fy est non trivial. D'autre part, du fait que % est sans
holonomie, un élément différent de 1'identité du pseudogroupe d'holonomie
de F  est sans point fixe ; considérons donc un élément contractant f
du pseudogroupe d'holonomie de Fy’ f défini par un élément 7Yy de
ﬂ](Fy,y).

En supposant x assez voisin de y pour la métrique R, on

définit alors une suite {fn(x)}n€|N qui converge vers le point y pour

la métrique R.

'_~.—

Figure 1

Du fait de 1'invariance de R, par le pseudogroupe d'holonomie
+1 ~ Z
les segments {]fn(x), £ (x)[}naN ont méme longueur (mesurée par R,).
F

Et comme ils sont disjoints, la somme de leur longueur est infinie, donc

aussi la longueur du segment [k,y[ e

f——

I.2.5. Lemme. Pour tout modéle standard non trivial (M,F), 1la
forme fermée w tend en norme vers 1l'infini uniformément au voisinage du

bord de la variété.




- 12 -

Preuve : Soit x, un élément de OJM et supposons qu'il existe

.. (0] .
Ae€eR, A>0, et un voisinage U de X tels que sur U N M, on ait

lwl] < a.

Soit Y wun lacet de point base X contenu dans OM tel que

1'application d'holonomie associée h(Yy) soit non nulle et contractante.

Envoyons alors le cylindre C = Sl X B),l[ au-dessus du lacet Y.

Soient m ,n deux points distincts de la transversale en X s
situés dans U. Puisque w est fermée et nulle sur les feuilles du feuil-
letage 'C induit par F sur C, on peut écrire en suivant les notations

de la figure ci-dessous,

Figure 2

J fn 0]

w
[m,m,]

ol pour tout p € N :

=
]

[h(y)]p(mo) et

=}
1}

LIOILCIP

Or :

|J[m e <Al I oo e

P P



désigne la longueur du segment transverse Enp,np]. Par conséquent, puisque

cette longueur tend vers O quand p devient infini, il vient

=0,

J w
m ,n

[ o’ o]
d'old la contradiction B

1,3, Theorie d'Imanishi pour Les modeles de type 1.

En fait, on va s'intéresser ici au modéles de type (1.2), notre
but étant de montrer qu'd conjugaison (topologique) prés tout se passe

comme dans un modéle standard.

Dans son article intitulé "On the theorem of Denjoy-Sacksteder
for codimension one foliations without holonomy" (cf. [Im 1]),
Hideki Imanishi établit le résultat suivant relatif aux domaines de difféo-
morphismes d'holonomie associés aux chemins dans les feuilles d'un feuille-

tage de codimension un.

'__ I.3.1. Théoréme (cf. [im 1]). Soit (M,F,!) wune variété compacte,

fermée munie d'un feuilletage F de codimension un sur M et d'un flot
Y : MR > M,

dont les orbites sont transverses aux feuilles de F.

Soit ¢ : [0,1] > M un chemin dans une feuille de F et
(_té’to) le domaine de définition du difféomorphisme d'holonomie associé
a g,

Si £, est fini, la feuille F0 passant par @(C(O),to) est

telle que pour tout € > 0, il existe t € R, vérifiant

(1) £E ~ELELEt +E

(ii) la feuille passant par Y(C(0),t) a de 1'holonomie.




Par conséquent si (M,F,M) est comme dans le théoréme et est en
outre sans holonomie, le difféomorphisme d'holonomie associé 3 tout chemin
tracé dans une feuille de F est défini sur tout [R, autrement dit, on
peut relever un tel chemin dans les feuilles de F tout le long des tra-
jectoires du flot 1. Ceci permet de montrer que le rev@tement universel
d'une telle variété est une variété produit feuilletée en produit. De ma-

niére précise, on peut &noncer :

1.3.2. Théoréme. Soit (M,F,X) une variété compacte fermée munie
d'un feuilletage sans holonomie et d'un champ transverse X (tout est sup-
- T
posé de classe C°, r > 2).

-~

11 existe un revétement p : M > M tel que

(i) si F est une feuille de F, alors M z PR
(ii) le groupe des automorphismes du revétement I est abélien et agit
g P g

sans point fixe sur R.

Ao

Ny
Preuve : Soit (M,F,X) 1le rev@tement universel de (M,F,X) et

"
soit p 1'application de projection.

~n
(a) Tout chemin tracé dans une feuille de F se reléve dans les

oy
feuilles de F tout le long des trajectoires de X.

Ny
(b) D'autre part, dans (M,F,X) il n'y a pas de transversale fermée

(sinon il existerait un cycle &vanouissant dans (M,F,X)).

n, n
Par conséquent, une feuille de F coupe toute intégrale de X
3 3 I3 ’\I 3 ,\J
en un point unique ; par suite M est un produit FXY ol Y est difféomor-

¥ N v
phe 3 R, F est une feuille type de F ; en outre F c'est le feuilletage

produit.

I3 13 3 - I3 . » f\;
Soit X un point fixé de M ; choisissons un point X de

A v v
P l(xo) et notons Ft la feuille passant par &(xg,t) (& est le flot



N
"\
associé 3 X). D'aprés ce qui précéde, les feuilles de F sont ainsi

indexées sur R.

Soit Y wun élément de ﬂ](M,xo) et désignons encore par Y

"
1'automorphisme du revétement (M,p,M) associ€ @ 7Yy, La transformation

A : ¥ ;
Y : M> M préserve les feuilles de F 1i.e. la structure produit.

Avec Novikov, on définit alors un difféomorphisme de R asso-

cié a vy, H(y), en posant pour tout ¢t

v n
FH(y)(t) - Y(Ft) i.e. encore on a :

Y&, t) = (YE), HEY)(E),

LY s N A . Y .
pour tout (X,t) € ﬁ et oi Y est un difféomorphisme de F. On obtient

alors un homomorphisme :

H : W](M,xo)'———————+ Diff (R)

== HlY)

oi Diff(R) désigne 1'ensemble des difféomorphismes de R.

Soit M 1le revétement de M défini par la suite exacte
0 ker He—> T (M,x ) —— Im H C Diff(R) ~ O.

Le diagramme suivant est commutatif :

Ny
M
\
n -~
|% } M
V///;/
M



~

oi p est 1'application de projection du revétement M,

Le triplet (M,q,M) est également un revétement de groupe égal

-~

a ker H. Par conséquent M est un produit FXYR ou

- n
FzF
ker H

Le groupe [ = Aut M

~

- . -
I(Ma/&er y Opere sur M en préservant

R

la structure produit : pour tout ? €[ = ﬂi(}n/&er H et pour tout

(x,t) € M, on a :
Y(x,t) = (&), HEY) (1) vy ev).

Si un élément Y € W](M) tel que H(Y) # e posééde un point
fixe t, € R, alors <y correspond é.un €lément d'holonomie non nul de
F. Par conséquent H(W](M)) opére sans point fixe sur IR ; donc ce groupe
est ordonné, archimédien et abélien puisqu'il est de type fini (cf. un ré-

sultat bien connu dd & Birkhoff). On en déduit le point (ii) du théoréme.

e
)

Enfinona : F F car p|f : F>F est injectif (en effet

si ; = y(x) od §,§ e F, alors H(y) = e, i.e. v € ker H 1i.e,
Y =id) ®

La démonstration donnée par Imanishi du théoréme sur le domaine
des difféomorphismes d'holonomie montre que pour 1'intérieur d'un modéle,
le feuilletage induit sur 1'intérieur posséde la propriété du relévement,
tout le long des transversales a ?, des chemins tracés dans une feuille,

de la sorte, le ré&sultat précédent est valable pour 1'intérieur d'un modéle.

1.3.3. Théoréme. Si (M,F,X) est un modéle de feuilletage
p.s.h. de type 1 de classe Cr, r 2 2, alors le résultat du théoréme I1.3.2
0

0 0 ) o
est valable pour (M,F,X) of F (resp. X) est le feuilletage (resp. le

. . . P o
champ transverse)induit par F (resp. X) sur 1'intérieur M.
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On en déduit alors le théoréme suivant

I.3.4. Théoréme de type Sacksteder pour 1'intérieur d'un modéle.

Soit (M,F,X) un modéle de feuilletage p.s.h. de type 1.
00
Alors (M,F) est topologiquement conjugué a un feuilletage sur B defini

par une l-forme fermée.

Preuve : On peut supposer que (M,F,X) est du type (1.2) ;
)

0]
en effet si (M,F,X) est du type (1.1), (M,%) est tel que F est défini

par une forme fermée.

o)
de M

=Z0)

D'aprés le théoréme précédent, il existe un revétement
e ) O ; 2
difféomorphe @ FXR oi F est une feuille-type de F. Le groupe d'automor-
phismes T de ce revétement opérant sans point fixe sur R est ordonné,

archimédien. On sait (résultat dd & Birkhoff) qu'il existe un homomorphisme

injectif de groupe ordonné.

T 5 'S (R,+)

— T
! ¥

défini 3 une constante positive multiplicative prés ; TY représente une
translation de R.
Les trajectoires de T(I') @étant denses, il existe un homé&omorphis-

me h de R tel que le diagramme suivant commute

h

Y

tion de T)

R
Y } T (c'est une linéarisa-
R

; . *
Soit dB 1la mesure canonique de R ; alors Y = h d6 est une

mesure sur R 1invariante par T.
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La suite de la démonstration reprend la derniére partie du

théoréme 6 de "Foliations and pseudogroups' de R. Sacksteder (Cf. [Sa 1])®
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IT - FEUTLLETAGES TRANSVERSALEMENT HOMOGRAPHIQUES

Dans 1'étude des classes caractéristiques des feuilletages, un
exemple di & Roussarie a joué un rdle trés important ; il a été le premier

exemple de. feuilletage d'invariant de Godbillon-Vey non nul (cf. [C-VIJ).

Nous allons prendre ce méme exemple comme prototype d'une classe

de feuilletages : les feuilletages transversalement homographiques. Cette
classe contient les feuilletages transversalement affines qui ont été étu-

diés par Fédida et Furness (cf. [F—Fl]) et par Bobo Séké (cf. [Se 1]).

Nous commengons par rappeler 1'exemple de Roussarie.
Soit SL(2,R) 1le groupe homographique, sous-groupe de GL(2,R)

des matrices de la forme
M
P = , X,y,u,v € R vérifiant
u v
xv - uy = 1,

ooy .
On se fixe une base (R,0,B) des formes de Pfaff invariantes

a gauche de SL(2,R) vérifiant les identités suivantes :

4V V] N
d2 = Q A o
M) {di=8n8
v N n
dB = o A B

par exemple, la base obtenue en posant

vdy ~ ydv

2(vdx-ydu) = 2(udy-xdv)

e Re D2
[}

2 (udx-xdu),

H
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On sait qu'il existe un sous—groupe discret [ de SL(2,R) tel
que la variété quotient M = f\\§L(2JR) soit compacte. Les formes ,a,B
¢ : BV ‘ q _
induites sur M par Q,a,% respectivement sont sans singularité et
vérifient les identités analogues aux précédentes, les identités (H). La
forme §! est sans singularité et complétement intégrable donc définit un

feuilletage F sur M de codimension 1, qui est le feuilletage annoncé.

En particulier rappelons que la forme Q A o A B définit une
classe de cohomologie non nulle BR Ao A B] qui est 1'invariant de

Godbillon-Vey.

Introduisons maintenant la généralisation annoncée.

IT.1. Deginitions génerales.

II.1.1. Définition. Un feuilletage F de codimension un sur une

variété M sera dit tranversalement homographique s'il existe un triplet

(f2,a,B8) de 1-formes sur M tel que

(i) §© est sans singularité ;
(ii) 1le triplet (Q,a,B) vérifie les identités (H) ;

(iii) F est défini par Q.

Cette famille de feuilletages contient bien slir les familles

particuliéres suivantes

(i) 1les feuilletages définis par des formes fermées i.e. par des
triplets (£,0,0),
(ii) 1les feuilletages transversalement affines, c'est-a-dire définis

par des triplets du type (2,x,0).
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II1.1.2. Autres exemples.

1) Le feuilletage défini sur C = $]XI par le triplet (Q,u,8)

tel que

Q = dr + r(1-r)de,
o = (1-2r)de,
B = -2d8,

est transversalement homographique

Figure 3

2) La composante de Reeb en dimension 2 ou 3 est transversalement
affine,

3) E. Ghys et V. Sergiescu ont montré que 1'action du groupe
affine sur des espaces homogénes de SL(2,R) définit des feuilletages trans-—
versalement homographiques sur des variétés quotients de SL(2,R)

(cf. [G-s1]).

En effet, on peut plonger le groupe affine dans le groupe homo-

graphique, par exemple, en posant :

Va b/va
0 1/vVa

P(a,b) =

pour tout élément (a,b) du groupe affine. Une base de 1'algébre de Lie
du groupe affine induit un systéme de deux vecteurs linéairement indépen-

"\ N
dants X et Y de 1l'algébre de Lie de SL(2,R) ; complétons celui-ci en
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VR VIRV
une base X, Y, Z de 1'algébre de Lie de SL(2,R) ; la base duale associée

r\J r\) r\’ . . 3 .
i {X,Y,Z} vérifie alors les identités (H).

L'expression "homographique" se trouvera justifiée par 1'étude
de la structure transverse a4 F. Pour ce faire, introduisons la notion

auxiliaire suivante :

II.1.3. Définition. On appelle cocycle homographique associé

3 un feuilletage (M,F) un atlas de cartes distinguées {(Ui,hi)}ieI tel
que

(i) la famille (Ui)iel est un recouvrement ouvert de M tel que

Ui n Uj est connexe pour tout (i,j) € 12

. . -1 e
(ii) pour tout 1€ I, hi = (yi,xi) s U, >R ‘xR est un difféomor-
it

phisme tel que pour tout (i,j) € Iz, tel que Ui N Uj # @, il existe un

dus Dy
1] 1]
élément Aij = de SL(2,R) tel que
Cvw A, .
17 ij
a..x. +b
- 1] 1 1]
X. =
] c..X, +d
1] 1 1]
[ce qu'on notera en bref : x. = A...x,].
] 1] 1

On désignera un tel cocycle par le triplet {(Ui’hi’Ai')} 2+
(1,3)el

Bien slir un feuilletage quelconque n'admet pas en général un co-
cycle homographique. D'autre part, il est évident qu'd un méme feuilletage
pourront étre associés éventuellement différents cocycles homographiques ;

ceci pose un probléme d'équivalence de ces cocycles,
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II.1.4, Définition.
(i) Deux cocycles homographiques {(Ui,hi)}i€I et {(Uj,hj)}j€J

sur (M,F) seront dits équivalents si pour tout (i,j) € IxJ, il existe

a b..

1] 11
un élément Aij = de SL(2,R) tel que :

c.. d.
1] 1]

. a; X, + bi' -

X. =A,..x, =—3 >t 13 sur U, N U,
J 13771 cLux, + d., i ]

ij71 1j

(ii) Une classe d'équivalence sera appelée structure homographique
] q PP graphiq

transverse de F .

Nous pouvons établir maintenant la relation entre feuilletage

transversalement homographique et cocycle homographique.

II.!1.5. Théoréme. Un feuilletage (M,F) de codimension un
transversalement orientable est transversalement homographique si et seule-

ment s'il existe une structure transverse homographique associée a F.

La démonstration de ce théoréme utilise le résultat fondamental

qu'on trouvera dans "Differential Geometry" de Spivak (cf. [Sp 1.

I1.1.6. Théoréme de Lie (cf. [Sp l]). Soit G 1'algebre de Lie

d'un groupe de Lie G (connexe) et désignons par 7 1la forme de Maurer-

Cartan sur G.

Si o : ™ > G est une 1-forme sur une variété M & valeurs

dans G vérifiant 1'équation de Maurer-Cartan :

aw + —;—[as,m = 0,



- 24 -

alors pour tout x € M, il existe un voisinage ouvert U de X et une

application différentiable

f:U-—6
tels que

olu = £r.

De plus si g : U~> G vérifie

mIU =g T 5
il existe o € G tel que :
g = a.f .

On notera que dans le cas oi M est simplement connexe, le
théoréme se globalise c'est-d-dire qu'il existe une fonction f : M > G

tel que

La preuve du théoréme II.1.5 peut maintenant étre établie en deux

étapes :

(i) on montre que si F posséde un cocycle homographique, alors F
est transversalement homographique ;

(ii) réciproquement si F est transversalement homographique, alors

F  posséde un cocycle homographique.

La premiére étape nécessite quelques préliminaires.
Soit {(Ui,hi,Aij)} un cocycle homographique associé 3 un
feuilletage F. La coordonnée transverse dans Ui étant notée X;, on a

les relations :
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sur Ui n Uj pour tout (i,j) tel que Ui N Uj # @. De plus, soit

(lﬁk)keI une partition différentiable de 1'unité associée au recouvrement

U.) de M. Pour tout i € I, considérons les fonctions

i’ i€l

* P
(ui,vi) : Ui > R xR définies par :

( -0y wk(x) Log(cki xi+dki)2]
k

“i(x)

e . ’

) d 2
Lvi(x) E—E ﬂk(x) EE; [’Log(ckixi + dki) ].

On a alors le résultat suivant :

I1.1.7. Lemme. Pour tout (i,j) € Iz, tel que Ui n Uj # @, on a

c
0
[
~
(@]
kg
+
[a R
~

sur u.Nwvu..
1 ]

Preuve : Soit (i,j) € I2 tel que Ui’q Uj # @ ; pour tout k € I,

on a :
> di5%5 7Py 2
Logle;,x; + d;p ) = Logley, —=———=+d,;})
-c..X.%a.,.
133 1]
. _ ' < .
Et, puisque Aik Ajk'Aij’ on a 1'égalité
(1) Log(c,, x.+d, )2 = —Log(—c..x.+a..)2 + Log(c., x,+d )2
ik"i ik 1373 Tij jk7 i ik

En sommant 3 1'aide de la partition de 1'unité&, on obtient

2

2 2
E Wk(x) Log(cikxi+dik) Log(—cijxj+aij) + g @k(x) LOg(Cijj+djk)

2 2
LOg(Cini+dij) + E &k(x) Log(cjkxj+djk) s

1]
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1 - :
car : c,.x, +d,. = —————— | Par passage 3 1'exponentielle, on trouve
13 1 1] _Cijxi+aij

la premiére relation annoncée :

1

(Cijxi+dij)

ui(x) = 3 uj(x).

D'autre part, puisque sur U, N Uj’ on a :

]
e
(SR

+

J
Vi (X) 7} ’

donc

2
vj(x) Vi(x)(cijxi+dij) + Cij(cijxi+dij) [ ]

Considérons maintenant les 1-formes définies sur chaque ouvert

Ui en posant :

.
Q
1]
*]
<

(=1
[N
x

He
I
8

L 8; =

i
o
i <!
N
oL
X
I
a
<
P L

i i
La preuve du lemme ci-dessous découle immédiatement des relations

mises en évidence en II.1.7.
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1IT.1.8. Lemme.

(a) Pour tout (i,j) € 12 tel que Uif\ Uj # @, on a :

a.lu.nwu, =q.ju.Nu,,
1 1 ] ] 1 ]
o,.|u, NU, =a.ju. Nu,,
ivi ] ivi ]
B.lu.Nu, =8.lu.Nu,.
ivi ] iti ]

(b) Pour tout i € I, le triplet (Qi,ai,Bi) vérifie les identités (H).

II.1.9. Preuve du théoréme II.1.5. : La premiére partie du

théoréme s'établit immédiatement en posant :
Qiu., = Q, alU, = o, et U. = B.
| i i’ | i i 8l i B1’

pour tout i € I.

Pour démontrer la réciproque, on considére un feuilletage F trans-

versalement homographique sur M et défini par le triplet & = (Q,a,8).

Ce triplet ® peut etre considéré comme une l-forme sur M a
valeurs dans 1'algébre de Lie de SL(2,R). La condition (H) signifie préci-

sément que :
o + -%—[m,a{l = 0.

D'aprés le théoréme de Lie, il existe donc un recouvrement

(Ui)iel de M tel que pour tout 1 € I, on ait une application différen-
tiable
4
£. : U, » SL(2,R) C R,
i i ‘
telle que

* 3 —
m\Ui = fiﬂ ol T = (WO,Wl,ﬂz)
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désigne la forme de Maurer—Cartan de SL(2,R). Cette forme peut s'écrire

(dans Ra)
( .
m = vdy - ydv,
o
) M, = 2(udy-xdv),
ﬁ2 = 2(udx-xdu).
\
De plus, les fonctions fi peuvent se mettre sous la forme
VI VN V¥
fl - (Xi’ Yi, uis Vl) ’
avec
NN N
XV — Ma¥. = L.
i1 i71
On a alors
Q v, d ¥
Uy = vy dy; -y dvy
N NN
ulUi = 2 (ui dyi - xi dvi),
A,V NN
BlUu, = 2(u. dx, - x, du,).
i 1. i i i

D'autre part, d'aprés le méme théoréme de Lie, pour tout (i,j)

tel que Uij # @, il existe Aij € SL(2,R) tel que

f. =A.. . f. sur U...

Cette derniére relation s'écrit encore

o (w AV VIRV ) v ae N b N N +d Qv N +d N )
X.gVesl.,Vi) = M, 38, D, V€ X Fde 0, 50 Tt Vo)
i YJ,uJ, i (aij i+bij i lJy1 1Jv1 cljx1 1Ju1’C13y1 lJv1

En prenant éventuellement un recouvrement plus fin que le recou-

vrement (Ui)iel’ on peut supposer que pour tout i € I, 1'une des fonctions

Y v . . . e .
v, ou y. me s'annule jamais sur Ui’ ce qul permet de définir une appli-
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. = . e e - v
cation différentiable : X, 1 Ui -+ R, que 1'on choisira égale a yi/vi

v . n
(resp. Vi/yi) si v, (resp. yi) ne s'annule pas sur Ui' On a alors

_n2 _ N2
QIUi = v dxi (resp. Q|Ui = -y, dxi).

Comme §} est sans singularité, X, est une submersion. Les cartes
(Ui’xi) sont distinguées pour F et on vérifie, grdce & (1) que pour tout

2
i,j .. =0 ,Nu, :
(i,3) € 17, tel que Ul] U : UJ f @, on a
x. = A.. . x, , od Aij € SL(2,R),
ce qui achéve la preuve du théoréme B

On avait une notion d'équivalence de cocycles homographiques
associds a un méme feuilletage F. Nous allons maintenant transposer cette
équivalence au niveau des triplets de l-formes. Pour cela nous utiliserons
un résultat dd & E. Cartan ("la théroie des groupes finis et continus et

la géométrie différentielle", p. 126).

I1.1.10. Lemme (cf. [Ca l]). Soient (x,u,v) et (x‘,ul,v])
deux triplets de fonctions définies sur un ouvert U d'une variété M tels

qu'on ait sur U les relations suivantes

udx = u]dxl,

d du,
2vdx - &2 = 2v dx, - — ,
u 171 u]
v2 dv V? dvl
2(— dx - —) = 2(—dx, - —).
u v u, 1 ul
Alors il existe un &l&ment A = [i g] de SL(2,R), tel que :
X, = Ax = EE:E , sur U.

cx+d
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II.1.11. Proposition. Deux triplets de l-forme @ = (Q,0,B) et
@' = (@',a',8") vérifiant les identités (H) définissent le méme cocycle
homographique sur M si et seulement s'il existe deux fonctions différen-

tiables f et g définies sur M, f sans zéro, telles que

Q' = £Q
. df
(E) a' = Ot——E-+2gQ,
B =%(B+goc+g—2— Q - dg).

Preuve : Dans un méme atlas distingué pour F d'ouverts u.,

i € I, les deux triplets @ et ®' s'écrivent sous la forme

Q = u.dx., (( Q' = uldx! ,
11 i L
dui du!
o = 2v,dx, - —-, et o' = 2v'dx! - —*
i : i1 u}
vi dvi viz dvi
_ i _ T = [
B = 2(ui dx, ———ui) B 2(r dx} ——ui )

(i) Supposons que les deux triplets définissent la méme structure trans-
verse. Alors il existe une fonction £ sans zéro telle que : Q' = £,
puisque Q et Q' définissent le méme feuilletage.

En se reportant a4 la définition de 1'équivalence, on voit que

a. b.
pour tout 1 € I, il existe Ai = [ + 1] € SL(2,R) tel que :
c. d.

L 1

a.x. + b,
¢ _ a1 i

X, = ——
51 c.X, *d,
1 1 1

On en déduit :

dx.
1
uldx! = u! ——m8—— = f u. dxi s

11 2 i
(CiXi+di)
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et par suite, la relation :

2
P o= 4, 5
1) uy (uif)(cix1 dl)

Puisque dQ' = Q' A o' ou ' = £fQ, il existe une fonction diffé-
rentiable g définie sur M telle que : a' = o - %; + g{l. Ceci s'écrit
encore :

du!
a' = 2vldx! - —
i u

on obtient la relation

(2) v = (v, + 4

2
;7 vy vy u)legxad) e e +d).

Utilisant alors (1) et (2), il vient

g' = 2[—2

En développant le second membre de cette é€galité et en regroupant
convenablement les termes ainsi obtenus, on a :
2
B' =—1-(B+goc+&-§2—dg).
f 2

En résumé, on a donc montré que :

Q
]
Q
|
I
+
o]
2

w0
It
|
~~
™
“+
xQ
Q
+
l(m
e}
1
(=N
0]
N’

(ii) Soient maintenant © et ®' deux triplets de I-formes sur M

vérifiant les identités (H) et satisfaisant aux relations (E).
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Localement ces derniéres s'é&crivent :

(
u'ldx! = f u, dx. ,
i i i i
du! du
¢ 2v£dx' - Tﬁi = 2v.dx, - — - %; R
i
viz dvi 1 vi dvi du gzuidxi ]
[ = > _1 - 1 - -

L2(—Ei|-— dxi _ﬁ-;.:—) : 2(u. dx, ) )+2gvidxi g 0 + > dg_

Mais les seconds membres des deux derniéres égalités s'écrivent

encore respectivement :

1 d(uif)
2oy * ey g
et
2 1 2 1
T LVi * 7 eu) g - a0y v g aup]
En posant : U, =u.f et V, =v. + l-gu., cecl nous donne
i i i i 2 i
(
u! dx! = U.dx, ,
i 71 i1
dui du,
2vidx! - —— = 2V.dx, - —= ,
< i1 u, i 71 .
i i
viz dvi Vi dVi
L 2[u! dxi - u.] - z&f-dxi - U.:I
i i i i

Par suite, d'aprés le lemme I1I1.2.10, il existe Ai € SL(2,R) tel que

d'oll 1a proposition B

A la suite de cette propositon, on peut introduire de maniére

naturelle la définition suivante :

IT.1.12, Définition. Une application

£: Mo = (Q0,8)] > M0, = @,0,8))]
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est un homomorphisme des variétés M et M] munies de feuilletages trans-

versalement homographiques définis par T et w} si et seulement si

* L
f oy et @ sont équivalents.

11.2. Un probleme d'unicite.

La question qu'on se pose est de savoir si on peut associer & un
méme feuilletage plusieurs structures transverses homographiques c'est-a-dire
si un feuilletage peut &tre défini par deux triplets de l-formes non &quiva-
lents.

Ce probléme a été d'abord étudié dans le cas affine par
Bobo Séké (cf. [Se l]). I1 montre qu'un feuilletage défini par une I1-forme
fermée w sur une variété M admet une infinité de structures transversales
affines : il y a toutescelles définies par les couples (w,Aw), ol A € R.
Par contre la structure transversale affine est unique si le feuilletage
posséde de 1'holonomie non triviale.

Dans notre cas, la situation est analogue. Pour les formes fermées,
on a une infinité de structures données par les triplets (w, w,uw),

2 P
(A,u) € R". Par contre, pour le cas général, on a :

I1.2.1. Théoréme. Soit (M,F) un feuilletage transversalement
homographique. Si 1'holonomie de F est non triviale, alors F admet

une structure transverse homographique unique.

La démonstration de ce théoréme repose sur les quatre lemmes

qui suivent :

I11.2.2. Lemme. Si un feuilletage (M,F) transversalement homogra-
phique posséde une feuille L compacte sans holonomie, alors F est sans

holonomie (donc défini par une forme fermée, d'aprés II.3).

—
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Preuve : D'aprés le théoréme de stabilité de Reeb, il existe un
voisinage ouvert saturé de L constitué uniquement de feuilles compactes.
Soit U 1la réunion de tels voisinages de L et soit L' wune feuille de
F adhérente a3 U ; L' est adhérente d'un co6té a U.

Soit x' € L' et soit Y un élément de WI(L',X'). Alors 1'éle-
ment d'holonomie h(y) associé & <y est un germe en O d'une fonction
analytique définie sur [—e,e] (e > 0) égal a 1'identité sur [—E,Q] ou
BLE] . Par suite, cet élément d'holonomie est trivial c'est-a-dire que L'
ne posséde pas d'holonomie non nulle et le théoréme de stabilité s'applique
d nouveau. On en déduit que L' est une feuille compacte et L' est

contenue dans U ; autrement dit, on a

le lemme en résulte B

I1.2.3. Lemme (cf. [Se 1]). Soit w une 1-forme fermée sur une

variété V (connexe). Toute fonction f vérifiant :
(1) df + fw =0

(ii) £(x) = O pour un certain x de V,

est identiquement nulle sur V.

Preuve : Soit y € V ; il existe un voisinage U de y et une

fonction k : U > R telle que |U = dk. L'équation (i) est alors équi-

k te
e

valente sur U a d(ekf) = 0. Ceci montre que localement f=2cC s

d'otd la conclusion B

II.2.4. Lemme. Soit @ = (2,0,B) un triplet de I-formes définissant
un feuilletage F transversalement homographique sur M. La structure trans-

verse homographique est unique si et seulement si pour tout couple (k,h) de
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de fonctions différentiables telles que

koc—-;—dk=h§2 ,

on a .

Preuve : Soient ® = (Q,0,8) et @ = (Q',a',B") deux triplets

de l1-formes vérifiant les identités (H) et définissant le méme feuilletage

(M, F).

On peut supposer que ' = , car, pour toute fonction 1 sans
= . 1 ' v dl\u ' ' ' B') = :
zéro de M, les triplets (ﬁ-Q , o' + T PR') et (2',a', sont &qui-

valents.

Un calcul simple montre alors qu'il existe deux fonctions diffé-

rentiables f et g de M telles que

a' = o + fQ ,
{B'—B+f0¢—df+gﬂ.

D'autre part, en écrivant

dg' = Q' A a',
on voit, qu'il existe une fonction différentiable h telle que
(28 - £9)a - 5 d(2g-£7) = .

Pour que les triplets w et W' soient &quivalents il faut et
f2
il suffit que 1l'on ait : g = -5 - Par conséquent la condition annoncée est
suffisante.
Si, réciproquement, il existe un couple (k,h) de fonctions

différentiables non identiquement nulles telles que
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ka - %—dk = hQd ,

on voit que la structure transverse homographique associée & F n'est pas
unique. En effet F est encore défini par le triplet homographique

m] = (Q],a],B]) ol :

[©]
1]
Q

™
i
™
4+
I
o)
o
(md
a
o
ct
a

ne sont pas équivalents, d'oi le lemme ®

I1.2.5. Lemme. Le feuilletage suivant de C = $1XI admet exactement

une structure transverse homographique

Preuve : Ce feuilletage peut €tre défini par les formules

Q =dr + r(1-r)de,
o = (1-2r)dse,
R = -2d6.

Le lemme II.2.5. sera démontré si nous montrons que la condition
du lemme II.2.4 est vérifiée. Soient donc k et h deux fonctions diffé-

rentiables définies sur C telles que :
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ko - 1 dk = hQ .
2
Pour toute feuille F, ol|F est fermée et on peut écrire
1
k(@|F) - 5 dk = 0.

Par conséquent, d'aprés le lemme II1.2.3, si k s'annule en un

point de F, alors k est identiquement nulle sur F.

Soit alors m . un point de C tel que k(mo) # 0. Soit nun
point appartenant au segment transverse passant par m_ et tel que k soit

non nul sur Bno,nol. Considérons le saturé SE“oan ] du segment Eno,noj.

o
Ona k # 0 sur SEn n] et on peut supposer k > O. Bien plus, on
0’ o
aura d(kl/zﬂ) = 0. En effet
a0y = L gk g M
2 1/2 ’
k
- 1/2r1 dk
=k [5-17 A Qo+ dQ]
-2 a2+ ag],
en tout point oi k # 0, ona : o = l-§5-+ - Q
car, en tout p , : 7 =
D'ol :
a' %y = %[ - Qhal = 0.

Par application du théoréme de Stokes et en suivant les notations

de la figure ci-dessus, on peut écrire :

; K2 - M- - K
Bno’né] Bn],n]] B“p’np]
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oll, pour tout p € N : mp = @P(mo), Y étant 1'application de premier retour.
Comme la longeur du segment Enp,np] tend vers O quand p devient infini

et que ||| est bornée, on en déduit

( M2 g <o,

J
[mg5m, ]

Par conséquent k s'annule dans Eﬁ;’no]’ d'ol la contradiction ;

par suite k et h sont identiquement nulles sur C B

Ces préliminaires &étant posés, on peut passer & la démonstration

proprement dite du théoréme II.2.1.

11.2.6. Démonstration du théoréme II.2.1. Cette démonstration

repose sur la notion de minimal. Un minimal du feuilletage (M,F) est de

1'un des trois types suivants

(i) une feuille compacte,
(i1) toute la variété,

(iii) exceptionnel.

Soit M un minimal de (M,F). Il a dans tous les cas de 1'holo-
nomie non nulle : ceci découle dans le cas (i) (resp. (ii)) du lemme II.2.2
(resp. de 1'hypothése de non trivialité de 1'holonomie de F), alors que

dans le cas (iii) on applique le théoréme du point fixe de Sacksteder

(cf. [sa 1]).
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1 .

Envoyons alors 1'anneau C = § X[O,l[ au-dessus du lacet qui
a de 1'holonomie (laquelle est contractante puisque F est transversale-
ment homographique). Pour tout couple (k,h) de fonctions différentiables

de M telles que :

kot—%dk=h§2,

la fonction k est nulle sur le cylindre, donc sur le minimal, donc sur
un voisinage ouvert saturé de M. Par conséquent puisque de tels ouverts
forment un recouvrement de M, la fonction k est nulle sur M. Le théoréme

résulte alors du lemme II.2.4. 8

11.3. Fewilletages transversalement homographiques et formes feamées.

Le but de cette section est de montrer 1'analogue d'un résultat
établi par Bobo Séké pour les feuilletages transversalement affines
(cf. [Se 1]) d savoir que de tels feuilletages {(sur une variété& compacte)
peuvent toujours &tre définis par une forme fermée si et seulement s'ils

sont sans holonomie.

I1.3.1. Théoréme. Soit F un feuilletage transversalement homo-
graphique sur une variété fermée M compacte. Alors les propriétés sui-

vantes sont équivalentes :

(i) F est sans holonomie,

(ii) F est défini par une forme fermée sans singularité.

-

La démonstration de ce théoréme nécessite quelques préliminaires.
Supposons F défini par le triplet de l-formes @ = (,a,8).
. '\/ ~ . v . .
Désignons par M le revétement universel de M et par p 1'application

N g
de projection de ce revétement. Le feuilletage F = px(F) induit par F

N . . P
sur M est un feuilletage transversalement homographique défini par le
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v Ny
triplet @ = (§,0,8) = p (2,a,B).

D'aprés le théoréme de Lie, il existe une fonction

o

av]
F=(%5.9.9 : ¥ sL2,R) c R

telle que @ =p @ =F m, oi T est la forme de Maurer-Cartan de

= c 4 . "
SL(2,R). Dans les coordonnées canoniques de R , ceci s'écrit

0 N Ny

Q0 =vdy -y dv,
N

a = 2(udy-xav),

N A

B = 2(udx—;dg).

Soit <y un élément de ﬂ](M). Considéré comme automorphisme de

= i . i Lk 5
ce revétement, Yy laisse invariant F 1 , i.e.

n * A\
(Foy)m=Fm.

Par conséquent, d'aprés le théoréme de Lie, il existe un élément

H(y) de SL(2,R) tel que
N v
F oy =H(y) oF.
On définit ainsi un homomorphisme
H : ﬂl(M) =+ SL(2,R),

tel que pour tout 7Yy, le diagramme suivant soit commutatif

" 2Y]
M E SL(2,R)
Y H(Y)
ny
M E SL(2,R)
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Désignons par 1'application de projection du revétement M
g P P PP proj

de M défini par la suite exacte
0% Ker H— W](M)C—~E—+ Im H ~> O.

Le groupe d'automorphismes de ce revétement est isomorphe &

" ~ .
ImH et F induit une application F telle que le diagramme suivant est

commutatif

M ~ SL(2,R)
id
q
n, ~
P M F - SL(2,R)
i P
M
Considérant les inclusions
RE GA & SL(2,R),

remarquons que si Im H est contenu dans GA (resp. dans R), alors F
est transversalement affine (resp. défini par une forme fermée).

Si F est sans holonomie, on a les précisions suivantes

11.3.2., Lemme. Si F est transversalement homographique et sans

holonomie, alors

~

(i) la variété M a une structure de produit FxR induite par

-~

A* -~ ~
(F,X) ot F=p(F) et X=7p(X).
(i1) Le groupe H(WI(M)) opére sans point fixe sur R.

En particulier H(W](M)) est abélien.
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Preuve :
a) D'aprés le théoréme 3.1 d'Imanishi relatif aux aomaines des difféo-
morphismes d'holonomie associésaux chemins dans les feuilles d'un feuille-
tage de codimension un (cf. Ehnl]), on peut relever de tels chemins dans

o Ay
(M,F) tout le long des trajectoires du champ X. Donc aussi dans (M,F)

Ny
D'autre part, dans (M,F), il n'y a pas de transversale fermée
(sinon il existerait un cycle évanouissant dans M). Par conséquent, une

" "\

feuille de F coupe toute intégrale de X au maximum en un point ; par
. r\l 3 ,\J . - ~

suite M est un produit FXY ou Y est difféomorphe a R.

"
b) F étant transversalement homographique, il en est ainsi de F.

Donc Y posséde une structure homographique et pour tout élément 7Yy de

ﬂl(M), H(y) est un automorphisme de cette structure.

Comme groupe d'automorphismes, WI(M) opére en préservant la
. P v u
structure produit ; pour tout Y € WI(M)’ et pour tout élément (x,t) € M,
on a :

Y&, ) = (Y&, HY) (®)).

N
c) En quotientant M = FXR par le sous-groupe Ker H, on aura un

produit FxY avec

~ n
F = F/ker H.

~

d) Le groupe Aut M = W](M)/ker H opére sur M en préservant la struc-

ture produit : pour tout ; € Aut M et pour tout (g,t) € ﬁ, on a

Y&, 0) = Y(&x), HY)(B)) , (Yev).
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Si un élément Y, tel que H(Yo) # e possé&de un point fixe
t, € Y, alors Y, correspond & un élément d'holonomie non nul de F.
Par conséquent H(WI(M)) opére sans point fixe sur Y. Pour ce sous-

groupe sans point fixe de Aut(Y), on a alors deux possibilités

1) pour tout Y € W](M), 1'élément H(Y) est sans point fixe

fini et alors H(Wl(M)) est constitué uniquement de translations ;

2) il existe a, B € R, a < B, tel que Y E<]u, B[ et pour
tout Yy € ﬂ](M), les points o et B sont fixes par H(y).
e) D'aprés ce qui précéde, H(WI(M)) est abélien. D'autre part, on

a FY¥F parce que 5[? est injectif (en effet si y = J(X) ou X%,§ € F,

alors H(y) = e i.e. Y € Ker H 1i.e. ; = id.) @

11.3.3. Démonstration du théoréme I1I.3.1. D'aprés le lemme II.3.2,

le groupe H(W](M)) peut étre considéré comme un sous-groupe de GA (éven-

tuellement on remplacera F par TA.F ol Ty ! SL(2,R) - SL(2,R) est

1 1
— e

2
"
la translation & gauche par A = L] 1} ceci lorsque Y = ]—1,+1[ ,

-1 et +1 é&tant fixes par H(Y) pour tout Y € WI(M)). Par suite, F

est transversalement affine. On est ramené a8 la situation &tudiée par

Bobo Séké (cf [Se 1] page 44), d'oii le théoréme ®

Le corollaire suivant résulte du fait que de la démonstration
de B. Séké, on tire que le couple de l-formes (Q,q) définissant le feuil-
letage transversalement affine sans holonomie F est &quivalent au couple

(w,w) ol w est une l-forme fermée sans singularité définissant F.
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I1I1.3.4. Corollaire. Dans les conditions du théoréme II.3.1., il

existe une l-forme fermée w sans singularité sur M telle que

(i) la forme w définit le feuilletage F ;
(ii) le triplet de l-formes (f,a,B) définissant la structure trans-

verse homolographique est équivalent au triplet (w,w,0).
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A.11. APPENDICE. STRUCTURES HOMOGRAPHIQUES SUR IR.

L'étude des feuilletages transversalement homographiques peut se
faire sur des variétés non compactes. En fait, ici on se contente de 1'es-
pace des réels R auquel cas le feuilletage transversalement homographique

sera simplement une structure homographique.

Alors qu'il existe trois structures affines sur R (cf. [Se l]),
on n'aura que deux structures homographiques sur R & isomorphisme prés.
On va faire la liste de ces structures en donnant pour chaque
structure
(i) un triplet de 1-formes

(ii) le groupe d'automorphismes.

Par analogie avec les structures affines, on peut définir a priori

trois structures homographiques sur R.

(i) la structure canonique de IR, ﬁR,(dt,0,0)] ;
(ii) la restriction de (i) & ]0,%w[ , c'est-3d-dire (]O,+WE, (dt,0,0)) ;

(iii) la restriction de (i) & J-1,+1[ , c'est-a-dire (]-1,+!1[ ,(dt,0,0)).

Commengons par déterminer les automorphismes de ces structures.

A.11.1. Proposition.
1) Aut(i) = GA = le groupe affine ;

.. * .
2) Aut(ii) = R+X{O} = le sous—-groupe de GA des homothéties
positives ;

3) Aut(iii) = le sous-groupe commutatif de SL(2,R) des éléments

de 1la forme [% b] .
b a
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Preuve : Soit f un automorphisme de la structure (X, (dt,0,0))
oi X est égal 2 R ou ]O,*w[ ou ]-1,+][. D'aprés la définition IT.1.12,

il existe deux fonctions différentiables g et h sur X, g sans zéro

telles que :
£rdt = gdt,
0=- é§_+ hdt,
g
2 .
0= %T-dt - dh.

La derniére relation s'é&crit encore

d(h/g)

= O’
soit
2 -
h™ = cg oi c € R,
P 1/2 . ~ .
On en déduit : h=ag , a€lR (g @étant supposée strictement
positive sur X). La relation
0=-38 4 nat,
g
s'écrit alors
dg _
—‘3—75 = adt.

8

Par conséquent, on obtient

1 - a
g = —— (b a; =
(a1t+a2)
On va maintenant examiner trois cas
1) X=R, alors a, =0 ; d'oll : ¢c = 0, ce qui signifie que f est

une application affine 1i.e. le groupe d'automorphismes de (R, (dt,0,0))

est le groupe affine GA ;
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2y X = ]O,*w[ , le méme raisonnement qu'en 1) montre que f est une
homothétie positive 1i.e. le groupe d'automorphismes de (]0,+w[ , (dt,0,0))

* . _
est le sous-groupe R+X{O} des homothéties positives de GA ;

3) X = ]—1,+1[ , 1'équation £rde = gdt, ot g(t) = !

, donne :
(a1t+a2)
at+b
f(t) = Ttaig ° 2vec ad be = 1.
De plus, comme f doit vérifier
f(-1) = -1 et f(1) =1 ou f(-1) =1 et £(1) =1,
a b a b
f s'écrit encore sous la forme ou avec
b a -b -a
2 .
a2 -b =1 et b2 - a2 = |, respectivement.
a b
En réalité f ne peut pas &tre de la forme car
-b -a
dans ce cas, on aurait =1 < f(«) < 1 et f ne serait pas un difféomor-
phisme de |-1,+1[ sur lui-méme.
a b 2 2
Enfin toute fonction f définie par [ ] ol a -b =1
b a

est un automorphisme de (]-l,+1[ ,(dt,0,0)) : on prendra :

—l_— et h = '-Zb

(bt+a)2 bt+a

A.T1.2. Remarque.
Pour les structures induites par la structure canonique de R,

on a les isomorphismes suivants

(i) ]a,+m[ = ]0,+m[ , pour tout a € R, avec

f(t) = -a + t ;
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(ii) J==,0[ = Jo,+[ , avec
f(t) = -t
(iii) Ja,b[ = ]-1,+1[ , pout tout a,b € R, avec

2t - (a+b)

f£(t) = - 3

On a aussi, comme pour le cas affine, 1'isomorphisme

(Jo,+=[ , (dt,0,0) = (R, (dt,0,0)),

avec

f(t) = Log t.

Dans le cas affine, les analogues des trois structures repertoriées
ci-dessus étaient distinctes. Ce n'est plus le cas pour les structures homo-

graphiques.

A.11.3. Lemme.
Pour les structures homographiques induites par la structure

canonique de IR les variétés ]O,+w[ et ]—l,+l[ sont isomorphes.

e 1
1 =
Preuve : L'application homographique f de matrice [ 2]

‘ 7

est un difféomorphisme de ]0,+m[ sur ]-I,+1[ . Pour tout t € ]O,+w[ s

on pose :

g(t) = —1— et h(t) = —
(t+ ) e

N —

On vérifie immédiatement que

£Rde = g dt
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o
1]
Fh
o
L]

d'oli le lemme B

A.11.4. Lemme. Les deux structures (4]0,*w[ , (dt,0,0)) et

(R, (dt,0,0)) sont distinctes.

Preuve : Supposons qu'il existe un difféomorphisme

£ : (]o,+[, (dt,0,0)) ~ (R,(dt,0,0)) ,

pour lequel il existe deux fonctions différentiables g et h définies

sur ]O,+w[ telles que :

™ _*
f dt = gdt
0=~ 8 4 hde,
2
1 rhdt
| o=-2[5 - dh].

En raisonnant, comme dans la proposition A.II.l, on montre que
f doit @tre de la forme :

at + b

Py (avec ad - be = 1).

f(t) =

On doit avoir f(+4®) = +o , par suite c¢c =0, i.e. f est

affine mais alors f ne peut pas @tre surjective, ce qui est contradictoire ®

Pour finir, on peut classifier les structures homographiques de R.

A.11.5. Théoneme.
Toute structure homographique sur R est isomorphe 3 1'une des

deux structures homographiques :
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(i) (R, (dt,0,0)) , ou

(ii) (Jo,+[ , (dt,0,0)).

Preuve : Il suffit de transcrire la démonstration correspondante
du cas affine (cf. [Se ]]). Comme R est simplement connexe, une structure

homographique sur R peut €tre définie par un triplet de la forme

2
T = (2,0,8) = (gdn, 2kdh - FE, 2 an - Ty,

~

ofi h :R >R est une fonction strictement monotone et g une fonction
strictement positive.

Le triplet @ est équivalent 3 ®' = (dh,0,0). D'autre part, h
est en fait un difféomorphisme de R sur un intervalle Ja,b[ et
o' = h*(dt,0,0) ; donc h est un isomorphisme de (R,m') sur

(Ja,b[ ,(dt,0,0)). Trois cas sont alors possibles

i) ]a,b[= R
ii) ]a,b[ est différent de R mais n'est pas borné ; on peut supposer
dans ce cas que a =0 et b= +» ou bien a= -2 et b =0 ;

iii) a et b sont finis 1i.e. ]a,b[ est borné ; on peut supposer

que ]a,b[= ]—h+][.

Dans les cas 1i) et iii) la structure (]a,b[,(dt,0,0)) est en

fait isomorphe i (]O,+w[, (dt,0,0)), d'old le théoréme B
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111 - MODELES DE FEUILLETAGES TRANSVERSALEMENT

HOMOGRAPHIQUES

111.1. Proprietiés générales.

On s'attache dans ce chapitre a dégager certaines propriétés
intéressantes des modéles de feuilletage p.s.h. qui ont une structure trans-—
verse homographique. Ainsi, généralisant le résultat démontré au §.II.3.1,

on peut énoncer :

III.1.1., Théoréme. Tout modéle transversalement homographique

(M,F) de type 1 est standard.

Preuve : On utilise la généralisation du théoréme d'Imanishi a
1'intérieur d'un mod&le et on poursuit la démonstration comme pour le

théoréme 11.3.1 ®

Le résultat suivant sera utile pour la démonstration du théoréme

de type Tischler pour les modéles transversalement homographiques.

I1I1.1.2. Théoréme. Soit (M,F) wun modéle transversalement homo-
graphique non trivial.
, . . ol PO 2
Alors 11 existe une forme fermée w sur M définissant et

deux fonctions différentiables f et  sur M telles que

fo) -
(i) f(x) >0 sur M et £ '(0) = oM
(i1) la structure transverse homographique sur F est définie par le

triplet (2,0,B) od :

o)
Il

fw

™
I
I
& el
+
)
N
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Avant d'aborder la démonstration de ce théoréme, on va commencer

par établir le résultat suivant

III.1.3. Lemme. Si {(Ui,(yi,xi))}i€I désigne un atlas de cartes
(o]
distinguées pour F, il existe pour tout i € I un point m, € Ui N M, une

o]
fonction différentiable 8; définie sur Ui N M, tels que

i w = dg.
(1) g;
X:.L'X:'L
.. B o _
19, . = + g.(m. a. et . etant des constantes
(41} & T 2. (x.—=x. )+b. gl( 1)’ i bl d
: 151 1 i
o
(yi ,xi ) les coordonnées de m, .
¢ o
Preuve : Pour tout 1 € I, on peut écrire
2
du1 v, dvi
B sk, o= - R, B = [ dxg -
U, U, i ‘U. i i
1 i i

et w = dgi, sur 1'ouvert Ui (Ui suffisamment petit), u;, v.oet g

étant des fonctions différentiables définies sur Ui'

)
La structure transverse homographique du feuilletage F est défi-

o
nie par la restriction du triplet (Q,a,8) & M ; on l'obtient encore en
considérant le triplet (w,w,0) 1lequel est en outre équivalent (cf. II.3.4)

. 3 -~ o - . . .
a la restriction 8 M de (Q,0,B). Par conséquent, il existe deux fonctions

o
différentiables f et Y de M de classe Cr, telles que

Q= fw, a =

I
I
|
-
=
S
o
(md
™
]
I
e
+
NS
S
0
(=
R
=0

En restriction a 1'ouvert Ui’ ces relations s'écrivent encore

/
£ dgi = uidxi
du
df _ i
(E) ¢ T 0 de; - PR
2
—ﬂ-}-ﬁdg =E_dx —d_viL
k f 2f i 2ui i ug
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La premiére relation indique que :

(=

- =i
gy = gi(xi) et f]Ui g; .

De la 2éme relation, on dé&duit alors :

<

; g

1
lmU. = — .
i g zg,12

En remplacant alors dans la derniére relation (gi, foi, @lUi)

par les expressions précédentes, il vient :

2
e 1"
gi _ é_ gi 6
g.' 2 ' 2 :
1 o,
1

La solution générale de cette &quation différentielle s'écrit :

X.™X:
1 lo

g: < .
i ai(xi xio)+bi

+ gi(mi), d'ot le lemme ®

Pour démontrer le théoréme, il suffit de montrer que f et
o
J sont en fait des restrictions & M de fonctions différentiables de

r P .
classe C, définies sur M tout entier.

IITI.1.4. Démonstration du théoréme.

D'aprés le lemme précédent, pour tout i€ I, il existe des constan-

tes a.,b, et X telles qu'on puisse écrire :

[¢]
wlU, N M = h, (x,)dx,
1 1 1 1

b.
i

2
[ai(xi_xio)+bi]

ol hi(xi)

Sur tout ouvert Ui’ la fonction ki = (f!Ui).hi est bien
PR T . .
définie et de classe C puisque sur un tel ocuvert la relation { = fw

| : -
s'éerit Q= (flUi).hi(xi)dxi.
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Par conséquent, la restriction de f a Ui est donnée par

2

o, - k (5%, ) [éi(xi xi0)+bi]
i hi x, ) bi:
i1 1 h i

k; (rioxp) s

: PP . r
ce qui montre que f est définie sur Ui tout entier, de classe C ,
prenant la valeur nulle sur Ui N 3M 1lorsque ce dernier n'est pas vide

(hi tend vers 1'infini quand on s'approche du bord). On en déduit alors

o) df
alUin M=- =+ ) hy (x,)dx,
dki dhi
aliah el vall (L FC LI
i i
il vient :
o dk;  dh,
i i
y dhy
= [+ Ongdexy
i i
dki
Mais pour tout i € I, 0L|Ui + 4 est bien définie sur Ui et est
i

de la forme Ai(yi’xi)dxi (compte tenu de 1'égalité ci-dessus). Par consé-
’ . o (0] : = .
quent en restriction & Uifj M, la fonction ¥ s'écrit

dh., Ai(yi’xi)

(o] o —L. i
Olu, N M= - = = h,
h. g 1
1
ou encore
g 2y [a; Gy )+b,]°
wluifw M= 7;;—[ai(xi—xic?+bi]-+ A, (v, %)) b

Cette égalité montre que lorsque 1'ouvert Ui rencontre le bord

o R r
de M, ﬂ\Ui N M se prolonge a UifW M et que \mUi est de classe C° @
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Utilisant les résultats qui précédent, on va maintenant montrer

qu'on peut associer 3 tout modéle p.s.h. de type !, un modéle standard.

111.2. Modele standand assocd€ a un modele p.s.h. de Ztype 1.

Le point de départ est le résultat suivant di 3 R. Sacksteder

(cf. [sa 1]).

I1I.2.1. Théoréme de Sacksteder. Soit F un feuilletage de

. . T s -
codimension un de classe C', r 2 2 sur une variété compacte fermée.
Alors il existe une structure différentiable SF et une métrique rieman-

nienne "bundle-like" RF de classe C° sur M telles que :

i) les structures induites par SF et RF sur chaque‘feuille de F

sont égales aux structures initiales ;
ii) F est défini par une forme fermée dans la structure SF 3

iii) M est compléte pour la métrique RF'

Adaptant la démonstration de ce th&oréme au cas des modéles
p.s.h. c'est-d-dire des variétés avec bord (le feuilletage étant tangent

au bord), G. Hector a obtenu le résultat suivant :

I11.2.2. Théoréme (cf. [He 1]). Si (M,F) est un modéle de type

2 . . e . o
de classe C7, il existe une structure différentiable S, et une métrique

F

0
riemannienne "bundle-like" R, de classe C2 sur M telles que :
F
)

i) les structures induites par Sg et R% sur chaque feuille de F

sont égales aux structures initiales ;

0
ii) F est défini par une forme fermée dans la structure S, ;
F

. s . O -~ - I3
iii) M est compléte pour la métrique R,.

Partant de ce résultat, on va maintenant montrer qu'il existe
une structure différentiable sur la variété entiére bord compris telle

que le feuilletage soit transversalement homographique dans cette nouvelle
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structure. Plus précisément

IIT.2.3. Théoréme. Dans les conditions du théoréme III.2.2, il

existe une structure différentiable SF sur M et une métrique rieman-

o
nienne "bundle-like" R, de classe ¢ r>2 sur M telles que

F

i) la structure induite par SF (resp. R%) sur chaque feuille
)
de F (resp. F ) est égale a la structure initiale ;

ii) F est transversalement homographique dans la structure SF et

o)

F est défini par une forme fermée dans la structure induite par SF
o

sur M ;

v ol 9] 5 s
1ii) M est compléte pour la métrique R,.
F
‘ . - - L4 . o
Preuve : Soit ® wune forme fermée définissant F dans la struc-
g o vig 5 Y
ture S, comme le spécifie le théoréme III.2.2. Considérons le champ X

F

dual de la forme w, vérifiant

w(;\(}) = et H;aLR =1 .
?

i o ke K . idisti é
Soit {(Ul(yl,xl))}1€I un recouvrement bidistingué de M et
fixons pour tout i € I un élément m, € Uif7 M. Les courbes intégrales

N o "N
de X sont des géodésiques de (M,R;) ; par conséquent X définit un

oY 0
flot (d?t)t€lR préservant F.

La structure SF sera alors définie comme suit :
i) si Ui N oM = @, on pose : §i = expt(t), pour tout m € Ui’ ol
t est défini par la condition : &(m,—t) appartient 3 la plaque de m. 3
ii) si Ui N3M# @ et si le champ transverse est rentrant sur
Ui N 5M, on pose : §i = exp(t), pour m € UifW ﬁ, ol t est défini comme
ci-dessus et, ;i =0, pour me U, N oM
iii) si Ui N oM # @ et si le champ transverse est sortant sur Ui N M,

on pose : §i = —-exp(-t), pour m € Uif1 f , oi t est encore défini
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comme en (1), et,

X. =0, pour m e U, Ny ;

iv) enfin, pour tout 1i € I, on pose :

Par construction {(U.,(¥.,X.))7}. est un systéme de cartes

1 17 1 1el
distinguées pour F. On vérifie, d'autre part, ce de maniére simple, que
sur Uifﬂ Uj’ pour tout 1i,j € I tels que Ui>ﬂ Uj # @, les changements

de cartes pour la coordonnée transverse sont de la forme :

K., = a...X, ou
J 13 1
R -a, .
X, = — J s
J X,
i

aij étant une constante strictement positive.

I
La forme fermée définissant F s'écrira dans cette nouvelle struc-

ture :
dxi o
w = —— sur UifW M,
X,
i
dans les cas (i) ou (ii) ci-dessus, et
d.xi o
w=-—sur U,NM,
A i
X,
i

dans le cas (iii).

0
La métrique riemannienne "bundle-like'" pour F sera obtenue en

appliquant le lemme T.2.4 dans la nouvelle structure, d'oii le théoréme B
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A présent, on peut se demander 3 quelle condition on peut modifier
la structure différentiable initiale de M de telle sorte que le feuille-
tage F soit transversalement affine dans cette nouvelle structure. Avec

les notations du théoréme III.2.3, on peut énoncer

111.2.4. Théoréme. Dans les conditions et avec les notations du
théoréme I11.2.3, le feuilletage F sera transversalement affine dans la
structure S si et seulement si le champ normal X est soit partout ren-

F

trant soit partout sortant sur 9M.

"Avant de passer 4 la démonstration proprement dite du théoréme,
on va établir un résultat préliminaire utile du reste pour cette derniére.

Soit MT une composante du bord d'une variété M munie d'un
modéle de feuilletage F transversalement affine non trivial et d'un

champ orthogonal & F noté X. Soit m € M1 et désignons par C% la

trajectoire du champ X issue de m, . Soit 1 une paramétrisation de

©

1:
ﬂ : [O,a][ -> CD]’

obtenue en posant :
Pe) = Jmy,0)

oti (lﬁt)

reR désigne le flot associé a3 X. Soit (Q],u]) un couple de
I-formes définissant la structure affine induite par ¥ sur ()1. On a

alors le résultat suivant :

— II1.2.5. Lemme.

i) a, est infini, égal & +x ;

ii) les structure affines {]O,al[ , (Q],ul)} et {]O,*”[ , (dt,0)}

sont isomorphes.
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Preuve :
i) Comme ()1 est une trajectoire du champ X issue de m, € oM,

a, est fini si et seulement C)] va d'une composante du bord 3 une autre.

Si a était fini, du fait que le groupe d'holonomie de la composante M1

est non nul, on aurait un automorphisme de la structure affine de [O,al[
différent de 1'identité& ce qui contredirait le point (a.2) de la propo-

sition A.III.!.

ii) La structure affine {]O,aIE , (Ql’al)} (a, = +©) est aussi celle

1
induite sur 10,a][ = ]O,+®[ par la structure affine définie sur [0,+®[
d 1'aide de .

Soit (ﬁl,&l) le couple de l-formes définissant la structure

affine de [0,+o[ définie 2 1'aide de Y. On a :
@0 = Qp,a) | Jo,+[.

D'autre part {[0,+w[ , (Ql,&lj} est isomorphe soit 3
{[Q,+w[ ,( (dt,0)} , soit a {[a,b[ , (dt,0)} <(cf. proposition A.III.1) ;
cependant la deuxiéme possibilité est exclue du fait que le groupe d'holono-
mie de la composante M] est non nul et que le groupe d'automorphismes de
{[a,b[ , (dt,0)} est trivial (cf. A.III.1).

Par conséquent {[0,+w[ . (Q],&])} est isomorphe & {[b,+w[ R

(dt,0)} et donc {]O,+=[ , @0} a {Jo,+=[ , (dt,0)} ®

I1T1.2.6. Démonstration du théoréme I1I1.2.4.

a) Soit (M,F,X) un modéle transversalement homographique dont le
champ transverse X est partout rentrant. Désignons par w une l-forme
fermée définie dans M et définissant % puisqu'on sait que (M,F,X)
est standard. On sait aussi (cf., Lemme I.2.4.) qu'il existe une métrique

0
"bundle~like" pour F, soit R, et qu'on peut définir un champ de vecteurs

% .



...60_

[0}
X orthogonal & F tel que :

n,
w(X)

et X[l
0

I
—

[
J—
.

5 "N
Considérant alors le flot ((bt)t€|R associé 3 X et un recouvre-

ment {(Ui,(yi,xi))}i€ bidistingué de M on procéde comme dans le théoré-

I
me I1IT.2.3 pour définir la nouvelle structure SF avec cette particularité

qu'on n'a que deux cas

soit : Ui NoM=¢

soit : Ui N 3M # @ avec le champ transverse rentrant au bord.
Dans tous les cas, les changements de cartes pour la coordonnée '"verticale"
dans le nouvel atlas {(Ui’ (§i’§i))}i€1 sont affines ; comme cet atlas est

distingué pour F, il s'en suit que F est transversalement affine.

b) Réciproque. Supposons que le champ X ne soit pas partout rentrant
ni partout sortant et soient Mi’ i = 1,2 deux composantes de oM telles

que sur M] (resp. Mz), le champ soit rentrant (resp. sortant). Pour

i = 1,2, fixons un point m de Mi et soit C:E la trajectoire du champ

X 1issue de m, .

)
Soit FO une feuille de F et pour 1 = 1,2, soit X, un point

d'intersection de Fo avec C)i. Désignons par c¢ un chemin dans Fo joi-

gnant x a x

2 1

Considérons le difféomorphisme d'holonomie r associé & c.
0

Comme F est sant holonomie il résulte du théoréme d'Imanishi relatif aux

domaines des difféomorphismes d'holonomie (cf. théoréme I.3.1) que r est

o o
un difféomorphisme de @2 NM sur @1 n M.
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V /////’/ﬂ Figure 4 . 2.

En désignant par ) le flot associé a X, on obtient une paramé-

trisation de ()1 (resp. C>2) qu'on notera lq (resp. lg) en posant

lpl (t) = lp(m],t) (reSP- lpz(t) = LD(mzyt))a

pour t E:[b,a][ (resp. ]az,O]).

L'application r induit un difféomorphisme r de ]az,O[ sur

]O,al[ tel que le diagramme suivant commute :

Y,

]aTO[ C%f7§

7, :
]0’31[ C) n ﬁ

1

Le feuilletage F &tant transversalement affine, le pseudogroupe

-~

d'holonomie de F est constitué de germes d'applications affines, donc r

-~

. s s o
est localement affine ; comme r est globalement défini sur CDIIW M, 1'ap-
plication est un isomorphisme des structures affines induites par (M,F)

T
o (¢ P . . .
sur ()1 NM et (:Efj M. Par conséquent r est un isomorphisme croissant

des structures affines définies sur ]az,O[_ et ]O,al[ par ¢E et %
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respectivement. Soit (Ql,a]) (resp. (Qz,az)) un couple de 1-formes définis-—
sant la structure affine induite par W] (resp. ﬂz) sur ]O,a][
(resp. ]az,O[ ).

On montre (cf. Appendice) que :

i) a et a, sont infinis
ii) {]O,al[_= Jo,+=[ (Q],a])} est isomorphe 3 {]0,+o[ , (dt,0)}

alors que {]az,o[ = J-=,0[ , (Qz,uz)} ‘est isomorphe i {]=~,0[ , (dt,0)}.

Ainsi donc r est un isomorphisme croissant de {]—w,O[ , (dt,0)}

sur {]O,+w[ , (dt,0)}, ce qui contredit la proposition A.III.2 ®

A titre d'illustration, regardons le cas des feuilletages de

C = § I,

. 1
Les feuilletages de C = 8 XI sont de deux types (cf.[ﬁo l]) ;
ils sont topologiquement conjugués & 1'un des feuilletages définis par les

formes du type (1) : w, =dr + P(r)d8, oi ¥ : I ~ R est une fonction C

telle que
{xﬂ(o)=nﬂ(1)=o
g(r) >0 , si 0<rc<it,
et du type (2) : w, = (1-2r)dr + ¥(r)d6 ol ¥ est comme précédemment.

Dans les exemples du type (1) (cf. figure 3 page 21) le champ

transverse est sortant sur une composante du bord et rentrant sur 1'autre

mais un feuilletage de ce type Fl n'est transversalement affine que si

w, =dr, et alors on n'a pas affaire 3 un modéle non trivial.
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Dans les exemples du type (2), le champ est partout sortant (ou
partout rentrant) ; pour P(r) = r(l-r), (2) donne un modéle de feuilletage

transversalement affine non trivial.

un feuilletage FZ'

Figure 5
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A.1T1. APPENDICE. STRUCTURES AFFINES SUR [0,+o[ .

On sait (cf. [SE 1]) qu'il existe seulement trois structures

affines sur R :

(i) R avec sa structure canonique définie par (dt,0),
(1i) ]O,+w[ avec la structure induite par (i),

(iii) ]-1,+1[ avec la structure induite par (i).

De maniére analogue, on montre :

A TTT1.1. P&ogobit&ow.

a) [b,+w[ ne posséde que deux structures affines

(a.l) [O,#ﬁ[ avec la structure induite par la structure canonique
de R (le groupe d'automorphismes étant réduit au sous-groupe des homothéties
positives).

(a.2) [a,b[ (a,b € R, a < b) avec la structure induite par la
structure canonique de R (le groupe d'automorphismes est réduit i 1'iden-
tité) ;

b) [b,l] ne posséde qu'une seule structure affine : celle induite par
la structure canonique de R (le groupe d'automorphismes est réduit a deux

éléments : 1'identité@ et 1'involution : t » I1-t).

e,

A.T11.2. Proposition. 11 n'existe pas de difféomorphisme croissant
de ]O,+WE' sur ]-m,O[ qui soit un isomorphisme des structures affines

induites sur ]0,+°[ et |]-»,0[ par la structure canonique de R.

Preuve : Soit en effet f : {]—,0[ , (dt,0)} > {Jo,+[ ,(dt,0)}

un isomorphisme des structures affines ; f vérifie alors

* dh

{ £% dt = hdt
0=f 0o0=0-—,
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oi h est une fonction différentiable sans zéro sur ]—w,O[.

te

On en déduit alors : f'(t) =K = C ; d'ol

f(t) = Kt + K]
f @étant un difféomorphisme de ]—w,O[ sur ]O,ﬂw[ , On a nécessairement

K, =0 et K < 0,

i.e. f est décroissante B
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IV - UN THEOREME DE TYPE TISCHLER POUR LES MODELES

p.4.h. DE TYPE 1 TRANSVERSALEMENT HOMOGRAPHIQUES

D'aprés le célébre théoréme de Tischler (cf. ETi l]), il est bien
connu que toute variété fermée (i.e. sans bord) possédant une l-forme fermée
sans singularité est fibrée sur Sl. Les travaux de Joubert et Moussu ont
montré que cette fibration peut &tre choisie de telle sorte qu'une feuille
du feuilletage défini par la forme fermée soit un revétement de la fibre
(cf. [J—m]).

Nous redémontrons ce résultat dans un premier temps pour 1'inté-
rieur d'un modéle standard (M,F) de type (1,2). Plus précisément nous mon-—
trons qu'étant donné un modéle standard (M,F) de type (!1,2), moyennant cer-
taines conditions sur M et F, on peut "approcher" F au sens de la "Co—topo—
logie des formes" par une fibration %, 1'approximation étant faite de telle
sorte qu'une feuille F de % soit un revétement de la fibre T de %
de groupe Zp_l, P € N*.

Dans une deuxiéme &tape, nous montrons que pour un modéle trans-—
versalement homographique (M,F) de type (1,2), on a une approximation par
un modéle transversalement homographique de type (1,1), (M,T).

Les démonstrations mises en oceuvre ici se veulent relativement

€lémentaires et géométriques ; elles utilisent

(i) le revétement associé & une l-forme fermée ;

(ii) une procédure nouvelle d'approximation de l-formes fermées.
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- ql s - ’ ’ ”
IV.7. Revetement M d'une varniété Riemannienne M mundie d'une

1-forme fermée w sans singularite.

Le revétement d'Imanishi &tudié au chapitre I se construit ici
de maniére canonique & 1'aide de la forme.
Etant donné une I-forme fermée ®w sur une variété M, on lui

associera 1'homomorphisme :

I WI(M,XO) - R

w
Y > J w
Y

(1) Iw ne dépend que de la classe @ﬂ de w;

(ii) Si nous désignons par Fw 1'image de Iw’ on peut écrire

y .
Fw ﬂ](M,xO) / ker Iw H

Fw est appelé le groupe des périodes de w. Si ﬂl(M,xo) est de

type fini, Fw est un Z-module libre de rang p fini

I
(iii) La suite : O > ker Iw~+ ﬂl(M,xo)—J£—+ RD—+ 0 est exacte.

. ~ N P .
(iv) Le revétement 7 : M > M défini par la suite exacte (iii) est
galoisien et le groupe d'automorphismes est isomorphe a Fw.
I VI, VI ¥ . - v
Soit ®,X,R respectivement les relévements de w,X,R & M par 7.

IV.1.1, Lemme. Les conditions suivantes sont &quivalentes

(1) Fw =0

(ii) la variété M est un produit FXR ol les feuilles de w (resp.

les courbes intégrales de X) sont de la forme TFx{t} (resp. de la forme

) < ).
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Preuve :
- (ii) => (i) : c'est évident

— Supposons Fw = 0 ; alors w est exacte,

w=df = £dt ol

_ 9
fF:M>R et f*(X) =57

F n'a donc pas de transversale fermée ; par conséquent, toutes les feuilles
de F sont fermées et une trajectoiré de X rencontre au maximum en un
point une feuille de F.

D'autre part le flot (¥ )

t’ teR

feuilletage F (X est choisi tel que w(X) = 1), d'ol 1l'existence d'une

associé au champ X préserve le

feuille type F ; par suite, on a bien :
M=F xR B

IV.1.2., Lemme. Soit M une variété riemannienne compléte et
w une l-forme fermée sans singularité sur M telle que |lw|| = 1. Alors

on a les propriétés suivantes

(i) toutes les feuilles de F sont difféomorphes & une variété F ;
(ii) le revétement & défini comme ci-dessus (propriété (iv) de Iw)
est difféomorphe 3 F X R ;
(iii) le groupe des automorphismes opére par translations sur R et
la suite définie comme en (iii) (propriétés de Iw) devient

I
W

»~ T 0

Ce—
00— 7, (F,x ) ™, (M,x ) "

Preuve :

n "
- On considére le revétement M muni de la forme w ; d'aprés le

NN A,
le lemme précédent, ona : M=F XR ot F est une feuille type de w.
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- Le groupe des automorphismes du revétement préservant la structure
3 ,\) . . .
produit F X R agit sur chaque facteur et en particulier sur le facteur

R comme le groupe Fw'

n
- son action sur F x {t} est triviale (En effet
"y \ n

= = ¢ dVon .

ker L, = ﬂ*(ﬂl(M,Xo)) ﬂ*(wl(FX{t}, xo)), d'ol ker Iu)C WI(F,xo) C Ker %u) 3
N N

donc la restriction de m & F x {t} est un difféomorphisme de F x {t}
sur son image. Par conséquent toutes les feuilles de F sont difféomorphes

N Ny
a F2F et MTF xR,

- la suite exacte découle du fait que ker Iw = ﬂl(F,xO) ]
Utilisant les lemmes précédents, on peut alors énoncer

IV.1.3. Proposition. Dans les conditions du lemme IV.1.2, on a

les trois cas

(i) T, =0c<=>M=FR ;
(i1) Fw = 7 <=> Il existe une fibration de M sur S] définissant F ;
(ii1) Fw = Zp, p > 1 <=> toutes les feuilles de F sont denses.
Preuve :

a) la premiére équivalence résulte du lemme IV.1.1.

b) si Tw = Z, désignant par e 1'application de projection de R

sur S] = R/Z, il existe une application différentiable

f: M> §

telle que le diagramme suivant soit commutatif

ony
M,w) M,w)

PT, £
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ol pT, c'est la projection de FxR sur le second facteur. Cette applica-
tion f définit la fibration cherchée.
¢) Soit © une transversale fermée de M et soit ¥ une composante

de w"l(e) ; alors § est de 1a forme {x} xR

v

I =2P, p > 1 <=> 1'orbite d'un point de ¥ est dense dans ©

w b}
<=> 0 NF est dense dans 8

<=> F est dense dans M, ce qui achéve de

démontrer-la proposition @

Maintenant nous allons introduire le deuxiéme préliminaire au
théoréme principal qui fait 1'objet de ce chapitre, c'est-d-dire 1'approxi-

mation des 1-formes fermées.

1V.2. Approximation de 1-formes fermées.

On s'intéresse 3 des l-formes différentiables fermées.
On commence par choisir des normes appropriées.

. e 1 1
Soit M une variété compacte et notons Z (M) (resp. B (M)

1'espace des l-formes fermées de M (resp. 1'espace des cobords de M) ;

.

: Z](M) >R, définie par

1'application |

bl = sup flo |l

xeEM

1 . P . ,
est une norme sur Z (M) (on suppose fix@e une métrique riemannienne sur M).

IV.2.1. Lemme. L'espace B](M) est fermé dans Zl(M) pour la

norme [1.

' 1
. [ . ' -~ - 3
Preuve : Soit (dgn)nEN une suite d'éléments de B (M) et soit

W  un élément de Z](M) et supposons que la suite (dgn)ndN converge vers

w  pour la norme l z On peut supposer qu'il existe un point X de



M tel que gn(xo) = 0, pour tout n € N : ceci est possible car les fonc-
tions g, sont définies 3 une constante prés.

Par un calcul simple, on montre alors que :

(1) la famille g? = {gn : n€ N} est une famille d'applications uni-
formément &quicontinue de M dans R ;
(ii) pour tout x € M, ;? L X = {gn(x) : n€ N} est relativement com-

pact.

Par conséquent, d'aprés le théoréme d'Ascoli, ;? est une partie
relativement compacte de Fu(M,R), 1'espace des fonctions numériques conti-
nues sur M muni de la norme de la convergence uniforme ; donc il existe une

fonction continue :
g : M>R

telle qu'en remplagant &ventuellement la suite par une sous-suite,

(gn)nem

on puisse écrire :

g ?
n ne

la convergence &tant uniforme.
Utilisant alors un résultat élé&mentaire sur la dérivabilité des
limites des suites de fonctions différentiables, on montre que g est dif-

férentiable et que w = dg, d'ol le lemme B

Conséquence du Lemme 1V.2.17.

sur ZI(M), induit sur 1'espace

La norme précédente, 1

1 1 ~
H M) =72 (M%/EI(M) une norme donnée par :

o€ W

NG - ine
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Le premier théoréme de type Tischler annoncé concerne 1l'intérieur
0 . » - - - -~ . k3 1]
M de la variété M ; on aura ainsi 3 procéder 3 une approximation d'une
- - . . (8} - . - [ -
I-forme fermée définie seulement sur M ; en réalité, cette derniére résul-
tera d'une approximation d'une l-forme définie sur une sous-variété compacte

(¢ . eq s - .
de M contenue dans M ; pour ce faire, on utilisera le résultat suivant :

Iv.2.2. Lemme. Si M est une variété& compacte i bord, il existe

o)

une sous—variété compacte M, de M contenue dans M et une rétraction

1
o

0
r de M sur M] qui est la restriction 8 M d'une rétraction de M

Ce lemme est bien connu et résulte du théoréme d'existence du

voisinage collier du bord d'une variété (cf. Dﬁll]).

3 - I3 - - O
Si r désigne la rétraction du lemme précédent de M sur Ml’

alors

) .
£ H](M] R)— B (M,R),

. 0 » »
est un isomorphisme ; donc pour toute forme w de M, il existe une forme

o de M] telle que :

[w = %].

Supposons maintenant la variété M munie d'un feuilletage de
codimension un de classe Cr, r > 2, tel que (M,F) soit un modéle stan-—
dard de type (1,2). Le feuilletage % est alors défini par une 1-forme
fermée w de classe C°

, r 2 2, sans singularité. Avec les notations

précédentes, on peut écrire :

*
w=r w + dgo ’

o
oid wl € ZI(M]) et g, ¢t M> R est une fonction différentiable de classe
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Soit Iw 1'homomorphisme associé & w3 alors Fw est un
1 1
Z-module libre de rang p fini et p est différent de O car il existe

)
dans M wune transversale fermée & F de sorte que Fw, groupe des périodes

de w , qui est égal a T % , est non nul.
rw
i
Soit {Yl""’Yp’Yp+l""’Yq} un systéme de générateurs de
ﬂl(Ml,xo) tel que si (Ti)lsiSQ désigne les images par Iw] des

(v.)

Tysmss i .
i) 1cicq® 2LOTS {7, ,Tq} soit une base de T

En fait 1'approximation de w que l'on vise résultera d'une

approximation de Wy

Désignons par J 1'isomorphisme canonique

I H'(M],IR)——» Hl(Ml,tR)* , et
= J(11)

~

pour tout | € H](M],R) notons Ju la restriction de J(u) a HI(M],Z).

On a donc JU = Iw pour tout w € U.

IV.2.3. Lemme. Pour tout € > 0, il existe y € HI(M],R) tel que

Ju : Hl(Ml,z)—+ R

vérifie les propriétés suivantes

1) rang JU =1,

2) ker J[w]C ker JU
1

3 s - Gl < e

Preuve : Pour tout i = 1,...,p, soit T; € Q tel que Ti

soit e-proche de T;» en particulier Ti =T, si T, € Q.
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Soit § : I —— R 1'unique homomorphisme de Fw dans R
w 1 ) 1

tel que :
G(Ti) = Ti pour i =1,...,p.

Posons alors : J =080 J .
y o]

Alors | ainsi défini vérifie bien les conditions 1) et 2) du
lemme. La condition 3) provient de 1'&quivalence des normes sur 1'espace

H' (1, ,R) 8

Le choix particulier de la norme mise sur HI(M1 ;s R), c'est-a-dire

la norme | | permet alors d'obtenir le lemme suivant

IV.2.4. Lemme. Pour tout € > 0, il existe une 1-forme fermée

a, sur M] telle que :

D] E”] = | oi U est donné par le lemme IV.2.3 ;
2) Hu] —un\\ < E.

Preuve : D'aprés le lemme précédent, étant donné € > 0, il existe

U e Hl(MlJR) tel qu'en particulier :

lu - Bl < e

Comme par définition des normes, on a :

M- [0l = ine O, -8 0]

o€l

Brelw,]

il existe o, € U et une fonction différentiable g, définie sur M]

tels que :

lw, = (o, +dg )], € € d'ol lemme @
1 170817 1
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0 .
Grace 3 la rétraction r de M sur MI, on obtient une l-forme

0
fermée approchée de la forme w de M, soit :

IV.2.5. Lemme. Pour tout € > 0, il existe une l-forme fermée «

o
sur M telle que :

1) rang Iu =]

2) ker I C ker I,
) a

3) ||0L-w||l < 2e

4) o-w=06|" on 6ez M

_ . * . "
Preuve : Soit o = r a, + dgo ol 0o, est donné par le lemme

IV.2.4 et g, étant la fonction définie précédemment par 1'égalité :

Les propriétés 1) et 2) annoncées résultent alors des égalités

(o]
I =1 ot et I = 1I or (rc, :m M,x ) > 1 (M ,x )).
1 o) 171’70

G =Ww=1ro =ri@E, = r*(ul—wl) :

Les propriétés 3) et 4) résultent du fait que r est la restric-

o
tion & M d'une rétraction de M sur M., et que donc pour tout € > O,

1

on peut choisir cette rétraction de telle sorte que 3) soit vérifié ®

Nous savons d'aprés le lemme I.2.4, qu'il existe une métrique

0
riemannienne R_ sur M, "bundle-like" telle que :

0

W olly =1
Ro 2
F
0
(ii) (M,Ry) est ‘une variété compléte.

F
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De plus, si R désigne la métrique choisie sur M, en multipliant

éventuellement R par une constante, on peut écrire

R ¢ R% ﬁ
sur .

Alors la forme o donnée par le lemme IV.2.5 vérifie

fo-ally > llo-olg_ -
F

Donc pour tout € , 0 < g < 5» on a :

1

lo-ally <e<3 .

or : HuﬂIR =1, d'ol le lemme suivant
IV.2.6, Lemme. La forme a est sans singularité.
En résumé, on a donc montré qu'étant donné €, O < e < 1, il

o ) .
existe une l-forme o sur M vérifiant les propriétés suivantes

(i) o est sans singularité ;
(1i) ker I, C ker I,
(iii) rang I =1
(iv) ||w‘0‘||R% N Hw-ocHR < e

o P 1
(v) w -0 est la restriction 3 M d'un élément de Z (M).

Les suites

o) Iw
0~>ker I — 7 (M,x ) —2—T =0,
w 1 o w

0— ker 6 < T—-é—»ra—>o’
59, W 39
P~ FAY Z

sont exactes.
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On a d'autre part : Ia =68 o Iw’ de sorte que si 1'on note A

le noyau de &, on peut écrire :

Fu=Fw/A.

Ces préliminaires étant posés, on va maintenant énoncer et démon-

trer les théoreémes annoncés au début de cette section.

1V.3. Théonemes de Ltype Tischler.

On va distinguer deux &tapes : dans la premiére, on va s'intéresser

-

a 1'intérieur d'un modéle standard de type (1.2) et dans la seconde aux

modéles transversalement homographiques.

——

IV.3.1. Théoréme. Soit (M,F) un modéle standard de type (1,2)

0 o
de classe Cr, r > 2. Alors il existe un feuilletage T sur M tel que

0 )
(i) T est arbitrairement proche de F (au sens de la Co—topologie

o
des champs de (n-1)-plans aussi bien pour la métrique induite sur M par

)
celle de M que pour la métrique "bundle-like" de F).

o o
(ii) T définit une fibration de M sur Sl telle qu'une feuille

) 0
F de F est un revétement de la fibre T de T dont le groupe d'auto-

morphismes est isomorphe a Zp-l, p2 1, ot p est le rang de Fw

S '

. ~ 3 - O . -
Preuve : Désignons par M 1le revétement galoisien de M associé

a ker Iw et par i celui associé & ker Ia oi O est une I-forme fermée

sans singularité obtenue 3 partir de w par approximation comme au paragra-

"
0
phe IV.2. Soit m (resp. q) 1l'application de projection du revétement M
o
(resp. M).
D'aprés le théor@me IV.l.l. on peut écrire
a, =
o 0
M2F xR et M=F xR,
W o]

ol Fw (resp. Fa) est une feuille type du feuilletage Fw défini par w
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0
(resp. Fa défini par o) sur M.

D'autre part, du fait de 1'inclusion de ker Iw dans ker I,

il existe un revétement galoisien :
s B
p: ﬁ - M,

-1

de groupe A = ker § =z zP , tel que le diagramme suivant commute

39
(o] Y]
MzF xR, X
W
P
-~ 3
X,F x Rz M m
o
q
(6]
M,w,0,X

Le feuilletage (wa{t})t€R sur M  est invariant par A

(A est un sous-groupe de Fw) ; par conséquent, la projection de ce
. s . , 8

feuilletage par p définit un deuxiéme feuilletage sur M transverse au
facteur R du produit Fa X R.

En fait la projection p consiste 3 identifier un certain nombre

o vo_ox S A

de trajectoires du champ X =7 X de M, Donc p(Fw) est transverse a
> * . . -
X=qX et p(Fw) rencontre chaque trajectoire de X.

La feuille Fw est un revétement de Fa car il existe une appli-

cation E : Fw - Fu tel que le diagramme suivant commute :

pT)

F X R
w

F XR -
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En effet, pour tout x € Fw’ il existe y € Fu tel que

p({x}R) = {y} xR,

et pour tout Y € A

p({xbR) = p[y({xhRw)] .

Par conséquent le revétement {Fm,E,Fa} est un revétement de

groupe Zp_].

0
Le- feuilletage T, c'est le feuilletage Fa défini par a B

Utilisant alors le théoréme II.!1.2, on va &établir le théoréme

de type Tischler pour les modéles transversalement homographiques.

' IV.3.2. Théoréme. Soit (M,F) un modéle transversalement homo-
graphique de classe Cr; r > 2. Alors il existe sur M un feuilletage T

T s o s .
de classe C°, r » 2, vérifiant les propriétés suivantes

(i) (M,T) est un modéle transversalement homographique de type (1,1)

(ii)

T est arbitrairement proche de F ;

0 o
(iii) une feuille F de F est un revétement de la fibre T de T

dont le groupe d'automorphismes est isomorphe 3 Lp—], px1l, oi p est

0 o
le rang de Fw (w 1-forme fermée sur M définissant F).

Preuve : D'aprés le théoréme IIT.1.2, il existe deux fonctions

différentiables sur M, f

et ) telles que :

o -1
£lM>o0, f (0) = M

et que la structure transverse homographique sur F soit définie par le

triplet de t-forme (w,0,B)
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Q= fw,
a=-F+ i,
2
__4a8 0
R = ?'*‘—z-f—w.

(o]

' une l-forme fermée sur M sans singularité approchée

Soit w
de w suivant la maniére indiquée au paragraphe IV.2. On sait entre autres
que W'=-w est en réalité une l-forme fermée 6 définie sur toute la

variété M.

Posons alors

Q' = fu' = fu + f6 = Q + f0,
a' = - %; + Jw' =a + P86,
2 2
| A R
Bl =-F *gpw =B+ O

Il est alors clair que le triplet de 1-formes (',a',B') est
défini sur M, que Q' est sans singularité et enfin que les identités
(H) sont satisfaites par (Q',a',B").

Le feuilletage T est le feuilletage défini par Q', d'ou le

théoréme @
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V - CONJUGAISON DES MODELES DE FEUILLETAGE p.s.h.

Tout feuilletage de codimension un, sans holonomie, de classe ¢t
est conjugué 3 un feuilletage défini pér une forme fermée : partant de la
structure différentiable dans laquelle le feuilletage se définit par une
forme fermée, on opére un retour d la structure différentiable initiale.
Récemment Hideki Imanishi a donné une nouvelle démonstration de ce résultat
(cf. [hn 1}). I1 1'a ensuite appliquée a 1'intérieur d'un modéle mais pas
au modéle entier bord compris (cf. [im 2]). Dans ce qui suit, nous allons
nous intéresser 3 toute la variété bord compris.

Le résultat principal s'é&nonce alors

V.1. Thioreéme.
Tout modéle (M,F,X) de feuilletage p.s.h. de type 1, de classe
r

C, r » 2, est topologiquement conjugué & un modéle (de feuilletage p.s.h)

transversalement homographique.

A partir de 13, le résultat suivant est immédiat, compte tenu du

théoréme I1I1.2.4

e

V.2. Cornollaine.
Un modéle (M,F,X) de feuilletage p.s.h. de type 1, de classe
Cr, r > 2, est topologiquement conjugué & un modéle de feuilletage p.s.h

transversalement affine si et seulement si le champ transverse X est partout

rentrant ou partout sortant.

—

Auparavant, on aura besoin de quelques préliminaires.
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V.3. Résultats preliminaines.

D'aprés la proposition III.2.3, nous savons que dans la structure

S (M,F) est un modéle transversalement homographique défini par un triplet

F

de 1-formes (Q,0,B) ol

» : r i P
f étant une fonction de calsse C sur M, w désignant une l-forme fermée

5 o) 28 O e 9
sans singularité de M définissant F.

o 1 T i o
Considérons le champ de vecteurs dual de w, X, défini sur M

c'est-a-dire : w(i) = 1.

D'aprés le théoréme de type Tischler IV.3.2, il existe dans Sr
un modéle transversalement homographique de type (1,1) (M,T) arbitrairement
|

proche de F tel que donc ? est défini par une forme fermée w' et in-

duit une fibration

dont les fibres sont transverses 43 X ; de plus les variétés intégrales de
w sont des revétements de la fibre de .

(o]
Soit a : M > R, une fonction différentiable telle que

0, (at0) X)) = &

« = i * .
oi t c'est la coordonnée naturelle de $ . La forme w' = & dt vérifie
alors

A e = o
w'(a X) = 1 sur M,

Soit (\Dt)t€R le groupe 3@ un paramétre de a.X. Alors W)

vérifie les propriétés suivantes
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-~

(i) W] préserve les fibres de & ;

(i1) si To est une fibre fixée de ¢ , alors on a :

(o}
M T X [0,1%,{,0) v (Tpl(x),l) ;

(iii) en notant S 1la structure différentiable initiale sur M, 1'homéo-

morphisme

h : (M,SF)———’ (M,S)

envoie une trajectoire de { = (@t)

teR dans une trajectoire de = (ﬁt)

teR’
ot ¥ c'est le flot associé au champ transverse initial X -: localement, une

trajectoire de X donc de a.X est contenue dans les arcs transverses de

(M,F;8) définis par :

Pour tout z € M soit P (resp. Az) une plaque de F en
z (resp. un arc de courbe intégrale de a.X (ou axe) passant par z).
Pour tout X € To, il existe un voisinage P; de x contenu dans TO

tel que la projection

soit un difféomorphisme :
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V.3.1, Définition. L'application m,. est appelée projection
locale.

Rappelons encore les propriétés suivantes de (M,SF,T)

(i) toutes les feuilles de T sont propres ;
o
(i1) 1'holonomie de toute feuille de M est triviale ;

o
(iii) pour tout lacet ¢ transverse & T, on a

o
sat(c) =M ,

ot sat(c) désigne le saturé de c¢ pour la relation d'équivalence induite
par T 3
)
(iv) toute feuille T de T contient le bord de M dans son adhérence ;

(v) si L est une composante du bord, alors le groupe d'holonomie de

L considéré comme feuille de T est isomorphe a3 Z.

On est alors dans les conditions d'application du résultat suivant

qui est une conséquence du théoréme de Thom-Nakatsuka (cf. [Na 1]).

V.3.2. Proposition. Si (L,xo) est une feuille compacte d'une
variété feuilletée (M,F) telle que hol(L) = Z, alors il existe une sous-
variété connexe N contenue dans L de codimension un au point X telle

que

ker h = ﬂl(N,xo) s
oi h «c'est la représentation d'holonomie

8 -+ ke b = Trl(L,xo)-—h+ h(L) = z — 0.

On sait que F et T sont deux feuilletages de (M,SF) transver-
ses au méme champ de vecteurs et tangents & 0M ; donc il existe un recouvre-

ment ouvert bidistingué (U.) pour T tel que pour tout 1 € I tel que

i71€l
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Ui N 3M soit non vide, on puisse trouver un ouvert bidistingué Ui pour

F tel que :

(i) 1'adhérence de U; soit contenue dans Ui ;

(ii) tout axe de Ui coupe toute plaque de Ui.

Pour toute composante L de ©9M, considérons une triangulation

KL de L telle que :

(a) pour tout (n-1)-simplexe 0, il existe 1 e I tel que :

(b) la sous-variété N donnée par V.3.2 est un sous—cdmplexe de L.

Relevons maintenant le long des transversales la triangulation
KL’ dans les feuilles de T, ceci pour toute composante L de dM.

On définit ainsi une sous-variété connexe compacte Wo de T
o

dont le bord consiste en des sous—variétés compactes hom@omorphes aux sous-—

variétés NL’ L décrivant 1'ensemble des composantes de 9M, et dont le

complémentaire (dans TO) ainsi que le bord sont triangulés.

i ———

Q_;”S?f_)i’f_,> ' M=T2 %1

il

- s K e gp o

%ES::—) ° T, =8 <R
Figure 7 WO<E§§EEE%> _ L = T2

i
e

C&z) W=,

Mais on sait (cf. Dﬁl]]) que si V est une variété compacte 3

¥

r . . - - <
bord, toute C -triangulation de 9V peut &tre étendue & V., De plus la
triangulation de V ainsi obtenue peut @tre rendue aussi fine qu'on veut.

Par conséquent, on a le résultat suivant :



V.3.3. Lemme. La fibre To de @ posséde une triangulation K

telle que

(1) pour tout (n-1)-simplexe 0 de K, il existe 1 € I tel que

0 soilt contenu dans Ui .

(i1) si X est un point de T0 proche du bord de M et si Ax est
~ o
un arc de courbe intégrale de a.X s'accumulant, au point z de 03M, alors

la suite (0y )
p
champ transverse sortant en z).

-

- _ 7 _
PN ol yp @p(xo) converge vers O, (on a supposé le

On supposera dans la suite que pour tout (n—1)-simplexe 0 de

K, on s'est fixé une plaque ﬁé du feuilletage T 1le contenant.

Le lemme fondamental appelé "assertion' dans la démonstration du

théoreéme (1.2) de [im l]' devient

V.3.4, Lemme (cf. [Im 1]). I1 existe une immersion injective
J = Td——+ m,s),

transverse 4 1) et telle que

(i) pour tout x € P& , Jx) et ho WO(X) appartiennent au méme

axe de (F,S) ;

(ii) 1'application J se prolonge en un homéomorphisme de T0 sur

J(TO) tel que :

JIT_ N3 =h|T N M,
(o] (o]

Preuve : On raisonne par récurrence sur le squelette de K 2
la maniére d'Imanishi (cf. [im l]).
Supposons définie une immersion injective J_ d'un voisinage
p

V(Kp) du p-squelette Kp de K satisfaisant & la propriété (i) et telle
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que si Jp(m) = f(h o Wo(m),t), on ait
< v N '
lt] < sup |xi(m ) xi(ﬂo(m N
m €0
ol 1'on note (?i,ii) 1'application de carte définie sur Ui ouvert

bidistingué pour T.

Soit Kp+1 le (p+l)-squelette de K et soit T wun élément

de Kp+1 ; soit ¢ un (n-1)-simplexe de k contenant T comme 1'une de
ses faces ; il existe alors une application différentiable fOT définie

sur un voisinage V(9T) de 3T par :

3@ = P o T m), £ @) ,

pour tout m € V(3T1).
Soit alors 'EOT un prolongement différentiable de fOT défini

dans un voisinage V(T) de T et telle que

7 > y_o '
IfOT<m)| < mg:g |x;<m )=x} (T_(m N,

pour tout m € V(t). Posons alors

Tpap @ = Phom (@, £ @),

pour tout m de V(7). On obtient ainsi une application différentiable

injective du voisinage V(1) de (M,S) vérifiant (i). En outre, Jp+1 _
9L

est une immersion car la restriction de h o T a une plaque de (M,SF,T)

est un difféomorphisme.

On définit ainsi une famille d'applications Jp+l T ol T
b
décrit le (p+1)-squelette Kp+l et elles se recollent bien griace 3 un choix
convenable des voisinages V(1) ; d'ol une immersion injective Jp+l d'un

voisinage V(Kp+]) du (p+1)-squelette de K :
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: V(K

Jp+l . p+]).——> (1,575

vérifiant la propriété (i) et telle que si :

Jp+l(m) =¥ om (m, ),
on ait :
le] < sup 1%} (m')-x; (7_(m')) | (%) .
m €0

Par conséquent, il existe une immersion injective
J TO——* M,s) ,
transverse a 1), vérifiant (i) et telle que si
Jm) = Ph o m_(m),t) ,

t satisfait a4 la condition (%).

Soit alors m € oM et soit (mk)de une sulite de points de T
convergeant vers le point m.
Pour tout k € IN, soit 0, un (n-1)-simplexe contenant m, - Sup-
posons que pour tout k € IN, 0 = @k(oﬁ ), ce que 1'on peut faire d'apreés
o

le choix de K. Utilisant la condition (%), il est alors facile de vérifier

que

lim J(mk) = h(m),
k>0

d'ol 1'assertion (ii) ®

En considérant un certain nombre de fibres de & du type To’ on
aura une famille d'applications du type J précédent ; en recollant ces
derniéres de maniére convenable, on obtient un homéomorphe de (M,SF) sur

(M,S) ; c'est ce qu'énonce le lemme suivant.
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v.3.5. Lemme (cf. [hn l]). Il existe un hom&omorphisme

h] : (M,SF)——+ m,s),

transverse 4 Y et tel que :
1) h |oM = h|ay,
O I3 - .
2) hlfM est un difféomorphisme.

Preuve : La démonstration d'Imanishi (cf. [Im 1]) du résultat

analogue se répéte ici telle quelle.

Soit s : 0 = B, < By < eee < t:p < 1, une subdivision de S1
suffisamment fine pour que si Tk = @ul(tk), pour O £ k € p, un axe issu
d'un point quelconque de T rencontre T , pour tout k, O < k g p-I

D k k+1 P
» _ ' . £ - . »

Soit JS %=0 Jk 1'application de - Tk dans (M,S) définie
d 1'aide des fonctions Jk données par le lemme V.3.4.

Soit m o un point de Tk et mo,q un point de Tk+1 tels

qu'on ait :

A =A
M Mot
p
D'aprés la propriété (i) du lemme précédent, pour tout m € %=0 Tk’
les images Js(m) et h(m) appartiennent au méme axe de F feuilletage

de (M,S). Par conséquent, on a :

A = A
3 (m) I (m )
On peut ainsi envoyer de facon difféomorphe le segment de trajec-

toire orthogonale [bk’mk+1] sur le segment EJS(mk), Js(mk+1)J' Soient

en effet o et P € R tels que

Ty = Dm0 et
I e, ) = VI (m),B).
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On pose alors, pour tout m € [}%, mk+]] :

hy@m = h @ ,t) = 9@ _(m), B/ t)

ol t est défini par m

@(mk,t)-

Si nous notons §k la partie saturée par les trajectoires ortho-

gonales de ! et comprise entre Tk et Tk+l’ on définit de cette maniére

~

un difféomorphisme de Sk sur la partie de (M,S) saturée par les trajec-—

toires de ) et limitée par Js(Tk) et JS(T ) ; de plus, la restriction

k+1

de h1 a Tka Tk+1 est exactement JS.

)

En répétant cette opération avec la famille T
. P (T octen

K pour p

assez grand, on définit un homéomorphisme

h, : (M,S.) - (M,S) ,

3

et h] satisfait aux propriétés annoncées (il est évident que h1 défini
[¢]

sur M comme plus haut se prolonge i oM avec hllaM = h]BM) [

En fait, les structures SF et S sans étre les mémes en

général sont difféomorphes.

V.3.6. Lemme. Il existe un difféomorphisme

ho: (M,5.) —>(1,5) .

Preuve : Supposons 0OM connexe et soit L = 9M.
Relevons L dans 1'intérieur de M & 1'aide du champ transverse

X ce qui définit un voisinage WL de L.

Les variétés (M’SF) et (M],SFIMI) ol M] =M\ WL sont

évidemment difféomorphes.
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D'autre part, la restriction de h] a Ml’ ol h1 est donné par

le lemme V.3.5 est un difféomorphisme de M] sur hl(Ml) et est transverse -

i 1. Par conséquent le lemme sera démontré si on exhibe un difféomorphisme

de (hl(M]),S) sur (M,8).
Supposons qu'on ait :
~ o +
oM, = J(,1) (teR).
Soit :
WE = P(1x[0,1+e])

+ - .
(e € R*, £ trés petit),

L'espace M? =M \~Wi, muni de la structure différentiable induite
par SF; est une variété 3 bord difféomorphe 3 (M’SF)' Puisque MT est

o
contenu dans M], on a :
€ (8]
By () € b, (M),

Soit L] (resp. L?) le bord de hl(Ml) (resp. de hl(M?)),

Considérés comme sous-variétés de (M,S), les espaces L, Ll et L? sont

tous difféomorphes et transverses au champ X.

PH .
9 &

(m,a(m))

¥ (m,b (m))

Figure 8
Pour tout m appartenant i L?, il existe deux nombres uniques
a(m) et b(m) tels que Y(m,a(m)) (resp. Y(m,b(m))) appartiepne a L,

(resp. L).
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Soit alors 1'application :

hy [hl(M]),S]-—» M,S),

définie par

. £
m si m € hl(M])

hz(m]) =
b (m)

. €
") ) si m1 € hl(M]’\ M)

J(m, t |

oi t est défini par m, = P(m,t), me L? étant 1'unique point d'interr

section de L? avec la trajectoire de J issue de m

.
L'application h2 c'est le difféomorphisme cherché, d'oii le

lemme @

Avec 1'ensemble de ces préliminaires, la démonstration du
p ’

théoréme énoncé en V.l est immédiate.

V.4. Démonstration du théorntme V.1,

Considérons la suite d'applications

M5, 5 F,1) —S (1,5 5 F) —— (i,5, 5 FT)
ol h est donnée par le lemme V.3.6.
Alors 1'application H = h o h—] est un homéomorphisme de (M,S)

sur lui-méme dont la restriction & OM est égale 3 1'identité.

Posons
2, = G™H*@
o, = )% @
B, = ™ H¥ (@),

oi (Q,n,B) définit le feuilletage transversalement homographique (M,SF :

F.
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Q] est sans singularité et définit sur (M,S) un feuilletage
Fl qui est transversalement homographique ; ep outre, 1'homéomorphi$me
H réalise une conjugaison de FI et de F ; en effet, si on note F 1le

feuilletage F dans S, il vient :
-~ - - - -1 ~
W) = Gon H*F) = @ H¥EF )= aTH

2 ' »
oi F c'est le feuilletage F dans la structure Sg 3 donc H (F) = F,

d'oili 1le théoréme V.1. 8



- 94 -

VI - CROISSANCE DES FEUILLETAGES p.s.h.

I1 s'agit pour nous, en appliquant les résultats de 1'étude qui
précéde, de retrouver la croissance des feuilletages p.s.h. Les calculs

de croissance utiliseront principalement les propriétés de revétements.

VI.1. Rappels.
On va d'abord rappeler briévement les définitions usuelles rela-
tives 3 la croissance des fonctions et des feuilletages (cf. [Pe 1], [He 2],
Plante) ; puis seront redémontrés quelques résultats importants en matiére

de calculs de croissance.

VI.1.l. Croissances des fonctions. Soient f et g deux éléments

. . . + . A
de COR+), 1'ensemble des applications croissantes de R dans lui-méme.

(i) On dit que f est dominé par g s'il existe trois constantes

positives a,B,8 telles que :
£(x) < a g(Bx+d) ,

+
pour tout x € R,
(ii) On note «croiss(f) 1la classe de f pour la relation d'équivalence
associée au préordre défini en (i) et deux éléments équivalents sont dits

" : -~ 4 1"
avoir méme type de croissance'.

(iii) On munit 1'ensemble des types de croissance de la relation d'ordre

induite, que 1'on notera < , et pour n € N, on dit que f est d& croissan-

ce polynomiale de degré n (resp. @ croissance exactement polynomiale de

degré n) si on a :



. . n
croiss(f) < croiss(x )

(resp. croiss(f) = croiss(xn)).

Dans le second cas on écrira aussi deg(f) = n.

(iv) La fonction f est a croissance exponentielle si, on a :

; : X N ; - ;
croiss(f) > croiss(e”) et & croissance non exponentielle sinon.

VI.1.2. Croissance des variétés riemanniennes. Si F est une

PP . . 1 .
variété riemannienne orientable de calsse C et a un point de F, on note
+ -
Ba(r) pour r € R la boule fermée de centre a et de rayon r dans F ;

on définit g, la fonction croissance de F en a par

ga(r) = Vol(Ba(r)).

Cette fonction dépend du point a et de la métrique de F.
Par contre, si F est une feuille d'un feuilletage F sur une variété
compacte M munie de la métrique induite par une métrique de M, le type
de croissance de g,> que 1'on appelle encore type de croissance de F

et que l'on note croiss(F) est bien défini.

VI.1.3. Croissance d'un feuilletage. Un feuilletage F sur M

est dit 3 croissance d'ordre n (resp. @ croissance exactement polynomiale

de degré n), n € N, si toutes ses feuilles sont a croissance d'ordre infé-
rieure ou égal @ n (resp. @ croissance polynomiale telle que

n = sup deg(F)), (dans le second cas, on écrira aussi n = deg(F)).
FeF

F est dit 3 croissance non exponentielle s'il en est ainsi pour

toutes ses feuilles.

VI.1.4. Croissance d'un groupe d'automorphismes G de type fini

d'un revétement. Pour un groupe d'automorphismes G, de type fini d'un

revétement, rappelons que 1'on peut définir deux notions de croissance
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une croissance de groupe "abstraite'" et une croissance "géométrique".

a) Croissance "abstraite" d'un groupe G de type fini.
g P Y

Soit Z = {G],...,Op} un systéme de générateurs d'un groupe G

de type fini tel que :

(i) On dit qu'un élément g de G est de longueur inférieure 3 k
g

ar rapport 4 I si eut s'écrire comme un produit b, ... b avec
P PP g P P I 3

2 € k ol chaque bi est un €lément de L.

(ii) Soit v, : N> N 1'application définie par : vz(n) le nombre

z
d'éléments de G de longueur inférieure & n par rapport 4 L, pour
n € IN.
On appelle fonction croissance "abstraite' de G (relativement
o . . . + +
a L) toute application croissante gy R* - R prolongeant Vs
Pour tout autre systéme de g&nérateurs I' de G, il existe

un entier £ tel que tout &lément de L' est de longueur inférieure a

2 par rapport & I. On en déduit :
grr(n) < go(Rn)

pour tout n € N,
Par conséquent, toutes les fonctions croissance de G ainsi défi-

nies ont donc le méme type de croissance.

(iii) On dit que G a une croissance '"abstraite" polynomiale (resp. expo-
q poiy p P

nentielle, resp. non exponentielle) si une fonction croissance "abstraite"

de G a une croissance polynomiale (resp. exponentielle, resp. non exponen-

tielle).
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Exemples (cf. [Mi 1])

1) Soit G 1le groupe libre engendré par I = {a ..,ap}. Une fonction

[*-

croissance "abstraite" de G est donnée par tout prolongement croissant de

p(2p-1)n—1

VZ(n) = p-1

pour n€ N ; i.e. G est 3 croissance exponentielle.

2) Si G est de plus abélien, on a :

- 2.py (0

pour n€ N ; i.e. G a une croissance polynomiale.

b) Croissance ''géométrique d'un groupe d'automorphismes G de type
g q g

fini d'un revétement.

(i) Un difféomorphisme (resp. un difféomorphisme local)
f : (M,R)— (M',R'") entre deux variétés riemanniennes est une quasi-isomé-

trie (resp. une quasi-isométrie locale) s'il exsite des constantes stricte-

ment positives k et K telles que :

Kllvllg < g, llg < Kllvly

pour tout vecteur tangent a M.

(ii) Deux métriques R, et R2 sur une variété M seront dites

quasi-équivalentes s'il existe une quasi-isométrie de (M’Rl) sur (M,Rz).

. N A > s T 3
Soit ™ : M> M un revétement régulier d'une variété riemannienne

n
M (compacte) de groupe d'automorphismes G. On suppose M muni de la métri-

que induite par celle de M ou d'une métrique quasi-équivalente définissant
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n "
une distance d sur M. G est alors un groupe d'isométries ou de quasi-

. L Y . "\ )
isométries de M. Soit x un point base de M et soit

+

g : R —— L

1'application définie par : g(r) = le nombre d'éléments Y de G vérifiant

n, r
dx,v.%) < .

(iii) On appelle fonction crpissance ''géométrique' de G 1la fonctio
pp ; ot ‘ geometrig ‘ 4

g ainsi définie.

(iv) On appelle croissance ''géométrique" du groupe G la c¢roissance de
PP 8 s |

la fonction g,

(v) On dit que G a une croissance 'g€ométrique" polynomiale (resp.
exponentielle, resp. npn exponentielle) si la fonction g a une croissance

polynomiale (resp. exponentielle, resp. non exponentielle).

Le résultat suivant est bien connu mais son importance pour la

suite est telle qu'il nous a semblé utile d'en redonner la démonstration.
f q m

VI.1.5. Théoréme. Soit p : M— M un revEtement régulier d'une
variété compacte M de groupe d'automorphismes G. Alors les types de crois-—

sance suivants sont &gaux

(i) croissance "abstraite" de G
bl
(ii) croissance '"géométrique' de G ;

. . N
(iii) croissance de la variété M.

—

le théoreme va fésplter de deux lemmes,

VI.1.6. Lemme. (cf. [P1-Th 1]). Soit I un systéme fini, symé-

trique de générateurs de WI(M) oi M est une variété riemannienne compacte.
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Pour tout 0 € WI(M), on désigne par Ql(&) la longueur minimale d'un
mot sur I représentant 0o et par 22(&) la longueur minimale des

chemins dans «. Alors il existe k k (0 < k

1 Ky 1 < kz) tels que pour

tout a # e,

| k] g 22(§>/;1(&) g k2 .
Preuve : Notons d'abord que 22(&) est strictement positif, pour
tout G #e.Si A=Y, e..,. Y; o alors on a :
o n
L,(@) < Qz(yil) AR zz(vin).

Soit k, = sup [lz(y)] ; on a alors
YeX

Ly (a) 1, (@) §ky -

. I3 -~ . N
Pour obtenir kl, on considfre le revEtement universel M de
M. Soit K un domaine fondamental compact et soit D le diamétre de K.

’\J .
Soit d 1le diamétre de M. La boule B de rayon 3d+D de centre %O € K

est de volume fini, donc il y a au plus un nombre fini d'images de K entié-
. "\ Y . .
rement contenues dans B (K C B). Mais toute image de K qui rencontre la
X v
boule de centre ko et de rayon 3d est entiérement dans B. Par conséquent,

il existe un nombre fini de classesd'homotopie de lacets o vérifiant

22(&) < 3d.

Soit k = sup [21(&)]. Soit o wun lacet de M basé en x .
Qz(a)$3d ©

I1 existe une subdivision de o (avec des cheming de longueur

inférieure 4 d 3a partir du point base) telle que :

=0k L. ¥ am , ot Iaills 3d et mg Ia{/d + 1

1.

(on désigne la longueur d'un chemin par le symbole
g P ym
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. N - v . Y "
En effet soit a 1le relévement de o en x_ et soit y 1'extré-

. v . v o ye s . . . v Y
mité de o. Soit T wune gBodésique (de longueur minimale) reliant X, a y.

. s . n Y -
Considérons des points YyseeosYpep = appartenant & T tels que

AVESAVERNAV]
d(xo’Y]) < ds red d(y ’y ) < d’

m &£ lll + 1

3 .

i+l

Comme WI(M) opére transitivement sur chaque fibre, il existe

Bi € ﬂ](M) et des points %i € K vérifiant

B = id g%
l_l, LI R i oxi i,-o m+]—

. AU A
(L'automqrphlgme associé & vy € WI(M) 'se notant Y),

s n, 2 - __l n, —
L'élément o est égal a (% 1 © 82) ceas (E %m+l

n ) . n
D'autre part, puisque les -Bi sont des isométries de M, on a :

ny — .
A8 B Gy =A@ YL B Y L) = aGLTL ) <

1+1

. =1 .
I1 $uffit alors de prendre ui = Bi o Bi+l’ pour i = 1

'On a alors

@y < dol vy,

A U

e
[ }=]

Soit d0 = inf{|B] | B # 0} > 0. Pour a # 0, on a :

3

la| +d < (1+d/d0)|oc|

et donc :
(1+d/do)

ll(oc) < 3

la|k .



= 101 =

En passant 3 la borne inférieure sur les o € o, qn obtient

2,@) € [(d+d)) ,ddo]k 2,@),
ou encore

2, (a) dd
2 > 8 . 1
R](a) d+dO k

Le premier lemme montre que les deux premiers types dg croissance
&noncés dans le théoréme VI.1.5 sont égaux ; la preuve du théoréme VI,1.5

sera compléte si on établit le lemme suivant.

- Y - ) = .
VI.!.7. Lemme. Soit p : (ﬁ,g) + (M,g) un revétement régulier
d'une variété compacte M de groupe d'automorphismes G, On suppose que
p est une isométrie locale pour les métriques g et E. Alors on a :

croiss(ﬁ) = croiss(G)
"géométrique"

: i = N i ‘ {

Preuve : On sait que G n](M) /%‘(M) Soit Ko un domalge
fondamental compact pour la projection p de diamétre fini, soit § ;
fixpns-nous un point ¥ de K0 et soit pour r € R, 1'entier n(r)

défini par :
n(r) = card{g € G | Kg¢1 B(x,r) # 6} (ot Kg = g(Ko)),

Soit g e€ G tel que Kg a une intersection non vide avec
N ﬁ v - :
B(x,r) 1la boule de de centre x et de rayon r ; alors il existe

% K t X K tels e
X, € . et x' € K 5 qu

Par definition de la distance sur une variété riemannienne, on

peut supposer que g est représentable dans M par un lacet de longueur



- 102 -

inférieure 3 2r. On en déduit alors :

s
X \\\\ Vol(B(X,1)) < Vol(R )g(2r) ,
v "
g Xx B(x,T)
— -~ . . .
oi g est la fonction croissance
K | \<3~_,/’§
o 1 *""Kg "géométrique" de G.
Figure 9

Réciproquement, choisissons une boule fermée K de § de
rayon € suffisamment petit pour que les images KY de K soient deux
a deux disjointes. Pour tout r € R, considéroﬁs 1'ensemble des transfor-
més de K par les éléments de G de longueur (géométrique) inférieure i
r ; la réunion des KY ol la longueur de Y est inférieure & r est con-
tenue dans B(g,r+€) d'une part et d'autre part ces KY sont en nombre

égal & g(r), distincts avec un volume fini fixe ; par conséquent, on a :

Vol(B(¥,r+€))) > g(r) Vol(K),
ou encore
g(r) < VET%ET'Vol(B(%,r+€)) H

"
ce qui achéve de prouver que le type de croissance de M est le méme que

celui de la fonction croissance ''géométrique" de G ®
Une conséquence immédiate du lemme VI.!.7 s'é&nonce

VI.1.8. Corollaire. Dans les hypothéses du lemme VI.1.7, si p
est une quasi-isométrie locale, alors la conclusion du VI.l1.7 est encore

valable.

Le résultat suivant est évident.

VI.1.9. Lemime. Si H est un sous—groupe infini cyclique de

WI(M), alors la croissance de H est linéaire,

e
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De maniére analogue, on pourrait définir la croissance de semi-

groupes. On a évidemment pour tout semi-groupe infini cyclique H,
croiss(H+) = croiss(x).

Une extension utile du lemme VI.l.7 pourra s'énoncer

VI.1.10. Proposition. Soit p : (g,g) + (M,g) un revétement régu-
lier d'une variété riemannienne M de groupe d'automorphismes G de type
fini.

Supposons que :

(i) p est une isométrie pour les métriques g et g ;
(ii) la variété M est @ croissance lin&aire ;

(iii) le type de G est de degré n.

n
Alors le type de M est de degré n+l.

N
Preuve : On a G & ﬂl(M)/ﬂ](M). Pour 1 € R+, notons B(a,r)

NN AV
(resp. B(a,r)) la boule de rayon r et de centre a € M (resp. a € M).

Ny
Si w est la forme volume sur M, on peut calculer le volume B(x,r) par
la relation :

n; ny
(%) Vol(B(a,r)) = J n(r)w s
B(a,r)

_ "\
ol pour tout x € M, n(r)(x) = card{prl(x)} (avec P, = plB(g,r)).

Or, on a pour tout x de B(a,r)
n(r) (x) < g(2r)

oi g est la fonction croissance ''géométrique" de G. Par conséquent, on

a d'aprés (%)

N
Vol(B(a,r)) < g(2r) Vol(B(a,r))
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Réciproquement, soient maintenant Yl""’Yg(r)’ les éléments de
G représentables par des lacets en a de longueur inférieure ou égale 3

r. Posons
~n glr)
K=\ Ey..%(g,r)] .

i=1 i

Puisque, pour tout i = 1,...g(r), la longueur de Y est infé-

rieure ou égale & r et qu'en outre Y; est une isométrie, on a :

AV :
K C B(a,2r) ;

n,
par conséquent, pour tout x € K = p(K), on a :
an(X) > g(r)
d'ot, d'aprés (%) :
NV
Vol(B(a,2r)) =z g(r) Vol(B(a,r)) ,
"
ce qui achéve de montrer que le type de M est de degré n+l @&
Le corollaire suivant est immédiat.

VI.1.11. Corollaire. Le résultat du VI.1.10 reste valable si

p est une quasi-isomgtrie.

V1.7, Crodssance des modéles.

Nous nous proposons maintenant de calculer la croissance des
feuilles dans les modéles.

Deux types de calculs seront mis en oeuvre suivant qu'on a affaire
a des modéles du type (1,1) ou du type (1,2).

On commencera par étudier le cas des modéles du type (l,1), ceux

du type (1,2) s'en déduisant.
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Soit M wune variété connexe (compacte) et soit S une sous-

variété fermée de M de codimension un.

VI.2.1. Définition. Un semi-revétement de semi-groupe cyclique

ny
N de M, c'est la donnée d'une variété M dont le bord est homéomorphe &

"
S et d'une application p : M > M, vérifiant les propriétés suivantes :
prop !

(i) pour tout x n'appartenant pas & S, il existe un voisinage
ouvert U de x trivialisant pour p avec IN pour fibre.
(i1) pour tout x de S, il existe un voisinage ouvert U de x,
une composante connexe US de p—l(U) tels que :
(a) 1'ouvert U est trivialisant poﬁr la restriction de p a
p—](U) ~ US avec IN pour fibre ; |
(b) 1'application p est un homéomorphisme de US sur 1'adhérence

dans U d'une composante de U ~ S,

. . 1 P
Exemple. L'application p : R+ > 8 définie par

e . A ‘ 1
pour tout t € R définit un semi-revétement de R+ sur § .

Soit L wune variété compacte et soit M 1le produit L X [O,l].
Supposons M munie d'un feuilletage p.s.h. F transverse au facteur I et

au bord L x {1} et tel que

(i) 1'unique feuille compacte de F est L x {0},

(ii) 1'holonomie de L x {0} est non nulle et cyclique.

Soit p : M > L 1la projection suivant le facteur I. Pour toute
)
feuille F € F posons Pp = p|F.

V1.2.2. Lemme., La projection Pp définit un semi-rev@tement

de F sur L.
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Preuve : Comme F est transverse & L x {1}, 1'intersection de
F avec L x {1} est une sous-variété

S] de L x {1} de codimension un. Sa

projection S est une sous-variété de
codimension un de L x {0}.

Pour tout x € L x {0} ~ S, on sait par

définition que : p;](x) N @x{1}) = @.

Soit

Figure 10

e, = suplee0,1]prbx) N (ax{th # 0.
Puisque F est propre 1l'intersection de pgl(x) avec L X {to} est non
vide. Soit donc

x = p;‘(x) N @x{c_H

Par suite : p;](x) = {(h(Y))p(xo), pelN}, ol v e W](M,x) définit

1'holonomie cyclique de L x {0}.

I1 suffit alors de prendre pour ouvert trivialisant : U = pF(UO)
ol UO est un voisinage de X dans F suffisamment petit.

Pour tout x appartenant 8 S, on considérera la variété
M8 =L X EQ,1+€] et le prolongement Fe de F qui vérifie les mémes
propriétés que F dans M€ et on s'apergoit que la condition (ii) de 1la

définition VI.2.1 est bien vérifiée, d'oli le lemme ®
On a encore le résultat suivant

VI.2.3. Lemme. Soit F wune variété riemannienne et soit K un

compact de F tel que F N K ait exactement ¢ composantes connexes

Supposons que pour tout 1 = 1,...,q, la croissance de F. soit

polynomiale ; alors, on a :

croiss(F) = sup croiss(F.)
1<igq *
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Preuve :

(1) On a croiss(F) 3 Croiss(Fi) pour i =1,...,q, d'ot

croiss(F) > sup croiss(F.)
. i
1<1<q

. 5 . * .
(i1) Soit a € K et soit & € R+ tel que K soit contenu dans

B(a,8). Choisissons a; € Fi tels que
d(a,ai) =4 pour i = 1,...,n.

On a alors pour tout r, tel que r > 2§

B(a,r) C u B(a-,r) s
1gigq t

g(r) < ) gy (D) ;

~

ol gp (resp. ) est la fonction croissance de F (resp. Fi) .

EF,
1

d'oli le lemme ®

Soit (M,F) un modéle de type (1,1) et soit Lj’ jeJ (J fini)
une composante connexe de 9M. Désignons par Wj un &oisinage collier de
Lj difféomorphe a Lj X E),ﬂ tel que le feuilletage induit sur wj par
F soit transverse au facteur [0,1].
Choisissons les voisinages Wj tels qu'ils soient disjoints
deux 3 deux et tels qu'en outre la feuille F € ? soit transverse &
Lj x {1}, o F est une fewille fixée.
Alors, d'aprés le lemme VI.2.2, toute composante Fj de F N Wj,
j € J, est un semi-revétement cyclique de Lj. Par conséquent, Fj est de
croissance linéaire (le résultat du théoréme VI.l.5 s'étend au cas particu-

lier d'un semi-revétement cyclique de maniére immédiate).
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D'autre part les composantes Fj sont en nombre fini, puisque
F n'a qu'un nombre fini de bouts (tous isolés) qui spnt des bouts de Fj'

Donc, d'aprés le lemme VI.2.3, F a une croissance linéaire ;

VI.2.4 Proposition. Si (M,F) est un modéle de feuilletage p.s.h

. o)
de type (1,1), alors toute feuille F € F a une croissance linéaire.

Maintenant, considérons un modéle (M,F) p.s.h, de type (1,2).
Le calcul de la croissance est alors une conséquence du théoréme de
Tischler et du corollaire VI.i.11. On peut donc¢ énoncer
VI.2.5. Proposition. Si (M,F) est un modéle de feuilletage
)

p.s.h. de type (1,2), alors toute feuille F € F a une croissance polyno-

miale de degré p+l, p e N fixé.

Preuve : D'aprés le théoréme de type Tischler énoncé en IV.3.2,
0
il existe une structure différentiable SF sur M dans laquelle F est

défini par une forme fermée w dont 1'approximation fournit un modéle

0
M,7) de type (1,1) tel qu'une feuille F € F est un revétement de la

0
fibre T de T de groupe Zp, pe€N (p = rang Iw),

~

Désignons par R une métrique sur (M’SF) telle que la projection
d'une composante Tj de TN wj (ot les Wj, voisinages colliers des com-
posantes Lj de oM sont définis comme dans les préliminaires & VI.2.4)

sur Lj solt une isométrie locale.

I1 existe d'autre part une métrique ﬁ] sur (M’SF) telle que
R o
la restriction RlF 3 une feuille F de F soit identique 3 la restric-—

tion RF d'une métrique R 1initialement choisie sur (M,S).

D'aprés le diagramme commutatif suivant, la restriction de p
"
o . s *a ~
a Fx {0} C M est une isométrie locale de (F,w R]) sur (T, q R1)°
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n,
o
M=TF X IR

P

N R
T XIR =M ™

q
(0]
M

~

. S . - * A
Mais les variétés riemanniennes (F,m R]) et (F,R]F)
*A i o 2 . . <
Eresp. (T, q R]) et (T, RIT)] sont isométriques. Donc p est une isomé-
trie locale de (F, R]F) sur (T, R]T).

Comme 1'application identique est une quasi-isométrie de

(T, ﬁlT) sur (T, RT) et que RF B ﬁ]F’ il s'ensuit que 1'application

p: (F, R)= (T, R) ,

est une quasi-isométrie.

Par conséquent, d'aprés la proposition VI.l.10, la croissance

de F est polynomiale de degré p+l @
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