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E R R A T A  

p.2 : ligne I I .  lire +(bn) au lieu de +(q) 

p.12: ligne 8. lire +(q) = q  ' au lieu de 1 
l + F  

11 i l  11 1 
p. 13 : ligne 13 lire * ( q )  = q-(l+l/X) 1 + -  X 

p.16 : Supprimer "et ceci d'après le théorème suivant" et les 2 dernières lignes 

p.17 : Supprimer "définitif" et ajouter e ne se comporte pas comme presque tous 
les réels du point de vue de l'approximation rationnelle. 

p.24 : théorème 11.1.11 : remplacer u par n dans payy et Pu 
u 

et ajouter 
$(x)  au lieu de (x) la ligne 9. 

n+ 1, y+n 
p.25 : ligne 4. lire 

p.25 : ligne 5 et 6 lire "on associe" au lieu de "et associer'' 

p.29 : ligne 3 lire F 
P 9 

p.34 : théorème 11.3.1 lire ,I, 
p.35 : lire 1 au lieu de 1 

h= l h=m 

p.45 : Théorème 111.3.3 lire 1x1 < 1 au lieu de ( S I  < 1 

A=m 
p.45 : ligne 2 lire ~(w~-w~)(w~-w~-~)...(o -O -p + l )  

A= 1 I i X X  

p.51 : ligne 2. lire (1-x) 

p.59 : Corollaire IV.1.3 supprimer "le théorème de Khintchine montre que" et le 
remplacer par "l'approximant étant donné par les réduites de eu. 

p.73 : Lemme V.1.2.3 remplacer "équivalent" par < e ( 1 +~)n 



p.77 : l i g n e  4 .  l i r e  'Idn < e ( l + E ) n  ,, 

p.81 : d e r n i è r e  l i g n e .  l i r e  "-x-E 1 1 au  l i e u  de  -x-u . 
p.85 : l i g n e  10 l i r e  n la-b  

p. 86 : l i g n e  12 l i r e  "p e t  " 
P P 

p.90 : l i g n e  7  e t  1 1  l i r e  "son t  l iés  aux  p l u s  p e t i t e s  s o l u t i o n s "  

p.91 : l i g n e  -2 a j o u t e r  I I  2  'F 1 ("-7.) -2p a  pour symbole" 

p.93 : l i g n e  -7 l i r e  1 < e  ( ~ + E ) P  qP(- P ) ~ P + I  ( I - & T ) 2 ~  
P  q 4 

p.94 : Supprimer 5693 à l a  l i g n e  1 e t  l i r e  q < 5693 à l a  l i g n e  6  

p.96 : l i g n e  3 : l i r e .  dans les formules  donnant  D' e t  Du. 
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AUX FONCTIONS ii YPERGEOMETRTOUES 
---------------------------'-_ 

Le but de cette thèse est d'étudier différentes méthodes d'approxi- 

mation d'irrationnels algébriques ou transcendants qui ont tous en commun 

S'être liés aux fonctions hypergéométriques et aux fonctions "dites spéciales". 

. Le premier chapitre, après quelques rappels sur les fractions 
continuées régulières ou généralisées, insiste sur les conséquences du théo- 

rZme de Liouville et ses "raffinements" (théorèmes de Thue, Siegel et Roth) 

pour arriver à la notion essentielle de "mesures d'irrationalité". 

. Le deuxième chapitre fait des rappels concernant les propriStés 
des fonctions hypergéométriciues et les propriétés d'approximation de 

2F 1 
( l ) dont les réduites du développement en fraction continuée 

généralisée sont liées aux polynômes de Jacobi. 

. Le troisième chapitre met en place la notion dlApproximant de 
Padé de type 1 ou II essentielles en arithmétique depuis la démonstration 

de l'irrationalité de e par Hermite et la remarquable inégalité de Yahler 

En particulier les propriétés essentielles des approximants de Padé de 

type 1 pour les fonction binômes et logarithmes y sont démontrées. 

. Le quatrième chapitre utilise les résultats liés à la fonction 

de Bessel pour retrouver des résultats connus concernant les approximants 

2 
de exp(2 avec n a N et de tg 1.  

Par exemple, on y démontre l'inégalité 

P C l e  - - 1  > 2 Log q q Log(1og q) 

pour q assez grand. 



. Le cinquième chapitre utilise les résultats du chapitre II dans 
le cas particulier des polynômes de Legendre pour déterminer les mesures de 

P l'irrationalité de Log(] + P) pour des rationnels - proches de O. En 
9 q 

~articulier, la méthode permet de trouver une mesure de l'irrationalité 

Four 
II 
si. c f .  [IO] 

. Le sixième chapitre utilise les résultats du chapitre III pour 
déterminer les mesures de l'irrationalité des nombres de la forme 

n 

et en particulier 3fi et ' 3 ~ ~ 7 .  (cf. [g] ) 

On retrouve le système d'bpproximant utilisé par A. Baker mais on 

r:xéliore un peu les mesures de l'irrationalité de ces nombres en déterminant 

des équivalents asymptotiques pour le dénominateur et le reste de l'approxi- 

mant de Padé. 

On montre aussi que l'on peut retrouver les résultats du chapitre V 

par cette méthode. 

Le dernier chapitre donne pour mémoire une troisième méthode basée 

sur la fonction génératrice des polynômes de Legendre qui redonne l'irratio- 

nalité de 

pour a E N. 

Cette thèse est en grande partie inspirée des articles de 

G . V .  Choodnovsky parus aux compte-rendus de l'Académie des Sciences et 

aux lectures Notes de Flathématiques. 



X 
1737 : Euler montre l'irrationalité de e et de e pour 

x entier. 

X 
1771 : Lambert montre celles de Ii, de e et tg x pour 

Lambert et Euler utilisent des fractions continuées généralisées 

liées aux fonctions hypergéométriques et aux fonctions spéciales. 

Ces méthodes deviendront courantes aux XVIIIe et XIXème siècle et 

remises à l'honneur avec la démonstration de l'irrationalité de 5(3) par 

Apery . 
Mais les méthodes d'approximations des nombres irrationnels n'ont 

pas seulement une importance pour démontrer l'irrationalité des nombres con- 

cernés mais aussi, dans le cas des nombres algébriques, pour le calcul de 

leur "mesure d'irrationalité", ce qui a des conséquences importantes pour la 

résolution d' équations diophantiennes, (cf. [33] ) 

Dans cette thèse nous allons étudier différentes méthodes d'approxi- 

mations d'irrationnels par des rationnels qui ont toutes en commun les pro- 

priétés de la fonction hypergéométrique et des fonctions dites "spéciales". 

7.2 .  APPROXZMATZON DES IRRATIONNELS ALGEBRZQUES OU TRANSCENDANTS. 

D E ~ i v k t L o n  1 . 2 .  On dit qu'un nombre réel x est rationnellement 

approchable à l'ordre n e  N s'il existe une constante réelle K(x) telle 

que l'inéquation : 

P admette une infinité de solutions - 
q ' 



a a 1 P Rvnahqueimpohtante. x = -  ~ û )  on a 1 -  -PI 2 - SI - #  x 
b b q bq 4 

OU C (x) est 1' inverse du dénominateur de x. donc lx - P l  > - 
4 

Ceci implique que : un rationnel n'est approchable à aucun ordre 

supérieur à 1 d'où un premier critère simple d'irrationalité. 

Th2ohGme 7 .  Un nombre a est irrationnel s' il existe une fonction 

q)(q)  décroissante telle que 

lim q.@(q) = O et O < la -11 < $(q). 
q- q 

1.a : e est irrationnel et l'approximation "polynomiale" suffit, on trouve 
-7 

a 
n 

que O <  e - -  
1 < -  avec b = n! quand n -+ nous verrons que 

b n.b n 
n n 

1.b : Apery a démontré l'irrationalité de 5 ( 3 )  en trouvant une suite de -- 
P n 

rationnels - vérifiant l'inégalité 
4n 

1.c : Le théorème de Dirichlet implique que tout irrationnel Q est appro- - 
chable à l'ordre 2. 

P On trouve que a $ Q => il existe - c û) en nombre infini tel que 
q 

Cette inégalité peut être également obtenue par un procédé que 

l'on appelle les fractions "continuées régulières" dont nous allons rappeler 

les principales propriétés. 



1.3. PROPRIETES ELEMENTATRES UES REUUITES DES FRACTIONS CONTINUEES REGULIERES. 

1 . 3 . 7 .  Rapp&. (cf. [22]) 

+ 
Soit x E: ü) et a = [x] ; on peut écrire x = a + x où 

O O O 

O < x < 1 ; on pose - 1 I et a > I d'oii x = a + - ;  on continue 
O a l  -x 

O 
1 a l  

ce raisonnement avec 
a l  ' 

I 
a = a + x = a + - et on a réitéré le processus ce qui permet 

1 1 1 ' a2 
en définitive d'obtenir une expression du type : 

- Une telle expression s'appelle fraction continuée régulière 

- les entiers 
a o 9 a ~  9a2.. 

sont les quotients partiels n 

- les réels a,,a2... a sont les quotients complets. 
n 

Deux cas sont à envisager : 

1) Après un nombre fini d'étapes on tombe sur a entier, l'algo- 
n 

rithme s'arrête et x ê Q. 

a 
Inversement si x = - 

b E (Q on reconnaît l'algorithme d'Euclide dans 

le développement de x en fraction continuée. 

On peut donc identifier Q avec l'ensemble des fractions continuées 

finies . 

2) Si les ai ne sont jamais entiers l'algorithme devient infini 

et x é Q. 



On utilisera la notation due à Euler : 

ainsi : [ao] = a. 

De proche en proche on obtient les formules de récurrence suivantes 

et on démontre facilement que 

L n 
ce qui implique que les réduites - sont des fractions irréductibles. 

Qn 

@ et (@ permettent de démontrer rapidement que les réduites 

de rang pair formentune suite croissante des valeurs approchées par défaut 

de x. 

De même les réduites de rang impair forment unesuite décroissante 

des valeurs approchées par excès et on obtient de plus 



la dernière propriété des réduites que nous citerons est le théorème de 

Lagrange qui est une sorte de réciproque de la propriété 0. 

Théohème 1.3.3. (dLt d e  Lagttange) . Si une suite de rationnels 
irréductibles vérifie la relation 

l. 

n 
alors - est une des réduites du développement de x en fraction conti- 

Qn 
nuée. 

1.4. LES FRACTIONS CONTINUEES GENERALISEES, 

Historiquement elles sont apparues avant les fractions continuées 

régulières par exemple G. Brouncker donne 

et les numérateurs sont différentes de 1. 

D é d i v i t i o n  1.4.1.  On appelle fraction continuée généralisée une 

expression de la forme 

a 
a + 

1 
O a 

notée a + 
2 

b~ + a 
3 

b2 + a4 
b3 + - 

les a. et b sont des réels, des complexes ou même des fonctions de 
1 j 

plusieurs variables. 



On démontre les relations de récurrence suivantes pour les réduites. 

Rematrque. On ne change pas la valeur de ces réduites si l'on 

remplace successivement pour p = 1'2, ... n, a et b par c * c  .a 
P P P-1 P P 

et c *a si bien que dans certains cas l'on peut s'arranger pour ramener 
P P' 

l'expression (1.4.1) à une fraction continuée régulière (a 1 = a2 
= a = 1) 

n 

ou à celle où tous les b sont égaux à 1. 
j 

On obtient aussi la relation suivante : 

et dans le cas où tous les termes sont des entiers on n'est plus certain 

que les réduites sont des fractions irréductibles. 

On peut remarquer dans ce cas qu'une fraction finie représentera 

un rationnel mais la réciproque est fausse corne le prouve l'exemple sui- 

vant : 

Ceci montre qu'elles sont plus difficiles à manipuler et il apparait des 

problèmes de convergence. 

7.5 .  LE TffEOREME DE LIOUVILLE ET S E S  CUNSEQUENCES. 

Soit x un nombre algébrique irrationnel de degré d alors il 

existe une constante C(x,d) positive telle que pour tout nombre rationnel 

- q > O on ait : 
4 ' 



Conn Zquenca  . 
1.5.1. Un nombre algébrique de degré d n'est approchable à 

aucun ordre > d. 

En particulier les racines d' quations algébriques du 2ème degré 

ne sont approchables qu'à l'ordre 2, la constante C(x,d) étant effective. 

Pour d 3 3, on a essayé d'améliorer le théorème de Liouville et 

ceci en liaison avec la résolution d'équations diophantiennes ce qui a donné 

les améliorations suivantes : 

7 . 5 . 2 .  Théohème de  T h e  S i e g e l .  Soit x un nombre algébrique de 

degré n > 3 et soit s un nombre entier vérifiant 1 6 s 6 n-l qui 

n réalise le minimum de la quantité B = - + S. Soit .V un nombre réel, 
s+ 1 

v > 6 alors il existe 40 et une constante C tels que q > qo implique 

le résultat dé£ initif a été obtenu par Roth en 1955. (cf. [32] ) 

1.5.3. Théohème de  RoXh. Soit x un nombre algébrique irrationnel 

alors il existe 
40 

entier et une constante réelle C telle que pour 

C 
4 ' qo l'on ait lx - 21 > - 2+€ 

pour tout E > 0. 
q 

Ce résultat est bien sûr indépendant du degré du nombre algébrique 

x et il est meilleur que les résultats du théorème de Thue et de Liouville, 

sauf lorsque d = 2 car dans ce cas le résultat de Liouville est meilleur 

et de plus fournit une valeur pour la constante mise en jeu. 

Dans les théorèmes de Thue-Siegel et Roth, les démonstrations ne 

fournissent aucune valeur effective pour la constante. 



Dans la suite nous fournirons des approximants pour certains nom- 

bres algébriques comme 3fi ou 3~ qui donneront des valeurs effectives 

pour C. 

Par exemple Baker a démontré que pour tout p et tout q on a : 

C - 6 
2,955 

avec C = 10 . 
q 

Ce qui a pour conséquence que le nombre de solutions dans ZxZ de l'équa- 

3 3 tion x -2y = n est borné et les bornes sont calculables. (cf. [l] et [2]) 

5 2 3 
On a 1x1 < M l y l  < M avec M = (3.10 In]) . 
Nous essayerons d'améliorer en le diminuant l'exposant de q 

dans cette inégalité. 

1.5.4. Le théorème de Liouville a également eu pour conséquence 

la découverte des nombres transcendants. 
X=m 

Par exemple x = 1 1 
n! avec a entier, a > 2 est trans- 

x=l a 
cendant . 

De même que le nombre 

et soient les réduites successives du développement de x en 

fraction continuée. 

Qn+ 1 
On a facilement - - - a + -  < a + 1 d'où 

Qn- 1 

Qn 
n+ l Qn n+ 1 

Qn - - - -- Qn x - Qn- 1 x . . . - < (a +1) (an-,+]) (a +l) - - Qn 1 

Qo Qn- 1 Qn- 2 Qo 
n 1 



d'où 

d'où 

et donc 

Pn 
donc pour n > 2N avec N assez grand 11in6quation 1- - x ]  < -- K(x) admet 

Qn Q: 

une infinité de solutions et ceci implique qu'il est transcendant. 

Ce genre de nombre amène à la définition suivante : 

% i d i o n  7.5.5. Un nombre x E iR est un nombre de Liouville. 

P si pour tout entier n il existe un rationnel - qui vérifie : 
9 

O < lx -11 < q-n et q 2 2. 
4 

Il est évident qu'un nombre de Liouville est trarlscendan: et les 

deux exemples prédécents sont des nombres de Liouville. 

Mais Malher qui a démontré que pour tout p et tout q > 2 on a 

1 l'inégalité Ill - El 2 42 , donc Il n'est pas un nombre de Liouville. 
q 

On a un résultat analogue pour e que nous verrons dans cette 

thèse. 



Malher a même remarqué que x = 0,123456789101112 ... n'était 

pas un nombre de Liouville. 

7.6. MESURE DE L ' 7RRATIONALlTE D'UN NOMBRE REEL. 

PnablZme : Trouver pour un nombre réel x une fonction $(q) 

telle que 1' inéquation 1 x - 21 < $(q) ait un nombre fini de solutions. 
4 

Nous prendrons Ji(q) décroissante telle que lim q Ji(q) = O 

0 3 1  
4- 

par exemple pour e = 1 7 on peut prendre n. n=O 

et pour P , +(q) = q-42 ce qui amène à la définition suivante : 

V é ~ i ~ o n  1.6.7. Une fonction + décroissante telle que 

lim q $(q) = O est une mesure de 1' irrationalité d'un nombre x s' il 
4- 

existe 
q0 

entier et une constante K(q ,x) telle que pour tout 
O 

q > qo on ait : 

ExinXence de k k  m a m e  de l ' M o W é .  

Supposons l'inéquation lx - pl < $(q) avec Ji décroissante et 
4 

telle que 1$00 q +(q) = O satisfaite pour une infinité de valeurs de q. 
4 

Soit q1 < q2 < q3...... < qn .... une suite croissante de valeurs 
de q satisfaisant 1' inégalité. 

On a par exemple le résultat "d'accélération de la convergence" 

suivant : 



Théahème 7 . 6 . 2 .  En formant la différence d'ordre k : 

- - 1 2 - k 
'kqn - 'n+k 'kqn+k- 1 + 'kqn+k-2 ......... + (-1) qn 

- 
quel que soit k fixe, lim Akqn = m. 

n"O 

Démonstration : APPROXIMATION DIOPHANTIENNE DES NOMBRES ALGEBRIQUES 

par Gérard Rauzy p. 7 , 8 , 9 .  

a Dé~hvLi / t ion 7 . 6 . 3 .  On dira que - est une meilleure approximation 
b 

de x si 

a 
c'est-à-dire que - 

b 
approxime x de meilleure façon que toute fraction de 

dénominateur inférieur à b. 

Les réduites du développement en fraction continuée régulière sont 

des meilleures approximations mais ce ne sont pas les seules. 
D 
I n 

L'existence de meilleures approximations intercallées entre - 
'n+ i on 

et - est liée à la valeur de a 
Qn+ i 

n+l ' 

Si an+] = 1 il n'y en a pas et si a > 2 il en existe au 
n+ 2 

moins une c'est 'n+ 1 "n mais il en existe beaucoup d'autres. 
-0 

Qn+l .n 

Nous allons voir que si une approximation est régulière dans un 

certain sens il n'existe pas d'approximations trop bonnes c'est-à-dire que 

le nombre x aura pour cette suite d'approximation une mesure d'irrationa- 

lité. 

Théohème 1.6.4.  Soit x un nombre irrationnel : supposons qu'il 

'n existe 6 > O, a > O et une suite de rationnels vérifiant les 
n 

conditions 



a) qn est une suite monotone croissante 

1 +a 
b, 4, < pour n assez grand 

pn pn+1 
C )  - # -  pour n assez grand 

4, 4n+1 

Alors il existe 
40 

entier tel que pour tous entiers p et 

4 > q0 et tout E > O on ait 

1 
c'està-dire que 1 + - est une mesure de l'irrationalité de x. 6 

P l et choisissons n entier tel Démonstration : Supposons que lx - - 1  < - 
- qT 

1+6 T IJ 
si 2 $ P ce qui est possible d'après c) que 4,-1 c 4 < 4, 

4n 4 

T 
Donc ceci est vérifié si on choisit T < 1 + -(l+a) c'est-à-dire 1 +ô 

Rk?.nlat~yue. Une telle valeur de la mesure de l'irrationalité de 

x s'obtient en remarquant que 



1 
donc lx -PI 3-- 1 

i+6 ce qui revient à chercher in£ 
9% qn 4n 

ce qui après une étude de fonction donne le résultat car le minimum est 

atteint en 116) 'n 

ThZot2me 7.6.5. Soit a un nombre irrationnel et soit une suite 

'n 
(q)n> I 

de nombres rationnels vérifiant les conditions suivantes 
n 

+ + 
b)  il existe Q E IR , Cl E R , h B IFL+ tels que 

-An 

Iqna-pnI < Cl Q 

+ 
c) il existe C2 g R tel que / q n l  < C2 qn 

Alors pour tous p E N ,  q > (2c1)-' on a l'inégalité 

1 
c'est-à-dire que 1 + 1 est une mesure de l'irrationalité de a dès que 

- 1 
q >  (2C,) . 

Démonstration : On pose /qa-p 1 = E en éliminant a antre cette égalité 

et l'inégalité b on obtient 

Si 2Clq > 1, il existe x E u(+ tel que 

On peut toujours d'après d) choisir n = [x] + 1 ou n = [d + 2 

tel que 



D'après (1) et (2) on obtient 

d'où la conclusion. 

Remahque. Ce théorème est plus précis que le théorème 1.6.4. mais 

dans les démonstrations il demande une étude plus minutieuse de l'approxima- 

tion dès que n 2 1 .  cf. [l] , 121, [7] pour son utilisation. 

Remahaueh. La mesure de l'irrationalité d'un nombre x 

n 
dépend essentiellement de la façon dont on a approximé x par la suite -. 

4n 

Pour x donné cette fonction $ n'est pas unique. 

On peut se poser la question de trouver pour x donné "la meil- 

leure mesure de l'irrationalité" de x. 

Z ) & ~ i W u n  1 .6 .6 .  Une fonction $'  sera une meilleure mesure 

de l'irrationalité que à partir du rang q si pour tout q > qo 
O 

+' (cl) 2 

 exemple^. 

1 ) Mignotte a démontré que pour q > exp ( 1  10) 1 Il2 - > - et dans le 
q 

18 

P 1 même article que pour q > 2, 111 - - 1  > - 
2 1 ce qui dans ce cas améliore 
q 

le résultat de Malher qui avait trouvé comme mesure de l'irrationalité de Ti, 

-4 2 
+ ( q )  = q cf. 

2) Apery a démontré que 

1 +A 
5 Log (--+-2 

avec 

pour q assez grand ce qui améliore le résultat de Mignotte. 



3) Apery démontre l'irrationalité de 5(3) plus le fait que 

15(3) - 01 > où 0 = 
O + €  

8~og(1+Ji) = 13,417 (cf. [15] ou [30]) 

q ~ L O ~ (  l+v'?) -3 

4) Pour e on va montrer dans cette thèse que 

-2 Log Logq 
le - P( > Log q pour q > qo 

q 

et dans ce cas le mesure de l'irrationalité de e est la meilleure possible 

et est de la forme 

2 
On a un résultat analogue pour exp(--) avec n entier. 

2 
On verra que e et exp(--) admettent des développements en 

fraction continuée régulière. 

5) Chudnovski a démontré que 1 3fi - $1 > q -2.,652 
ce qui améliore un peu 

c - 6 le résultat de Baker à savoir que 1 3>/2 - $ 1  > 2, 955 avec c = 10 . (cf. 
q 

6) Pour un nombre algébrique donné de degré > 2 le théorème de Roth donne 

-2-E 
comme mesure d'irrationalité $(q) = q avec E > O elle sera d'autant 

meilleure que E sera proche de O. L'inconvénient c'est que ces résultats 

- 2 
ne sont pas effectifs sauf pour d = 2 où $(q) = q et la constante est 

effective, les approximants étant donnés par des développements en fraction 

continuée régulière. 

On a d'ailleurs le théorème suivant : 



ThZofiCme 1.6.6. Les propriétés suivantes concernant un nombre 

irrationnel sont équivalentes 

- 2 
a) la mesure de 1' irrationalité de x est $(q) = q 

b) si [ao,a, . . . . . a . . . .] est le développement en fraction 
n 

continuée régulière de x alors il existe une constante c > O 

telle que a < c pour tout n E N. 
n 

Démonstration : Cf. Lang. Introduction to diophantine approximations p.24-25. 

V Z ~ i W o n  1.6.7. On dira que x a une mesure d'irrationalité de 

-a 
type constant si $(q) = q avec ci > 2. 

- On en déduit que si un nombre est algébrique sa meilleure mesure 

- 2 
d' irrationalité" de type constant est $(q) = q . 

- Pour e qui ne vérifie pas b du théorème 1.6.6 on ne trouve 

pas une mesure d'irrationalité du type constant mais 

Dans ce cas on a aussi la "meilleure" mesure d'irrationalité. 

Et ceci d'après le théorème suivant : 

ThZokème de KkiVttckine 7.6.8. Soit IJ une fonction positive telle 
q=w 

que 1 $(q) converge. 
q= 1 

Alors pour presque tous les nombres réels x la mesure de l'irra- 

4 (4) tionalité de x est au moins - 
q 

Démonstration : Lang p. 24. cf. 1221 . 
Du théorème de Roth, on déduit facilement que x ne peut être 

algébrique. 



iCi(q) = e a pour mesure d'irrationalité - 1 
q 2 Log q 

Log (Log q )  

Soit une meilleure mesure d'irrationalité de e notée - 
q 

on a alors 

q=a3 

or $(q) diverge, ce qui est contradictoire, ce qui donne un résultat 
q=o 

définitif pour e. 



11 LES FONCTlONS HYPERGEOMETRTQUES ............................... 

Rappel ~ P A  ph,inCipdRen puphiéZéb.  cf. l20] et [2 11 . 

2Fi 
1 )  est la série hypergéométrique de Gauss. 

DaiinLtLun 11.1.2. on notera 2 F l  ( a;b x) le prolongement analy- 

tique de la série hypergéométrique qui admet comme seuls points singuliers 

En effectuant le prolongement analytique sans franchir la 
- 

coupure II ,a[ ori définit une branche principale notée F2 ( a b l x )  qui 

est holomorphe dans C- [l ,a[ 

D E ~ i W o n  111.3. on appelle fonction contiaüe 5 F (a;blx) 2 1 

une fonction hypergéométrique qui s'en déduit en ajoutant ou retranchant 

l'unité à l'un des 3 premiers éléments les autres conservant la même valeur. 

Il y a 6 fonctions contigues que l'on désignera par 

Théu.ti!me 11.1.4. La fonction hypergéométrique et deux de ses fonc- 

tions contigües sont liées par une équation linéaire homogène dont les 

coefficients sont des polynômes en x,a,b,c. 



V E ~ i W a n  7 1 . 1 . 5 .  - FoncXioizn acsbociii~n. NOUS d i r o n s  que 

3 
~ ( ~ + ~ ' ~ + ~ \ F n , p )  C+P .i.l z e s t  une fonc t ion  assoc iée  à F ( " ; ~ \ ~ ) .  

ThZahème 7 1 . 7 . 5 .  3 fonc t ions  assoc iges  à F sont  l i é e s  par une 

équat ion homogène l i n é a i r e  dont l e s  c o e f f i c i e n t s  sont  des  polynômes en 

( a , b , c , x ) .  

En p a r t i c u l i e r  une fonc t ion  assoc iée  à F s 'exprime l inéa i rement  

au moyen de F e t  de l ' u n e  des  s i x  fonc t ions  cont igües à F.  

iyri**on dijll-eiLti&e l i . l . 5 .  La fonc t ion  F a  ) v é r i f i e  - 
l ' é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  du type d e  Fuchs 

I n t é g r a l e  généra le  : t ab l eau  de Kunmer. 

D'après l a  t h é o r i e  des équat ions  d i f f é r e n t i e l l e s  du type de Fuchs 

e t  d ' ap rè s  Riemann, l e s  pô le s  des c o e f f i c i e n t s  de y  e t  y '  é t a n t  simples 

e t  l e s  rac ines  des  équations déterminantes  en O , 1 ,  é t a n t  0 , l - c  ; 

0,c-a-b, a ,b  on a  l e  théorème su ivant  : 

TheahCrne 1 1 . 7 . 6 .  Une i n t é g r a l e  de 1' équat ion hypergéométrique 

e s t  holomorphe dans l e  vo is inage  de t o u t  po in t  sauf en x  = O , l , m  qu i  son t  

s i n g u l i e r s  r é g u l i e r s  ; lorsqu 'aucun nombre c,c-a-b, a-b n ' e s t  

e n t i e r  il e x i s t e  2  i n t é g r a l e s  indépendantes r é g u l i è r e s  dans l e  domaine de 

chacun des po in t s  s i n g u l i e r s  

(0) = xl-c  p2 (c )  
Y 2  

( l )  = (1-x) c-a-b 
y2 ~ ~ ( x - 1 )  

1 = x-b p  (-) 
Y2 6 x 



P(x-a) d é s i g n a n t  une f o n c t i o n  holomorphe dans  l e  domaine d e  convergence 

d e  l a  s é r i e  a u t o u r  d e  a e t  P ( 0 )  # 0. 

On dés igne  p a r  

1 

P 1 ' i n t é g r a l e  g é n é r a l e  d e  1 ' é q u a t i o n  a 
1-c c-a-b 

e t  on  a  pour 1x1 < i 

Pour lx-l 1 < 1 on t r o u v e  pour l e  symbole d e  Riemann 

c-a-b 

P3 (x)  p, (XI 

pour  lx 1 > 1 on t r o u v e  

F ( 1 .) = l x )  -a ( a ,  ~ - b  $ 1  l 1  

= (1-x) 
a -  ( c-a, c-b l x )  ., 

2 1 C 



A 
où on prend la détermination de (1-x) qui prend la valeur 1 pour x = 0 ,  

1 < 1 <=> Re x < -. les séries 1 ' et 1" sont convergentes pour 2 

On fait de même avec les 2 autres et on obtient les 24 intégrales 

particulières de l'équation hypergéométrique de Kummer. 

1 i i i é g h d e  h y p m g é o m W q u e  d ' 

Théahème 7 1 . 2 .  7 .  Formule de Jordan-Pochhammer . 
Lorsque Re c > Re b > O la branche principale de la fonction hypergéomé- 

trique est représentée dans tout le domaine C I ,  par l'intégrale 

avec Re c > R e  b > O j.arg(l-x)\ < Il. 

r (CI 
B(b,c-b) = r(b)r (c-b) le chemin d'intégration étant rectiligne de O à 1, 

1 .  la fonction multiforme U(a) admet les points de ramification : 0, 1, - 
X '  

sa détermination est choisie de manière que arg u = 0, arg(l-u) = 0, 

arg(l-ux) = O si u = 0. 

L a  dotunuRa d e  fiam ~ o m a t i o n  d t  E U - e a  eX G a u d .  

v En faisant les changement de variable u = 1-v, u = 
1-x-VX ' 

1 -x u = -  
1-vx F2 1 ) se change en une intégrale du mime type ce qui motive 

les formules 1 ,  1'' 1 '  et qui donne les 24 intégrales particulières de 

1' équation de Gauss. 

Il y a d'autres formules intégrales de Jordan-Pochhammer qui 

n'imposent plus la condition Re c > Re b > O que nous découvriront dans 

la suite de l'exposé. 



ThEahQme de  Gaua  77.1.b. Pour le quotient de 2 fonctions hyper- 

géométriques on a le développement en fraction continuée suivant 

avec a = - (a+n> (y-B+n> 
2n+ l (y+n) (~+2n+ 1 ) 

les réduites A,(x) et B (x) sont liées par la relation 
n 

avec 

deg A2n = n deg A2n+l = n+l 

deg BZn = n deg B = n 2n+ 1 

Théungrne de Riemann 71.1.9. Dans le domaine muni de la coupure 
- 

1 en excluant les zéros de ( x )  la fraction continuée de Gauss 

converge uniformément dans ce domaine et représente effectivement le quo- 

tient des fonctions 



Les développements en fractions continuées résultent essentielle- 

ment des relations de contiguité de la fonction hypergéométrique. 

On a également des résultats explicites importants 

a) An(x) et Bn(x) sont des "polynômes hypergéométriquesff 

2F1 (a,:1 lx) A*(x) m+l 
b) le reste ---  - x . R (x) est une fonction hyper- 

B,(x) m 

Ceci sera précisé dans la suite. 

Nous allons voir un cas particulier important. 
- 

NB : Dans la suite on identifiera -- 2F, avec F 
2 1' 

R a p p ~ I .  F ( l  'a l x )  est solution de lléquation différentielle de 
2 1  Y 

type de Fuchs 

Mais dans ce cas particulier, elle satisfait l'équation du premier 

ordre 

ce qui en utilisant le symbole de Riemann permet de mettre la solution 

sous la forme 



En remarquant que ,FI ( o ~ ~ x )  = 1 , on peut trouver le développe- 

ment en fractions continuées de 2FI ( et dans ce cas les déduites 

sont liées aux polynômes de Jacobi par le théorème suivant : 

ThCohème 7 1 . 7 . 1  7 .  Considérons I) (x) = (a) . r (YU) l,a 1 
~(Y)x . 2.1 ( y I F )  

il existe 2 polynômes PayY(x) et Q:>~(x) de degrés respectifs n et 
u 

n-l tels que 

0~ pCyy(x) = 2 ~ 1  (nyi*n-l ) = F (y- a , )  est Le polynôme de Jacobi que 
n n 

l'on peut aussi écrire 

Le reste est sous forme hypergéométrique. 



C o m m e  II. I. II. (x) = Fn(y-1 ,a,x) et n 

- (n) x sont solution de la même équation différentielle 

hypergéométrique 

Démonstration du corollaire : 

a) on peut le vérifier directement 

b) le plus astucieux est de raisonner avec le symbole de 

Riemann (cf. Théorème II. 1 .6. ) 
i 

Il suffit de vérifier que à 2Fl( a et 
l 

-n n+l , y+n 1 ) on peut associer des symboles équivalents 

à 2 F l ( n n 1 1 x )  et associer le symbole P -n 

1-a y+n-1 a-y+l i 

m 1 

-n n+l ,a+n 1 
à x  2~2Fi( y+n 1;) et associer P 

1 1-y-n y-a-1 
m 1 

qui est équivalent à P ( O n O 1 , qui est également Gqui- 

1-a 1-y-n y-a- 1 

m 1 

valent à P (l n O )(car quand on change n en n et 

1-a y+n-1 a+l-y 

1-y-n en y+n-1 on utilise le fait que la somme des exposants est 

égale à 1 



1 
r (a) r i ua-l(l-u)~-a-l Démonstration du théorème : on a g(x) = 

T(Y) J O  X -u 
du a 

Nous allons déterminer les polybômes de degré n et Qn(x) 

de degré n-1 tels que 

Qn(x) 1 p=" c - $(x) = - - --- 1 ,  P (cf. chapitre III) 
Pn(x) P,(x) p=n+l 

X 

1 Pn 
ua- l( 1 -u)Y-a- l du 

on a d'après @ pn(x)$(x) = - d'où x-U 

1 0  x-u 

On pose Qn(x) = du qui est un polynôme de 

degré n-1 et 

( 1 -u) Ta- l du 

n x-u 

Comme dans la théorie des polynômes orthogonaux on va déterminer Pn 
tel que 

1 

uwl (I-U)~'~-~ u P (u) du = O 
O 

n O 

pour k = 0,1,2, n-1. 

pour ( x / > l  



k=a3 

1 [ 1' P,(u) u 
a+k- l  1 

( h , a - l  du] 
k=O O x 

1 
on c h o i s i t  P v é r i f i a n t  @ ; l a  2ème i n t é g r a l e  débutera  b ien  par  - 

n  n+ l 
X 

e t  on aura bien P (x)$(x) + Qn(x) = Rn(x). n  

Lmme 11.7.7 1 .  ( a )  . Fohmu& dc Rodkigueh. 

(no ta t ion  des polynômes de  Jacob i ) .  

1 

~ é m o n s t r a t i o n  : On cons idère  f (u) P  (u)du e t  on i n t è g r e  
n  

n  f o i s  par p a r t i e .  On o b t i e n t  a i n s i  : 

e t  c e c i  à condi t ion  que l ' o n  a i t  : 

k  = 0 , 1 , 2 ,  n-1. 

Ce q u i  e s t  v é r i f i é  s i  f  e s t  un polynôme e t  s i  Re a > O e t  

Re(y-a) > O,  donc s i  f e s t  un polynôme de degré i n f é r i e u r  à n  

ce  q u i  montre que P e s t  l e  polynôme cherché.  
n  



On prendra  f i n a l e m e n t  pour dénominateur d e  l a  r é d u i t e  d e  rang n 

l e  polynôme donné dans  l a  formule  du lemme. 

J a c o b i  a démontré que Fn(a ,y ,x )  = 2P,  pour c e l a  il 
. . 
ième 

s u f f i t  d e  développer  dans  f p a r  l a  formule  d e  L e i b n i z ,  l a  d é r i v é e  n n 

c e  q u i  permet d ' é t a b l i r  que ? = (1-x) 
n e t  en a p p l i -  

n 

quant l a  t r a n s f o r m a t i o n  d ' E u l e r  on t r o u v e  : 

donc l e  polynôme Pn(x) s ' é c r i t  b i e n  

Lmme 11.7.11. ( b ) .  Les polynômes d e  J a c o b i  forment une f a m i l l e  

o r t h o g o n a l e  s u r  [O, 11 pour l a  mesure xY-' (1 -x)~- '  c '  e s t - à - d i r e  que 

1 F (x)  F (x)  X ~ - I ( I - X ) ~ - ~  dx = O s i  n + m  
O 

n m 

Démonstra t ion : Ceci  r é s u l t e  du f a i t  que 

C e t t e  formule  permet d e  démontrer  l e  lemme. La forme du r e s t e  dans  l e  t h é o r è -  

me r é s u l t e  d e  l a  formule  d e  Rodrigues  e t  d ' u n e  i n t é g r a t i o n  p a r  p a r t i e s  

( c f .  a u s s i  111.3.7 @ ).  



1 1 . 2 .  FONCTlON ffYPERGEOMETRl0,UE GENERALZSEE. 

D é d i w o n  1 1 . 2 . 1 .  Soit la série de Gauss 

a n=co (al ,n) (a2,n). . .(a ,n) n 
b n=O (b,,n)(b,,n)...(b:,n)n! x .  

Nous dirons que la fonction définie par cette série à l'intérieur 

de son cercle de convergence (qui comprend tout le plan si p < q+l) et 

par son prolongement analytique au dehors est une fonction hypergéométrique 

d'ordre p. 

R~mrnquU.On supposera que les éléments b sont distincts des 
j 

éléments a. si p = q+l le rayon de convergence de cette fonction est 1 .  
1 

~ ~ ~ a ; t i o n  ci44é.hed&e 7 1 . 2 . 2 .  

En posant Q(x) = x(x+bl-l)(x+b2-1) ..... (x+b -1) 
q 

n=oO 
'n+i - 

n C 
p(n) n > 1 Soit f (x) = 1 C xn une série formelle où - - --- 

n=O n Q(n+l) 

Alors f(x) vérifie facilement l'équation différentielle suivante 

On vérifie facilement que f(x) = F 

On a (6 (6+c-1)-x(B+a) (6+b)}f qui est l'équation différentielle 

véfifiée par 

On peut se demander comment on passe de l'opérateur 6 à 

d 
l'opérateur D = - 

dx ' 



On a par exemple Z ~ D ~  = 6(6-1) (6-2) (6-n+l) et d'autres 

formules cf. Yudell-Luke : "The special functions" p. 24,25,26. 

Nous nous intéresserons au cas q = p+l. 

a a 
1 2  

a 

On vérifie que F 1 .) satisfait une équation 
P+] P b 

P 

différentielle de type de Fuchs d'ordre p+l. 

Les seules singularités sont O , ,  (cf. Bateman p.184). 

Pour symbole de Riemann associé on a dans ce cas (cf. [13] ) 

n(n-1) 
car on pose que la somme des multiplicités des singularités est 2 'P. 

Les formules de Pochhammer sous forme intégrales, prolongement 

de la série de Gauss que nous utiliserons, sont 



06 a l , a 2  a p + 1 9  b l  b s o n t  d e s  pa ramèt res  complexes v é r i f i a n t  
P 

Re(bi) > Re(ai)  > O,  i = l ,  2 ,p  / a r g ( l - x )  1 < Il e t  d ' a u t r e s  formules  que 

nous u t i l i s e r o n s  dans l a  s u i t e  d e  l ' e x p o s é .  c f .  Evde ly i  Bateman. 

Par  exemple dans  l e  c a s  d e  polynômes hypergéométr iques  

a a J 2 i=p  - i T  (b  . ) exp ( - ina .  ) 
1 1 

( X I  b 1 b 2  'P") = I ( a i ) ( b i - a i )  2 s i n l a i  
X 

p+1 P b P 1= 1 

avec R e  bi > Re a / ~ r ~ ( - x )  1 < Ii l e  pa rcours  d ' i n t é g r a t i o n  é t a n t  l e  i 

s u i v a n t  : 

l e s  d é f i n i t i o n s  d e s  f o n c t i o n s  c o n t i g ü e s  e t  a s s o c i é e s  s o n t  l e s  mêmes. 

Les r e l a t i o n s  d e  c o n t i g Ü i t é  s o n t  en  g é n é r a l  beaucoup p l u s  compli- 

quées que dans  l e  cas  2F1 .  

( C f .  Bayley pour 2F3 e t  Wilson pour 3 F 4 )  . 

Considérons l a  f o n c t i o n  hypergéométrique 

1 m 
on a f a c i l e m e n t  l i m  ( E , m ) ~  = 1 d ' o u  on en  d é d u i t  que 

€+O 

1 m 
l i m  2F1 
E'O Y m = ~  (Y,m) m! 



ce qui d'après la notation précédente donne F I  ( 1x1 ou G(.,Y,x) 

Cette fonction est la première dégénérescence de la fonction de 

Gauss et vérifie l'équation differentielle 

c'est-à-dire en faisant E -+ O cette équation "tend" vers 

d " ~  x --7j + (y-x) - dy - ay = O 
dx 

11.2.4.1. 
dx 

L' équation @ possède les 3 points singuliers réguliers O,m, l . 
Lorsque E -+ 0, l'équation 11.2.4.1 ne possède plus que 2 points 

singuliers O et et étant irrégulier, résultant de la 

II confluence" des 2 singularités régulières - 1 et 
E 

F ( a 1 )  est la fonction hypergéométrique confluente lorsque 
I l  Y 

y f! N l'intégrale générale de 11.2.4.1 peut être mise sous la forme 

qui peut se déduire par passage à la limite de 11.1.6. 

on peut exprimer F ( 
1 1  Y 

par une intégrale définie 

Cette intégrale ne change pas quand on fait u = 1-v d'où la formule 

X 
Kummer F (' lx) = e F (y-a l x )  limite de la formuled'iuler 

I l  Y 1 1  Y 

Toute fonction de Kummer où a = -n entier négatif est un poly- 

nôme de degré n qui se déduit par dégénérescence des polynômes de Jacobi 



ce qui en passant à la limite donne 

si y = 1 on obtient les polynômes de Laguerre. 

I I  

Considérons la fonction hypergéométrique 
2F 1 Y 

I 1 
on a comme 1 im (--,m) (-,m) . E ~ ~ =  1 

E'O 
E 

série qui converge pour tout x ê C. 

On pose 

or Bessel pose 

De l'équation différentielle 

1 1  - - 
vérifiée par 2Fl ( ' E l ~ 2 x )  , on déduit en faisant E -+ O celle vérifiZe 

par y(y,x) qui est 



Lorsque y +? 1N l'intégrale générale de cette équation est de la forme 

Grâce à la formule @, on peut, en partant de l'équation diffé- 

rentielle précédente, retrouver l'équation différentielle vérifiée par la 

fonction de Bessel. 

11.3. GENERALISATIONS DE LA FONCTION UYPERGEOMETRl?UE. LES G-FONCTlUNS. 

Fatunde d e  Mellin-Bahna 11.3.7. cf. [21] 

Démonstration : On applique le théorème des résidus à la fonction sous le 

signe . sur le contour C. suivant : (cf. Fig. 1). 

1 1 
1) le segment [-i(n+ -) , +i(n+ ?j]. n entier ~ositif, de l'axe 

2 

imaginaire de façon à laisser à sa droite les pôles de T(-s) et à sa gauche 

ceux de T (a+s) et (B+s). 

1 
2) la demi circonférence C(0, n+ -) située à droite de l'axe 2 

imaginaire. 

On fait tendre n vers l'infini et on conclut par prolongement 

analytique sur G muni de la coupure [l ,a [. 

On peut retrouver les propriétés de la fonction hypergéométrique 

par cette formule que l'on généralise. 



s i  O & m < q ou O < n 6 q l e  produi t  v ide  s e r a  égal  à 1 e t  l e s  para- 

mètres ah e t  bh sont t e l s  que aucun pôle  de T(b.-p) ne co ïnc ide  avec 
J 

un pôle  de T(1- ak+s) .  

Ainsi  (ak-bj) n ' e s t  pas un e n t i e r  p o s i t i f  e t  on supposera 

que x # 0.  

On prendra pour L une boucle commençant e t  s e  terminant à +m, 

encerc lan t  l e s  pô les  de I'(b.-q) j  = 1,2 m dans l e  sens néga t i f  e t  év i -  
J 

t a n t  l e s  pôles  de I'(1-ak+s) k = 1,2,n.  

L ' i n t é g r a l e  converge pour q > 1 a i n s i  que s i  p  < q e t  

1x1 < 1 .  

En u t i l i s a n t  ce  parcours  on a  en u t i l i s a n t  l a  somme des r é s idus  

ThEotème 1 7 . 3 . 3 .  c f .  [41] 

avec p < q  ou p = q  e t  I x l < l .  



(l'étoile ayant pour signification que l'on omet le facteur si celui-ci 

est nul). 



111.1.1. CUA gEnC9r.d. (cf. [4]) 
j =n 

Dé&Ln&Lon. Soit une série formelle A(x) = 1 a xj à coefficients 
j =O j 

dans &. - - 
e approximant de Padé de type /L,MI une fon ction 

- - 

PL (XI  
rationnelle notée [L/M] = où 

. P (x) est un polynôme de degré au plus L L 

9,(x) 
Il II 11 

I i  M 

tel que (0) = 1 qui vérifient la condition Q (x).A(x) - PL(x) = 
M M 

QM(x).I$+M+l(~') où %+M+l(~) est une série formelle d'ordre L+M+l qui 

est le reste de l'approximant de Padé. 

711.1.2. Co~néquencu eA h a p p a .  

a) On démontre l'unicité de l'approximant de Padé 

b) on démontre que [L/M] existe si et seulement si le détermi- 

nant suivant 

(déterminant de Hankel). 

c) Dans les applications de l'arithmétique nous aurons besoin d'une 

estimation précise du reste 
%+M+ I 

(x) en fonction du dénominateur QM(x) . 



d) Dans certains cas nous ccnstruirons l'approximant de Padé 

en x = O de type [L/L] et P+I/L] qui correspond aux réduites du 

développement en fraction continuée de A(x). 

Nous allons construire un approximant de Padé pour un système de 

fonctions fl(z),f2(z),...,f (z) satisfaisant un système différentiel 
n 

linéaire de la forme 

Pour des fonctions Qj,i(Z) rationnelles possédant un développe- 

ment en série entière dans C [(z)] . 
Cet approximant de Padé de type [L/L] et [L+I /LI devra satis- 

faire aux conditions suivantes : 

a) le reste de l'approximant de Padé doit satisfaire un système 

d'équations différentielles explicite. 

b) les polynômes de l'approximant de Padé doivent satisfaire une 

équation de récurrence linéaire ainsi que le reste. 

c) le reste %(z) = R(z,w1,w2, ... v ) doit pouvoir se mettre 
n 

sous forme intégrale. 

d) on doit pouvoir donner un équivalent asymptotique du reste 

/R(z,N) 1 de /pL(z) 1 et de / Q ~ ( Z )  / pour z # 0 et N = L+M tend vers 

1' infini. 

Pour cela nous introduisons des approximants de Padé spéciaux qui 

vérifient les conditions a), b), c), d) et qui se retrouvent également dans 

les démonstrations d'irrationalité et de transcendance de certains nombres 

liés à des équations différentielles que l'on retrouve dans les oeuvres 

d'Hermite, Malher, Siegel. 



VédinLtion 111.1.4. Apptaxhnant de Padé de Xype 7 .  

S o i e n t  Cz , z 2 , .  . . , z  1. N  oints d i s t i n c t s  d e  E e t  f l  ( z ) ,  . . . f n ( z )  N 

des  f o n c t i o n s  a n a l y t i q u e s  dans  un v o i s i n a g e  d e  z  = z l ,  z  = z 2 ,  ..., z = z N ' 

Pour n  e n t i e r s  n a t u r e l s  m l , m 2 ,  m on c o n s i d è r e  l e s  n  polynômes n  ' 

A i ( z / f  , f 2 ,  f n ,  m l  .m2, mn) : d e  degrés  4 m .  t e l s  que l a  f o n c t i o n  
1 

a i t  pour  z é r o s  {z , z 2  zN} . T e l s  que 

s  =N i = n  
1 ord  z  (R) 1 { 1 (mi+])}-1 

j = I  j i= 1 

. ~ ( z  If ] f 2  fn,mlm2 mn) e s t  l e  r e s t e  d e  l ' appr ixomant  d e  Padé 

d e  t y p e  1 pour l e  sys tème { f , ( z )  f  ( z ) }  dont  l e s  p o i d s  r e s p e c t i f s  s o n t  n  

m,m2 m n ;  A . ( z / f l y f 2  f  n  , m m  1 2  mn)  
s o n t  a p p e l é s  l e s  approximants d e  Padé 

J 

d e  t y p e  1. 

En g é n é r a l  on c o n s i d è r e  l ' approx imant  d e  Padé e n  un s e u l  p o i n t  

z  = o. 

Le c a s  l e  p l u s  i n t é r e s s a n t  e s t  c e l u i  où l e s  p o i d s  m .  i = 1 , 2 ,  n  
1 

s o n t  t e l s  que m .  = N i = 1 , 2 ,  n .  ( c a s  d i a g o n a l )  ou / m i - ~ l  4 1 c a s  
1 

"SOUS d iagonal ' ' .  

On n o t e r a  R ( z )  l e  r e s t e  de  l ' approx imant  d e  Padé 
n  

* i , ~  ( z )  : l e s  polynômes d e  t y p e  1. 

V é d i m o n  111.1.5. Un approximant d e  Padé de  t y p e  1 e s t  d i t  par-  

f a i t  s i  O e s t  une é g a l i t é .  Il e s t  d?t presque p a r f a i t  s i  e t  seulement  s i  

pour une c o n s t a n t e  a b s o l u e  ~ ( f )  > 0 .  



111.2. AppoximanA de Padé de ,type 71. 

D é d i m o n  111.2.1. Soient f (z), f2(z) f (z) des séries 
n 

formelles et pl,p2.. p ) des entiers positifs. 
m 

On dira que {ai(x), a2(x), an(z)} est un système de polynômes 

de type II correspondants aux poids (pl,p2,..p ) et au système m 

Si {ai(z)} est un système de polynômes non identiquement nul 

vérifiant 

1) deg aî(x) & &-pi avec 6 = 1 pj 
j=l 

2) l'ordre en z = O de 

est au moins 6+1 pour k = 1,2, ... m et p = 1,2, ... m. 

E x ~ m p l ~ n .  Les premiers systèmes d'approximants de type 1 et II 

ont été introduits par Hermite en 1873 pour démontrer la transcendance de e; 

. Malher les a également utilisés pour trouver des approximants 
. Cf. [ 2 4 ] .  de II et l'inégalité III- FI > - 

- 42 
q 

. Nous donnerons des exemples dans la suite de l'exposé. 
Le lien entre les deux types d'approximants est le théorème 

suivant : 

ThéohErne 111.2.2. Soit A(z,pIp2 p ) la matrice de terme 
m 

général 

et C%(Z (pl pz P ) la matrice de terme général 
m 



Sous certaines conditions (cf. DE Bruin - Generalised functions 

and multidimensionel Padé table), on a 

pour des constantes c i ' 

En d'autres termes si on connaît un système de polynôme de 

type 1 on connait un système de type II et réciproquement. 

D'où l'équivalence de ces deux méthodes. 

Malher a également prouvé que les deux polynômes 

où a et b sont constants. 

117.3. FohmLLee d ' i n t e , t p a L d a n  d' i- temnLte.  

Soit f(z) une fonction holomorphe à l'intérieur d'une courbe 

fermée C contenant l'origine O et soient zl,z 2...zn n points de C. 

On définit R(zl,z2, ... z 
n 

j =n 
Alors en posant z 1 = w1,w w 1 avec n = 1 (n .+ l )  * j = l  J 

n 1 +1 fois 

z i = { W .  1 1  ,W. ui} n fois i+ 1 



j =n 
1 a nj {f(~)(~*~) 

Alors R(w w w ) = 1 - 
1 '  2' n n.! (z) j=i J 

pn (2 1 

f (2) Démonstration. C'est le théorème des résidus appliqué à la fonction --- 
p*(z) ' 

111.3.7. Soient w des nombres complexes tels que W19W2 m 

u.-w # E et Wi9wj non entiers. 
1 j 

On pose 

i=m k=Ki k=Ko 
K étant des entiers m (s) = TT (s+k-a.) (~+k), KO.KI 

O i=l k=O 1 k=O 

positifs et C contenant tous les zéros de @ (s), on a le théorème 
O O 

suivant : 

f (x) = 1 fi(x) = F (I,w~,c,x) et 
O 2 1 

deg Ai 6 Ki i = 1'2, ... m. 

Démonstration. C'est le théorème des résidus appliqué à la fonction R où 

les pôles de 0 (s) sont simples et les résidus en s = k+u. sont 
O 1 



1 ,  -k+w 
On utilise le fait que 2F 1 ( 1 )  est combinaison lineaire de 

1 =  F  
2  I 

( ) i coeiiicients qui sont des fonctions 

rationnelles de w c et polynomiales en x. 
i' 

Ceci résulte de la relation de contigÜité suivante : 

ce qui permet de démontrer par récurrence que 

est un polynôme de degré S K. en (1-x). 
1 

A p p x o x h a n t  d e  Padé dc  ;type 1 p o w ~  &en boncitionn b incrnu .  c f .  [I g] 

Theohëme 111.3.3. En posant 

où C est un contour décrit dans le sens positif entourant les pôles 

Alors 



Démonstration : C'est le théorème des résidus. 

ThéunZrne 151.3.4.  Appfioxhnavct d e  Padé. cet "~unc;tiavt?l hype,tg&omé.- 

A3Liqu~n". 

où x signifie que w -k! + l  est omis. 
ii M 

Ce qui montre que 

est un polynôme hypergéométrique. 

où G est la fonction de Meijer (cf. I I . 3 . 2 ) ,  c étant une constante 

positive. 

Déxonstration : On va évaluer de manière précise . 

Soit C' le terme constant du polynôme 
O 



donc 

donc C' est le coefficient de la fonction hypergéométrique. 
O 

Le quotient du terme de degré ut1 et de degré w de %(x) 

en 1-x où w = 0,1,2, 
est 

d'où on en déduit que 
1 

A U ( X I P ~  
est bien un polynôme 

hypergéométrique. 

Pour m = 2 on obtient : 

Formules (III. 3.4. ) . 



En écrivant 

on retrouve la formule du théorème 11.3.3 en remplaçant x par 1-x et en 

faisant p = q = m, aP = WU + pV, b = w on obtient 
1i 1-i 

d'où le théorème. 

W U  

Lemme 111.3.5. R(xl 
1 2  n'est pas identiquement nulle 

PlP2 
et est d'ordre 1 (le système d'approximant étant parfait). 

W U  n=m n 
~~monstration : on peut écrire R ( X I  Im ) = I a n x  

PI '2 Pm n=O 

où C entoure tous les pôles. 

n- 1 
c'estpourquoi a 1 Res le numé- n p=m r=p -1 

X=m Do (x-uV-r) 

u= 1 

rateur qui se compose du coefficient binomial est de degré n et le déno- 
u=m 

minateur est de degré Pu = O  

u= 1 



Ainsi 

k=m w 
Donc 

k 
% ( l - x ) ( l - X )  = 1 a x q ,  ce qui montre que le système de 

k= 1 q x -  1 q 

polynôme A . ( x )  où deg Ak = 0 -1 est un approximant de Padé de type 1 k 
1 w2 '-"k 

pour le système (1-x) , (1-x) ,...,( 1-x) . 

Théuhème 1 7 1 . 3 . 6 .  ThéohZrne de  Padé. 

Pour m = 2 on a 

Démonstration : Nous allons faire la transformation x -+ 1-x d'après 

11 .15  et 11 .1 .6 .  on peut écrire 



où P e t  Q s o n t  d e s  c o n s t a n t e s  c a r  l e s  3 s o l u t i o n s  p a r t i c u l i è r e s  s o n t  

s o l u t i o n s  de  1 ' é q u a t i o n  

En p r e n a n t  a  = - p l + l ,  b  = w -W + 1 ,  c = -p -p +2 on e n  d é d u i t  que 
1 2  1 2  

-W +W 

o r ,  pour  -o +a # O ,  21, 22 ,  t 3  ,... I p ,  (1-x) 
1 2  n ' e s t  p a s  une f o n c t i o n  

1 2  

r a i i o n n e l l e .  

On en d é d u i t  pu i sque  l e s  3  s é r i e s  s o n t  d e s  polynômes que Q = O 

e t  en  f a i s a n t  x = O a l o r s  

o r  d ' a p r è s  l a  f o r m u l e  de  Gauss 

F (a:" ] l )  = r ( c )  . r (c-a-b) 
2  1 r (c-a) . r (c-b) 

s i  Re(c-a-b) > O d 'où l a  v a l e u r  de  P.  



On en déduit que 

d'où 

or on sait que 

C étant le parcours complexe de la formule de Mellin Barnec (cf. 11.3 .2) .  



On suppose que O < x < 1 e t  en in tégrant  sur  Re z = a avec 

-t 
a < min(Re w l ,  Re w2) en posant z = u2-S, 1-x = e t > O ,  on ob t i en t  

où b > max(0, Re(wl-w2)). 

W 
2 

A p a r t  l e  f ac teur  (1-x) on retrouve l e  transformé de Laplace 

r ( s + w ~ - w ~ ) ~ ( s + I )  
de l a  fonction e t  en se  servant  d'une t a b l e  des t rans-  

~ ( S + W ] - W ~ + P ~ ) ~ ( S + P ~ )  

formés d e  Laplace on trouve 

@ Dans l e s  app l i ca t ions  on prendra p l  = p 2  = p E IN , W ,  = O ,  



RemdhqueA 177 .3 .7 .  Pour les polynômes hypergéométriques on a les 

relations suivantes 

Si a = -m et c = -n, b & E ,  on définit le polynôme hypergéométrique de 

la façon suivante : 



7 7 7 . 3 . 8 .  R W o m  de condluence. Apphoha& de Padé de Xype 7 

Théokème 7 7 1 . 3 . 8 .  Soient  pl e t  p2, 2 e n t i e r s  p o s i t i f s  e t  

w + w 2  
1 

deux nombres complexes d i s t i n c t s .  

wl ,x  W X 

de Padé de type 1 pour l e  système (e 
2 , e  1 au poin t  (p l  ,p2)  e t  

Démonstration : Ceci r é s u l t e  du p r inc ipe  de confluence e t  des  formules 

X 
(111.3.4) s i  on remplace w par  -w u ,  w2 par  -02u , x par  - 1 1 

e t  
U 

que l ' o n  f a i t  u  -+ m. 



Pour w = 1, w = 0, - 
2 - P2 = p, on retrouve l'approximant 

1 

de Padé pour e . 
Yalher dans son article intitulé "Applications of some formulae 

by Hermite to the approximation of exponentials and logarithms (Math. 

Annalen. 1967) a utilisé un système d'approximant de type 1 pour le système 

Nous repartirons de la formule 

où l'on pose Q(z) = (z-r) . 
u= 1 

ThéohCrne 111.3.9. En posant ~ ( x l p ~ , p ~  pm) = - 21TI 

\(XI p l  9 ) est un polynôme de degré au plus y1 . m 

1 
Démonstration : En faisant un développement en série de Laurent de - 

@ ( z >  

au voisinage de ces pôles on trouve : 



Comme p l  & p2 d p3 ..... d pm on e n  d é d u i t  que 

i' - O  

pour  O & v G p l - ]  , cV = O pour  v > pl-1 
-m 

pour  pour  

c-, + O  'rn- 1 - 1 , < v , < p - 1  m , - 1 m cV = O pour  v > p - 1  

z 
En déve loppan t  f ( x )  = (1-x) au v o i s i n a g e  de  Z = V e n  s é r i e  

on o b t i e n t  

Des for inules  1) e t  2) il r é s u l t e  que 

e t  p a r  l e  théorème des  r é s i d u s  

v=p - 1  (v )  
U=rn 

= 7 L ~ ~ ~ - ~ ( I - x )  C-m+U- I v 
(m-ri) ! 

(1-x) 
u= 1 v=o 

v=p -1 (v )  
m C 

-m+U- 1 
d 'où  e n  é c r i v a n t  A ~ ( x ~ ~  ,pz pm> = 1 (1-xlV v = I , ] ,  ..., m 

v=o (m-v) ! 
on en d é d u i t  q u e  



où A ~ ( x I  ,p2 i> ) est un polynôme dont le degré est donné par m 

Pu- 1 pour v = 1 
dli(~1i(~I~I,~2 $1) = { - 1  pour p = 2,3 m. 

On termine la démonstration par un lemme analogue à 111.3.5. 

Lerne I I I 0 3 * 1 o .  R ( X ~ P ~ , P ~  P n'est pas la fonction identique- m 

ment nulle et la famille A (xlpl ,p2 p ) est le système dlapproximant de m 
m- l Padéde {l,~o~(l-x), ... Log (1-x)}. 

Démonstration : ~n écrivant (1-XI' = 1 - (7 ) x + (:) x2 . . . . . . . et en in,,- 
grant termes à termes R(X/ p, ,p2 p ) on en déduit que 

m 

n- l U q  
avec a = (-1) 

n le degré de @ ( z )  étant 1 pli = O on en 
2- u= 1 

déduit le résultat demandé. 

r=pI-1 cV 
Démonstration : On a Al (x 1 p -m (1-x)' avec c (v > 

1yp2 pm'= 1 (m-l)! 
r=O -m 

défini comme en 111.3.9, on a 



ce qui montre que Al (x 1 pl ,p2 p ) est un polynôme hypergéométrique 
m 

(même démonstration que dans le cas binomial). 

On a : 

De même R ( X ~ P ~ , P ~  p ) est une G fonction où n = O, p = rn, q = m, m 

aP = Pu 9 bu = 0, z = 1-x et on a : 

C* étant le parcours classique de la 6-fonction (cf. 11.3.2.). 

Dans ce cas particulier il n'y a qu'un nombre fini de pôles, c'est 

X 
pourquoi on peut réduire C à un cercle d'orientation négative entourant 

ces Pm pôles. 

C a t t o U e  111.3.12. Cas m = 2. 

Démonstration : analogue au cas binomihl. 



C u m U a L t e  1 1 7 . 3 . 1 3 .  iThé04ème d e  P a d é ) .  

1 9 1  

On a : 
Log ( 1 -x) 

2 ( lx) = - X 

avec O L pl L p2+1, c # O constante réelle, ceci en remplaçant P2 Par 

p2-1 on retrouve les résultats de 11.1.11. 



9; (XI 
IV. 1 . 1 .  Menune de l l h a . t i o n a L i t é  de exp(:) et 

n - ~7 

a) E. Borel en 1899 trouve une approximation rationnelle de e telle 

que l'on ait le - PI > q -c l"g(log q, où c est une constante 
q 

b) 1. Popken (1928) trouve comme mesure de l'irrationalité de e une 

inégalité du type suivant 

c) K. Malher (1932 et 1967) montre que pour tout rationnel r f O 

-2 1 1 ---il- ) (cf. [24] ) . 

avec c = c(a) > O pouvant être une constante absolue si 1 q l  > q(r) . 

Malher utilise pour cela les mêmes techniques d'approximations 

que celles d'Hermite par des approximants de Padé de type 1 donnés par la 

formule d'interpolation d'Hermite. 

2 
Cependant, pour 

r $ ; nous n'obtenons pas la "meilleure mesure 

de 1' irrationalité de er" . 

Rapp&. On considère l'équation différentielle de Bessel 

on sait que si v & iN elle admet 2 solutions linéairement indépendantes 



v est l'ordre de la fonction de Bessel d'après (11.2.4.2) on a : 

3 

Nous allons démontrer le théorème suivant 

r 2 Théohëme I V . 7 . 7 .  Pour v = -  et x = -  avec , i,s,m entiers 
s s .m 

et s > 1 ,  m > 1 . Alors 

pour tous entiers p et q, p > 1 q 2 qo et C = C'(V) > O, ce qui 

donne les corollaires suivants. 

1 Cokok?hhe 7 V . 7 . 2 .  Pour v = - l'inégalité du théorème 1 s'appli- 2 

que pour tg + et 
1 

tg -/Al . 
n 

C o k o U e  7 V . 7 . 3 .  Pour tous entiers p et q on a 

Le théorème de Khintchine : cf. 1.6.8. montre que ces inégalités 

constituent les meilleures mesures d'irrationalité possibles. 

Démonstration : Le point important est la relation de "contiguité" suivante 

dite formule de Lommel. 



ce qui par récurrence permet de démontrer le lemme suivant : 

Lmme 1 V . 7 . 7 .  

1 où R _ ( x )  sont des polynômes de degré m en - qu'on appelle polynôme 
m, v x 

de Lommel. (cf [ 3 4 ] )  

Lmme 1 V . 7 . 2 .  

Démonstration : En utilisant les relations @ et @ et la relation 
suivante 

J-V+I (x) Jv(x) + . (XI = ( 2 ~  XI-I sin UV 

qui provient du fait que le wroaskien de 2 solutions de a est 
m(3,, = -(2nX)-I sin nv 

Lmme I V .  1 .3 .  

ou en utilisant les fonctions hypergéométriques généralisées 

- - 1 
F(v+m) 1 -m R (x) = 

m , ~  r (VI (? X) 2F3 



Démonstration : En utilisant l'expression explicite du produit de 2 fonctions 

de Bessel (cf. Watson p. 295-296) 

et en remplaçant dans la formule @ on obtient le résultat cherché. 

Renanque. Le résultat de la formule @ n'est qu'un cas particulier 
d'une étude menée par G.V.Chvdnovski pour la construction d'un approximant 

de Padé de type II pour une fonction hypergéométrique généralisée 

(Cf : Journal Maths. Pures et Appliquées 5.8. 1979 p. 445-476 

formule 1.8 p. 451). 

Lemme IV. 7.4. lthZua2me d ' i i w ~ w i ~ z )  

R (x) x m+v+l m,V 
lim (T)  r (v+d = 9 (x) 
m+m 

v- 1 

Démonstration : On a d'après le lemme IV.1.3. 

1 V+m 1 

(XI n<- m 1 v+2n 
(T~) m,V+i = I' (-1) (T X) (m-n) ! T (v+m-n+ 1 ) 

17(V+m+ 1) 
n=O r(v+n+l) .n! (m-2n)!r(v+m+l) 

En posant B(m,n) = 
(m-n) ! r (v+m-n+ 1 ) 
(m-2n) ! T (v+m+ 1) et en explicitant, on a 

B(m,n) = 
(m-n) (m-n- 1 ) (m-2n+ 1) 
(v+m)(~+m-1) (v+m-n+l) ' 

Posons N =E(\v)) =partie entière de I V ) ,  si on a n > N, 

et m > 2N, on a 18(m,n)/ < 1. Si on fixe n, on a de plus lim 8(m,n) = 1 .  
m+== 



n=00 n l  v+2n 
(-1) ( I  x) 

?V(X) = 1 n! r(v+n+i) étant absolument convergente et @ pouvant 
n=O 

s' écrire 
1 

n<- m n l  V+2n 
2 (-l)(Tx> 

lim 1 n! ll(v+n+l) 0 (m,d 
m"O n=O 

On en déduit le lemme en utilisant le théorème de Fubini Lebesgue pour le 

produit des mesures discrètes sur NXN. 

De plus la convergence vers gv(x) étant uniforme sur tout 

domaine et borné sur E la convergence de @ est uniforme sur un tel 
domaine. 

Lemme T V .  7.5. Majoration du reste. 

1 
Pour z = x+iy on a pour tout w > - - 2 

Démonstration : Nous partirons de la formule intégrale suivante pour la 

fonction de Bessel 

on en déduit que 



2 Lmme 1 V . 7 . 6 .  Si v = =  et x = - alors pour tout entier 
s s n 

2 
n 1 R (x) est entier ainsi que R (,), (de même si - E ~[i]) 

m,v m,v+l X 

Démonstration : Il suffit de considérer la formule @ 
a) de vérifier que r(v+m-n) est un entier. Ce qui résulte du I' (v+n) 

fait que n < [:] et donc que v+m-n < v+n 

b) r (v+m-n) = (v+m-n) (v+m-n- 1 ) . . . . (v-2n+ 1 ) r (v+n) et 

-m+ 2n 
= (s n) ce qui termine la démonstration du lemme. 

X Lemme 1 V . 7 . 7 .  Soit g(x) la fonction réciproque de a .T(x) 

avec a > 1 .  

Log x Alors pour x assez grand g(x) = O( 
Log(L0g x) 

1. 

X Démonstration : On pose f(x) = a r(x) qui est strictement croissante pou 

x > 2 donc admet une fonction réciproque. 

X 
Onpose y = a r(x) Log y = xLog a + Log r(x). 

Or d'après la formule de Stirling pour x assez grand. 

Il existe C l  > O, C > O tels que 
2 

D'où il existe A > O, B > O tels que 

1 X 
6 -  

1 
A Log x Log y ' B Log x 

O implique que Log B + Log(Log x) + Log x C Log(Log y) 6 Log A + 

Log(Log x) + Log x. D'où l'inégalité 

[Log B + Log(L0g x) + Il C Log(Log y) Log A Log(Log x) + 

Log x Log x Log x [=+ Log x 



ce qui implique que pour x assez grand il existe Ci > O et C' > O 
2 

tels que C' Log x ,< Log(Log g) 6 C' Log x et en utilisant a pour 1 2 

x assez grand il existe KI > O, K2 > O tels que 

d'où le résultat. 

Fin de la démonstration du théorème. 

En utilisant les formules @ et @ on obtient la majoration 

où C est une constante dépendant de l'estimation asymptotique de R (x). 
m,v 

D'où l'on obtient facilement 

2 Jv (x) 
ce qui montre que pour x = - que est irrationnel. 

s n A- 1 (XI 

JV(X) Rm-i ,v+l < C 
Puisque 2 en posant 

,'j!!.-] (x> R (x) I - m, v I R  ( X I I  (v+m+l> 
m,V 

R 
2 - Pm m-l,v+l Sn - - -  2 

2 , on en déduit que si x = - 
R (-1 qm 

sn 
m,V Sn 



Pm ce qui montre que les fractions irréductibles parmi - sont les réduites 
a 
4n 

du développement en fraction continuée régulière de 7, (XI 
(si .Yv- (x)  

m > 2C) en raison du théorème de Lagrange (théorème 1.3.3.). De l'estima- 

tion asymptotique 

2 r (v+m> 3,- 1 (x) 
g , = R  ( x ) = ~  

m7v m+V+ 1 
X (7) 

2 
avec x = - m+ 1 

s n 
et v = on déduit que 1 q m I  ". (sn) r(m). 

S 

Or pour tout N assez grand il existe m tel que 

car il existe CI > O, C > O tels que 
2 

C, ( ~ n ) ~  T(m-1) < N 4 ~ ~ ( s n ) ~ "  T(m) 

en posant g(n) la fonction inverse de r(m) on en déduit que 

On termine en utilisant le lemme (IV.1.7). 

D'où l'existence d'un réel C > O tel que 

si 5 = P ceci résulte de la démonstration car 
'm q 

7, (x) - _ P 
C 

> car 

Jv-, (x) 
2 

qg(q) 



Pour q a s s e z  grand on p e u t  t r o u v e r  m t e l  que 

"(9)) > m > g ( 2 q ) .  Il s u f f i t  d e  p rendre  m t e l  que g(? 

48 (q) De l ' i n é g a l i t é  --- > qm > 2q pour q > qo il r é s u l t e  que 
C 

Donc pour  q a s s e z  grand 

La formule  x y:(,) - v Yv(x) = -x ?+] (x) t e r m i n e  l a  démonstra- 

t i o n  du théorème. 

Le c o r o l l a i r e  IV.1.3 u t i l i s e  l e s  e n t i e r s  de  Gauss t e l s  que 

2 
- E: E ( i )  pour l e  l e m e  IV.1.6. La s u i t e  d e  l a  d é m o n s t r a t i o n  r e s t a n t  inchangée.  
X 



~émonstration : Il y a plusieurs façons de déterminer le développement de e 

a) cf. Lang (chapitre V), p. 73,74,75. 
n=oO xn 

On part du développement en série F (y,x) = 
O 1 

et de 
n=O 

la relation de contiguité suivante 

ce qui donne facilement le développement de Lambert 

e 3 - e  ' 
1 1 = [o,Y,~Y,~Y.... I d'où pour y = 2 

e-1 - 
- - [O, 2,6,10.. . .] on obtient e par quelques transformations supplémen- 
e+ 1 

taires. 

b )  On a aussi par exemple 

IV-] (2ix) 
d' où 

v+l v+2 . . . v+k 2 
.yv (2 ix) x '  x -1 x pour x = - Y on en déduit 

le résultat de Lambert. 

c) Une autre méthode proposée par Legendre consiste à partir de 

F (y,x) vérifiant l'équation différentielle 
O 1 

xy" + yy' = y (Cf. 11.4.2.1) 

Ce qui conduit facilement à la fraction continuée 



1 
En posant y = - on obtient le développement en fraction continuée 

2 

de & . Coth 2&. 

On pourrait se demander si cette méthode est généralisable à une 

équation linéaire du second ordre de la forme 

De @ on en déduit facilement la fraction continuée 

où P et Qn sont définis par y (n) = Qn y (n+l> (n+2) 
+ Pn+~y , ce qui n 

conduit aux formules de récurrence 

cependant même si PI et Qo & JZ [xl on ne peut prouver en général 1' irra- 

Y' Y tionalité de -(x) pour x & Q car @ 7(x) = [ao,al ,a2 a] n'est 
Y Y n 

pas le développement en fraction continuée régulière c'est-à-dire que les 

réduites ne vérifient pas 

sauf dans le cas des réduites liées à S.(x) qui donnent des résultats 

pour - 2 1 2 
tg x # O et x irrationnel, th -, e, e . 
X Y 

931) 
On démontre aussi que admet comme développement en frac- 

30(l) 

tion continuée régulière 1 + 1 
1 (cf. IV.1.8.b) et cette 

2 + 
3 + 1 

4 + .... 
fraction continuée donne également la meilleure mesure de l'irrationalite 

d'un tel nombre qui est de plus transcendant. (cf. [35]) 

3 
Pour e il n'y a plus de développement connu en fraction conti- 

nuée régulière et ces méthodes ne s'appliquent plus. 



APPROXT MAT1 ONS RATZONNELLES D ES LOGARlTff M ES ........................................... 

DE NOMBRES RATIONNELS ..................... 

V.1. 1NTRODUCTlON ET fflSTOR12UE DE LA QüESTlON. 

Les preuves classiques de l'irrationalité et de la transcendance 

de et log a pour a algébrique a # 0,1 donnent des bornes très 

pauvres pour la mesure de l'irrationalité de tels nombres. 

J.Popken fut le premier à démontrer que 

~ L O ~  a - PI > exp(-c2) pour c2 = C2(a). 
4 

Puis K. Malher améliora le résultat en démontrant que 

lLog a - PI > Iql 
-C Log H(u) 

4 
9 

H(a) étant la hauteur du nombre algébrique a et C une constante C < 70. 

Baker en utilisant les formes linéaires de logarithmes arrive à 

avec C3 > O, d = deg a. Pour a proche de 1 on a le théorème suivant 

(Baker) . (cf. [3] ) 

ThZanCrne V.1.7. Pour a > 1 on a 

avec v(l) = 12,5, v(2) = 7, v(a) = Log(4fi a2/(a+l)) a 

LO~(JS a3/(a+~)2) 



h = b-a > O 

Nous allons utiliser 3 méthodes : 

- la première s1 appuie sur les propriétés de F ( x ) et 2 1 

son développement en fraction continuée. 

- la deuxième sur les approximants de Padé de type 1 d'un système 

de logarithme que nous verrons au chapitre VI. 

- la troisième sur la technique des séries génératrices et des 

équations différentielles (chapitre VII). 

Théohème V .  7 . 2 .  Soient a,b ,p, q des entiers positif S. Supposons 

Alors ~og(l + 2) est irrationnel et de plus pour tout E > O 
4 

il existe b (E) tel que b > b (E) implique que 
O O 

avec 

1 W C o h o U e  V . 1 . 3 .  Log(]+ ;) est irrationnel pour tout rn e R 

et lim 11 = 2 .  
m+co 1,m 



C a h o m e  V . 1 . 4 .  Log 2 a pour mesure d'irrationalité 

 a après le théorème 11.1.11 pour a = 1, y = 2, on a 
1 

i ème 
n polynôme de Legendre. 

pn(x) - pn(n) 
du 

x-u 

Posons Qn(x) = x Q;'2(x) polynôme de degré n 

on obtient l'égalité 

Lemme.V. 7 . 2 . 7 .  

a) P (x) est un polynôme à coefficients entiers 
n 

1 k=N 1 2 n+ 1 - P b, qn(~) = 2 1 in-k+j - 2k-1 n-2k+l OÙ N = [-] 2 ( f o r -  
k= 1 

mule de Christoffel-Gobbson). 



Démonstration : 

- 
b) Qn(x) étant de degré n il est combinaison linéaire dans la 

base Pn des P . Cherchons les coefficients de cette combinaison. n 

Soit y(x) la 2ème solution de l'équation différentielle vérifiée 

i (-nyn+ilx) qui est 
par 2 1 1 

on posera D l'opérateur 

1 1 
Calculons D(- P (x) .~og(l - ;) - v(x)) on trouve 

2 n 

Pour que y vérifie @ il suffit que Dv = 2P1 (x). Or on sait 

que le reste vérifie l'équation @ ce qui implique que v peut être cal- 

culé et on a 

(cf. Corollaire II.1.1I). v sera donc la solution polynômiale de cette 

équation. 

Un calcul facile (cf. Smirnov p. 504) donne 

En considérant l'équation différentielle vérifiée par 

2k+ 1 (x) 
on en déduit que 1' équation 



2n-4k+3 
a  pour s o l u t i o n  p a r t i c u l i è r e  w(x) = 2  (2k- 1) (n-k+ 1) ' 'n-2k+ 1 

on en 

d é d u i t  l e  r é s u l t a t  annoncé. 

Lmme V .  7 . 2 . 7  . " ~ b h c L t i o n  an ympXofique du ~ e m k l ' .  

1 1 
1 i m  - Log 1 R (x) 1 = ~ o g  (.r) 2  

n  n  -x 
n- 

Démonstra t ion : On p e u t  é c r i r e  l e  r e s t e  sous  l a  forme 

n  un ( 1 -u) (x-U) - ("+l'du d 'où  en  posan t  f ( u )  = U ( l - u )  x-u il s u f f i t  d e  
- 

t r o u v e r  l e  maximum d e  c e t t e  f o n c t i o n  s u r  ]0,1 [ qu 'on o b t i e n t  pour  

1 
u ( x )  = on o b t i e n t  l e  r é s u l t a t  annoncé en  remplaçant  dans  l ' i n t é g r a l e .  

-x 

Lmme V . 7 . 2 . 3 .  E a h ~ o n a n y m p X o f i q u e d u p p c m  (1 ,2 ,  n )  
r 7 

En n o t a n t  [1,2, n] = ppcm(l,2,  n ) ,  on  a  l i m  ~ o g L l 9 2 ,  Ill = , 
n  n- n  

ou [l , 2 ,  n] é q u i v a l e n t  à e  quand n  -+ m. 

Démonstra t ion : On a  

a p ( 1 , 2 ,  n )  
r1 ,2  nl  = T r  P 

pCn 
p  premier  

k  où a ( 1 , 2 ,  n) e s t  l e  p l u s  grand exposant k  t e l  que p d i v i s e  n.  
P  

k  k+ 1 Log n  
O n a d o n c  p  & n < p  d 'où  k =  [-1. 

Log P  

On en  d é d u i t  que 



C e t t e  f o n c t i o n  e s t  r e p r é s e n t é e  pa r  $ ( n )  en t h é o r i e  a n a l y t i q u e  

des  nombres e t  on a  a u s s i  

n=cc 1 - 
$ ( n )  = 1 ~ o g  p  = 1 e(nv)  

PUI" n= 1 

p  Sn 
p  p remier  

où e ( n >  = C Log P .  
p  premier  

p  ,< n  

Rosser e t  Shoenfeld é t a b l i s s e n t  que pour  n > 1 2  1 on a 

1 
1 - -  1 1 ,O2 3 

~ o g  n  2 ~ o g n  +1/2+1/3 n  n  

d 'où  l i m  n, = 1 ( en  f a i t  on a  - 
n 

C 1,03883 l e  maximum é t a n t  
n  

n- 

a t t e i n t  pour n  = 113).  

Dans l a  p r a t i q u e  il e s t  s u f f i s a n t  à p a r t i r  d e  a d e  v é r i f i e r  

L o g ( l , 2 ,  n)  < - 1 J: L o g n  
n  n  Log p  = Log n  R(n) 

p  premier  Log P  

l e  théorème d e s  nombres p r e m i e r s  e n t r a i n a n t  que 

- 
1 i m  -Log(l929 n )  = lim n(n)  Log = 1 

n  n  

Dans l a  s u i t e  on v a  poser  

1 
Pn(- --) = b 

n  

1 - x dn @,(- 
= an 

où d  = p p c m ( l , 2 ,  n )  
n  



Laime V .  7.4. (RciRa/tiom de covzltiguité) . 
1 

R (-) vérifient la même équation récurrence du 2ème ordre an' bn9 n x 

1 1 
bn,Rn(;) en sont 2 solutions linéairement indépendantes, R (-) étant la 

n x  

solution non polynômiale. 

Démonstration : c'est évident en utilisant la relation de récurrence du 2ème 

ordre vérifiée par les polynômes de Legendre. 

1 
Pour R (-) il suffit de considérer 

n x 

qui résulte du fait que 
J O  'n-I 

(u)du = O si n > 2. 

Lmme V .  1 .5 .  ThZu4Qme de P o i n c m é .  

Soit (un) une suite satisfaisant à l'équation récurrente du 

2ème ordre a u + b u + c  u = O où 
n n n n-1 n n-2 

a + a  
n 

b -+ b 1 quand n -+ a 
n 

C - + C  
n 

Supposons de plus que le polynôme ax2 + bx + c = O ait 2 racines 

de modules distincts. 

Alors si u # O pour une infinité de valeurs de n on a 
n u 

n+ l - p où p est une racine de l'équation ax2 + bx + c. lim - - 
U 

n- n 

RmahcjuU. Ce lemme va donner des équivalents asymptotiques 

pour les solutions des équations aux différences finies, il est d'un usage 



courant dans de nombreux problèmes de suites liées à des récurrences liné- 

aires du 2ème ordre. 

Dans la majorité des cas on peut s'en passer (cf. chap. VI) car 

les suites obtenues sont liées aux fonctions hypergéométriques. 

La démonstration se trouve dans (Leçons sur les récurrences. 

Paul Montel). 

On en déduit les équivalents asymptotiques pour a et b . n n 

Si a et 6 désignent les racines de l'équation 

Corne ci6 = 1 et IR (x) 1 < Pn(x) on en déduit que n 

1 kn(- ;) 1 équivalent à 1 a 1 quand n -+ a 

1 
-) 1 équivalent à 1 (3 / quand n + l n ( -  

Fin de la démonstration du théorème. 

1 
a 
n 

En posant 1 = -x R (- -) , on en déduit que b Log(l+x) + - = 1 
n n x n d " n 
1 

L 1  

a 
n - n 

=> Log(l+x) + - - - 
b 

donc a = - - . On pose x = - 
n 

donc 
bndn n 9 4 

a = - -  n- l 
Q~(- %) a pour dénominateur p 

n 4 dn 

4 n b d = d p.(- -) a pour dénominateur p 
n n n n  P 

n 
donc en multipliant les 2 expressions par p q dn on travaille dans 2 

n 
et on a posé A = p dn q qn 

n 



En u t i l i s a n t  l e  lemme V.1.2.2. on a  

n  
e t  comme d ' ap rè s  V.1.3.2.3 d  'L e  quand n + n 

On en dédui t  que 

Reste à démontrer que gn, donc In, ne s ' annu le  pas pour n  

assez grand, c e c i  r é s u l t e  du lemme su ivant  ( c f .  lemme de Poincaré) .  

Lemme V.7.6. S o i t  f  une fonc t ion  cont inue  e t  P une s u i t e  n  

de polynômes orthogonaux s u r  [O, 11 . Supposons que 1' f  (x) . P (x) dx = O 
J O  

n  

pour t o u t  n  > N. 

Alors f e s t  un polynôme de degré < N.  

k=co 1 
Démonstration : On é c r i t  f (x) = 1 akPk(x) donc f  (x)P (x)dx = a = O 

J O  n k=O 

pour t o u t  n  > N donc f  e s t  un polynôme de degré < N. 

Fin de  l a  démonstrat ion ( s u i t e )  

1 
Comme IF,(- ;) 1 ?. la l n  e t  1 J n l  majoré par  a on détermine 

l a  mesure de 1' i . r r a t i o n a l i t é  de  Log(l+ en  u t i l i s a n t  l e  théorème 1 . 6 . 4 .  
4 

ThéahZrne V . 2 . 7 .  Le nombre Il6 e s t  i r r a t i o n n e l  e t  pour tou t  E > O 

1 InJ3  - PI a - pour q  2 qo( 
9  qlJ+E 

avec 
2 ilI 

x  = exp (-) . 
3 



iII 

Démonstration : On remarque d'abord que si x = e 
2~ i II alors Log(l+x) = - . 3 

u ( 1 -u) ~ ( 1 - U )  - 2 l n  I 
on en déduit que 1 Iu<x) n(m) De plus sup = sup - ?;~ i  1+ux 1 

3<uG 1 -u+ l 
1 1 1 n 

De l'égalité - Log(l+x) Pn(- --)-Qn(- --) = x 2 2F 1 ( n + l l x )  = 1, on en 

déduit 
1 1 

d (X) = d P (- ;) LO~(]+X) - On(- ;) 
n n n n O 

1 
Si x est une unité de ?(+6), il en est de même de - - et 

X 

1 
en posant - - = 

3 
j on remarque que j = -1. 

X 

Ceci implique que d,Pn(j) et Qn(j) sont des entiers de 

Q(-) car de la forme - UCvJI? , u et v étant de même parité. 2 

2 e n  
De a découle 1' inégalité (d,1~1 6 (=) donc 

rI 
lim l a n T + b n /  = O  enposant a = d P  (-;) 1 

n n- n n 

En explicitant a et b en se servant de la remarque n n 
5 

j = -1, on trouve 2 suites a' b' et a" b" d'entiers rationnels 
n' n n' n 

tels que 

Iim la' il/?+ b'/ et lim lalrIfi+ bl'l = O . 
n n n 

n- n* 

Donc n f i  est irrationnel. 

Pour pouvolr se servir du lemme de Poincaré, on remarque d'abord 

que les entiers de Q )  forment un ensemble discret de IR et que en 

multipliant les 2 membres de l'égalité @ par I+x l'une au moins des 

2 suites d'approximations vérifient les conditions du théorème 1.6.4 ce qui 

termine la démonstration du théorème. 



rem ah que^. 

1 
a) si X est tel que - est un entier de O(-) cette méthode X 

montre que ~og(l+X) 6t ~ ( q d )  (l'ensemble des entiers de Q(&) est 

discret dans IR ) .  

Mais ceci n'implique pas que Im(Log(l+X)) et Re(Log(l+X)) & 

c'est la difficulté que l'on rencontre avec en effet 

~t comme Log(l+i-1) = - l n  et lim 1 (i-1) l n  in(i-l) 1 # O, on ne 2 
n- 

peut même pas prouver que II est irrationnel par cette méthode. 

b) le résultat dlApery implique que si k c E+ 

Donc pour tout entier k > O 

pour q > qi(~,k) d'où 

quand k = 3 le théorème II donne une meilleure mesure d'irrationalité. 

c) En se servant du thsorème II. 1 . 1 1 pour l? ( I Ilk 1 x ) on 2 1 

peut trouver une mesure de l'irrationalité de (1-x) Ilk les méthodes sont 

les mêmes et conduisent aux polynômes de Jacobi au lieu de ceux de Legendre. 

Nous allons étudier ce problème dans le chapitre suivant par la 

méthode des approximants de Padé de type 1. 



VI FORMULES D~HERMZTE POUR LES APPROXIMANTS DE P A D ~  ................................................ 

DES ___-_______________-----------------------------------------------  FONCTIONS BINÔMES ET DE LOGARITHMES €7 MESURES D ' ~ R R A T ~ O N A L ~ T ~  

ThéohErne VI. 1. (Babe i )  Cf* [II et [21 
1 - 

- pp-l et on suppose que m et n sont des On pose a - 
n 

p ln p premier 

entiers tels que n ? 3 et 1 S m & n. 

7 
Soient a et b 2 entiers positifs pour lesquels - a 6 b < a 8 

et on suppose que a-b est divisible par n, 

Supposons de plus que A = 4b (a-b) 2n 8'-' > 1 . 
n 

a n c 
Alors x = (K) satisfait l'inégalité lx -FI > -  pour 

qr 

tous entiers p et q, q > O, où a et c sont donnés par 

C Conoeûuhe VI. 1. On a / 3fi - $1 > - avec a = 2,955 et 

- 6 qr 
c = 1 0  . 

On peut faire de même avec 3~fi, 3fi, 3~20, 3~37 . 

Démonstration du corollaire. Pour 3~ on pose a = 128, b = 125 et on 

4~ applique le théorème aux rationnels de la forme - . 
5q 

3 
Pour 3 ~ 7  on a a = 3.(1813 = 17496, b = a-3 = 3.17.7 . 
On a a 2 2,4, c > IO-' et on prend des rationnels de la forme 



Démonstration du théorème. Baker "Rational Approximations of 3>/5 and other 

algebraic Numbers" (Proc. London Math. Soc. 1964) . (cf. Cl] et [2] ) 

1 On peut remarquer que Baker utilise un approximant de Padé de 
- 

(1-xlP et il démontre que pour tout x c ] O,] [ on a 

avec 

a-n, -n 
An(x) = 2F1 ( -2n 

E (x) = 
2F 1 

n -a+n+ 1, n+ l , \ 

Nous allons démontrer un théorème "un peu meilleur" dû à 

Choodnovski. 

ThQohQme V I .  2. (G.  V .  S c h u d n o v ~ L )  

Soient 2 entiers satisfaisant à 1 & b < a et m et n, deux 

entiers vérifiant 1 & m < n. 

a-b Soit 1-i un dénominateur de - c'est-à-dire que 
n n 

p premier 

2 'L 
si (& - Jb) CJ 1-i < 1 alors pour tous p et q entiers quelconques 

n n 

on a pour tout E > O 



avec 

C o h o f l & e  V I .  2 . 1 .  Pour 1 1 > qo on a 13fi- FI > I q l  -2,94703 
q 

R e m a h y u e n  6wr Z h é o h è m e n  V I .  1 V I .  2 .  Pour 3 ~ 2  la mesure 

de l'irrationalité obtenue par G.V. Chudnovski n'est pas sensiblement 

meilleure que celle obtenue par Baker. 

Baker avait lui-même fait remarquer dans ce même article que 

d'après les oeuvres de Riemann on pouvait améliorer ces mesures d'irrationa- 

lité en utilisant des équivalents asymptotiques pour le reste et le dénomi- 

nateur de l'approximant de Padé. 

L'avantage de la démonstration de Baker est que pour des procé- 

dés n'utilisant que l'arithmétique il obtient cette mesure d'irrationalité 

dès que q > 1 .  

Chudnovski s'est donc servi des résultats de Riemann qu'il a 

retrouvé par la formule d'interpolation d'Hermite et donne d'autres résul- 

tats que l'on va découvrir dans ce paragraphe. 

(Dans le corollaire on prend a = 128 et b = 125, Vn = 1, 

Démonstration du théorème. 

L e m m e  V 1 . 2 . 2 .  Estimation asymptotique de 
1 

En posant pi = a.+p , p entier et O < x < 1. 
1 

Alors pour p assezgrand devant x, al, a2, wl,w2 on a 



Dans l a  s u i t e  on va poser w = O ,  w = V .  1 2  

Démonstration : On va u t i l i s e r  l a  formule 111.3.6. 

Pour c e l a  il nous f a u t  une formule i n t é g r a l e  de P o c h h w e r  

pour l e s  polynômes hypergéométriques ( c f .  11.2.3,  b ) ) .  

-a 
-iT(c)exp(-iIIb) c-b-l 

2F 1 
t (1-r) ( 1 - tx)  

4T(b)T(c-b)sin IIb. sinII(c-b) 

on pose a  = -P-a + 1  
1 

tb-l ; l - t ) ~ - b - l  
On va évaluer  ( ~ - t x ) - ~ d t  par  l a  méthode du 

c o l  c '  es t -à-dire  

w -W -a -a +w -w + 1  a  -1 
on va poser $ ( t )  = t ' 2 ( ~ - t )  1 (1-tx) e t  

1 - t .  x  
exP $ ( t )  = t ( l - t )  . Le maximum du module de exp ~ ( t )  e s t  obtenu par l a  

1 - tx  
r ac ine  de l a  d é r i v é e  de dans ] O ,  1 [ c ' e s t - à -d i r e  l a  r a c i n e  de  

t (  1-t) 
2 

x t  - 2t+l  = O , on trouve dans ] O ,  1 [ , 1 
a=i+~' 

Dans c e  cas  t-tx - l+- 2p .  on pose t = o+u e t  on L(1 - t ) ]  - ( 

f a i t  t endre  l a  courbe C v e r s  1' i n t e r v a l l e  [O, 11 . 



On peut écrire l'intégrale sous la forme 

o ù o n a p o s é  z 
2 *n(0) u2 (on a +" (0) < O) . 

= -P 2 

On en déduit que 

où a,B dépendent de al,a2,w1,w2. 

D' où 

(car le coefficient de l'intégrale s'évalue facilement par la formule de 

Stitling 

la formule de Pochhammer utilisée est la formule 

11.2.3. A. D'après le théorème 111.3.6 on va évaluer 
('"2'"1+%~%~ 

2 1 Pl+P2 

qui n'est plus un polynôme hypergéométrique. 

On trouve : 



Par une démons t ra t ion  ana lozue  on d o i t  é v a l u e r  une i n t é g r a l e  d e  

l a  forme 

l e  maximum de  l a  f o n c t i o n  ( l - t ) t  e s t  donné p a r  l a  r a c i n e  u r ] 0 , 1 [  d e  
1 - t x  

l ' é q u a t i o n  x t 2  - 2 t + l  = 0 .  

On o b t i e n t  l ' é q u i v a l e n t  asymptot ique d e  c e t t e  i n t é g r a l e  quand 

p  -+ c ' e s t - à - d i r e  que 

L m e  V 1 . 2 . 3 .  Lemme a r i t h m é t i q u e .  

S o i e n t  2  e n t i e r s  a  e t  b  p o s i t i f s  e t  supposons que n a-b. 

Alors  pour  t o u t  e n t i e r  p o s i t i f  p posons 

p  premier p  premier  

Alors  

s o n t  des  e n t i e r s  p o s i t i f s  e t  q  
P+ 1 

> qp .  

Démonstration : Dans l e s  fo rmules  111.3.6 (remarques) on  v a  remplacer  p  

p a r  p+ 1 avec p c IN e t  on o b t i e n t  



Par définition de la fonction hypergéométrique 

ce qui en explicitant donne 

où on a posé ~(j) = TT <kn+m). s i  p est un nombre premier qui divi- 
k=p-j+l 

se n alors l'exposant de p dans P! est donné de manière classique par 

$+] étant l'exposant de p dans o (le cas où p ne divise pas n ne 
n 

présentant pas de difficulté). On en déduit que ( )  0: A2(nx) est un 

entier, il est facile de vérifier en partant de (1) que p et pp sont 
P 

strictement positifs. 

De plus Clp+] > qp (en utilisant (1) car (p+l)n+m > n+l). 

P Comme (a ) > op le résultat du lemme subsiste si on remplace 
n n 

P 
o par 2' . n n 



Démonstration : De 1' égalité du théorème VI. 1 . @ on obtient 

représente un polynôme en x de degré au plus 2p+l, le membre de droite 

une série entière commençant par x 2p+1 A (1 )  E (O) d'où l'égalité. 
P P 

Fin de la démonstration du théorème VI.2. 

m 
De 1' égalité (v = -) n 

On va donner un équivalent asymptotique de K(p). 



Par la formule de Stirling, on a 
r(p+1l2 
r(2~+2) ,~(P+I 

de même 

v L 

T(p+I-v) ?. T(p) pl-v~(p+l+v) ?. T(p+l)p ce qui, par la formule des complé- 

ments, conduit facilement à 

comme op < (clP 
n 

v+p+ 1, p+ 1 

2p+2 
2P P b 2p+l 1 (?lV - %I K(P) ( ) (onal x (1 - - )  

P q~ 
a 

d'après le lemme précédent il faut remplacer a-b par pn(a-b) pour 

rendre Pp et qp entiers. D'où 

On va conclure en utilisant les expressions asymptotiques de 

Pp et qp. 

a-b 
si < I et si 1 %  p (&-v%)~} < 1. n n 

Alors pour p assez grand 



En utilisant le fait que 

Log qp 
on en déduit que p+l Q 

LO~IF n : n <~a+h>~} 

En remplaçant dans @ on prouve que 

Comme q est croissante et que pour p assez grand en utili- 
P 

sant @ il existe a > O tel que 
1 +a 

qp < qp-l on peut conclure en utili- 

sant le théorème 1.6.4 ou le théorème 1.6.5. 

Remmque. pour 3~ on trouve 2,391925 comme mesure dl irratio- 

nalité. 

RmcVrquQn . 
a On aurait pu démontrer le théorème VI .2 par l'utilisation d'un 

approximant de Padé du type [n-1 ,n] comme le théorème II. 1 1 le suggère. 

Les résultats trouvés sont les mêmes mais il y a quelques petites 

différences dans le calcul du numérateur de l'approximant qui n'est plus 

un polynôme de Jacobi mais une combinaison de tels polynômes dont le cal- 

cul à partir de la formule 

se fait facilement par l'étude de 

1 
m m 
x -u a-l 

u (I-U)~-~-~ du . 



Les propriétés arithmétiques de (x) sont analogues à celles du n 

dénominateur. 

Les équivalents asymptotiques pour le dénominateur et le reste 

sont les mêmes. 

a 
2  Il n'est pas facile de déterminer les rationnels - vérifiant b 

2  rb 3 
unln et (&-A) a n p n < 1 et on peut remarquer que pour fi, a = 128 

et b = 125 sont les plus petites solutions en nombre entiers de l'équation 

diophantienne 

Pour 3~ : il faut résoudre l'équation diophantienne 

Dans tous les cas a et b sont solutions d'une équation diophan- 

tienne de ce type 

Mame d ' h a t i a n m é  d a  nambtra f i é s  aux l a g a m 2 h m a .  

On posera Pl = P2 = p+l E lN et on utilise le théorème V.1.2, 

on en déduit l'égalité 

R ( x , ~ + I , ~ + I )  = A~ (x,~+I,~+I)Lo~(I-X) + A ~ ( x ~ P + ]  ,p+l) 

P on pose x = - - 
q 

on va expliciter A , ,  A29 R. 



qui est un polynôme hypergéométrique de degré . 
De même on peut expliciter ~ ~ ( x / p + l , ~ + l ) .  

D'après le théorème 111.3.9, on a ;. 

v Il reste donc à évaluer c : un calcul simple à partir du développement - 1 

de - donne 
Q ( z )  

Ceci permettra de trouver les propriétés arithmétiques des coeffi- 

cients de A2(x 1 p+l ,p+l), on en déduit l'égalité 

On va transformer A l  (x 1 p+l , p+1) en une fonction hypergéométrique 

de la variable x. 

-Pl -P 

F ( 1 1 -* ) a pour symbole de Riemann P 

-0 -P 
qui est équivalent à ( : i 1 '  est-à-dire que 2 1 

1+2p -p i - 2  l x )  



est solution de la même équation hypergéométrique que 
A ,  en posant 

1 P 
lim - R(-  -) = ~ o ~ ( i -  I+ E) 
P* 4 

J 2  
=l 

Démonstration : Pour trouver un équivalent asymptotique de p on prend 
P ' 

la formule intégrale suivante (cf. Bateman p. 115 tome 1) 

-r (c) exp (-iIIc) 
2* 1 

X 
4r(b)F(c-b)sinJib .sinJi(c-b) 

avec b et c-b f 1,2,3, le parcours (]+,O+,]-,O-) étant de la forme 



 où en explicitant on retrouve par la même démonstration 

l'expression asymptotique du lemme VI.2.2. 

X 2p+1 r(p+l) 
2 

Comme R = c. r (2p+2) l'expression 

asymptotique du lemme VI.2.2 est encore valable. 

Fin de la démonstration : 

Pour avoir les coefficients dans Z on posera 

Donc si lim 1 = O on peut conclure à l'irrationalité de 
P- 

P 

LO~(I+ P). O r  : 
4 

cond si P h 1 et e q 1 1 - G ) ~  < 1 on retouve les conditions du théorè- 
4 9 

me V.1.2. et on retrouve le théorème V.12 et ses corollaires en particulier 

les mesures de l'irrationalité de Log 2 et 
rI 
J5 ' 

RC!mairyueil. F. Bakers dans son article "Rational Approximations 

to Log?, 3>/2 and related Numbers" trouve des mesures de l'irrationalité d 

de Log 2, et 3,/2 qui sont vérifiées dès que q > 1. 



Pour Log 2, il utilise le développement des 5693 premières 

réduites du développement en fraction continuée 

Log 2 = b,1,2,3,1,6,3,1,1,2,1,1, .... ] 

ce qui donne 

- 6 
et ce qui permet de vérifier que dès que n < 5693, I p - q  Log 21 > q 

-6 
et conc que q est une mesure de l'irrationalité de Log 2 dès que 

q > 1. 

De même 

ce qui donne 

et on vérifie que X - FI > q-20 pour tout q > 1, ce qui constitue une ln q 

mesure de l'irrationalité de 
X 

77 analogue à celle trouvée par PI. Mignotte 

pour II. 



VI1 EO,UATIONS DIFFERENTIELLES DU T Y P E  D E  FUCHS .......................................... 

ET MESURE D E  L'IRRATIONALITE D E  CERTAINS NOMBRES ................................................ 

VII. 1. hlESURE U t  IRRATIONALITE D E  LO~(I+ l) PAR LA AIETHODE DES SERIES 
a 

GENERATRICES (Van der Poorten, 1978) . (cf. [I 21 ) 

Considérons la série génératrice des polynômes de Legendre 

y0(x) = (x2-2b x + l )  ' avec b = 2a+1, a entier a > 1 on a 

où P est le polynôme de Legendre de degré n. 
n 

On sait que yo(x) B ~[x] et que y (x) vérifie l'équation 
O 

différentielle du ler ordre 

On va essayer de ramener celle-ci à une équation du 2ème ordre 

en cherchant les solutions de l'équation 

la méthode de la variation de constante donne immédiatement comme solution 

de (2) 

ce qui montre que yo(x) et y (x) sont solutions de l'équation diffé- 
1 

rentielle du type de Fuchs 



2 
l e s  p o i n t s  s i n g u l i e r s  d e  c e t t e  é q u a t i o n  s o n t  l e s  r a c i n e s  de  x  -2bx+l = O 

e t  m .  On pose D'  = 2a+l - 2 a ( a + l )  e t  D" = 2a+l + 2 a ( a + l )  on pose  

a  = P ( b ) .  
n  n  

Le rayon  d e  convergence d e  e s t  D '  c ' e s t - à - d i r e  que 

1 1 l i m  - ~ o ~ ( a  1 = Log - 
n  n 

n- I D '  I 

n=m X 

n  
E n p o s a n t  y I ( x ) =  1 b  x = y o ( x )  ( t ) d t  o n a f a c i l e m e n t  n  

n=O 

d 'où  

e n p o s a n t  [1,2,  n] = ppcm ( 1 , 2 ,  n )  o n a  

Nous a l l o n s  p r e n d r e  comme s o l u t i o n  de  2) c e l l e  q u i  n'admet pas  

d e  s i n g u l a r i t é  e n  D '  c ' e s t - à - d i r e  que l ' o n  v a  c h o i s i r  t e l  que l a  s o l u -  

t i o n  y l ( x )  - wyo(x) v é r i f i e  (2)  e t  c e c i  donne 

w = l i m  

i n t é g r a l e  q u i  s ' é v a l u e  f a c i l e m e n t  p a r  l e  changement d e  v a r i a b l e  t = D'u  

e t  q u i  condui t  à l a  f o n c t i o n  hypergéométrique 



ce qui d'après 11.1.10 fournit facilement 

1 
w = -Log(l+ l) . 

2 a 

En posant 

et en se servant du fait que [1,2, n] a une expression asymptotique obte- 

nue par le lemme V.1.2.3 on en déduit que 

1 1 
lim - Log q = 1 + Log - n n 
n- ID' I 

1 1 
iim- ~ L O ~  p - w ~ o g  q ( = 1 + Log - 

n n n 
rrt03 I D" I 

1 P n D' 
ce qui fournit facilement lim - L O ~  1- - w / = L~~ dToù 

n 
n- qn 

15 - 2 1$ln quand n assez grand. Ce qui fournit la suite dlapproxi- 
4n 

Par exemple pour Log 2 on a : 

et en se servant du théorème 1.6.4 on démontre un théorème analogue au 

théorème V. 1 .2 (corollaire) . 
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