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ERRATA

p.2 : ligne 11, lire w(bn) au lieu de Y(q)
_ q—(l+l/6)

O‘*""

p.12 : ligne 8. lire p(q) au lieu de 1 +

+
>

p.13 : ligne 13 lire y(q) = q‘(1+1/k) "oy

p.16 : Supprimer "et ceci d'aprés le théoréme suivant' et les 2 derniéres lignes

p.17 : Supprimer "définitif" et ajouter e ne se comporte pas comme presque tous
les réels du point de vue de 1'approximation rationnelle.

e

p.24 : théoréme II.1.11 : remplacer u par n dans Pi’Y et Oi’y et ajouter

Y(x) au lieu de (x) la ligne 9.

n+l, y+n 1
p.25 : ligne 4. lire 2F1 y+2n l;

p.25 : ligne 5 et 6 lire "on associe" au lieu de "et associer"

p.29 : ligne 3 lire F

P9
qn 2
p.33 : ligne 3 lire —— au lieu de -—
n 2
dx dx
+OO
p.34 : théoréme II.3.1 lire J
_im

p.35 : lire ) au lieude )
h=1 h=m

p.45 : Théoréme III.3.3 lire |x| < 1 au lieu de |[s| <1
A=m

p.45 : ligne 2 lire ;EE(wu—wt)(wp_wk-l)"'(wp_wl—pl+l)
A#u

p.51 : ligne 2. lire (1-x)

p.59 : Corollaire IV.1.3 supprimer "le théoréme de Khintchine montre que'" et le
remplacer par "1'approximant étant donné par les réduites de e'".

p.73 : Lemme V.1.2.3 remplacer "&quivalent" par < e(1+E)n



p.77 :

p.81

p.85 :

p.86 :

p.90 :

p.91

p.93 :

p.94% :

p.96 :

: derniére ligne. lire

ligne 4, lire "dn < e(lﬂi)n "

"-x-¢ au lieu de -x-u",.

ligne 10 lire nl|a-b

ligne 12 lire Py et ¢

"

o

ligne 7 et 11 lire "sont 1iés aux plus petites solutions"

-P,”P
: ligne -2 ajouter ", F ( : lx) a pour symbole"

271 -20

ligne -7 lire Ip < e(HE)p qp(— %)2p+](1—¢1+ g)zO

Supprimer 5693 3 la ligne | et lire q < 5693 & la ligne 6

ligne 3 : lire. vq(q+l) dans les formules donnant D' et

Dll
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Je tiens a nemerciern Madame ZINN-JUSTIN dont La compétence et
L'enudition ont 2te des guides inestimables dans La réalisation de ce
thavail.,
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MESGRES DE L'IRRATIONALITE DE CERTAINS NOMBRES LIES

Le but de cette thése est d'étudier différentes méthodes d'approxi-
mation d'irrationnels algébriques ou transcendants qui ont tous en commun

d'€tre 1i€s aux fonctions hypergéométriques et aux fonctions "dites spéciales'.

. Le premier chapitre, aprés quelques rappels sur les fractions
continuées réguliéres ou généralisées, insiste sur les conséquences du théo-
réme de Liouville et ses '"raffinements" (théorémes de Thue, Siegel et Roth)

pour arriver 2 la notion essentielle de "mesures d'irrationalité'".

. Le deuxiéme chapitre fait des rappels concernant les propriétés
des fonctions hypergéométriques et les propriétés d'approximation de

e 1P,

oy dont les réduites du développement en fraction continuée

c
généralisée sont liées aux polyndmes de Jacobi.

. Le troisiéme chapitre met en place la notion d'Approximant de
Padé de type I ou II essentielles en arithmétique depuis la démonstration

de 1'irrationalité de e par Hermite et la remarquable inégalité de Mahler

- P o 1
L
a q

En particulier les propriétés essentielles des approximants de Padé de

type I pour les fonction bindmes et logarithmes y sont démontrées.
. Le quatriéme chapitre utilise les résultats 1iés 3 la fonction
de Bessel pour retrouver des résultats connus concernant les approximants
2
de exp(;) avec n € N et de tg 1.

Par exemple, on y démontre 1'inégalité

RN <
‘e q; 2 Log q
Log(log q)

pour q assez grand.



. Le cinquiéme chapitre utilise les résultats du chapitre II dans
le cas particulier des polyndmes de Legendre pour déterminer les mesures de
1'irrationalité de Log(l + %) pour des rationnels %— proches de 0. En

particulier, la méthode permet de trouver une mesure de 1'irrationalité

pour é%n (cf. [10])

. Le sixiéme chapitre utilise les résultats du chapitre III pour

déterminer les mesures de 1'irrationalité des nombres de la forme
n

)m et en particulier 3/5 et 3/?7. (cf. [9])

e
el

On retrouve le systéme d'Approximant utilisé par A. Baker mais on
sméliore un peu les mesures de 1'irrationalité de ces nombres en déterminant
des équivalents asymptotiques pour le dénominateur et le reste de 1'approxi-

mant de Padé.

On montre aussi que 1'on peut retrouver les résultats du chapitre V

par cette méthode.

Le dernier chapitre donne pour mémoire une troisiéme méthode basée
sur la fonction génératrice des polyndmes de Legendre qui redonne 1'irratio-

nalité de
1
Log(1l + E) pour a € N.
Cette thése est en grande partie inspirée des articles de

G.V. Choodnovsky parus aux compte-rendus de 1'Académie des Sciences et

aux lectures Notes de Mathématiques.



I.7. HISTORIQUE ET INTRODUCTION.

, . . b
1737 : Euler montre 1l'irrationalité de e et de e  pour
X entier.

1771 : Lambert montre celles de I, de e et tg x pour

Lambert et Euler utilisent des fractions continuées généralisées

liées aux fonctions hypergéométriques et aux fonctions spéciales.

Ces méthodes deviendront courantes aux XVIIIe et XIXéme siécle et
remises 3 1'honneur avec la démonstration de 1'irrationalité de £(3) par
Apery.

Mais les méthodes d'approximations des nombres irrationnels n'ont
pas seulement une importance pour démontrer 1'irrationalité des nombres con-
cernés mais aussi, dans le cas des nombres algébriques, pour le calcul de
leur 'mesure d'irrationalité&'", ce qui a des conséquences importantes pour la

résolution d'é&quations diophantiennes. (cf. [33])

Dans cette thése nous allons &tudier différentes méthodes d'approxi-
mations d'irrationnels par des rationnels qui ont toutes en commun les pro-

priétés de la fonction hypergéométrique et des fonctions dites "spéciales'.

1.2, APPROXIMATION DES IRRATTONNELS ALGEBRIQUES OU TRANSCENDANTS.

Déginition 1.2. On dit qu'un nombre réel x est rationnellement
approchable & 1'ordre ne€ N s'il existe une constante réelle K(x) telle

que 1'inéquation :

admette une infinité de solutions .



]

' _a a _p| . P
a . == S - BTy LA
Remarque dmportante. x =¢ €Q ona |g q| 5 L g # x
donc |x - %} 2 Eé§l ou C(x) est 1'inverse du dénominateur de x.

Ceci implique que : un rationnel n'est approchable a aucun ordre
supérieur 3 | d'ofi un premier critére simple d'irrationalité.
Théonsme 1. Un nombre O est irrationnel s'il existe une fonction

W(q) décroissante telle que

lim q.¥(q) =0 et 0< |a = %! < Y(q).

q—)oo

Exemples.

l.a : e est irrationnel et 1'approximation "polynomiale' suffit, on trouve

a
n 1
< - =< = n!
que O e bn — avec bn n quand n > ® nous verrons que
(Log bn) K
n = O(iggzigg—ggjo donc VY(q) = “Tog bn , K @&tant une constante.

bn(Log(Log bn))

1.b : Apery a démontré 1'irrationalité de £(3) en trouvant une suite de
Pa
rationnels — vérifiant 1'inégalité
9
p
n 1
< - ) < .
0 < [E® - = < 5
n q,

l.c : Le théoréme de Dirichlet implique que tout irrationnel o est appro-

chable & 1'ordre 2.
On trouve que o ¢ @ => il existe %-e Q® en nombre infini tel que

1
0< la-B <=
2

d q

Cette inégalité peut @tre également obtenue par un procédé que
1'on appelle les fractions 'continuées réguliéres'" dont nous allons rappeler

les principales propriétés.



1.3. PROPRIETES ELEMENTAIRES DES REDUITES DES FRACTIONS CONTINUEES REGULTERES.

1.3.1. Rappels. (cf. [22])

. + . <
Soit x € Q et aO = [x} ; on peut ecrire x = ao + xO ou

1
o) 1 X 1 o

< 1 .
0<x <1 3 on pose o, = et o, >1 d'oli x =a + o ;3 on continue
o 1

ce raisonnement avec a].
1

a, =a +x =a + &f.et on a reéitere le processus ce qui permet
2

en définitive d'obtenir une expression du type

- Une telle expression s'appelle fraction continude réguliére

- les entiers a 53y58y0 .8, sont les quotients partiels

1°72°

- les réels OysOpens O sont les quotients complets.

Deux cas sont & envisager :

1) Aprés un nombre fini d'étapes on tombe sur a, entier, 1'algo-
rithme s'arréte et x € Q.

Inversement si x = g-e Q@ on reconnait 1'algorithme d'Euclide dans
le développement de x en fraction continuée.

On peut donc identifier @ avec l'ensemble des fractions continuées

finies.

2) Si les o, mne sont jamais entiers 1'algorithme devient infini

et x ¢ Q.



1.3.2. Propribtis ikementaines.

On utilisera la notation due 3 Euler :

1
a + 7 = »@b,al,az,...,an] .
a, +
1 + 1
27T
* 1
+ —
- a
ainsi : Lao] =a_ n
a a,+1 P
CER IR I M
o 2 3 Q
(a i ] _ a a1a2+ao+a2 _ P2
’ > - N
1’72 a1a2+1 Q2

Q, = a0 1 * Qn—Z

n n n-—

et on démontre facilement que

PQ_, - P _,Q = -1y

nn-

P
ce qui implique que les réduites 62- sont des fractions irréductibles.
n
@ et permettent de démontrer rapidement que les réduites
de rang pair forment une suite croissante des valeurs approchées par défaut
de x.

De méme les réduites de rang impair forment une suite décroissante

des valeurs approchées par excés et on obtient de plus

P
[ P L1 R | e ©

Qn Qn+1 Qn QnQn+l Qi




la derniére propriété des réduites que nous citerons est le théoréme de

Lagrange qui est une sorte de réciproque de la propriété <:).

Théoneme 1.3.3. (dit de Lagrange). Si une suite de rationnels

irréductibles vérifie la relation

0 < |x-—Q—n|<—-—I—-

2
n 2Qn
Pn
alors R est une des réduites du développement de x en fraction conti-
n

1.4. LES FRACTIONS CONTINUEES GENERALISEES.

Historiquement elles sont apparues avant les fractions continuées

réguliéres par exemple G. Brouncker donne

4. 1 + ]2
Il 32
2 +
52
2 +
72
2 +
2+ ...

et les numérateurs sont différentes de 1.

Déginition 1.4.1. On appelle fraction continuée généralisée une

expression de la forme

a a a a
a + ! notée a + ! + 2' + 3' ves
o a o + b+ @ +
b o+ 2 1 2 3
1 a3
b+
2 a4
+
b3 .

les a; et bj sont des réels, des complexes ou méme des fonctions de

plusieurs variables.



On démontre les relations de récurrence suivantes pour les réduites.

1.4.2.

Pn+l = bn+1Pn + an+]Pn—1

Qn+] bn+]Qn + an+1Qn-l

Remarque. On ne change pas la valeur de ces réduites si 1'on

remplace successivement pour p = 1,2,...n, ap et bp par cp_l-cp-ap

et ¢ *a si bien que dans certains cas 1'on peut s'arranger pour ramener
’ P

1)

1'expression (I.4.1) & une fraction continuée réguliére (a1 = a, =a

ou a celle ol tous les bj sont égaux a 1,

On obtient aussi la relation suivante

1.4.3. P.Q , -Q.P = (-1)™.a,.a

n’ ‘n-1 n’ n-1 1°82°2,

et dans le cas ol tous les termes sont des entiers on n'est plus certain
que les réduites sont des fractions irréductibles.

On peut remarquer dans ce cas qu'une fraction finie représentera
un rationnel mais la réciproque est fausse comme le prouve 1'exemple sui-

vant
2 |+ 3] +4] 5 o+l |
+1 l2+ T—4 n+

Ceci montre qu'elles sont plus difficiles & manipuler et il apparait des

problémes de convergence.

1.5. LE THEOREME DE LIOUVILLE ET SES CONSEQUENCES.

Soit x wun nombre algébrique irrationnel de degré d alors il

existe une constante C(x,d) positive telle que pour tout nombre rationnel

%, g > 0 on ait :



lX—R]>“—1 d
C(x,d)q

Conslquences.

1.5.1. Un nombre algébrique de degré d n'est approchable &
aucun ordre > d.

En particulier les racines d' &uations algébriques du 2&me degré
ne sont approchables qu'd 1'ordre 2; la constante C(x,d) é&tant effective.

Pour d > 3, on a essayé d'améliorer le théoréme de Liouville et
ceci en liaison avec la résolution d'équations diophantiennes ce qui a donné

les améliorations suivantes :

1.5.2. Théoneme de Thue Siegef. Soit x un nombre algébrique de

degré n > 3 et soit s un nombre entier vérifiant | € s € n-1 qui
o g . . n . -
réalise le minimum de la quantité R = Pyuy + s, Soit vV un nombre réel,

v > B alors il existe q, et une constante C tels que q > q, implique

-2 > L

v
d q

le résultat définitif a &té obtenu par Roth en 1955. (cf. [32])

1.5.3. Theonéme de Roth. Soit x un nombre algébrique irrationnel

alors 1l existe q, entier et une constante réelle C telle que pour

q > q, 1'on ait |x - %ﬂ > pour tout € > O,

2+¢€

Ce résultat est bien slir indépendant du degré du nombre algébrique
x et il est meilleur que les ré&sultats du théoréme de Thue et de Liouville,
sauf lorsque d = 2 car dans ce cas le résultat de Liouville est meilleur
et de plus fournit une valeur pour la constante mise en jeu.

Dans les théorémes de Thue-~Siegel et Roth, les démonstrations ne

fournissent aucune valeur effective pour la constante.



Dans la suite nous fournirons des approximants pour certains nom-
S 3 3 . .
bres algébriques comme Y2 ou v17 qui donneront des valeurs effectives
pour C.

Par exemple Baker a démontré que pour tout p et tout q on a :

35 -2 5 L _ _
|7v2 aﬂ > q2’955 avec C =10 .

Ce qui a pour conséquence que le nombre de solutions dans ZxZ de 1'Eéqua-

3. n est borné et les bornes sont calculables. (cf. [}] et [2])

Ona |x| <M J|y| <M avec M= (3.105|n|)23 .

tion x3—2y

Nous essayerons d'améliorer en le diminuant 1'exposant de q

dans cette inégalité.

1.5.4. Le théoréme de Liouville a également eu pour conséquence

la découverte des nombres transcendants.
X:m
Par exemple x = z _lT avec a entier, a > 2 est trans-
x=1 a’
cendant.

De méme que le nombre

1 1
x = [0,10,102',103' ceennd] = ‘]
10 + 57 7
10 + 37
1077 + 1
Pn
et soient (6— les réduites successives du développement de x en
n/neN
fraction continuée.
Q Q _
On a facilement ntl a Pl a + 1 d'ot
n+l Q n+1
n n
Q Q Q_ _ Q
63 =q = anﬂ_ X Qn L« e B (an+1)(a _1+]) (al+1)
0 n-1 n-2 o n



d'otu

11421 +n!

1 1 1
Qn < (a]az an)(1+ T6)(1+ ———2-)(1+ —-I_l-) < 2.10
10 10
d'od
' !
q < lO(2n). _ 2 )
n n
Or
n 1 1 1
|— - x| < < <
Qn Qn'Qn+] Qn(an+lQn+Qn—]) 2n+1
et donc
n 1 1 1
16; x| < S < < am
n+l %n Qn
v , n K(x)
donc pour n > 2N avec N assez grand 1'inéquation ]~—-— x] < — admet
. n Q
n

une infinité de solutions et ceci implique qu'il est transcendant.

Ce genre de nombre améne i la définition suivante :

Déginition 1.5.5. Un nombre x € R est un nombre de Liouville
si pour tout entier n il existe un rationnel %- qui vérifie :

0< ]x - %I < q-n et q 3 2.

I1 est &vident qu'un nombre de Liouville est transcendan: et les
deux exemples préd&cents sont des nombres de Liouville.
Mais Malher qui a démontré que pour tout p et tout g 3 2 on a

1'inégalité |II - %4 2 —%7 , donc II n'est pas un nombre de Liouville.
q

On a un résultat analogue pour e que nous verrons dans cette

thése.



_]0_

Malher a méme remarqué que x = 0,123456789101112 ... n'était

pas un nombre de Liouville.

1.6. MESURE DE L'IRRATIONALITE D'UN NOMBRE REEL.

Probféme : Trouver pour un nombre réel x une fonction Y(q)

telle que 1'inéquation |x --%| < ¥(q) ait un nombre fini de solutionms.

Nous prendrons (q) décroissante telle que 1lim q Y(q) = O
—>oo

) q
par exemple pour e = z oT on peut prendre
=0 .
-1= Log
Log(Lo
@ =q Losltos D

et pour T, Y(q) = q_42 ce qui améne a4 la définition suivante :

Déginition 1.6.1. Une fonction | décroissante telle que
%ig q ¥(q) = 0 est une mesure de 1'irrationalité d'un nombre x s'il
existe q, entier et une constante K(qo,x) telle que pour tout

q > q, on ait
x - &l > Riq,0).00).

Existence de La mesuwre de £'.iuvationalite.

Supposons 1'inéquation Ix - %1 < P(q) avec Y décroissante et

telle que %E% q P(q) = 0 satisfaite pour une infinité de valeurs de q.

Soit 4, < 4, < CETRRRRE < g, +-.. une suite croissante de valeurs
de q satisfaisant 1'inégalité,

On a par exemple le résultat "d'accélération de la convergence"

suivant :
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Théoreme 1.6.2. En formant la différence d'ordre k :

1 2

' K
Bedy = nare ~ Cedpuimt * Cicpagmg ~ ceeeeees ¥ (G

quel que soit k fixe, 1lim Akqn = o,
>0

Démonstration : APPROXIMATION DIOPHANTIENNE DES NOMBRES ALGEBRIQUES

par Gérard Rauzy p. 7,8,9.

Déginition 1.6.3. On dira que est une meilleure approximation

a
b

de x si

lx - %4 < |x - %1 =>q>b

s 4 a . . .
c'est-a-dire que § approxime x de meilleure fagon que toute fraction de
dénominateur inférieur & b.

Les réduites du développement en fraction continuée réguliére sont

des meilleures approximations mais ce ne sont pas les seules.

P
. . . . . P n
L'existence de meilleures approximations intercallées entre —-—O

‘n
n+1 . s
et est liée 3 la valeur de a .
; n+1
n+1
Si a =1 1l n'y en a pas et si a > 2 1il en existe au
n+l y P n+2
P .-P
. ) n+l n . . '
molns une c' est IR mais il en existe beaucoup d'autres.
n+l

Nous allons voir que si une approximation est réguliére dans un
certain sens il n'existe pas d'approximations trop bonnes c'est-d-dire que
le nombre x aura pour cette suite dfapproximation une mesure d'irrationa-
litée.

Théoneme 1.6.4. Soit x un nombre irrationnel : supposons qu'il

p
existe 6 >0, a >0 et une suite de rationnels (-2 vérifiant les

—)
qn neN

conditions
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a) q, est une suite monotone croissante

1+0
<
b) q <q | pour n assez grand
P p
c) —2 4 n+l pour n assez grand
4, 4,41

P 1
d) 0 < 'X - EEI < 148

n
n

Alors il existe q, entier tel que pour tous entiers p et

g > q, ettout € >0 on ait

_P 1 1
| ql > T 1
]+S-

S—-0+€

o g 1 . . ., -
c'estd—dire que 1 + 7 est une mesure de 1'irrationalité de x.

~ . 1 .. .
Démonstration : Supposons que lx - %4 < I et choisissons n entier tel

q
P

que 148 < q° < q1+6 alors si —2 # B ce qui est possible d'aprés c)

n-1 n 9, 4
ona: 1 ¢ ,B__p&] € lx -2+ |x-B 1+ L

99, 4 9, 9, q +8 © T
n
T
do 1.7 PR b+ (140
nc 5 q €49q $4qq | <gq or
x =Bl > — > ——
Donc ceci est vérifié si on choisit T < 1 + T%§(1+a) c'est-a-dire

] § 1

Remangue. Une telle valeur de la mesure de 1'irrationalité de

x s'obtient en remarquant que
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donc |x - Eﬁ > LI ce qui revient a chercher inf LI —l~3
9 99, q1+5 g \%% ot
n n n

ce qui aprés une étude de fonction donne le résultat car le minimum est

1/6).

atteint en q, = 0(q

Théonéme 1.6.5. Soit o un nombre irrationnel et soit une suite

P
(EE) 51 de nombres rationnels vérifiant les conditions suivantes
nx
n

a) p, € z, q € 4

b) il existe Q € Rf, C1 € Rf, X e R tels que
-An

]qna‘Pnl < Cl Q

. . + n
c) 11 existe C2 g R tel que 1qn’ < C2 Q

P P
4 -2 ¢ -2l
I

Alors pour tous p € N, q > (ZCI)_1 on a 1'inégalité

|qomp| > ——, —
2¢,0° (2¢,q)

/A

' o 1 v . .o -
c'est-d-dire que 1 + T est une mesure de l'irrationalité de o d&s que

-1
q > (201) .

Démonstration : On pose |qa‘p[ € en &liminant O antre cette égalité

et 1'inégalité b on obtient

lap_-pa | <claQ +eq ("
Si 2C1q > 1, il existe x € R" tel que
2C,q = Q . (2)

On peut toujours d'aprds d) choisir n = [x] + 1 ou n = [x]| + 2

tel que

qpn-pqnl 2 1.
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D'aprés (1) et (2) on obtient

1
2

x+2

<eq < eCZQn < eC,Q = €C2Q2(2C1q)1/>\

2 14
d'ol la conclusion.
Remarque. Ce théoréme est plus précis que le th&oréme 1.6.4. mais

dans les démonstrations il demande une étude plus minutieuse de 1'approxima-

tion dés que n > 1. cf. [1], [2], [7] pour son utilisation.

Remarques. La mesure de 1'irrationalité d'un nombre x

=}

dépend essentiellement de la facon dont on a approximé x par la suite —.

Pour x donné cette fonction Y n'est pas unique.
b q

On peut se poser la question de trouver pour x donné "la meil-

leure mesure de 1'irrationalité" de x.

Déginition 1.6.6. Une fonction ¢' sera une meilleure mesure
de 1'irrationalité que ¢ & partir du rang d si pour tout q > q

' (q) > ¥(q).

[o]

Exemples.
1) Mignotte a démontré que pour q 2 exp(110) |H2 - %- > —%ﬁ' et dans le
| q
méme article que pour q » 2, [Tl - %W > —57 ce qui dans ce cas améliore
q

le résultat de Malher qui avait trouvé comme mesure de 1'irrationalité de T,

0@ = q % cs. [26]

a 5 P c' (g)
2) Apery a démontré que [6(2) - EJ > gt avec
q
1+/5
Log(—5—)
g’ =~————~—i;:——-= 11,85078
5Log(l+25)—2

pour q assez grand ce qui améliore le résultat de Mignotte.
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3) Apery démontre 1'irrationalité de £(3) plus le fait que

£3) - B > 28 oy o6 - 8Log(14V2) . 13 417 (cf. [15] ou [30])
a O 4Log (1+/2) -3

4) Pour e on va montrer dans cette theése que

- B 5 4% Log Logq >
e - ol > 0" o= pour a4,

et dans ce cas le mesure de 1'irrationalité de e est la meilleure possible

et est de la forme

-2 Log(Log q)

Y(g) =g Tog q

- 2 .
On a un résultat analogue pour exp(E) avec n entiler.

2 .
On verra que e et exp(E) admettent des développements en

fraction continuée réguliére.

5) Chudnovski a démontré que 13/5 -

%] > q—z"652 ce qui améliore un peu

le résultat de Baker a savoir que |3/. - %{ > —55533- avec ¢ = 10_6,(cf. Eb
q b

6) Pour un nombre algébrique donné de degré > 2 1le théoréme de Roth donne

-2-€

comme mesure d'irrationalité Y (q) avec € > 0 elle sera d'autant

meilleure que € sera proche de 0. L'inconvénient c'est que ces résultats
ne sont pas effectifs sauf pour d = 2 ol Y{(q) = q—2 et la constante est
effective, les approximants &tant donnés par des développements en fraction
continuée réguliére.

On a d'ailleurs le théoréme suivant :



Théorneéme 1.6.6. Les propriétés suivantes concernant un nombre
irrationnel sont équivalentes

a) la mesure de 1'irrationalité de x est Y(q) = q_2

b) si [ao,a] ceren an....] est le développement en fraction

continuée réguliére de x alors il existe une constante ¢ > O

telle que a, < ¢ pour tout n £ N.

Démonstration : Cf. Lang. Introduction to diophantine approximations p.24-25.

Déginition 1.6.7. On dira que x a une mesure d'irrationalité de

type constant si Y(q) = q_u avec o » 2,

- On en déduit que si un nombre est algébrique sa meilleure mesure

d'irrationalité" de type constant est Y(q) = q—z.

- Pour e qui ne vérifie pas b du théoréme 1.6.6 on ne trouve

pas une mesure d'irrationalité@ du type constant mais

b(q) = : .

2 Log q
Log(Log q)

Dans ce cas on a aussi la '"meilleure" mesure d'irrationalité.

Et ceci d'aprés le théoréme suivant :

Théoneme de Khintchine 1.6.8. Soit 1 une fonction positive telle

que ) 1(q) converge.
q=1
Alors pour presque tous les nombres réels x la mesure de 1'irra-

LACH
q

tionalité de x est au moins

Démonstration : Lang p. 24, cf. [22].

Du théoréme de Roth, on déduit facilement que x ne peut &tre

algébrique.
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e a pour mesure d'irrationalité

v(q) _ 1
q 2 Log ¢q
Log(Log q)

Soit une meilleure mesure d'irrationalité de e notée

P(q)
q

on a alors

) ! => Y(q) > ]
d 2 Log ¢ Log q
Log(Log q) 1 Tog(Log q)

q=®

or Z ¥(q) diverge, ce qui est contradictoire, ce qui donne un résultat
q=0

définitif pour e.
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IT LES FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES

Rappel des principales propnidétés. cf. [20] et [21].

Déginition 11.1.17,

(c,n) n!

2F1( a,b IX) ngw (a,n) (b,n) n

ol
T'(a+n) .
Ty = a(a+l)...(a+n-1) si a#0
(a,n) =
i st a =0

2F1 (aéb |x) est la série hypergéométrique de Gauss.

Définition 11.1.2. On notera ZFI( aéb|x) le prolongement analy-

tique de la série hypergéométrique qui admet comme seuls points singuliers
x =0, x=1, x = «,

En effectuant le prolongement analytique sans franchir la

a,b .
> !x) qui

coupure [lfn[ on. définit une branche principale notée F2 ( .

est holomorphe dans m—[l,w[

Déginition 11.7.3, On appelle fonction contigie 3 ZFI( aéblx)

une fonction hypergéométrique qui s'en déduit en ajoutant ou retranchant
1'unité & 1'un des 3 premiers &léments les autres conservant la méme valeur.

I1 y a 6 fonctions contigues que 1'on désignera par

atl,b a,b*l a,b
2F1( o lx) ou 2F1 ( . lx) ou ZFI( cil‘x)

Théoreme I11.1.4. La fonction hypergéométrique et deux de ses fonc-
tions contigues sont liées par une équation linéaire homogéne dont les

coefficients sont des polyndmes en x,a,b,c.
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Définition 11.1.5. - Fonetions associes. Nous dirons que

F(a+T;f+n)x oi (m,n,p) € Z3 est une fonction associée a F(aéblx).
p

Théoneme 11.1.5. 3 fonctions assocides & F sont liées par une

équation homogéne linéaire dont les coefficients sont des polynOmes en

(a,b,c,x).
En particulier une fonction associée & F s'exprime linéairement

au moyen de F et de 1'une des six fonctions contiglies & F.

Equation differentielle I1.1.5. La fonction F(a;b\x) vérifie

1'équation différentielle du type de Fuchs

2
(=) ST+ [e - (arbrDx] - aby = 0 (1)
dx

Intégrale générale : tableau de Kummer.

D'aprés la théorie des é&quations différentielles du type de Fuchs
et d'aprés Riemann, les pdles des coefficients de y et y' &tant simples
et les racines des 8quations déterminantes en 0,1, « &tant O,l-c ;

O,c-a-b, a,b on a le théoréme suivant

Théoneme 11.1.6. Une intégrale de 1'équation hypergéométrique
est holomorphe dans le voisinage de tout point sauf en x = 0,1, qui sont
singuliers réguliers ; lorsqu'aucun nombre c,c-a-b, a-b n'est
entier il existe 2 intégrales indépendantes réguliéres dans le domaine de

chacun des points singuliers

(0) l1-c

yl(o) = P, (x) y, =% Py(c)
R N g7 = (107 g, 1)
ORI v = x b

\
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P(x-a) désignant une fonction holomorphe dans le domaine de convergence
de la série autour de a et P(0) # O.

On désigne par

0 1 ®

P 0 0 a 1'intégrale générale de 1'équation ()

l-c c-a~-b b

et on a pour [xl <1

0 1 o0
_ a,b 1-c a+l-c, b+l-c
P| O 0 a —A?_Fl(c|x) + B x ?_Fl( 5l i/x
~—
I-c c-a-b b P, (x) P, (%)
Pour tx—l‘ < 1 on trouve pour le symbole de Riemann

. a,b v pq_.yCma~b c-a, c-b _
A ZFI( a+b+l-c [x) + B (1=x) 2F1( c+l-a-b ll x

VJ
Pg(x) P4(x)

pour [xf > 1 on trouve

w . —a a,a+l-c | 1 nw _—b b+l-c,b | 1
A" x ZFI( ]X)+Bx ¥ | =

a+l-b b+l-a
——
PS(X) P6(X)

N
i
—
s}
0.
o
]
o g
|
7~~~
|
b
N
<5
N
5}

]
VY
i
o]
p—g
lwad
i
/"\ — e —
o)
I
)
o
|><
~—

[
~~
|
]
Nt
e)
t
)
|
o
'y
/‘-—'\
1)
)
o)
o
~——



- 21 -

ol on prend la détermination de (l—x)k qui prend la valeur ! pour x = O,
les séries 1' et 1" sont convergentes pour I§§T¢ < 1 <=> Re x < %n

On fait de m@me avec les 2 autres et on obtient les 24 intégrales

particuliéres de 1'équation hypergéométrique de Kummer.

21

Repriésentations intégrales de F (a;blx) 11.1.7.

Intégrale hypergéométrique d'Euler.

Théoneme 11.2.1. Formule de Jordan-Pochhammer.
Lorsque Re ¢ > Re b > 0 1la branche principale de la fonction hypergéomé-

trique est représentée dans tout le domaine C—{l,w} par 1'intégrale

1
B(b,c-b) F, ( a(’:blx) - J -0 ST (mux) 2w = J U(a)du
0 0

avec Rec >Re b >0 iarg(l—x)] < TI.

B(b,c-b) = TTB%%%%:FT le chemin d'intégration étant rectiligne de 0 a1,
la fonction multiforme U(a) admet les points de ramification : 0, 1, «, i—;
sa détermination est choisie de maniére que arg u = 0, arg(l-u) = O,
arg(l-ux) =0 si u=0.

Les gormules de transformation d'Eulern et Gauss.

En faisant les changement de variable u = l-v, u = T:E%;E s

1-x a,b

Ry peew FZ( o |x) se change en une intégrale du méme type ce qui motive
les formules 1', 1", I'" et qui donne les 24 intégrales particuliéres de

1'équation de Gauss.

11 y a d'autres formules intégrales de Jordan-Pochhammer qui
n'imposent plus la condition Re ¢ > Re b > 0 que nous découvriront dans

la suite de 1'exposé.
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Fraction continuée et ponction hypergéometrique. (cf. s

Théoneme de Gauss 1I1.1.8. Pour le quotient de 2 fonctions hyper-—

géométriques on a le développement en fraction continuée suivant

o B+1

2F1( +1 |X)_ 1
o B - a,x

2F1( Y ‘X) I+ S —

a - _ _(o+n) (y-B+n)
2n+1 (y+n) (y+2n+1)

avec

- _ (B+n) (y-o+n)
2n (y+2n-1) (y+2n)

les réduites An(x) et Bn(x) sont liées par la relation

An(x) = An_l(x) + x a An—Z(X)
Bn(x) = Bn_l(x) + x a Bn—Z(X)
avec
deg A2n =71 deg A2n+1 = n+l
deg an =n deg B2n+1 =

Théonzme de Riemann 11.7.9. Dans le domaine muni de la coupure

- FlCo . . P
{1,@[ en excluant les zéros de F ( ;B\x) la fraction continuée de Gauss
converge uniformément dans ce domaine et représente effectivement le quo-

tient des fonctions

7 (OL,B+I

- l g+é1 qui est méromorphe dans ce domaine.
F X‘)
2710 v
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Les développements en fractions continuées résultent essentielle-
ment des relations de contiguité@ de la fonction hypergéométrique.

On a également des résultats explicites importants

a) A, (x) et Bp(x) sont des "polyndmes hypergéométriques”

o, B+1
ZFI( ’5 lx) Am(X) o+ 1
b) 1le reste - X . Rm(x) est une fonction hyper-

B (x) =
a,B m
ZFI( Y 'X)

géométrique.
Ceci sera précisé dans la suite,

Nous allons voir un cas particulier important,

NB : Dans la suite on identifiera 2F1 avec ZFI'

1, a
11.1.10. Développement en fraction continule de 2F1( IX)

F l,O{,‘X - UEOO (oc,n) XIl
271y no ()7

I,OLl
Y

Rappel . ZFI( x) est solution de 1'équation différentielle de
type de Fuchs
a? du
x(1=x%) Suy (y=0x) =— —ou = 0 nH
2 dx
dx
Mais dans ce cas particulier, elle satisfait 1'équation du premier

ordre

x(=x) &+ (a0} £ =y 2)

ce qui en utilisant le symbole de Riemann permet de mettre la solution

sous la forme
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\l 1- - - - —Cy, -
p@) _ YZFI(Z Y,0my+l X) = x V(=) YO!

2=y

Cas particulien.

. (l—x)a = 2F1(];alx) ; Log(l-x) = —sz](lél‘x)

.=
1+x _ 1,1/2 . _ ’2
Log T = 2x 2F]( 3 1X7 ; Ar Ctg x = XZFI( 3 ]x) .
2 2
En remarquant que 2F1( Oéa|x) = 1, on peut trouver le développe-

. . l,a o
ment en fractions continuées de 2F1 é |x| et dans ce cas les déduites

sont liées aux polyndmes de Jacobi par le théoréme suivant :

Théoreme I11.7.11. Considérons YP(x) = Eﬁ%%#%éz:gl 2F] (l;a‘i_)

il existe 2 polyndmes Pi’y(x) et Qi’y(x) de degrés respectifs n et

n-1 tels que
QsY _ %Y = psY
PP x) ) -’ () =R’(x)

-n,y+n—1[x

. ) = Fn(y—l,a,x) est le polyndme de Jacobi que

S 0 Y _
ol Pn x) = 2F1 (

1'on peut aussi écrire

n
n x -n,l-n-o,1
(Y+n-1)n(—1) (d)n 2F]( 2220y |§) et

p=>® C 1 F (Y_I,O(,,u) _ ——
Ru’Y(x) = z P J —EL——f?————— uu 1(l—u)Y o 1du
n p=n+l xp 0 xTu

_ n! X—-(n+1) F n+1,oc+n|1)
~ (a,n) 21 y+#2n ' x| °

Le reste est sous forme hypergéométrique.
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Conollaire 11.1.11. Pi’Y(x) = F_(y-1,0,%) et

x_(n) F n+1,a+nwl sont solution de la méme équation différentielle
271 y+2n 'x

hypergéométrique

2
x(1-x) d—% + [o~vx] % + n(y+n-1)y = 0
dx

Démonstration du corollaire :

a) on peut le vérifier directement
b) le plus astucieux est de raisonmer avec le symbole de

Riemann (cf. Théoréme II.1.6.)

ST

I1 suffit de vérifier que a ZFI( o

x 0 2F1( n+l,y+n (%) on peut associer des symboles équivalents

+2n
0 © 1
a 2F1(_n’z+n_]|x) et associer le symbole P| O -n 0
-0 y+n-1 a-y+1/
0 o 1
< -n n+1,0+4n1 .
a x 1( v+ \;) et associer Pl a n 0
1 1=-y-n vy-o-l
0 © 1
qui est équivalent 3 P| O n 0 , qui est également équi-
-0 1-y-n  y-o-1
0 o 1
valent & P 0 -n 0 car quand on change n en -n et

-0 y+n—1 oa+l-y

1-y-n  en <y+n-1 on utilise le fait que la somme des exposants est
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1
T@)T(v=a) [ o* o
rey) JO X-u

y-o-1

du (:>

Démonstration du théoréme : on a Y(x) =

Nous allons déterminer les polybOmes de degré n et Qn(x)

de degré n-1 tels que

260 Qn(x) 1 pgm Cp ( )
x) = = : — cf. chapitre III
Pn(x) Pn(x) p=ntl  x
1 o-1 Y—o-1
P (x)u”  (1-u) du
on a d'aprés (:) Pn(x)ﬂ(x) = J . g d'od

10

1 Pn(x)—Pu(u)

P (x)P(x) = I L DR L OIS ol FRN
n 0 x—u
1 -1 —o-
Pn(u)ua (l—u)Y o=l
+ J du
0 X—-u
1
Pn(x)_Pu(u> a-1 -o—1
On pose Q (x) = J _—u (l—u)Y du qui est un polyndme de
n 0 x-u
degré n-1 et
1 Pn(u)ua—l(l—u)Y—u—ldu
R (x) = J -
0 x-u

Comme dans la théorie des polyndmes orthogonaux on va déterminer Pn tel que

1

J uubl(l—u)y_a_] uk P (u) du =0 (:)
0 n
pour k = 0,1,2, n-l
—o-1
P -
En considérant J u du qui s'écrit
0 X~u

pour lx] > 1



_27_

k=l
Tl J P (W Gl o] au] kLl
k=0 0 X

on choilsit Pn vérifiant (:) ; la 2éme intégrale débutera bien par T

et on aura bien Pn(x)ﬂ(x) + Qn(x) = Rn(x).

Lemme I1.1.11. (a). Formule de Rodrigues.

o+ 1=y n

x]_a(l—x)
(a,n)

d
dx

[xa+n—l(]_x)y+n—a—1] _

PH(X) n

- ~n,y+n-| _ _
2F]( o ( x) Fn(y 1,a,x)
(notation des polyndmes de Jacobi).

1

Démonstration : On considére J ua-l(l_u)y—a-l f (u) Pn(u)du et on intégre
0

n fois par partie. On obtient ainsi :

1

n o+n-—1 Y+n—a-1 a"
(-1) u (1-u) — f(u) du
0 du”

et ceci & condition que 1'on ait :

k k
[uoc 1 ———-dk f(u)i] =0 et \t(]—u)y_d_1 df i:] =0
u=0 du ~“u=1

k = 0,1,2, n-1.
Ce qui est vérifié si f est un polyndme et si Re o > 0 et

Re(y-a) > 0, donc si f est un polyndme de degré inférieur 3 n

1
J )Y ey P_(u) du = 0
0

ce qui montre que Pn est le polyndme cherché.



On prendra finalement pour dénominateur de la réduite de rang n

le polyndme donné dans la formule du lemme.
—n,OL+n\
Y

suffit de développer dans Fn par la formule de Leibniz, la dérivée n

,YOLn}
v

Jacobi a démontré que Fn(a,Y,x) = ZFI( x) pour cela il

iéme

ce qui permet d'&tablir que Fn = (1-x)" ZFI( = l) et en appli-

quant la transformation d'Euler on trouve :

_ -n,q+n
Fn = 2F1 ( ; Ix)

donc le polyndme Pn(x) s'écrit bien

-n,Yy+n-1
ZFI( ; |x) = F_(y=1,0,%).

Lemme II.7.11. (b). Les polyndmes de Jacobi forment une famille

orthogonale sur [O,l] pour la mesure xY--l(l—x)OL“Y c'est-a-dire que

1

Jo Fn(x) Fm(x) XY_I(I—x)a—Y dx = 0 si n#nm
| N .

2 y=1,._ o=y, _ T(y) , T(a+tl-y) . (a+l-y,n) , (1,n)
J Fn(x) x' (I=x)7 dx = T (@) (a,n) (v,n) a+2n

0

Démonstration : Ceci résulte du fait que

i
1
j 10" £60 F_(0dx = e =5 [Y”‘ Py ¥ ax
0

1
n
=1 +n-1 +n- n
) Ey 5 J 0 T ™ s,
Cette formule permet de démontrer le lemme. La forme du reste dans le théoré-

me résulte de la formule de Rodrigues et d'une intégration par parties

(cf. aussi III.3.7 <:> ).
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11.2. FONCTION HYPERGEOMETRIQUE GENERALISEE.

Déginition 11.2.1. Soit la série de Gauss

n=© (a],n)(az,n)...(ap,n)

a
1> "2 p
F ( ]x) = Z - RS
g\ b b2 s bq 020 (bl,n)(bz,n)...(bq,n)n.

Nous dirons que la fonction définie par cette série & 1l'intérieur
de son cercle de convergence (qui comprend tout le plan si p < q+l) et
par son prolongement analytique au dehors est une fonction hypergéométrique

d'ordre p.

Remarques.On supposera que les é€léments bj sont distincts des

éléments a; si p = g+l 1le rayon de convergence de cette fonction est 1.

Equation difgernentiefle 11.2.2.

En posant Q(x) = x(x+b1—1)(x+b2—1)..... (x+bq—1)
P(X)=(X+a1)(x+a2) cens (x+an)
n=o C
] _ n . - n+l _ P(n)
Soit f(x) = Z Cnx une série formelle ol Cn = Q@) n > |

n=0

Alors f(x) vérifie facilement 1'équation diffé@rentielle suivante

- _ . d
{Q(8) P(S).x}f =0 oi & =x i
& 2, @
On vérifie facilement que f(x) = F p\ X
P q bl’ b2 . bq

On a {8(8+c-1)-x(8+a) (§+b)}f qui est 1'équation différentielle

a, b
véfifiée par oF 4 | x|

On peut se demander comment on passe de l'opérateur § a

1'opérateur D = — .
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On a par exemple 7" = §(8-1)(6-2) (8-n+1) et d'autres

formules cf. Yudell-Luke : "The special functions" p. 24,25,26.

Nous nous intéresserons au cas q = p+l.

a_ a a
1 2 pt+1
On vérifie que F | x satisfait une équation
p+l p
b, b b
1 72 P

différentielle de type de Fuchs d'ordre p+l.

Les seules singularités sont {0,1,} (cf. Bateman p.184).

Pour symbole de Riemann associé on a dans ce cas (cf, [13])

0 o0 1

0 a, 0

l—b] a, 1 ]

i=p J=§+l

1-b, 2, 2 oii d = .2 b, - a,

. 1i=1 J=1

. p-1
l-bp pp+1 d

e e e, s . n(n-1
car on pose que la somme des multiplicités des singularités est _STT_l

11.2.3. Intégrales hypergéométriques q = p+l

Les formules de Pochhammer sous forme intégrales, prolongement

de la série de Gauss que nous utiliserons, sont

( apagady A ) i= T(b) :
F |x | = i — J de, ...,
p+l p bl’b2 bp i1 T‘(ai)l"(b:.L ai) o
1 i=p b.-a,-1 a,-l a
_ i %4 i (-t ,t, t %)
J de JJ](l £;) £ 172
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ou a,,a, ap+1, b1 bp sont des paramétres complexes vérifiant

1, 2,p Jarg(l-x)| < T et d'autres formules que

Re(bi) > Re(ai) >0, i

nous utiliserons dans la suite de 1'exposé. cf. Evdelyi Bateman.

Par exemple dans le cas de polyndmes hypergéométriques

aa, ap+l) i=p —1F(bi)exp(—1Hai)

F x’ : X
p+l p ( b1b2 bp i1 F(ai)T(bi ai)ZSlnHai

o+ O+ i= ai-l b.—ai—l —ap-l
dt. ... dt WWP t (1-t) * (-t . t. t x)
: 1P ois bz

avec Re bi > Re a; |Arg(-x)| < T 1le parcours d'intégration étant le

suivant

C;

les définitions des fonctions contigiies et associées sont les mémes.

—d/

Les relations de contiguité sont en général beaucoup plus compli-

quées que dans le cas 2F1'

(Cf. Bayley pour 2F3 et Wilson pour 3F4).

11.2.4. Les dégénérescences de La gonction hyperg@ométrique de

Gauss.

Considérons la fonction hypergéométrique

1 1
o, = ©« (Ot,m) (—9m)
€ € m m
2F1< ¥ ‘EX) =mZOWX € ®

. . 1 PR
on a facilement 1lim (E3m)€m =1 d'ol on en déduit que
e>0

1
Oy— m=" m
lim zFl( € (gx) -7 lew x
€—>O Y m:O (Y’m) m:
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o

y |x) ou G(a,v,x).

ce qui d'aprés la notation précédente donne lFl(

Cette fonction est la premiére dégénérescence de la fonction de

Gauss et vérifie 1'équation différentielle

d2 : 1 d
(x(1-ex) ;;7 + [y-(a+ E—+])sx] = a)

]
o

c'est-d-dire en faisant € > 0 cette équation '"tend" vers

2

Xd}2’+ (Y_X)iz-—(xy=0 I1.2.4.1.
dx dx

L'équation (:) posséde les 3 points singuliers réguliers 0,«,]1.
Lorsque € > 0, 1'équation II.2.4.1 ne posséde plus que 2 points
singuliers O et o et o &tant irrégulier, o résultant de la

. _ . . s 1
"confluence" des 2 singularités réguliéres T et .

]F]( $ ‘x) est la fonction hypergéométrique confluente lorsque

Yy ¢ N 1'intégrale générale de II.2.4.1 peut 8tre mise sous la forme

_ o 1=y o+l-o
y = AIFI( v |x) + B x lFl( 2y |x>

qui peut se déduire par passage 3 la limite de II.1.6.

On peut exprimer IFI( 3 ]x) par une intégrale définie
1
o _ Ty a-1,.  (y-a-1 ux
IFI( y |x) TOT 0y 0u (1=u) e du IT.2.4.2.

Cette intégrale ne change pas quand on fait u = l-v d'ol la formule
Kummer lFl( $ |x) =" ]Fl( Y;a |-x) limite de la formule d'Euler
(IT.1.6.1").

Toute fonction de Kummer o o = -n entier négatif est un poly-

nome de degré n qui se déduit par dégénérescence des polyndmes de Jacobi
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-n . 1
(7)1 oo

ce qui en passant 3 la limite donne

F ( -nlx - xl—YeX d2 [xy+n—] e—X]
iy (v,n) 4,2

si vy =1 on obtient les polyndmes de Laguerre.

_1.2.4.7. Fonction de Bessel.

1 1
o . PP €’ g2
Considérons la fonction hypergéométrique 2Fl le x|,

Y
on a comme lim (l3m)61,m).€2m= 1
€ €
>0

_]...1_ m—Oo m
€ e, 2 v X

L T

€50 271 Y =0 (v,m) (1,m)

série qui converge pour tout

x € C.

On pose

w m
mzo T = of1 (G = T
or Bessel pose
(%)k ] 2
T = mamy T0ets =79 (1)
De 1'&quation différentielle
2 d2y 1 ‘1 2 4 dy
x(1-7x) g;i + EY - (E~+ -+ 1) 2 % & o_y-o0

1
iz €
vérifiée par ZFI(

1
, —

€ P . P
y e x) , on déduit en faisant € -+ O celle vérifiée

par J(Y,x)

qui est

X———z—* 'Ya-;{-‘}’:O 11.2.4.2.1.
dx
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Lorsque Y ¢ N 1'intégrale générale de cette équation est de la forme
E 1=y «
y=AJe,x +Bx | J2y,x)

Grace a la formule (:), on peut, en partant de 1'équation diffé-
rentielle précédente, retrouver 1'équation différentielle vérifiée par la

fonction de Bessel.

I1.3. GENERALISATIONS DE LA FONCTION HYPERGEOMETRIQUE, LES G-FONCTIONS.

Formule de Mellin-Barnes 11.3.1. cf. [21]

Theoneme 11.3.1.

T(a).T(a) 2F1( a BIX) _ 1 ( [(a+s)T(B+s) I'(=s) (-x)3ds

T(y) 21l j_.  T(y+s)

Démonstration : On applique le théoréme des résidus 3 la fonction sous le

signe J . sur le contour C. suivant : (cf. Fig. 1).

1) le segment [—i(n+ %), +1(n+ %ﬂ, n entier positif, de 1'axe
imaginaire de fagon & laisser 3 sa droite les pdles de T (-s) et & sa gauche

ceux de T(o+s) et T(R+s).

2) la demi circonférence c(0, n+ %0 située d droite de 1'axe
imaginaire.

On fait tendre n wvers 1'infini et on conclut par prolongement
analytique sur € muni de la coupure [l,m[.

On peut retrouver les propriétés de la fonction hypergéométrique

par cette formule que 1'on généralise.
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o (X| aa, ap) i Cm’n'(xl (a)p)
P»q by, by P»q (),
=m s=n

I'(b.-s) I'(1-a.,+s)

1 i=1 3 5= J 5 4

211l L 554 j=p x a8

I'(1-b.+s) 'TT T'(a.-s)
j=m+1 I jen+r 3
si 0<m<q ou 0<n<q le produit vide sera égal & 1 et les para-

métres a, et bh sont tels que aucun pdle de F(bj—p) ne coincide avec

un pdle de T(1- ak+s).
Ainsi (ak—bj) n'est pas un entier positif et on supposera
que x # 0.

On prendra pour L wune boucle commengant et se terminant & +»,

encerclant les pdles de F(bj-q) j = 1,2 m dans le sens négatif et évi-
tant les pdles de T(l—ak+s) k = 1,2,n.

L'intégrale converge pour ¢ > 1 ainsi que si p < q et
[xl < 1.

En utilisant ce parcours on a en utilisant la somme des résidus

(bh - bk ¢ 7).

Théoneme 11.3.3. cf. [41]

sS=n
‘ *
( (a) ) h=m s=m I1(1:'j_-bh) TT- F(1+bh_aj) b
m,n ql _ s=1 h
G x’ = E : X X
Psd L hem s=1 474 =
I'(1+b._-b.) il I'(a.-b.)
j;ELl gty 3h

(1+b, ~a
h p—m-n
Fae ( | (-1) x

(1+bh—b

oI Sae)

avec p <q ou p=gq et ‘x] < 1.
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(1'étoile ayant pour signification que 1'on omet le facteur si celui-ci

est nul).
N
o0
P
e
\"'.\‘.
~ ) C
-0=5 -0-4 -0-3 -0-2 -a-1 -ao .
—_——— -t ] — o =~ —~O
< . .
\\
AN
\~
\
\
|
|
Nl il M L
0 1 2 3 !
|
— ]
i
_— e b e ——p
B-2  B-1 -B
//'
, .f"f:‘.‘.:'\"
St
i A LR 2
-
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I11.1.1. Cas géndral. (cf. [4])

j=n .
Définition. Soit une série formelle A(x) = ) a, xJ) a coefficients
3=0

J
dans €.
On appelle approximant de Padé de type ﬁukﬂ une fonction
PL(X)
rationnelle notée [L/hﬂ= —— ol
QM(X)
. PL(X) est un polynome de degré au plus L
. QM(X) 1" 1" " n M
tel que QM(O) = 1 qui vérifient la condition QM(X).A(x) - PL(X) =

QM(X).RL+M+](X) ol RL+M+1(X) est une série formelle d'ordre L4M+l qui

est le reste de 1'approximant de Padé.

I111.1.2. Conséquences et rappels.

a) On démontre l'unicité de 1'approximant de Padé
b) on démontre que [L/N@ existe si et seulement si le détermi-

nant suivant

aL 4 +1 A1 M+ 1
aL+1

C(L/M) = #0
AL -M+1 4L 4+M-2 4,

(déterminant de Hankel).

c¢) Dans les applications de 1'arithmétique nous aurons besoin d'une

estimation précise du reste RL+M+](X) en fonction du dénominateur QM(X).
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d) Dans certains cas nous ccnstruirons 1'approximant de Padé
en x =0 de type [L/L] et [L+1/LJ qui correspond aux réduites du

développement en fraction continuée de A(x).

111.1.3. Approximants de Padé et dquations différenticlles. (cf [13])

Nous allons construire un approximant de Padé pour un systéme de
fonctions fl(z),fz(z),...,fn(z) satisfaisant un systéme différentiel

linéaire de la forme

£i(z) = Z Qj’i(z).fl(z) i=1,2,.. n.

Pour des fonctions Qj i(Z) rationnelles possédant un développe-
£
ment en série entiére dans C[(z)].
Cet approximant de Padé de type [L/L] et [L+1/L] devra satis-

faire aux conditions suivantes

a) le reste de 1'approximant de Padé doit satisfaire un systéme
d'équations différentielles explicite.

b) les polyndmes de 1'approximant de Padé doivent satisfaire une
équation de récurrence linéaire ainsi que le reste.

c) le reste RN(Z) = R(Z’wl’WZ"“ wn) doit pouvolr se mettre
sous forme intégrale.

d) on doit pouvoir donner un équivalent asymptotique du reste
IR(z,N)| de [PL(z)| et de lQM(z)l pour z # 0 et N = L+M tend vers
1'infini.

Pour cela nous introduisons des approximants de Padé spéciaux qui
vérifient les conditions a), b), c¢), d) et qui se retrouvent également dans
les démonstrations d'irrationalité et de transcendance de certains nombres

1iés & des équations différentielles que 1'on retrouve dans les oeuvres

d'Hermite, Malher, Siegel.
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Deginition 111.1.4. Approximant de Padé de type I.
Soient {z],zz,...,z }. N points distincts de € et fl(z),... fn(z)

des fonctions analytiques dans un voisinage de z =z, , z = ZyseeesZ = 2

1° N*

Pour n entiers naturels m ,m m., on considére les n polyndmes

2,
Ai(z]fl,fz, fn’ my,m,, mn) : de degrés < m, tels que la fonction

i
R(zlflf2 fn,mlm2 mn) = .

n

X
Ai(zlflf2 fn,m]m2 mn) fi(z)

I o~11

1

ait pour zéros {z],z2 zN}. Tels que

s=N i=n
J ord (R) »{ ] (m+1)}-I @
=t % i=1 *

. R(zlflfz fn,m m

1My mn) est le reste de 1'apprixomant de Padé

de type I pour le systéme {fl(z) fn(z)} dont les poids respectifs sont

m, mn) sont appelés les approximants de Padé

1

mmy mo; Aj(zlfl,f2 fn,m

de type I.

En général on considére 1'approximant de Padé en un seul point

Le cas le plus intéressant est celui ol les poids m, i=1,2, n
sont tels que m, = N i=1,2, n. (cas diagonal) ou Imi—N\ £ 1 cas
"sous diagonal''.

On notera Rn(z) le reste de 1'approximant de Padé

Ai,N(z) : les polyndmes de type I.

Deginition 111.1.5. Un approximant de Padé de type I est dit par-

fait si (:) est une égalité. 11 est dit presque parfait si et seulement si
s=N i=n
Y oord(2).®R)- ) (m,+1)+1 < C(F)
§=1 S =S

pour une constante absolue C(f) > 0.
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111.2. Approximants de Pade de type II.

Déginition 111.2.1. Soient fl(z), fz(z) f (z) des séries
— n

formelles et OysPyee pm) des entiers positifs.

On dira que {ai(x), az(x), an(z)} est un systéme de polyndmes
de type II correspondants aux poids (pl,pz,..pm) et au systéme
(£, (2),£,(2) £ (2).

Si {ai(z)} est un systéme de polyndmes non identiquement nul
vérifiant

1) deg ai(x) g 6—pi avec § = Z o
2) 1'ordre en z = 0 de

%(Z)-fk(z) - ak(Z) fp(Z)

est au moins O+1 pour k = 1,2,...m et p = 1,2,...m.

Exemples. Les premiers systémes d'approximants de type I et II
ont été introduits par Hermite en 1873 pour démontrer la transcendance de e;

. Malher les a également utilisés pour trouver des approximants

de T et l'incgalite [I- % > . G [24].
q

. Nous donnerons des exemples dans la suite de 1'exposé.

Le lien entre les deux types d'approximants est le théoréme

suivant :
Théoneme 111.2.2. Soit A(z,p]p2 om) la matrice de terme
général
A, p (2000 Sy s %Sy P Oh,m 111: }‘; n
et Ci(zlp]pz pm) la matrice de terme général
1i=1.2

8 (20,76 15 Py s PO, m
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Sous certaines conditions (cf. DE Bruin - Generalised functions

and multidimensionel Padé& table), on a

| T
ACzlp,0, ) @ (2,00, P) = 0

pour des constantes ..

En d'autres termes si on connalt un systéme de polynOme de
type I on connait un systéme de type II et réciproquement.
D'ol 1'équivalence de ces deux méthodes.

Malher a également prouvé que les deux polynOmes

b z0

det A(z|p;p,  p_)

det C%(z|pl, ,On) = :st.z(m—l)O

oi a et b sont constants.

Exemples d'approximants de Padé de type 1.

111.3. Formule d'interpolation d'tHermite.

Soit f(z) wune fonction holomorphe a 1'intérieur d'une courbe

fermée C contenant l'origine O et soient Z s2ye+02 D points de C.
P 1 f(z) N
On définit R(ZI’ZZ""Zn) = 537 Pn(z) dz ot
i=n
P (2) = J[ (zz))
1=0
Alors en posant z, = W, ,w W, avec n = 2 (n.+1)
j=
n]+1 fois
zi = {wi,wi wi} ni+1 fois

1

i=n j=m n.+
P (2) = I (z=z,) = T[ (zw.) J
i=1 j=1 ] ’



- 42 -

n.+l1
T A COICATY 1
Alors R, ,wy,w0 ) = .Z o &) P (2) z =W,
=1 3 n ]
Démonstration. C'est le théoréme des résidus appliqué 3 la fonction Pfgzg
n
I111.3.7. Soient Ww, W des nombres complexes tels que
w.~w, € Z et W,,w. non entiers.
1] 1]
On pose
! 1 1
. Xlwl,wz w ) KO. K]. Km. 2F](l,s,c,x) ;
K K, K 23T 3 (s) S
o 1 o o
i=m k=K. k=K,
ol @O(s) = Jj; J]; (s+k—wi) J]; (s+k), Ko’KI Km étant des entiers

positifs et Co contenant tous les z&ros de @O(s), on a le théoréme

suivant :

Théeoneme 1171.3.2.

WisW,y w i=m Wy 5w, W
P Y (xl £, (o)
o’ 1 m = m
fo(x) =1 fi(x) = F (l,w0,,c,x) et

deg Ai £ Ki i=1,2,...m.

Démonstration. C'est le théoréme des résidus appliqué 3 la fonction R ol

les pdles de @O(s) sont simples et les résidus en s = k+wi sont

b=k, )
2F1 c |X

' ——
@O( k+wi)
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1, —k+

On utilise le fait que 2F] t |x | est combinaison linéaire de
o, wi 1, wi
1 = 2F1 . | x et 2F1 o |x/ & coefficients qui sont des fonctions

rationnelles de wi, ¢ et polynomiales en x.

Ceci résulte de la relation de contiguité suivante :

l’wi_l 1’ wi
(cw;) P\ x| + W - I=x) F || |x] =
0, wi
(c-1) ZFI . | x)
' 1, w,
1, w.-1 (x-l)(wi—l) ZFI( . l|x) + (c=1)
d'ogd F ( - lx) =
: ‘ (e0,)

ce qui permet de démontrer par récurrence que

est un polyndome de degré < Ki en (1-x).

Approximant de Padé de type 1 pour Les gonctions bindmes. cf. [19]

Théoreme 111.3.3. En posant

(1-x)°

172 m I
= mT =N d ]
R (xl0102 pm ) 5T JC 3(5) s |s| <

oi C est un contour décrit dans le sens positif entourant les pdles

A=m r=p) -1
wytr et d(s) = ;rE .TE (S_wkdr)
= 'r=

w,w w k=m W, W w w
R (x‘ 2 m) = 5 Ak (xl b2 m )(l-x) k
= m
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19 u%l) —k=px—1 (]_x)k

w
ol A XI = e
k’( P1Py O At G

Démonstration : C'est le théoréme des résidus.

Theoneme 111.3.4. Approximant de Padé et "fonctions hypergéomé-

thiques'.
W, W w A=m T(w,=w )
A XI 172 m =C A M %
U 01P, o e A=
AL ;[E T(wk—wu+p£
wu—ml—pl+1, ........... Ceseeaaa wu—wm—pm+1 .
mm-1y w —w,+l e, . ¥ w —w +1
u o1 U m
oi % signifie que wU_wU+1 est omis.
Ce qui montre que
08} W
1
A xl
“( o1 p)
est un polyndme hypergéométrique.
) “n m, 0 Wiy Yo Pm
R | x| 0 =Gl ,m w w
P1 %  “n ’ n n

oi G est la fonction de Meijer (cf. TII.3.2), ¢ é&tant une constante

positive,
@ wm
Démonstration : On va évaluer de maniére précise A xl .
u 04 O
u w],wz,wm
Soit C le terme constant du polyndme A xl
0o H P12Pos0
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On a

i i
C =
o A=m
(-1) (-2). (_DUH)';U] (0, 0y) (=, +1) (o =0, 00, 41)
A#u
A=m
I'(w,~w )
A=1 A em
u -1 A= R -
donc C = (-1) X=E oi O = Uzl 0,
NI F(wx—wu+px)

donc CE est le coefficient de la fonction hypergéométrique.

Le quotient du terme de degré w+! et de degré w de Ak(x)

en 1-x ol w=0,1,2, DU_Z est
A=m
W, =W, =P, +1+T
1 =1 Cumn ot
(1=x) 1+r A=m
W —W,+1+
A
® wm
d'oli on en dé&duit que AU( X'p 0 ) est bien un polyndme
1
hypergéométrique.

Pour m = 2 on obtient :

2 A Iwymwy) MR I A
1\ %o, 2F1\ w w1 X
1 2 F(p])F(wz—w1+p1) 1 72
]
r - -
Wy W,y _ (w]—wz) p2+1, wz-wl p1+1

k A, x|p 0 =C F] l1-x

1 2 T(QZ)F(wl—w2+p]) wz—w1+1

Formules (III.3.4.).



En écrivant

on retrouve la formule du théoréme II.3.3 en remplagant X

faisant p=q =m, a

u

o-1 m, 0
-1 C'Gm,m (1

d'od le théoréme.

Lemme I11.3.5.

et est d'ordre o-1

: W w
. . P m
Démonstration : On peut écrire R.(xl ) =

oi C

C'est pourquoi

rateur qui se compose du

minateur est de degré

x|
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k= w W w w
=1 p1 p2 pm

par

=Ww +p b = wU on obtient

U B
Wite

(.L)] ’w23

w,w
R()d 12

p102 m

(le systéme d'approximant étant parfait).

n=w

Y oa x"
n=0 a

1 Y
O1 P2 P

entoure tous les pdles.

= -

—
ll:ﬂ b

|
tr (- =1)

coefficient binomial est de degré n

IIjé

Ugm
o =0 .
p=1 M

I-x

et en

m . .
) n'est pas identiquement nulle
>

le numé-

et le déno-
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Ainsi
a = 0 n=20,1,..,0-2
o-1
- =1

o-1 (o-1)!

k=m wk
Donc z Ak(l—x)(]—x) = Z a xq, ce qui montre que le systéme de

k=1 qzo-1 4

polyndme Ak(x) ol deg Ak = Ok-l est un approximant de Padé de type I

UJ] 0)2 U)k
pour le systéme (l-x) , (l-x) “,...,(1-x) .

Théeoneme 111.3.6. Théordme de Padé.

Pour m = 2 on a

W, 4w -0.+1, w -w,-p,+1
A (xl ] 2) =C2F1( 1 17272 Ix)
b1sPy —0 0, *2
Wy W 0,1, w,~w, —p, +1
A.2 (X, 1 2) = =C 2F1< 2 2171 [x)
P1sPy —0,7P,*2
R.(x}wl wz) e [ ) T(p )T (w ~wy+p )T (w,y~w,+0,) )
0, 0, T(ol+pz-1).F(pl+oz)F(wl—w2+l)F(wz—wl) ,
p,+o,-1 w W,=w, +0,,0
N 172 (1-x) 2 JF, 271 72°7 Ix

P1*Py

Démonstration : Nous allons faire la transformation x = 1-x d'aprés

IT.15 et II.1.6. on peut écrire
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a,b c—a~b c-a; c-b
= PoF | L ipeiec [1-x | + Q(1-x) x OF | 1-x

oi P et Q sont des constantes car les 3 solutions particuliéres sont

solutions de 1'é&quation

x(1-x)y" + [c—(a+b+1)x]y' - aby = 0

En prenant a = —p1+1, b = ml—w2+1, c = —pl—p2+2 on en déduit que

-0, t1, w W, +1 —p t1,w,~W,=P +1
2F1< 1 b2 x) =P F]( bl 20 x| +

2
—P P, +2 W =0, *]

-0, +W o+, —w, tw,—p,+1
1
+ Q(l=-x) b2 . JF 2 b2 |1—x
21 - +w.+1
1 72
—W W
or, pour - +w, # 0, £1, £2, £3,... *p, (1-x) n'est pas une fonction

rationnelle.

On en déduit puisque les 3 séries sont des polynOmes que Q =0

et en faisant x = 0 alors

-0+, w, ~w, ~-p,~1
| = P.F 1 1 72 72 ’1
21 W, -w,+1
1 2

or d'aprés la formule de Gauss

. ( a,b |1) _ T(c).T(c-a-b)
271 T(c-a) .l (c-b)

si Re(c-a-b) > O d'ol la valeur de P,
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On en déduit que

. —0,*1, m]—wz—w2+l‘] A F'(w=w,+1).T(p +p,~1)
271 s 41 F'(w,=w,*0,)T(p,)
1 72
ot W TyTey
x 2F] |x
_91-02+2
d'ol
W, W “-p.+1l, w ~w,-p,+1
A ( ! 2|x) = C'(wl-wz) ZFI( l 17272 |x
p] 392 'Q]‘Qz+2
W, ,Ww -0+, W, -p,+1
Ayl 2|x) = ¢ (wyw,) ZFI( 2 2y
IELY P mPy*2
o - g F(wl—wz)F(wz-w])F(p]+02—1)
F(w=w,+0 )T (wy=w, +0,)T (0, )T (0,)
) 20 WiTPys WytPy
R || = ¢ Gy | 1-x]
> w
by Py Y%y
or on sait que
Gz,o(]_x’w]‘“p]’wz’LOZ) - J F(wl_Z)F(wz_Z) x (1-x)% dz
2,2 w0, 21l c F(wl+pl-z)T(w2+02—z)

C étant le parcours complexe de la formule de Mellin Barnes (cf. II.3.2).
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On suppose que O < x < 1 et en intégrant sur Re z = a avec

-t .
en posant z = Ww,-S, l-x = e t > 0, on obtient

a < min(Re Wy Re wz) 9

w b+iw
w1+p1, w2+p2)= (1-x) 2 J F(s+w]—w2)F(s+l) . ets ds
beioo F(s+w1—w2+pl)T(s+pz) S

oi b > max(0, Re(wl—wz)).

w
A part le facteur (l-x) 2 on retrouve le transformé de Laplace

F(s+wl—w2)F(s+1)
T(S-HL)]‘UUZ"'QZ)F(S*'QZ)

de la fonction et en se servant d'une table des trans-

formés de Laplace on trouve

0,+p,~1
2,0 Wi*Py 5 TPy Wy x 172
o\, e, | T Ty
bl 1 b 2 pl pz
. “’1"“2*92’91[ y
21
+
P1%P,

Remarques 111.2.6.

<:> Dans les applications on prendra P =0, =P €N, w, = o,
w:\):ln_
2 n
0,V -p+1, —v-p+l
A] (x| ) =C ZFI( | x (:)
P, 0 =2p+2

>
N
——r—
e
T o
<
[ ——
1]
i
(@]
N
v
—
[}
©
+
<
i
o)
+
4
-
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0, v T(0) T (~v+p) T (v+0) 2o-1 v
® (le L7 ¢ s TEEhTesTaTey < O
0
A 1
8 2F1( 20 |X) =x" (1-x) . oo o < oF % x| ©
w0

2p

Remarques 111.3.7. Pour les polyndmes hypergéométriques on a les

relations suivantes

®

“m, b k=m (-m)k(b)kxk
2F x| =

Si c ¢ £ :

-m, b ) (-D™.X" -m, 1-m-c
oF ( x) -0 F ( ll @
1 c (c)m 21 1-m~-b X
Si a=-m et ¢ =-n, b¢ Z, on définit le polyndme hypergéométrique de

la fagon suivante :

-m, b r=m (m)r (b)r r
S N e ®
' -n - r=0

On a

-m , b (n-m)! (b) -m, n+l-m
_ m _m ’ 1
2F1( o lx) Y B 2F1( l"’)

i
n: 1-m-b
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111.3.8. Relations de congluence. Approximants de Padé de type 1

pour La fonction exponentielle.

Théoneme 111.3.8. Soient P, et Py 2 entiers positifs et

W, + W, deux nombres complexes distincts.

Wy s W, Wy o, W,
Soient A1 x| , A2 x| le systéme d'approximants
WX WX
de Padé de type I pour le systéme (e , e ) au point (p],pz) et
“1 0 %
R | x| le reste.
Oy 5 P,y
On a :
W, W, —Ol+1 )
A (x] =C |F, e | (Fwyw,)x
05 0y 0y7P,
Wy s Wy ~Py*! )
A, x| = -C/F, o | (wy=wy)x
P1 Py P17P2
Wy W
+0,= -1
0, p P17P2 P1™P2
1 72
pl+pz—1 p]
X x F I(w -, )X
171 1 72
01+02

Démonstration : Ceci résulte du principe de confluence et des formules

(I1I.3.4) si on remplace w, par -wu, W, par -W,u , X par %- et

que 1l'on fait u > o,
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Pour w, = 1, w, =0, P, =P, =P, 0n retrouve 1'approximant

de Padé pour e.

Malher dans son article intitulé& "Applications of some formulae
by Hermite to the approximation of exponentials and logarithms (Math.
Annalen. 1967) a utilisé un systéme d'approximant de type I pour le systéme

W, X W X

{e 1 see.e Y.

I11.3.9. Systeme d'approximants de Padé de type 1 dans Le cas

des fonctions Logarithmes.

Nous repartirons de la formule

1.2 r z
1 (1-x)
R (x ) = —7—-J ———— dz
PPy Ol 2ill . 9(2)

y=m  r=p -1

ol 1l'on pose &(z) = Wﬁ; (z-1).

o
1]

z
Théorneme 111.3.9. En posant R(x]pl,p2 pm) = Z;H J (éz:; dz
C

on a @

H=m
. - Uil VI
R(x[p),0, o)) MZ] A (xlp,0, 0 ) Log ' (1-x)

AU(X!OI’QZ Om) est un polyndme de degré au plus pu—l.

Démonstration : En faisant un développement en série de Laurent de

au voisinage de ces pdles on trouve :

1
(V)

k:oo
- (v) k
D 3 = kzm G (z=V)
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< veee. K ' édui
Comme o] g pz < p3 pm on en déduit que
- v
- = > -
C_m #0 pour 0 € v € 0 1 R C_m 0 pour Vv > p 1
v
-1 < < - - > -
ot ] #0 pour pl 1 £V & 02 1 , C__m+l 0 pour Vv 0y 1
<
' v
-1 < < - = > -
L C_, #0 S 1 £V g e 1, C_] 0 pour Vv o 1
En développant f(x) = (l—x)Z au voisinage de Z =V en série
on obtient
k=0 k
z -
2y (-x) = (1-x)" —(L‘-’—%—}——X—)—)— (z-0)¥ v =0,1,2 p -l
! m
k=0
Des formules 1) et 2) il résulte que
v)
Res ﬁézg%— = (l—x)a Z ?TiﬁéTYT Log H 1(l—x)
z=0 L=-m )
et par le théoréme des résidus
V=%{4 z el Cﬁv) -u~1
R(Xipl’QZ pm) = Z (1-x) Z W Log (1-x)
v=0 U=-m )
v=p =1 (V)
u=m m C
- +u-1 v
= ) Logm H(1-x) ¥ —%E:%TT (1-x)
u=1 V=0 )
v=p =1 _(V)
. m -m+u-1 v
d'oli en écrivant Au(x!pl,p2 pm) = vzo =Y (1-x%) u=1,1, , M
on en déduit que
U=m
= o=,
R(xlpysp, o) = 1 A (xloj,ey ) Tog " (1-%)

u=1
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ol Au(x]pl,p2 pm) est un polyndme dont le degré est donné par

1]
—

pu-l pour U
d (A (xlp,0p 0 = {

<Fh—1 pour U = 2,3 m.

On termine la démonstration par un lemme analogue a III.3.5.

Lemme T111.3.10. R(x]pl,p2 pm) n'est pas la fonction identique-
ment nulle et la famille A (x\pl,p2 pm) est le systéme d'approximant de

Padé de {I,Log(l-x),...Logm_](]-x)}.

_ . . z z 2 .
Démonstration : En écrivant (l--x)z =1 - (1 )x + (2) X eeese .. et en 1nte-

grant termes a termes R(x\pl,p2 ol m) on en déduit que

2
R(X\O],Oz Om) =a, + ax +aXx + ....ax

n-1 (i) uem
avec a = -1 522-5?27 le degré de &(z) étant UZ] pU = 0 on en

déduit le résultat demandé.

Théoneme 1171.3.11. On a :

m~1 -p,+1, -p,+I] -0_+1
__C(=D 1T TR
AI(XIOI’DZ pm) - =m 8 mFm—l ( 1 I | ll X
r(m).ﬁTHou) ’
u=1
R{x|p,,p p )=CcG" l—x]
1°72 m m,m 0, 0 0
o c v o)
Démonstration : On a A (x|p o) o) = z — (1-x) avec C
1 1’72 m £=0 (m=1)! -

défini comme en I111.3.9, on a
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T = 1
C_ =] T — — r=0,...., p =1
mo r!(-1).(-2) ( pu+r+1) 1
ce qui montre que A](xlp],p2 pm) est un polyndme hypergéométrique

(méme démonstration que dans le cas binomial).

On a :
(_])O+m -p1+1, —pz+1 -pm+1
= 1-
Al(x|p] pm) U=m m m-1 1 1 1 l x
T . r ’
(m) UE (e,

De méme R(xfpl,p2 pm) est une G fonctionod n=0, p=m q =m,

" b bU =0, z=1-x et on a :

mo( _ "1 P2 Pu ) ) _l__J re"u-x°
211l x KoM
C TT T(pu—s)
u=1

C  étant le parcours classique de la G-fonction (cf. II.3.2.).
Dans ce cas particulier il n'y a qu'un nombre fini de pdles, c'est
. I e e
pourquol on peut réduire C a un cercle d'orientation négative entourant

ces Dm poles.

Conollaine 111.3.12, Cas m= 2,

o, +p0,-1
2,2 0 o [l *+e,) 21 P1*P,

Démonstration : analogue au cas binomial.
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Conollaire 111.3.13. (Théoneme de Padé).

1, 1 )
Ona: ,F x| = - Log(li-x)
271 X

|x

—pl—p2+1

GRCRILCIS PRI 0,40+
T2 E

R =C
(X‘OI’OZ) F(py+0,)T (0 +p, *1) * P o+

avec O < Py £ p2+1, ¢ # 0 constante réelle, ceci en remplacant P, par

p2—] on retrouve les résultats de II.1.11.
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j()(X)
T (x)

v

IV.1.1. Meswre de £'imationabits de exp(Z) et

Introduction et historique :

a) E. Borel en 1899 trouve une approximation rationnelle de e telle

oi ¢ est une constante

que 1'on ait |e - %1 >q ¢ log(log q) -

b) I. Popken (1928) trouve comme mesure de 1'irrationalité de e une

inégalité du type suivant

A
e = B > |q| ™ |q Tee(ToglaD 55
c) K. Malher (1932 et 1967) montre que pour tout rationnel r # O

[
¥ = B > [q| 72 [qf PoBCoBIAD(es. [a4)).

avec c = c(a) > 0 pouvant 8tre une constante absolue si |q| > q(r).

Malher utilise pour cela les mémes techniques d'approximations
que celles d'Hermite par des approximants de Padé de type I donnés par la
formule d'interpolation d'Hermite.

Cependant, pour T # %- nous n'obtenons pas la "meilleure mesure

. . . T
de 1'irrationalité de e ".

Rappels. On considére 1'équation différentielle de Bessel

xzw" + xw' + (xz—vz)w =0

on sait que si v ¢ N elle admet 2 solutions lin€airement indépendantes

T, &) et T (x).
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=0 (%_X)m+v
< m
ona Jw@ =] D" opemy O

v est l'ordre de la fonction de Bessel d'aprés (II.2.4.2) on a :

X2
F](v+1, - —

)
_ .1 V0 4
I, = G x) TS @

Nous allons démontrer le théoréme suivant

2 , .
et x = T avec . r,s,m entiers

Théonome IV.1.1. Pour v =§

et s 1, mzxz1 . Alors

pour tous entiers p et q, p > 1, q>q et C= Cc'(v) > 0, ce qui

donne les corollaires suivants.

Conollaine 1V, 1.2, Pour v = %- 1'inégalité du théoréme 1 s'appli-

1 1
tg — et tg—/vYn .
que pou? g~ e g n/ n

Cornollairne IV.1.3. Pour tous entiers p et q on a

_P -2 Log(Log|q|)
e = 5l > lal —Lo—g—%—L lal > q

Le théoréme de Khintchine : cf. I.6.8. montre que ces inégalités

constituent les meilleures mesures d'irrationalité possibles.

Démonstration : Le point important est la relation de "contiguité" suivante

dite formule de Lommel.
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T @+ == T @ ®

ce qui par récurrence permet de démontrer le lemme suivant :

Lemme IV.1.1.

Ty = T R () = TG Ry @

m

-n"J

-(v+m

Y@ = TR G+ T @R LG ()

oii Rm O(X) sont des polynOmes de degré m en %— qu'on appelle polyndme

de Lommel. (cf [34])

Lemme IV.1.2.

Rm’v(x) =-% x(sin Hv)—l[:7v+m(x) 37_\)+](x)+(—1)m /AN (x) 7' 1(xﬂ <:)

Démonstration : En utilisant les relations (:) et (:) et la relation

suivante

Toa T 0 + T @ LT )= @17 sin v

V+1 V -V v

qui provient du fait que le wronskien de 2 solutions de (:) est

W, T = =0 sin Iy

Lemme 1V.1.3.
n<El m]
- (-1) (m-n)!T(Vv+m-n) ,1 _-m+2n
Rm,v(x) ~ n=0 n! (m=-2n) ! T (v+n) (7 % <:>

ou en utilisant les fonctions hypergéométriques généralisées

1 1 1

T (v+m) 777 m myV o,
Rm,\)(x) ST (— )" oF3 |-

-m, |-v-m
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Démonstration : En utilisant 1'expression explicite du produit de 2 fonctions

de Bessel (cf. Watson p. 295-296)

m=co

- . _ _iam ol SvHu+2m I'(u+v+2m+1)
j\)(x)' ‘]u(x) B mZO( DG %) m! T (UAm+1) T (VAm* 1) T (v+p+m+1)

et en remplagant dans la formule <:> on obtient le résultat cherché.

Remarque. Le résultat de la formule n'est qu'un cas particulier
d'une &tude menée par G.V.Chudnovski pour la construction d'un approximant
de Padé de type II pour une fonction hypergéométrique généralisée

(C£ : Journal Maths. Pures et Appliquées 5.8. 1979 p. 445-476

formule 1.8 p. 451).
Lemme 1V.1.4. (théoreme d'Huwuwitz)

R (x)
. x m+v+l “m,V _
lim (7) Toom) j\)—l (x) @

Démonstration : On a d'aprés le lemme IV.I.3.

1 V+m
(5 x) Rm,\)+]

I'(v+m+1)

1
n<sm n v+2n
(x) - % -1 (7 X) (m-n) ! T (Vv+m-n+1)
0=0 F'(v+n+l).n! (m=2n) !T (V+m+1)

(m=n) ! T (Vv+m-n+1)
(m=2n) T (V+m+1)

En posant 6(m,n) = et en explicitant, on a

(m-n) (m-n~1) (m-2n+1)

9(m,n) = (vim) (v+m-1)  (V+m-n+1)

Posons N = E(|v|) = partie entigre de lv], siona >N,

et m > 2N, on a |6(m,n)| < 1. 8i on fixe n, on a de plus lim 6(m,n) = 1.
m>oc
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=0 (_])n(%.x)v+2n

J, e = ]
v n=0

é nte t
o7 T(orns 1) étant absolument converge et <:) pouvan

s'écrire
1
<o 1
2T DG ®)

n! [ (v4n+1)

V+2n

6 (m,n)

lim ,
m© n=0

On en déduit le lemme en utilisant le théoréme de Fubini Lebesgue pour le
produit des mesures discrétes sur NxN.

De plus la convergence vers :JV(X) étant uniforme sur tout
domaine et borné sur € la convergence de (:) est uniforme sur un tel

domaine.

Lemme IV.1.5. Majoration du reste.

. 1
Pour z = x+1y on a pour tout w > - 5

7| < |2v 22l

T'(w+l)

Démonstration : Nous partirons de la formule intégrale suivante pour la

fonction de Bessel

il
2
Tw+H 9 @ = a2 oY J cos(z sin ¥) cos™’ § df
z Y 2 0
on en déduit que
I
2
rsn ] Tl « T2 3 a1” [* exply] feos 012 af
_ I
2
I
-1/2 1 Y 2 2v
g I epryI li-zl Icos 0| dﬂ
I
2

A

1L,V exely

2 T'(v+1)
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. 2 .
Lemme TV.1.6. 81 v ='€- et x = — alors pour tout entier

~ . 2 .
> ; s (de méme si — € Z|1i])
nxl, Rm,v(x) est entier ainsi que Rm’v+1(x), % [ ]

Démonstration : I1 suffit de considérer la formule (:)

P I (v+m-n) ] .
a) de vérifier que TTG:ET—— est un entier. Ce qui résulte du
fait que n < Fg] et donc que V+m—n < Vv+n
b) T(v+m-n) = (V+m-n) (V+m-n-1)....(v-2n+1)T(v+n) et
(%)—m+2n = (s n)—m+2n ce qui termine la démonstration du lemme.

Lemme IV.7.7. Soit g(x) la fonction réciproque de aX.F(x)

avec a > 1.

Log x ).

Alors pour x assez grand g(x) = Ol 7oy

- . X . , .
Démonstration : On pose f(x) = a” T'(x) qui est strictement croissante pou

x > 2 donc admet une fonction réciproque.

On pose y = a® ['(x) Log y = x Log a + Log I'(x).

Or d'aprés la formule de Stirling pour x assez grand.

I1 existe C] > 0, C2 > 0 tels que

C, x Log x < Log r(x) < C, x Log (:)

D'oli i1 existe A > 0, B > 0O tels que

1 X 1
< (:)
A Log x Log ¥y < B Log x

(:) implique que Log B + Log(Log x) + Log x € Log(Log y) € Log A +

Log(Log x) + Log x. D'ol 1'inégalité

[Log B Log(Log x) + ]] . Log(log y) < Log A Log(Log x) + 1]
Log x Log x Log x Log x Log x
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ce qui implique que pour x assez grand il existe C; > 0 et Cé >0

tels que C! Log x < Log(Log g) < C! Log x et en utilisant CD pour

1 2

x assez grand il existe K1 > 0, K2 >0 tels que

K, Log y K, Log ¥y
__2.._—_.___._._. £ x £ __1__._____
Log(Log y) Log(Log y)

d'ol le résultat.

Fin de la démonstration du théoréme.

En utilisant les formules (:) et <:> on obtient la majoration

f]v(X) r
_ (v4m) .C

j’ (x) Rm,v(x) Rm—l,V+l(x) < 1"(\)+m+1)TR.m V(X)
1 s

\)—

oi C est une constante dépendant de 1'estimation as totique de R (x).
P ymptotiq S
3

D'old 1'on obtient facilement

D60 Ry @] c
7\)_1(2) Rm,\)(x) (\)+m+])|Rm,V(x)|
7\)(X)

ce qui montre que pour X = — que _—-»—~ est irrationnel.
q que p en 4 ‘%-l(x)

X R (x C
Puisque :b((i) - §—I’¥;; ) < 5 en posant
Jo-1 m, v IR G| (vame1)
m,V
2
m-1,v+1Gn) P L . 2
5 = — , on en déduit que si x = P
R (=) U »
m,V sn
jv(x) pm ¢ ] .
5 (x)  q < 5 < % si m> 2C
jv—l qm (\)+m+l)qm qu



_65_

p
. . . . . m P
ce qui montre que les fractions irréductibles parmi -—  sont les réduites
du développement en fraction continuée réguliére de j&ﬁx) (si
Tyt )

m > 2C) en raison du théoréme de Lagrange (théoréme 1.3.3.). De 1l'estima-

tion asymptotique

o TOrm) T ()

qm.= Rm,v(x) B qm m+V+1
o)

2 r - . m+1
= m— = - v
avec x = — et Vv s> on déduit que \q ] (sn) I'(m).

Or pour tout N assez grand il existe m tel que

o | &n<lq,,]

car il existe C] > 0, C2 > 0 tels que

¢, (sm)™ Tm-1) < N < cz(sn>m” T (m)

en posant g(n) 1la fonction inverse de (sn)m+1 I'(m) on en déduit que

N N
8(6—9 <m < g(a—) + 1
1 2
On termine en utilisant le lemme (IV.1.7).

D'old 1'existence d'un réel C > 0 tel que

T (x) C
vV _P| —— car
¢ q
Jpmg GO q7g(q)
Pm p
s1 — =% cecl résulte de la démonstration car
a4
:7V(X) - EE n ¢

Ty ®  q qég(q)
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42
o

22 |5°

$# B,
q
Pour q assez grand on peut trouver m tel que

LN < et q > 2q.

19 q%g(q) m

I1 suffit de prendre m tel que g(ﬂgéﬂl) >m > g(2q).

De 1'inégalité ggégl > a4, > 2q pour q > q, il résulte que

_j?ifiz - P‘ 3 iPm._ P I ilfx) _ Pm‘

1(X) q q—— ql - jV—l(X) El—_
\)—

l

m

5 1 _ 1 N c
4 9y qig(qm) 2q2g(q)

Donc pour q assez grand

T
| v(x) _ p| N c'
2
ﬁb—l(x) q q g(q)
L YA v - —x ; 5 -
a formule x v(x) Vv v(x) = -x v+](x) termine la démonstra

tion du théoréme.
Le corollaire IV.1.3 utilise les entiers de Gauss tels que

%—6 Z(i) pour le lemme IV.1.,6. La suite de la démonstration restant inchangée.
DévelLoppement en fraction continuie de e et e?,

Théoneme 1V,.1.8. On a

e = [2,1,2,1,1,4,1,1,6....] = [2, T, 2m, 1]

période 2

(7, 3m=1,1,3m,12m+6,.... | m = 1,2...

®
|

th = [0,y32y,3y....]

o[-
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Démonstration : Il y a plusieurs fagons de déterminer le développement de e

a) cf. Lang (chapitre V), p. 73,74,75.
n=c° n

X

On part du développement en série OFI(Y,X) = nzo o,oar et de

la relation de contiguité@ suivante
X
OFI(Y’X) = OFI(Y+1’X) + YO+ OFI(Y+2,X)

ce qui donne facilement le développement de Lambert

!
y

y _
= 1 < — = [0,y,3y,5y.... ] d'od pour y = 2
e y + eY
-1 . . .
S:T = [0,2,6,10....] on obtient e par quelques transformations supplémen-
taires.

b) On a aussi par exemple

VAR CS
2y 1 - 2V _ 2v+2  _ 2v+h4 2u+6
7V(X) X 242 1 x ° x x X
X 2vts
X
dor TSI v w2 o en s
T, (2ix) x> x vt Tx P y ot

le résultat de Lambert.

¢) Une autre méthode proposée par Legendre consiste i partir de

OFl(y,x) vérifiant 1'@quation différentielle
xy" +yy' =y (CEf. IT1.4.2.1)

Ce qui conduit facilement & la fraction continuée

F-= v+ X Y # 0,-1,-2

y y+1 +

Y+2 +
Y+3 ...,
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1 . . . .
En posant Y =5 on obtient le développement en fraction continuée
de Vx . Coth 2V/k.
On pourrait se demander si cette méthode est généralisable i une

€quation linéaire du second ordre de la forme
y=Qy' +Py" @

De (:) on en déduit facilement la fraction continuée

P
y o _ 1
3" Qo + 5 <:>
2
Q, *
Q + Py
- P (n) _ (n+1) (n+2) ,
ol Pn et Qn sont définis par vy = Qn y +P , ce qui
conduit aux formules de récurrence
T
q = Qn—l+Pn P Pn
n 1-qQ’ n+l 1-qQ'
n-1 n—1

cependant méme si P, et QO € Z[xl on ne peut prouver en général 1'irra-
\ ;
. o y y '
Z— r X € ~Z(x) = |la ,a,,a a n'est
tionalité de y'(x) pou § car (:) y,( ) [ o*31°39 n]
pas le développement en fraction continuée régulidre c'est-d-dire que les

réduites ne vérifient pas

Zrx) - 2
y 4,

1
<3
qn

sauf dans le cas des réduites liées 3 jk(x) qui donnent des résultats

2, . 2
pour te X # 0 et x  irrationnel, th 13 e, e,
X ‘ y
7!
On démontre aussi que NG admet comme développement en frac-—
0
tion continuée réguliére 1 + l 7 (cf. IV.1.8.b) et cette

b+ ...,
fraction continuée donne également la meilleure mesure de 1'irrationalité
d'un tel nombre qui est de plus transcendant. (cf. [353)
Pour e3 il n'y a plus de développement connu en fraction conti-

nuée réguliére et ces méthodes ne s'appliquent plus.
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V  APPROXIMATTIONS RATIONNELLES DES LOGARITHMES

V.I. INTRODUCTION ET HISTORIQUE DE LA QUESTION.

Les preuves classiques de 1'irrationalité et de la transcendance
de 1T et log o pour o algébrique o # 0,1 donnent des bornes trés
pauvres pour la mesure de 1'irrationalité de tels nombres.

J.Popken fut le premier 3 démontrer que
|Log o - 24 > exp(—Cq) pour C, = C_ (a).
q 2 2 2
Puis K. Malher améliora le résultat en démontrant que

[og o - B| > [q]7C o8 R,

H(a) étant la hauteur du nombre algébrique o et C une constante C £ 70.
Baker en utilisant les formes linéaires de logarithmes arrive &

-C dz.Log H(a)

P 3

- 1 >
Log « q1 lq]

avec C3 >0, d=deg a. Pour o proche de 1 on a le théoréme suivant

(Baker). (cf. [3])

Théoneme V.I.1. Pour a > 1 on a

Log(1+ D= ] > c(a) . [q]

Log (4v2 a2/(a+l))
Log{(v2 a3/(a+1)2)

5 4
C0) = (av2)” 10 a > 2

avec v(1) = 12,5, v(2) =7, v(a) =

£\
(8]

c(1) = 10”10
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et

|Log 2 -2l > a = lal > q_(a,b) X > 1

h = b-a > 0 o =228 a > ((W2D)n)P

Nous allons utiliser 3 méthodes
. s ' . 1,0
- la premiére s'appuie sur les propriétés de 2F1 Ix et
son développement en fraction continuée.
- la deuxiéme sur les approximants de Padé de type I d'un systéme
de logarithme que nous verrons au chapitre VI.
- la troisiéme sur la technique des séries génératrices et des

équations différentielles (chapitre VII).

V.1.2. Mesure de £'imationalité de Log(l+x) pour x rationnel

proche de 0. (1erne méthode).

Théonéme V.1.2. Soient a,b,p,q des entiers positifs. Supposons

que
L
e

{1 -/1+ EJZ
q

Alors Log(l + %) est irrationnel et de plus pour tout € > 0O

il existe bo(e) tel que b 3 bo(e) implique que

|Log(1 + *9 - —4 ‘——-‘—;g
bupaq
avec
P\ 2
Log{q(1+ 1+ _) } o+
u + 1
Piq Log{-% (1+/1+ p) -1
P
Corollairne V.1.3. Log(1+ %) est irrationnel pour tout m € N*
et lim VW = 2,



Conollaine V.1.4. Log 2 a pour mesure d'irrationalité

Ul,l = 4,622,
D'aprés le théoréme II.l.11 pour o =1, vy =2, on a
Log(1- )
R
-n,n+l n
1,2, _ ’ _1d" raony
Pn (x) = 2F] ( 1 Ix) = o - [x (1-x) ] = Pn(x)
dx
ot polyndme de Legendre.
"Px) - P ()
1,2 n n
Q (x) = du
n o x-u

_ n+l, n+l
RI’Z(X) =X (n+1) ZFI( ll.)
n 2n+2

Posons Qn(x) =X Q;’Z(x) polyndme de degré n

-n n+l, n+l 1
R (X) = =X ZF1 |-£
n 2n+2
on obtient 1'égalité
1 1
§-Log(1 | ;J Pn(x) Qn(x) = Rh(x) (:)

Lemme - V.7.2.7.

a) Pn(x) est un polyndme 3 coefficients entiers

= = - 3 oN = (D -
b) o &) =5 T - T P ot N = [5-] (for

| ng ] 2
k=1 n-2k+1

mule de Christoffel-Gobbson).
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Démonstration :

k=n Kk Kk
a) il est facile de voir que Pn(x) = Zo Cn Cn+k

k

(-x)*

b) Qn(x) étant de degré n 1il est combinaison linéaire dans la
base Pn des Pn . Cherchons les coefficients de cette combinaison.
Soit y(x) la 28me solution de 1'équation différentielle vérifiée

par 2F1( —nin+l|x) qui est

x(1-x)y" + (1+2x)y' - n(n+l)y = O (:)

on posera D 1'opérateur

42 d
x(l—x)-——i + (1-2x%) = n(n+l1).
dx X

Calculons D(%-Pn(x).Log(l - %) - v(x)) on trouve
ZPA(X) ~ Dv

Pour que y vérifie ®@ il suffit que Dv = 2P'(x). Or on sait
que le reste vérifie 1'Equation (:) ce qui implique que v peut etre cal-

culé et on a
—_ ]
Dv 2Pn(x)

(cf. Corollaire II.1.11). v sera donc la solution polynOmiale de cette
&quation,

Un calcul facile (c¢f. Smirmov p. 504) donne

| k
P'(x) = - =
n 2 Kk

N

~1 1l

(2n-k+3)P (x) N = [B]

| n-2k+1

En considérant 1'équation différentielle vérifiée par

' P . ' = .
Pn—2k+](x) on en déduit que 1'équation
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x(1-x)w" + (1-2x)w' = n(n+Dw = (2n-4k+3) P (x)

n-2k+1

2n-4k+3 . p on en
2(2k-1) (n-k+1) n-2k+1

a pour solution particuliére (w(x) =

déduit le résultat annoncé.

Lemme V.1.2.1. "Estimation asymptotique du reste'.

PSS , _ 1 2
Tim = Log|Rn(x)| = LOg(TI?Tf§)

n—>o

Démonstration : On peut &crire le reste sous la forme

1
(--1)n j un(l—u)n(x—u) (n+])du d'oli en posant f(u) = Eﬁé_ﬂl il suffit de

0 X-u
trouver le maximum de cette fonction sur ]O,l[ qu'on obtient pour

1 . _ . .
ux) = T 0 obtient le résultat annoncé en remplagant dans 1'intégrale.

Lemme V.1.2.3. Estimation asymptotique du ppem (1,2, n)
™ Log[],Z, UJ
n

En notant [1,2, n] = ppem(1,2, n), on a 1li
n-roo

= 1

T . . n
ou [1,2, nJ équivalent 3 e quand n > o,

Démonstration : On a

ap(l,Z, n)

(1,2 n] =‘TT P
p<n
P premier

ol up(1,2, n) est le plus grand exposant k tel que pk divise n.

: k k+1 Tog n
< < 'oii = |—=
On adonc p £n<op d'ot k Tog p-
On en dé&duit que
Log n
Log[1,2, n] = ] [E7] Logp @®

psn Log p
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Cette fonction est représentée par Y(n) en théorie analytique

des nombres et on a aussi

n:CX) R)‘
Y) = )} Logp= | 6(n)
) n=1
pln
p<n
p premier
o 08(n) = 2 Log p.
P premier
p<n
Rosser et Shoenfeld établissent que pour n 2 1 2 1 on a
Lo +0132<d)(n)<]+ 1 +]i%+ ]3/3
Logn n n 2Log n  n n
d'ot 1lim Log(1,2, m) _ 1 (en fait on a V() < 1,03883 le maximum étant

n n
n>o

atteint pour =n = 113),
Dans la pratique il est suffisant i partir de (1) de vérifier

que

Log(1,2, n) <

1 Log n
o )

Log p

Log p = Log n II(n)

p premier

le théoréme des nombres premiers entrainant que

m Log(1,2, n) _ T H(n)
n n

Log n = 1

Dans la suite on va poser
P (-4 =b
n X n
1
-xd 0 (--) =a
n n X

n

ol dn = ppem(1,2, n)
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Lemme V.1.4. (Relations de contiguiti).

1 P ~ . . P -
a , bn’ Rn(E) vérifient la méme &quation récurrence du 2éme ordre
n

2
nou, (2n-1) (1+ ;) u + (n l)un_ =0

-1 2

1 . . . 1 1 .
bn,Rn(§) en sont 2 solutions linéairement indépendantes, R (;) étant la
n

solution non polyndmiale.

Démonstration : c'est évident en utilisant la relation de récurrence du 2éme

ordre vérifiée par les polyndmes de Legendre.

1 . . g
Pour Rh(g) il suffit de considérer

=0

[' f P_(-(20=1) (1-20)P__, (W) +(-DP__,(w)}du

0 1 + ux

1
qui résulte du fait que J Pn_l(u)du =0 si n3 2.
0

Lemme V.1.5, Théoréme de Poincané.

Soit (un) une suite satisfaisant 3 1'équation récurrente du

2éme ordre a u + b u +c u =0 ol
n n n n-l n n-2

a - a

n

b >b quand n +> ®
n

c ~>c

n

Supposons de plus que le polyndme ax2 + bx + ¢ =0 ait 2 racines
de modules distincts.

Alors si u # O pour une infinité de valeurs de n on a

u
. n+1 - . ' - . 2
lim ” =p ou p est une racine de 1'équation ax + bx + c.

e n

Remarques. Ce lemme va donner des équivalents asymptotiques

pour les solutions des équations aux différences finies, il est d'un usage
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courant dans de nombreux problémes de suites liées 3 des récurrences liné-

aires du 2éme ordre.

Dans la majorité des cas on peut s'en passer {(cf. chap. VI) car
J P p p

les suites obtenues sont liBes aux fonctions hypergéométriques.

La démonstration se trouve dans (Legons sur les récurrences.

Paul Montel).

On en déduit les &quivalents asymptotiques pour a et

Si o et B désignent les racines de 1'équation
X =201+ DX+ 1 =0

Comme of =1 et ‘Rn(x)l < Pn(x) on en déduit que

an(—‘%)| équivalent 3 |a|n .quand n > ®

‘Bln quand n > ®

s

|Rn(- i)| équivalent

Fin de la démonstration du théoréme.

1 4
En posant In = -x Rn( ;), on en déduit que bn Log(14x) +
an 1
=> Log(l+x) + =2 . On pose x = 4 donc a = - P donc
bndn bn ! n q
__P _9q ~ . n-1
a_ q Qn( p) a pour dénominateur p q dn

= -9 & i n
bndn dnpﬁ( p) a pour dénominateur p

an
T =1

j=]

donc en multipliant les 2 expressions par pn q dn on travaille dans Z

- n
t =
et on a posé An p dn 99,

B

H

o)
o
o

n n n

n
gn dn In'

1]
o)

n
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>

2y, _ I
On a Log(l+ q) + B Bn .

=}

En utilisant le lemme V.1.2.2. on a
n+1 1
AR I S = q} d_

et comme d'aprés V.1.3.2.3 dn noelt quand n > o,

On en déduit que

NAESY eq(1-/14p/q) 21" ®

Reste 3 démontrer que j;, donc In’ ne s'annule pas pour n

assez grand, ceci résulte du lemme suivant (cf. lemme de Poincaré).

Lemme V.1.6. Soit f une fonction continue et Pn une suite

1
de polyndmes orthogonaux sur BL]]. Supposons que { f(x).Pn(x)dx =0
Jo
pour tout n > N.

Alors f est un polyndme de degré < N,

k=00 1
Démonstration : On écrit f(x) = 5 a P, (x) donc f(x)P (x)dx = a =0
k=0 k' k 0 n n

pour tout n > N donc f est un polyndme de degré < N.

Fin de la démonstration (suite)

Comme an(— %)I av la\n et I:7nl majoré par () on détermine

la mesure de 1'irrationalité de ZLog(l+ g) en utilisant le théoréme I1.6.4.

Théondme V.2.1. Le nombre II¥3 est irrationnel et pour tout € > O

- b 1
|v/3 q] Y e pour q 3 q ()
2| Log (V1+x+1) | +1 2ill

avec i = S +x_15T:T = 8,3099 avec x = exp(—57).
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il
Démonstration : On remarque d'abord que si x = e 3 alors Log(l+x) = %g—.
u(1-u) u(1-u) 1 . 2,1 .n
De plus sup = sup = on en déduit que |I (x) k —==( )
neugl 1+ux| Vﬁz_u+] 2V3 u V3\2/3
De 1'égalité 1 Log(l+x) P (- l)-Q (- l) =x" .F n+1’n+1|x = I, on en
2 n  x n X 271
2n+2
déduit
1 1
d I (x) =dP (-=) Log(l+x) - Q (- 2) ®

Si x est une unité de Q(+Y-3), il en est de méme de -

1

et

M|

en posant - — = j on remarque que j3 = =1,

Ceci implique que ann(j) et Qn(j) sont des entiers de

wtv/3
2

Q(v-3) car de la forme , U et v é&tant de méme parité.

De (:) découle 1'inégalité ‘annl S é% (Egi)n donc

. 1 1
lim |la_ =~ + b | =0 en posant a =dP (--=)
n 3 n n nn X
n—-e©
1
b =-Q (- ).
n Qn( x)
En explicitant a et bn en se servant de la remarque
j3 = -1, on trouve 2 suites a', b' et a", b" d'entiers rationnels
n’ n n’ ‘n
tels que

lim Ja' I/3 + b'| et 1lim |a" /3 + b"| = 0
n n n n
n>o nroo
Donc IIV/3 est irrationnel.

Pour pouvoir se servir du lemme de Poincaré&, on remarque d'abord
que les entiers de Q(v-3) forment un ensemble discret de R et que en
multipliant les 2 membres de 1'égalité (:) par l+x 1'une au moins des
2 suites d'approximations vérifient les conditions du théoréme 1.6.4 ce qui

termine la démonstration du théoréme.
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Remarques.

a) si A est tel que %- est un entier de Q(/=d) cette méthode
montre que Log(l1+)) ¢ Q(/-d) (1'ensemble des entiers de Q(/=d) est
discret dans R ).

Mais ceci n'implique pas que Im(Log(l+X)) et Re(Log(l+X)) ¢ Q

c'est la difficulté que 1'on rencontre avec I en effet

Log(1+1) = %—Log 2 + %?
. 111 . . n .
Et comme Log(l+i-1) = -5 et lim |(1-1)| In(1—1)| # 0, on ne
n—>wo

peut méme pas prouver que 1l est irrationnel par cette méthode.

b) le résultat d'Apery implique que si k € Al

2
1 P 1
-5l T Vo a3 q(e)

q

Donc pour tout entier k > O

L W
k

5+ 2l - Bl = e - Bl > e
% q VK q q2 q23,702+€

pour q 3 qi(E,k) d'ot

I p 1
IW q‘ 2 ;—23’——7—0-275 pour q 2 qz(gyk)

quand k = 3 1le théoréme II donne une meilleure mesure d'irrationalité.

21
/k

c) En se servant du théoréme II.1.11 pour F ( L, = 1/k |x) on
1

. . . 1 .
peut trouver une mesure de 1'irrationalité de (1-x) les méthodes sont
les mémes et conduisent aux polyndmes de Jacobi au lieu de ceux de Legendre.

Nous allons &tudier ce probléme dans le chapitre suivant par la

méthode des approximants de Padé de type I.
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VI FORMULES D'HERMITE POUR_LES APPROXIMANTS DE PADE

Théoneme VI.1. (Baken) Cf. [1] et [2]

1
Y -1
On pose 0O = -rr pP et on suppose que m et n sont des
p|n p premier

entiers tels que n 23 et 1 £ m € n.
Soient a et b 2 entiers positifs pour lesquels
et on suppose que a-b est divisible par n.

Supposons de plus que XA = 4b(a—b)2n 3;] > 1,
o
Alors x = (%)n satisfait 1'inégalité |x - %ﬁ > i%— pour
q
tous entiers p et q, q > 0, ol a et c¢ sont donnés par

A= 28 () et %-= 22%2 14p) .

Corollainre VI.1. On a 13/_'— %J > f% avec a = 2,955 et
-6 q
On peut faire de méme avec 3/?7, 3/75, 3/56, 3/57

Démonstration du corollaire. Pour 3/5 on pose =128, b = 125 et on

a
applique le théoréme aux rationnels de la forme %% .

Pour 17 ona a=3.(18)> = 17496, b = a=3 = 3.17.7°.

Ona a= 2,4, ¢ > 10_9 et on prend des rationnels de la forme

Pour 2/T§ on prend a 3.(83+1) et b = a-3

" 3v§6 " " a 3(193+1) et b

a-3

no 337 0w 3.10° et b = a-3

[
1l
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Démonstration du théoréme. Baker "Rational Approximations of 3/5_ and other

algebraic Numbers" (Proc. London Math. Soc. 1964). (cf. [ﬂ] et [2])

I On peut remarquer que Baker utilise un approximant de Padé de

(1-x)P et il démontre que pour tout X € JO,][ on a

o _ _2n+1 - _ 1
An(x) (1-x) Bn(x) = x An(l) En(x) oi o = >
avec
= -0-n, -n
A (x) = F, ( |x)
\  -2n
_ o-n,-n
B_(x) ZFI( |x)
-2n
P (—u+n+l,n+] ' )
B o = 21 2n+2
n -04n+1,n+l
2F1( In+2 IJ
Nous allons démontrer un théoréme "un peu meilleur" dd i
Choodnovski.
Theoreme VI.2. (G.V. Schudnovshkd)
Soient 2 entiers satisfaisant & 1 £ b <a et m et n, deux
entiers vérifiant | € m < n, .
. . . a-b ' S g
Soit p, un dénominateur de - ¢ est-da-dire que
T &
N p-l
Un n et Gn = p\n P
p premier
. 2 .
S1 (/E - /E) Onun < 1 alors pour tous p et q entiers quelconques

on a pour tout € > O

m
n
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Log{ (Va+/B) “u 3.}

Log{(/g—/g)zungn}

avec X =1~

Conollaine VI.2.]1. ©Pour |q] > q, ona ]3/5-— %J N ‘q|—2a94703

Remarques sur Les théonemes VIL1 et VI.Z. Pour 3/2 la mesure

de 1'irrationalité obtenue par G.V. Chudnovski n'est pas sensiblement
ﬁeilleure que celle obtenue par Baker.

Baker avait lui-m€me fait remarquer dans ce méme article que
d'aprés les oeuvres de Riemann on pouvait améliorer ces mesures d'irrationa-
1ité en utilisant des équivalents asymptotiques pour le reste et le dénomi-
nateur de 1'approximant de Padé.

L'avantage de la démonstration de Baker est que pour des procé-
dés n'utilisant que 1'arithmétique il obtient cette mesure d'irrationalité
dés que q > 1.

Chudnovski s'est donc servi des résultats de Riemann qu'il a
retrouvé par la formule d'interpolation d'Hermite et donne d'autres résul-

tats que 1l'on va découvrir dans ce paragraphe.

(Dans le corollaire on prend a = 128 et b = 125, Moo= 1,

Démonstration du théoréme.

w,, W
Lemme VI.2.2. Estimation asymptotique de A, | x| 1 2) et
1 pl’ pz

Yo
R x| Riemann.
pl’pz

En posant P, = ai+p s P entier et 0 < x < 1,

Alors pour p assez grand devant x, a;s a5, W,W on a

2

1 W1 2
lim E-Log IR.(X‘O o | = Log(1-V/1-x)
[opas 1 72 ‘

Wy ,W
lim-l Log |A,[x| 72 | = Log(1+vl-x)2
(o0 o 1 ‘p]’pz
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Dans la suite on va poser w, = 0, w, = v,

Démonstration : On va utiliser la formule III.3.6.

Pour cela il nous faut une formule intégrale de Pochhammer
pour les polyndmes hyperg@ométriques (cf. II1.2.3, b)).

On a :

a b ~-a
i -il'(c)exp (-illb) c-b-1
ZFI ( IR) 4T(b)T (c-b)sin IIb.sinIc-b) J (] t) (1-tx)

Re b > Re ¢ larg(-x)| < T
on pose a = —D—a]+1
b =w1—w20 afﬂ o 1
c = —20+2-a1—a2

On va évaluer J tb—l(lwt)c_b—l(l—tx)_adt par la méthode du
c

col c'est-3-dire

1

—pma,tw, —w, —p—a_ +w, -w, +1 p+a1—1
J t (1-t) (1-tx) dt
C

W, =w,—a —a. +w,~w, +I1 a. —1
on va poser Y(t) =t 2 2(]—t) bz (1-tx) ] et

exp P(t) = E%TEE§ . Le maximum du module de exp y(t) est obtenu par la

1-tx
t(1=t)

xt2 - 2t+1 =0 , on trouve dans ]O,I[ s, 0 =

racine de la dérivée de dans ]O,l[ c'est-3~dire la racine de

1
1+/T-x °

Dans ce cas [E(figjo (1+/1-x) 2p. On pose t =0+u et on

fait tendre la courbe C vers 1l'intervalle [b,]].
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On peut écrire 1'intégrale sous la forme

1 o
oy (o) _2
J D(t) V(B gy - ;75=wm7=7 J e 2 dz
O =00

- g
3

"
oli on a posé z2 = -p y—égl u2 (on a Y"(o) < 0).

On en déduit que

1 B+1
J Oy V(g =~§§ (14/Tox) 2PHO+B+L )y 4
0

+ L
4

oi o,B dépendent de 3158550 W,

D'ol

W, W
: 2) | = Log(l+¢l—x)2

lim l-Log]A X
P 1\ " py Py

(car le coefficient de 1'intégrale s'évalue facilement par la formule de

Stitling
1
z+ 5 -z
(T'(z) ~ V2I z e )
W)Wy
Pour R(lx 0.0 la formule de Pochhammer utilisée est la formule
1°72
Wm0y *P55Py
II1.2.3. A, D'aprés le théoréme III.3.6 on va évaluer ZFI 0. +0
) 172
qui n'est plus un polyndme hypergéométrique.
On trouve :
. wz—wl+p+az,p+a1 X) ) F(p+a1)
271 2p+al+a2 T(p+a2+w2—w]).F(al-az+w]—w2)
1
W,—w, +p+a, -1 p+a —p+a,+w, -w
[T Ly 2y 212 g,

‘o
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Par une démonstration analogue on doit évaluer une intégrale de

la forme

” [(1 t)t ]p \B(t)dt

I-tx

(1-t)t

“ix est donné par la racine 0 € JO,][ de

le maximum de la fonction

1'équation xt2-2t+1 = 0.

On obtient 1'équivalent asymptotique de cette intégraie quand

p >+ c'est-d~dire que

Wy W
. 1’ N
lim 4 |Log (x| 2 )] = Log(l—/l—x)2
oo P 0130,

Lomme VI.2.3. Lemme arithmétique.

Soient 2 entiers a et b positifs et supposons que n a-b.

Alors pour tout entier positif p posons

1
UOJTP'P%] P

pln pln

p premier p premier
Alors
q, = (ZQ) Os a® Al( O,V - B) et

P o+1,p0+1 a
2p

p P o p+1,p+1 a

. . N )

sont des entiers positifs et qp+1 qp

Démonstration : Dans les formules I11.3.6 (remarques) on va remplacer p

par p+l avec p € N et on obtient

0,V ) =p,=v=p )
Ay X‘p+1,p+l = CoFl ) |
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o,V (—Q,\)-p )
) X\p+1,o+1 = C o\ —gp I

0, Vv
A, (1|
0o,V _ J2pH1 (VY p+1,p+1
R (le+],p+l) B (1=x) VHo+1, p+1
il gpe2 I

V+o+1, p+1 )
2Ty 20+2 E
Par définition de la fonction hypergéométrique

j=p k=3-1 _ o .
Ax) = ) o EiY:E_} (.) (-x)1
! j=0 Ej; 2p7k ©\d

ce quli en explicitant donne

j=p i . 2 [2p-] .
- 1) -1 _(eH ( ] \
A () Z 297 n ooyt | o (-x) (1)
1=0
k=p
- - (i) _ . . c e
ol on a posé % = (kn+m). Si p est un nombre premier qui divi
k=p=j+1

se n alors l'exposant de p dans P! est donné de maniére classique par

T < B

&fﬁﬂ étant 1'exposant de p dans O_ (le cas oi p ne divise pas n ne

Y

n Az(nx) est un

présentant pas de difficulté). On en dé&duit que (if) o
entier, il est facile de vérifier en partant de (1) que pp et pp sont

strictement positifs.

De plus qp+] > qp (en utilisant (1) car (p+1)n+m > n+l),

" . .
Comme (On)p > OE le résultat du lemme subsiste si on remplace

¢] up
o par O .
n n
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P P

Lemme VI.2.4. Pour tout n € N, LR n+l et donc pour tout
pn qn n+1
Pe Q, il existe ne N tel que — # B,
q qn q

Démonstration : De 1'égalité du théoréme VI.1. C> on obtient

0,V 0, v 0, v ) ( 0, Vv )
A %l oar ) per Az(x’o+2,p+2 B EAPITIPYY B VL PP

2041 O,\)) j 0,\)) 5 ( O,\))
= x {Al 1!O+1,O+1 A.2 txlp+2,p+2 Ep(x) - X A1 XIp+2,p+2

X EO+I(X)}.

—vtp+l, p+l
|

|x
En posant E (x) = 2p*2 le membre de gauche
P =v+p+1,v+1
F |1
21 2p+2

représente un polyndme en x de degré au plus 2p+l, le membre de droite

une s@rie entiére commengant par x20+] Ap(l) Ep(O) d'oli 1'égalité.

Fin de la démonstration du théoréme VI.2.

De 1'égalité (v = -)

p+1,p+1
vHp+l, p+l
b.2p+1 ,b b -
== QY kG 2F1( - E’) o
2p+2
bV F(p+1)2F(p+1—v)F(p+1+v) 1
KO = Q) oD+ T -0TO) * © el =1

On va donner un équivalent asymptotique de K(p).
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2 PEN——
T'(p+1) VII(p+1) N
T(20+2) Qv 22(p+1) de méme

T'(p+1=v) ~v T'(p) pl_VT(p+1+v) N F(p+1)pv ce qui, par la formule des complé~

Par la formule de Stirling, on a

ments, conduit facilement &

3/2 v
K(py n LD L Hv(g)

24p+2

(2p+1)
v+p+1,p+1
P Og a® 2F1( |] B g')
awny _ o _ 2p 20+2 _ by 2p+1
@ =5 T Xe () S (-2
comme Op < (% )p
n n
v+p+1,0+1
> ) 2F1( 2042 |1—E- .
3\)___0_ Py v p ‘% - o+
| qpl<1<(p>.<p><ona> oy (-2

d'aprés le lemme précédent il faut remplacer a-b par un(a—b) pour

rendre Py et 1, entiers. D'ol

m

an _Pp 20, v . p
@7 -3 x@ D E°

V+p+1, p+1
(1 - D)
1 20+2 n a

On va conclure en utilisant les expressions asymptotiques de

a\n pp , a-b,2p+1 ,2p, v 2042 p+1
@ - —q—p! < K(). DT () 0 Gam)y T

si 152 <1er si |3 (A < 1.

Alors pour p assez grand

m Y 2.p+1
aan Pp {Onun(/Z-/B) }
l@" - = < ©
9o 9%
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En utilisant le fait que

ay v u 8 (/awE) 1o | 2)

Lo
g qp

Log{ungn(/g;/g)z}

on en déduit que p+1 v

En remplagant dans C) on prouve que

m Log{un 0

S - £
b q

Comme ¢ est croissante et que pour p assez grand en utili-
o
. . 1+0 e .
sant C) il existe a > 0 tel que qp < qp_] on peut conclure en utili-

sant le théoréme 1.6.4 ou le théoréme 1.6.5.

Remarque. pour 3/77 on trouve 2,391925 comme mesure d'irratio-

nalité.

Remarques.

G) On aurait pu démontrer le théoréme VI.2 par 1'utilisation d'un
approximant de Padé du type [h—l,d] comme le théoréme II1.1! le suggére.

Les résultats trouvés sont les mémes mais il y a quelques petites
différences dans le calcul du numérateur de 1'approximant qui n'est plus
un polyndme de Jacobi mais une combinaison de tels polyndmes dont le cal-

cul & partir de la formule

I'P (x)-P_(u) __
Q () = J B D DAY o PTG (el

0 X—u

se fait facilement par 1'étude de

m

=™ a1 -a-1
J u (l—u)Y du .
0 X-u
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Les propriétés arithmétiques de Qn(x) sont analogues 3 celles du
dénominateur.
Les équivalents asymptotiques pour le dénominateur et le reste

sont les mémes.

2 Il n'est pas facile de déterminer les ratiomnels vérifiant

a

b
2 3

un[n et (Va-v/b) Onun < 1 et on peut remarquer que pour /5, a = 128

et b = 125 sont les plus petites solutions en nombre entiers de 1'Equation

diophantienne

Pour 3/77 : 11 faut résoudre 1'équation diophantienne

x3 - l7y3 =1

Dans tous les cas a et b sont solutions d'une équation diophan-

tienne de ce type

Mesure d'innationalité des nombres £L8s aux Logarithmes.

On posera Py = Py = p+1 € N et on utilise le théoréme V.1.2,

on en déduit 1'égalité
R(x,p+1,0+1) = A (x,p+1,0+1)Log(1-x) + A, (x|p+1,p+1)

on pose X

]
i
Qo

R(—-§|p+l,p+l) = Al(x|p+l,p+l)Log(1 +-%) + A2(x|p+1,p+1)

on va expliciter A , A,, R.

|

On a :

=0ys ~P
A](x\p+1,p+]) = ——:E——7 2F]( ]l—x)
T'(p+1)
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qui est un polyndme hypergéométrique de degré

De méme on peut expliciter A2(x§p+1,p+1).

D'aprés le théoréme II1.3.9, on a :

Az(x]p+1,p+1) = ¢ CY](I—X)V

. . V . - . ~
I1 reste donc a évaluer c_; i un calcul simple a partir du développement

1

de ) donne
\):p =00
1 1 1 1 z=\
Y T 1S Y L DT EH
(z=v) V#r p=0
(z=1) V=1
r=0
r=p :
' — -
d'ot ¢ T 2c z np—
r=0
r#v

Ceci permettra de trouver les propriétés arithmétiques des coeffi-

cients de A2(x]p+l,p+l), on en déduit 1'égalité

=P,
- ! P P Py -
c ,F, ( 1 1+ A ) Log(1+ q) + G(1+ q)

F(p+l)2 - E)Zp+] . (p+1, p+1l ) E.) R E),
T (20+2) d 21 20+2 q q

On va transformer Al(x|p+l,p+1) en une fonction hypergéométrique

de la variable x.

0 o 1

‘DI‘D )
2F] | ]l—x a pour symbole de Riemann Pl O -p O
‘ 1420 -p 0

0 -p 0 Jc'est-a-dire que 2F1 20 ‘X)

1+2p0 -p

qui est équivalent a P
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est solution de la méme équation hypergéométrique que A, en posant

P, —P
= ! P
Py F ( . | 1+ q)

Lemme 1717.3.12.

.1 P 2
lim — Log p_ = Log(l+/1+ &)
oo © o q

2
lim - R(- B) = Log(1-/1+ B)

Démonstration : Pour trouver un équivalent asymptotique de Py on prend

la formule intégrale suivante (cf. Bateman p. 115 tome 1)
L2 ? x| = o =Te)_exp(=illc) .
271 4T (D) (e-b)sinllb.sinll(c-Db)
14+0+1-0-
27 (1= P (mex) Bat

avec b et c-b # 1,2,3, le parcours (1+,0+,1-,0-) &tant de la forme
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D'ol en explicitant on retrouve par la méme démonstration

1'expression asymptotique du lemme VI.2.2.

Comme R = c.

X2p+1 F(Q+l)2 (p+1, o+1
2Fl

' .
T(75%2) [x) 1'expression

2p0+2

asymptotique du lemme VI.2.2 est encore valable.

Fin de la démonstration :

Pour avoir les coefficients dans Z on posera

2
a, = a°[1,2 o] T(o+D” & (o+1,001, = D)
b =q°[1,2 6] T(o+1)® A, (p+1,0+1, - B)
P 2 q
1 =q°[1,2 o] I (- B2+t g ety
o~ 1 L5 T(20+2) © q Fil 2041 q

P
a Log(l+ &) +b =1
p 8! q) p p

Donc si lim Ip = 0 on peut conclure 3 1'irrationalité de
p—)oo

Log (1+ %). or

20
I, = e’q”. (_.%)2p+1 (1-v1+ %)

cond si £ 1 et eq{l-VI+ %}2 < 1 on retouve les conditions du théoré-

a g

me V.1.2. et on retrouve le théoréme V.12 et ses corollaires en particulier

les mesures de 1'irrationalité de Log 2 et ;% .

Remarques. F. Beukers dans son article "Rational Approximations
to Log2, 3/5 and related Numbers'" trouve des mesures de 1'irrationalité d

de Log 2, et 3/5 qui sont vérifiées dés que q > 1.
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Pour Log 2, il utilise le développement des 5693 premiéres

réduites du développement en fraction continuée

Log 2 = [0,1,2,3,1,6,3,1,1,2,1,1,....]

ce qui donne

1 7 61 192 253 445

2 9
T° 3 10° 13° 88° 277° 365’ 642°

et ce qui permet de vérifier que dés que n < 5693, |p-q Log 2| > q
et conc que q ~ est une mesure de 1'irrationalité de Log 2 dé&s que

q > 1.

De méme

1
g = [1,1,4,2,1,2,3,7,3,3,30,2 .....]

ce qui donne

1 2 9 20 29 78 263 1919 19979
1 1° 5% 11° 16 43” 145 3319° 11015 °
PR 1l p -20 . .
et on vérifie que L7§ oy > q pour tout q > 1, ce qul constitue une

. . .o ]! - . .
mesure de 1'irrationalité de 73 analogue 3 celle trouvée par M. Mignotte

pour II.
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VIT EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU TYPE DE FUCHS

VIT.1. MESURE D'IRRATIONALITE DE Log(l+-l) PAR LA METHODE DES SERIES

GENERATRICES (Van der Poorten, 1978). [12])

Considérons la série génératrice des polyndmes de Legendre

yo(x) = (x2—2b x+l)-1/2 avec b = 2a+l, a entier a > 1 on a
n=x n
y (x) = ) P_(b) x
) n
n=0

ol Pn est le polyndme de Legendre de degré n.
On sait que yo(x) € Z[x] et que yo(x) vérifie 1'équation

différentielle du ler ordre

(x2—2b x+1) %§-+ (x-b)y =0 = Doy . (1

On va essayer de ramener celle-ci & une équation du 28me ordre

en cherchant les solutions de 1'équation
Dy=1, (2)

la méthode de la variation de constante donne immédiatement comme solution

de (2)

X
v =y (%) jo y (£)de

ce qui montre que yo(x) et y](x) sont solutions de 1'é&quation diffé-

rentielle du type de Fuchs
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2

d 1l 2, dy 4y _
a;-DO = (1-2b x+x7) prald 3(x-b) Ix +y=20 (3)
les points singuliers de cette &quation sont les racines de x2—2bx+l = 0
et o, On pose D' = 2a+l - 2 a(a+l) et D" = 23+l + 2 a(a+l) on pose
a =P (b).
n n

Le rayon de convergence de y, est D' c'est-d-dire que

.1
11m‘H Log|an| = Log .

fonac |D'|
X
n:oo n
En posant vy,(x) = E b x =y (x) J v (t)dt on a facilement
1 n o e}
n=0 0
n= Pr(b) Ps(b) n
e =T (] e,
n=0 r+s=n
d'od
o r; Pr(b) Pn—r+1(b)
n : n~r+1
r=0

Nous allons prendre comme solution de 2) celle qui n'admet pas
de singularité en D' c'est-da-dire que 1'on va choisir tel que la solu-—

tion y](x) - wyo(x) vérifie (2) et ceci donne

X
dt

w = lim J
D' /0 ;t7—2bt+1

intégrale qui s'évalue facilement par le changement de variable t = D'u

et qui conduit 3 la fonction hypergéométrique
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1

J du ( /2, ll 2)
D' =D' _F D'
o (l_u)l/z(l_D,zu)l/z 2°1 3/2

ce qui d'aprés II.1.10 fournit facilement
W = l—Log(1+ i) .
2 a
En posant
P, = bn[l,Z, rﬂ € Z
q, = an[1,2, n] € Z

et en se servant du fait que [1,2, ﬁ] a une expression asymptotique obte-

nue par le lemme V.1.2.3 on en déduit que

1
1lim — Log q_ = 1 + Log
n>e n n |D'l
lim —-lLog p_ — wLog qn| = 1 + Log
- ; o]
. . . . 1 n D' T~
ce qui fournit facilement lim E-Log —_— wl = Loglﬁﬁi d'od
o 9
Pn D', n . .
T - w| v lﬁﬁw quand n assez grand. Ce qui fournit la suite d'approxi-
n

mants de w.

Par exemple pour Log 2 on a :

n:OO
a = [1,2, =] ] cfck™m
n=0
p=eo ci c§+n
v, = b2, o] T S
=0

et en se servant du théoréme 1.6.4 on démontre un théoreme analogue au

théoréme V.1.2 (corollaire).
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