Ne° d ordre: 940 50376

N° d’ordre : 940 bis 1982
50214 101
1982
A0 A

THESES

présentées a
L'UNIVERSITE DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE
pour obtenir le grade de
DOCTEUR DE 3eme CYCLE
par
Daniele LEFEBVRE-HUYET
Marie-Thérese POURPRIX-EGO

A VALEURS DANS RP

Membres du Jury : MM. PARREAU M. Président
ANTOINE Ph. Rapporteur
COEURE G. Examinateur
BRASSELET J.P. Examinateur
TAKENS F. Invité

Soutenues le 4 janvier 1982



Nows remercions vivement Monsieur Le Progessdeur
M. PARREAU d'avoin accepté de présdidern ce fjury aindi que
Messiouns £es Professeuns G. COEURE ot J.P. BRASSELET qui nous
ont fait L'honneur de juger ce travail.

Nows sommes thes reconnaissantes a
Monsieun Le Professeun F. TAKENS de 4'étrhe intéressé a notrne
necherche et de nous honoren de sa présence aux soutenaces.

Nous tenons a témodgnern notre progonde gratitude
a Monsieun Le Professeurn Ph. ANTOINE qui nous a proposé ce sujet
et dont Les suggestions, Les consedds et Les cnitiques nous ont
aidées a elangin notre étude et nous ont permis de mener @ bien
ce trhavall.

Nows adressons nos plus vigs remerclements a
Madame R. BERAT dont nous avons apprécie Le soin et L'attention
Lons de La dactylographie du manuscrdlt.

Nows ne sawrions oubfien dans nos hemerciements
tous Les membres de £'U.E.R. de Mathématiques Pures et Appliqueées
pour La sympathie dont i£s nous ont entouries.



Aprés une recherche effectuée en commun, ont été

réunies dams ce mémoire les travaux de :

. Daniéle LEFEBVRE-HUYET sur les jets v-suffisants
et C©~suffisants (PREMIERE PARTIE).

. Marie—-Thérése POURPRIX-EGO sur les Jjets homogenes

(DEUXIEME PARTIE).

L'introduction, la conclusion et les annexes

ont été rédigés en commun.




TABLE DES MATTERES

Introduction

I.
11,

Présentation du probleme et résultats connud.
Sommaine.
Tablfeaux.

Tene PARTIE

CHAPITRE 1

I.
IT.
IT1.
V.

L' hypothese H, et La cl-dquivalence de contact.
Une application du théoneme 1 aux espaces de Banach.
L'hypothese H et La cl-dquivalence.

[ien entre Res hypothises H Ho et L' el lipticite

de cestains Ldéaux.

. Exemples de fets veérnifiant H, o ou H;.

Zeme PARTIE

CHAPITRE T1

I.
I11.
111.

1v.
V.
V1.

Rappels et présentation du probleme.

Les fonctions ¢£.

Egﬂafionb entre La sunfectivité de p et Les proprletiés
S

Le théoneme 11.

Le theoreme IT1.

Application des théonemes 11 et 11T aux espaces de Banach.

CHAPITRE 111

A.

3
. Jets homogénes £, a valeurns dans R? venifiant H

Exemples de fets homogenes £ a valeuwrs néelles verdfiant

H'
S.

2 2°

. Jets homogénes £, de RY dans R vernifiant H, et ne

2
5

" 2
veriglant pas H

Conclusion : Problfemes ouvents.

16
21

26
47
49

66
70

79
79

83

87
99
101

104

110

120

143



TABLE DES MATIERES (Suite)

Annexe 1

Résultats sun Les sections.

Annexe 11

I.

11.
I11.
Iv.
V.

VI.
VIT.
VIIT.

Liens entre Ho, H;, K., K.

Quelques déginitions Equivalentes d'un Ldéal elliptique,
Liens avec Les nisultats de Tougeron.,

Les jets homogénes.

Liens entne Les hypothéses H_, H; et Les hypothéses
de MAGNUS. t

Théoneme du point fixe dependant d'un paramitre.

Application digferentiable et procédé de LIAPOUNOV-SCHMITT,

Le Lemme de THOM.

Biblioghaphie.

Notations et abréviations.

11
15
17
28

179

181



INTRODUCTION

P
ESEzZsz=szZgss

7. PRESENTATION DU PROBLEME ET RESULTATS CONNUS.

Soit f wun germe 3 l'origine d'application différentiable
de R™ dans RP tel que f(0) = 0, f désignera aussi bien un

germe que. 1'un de ses représentants. Pour é&tudier la nature topologi~-

que de la surface de niveau f ](O) au voisinage de l'origine de m“,
la premidre idée est d'essayer de remplacer f par son jet d'ordre

k. en 0, f de sorte que les germes des zéros de f et de f

k’ k

soient homéomorphes. Cela n'est pas toyjours possible {(ex : £(0) = O,
; .

‘ 1wl
f(x) = e pour X # 0).

Le probléme peut €tre formulé de deux maniéres :

1) f é&tant fixé, & quelle condition sur f peut-on
trouver k tel que le germe des zéros de f en O soit homéomorphe

au germe des zéros en O de la variété algébrique définie par fk ?

2) un jet d'ordre Kk, fk’ tel que fk(O) = 0 é&tant

fixé, & quelle condition sur fk deux réalisations de fk dans

ES (k ¢ u) ont-elles des germes de zéros en O, homéomorphes ?

Deginitions :

1) Eu (WeWN ou p=w=) est l'anneau des germes a

u

.. Coon ' . L. .
1l'origine de R de fonctions numériques, de classe C ;

EE est le module sur Eu des germes a l'origine de Rn 3 valeurs

dans Rp, de classe CV.



2) Soit fk un jet d'ordre k nul en 0, et u tel

que k g p g ; on dit que g est une réalisation de fk dans

A Y

3) oOn dit que f,. est v-suffisant dans EE (k £ w)
si deux réalisations de fk dans EE ont des germes de zéros en O

homéomorphes.

L'homéomorphisme h qui &change les germes de zéros en O
est trés souvent induit par un homéomorphisme local c'est-d-dire
qui transforme 1'un dans 1l'autre deux voisinages de 1'origine de R",
Dans ce cas si h est de classe Cq, l £ q £ », alors h conserve
les propriétés différentiables des surfaces de niveau. Par exemple
les cOnes tangents aux surfaces de niveau sont alors isomorphes,
1'isomorphisme &tant Dh(0). Ceci est intéressant en calcul des
variations : la connaissance du cOne tangent de la surface de niveau
en O permet d'exprimer les conditions nécessaires pour qu'une

fonctionnelle présente un extrémum en O sur cette surface Dﬂ.

Cependant de tels hom@omorphismes h ne sont pas
. 1
forcément de classe C

. . 2 6
exemple : n'=2, p=1, f£f(x,y) = xy, gx,9) =y -x

1'homéomorphisme h défini par :
3 3
h(x,y) = (y + x7,y - x7)

est tel que g(x,y) = f(h(x,y))
mais les cOnes tangents en 0O ne peuvent pas €tre isomorphes

Tg

T
g

{(X’Y)l Xy = 0}

(9| y2 = o).



Role des singularnités de  f.

Soit f de Eﬁ , 1 € uegw, tel que £(0) = O.

Si Df(0) est surjectif, alors, le germe des zéros de f en

0 est homéomorphe a une boule de RP et 1'homéomorphisme est de

classe ¢! [}oir Annexe 1I, VII.l.é].

On é'intéresse donc aux‘cas o Df(0) n'est pas surjectif,
0 est dit point singulier de f.

THOM, le premier, a envisagé les problémes de jets suffisants
et de germes de détermination finie ; il a mis en évidence le lien
entre la théorie des singularités ; la théorie de la stabilité topolo-

gique et les problZmes de bifurcation.

Le premier cas 8tudié en bifurcation est celui oi O esf

une singularité isolée de f dans f-l(O) = We.

KUO [li] a donné plusieurs conditions nécessaires et suffi-
santes pour qu'un jet fk tel que fk(O) = 0 soit v-suffisant dans

Eﬁ dont 1'une est (A)

k

Toutes les réalisations de £, dans Ei n'ont pas de singu-
® { |

larité, autre que O, dans leur surface de niveau en O.

I1 construit, dans le cas ol fk. n'est pas v-suffisant dans

Ei, un arc analytique issu de O et une réalisation t de fk
dans Eﬁ tels que 1'arc soit contenu dans W et dans 1l'ensemble

des singularités de £ (arc de BOCHNAK-LOJASIEWICZ).

Il montre aussi que si f est analytique et est telle que

0 est une singularité isolée de f dans W alors pour k assez

f’

grand, f _ est v - suffisant dans EE.



. o0
Il n'en est pas de méme si f est seulement de classe C
1

2
(ex ¢+ £(0) =0, f(x) =e ((X‘I pour x # 0).

Dans le cas p = 1, nous verrons que si f a un jet fk

. 1 = . ‘ . Lo
v-suffisant dans Ek’ alors nécessairement O est une singularité

igelée de f, mais cette condition n'est pas suffisante, sauf si

f est analytique.

Dé ginitions :
©..»0n a 8té amené, dans la recherche.de l'existence de ces
hom€omorphismes: h (ou difféomorphismes), 3 &tablir des équivalences
de germes, équivalences qui étaient sous-entendues en théorie de la
bifurcation.
| On notera parfois Ez = EP, E_=E.

On dit que f et g de ES tels que f(Q) = g(Q) =0

sont

(1) v-équivalents s'ils ont des germes de zéros en O

homéomorphes.

(2) Cq—équivalents au sens de TOUGERON []fl, l £ q<guy

s'il existe h germe en O de difféomorphisme de R", de classe
c? tel que h(0) = 0 et (g = (goh) od (f) estl'idéal
de Eq engendré par les composantes de f considérées comme éléments
de E .
q

La Cq~équivalence de TOUGERON entralne la v-équivalence.

(3) é&quivalents pour la Cq—équivalence de contact,

(Il £ qg<us® s'il existe h germe en O de difféomorphisme de
Rn, de classe Cq, tel que h(0) =0 et v germe en O d'appli-

cation de an dans Aut RP, de classe Cq_1 tels que, dans un



voisinage de l'origine de R" : f(x) = v(x) g(h(x)).

C'est cette définition que nous prendrons,
I1 existe d'autres définitions de la Cq—équivalénce dé
contact. En particulier, celle de MAGNUS []5] oi h et v sont de
méme classe 4 (0 qguyu, s1 q=20 h‘ est un homéomorphisme) .
Dans ce cas, nous dirons que f et g sont équivalents pour la’
quéquivalence de contact de MAGNUS.

Pour q 2 1 1la Cq—équiva¥ence de contact de MAGNUS
entralne la Cq—équiValence de TOUGERON. .

Pour q > 1 1la Cq-équivalence de contact entrafne la

Cq—l—équivalence de contact de MAGNUS.

(4) p-équivalents (pour 1'équivalence polaire de MAGNUS [li])

5 ~ . . n .
si u = o et passant en coodonnées polaires : X € R s'8crit x = tA

of teR et )e En' ot I ={\re R L, ||A]] = 1}

il existe (p,0) germe en {0} x Zn de difféomorphisme défini sur
]a,b[ x I d valeurs dans ]a',b'[ X Es @< 0 <b, et L germe

en {0} x Zn d'application défini sur _]a,b[‘x Zn i valeurs dans
p . ) o0
Aut R®, de classe C , tel que

L(0O,A) = 1 (1 =1 ) et tels que
PP P !

f(p(t,A)0(t,2)) = L{t, ) g(tAr).

Si pour tout (t,)) de ]a,b[.x Zn on a L(t,A) = Ip’

alors f et g sont dits p-€quivalents stricts.

s -~ o . .
Cette équivalence entraine la C ~équivalence de contact de-

i

MAGNUS dans EP.



(5) Cq—équivalents (0 £ g £ u) s'il existe h germe en O
de difféomorphisme (homéomorphisme si q = 0) de Rn, de classe Cq,
tel que

h(0) =0 et f =g o h.

Cette équivalence implique toutes les aptres sauf la p-

€quivalence. .

De ces €quivalences sur les germes, on déduit des définitions

sup les jets. Soit fk un jet d'ordre k- tel que fk(O) =0, fk

S

3 ‘esAt :

q__. . P . . a. .
(2'y ¢ rlglde dans Eu si deux réalisations de fk dans

ES sont Cl-8quivalents au sens de TOUGERON.

(3') suffisant dans ES pour la Cq—équivalence de contact

(resp. de MAGNUS) si deux réalisations de fk dans EE sont &qui-

valentes pour la Cq-équivalence de contact (resp. de MAGNUS).

(4') suffisant pour la p-€quivalence (resp. stricte) si

deux réalisations de fk dans EP sont p-équivalents (resp. stricts).

G cl-suffisant dans Eﬁ 51 deux réalisations de fk

dans EP sont c%9-équivalentes.
q

Les relations d'équivalence sur les germes définies en (1),

(2), (3), (4), (5) entralnent que si fk est suffisant dans EE

avec kg py ¢ » pour l'une des relations d'équivalence, alors

t t L4

pour tout k', tout p' tels que k g k', wugu', k' <y et

tout relévement fk' d'ordre k' de fk : fk' esf suffisant dans
ES!

» pour la méme relation d'équivalence.



On dit qu'un germe f de Ez tel que f(0) = 0 est

(1") v-déterminé dans Ei s'il existe r, (1 £ r <€k 5 u)
tel que frest v-suffisant dans Eﬁ (on dit alors que f est r-v-

déterminé dans EE).

2" Cq—rigide dans EE s'il existe r tel que fr est

Cq—rigide dans Eﬁ.

(3") déterminé dans Ei pour la Cq—équivalence de contact

(1

A

<k gu) s'il existe ¥, 1 <r £ k tel que f_ est suffi-
4 T

sant dans Ei pour la Cq—équivalence de contact.

(4") (u = =) k-déterminé pour la p-équivalence (resp.

stricte) si fk est suffisant pour la p~équivalence (resp. stricte).

-~

(5" c%-déterminé dans Ei oi q £ k €y, s'il existe r,

(1 £ r £ k) tel que fr est CY-suffisant dans EE (on dit alors

que f est r - cl-déterminé dans EE).

Quelques résultats.

On a déja vu la condition nécessaire et suffisante (A) de
KUQ pour que fr soit v-suffisant dans EE.

kU0 [12] en &tablit ume autre (K )
Soit w, O <w< ®, on note w:(f) = {x #0,][fx)]|] = wllxl]r}

I il existe w, €8, 0 < w <o, 0 < g < x et V voisinage
(K )

de 1'origine de R" tels que pour tout x de V) WZ(fr)

d(grad fi(x), grad fg(x)) 2 e|‘xl]r—1

(pour p vecteurs =z

1,...,zp de |Rp, d(zl,zz,...,zp) est la borne

inférieure des distances de z. au sous—espace vectoriel engendré

par {zj}jaéi pour 1 = 1,...,p).



Si w = c'est-3~-dire si on remplace VN WZ(fr) par

V - {0}, on a la condition (K;).

Ici, le jet fr est considéré comme un germe, en effet
d tout jet correspond le germe de EP  dont un représentant est le

polyndme associé au jet.

De méme, on dit que le germe f de EP tel que £(0) = 0O
me q g de &) q (0)

A

U, T non

vérifie la condition (Kr) (resp. K;) oi 1l g r
nécessairement entier mais fini, s'il satisfait 3 la condition

ci-dessus obtenue en remplagant fr par f.

On montre que si f de EE vérifie K., pour tout k

de N tel que l srskgu, fk vérifie (Kr). Inversement,

i

si f de EE, f(0) = 0, est tel qu'il existe k, r, k € N,

1 £r £k £ u avec fk vérifiant (Kr)’ alors f vérifie (Kr)
(cf. annexe 1I - proposition 2).
Nous utiliserons par la suite une hypothése (Hr) équivalente
a (Kr) (resp. (H;) équivalente 3 (K;)) (cf. ANTOINE Eﬂ
et annexe II - proposition 1) dont la formulation est indépendante
.. n p
de la base choisie dans R et R

On dit que f de EE, f(0) = 0, vérifie (Hr) ol

1 $r £ u siet seulement si

. . . . n
Il existe V voisinage de l'origine de R, des constantes

(Hr) C et a, O0<a<ow, 0<c<» tels que si xe V F\WZ(f)

alors Df(x) admet une section S(x) telle que

C

)| § ———
sl < e

Si on prend o = ©», on a 1'hypothése (H;).

Si f wvérifie (Hr) (resp. (H;)) alors £ wvérifie (Hp)



(resp. (Hg)) pour tout p réel tel que r € p 5 u.

Remarques
1) Pour p=1, f de EU’ £(0) = 0, vérifie (Kr) si

—

et seulement si, il existe € > O et un voisinage V de l'origine

de R tel que pour tout x de V :

||grad £(x)|]| = e]‘xl|r_l .

T

En effet, pour p = 1 1les hypothéses (Kr) et (K;)
sont équivalentes (cf. annexe II, proposition 3).

Pour p > 1, 1l'hypothése (K;) est plus forte que 1'hypa-
thése (Kr)'

Nous donnons a la fin du chapitre I et ay chapitre III.C.
des exemples de jets vérifiant (Hr) ou (H;), jets homogénes

ou non, avec p =1 ou p 2z l.

2) Si f vérifie (Kr)’ tout x de VN Qz(f) est un
point régulier, car grad fl(x),...,grad £P(x) sont linéairement

indépendants.

Cas ol _p = 1.

KUIPER [10] puis BOCHNAK et LOJASIEWICZ (7], ont montré
1'équivalence des propositions (1), (2), (3)

() £ vérifie (K))

(2) fr est v-suffisant dans Er

(3). fr est C°-suffisant dans Er'

Si f e E, f£(0) = 0, BOCHNAK [5] utilise les travaux de

TOUGERON pour montrer 1'équivalence des propositions (4), (5), (6), (7)



- 10 -

(4) i1 existe r, r > 1 tel que f wvérifie (K;)

(5) f est v-déterminé dans €

(6) pour tout q de N, f est ¢! déterminé dans £

(7) 1'idéal H](f) = (E%E-, i=1,...,n)_ est elliptique
i

fun idéal est elliptique si et seulement si il est de type fini et
il contient les fonctions infiniment plates)

(voir tableau I).

TAKENS [16] précise, si f e Eu et f vérifie (K;),
la longueur du jet cl-suffisant dans Eu'
On note sf (ou s si aucune confusion n'est possible)

1'entier tel que fs—\ =0 et fS 20 (on a forcément s £ r :
cef. annexe 1II, remarque 1).

* . . o
Soit q € IN et k(gq) le plus petit entier supérieur ou

égal 4 r-l+q(r-s+1). TAKENS montre que :

Pour tout gq ég_tN* tel.que k(q) s v, £ est k(g) - cd-

deFermine dans Ek(q)'

Nous établirons le méme résultat numérique que TAKENS si
f vérifie (K;) avec p quelconque. Si f vérifie (Kr) on a :

f est k(q)-déterminé pour la Cq—équivalence de contact dans EE(q)'

Cas o0 p > 1.

Les travaux de TOUGERON [li] sont antérieurs aux précédents.
Leurs résultats ont &té exploité par de nombreux auteurs, en particulier
par BOCHNAK [6] et BRODERSEN [9] :

Soit fve Ep,” f(O)\: 0, on note Hp(f) l'ideal de E

engendré par les mineurs d'ordre p de la matrice jacobienne de f



1 P
Df ...f
(——

Hp(f) = ) et Jp(f) = (f) + Hp(f).

Dx. ...Dx.
1 1
1 p

Soit m 1'idéal maximal de E.

On a les groupes d'équivalence suivants

/ . f est v-déterminé dans P

* _
pour tout q de N, f est Cq—rlglde dans EP

Jp(f) est elliptique. (BOCHNAK-BRODERSEN)
\
( )
. f est c°-déterminé dans EP
II ﬁ . pour tout q de N*, £ est cl-déterminé dans EP
. H (f t elliptique.
L p(f) est elliptique (BRODERSEN)
e e * o
il existe o de N tel que m C JD(f)
il existe o de N' tel que fZa est Cu_za—]-rigide
LI dans EE (20 + 2 ¢y £ »)
f est Calrigide dans EP (BOCHNAK)
et si p =1
, . * a
il existe o de N tel que m CZHl(f)
il existe o de N tel que fZa est CU_ZOL—1
v .
suffisant dans EU (200 + 2 € u € ®)
f est C -déterminé dans E. (BOCHNAK)

(voir tableaux I et II)

Remarques :

1) Ces résultats sont imprécis quand & la longueur du jet

c9-suffisant ou Cq—rigide.



2) le groupe d'équivalence IV ne peut pas s'obtenir pour p > I.

En effet, MATHER (ré&sultat non publié cf. [ﬁ]) a montré que si p > 1,
f de EP est C - déterminé dans EP  si et seulement si O est

un point régulier de f£.

Aussi dans les cas étudiés oG p > 1, Hp(f) ne contiendra
pas de puissance de m et f ne pourra €tre, au mieux, que, par

oo oo .
exemple, C -rigide ou déterminé pour la C -équivalence de contact.

3) i1 se dégage différentes sortes d'hypothéses sur f

élément de EP

(1) Jp(f) (resp. Hp(f)) est elliptique.

(2) il existe r, r > 1, tel que f vérifie (Kr) (resp. (K;))
(3) 1l existe a, a € N tel que mn” C Jp(f) (resp. p =1
et m*C H (D).

(voir tableaux T et 1I1).

I1 est évident que (3) entraine (1), et d'aprés les groupes

d'équivalence T et IT précédents (2) entraine (1).

Nous montrerons au chapitre I -~ IV que (l) entraine
(2), ce résultat est connu pour p =1 (cf. Dﬂ). Si f est un jet
homogéne de degré s considéré comme un germe, on peut préciser que,
si Jp(f) (resp. Hp(f)) est elliptique alors f vérifie (KS)

(resp. KS)). (cf. Annexe II - prop. 5 et 6).

Nous observons que pour accroltre le degré de différentiabilité

de h

- sous les hypothéses (1) et (2) en "allonge" le jet.

On obtient ainsi les groupes d'équivalence I et II.

Nous montrerons (théoréme I - chap. I, I) que
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fk(q) est suffisant pour la Cq—équivalence de contact (resp. c4

suffisant) dans Eﬁ(q)'/ Alors deux réalisations de fk(O) de classe
Ck(q) ayant méme jet fk(q) sont équivalentes (k(0) est le plus

petit entier supérieur ou égal a r).

~ sous les hypothéses (3) plus fortes que les précédentes, on garde
le méme jet, mais on impose aux réalisationms de ce jet d'@tre suf-
fisamment différentiables. On obtient les groupes d'équivalence III
et IV dont nous préciserons les résultats dans le cas oi f est un

jet homogéne (théoréme II et III, chap. II).

(4) Un calcul simple (cf. annexe II, prop. 4) montre que‘
tout élément ¥ de EP tel que () Cpr(f) (resp. (¥) C Hp(f))

s'écrit

(0 P(x) = DE(x).g(x) + L(x).£(x)

resp. (1 bis) J(x) = Df(x).g(x)

< . . S .. n -
oi g est un germe d'application & l'origine de R, & valeurs dans
n 0 ' . . S o4 e s
R, de classe C et L est un germe d'application a l'origine de

R®, i valeurs dans End RP, de classe c”

MAGNUS [li} dans un article récent, fait apparalitre la rela-
tion (1) sous sa forme polaire. Il montre que si f € Ep, £(0) = 0,

* .
tel que Mr_1(: Jf oi relN , alors f est r-déterminé pour la

p—ésuivalence.
Ici Ep est l'ensemble des germes en {0} x Zn d'applications
de R x Zn 3 valeurs dans Rp, de classe c”. Mk est le sous—ensemble

de Ep des germes ayant leurs (k-1) premiéres dé&rivées par rapport

4 la premiére variable nulles sur
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(o} x z_, k e N'. Et Jp (resp. 1

Y de Ep tels qu'il existe g germe en {0} x DI d'application

f) est le sous-ensemble des germes

de R x Z_ dans Rn, de classe C et L germe d'application en
n
{0} x Zn de R x I 4 valeurs dans End RP (resp. L = 0) tels que
g(t,2) = DE(tA)g(t,A) + L(t,A)f(t))

De plus si Mf—l CZIf alors f est r-déterminé pour la

p-équivalence stricte,

I1 fait remarquer que si f est un jet homogéne de degré r

et si O est un singularité isolée de f, alors Mr—1<: If.

Pour situer les hypothéses de MAGNUS par rapport aux pré-
cédentes, on peut remarquer que (cf. annexe II, prop. 7 et tableaux I, II,
v, V)

M C If entraine f vérifie (K;)

r-1

M Cc1I entralne f wvérifie (K )
r-1 f Y

et si f est un jet homogéne de degré r
f vérifie (K;) si et seulement si Mr—l CZIf

f wvérifie (K ) entrafne M CJ..
r T f

Enfin, ANTOINE [ﬂ montre que tout jet homogéne de degré r

e . |
vérifiant (Kr) est suffisant pour la C -Eéquivalence de contact

dans EP .
cans bty

Quelques mots sur Les méthodes.

TOUGERON utilise les idéaux de germes de fonctions diffé-
rentiables et le théoréme des fonctions implicites classique.

Pour montrer 1l'équivalence des germes f et g, KUO,
TAKENS et MAGNUS intégrent un champ de vecteurs défini 3 partir

de F(x,u) = (1-u)f(x) + ug(x) ol u e B),ﬂ.



ANTOINE utilise un théoréme de fonctions implicites avec
paramétre aprés avoir écrit x en coordonnées polaires, nous

reprendrpns cette méthode.
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I11. SOMMAIRE.
Trois théoré&mes articulent les chapitres suivants :
1) Le premier chapitre est divisé en trois parties principales.

A) dans cette premiére partie, nous démontrons le théoréme I
qui prolonge pour p quelconque et pour l'équivalence de contact le
résultat de TAKENS [16].

. * . . P
Soit q e N et k(q) le plus petit entier supérieur ou

-

égal 3 (r-1) + q(r-s+l1).

Théor2me 1.- 8i £ de P

ip £(0) = 0 wvérifie (Hr)

\ *
(resp. (H;)) (r € 4w £ ») alors pour tout q de N tel que

k(q) s u, f est k(q)-déterminé pour la Cq—équivalence de contact

(resp. k(q)—Cq—déterminé) dans Ei(q)'

Ceci est obtenu en utilisant un théoréme de fonctions
implicites avec paramétres. L'hypothése (Hr) (resp. (H;)) permet

un contrdle des normes des sections de Df(x).

La relation de contact entre f et et donc entre

f
k(q)
deux germes de Ei(q) ayant le méme jet fk(q)’ est la plus "forte"

possible, en ce sens que, dans un voisinage de 1l'origine de " .

f(x) = V(X)fk(q)(h(X)) (resp. f(x) = fk(q)(h(x)) '

]

avec h(0) = 0, v(0) lp , Dh(0)

[]

0, o' v

et s1 q =z 2, Dlh(O) 0, pour 1 <1 g4 .(cf.[kél).

Nous donnons ensuite une application du théoréme 1 aux espaces

de Banach,



B) On peut, si f vérifie (H;) obtenir le méme résultat par

la méthode de TAKENS [16]. On obtient de plus que si k(0) g u,

o_ . p . .
fk(O) est L -suffisant dans Ek(O) avec k(0) 1le plus petit entier

supérieur ou égal a r.

Réciproquement, on sait que fk est v-suffisant dans EE

si et seulement si fk vérifie (Hk).

. n ‘ 0 . D
De méme, nous montrons que fk est C - suffisant dans Ek

si et seulement si fk vérifie (Hi).

C) Nous étudions ensuite le lien entre 1'hypothése d'ellip-
ticité et celle du type (Hr).

I1 est bien connu [i] que l'hypothése : f vérifie (Hr)
(resp. (H;)) pour f de Ep, entralne que Jp(f) (resp. Hp(f))

est elliptique. Nous montrons que

Si f de EP est tel que Jp(f) (resp. H (f)) est ellip-
[ p

tique, alors il existe r, r > 1 tel que f vérifie (Hr) (resp. (H;).

Le chapitre se termine par des exemples

Voir TABLEAUX T - IT - TIT.

2) Dans le chapitre II, nous étudions des jets homogénes fS
A tout jet homogéne vérifiant (HS) (resp. (Hé)) on peut appliquer
les résultats du théoréme I.

En mettant sur fS des hypothéses plus fortes que (Hs)
(resp. (H;)) nous obtiendrons dans ce chapitre des résultats qﬁi pro-
longent ceux du théoréme 1 et qui précisent ceux des groupes d'équi-

valence IIIvet 1v.
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Deginitions :
" "\
1) On dit que fs vérifie (HS) (resp. p =1 et (H;))

si 1'ensemble des zéros communs des polynOmes représentants des germes

qui engendrent Jp(fs) (resp. H](fs)) est, dans Gn, réduit a {0}.

Remarquons que fS vérifie (HS) (resp. (Hé) si et
. P n f e s
seulement si 1'ensemble précédent est, dans R , réduit 3 {0},

c'est-a-dire si O est une singularité isolée de fs dans wf
s
(resp. O est une singularité isolée de fs)’

(cf. ANTOINE [1] et annexe II, proposition 6).

~J av}
L'hypothése (HS) (resp. (Hé) est donc plus forte que

1"hypothése (HS) (resp. (Hé)).

2) A chaque jet fs, nous associons une suite de fonctions

. ‘s . . *
@2 (L € N) définies de la manidre suivante : soit k € N . On note
Li(n,p) 1'ensemble des applications k linéaires et symétriques
de R" dans Rp, Lz(n,End(p)) 1'ensemble des applications k linéaires
s n P o )
et symétriques de R dans End R", LS(n,End(p))= End RY.

L'application ¢2 est définie sur Lﬁ(n,End(p» x L€+](n , 1)

. 2+ n
est 3 valeurs dans LS S(n,p) et est telle que pour tout x de R :

bp v 0™ = v £ 0 + pE_GOouG

~

Si p =1, on note 52 la restriction de ¢£ a

{0} x Lﬁ”(n,n)-

Nous montrons que si ¢£ (resp. Ez) est surjectif alors

quel que soit £' e N, £' > £, dpr (resp. 53,) est surjectif.
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Les propriétés des fonctions ¢£ (resp. EK) sont liées
aux propriétés de fs de la fagon suivante :

les propositions (1), (2), (3) sont &quivalentes

) . v m'
(1 fS vérifie (HS) (resp. HS))

(2) il existe £ € N tel que ¢£ (resp. 5£) soit surjectif

. . o a
(3) il existe o € N tel que m CﬁJp(fs) (resp. m C Hl(fs))'
En particulier, si m®C Jp(fs) (resp. m®*C Hl(fs)) avec

o > s alors resp. o est surjectif.
q)o¢—s ( P a—s) J

Inversement si ¢£ (resp. 52) est surjectif, il existe g
tel que n® Jp(fs) (resp. n® C Hl(fs)) mais on peut avoir
a >4 +s. Si p=1, Hl(fs) = Jl(fs)’ on montre que @2 est

s+l

surjectif si et seulement si m CiHl(fS).

Par une méthode proche de celle d'ANTOINE [ﬂ, gvec un para-

métre supplémentaire, nous obtenons le

Theondme 2.- Si ¢£ (resp. 61) (avec £ elN*) est surjectif

alors pour tout q, q € N, £ g q < =, f g, Irelévement d'ordre

s+l~1 de fS est suffisant pour la Cq-équivalence de contact (resp.

Cq—suffisant) dans EP .
e s+q-1

Ceci prolonge le résultat suivant (THEOREME 1) : si fs
vérifie (HS) (resp. (Hé)) alors pour tout £ de N*, fS+£_1
est suffisant pour la Cﬂ—équivalence de contact (resp. Cz—suffisant)
dans E§+£_1.
Nous obtenons ensuite, en utilisant le th&oréme d'inversion

locale le

Théoneme 3.- Si ¢o (resp. 50) est surjectif alors pour

* . P
tout q de N et q = o, fS est suffisant pour la Cq—equlvalence

T

de contact (resp. Cq—suffisant) dans Ez+q_

voir TABLEAUX IV et V.
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Nous donnons au chapitre III des exemples de jets homogéies

" n . N
qui vérifient (HS) (resp. (H;) et des exemples de jets homogénes

V]
qui vérifient (Hs) (resp. (H;)) et ne vérifient pas (Hs)

(resp. (H)).

A) pour p = 1, on retrouve entre autre le lemme de MORSE,

on donne aussi des exemples de jets ol le plus petit £ tel que ©£

est surjectif est 0,1, ou £ quelconque.

o .
B) pour p=2, s=2, n3 2., Si f, vérifie (HZ) ¢

2
est surjectif seulement pour n = 2 et 3 bien que pour n = 3, m2
ne soit pas inclus dans Jz(fz). On a toujours pour n * 2,
m3 CZJZ(fZ) et donc ¢1 est surjectif.

Si f2 vérifie (HZ)’ f2 est donc suffisant pour la cl-
équivalence de contact dans E§+] avec | g q< = (EE- q= our
n=2 ou 3).

C) Nous »rclongeons alors 1'étude de la maniére suivante
On a montré (chap. T - Proposition 1) que fs est suffisant pour la

2 ., 2 . . .
C“~8quivalence de contact (resp. C -suffisant) si et seulement si

¢y (resp. 5]) est surjectif.

Dans le cas précédent (p =2, s =2, n = 4) si f2 vérifie

[4Y)
(H.,) et ne vérifie pas (H

2 i ne peut pas €tre suffisant pour la

2) A

2 .. 2
C“-équivalence de contact dans E3.
Nous Btudicns alors le probléme de 1'existence, non pas

2 . .  ees .
d'une C -8quivalence de contact, mais seulement d'un difféomorphisme

2

local h tel que h(0) = 0, Dh(0) = 1n de classe C° qui échange

les syrfaces de niveau de f et de 1'une de ses réalisations dans

2

Eg. Nous donnons des exemples oi £ -vérifie (HZ) et oi ce h

n'existe pas.
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h

f r-dét pour
p équiv stricte

| Zlr » 1, £ verifie M) fe—= -

f <IQMﬁ dans E v © _gét dans E

H Amv elliptique mugw <ﬁ, 1 £q<=,t mglnnl
\— ’

5 dét dans mn+m9+_
ﬂl‘l\lll\l\ll‘\l\‘l\l‘\\l\i
Y q € N, cd - ast
dans

]

x(!l\l\ql\.l\'l'!ln\ll‘l\:lal'll!ll\ll.ll\-\\l(ln\‘»\’ \

1

G
¥ qen, f k- - LEGENDE
nwm\ﬁ dans m H
k() w ) : hypothése
w_ —
i —/: résultat connu

(| : résultat nouveau



f r-dét pour p-
équiv stricte

—|r > 1, f vérifie Amwv

4

—lk, £ k-C -déet dans
=

~ o

£ c°-dét dans
£P

V q e N,—|k(q) £ k(q)-ci-

dét dans mmﬂmv

Theo 1 bis

|
|
|

IwAmv elliptique

f c®-dét dans P

y

Vqe w £ cl-dét
dans EP

)

]
v
=
~ o
(@&

N

f r-dét pour

p - équiv

:

f dét pour c®-

éq cont de M dans P

. — *
—lr 2 1, f vérifie Amwv == HLQ mivaamwumhmv
Tk, £ k-v-dét £ ¢ -rigide
dans mm dans EP
Ay
|
* _ — *
Vqe N .M*wgv“m k(q)-dét —|aeN", V q

pour cl-eq cont dans EP

Théo 1

k(q)

u@Amv elliptique

N

£ v-dét dans EP

VqenN £ -
rigide dans EP
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TABLEAU TT1

jet non homogéne k > s , p > 1

1
- . . 4 —
mw vérifie Amwv 7

f c®-suf dans mm

N4 q
O.l
q € N, mWA@g suf

P
dans mwmﬂv

Théo 1 bis

Iwﬂmwv elliptique

ww—1mw vérifie Amwv

D
mW.<|mCm dans mw

7

4\@ € 2*. suf

e

pour cl-éq cont dans P

Theo 1

k(q)

=l r 31 , f vérifie Ammv

uwﬁmwv elliptique

H; r > 1 3 mw vérifie

ici k(0) = k
. *
et si q € N

k(q) = k-1+q(r-s +1)
mw

est un

B
k(q)
relévement d'ordre

k(q) de mw



pour £ 5 2,

mm+h|_

0 sing isolée de mm

mm suf pour

p-équiv. stricte

£ c°
S

-suf dans E

mm V-suf dans E

m<|m¢mmmSmm
s s

VLen @

mm+hu_

suf dans mm+hl_

A

I_Ammv elliptique

f jet

S

est

TABLEAU TV

homogéne

un relévement de mm

d'ordre

2

o

s+l

Doz 2 n®TTEH (£

e

< q » NA@AOOu mm+N|~

c9-suf dans E
s+q-1

Theo 2 bias

£ -1

s+1 ;
m C T#Ammv

f\ q m_z*umm cd-suf
dans mw+@|_
Theo 7 bis

s
m C I_Ava

<@u_MﬂM8umm OQI

suf dans E
s+q-1

Theo 3 bis
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f jet homogene,

S

0 sing isolée de f

s

dans W

f
s

7
mm suf pour p mm c®-suf dans
équiv stricte! | mm
£ c%-suf Y Ie _z“e,_. £
. , s+d-1
dans E . ONImCm dans EP
s+l~]11

Théo 1 _bis

f

suf pour

p-equiv stricte

f v-suf dans

S P

S

1

1

H

f

il

I

|
w<,& m,Z*, £ ol suf |
ﬂ@OCﬁ omlmn cont mm:mm
| EP Théo 1
s

,

Iwﬁmmv elliptique

f

S

o
suf pour C -

2q cont de M

dans EP

uﬁﬁmmv elliptique

|
_
|

I

eo surjectif

L,,
Véﬂ
l

suf pour C

mr

dans

q

ﬂ:mn 2

s+q-1

=1
m+N|~’

-eq cont|

_
,
ﬂ

A

S

pour on|cn cont

dans EP
s+q-1

fllxilll Théo 3

, Vq, lsqge, f£_ suf
|
#

f C -rigide
dans P
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CHAPITRE 1

1 - L'Hypothese Ho et La cY-gquivatence de contact.

Soit f de Ea et r un réel, uzxzr z 1.

Nous utiliserons les notations et les définitions suivantes

Notations.

s¢ est le plus petit entier i tel que DY£(0) # 0.

Wi(f) : pour tout o de R, O < a £ <, on pose

W) = {x # 0/ [le|] < of [x[]7}.

k(q) est le plus petit entier supérieur ou égal & r si

gr0 etd8 rv~-1+q(r-s_+1) si qe¢ N,

f

Déginitions.

f vérifie Hr s'il existe une constante C, C > O et un

. . n r
voisinage V de O dans R tel que pour tout x de V F\Ua(f),
C

I

Df(x) admette une section §S(x) telle que |[S(x)|| <

On dira que f wvérifie H; s'il vérifie Hr pour o = ©

(c'est-a-dire que VN w;(f) =V - {0}).
Rappelons que si f vérifie Hr (resp. H;) on a néces-

sairement r > sf (Annexe II. Remarque 1 du I).

Dans cette premiére partie, nous démontrerons le théoréme I [JL].
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Theoneme 1.a.

n

Soit f de Eﬁ vérifiant H_ avec I <r <, tel ue
£(0) = Q.
Pour tout q de N tel que k(q) s u, £ est k(q)-

déterminé pour la Cq—équivalence de contact dans Ei(q)'

Pour un jet £ d'ordre r .de R" dans lRp, KUo [li] a montré
que f est v-suffisant dans EE si et seulement si il vérifie K
hypothése elle-méme équivalente a Hr' On peut alors traduire le

théoréme 1-a sous la forme suivante

Theoneme 1.b.

Si f jet d'ordre r de R" dans R°, tel que f(0) = O,

. * «
est v—sufﬁlsant dans EE, pour tout q de N, un relévement quel-

conque de f, d'ordre k(q) =r - 1 + q(r—sf+1) est sdffisant pour

la cl-gquivalence de contact dans Ei(q)'

Quelques indications sur La méthode.

Pour une fonction f de ES vérifiant les hypothéses du

théoréme I.a, on cherche i déterminer :

; germe en O d'application de R" dans AutGRp) de classe Cq_1

’
h germe en O de difféomorphisme de R dans Rn, de classe cY,
qz1, tel que h(0) = 0 et k entier tel que si fk est le jet

d'ordre k de f en O on ait dans un voisinage de O :
£(x) = v(x).£f, (h(x)) (1

Si la relation (1) est vérifiée pour q > 1, en identifiant
les développements limités d'ordre s des deux membres (ol s = sf)

on obtient :
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;(O)fS(Dh(O).x) =‘fs(x) pour tout x de R™.

Cette condition nécessaire est réalisée par v(0) = I

et Dh(0) =1 (ot 1 =1 ).
n m

Passant en coordonnées polaires, on pose x = tA, avec

t = |]x|| - X pour tout x de R - {0}.
x|
On cherche h et v sous la forme :
- R _ B+1
v = lp + t Vt,x h(t}d) = th + t ut,A(A)
ol Vt,x e End(p) et ut,A € End(n).

La relation (1) se traduit par 1'égalité

B B+1

_ . . | v . . ~
£(t2) (1p t Vt,A) fk(tA + t ut’x(k)) ou ce qui revient au méme

pour t # 0

1 - -1 B . B+1
e (£(tN) fk(tx)) o [klp + t Vt,x) fk(tx + t

Pour tout (t,A) de I x Q oii I est un intervalle de R,
I = ]O,n[, 2 un voisinage de la sphére unité de Rn, il s'agit de
déterminer (u,v), fonction différentiable de (t,A), vérifiant (2).
Pour cela, nous &tablirons un théoréme de fonction
implicite dépendant des paramétres t et X (proposition I et II).
Nous appliquerons ce théoréme & la fonction G de

End(n) x End(p) x R* x R® dans JRp, définie par

G((u,v),t,1) = -‘—a [(1p + By . £, (t) + L0y - fk(t)\):|
t

pour résoudre G((u,v),t,A) =y pour tout y d'un voisinage de l'ori-

p £(tr) - fk(tk)

ut,x(k)) - fk(tK?] (2).

gine de R (proposition III)., Puis nous prendrons y = =

t
pour établir le théoréme I.
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Pour que la norme de la section orthogonale de D]G((0,0),t,A)

soit bornée, il faut prendre o - B =t ; le choixde B =1r - s

permet d'avoir h et v de classe cd et Cq—1 respectivement.
Notation.
Pour r réel, s entier, r > s > 1 et pour (i', i'") de
sz on pose
L(i',i") = i'(r-s+1) + i"(r-s).

Proposition T.-

Soient F et G des espaces de Banach, U un ouvert de F,

2 un ouvert de G, I un intervalle de R, I =<]O,n[; f une appli-

cation de U X I x @ dans F, de classe Cu, 1 £y g+~ On suppose

qu'il existe X de U, Y, de F tels que :

(a) f(xo,t,A) =y, et D]f(xo,t,A) = 1F quel que soit (t,A) de I x Q.

{(b) Pour tout (i,i',i"™) de N3 tel que 1 g1+ 1i' +i" ¢y, la

est

L ) L k)
famille d'applications I:F'(1 1 )D o oap saf(a, t, )
12t 3t (t,1)eIxQ

€quicontinue et bornée en X

Alors, il existe p, p > 0 et une application & de BF(yo,g) xI x Q

dans EF(XO,Zp), de classe C" telle que

(1) quel que soit (y,t,A) de BF(yo,p) x T x 0 : £f(&(y,t,A),t,A) = y.

(2) quel que soit (t,A) de I xQ: E(yo,t,k) = X et Dlg(yo,t,X) = IF'

(3) Pour tout (i,i',i") de !N3 tel que O < i + 1" + "

A

M, la

.oy enE (Lt A)
pipitqit (t,2)eIxQ

1o n
famille d'applications {tz(l’1 )D

est équicontinue et bornée en Yo

La famille {le("t’x)}(t,A)GIXQ est équicontinue en X,
et le(xo,t,A) = lF.
I1 existe donc p, p > 0, tel que pour tout (x,t,A) de

EF(XO’ZQ) x I xQ
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iIle(x,t,A) -1 <

]
FII 7
On définit une application g, de classe c¥, contractante
de rapport 1/2 par rapport & X, définie sur EF(XO,ZO) X BF(yo,p) x I xQ,

i valeurs dans §F(x0,29) par :
g(x,y,t,0) = x +y - £(x,t,}).

En appliquant la proposition 8 de 1'annexe II, on peut
conclure qu'il existe une application & de classe Cu, de

BF(yo,p) x I x Q dans EF(xo,Zp) vérifiant n etv(2).

D'aprés le lemme | de 1l'amnexe I : pour tout (x,t,)) de
BF(XO,ZQ) x T x Q, D]f(x,t,k) est un automorphisme de F et
. =1
|| E>1f(xst,ki] I < 2.

L'équicontinuité de la famille -{B%f(.,t,x)]-]}(t ) eI x é"’ ‘
?

en X , résulte de :

1, = [, e,n] € b geaen] T g = o gt <
2||)F - le(x,t,l)l].

En différentiant f(&(y,t,A),t,A) =y on montre que pour
(i,i',i") tel que i + i' +i" =n, | £n s u, les différentielles

de E sont de la forme :

oo T T N
D i1t ing(y’t,l\) = Lle(g(y,t,)\),t,)\):] 2(1,17,1i%) ot

17273

£(i,i',i") est une combinaison linaire de termes du type :

D f LB A A t .
1 2 3 1 2 "3

C(y.t,)\)

§ - 8 8
vec o =1 3 = i’ : = i" . +8 + <
a mzl n ; mZO B, = i' ; mZO vy = 1 ;0 a+B ey <n
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pour 1 € m g 6.

. . - -1
_....En.particulier, omn a :. Dlg(y,t,k),; Jllrf(g(y,;,a),t,lj] .

On en déduit que Dli(yb,tgl)‘é 1. et que la famille ., . .

F
{e¢.,t, 1)}

(t,2)eIxQ est éequicontinue en Y, bpulsque :Dlgwuest borpé

sur BF(yO,p) x I x Q.

Ceci démontre (3) pour i + i' + i'" = 0.

I1 reste 3 montrer que quel que soit (i,i',1") tels que
q q

i+i' +i"=n, Ign

A

v, (3) est vérifié. Pour celd nous

i

raisonnerons par récurrence sur 1.
Supposons (3) réalisé quel que soit (i,i,i"), O g i+i'+i" < n,

L'hypothése.(b) entraine qu'il existe un voisinage . Vn de X - tel que

K'v i8]} )
t (1v’l )D ey i,,f soit
17273

borné sur Vn x I x . Grace & 1l'hypothése de récurrence, ' il existe .

quel que soit (i,i',i'"), I g i+i'+i" ¢ n,

un voisinage Vé de ¥ tel que E(y,t,A) € v, si (y,t,\) € Vé x Ix Q

et que D o £ soit borné sur Vé x T x @ quel que soit m,

' S L -1
\ .
Compte tenu de 1'équicontinuité de {_plf(.,t,k)] }(t,k)eIXQ

§ L .
en x et de la relation A£(i',i") = X K(Bm,ym), la conclusion (3)
m=1

(o]

est bien obtenue pour i + i' + i" = n.

Proposition 11.- o ‘v¢4

Soient E, F, G des espaces de Banach, U un ouvert de E,

€ un ouvert de G, I un intervalle de 'R, i'=']0;n[; ' f 'une~aggli—
cation de U x I x Q dans F, de classe Cu, I £ p g o. On suppose

qu'il existe X de U, Y, de F tels que

(a) qﬁél que soit (t,\) de I x @ ' f(xo,t,A) = yo.

(b) quel que soit (t,)) de I x Q, D]f(xo,t,k) admette une section
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S(t,A) et que l'application S de I x Q dans L(F,E) soit de
classe CY

De plus, on suppose que pour tout (i',i") de th,

R -
/-tZ(l ,i )D y ius(t,X)} est borné.
\ 1t2 (t,\)eIxQ
(¢) Pour tout (i,i',i") de lN3 tel que 1 g1+ 1" + 1" <y
Lo | Ml A}
(resp. 2 ¢ 1 + 1" + i" g u) la famille {tz(l > 1 )D L i,,f(.,t,)}
12t 3 (t£,0)eIxn

est équicontinue en X (resp. bornée en xo).

Alors il existe p, p > O et une application § de

u

BF(yO,p) x I x 2 dans E, de classe C° telle que :
(1) quel que soit (y,t,X) de BF(yo,p) x I x § F(E(y,t,A0),t,)0) =y
(2) quel que soit (t,A) de I x Q E(y »tsA) = X

(3) quel que soit (i,1',1i") gg_iN3 tel que 0 g i + 1" + 1" g u,
D . s gn ECED)

L 11
la famille d'applications [tz(l 1) .
\ 172" 3 (t,0) eI

est équicontinue et bornée en Y-

Demonstration :

L'application S &tant bornée, il existe un voisinage U'
de O dans F tel que quel que soit (t,A) de I x Q, X+ S(t,\)U' C L.

Soit g l'application de U' x I x Q@ dans F définie par

g(y,t,0) = £(x_ + S(£,1).y,t,1).

g est de classe ¢! et quel que soit (t,Ax) de I x &, on a

g(0,t,A) = Yo 3 D]g(O,t,A) = 1

. oey s 3 ..
Pour (i,1',i") de ™, D .y mg(y,t,A) est une combinaison

1igt's

P

linéaire d'éléments du type :
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f(x +S(t,\)y,t,A).|D S(t,A), ,D S(t,A),
o ° B1 1 Bi i
1 2 ] 2
D . S(t,N.¥s...,D S(t,A
Bi+1 Vil (2 Ba o ( »y
1 2 1 2
a o
o _ su .
avec f Bm = 1i', z Yy = 1 et (Bm,ym) # (0,0) pour m > i.
m=0 =0

En utilisant les hypothéses b et ¢ et le fait que

a
2(i',i") = ) Z(Bm,ym), on vérifie que pour 1 g i+i'+i'" < u
m=0

Proqn g(.,t,}) est équicontinue

1.1

Lo } :n
la famille t’()'(1 s )D 3
1727 3 }(t,k)elxﬂ

en 0 ; elle est également bornée en 0, pourvu que 1 > 2

(car 1 20 2 2).

Ce n'est que dans D .y .n & et D ., ., g que peut

figurer D]f(xo,t,k).

N\

Mais alors : D i g(0,t,A) =0 si 1i' + 1

D ., .n g(O,t,)\) =0 si 1" + 1" > 0.
2t 3t

g vérifiant toutes les hypothé&ses de la proposition I,
il existe p, p > 0, et une application 71 de BF(yO,p) x I xQ
dans ﬁF(O,Zp), de classe C“, vérifiant les conclusions de la
proposition I,

Soit a = sup ||S(t,K)||, on considére l'application £,
(t,\) eI xQ

de classe Cu, de BF(yo,p) x I x Q dans BE(O,Zap) définie par

E(y,t,A) = X, * S(t,A).t(y,t,N).
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" Elle vérifie les conclusions- (1), (2) de la proposition III.
B Pour | g i+i'+i" gy, on a :

. ) L ! - ot
Y B

D . .y «uE(y,t,A) = } ] Ciu C.y D S(E,A) D & .y o swi_

R T e-S N = R L LARNRE I b B

,EaA) .
Yr(yw%k)

Avec 1l'hypothdse (b) et £(i',i") = £&(B,y) + L(i'-B,i"-y),

on peut montrer que & satisfait.a la conclusion (3).

1

Paogoé&ﬂon 111.-

Soit g un jet d'ordre k de Bn dans Rp, vérifiant

1'hypothése Hr avec 1 g sg <r <k (on Qoserab s = Sg) et

soit q un entier, q > l. Il existe alors un voisginage V

de 1'origine de Rp, I =:]O,n[; un intervalle de R, & un voisinage

de la sphére unité de R" et une application (£,T) de Vx1IxQ

dans End(n) x End(p) de classe Cw, telle que :

(1) quel que soit (t,A) de I x @, &(0,t,A) =0 et t(0,t,}) =0

(2) quel que soit (y,t,A) de V x I x @ :

(™5 (r,6,0) + glen + € e M) - s = &,

(3) quel que soit (i,i',i") de N3, les familles d'applications :

i (3']) {tz(i"i")D 7 1! i'lg(.'Qt)A‘)}‘

1,1
(3.2) {tz(i"i")D

172 3 (t,>\)€IXQ:

TN -va(',t9>\)
Y2t 3t }(t,x)elxg

soient équicontinues et bornées en 1l'origine de ‘Rp.

On considére l'application G de (End(n) x End(p)) le* x R"

dans RP définie par :

G((u,v),t;)\) =" 2']‘[‘;;,‘[(]p+tr_sv) R g(t)\+tr—s+1u(>\)) - g(tx)i]-
t

EE
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Cette application G est de classe c par rapport aux

trois variables (u,v),t,A et G((0,0,t,A)) = 0 quel que soit (t,A).

Nous allons voir que G satisfait aux hypothéses de la
proposition II, g vérifiant Hr’ il existe o > 0, ¢ > 0 et un

voisinage V' de O tel que pour tout x de V' N wz(g), Dg(x)
C

admette uyne section Sl(x) avec |IS](X)Ii < TT—TT;:T .
X
Soit Q= {) ¢ Rn/-%<lllll < %} et soit n réel fini, tel

que si (t,)\) appartient & ]O,n[x 2, tix e V'. On notera T =]0,nl:.

1) Quel que 04t (t,2) de 1 xgQ, D]G((0,0)t,)\) est

surjective :

Pour (u,v) de End(n) x End(p), on a :

D,G((0,0),,1) (u,v) = —= (v.g(td) + t Dg(tA).u(A)).
t

Il s'agit de montrer que pour tout y de Rp, il existe
(uy,vy) de End(n) x End(p), tel que

try = vy.g(tl) + t Dg(tl).uy(k).

Deux cas se présentent :

a) tie wg(g), on prend Vy = 0 et on pose uy(l) = tr-lsl(tx).y.

On peut cho;sir uy de sorte que ||(uy,vy)|| =||uy]| ¢ 27 e,

b) tA ¢ W;(g) c'est-a-dire ||g(tA)]] > al]tAIIr on prend
u_ =0 et on pose vy(g(tA)) = ytr. En prolongeant convenablement vy

sur Rp on a :
2r
RICSSIRE-SIMIE

Pour tout {(t,}) de I x Q, D]G((0,0),t,x) est surjective,

Elle admet une section orthogonale : S(t,\) = GH(DIG((O,O),t,A) (en
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reprenant les notations du lemme 2 de 1'annexe I, G (u) est la section

o

orthogonale de wu). S est bornée et de classe C sur I x Q.

7) Pour tout (i,i',i") de IN° ted que i+i'+i" 3 I
L ] 1
(resp. i+1i'+i" z 2), (tal o1 )D VIR G(.,t,\) st
it2t 3 (t,2)eIxq

gquigontinue (resp. bornée) en (0,0) :

a) Etude des dérivées de G :

tA + tr_S+1u(A).

On pose z = z(u,t,})

Soient U] et U2 des voisinages bornés de l'origine respec-
tivement dans End(n) et End(p). Il existe une constante K, K > O,
telle que, quels que soient 1 de N et (u,t,A) de U1 x I x Q,
on ait

gz || sk 55 si 0siscs et ||D'g(2)]] sk si i>s.

Soient U = (u],...,ui) € (End(n))l et

V = (vl,...,vi).e (End(p))i. Ona: D i(G((u,v),t,A)(U,V) =
1

1 i(r-s+l r-s i
tzr_s [; (]p+t v).D7g(z) (ul(k),...,ui(A)) +

i . .
] DTy Dl"g(zxu](x),...,Q\A),...,ui(x)ﬂ.
j=1

Grdce & cette formule, on montre que

{t<2-i) (r=s)

liG““"’)’t’”}

(u,v,t,k)eUIXUZXIxQ

est borné.

Pour les dérivées de G par rapport 3 t et X, on remarque que

P z(u,t,2) et ( =D Z(u,t,l)}
< ZBBY }(U,t,)\)Eu]XIXQ \t 3 (u,t,A)GUIXIXQ

sont bornées. Il est alors facile de voir que pour tout (i,i',i"},

i+i'+i" 2 0, on a :
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- -— 1!
ft(Z 1) (r-s)+1 D ,i"G((u,V),t,l) est borné.

1*2%3 } (u,v,t, 1) ell < UyxIxQ

b § >
b) On en déduit que {tZ(l » 10y . 16((0,0),£,3)

1%2% 3 }(t,A)eIXQ
est borné puisque pour tout (i,i',i"), 1 + i' +1i" > 2, on a

L2(i',i"™) 2 i' - (i-2)(r-s).

Enfin lorsque i+i'+i" > 1, £(i,i") 2 i' - (i-1)(r-s) et

{‘t'e(i' ’i")D

i+1,.1"

i"G«u,V),t,k))} est borné.
1 273

(u,v,t,A)eUIXUZXIxQ

I1 suffit d'appliquer le théoréme des accroissements finis, pour démontrer

que
L ) : 1 .
/tz(l o1 )D ey anGla,t00) est équicontinue en (0,0) si
\ 1tat 3t (t, ) eIxq !
bl

i¥iT+1" 2 1.

3) Powr tout (i', i") de m°

{tt(i"i")n . ."S(t,k)}
bt (t,\)eIxq

tel que 1i' + i" 3z 0,

est borne.

Pour i'+i" > 0, D i"i"s(t’X) est une combinaison linéaire
1= 2
de termes du type :

D" G'(0,6((0,0),¢,1). |D

G((0,0,t,A),...,DC y ((0,0),t,2) avec

B, v 8
REREN 12 %3 "
o o
_ a1 ="
Ios =i'y ) oy =i
m=] m=1

Il suffit d'appliquer le lemme 2 de 1'annexe I et de remarquer que

& ¢ i'+1" pour vérifier 1'hypothése (b) de 1la proposition II.

G vérifiant les hypothéses de la proposition II, les con-

clusions de la proposition III en découlent directement.
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Enfin, voici deux lemmes qui nous seront utiles pour la

démonstration du théoréme 1.

Lemme .-

Dans 1'espace euclidien R, 1'application x = ||x|| est

de classe C. sur R" - {0}. Pour tout i de W, {llx|li—lDi(llxll)}Xeﬁn*{o}

et {IIx[[* pF X
\

|1x]] }x eR"-{0}

sont bornés.

. . * .
Soient 1 de N et u de \Rn. I1 existe des constantes Ak

telles que :

E(i

_._) .
) ) 2 Hu||2k(<x u>)l"'2k
pi(lx| Dt = ] ’
Hixl = Ay ] 2572
k=0 x

1

REY

) est une combinaison linéaire de

D'autre part, D' (

termes de type :

1 | * i *i L .

TR ollx|) ..., 0 =D avec ) m a = i.
1 1 m=1

REY
i, x ioi i Lo {1
Enfin, D' ( )W) =D (—) (W) .x+ ] D ( ) (u) 3%
x| =] j=1 [ 1x]]

Le résultat annoncé& est une conséquence immédiate de ces

formules et du fait que ||D(||x|])|| = 1.

Lemme 2.-

Soit f une application d'un voisinage de 1l'origine de R

dans Rp, de classe Cu, k un entier et £ un réel, 0 < £ < k < .

On pose :
f(x) - fk(x)

P(x) =
1x]1

2]
[N

x #0 et ¥(0) = 0.
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Pour tout entier i, O £ i g k, pour tout e, € > 0,

il existe un voisinage V de O tel que pour tout x de V - {0},

k- £-1

IRl s e |lx]

Deémonstration :

i .. . .
D yY(x) est une combinaison linéaire de termes du type :

D% (x) - D*f, (x) o, . o
,€+a +...%0. (D||X||) ""9(D llxll) avec o + z mamz i-
[xl] ! ' m=1

On utilise alors le lemme 1 et le fait pour tout « entier, O £ a g
D% (x) - Dufk(X)|l
k-
RSt

tend vers 0 avec x.

Démonstnation du théonime 1.

Soit f de Eﬁ vérifiant Hr pour 1 < r g u et tel que
£(0) = 0. Soit q de N* tel que k(q) ¢ u et soit k wun entier,
k(q) £ k g u.

Nous allons montrer qu'il existe V voisinage de 1l'origine

de R™ tel que pour tout x de V

(1, + vG) £ () = £

oi h est le germe en O d'un difféomorphisme de R" dans 9Rn, de

classe Cq,

v est le germe en O d'une application de R" dans End(p),

de‘classe Cq_], tels que h(0) 0, Dh(0D) = ]n’ v(0) = 0 et si

q%2: D'M(0) =0, D () =0 pour 2 g1 <q.

19) Construction de 1'homéomorphisme h et de v de classe

On se sert de ce que pour tout k, r gk g u, le jet fk

f en O wvérifie Hr'

On applique la proposition III (dont nous reprendrons les
£(x) - £, (x)

2y~
[Tl [7F7°

notations) avec g = £, et y= P(x) ot $(x) =

et Y(0) = 0.

de

x# 0
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Lorsque k > k(1) = 2r-s, { est continue en 0. Il existe
un voisinage v de O dans R" tel que pour tout x de V oen dit .

[x]] <n et ¥(x) eV.

On considére 1'application v de Vv dans End(p), de classe

¢ dans v - {0}, définie par :

X

REY

) s1 x #0 et v(0) = 0.

vix) = ||x| "5t e, | x|,

v(x) tend vers O avec x (on utilise (1) et (3.2) avec
i+i'+i" = 0).

Ainsi v est continue sur V et quitte 3 restreindre V,
on peut supposer que (1p+v(x)) est un automorphisme pour tout X
de v,

Soit h 1'application de Vv dans R", de classe c" dans

v - {0}, définie par :

X

)
x|

-s+1

h(x) = x +[[x[]"

W), | x|, —==)¢(
R TeY

Pour tout €, e > 0, il existe n, > 0 tel que pour tout x,

x| <Ny IIn(x) - x|]| < e]lx’lr_s+1 (en utilisant (1) et (3.1) pour
i+i'+i" = 0). Donc h est continuesur V. Elle est différentiable eﬁ

0 et Dh(0) = ln. Pour tout x de Vv on a :

(1p + v(x)).fk(h(x)) = f(x).

2°) h est de classe C] et Dh(0) = ln' En

X

X

s A= , oz = (W), x!], 3,
| =1 =]

posant pour X # 0 : t = |

n
on a pour tout X de R

Dh(x)X - X = (r-s+1)tr'sg(z)(x)nt.x+-tr's+‘[§lg(z)(nw(x).x,x) +

DZE(Z,)(Dt.X,)\) + D3£(z)(DA.X,>\) + g(z).D)\.X].

x # 0 ; h(0) = 0.
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Pour montrer que ||Dh(x) - lnll tend vers O avec x,
on utilige :
a) le lemme 2 et la propriété (3.1). Alors pour tout e,
€ > 0, il existe un voisinage de O dans K" tel que pour tout x,

X # 0, de ce voisinage :

r—-g+1

e D,&(2) . (DP(x) X, || 5 ¢ tk_r||X‘|.

b) le lemme 1, la propriété 3.1, £(0,t,x) = O, D2£(0,t,A) =0

‘et DyE(Q,t,1) = 0.

3°) Si q > 2 et si k % k(q), h est de classe cl et

Dlh(O) =0 pour 2 £ i £ q.

Dih(x)

En fait nous allons montrer que _TT—TT—
X

th(x) tendent vers O avec X.
Remarquons que la condition sur k implique k 3 q.

. i .. . .
Pour 2 ¢ i £ k, D h(x) est une combinaison linéaire de

o
termes du type fsHIg, o B @), x|, - X (mdx)) 1,...,
1t 2% 3Y i x
. o. B8 . B. Y .Y, l1-e
@ ) Fon L., ot Loy Loy ‘}(A) ©
1 1 i
avec a = z. a3 B+ 6§ = Z Bm 3Y *oe,= z Ym 3 €, =0 ou 1
m=1i m=1 m=1
1
Z m(am + Bm + ym) =i,
m=1

. . i . C
Parmi les termes dont D h(x) est combinaison linéaire,

on distingue ceux ofi o = 0 et ceux oi a > 1.

a) Considérons un terme de Dlh(x) ot a = 0., Alors B + v g 1i.

Il existe un voisinage V de O tel que
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tz(B’Y)D 8 E(@(x),llxll, X ) soit borné pour x €.V - {0}.
12" 3Y | x|

Sachant que D 8 YE(O,t,)\) = 0, on montre 3 1'aide du théoréme des: :
27 3

accroissements finis qu'il existe des constantes A et A' telles que

1-e

B. Y .Y,
HOTORRNNGIN 1](%) °l] <

‘!tr~s+]—6D

B ;
£(z) [(Dt) L.,
58 5Y

f 3

A!|¢(x)lItr_5+1—i“(B+Y)(r-S) . A,Iiw(x)llt(l*i)(rfs+])

pour x dans V - {0}.

Pour tout €, € > 0, il existe un voisinage V' de O tel

que pour tout x de V' - {0}, 1'expression considérée est majorée
par :
k-r+1-1i(r-s+1)
e | [x]] ;
c'est-d-dire par e||x|] si i <q et par e si i=gq.

b) Lorsque o > 1, ona: 0 RB+ygi~-1 et 1l'un des ‘am
est non nul. En vertu du lemme 2, pour tout e > O, il existe uyn voi-
sinage V" de O, tel que pour tout x de V" - {0}

B

o

B Y,

1 i
,(D)\) ’

1

. a.
[ [eX 75170 Y E(z)[kDﬂ(x)) seees 0NE) T, (DE)

1% 28 3
.,(Dik;€k DI_EO HS EI'X('a(k—2r+s)—(ﬁ+y)(r-s)+(r—s+l)—i.

i
yeoer, (DTL)

Comme o(k-2r+s) - (B+y) (r=s) + (r=s+1) - 1i >
k~r+ 1~ i(r-s+1) + (r-s) 2 0,

.. e . k-r+1-i(r~-s+l
La quantité considérée est majorée par ellxll r i(x~s+1)

4°y v est de classe cd et Dlv(O) =0 pour O 51¢ggq

pourvu que k 2 r + gq(r-s+1) = k(q) + 1.

Ceci entrainera en particulier que si k > k(q) avec q 2 1,
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alors v sera de classe Cq—]
Rappelons que v(x) = ||x||" *t(@),]|x]], Hxl') worre
X
et v(Q) = 0.
Pour | £ 1 < k, Dlv(x) est une combinaison linéaire de
termes du type :
r-8=5 | x *1 i % By
e CICO PN LI A ‘)ED“”(X)) e @PG)) T, ) L,
1% 2" 3Y |x||
. B, Y .Y i i 1
(@*t) *, () ',...,<D1A>1J avec a= ] a, B+8&= ] B,y= ]
i m=1i m=1 m=1
z m(am + Bm + ym) =1,
m=]

La démonstration se fait de la méme fagon que pour h en

distinguant les cas oi o =0 et ceux od o 2 1.

Remarque 1. -

Si dans la proposition III on remplace Hr par H;, les
conclusions peuvent s'énoncer avec T = 0. I1 suffit de considérer

1'application H de

End(n) x R* x R® dans RP définie par :
H(u,t,A) = G((u,0),t,)).

h étant défini comme précédemment, on a dans un voisinage V

de O :

£,(h(x)) = £(x) ot h(0) =0, Dh(0) =1_ et Dh(0) =0 si 251isq.

On peut alors énoncer le résultat

Soit £ de ES vérifiant H;, l £r sy, tel que f(0) = 0.

*
Pour tout q de N tel que k(q) s u, f esr k(q)—Cq—déterminé dans

P
()

?
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Nous démonterons en III que £ est k(O)—CO déterminé dans
E112(0) (k(0) étant le plus petit entier supérieur ou égal a r).

Mais la méthode précédente ne permet pas d'atteindre ce résultat.
% p

Remarque Z.-

S'il existe des constantes o, r, o >0, r > 1 et un voi-
. r PR
sinage V de O tel que V(O Wa(f) =@ alors f vérifie Hr et
1] \J

pour tout entier k, k » r, 1l existe a', a' >0 et V' voisi-

nage de O tel que W;,(fk) nv' =4¢.

Sous 1'hypothése précédente, on peut alors énoncer les conclu~
yp P ’ P

sions de la proposition III avec & = O en considérant la fonction
(V,t,>\) e G((OQV),t’A)'

Alors, si k 3 r+q(r-s+i), ol q x 1, il existe un voisinage
n . . q
v de O dans R et une application v, de classe C°, de v dans

End(p) telle que pour tout x de V

(1) + V() £ (0 = £G), oi v(0) = 0 et plv) =0 si 1¢1i<aq.

C'est—d~dire que dans v, h = ]n.
Ce cas se présente par exemple lorsque f vérifie Hr et
lorsque n < p.

Pour n < p, f vérifie Hr si et seulement si (f) = Jp(f)

est elliptique.

Remangue 3, -

L'entier k(q) est généralement la plus petite valeur de k
telle que f soit k-déterminé pour la Cq—équivalence de contact
(resp. la Cq—équivalence) dans Ei. En effet, considérons 1l'exemple

suivant &tudié par KUIPER [Mﬂ : le jet homogéne d'ordre 4 de RZ
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.. 2 e .
dans R dé&fini par f(x,y) = (x +y2)2 vérifie H!. 1I1 est Cl—sufflsant

4
) +
dans E4 et pour tout p de N, son jet d'ordre (p+4) est cP I
. .. . p+2_ .
suffisant dans Ep+4 mais il n'est pas C suffisant dans. Ep+4
2,22 2
KUIPER a montré que (X +y ) et (x2+y2) + xp+5 ne sont pas Cp+2—

€quivalents ' (ici k(p+l) = p+4 et k(p+2) = p+5).

Pour les jets homogénes de degré s, on peut donner également
de nombreux exemples de ce type. En effet, par le th8oréme I, on sait
que si f est un jet homogéne de degré s de R"  dans Rp, vérifiant
HS (resp. H;), il est suffisant pour la C]féquivalence de contact
(resp. C]-suffisant) dans EE. Pour que f soit suffisant pour la
Cz—équivalence de contact (resp. Cz—suffisant) dans Ez+l il est

nécessaire et suffisant que ¢‘ (resp. 51) soit surjective (propo-

sition I chapitre II).
Rappelons que ¢1 est 1l'application linéaire de
2 s+1 P
Ls(n,End(p))X Ls(n,n) dans Ls (n,p) définie par :

¢1(v,u)(x)S+] = v(x).f(x) + Df(x).u(x)2 pour tout x de R™.

o/

5] est la restriction de ¢l {0} x Li(n,n).

7

La surjectivité de 5] impose n et p la condition

n(n+l) ... (n+s) n2(n+1)

p & —. ¢))
(s+1) ! 2

De méme la surjectivité de ¢1 n'est possible que si

2 ;
+1) ... (ot + 2
n(n+l) . (n+s) b < n (n+1) fnop (2)
(s+1) ! 2
Lorsque p = | 51 est surjective si et seulement si ¢]

s+l

1'est (en effet ¢1' surjective &quivaut alors 3 m cC Jl(f) et 51
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<+
surjective équivaut & m® 1CZ H](f), de plus Jl(f) = H](f).
Voir chapitre II, proposition IV). On vérifie en utilisant (1) que f

ne peut étre C2-suffisant dans Es+l ni dans Es’ s > 2, lorsque :

s =3 et n>7 3 s=4 et nz23 3 s25 et n 3 2,

(Ces résultats ont été donnés par KUIPER.[]QU).

Lorsque p > 1, un jet homogéne £ de R® dans RP ne
peut &étre Cz—suffisant dans E§+l’ s 2 2. Sinon il existerait o
de m* tei que nﬁ(:’Hp(f) (voir dans l'introduction le sommairev
du chapitre II et la proposition IIT du chapitre II). Alors f serait
¢ -déterminé dans EP. MATHER a montré que cela était impossible.
Si on se place dans le cas oi n 2 p et s 2 2 on voit d'aprés (2)

gqu'un jet homogéne d'ordre s de R" dans RP ne peut étre suffisant

2 _ .
pour la C -équivalence de contact dans Ez+

. ni a fortiori dans EE

si

p=2 s=3 nx24;s=4 n23; s=5 n23;s826 n2

p=3 s = 2 nx29%9;s=3 naxb4d; s24 nx3

p =4 s=2 n3zb63;s23 n3xkb
i

p=2>5 s=2 n3x6;s23 nzxb5

p=2©56 s =2 nx73s23 n2x6 r

) |

|

p 27 §s>22 nzxp i
I
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Dans le cas s =2, p =2, n 2 3, nous avons approfondi

1'étude de la surjectivité de ¢. et nous avons des exemples de jets

1
d'ordre 2. de R4 dans RZ, homogénes, vérifiant H2 qui né sont

. 2 .
pas suffisants pour la C -équivalence de contact dans Eg.

1T - Une application du théoneme 1 aux espaces de Banach.

Soient E et F des espaces de Banach, f un germe en O
d'application de E dans F, de classe CU, 2 <ug=, tel que

£(0) = 0 et Df(0) soit un opérateur de Fredholm.

On peut appliquer & f 1le procédé de Liapounov~Schmitt
(paragraphe VII - 1 de 1'Annexe II, dont nous reprendrons les notations)
puisque, - Ker Df(0) et Coker Df(0) é&tant de dimension finie, Ker Df(0)
et Coker Df(0) sont des facteurs directs de E et F’ respectivement.

Il existe un germe en O de difféomorphisme hl’ défini
sur E 34 valeurs dans Im Df(0) x Ker Df(0), de classe Cu, tel
que h](O) = (0,0) et u un germe en O d'application de Ker Df(0)
dans Coker Df(0), de classe C", tel que u(0) = 0, Du(0) =0
et tel que hl transforme localement f_l{O} en {0} x (u_l{O}). On
vérifie que up le jet d'ordre £ de u en O ne dépend que des
dérivées de f en O, d'ordre inférieur ou égal 38 £. Lorsque u
vérifie Hr’ on peut lui appliquer le théoréme I puisque Ker Df(0)
et Coker Df(0) sont de dimensions finics. Rappelons que f vérifie
Hr 51 et seulement si u vérifie Hr ‘proposition 9 de 1'annexe II).

On peut alors €noncer la proposition suivante en notant k (q) 1le
u

plus petit entier supérieur ou égal 23 r—l+q(r-su+l)

Proposition IV. -

Soient E et F des espaces de Banach, f wun germe en O
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d'application de E dans F, de classe CU, 2 g ug o, tel que

£(0) = 0 et Df(0) soit un opérateur de Fredholm. §i f vérifie

Hr , alors pour tout q de WIN tel que ku(q) <, 11 existe un

difféomorphisme local h de E dans Im Df(0) x Ker Df(0), de

classe Cq, tel que h(0) = 0, transformant localement f_l{O} en

{0} x “1:] (@ 103
u

Si X"’eSt la pfojection de F sur Coker Df(0) et 1 1la

restriction de lE d Ker Df(0) on a vu que u, =x o f2 o 1. Alors

u vérifie H2 si et seulement si ¥ o f o 1 vérifie H, . Azf(O)

étant la différentjelle intrinséque seconde de f en O, on peut

&noncer le corollaire :

Conollaine :

E et F étant des espaces de Banach, f-  un germe emn O

d'application de E dans F, de classe Cu, 2 < ug = tel que

f(0) = 0 et Df(0) soit un opérateur de Fredholm. Alors si A2f(0)

vérifie H2, il existe un difféomorphisme local h de E dans

Im Df(0) x Ker Df(0), de classe C1 tel que h(0) = 0, transformant

localement f—l{O} en le cbne K = {x € Ker Df(O)/DZf(O)(x,x) € Im df(0)}.

ANTOINE [Z] a montré un résultat identique en modifiant
ainsi les hypothéses du corollaire : E et "F sont des espaces de
Hilbert, u > 3 et on remplace 1'hypothése Df(0) opérateur de
Fredholm par Im Df(0) fermée. L'hypothése H2 peut s'exprimer
sous la forme €quivalente suivante

il existe a, a > 0 tel que quel que soit x de la sphére
unité de Ker Df(0), quel que soit y de la sphére unité de Coker Df(0)

on ait
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2 2 2
[187£0) 53 | orer DECO) 11 [s f(O)(x)]"‘yHKer DEO) > @

Remarque 4.-

Supposons maintenant que E =R, F = ®RP. Soit f de Eﬁ

tel que £(0) = 0, vérifiant Hr pour r > 2.

Lorsqu'on s'intéresse 3 1'&quivalence de contact, on ne peut
qu'appliquer le théoréme I. Si on s'intéresse 3 la surface de niveau
de f en 0, Ile fhéoréme I‘dit que pour tout vq dev N* el que
kf(q) £ u, 1l existe un difféomorphisme h de classe ¢9 qﬁi trans-
forme le germe des zérps de f en O en le germe des zé;os‘de fk(q)
en 0. On peut aussi si s =1 et Df£(0)  non surjective (pour
Df(0) = 0 1la décomppsition de Liapounov Schmitt n'a aucune utilité)
appliquer le proposition IV. On a s, 2 2 et kf(q) est le plus petit
entier supérieyr ou égal & (r-1+qr). Il en résulte que ku(q) < kf(q) -q.
I1 peut arriver que :

a) ku(q) PIRTRES kf(q) et alors il existe un difféomorphisme
de classe C%? transformant le germe en O des zéros de f en le
germe en O des zéros de uku(q) méme si fkf(q) n'est pas équivalent

~

-a- £ pour la Cq—équivalence de contact.

b) il existe q', . q' > q tel que ku(q') < kf(q) avec

- 1
k (@") s u alors f {0} est localement CY -difféomorphe i

-1
u . {0}.
ku(q )

11 - L'hypothese H! et La cl-gquivalence.

On a constaté lors du théoréme I (remarque 1 du I) que si  f
est un jet d'ordre k de ®" dans Rp, tel que f(0) = 0, qui

PR * R
vérifie H;, r £ k, pour tout q de N , un relévement quelconque
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de f d'ordre k{(q) est cl-suffisant dans EP . La méthoce employse

k(q)

dans le I ne donne pas k(0O) sauf lorsque r = S¢ puisqu'alors 12
jet d'ordre r est C]-suffisant dans Ei.
Pour p = 1, BOCHNAK et LOJASIEWCZ [7] ont montré que si le

iet f d'ordre k vérifie H', f est c®-suffisant dans E
] k k

(tableau I). Lorsque p > 1 et r > s nous allons aussi montrer

f,

A

que si un jet f d'ordre k vérifie H; pour | < r gk, f est
c®-syffisant dans EE. Pour cela, il suffit de généraliser la démons-

tragion de F. TAKENS [16} a p > 1.

Théoneme 1 bis a.-

Soit f de EE vérifiant H; avec | < r gy, tel que

f(0) = 0. Pour tout q de N tel que k(q) < u, f est k(q)-Cq—

déterminé dans EP .
k(q)

Nous supposerons ici que r > 1 car lorsque n 2 p (ce qui
est nécessairement le cas lorsque f vérifie H;) et r =1, Df(0)

est surjective. Ce cas simple a été écarté (introduction et Annexe II.VII)

Domonstrhation du theoreme 1 bis.

Soit f de EE vérifiant H! pour 1 <r gy, tel que £(0) = 0.

Soit k wun entier, r < k g u et fk le jet d'ordre k de f en O.
On considére F, germe en {0} x BLI] d'application, de classe Cu,
de R® x R dans RP défini par F(x,tr) = fk(x) + tP(x) ot

P(x) = f(x) - fk(x).

La démonstration se fait en cing é&tapes

Tene étape :

. . . .. n .
I1 existe un voisinage V de l'origine de R un intervalle
-] b

ouvert I de R, I "DIELI], un réel C, C > 0, tels que pour tout

(x,t) gg & x L (QE_ % =V - {0}) DF(x,t) admette une section

C

N

S(x,t) telle que l[S(x,t)[[ <
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fk vérifiant H;, il existe un voisinage V' de O et

une constante C, C > 0, tels que pour tout x de V' ~ {0}, ka(x)"
. C
admerte une section S (x) telle que ||S, (x)|| § —=——
‘ ‘ 2| ] "

Le jet d'ordre k de P en O &tant nul, il existe un voi-

sinage V"' de O dans R™ tel que :

[Peoll < 1]x]]% ec [Pl < = []x] |77,
3C

Prenons 1 =‘}- % ,~%[j et V=V'NV". Pour tout (x,t)
de Vx1I ona:
||p,F(x,t) - DE, (|| = ||t DP(x) || § ———n
’ : 2|]s, )]
k
- Il en résulte, d'aprés le lemme 1 - Annexe I que DIF(x,t)

est surjective et que sa section orthogonale Sl(x,t) vérifie :
C . k-1 .
IIS](x,t)[| S 7 - Enfin S, est de classe C sur V x I.
[ x|
Soit S(x,t)(y) = (S,(x,£).y,0) pour (x,t,y) de V x I x rP.

k-1 ° P o -
S egt de classe C sur V x I et vérifie les propriétés annoncées.

Zeme étape :

Par tout point de V x I passe une trajectoire et une seule

du champ de vecteurs défini sur V x I par

v(x,t) = (0,1) - S(x,t)P(x) si x # 0

v({0,t) = (0,1).

En outre F est constant le long de chacune de ces trajectoires.

v ect de classe Ck"l donc au moins C1 car k-1 > r-1 > O.

73

v est continue sur {0} x I uniformément par rapport & t

puisque quel que soit (t,t') de I2 on a :
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|lvix,0) = v(o,e]] < c|]x]].

Par tout (xo,to) de 6 x I, 11 passe localement une et
une seple courbe intégrale (v est localement lipschitzienne en
tout point de G x I).

Une solution de 1'équation différentielle : (é,é) = v{x,t)
passant par (%O,to) est une application définie sur un intervalle
J de R contenant O, & valeurs dans R" x R, de la forme

t - (ﬁ(xo,to,t),to+c) o Y wvérifie :

{ W(Xo,toyo) = XO H
"y - ‘
| 2 Gt = = 8 (e D) IR g, ) )
. dt
I1 résulte de (2) et des majorations de ||Sl(x,t)|| et de
||P(x)|] sur V x I que pour tout t de J .on a :

I gﬂ (xe 0 || € el [0t 0]
t

La fonction numérique définie sur J par

22 2 -
g(r) = [[0Gx_,t ,0 7™ (resp. g,(0) = [[W(x,r, 0[] 2ty est
croissante (resp. décroissante).
Montrons par exemple que g esticroissante.
2ct v 2 4 dy
g'(t) = 2e°°€ Cffdx st )| |7 + <dx .t .0, E%-(xo,to,t)>).
2ct d
g'(£) 3 2" | [ix e o) ] [9Gx ,e O ] - ll;:-w(xo,to,t)il) 3 0.
On prouve de méme que g, est décroissante.
Pour tout t de J, on a donc : ||ﬂ(xo,to,t)\l 2 llxolleqcit[

et par suite (m(xo,to,t),to+t) € V x I.



- 53 =

La courbe intégrale reste dans la région oi v est de classe
Cl. La trajectoire passant par (xo,to) de V x I est donc globale-
ment unique.
Par les points (O,to) ol t, € I, passe la solution
r (O,t+to) et c'est la seule. En effet, soit ¥ wune solurion
telle que ¥(0) = (O,t;). S$'i1 existe un t tel que. Wkt) appartienne

d V x I, alors la courbe intégrale passant par Y¥(t) passerait aussi

par (O,to). Ceci est impossible, on 1'a vu précédemment.

Enfin F est constant le long d'une courbe intégrale car

d
EE-F(@(xo,to,t),to+t) = 0.

3eme etape :

I1 existe h germe en O d'homéomorphisme de R™ dans R"

tel que h(0) =0 et f(x) = fk(h(x).

Considérons l1'application h de V dans R" définie par
h(x) = ¥(x,0,1).

C'est~a-dire qu'ad tout x de V, on associe l'unique h(x)
de V tel que (x,0) et (h(x),!) appartiennent & la méme courbe
ingégrale. ‘ ' |

Ceci définit bien une application(bijective : hnl(x) = P{x,1,-1).
On a aussi h(0) = O.

La continuité de h sur V résulte de ce que Vv est localement
lipschitzienne sur G x 1,

En O, on utilise le fait que ‘I&(X,O,])ll < Hnﬂ(x,O,O)HeC

et par suite

|G ] s el x] ]

De méme : ’ 'llh_kx)ll Sréc||X||-
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Enfin, comme F est constant le long de toute courbe inté-
grale, on a :
F(x,0) = fk(X) = F(h(x),1) = £f(h(x)).

On obtient un résultat que ne donne pas la méthode employée

au théoréme I : pour tout k, k > r, fk est C°-suffisant dans Eﬁ.

4eme Stape :

* -
S§i k{q) s k s nu avec qelN alors h et h : sont de

classe Cq.

Nous donnons ici une autre démonstration d'un résultat obtenu

lors du théoréme I (remarque 1, I).

On suppose que k > (r-1) + q(r—-s+l1) -avec q € N*.

Pour montrer que h et h_1 sont de classe Cq, il suffit
de montrer que le champ de vecteurs, v, est de classe c? sur v xI
(LANG th. I - chap. IV [13 ).

I1 est évident que v est de classe ¢t sur & x 1 car wv
est de classe Ck»1 (puisque r > 1, ona k > q + q(r-s)).

Posons w(x,t) = S](x,t).P(x). Pour montrer que v est de
classe C? sur V x I, il suffit de le démontrer pour w. De. facon
précise, nous allons établir que pour tout j, | £ j £ q et pour
tout e, € > 0, 1l existe un voisinage V' de O dans IRn tel que
pour tout (x,t) de V' ox I, pour tout (i,i') de [N2 tel que-
i+ 1i' = j, on ait

| ID
I

o WO || s el x|

k-r+1=3 (r—-s+1)
i, v

Soient 1, i' tels que 1+ i' = j, on vérifie que
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i .
D . i w(x,t) = z C@ D i S](x,t).Dl_zP(x),

1t 2 o 4%,
ot D ITERL S](x,t) est une combinaison linéaire de termes du type
1™ 2
DYC;(DIF(x,t)) D, g FGuE),....D o Fx,c) avec
p Lol 1 Y2
Y Y
Z a = £, z Bm =i'. (G (u) est la section orthogonale de u).
m=1 m=1 '

En utilisant le lemme 2 de 1'annexe I et le fait que
F(x,t) = tf(x) + (l—t)fk(x), on sait qu'il existe un voisinage V"

de O dans R" tel que pour tout (x,t) de V" x I,

pour tout m, | £m<g vy, tout vy, vy £ ],
DY 6@ Fe,en || []x]] T
| a -s
[|D o BmF(x,t)H x| ] si o s et
1 2
\ID o 8mF(x,t)H si a > 8 soient bornés.
1 2
10" 0o ||
De plus ]’XIIk_i+£ tend vers O avec x pour tout £,
0cls<¢i
Alors, pour tout €', &' strictement positif, il existe

un voisinage V' de O et une constante K tel que pour tout (x,t)

de V' xX1I:

[IPYE@ PGy - FGue.D o PG [] s K x| [ D (emDyrswient

]2 1 Y2y

Comme O <y <] et i 1'axrression est aussi majorée

”n
[
-

par K'i\xilk—(r-l)—j(r—3+]).
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D i w(x,t)
Donc — T[x[l si i+ i' <q et ||D1i Ja-i wix,t) ||

tendent vers O avec x, uniformément par rapport & t de 1.

Donc w est de classe C? sur VxI et D T w(0,t) =0
17 2
pour tout t de I.
5¢me &tape : Si q 1, Dh(0) =1_ ecsi q3z2, Dh(0) =0
pour tout i, 2 £ 1 £ q.
1

Pour tout x de V ona h(x) =x - J w(P(x,0,u),u)du.
0

w &rant de classe C? sur V x I, il existe un voisinage U de O

tel que pour (x,u) de U X BLI] et i1, 1 £1i<q, D iID(X,O,u) soit
borné. ]

| En outre, ||¥(x,0,u)]|] s ecl‘x]! et D ; w(x,u) tend vers
0 quand x tend vers O, uniformément par rapport & u de BLI].

On déduit alors facilement que ||Dh(x) - ln|| et I}Dih(x)‘l, 2gixgq,

tendent vers O avec X.

On retrouve ainsi un difféomorphisme h ayant les mémes dérivées

en O que celui du théoréme I.

I1 résulte du théoréme ! bis que si f est un jet d'ordre k

de R" dans |Rp, tel que f(0) = 0, qui vérifie H' f est co-

k,
suffisant dans Ei-
' La réciproque est connue dans deux cas
1) Si f est un jet homogéne de degré k : on a méme les

propositions &quivalentes suivantes :
(1) f vérifie Hé :
.. ) .
(11) f est C -suffisant dans Ei :

(iii) f est C]-suffisant dans Ei ;

(théoréme I bis, proposition 6 annexe II et tableaux IV et V).
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2) Si p = 1. BOCHNAK et LOJASIEWCZ [7] ont montré 1'équiva-
lence des propositions
(1) f est v-suffisant dans EE.
(ii) f est c®-suffisant dans Ei.

.. e .
(iii) £ wvérifie Hk (resp. Hk)'

Nous allons voir qu'en fait la réciproque est toujours vraie.
On a pour un jet d'ordre k de R™ dans Rp, tel que f(0) = O,

les deux résultats paralléles suivants

f est v-suffisant dans EE si et seulement si f wvérifie Hk

f est C°-suffisant dans EE si et seulement si f vérifie Hé .

Le premier est dd a KUO [l{] ; le second est 1'objet de 1la

proposition suivante

Proposition V.-

Soit f un jet d'ordre k, k > 2, de R" dans lRp, n = p,

tel que £(0) = 0. Les propositions suivantes sont &quivalentes

(1) f vérifie Hﬁ 3

(2) £ est c®-suffisant dans Ei 3

(3) Pour toute suite (xq) de R" - {0} convergeant vers O

" :
et pour toute reéalisation f de f dans EP, il existe un entier N

k’

tel qué quel que soit ¢q, q > N, il existe un voisinage de xq, dans

lequel ;

4Y)
. -1, P . .
-si n>p, f (f(xq)) est une variété de codimension p 3
v
£

- si n = p, est injective.

Y
(4) Pour toute réalisation f de f dans EE, 0 est une

"
singularité isolée de f.

Rappelons que KUO [l{] a montré l'équivalence des propositions

suivantes pour un jet d'ordre k de R" dans RP tel que f(0) =0
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et pour n X p
(i) £ vérifie HK 3
(ii) f est v-suffisant dans Ei ;

"
(iii) Pour toute réalisation f de f dans P , 1l'origine

. "\ u_
est une singularité isolée de f dans f 1({O}).

Avant de démontrer la proposition V, nous allans établir deux

lemmes

Lemme 3 [9].-

Si f est un jet d'ordre k de R® dans RP, tel que
£f(0) = 0, c®~suffisant dans EE R ¥ > k alors n > p. De plus,

v
pour tout réalisation f de f dans Ei et pour toute sulte (xq)

n . . .
de R ~ {0} convergeant vers O, il existe un entier N tel que

quel que soit q, g > N, il existe un voisinage de xq dans lequel

e
~s1i n>p, f 1(f(xq)) est une variété de codimension p,

"
- si n=p, f est injective.

La démonstration repose sur le lemme de THOM qui est démontré

dans 1'annexe II, paragraphe VIII).

Lemme de THOM. -

Soient U et V des ouverts de R’ et RP et une applica-
tion G de U xV dans R de classe C . Si c de R"  est une

valeur réguliére de G (c'est-d-dire que G ne posséde aucun point

singulier dans G—]({c})), alers pour presque tout y de V,c¢c est

i

une valeur réguliére de Gy ol Gy<x) G(x,vy).

Démonsthation du Lemme 3. -

Supposons n < p.
Soit (xq) une suite de R" - {0} convergeant vers O et

soit G 1'application de @®"” - (0}) <« RP dans RP  définie par
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]

| 1x[]?
G(x,y) = f(x) + e X V.

G est une submersion en tout point.

Pour tout q, il existe Fq sous—~ensemble de mesure nulle de
RP tel que pour tout y de Rp—Fq, f(xq) soit une valeur réguliére

de Gy ty » G(x,y).

Prenons vy dans RrP - (YU F)) (U F est de mesure nulle).
qeN qelN

Pour tout g, f(xq) est une valeur réguliére de Gy'
L'application g de R™ dans RP définie par g(x) = Gy(x)
si x #0, g(0) =0 est une réalisation c” de f.
Comme n < p, g_]{f(xq)}(: {0}.
£ étant C°-suffisant dans EE, il existe un homéomorphisme
.

local h de V sur W, voisinages de O dans R"  tel que h(0) =0

et f =g o h.

h transforme (f—l{f(xq)}) NV en (g_l{f(xq)}) nw.
Ceci est impossible dés que ¢ assez grand car alors h(xq) = 0.
Nous avons ainsi montré que nécessairement n 2 p.

Soit % une réalisation de f dans Eﬁ et une suite (xq)
de R™ - {0} qui converge vers O.

‘En considérant l'application G de ORn - {0}) x RP  dans

RP  définie par |

T 2
X
G(X)Y) = f(x) + e ll H Ys
on montre comme ci-dessus, qu'il existe vy de RP  tel que pour tout

q de W, kaq) soit une valeur réguliére de Gy.

g définie par g(x) = Gy(x) s1 x#0 et g(0) =0 est

3 3 o
une rgalisation de classe C de f.
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f &tant C°-suffisant dans EE, il existe un homéomorphisme
Y
local h de Rn, tel que h(0) =0, £ =g oh et qui pour q assez

VIR LY
grand transforme localement f 1{f(xq)} en G 1{f(xq)}.
y

'\;_1 n,
Si n>p, f (f(xq)) est une variété de codimension p
- . . ’\/ . . . -
dans un voisinage de xq. Si n=p, f est injective dans un voi-

sinage de x .
8 q

Lemme 4 (ANTOINE [3]).-

Soit u wune application linéaire de R™ dans IRP, n3p

et soit € wun réel, € > O.

a) il existe v de L(n,p), v surjective, telle que |iu~v|i < e

*
b) Soit vy de la sphére unité Zp de RP  tel que ||u .y|| < g

alors il existe w de L(n,p) tel que llu-w|| s 3e, w de rang (p-1)

a) Pour démontrer a, il suffit de prouver que si u,,...,u
1 p

sont p vecteurs de Rp, pour tout €, € > 0, il existe une base

de RP, {Vl""’vp} telle que pour tout i, 1 <1icgop, ||ui—vi1| < €.
Soit k le rang du systéme de vecteurs {u],...,up}, k < p.
Si k = p, on prend u, = v, 1 <15 p.

Si k < p, en supposant que u ., sont linéairement
indépendants, on pose u, = v, pour 1 £1 <k et on construit par
récurrence v, = wy + w; pour k+t1 £ 1 < p, ol w, appartient au
supplémentaire orthogonal de 1l'espace vectoriel engendré& par

e sV,

1_1} et est tel que )}wi]] < e.

b) A u, on associe v de L(n,p), surjective, telle que

[|u=v|| < e. Alors Ilv*.y|| < 2e.
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*
On définit w de L(n,p) par w.X = v.X = <V .¥,x> ¥y.

* * *
Alors pour tout z de Rp C W .2 =V .2 ~ <y,Z>V .V.
p Y, y

Donc w*.y =0 et
@ =™zl | < [l"=v*[] [lz]] + [IVyl] 2] s 3el]a]].
Donc |[u—w!| < 3e.

) * *
Enfin, Ker w = {z/v (z - <y,z>y) = 0}.

. . . * .. .
Puisque v est surjective, v est injective et z = <y,z>y.

*
Le noyau de w est engendré par y, w est de rang (p-1).

Demonstrnation de La proposition V.-

Nous supposerons p > 1, le cas p =1 ayant déja été
résolu [7___}

(1) => (2) résulte du théoréme I bis ;

(2) => (3) résulte du lemme 3 pour u =k ;

(3) => '(l) nous allons en fait montier que (non 1) => (non 3).

. *
Supposons que £ ne vérifie pas Hﬁ : Pour tout q de N,

il existe une suite (xq) de R" - {0} convergeant vers O telle
que :

|lk—l

Inf !l(Df(xq))*.y}] < —L-llxq (voir remarque 1, annexe II).

€xr 3
vy p q

On peut toujours choisir la suite (xq) de sorte que
]
[PORIFTaIEATe
Zp étant compact, il existe une suite (yq) de Zp telle que

* 1 k~1
||(Df(xq)) -YqH <3~q ||Xq|| .

* .
Par le lemme 4, pour tout gq de MN , il existe wq de

L(n,p) 'tel que



- 62 -

|Ix ||k—] et w*.y = 0.

[IPEGe) = Wl < q q"7q

1
q

Soit © une application de R™ dans [3%1], de classe C.

telle que 6(x) =0 si ‘lx|| > %- et 6(x) = 1 dans un voisinage de O.
On pose
x—xq 2
¥Y(x) = 6 Df(x - w ).(x=x + € -X
(x) Zl ( ) ((DE(x) = W)« (x=x) qllx ql|>
qz Xq

1|

ol eq est une suite de R’ telle que pour tout q : ||eq|l g %

Les boules B(xq, %‘I‘qul) sont disjointes deux a deux.
La série comporte au plus un terme non nul pour chaque X de R".
Y est une fonction de classe ¢” dans R" - {0} ; y(0) = 0.
Nous allons montrer que Y est de classe Ck et gue pour tout i,

l £1gk, DW() =o0.

. . - 1
Si x n'appartient & aucune boule B(xq, % |’xq|]) toutes
les dérivées en x sont nulles. Supposons maintenant que

llx—qu' < %—leq[‘ on a alors :

5 k 5 14 k
e |15 ¢ =2 8] x|
I6q =

Yoo l] <

puisque

fal

16q

s gl = g1 2 gl

Comme k 2 2, ll!iﬁlli tend vers O quand ']x’l tend vers O.

| x]]
¥ est différentiable en O et D¥(0) = O.
Pour tout i, 1 i £ k, O et ses dérivées d'ordre inf&rieur

1
4

-

a i sont bornées dans B(O, i). Si l]x—qu‘ < ||qu|, il existe

des constantes K et K' positives telles que :

RG]« 5 117« B 1970

k-2,
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Pour tout €, € > 0, il existe un voisinage V de O tel

que pour tout x de V - {0}

[Ipfeeo || < el x| [<7H

i
¥
Ainsi quand |[x|| tend vers O, il2~—£§lll i<k,
=]
][DkW(x)ll tendent vers O. ¥, de classe Ck, est k-plate en O.
. e k
Soit f =f - ¥ : c'est une réalisation de £, de classe C
v v
telle que Df(xq) = wq. xq est un point singulier de f de corang 1.

Nous allons montrer que quel que soit q de iN*, dans aucun voisinage
ey Y e . . .

de xq f {f(xq)} n'est une variété de codimension p si n > p

(resp. % n'est injective si n = p).

Fixons q dans IN*. Nous allons appliquer le procédé de
Liapounov;Schmitt au germe en Xq de 1'application : x & %(x) - ¥(Xq)°
Puisque w:.yq = 0 et que Coker wq est isomorphe & R, la projection
x de RP sur Coker wq est, & cert isomorphisme prés, 1'application
z > <z,yq>.

En reprenant les notations du paragravhe VII-I, annexe II,

on sait qu'il existe h1 germe en xq de difféomorphisme de classe Ck,

germe

de R" dans Im wq x Ker wq tel que hl(Xa) = (0,0) et kl

en O de difféomorphisme de classe Ck de R’ dans Im wq xR,
tel que kl(O) = (0,0) on peut alors déterminer des voisinages V de
Xq dans an, V] de O dans Im W V2 de O dans Ker W tels

que hl(V) = V] X U2 et si u est l'application, de classe Ck, de

V2 dans R dé&7inie par :
Voo "
u(y) = Vg f(h, (0,y)) - f(Xq)> on a

h (U AW) = {0} x (u {0} N S W o= (x/fe) = ¥
I(V q) = Pox o (u V2) ol Wq = {x/fx) = f(xq)} et



- 64 -

f\;_] v}
k, . (f(h] 0,y)) - f(xq)) = (0,u(y)). (n
De plus : u(0) = 0, Du(0) = 0 et :
p2u(Q) = <yq,D2f(xq)(.,.) - 2e <,

On choisira eq de sorte que llsq]] < X Ilk—z et que

1
q
ce o . 2 . P
la forme bilindaire D u(0) soit non dégénérée.
On peut alors appliquer le corollaire de la proposition IV

puisque Dzu(O) vérifie H I1 existe un difféomorphisme h

9
de classe C1 tel que h(0) = O qui transforme localement Wq en

le cOne :

2'\J
K = { Ker / D°f ,x) € T }.
q x € Ke wq (xq)(x x) m wq

. V-1,V ~ R
Si n>p, W =1f {f(x )} ne peut tre une variété de co-

dimension p dans aucun voisinage de xq.

Si n=p: Ker wq est isomorphe & R et dans tout voisi-

1

nage de O, 1l existe y, y' de U2, v #y' tel que u(y) = u(y')

(puisque Du(0) = 0 et Dzu(O) # 0). Nous allons montrer que dans

tout voisinage V' de xq on peut trouver X,x', x # x' tel que

A ~
f(x) = £(x").

I1 existe un voisinage Vé de O dans Ker g tel que

(V' N V) {0} x Vs

Soient y et y' de Vé tels que u(y) = u(y') avec

y+y'.
-1, -1 .
Alors x = h] (O,y) et x' = h, (0,y') appartiennent & V'

" "
et sont distincts puisque y et y' 1le sont. Enfin, £(x) = f(x')

puisque grdce 3 (1) on a :
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v v -1 -1 v v
f(x) = f(xq) = k] (O,u(y)) = kl (O,u(y")) = £(x") - f(xq).

Ny
(1) => (4) Car toute réalisation  f de f dans EE vérifie Hﬁ

n
et pour tout x, x # 0, d'un voisinage de O, Df(x) surjective.

[4")
(4) => (3) est évident car f est une submersion en tout point

d'un voisinage de O sauf en O.

On peut alors énoncer un théoréme analogue au théoréme I-b.

Théoneéme 1. bis b.-

8i f, wun jet d'ordre r de R™ dans RP, tel que

. *
£(0) = 0, est C°-suffisant dans EE, pour tout q de N , un

relévement quelconque de f d'ordre k(q) = r-1+q(r-s_+1) est

£

Cq~suffisant dans EP

k(q)’

(Voir tableau III).

En conclusion, pour les fonctions de Ep, on a les groupes
P

de propositions équivalentes

Proposition VI.-

Soit f de EP telle que f(0) = 0. Les propositions

suivantes sont gquivalentes :

1) il existe un réel r, r 21 tel que f wvérifie Hr

2y f est k - v déterminé dans Ei ;
* .
3) Pour tout q de N, il existe k(q) tel que f

soit k(q)-déterminé pour la Cq—équivalence de contact dans

P
()

Proposition VI bis.-

Soit f de EP  telle que £(0) = 0. Les propositions

suivantes sont &quivalentes :

1) il existe un réel r, r 21 tel que f vérifie H; 3
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2) £ est k-C°-déterminé dans E£ 3

3) Pour tout q de N, il existe k(q) tel que f soit

k(q)—Cq déterminé dans Ei(q)'

IV - Lien entre les hypotheses H_, H. et L' ellipticite de certains
Adeaux.
Nous savons que si f de EP vérifie Hr (resp. H;),
f est k - v ~déterminé (resp. k-C°-déterminé) dans EE pour tout
k, kzr ; f est donc v~déterminé (resp. Co—déterminé) dans

EP. Par suite, Jp(f) (resp. Hp(f)) est elliptique EQ].

Pour p = 1, BOCHNAK et LOJASIEWCZ ont montré&, r&ciproquepent,
que si Hl(f) est elliptique, il existe un réel r, r 2 1, tel que
f vérifie H' (ou H)).
T r

Nous allons généraliser cela pour n 2 p

Proposition VII.-
Soit f de EP tel que £(0) = O.

Jp(f) est elliptique si et seulement si il existe un réel r, r 31}

1 f érifi H .
tel que vérifie -

Proposition VI bis. -

Soit f de EP tel que £(0) = O.

Hp(f) est elliptique si et seulement si il existe un réel r,

r > 1 tel que f vérifie H;.

La démonstration des propositions VII et VII bis s'inspire

de celle de KUO et BOCHNAK (8].
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Démonstration de La proposition VII.

Il nous reste seulement & prouver que si Jp(f) est elliptique,

il existe un réel r, r > 1, tel que f vérifie Hr'

Jp(f) étant elliptique, f est v-déterminé dans P [5].

*
Il existe donc k de WN . tel que fk’ le jet d'ordre k de f en
Y

0, soit v-suffisant dans EP. Alors pour toute réalisation f de fk

P v .. .
dans &%, - J%(f) - est elliptique [9] et la fonction

. v v 2
n 2 D(fl,...,f )
x s [JEGY [T+ ) P (x)
lsil<...<i <n D{x. ...x. )
P i lp

est elliptique (au sens du II. Annexe II). Dans un voisinage de O,

sauf en O, elle ne s'annule pas. Pour tout x, x # O, de ce voisinage
v v

tel que f(x) =0, Df(x) est surjective. Donc si Jp(f) est elliptique

Y]
pour toute réalisation f de fk dans Ep, O est une singularité

: v -
isolée de f dans £ {0O}.

W

Nous allons montrer que s'il n'exi te aucun réel r, T~
- . . 3 - . . r\J
tel que f wvérifie Hr’ on peut construlre une réalisation f de f

dans EP et une suite xq de R" - {0}, convergeant vers 0O telle

n o
que f(xq) =0 et Df(xq) soit non surjective.

Supposons que f ne vérifie Hr rour aucune valeur r.

* .
Alars pour tout q de N, il existe une suite (xq) de R" - {01},

convergéant vers 0, telle de Ilf(xq)!l < ]'xq']q+l et
X 114

inf ||(Df(xq))"‘.y|| PRI

z
ye q

On choisit la suite (xq) de sorte que

Hx 1] s l-Hx [ s L I étant compact, il existe une suite

gri!t 52 101 % 2¢ T Tp o

(v ) de ¥ rtelle que
Yq P q

;gll[wxq)]*-yll = Hpee ] *y 1.
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D'aprés le lemme 4, pour tout ¢, il existe wé de L(n,p)

de rang (p-1) telle que IIDf(xq) - wa! < IIqulq.

On considére la méme application 6 qu'a la propesition V
et on pose
 x—x
Yo = ] 8 ((x ) + OF(x ) = W) (xmx ).

wl =,

Pour chaque x, cette série comporte au plus un terme non nul.

Y est de classe ¢ dans R" - {0}. Nous allons montrer qu'elle est
de classe C dans R” et infiniment plate en O.

Si x ¢ U B(xq, %]'qul), DlW(x) = 0 pour tout i de IN.

gzl
si x| < I lls ona s [vool] € 3 1119 < 3 11,1
Comme ||x]]| <'§-|(x [, on a aussi l‘?(x)[[ <2 [1x]] .
\4 q ’ ~3 .

Soit 1 de N* et V' = B(O,||xi_1]l). Soit x de V'

it

alors ou bien Dlw(x) 0 ou bien il existe gq, q > 1 tel que

|| < = Tl

I1 existe une constante K telle que

[IDtveo ]|« Kl px 157 < k] x|« 5 1]

Pour tout entier i et pour tout e, e >0, 1il existe
un voisinage V de O tel que pour tout x de V - {0}

ERIIEEY

Y est de classe C° sur R et pour tout i, Dlv(O) = 0.
a, n n ‘
Prenons f =f - ¥ . On a alors f(xq) =0 et Df(xq) = wq
n
qui est de rang (p-1). f est une réalisation de f dans EP et

k

N Vm
(xq) une suite de points singuliers de f dans £ l{0} convergeant

vers 0.

q
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Démonstration de La proposition VIT bis.

1°) Si f vérifie H; s Hp(f) est elliptique car f est

v-déterminé dans EP.

2°) 8i Hp(f) est elliptique, f est k-v déterminé dans E?

. . . * . (o} .
et il existe un entier k de IN tel que £, soit C =suffisant damns

k
E? [9].

Pour toute réalisation f de fk dans Ep, 0O est une sin-

n n
gularité isolée de f puisque Hp(f) est elliptique et la fonction :

N Y
D(£,,-0esf ) 2
x - X P (x) est elliptique
1€i,...<1 ¢n|D(x, ...x. )
] P 1 1
1 p

donc non nulle dans un voisinage de 0, sauf en O.

Comme dans la proposition VII, on suppose que f ne vérifie
H; pour aucune valeur de r, r > 1.

* ; .
Pour tout q de IN , 1l existe une suite (xq) de R™ - {0}

. 1 1 .
telle que 1;m Xq = 0, ilxq+]]I < E—[,qu] < Ea» et une suilte yq de
11 | ex N .y | !
N < -
Zp telles que ||( (xq)) yql

3

I1 existe wq de L(n,p), de rang (p-1), telle que

- q
[IpEx) = w [ < [l 1% .
On pose VY(x) = Z 6(————ii~)((Df(xq) - wq).(x~xq)).

21 X
1 q

On montre de la méme fagon qu'd la proposition VII que V¥
est de classe C’ sur Rn, qu'elle est infiniment plate en O.
N .
f=f -V est une réalisation de fk dans EP qui admet une suite

n
(x ) de points singuliers, convergeant vers O, car Df(x ) = w .
q ’ ' q q

meagw:

Lorsque 1'on applique les propositions VII et VII bis aux jegs :
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Si f est un jet d'ordre k de R" dans RP tel que £(0) =0 on s

- Jp(f) est elliptique si et seulement si il existe r, r > 1 tel jue
f vérifie Hr'

- Hp(f) est elliptique si et seulement si il existe r, r 2 1 tel

que f vérifie H;.

8i f est un polynome homogéne de degré k, les propositions s'é&noncent

avec r = k (voir proposition 5 et 6 de l'annexe II).

Dans le cas de jets non homogénes : Si f wvérifie Hk’ Jp(f) est

elliptique ; mais si Jp(f) est elliptique f ne vérifie pas forcément

k K’

elliptique. La réciproque est fausse.

H (il se peut que r > k). De méme si f vérifie H/ Hp(f) est

Dans la 4éme partie, nous verrons deux exemples de jets f
d'ordre k tels que Hp(f) soit elliptique et qui vérifient H; pour
r >k ¢

Soient f et g les jets de Rz dans R définis par

£(x,y) = X - 3ka oi k23 et g(x,y) = K - xyk, ot k » 2.

f vérifie H; pour tout r, Yt > %;- et pour aucun r, ¥ < %? 3
g " " oo r >k + K et pour aucun r, r < k + k_,
- k-1 i ‘ k-1’
(voir tableau III).
V - Exemples de jets vérnigiant Hooou HL.
R™ et RP sont munis de leurs normes euclidiennes.
n n -k,
1-Lle jet £ de R dans R degind par f(xl,...,xn) ) a; xil s
' i=1]

. . . , , .
ol ki 22, venigie Hr pour un r, r 2 1 AL et Aeuﬂement»b&

pour Zout i, a, #0. Et alons r = sup ki.

lgigm
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Si a; = 0, 1la suite (xp) formée des &léments de R" dont

.e - 1
-geule la 1 coordonnée est non nulle et vaut ; est telle que pour -

tout p, Df(xp) = 0. O n'est pas un point singulier isolé de f

et f ne peut vérifier H; pour aucune valeur de r.

REciproquement, supposons que pour tout i, a; # 0.

Spic a = inf[ai,.ki s r= sup k, et x tel que ||x|| <1,
I<ign

en a alors :

n 2(k.~1) n
lgrad 5012 = § k2 alx, & 342 § 207D
i=1 L i=1 1
et |lgrad £ ] » =2 [[x]]"
WE
n
k k

IT - Le fet £ de Rz dans R défind par f(x,y) = x - xy, k 3 2

DU k Sy
vérnigie H; pour fout r, r 3 k + =T el ne vérnipdie pas H;

. k
o,
AL T < k -

Cet exemple a &t& cité par BOCHNAK et LOJASIEWICZ [7].

Soit p un réel tel que 1 € p <k + L . Pour tout
k-1
(x,y) tel que kxk_1 = yk, on a :
| N
| lgrad £(x,y)]] k-1 ]yl
= k
[ P ) ent
] )k—l 2
1 + >
W2k
. . k k- .
§i (x,y) est un point de la courbe y = k x et si
}I(x,y)}):tend vers O, Al](x,y)l,tend également vers O. f ne

peut vérifier Hé.

’



oy ||grad £(x,y) ]

Soit V = B(0,1). Posons r =k + i et A(x,y) = —5 R
"+ y7)
. i 2 2
Considérons les ensembles : A = {(x,y)/x" =y} NV
B = {(x,y)/x° < y2} NV
C = {9/ |k & 1%« % ly|%1 N v.

|k—1 _ ‘x|k)2 i x2(k—r)(k _ |X|)

)r—l 2r—l

Si (X,Y) € A, A(X,}’> 2 (kix p)

(2x

Quand x tend vers O, le 2e membfe de 1'inégalité tend vers

1'infini. Si (x,y) € BNC alors k|x|k_] P %—ly,k
12 RE-TJ' 2k ~ 2r
d'oi Alx,y) = 5 Iy
(Zk)k—l _2r—]
soit A(x,y) = > .
(Zk)k_] '2r-1
Enfin si (x,y) € B - C, Ax,Y) 3 L |y|2(k—r+l)
oT ]

qui tend vers 1'infini quand y tend vers O.
En résumé, il existe une constante C, € > 0 et un voisinage
V' de (0,0) tel que si (x,y)e V' - {(0,0)}, A(x,y) = C.

Ceci montre bien que f vérifie Hr pour tout r,

BOCHNAK et LOJASIEWICZ Bﬂ font remarquer que £ est c%-

suffisant dans Ek+2 et nous avons montré qu'il ne 1'est pas dans Ek+1'

111 - Le fet £ de Rz dans R defind par £(x,y) = x3 - 3x yk, k = 3.

verifie HL powr tout r, r 3 5 et e verifie pas M 44

2
r< 3%

2
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Cet exemple est étudié par KUO [}Q] pour déterminer r s le
plus petit entier r tel que le jet d'ordre r de £ soit c%-suffi-
sant dans Er+1 : il trouve pour r le plus petit entier r ‘tel que

r > %-+ k-1

L'étude se fait comme pour 1l'exemple précédent.

2 -
On a : DE(x,y) = 3(x" - yk, -kx yk I

).
, . 3k . ,
On voit que si1 p < — et si (x,y) est un point de la
2
courbe x = yk tel que I](x,y)ll tende vers O, alors

llgrad f(x,y)“

e iia

tend vers 0. f ne peut vérifie Hg.

Pour montrer que f vérifie Hr pour r > %;- on minore A(x,y)

sur A, BNC, B-C avec

A= {(x,y)/x2 2 y2, <2 + y2 < 1}.
B = {(x,y)/x2 < yz, x4 y2 < 1}.
2 1 k 2 2
c = {x,y/ |x -ykl s 3 yl®, =% +y" <13

. . . o .
Ici encore, on voit que le jet d'ordre r, est C -suffisant

dans [ il ne 1'est pas dans E
ro+1 r

IV - Le fet £ de SRZ dans Rz degind pan f(x,y) = (x,yk), k 2 2

vérigie H pour fout r xk, ne v¥rifle pas H_ 4Lt <k,

f ne peut vérifier H; car les points (x,0) sont des
points singuliérs de f.
f mne peut vérifier Hr pour r < k puisque le jet d'ordre

(k—l) est (x,0).

Soit V = B(O,-%) et t = ¥ x2+y2 .
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. 1 0
Df(x,y) admet pour matrice ( Kee] |

Q ky |

e,y |2 = 2% + y°%

Pour y # O, Df(x,y) admet pour inverse S(x,y) dont la matrice est

1 0 :
0 1 .  Pour tout (x,y) tel que y # O, omn a :
k-1
ky
1 2 . .
]|S(x,y)|| < 2 sup(!l, k—l) = = dans un voisinage de (0,0).
1354 K|y
2
Si [[f(x,y){lz < tZk alors x2 < t2k et y = tz-—x2 > tz—t
Donc :
2 2
NEICH 2R =7 € k=1 '
K < 1-KH T k(1 - (%)k'z) 7 f!
Si (x,y) € WT(f) N Vv, Df(x,y) est surjective et de section
S(x,y) : ‘IS(x,y)lI < éil . On peut généraliser aux jets de R"

t
d R® défini £( Yy = ( Ky od ko3 2
ans éfinis par » Xpseees,X ) = (X000 % 5% ) ol > 2.

Ils vérifient Hr si et seulement si r = k.

V- Soit £ [Le jet de RZ dans R® degind par f(x,y) = (x,xy—yB)

f vinifie H,.

f ne vérifie H; pour aucun r. Il ne peut vérifier H2
car le jet (x,Xy) présente des singularities dans sa surface de
niveau en O.

Soit V 1la boule de centre O et de rayon 1/2 et soit

2, 2

t = X ty .

Df(x,y) admet pour matrice ( 1 0

\
1
y x-3y2)

Pour tout (x,y) tel que x # 3y2T Df(x,y) admet pour

inverse S(x,y) de matrice

2k

>

0.
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y x-3y2

2
Pour tout (x,y) tel que x # 3y", Df(x,y) admet pour

inverse S(x,y) de matrice

1 ¢]
-y 1
2
x-3y x=3y
2 2 I
Alors ‘,S(x,y)[[ < 4 Sup(l + b 7 5 2) et,
(x=3y"7) (x=3y7)

.. 1 2 1 .
dans uyn voisinage de Q, 5 > I et y < —, d'ou
‘ 2(x-3y") 2

2
sG] s >
x-3y ]
si ,If(x,y)ll? < t6 alors x2 + yz(x—yz)2 < t6.
Comme X2 < t6 alors y2 = t2 - x2 > t2(1—t4).
3y2—x23t2—3t6—t3 zt2(3——3/:—-l) = 0Lt2,
2 2

si ]]f(x,y)]] < t3, Df(x,y) est surjective et ]lDf(x,y)Il < —j%z .
at

f wvérifie H3.

VI - Soit £ [Le fet de % dans R? digind war f£(x,y) = (x+y, x2y+y3)

f vernigie Hé

~

Df(x,y) est inversible dans R* - (0,0) et admet pour matrice
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2xy x2+3y2

iy »

Son inverse a pour matrice
2 2 2 2
x 43y -2xy x +3y -2xy

—-2xy 1

x2+3y2—2xy x2+3y2-2xy

2 2.2 2 2
llS(x,y)|,254sup (X +3y)+4xy 2 )

(x2+3y2 - 2xy)2 (x2+3y2-2xy)2

Comme’ (x2+3y2)2 + 4x2y2 tend vers O avec (x,y), dans

, ' 2 2 2 ‘
un voisinage de (0,0), on a (x2+3y2) + 4xXy < 2,

Donc i‘S(x,y)|| £ ng
‘ x +3y -2xy

i
L]
N
-+
nof W
<
lN
N
»

Considérons la fonction A(x,y) = 5

Les dérivées de A par rapport 4 x et par rapport & ¥y

s'annulent lorsque :

y(2xy - x2 + y2) =0 et x(2xy - x2 + y2) = 0,

Les solutions de ce systéme sont (0,0), (1 + /E;l)y, (1 - V2,1)y.

A(x,y) présente un minimum absolu en les points (1 + /2,y puisque

R S
AC(T + fZ_)y,y) =9 - /‘2— et que A(x,y) -2+ /'—= X (/_2'-";)"2)(}27*'}’ (]‘H/é_) >0
x +tvy

ppur toyt (x,y) # (0,0).

2/51
(2—«5}(x2+y2)

f wvérifie bien Hé puisque ||S(x,y) || <
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VIT - Forme générale des jets homogénes de degne Z, de R4 dans ®>

qui vernifient H .

Pour un jet homogéne d'ordre 2, de R4 dans Rz, l;hypothése
H2 (resp. ﬁz) se traduit par le fait que dans l'espace projectif
réel P(3,R) (fesp. complexe P(3,C) deux quadriques du faisceau ‘ﬁR
(resp. FC) d'équation A.sz(O)(x,x) =0 ol )X forme lindaire non
nulle sur RZ {resp. sur. Cz) ne sont tangentes en aucun point réel

(resp., réel ou imaginaire).

Nous avons-ainsi 5 types de jets homogénes de degré 2
vérifiant H2' |
a) Les quadriques de FC n'ont aucun point de contact ni
réel ni imaginaire (ﬁzs._

\b) Les quadrigues de FC ont deux points de contact seulement,
imaginaires conjuguds, la droite qui les joint est dans 1'intersection
a 1'intersection des quadriques.

c) Les quadriques de FC ont deux seuls points de contact,
imaginaires conugués, la droite qui les joint est dans 1'intersection
des quadriques.

d) Les quadriques de FC ont quatre points de contact ima-
ginaires conjugués deux 3 deux A, K, B, B et les droites AA, BE,

AB et AB sont dans l'intersection.

ej.Les quadriques de FC sont tangentes le long d'une coniqug
imaginaire 5u élléé#ééﬁt imaginaires coﬁfondues. 4

Daps les-cas a, b, d, e, 1l existe une base de 64 dans

4 :

laquelle le jet s'dcrit : ( Z A, X, o, n. x.) n
‘ - . i1 . i

- i=4 i ‘
Toute cette &tude est faite aux chapitres III. Nous allons

donner seulement ici la forme des jets vérifiant Hé par rapport

a3 une base réelle.
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Dans le cas a) certains jets seulement vérifient Hé (alors
la base par rapport a laquelle le jet s'écrit sous la forme (1) est
imaginaire, les vecteurs de base &tant imaginaires conjugués deux a

deux).

Dans les cas ¢ et d, tous les jets vérifient Hé tandis
que dans les cas b et e, ils ne le vérifient jamais.

4%

Cas a : les jets qui vérifient Hé et H, sont de la forme

2 2 2 2 2 2 2 2
(a(xlexz) + 2B X X, + y(x3—x4) + 2§ x3x4,u'(xl~x2) + 28 X X + Yﬁ(x3~x4)

1
+ 2§ x3x4).

avec la condition : tous les déterminants d'ordre 2 de la matrice

o B Y J
sont non nuls.
a' B' ,Y' 6!

Cas ¢ : les jets sont de la forme :

2 2 ‘
(2(x]x3-x2x4) + y(x3—x4) + 28 X3Xys 2a(x]x3—x2x4) + 28(x1x4+x2x3) +
2 2
(2+ay-86)(x3—x4) + (By + aé)x3x4)

avec B # O.

Cas d : les jets sont de la forme :

2 2

2
2—x2+x§—x4) + 28(x]x2+x3x4),u'(x%—x§+x§-x4) + 28'(x]x2+x3x4))

a(x]

avec aB' - a'B # O.



DEL T ENE SRR T

JETS HOMOGENES

_______ —————



- 79 -

CHAPITRE 11

1 - Rappels et présentation du probfeme.

Nous étudions ici les jets homogénes fS, s 3 2, '

Rappelons les propriétés &quivalentes des jets homogénes

(cf. annexe II, propositions 5 et 6)

_ . ) . .
fS vérifie HS (resp HS) H

- 0 est une singularité isolée de fS dans Wf' (resp. 0O est une
s

singularité isolée de fs) autrement dit l'ensemble des zéros com-

muns des polyn0mes représentants des germes qui engendrent Jp(fs)

n e
(resp, Hp(fs)) est, dans R, réduit a {O0}.

- \Jp(fs) (resp. Hp(fs)) est elliptique.

On sait, par le théoréme 1, que si fs vérifie B (resp. H;)'
alprs fS est suffisant pour la Cl—équivalence de contact - (resp. C]-
suffisant) dans Eg ; et plus généralement, si £ € N*, fs+£~l rele-
vement d'ordre s+f-1 de fs’ est suffisant pour la Cﬂ—équivalence

L . P
de contact (resp. C -suffisant) dans Es+£—l'

Notre but est de formuler des conditions plus fortes que Hs

.

(resp. H;) telles que si fS vérifie ces conditions alors fs est
: ‘ 2 : 2 . e
suffisant pour la Czwequ1valence de contact (resp. C -suffisant) dans

EP

. £+ .
o1 est suffisant pour la C -8quivalence de contact

oy fs+£—l

£2+1 . P
(resp. C~ "-suffisant) dans Es+€'

IT - Les gonctions $p
Le probléme précédent fait apparaitre les applications ¢£

(resp. 58) (£ € IN) associées au jet homogéne fS et définies
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de la fagon suivante (voir introduction p. 18) : Soit k € N*, on note
L:(n,p) 1'espace vectoriel des applications k linéaires et symétri-
ques de R" dans JRP, Lz(n,End(p)) 1'espace vectoriel des applications
k lindaires et symétriques de R™ dans End RP et Lz(n,End(p)) =

End &P = End(p).

Definition. - ¢p est 1'application linéaire de
£+1

S

n

Lﬁ(n,End(p)) x L7 "(n,n) dans L:+£(n,p) telle que pour tout x de R

£

+1 .
s (n,n) on ait :

et fout (v,u) SS Lf(n,End(p)) x L
e e et 6o+ e uGo ™!

n
¢'est-a-dire pour tout (s+f) uple (XI’XZ""’Xs+£) de R :

?z(v,u)(x]sz,...?xs+£) =

| ;
‘ V(X_ 4e.e,%x_ JA (x yees X Y+tsA (x ,...,X LJU(X  eeeX )
(s+0)! [zeT 1 T % T s+l % T -1 Tk Twz]

ol AS = —LvDSf(O) et G est l'ensemble des permutations des (s+{) pre-
s!

miers entiers naturels.

.= . N £+1
On note 2, la restriction de ¢£ a {0} x LS (n,n).

Proposition 1.- 8i le jet homogere f_ est suffisant pour la

DU 2 .
CZ_gqplvalenqe de contact (resp. C -suffisant) dans EE+], alors 9,

(resp. 51) est surjectif.

Dgmonsthation : Soit £ une réalisation de £, dans Eg+1.
Supposons qu'il existe h germe en O de difféomorphisme de R™  dans
2 . . % .
Rn, de clagsse C° et v germe en O d'application de R"  dans

Authp de classe CI tels que h(0) = 0 et pour tout x dans un

. . .. n
voisinage de l'origine de R :

f(x) = v(x)fs(h(x)).
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Le développement limité de cette expression est possible

jusqu'd 1l'ordre (s+1).

n
Pour tout x de R, on a

L1}

(1 fS(X)

v(O)fS(Dh(O)x) en dérivant ceci on obtient

"

(2) Dfs(x) V(O)Dfs(Dh(O)x) Dh(0).

On a aussi :

3) —— "0y 0! = Dv(0) () _(Dh(0)x)+ l—V(O)DfS(Dh(O)x)Dzh(O)(x)z

(s+1)! 2
v(0) et Dh(0) &tant inversibles, on reporte les égalités (1) et (2)

dans (3) et on obtient :

1

L Dv<0><x>v(o,>"‘fs<x)+-Z‘—Dfs<x> ph'0)  D%h(0) (x,x)

pS* £ 0) (x)5*!
(s+1)!

]

soit donc

1 DS+lf(O)(x)S+l

(s+1)!

6, @v(0) () v, L on @0*h(0)) .

il

. . . +
I1 s'ensuit que ¢1 est surjectif puisque p® ]f(O) est

: a P . . 2
quelconque. On fait le méme genre de démonstration si fs est C -

suffisant.

Plus généralement, supposons fs+£—1 (L > 1) suffisant
£+ .
pour la C ]-équlvalence de contact dans E§+£, il existe donc v

+
de classe C£ et h de classe Cz : tels que dans un voisinagede O :
f(x) = v(x)fs+£_1(h(x)) - avec h(0) = 0.
On peut faire un développement limité i 1'ordre (st+£) de

cette expression, les termes de degré s, s+l imposent que pour

n
tout x de R :

£.(x) = v(0).£_(Dh(0) (x))
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—— 0°"1£0) = Dv(0) (1) £ (DR (0) (1)) + L v(0)DE_(Dh(0) (x))Dh(0) (x,%)

(s+1)! 2

s —L D%t £ (0) (Dh(0) (x)) S,

(s+1)!
On remarque qu'une solution de ces équations est, si on
ne fait pas d'hypothdse sur ¢ v(0) = ]p’ Dv(0) = 0, Dh(0) = 1
2 L S £-1 £
D"h(0) = 0 et ainsi de suite jusque D v(0) = 0, D h(0O) =0
ceci pour résoudre les équations suivantes correspondant aux termes de
degré compris entre (s+2) et (s+f-1). Alors les termes de degré

(stf) 1imposent que :

L 0y @ = Lo vyt f o — pE ()08 h(0) ()¢
(s+£)! £ s (s+£)t °
et donc, puisque DS+£f(O) est quelconque, ¢£ est surjectif.

Proposition 2.- Si ¢Z (resp. 52) est surjectif alors pour

tout £' de N tel que £' x £, ¢£ (resp. 62') est surjectif.

Démonstration : Si 9p est surjectif alors ¢pyy ©St sur-

jectif, en effert, ¢2 étant une application linéaire surjective, il
. . . C s+l
exlste une application linéaire WZ de LS (n,p) dans

Lﬁ(n,End(p)) x L§+1(n,n) telle que ¢£ 0 WZ =1 Soit ¢

+

L: z(n,n)
+
fixé de Lz+£ ](n,p). Pour tout x de Rn, c(x,.) € L:+£(n,p) et
. . L2 . £+1
donc 11 existe (Vx’ux) de Ls(n,hnd(p)) X LS (n,n) tels que
- 1 ¢ s -

(vx,ux) = Wz(c(x,.)) et 1'application { telle que ¥(x) (vx,ux)
£+2

Lo . + +
est linéaire. On consid&re donc (v,u) de Lf 1(n,End(p)) X LS (n,n)

défini par

£+1
| ~
v(a, ,a,,...,a s =— « Z v (a ,..e5a, ,a.,a.. . ,...,2a ))
1272 £+1 e+l =1 aj 1 j=1’73773+1 £+1
1 £+2 .
u(a],az,...,a£+2) = — ( X ua'(al,...,ai_],ai,ai+1,...,a£+2))

+1  i=1 i
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v et u sont bien linéaires en chaque variable et symétriques par rap-

- . n
port 3 1'ensemble de leurs variables. De plus, comme pour tout x de R

s+l+1

c(x)

s+l+1

c(x)

vx(x)zfs(x) + Dfs(x)ux(x)£+] on a

v(x)£+lfs(x) + Dfs(x)u(x)£+2.

111 - Relations entre fa surfectivite de ¢p et Les propridités de £ -

Définition 1.~ {voin introduction p. 18).

~s ~
fS vérifie HS (resp. H;) si 1'ensemble des z&ros communs

des polyndmes représentants des germes qui engendrent Jp(fs) (resp.

Hl(fs)) est, dans Gn, réduit & {0}.

On peut formuler autrement cette hypothése, en effet
le jet fS est associé 3 une application s linéaire et symétrique

de R" dans Rp, il peut @tre prolongé de fagon naturelle en une

Y
application s linéaire et symétrique fS de € dans €. On a

v n
fs(x) = fs(x) pour tout x de R".

Deginition 2.- fS vérifie (Hs) (resp. (Hé)) si et

. n ~
seulement si pour tout x de € - {0} tel que fs(x) = 0, (resp.

v
pour tout x de ¢ - {0}) alors 1'application linéaire Dfs(x)

est surjective.

N
On peut prolonger tout élément v de Lg(n,End(p)) en Vv

de Ei(g,Eﬁd(B)) (application £ 1linéaire et symétrique de ¢" dans

L£+1 £+1
S

,\J -~ A~
End Cp) et tout élément u de s (n,n) en u de L (n,n)

(application (£+1) 1linéaire et symétrique de ¢” dans €% ;

~
- 3 '\, - 3
¢£ (resp. ¢£) peut aussi se prolonger en ¢£ (resp. ¢£) appli-

+ +

cation de Lﬁ(g,End(g)) b LS l(g,g) dans Lz K(g,;) de sorte que si
+ .

(v,u) € Lﬁ(n,End(p)) X Lﬁ l(n,n) on ait pour tout x de rR"
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G0 @ = g, w0t

~
- +
¢£ est la restriction de $£ a {0} x Lﬁ l(g’g).

- v
¢£ (resp- ¢£) est surjectif si et seulement si $£ (resp. ¢£)

est surjectif,

Proposition 3.- Les propositions suivantes sont Equivalentes

A av
érifi p. H
(1) fS vérifie HS (res S)

(2) il existe £ e N tel que ¢£ (resp. 52) gsoit surjectif ;

(3) 1l existe o € N ctel que nrC J (f) (resp. n*C H (f)).
—_— p s 1" "s

Ces équivalences entralnent que 52 ne peut pas etre surjectif
sauf pour p =1 car O est un point singulier de fs (s > 2).
(Résultat de MATHER non publié, voir Bﬂ et introduction voir p. 12).

Nous allons montrer que (3) => (2) => (1) => (3).

(3) =» (2) On peut toujours se ramener & o > s. On va montrer que

si mS+£<: Jp(fs) (resp. mS+ZC: Hl(fs)) avec £ € N alors ¢£

- v
(resp. ¢£) est surjectif. Il s'en suit que si fS vérifie (HS)

(resp. (ﬁ;)), si on note 4 le plus petit entier o tel que

n® C Jp(fs) (resp. " C:Hl(fs)) et Ko le plus petit entier

tel que ¢£ (resp. $£) est surjectif (voir la proposition 2), on a
0 < KO < Sup(O,ao—s). Si p 2 2, @ xs car o Inf(s,p(s-1)).
Soit ¢ un 8léménet de Lz+£(n,p), il définit un germe en O d'ap-
plication 9, (8(x) = c(x)S+£) élément de EP dont chacune des com-
posantes appartient a mS+£. I1 existe donc (voir annexe II - propo-
sition 4) L germe en O d'application de R™ dans End(p) de

classe Cm, et g germe en O d'application de R" dans R" de

classe C~ tel que :
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ey St - L(x).£_(x) + Df_(x).g(x).

On prend alors le terme de degré (s+f) du développement limité

) s+l ]
de cette expression et on trouve que c{(x) peut aussi se mettre sous

la forme :
e - Lotioymbis o +pf () —1— 08500y (0
2! s s (Z+1)!
et donc ¢ = ¢£(—L'D£L(O), —L "l 0.
2! 2+1)!

Ly
(2) => (1) 1I1 s'agit de montrer que si X € ™ - {0} et fs(xo) = 0
v
alors Dfs(xo) est surjectif (voir Définition 2, II de ce chapitre).
+
A tout y de €P, on peut associer Cy de Lﬁ 1(3,3) tel que
- A+ . . . - . . .
Cy(xo) =y, ¢K étant surjectif, $ﬂ 1'est aussi et il existe
£+1 A v

Y ~ v
(Vy’uy) de LS(n,End p) X LS (n,m) tel que Cy = ¢£(Vy’uy)' I1

s'en suit que y = D% (x ).u (x )£+1 et D% (x ) est surjectif
4 s oy o s o J ’

(1) => (3) BOCHNAK [6] démontre le théoréme suivant de SAMUEL
Soit P> PpseersPp des polyndmes & coefficients réels de la variable
x de Rn, de degré inférieur ou égal & k. Si O est un point
isolé de 1'ensemble des zéros communs, dans Gn, de ces polyanés,
alors il existe o € N rtel que n> < I, ot I est 1'idéal de E
engendré par les germes 3 1'origine des 1 (i=1,...,m). On a de
plus o < k",

On applique ce théoréme aux polynOmes homogé&nes qui repré-
sentent les composantes de fS et les mineurs d'ordre p de la

matrice jacobienne de fs. Ici k g sup(s,p(s-1)) et donc

a < sup(s™,p" x (s=D™).
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On démontrerait 1la proposition pour p =1 de la méme maniére.

Nous venons de montrer des relations entre la surjectivité de
¢£ (resp. ¢£) et les propriétés de fs’ dans les cas particuliers

suivants nous pouvons préciser

Le cas p =1 Jl(fs) = Hl(fs) car fS est représenté par

un polyndme homogéne et on a la formule d'EULER

n st(x)
s.f (x) = z — .X, = Df (x).x .
s . i S
1=1 Bxi

Proposition 4.- ¢, est surjectif si et seulement si
roposiiion 2 J

s+f

m - Hl(fs). I1 découle de cette proposition et de la proposition 2
"

que si p =1 et si fS vérifie H; » S1 on note Ko le plus petit

entier £ tel que 52 est surjectif, o le plus petit entier «

) _ _ . ‘ _
tel que m C H](fs) alors Ko = Sup(O,ocO s) (si p>1, 0 ¢ Ko §a s).

Démonstration : On a déja montré 3 la proposition 3

((3) => (2)) que si mS+£T: Hl(fs) alors 52 est surjectif. Inver-

- 3 3 . + .
sement supposons ¢£ surjectif et soit ¢ de m° Z. I1 existe
un voisinage V de 1'origine de R® et un germe en 0 : ¢ d'appli-
. s+l ®©
cation de V dans LS (n,p) de classe C tels que pour tout x
- + .
de V c(x) = c(x)(x)S ¢ (formule de Taylor avec reste intégral).
Or 5£ est une application linéaire surjective : il existe WZ ap-
. . . + +
plication lindaire de Lz z(n,]) dans Lf 1(n,n) telle que

Posons u = WK(E(X)). Le germe en O , 8,

5 a v, =1
a £ L:+£(n,])

+
d'application de V dans RY défini par 6(x) = ux(x)Z 1 est de
e - +
classe C et pour tout x de V on a c(x) = c(x)(x)Z ! = Dfs(x)e(x)

donc ¢ e Hl(fs)'
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Le cas n < p
Siom<p, J(F) = ()
en effet, il n'y a pas de mineur d'ordre p dans la matrice jacobienne

de f .
s

Si n = p, Jp(fs) est engendré par les composantes de fs
et le germe en O représenté par le déterminant de la matrice jaco-

bienne de fs.

Si n<p,
fS yérifie Hs si et seulement si {xlx € Rn, fs(x) = 0} = {0}
£ vérifie ﬁs si et seulement si {x|x e c”, £ (x) = 0} = {0}.
Ceci est évident si n < p car alors Jp(fs) = (fs).

n
Si n =p tout X de €" - {0}, vérifiant f (x ) =0
" .
est tel que Dfs(xo) n'est pas réguliére (formule d'EULER), X

annule donc tous les polyndmes qui engendrent Jp(fs).

Si n=1 et fs vérifie HS alors m° C (fs).

s
En effet, les composantes de fS sont de la forme a;x

avec 1 g1 g p et si fS vérifie Hs , 1'un des a; n'est pas

1V ~ Le théoxnime 1T.

Theoneme 2.- Soit £, un jet homogéne de R" dans RP,

*
p>1, tel que ¢, est surjectif (£ €e N ). Alors pour tout g
Lel que ¢y i P

de N tel que £ g q<=, fs+£—1 est suffisant pour la cd-

1"

équivalence de contact dans Ez+q—

Pour montrer ce théoréme nous poserons pour x # O, x = tA

avec t = |[x]|] et A= [lxll . Grace aux propositions V et VI,
X

nous mettrons f sous la forme
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- f(tr) = [}p+vq_l(t,k)(tk)q—T} o fs+z_1(tl+uq(t,A)(tA)q) si q = A+
- £(tA) = Pp + qu_z v}’,_ﬁ(tx)“i ¥ vq_l(t,)\)(t)\)q-l] 0
_ 1=0
fs+£_1(tk + q;ﬁ;z uo+i+1(tk)£+i+] + uq(t,A)(tA)q) si q 3 4+2
ol vq_l(t,k) € Lg—l(n,End(p)) et uq(t,k) € Lg(n,n) et pour 0 g i g q-£-2,
(V%+i’qg+i+l) de L£+i(n,End(p)) x L£+i+l(n,n) sont définis de proche

en proche en utilisant la surjectivité de ¢£+i'

En posant ensuite v(0) = lp’ h(0) = 0 et pour x # 0
q+L-2 24
= o i % q-1
v(x) > + izo Vori (X) + vq_](]]xl], ) ) (x)
q+L-1 frit]
h(x) = x + izo uz+i+l(x) i+l uq(llxll, z y ()9 .

On en déduira que f(x) = v(x) fs+£_1(h(x)).

On aura si £ > 2, Dl—lv(O) =0 et Dlh(O) =0 pour 25 icgi,

Cq“1 c?  avec qz2 4L+ 1

'prolongent'" donc le v de classe CK—1 et le h de

le v de classe et le h de classe

construits ici

classe C construits au théoréme I.

Nous é&tablissons d'abord les propositions 5 et 6 qui sont

des théorémes de fonctions implicites avec paramétres.

Proposition 5. -

Soit F et G deux espaces vectoriels de dimension finie,

V. un ouvert de F, § un compact de G, &' un ouvert de G tels

que QC Q'C G,

I un intervalle de R contenant 0
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f wune application de classe Cu, 1l ¢y g e, définie sur V x I x Q'

a valeurs dans F, telle qu'il existe X~ appartenant a VvV et vy

appartenant & F et vérifiant

1) pour tout A de Q' : f(xO,O,A) =Y,
' . =
2) pour tout A de : le(xO,O,A) IF.

Alors, il existe des réels strictement positifs p et n,

Q" un ouvert de G, tels que [—n,n] CI et QC2'C ', et uneg

unique application £ de classe c" définie sur BF(yo,p) x ]-ﬂ,n[:x Q'

3 valeurs dans ﬁF(xO,Zp), telle que pour tout y de BF(yO,p), tout

t de ]—n,n[, et tout A de Q" on ait :

D EEG,)LEN) =y
2) £(y,0,M) = x_

Démonsthation :

Soit p' et n' des réels strictement positifs tels que

ﬁF(xO,p')(: v, [}n‘,ni]CZ I et Q" un voisinage ouvert relativement
compact de Q tel que QC Q"C 2" Q'. Comme u 3 1, D]f est
uniformément continu sur EF(xo,p') X [}n',n'] x Q" : il existe donc o

"

et n tels que O < p < p', O <n" <n et que pour tout x de

EF(XO,Zp), tout t de [}n",n" et tout A de Q" on ait

]l]F - D]f(x,t,l)ll g %-. De méme, f est uniformément comtinue sur
EF(xo,p') X Eﬂfxn” x Q", il existe donc n, O <n <n" tel que
pour tout t de [}n,ﬁ] et tout A de Q" on ait
||f(xo,t,R) - f(xo,O,X)|’ < %-. On considére g 1'application de

2

classe CU, contractante de rapport 1 définie sur ﬁF(xO,Zp) x BF(yO,p),x

X‘]—n,n[ x Q" 3 valeurs dans EF(XO,ZQ) par g(x,y,t,A) = x + y - £(x,t,7).
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Du théoréme du point fixe (voir Amnexe II - VI) on déduit qu'il existe
, . . U "
une application & de classe C de BF(yo,p) X ]—n,n[:x Q dans

EF(XQ,ZD) vérifiant 1, 2, 3).

Proposition 6.-

Soit E, F, G des espaces vectoriels de dimension finie, I

un intervalle ouvert de R contenant l'origine, U wun ouvert de E,

i un compact contenu dans G, QI un ouvert de G contenant 0,

et f une application de classe CU, 2 gug», de Ux1IxQ

1

dans G.

On suppose que

1) il existe y de F et X de U tels que pour tout A de @
I BALSEE Y, =& et ac age

1

on ait f(xO,O,A) =y,

2) pour tout A de Q, le(xO,O,X) est surjective. Aiors il existe

¢ et n réels strictement positifs et Q" un ouvert de F tels que

[*n,n]C I er QCQ"C 2, et & une application définie sur

-~ ] . u-1
BF(yo,p) x:]~n,n[ x Q" 4 valeurs dans E, de classe C

, telle

que pour t()UF (Y;t,l)v d_e BF(YO’p:\ s ]"ﬂ,n[ x Q" on ait :

£CE(Y,t,A),t,40) =y

et E(y -0,0) = % .

Démonstrnation :

D'éﬁfésil'hypothése 2) et la remarque de 1'annexe I, il existe
un ouvert 92 tel que QC QZCZ Ql et une application $ de 92 dans
L(F,E) de classe Cu—1 tel que pour tout A de 92, S{(X) soit une
section de b]f(xo,O,%). Prenons Q' ouvert relativement compact de G
tel que RC Q'C Q'C 2, C QI, alors il existe V voisinage de 1'ori-

gine de F tel que pour tout y de V et tout A de ' on ait
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X + S(A\)y appartient & U.

On pose g " 1'application de V x I x @' dans F ctelle que
g(y,t,A) = f(xO + S(A)y,t,A), g est de classe Cu“1 et pour tout X
de Q' ona g(0,0,)) = f(xo,O,A) =7y, et D]g(0,0,A) = le(xo,O,A)oS(X) = lF.
Ainsi g vérifie les hypothéses de la proposition 1, il existe donc p > O,
n>0, et Q" ouvert de G tel que QC Q" C Q' et une application gl
de BF(yo,p) x‘]—n,n[ x Q" dans EF(O,Zp), donc une application
E ¢ E(y,t,)) = X + S(k)gl(y,t,k) de classe Cu—], telle que pour tout

(y,t,2) de Bp(y_ ,p) x J=n,n[ x a"

g(E(y,t,A),t,0) =y

E(yO,O,%) X

[0}

DE(y,,0,0) = S().

Demonstration du théornéme 2. -

a) Les fonctions Hq.

Si q =4 1le résultat est donné par le théoréme 1.
Dorénavant q 3z £+1.
. as . PR g-1 q * n
On considére les fonctions Hq définies sur LS (n,End(p))XLS(n,n)XR xR

a valeurs dans Rp, telles que

I q-1 q ;
= — + - ’
B e I A B R R B A
1
+ = T T
si q % £+2 L s*q- 1
q-2-2 . q-4:2 -
Z o £+ q-1 o £+i+]
(lF + ilo v£+.(tk) +Vq_l(tx) )fS+K_1(tA + izo u£+i+l(tk) +

q
+ uq(tk) ) - fs+q_1(tk)



- 92 -
N . o o £+i L+iq4]
< < -L-
ot pour 0 g i g q-£-2, (v2+i,u£+i+]) de L (n,End(p)) x LS (n,n)
sont définis de telle maniére que Hq puisse étre prolongé par conti-
nuité ainsi que ses dérivées partielles au point t = O. Nous allons
montrer qu'un tel choix est possible, en effet le terme entre crochet

dans 1'expression de Hq est un polyndme en t

- si q= 4£+1 les coefficients de t sont nuls pour O g i g s+f-1

et le probléme est résolu.

- si q 3z £+2, dans le crochet, les coefficients de ts+k sont nuls
pour O ¢ k g £-1. Celui de tS+£ est
o, £ o £+1 1 s+l s+l
VE(K) fs(A) + Dfs(k)u£+](A) —— D £(0) (X)) .

(s+)!

Ceci peut €tre rendu nul car ¢£ est supposée surjective, on choisit
1

— L pste0y.
(s+i)!

o o o o _
Vp et up., tels que ¢£(V ,u£+]) =

On définit ainsi de proche en proche (Vz+k, ,uz+k,+1)

- s+l+k'
en effet, le coefficient de ¢t pour O g k' ¢ q-£-2 a la forme
suivante
o L4k’ o L+k'+1 s+l+k'
Vopr D70 £,0) + DE_ODup,, vy (V) + Z.. ey

Ogk''<k
+k ' '
1 stk f(O)(A)S+E+k
(s+L+Kk") !
ou X est une combinaison linéaire d'zpplications s+f+k' 1iné-
Osk”<k' L

o
£+kn

1

airespar rapport 4 ) dépendant de (v r“2+k"+1) avec 0 g k" < k

précédemment définis. ¢K+k' étant surjectif, on peut choisir

(o}

(V£+k' ’u2r+k'+1) de fagon que

1
. 1 Ds+£+k

- . £(0)
Ogk"<k' (stl+k")!

o 0
¢(v/e+kv’u£+k'+]) =

. : . i
Ainsi tous les coefficients de t sont nuls pour

0 g1 g stq-2.
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Montrons que Hq vérifie les hypothéses de la proposition 6, avec H

de classe Cm, yo = 0, Q= Zn, Ql = Rn, la premiére variable

étant (Vq—l’“q)'

. ) 0 o o
- I1 existe (Vq—l’uq) tel que Hq(vq_],uq,o,x) = 0, en effet

o 0 o o} stq-1 s+qg-~1
H (vo_,u ,0,0) =¢ (v ,u)) L) S
q q-1"q stq-1"'q-1""q 0k ¥ <q-1
+q- +q-
- b pestle0y (ST
(s+q-1)!
ol Z est une combinaison linéaire d'application (s*q-1) linéaires
Ogk'<q~1

par rapport & A, dépendant de (Vz+k' ’uz+k'+l) avec 0 g k' < g-1

< . P _ . . .. o 0
précédemment définis. ¢ étant surjectif, on choisit (vq_l,uq)

s+tq—1

(opug) == ]+ — L — ¥ g (0).

tel qﬁe ¢ :
q Ogk'<q-1  (s+q-1)!

s+q-1

o
- D H (Vq_],u

iy ,0,)) est surjectif pour A # 0, en effet

o
q
o o} _ q-1 q : +g-1

D H (ve_;5ugs0,0) (V,0) = VOOT £ (1) + DECODTM T = (V,0) )™ 7.

p

A# 0 &tant fixé, a tout y de R" on peut associer C de

s+q-1

L s+q-1
s

(n,p) tel que C(A) =y et C est l'image par ¢

s+q-1
surjectif, d'un couple (V,U) de L:-l(n,End(p)) x L:(n,n) solution

' . . o o B
de 1'&quation : DIHq(vq_l,uq,O,A)(V,U) = vy.

- i1 existe donc p > 0, n >0 et Q" ouvert de R™ contenant Zn
et des applications (Vq-l’uq) de Bp(O,p) X ]—n,n[ x Q"  dans

_1 0 P .
Lg (n,End(p)) x Lg(n,n), de classe C et vérifiant pour tout

(y,t,A) de Bp(O,o) x J-n,n[ x "
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Hq(vq_l(y,t,l),uq(y,t,X),t,A) =y

o
u

u (0,0,x

q ) q

o

vq_l(0,0,A) = Vq_]

Conbeguence : D31 uq(o,O,A) =0 et D31 vqﬂl(0,0,A) =0

. *
pour tout i de N .,

b) Construction de v et de h.

Soit f une réalisation de fS dans Eg+q_ dont le jet

1

d'ordre (stf-1) est fs+£—1' Nous allons montrer qu'il existe v

application d'un voisinage de 1l'origine de R™  dans Authp, de

classe Cq—l , h difféomorphisme local & l'origine de an, de classe
c? tels que : v(0) = lp, h(0) = 0, Dh(0) = In , et dans un voi-
sinage de 1'origine de R f(x) = v(x)fs+£_l(h(x)).
( f(x) - fs+q—l(x)
Soit I(x) = si x40
| ]| 597!

]
o

$(0)
\

Y est de classe C° dans un voisinage U de 1'origine de R"

et de classe CS+q_1 sur U - {0}, (Chapitre I - lemmes 1 et 2). Il existe
donc un autre voisinage de 1'origine de R ;v , VCU tel que si
x € V alors lel] < n et @(x)(:Bp(0,0)- Soit alors v 1'application

définie sur V & valeurs dans End(p) telle que

q-£-2

o
o L gy @

X )(x)q-] pour x # O

]

v(x)

£+i
+ Vq—l (lp(X), l IXH

1=0 X

v(0)

i
—
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q-£-2 0 £+1
ol ) v£+i(x) =0 si q= ZL+1.
1=0
v est de classe CS+q-] sur / - {0} et de classe c®
sur V. En effet, Yy (@( x| -v_ (0,0,

HxH 4! HxH

tend vers O quand x tend vers O et vq_l(0,0,
%]

) est borné,

Y, pour x # 0,

donc v(x) tend vers | quand x tend vers O. Quitte 3 restreindre

V, on peut supposer v(x) inversible pour tout x de V.

Soit alors h 1'application de V dans R" définie par

q-£-2

L+i+1
W) = x+ T w07+ u W60, | Ix] ], ()% pour
i=0 d | %] |
h(0) = O.
h est de classe Cs*q—l sur V - {0} et de classe Co ‘sur

Vv

s
tout x de V

f(x) = v(x)fs+£_1(h(x)).

c) Différentiabilité de h et de w.

ceci pour les raisons données pour la classe de v. On a bien pour

x #0

I1 suffit de montrer, d'aprés ia forme de h et de v, que
. i N
pour 1 ¢iggq, D (uq(ﬂ(X),{[X([, ). X)),
%]
et pour 2 5 j £ q, DJ_I(Vq_I(ﬂ(x),’ixli, —-§~T)(x)q_l) ont une limite
x|

quand x tend vers O.
On reprend les notations : si x # O, x = t\A  avec
[1x|| et xe L Nous utiliserons les résultats suivants
{(chapitre I, lemmes 1 et 2)

-~ pour tout j de N, tJ_]DJt et tIDIA  sont bornés

- pour O g j g s+q-1, tJIIDJ&(x)II ej(x) avec ej(x)

qui tend vers O quand x tend vers O.



- 96 -

De plus pour (a,B,y) de N3 : Dla 28 3Y(uq(l})(x)),t,A) - uq(0,0,A)) et

D v X),t,A) - 0,0, tendent vers O uand x tend
oy g7 (Va1 (000,60 = vy (0,0,) en q

vers O, uniformément par rapport & ) qui appartient au compack Zn,

car les applications uq et de Bp(O,p) Xj]n,n[ x Q" dans

v
. q-1
Lg—l(n,End(p)) X Lg(n,n) sont de classe C.

Alors D " u (0,0,0) et D v__.(0,0,)) &tant
1* 2B 3Y 4 REPLEEA AL

(f(x),t,2)

_ . . .
bornés, 1l s'en suit que Dla 28 3Yuq(lﬁ(x),t,k) et Dlu 28 3yqul

sont bornés pour x assez petit.

Dla (DG, 6,0 0D = Dju (GO, 60D - (0

<+

Dzuq(ﬂ(x),t,A)Dt.(x)q

<+

DBuq(w(x),t,x)dx.(x)q

+

q qu(x),c,x)(x)q‘1

Or q 3 £+1 2 2 et tous les termes tendent vers O quand x tend vers

0. On a donc lim D(u (W(x),t,k)(x)q) = 0. h est donc de classe C]
x>0 4
sur ! avec Dh(0) = ]n’ en restreignant si besoin est V, h est

un difféomorphisme sur V de classe C1

Pour la différentielle premiére de Vq—l’ on a la méme &criture

que pour uq en remplacant u par v et q par (g-1)

si (L =1 et q = 2) alors Dv(0) = v? :
si (L =1 et q>2) ousi (£ >1) alors Dv(0) = 0.
Calcul des différentielles d'ordre 1, 1 ¢1gq de

uq(ﬁ(x),t,k)(x)q. Cette cifférentielle d'ordre 1 est une combinaison

linéaire & coefficients constants de termes de la forme
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i.yi

<) . B Y -
I Lo otoy Ton. oty [

o . .
D RRCCORNICION .. (DM(x)) T(Dr)

1% 28 3

1 1 1 1
avec a= Jo , 8= [8 ,v= L]y , i= [pla +8 +y)+s

Ce terme est majoré, A une constante multiplicative prés, par

i
- -1)B_ + -8
Z(pocp+(p )Bp pr)+q

i a Z
uq<w<x>,t,x>ll. i (e, () Pe P7

D
1% 2B 3 p=1
i up q-i+8
soit par ||D u (J(x),t, 0[] T (e (x)) F.t donc
a o8 ,Y 4 - p
17 27 3 p=1
-s1 | g£1i<gq, Dl(uq(ﬁ(x),t,k)(x)q) tend vers O quand x tend vers O.

- si i=9q, les termes tels que a # 0 ou B # O tendent vers O,

w0
o
Q
I
w
]

0O et y#0 alors D Yu(@(x),t,l)v tend vers O,
3

Yy = 0 alors uq(@(x),t,K) tend vers u: et donc

si o =21

Dq(uq(ﬁ(x),t,k)(x)q) tend vers q!uz quand x tend vers O, h est

donc de classe C% sur V avec
i ., 0 .
D h(0) = itu; pour £+1<1isggq
D'h(0) = O si £ >1 et pour 2 g 1 < £+].

Pour les différentielles successives de Vq—l , on remplace

dans 1'écriture précédente u par v et q par (q-1), v est donc

de classe Cq“1 sur V avec
plv(0) = i!vi pour £ ¢ i g g-l

DlV(O) =0 si £ >1 et pour 1 g i < £.

Remangueé :

. .- * . . .
1) si p=1 et si ¢p (£ e IN") est surjectif, on obtient le
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Théonreme 11 bis.- Soit £, un jet homogéne de R" dans R,

- ] *
tel que ¢2 est surjectif (£ € W' ). Alors pour tout ¢ de N tel

—_—

c4

- : P
que L < q< o, fs_u,_'_1 est suffisant dans Es+q—

;e

Démonstration : On considére les fonctions ﬁq(uq,t,k) =

Hq(O,uq,t,A)' et on fait le méme type de démonstration avec Vz+k =0

pour O ¢ k < q-£-1, puis on pose v(x) = ]p.

2) Soit $£ la restriction de ¢£ a Lg(n,End(p)) x {0}

* . .
si ¢£ (L € W) est surjectif, alors pour tout q de N tel que

L g q< o, fs+£*] relévement d'ordre s+f-1 de fS est suffisant
pour la Cq—équivalence de contact dans P avec h =1 .
- , stq-1 n

L& . ) - » . "J
Ce cas particulier se présente lorsque n < p et f vérifie HS ,
alors il existe £ tel que $£ est surjectif. On a, en effet, si

n < p, Jp(fs) = (fs) (voir au III de ce chapitre ~ le cas p > n).

Si n=1, $; est surjectif et donc $1 est aussi surjectif (voir

le théoréme III).

3) Si fS vérifie HS (resp. Hé) et si f est une réa-

lisation de f  dans EY telle que DS+£f(O) e Im ¢ (resp.
: s st ———— L —=

. *
étant le jet d'ordre stf-1 de f (£ e WN)

s+f -
D¥E0) € Im 3, £,

alors il existe h germe en O de difféomorphisme de R" dans R" de

£+1 ' ; . n P
classe C et v germe en O d'application de R° dans Aut R

de classe CK (resp. v(x) = lp) tels que v(0) = lp , h(0) =0,

Dh(0) = ]n et pour tout x dans un voisinage de l'origine de R"
f(x) = vf_ , (h(x)).
Par le théoréme I (resp. I bis), on aurait seulement h de classe C

et v de classe Cz—l.



s+l

(1p+t£v£(tk)£)fs+£_l(tk+u£+1(tA)£+l)+ X

S

4) Plus généralement, soit

(resp. (H;))

Alors tout germe

et

» “

classe

toute projection
£+]
c 7,

h(0) = 0, Dh(0)

f(x)

f

f

s+f
de
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de classe

V() (£ g (WG + X

un jet homogéne vérifiant Hs

£ e N%).

est tel que pour

f
s
un relé&vement de fS d'ordre s+f
E§+£ réalisation de fs+£
+
(1-x) de Lz z(n,p) dans Im ¢£, il existe h de
Ct, (resp. v(x) = lp) avec

1
n

et dans uyn voisinage de l'origine de Rr"
g

v(0) = 1_,
P

Démonatrhation : On considére Hz+1(v£,u£+l,t,A)‘=

1
(s+i)!

1
(s+&)!

Dans le crochet, on a un polyndOme en

0, 1,...,s*€-1 sont nuls. On peut donc poser

1 £
H£+l(v£,u£+],0,k) = VK(X) fS(A)+DfS(X) u£+](K)

+

Or, il existe

(o]
Ve

et

uO
£+1

tel que pour tout

£

t.

+l—(l*x)

1

(s+&)!

A de E,

. o o s+l
H£+1(v£,uz+l,0,k) =0 car (1-y)D £(0) € Im ¢£ .

— 0y 5.

___—~—-DS+£ f(o)(t}+u£+](tA)£+])—fS+£(tA)

Les termes de degré

L psteoy 0y sHE.

on ait ! -

Le reste de la démonstration est le méme que dans le théordme II.

V - Le théoreme 1I11.

Théoneme 3.- 8i f_

alors pour tout q tel que 1 £ q g =, fS

est tel que

N

-~

(resp. ¢o)

est surjectif

est suffisant pour la

cl-

équivalence de contact (resp. cl-suffisant) dans Ez+q—l'

Dimonstration :

Si

(proposition 2) et le théoréme 3 est démontré pour

I1 s'agit donc de démontrer ce théoréme seulement pour

¢0

est surjectif alors

8

q

est surjectif

1" g q < o

0o

b

(théoréme 2).

en fait
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nous allons montrer que si ¢O est surjectif, fS est suffisant vour

la Cq—équivalence de contact de MAGNUS dans E§+q avec 1 £ q g .

En effet, si nous considérons 1l'application ¥ de End(p)x End(n)
dans. L:(n,ﬁjbjaéfihie par Y(v,u) = v.fs.u 4, ?‘ est de classe C et
a pour différentiéllg ¢O en 1p X 1n cgr ¢>0(V,U)(x)S = V.fs(x)+Dfs(x)U(x).
Si ¢o est surjectif, V¥ est une submersion en lp x ln. I1 existe donc
un voisinagé W de fs' dans Li(n,p) et O une application de W
dans End(p) x End(n) de classe c” telle que Y o0 0 =1 et

LS (Il’p)
() f ) = ( ] ] ' (:f. A““exe II ~ VII = ] ob ..

Soit f une réalisation de fS dans E§+q' I1 existe un
voisinage 0> de 1'origine de fRn tel que, dans ce voisinage,
£(x) = Fx)(x)° on f(x)e L:(n,p) et E(0)(x)° = £_(x) (formule de Taylor
avec reste'intégral) et 1'application f définie sur V
est de classe C%. En restreignant si besoin est, V pour que
Im £ C W, © o f est de classe c? et vérifie pour tout x de  V :
0 o f(x) = (vx,ux) avec v, = 1, u = ]n et pour tout y de Rr® ,

P o

on a 3 _
v.E () = Emm®.

On définit v le germe en O d'application de classe c? de
V dans End(p) tel que v(x) = v, et h 1le germe en O d'applica-
tion de classe c? dqe v dans R" tel que h(x) = ux(x). On restreint
une nouvelle fois V de fagon que pour tout x de V, \ appartienné
a Aut RP ‘et que h soit un difféomorphisme de V dans R". En effet,
¢z 1 et DN(O) =1 &ar h(0) =u_ (0) =0, h(x)-h(0) = ux(x);uqcx)+u0(x)
et donc | |h(x)-x|| £ e(®)]|[x]] o e(x) = I]ux—uoll, e(x) tend vers
0 avec  X.

On a donc pour tout x de Y
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f(x) = v(x)(fs(h(x)) . c.q.f.d.

On fait le méme type de démonstration si ¢0 est surjectif.

VI - Application des théonemes 11 et I11 aux espaces de Banach.

Par le procédé de Liapounov-Schmitt (voir Annexe II - VII et Eﬂ),
on sait associer 3 un germe f en O d'application de classe cM de
E dans F, espaces de Banach, tel que 2 g u <~ , £(0) =0 et Df(0)
est un opérateur de Fredholm, un germe u en O d'application de classe

cY de Ker Df(0) dans Coker Df(0), espaces de dimension finie, tel que

il

u(0) = 0 et Du(0) 0.

f_l(O) et W' = u_l(O). I1 existe alors un germe

]

On pose W
en O de difféomorphisme de E dans Im Df(0) x Ker Df(0), de classe

Cu, qui échange localement W en {0} x W'.

) ‘ On note up le jet d'ordre £ de u (1 £ 2 g u) et
WK = uzl(O). Si f wvérifie (Hr) (ce qui est équivalent & u vérifie
(Hr)) avec 1 < r < u, on a montré (chapitre I, proposition 4) qu'il
existe un germe en O de difféomorphisme de E dans Im Df(0) xKer Df(0)
cd

de classe qui transforme localement W en {0} x W, W  est le

k
germe en O des zéros de la variété algébrique d'équation uk(y) =0

(k =k (q) = r-I+q(r-s *1), k g ).

On peut améliorer ces résultats, par exemple dans le cas ou f.
vérifie (H2), u, est alors un jet homogéne vérifiant H2 et on peut
alors parfois appliquer 8 u les résultats du théoréme 2 ou du théoréme 3.

Plus généralement, on a les propositions suivantes

Proposition 7.~ Soit E et F deux espaces de Banach, f un

germe en O d'application de E dans F, de classe Cu, 2 gy g o,

tel que f(0) = 0O, Df(0) est un opérateur de Fredholm et f vérifie
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HS avec s entier, 2 < s g p. Si u (jet d'ordre s de u, u

déduit de f par le procédé de L.S.) est un jet homogéne et s'il

. s+l ce
existe £, 1 £ £ < p~s tel que D "u(0) € Im ¢£ (¢£ relatif a us),

alors il existe un difféomorphisme local h de classe Cz+I de E

dans Im Df(0) x Ker Df(0), h(0) = (0,0) qui transforme localement

Woen {0} xW_, .

Par la proposition 4 du chapitre I, h &tait seulement de

classe C

Exemple : Si u >3 et f vérifie (H,)
- si D3u(0) e Im ¢ alors il existe h de classe C2 qui transforme

localement W en {0} x W, et W, =K : cOne tangent en O 3 la

surface de niveau W (voir [?]),

- si D3u(0) ¢ Im ¢], dans certains cas (voir chap. III - ¢) il
n'existe pas de h de classe 02 qui transforme W en {0} x K,
mais h de classe c! existe.

Proposition 8.- Soit f défini 3 la proposition 6.

n

Si u, (2 £ s £ u) est un jet homogéne vérifiant HS , alors il existe

£ tel que ¢p (associé & wu)) soit surjectif. Si 1 s & g p-s+l,

pour tout ¢ de N tel que £ £ q £ u-s+l, 1il existe un difféomorphisme

local h de classe C1 de E dans Im Df(0) x Ker Df(0), h(0) = (0,0)

qui_transforme localement W en {0} x Weep i

r—

Si ¢0 est surjectif et si u = o alors il existe aussi un

difféomorphisme local h de classe c” qui transforme localement W

en {0} x W .
- S

Exemples : On montrera au chapitre IIT - a, b, que si u

vérifie H2 alors



- 103 -

- ¢1 est surjectif pour Dim Coker Df(0) = 2 er Dim Im Df(0) 3 4
et alors pour tout q fini tel que I € q € pu-1, il existe h

de classe C%? qui transforme localement W en {0} x K

- ¢O est surjectif pour Dim Coker Df(0) = 1 (u vérifiant seulement
H2) ou pour Dim Coker Df(0) = 2 et Dim Ker Df(0) = 2 ou 3, alors

si u =oo, h de classe c” transforme localement W en {0} x K.
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CHAPITRE 1711

Dans la premiére partie A de ce chapitre, nous donnons des

oY
exemples oi p =1 et ol fs vérifie Hé.
Dans la deuxiéme partie B, nous &tudions le cas oi s = 2,
- 3 . ~ ‘
p = 2, n est quelconque et f2 vérifie H2.
Dans la troisiéme partie C nous étudions le cas ou s = 2,
- . . I3 . 3 ~
p=2, n=4, f vérifie H, mals ne vérifie pas H.,. Nous

2 2 2

donnons la forme de tels jets et montrons que pour certains d'entre
eux 11 n'existe pas de diff@omorphisme local de lR4 dans lui-méme,

de classe C2 fel que h(0) = 0, Dh(0) = l4 et qui transforme loca-
lement la surface de niveau de f2 en la surface de niveau de 1'une
de ses réalisations dans Ez

3°

Rappel des propositions équivalentes (Proposition 3 - Ch. II)

- si f vérifie H. . R .
si s vérifie s (resp S) ;

- il existe £ de N tel que ¢, (resp. $ ) est surjectif ;
_— —_— ===

- il existe o de N tel que n Jp(fs) (resp. n” C H](fs)).

~

Nous remarquons d'abord que si fs vérifie HS (resp. Hé)

alors fS vérifie Hs (resp. H').

8
. 3 ~S 7~ . 3
De plus, fs vérifie HS (resp. Hé) si et seulement si
il existe £ tel que ¢£ (resp. 52) est surjectif ce qui impose

des conditions de dimension (voir Ch. I, Remarque 3)

si p =1, pour que ¢£ soit surjectif, il est nécessaire d'avoir

+
dim L:'*z(n,l) < dim Lﬁ' Y, n)

. s+l £+1
solt Cn+s+£—1 < n Cn+£
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si p > 1, pour que ¢Z soit surjectif, il est nécessaire d'avoir

dim L:+£(n,p) < dim Eﬁ(n,End(p)) + dim L§+](ﬁ,n)
L+s 2 e £+1

. + .
soit p X Chgw g S P X Cote-1 7 0 Chag

~

A) Exemples de jets homogenes £ a valeuns néelles vérnifiant H'.

n

Nous considé&rons d'abord tous les jets homogénes de degré 2
définis sur Rn, puis les jets homogénes de degré 3 et 4 définis

2 . s ~, " . .
sur R™. S'ils vérifient H; alors ¢o ou ¢] est surjectif.

Dans les deux derniers exemples de jets d'ordre s, le plus petit
£ tel que $£ est surjectif est fonction croissante de s et de n.

S+«E

Nous rappelons que 52 est surjectif si et seulement si m c Hl(fs)
(Ch. II, proposition 4). Par application des théorémes 2 et 3, nous

obtenons :

1) s =2, n est quelconque.

f2 vérifie Hé si et seulement si f2 est associé d une
forme quadratique non dégénérée. On a alors nlClHl(fz) et ¢O est

donc surjectif.

Lemme de MORSE.

Si £

Si £, est un jet homogéne associé 3 une forme quadratique

non dégénérée alors f2 est Cl-suffisant dans Eq+1 pour tout q

*
de N et q = > .,

KUTIPER Bﬂ a déja montré ce résultat ; le lemme de MORSE

cl-suffisant dans E

classique montre seulement que f est q+2

2

*
pour tout q de N et q = «.

1

4 Tous montrerons que m3(I H](f3) et

Si f3 vérifie H

¢O est donc surjectif.
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Proposition 1.- Tout jet homogéne de degré 3 de &’ dan: FE

v-suffisant dans E, est CY-suffisant dans 4'Eq+2' pour tout q €

3

Pour s =3, n = 3.

Cbnfectu&e ﬁ si f3 vérifie Hé alors mak: H](f3) et

donc ¢1 est surjectif. Si cela est vrai, tout jet homogéne de degré

3 de R3 dans R v-suffisant dans E est 9

3 -suffisant dans

* 3 .
Eq+2 pour tout q de N . Nous avons un plan de démonstration et 11l
semble que cette conjecture soit vraie. Les calculs se font bien dans

les cas particuliers, ils sont lourds dans le cas général.

3) s =4, n=2.

~ 5 -
. e a
S%, f4 vérifie H4 , ona m C Hl(fa) . ¢! est donc

surjectif.

L . - ~ 2 :
Proposition 2.~ Tout jet homogéne de degré 4 de R~ dans I

~
t

vérifiant H4 est C1

*
-sufficant dans Eq+3 pour tout q de N .

I1 existe des jets f4 vérifiant H) mais ne vérifiant pas

4

HL : ils sont tels que 1'équation fQ(X) = 0 a deux racines doubles
imaginaires conjuguées dans P(1,C) (droite projective complexe).
Ils se raménent donc, aprés changement de base dans R, i la forme

f4(x) = (X? + x;)

2 N
ol X =(x“,x2).

Les jets de la forme : fs(x) = XT + X; véfifiegﬂ_ m25—3 C;hl(fS\

et (s-3) est la plus petite valeur de £ tel que $£ soit surjectif .

Il s'en suit que fZS;Q felévement‘d’ordre (2s-4) de f est (9«

S

suffisanr dans Eg+q pour tout q de N _ supérieur ou égal 4 (s-3).

-1
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5) s 23, n3z 3.

=2y 4
Les jets de la forme : fs(x) = xi vérifient mn(S 2+l C Hl(fs)

i=1
et n(s-2)-s*l est la plus petite valeur £ tel que ¢£ soit surjectif.

he~3

I1 s'en suit que f relévement d'ordre n(s-2) de f_ est cd-
n(s-2) S

suffisant dans Es+q—l pour tout q de IN supérieur ou &gal 3 n(s-2)-s+l.

- , e n
Demonbt&at&an4 : On va souvent utiliser une base de € telle

r~
que, dans cette base, l'écrirure de fS(x) soit simplifiée . On rappelle
n
aussi que ¢Z est surjectif si et seulement si ¢£ est surjectif (on

oubliera le w).

1) s =2, n est quelconque.

. n
I1 existe une base de R~ telle que dans cette base,

n
_ 2 P ' . . .
fz(x) = 121 aixi. f2 vérifie H2 st et seulement s1 pour tout 1,

a, # 0 (voir Ch. I, V). Alors les polyndmes {xi}? engendrent

=]

Hl(fz) et donc m C Hl(fz) (formule de Taylor avec reste intégral),

2) s=3, n=2
_ .3 2 2 3 . P '
f3(x) = ox, + Bxlx2 + YX %, + 6x2 . Si f3 vérifie H3 ,
le polyndme homogéne f3 n'a pas de racine double dans P(1,R) donc
{\J B
dans P(1,C) : si f3 vérifie Hé alors f3 vérifie (Hé). On peut

alors choisir deux points distincts de P(1,f) réels ou imaginaires

conjugués qui annulent f3. Dans la base formée des représentants

2 . =
dans € de ces deux points, f3 a la forme : f3(x) = ax?x2 + bxlxg

avec a x b # 0 car f3 vérifie Hé. En changeant la longueur d'un

vecteur de la base, on peut ramener £, & la forme suivante :

3
3

2 ; = . .
f3(x) = 3(X1X2 + x]xg). Soit A = 3%-D f3(0). ¢o est surjectif

si & toute forme trilinéaire symétrique B caractérisée par

B(ei’ei’ej) = biij oi 1i,j e {1,2} on peut associer u de End(2)
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e 1 2 - .
caractérisé par ue, = u.e, + u;e, ol 1ie€ {1,2}, tel que pour

i et j de {1,2} on ait

B(ei,ei,ej) = 2A(ei,ej,U(ei)) + A(ei,ei,U(ej))

c'est-a-dire : b]]] = 3u
b... = 3u.
222 = 2%
2 2
b112 = 2u1 + 2u, + u,
1 2 1
blgg = 2uy + 2uy +uy .

Ce systéme ayant des solutions en ui, ¢O est surjectif.

£ verifie H' : £, n'a pas de racine multiple dans P(1,L).
4 4 4 P

. . 2

Comme précédemment on choisit une base de € telle que dans cette base
f a la forme : f,(x) = a 3X + bxzx2 + cx X3 avec ax b #0 et

4 PO *1%2 1%2 1%2

2 L. o
b” - 4ac # 0 car f4 vérifie H&. En changeant la longueur d'un vec-
teur de base on se raméne au cas oi a = ¢. Soit d une racine qua-
triéme de b+2a et d'une racine quatriéme de b-2a, ona d # 0 et

d" # 0O car b2—4a2 # 0. On considére alors le changement de base défini

par le changement de coordonnées

|~

1 1 A
= +
X d X1

1 ar 2
RN
2735 T q 2
2 2
f se raméne alors a la forme f,(x) = x4 + box x, + x4 avec
4 4 1 172 2
2 . . . . ~ . .
o # %-. Pour des raisons de dimension énoncées au début du chapitre

on ne peut pas avoir ¢o surjectif. ¢1 est surjectif si pour tout

C de Li(Z,l) on peut associer u de Li(Z,Z) défini par

2
k .. . 1 _4 .
u(ei,ej) = kZluijek i,7 € {1,2} tels que si A = ZT—D f4(0) on ait

pour 1i,j de {1,2}
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5 3
C(ei) = 4A(ei,u(ei,ei))

4 4 [, .3 2 2.
C(ei,ej) = :5—_fA(ei’u(ei’ej)) + 6A(ei,ej,u(ei) i

3 2 4 3 2 2 2 2
C(e?,e?) = = |A(e?,u(e. + 3A (e.,e-,u(e. + 6A (e,e.,ule.,e.
(el eJ) 5 (e; u(eJ) ) (e; . u(el) ) (e, e u(el eJ))

. . k . . - AP
Les coefficients u. . sont solutions d'un systéme linéaire

dont la matrice des coefficients est la suivante

1 2 1 2 2 1
Y11 Y22 Y12 Y12 N Y22
T 0 0 0 0 0o~
0 0 2 0 3a 0
3a 0 0 60 0 I
' 0 3a 6q, 0 1 0
0 0 0 2 0 3a
0 1 0 0 0 0

. . 2 2
Le déterminant de cette matrice vaut (-4) x (9a -1) et

. . 2
donc le systéme a des solutions puisque o # %-.

4)y s =2, n 3 4.

"
>

s s s—1 .
fs(x) 1 + Xy On a Difs(x) =5 x pour 1 = 1,2,

L'ensemble des polyndmes homogénes de degré 2(s-1) + 1 est donc
contenu dans Hl(fs) ; en appliquant la formule de Taylor avec

reste intégral 1l s'en suit que mZS-BC: H](fs).

La condition de dimension pour que ¢£ soit surjectif s'écrit

s+l £+1

(voir début du chapitre) : C <nC c'est-da-dire si
nt+s+f-1 n+l

0= 2 s+l+1 < 2(£+2)

soit s-3 ¢ £

(s—3) est donc bien le plﬁs petit £ tel que $£ soit surjectif.



n
f (x) = Z x> . Ona D.f (x) = s x§_l donc 1'ensemble des
s 2 1 i’s i

polynBmes homogénes de degré mn(s-2)+1 est contenu dans Hl(fs) et

n
- + ~ - _2

on a mn(s 2)*1 C Hl(fs)' Comme le polyndme homogéne I xi n'ap-

i=1

partient pas 3 Hl(fs) on n'a pas mn(s~2) Cle(fs) et donc le plus

petit £ tel que ¢, soit surjectif est n(s-2)-stl.
2

N 2 .. v
ad valewrs dans R™- vernigfiant H,.

B) Jets homogénes £, )

Nous allons montrer que si f2 vérifie (ﬁz) alors ¢O est
surjectif pour n =2 et 3 et ¢1 est surjectif pour n > 2.

Le plus petit o tel que m* C J2(f2) est o =2 pour n = 2

et o =3 pour n % 3. Par application des théorémes 2 et 3, on obtient

Proposdition 3.- Si £, vérifie (ﬁ;), alors f2 est suffisant

*
pour la Cq—équivalence de contact dans Eq+1 pour tout q de W . De

oo
plus si n =2 ou 3. f2 est aussi suffisant pour la C -gquivalence

de contact dans E

V)
Nous montrons d'abcrd (1)) que i f2 vérifie (H2), une base

2 A . . . n
de R étant fixée, il existe une base ce € telle que dans cette

n n
2
PR I - .
base, f2 s'écrit fz(x) = (izlxixi s .Zl uixi) autrement dit les

2 formes bilinéaires symétriques associfas a f2 sont, dans cette base,
. P . n - .
diagonalzs. Réciprosuement (2}) une base de € dtant fixée ainsi qu'une

2 . .
base de R, si par rapport a ces bases f2 a la forme

n
<z
: Aixi y z pixi) nous cherchons les conditions remplies

f,(x) = (
2 i=1 i=1

h~19

n Y
par les {(Ai,ui)}i=1 pour gue f, vérifie H,.
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r

1) Diagonalisation simultanie de £, sous L'hypothise H,.

[

2

, 2 . 2.
NOt&ILQﬂé : La base de R est fixée, on a f2 = (f;,f2).
i n v n
On note K = {x[x e R, fz(x) = 0}, K= {x‘x e C, f2(x) = 0}.
X est 1'élément de P(n-1,R) (resp. P(n-1,C)) de représentant
n n " v
x dans R (resp. C). Q] et Q2 (resp. Q1 et Q2) sont
les quadriques de P(n~1,R) (resp. P(n~1,)) telles que pour
N .
i=1,2, Xe Qi (resp. X ¢ Qi) si et seulement si f;(x) =0

i
(resp. fz(x) = 0).

f2 vérifie ‘HZ (resp. ﬁ}) si et seulement si Q1 et Q2

v n
(resp. Q1 et Q2) n'ont pas de point de contact dans P(n-1,R)
(resp. P(n-1,C)). S'il existe un repére {Ei}2=] de P(n-1,C)
tel que les points du repére soient conjugués 2 4 2 par rapport

: Y Y
aux deux quadriques Q. et QZ’ alors, dans la base constituée

1

~

des représentants e, des Ei’ ci 1 €1 g n, les formes bilindaires

~

associées 3 f2 sont simultanémant diagonales. On va donc chercher

un tel repére dans P(n-1,C).

n v
a) Si n=2, Ql (resp. Q2) est formé de 1l'ensemble de

deux points éventuellement confcndus.

v n,
S1 f2 vérifie H2 alcers 61 N Q2 = ¢ et on peut trouver

o Wy
dans P(1,€) deux points conjugués par rapport a Q] et Q2.
. . N n, -
Si f? vérifie H, et pas H2 alors Q1 N 62 = {X,X} avec

X # X. En changeant éventuellement de base de Rn, f2 s'écrit
2 2 2 2., . 2

f(x) = Gyt Xz)’“1(x1 * x,))  avec (A1) e B = {(0,0)}.

On a alors K = {0}.

b) Si n =3. Si f2 vériiie ﬁé les coniques 6] et 52

se coupent en 4 points distincis et elles ont un triangle autopolaire

commun.
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v v

Si f vérifie H et pas H les coniques Q

n,
2 ) 2 et Q

1

sont bitangentes en deux points de contact imaginaires conjugués
et il existe une infinité de triangles autopolaires communs aux deux

coniques. On a encore K = {0}.

¢c) si n> 4., Si f vérifie H et si Q n'est pas une

2 2 1

conique propre, X, point singulier de Q], de représentant X

1 1’

n'appartient pas & Q2, sinon fZ(Xl) =0 et DfZ(Xl) n'est pas

: "
surjectif. Alors 1'hyperplan polaire m (resp. w) de Xl par rapport

-~

y n
a Q2 (resp. 82) coupe Ql et Q2 (resp. Ql et Q2) suivant

V) v B P e
q, et q, (resp. q, et q2) et si f, vérifie H, (resp. Hz)

q, et q, (resp. a] et 32) n'ont pas de point de contact dans T
" ) Ly N
(resp. m) sinon en ce point Q] et Q2 (resp. Q1 et Q2) au-

raient méme plan tangent contenant Xl' De plus, s'il se trouve

v < . . - s

dans 7 un repére dont les points sont conjugués deux a deux par rap-
- N . P

port & q; et dq,, alors la base formée de la réunion de leurs re-

. n . - ..
présentants dans € et de x est solution du probléme. Ainsi si

1

"

£, vérifie H, (resp. HZ) et si 1'une des quadriques a des points

singuliers, on se raméne & l'aide d'une récurrence sur n soit au
cas oi n =3 (et le probléme est résolu), soit au cas od QI et Q2

sont des quadriques propres.

Si Q] et Q2 sont des quadriques propres, alors il existe

*

un vecteur non nul e de € et A de € tels que Df;(e]) = Xng(el)
. P = ~ .. - 1 2 ~

car les matrices symétriques réelles associées 3 f2 et f2 sont ré-

N

. . . ~ * f\) -~
guliéres. Le point E] a méme plan polaire ~© par rapport a Q1 et

n . Y
Q2 et =7 N Q2,

3 -~ ’\I r\J
i n'appartient pas a 7. On note a] =7 f\Q],

n
EY)

ny
vérifie H elles

A% N . .
q, et 45 sont des quadriques propres et si f 29

2
n

. Y Y
n'ont pas de point de contact dans w. Ainsi si f2 verifie H2 , on
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fait une nouvelle récurrence sur n pour se ramener au cas oii n = 3.

v 2
On a ainsi montré que si f2 vérifie H2 une base de R~ étant

. . . n n
fixée, 1l existe une base de € : {ei}i telle que dans cette

=1

base, f2 s'écrit

| ~19

° 2 2
fz(x) = (iz Aixi ’ Uixi)-

1 i

2) Réciproquement, étant donné une base de R et une base

de ¢ : {e.}%  , on Auppose gque par rapport & ces bases f

- i“i=1 2
n n 2
'3 . =
slecnut fz(x) ('X Alxl . 'z uixi).
1=1 i=1
a) si f2 vérifie H2 alors pour tout i, 1 £ 1 £ n,
on a (Ai,ui) # (0,0).
En effet, supposons que Xl = uy = 0, alors E1+E] de

P(n-1,R) est un point singulier de Q1 et de Q2 ce qui est impossible.

i Y| pour 1si, s
Ui Uj

f2 vérifie H2 sl et seulement si Dij £ 0 pour 1 # j.

i D,. . - A.u., =
b) Si on pose i Alu AJu

En effet, si tous les Dij sont non nuls pour i # j, tout

Y] .
point x de K - {0} a au moins deux coordonnées non nulles, il est

tel que sz(x) est surjectif. Par contre, si D12 = 0 1le point

Y . 2 2
x = x,e, +x,e, de K- {0} wvérifiant A.,x, + A ; = ux, ot uzxg =0

1% 2%2 1 2%

est tel que Df2(x) n'est pas surjectif.

3.

[}
N
Q
=

3) ¢ est sunfectif 44 et seulement 54 n
Les conditions de dimension imposent que ¢0 ne peut pas
étre surjectif pour n > 5. Nous devons montrer que toute application

2 v ., n,
B de Ls(n,Z) est 1l'image par ¢0 d'un couple (v,u) de

.



n "
End(2) % End(n), c'est-d-dire que pour tout (i,j), 1 £ 1 < j € n,

on doit avoir

B(ei,ej) = v A(ei,ej) + A(u(ei),ej) + A(ei,u(ej)).

2 1 2
o " = 1 '
On note {e],ez} la base de R, v(ei) v.el + vies,
n .
u(e.) = Z e, B(e.,e.) = b!.e' +b?.e'. On doit résoudre
i 5= ij’? i’ ] ij 1 ij 2
1 1 1 i
.= AL + U, + 2 .
bil >\1 M ) ey
2 2 2 i
= + +
bii Ai \£ My Yy 2ui vy
et pour i # j b=, b+, ud
ij i ] j i
2 i j
= +
iy TH Y TN
Pour i # j, les coefficients ui existent toujours car Dij # 0. 1I1
N — i,n .2 . .
reste a prouver l'existence des {u.}, , et des {vi}, . . . Voici
17 1=1 i'1i,3=1

la matrice des coefficients du systéme dont les premiers membres sont

2
bl et
11 117 1=1
R} 1 2 2 1 2 3 4
v, \2 v v, U Uy uy Yy,
- n=2 n=3 n=4
_ - -
A u 0 0 2 0 0 0
1 1 1
0 0 Xl ul 2u1 0] 0 0
M) ™ 0 0 0 22, | 0 0
0 0 Ay M, 0 2u, | O 0
L n=2
X3 13 0] 0 0 0 2X3 0
0
0, 0 Ay ™ 0 0 2uy | 0
A4 1y (0] 0 (] 0 0 2A4
0 0 A u 0 0 0 2u
L el 4 4 4 _
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- 8% n =2, le systéme a des solutions car A] UI 0 0
|
0 0 A U
et Dy, #0 1 s - D?z
Az ) 0 0
0 0 Az My

- Si n = 3. Supposons qu'il existe une combinaison linéaire nulle

6
.. 6 . N
a coefficients {pi}. des lignes Li du systéme : Z piLi = 0.
i=1

1=1

. . - 1 2 3
En considérant les colonnes relatives 3 U;s Uy, Uy on a

+ = + = = . 1 1
A]p] Hifo 0, A2p3 u204 0, A3p5 + u3p6 0 ; 1l existe
donc des scalaires o, B, Y tels que Py =@My, Py = Ta A
p3 = B Hos p4 = -g Az, b5 =Y u3, Pg = 7Y A3. En considérant

les quatre premiéres colonnes du systéme, on a

a A]U] + B Az“z + Y X3U3 =0

or M AgHy A3iy
: 2 2 2
A A ’q =Dyp xDyg x Dy
2 2 2
Ul uz U3

Comme D12 x D23 x D13 #0 ona o=B=vy=0 et le systéme

a des solutions car la matrice des ccefficients est de rang 6.

-~ 81 n =4, On suppose de méme qu'il existe {pi}s,_1 tels que

8 =

z piL. =0, on en tire comme précédemment l'existence de a, B, ¥
i=1 7t

. O . S -
liés aux {pi}i=1 et de § tel que Py = 8wy et pg = § )4' En

considérant les quatre premi&res colonnes, cn a
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2 2 2 2
@ py ot 8 Hy * Y Hg + 38 Hy = 0.

Ces trois &quations homogénes 3 quatre inconnues ont toujours

des solutions non toutes nulles, la matrice des coefficients n'est

donc pas de rang 8 et ¢O n'est pas surjectif.

4) 9, est surnfectig pour tout n, n 2 2.

Nous venons de montrer que pour n = 2 ou 3, ¢o est sur-
jectif, donc ¢1 est surjectif (Chapitre II - proposition 2). Il

suffit donc de montrer ici que ¢] est surjectif pour n 3z 4.

1 2 —

.,e. =C.. el +C,. el =C,.
On note C(el,eJ,ek) Cleel Clee2 ik
1 2 —_—
= ' = 'y ' = i
cvley) = vy avee y;(e) = yjep *yjpep = vy, ot me (1,2},
o k >
= . = A.e! + u.el. i 1 - {1,7
u(ei,ej) kzl uijek et V1 Xle] Hoey On doit avoir pour tout {i,?,k)

-

variant de 1 & n :
C(ei,ej,ek) =

V(ei)A(ej ’ek) +V(ej )A(ek3ei)+v‘.ek)A(eiaej)+2A(u(ei’ej) ’ek)+2A(u(ej ’ek) ’ei)+2A(‘u(ek’ei) )ej)

- RTINS
soit Ciii T MY TP Yi2 oY Yy
L. -> 1 -> > 1 i > i

I . PP S VI . + = (2u,. V., + u.. .

pour i # j “ii] 3 (Al YJl L YJZ) 3 ( ulJ Vl Yii VJ)

.. . -> 2 i = j o2 k 2>

¥ = — + +

et pour 1i,j,k distincts c:.ij 3 (ujk Vi Ul Vj uij Vk)

"
o

- . i
Ce systéme a des solutions. Prenons, par exemple, u..
. + » - » . . -
pour tout 1, alors Y1 et ) sont définis par la premiére
équation vectorielle car (Ai,ui) # (0,0) ; alors les autres coeffi-
cients de wu, affectés d'indices non tous égaux, n'apparaissent cha-

cun que dans une seule &quation vectorielle du type des deux dernidres

~ . .. P o2
équat .ons, ces ccoefficients de u sont alors définis car Det(Vi,J;) = Dij
3 3.

|
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40 . |
et DlJ # pour i # j

5] Ona m2<: J2(f2) pour n =2 et mBC: Jz(fz) pour n :

*
Pour montrer que n® Jz(fz) (o e N ) il suffit de montrer

que Pa<:vJ2(f ol Pa est 1l'ensemble des polyndmes homogénes de

)
degré o 3 coefficients réels de la variable x de R” et d'appliquer
la formule de Taylor avec reste intégral. Or PaC: Jz(fz) signifie que
tout polyndme homogéne de degré o est combinaison linéaire 3 coeffi-
cients dans E de polyndmes engendrant Jz(fz). I1 existe une telle
combinaison linéaire dont les coefficients sont des polyndmes homogénes
de degré (o-2) (on prend les termes de degré o dans le développement
limité). On peut donc passer aux complexifiés et Pa(: Jz(fé) équivaut
a %aC: i;(fz) ol ié(fz) est l'ensemble des combinaisons des poly-

nomes de Jz(fz), les coefficients de la combinaison des polyndmes

étant des polynOmes homogénes de degré (o-2) & coefficients complexes

Y

3.

et Pa est 1'ensemble des polyndmes homogénes de degré o 3a coefficients

. n ‘ .
complexes de la variable x de € . Etant dans €, on peut se servir

v
du 1) de ce paragraphe B et considérer J2(f2) engendré par les poly-

- 2 2
nomes inxi . Zpixi , {x

}Il

i,j=1 avee i £ 3.

X,
1]
2

T 3 2 2 2
.81 n=2 _: J2(f2) est engendré par {Alxl + Azxz,ulx] + u2x2,x1x2}

. 2 v v
soit par {x?,xz,xlxz} car D]2 # 0. On a donc P2 = J2(f2)

. si n=>=23 : onne peut pas avoir mZC: Jz(fz) car cela imposerait
l'existence de scalaires o, B, s (1 # j) tels que
2 o 2 2 2 !

= + + ‘ !
X o ('Z kixi) 8(.X uixi) ‘Z' Yijxixj mals alors on a

=1 =1 1#]
= I3 = + =

Yij 0 pour tout (i,j) et 1 o Al R Hys 0 o AZ + B Hy s

0 =a A3 + B u3 ce qui est 1mpossible car D23 # 0.
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Par contre m3(: J2(f2) en effet les polyndmes de la forme

'X. et X.X. oi i, j, k sont distincts, sont de la forme
1 J 1 Jxk > b J’ ’

. L(x. . i T 0,0 '
Xi(xi’XJ) et Xl(XJ’Xk) Puisque (Al,ul) # (0,0), ceux de la forme

xi sont de la forme (Ai # 0)

%y TZ‘ 2 1 ‘f
x, = — ( Ax ) - — () Ax (x.%)).
., k=1 KK A kel ko 1k

k#i

k
i

: 0 i C i II - P it 1
Remarque n sait (Chapitre roposition 3) que si fS

v} n -
vérifie HS (resp. Hé) il existe £ tel que ¢£ (resp. ¢£) est
surjectif et il existe o tel que n® Jp(fs) (resp. ntC Hl(fs))’
Ko le plus petit £ et a le plus petit o vérifiant ceci sont

tels que

- pour p = 1, KO = sup(O,ao-s) :
Exempfes : si s =2 et n est quelconque, on a a =1

et donc KO =0 = sup(O,aO—s). On a donné d'autres cas ol Ko = o "s.

Exemples
-si s=2 et p=2, n=2 ou nx4, ona £ = o =S :
-si s=2 et p=2, n=3, ona £ =0, o =3

et donc 0 ¢ £ < a -s.
o o

(p=3, n=4)

, . U v

6) Autre exemple de jet homogine £, vériflant H
n

Dans le cas s = 2, p = 2, f2 vérifie H2, nous venons de

2

chercher les valeurs de KO et o suivant les valeurs de n. Les
calculs ont pu se faire aisément du fait de 1'existence dans ce cas

n -
d'une bzse de €, par rapport a laquelle f2 se met sous une forme

diagonale. Une telle base n'existe pas pour p 2 3. Cependant dans

certains cas ol f2 se présente a priori sous forme diagonale, on peut
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V)
alors érudier facilement les conditions pour que f2 vérifie HZ’

calculer Zo et donc appliquer & £, le théoréme 2.

Exemple :
A S S S S
s=2, n=4, p=3, £,00 = (] Ax, Luxp, §ovx).
i=1 i=1 1=1

n ..
£, vérifie H, si et seulement si Dijk # 0 pour i,j,k distincts :

5 ) Ai Aj Ak
ijk My My Hy
\)l \)j \)k
4 2 4 2 4 )
J2(f2) f ( Z Aixi , Z HiXS s .Z VXX XoXg XXXy s XX, xl,x4x]x2).

i=1 i

¢, ne peut pas €tre surjectif pour des raisons de dimension.

Montrons que ¢] est surjectif (le théoréme 2 s'applique donc

f

a f2).
On reprend les notations précédentes, on trouve les conditions
—-——-—»_}\ - + > + > +3i —‘7
“iii 0 Mi Vi UM Y2 TV Vi3 T oMy Yy
. . — | > > > i 2 j oz
N c Yoo P UL Y., VLY. +u.., V., + 2u,., V,
L3 €133 3()\J Yir T My Yiz TV Yi3) Y33 Vi AT
Lk disti —  k T i T+ i T
i,3, istinects Cijk = uij K ujk 5 wes i
Les coefficients de u affectés de 3 indices distincts sont
. - . . .- - . . _> + +
parfaitement définis par la derniére &quation vectorielle. Les Yi]’YiZ’Yi3

sont solutions de 4 équations vectorielles, ils existent (prenons par
exemple i = 1) si et seulement si

(par extension de la notion de déterminant)

— 1 >
i T3 Y A My Y

ST up V- 2“?2 v, ) Voo ova
C33 " “;3 v, - 2“?3 v, A3 Ky V3
e “24 Vio- 2“?4 v, A My o Yy
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C'est—a—-dire si

— — —_ —

c1110234 = ©122%341 * ©133%412 T ©y44Pi23 *

V3ulp. +ulo., ~ulp, +dD )+
1072917236 7 Y227341 T 337412 T Y4423
- 2 > 3 e 4
Vol 2u Dy ) = VaQQupgDy o) + V, (2u;,Dy5q) = 0.
. A S R B 2 3 4
Si on prend u;; = Uy, = Usg = Uy, = O alors wu,,, u;5, U,

> > > .
sont définis de fagon unique et donc les Yiie Y120 13 existent.

¢1 est donc surjectif. Cependant on n'a pas m3CZ J2(f2) car il

existerait alors des scalaires a;, bi’ c;o 1 €1 ¢4 tels que
s Bt o Gang oGy

x, = ( a.x.)( ) A.x.) + ( b.x,)( ) u.x.) +( Z c.x.)( ) v.x.)
ooy P g5 300 s v s 3 e P e

et donc en identifiant les coefficients de

(Xl) : 1 = alkl + blpl + ¢ vy

[l

2
(x] x2) : 0 alkz + bluz + c]vz

2
(x] X3) : 0 = aIAB + b]u3 + c]V3

a A

(x 14

2
] X4) + 0 + blu4 + C1V4 .

Or ce systéme n'a pas de solution car D234 # 0.
On a donc ici encore O ¢ Zo < a s

2

C) Jets homogénes de R® dans R veriglant H, et ne viriglant pas

2
s =2, p=2, n=4.

Soit f2 un jet homogéne vérifiant H2 et ne vérifiant pas

N ; . | P
H2 , on sait que f2 est suffisant pour la C -8quivalence de contact

2 . 2 .
dans E2 (théoréme 1) et que f2 n'est pas suffisant pour la C -équi-

2 . . .
valence de contact dans E3 puisqu'alors ¢] n'est pas surjectif

(chapitre II - proposition 1).
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N . , 2
On se pose alors le probléme suivant : si f de E est une

3

réalisation de f2’ a quelle condition sur f existe-t-il seulement

. ez . 2
h germe en O de difféomorphisme de classe C tel que h(0) = O,

Dh(0) =1 et qui transforme localement W en K (W = f_l(O),

4
K =1£,'(0)) 2

On sait que si f est tel que D3f(0) € Im ¢1 un tel h
existe et on a méme une Cz—équivalence de contact entre f et ’fz
(théoréme 2, remarque 3). Que se passe-t-il si D3f(0) n'appartient
pas a2 Im ¢1 ?

Proposition 4.- Soit f, un jet homogéne de R4 dans RZ

v n
tel que les quadriques de P(3,C) Q1 et Q2 qu'il définit aient

deux points de contact (et deux seuls) imaginaires conjugués et

aient une intersection ou bien contenant deux coniques propres réelles

et distinctes ou bien formée de la droite joignant les deux points

de contact et d'une cubique unicursale. Alors pour qu'il existe h,

germe en O de difféomorphisme de classe C2 tel que h(0) = O,

Dh(0) = ]4 , €changeant localement les surfaces de niveau de ce jet

PR . 2 . . .
et d'une de ses réalisations f dans E 11 est nécessaire et

3’

suffisant que D3f(0) € Im ¢1.

Nous verrons au Il que de tels jets existent bien. Ils véri-

. . n 4V N
fient (HZ) et ne vérifient pas (HZ) car les quadriques Q1 et Q2
n'ont pas de point de contact dans P(3,R) mais ont deux point de
contact dans P(3,C). Les ¢] associés 3 ces jets ne sont donc pas
surjectifs. Un tel jet f2 étant fixé, on peut donc trouver f réa-

. . 2 . .
lisation de f2 dans E3 tel que D3f(0) ¢ Im ¢1 et alors il n'existe

2 .
pas de h de classe C échangeant localement les surfaces de niveau

en 0 de f et de fz. €Ce qui montre qu'on ne peut pas améliorer
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les résultats du théoréme 1.

Dans une premiére partie, nous cherchons une forme réduite
de f, lorsque f, vérifie (HZ) et ne vérifie pas (;2)' Nous
ferons des remarques concernant :

- les jets f2 vérifiant (Hé) :

v N
- le faisceau de quadriques engendré@ par Ql et Q, -

Dans une deuxiéme partie, nous montrons que si f réali-
. 2 ' . 2
sation de f, dans E3 est tel qu'il existe h de classe C~ &chan-

geant les surfaces de niveau, alors la relation suivante est vérifiée :
1) Vaeck p’£(0)(2)% = 3 DE,(a) 0 D700 (2)°.

On montre ensuite que, pour certains fz tels que K
. P . . 2
contient 'beaucoup'" d'éléments, s'il existe D h(0) tel que (1)

. e < . 3
soit vérifié, alors nécessairement D £(0) € Im ¢l.

1 - Forume de £,

Nous prolongeons 1'étude faite au B.

2 . . _ .
Une base de R est fixée. Une base de 64 étant fixée on

. P < 2
note A] et A2 les matrices symétriques correspondant & f; et f2.

: N
Si ,fz vérifie H, et ne vérifie pas H, 11 existe au moins deux
- n n -
points de contact distincts X et X de Q] et Q2 ,» soit x et X
les représentants de X et X . Il existe A de C tel que

£,(x) = £,(x) =0 et Df;(x) = ADf%(x), Df;(i) - ang(E).

‘ - " n
ler cas : La droite (XX) n'est pas contenue dans Ql n Q2.

Ona AeR car DE)(x).X = DES(R).x = ADEa(x).X = ADEL(R) .x
et si A # A alors X et X sont conjuguésvpar rapport aux deux quadriques

. -~ < ’b m '
ce qui entraine (X,X) C Q, n QZ' D'autre part, les plans tangents
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communs en X et X se coupent suivant une droite réelle A qul ne
coupe pas (X,X) sinon ce point d'intersection serait conjugué de X
et de X par rapport aux deux quadriques et on aurait encore

(X,i)c: a] N 32. Soit deux points X, et X de P(@3,R) N (X,i)

1 2

conjugués par rapport & X et X, le plan '(X2,A) coupe Q1 et
Q2 suivant deux coniques q, et dq, qui‘-n'ont pas de point de
contact réel : dans le plan (XZ’A) 11 existe donc au moins un

triangle autopolaire commun i q, et d,- Les matrices Al et AZ’

dans la base formée de la réunion des représentants dans € de X1

et des sommets d'un triangle autopolaire commun, sont diagonales.

- " Y]
28me cas : (XX)C:(Q] n Q2.

Alors les plans tangents communs en X et X se coupent
suivant (X,i). Ils sont distincts sinon les points réels de (X,i)
auraient méme plan tangent. De plus Q] et Q2 -sont des quadriques

propres. En effer, si X, "est un point singulier de Q], comme X

1 1

n'appartient vas a Q2, X, n'appartient pas (X,i), et donc le

: a
_ o v —
plan (X,X,X]) est le plan tangent commun & Ql et Q2 en X et X

ce qui est impossible. On a aussi X # X sinon en tout point, et donc en
particulier en tout point réel de (X,X), les deux quadriques auraient méme
plan tangent. On prend une base de GA formée de (X,X,Y,Y) ot Y (resp. Y)

appartient au plan tangent en X (resp. X) et Y ¢ (X,X). Les matrices
A, et A2‘ s'8crivent dans cette base

0 0 0 2ja

o
o
o
)

0 0 )a 0

1 0 xa b' ¢ 2 a

o o
o o
o [
¢] @]

2ty
o
(g]
o'l

Aa 0 c' b’

; ) S L . 2_i
avec a # O, ce R er c' e R. On utilise le fait que D f;(O)

= 2

pour i = 1,2 sont des formes bilinaires symétriques i valeurs

réelles.
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Cherchons les points de P(3,C) ayant méme plan polaire
par rapport aux deux quadriques. Ces points ont pour représentants

(x],xz,x3,x4) tels que les lignes suivantes sont proportionnelles.

a x a x ax, +bzx, +cx ax, +tcx, t+ 5 X
4 2 3 4

3 3 1 ' ' ]
Aa X, Aa Xq Aa X, + b Xq + ¢ X, Aa x, te'x, +b'x

les seuls coefficients de proportionnalité possibles sont A et A

car a # 0, autrement dit A et A sont les valeurs propres

doubles de A;]Al- Cherchons les vecteurs propres. On a déjd x et X

associés 3 A et A. Ceux relatifs d la valeur propre X vérifient

x3=0 X3=O
A(; X, +c x4) = \a X, + c'x4 soit .(A—X)ﬁxz + ()\c—c')x4 =0

Ab x, = b'x

- - _
4 (Ab-b )x4 0

ceux relatifs a la valeur propre A vérifient

x4 =0 x4 =0
by - Wt : Thoh! =
Ab Xy = b X4 soit (Ab-b )x3 0
N 3 - ' I3 Tt =
Aa X, + Ac Xy = Aa X, + c Xy (A-N)a X, + (lc-c )X3
- si Ab-b' = 0 les points
Z = (he-c")X + ﬁﬁ:l%hi X + (A-X)aY
2a
7 = Q20ba v, (he—e"T + (G-n)aY

2a
ont méme plan polaire et on vérifie qu'ils appartiennent aux deux
. s N Y
quadriques : ce sont des points de contact de Q1 et de Q2. On a

-2
Df,(z) = X Dfy(z).

. - - 4
Les points (x%,x,z,z) forment une base de € , on se place

dans cette base pour écrire les matrices A] et A2
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0 0 0 Aa 0 0 0 a \

0 0 Aa 0 0 0 a 0
_ A, = -

0 Aa 0 0 0 a 0 0

Aa 0 0 0 a 0 0 0

Une base de diagonalisation simultanée de A, et A2 est

donc formée des vecteurs x + 2z , x~-2z , x+z , X - 2.

- si Ab - b' #0 1les seuls vecteurs propres de ;IAI sont

x et x. Alors il existe une base de ¢4 : (x,y,;,§) telle que,

dans cette base AélAl et A2 s'écrivent

A 1 0 0 0] a 0
. 0O A 0 O d b
Ay Ay = o 0 x 1 Ay = 0 b o0
0 0 0 i b ¢ a
Pour que A1 = A2 x A;]A] soit symétrique, il est nécessaire d'avoir
b=c=0 et alors
0 aix 0 0 0 a 0 0
a atdi 0 0 d 0 0
Ap = o o0 o ax Ay = o 0 a
0 0 a  atdx 0 0 a d

It
—

avec a#0 et A # A. On peut prendre a en remplagant x

(donc  x) par un vecteur proportionnel.

Dans la base (x,y,§,§) f2 s'écerit

fz(x) = (2)\xlx2 + (l+dA)x§ + 2-):x3x4 + (1+ai)x2,

2 - 2 =
2x]x2 +dx, + 2x3x4 + dxa) avec A # \.

vt N o

jofg]
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. ~ . e 2 .
En résumé, si f2 vérifie H2, une base de R étant fixée,

il existe une base de G4 : (el,ez,e3,e4) tel que dans cette base f2

s'écrit
4 4
. 2 2
soit fz(x) = (.? Aixi . ‘f uixi)
1=1 1=1

2 - — 2
soit fz(x) (2)\x]x2 + (1+d)\)x2 + 2Ax + (1+dk)x4,

3%4

2X1X2 + dxg + 2x3x4 + axi) dans ce dernier cas (cas c)

L #F A et e, = e, e, = e,

_ . 2 . . .
Réciprogue ] : Une base de R étant fixée, 11 existe une
4

base de Ga telle que dans cette base f2 a la forme ( E AL X5 o

4 i=1
E X ) Quelles sont les conditions vérifiées par les
i=1

(Ai,ui) = Vi pour que f2 vérifie H2 ? On a déja vu au B qu'il
est nécessaire que pour tout i, | g i g 4, Vi # (0,0). Les quatre
vecteurs Vi définissent donc au plus quatre directions de R .

On sait que les Vi définissent quatre directions si et seulement si

- . . [\l
f2 véerifie H2.

i) Si les Vi définissent une direction gquadruple, £,
vérifie H2 si et seulement si K = {0}. On peut, dans ce cas,

en changeant la longueur des vecteurs de base ramener fz a la forme

2 2
f2(x) = (Al(xf+x2+x +x4), By (x +x2+x§+ 4)) avec (Al,u]) # (0,0).

ii) Si les Vi définissent deux directions dont une triple,
f, vérifie H, si et seulement si K ={0}. On raméne £, & la
forme f (x) = (A (X + 2452 Yy + A ( 2+ 2) + 2) >
X LR 4x4,u x X, %y Hux,) avec

Dy # 0.

iii) Si les Vi définissent deux directions doubles, f2

s . . 4 N
vérifie H2 s1 et seulement si la base {ei}i—l par rapport a

2 2 2 2
+X2) + >\3(X3+X4) b4

1aquelle f2 a la forme réduite : fz(x) = (Xl(x]

M (x +X ) + U3(x +x4))
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avec D]3 # 0 est soit réelle (et alors K = {0}) soit telle que

e, = 53, e, = ;4 (et alors K # {0}). (cas b).

En effet, les points de contact ont pour représentants xX,X,y,¥y

tels que ou bien e, = X+X, e, = i(x-i), ey = y+§, e, = i(y-y) et
alors eis€9se5,e, sont réels, ou bien e, = x+y, e, = i(x-y),
eg = x+y, e, = -i(x-y), alors e = ey, e, = e, Al = A3, Hy = Mg

iv) Si les Vi définissent trois directions dont une double,

f, wvérifie H, si et seulement si la base {e.}.
2 2 S— 1 1=1

2,2 2 2

N TR

#0, D, #0, Dy, #0 gst telle

par rapport

d laquelle f2 a la forme réduite : fz(x) = (Al(x
L, 2 2 2 2
Al(x1+xz) + u3x3 + u4x4) avec D13

que e et e, sont réels (cas a).

En effet, les points de contact ont pour représentants x et x
tels que e = x+;, e2 = i(x—§). e et e2 sont donc réels,

(Al’ui) € m? - (0;0). On wontre que dans ce cas e, et e, sont’

- ou bien réels (cas a; - si K # {0}) et alors (A3,u3) et (AA’UA)

. - 2
appartiennent 2 R~ - (0,0)
-~ ou bien imaginaires conjugués (cas a, » K # {0}) et alors XB = X
UB = u4’
L . 2 - .
Rec&gnogue 7.- Supposons qu'une base de R étant fixée, il
existe une basg de G4 telle que ey = E] > €, = EE et que dans

cette base f2 3 la forme :

2 - —. 2
fz(x) = (kalx2 + (1+dk)x2 + 2>\x3x4 + (1+dN)x, ,

2 - 2
2x1x2 + dx2 + 2x3x4 +d x4)

> |

avec A #

v
alors £, vérifie Hé (et ne vérifie pas H2 .

. 4 P
En effet, tout point de R - {0} s'écrit

= + +Xxe. +x.e
X = x e X,e, x e, X, e, avec (XI’XZ) # (0,0) et donc en ce
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point £, a pour matrice jacobienne :

Ax Ax +(1+dA)x, A% i§]+(1+ai)§2

2

x2 x1+dx2 x2 x1+dx2

Or cette matrice est de rang 2 car (X]’XZ) # (0,0) et A # X,

1
_ - e .
Rema&gue 1.- Recherche des cas oii f2 vérifie H2 , f2 et

2 . ~ . . < n
f2 drant simultanément diagonalisables par rapport a une base {ei}i—l'

v}
a) f2 vérifie H2.
- si un vecteur de la base {ei}ril=1 appartient a R", alors
f., ne vérifie pas H!. En effet, supposons que e, € Rn, Im Df(el)

2 2

est engendré par V1 et Df(el) n'est pas surjectif.

A

n, €. € ¢” - R" alors f2 vérifie Hé.

- si pour tout i, 1 <1 ;

En effet, tout point de R™ - {0} a au moins deux composantes non nulles.
En ce point x 1la matrice jacobienne de f2 est de rang 2 et sz(x)

est donc surjectif.

Attention : Dans ce cas f2 vérifie H2 et Hé mais ne

vérifie pas (Hé) !

b) n =4, f vérifie H2 et ne vérifie pas ﬁZ'

4

Dans le cas a, f, ne vérifie pas Hé car e, € R .

4

Dans le cas b avec K = {0}, f, ne vérifie pas H) car e € R .

Dans le cas b avec K # {0}, £, vérifie Hé car tout point

4 e - - -
de R {0} s'éerit x = x e * xye, * x,e * Xje, avec (x],xz) # (0,0)

et la matrice jacobienne de f2 en ce point est de rang 2
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>
X
>
i
> |
bl
> |
W

171 1

=
Wl
=1
fall]

¥y 1%

En résumé, si f, vérifie H, et si K # {0}, f, vérifie

o

H) dans le cas ¢ et lorsque les vecteurs de la base de C (resp.

v
C si f2 vérifie HZ) qui permettent la diagonalisation simultanéde

de f2 et fg appartiennent 3 Ca—RA (resp. Gn—Rn).

La forme des jets vérifiant Hé est donnée dans une base de

R° en fin de chapitre I.

Remarque Z2.- Dans les cas suivants

Srifi %
- f2 vérifie 2
-n=4, f2 vérifie H2 et K # {0}

" n
toute quadrique de P(n-1,C) contenant Ql N Q2 appartient au faisceau

. o "y N
T défini par Q1 et Q2-

En particulier dans le cas a | et dans le cas c, toute quadra-
tique de p(3,R) contenant Q1 N Q2 appartient au faisceau ﬁR

défini par les quadriques Q, et Qz.

Si K= {0} ce qui précéde n'est pas vrai

n ny
exemple : si dans la base réelle {ei}?=l . Q1 et Q2 ont pour
- . 2.2 2 2 2 2 2 2
équation : Kl(xl+x2+x3) + A4x4 =0 et u](x]+x2+x3) + WX, = 0

. ~ . 2.2, 2 .
avec D14 # 0, alors la quadrique d'équation x1+x2+x3+x1x4 contient

v n n ny
Q] N Q2 mais n'appartient pas au faisceau défini par Q1 et Q2.
v n
Pour montrer cela, on introduit T(K) = {x g x!x e K} et
n . . n .
Ker a = { Z a.. e, 8 e.la.. € C, Z a..Df(e.).e. = 0} ou {e.}"
i,5=1 1] 1.g 1'°1] i,5=1 1] 1 B 1 1=1
’ yJ

n
est une base de €" et on établit que T(K) engendre Ker a.
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Ceci revient 3 montrer 1l'exactitude de la suite suivante

¢

s
0 » End(?) —2— Li(ﬁ,%) LA Li(ﬁ,%)/ — 0

(K)

o ¢ (V) =¢_(v,0)

V)
et S(B) = 0 si et seulement si pour tout x de K : B(x,x) = 0.

C - 11 - Nous allons démontrer la proposition 4 &noncée au début du C.
La condition suffisante est démontrée par la remarque 3 qui suit le
théoréme 2. Nous allons montrer la condition nécessaire c'est-a-dire :

soit f, un jet homogéne vérifiant H, dans le cas a

) ou le cas c,

1

] 2 . . . .
alors s1 f de E3 estune réalisation de f2 et s'il existe h

e . . A 2
germe en O de difféomorphisme de |R4 dans lui-méme, de classe C,

qui transforme localement K en W avec h(0) = 0, Dh(0) = 14, on

D £(0) € Tm ¢,

Dans le cas a (et donc dans le cas al), on montre que
D3f(0) € Im.¢] si et seulement si D3f(0)(el+eie2)3 sont propor-

tionnels & V] (e]+eie2 oi € =1 1 sont les représentants des

Ny V]
deux points de contact de Q1 et Q2, V] = fz(e]) = f2(e2))'

La démonstration se fait en deux étapes

. . - . 2
1) On montre que si f2 est un jet homogéne, si f de E3 est une

réalisation de £, telle qu'il existe h germe en O de difféomor-

. . ' 2
phisme qui transforme localement K en W, de classe C , tel que

h(0) = 0, Dh(0) = 14, alors pour rout a de K on a :

DI£(0) (a)° - 3Df2(a).D2h(O)(a)2 - 0.

2) si K= {0} le 1) n'a pas d'intérét. Mais dans le cas a, et le

P 3 o .. e
cas ¢ tout élément C de LS(4,2) nul sur K (c'est-d-dire vérifiant
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C(a)3 = 0 pour tout a de K) est tel qu'il existe v de L(4,End(2))

.. 2
avec C = ¢](v,0). On applique alors ceci 8 C = D3f(0) - 3¢1(0,D h(0))

et on en déduit la proposition.

Demonstrnation de 1).- Soit h 1le difféomorphisme défini sur

.. . . 4 . . ..
V voisinage de 1'origine de R, r un réel strictement positif tel

que la boule de IR4 : B(O,r) soit contenue dans h(V) et a un &lément

r

|la] |
0 et £(h '(at)) = 0.

de K - {0}. Pour tout t de R tel que ltl < at appar-

tient &4 B(0,r)N K et donc fz(at)

21 et donc D21 (0) = -DZh(0)

On rappelle que Dh—l(O) = (Dh(O))— 4

Un développement limité au volisinage de t = 0 de la fonction
g : g(r) = f(h_l(at)) est possible & 1'ordre 3. Comme cette fonction

est identiquement nulle, on obtient

L 30y @3 —-Jf D2£(0) (a,D°h(0)(a)2) = oO.
2

3!

Demonstration de 2) .-

Cas a

a) Détermination de Q1 N Q2 dans les cas a et a,.

. . 4
Dans le cas a, il existe une base {ei}i—l

de € avec

4 .
e, et e, de R telle que dans cette base f2 s'dcrit

2. 2 2 2 2 2 2 2
fz(x) = (A](xl+x2) + A3x3 + A4x4 , ul(x]+x2) + PN + u4x4).

avec D., # O, D34 # 0, # 0.

13 D1

Y a
Q1 et Q2 sont deux quadriques de méme axe de révolution

et se coupent suivant deux cercles dont les points sont représentés
- - r\J 3

par les éléments de K de la forme : x = oc(cos1De1+51n10e2)+eu3e3+0c4e4

avec e =+1, o =D =D et  décrit R.

3 410 % 13
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. . . 4 ' 2
Cas a, : Si pour tout i, 1 £ 1 ¢ 4,ei e R alors (Ai,ui) e R
n ny ’
et Q] N Q2 contient deux cercles réels si D34, D41’ D13 sont
tous de méme signe
Cas a] : 0 est a
1'intérieur du triangle V3 cas a exclure
K={0
dont les sommets sont 0 {o}
.. vV,
les extrémités de 1
\Y
Vs Vg, Y, A

Cas a, : e; = ¢, et donc (Al,u]) e R, A3 = A4, Uy = Uy, il

. . LT . *
s'en suit que D13 D14 et '(1D34) e R .
| im
si D 2 o _ 4 ot - s (car 2 - - —2)
i 34 = ia  on pos o e o ey oy c ag o)

Y] Y

Les deux cercles de Ql N Q2 sont représentés par les points

im in - im
. 4 - 4 —
= + + +
X = e ao(c031ﬂe] 31n10e2) £ e a,eq e @,es
1'un est réel (e = 1), 1'autre est imaginaire (e = -1).
. . 2 . , . 1z ~
Si D34 = -ia_ on multiplie par i 1'expression des éléments de K

et on trouve le méme résultat.

Finalement, dans le cas a] , Q] FIQZ est formé de deux cercles
SR

distincts, dans le cas a, , Q] n Q2 est formé d'un seul cercle

b) Dans le cas a, C de Lz(4,2) est tel que C = ¢l(v,0)

ol v e L(4,End(2)) si et seulement si les conditions suivantes sont

remplies.
On note cijk = C‘ei,ej,ek)
- Cijk = 0 pour tous les 1i,j,k distincts

T ey T3¢y Cpop T3¢9 C3y) T €322 C422 T 4y
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T Dy 3Dyi0y33 3D gy, = O

" DyuCppp * 0510944 * IDy4cng3 = O

" D33 * 3Dy50qyy F 3Dggeg,, = O
* 304433 =0 -

BRI E VARSIV P )

Demonstration :

e, et e, jouent le méme rdle ainsi que e

1
2
la forme de f2' On note A = %~D f2(0). Supposons que C = ¢1(V,O)

3 et e4 dans

- si i, j, k sont distincts alors

Cijk = V(ei)A(ej’ek) + v(ej)A(ek,ei) + V(ek)A(ei’ej) = 0.

- les _Ciij font apparaitre v(ej)

faisons i=1 :¢ v(e])A(e],el) = v(e])V]

111

. 1 -1
et pour i = 2,3,4 c 3 (v(el)A(ei,ei)+2v(ei)A(el,ei)) =3 v(el)Vi

1ii

et puisque V2 = V] » ona ¢, = 3c122

et donc en faisant j = 2 : Cony = 3c2]]

faisons j = 3 Cy33 = V(e3)V3

. 1 )
et pour 1 = 1,2,4 C3:i =3 v(e3)Vi
et donc €311 T 322

en faisant j = 4 : Ch1y = 422

On a ainsi trouvé des conditions nécessaires sur les coefficients
de C pour que v existe. Cherchons les autres conditions qui permettront

de calculer v en fonction des coefficients de C

‘ 1 3 ' 1 1 2 '
L) =Y. 1 . )= ov. . + v.. .
On pose V(el) Yl’ feigm, ]SJSZ’ Yl(eJ) YlJel Y1J82

______________ 11 - 3c]2£ , pour k = 1,2
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Y?l et Y?Z n'apparaissent plus que dans trois équations :

Kk K
it S Yt YoM

K1,k K
cr3z =3 (yphg * v gHy)

S K
Crae =3 b * YyMe)

les Y?j existent si et seulement si C?ll Al M
k
3ci33 A3 uy | =0
k
elae M My
' s , _
c'est—a—-dire si D340111 3D]4c133 + 3D13C144 0.
De méme v(ez) se calcule si
Dy3C90p = 3D 300, + 3D y4cp35 = O:

gglggl_gg__g£g3). Si on suppose que Cyyy = C399s POUT k =1,2

Y3, et Y3 n'apparaissent plus que dans trois équations :

ko koo k
€333 = Y3173 7 Y32¥3
kK _1 .k k
capp =7 (rgpryp *ovgpH))
kK _1 .k k
Caqq = F (r3phy * Ygouy)
) . ) K
les Y3j existent si et seulement si Cy33 A3 g
k _
3eaqy M Wy | =0
k
3eq4, My My

. s aq: . -
c'est~d—-dire si D14C333 + 3D43c311 + 3D31C344 0.

De méme v(e4) se calcule si

Di3Chuqy * 34400 * 3D, 0433 = O

c) Dans le cas a, si C de L2(4,2) s'annule sur K,

alors les conditions exprimées au b sont remplies.
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En effer, pour tout ¢ de R et ge=*1, ona
C(a(e]cos g+ e, sin P) + e aeq * a4e4) =0
2 2 2
avec o = D34 s Gy = D41 > a, = D]3 .

La somme des termes sans € est nulle : c'est-a-dire

2 .
(1) a3[E053 1] c]”+sin3xpc222 + 3cos” ¥sindc + 3cos W51n2 P

112 ]12:|
+ 3a2a [ﬁosz Jc + sinzlﬂc + 2sinYcos Pc ]

4 114 224 124
+ 3&&5[&031ﬂc]33 + sinx3c233] + 3uu§[}os $c144 + sinlﬂc244]

+ 3q 0.

2 . 3 _
3%4%334 7 %4444 T

La somme des termes avec € en facteur est nulle : c'est-d-dire

3 2 2 2 . 2 .
(2) 43Caqq * 3a3a4c344 + 3u3a [}os ﬂc1]3 + sin \ﬂc223 + 2sin Ycos &CIZ;}

+ 6ua3d4[éos Y Cr34 * sin1ﬂc234] = 0.

Dans (2), on fait cos § =0, sin ) = €' (e' =+ 1), on obtient

3 2 2 , )
U3Cq33 * 3agauca,, * 3agaicy,y + o belanga e,y =0

donc Cog4 = 0]

2 2 2
et a3c333 + 30L4c344 + 30 ¢

puis on fait sur f = 0, cos §f = €', on obtient

3 2 2 , )
a3C395 * 3agacq,, + 3agure, g+ belooga e g, =0

223 = 0 (calcul de v(e3))

donc Ci34 = 0

t 2 + 3 2 + 3 2 =0 i diffé 1’
e A3Cqq1 A @ cyy3 = 0, soit par différence avec avant
derniére expression Cyp3 = C1134] on reporte le tout dans (2) et
on obtient €23 = 0
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Dans (1) on fait cos § = O, sin ¢ = €', on obtient :
3 2 2 2 2 3
1] 1] ? —
elacyyy + 30 oo + 3e aa3c233 + 3¢ ae,Couy + 3a3a4c334 + Chns = 0,

on en tire

2 2 2
4 Chopy + 3a3c332 + 3a4c244 =0 (calcul de v(ez)
2 2 2
et 3a o4 + 3a3c334 + % Chus = 0 (calcul de v(e4))
puis on fait sin § =0, cos ¢ =¢', on obtient

3 . 2 2 2 2 3
1 ] T -
elac, g + 3q %4114 + 3e A0,C 3q + 3¢ 00, C iy + 3o ®4C334 + Chul = 0

on en tire

2 2 2
a“e 1y + 3a3C133 + 3u4c144 =0 (calcul de v(e]))
2 2 2

et 3a 114 + 3a3c334 + 9Chns = 0]

par différence de cette derniére expression et de celle permettant le

(calcul de v(e4)), on obtient : Coo4 = C14

On reporte dans (1) :

3.2 3. 2 3 2 ,
- o sin” ¢ cos ¢ iy T @ sin Y cos” Chypp ¥ 3a7cos P sin ¢ 12

. 2 .
+ 3a3cos ¥ sin” Cpa * 6o¢2a4 sin ¢ cos 9 Clo4 = 0

donc

- a sin ¢ ¢ ~ o cos Cr99 + 30 cos { €12 + 3a sin €22 + 601,4(‘:124 =0

111

et donc ¢4 T 0 . ¢y 30122 et Chgp = 3c112

Ainsi on obtient toutes les conditions nécessaires et suffisantes

pour assurer 1l'existence de v tel que C = ¢](v,0).

d) Dans le cas ay, les conditions remplies par C de- Lz(A,Z)

s'il s'annule sur K ne suffisent pas & établir 1l'existence de v

de L(4,End(2)) tel que C = ¢](v,0).
En effet, les &léments de K dans le cas a, ont la méme
forme que ceux de K dans le cas a mais avec seulement e = + 1,

On n'aura plus les équations (1) et (2) mais une seule équation (3)
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((3) = (1) *+ (2)) et on ne pourra plus montrer par exemple que c . =0

pour 1i,j,k distincts.

Cas b

4 4 - -
Dans une base {ei}i=] de € telle que e, =e; , e, =¢e ,

f s'éerit :

2
2 2 2 2 2 2 2
£2(x) = O G+ xp) + a3y + 30, (xp + %) + ug(xg + x)7)

avec D13 # 0.

N
K est_formé de_quatre droites_de la_forme :

2

afe, + eiez) + B(e3 + e'iea) avec g, e' =+ 1 et (a,B) € €.

1

K est formé de 2 droites de la forme : a(e,

+ Eiez) + a(e3 - ieea).
Si pour tour a de €, C de LS(4,2) vérifie

: . - . 3

C(a(e1 + 6162) + a(e3 - 8164)) =0 alors 2c123 = Cy4 Coo4

.. . 2- . .
(coefficient de 3egia o) mais 923 et €114 Cpp4 Te sont pas forcément

nuls, condition nécessaire 4 1'existence de v tel que C = (v,0).
l b

Donc dans ce cas b, les conditions remplies par C s'il

s'annule sur K ne suffisent pas & &tablir 1'existence de v.

Démonstrhation de 2).-

Cas ¢

4 4 - -
Dans une base {ei}i=1 de € telle que e; =e, , e, =¢e,,
f2 s'écrit
£ (x) = (2xx,x, + (1+d>\)x2 + Dx.x, + (1+5X)x2
2 172 2 374 ’
2 - 2
2x]x2 + d X, + 2x3x4 + d x4)
, A " ‘
X = (XI’XZ’X3’X4) appartient 4 K si et seulement si

2

4= 0.

2 = A - - - -
xy + 2K “Dxgx, + (1+d(x—x)xi =0 et 20-Txx, + (1+a(x-x)x§ . x

On pose u= 1+ d(A—X) et v = A=A alors v = -v (v # 0).
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N

Les éléments de la forme Xy = X, = O appartiennent a K,

2
pour les autres on pose X, = ZvaZB, X, = 2vaB”  avec aB # O

AV}
1 et Xye Les éléments de K sont donc de la forme

—_—— e e ————— e e . . o e s e e e e e e e T e e

et on en déduit x

L.

il

+
ael . Be3 ou

+ 2va82e

(62+uu2)8e1 + 2va28e2 - (a2+582)ae3 4

Ceux de K ont la méme forme avec B = o. D'aprés la forme

de f2, les vecteurs (e],ez) jouent le méme rdle que (e3,e4).

I1 est clair que C de L2(4,2) se met sous la forme C = ¢](v,0)

oi v e L(4,End 2) si et seulement si

(1) eyyy = e333 T ¢y3 7 ¢y = C33 T Cp33 =0
(ii) on peut calculer v(el) et v(ez) (et donc v(e3) et v(ea))r

en fonction des coefficients de C.

Nous utiliserons le lemme suivant (déja employé au cas b).

Lemme.~ Soit Pn un polynome homogéne de degré n des variables

(X,Y) & coefficients dans €. Si Pn(a,&) = 0 pour tout o de C

alors Pn a tous ses coefficients nuls.

P . 1 2
Démonstration : On pose pour a # 0, a = p ele avec (p,8) e R
2i¢

Pn(a,a) = pne—lnePn(e ,1) et la fonction polyndme de C dans €

fn définie par fn(x) = Pn(x,l) s'annule pour tout x de € tel

que lxl =1, il s'en suit que frl = 0.
1) est réalisé si C s'amnule sur K : Pour tout a de € ona
C(ue] + &e3)3 = 0, on en déduit, d'aprés le lemme que

113 = €133 = 9333 = 0. On a aussi pour tout (a,B) tel que

m C((B2 + u aZ)Be] + 2va28e2 - (a2+682a)e3 + 2va82e4)3 = 0.
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les

€112 7

144

134

“122

222

€234

Cou4

défi

soit

(2)

défi
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8 - ;
D'aprés le lemme, le coefficient de 3aB  dans 1'équation (1)

nul, c'est-d-dire :

- . 8
ci3 t 2v 14 0 donc 114 = 0, de méme celui de 3a B est nul :

€331 + 2v €y39 = 0 et donc Cyqg = 0. c.q.f.d.

Montrons l'existence de v(el) et de v(ez). On les ttouve dans

8quations suivantes :

- %'(zv(e])A(e]’eZ) + v(eyA(e,,e))) = %—V(e]) (?)

=.% (2v(ey)Ale,,e,) + vie JAle,,e,)) = %—v(el) (1?§X)

= %»(v(el)A(e3,e4) + v(eB)A(e4,el) + vie,)h(e,,e5)) = %-v(el) (:)
:«—é (vie JA(eprey) *+ 2v(e)Ale, o)) = 3 vie) (T + 2v(ey) A
= v(e,)A(ey,e,y) = viey) (ltfx)

= 1 (Wlephleyie,) * vieAle, . ey) * vieAleyre) = viey) ()

- L (vlephlegre) + 2viehlepe)) = +viey (Y

Pour assurer la compatibilité des trois premiéres équations

nissant v(e]), on doit avoir pour k = 1,2
k
112 A 1
k —_— —_
2(:]44 1+dx d =0
k -
2c]34 A 1
- -3 - (- = ' Bl .
112 2(x >\)c144 (1+a (2 A))c134 0 c'est—-a—-dire :
+ — u =
c 2y S 2u ¢34 0.

112
Pour assurer la compatibilité des trois derniéres équations

nissant v(ez) on doit avoir pour k = 1,2 :
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k

999 1+dXx d »
k - .
3¢234 A ! - ©
K _— -
soit —ch,, = 3(d=d + (A=A)dd)e,q, * 3(1+(A-Nd)eyy,, = Y
. 1-u u G—l
et puisque d = < ¢ %22~ 3 v C234 + 3u Conty = 0.

Montrons que v(e]) est bien défini, le coefficient de
a287 de (1) est nul : on obtient (2). De méme, montrons que V(ez)

est bien défini, on considére le coefficient nul de a485 de (1)

on obtient aprés simplification :

(3) = e, p ¥ Vepyy * UV Cpu 20V ey, + (THuu)e, 4+ 2V0 cpyy = O
De méme le coefficient de a663 de (1) est nul :
on obtient

_ 2 -
(4) bvv Copg ~ 3u 112 + 6vu €991 + 6u €34 + 12v Cogy = 0.

On fait alors la combinaison linéaire : 3u2 x (2) + 6u x (3) - (&)

2 - —
3u) x [e, *2veyy, * -2uey, =0

(bu) x [Eﬁcllz + U;C144 + (1+UG)C134 + ;C22] + ZVK-;C244 + 2ch234 = g]

+

(-1) x —3u2c]12 + 6uc + 6§uc22 + 12vc 4t 4v§c222 = 0]

134 i 23
les coefficients de Ci12> C144° 1342 €594 sont nuls, il reste
3uvc244 + 3(uu—1)c234 = VChpy = 0
c'est-a-dire la condition d'existence de v(ez).
De plus, si C vérifie (1), v(e]) et v(e2) étant pré-
_ e . 1 1+dA, |, 2 A
cédemment définis on a bien Cig2 =3 v(el)( 4 ) + §-v(e2)(]).
En effet (3) est réalisé et si on remplace dans (3)

1122 %2210 C144°

Cou4® ©134° 234 en fonction de V(el) et de v(e2), on trouve :
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v(1+d)) = 2u) + uv(1+dx) + (1+uu) A

1
3 vl - - -
vd - 2u + uv d +  l+uu

2v A+ 2vv(1+d)) +  2vur

+-l v(e _ _ _
2v. + 2vv d +  2vu

3 viey)

P . . 1-u 2
on vérifie facilement que puisque d = < les vecteurs de R

qu'affectent v(el) et v(ez) sont nuls. On peut donc conclure
que si C s'annule sur K on peut dé&finir v(el) et v(e2) par

les 3 premiéres et 3 derniéres &quations en 1120 1440 © et

134

Coo9s Coa4s Copss 1'équation en C 9y est puisque v #0 une

combinaison linéaire des autres.

Finalement, on a montré que si C s'annule sur K il existe
b

v de L(4,End(2)) tel que C = ¢](V,O).

Ramangue/s :

1) Nous venons de montrer que dans les cas a, et ¢, la

suite suivante est exacte :

i 1 EI 3 5 3
0 —— L (4End(2)) — L (4,2) — L_(4,2)/K — O

o1 §,(v) = 6,(v,0)

0 si et seulement si C s'annule sur K.

et SI(C)

2) Dans le cas a on peut aussi montrer que la suite

1’

suivante est exacte

i 2 ¢y 4 S, 4
0 —— LIGh,Ed(2) —— 114, —2o L1,2)/K — 0

o §,(v) = $,(v,0)

et SZ(C) 0 si et seulement si C s'annule sur K.
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Dans ce cas si f de Ei réalisation de f, est telle que

D3f(0) € Im ¢l (c'est-d~dire D3f(0) (e1+ eie2)3 sont proportionnels

. . 2
a Vl = (Al,ul)) alors il existe h de classe C et v de classe

C1 tels que h(0) = 0, Dh(0) = 14 , v(0) = 12 et f(x) = V(x)fz(h(x))

.. .. 4 . .
pour tout x dans un voisinage de 1'origine de R . On choisit Dv(0)
2 1 .2 1 .3
et D h(0) tels que ¢1(Dv(0), §-D h(0)) = — D £(0).
3!

On peut chercher 3 quelle condition sur th(O) on peut
construire h et v précédemment décrits mais cette fois de classe
respective 03 et C2. Cette condition est de la forme :

D4f(0)(e] + eiez)4 + €¢B + C proportionnels i Vl’ oi B et C de C
dépendent (non linéairement) de D3f(0) et de f

9> et ne dépendent

pas du choix de (Dv(0), ¥ D?h(0)) dans ¢;1(§%-D3f(0)).
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CONCLUSION

PROBLEMES OUVERTS.

Dans le théoréme I, nous avons montré que si un jet fr de

R"  dans tRp, tel que fr(O) = 0, est v-suffisant (resp. c%~suffi~
*

sant) dans EE, pour tout q de IN , tout relévement fk(q) d'ordre

k(q) = r—]+q(r—sf +1) de fr est suffisant pour la Cq—équivalence

de contact (reSp.qu—suffisant) dans EE(q)'

Dans le chapitre II, nous avons considéré les jets homogénes
fS "d'ordre s. Nous avons mis en é&vidence une condition ﬁs (resp. ﬁ;),
plus forte que HS (resp. Hé), telle que si fS la vérifie, il
existe un entier £ tel que ¢£ (resp. 52) soit surjective (prop. 3
du chapitre II). Alors si £ > 1, pour tout entier q, q fini et
supérieur ou égal 3 £, tout relévement fk(ﬂ) d'ordre k(£) de fs,
est suffisant pour la Cq—équivalence de contact (resp. Cq—suffisant)

0
dans E et si £ =0, fs est suffisant pour la C -équivalence

P
k(q)
de contact (resp. Cw—suffisant) dans EP (resp. dans E).

Cette étude des jets homogénes pourrait se prolonger de
deux maniéres

10 . , S+£
) Lorsque ¢£ est surjective ou encore m - Jp(fs) pour £ = 1,

3 © - * -
peut-on zvoir une C -&quivalence de contact entre fk(ﬂ) et f réa-
lisation de fk(ﬂ) dans EP ? De méme 52 étant surjective (ce qui

s+l

équivaut alors & m C:ff](fs))f peut-il &tre Cm—suffisant dans

k(L)
E?

2°) Si f est une réalisation analytique du jet homogéne fS et si
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¢£' (resp. 52) est surjective pour un entier £, h germe en O de
difféomorphisme de R™ dans Rn, v germe en O de R™  dans End(p),
tels que h(0) =0 et £(x) = v(x).fk(z)(h(x)), peuvent-ils étre
analytiques ? En effet, on a vu, lors de la démonstration du théoréme 2
qu'il existe des relations de récurrence entre les dérivées de £, de

h et de v.

Le troisiéme probléme que nous poserons concerne les jets
« . . n P
non homogénes : soit fr un jet de R~ dans R", tel que fr(O) = 0,
vérifiant Hr (resp. H;) et ne vérifiant pas Hs (resp. H;) (on

pose ici s = Sg ). Sous quelle condition supplémentaire, vérifiée

r
par fr’ existe~t—-il un entier r', r' > r, et un relévement fr'

de f~r d'ordre r' tel que si q est l'entier tel que k(q) € r' < k(q+l),

fr,.'soit\suffisant pour la Cq+1—équiva1ence de contact (resp. Cq+l
suffisant) dans EE pour u assez grand. Plus généralement, pourra—t-—on
étendre aux jets non homogénes les résultats du théoréme 3 : autrement dit
la propriété précédente sera-t-elle vraie pour tout relévement fr' de

v

fr et tout q', aq' % g+l ?

Les méthodes que nous avons utilisées au
chapitre II pour résoudre ce type de probléme pour les jets homogénes
v-suffisants ne peuvent se transposer au cas ol r > s. Cependant
une piste nous est suggérée par BOCHNAK Dﬂ. En utilisant ses résultats,
on peut dire que, s'il existe un entier o tel que ™ CZH](fr), le
jet d'ordre 20 de fr est C%-suffisant dans Eq+2a+] pour tout q,

1 <qg® Pour p>1, s'il existe un entier o tel que m" CZJp(fr),

. ' q__: = P
le jet d'ordre 20 de fr’ fZa’ est C*'-rigide dans Eq+2a+l pour
tout q, ! £ q £ ». Alors il existe un difféomorphisme h de classe
¢ qui transforme le germe en O des zéros de f en le germe en O

2a
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des zéros de f, réalisation quelconque de f2a dans E Ceci

qt2a+1’
conduit 4 la question suivante : la condition n* C Jp(fr) est-elle suf-
fisante pour qu'un jet de fr soit suffisant pour une Cq—équivalence

de contact ? Remarquons que si f, wun jet d'ordre k, wvérifiant Hr
pour r £ k, est déterminé pour la Cm—équivalence de contact dans

EP, alors il existe un entier £, £ > 1 tel que le jet d'ordre k(&)

de £ en O, fk(ﬂ)’ soit suffisant pour la Cq—équivalence de con-
tact dans Ei(q)’ pour tout gq, q 2 £. On peut ainsi envisager

un quatridme probléme : celui de la Cw—équivalence de contact dans

EP.

MAGNUS et BOCHNAK ont acquis des résultats sur les germes de
classe C%, du point de vue de 1'équivalence polaire et de la Cm—rigi—
dité respectivement.

Ainsi MAGNUS a montré que si Mr_1 cC Jf (resp. Mr—l C If)
le germe f de EP est r-déterminé pour la p-8quivalence (resp. la
p-équivalence stricte (cf. page 13). Quant a BOCHNAK, il a montré qu'une
condition nécessaire et suffisante pour que f de EP  soit Cw—rigide
(resp. Cw—déterminé) est qu'il existe un entier o tel que n* C Jp(f)

(resp. muC:f{](f)). Ceci nous améne d poser les problémes suivants

pour p > 1 :

. a
- L i : J 5 J M C1I -
a condition : m C p(f) (resp Mr_ICZ > ou M__ f) permet-elle
d'obtenir une Cw—équivalence de contact entre £ et l'un de ses jets ?

Dans 1l'affirmative, quelle est la longueur de ce jet ?

- Plus généralement, 3 quelle condition un germe f de EP  est-il déter-

00
miné pour la C -équivalence de contact ?



ANNEXE 1

RESULTATS SUR LES SECTIONS

E et F é&tant des espaces euclidiens réels, de dimension
n et p et u une application linéaire de E dans F les propo-
sitions suivantes sont équivalentes
1) u est surjective
2) u admet une section
* .
3) u.u est un automorphisme de F

* . .
4) u est injective.

S, 1'ensemble des applications linéaires surjectives de E
sur F est un ouvert de L(E,F). L'application 67 de S dans
L(F,E) définie par 0 (w) = u*.(u.u*)—] est de classe Cw, Grku)

est la section orthogonale de u. De toutes les sections de u,

G(u) est celle de norme minimale.

Remangue :

Une conséquence des propriétés de GT: qui nous sera utile
dans le théoréme 2, chapitre II est la suivante

Si une application u d'un ouvert U de E dans L(E,F)
de classe CU, Uz 0, est telle que pour tout x de §, ol
QC U, u(x) soit surjective,alors il existe un voisinage U' de @,

QC U'C U et une application G~ de U' dans L(F,E), de classe

c? telle que pour tout x de U', G0 (x) soit une section de u(x).
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1

En effet U' = u (8) est un voisinage ouvert de Q et

G=G.u répond aux conditions ci-dessus,

Lemme 1.-
Soit u de S et u de L(E,F) telle que I)u—uo" < —————i~—~*—3
2[]67(u0)l(

appartient 3 S et [|G(w)]|] s 2|((§Kuo)|L

§i on pose S = GV(uO), on a Hu.S0 - IFI} < %— donc
(u.SO) est un automorphisme de F, S = So.(u.So)—] est une section
de u.

-1
Heasp™ s T g = s < 2.
nz0

ploa |G| = [[s]] s 2{[s [].

Lemme 2.-

Pour tout u de S et pour tout n de N on a :

(PG @l <allG @™ o

An est la suite de réels déterminée par Ao =1, A1 = 2,
An = 2n An_1 + n(n—l)An_Z.

Soit ¥ 1'application de S dans End(F), de classe Cw,
définie par {(u) = (u.u*)—l.

oma: G(=u90@ ;3 GO =Pw.u ; ¢ = G H*.cw.
En particulier “u*.ﬂ(u)|| = |IGw || et || P@]] ¢ l'(;ku)lfz (1.
Pour tout U de L(E,F), on a : DY(u).U = —113(u).(U.ua‘e + u.U*).ﬁ(u).

I1 en résulte que :

g || < 216w |1 et ||u*.00w.0]] < 2]|Gw]|?][v]] ).
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De : DG (uw).U = (1E - G-'(u).u).Ux.lp(u) - G (u).U.6(u), on déduit que :

b6l < 2] |Sw]|” . (3)
(Pour (2) et (3) on utilise le fait que |]|u™.(GCu)™|| =1 et
g - G (u).ul| = 1 puisque ce sont des projecteurs).
On vérifie que pour Ul,...,Un éléments de L(E,F)
DM (U, ...,0) = - igl D). (w0 U) DT @)
RO U:.Uj).Dn—zﬂ(u)(ﬁ;ﬁj) (4)

ol (Ui) = (Ul UL s .,Un) et
Pas
(Uin) = (Ul,...,Ui_],Ui+l,...,Uj‘],Uj+1,...,Un)

Supposons par récurrence que pour n > 3 :
10" || s A 1] 6] ™

e® 0 ey @y, u DI s A TG @ [P o] ] o

n-1 n-—l‘ n-—l”‘

La relation a été démontrée pour n =1, n =2 : A = 1,

A =2 (voir (1) et (2)).

Grdce 4 la relation (4), on obtient les mémes inégalités

-

d 1'ordre n avec

A =2n A + n(n-1)A
n n- n

1 =27

Enfin : anr(u)(U],...,Un) =
i

0 o~13

* _n-—1 o * 1
1 U..D &(u)(ui> + u .D ﬂ(u)(ul,...,un) =

n - n - -
(1 - .. ] 10" @) - § Gw.u o 0w @) -

1=1 1=1

* —
) 6'(u).(UiUf + UiU.).Dn 2xﬂ(u)(U’.‘U.). D'od :
15i<j$n ] ] 1]
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"6 @] s @n A +n@Da D6 WI™ = a |67 w]| ™

Lemme 3.-

Soit u une application linéaire de E dans F, a un

réel, a > 0, tel que pour tout y de ZF = {y e F/[[y(l = 1}
on _ait : ’[u*yl! 2 a.

Alors u est surjective et ||G(w]]| = :
inf||u*y] |
yeZF

Pour tout vy de ZF

* * %* * * 2
llu.u yll = sup <z,u.u y> = sup <u z,u y> > Ilu yl[ >0 .

zeZF zeZF

. . . * .. .
u est surjective puisque (u.u ) est injective et par
suite est un automorphisme de F.
2
Nous allons montrer que l[ul‘ est la plus grande valeur

*
propre de (u .u)

][ullz = sup J(x) ol J(x) = <ux,ux> = <X,u*.ux>.
erE
J atteint son maximum en X de ZE. Donc 1l existe A
R (multiplicateur de Lagrange) tel que (u*.u)(xo) = A X A est
une valeur propre de (u*.u). Comme J(XO) = A, l[u![z est la plus

grande valeur propre de (u*.u).

De méme si on pose S = § (u), [lS]fz est la plus grande
valeur propre de s*.s = (u.u*)_l.

Toutes les valeurs propres de (u.u*) sont réelles et
strictement positives.

Si on les appelle Xl,...,kp, on a

de
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2 1
s = swp (D =
Igigp A, inf (A.)
! 1gisp
En raisonnant comme dans l1'étude du maximum de J sur ZE’ on montre
que
. * 2
inf ||u y‘l = Z (Ai)
yeZF I<igp
Remarque :
. * *
S1 Inf‘lu yi‘ = 0, alors (u.u) admet O pour valeur
yeZF

propre. Ce n'est pas un automorphisme de E. Donc u n'est pas

surjective. Et réciproquement.
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ANNEXE 11

1. Liens entne H , H', K, K'.
—_—— Y T r r

Pour tout f de EE, l s uygwo, r de R, r =1,

o de R, O < g £ >, on pose
W(E) = {x # 0/ [£Go ]| < al[x|]"} .

Rappelons que

f vérifie Kr s'il existe des réels w et e, w >0,

. . .. n
e >0 et un voisinage V de l'origine de R tels que pour tout
g g q p

x de VNW(f)
_ W

d[}grad fl)(x),...,(grad fp)(x{] > el|x1|r_].

n
I,...,zp de R, d(z],...,zp)

est la borne inférieure des distances de z, au sous-espace vectoriel

(Pour vecteurs z
p

engendré par {zj/j#i} pour 1 £ 1 < p).

On dira que f vérifie K; si elle vérifie Kr our

W= (alors VN w;(f) =V - {0}).

Les travaux sur les jets suffisants utilisent tous 1'hypothése
Kr introduite par T.C. KUO. ANTOINE [5] 1'a formulée sous la forme
Hr plus commode pour le contrdle de la section de Df(x) quand x

tend vers O.

f wvérifie Hr s'il existe des réels o et C, a > O,

C > 0 et un voisinage V de l'origine de R?  tels que pour tout

x de V N Wé(f), Df(x) admette une section S(x) avec

C

)| § =/
et e
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f wvérifie H' si elle vérifie H our o = ® ,
veritie M r BOur

Proposition 1.-

Soit f de EE, 1 gy

A

© et r un réel, r > 1.

f vérifie Kr (resp. K;) si et seulement si elle vérifie

T
Hr (resp. Hr)'

Demonsthation :

n . L.
R* étant muni de sa structure euclidienne usuelle,
. n
zl,...,zp étant p vecteurs de R, on pose

G(zl,...,zp) = det[%zi,zj%] ; on a G(zl,...,zp) > 0.

Le carré de la distance de z, au sous-espace vectoriel

engendré par {zj/j # i} est

G(zl,...,zp)

G(z],...,g.

1,...,zp)

G(zl,...,zp)

D'ou (d(zl,...,zp))2 = —

sup G(zl,...,zi,...,z )

: p
Igigp

Pour x dans Rn, on pose u = Df(x) et z, = (grad fl)(x).
[<Zi’zj>] .

* . .
(u.u’) admet p valeurs propres réelles, positives ou nulles

*
Alors wu.u

A N

REREET
a) Supposons que f vérifie Kr
. %
Si xeVnN Wé(f), G(zl,...,zp) >0, donc (u.u ) est un automor-
1

phisme de RP. Df(x) admet une section S(x) : S(x) = u*(u.u*)— .

D'aprés le lemme 3 de 1'annexe 2 : I[S(x)ll2 =  sup (XLD.
Igigp "1

. ~ PP * . .
En considérant le polynOme caractéristique de (u.u ) et 1'@quation

aux inverses on a :
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p ~
’X G(z],...,zi,...,zp)
1 1 1=1
'5\—"' o +T= (1
1 P G(Z]s ,ZP)
Ceci implique que ||S(x)|| <« —F | Donc f vérifie Hr

-1
el =] [F

b) Réciproquement, supposons que f vérifie (Hr)
* .
Si xeVn WZ(f), (u.u ) est un automorphisme de R’ dont

les valeurs propres vérifient (1).. D'ol

2(r-1)
[d(zl,---,zp):]Z? 1 5 1 S 1 N HXH

vl .

2

I ~r0

] 1 2
= P sup(3) pl|sx) || pC

i=1 "1 i

Ceci prouve que f vérifie Kr'

On démontre en méme temps que f vérifie K; si et seulement
si elle vérifie H;.

La proposition suivante est la généralisation d'un résultat

prouvé par KUIPER pour p =1 [Kﬂ.

Proposition Z.-

<

Soit f de Eﬁ et r un réel, 1 €1 g p € =.

Si f wvérifie Hr (resp. H;) alors pour tout entier Kk,

r <k €y, fk le jet d'ordre k de f en O vérifie Hr (resp. H;).

Réciproquement, s'il existe un entier k, u 2 k 2 r tel que fk véri-

fi . H' érifi . HY.
ie Hr (resp Hr) alors f wvérifie Hr (resp Hr)

Demonstration :

Supposons que f vérifie Hr (resp. H;).

Pour tout entier k, r < k g u, 1l existe un voisinage V

de 1'origine de R tel que pour tout x de V1



1 -1
£ - £, Gl <5 Hx[[" et ||pg0) - b, ] € 55 [1x]]”

Prenons o

1l
[\ 1Ee]

, C'=2Cc, VI=vn VI'

Pour tout x de V' N ws,(fk), Df (x) admet une section

S(x) telle que :

1
| IDf(x) - ka(x)|| § —
2] sG]

D'aprés le lemme 1 de 1'annexe 1, ka(x) admet une section

5,00 et |[s, (0] sﬁ?_-l—. £, vérifie H_ (resp. H!)
X

pour a', C', V',

f et fk jouant des rdles symétriques dans la démonstration,

la réciproque est immédiate.

Remanque 1.

Si f vérifie Hr (ou H;), on a nécessairement r > Sg-

Ceci est évident lorsque r est entier. S'il ne 1'est pas
supposons r < s.. On notera s = Sg- Alors fS vérifie Hr (ou H;)

il existe o, C, 0<a g®, C >0 et un voisinage V de O tel

que pour tout x de VN W;(fs), Dfs(x) admette une section S(x)

avec ||s(x)]|] <

1

soient a = — |[D°6(O)|], e= (3T et v, =vN B _(0,e).
s! a 1 lPn

Pour tout x de V1 - {0}, Dfs(x) admet une section S(x).

Il existe une constante C', C' > 0, telle que pour tout x de V1

1pg G ] < et ]x]]°7.

1 C
Pour tout x de V, - {0} : ——r0u— < ||S(x)|l { —————
1 -1 -1
c'| x| [® x|

c'est-a-dire l‘xllr_s gcc'.
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Ceci conduit & une absurdité& quand x tend vers O.

La proposition 3 met en évidence une équivalence implicite

dans toutes les études ou p = 1.

Proposition 3.-

Soit f de Eu et r un réel, 1 g1 5 =,

f vérifie Hr (resp. Kr) si et seulement si elle vérifie

1 ]
Hr (resp. Kr)'

Déemonstrhation :

Si f wvérifie H;, elle vérifie Hr'
Réciproquement si f vérifie Hr’ pour tout entier Kk,
r <k gy, fk le jet d'ordre k de f en O vérifie Hr'
On utilise alors le lemme suivant di & BOCHNACK et LOJASIEWICZ

Si g, analytique dans un voisinage de O est telle que g(0) =0

et si 0 <8 <1
]| ||(grad g) (x)]|]| = o |lg(x)|| dans un voisinage de O.

En appliquant ce lemme 3 g = fk on prouve que dans un voi-

sinage de O

|| (grad fk)(x)|l > e]lx[[r—], ol € est une constante, e > O.

I1. Quelques définitions Bquivalentes d'un {déal elliptique.

Un idéal T de E elliptique s'il remplit 1'une des deux

conditions équivalentes

(1) 1 est de type fini et contient 1'idéal des fonctions infiniment

+ oo
oo

plates m ofi o m = M m (m @étant 1'idéal maximal de E).
k=1

(2) I est de type fini et contient un germe en O d'application g,

telle qu'il existe € ; B, e > 0, B > 0, wun voisinage V

[7].



A2 - 6

de 1'origine de R"  tels que

elIx}|B pour tout x de V.

REICORY

W

Lorsque I est elliptique, g est la somme des carrés des
germes d'applications qui engendrent 1'idéal. On dira que g est une

fonction elliptique.

I11. Lien avec les nésultats de TOUGERON [17].

La proposition 4 permet d'éclairer le lien entre les résultats
de TOUGERON [li] et les ndtres (principalement dans le cas homogéne,
voir chap. II) ainsi que le choix des hypothéses de MAGNUS [}5] pour
obtenir des jets suffisants pour 1'équivalence polaire.

Pour f de EP tel que f£(0) = 0, on note Hp(f) 1'idéal
de [ engendré par les mineurs d'ordre p de la matrice jacobienne

de f et Jp(f) = (f) + Hp(f).

Proposition 4. -
Soient f et § de EP  tels que £(0) =0 et (Y)C Jp(f)

(resp. () C Hp(f)). I1 existe g germe a4 1'origine d'application c

de R" dans R" et L pgerme 3 l'origine d'application ¢ de R"

dans End(Rp)) tels que :
P(x) = Df(x).g(x) + L(x).f(x) (resp. Y(x) = Df(x).g(x)).

Lemme : Quel que soit & de Hp(f), il existe S, germe en
0 d'application ¢” de R" dans L(p,n) tel que 6(x)1p = Df(x).S(x).

(ceci traduit que Hp(f)(: Ann Coker Df - voir Tougeron []i} p. 208).

Ceci est évident si n < p car alors HD(f) = {0}. On prend
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Pour n 2 p, il suffit de démontrer le lemme pour tout & géaérateur
de H (f).

D
CD(E, .. Hf )

Par exemple soit §(x) = det( D (x)) = det M(x.
D(x],...,xp)

Il existe S1 germe en O d'application ¢’ de R" dans

End (p) tel que :
M(x) SI(X) = G(X)lp, Si(x) étant la matrice des cofacteurs

de M(x). Il suffit de prendre S(x).y = (S](x).y,O,...,O) pour

que 6(x).1p = Df(x).5(x).

Demonstration de La proposition 4

Puisque () C Jp(f), pour tout i, 1 g1 €& p et tout j,

1 £ ¢p, 1l existe ui de € et di de Hp(f) tel que

V. (x) = E

.

b a{(g>fj<x> + 6.

Soit L 1le germe en O d'application de R" dans End(p)

de matrice (ag)
P
P(x) = L(x).£(x) + ) 6, (x) e,

i=1
..se étant la base canonique de F).

<Si(x)ei = Df(x).si(x).ei pour 1 1 g p, ol Si est un

o«

germe en O d'application C de R® dans L(p,n).

On prendra alors g(x) = E Si(x).ei.
i=1
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1V. Les jets homoglnes.

Nous allons maintenant donner quelques caractérisations des

jets homogénes de degré s, v-suffisants dans Ez. Nous retiendrons

la caractérisation 3 qui est la plus commode dans les calculs.

Proposition 5.-

Soit f un jet homogéne de R" dans RP de degré s.

Les propositions suivantes sont &quivalentes

(D
(2)
(3)

(4)

(5)
(6)

petit, Df(Ax) admet une section puisque f(ix)

f est wv-suffisant dans Ez ;

f wvérifie HS ;

Pour tout x, x # 0 tel que f(x) =0, Df(x) est surjective.

< . n . AP .
C'est~3-dire que l'origine de R est une singularité isolée

de f dans £ '{0} ;

Il existe une constante B, B > 0, telle que pour tout x de

la sphére unité Zn de R" et tout y de la sphére unité Zp

de Rp

e || + || e y|] = 8

Jp(f) est elliptique ;

n
Pour toute réalisation f dans f dans Eg, 1l'origine est ung

N ne
singularité isolée de f dans f ! {0}

L'équivalence de (1), (2), (6) a &té démontrée par T.C. KUO [12]

Montrons que (2) => (3).

S'il existe x, x # O tel que f(x)

0. Donc

DE(x) = L Df(Xx) est surjectif,

As—]

0, pour A > O, assez
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Montrons que (3) => (4).

Si (4) n'est pas vérifié, 11 existe une suite (xq) de ¥
n

et y de Zp telles que pour tout q de N*
||f(Xq)|[ + H(Df(Xq))*yq]] <al’.

Zn et Zp étant des compacts, on peut extraire des sous-suites (xq )
k

et (y ) convergeant respectivement vers x de Zn. et y de zp
.. . *
A la limite, on obtient ||f(x)|]| + ||(DEf(x)"y|| = 0.

Donc f(x) = 0 et Df(x) est surjectif alors que (Df(x))*

n'est pas injectif (puisqu'il existe y de . tel que (Df(x))*y = 0).

P

D'ol la contradiction (Annexe 1).

Montrons que (4) => (2).

Soient o = g— et x de wZ(f). Pour tout y de I on a
P

I oe(—ZN"y]] 2 a
x| |

D'aprés le lemme 3 de 1'annexe 1 : Df( |X| ) admet une
x| |
section ainsi que Df(x). S(x) é&tant la section orthogonale de
Df(x), on a
IEEE e —
inf || (DEG)) y||  of[x]]

EL
YeLy

Montrons que (1) => (5).

Si f est v-suffisant dans Eg, il 1'est aussi dans EP.

Donc Jp(f) est elliptique Dﬂ‘
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Montrons que (5) => (2).

Jp(f) étant elliptique, il existe € et B8, B > 0, e >0

tels que dans un voisinage de O

seeesf )
g f?(x) + z ! P )| = el]xllB (IT. Annexe II).
i=1 * Igi <o.o.<i gn |D(X. 5...,X.

Si f(x) = O avec x # 0 alors Df(x) est de rang p, donc surjective.
f wvérifie HS.
De méme, on peut caractériser les jets homogénes de degré s,

c®-suffisant dans EE

Proposition 6.-

Soit f wun jet de R"  dans Rp, homogéne de degré s.

Les propositions suivantes sont équivalentes

(1) f est c%-suffisant dans EE.

(2) £ wveéerifie Hé.

(3) Pour tout x, x # 0 Df(x) est surjective. C'est-da-dire que

. n . P P
l'origine de R est une singularité isolée de f.

(4) 1il existe une constante B, B > 0, telle que pour tout x de 7
— n

et tout y de Zp : Il(Df(X))*Yll > B.

(5) Hp(f) est elliptique.

n
(6) Pour toute réalisation f de f dans Ez, 1'origine de R"  est

By
une singularité isolée de £,

L'équivalence des propriétés (2), (3), (4) se démontrent
comme dans la proposition 5.

L'implication (2) => (1) résulte du théoréme l-bis (chapitre I).

(1) => (5) puisque f C°-suffisant dans Ez, 1'est aussi dans EF.

Par suite Hp(f) est elliptique Dﬂ.
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(5) => (2) se démontre comme dans la proposition 5.

"
(2) => (6) puisque toute réalisation f de £ ‘dans Ez vérifie H;.

v

(6) => (3) il suffit de prendre f = f.

V. Liens entre Les hypothzses H_, H et £es hypothZses de MAGNUS [15].

La proposition suivante établit le lien entre les hypothéses
H , H; et celles prises par MAGNUS [}i] pour obtenir un jet suffisant

pour 1l'équivalence polaire.

Rappelons que Ep est 1'ensemble des germes en {0} X Zn d'applications
définies sur R.XZn, i valeurs dans Rp, de classe Cw, Zn étant la sphére

. *
unité de R". Mr’ r € N, est le sous-ensemble de Ep des germes ayant leurs

(r-1) premiéres dérivées par rapport d la premiére variable nulles

(resp. 1_) est le sous—ensemble des germes

sur {0} x I, J £

f
de E_ tels qu'il existe g germe en {0} x Zn d'application de

R x Zn dans Rn, de classe C et L germe d'application en

{0} x Zn de R x Zn a valeurs dans End(RP) (resp. L = 0) tels

que

J(t,2) = DE(eA)g(t,A) + L(t,A)f(thr).

Proposition 7.-
*

Soient f de EP et r de N .

. - . ,
a) Si Mr_]CZ Jf (resp. Mr-l‘” If), alors f vérifie Hr (resp. Hr)'

b) Si f est un polynOme homogéne de degré r, r > 1 de R" dans R

. e .
et s1i f vérifie Hr (resp. Hr)’ alors Mr<: Jf (resp. Mr—l(: If).

Remarquons que ¢ de Ep appartient & Mk si et seulement
si 11 existe 01 de Ep tel que pour tout (t,A) de R x Zn

D(E) = £ (e,

(on applique la formule de Taylor avec reste intégral).
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Démonstration de a).

. p
Soit f de E° tel que M_,C Jf.

On choisit une base e

1,...,ep de RP et on considére les

-1 .
applications de Mr—l telles que : (t,A) + - e, pour 1 €1 < p.

Pour tout entier i, | £ i g p, 1l existe g; germe en
{o} x L d'application €~ de R x L dans R" et L, germe en
{o} x z d'application c’ de R x Zn dans End(RP) tels que pour tout

(t,A) de R x Zn :

et tr_l = Df(t A)gi(t,k) + Li(t,x)f(tx).
Soit € >0 ; C = sup I|gi(t,A)l[ ; M= sup ,|Li(t,x)||
Igigp Igigp
[t]<e ltlse
A€l el
n n
Soit V =8B n(0,(—:) et o un réel tel que pa Me < %—.
R
T X
Pour tout x de VI W (f) on pose t = Hx|| et A= .
=l
Li(t,x)f(tx) -1
Si €. =e. - s ona ¢t e, = DE(tA)h. (t,X).
1 1 tr--l 1 1

Df(x) est de rang p donc surjective car {el,...,ep} est une base de
RP.
En effet, la matrice des composantes des {ei} par rapport

a la base {ei} est I -~ P(t,A) ol I est la matrice unité de Rp,
Li(t,x)f(tx)
P(t,A) 1la matrice dont les vecteurs colonnes sont 1 £1 ¢ p.

tr—l

I - P(t,)A) est inversible car la norme de 1'endomorphisme associé& i

P(t,)x) wvérifie :



BN

||P(t,k)|| < pMat s pMae < %—.' (Rn est muni de sa structure euc .idienne).

En prenant pour nouvelle base de RP : {ei, 1 g1 ¢ pl,

1'application linéaire S(x) de RP dans R" définie par :

8i(|‘xl|’ ”‘21——)

P | 1=/ .. _ ¢
S(x).y = ) y; oi y-= X Yi€s
i=1 ‘|Xl|r_1 i=1
est une section de Df(x) et |]Sx)|] g ]]Eﬁﬁ%;?r .
X

De méme, s1 Mr~1 CIIf,

Démenstration de b).

f wvérifie H; (i1 suffit de prendre

R. MAGNUS [ji] a prouvé que si f est un polyndme homogéne

de degré r et si Df(x) est surjective pour tout x, x # O,
c'est-d-dire si f vérifie H', alors M cCI,.
r r-1 f
Soit f un polynOme homogéne de degré r vérifiant Hr

soit @ de M.

I1 existe ﬂl de Ep tel que Y(t,)) = t" ﬂl(t,k).

Soit AO un vecteur de la sphére unité Zn de E.

Si f(xo) # 0, il existe un voisinage V(AO) de A tel

[¢]

que f(}) # 0 pour tout A de V(AO).

]
O

Pour (t,A) € R x (V(XO) N Zn), on pose

LA (£,2)

gxo et LAO sont C sur R x (V(AO) ns.

et

<f(A),.>
o IHOUE

Si f(AO) = 0 alors Df(xo) est surjective (proposition 5,

annexe II). Il existe un voisinage V(Ao) de AO tel que DEf(})

soit

@l(t,x).
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surjective pour tout A de V(AO) (lemme 1, Annexe I).

8, (£,2) = 67 (& ¥, (t,1)

[0}

L)‘ (t,2)
o]

Pour (t,A) € R X (V(Xo)ﬂ Zn), on pose

0

gy et LA sont C. sur R X (V(Ao)(W Zn) (G"(u) étant la section
o o

orthogonale de wu).

W V(XO) est un recouvrement ouvert du compact Zn' I1
A €L
(o]

m
existe m vecteurs A],...,A de Zn tels que 0 = J V(Ai):D Zn.
i=1

il

On pose g, =8 LAL Li’ V(Ai) = Vi pour 1| £ i < m.

I1 existe m applications ei de R" dans B),E], de

classe €~ telles que

. n .
supp(Gi)(: Vi’ izl Gi(k) <1 si A ﬁ R, ig ei(x) =1 si A€zl

(partition de 1'unité sur Zn).

Pour (t,Ax) de IR x Zn les applications g et L définies

par
m

g(t,A) = 121 8. (Mg, (£,1)
m

L(t,0) = ) 6, ()L (t,2)

i=1

sont de classe C  sur R x Zn et pour tout (t,)) de R x Zn on a :
DE(A) .g(t,A) + tL{(t,A)f(Q) =t q)](t,x).

Donc Y appartient 4 J

£

Remarque : Si f est un polyndme homogéne de degré r : f

vérifie H; si et seulement si Mr—] CZIf.
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Par contre, si f wvérifie Hr et non H; , Mr est inclus

dans Jf tandis que M_, ne 1'est pas.

En effet, sinon tout ¢ de Mr—l s'écrivant

P(t,\) = tr—] ﬁl(t,k) on aurait :
¢l(t,x) = DE(M)g(t,A) + tL(t,\)f(})
et pour t =0 : qJ](o,x) = DE(X) g(0,A).
¥(0,)) pouvant &tre choisi arbitrairement, Df()) serait

surjective pour tout A, X # 0. f vérifierait alors H;.

VI. Theoneme du point §ixe dépendant d'un parameitre.

Proposition §.-

Soient X et Y des espaces de Banach; E un boule fermée

de X, © un ouvert de Y et f une application de E x Q@ dans E,

de classe Cu, p 2 0, telle que pour tout A de @, 1l'application

£y de E dans E définie par : fx(x) = f(x,)A) soit lipschitzienne

de rapport k < I.

Alors 1'application & de @ dans E qui & X associe

le point fixe de l'application contractante fk est de classe CV et

DOy = L1 - D,EE), 0] o DECEM) M.

a) Continuité de «t.

Pour tout (A,u) de @7 : Heo-ea || = [EEO),D-fEW,w ]| <

[ECEDD),A) = £EM,W]] + [EEM),0) - £EW W ]| soit
et - e ] s 7 [1EEM ) - £E0,w]].

La continuité de f en (£(A),A) entralne celle de £ en
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De plus, si f est localement lipschitzienne de rapport k0 en
(g(xo),xo), £ est localement lipschitzienne en Ao puisque :

O

1-k
o

ey - e ] <

dans un voisinage de Ao

. . . 1
(En particulier, si f est de classe C , f est loca-

lement lipschitzienne).

b) £ est difgerentiable de classe c", s oz 1.

1
Comme fA est contractante de rapport k et de classe C,

on a pour tout (x,X) de E x Q :
[ID £, || 5 k (N

Comme k < 1, 1'application linéaire (lE ~ le(x,x))
est un isomorphisme de E.
Soit u 1'application continue de © dans L(Y,X) définie
par :

u(r) = [}E - D1f<a(x>,x{]'1 0 D,E(E(A),2)
d'od u(A) = D E(EM),A).u(d) + DyE(E(N),1) (2).

Si 1'on pose &(X) = x, h = &g(A+pu) - (1), 1la différentiabilité
de f en (&(A),)) s'exprime par le fait que pour tout e > 0, il

existe n > 0 tel que pour ||h|] < n et ||u|] <n on ait
|| £ (x+h, 2 +u) - £(x,A) - le(x,k).h - sz(x,k).ul| < e sup(||n]],]lulD)
en utilisant (1), (2) et les valeurs de x et de h on obtient

HeOw) =€) = w@) .|| g e sup([eG+m) = 2], ][] +
k| ey = ) = u).ul].
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£ est localement lipschitzienne en A puisque £ est de
classe Cl. Soit k' 2 1 une constante de Lipschitz pour § au

voisinage de A. Il existe n' > 0 tel que pour tout u tel

|lu|] < inf(n', 5
k'

e+ - 580 = u(W).ul]| = kTl
1-k

Donc & est différentiable en tout point de { et

DEA) = [}E - D]f<a<x),xi]"' o D,E(EM),N)

Si f est de classe Cu, on déduit par récurrence de la

formule précédente que £ est également de classe ct.

VIT. Application differentiable et procédé de Liapounov-Schmitf.

Soit E et F deux espaces de Banach, a un élément de E,
f un germe en a d'application de E dans F, de classe CU,
2 < ugew, f(a) =0 tel que Im Df(a) et Ker Df(a) soient
des facteurs directs de F et de E.
(Rappelons que deux germes en O, f et ; d'application
de classe C" sont U @équivalents s'il existe deux germes en O
"

de diffeéomorphisme h et k, de classe Cu, tels que f o h = k o f).

On sait (procédé de Liapounov-Schmitt) que f est

N
8quivalent 3 un germe en (0,0), f, d'application de X x Y dans X % Z,

E £ > F
h k
"
X xY £ X xZ
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de classe €Y, tel que dans un voisinage de (0,0)
av}
f(x,y) = (x,8(x,¥))
oi g est de classe c” et vérifie
g(0,0) = 0 et Dg(0,0) = 0.

Alors h transforme localement W (W = f—l(O)) en {0} x W'

(W' = {y|g(0,y) = 0}).

Ce résultat peut se montrer de la maniére suivante

(cf. ANTOINE [2])
Soit P une projection de F sur Im Df(a)
Q une projection de E sur Ker Df(a)

¥ l'application canonique de F sur Coker Df(a)

Fh 2

Im Df(a) x Ker Df(a) -> Im Df(a) x Coker Df(a)

h est le germe en a d'application de E dans Im Df(a)x Ker Df(a)
défini par h(x) = (P o f(x),Q(x-a)) on a h(a) = (0,0).

h est un germe en a de difféomorphisme de classe cH.

k est le germe en O d'application de F dans

Im Df(a) x Coker Df(a) : défini par k(y) = (P(y),x(y)), on a : k(0) = (0,0).

k est un germe en O de difféomorphisme de classe cM (et

(o]
méme de classe C ).

I1 existe V voisinage de a dans E, V1 voisinage de O

dans Im Df(a) et V2 voisinage de O dans Ker Df(a) tel que
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h(V) = V, x V.

v -
On pose alors f =k o foh ]

av]

f est un germe en (0,0) d'application définie sur Vl x V2
3 valeurs dans Im Df(a) x Coker Df(a), de classe Cu, tel que
av]
f(x,y) = (x,g(x,y)) ol g est de classe c”  sur Vl X V2 et est i

valeurs dans Coker Df(a).

Ona goh=1yxo£f.

Si f est une submersion en a, alors pour tout (X,y) de

"
V] x V2 on a f(x,y) = (x,0). De plus

a) h(VNw = {0} x V2
Ainsi si E et F sont de dimension finie n et p,
f_1(0) NV est une sous-variété différentielle de E, de dimension

(n-p) dont h est une carte.

b) il existe ¥ germe en O d'application de Im Df(a)
dans E, de classe c tel que

Y(0) = a

f o ¥(x) = x pour tout x de V]
(#(x) = b (x,0)).
¢) plus généralement, c'est—3d—-dire f n'étant pas nécessai-

rement une submersion en a, on peut poser pour tout y de VZ

-1

h " (0,y) =y + @)

¥ est un germe en O d'application de Ker Df(a) dans
(]E—Q)E, de classe Cu, vérifiant pour tout y de V

2

Po f(y + #i(y)) =0 (car Po f(h-](O,y)) = 0)

alors (0) = 0 et D{(0) = 0.
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Si f est une submersion en a, on retrouve le théoréme des

fonctions implicites car alors P = lE.

Définition et propriétés de La gonction u.-

On pose pour tout y de V2 : u(y) = g(0,y).

x 0 £ (0,5)) = x o £(y + 9(3))

On a : u(y)

et u(0) 0.

u est un germe en O d'application de Ker Df(a) dans

Coker Df(a) de classe ct.
On vérifie facilement que

d) h(V NwW) = {0} x (V, NW')

donc h transforme localement W en {0} x W',

e) De plus, u est tel que

Du(0) = 0
et DZu(0) = A%f(a)
ot Azf(a) =x o0 sz(a) o 12

1 est l'injection canonique de Ker Df(a) dans E.

2 e . . ..
A"f(a) est la différentielle intrinséque seconde de f en a.

f) Jets de u. On se raméne 3 a = 0.
Pour £e€ N, 1 <& <y, on note up et fﬂ les jets en O

d'ordre £ de u et de f.

On a up = 0
u, =x o0 f2 o 1
- les projecteurs P et Q &tant fixés, pour tout £, 1 <&

up ne dépend que de fﬂ'
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En effet, (0,(u(0,y)) = ?(O,y) =%k o f(h—l(O,y)) et on

identifie les développements limités d'ordre Z£.

Plus précisément, on peut déduire up de fﬂ de la facon
suivante

Pour tout y de V., , on a

2
u(y) = x o £(y + ¥(y))
(1) 0 =Po f(y + J(y))
Donc 0 = Po sz(O) + Df(0) o Dzﬁ(O)

Or Df(0) est un isomorphisme de (IE—Q)E sur Im Df(0)
et DZW(O) est défini sur (Ker Df(O))2 et est 3 valeurs dans
(IE—Q)E, il s'en suit que D20(0) est complétement déterminé par
1'équation (1).

Plus généralement pour 3 £ 1 £ u, Diw(O) est entiérement
déterminé par les dérivées de f en O d'ordre inférieur ou égal a

i, ceci se montre par récurrence : on dérive i fois (1)

i a %y, 2. %2 i-1 %i-1
0 =Df(0) o D'P(0) + Po )} C DYE(0) (15) (DY) “...(D 9(0))
0,0 %0
m
i-1 i-1
avec o = z a et i-= z mo et par un raisonnement identique
m=1 m=1

au précédent, on en déduit Dlﬁ(O) en fonction des DJW(O) et Daf(O)

avec 1 g j g i-l, | € a g i.

Remarque : A deux couples (PI’QI)’ (P2,Q2) de projecteurs

correspond u, et u, i équivalents.

- Pour 3 < £ 5 u, on ne peut pas en général choisir P et Q

de facon que up = X0 ﬁe o 1.

Par exemple

4,() = X 0 £5(3) *+ X 0 D'E(0) (y,0°0(0) (y,7))
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(1) DZQ(O) est identiquement nul si 1'image de la restriction

-

2 .
de sz(O) a (Ker Df(0)) est contenue dans un supplémentaire de
Im Df(0) (voir (1)). On prend alors la projection P associée 3 ce

supplémentaire.

(ii) On a encore u, = x o f, o 1 si l'image de la restriction

3 3

de sz(O) a Ker Df(0) x E (ou E est un supplémentaire de

2 2

Ker Df(0)) est contenue dans Im Df(0). On prend alors Q tel que
E, = (1,-QE.

Mais en général ug #x o £y 0 1.

Soit E et F deux espaces de Banach, f un germe en O

d'application de E dans F de classe Cu, 2 gug>, f(O)=0

tel que Im Df(0) et Ker Df(0) soient des facteurs directs de F

et de E.

Si 1 <r gu, f vérifie (Hr) si1 et seulement si u

vérifie (H ) .
r .
On va d'abord montrer que f vérifie (Hr) si et seulement si
V) av}
f wvérifie (Hr) (lemme 1) et ensuite que f vérifie (Hr) 51

et seulement si u vérifie (Hr) (lemme 2).

"
Lemme 1.- Soit f et f deux germes en O de classe Cu,

U €équivalents avec 2 < u g o, Pour 1 < r g o, f wvérifie (Hr)

N
si et seulement si f vérifie (Hr).

v
I1 suffit de montrer que si f vérifie (Hr) alors f

"
vérifie (Hr). On suppose que f et f sont définis ainsi que
les germes en O de difféomorphisme h et k suivant le diagramme

ci-aprés



n
f
N
£(0) =0, f(0) =0, h(0) =0, k(0) =0 et f =k o f o h.

Par hypothése, il existe V ~voisinage de 1'origine de E,

. .. . r
des constantes strictement positives a et C tels que si x e V r)wq(f),

C

-1 °
IELNN

Df(x) admet une section S(x) avec ||S(x)|] <

2V}
On doit montrer qu'il existe V voisinage de 1'origine de

n n v
E, des constantes strictement positives a et C tels que si
Y T N . " v C
ve UN Wm(f), Df(y) admet une section S(y) avec ||S(y)|| s-—————;:T
¢ [Iy]]

a) Quitte & restreindre V, on suppose que f est défini
sur V, f est défini sur h(V), h est un difféomorphisme défini
sur V et k est un difféomorphisme défini sur un ouvert contenant

£(V).
_1 -
h et k sont de classe C1 et h(0) =0, k ](O) =0,
il existe donc deux constantes strictement positives H et K et
v

v
deux voisinages U et Q de 1'origine respective de E et F

tels que pour tout y de U omn ait

Iyl < Bl o |

et pour tout 2z de Q, on ait

@) | < bzl

On pose U' =UNKW) N fwl(Q).

‘ r v N T
Pour y de U' NW(f), ona ||[fWM]|| < a|ly||” et donc
o
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g™ onl] £ ¢ k| |n ] |"

Y
On prend donc a tel que a = o KHT.

oV -
b) Alors pour tout y de U'N Wé(f), x = h 1(y) appartient
a v f)w;(f) et Df(x) admet une section S(x), comme
ny - n
Df(y) = Dk(f(x)) o Df(x) o Dh 1(y), Df(y) admet aussi une section
n —I V]
S(y) = Dh(x) o S(x) o Dk (f(y)).

. 2 . .
h et k étant de classe C , il existe deux constantes
strictement positives H' et K' et deux voisinages U" et Q' de
v n
l'origine respective de E et F tels que pour tout y de U" on

ait :

IO ONIERS

et pour tout z de Q' on ait

ok () || < K
On pose U"'= U'NU" N g_](Q')
alors si y e U" N W£(¥)
o
r—-1
1S || ¢ I C
vl

V] r_l av}
On a donc C = H' K' H C et V =Uum

Lemme 2.- Soit f un germe en (0,0) d'application de X x Y

dans X x Z de classe Cu, £(0,0) = (0,0) telle que f(x,y) = (x,g(x,vy))

ot g vérifie g(0,0) =0 et Dg(0,0) = 0.

Soit u le germe en O de Y dans Z, de classe C“,

défini par u(y) = g(0,y).

Alors f vérifie (Hr) si et seulement si u vérifie (Hr)

(I <rsgw.
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Démonstrhation : On suppose d'abord que f vérifie (Hr)

alors il existe un voisinage de (0,0) de X x Y de la forme VI

des constantes strictement positives a et C tels que si

(x,y) € (V1 x V2) N w;(f), Df(x,y) admet une section S{(x,y) avec
C

IR P —
| oy ||

Soit y de V2 tel que ||u(y)|| < al|y||r alors.

0,9) € (V, x V)N Wz(f) et Df(0,y) admet une section $(0,y).

Or Df(0,y)(a,b) = (a, D]g(O,y)a + ng(O,y)b)

et donc si y € VZ’ ad tout z de Z on peut associer B de Y tel

que (0,8) = 5(0,y)(0,z).

X

v

2’

On pose S(y) 1l'application de Z dans Y qui a z associe

la projection canonique sur Y de S(0,y).(0,z). S8(y) est une section

de Du(y) = D,g(0,y) et

[1sty) ] = sup [||S(y).2]| £  Sup l15(0,y) (x,2) ||
Hz]]=1 || (x,2)|]=1
C

et donc ||S(y)[| g

sl 70

Réciproque : On suppose qu'il existe V2 voisinage de

l'origine de Y, des constantes positives a, et C tels que

2 2

sl vy e V2 N WZ (u) alors Du(y) admet une section S(y) avec

2
€y

s ]| § —— .
[yl

On prend dans X x Y et X x Z les normes suivantes

TG ] = sud] =1L 1yI D, Heu2) ] = sud =], 1zl

a) Soit o un réel strictement positif quelc?nque et V1

la boule ouverte de X de centre O de rayon (&)r—l

En restreignant, si besoin est, V] et V2 pour que f
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soit défini sur V] x V2, on a pour tout (x,y) de (U1 X VZ) N W;(f)

sup([[x[,[ &G, [ 1) s o sup(|[x] [, |]y]D*

Comme on ne peut pas avoir |[x]|] < a[|xf|r il s'en suit que
[T ] = suwd %] [L1ylD = [ly]]
x| < ol yl1F ee [leGon ] <ol ly]]7 .

. 1 . . .
g étant de classe C , 1l existe une constante strictement

positive L et V; x Vé voisinage de (0,0) de X x Y tel que pour

tout (x,y) de V; x Vé on ait :

[leGx,y) - 8O, |] < LI |x[] (L = Sup  [[D,8Cx, [
(x,y) € VIXVé

On restreint V; et Vé de fagon que V{C: V1 et Vé CIVZ.

Comme g(0,y) = g(0,y) - g(x,y) + g(x,y) pour tout (x,y)

de (V; x Vé) N W;(f) on a :
e, ] < Llx|] + of[y[]F < a+n)]]y||" .

On choisit o tel que o(l+L) = Qe

b) a étant ainsi fixé, si (x,y) € (V; x Vé) N wi(f) alors

vy e VZ N W; (u) et donc Du(y) admet une section S(y) telle que

2

¢,

S(y) § ——
RIS

| B} 2 :
Or Du(y) = ng(O,y). g étant de classe C, il existe
une constante strictement positive L' et VY x Vg voisinage de
l'origine de X x Y +tels que pour tout (x,y) de VY x Vg on

ait |[D,g(x,y) - D,g(0,9|] s L'[[x|].
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Prenons V'l' X V'?z tel que V'l' C V;, V'z' C Vé et pour tout

y de VE , |yl < 1 , alors pour tout (x,y) de

1
2aC2L

(VT x US) r\W;(f) ona ||x]| < u||y‘lr et donc

r—1
D,g(0, M ] < Lyl

2C2

l Ing(X’Y) =

Or le lemme ! de 1'annexe I reste vrai pour des espaces de

Banach. Comme on a pour tout (x,y) de (VY X VE) N Wé(f) :

||D28(X,Y) - ng(O,y)ll S 1 , 1l s'en suit que ng(x,y)

2}[s(ym ||

admet une section S(x,y) telle que

2C2
||S(X,Y)l| N IP— et donc
Hyll
2C
2
[sGun ] s —
x|
puisque pour tout (x,y) de V] X V2 n Wé(f) on a I|y|| = ||(x,y)[|.

v}
c) Montrons que Df(x,y) admet une section S(x,y) pour

tout (x,y) de (VY X VE) N W;(f)-

Df(x,y)(a,b') = (a,Dlg(x,y)a + ng(x,y)b') = (a,b)

et donc g(x,y)(a,b) = (a,S(x,y)(b - D]g(x,y)a)).
2¢,([|p]] + L]]alD

or sup(||al[|,|Is(x,y) (b - D a(x,y)a)[]) ¢ sup(]]al], I &
(x,y)
2c,(||pf] + L|alD 2¢, (1 + L)
||a]|, 777 ) = o d condition de
RECNN RECRN

et Sup (
|| (a,b)]|=1
prendre VY x Vg dans la boule ouverte de X X Y de centre (0,0)
1 2¢,(1 + L)

— n,
de rayon (2C2L)r 1 . On obtient alors que ||S(x,y)|| < 7o
| (=, 9
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VITI. Le Lemme de THOM.

Proposition 10 [3].-

Soient U et V des ouverts de R® et de RP et une appli-

. o T .
cation G, de classe C, de U xV dans R . Si ¢ est une valeur

réguliére de G (c'est-a-dire il n'y a pas de point singulier de G

dans G—l{c}). Alors pour presque tout y de V, c¢ est une valeur

réguliére de Gy : x> G(x,y).

Soit p 1la projection de R™ x RP sur RP et p la

restriction de p & G_l{c}. On applique 3 p le théoréme de SARD.

Theoneme de Sard. -

L'ensemble des valeurs non réguliéres d'une application de
[ee]
classe C et de mesure nulle.

Pour presque tout y de V, y est valeur réguliére de p.

Considérons une valeur réguliére y de p. Nous allons montrer que

pour tout x tel que Gy(x) c alors DGy(X) est surjective.

Si Gy(x) = ¢ alors E(X,y) = y.

DG(x,y) étant surjective, pour tout Z de Rr, il existe (X,Y) de
R™ x RP  tel que :

Z = DG(X’Y) (X,Y) = D]G(X9Y)X + DZG(XsY)Y'

y @&tant valeur réguliére de p, 1l'application lindaire
tangente 4 p est surjective de Ker DG(x,y), espace tangent en (X,y)

a G—l{c}, sur RP et il existe (X',Y) tel que DG(x,y)(X',Y) = O.

D'ol Z = DIG(x,y)(X—X') = DGy(x)(X—X').
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Notations et abréviations

Ann Coker Df : annulateur du conoyau de Df.
Aut (Rp) : groupe des automorphismes de RP.

Coker Df(0) : conoyau de Df(0).

Lo

E : anneau des germes en O d'applications de R" dans R, de classe C

Eu : " " " " , de classe C".
EP : module sur E des germes en O d'applications de R"” dans RP, de classe

Eﬁ : " EU " " , de classe

End(Rp) ou End(p) : espace vectoriel des endomorphismes de RP.,

E : cf. p. 13.

p

ﬁR faisceau de quadriques dans 1'espace projectif réel.

FC " " " " complexe.
£ le jet d'ordre k de f en O ou un jet d'ordre k.

(f) : idéal de E engendré par les composantes de f, f ¢ EP.
(f)u : ideal de Ep engendré par les composantes de f, f € EE.
Hp(f) : idéal de E engendré par les mineurs d'ordre p de la matrice jaco-

bienne de f, f e EF.

: . p. 8.
Hr cf. p
1 .
Hr cf. p. 8.
H £ 18
. ¢ ctope .
B £ 18
. ¢ cf.op .
If : cf. p. 14
Im ¢] image de ¢1.
Jf : cf. p. 14,

= ~ P
Jp(f) (f) + Hp(f) ot ;f e b
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K : K= f;]{O} oi f, est un jet d'ordre 2 vérifiant Hy.

2

Kr :cf. p.o 7.

o . p. 8.
Kr tcf. p

k(q) est le plus petit entier supérieur ou égal 3 r si q=0, a

. *
r-1+q(r—sf+l) si qelN .
k. (q) " " " " " our f de EP.
f P u

L(E,F) espace vectoriel des applications linéaires et continues de E dans F.
L(n,p) espace vectoriel des applications linéaires de R™ dans RP.

L (n,End(p)) = End(p).

LE(n,End(p)) espace vectoriel des applications k~linéaires et symétriques de
R™ dans End(p).

Lg(g,End(g)) espace vectoriel des applications k-linéaires et symétriques de
N e dans End(Cp).

Lg(n,p) espace vectoriel des applications k-linéaires et symétriques de

Rr™ dans rP,

k. v o

Ls(n,p) espace vectoriel des applications k-linéaires et symétriques de
c® dans ¢P.

Mr : cf. p. 13.

m : idéal de E formé des germes nuls 3 1l'origine.

m : idéal de E formé par les fonctions infiniment plates.

P((n-1),C) : espace projectif complexe de dimension n.

P((n-1),R) : espace projectif réel de dimension n.
s¢ ! pour f de EE, s¢ est le plus petit entier i, s'il existe, tel que
Dif(O) # 0.
Supp(6) : est le support de 6, 1la fermeture de 1'ensemble des x tels que
8(x) # 0.
W : pour f de EE . Wf = f—]({O}).

= . . . '
Wp sz si f£ est le jet d'ordre £ de f en O.
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w;(f) : pour o, r, f tels que 0 <a g»®, 21, f de Eﬁ, on pose
(D = x/x 40, |[£G0]] < al[x][7

¢Z : ef. ps 18

52 : restriction de ¢p a {0} x L§+](n,n).

zﬂ : restriction de ¢£ 3 Ei(n,End(p)) x {0}.
oy

¢£ s ef. pe 83,

Y +

¢£ : restriction de $£ a {0} x LZ ](3 g)

Ip : sphére unité de E.

Zn : sphére unité de R".

G (u) est la section orthogonale de u pour u application linéaire

surjective de E dans F.

1 : application identique de E sur lui-méme.

E
1n : application identique de R"  sur lui-m@me.
Abréviations des tableaux.
c%-det : C9-daterminé.

Cq—équivalence de contact.

Cq—éq cont
cY-suf : C9-suffisant.
€q. cont de M : équivalence de contact de MAGNUS.

p~équiv  : p-équivalence.

p~équiv stricte : p—équivalence stricte.

sing : singularité. / QQE U:ZE\
/Qi tnn /”\

. - we . a = €1s] /‘»
v~dét : v~déterminé. / Sec \
1 ’ §

‘\‘t,) W ( "F ]\‘( (4 \ A;j

v~suf ¢ v-suffisant. o » \V



