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1. PRESENTAT'ION DU PROBLEME ET RESULTATS CONNUS. 

Soit 5 un germe à l'origine d'application dif£érentiable 

de tRn dans IR' tel que £(O) = O, f désignera aussi bien un 

germe que l'un de ses représentants. Pour étudier la nature topologi- 

- 1 
que de la surface de niveau f (O) au voisinage de l'origine de Ir(", 

la première idée est d'essayer de remplacer f par son jet d'ordre 

k en O, fk, de sorte que les germes des zéros de f e t  de fk 

soient homéomorphes. Cela n'est pas toyjours possible ( e x  : f(0) = 0, 
1 

f (x) = e 1 1 x 1 1 ~  pour x + 0). 

Le problème peut être formulé de deux manières : 

1) f étant fixé, à quelle condition sur f peut-on 

trouver k tel que le germe des zéros de f en O soit homéomorphe 

au germe des zéros en O de la variété algébrique définie par fk ? 

2) un jet d'ordre k, fk, tel que f (O) = O étant k 

fixé, à quelle condition sur f k  deux réalisations de fk dans 

E' (k < U) ont-elles des germes de zéros on 0, homéamorphes ? 
Fi 

D é ~ i W a n h  : 

1 )  EFi (U L iN ou = ) est l'anneau des germes à 

l'origine de lRn de fonctions numériques, de classe C' ; 

E' est le module sur E des germes à l'origine de vn à valeurs 
Fi Fi 

dans IRP, de classe c'. 



2 )  Soit fk un jet d'ordre k nul en O, et u tel 

que k ; on dit que g est une réalisation de fk dans 

\ 

3) On dit que fk est V- suffisant dans E' (k P u) 
1i 

si deux réalisations de fk dans E' ont des germes de zéras en O 
Fi 

homéomorphes. 

L'homéomorphisme h qui échange les germes de zéros en O 

est très souvent induit par un homéomorphisme local c'est-à-dire 

n qui transforme l'un dans l'autre deux voisinages de l'origine de IR . 
Dans ce cas si h est de classe cq, 1 q , alors h conserve 

les propriétés differentiables des surfaces de niveau. Par exemple 

les cônes tangents aux surfaces de niveau sont alors isomorphes, 

l'isomorphisme étant Dh(0). Ceci est intéressapt en calcul des 

variations : la connaissance du cône tangent de la surface de nivequ 

en O permet d'exprimer les conditions nécessaires pour qu'une 

fonctionnelle présente un extrémum en O sur cette surface [ 4 ] .  

Cependant de tels homéomorphismes h ne sont pas 

1 
forcément de classe C : 

2 
exemple : n = 2, p = 1, f(x,y) = xy, g(x,y) = y - x 6 

l'homéomorphisme h défini par : 

est tel que g(x,y) = f(h(x,y)) 

mais les cônes tangents en O ne peuvent pas être isomoyphes 

Tf = {(x,y)l xy = O) 

2 
T = {(x,y)( y = 0). 

g 



Soit f de , 1 telque f(O)=O. 

Si Df(0) est surjectif, alors, le germe des zéros de f en 

O est homéomorphe à une boule de  IR^-^ et l'homéom~r~hisme est de 

clqsse  voir Annexe II, VII. l .a7 . 

On s'intéresse donc aux cas où Df(0) n'est pas surjectif, 

O est dLt point singulier de f. 

THOM, le premier, a envisagé les problèmes de jets suffisants 

ef de germes de détermination finie ; il a mis en évidence le lien 

encre la théorie des singularités ; la théorie de la stabilité topolo- 

gique ef les problèmes de bifurcation. 

Le premier caq étudié en bifurcation est celui 06 O esr' 

- 1 
une singularité isolée de f dans f (O) = Wf. 

KU0 Cl23 a donné plusieurs conditions nécessaires et suffi- 

santes pour qu'un jet fk tel que fk(0) = O soit v-suffisant dans 

E: dont l'une est (A) : 

Toutes les réalisations de P dans Ek n'ont pas de singu- 
fk - 

larité, autre que 0, dans leur surface de niveau en O. 

11 construit, dans le cas où fk n'est pas v-suffisant dans 

E h ,  un arc analytique issu de O et une réalisation t de £k 

dans E: tels que l'arc soit contenu dans Wf . et dans l'ensemble 

de$ singularités de f (arc de BOCHNAK-LOJASIEWICZ). 

Il montre aussi que si f est analytique et est telle que 

O est uqe singularité isolée de f dans Wf, alors pour k assez 

grand, f k  est v -  suffisant dans E:. 



Il n'en est pas de même si f est seulement de classe cm 
- 1 

(ex : f ( O )  = O, f (x> = e 1 1 ~ 1 1 ~  pour x + O). 

Dans le cas p = 1, nous verrons que si f a un jet 
f k  

v-suf f isant dans 
1 

Ek, alors nécessairement O est une singularité 

i so l6e  de f ,  mais cette condition n'est pas suffisante, sauf si 

f est analytique. 

On a été amen6, dans la recherche de l'existence de ces 

hoq6omorphismes h (ou difféomorphismes), à établir des équivalences 

de germes, équivalences qui étaient sous-entendues en théorie de la 

bifurcation. 

Op notera parfois E: = E' ' .  El = E. 
a3 

Rn dit que f et g de E' tels que £(O) = g(0) = O 
1i 

sont ~ 

(1) v-équivalents s'ils ont des germes de zéros en O 

homéomorphes. 

( 2 )  cq-équivalents au sens de TOUGERON [17], 1 É q i ~i 

s'il eyiste h germe en O de difféomorphisme de  IR^, de classe 

cq tel que h(0) = O  et ( f )  = ( g o  h)q où ( f )  est l'idéal 
4 4 

de E engendré par les composantes de f considérées comme éléments 
q 

La  équivalence de TOUGERON entraîne la v -équivalence. 

(3) équivalents pour la cq-équivalence de contact. 

(1 6 q 6 y d m) s'il existe h germe en O de difféomorphisme de 

IR*, de classe cq, tel que h(0) = O et v germe en O d1appli- 

cation de  IR^ dans A u t  lRp, de classe cq-' tels que, dans un 



voisinage de 1' origine de  IR^ : f (x) = v(x) g(h(x)) . 

C'est cette définition que nous prendrons, 

Il existe d'autres définitions de la cq-équivalence d é  

contact. En particulier, celle de MAGNUS 1151 où h et v sont de 

même classe cq (O 6 q < p, si q = O h est un homéomorphisme), 

Dans ce cas, novs dirpns que f et g sont dquivalents pour la' 

~~-équiv~lence de contact de MAGNUS. 

Pour q 3 1 la cq-équivalence de contact de MAGNUS 

entraîne la ~'-é~uivalence de TOUGERON. 

Pour q 3 1 la cq-équivalence de contact entraîne la 

~~-'-équivalence de contact de MAGNUS. 

(4) p-équivalents (pour l 'équivalence polaire de MAGNUS El 51 ) 
si p = m et passant en coodonnées polaires : x c IRn s'écrit x = th 

op t r a  et h r  Ln où Z n F  { h , A ~ a c "  , I I A I I  = 11 

il existe (p,B) germe en {O) x Zn de difféomorphisme defini sur 

]a&[ X en àvaleurs dans ]a',bl[x Zn, a < O < b, et L germe 

en {O} x Zn d'application défini sur ]a,b[x In à valeurs dans 

Aut iRP, de classe cm, tel que 

Si pour tout (t,A) de ]a,b[x En on a L(t,A) = 1 
P ' 

alors f et g sont dits p~équivalents stricts. 

O 
Cette 6qiiivalence entraîne la C -équivalence de cantact d e , %  

MAGNUS dans E'. 



(5) cq-équivalents (O d q 6 p)  s'il existe h germe en O 

de difféomorphisme (homéomorphisme si q = O) de  IR^, de classe cq, 

tel que 

Cette équivalence implique toutes les aptres sauf la p- 

De ces équivalences sur les germes, on déduit des définitions 

su* les jets. Soit fk un jet d'ordre k tel que fk(0) = O, fk 

est : 

(2') cq-rigide dans E' si deux réalisations de fk dans 
1-i 

E' sont cq-équivalents au sens de TOUGERON. 
Fi 

(3') suffisant dans EP pour la cq-équivalence de contact 
1-i 

(resp. de MAGNUS) si deux réalisations de 
fk 

dans E' sont équi- 
1-i 

valentes pour la cq - équivalence de contact (resp. de MAGNUS). 

(4') suffisant pour la p-équivalence (resp. stricte) si 

deux réalisations de fk dans E' sont p-équivalents (resp. stricts) . 

(5') cq-suffisant dans fiP si deux réalisations de 
1-i f k  

q dans eP sont C -équivalentes. u 

Les relations d'équivalence sur les germes définies en ( 1 ) ,  

( 2 ) ,  ( 3 ) ,  (4), (5) entraînent que - si fk est suffisant dans E' 
Ir 

avec k i  u 6 pour l'une des relations d'équivalence, alors 

pour tout k', taut ' tels que k s k', v , k ' et 

tout relèvement fk, d'ordre k' de fk : f k ,  est ~uffisant dans 

E' , pour la même relation d'équivalence. 
U' 



On dit qu'un germe f de E' tel que f (O) = O est 
Fi 

(1") v-déterminé dans E: s'il existe r, (1 < r ( k  < ri) 

tel que f estv-suffisant dans E: (on dit alors que f est r-v- r 

déf erminé dans E:) . 

(2") cq-rigide dans EP s'il existe r tel que f est u r 

cq-rigide dans EP. 
ri 

(3") déterminé dans E: pour la cq-équivalence de contact 

(1 < q < k < ri) s'il existe r, 1 < r d k tel que f r est suffi- 

sant dans E: pour la cg-équivalence de contact. 

(4") (v = a) k-déterminé pour la p-équivalence (resp. 

stricte) si fk est suffisant pour la p-équivalence (resp. stricte). 

(5") cg-déterminé dans E: où q 6 k 6 u, s'il existe r, 

(1 r < k) tel que f est cq-suffisant dans E: (on dit alors r 

que f est r - cq-déterminé dans E:) . 

On a déjà vu la condition nécessaire et suffisante (A) de 

KU0 pour que 
'r 

soit V-suffisant dans E'. r 

KU0 Cl4 en établit une autre (Kr) : 

Soit w, O < w< m, on note wr(f) = ix i O,/ lf(x) 1 1  I 0 1  1x1 Ir )  
w 

( il existe w, E, O < w < w, O < E < - et V voisinage 

1 de l'origine de K~ tels que pour tout x - de V \dr(fr) w 
1 r-1 

d(grad fr(x), grad fr(x)) 3 € 1  1x11 

(pour p vecteurs zl , . . . ,Z de I R ,  d(zl ,z2,. . . ,zp) est la borne 
P 

inférieure des distances de z au sous-espace vectoriel engendre 
i 

par Izj}j+i pour i = 1,  ...,p). 



Si w = c'est-à-dire si on remplace V fl w:(fr) par 

V - {O], on a la condition (Ki). 

Ici, le jet fr 
est considéré comme un germe, en offet 

à tout jet correspond le germe de EP dont un représentant est le 

polynôme associé au jet. 

De même, on dit que le germe f de tel que f (O) = O 
Fi 

vérifie la condition (Kr) (resp. Ki) où 1 r ,< , r non 

nécessairement entier mais fini, s'il satisfait à la condition 

ci-dessus obtenue en remplaçant f par f. r 

On montre que si f de E' vérifie Kr, pour tout k 
Fi 

de (N tel que 1 ,< r ,< k ,< p , fk vérifie (Kr). Inversement, 

si f de EP f(0) = 0, est tel qu'il existe k, r, k E IN, 
Fi 

l s r s k d p  avec fk vérifiant (Kr), alors f vérifie (Kr) 

( c f .  annexe II - proposition 2). 

Nous utiliserons par la suite une hypothèse (H ) équivalente 
r 

à (Kr) (resp. (Hi) équivalente à (Ki)) (cf. ANTOINE [3] 

et annexe II - proposition 1) dont la formulation est indépendante 

de la base choisie dans et IR' : 

On dit que f de E', f (O) = 0, vérifie (Hr) 
Fi 

1 i r ,< u si et seulement si 

( Il existe V voisinage de l'origine de IRn, des constantes 

(Hr) { C et a ,  O < a < m, O < c < tels que si x E V f l  w;(f) 

( alors Df (x) admet une section S(x) telle que 

Si on prend a = on a l'hypothèse (H;). 

Si f vérifie (Hr) (resp. (HA)) alors f vérifie (H ) 
P 



(resp. (Hi)) pour tout p réel tel que r i P $ P .  

1) y Pour p =  1, f - de E £(O) = O ,  vérifie (Kr)  si 
~i y 

- 
et seulement si, il existe E > O et un voisinage V - de l'origine 
de  IR^ tel que pour tout x de V : - 

En effet, pour p = 1 les hypothèses (Kr) et (K;) 

sont équivalentes (cf. annexe II, proposition 3). 

Pour p > 1 ,  l'hypothèse (Ki) est plus forte que l'hypo- 

thsse (Kr). 

Nous donnons à la fin $u chapitre 1 et av chqpitre I I I . C ,  

des exemples de jets vérifiant (Hr) OU H ,  jets homogènes 

ou non, avec p = 1 ou p a 1. 

2) Si f vérifie (Kr), tout x de U f l  ~ : ( f )  est un 

1 
point régulier, car grad f (x) , . . . ,grad f P  (x) sont linéairement 

indépendants. 

KUIPER [IO) puis BOCHNAK et LOJASIEWICZ [7] , ont montré 

l'équivalence des propositions (11, (? ) ,  (3) 

(1) fr vérifie (Ki) 

(2) fr V-suff isnnt dans E r 
O 

(3) fr est C -suff isalt dans - 7-- Er. 

Si f e E,  £(O) = O, BOCHNAK [5] utilise les travaux de 

TQUGERON pour montrer 1 'équivaleuce des propositions ( 4 ) ,  (5)  , (6) , ( 7 )  



(4) il existe r, r 3 1 tel que f vérifie (Ki) 

(5) f est v-déterminé dans E 

(6) pour tout q de IN, f est cq déterminé dans E - - 
af . (7) l'idéal H,(f) = (- , 1 = l,...,n)m est elliptique axi 

(un idéal est elliptique si et seulement si il est de type fini et . 

il contieqt les fonctions infiniment plates) 

(voir tableau 1). 

TAKENS [16J précise, si f E Eu et f vérifie (Kl), - 7 

la longueur du jet cq-suff isant dans E . u 
On note s (ou s si aucune confusion n'est possible) 

f 

l'entier tel que f E O et f $ O (on a forcément s 6 r :' 
s- 1 S 

c f .  gpnexe IJ, rerparque 1 )  . 
f 

Soit q E IN et k(q) le plus petit entier supérieur ou 

éga l  à r-l*q(r-s+l). TAKENS montre que : 

Pour tout q de INf tel que k(q) < u, f est k(q)  - cq- - - 
déterminé dans E 

1 k(q) - 
Nous établirons le même résultat numérique que TAKENS si 

f vérifie (Ki) avec p quelconque. Si f vérifie (Kr) on a : 

f est k (q) -determiné pour la cq-équivalence de contact dans 

Les travaux de TOUGERON [17] sont antérieurs aux précédents. 

Leurs résultats ont été exploité par de nombreux auteurs, en particulier 

par BOCHlQAK [6] et BRODERSEN [9] : 

Çpit f c EP, £(O) = 0, on note HP(£) l'idéal de E 

engendré par les mineurs d'ordre p de la matrice jacobienne de f : 



Soit m l'idéal maximal de E. 

On a les groupes d'équivalence suivants : 

/ . f - est v -déterminé dans E' 

I ?k . pour tout q N , f - est cq-rigide dans EP 

. J (f) est elliptique. 
P 

O . £ - est C -déteminé dans E* 
* 

II . pour tout q - de N , f - est cq-déterminé dans EP 

. ff (f) est elliptique. \ 

. il existe a - de IN* tel que ma C Jp(£) 

1-i-2a- 1 . il existe a de N* tel que f2a est C -rigide - 
III \ dans EP (2a + 2 y i a) - 1-i 

. f - est c:rigide dans E' 

de IN* tel que ma c Hl(£) . il existe a - 
11-2a- 1 

de N* tel que . il existe a - est C '2a - 
suffisant dans E 1-i (2a + 2 d y d a) 

00 . f C -déterminé dans E .  

(BOCHNAK) 

(voir tableaux 1 et II) 

Rmartyut~ : 

1 )  Ces résultats sont imprécis quand à la longueur du jet 



2 )  le groupe d'équivalence IV ne peut pas s'obtenir pour P > 1 .  

En effet, MATHER (résultat non publié cf. [6]) a montré que si p > 1 ,  

f de EP est cm-déterminé dans EP si et seulement si O est 

un point régulier de f. 

Aussi dans les cas étudiés où p > 1 ,  fi (f) ne contiendra 
P 

pas de puissance de m et f ne pourra être, au mieux, que, par 

m m 

exemple, C -rigide ou déterminé pour la C -équivalence de contact. 

3 )  il se dégage différentes sortes d'hypothèses sur f 

élément de E' 

(1) J (f) (resp. ff (f)) est elliptique. 
P P 

(2) il existe r, r > 1 ,  tel que f vérifie (Kr) (resp. (K:)) 

* 
(3) il existe a, a E N tel que ma c J ( f )  (resp. p = 1 

P 

et ma c Hl (f)). 

(voir tableaux 1 et II). 

Il est évident que (3) entraîne (l), et d'après les groupes 

d'équivalence 1 et II précédents (2) entraîne (1). 

Nous montrerons au chapitre 1 - IV que (1) entraîne 

(2), ce résultat est connu pour p = 1 (cf. [5]). Si f est un jet 

homogène de degré s considéré comme un germe, on peut préciser que, 

si Jp(f) (resp. HP(£)) est elliptique alors f vérifie (Ks) 

(resp. K,)). (cf. Annexe II - prop. 5 et 6). 

Nous observons que pour accroître le degré de différentiabilité 

de h 

- sous les hypothèses (1) et (2) en "allonge" le jet. 

On obtient ainsi les groupes d'équivalence 1 et II. 

Nous montrerons (théorème 1 - chap. 1, 1) que 



q 
fk(q) 

est suffisant pour la C -équivalence de contact (resp. cq- 

k(q). Alors deux réalisations de suffisaht) dans E' fk (0) 
de classe 

c ~ ( ~ )  ayant même jet f k(q) sont équivalentes (k(O) est le plus 

petit entier supérieur ou égal à r). 

sous les hypothèses (3) plus fortes que les précédentes, on garde 

le même jet, mais on impose aux réalisations de ce jet d'être suf- 

fisamment différentiables. On obtient les groupes d'équivalence III 

et I V  dont nous préciserons les résultats dans le cas où f est un 

jet homogène (théorème II et III, chap. II). 

(4) Un calcul simple (cf. annexe II, prop. 4) montre que 

tout élément $ de E' tel que (4) C Jp(f) (resp. ($) C H ( f ) )  
P 

s'écrit : 

(1) $(x) = Df (x) .g(x) + L(x) .f  (x) 

resp. ( 1  bis) $(XI = Df(x) .g(x) 

où g est un germe d'application à l'origine de Etn, à valeurs dans 

, de classe cW et L est un germe d'application à l'origine de 

w 
R ~ ,  à valeurs dans End IRP, de classe C . 

YAGNUS 1151 dans un article récent, fait apparaître la rela- 

tion (1) sous sa forme polaire. Il montre que - si f e E', £(O) = 0, 

tel que alors est r-déterminé pour la 

p-équivalence. 

Ici E est l'ensemble des germes en 101 x Ln d'appliçations 
P 

de iR x L à valeurs dans lRP, de classe cW. Mk est le sous-ensemble 
n 

de E des germes ayant leurs (k-1) premières dérivées par rapport 
P 

à la première variable nulles sur 



* 
{O) x Ln, k o Pi . Et Jf (resp. 1 ) est le sous-ensemble des germes f 

$l de E tels qu'il existe g germe en {O }  x En d'application 
P 

de R x En dans /Rn, de classe cm et L germe d'application en 

{O} x Hn de iR x C à valeurs dans End fRP (resp. L = O) tels que 

De plus si - alors est - r-déterminé pour la 

p-équivalence stricte. 

Il fait remarquer que si f est un jet homogène de degré r 

et si O est un singularité isolée de f, alors Ifr-! C If. 

Pour situer les hypothèses de PiAGNUS par rapport aux pré- 

cédentes, on peut remarquer que (cf. annexe II, prop. 7 et tableaux 

IV, v> 

Mr- ~  If entraîne f vérifie ( K i )  

Mr-~ If entraîne f vérifie (Kr) 

et si f est un jet homogène de degré r 

f vérifie (Kt) si et seulement si 
r Mr-l If 

f vérifie (Kr) entraîne Mr C Jf. 

Enfin, ANTOINE rl] montre que tout jet homogène de degré 

1 
vérifiant (Kr)  est suffisant pour la C -équivalence de contact 

dans E' 
r+l ' 

Quelqua m o h  d u t  leil méXhodu. 

TOUGERON utilise les idéaux de germes de fonctions diffé- 

rentiables et le théorème des fonctions implicites classique. 

Pour montrer l'équivalence des germes f et g, KUO, 

TAKEMS e t  MAGNUS intègrent un champ de vecteurs défini à partir 

de F(x,u) = (1-u)f(x) + ug(x) où u E [O, 11 . 

1, II,, 



ANTOINE utilise un théorème de fonctions implicites avec 

paramètre après avoir écrit x en coordonnées polaires, nous 

reprendrons cette méthode. 



11. SOMMAIRE. 

Trois théorèmes articulent les chapitres suivants : 

1) Le premier chapitre est divisé en trois parties principales. 

A) dans cette première partie, nous démontrons le théorème 1 

qui prolonge ppur p quelconque et pour l'équivalence de contact le 

résultat de TAKENS [16] . 
$oit q E N* et k(q) le plus petit entier supërieur ou 

Théonème I .- Si f de EP f (O) = O vérifie (Hr) - 1-i ' 
* 

(resp. (Hi)) (r 6 u 6 -) alors pour tout q de IN tel que - - 

k ( q )  6 u ,  f - est k(q)-déterminé pour la cq-équivalence de contact 

(resp. y k(q) -cq-déterminé) dans 

Ceci est obtenu en utilisant un théorème de fonctions 

implicites avec paramètres. L'hypothèse (Hr) (resp. (H:)) permet 

un contrôle des normes des sections de Df(x). 

La relation de contact entre f et f 
k(q) 

et donc entre 

deux germes de EL<,> ayant le même jet f k(q), est la plus "fortet' 

possible, en ce sens que, dans un voisinage de l'origine de R" : 

f ( x )  = v(x)fk(q)(h(x)) (resp. f (x)  = fk(q) ( M x )  . 

avec h(0) = O, v(0) = 1 
P '  

Dh(0) = l n  

i-1 
et si q 2, Dih(0) = O, D v(0) = O, pour 1 $ i 6 q ~ c f . D q ) .  

Nous donnons ensuite une application du théorème 1 aux espaces 

de Banacb, 



B) On peut, si f vérifie (Hi) obtenir le même résultat par 

la méthode de TAKENS [ld . On obtient de plus que si k(0) $ p, 

O est C -suffisant dans ~ k >  (O) 
avec k ( 0 )  le plus petit entier 

f k ( a )  - 
supérieur ou égal à r. 

Réciproquement, on sait que fk est v-suffisant dans 

s i  e t  seulement s i  fk vérif ie  (Hk). +.. De meme, nous montrons'que fk CO- suffisant dans EL 
si et seulement si f k  vérifie (Hi). 

Cl Nous étudions ensuite le lien entre l'hypothèse dlellip- 

ticité et celle du type (Hr) . 
Il est bien connu [9] que l'hypothèse : f vérifie (Hr) 

(resp. (H;)) pour f de E', entraîne que Jp(f) (resp. Hp(f)) 

est elliptique. Nous montrons que 

Si f de E' est tel que J (f) (resp. H (f)) est ellip- - .- P - P 
tique, alors il existe r, r 1 tel que f vérifie (Hr) (resp. (H;) . 
-, . . 

Le chapitre se termine par des exemples 

Voir TABLEAUX 1 - II - III. 

2) Dans le chapitre II, nous étudions des jets homogènes f . 
S 

A tout jet homogène vérifiant (Hs) (resp. (HA)) on peut appliquer 

les résultats du théorème 1. 

En mettant sur f des hypothèses plus fortes que (Hs) 
S 

(resp. (HA)) nous obtiendrons dans ce chapitre des résultats qui pro- 

longent ceux du théorème 1 et qui précisent ceux des groupes d'équi- 

valence III et IV. 



U é g ~ o v I A  : 
% % 

1) On dit que f vérifie (Hs) (- p = I et (H:)) 
S - 

si l'ensemble des zéros communs des représentants des germes 

qui engendrent J (fs) (resp. H I  (fS)) est, dans ên, réduit à (01. , 

P 

Remarquons que f vérifie (Hs) (resp. (HS) si et 
S 

seulement si l'ensemble précédent est, dans  IR^, réduit à {O}, 

c'est-à-dire si O est une singularité isolée de f dans Id 
S f 

S 

(resp. O est une singularité isolée de fs) . 
(cf. ANTOINE Cl] et annexe II, proposition 6). 

% 

 hypothèse (Zs) (resp. (HA) est donc plus forte que 

l'hypothèse (Hs) (resp. (HA)) . 

2) A chaque jet fs, nous associons une suite de fonctions 

t me (1 E M) définies de la manière suivante : soit k E iN . On note 

k 
Ls(n,p) l'ensemble des applications k linéaires et symétriques 

k 
de  IR^ dans tXP, L (n,End(p)) l'ensemble des applications k linéaires 

S 

et symétriques de t~~ dans End IR', ~:(n,€nd(p))= End nP. 

e e+ 1 
L'application est dé£ inie sur ~~(n,End(p)) x L~ (n , n) 

est à valeurs dans 
e + ~  
Ls 

(n,p) et est telle que pour tout x de  IR^ : 

- 
Si p = 1 ,  on note 4, la restriction de me 2 

e+ 1 (01 x Ls (n,n). 

- 
Nous montrons que si me (resp. $[) est surjectif alors 

- 
quel que soit 4' E IN, 1' b e, $e, (resp. $e,) est surjectif. 



- 
Les propriétés des fonctions + (resp. @ ) sont liées e 

aux propriétés de fs de la façon suivante : 

les propositions ( l ) ,  (2) ,  (3) sont équivalentes : 

(1) fs vérifie (Hs) (resp. H ' ) )  
S 

- 
(2) il existe k? B IN tel que 4, (resp. me) soit surjectif 

a (3) il existe a r IN tel que m C J ( f  ) (resp. ma c HI (fs)) . 
P s 

En particulier, si mu C J (fs) (resp. mu C H l  (f J )  avec 
P - 

a 3 s alors @a-s 
(resp. @ ) est surjectif. 

a-S 

- 
Inversement si (resp. Q) est surjectif, il existe a 

tel que ma C J (f s) (resp. ma C Hl (f s) ) mais on peut avoir 
P 

a > L + S. Si p = 1, ffI(fS) = Jl(fS), on montre que <PL est 

surjectif si et seulement si mscL c H (f ) .  
1 s 

Par une méthode proche de celle d'ANTOINE rl], avec un para- - 

mètre supplémentaire, nous obtenons le : 

- 
ThéohZrne 2 .  - Si mL (resp. me) (avec L E IN*) est surjectif - 

alors pour tout q, q E IN, & ,< q < rn, s+e-l 
relèvement d'ordre 

s+l-1 - de fs est suffisant pour la ~~-é~uivalence de contact (resp. - 
cq-suf f isant) dans E : + ~ -  l. 

Ceci prolonge le résultat suivant (THEOREME 1) : si f 
S 

* 
vérifie (Hs) (resp. (HL)) alors pour tout 1 de 9 fS+~-, 

L l 
est suffisant pour la C -équivalence de contact (resp. C -suffisant) 

dans fP s+&-1 ' 

Nous ~btenons ensuite, en utilisant le théorème d'inversion 

locale le 

- 
ThéohZrne, 3.- si (resp. Q ) est surjectif alors pour - O - O 

- - 4 tout q de hl* et q = rn, f est suffisant pour la C -équivalence 
S 

de contact (resp. cq-su£ f isant) dans E' 
s+q-1 ' 

voir TABLEAUX IV et V. 



Nous donnons au chapitre III des exemples de jets hornop21es 
'L 

qui vérifient (Hs) (resp. ($s) et des exenples de jets homogènes 

qui vérifient (Hs) (resp. (HA)) et ne vérifient oas (Xs) 
(resp. ($LI). 

A) pour p = 1 , on retrouve entre autre le Lemrne de !TORSE, 

- 
on donne aussi des exemples de jets où le plus ~etit tel que @l 

est surjectif est 0,1, ou quelconque. 

'L 

B) pour p = 2 , s = 2, n 2 2. Si f2 vérifie (Hz) 

est surjectif seulement pour n = 2 et 3 bien que pour n = 3 ,  m 2 

ne soit pas inclus dans J2(f2). On a toujours pour n i 2, 

3 m C J2(f2) et donc (1 est surjectif. 

Si f2 vérifie (HZ), f2 est donc su££ isant pour la cq- 
7 

équivalence de contact dans E~ 
q + l  

avec 1 ~ q < ~  (et q = w  ~our  

C) Nous .~rolongeons alors l'étude de la manière suivante : 

On a moqtré (chap. T - Pro~osition 1) que s 
est suffisant pour la 

2 2 
C -équivalence de ,ior,tact (resp. C -suffisant) si et seulement si 

- 
$1 (resp. ) esi: surjectif. 

Dans le cas précédent ( p  = 2, s = 2, n = 4) si f 2  v6rifie 

% 

(HZ) et ne vérifie pas (Hz) f2 ne peut pas être suffisant nour la 

2 
C -équivalence de contact dans E;. 

Nous étiidicns alors le problème de l'existence, non pas 

2 
d'une C -équivalence de contact, mais seulement d'un difféom~rphism~z 

local h tel que h(0) = O, Dh(0) = I n  de classe c2 qui échange 

les sqrfaces de niveau de 
f2 

et de l'une de ses réalisations dans 

E:. Nous donnons des exemples où f vérifie (H2) et oi< ce h 

n' exist(1 pas. 
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. . 
7 - l.'Hypo.thèae H - et la cq-équiv&ence de contac*. 

Soit f de E: et r un réel, p > r > 1 .  

Nous utiliserons les notations et les définitions suivantes : 

s est le plus petit entier i tel que Dif(0) # O. 
-f 

$(f) : pour tout a de IR, O < a s w, on pose : 

k ( q )  est le plus petit entier superieur ou égal à r si 

f vérifie H s'il existe une constante C, C > O et un 
r 

voisinage V O dans IRn tel que pour tout x - de V f l  ?lz(f), 

C 
Df(x) admette une section S(x) telle que II s ( x ) I I  S . . 

11x1 lr-I 

On dira que f vérifie H' s'il vérifie H pour a = w r r 

(c'est-à-dire que V n l~i(f) = V - { O } ) .  

Rappelons que si f vérifie H (resp. H') on a néces- 
r r 

sairement r sf (Annexe II. Remarqve 1 du 1) . 

Dans cette première partie, ~ o a s  clérnc,ntrerons lé théorème I [ I L I .  



Soit ._ vérifiant avec tel que 

de IN* tel que k(q) S II, f est k(q)- Pour tout q - - 

déterminê pour la cq-équivalence de contact dans 
Ek<q>. 

Pour un jet f d'ordre r de IRn dans IR', KU0 [12] a montré 

que f est v-suffisant dans EP si et seulement si il vérifie r Kr 

hypothèse elle-même équivalente à H . On peut alors traduire le r 

theoreme 1-a sous la forme suivante : 

ThEonèrne 2 . 6 .  

D 
Si f jet d'ordre r @ln dans IRL , tel que f (O) = 0, - 

* 
- de W , un relèvement quel- est v-suffisant dans €' pour tout q - r ' 
conqpe de f , d'ordre k(q) = r - 1 + q(r-s +1) est suffisant pour 

f 
cl l a  C -équivalence de contact dans E' - k(q) ' 

Q u a q u a  rindici~&'on~ a m  la mE;thode. 

Pour une fonction f de E' vériEiant les hypothèses du 
lJ 

théorème I.a, on cherche à déterminer : 

- 
y genme en O d'application de lRn dans AU~(R') de classe cq-lY 

h germe en O dq difféornorphisme de iRn dans IRn, de classe 'cq, 

q 2 1, tel que h(0) = O et k entier tel que si fk est le jet 

d'ordre k de f en O on ait dans un voisinage de O : 

Si la relation (1) est vérifiée pour q 1, en identifiant 

les développements limités d'ordre s des deux membres (où s = sf) 

qn obtient : 



;(0)fS(~h(0).x) =fS(x) pour tout x de IR". 

Cette condition nécessaire est réalisée par ; ( O )  = 1 
P 

et Dh(0) = I n  (où 1 = m liRm) . 

Passant en coordonnées polaires, on pose x = th, avec 

X 
t =  I I x I I  et A = -  pour tout x de lRn - COI. 

11x1 I 

On cherche h et G sous la forme : 

- B v = l  + t v  h(tA) = tA + t 
P t,A 

@+lu (A) 
t,A 

La relation (1) se traduit par l'égalité : 

B f(tA) = (1 + t v ) fk(th + t B+lu (A)) ou ce qui revient aumême 
P t,A t , A 

pour t # O : 

1 - (f(tA) - fk(tA)) = - '+lu (A)) - fk(thd ( 2 )  
ta ta t , A 

Pour tout (t,A) de 1 x R où 1 est un intervalle de W, 

1 = n un voisinage de la sphère unité de IR", il s'agit de 

déterminer (u,v), fonction différentiable de (t,h), vérifiant (2). 

Pour cela, nous établirons un théorème de fonction 

implicite dépendant des paramètres t et X (proposition 1 et II). 

Nous appliquerons ce théorème à la fonction G de 

End(n) x End(p) x R* x  IR^ dans IR', définie par : 

pour résoudre G((u,v),t,A) = y pour tout y d'un voisinage de l'ori- 
f (tA) - fk(tA) 

gine de IR' (proposition III). Puis nous prendrons y = 
ta 

pour établir le théorème 1. 



Pour que la norme de la section orthogonale de DIG((O,O),t,X) 

soit bornée, il faut prendre a - B = r ; le choix de B = r - s 

permet d'avoir h et v de classe cq et cq" respectivement. 

Pour r réel, s entier, r > s 2 1 et pour i i f )  de 

2 
IN on pose 

Soient F et G des espaces de Banach, U un ouvert de F, - 

12 un ouvert de G, I un intervalle de B, 1 0 ,  f une appli- 

cation de U x 1 x R dans F, de classe c', 1 i 6 + m. On suppose 

qu'il existe x de U, y. de F tels que : 
O - - 

(a) f (xo,t,h) = y. g Dl£ (xo,t,h) = 1 quel que soit (t,h) d x  1 x Q. F 

(b) Pour tout ( i , , )  de fN3 tel que 1 6 i + i' + if' , & - 
famille d'applications 

C(i I , if') 
est 

(t , X)€IXR 
/ 

équicontinue et bornée en x . 
O 

Alors, il existe p, 0 > O et une application E de BF(yo,p) XI x i? 

- 
dans BF(xo,2p), de classe C' telle que : 

(1) quel que soit (y,t,h) BF(y0,p) x 1 x Q : f(S(~,t,h),t,h) = Y. 

(2) quel que soit (t,h) d 1 x 12 : S(yo,t,h) = x et DIS(yo,t,h) = IF. 
O - 

(3) Pour tout ( i ,  i ' )  de N3 tel que O < i + i' + i" 6 u, la - 
C(il, 

famille d'applications 
i i' i" S ( .  ,t,A) 
1 2  3 (t,h)cIxR 

est équicontinue et bornée en 

La famille iD,f(.,t,h)}(t,A)cIxn est équicontinue en x 
O 

et Dlf(xo,t,X) = IF. 

Il existe donc p, p > O, tel que pour tout (x,t,A) de 

BF(~o,2p) x I x n 



On définit une application 8 ,  de classe CL contractante 
de rapport 112 par rapport à x, définie sur $(xO,2p) x BF(yo,~) x x SI, 

à valeurs dans BF(xo 20) par : 

En appliquant la proposition 8 de l'annexe II, on peur 

conclure qu'il existe une application 5 de classe C" de 
- 

B~(Y,,P) 1 9 dans ~ ~ ( ~ ~ , 2 p )  vérifiant (1) et (2) 

D'après le lemme 1 de l'annere 1 : pour tout x t  de 

~ ~ ( x ~ , 2 p )  x 1 x $2, D,f(x,t,A) est un automorphisme de F et 

1 1  [D,~<,,~,A>]-'I 1 s 2 .  

~'équicontinuitê de la famille I[D~£(,~,A)]-~I(~,~) 

En di£ férentiant f ( 6  (Y, f , A) , t , A) = y On montre qPe Pour 

(i,i:,il<) tel que i + if + i" = n, 1 f n 6 U, les différentielles 

$' 

de 5 sont de la forme : 

( i l , i " )  esf une comhinaison linéaire de termes du type : 



pour 1 4 m < 6. 

- 1 
. . , ~ n  particulier, on a : Dl<(y,t,A) = /jlf (E(Y,~,x),~,A)] . 

. On en déduit que DIE(yGo,t,A) ,= I F  et que la famille 

{ t ( *  7t,A)1(t, A)c~xa est équicontinue en puisque D 4 est borpé 
1 

6US BF(yo,p) " 1 

Ceci démontre (3) pouz i + j.' + ilf = 0. 

11 reste à montrer que quel que soit , , i f )  tels que 

i + i '  + if' = n, 1 d n 6 u, (3) est vérifié. Pour cela nous 

raisonner~ns par récurrence sur n. 
1 

Supposons (3) réalisé quel que soi5 (i,i,ilf), O ,c i+i'+iW < n, 

I,'hypothèse (b) entraîne qu'il existe un voisinage Vn de xo tel que 

l(i ,ilf) 
qpel que soit ( i f  ,if), 1 l i+i'+if' $ n, t D iwf soit 

1 2  3 
borné sur Vn x 1 x 0. Grâce à l'hypothèse de récurrence, il existe 

up voisinage V '  de y. tel .que E(y,t, A) E Vn si (y,t ,A) a VA x 1 x 
n 

Compte tenu de 1 'équicontinuité de { [D~£(. , t ,A)]-'} 
(t , A)eIxR 

6 
ep x et de la relation e(i' ,if') = ~(B,,Y~), la conclusion ( 3 )  

O m= 1 
est Bien obtenue pour i + i' + if' = n. . ~ 

Soient E, F, G des espaces de Barlach, U un ouvert de E, 

un ouvert de G, I un intervalle de IR, 1 = ] O i n [ ,  ' f une appli- 

cation de U x 1 x R dans F, de classe c', 1 u . On suppose -- 

gu'il existe x de U, y. -- 
f "  O - de F tels que : 

( q )  que) que soit (t ,A) de 1 x 
__I- - f(xo,t,A) = Y,. 

(b) qugl que soit -- (t,h) d 1 x R, D,f(xo,t,À) admette une section 



S(t,A) et que l'application S - de 1 x fi - dans L(F,E) soit de 

classe c'. 
2 

De plus, on suppose que pour tout i ' , )  - de IN , 

/ tl(i',i"), est borné. 

L , i ' 2i" 
(t,X)aIxQ 

(c) Pour tout (i, i f ,  i )  - de  IN^ tel que 1 S i + i ' + i" 6 u 

(resp. 2 6 i + if + i" i u )  la famille 
l(i' ,il') 

- D i i l  

1 2 ji (t ,A)EIxY! 

est équicontinue en x (resp. bornée en 
O - xo) . 

Alors il existe p, p > O et une application 5 de - -- 

BF(y0,p) x 1 x fi dans - E, de classe C-elle que : 

(1) quel que soit (y,t,h) BF(yo,p) 1 Q f(~(y,t,A),t,X) = Y 

(2) quel que soit (t,X) de 1 x R - S(yo,t,A) = Xo 

3 
(3) quel que soit (i,' i )  - de iN tel que O i i + i' + i" ri, 

la famille d'applications (t 
l(i ' ,if') 

D i il i" <(.t,A) 
L 1 2  3 

est équicontinue et bornée en 

L'application S étant bornée, il existe un voisinage U '  

de O dans F tel que quel que soit (t,A) de 1 x R, xo + S(t,A)Vf C C. 

Soit g l'application de U' x 1 x R dans F définie par : 

g est de classe C' et quel que soit (t,X) de 1 x C , on a : 

g(O,t,X) = y. ; D,g(O,t,X) = 1 F ' 

3 
Pour i , ,  de iN , D i l  .llg(y, t , A) est une combinaison 

1 2  31 
linéaire d'éléments du type : 



'3 

avec \ =  i f ,  = ;II et (Bm,ym) # (0,O) pour m > i. 
m=O m=O 

En utilisant les hypothèses b et c et le fait aue 
a 

4(i1, il1> = 1 4(Bm,ym), on vérifie que pour 1 6 iti '+i" 6 p 
m=O 

la famille 4(i1 ,il1), 
est équicontinue 

(t ,A)sIxil 

en O ; elle est également bornée en O, pourvu que i > 2 

(car i a 2). 

Ce n'est que dans D i l  g et D i f  g que peut 
1 2  3 2 3 

figurer Dlf(xo,t,A). 

Mais alors : 

g vérifiant toutes les hypothèses de la proposition 1, 

il existe p, p > O, et une application r de BF(yo,p) x 1 x il 

- 
dans B F ( O ,  2p), de classe c', vérifiant les conclusions de la 

proposition 1. 

Soit a = sup 1 1 s A )  1 1, on considère l'application t, 
(t,A) € 1 x n 

de classe c', de BF(y0,p) x 1 x il dans Bg(0,2ap) définie par : 





Cette application G est de classe cm par rapport aux 

trois variables (u,v),t,X et G((O,O,t,h)) = O quel que soit (t,h). 

Nous allons voir que G satisfait aux hypothèses de la 

proposition II, g vérifiant Hr y 
il existe a > O, c > O et un 

voisinage V' de O tel que pour tout x de V' n ~i(g), Dg(x) 

admette une section S (n) avec 1 1 S (x) 1 1 6 
C 

11x1 Ir-] 

1 3 
Soit Q = IA E R"/ T < I  1 A I  1 < T }  et soit n réel fini, tel 

que si (t,h) appartient à ]O,( x n, tA E VI. On notera Z = 10,nL 

1 )  2 u d  pue 6 o i t  (t,h) I x n, ~,~((o,o)t,A) est  - 
~ u k j e c t i v e  : 

Pour (u,v) de End (n) x  end(^) , on a : 

II s'agit de montrer que pour tout y de lXP, il existe 

(u ,v ) de End(n) x End(p) , tel que 
Y Y  

r 
t Y = vy.g(th) + t Dg(tA) .u Y (A), 

Deux cas se présentept : 

r-1 a) th c w:(~), on prend v = O et on pose uy(A) = t SI (th) . y .  
Y 

On peut choisir u de sorte que Il(u ,v ) I I  =IIuyll d zr-Ic. 
Y Y Y  

b) th 4 w:(~) c'est-à-dire 1 lg(tA) 1 1 > cil 1 th ( I r  on prend 

r u = O et on pose v (g(tX)) = yt . En prolongeant convenablement v 
Y Y Y 

t 

sur IR' on a : 

Pour tout (t,X) de 1 x Q, DIG((O,O),t,A) est surjective. 

Elle admet une section orthogonale : S(t,A) - G D ~ O O , ~ ,  (en 



reprenant les notations du lemme 2 de l'annexe 1, 6(u) est la section 

m 
orthogonale de u). S est bornée et de classe C sur 1 x $2. 

équiçodnue (resp. bornée) - en ( 0 , O )  : 

a) Etude des dérivées de G : 

r-s+ l On pose z = z(u,t,A) = th + t u(A) 

Soient U1 et U2 des voisinages bornés de l'origine respec- 

tivement dans End(n) et End(p). Il existe une constante K, K > 0, 

telle que, quels que soient i de IN et (u,t,h) de U, x 1 x R ,  

on ait : 

I lDig(z) J I  s K t 
s-i i 

si O S  i s s et J J D ~ ( Z ) ] J  S K  si i >  S. 

i 
Soient U = (ul, ..., ui) E (~nd(n)) et 

2r-s [ti(r-S+l ( 1  +tr-sv) .oig(z) (ul (A), . , . ,ui(h)) + 
t P 

Grâce à cette formule, on montre que : 

est borné. 

Pour les dérivées de G par rapport à t et h, on remarque que : 

sont bornées. Il est alors facile de voir que pour tout (i,il,i"), 

i+it+i" >, O, on a : 



(t (2-i) (r-s) +if 
.11G((u,v) ,t,A) Di i2i;1 

est borné. 
(u,v, t,A)&UIxU2xIxfl 

b) On en déduit que 
l(il, 

i2i1 3i 
(t ,X)eIx62 

est borne puisque pour tout (i , i ' if) , i + i ' + if' > 2, on a 

X(il, i") 2 i' - (i-2) (r-s) . 

Enfin lorsque i+il+i" 2 1, ( ,  i1 - ( - 1 )  - )  et 

Il suffit d'appliquer le théorème des accroissements finis, pour démontrer 

que 

3 )  P o u  , t au t  i , i de  IN^ t e l  pue i' + i" O, - 

X(il ,il1) 
D if in e ~ t  baané. 
1 2  (t,A)eIxR 

Pour i'+il' 2 O, D i l  iM S(t,A) est une combinaison linéaire 
1 2  

de termes du type : 

Il suffit d'appliquer le leme 2 de l'annexe 1 et de remarquer que 

& ,< il+i" pour vérifier l'hypothèse (b) de la proposition II. 

G vérifiant les hypothèses de la proposition II, les con- 

clusions de la proposition III en découlent directement. 



Enfin, voici deux lemmes qui nous seront utiles pour la 

démonstration du théorème 1. 

Lemme 7 . -  

Dans l'espace euclidien  IR^, l'application x * 11x11 est 

de classe cm Y sur IRn - IO}. Pour tout i - de M, 11 1x1 l i - l ~ i ( l  1x1 l)>xERn-Iol 

1x1 l i  D~ LI} sont bornés. 
1 1x1 1 x C R ~ - ~ O >  

Soient i de IN* et u de t ~ ~ .  11 existe des constantes *k 

telles que : 

i 1 
D'autre part, D (-1 est une combinaison linéaire de 

11x1 I 
termes de type : 

i i x i i 1 i 1 
Enfin, D (- >(u> = D (---- )(u) .X + D~-'(- ) (u) i - l x j .  

11x1 I 11x1 I j = i  11x1 1 

Le résultat annoncé est une conséquence immédiate de ces 

forpules et du fait que 1 ID( 11x1 1 1 1 = 1 .  

Soit f une application d'un voisinage de l'origine de i~~ 

dans tRP, de classe c', k un entier et e un réel, O f e d k 4< p. 

On pose : 



Pour tout entier i, O d i d k, pour tout E ,  E > 0, 

il existe un voisinage V de O tel que pour tout x de V - {QI, - - 

Démom;t;ltaAXon : 

. Di$(x) est une combinaison linéaire de termes du type : 

On utilise alors le lemme 1 et le fait pour tout a entiey, O 6 a 6 k, 

1 loaf(x) - Dafk(x) 1 1  
tend vers O avec x. 

11x1 lk- 

Soit f de E' vérifiant H pour 1 d r p et tel que 
!J r 

f (O) = O. Soit q de IN* tel que k(q) < p et soit k un entier, 

Nous allons montrer qu'il existe v voisinage de l'origine 

de i~~ tel que pour tout x de u : - - 

où h est le germe en O d'un difféomorphisme de  IR^ dans  IR^, de - - 

classe c', 
-- 

v est le germe en O d'une application de IRn dans End(~), 

de classe cq-', tels que h(0) = O, Dh(O) = In, v(0) = O et si 

i i- l 
q 2 2 : D h(0) = O ,  D v(0) = O  pour 2 < i i q .  

1') Construction de l'homéomorphisme h et de v de classe CO. 

On se sert de ce que pour tout k, r 6 k , le jet fk de 

f en 0 vérifie 
Hr. 

On applique la proposition III (dont nous reprendrons les 
'(x) - fk(x) 

notations) avec g = fk et y = $(x) où q(x) = si x # O  

et $(O) = O. 
11x1 12r-s 



Lorsque k 5 k(l) = 2r-s, $ est continue en O. 11 existe 

un voisinage v de O dans Eln tel que pour tout x de 1) on dit . 

11x1 1 < v et $(XI e V. 

On considère l'application v de v dans End(p), de classe 

CU dans V - (01, définie par : 

v(x) tend vers O avec x (on utilise (1) et (3.2) avec 

Ainsi v est continue sur V et quitte à restreindre V ,  

on peut supposer que (Ip+v(x)) est un automorphisme pour tout x 

de V .  

Soit h l'application de v dans Rn, de classe C' dans 

v - (01, definie par : 

Pour tout E, E > O, il existe n 1  > O tel que pour tout x, 

r-s+ l 
x < Q I ,  IIh(x) - 41 6 E ~ / x ~ I  (en utilisant (1) et (3.1) pour 

i+if+itf = O). Donc h est continwsur V .  Elle est différentiable en 

O et Dh(0) = ln. Pour tout x d c  v on a : 

2') h est de classe C I  - et Dh(0) = ln. En 

X X posant pour x # O : t = IIxII, x = -  , Z =  ($(x),llx\l, -- ) , 
I Ixi l J I X I  I 

qn a poiir tout X de IRn : 



Pour montrer que 1 1 D~(x) - l n /  1 tend vers O avec x, 

on utilise : 

a) le lemme 2 et la propriété (3.1). Alors pour tout E, 

c > O, il existe un voisinage de O dans R~ tel que pour tout x, 

x # a ,  de ce voisinage : 

b) le lemme 1, la propriété 3.1, S(O,t,\) = O, D2S(0,t,A) = O 

3') Si q b 2 et si k 2 k(q), h est de classe cq et - - 
Dih(0) = O pour 2 s i s q. 

En fait nous allons montrer que 
Dih(x) 

si i < q et 
- 11x1 l 

Dqh(x) tendent vers O avec x. 

Remarquons que la condition sur k implique k > q. 

i 
Pour 2 s i s k, D h(x) est une combinaison linéaire de 

i 
a 

r -s+ 1-6 
termes du type t 3 

1 
Y l I l  1, (~9(x)) , * a . ,  

liJ 2B 3Y 11x1 I 
a 

1 i 'i 1 -E 
$ )  , D )  y.. . y (D L) , (DA) 

i i i 
a v e c a =  1 a m ;  8 + 6 .  Bm ; y + cc,= 1 ym ; 

€0 
= O  ou 1 ;  

m= i m= l m= l 

i 

1 m(xm + B~ + y,) = i. 
m= l 

i Parmi les termes dont D h(x) est combinaison linéaire, 

on distingue ceux où a = O et ceux où a 2 1 ,  

i 
a) Considérons un terme de D h(x) ûfi. a = O. Alors fj + y < i. 

11 existe un voisinage V de O tel que : 



t ~ ( B , Y ) ~  ~($(x>,llxll, - ) soit borné pour x E V - { O } .  
1 2B 3Y 11x1 I 

Sacbant que c(O,t,X) = O, on montre à l'aide du théorème des' 

accroissements finis qu'il existe des constantes A et A' telles que 

A I  l$(x)Ilt r-s+ l -i-(B+y) (r-s) 
i A ' I  14(x>l lt ( I -il (r-s+ 1 1 

pour x dans V - {O). 

Pour tout E, E > O, il existe un voisinage V' de O tel 

que pour tout x de V' - {O), l'expression considérée est majorée 

par : 

E 11x1 l k-r+ 1 -i (r-s+ 1) Y 

c'est-à-dire par E I  1x1 1 si i < q et par E si i = 4 

b) Lorsque a 2 1, on a : O 6 f3 + y $ i - 1 et l'un des a 
m 

est no0 nul. En vertu du lemme 2, pour tout E > O, il existe un voi- 

sinage V" de O, tel que pour tout x de V" - (0) 

Comme a(k-2r+s) - (B+y) (r-s) + (r-s+ 1) - i 5 

k-r+ l -i (q-s+ 1) 
La quantité considérée est majorée par E 1 I X  1 1 

i 4') v est de classe cq et D v(0) = O pour O 6 i 6 4 - 
pourvu que k 2 r + q(r-s+l) = k(q) + 1. 

Ceci entraînera en particulier que si k > k(q) avec q 1, 



alors v sera de classe c9- 1 

Rappelons que v(x) = / ~ X I / ~ - ~ T ( $ ( X ) , ~ ~ X / ~ ,  - si x z o  

et, v(0) = 0 .  
11x1 I 

i 
Pour 1 6 i E k, D v(x) est une combinaison linéaire de 

termes du type : 

La démonstration se fait de la même façon que pour h en 

distinguant les cas où a = O et ceux où a > 1 .  

Si dans la proposition III on remplace H par Hc, les r 

conclusions peuvent s'énoncer avec T = 0. Il suffit de considérer 

l'application H de : 

End(n) x R* x IR" dans IRP définir par : 

h étant défini comme précédemment, on a dans un voisinage v 

de O : 

OIJ peut alors élancer le résultat : 

Soit f de E~ vérifiant Hi, 1 E r 6 u, tel que f(0) = 0. -- - u - * 
Pour tout q de N tel qio k(q) 6 u ,  f est k(q)-~q-déterminé dans - - 



Nous démonterons en III que f est k(0)-CO déterminé dans 

(k(0) étant le plus petit entier supérieur ou égal à r). 

Mais la méthode précédente ne permet pas d'atteindre ce résultat. 

S'il existe des constantes a, r, a > O, r > 1 et un voi- 

sinage V de O tel que V fl wr(f) = @ alors f vérifie H et a r 

pour tout entier k, k 2 r, il existe a', a' > O et V' voisi- 

r 
nage de O tel que Wa,(fk) n V' = @. 

Sous l'hypothèse précédente, on peut alors énoncer les conclu- 

sions de la proposition III avec t = O en considérant la fonction : 

Alors, si k 2 r+q(r-s+l), où q 1, il existe un voisinage 

v de O dans  IR^ et une application v, de classe cq, de V dans 

End(p) telle que pour tout x de V : 

C'est-à-dire que dans v, h = 1 . 
n 

Ce cas se présente par exemple lorsque f vérifie H et r 

lorsque n < p. 

Pour n < p, f vérifie H si et seulement si ( f )  = J p ( f )  
r 

est elliptique. 

Rmmque 3. - 

L'entier k(q) est généralement la plus petite valeur de k 

4 telle que f soit k-déterminé pour la C -équivalence de contact 

q (resp. la C -équivalence) dans E:. En effet, considérons 1 'exemple 

suivaqt étudié par KUIPER [IO] : le jet homogène d'ordre 4 de [R 
2 



2 2 2  
dans W défini par f(x,y) = (x +y ) vérifie 

1 
Hi. Il est C -suffisant 

dans E4 et pour tout p de IN, son jet d'ordre (p+4) est Cp+l- 

suffisant dans E mais il n'est pas  suffisant dans. E 
p+4 p+4 

2 2 2  
KUIPER a montré que (x +y ) et (x2+y2)2 + XP'~ ne sont pas C'+~- 

équivalents (ici k(p+l) = p+4 et k(p+2) = p+5). 

Pour les jets hoqogènes de degré s, on peut donner également 

de nombreux exemples de ce type. En effet, par le théorème 1, on sait 

que si f est un jet homogène de degré s de IRn dans (R', vérifiant 

1 
Hs (resp. Hi), il est suffisant pour la C -équivalence de contact 

1 
(resp. C -suffisant) dans 15'. Pour que f soit suffisant pour la 

s 
2 2 

C -équivalence de contact (resp. C -suffisant) dans E' il est 
s+ 1 

nécessaire et suffisant que $l (resp. m l )  soit surjective (propo- 

sition 1 chapitre II). 

Rappelons que est l'application linéaire de 

2 
Ls(n,End (p)) x Ls(n,n) dans (n,p) définie par : 

S 

2 +, (v,u) (x)'" = V(X) .f (x) + Df (x) .u(x) pour tout x de IR". 

- 
$1 est la restriction de 

2 
$I  à { O )  x Ls(n,n). 

- 
La surjectivité de $] impose à n et p la condition : 

De même la surjectivité de oJ1 n'est possible que si : 

- 
Lorsque p = 1 $1 est surjective si et seulement si 

$1 - 
l'est (en effet ml surjective équivaut alors à mS+'C Jl(f) et gl 



s+ 1 
surjective équivaut à m C Hl(f), de plus JI(£) = Hl(£). 

Voir chapitre II, proposition IV). On vérifie en utilisant (1) que f 

2 
ne peut être C -suffisant dans E ni dans E s b 2, lorsque : s+ 1 s ' 

(Ces résultats ont été donnés par KUIPER r107). 

Lorsque p > 1, un jet homogène f de R~ dans EtP ne 

2 
peut être C -suffisant dans EP s+1 s b 2. Sinon il existerait a 

de N* tel que ma C ff (f) (voir dans l'introduction le sommaire 
P 

du chapitre 11 et la proposition III du chapitre II). Alors f serait 

go 
C -déterminé dans E'. MATHER a montré que cela était impossible. 

Si on se place dans le cas où n 2 p et s 5 2 on voit d'après (2) 

qu'un jet homogène d'ordre s de IRn dans IR' ne peut être suffisant 

2 
pour la C -équivalence de contact dans ni a fortiori dans EP s+ l s 

si : 

p = 2  

p = 3 

p = 4  

p = 5 

p = 6  

p b 7  

s 5 3  n b 4 ; s = 4  n b 3 ;  s = 5  n b 3 ; s b 6  n b 2  

s = 2  n > , 9 ; ~ = 3  n b 4 ;  s b 4  n b 3  

s = 2  n > 6 ; s > 3  n > 4  

I 

s = 2  n > 6 ; s : : 3  n b 5  

s = 2  n > 7 ; s > 3  1 1 2 6  

l 
1 

--- _I 
I 
l 

s b 2  n b p .  1 
--- l 



Dans le cas s = 2, p = 2, n 5 3, nous avons approfondi 

l'étude de la surjectivité de et nous avons des exemples de jets 

4 2 
d'ordre 2 de IR dans IR , homogènes, vérifiant H2 qui ne sont 

2 
pas suffisants pour la C -équivalence de contact dans 

I I  - Une app&cation du ;th&otrème 7 aux enpacen de Banach. 

Soient E et F des espaces de Banach, f un germe en O 

dlagplicarion de E dans F, de classe c', 2 < , tel que 

f (0 )  - O et Df(0) soit un opérateur de Fredholm. 

On peut appliquer à f le procédé de Liapounov-Schmitt 

(pqragraphe VI1 - 1 de l'Annexe II, dont nous reprendrons les notations) 

Ker Df(0) et Coker Df(0) étant de dimension finie, Ker Df(0) 

et Coker Df(0) sont des facteurs directs de E et F respectivement. 

Tl existe un germe en O de difféomorphisme hl, défini 

 gr E à valeurs dans Im Df(0) x Ker Df (O), de classe c', tel 

que hl(0) = (0,O) et u un germe en O d'application de Ker Df(0) 

dans Coker Df(O), de classe c', tel que u(0) = O, Du(0) = O 

et tel que h l  transforme localement £-'{O} en {O} x (u-'IO}). On 

vérifie que ue , le jet d'ordre & de u en O ne dépend que des 

dérivées de f en 0, d'ordre inférieur ou égal à &. Lorsque u 

vérifie Hr 
on peut lui appliquer le t'léorème 1 puisque Ker Df(0) 

et Coker Df(0) sonc de dimensions finit S. Rappelons que f vérifie 

Hr si et seulement si u vérifie Hr (:proposition 9 de l'annexe II). 

On peut alors énoncer la proposition suivante en notant ku(q) le 

plus peçit entier supérieur ou égal à r-l+q(r-su+]) : 

P t r o ~ a b ~ o n  I V .  r 

Saiene E et F des espaces de Banach, f un germe en O - 



d'application de E y dans F, de classe c', 2 6 u s m , tel que 

£(O) = O et Df(0) soit un opérateur de Fredholm. f vérifie 

* 
Hr 

alors pour tout q - de iN tel que ku(q) 5 u ,  il existe un 

difféomorphisme local h - de E - dans Im Df(0) x Ker Df(O), de 

classe cq, tel que h(0) = O, transformant localement £-'{O) - en 

Si x est la projection de F sur Coker Df(0) ef i la 

restriction de ' E à Ker Df(0) on a vu que u2 = x O f2 O i. Alors 

u vérifie H2 si et seulement si x O f O i vérifie H z .  b2f(0) 

étant la différentielle intrinsèque seconde de f en O, on peut 

énoncer le corollaire : 

C a t l o ~ & e  : 

E - et F étant des espaces de panach, f un germe en O 

d'application de E dans F, de classe C\ 2 < LI < te que 

f (O) = O A et Df(0) soit un opérateur de Fredholm. Alors si bLf (O) 
7 

vérifie H2, il existe un difféomorphisme local h - de E dans 

1 
Im Df(0) x Ker Df(O), de classe C tel que h(0) = O, transformant 

2 
localement £-'{O) en le cône K = {x E Ker D~(o)/D f(O)(x,x) E Im df(O)}. 

ANTOINE [ g  a montré un résultat identique en modifiant 
ainsi les hypothèses du corollaire : E et F sont d'es espaces de 

Hilbert, > 3 et on remplace l'hypothèse Df(0) opérateur de 

Fredholm par Im Df(0) fermée. L'hypothèse H2 peut s'exprimer 

sous la forme êquivalente suivante : 

il existe a, a > O tel que quel que soit x de la sphère 

unité de Ker D£(O), quel que soit y de la sphère unité de Coker Df(0) 

on ait : 

. -  



2 -  2 1 1 A (O) ( X ~ X )  1 1 Coker Df (O) + 1 1 L2f(0) (x)] *y I 1 Rer ~f (O) ' a q  

Supposons maintenant que E = Eln, F = (EtP. Soit f de E' 
U 

tel que £(O) = 0, vérifiant H pour r 3 2. r 

Lorsqu'on s1int4resse à l'équivalence de contact, on ne peut 

qu'appliquer le théorème 1. Si on s'intéresse à lg surface de niveau 

#! 
de f en O, le théorème 1 dit que pour tout q de IN tel que 

kf (q) r IJ, il existe un difféomorphisme h de classe cq qui crans- 

forme le germe des zéros de f en O en le germe des zoros de f 
k(q) 

en O. Onpeut aussi si s = 1 et Df(0) nQn surjective (pour f 

D f ( 0 )  = O la décomppsition de Liapounov Schmitt n'a aucune utilité) 

appliquer le proposition IV. On a su 5 2 et kf (P)  est le plus petit 

entier supérieur ou égal à - + q r )  Il en résulte que k (4) 4 kf(q) -4. 
u 

Il peut arriver que : 

a) k (q) < u 6 k (q)  et alors il existe un difféomorphisme 
u f 

de classe cq transformant le germe en O des zéros de f en le 

germe en O des zéros de 
(4) 

même si f  
kf (q )  

n'est pas équivalent 
u 

à f pour la cq-équivalence de contact. 

b) il existe q', q' > q tel que k ( q ' )  6 k (q) avec 
u f 

k (ql) 6 u alors f-'{0} est localement cq1-difféomorphe à 
U 

On a constaté lors du théorème 1 (remarque 1 du 1) que si f 

esr un jet d'ordre k de tRn dans IRP, tel que £(O) = 0, qui, 

* 
vérifie Hi, r 6 k, pour tout q de IN , un relèvement quelconque 



de f d'ordre k(q) est cq-suffisant dans . La méthoc'e err~ploySe 

dans le 1 ne donne pas k(0) sauf lorsque r = s f puisqu'alors 1- 

1 
jer  d'ardre r est C -suffisant dans E'. r 

Pour p = 1 , BOCHNAK et LOJASIELJCZ [7] ont montré que si le 

O 
jet f d'ordre k vérifie Hi, f est C -suffisant dans €k 

(tableau 1). Lorsque p > 1 et r > s nous allons aussi montrer f' 

que si un jet f d'ordre k vérifie H' pour 1 < r $ k, f est r 

CO-svffisant dans . Pour cela, il suffit de généraliser la démons- 
€: 

Soit - vérifiant avec tel que 

£ ( O )  = O. Pour tout q IN tel que k(q) L v, f est - k(q)-cq- 

décerminé dans 

Nous supposerons ici que r > 1 car lorsque n 2 p (ce qui 

est necessairement le cas lorsque f vérifie Hi) et r = 1 ,  Df(0) 

est surjective. Ce c ~ s  simple a été écarté (introduction et Annexe II.VI1) 

DQmv~nZtathirn du ;thQuhème 1 b h .  

Soit f de EP vérifiant H' pour 1 < r 6 p, tel que f (O) = 0. 
U r 

Soit k un entier, r k p et k 
le jet d'ordre k de f en O. 

On considère F, gerinr en {O} x p, 11 d'application, de classe c', 

de lRn x IR dans RP défini par F(x,t) = f (x) + tP(x) ou k 

La démonsti-#ai:ion se fait en cinq étapes : 

I l  existe U I ~  voisinage V de l'origine de R" , un intervalle 
--y- -- -- 

ouvert 1 de R, 1 -3 f0,1], un réel C, C > O, tels que pour tout - - - 

(x ,z )  8 x 1 (où - = V - {O}) DF(n,t) admette une section 

S(x,t) telle que 1 [s(x,t) 1 1 s C 
- I 1x1 lr-' . 



f k  vérifiant Hi, il existe un voisinage V' de O et 

une constante C, C > O, tels que pour tout x de V' - {O}, Dfk(x) 

admecte une section S (x) telle que 1 1 Sk(x) 1 1 $ 
C 

k 
21 1x1 lr-l . 

Le jet d'ordre k de P en O étant nul, il existe un voi- 

n sinage V" de O dans R tel que : 

1 
prenons I = 1 - , +r et v = v 1  n vT1. Pour tout (x, t) 

J 
de V x I  o n a :  

Il en resulte, d'après le lemme 1 - Annexe 1 que DIF(x,t) 

est surjective et que sa section orthogonale Sl(x,t) vérifie : 

C s 1  6 . Enfin S1 est de classe Ck- 1 sur c x 1. 
11x1 l x - ]  

Soit S(x,t)(y) = (Sl (x,t) .y,O) polr (n,t,y) de ; x 1 x iRP. 

k- l . 
S est de classe C sur V x I et vérifie les propriétés annoncées. 

Par tout poinc de V x 1 passe une trajectoire et une seule 

du champ de vecteurs défini sur par 

En outre F est constant le long de 2hac:une de ces trajectoires. -- 

Ck- 1 v ert de classe 1 
donc au moiils C car k-1 > r-1 > 0. 

v est continue sur 10) s 1 uniformément par rapport à t 

2 
pvfsque quel que soit (t,tl) de I on a : 



. 
Par tout (xO,tO) de V x 1, il passe localement une et 

une seule courbe intégrale (v est localement lipschitzienne en 

tout p~int de V x 1). 
. . 

Une solution de l'équation différentielle : (x,t) = v(x,t) 

passant par (xo,to) est une application définie sur un intervalle 

J de IR contenant O, à valeurs dans f~~ x IR, de la forme : 

t + (~(xo,to,t),to+t) où $ vérifie : 

Il résulte de (2) et des majorations de 1 Is~(x,~) 1 1  et de 

IIP(x)II sur V x 1 que pour tout t de J on a : 

La fonction numérique définie sur J par 

2 2ct 2 -2ct 
g(t) = I I$(x,,to,t) I I  e (resp g l  (t) = 1 I$(X,,~,,~) 1 / e ) est 

croissante (resp. décroissante). 

Montrons par exemple que g est croissante. 

On prouve de même que g, est décroissante. 

Pour tout t de J, on a donc : II$(x0,t,,2)11 3 IIx,\le - c l c l  

et par suite ($(xo,to,t),to+t) E V x 1. 



La courbe intégrale reste dans la région où v est de classe 

1 
C . La trajectoire passant par h o ,  to) de V x 1 est donc globale- 

ment unique. 

Par les points (O,to) où to E 1, passe la solution 

t -t (O,t+t ) et c'est la seule. En effet, soit Y une solution 
O 

telle que Y(0) = (0,t ) .  S'il existe un t tel que Y(t) appartienne 
O . 

à V x 1, alors la courbe intégrale passant par Y(t) passerait aussi 

par (O,to). Ceci est impossible, on l'a vu précédemment. 

Enfin F est constant le long d'une courbe intégrale car : 

. Il existe h germe en O d'hornéomorphisme de IRn dans  IR^ 

tel que h(0) = 0 f (x) = fk(h(x). 

Considéroris 1 'application h de V dans IRn définie par 

C'est-à-dire qu'à tout x de V, on associe l'unique h(x) 

de V tel que (x,O) et (h(x),l) appartiennent à la même courbe 

intégrale. 

- 1 
Ceci définit bien une application bijective : h (x) = q(x,l,-1). 

On a aussi h(0) = 0. 

La continuité de h sur V résulte de ce que v est localement 

lipschitzienne sur V x 1. 

En O, on utilise le fait que ll$(x,0,1)11 6 lI$(x,O,O)IleC 

et par suite : 

I]h(x)ll s eClIxll. 

De même * I I ~ - ~ x ) I \  5 e c ~ \ x ~ ~ .  



Enfin, comme F est constant le long de toute cour-be inté- 

grale, on a : 

F(x,O) = f (x) = F(h(x),l) = f(h(x)). 
k 

On obtient un résultat que ne donne pas la méthode employée 

au théorème 1 : pour tout k, k 3 r, est CO-suff isant dans E:. fk - 

X 
S i  k(q) < k < p avec q a IN alors h et h-' sont de - - 

classe cq. 

Nous donnons ici une autre démonstration d'un résultat obtenu 

1 9 ~ s  du théorème 1 (remarque 1, 1). 

* 
On suppose que k > (r-1) + q(r-s+l) avec q E IN . 

- 1 
Pour montrer que h et h sont de classe cq, il suffit 

cie montrer que le champ de vecteurs, v,  est de classe cq sur V x 1 

(LANG th. 1 - chap. IV [13 - ~1 

Il est évident que v est de classe cq sur x 1 car v 

Ck- 1 
est de classe (puisqiie r 1 ,  on a k > q + q(r-s)). 

Posons w(x,t) = S (x,t).P(x). Pour montrer que v est de 
1 

classa cq sur V x 1, il suffit de 1.e démontrer pour W. De façon 

précise, nous allons établir que pour t:out j, 1 i j 6 q et pour 

tout E ,  E > O, il existe un voisinage V' de O dans  IR^ tel que 

2 
pour tovt (x, t) de i '  x 1, pour tout: i , )  de IN tel que. 

i + il = j ,  on ait : 

Soient i, i' tels que i + i '  = j, on vérifie que : 



e s (x, t) .Di-e~(x), 
Dli 2i' w(x,~) = e=o 1 Ci Dll 2i1 1 

où S (x,t) est une combinaison linéaire de termes du type : ,if I 

1 am = e, 1 Bm = il. (G(u) est la section orthogonale de u) . 
m= l m= 1 

En utilisant le lemme 2 de l'annexe 1 et le fait que 

F(x,t) = tf(x) + (1-t)fk(x), on sait qu'il existe un voisinage V" 

de O dans IRn tel que pour tout (x,t) de H" x 1, 

poyr tout m, 1 6 m s y, tout y, y i j, 

si a > s soient bornés. m 

De plus tend vers O avec x pour tout L ,  
11x1 I ~ - ~ + ~  

Alors, pour tout E ' ,  E '  strictement positif, il existe 

un voisinage V' de O et une constante K tel que pour.tout (x,t) , 

de G' x 1 : 

1 /D~G(D,F(X, t))~ F(x, t). . .D F(x,t) / 1 6 K 11x1 1 -(Y+/) (r-l)+yç+b--i 
a 

i Y zBy 

Comme O s y < j et i s j ,  l'?xpression est aussi majorée 

par a'llxll 
k-(r-1)-j(r-s+l) 



D 
]i ,if W(X, t) 

Donc si i + i' < q et 1 I D  i 2q-i w(x,~) 1 I I l x i  l  

tendent vers O avec x, uniformément par rapport à t de 1. 

Donc w est de classe cq sur V x 1 et D,i 2it w(0,t) = o 

pour tout t de 1. 

5ème étape : Si q 1 ,  Dh(0) = 1 ec si q i 2, D~~(o) = O - n -  

pour tout i, 2 i i S q. 

Pour tout x de V on a h(x) F x - 

w étant de classe cq sur V x 1, il existe un voisinage U de O 

tel que pour (x,u) de U x [o,I] et i, 1 I i S q, D i$(x,o,u) soit 
1 

borné. 

En outre, 1 l$(x,~,u) 1 1  I ecl lx] 1 et D w(x,u) tend vers 
1 

O quand x tend vers 0, uniformément par rapport à u de [O, l] . 
On déduit alors facilement que /I~h(x) - l n ( [  et ~ ~ h ( x ) ,  2 6 i i q ,  

tendent vers O avec x. 

On retrouve ainsi un difféomorphisme h ayant les mêmes dérivée$ 

en O que celui du théorème 1. 

Il résulte du théorème 1 bis que si f est un jet d'ordre k 

de IRn dans IR', tel que £(O) = 0, qui vérifie H ,  f esf CO- 

suffisant dans €;. 

La réciproque est connue dans deux cas : 

1 )  - Si f est un jet homogène de degré k : on a même les 

proposiqions équivalentes suivantes : 

(i) f vérifie J$ ; 

(ii) f est CO-suffisant dans E* ; 

1 
(iii) f est C -suffisant dans E; ; 

(théorème I bis, proposition 6 annexe II et tableaux IV et Y). 



2) Si p = 1. BOCHNAK et LOJASIEWCZ [7] ont montré l'équiva- 

lence des propositions : 

(i) f est v-suffisant dans E:. 

O 
(ii) f est C -suffisant dans El. 

(iii) f vérifie H' (resp. 
k Hk' . 

Nous allons voir qu'en fait la réciproque est toujours vraie. 

On a pour un jet d'ordre k de IR" dans IRP, tel que f (O) = 0, 

les deux résultats parallèles suivants : 

f est v-suffisant dans E[ si et seulement si f vérifie Hk . 
f est c'-suffisant dans E: si et seulement si f vérifie HL . 

Le est dû a KU0 [lq ; le second est: l'objet de la 

proposition suivante : 

Soit f un jet d'ordre k, k ? 2, tXn dans IR', n > p, - 
tel que £(O) = O. Les propositions suivantes sont équivalentes : 

(1) f vérifie H' . k '  
O 

(2) f est C -suffisant dans - Ek : 

(3 )  Pour toute suite (xq) tXn - {O]  convergeant vers O 
'L 

et pour toute réalisation f de f dans E:, il existe un entier N - 
tel que quel que soit q, q > N, il existe un voisinage de x dans 

q' - 
lequel : . . 

G-1 % - n > p, f (f(x ) )  est une variété de codimension p ; 
G 

4 

- si n = p, f est injective. - 
'L 

(4) Pour toute réalisation f de f dans , O est une - 
'L 

singularité isolée de f. 

Rappelons que KU0 [12] a montré l'équivalence des propositions 

suivantes pour un jet d'ordre k de  IR^ dans iRP tel que f(0) = O 



et pour n 3 P : 

(i) f vérifie H~ ; 

(ii) f est v-suffisant dans E: ; 
% 

(iii) Pour toute réalisation f de f dans , l'origine 

% %- 1 
est une singularité isolée de f dans f ({O)). 

Avant de démontrer la proposition V, nous allans établir deux 

lemmes : 

Si f est un jet d'ordre k & R~ dans IR', tel que - 
O 

f (O) = O, C -suffisant dans E' 1-i > k alors n > p. De plus, 
1 1 '  

% 
pour tout réalisation f - de f dans E' et pour toute suite (xq) 

1-i 

dg &tn - { O )  convergeant vers O, il existe un entier N tel qye 

quel que soit q, q > N, il existe un voisinage de x dans lequel : 
q 

s- 1 - - si n 3 p, f ( f ( x q ) )  est une variété de codimension p, 
% 

- - si n = p, f est injective. 

La démonstration repose sur le lemme de THOM qui est démontré 

dans l'annexe II, paragraphe V1ITj. 

Soient U et V des ouve-ts de R~ et lRP et une applica- 

< ?  

tion G de U x V dans IRr de classe C . Si c de IR' est une 

valeur régulière de G (c'est-à-dire que G ne possède aucun point 

singulier dans G-l ( { c  1 ) )  , alors pour preique tout y  de V, c est 

une valeur régulière de G o Cy(x) = G ( x , y ) .  
Y 

Supposons n < p. 

soit (xq) une suite d e  R* - {O} convergeant vers O et 

soit G l'application de (R" - { O ] )  , IR' dans (R' définie pay 



G est une submersion en tout point. 

Pour tout q, il existe F sous-ensemble de mesure nulle de 
4 

P IR tel que pour tout y de R ~ - F  f (xq) soit une valeur régulière 
4 

Prenons y dans IRP - ( (J Fq) ( (J Fq est de mesura nulle). 
qcN ~E'N 

Pour tout q, f(xq) est une valeur régulière de G . 
Y 

L'application g de W~ dans  IR^ définie par g(x) = G (x) 
Y 

si x # O, g(0) = O est une réalisation cm de f. 

f étant CO-suffisant dans E' il existe un homéomorphisme 
i-i ' 

? 

local h de V sur W, voisinages de O dans  IR^ tel que h(0) = O 

h transforme (f-'if(x ) i )  0 V en (g-'if(xq)}) fl W. 
q 

Ceci est impossible dès que q assez grand car alors h(x ) = 0. 
9 

Nous avons ainsi montré que nécessairement n 5 p. 
'L 

Soit f une réalisation de f dans E' et une suite (xq) 
L' 

de iRn - (O} qui converge vers O. 

En considérant l'application G de ( 1 ~ ~  - (0)) x  IR^ dans 

IR' définie par 

on montre comme ci-dessus, qu'il existe y de tel que pour tout 

q de IN, f(x ) soit une valeur régulière de G . 
4 Y 

g définie par g(x) = G (x) si x # O  et g(0) = O est 
Y 

une realisation de classe cm de f. 



f étant CO-suffisant dans E ,  il existe un homéomorphisme 
% 

local h de  IR^, tel que h(0) = O, f = g O h et qui pour q assez 
'L-1 'L -1 % 

grand transforme localement f {f(x ) }  en G 
q Y 

'L-1 % 

Si n > p, f (f(xq)) est une variété de codimension p 

'L 
dans un voisinage de x . Si n = p, f est injective dans un voi- 

9 

sinage de x . 
9 

Lemme 4 (ANTOINE [3] ) . - 
n 

Soit u une application linéaire de IR dans IR', n 2 p - 
et soit E un réel, E > 0. 

a) il existe v L(n,p) , v surjective, telle que ( lu-vl 1 P E 

b) Soit y de la sphère unité L de lRP tel que 1 1 u .y 1 ( < G 
P - 

alors il existe w de L(n,p) tel que 1 lu-WI 1 6 3 ~ ,  w de rang (p-1) 

)t 

et w .y = 0. - 

a) Pour démontrer a, il suffit de prouver que si ul, ..., u 
P 

sont p vecteurs de IR', pour tout E, E > O, il existe une base 

de iRP, {vl , . . . ,v } telle que pour tout i, 1 6 i 6 p, 1 1 ui-vi 1 / 6 E .  
P 

Soit k le rang du système de vecteurs u ,  l 1 ,  k ( p. 
P 

Si k = p, on prend u. = v 1 6 i 6 p. 
1 i ' 

Si k < p, en supposant que u l ,  ..., u sont linéairement k 

indépendants, on pose u. = v. pour 1 i i s k et on construit par 
1 1 

récurrence v. = u. + w pour k+l ( i < p, où W. appartient au 
1 1 i 1 

supplémentaire orthogonal de l'espace vectoriel engendré par 

{v1, .. .,vk,. . .,v 1 et est tel que 1 /wi/ 1 6 p .  i- 1 

b) A u, on associe v de L(n,p), surjective, telle que 

* 1 lu-VI 1 < E. Alors ( I V  .y/ 1 6 2 ~ .  



* 
On qéfinit w de L(n,p) par w . x  = v.x - <v .y,x> y. 

* * * 
Alors pour tout z de IRp : w .z = v . z  - <y,z>v .y. 

* 
Donc w .y = O et 

* * I / ( u  -w ).z/I < IIU*-V*II 11zII + I IV*.Y~I 1 IzII 3 4  I z I  1 .  
Donc I I u - w I I  < 3 ~ .  

* * 
Enfin, Ker w = {z/v (z - <y,z>y) = 0 ) .  

?# 
Puisque v est surjective, v est injective et z = <y,z>y. 

Y 
Le noyau de w est engendré par y, w est de rang (p-1). 

Nous supposerons p > 1, le cas p = 1 ayant déjà été 

résolu [7) 

(1) => (2) résulte du théorème 1 bis ; 

(2) => (3) résulte du leme 3 pour = k ; 

(3) => ( 1 )  nous allons en fait montrer que (non 1) => (non 3). 

* 
Supposons que f ne vérifie pas H '  : Pour tout q de IN , k 

il existe une suite (xq) de !Rn - {O)  convergeant vers O telle 

que : 

?k 1 
~ n f  1 Y 1 < - I lxq/ I (voir remarque 1, annexe II). 
ycZp 3q 

On peut toujours choisir la suite (xq) de sorte que 

IP 
étant compact, il existe une suite (yq) de L telle que : 

P 

X 
Par le lemme 4, pour tout q de IN , il existe w de 

q 

L(n,p) tel que 



Soir 8 une application de IR" dans [O, 11 , de classe cm 
1 

telle que R(x) = O  si I I x I I  5 4 et 8(x) = 1 dans un voisinage de O. 

On pose 

1 k-2 
où E est une suite de IR' telle que pour tout q : 1 1 1  1 S 1 1x1 . 

Q 

1 
Les boules B(xq, 4 1 lxq] 1) sont disjointes deux à deux. 

La série comporte au plus un terme non nul pour chaque x de IRn. 

est une fonction de classe cm dans fRn - {O) ; Y(O)=O. 

Nous allons montrer que Y est de classe ck et que pour tout i, 

1 6 i 6 k, D~Y(O) = O .  

1 
Si x n'appartient à aucune boule B(xq, 4 1 lx 1 1 )  toutes 

9 

les dérivées en x sont nulles. Supposons maintenant que 

1 1 Ix-xql 1 < 4 1 lxq/ 1 3n a alors : 

Comme k 3 2 ,  -Lk@-LL tend vers O quand 1 1 x 1 / tend vers O. 
11x1 I 

Y est différentiable en O et DY(0) = 0. 

Pour tout i, 1 $ i k ,  8 et ses dérivées d'ordre infiirieiir 

1 1 
à i soni; bornees dans B(O, -). Si / lx-xq/ 1 < ; 1 lxq\ 1 ,  il existe 

4 

. des const;lntes K et K' positives telles que : 

i K k- i  K '  k-i 1 1  X )  S I q  6 - llxll . 
4 



Pour t.out E, E > O, il existe un voisinage V de O tel 

que pour tout x de V - {O) 

Ainsi quand 1 1 x 1 1 tend vers O, - 1 /D~Y(X) 1 1 si i < k, 

11x1 l 
1 I D ~ Y ( X ) /  1 tendent vers O. 

k 
Y, de classe C , est k-plate en O. 

Q.. 

Soit f = f - Y : c'est une réalisation de f, de classe ck 
% % 

t e l l e  que Df(x ) = wq. x est un point singulier de f de corang 1. 
q 4 

?k 
Nous allong montrer que quel que soit q de IN , dans aucun voisinage 

' L I  % 

de x f { f ( x  ) )  n'est une variété de codimension p si n > p 
9 q 

% 

(resp. f n'est injective si n = p). 

?R 
Fixons q dans IN . Nous allons appliquer le procédé de 

'L % 

Liapounov-Schmitt au germe en x de l'application : x £(x) - f(xq). 
CL 

?k 
Puisque 

"qWYq 
= O et que Coker w est isomorphe à iR, la projection 

(1 

x de IRP sur Coker w est, à cet isomorphisme près, l'application 
4 

En reprenant les notations du paragra~~he VII-1, annexe II, 

on sait qu'il existe k h l  germe en x de diffeomorphisme de classe C , 
q 

de IR" dans Im w x Ker w tel que h (x ) = (0,O) et k l  germe 
cl q 1 c! 

en O de difféomorphisme de classe ck de IRp dans Im w x IR, 
9 

tel que kl(0) = (0,O) on peut alors déterminer des voisinages V de 

n 
x dans I R ,  VI de O dans Im , V 2  de O dans Rer w tels 
9 q O 

k 
que h l  ( V )  = V ,  x V2 et si u est I.'application, de classe C , de 

V2 dans W dé?inie par : 



De plus : u(0) = O, Du(0) = O et : 

I k-2 
On choisira E de sorte que 1 1 cq 1 1 É q 1 1 xq 1 1 et que 

q 
2 

la forme bilinéaire D u(0) soit non dégénérée. 

On peut alors appliquer le corollaire de la proposition IV 

2 
puisque D u(0) vérifie Hz. 11 existe un difféomorphisme h 

1 
de classe C tel que h(0) = O qui transforme localement W en 

4 

le cône : 

2% 
K = {x E: Ker w / D f(x )(x,x) E Im w 1. 
4 4 9 ('1 

'L-] 'L 
Si n > p ,  Wq = f (f(xq)l ne peut être une variété de CO- 

dimension p dans aucun voisinage de x . 
4 

Si n = p : Ker w est isomorphe à IR et dans tout voisi- 
9 

nage de 0, il existe y, y' de V2, y # y' tel que u(y) = u(y') 

2 
(puisque Du(0) = O et D u(0) # O). Nous allons montrer que dans 

tout voisinage V' de x on peut trouver x,xl, K # x' tel que 

% S 
4 

f(x) = f(xl). 

11 existe un voisinage V; de O dans Ker w tel que 
9 

hl(V1 n v) 3 (0) x v ; .  
Soient y et y' de V; tels que u(y) = u(yl) avec 

Y f Y'. 

Alors x = h;' (0,y) et x' = h~'(0,~') appartiennent à V '  
% % 

et sont distincts puisque y et y' le sont. Enfin, f ( x )  = f(xl) 

puisque grâce 2 (1) on a : 



% 

(1) => (4) Car toute réalisation f de f dans E: vérifie 

'L 
et pour tour x, x iC 0, d'un voisinage de O, Df(x) surjective. 

% 

(4) => (3) est évident car f est une submersion en tout point 

d'un voisinage de O sauf en O. 

On peut alors énoncer un théorème analogue au théorème 1-b. 

Théotème 1 6d 6;- 

Si f, un jet d'.ordre r de P" dans IR', tel que - - - 
* 

f (O) = 0, - est c'-suffisant dans E:, de N , un 

relèvement quelconque de f d'ordre k(q) = r-l+q(r-sf+l) est - 

cq-suf f isant dans 
k(q) ' 

(Voir tableau III). 

En çonclusion, pour les fonctions de EP, on a les groupes 

de propositions équivalentes : 

Pxopo~iAion V I .  - 

Soit f de E' telle que f(0) = O. Les propositions - - 
suivantes sont équivalentes : 

1) il existe un réel r, r 3 1 tel que f vérifie Hr ; 

2) f est k - v déterminé dans - ; 

3) Pour tout q de N*, il existe k(q) tel que f - 

soit k(q)-déterminé pour la cq-équivalence de contact dans E' - k(q) ' 

Soit f de E' telle que £ ( O )  = O. Les propositions 
7 - 

suivantes sont équivalentes : 

1) il existe un réel r, r 1 tel que f vérifie Hl ; 
r 



2) f - est k-c'-déterminé dans E: ; 

3) Pour tout q IN, il existe k(q) tel que f soit 

ktq)-cq déterminé dans 

Ili - Lien enthe t e s  hypolhènes H ,  H; et t te t f i pa%w*E de cPhtain6 

kdéaux. 
__1_ 

Nous savons que si f de E' vérifie H (resp. Hi), r 

f est k - v -déterminé (resp. k-CO-déterminé) dans ~ k >  pour tout 
k, k 2 r ; f est donc v-déterminé (resp. c'-déterminé) dans 

Par suite, J ( f )  (resp. Hp(f)) est elliptique [9]. 
P 

Pour p = 1, BOCHNAK et LOJASIEWCZ ont montré, réciproquepent, 

que si Hl(£) est elliptique, il existe un réel r, r z 1, tel que 

f vérifie Hi (ou Hr). 

Nous allons généraliser cela pour n 2 p : 

Soit f de E' tel que f(0) = 0. - 

J (f) est elliptique si et seulement si il existe un réel r, r > 1 
P 

tel f vérifie H . 
r 

Soit f de E' c e 1  que £(O) = 0. - 

ff ( f )  est elliptique si et seulement si il existe un rgel -- r, . 
P 

r 1 tel que f vérifie H l .  r 

La démonstration des propositions V I 1  et VI1 bis s'inspire 

de celle de KU0 et BOCHNAK [8J. 



P i i r n o ~ a a t i o n  de ta phopo&t.ion V11. 

Il nous resre seulement à prouver que si J (E) est elliptique, 
P 

il existe un réel r, r > 1 tel que f vérifie H . . . 
r 

J (f) étant elliptique, f est v-déterminé dans EP [9]. 
P * 

Il existe donc k de IN tel que fk, le jet d'ordre k de f en 

'L 
O, soit v-suffisant dans Alors pour toute réalisation f de fk 

% 
dans tP, . Jd (f) est elliptique [9] et la fonction 

P 

est elliptique (au sens du II. Annexe II). Dans un voisinage de O, 

sauf ep O, elle ne s'annule pas. Pour tout x, x f O, de ce voisinage 

'L 'L 
tel que f (x )  = O, Df(x) est surjective. Donc si J (f) est elliptique 

'L 
P 

ppur toute réalisation f de f dans EP, O est une singularité 
k 

'L 
%- 1 isolée de f dans f {O). 

Nous allons montrer que s'il n'exi t c  aucun réel r, r >, 1 

'L 
tel que f vérifie Hr, on peut construire une réalisation f de fk 

dans EP et! une suite x de  IR^ - CO}, cl>n--ergeant vers O telle 
4 

'L 'L 

que f(x) = O et Df(x) soit non surjective. 
q q 

Supposons que f ne vérifie H Four aucune valeur r. 
r 

Y 
Alars pour qout q de IN , il existe une ~uite (xq) de IR" - {O}, 
convergeant vers O, telle de 1 / f (xq) / 1 5 1 /xql 1 '+' et 

* 
in: I / (~f(x~)) . Y I  1 6 I l X < l l l q  , 

Y€ zq 3 

On choisit la suite (xq) de sorte que 

1 C étant compact, il existe une suite 
P 

(yq) de I telle que : 
P 



D'après le lernmq 4, pour tout q, il existe w de L(n,p) 
9 

4 de rang (p-1) telle que I I D ~ ( x ~ )  - \ I I  6 I/xql1 . 

On considère la même application 8 qu'à la proposition V 

et on pose 

X-X 

Pour chaque x, cette série comporte au plus un terme non nul. 

Y est: de classe cW dans IR" - {O). Nous allons montrer qu'elle est 

de classe cm dans !Rn et infiniment plate en O. 

1 i 
Si x e  B(xq,~-/xqI/), DY(x) = O  pour tout i de IN. 

43 1 

1 5 5 
Si I[x-x j J  t Ijxqll, on a : I \ Y ( X ) I I  s 4 I I X ~ I I ~ * '  6 i; IIxqII- 

4 

3 5 
Comme (Ixl( 6 -q IIxqI(, on a aussi /I'f'(x)j/ 6 IIxll 

Soit i de IN* et V' = B(O,l lxi-, / 1). Soit x de V' 

i 
alors ou bien D Y(x) = O ou bien il existe q, q > i tel que 

Il existe une constante K telle que : 

q+ 1 -i 4 K 1 J D ~ ~ ( X ) ~  1 6 K I  lxq/ 1 r K I  I x q l  1 6 7 I I x ]  1 .  

Pour tout enrier i et pour tout E E b O, il eyiste 

un voisinage V de O tel que pour tout x de V - (0 )  : 

1 D Y  1 6 E . 
Y est de classe cm sur IK" et pour tout i, D~~(o) . 0 .  

% 2, 'L 
Prenons f = f - Y . On a alors f(xq) = 0 et ~f(x ) = w 

4 4 
2, 

qqi est de rang (p-1). f est une réalisation de f k  dans E~ et 

'L 
Q- 1 

(Xq). 
uqe suite de points singuliers de f dans f {O) convergeant 

vers O. 



Dérno~Ix.a-CLon de la p a o p o s i t i o n  VI1 b h .  

1") Si f vérifie H; , fi (f) est elliptique car f est 
P 

v-dGterminé dans E'. 

2")  Si fi (f) est elliptique, f est k-v déterminé dans E~ 
P 

ec il existe un entier k de IN* tel que fk soit c'-suffisant dans 

EP [9] . 
'L 

Pour toute réalisation f de fk dans E', O est une sin- 
% r\i 

gularité isolée de f puisque ff (f) est elliptique et lq fonction : 
P 

donc non qulle dans un voisinage de O, sauf en O. 

Comme dans la proposition VII, on suppose que f ne vérifie 

H' pour aucune valeur de r, r > 1 .  
r 

Pour tout q de IN*, il existe une suite (xq) de IR" - {O) 
1 1 

telle nue lim x = 0, / I x ~ + ~ J I  s ) I X q J /  < - 4 2q 
et une suite 

q Yq 
de 

Il existe w de L (n,p), de rang p l ,  telle que 
4 

9 I/~f(x~) - wqll 6 llxqll 
x-X 

onpose Y(x)= 1 e (  q)((Df(xq)-w).(x~x)). 
g> 1 X 9 q 

q 
On montre de la même façon qu'à la proposition VI1 que Y 

est de classe cm sur IR", qu'elle est infiniment plate en O. 
'L 

f = f - Y est une réalisation de fk dans E' qui admec une suice 

'L 
(xq) de points singuliers, convergeant vers O, 

q car Df(xq) = 

Uemcque : 

Lorsque l'on applique les propositions VI1 et VI1 bis aux jefs : 



Si f est un jet d'ordre k de IRn dans fRP tel que f (O) = O on a : - 
- J (f) est elliptique si et seulement si il existe r, r 2 1 tel qke  

P 

f vérifie H . r 

- HP(£) est elliptique si et seulement si il existe r, r 2 1 tel 

que f vérifie Hl. 
r 

Si f - est un polynome homogène de degré k, les propositions s'énoncent 

avec r = k (voir proposition 5 et 6 de l'annexe II). 

Dans le cas de jets non homogènes : Si f vérifie f$, Jp(f) est 

elliptique ; mais si J ( f )  est elliptique f ne vérifie pas forcémen? 
P 

Hk (il se peut que r > k )  De même si f vérifie Hi, HP(£) es5 

elliptique. La réciproque est fausse. 

Dans la 4ème partie, nous verrons deux exemples de jets f 

d'ordre k tels que f i  (f) soit elliptique et qui vérifient Hi pour 
P 

r > k :  

Soient f et g les jets de iX2 dans R définis par 

3k 3k et pour aucun r, r < - ; f vérifie H' pour tout r, r 2 - r 2 2 

II 1 l 11 1' k k 
g r 2 k + m  et pour aucun q, r 5 k + k-1 ' 

(voir tableau III). 

Eln et R~ sont munis de leurs normes euclidiennes. 

-. 
i 1 - Le jet f - de IR" d m  IR dédUU pst - f(xI,. . . ,xn) = 1 ai xi , 

i= i 



n S i  a .  = O ,  l a  s u i t e  (xp) formée d e s  é l é m e n t s  de  tR dont  
1 

1 ~ e u $ e  l a  ie coordonnée e s t  non n u l l e  e t  v a u t  - e s t  t e l l e  que pour 
P  

t o u t  p ,  Df(x  ) = 0 .  O n ' e s t  pas  un p o i n t  s i n g u l i e r  i s o l é  d e  f 
P 

$ t  f  n e  p e u t  v é r i f i e r  H '  pour  qucune v a l e u r  de  r .  
r 

Réciproquement, supposons que pour  t o u t  i ,  a .  # 0 .  
1 

Soir a - i n f 1 a . l . k .  r =  s u p  k .  e t  x  t e l q u e  / ( X I I  < 1, 
1 1 '  1 I,<i<n 

on a alors : 

Cet exemple a é t é  c i t é  p a r  BOCHNAK e t  LOJASIEWICZ [7J. 

k S o i t  p un r é e l  . t e l  que 1 s p < k + - . Pour t o u t  

k S i  ( x , y )  e s t  un p o i n t  de  l a  courbe y = k x k- 1 e t  si  

1 1 (x,Y) / 1 terid v e r s  0 ,  A /  1 (x ,y )  1 ( t end  égalemrmnt ver; ;  0 .  f  ne  

p e u t  v é r i f i e r  H f .  
P 



2 
k 1 1gr.d ~(x,Y) 1 1 

Soit V = B(0,l). Posons r = k + - et A(x,y) = 2 - k- 1 
(X + y2)r-' 

2 
Considérons les ensembles : A = {(x,~) lx2 3 y } n v 

Quang x tend vers O, le 2e membre de l'inggalitê tend vers 

1 
l'infini. Si (x,y) E B n C  alors k/xlk-l 2 ( Y I  k 

2k 
k 

- + 2k - Zr 
k- 1 

d'où A(x,y) b 2 I Y I  

soit A(x,y) 5 
k 
2 

Enfin si (x,y) c B - C, 1 2 (k-r+ 1) 
A(X,Y) a p- I Y I  

qui tend vers l'infini quand y tend vers O. 

En résum6, il existe une constance C, Ç > O et un voisinage 

V' de telquesi (x,y)eV'-{(0,0)}, A(x,y) ' C .  

Ceci montre bien que f vérifie H pour tout r, 
r 

BOCHNAK et LOJASIEWICZ [6] font remarquer que f est CO- 

suffisant dans Ek+2 et nous avons montré qu'il ne l'est pas dans 'k+ 1 

3 k I l l - L e j e t  f - de IR' - dam R dér(inLpm f(x,y)=x - 3 x y ,  k i 3 .  

3k et ne véhidie p a  H: s i  véhidie Hi POLM $O& r, r 2 - 
2 - 



Cet exemple est étudié par KU0 [IO] pour déterminer r 
0 y 

le 

plus petit entier r tel que le jet d'ordre r de f soit CO-suffi- 

sant dans Er+ : il trouve pour r le plus pecir entier r tel que 
O 

k r > - + k -  1. 
2 

L'étude se fait comme pour l'exemple précédent. 

2 k  k- l 
O n a  : Df(x,y) = 3(x - y ,  -kx y ) .  

On voit que si p < 2 3k et si (x,y) est un point de  la 

2 k  
courbe x = y tel que I I  (x,y) 1 1  tende vers O, alors 

I lgrad f(x,y) I l  
tend vers O. f ne peut vérifie 8'. 

I l (x.Y) l lP-' P 

3k 
Pour montrer que f vérifie H pour r 3 - r 2 on minore A(x,y) 

sur A,  B fl C, B - C avec 

Ici encore, on voit que le jet d'ordre r est c'-suffisant 
O 

dans E 
r'+l 

il ne l'est pas dans E . r 
O O 

k 1 " - L e j e t  f de i~~ d a m  R~ d é d i n i p a t r  f(x,y)=(x,y), k ~ 2  - - 
véhiiie Hr p u a  touX r 2 k, ne v é I M d i e  p7.h Hr h i  r < k. - 

f ne peut vérifier H '  car les points (x,O) sont des 
r 

points singuliers de f. 

f ne peut vérifier H pour r < k puisque le jet d'ordre 
r 

ik-1) est (x,O). 

1 
Soit V = B(0, 2) et t = m. 



2 1 f ( x , ~ )  / 1 = x2 + Df (x,y)  admet pour ma t r i ce  \ .  

Pour y # O ,  Df(x,y) admet pour i nve r se  S(x,y)  dont l a  m a t r i c e  e s t  

. Pour t o u t  (x ,y)  t e l  que y + O ,  o n a  : 

1 2 1 1 S(X,Y) 1 1 d 2 S U P ( ~ ,  k-1) = dans un vois inage  de (0,O). 
kjylk- l  k ly l  

Donc ; 

S i  (x,y) E w:(£) fl V ,  Df(x,y)  e s t  s u r j e c t i v e  ec  d e  s e c t i o n  
. > 

C 
S(x,y) : I / S ( x , y ) l l  6 . On peuc g é n é r a l i s e r  aux j e t s  de   IR^ 

t 

dans a(" dé£ itjis par  f ( x l  , . . . ,xn) = (x1  , . . . , X  
k - n-l ,xn) où k à 2 .  

I ls  v é r i f i e n t  Hr s i  e t  seulement s i  r 3 k .  

3 
V - - S u d  f  l e  j e t  de , R ~   da^  IR^ dé6ibt-i p < ~  f ( x ,  y)  = (x,xy-y ) 

r véhidie  H3. 

f ne v é r i f i e  H' pour aucun r .  Il  ne peut  v é r i f i e r  r H2 

c a r  l e  j e t  (x,xy) présen te  des  s i n g u l a r i t i e s  dans s a  su r f ace  de 

niveau en O.  

S o i t  V l a  boule de c e n t r e  O e t  de rayon 112  e t  s o i t  

t = 

Df(x,y)  admet pour mat r ice  1 O \ .  i y  x-3y 

2 
Pour t o u t  (x,y) t e l  que x # 3y . Df(x,y)  admet ~ o u r  

inverse  S(x ,y)  de  mat r ice  



2 Pour tout (x ,y)  tel que x # 3y , Df(x,y) admet pour 

inverse S(x ,y)  de matrice 

dans pn voisinage de Q, 1 2 2 > 1  e t  y 2  < -  1 , d'où 
2  (x-3y ) 2  

2 6 2 2  2 2  6 
si I I f ( x , ~ ) l l .  6 t alors x + y  ( x - y )  t .  

2  6 2 2 2  2 4 
C ~ m m e  x S t alors y = t - 2 ( I - ~  1. 

3 2 si 1 y  1 t , Df(:<,y) est surjective e t  1 ID£ ( x , ~ )  1 / - 
at 

2 '  
f vérifie 

H3. 

- - 2  3 VI - $ o d  f  l e  j e t  d e  ux2 dam  IR^ d é d i n i  U ~ > L  f ( ~ , ~ )  = ( x + ~ ,  x y+y ) 

f  vehC 4e H;. 
V - 2 - r -  

0 

Df(x,y)  est inversible dans R~ - ( 0 , O )  et admet pour marrice 



Son inverse a pour matrice 

2 Comme (x +3y2)' + 4x2y2 tend vers O avec (x,~), dans 

2J2 
Donc I/S(X,Y)\~ d 2 

x +3y -2xy 

2 
x +3y2-2xy 

Considérons la fonction A(x,y) = 
x +Y 

Les dérivées de A par rapport à x et par rapport à y 

s'annulent lorsque : 

2 2 2 2 y(2xy - x + y ) = O et x(2xy - x + y ) = 0. 

Les solutions de ce système sont ( 0 ,  , (1 + , Y ,  ( 1  - fi, l jy. 

A(x,y) présente un minimum absolu en les points (1 + fi,l)~ puisque + 
2 

x2(~~l)-2xy+y ( l + J Z )  > 
+ Q)y,y) = 2 - fi et que ~(x,y) - 2 + fi= 2 2 

x + Y  

2fi 
f vérifie bien H; puisque 1 1  S(X,Y) 1 1  s 2' 2 

(2-43 (x  +y ) 





Dans le cas a) certains jets seulement vérifient Hi (alors 

la base par rapport à laquelle le jet s'écrit sous la forme (1) est 

imaginaire, lep vecteurs de base étant imaginaires conjugués deux à 

deux). 

Dans les cas c et d, tous les jets vérifient H i  tandis 

que dans les cas b et e, ils ne le vérifient jamais. 

% 

CU a : les jets qui vérifient H; et H2 sont de la forme : 

avec la condition : tous les déterminants d'ordre 2 de la matrice 

a B Y 
sont non nuls. ( O' B 1  Y' 6 ' 

Caci c ; les jets sont de la forme : 

(2(x1x3-x2x4) * y(x3-xi) + 26 x x 4, 20(x1x3-x2x4) + 2B(xlx4+x2x3) + 

2 2 
(2+ay-B6) (3-x4) + (By + a6)x3x4) 

avec B # O. 

C a  d : les jets sont de la forme : 

avec aB' - alB 4 0 .  



D E U X I E M E  P A R T I F  



CHAPITRE 11 

Nous étudions ici les jets homogènes fs, s 5 2. a 

Rappelons les propriétés équivalentes des jets homogènes : 

(cf. annexe II, propositions 5 et 6) 

- f vérifie H (resp. HL) ; 
S S 

- O est une singularité isolée de f dans Wf (reqp. O est une 
S - s 

singularité isolée de f ) autrement dit l'ensemble des zéros com- 
s 

muns des polynômes représentants des germes qui engendrent Jp(fS) 

(resp. Hp(fs)) est, dans fRn, réduit à 10). 

- Jp(fs) (resp. Hp(fs)) est elliptique. 

On sait, par le théorème 1, que si f vérifie H (resp. HA) 
S 8 

1 1 
alors E est suffisant pour la C -équivalence de contact (resp. C - 

S 
* 

suffisant) dans E~ ; et plus généralement, si s IN , £s+L- 1 relè- 
S 

e 
vement d'ordre s+e-1 de fs, est suffisant pour la C -équivalence 

e 
de contact (resp. C -su££ isant) dans EQ+~- . 

Notre but est de formuler des conditions plus fortes que 
H s 

(resp. H i )  telles que si f vérifie ces conditions alors f est 
S s 

2 
su£ f isant pour la c'-équivalence de contact (risp. C -su££ isant) dans' 

e+ 1 
1 Oq fs+1-i 

est suffisant pour la C -équivalence de contact 

(resp. C" l-suf f isfint) dans €:+es 

Le problème précédent fait apparaître les applications +& 

(resp. zt)  (e E IN) associées au jet homogène f s et définies 



ilc 
de la façon suivante (voir introduction p. 18) : Soit k E: , or, nore 

k I, [n,p) l'espace vectoriel des applications k linéaires et spétri- 
S 

k 
q5ie.s de IRn dans w', L (n,End(p)) l'espace vectoriel des applications 

S 

k linéaires et symétriques de R" dans End fRP et LQ(n,~nd(~)) = 

End IR' = End (p) . 

î?é&&on.- (e est l'application linéaire de 

L L+ 1 s+l 
Ls(n,$nd(p)) x L s  (n,n) dans L (n,p) telleque pour tout x de IR" S - 

C &+ 1 
et fout (v,u) de Ls(n,End(p)) x Ls (n,n) on ait : - F 

# 

L+ 1 

c'es$-à-dire pour tout (s+&) uple (x1,x2,...,xs+~ ) de IRn : 

1 
ou As = - pSf(0)  et -6 est l'ensemble des permutations des (s+l) pre- 

s! 

miers entiers paturels. 
- L+ 1 

On note la restriction de @ à { O )  x L (n,n). l s 

Phopon&on 1.- Si le jet hom0gèr.e fs est suffisant pour la 

2 2 C -équivalenae de contact (resp. - C -suffisant) dans EP - -- - al ors 
s+1' - + 1 - 

(resp. - m l )  est surjectif. 

Qfmoq.thc&iun : Soit f une réaliçzzion de f dans EP 
s s+l ' 

$upposons qu'il existe h germe en O de c!i ?~éomorphisme de  mn dans 

2 
R". 4e elasse C et v germe en O dfap~.iication de illn dans 

1 Aut IR' de classe C tels que h(0) = O et pour tout x dans un 

voisinage de 1 'origine de Rn : 



Le développement limité de cette expression est possible 

jusqu'à l'ordre (s+l). 

Pour tout x de IR", on a 

(1) fs(x) = v(0)f (Dh(0)x) en dérivant ceci on obtient 
S 

On a aussi : 

v(0) et Dh(0) étant inversibles, on reporte les égalités (1) et (2) 

dans (3) et on obtient : 

soit donc 

- 1  1 D~+'£(O) (x) = (l (Dv(0) (.)  v(0) , 2 Dh-' (0)D2h(0)) (x)'I1. 
(s+1) ! 

Il s'ensuit que m l  est surjectif puisque Ds+lf (O) est 

2 
quelconque. On fait le même genre de démonstration si f est C - 

S 

suffisant. 

Plus généralement, supposons fs+L-l (L > 1) suffisant 

L+ 1 
pour la C -équivalence de contact dans E:+~, il existe donc v 

L de classe C et h de classe C '+' tels que dans un voisinage de O : 

f (x) = v(x) fs+e-l (h(x)) - avec h(0) = O .  

On peut faire un développement limité à l'ordre (s+l) de 

cette expression, les termes de degré s, s+1 imposent que pour 

tout x de IRn : 



+ 1 
V(O)D~"~(O) (Dh(0) (x)) '+' . 

(s+l)! 

On remarque qu'une solution de ces équations est, si on 

ne fait pas d'hypothèse sur , v(O)=I Dv(O)=O, Dh(O)=I 

2 
P ' n ' 

e- I e D h(0) = O et ainsi de suite jusque D v(0) = 0, D h(0) = O 

ceci pour résoudre les équations suivantes correspondant aux termes de 

degré compris entre (s+2) et (s+e-1). Alors les termes de degré 

(s+l) imposent que : 

1 ~ + e  - I 
D~+', (0) (x) - - D V(O)(X) e .p+ of (x) .D'+'~(o) (x) e+ 1 

(s+L) ! e! (~+e) ! s 

~ + e  et donc, puisque D £(O) est quelconque, me est surjectif. 

Ptiopoh*tion 2 .  - Si me (=p. - 5,) est surjectif alors pour 

tour 1' de tel que 1' 2 1, (resp. ) est surjectif. - - 

DémonAXt~~Xoiî : Si me est surjectif alors - + est sur- 

jectif, en effet, me étant une application linéaire surjective, il 

existe une application linéaire Y [  de Ls ~ + e  (n,p) dans 

1 L+ 1 
Ls(n,End(p)) x Ls (n,n) telle que 4, O Y, = 1 ~ + e  . Soit c 

L (n,n) s 

fixé de L 
S+L+ I ~ + e  

(n,p) . Poi:r touc x de M", c(x, .) € Lc (n,p) et 
S 

e 
U 

donc il existe (vP,uX) de Ls(n,End(p)) r Ls L+ 1 (n,n) tels que 

(vX,uX) = Y (c(x, .)) et l'application $ telle que $(x) = (vx,ux) L 
e+ 2 est linéaire. On considère donc (v,u) de L'+' (n,~nd(~)) x L (n,n) s s 

défini par 



v et u sont bien linéaires en chaque variable et symétriques par rap- 

port à l'ensemble de leurs variables. De plus, comme pour tout x de IRn 

e 
C(X)~+~+~ = v (x) f (x) + Dfs(x)ux(x) 

e+ 1 
on a : 

X S 

e+2 
c (XI S+e+l = v(x)'+lf s (x) +DfS(x)u(x) . 

I I I  - Rda , tAou  e&e ûi n u t j e c t i v i t i i  de me et les p o p ~ G t é n  de fs. 

N 

f vérifie H (resp. ' )  si 1 'ensemble des zéros communs 
S s - S 

des polynômes représentants des germes qui engendrent J (fs) (resp. 
P 

ff,(fs)) est, dans Bn, réduit à {O). 

On peut formuler autrement cette hypothèse, en effet : 

le jet f est associé à une application s linéaire et symétrique 
S 

de dans IRP, il peut être prolongé de façon naturelle en une 
% 

application s linéaire et symétrique f de Bn dans aP. On a 
S 

% 

f (x) = f (x) pour tout x de  IR^. 
S S 

d 

D é ~ i W a n  2 . -  f vérifie (Hs) (resp. (g;)) si et 
s 

seulement si pour tout x - de cn - 10) tel que (x) = O, (resp. 
S 

% 

pour tout x - de Bn - {O)) alors l'application linéaire D£ s(~) 

est surjective. 

e 'lJ 

On peut prolonger tout élément v de Ls(n,End(p)) en v 

e % 
de Ls(n,~nd(p)) (application 1 linéaire et symétrique de (En dans 

% 
End E') et tout élément u de L:' (n,n) en u de L:' (5 , : )  

(application (l+l) linéaire et symétrique de cn dans cn) ; 

- % 2 
$ (resp. 4 ) peut aussi se prolonger en e $, (resp. $ 1  appli- 

e .L e+1 % % 
cation de Ls(n,~nd(c)) x Ls (n,n) dans L~+'(:,;) de sorte que si 

S 

e e+ 1 
(v,u) E Ls(n,End(p)) x Ls (n,n) on ait pour tout x de !Rn : 



% - 'L 
4, est la restriction de 

e+1 'L 'L 4L à {O1 x L (n,n). s 
- 'L 2 

4 (Tesp. 4 est surjectif si et seulement si (resp. 4L) 
est surjectif. 

Phopod&~n 3.- Les propositions suivantes sont équivalentes 
'L 'L 

(1) fs vérifie H (resp. Hi) 
S 

- 
(2) il existe 1 c IN tel que 4, (resp- @L) soit surjectif ; 

(3) il existe a c R tel que ma C J (fs) ('esp. ma C H l  (fs)) . 
P 

- 
Ces équivalences entraînent que ne peut pas être surjectif 

sauf pour p = 1 car O est un point singulier de f (s > 2). 
s 

(Résultat de MATHER non publié, voir [-61 et introduction voir p. 12). 

Nous allons montrer que (3) => (2) => (1) => (3). 

(3) => (2) On peut toujours se ramener 5 a : S. On va montrer que 

s+L 
si m C J (fs) (resp. mSteC HI (fs)) avec L c ,N alors - P - $1 

- 'L 
(resp. 4,) est surjectif. Il s'en suit que si f vérifie (Hs) 

S 
'L 

(resp. (HA)), si on note a le plus petit entier a tel que 
O 

2 c J ( f  ) (,esp. ma c ff, (fs)) et 1 le plus petit entier 
P s O 

tel que 4, (resp. ml) est surjectif (voir la proposition 2), on a 

O s L 6 Sup(0,a -s). Si p 5 2, a b s car u 2 Inf(s,p(s-1)). 
O O O O 

~ + e  Soit c un éléménet de L (n,p), il définit un germe en O d'ap- 
S 

plication 8, (8(x) = C(X)~+') élément de E' donc chacune des com- 

posantes appartient à mscL. Il existe donc (voir annexe II - propo- 

sition 4) L germe en O d'application de IR" dans End(p) de 

classe cm, et g germe en O d'application de lRn dans IR" de 

classe cW tel que : 



On prend alors le terme de degré (s+L) du développement limité 

de cette expression et on trouve que C(X)~+' peut aussi se mettre sous 

la forme : 

(X) = D% (0) (x)'. f (x) + Df (x) 
e+ 1 

D g(0) (x) 
ai+ 1 

L! 
S ('+l)! 

1 L 
et donc c = OL(- D L(O), Dai'lg(~)). 

ai! ce+])! 

'L 

(2) = (1) Il s'agit de montrer que si x c E" - { O )  et fS(xo) = O 
O 

'L 

alors Df (x ) est surjectif (voir Définition 2, II de ce chapitre). 
S O 

l+l Q, 'L 
A tout y de eP, on peut associer C de Ls (n,p) tel que 

Y 
L+ 1 

CY(x0) = y, $e étant surjectif, $L l'est aussi et il existe 

L+l 'L % Q, 
(vy,uy) de ~t(n,~nd 9 )  x Ls (n,n) tel que C = Oe(v ,u ) 11 

Y Y Y  
% % 

s'en suit que y = Dfs(xo).u (X '+l et ~ f ~ ( x ~ )  est surjectif. 
Y 0  

(1) => (3) BOCHNAK [6] démontre le théorème suivant de SAMUEL : 

Soit pl, p2, ..., des polynômes à coefficients réels de la variable 
Pm 

x de IRn, de degré inférieur ou égal à k. Si O est un point 

isolé de l'ensemble des zéros communs, dans an, de ces polynômes, 

alors il existe a E IN tel que ma C 1, où 1 est l'idéal de E 

engendré par les germes à l'origine des 
pi 

(i = 1,. . m .  On a de 

n 
plus a 6 k . 

On applique ce théorème aux polynômes homogènes qui repré- 

sentent les composantes de f et les mineurs d'ordre p de la 
s 

matrice jacobienne de f . Ici k 6 sup(s,p(s-1)) et donc 
S 

n n 
a 6 sup(s ,p x (s-I)~). 





Le cas n 6 p 

Si n < p ,  J (fs) = (fs) - P 

en effet, il n'y a pas de mineur d'ordre p dans la matrice jacobienne 

de fs. 

Si n = p, J (fs) est engendré par les composantes de f 
s P 

et le germe en O représenté par le déterminant de la matrice jaco- 

n 
f s vérifie H s si et seulement si {xlx E R  , fs(x) = O} = {O} 

'l, n 
f vérifie H si et seulement si {xlx E E , f s(x) = O} = {O}. 
S S 

Ceci est évident si n < p car alors J P (fs) = (fs) 
'L 

Si n = p tout x O de gn - {O}, vérifiant f s (x O ) = O 

'L 
est tel que Df (x ) n'est pas régulière (formule d'EULER), xo s O 

annule donc tous les polynômes qui engendrent J P (fs). 

Si n = 1 et f vérifie H alors m S c  (fs). - - S s - 
s 

En effet, les composantes de f s sont de la forme a.x 1 

avec 1 < i 6 p et si f s vérifie Hs 9 l'un des a. 1 n'est pas 

nul. 

IV - Le ;théonCrne 77.  

TheonErne 2 .  - Soit f un jet homogène de tRn - dans R', 

* 
p > 1, tel que $t est surjectif ( L  E: iN ) .  Alors pour tout q 

de JN tel que 1 d q < , fs+L-l - est suffisant pour la cq- 

équivalence de contact dans E' ~ + ~ - l '  

Pour montrer ce théorème nous poserons pour x f O, x = th 

X 
avec t = 11x1 1 et h = - . Grâce aux propositions V et VI, 

11x1 I 
nous mettrons f sous la forme : 



où v (t,A) î lq-'(n,~nd(p)) ec u (t,h) î lq(n,n) et pour O i i 6 q-L-2, 
q- 1 s 4 s 

O O L+ i L+i+ 1 
( v ~ + ~ , u ~ + ~ + ~  de L s (n,End(p)) Ls (n,n) sont définis de proche 

en proche en utilisant la surjectivi-té de $L+i 

En posant ensuite v(0) = 1 h(0) = O et pour x # O 
P ' 

On en déduira que f (x) = v(x) f s+L- (h(x) ) . 
i- 1 i 

On aura si 2, D v(0) = O et D h(0) = O pour 2 6 i 6 L, 

le v de classe cq-' et le h de classe cq avec q 5 L + 1 

construits ici "prolongent" donc le v de classe ,e- 1 
et le h de 

L 
classe C construits au théorème 1. 

Nous établissons d'abord les propositions 5 et 6 qui sont 

des théorèmes de fonctions implicites avec paramètres. 

Soit F et G deux espaces vectoriels de dimension finie, - 
V un ouvert de F, R  un compact de G, G '  un ouvert de G tels 

que R C R ' C  G, 

1 un intervalle de IR contenant O 



f une application de classe C\ 1 I p 5 w , définie sur V r 1 r a' 

à valeurs dans F, telle qu'il existe x O appartenant à V - et y O 

appartenant à F et vérifiant : 

1) pour tout A & R' : f(xo,O,A) = y O 

2) pour tout A - de R' : Dlf(xo,O,X) = 1 F ' 

(ilors il existe des réels strictement positifs p ri, 
-9 

R" un ouvert de G, tels que - ,  1 et Q c n ) ' ~  Cl', et un& 

unique application 6 de classe ~"éfinie sur BF(yo,p) x ]-~,q[x Ci' 

- 
à valeurs dans BF(xoy2p), telle que pour tout y & BF(yo,p), tout 

t - de ]-ri,q[, et tout X - de Ci" on ait : 

Vérnonb;ttLdon : 

Soit p '  et ' des réels strictement positifs tels que 

BF(xo,pl) C V, , C 1 et Q" un voisinage ouvert relativement 

compact de il tel que ClC R"c n " ~ C i ' .  Comme ~i > 1 ,  D l £  est 

- 
uniformément continu sur BF(x0,p1) x [-q' ,q3 x Q" : il existe donc p 

et q" tels que O < p < p', O < q" < q et que pour tout x de 

- 
BF(xo,2p), tout t de Eq",q13 et tout h de R" on ait 

1 1 1 I F  - D l  f (x, t, A )  1 1 6 . De même, f est uniformément continue sur 

- 
BF(x0,p1) x [-rif',n'g x Cl", il existe donc q, O c q < qr1 tel que 

pour tout t de , et tout X de Q" on ait 

P / 1 f (xo,t,i) - f (x ,O, A )  1 1 6 7 . On considère g l'application de 
O 

1 - 
classe c", contractante de rapport - 2 définie sur BF(xo,2p) x BF(yo,p) * 

- 
n ] -q,q [ x 0" à valeurs dans EF(xo,2p) par g(x, y, t, A) = x * y ,- f (i, t ,; ) . 



Du théorème du point fixe (voir Annexe II - VI) on déduit qu'il existe 

une application 5 de classe C' de BF(yo,p) x ] -r),r) [ x il" dans 
- 
B (x ,2p) vérifiant 1 ,  2, 3). 

F Q 

PrropoaLtion 6. - 

Soit E, F, G des espaces vectoriels de dimension finie, 1 

un intervalle ouvert de iR contenant l'origine, U un ouvert de E, 

un compact contenu dans G, ilI un ouvert de G contenant fi, 

et f une application de classe c', 2 8 LI 6 de U x 1 x il - 1 

dans G. 
I 

On suppose que 

1) il existe y de F et x de U tels que pour tout A de il 
O - - O - - 1 

on ait f(xo,O,h) = yo. 

2) pour tout h & il, Dlf(xo,O,A) est surjective. Alors il existe 

P 5 n réels strictement positifs et il" un ouvert de F tels que 

- C 1 et il C QIt C ill et i: un1.i application définie sur - - -- - 

BF(y0,p) x ] - q , n [  x Q" à valeurs -- c l i n s  - E, de classe , telle 

que pour tout - (y,t,h) BF(yo,i); x ] - r ) , q [  x i l"  on ait : 

D Q r n c ~ n a ~ ~ u  K : 

L a  1 

D'après l'hypothèse 2) et la remarque de l'annexe 1, il existe 

un ouvert fi2 tel que Q C  Q 2 C  G!, et une application S de il2 dans 

L(F,E) de classe c"' tel que p c ï ï  tout h de Cl2, S(h) soit une 

section de Dlf(xo,O,A). Prenons Q' ouvert relativement compact de G 

tel que il C il' C E'C Q2 C ilI, alors il existe V voisinage de l'ori- 

gine de F tel que pour tout y de V et tout A de il' on ait 



x + S(A)y appartient à U. 
O 

On pose g l'application de V x 1 x R' dans F telle que 

g(y,t,X) = f(xo + S(A)y,t,A), g est de classe 1 et pour tout X 

de R' on a g(O,O,A) = f(x , O , A )  = y. et Dlg(O,O,A) = Dlf(xo,O,A)oS(A) = 1 
O F ' 

Ainsi g vérifie les hypothèses de la proposition 1 ,  il existe donc p > 0, 

q > O, et R" ouvert de G tel que Q C  51" C 52' et une application 
- 

1 

de BF(yo,p) x J -n,q[ x il" dans BF(0,2p), donc une application 

5 : [(y,t,A) = xo + S(A)S (y,t,X) de classe 
1 

c"', telle que pour tout 

(y,t,A) de BF(yo,p) XI-n,nCx fi'' : 

a) Les fonctions H . 
q 

Si q = l le résultat est donné par le théorème 1. 

Dorénavant q 2 l+1. 

On considère les fonctions H dé£ inies sur LS-' (n,~nd(~))xL:(n,n)x~*x~" 
q 

à valeurs dans IR', telles que 



0 0 e+i-l.; 
où pour O 6 i s q-L-2, (ve+i>ue+i+l ) de L ~ + ~  (n,~nd(~)) x Ls 

S 
(11 7 11) 

sont définis de telle manière que H puisse être prolongé par conti- 
9 

nuité ainsi que ses dérivées partielles au point t = O. Nous allons 

montrer qu'un tel choix est possible, en effet le terme entre crochet 

dans l'expression de H est un polynôme en t 
q 

i - si q = [+1 les'coefficients de t sont nuls pour O S i 6 s+L-1 

et le problème est résolu. 

- si q b [+2, dans le crochet, les coefficients de t S+k sont nuls 

popr O < k < 1-1. Celui de t S+L est 

e e+ I 
v p )  f (A) + ~f~(h)u;+~ (A) - 1 

s Ds+% (O) (A) sfL. 
(s+L) ! 

Ceci peut être rendu nul car 
@ 

est supposée surjective, on choisit 

O O On définit ainsi de proche en proche (veck1 , u ~ + ~ ~ + ~ )  : 

en effet, le coefficient de t pour O i k' < q-1-2 a la forme 

suivante : 

O O 
(~)'+~'f CA) + D£s(A)ue+kl+l (A) 

t+kl+l + 1 . (A) s+L+kl 
"L+ k ' s 

06k1'<k ' 

1 Ds+e+k' -- f(0) (A) 
s+'+k ' 

(s+'+ky ! 

où 7 est une combinaison linéaire d'epplications s+L+kl liné- 
O6k"<k1 

O O airespar rapport à A dépendant de ( v ~ + ~ , ,  ; 1 1 ~ + ~ ~ ~ + ~  ) avec O S k" < k' 

précédemment définis. @L+k ' étant surjectif , on peut choisir 

O O 

(ve+k' 'U[ + kf+l ) de façon que 

i Ainsi tous les coefficients de t sont nuls pour 

O < i 6 s+q-2. 



Montrons ---- ----- qyg H vérifie les hypothèses de la proposition 6, avec H q ------------- -------------- " ------- 4 

de classe cm, = O ,  R = C  Rl =  IR^, la première variable n ' 
écant (vq-l, uq) . 

O O O - Il existe ,uO) tel que Hq(vq-] ,uq,O, h) = O, en effet : (vq-l q 

O O O , uO) (A) s+q-l + Hq,(vq- 1 'uq909 ') = +s+q-l (vq- 1 q 
1 . (~)~+q-' 

06k' <q- 1 

où 1 est une combinaison linéaire d'application (s+q-1) linéaires 
O,<kf <q-1 

O O 
par rapport à A, dépendant de ( v ~ + ~ ,  ) avec O ,< k t  < q-1 

O 
précédemment définis. s+q- 1 

étant surjectif, on choisit (vq-l , uQ> 

O O 1 + 
1 $+q-1 

tel que $s+q-l (vq-, = - f (0) 
O<kf<q-1 (s+q-1) ! 

O - DIHq(~~-l,~q,O,A) est surjectif pour h f O, en effet : 

O 
D H (vO ,U ,O,h)(V,U) = ~(h)~-lf~(h) + Df s (h)u(hlq = c$ (V,U) ( A )  s+q- 1 

1 q q-1 q s+q-1 

X # O étant fixé, à tout y de IR' on peut associer C de 

LZiq- l 
s+q- 1 

(n,p) tel que C(A) = y et C est l'image par @s+q-l 

surjectif, d'un couple (V,U) de bq-l (n,End(p)) x LZ(n,n) solution 
S 

O 
de l'équation : D H (vO ,u , O , X ) ( V , U )  = y. 

1 q (4-1 q 

- il existe donc p > O, q > O et R" ouvert de IRn contenant ' n 
et des applications u ) de B (0,p) x 1-q,q[ x fi'' dans (vq- 1 ' q P 

Lq-l (n,End(p)) a ~:(n,n), de classe C- et vérifiant pour tout 
S .  

y , ,  de Bp(O,p) x]-v,n[ x fi" : 



CouEquence : D i u (O,O,h) = O et D i v (O,O,A) = O 
3 4 3 q-1 * 

pour tout i de IN . 

b) Construçfion de v et de h. 

Soit f une réalisation de f dans E' 
S s+q-l dont le jet 

d'ordre (s+e-1) est fs+e-l. Nous allons montrer qu'il existe v 

application d'un voisinage de l'origine de lRn dans Aut IR', de 

classe cq-' , h difféomorphisme local à l'origine de IR", de classe 

cq tels que : v(0) = 1 , h(0) = O, ~h(0) = 1 et dans un voi- 
P n y 

sinage de l'origine de IR" : f (x) = v(x) f (h(x)) . 

$ est de classe CO dans un voisinage U de l'origine de !Rn 

s+q- 1 
et de classe C sur U - {O), (Chapitre 1 - lemmes 1 et 2). Il existe 

donc un autre voisinage de l'origine de IRn : V , V C U tel que si 

x r V alors / l x \ /  < n et $l(x)~B~(O,p). Soit alors v l'application 

définie sur V à valeurs dans End(p) telle que 



s+q- 1 
v est de classe C sur V - {O) et de classe CO 

sur V. 
X X 

En effet, v ($(x), 11x1 1, - 1 - V (O9(), - ), pour x f O? 
q- 1 11x1 1 q- 1 11x1 1 

X 
tend vers O quand x tend vers O et v (O,O, - ) est borné, 

q- 1 
11x1 I 

donc v(x) tend vers 1 quand x tend vers O. Quitte à restreindre 
P 

V, on peut supposer v(x) inversible pour tout x de V. 

Soit alors h l'application de V dans IR" définie par 

i 
q-P-2 

O X 
h(x) = x + u ~ + ~ + ~  (XI e+i+' + u (g(x),I 1x1 1 ,  -)(xlq pour x + O 

i =O 4 
11x1 I 

h(O) = 0. 

s*q-1 
h est de classe C sur V - {O) et de classe CO 'sur 

V, ceci pour les raisons données pour la classe de v. On a bien pour 

tout x de V : 

f(x) = v(x)f s+L- 1 (h(x) . 

c) Différentiabilité de h -- et de v.  

Ii suffit de montrer, d'après ia forme de h et de v, que 

Y 
pour 1 6 i 6 q. ~~(u~(e(x),//xl~, -- 1 .  xlq>, ' 1x1 i 

,j-1 X et pour 2 5 j 6 q ,  , ( 4  Y I I I  1 ,  ) (x)~-') ont une limite 
11x1 I 

quand x t c n d  vers O. 

On reprend les notations : si x f O, x = tX avec 

r = 1 1x1 1 e ç  h e In. NOUS utiliserons les résultats suivants 

(chapitre 1, lemmes 1 et 2) 

j-I j j j 
pour tout j 'de , t D t et t D A sont bornés 

-pour O s j s s+q-1, tjll~j$(x)II = E. (x) avec E .  (x) 
3 

qui tend vers O quand x tend vers O. 



De plus pour (a,B,y) de fNJ : D (U ($(x)),t,A) 
1" 26 3Y 

- uq(O,O,h)) et 

D (V ($(x) ,t,A) - v (O,O,A)) tendent vers O quand x tend 
la 2 8  3~ q-1 (4-1 

vers O, uniformément par rapport à X qui appartient au compact 

çar les applications u et v 
q 

de B (0,~) ~ ] r l , n [  x Q I 1  dans 
q-1 P 

Lq-' (n,End(p)) x ~S(n,n) sont de classe cm. 
S 

~lor; D u (O,O,A) et D v (O,O,X) étant 
1 26 3Y ]a 26 3Y q-1 

bornés, il s'en suit que D 
la  26 3Y 

sont bornés pour x assez petit. 

Calcul des différentielles premières : ........................... -------- 

Or q 2 1+1 a 2 et tous les termes tendent vers O quand x tend vers 

O. On a donc limD(u ($(x),t,~)(x)~) = O .  h est donc de classe C 1 
x-to 

sur V avec Dh(0) = 1 en restreignant si besoin est V ,  h est 
n ' 

1 un difféomorphisme sur V de classe C . 

Pour la différentielle première de v on a la même écriture 4-1 ' 
que pour u en remplaçant u par v et q par (q-1) : 

4 

si (1 = 1 et q = 2) alors Dv(O) = v0 . 
1 y 

si (1 = 1 et q > 2) ou si (1  > 1) alors Dv(0) = 0. 

Calcul des différentielles d'ordre .................................. i ,  I ; . i s q  bg 

u x ,  A )  x q  Cette Cifférentielle d'ordre i est une combinaison 
4 

linéaire à coefficients (::iristant:; de termes de la forme : 



Ce terme e s t  majoré ,  à une c o n s t a n t e  m u l t i p l i c a t i v e  p r è s ,  p a r  

i ci 
P  $ - i + B  donc s o i t  p a r  1 I D  u  < $ ( x > , t , A ) l l .  (E: (x>> . 

l a  2B 3Y p= 1 P 

i 
- s i  l S i < q ,  D ( u ( q ( ~ ) , t , A ) ( x ) ~ )  t e n d v e r s  O quand x t e n d v e r s  O .  

4  

- s i  i = q  , l e s  termes t e l s  que a  # O ou B # O t e n d e n t  v e r s  O ,  

s i  a = B = O e t  y # O a l o r s  D u($(x) , t , A )  tend v e r s  O ,  
3Y 

O 
s i  a =  B = y = O  a l o r s  u ($(x) , t ,X)  t e n d v e r s  u e t  donc 

O 
4 

Dq(u ( $ ( x ) , t , ~ ) ( x ) ~ )  t e n d v e r s  q!u quand x  t e n d v e r s  O ,  h  e s f  
9  q 

donc d e  c l a s s e  cq s u r  V avec 

O 
D1h(0) = i ! u .  pour l + 1 5 i 6 q  

1 

Dih(0) = O s i  C  > 1 e t  pour 2 5 i < l + l .  

Pour l e s  d i f f é r e n t i e l l e s  s u c c e s s i v e s  d e  v  , on remplace 
q-1 

dans l ' é c r i t u r e  p r é c é d e n t e  u  p a r  v  e t  q  p a r  - 1 ,  v e s t  donc 

de  c l a s s e  cq" s u r  v avec  

i O 
D v ( 0 )  = i ! v .  pour C  f i 6  q-1 

1 

Div(0) = O s i  C > 1 e t  pour 1 s i < 1. 

Rmdrrcjue~ : 
- 

1) s i  p  = 1 e t  s i  4C (C E IN*) e s t  surjectif, on o b f i e n t  l e  



ThC?ohëm~71 b h . -  - S o i t  f  un j e t  homogènede  IR^ dans  IR, 
s - 

X 
t e l  que e s t  s u r j e c t i f  (L E iN ) .  Alors  pour t o u t  q  de  N t e l  e - - 
que t < q  < 03, - £s+l- l  - e s t  c q - s u f f i s a n t  dans  E~ s+q-1 ' 

D é m o v b 3 ~ o n  : On c o n s i d è r e  l e s  f o n c t i o n s  6 ( u  , t , A )  = 
q  q  

O 
H ( 0 , u  ,t,?,) e t  on f a i t  l e  même t y p e  de  démons t ra t ion  avec  

q q  V.e+k = O 

pour O s k  6 q-1-1, p u i s  on pose v ( x )  = 1 . 
P  

2)  S o i t  Te l a  r e s t r i c t i o n  de  e - $1 - à Ls(n,End(p))  x I O 1  
= 

s i  +L ( e  c N*) e s t  s u r j e c t i f ,  a l o r s  pour t o u t  q  - de  IN t e 1  que 

1 s 9  < - 9  fste-1 re lèvement  d ' o r d r e  s+e-1 - de  f s  e s t  s u f f i s a n t  

pour l a  cq-équivalence de  c o n t a c t  dans  EP avec h  = 1 . s+q-1 - 4 
?, 

Ce c a s  p a r t i c u l i e r  s e  p r é s e n t e  l o r s q u e  n  < p  e t  f  v é r i f i e  Hs y 

a l o r s  il e x i s t e  l t e l  que e s t  s u r j e c t i f .  On a ,  e n  e f f e t ,  s i  e 
n  < p ,  J p ( f s )  = ( f s )  ( v o i r  au III d e  c e  c h a p i t r e  - l e  c a s  p  > n ) .  

- - - 
S i  n  = 1 ,  q0 e s t  s u r j e c t i f  e t  donc $ I ~  e s t  a u s s i  s u r j e c t i f  ( v o i r  

l e  théorème I I I ) .  

3 )  S i  f s  v é r i f i e  H ( r e s p .  Hf) e t  s i  f  e s t  une r é a -  - S - S - 
~ + e  

l i s a t i o n  de  f  dans E:+[ t e l l e  que D f  (O) E I m  me ( r e s p .  
s - 

DS+L 
f (0)  E I m  il>, fS+& l é t a n t  l e  j e t  d ' o r d r e  s+C-1 y de  f  ( l  E IN*) 

a l o r s  il e x i s t e  h  germe en  O d e  difféomorphisrne de IR" dans  @tn d e  - 

c l a s s e  C 
L+ 1 e t  v  germe en  O d ' a p p l i c a t i o n  de  IRn dans  Aut  IR^ - 

C de  c l a s s e  C ( resp .  v ( x )  = 1 ) t e l s  que v ( 0 )  = 1 , h ( 0 )  = O , 
P  P  

Dh(0) = 1 e t  pour t o u t  x  dans un v o i s i n a g e  d e  1 ' o r i g i n e  d e  IR" : 
n  

P a r  l e  théorème 1 ( r e s p .  1 b i s ) ,  on a u r a i t  seulemenr h  d e  c l a s s e  C 
e 

L- 1 e t  v  de c l a s s e  C . 



4) Plus généralement, soit f un jet homogène vérifiant Hs 
S 

(resp. (Bi))  f s + ~  un relèvement de f s dl ordre s+e (L E R * ) .  

Alors tout germe f E Q + ~  réalisation de S+L est tel que pour 
b '  

toute, projec~ion (1-X) $ - dans Im me, il existe h & 
L+ 1 L 

classe C , v de classe C , (resp. v(x) = 1 ) avec y ( 0 )  œ lp, 
P 

h(0) = O, ph(0) = In et dans un voisinage de l'origine de IR" : 

Dans le crochet, on a un polynôme en t. Les termes de degré 

O, 1 , .  1 sont nuls. On peut donc poser 

1 e 
Hl+ 1 ( V ~ > ~ ~ +  1 ,o,A) = v[(x) f S (A)+D~~(x) ut+] (~)'+'-(i-~) (s+L) ' ! DS+%(O)(A)~+~. 

1 

L:LLE 

O O 
Or, il existe 

V~ et e+ 1 tel que pour tout A de E, on ait : .  
O 

O O ~ + e  
H~+l(ve,uL+l,O,A) = O  car (1-x)D £(O) e ImmL . 

Le reste de la démonstration est le même que dans le théorsme I I .  

V - - 1 e théqtème 11 1.  

T,iéirhème 3.- - Si f s  esy tel que Bo (resp. mo) est surjectif 

alors pour rout q tel que 1 < q 6 a, f est suffisant paur la cq- s 

équivalt nce de contact (resp. cq-suff -- isant) - dans E' s+q-1 ' 

3 c i m c i ~ n W u n  : Si est surjectif alors -- $] est surjectif 

(propos,tion 2) et le théorème 3 est démontré pour 1's q < (thaorème 2 ) .  

Il slag;t clonc de démontrer ce théorème seulement pour q = rn, en fait 



nous allons montrer que si $0 
est surjectif, f est suffisant !Jour 

S 

la cq-équivalence de contact de MAGNUS dans E' avec 1 6 q 6 m. 
s+9 

En effet, si nous considérons l'application Y de End(p)x End(n) 

dans ~'(n,~) ' définie par Y (v,u) = v.f .u , Y est de classe cm et 
S s 

a pour diff6,rentielle en 1 x 1 car (v ,u )  (XI = v .  f s(~)+Dfs(~)u(x) . 
P n 

Si est surjectif, Y est une submersion en 1 x 1 . 11 existe donc 
P n 

S 
un voisinage W de f ' dans Ls(n,p) et O une application de W 

S 

dans End(p) x End(n) de classe cm telle que Y O O = 1 et 
L: (n, p) 

O ( f 6 )  = (1 ,I ) (cf. Annexe II - VI1 - 1.b). 
P n 

Soit f une réalisation de f dans E' . Il existe un 
S s+q 

voisinage V de l'origine de IRn tel que, dans ce voisinage, 
- 

f (x) = ?(x) (x)' où f (x) E L;(npP) et z(0) (x)' = f (x) (formule de Taylor 
S 

- 
avec reste intégral) et l'application f définie sur V 

est de classe cq. En restreignant si besoin est, V pour que 

Im ? C W,. O O f est de classe cq et verifie pour tout x de V : 

O O f(x) = (vx,\) avec v = 1 u = 1 et pour tout y de iRn , 
O P' 0 n 

On définit v le germe en O d'appl ication de classe cq de 

V dans Eqd(p) tel que v(x) = v et h le germe en O d1applica- 
X 

ti-on de classe cq de V dans IRn tel que h(x) = u (x). On restreint 
X 

une nouvelle fois V de façon que pour tout x de V, v appartienne 
X 

à Aut lKP et que h soit un difféomorphisme de V dans IR". En effet, 

q .: 1 et ~'h'(0j = ' 1  ;ar h(0) = u (O) = 0 ,  h(x)-h(0) = uX(x)~u (x)+u0(x) n O Q 

et donc [/h(x)-xll s E(x)IIxII où E ( X )  = IIuX-u 11, E ( X )  tend vers 
O 

O avec x. 

On a donc pour tout x de V : 



- 
On fait le même type de démonstration si $0 

est surjectif. 

VI - A p p L L c d o n  d a  XhEanèrna 17 7 T l 7  7 x  a p a c a  de Banach. 

Par le procédé de Liapounov-Schmitt (voir Annexe II - VI1 et m), 
on sait associer à un germe f en O d'application de classe Cu de 

E dans F, espaces de Banach, tel que 2 < p < , f(0) = O et Df(0) 

est un opérateur de Fredholm, un germe u en O d'application de classe 

C' de Ker Df(0) dans Coker Df (O), espaces de dimension finie, tel que 

u(0) = O et Du(0) = 0. 

On pose W = f-l(O) et W' = u-' (O). Il existe alors un germe 

en O de difféomorphisme de E dans Im Df(0) x Ker Df(O), de classe 

c', qui échange localement W en {O) x W' . 

On note u, le jet d'ordre 1 de u (1 r , É u )  et 

- 1 
W = u (O). Si f vérifie (H ) (ce qui est équivalent à u vérifie R 1 r 

(Hr)) avec 1 < r , on a montré (chapitre 1, proposition 4) qu'il 

existe un germe en O de difféomorphisme de E dans Im Df(0) x Ker Df(0) 

de classe Cq qui transforme localement W en 10) x Wk, Wk est le 

germe en O des zéros de la variété algébrique d'équation uk(y) = O 

(k = kU(q) = r-l+q(r-s +1), k < p). u 

On peut améliorer ces résultats, par exemple dans le cas où f 

vérifie (Hz), u2 est alors un jet homogène vérifiant H2 et on peut 

alors parfois appliquer à u les résultats du théorème 2 ou du théorème 3. 

Plus généralement, on a les propositions suivantes : 

Phopon&on 7.- - Soit E - et F deux espaces de Banach, f - un 

germe en O d'application de E dans F, de classe Cu, 2 y u $ a, 

tel que £(O) = O, Df(0) est un opérateur de Fredholm et f vérifie 



H avec s entier, 2 S s 6 u. Si u (jet d'ordre s de u, u 
s - - S 

déduit de f par le procédé de L.S.) est un jet homogène et s'il 

s+e 
existe e ,  1 i 1 r u-s tel que D u(0) e Im I$e (me relatif à us) Y 

alors il existe un difféomorphisme local h de classe C e+ 1 de E - 

dans Im Df (0) x Ker Df (O), h(0) = (0,O) qui transforme localement 

w - l01 x ws+L-l. 

Par la proposition 4 du chapitre 1, h était seulement de 

e 
classe C . 

Exemple : Si u 1 3 et f vérifie (H2) : 

- si 3 2 D u(0) E Im $, alors il existe h de classe C qui transforme 

localement W en ( 0 )  x W2 et W = K : cône tangent en O à la 2 

surface de niveau W (voir [2]), 

3 - si D u(0) 4 Im ml, dans certains cas (voir chap. III - C) il 

2 
n'existe pas de h de classe C qui transforme W en (O) x K, 

1 
mais h de classe C existe. 

Ptrupoa&on 8.- Soit f défini à la proposition 6. 
% 

Si u (2 s s 4 u) est un jet homogène vérifiant - Hs y 
alors il existe 

S 

tel que (e (associé à us) soit surjectif. Si 1 s l s p-s+l , - 

pour tout q de IN tel que e i q ,< p-s+l, il existe un difféomorphisme 

local h de classe cq de E dans Im Df (O) x Ker Df(0) , h(0) = (0,O) - - 
qui transforme localement W en 10) x Ws+e-l. - 

Si est surjectif et si p = alors il existe aussi un - 
difféomorphisme local h de classe cm qui transforme localement W 

en 10) x W . - s 

Exe.rnp&?h : On monrrera au chapitre III - a, b, que si 2 

vérifie HZ alors 



- $ e s t  s u r j e c t i f  pour D i r n  Coker Df(0) = 2 e t  D i r n  I m  Df(0)  2 4 

e t  a l o r s  pour t o u t  q f i n i  t e l  que 1 C q S - 1 ,  il e x i s t e  h 

de  c l a s s e  cq q u i  t r a n s f o r m e  localement  W e n  ( 0 )  x K ; 

- $0 e s t  s u r j e c t i f  pour  D i r n  Coker Df(0)  = 1 ( u  v é r i f i a n t  seulement 

H2) ou pour D i r n  Coker Df(0) = 2 e t  D i r n  Ker Df(0) = 2 ou 3 ,  a l o r s  

s i  = , h de  c l a s s e  cW t r ans forme  localement  W en  {O) x K .  



C H A P I T R E  7 7 7  

------------ 

Dans la première partie A de ce chapitre, nous donnons des 
?J 

exemples où p = 1 et où f vérifie H'. 
S S 

Dans la deuxième partie B, nous étudions le cas où s = 2, 

,.J 

p = 2, n est quelconque et f2 vérifie Hz. 

Dans la troisième partie C nous étudions le cas où s = 2, 

N 

p = 2, n = 4, f2 vérifie H2 mais ne vérifie pas Hz. Nous 

donnons la forme de tels jets et montrons que pour certains d'entre 

4 
eux il n'existe pas de difféomorphisme local de IR dans lui-même, 

de classe C' tel que h ( 0 )  = O, Dh(0) = I L  et qui transforme loca- 

lement la surface de niveau de E2 en la surface de niveau de l'une 

de ses réalisations dans 

Rappel des propositions équivalentes (Proposition 3 - Ch. II) 

a N 

- - si f vérifie H (resp. Hi) ; 
S s - 

- 
- il existe de - N tel que $L (resp. ) est surjectif ; 

- il existe a - de N tel que ma C J (fs) (resp. 2 C H l  (fs)). 
P 

N 

Nous remarquons d'abord que si f vérifie H (resp. <) 
S S 

alors f vérifie H (resp. Hi). 
S s 

De plus, f vérifie $ (resp. ri) si et seulement si 
s s 

- 
il existe l tel que $, (resp. $ 1  est surjectif ce qui impose 

des conditions de dimension (voir Ch. 1, Remarque 3) : 

- 
si p = 1, pour que $L soit surjectif, il est nécessaire d'avoir : - 

s+L L+ 1 
dim L (n,l) < dimL (n,n) 

S S 

soit ~ + e  
'n+s+t- I 



si p > 1, pour que @e soit surjectif, il est nécessaire d'avoir : 

~ + e  e L+ I 
dim L (n,p) < dim Ls(n,End(p)) + dim L (n,n) 

S S 

A )  ErmpLen de jetn hornogénen fs à v a l m  i r é f lw  véhi6*ant 2.  
Nous considérons d'abord tous les jets homogènes de degré 2 

définis sur IRn, puis les jets homogènes de degré 3 et 4 définis 

2 rJ - - 
sur R . S'ils vérifient H' alors OU @1 est surjectif. 

s 

Dans les deux derniers exemples de jets d'ordre s, le plus petit 

- 
1 tel que $e est surjectif est fonction croissante de s et de n. 

- 
Nous rappelons que @ est surjectif si et seulement si mSCec H (f ) 

1 s 

(Ch. II, proposition 4). Par application des théorèmes 2 et 3, nous 

obtenons : 

1) s = 2, n est quelconque. 

f2 vérifie Hi si et seulement si f2 est associé à une 

forme quadratique non dégénérée. On a alors m C H l  (f2) et est 

donc surjectif. 

Lmme de MORSE. 

Si f2 est un jet homogène associé à une forme quadratique - 
non dégénérée alors f est cq-suffisant dans - Eq+ 1 pour tout q 

de IN* et q = O, . - 

KUIPER [q a déjà montré ce résultat ; le lemme de MORSE 

q classique montre seulement que f2 est C -suffisant dans E 

X 
4+2 

pour tout q de (N et q = m. 

2) s = 3, n = 2. 

Si f3 vérifie 3 
Hi nous montrerons que m C H l  (f3) et 

- 
est donc surjectif. 



2 PtopoaiAiun 1 . -  Tout j e t  homogène de  degré  3 de clans F. - - --.. 

v-sul'f i s,-int dans  ----- E3 - e s t  ~ ~ - s u £ £  i s a n t  d a n s  E pour t o u ~  - q  5 
q+2 

Pour s = 3 ,  n = 3 .  - 

Conjec*u~e : s i  f 3  v é r i f i e  
4. 

H; a l o r s  m C E l  ( f 3 )  e c  

- 
donc 4 ,  e s t  s u r j e c t i f .  S i  c e l a  e s t  v r a i ,  t o u t  j e t  homogène d e  degré  

3 
3  de R dans  R v - s u f f i s a n t  dans 4  Ej e s t  C - s u f f i s a n t  dans  

* 
Eq+2 pour t o u t  q  de  IN . Nous avons un p l a n  d e  démons t ra t ion  e t  i l  

semble que c e t t e  c o n j e c t u r e  s o i t  v r a i e .  Les c a l c u l s  s e  f o n t  b i e n  dans 

l e s  c a s  p a r t i c u l i e r s ,  i l s  s o n t  l o u r d s  d a n s  l e  c a s  g e n é r a l .  

3)  s = 4 ,  n  = 2. 

CV 5 - 
S i  f 4  v é r i f i e  H: , o n a  m C f f l ( f 4 )  m l  e s t  donc 

s u r j e c t i f .  

2 Phopoaiiion 2 . -  Tout j e t  homogène d e  degré  4  -- dc: IR dans  11 

N #f 

v é r i f i a n ~  Hi e s t  cq-suff  -- i i a n t  dans  E pour t o u t  q  de I N .  
q+3 

I l  e x i s t e  de:; j e t s  f v é r i f i a n t  
4  

H: mais ne  v é r i f i a n t  pas 

N 

Hi : i l s  s o n t  t e l s  que l ' é q u a t i o n  f  (Y) - O a deux r a c i n e s  doubles  
4  

imagina i res  conjuguées  dans  P(1,C) ( d r o i t e  p r o j e c t i v e  complexe).  

2 
I l s  s e  ramènent donc:, a p r è s  (:ilangement d e  b a s e  dans  IR , à l a  forme : 

s s 2s-3 
Les j e t s  d e  l a  forme : f  (x) = x + x  v é r i f i e n t  m - ------- S 1 2  ---- c f i  ( f  s' 

- 
e t  (s-3.1 e s t  l a  p l u s  p e t i t e  v a l e u r  d e  t e l  que 4, s o i t  s u r j c ~ r t  i f  

Il s ' e n  s u i t  que 
'2s-4 rel6vernent d ' o r d r e  (2s-4) d e  f  e s t  C q -  

S 

s u f f i s a n r  dans E poiir t o u t  q  de  N supér ie i i r  ou é g a l  à ( s - 3 ) .  
s+q- 1 



5) s >, 3, n >, 3. 
n s n(s-S)+l 

Les jets de la forme : fs(x) = 1 xi vérifient m c Hl(fs) 
i= 1 

et n(s-2)-s+l est la plus petite valeur l tel que ml soit surjectif. 

Il s'en suit que fn(s-2) relevement d'ordre n(s-2) de f s  est cq- 

suffisant dans E pour tout q de IN supérieur ou égal à n(s-2)-s+l. s+q- 1 

DémomZtatiam : On va souvent utiliser une base de an telle 
rJ 

que, dans cette base, l'écriture de fs(x) soit simplifiée . On rappelle 
- 'L 

aussi que @ L  est surjectif si et seulement si 4, est surjectif (on 

oubliera le %) .  

1 ) s = 2, n est quelconque. 

Il existe une base de telle que dans cette base, 
n 2 

f2(x) = a.x.. f 2  ~Orifie Hi si et seulement si pour tour i, 
1 1  i= 1 

n 
a # O (voir Ch. 1, V). Alors les polynômes engendrent 
i 

ffl(f2) et donc m c H (f ) (formule de Taylor avec reste intégral). 1 2  

2 2 
f3(x) = ax3 + gx x + yx x + sx 1 1 2  1 2  2 .  " 9 

Si f3 vérifie 

le polynôme homogène f3 n'a pas de racine double dans P(1,lR) donc 

'L 
dans P(1,C) : si f3 vérifie Hj alors f3 vérifie ( H o  On peut 

alors choisir deux points disti~cts de P(1,a) réels ou imaginaires 

conjugués qui annulenf. f3. Dans la base formée des représentants 

2 2 2 
dans E de ces deux points, f3 à la forme : f3(x) = axlx2 + bxlx2 

avec a x b C O car f l  vérifie H 3 .  En changeant la longueur d'un 

vecteur de la base, on peut ramener 
fj 

à la forme suivante : 

2 2 1 3  - 
i3(x) = 3(x1x2 + x x ) .  Soit A = -D f3(0). 1 2  3!  est surjectif 

si à toute foi.me trilinéaire symétrique B caractérisée par 

B(ei,ei,ej) = b où i ,  & 2 on peut associer u de End(2) 
iij 



1 2 
caractérisé par ue. = u.e + u e où i e 1 ,  tel que pour 

1 1 1  i 2 

i et j de { 1,2) on ait : 

B(e., 1 ei ,e .) = 2A(ei, e ,u(ei)) + A(ei,ei,u(ej) ) 
J j 

2 
c'est-à-dire : bill = 3u 1 

1 2 1 
b122 = 2u2 + 2u2 + uI . 

j - Ce système ayant des solutions en u i ' est surjectif. 

3) s = 4, n = 2. 

f4 vérifie : f4 n'a pas de racine multiple dans P(1 , a ) .  
2 

Comme précédemment on choisit une base de telle que dans cette base 

3 3 
f4 a la forme : f4(x) = ax 1 2  x + bx2x2 1 2  + cxIx2 avec a x b # O et 

2 'L 

b - 4ac # O car f4 vérifie H i .  En changeant la longueur d'un vec- 

teur de base on se ramène au cas où a = c. Soit d une racine qua- 

trième de b+2a et d'une racine quatrième de b-2a, on a d # O et 

2 2 
d' # O car b -4a # O. On considère alors le changement de base défini 

par le changement de coordonnées : 

1 1 x = - x ' + -  * d 1 dlX; 

2 2  4 
f4 se ramène alors à la forme f4(x) = x4 1 + 6ax 1 2  x + x 2 avec 

2 1 
a # g . Pour des raisons de dimension énoncées au début du chapitre 

- - 
on ne peut pas avoir mo surjectif. @1 est surjectif si pour tout 

4 2 
C de L (2,l) on peut associer u de L (2,2) défini par 

S S 

2 k  1 4  
u(ei,e.) = 1 uijek , j { 2 tels que si A = - 4! D f4(0) on ait 

k=l 

pour i,j de {1,2} 



k 
Les coefficients u sont solutions d'un système linéaire 

i j 

dont la matrice des coefficients est la suivante : 

2 2 
Le déterminant de cette matrice vaut (-4) x (9a -1) et 

donc le système a des solutions puisque a 2 f T .  1 

4) s = 2, n 2 4. 

s- l fs(x) = x S + x S  o n a  ~ . f  (XI = s X. 
1 2 ' pour i = 1,2. 

1 S 1 

L'ensemble des polynômes homogènes de degré 2(s-1) + 1 est donc 

contenu dans ffl(fs) ; en appliquant la formule de Taylor avec 

2s-3 reste intégral il s'en suit que m C Hl(fS). 
- 

La condition de dimension pour que 4, soit surjectif s'écrit 
- 

(voir début du chapitre) : Cn+,+~-] S+L " C n + ~  L+ 1 c'est-à-dire si 

n = 2  

soit 

- 
(s-3) est donc bien le plus petit 4 tel que 4 soit surjectif. 



n  
S s- 1 f s ( x )  = xi . On a D.f (x )  = s xi donc 1 'ensemble C I E S  

1 S i= 1 

polynômes homogènes d e  degré  n(s-2)+1 e s t  contenu dans  H l ( f s )  e t  - 
LI 

n(s-2)+1 s-2 
on a  m C H ( f  s )  . Comme l e  polynôme homogène Ti x  . n '  ap- 

1 i= 1 

p a r t i e n t  pas  à Hl(£,)  on n ' a  pas  m n(s-2) C ff ( f  ) e t  donc l e  p l u s  
1 s 

- 
p e t i t  1 t e l  que s o i t  s u r j e c t i f  e s t  n ( s -2 ) - s+ l .  

Nous a l l o n s  montrer  que s i  f 2  v é r i f i e  (g2)  a l o r s  e s t  

s u r j e c t i f  pour n  = 2  e t  3 e t  m l  e s t  s u r j e c t i f  pour n  2 2. 

Le p l u s  p e t i t  a t e l  que ma C J 2 ( f 2 )  e s t  a = 2 pour n  = 2  

e t  a = 3 pour n  2 3 .  P a r  a p p l i c a t i o n  d e s  théorèmes 3 e t  3 ,  on o b t i e n t  

P t r u p ~ a ~ ~ o i z  -- 3 . -  - S i  f 2  -- v é r i f i e  ( a l o r s  f 2  e s t  s u f f i s a n t  

* 
pour l a  ~ ~ - é ~ u i v n l e n i . e  d e  c u n r a c t  dans E~ pour  t o u t  -- q  de iN . De 

- q+l - 
m 

p l u s  s i  n  = 2  --- ou 3 .  f 2  ~ B L  a i i s s i  s u f f i s a n t  pour  l a  C -équivalence 

2  
d e  c o n t a c t  dans E . 

'b 

Nous moni:r,)i.ir: d ' a b c i d  ( 1 ) )  que s, i  f 2  v é r i f i e  (H2), une b a s e  

2  
de  IR é t a n t  f i x e e  , i.1 e x i s c e  une base  c e  cn t e l l e  que dans  c e t t e  

2  2  
b a s e ,  f 2  s ' é c r i i :  : f2 , (x )  = ( 1 Aixi , 1 pixi) aut rement  d i t  l e s  

i= 1 i= 1 

2 formes b i l i n é a i r e : ;  :.:yciétriques associG:_:?s à f 2  s o n t ,  dans c e t t e  b a s e ,  

d i a g ~ n a l ~ z s .  Récipu-quchment ( 2 ) )  une b a s e  d e  cn é t a n t  f i x é e  a i n s i  qu 'une  

2  
b a s e  d e  IR , s i  pas-- r a p p o r t  5 c e s  b a s e s  f 2  a  l a  forrne : 

L 
f 2 ( x )  = ( 1 hixi 1 .x:) nous cherchons  l e s  c o n d i t i o n s  rempl ies  

1 .l. 
j.= 1 i.== 1 

rcl 

p a r  l e s  ~ ( h ~ , p ~ ) l ~  i= 1 pour ~ I J C  f 2  v é r i . f i e  H2 ' 



'-l 

1 ) - Dia_lonaeination nhlLetanée de f2 6ou.h t 'hypofhèhe i i î .  

2 1 ? 
NoZcAionh : La base de W est fixée, on a f2 = (f ,fL'l. ----- 2 2 .  

'L n - 
On note K = {x/x E IRn, f2(x) = O), K = {xlx E O , f2(x) = O}. 

X est l'élément de P(n-],IR) (resp. n - , )  de représentant 

'L 'L 
x dans IR" (resp. E"). QI et Q2 (resp. QI et Q2) sont 

les quadriques de P(n-1,W) (resp. n - , )  telles que pour 

i 
i = 1,2, X E  Qi (resp. X E  Qi) si et seulement si f2(x) = O  

N 

f2 vérifie H2 (resp. H2) si et seulement si QI et Q2 

'L 'L 
(resp. QI et Q2) n'ont pas de point de contact dans P(n-1,B) 

(resp. n - 1 , )  . S'il existe un repère I E .  ln de P(n-1 ,a) 
1 1=1 

tel que les points du repère soient conjugués 2 à 2 par rapport 

'L % 
aux deux quadriques QI et Q2, alors, dans la base constituée 

des représentants e. des Ei, où 1 s i n, les formes bilinéaires 
1 

N 

associées à f2 sont simultanirn~?nt diagonales. On va donc chercher 

un tel repère dans P(n-1,C). 

'L 'L 
a) S:: n = 2. QI p .  Q2) est formé de l'ensemble de - 

deux points éventuellement confci-tdil,;. 
'L 'L 

Si f2 vérifie HZ alors Q, q2 = ( et on peut trouver 
'L 'L 

dans P ( 1  ,C) deux points conjugiiés par rapport à QI et Q2. 

'L 'L 
Si f2 vérifie H2 et piis HZ alors QI n a2 = {x,?} avec 

n X # X. En changeant éventuelle men^ de base de IR , f s'écrit : 

On a alors K = { O ) .  

M N 

b) Si n = 3. Si f2 v21-itie -- H2 les roniques 9, et 'i2 
se coupent en 4 points disti-x~s et elles ont un triangle auto2olaire 

c ornmun . 



% % % 

Si f2 vérifie H et pas H2 les coniques 
2 QI et Q2 

sont bitangentes en deux points de contact imaginaires conjugués 

et il existe une infinité de triangles autopolaires communs aux deux 

coniques. On a encore K = (O). 

c) si n > 4. Si f2 vérifie H2 et si QI n'est pas une 

conique propre, XI point singulier de QI, de représentant x 1 ' 

n'appartient pas à Q2 sinon f2(x1) = O et Df2(xl) n'est pas 

% 
surjectif. Alors l'hyperplan polaire rr (resp. IT) de X par rapport 

1 
% % % 

à Q2 (resp. Q2) coupe Q1 et Q2 (resp. Q1 et Q2) suivant 

% % % 

q1 et q2 (resp. q1 et q2) et si f2 vérifie H2 (resp. H2) 

2, 'L 
q ,  et q2 (resp. q1 et q2) n'ont pas de point de contact dans n 

% % % 

(resp. IT) sinon en ce point QI et Q2 (resp. QI et Q2) au- 

raient même plan tangent contenant 
XI. 

De plus, s'il se trouve 

% 
dans n un repère dont les points sont conjugués deux à deux par rap- 

% % 
port à ql et q2, alors la base formée de la réunion de leurs re- 

présentants dans an et de x est solution du problème. Ainsi si 1 
5 

f2 vérifie HZ (resp. H ) et si l'une des quadriques a des points 2 

singuliers, on se ramène à l'aide d'une récurrence sur n soit au 

cas où n = 3 (et le problème est résolu), soit au cas où QI et Q2 

sont des quadriques propres. 

Si QI et Q2 sont des quadriques propres, alors il existe 

1 2 
un vecteur non nul e de an et A de B* tels que Df2(el) = IDf2(el) 1 

car les matrices symétriques réelles associées à 
1 2 

f2 et f2 sont ré- 

% % 
gulières. Le point E a même plan polaire IT par rapport à 

1 QI et 
% % % % Q  % % % 
Q2 et E l  n'appartient pas à a. On note q1 = n n Q 1 9  q2 = n n Q 2 ,  

% % % 
q1 et q2 sont des quadriques propres et si f2 vérifie H2' elles 

% % 
n'ont pas de point de contact dans n .  Ainsi si f2 vérifie H2 7 on 



fait une nouvelle récurrence sur n pour se ramener au cas où n = 3. 
'L 

On a ainsi montré que si f2 vérifie 
2 

H2 une base de IR étant 

fixée, il existe une base de tn : (e ln telle que dans cette i i=l 

base, f2 s'écrit : 

2 )  Récipiroquement, étant donné une base de et une base 

n de E" : leili=l , on duppone que pan - mppoht à  ce^ base, f2 

a) si f2 vérifie - H2 alors pour tout i, I S i S n, 

on a (Ai,pi) # (0,O) 

En effet, supposons que h l  = ul = O, alors E,+E, de 

P(n-1,R) est un point singulier de Q et de Q2 ce qui est impossible. 
1 

b) Si on pose Dij = A.p - A .  = 
A. X 

l j  J i 1 1 pour 1 s i ,  j S n .  

rV 

f2 vérifie H2 si et seulement si 
Di j 

f O pour i f j. 

En effet, si tous les Dij sont non nuls pour i f j, tout 

% 
point x de K - (0) a au moins deux coordonnées non nulles, il est 

tel que Df2(x) est surjectif. Par contre, si D12 = O le point 

2 2 2 2 
x = x e + x2e2 de - O vérifiant h x + h2x2 = plxl + p2x2 = O 

1 1  1 1  

est tel que Df2(x) n'est pas surjectif. 

Les conditions de dimension imposent que ne peut pas 

A etre surjectif pour n b 5. Nous devons montrer que toute application 

2"J"J 'L 
B de L (n,2) est l'image par d'un couple (v,u) de 

S 



% 
~ n d  (3) x End(n), c'est-à-dire que pour tout , , 1 S i C j 6 n, 

on doit avoir 

2 1 2 ,  
On note le;,e;} la base de 8 , v(e!) 1 = v.el 1 1  + v i e 2' 

n 
j I 2 u(ei) = 1 u.e , B(ei,e.) = b @ '  +bije> On doit résoudre 
1 j J ij 1 j=i 

1 i 
et pour i # j j bij = A. u + h u. 

1 j j 1 

j Pour i # j, les coefficients u. existent toujours car Dij # O .  Il 
1 

i n j 2  
reste à prouver l'existence des { u ~ } ~ = ~  et des {vili, j=l . Voici 

la matrice des coefficients du système dont ].es premiers membres sont 

1 2 n 
{bii , b.. } .  

11 1=1 ' 



- Si n = 2, le système a des solutions car O O ;  
I 

- Si n = 3. Supposons qu'il existe une combinaison linéaire nulle 

6 6 
à coefficients des lignes L. du système : 1 p.L. = 0. 

1 1 1  i= 1 

En considérant les colonnes relatives à 
1 2 3  

U1, u2> U3 ana 

h l  + u I p 2  = O, h2p3 +u2p4 = 0 ,  h3p5 + 1i3P6 = O ; il existe 

donc des scalaires a, 8, y tels que p l  = ci pl, p2 = -a hl, 

p 3 = B p 2 ,  p 4 = - B A 2 ,  P5 = Y  P3, P g = - Y  A3. En considérant 

les quatre premières colonnes du système, on a : 

Comme D, x D23 x D f O on n a = B = y = O et le système 
13 

a des solutions car la matrice des ccefficients est de rang 6. 

- Si n = 4. On suppose de même qu'il existe 8 {pi);=l tels que 
8 
1 piLi = O, on en tire comme pré~édeniiilect 1 'existence de a, 6, v 
i= l 

0 
liés aux {p.}. et de 6 tel que p7 - - G gL et p8 = -6 h4. En 

1 1=1 

considérant les quatre premières colonnes, c n  a : 



Ces trois équations homogènes à quatre inconnues ont toujours 

des solutions non toutes nulles, la matrice des coefficients n'est 

donc pas de rang 8 et n'est pas surjectif. 

Nous venons de montrer que pour n = 2 ou 3, est sur- 

jectif, donc $ ]  est surjectif (Chapitre II - proposition 2). Il 

suffit donc de montrer ici que $1 est surjectif pour n 2 4. 

1 2 __f 

On note C(e.,e e ) = C e' + Cijke; = Cijk , 
i j' k ijk 1 

1 2 4 
v(ei) = yi avec y.(el) = y. e' + lime; = yim où m E {1,2), 

1 m 1m 1 

n k  -+ 
u(ei,ej) = 1 uijek et V. 1 = A.el 1 1  + Vie;. On doit avoir pour toiil- i:i,j,k) 

k= 1 
variant de 1 à n : 

soit 

-+ 1 -+ -+ 1 i -+ 

pour i # j 13 lij . = 3  (Ai Y + Pi yj2) +-(2u 3 V. + uj qj) 
j 1 ij 1 i i 

2 i - t  + = -  et pour i,  k liistincts c j $. + u  k -+ 

ijk 3 'UjkViiUki 1 ij 'k) 

i 
Ce sys1:ème a des solutions. Prenons, par exemple, u = O 

i i 
-+ -+ 

pour tout i, alors et Yi2 sorit définis par la première 

équation vectorielle car (Ai,pi) # (0,O) ; alors les autres caeffi- 

cients de u, affectés d'indices non tous égaux, n'apparaissent cha- 

cun qiie dans une seule équation vectnrip-lle du type des deux derni151-es 

-+ .+ 
équat:ons, ces c(:lefficients de u sont alors définis car Det(Vi,V4) = Djj 

3 



et Dij 
# O pour i # j. 

2 3 5 )  On a m C J2(f2) pom n = 2 e.f m t J2(f2) POW n > 3. - 
* 

Pour montrer que 2 C J2(f2) (a c Pi ) il suffit de montrer 

que P a C  J2(f2) où P est l'ensemble des polynômes homogènes de a 

degré a à coefficients réels de la variable x de tUn et d'appliquer 

la formule de Taylor avec reste intégral. Or P C J (f ) signifie que 
a 2 2  

tout polynôme homogène de degré a est combinaison linéaire à coeffi- 

cients dans E de polynômes engendrant J2(f2). Il existe une telle 

combinaison linéaire dont les coefficients sont des polynômes homogènes 

de degré (a-2) (on prend les termes de degré a dans le développement 

limité). On peut donc passer aux complexifiés et P C J2(f2) équivaut 
a 

% CL 
à P C < ( f î )  où Jp(f2) esr 1 'ensemble des combinaisons des poly- 

a 

nômes de J2(f2), les coefficients de la combinaison des polynômes 

étant des polynômes homogènes de degré (13-2) à coefficients complexes 

% 
et P est l'ensemble des polynômes homogènes de degré a à coefficients 

a 

complexes de la variable x de an. Etant dans , on peut se servir 
'L 

du 1) de ce paragraphe B et considérer J2(f2) engendré par les poly- 

2 2 n 
nômes CX.x. , 1u.x. (x.x.1. avec i # j. 

1 1  1 1 ' 1 J l,j=l 
N . si n = 2 : J (f ) est engendré par 

2 2 
2 2 {AIxI + h2x2,u1 

'b 'b 

soit Par { X ~ , X ~ , X I X 2 ~  car DI2 # O. On a donc P2 = J2(f2) 

2 . si n z 3 : on ne peut pas avoir m C J2(f2) car cela imposerait 

l'existence de scalaires a, 13, y,, (i # j) tels que 
n n I J  

2 2 2 
x = a ( Aixi) + B (  1 vixi) + 1 yijxixj mais alors on a 1 i= i i= 1 i#j 

'ij 
= O pour tout (i,j) et 1 = a A l  + B pl, O = a h2 + B v2 , 

O = a h + B u3 ce qui est impossible car D23 f O. 
3 



3 
Par contre m C J (f ) en effet les polynômes de la foi-rnc! 2 2 

L 
x.x j et xixjxk , où i, j, k sont distincts, sont de la forme 

xi(xi,xj) et xi(xj,xk). Puisque (Ai,ui) # (0,0), ceux de la forme 

3 
x. sont de la forme ( A .  # 0) : 
1 1 

R ~ # L ~ u Q  : On sait (Chapitre II - Proposition 3) que si f 
S 

% % - 
vérifie H (resp. HA) il existe l tel que s 

$l (resp* est 

surjectif et il exisce a tel que 2 c J (fs) (resp. mat HI (f,)), 
P 

le plus petit et a le plus petit a vérifiant ceci sont 
O O 

tels que : 

- pour p = 1, l = sup(0,a -s) : 
O O 

Exempk4 : si s = 2 et n est quelconque, on a a = 1 
O 

et donc = O = sup(O,ao-s). On a donné d'autres cas où 1 = a -S. 
O O O 

-pour p > 1, O $ 1  d a  -s : 
O O 

Exmplu : 

- s i  s = 2  et p = 2 ,  n = 2  ou n 2 4 ,  o n a  l 0 = a a S  ; 
O 

- S i  S = 2  et p = 2 ,  n = 3 ,  o n a  1 = O ,  a = 3  
O O 

etdonc O d l  O < a - S .  O 

6 ) Aube exemple d t  jeA homag i. nc f véhidiant H2 (p=3, n=4) 
% 

Dans le cas s = 2, p = 2, f 2  vérifie Hz, nous venons de 

chercher les valeurs de l et a sui-~ant les valeurs de n. Les 
O O 

calculs ont pu se faire aisément du fait de l'existence dans ce cas 

d'une bzse de an, par rapport à laquelle f2 se met sous une forme 

diagonale. Une telle base n'existe pas pour p 3 3. Cependant dans 

certains cas où f2 se présente a priori sous forme diagonale, on peut 



'L 

alors étudier facilement les conditions pour que f2 vérifie 
H2 

calculer l et donc appliquer à f2 le théorème 2. 
O 

' Ii 

f2 vérifie B2 si et seulement si D # O pour i,j,k distincts : 
ijk 

@ 
ne peut pas être surjectif pour des raisons de dimension. 

à f,). 

Montrons que @ ]  est surjectif (le théorème 2 s'applique donc 

l 

On reprend les notations précédentes, on trouve les conditions : 

__3 1 -+ 
C 

-+ -+ i -+ 

= - (A. Yi] + "  Yi2 + v Yi3) + U Vi + 2uj ? ijj 3 J j j j ij j - k - +  k distincts c = u  V + u i  s . + u j  i? . 
ijk ij k jk 1 k i  j 

Les coefficients de u  affectés de 3 indices distincts sont 

- + + +  parfaitement définis par la dernière équation vectorielle. Les yil,yi2,yi3 

sont solutions de 4 équations vectorielles, ils existent (prenons par 

exemple i = 1) si et seulement si : 

(par extension de la notion de dëterminant) : 



c'est-à-dire si 

1 1 - 1 
= O alors 

2 3 4 
Si on prend u I 1  = u~~ - u~~ = u~~ u12y u13y 

+- +- 3 
sont définis de façon unique et donc les -yl1, -yl2, -yl3 existent. 

3 m l  est donc surjectif. Cependant on n'a pas m C J2(f2) car il 

existerait alors des scalaires ai, biy ci, 1 s  1 ,<4 tels que 

et donc en identifiant les coefficients de 

Or ce système n'a pas de solution car D234 ' O '  

On a donc ici encore O 5 O < ao-s 

C )  Jets IiornogCnes de fR4 dam i~~ véhii(kiant H2 ne véhi6ian-t paa HZ. 

Soit f2 un jet homogène vérifiant H2 et ne vérifiant pas 

% 1 
H2 , on sait que f2 est suffisant pour la C -équivalence de contact 

2 2 
dans E2 (théorème 1) et que f2 n'est pas suffisant pour la C -équi- 

2 
valence de contact dans Ej puisqu'alors m l  n'est pas surjectif 

(chapitre II - proposition 1). 



2 
On se pose alors le problème suivant : si f de E3 est une 

réalisation de f2, à quelle condition sur f existe-t-il seulement 

2 
h germe en O de difféomorphisme de classe C tel que h(0) = 0, 

Dh(0) = 1 et qui transforme localement W en K (W = f-I (O), 
4 

3 
On sait que si f est tel que D £(O) E Im $ ]  un tel h 

2 
existe et on a même une C -équivalence de contact entre f et -f2 

3 
(théorème 2, remarque 3). Que se passe-t-il si D f(0) n'appartient 

pas à Im @ l  ? 

4 Pkopo&&ion 4. - Soit f2 un jet homogène de IR dans IR 
2 

- - 
'L 'L 

tel que les quadriques de P(3,G) Q I  - et Q2 qu'il définit aient 

deux points de contact (et deux seuls) imaginaires conjugués et 

aient une intersection ou bien contenant deux coniques propres réelles 

et distinctes ou bien formée de la droite joignant les deux points 

de contact et d'une cubique unicursale. Alors pour qu'il existe h ,  

germe en O de difféomorphisme de classe cL tel que h(0) = 0, 

Dh(0) = l 4  , échangeant localement les surfaces de niveau de ce jet 

et d'une de ses réalisations f dans E;, il est nécessaire et 

3 
suffisant que D f (0)  E Im +l. 

Nous verrons au II que de tels jets existent bien. Ils véri- 
% 'L 'L 

fient (HZ) et ne vérifient pas (Hz) car les quadriques Q1 et Q2 

n'ont pas de point de contact dans P(3,IR) mais ont deux point de 

contact dans P(3,C). Les @ ]  associés à ces jets ne sont donc pas 

surjectifs. Un tel jet f2 étant fixé, on peut donc trouver f réa- 

2 
lisation de f2 dans E3 ce1 que ~ ~ f ( 0 )  $ Im +, et alors il n'existe 

2 
pas de h de classe C échangeant localement les surfaces de niveau 

en O de f et de f2. Ce qui montre qu'on ne peut pas améliorer 



les résultats du théorème 1. 

Dans une première partie, nous cherchons une forme réduite 
2, 

de f2 lorsque f2 vérifie (H2) et ne vgrifie pas (H2) Nous 

ferons des remarques concernant : 

- les jets f2 vérifiant (Hi) ; 
2, % 

- le faisceau de quadriques engendré par QI et Q2 

Dans une deuxième partie, nous montrons que si f réali- 

sation de f2 dans €3 est tel qu'il existe h de classe c2 échan- 

goanr les surfaces de niveau, alors la relation suivante est vérifiée : 

(1 1 t ( a s ~  
2 2 

~~f(0) (al3 = 3 ~f~(a) O D h(0) (a) . 

On montre ensuite que, pour certains f2 tels que K 

2 
contient "beaucoup" d'éléments, s'il existe D h(0) tel que (1) 

3 soit vérifié, alors nécessairement D £(O) E Im ( I .  

1 - Fornede f2. 

Nous prolongeons l'étude faite au B. 

2 4 
Une base de R est fixée. Une base de étant fixée on 

1 2 noce Al et A2 les matrices symétriques correspondant à f2 et f 2 .  

'L 

Si f2 vérifie H2 et ne vérifie pas H2 il existe au moins deux 

'L 2, - 
points de contact distincts X et 2 de Q1 et Q2 , soit x et x 

les représentants de X et ? . il existe X de C tel que 

1 2 - 2 -  f2(x) = f2(x) = O et Df2(x) = XDf2(x), ~fi(9) = XDf2(x). 

2, 

ler cas : La droite (6) n'est pas contenue dans Q, n 
1 2 - - 2 -  On a A E IR car D~~(x) .X = D~:(X) .x = XD~~(X) .x = AD~~(x) .x 

et si h # h alors X et 2 sont conjugués par rapport aux deux quadriques 

'L 'L 
ce qui entraîne (x,X) C QI fl Q2. D'autre part, les plans tangents 



communs en X et X se coupent suivant une droite réelle A qui ne 

coupe pas (x,?) sinon ce point d'intersection serait conjugué de X 

et de x par rapport aux deux quadriques et on aurait encore 

(x,?) C YI fi 9,. Soit deux points XI et X2 de P ( 3 , R )  n (x,X) 
conjugués par rapport à X et ?, le plan (X2,A) coupe Q1 et 

Q2 suivant deux coniques q1 et q2 qui n'ont pas de point de 

contact réel : dans le plan (X2,A) il existe donc au moins un 

triangle autopolaire commun à q1 et q2. Les matrices Al et A 2 ,  

4 
dans la base formée de la réunion des représentants dans cC de XI 

et des sommets d'un criangle autopolaire commun, sont diagonales. 

% % 

2ème cas : (xX) C QI Il Q2. 
Alors les plans tangents communs en X et ? se coupent 

suivant (x,?).  Ils sont distincts sinon les points réels de (x,X) 

auraient même plan tangent. De plus Q1 et Q2 sont des quadriques 

propres. En effet, si X1 est un point singulier de QI y C ~ ~ ~ e  1 

n'appartient r îs à Q2 XI n'appartient pas à (x,?),  et donc le 

'L 'L 
plan (x,X,X~) est le plan tangent comnun à Q1 et Q2 en X et X 

- 
ce qui est impossible. On a aussi A # X sinon en tout point, et donc en 

particulier en tout point réel de (x,?), les deux quadriques auraient même 

plan tangent. On prend une base de c4 formée de (x,%,Y,?) où Y (resp. Y )  

appartient au plan tangent en X (resp. 2 )  et Y & (x,?). Les matrices 

A ]  et A2 s'écrivent dans cette base : 

2 i 
avec a # O, c c R et c' E B. O n  utilise le fait que D f2(0) 

pour i = 1,% sont des formes bilinéaires symétriques à valeurs 

réelles. 



Cherchons les points de P ( 3 , C )  ayant même plan polaire 

par rapport aux deux quadriques. Ces points ont pour représentants 

( x ~ , x ~ , x ~ , x ~ )  tels que les lignes suivantes sont proportionnelles. 

-- 
Xa x2 + b'x 3 + C ' X  4 ha x 1 + c1x3 + btx4 

- 
les seuls coefficients de proportionnalité possibles sont A et A 

- 
car a # O, autrement dit A et X sont les valeurs propres 

- - 1 
doubles de A2 Al. Cherchons les vecteurs propres. On a déjà x et x 

associés à X et 1. Ceux relatifs à la valeur propre X vérifient : 

X3 = 0 X3 = O 

-- 
A ( ~ x ~ + c x ) = ~ ~ x ~ + c ' x  4 4 soit (i-h)ax2 + (hc-c1)x4 = O 

- - 
A ~ I  x4 = b1x4 ( ~ i - b ' ) ~ ~  = O 

- 
ceux relatifs à la valeur propre A vérifient 

X4 = O X4 = O 

Xb x3 = b1x3 soit (Tb-b1)x3 = O 

- - 
ha x + hc x = Aa xI + c l x  

1 3 3 
(h-~)a xl + (AC-C')~) = O 

- 
- si Ab-b' = O les points 

ont même plan polaire et on vérifie qu'ils appartiennent aux deux 

'L 'L 
quadriques : ce sont des points de contact de Q 1  et de Q2. O n a  

- - 4 
Les points (x,x,z,z) forment une base de C , on se place 

dans cette base pour écrire les macrices Al et A2 : 



Une base de diagonalisation simultanée de A l  et A 2  est 

- - - - 
donc formée des vecteurs x + z , x - z , x + z , x - z. 

- - 1 
- si Ab - b' # O les seuls vecteurs propres de A2 A l  sont 

- 4 - - 
x et x. Alors il existe une base de C : (x,y,x,y) telle que, 

- 1 dans cette base A2 A l  et A2 s'écrivent : 

Pour que A = A x A-'A soit symétrique, il est nécessaire d'avoir 
1 2 2 1 

b = c = O et alors 

avec a f O et X # 7 .  On peut prendre a = 1 en remplaçant x 

(donc X) par un vecteur proportionnel. 

- - 
Dans la base (x,y,x,y) f2 s'écrit : 

- 2 
2x x + dx2 + 2x3x4 + dx4) avec x + K. 

1 2  2 



2 
En résumé, & f2 vérifie H2, une base de P étant fixée, 

4 
il existe une base de @ : (el,e2,e3,e4) tel que dans cette base f2 

s'écrit : 
4 2 

4 2 
soit f2(x) = ( 1 hixi , vixi) 

i= 1 i= 1 

2 - 2 
soit f2(x) = (2hxlx2 + (l+dh)x2 + 2hx3x4 + (l+dh)x4, 

2 - 2 
x + dx + 2x3x4 + dx ) dans ce dernier cas ( c z  c)  
1 2  2 4 

2 
Réciphoque 7 : Une base de R étant fixée, il existe une 

4 2 
base de E telle que dans cette base f2 a la forme ( , l  hixi , 

Ir 1= 1 
2 

pixi). Quelles sont les conditions vérifiées par les 
. 

(Xi ,pi) = Vi pour que f2 vérifie H2 ? On a déjà vu au B qu'il 

est nécessaire que pour tout i, 1 i 4, V. 1 # (0,O). Les quatre 

2 
vecteurs V. définissent donc au plus quatre directions de IR . 

I 

On sait que les V. définissent quatre directions si et seulement si 
1 

'L 

f2 vérifie H2. 

i) Si les V. définissent une direction quadruple, f 2  
1 

vérifie H2 si et seulement si K = {O}. On peur, dans ce cas, 

en changeant la longueur des vecteurs de base ramener f 2  
à la forme 

2 2 2 2  2 2 2 2  
f2(x) = ( A  1 ( x ~ + x ~ + x ~ + x ~ ) ~  pI(x +X +X +X ) )  avec (Al,vl) + (0,O). 1 2 3 4  

ii) Si les Vi définissent deux directions dont une triple, 

f2 vérifie H2 si et seulement si K = {O}. On ramène f2 à la 

2 2 2 2 2 2 2 
forme f 2 (x) = (hl (xl+x2+x3) + h 4 x 4' p 1 (x?+x2+x3) + p4x4) avec 

iii) Si les Vi définissent deux directions doubles, f2 

4 
vérifie H2 si et seulement si la base {eiIisl par rapport à 

2 2 2 2 
laquelle f2 

a la forme réduite : f2(x) = ( i l  (x,+x2) + h3(x3+x4), 



avec D 1 3  f O e s t  s o i t  r é e l l e  ( e t  a l o r s  K = 101) s o i t  t e l l e  que 

- - 
= e 3 y  e 2 = e 4  1 

( e t  a l o r s  K # {O)).  (cas  b ) .  

- - 
En e f f e t ,  l e s  po in ts  de con tac t  on t  pour r ep ré sen tan t s  x ,x,y,y 

- - - - 
t e l s  que ou b i ea  e  = x+x, e 2  = i (x-x) ,  e3 = y+y, e4 = i(y-y) e t  

1 - - 
a l o r s  e l , e2 , e3 , e4  sont  r é e l s ,  ou b ien  e l  = x+y, e 2  = i (x-y)  , 

- - - - - - 
e3 = x+y, e4 = - i (x-y) ,  a l o r s  e  = e39 e 2  - - e4 ,  A l  = A 3 ,  P l  - - P3*  1 

i v )  S i  l e s  Vi d é f i n i s s e n t  t r o i s  d i r e c t i o n s  dont une double,  

4 
f 2  v é r i f i e  Hz s i  e t  seulement s i  l a  base  {ei}i=l  par  r appor t  

2  2  2  2 
à l a q u e l l e  f 2  a  l a  forme r é d u i t e  : f 2 ( x )  = (A1(x,+x2) + X x + A4x4, 3  3  

2 2 2 2  
h l  (x I+x2)  + w3x3 + u4x4) avec D 1 3  # O ,  D 4 ]  # O ,  Dg4 # O e s t  t e l l e  

que e  e t  e  sont  r é e l s  (cas  a ) .  - 1 - 2 - 
- 

Qn e f f e t ,  l e s  po in ts  de  contac t  on t  pour r ep ré sen tan t s  x e t  x  

- 
t e l s  que e l  = X+X,  e  = x -  . e  e t  e2  sont  donc r é e l s ,  

2  1 

( A  ) E R - ( O , ) .  On uiontre que dans c e  cas  
e3 er e4 

- ou b ien  r é e l s  (cas  - a l  - s i  K # {O}) e t  a l o r s  ( X 3 , ~ 3 )  e t  (AqYlJ4) 

2 
appar t iennent  à R - (0,O) 

- 
- ou b ien  imaginaires  conjugués (2 a2 y 

K f {O)) e t  a l o r s  X 3  = X 4 9  

2  
Réciphoque 2 . -  Supposons qu'une base  de IR é t a n t  f i x é e ,  il 

4 - - 
e x i s t e  une base de t e l l e  que e3 = e l  Y e4 = e2 e t  que dans 

c e t t e  base f 2  à l a  forme : 

2 - 2  
2x x  + dx2 + 2x3x4 + d  x4) avec A i h 

1 2  
% 

a l o r s  f 2  v é r i f i e  H i  ( e t  ne v é r i f i e  pas H2 ! ) .  

En e f f e t ,  t o u t  point  de R~ - {O} s ' é c r i t  

- - - - 
+ x e  + x e  avec (x1,x2)  f (0,o) e t d o n c e n c e  

1 1  x = x e  + X 2 e 2  1 1  1 1  



po in t  f 2  a  pour ma t r i ce  jacobienne : 

x )  f  (o,o) e t  A #  X. O r  c e t t e  ma t r i ce  e s t  de rang 2  c a r  ( x , ,  

1 
Rmcvtque 7.- Recherche des  cas  où f 2  v é r i f i e  H; 3 f 2  Z 

2 n  
f 2  t e i l i = l .  

% 

a )  f 2  v é r i f i e  H L .  

- s i  un vec t eu r  de l a  base { e  ln a p p a r t i e n t  à R", a l o r s  i i = l  

f 2  ne v é r i f i e  pas H i .  En e f f e t ,  supposons que e l  E R", I m  Df (e , )  

e s t  engendré par  V I  e t  Df(e ) n ' e s t  pas s u r j e c t i f  1 

- s i  pour t o u t  i, 1 5  i 6 n,  e .  E cn  IR^ a l o r s  f 2  v é r i f i e  Hi. 
1 

En e f f e t ,  t o u t  po in t  de Eln - {O] a  au moins deux composantes non n u l l e s .  

En c e  poin t  x l a  ma t r i ce  jacobienne de f 2  e s t  de  rang 2 e t  ~ f ~ ( x )  

e s t  donc s u r j e c t i f .  

d 

ktte&an : Dans ce  cas  f 2  v é r i f i e  Hz e t  H; mais ne 
& 

v é r i f i e  pas (Hi) ! 

b) n  = 4 ,  f v é r i f i e  H2 e t  ne v é r i f i e  pas HL. 
4 

Dans l e  ca s  a ,  f 2  ne  v é r i f i e  pas H i  car e  E IR . 1 
4 

Dans l e  ca s  b  avec K = { O ) ,  f 2  ne v é r i f i e  pas H; - ca r  e  E IR . 1 

Dans l e  cas  b  avec K # {O), f 2  v é r i f i e  H; c a r  t ou t  po in t  

e t  l a  mat r ice  jacobienne de f 2  en ce poin t  e s t  de rang 2 : 



En résumé, f2 vérifie H2 et si K # {O), f2 vérifie 

4 Hi dans le cas c et lorsque les vecteurs de la base de 9: (.resp. 

<L en si f2 vérifie H ) qui permettent la diagonalisation simultanée - 2 
1 2 4 4 

de - f2 - et f2 appartiennent à C +7 (resp. an-R"). 

La forme des jets vérifiant H; es.t donnée dans une base de 

4 
IR en fin de chapitre 1. 

Remdhque 2.- Dans les cas suivants 
'L 

- f2 vérifie 
H2 

- n = 4, f2 vérifie H et K # {O) 2 - 
'L 'IJ 

toute quadrique de ( - 1  , )  contenant Q1 fl Q2 appartient au faisceau 

'L 'L 
Fa défini par QI 5 Q2. 

En particulier dans le cas a 1 et dans le cas c, toute quadra- 

tique de p(3,IR) contenant Q I  n Q2 appartient au faisceau 
5R 

défini par les quadriques Q et Q2. 
1 

Si K = ( 0 )  ce qui précède n'est pas vrai : 

4 'L 'L exemple ---- : si dans la base réelle iei}i=l , QI et Q2 ont pour 

2 2 2  2 2 2 2  2 
équation : h (x +x +x ) + A4x4 = O et pI(x +X +X ) + "xX4 = O 1 1 2 3  1 2 3  

2 2 2  avec D14 # 0, alors la quadrique d'équation x +x +x +x x contient 
1 2  3 1 4  

% 'L 'L 'T, 

Q1 n Q2 mais n'appartient pas au faisceau défini par QI e t  Q2- 

'L Q, 

Pour montrer cela, on introduit T(K) = ix S xl x IE Ki et 

n n 
n Ker a = { 1 aij ei ej /aij E C, 1 aijDf(e.).e = 0 )  où {eiIi=, 

i, j=l i, j=l l j  

'L 
est une base de an et on établit que T(K) engendre Ker a. 



Ceci revient à montrer l'exactitude de la suite suivante : 

- 
où 40(~) = 40(~,0) 

'L 

et S(B) = O si et seulement si pour tout x de K : B(x,x) = 0. 

C - 11 - Nous allons démontrer la proposition 4 énoncée au début du C. 

La condition suffisante est démontrée par la remarque 3 qui suit le 

théorème 2. Nous allons montrer la condition nécessaire c'est-à-dire : 

soit f2 un jet homogène vérifiant H2 dans le cas a ou le cas c, 
1 

2 
alors si f - de E3 estune réalisation de f2 et s'il existe h 

4 2 
germe en O de difféomorphisme de IR dans lui-même, de classe C , 

qui transforme localement K en W avec h(0) = O, Dh(0) = on 14' - 
3 

D £(O) E Irn$]. 

Dans le cas a (et donc dans le cas al), on montre que 

3 3 3 
D £(O) s Im 41 si et seulement si D f(0)(el+eie2) sont propor- 

tionnels à VI (el+€ie où e = + 1 sont les représentants des 2 
'L 'L 

deux points de contact de QI et Q2, V1 = f2(el) = f2(e2)). 

La démonstration se fait en deux étapes : 

2 
1) On montre que si f2 est un jet homogène, ~ f - de E3 est une 

réalisation de f2 telle qu'il existe h germe en O de difféomor- 

2 
phisme qui transforme localement K - en W, de classe C , tel que 

h(0) = O, Dh(0) = 14, alors pour tout a - de K on a : 

2 2 
D~~(o) (a)3 - 3Df2(a) .D h(0) (a) = 0. 

2) si K = {O) le 1) n'a pas d'intérêt. Mais dans le cas a et le 
1 --- 

3 cas c tout élément C - de L (4,2) nul sur K (c'est-à-dire vérifiant 
s 



3 
C(a) = O pour tout a de K) est tel qu'il existe v - de L (4, End (2) ) 

3 2 
avec C = $](v,O). On applique alors ceci à C = D £(O) - ~$J~(O,D h(0)) - 
et on en déduit la proposition. 

DQmon4Lm-CLon de J ) . -  Soit h le difféomorphisme défini sur 

4 
V voisinage de l'origine de IR , r un réel strictement: positif tel 

4 
que la boule de IR : B(0,r) soit contenue dans h(V) et a un élément 

r 
de K - {O). Pour tout t de IR tel que Itl < --- , at appar- 

I la1 1 
tienc à B(0,r) 17 K et donc f2(at) = 0 et f (h-l (at)) = 0. 

2 -1 2 
On rappelle que Dh-l(O) = (Dh(o))-l = I 4  et donc D h (0) = -D h(0) 

Un développement limité au voisinage de t = O de la fonction 

- 1 
g : g ( t )  = f(h (at)) est possible à l'ordre 3. Comme cette fonction 

est identiquement nulle, on obtient : 

1 3  3 1 2  2 2 - D f (O) (a) - - D f(O)(a,D h(O)(a) ) = 0. 
3 !  2 

a) Détermination de QI n Q2 dans les cas a et a2. 1 - 
4 

Dans le cas a, il existe une base {ei)i=l 
4 

de C avec 

4 
e et e de IR telle que dans cette base 

1 2 
f2 s'écrit : 

% % 

Q1 et Q2 sont deux quadriques de même axe de révolution 

et se coupent suivant deux cercles dont les points sont représentés 

% 

par les éléments de K de la forme : x = a(cos $e,+sinipe2)+ca e +a e 3 3  4 4  
2 2 

avec E = f 1, a = D34, a3 = D41, 
2 

a4 = DI3 et $ décrit IR. 



4 
Cas a : Si pour tout i, 1 d i < 4,e. E IR alors (Aisui) E Il3 

2 
1 1 

'L 'b 

et QI n Q2 contient deux cercles réels si - D4], DI3 

tous de même signe 

1-1 : O e s t a  

l'intérieur du triangle V, cas à exclure 

- 2 - - 
Cas a2 : e3 = e4 et donc (AI,pI) E R ,  A 3 = X q Y  p3 = u 4  , il 

- * 
s'en suit que D 

13 = D14 
et (iD34) c IR . 

iT - 
2 4 2 -2 - 

Si D34 = ia on pose a = e .a et a3 = ia4 (car a = - a 4 ) .  
O O 3 

'L 

Les deux cercles de QI n Q2 sont représentés par les points : 

l'un est réel (E = 1), l'autre est imaginaire (E = - 1 ) .  

2 'L 

Si D34 = -ia on multiplie par i l'expression des éléments de K 
O 

et on trouve le même résultat. 

Finalement, dans le cas a 
1 y QI flQ2 est formé de deux cercles 1 " 

distincts, dans le cas a2 , Q1 ri Q, est formé d'un seul cercle 

3 
b) Dans le cas a, C de L (4,2) e s t  tel que C = $] (v,O) - s 

où v E L(4,End(2)) si et seulement si les conditions suivantes sont - 
remplies. 

On note c 
ijk = c(ei,ejyek) 

- c = O pour tous les k distincts 
ijk 



- D  c 
43 1 1 1  + 3 D 4 ~ C ~ 3 3  + 3 D ~ 3 C ~ 4 4  

= O 

- D  c 34 222 + 3D31C244 
+ 3D 

14'233 
= O 

- D  c 14 333 + 3D43C3 1 1 + 3D3 1'344 
= O 

- D 
1 3 ~ 4 4 4  + 3D 34'422 + 3D41C433 

= o .  

D é r n o ~ ~ ~ ~ m o n  : 

e et e2 jouent le même rôle ainsi que 
1 e3 et e4 dans 

1 2  la forme de f2. On note A = - D  f2(0). Supposons que C = (1(~,0) 2 

- si i, j, k sont distincts alors 

- les c font apparaître v(e .) 
ii j .J 

faisons j = 1 : c 
1 1  1 

= v(e )A(el ,e ) = v(e ) V  
1 1 1 1  

et pour i = 2,3,4 c - - - (v(e )A(e. ,e. )+2v(e.)A(el ,e.)) 1 
lii 3 1 1 1  1 1 

= 3 ~ ( e ,  )Vi 

et puisque V 2 = V ] > O n a c  
1 1  1 = 3c 122 

et donc en faisant j = 2 : c 
2 2 2 = "21 1 

faisons j = 3 c 
333 

= v(e )V 
3 3 

et pour i = 1,2,4 c 3ii = 3 1 v(e3)Vi 

et donc c - 
311 - '322 

en faisant j = 4 : - '411 - '422 ' 

On a ainsi trouvé des conditions nécessaires sur les coefficients 

de C pour que v existe. Cherchons les autres conditions qui permettront 

de calculer v en fonction des coefficients de C : 

1 2 On pose v(ei) = yi, 1si(ii, isj~2, y. (e!) = y. .el + y. .el . 
1 J 1J 1 1J 2 

__t 
Calcul de v(el). Si on suppose que c - -------------- I I  1 - 3cI2;, pour ic = 1,2 



k k 
y l l  et yI2 n'apparaissent plus que dans trois équations : 

c'est-à-dire si D c - 3D c + 3D13~144 = 0 .  
34 1 1 1  14 133 

De même v(e2) se calcule si 

Calcul de v(e3). Si on suppose que c~~~ - -------------- - c ~ ~ ~ ,  pour k = 1,2 

k k 
y3] 

et y32 n'apparaissent plus que dans trois équations : 

= O 

les yk existent si et seulement si c 1 1 1  1 Fi 1 

c'est-à-dire si D 14 c 333 + 3D43~311 + 3D31~344 = O. 

De même v(eq) se calcule si 

les yk existenr si et seulement si 
k 

3 j C333 A 3 ,,3 
k 

3C31 1 1 Fi 1 

1 3 ~ 3 ~ ~  4 u4 

3 
si C de L (4,2) s'annule sur K, c) Dans le cas al, - - s 

alors les conditions exprimées au b sont remplies. 

k 

= O 

lj 
k 

3c 133 '3 '3 
k 

3c144 X4 ,,4 



En effet, pour tout $ de et E = f 1 , On a 

c(a(elcos $ + e2 sin 4) + E a 3 e 3 + a4e4) 3 = O 

La somme des termes sans E est nulle : c'est-à-dire 

3 3 3 2 2 
(1) ai [cos $clllfsin $ ~ ~ ~ ~ + 3 c o s  $sin$c +3cos$sin $cIl2] 112 

2 2 2 
+ 3a a4[cos + sin $c + 2sin$cos 224 

r% 

La somme des termes avec E en facteur est nulle : c'est-à-dire 

3 2 
2[ 113 2 (2) a3c333 + 30 a c + 3a3a cos $c + sin $ c ~ ~ ~  3 4 344 + 2sin $cos 

+ 6aa a cos $ c + sin S c  
3 4 [ 134 1 =o .  

234 

3 
Dans (2), on fait cos $ = O, sin $ = E' (E' = I 1), on obtient : 

3 2 
a3~333 + 30 a c 

2 
3 4 344 + 3a3a '223 + 6 ~ ' a a a c  = O  

3 4 234 

donc 

2 2 2 
et a3C333 + 3a4C344 + 30 '223 = O (calcul de v(e3)) 

puis on fait sur $ = O, cos IJ? = E', on obtient 

donc 

2 2 2 
et a3C333 + 30 c + 30 cI13 = O, soit par différence avec l'avant 4 344 

dernière expression on reporte le tout dans (2) et 

on obtient 



Dans (1) on fait cos IP = O, sin 4 = e f ,  on obtient : 

3 2 2 2 2 
e'u c + 3a a4~224 + + 3 ~ ' a a ~ c ~ ~ ~  

3 
+ 3a3a4C334 + a4c444 = O, 

222 

on en tire 

2 2 2 
a '222 + 3a3c332 + 3a4c244 = O (calcul de v(e2) 

2 2 2 
et 3a c~~~ + 3a c + a4~444 3 334 = O (calcul de v(e4)) 

puis on fait sin 4 = O, cos $ = E', on obtient 

on en tire 

2 2 2 
a c + 3a3c133 + 3a4~144 = O (calcul de v(e ) )  1 1 1  1 
2 2 

et 3a clI4 + 3a3c334 
2 

+ a4C444 
= O 

par différence de cette dernière expression et de celle permettant le 

(calcul de v(eq)), on obtient : 

On reporte dans (1) : 

3 2 3 2 3 2 - a sin $ cos 4 c l I l  - a sin $ cos IJ c~~~ + 3a COS Q sin$ cl12 
3 2 2 + 3a cos 4 sin 9 clZ2 + 6a a4 sin$ cos c~~~ = O 

donc 

- a sin 4 c l l l  - cos 4 C222 + 3a COS $ cIl2 + 3a sin Q + 613 c 4 124 
= O 

et donc 

Ainsi on obtient toutes les conditions nécessaires et suffisantes 

pour assurer l'existence de v tel que C = $](v,O). 

d) Dans le cas a?, les conditions remplies par C - de ~2(4,2) 

s'il s'annule sur K ne suffisent pas à établir l'existence de v 

de L(4,End(2)) tel que C = $l (v,O). - 
En effet, les éléments de K dans le cas a2 ont la même 

forme que ceux de K dans le cas a mais avec seulement E = + 1 .  
1 

On n'aura plus les équations (1) et (2) mais une seule équation (3) 



((3) = (1) + (2)) et on ne pourra plus montrer par exemple que c = O 
ijk 

pour k distincts. 

4 4 - 7 

Dans une base {ei}i=l de C telle que el = e3 9 e2 L e4 $ 

f2 s'écrit : 

avec D13 # O. 

% 
K est formé de quatre droites de la forme : ---_----_--_- ......................... 

2 "(el +&ie2) + 6(e3 + ~ ' i e  ) avec E, E '  = C 1 et (a,B) c O . 4 

- 
K _-____-__-__-_-_------------------ est formé de 2 droites de la forme : a(el + €ie2) + a(e3 - i&e4). 
Si pour tout a de C, C de ~:(4,2) vérifie 

- 3 
C(a(el +&ie2) + a(e3 -€ie4)) = O alors 2C123 ' '114 - '224 

2 - 
(coefficient de 3 ~ i a  a) mais 

123 et '1 14-'224 ne sont pas forcément 

nuls, condition nécessaire à l'existence de v tel que C = ml(v,O). 

Donc dans ce cas b, les conditions remplies par C s'il - 
s'annule sur K ne suffisent pas à établir l'existence de v. 

4 4 - - 
Dans une base {ei}i=l de C telle que e = e 

3 1 ' e 4 = e 2 ,  

f2 s'écrit : 

'-b 

x = (X 9X2,X3,x4) appartient à K si et seulement si 
,. 
L 2 2 2 x2 + 2(X -A)x3x4 + (l+d(X-A)x4 = O et 2(~-X)x*x~ + (l+d(~-h)x~ + x4 = O. 

- - - 
On pose u = 1 + d(h-A) et v = A-A alors v = v (v # 0). 



C\, 

Les éléments de la forme x2 = x4 = O appartiennent à K, 

2 2 
pour les autres on pose x2 = 2va 6, x4 = 2vaB avec aB f O 

C\, 

et on en déduit xl et x2. Les --------------- éléments de K sont donc de la forme : 
------------i-------- 

- 
Ceux de K ont la même forme avec B = a. D'après fa forme 

de f2, les vecteurs (el,e2) jouent le même rôle que (e3 ,e4) 

Il est clair que C - de ~'(4,2) se met sous la forme C = $l (v,O) 
S 

oc v E L(4,End 2) si et seulement si 

(il C l I l  
- - - C - 

- '114 
= c  , -  

- '233 
= O  . 

- C333 113 133 

(ii) on peut calculer v(el) et v(e2) (et donc v(e3) et v(e4)) 

en fonction des coefficients de C. 

Nous utiliserons le lemme suivant (déjà employé au cas b ) .  

Lemme.- Soit P un polynôme homogène de degré n des variables - - n 
- n 

de a: (X,Y)  à coefficients dans . Si P (a,;) = O pour tout a - 

alors P a tous ses coefficients nuls. n 

i 0 D@~U~L\~A%~.?%UM : On pose pour a # O, Q = p e avec (p, O) c IR 
2 

pn(a,u) = pne-ine~ (e2ie, 1) et la fonction polynôme de C dans F 
n 

f définie par f (x) = P (x,l) s'annule pour tout x de C tel 
n n n 

que 1x1 = 1, il s'en suit que f 0. 
n 

i) est réalisé si C s'annule sur K : Pour tout a de on a -------------- ------------ 
- 3 

C(ael + ne3) = O, on en déduit, d'après le lemme que 

C = C - 
1 1 1  113 a '133 - '333 = O. On a aiissi pour tout (a, B) tel que 

- 
B = a  : 



D'après le lemme, le coefficient de 3 ~ 6 ~  dans l'équation (1) 

est nul, c'esr-à-dire : 

- 8 - u c + 2v cl14 = O donc cl14 = O, de même celui de 3a B est nul : 
113 

+ C33 1 
+ 2 v c  = O  etdonc 

33 2 '332 
= O. c.q.f.d. 

ii) Montrons l'existence de v(el) et de v(e2). On les trouve dans 

les équations suivantes : 

1 2 h 
= - (2v(el)A(el ,e2) + v(e2)A(el ,el)) = 7. v(el) ( ) C112 3 1 

Pour assurer la compatibilité des trois premières équations 

définissant v(el), on doit avoir pour k = 1,2 

- - 
soit 12 - ~(A-;)C,~~ - (l+d(h-A))~~~~ = O c'est-à-dire : 

- 
(2) + 2v - 2u = o. 

Pour assurer la compatibilité des trois dernières équations 

définissant v(e2) on doit avoir pour k = 1,2 : 



soit -C222 - 3(6-d + (~-~)dd)c,~~ + 3(1+(X-h)d)c~~~ = O 

1 -u u u-l 
et puisque d = - ' 

-C222 - 3 -  C234 + 3u C244 = 0. 
v v 

Montrons que v(el) est bien défini, le coefficient de 

a2s7 de (1) est nul : on obtient (2). De même, montrons que v(e2) 

est bien défini, on considère le coefficient nul de ci4fi5 de (1) : 

on obtient après simplification : 

- - - - 
(3) - uC112 + vC221 + UV + 2~ c244 + (I+u;)c]~~ + 2vu C234 = O *  

De même le coefficient de de (1) est nul : 

on obtient 

- 2 - 
(4) 4 w  c222 - 3u c + 6vu C22] + 6u c134 + 12v C234 = o. 

112 

3u2 x (2) + 6 u x  (3) - ( 4 )  : On fait alors la combinaison linéaire . 

les coefficients de c 11z9 C144y 534' C221 sont nuls, il reste 

- - - 
3uvc 244 + ~ ( U U - I ) C ~ ~ ~  - v~~~~ = O 

c'est-à-dire la condition d'existence de v(e2). 

De plus, si C vérifie (l), v(el) et v(e2) étant pré- 

1 I+dX 2 X 
cédemment définis on a bien c~~~ = --v(el)( 3 + 

En effet (3) est réalisé et si on remplace dans (3) cIl2, c ~ ~ ~ ,  cIG4, 

'244' '134' '234 
en fonction de v(el) et de v(e2), on trouve : 



1 -u 
on vérifie facilement que puisque d = - les vecteurs de iR 

2 
v y 

qu'affectent v(el) et v(e2) sont nuls. On peut donc conclure 

que si C s'annule sur K on peut définir v(el) et v(e2) par 

les 3 premières et 3 dernières équations en c 112, 9449 C134 et 

'222' '234' '244' 1 ' équation en C122 est puisque 2 f O une 

combinaison linéaire des autres. 

Finalement, on a montré que si C s'annule sur K il existe 

de L(4,End(2)) tel que C = $l (v,O). - 

Remmcjucu : 

1) Nous venons de montrer que dans les cas a et c, la 
1 

suite suivante est exacte : 

- - 
où $](VI = $](v,O) 

et S (C) = O si et seulement si C s'annule sur K. 
1 

2) Dans le cas al, on peut aussi montrer que la suite 

suivante est exacte 

et S2(C) = O si et seulement si C s'annule sur K. 



2 
Dans ce cas si f de E4 réalisation de f2 est telle que 

3 3 3 
D £(O) E Im 4, (c'est-à-dire D £(O) (el+ ~ i e ~ )  sont proportionnels 

2 
à V = ( A  '5 ) )  alors il existe h de classe C et v de classe 1 1 

C' tels que h(0) = O, Dh(0) = l4 , v(0) = l 2  et £(x )  = v(x)f2(h(x)) 

4 
pour tout x dans un voisinage de l'origine de IR . On choisit Dv(0) 

1 2  1 
et D2h(0) tels que 4, (Dv(O), D h(0)) = - ~~f (0). 

3 !  
4 

On peut chercher à quelle condition sur D £(O) on peut 

construire h et v précédemment décrits mais cette fois de classe 

3 2 
respective C et C . Cette condition est de la forme : 

4 2 
D f (O) (el + E ie2)4 + E B  + C proportionnels à V1, où B et C de 6 

3 
dépendent (non linéairement) de D £(O) et de f2, et ne dépendent 

1 2  -1 1 3 
pas du choix de (Dv(O), 7 D h (O) ) dans + (= D f (O) ) . 



CONCLUSION 

PROBLEMES OUVERTS. 
----------------- 

Dans le théorème 1, nous avons montré que si un jet f r de 

O 
IR" dans IR', tel que fr(0) = 0, est v-suffisant (resp C -suffi- 

* 
sant) dans EP pour tout q de IN , tout relèvement f 

k(q) 
d' ordre 

r ' 
k(q) = r-l+q(r-s +1) de fr est suffisant pour la C f 

r 
de contact (resp. cq-suffisant) dans EP 

k(q) ' 

Dans le chapitre II, nous avons considéré les jets homogènes 
% % 

f d'ordre S. Nous avons mis en évidence une condition H (resp. Hi)? 
S s 

plus forte que H (resp. Hi), telle que si f la vérifie, il 
S S 

- 
existe uii entier L tel que 4, (resp. soit surjective (prop. 3 

du chapitre II). Alors si > 1, pour tout entier q, q fini et 

supérieur ou égal à , tout relèvement 
fk (.e) d'ordre k(L) de fs, 

est suf f .sant pour la cq-équivalence de contact (resp. cq-su£ f isant) 

m 
dans E' et si L = O, f est suffisant pour la C -équivalence 

k(q) s 
m 

de contact (resp. C -su££ isant) dans EP (resp. dans E) . 
Cette étude des jets homogènes pourrait se prolonger de 

deux manières : 

I O )  Lorsque est surj ec cive ou encore mSte C J (fs) pour L z I , 
P 

m 
peut-on i v ~ i r  une C -équivalence de contact entre f 

k (.el 
et f réa- 

- 
lisation de f 

k (1) 
dans E' ? De même 4, étant surjective (ce qui 

~ + l  m 
équivaut alors à m C ff, ( f  s))fk(.e) peut-il être C -suffisant dans 

E ?  

2 " )  Si f est une réalisatiori analytique du jet homogène f s et si 



- 
4 (resp. 4,) est surjective pour un entier &, h germe en O de 

difféomorphi-sme de Eln dans IRn, v germe en O de IRn dans End(p), 

tels que h ( 0 )  = O et f(x) = v(x).f (h (x ) ) ,  peuvent-ils être 
k (.el 

analytiques ? En effet, on a vu, lors de la démonstration du théorème 2 

qu'il existe des relations de récurrence entre les dérivées de f, de 

Le troisième problème que nous poserons concerne les jets 

non homogènes : soit f un jet de IR" dans RtP, tel que fr(0) = O, r 

vérifiant H (resp. Hf) et ne vérifiant pas H (resp. Hi) (on 
r r s 

pose ici s = s ) Sous quelle condition supplémentaire, vérifiée 
f 
r 

par fr, existe-t-il un entier r', r' > r et un relèvement fr' 

de f t  d'ordre r' tel que si q est l'entier tel que k(q) s r' < k(q+l), 

frl. 'soit suffisant pour la ~~'l-é~uivalence de contact (resp. Cq+l- 

suffisant) dans E' pour p assez grand. Plus généralement, pourra-t-on 
1-i 

étendre aux jets non homogènes les résultats du théorème 3 : autrement dit 

la ~ropriété précédente sera-t-elle vraie pour tout: relèvement fr' 
de 

f et tout q', q v  2 q+l ? r 

Les méthodes que nous avons utilisées au 

chapitre II pour résoudre ce type de problème pour les jets homogènes 

v-suffisants ne peuvent se transposer au cas où r > S. Cependant 

une piste nous est suggérée par BOCHNAK [ 6 ] .  En utilisant ses résultats, 

on peuc dire que, s'il existe un entier u tel que ma C H l  (fr) , le 

jet d'ordre 2u de fr est cq-suffisant dans Eq+2a+l pour tout q, 

1 É q ç W. Pour p > 1 ,  s'il existe un entier u tel que m " C J  (fr), 
P 

le jet d'ordre 2a de fr, fza, est cq-rigide dans E : + ~ " + ,  pour 

tout q, 1 4 q 4 W. Alors il existe un difféomorphisme h de classe 

cq qui transforme le germe en O des zéros de f2u en le germe en O 



des zéros de f, réalisation quelconque de dans Eq+~a+l . Ceci 

conduit à la question suivante : la condition m u C  J (fr) est-elle suf- 
P 

q fisante pour qu'un jet de f soit suffisant pour une C -équivalence r 

de contact ? Remarquons que si f, un jet d'ordre k, vérifiant H r 
00 

pour r < k, est déterminé pour la C -équivalence de contact dans 

EP, alors il existe un entier , 2 1 tel que le jet d'ordre k(&) 

de f en O, 'k(1) 
soit suffisant pour la cq-équivalence de con- 

tacc dans pour tout q, q . On peut ainsi envisager 

03 

un quatrième problème : celui de la C -équivalence de contact dans 

MAGNUS et BOCHNAK ont acquis des résultats sur les germes de 

w 
classe c", du point de vue de l'équivalence polaire et de la C -rigi- 

dité respectivement. 

Ainsi MAGNUS a montré que si M C Jf (resp. 
r- I Mr-, C If) 

le germe f de E' est r-déterminé pour la p-équivalence (resp. la 

p-équivalence stricte (cf. page 13). Quant à BOCHNAK, il a montré qu'une 

condition nécessaire et suffisante pour que f de EP soit cw-rigide 

w 
(resp. C -déterminé) est qu'il existe un entier a tel que ma C J ( f )  

P 

(resp. ma C ff (f) ) . Ceci nous amène à poser les problèmes suivants 

pour p > 1 : 

u - La condition : m C J (f) (resp. M C J ou M C 1 ) permet-elle 
P r-1 p r- 1 f 

w 
d'obtenir une C -équivalence de contact entre f et l'un de ses jets ? 

Dans l'affirmative, quelle est la longueur de ce jet ? 

- Plus généralement, à quelle condition un germe f de E' est-il déter- 

w 
miné pour la C -équivalence de contact ? 



ANNEXE 7 

- - - - - - - - 

RESULTATS SUR LES SECTZUNS 

E et F étant des espaces euclidiens réels, de dimension 

n et p et u une application linéaire de E dans F les propo- 

sitions suivantes sont équivalentes : 

1) u est surjective 

2) u admet une section 

iI( 
3) u.u est un automorphisme de F 

* 
4) u est injective. 

S, l'ensemble des applications linéaires surjectives de E 

sur F est un ouvert de L(E,F) . L'application de dans 

* * - 1  
L(F,E) définie par (u) = u . (u.u ) est de classe cm, G(u) 
est la section orthogonale de u. De toutes les sections de u, 

G(u) est celle de norme minimale. 

Re.manqu~ : 

Une conséquence des propriétés de G, qui nous sera utile 

dans le théorème 2, chapitre II est la suivante : 

Si une application u d'un ouvert U de E dans L(E,F) 

de clai.se c', 2 0, est telle que pour tout x de R, oG 

R C U ,  u(x) soit surjective,alors il existe un voisinage U' de R, 
- 

R C U' C U et une application 6- de U' dans L(F,E), de classe 
- 

C' te: le que pour tout x de U', F(x) soit une section de u(x). 



- 1 
En e f f e t  U '  = u (S) est  un v o i s i n a g e  o u v e r t  d e  R e t  

- 
6 = G . u  répond aux c o n d i t i o n s  c i - d e s s u s .  

1 
s o i t  u d e  S e t  u d e  L(E,F) t e l l e  que / lu-uol / 4 - 9 - - O - 

21 1 <(un) 1 I 

S i  on pose So = c h o ) ,  on a 1 l u . s o  - I F /  / 4 7 I donc 

- 1 
(u.SO) es t  un automorphisme de  F .  S = So. (u.So) e s t  une s e c t i o n  

Lemme 2.- 

Pour t o u t  u d e  S e t  pour  t o u t  n d e  fN on a : 
7 - 

A e s t  l a  s u i t e  de r é e l s  dé te rminée  p a r  A = 1 ,  A I  = 2 ,  
n O 

S o i t  $ l ' a p p l i c a t i o n  d e  S dans  End(F) ,  de  c l a s s e  cm, 
* - 1  

d é f i n i e  p a r  d ( u )  = (U.U ) . 
* 

on a : G (u)  = u .$(u) ; ( ~ ( u )  >*  = $(u> .u ; q(u>  = ( G ( u )  )*.  G ( ~ ) .  

~n p a r t i c u l i e r  1 /uX.$(u)  1 / = / / G ( u )  1 1 e t  1 1 (u )  1 1 < 1 1 C ( u )  1 l 2  ( 1 ) .  

* * 
Pour t o u t  U de  L(E,F) , on a : D$(u) . U  = -$(II). (U.u + u.U ) .$(LI). 

Il en r é s u l t e  que : 



~e : ~r(u1.U = ( l E  - G(u).u).u*.$(u) - G(u).U.G(u), on déduit que : 

2 
IID0u)II ,< 211G(u)I/ ( 3 )  

m m 
(Pour (2) et (3) on utilise le fait que 1 u ( ( u ) )  1 1  = 1 et 

1 - ( u )  l 1 = 1 puisque ce sont des projecteurs). 

On vérifie que pour UI, ..., U n éléments de L ( E , F )  : 

n m .x n-l 
Dn$(u) (u,, . . .,Un) = - 1 $( u).(u..u 1 + u.U.).D 1 $(u)(Ûi) 

i= l 

Supposons par récurrence que pour n 5 3 : 

La relation a été démontrée pour n = 1, n = 2 : A O = 1, 

Al = 2 (voir (1) et (2)). 

Grâce à la relation (4), on obtient les mêmes inégalités 

à l'ordre n avec : 

A n = 2n An - t n(n-I)An-2. 

n A * n-1 m 
Enfin : D"G(u) (ul,. . . ,U n ) = 1 Ui.D $(u) (ui) + u .D~$(u) (ul,. . . ,U n ) = 

i= 1 

n n * n-l 
(1, - C(u) .u). 1 Ui.D d(u)(Ûi) - 1 G(u) .u~.u*.D~-'$(u) (ûi) - 

i= 1 i= 1 



Soit u une application linéaire de E dans F, a 

réel, - a > O, tel que pour tout y 2 zF = { Y  P F / / [ ~ / \  = 11 
* 

on ait : 1 lu ( > a. 
1 

Alors u est surjective et I I  G(U) I I  = 

inf l lUtYl I 
Y€ CF 

Pour tout y de CF : 

* * * * * 2 
1IU.U 1 = sup <z,u.u y> = sup <u z,u y> > 1 lu Y I  l 2 a . 

zEC 
F 

zsc 
F 

* 
u est surjective puisque (u.u ) est injective et par 

suite est un automorphisme de F. 

Nous allons montrer que 1 lu( l 2  est la plus grande valeur 

* 
propre de (u .u) : 

* 
llu(12 = sup J(x) où J(x) = <ux,ux? = <x,u .ux>. 

XE C 
E 

J atteint son maximum en x de CE. Donc il existe A. de 
O 

* 
R (multiplicateur de Lagrange) tel que (u .u)(xo) = h x . h est 

O 

* 
une valeur propre de (u .u) . Comme J(xo) = A., 1 u 1 est la plus 

m 
grande valeur propre de (u .u). 

De même si on pose S = G(u), 1 181 1 est la rius grande 

* m - 1  
valeur propre de S .S = (u.u ) . 

* 
Toutes les valeurs propres de (u.u ) sont réelles et 

strictement positives. 

Si on les appelle A , ,  ..., h on a : 
P ' 



1 1 I s I  l 2  = sup (-) = 
1 

l<isp A 
i inf (Ai) 

1 iisp 

En raisonnant corne dans l'étude du maximum de J sur CE, on montre 

36 * 
Si 1nf [ lu y( ( = O, alors (u.u ) admet O pour valeur 

~ € 1 ~  
propre. Ce n'est pas un automorphisme de E. Donc u n'est pas 

surjective. Et réciproquement. 



ANNEXE 11 
------- 

Pourtout f de E' 1 ,  r de IP., r ?  1 ,  
Fi ' 

a de R ,  O < a < m, on pose : 

Rappelons que : 

vérifie s'il existe des réels 

E > O et un voisinage V de l'origine de IRn tels que pour tout 

(Pour p vecteurs z l ~ ~ ~ ~ ~ z  de Etn, d(zl,. . . , 
P zP) 

est la borne inférieure des distances de z au sous-espace vectoriel i 

engendré par Cz.lj#i} pour 1 s i 6 p). 
J 

On dira que f vérifie K' si elle vérifie K pour 
r r 

w = (alors v fl r4r,'(f) = v - {O}). 

Les travaux sur les jets suffisants utilisent tous l'hypothèse 

K introduite par T.C. KUO. ANTOINE [3] l'a formulée sous la forme 
r 

H plus commode pour le contrôle de la section de Df(x) quand x 
r 

tend vers O. 

f vérifie H s'il existe des réels a et C, a > O, 
r - 

C > O et un voisinage V de l'origine de IR" tels que pour tout 

x - de V fl w:(f), Df (x) admette une section S(x) avec 



f vérifie Hi si elle vérifie H pour a = . r 

Soit f - de E~ 1 u s m  et r unréel, r >  1 .  u ' 
f vérifie K (resp. K') si et seulement si elle vérifie 

r - r 

H (resp. Hi). 
r - 

 IR^ étant muni de sa structure euclidienne usuelle, 

z19..-yz 
étant p vecteurs de i ~ ~ ,  on pose 

P 

G(z], . . . ,zp) = detr<zi,~+>J ; on a ~ ( z , ,  . . . ,z ) z O. 
J P 

Le carré de la distance de z au sous-espace vectoriel i 

engendré par {z./j # il est : 
J 

2 G (  zl,..*, 
D'OÙ [d(~~,. . . ,zp)) = 

A ZP) 

sup G(zl, ,.., zi, ..., zp) 
1 sisp 

i Pour x dans  IR^, on pose u = Df(x) et z .  = (grad f )(x). 
1 

m 
Alors u.u = [<zi,zj>ll 

)i 
(u.u ) admet p valeurs propres réelles, positives ou nulles : 

a) Supposons que f vérifie 
Kr : 

* si x a v n ~i(f), z l , . , z  ) > O, donc (u.u est un automor- 
P * * - 1  

phisme de IR'. Df (x) admet une section S(x) : S(x) = u (u.u ) . 
2 1 D'après le leme 3 de l'annexe 2 : IIs(x)II = sup 

lyiip 1 

)i 
En considérant le polynôme caractéristique de (u.u ) et l'équation 

aux inverses on a : 



Ceci implique que 1 1 S (x) 1 1 s P . Donc f vérifie 

€ 1  1x1 l r - 1  Hr ' 

b) Réciproquement, supposons que f vérifie (Hr) : 

r( 

Si x E V f l  w:(£), (U.U ) est un automorphisme de R' dont 

les valeurs propres vérifient (1).  où : 

Ceci prouve que f vérifie Kr. 

On démontre en même temps que f vérifie K' si et seulement r 

si elle vérifie Hi. 

La proposition suivante est la généralisation d'un résultat 

prouvé par KUIPER pour p = 1 [10]. 

vérifie (resp. alors pour tout entier 

r f k f fk le jet d'ordre k - de f - en O vérifie H (resp. Hi). r - 

Réciproquement, s'il existe un entier k, p > k 3 r tel que fk véri- 

fie H (resp. Hl) alors f vérifie - Hr (resp. H;) . 
r - r - 

DErnav~clXkaLLon : 

Supposons que f vérifie Hr (resp. H:) . 
Pour tout entier k, r s k d p, il existe un voisinage 1 

de l'origine de lRn tel que pour tout x de VI : 



O! Prenons a' 3 - 2 '  Cl = 2C, V' = v O VI. 

Pour tout x de V' fl w:, (fk), Df (x) admet une section 

S(x) telle que : 

D'après le lemme 1 de l'annexe 1, Dfk(x) admet une section 

2 C 
s~(x) et I I I / 6 . f vérifie H (resp. Hi) 

k r 

pour a', C f ,  V'. 

f et fk jouant des rôles symétriques dans la démonstration, 

la réciproque est immédiate. 

Si f vérifie H (ou Hi), on a nécessairement r 2 s - r f ' 

Ceci est évident lorsque r est entier. S'il ne l'est pas 

supposons r < s On notera s = s Alors f vérifie H (ou Hi) : 
f ' f ' s r 

il existe a ,  C, O < a ,< m , C > O et un voisinage V de O tel 

que pour tout x de V fl w;(fs), Df (x) admette une section S(x) 
S 

1 a s-r 
Soient a = - s! IIDSf(o)II, E = (a) et v1 = v r l  B n(~,~). 

IR 

Pour tout x de VI - {O}, Df (x) admet une section S(x). 
S 

11 existe une constante C f ,  C' > O, telle que pour tout x de VI : 

1 /Df s(x) 1 1 6 C' / 1x1 1 

Pour tout x de VI - CO} : 
1 C - 6 1 Is(x)I 1 6 

C' 11x1 lS-l 11x1 lr-l 

c'est-à-dire 11x1 Ir-' 6 c cl. 



Ceci conduit à une absurdité quand x tend vers O. 

La proposition 3 met en évidence une équivalence implicite 

dans toutes les études où p = 1. 

Soit f de E et r un réel, 1 6 r 6 - Fi - 
f vérifie H (resp. Kr) si et seulement si elle vérifie 

r - 

H' (resp. K i ) .  
r - 

Si f vérifie Hi, elle vérifie Hr. 

Réciproquement si f vérifie Hr, pour tout entier k, 

r i k i p, fk le jet d'ordre k de f en O vérifie H . r 

On utilise alors le lemme suivant dû à BOCI-INACK et LOJASIEWICZ L7]. 

Si g, analytique dans un voisinage de O est telle que g(0) = O 

e t s i  O < 8 < 1  

1 1x1 1 1 1 (grad g) (x) 1 1 2 0 1 ig(x) 1 1 dans un voisinage de O. 

En appliquant ce lemme à ,q = f on prouve que dans un voi- 
k 

sinage de O : 

//(grad fk)(x)// 3 ~1Ixll~-', où E est une constante, E > 0. 

11. Ouelcju~n d é ~ i W a n n  équivdentQn d'un i d é d  W p f i q u e .  

Un idéal 1 de E elliptique s'il remplit l'une des deux 

conditions équivalentes : 

(1) 1 est de type fini et contient l'idéal des fonctions infiniment 
f w 

w w k 
plates m où m = n m (m étant l'idéal maximal de E ) .  

k= 1 

(2) 1 est de type fini et contient un germe en O d'application g, 

telle qu'il existe E ; 6, E > O, B > O, un voisinage V 



de l'origine de IRn tels que : 

lIg(x>II > ~ 1 x 1 1 ~  pour tout x de V. 

Lorsque 1 est elliptique, g est la somme des carrés des 

germes d'applications qui engendrent l'idéal. On dira que g est une 

fonction elliptique. 

11 1. Lien avec la fiiLQblLetcu3 de TOUGERON [17] . 
La proposition 4 permet d'éclairer le lien entre les résultats 

de TOUGERON [17] et les nôtres (principalement dans le cas homogène, 

voir chap. II) ainsi que le choix des hypothèses de MAGNUS [15-] pour 

obtenir des jets suffisants pour l'équivalence polaire. 

Pour f de E' tel que £ (O) = O, on note ff (f) l'idéal 
P 

de E engendré par les mineurs d'ordre p de la matrice jacobienne 

de f et J (f) = (f) + HP(£). 
P 

Soient f et $ de E' tels que f (O) = O et ($) C ~ ~ ( f )  - - 
m (m. ( $ ) C  HP(£)). Il existe g germe à l'origine d'application C 

m 

de iRn dans R" et L germe à l'origine d'application C de NIn - - 

dans ~nd(tR')) tels que : 

Lemme : Quel que soit 6 de HP(£), il existe S, germe en 

O d'application cm de IRn dans s ( p , n )  tel que 6(x)lp = Df (x) .s(x). 

(ceci traduit que ff (f) C Ann Coker Df - voir Tougeron Cl71 p. 208). 
P 

Ceci est évident si n < p car alors ff (f) = {O). On prend 
P 

S = o. 



Pour n 2 p, il suffit de démontrer le lemme pour tout 6 génératctr 

D(f ],..., 
Par exemple soit 6(x) = det( (x)) = det M(:<'. 

D(xI, .. .,x ) 
P 

Il existe SI germe en O d'application cm de  IR^ dans 

End(p) tel que : 

M(x) SI(x) = 6(x)lp, S1(x) étant la matrice des cofacteurs 

de M(x) . 11 suffit de prendre S(x). y = ( S  (x) .y ,O,. . . ,O)  pour 

que 6(x).1 = ~f(x).S(x). 
P 

V E r n o ~ n ~ d o n  de la pt~opoaiAion 4 : 

Puisque (4) c Jp(f), pour tout i, 1 C i C p et tout j ,  

1 5 j < p, il existe a? de E et 6i de H ( f )  tel que : 
1 P 

Soit L le germe en O d'application de dans End(p) 

j de matrice (ai) : 

(el, ..., e étant la base canonique de F). 
r: 

6.(x)ei = Df(x).Si{x).ei pour 1 6 i 6 p, où Si est un 
1 

w 
germe en O d'application I: de  IR^ dans L(p,n). 

On prendra alors g(x)  = & S.(x).e.. 
1 1 i= 1 



I V .  L a  j a  homogQna. 

Nous allons maintenant donner quelques caractérisations des 

jets homogènes de degré s, v-suffisants dans E*. Nous retiendrons s 

la caractérisation 3 qui est la plus commode dans les calculs. 

n 
Soit f un jet homogène de R - dans IRP de degré S. 

Les propositions suivantes sont équivalentes : 

(1) f est v-suffisant dans E' s ' 
(2) f vérifie Hs ; 

(3) Pour tout x, x # O tel que f(x) = O, Df(x) est surjective. 

C'est-à-dire que l'origine de IRn est une singularité isolée 

de f dans £-'{O) ; - 
(4) Il existe une constante 6 ,  B > O, telle que pour tout x de - 

la sphère unité C de IRn et tout y de la sphère unité 
n - Lp 

de IR' : - 

I lfcx) l l + I l(~f(x))'yl l z 6 

(5) J (f) est elliptique ; 
P 

% 

(6) Pour toute réalisation f dans f dans E~ l'origine est une - s y 

'L F- 1 
singularité isolée de f dans { O )  . 

~'é~uivalence de ( l ) ,  ( 2 ) ,  (6) a été démontrée par T.C. KU0 r12] - 

Montrons que (2) => (3). 

S'il existe x, x # O tel que f ( x )  = O ,  pour X > 0, assez 

petit, Df(hx) admet une section puisque f(Xx) = O. Donc 

Df(x) = - ' Df(hx) est surjectif. 
AS-1 



Montrons que (3) => (4). 

Si (4) n'est pas vérifié, il existe une suite (xq) de L 
n 

et Yq de C telles que pour tout q de N* : 
P 

C et C étant des compacts, on peut extraire des sous-suites (x ) 
n P qk 

et (y ) convergeant respectivement vers x de Zn et y de 1 . 
'k P 

A l a  limite, onobtient /If(x)l/ + ~~(Df(x)*Yll = O .  

# 
Donc f(x) = O et Df(x) est surjectif alors que (Df(x)) 

# 
n'est pas injectif (puisqu'il existe y de Lp tel que (D£(x)) y = 0). 

 où la contradiction (Annexe 1). 

Montrons que (4) => (2). 

B Soient o = - et x de \JO(£). Pour tout y de 1 on a 
2 P 

X 
D'après le lemme 3 de l'annexe 1 : Df(- ) admet une 

11x1 I 
section ainsi que Df(x). S(x) étant la section orthogonale de 

Df (x), on a : 

Montrons que (1) => ( 5 ) .  

Si f est v-suffisant dans E' il l'est aussi dans E'. 
s ' 

Donc J (f) est elliptique [9]. 
P 



Montrons que (5) => (2). 

J (f) étant elliptique, il existe E et B, B > 0, E > O 
P 

tels que dans un voisinage de O : 

2 
p )  

( 
, x , (II. Annexe II). 

i= 1 ,..., x. ) 
1 
P 

Si f(x) = O avec x # O alors Df(x) est de rang p, donc surjective. 

f vérifie H . 
S 

De même, on peut caractériser les jets homogènes de degré s, 

CO-suffisant dans EP : 
S 

PtrapaaLtion 6. - 

Soit f un jet de  IR^ dans R', homogène de degré S. 

Les propositions suivantes sont équivalentes : 

(1) f est c'-suffisant dans EP. s 

(2) f vérifie H' . 
S 

(3) Pour tout x, x # O Df(x) est surjective. C'est-à-dire que 

l'origine de IRn est une singularité isolée de f. 

(4) il existe une constante 6, B > O, telle que pour tout x de 1 - n 

ettout y - d e 1  : II(D£(X))*~~I > B .  
P 

(5) ff (f) est elliptique. 
P 

",, 

(6) Pour toute réalisation f de f dans EP l'origine de : R ~  est - s ' - 
",, 

une singularité isolée de f. 

L'équivalence des propriétés ( 2 ) ,  (3), (4) se démontrent 

comme dans la proposition 5. 

L'implication (2) => (1) résulte du théorème 1-bis (chapitre 1). 

(1) => (5) puisque f CO-suffisant dans E' l'est aussi dans EP. 
s ' 

Par suite ff (f) est elliptique [ 9 ] .  
P 



(5) => (2) se démontre corne dans la proposition 5. 
'L 

(2) => (6) puisque toute réalisation f de f dans E' vérifie H f .  s S 
'L 

(6) => (3) il suffit de prendre f = f. 

V .  L i e m  erztiie L a  hypo.thèbes H ~ ,  H; 
eA Les hypo.thèaa de MAGNUS ri - s] . 

La proposition suivante établit le lien entre les hypothèses 

H' et celles prises par MAGNUS [Il51 pour obtenir un jet suffisant 
Hr> r 

pour l'équivalence polaire. 

Rappelons que E est l'ensemble des germes en {O} x Ln d'applications 
P 

CO 

définies sur 8 X Ln, à valeurs dans IRp, de classe C , Ln étant la sphère 
n x 

unité de IR . Mr y 
r E N  , est le sous-ensemble de E des germes ayant leurs 

P- 
(r-l) premières dérivées par rapport à la première variable nulles 

sur (0) x 1, . Jf (resp. 1 ) est le sous-ensemble des germes IJI 
f 

de E tels qu'il existe g germe en {O) x C d'application de 
P n 

m 
R x En dans iRn, de classe C et L germe d'application en 

{O) x C de iR x C à valeurs dans ~nd(iR') (resp. L = O) tels 
n n 

que : 

$(t,A) = Df (tA)g(t,A) + L(t,A)f(tA). 

a 
Soient f de E' et r de I N .  - - - 

- alors f vérifie H (resp. Hi). a) Mr C Jf (resp. Mr- C If), r 

b) - Si f est un polynôme homogène de degré r, r >, 1 - de  IR^ dans IR' 

et si f vérifie H (resp. H;), alors Mr c Jf (resp. 
r - Mrmi C If). 

Remarquons que de E appartient à Mk si et seulement 
P 

si il existe g I  de Ep tel que pour tout (t, A) de IR x Ln : 

k 
$(t,A) = t $*(t,A). 

(on applique la formule de Taylor avec reste intégral). 



Z>érnov~cl;Dtatian de a) . 
Soit f de E~ tel que Mr-I C Jf . 
On choisit une base el, ..., e de R~ et on considère les 

P 
r- 1 

applications de Mr- I telles que : (t,A) » t e. pour 1 s i 6  p. 
1 

Pour tout entier i, 1 i i s p, il existe g i 
germe en 

{O} x Ln d'a~plication cm de IR x L dans IRn et L. germe en 
n 1 

{O) X Zn d'application cm de IR x Ln dans ~nd(!R~) tels que pour tout 

Soit E > O  ; C =  sup Ilgi(t,h)ll ; M =  sup ll~~(t,~)l[ 
1 6isp 1 sidp 

Itlse ltlic 

A&; A€; 

1 
Soit V = B ,(O,€) et a un réel tel que p a M E < - 

IR 
2 .  

X 
Pour tout x de Vn~:(f) onpose t = \ l x \ \  et A=-.  

11x1 I 
Li(t,A)f (th) r-1 

Si E = e . -  , o n a  t i 1 tr- 1 
E = ~f(t~)h;(t,~). i 

Df(x) est de rang p donc surjective car {E], ..., E 1 est une base de 
P 

En effet, la matrice des composantes des par rapport 

à la base lei} est 1 - P t , )  où 1 est la matrice unité de  IR^, 
L.(t,A)f(tA) 
1 P(t,X) la matrice dont les vecteurs colonnes sont 1 6 i ~ p .  

+r-1 

1 - P(t,A) est inversible car la norme de l'endomorphisme associé à 

P(t,A) vérifie : 



1 1 /~(t, A) 1 / < p M ut $ p M u c < - (IRn est muni de sa strilccure euc idienne) . 
2 -  

En prenant pour nouvelle base de R' : { E ~ ,  1 s i $ p l ,  

l'application linéaire S(x) de IR' dans IRn définie par : 

est une section de Df (x) et 1 1 S(X) 1 1 5 c P 
1 1x1 lr-I  ' 

De même, si Mr-, C If, f vérifie Hi (il suffit de prendre 

L. = O). 
1 

DQmumXtaLiun de  b ) .  

R. MAGNUS a prouvé que si f est un polynôme homogène 

de degré r et si Df(x) est surjective pour tout x, x # O, 

c'est-à-dire si f vérifie Hi, alors Mr-I c= If. 

Soit f un polynôme homogène de degré r vérifiant H et r 

soit $ de Mr. 

Il existe $ *  de E tel que $(t,A) = tr dI(t,A). 
P 

Soit A un vecteur de la sphère unité En de E. 
O 

Si f(A ) + O, il existe un voisinage V(A ) de A tel 
O O O 

que f (1) # O pour tout A de V(Ao). 

pour (t , i) i IR x (V (Ao) Ln) on Pose 

gA et 1, A sont cm sur IR x (v(A~) n 1,). 
O !> 

Si f(X ) = O alors Df(X ) est surjective (proposition 5, 
O O 

annexe II). Il existe un voisinage V(Ao) de A tel que Df (A) soi t 
O 



surjective pour tout A de V (A ) (lemme 1 ,  Annexe 1) . 
O 

a, (t,U = G(Df(A)) (t +] (t,A)) 
O 

Pour (t , A) E IR x (V (Ao) fl Zn), on pose 
LA (t,h) = O  . 

O 

CO 

et LA sont C sur IR x (V (ho) n Zn) (G(u) étant la section 
O O 

orthogonale de u). 

u V(Ao) est un recouvrement ouvert du compact C . Il 
Ao€C 

n 

m 
existe m vecteurs hl,. . .,A de Z tels que Q = u V(hi)3 Zn. m n 

i= l 

On pose gA - - gi, L = Li, V(Xi) = Vi pour 1 I i 6 m. A ,. 
i 1 

Il existe m applications i 
de R" dans [O, 11, de 

classe cm telles que : 

(partition de l'unité sur C 1. 
n 

Pour (t,A) de tR x C les applications g et L dé£ inies 
n 

par : 

sont de classe cm sur IR x 1 et pour tout (t,~) de R x C on a : 
n n 

Donc $ appartient à 
Jf ' 

RemW~qu& : Si f est un polynôme homogène de degré r : f 

vérifie H' si et seulement si 
r Mr- C If* 



Par contre, si f vérifie H et non H i  , Mr est inclus r 

dans Jf tandis que M ne l'est pas. 
r- 1 

En effet, sinon tout 4 de Mr-] s'écrivant 

$(t,A) = tr-' o1(t,h) on aurait : 

et pour t = 0 : d l  (0,h) = Df(h) g(O,h). 

$(O,X) pouvant être choisi arbitrairement, Df(h) serait 

surjective pour tout A, A # O. f vérifierait alors H'. r 

Théohgrne du poin t  dixe dépendant d'un patramEXhe. 

Soient X - et Y des espaces de Banach, E un boule fermée 

de X, R un ouvert de Y et f une application de E x R dans E, - - 

de classe c', O, telle que pour tout X - de R, l'application 

de E dans E définie par : f (x) = f(x,A) soit lipschitzienne - X 

de rapport k < 1. 

Alors l'application dans qui à associe 

le point fixe de l'application contractante fX est de classe C" 

a) Co&nUé de 5. 

2 
Pour tout (A,') de : I15(~>-5(u>ll = Ilf(t(~),~>-f(t(u>,u)\l i 

1 lf(t<V ,A> - f<t(h> ,Io I l  + 1 lf(5<h>,u> - f(5(u) ,v) l l soit : 

1 
115(h) - e(~)lI r, Ilf(c(~),~) - f(c(u,~)ll. 

La continuité de f en (c(h),A) entraîne celle de 5 en A. 



De plus, si f est localement lipschitzienne de rapport k en 
O 

(<(Ao),Ao), 5 est localement lipschitzienne en X puisque : 
O 

k 
O 1 [<(A) - <(u) 1 1  < - dans un voisinage de X . 

1 -k O 

O 

1 
(En particulier, si f est de classe C , f est loca- 

lement lipschitzienne). 

6 )  5 en2 &&$ikentiable de c la i lne c ,  - n i  p 1. 

1 
Comme f est contractante de rapport k et de classe C , A 

on a pour tout (x,A) de E x R : 

Comme k < 1 ,  l'application linéaire (1, - Dlf(x,A)) 

est un isomorphisme de E. 

Soit u l'application continue de R dans L ( Y , X )  définie 

par : 

u(A) = [lE - Dlf (E(A) ,A)]-] 0 D2f (<(A) ,A) 

d'où u(A) = Dlf (<(A) ,A) .u(A) + D2f (S(A) ,A) (2). 

Si l'on pose <(A) = x, h = <(A+p) - <(A), la différentiabilité 

de f en (<(A),A) s'exprime par le fait que pour tout E > O, il 

existe q > O tel que pour h < et < on ait : 

en utilisant (l), (2) et les valeurs de x et de h on obtient : 



5 est localement lipschitzienne en A puisque L est de 

1 
classe C . Soit k' 5 1 une constante de Lipschitz pour 5 au 

voisinage de A. Il existe TI' > O tel que pour tout p tel 

Donc 5 est différentiable en tout point de R et 

Si f est de classe Cu, on déduit par récurrence de la 

formule précédente que 5 est également de classe c'. 

7 )  Rapp& eA naItationn. -- --------------- 

Soit E et F deux espaces de Banach, a un élément de E, 

f un germe en a d'application de E dans F, de classe Cu, 

2 $ p d m, f(a) = O tel que Im Df(a) et Ker Df(a) soient 

des facteurs directs de F et de E. 
% 

(Rappelons que deux germes en O, f et f d'application 

de classe C' sont équivalents s'jl existe deux germes en O 
% 

de difféomorphisme h et k, de classe c', tels que f O h = k o f ) .  

On sait (procédé de Lia~ounov-Schmitt) que f est 
% 

équivalent à un germe en (0,0), f, d'application de X x Y dans X Z, 



de classe c', tel que dans un voisinage de (0,O) : 

où g est de classe C' et vérifie : 

Alors h transforme localement W (W = £-'(O)) - en {O) x W' 

(W' = (ylg(0,y) = O)). 

Ce résultat Deut se montrer de la manière suivante : 

(cf. ANTOINE [2]) : 

Soit P une projection de F sur Im ~f(a) 

Q une projection de E sur Ker Df(a) 

x l'application canonique de F sur Coker Df(a) 

f 
Im Df (a) x Ker Df(a) --------+ Im D£ (a) x Coker ~f (a) 

h est le germe en a d'application de E dans Im Df(a)x Ker Df(a) 

défini par h(x) = (P O f(x),Q(x-a)) on a h(a) = (0,O). 

h est un germe en a de difféomorphisme de classe c'. 

k est le germe en O d'application de F dans 

Im Df (a) x Coker Df (a) : cléf ini par k(y) = (P(y) , ~(y) ) , on a : k(0) = (0 ,O) . 

k est un germe en O de difféomorphisme de classe C' (et 

même de classe cm). 

Il existe V voisinage de a dans E, V I  voisinage de O 

dans Im Df (a) et V 2  voisinage de O dans Ker Df(a) tel que 



'L - 1 
On pose alors f = k O f O h . 
% 

f est un germe en (0,O) d'application définie sur V2 

à valeurs dans Im Df (a) x Coker Df (a), de classe , tel que 

'L 
f(x,y) = (x,g(x,~)) où g est de classe C h u r  VI x V2 et est à 

valeurs dans Coker Df(a). 

O n a  g o h = x o f .  

Si f est une submersion en a, alors pour tout (x,y) de - 
'L 

v2 on a f(x,y) = (x,O). De plus 

a) h(V n w) = {O} x V, 

Ainsi si E et F sont de dimension finie n et p, 

£-'(O) n V est une sous-variété différentielle de E, de dimension 

(n-p) dont h est une carte. 

b) il existe Y germe en O d'application de Im Df(a) 

dans E, de classe C' tel que 

Y(0) = a 

f O Y(x) = x pour tout x de VI 

(Y(x) = hV1(x,0)). 

c) plus généralement, c'est-à-dire f n'étant pas nécessai- 

rement une submersion en a, on peut poser pour tout y de V2 : 

h-'(O,y) = Y + $(y). 

$ est un germe en O d'application de Ker Df(a) dans 

(IE-Q)E, de classe c', vérifiant pour tout y de V2 : 

P o £(y + $(y)) = O (car P o f(h-l(o,y)) = 0) 

alors #(O) = O et DI/?(O) = 0. 



Si f est une submersion en a, on retrouve le théorème des 

fonctions implicites car alors P = 1 E ' 

On pose pour tout y de v2 : U(Y) = ~(O,Y). 

u est un germe en O d'application de Ker Df(a) dans 

Coker Df (a) de classe c'. 

On vérifie facilement que 

d) h(v n W) = {O} x (v2 n wi) 

donc h transforme localement W en {O) x W'. - 

e) De plus, u est tel que 

I est l'injection canonique de Ker Df(a) dans E. 

2 
A £(a) est la différentielle intrinsèque seconde de f en a. 

f) Jets de u. On se ramène à a = 0. 

Pour IN, 1 ,< l S p, onnote ul et fl les jets en O 

d'ordre de u et de f. 

On a u = O  
1 

- les projecteurs étant fixés, pour tout 

ul ne dépend que de . fl 



% 

En effet, (O,(u(O,y)) = f(0,y) = k O f(h-'(~,~)) et on 

identifie les développements limités d'ordre 1. 

Plus précisément, on peut déduire ut de f, de la façon 

suivante : 

Pour tout y de V2 , on a : 

(1 1 0 = p 0 £(Y + 4(y)) 

Donc 
2 2 

O = P O D f (O) + Df(0) O D $(O> 

Or Df(0) est un isomorphisme de (lE-Q)E sur Im Df(0) 

2 
et D2$(0) est défini sur (Ker Df(0)) et est à valeurs dans 

(lE-Q)E, il s'en suit que D~$(o) est complètement déterminé par 

l'équation (1). 

i Plus généralement pour 3 d i d u, D $(O) est entièrement 

déterminé par les dérivées de f en O d'ordre inférieur ou égal à 

i, ceci se montre par récurrence : on dérive i fois (1) : 

2 a2 
a 

O = Df (O) O D~$(o) + P CI 1 Ca,a D"f(0) (1,) (D Q(0) . . . (Di"$(0)) i- l 

a 9 a m m 

i- 1 i- 1 
avec a =  1 am et i = m a m  et par un raisonnement identique 

m= 1 m= l 

i 
au précédent, on en déduit D $(O) en fonction des D'(?(o) et Daf(0) 

avec 1 < j < - 1 ,  1 c a 6 i. 

Rmmque : A deux couples (P,Ql), (P2,Q2) de projecteurs 

correspond u et u2 u équivalents. 
1 

- Pour 3 6 , on ne peut pas en général choisir P et Q - 
de façon que ut = x O £1 O 1. 

Par exemple : 



(i) D~~(o) est identiquement nul si l'image de la restriction 

2 2 
de D £(O) à (Ker Df(0)) est contenue dans un supplémentaire de 

Im Df(0) (voir (1)). On prend alors la projection P associée à ce 

supplémentaire. 

(ii) On a encore u3 = x O f3 O I si l'image de la restriction 

2 
de D £(O) à Ker Df(0) x E2 (où E2 est un supplémentaire de 

Ker Df(0)) est contenue dans Im Df(0). On prend alors Q tel que 

E2 = (lE-Q)E. 

Mais en général u3 # x O f3 O i. 

2 )  P h o p o d k t i . 0 ~  - - - - - - - - - - 9. 

Soit E - et F deux espaces de Banach, f un germe en O 

d'application de E dans F de classe c', 2 < p < , f (O) = O 

tel que Im Df(0) - et Ker Df(0) soient des facteurs directs de F 

et de E. 

Si 1 < r $ v, f vérifie (Hr) si et seulement si u - 

vérifie (Hr) . 

On va d'abord montrer que f vérifie (Hr) si et seulement si 
% 'L 

f vérifie (Hr) (lemme 1) et ensuite que f vérifie (Hr) si 

et seulement si u vérifie (Hr) (lemme 2). 

'L 

Lemme 1 .  - Soit f - et f deux germes en O de classe c', 

u équivalents avec 2 $ p $ W. Pour 1 < r 6 W, f vérifie (Hr) 

'L 
si et seulement si f vérifie (Hr). 

% 

Il suffit de montrer que si f vérifie (Hr) alors f 
% 

vérifie (Hr). On suppose que f et f sont définis ainsi que 

les germes en O de difféomorphisme h et k suivant le diagramme 

ci-après : 



Par hypothèse, il existe V voisinage de l'origine de E, 

des constantes strictement positives a et C tels que si x P V n ~i(f), 

Df(x) admet une section S(x) avec 1 1 S(X) 1 1 S 
C 

11x1 lr-l 

'L 

On doit montrer qu'il existe V voisinage de l'origine de 
'L 'L 'L 

E, des constantes strictement positives a et C tels que si 
'-L 'L 'L 'L 

y c V n w;(f), Df(y) admet une section S(y) avec 1 1 S(y) 1 1 i C 

a l I Y I  tr-' 
a) Quitte à restreindre V, on suppose que f est défini 

sur V, f est défini sur h(V), h est un difféomorphisme défini 

sur V et k est un difféomorphisme défini sur un ouvert contenant 

h et k-l 
1 

sont de classe C et h(0) = 0, k-'(O) = 0, 

il existe donc deux constantes strictement positives H et K et 
'L 'L 

deux voisinages U et il de l'origine respective de E et F 

tels que pour tout y de U on ait : 

et pour tout z de il, on ai-t : 

On pose u 1  = u n h(~) n f'-'(il) . 
'L 

Pour y de U' n wk(f), on a 1 [£(y) I I  < [y 1 I r  et donc 
a 



5 r 
On prend donc a tel que a = a KH . 

'L - 1 
b) Alors pour tout y de U' n w:(£), x = h (y) appartient 

a 

à V n wr(f) et Df (x) admet une section S(x), comme 
a 

D?(~) = Dk(f (x)) O Df (x) O ~ h - '  (y), ~?(y) admet aussi une section 

% -1 5 
S(y) = Dh(x) O S(x) O Dk (£(y)). 

2 
h et k-l étant de classe C , il existe deux constantes 

strictement positives H' et K t  et deux voisinages Ut' et R' de 
5 5 

l'origine respective de E et F tels que pour tout y de U" on 

ait : 

et pour tout z de R' on aIt 

%- 1 
On pose U V '  = U '  n Utt fl f (a') 

% 

alors si y e Uttt fl WC(£) 
C1 

% 5 

On a donc C = H' K' H ~ - ~  C et V = U"' . 

Le.rnrne 2.- Soit f un germe en (0,O) d'application de X x Y -- 

dans X x Z - de classe c', f (0,O) = (0,O) telle que £(~,y) = (x,g(x,y)) 

où g vérifie g(0,O) = O et Dg(0,O) = 0. - - 
 soi^ u le germe en O de Y dans Z, de classe c', - 

défini par u(y) = g(0,y). 

Alors f vérifie (Hr) si et seulement si u vérifie (Hr) 



D é r n o ~ & d o n  : On suppose d'abord que f vérifie (Hr) : 

alors il existe un voisinage de (0,O) de X x Y de la forme VI v2, 

des constantes strictement positives a et C tels que si 

(x,y) E (VI x V2) n w:(£), Df (x,y) admet une section S(x,y) avec 

Soit y de V2 tel que /Iu(y)ll < allullr alors. 

(o,~) r (VI x V2) n wr(f) et Df (0,y) admet une section S(O,y). 
a 

Or Df(O,y)(a,b) = (a, Dlg(O,y)a + D2g(0,y)b) 

et donc si y s V2, à tout z de Z on peut associer 6 de Y tel 

que (096) = S(O,y) (0,~) 

On pose S(y) l'application de Z dans Y qui a z associe 

la projection canonique sur Y de S(O,y).(O,z). S(y) est une section 

de Du(y) = D2g(0,y) et 

Récipoque : On suppose qu'il existe V2 voisinage de 

l'origine de Y, des constantes positives 
a2 et 

C2 tels que 

si y e V2 n wu (u) 1 Du(y) admet une section S(y) avec 
2 

On prend dans X x Y et X x Z les normes suivantes : 

a) Soit a un réel strictement positif quelconque et 
1 

1 r-1 
1 

la boule ouverte de X de centre O de rayon (--) 

En restreignant, si besoin est, VI et V2 pour que f . 



soit défini sur VI x V2, o n a  pour tout (x,y) de (V1 x Vî) nwr(f) : 
a 

Comme on ne peut pas avoir 1 I X  1 1 < a 1 lx 1 1 il s'en suit que 

I l ( ~ 7 ~ ) l l  = su~(llxll,ll~ll) = llyll 

11x1 1 6 al / Y I  I r  et 1 lg(x,Y) 1 1  6 al /Y[ I r  
1 

g étant de classe C , il existe une constante strictement 

~ositive IA et V; x v; voisinage de (0,O) de X x Y tel que pour 

tout (x,y) de V; x V; on ait : 

On restreint V; et V; de façonque V ; C V I  et V;CV2. 

c ~ n ~ m e  ~(O,Y) = g(O,y) - g(x,y) + g(x,y) pour tout (x,y) 

de (V; x V;) n w:(£) on a : 

On choisit a tel que a(l+L) = a 
2 ' 

b) a étant ainsi fixé, si (x,y) E (V; V;) n ~i(f) alors 

y E V2 n wr (u) et donc Du(y) admet une section S(y) telle que 
a2 

2 
Or Du(y) = D2g(0,y). g étant de classe C , il existe 

une constante strictement positive L' et V;' V2 voisinage de 

l'origine de X x Y tels que pour tout (x,y) de V;' x Vy on 

ait / /D~~(X,Y) - D2g(0,y) J I  4< L '  11x1 1 .  



Prenons V',' x V; tel que V',' C V; , V2 C V; et pour tout 

1 
Y de v; 9 IIYH < -  , alors pour tout (x,y) de 

2aC2L ' 

(V: x Vy) II wr(f) on a 11x1 1 r cil l y /  I r  et donc a 

Or le lemme 1 de l'annexe 1 reste vrai pour des espaces de 

Banach. Comme on a pour tout (x, y) de (V',' x V;) ~a(f) : 

1 1 b2g(x,y) - D2e(O,y) / 1 6 , il s'en suit que D2g(x,y) 
21 Is(Y) l l 

admet une section S(x,y) telle que 

I Is(x,Y) 1 l i 2C2 
et donc 

l I Y I  lr-l 

% 

c) Montrons que Df(x,y) admet une section S(x,y) pour 

tout (x,y) de (V',' x v;) O(£). 

2c2(l lbl 1 + L I  /al 1 )  
or sup(l la1 1 , /  I~(x,y)(b - ~~g(x,y)a)l 1 )  6 sup(l la1 1, 1 

l 1 (x,Y) 1 1 r-l 
2c2(l lbl l + L I  la1 l )  2C2(1 + L) 

et S ~ P  (Ilall, -- 1 = à condition de 
II  (a,b>ll = l  1 1 (x.Y> 1 1 2-1 1 I(x,Y) 1 Ir-] 

prendre Vy x V; dans la boule ouverte de X x Y de centre (0,O) 

1 - 
'L 2C2(1 + L) 

de rayon (ZC~L)'-' . On obtient alors que 1 1 S(x,y) 1 1 6 - 
1 l(X,Y) 1 l r-' 



P h o p a ~ L t i a n  7 O [3] . - 
n 

Soient U - et V des ouverts de IR et de (RP et une appli- 

m 

de U x V dans IRr. Si c est une valeur cation G, de classe C , - - 

régulière de G (c'est-à-dire il n'y a pas de point singulier de G 

dans G-'{c}). Alors pour presque tout y V, c est une valeur 

régulière de G : x -+ G(x,y). 
Y 

- 
Soit p la projection de IRn x lRP sur IR' et p la 

- 
restriction de p à G-'{c}. On applique à p le théorème de SARD. 

ThCahème d e  Scvrd. - 

L'ensemble des valeurs non régulières d'une application de 

classe cm et de mesure nulle. 
- 

Pour presque tout y de V, y est valeur régulière de p. 
- 

Considérons une valeur régulière y de p. Nous allons montrer que 

pour tout x tel que G (x) = c alors DGy(x) est surjective. 
Y - 

Si G (x) = c alors p(x,y) = y. 
Y 

DG(x,y) étan~ surjective, pour cout Z de IRr, il existe (X,Y) de 

 IR^ x IR' tel que : 

Z = DG(x,y)(X,Y) = D,G(x,y)X + D2G(x,y)Y. 

- 
y étant valeur régulière de p, l'application linéaire 

- 
tangente à p est surjective de Ker DG(x,y), espace tangent en (x,y) 

à G-'{c}, sur IR'. et il existe (X1,Y) tel que DG(x,y) (X1,Y) = 0. 

D'où Z = DIG(x,y)(X-X') = DG (x)(X-X'). 
Y 
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Ann Coker Df : a n n u l a t e u r  du conoyau de  D f .  

Aut (R') : groupe d e s  automorphismes de  IRP. 

Coker Df(0)  : conoyau de  Df ( O ) .  

E : anneau d e s  germes en  O d ' a p p l i c a t i o n s  d e  IRn dans  iR, d e  c l a s s e  cm. 

, d e  c l a s s e  c'. 

EP : module s u r  E des  germes en  O d ' a p p l i c a t i o n s  d e  IRn dans  IRP, d e  c l a s s e  cm. 

EP : 11 E I I  11 , de  c l a s s e  c'. 
Fi 1-I 

~ n d ( ~ ' )  ou End(p) : espace  v e c t o r i e l  d e s  endomorphismes d e  IR'. 

E : c f .  p.  13. 
P 

f a i s c e a u  de  quadr iques  dans l ' e s p a c e  p r o j e c t i f  r é e l .  

Fc 
11 11 I I  1 I complexe. 

f k  : l e  j e t  d ' o r d r e  k d e  f en  O ou un j e t  d ' o r d r e  k .  

( f )  : i d é a l  de  E engendré p a r  l e s  composantes de  f ,  f d EP. 

( f ) l i  : i d é a l  de  E engendré p a r  l e s  composantes d e  f ,  f r 15;. 
1-1 

ff ( f )  : i d é a l  d e  E engendré p a r  l e s  mineurs d ' o r d r e  p d e  l a  m a t r i c e  jaco- 
P 

b i e n n e d e  f ,  f s EP. 

H : c f . p . 8 .  
r 

H '  : c f .  p .  8 .  
r 

H : c f .  p. 18. 
r 

H?: : c f .  p .  18. r 

1 : c f .  p. 14 
f 

I m @ ]  : i m a g e d e  . + 1 

Jf : c f .  p. 14. 

J ( f )  = ( f )  + H ( f )  où f e E' 
P P 



- 1 
K : K = f2 {O} où f2 est un jet d'ordre 2 vérifiant H2. 

K : cf. p. 7. 
r 

K r  : c f . p . 8 .  
r 

k(q) est le plus petit entier supérieur ou égal à r si q=O, à 
* 

r-l+q(r-s +1) si q E IN . 
f 

1 I II II Il 
pour f de EP. 

1-i 

L(E,F) espace vectoriel des applications linéaires et continues de E dans F. 

L(n,p) espace vectoriel des applications linéaires de Rn dans IR'. 

L: (n, End (p) ) = End (p) . 

LQ(~,E,~(~)) espace vectoriel des applications k-linéaires et symétriques de 

Rn dans End(p). 

k 
L ($,End($)) espace vectoriel des applications k-linéaires et symétriques de 
s 

(En dans End(cP). 

k 
Ls (n, P) espace vectoriel des applications k-linéaires et symétriques de 

R" dans IRP. 

k % %  
Ls (n, P) espace vectoriel des applications k-linéaires et symétriques de 

(En dans cP. 

M : cf. p. 13. 
r 

m : idéal de E formé des germes nuls à l'origine. 

m 
m : idéal de E formé par les fonctions infiniment plates. 

P n - ,  : espace projectif complexe de dimension n. 

n - , I R  : espace projectif réel de dimension n. 

sf : pour f de E sf est le plus petit entier i, s'il existe, tel que 

Supp(f3) : est le support de 8, la fermeture de l'ensemble des x tels que 

e (x )  # o. 
- 1 Wf : pour f de E' , Wf = f (IO)). 

Fi 

W, = W si f, est le jet d'ordre l de f en O. 
L 



w:(£) : pour a, r, f tels que O < o d -, r 2 1 ,  f de E', on pose 
lJ 

= {X/X # O, 1 lf(x)II r al 1x1 I r  
$e : cf. p. 18. 

- $e : restriction de 
e+ 1 

Q à {O} x L (n,n). s 
= 
4 : restriction de 

e 
à L (n,End(p)) x {O}. s 

'L 
4 :cf.p.83. 

5 'L 
4 : restriction de 

e+1 'L % 4 à {O} x L (n,n). 
S 

IE : sphère unité de E. 

In 
: sphère unité de IRn. 

G(u) est la section orthogonale de u pour u application linéaire 

surjective de E dans F. 

' E : application identique de E sur lui-même. 

1 
n : application identique de IRn sur lui-même. 

Ab/révimZon6 d u  tableaux. 

cq-det : cq-dé terminé. 

cq-éq cont : cq-équivalence de contact. 

cq-su£ : cq-suff isant . 
éq. cont de M : équivalence de contact de MAGNUS. 

p-équiv : p-équivalence. 

p-équiv stricte : p-équivalence stricte. 

sing 

v-dét 

v-suf 

: singularité. 

: .v-.dé t erminé . 
: v-suffisant. 


