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NOTATIONS.

Soit E (resp. F) un espace de Banach. On notera , || ][E la
norme dans E , BE(xo;r) la boule ouverte de centre X et de rayon T
dans E ,L(E) 1'espace des endomorphismes de E , E* le dual de E,
1E 1'endomorphisme identité de E , L(E,F) 1'espace des applications

P . 2 . .
linéaires continues de E dans F , LS(E,F) 1'espace des applications

bilinéaires symétriques et continues de E x E dans F.

Soit H wun espace de Hilbert. On note la norme dans

1y s
H et <,> le produit scalaire dans H.

Si f est une application de classe ct , r>1, d'un
ouvert U de E x F , (E et F é&tant des espaces de Banach). On notera
d, f(x,y) (resp. d2 f(x,y)) 1la différentielle de f par rapport a la

premiére variable (resp. la deuxiéme variable).

S1 M est un sous—espace de E , on note M , l'adhérence

de M dans E et si f est une application de E dans F , f|
|

M

désignera la restriction de f au sous-espace M.

. Bd = classe de x pour une relation d'équivalence.

v
Si A est une matrice, on désignera par A sa transposée.
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INTRODUCTTON.

Soient E et F deux espaces de Banach, U un ouvert
contenant l'origine dans E. Si f est une application de classe c’ R

de U dans F telle que £f(0) = 0, pour 0 < k < r , on appelle jet

d'ordre k ou k-jet de f en O , le polyndme taylorien de degré k
g orare ou Jet y g

de f en O. On note Jk(E,F) 1'ensemble de tous les k-jets de germes
en 0, d'applications de classe ct , >k de E dans F, nulles en
0 et Jk(n,p) le méme ensemble lorsque E et F sont de dimension

finie n et p. Considérons les notions suivantes

Déjinition 1.- Soit =z dans Jk(E,F). On dit que =z est
v-suffisant si f et g &tant deux réalisations de z, de classe ct
r > k, il existe un homéomorphisme local h tel que h(0) = 0 et

h(g ' (0)) = £ 1(0).

Déginition 2.- Soit z dans Jk(E,F). On dira que =z est

. 1. , P .
suffisant pour la C -€quivalence de contact si pour toutes ré&alisations

f et g de =z, de classe ct , r 2k , il existe un voisinage V de O
dans E, un difféomorphisme local h de classe Cl et une application

de classe C° de V dans L(F) tels que :

i) h(0) =0 , dn(0) = I
ii) a(0) = 1F s
iii) f(x) = a(x) o g(h(x)) , pour tout x dans V.

Suivant R. Magnus [1], nous considérerons une troisiéme notion

P | S .
d'équivalence de contact : la C -&quivalence de contact "polaire"



qui est plus faible que la C]—équivalence de contact. Pour cela nous
supposerons qu'il existe sur 1l'espace de Banach E , une structure
préhilbertienne. Soit I 1la sphére unité de E pour la norme préhil-
bertienne ; & tout germe f en O d'application de classe ct , de

E dans F, on associe un germe f en {0} x £ , d'application de classe

c* de Rx I dans F de la fagon suivante

V(t,6) e R x T, £(t,8) = £(t&)

Déginition 3.~ Soit =z dans Jk(E,F) , on dira que =z est

. | P . .
suffisant pour la C -Bquivalence de contact "polaire" si pour toutes

r . .
, T 2k , il existe des

réalisations f et g de =z , de classe C
voisinages V et V' de {0} x I dams R x % , un difféomorphisme

i . .
local (p,8) de classe C , de V dans V' et une application a

de classe Cl, de V dans L(F), tels que

I
o

i) Yeezx , p(0,8) =

1

ii) Ye ez, a0, .

iii) V(t,g) e v, E(t,8) = a(t,£) o glp(t,E), 8(t,E))
Dans le cas oii les espaces E et F sont de dimension finie, un critére

de v-suffisance a &té donné par Tzee-Char Kuo dans Dﬂ. Ce critére

peut s'Enoncer ainsi :

k . . .
Un z dans J (n,p) est v-suffisant si et seulement si,

il existe e > O tel que,pour tout x vérifiant ||z(x)|]|< ¢ llxllk R

la différentielle dz(x) admet une section s(x) telle que

€

s(x) < e
el



Ce critére permet dans le cas des espaces de dimension finie de déterminer
1'aspect topologique local de la surface de niveau d'une application de
classe C© , au voisinage d'un point. Pour notre cas, nous nous intéres-
sons aux jets d'ordre 2, qu'on pourra * supposer homogénes. En dimension
finie, pour un k-jet homogéne, la v-suffisance entraine la C]-équiva-
lence de contact [3]. Pour les espaces de Hilbert, Ph. Antoine a montré
dans [ﬁ] que le critére de Tzee~Char Kuo étendu de maniére évidente aux
cas des espaces de dimension infinie, entraine encore la C]—équivalence

de contact. Notre propos est de démontrer un résultat analogue pour des
espaces plus généraux. L'idéal serait de faire cette extension aux espaces
de Banach quelconques ! Malheureusement, les techniques de démonstrations
ne s'y prétent pas ; et c'est pourquoi on fait appel 3 des espaces de
Banach munis d'une structure supplémentaire qui tient lieu du produit
scalaire des espaces hilbertiens, 3 savoir les "couples hilbertiens"
définis au paragraphe I1.5. Cette classe d'espaces contient entre autres

la classe des espaces de Hilbert. Ajoutons, par ailleurs, que les fonction-
nelles du calcul de variations sont définies et différentiables sur des
"couples hilbertiens". Les hypothé&ses que 1'on fera (condition (R) page 36)
sont plus faibles que la généralisation naturelle sur 1'espace de Banach
du critére de Tzee-Char Kuo ; en contrepartie nous ne démontrerons
(théoréme II.1.) que la suffisance pour la C]—équivalence de contact
polaire. Nous donnons une démonstration du théoréme II.!. au chapitre II,
aprés avoir, au préalable, au chapitre I, d'une part rappelé le

formalisme de calcul différentiel sur les couples [5] et d'autre part
établi certains résultats techniques (notamment les propriétés des

morphismes de couples admettant une quasi-section) dont on se sert au



chapitre II. Nous présentons ensuite au chapitre III une application
du théoréme II.l1., dans le cas d'une &quation d'é&volution d'un systéme
autonome. Aprés avoir fait apparaitre 1'ensemble des solutions de cette
équation comme la surface de niveau d'une application différentiable
o, ~ . . (xx)
entre couples, nous donnons une condition nécessaire et suffisante (C)
pour que la différentielle seconde intrinséque de cette application
vérifie la condition (R) (du théoréme II.i.). La condition (C) présente

1'avantage d'8tre locale et finidimentionnelle et peut donc &tre facilement

vérifiée sur un exemple,



CHAPITRE 1

FORMALISME INTERVENANT DANS L'ENONCE DU THEOREME.

Nous énongons ici (paragraphes I.1, I.2, I.3, 1.4, I.5, I.8
et I.9) les résultats du calcul différentiel sur les couples d'espaces
de Banach en dualité dont nous aurons besoin. La plupart des démonstra-
tions se trouvent dans [5]. Néanmoins, nous donnons des résultats

nouveaux avec leurs démonstrations aux paragraphes I.6, I.7 et I.10 .

I.1. - COUPLES D'ESPACES DE BANACH EN DUALITE.-

I.1.1. - Déginition.- On appelle couple d'espaces de Banach
en dualité et on le note E , le triplet (E,E',?) ou E et E'
sont des espaces de Banach et ¢ une forme bilinéaire continue mettant

E et E' en dualité séparante.

I.1.2. - Couple produltf : Soient E, = (EI,E;,®1) et

1

E, = (Ez,Eé,Qz) deus couples d'espaces de Banach en dualité, on définit

le couple produit 'EI x E2 (au sens de la catégorie des couples d'espaces

de Banach en dualité), par le triplet (El x E, Ei ® Eé, d) ol @

est la dualité donnée par :

1 L \ T
VQxl,xz) € E1 o E2 , VQxl,xz) € E] X E2 ,

@((x;,xé),(xl,xz)) = ®l(x;,x1) + ¢2(xé,x2)



1.2. - MORPHISHES DE coupLes X! -

1.2.1. - Déginition.- On appelle morphisme du couple
E = (E,E',0) dans le couple F = (F,F',¥) , un couple d'applications (u,u')
oi u (resp. u') est une application linéaire et continue de E dans

F (resp. de F' dans E') wvérifiant :
Vy'e ', YxeE , ou'y',x) =v¥(y',ux) .

Soient E = (E,E',®) et F = (F,F',¥) deux couples d'espaces de Banach
en dualité, on note I]E le morphisme identité de E c'est-a~-dire le
couple d'applications (._I,E,IE,) et L(E,F) 1l'ensemble des morphismes
du couple E dans le couple F . L(E,F) est un espace de Banach pour

la norme || (u,u")|| = suwp(||ull, [Ju"l])

1.2.2. - Composition des monphismes de couples.

Etant donnés, E,F et 6 trois couples d'espaces de Banach
en dualité, (u,u') un morphisme de E dans F et (v,v') un morphisme
de ¥ dans € . Alors (v,v') o (u,u') = (vou, u' ov') est un

morphisme de E dans & .

1.3. - MORPHISME BILINEATIRE SYMETRIQUE DE COUPLES.-

1.3.1. -~ Définition.~ Soient E = (E,E',9) et T = (F,F',¥)
deux couples d'espaces de Banach en dualité, on appelle morphisme bili-
néaire symétrique, le couple d'applications (A,A') de E xE dans F ,
oi A est bilindaire symétrique et continue de E X E dans F et A",

bilinéaire continue, de F' x E dans E', vérifiant la propriété

d'adjonction suivante :

(%) : Couples d'espaces de Banach en dualité.



‘v‘xleE , ‘v’xzeE , W' e F,

2(A"(Y,X),X,)) = ¥(Y',A(X|,X)) = o(A"(Y,X,),X )

On notera LEGEJF) 1'ensemble des morphismes bilindaires symétriques
2
de E x E dans F. LSGEJF) est un espace de Banach pour la norme

[[Ca,an ] = sup(|[al], []a"]D

1.4. - OPERATEURS SYMETRIQUES SUR UN COUPLE.-

1.4.1. - Definition.- Soit E = (E,E',d) un couple d'espaces

de Banach en dualité. Un opérateur symétrique sur E est une applica-

tion T , linéaire et continue de E dans E', telle que :

Yx € E , V& e E , o(Tx,y) = ¢(Ty,x)

On notera LSGE) 1'ensemble des opérateurs symétriques sur

le couple IE. LSGE) est un espace de Banach pour la norme :

Hrll = swp []Tx]]g,
xeE

x| [ =1

1.4.2. - Proposition.- L_(E) s'identifie LzoE;R)

Démonstration : Considérons l'application n de LSGE)

dans LiGEJR), définie par :

9

VT € LS(]E) Y H(T) = (AT’ AT

ol AT désigne une application bilinéaire symétrique et continue



de E x E dans R , définie par :
VxeE , YWeE , AT(x,y) = &(TX,y)

et A% une application bilinéaire et continue, de R x E dans E',

définie par
Wer , YzeE , AL(L2Z) =) . Tz

n est une application linéaire ; elle est continue car flnl[ < sup(l, ||o|]).

En outre n est injective., En effet, n(T) = O entraine en particulier

A_ identiquement nul;d'od, @(Tx,y)

T 0 , quels que soient x et vy

dans E. Ceci entraine, puisque ¢ est une dualité séparante, que

Tx = 0 , pour tout x de E donc T est identiquement nul.

D'autre part n est surjective (puisque T = A'(l,.) ¢ L (E)).
P s

. . . 2
Ainsi n est un isomorphisme de LS(IE) dans LSGE,]R). |

1.4.3. - Deginition.- Soit Te L (E) , T est dit positif

si
YXe E , o(TX,X) > 0 .

1.4.4. - Deginition.- Soit T € LSGE) , T est dit coercif

s'il est intérieur 3 1'ensemble des opé&rateurs positifs sur le couple E

1.4.5. - Proposition.- Soit T e LSGE), et T positif, si

T est un isomorphisme de E dans E' alors T est coercif sur le

couple E.



1.5. - COUPLES HILBERTIENS.-

1.5.1. - Définition.- Etant donné E = (E,E',®) , un couple
d'espaces de Banach en dualité. On dira que E est un couple hilbertien

s'il existe un opérateur coercif sur E.

1.5.2. - Proprietes d'un opérateur coercls sur un couple.

Un opérateur coercif T sur un couple E = (E,E',?) (hilbertien)

définit une structure préhilbertienne séparée sur 1'espace E de norme °*

/2

Ve E, |x]|.-= (‘I)(TX,X))l

T

Les structures préhilbertiennes définies sur l'espace E par deux

opérateurs coercifs T, et T2 sont équivalentes.

On note %E , le complété de E pour la structure préhilbertienne
séparée sur E (définie par un opérateur coercif T sur le couple )

et |x| quel que soit x de E.

g = Xl

1.5.3. - Proposition.- Tout facteur direct d'un couple hilbertien

est un couple hilbertien.

1.5.4. - Remarque.- Tout couple E de dimension finie est un

couple hilbertien.

1.5.5. - Proposition.- Soit E = (E,E',d) un couble hilbertien

et %E , l'espace de Hilbert associé au couple E. On a les propriétés

suivantes :

1) L'injection canonique, o de E dans HE est continue.

2) Pour tout x' de E', la forme linaire o(x',.) sur E,




_]O._

s'étend en une forme linéaire continue sur H, . Et 1'application linéaire

o', de E' dans q; , définie par a(x') est la prolongée de &(x',.)

sur HE , est une injection continue et d'image dense.

3) Tout opérateur T symétrique sur E s'étend en un

. . * . s g _
opérateur hT symétrique de %E dans %E c'est-d-dire o o T = hT o a.

. _ * . .
Si_l'on pose LS(%E) LS(HE, HE) , 1'application 7 de LSGE) dans

LS(%E) définie par :
Vie L B , (T)=h

est linéaire continue.

1.5.6. - Proposition.- Soient T = (E,E',®) et F = (F,F',¥)

deux couples hilbertiens et (u,u') un morphisme de E dans T .

Alors 1'application u, de E dans F, s'étend en une application

lin€aire continue hu de %E dans HF et 1'application linéaire

L Jp——

ainsi définie de L(E,F) dans L(%E,WF) est continue. En outre,

1'application u' de F' dans E' s'étend en une application linéaire

) * * . * <
continue de dans ; cette extension h est la transposée
con e o= u 1%

de h .
— u

1.5.7. - Conollaine.- Soient E et F deux couples

hilbertiens et (u,u') un morphisme de E dans F. Si S est 1'opé-

rateur coercif sur le couple F qui a servi a construire qF , 11

existe alors b strictement positif tel que

1/2

Y ¢ E , |uxl < (b‘lSll) Il(u,u')l‘ lxl

i 5



- 11 -

1.5.8. - Conollaine.- Soit E = (E,E',®) un couple hilbertien.

On considére (A,A') un E€lément de LiGEJRn) défini par

VQxl,xz) e ExE , A(x],xz) = [@(Tixl,xzj]2=1

of T. , 1 ¢1i<n, est un opérateur symétrique sur le couple E et

n
VaeR" , VxeE, A (L,x) = ) A TLx
i=1

I1 existe alors D , constante strictement positive telle que :

2

o

Vxe® , [laG0|] <D [[4,an]] [x]
R

1.6. - MORPHISMES ADMETTANT UNE QUAST-SECTION.-

On considére E = (E,E',¢) , T = (F,F',¥) deux couples
d'espaces de Banach en dualité et v = (u,u') un morphisme du couple T

dans le couple T,

I1.6.1. - Deginition.- On dit que v admet une quasi-section
s'il existe un morphisme o = (s,s') du couple T dans le couple E

tel que :
Voogov=v.,

1.6.2. - Descrdption du couple Kerv .

Soient 1 1l'injection canonique de Keru dans E , 1i'

la surjection canonique de E' dans Coker u'



1.6.2. - Proposition.- La forme bilinéaire ¢, définie

sur Coker u' x Ker u par :
Vx € Ker u , Vx' e E' s QI(EU],x) = @l(i'x',x) = o(x',ix)

est une dualité séparante.

Démonstration : Si él(Bﬁj, x) = 0 , quel que soit EU]

on a &(x',ix) = 0 , quel que soit x' d'oii, puisque ¢ est séparante,

ix = 0 et, 1 @&tant injectif, 1l vient : x =0

D'autre part, si @1([§f], x) = 0, quel que soit X on
a o(x', ix) = 0 quel que soit x ; donc x' appartient au polaire
de Ker u.

Nous allons montrer que ce polaire est &gal & Im u'.

On a :

V' e F' , VX e Ker u , o(u' Y' , X) = ¥(Y', uX) = 0

1

Donc Im u' est contenu dans le polaire de Ker u

Réciproquement. Soit X' un élément du polaire de Ker u .

Comme u admet une quasi section s , il vient que :
YX e E , X-s5so0ouXeZKeru
Donc :
YeeEB, X -u' os" X',X) =0(X', X-souX =0

d'oi ¢ X' -~ u' o s'" X' est nul c'est-a~dire X' appartient & Im u'

et donc le polaire de Ker u est contenu dans Im u'



- 13 -

Par conséquent, X' € Im u' entrafne |x'|=0. B
bl

1.6.2. - Definition.- On appellera noyau du morphisme Vv = (u,u')
et on notera XKer v ou Ker(u,u'), le couple d'espacesde Banach en dualité

défini par le triplet : (Ker u, Coker u', @l).

On vérifie que (i,i') est un monomorphisme du couple Ker v

dans le couple E.

1.6.3. - Descdption du couple Coker v.

Soient k la surjection canonique de F sur Coker u

et k' 1'injection canonique de Ker u' dans F'

1.6.3. - Proposifion.- La forme bilindaire ¥, définie

sur Ker u' x Coker u par :
VweF, VW ekeru , ¥ (', [y =¥ G k) = ¥(&'y',y)

est une dualité séparante.

Démonstration : Si Wl(y', Bﬂ) est nul quel que soit Eﬂ

alors V¥(k'y',y) est nul quel que soit y d'ol, puisque V¥ est séparante,

k'y' = 0 ; et comme k' est injectif,on obtient y' = O.
Par ailleurs, si W](y',Ba) est nul quel que soit y' ,
ona Y¥Y(k'y',y) nul quel que soit y' ; donc y appartient au polaire

de Ker u'. Nous allons prouver que ce polaire est égal 3 Imu on a :
VEe E, VW' e Rer u' , ¥(Y',uX) = ¢(u'Y',X) =0

Donc Im u est inclus dans le polaire de Ker u'.
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Réciproquement si 1'on prend Y dans le polaire de Ker u’,

étant donné que u' admet une quasi-section s' , on a :

Vy' e F' , Y =-s'ou Y' € Ker u'

il vient alors :

]

VW' e F', ¥(¥' -s'ou Y,Y) =¥(¥',Y-uos¥Y) =0

d'oi Y=-uosY estnul i.e. Y appartient &4 Im u et donc le

polaire de Ker u' est contenu dans Im u finalement y appartient

d Imu et Eﬂ =0. B

1.6.3. - Définition.~ On appellera Conoyau du morphisme
v = (u,u') et on le notera Coker v ou Coker(u,u'), le couple défini

par le triplet (Coker u , Ker u’', Wl)

On vérifie que (k,k') est un épimorphisme du couple Coker v

dans le couple E.

1.6.4. - Description du couple Tm v.

Soient j 1'injection canonique de Imu dans F , j' 1la

surjection canonique de F' sur Colm u'.

1.6.4. - Proposition.- La forme bilinéaire ¥, définie sur

CoIm u' x Im u par :
Vz' e F' , Vze Imu R Wz([?'], z) = Wz(j'z',z) = ¥(z',jz)

est une dualité séparante.

Démonstration : Si ?Z(E?ﬁ],z) = 0 quel que soit [2’]

on a Y¥(z',jz) = 0 quel que soit z' d'ol, puisque V¥ est séparante,
jz =0 et j, étant injectif, il vient z = 0.

D'autre part, si Wz([?f],z) = 0 . quel que soit 2z, il



vient : ¥(z',jz) = 0 quel que soit 2z ; donc z' appartient au polaire

de Im u. Montrons que ce polaire est égal a Ker u' on a
g s

Vz' € Rer u' , X e E , ¥(Z',uX)

.

o(u'Z2',X) =0 .

Donc Ker u' est inclus dans le polaire de Im u.

Réciproquement, prenons Z' un &lément du polaire de Im u .

Sachant que u admet une quasi-section s, il vient
YZ2eF, 2-(Z-uo0osZ)elnu
D'autre part, on a :

YZeF, v(@2' -(2'-s"ou 2'),2) =¥2",2-(Z-uos2)=0

d'oi Z2' =2' -s' ou' Z',Comme u' admet une quasi-section s' on

déduit que Z' appartient & Ker u'. Et donc le polaire de Im u
est contenu dans Ker u'.

Par conséquent , z' € Ker u' soit [z'] =0. B

1.6.4. - Déginition.- On appellera image du morphisme v = (u,u')
et on le notera Im v ou Im(u,u'), le couple défini par le triplet
(Im u, CoIm u', Wz).

On vérifie que (j,j') est un monomorphisme du couple TIm v

dans le couple T.

1.6.5. - Lemme.- Soit u : E —F une application linéaire continue

on suppose que u admet une quasi-section s, (i.e. : uo s ou =u) alors

on a les propriétés suivantes

1) p=s ou est un projecteur sur E.

2) g =uo s est un projecteur sur F.

3) Ker p = Ker u

4) Imq=Imu.



Preuve :
2 -_— -— —
1) pP=souosou=sof(uosou) =sou=p
2 - - -
2) ¢o=uosouos=(uosou)os=uo0s=gq

3) On a évidemment Xer uC Ker p . Montrons que Ker p CC Ker u.
Pour x dans Kerp ,ona soux=0 d'oi uwosoux=u0O=0. Comme

admet une quasi section s, il vient que ux = 0 et x € Ker u.

4) De toute évidente, Im q est contenu dans Im u. Montrons
que ImuCImgq . Soit y un élément de Im u , il existe alors
un x @&lément de E tel que y = u x. Sachant que u admet une quasi-
section, s, il vient que y =uosoux d'oi y=uosy etdonc

y € Im q. [

1.6.6. - Lemme.- Soit v = (u,u') un morphisme du couple

E = (E,E',d) dans le couple T = (F,F',¥) , on suppose que v admet

une quasi-section o = (s,s'). Alors on a les propriété&s suivantes

il

1) (sowu, u'" os'") (p,p') est un projecteur sur le couple E.

2) (uos, s'ou'") (q,q9') est un projecteur sur le couple T.

3) Kerp

il
&
[a
a

ro_

Imp = Imu
4) Imq = Imu

Ker q' = Ker u' .

Preuve :
1) Sachant que v admet une quasi-section (i.e. : u=uosou
et u' =u' os'ou') ona (lemme I.6.5.) que p = s o u est un projecteur

sur 1'espace de Banach E. Et en remplagant u par u' dans 1'hypothése
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du méme lemme I.6.5. il vient que p' = u's' est un projecteur sur
1'espace de Banach E'. D'autre part, si & est la dualité sur le couple

E, on a :

Vx e E s Vx' € E' , ®(x'", soux)=2e(u'"os" x",x)
c'est-d~dire

Vx e E , V' e B , o(x', px) = o(p'x',x)

et (p,p') est un projecteur sur le couple E

2) D'aprés le lemme I.6.5. ona q = u o s est un projecteur

sur 1'espace de Banach F et en changeant u en u' dans 1'hypothése

du méme lemme I.6.5., ona q' = s' o u' est un projecteur sur F'. Par

ailleurs, ¥ é&tant la dualité sur le couple F , on a :

V& e F, Y ebF', ¥(y', uosy) =Y¥s"ouy', y)
c'est-d-dire :

VyeF, W ef, ¥,y =¥@Q y',y)
et (q,q') est un projecteur sur le couple TF.

3) D'aprés le lemme I.6.5., on a : Ker p = Ker u. En outre,

si 1'on remplace u par u' dans 1'hypothése de ce lemme I.6.5., il

7 1

vient que : Imu' os8" =Imu' Soit Imp' =Imu

4) Du lemme I1.6.5., on déduit que Im q = Im u. Et

en remplagant u par u' dans ce lemme I.6.5., on obtient que

Ker s' o u' = Ker u' soit Ker q' = Ker u' . B
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1.6.7. - Proposition.~ Soit v = (u,u') un morphisme du couple

&
!

= (E,E',®) dans le couple T = (F,F',¥). Si v admet une quasi-section,

= (s,s') alors le couple Ker v est un facteur direct du couple E.

Q
|

Démonstration : Soient 1, 1'injection canonique de Ker u

dans E et 1i', la surjection canonique de E' dans Coker u'. Nous
allons établir que le monomorphisme (i,i') admet une projection, &

savoir un morphisme (y,y'), de E dans Ker v ,tel que :

1 L I

lKer u ’ oy = ]Coker u'

On sait (définition I1.6.2.) que Ker v = (Ker u, Coker u', <I>l) ou @l

est définie par :
V[x'] € Coker u' , [x'] =1i'x", Vx € Ker u , QI(I:X'], x) = &(x',ix)

et que (i,i') est le monomorphisme canonique de XKer v dans E.
On définit une projection (y,y') de E sur Ker v par :

|

(p,p') = (s ou, u' o s') étant un projecteur sur le couple E

(lemme 1.6.6.), 1'endomorphisme (1, - p, lE' - p') , du couple E,

E
se factorise en un couple d'applications (y,y') 1linaires et continues
P PP

\J 1

de E dans Ker v omn a : ioy=1E-p, et y'oi =1E,—p

D'autre part, (l_ - p, IE' ~ p') étant un morphisme de E dans

E

lui-méme, (v,y') est un morphisme de E sur Ker v. Vérifions que

(v,vy') est une projection de (i,i') on a :

1]

1) 1 o (y o 1) (ioy)oi=(1E—p)oi=i,(car

. . .
uoi=0) doi voit Ker u

2) ' oy oi'=1" 0 (y' 0o i') =1i' o (1

1 = LIPSOy 1 =
(car 1i' o u 0) d'oi i' o ¥y 1C0keru' - &
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1.6.8. - Proposition.- Soient E = (E,E',®) et T = (F,F',¥)

deux couples d'espaces de Banach en dualité. Si v = (u,u') , morphisme

de E dans T , admet une quasi-section o = (s,s') . Alors le couple

Im v est un facteur direct du couple T.

Démonstration : Soient, j 1l'injection canonique de Im u

dans F et j' la surjection canonique de F' sur ColIm u' . Montrons
que le monomorphisme (j,j') admet une projection (m,n') de T sur

Im v tel que :

Toj=1 et j'on' = ICoIm '

On sait (définition I.6.4.) que Im v est le couple défini

oi V¥ est la dualité définie

par le triplet : (Im u, CoIm u', V¥ 9

9)

par :

VI:y'] € CoIm u' , ]:y'] = j'y"', Vy € Imu , ‘{’Z(Ey'], y) = ‘Pz(j'y',y)

¥Y(y',i )

et que (j,]') est le monomorphisme canonique de Im v dans IF. On

définit une projection (m,n'), de T sur Im v, par :

' ou') é&tant un projecteur sur le couple F (lemme 1.6.6.),

(q,q') = (uo s, s
il se factorise en un couple d'applications (m,m') Llindaires et

continues de F sur Im v, comme suit
jowm=gq et ™ o j' =g

Comme (q,q"') est un endomorphisme du couple F , (m,n') est un

morphisme du couple F sur le couple Im v .
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Vérifions que (m,n') est une projection de T sur Im v

On a :

1) jo(mnoj)=(o ™ oj=qoj=7j (car gqou= u)
d'od mo J = IIm u

2) (J'YOTT')OJ"=J'0(TF'OJ")=J'OQ'=J'
(car Ker u' = Ker q") d'oi j' o 7' = lCoIm R B

1.6.9. - Proposition.- Soient E = (E,E',®) et F = (F,F',Y¥)

deux couples d'espaces de Banach en dualité et (u,u’') un morphisme de

E dans T , admettant une quasi-section (s,s') , alors on a les proprié-

tés suivantes

i) L'application u de E dans F, induit une application Vv

de Imp dans Imq oi p=sou et q=uos. Et 1'application u'

de F' dans E' , induit une application v',de Im q' dans Im p'
dans de dans p

oi q' =s8'"ou' et p'=u os

ii) La restriction ¢, ,de ¢ 3 Imp' x Imp , est une

dualité séparante. On note E, , le couple : (Im p, Im p', o)

1

iii) La restriction ¥, ,de ¥ d Imq' x Imq , est une

1 ==
)

dualité séparante. On note F  , le couple : (Imq, Imq', ¥

1 1

iv) (v,v') est un isomorphisme du couple E, dans le couple 'Fl

Démonstration :

i) Montrons que v 1induite par u sur Im p , est & valeurs

dans Imq . On a :

Ve Imp , Hy eE , vX=ux=uosouy (car u admet

une quasi-section s).
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Posons x' =uy , il vient vx = uo s x' donc v x

appartient 3 Im q . D'autre part, v' induite par u' sur Im q' ,
PP q p > P q

est 3 valeurs dans Im p' . En effet

]
[o
N

It
(=}
o
2]
(e}

1 1] 1
Vz' € Im q' , 32 e F' , v'z' 'z! u'z (car u'
admet une quasi-section s').

Posons y' =u'z

il
[
(o]

, 11 vient v'z' s'y" donc

v'z' appartient & Im p'

En outre v (resp. v') est linéaire continue car u (resp. u')
1'est. Par ailleurs, sachant (lemme I.6.6.) que (p,p') (resp. (q,q"))
est un projecteur sur E (resp. F) , les sous-espaces Im p (res. Im q)
et Imp' (resp. Imq') sont fermés respectivement dans E (resp. F)

et E' (resp. F'). Ils sont donc des espaces de Banach.,

ii) La forme ¢, , définie sur Im p' x Im p

1 , par :

V' € Imp' , V& e Imp , Vx' € E' , Vx e E , Ql(y',y) = ®(u' 0o s'x', s 0 ux)

est une forme bilindaire continue (car & 1'est).

Montrons que @ 6 est séparante. En effet si él(y',y) =0

quel que soit y dans Im p , alors sachant que, u' admet une quasi-

- ’
section s', ona : ®(u' o s'x, s oux) =2 os' ou' o s'x' ,x)

0, pour

tout x dans E. Il vient donc,puisque ¢ est séparante : u' o s'x' =0
soit y' = 0. Si ®](y',y) = 0 quel que soit y' dans Im p' , alors
sachant que ,u admet une qﬁasi-section s , on a:

3(u' o s'xg soux)=2ax", s0o (uosoux)) =0, pour tout x' dans E'

I1 vient donc, puisque & est séparante que : s oux =0 soit y = 0.
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iii) La forme Wl définie sur Im q' x Im q par :

Vz' € Im q' , VzeImq, Vy' € ', Yy e ¥, Wl(z',z) = Y(s' ou'y',uo s vy)

est une forme bilinéaire continue (car ¥ 1'est). Montrons qu'elle est

séparante. En effet si W](z',z) = 0 quel que soit z dans Im q

alors sachant que, u' admet une quasi-section s', on a :

y(s' ou'y', uosy) =y¥(s'" o (u os'ou")y',y) = 0, quel que soit y

dans F ;

: 2 . T, = . -
il vient, puisque Y est séparante , que ! s' ou'y' =0 soit 2z 0.

Si W](z',z) =0 quel que soit z' dans Im q' , alors, du fait

que u admet une quasi-section s, on a :

'

Y(s' ou'y', uosy) =¥y',uosouo (sy)) =0, quel que soit vy
A "dans F' .
I1 vient donc, puisque V¥ est séparante, que : uo sy =0 soit z =0.

iv) Montrons d'abord que v (resp. v') est bijective.

v est injective car pour X, dans Imp et v X, = 0, ona X, dans

Imp et ux, =0 c'est-3~dire x, € Imp N Ker u. Comme d'aprés le

lemme 1.6.6. on a Ker p = Ker u , il vient que X, € Im p N Ker p

donc X, = 0 . En outre sachant (lemme 1.6.6.) que Imu = Imq , on a :
Imv =Inu=1Inq d'oi v est surjective. D'autre part, v' est

injective car pour y; dans Im q et v' y} =0 on a y; dans

Im q' et u' y; =0 c'est-a-dire y; € Im q' N Ker u'. Or d'aprés le
lemme I1.6.6. on a Ker u' = Ker q' donc yi € Im q' N Rer q' soit y; = 0.
Par ailleurs sachant (lemme I.6.6.) que Imu' = Imp' on a :

Imv' = Imu' = Imp' d'ol v' est surjective. Vérifions que (v,v')

est un morphisme de ]E] dans T ol E, est le couple

(Im p, Im p', &) et TF, , le couple : (Imq, Imq', ¥,). On a :
P %y 1 1

V&; e Im q' , V%I € Imp , ®l(v' y;,x]) = ¢(u' y;,xl)
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Comme (u,u') est un morphisme de E dans F , il vient que

V&i € Im q' , V%] € Im p , @(u'y;,x]) = W(y;,u x]) = W(y;,v xl)

L
¥ (yisv %))
Par conséquent :

V&i € Im q' , V&l e Imp , @l(v'y;,xl) = Wl(yi, v x]) .

Ainsi (v,v') est un morphisme de IE, dans 'El . Comme v (resp. v')

1

est bijectif, (v,v') est un isomorphisme de lEl dans F, . ]

1.7. - DESCRIPTION DES FACTEURS DIRECTS HILBERTIENS.-

Soient E = (E,E',9) , T = (F,F',¥) deux couples d'espaces
de Banach en dualité et v = (u,u'), un morphisme de E dans TF ,
admettant une quasi-section o = (s,s'). On fait 1'hypothé&se supplémentaire

suivante :

(M) : Il existe un opérateur A de E dans E' , symétrique

positif et inversible.

L'opérateur A est donc coercif (proposition I.4.5.) et le
couple E est hilbertien. Le couple Ker v étant un facteur direct du
couple E (proposition I1.6.7.) il est aussi hilbertien (proposition I.5.3.).
Il existe alors sur Ker v un opérateur coercif ; par exemple
S=1' o Ao 1 (od (i,i') est le monomorphisme de Xer v dans I )

est coercif sur Ker v .
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I.7.1. - Définition.- Etant donné un couple E = (E,E’',9),
v _ . n o
on note EE 1le couple donné par le triplet : (E',E,d) ol ¢ est la

dualité définie sur E x E' par :
"
Vx ¢ E . V' € E' , o(x,x') = o(x',x)

Remarquons d'abord qu'en vertu de 1'hypothése (M) , 1'opérateur A7t
de E' dans E est symétrique positif et inversible ; il est donc

ny
(Proposition I.4.5.) coercif sur le couple E qui est hilbertien.

1.7.2. - Lemme.- 1L'identité de E' induit un isomorphisme

. P *
isométrique de HE sur %E .

Preuve : Soit x' un élément de E' , &valuons |x'| . "

i

A @&tant 1'opérateur coercif (sur IE) qui a permis de construire %E s

on a :
[ ‘ [@(x',x)[
x' & = Sup 172
xeE (®(Ax,x))
HE x#0 *

Comme A est inversible , il vient :

lo(x' 07" v |<X"y'>Hﬁl |
!x'l = sup — = sup ————— = |x']
¥ yTeR' (o(y', A ! y'))l/2 y'eE' i}“hﬁ B
y'#0 y'#0

. . . . . . : . P *

Ainsi 1'identité de E' 1induit une isométrie de HE dans H% . En
. P . . *

outre, cette isométrie est surjective car E' est dense dans HE

(Proposition I1.5.5.). Elle est donc un isomorphisme entre HE et H% . B
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Soient (i,i') 1le monomorphisme canonique de Ker v dans T
. m/
et (p,p') wune projection de (i,i'). Le couple Ker v &tant (proposition
. ’\J 3 -

I.6.7.) un facteur direct du couple E , est (proposition I.5.3.)

_ ~
hilbertien et l'opérateur L =p o A o p est coercif sur Ker v.
D'autre part »n considére %Ker v 1'espace de Hilbert, complété
de 1l'espace Kar u pour le produit scalaire associé & 1'opérateur §
(coercif sur le couple Ker v) et /;;/v , l'espace de Hilbert complété
de 1l'espace Coker u' pour le produit scalaire associé 3 1'opérateur L
(coercif sur le couple IKer v). On notera t, 1'injection canonique de

Ker u dans qur v ? t'  1'injection canonique de Coker u' dans

%ﬁ\“/ . On a le lemme suivant :
er v

I1.7.3. - Lemme.- L'identité de Coker u' induit un isomorphisme

*
és %Ker \Y) EE'E I‘!IK/Q\I'J\)

Preuve : Ce lemme ne ré&sulte pas du lemme I.7.2. précédent
car ni 1'opérateur S , ni l'opérateur L ne sont bijectifs en général.
D'aprés la proposition I.5.6. on sait qu'il existe des applications
* * * * * *

.. . q

linéaires continues hi , de HE dans qur v’ hp de %Ker v ans %E ,
v . o ™~/ tell e :

hp' de qﬁ;;Jv dans HE s hl, de BE dans %Ker Y es qu

o' op'=h ot', t'oi'=h, 0oa |, hp' ol =wop'.

faisons un schéma d'application entre couples pour situer le probléme :
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Ke_r u S————> E
P -
LJ}S A A
L |
Coker u' -~
1
t' i ol
*L hy .
L 'qur‘v ¥ > HE ;
h
p

on a :

; * * . .
1) h®  est une section de hi donc hp est un isomorphisme
P
* . .
de B;er , Sur Im hp . D'autre part, comme le diagramme est commutatif

on a h*(Im t') = a'(Imp'). Or t' @&tant d'image dense,il vient
P

Im b = h*(Im t') = h;(Im t') = a'(Im p') . Ainsi hp est un isomor-
P p

phisme de H;er , Sur o' (Im p') qui est le complété de Im p' pour

la norme I l "

. . * . . . o .
2) L'isomorphisme vy de HE sur HE , induit par 1'identité
de E' (lemme I.7.2.), induit 3 son tour un isomorphisme vy de

a'(Im p') sur w(Imp').

3) hp' est une section de hi' donc hp' est un isomorphisme

de Q;?Q sur Im hp' . Comme le diagramme est commutatif on a

hp,(Im £) = w(Im p') . En outre £ &tant d'image dense,on a

Im hp' = w(Im p') et donc hp' est un isomorphisme de Hp/ =~ sur

w(Im p') qui est le complété de Im p' pour la norme ||

%
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. o * e )
4) L'application u de ﬁKer N dans H&;?/v définie par :

* . . . . . ..
hp, oOou=vyo0 hp est un isomorphisme induit par 1l'identité de Coker u'’

car le diagramme étant commutatif on a pour tout z' dans Coker u'

~

1 | A | \] 1

" -
h,opot'z'"=vyo0 hP ot'z' =vyoa'op'z'=wop' 2= hp' okl z'

P

Comme hp' est injective, il vient,pour tout z' dans Coker u'

puot'z'=4L2z'" . Ce qui signifie exactement que u est induite

par 1'identité de Coker u'. B

1.8. - DIFFERENTIABILITE SUR LES COUPLES.-

1.8.1. - Définition.- Soient E = (E,E',®) , T = (F,F',Y¥)
deux couples d'espaces de Banach en dualité et f, une application
de U (ouvert de E) dans F. f est dite de classe Cr

, relativement

aux couples E et F si :

. Y .
i) f est de classe C  relativement aux espaces de
Banach E et F.

ii) Il existe une application d'f de classe Cr-—I .

définie sur U & valeurs dans L(F',E') telle que :

VxeE, W er , VYxeU , ¥, df(x)X) = 6(d"£(x)Y',X)

Autrement dit, 1l'application df, de U dans L(E,F) se factorise

r—1

en une application &f de classe C , de U dans L(E,F), définie par :

Ve e U , 6f(x) = (df(x), d'f(x))
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1.8.2. - Remarque.- Si f définie sur U (ouvert de E) &

. . T
valeurs dans F, est une application de classe C , avec r 2 2 ,

relativement aux couples E et TF. Alors pour tout x de U, le morphisme

sz(x) = (dzf(x), dd'f(x)) est bilinéaire symétrique et vérifie la

propriété d'adjonction suivante :

VXleE,VXZeE, V' er , VxeU,

1

B(dd"E() (Y, X)) X)) = ¥(Y',d2£() (X ,X,))

i

¥(Y,d 6 (X, X)) = 0(dd £ (T',X)),X,)

En d'autres mots l'application sz de U dans LiGEJF) est de classe

Cr-2 )

1.8.3. - Remarque.- Etant donnés E = (E,E',0) et TF = (F,F',¥)
deux couples d'espaces de Banach en dualité. Une application u de E
dans F, linéaire continue, est de classe ¢” si et seulement si elle
définit un morphisme de couples (u,u'), de E dans T. Et dans ce

cas on a .

Vx e E , Su(x) = (u,u") .
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1.9. - THEOREMES D'EXISTENCE SUR LES COUPLES.-

1.9.1. - Théoneme d'invernsion Locale.- Soient E = (E,E',0)

et F = (F,F',¥) deux couples d'espaces de Banach en dualité, U un

ouvert de E et f wune application de U dans F, de classe ct (r=1)

relativement aux couples E et ITF. Si en un point a de U on a

§f(a) € Isom(@E,F), il existe un voisinage ouvert V de a et un voisinage

W de b= f(a) tels que f soit un difféomorphisme de classe ct

de V sur W, relativement aux couples E et T .

1.9.2. - Théoneme des fonctions implicites.- Soient

E = (E,E',?) F = (F,F',¥) deux couples d'espaces de Banach en dualité,

U un ouvert de E , f wune application de classe o de U dans F.

Si en un point a de U, la différentielle d&f(a) admet une sectionm,

il existe un voisinage V de a , un voisinage W de l'origine dans

Ker df(a) et une application g de W dans E, de classe ¢’ relativement

aux couples Ker §f(a) gE_fE telle que :
gW) ={x | xeV, f(x) = f(a)} , g(0) =a

et &8g(0) = (i,i') , monomorphisme canonique de Ker §f(a) dans E.

1.70. - GERMES ~#-EQUIVALENTS AU SENS DES COUPLES.-

1.10.1. - Déginition.- Soient E, = (E,E},2) ,
- 1] - 1 - |
Ez (EZ,EZ,QZ) R E} (FI,FI,WI) , ‘FZ (F2,F2,W2) quatre couples
d'espaces de Banach en dualité et deux applications f (resp. f') de

E1 dans F] (resp. de E2 dans FZ)' On notera (f,xo) le germe
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de f en X (f',yo) le germe de f' en Yo+ On dira que ces germes

(f,xo) et (f',yo) sont r—équivalents au sens des couples s'il existe

£ (resp. £') un difféomorphisme local de E, dans E (resp. de F

1 2 1

dans FZ)’ de classe C° relativement aux couples E] et Ez (resp.

Fl et FZ) tels que :

K(xo) ='yo et (f' o &, xo) ="' o f, xo)

1.10.2. - Proposition.- Soient E = (E,E',0) , T = (F,F',¥)

deux couples d'espaces de Banach en dualité et f une application de

U (ouvert de E), 8 valeurs dans F, de classe ct (r = 2) relativement

aux couples E et TF. Si le morphisme Gf(xo), pour X dans U admet

une quasi-section. Alors le germe de f en x, est r-équivalent au

sens des couples au germe en (0,0) d'une application m définie sur

un ouvert V de Im df(xo) x Ker df(xo), a valeurs dans

Im df(xo) x Coker df(xo) , de la forme m(x,y) = (x,g(x,y)) ol g

est une application définie sur V , a valeurs dans Coker df(xo) de

classe C¥ relativement aux couples Im Sf(xo) x Ker 6f(xo) et

Coker Gf(xo) , vérifiant g(0,0) = 0 et 6g(0,0) = 0.

Démonstration : Par translations, on commence par se ramener

au cas ol x = 0 et f(xo) = 0 et on pose (u,u') = (df(0),d'f(0)) = 6£(0).

Sachant que (u,u') admet une quasi-section, notons la o = (s,s'),

les couples XKer(u,u') et Im(u,u') sont des facteurs directs respecti-
vement des couples E et TF (Propositions I.6.7. et I1.6.8.). Soient
alors (y,y') wune projection de E sur Ker(u,u') et (w,1') une
projection de T sur Im(u,u'), les couples Ker(w,n') et Im(u,u’)

sont supplémentaires dans TF. Considérons une application £ de U
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(voisinage ouvert de l'origine dans E), & valeurs dans Im u X Ker u,

définie par :
Vx € U , £(x) = (v o £(x), v x)
et une application £' ,de F dans Im u x Ker m , définie par :
YyeF , 2@ =@y, (I-1) y)

Montrons, en utilisant le th&oréme I.9.1., que £ (resp. £') est un
difféomorphisme local de classe c' relativement aux couples E et

Im(u,u') x Ker(u,u') (resp. F et Im(u,u’') x Ker(m,n')). Remarquons

d'abord, en vertu du théoréme de composition d'applications de classe

¢’ entre couples que £ (resp. £') est de classe ¢’ relativement

aux couples E et Im(u,u') x Ker(u,u') (resp. F et Im(u,u') x Ker(m,n')).
Il reste d &tablir que le morphisme &6£(0) = (d€(0), d'£(0)) est un
isomorphisme de E sur Im(u,u’') x Ker(u,u') et que le morphisme

8£'(0) = (de'(0), d'2'(0)) est un isomorphisme de T sur

Im(u,u') x Ker(m,n')). En effet :

(1 Sachant (lemme I.6.6.) que (p,p') = (s ou, u' o s') est un
projecteur sur E ona : E=Imp & Ker p , Ker p = Ker u et

1'application d€(0), de E dans Im u x Ker u , est donnée par :

Vx € E R d2(0) x = (u X, x2)

ol X est dans Im p et X, dans Ker p.. D'autre part,on a

E' = Imp' ® Ker p' , Im p' = Im u' et 1'application d'£(0) , de E'

dans CoIm u' ® Ker p' , est donnée par :
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V' ¢ E' , a'L(o) x' = (u'x;,xé)

' \J

2

~ ]

ol x, est dans Im p' et x! dans Ker p'. En posant :

(v,v') = (dz(0)|1m b d'£(0) )

CoIm u'

il vient que (v,v') = GK(O)IE ot , d'aprés la proposition I.6.9.,
1

. 1 =
E] est le couple : (Imp, Imp', @l) avec @1 ® Imp' x Im p

Ainsi (v,v') est un isomorphisme de iEl sur Im(u,u'). Par ailleurs

on a :

SK(O)ZKer(p,p') = (d2(0) Ker p ’ d'£(0) Ker p') - (lKer p°’ ]Ker p')
- (lKer u’ lCoker u')
= HKer(u,u')

d'ol 6£(O)Zker(p,p') est un isomorphisme de Xer(u,u') sur lui-méme.

= ' - '
Comme T 'El ® Ker(u,u'), §£(0) (v,v') ® HKer(u,u') est donc un

isomorphisme de E ' sur Im(u,u') x Ker(u,u')

(2) Sachant (lemme I1.6.6.) que (q,q') = (u s, s'u') est un
projecteur sur F , ona: F=Imq®Kerq, Imq =Imu,
Ker m = Ker q¢ et 1'application df'(0) , de F dans Imu X Ker 7

est donnée par :
V& e F , dL'(0) vy = (m Y, s (1-m) Y2) = (yn’yz)

oif y, estdans Imq et vy, dans Ker q. Ainsi d&'(0) est l'identité
de F sur Imu x Ker 7 ; par adjonction d'£'(0) est l'application

identité de CoIm u' ® Coker m' sur F' et donc le morphisme &£'(0)
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est un isomorphisme de TF sur Im(u,u') x Ker(m,m').

Considérons enfin 1'application m,de V ouvert de
Imu X Ker u , dans Im u x Ker 7 définie par : mo £ =4£"' o f ,
elle est de classe C° relativement aux couples Im(u,u') x Ker(u,u')
et Im(u,u') x Ker(m,v'). En outre m est de la forme souhaitée

puisqu'elle s'écrit
m(x],xz) = (Xl’g(xl’XZ))

ol x, est dans Im u , X, dans Ker u et g, l'application

"de V dans Ker mw, définie par :
god=(l-1) of

L'application g est de classe ¢’ relativement aux couples
Im(u,u') x Ker(u,u') et Ker(m,m') ; de plus elle vérifie g(0,0) = O
(car £(0) = 0 et f£f(0) = 0) et sa différentielle en zéro (au sens

banachique) est donnée par :
dg(0,0) o d€(0) = (1-m) o u =0 (car T o u = u)

Comme df£(0) est inversible, il vient que dg(0,0) = O et donc le

morphisme &8g(0,0) est identiquement nul.

Pour clore la démonstration de la proposition, il nous reste
3 établir que Ker(mw,v') est isomorphe & Coker(u,u'). En effet on a
d'aprés le lemme 1.6.6. : Imu = Im q. D'ol un isomorphisme entre
Coker u et Ker q. D'autre part, on rappelle que (j,j') est le monomor-
phisme canonique de IIm(u,u') dans ¥ et comme q = j oT™ on a :
Ker ¢ = Ker m et Coker u est donc isomorphe & Ker 7. En outre sachant

que 7' o0 j'=q" ,ona Imq' =Imn' et Coker m' est isomorphe a
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Ker q' . Or d'aprés le lemme I1.6.6., Ker q' = Ker u' d'oli un isomor-
phisme entre Ker u' et Coker w'. Par ailleurs les dualités sur
Ker(m,n') et GCoker(u,u’') s'identifient (comme restrictions de la

dualité sur TF) donc XKer(wm,m') est isomorphe & Coker(u,u'). W
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CHAPITRE 11

THEOREME DE v-SUFFISANCE DU JET D'ORDRE 2 D'UNE
APPLICATION DIFFERENTTIABLE ENTRE COUPLES.

I11.1. - ENONCE DU THEOREME. -

Soient E = (E,E',0) et F = (F,F',¥) deux couples d'espaces
de Banach en dualité, U un voisinage ouvert de l'origine dans E et f
une application définie sur U , & valeurs dans F, de classe C3
relativement aux couples E et TF , telle que £(0) = 0. On notera A
1'application bilinéaire de [ker df(O)_.]2 dans Coker df(0) définie
par : A=ko dzf(O) o i2 , oi 1 est l'injection canonique de
Ker df(0) dans E et k , la surjection canonique de F sur Coker df(0).
On désignera par A' , l'application bilinéaire de Ker df(0) x Ker d'f(0)
dans Coker d'f(0) définie par : A' = i' o dd'f(0) olk;4), od i’
est la surjection canonique de E' sur Coker d'£(0) et k' , l'injec-—
tion canonique de Ker d'f(0) dans F'. Notons que (A,A') définit un

€lément de LiGKer §£(0), Coker 8f(0)). On se propose de démontrer le

résultat suivant :

11.1.1., - Théondme.- Si f est de classe C3 relativement

aux couples E et T et vérifie les conditions suivantes

i) Le morphisme &f(0) admet une quasi-section o = (s,s').

ii) Le couple Coker 8f(0) est de dimension finie.

iii) I1 existe un opérateur A coercif et inversible sur le

couple IE.

iv) Le morphisme bilinéaire symétrique (A,A') vérifie la

condition (R) suivante :
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(R) : 35 >0, Vxe Rer df(0) , Vy e Ker d'£(0)
HA(X X)” < g‘xlz ==
’ Coker df(0) ~ qur §£(0)
=> | |A(x,y) | Z € IIY'I NEY
( H;er §£(0) F HKer §£(0)

1
Alors le jet d'ordre 2 de f est suffisant pour la C équivalence

de contact polaire (au sens de la définition 3 de 1'introduction).

11.2. - DEMONSTRATION DU THEOREME. -

En vertu de la proposition I.10.2. et du lemme I.7.3. il suffit
de démontrer le th&oréme II.l. dans le cas oii &f(0) = O sous les hypothéses

suivantes : Le couple TF est de dimension finie n, les couples E et

i . . * . . < .
E sont hilbertiens et qE est canoniquement isomorphe & qE , le morphisme

bilinéaire symétrique (A,A') = sz(O) vérifie la condition (Ro)

suivante :

: 2
acs ]| < elx]? | —> ( arGon] L s ellyll o Ixl
=" Hg %;f ®: g

la démonstration du théoréme dans ce cas repose sur le lemme fondamental

suivant :

11.2.1. - Lemme.- Soient E = (E,E',?) un couple d'espaces

de Banach en dualité et (A,A') un morphisme bilinaire symétrique

v
de T dans R" . On suppose que les couples E et TE sont hilbertiens
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* . . - .
que HE est canoniquement isomorphe a WE et que le morphisme (A,A")

vérifie la condition (RO).

Soit 9 , 1l'ouvert de E , défini par

1 . . .
Q={x]|xeE, —<|x|,6 < §-},11 existe alors un voisinage U de

(A,A') dans LZGEJRH) et une application ((u,u'), v), définie sur
. PP

U x Q & valeurs dans L(E) x LGRn) , de classe c” , telle que :

1) v((B,B"),x) o A(u((B,B"),x)x, u((B,B"),x)x) = B(x,x) ,

pour tout x de § et tout (B,B') de u.

2) u((A,A"),x) =1 u'((A,A") ,x) =1 , V((ALA") ,x) = HRn R

E°’ E'

pour tout x de .

Démonstration : Nous utilisons essentiellement un théoreéme

de fonctions implicites dépendant d'un paramétre dont voici 1'énoncé,

sa démonstration étant donnée en annexe.

11.2.2. - Théoneme.- Soient E, F et G des espaces de

Banach, U un ouvert de E , § un ouvert de G , g wune application

Ck+1

de classe de U x Q dans F. On suppose qu'il existe un point

X de U et un point Yo de F tels que :

i) g(xo,x) =Yy, quel que soit A de Q.

ii) L'application d]g(xo,.) de Q@ dans L(E,F) est bornée,

dlg(xo,k) admet une section s(A) gquel que soit X de @ et 1'appli-

cation s de Q dans L(F,E) est de classe Ck

iii) Pour tout A, dans Q, il existe un voisinage QO de

XO ’Qo C @, tel que la famille d'applications {dg(.,x)}xeg soit
o

équicontinue au point X
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Il existe alors un voisinage T de {yo} x Q@ dans F x Q

et une application £ de classe Ck de T dans E telle que :

1) Y(y,A) € T, gEly,\), )) =y

2) E(yo,k) =X quel que soit A de Q.

Considérons l'application g, de [iGE) x LGRn)] x 2 dans

EP’, définie par :

Y(u,u') € L(E) , Y e LC[Rn) s Vx e Q,
g((u,u"),v),x) = v A(ux,ux) ~ A(x,x)

g est de classe c” et vérifie 1'hypothése (i) du théordme II.2.2.

en effet :

]
o

VX € 9, g(((]E > lE'), I]Rn), X) =

D'autre part on a :

Yw,u) e LE) , WeLl®) , Vxe

a8y 5 15005 1gn),® ((U,U), V) = 24(Ux,x) + VAGx,X)

Il vient,en utilisant le corollaire I.5.8., que :

a8l 5 1500, 1w %) ((0,U),M ][] <3 b [[(a,an ]

2

g

sup(| {0, U ||, [Ivl]) [x]

oi D est une constante strictement positive, c'est-3-dire :
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1,800 5 150, ), 0[] < 220 [[@,an]] , pour tout x de 2.
4

Ainsi dlg(((lE , lE,), HRn) ,.) est une application bornée sur Q.

Par ailleurs on a :
V(Ul,u'l) e L@E) , V(Uz,Ué) e LE) , W, e L®RY) , \/v2 e LR , Vx e 0

d%lg(((U,u'),V),X) ((U],U;), V]) ((UZ’ Ué)s Vz) =

2v A(sz, le) + 2V A(sz, ux) + 2 V2 A(U]x, ux)

1

Soit en réutilisant le corollaire I.5.8. :
2 Y 1] \J
[a],8CCCu,u),v) %) ((U,0)),V) ((0,,0),V)]] <

2 0% sup(| @, 0 ([, [[v,1]) supC|]W,,u 1, [1v,1D [[a,an]]

2
@ [lul] + [Iv]D 1%
By
D'oli 1'inégalité (I) suivante :
2 ' 3 ' 2
(D : []d},8Cu,u"),v),x) || s 207 [[a,an]] @ [Ju]] + [[v]D |X|}£E ,

pour tout x de Q.
D'un autre cdté, on a :
Yu,u)y e L@ , Wel®YH , WeE , Yxen

a7,8(((,u"),v),x) (((U,U),9),) =

2v A(Ux,uy) + 2v A(Ux,ux) + 2 VA(ux,uy)

c'est-d-dire, 1'inégalité (II) suivante :
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an + a1 207 Hean il el @ il lulb Il

pour tout x de .

Moyennant les inégalités (I) et (II), on peut conclure
(théoréme des accroissements finis) que la famille d'applications
{dg(((.,.),.),x)}XEQ est équicontinue au point ((1E , IE,), HRn)
et donc a fortiori g vérifie 1'hypothése (iii) du théoréme I1I1.2.2. Pour
que 1l'application g vérifie toutes les hypothéses de ce théoréme II.2.2.,
il reste & prouver que d]g(((lE s ]E,), HRn) , X) admet une section
s(x) pour tout x de § de telle maniére que 1l'application s, de @
dans LGRn, LJE) x LGRn)), solt de classe c”. Notons que montrer l'exis-
tence d'uﬁe section de dlg(((]E , IE,), HRn), x) pour tout x de §

revient a résoudre en ((U,U'),V) 1'équation (C) suivante
Q) 2A(Ux,x) + VA(x,x) =y ,

n .

pour x dans £ et y dans R . Pour cela nous allons construire
3 3 oo -

une application de £ dans R de classe C qui nous permettra de

séparer l'équation (C) en deux équations (C,) et (Cl) respectivement

2
en (U,U') et V. Remarquons d'abord que pour tout x de Q et tout vy
de R" vérifiant x|, =1= ‘lyl[Rp , la condition (RO) du lemme

i,

I1.2.1. devient la condition (RI) suivante :

®): Je>o , Yxen, |x[, =1, Wer" , |lyll =1,
R

g5

a0 12+ Aty |?, 5 e
R

o, . ¢ 4z . +
Pour le € de la condition (Rl) considérons O une fonction de R

dans BLI], de classe C , définie par :
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2
8(t) = 0 si t ¢ &
6
2
2
g(t) =1 si t > 2 z
2

et § 1'application de R dans [0,1] définie par :

J(t) , si t #0

1l
o

¥(0)
J restreinte 3 R’ est de classe C . D'autre part soient, a 1l'appli-
cation, de 9 dans R , définie par : a(x) = 6(][A(X,X)]|2n) , & est

R

de classe C et B 1'application, de @ dans R , définie par :

2 o
B(x) = (] |Ax,x)]] ,) » B estdeclasse C.

R

L'équation (C) est équivalente aux &quations (Cl) (en V)

et (CZ) (em (U,U0')) suivantes :

(Cl) : VA(x,x) = a(x)y , pour x dans Q et y dans R"

I1-a(x)
2

(c A(Ux,x) y , pour x dans Q et <y dans R"

11.2.3. - Résolution de L'Equation (Ci)'—

<,> @&tant le produit scalaire dans ) , pour x dans Q,
on considére SV(X) , 1'application linéaire de R" dans LGRn) définie

par :
V& e R" . SV(x) .y = B(x) <., A(x,x)> ¥y

On vérifie aisément que SV(X).y est solution de 1'équation (C‘). On a
donc défini ainsi une application SV de @ dans LGRn, LGRn)) , de

o0
classe C .
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11.2.4. - Resolution de £'équation (C,).-

Considérons d'abord le lemme suivant

11.2.4.1. - Lemme.- Soit E = (E,E',®) un couple d'espaces

4
de Banach en dualit&. On suppose que les couples E et E sont hilbertiens

* . . =
et que I-BE est canoniquement isomorphe a HE:‘ .

n
Soient T un opérateur coercif sur le couple E et (u,u')

. n - .
un morphisme de E dans R tel que, pour ¢ réel strictement

positif on ait

lu'y| * > ¢ |]y]] o » Pour tout y de R" .

He R
Alors 1l'application u o T o u' est un isomorphisme de r®
1

P A -1 -
dans lui-méme et ||(u oTou") H < 5y » OU K est une constante
K e

strictement positive.

- . . . n
Démonstration : On note <,> le produit scalaire dans R .

Soit y un &lément de r" , évaluons ||u oTo u'yH n ? il vient :
R

lju o T o u'y| |]Rn sup <z, uoTou'y>

e

e
R

Soit encore, si ¢ est la dualité sur le couple I :

[luoTouyl| 0= sup ®(u'z, T o u'y)
R [[z]] =
R
En faisant z = —2— , on obtient :
||:>'|l]Rn

u'yl]

Hu oTo 0 2 S o(u'y, T o u'y) 1 ’&;(T ou'y,u'y) =
® ||yl HYH]Rn
R

2

yl“x’a”

!

S
HYH]Rn
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. . S * . .
Comme ﬂ% est canoniquement isomorphe a qE , 11 existe une

n .
constante K > 0O telle que pour tout y de R on ait :

2 K 2 2
u'yl] [yl

nal|1l<l Iu'YI’“ZIIH ) "
R v y R
r" E R"

2
Ilu oTo Ke "Y|| n
R

- . . AP . n
I1 en découle que l'application linéaire continue uo T ou' , de R

dans lui-méme, est injective donc bijective et que

-1
- [[(woTou) '] REZY
[|(woTou" ]II = sup 4 = sup R
yeR Iyl zeR ||luoTou'zl]
n n
R
d'ou
REININ
-1 R 1
[|(woTouy || £ sup =
zeR" K 22 Ilzl[ n K 52
R
2 3 2
Remarquons que si IIA(X,X)II < 2 , on a:
R™
2 2 2
lIA( X ’ X )l < 3 Z . 14 < 3 5 ,
PR L ML
% g E g

pour tout x de Q.

La condition (Rl) entralne donc pour tout y de r" que :

2
sz 2ol
|x|

, —) |,
leH]E R lxlHJE IIyII]Rn He

n

2 2

X
' _—
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d'otd
X y 2 82
A'( , W .25
iy Tl
soit encore :
2 2
2 £ 2 2 € 2
At 1, 2 S5 Ixlg Tyl 2 = [yl
* 7,2 U ST R

o qs n
c'est-d~dire : pour tout y de R :

INCE IR Y
* 22 ]fl

g

A"
Si T est un opérateur coercif sur le couple E , en appliquant le

lemme II.2.4.1. aux applications u = A(.,x) et u' = A'(x,.), on
conclut que 1'application A(.,x) o T o A'(x,.) est un isomorphisme

n . A
de R dans lui-méme.

D'autre part si P est un opérateur coercif sur le couple E ,

on considére SU(X) 1'application linéaire, de R" dans L(E), définie

par :

V& e R" ,
S (x).y = <20 2BX) g (av(x,.) 0 [AGLX) 0 To A (x,] D vy,
U ,

2 ‘P (Px,x)
2
pour x dans  tel que |lA(x,x)|lzn < 3 2
R 2

SU(X) 0 , sinon .
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On vérifie que SU(x).y est solution de l'é@quation (2). En outre
SU(x).y se met sous la forme canonique suivante :
Sy(x) vy =1 ez',.) z

avec )\=—-]:i(£)———, A elR

20 (Px,x)
z'=Px , 7' e E'

T o (A'(x,.) o [A(.,x) oTo A'(x,.i]_]) y , Z€6E.

N
I

D'od par un calcul élémentaire d'adjonction,l'expression de 1'application

SU.(X) y pour tout y de R :
Spr(®) vy =21 e(.,2) 2’

SU,(x) est une application linéaire de R" dans L(E') et 1'application

(SU,SU,) , de Q dans LGRn , LEE)) ainsi définie est de classe c”.

Finalement les &quations (C]) et (CZ) admettent respectivement

des solutions S_ et (S ) , de classe c . L'application

v > Sy
dlg(((]E s lE,) s HRn) ,» X) admet donc pour tout x de § une section
s(x) définie par : s(x) = ((SU(x), SU,(x)) R Sv(x)) et 1'application
s , de Q dans L(]Rn , LE) x LGRn)) ainsi définie est de classe Cw.
Par cons@quent, il existe (théoréme II.2.2.) un voisinage T de
{0} x @ dans R" x @ et une application ((£,£'),n) de classe Cw,
de T dans L(E) x LGRn) telle que :

n(y,x) A(E(y,x)x , &(y,x)®) - A(x,x) =y , pour tout (y,x) de T
et £(0,x) = ]E , £'(0,x) = lE' , n(0,x) = HRn , pour tout x de g.
Par ailleurs, on considére U 1le voisinage de (A,A') dans LiGEJRn)

défini par :
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U= (3,8 | (3,8 ¢ LLEERY , ((B-8)(x,0),0 e T}

et on définit des applications (u,u') , de U x @ dans L(E) et v,

de U x @ dans LGRn) par :

u((B,B"),x) = £((B-A)(x,x),X)
u'((B,B"),x) =£&'((B~A)(x,x),%)

V((B,B')’X) = n((B_A) (X,X) ’X)'

Ces applications sont de classe c” par construction et vérifient les
propriétés (1) et (2) du lemme II.2.1., du fait des propriétés correspon-—
dantes pour les applications &, £' et n. Ainsi le lemme II.2.1. est

démontré.

Remarquons enfin que les applications u , u' , v définies

par :

)

]

u((B,8"),%) = u((8,8"),

X

u'((B,B"),x) = u'((B,B"),

%

v((B,B',x) = v((B,B"), —=)

xlHJE

sur U x @ , jouissent respectivement des mémes propriétés que u , u' ,

De plus elles sont homogénes de degré zéro en x.
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11.2.5. - Démonstrnation du théonéeme I11.7.-

L'application f, de U (ouvert contenant 1l'origine dans E),
i valeurs dans F, étant de classe C3 relativement aux couples T
et R , le morphisme sz(O) = (d2f(0), dd'£(0)) est bilinéaire symétrique
et l'application 62f , de U dans LiGEJRn) est de classe Cl. En
outre s'étant placé dans le cas od £f(0) =0 et df(0) =0, on a
par la formule de Taylor & l'ordre 2 avec reste intégral :
1
f(x) = p{ (1-2) d2f(kx) dX] (x,x) , pour tout x de B(O, g-r)
0 2

< 3 . .
od B(O, = r) est une boule ouverte de centre l'origine de E et

2
3
de rayon = r contenue dans U.
2
Soient ZE = {x | x e E , lxl =1} et VO un voisinage ouvert

de {0} x I dans R x E défini par : Vo = X\Zé (:]— L [jx w0 )
oflk 0 o o
ol w ~ est un voisinage ouvert de X dans E ; définissons une appli-
o
cation a , de VO dans LiGEJRn) , en posant :

1

a(t,x) = J (1-2) 62f(ktx) dr» , pour (t,x) dans VO
0

1
Remarquons que a est de classe C , qu'elle est homogéne de degré O

et que pour tout (t,x) dans VO avec t #0, on a :

—L-f(tx) = E(t,x) (x,x)

2
t
Par ailleurs le morphisme bilinéaire symétrique (A,A') = l-62f(0)
2
vérifie la condition (Ro) du lemme II.2.1. Soit U 1le voisinage

2
de (A,A') dans LSGEJRH) donné par le lemme II.2.1. ; il existe

alors un voisinage V de {0} x Iy, contenu dans Vo
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tel que a(V)C U et donc une application ((u,u'),v), de V dans

L(E) x L@®"), définie par :

u(t,x) = u(a(t,x), )
|ﬂ%

u'(t,x) = u'(a(t,x), )
IXI}&E

v(t,x) = v(a(t,x), )

X

%

et on a u(0,x) = 1 u'(0,x) = 1 , v(0,x) = HRH , pour tout x

E b E'

de ZE .

. . - - - 1
L'application ((u,u'),v) est de classe C sur V (par
construction) elle est en outre homogéne de degré O en x et l'on a

d'aprés la conclusion (1) du lemme II.2.1. :
Yit,x) e V, t#0

L £ = 35,0 G0 = (5, 0 AG(E,Wx, 3(t,0))

t

Considérons a présent l'application h de V dans R x E définie

par :

h(t,x) = (t,u(t,x)x)

Notons que h est de classe C] sur V (par constructiom) et
= N ' —\— 1
h{0,x) (0,x) , pour tout x de ZE.C est—~d-dire h {O}XZE est

1'identité. @
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D'autre part on a :
dh(t,x)(T,X) = (T, dlﬁ(t,x)(T,x) + dzﬁ(t,x)(x,x) + u(t,x)X)

pour tout x de ZE on a d2 G(O,x) =0 et

dh(0,x)(T,X) = (T,dl G(O,x)(T,x) + X) est inversible pour tout X

Comme u(0,x) = Ip

de ZE.Par le théoréme d'inversion locale on a :
i) Yx e ZE,:-!n)'{ >0 ,31‘)’{ > 0 tels que h soit un .

difféomorphisme de ]- n; R n;[:x B(x,r;) sur son image.

Par ailleurs la continuité de 1'application u sur V

pour tout x de I_, entrafnent que :

et la propriété u(0,x) = 1 5

E b
ii) Vx e ZE,E]n; >0, Er; >0 tels que

VGED e nl s niDx BGer L |[6GED - 15]] <+

5 |1xll

1
hoisit = inf(n’ " et r < inf(—r' r" x et
On chois nx (ﬂx ’ UX) % ( x * 'x? ll ||)

on considére W le sous—ensemble de R x E défini comme suilt

W=y (J-n_,n [xBG,r))
erE

W est un ouvert de R x E , il contient {0} x ZE .

Comme hl = identité , h(W) contient {0} x ZE . Pour montrer que

{o}xz,
h est un difféomorphisme (de W sur son image), au sens de la définition 3

de l'introduction, il suffit d'é@tablir que h est injective sur W.
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]
—

Si h(t],x]) = h(tZ’XZ) pour (ti’xi) e W , i
il vient :

t]=t2

u(tl,xl)x1 = u(tZ’XZ)XZ .

Comme (t.,x.) € W, il existe x!
i*7i i

tel que x. € B(xi, rX!) , 1=1,2
i
on suppose que r;, > r;, . Or r r ayant été choisi tel que
2 1 i
r S inf(l-r;! . r;! , ||xi||) on a :
i 5 1 i

g < 11w ey < 2 Fi ]

et d'aprés ii),
x|

T

I]G(ti’xi) X Xill N N

v
=

1
5

e -

D'autre part, sachant que G(tl,xl)xl = 1—1-(t2,x2)x2 et

"Xz - Xé|| < 1 r;, on peut écrire :

5

HX] - Xé” € HX] - G(tl’xl) Xlll + Hl—l(tz’xz) X2 - xz” * sz - Xé”

2 ' 2 T 1 1 )
< = rX' + - rxv + - rxv g rX'
5 71 5 "2 5 72 2
et par ailleurs, )]xz - xé]l < l—r;, < r%, . D'ol : X, et x,

2

appartiennent 3 B(xé . r;,) . Enfin sachant que h est un difféomor-
2

phisme de ]—-n : s N ,[:x B(x! , r',) sur son image et ayant supposé
X, X, 2 X,

h(tl,x]) = h(tz,xz) on a donc X, = X, ; par conséquent h est

injective sur W.

3
’
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CHAPITRE III

APPLICATION A UNE EQUATION D'EVOLUTION D'UN SYSTEME
AUTONOME.

Nous faisons dans ce chapitre une &tude locale d'une é&quation
d'évolution d'un systéme autonome, en d'autres mots une &tude locale
d'une équation différentielle décrivant 1'évolution d'un objet sous
certaines contraintes. Nous mettons en particulier la différentielle
seconde intrinséque de la fonction (définissant 1'&volution et les
contraintes du probléme) sous forme d'une fonctionnelle quadratique.
Aprés quoi, nous &tablissons une condition nécessaire et suffisante (C)
pour qu'une telle fonctionnelle vérifie la condition (R) du théoréme II.I.
Nous interprétons ensuite la condition (C) dans le cadre du probléme initial

pour un contrdle scalaire .

I11.1. - FORMALISATION ET ETUDE LOCALE DU PROBLEME. -

Soient, I 1'intervalle [é,ﬁ], WO(IJRn) 1'espace de
Banach des fonctions intégrables bornées de 1 dans R" et W](IJRH)
1l'espace de Banach des fonctions continues de I dans R" dont la

e s . . . P 0 n
dérivée au sens des distributions est un &lément de W (I,R).

111.1.1. - Définition.- Pour x et y quelconques dans R s
on définit x * y , 1'élément de RP , obtenu comme le produit
composante par composante de x et de y. On notera x2 quand il n'y
aura pas de confusion, 1'élément x * x et 1P , 1'élément de RP

dont chaque composante est égale 3 1,
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On se donne le systéme d'équations différentielles (équation

d'évolution et contraintes du probléme) suivant :

( dxl
—=x, = f (x,,u,)
dt i 171771
(N { x0 =y , x (1) =g
-1x < b, 1=1, .
\ ul,l p

oi T est un nombre réel strictement positif, X, un élément de

Wl([b,{]JRn), u, un €lément de w°([b,;],tRP) et £, une application

1
' n P - n . . .
d'un ouvert Uo de R xR , a valeurs dans R, trois fois partiel-

lement continliment différentiable en les 2 variables.

On va formaliser ce probléme afin de faire apparaitre 1'espace
des solutions comme la surface de niveau d'une application de classe C
entre couples d'espaces de Banach en dualité. Pour cela on commence

par poser :

x,(6) = x(5)
T

1]

u, (0) = u®
T

£, ()0, (0) = £&x O, uD)
T T

x(0) =y , x(1) =¢

On définit ainsi des éléments x de W]([O,l:[, ]Rn) , u de WO(B),I:[, ]Rp)
et une application f d'un ouvert U1 (de R™ x RP) , dans R"
trois fois partiellement continGment différentiable en les 2 variables.

Puis, en introduisant une fonction auxiliaire v € WO(BLl],iRp) R
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on raméne la contrainte unilatérale , -1 gu, 1 ,1=1,...,p
< . . . . 2
4 la contrainte bilatérale suivante : u ¥ u + v ¥ v=u +v =1

Le systéme (1) devient alors

x = tf(x,u)
(n' < x(0) =y, x(1) =¢

2
u*u+vxv=u +v = 1p

<,> désignant le produit scalaire dans R" ou dans RP et I ,
1'intervalle fixe B),ﬂ, on définit les couples E et TF de la maniére

suivante ; on pose

E=Rx W (LR x W(IE®) x (IR |,

B R x B x B WEEDY 0 oy pe® * T ARD < 0 (LR
et ¢ 1la dualité entre E' et E définie par :

Vo, [(0,8,%)], u, v) € E' , Y(r,x,u,v) € E ,

@((;, [Ka,B,gi], G, ;), (1,x,u,v)) = TT + <a,x(0)> + <B, x(1)>

1 1
+ J <x(t),x(t)>dt + J <u(t),u(t)>dt
0 0

1
+ [ <v(t), v(t)>dt
0

® est séparante et on définit ainsi un couple d'espaces de Banach

en dualité (E,E',®) que 1'on note IE. D'autre part, on pose
F="F =R xR x WIRY x w(,RP)

et Y la dualité entre F' et F définie par :
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Y&, n, h, k) e ' , Y&, n, h, k) e F,

1
¥((, n, b, k), (€, n, h, k)) = <E,E> + <n,n> + J <h(t), h(t)> dt
0

1
+ J <k(t), k(t)> dt
0]

¥ est séparante et on note I , le couple d'espaces de Banach en dualité
(F,F',¥) ainsi défini.

Par ailleurs soit U 1'ouvert de E, ensemble des quadruplets
(t, x, u, v) tels que :

i) >0

ii) il existe un compact K.Clu1 tel que (x(t),u(r)) € K,

pour presque tout t dans BLI]
et g l'application,de U dans F, de classe C3 relativement aux
couples T et T , définie par :

o(t,x,u,v) = (x(0) -y, x(1) - ¢, % - TE(x,u), u’ + v> - 1)

Les points (t,x,u,v) de U tels que g(t,x,u,v) = 0 , sont dits
"points admissibles'. En se plagant en un point quelconque (To,xo,uo,vo)
de U , il vient pour tout (T,X,U,V) dans E :
dg(ro,xo,uo,vo) (T,X,U0,V) =
(X(0) ,X(1), X - T dlf(xo’uo) X - T dzf(xo,uo) U - Tf(xo,uo),
2u *xU+2v %V
o o

En posant A = T dlf(xo’uo) , B = LA dzf(xo,uo) , on définit des

applications A , de BL]] dans
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LGRn) et B , de [b,l] dans LGRPJRn), intégrables bornées et 1'on

obtient

dg(TO,XO,UO,VO) (T9X9U9V) = (X(O),X(l), X - AX - BU - Tf(xo,uo) ’

2u *U+2v %V
0 o
D'autre part, un calcul élémentaire d'adjonction donne :

1 ! . _
Y, n, h, K) e F', d'gl, x, u, v) (5, n, h, k) =

|

av] n
Ah, h + J Ah)],

1
(- j <h(t), f(xo,uo)> dt , [KE, n-oT J
0

0 0

n
2u %k -Bh, 2v *k)
o 0

e

o . ..
En outre f(x ,u = - our un point X u \'% "admissible"
(x,.u ) p point (r_, x_, u, v) "ad

-

o
et 1'on a :

d'g(To, X 5 U VO) (€, n, h, k) =

1

v Y
Ah, h + [ Ah)],

1
(- _I_J <h(t), }'co(t)> dt , [(g, n-oT J o

T 0
o

0

n
2u *k-Bh, 2v xk)
(o} (o]

On se place désormais dans le cas ol v  ~est presque partout nul (et
2 ~ N ~
u, Ppresque partout égal a lp) contrdle de type 'bang-bang" ; montrons

qu'alors le morphisme Gg(To,x ,uo,O) admet une quasi-section et le

o
couple Coker 6g(t ,x ,u ,0) est de dimension finie. Pour montrer que
0’70’ o

le morphisme Gg(ro,xo,uo,o) admet une quasi-section,on utilise les

deux lemmes suivants

I11.7.2. - Lemme.- Soit v, un morphisme d'un couple

E = (E,E',®) dans un couple ﬁEO de dimension finie. Alors v, admet

une quasi-section 9, de Eb dans E
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~ . . . . r
Démonstration : Soit v_ = (u ,u') , on choisit {e.}.
o o’ o 1 1=1
~ N
une base de Im u_ que 1'on compléte en base {Ei}i=1 de FO

*.N
D'autre part on note {ei}.

iz la base duale de cette base. On choisit

1 T
des éléments {e.}.

= 1
1o de E tels que uo(ei) €s et 1'on pose

* o o . .
ei = ué(ei) , 1=1,...,r . De la propriété d'adjonction de ug

et u' , il résulte que
o

r N " r
uo(x) = Z d(e!, %) H et u' ( Z u. si) = Z u. el

. . . _ e - . .
On a en particulier @(ei, ej) 6ij . On définit g (s ,so) par :

N r r *
- ] 1 = 1
s ( Z X, gi) = Z] X. e. et so(x ) izl <I>(xi . ei) e;

et on vérifie aisément que o, est une quasi-section de v, [ |

111.1.3. - Lemme.- Soit v = (vo, vl) un morphisme d'un

couple TE dans un produit de couples 'Fo x ¥, . On suppose que le

1

couple TF est de dimension finie et que le morphisme v admet une
p o q P

1

section o Alors le morphisme v admet une quasi-section o de

[ —

:Eo XfFI dans E . De plus, le couple GCoker v est de dimension finie.

Démons tion : Soit v = o -~ oV v es
monstratio o v, =V, <HE 9y ]) AR t

un morphisme de E dans iEO (de dimension finie). Par ailleurs, on

pose en écriture matricielle
g = ((l]E -0, 0 vl) °©0 ., 0 - (HE -9, 0 vl) ©0, 0V o0 01)

Si o = (s,s') on a donc, pour tout Y, de F0 et tout vy, de Fl

S(yo’yl) = (IE - s, 0 ul) os_ y ot (sl - (]E -5, 0 ul) os ou o s]) Y

et on vérifie aisément que o est une quasi-section de wv.
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D'autre part, le conoyau de u = (uo,ul) est isomorphe au noyau du
projecteur u o s (car d'aprés le lemme I.6.6., Imu o s = Im u). De

plus on a :

uos (yo,yl) = (u0 o (1 - s, © ul) os y, o+ (s] - (1 ~-s, ou,)

D'oti Ker u o s est isomorphe a Ker u o (1. - s, o u]) os_ qui

est justement de dimension finie. [}

. n n
Si on pose Gg(To, X s U, 0) = (vo,vl) , EB =R xR et

F = W(IRY x WO(I,RP) (%) , il suffit d'aprés le lemme III.1.3. de

vérifier que v, admet une section o, pour que 6g(TO, X s U, 0)

admette une quasi-section et que le couple Coker Gg(TO, X, U, 0)
soit de dimension finie. Soient R 1la résolvante de 1'équation

X = AX et A = X(0) , on pose o, = (sl,si) ol s, est 1'application

de wo(IJRn) X WO(IJRP) dans E , définie par :
Vh e WarRY , Vke w@RrRP) ,

s,(h,k) = (0, R(.,0) A + 1 J R(.,s) [B(s) u_(s) * k(s) + 2h(s)] ds ,
270

1 u * k, 0)
2

On vérifie aisément que ¢, est une section de v

1 1

. 2 .  ppx .
Par ailleurs, on note A g(TO, X s U, 0) 1la différentielle
seconde intrinséque de l'application g au point (To, X s U, 0).

Pour exprimer les formes quadratiques B8 o Azg(ro, Xys Uos 0) ot B

est une forme linéaire sur Coker dg(To, Xs U 0). Nous allons dans

(*) On note W (I,R™) , le couple défini par (W (I,R"), W(I,R),®)
1

ol C)(Z,Z) = J <Z(t), L(t)> dt , pour tout 2 dans WO(IJRm) et
0

tout £ dans WO(IJRm).
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un premier temps expliciter (Coker dg(ro, X s U s o)) qui s'identifie

i Ker d'g(ro, X s U s 0) et ensuite Ker dg(To, X, U, 0).

111.1.4. - Caracténisation de Ker d'g(To, X, U, 0).

Un point quelconque (£, n, h, k) de F' est dans
Ker d'g(ro, X5 U 0) si et seulement si il vérifie le systéme

d'équations suivant :

' 1
(1) : JO <h(t), f(xo, u0)> dt =0
S n
(2) : h+rt J Ah = £
o]
0
1 I
ny
(3) : T, J Ah - n = ¢
0
n,
(4) : du *k -1 Bh=0
K o] o
).(O
. - " » » " -
Si (TO, X 5 Uos 0) est un point "admissible" on a f(xo,uo) = -
o

1

et 1'équation (1) devient (1)' : J <h(t), xo(t)> dt = 0 . De
. 0

1'équation (2) résulte alors & = h(0) et en utilisant 1'&quation (3)

on obtient n = - h(l1) . De plus en différentiant 1'@quation (2),

on obtient 1'équation (2)' suivante :
' h+ Ah =0

Soit R 1la résolvante de 1'équation x = Ax , en tenant

compte du lemme suivant :

111.1.4.7. - Lemme.- Si R est la résolvante de 1'équation

. . n Ny .
X = Ax , la résolvante S de 1'équation x + Ax = 0 (gg A désigne

Ny
la transposée de A) est donnée par : S(t,s) = R(s,t).
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Démonstration : Sachant que R(s,s) =1 (o T désigne

Y]
1'identité) on a aussi R(s,s) = I. D'autre part en différentiant la

quantité R(t,s) o R(s,t) =1 , il vient
le(t,s) o R(s,t) + R(t,s) o R,(s,t) =0

En passant aux transposées, on obtient

N v ? n N ~ & n
R(s,t) o R](t,s) + Rz(s,t) o R(t,s) = R(s,t) o Rl(t,s) + Rz(s,t) o R(t,s) =0

C'est-3-dire la relation (%) suivante :

AV Ny ny
2(s,t) = - R(s,t) o R](t,s) o R(s,t)

o

(%)

. n n ny
Comme Rl(t,s) = A(t) o R(t,s) on a donc Rl(t,s) = R(t,s) o A(t)

D'od :

n, A " n e " N N
R(s,t) o Rl(t,s) o R(s,t) = R(s,s) o A(t) o R(s,t) A(t) o R(s,t)
En utilisant la relation (%) ; on obtient :

’:1 Y v}
Rz(s,t) + A(t) o R(s,t) = 0

v n
Cette derniére relation jointe & R(s,s) = I assure que R(s,t) est

. Y
la résolvante de 1'équation x + Ax =0 . I

" "
Il vient que : h(t) = R(O,t) & , n = - R(0,1) &.
En outre 1'&quation (4) jointe & u_ * u_= u2 =1
o o o p°’
entralne que :
1 Y 1 v N
k=—u * (Bh) = —u_ =* (B o R(0,.)) &
2 °© 2 ©

Enfin 1'équation (1)' prend la forme suivante :
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] r\J L]
J <R(0,t) & , xo(t)> dt = 0
0

Ce qui donne la condition (1)" suivante sur £ :
l -
(nH" <E , f R(O,t) xo(t) dt> = 0 .
0
De (1)" résulte deux cas :
] ]
i) J R(O,t) xo(t) dt = 0, on n'a pas de condition sur &,

0
il en découle que 1l'anormalité du probléme est n.

1

ii) J R(0O,t) xo(t) dt # 0 , la condition (1)" définit alors
0

1'équation d'un hyperplan de R" et donc 1'anormalité du probléme

est n-l

En supposant désormais n > 2 , on se place dans le cas
ot 1'anormalité du probléme est n~1 ; le noyau de d'g(TO,xo,uo,O)
est alors le sous-espace de F' suivant :

N v 1 n, u
{(E, - R(O") ‘E, R(Oa') g , — U (-) * B(-) o R(O,-)) E)
2 ° %

- 1
£ e R" , . <E J R(0O,t) >'<O(t) dt> = 0}
0

ol R est la résolvante de 1'équation x = Ax .

111.1.5. - Caracténisation de Ker dg(ro,xo,uo,o)

Un point quelconque (T,X,U,V) de E est dans
Ker dg(TO,xO,uO,O) si et seulement si il vérifie le systéme d'équations

suivant, oli 1'on a supposé que le point (To,xo,uo,O) est "admissible" :

( (1) : X - AX - BU - = x =0
T0
(2) : X(0) =0
ﬁ (3) + X(1) =0
(4) : u U =0

k 8]
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2 ~ . -
Sachant que u_ =u * u = | , l'équation (4) entraine
o o o )
que U = 0. L'équation (1) devient : X = AX + & io ; soit X
T
o

la solution de cette &quation, X est nulle pour t = 0 d'aprés (2)
et 1'on a :

T (* .
X(t) = ——-f R(t,s) xo(s) ds

T 0
o

1
Pour avoir X(1) = 0 , il faut donc que : JL—J R(1,s) x (8) ds = 0 .
T 0 ©
o
Comme R(1,s) = R(1,0) o R(0O,s) . Cette condition s'&crit :
] .
TR(1,0) J R(0,s) xo(s) ds = 0
0
soit, R(1,0) é&tant inversible :

1
T J R(O,s) xo(s) ds = 0
0

Or s'étant placé dans le cas ol l'anormalité du probléme est n-1.

1
On a J R(0O,s) xo(s) ds # 0 donc T=0 et X =0.
0

Ainsi Ker dg(To,xo,uo,O) est le sous espace de E suivant :

{(0,0,0,V) / Ve W(I, RP)}

c'est-d-dire WO(IJRP) et le couple XKer Gg(To,xo,uo,O) est isomorphe

au couple WP(IJRP).
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111.2. - EXPRESSION DE 8 o Azg(To,xo,uo,O).

Pour tout &lément (0,0,0,V) du noyau de dg(To,xo,uo,O)
on a :
2., ! 2
d"g(r_,x_,u_,0)(0,0,0,")" = (0,0,0,2 V * V)
Si B est une forme linéaire sur Coker dg(To,xo,uo,O) représentée

par un élément (&,n,h,k) de Ker d'g(To,xo,uo,O) on a donc :

Il

B o [Azg('co,xo,uo,o)(O,O,O,V)Z:[ ¥((g,n,h,k), (0,0,0,2 V % V))

1
J <k(t) , 2V(t) * V(t)> dt .
0

En remplagant k par son expression dans Ker d'g(ro,xo,uo,O) ,

on obtient :

[l

2 2 ! 1 i i
B o (A g(TO,XO,UO,O) (09030,V) ) J <= uO(t) * (B(t) o R(Oat))gs

0 2
2V{t) * V(t)> dt

1 N
J <uo(t) * (%(t) o R(O,t)) &, V(t) * V(t)> dt
0

.éme N a
On pose uj g(t) , la ] composante de uo(t) * (B(t) o R(O,t)) &
b

qui dépend linéairement de § et ag(t) la forme bilinéaire symétrique

sur RP? dont la matrice est la matrice diagonale suivante :

[ -
t) O viveerneesas O
“1,¢(®)
0 .
: . 0
O vevrnennaens 0 a. _(t)
L, P,E i
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On a donc :

1

B o (a°g(1,,x,,u,,00(0,0,0,N7) = J ag(t) (V(6),V(D)) dt

0
En se bormant aux contrdles u continus par morceaux, l'application

ag de [b,l] dans LiGRpJR) est continue par morceaux.

On se place dans cette hypothése et on est ainsi ramené a
12 ' . . P o py72
1'étude d'une fonctionnelle quadratique Q , définie sur [@ (IR XI y
a valeurs dans 'Rp—] , du type :
1

Q(h,h) = J a(t) (h(t),h(t)) dt
0

- o . . .
ot h est dans W (IJRP) et a wune application continue par morceaux

de I dans LiGRpJRn_l)

1

1171.3. - CONDITIONS POUR QU'UNE FONCTIONNELLE DU TYPE J a(t) (h(t),h(t))dt
0

VERIFIE LA CONDITION (R) DU THEOREME TI.7.-

On considére les couples d'espaces de Banach en dualité
E =W(IR") et F =R , ot I désigne l'intervalle [0,1]
et (Q,Q") le morphisme bilinéaire symétrique, de 'EO X'EO dans iRr,
défini par :
1

Vh e wOI,RP) , Q(h,h) = J a(t) (h(t), h(t)) dt
0

I1 résulte de la propriété d'adjonction de Q et Q' que :
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1
Vo eR , Vhe w(I,R’) , <y, Qh,h)> = J <[Q"(h,](t) , h(t)> dt
0

T
d'od : Yo e RE , VYhe wI,RD) , Q' (h,p) = 1 owa n.

Rappelons que les applications a; Il s1gr, de B),I]
r

2 P . . .
dans LSGRPJR) étant continues par morceaux, les applications

it >~
>
e
o
-

i=1

T . o .
pour X dans R le sont aussi. Nous désignerons par

r r

+ . . . . .
( 2 Ai ai(t)) , la limite & droite de 1'application 2 Ai a;
i=1 1=1

r

au point t et par ( Z Ai ai(t))— , sa limite & gauche en ce point.
i=1

Nous allons démontrer principalement dans ce qui suit le théoréme que

voici :

111.3. - Théo4aeme.- Une condition nécessaire et suffisante

pour que le morphisme bilinéaire symétrique (Q,Q') vérifie la condition

(R) du théoréme IIL.l. est que :

) : V) e Sr , sphére unité de R . .3“ € Sr tels que :

T T
(1) Vte BL![; VX e Ker( z Ai ai(t))+ {o}, ( Z My ai(t))+ (X,X) >0
i=1 = i=1

r
(2) Ve ]0,[1, VX e Ker(.z Ai ai(t))— {0}, (

i=1 i

N o~

] wy e (8)) (X,X) >0

Notons que la condition (C) semble pratique & vérifier sur un exemple.

111.4. - Démonstrhation du théondme.- Nous allons dans un

premier temps donner une condition équivalente d la condition (R) par

la proposition suivante :
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111.4.1. - Proposition.- Les conditions suivantes sont

équivalentes :

® : Je>0 , Vhe WaIRrR) , Vwer",

2
Hamm ] <e nl ) — (lQ'(h,wI s e 1wl . Inl
( R" L2(1,RP) L2 (18P R 121D
®) :Je>0 , Yhe c®TR) , VueR",
2
lla@,m || _ < [n] ) — (|Q'<h,u>| se [l . Inl
( RE L2 (1 &Py L2 (1 rP) B L1,

Démonstration : Comme CO(IJRP)(: WO(IJRP) , la condition (R)

entraine la condition (R').

Réciproquement, soit h un &lément de wO(IJRP) , h est limite
(au sens L]) d'une suite (hn)néN de fonctions continues et uniformémenf
bornées de I dans RP . Rappelons qu'une telle suite converge dans
chaque espace 1P , 1 < p < ® et que sur un couple hilbertien tout morphisme
bilinéaire symétrique est continu pour la norme préhilbertienne sur le

couple (voir proposition I.5.5.). Ici, en raisonnant sur chaque composante

de Q(h,h) , il vient que Q est continu pour la norme L2 . En conséquence
|n]?

"
L7(I,R%)
tel que pour tout n > N, ||Q(hn,hn)||]Rr <€

si ||Q(h,h)|| r S £ , 11 existe un entier positif N
R 2

|2
L% (1,RP)

il résulte que pour tout n 3 N, |[Q'(h ,u)]| > e |lu]] |h_|
n LZ(IJRP) :Rr n

T < .. .
pour tout u dans R . En passant a4 la limite sur n , la suite

| 0 et d'aprés (R')

9

L2 (1,87

2 ' . .
converge vers h au sens L et comme l'application

(hn)néN

Q"(.,u) est un opérateur symétrique sur le couple WO(IJRP) , pour

r . 2
tout u dans R , Q'(.,u) est continue pour la nmnorme L~ et l'on a :

> £ ul] , Inl ..

1Q" (h,u) |
L2(1 IRP) 2 R L2 (1 ’P)

> e ||ul] _ |n]
RP) )
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Pour € Tréel strictement positif et X dans Sr posons :

R (@ = {h | he c®@r , |{at,m[lgr <« lhliZ(IJRp)}
et
o P 5
Bue” M nec®@m® L oy agnly ool e

La condition (R') se réécrie alors de maniére équivalente sous la forme :

(R") : e >0 tel que la condition (R') suivante soit vérifiée
q . ,

' . N =
(R') : Y e s, » K (@ EX’€ {o} .
Par ailleurs soient les conditions suivantes :

(c'y : aon > 0 tel que la propriété (C(;) suivante soit vérifiée :

] . o
(Ca) : VA € Sr s ﬂu € Sr tels que :
r

. |
() : Vee [0,1[, VKeRer (] A, a,(eN” , (] a. (et &1 3o x|
i=1 * j=p +* R’

T T
(2) : Wt e]o,l], VX ¢ Rer ( z x. a.(t)) , Z W, a.(t))— (X,X) 2 a ||XH2
i=1 -t 1 i=1 RrP

c" ; E]a > 0 tel que la propriété (C;) suivante soit vérifiée :

(C&) : Va e Sr R f]u € Sr tels que :

-

(1 : YVt e [0,1[, VX e RP

z + R + 2
Il(izl A a0 X <o lelLRp ==> (izl w2 () (XX 2o ||x||]Rp
(2) = Vi e :IO,I] , Vx e RP ,
r _ r _ 2
L A xll <o [IxHL, = (1 w2 (%0 >0 | 1]

l=1 1= IRP
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I1 est évident que (C") ==> (C') ==> (C) . Pour établir que (C) est
nécessaire et suffisante pour que (R) soit vérifiée nous ferons la

démonstration en utilisant le schéma suivant

i) (R') ==> (C') , proposition III.4.2.
ii) . (€) ==> (C") , proposition III.4.3.

iii) (c") ==> (R') , proposition III.4.4.
Ainsi le théoréme III.3. sera démontré.
111.4.2. - Proposition.- (R') ==> (C')

Démonstration : On va montrer que pour «a réel strictement

positif donné, non (C&) ===> non (R;a) ; pour cela nous montrerons que
1 e ~ - -~
non (Cu) ———>‘3A € Sr . K7a(Q) N EA,7u # {0}. On connait le théoréme

suivant

Théoreme Bﬂ.- Soient E un espace vectoriel, Q wune application

bilinéaire symétrique de E dans RP , E' un sous-espace de E. Pour

que K(Q) N E' ne soit pas réduit & {0}, il suffit que Q vérifie la

propriété (Np) suivante : pour toute forme linaire u non nulle sur

RP , la forme quadratique associée & u o Q‘E' , a une négativité 3 p

Or ici K7a(Q) n'est pas le c8ne d'une application bilinéaire

. o ~
et n'est pas un sous—espace vectoriel de C (IJRP). Pour &tre

EX,?a

dans les hypothéses du théoréme, nous allons construire une application

bilinéaire D , voisine de Q , dont le cbne K(D) soit inclus dans

K7u(Q) et un sous—espace F de CO(IJRP) qui soit inclus dans EA 7a
b

tels que D vérifie la propriété (Np) sur F. En appliquant le théoréme
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on aura alors un élément non nul de K(D) N F donc un élément non nul

1~ -
de K7a(Q) n EA,7u d'oli le résultat.

Si (C&) était fausse, il existerait A dans Sr tel que

pour tout u dans Sr , il existe tu dans BL]] et XU dans

Y Io}
Ker(izl Ai ai(tu)) Yooon Gu e {+, -} avec 0u =+ si tu =0

r o
2
= - { = 1 . . u .
et © si t tels que (izl A al(tu)) (XU’XU) <o ]lXul‘

Pour o fixé dans Sr , 11 existe un voisinage VO de M,

dans Sr et un intervalle ouvert IO dans BL]] de la forme

1]
+

t=Jc -n,e [ sio =- et =]t .ty +nl si o

Yo Yo Ho *o o Mo
assez petit pour que les applications a; 1 <1 ¢ r , soient continues
sur IO , tels que :\ﬁle V0 . Ve € Io s

. 1
1) <u, W > 2~
2

r
.. 2
ii) izl u; a, () (X“o’ X”o) < 2a HXUOH
r
iii) |i‘£1 A ai(t) XUOII < Ta [(Xuo([.

Ce qui est possible par définition méme des limites. Par ailleurs la
sphére Sr étant compacte on peut la recouvrir d'un nombre fini de

voisinages V],...,V

N correspondant & un choix d'é&l&ments Hyseoo

s Hy

dans Sr auquels sont associés des intervalles Il""’IN dans BLI].

J,, disjoints deux & deux, inclus

On choisit N sous intervalles Jl""’ N

respectivement dans Il""’IN et on choisit N applications O >

1 ¢ k ¢ N ,continues sur BLI] telles que
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1) ek - ait son support dans Jk , 1 £k ¢ N .

2) ek(t) <70 , pour tout t , 1 £k g N.

3) Jﬁ = {t | ek(t) > 6u} ne soit pas vide , 1 <k < N .

Soient di , 1 £1g<r, les formes bilinéaires sur RP définies par :

N
- - ' ~ [ . . .
di(t) ai(t) kzl ek(t) (uk)i S ol S est 1l'application produit

scalaire sur RP et (uk)i , la i€me composante de M
Vérifions que K(D) ofi D est définie par :
1

D(h,h) = (J a4, () (a(r), h(r)) )i,
0

est inclus dans K7a(Q) ; en effet, un &lément h est dans K(D) si

et seulement si

1 N
2
a,(t) (h(t),h(t)) dt = ) J 6, (t) (). ||h(e)||° de , 1 sisr
Jo t k=173, k k71 RP

c'est-3a-dire :

1
2
lI(JO a (t) (h(t), h(t)) dt)i"lkmr $ 7o |n|%,

L7(1,RP)
D'autre part on a :
r
Ve, tsksN , Veeg |11 a a0 x|l 70 [IX]]
i=1 R
En posant
r N <., >
u(t) = z Ai ai(t) et v(t) = u(t) - z Yo T u(t) X
i=1 k=1 <

X 0 X2
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oii Xk désigne la fonction caractéristique de 1l'intervalle Jk , 11
vient que pour tout t dans Jk ’ v(t) Xk = 0 et le sous—espace
vectoriel F =+{h | he CO(I,]RP) , Vt € [0,1], v(t) h(t) = 0} est

inclus dans 1'ensemble E, 5, - En effet si pour tout t dams [0,1],
’

v(t) h(t) = 0 alors pour tout dans BLI], on a :

N <h(t), >
() h(e) = ] x B

k=1 k <xk, xk>

¢'est-a~dire, pour tout t dans [b,]] :

112
rlmu)MUH2&<§ J ﬂﬂf!r
0 k=173 1% ]|

u(t) Xk .

1
Ak M LXCTIRR

< (7a)2 |h|22

soit : |uh|22
L°(1,RP)

L(1,RP)

I1 reste & Etablir que l'application D vérifie la propriété (Np)

en fait (Nm) , sur 1'espace F. Pour tout u dans Sr , 11 existe

un indice k , | <k ¢ N tel que u appartienne a Vk . En outre

pour toute fonction { définie et continue sur BLI] 3 support contenu

dans Jé , posons hﬂ =4 Xk on a hw e F et

1 ¢
J N w4 (e) () X, 9Ce) X)) de

u o D(h,, hj)
¢ 0 i=lI

1 r
JO POI® (1 ;200 G X =0, <, we |17 ac

20 |y, - 6o < [yl = - a|nyl’

L (1,rP) 2 L% (1,8P)

A



La forme bilin€aire u o D est donc strictement négative sur
un sous espace de dimension infinie de F, il résulte donc du théoréme
(citd au début de la démonstration) que RK(D)N F # {0} c'est-da-dire

K7a(Q) N EA,70¢ # {0} ce qui contredit la condition (R7a) |

111.4.3.- Proposition (C) ==> (C") .

Démonstration : En premiére &tape nous montrerons la proposi-

tion dans le cas ol les applications a; I £ 1 ¢ r sont continues sur
un intervalle fermé Ij = [%j’ tj+&] aux bords duquel on a prolongé par

continuité. Par 1'absurde, si (C") @&tait fausse alors pour tout n e¢ N ,

. . . n . . .
il existerait A\ dans Sr tel que pour tout u dans Sr , 11 existerait

tz ~ dans Ij et XE de norme 1 dans ﬁRp tels que
: n n i 1S n n n 1
) A? a,(t) X || s — et ) W a (e) (X, X) s = . La sphére
i=] L n i=1 M [ n
Sr étant compacte, on pourrait extraire de la suite (An)ndN une sous-
suite ()\'n)néIN qui convergerait vers XA dans S . Pour le u dans

T
Sr , associé d@ ce )\ par la condition (C) on pourrait, sachant que

1'intervalle Ij et la sphére Sp sont compacts, extraire de la sous-

. n . n . .
suite (t'") , une sous—suite (tﬁ )néN qui convergerait vers t

neN

. n
une sous-suite (X'")

neN  ’

dans Ij et de la sous-suite (Xﬁn) el

qui convergerait vers XU dans Sp , i1 en résulterait alors que

My ai(tu) (Xu, Xu) = 0 ce qui contredirait

o~

r
X A. a.{t ) X =0 et
=1 + B H

i=]

la condition (C).
Enfin si les applications a; ]l 1 < r sont continues
par morceaux et si t; =0 <ty <... < Lt = 1 est une subdivision

de BLI] qui leur est subordonnée alors d'aprés ce qui précéde,

(C) ==> (C") sur tout intervalle fermé [ij , tj+i] , 1l £3 <m.,
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En posant o = inf a, , on obtient que (C) ==> (C") sur [p,[]. [ ]
Igjsm
111.4.4. - Proposition.- (C") ==> (R")

Démonstration : Remarquons d'abord que si on note A 1'ouvert

des points de continuité de l'application a, la condition (C") entrafne

d'une facon évidente la condition (C") suivante :
) : Ja>0,Mes ,Jues ,Veenr, Vg e RP ,

w2 (0 (X% 3o x| |2

o~

llé1 A a0 X[| <o [[X[] =>

i=1

Nous allons montrer que (C") et non (R') entrafnent une contradiction.

Pour o donné par la condition (C'') posons :

=

a=1{t]eenr,[[] 1 a(D h(e)|] < o [|nCe) ||}

Si (R') &tait fausse alors pour tout € > 0 , il existerait A dans

§. et h dans Ke(Q) n E, .~ {0} c'est-a-dire A et h vérifiant

i lam ]| < e [n]?
R .2 (1,RP)
ii) Jl Il E A, a.(t) h(t)llz dt < €2 ‘hlzz
o i=1 * *t L°(1,RP)
On aurait alors :
1 r r
2 2 2 2
e’ |n > J |7 A, a,(e) n(e)|]” dt > J |7 A, a.(t) h(ey}|” at
L2 (18P o i=1 % A~ i=1 Yt

5 o [ ||h(t)l|2 dt
A=R
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2

2
d'od J ||h(t)||2 at < E-2--|h] )
A-Q a L°(1,RP)

D'autre part, en prenant le u dans S , associé au )\ dans Sr , par

r
la condition (C™) et en posant M = ||a|| on a :

1 r
J L u; a; () (h(t), h(t)) dt

r
J L uyoa;(0) (h(r), h(t)) dt
0 i=1l A i=l

r
= [ ) u; a;(t) (h(t), h(r)) dt +
Q i=1

r
J ) uy ai(t) (h(t), h(r)) dt
A-Q i=1

En utilisant (C") , il vient :

W

1 r
j I w;oa; () (a(t), h(r)) dt

2 . 2
a Hn(e)||© at - M ||h(t)]|]” dt
0 i=1 Q

SA-Q

(M+a) ||h(t)||2 at

! 2
- J IIncey] |2 at -

0] ‘A0
2
> o [n]%, - ama) & [n]%)
L°(I,RP) a L°(I,RP)
> o
Si on a fixé e tel que (M+a) Ei-s — , il vient :
o 2
I r
o 2
j I w; oa,(t) (a(t), h(t)) dt » = [n]%,
0 i=I 2 L°(1,RP)
Soit : u o Q(h,h) = g-|h|22 . Comme u est de norme 1 il en
2 L°(1,RP)
résulte que ||Q(h,h)|| . > g-|h}22 . Ce qui est contradictoire avec
R" 2 L9(LRD)
3
o

1'inégalité i), si 1l'on s'est fixé ¢ < inf(ﬁ-,
3 2 (M+q)
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111.5. - DISCUSSION DE LA CONDITION (C) DANS LE CAS D'UN CONTROLE SCALAIRE.-

Sous les mémes hypoth&ses et les mémes données qu'au paragraphe
I1I.3. On suppose p =1 et B continue ; dans ce cas le contrdle u
est scalaire et la matrice B(t) (pour t ¢ [p,ﬂ) est alors une matrice
unicolonne & n lignes. Rappelons que l'on s'est placé dans le cas
d'anormalité n~ 1, avec n > 2 . Soit R 1la résolvante de 1'Equation

x = AXx on a, pour £ dans Rr" - {0} :

3

B0y o Ko,00) £= [0,(0) ,..., %.(0] |g

n

n
= izl £, 9.(0)

Remarquons que les fonctions @i i=1,...,n sont continues et 1'appli~
cation ag(t) , pour t € BLI] définie au paragraphe III.2., est alors

une forme bilindaire symétrique sur R , donnée par :

n
u (t) (] & ¥,(0))

N N
a, (t) = u (t) * (B(t) o R(O,t)) &
& © 1=1

n
izl u (t) g ¥, (t)

Considérons E 1'espace de dimension n engendré par les fonctions
wl"'f’wn et E' 1le sous-espace de E, de dimension =n-1 engendré
n n
par les ) £; ﬁi oi & vérifie la relation ) a; €. =0,
i=1 i=1

1

Upseeesly étant les composantes de J R(0,t) %O(t) dt . La condition (C)
0

s'écrit alors sous la forme suivante :
(D) : Vg e E' - {0}, Jy e E' - {0}, V&O racine de ),
uo(to+ ) W(to) > 0

et uo(to— ) W(to) > 0
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Notons d'abord que si u change de signe en t, (racine de ) , la

condition (D) est non vérifiée.

I11.5.1. - Proposition.- Si n = 2 , une condition nécessaire

et suffisante pour que (D) soit vérifiée est qu'un générateur de E'

n'ait pas de zéro dans [0,1].

Démonstration : Pour m =2, ona dim E' =1 , soit wo #0,

un générateur de E'

i) si ﬂo posséde une racine to dans [p,]] auquel cas tO

est racine de tout &lément de E' - {0} et donc (D) est non vérifiée.

ii) si ﬁo ne posséde pas de racine dans BL]] alors aucun
é€lément de E' - {0} n'admet de racine dans [p,l] et la condition (D)

est trivialement vérifiée (puisqu'elle est vide).

111.5.2. - Proposition.- Si n » 3 , une condition nécessaire

pour que (D) soit vérifiée est que u soit de signe constant sur

1'intervalle B),ﬂ.

Démonstration : Le systéme d'é@quations suivant our
b

dans R" - {0} avec n 3 3 .

n
.Z] gi lpi(to) =0

1=

admet toujours une solution. Par comséquent, pour tout t0 dans BLI]
i1l existe un § dans E' - {0} tel que &(to) = 0 si de plus (D)

est vérifiée alors u  est de signe constant sur [b,f]. [}
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On suppose dans la suite que ug est de signe constant sur

tout 1'intervalle [b,[], la condition (D) devient alors la suivante

(') Vg e E' - {0}, JvekE -{0}, Vto racine de ¥ , ¥(t)) >0 .

111.5.3. - Proposition.- Si E' (de dimension n-1) vérifie

la condition de Haar suivante.

n : V@ e E' - {0}, Y admet au plus n-2 racines.

alors E' vérifie (D').

Démonstration : Soit ¢ un élément de E' - {0}, si

, sont les racines de . Par la propriété

tl""’tp’ avec p £ n-2
d'interpolation vérifiée par un systéme de Haar, il existe toujours un

élément V¥ de E' - {0} tel que ‘P(ti) =1 . Ce qui assure (D'). 88

I11.5.4. - Remarque.- Dans le cas n = 2 , la condition de
Haar qui est déja suffisante (proposition III.5.3.) est aussi nécessaire
pour que (D') soit vérifiée. Elle traduit exactement que dans ce cas
(D') n'est vérifiée que si tout &lément de E' - {0}, ne posséde aucune
racine dans BL!]. Par contre pour n 2 3 , la condition de Haar est
suffisante (proposition III.5.3.) mais non nécessaire. En effet si n = 3
dés que E' (de dimension 2) est engendré par 1 et une fonction continue
ayant au moins 2 racines dans [b,[] , alors (D') est évidemment vérifiée

et la condition de Haar ne l'est pas.
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ANNEXE.

La démonstration du théoréme II.2.2. repose essentiellement

sur le théoréme suivant :

Théoneme 0.~ Soient F et G des espaces de Banach, 2 un

ouvert de G , x_ un point de F , U un voisinage ouvert de {xo} X Q

dans F x @ et g une application de classe Ck , k21, de U dans

On suppose qu'il existe un point y_ de F tel que :
ppose q o de q

i) g(xo,k) =Y, s quel que soit A de Q

ii) d1 g(xo,A) = IF , quel que soit A de &

iii) Vﬁo € @, 1il existe un voisinage 2, de Ay dans @

tel que la famille d'applications {dg(.,A)}AeQ soit équicontinue
o

au point x
o

11 existe alors un voisinage ouvert T de {yo} x Q dans

F x Q@ et une application £ de T dans F , de classe Ck tels que :

0) g(&(y,2),x) =y, quel que soit (y,A) dans T

1) E(yo,k) =X, quel que soit A dans Q

2) d, E(yo,l) = ]F , quel que soit A dans Q.

Démonstration : Pour AO dans Q, 1'hypothése (iii) jointe

- ) - L 13 3 .
a d1 g(xo,xo) lF , entraine qu'il existe un voisinage V>\o de X

dans F et un voisinage ouvert Qo de Ao dans  tels que

1
vxoxgocu et Vxevxo, Vxegzo, ||1F—dl g(x,2) ]| s;

F.
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En prenant ry > 0 et assez petit pour que la boule ouverte de centre
)

x et de rayon 2t (BF(X0 3 2 T, )) soit incluse dans VA pour tout

o o )

A

A de Q , on a:
o

Vx e F , ]lx ~ xoll <2r , Ve Qo . IIIF - d1 g(x,A)I' <

1
Ao 2

Considérons alors une application f , de BF(x0 - rko) X (BF(Xo H rxo) x Qo)

.o

dans BF(XO 3 2 rxo) , définie par

f(x,y,}) = x +y - g(x,)) .

. . 1 -
Cette application est contractante, de rapport — , par rapport a x.
2
Par le théoréme du point fixe, il existe une application gx de
o

TA = BF(y0 N ) % Qo dans BF(X0 ; 2 r,
(o] [e] [o]

) telle que :

g*o(y;l) = £(5, (5,0, v, =& (7,0 +y - g, (5,0, V)

o o o
soit
g(gx (y,\),A) =y , quel que soit (y,\) dans TA
) o
L'unicité de 1'application EX , pour tout Ao dans £,
o
induit 1l'existence d'une application § de T = (U TA dans F
A €eQ o
o
vérifiant :
(0) g(8(y,A), A) = y , quel que soit (y,\) dans T.

D'autre part, 1l'unicité du point fixe et la relation

f(Xo,yo,K) =x *ty - g(xo,k) = X entrafnent que :

n g(yo,k) =X quel que soit A de Q.
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La différentiabilité de £ é&tant de nature locale, elle ré&sulte
de 1l'application du théoréme des fonctions implicites classique en chaque

point et la différentielle de & est donnée par les identités

d, g(E(y,A),A) o d, E(y,\) = g

d, g(e(y,2),2) o d, g(y,2) + d2 g(E(y,A), A) =0
On a en particulier
(2) d] E(yo,l) = lF ,pour tout A de Q. W
Théoneme 11.2.2.- Soient E, F, G des espaces de Banach,

U un ouvert de E , Q un ouvert de G et g une application de classe

Ck+1‘, de Ux Q dans F . On suppose qu'il existe un point X de U

et un point Y, de F tels que :

i) g(xo,x) =9, > quel que soit X de Q.

ii) L'application d] g(xo,.) , de Q@ dans L(E,F) est bornée,

dl g(xo,x) admet une section s(}) quel que soit A de & et 1l'appli-

cation s de Q dans L(F,E) est de classe Ck

iii) Pour tout Ao de @, il existe un voisinage QO de A

(o)

dans  tel que la famille d'applications {dg(.,)\)})\eg2 soit équi-
)

continue au point X

I1 existe alors un voisinage T de {y } x Q dans F x Q
- & — ) —_—

et une application & de classe X de T dans E telle que

0) g(&(y,\),)) =y , pour tout (y,A) de T

1) g(yo,k) =X, quel que soit A de Q.
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Démonstration : L'application s : Q - L(F,E) é&tant de classe

Ck est localement bornée. Pour A, quelconque dans €, il existe un

voisinage ouvert 2, de Ao dans § et un voilsinage VA de 1'origine
)

dans F tel que :

x o+ s(\) Vk C U , pour tout ) dans 2,
o

]

Considérons 1'application £, de U ) (VA x QO) (voisinage ouvert

A ef o)
o

de {0} x @ damns F x Q) & valeurs dans F, définie par :

f(y,2\) = g(xo + s()) y, A)

. . k , e
L'application f est de classe C  par construction et vérifie les

hypothéses du théoréme 0. En effet :

£(0,2) = g(XO,X) =y, » pour tout A de o et

d1 £(0,)) = d] g(xo,k) o s()) = lF , quel que soit A de Q.
Par ailleurs on a les inégalités suivantes :

(M [la, £0r,0) = d; £0,0[] < [1d) gz, + sO) y,0) - d; g, ]]

Hs ]

an |ld, £y, - 4, £0,0 ] 5 1, glx_ + s(y,2) - 4, gCx 0[] [ldsO0]]

+ 114y g, + s 3.0 = dy 8Cx, 0 ]

Les hypothd@ses (ii) et (iii) jointes au fait que s et ds soient
localement bornées entrainent moyennant les inégalités (I) et (II) que

la famille d'applications {df(.,\)} > 9 C Q, vérifie 1'hypothése

AED
o

(iii) du théoréme O ; il existe donc d'apré&s ce théoréme, un voisinage
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ouvert T de {yo} x @ dans F x Q et

de classe Ck , telle que :

n(yo,k) =0 , d n(yo,k) = 1

f(n(y,\),)\) =y, quel que soit
F ° quel

Soit & 1'application, de T

E(y,2) = X +’s(k) o

Cette application est de classe Ck par

(0)

g(E(y,A),A) = g(xO + s(2) o n(y,r),

quel que soit (y,A\) dans T et

(1)

E(yo,k) =x_* s(A) o n(yo,k) = X

une application n, de T dans

(y,A\) dans T et

que soit A dans Q.

dans E , définie par :

n(y,)‘)

construction, elle vérifie

A) = £(n(y,M),0) =y

quel que soit A de Q. B
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