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CHAPITRE 0 : INTRODUCTION

Suivant une question qui m'a €t& posée par Monsieur le
Professeur J.C. DE PARIS, j'ai essayé de construire une solution nulle
dans 1'espace des ultra-distributions pour un opérateur matriciel h
d'ordre t , au voisinage d'un point caractéristique a , dans le cas

dit H.F de J. VAILLANT [6] .

On utilise la méthode de [ji], reprise par H. KOMATSU dans

le cadre des ultra-distributions []6].

Elle consiste d'abord en la construction d'une onde asympto-
tique de phase ¢, pour l'opérateur h ; c'est l'objet du chapitre I.
L'essentiel de ses calculs était fait dans IQJ, [1] . I1 a fallu

P . . . B .
préciser le calcul des coefficients de distorsion (Y.) » 120
3 1<Bsm
de maniére explicite afin de pouvoir les majorer.

La deuxiéme partie consiste 3 montrer que que les
B . ot . . . eq s
(Y.) , 1 20 vérifient certaines majorations, on utilise pour
1<B<m
cela la méthode des majorantes, sous la forme particuliérement élégante

que lui a donnée C. WAGSCHAL [3]. Dans la derniére partie, on démontre
la convergence de 1'onde asymptotique dans 1'espace des ultradistributions

-~

vers la solution nulle voulue. Les calculs sont analogues 3 ceux de [16] .



CHAPITRE I : CONSTRUCTION D'ONDE ASYMPTOTIQUE

1 - Quelques nappels d'Algebre eLémentaire.

1) Cofacteurs.

Soit (Hg) = H , une matrice carrée d'ordre m.
1<A,B<m

Nous avons

A, _ o(l) ,0(2) o (m)
(1) det(Hp) = ] e H W 7 H "L, B
. 0€S§
m
oll Sm est le groupe des permutations de {1,...,m} et €5 la

signature de o .

définition (A.I}). Soit (Al""’AZ) et (Bl""’Bl) des r-uples

de {1,...,m} formés d'éléments 2 3 2 distincts.

B,...B

o I r

Alors : 1°) AA LA
1 r

désignera le coefficient de

Ap By A A
H HB ...H dans det(H_.) et sera appelé cofacteur d'ordre (m-t) de H
B1 ) Br B

;ﬁBl"'Br
2°) A A est la matrice obtenue en barrant dans
10 AL

A .
(H)) les Aeme,...,Aeme lignes et les BS™® ..., B"™® colonmes.
r 1 > Tr

B I
Dans la suite on notera {Cl,...,Cm_r} (resp Dl""’Dm—r )

le complémentaire de {Al,...,Ar} (resp {Bl,...,Br}) dans {l1,...,m}

Remarque: il résulte de (1) que

ABI"'Br I Ho(Dl) Hc(Dm_r)
Al"'Ar GeS o D1 Dm—r
m
o(Bl)=A1



Puisque le produit ne dépend pas de l'ordre des facteurs on

supposera dorénavant que C1 < 02 < vee

B....B Bl"'B

1.1. Calcul de A ‘en fonction de,;gA A

Al"'Ar 1

< Cm~r (resp D, < Dy < ...

(KA) définie comme suilt :

Considérons la matrice B

A A . ,
Ky = HB si B ¢ {Bl""’Br} , 1 < Agm
Kg = GA lskgr, ]l cA<m

nous avons

o(1) ,0(2)
2 EO K1 K2 eees Ko

det(Kg)

oeS
m

Remarquons que Vo e S ,\/i e {1,...,r}

Kc(Bi) ) 0 si o(Bi) # Ai
B, . _
i 1 si g(Bi) = Ai
Donc
a(D,) o(D )
A 1 m-r
det (k) = ) ey Hp Hy
oeSm 1 m-r
a(B|)=4,
o(B)=A
i AB] B,
Al ..Ar
l < T(Al) < T(Az)...
Soient ¢ , ' ¢ S_ tels que
m et

t(C) = €, ke {1,

o 1 < T'(Bl) < T'(Bz) < ean <T'(Bf) < m

et

T'(Dk) =D, ke {1,...,mr} .

< T(Ar) <m

«e,m~r}



Considérons la matrice (KéA) (KT( ) ) obtenue

(B)

en permutant les lignes et les colonnes de (KB) .

Nous avons alors d'une part :

r
- ...B
(—l)k_l det EZ

A
L
det (K B)

et d'autre part

VA A
det(KB ) €t det (KB)

]
™
X

Par conséquent

T
B,...B LB Bk,
Al Tee X e, -DF det P !
Ap...A Tt A ...A
1 r 1 r
En remarquant que
Bl...Br
Naj...A By---B_ . '
e e = (1) T, ol NA A est le nombre d'inversions
T T 10.. r
B]"'Br
de (4 ., .a)
I T
Bl...Br
NAI...lr = Card{(i,j) : 1 < j et Sgn(B;-B;) = - sgn(A,-Ap))
Alors nous avons
«+sB
T
en, et s
(2) AAI"‘Ar = ("1) det Apeeih

Convention : on convient que si les Al""’Ar ou les
Bl""’B ne sont pas 2 3 2 distincts
r

BI...Br
By ..a -0
1 r



avec

sP
q

Preuve :

2.1,

Formules utiles dans la suite

symbole de Kronecker.

Proposition (A.I.1)

2 3 2 distincts. On a donc

B

1°
A
Ay

.B

r

A

r

U(Dl)
= z eO H . HD
ges
m
c(B1)=A1
c(Br)=Ar
2 G(Dj)
= H e H
oe8 D, o Dl
m
c(B1)=A1
O(Br)=Ar
m=r C
= 2 HDQ z €
=1 ] o€S o
m
O(Dj)=CQ
0(B1)=A1
G(Br)=Ar
i mir Hc Brl:Dj]
021 D. ..Ar CQ
) ? A BI .Br D
Abl D5 CAp.A A

m-r

On peut supposer &videmment Al’

o(D )
m-r
o(Dj_l) O(Dj+1)
..HD H
i I?]+l

a(D)) o(Dj_l) O(Dj
D ..HD HD

1 j=1 j+l

o (Dm—r)

m-r



801t:£: A la matrice obtenue en remplagant dans

B....B .
ESLA Ar , la ¢**™ colonne par la jéme.
1o AL ‘

Alors nous avons, si j #12

---B m-r G B,...B. D
dti)*l _ k l rQI

0 = = H A
...A
k=1 Dj Al"'Aer
N % Hg ABI"'Br D2 }
A=l 3 Al"'Ar A

Par conséquent nous avons

m B,...B_D B ...B 4
R VA AZI N C.Q.F.D.
A=l D ApeeA i Thyee-Al

En échangeant le r6le des lignes et des colonnes nous auromns

aussi :
Cc. B,...B B . B....B
r _ <3 T
B A....A C 2 A ...A
r £ T

Conséquences.

a) En premant r =V et A, =B, =i, 1 £ 1¢gV
nous aurons, en chapeautant (resp. en surbarrant) les éléments de

{V+1,...m} (resp 1,...,v})y et en utilisant la convention d'Einstein

...wvB _ C 12,..v

(3) By Al.op™ % 22,
: A l...vD _ D ,I2.

(3% Hg A1, .vA -6 A 120



En prenant r =V - 1 et

[ (A, =3 , je{l,...,A-1}

1

Aj = i+l , j e {A, K+1,..., v=-1}
\
et
(Bj =3 , je{l,...,D-1)
{ et

B, = j+1 , je {D, D+l,...,u-1}

\.

nous aurons

(4) HE AIZ'..-]-:-)-I 1_)+1...\)B = E 12..-
B "12...A-1 A+1,..vA A T12,..

A 12...D-
\ ] —
(4')  H AR

D+l... vD _ D ,12...
E “12.. A-1

1
1

2°) Bases de Ker ((Hg)) et Ker(t(Hg))

12...v

Supposons que (Hg) est de rang (m-v) et que A12 N

est le cofacteur non-nul.

D'apréds la formule (4) nous avons pour tout A e {1,...,v}

; B a12...D-1 D+1..vB _ (B ,12...D~1 D+l...v

L1 B T12...A-1 A+l...vA i 12...A-1 A+l...v
pour tout E ¢ {A, v+l,...,m}
Posons
12...D-1 B D+l,..v

B _ 412
A_ — 12 ..... \l) ........ et A = (A_, ,A )

5 alZeen.es 5 5 D

.,m}

.,m



Alors, pour tout A et E ¢ {A, v+l,...,m} nous avons

m - 1
T OHE B - E H 412...0-1 B D+1...
B "D 12000 cvneennnn.. v] 1200,
B=1 =1 A
~ 12...v

A+D W

_ 0P G B 12, B BelLy B

S A2y B S12...A-1 A+l...v A
12...v B=1

_ 412...0=1 D¥l...v
(-1)AD (B T12...A-1 A+l...v
A AlZ...v

12...v

Les cofacteurs d‘ordre (m-1) é&tant nuls nous avons alors pour tout

D et tout E ¢ {1,...,m} 2 H A— =0 ie (a) est une
A Dvlsﬁsv
base du noyau de (HB) .

En utilisant cette fois la formule (4'), on montre de la

méme maniére, si on pose

O AN

- A — - -—
F_ “1...F-1AF+1.. F_, F F
A~ PRY et I = (Ipseees T
A
1...v
F t . .
que (T }l<f<v est une base du noyau de H (on dit aussl une base du

noyau a gauche de H. )

3. - Résolution d'un systéme de m &quations 8 m inconnues, de

rang m-v

soit (1)

B’ 1<A, B<m une matrice de rang (m-v) .

Considérons le systéme suivant

1.

(Hg YB) = (FA) . (On suppose

l...
AV 40)
eV
la condition nécessaire et suffisante de compatibilité de ce systéme
s'écrit :
F_A = 2 . :
FA F =0, 1< Fgv (onutilise maintenant la convention

d'Einstein. Si un indice est 3 la fois en haut et en bas, on somme par

rapport @ cet indice décrivant son ensemble de définition c'est-d-dire



{l,...,m} pour un indice ordimaire {1,...,} pour un indice surbarré

et {v+l,...,m} pour un indice chapeauté).

Si la condition nécessaire et suffisante de compatibilité est

satisfaite alors nous avons, en séparant les inconnues principales

>
>
>
>
I

D R
B B
Puisque det(Hé) = AlZ...v # 0 , nous aurons
B 12...v
H::i...H2+l gt logvt! o gt vt
- ; B~1 D CoB+l M
YB B : v 'm m m D
Al RFTERRLN Fo-H Y H) o H
B-1 D " B+1 m
ou encore
A pl2evB . L
YB- {2.. \)CFC+AEYD
o D
A
l...
d'ol la solution en fonction de (Yl,...,Yv)
_ A12... vB .
BoopByD, 12 vC O
D 12...v ?
A
12...v

1T - Hypotheses - Notations.

Soit X wune variété analytique réelle de dimension

Soit S wune hypersurface analytique de X passant par

On note dans une carte locale en a

X==:(xo, x") = (xo, xl,...,xn)

un élément de X .

(n+1)

a.

, aeX



Soit T*(X) = \ ) T:(X) 1'espace fibré cotangent 3 X.
x € X

On note (x,&£) avec & = (go, Epseees gn) un élément de
T (X) .

Posons comme dans [l] :

8a=—8&-,80‘=2-,05a5n.
ox ga
Soit h = (hg(x,a)) un opérateur différentiel matriciel

1<A,B<m

linéaire d'ordre t (t > 1), analytique au voisinage de a.

Hg(x, £) est le symbole principal de hg(x, 3) si celui-ci

A . .
' . P
est d'ordre t et O sinon (HB(x, g))lsA,Bsm est la matrice caractéristique

de l'opérateur h au sens de Cauchy-Kowalevski.

1 - Hypotheses - definitions.

det(H) (x, ) est un polynome en § , 3 coefficients dans

1'anneau des germes de fonctions holomorphes en a. Il admet donc, danms
o

cet anneau factoriel une factorisation de la forme I %s
o=y H GO] 5,

avec HS élément irréductible de 1'anneau.

On suppose que

1) det H= (H')". H" et (det H) (a,.)%# O

2) S est totalement caractéristiques pour H' et elle est

@) <
simple en a.
3) S n'est pas caractéristique en a pour H" .
\
(HZ) la matrice H (x, grad ¢(x)) est de rang m-v au
voisinage de a et Al"'v (a, grad ¢(a)) # O .

l1...v
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notation : si f est une fonction de (x, £) alors on pose

Fx) = f(x, grad ¢(x)).

définition (A I.1.) Un opérateur différentiel matriciel linéaire
est dit bien décomposable par rapport 3 H' avec la multiplicité
et seulement si il existe des opérateurs matriciels linéaires

AnsAisesesh tels que :
0’ l’ v q.

_ 1V VRS
1) k Ao(h) +>\1(h) +...+>\v

Vv osi

2) 1la matrice caractéristique A de A n'est pas divisible

par H'.

r
3 VYreil,..o,vl, k=~ 7 2 ()P est
p=o0 P

d'ordre strictement inférieur & (ord k - r)

‘Cette définition généralise de maniére naturelle la définition

donnée dans [51 .

définition (A.I1.2.) S est régulidre pour k en a relativement a

la décomposition précédente si et seulement si S est non caractéristique

en a pour Ao .

définition (A.II.3.) Si h vérifie det H = (H')v H" on dit que

h vérifie la condition (Do)v si et seulement 11 existe des opérateurs

différentiels linéaires

/

.. 1
de symbole primcipal A; = .=
« et

@1...]—)—1 B D+1..
FAY

de symbole principal A

1...D-1 B D+l...v

| Y

V(B e {l,...m} ,De {1,...

sV}
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tels que si

-,
E @) et B
{ et |
k= ab)
k D 1<F,Dgv
Alors

k est bien dé&composable par rapport & H' avec la multiplicité
1 et S est réguligre en a pour k.

On suppose qu'il existe un voisinage de a tel que pour
tout x de ce voisinage H'(X,E ) soit un polynomé irréductible en ¢ .

On note alors o 1'anneau localisé de m[?] par 1'idéal engendré par

H'(x,.)

Pour tout x , il existe alors,Eﬂ,ql(x),...,qm(x) entiers, tels
que : . ql(x) > qz(X) 2 ees 3 qm(X)

q, ()
[H‘ (X")] O
. H(x,.) _ ‘.
@X 0
" q (%)
[H'(x,.)]

On rappelle que ces nombres sont tels que 9y + qr+2+...+qm

est la plus grande puissance de H' qui divise tous les cofacteurs
p g

d'ordre (m-r).

définition (A.II.4) Bﬂ On dit que h vérifie (H'F)v si et seulement

il existe un voisinage de a tel que pour tout x de ce voisinage
ql(x) = qz(x) =L L., .= qv(x) = 1]

qv+l(x) = qv+2(x) =......=qm(x) =0
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... ®
Proposition’ (A.II.1,)

Si det H = (H')v H"(avec (det H) (a,+) £ 0) aveec H'(x,%)
irréductible en & pour tout x d'un voisinage de a , si il existe

un cofacteur d'ordre (m-v) (qu'on supposera &tre égal 3

l... . e .
A1 v) non nul en (a, grad ¢(a)) et si S est caractéristique totale

simple pour H' , on a

(Do)v < > (Hl)’ (HZ) et (H.F)v

Preuve.
a) (1), () et (H,F), —> (D)
F o 1...F=1 F F+l...v .A 1...D-1 B D+l...v
on a Kﬁ = AL F-1 A F+l By Al...D-1D Dtl...v
l...D-1 B D+l...v _ F+D _A ,1...D-1 D+l...v B
or Hg A DI DDHl..y s D T HE AT Fel..v F

[]
—~
1
—
~

-1 §+l...v
I F+1,

si Ae {F,v+l,...,m}
D'autre part si A € {1,...,5-1,§+1,...,v} on a

l...F-
.F-

1 +1.. _
A 1 .00
et par conséquent
F_ . l...v F+D ,1...D-1 D+l...y
CRS T AL DT A TR Rl

D'aprés (H'F)v tous les cofacteurs d'ordre (m-v+1) sont

. e . ) . . 1...D-1 D+1
divisibles par H' , donc en particulier Al...b 1 F+l...v et par

conséquent Kf
5
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- - -+_
l...ﬁ"'l]_)'l‘l---\) = H' BF (_I)F D
On pose dome Ay " H jF+l...v 5

On sait aussi, d'aprés (H.F)v que 1'un au moins de ces polyndmes

n'est pas divisible par H'

. F . . F_n~nloowy
St _ est un opérateur de symbole principal A _ _ = Ay
° 5 ° 3
F
Ao =0, __ on a :
D 1<F,Dgv
Xl =k - XO h', qui est d'ordre strictement inférieur 3 1'ordre
de k .,

Donc .k est.bien décomposable par rapport & H' avec la
‘multiplicité 1

I1 reste 3 prouver que S est réguliére en a pour cette
décomposition.

“orona ([6 ,[7])

+1...v_ . P RRVIRVES |
+1...v] det (E) x (Al...v)

l...vWV
(a0 1...vev=1
donc det (A ) = —=11 det H.(A.""" )
0 @)V | IRAY
l...v)2v-1

_ "
= H ° (Al;..v

qui n'est pas nul en (a, grad ¢(a)) d'aprés <Hl) et (Hz) .

B) (D) == (1)), (M), (H.F)

on a déja det H = H". (H')Y qui n'est pas identiquement

nul en a et § qui est caract@ristique totale simple pour H' en a

BN ERRN (_1)F+D A1...]_)—1 D+l...v

@), ==>K 1...v 1...F~1 F+l...v

o v

= H'A
)

O =it
[l BT
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FfD Al...D—l D+1...v

bV ) v v _ D
donc  (H')" det(A) = (A ) det((=D)7 " Ay "'pj fyp, )
l...v,2v~1]
= (A] .v) det (H)
_ (Al...:)Zv—l q" (H,)v
_ l...v,2v-1 "
donc det(Ao) = (Al...v) . H

S régulidre en a pour la décomposition implique donc

" AT ’\fl.-..\)
H'"(a, grad ¢(a) = H"(a) # 0 et A (a) # 0 .

l...v

On a donc (Do)v === (Hl)

I1 reste donc 3 prouver (H'F)v et (HZ)

1...v Al---ﬁ—l D+l...v

o=t 2 -
l..ov B1...F-1 Felooov 0 O il est

Comme H' divise A

irréductible et que A}"': n'est pas divisible par H' (puisque

Y]
A}"': (a) # 0), on a donc H' qui divise tous les mineurs
pleeeD=1 D+l..ov

l...F=1 F+l...v

Comme H' est irréductible, 1'idéal engendré par (H') est
premier et 1'anneau quotient de R[g] par cet id&al est int&gre. On note
K son corps des fractions, la matrice H définit une matrice j@ a

coefficients dans ce corps. Il existe un mineur d'ordre m-v de 25 qui

l...v
| SRV

) .

est non nul (celui qui correspond & A

1...D=1 D+l...v

1...F-1 F+l...y Sont

Comme tous les mineurs associés & A

nuls il en résulte que le rang de ;%. est exactement (m-vy) et donc
tous les mineurs d'ordre (m-y+l1) de H sont divisibles par H'
Alors d'une part on aura

(D), ==> (H)
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et d'autre part, on aura,pour tout x d'un certain voisinage de a

qv+1(x) = L iiees = qm(x) = 0

q,(x) > 1
Comme ql(x) + ...+ qv(x) =v et ql(x) > qz(x) 2 oee. > qv(x)
on a nécessairement ql(x) = q2(x) = .. = qv(x) = ] et par

conséquent (H.F) . (HZ) en résulte directement.

(%) Cette proposition m'a été& communiquée par J.C. DE PARIS. Je

le remercie d'avoir permis qu'elle figure dans cette thése.

2. - Forumule de Leibnitz pour un opérateur matrniciel.

a) Cas scalaire

Soit h wun opérateur différentiel scalaire linéaire d'ordre t
C . ) o
ce qui s'écrit localement h = a (x) D.
o] st
Soit ¢ une fonction C° et f une fonction C , une

distribution ou une ultradistribution. f o ¢ désignera respectivement

une fonction, une distribution ou une ultra-distribution.

. 0
Pour une fonction y , C , nous avons :

hiy x f o ¢) = Z a, (x) Du(y x £f o ¢)
alst

D'aprés le formule de Leibnitz nous avons

yx fos) =) cEd’(rosrx 1Py

‘Bga

. n+l
Remarquons que pour tout o &€ [N

||

D*(fod) = L F(p)x £P o
(o p0 P
Ty () = (grad o)
avec { Fl ©)=D"¢ si a#0
Fj @) =0 si o #0
\
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Alors :

h(y x £ o ¢)

1l
o~
9]
Q™
)

>
—~
rh
o
R
N
X
=)
<

[}
T~

8] -
a ® ] ¢ [;Z FD(6) x £® o %} « 2y

Bga

r _ B B a—8
%q}(x,D) = ) |>(:x a (x) ) Ca Ft_r(q)) x D , 05T st

-r<lafst B
|8]>t-r
et un opérateur différentiel d'ordre ¢ r (|a=8| = |a| - |8l < t - (t-r) = r)
‘ 0 ,
Nous avons j(?b(x,D) = IZ aa(x) Fz(cb) = } au(x) (grad ¢(x.))u
a|=t ai=t

donc %E(X,D) est la multiplication par la fonction

'\I:I(x) = H(x,grad ¢ (x)).

~ 1 Q(,_B
De méme $¢ (x,D) [yj = a (x) BZOLCS Fﬁ_l(d)) x D y

ou encore

B, D [ - e I ¢ (grad 6 x 0°F y
<

o=t B
|
au(X)(grad ¢(X))%} Xy

. *,..% .
Si on note H (x,£) 1la partie homogéne d'ordre (t-k)

de h alors nous aurons :
O.
n e @y ai-l, i+1 oy
a () ] a;(,0) %..(35 190 (9;9) © 33419 .G 9) " xDyy
t 1=0

PRy ¢+ | L 8y Fi_i®] xv
o=t

y HERNGE lo}
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n N~
93 H(x) x 3, y +
j=0 ]

(p? 3y p) [
si on note pj(x) = BjH(x, grad ¢ (x))

Par conséquent, si ¢

1 j
,D) = . F
Foycom =0 o ¢

qui est un opérateur de dérivation le

*
on a

rapport & H des hypersurfaces ¢(x) =
jzt(x,D) = Z a (%) cb
¢ la]st @ Bsa &

donc j&i(x,n) = h(x,D).

Expression de 3@; dans le cas

4V
[?*(X) + )

%(w'ﬁ_ﬁ¢ﬂ><y

al|=t

est caractéristique simple pour H ,

long des bicaractéristiques par

te
C

Fi(¢) p*F - a (x) D
|a <t o

p(x) = < g, x>

r _ B B o~R
= a (x) ) C°F° (4) D
¢ |t-r[s%a[st * Bsa ¢ FTF
|8|zt-r
o _ . ‘(la‘)
nous avons D (f o o) = ¢ f o ¢
d =0 si < t F} = ¢
onc ¥ si p < |a] e o] £
on aura donc
; = ) a_(x) ) CE P p*B
t-r<|alst Bga
|8]=t-r
si on pose o - B = v
r _ B 8
= « 7 c @, (x)£") dY
2 e Cloibenr S5 S

L]

on a donc g@r v
Pyl T

) LR
lylst YP 6

It

¥ L Dg H*(t_|Yl)(g) DY

*(t-|v|) oY



Soit maintenant T

avec ¥$’r =0 pour O ¢ r

et ‘
3615’ = x;;.— (T-t) pour

t,r _dpr
¢ '%’

T,

Remarque 1 :

Remarque 2 : Soit 2 T,

b) Cas matriciel

18 -

T
T_.
2t ;ona h(y x fog¢)= Z j@i’r x f( r) o ¢
r=0
< (T-t) -1
T-t < r g T
O<crgt,
(T2—T1)+r

T1 r TZ’
> t,alors pour % ’ =£
’ P 0 <rg T1 o 5

Soit h = (hg) un opérateur différentiel matriciel lindaire

d'ordre t(t ; 1).
Nous avons alors Vi1 g A, B< m ord hg <t , et
d'aprés ce qui précéde
A S ypA,t,r
h (Y. x £f o ¢) = » T (t-r)
B''B ¢ rzo B (Y.) x £ o ¢
r _ A,t,r
En posant iﬁg¢ = GEB s )ISA,B<m
nous aurons
v (t-r)
h(Y x f 0 ¢) = ) j%r(Y)><f ° ¢
r=0 ¢
avec ord é&; <r

Formule de composi

tion.

h, et h

Soient 1 9

linéaires d'ordre t. et t

1 2

Soit h h

deux opérateurs différentiels matriciels

respectivement,

1 27
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Nous avons alors

h(Y x £ o ¢) hl_hszxfOQ:J

— t T
- 2 r (t,-r,)
=h1[2i]&2[ﬂ}xf220¢

r,=0 2,¢

2

P r, (tz‘rz) T
0 hll?gzub RANG o ¢

]
o~ rt
N

)

(t)=x )+(E,=1,))

t t r r
2 & 1 2 r-
) 3@1’¢o$2’¢ o] x f | o ¢

r2=0 r1=0
t. +t
1 2 r r (t,+t,-r)
1 2 1 72
RS A ) [ x ¢ o ¢
. l,¢ 2)¢
r=0 r1+r =r
Osrlst1
Osrzst2

De manidre générale si hl’ h2,...,hk sont des opérateurs

différentiels matriciels linéairee d'ordres. t tysneesty respectivement

et s1 h = h1 o] h2 0O +.. O hk nous aurons alors :

T rl

r r -
h(YXfO¢)= z ( z 2¢) 0...0£k1:¢)[Y] Xf(T r)0¢

1,0 ° P2,

r=0 r1+...+rk=r
Ogr.ct.
J
ol T=tl+t2+ +tk.

r r r

1 2 T k

Par conséquent %r = 2 % o % 0O «u. O$k
¢ - 1,9 2,¢ s

r.+...+r, =r
1 k
O<r.<t.

Ce qui est une génération au cas matriciel des formules de (Eﬂ)

ITI. - Constrwetion de La solution formelle.

La condition (Do)v €quivaut 3 dire qu'il existe des omwérateurs

différentiels matriciels linéaires A Al tels que :
)

ny
k = Ao h' + Al , avec -det Ao(a) # 0 et

ord(k - Ao h') = ord Al < (2(m-v) + 3)t
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Nous avons

o 0 o ord(k)O
K. = (A h')  + (A
b= 0p, BN+ O
1'ordre de Al Gtant strictement inférieur @ celui de k il résulte
des propriétés des opérateurs associés que (Al);rdk’o =0
Par conséquent Kg = Ko H' =0
De méme
1 1 0 0 1 ordk, 1
=), . ("Y + h'), + (A i
Ry = Oy - (D) + 00 G, + G
_ 1y, . v ' 1 ord(k)-1,0
= () B+ A D+ Qg
Par conséquent au voisinage de a , nous aurons :
N ry_
en posant Al = (>\1)ord(k )-1,0
1Y, N
K,qb = A (h') + Al
Soit {fj}jez une suite de fonctions, distributions, ou ultra

distributions sur R , telle que\d j e 2, fj = fj—l

On veut construlre maintenant une solution fcrmelle, de la

forme Y(x) = Z Yj(x) x fj(¢(x)) , de 1'8quation (¥) h(x,3) Y(x) = O
j=0

h(Y) s'écrit formellement

R () = ] h(Y, x (£00)) (x)

j=0

o)

t
) X%;(Yj)(X) x f§t_r) o ¢(x)

j=0 r=0
- min(t,j)
= v i X
jzo (rio 9¢(Yj-r) (x)) fj—t (6(x))

Z Fj(x) fj—t o ¢ (x)
j=0
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En choisissant les Yj de telle manié&re que\/ jz20 F.=0

alors Y sera une solution formelle de (%) .

Calcul de Yg en fonction des Yg

La lére &quation s'écrit :

min(t,()ﬁg j% N
r )
) ¥ ) =% @)=H.Y =0
r=0 ¢ o-r o) o} o
%1...D-1 B D+l...v
B l1...D-1 D D+l...v
en posant D_ =
D Xl...v
l...v
_ QL F-1F E+low
F l...F-1 A F+l...v
G =
A vloo.v
A
l...v
nous aurons, d'aprés le § I.
YB = DB YD , L < Bgm.
o 5 ©

en fonction des YE et Y?

Calcul des Y?

la 2&me équation s'écrit

1 |
0 - rzoj@E(Yl'r) By %)

la condition nécessaire et suffisante de compatibilité de ce systéme s'écrit :

FpA,l, B F 4pA,1 B D
G L Y b =
A%B,cb(o) G, B’¢D13 (¥Y) =0
ou encore _
_ 2
ol m—————Jo =0
- ¢ ...y
D LAI 1
ceuV|
Y1
_ v
en posant Y =| ! , cecil s'écrit encore
vV
o —
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N
AO 8tant inversible au voisinage de a alors la condition

de compatibilité pour la 2&me équation s'écrit

. Y N n Y
3 * o -1 {~ o _l -
(p aj *p) (%l...v) thy M 'Y ©
l...v l_l...yJ
En supposant que po(a) # 0, alors avec les conditions initiales

suivantes

YD(O,X1
)

,x2,..,xn) = 6? <D

- D
ou & est le symbole de Kronecker.
Le théoréme de Cauchy-Kowalevski nous assure l'existence d'un
§o analytique au voisinage de a et par conséquent l'existence d'un Yo
. . ) ..
analytique au voisinage de a tel que j§¢(yo) = 0 et que la condition
de compatibilité soit satisfaite,

La solution de la 2&me &quation s'écrit alors :

Y1 = D? Y? + w?
D
: Xl v B
B _ 1...VA A1 ,.C
avee Wy = = o0 P, (1)
A
l...v
XI"'VB
r _ B,r, __ l...vA Ar < <
En posant 3 = (:fc ) = ’\R————_l"‘v co 1< r< t
l...v

nous aurons wlf =321 (Y(o:) .

Formule de récurrence.

Les deux premidres &quations nous donnent

( Y =D_ ¥°
D (o]
rKl( §° =0
- ¢ ml NE




For _ _ oF A
On pose NWB GA B,
min(t,j)
W o= ) IBr (v¢ )
= c 1-r
r=1
- = min(t,3) =
F _ mF,1,B , Fr B
= +
@ g () Z_ M g (V)
r=2 v
On montre par récurrence la propriété (Pj)
(Pj) ( Si Qj—l est solution du problé&me de Cauchy
Y
1 j—1 Vl...v
ReGr v =% AL
_ o laaoy _
D [ D [0}
=6 X (S
4 Yj 1(O,X ) 1 i-1
Alors 1la (j+1)leme équation est compatible et on a
Y. =D Y + W,
. i i
Supposons Po""’Pj ,vrals, on démontre Pj+1
1'équation d'ordre (j+2) s'écrit
1 - min(t,j+1)
B Y
Y. + Y.) + / . =0
SIS AT ) L)

r=2
la condition nécessaire et suffisante de compatibilité& de ce systéme

s'écrit :

FgA, 1B D B
e & [0° v, + w] + ) (Y, ,,_ )} =0
- B +1-r

A B’ D J J r=2 9¢ J
ou encore _

= = nin(t,j+l1)

1 F,1 T, F B Tats] F,r B
J - ’
24...v X’ (ml,..v) _JmB,l (wj) * - nm’B (Yj+l-r)
lo.oy Do &y v ‘ r=2
ceci s'dcrit encore
7,1 Ylj) -
K’ & ) =Q
5.0 Al...v j+1
1...v
ceci s‘écrit localement
7 g,
V-1 o * N LY j
A &, = (P a +p) - .[ + Ao x A ('\, )
o j+i o Rd...vj 1 A1 Y

I...v l...v
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Avec les données initiales le théoréme de Cauchy-Kowalevski
nous assure l'existence d'un §j analytique au voisinagg de a , et
par conséquent l'existence d'un Yj analytidue au voisinage de
a (d'apreés (Pj)) la condition de compatibilité &tant satisfaite,

on trouve donc

= min(t,j+1) A --VB
b
Y?+l - D§ ¥?+1 - X i:::iA ) é; (Y?+l—r)
D r=1 b
: lo..v
= min(t,j+1) A
=pPyP . 3 B,r( Y(.: )
= "3+l C j+l-r
r=1
B D B
=D Y. + W.
5 j+l j+1
ce qui termine la démonstration de (P. ,)

J+1

Ainsi on vient de construire une onde asymptotique dont les

coefficients de distorsion sont analytiques au voisinage de a.

Remarque : les Yj sont analytiques sur un méme voisinage de a

car leur intégration est ramenée i 1'int&gration d'équations différentiellés
ordinaires’le iong des bicaractéristiques. On retrouvera d'ailleurs ce
résultat dans le chapitre II, en montrant que les Yj possédent des

majorantes définies sur un méme polydisque de centre a.

IV. - Une 22me méthode pourn caleuler une onde asymptotique.

. . ' 1o - B
Soit A 1la matrice des cofacteurs d'ordre m—1 ie A (AA)lsA,Bsm

définition (L.IV1). h vérifie (D), si et seulement si il existe
un opérateur différentiel matriciel linéaire a de symbole principal
A, tel que h o a soit bien décomposable par rapport &8 H' avec la

-multiplicité v .
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Proposition (I.IV,1) si h vérifie (H'F)v , h vérifie (Dx)

Preuve. Remarquons que [1] A est divisible par (H') -1

v-1
donc A = (H') .~ B.

ws

ol B(x,f£) est analytique en x , polynomiale en £ de degré
(m-Dt=-(v-1)t , si 1 est le'degré de H'(x, £).
Nous avons HA = AH = det H.I = (')’ .H".I.

ou encore

1

I BH= (H')\)_ .

V- |
H.(H') B = (H") H'.H"I

HB = BH = H' H" I.

Soit b un opérateur différentiel matriciel linéaire de symbole
principal B, h' opérateur de symbole principal H' et h" un opérateur de symbole
principal H" .

Nous avons alors ord(hob - h"h'I) < mt - (V-1) 1

V- .
Soit a = b(h') : . I1 a pour symbole principal A.

Posons £ = h o b - h" h' I.

Nous avons alors

-1 1 1

Lo@m) Tenobo @™ - ) ()"

§

ou encore

hoas= (") (h') +2Lo (h') "~}

ord(h o a - (h"I) (h'»5 < mt .

Calcul d'onde asymptotique 2 pour opérateur bien décomposable.

Proposition (I.IV.2)

Si b est un opérateur différentiel matriciel linéaire bien
décomposable par rapport & H' avec la multiplicité Vv alors

6})};=0 pour \05 k< v-1.
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Preuve. Soit ty 1l'ordre de b.
Par hypothese b = 2_(h")" + ONCUME
=b +b, +,..+b
o 1 v
Nous avons alors
G =fbtb,k £,k . . £, .k
¢ 0,¢ 1,¢ T k,¢

+

I1 résulte des ordres des opérateurs b2 et des propriétés
des opérateurs associés que pour O £ k £ v-1 nous avons
@k =f_Btb’k &tb_l’k—l . &tbko
¢ 0,9 1, ¢ e k,o
+r,+...
) k 2 :j:ro '(rl r, rv—k)
= ) re 0Dy
r=0 r +r.+...+r =k-r ?
o 1 v-r
" mais (v-r) @&tant strictement supérieur & k-r pour O < k g v-l
alors il existe _1 < 1 ¢ v-r tel que r, = 0.
r, v *
Par conséquent (h')¢1 = H' = 0 ; ce qul entrafine
ﬂstk-r’k r
. = 0 pour tout O g r ¢ k.
T, ¢ P b N
. k
Par conséquent ds¢ =0 . C.Q.F.D.
Pour r > v mnous avons
-1,r-1 t, v, TV
RE - 55" 63" R R
¢ Va0
Donc pour r = v , NOus aurons
ﬂBV i ﬁfb’v tb—l,v—l X . tb—v,o
¢ 0,¢ 1,90 Voo,
N tb k,v=k
- 3 65k
k=0 9
v r
= 3 ) i o L Tpteeetr
: o (h
. k=0 r +r +...4r o =v-k o k,¢ )

b
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"
du fait que H' est identiquement nul au voisinage de a

Voo
v [ 1]v-k
‘RY = . I
alors Ry kZo Lk (h )QJ

Puisqu'il existe une carte locale telle que

Soit b un opérateur différentiel matriciel linéaire, d'ordre ty
bien décomposable par rapport & H' avec la multiplicité v ; et ¢ carac-
téristique réelle totale simple pour H' , régulidre en a pour cette
décombositiqg.

Nous avons alors, avec un calcul semblable & celui fait

précédemment

b Zix(f,040) =

b(Z) = z b(Z. X (f o ¢))
j=0 =0 J ? :
Loy |
= (z.)) x (£, o d)
j=0 r=0 b ] J*r tb
o min(t. ) .
- j o fj}!&(z;_r) x (f._, o)
j:\) r=v B J b
= ) F,.x(f,__ o ¢)
j=v 3%
En choisissant les Z, de telle manidre que\d I v, F. = 0

alors Z est une onde asymptotique

F =0 s'écrit B’ =
. écri 55¢ (ZO) 0

F,, =0 s'écrit 95; (z,) + 53)\; @) -0
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De maniére générale F\)+j = 0 s'écrit

min(t, ,v+j)

B - (Zj+v_r) =0

r=v+1 ¢

vV
By @+

Y _ s frx . .
£B¢(X,D) est un opérateur différentiel ordinaire d'ordre v

le long des courbes bicaractéristiques de ¢ par rapport & H' .

Donc les Zj s'obtiennent par la résolution du méme systéme
A . .nd o ‘ . P
différentiel,au 2 membre prés, le long des courbes bicaractéristiques.
Ceci montre bien 1'existence d'ondes asymptotiques & coefficients

analytiques, de phase ¢ , pour l'opérateur b.

Onde asymptotique pour h vérifiant (D)v

ho a &tant bien décomposable alors il ré&sulte de ce qui

récéde 1'existence d'une onde asymptotique Z our h o a et par
p ymp q P P

conséquent l'existence d'une onde asymptotique pour h ui s'écrit
q ymp q P y 4

(o]

jZo a(Zj x (fj o $))

a(Z)

o (Zj—r) x (fj_(m_l)t\o ¢)

Remarque. Cette méthode est &videmment tré&s rapide et s'applique dans
beaucoup de cas ([4]). Elle a cependant 1'inconvénient de nécessiter des
hypothé&ses trés fortes, elle augmente 1l'ordre des équations différentielles
déterminant les coefficients de distorsion, et nécessite, si on veut
résoudre un probléme de Cauchy asyﬁptotique, un travail important au

niveau des données de Cauchy.
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CHAPITRE 11 - MAJORATION DES Vj

I. - Rappeds surn Les majorantes.

1) Notations - deéfinitions.

. . . + -
o désigne un multi-indice de N* ! et E une K-algébre

de Banach (K = R ou @).

Une série entidre formelle en X 3 coefficients dans E s'écrit

o
X
2 n+l aa al
oeN
ol
o o o
+

pour chaque o € Nn I ,a € E et Xa =x° x 1 X n

‘ o o 1 n

On note E[EQW 1'ensemble des séries entiéres formelles

en X 4 coefficients dans E .

Soient
o
X
uEx) = ) Uy o7
udNn+1 ’
XO!.
vy = ) Vo ST
adNn+1

deux &léments de E[ixi} .

A et yu 2 Eléments de K .

On pose

X(l

AUX) + w(X) = ) (AU + V) =

n+l o ol o<

aelN

oy X
U(X) V(X) = ( c- U V) =
n+l 0<Bsa o a~f B’ o!

munie de ces opérations, E LPQ] est une K-algébre



définition (I.I.) Soient U(X) € E[[X]:} et WEX) = z W
' elN

- 30 -

+
Si vy e N™ ! on pose

(0

iN

Y
DY Ux) = )
udNn+1

u
oty o

X
ntl o a!
o

telle que ‘U& e R Vae Nn+1. Nous dirons alors que

+ b
U(X) est majorée par W(X) si et seulement si

Voce Nn+l ||U01| s‘Ua (on note alors U(X) <<U(X))

si U = @ @),..., "®) et u® = @l ®,... X)), on note

UX) << U(X) si et seulement si : VA {1,...,m} : UA(X) << 'ILA(X).

R,

Cette relation est stable par dérivation ; elle vérifie aussi

a) U(X) <<UWEX) et V(X) << V(X) ===> U(X) + V(X) <<WXK) +V(X)

b) U(X) << WX) et A(X) << A(X) ===> A(x) U(X) << A(X) WX)

2°) Propriétés.
Soient R, R' deux réels positifs tels que

0 <R' <R

On note 6(t) une série formelle d'une variable ¢t ; et

supposons que

soit

Alors

a(t) >> 0
a(t)
o(t)=
g(t)

o(t) >> 0.
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Proposition (I.1) si (R'-t) © (t) >> O . Alors

oVien 0w <« r o9 (o

b) —l—-G(j) (t) <<

(i
R-t 7 (e)

R-R'
Preuve :

a) La majoration &tant stable par dérivation, nous avons
alors :

\/ j e, G(j)(t) >> 0.

Pour j > 1, nous obtenons en dérivant j fois l'expression

(R'-t) 0 (£) >> 0 :
@ [®-ve @] = @-t) 6P () - 509 Dy s> 0.

. . -1 . ~ i
En ajoutant j O(J )(t) , qul est une série positive, aux

deux membres de l'expression nous obtenons

(R'-t) O(j)(t) >> 0 .

Ainsi nous avons pour j & IN
. v

O(j)(t) >> 0
< et

(R'-t) O(j)(t) >> 0

\

Par conséquent il suffit de montrer que a) est vrale pour j = O
pour qu'elle le soit pour tout j e N.

Pour j =1 1'expression (%) s'écrit :

®'-0) 00 (0) - 0(t) 55 0 = @®'-t) 61 5> 0(t)
mais e(j)(t) >> 0 entraine t e(j)(t) >> 0.
Donc (R'-t) e(l) + t 9(1)(1:) >> 0(t)

ou encore : R' O(l)(t) >> 0(t)
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b) nous avons

1 D) LD _ R'-t (i)
=L =k A = B 1= I
or
(R'-t) G(j)(t) >> 0 et ﬁéﬁT ﬁéf >> 0
donc
20 <« Lt 0l (¢y C.Q.F.D.

1
On pose t = pxo +x + ...+ X s p > 1

Proposition (I.2)
Soit C(x,D) un opérateur différentiel matriciel 1linéaire

o o . . .
d'ordre % en x et 1 en X , a coefficients analytiques

1
au voisinage de a.

Alors

il existe une constante positive B , ne dépendant
que de 1'opérateur C(x, D) , telle que

21 O(2+j) ot

si U << O(J) ot alors C(U) << B op

Généralisation au cas matriciel d'une proposition de [81 .

Preuve.

On travaille dans une carte locale telle que a‘1 =0, 0 ¢<1ign.

Par hypothése il existe R > O tel que les coefficients de
C(x, D) se prolongent en fonctions holomorphes sur un voisinage du
polydisque fermé PD(0, R) .

Soit R' tel que

0 <R' <R
Par hypothése

C(x, D) = Z Aa(x) p* ‘
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Il existe M > O tel que les Aa(x) soient majorés par

M

u *
AD,(X(X) Sm ’ vl SC,DSm,\/OL : |0L| Svﬂ, et OLOSQII)

-ﬁ:—t—(x—)- (i.e.

En appliquant la proposition (II.I.l.) nous aurons pour tout @

tel que |a| £ 2 et o < 21

. 6] .
p® g << p (04) 4 ¢y = p © gl*lal)

L

- 1+ 2
<< 0 I(R')’Q‘ |0'| O(J+ ) ot

En posant
B = RTéh"I z (Rl)g-lal
o <2
o~"1
la]<2

nous aurons alors

L .
2
cwy << Bp | oW

C.Q.F.D.

Soit C(x, D) un opérateur différentiel matriciel lindaire d'ordre
. . s < o} < . . .
£ en x et strictement inférieur 3 £ en x , 4 coefficients analytiques

au voisinage de a .

Considérons le probléme de Cauchy analytique

a: U=C(x, D) U+ £
(II.1)
K
3o U0, x") = Zk(x') , 0 ¢k <@

Soient %g(x, D) >>C(x, D) et F >> f .

Nous avons alors le lemme suivant

lemme (I.1)

S1 U(x) vérifie

37 W(x) >><G (x, D) W(x) + F(x)

O®" 0

3. W0, x') >> Zk(x'), O skg~-1.
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Alors

lla solution U(x) de (II.l) est majorée par W(x)

Généralisation au cas matriciel d'une proposition de [}Q] .

Preuve.
I1 suffit de prouver que

V ken, ag U0, x') << 31;'11,(0, x")
"Nous avons, localement

C(x, D) = (Cg(x, D)) , C‘g(x, D) = % c‘; , (0 0°
E1E3?

’

% <4

le résultat est vrai pour k = 0,1,...,2-1 par hypothése pour k = % ,

nous aurons

a’é U, x') = (C(x,D) U)(0,x') + £(0,x")
m ;O
on a ( z Cg (0, x") 3% 5 ° UB(O, x')) +'fA(O, x")
B=1 |a[s2 °°° °
a0<2

m [} o A

« (7 A (0, x') 3% 5 °W(0, x")) + F(0,x")

B,o o]
B=1 |ajg2

a <R
donc o

aﬁ U(0,x') <<(&(x, D) W (0, x') + F(0, x") << 3% U(O, x")
donc le résultat est vrai pour k = g .

Supposons qu'il est vrai jusqu'a l'ordre j (j 3 1) .

Nous avons

ag u(o, x') = ai_z(C(x, D) U) (0, x') + ag““ £(0, x")
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En développant les calculs nous obtenons

. m .
Juko.x') = B i-(B+2) A vy B o' B ,
sduXo,x'y = () ) Yy ¢f o C (0,x') 3 3" U (0,x"))
o B=1 |a]<t B<j—L j-¢ © B,o o

+ aj_z fA(O,x')

o
m 8 s_(B+2) '

<< | 2 2 z C'—Q ai 5 §g (0,x") 38 % 'UP(O,X')

B=1 |a[<t Bgj-2 »¢ ©
a0<2

-t A
donc * 80 F(O%,x")
i . . .
35 U(0,x") ¢ ag Y e(x, D) (0,x') + ag Y F0,x") << ag U(0,x")
C.Q.F.D.

Ce lemme nous permet de démontrer la proposition suivante.

Proposition (II.I.3)

On considére le probléme de Cauchy-analytique (II.1)

Si f << W. e(J+2) ot

et

(j+k)

z, (x') << W_ (0 ot) (0,x') , 0gkc<g

-~

Alors, il existe P  tel que :\J 0> p
o “ o
il existe une constante positive B1 indépendante
de © telle . que la solution U(x) de (II.1) vérifie

U(x) << Bl O(j) ot

Généralisation au cas matriciel d'une proposition de EHB .

Preuve.

I1 existe R > O tel que les coefficients de 1'opérateur C(x, D)
possédent des prolongements holomorphes sur un voisinage du polydisque
fermé PD(O,R). Par conséquent il existe M > O tel que les coefficients

de C(x, D) soient majorés par =
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on pose &4(x, D) = = I %, b&D - (85 (x,D))
a <%
(o]

la|se
nous avons alors
C(x, D) << B(x, D)

d'aprés le lemme (II.l) il suffit de trouver Bl tel que

K (B, o o t) >> &(x, D) (B, o 4 t) + W oIt ¢

o= 0O »

] (B1 O(J) ot) > Wk O(J+k) ot ,0cksg2-1.

pour que U(x) soit majorée par B, G(J) ot c'est-d-dire, compte tenu de la

proposition (II.2).

Bl pz O(J+2) ot > B.Bl pg_1 + W) @(J+£) ot
et
BlpkO(J+k)ot>>ka(J+k)ot,Osk<JL
ou encore d'aprés (a.4).
(
'8 2
B, o 2B Bp 4y
1 1
et <
Bpk>w 0<ckga~-1
1 Ak) -~ <
\

si on suppose p > B , ceci équivaut

encore 3
( W
B, 2
1 Z(l _ B )
4 p i
W
k
B1 E R 0 <k <2
\ W
L W W
_ o 1 =1
En prenant Bl max 1 B s Wo e =1
-5 0

nous aurons le résultat. Ce qui ach@ve la démonstration C.Q.F.D.
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11. - Majoration des Vj

> (¢ P
p(a) @&tant non nul, supposons que p (a) # O . Par conséquent

1 Ty L .
wLTV Rﬁ(Yj) = Qj+1 s'€écrit localement.

lo..v \ -

?. rY. " vl Y

* -1 " j -1 .o

(paao *p) - Xl.?.v thy o hy lxl...;1 = A Qj+l Toowv
1oy Ll...v_{

ou encore

3 Y. =C(x, 3) Y. + Z,
o ] ’)J h]

avec C(x, 3) d'ordre | et d'ordre O en x°

N
Al...v
7 = I...v « K—l Q
j pO o j+l

et

Donc la formule de récurrence s'écrit localement

3 Y. = C(x, 3) (Y.) + Z.
o ] ( ) J) 3
5 0si (D, j) # (1, 0) _
(P').« Y. = - s 1 $Dgwv
3 J 1 si (D, j) = (1, 0)
Y, = D_ Y+ W,
. j 5 3 j

nous avons la proposition suivante.

Proposition II.l.

I1 existe des constantes positives p > 1, C, C, indépendantes

1
de © telles que

ng[N Yj<<C1CJ@(J)0t
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Preuve.

2

1
On pose D = (D, Dy,...,D)) et G = (G, G,..., ¢") ce sont des

matrices 34 m lignes et v colonnes
(Pé) s'écrit

’ _ -
30 Yo = C(x, 3) (Yo)

{ ?o(o, x') = (1, 0,..., 0)

LY = D.Y
) o
On voit qu'il existe Vo > 0 tel que

- , :
YO(O, x') << V0 0o t(x")

En considérant la proposition (II.3) on voit que

Y <<V .0ot
o )

En considérant la proposition (II.2) , nous aurons

Y << BV .Oot
o o

En prenant C1 > B Vo alors le résultat est vrai pour j = 0 .

Supposons que le résultat est vrai jusqu'd 1l’ordre (j-1).

i.e. Yk << C] Ck Ok ot

(P')j s'8crit

3 Y. = C(x, 3) (Y.) + 2,
o ¥; (x )(J) 5

(0, x') = éD x 6% , 1 «<Dgwv
1 i

Y. =DY. + W,
J J J

Majorons W
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Nous avons
miil(t’j);gr
W. = (Y.
] r=1 3

r _ r,B
—r) ou g - (gc )lsB,Csm

| en appliquant la propriété (II.2) , nous aurons

1 .

min(t,j) . . min(t,j) ..
W, << B « 3 ofc. ™ o) ot =3 y (%of) c. cdol) 4 ¢
r=1 r=1

w en supposant p < C nous aurons

W. << B ———— . C1 CJ @(l)'o t .

Majorons Zj

-1 . . -
v @) [‘1 min(t,j+1)
nous avons Zj = Al...vf_‘—TT_— Nﬂx(wj) + Z L (Yj+1'r{j
P _ r=2
N r | pFsT _
oll MM —((Y(LB )lng\)
1<Bgm
En appliquant la proposition (II.2) , nous aurons
[} . i+1)
2 i . min(t,] C 1 .
Z. << B°.,. _c c, oG+ +( ) By ¥ c, cJri-r) G+
J 1-£ r=2
C
0
<< BZ.p. ——9—5—-01 cd oD o ¢ 4, . —~95~ ¢, ¢ ot o ¢ .
l - E 1" -C'

En appliquant la proposition (II.3), nous aurons

o
Y.<< P_ B(B+1 C ENGD;
555 o8 (B+1) - c,c’ e’ ot .
C
En appliquant la proposition (II.2) , nous aurons
p
C

C, cd o) o ¢

p 2
<< ——
Yj ( 578 - B (B+1)+B» .
: C
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En supposant p > 2B , on trouve :

ol

c. cd ol 5t .

Yj <<(2B2(B+1)+B) !

-2
I'-3

On pose K==2B2(B+l) + B

on a donc 0

v, <<k, —S—c¢ ¢l o o¢ .
i 1 -0 1
C

si on se donne Py = max(l, 2B) et si on choisit

C: po(l + K)

on trouve bien

(3 4 ¢ C.Q.F.D.

Y. «<C, cdo
j 1

Ainsi on a le théoréme suivant :

Thééréme 1.

Soit X une variété analytique réelle de dimension (n+l) , S
une hypersurface analytique de X régulilre en a , d'équation locale
¢$(x) = O au voisinage de a , h un opérateur différentiel matriciel
linéaire d'ordre t sur X .

Si le déterminant de la matrice caractéristique se met sous la
forme (H')V H"
avec H' et H" polynomiales en ¢, 3 coefficients analytiques sur un
voisinage de a et S caractéristique totale simple pour H' au
voisinage de a.

S1 h wvérifie (Do)v et (Hz), il existe une sulte Yj de

. . ~ . 5 n
fonctions analytiques sur un méme voisinage de a , 4 valeurs dans R

[o 0]

telle que Y = z Yj x (fj 0 ¢) soit une onde asymptotique pour h et
j=0

telle que

\/j eN Y, << cJ‘ old) (e(x)).
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CHAPITRE 111 : SOLUTIONS NULLES

1.- FONCTIONS ULTRADIFFERENTIABLES, ULTRADISTRIBUTIONS.

l.- Suites (M)
_________ p=

Soit (Mp) une suite de réels positifs.
On note par (M.0), (M.1), (M.2), (M.3), (M.2)', (M.3)' les

conditions suivantes sur (Mp)

M.0) M. =1 (commodité)

M. 1) (Mp) < Mp—] Mp+l , \/p > 1 (convexité logarithmique)

(M.2) 34 Ju>o

\J peN Mp < AH  min M M ~q (stabilité par ultradifférentiel)

0<qg<p
(M. 3) ‘3 A > 0 tel que pour tout p € N on ait
© M M
r A=« A.p. —EB (forte non quasi-analycité)

q=p+1 Mq Mp+1
™.2)' Ja>o0,JH>0:

\G)eiN s Mp+l < A BP MP (stabilité par opérateurs différentiels)

o M 1

M.3)! y B — < 4+ ® (non quasi-analycité)

p=1 Mp

Les conditions (M.2) et (M.3) sont appelées les conditions

fortes du fait qu'elles entraTnent respectivement (M.2)' et (M.3)'

P *
Posons =m s PEN .
M p

Alors nous aurons

*
M. 1) Vp eN mpsmp+l
' P
M.2) Vp e N L < AH
z
1]
(M.3) E H—< + o
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Définition (I.11). Si (Mp) est une suite de réels positifs, on appelle
fonctions associées 3 la suite (Mp) les fonctions M(p) et

M*():p) définies sur :[(),+oo[ par

oPM,
M(p) = sup log
PEN M
oPp! M
M (p) = sup log
pEN MP

En notant m(A) 1le nombre de p tels que mp £ A alors nous avons
P m(})

M(p) = J ——— d A (Mandelbrojt D]] , P-21 , Roumieu DZ])p.GS)
0 X

2.- Fonctions ultradifférentiables et ultradistributions de_type

Roumieu.

. n+1
a) On note § un ouvert non vide de R

,(Mp) une suite de
réels positifs.

[eo]
Si f est une fonction C sur § , K wun compact de § ,

h un réel strictement positif, on note

lDaf(x)[
P (f) = sup -
K,h x€K ni® M)
n+1 a'
oelN

C:(Q, {Mp} , K, h) est 1l'espace vectoriel des fonctions ¢ sur Q >

3 support dans K , telles que (f) < 4o ; muni de la norme

Pr.n Pr,h °

c'est un espace de Banach qu'on note é)(Q, {Mp} » K, h)

d:(ﬂ, {Mp}) est la réunion des Cm(ﬂ, {Mp} , K, h) quand K décrit

1'ensemble des compacts de § et h décrit |O,+o| .

On a de maniére &videnteg(__K' et h < h' = D@, M })K,h"*-*@({z,{Mp},K',h')
p .

( "y, : *© .

C car PK,h(f) < pK',h'(f )). On munit CC(Q, {Mp}) de la topologie

limite inductive de QD(Q, {Mp},K, h) et on note %Q(KL {Mp}) 1'espace
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vectoriel topologique obtenu. C'est 1l'espace des fonctions ultradiffé-

rentiables A support compact de type Roumieu, associé 3 la suite {Mp}

b) Soit K 1la fermeture d'un ouvert relativement compact de { .
On note CW(Q, {Mp}, K) 1'espace vectoriel des fonctions ¢ , prolon-

o]
geables 3 un voisinage ouvert de K en une fonction C , f , telle

qu'il existe h pour lequel (f) < +» ; on note P h((b) = (H),
1]

Pr,h Pr,h

et cecli ne dépend pas du choix de £
. *
Soit h €R, , on note

¢ (@, MK, ) {6e c (@, 3,0 | (¢) < +}

Pg,h

muni de la norme , c'est un espace de Banach noté ?&Q,{Mp},K, h)

Pk, h

Si h € h' s O a ‘5(9, {Mp}, K, h)c") Z‘/(Qs {Mp}s Kp h') (Car pK,h £ PK,hv)

On munit donc Cm(Q, {M }, K) de la topologie limite inductive des
27 p
espaces de Banach Z?Q, {Mp}, K, h) , et on note aiﬂ, {Mp},K) cet
espace vectoriel topologique .
On note Cm(Q, {Mp}) 1'espace vectoriel des fonctions f,Coo sur § telles
que, pour tout K , fermeture d'un ouvert relativement compact de  ,
on ait f,K dans C (Q, {MP},K) . C'est l'espace vectoriel des fonctions
ultradifférentiables du type Roumieu. On le munit de la topologie limite

projective des ZQQ, {Mp},K) par -rapport aux applications de restriction

-~

4 K et on note Z?Q, {Mp}) cet espace vectoriel topologique.
Le dual de Ziﬂ, {Mp}) s'identifie au sous—espace vectoriel

de ED'(Q, {Mp}) formé par les ultradistributions & support compact.

Rappel. Si la suite {Mp} vérifie (M.2)' , pour tout B e N , DB

est une application linéaire continue de EQQ, {Mp}) dans lui-méme.

Remarque.
- y
Si une série I u. de fonctions de (8, {Mp}) est telle
3=0

[oe]

(u.) < +o , alors cette série

que\/KsE,;lh>O tel que EpKh]

i=0

'\.tﬂ B
converge dans ( (9, {Mp}) ; la condition peut encore s'écrire d'aprés
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la définition des Py h

. [
Vrker,ln>0,3a>0:Vxe K, Vaen? sz !Do‘uj(x)l < A'h’alMla‘
j=0

En effet

[o o]

I ™ 8

si X Pg h(uj) < +o  alors uj converge dans Z?Q, {Mp},'K, h)
’

j=0 j=0

bt o
Donc X/K.E E, 3 h>0 tel que (I uj) converge dans €(Q, {Mp},K, h)
3=0

[e o]
Par conséquent, d'aprés la définition de la limite inductive, z uj
j=0

converge dans (S, {Mp}, K) , pour tout K € E

ZiQ, {Mp}) étant la limite projectivre des Z?Q, {MD}, K) , KeE alors
_ I
)X

ug converge dans -é(Q, {Mp}) .
; .

0

a) On note C(2, (), = () 7@, M I,K B et J@ (),K
c P o © P P
la limite projective par rapport & h eiRI des ED(Q, {Mp}, K, h)

On note C (92, (M )= U @, M), K et D@, M)
¢ P K compact P P

la limite inductive par rapport a8 K -des 59(9, (Mp),K) . C'est 1'espace
vectoriel topologique des fonctions ultradifférentiables & support
compact de type Beurling, pour la suite (MP)

Le dual fort de QQ(Q, (Mp)) , noté §§'(Q, (Mp)) est 1l'espace
vectoriel topologique des ultradistributions de type Beurling pour la

suite (M)
P

b) Si K est la fermeture d'un ouvert non vide, relativement
compact de § , on note Cm(Q, (Mp)’ K) 1'espace des fonctions ¢ ,

prolongeables 3 un voisinage ouvert de K en une fonction f telle que

Vn>o :

<
pK’h(f) +00
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On note p @) =p (f) (définition indépendante du choix
K,h K,h

de £).

Muni de la topologie limite projective par rapport -2 h, cet

- ¢ *° *
espace est noté (%, M), K) , on note C7(@, () = c”@, (1) ,K)
K ¥4

et ZQQ, (Mp)) la limite projective par rapport 4 K des ¢(Q, (Mp),K)

C'est 1'espace des fonctions ultradifférentiables de type
Beurling, relatives 3 la suite (Mp) . Son dual s'identifie au sous—espace

vectoriel de ' (Q, (Mp)) formé par les ultradistributions & support

compact.

Remarques.

- e, <MP>C9<9, D)

- si (1) verifie (LD et (L.3)' , 2 @CQ' @, (1))
et D' @C Y (@, )

4.~ Qgérateurs ultradifférentiels.

Définition (I.4.1).

o

Un opérateur P(D) = [ ) a, D, a, € C , est dit ultradif-
al=0
férentiel de classe {Mp} (resp. (Mp)) sl et seulement s'il existe
des constantes positives L et C (resp. pour toute constante positive L,

il existe une constante positive C) telles que

o]

Vo en™! laISC;]fr-
| * ol

Proposition (I.4.1).

Supposons que la suite (Mp) satisfait la condition (M.1)

Alors

s o]
. . +
pour toute fonction entiére P(§) = | )X aa Eu , & ¢ " !
a|=0

les conditions suivantes sont &quivalentes.

(a) 11 existe des constantes positives L et C

(resp. &/IJ >0, C > telles que
q

i : !a[ .
VOL E]Nn+1 la l < C L
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(b) Il existe des constantes positives L et C
/
(resp. \7 L>0 ,EJ C > 0) telles que

Veed™ |p@)] cc expulel) .

Preuve :
(a) => (b)
o O60 1 “n
en posant |&| = IEOI ]gll lgni nous aurons
- el e aleby,
I lag’] £¢C = —
E:_Nn+l o4 o n+] M]ul MO O‘{FanH M]u]

d'aprés la définition de M(p) nous avons

allelplel

exp M(L]|E|l) = sup_.,

oat "ol
Par conséquent
[ve) C oo
o fafl%e—( T 27100y exp mear] 1] 1)
laj=0 My laf=0
n+1
= E—5 . exp mal gD
M
0
b)) => (a) .

Soit PD(0O,r) 1le polydisque de centre 0 et de rayon r = (ro,rl,...rn)

I1 résulte des inégalités de Cauchy que

| n o,
]aal < — sup |P(&®)| , avec e SN I
r> EedPD(0,r) j=0 J
Si on prend ry=r =...=r =p ,on trouve, en utilisant 1'hypothése

c | l exp(M L vVn+l xp)
< —— expM L /o¥T p) = cM L Vor1)!®

|a

¢ p[ocl (M L Vo+l XQ)WOL‘
exp M(p)
Comme ceci est vrai pour tout p > O et que M_= inf 5
p p

(d'aprés M.0 , M.1)
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on a
ol
la | c ceom 1 v/or1) W ix M
o o
C.Q.F.D.
Donnons certains rappels que 1'on utilisera par la suite.
Rappels.
Lemme. (Komatsu []3] , D.55)
Supposons que (Mp) satisfait (M.1) et que mp , m(A) et
.M(p) sont définis comme dans 1) ,
Alors les conditions suivantes sont équivalentes
c
(a) & — <+
m
p=1 'p
(b J 2D ar < 4w
0 A
rm
© | MR <o
0 p
N
(d) I ]<+oo
5 P

Ces conditions impliquent les conditions suivantes

. P
(a') lim — =20
preo Tp
(')  lim %&)—} 0
A->+00
(c') 1lim M) _ 0
oo P

Proposition (Komatsu [13] , p.51)
La suite {Mp} satisfait (M.2) si et seulement si il existe A
et H>1 tels que

2 M(p) < M(Hp) + log(A MO)
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Proposition (Komatsu [13] , p.57)

Si Mp satisfait (M.1) et (M.3) , on a :

TMO) gy

Voo pJ mdks(A+])M(p)+ml J :
0 o A

Propostition (I.4.2)

Supposons que (Mp) remplit les conditions (M.1) (M.2) et (M.3)

Si une fonction entiére P(£) satisfait les conditions

(C]) P(£) a une factorisation d'Hadamard :

n(0) o

PE) = a g I
k=n(0)+1 k

(CZ) I1 existe des constantes positives L et C
(resp. \/I,> O,'E C > 0) telles que

p
Vpe (IR*)’L , N(p) =J Il~9-)—;P—(—O—)-dxSM(Lp) + Log C

0

oi n()) est le nombre de zéros Cp vérifiant |CP[ < A

Alors
P(E) satisfait la condition b) de la proposition (I.4.1).
Preuve :
\v/ *
On suppose que V k e N : Ick+l| 2 ‘Ck] et que P(0) =1
Nous aurons alors
Log sup !P(g)l = Log sup ( IT. Il - E£| )
l€]=p 1E]=p k=1 k
[e0]
= 7 Log sup ll - EE
p=1  [E]=0 k
[ee]

N

P
L Log(l + T—mT )
=1 Ck
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I1 résulte de la définition de n(\) que

\f'k 21 , n(l) = constante dans les intervalles [jckl"ck+l'l

n(}A) é&tant une fonction croissante, constante sur les intervalles

1ol
Si

C est sa partie continue alors nous aurons

, admettant des sauts S, = 1 aux points C

k

A A 0
Log(l + Q)dn(k) = Log(l + E)C'(X)dk + T Log(l + )
0 A 0 A P lc
|
|c_|<A P
P
mais C' @&tant nulle presque partout alors
A 9 e
J Log(l + X?dn(k) = I Log(l + )
P
0 lc_|
lc_|<A P
p
d'oii
J Log(l + %)dn(k) = lim ( L Log(l + P )
0 : Arteo D |Cp|
lc_|<A
P
= X Log(l + P )
=1 C
p [ N
Soit 0 un réel fini alors :
) - L
o] -~ o} o] Az
J Log(1l + %)dn(k) = t?og(l + %bn(ki} - J n(A) di
0 o Jo ,,p
A
o a0
= Log(l + g) . n(o) + pJ —_—dA .
0 A(A+p)

Nous avons donc :

o o N(0) g N
J Log(1 + %)dn(K) = n(0) Log(l +2) + ——— + p’[ _
0 o o+ 0

AUS
uLE
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g n(d)
l:car on a N(o) = [ dh et

0 A
g n(}) 1. N (o) g N
[ . — dx = + [ 5 1
0 A A+0 o+p 0 (A+p)~ -
© N(p) :
Puisque J »—5—-dp < + o alors il résulte des rappels que :
0 p
o N(0) 0
lim =0 et lim n(o) Log(l + 6) =0
g->+oo p+0 O->+oo

On a donc en faisant tendre O Vvers + o

Log (1l + 2 Y =p dx

: Jw N(A)

1 ™ 8

0 (\p)>

Or d'aprés 1'hypothése (C.) J L»0, g C >0 (resp. \/1.> 0, 3 C>s 0)

2
tels que :
N(p) € M(Lp) + Log C
o o M(L A) ©  dX
donc I Log(l + 0 )y £p — d\ + p Log C . J -w———?
p=1 ICPI 0 (A+p) 0 (A+p)
o M(L X)
=p - d\ + Log C
‘0 (A+p)
o o M)
= =~ —————— d)\ + Log C
L A 2
0 (£'+O)
ou encore
© Lo M(M) g+ M(X)
% Log(l + P ) € Lp { 5 dx + Lp J —wi—-dk + Log C
p=1 lcp] 0 (Lp) Lp A
I1 résulte de la proposition [?omatsu [13} ,P.57| citée dans les

rappels que (car (Mp) vérifie M.1) et (M.3))

——3-dk < (A+1) M(1p) + m —5 dx

40 M(A) o M(Q)
| 3
Lp A 0 A
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Lo M(A)
en remarquant que Lp J 5 dA € M(Lp) (car M{(p) est croissante)
0 (Lp)
nous aurons alors :
oo 0 M(A)
L Log(l + o ) € (A+2) M(Lp) + Log C + m, J —»§-dk
p=1 ]cp| 0 2

(A+2) M(Lp) + Log C'

M) wvérifiant (M.2) 11 résulte alors de la proposition (3.6)

I[Fomatsu [li], p.SZ] en 1'applicant plusieurs fois de suite, qu'il

existe des constantes positives B et H telles que

(A+2) M(Lp) + Log C' < M(B Lp) + Log(H C')

0
donc Z Log(l + 0 ) € M(B Lp) + Log(H C")

=] c
p | >

Pour un P(E) quelconque, si & = 0 est un zéro de multipli-

P(E)

cité n(0) , nous avons en posant P' () = n(0)

P'(O) =1 .

Par conséquent

Log]sTp IPr(&)] < M(Lp) + Log C
El=p

ou encore

LoglsTp |P(&)] < M(Lp) + Log C + n(0) Log p .
gl=p

Mais d'aprés la définition de M(p) nous avons

\/p >0 M(p) > Log p -~ m, > Log p - Log AH (d'aprés M.2)

1

Par conséquent

LongTp |P(£)] < M(B Lp) + Log(C' H)
El=p

C.0.F.D.
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Remarque 1.

On peut démontrer l'implication dans 1'autre sens.
Remarque 2.

I1 résulte de la proposition ci-dessus que si (Mp) satisfait

les conditions M.1) (M.2) et (M.3) alors les opérateurs :

n(0) Il (1 + 2—0 sont ultradifférentiels de classe

p=n(0)+1 p

P(D) =D

(Mp) (resp. {Mp}) si P(£) remplit la condition C2

Corollaire (I.4.1).

Si (Mp) vérifie M.1) (M.2) et (M.3) . Alors pour tout H > O

o]

1'opérateur P(D) = I (1 + L D) est ultradifférentiel de classe {Mp}
™

p=1 P
Preuve.

m
Si n()) est le nombre d'indices p : —Evs A alors nous
H ]

aurons n()\) = m(H))

(0 n(d) p m(HA) Hp m(}A)
Donc N(p) = J dx = [ - d)\ = J e d A
0 X 0 - 0 X
= M(Hp)

‘ Par conséquent la condition (C2)
|

L =H et C =1

est satisfaite pour

Donc P(D) est ultradifférentiel de classe {MP} .

C.Q.F.D.
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Proposition (I.4.3).

Soit (Mp) une suite de réels positifs satisfaisant (M.1) et telle
que : \/I,> 0 ,A] c>0 . &/p eN p!<¢C 1P Mp ((Mp) > (p!))
Alors

un opérateur ultradifférentiel de classe {Mp} (resp. (Mp)) est un
opérateur linéaire continu sur 1l'espace de Frechet O(V) des fonctions
holomorphes sur V , pour chaque ouvert V de "

Plus précisément, il existe des constantes positives L et C

(resp. VL >0 ,E[ C > 0) telles que

[P(D) F(Z)l £ C exp M (%9 sup [F(Z')l
Zi_zi|<t

i=0,n

Pour toute fonction holomorphe F(Z) définie sur un voisinage du

polydisque {2' ¢ c” |Zi - Zii <t , i=0,n}

Preuve.
0

Soit P(D) = )X a, Da un opérateur ultradifférentiel de
lo[=0

classe {M } (resp. (M)).
p p
Alors
_‘_]L'>O,:J c'>o0 (resp.\V/L'>O,HC'>O) tels que

ol

Yo e ! la | < ¢’
o
M
|
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En utilisant les inégalités de Cauchy nous aurons

‘al!

n+1 o
Vo en™! p* 7@ < ol (5P |F(z") |
£ |zl-g,|<t
i7i]
i=0,n
donc i[
L', jo
o o ¢ « & lalt 1,
)X la D F(B)]| < — ) sup [F(z")]
la]=0 M, | laf=0 Mg |2}-2. [t
i=0,n
L
o (1) (:"-]g—~>'°‘| Jaf t M
g sup sup IF(Z')I
'—
M, a M|0t| lzi fi_
1=0,n

Coome (M ) satisfait M.1), et (Mp) > (p!) . Alors

21", |a
G lalt Mg x oL
sup " = exp M (T)
o MIOL'
Par conséquent
?(n+])C' .
’ 2
P(D) F®)| ¢ ———— . exp M () suwp  |F@EN]
M [2!-%. [<t
0 i1
i=0,n
£ C exp M (%Q sup |F(Z')|
1
]zi %, |<t
1=0,n

5.- Hyperfonctions.

. . +
Soit § un ouvert non vide de r" !

n+1 (Vv,0) 1e (n+1)1eme groupe de cohomologie

A
On note ~3(R) =H
relative de V modulo V- , & valeurs dans le faisceau 0 des fqnctions

. n+1
holomorphes sur V , ouvert de Stein de € contenant §! comme

sous—ensemble fermé. Cette définition est indépendante du choix de V .
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n
Si Q= 1T Q , avec § ouvert de R , on a plus simplement
k k
k=0
n

, @(kgo(vg\ﬂk))
B - —

jio @((V]\Ql)x = X(Vj—f\Qj—l)x Vj x(Vj+l\Qj+])x - x(V;\Qn))

On montre que tout espace d'ultradistributions s'identifie & un sous-espace

vectoriel de EﬁKQ)

11.- SOLUTIONS NULLES ULTRADIFFERENTIABLES DE CLASSE {Mpl__.

1.- ghoix de la suite fj

On pose
f+°° oo -1
£ (y) = ! | L _ 1 a+&8y &g
oMi /=0 (1+E)° p=1 o
i-1
(y (y—n)
4 f-(Y) = fo(n) dn s j = ]’2’-
J o G-
£, = £ () = -1,-2
5 N , 3 2y

0
D'aprés []6] f0 £ R, {Mp}) et vérifie

i) f,=0 sur ]-, 0]

ii1) O £ supp fO

Pour j 2 1, fj est la primitive d'ordre j de f0 , s'annulant
(j~1) fois en O

Pour j < 0, fj est la dérivée d'ordre (-j) de f0
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La suite fj vérifie

V" e Z f! = f, .
] h| i-1

I1 résulte de la définition de ZfGR, {Mp}) que pour tout R > 0

3 h>0, ] ¢ >0 tels que

Vye [-R,R] ,View ]f_j(y)| = lf(j)(y)l < ¥ nd M

Pour j € N nous avons

| ;
Vye [RRl, lg,] < sup £ ()]
it Inlsr
L lyl?
£ C—
j!

2.~ §olutions nul1g§_u1tradifférentiab1es de classe £Mp}

La majoration de la solution formelle donnée dans le chapitre II
et les rappels donnés en détail dans le paragraphe I de ce chapitre vont
nous permettre de faire converger notre solution formelle

(o]

Y(x) = I Yj(x) x (f

. 0 ¢) (x)
j=0 .

. -1 m . P
dans un certain espace [Zkﬂ, {Mp})J . De maniére plus précise nous

avons le théoréme suivant :

Théoréme :

Soit X wune variété analytique réelle de dimension (n+l1) ,

h un opérateur différentiel matriciel sur X d'ordre ¢t ,

S une hypersurface analytique de X réguliére en a , caractéris-
tique pour h

Si h et S vérifient les hypothéses du théoréme 1, il existe QO
voisinage ouvert de a et Y € [@w(ﬂo,{Mp}jjm , solution nulle

de h pour S en a , pour toute suite (Mp) vérifiant (M.0) ,

M.1) et (M.3)'
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Preuve.
La démonstration de ce théoréme consiste & prouver l'existence
n+l
d'un ouvert QO de R tel que pour tout compact K fermeture d'un

ouvert relativement compact de § , il existe des constantes positives

A et h telles que :

anlod

VBe{l,....,n}, Voen™, sup . |p® (Y ()% (£00) )| < Mg |
xeK j=0
le probléme étant local, on choisit une carte locale telle que :
‘ o(x) = x! et a = (0,—,0)
0 2
On pose x' = (x ,X ,...,X )
D'aprés la proposition (II.1) du chapitre II si
e o]
B o, B
5,(x) = I 1D (Y, (x)%(£.00) (x))]
t e ] J
J—O
B o' B ~
(x) = [- Z C 1| D ! D Yj—B ]| - £, o &D]
oy +oo o ) B '
n
P = o CRTDIEE S S O T IR EY Y
j=oo. B =0 T o 1
1 1
nous avons
B B B
sa(x) < sa(x) + soc(x)
Majorons gg(x)
Il existe h > 0 tel que
a . . -j
B v 38 8 1 e olol
s, < | x oclc ———-——-——-—-—-——J.¢><(j+{oc|)!>< T+
j=0 |_Bl=0 1 (r-t(]x])) lr-t(|x|) ]
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. Y N
En remarquant que (Mp)::)(p!) ie H B, L >0 tq\V/p eN, p! < B LP Mp

. ] . n
On montre qu'il existe une constante H telle que

B i el B C,
Sa(x) g | X X M|a|
r—t(lxl) r—t(|x|)

"
Ny
Majorons cette fois Sg(x)
. 1
Si x est tel que C [x | + t(Jx])< r

nous aurons

", C o(1+¢c) ||al]
gg(X) g ]1 x ] (Ja]) !
r-C|x' |-t (|x]) r-c|x' |-t (|x])
ou encore
\
B 8 € \ pL(1+C) o]
5o (%) < I A i "M
(r=c|=! |-t (]x]) r—c|x!] -t (%))
En notant Q, = {x e R%! . C|x1]+t(|x|) < r} alors nous avons, pour

tout compact K(::QO, 1l'existence de constantes A et H telles que

0
z
i=0

\/B £ {1,...,m},\V/x £ K,\/OC E]Nnﬂ Ia (x)DOLY}?(x) g AHIOL[M
~ a j o]

Remarquons que

) =

Y?(X)X(fj od(x) =0 sur S = {x : x < 0}
]

1™ 8

0

et Yl(o,x') = Y:)(O,x') X fo(xl) = fo(x])

[ g
Donc Y  est bien une solution nulle appartenant 3 lzﬁﬂo, {Mp}{Jm

C.0.F.D.
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Remarque.

Le détail des calculs de cette démonstration est donné

dans [14] .

T11.- SOLUTIONS NULLES ULTRADISTRIBUTIONS.

On suppose que la suite (Mp) vérifie (M,0) (M.1), (M.2)

et (M.3)

1.- ghoix de la suite fj

Posons

®O(Z)

zJ—] N 1 1
®j(z) —_ [Pog z - (1l + =+ ... + 7:3)] s 3 = 1,2,...

G-1)! 2 ]
®j(z) = @é_j)(z) 5= =12,

oii Log z est définie sur le domaine de Reiman :
D={zel :-0<argz < 20+0} , (© > 0)

Les ®j sont holomorphes sur D et vérifient

Viez 0} = o

La fonction 2z Log z est bornée sur {z € D : lzl <

R, R>O0}

Rappelons un résultat essentiel pour la démonstration du théoréme

qu'on donnera par la suite.

Théoréme (Komatsu []5] s, P.97)

Supposons que (Mp) vérifie (M.1) (M.2) (M.3)
*

M) M p!

) C o pt))

Soit F(x+iy) wune fonction holomorphe sur VF

condition suivante :

(et que

satisfaisant 1la
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\f‘K compact dans £, \/ I'' sous-cOne fermé de T ,
\/I,> o, ] c>0 ,—1 o > 0 telles que

. * L
sup |F(x + iy)| € C exp M (T—T)
xeK y

si yeTI' et |lyll <a .

Alors la valeur au bord, F(x + i I' 0) de F au sens des hyperfonc-

tions est dans ' (Q, (Mp))

s -
ol I' est un cOne convexe ouvert

V un ouvert de Stein
Vp = ® + in)v

L a-=" v

i
(1 - — D)
1 P

Soit P(D) =

"= 8

p

d'aprés ce qui précdde P(D) est ultradifférentiel de classe {Mp} .

Posons

Vicaz b;(2) = -ETII-;P(m @) (2)

la suite (¢j) vérifie aussi :

Viez o=0,

I1 résulte de la proposition (I.4.3) de ce chapitre qu'il existe des

constantes B' et L' telles que :

Vzec: lz] < r et t < |z| on ait [¢j(z)‘ < B exp M*(%j) sup léj(W)l
|W-2|=t

j'z '
ou encore '¢.(z)( < (B' M) .(Zlfl) exp M*(LLJ
] (5-2)! -

* . . . e - .
M  étant semi~continue infé&rieurement sur ]O, +o| et croissante

on aura donc
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si zel , lzl € et j 32

j-2
EROTENGRY @lz]) o v &

GG-2)! | 2]

2.- §glutions nulles ultradistributions de classe (Mp)
On va démontrer le théoréme suivant :

Théoréme.

Soit X une variété analytique réelle de dimension (n+1) ,
h un opérateur différentiel matriciel sur X , d'ordre t ,
S une hypersurface analytique de X , réguliére en a |,

caractéristique pour h

™., M.2), M.3)

Preuve.

La démonstration de ce théoréme est donnée en détail dans

D'aprés le chapitre II nous avons r,C,p convenables,

%
) 3 1 2 n

Y]?’(x)‘<< Cl ¢l ————=;7 avec t(x) = px+ x +X%X + ... X
] [f‘t(X)]J

Y? se prolonge donc en une fonction holomorphe '%? sur

D= {ze " [zO « |2+ Izz + .o+ 2% <1}
e

et nous avons

B ; jt
7J.(z) <c

(r-t(2))3*!

-
Si =z ¢ D(\1I(E\JR) X Eﬁﬂ nous avons alors

Si h et S vérifient les hypothéses du théoréme 1 , il existe

voisinage ouvert de a et Y ¢ ES'(QO, (M,p):lm , solution nulle

S

de h, pour S en a , pour toute suite (Mp) vérifiant (M.O),

4] .
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o , c, clzm [« 2¢lz qj—z ¥ (Lo
| 2 P@x 4, @D ¢ —=——— x| 2 | —— 1 jG-D]e 2]
j=21 J [x-t(|z])] j=2|_ r-t(|z])]

pour z € ?50 = {z ¢ (C\R)x €" |2 Clz]'l + t(lz]) < £} alors

2C CZB'M

— 3 ¢ exp M
[x-2 c|z [-t(]z])] |z |

|.E2 ¥?<Z> x ¢j<z‘>l <

n+],

1
Soit QO={x e R 2 clx | + e(]x]) < r}

Si K est un compact de Qn

alors 3 € >0 tel que

Vxek r-—2C|xll—t(lx|)>€

1 .
Si y=(y0,y],...,yn) est tel que 2C|y|+t(|y|)<€ et si z =x + iy

on a

ZCI C2 B' M

*
exp M (

3
€ |

'L'

)
1
|

|.22 Y3 Geriy) ¢j(x‘+iy‘)| <
1=

d'aprés le théoréme (Komatsu [13] , P.97), énoncé précédemment, la valeur

au bord de cette fonction existe et est dans 8’(90, (Mp))

+ - ® . m
posons fj (x) = d)j =) - qu (x) . Alors jzo Yj X fj o ¢ e’:'z‘) (QO, (Mp)):,

et est une solution nulle de h pour S au voisinage de a

C.0.F.D.
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