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CHAPITRE O : INTRODUCTION 

Suivant une question qui m'a été posée par Monsieur le 

Professeur J.C. DE PARIS, j'ai essayé de construire une solution nulle 

dans l'espace des ultra-distributions pour un opérateur matriciel h 

d'ordre t , au voisinage d'un point caractéristique a , dans le cas 

dit H.F de J. VAILLANT [6] . 

On utilise la méthode de ka, reprise par H. KOMATSU dans 
le cadre des ultra-distributions [16]. 

Elle consiste d'abord en la construction d'une onde asympto- 

tique de phase @, pour l'opérateur h ; c'est l'objet du chapitre 1. 

L'essentiel de ses calculs était fait dans 161, [l] - .  . Il a fallu 
B préciser le calcul des coefficients de distorsion (Y.) , j 2 O  

I&B,<m 
de manière explicite afin de pouvoir les majorer. 

La deuxième partie consiste à montrer que que les 

B 
(Yj 

J i 2 O vérifient certaines majorations, on utilise pour 
1 B&m 

cela la méthode des majorantes, sous la forme particulièrement élégante 

que lui a donnée C. IdAGSCHAL [a. Dans la dernière partie, on démontre 
la convergence de l'.onde asymptotique dans l'espace des ultradistributions 

vers la solution nulle voulue. Les calculs sont analogues à ceux de [16] . 



CHAPITRE 1 : CONSTRUCTI ON D ' ONDE AS YMPTOTI QUE 

1) Cofacteurs. 

A 
soit (Hg) = H , une matrice carrée d'ordre m. 

liA,Bim 

Nous avons 

où S est le groupe des permutations de {l..,m et E la 
m a 

signature de a . 
définition (A.11) . Soit (Al,. . . ,A ) et (BI , . . . ,BI) des r-uples 

2 

de (1, ..., m) formés d'éléments 2 à 2 distincts. 

31. .Br 
Alors : 1 ' )  AAl..,A désignera le coefficient de 

r 

A 
dans det(H ) et sera appelé cofacteur d'ordre (m-r) de H B 

z O )  $B1***B Al.. .A r est la matrice obtenue en barrant dans 
r 

A eme eme 
(Hg) les ,...,A lignes et les BY,..., Br colonnes. 1 r 

Dans la suite on notera {Cl, ..., C } (resp Dl, ..., D ) m-r m-r 

le complémentaire de {A1, ..., Ar} (resp {B1,...,Br)) dans {l,...,ml 

Remarque: il résulte de (1) que 

BI.. .B r a (Dm, ) 
A ~ l . .  .A ... HD r OES m-r 

m 



Puisque le produit ne dépend pas de l'ordre des facteurs on 

supposera dorénavant que Cl < C2 < . . . < C m- r (resp D 1 < D2 < ... < Dm-r 1 

BI.. .B B1" .B r en fonction de 3 r 
1.1. Calcul de A Al.. .A 

Al.. .A r r 

A 
Considérons la matrice (K ) définie comme suit : B 

nous avons 

Remarquons que o E S v i  E { l , .  . . ,r} 
m '  

Donc 

1 T(A~) < r(A2) . < r(Ar) : m 
Soient , 

E Sm 
tels que 

T(Ck) = Ck, E {l,.-.,m-r) 



A Considérons la matrice (Ki ) = ) obtenue 

A en permutant les lignes et les colonnes de (Kg) . 
Nous avons alors d'une part.: 

et d'autre part 

A A det(Ki ) = E x E det (Kg) 
T T' 

Par conséquent 
r 

En remarquant que 
BI.. .Br 

 NA^. ..A~ B~.. .B r 
E E = (-1) Y 0Ù .A 

est le nombre d'inversions 
T T' r 

BI.. .Br 

de (A l...A 1 r 

Alors nous avons 

Convention : on convient que si les Al,. . . >A ou les 
r 

Bly...yB ne sont pas 2 à 2 distincts 
r 



2 . 1 .  F o r m u l e s  u t i l e s  d a n s  l a  s u i t e  

B I . .  .B r 
P r o p o s i t i o n  ( A . I .  1 )  : 

r j Al" 'Ar  

avec 6' s y m b o l e  de K r o n e c k e r .  
4 

P r e u v e  : O n  peut  supposer é v i d e m m e n t  A l ,  ..., A r e t  B 1 ,  ..., B r 

2 à 2 d i s t i n c t s .  O n  a donc 

B ~ . .  .B, a ( D 1 >  (DmT 

= L .... HD 
1. ' *Ar a € S m  m-r  

a @ . >  o ( D 1 )  o ( D j - l )  o ( D j + l )  0 (Dm-r 1 
= L HD 

J 
H ~ l  . . .HD 

H S . .  HD 
a c S m  j j - 1  3 + 1  m-r 

mgr Ca C o ( D l )  O ( J - ~ )  d D j + l )  0 (Dm-r ) 
= C Ho 'O H ~ I  . . .HD H ... HD 

~ = l  j a c S m  j - 1  D j + l  m-r 

m-r ca B ~ .  . . B ~ [ D ~ ]  

= a=i  1 H~ j A ~ l . . . ~  r c R 



B .. .B 
soit $ r Al" .A la matrice obtenue en remplaçant dans 

r 

%Bi*..Br , la eième colonne par la jème. 
Al.. .A r 

Alors nous avons, si j # R 

B .. .B - mfr HGk B . . . BrDL 
0 = det 9 l  - 

A~.. .A r k=l D j A~l.. . A ~ c ~  

Par conséquent nous avons 

C.Q.F.D. 

En échangeant le rôle des lignes et des colonnes nous aurons 

aussi : 

a) En prenant r = v  et Ai = B. = i, 1 É i É v  
1 

nous aurons, en chapeautant(resp. en surbarrant) les éléments de 

{ v + l , .  . .m) (resp 1  ,. . . ,v)),, et en utilisant la convention d'Einstein 



En prenant  r = v - 1 e t  

nous aurons 

A t A  
2') Bases de Ker ((Hg)) e t  Ker( (Hg)) 

A 
Supposons que (Hg) e s t  de  rang (m-v) e t  que . . .v 

e s t  l e  cofacteur  non-nul. 

- 
D'après l a  formule (4) nous avons pour t o u t  A E { 1 , .  . . , V I  

pour t o u t  E E {Z,  v + l , .  . . , m l  . 
Posons 



- 
Alors, pour tout A et E E {A, v+l ,... ,m) nous avons 

Les cofacteurs d'ordre (m-1) étant nuls nous avons alors pour tout 
m E B D et tout E E . m 1 H~ A- = O D il2 (A-> 

est une 
B= 1 D - 

A 1 ~ D i v  
base du noyau de (Hg) . 

En utilisant cette fois la formule ( 4 ' ) ,  on montre de la 

même manière, si on pose 

- 
t 

que {yF} - est une base du noyau de H (on dit aussi une base du 
1 $F$v 

noyau à gauche de H. ) 

3. - Résolution d'un système de m équations à m inconnues, de 

ran2 m-v 

A 
(HB) 1 CA, Bsm une matrice de rang (m-v) . 

Considérons le système suivant 

A ( H: YB) = (F 1 . (on suppose A::::: + 0) 
la condition nécessaire et suffisante decompatibilitéde ce système 

s'écrit : 

F A - rA F = O , 1 ( F 5 v (on utilise maintenant la convention 

d'Einstein. Si un indice est à la fois en haut et en bas, on somme par 

rapport à cet indice décrivant son ensemble de définition c'est-à-dire 



1 , .  m }  pour un indice ordinaire 1 , .  . pour un indice surbarré 

et {v+l, ..., m) pour un indice chapeauté). 

Si la condition nécessaire et suffisante de compatibilité est 

satisfaite alors nous avons, en séparant les inconnues principales 

A 12.. .v 
Puisque det (HA) = Al 2. . # O , nous aurons 

B 

OU encore 
A 

1 V 
d'où la solution en fonction de (Y ,..., Y ) 

11 - HypoXhi?a~il - No;ta;tionb. 

Soit X une variété analytique réelle de dimension (n+l) , a E X 

Soit S une hypersurface analytique de X passant par a. 

On note dans une carte locale en a 

O O 1 n x =  (x , xl) = (x , X ,. . .,X ) 
un élément de X . 



* * 
Soit T (X) = u T (X) 1 'espace fibré cotangent à X. 

X 
X E X  

On note (x,< ) avec 5 = (cO, cl,..., cn) un élément de 

T*(x) . 
Posons comme dans Cl] : 

A Soit h = (hB(x,a)) un opérateur différentiel matriciel 
l<A,J<m 

linéaire d'ordre t (t 3 l), analytique au voisinage de a. 

A A 
HB(xY 5) est le symbole principal de h B (x, a) si celui-ci 

l 
A 

est d'ordre t et O sinon (HB(x, S ) )  lsA,Bsm est la matrice caractéristique 

de l'opérateur h au sens de Cauchy-Kowalevski. 

7 - H y p o X h C ~ a  - dédinLtiam. 

det(H) (x, ) est un polynome en 5 , à coefficients dans 

l'anneau des germes de fonctions holomorphes en a. Il admet donc, dans 
cl 

cet anneau factoriel une factorisation de la forme C1 

"H (x, 511 s> s=l s 

avec Hs élément irréductible de l'anneau. 

On suppose que 

i 1) det H =  (H')'. Hl1 et (det H) (a,.)?! O 

1 2) S est totalement caractéristiques pour Hl et elle est 

l 
1 simple en a. 

I 3) S n'est pas caractéristique en a pour Hl' . 

la matrice H (x, grad $(x ) )  est de rang m-v au 

l...v 
voisinage de a et  al...^ (a, grad $(a)) # O .  



notation : si f est une fonction de (x, 5) alors on pose 
% 

f(x) = f(x, grad $(x)). 

définition (A 1.1.) Un opérateur différentiel matriciel linéaire k 

est dit bien décomposable par rapport à H' avec la multiplicité v si 

et seulement si il existe des opérateurs matriciels linéaires 

%,A ly...yA tels que : 
v 

2) la matrice caractéristique A de ho n'est pas divisible 
O 

par H'. 

L 

3) b'r E {l ,..., VI, k - 1 a (h'jVT est 
p = O P 

d'ordre strictetqent inférieur à (ord k - r) 

Cette définition généralise de manière naturelle la définition 

donnée dans [5] . 
définition (A.II.2.) S est régulière pour k en a relativement à 

la décomposition précédente si et seulement si S est non caractéristique 

en a pour ho . 

définition (A.II.3.) Si h vérifie det H = (HI)' H" on dit que 

h vérifie la condition 
(Do) v 

si et seulement il existe des opérateurs 

différentiels linéaires 
/ 

l...........V 
de symbole principal *i. %i~F+i.. .V 
et 

- - - l D 1  D+l-..v (B E ji,...rn) , D r {l ,...,VI) 
l...............v 

- 
1.. .B-1 B D+l.. .v 

de symbole principal Al ............... v 



tels que si 

l..............v ... hA hl 0-1 B 0+l ... v 
='l...(~-l) A F+l ... v B l... ............ v 

Alors 

k est bien décomposable par rapport à H' avec la multiplicité 

1 et S est régulière en a pour k. 

On suppose qu'il existe un voisinage de a tel que pour 

tout x de ce voisinage H1(x,5) soit un polynome irréductible en 5 . 
On note alors cP l'anneau localisé de IR[[] par l'idéal engendré par 

X 

H' (x, 

Pour tout x , il existe alors, [3] ,ql (x) ,... ,q,(x) entiers, tels 

que : ql (XI z q2 (XI 2 -. 3 qm(x) 

On rappelle que ces nombres sont tels que qr+l + Qr+2+- .+qm 

est la plus grande puissance de H'  qui divise tous les cofacteurs 

d'ordre (m-r) . 

définition (A.II.4) [6] On dit que h vérifie (HF)V si et seulement 

il existe un voisinage de a tel que pour tout x de ce voisinage 



(*) proposition (A.II.1.) 

Si det H = (H')' H1'(avec (det H) (a,.) f O) avec Ht(x, F , )  

irréductible en 5 pour tout x d'un voisinage de a , si il existe 

un cofacteur d'ordre (m-v) (qu'on supposera être égal Zi 

A )  non nul en (a, grad $(a)) et si S est caractéristique totale . . . 
simple pour H' , on a 

(D~)v <--> (Hl) (Hg) et (H.FIv 

Preuve. 

- - 
D'autre part si A E (1, ..., F-l,F+l, ..., VI on a 

et par conséquent 

 après (H.F) tous les cofacteurs d'ordre (m-v+l) sont 
- - 

1. ..D-1 D+l...v divisibles par H' , donc en particulier 
.F-1 F+l.. .v et par - 

w 
conséquent K~ - 

D 



On sait aussi, d'après (H.F) que l'un au moins de ces polynômes 
v 

n'est pas divisible par H' 
- - - 

F q,l...V 
Si A est un opérateur de symbole principal no - = Al . - 

O - D D D 

A = k - A h ' ,  qui est d'ordre strictement inférieur à l'ordre 1 O 

de k . 
Donc k est bien décomposable par rapport à Hf avec la 

Il reste à prouver que S est régillière en a pour cette 

1.. .v v-1 det (F) x (A1 . . .v ) 

1 . ..VI" 
donc det (A ) = 

( A l . .  .\) 1. ..v v-1 
O 

. det H.(Al . . . V  
) 

(Hf > 

qui n'est pas nul an (a, grad 4 (a)) d'après !Hl) et (Hz) . 

b) (DoIV => ( n , ) ,  (H,), L (H-F),, 

on a déjà det 11 = H". (Hf)' qui n'est pas identiquement 

nul en a et S qui est caractSristique tutale simple pour H' en a 



l . . . v  v  F+E Ai...D-i E+i 
donc ( H I ) '  d e t  (Ao) = (Al d e t ( ( - 1 )  - . . .v " * v >  l...F-1 F + l . . . v  

1. . .v  2v-1 
= (Al . . .v 1 d e  t (H) 

l . . . v  2v-1 
= (Al . . .v 1 H". ( H ' ) ~  

1. . .v  2v-1 
donc d e t  (Ao) = (A1 1 . H" . . .V  

S r é g u l i è r e  en a pour  l a  d6composi t ion impl ique  donc 

H1'(a, g rad  $ ( a )  = 2"(a)  # O e t  Yi'..v A l  . . .v ( a )  O . 

On a  donc (DoIV --> (Hl 

Il  r e s t e  donc à prouver  (H.F)V e t  (Hz) . 

l...D-1 D + ~ . . . v  
Comme H' d i v i s e  - - '1:: :: A l . .  .F-1 F + l . .  .v 

, q u ' i l  e s t  

1. . . v  
i r r é d u c t i b l e  e t  q u e  A l . .  .v 

n ' e s t  pas  d i v i s i b l e  p a r  H '  ( p u i s q u e  

y:::: (a) # O ) ,  on  a  donc H '  q u i  d i v i s e  t o u s  l e s  mineurs 

Comme H' e s t  i r r é d u c t i b l e ,  l ' i d é a l  engendré  p a r  (Hl)  e s t  

p remier  e t  l ' a n n e a u  q u o t i e n t  de IR[<] p  a r  c e t  i d é a l  e s t  i n t è g r e .  On n o t e  

IC s o n  corps  d e s  f r a c t i o n s ,  l a  m l t r i c e  H d é f i n i t  une m a t r i c e  a& 3 

c o e f f i c i e n t s  d a n s  c e  corps .  Il  e x i s t e  un mineur d ' o r d r e  m-v d e  @ q u i  

. V) 
e s t  non n u l  ( c e l u i  qui  cor respond  à l . . . v  

- - 
l...D-1 D+l. . .v 

Comme t o u s  l e s  mineurs  a s s o c i é s  à A l  - - s o n t  ... F-1 F+l . . .v  

n u l s  il en r é s u l t e  que l e  r a n g  de est exactement (m-v) e t  donc 

t o u s  l e s  mineurs d ' o r d r e  (m-v+l) d e  H s o n t  d i v i s i b l e s  pa r  H '  . 
A l o r s  d 'une  p a r t  on aura  : 

D O  => (Hl) 



et d'autre part, on aura,pour tout x d'un certain voisinage de a 

qv+ 1 (x) = ...... = qm(x) = O 

qv(x) 2 1 

on a nécessairement ql(x) = q2(x) = ... = qv(x) = 1 et par 

conséquent (H.F) . (H~) en résulte directement . 

(*) Cette proposition m'a été communiquée par J.C. DE PARIS. Je 

le remercie d'avoir permis qu'elle figure dans cette thèse. 

2 .  - F o m d e  de Le.ibni;tz p o u  un opéka-teu rncctruciel. 

a) Cas scalaire 

Soit h un opérateur différentiel scalaire linéaire d'ordre t 

ce qui s'écrit localement h = 1 a (x) Da. 
lalit 

a 

Soit I$ une fonction cm et f une fonction cm , une 

distribution ou une ultradistribution. f O $ désignera respectivement 

une fonction, une distribution ou une ultra-distribution. 

Pour une fonction y , cm , nous avons : 

D'après le formule de Leibnitz nous avons 

n+ 1 
Remarquons que pour tout a E (N 

avec 



Alors : 

de là il résulte que 

et un opérateur différentiel d'ordre B r (la-81 = la1 - 1 B I  d t - (t-r) = r) 

donc &i(x,~) est la multiplication par la fonction 
'L 

H(x) = H(x,grad $ (x)). 

T -6 
De même $' (x , D I  LY] = L. a 

@ @ ( r n l x ~  Y a (XI L Ca Ft-i 
4 t-lilalit B<a 

OU encore 

a < + Ax Y +  aa(x) Ft-l 

1 
k 

Si on note (x,~) la partie homogène d'ordre (t-k) 

de h alors nous aurotis : 



si on note pj (x) = aj~(x ., grad $ (x)) 

Par conséquent, si $ est caractéristique simple pour H , 

on a ;I&;(X,D) = pj a + p* 
j 

qui est un opérateur de dérivation le long des bicaractéristiques par 

te 
rapport à H des hypersurfaces $(x) = c 

Expression de dans le cas $(x) = < 5, x > 

nous avons ~ ~ ( f  O 4 )  = 5 a f(la/) 

donc Fa = O  si p < la1 et Fa = t a  
P lal 

or_ aura donc 

si on pose a - 8 = y 



Soit maintenant T 2 t ; on a h(y x f O 4 )  = 
r=O 

avec BTpr = O pour O s r c (T-t) - 1 
@ 

et 

pour T-t < r i T 

Remarque 1 : =$: , O " '" t 9 

Remarque 2 : soit T2 2 Tl 2 6,alors Pour0 - r c T 
1 

b) Cas matriciel 

A 
Soit h = (h ) un opérateur différentiel matriciel linéaire 

B 

d'ordre t (t ; 1). 

A 
Nous avons alors 1 ( A, B $ m ord h 5 t , et 

B 

d'après ce qui précède 

En posant r = &A,,,, 
4 B +  ) I ~ A , B ~ ~  

nous aurons 

t 
h ( ~  x f O O = 1 $;(Y) x f (t-r> 0 + 

r=O 

avec ord 8&: r . 

Formule de composition. 

Soient h et h deux opérateurs différentiels matriciels 
1 2 

linéaires d'ordre t et t respectivement. 
1 2 

Soit h = h O h 
1 2 .  



Nous avons alors 

De maniire générale si hl, h2,...,hk sont des opérateurs 

différentiels matriciels linéaires d'ordres tly t2,...,tk respectivement 

et si h = h O h O ... 1 2 O hk nous aurons alors : 

Par conséquent %; = 1 gr' 0 gr2 0 
r +...+ r =r 1 ,Q 234 

O dk 
k9 Q 

1 k 

Ce qui est une !génération au cas matriciel des formules de ([2] ) 

7 1  1. - ComA;rucdon de lu hoLuXion   oh me fie. 

La condition 
(DoIV équivaut à dire qu'il existe des obérateurs 

différentiels matriciels linéaires h , hl tels que : 
'L 

k = A. h1 + h , avec det Ao(a) # O et 
1 

ord(k - A hl) = ord h l  < (2(m-v) + 3)t O 



Nous avons 

l'ordre de A l  étant strictement inférieur à celui de k il résulte 

ordk,O - O 
des propriétés des opérateurs associés que (A 1 )( 

- 

'L 'L 
Par conséquent go 4 = A. H' = O 

De même 

ordk, 1 

Par conséquent au voisinage de a , nous aurons : 
'L ord(kl)-1 ,O 

en posant A l  = (hl) l 

Soit {fjljEz une suite de fonctions, distributions, ou ultra 

distributions sur R , telle quev j E Z. f! = fj-l 
J 

On veut construire maintenant une solution fcrmelle, de la 
m 

forme ~ ( x )  = L Y.(x) x f.($(x)) , de l'équation (+) h(x,a) Y(x) = 0 
j =O J J 

h(Y) s'écrit formellement 
m 

~(Y)(x) = 1 h(yj x (fj0m>) (4 
j =O 



En choisissant les Y de telle manière quet/ j 5 O F = O 
j j 

alors Y sera une solution formelle de (*) . 
- 

Calcul de y B  en fonction des yD 
O O 

La lère équation s'écrit : 

- - 
...O- 1 g O+l ... v ... D-1 D D+l...V 

en posant D~ - = 
D *l...v 

"1. ..F-i F F+i. ..v - 
*i. ..F-1 A Ï ? + l . .  .v 

Gf; = 
il.. .v 

nous aurons, d'après le 5 1. 

B D 
Calcul des Y: en fonction des Y. et Y I  

la 2ème équation s'écrit 

la condition nécessaire et suffisante de compatibilité de ce système s'écrit : 

OU encore 



1L 

A étant inversible au voisinage de a alors la condition 

de compatibilité pour la 2ème équation s'écrit 

O 
En supposant que p (a) # O, alors avec les conditions initiales 

suivantes 

- - 
l X n ) = ~ D  , l ~ D < v  y ( 0 , ~  ,x y .  * y  

O 1 
- 

où 6D est le symbole de Kronecker. 
1 

Le théorème de Cauchy-Kowalevski nous assure l'existence d'un 

- 
Y. analytique au voisinage de a et par conséquent l'existence d'un Y. 

analytique au voisinage de a tel que %;(yo) = O et que la condition 

de compatibilité soit satisfaite. 

La solution de la 2ème équation s'écrit alors : 

Q 1  ... V B  
B  

avec W = - 
1 

v 

En posant sr = (fByr) = - 
C 

... v 

nous aurons W; = 3;' (Y!> . 

Formule de récurrence. 

Les deux premières équations nous donnent 

r - 
D 

Y = D- Y. 
O 

D 
- 

1 Y 
0 = 

K$ (T-3 
A l , .  .v 

- 
D 
Yo(O> X') = 



- - 
on pose / W g F y r  = - %A,' 

A B,+ 

On montre par récurrence la propriété (Pj) 

(pj j ( Si ?j-l est solution du problème de Cauchy 
- 
Y. %l.. .v 

- . . .v - 
YD (Oyx')= CsD x 6 0 j-1 1 3-1 

Alors la (j+l) 
i ème équation est compatible et on a 

- 
D 

Y = D  Y . + W  
j D J  j 

Supposons Po, ...,P ,vrais, on démontre 
j 'j+i 

l'équation. d'ordre (j+2) s'écrit 

la condition nécessaire et suffisante de compatibilité de ce système 

s'écrit : 

OU encore 

1 2 J )=g1 - (W:)+"*'f B -;q/t,j+l) - 
"~l. . .  v kY (Ql,..v 9 B (Yj+l-r 1 
A l .  ..v D * +  A,. * "  

r=2 

ceci s'écrit encore 

ceci s'écrit localement 



Avec les données initiales le théorème de Cauchy-Kowalevski 

- 
nous assure l'existence d'un Y analytique au voisinage de a , et 

j 
par conséquent l'existence d'un Y analytique au voisinage de 

j 

a (d'après (P.)) la condition de compatibilité étant satisfaite, 
J 

on trouve donc 

ce qui termine la démonstration de (P. ) 
~ + 1  

Ainsi on vient de construire une onde asymptotique dont les 

coefficients de distorsion sont analytiques au voisinage de a. 

Remarque : les Y sont analytiques sur un même voisinage de a 
j 

car leur intégration est ramenée à l'intégration d'équations différentielles 

ordinaires le long des bicaractéristiques. On retrouvera d'ailleurs ce 

résultat dans le chapitre II, en montrant que les Y possèdent des 
j 

majorantes définies sur un même polydisque de centre a. 

IV. - Une 2ème mé;thode poux c d c d e x  une onde anyrnptolique. 

B 
Soit A la matrice des cofacteurs d'ordre m-1 ie A = (A ) 

A liA,B<m 

définition (1.11 1 ) .  h vérifie (D)V si et seulement si il existe 

un opérateur différentiel matriciel linéaire a de symbole principal 

A , tel que h O a soit bien décomposable par rapport à H' avec la 

- multiplicité v . 
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Proposition (I.m.1) si h vérifie (H.F)v , h vérifie (D)v 

Preuve. Remarquons que [II A est divisible par (HI; -' ; 
v-1 

donc A = ( H 1 )  B. 

où B(x,S) est analytique en x , polynomiale en 5 de degré : 

m - 1  - v - 1  , si T est le degré de H '  (x,  5). 

Nous avons HA = AH = det H . 1  = ( H ' ) ~ . H " . I .  

OU encore 

v -1 
H. ( ~ l j ) - l  B = B H = (H1)V-l .  . H ~ ~ ~  

d'où 

Soit b un opérateur différentiel matriciel linéaire de symbole 

principal B, h'  opérateur de symbole principal H '  et h" un opérateur de symbole 

principal Hl' . 
Nous avons alors ord(hob - hl'h' 1 )  < mt - (v-1) T . 
Soit a = b ( h l )  

v-1 . Il a pour symbole principal A. 

Posons R = h O b - h" h '  1. 

Nous avons alors 

a O (h ' )V- l  = h O b O ( h ~ ) ~ - l  - (hl ' I )  (h ' )v - l  

ou encore 

h o a = (11~~1) (hl)' + a  o (hl)'-' 

ord(h O a - (hl 'I)  (hl)') < mt . 

Calcul d'onde asymptotique 2 pour opérateur bien décomposable. 

Proposition (1,IV. 2) 

Si b est un opérateur différentiel matriciel linéaire bien 

décomposable par rapport à H '  avec la multiplicité v alors 

9$ = O pour 'O: k( v - 1. 



Preuve.  S o i t  tb l ' o r d r e  d e  b .  

v  Par  hypothèse  b = Ro(h l )  + e l  (h ' )v - l  + a * *  + 

Nous avons  a l o r s  

Il r é s u l t e  des  o r d r e s  d e s  o p é r a t e u r s  b e t  d e s  p r o p r i é t é s  R 

d e s  o p é r a t e u r s  a s s o c i é s  que pour  O < k i v-1 nous avons 

mais (v-r)  é t a n t  s t r i c t e m e n t  s u p é r i e u r  a k-r pour O s k s v-1 , 

a l o r s  il e x i s t e  -1 i < v-r t e l  que r .  = 0. 
1 

r .  % 

Par  conséquent  (h '  ) = H' = O ; c e  q u i  e n t r a î n e  

3 tk-r k-r = O pour  t o u t  O < r s k.  
r ,  @ 

Par  conséquent  a:=O. C.Q.F.D. 

Pour r 3 v nous avons  

Donc pour  r = v , nous aurons  



'L 

du fait que H' est identiquement nul au voisinage de a 

v % 11 v-k 
alors qv = 1 L ~ .  [(il')+ 

,=O - 

Puisqu'il existe une carte locale telle que 

alors aV s'&rit 
4 = i ;*(oojv-k 
-4 k=O a x  

CO 

Soit Z = 1 Z x(fj O 4) . 
j =O j 

Soit b un opérateur différentiel matriciel linéaire, d'ordre tb , 
bien décomposable par rapport à H' avec la multiplicité v ; et 4 carac- 

téristique réelle totale simple pour H' , régulière en a pour cette 

décomposition. - 
Nous avons alors, avec un calcul semblable à celui fait 

précédemment 

En choisissant les Z de telle manière quef! j >, v, F = O 
j j 

alors Z est une onde asymptotique 

F~ = O s'écrit 3; (z ) = 0 
O 

Fy+l  = 0 s'écrit 3' (z*) + 2; (zo) = O 4 



De manière générale Fv+j = O s'écrit 

3 ;(X,D) est un opérateur différentiel ordinaire d'ordre V 

le long des courbes bicaractéristiques de par rapport à H' . 
Donc les Z s'obtiennent par la résolution du même système 

j 

différentiel, au 2nd membre près, le long des courbes bicaractéristiques. 

Ceci montre bien l'existence d'ondes asymptotiques à coefficients 

analytiques, de phase + , pour l'opérateur b. 

Onde asymptotique pour h vérifiant (DI,) 

h o a  étant bien dScomposable alors il résulte de ce qui 

précède l'existence d'une onde asymptotique Z pour h O a et par - 
conséquent l'existence d'une onde asymptotique pour h , qui s'écrit 

Remarque. Cette méthode est évidemment très rapide et s'applique dans 

beaucoup de cas ( [ 4 ] ) .  Elle a cependant l'inconvénient de nécessiter des 

hypothèses très fortes, elle augmente l'ordre des équations différentielles 

déterminant les coefficients de distorsion, et nécessite, si on veut 

résoudre un problème de Cauchy asymptotique, un travail important au 

niveau des données de Cauchy. 



CHAPITRE II - MdJORATIdN D E S  Y; 

a désigne un multi-indice de IN n+ 1 et E une K-algèbre 

de Banach (K = R ou a). 

Une série entière formelle en X à coefficients dans E s'écrit 

a 
a 1 a n+ 1 n 

pourchaque  EN , a E E  et x Q = X O  Xi . . .  X . 
a O n 

On note E[[X]] l'ensemble des séries entières formelles 

en X à coefficients dans E . 
Soient 

deux éléments de E[[X]] . 
A et u 2 éléments de K . 

1 munie de ces opérations, E [m] est une K-algèbre 



n+ 1 
Si Y E N  on pose 

X TL - définition (1.1 .) Soient U(X) r E[[X]] et %(XI = 1 n+l a a! 
CidN 

n+ 1 
telle que Ua E IR+ , a E N . NOUS dirons alors que 
U(X) est majorée par %(X) si et seulement si 

n+ 1 
\ J E E N  I / U ~ \ ~  s %  (onnotealors U(X) <<'IL(X)) 

A A 
lU(X) << 'ü,(X) si et seulement si : A r i l ,  ..., ml : U (x) << îI< (x). 
I 

Cette relation est stable par dérivation ; elle vérifie aussi 

a) U (X) << q(X) et V (X) << I(x) ===> U (X) + v (x) << %(x) + W(X) 

2") Propriétés. 

Soient R, R' deux réels positifs tels que 

On note 8(t) une série formelle d'une variable t ; et 

supposons que 

soit 

Alors O(t) >> 0. 



Proposition (1.1) si (RI-t) O (t) >> O . Alors 
a ) ~  j E I N  ~(j)(t) << R' O 

( j + l )  (t) 

l O(j) (t) << - 
b, R-t R-R ' P ( t )  . 

Preuve : 

a) La majoration étant stable par derivation, nous avons 

alors : 

V j E A , O(') (t) >> O. 

Pour j > 1 ,  nous obtenons en dérivant j fois l'expression 

(RI-t) O (t) >> O : 

En ajoutant j 0(j-')(t) , qui est une série positive, aux 

deux membres de l'expression nous obtenons : 

Ainsi nous avons pour j E UI 
fl 

Par conséquent il suffit de montrer que a) est vraie pour j = O 

pour qu'elle le soit pour tout j E N. 

Pour j = 1 l'expression (*) s'écrit : 

(R'-t) @(')(t) - o(t) >> O <=> (RI-t) O(l) >> O(t) 

mais o(j)(t) >> O entraine t ~("(t) >> O. 

Donc (RI-t) O ('1 + t O(1) (t) >> ~(t) 

ou encore : R' O") (t) >> @(t) . 



b) nous avons 

1 @(j) (t) = 1 @(j) (t) - - R'-t @(j (t) 
R-R ' R-t (R-R') (R-t) 

1 >> 0 R -  t > O et - - 
R-R' R-t 

donc 

1 L- @(j) (t) << 7 @(j) (t) 
R-t R R C.Q.F.D. 

O 1 n 
On pose t = px + x + ... + x , p 2 1 . 

Proposition (1.2) 

1 Soit C(x,D) un opérateur différentiel matriciel linéaire 

O 
'd'ordre R en x et RI en x , à coefficients analytiques 

i au voisinage de a. 

Alors 

lil existe une constante positive B , ne dépendant 

que de l'opérateur C(x, D) , telle que 
R 

si u << 0'') O t alors C(U) << B ci 
1 ,(~+j) o t .  

Généralisation au cas matriciel d'une proposition de [8] . 

Preuve. 

i 
On travaille dans une carte locale telle que a = 0, O i n. 

Par hypothèse il existe R > O tel que les coefficients de 

C(x, D) se prolongent en fonctions holomorphes sur un voisinage du 

polydisque fermé PD(0, R) . 
Soit R' tel que 

O < R J < R  

Par hypothèse 



Il existe M > O tel que les A (x) soient majorés par 
a 

M C 1.f 
(i.e. %ya(~) R-t(x) , y1 c , D $ ~ ,  a : la1 r R et a s al) R- t (x) O 

En appliquant la proposition (11.1.1.) nous aurons pour tout a 

tel que la1 s R et a s R l  
O 

a 
0 (j+lal) Da u << D (~(j) 0 t) = 0 O 

'1 &-[al O(j+a) 
<< P (R') 

En posant 

m M B=" 1 (R')e-lal 
R-R ' 

a SR 
O 1 

nous aurons alors 

C.Q.F.D. 

Soit C(x, D) un opérateur différentiel matriciel linéaire d'ordre 

O R en x et strictement inférieur à R en x , à coefficients analytiques 

au voisinage de a . 
Considérons le problème de Cauchy analytique 

a a u = C(X, D) u + f 
O 

(II. 1) 
k a0u(o, x') = z k (XI) , O :k < R 

Soient % (x, D) >> C (x, D) et F >> f . 
Nous avons alors le lemme suivant 

lemme (1.1) 

Si %(x) vérifie 

a ' wX) > >  X ,  DI + F(X) 
O 

k 
aoU(o, x') >> Z (x'), O s k s R - 1 . 

k 



Alors 

If-o1ut ion 

U(x) de (II. 1) est majorée par W x )  

Généralisation au cas matriciel d'une proposition de r10] - . 

Preuve . 
Il suffit de prouver que 

k V k E A, a U(O, XI) << ak-(o, XI) 
O O 

Nous avons, localement 

olo 
le résultat est vrai pour k = 0,1, ..., R-1 par hypothèse pour k = R , 

nous aurons 

a <R 
donc O 

donc le résultat est vrai pour k = R . , 

Supposons qu'il est vrai jusqu'à l'ordre j (j 2 g) . 
Nous avons 



En développant les calculs nous obtenons 

j -a + a F ( o ~ , ~ ~ )  
donc O 

Ce lemme nous permet de démontrer la proposition suivante. 

Proposition (11.1.3) 

On considère le problème de Cauchy-analytique (11.1) 

Si f << W. O (j+R) o t  

1 et 

l Zk(xl) << W (O(jtk) O t) (0,~') , O < k < R 
k 

I~lors, il existe P tel que : \J Po 
O 

il existe une constante positive B indépendante 
1 

de O telle, que la solution U(x) de (11.1) vérifie 

I 

Généralisation au cas matriciel d'une proposition de [IO] . 

Preuve. 

Il existe R > O tel que les coefficients de l'opérateur C(x, D) 

possèdent des prolongements holomorphes sur un voisinage du polydisque 

fermé PD(0,R). Par conséquent il existe M > O tel que les coefficients 

M 
de C(x, D) soient majorés par - .  

R-t 



A M 
on pose kB(x, D) = - R-t a <R Da , b(x,~) = ($(x,~)) 

O 

la16~ 

nous avons alors 

C(x, D) << B(x, D) 

d'après le lemme (11.1) il suffit de trouver B1 tel que 

R a. ( B ~  ~(j) 0 t) >> B ( X ,  D) (B] ~(j) 0 t) + w O (j+Rl0 

k a ( B ~  0(j) t) >> w O 
,O k 

(j+k)ot , O d k ( L - 1 .  

pour que U(x) soit majorée par B1 0") O t c'est-à-dire, compte tenu de la 

proposition (11.2). 

O t >> (j+~> 
B1 

ou encore d'après (a.4). 

si on suppose p > B , ceci équivaut 
encore 3 

B a R  
W 

1 B 
P (1 

Wk 
B1 i k  , O $ k < R  

W - 
R 

En prenant B1 = max P W1 
B y W o 9 p  > ... 

y R-1 1 - -  
P 

P 

nous aurons le résultat. Ce qui achève la démonstration C.Q.F.D. 



-?- O 
p(a) étant non nul, supposons que p (a) # O . Par conséquent 
1 - l iC(Y.)=Q. s'écrit localement. 

."t :::: O J  J +1 

+ p*) .(,l:'j ) + 
~ 1 . .  .y 

(puao . . .v Qj+l *l...V 

. . .v 

OU encore 

O 
avec C(x, a) d'ordre 1 et d'ordre O en x 

0 

Donc la formule de récurrence s'écrit localement 

nous avons la proposition suivante. 

Proposition 11.1. 

Il existe des constantes positives p 2 1, C, Cl indépendantes 

Ide FJ telles que 



Preuve. 

1 2  V 
On pose D = (D 1 '  D2' ..., D,) et G = (G , G ,..,, G ) ce sont des 

matrices à m lignes et v colonnes 

(PA) s'écrit 

{ T0(0, x') = (1, O>. . .y O) 

On voit qu'il existe Vo > O tel que 

y (O, x') << vo O 0 t(xl) 
O 

En considérant la proposition (11.3) on voit que 

En considérant la proposition (11.2) , nous aurons 

Y << B Vo. O O t 
O 

En prenant C l  2 B V alors le résultat est vrai pour j = O . 
O 

Supposons que le résultat est vrai jusqu'à l'ordre (j-1). 

s'écrit : 

a 7 = C ( X ,  a) (Yj) + z 
0 j - - j 

D 
Y. (O, x' )  = 6; x 6' , 1  5 D s v 
J j 



Nous avons 

~ en appliquant la propriété (11.2) , nous aurons 

1 en supposant p i C nous aurons : 

I Majorons Z : 
j 

tk0)-l min(t,j+i) 
nous avons z =Fi *'p 

j . . . V  O 
P r=2 

En appliquant la proposition (11.2) , nous aurons 

En appliquant la proposition (II.3), nous aurons 

En appliquant la proposition (11.2) , nous aurons 



En supposant p > 2B , on trouve : 

2 
On pose K=2B (B+l) + B 

on a donc 
D 

L 

si on se donne 
Po 

= max(1, 2B) et si on choisit 

on trouve bien 

y. << C C j  $1 0 t 1 C.Q.F.D. 
J 

Ainsi on a le théorème suivant : 

Théoréme 1. 

Soit X une variété analytique réelle de dimension (n+l) , S 

une hypersurface analytique de X régulière en a , d'équation locale 

$(x) = O au voisinage de a , h un opérateur différentiel matriciel 

linéaire d'ordre t sur X . . 
Si le déterminant de la matrice caractéristique se met sous la 

V ' 1  forme (HI) H 

avec H'  et H" polynomiales en 6 ,  à coefficients analytiques sur un 

voisinage de a et S caractéristique totale simple pour H' au 

voisinage de a. 

Si h vérifie (Do)v et (H2), il existe une suite Y de 
j 

fonctions analytiques sur un même voisinage de a , à valeurs dans pn 
m 

T telle que Y = L Y x (fj O 4 )  soit une onde asymptotique pour h et 
j =O j 

telle que 



CHAPITRE 111 : SULU71ONS NULLES 

1. - Suites (M ) --------- P - 
Soit (Mp) une suite de réels positifs. 

On note par (M.O), (FI. l ) ,  (M.2), (M.3), (M.2) ' , (M.3) ' les 

conditions suivantes sur (Mp) 

(M. O) Mo = 1 (commodité) 

(M. 1) 
2 

(Mp) < Mp-] Mp+] , p >- l (convexité logarithmique) 

Y p E N  M P  min M M (stabilité par ultradifférentiel) 
OGqGp q P-q 

(M.3) A > O tel que pour tout p E N on ait - 
= - J M  M 
L * < A.p. -2- (forte non quasi-analycité) 

q=p+l v M 
q P+ 1 

v p  E N , M < A H' M (stabilité par opérateurs différentiels) 
P+ 1 P 

=-J M 
(M. 3) ' c * < + C O  (non quasi-analycité) 

p=l M 
P 

Les conditions (M.2) et (M.3) sont appelées les conditions 

fortes du fait qu'elles entraînent respectivement (~.2)' et ( ~ . 3 ) '  . 

Alors nous aurons : 

00 

(M. 3) ' 1 
C - < + C o .  

p=l mp 



Définition (1.1.1). Si (M ) est une suite de réels positifs, on appelle 
P 

1 fonctions associées à la suite (M ) les fonctions M($ et P 

( $(I.Q) définies sur 10,+m[ par 

PPM0 
M(p) = sup log - 

% 
M (p) = sup log 

En notant m(X) le nombre de p tels que m & X alors nous avons 
P 

M(p) = rPm0d h (Mandelbrojt pl:] , p.21 , Roumieu [12],~.65) 

2.- Fonctions -_____-____________-------------------------------------- ultradifférentiables et ultradistributions de type - 

Roumieu. ------- 
n+ 1 

a) On note Q un ouvert non vide de IR .(Mp) une suite de 

réels positifs. 
03 

Si f est une fonction C sur R , K un compact de R y 

h un réel strictement positif, on note 

l~~f(x) 1 - 

PK,h 
(f) = sup 

XEK r 
la l 

amn+ ' 
cT(C2, , K, h) est l'espace vectoriel des fonctions cm sur R , 

à support dans K , telles que p (f) < +w ; muni de la norme 
K ,  h P K , ~  y 

c'est un espace de Banach qu'on note 2' ( {M 1 , K, h) 
P 

cm(S2, {FIp}) est la réunion des cm(R, {Mp} , Ky h) quand K décrit 
C 

l'ensemble des compacts de R et h décrit -IO,+~C - . 
On a de manière évidenteKCK1 et h ( h1 => .B(n, {M ))~,h'~(siy~~,}~~',h') 

P 

(C car (f) 6 pK< ,hl (f l ) )  . On munit c~(R, c {M P 1) de la topologie 

limite inductive de &(fi, {lp} ,K, h) et on note B(4 {M 1) l'espace 
P 



vectoriel topologique obtenu. C'est l'espace des fonctions ultradiffé- 

rentiables à support compact de type Roumieu, associé à la suite {M . 
P 

b) Soit K la fermeture d'un ouvert relativement compact de R . 
CO 

On note C (R, {M 1, K) l'espace vectoriel des fonctions $ , prolon- 
P 

00 

geables à un voisinage ouvert de K en une fonction C , f , telle 

qu'il existe h pour lequel 
P ~ , h  

(f) < +m ; on note ~K,h(6) = P ~ , h  (£1, 

et ceci ne dépend pas du choix de f . 
Soit h E IR: , on note 

cw(n, {M },K, h) {+ E cWm, {P},K) 1 < +ml 
P 

muni de la norme P ~ , h  
, c'est un espace de Banach noté ~(R,{M },K, h) 

P 

si h r  h' , on a f(R, {M 1 ,  Ky hl+ a n ,  {Mp}, Ky h') (car C pK,hl) P 

On munit donc cCO(L2, {M 1, K) de la topologie limite inductive des 
P 

espaces de Banach 6 R ,  {M 1, Ky h) , et on note {Pfp}.~) Cet 
P 

espace vectoriel topologique . 
00 

On note cm(R, {M~}) l'espace vectoriel des fonctions f,C sur R telles 

que, pour tout K , fermeture d'un ouvert relativement compact de R , 

on ait f dans cCO(R, {M },K) . C'est l'espace vectoriel des fonctions 1 K P 
ultradifférentiables du type Roumieu. On le munit de la topologie limite 

projective des &R, {M } ,K) par -rapport aux applications de restriction 
P 

à K et on note &R, {M~}) cet espace vectoriel topologique. 

Le dual de F(R, {Mp}) s'identifie au sous-espace vectoriel 

de 9' (R, {M 1) formé par les ultradistributions à support compact. 
P 

Rappel. Si la suite {M } vérifie (M.2) ' , pour tout f3 E Ilnf l , 
P 

DB 
Y est une application linéaire continue de ( 0 ,  M ) dans lui-même. 

P 

Remaraue . 
CO 

Si une série L u de fonctions de x(R, {M 1) est telle 
j =O j P 

CO 

que K E E , 3 h > O tel que L < +CO , alors cette série 
i =O - 

'$ 
converge dans c,(R, {M 1) ; la condition peut encore s'écrire d'après 

P 



la définition des p 
K,h 

En effet 
CO CO 

si Z < alors L u converge dans g(R, {Ifp}, Ky h) . 
j =O j =O j 

CO 

Donc K E E, 3 h > O tel que ( L uj) converge dans 8 Q ,  {M 1 ,K, h) . 
j =O P 

CO 

Par conséquent, d'après la définition de la limite inductive, C u 
j =O j 

converge dans :(il, {M 1, K) , pour tout K E E . 
P 

Q { } étant la limite projectivre des 80, {M 1 ,  K) , K E E alors 
P P 

CO 

L u. converge dans Z(R, {M 1)  . 
j=o " P 

3.- Fgnctions ultradifférentiables et ultradistributions de s y c ~  

Beurling. ------- 

a) On note C;(Q, (M~) ,KI = ~~(il, IM l , ~ ,  h) et a(~, (Mp) ,K) 
h>O% 

C P 

la limite projective par rapport à h E T  des g(il, {M 1, K y  h) . 
P 

on note C;(R, (M~)) = U Fm, (M~), K) et QR, (M 
K  compact P 

la limite inductive par rapport à K -des ( R ,  (Mp),K) . c'est l'espace 
vectoriel topologique des fonctions ultradifférentiables à support 

compact de type Beurling, pour la suite (Mp) . 
Le dual fort de &(a, (M ) )  , noté 8' (R, (M~)) est l'espace 

P 

vectoriel topologique des ultradistributions de type Beurling pour la 

suite (Mp) . 

b) Si K est la fermeture d'un ouvert non vide, relativement 

compact de R, on note cm(il, (M ) , K) l'espace des fonctions 4 , 
P 

prolongeables à un voisinage ouvert de K en une fonction f telle que 



On note p ($1 = (f) (définition indépendante du choix 
K, h 

de f). 

Muni de la topologie limite projective par rapport à h, cet 

espace est noté &(R, (Mp), K) , on note cCO((R, (Mp)) =r) cm(S2, (If ),K) 

K u  
P 

et 80, (M ) )  la limite projective par rapport à K des c (Q,  (M ) ,K)  . 
P P 

C'est l'espace des fonctions ultradifférentiables de type 

Beurling, relatives à la suite (Mp) . Son dual s'identifie au sous-espace 
P' vectoriel de ,&'(R, (M ) )  formé par les ultradistributions à support 

P 

compact . 

Remarques. 

- ,  (M P );Z~(R, {M P 1) 

- Si (M~) vérifie (M.1) et (M.3)' ,~'(fl)Cg'(~, 

et Bÿ)'(~)C.;rl(fi, {M 1) . 
P 

4.- Opérateurs ultradifférentiels. .............................. 

Définition (1.4.1). 

Un opérateur P(D) = C a D~ , \ E iE , est dit ultradif- 
l a l = ~  a 
1 l 

férentiel de classe {M 1 (resp. (Mp)) si et seulement s'il existe 
P 

des constantes positives L et C (resp. pour toute constante ~ositive L, 

il existe une constante positive C) telles que : 

Proposition (1.4.1). - 

1 Supposons que la suite (Mp) satisfait la condition (M.]) . 
Alors : 

CO 

pour toute fonction entière P(<) = C a ca , 
a 

E E iEn+l 
la1=0 

les conditions suivantes sont équivalentes. 

1 (a) Il existe des constantes positives L et C 



(b) 11 existe des constantes positives L et C 

(resp. b ' ~  > 0 ,3 c > 0 )  telles que 

l Y5 E ~?+l IP(~)I 6 c exp ~(~151) . 

Preuve : 

(a) => (b) 
a a a 
O 1 n 

en posant (5Ia = 1<0( . le1 1 . . . \en\ nous aurons 

d'après la dé£ inition de M(p) nous avons 

Par conséquent 

CO 

a C 
z IaatI C - (  2-1'1 ) exp M(~L 1 15 1 1 )  

1 a j =O M~ (a1=0 

(b) => (a) . 

Soit PD(0,r) le polydisque de centre O et de rayon r = (royr l,...rn) . 
Il résulte des inégalités de Cauchy que 

n a 
1 sup ( ~ ( 5 )  1 , avec ra = Il (r.1 j . 

laal 6 y j =O J 
r e~a~n(O,r) 

Si on prend r O = r = ... = r n = p , on trouve, en utilisant l'hypothèse 

P' ' 
exp M( p) 

Corne ceci est vrai pour tout p > 0 et que M = inf 
P p p  

(d'après M.0 , M. 1) 



C.Q.F.D. 

Donnons certains rappels que l'on utilisera par la suite. 

Rappel S. 

~ e i m m ~ .  ----- (Komatsu [j3] , p.55) 
Supposons que (M~) satisfait ( ~ . l )  et que m P , m(h) et 

M. sont définis comme dans 1) . (el 
Alors les conditions suivantes sont équivalentes 

w 
1 

(a) C - < + "  
p=l mp 

(d) C -<+rn 1 

(M.)p 
P 

Ces conditions impliquent les conditions suivantes 

- 0  (a') lim '- - 
P++" m 

P 

M ( P )  (cf) lim - = O 
P)CO 

P 

Proposition (Komatsu , p.51) 

1 La suite {M ) satisfait (M.2) si et seulement si il existe A 
I P 

et H > 1 tels que 

2 M(p) C M(Hp) .t log(A Mo) 



J?roposition (Komatsu , p.57) 

Si M satisfait (M. 1) et (M.3) , on a : 1 
Propostition ( 1 . 4 . 2 )  

Supposons que (M ) remplit les conditions (PI. 1) (M.2) et (M.3) . 
P 

Si une fonction entière P(5) satisfait les conditions 

(Cl) P(5) a une factorisation d'Hadamard : 

n(O> 
P(S) = a 5 II (1 - -  

k=n (O) + 1 

(C ) Il existe des constantes positives L et C 
2 

(resp. L > O, 1 C > O) telles que 

P E (IRx)+ , N(p) = jP n(X)h(o) dX a M(Lp) + Log C 
O 

06 n(X) est le nombre de zéros C vérifiant I C  1 C . 
P P 

Alors 

P(c) satisfait la condition b) de la proposition (1.4.1). 

Preuve : 

On suppose que k E N* : Ick+] ) b  lckl et que ~ ( 0 )  = 1 . 

Nous aurons alors 

CO 

5 Log sup IP(s)I = Log sup ( r[ I I  --1 ) 
16 l =P I ~ l = p  k=i Ck 

CO 

5 = C Log sup I I  - -1 
P=I 1 < 1 =  P Ck 



1 Il résulte de la définition de n(A) que 

1 k > 1 , n(X) = constante dans les intervalles 11 C ~ I ,  1 c 
j k+ 1 

n(h) étant une fonction croissante, constante sur les intervalles 

, admettant des sauts s = 1 aux points 
k Ck 

Si C est sa partie continue alors nous aurons 

I mais C' étant nulle presque partout alors 

P 
Log(] + x)dn(X) = iim ( ~ ~ ~ ( 1  + P) 

A-++.. P l cp l 
lcpl<~ 

03 

- P - C Log(1 + -) 
p= l lcpl 

Soit a un réel fini alors : 

P - - 
9 

Nous avons donc : 



[ car on a ~(0) = JI et 

Puisque dp < + alors il résulte des rappels que : 

On a donc en faisant tendre a vers + : 

Or d'après l'hypothèse 

tels que : 

a, M(L X) dX 
donc 

P C Log(] + -1 P dX + p Log C 
p= 1 JO (,+Pi2 

02 M(L A) 
= P dh + Log C 

JO (h+d2 

P = - dX + Log C 
L 

OU encore 

CO 

J Lp M(h) Mo) 
P 2 Log(1 +-) GLP -7 dl + LP 

p= 1 lcpl 0 (LP) 

- 
Il résulte de la proposition komatsu 1131 ,p.5;1 - citée dans les 

rappels que (car (Mp) vérifie (M.]) et (~.3)) 



(LP 
en remarquant que Lp 

J O  ,,p,, dX 6 M(Lp) (car M(p) est croissante) 

I nous aurons alors : 

O 

L Log(1 + 2) 6 (A+2) M(Lp) + Log C + ml dh 
p= l l cp l 

vérifiant (M.2) il résulte alors de la proposition (3.6) 
, r 

komatsu [131], p.5;3  en l'appiicant plusieurs fois de suite, qu'il 

l 

existe des constantes positives B et H telles que 

. . 

donc P 
Log(] +-) 6M(BLp) +Log(Hcl) . 

p= l 

Pour un P(5) quelconque, si 6 = O est un zéro de multipli- 

cité n(0) , nous avons en posant p (5) 
P' (5) = <"(O) : 

Par conséquent 

OU encore 

Log sup ( P ( s ) (  L M(Lp) + Log C + n(0) Log p . 
15 l =p 

Mais d'après la définition de M(p) nous avons : 

' d p > O  ~ ( p )  3 Log p - rn 1 2 Log p - Log AH (d'après M.2) 

par conséquent 

Log sup 1 ~(5) 1 S M(B Lp) + Log(C1 H) . 
I c I = p  

C.Q.F.D. 



Remarque 1. 

On peut démontrer l'implication dans l'autre sens. 

Remarque 2. 

Il résulte de la proposition ci-dessus que si (Mp) satisfait 

les conditions (M.1) (M.2) et (M.3) alors les opérateurs : 

CO 

P(D) = D n (0) sont ultradifférentiels de classe n ( l + - )  
p=n (O) + l C 

P 

( M ~ )  (resp. {M 1) si P(<) remplit la condition 
P C2 

Corollaire (1.4.1). 

Si (M~) vérifie (M. 1) (M.2) et (M.3) . Alors pour tout H > O 
M .- 

H 
1 'opérateur P(D) = (1 + - D) est ultradifférentiel de classe {M . 

p= 1 Q 
P 

P 

Preuve. 

m 
P 

Si n(X) est le nombre d'indices p : - G X , alors nous H 

aurons n(X) = m(HX) . 
,P n(X) P m(HX) HP m(X) 

Donc N(P) = d = j  - d A = j  - d A 1, h O - X  O X 

Par conséquent la condition (C2) est satisfaite pour 

L = H  et C = l  . 

Donc P(D) est ultradifférentiel de classe {M 1 . 
P 

C.Q.F.D. 



Proposition (1.4.3). 

Soit (Mp) une suite de réels positifs satisfaisant (M.1) et telle 

que: V L > O  ,] C > O  : d p E ~  p! G C L ~ M  
P 

((Mp) > (P!)) 

Alors 

un opérateur ultradifférentiel de classe {M 1 (resp. (M ) )  est un 
P P 

opérateur linéaire continu sur l'espace de Frechet O(V) des fonctions 

holomorphes sur V , pour chaque ouvert V de an . 
Plus précisément, il existe des constantes positives L et C 

(resp. !ï/ 'L > O , 3 C > O) telles que 

Pour toute fonction holomorphe F(?) définie sur un voisinage du 

- 
polydisque {z'  E lEn : (?f - zi 1 6 t , i = 0.n) . 

Preuve. 
00 

Soit P(D) = Z a D~ un opérateur ultradifférentiel de a  al=^ 
classe IN 1 (resp. ( ~ ~ 1 ) .  

P 

Alors 
- 3 c ' > O  -J L ' > O , _  (resp. L' > O , 3 C l  > O) tels que 



En utilisant les inégalités de Cauchy nous aurons 

donc 

2(n+l)C1 <?> 2L1 l a \  \al! M O 

< - .  sup sup IF(%')\ 
Mo a M l a l l z;-" 1 - 

i=O, n 

Corne (M~) satisfait (M.]), et ( M )  > (P!) Alors 
P 

2 ~ '  la1 
la/! Mo m 2L1 

SuP = exp M (t) 
a M 

lal 

Par conséquent 

C.Q.F.D. 

5.- Hyperfonctions. - ------------- 
Rn+ 1 

Soit R un ouvert non vide de 

(7 n+ 1 ième 
OnnoterG)(R)=H (V,O) le (n+l) groupe de cohomologie 

relative de V modulo V-R , à valeurs dans le faisceau O des fonctions 

n+ 1 
holomorphes sur V , ouvert de Stein de iE contenant comme 

sous-ensemble fermé. Cette définition est indépendante du choix de V . 



Si R = Il Rk , avec fik ouvert de IR , on a plus simplement 
k=O n 

On montre que tout espace d'ultradistributions s'identifie à un sous-espace 

vectoriel de '&Q) . 

71.- SULUTTONS NULLES ULTRADZFFERENTTARLES DE CLASSE {If 1 . 
P- 

1.- Choix de la suite f ------------------- j 

On pose 

03 

1 
- 1 

/ £(,(Y) = - n (1 +5) eSydc 
m 
P 

j-1 
r y  (Y-V) 

f.(y)= 
3 

fo(n) dv , j = 1,2,.+. 
J O  (j-l)! 

D'après 1161 fo E &R, {M~}) et vérifie 

i) fo = O sur ]a, O] 

ii) O E supp f O 

Pour j 5 1 , f est la primitive d'ordre j de fo , s'annulant 
j 

(j-1) fois en O . 
Pour j 6 O , f est la dérivée d'ordre (-j) de fo . 

j 



La suite f vérifie 
j 

Il résulte de la définition de z(h(, {M }) que pour tout R > O 
P 

'L 3 h > O , 1 c > O tels que 

Pour j E N  nous avons 

'L / Y I  j 

Q C -  
j! 

2. - Solutions nulles ultradif férentiables de classe (M .................................................. P 

La majoration de la solution formelle donnée dans le chapitre II 

et les rappels donnés en détail dans le paragraphe 1 de ce chapitre vont 

nous permettre de faire converger notre solution formelle 
CO 

U(x) = L Y.(x) x (fj O 4)  (x) 
j =O J 

dans un certain espace @(R, IM I):]~ . De manière plus précise nous 
P 

avons le théorème suivant : 

Théorème : 

l Soit X une variété analytique réelle de dimension (n+l) , 

h un opérateur différentiel matriciel sur X d'ordre t , 

S une hypersurface analytique de X régulière en a , caractéris- 

1 tique pour h . ' Si h et S vérifient les hypothèses du théorème 1 ,  il existe I Ro 
I voisinage ouvert de a et Y E [ c ~ ( R ~ , { M ~ } ~ ~ ~  , solution nulle 

de h pour S en a , pour toute suite (Mp) vérifiant (M.0) , 
I 



Preuve. 

La démonstration de ce théorème consiste à prouver l'existence 

d'un ouvert 4 de IRn+' tel que pour tout compact K fermeture d'un 

ouvert relativement compact de R , il existe des constantes positives 

A et h telles que : 

le problème étant local, on choisit une carte locale telle que : 

$(x) = XI et a = (O,-,O) . 
O 2 n On pose x' = (X YX Y*..,X 1 

D'après la proposition (11.1) du chapitre II si 

nous avons 

%B 
Majorons Sa(x) . 

Il existe h > O tel que 



'L 'L 
En remarquant que (M)I(p!) ie 1 B, L > O t q v p  E N ,  p! C B L' M 

P P 

'L 
Oninontre qu'il existe une constante H telle que 

%B 
Majorons cette fois S,(X) . 

1 
Si x est tel que C lx 1 + t(lxl)< r 

nous aurons 

'L 
1 [ ' l"l 

'3B(x) a G 1 (la\> ! 
r - x  t x  r-CIX I-t(lxI) 

OU encore 

1 En notant R = {x E IRn+' : C I X  l+t((xl) < r} alors nous avons, pour 
O 

tout compact K C ~  , l'existence de constantes A et H telles que 
O 

Remarquons que 

CO 

B B Y (XI = T: ~.(x)x(f O +)(XI = O sur s = Ix : x1 < 01 
J j - 

j =O 

-'ln 
Donc Y est bien une solution nulle appartenant à F R o ,  - I ~ ~ l ) l  

C.Q.F.D. 



Remarque. 

Le détail des calculs de cette démonstration est donné 

dans Cl41 . 

11 1. - S O L U T l O N S  NULLES ULTRADlSTRlBIXTlONS . 

On suppose que la suite (Mp) vérifie (M.o) (M.]), (M.2) 

et (M.3) . 

1.- Choix de la suite f ------------------- j 
Po sons 

j-i 
z 1 1 mj (z) = [Log z - (1 + - + ... + -)] , j = 1,2, ... 
(j-l)! 

2 J -1 

où Log z est définie sur le domaine de Reiman : 

D = { z  E it : -O < arg z < 2JI+0) , (O > 0 )  . 

Les @ sont holomorphes sur D et vérifient 
j 

La fonction z Log z est bornée sur { z  E D : l z l  6 R , R > 01 . 
Rappelons un résultat essentiel pour la démonstration du théorème 

qu'on donnera par la suite. 

Théorème (Komatsu [13] , p.97) 

1 Supposons que (Mp) vérifie (M.]) (M.2) (M.3) (et que 
I 

Soit F(x+iy) une fonction holomorphe sur Vr satisfaisant la 

1 condition suivante : 

I 



1 K compact dans R ,  t/ I' ' sous-cône fermé de T' , 

1 VI, > O , ]  C > O , ]  a > O telles que 

Alors la valeur au bord, F(x + i r O) de F au sens des hyperfonc- 

tions est dans 3 (R ,  (M ) )  
P 

où ( r est un cône convexe ouvert 

1 V un ouvert de Stein 

CO 
i 

Soit P(D) = ( 1  - m  D >  
p= l  P 

d'après ce qui précède P ( D )  est ultradifférentiel de classe (FI ) . 
P 

Posons 

Y j  E e  o ~ ( z )  = - -  l ND) ( m j )  (2)  2Iii 

la suite (Qj )  vérifie aussi : 

'd j & z 4; = $j-l 

Il résulte de la proposition ( 1 . 4 . 3 )  de ce chapitre qu'il existe des 

constantes B' et L' telles que : 

m * L '  
V z  E C : I z /  c r e t  t < / n l  on ait l e j ( z ) l  C B expM ( - )  t sup ( @ . ( w ) I  

3 
l~-?I=t 

* L '  
ou encore / Oj (2)  1 6 (B' M) . exp 

( j - 2 )  ! 

- 
M* étant semi-continue in£ érieurement sur ] 0, +ml- et croissante 

on aura donc 



2.- Solutions nulles ultradistributions de classe (Mp) ............................................... 

On va démontrer le théorème suivant : 

Théorème. 

Soit X une variété analytique réelle de dimension (n+l) , 

h un opérateur différentiel matriciel sur X , d'ordre t , 

S une hypersurface analytique de X , régulière en a , 

caractéristique pour h . 
Si h et S vérifient les hypothèses du théorème 1 , il existe 

- - m 
voisinage ouvert de a et Y E l~(Q,, (M,)! , solutionnulle 

de h , pour S en a , pour toute suite (Mp) vérifiant (M.()), 

(M.]), (M.21, (M.3) . 

Preuve. 

La démonstration de ce théorème est donnée en détail dans [14] . 
D'après le chapitre II nous avons r,C,p convenables, 

' 1  - .1. 
YB(X) cl cj 2 n 

avec t(x) = p x + x1 + x + ... x 
J ~r-t (x)] j+ l 

yB se prolonge donc en une fonction holomorphe sur 
j 

et nous avons 
3 1 
J ; y;(z) " Cl cj 

(r-t ( z )  )j+' 

1- 
Si z c D n  1 (B \IR) x E G O U S  avons alors : 



1 
pour z ~8 = {Z E (IE\R)X an 12 C ~ Z  1 + t(1zI) < rl alors 

O 

w 
2 

2 Cl C BI M m L' 
X exp M 

j =2 - 2  clzl ~-t(lz\)] lz I 
1 

soit R ~ =  {X 2 C ~ X  1 + t(lxl) < rl 

Si K est un compact de Ro 

alors 3 E > O tel que 

1 V X E K  r - 2 C ~ X  1 - t(lx() 2 E 

O 1 n 1 
si y = (y ,y ,...,y ) est tel que 2 cly 1 + t(Iyl) < E et si z = x + iy 

w 
1 1  

2 Cl CL B' M x L' 1 L $j(x+iy) +.(x +iy II < 3 exp M 
j =2 J E Iz 1 

d' après le théorème (Komatsu El?] , p. 97), énoncé précédemnent, la valeur 

au bord de cette fonction existe et est dans aa0, (M P ) )  
03 m 

+ 
J j =O J J 

et est une solution nulle de h pour S au voisinage de a . 
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