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I W T R O D U C T I O N  
-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=- 

Les 1 angages de p r o g r m a t i o n  manipulent des ob je ts  dont cer ta ins  

sont f i n i s  e t  peuvent ê t r e  implémentés sans problème; d 'autres sont 

i n f i n i s  e t  donc ne peuvent ê t r e  représentés dans un ordinateur de 

mémoire f i n i e .  Un exemple e x p l i c i t é  par STOY Cl331 e s t  ce lu i  des 

fonctions. Certaines sont f i n i e s ,  comne 1 'appl i c a t i o n  qu i  associe 

aux adresses leurs  contenus, e t  représentahles de façon interne;  

pour les  autres, on ne peut accéder qu'à des approximations f i n i e s  

de l eu r  graphe : On .ne pourra véritablement "ca lcu ler "  un t e l  ob je t  

i n f i n i  qu'en déf in issant  un programne d'énumération d 'approximants 

de plus en plus précis dont l ' o b j e t  i n f i n i  es t  l a  " l im i te " .  

a) L ' i d e n t i f i c a t i o n  entre o b j e t  i n f i n i  calculable e t  p r o g r m e  de 
ca lcu l  de ce t  ob je t  es t  b ien connue dans l e  cas des rée l s  

calculables C113,1431 , que l ' o n  choisisse des appro~imat ions 

par f rac t ions  continues, i n t e r va l l es  à bornes ra t ionne l les  ou 

représentations décimales. Mais s i  tou t  r ée l  calculable e s t  

( i d e n t i f i é  à )  un programme, une fonction dé f i n i e  sur l es  rée ls  

calculables devient a lors  une fonct ionnel le  d 'ordre supérieur 

qui  d o i t  à son tour e t r e  considérée en t an t  qu'objet  i n f i n i  cal-  

culable. La construct ion des objets i n f i n i s  calculables u t i l i s é s  

en programmation d o i t  donc ê t re  valable pcur t ou t  type ( f i n i )  de 

fonct ionnel le  : l e  ca lcu l  d'une expression de l a  forme f ( x )  , où 

x e s t  un ob je t  i n f i n i  calculable, peut a lors  e t r e  ent repr ise 

de deux façons (dont EGLI & CONSTABLE C441 ont prouvé l i equ i -  

valence) : 

- s o i t  en calculant  l e  r é s u l t a t  à p a r t i r  des approximations 

( f i n i e s )  du graphe de x : C'est l e  po in t  de vue "mathématique" 

ou "dénotationnel". 



- s o i t  en t r a v a i l  l a n t  directement s u r  l e  p r o g r m e  associé à 

1 ' o b j e t  ca l cu lab le  x : C'est  l e  p o i n t  de vue "opérat ionnel" .  

Le ca l cu l  des o b j e t s  i n f i n i s  joue donc un r81e p r i v i l é g i é  dans 

1 'étude de l a  sémantique des langages de programmation : c ' e s t  

dans ce cadre essent ie l lement  que se s i t u e r a  ce t r a v a i l .  

b )  L'exemple des r é e l s  calculables montre également qu 'i 1 e x i s t e  
p lus ieurs  types d'approximations. O r ,  l e  ca l cu l  d'une expression 

de l a  forme f ( x )  , où x e s t  approché par des morceaux f i n i s  

xi , ne peut e t r e  e f fec tué  qu'à p a r t i r  (d'approximants f i n i s )  

de f (x i )  ; ce qu i  nécessite en p a r t i c u l i e r  que, s i  x  e s t  

" l i m i t e "  des xi , f ( x )  s o i t  aussi l i m i t e  des f(xi)  : c e t t e  

not ion  de continuité e s t  fondamentale e t  permet de rendre compa- 

t i b l e s  1 'approximation d 'un o b j e t  i n f i n i  e t  l e s  ca l cu l s  e f fec tués  

sur  c e t  ob je t .  

WIEDMER Cl441 e t  MOSCHOVAKIS [96] o n t  montré que cer ta ines  

approximations de rée ls  calculables ne permettaient pas de rendre 

continues des opérat ions aussi élémentaires que 1 'addi t i e n  : 

C'est  l e  cas en p a r t i c u l i e r  des approximations par représenta t ion  

décimale f i n i e .  Nous nous intéresserons essent ie l  lement aux approxi-  

mations ( d i  tes  f i n i t a i r e s )  qui  permettent 1 ' extension (par  con t i -  

nui t é )  aux ob je ts  i n f i n i s  des opérat ions sur  l eu rs  approximants 

f i n i s .  

c )  Enf in, l e s  études nombreuses r e l a t i v e s  aux ca l cu l s  aes r é e l s  
on t  généralement é t é  entrepr ises d 'un  p o i n t  de vue métr ique par  

l es  analystes numériciens, l a  n o t i o n  même de p réc i s ion  de ca l cu l  

n'ayant de sens que par rappor t  à une métr ique donnée. O r  l e s  

in format ic iens  ont,  à p a r t i r  des r é s u l t a t s  de SCOTT Cl221 , 
t r a v a i  11 é sur  des ensembles ordonnés p a r t i  cu l  i ers ( l e s  CPO '-s , 
que nous déf in issons dans l e s  pages q u i  su ivent ) ;  a f i n  de compa- 

r e r  ces deux démarches, nous aurons donc à considérer s imul ta-  

nément, à p a r t i r  des mêmes approximants f i n i  t a i r e s ,  l e s  "chemins 

de ca l cu l "  d i f f é r e n t s  que sont l e s  s u i t e s  de Cauchy e t  l e s  

chatnes cro issantes.  



Les résu l ta ts  qu i  suivent  on t  requis un t r a v a i l  de synthèse préa- 

l ab le  qu i  a permis de donner une consistance aux notions d 'ob je ts  

f i n i t a i r e s  e t  i n f i n i t a i r e s .  La p lupar t  d 'entr 'eux expriment simple- 

ment, d'un po in t  de vue métrique, des propr iétés fondamentales de 

convergence ou de ca l cu lab i l i t é .  

On s a i t  d é f i n i r  des topologies séparées sur des CPO's ( topologie 

d i t e  "de Cantor" u t i l i s é e  par PLOTKIN ~ 1 0 8 1  , topologie de 

BETREMA [171) qu i  en font  des espaces métrisables; mais l ' e x p l i -  

c i t a t i o n  du choix de métriques r e s t a i t  à f a i r e  (toutes l es  

métriques possibles ne sont pas uniformément équivalentes). 

Nous définissons une mdtmque sur l e s  CPO'S cons t ru i t s  a p a r t i r  

d'une base f i n i  t a i r e  : Cette métrique t r è s  na tu re l le  s 'avère 

uniformément équivalente à c e l l e  de BOASSON-NIVAT [20] sur les  

mots e t  à ce1 l e  de ARNOLD-NIVAT [31 sur les  arbres. 
* 

La topologie i n d u i t e  é tant  ce l l e  de Cantor, des propr iétés de 

nature topologique peuvent en g t re  déduites; mais nous nous 

attachons essent ie l  1 m e n t  aux propridtde spdcZf3quanent mdtriques : 

Nous montrons a i n s i  que l e s  objets  in f in i s  construits  d part ir  

dtune w ZZection donnke d 'ob j&s f in i ta i res  par suitee de Cauchy 

e t  par chafnes croissantes sont Zes rn&nes. 

Nous montrons également que t e s  objets  in f in i s  caZcuZablee 

construits cl part ir  des sui tes  de Cauchy e f fec t ives  ne sont autres 

que Zes objets  in f in i s  dkcidabtes obtenus par chafnes croissantes 

e f fec t ives.  

- Nous obtenons aussi des resul  t a t s  de nature topolcgique q u ' i l  

a u r a i t  été possib le d 'ob ten i r  à p a r t i r  de l a  seule topologie, 

mais qu'une approche métrique rend part icul ièrement agréables : 

Ainsi,  1 a ccnvergence au sens de not re  métrique coPncide-t-el l e  

effectivement avec l a  convergence simple ; e l  1 e coPnci de m&ne avec 

l a  convergence uniforme dans l e  cas de su i tes  croissantes de 

fonctions. 



Dans c e t t e  int roduct ion,  nous rappelons d'abord l e  r a l e  joué par 

les  approximations (au sens de SCOTT) dans l a  sémantique des lan- 

gages de progranmation; nous montrons ensui t e  c m e n t  c e t t e  dé f i  n i -  

t i o n  des approximations a  é té  u t i l i s é e  dans l e  lambda-calcul e t  

dans 1  'étude sémantique des langages typés. Nous dé ta i l l ons  en f in  

les  mot ivat ions (CPO's e t  espaces métriques), l e  plan e t  l e s  résul-  

t a t s  de ce t r ava i  1. 

QUELQUES RAPPELS 

La no t ion  de ca lcu l  sur machine e s t  généralement associée à c e l l e  

de f i n i t u d e  : Nombre f i n i  d ' é t a t s  internes, capacité f i n i e  de stockage 

d' information, temps d'exécution f i n i .  Ce sont l e s  log ic iens  (1 ' idée 

des machines de Türing f u t  émise dès 1936) qu i  s ' in téressèrent  d'abord 

au comportement i n f i n i  des machines; MINSKY Cg51 note, en 1967, 

que ce n ' es t  pas l a  f i n i t u d e  des machines qui l i m i t e  l e u r  u t i l i s a t i o n  

mais l e  temps d'exécution des ca lcu ls  e t  l a  complexité conceptuelle 

de leu rs  s t ruc tures (ou programmes) e t  i n s i s t e  sur  l a  nécessité de 

s ' i n té resser  à des machines capables, à un i ns tan t  donné, de t r a i t e r  

une quanti  t é  f i n i e  d' in format ion e t  susceptibles de "g ross i r "  i ndé f i -  

niment avec l e  temps ("growing machines"). Les machines de Türing, 

répondant à ce t t e  conception, se r v i r en t  de support à l a  théor ie  des 

fonct ions calculables Cl131 pour laque l le  d 'autres approches devaient  

ê t r e  u l  térieurement proposées ([69,83,88,7,. . . 1) . 
. 

D '  autres consi dérations permettent au jourd '  hui  de donner une dimen- 

s ion nouvel le à ce t te  approche de l a  c a l c u l a b i l i t é .  A ins i  l a  not ion 

meme de système conduit à c e l l e  de ca lcu l  i n f i n i ;  l a  dé f i n i t i on .  de 

systèmes hiérarchisés de f i c h i e r s  e s t  couramnent associée à une 
* 

arborescence (po ten t ie l  lement) i n f i n i e  ; les d é f i n i t i o n s  de types 

[92,1271 , les  calculs sur l es  r ée l s  Cl451 montrent q u ' i l  es t  i n -  

dispensable de parvenir à c ~ n s t r u i r e  de façon compatible avec le 

fonctionment d'un ordinateur des ob je ts  " i n f i n i s "  à p a r t i r  d 'ob je ts  

" f i n i s "  les  approchant; donc de donner un sens à l a  no t ion  

d'approximation (par machine) e t  de limite ( e f f e c t i v e )  d'approxima- 

tions. 



C'est  SCOTT Cl221 qui  d é f i n i t  l e  concept d 'ob je t  "cont~nu" q u ' i l  

s i t u a  ent re  l e  "discret", associé à une quant i té  d ' informat ion f i n i e ,  

e t  1 ' "infini a r b i t r a i r e "  des mathématiciens; a ins i ,  pour approcher 

l es  réels,  on peut considérer l e  t r e i l l i s  cont inu des i n te r va l l es  à 

bornes ra t ionnel  les, ordonné par : 

I s J  - s s i  1 . J  - 

admettant 1 a d ro i t e  rée l  l e  pour élément minimal e t  1 ' i n t e r va l  l e  vide 

pour élément maximal. De façon générale, SCOTT d é f i n i t  une théor ie  

des ensembles ordonnés par : 

x s y - ssi  x approche y (ou x cont ient  moins 

d ' in format ion que y) 

qui  deva i t  s 'avérer part icul ièrement fructueuse dans 1 'étude de l a  

sémantique des 1 angages de programmation. 

La sémantique des langages de programmation est  née du besoin ressenti  

par 1 es informat ic iens d ' associer aux 1 angages de progrzmmati on syn- 

taxiquement b ien dé f i n i s  une expression non ambigue de l e u r  s i g n i f i -  

cat ion; autrement d i t  d 'associer  à un programme un procédé formel 

permettant de caractér iser proprement ce que f a i t  ce programne. 

Diverses "écoles" ont  vu l e  j o u r  : sans en t re r  dans l e s  dé ta i l s ,  

mentionnons simplement diverses approches à ce problème, qui  i l l u s -  

t r e n t  1 ' i n t é r ê t  d'une d é f i n i t i o n  c l a i r e  de l a  no t ion  d'approximation. 

. Une première sémantique e s t  d i t e  opérat ionnel le ( e l l e  e s t  par fo is  

appelée "naïve" dans l a  mesure 00 e l  l e  e s t  or ientée vers une 

e x p l i c i t a t i o n  du type " f a i r e  ceci, puis f a i r e  ce la" )  e t  peut 6 t re  

exprimée par un in te rp ré teur  abs t ra i t  Cl111 q u i  exécute les  

ins t ruc t ions  e t  manipule 1 es données du programme. 

. Une seconde sémantique p l  us éloignée des considérations d '  implé- 

mentation es t  d i t e  d&notat ionnet le e t  associe directement à un 



programme une fonction entre données e t  résultats; e l l e  a la 
propriéte intéressante, par opposition à la sémantique précédente, 
de séparer clairement domaine syntaxique e t  domaine sémantique. 

. Enfin, 1 a sémantique algdbrique, s '  inspirant des travaux de POST 

e t  MARKOV,  travail le  directement sur les schémas de progrmes : 
el le  privilégie la structure syntaxique e t  interprète a posteriori 
les symboles fonctionnels qui apparaissent dans cette structure. 

L'équivalence du p o i n t  de vue dénotationnel e t  opérationnel a été 

montrée par RAVI  SETH1 dans [llll; considérons dans ce cadre une 

équation récursive tel l e  que : 

F(x,y) = s i  x = O alors y - 
sinon F(x-1 , l+y) 

I l  e s t  facile de vérifier que les fonctions : 

f hw.x+y e t  g : Xxy. - s i  x < O alors O 

sinon x+y 

sont points fixes de cet te  équation, mais aucun d'entre eux ne peut 
ê t re  considéré corne - l e  point fixe. Par contre, une fonction définie 
par : 

h E hxy. si x < O alors indéfini sinon x+y 

e s t  telle que, pour t o u t  point fixe k de 1 'équation précédente, 
k(x,y) e t  h(x,y) sont égaux d6s lors que h(x,y) es t  défini. 
En ce sens, l a  fonction h peut ê t re  considérée corne minimale. 

Pour expliciter cette notion de minimalité, i l  convient d'abord de 
régler ce problème d '  indétermination ou de non défi n i  tion de variables : 

Considérons 1 es programmes elémentaires : 



Dans l e  programme PZ , la  variable x n'est pas in i t ia l i sée .  
Décidons de désigner par 1 (élément "bottom") sa valeur. Dès lors 
le  domaine de définition des variables x,y e t  z n'est plus l'en- 
semble IN mais IN u i l)  ; L'ordre sur cet ensemble doit traduire 
le r8le privilégié donné à 1 : Notons : 

1 i pour exprimer l e  f a i t  que 1 apporte "moins 
d'information" que i , pour t o u t  i E N 

Le domaine de définition des variables x,  y ,  z e s t  donc le  domaine 
"plat" représenté comme su i t  : 

Un calcul consistera donc a partir de l a  valeur L , pour toutes 
les variables des programmes, pour "remonter" jusqu'à une valeur 
définie. 

Revenons alors aux programes P l  e t  P 2  précédemment ut i l isés : 
i l  e s t  logique d'obtenir pour P l  le  résultat défini z e t  pour 
PZ l e  résultat indéfini ( z  = 1) ; i l  convient donc de poser : 

Autrement d i t ,  1 ' addition doit vérifier (propridtd de monotonicité) : 

( i , ~ )  s ( i ' , j l )  -+ i t j  s i ' t j '  V i , i1 , j , j '  c IN u {J.} 

où 1 'ordre sur les couples e s t  défini par : 



( i , )  s ( j )  fi i I i '  e t  j 5 j '  

On peut alors revenir à 1 'équation récursive évoquée précédemment, 
ce t te  dernière peut ê t r e  éc r i t e  sous l a  forme : 

@(F)(x,y) = - S i  x = O alors y 
Sinon F(x-1 ,y+ 1) 

Etendoras à 1 ' espace des fonctions de N u i l)  dans IN { 1) 1 'ordre 

précédemnent défini : Soi t  1 l a  fonction Ax. 1 partout indéfinie. 
Considérons l a  séquence : 

Intuitivement, i l  e s t  f ac i l e  de voir que l a  fonction définie par 
#(L)  n 'es t  autre  que : 

Uy. si O I x < n alors xty sinon 1 

e t  que, pour tous les  couples (x,y) t e l s  que an(*) e s t  défini,  
l a  fonction @"'(1) e s t  également définie e t  prend l a  même valeur; 
on a donc : 

L'ensemble des m n ( l )  e s t  appelé chaCne croissante e t  doi t  e t r e  
associé à une augmentation progressive de 1 'information relat ive aux 
fonctions calculées. Chaque fonction calculée e s t  une approximation 

de l a  fonction définie par : 

hxy. s i  x 2 O alors x+y sinon 1 - 

Cette fonction peut ê t r e  définie en tant  que supremum de l a  cha7ne 
inf inie  précédente : Pour cela,  l 'espace des fonctions doi t  ê t re  
complet (pour l e  Sup de chafne croissante);  i l  possède alors  une 

structure de CPO (Compl e t e  Parti al Order). 
* 

- - - 

Enfin, une condition nécessaire pour que h = SUP mn(l) s o i t  point 
n 



f i x e  de l a  fonc t i onne l l e  e s t  que c e t t e  dernière s o i t  continue, 

c 'es t -à-d i re  t e l  l e  que : 

Ces not ions sont fondamentales e t  servent de support à d 'au t res  

travaux concernant l e s  approximations; mais il e s t  c l a i r  que 

IN u (1) ne peut  ê t r e  considéré comme l e  seul domaine de ca l cu l ;  

A ins i ,  1 a sémantique a lgébr ique d e v a i t  i n t r o d u i r e  un nouveau domaine 

de ca l  cu l  : 1% magma libre compzet Cl011 . Associons en e f f e t  à 

l ' é q u a t i o n  récurs ive  précédente l e  schéma de programme su ivant  : 

Alors  l ' é q u a t i o n  récurs ive  e s t  une instance de ce schéma dans l a  

mesure où l ' o n  o b t i e n t  c e t t e  équation à p a r t i r  du schéma en remplaçant 

l e s  symboles de fonc t i on  t , a e t  s par l e s  fonc t ions  : 

t(x,y,z) Z s i =  x = O a l o r s  y s inon z - 
a(x)  z x - 1  

Un t e l  schéma ca lcu le  l a  s u i t e  des expressions : 

que l ' o n  peut représenter par  l e s  arbres : 





Dans l a  mesure où F e s t  un symbole de fonc t i on  inconnu, on p u t  

l u i  assncipr un symbole syntaxique i n d é f i n i  noté R (qu i  corres-  

pond à 1 'élément L précédemnent u t i l i s é ,  c 'es t -à-d i re  à une 

absence d '  in fo rmat ion) .  On peut a i n s i  associer  à l a  su i  t e  d 'a rbres  

précédente l a  s u i t e  : 

croissante pour 1 ' ordre : 

A 5 A '  - s s i  A '  e s t  obtenu à p a r t i r  de A par remplacement d'un 

ou p lus ieurs  R 's  par d 'au t res  termes. 

Conune précédemment, l e  supremum d'une t e l l e  chaîne nécessite que 

1 'espace des arbres s o i t  muni d'une s t r u c t u r e  de CPO; chaque élément 

de c e t t e  chatne e s t  une approximation de 1 ' a rb re  i n f i n i  : 



q u i  con t i en t  t ou te  l ' i n f o r m a t i o n  d é s i r a b l ~  en ce cens que l e s  

c a l c u l s  des programmes obtenus en i n t e r p r é t a n t  l e  schéma i n i t i a l  

sont  images, dans une a p p l i c a t i o n  convenable, de c e t  a rbre  i n f i n i .  

1, B, - APPROXIMATIONS DANS LE MDA-CALCUL 

Le 1 arnbda-calcul donne un p a r f a i t  exemple de 1 a n o t i o n  d '  approximation 

e t  de ca l cu l  i n f i n i .  Tous l e s  exemples de programmes u t i l i s é s  jusqu'à 

présent ne comportaient que des va r iab les  e t  des fonc t ions ;  or ,  de 

nombreux langages de programmation o n t  l a  p a r t i c u l a r i t é  de permettre l a  

man ipu la t ion  de symboles de fonct ions en t a n t  qu 'ob je ts  du langage, 

c ' e s t - à - d i r e  de permettre de d é f i n i r  des fonc t ionne l  l e s  d ' o r d r e  quel con- 

que. Le Lambda-calcul de CHURCH C251 e s t  un système formel  u t i l i s a n t  

fonc t ions  e t  fonc t ionne l les ;  une fonc t ion  e s t  dénotée par  une expres- 

s i o n  e t  un mécanisme de réduct ion  (noté -+ ) appl iqué à c e t t e  expres- 

s i o n  s u i v i e  des arguments de l a  f o n c t i o n  en ca l cu le  3a va leu r  pour 

ces arguments. Le Lambda-calcul a é t é  u t i l i s é  pour l ' é t u d e  des langages 

de programmation par t raduc t i on  en Lambda-cal cu l  des programmes e t  

u t i l i s a t i o n  des propr ié tés  des systèmes formels b i e n  connues des l o g i -  

c iens C8,91 . 

Les A-termes sont  généralement d i v i s é s  en deux classes; ceux qu i  possé- 

dent une forme normale (dont  l e s  "valeurs"  sont  d é f i n i e s )  e t  ceux qu i  

n 'en  possèdent pas, que l ' o n  a longtemps considérés comme i n d é f i n i s .  



On doi t  à WADSWORTH Cl391 une remise en cause de c e t t e  c l a s s i f i -  
cation : En e f f e t ,  u n  terme ne peut ê t r e  considéré comme indéfini 

s ' i l  n 'a pas une forme normale; a ins i ,  s i  A e s t  u n  A-terme scus 
forme normale e t  s i  l 'on dé f in i t  M = 1x.x IA e t  N = hx.x KA , i l  
e s t  c l a i r  que M e t  N n'ont pas de forme normale, mais : 

En ident i f ian t  M e t  N , on obtiendrait 1 = K , ce qui rendrait 

l e  A-calcul inconsistant. 

WADSWORTH montra qu ' i l  é t a i t  possible de distinguer parmlf les  termes 
n'ayant pas de forme normale : 

- Les termes appeles "non solvables" t e l s  que : 

Ml = A A avec A = Xx.xx 
ou 

M2 = A T avec T = hx.xxx 

t e l s  que : 

* * 
Ml -> M e t  Me -> ((Xx.xxx)T)TT . . . 1 

Si de t e l s  termes sont considérés comme des fonctions, on peut 

leur appliquer des arguments; quelle que s o i t  l a  manière de procéder, 
on n'obtiendra pas une forme normale e t  l e  calcul s e  prolongera 
indéfiniment. De t e l s  termes, dont l a  forme commune e s t  : 

sont aussi appelés "non en forme normaZe gauche" (ou "non en forme 

normale de t ê t e f r ) .  
* ,  

- Les termes d i t s  'rsoZvabZes't t e l s  que 1 'opérateur de point fixe 
Y défini p a r :  

t e l s  que : 
* 

Y (KA) -> A pour tout terme A 

Autrement d i t ,  1 'application d'arguments à ces fonctions permet 



d ' a b c u t i r  à une forme normale; l e u  r forme genérale é tan t  : 

Axl X2 ... X n  Z NI N2 ... Nm 

i 1s sont également appel 6s "en fome nomzate gaucheff (ou "forme 

normale de t & t e f ' ) .  

Les termes non solvables sont  représentés par  l e  1 ( to ta lement  

i n d é f i n i )  dans l e  modèle Dm de SCOTT C124,91 ce qu i  correspond 

au f a i t  que de t e l s  termes ne pourront  ê t r e  évalués; par cont re  l e s  

formes normales gauches seront  évaluées par  un programme sans f in ,  

mais ne sont pas associées à l 'é lément  indéterminé. 

On d o i t  à WADSWORTH C139l pu is  à J. J. LEVY C791 une d é f i n i t i o n  

c l a i r e  des approximations dans Ze A-caZcuZ u t i l i s a n t  l e s  arbres de 

BUHM : S i  1 'on i n t r o d u i t  en e f f e t  l e  te rne  .Q (pour 1 ' i n d é f i n i )  dans 

l e s  A-termes, t o u t  rédex (de l a  forme (hx.M)N) sera "représenté" 

par  B ; a i n s i ,  on associera au terme : 

M = Axy.y(x(hz. P ) Q ) )  (xy )  ((hw. R)S) 

l a  8-normale forme gauche : 

qu i  peut ê t r e  considérée comme une forme nomate  gauche approchée 

de M . On v o i t  a i n s i  que t o u t  terme non so lvab le  sera représenté 

par R ; par cont re  1 'opérateur de p o i n t  f i x e  Y donne, par  réduc- 

t i on ,  des termes de l a  forme : 

~ f .  f n [ x x \  avec x = ~ x . f ( x x )  

ses formes normales approchdes sont  donc : 

Ces approximations successives peuvent e t r e  représentées par  l a  s u i t e  

d'arbres (de BDW) : 



q u i  tend, dans un espace approprié, vers 1 ' a rb re  i n f i n i  : 

On t rouvera  dans C791 une étude complète des p rop r ié tés  de 

ces approximants e t  de l 'espace complété qu i  d o i t  a v o i r  une s t r u c t u r e  

de CPO pour  que l a  l i m i t e  des approximations puisse ê t r e  d é f i n i e .  

L ' i n t é r e t  de lia s t r u c t u r e  de CPO appara f t  p lus  nettement encore dans 

1 ' étude de l a  sémantique de langages typés, e t  p lus  par t i cu l iè rement  

de A-calculs typés ( t e l s  que LCF [94,1051) pour lesquels d ivers  

modèles ([124,50,431) on t  é t é  ~ r o ~ o s e s  dans l e  cadre de l a  t héo r ie  

des CPO's. 

Notons en e f f e t  que l e <  CPO's nossedent des p rop r ié tés  permettant l a  

cons t ruc t i on  de fonc t ions  de type f i n i  : Ainsi, s i  D e t  D' sont 

des tPO1s, l 'ensemble CD + D l 1  des fonc t ions  cont inues de D dans 

D l  e s t  un CPO; 11 en e s t  de meme du p r o d u i t  ca r tes ien  f i n i  X Di , 
00 { D i l i  t I l  e s t  une f a m i l l e  de CPO' r ;  en f in ,  l ' isomorphisihél 

CD x D '  + D"] = CD + CD'  + Du]] qu i  associe, à t o u t  f E CD x D '  -, D"1 ,  
1 lelement Xx(Xy,f(x,y))  , permet de ne considerer  que des fonc t ions  

& un seul argument. 



Dans l a  d é f i n i t i o n  de l a  sémantique d '  un A-calcul typé, une 

interprétntion cons is te ra  5 associer, aux termes typés d é f i n i s  

induct ivement pa r  : 

x T  e s t  un terme de type T 

t ( '  + s T  e s t  un terme de type o 

T u Ax . t e s t  un terme de type ( -r + a) 

une valeur  appartenant à un domaine ( =  CPO) associé au type corres- 

pondant : A i n s i  on associera à un terme xT un élément du CPO Dr, 
où l e s  CPO's DT sont d é f i n i s  induct ivement par  : 

S i  O es t  un type de base e t  Do un CPO donné (par  exemple, l e  

CPO IN u i l ) )  , on peut a i n s i  cons t ru i re  une sémantique pour l e s  

fnnc t ionne l les  d 'o rdre  supér ieur ;  a i n s i ,  s i  f e s t  une fonc t ion  de 
type (O + 0)  , son p lus  p e t i t  p o i n t  f i x e  ~f e s t  de type O : 

Y e s t  donc de type ((O + 0)  + O) e t  une i n t e r p r é t a t i o n  l u i  asso- 

c i e r a  un élément de [[DO + DO] + DO] qu i  e s t  un CPO d'apres l e s  

propr ié tés  énoncées auparavant. 

I~cI- CPO'S ET DOMAINES CALCULABLES, 

Dans 1 a sémantique des 1 angages de programmation, l e s  cons t ruc t ions  

proposees do i ven t  & t r e  r é a l  i s a b l  es par  des machi nes ; autrement d i t  , 
on ne peut r e t e n i r  que des i n t e r p r é t a t i o n s  associant,  a des ob,iets 

syntaxiques donnes (symboles de fonct ions,  de fnnc t i onne l  l e s  dans LCF) 

des fonct ions ou  fanct ionnel  lez  ca lcu lab les .  La sémantique proposee 

pour  l e s  langaaes types d o i t  donc & t r e  adaptée & c e t t e  nouvel le  c o n t r a i n t e  

e t  d o i t  conduire à une d é f t n i t i o n  de CPO's p a r t i c u l i e r s ,  appelés 

domaines oaZuuZabZes, don t  l e s  propr ie tes  a lgebr iques e t  ca lcu lab les  

demeurent s tab les  par passage aux fonc t ionne l  l e s  d 'o rd re  superieur. 

En theor ie  c lass ique de l a  c a l c u l a b i l  i te ,  l e  domaine ca l cu lab le  



u t i l i s é  e s t  l a  f am i l l e  RE c P(N) des ensembles récursivement énu- 

mérables cons t ru i t s  à p a r t i r  de PY par une "procédure e f f ec t i ve "  

C95,1131 ou algorithme. Dans ce domaine, l es  par t ies  f i n i e s  de H 
jouent un r61e p r i v i l é g i é  e t  permettent d'engendrer effect ivement 

RE (chaque ensemble récursivement énumérable es t  po in t  f i x e  d'un 

opérateur d'énumération) : L'ensemble PuI l )  de ces par t ies  f i n i e s  

joue l e  r 8 l e  de base effective. 

Cette théor ie  f u t  étendue aux domaines du A-calcul typé de deux 

façons d i f fé ren tes  : certa ins auteurs (C121,119,44,1281) modi f iè rent  

l a  sémantique du A-calcul typé en donnant à chaque CPO DT une base 

e f fec t i ve ;  d'autres ([48,49,50,301) , s ' i nsp i r an t  de l a  théor ie  des 

ensembles énumérés de MALCEV C85,861 , se sont attachés à d é f i n i r  de 

t e l s  domaines en t an t  que fami 11 es e f fec t i ves  d'ensembles récursive- 

ment énumérables. e 

Dans l es  deux cas, les  éléments calculables sont d é f i n i s  en t a n t  
que sup's de chaOnes c r ~ i s s a n t e s  e f f ec t i ves  d'éléments de l a  base 

ef fect ive qu i  cunst i  tuent  des approximations des éléments calcula- 

b les engendrés : Cette construct ion es t  réa l i sab le  par programme ; 

d'aut re  par t ,  s i  D e t  D '  sont  des domaines calculables, 1 'ensemble 

des fonct ions continues calculables de D dans D '  e s t  encore un domaine 
t 

calculable : Cette d é f i n i t i o n  des éléments calcul  ables e s t  donc val able 

pour t ou t  type ( f i n i )  de fonct ionnel le.  

I I  - CPO' s ET ESPACES METRIQUES, 

La topologie de CPO couramment u t i l i s é e  C124,1451 e s t  t e l l e  que t ou t  

ouvert  contienne avec un élement tous ceux qui  l 'approchent e t  ne puisse 

contenir  une 1 irni t e  d' approximants sans conBeni r au moins 1 ' un 

d'entr 'eux; ce t te  topologie a 1 l i n t e r e t  de f a i r e  coyncider l a  de f i n i -  

t i o n  topologique classique de 1 a cont inu i  t e  avec ce1 l e  aue nous avons 

evoauee precedement ( preservation des su p' s  & chafnes croissantes ) . 
Les ouverts de base de ce t te  topologie sont formes d 'ob je ts  l n f i n i t a i -  

res possedant en commun une " informat ion pos i t ive"  t e l  l e  que 



- IN-IÛ a 

"x contient un élément finitaire eu : Une tel le  topologie n'est 
pas séparée. 

11 n'est pas étonnant qu'en 1 'enrichissant d'ouverts de base associés 
à une "information négative" telle que "x ne contient pas tel 
élément fini taire e u ,  on parvienne a la rendre séparée : C'est la 
démarche suivie par PLOTKIN Cl081 ( la  topologie obtenue est  dite 
"de Cantor" ou "de ~awson") e t  par BETREMA Cl71 . D'autre part, 
une sémantique des programmes récursifs non déterministes a été entre- 
prise dans' C3,102,1031 dans des espaces d'arbres considérés, non en 
t a n t  que CPO's, mais en t a n t  qu'espaces métriques complets : 11 é ta i t  * 
donc naturel de chercher à définZr une mdtr-ique sur des CPOts a f in  de 

faire de ces derniers des espaces mgtriques comptets. 

1 1. A. - sui #s DE CAUCHY ET CHAI NES CROI SSANTES. 

Outre les avantages, bien connus des numériciens, de 1 'utilisation 
d'une métrique (aspect< quantitatifs : Précision des calculs, vitesse 
de convergence, etc.. .),  on peut citer bien des exemples où une 
approche ordonnée s '  avère insuffisante. Ainsi, dans C 1241 , SCOTT 

donne l'exemple d 'un cercle, considére en t a n t  que limite d'une 
sui te croissante (pour 1 'inciusion) de polyg8nes; or, i l  existe bien 
d'autres façons de réaliser des approximations : On peut par exemple 
consi+derer une f i  qure quel bonque dessi née sur un ecran (1 equel wut 
etre consi deré comme 1 ' 6lément bottom dans une sui te d' approximants) ; 
puis realiser une oartition de l'ecran en ne gardant que les rectan- 
gles d o n t  l a  surface de l'intersection avec la figure est  superieure 
a l a  moi t ie  de la surface de ces'rectangles : En realisant des par- 
titions de plus en plus fines de 1 'ecran, on obtient ainsi une sui te 
q u i  n'est n i  croissartte, n i  dirigee au sens des CPO's, mais q u i  tend 
vers l a  figure initiale. 

De façon plus precise, la l i  tterature propose des exemnleq d'appro- 
ximations non ordonnee's. Ainsi , pour la métrique de BOASSON-NIVAT C201 
definie, sur le monolde libre I* : 



i on peut d é f i n i r  des s u i t e s  ( t e l l e s  que xi = a b , avec L = {a,b)) 

qu i  convergent (vers au lorsque i tend vers 1 ' i n f i n i ) ,  mais qu i  

ne sont pas cro issantes : Il e s t  i n t u i t i v e m e n t  c l a i r  que, pour  tou te  

s u i t e  c ro issante  (xi) (pour 1 ' o rd re  : " e t r e  fac teu r  gauche de"), 

on a : 

x = SUP xi => x = l i m  xi 

a l o r s  que l e  c o n t r a i r e  e s t  faux : On peut  donc d i r e  que l e s  s u i t e s  

de Cauchy q u i  tendent vers l e s  éléments de Z" , ensemble des mots 

f i n i s  ou i n f i n i s ,  o f f r e n t  "p lus d'approximations" que l e s  s u i t e s  

ordonnées. Nous associons de façon générale à t o u t e  s u i t e  de Cauchy 

une su i  t e  c ro i ssan te  ayant même l i m i t e  : A ins i  en associant  à l a  
i s u i t e  xi = a b , l a  s u i t e  c ro issante  (yi) appelée direction 

associée à (xi)ia e t  d é f i n i e  par : 

Y i = in fo rmat ion  commune aux éléments de l a  s u i t e  

(xi) d ' i n d i c e  supér ieur  à i 

= a i 

on a évidemment : 

SUP yi = l i m  xi = a* 

Ces r é s u l t a t s  sont  également expl i c i  t é s  dans [3] dans l e  cadre 

de l a  sémantique algébrique, l e s  arbres i n f i n i s  pouvant g t r e  considérés 

corne l i m i t e s  de s u i  tes  de Cauchy ou Sup's de chatnes cro issantes 

d 'a rbres  f i n i s .  

De façon generale, CPO i n f i n i t a i r e  ( W-algebrique e t  " c o h s i s t e n t l y  

complete" au sens de C1071) e t  espace métr ique complet peuvent e t r e  

mis en b i j e c t i o n  par  l a  d é f i n i  t i o n  d '  une métr ique appropriee, équiva- 

l e n t e  & c e l l e  de N I V A T  Cl021 sur  l e s  arbres e t  sur  l e s  mots : S i  

1  'on d e f i n i  t une enurneration de 1 'ensemble (suppose dénombrable) des 

ob je ts  f i n i t a i r e s ,  c e t t e  métr ique cons i s te ra  à rendre proches des 



éléments i n f i n i t a i r e s  qu i  ne sont "séparés" que par des éléments 

f i n i  t a i r e s  énumérés suffisamment l o i n .  

I I ,Ba - ESPACE DE FONCTIONS, 

L'ensemble des fonc t ions  cont inues d 'un  CPO i n f i n i t a i r e  dans un au t re  

é t a n t  1 ui-même un CPO i n f i n i  t a i r e ,  l e s  r é f l e x i o n s  précédentes s ' appl i- 

quent aussi aux espaces de fonc t ions  continues. Les o u t i l s  métr iques 

apportent des propr ié tés  in téressantes exprimées en termes de conver- 

gence : Nous en i l l u s t r o n s  1 ' i n t é r e t  su r  1 'exemple simple du CPO 

noté D des représentat ions décimales de r é e l s  compris e n t r e  deux 

valeurs f i n i e s  a e t  b e t  considérées comme sous-ensemble de 1" , 
avec C = {0,1,2 ,..., 9 )  u {,) . 
Les éléments f i n i t a i r e s  de 1 'ensemble des fonc t ions  cont inues de 0 

dans lui-même sont  l es  fonc t ions  en e s c a l i e r  de l a  forme : 

y s i  z z x  - 
E sinon 

On montre que s i  f e t  g sont des fonc t ions  cont inues de D dans 

D une f o n c t i o n  en e s c a l i e r  (x,y) "sépare" f e t  g s i  e t  seulement 

s i  y "sépare" f ( x )  e t  g (x )  . S i  1 'on considere une énumération 

des éléments f i n i t a i r e s  de D t e l  l e  que toutes l e s  représentat ions 

de r é e l s  comportant n c h i f f r e s  apres l a  v i r g u l e  so ien t  énumérées 

avant c e l l e s  q u i  en comportent n t 1  , on peut associer  e f fec t ivement  

a t o u t  e n t i e r  n l e  rana r ( n )  à o a r t i r  duquel 0 ne crwnporte p lus  

que des representat ions à p lus  de n c h i f f r e s  s i g n i f i c a t i f s .  On a 

donc : 

1 d ( f  ,g) < - 4 pour t o u t  r e e l  x donne à 1oWn près , 
'(" f ( x )  e t  g ( x )  on t  au moins n c h i f f r e s  

s i g n i f i c a t i f s  en commun. 

Autrement d i t ,  l a  convergence au sens de not re  metr ique imp l ique 

l a  convergence simple ( e t  inversement) : Ce r e s u l t a t  e s t  obtenu 

dans l e  cas general de 1 'ensemble des fonc t ions  cont inues d 'un  CPO 



i n f i n i  t a i r e  dans un CPO i n f i n i  t a i r e .  

Dans c e t  espace de fonc t ions ,  il e s t  f a c i l e  de t rouve r  des exemples 

de s u i  tes  de Cauchy de fonc t i ons  qu i  convergent, mais n ' o n t  aucune 

"bonne" p r o p r i é t é  du p o i n t  de vue de 1 'ordre.  A ins i ,  l a  s u i t e  

( f n ) n a  d é f i n i e  par  : 

converge simplement, e t  au sens de not re  métr ique, vers ex . Le 

c a l c u l  de e se fera par l i m i t e  d'une s u i t e  de Cauchy ( fn ( l ) )na  

d'approximants, mais on peut remarquer que c e t t e  s u i t e  : 

n ' e s t  par  ordonnée, au sens de l ' o r d r e  " ê t r e  f a c t e u r  gauche de ' sur  

L* . La s u i t e  d i r i g é e  associée (ai) à c e t t e  s u i t e  de Cauchy permet 

d 'ob ten i r ,  pour t o u t  n , l e  sous-mot c o r r e c t  dans l a  représenta t ion  

( 1 )  autrement d i t ,  

a. = E , a l = 2  , a 2 = 2 , 7  etc... 

Un o b j e t  i n f i n i t a i r e  ca l cu lab le  e s t  donné, dans un CPO i n f i n i t a i r e ,  

par  un prcgramne d'énumération des ob je t s  f i  n i  t a1  res  q u i  1 'engendrent; 

par contre, dans un espace métr ique r é c u r s i f  [23,73,96,104,142] , 
un o b j e t  i n f i n i t a i r e  x e s t  c a l c u l é  par deux programes : 

- l e  premier énumere l e s  éléments de l a  s u i  t e  qu i  tend vers x 

- l e  second c a l c u l e  l a  " v i t e s s e  de convergence"; c 'es t -&-d i re  

associe à t o u t  e n t i e r  n l e  rang $(n)  p a r t i r  duquel l e s  
1 

elëments de l a  s u i t e  sont  8 une d is tance i n f e r i e u r e  8 . 
Autrement d i t .  s i  (bi)id e s t  une s u i t e  de Cauchy e f f e c t i v e ,  on 

peut c a l c u l e r  l e  rang $(n)  t e l  que, pour t o u t  i j > ( n )  , bi 

e t  b j  se comportent de l a  meme façon par r a p p o r t  aux n premiers 



éléments f i n i t a i r e s  énumérés. S o i t  donc f un élément f i n i t a i r e  

énuméré (pour l a  première f o i s )  à 1 ' i n d i c e  n ; on peut donc d i r e  

que : 

- ou b ien  f 5 bi - e t  f c b 
j i,j > 10) - ou b ien  f $ bi - e t  f $ b j  

Puisque bi e t  b sont  f i n i  t a i res ,  on peut déc ider  s i  f s bi : 
j 

l a  donnée de l a  f onc t i on  $ permet donc de déc ider  s i  f i l i m  bi ; 

en d' autres teniies, s i  1 'on convient d 'appeler  décidables l e s  éléments 

y t e l s  que , pour t o u t  f f i n i t a i r e ,  l a  r e l a t i o n  f i y s o i t  

décidable, on o b t i e n t  donc que l e s  l i m i t e s  e f f e c t i v e s  de su i tes  de 

Cauchy e f f e c t i v e s  sont décidables. S i  1 'on se p lace dans P m )  , 
l e s  ob je t s  i n f i  n i  t a i r e s  ca lcu lab les  des CPO's (SUP's de chaînes c r o i s -  

santes e f f e c t i v e s )  correspondent aux récursivement énumérables; e t  

l e s  ob je t s  i n f i  n i  t a i r e s  c a l c u l  ables des espaces métr iques correspondent 

aux r é c u r s i f  S. 

1 I I  - PLAN 

Dans un premier chapi t re,  nous rappelons l e s  d é f i n i t i o n s  e t  p rop r ié tés  

r e l a t i v e s  aux CPO's e t  à l e u r  topologie; nous nous intéressons p lus  

p a r t i c u l  ièrement aux CPO'  s i n f i n i  t a i r e s  ( U-algébriques e t  " cons i s ten t l y  

comple te",  au sens de PLOTKIN Cl071 ) dont l a  base d i  t e  f in i ta i re  

e s t  composée d'éléments associés a une quant i  t é  f i n i e  d '  i n fo rma t ion  

(Cf. Theorème 2); nous montrons que de t e l s  CPO's correspondent exac- 

tement aux domaines t r a i t é s  dans l a  semantique des langages de pro- 

grammati on. 

Dans l e  second chapi t re,  nous def in issons une u l  t ramet r ique su r  ces 

CPO's i n f i n i  t a i r e s ,  associée a une enurneration de l a  base f i n i t a i r e ;  

c e t t e  u l t ramet r ique s 'avère  en f a i t  independante de l 'enumerat ion 

c h o i s i e  (Theorbe  1). e t  un i  formement Gquivalente aux metriques de 

BOASSON-NIVAT C201 sur  l e s  mots e t  d'ARNOLD-NIVAT C31 sur  l e s  



arbres (Théorème 2) ;  par contre, e l l e  n ' e s t  équivalente n i  à l a  

métr ique de WEIHRAllCH C140.1411 , n i  à l a  métr inue de Ba i re  sur  

l e <  fonc t i on<  t o t a l p s  de PV dans IN . Le théorème 3  montre que 

tou te  s u i  t e  de Cauchv d '  é l  éments f i n i  t a i  res converse vers un é1 é- 

ment du CPO i n f i n i t a i r e ;  à 1  ' inverse,  t o u t e  s u i t e  c ro i ssan te  e s t  

de Cauchy. Cet te métr ique permet donc d'engendrer l e s  m h e s  é le -  

ments i n f i n i  t a i r e s  que par l e s  s u i t e s  cro issantes,  mais en u t i l i -  

sant p lus  de "chemins de c a l c u l "  puisque t o u t e  s u i t e  de Cauchy 

n ' e s t  pas nécessai rai lent cro issante.  

Le Chapi t re III étend ces r é s u l t a t s  aux espaces de fonc t i ons  con t i -  

nues. Après a v o i r  ca rac té r i sé  l e s  espaces de fonc t ions  cont inues en 

t a n t  que CPO'  s  i n f i n i  t a i r e s  (Théorème 2 )  , nous montrons (Proposi-  

t i o n  4)  que tou te  fonc t i on  cont inue au sens métr ique e t  c ro issante  

e s t  aussi cont inue au sens des CPO's; é t a n t  donné que l e  complété 

métr ique de not re  base f i n i t a i r e  e s t  compact pour no t re  métr ique 

(Théorème 3), t o u t e  fonc t i on  cont inue dev ien t  uniformément continue. 

De plus, nous prouvons que l a  convervence pour no t re  métr ique équivaut 

à l a  convergence simple (Théorème 4  e t  51 e t  à l a  convergence un i -  

forme dans l e  cas de su i tes  c ro issantes  de fonc t ions  (Théorème 6 e t  7 )  

Noiis rpprenons dans l e  chap i t re  I V  une vers ion e f f e c t i v e  des not ions 

de CPO i n f i n i  t a i  r e  e t  d'esnace mgtrique: t o u t  d f  abnrd. nous d e f i  n i  ssons 

l a  n o t i o n  de bnse effective e t  donnons deux facons de c o n s t r u i r e  à 

p a r t i r  d '  une t e l  l e  base l e s  cléments i n f i n i t a i r e s  ca l cu lab les  : La 

première cons i c te  ii c l o r e  algebriquement c e t t e  base e f f e c t i v e  

(domaines " e f f e c t i v e l y  given" de SMYTH Cl281 e t  KANDA C641 ) pcxu  

en e x t r a i r e  l e s  seuls elements ca lcu lab les ;  l a  seconde cons i s te  à 

donner une ve rs ion  e f f e c t i v e  de l a  complét ion par  ideaux : La Propo- 

s i t i o n  2 montre que l e s  espaces a i n s i  obtenus sont  e f fec t ivement  

isomorphes. Nous rappelons ensui t e  1  a  d é f i  n i  t i o n  des domai nes ca l  cu- 

l ab les  en t a n t  qu'ensembles enurnerés e t  montrons que l a  cons t ruc t i on  

preceden t e  coY n c i  de avec 1  ' approche de ERSHOV [ 501. Nous concl uons 

ce c h a p i t r e  par un rappel des travaux r e l a t i f s  aux espaces metriques 

r e c u r s i  f s  e t  u t i  1  isons essen t i e l  lement 1 es d e f i n i  t i o n s  e t  p ropr ié tés  

de LACOMBE E751 e t  MOSCHOVAKIS C961, 



Enfin, l e  Chapi t re V permet de prouver que l e s  1 im i tes  de s u i  tes  

de Cauchy e f f e c t i v e s  correspondent aux éléments décidables des 

domaines ca lcu lab les  (Théorème 1); une ve rs ion  in té ressante  de ce 

r é s u l t a t  e s t  obtenue dans l e  cas de CPO's i n f i n i t a i r e s  dans lesque ls  

1 'énumération de l a  base " respecte" 1 ' o rd re  (Propos i t ion  5).  

Enf in,  dans l e  cas d 'ordres arborescents ( i n t r o d u i t s  par RIGUET C 1121, 

KUPEPA C711 e t  SCHMIDT C51,116,1171) , il e s t  montré que l e s  

éléments i n f i n i  t a i r e s  ca lcu lab les  sont  décidables (Théorème 3 )  : 

c ' e s t  l e  cas des mots e t  des arbres i n f i n i t a i r e s ;  ce n ' e s t  pas 

ce1 u i  des r é e l s  , n i  des éléments de T(" . 

Une l i s t e  de problèmes ouver ts  e t  de développements possib les 

concl u t  ce t r a v a i l .  



CHAPITRE 1 
-=-=,=,=,=, 

B A S E S  F I N I T A I R E S  

C P O ' s  I N F I N I T A I R E S  



Nous reprenuns dans ce chap i t re  des not ions abordées dans l a  l i t t é -  

r a t u r e  de façons t r è s  d iverses e t  généralement associées à des t e r -  

mes d i f f é r e n t s .  L 'un  des o b j e c t i f s  de ce t r a v a i l  é tan t  d ' é t u d i e r  l e s  

l i e n s  ent re  p rop r ié tés  métriques e t  p rop r ié tés  l i é e s  à une s t ruc tu re  

d 'ordre,  nous sommes p a r f o i s  con t ra in ts  de c réer  de nouveaux termes 

a f i n  d ' é v i t e r  tou te  confusion ent re  des concepts vo i s ins  r e l a t i f s  

à l ' o r d r e  ou à l a  métrique. 

1 - COMPLET ION DANS LES CPO'S 

S o i t  D un ensemble muni d'une r e l a t i o n  d 'o rd re  p a r t i e l  notée 5 . 
Nous d i rons  que : 

. DEFINITION 1.- Un sous-ensemble A - c D e s t  d i t  dirigé s s i  tou te  

p a r t i e  f i n i e  de A e s t  majorée; autrement d i t  : 

V dl,d2 E A 9 4 d3 E A dl 5 d3 & d2 2 d3 . 
DEFINITION 2. - Un ensemble (D,r) p a r t i e l  lement ordonné e s t  

appelé CPO (Complete - - P a r t i a l  - Order) s s i  t o u t  sous- 

ensemble d i r i g é  de D admet un p lus p e t i t  majorant 

(ou SUP) e t  s ' i l  e x i s t e  un p lus  p e t i t  élément dans 

D note 1 .  

Nous noterons ( D )  1  'ensemble p a r t i e l  lement ordonné muni de son 

elément minimal. Notons que l e  terme de IPO ( Induc t i ve  - - P a r t i a l  - Order) 

e s t  p a r f o i s  u t i l i s é  3 l a  place de CPO, notamment dans c l081 . E n f i n  : 

DEFINITION 3 . -  Un sous-ensemble C de D e s t  appelé chaTne de 

D s s i  il e s t  totalement ordonné; chaTne cro issante  

s s i  C e s t  denmbrable, C = e t  

Xi Xi+l pour t o u t  i E N . 
La l i t t e r a t u r e  propose souvent [105,16,65,44] 8 l a  place de l a  

de f in i  t i e n  2 : "Un ensmble ( D L )  e s t  appetd P O  se i  toute 
ohatne oroieeante de D non vide  a un N P w .  Ces deux d é f i n i t i o n s  ne 

sont pas con t rad ic to i res  comne l e  montre l a  p ropos i t i on  suivante ~ 2 8 1  : 



PROPOSITION 1 .- Soi t ( D , , )  un ensemble p a r t i e l  lement ordonné; 

les  deux condit ions suivantes sont  équivalentes : 

( i  ) Tout sous-ensemble d i r i g é  dénombrable non 
v ide  de D a un SUP, 

( i i )  Toute chafne croissante non v ide de D 

a un SUP. 

Il e s t  c l a i r  que ( i )  implique ( i i )  puisque tou te  chatne croissante 

e s t  dir igée; d 'autre par t ,  il résu l t e  de l a  d é f i n i t i o n  2 l e  lemne 
sui  vant : 

LEMME.-  Soit  A une part ie  dirigde, F - c A une partie f inie de 

A ; ators 3 b E A t e l  que b majore F . 
On peut alors, à p a r t i r  d'une su i t e  d i r igée  A = (bi)iW , d é f i n i  r 
par récurrence une sui t e  croissante (b'i)ib( de l a  façon suivante : 

b e s t  un majorant de {bl,. . . ,bi ,bj } dans A . 
Il e s t  c l a i r  que (b;) c r o i t  par construct ion e t  que 1 'on a : 

SUP (bi) ' SUP ( b i )  
i i 

Une adaptation de ce t te  construct ion sera rep r i se  ulter ieurement 

dans l 'e tude des CPO's calculables e t  l a  d e f i n i t i o n  d'une enuneration 
des elements obtenus en t a n t  que SUP's d'ensembles d i r i ges  (C441,[641). 

On peut resuner l a  propos i t ion 1 en notant  que l es  ob je ts  obtenus 

par supremm d'ensemble d i r i g e  ou de chalne croissante sont les  
mêmes mais que les  façons d'approcher ces ob je ts  ne sont pas i den t i -  

ques. 

Enfin, l o r s  du passage aux fonct ions continues, l a  c l8 tu re  par SUP 

d'ensemble d i r i g e  es t  conservee, ce qui expl ique 1 ' i n t e r e t  porte 
aux CPO's dans 1 'etude de l a  semantique des langages de programnation. 

Rappelons : 



DEFINITION 4.- Soient ( D L )  e t  (D l  , )  deux CPO's; une 

fonc t ion  f : D + D '  e s t  d i t e  continue ss i  e l l e  

v é r i f i e  : 

f (SUP A) = SUP(f(A)) V A d i r igé ,  A - = D . 
Il convient de remarquer que ce t te  d é f i n i t i o n  de con t inu i té  cofncide 

avec l a  d é f i n i t i o n  topologique, au sens de l a  topologie i ndu i t e  par 

l a  s t ruc ture  de CPO ( v o i r  5 I I I ) ;  d 'au t re  part ,  ce t t e  d é f i n i t i o n  

n 'a  de sens que s i  f (A)  e s t  également une p a r t i e  d i r i gée  dans D a  : 

Cette propr ié té  r ésu l t e  du f a i t  que l a  con t inu i té  implique l a  mono- 

tOnici t é  e t  que (A d i r i g é  e t  f monotone) - f (A )  d i r igé:  

On montre a lors  que : 

PROPOSITION 2.- L'espace noté CD + D l 1  des fonctions continues 

du CPO ( D , , )  dans l e  CPO ( D , , )  e s t  

lui-meme un CPO. 

La not ion d'approximation requ ie r t  c e l l e  de base p a r t i r  de laque l le ,  

on engendre une f a m i l l e  d 'ob je ts  formant un CPO; plus précisément : 

DEFIN~TION 5.- Soi t ( D L )  un CPO; un sous-ensemble B - c D 

e s t  appelé base de D s s i  Y x  E B 4 A c B , - - 
A d i r ige ,  t e l  que x  = SUP A . 

En e f f e t ,  l ' o r d r e  sur CD + D l  e s t  d e f i n i  par : 

duelément minimal Xx.1' . 
D'autre part ,  11 e s t  f a c i l e  de v e r i f i e r  que, pour t ou t  sous-ensemble 

d i r i g é  A - c CD + D l 1  , SUP(A) e s t  d é f i n i ,  avec : 

SUP(A)(x) = SUP€f(x) I f  A) V x e D  

Cette proposi t i a n  permet, comme nous l e  ferons dans l e  t r o i  f ieme 
chapi t r e  , d' étendre aux espaces de fonct ions les  propr ietés d é f i  n ies 

sur les  CPO's domaines de ces fonctions. 

1 .BI - BASES ET COMP&IONS DE BASES : 



Il est  c l a i r  que, s i  une base de CPO existe, e l l e  n 'es t  pas néces- 

sairement unique (a ins i ,  avec (DS4. $ = @+,s,o) , une base es t  
Q+ , mais aussi Q+ U F pour t o u t  F fi+). 

Inversement, il est  intéressant de compléter un ensemble p a r t i e l l e -  

ment ordonné ( ,  en un CPO t e l  que : 

a) B s o i t  (isomorphe a) un sous-ensemble de ce CPO; 

b )  Tout élément du complété s o i t  l e  supremum d'une p a r t i e  
d i r i gée  de B . 

On ne peut dé f i n i r  sans hypothèse complémentaire un complété 

canonique PO] . Nous donnons ci-dessous deux procédés classiques 

de complétion [57,90,89,18,101] , l e  premier par idéaux, l e  second 

par classes d'équivalence d'ensembles d i r igés;  ces deux procédés sont 

équivalents dans l a  mesure où l e s  complétés obtenus sont isomorphes : 

a)  Complétion par idéaux 

Définissons d'abord : 

DEFINITION 6.- Un sous-ensemble 1 - c B es t  appelé idda2 de B 

ss i  - 
a) 1 e s t  d i r ige ,  

Parihi 1 'ensemble des idéaux de B , 1 e sous-ensemble des idéaux 

principaux de l a  forme : 

e s t  isomorphe & l a  base B . Il e s t  a lors  f a c i l e  de montrer l e  

t héo rbe  suivant  ( v o i r  ~ 8 9 1 )  : 

THEORP1E 1 . -  $OC+ ( B )  un sneembte partieZZement ordonné; 
$2 exCste un CPO note Z(B) e t  une appZiaation 
j : B -c I ( B )  trZZe que : 

a 



Jx = t j ( a ) l a  E B & j ( a )  s XI 

es t  d tr igd e t  l'on a : x = SUP Jx . 
L'ensemble I (B )  e s t  1 'ensemble des idéaux de B e t  1 ' i n j e c t i o n  

w 

j associe à chaque élément x E B son idéa l  p r inc ipa l  x . 
Il e s t  c l a i r  que 1 'ordre p a r t i e l  sur T(B) e s t  1 ' i nc lus ion  ensem- 

b l i s t e  e t  que : 

A - c i ( ~ )  & A d i r i g é  -> SUP(A) = u A ex i s t e  dans l (B )  

I (B )  a donc une s t ruc ture  de CPO. 

b )  Complétion par classes d'équivalence d'ensembles d i r i gés  : 

La r e l a t i o n  d 'ordre sur D peut e t r e  étendue a 1 'ensemble noté 

DIR(B) des par t ies  d i r igées de B comne s u i t  : 

A S A '  - s s i  V b~ A ,  3 b '  E A' t e l  que b s  b '  

avec A,A' E DIR(B) 

Il e s t  c l a i f l q u e  ce t te  r e l a t i o n  n ' e s t  qu'un préordre sur DIR(B) ; 

associons l u i  canoniquement 1 'équivalence suivante : 

A A - ssi  Ad A' e t  A'4 A 

(A e t  A' sont par fo is  appeles ooftnau3c &a) 
L'ensemble DIR(B)/s e s t  a lo rs  ordonne e t  a une s t ruc tu re  de CPO; 

un clément de ce t  ensemble correspond 3 une approximation; un 

representant canonique pour une c l  asse d 'fiquivalence C de DIR(B)/r 

e s t  d f i f i n i  par : 

On peut a lors  enoncer : 

THEOREME 1 ( b i s )  .- Sott (B ,S,I) un eneembte partiettement ordonnd. 

II -Cete un CPO note DIR(B)/: e t  une apptioation 
j : B -c DIRtB)/z t e t t e  que : 

. V x,y e B , x S y  & J(x) 4 j ( y )  c h 8  DIR(B)/E 

~ a c r  tout C e DIR(B)/Z , Z'ensdZe  

RC = u { X ~ X  t A, A t C} 
e8t  dC%l aüeo C = SUP RC 



L ' in jec t ion  j es t  c e l l e  qui  associe à t o u t  x E B , l a  classe 
d'équivalence de l ' i d é a l  p r inc ipa l  3f e t  1 'ordre sur DIR(B)/z r s t  
canoniquement associé au préordre 4 d é f i  n i  précédemnent sur 

D I  R(B) . 
D'autre part, il est  f a c i l e  de montrer que RC e s t  d i r i g é  : 

Soient x e t  x '  appartenant respectivement à A e t  A' , avec 
A E RC , A '  E RC 

A - A'  -> 3 X" , x" E A '  e t  x 5 x" 

D'autre part,  x" E A' e t  x '  E A '  e t  A L  d i r i g é  -> 3 x"' 
t e l  que 

X '  5 x"' 

-7 { x S x 8  1 es t  majoré dans RC . 
De plus, RC e s t  un i d e a l  : on ob t i en t  a i n s i  un isomorphisme entre 

l es  mmpiétes B~ e t  DIR(B)/= . 
NOTATION : Conformément 6 Cl021 , m s  noterom B= t e  compZit i  

de B (sans spéc i f i e r  s ' i l  s ' a g i t  de I ( B )  ou de 
DIR(B)/=). 

I I ,  - CPO'S INFINITAIRES, 

De nombreux auteurs [124,102,128s119] on t  Btudie l e  cas de bases asso- 

ciBes des 6lements d i  information " f i n i e "  (mots de longueur f i n i e ,  arbres 

de hauteur f i n i e ,  representations decimales f i n i es ,  par t ies  f i n i e s  de 
PI , etc.. .); nous definissons l a  not ion de base f i n i t a i r e  e t  l es  
proprietes qu i  en resu l  t e n t  pour l e  complet6 : 

1 A ÉL~ENTS FINITAIRES 

S o i t  ( D L )  un CPO. Nous definissons de façon lntr inseque l a  

not ion d'elernent f i n i  t a i r e  comme s u i t  : 

DEFINITION 7 .- Un elgrnent b r D e s t  d l  t f$n$taire s s i  , pour 
toute p a r t i e  d i r i gee  A - c D , b 5 SUP A 3c, 



(Un t e l  élément e s t  p a r f o i s  appelé compact, f i n i ,  a lgébr ique,  

ou i s o l é  dans l e s  références précédemnent c i  tées). 

On t rouve également dans (C119,1331) l a  d é f i n i t i o n  de l a  r e l a t i o n  

su ivante  : 

x - C y - ssi ,  pour t o u t  ensemble d i r i g é  A ,  A - c D , 
(y 5 SUP A => 3 c E A ,  x 5 C) 

On v é r i f i e  f a c i  lement que c e t t e  r e l a t i o n  n ' e s t  pas en général r é f l e x i v e ;  

l e s  éléments f i n i  t a i r e s  son t  précisément ceux pour lesque ls  l a  r e l a t i o n  

x C x e s t  v ra ie .  - 
Notons 1 a p r o p r i é t é  su ivante  : 

PROPRIETE 1.- S o i t  ( D L )  un CPO; so ien t  a e t  b deux éléments 

f i n i t a i r e s  de D ; a l o r s  : 

SUP(a,b) d é f i n i  => SUP(a,b) e s t  f i n i  t a i r e .  

A montrer : SUP(a,b) 2 SUP A, A d i r i g é  -> 3 c E A , SUP(a,b) r c 

or, SUP(a,b) 5 SUP(A) ==> 

O r ,  a e t  b sont  f i n i t a i r e s  

De p lus,  A e s t  d i r i g é - >  3 c E A t e l  que x s c 

{ Y s .  

-> SUP(a,b) s c avec c E A. 

QUELQUES EXEMPLES 

a) Considerons l e  CPO des représentat ions decimales de r é e l s  Cl441 

avec 1 ' o rd re  c lass ique sur  IR ; il e s t  c l a i r  que l e s  représenta- 

t i o n s  décimales.. f in ies ne sont  pas des elements f i n i  t a i r e s  car  : 

2 r SUP{xi l i  c PI} avec xi = 1.999...9 - 
i f o i s  

a l o r s  q u ' i l  n ' e x i s t e  aucun j 6 N t e l  que : 2 s x j  . 



b) Notons (a,B) un i n t e r v a l l e  à bornes r é e l l e s  (ouvert, semi- 

ouvert ou fermé); l'ensemble de ces i n t e r v a l l e s  est  ordonné par : 

(a,$) s (a' , B I )  - s s i  (a,B) - 3 (a '  , B I )  

Notons d'abord que t ou t  i n t e r v a l l e  de l a  forme [a,B) ne peut 
g t r e  f i n i t a i r e ;  en e f f e t  : 

1 Ca,B) = S U P { l  a - n ,8) In a NI 

= n ( ] a  - -  l ,BI ln E NI n  

alors qu' i 1  n ' ex i s t e  aucun en t i e r  j t e l  que : 

1 
Ca,B) 2 1 a.- - ,$) J 

Par contre, t o u t  i n t e r v a l l e  de l a  forme la,BC e s t  f i n i t a i r e  : 

Soi t  en e f f e t  A = {(ai ,Bi) l i  6 N} un ensemble d i r i g é  d ' i n t e r va l l es .  

Alors, la,BC 5 SUP A 

-> 3 (a. ,B. ) a A t e l  que a d (ai ,fii) 1 1  

e t  3 (a.,@.) A t e l  que 0 # (aj,Bj) J J 
-> gi t e l  que a < ai 

3 t e l  que B > B j  
J 

O r ,  A d i r i g e  -> 3 h t e l  que : 

-o 4 h tel que a < ah e t  8  > Bh 

Il en resul te  que : 

3 h t e l  que ( a  ,B ) A a la,@[ , la ,8 h h h h 

-> Ia,8C est  f i n i t a i r e .  

Nous develo pperons , dans l e  paragraphe I V ,  d ' autres exemples 
d'cléments f i n i t a i r e s .  

En reprenant 1 a d e f i  n i  t ion 5 du Q 1.2, nous posons : 



DEFINITION 8.- S o i t  (D,~,L) un CPO; s o i t  B une base de D ; 

B es t  d i t e  f i n i t a i r e  s i  e l l e  e s t  consti tuée d'éléments 

f i n i t a i r e s  de D . 
L '  importance de t e l  l es  bases es t  montrée par l e  théoreme suivant, pour 

lequel nous introduisons l a  not ion suivante : 

DEFINITION 9.- S o i t  ( 1 )  un CPO; B une base f i n i t a i r e  de D . 
Un élément x E D e s t  d i t  purement in f in i ta i re  S '  i 1 

e s t  l e  SUP d'une chaTne i n f i n i e  str ic tement croissante 

d'éléments de B . 
Nous noterons Bu 1 'ensemble des élements purement i n f i n i  ta i res .  

Nous montrons a lo rs  : 

THEOREME 2. - Soit  B une base f-tnitaipe dénombrabte; alors : 

B~ =BOo- B .  

PREUVE.- a)  Montrons d'abord que Bu - c Bm - B 

S o i t  a = SUP{ai lai E B 81 ai s a} 

avec ai < ai+l Y ~ E N  

Supposons que a appartienne à B 

a lors  , a s a-> 3 i , a i ai (B es t  base f i n i t a i r e )  

-> 3 i , a i ai < ai+l s a  
-> on ne peut avoir  a E B 

b) Inversement : 

a E 8- - B 5, a = SUP{ai l i  E N} avec (ai ) chaTne 

croissante dans B 

S i  ce t t e  chatne n ' es t  pas str ic tement croissante, a lors : 

3 i t e l  que al < ap ag < . .. < ai = ai++l - - ... = a 

-> ai = a , avec a E B -> cont rad ic t ion 

Bm - B c Bu. - 

Autrement d i t ,  t o u t  élément d '  une base f i n i  t a i r e  ne peut é t r e  l i m i t e  (au 

sens du supremum) d'une chatne i n f i n i e  str ic tement croissante d'éléments 

de ce t te  base (dans les  exemples précedents, l a  base des representa- 

t ions décimales f i n i es  n 'es t  pas f i n i t a i r e ;  il en e s t  de même de l a  



base des interval les fermés à bornes réel les). 

Ce théorème e s t  fondamental pour la sutte de ce travail e t  permet 
en particulier de prouver : 

PROPOSITION 3.- Si un CPO ( D , ,  1) a une base fini taire dénombrable, 
alors e l le  est unique. 

Soient en effet  B e t  B '  , bases finitaires de D . 
Supposons qu' i l  existe a E B e t  a # B' 

a ,! B' -> 3 A - c B '  tel que a = SUP A (d'après le théoreme précédent) 

-> puisque B '  est  f initaire,  3 c  E A tel que a S C  

D'autre part, a = SUP A==> a 2 x , pour t o u t  x E A - a = c avec c E B' 
-> con tradi cti on. 

Le Théorème 2 e t  l a  proposition 3 nous permettent donc d'appeler, 
pour u n  CPO (D,s , I )  donné : 

- fini taires les éléments de - la base finitaire B 

- infini taires les éléments du complété B" 
- purement infini taires les éléments. de B~ = B" - B 

La notion de base finitaire permet egalement de donner un sens à 

l'extension continue, comme le montre la proposition suivante : 

PROPOSITION 4.- Toute fonction monotone ' f : B + B , B une base 
fini taire du. CPO ( D L )  , peut être étendue de 
façon unique en une fonction continue fm : 8" + 8" . 

Il suffit en effet de poser : 

fm( l )  = o { f ( d ) l d  6 1} , 1 un idéal de B" 

où la fonction fa n'est définie que grace à la propriété de base 
finitaire de B . 
Cette proposition explique les résultats de [ 144,961 q u i  montrent 
que les representations décimales des réels sont de "mauvaises" 
représentations : En effet, les représentations décimales finies ne 



const i  t uan t  pas une base f i n i  t a i r e ,  1 'extension de 1 'addi t i on ,  par  

exemple, aux représentat ions décimales i n f i  nies, n ' e s t  pas cont inue. 

De mGme, s i  1 'on considère l a  fonc t i on  f : B -+ B d é f i n i e  par : 

= O  s i  x < 1  

= 1 sinon 

a l o r s  

mais fm(0.9999 ...) = O : fw  n ' e s t  donc pas continue. 

Montrons e n f i n  l a  p ropos i t i on  suivante q u i  donne une aut re  c a r a c t é r i -  

s a t i  on des bases f i  n i  t a i res .  

PROPOSITION 5.- S o i t  B une base f i n i t a i r e  pour un CPO (DYsyL)  ; 

a l o r s  l e s  deux p rop r ié tés  suivantes sont équivalentes : 

( i )  Y x , x sSUP A & A c  B~ & A d i r i g é  - 
=> 3y E A t e l  que x s y 

( i i )  Y x  , x sSUP A & . A  - C B  & A d i r i g é  

->4z E A  t e l  que x s z  

D'abord, il e s t  c l a i r  que ( i )  - ( i )  puisque B - c B- 

Montrons que ( i i )  -> ( i )  : 

S o i t  x  s SUP(xi ) avec p a r t i e  d i r i gee ,  xi s B" ; 

chaque xi e s t  l e  suprewm d'une p a r t i e  d i r i g e e  Ai - c B (par  cons- 

t r u c t i o n  de Ba). 

11 f a u t  donc montrer q u ' i l  e x i s t e  . . un' j -  t e l  que x s x . 
j 

Montrons pour ce la  l e s  deux lemnes su ivants  en notant  : 

u A i  pour u {yly c , i ' ~  I l  
1 

L E M E  1.- Soi t  {Ai 1 I 6 I l  une par t ie  d i r igée  de BI , uveo 

Ai - c B pour taut i r 1 

Alors A s e t  dirigda dam B. Y i  
1 

Soient en e f f e t  x,y c y A 1  * 

-o 3 1  t e l  que x E bI e t  3 j t e l  que y ,  b j  . 
hi 

( * O  i c I  d i r i g e e  -i 3 k t e l  que 4 Ak avec Ak d i r i g e e  dans B 
*J 



X 
-> s xk = SUP 4< avec xk B- 

Y 
O r -  B es t  f i n i t a i r e  : D'après ( i i )  on ob t ien t  donc : 

1 3 z E 4< t e l  que x i z 

3 z' € A k  t e l  que y a z '  

e t  A d i r i gee  dans B -> 3 z" € A k  t e l  que z i z l t  1 z '  s z "  

-> 3 z" € A k  t e l  que x i z" e t  y i z "  

- u 9 e s t  d i r igee  dans B . 
i 

D'  autre pa r t  , 
LEMME 2.- Pour tout i r 1 , xi = SVP , d$rigde drms B 

-> SUP(xl) = SUP( u 5) 
Le lemme precedent montre que SUP( u 9 ) ex is te .  

On s a i t  que SUP( u Ai ) majore xi V i e 1  
==+ SUP(xi) a SUP( u 5 )  

D'autre part ,  xi = SUP Ai 

-> Y y  € A i  , xi a y  - SUP(xi) 2 SUPCyly € U A j }  

d'oi l  l e  l e m .  

La proposi t ion 4 en résu l t e  immédiatement puisque : 

Xi E 8' 
xi m SUP Ai , Ai 5 B 

u Ai e s t  d i r i gée  dans B (Lemme 1) 
d'aprbs l e  lemme 2, on a : 

x s SUP( u Ai ) avec u Ai d i r i gée  dans B . 
11 en résul te,  d'aprbs (1) : 

4 y  . Y U U  Ai te1 que X S Y  

- > 3 y  , y e ~ O "  t e l  que x s y  



Une conséquence de ce t te  proposi t ion e s t  en p a r t i c u l i e r  que, s i  B 

est, en t an t  qu 'ensemble p a r t i e l  lement ordonné, f i n i  t a i r e  par rapport  

à lui-même ( t o u t  élément de B v é r i f i e  ( i i )  dans l a  propos i t ion 5), 

a lors il e s t  base f i n i t a i r e  pour son complété B- . 

REMARQUES.- 

1.- L'existence d '  une base f i n i  t a i r e  n ' e s t  pas toujours assurée, 

comne l e  montre 1 'exemple des représentat ions décimales de 

rée l  S. 

2.- Etant donné un élément b E B , B base f i n i t a i r e ,  il peut 

ex i s t e r  un x E 8" t e l  que x s b . 
Ainsi,  l ' i n t e r v a l l e  [n,2n] con t ien t  13.5~4-5C 

(Cn,2nl E Bu , où B e s t  l'ensemble des i n te r va l l es  ouverts 

à bornes ra t ionne l les  : on a donc 13.5,4.5C E B) 
1 Demhe  : s o i t  B = { i n I n  E M }  

avec B" = B u {O} 
On a donc : O E Bu e t  O pour t o u t  n E N  n 

3.- Dans l a  construct ion d'une base f i n i  t a i r e  B ti p a r t i r  d 'un CPO 

( D L )  , appelons h 1 'app l i ca t ion  qui f a i t  correspondre 

a D l e  complété B~ : 

De façon generale, on a : 

- h(D) c D (dans l'exemple des reprCsentations decimales - 
de reels,  on a B = B' = V) 

- D c DI-> h(D) c h(D1) - - 
- h(h(D)) = h(D) 

(h es t  pa r fo is  appel6 "fermeture i n f i r i e u r e "  C181) 

Nous nous interesserons par l a  sui  t e  aux fermes relat ivement ti 

ce t te  app l ica t ion h e t  def in i rons dans ce bu t  l a  not ion de CPO's 
i n f  i n i  t a i  res. 



11, ci - CPO'S INFINITAIRES 
-- - 

1) Dans les divers travaux relatifs aux CPO's, certaines hypothèses 
complémentaires relatives à la base (dénombrable, close par SUP f in i ,  
trei 11 i s ,  etc.. . ) sont parfois introduites. 

On définit ainsi Cl061 : 

DEFINITION 10.- Un CPO ( D , , )  e s t  d i t  atgébrique 

(resp. walgébrique) s ' i  1 possède une base 
f i  ni taire (resp. fini taire e t  dénombrable3. 

Notons qu'il en résulte imnédiatement l a  propriété suivante, généra- 
lement citée dans l a  défini tion meme : 

PROPRIETE : Dans t o u t  CPO ( D L )  algébrique, de base fini taire B , 
1 'ensemble Bx défi ni , pour t o u t  x E D , par : 

est dirigé e t  vérifie x = SUP Bx . 
Soit x E D ; B étant base de D , 3 A - c B , A dirigé tel que 

x = SUP A 

Soient b e t  b' appartenant à B, . 
A montrer : 3 e , e E Bx tel que e majore b e t  b ' .  

Or, b E B , B finitaire e t  b s x-> 4 c  E A tel que b s c 
b '  E B , B finitaire e t  b '  s x -> 3 d E A te1 que b '  5 d 

Or, A dirige -> 3 e E tel que c s e e t  d s e 

avec ~ E A C  - B e t  e s x 

4 e E BX e t  majore b e t  b '  

- B, es td i r ige .  

Quant  au f a i t  que x = SUP Bx , i l  est  evident puisque B, est 
partie dirigee de la base B . 
Notons que les CPO's w-algebriques sont appeles CPO's continus e t  
separables dans i 1193. 



On peut montrer C 1061 que ce t t e  propr ié té  d l  w-algébrici  t é  n ' e s t  

pas conservée par passage aux fonct ions continues, mais que, s i  1 'on 

d é f i n i t  : 

DEFINITION 11.- Un CPO ( D , , )  e s t  d i t  cond2tionneZZement complet 

s s i  t ou t  sous-ensemble X c D majoré dans D - 
possède un SUP. 

Alors l a  complétude condi t ionnel le  e s t  préservée l o r s  du passage aux 

espaces de fonctions continues; l es  éléments nécessaires à 1 a démons- 
t r a t i o n  seront  developpés dans l e  chapi t re  III l o r s  de 1 'etude des 

propr iétés des espaces fonctionnels. ~ o t 6 n s  que l a  l i t t é r a t u r e  anglo- 

saxonne u t i  1 ise, pour désigner l e s  CPO's condi t ionnel lement complets, 

t an td t  l e  terme comis ten t ty  complete [ 1071 , tan t8 t  batnded cmp le t e  

[64190]. 

Nous étudions plus part icul ièrement les  CPO's ayant l es  propr iétés 

c i  tees dans l es  déf i n i  t ions 10 e t  11, e t  posons : 

DEFINITION 12.- Un CPO e s t  d i t  in f in i t a i r e  s s i  il e s t  @-algébrique 

e t  condit ionnel lement complet. 

Par l a  su i te ,  pour s i m p l i f i e r  l es  notat ions, nous noterons directement 

B" les. CPO's isomorphes au complet6 de l e u r  base B . On peut a lors  

prouver l a  proposi t ion suivante : 

PROPOSITION 6.- Un CPO 0" e s t  i n f i n i t a i r e  ss i  

( i )  sa base B f i n i  t a i r e  e s t  denombrable 

( i i )  B e s t  c lose par SUP conditfonnel : Pour t o u t  

a,b c B , 3 c E B , a s c & b S C  -> SUP(a,b) 

ex is te  e t  appart ient  & B . 
PREUVE : - 
a) S o i t  8' un CP0 i n f i n i  ta i re .  

Alors ( i  ) resu l  t e  de 1 'u-algebr ic l  t 6  

D'autre part,  so ient  a e t  b E B" 
s o i t  c  = SUP A: % avec A - c B 

Alors, d'apres l a  d e f i n i  t l o n  11, SUP(a,b) ex is te  

r d'apres l a  p ropr ie te  1, SUP(a,b) e s t  f i n i t a i r e .  



b)  Inversement, montrons d'abord que (i) e t  ( i i )  imp l iquent  

1 ' w-al gébr i  c i  té ,  

S o i t  Bx = t b l b  E B 81 b c x }  Y X E B ~  

11 s u f f i t  de montrer que Bx e s t  d i r i g é .  

Prouvons d ' abord que : 

LEMME.- Les d a  conditions suivantes sont équivaZentes, pour 

tout a , b ~ B  : 

a)  3 c E B , a 5 c & b 5 c -> SUP(a,b) es t  dé f in i  

b )  3 c E B~ , a c c & b r c -> SUP(a,b) es t  déf ini .  

11 e s t  d'abord év ident  que a -> b 

Inversement, s o i t  x = SUP{xi l i  r IN} où (xi ) e s t  d i r i g é e  

x iEB Y i E #  

Supposons que a 5 x 

[ b S X  

Alors, 3 i t e l  que a r, xi 

3 J t e l  que b r, x J 
(xi) d i r i g é e  -> 3 k t e l  que a i xi 

2 Xk 

b I, x j  

-> On o b t i e n t  par b)  que SUP(a,b) e s t  d é f i n i .  

La preuve de l a  propos i t ion  6 e s t  a l o r s  évidente puisque t o u t  couple 

d'élements de Bx e s t  majore par x r B- ; l e  lemne e t  l a  p r o p r i é t é  ( i l )  

de l a  p ropos i t i on  6 permettent de prouver 1 'w-algébr ic i  té ,  

Montrons aussi que ( i )  e t  ( i i )  imp l iquent  l a  complétude cond i t i onne l l e  : 

n a 
,X D i i . , ~  S . . * )  c B S o i t  x = {xl 

S o i t  y c B- t e l  que y r x , pour t o u t  x c X 

Amontrer : SUP(X) ex i s te .  

i i i or, xi B"-> x = SUP x j  OU ( x ~ ) ~ ~  e s t  une p a r t i e  d i r i g e e  de B . 
i S o i t  S l 'ensemble des sup's f i n i s  des x j  . 



a) S e x i s t e  (en e f f e t ,  y majore X : Il s u f f i t  a lo rs  d ' u t i l i s e r  

l e  lemme précédent) 

b)  S e s t  d i r i g é e  (par  cons t ruc t ion)  

-> SUP S = T e x i s t e  

Montrons que T = SUP(X) 
i i 1.- T>SUP{x l  ,..., xn ,... 1 V i e N  

2.-  Tout autre majorant do X majore les  xi e t  
j 

majore T 

=> T = SUP(X) c.q.f.d. 

Remarquons e n f i n  : 

PROPRIETE 2.- Dans t o u t  CPO i n f i n i t a i r e  B ~ ,  
INF(a,b) e s t  d é f i n i  pour t o u t  a,b B 

La preuve e s t  év idente puisque 1 'ensemble : 

{ x l x  s a e t  x I b) e s t  majoré. - B @ t a n t  condi t ionnel lement  complet, 

son SUP ex i s te ,  mais il n 'appar t i en t  pas nécessairement 

a B .  - 
Un exemple simple : B = {a,b) u {c+ l i  E IN) 

B- = {y) avec' y = S U P ( C ~ )  

avec : a s ci 

b r ci Y i  

e t  a s y , b s y  

\ /  
O Y . . 

Ce CPO e s t  i n f i n i  t a i r e  mais INF(a,b) I B 

Nous de f  i n i  ssons une c l  asse p a r t i  cu l  i è r e  de CPO' s i n f i n i  t a i  r e s  dans 

lesquels l a  base f i n i  t a i r e  B a une s t r u c t u r e  d ' i n f - d e m i - t r e i l l i s  : 

DEFINITION 13.- Un CPO i n f i n i t a i r e  B e s t  d i t  fzltrd s s i  : 
V x r ~ '  , y > x - > y r ~ ' ,  



Montrons d 'abord : 

PROPRIETE 3.- Un CPO i n f i n i t a i r e  B- e s t  f i l t r é  - s s i  

Y X E B  , y < x - > y ~ B .  

La preuve en e s t  immédiate puisque : 

. S o i t  x ~ B & y < x  

Si  y # B , alors  y E B- (d 'après l e  théorème 2)  
W or, y < x -> x E B ce qui  e s t  impossible. 

. Inversement : 

S o i t  x E B' & y  > x 

Suppesons y # B~ ; a l o r s  y E B 

or ,  x < y ->  x E B ce qui  e s t  impossible. 

Il en r é s u l t e  : 

PROPRIETE 4.- Dans t o u t  CPO i n f i n i  t a i r e  €3- f i l t ré ,  B a une 
s t ruc tu re  d ' i  n f -demi- t re i  11 i s .  

Cette p r o p r i é t é  r é s u l t e  immédiatement de l a  précédente puisque : 

a) d'après l a  p rop r ié té  2, INF(a,b) e s t  d é f i n i  pour t o u t  couple 

(a,b) de B 
b) INF(a,b) < a e t  INF(a,b) < b 

-> d'apres l a  p r o p r i é t é  3, INF(a,b) E B 

Cette classe de CPO's i n f i n i  t a i r e s  f i l t r é s  e s t  importante car  e l  l e  

correspond aux ensembles d ' ob je ts  syntaxiques" (mots, arbres) ,  comme 

nous l e  verrons u l  terieurement. 

I I I  - TOPOLOG 1 ES ET CPO ' s , 

Nous rappelons i c i  quelques propr ie tes  e t  d e f i n i t i o n s  r e l a t i v e s  à 1 a 

topologie i n d u i t e  par une s t r u c t u r e  de CPO [114,1191; l a  topologie 

proposee a l 'avantage (Cf. p ropos i t i on  9)  de f a i r e  coOncider l a  

d e f i n i  t i o n  proposee pour l a  c o n t i n u i t e  (Def. 4) avec l a  d e f i n i t i o n  

topologique. 



PROPOSITION 8.- S o i t  ( D L )  un CPO. 

A lo rs  TD = { O  - c D l  Y a,b(a E O & a  i b-> b E O) 

e t  V C , c - c D chatne c ro issante  t e l l e  que 

SUP e E O, 

o n a  C n O Z B I  
e s t  une topo log ie  sur  D . 

On v é r i f i e  en e f f e t  fac i lement  que fl TD e t  que D É Tg. 

Montrons d ' a u t r e  p a r t  que t o u t e  réunion ( f i n i e  ou non) d'éléments de 

JD appar t i en t  à TD : S o i t  R 5 TD ; Q = u {O10 E R }  

a) s o i t  ~ E Q  e t s o i t  b z a  

a  É O=> 3 Oi t e l  que Oi É R & a  E Oi 

-> b € O i = = > b E Q  

b) S o i t  d ' a u t r e  p a r t  une chaqne al s a* ... .S an s ... 
t e l l e  que SUP {ai l i  É N I  É Q 

-> ) Oi t e l  que Oi r R & SUP{ai l i  E N } , É  Oi - 3 J t e l  que a .  r Oi 
J 

==> 4 j t e l  que a j  E Q 

Montrons e n f i n  que TD e s t  c lose par i n t e r s e c t i o n  f i n i e  : Soient  

O1 e t  O2 deux éléments de TD ; à montrer : U1 n O2 E T,, . 
a) Soient  a  e t  b t e l s  que a  E U1 n U2 e t  b 2 a 

11 e s t  ev ident  que b  r O1 n O2 

b )  S o i t  al r a2 6 . .. 5 an r . . . une chaTne cro issante t e l  l e  que 

SUP{ai l i  c Hl r U1 n 02, 

a lo rs ,  SUPIal I I  E N} E O1 -> 3 1 t e l  que ai E U1 
1 

SUP{ai (i c Nl E U2 -> 3 i 2 t e l  que ai E O2 . 
2  

S o i t  j = max{il,i2~ 

a lo rs ,  a  r U 1 n 0 2 .  J 

Notons que, dans l e  cas de CPO's i n f i n i  t a i r e s  ( D  = B" , B f i n i  t a i r e )  

l e  systeme fondamental de voisinages peu t  e t r e  d e f i n i  par : 

v(x)  = u ( v z ( x ) l z  E B & z  s x }  Y X E B ~  

a v e c :  w,(x) = { t l t ~ ~ ~ & t z z }  

Un vois inage de x  c o n t i e n t  donc un elément du systeme fondamental 



de voisinages contenant x  : Il c o n t i e n t  en conséquence l 'ensemble 

des éléments ayant en comnun de l ' i n f o r m a t i o n  avec x  . 
On re t rouve a l o r s  l a  d é f i n i t i o n  de l a  topo log ie  contenue dans l a  

p ropos i t i on  8 en d é f i n i s s a n t  t o u t  ouver t  comne vois inage de chacun 

de ses po in t s .  

Rappelons e n f i n  Cl44 l a  c a r a c t é r i  sa t i on  importante : 

PROPOSITION 9.- S o i t  ( D , , )  un CPO. 

Alors f : D + D e s t  cont inue par r a p p o r t  a TD - s s i  

f(SUP A) = SUP f ( A )  

avec A  d i r i g é ,  A c D .  - 
Montrons d '  abord que : 

f(SUP A) = SUP(f(a)) A d i r i g é ,  A - c D 

impl ique : Y O E TD , fel(0) . TD 

a) S o i t  O .Tg , a  . fm1(O) e t  a  r b  

a  r b  -> f ( a )  r f ( b )  puisque f e s t  monotone 

or ,  a  r fml(0) ==> f ( a )  . O 

=> f (b)  E O par  d é f i n i t i o n  de TD 

-> b  r i l ( 0 )  

b )  S o i t  al i a2 5 . . . une chafne c ro issante  t e l l e  que 1  'on a i t  : 

SUP(ai) fw1(0) 

SUP(ai) r ~ ' ( 0 )  ===> f(SUP(ai 1)  s u 
-> SUP(f(ai)) 6 O 

-> 3 a j  t e l  que f ( a . )  c O 
J - a t e l  que a .  r f - l (O )  

J 

Inversement, s o i t  f cont inue par rappor t  à Tg. 

S o i t  A c B~ une s u i t e  d i r i g é e  , A = {xilxi E , i .IN} 
S o i t  A '  = x i  N I  avec x i  = SUP{x. l j  i il 

J 

Montrons que f (SUP A' ) = SUP(f(A1 ) ) 

a )  SUP( f (A8) )  r f(SUP A ' )  

Montrons pour ce la  que f e s t  monotone 

S o i t  xl s x2 XpX2 E O 

S o i t  O c TD t e l  que f(xl) É O 



f continue par r a p p o r t  à TD ==> x1 E f"(0) 

avec f - ' ( ~ )  E TD 

or ,  x1 r x2 ===> x2 E fm1(o) 

-> f ( x 2 )  E O 

or,  montrons l e  : 

LEMME.- Pour t ou t  x , ~ '  E D '  

x r; x '  - s s i  Y O E TD ( X  E O P.) XI E O) 

D'abord, x I- x '  & x E O -> x '  E O par  d é f i n i t i o n  de TD. 
Inversement : Supposons que, pour t o u t  ouver t  O de TD , on a i t  : 

Il s ' a g i t  de montrer que x r x ' .  

Supposons q u ' i l  n 'en  s o i t  pas a i n s i  : Il e x i s t e r a i t  donc un élément 

b E B t e l  que b r x & b b x ' .  

S o i t  X = t z l z  E B~ & z z b )  

On a u r a i t  donc : X E X  e t  x ' j X  

ce q u i  c o n t r e d i t  1 'hypothèse i n i t i a l e .  

Revenons à l a  preuve de l a  p ropos i t i on  précédente : on a donc montré 

que f (xl) E O ==> f (x2)  E O pour t o u t  ouve r t  O E TD 

-> f(xl) r; f (x2)  

=> f monotone 

=> S U P ( ~ ( A ' ) )  r f(SUP A ' )  

b )  Montrons inversement que SUP(f(A1 ) )  2 f (SUP A '  ) 

Prouvons d'abord l e  lemme su i van t  : 

LEMME.- So i t  ( x .  ) une chatne croissante dans D ; s o i t  x E D 
1 

alors : V O E TD(x E O ==> 3 i t e l  que xi E O) s s i  - 
X 5 SuPibl(xi). 

S i  x SUP(xi) , a l o r s  pour t o u t  ouve r t  O , x E O -> 3 i 

t e l  que xi E O par d é f i n i t i o n  de l a  topologie.  

Inversement : on a evidenment x . r SUP(xi ) Y j E IN 
J 



donc : Y O É TD ( x  E 0 => SUP(xi) E 0) 

- d'après l e  l e m  précédent, x  5 SUPi 61(~i) 

11 s u f f i t  a l o r s  de prouver que : 

f(SUP A ' )  É O => SUP A'  t f - ' ( ~ )  

avec f-'(0) É 5 puisque f e s t  cont inue 

==> d 'après l a  d é f i n i t i o n  de Tg , 3 x i  t e l  que 

x j  . f - l ( o )  
- -> 3 i t e l  que f (x ;  ) t 0 , avec x i  E A '  

=> d 'après l e  lemme : f(SUP A ' )  5 SUP(f(A1)) 

Rappelons en f i n ,  pour c l o r e  ce paragraphe r e l a t i f  aux topo1 ogies 

associées aux CPO's, que l e s  topologies d 'o rd re  v é r i f i e n t  seulement 

1  'axrome de séparat ion To C411 : Pour deux p o i n t s  d i s t i n c t s ,  il 

e x i s t e  au moins un vois inage de 1  'un ne contenant pas 1  'au t re .  

Cet axiome de séparat ion ( formulé dans C 181 sous l a  forme : - - 
x  = y  -> x  = y )  nous permet t ra u l té r ieurement  de mieux préc iser  l e s  

contours d'une étude comparative des complétés au sens métr ique e t  au 

sens de l ' o r d r e .  

I V  - QUELQUES EXEMPLES DE CPO'S I N F I N I T A I R E S ,  

Nous exposons, dans ce paragraphe, p lus ieu rs  exemples de CPO's i n f i n i -  

t a i  r e s  couramnent u t i  1  i sés dans 1  'étude des p r o p r i é t é s  des domaines 

sémantiques. Ces exemples seront  importants dans l a  su i  t e  de ce t r a v a i  1 

car i 1 s  permet t ront  d '  i 1 l u s t r e r  l e s  p rop r ié tés  r e l a t i v e s  à cer ta ines  

approximations (éléments purement i n f i n i t a i r e s  e t  éléments maximaux; 

éléments i n f i  n i  t a i  res décidables ou semi-décidables , etc..  . ) 
a) (IN u {+  4 ,l,O) 

Dans ce CPO, l a  base f i n i t a i r e  B n ' e s t  au t re  que IN; avec 

B~ = Et ; l a  r e l a t i o n  d ' o r d r e  e s t  1  ' o r d r e  na tu re l  sur  l e s  

en t i e rs .  



Il s ' a g i t  du "domaine p l a t "  13241 dont 1 'élément minimal e s t  

l ' i n d é f i n i  1 : 

avec 1 ' o r d r e  p a r t i e l  d é f i n i  par : x - C y s s i  x = L ou x = y - 
11 e s t  c l a i r  que, dans c e t  exemple, l a  base f i n i t a i r e  B e s t  

1 'ensemble IN u (11 , avec B~ = fl . 

U t i l i s é  par SCOTT Cl231 en t a n t  que domaine d ' i n t e r p r é t a t i o n  

(appelé S-dmain dans [ 1191). il a Pu@) (sous-ensembles f i n i s  

de IN ) comne base f i n i  t a i r e .  

Considérons [113] 1 'ensemble Z* des séquences f i  n ies  d ' e n t i e r s  

ordonné par : 

a s b - s s i  a e s t  segment i n i t i a l  de b 

(I* e s t  appele @notion t ree  dans C1133). 

L'ensemble F des fonc t ions  t o t a l e s  de IN dans IN peut  e t r e  

considére comne l 'ensemble des chemins i n f i n i s  généres à p a r t i r  

de l* : En posant B = I* , on a donc B' = F ; quant B 

fo , 11 s ' a g i t  de l a  sequence d ' e n t i e r s  v ides.  

11 e s t  B noter  que c e t t e  d é f i n i t i o n  d i f f g r e  de c e l l e  de 1 'ensemble 

des fonc t ions  p a r t i e l l e s  de Di i l  (11 dans Pi u (11 , muni de 

l ' o r d r e  par p o i n t  : f s g - s s i  f ( x )  s g(x )  , e t  dont  l l é l emen t  

minimal e s t  l a  f o n c t i o n  Xx.1 pa r tou t  i n d e f i n i e ;  il s ' a g i t  

encore d 'un CPO i n f i n i t a i r e  dont l e s  p rop r ig tés  seront  étudiees 

dans l e s  paragraphes r e l a t i f s  aux espaces fonc t ionne ls .  

e )  ( f , ~ , € )  

S o i t  Z un alphabet; C* 1 'ensemble des mots de longueur f i n i e  

d ç f i n l s  sur  l ' a l p h a b e t  Z ; 2 l 'ensemble des mots de longueur 



f i n i e  ou i n f i n i e .  

Il e s t  b i e n  connu C201 que Cm e s t  l e  complété de C *  au 

sens de 1 a r e l a t i o n  d 'o rd re .  : 

x < y  s s i  3 j  E N  t e l  que x = y [ j l  - 
où y Cj 1 désigne l e  sous-mot i n i t i a l  de y de 1 ongueur j . 
Le mot v i d e  E , de longueur nu l  l e ,  e s t  i n f é r i e u r  à t o u t  au t re  

m ~ t  au sens de l a  r e l a t i o n  précédente; 1 'ensemble zW e s t  p a r f o i s  

appelé adhérence de C *  . Notons que, dans l a  complétion de C* 

par classe d 'équivalence d 'ensembles d i  r i  gés, i 1 e s t  possib le de 

c h o i s i r  un représentant  canonique x pour chaque c l  asse d 'équ i -  

valence D E DIR( C*) /E  , carac té r i sé  par : 

Y i , i E I N  - {O) , 3 r E D t e l  que x [ i ]  = r [ i ]  

Rappelons e n f i n  que, dans C *  , tou te  p a r t i e  d i r i g é e  e s t  to ta lement  

ordonnée. 

S o i t  F un alphabet gradué (ensemble f i n i  de symboles de 

fonc t ions)  avec, associée a chaque f E F , une a r i t e  p ( f )  IN ; 
s o i t  Fi = {f E F l p ( f )  = i} ; s o i t  E un ensemble d i s j o i n t  de F. 

On d e f i n i  t a lo rs  l e  F-magma l i b r e  engendré par F de façon i n d u c t i v e  

par : 
, E u Fo c M(F,E) 

. s i  f 6 Fn , n > O , t19t29.. .,tn e M(FDE) , 
a l o r s  f(tlvt2,. . .,tn) M(F,E). 

Les élements de M(F,E) sont  généralement considerés comne des 

arbres f i n i s .  On d e f i  n i t  habi tuel lement  1 ' o r d r e  d l  t "syntaxique" 

en t re  ces arbres en i n t r o d u i s a n t  un symbole spéc ia l  noté n , de 

a r i t e  n u l l e  ; Un o r d r e  e s t  a l o r s  d e f i n i  su r  Mn(FDE) = M(FDE u {QI) 
par : 

2)  f(t ls*sa * t k )  fit' - S S ~  t '  = f ( t i s  . . . # t k )  

avec f r Fk , t j  s ti pour t o u t  i , 1 s i s k 



Le complété M ~ ( F , E )  de M(F,E) e s t  appelé 6 4 3  F-magna 

l i b r e  complet dont l e s  éléments peuvent e t r e  ass imi lés  à des 

arbres i n f i n i  t a i r e s .  A ins i ,  dans M (F,E), 1 'ensemble n 
{~,f(a,b,n),f(a,b,f(a,b,n)). . . ) n ' a  pas de SUP; dans M"(F,E), 

52 
il a pour SUP l ' a r b r e  i n f i n i  su i van t  : 

Une d é f i n i t i o n  équivalente de M"(F,E) e s t  l a  su ivante  : 

Notons e n f i n  que dans c e t  exemple l e s  éléments purement i n f i n i -  

t a i r e s  (arbres i n f i n i s  sans $2 & hauteur f i n i e )  sont  maximaux 

( i 1 en e s t  de m h e  dans f) . 
g) Dans C78,79] , on t rouve d 'au t res  types d 'arbres d e f i n i s  de l a  

façon su ivante  : Les approximations de WADSWORTH [-391 permettent 

d 'assoc ier ,  a une A-expression M , une - 6  forme normale par 

1 ' a p p l i c a t i o n  t e l l e  que : 

L'ensemble des approximations, note N, e s t  ordonne par  : 

[:x:aa< ?,x.b s i  a <  b 

x a 1 a 2  . . . a n n x b  b ,.. bn s i  a i <  bi 
1 2  

pour 1 s i s n 

chaque e l h e n t  de N étant ,  s o i t  egal a n , s o i t  une forme 



normale de tê te ,  on peut l e  représenter  par un arbre  de BUhm ; 

a i n s i ,  au h-terme M = AZ.Q TX , avec T = ( lx .xxx)(Xx.xxx)  

e t  X une A-expression quelconque, on associera 1  ' a r b r e  

Xz.2 où BT($(X)) e s t  1  'a rbre  de 

BUhm associé à 1  'approximation + ( x ) ,  
R ET( 4 0 )  ) 

11 e s t  c l a i r  que t o u t  A-terme n ' a  pas un "me i l l eu r "  approximant. 

A ins i ,  l e s  approximants de Y = X f (Xx . f (xx ) ) (Ax . f (xx ) )  sont  : 

{ ~ , h f . f ~ , h f ( f ( f n ) ) , . .  .) qu i  n ' a  pas de SUP dans N. 

N e s t  donc complété (par  classes d'équivalence d'ensembles 

d i r i g é s  dans 1793)  e t  l e  complété N~ peut ê t r e  ass im i l é  à un 

ensemble i n f i n i t a i r e  d 'a rbres  de B6hni; a ins i ,  1  'ensemble d 'a rbres  

f i n i s  : 

52 h f .  f 9 X f .  f ; ... 
I I 
R f 

I 
s2 

a pour SUP dans N~ 1 ' a rb re  i n f i n i  X f  . f 

I 
f 

Mais il e s t  à noter que ces arbres ne sont pas ident iques  à ceux - 
de 1 'exemple precédent dans l a  mesure où il n ' e s t  pas poss ib le  

de borner l e u r  a r i  t e ;  i 1 s u f f i t  de considerer l e  terme : 

auquel on associe l e s  approximants de l a  forme : 



s2 X 
/ l \  

a a a  

L ' a r b r e  i n f i n i  qu i  e s t  l i m i t e  de ces approximants n ' a  mani feste-  

ment pas une la rgeur  bornée, 1 ' a r i t é  du s m e t  marqué x c ro i ssan t  

avec l a  hauteur de 1 'a rbre .  

Nous u t i  l i s e r o n s  par fo is  l a  n o t a t i o n  des magmoïdes [ 5 1 pour t r a -  
v a i l l e r  sur  des arbres où chaque symbole de fonc t ion ,  comne c ' e s t  l e  

cas dans 1 'exemple précédent, peut r e c e v o i r  p lus ieurs  a r i  t é s  : 

l ' a l p h a b e t  gradué C e s t  a l o r s  un ensemble de couples de l a  forme 

( f i  ) , oii i E IN e s t  une a r i  t é  pour f . Les arbres f i  n i  t a i  res  a i n s i  

c o n s t r u i t s  c o n s t i t u e n t  l 'ensemble des arbres indexes sur c , e t  notés 

~ ( 1 ) '  dans C 4 1 (où, de façon génerale, ~ ( 1 ) ~  designe 1 'ensemble 

des p-uples d 'a rbres  indexés sur  C ); par  s i m p l i f i c a t i o n ,  nous noterons 

T ( r )  à l a  p lace de T (Z ) '  e t ,  pour l e  completé muni de 1 lelément 
minimal n , T ~ ( L )  . 
Dans c e t  ensemble, nous noterons Hn(t )  , avec t E T ( r )  , l a  coupure 

de l ' a r b r e  t à l a  hauteur n , d e f i n i e  induct ivement sur  n pas : 

: ensemble des eléments 
n k 1  H n ( t ) = t  V t c LO u X avec 'O de r de degr6 O 

X : ensemble de var iab les  

Cette d e f i  n i  t i o n  permet en p a r t i c u l i e r  1 a d e f i  n i  t i o n  d'une metr ique 

sur l es  arbres, comme nous l e  verrons dans l e  chap i t re  su ivant .  



h )  (R,G$) e s t  (Cf. tj I I - & )  l e  CPO des i n t e r v a l l e s  (ouver ts  

ou fermés) à bornes r é e l  les,  dont  l a  base f i n i  t a i r e  dénombrable 

e s t  l 'ensemble des i n t e r v a l l e s  ouver ts  à bornes r a t i o n n e l l e s  

ordonné par  : 

s s i  - Ia,BC 2 l a '  ,BIC 

Dans ce CPO, B~ e s t  1 'ensemble des i n t e r v a l l  es fermés (ou semi - 
fermés) à bornes r é e l l e s ;  l e s  éléments de R sont  maximaux dans 

c e t  exemple. De p lus,  l e s  éléments de R de l a  forme la,BC , 
où a e s t  rationne1,sont t e l s  que a e s t  p o i n t  d 'accumulat ion 

d'une s u i t e  ai. 

A i  ns i  , 
1 CO,B[ = n { ,BC ( n  c Al 

Notons que SCOTT donne dans a241 l 'ensemble des i n t e r v a l l e s  

fermés à bornes r a t i o n n e l l e s  corne exemple d 'approximat ion des 

rée ls ;  nous avons exp l iqué dans l e  5 I I - b  pourquoi c e t  ensemble 

ne pouva i t  cons t i t ue r  une base f i  n i  t a i r e .  

Remarquons aussi que 1 'ensemble des i n t e r v a l l e s  ouver ts  à bornes 

r é e l  les  {la,BC la,@ E IR) e s t  une base f i n i  t a i r e  pour 1 'ensemble 

des i n t e r v a l  l es  de 1 a forme ( x  ,y) , x e t  y E IR ; mais ce 

CPO e s t  algébrique, e t  non w-algébrique, contra i rement  au CPO 

c i  t é  précédemmen t. 

i )  Enf in,  PLOTKIN DO71 t r a i t e  un exemple de d m a i n e  un i ve rse l  : 

s i  e s t  l e  CPO correspondant au type booléen e t  ordonné comme 

s u i t  : 

v r a i  faux - 

l e  produi t car tés ien  e s t  ordonné par : 



Il e s t  c l a i r  que fW peut  ê t r e  i n t e r p r é t é  en t a n t  que classe 

de couples d '  e n t i e r s  d i s j o i n t s  : 

ordonné par : 

(A,B) I (A1,B') ss i  A c B & A '  c B '  - - - 

Notons que t o u t  élément de P )  peut  ê t r e  considéré corne 

apportant une i n fo rma t ion  p o s i t i v e  r e l a t i v e  à un ensemble d'en- 

t i e r s ;  de ce p o i n t  de vue, t o u t  couple (A,B) de If" peut é t r e  

considéré comme apportant une i n fo rma t ion  p o s i t i v e  e t  négat ive.  

S o i t  t E ? ; nous notons ( t ) O  e t  ( t ) l  l e s  ensembles d ' e n t i e r s  

d i s j o i n t s  t e l s  que t = ((t)O,(t)l) . PLOTKIN montre a l o r s  que 

e s t  un CPO i n f i n i  t a i r e ,  donc l a  base e s t  cons t i tuée des éléments 

b  t e l s  que ( b ) O  u (b) l  s o i t  f i n i .  

l T W  e s t  u t i l i s é  en t a n t  que domaine un i ve rse l  dans l a  d é f i n i t i o n  

d 'une sémantique dénota t ionne l le  pour l e  langage LAMBDA i n t r o d u i t  

par SCOTT dans Cl233 : l e s  p rop r ié tés  in téressantes des fonc t i ons  

continues de B~ dans lui-même seront  retrouvées dans l e  

Chapi t re III r e l a t i f  à l ' é t u d e  des espaces de fonc t ions  continues. 



CHAPITRE II 
- - - - - -  ------------- 

C O M P L E T I O N  M E T R I Q U E  

C P O ' S  I N F I N I T A I R E S  



La plupart des exemples qui viennent d'etre cités sont souvent 
étudiés en tant qu'espaces métriques e t  les objets infinitaires y 

sont alors définis en t a n t  que limites de suites de Cauchy. On 
peut dès lors s'interroger sur le lien existant entre la structure 
de CPO de ces espaces e t  les propriétés métriques généralement uti- 
lisées (séparation de la topologie, complétion métrique de la base, 

etc.. . ) 
Nous rappelons dans un premier paragraphe les définitions e t  nota- 
tions utilisées pour la complétion métrique d'un espace (B,d) e t  
définissons ensuite une métrique sur les CPO's infinitaires; nous 
montrons enfin que cette métrique permet de mettre en bijection les 
complétés au sens métrique e t  au sens CPO obtenus à partir d'une 
même base f i  ni tai re. 

1 - CQYIPLETION METRIQUE, 

Les notions définies dans ce paragraphe e t  les propriétCs énoncées 
sont essentiellement issues de C 3 1 e t  C411 : 

I I A , -  ESPACES ULTRPM~TRIG~LIES, 

Soi t B un ensemble quel conque. 

DEFINITION 1.- Une application d : B x B + lRt es t  appelee 
distance (ou metrique) sur B - ssi 1 'on  a ,  pour 

t o u t  x,y,z dans B : 

1) d(x,y) = O - ssi x = y 

2 )  d(x,y) = d(y ,x)  

3) d ( x , z )  s d(x,y)  + d(y,z) 

L'ensemble B , muni de sa di stance d , est appel6 espaoe mdtrique 

e t  note (B,d).  

De plus : 



DEFINITION 2.- Une d is tance d sur  B e s t  d i t e  uZtmdtrYique 

s i  e l l e  v é r i f i e ,  en outre : 

d(x,z) 5 Max{d(x,y) ,d(y,z)) 

L '  espace métr ique (B  ,d) e s t  a lo rs  appelé espace uZtrwn&trique. 

Ainsi  , dans l e s  exemples précédents : 

. ( ~ * , 6 ~ )  (Exemple IV-e, Ch. 1) 

avec : 

. (M(F,E) ,B2) (Exemple I V - f ,  Ch. 1) 

avec 

sont des espaces u l  tramétr iques [ 1021 

11 en e s t  de meme de : 

( F B ~ ~ )  (Exemple IV-d,  Ch. 1) 

avec 

d s ( f * g )  = 

sinon 
1 + ~ x C f o ( )  # go()]  



en e f f e t ,  s o i t  h É F , xo = pxCh(x) # f ( x ) l  

x, = wCh(x) # g ( x )1  

X2 = wCf (x )  # g(x)  1 

à montrer : x2 2 Min~xo,xl~ 

supposons x0 2 x1 

-> Y x ( x  s xl => h (x )  = g(x)  & f ( x )  = h (x )  

==> V x ( X  I: x0 -> h (x )  = f ( x ) )  - X2 2 XO 1 X1 

On montre de m h e  que : 

= =  6-3 es t  une ul t ramétr ique sur F . 

I.B.l.- Rappelons d'abord qu'une s u i t e  (bi)idl d 'éléments de 

B e s t  d i t e  convergente s s i  il ex i s te  un élément b E B 

t e l  que : 

E > O , 4 n E N t e l  que Y p 2 n , d(bp,b) < E 

L'élément b É B e s t  a lors  appelé l i m i t e  de l a  su i t e  (bi) e t  

noté : b = l i m b i  . 
i+ 

D'autre pa r t  : 

DEFINITION 3.- Une su i t e  (bi)ig d'éléments de B e s t  d i t e  

de Cauchy ss i  : 

Y ~ > 0 , 3 n ~ H , Y p ~ n , Y q ~ n , d ( b  b ) < ~  
P '  9 

Notons qu'une caractér isat ion simple C3 1 des su i tes  de Cauchy es t  

obtenue dans l e  cas d'un espace ul t ramétr ique : 



PROPOSITION 1.- S o i t  (B,d) un espace u l t ramétr ique;  une s u i t e  

(bi Ii e s t  de Cauchy - s s i  l i m  d(bn,bntl) = O 
n- 

La preuve e s t  évidente puisque : 

( b i  ) i r ~  de Cauchy => Y 6 < O , 3 n r N  t e l  que : 

Y p > n , Y q r n , d ( b , b )  < E  
9 9 

(B,d) u l  t ramétr ique ==> d(b  b ) s MaxM(bp,bq) ,d(bq,bptl) 1 
P'  p+1 

-> l i m  d(bn,bntl) = O 
n- 

Inversement : 

=> Y E , 3 n t e l  que Y p 2 n , d(bp,bptl) < E 

p 2 n , q 2 n -> d(b ,b ) 5 Max{d(bi ,bitl) lp s i < q )  
P 9 

E (en supposant p < q)  

Notons également qu'une fo rmula t ion  équivalente de l a  d é f i n i t i o n  3 

e s t  l a  suivante : 

DEFINITION 4.- Une s u i t e  (bi)ieN d'éléments de B e s t  d i t e  

de Cauchy - s s i  3 JI : N  + N  t e l  que : 

11 s u f f i t  de reprendre 1 a d é f i  n i  t i o n  3 avec : 

La d é f i n i t i o n  4 es t  notamment u t i l i s é e  dans les  travaux r e l a t i f s  

à 1 'analyse const ruc t ive  [96,75,109] ; J, e s t  appelé rdpta teur  de 

convergence de 1 a su i  t e  (bi )irM . 
Enf in,  nous serons p a r f o i s  amenés à s p é c i f i e r  1 a métr ique employée 

l o r s  de 1 ' u t i  1 i sat ion  des not ions precédentes : Nous u t i  1 iserons 

a l o r s  les termes d - l i m i t e  e t  d -su i tes  de Cauchy (ou d-Cauchy) 

respectivement pour l i m i t e  au sens de d e t  s u i t e s  de Cauchy 

pour l a  métr ique d . 



1 .B. 2.- I l  e s t  bien connu que toute sui te  convergente es t  de 
Cauchy; mais 1 'inverse es t  évidement faux (ainsi,  dans 

B -1 0.13, avec la distance euclidienne, la suite { ~ I H  E NI es t  

de Cauchy mais ne converge vers aucun élément de B ) .  

Nous dirons que : 

DEFINITION 5.- Un espace métrique (B,d) e s t  appelé espace 

métrique complet ssi toute suite de Cauchy dl.iléments 
de B converge dans B . 

Il  e s t  alors possible de compléter tout espace métrique (B,d) en 
lui adjoignant les limites de ses suitks de Cauchy; plus précisément : 

THEOREME DE COMPLETION C411 

Tout espace métrique (B,d) peut t t r e  isométriquwnent 

plongé dans un espace mQtrique complet (Ê,a) unique 

(d une isométrie près) e t  te2 que B so i t  dense dans 

& .  
L'ensemble & es t  1 'ensemble des classes d'équivalence de sui tes de 
Cauchy d'éléments de B , avec la définition suivante de 1 'équiva- 

lence : 

ssi 1 im d ( x i  ,yi) = O X ' ' y = (yilieN - 
i- 

L '  ensemble B es t  dense dans (autrement d i t  : 6 = B )  , tout 
élément de étant limite d'une suite convergente d'éléments de B . 
Notons enfin que, s i  (B,d) est  un espace ultramétrique, on montre 

C 3 l que son complété ( i , d )  l ' e s t  également. 

Rappelons que l'on nome boule ouverte de centre x e t  de rayon r 
1 'ensemble note B(x,r) défini par : 

8(xsr)  = {yly c B & d(x,y) < r) 

e t  que 1 'on a ,  dans le cas particulier où (B,d) e s t  ultramétrique, 

les deux proprietes suivantes : 



. Toute boule ouver te e s t  fermée. 

. S i  y E B(x,r) , a l o r s  B(x,r)  = B(y,r) 

On appel le topologie induite d l a  f a m i l l e  T~ cons t i tuée de 

l'ensemble v ide  e t  des p a r t i e s  A  de B t e l l e s  que : 

A  t Td & A #  fil <=>V x t A  , f r > O  t e l  que B(x,r)  - c A  

Une t e l  l e  topo log ie  v é r i f i e  1 ' axiome de séparat ion T2 (espace de 

HAUSDORFF) : Si  p # q , p e t  q t B , il e x i s t e  un voisinage U 

de p e t  un voisinage V de q t e l s  que U n V = fl ; en e f f e t ,  

s o i t  r = d(p,q) ; 

Rappelons e n f i n  l e s  d é f i n i t i o n s  e t  p rop r ié tés  suivantes u t i l i s é e s  

u l  t é r i  eurement : 

DEFINITION 5.- Deux d is tances dl e t  d2 sur  B sont  d i t e s  

équivalentes s ' i l  e x i s t e  deux r é e l s  m e t  M 

s t r i c temen t  p o s i t i f s  t e l s  que : 

On a évidemment : 

PROPOSITION 2.- Deux d is tances équivalentes sur  B i ndu i sen t  l a  

même topo log ie  sur  B. 

(L ' inverse  e s t  faux : deux métr iques peuvent i n d u i r e  l a  meme topolo- 

g i e  sans e t r e  equivalentes; il en e s t  a i n s i  des métriques dl e t  

d2 sur R d e f i n i e s  par  : 

dl(x,y) = I x - Y ~  (métr ique euc l  i d i  enne) 

D'autre par t ,  s i  ( B ' d )  e t  ( B '  ,d' ) sont  deux espaces métriques, 

on d é f i n i t  l e s  p rop r ié tes  suivantes : 



DEFINITION 6.- Une a p p l i c a t i o n  f : (B,d) + ( 0 '  ,da)  e s t  d i t e  

continue s i  : 

S i  ne dépend que de E , e t  non du c h o i r  de x , f e s t  

d i  t e  uniforniément continue. 

Cette n o t i o n  permet d '  i n t r o d u i r e  un autre type d'équivalence e n t r e  

d is tances : 

DEFINITION 7.- Deux d is tances dl e t  d2 sur  un ensemble B 

sont  d i  t es  uniformément équivalentes s i  1 ' a p p l i c a t i o n  

i den t i que  i : d l  + (B,d2) e s t  uniformément 

cont inue, a i n s i  que i l  ( i  e s t  biuniformément 

c o n t i  nue). 

A ins i ,  sur  t o u t  espace métr ique (B,d) , l e s  métr iques d 
et m 

sont  un i  formément équivalentes ; deux métr iques équivalentes 

(Cf.  Déf. 5 )  sont un-iformément équivalentes, mais l ' i n v e r s e  e s t  faux 

( v o i r  exemple précédent avec l a  d is tance euc l id ienne sur  R) . Notons 

aussi que l a  p ropos i t i on  2 e s t  v r a i e  avec des métr iques u-équivalentes. 

Enf in ,  1 'uniforme équivalence a l e  gros i n t é r e t  de conserver l e s  

su i  tes  de Cauchy e t  l e u r s  . l i m i t e s  : S i  dl e t  d2 sont  u-équivalentes. 

t ou te  dl-suite de Cauchy e s t  aussi d2-su i te  de Cauchy e t  a même 

1 i m i t e  ( e t  inversement) . 
On a donc, en résume : Si  dl e t  d2 sont  deux métr iques sur  B , 
indu isan t  l e s  topologies Tl e t  T , dl équ iva len te  à dp => dl 

uniformément équivalente à d2 -> dl topologiquement équ iva len t  à 

d2 (c 'es t -à -d i re  l e s  topologies Tl e t  T2 sont  ident iques) .  

D '  aut res p rop r ié tés  métr iques seront  nécessaires u l  tér ieurement,  mais 

nous l e s  rappel lerons l o r s  de l e u r  u t i l i s a t i o n  (compacité e t  convergence 

uniforme, théorème de D i  n i ,  etc. .  . ) a f i n  d ' é v i t e r  de t r o p  nanbreux 

renvo is  à ce paragraphe. 



II - U N E  M E T R I Q U E  S U R  U N  CPO I N F I N I T A I R E ,  

Notre o b j e c t i f  e s t  de d é f i n i r  une métr ique sur un CPO i n f i n i t a i r e  

e t  de re t rouver  en p a r t i c u l i e r  l e s  r é s u l t a t s  de Cl03 r e l a t i f s  

aux espaces d 'a rbres  e t  de mots i n f i n i s .  

S o i t  B~ un CPO i n f i n i t a i r e ,  B sa base f i n i t a i r e ;  B é t a n t  

d\?nombrable, on peut d é f i n i r  une énwnbration de B : 

DEFI%ITION 8.- Une a p p l i c a t i o n  v ,: Fi + B , B dénombrable, e s t  

d i t e  énumération de B s s i  v e s t  s u r j e c t i v e .  - 
Nous appel lerons ( v ) - i n d i c e  de b E B t o u t  e n t i e r  n t e l  que 

D'  au t re  pa r t ,  é t a n t  donné x e t  x '  dans B~ , déf in issons 1 'en- 

semble x A x '  des éléments de B qu i  "séparent" x e t  x '  ; pour 

des ra isons typographiques, nous notons 1 b I x pour "b non i n f é -  

r i e u r  à x " : 

Autrement d i t ,  s i  7 (x )  = { b ( b  E B & b s x )  

a l o r s  x A x '  e s t  l a  d i f f e r e n c e  symétrique en t re  I ( x )  e t  7 (x1  ) , 
OU : 

x A X '  = ( I ( x )  - l ( x l ) )  u ( 1 ( x 1 )  - l ( x ) )  

Notons pnCv(n) E x A X I I  pour : " l e  p lus p e t i t  n t e l  que 
II v ( n )  é x A x '  en convenant que pnCv(n) E x A x3 = + a s s i  - 

x A x '  = fl c 'es t -8 -d i re  s i  l e s  éléments i n f i n i t a i r e s  x e t  x '  

son t  ident iques : on s a i t  en e f f e t  01% que t o u t  elgrnent d 'un  CPO i n -  

f l n i t a i r e  e s t  déterminé de façon unique par  l e s  élements f i n i t a i r e s  

p lus  p e t i t s  que l u i ,  autrement d i t  : 



X = X '  - s s i  Y b , b ~ B , ( b < x  s s i  b ~ x ' )  X , X ' € B ~  - 
On peut a l o r s  d é f i n i r  l ' a p p l i c a t i o n  dv  : B- x B~ -+ R' par : 

On montre : 

PROPOSITION 3.- dv  e s t  une u l  t ramétr ique sur  BO 

En e f f e t  : 

a)  pnCv(n) E x A X I I  = +a-> x = XI (C f  remarque précédente r e l  a t i v e  

à 1 'éga l  i t é  des éléments de Bm) 

D'autre p a r t ,  l ' é g a l i t é  de x e t  x '  correspond à l ' appa r te -  

nance à une méme c lasse d 'équivalence d'ensembles d i r i g é s  : 

b '  E B , b '  r XI=> 3 b  E B ,  b r b '  & b S X  

b )  dV(x,x1)  = dv(x l  ,x) puisque x A x '  = x '  A x 

h C )  Enf in,  dv(x,xl ) I Max{dV(x,x") ,dV(x1 ,XI')} 

pour t o u t  x,xl ,xl' BW 

Montrons pour c e l a  que : 

~ n C v ( n )  E x A X '  1 2 Min{pn[v(n) x A x " ]  , p n ~ v ( n )  x '  A x"]) 

S o i t  en e f f e t  : 

no = pncv(n) E x A x '  1 

posons u = v(n0)  

. Supposons u a x & -, u r x '  

. . s i  u s x U  a l o r s  : 



.,. s i  7 u I X" , a l o r s  : 

u < x  & l u  I.x' '==+U E X  A x "  

> pn[v(n) x A XII] => no - 

. . s i  u I XI' a l o r s  

u < X I '  & i u  IX=>U E X  A x "  

=+ n > ~ n r v ( n )  x A X'II O - 

. . s i  1 u I XII a l o r s  

Y U  < X I '  & u I X '  =>U E X  " A XI 

> Un[v(n) E X '  A x " ]  4 no 

Montrons d '  abord : 

PROPRIETE 1.- Pour t o u t  a,b,c,d B" , 

a I b I c 5 d -> dv(b,c) 6 dv(a,d) 

Prouvons pour ce la  que : 

~ n [ v ( n )  b A C I  2 pn[v(n) a A d l  

avec 

v (n )  b A c => ~ ( n )  5 c & 1 v(n )  I b 

puisque b I c 

Soi t no = pn[v(n) 5 c C 1 v i n )  b ]  

nl = pn[v(n) 5 d & 1 v ( n )  6 a l  

O r ,  a 5 b -> ( v ( n )  r a ===> v ( n )  5 b )  

donc : v(n0) r c & 1 v ( n  ) 6 b => v(nO) 5 d & I v(nO) 5 a O 

=> n > n par  d é f i n i t i o n  de nl . O -  1 

D'autre p a r t  : 

PROPOSITION 4. - S o i t  (bi )iEN une dv-suite de Cauchy de régulateur  

de convergence $ . Alors $ e s t  c ro issant .  



A prouver : n 2 n '  -> $ (n )  2 $ ( n t )  

par d é f i n i t i o n  du régu la teur  de convergence (Cf .  d é f i n i t i o n  4 

du 5 I I - l . B )  on a : 

autrement d i t  : 

$ ( n t )  = i p [ Y ( i , j ) c  N x N ,  i Z P  , j s P , 1irn~v(m) r bi A b j ]  0'1 

Puisque (bi ) e s t  de Cauchy, on a pour t o u t  n E IN : 

=' 1i m[v(m) 6 bi A b .  J 1 2 n 

==> 1im[v(m) E bi A b . 1  J 2 n '  

puisque n 2 n'  

a lors,  par  l a  d é f i n i t i o n  précédente de ( n  ) , on o b t i e n t  : 

Une p rop r ié té  fondamentale e s t  que l a  topologie indui te  par dv e t  

m&e ta notion de su i t e  de Cauchy ne dépend pas de 2 'émundration v : 

On montre pour ce1 a : 

THEOREME 1.- Soient  vl e t  v2 deux Qnmémt ions  d'une base 

f i n i t a i r e  B , d e t  dv2 l e s  métriques associées; 
1 El e t  B2 l e s  compZéte!s metriques respec t i f s ;  a lors  

l 'extension canonique 

de l ' i d e n t i t é  i sur 6 e s t  biuniformdment continue. 

Montrons d'abord l e  lemne su i van t  qu i  exprime qu'un vl-indice ne 

peut P t re  a rb i t ra i remen t  grand sans que l e  v2- ind ice  correspondant 

l e  devienne : Dans ce lemne , Al : IN -. IN e s t  t e l  que 

A l ( i ) - >  t m  
i- 



LEWiE.- Pour tout n , it exsete Al(n) te2  que : 

Y t c B , pn[vl(n) = t l  z Al(n) ==> pn[v2(n) = t l  r n 

Montrons pour ce la  que l e  c o n t r a i r e  e s t  impossible, ii savo i r  : 

3 n , Y Al(n) , 3 t 6 B : i 1 ( i )  = 1 i A n )  & p i [ v 2 ( i )  = t] < n 

Cet te p r o p r i é t é  devant e t r e  v r a i e  pour t o u t  Al(n) , il e x i s t e r a i t  

une i n f i n i t é  de t E B t e l s  que piCvl(i) = t l  i Al(n) ; ce qu i  

e s t  impossible puisque p i [ v 2 ( i )  = t] c n . 
On m o n t r e r a i t  de meme que : 

Y n , 3 A2(n) t e l  que , 
Y t E B , pnCv2(n) = t 7  r A2(n) => pnCvl(n) = tl r n 

11 en r é s u l t e  : 

7 COROLLAIRE.- 1 e s t  uniformément continue. 

En e f f e t ,  l e  lemme précédent appl iqué à : 

t = vl(il) 

avec il = p i [ v l ( i )  e a A b ]  

permet d ' é c r i r e  : 

Pour t o u t  a,b E B , B base f i n i t a i r e  de B~ , e t  pout  t o u t  n E N  ; 

3 A1(n) t e l  que piCvl(i) E a A b ]  2 Al(n) 

= =  p i [ v 2 ( i )  E a A b l  2 n 

On en dédu i t  a l o r s  imnédiatement : 

ce qu i  montre 1 'uni forme c o n t i n u i t é  de i sur B . 
O r ,  B e s t  dense sur  B : il en r é s u l t e  donc ( r é s u l t a t  c lass ique 

en analyse), que 1 e s t  uniformément con t i  nue. 

Le meme raisonnement p e r m e t t r a i t  de montrer que 7'' e s t  uniformément 

cont inue. Le théorème 1 e s t  donc prouvé. II r é s u l t e  également de l a  



démons t r a t i  

l ' e s t  aussi 

on de ce théorème que tou te  s u i  t e  de Cauchy pour 
du* 

pour d e t  inversement. 
2 

Par l a  su i  te ,  nous omettrons (sauf en cas d 'ambigüi té)  de s p é c i f i e r  

1 'énumération u t i l i s é e  pour l a  d é f i n i t i o n  de n o t r e  métr ique e t  note- 

rons  donc d à l a  p lace  de dv ; l e  théorème 1 permet aussi de - 
p a r l e r  de B en t a n t  qu'espace métrique aesocié au P O  i n f i n i t a i r e  

Bm sans f a i r e  référence à 1 'énumération. 

Rappelons d '  abord que : 

DEFINIT ION 8.- Un élément x E B e s t  d i t  point i s o l é  de A , 
A - c B  , s ' i l  appa r t i en t  à A e t  s ' i l  e x i s t e  un 

voisinage de x ne contenant aucun a u t r e  élément 

de A a u t r e  que x . 
Autrement d i t ,  un p o i n t  i s o l é  ne peut  é t r e  p o i n t  d 'accumulat ion : 

Cet te  p r o p r i é t é  e s t  à rapprocher du théorème 2 du c h a p i t r e  1 

(Bu = B~ - B) e t  a l n c i  t é  sans doute à q u a l i f i e r  d'éléments 

i s o l é s  C12a1 l e s  éléments f i n i  t a i r e s  de BW . 
O r ,  pour l a  métr ique i n t r o d u i t e ,  l e s  not ions d'éléments i s o l é s  e t  

f i  n i  t a i r e s  ne co ïnc ident  généralement pas. Montrons p l  us précisément 

l a  p r o p r i é t é  suivante : 

PROPRIETE 2.- Pour l a  métr ique d d é f i n i e  précédemment, 

a) t o u t  élément i s o l é  e s t  f i n i t a i r e  

b)  t o u t  élément f i n i  t a i r e  n ' e s t  pas nécessairement 

i s o l é .  

PREUVE : 

a )  S o i t  v : IN -t B une énumération de B , base f i n i t a i r e  

S o i t  X E  B- , avec x = SUP{bili E I} , 1 f i n i  ou i n f i n i ,  

e t  { bi < bi+, 

( bi E B pour t o u t  i 

x i s o l é - >  3 i E N  t e l  que : O 



On a  donc : 

b  E B & b  < x ==> Pour t o u t  b '  B t e l  que b ~  b '  < x  , 
on a  P i  [ ~ ( i )  = b '  3 c i0 

S i  nous notons b19b2,. . . ,b,,. . . l e s  éléments de {bi l i  1} , 
on peut  appl iquer  l e  r é s u l t a t  précédent à bl : Pour t o u t  b'  

t e l  que 

=> 1  ' ensemble des b '  B t e l s  que bl r, b '  < x  

e s t  f i n i ,  

= l a  s u i t e  bl9b2,.. .,bn,... e s t  

nécessairement f i  n i e  

=> d 'après l e  théorème 2, du chap i t re  I ,  

x  ne peut e t r e  purement i n f i n i t a i r e ,  

==> X E B  c.q.f.d. 

b )  Par contre, t o u t  élément f i n i t a i r e  n ' e s t  pas nécessairement 

i s o l é ;  Considérons en e f f e t  H u (1) muni de l ' o r d r e  p l a t  : 

O 1 2 ..... n ..... avec 1 'énumération : 

~ ( i )  = i+l i E IN 

Il e s t  c l a i r  que : 

(en e f f e t ,  L 1 L A i e t  i e L A i 

-> i t l  = ~ n [ v ( n )  r A A il) 

-> I n ' e s t  pas i s o l e ,  a l o r s  q u ' i l  e s t  f i n i t a i r e .  

1 
De même, avec l e s  i n t e r v a l  l e s  ouver ts  de l a  forme 10, l  + 7 [ , 
on v o i t  que l ' i n t e r v a l l e  ]0,1[ e s t  f i n i t a i r e ,  a l o r s  que : 



donc n ' e s t  pas i s o l é  au sens de no t re  métr ique. 

Notons cependant que, dans ce r ta ins  exemples (L*,T(X) avec Card(1) 

fi n i  ) 1 e nombre de successeurs immédiats de t o u t  élément de 1 a base 

e s t  f i n i  ( l e s  successeurs imnédiats de b , b E B , é t a n t  l e s  

éléments minimaux de 1 'ensemble des majorants de 6) .  

Dans ce cas p a r t i c u l i e r ,  c e t t e  p r o p r i é t é  s u f f i t  à f a i r e  de B une 

base i s o l é e  (au sens topologique) : S o i t  en e f f e t  n(b) l e  nombre 

de successeurs i m é d i  a t s  de b , pour t o u t  b E B ; désignons par : 

bl,b2,.= A , ( b )  ces successeurs imnédiats. 

S o i t  i = p i C v ( i )  = b j l  
j 

j = 1,2, ..., n(b )  

v une énumération quelconque de B . 
S o i t  ik = M i n { i . l l  r, j c n ( b ) l  

J 

Alors l a  boule ouver te de centre b e t  de rayon 1 
ne 

c o n t i e n t  pas d 'au t re  élément que b 1 + ik 

=> b e s t  i s o l é  . 
Dans ce cas p a r t i c u l i e r ,  t o u t  élément f i n i t a i r e  e s t  donc i s o l é .  

II 1 - COMPARAISON AVEC D'AUTRES METRIQUES 8 

Nous reprenons, dans ce paragraphe, quelques exemples de CPO's 

i n f i n i t a i r e s  sur lesquels on a coutume de d é f i n i r  une métr ique e t  

comparons c e t t e  dern iè re  avec c e l l e  que nous avons proposée dans l e  

paragraphe précédent. Mais nous étudions d '  abord ce1 l e  de UEIHRAUCH 

qu i ,  dans une opt ique comparable à l a  ndtre,  a d é f i n i  une métr ique sur 

un CPO muni d'une f o n c t i o n  de poids. 

Nous ne fa isons apparaf t re i c i  que l e s  éléments nécessaires a l a  



compréhension de c e t t e  métr ique e t  des d i f f é rences  par rappor t  à 

c e l l e  du 5 I I .  

S o i t  B base f i n i t a i r e  de B~ , 1 1  : B +IR+ = [O,+&] une &onct ion 

de poids e t  6  : B x  B +R+ une f o n c t i o n  v é r i f i a n t  : 

Il en résu l  t e  que, dans B : 

x  5 y  => 6(x,y) = O 

4 z, x  5 z  & y  5 z => 6(x,y) = O 

De plus, pour t r a d u i r e  l e  f a i t  que B d o i t  ê t r e  base de B" : 

6) Y b c B  , I b l  > O  

7 )  1 1 : ( B , )  + (IR+,>) e s t  cont inu  

8) 6 : ( B ~ , S )  x (gW,5) + (IR+&) e s t  cont inue 

IZ convient de noter t ou t  de su i t e  que 6 n ' e s t  pas une mbtrique 

sur B~ puisque 6(x,y) = 0  n'ÙnpZique pas x  = y  . 
On peut v é r i f i e r  également que, pour no t re  métr ique d  i n t r o d u i t e  

precédemnent, SUP(x,y) e x i s t e  #> d(x,y) = O . 
La d i f f é r e n c e  e s s e n t i e l l e  en t re  l 'approche de Weihrauch e t  l a  n 8 t r e  

rés ide  dans l a  no t i on  même d'approximation : Pour d é f i n i r  une 

not ion  proche de ce1 l e  d'élément purement i n f i n i t a i r e ,  Wei hrauch 

i n t r o d u i t  l e s  r e l a t i o n s  suivantes : 

x  < y  +-=> x  < y  & ( Y  b E B , 6(y,b) + 161 < &-> X 5  b)  
E 

e t  
x [ y .CF> ( 3  E 1 0  t e l  que x  < y )  

E 

( x  e s t  a l o r s  d i t  "approximation s t r i c t e "  de y )  



Onmontre a l o r s  que : 

S i  BS = {X E B ~ / X  = S U P ( ~ ~ )  , avec bi E B e t  

bi C bi+ll , e t  s i  M = {x E B S ~  lx 1 = O)  

a l o rs ,  pour t o u t  x,y E M , 6(x,y) = O ==> x = y  . 
11 en r é s u l t e  que 6 e s t  une métr ique sur M y  ensemble des 1 i m i t e s  

s t r i c temen t  cro issantes d'éléments de B (pour C ) e t  dont  l e  poids 

e s t  nul  ; (M joue donc l e  r b l e  de Bu dans l e s  CPO's i n f i n i t a i r e s ) .  

On peut no ter  que c e t t e  métr ique n ' e s t  pas indépendante de l a  d é f i -  

n i t i o n  de l a  fonc t ion  de poids, e t  que, s i  l ' o b j e c t i f  de Weihrauch 

é t a i t  comparable au nbtre,  l a  métr ique obtenue n ' e s t  pas équivalente 

(de plus, tou tes  l e s  métr iques 6 , pour des fonc t ions  de poids 

d i f f é ren tes ,  ne sont  pas équivalentes en t re  e l l e s ) .  

B -  &TRIQUES SUR LES MOTS ET SUR LES ARBRES INFINITAIRES [ 1021 : 

Considérons l e s  u l t ramet r iques  e t  62 d é f i n i e s  respectivement 

sur zW e t  sur  1 'ensemble T ~ ( L )  des arbres f i n i s  ou i n f i n i s  indexés 

sur C : 

NOUS montrons a l o r s  : 

THEOREME 2.- Dans l e  cas où le  cardinal de C es t  f ini ,  Za 

métrique d es t  uniformément équivalente aux 

métriques 61 sur ? et 62 sur T ~ ( c )  . 
Nous prouvons ce théorème pour 62 ; l a  preuve e s t  ident ique 

pour l a  métr ique 61 . 



Notons que le  théorème 1 permet de faire la preuve avec une énuné- 

ration particulière des CPO's considérés; soi t  en particulier v 
te l le  que : 

(on peut énumérer par exemple les arbres dont le  nanbre de noeuds 
es t  inférieur ou égal à i  avant ceux d o n t  le nanbre de noeuds 
est  inférieur ou égal à i t l  : i l  e s t  facile de vérifier que cette 
énumération a la propriété requise). 

On montre alors : 

a )  11 existe une fonction A : N + N te l le  que A ( i )  tende vers 
l ' inf in i  avec i  e t  que : 

pnCHn(t) # Hn(t1)1 = i  -> pnCv(n) t A t ' l  2 A(i) 

en effe t ,  

vnCHn( t )  # Hn(tl)l  = i  => H i m 1 ( t )  = H i - l ( t ' )  

=> pnCv(n) E t A t ' ]  2 i  

b )  inversement, i l  existe une fonction B : IN -, N t e l l e  que 
B(i)  + + 

i  + m  

e t  que : 

pnCv(n) 1 t A t ' l  2 i  => pnCHn(t)  # Hn(t1)1 r B ( i )  

Soit en le  nombre d'arbres de profondeur inférieure ou égale à n 
( I étant f i n i ,  en es t  également f i n i ) .  

Soit n ( i )  tel que e n ( i )  < i  s e n(i )+1 

Montrons alors que H n ( - i  ) ( t )  = H n ( i  ) ( t '  

On a d'abord le résultat suivant, en notant ~ ( t )  la  profondeur 
de 1 'arbre t : 

LEMME : PQUP tout a,b E T ~ ( L )  , 
a i b & n(a) = n -> a 5 Hn(b)  



Hn(i)(t) ,4 t A t '  6 Hn(i)(t) i t  - Hn(i)(t) 5 t' 

- -> d '  après l e  lemne précédent, 

Hn(i ) ( t )  ) ( t '  ) 

Le mêne raisonnement pouvant & t r e  tenu à p a r t i r  de H i  ( t  ) , on 

o b t i e n t  : 

e t  f ina lement  : 
Z ' 

Hn(i ) ( t )  = Hn(i ) ( " )  

- i i n M n ( t )  # H n ( t 1 ) 1  > en(j)  

on o b t i e n t  donc l e  r é s u l t a t  cherché avec B ( i  ) = en( - 

On peut a l o r s  reprendre l a  preuve du théorème 1 pour montrer que 

tou te  dl - (resp. 62) s u i  t e  de Cauchy e s t  aussi d-sui t e  de Cauchy 

e t  inversement, e t  que 6 ,  (resp. 62) e t  d sont  uniformément 

équivalentes. 

REMARQUES : 

1.- Ce théorème n ' e s t  v a l i d e  que s i  Card(z) e s t  f i n i  ; a i n s i ,  

dans l e  cas des arbres de LEVY [79] , n o t r e  métr ique peut 

e t r e  u t i l i s é e  mais n 'équ ivaut  pas ti l a  métr ique 62 . 
2.- Nous donnerons dans le  chap i t re  I V  une c a r a c t é r i s a t i o n  des 

CPO's i n f i n i t a i r e s  pour lesquels il e s t  poss ib le  de d é f i n i r  

une énumération de l a  base v e r i f i a n t  l a  p r o p r i e t é  énoncee au 

début de , la  preuve. 

. 3 Il convient  e n f i n  de noter  que l e  Theorème 2 montre que l a  

metr ique d a u r a i t  pu e t r e  de f in ie ,  c m e  dans [ 3  1 , sur 

l a  base f i n i t a i r e  B , puis e t r e  etendue au compldte 0 : 
l e  5 I , B , 2  de ce c h a p i t r e  montre a l o r s  que l 'espace canplete 

e s t  u l  trametrique, dès l o r s  que (B,d) 1 ' e s t  egalement. 



Rappelons que l a  métr ique de Ba i re  sur l e s  fonc t i ons  t o t a l e s  de IN 
dans N e s t  d é f i n i e  par : 

sinon 

L'espace des fonct ions t o t a l e s  de IN dans IN é t a n t  considéré, en 

t a n t  que CPO i n f i n i t a i r e  , c m e  1 'ensemble des mots purement 

i n f i n i t a i r e s  engendrés à p a r t i r  de 1 'alphabet IN , l a  métr ique de 

Ba i re  n 'es t  donc pas équivalente à l a  nb t re  (puisque Cardw)  n ' e s t  

pas f i  n i  : C f .  remarque du paragraphe II 1-B. ) 
P 

REMARQUE : La su i  t e  de fonct ions d é f i n i e  par : 

n s i  x = O  

fn(xJ = 1 
O s inon 

n ' e s t  pas de Cauchy pour 6B , avec IN muni de son ordre  na tu re l  ; 

par contre, su r  Pi u (11 muni de 1 'o rdre  p l a t ,  c e t t e  s u i t e  converge 

au sens de d vers l a  fonc t i on  f d é f i n i e  par : 

Une étude p lus  approfondie de ce r é s u l t a t  e s t  en t rep r i se  dans l e  

chap i t re  III, 5 III, dans l ' é t u d e  de l a  convergence simple des 

s u i  tes de fonct ions.  



I V  - CPO'S I N F I N I T A I R E S  ET ESPACES METRIQUES CûMPLETS 

Etant donné une base f i n i t a i r e  B , nous nous proposons d 'étudier  

les  r e l a t i ons  ent re  l e  compléte B" , CPO i n f i n i t a i r e  isomorphe a 
1 ' ensab le  des idéaux de B . e t  l e  complété métriaue % . 
Le theorème qui s u i t  e s t  une général i s a t i o n  aux CPO's i n f i n i t a i r e s  

des r e s ~ ~ l t a t s  de BOASSON-NIVAT [20] r e l a t i f s  aux mots, e t  de 

ARNOLD-NIVAT C3 1 r e l a t i f s  aux arbres f n f i n i  ta i res .  

THEOREME 3.- Soit  i : (B,s,L) + (B,d,,) , auea B f ini taire ,  

Z'apvZiwtion identique mr B . 
1) i s '&end de facon uniate en T : B~ + B 

t e l l e  uue 
?(SUPfbji) = 1 i m ( i  f b j ) )  

J i- 
03 (bj) e s t  une cha*ie crot88ante dfdZbmmts de 

2) 1 e s t  b i j ec t i ve .  

PREUVE : 

1) Montrons que 1 'appl i c a t i o n  ? es t  b ien  def  i n i e  : 

Montrons pour cela que t o u t  élément de B~ e s t  l i m i t e  d'une 

s u i t e  de Cauchy d'éléments de B . 
S o i t  b = SUP{bj 6 B l j  r N }  

avec b . < bj+l 
J 

Y J E N  

or, b . < b  
J J+l  < bj+2 - d(bj+lSbj+2) d(bj,bj+2) 
d1apr&s l a  propr ié té  1 du g 1 I.B. 

l a  s u i t e  (d(bi ,bl)igl es t  décroissante. 

Dans ce Ca<, l a  su i  t e  

e s t  c r o i  ssant-e. 



De plus, 3 no tel que : n 2 n o -  @ n - - @no 

a 3 i0 tel que ( n  2 n o - >  u i E i v ( i )  5 bn & v( i )  r b ]  

= ~ i C - v ( i )  5 b & v ( i )  r b l  = Io)  
0 

On aurait donc : 

v( iO)  < b & 7 ( i )  < b pour tous les indices i 

t e l s  que i 2 i0 

ce qui contredit l e  f a i t  que B soit f in i  taire . 
-b La suite (bi  ) converge vers b : El l e  donc de Cauchy. 

D'autre part, ce résultat ne dépend pas du choix de la suite 

( b i )  : L'extension ? es t  donc bien définie. 

2 )  Montrons que ? e s t  surjective 

c'est-a-dire que toute suite de Cauchy d'elements de B 

converge vers un élement de B~ 

(bi)irN une suite de Cauchy d'élements de B de régulateur 
de convergence $ ; 

DEFINITION 9.- On appel lera dEreotion aeeooike d ( b  ) 1 IEH la suite 

(ai  ) i d  te l le  que : 

ai = sU~{v(m) l m  r i & v(m) s bg((  ) 1 
L 

Montrons alors la propriete suivante : 

PROPRIETE 3.-  La direction associee ti une suite de Cauchy 
d'elements de B est dans B . 

En effet,  soi t Ai b ( m )  lm 1 v(m) s bO( ) 1 

Cet ensemble est dirige e t  possede donc un SUP (Cf. proposition 6 
du 5 II,C, chapitre 1 : B est  close par SUP (conditionnel) f i n i )  

s ai rn SUP Ai appartient B , V i c H 

(avec ai r si Ai rn b) 



Notons que, i n t u i  t ivenent, ai représente l e  SUP des éléments de 

l a  base compatibles avec b 
$ ( i l  

jusqu'au rang i : 11 con t ien t  

en quelque sor te  toute 1 ' in format ion commrne f i n i e  de l a  s u i t e  

(bi) à p a r t i r  du rang $ ( i ) .  

Montrons également : 

PROPRIETE 4.- La d i r ec t i on  ( a i )  associée a (bi)iEm e s t  

croissante. 

Montrons pour ce la  : 

n s n '  ==> (m s n & v(m) 5 b 
$(n) = =  m s n & v(m) s b$(,')) 

Il e s t  d'abord évident que : 

n s n '  -> (m s n  ->m s n ' )  

Montrons, d 'aut re  part ,  que l ' o n  ne peut pas avo i r  : 

v(m) s b 
$(n) 

& 7 ~ ( m )  5 by(,,') 

On sa i t ,  (par d e f i n i t i o n  du régulateur $ ) que : 

or, (propos i t ion 5 du 5 11-B), $ e s t  croissant. 

b n c ,  n s n' ==+ $(n) s $ ( n t )  

11 en resu l t e  que : 

autrement d i t  : 



3 ( n  r n' - a n  sa,,) c.q.f.d. 

Il r é s u l t e  de l a  p rop r ié té  4 que SUP(ai) ex i s te  e t  appar t i en t  
à B ~ .  

S o i t  a  = SUP(ai) a  É B- 

Il r e s t e  à montrer que : 

PROPOSITION 5.- S o i t  (bi ) une s u i t e  de Cauchy, (ai) l a  

d i r e c t i o n  associge; a l o r s  SUP ai = l i n  bi 
i i- 

Nous prouvons pour cela que : 

V n  , i 2 $ ( n j  - ~ C V ( J )  E bi A an] 2 n  

(on o b t i e n t  a l o r s  que d(bi ,a) - O par  c o n t i n u i t e ) .  

O r ,  d C v ( j )  c bi A a n l  2 Min{no,nl) ( d  u l  t ramétr ique) 

avec l no = i i v ( j )  E bi A b$(,) 3 

" = ' j C ~ ( j )  bJi(,) A an] 

V n  , 1 2 $(n) -> no 2 n 

puisque l a  s u i  t e  (bi ) e s t  de Cauchy, de regu la teur  de 
convergence Ji . 

D'autre par t ,  on a  : 

Supposons que 1 'on a l  t : 

n ) an A b$(n) l  < n 

Dans ce cas, on o b t i e n d r a i t  : 



ce q u i  es t  impossible 

Il en résu l te  : 

V n , i 2 $(n)-> pJ[v( j )  bi A an] 2 n 

donc : 1 V n , i 2 +(n) 4 ( b i  ,an) < 

-> par con t inu i té  de d , 
on o b t i e n t  l e  résu l  t a t  cherche. 

3) Montrons e n f i n  que T es t  i n j e c t i v e  : 

So i t  a + SUP ai 
avec (ai) e t  (bi) des su i tes  croissantes 

b = SUP b* (str ic tement ou non) d'éléments de B 

A montrer : d(? (a )  ,?(b)) = O -> a = b 

(a  e t  b e tan t  i n f i n i t a i r e s ,  i l s  peuvent e t r e  assimiles a 
des classes d'equivalence de par t ies  dl r igees;  autrement d i t ,  
a = b - s s i  t o u t  approximant de a peut B t re  major6 par un 
approximant de b , e t  inversement) 

? (a )  = T(SUP ai) = l i m  (ai) 
i 

?(b)  = ?(SUP bi) = l i n  (bi) 
i 

11 en r e s u l t e  que : 

d ( l  (a)  , l ( b ) )  = O - d(llm(ai) , lim(bi)) = O 
i' i 

d etant  continue, il en r6sul t e  : 



Autrement d i t ,  V no , 3 k(no) t e l  que : 

s o i t  encore, en e x p l i c i t a n t  l a  métrique d : 

Y no , 3 k(no) t e l  que k r k(no) implique : 

(*)  V n , n 5 PO-7 ( ~ ( n )  i ak & v(n)  5 bk 

ou v(n)  ak 6 , v(n) bk) - 

Montrons alors,que, pour t o u t  j , 3 i t e l  que a < b . 
j -  i s  

reprenons l a  propr iété ( )  avec no t e l  que v(n0) = a 
j 

3 k(nO) t e l  que k 2 k(no) - v(no) = a j  i ak & v(no) 5 bk 

ou v(no) i ak & , v(no) 5 bk - 
= -  En pa r t i cu l i e r ,  avec k r SUP{k(nO),j) e t  puisque (ai) 

e s t  croissante, on ob t i en t  : 

v(no) 5 ak & v(no) = a .  J i bk 

On a donc, pour t ou t  j , montré q u ' i l  e x i s t a i t  un k t e l  que 

a .  s bk 
J 

On montrerait ,  en reprenant l e  m&me raisonnement, que pour 

t ou t  j , 3 k t e l  que : 

b d a k  
j 

Il en resu l te ,  en dé f i n i t i ve ,  que a = b 

-> ? e s t  i n j e c t i v e .  

Le théoreme 3 e s t  donc prouve avec c e t t e  derniere par t ie ;  nous 

donnons dans les  pages qui  suivent  diverses remarques quS i l l u s t r e n t  

1 ' importance du resul  t a t  a i ns i  que ce1 l e  des hypotheses r e l  a t ives 

aux CPO's  sur  lesquels l a  métrique d a et6 def in ie .  



1) Notons d'abord le corollaire suivant q u i  résulte de l a  première 
partie de la démonstration : 

COROLLAIRE 1 .- Dans un CPO inf in i ta i re  B- , toute chaî'ne 

croissante dtéZ&ents de Za base fzni taire  B 

es t  de Cauchy. 

Mais l'inverse es t  manifestement faux,  comme le montrent les 
deux exemples suivants : 

a )  Considérons IN LJ (1) muni de l'ordre plat (Cf. exemple b ,  

5 IV, Chapitre 1) : 

avec 1 ' énumération 

.L 
~ ( i t l )  = i Y i 

Considerons la suite d6finie par : 

Dans cet exemple, B = I N  U IL) e t  = B , B~ = fl ; 
l a  direction associee & ( b i ) i c N  , d o n t  on verifle 
facilement qu'elle est  de Cauchy 

( d ( n , n l )  = 1 
1 + inf(n,nl)  

1 

es t  definie par : 

ai = I V i E IN (les elemnts de ( b i )  n ' o n t  en 
comnun que 1 'information de L) 

( b i )  es t  donc de Cauchy, mais n'est pas croissante; on 
verifle que lim(bi) = SUP ai = L . 

i- i 



On note donc. en passant, sur ce t  exemple, que : 

PROPRIETE 5.- Toute su i  t e  de Cauchy d'éléments de B convergeant 

vers un élément de B n ' es t  pas nécessairement 

s ta t ionnai re .  

b) Un au t re  exemple e s t  l e  suivant  : S o i t  z = {a, 8) ; 

considérons 1 'ensemble C" des mots f i n i s  ou i n f i n i s  ( v o i r  

exemple e du Q I V ,  chapi t re 1 )  ; considérons 1 a sui  t e  

( b i  ) i , ~  dé f i n i e  par : 

Cette su i  t e  e s t  de Cauchy (quel l e  que s o i t  1 'énumération 

cho is ie)  e t  converge vers au ; mais n ' es t  manifestement 

pas croissante pour l ' o r d r e  "e t re  fac teur  gauche de" sur 

z *  . Notons que l a  d i r ec t i on  associee il (bi) e s t  de f i n i e  

par : 

(ai ) e s t  croissante e t  1 i m  ai = SUP ai = a W 

i- i- 
On peut resumer ce t te  remarque comme s u i t  : 

b =  l i m b j  , b E  B +> SUP tœl(bj) ex i s t e  
3- 3 

(dans l e  dern ier  exemple, l i m  bi = qW , mais SUP bi 

n ' es t  pas d e f i n i ) .  

2)  Il convient egalement de remarquer que l a  d e f i n i t i o n  de 7 : 

n'est  possible que s i  (b j )  jd e s t  une chatne croissante 

d'elements de B ; S i  (b j )  es t  d i r igee,  l ' app l i ca t t on  1 
n 'est  pas de f i n i e  c m e  l e  montre l'exemple suivant  : 

Considerons l e  CPO i n f i n i t a i r e  , avec c a {a}  ; s o i t  

(bi) l a  su i t e  d i r i g e e  de f i n i e  par : 



W Il e s t  c l a i r  que SUP(bi) = a , alors  que (bi) n ' e s t  mani- 

festement pas de cahchy : 1 'app l ica t ion ? ne peut dont e t r e  

d é f i  n ie  avec une t e l  l e  s u i t e  d i r igée.  

Cette remarque n ' e s t  pas genante puisque l a  complétion d'une m h e  

base B par supremun des chatnes croissantes e t  supremun des 

ensembles d i r i g é s  condui t aux mêmes ob je ts  i n f i n i t a i r e s ,  autrement 

d i t  au même espace i n f i n i t a i r e  B~ ; Il résu l t e  donc du Théorème 3 

l e  co ro l l a i r e  suivant  : 

COROLLAIRE 2.- Tout CPO infinitaire B- peut gtre mis en 

bijection avec t'espace métdque associd & . 
On peut résumer par l e  schéma suivant  ce dern ier  résu l ta t ,  

a ins i  que l e  théorème 3 : 

B base f i n i  t a i r e  - 
completion par SUP 
de chafnes croissantes 

leurs approximants ) 

ob je ts  i n f i n i  t a i r es  

Dans ce diagramme. SUPC e t  SUPD designent respectivement les  

SUP' s par ensembles d i r i ges  e t  par chatnes croissantes ; 1 'appl i- 

cat lon r associe classiquement a l a  sui t e  d i r i gee  (bi ) l a  

sui  t e  croissante ( b i  ) 



avec b; = SUP { b . l j  5 il 
D J 

t e l l e  que : SUPD(bi ) = SUPC(bj) 

Notons également que (B",suP~) , (Brn,supC) e t  (B,d) peuvent 

e t r e  considérés c o r n  l e s  espaces i n f i n i t a i r e s  des ob je ts  i n f i -  

n i  t a i r e s  munis de leu rs  approximations (resp. par  l e s  ensembles 

d i r i gés ,  l e s  chaTnes cro issantes e t  l e s  d-sui tes de Cauchy), 

a l o r s  que l e s  approximations dans BW e t  dans B sont  

"oubl iées". 

Dans ce schéma, notons que 1 'on n ' a  pas nécessairement : 

puisque, canme nous 1 ' avons vu dans l e  5 I I - C  de ce chapi t re,  

t o u t  e l  ément f i  n i  t a i  r e  n ' e s t  pas nécessairement i s o l é  . 

3) Le Theorème 3 ne peut e t r e  u t i l i s é  que dans l e  contexte des 

CPO' s i n f i  n i  t a i  res d é f i  n i  s dans l e  premier chap i t re ;  a i  n s i  

1 'exemple su ivant  montre 1 ' importance de 1 a complétude condi t ion-  

n e l l e  (CPO's cons is ten t l y  complete, au sens de [ N ~ J )  : 

S o i t  en e f f e t  une base B d 'arbres f i n i s  de l a  forme : 

11 e s t  c l a i r  que : 

or, l a  s u i t e  de Cauchy ( t i )  d 'a rbres  f i n i s  d e f i n i e  par : 



au 
converge vers 1 'a rbre  i n f i n i  * /  qu i  n ' a p p a r t i e n t  pas 
a B ~ .  \ au 

Le théorème 3 n ' e s t  p lus  va lab le  dans ce cas; notons que, sur 

c e t  exemple, 1 8  base B n ' e s t  pas c lose par  SUP condit ionne1 

f i n i  puisque : 

a l o r s  t o u t  arbre de l a  forme 

majore t e t  t '  ; mais t e t  t '  n ' o n t  pas de supremum : 

l a  complétude cond i t i onne l l e  n ' e s t  donc pas v é r i f i é e  dans ce 

cas (Cf. chap i t re  1, d é f i n i t i o n  10 e t  p ropos i t i on  6) .  

4 )  Une au t re  conséquence du théoreme 3 e t  du cor01 l a i r e  2 e s t  l a  

suivante : no t re  métr ique d e s t  de f i n ie  sur  B ; on peut 

aussi d é f i n i r  d sur l a  base f i n i t a i r e  B ; puis, u t i l i s a n t  

l a  m h e  technique que dans C 3 1  , d e f i n i r  son extension a 
a Ë : c e t t e  extension e s t  encore u l  t rametr ique (Cf. g 1-B-2). 

Le théorème 3 permet a l o r s  de prouver que les  metr iques d 

( su r  B I) e t  a (sur i) sont equivalentes. 

En e f f e t ,  so ien t  (bi) e t  b!) deux su i tes  de Cauchy d'cléments 
J 

de B , avec b = l i n  bl ; b '  = I i m  b j  
i- 3- 

a lors ,  a(b,b8)  = d(1im bI , 11m b j )  

or,  d '  apres l e  theorème 3 : 



l i n  bi = SUP ai où ( a i )  es t  la direction associée 1 ( b i )  

l i n  b' = SUP a; où (a!) est  la direction associée à (b!) 
j - J J - d ( b , b 1 )  = d(SUP ai , SUP a!) 

J 

Inversement, é tan t  donné des suites (a i )  e t  (a'.) croissantes : 
J 

- 
~ ( ? ( s u P  ai),?(SUP a!)) = d(1im a i ,  l in a'.) 

3 J 
= lim d(ai,aj) 

i,j- 

5 )  Notons enfin que l a  métrique d permet d'obtenir des suites 
"avec parasi tes" q u i  ne convergeraient pas au sens des CPO's 
mais q u i ,  en t a n t  que suites de Cauchy, o n t  une limite dans B 
(e t  donc dans B ~ )  : Il  en est ainsi de 1 'exemple ci t é  précé- 
demnent dans Cm , avec C = {a,@) , avec l a  suite ( b . )  

1 id 
définie par : 

qui converge vers au E C' 

Il est interessant de noter que la direction associée à de telles 
suites (a i  = ai dans cet exemple) a pour effet  de supprimer 
ces "parasi tes" en ne conservant que 1 'information comnune h partir 
d 'un  certain rang. 

Cette construction de la direction correspond t o u t  à f a i t  a la 
démarche adoptee dans 1 a semantique al gebrique C 16,341 pour 
definir une sui te croissante d'arbres finis convergente associee 
8 une suite de Cauchy : Considérons par exemple le schéma de 
programme : 

auquel es t  assoclee la sui te (de Cauchy) des r6ecrI tures succes- 
sives : 



dans 1 aquel le  les sous-arbres entourés constituent les arbres 
f in is  comnvis jusqu'à u n  rang donné; or, la construction de la 
suite croissante (pour l 'ordre syntaxique sur les arbres) conduit 
précisément à : 

c'est-à-dire a la definition de l'information comnune, donc 
de la direction associée a la  sui te  in i t ia le ,  

Nous avons montre, dans le  paragraphe précedent, que les hypotheses 
relatives aux CPO's infini ta i res  etaient indispensables pour 1 'ob- 

tention du theoreme 3. Nous montrons maintenant qu'il  n 'est  pas 
possible d'obtenir une metrique te l le  que la topologie induite soit 
plus "proche" de la topologie du CPO; autrement d i t ,  parmi les me- 
triques verifiant le theorème 3, aucune ne peut e t re  consideree 
comme "init iale".  



a) Considérons d 'abord une métr ique dl d é f i n i e  sur B t e l l e  que 

l e  prolongement ? : 8 + El d é f i n i  dans l e  théorème 3 s o i t  

b i j e c t i f ;  Montrons d'abord q u ' i l  n ' e x i s t e  pas d 'app l i ca t i on  a 

uniformément cont inue t e l l e  que l e  diagramme suivant  commute : 

où (B,d) e s t  l e  complété métr ique de B pour l a  métr ique 

d é f i n i e  dans l e  § 1, 

(Rl,dl) e s t  l e  complété de B pour l a  métrique dl 

S i  un t e l  a e x i s t a i t ,  nous aurions donc : 

a ( T ( x ) )  = I1(x)  x = SUP(x .) 
avec J 

= 1 i m ( i  (X  ) )  
l j  

X É B~ 
j- 

-> a(1im i ( x . ) )  = l im( i l (x j ) )  
j- J j- 

Pour cons t ru i re  un t e l  a , il f a u d r a i t  ob ten i r ,  a p a r t i r  d'une 

su i te  de Cauchy pour d , une sous-suite convergente (au sens 

du CPOl B )  ce q u i  n ' e s t  pas l e  cas en géneral ( i l  s u f f i t  de 

v o i r  l a  cons t ruc t i on  de l a  d i r e c t i o n  associée a une s u i t e  de 

Cauchy e t  qu i  n 'en  e s t  pas une sous-suite).  

Fournissons d ' a i  1 l e u r s  un contre-exemple : 

S o i t  B = {a,b,aa,ab ,..., ai,aib ,... 1 

avec l ' o r d r e  c lassique sur l e s  ensembles de mots, 

Il e s t  c l a i r  que : 

- toute  p a r t i e  d i r i g e e  ne comporte que des puissances de a 

Considerons, d ' a u t r e  par t ,  l a  s u l t e  (bi) d e f i n l e  par : 



Pour notre métrique (quel l e  que s o i t  1 'énumération cho is ie  pour 

l a  base B), l a  su i t e  (bi)iW e s t  de Cauchy e t  v é r i f i e  : 

l i m  bi = a W 

i- 

Considérons par a i l l e u r s  l a  métrique d, d e f i n i e  par : 

O s i  i = j  1 dl(aib,ajb) = ( 
1 sinon 

Il e s t  c l a i r  que les  dl-suites de Cauchy : 

- ou b ien sont s ta t ionnai res  en aib 

- ou bien ne comportent que des puissances de a 

à p a r t i r  d'un ce r ta in  rang 

-> 8 - B = faW) 
Ir 

Mais on peut v o i r  que l es  su i tes  convergentes au sens de d , 
ne l e  sont pas au sens de dl : ce contre-exemple montre donc 

q u ' i l  n ' e s t  pas possible de const ru i re  un a qu i  conserve les  
sui  tes de Cauchy e t  leu rs  l im i tes .  

b )  De façon generale, e x i s t e - t - i l  un espace metrique (B2.d2) 

" i n i t i a l "  t e l  que B2 s o i t  en b i j e c t i o n  avec B" e t  t e l  q u ' i l  

ex is te  un a un i fo rwhent  continu t e l  que l e  diagramme suivant  

canmu t e  : 



S ' i l  é t a i t  possible de const ru i re  un t e l  a , on pou r ra i t  

ex t r a i r e  de toute da-suite de Cauchy convergente une sous- 

sui  t e  convergeant, au sens du SUP, vers l a  meme 1 imi te;  cec i  

rev iendra i t  donc à const ru i re  une b i j e c t i o n  biuniformément 

contenue ent re  (E2,d2) e t  ( B , ,  ; or, nous avons vu que 

tes topologies assocides d Za mdtmque et au CPO ont des pro- 

pridtds de sdparatwn diffdrentes; autrement d i  t , 1 ' espace 

topologique ( B ~ , T  ) n ' es t  pas métrisable, ce qu i  rend impos- 
B" 

s i b l e  1 'existence d' une app l i ca t ion  a uniformement continue, 

e t  donc d'un espace métrique i n i t i a l  parmi tous ceux dont l a  

complétion métrique es t  en b i j e c t i o n  avec l e  CPO i n f i n i t a i r e  

BW. 

-- - -  - 

11 existe, à notre connaissance, deux topologies séparées sur  les  

CPO's : L1une(appelée " topologie gauche") a é té  proposée par 

J. BETREMA Cl71 e t  admet pour sous-base l a  f am i l l e  des G(u) e t  

des G(u) , pour t ou t  u E BI , avec : 

Cette topologie est  plus f i n e  que l a  topologie d i t e  "de Cantor" 

u t i l i s e e  par  PLOTKIN dans Cl081 dont une sous-base e s t  consti tuée 

des P(b) e t  N(b) avec : 

Il es t  f a c i l e  de montrer : 

PROPOSITION 6. - La topologie i n d u i t e  par l a  metrique d coYncide 

avec l a  topologie d i t e  "de Cantor". 

En e f f e t .  s o i t  x c B= ; s o i t  B(x.n) une boule de centre x 
1 e t  de rayon 5 de f i n i e  par : 



Autrement d i t ,  pour t o u t  b E B , 

Il en résu l te  que : 

8(x,n) = ( n {P(b ) lp iCv( i )  = b l  s n & b s x) )  

n ( n IN (b ) l p i [w ( i )  = b]  s n & b s x))  

Ce qui  prouve l a  propos i t ion 6 . 

PLOTKIN montre dans Cl081 l a  campacite de l a  topologie ; de plus, 

1 'existence d'une base dénombrable montre (Cf  .Theorème de NffiATA e t  
SMIRNOV dans C411) que 1 'espace topologique associé e s t  metrisable. 

L '  existence de métriques associées à ce t te  topo1 ogie n '  es t  donc pas 
surprenante, mais l es  métriques que 1 'on pou r ra i t  proposer (par 
exemple ce1 l e  qui  e s t  donnée dans l a  preuve du Théorème préci  t é )  
ne sont pas géneralement uniformément équivalentes à l a  nbtre. 

Parmi les  résu l ta ts  que nous présentons dans l es  chapitres suivants, 

il en es t  que nous aurions pu obten i r  par une approche topologique 
(convepgence simple, compacité,. . . ). Pour des raisons de c l  a r t é  
e t  d'homogénéYtd, nous avons préfér6 une presentat ion purement 
metrique. 



CHAPITRE III 
- - - - - -  ------------- 

E S P A C E S  D E  F O N C T I O N S  



L ' i n t é r e t  des CPO's dans l a  sémantique des langages de p r o g r m a t i o n  

réside essent ie l  lement dans l e  f a i t  que 1 'espace des fonctions con- 

tinues d'un CPO dans un autre CPO r es te  l u i -mbe  un CPO : Cette 

propr iété est  à l a  base des travaux réa l i sés  sur l e  A-calcul typé 

C94,42,481 ou non typé C43, 9,1241, e t  res te  v ra i e  dans l e  cas 

p a r t i c u l i e r  des CPO's i n f i n i  t a i r es  : L'espace des fonctions con t i -  

nues d'un CPO i n f i n i  t a i r e  dans un aut re  CPO i n f i n i t a i r e  é tant  l u i -  

m&ne un CPO i n f i n i  t a i r e ,  on peut donc l u i  appliquer tous les  résu l ta ts  

du paragraphe précédent, e t  en p a r t i c u l i e r  l e  munir d'une métrique 

pour laquel le  l e  théorème 3 res te  v ra i .  11 es t  a lo rs  possible d 'é tu-  

d i e r  les  propr iétés métriques des espaces de fonct ions continues, e t  

en p a r t i c u l i e r  de donner un sens à l a  not ion de convergence simple e t  

de convergence uniforme de fonct ions continues au sens des CPO's, de 

l i e r  l a  con t inu i té  au sens des CPO's à l a  con t inu i té  métrique e t  à 

1 'uniforme cont inu i té .  

Nous montrons dans ce chapi t re que l e  canplété d'une base f i n i  t a i r e  

B es t  compact pour  notre métrique : 11 en résu l t e  donc que toute 

fonct ion continue sur es t  un i  fornément continue. D'autre par t ,  nous 

pouwons que l a  convergence au sens de not re  métrique équivaut a l a  

convergence simple ; enfin, 1 a convergence uni forme implique 1 a conver- 

gence au sens de no t re  métrique e t  l a  cornpaci t é  de permet de pruu- 

ver qu'à 1 ' inverse toute su i t e  croissante de fonct ions qui converge au 

sens de no t re  métrique converge uniformément. 

1 - CPO'S DE FONCTIONS CONTINUES 

Nous donnons dans ce paragraphe quelques propr iétés,  généralement 

prouvées par a i  1 leurs,  r e l  a t i  ves aux espaces de fonct ions continues. 

Rappelons d'abord que s i  D e t  D '  sont  deux CPO's, une fonc t ion  

f : D -. D '  es t  d i t e  continue ss i  : 



f(SUP A) = SUP f (A )  A d i r i gé ,  A c D - 
= SUP{f(x) lx E A) 

où l ' o n  note de l a  même facon, pour s imp l i f i e r ,  l e  SUP dans D e t  

l e  SUP dans D '  ; nous avons montré dans l e  premier chapi t re  que 

ce t te  d é f i n i t i o n  équ iva la i t  à c e l l e  de l a  con t inu i té  au sens de l a  

topologie associée aux CPO's. 

Nous notons CD + D I 1  1 'ensemble des fonctions continues de D 

dans D l .  

De façon classique , CD -+ D '  1 e s t  muni de 1 'ordre "par points"  

d é f i n i  par : 

f 5 g ss i  V x , f ( x )  I g(x)  Y x E D - 
Pour c e t o r d r e ,  l a  fonct ion Xx.1 prenant partout  l a  valeur indé- 

terminée e s t  minimale; on montre de plus (en convenant, par souci 

de s imp l i f i ca t ion ,  de noter de façon identique 1 'ordre e t  1 'élément 

minimal de D e t  Dl)  : 

PROPOSITION 1.- Soient ( D )  , ( D )  deux CPO's; alors, 

1 'espace des fonct ions continues (CD -c D'],s,hx.~) 

muni de 1 'ordre par points e s t  lui-même un CPO. 

Soi ' t  en e f f e t  A d i r i gé ,  A - c CD -c D ' 1 .  

Considerons 1 a fonct ion d é f i  n ie  par 

D'abord, ce t t e  fonct ion es t  dé f i n i e  puisque { f ( x )  If A )  e s t  

d i r i ge .  F majore tous l es  éléments de A , par d é f i n i t i o n  de 

l ' o r d r e  sur C D  , 



D'autre part ,  toute autre fonct ion majorant A majore F . 
F es t  l e  SUP de A 

-> C D + D 1 1  e s t  un CPO 

D'autre part,  il e s t  classique de d é f i n i r  l a  sémantique d 'un pro- 

gramme par l e  p lus p e t i t  po in t  f i x e  de 1 'opérateur associé à ce 

programne; l a  aon t inu i té  joue un r d l e  fondmental  dans ce t t e  d é f i n i -  

t i o n  car e l l e  permet de donner un sens il l a  not ion de plus p e t i t  

po in t  f i x e  : 

PROPOSITION 2.- S o i t  ( D L )  un CPO 

S o i t  f E CD + D l  

Alors, sup{fn((l} e s t  l e  plus p e t i t  po in t  f i x e  

Notons d'abord que, puisque 1 es t  minimal, on L s f (1)  . 
Mais, f continue -> f monotone 

2 
===> f ( 1 )  s f (1)  

e t ,  de façon génCrale ; 

Il en resu l t e  que { fn( ( r ) ln  E NI es t  une p a r t i e  d i r i gee  e t  admet 

donc un SUP dans l e  CPO (D,s,L). 

Montrons que x = S U P { ~ ~ ( L ) ) ( Q  c NI e s t  un po in t  f ixe ,  c 'est-&-dire 

v e r i f i e  f ( x )  a x . 
Or, f ( x )  = ~ ( s u P { P ( L )  lx c RI 

S u ~ { f ( f ~ ( ( r ) ) n  r N 1  puisque f e s t  continue 

= x puisque r s f n ( 1 )  p o u r t o u t  n z O .  

Montrons en f i n  que ce po in t  f i x e  es t  minimal : S o i t  a E D t e l  que 

f ( a )  a . 
A s a puisque L e s t  1 'Blérnent minimal de D 

-> f ( r )  s f ( a )  (monotonici t e  de f )  - f ( r )  s a (puisque a f ( a ) )  



Ainsi ,  par induction, on ob t ien t  : 

Notons que l 'opérateur Y de po in t  f i x e  qui associe à f son plus 

p e t i t  point  f i x e  est  lui-même continu e t  appart ient  donc à 1 'espace 

des fonctions continues C CD + D I  -+ D l  . 

1, BI - BASES DE FONCTIONS CONTINUESl 

Etant donné que CD + D '  1 hé r i  t e  de l a  propr ié té  de CPO de D e t  

D '  , il est  naturel  de se demander s i  l 'w -a l géb r i c i t é  e t  l a  canplé- 

tude condi t ionnel  l e  sont hé r i  tées de 1 a m h e  façon . 
Montrons d'abord que l a  not ion d'élément f i n i t a i r e  es t  étroitement 

l i é e  à l a  not ion de con t inu i té  : 

THEOREME l.-Cl@ Soient ( D , , )  e t  ( D )  deux CPO'S w-a%&- 

briques; a l o r s  f : D -t D '  e s t  continue - s s i  pom 

tout  x E D e t  tout  dtément f i n i t a i r e  b '  de D '  , 

b '  s f ( x )  <-> 4 b , b f i n i t a i r e ,  b E D te2 que 

b 5 x & b '  s f ( b )  

a)  Supposons d'abord que f s o i t  continue e t  que b '  s f ( x )  , 
avec b '  f i n i t a i r e  e t  b '  E 0 '  . 
D etant w-algebrique, x = SUP{bt ]i E NI où (bi) es t  un 

ensemble d i r i g e  d'elénents f i n i t a i r e s  de D . 
11 en resu l t e  que b '  s S U P { f ( b ) ) i  EN} par con t inu i te  de f .  

O r ,  b '  f i n i t a i r e m >  3 j t e l  que b '  s f ( b . )  J 
D'autre par t ,  s i  b  s x & b '  s f ( b )  , b f i n i t a i r e  e t  b E D , 
alors f monotone - b '  s f ( b )  s f ( x )  . 

b)  Inversement, supposons que : 



b '  I f t j x )  <- 3 b , b f i n i t a i r e  , b E D t e l  que 

. Montrons d'abord que f e s t  monotone. 

So ien t  x e t  y deux éléments de D t e l s  que x 5 y ; 

s o i t  b '  f i n i t a i r e  , 6' E DI , t e l  que b '  s f ( x ) .  

D'après l e s  hypothèses, 3 b f i n i t a i r e  , b E D t e l  que 

b 5 x & b '  2 f ( b )  

A ins i ,  pour t o u t  b '  f i n i t a i r e  dans D '  , b '  I f ( x )  => b '  I f ( y )  

=> f ( x )  s f ( y )  

-> f monotone 

. Montrons maintenant l a  c o n t i n u i t é .  

S o i t  A = {xi Ji E N} une p a r t i e  d i r i gée ,  A 5 D . 
f monotone ==> SUP{f(xi) Ji e NI f(SUP{xi 11 E )O) 

Pour montrer 1 ' i n é g a l i t é  inverse, considérons b '  f i n i  t a i r e ,  

b '  6 D1 , t e l  que b ' s  f(SUP{xili E N } )  

Par hypoth8se, 3 b f i n i t a i r e ,  b E D t e l  que 

b f i n i t a i r e -  rlj t e l  que b s x  
j 

II> b ' s  f ( b )  s f ( x  ) par monotonic i té .  
j 

Ceci 6 t a n t  v r a i  pour t o u t  b '  f i n i t a i r e  t e l  que 

b '  r f(SUP{xi 1 i c Pi}) , 
on o b t i e n t  donc : 

e t  donc f ina lement  : 



- f e s t  cont inue 

On o b t i e n t  a l o r s  l e  c o r o l l a i r e  su i van t  [ z l ]  dont  l a  preuve r é s u l t e  

du théoreme 1 : 

COROLLAIRE. - Soient ( D L )  e t  (D l  , 1 deux CPO's w-aZgébriques. 

Alors f : D -+ D '  es t  continue s s i  - 
1) f monotone 

2) Y x  E D , V b '  f i n i t a i r e ,  b '  E D I  

( b  ' 5 f ( x  ) -> 3 b f ini taire  

b E D te2 que b 5 x & b '  s f ( b ) )  

Ce cor01 l a i r e  apporte donc une a u t r e  facon de d é f i n i r  l a  n o t i o n  

de c o n t i n u i t é  : Une f o n c t i o n  cont inue d o i t  d 'abord préserver  l a  

"d i rec t i on "  de 1  ' in format ion;  d ' a u t r e  par t ,  e l  l e  d o i t  préserver  l e s  

approximations par éléments f i n i  t a i r e s .  Cette expression de l a  c o n t i -  

nu i  t é  e s t  à rapprocher de ce1 l e  de ROGERS a13 dans l a  d é f i n i t i o n  

de l a  r é d u c t i b i l i t é  par énunération. 

11 e s t  a remarquer que l e  Théorème 1 e t  son c o r o l l a i r e  r e s t e n t  

va lables dans l e  cas des CPO's i n f i n i t a i r e s  (Cf.  p ropos i t i on  6 du 

5 II.C, c h a p i t r e  1);  mais on peut montrer  que, de p lus  : 

THEOREME 2. - Soient (Bm,s ,L ) e t  ( B ' ~ , ~ , L )  deta CPOts in f in i ta i res  

de base8 f ini tuires  respectives B e t  B' . 
AZors Z 'espace des fonctions continues 

e s t  un CPO i n f in i ta i re  e t  a pour baee f in i ta ire  t 'en- 

semble de8 fonctions obtenues par clbture par SUP 

conditionnel f i n i  des fonctions de ta forme (b  ,b' ) a 

ddfinies p a r  : 

I b '  s i  x r b  

(b,bl)(x) = Y b € B , Y b ' € B '  
L sinon 



Les fonc t i ons  de l a  forme (b,bl) seront  appelées fonct.ions en 

escalier ( "s tep  funct ions"  dans CIOS]). L'ensemble de ces fonc t ions  

n ' e s t  pas c los  par SUP f i n i  : I l  s u f f i t  de considérer un couple 

(a' ,bl)  dans B' x  0 '  t e l  que SUP(a1,b') s o i t  d é f i n i ,  a i n s i  que 

a,b,c e t  d dans B t e l s  que : 
c s a  e t  c s b  

(c,SUP(al ,bl ) )  (d,SUP(al ,bl)) d < a  e t  d s b  

Il e s t  c l a i r  que l e s  fonc t ions  

en esca l i e r  
(b,bl ) (c,SUP(al ,b' ) )  e t  

(d,SUP(al ,b' ) ) 
majorent (a,al) e t  (b,bl) 

mais i 1 n ' e x i s t e  pas nécessairement une plus p e t i t e  f o n c t i o n  en esca l i e r  

majorant (a,at )  e t  (b,bl). 

Notons également que l e  SUP de deux fonc t ions  en e s c a l i e r  e s t  d e f i n i  

par : 

b '  s i  x r b  & - i x r a  

suP((asa8 ),(b,b8 ) ) ( x )  = SUP(al ,b ')  s i  SUP(al ,bl) e s t  

d é f i n i  & x 2 a & x z b 

1 sinon 

NOTATION : Nous conviendrons de noter  [B + B ' 1 1 a c l  b tu re  par  

SUP f i n i  des fonc t ions  en e s c a l i e r  cons t ru i tes  a p a r t i r  des bases 

f i n i t a i r e s  B e t  B' . 
Pour prouver l e  Theorëme 2 , montrons d 'abord : 

LmME 1.- Toute fonotion en e s c a t i e r  (b  ,bl ) , b E B e t  b '  E B , 
e s t  un l l h s n t  f i n i t a i r e  de [B- + BI=] 



A montrer : 

(b,bl) 5 SUP A A d i r i g é  , A - [B-+ BI"] 

=> 3 f E A , (b ,b l )  r f 

S o i t  A =  { f i l i  E I l  1 - c N  

b '  f i n i t a i r e  j t e l  que b '  i f j ( x )  V X E B "  

-> ( b , )  r f j  

==> (b,b8) f i n i t a i r e  dans [ B " + B ' ?  

Montrons d ' a u t r e  p a r t  que [B + B ' ]  cons t i t ue  une base pour [B" + BI"] 

c '  es t -à-d i  r e  que : 

LEWE 2.- Pour tout f E CB"  -, B ' ?  , on a 

f = SUP Ef 

avec Ef = {SUP{(bi ,b;) ( b j  i f (b i )  , i E 1 L 1 f i n i } }  

Notons d'abord que Ef e s t  d i r i g e  puisque, pour t o u t  (bi ,b i )  Ef , 
on a : 

b i  s i  x 2 bi 

(bi9bi)(x) = 1 e t  f ( x ) t  b i  s i  x z  bi 

L sinon 

- Et e s t  majore par f : Les SUP's f i n i s  sont  donc tous 

d e f i n i s  e t  Ef d i r i g e .  

On a B v i d m e n t  SUP Ef s f ; r e s t e  donc B montrer 1 ' i n e g a l i  t e  
i nverse . 
S o i t  x SUP(xi) xl c B 

-> f ( x )  = f(SUP xi ) = SUP(f(xi ) )  ( f  cont inue) 
i i 

or, f(xl) = (SUP Ep)(xi) 



En e f f e t ,  (SUP Ef)(xi) = SUPtb'.lx. b & b: 6 f ( b j ) }  
j J 1 j J 

= f (x i )  par c o n t i n u i t é  de f 

3 f ( x )  = SUP((SUP Ep)(xi ) )  6 Ef(x) 
i 

e t  donc f ina lement  : f = SUP Ef. 

Il résu l  t e  de ce l e m e  que CB -t B ' 1  e s t  une base pour 1 'espace 

des fonc t i ons  cont inues C B ~  -+ B '  ?l . O r ,  i 1 r é s u l t e  de l a  p rop r ié té  1 

du 5 II, chap i t re  1, que CB - + B I 1  e s t  f i n i t a i r e  : 11 s ' a g i t  donc de 

1 a base f i n i  t a i r e  de c Bm -t B '  7 ; c e t t e  base e s t  dénombrable puisque 

B e t  8 '  l e  sont  également : On en dédu i t  donc que l 'espace des 

fonc t i ons  CBm -t B 'Y  e s t  o-algébrique. 

Montrons e n f i n  : 

LEMME 3 .- S i  BW e t  B' sont des CPO's in f in i ta ires ,  alors 

2 'espace C Bm - 8 '  <4 es t  condit<onne 2 Zement complet. 

S o i t  en e f f e t  F c  - C B ~ - + B ' < ~  t e l  q u ' i l  e x i s t e  une borne supérieure 

g pour F ; montrons a l o r s  que SUP F e x i s t e .  

O r ,  F majoré par g dans CB- -t B l W 1  

or,  B I =  e s t  cond i t ionne l  lement complet 

-> SUP{f(x) If E F }  ex i s te ,  Y x E B" 

-> SUP F e x i s t e  

Il r é s u l t e  donc des lemmes 2 e t  3 e t  de l a  p r o p o s i t i o n  6 du chap i t re  1 

que c B= + 8 ' 7  e s t  un CPO i n f i n i  t a i r e  des l o r s  que B" e t  BI" 

l e  sont, e t  que sa base i n f i n i t a i r e  e s t  l 'ensemble CB -, B ' I  d é f i n i  

précédemment; on a donc, par  a p p l i c a t i o n  de l a  cornplétion d é f i n i e  

a u S I :  



COROLLAIRE.- [Bm , ~ ' ~ 1  eet  isomorphe au oompZ6té [B + 0 '  lm 
de t a  base f i n i t a i r e  [B -+ B ' 1 

Les résu l ta ts  du chap i t re  II peuvent donc g t r e  appliqués à ce CPO 

i n f i n i t a i r e  : Nous étudions dans l e  paragraphe suivant  l es  conse- 

quences du Théorème 3 du chap i t re  précédent e t  l e  l i e n  ex is tan t  

en t r e  fonct ions continues au sens des CPO's e t  fonct ions continues au 

sens métrique. 

II - CONTINUITE AU SENS DE L'ORDRE ET CONTINUITE METRIQUE, 

Le paragraphe précédent montre que [ B ~  + B ' ~ ]  e s t  un CPO i n f i n i t a i r e  : 

l a  métrique du chapi t re II peut donc l u i  é t r e  appliquée à p a r t i r  d'une 

énumération quelconque de 1 a base dénombrable CB -t B' 1; Rappelons 

qu'une énumération des couples (b,bl) , b B e t  b '  E B' , peut 

e t r e  classiquement cons t ru i te  à p a r t i r  d'une "pa i r i ng  funct ion" 

(Cf. ROGERS Cl131 , p. 64) e t  d'une énunération v (resp. v '  ) de 

l a  base f i n i t a i r e  B (resp. B a )  : S o i t  par exemple l a  fonct ion 

< > : N x i N  + N  ( d i t e  de Cantor) d é f i n i e  par : 

De ce t te  app l ica t ion i n j e c t i v e ,  on peut en déduire une énumération e 

des couples (b,bl) t e l l e  que : 

-- -- - - -  

La d e f i n i t i o n  de l a  métrique du chap i t re  II e s t  a lo rs  possible a i n s i  

que l a  construct ion de l a  completion metr ique notée [ B ' ~ ' l d e  l a  

base f i n i t a i r e  CB + 8'1. 

11 resul t e  a lo rs  du theoreme 3 du chap i t re  II : 

PROPOSITION 3.- Il e x i s t e  une app l i ca t ion  b i j e c t i v e  ? , extension 

de 1 l i d e n t i  t e  sur CB -, BI1 , ent re  [BO" -t B ' O " ~  



Cette b i j e c t i o n  7 e s t  d é f i  n i e  naturel lement comme dans l e  

Théorème 3 , par : 

I(SUP Bi) = l i m  Bi 
i i- 

avec [ Bi E CB -+ ~ ' 1  Y i é H  

( e t  l a  s u i t e  (Bi) c ro issante  . 
On peut  donc résumer l es  r é s u l t a t s  obtenus précédemnent de l a  

façon suivante : 
i 

rBm -+ B 1 m l  -' <- Cg -+ B '  lm -' <- CB -+ B ' l  
t - 1 

Notons c(B,B1) l 'ensemble des fonc t ions  continues (au sens métr ique) 

de B dans B '  , où B e t  8 '  désignent l e s  complétés r e s p e c t i f s  

des bases B e t  B' au sens des métriques d  e t  d '  à p a r t i r  d'une 

énumération de B e t  de B '  . 
bbntrons a lo rs  : 

PROPOSITION 4.- S o i t  f E c(0,B'). 
Une cond i t i on  su f f i sante  pour que f appartienne 

03 

C B ~  -+ 8' 1 e s t  que f s o i t  monotone cro issante  

S o i t  en e f f e t  une su i  t e  (bi)id d i r i g é e  dans B  . f e t a n t  c ro i s -  

sante, on a : 

bi s S U P { ~ ~  l i  s IN} -> f(bi)  s f(SUP{bi 1 i N}) 

-> SUP{f(bi)( i  E N} s f(SUP{bil i  E N}) 

Associons (bi) l a  su i  t e  (b!)  c ro issante  d e f i n i e  par : 
J 

La su i  t e  ( b i )  e t a n t  cro issante,  e l  l e  e s t  aussi de Cauchy; s o i t  

(ai) sa direction, d e f i n i e  par : 

oO $ e s t  l e  regu la teur  de ( b i )  e t  v une enurneration quelconque 

de l a  base B . 



La su i t e  (ai) é tant  croissante, e l l e  e s t  aussi de Cauchy , 
f étant  continue (au sens metrique), on a  donc : 

- f(SUP ai) = SUP f(ai) 
i i 

-., f(SUP bi) = SUP f(ai) 
i i 

or,  pour t o u t  i E N  , 3 j É N  t e l  que ai s b 
j - SUP{f(bi)li E N }  kSUP{f (a i ) l i  E N }  

-> SUP{f(bi)li E N }  zf(SUP{bi l i  ~ N l j  

On a  donc f inalement : 

SUP{f(bi) l i  EN)  = f(SUP{bi l i  E N } )  

pour toute s u i t e  (bi) d i r i gée  dans B 

-> f C B ~ I , B ~ ~ I  

REMARQUE : Inversement, toute fonc t ion  f E C B ~  + 8lW7 n 'appar t ient  

pas nécessairement a c(B,B1) ; considérons par exemple l a  fonct ion 

f E CB- + BoO1 de f i n i e  comne s u i t  : 

S o i t  L = {a,b,c} avec un alphabet 

avec f(anb) = b  e t  f(anc) = c  Y ~ E H  

Il e s t  c l a i r  que f e s t  croissante e t  continue avec : 

f (aW)  = c 00 E e s t  l e  mot v ide sur E 

Or ,  l a  su i te  (xi) d e f i n i e  par : 

x~~ = anb n  '2nt l  = a c  

e s t  manifestement de Cauchy; mais : 

f(xpn) E b  f(x2ntl) = c  

e t  l i a  f ( x i )  n 'es t  pas de f in ie .  
i 



Notons cependant que, s i  (xi) e s t  une s u i t e  croissante, a l o r s  

l i n  f(xi) = f (1 im xi) 
i- i- 

En e f f e t ,  f r @= -. 8 '  "1 -> f(SUP xi) = SUP f ( ~ ~ ) .  
i i 

Le Théorème 3 du chapi t re II montre que toute su i  t e  croissante est  

de Cauchy pour l a  métrique d d é f i n i e  sur B 

-.> SUP(xi)= l i n  xi 
i i- 

D' autre par t ,  f con ti nue -> f monotone 

-> l a  s u i t e  ( f ( ~ ~ ) ) ~ &  e s t  croissante 

-> SUP(f(xi)) = l i n  f(xi)  
1 i- 

Il en résu l t e  que : 

l i n  f(xi) = f (1 im xi) 
i- i- 

Une propr ié té  plus intéressante que l a  con t inu i té  (métrique) simple 

es t  c e l l e  de con t inu i té  uniforme pu isqu 'e l le  préserve l e s  su i tes  de 

Cauchy; a f i n  de mettre en évidence l e  l i e n  entre con t inu i té  (au sens 

des CPO's) e t  uniforme con t inu i té  (au sens métrique), nous étudions 

d'abord l es  propr iétés de compacite du compléte B : 

Dans l a  p lupar t  des exemples t r a i t e s  à l a  f i n  du premier chapitre, des 

propr ietes de compaci t e  on t  é te  étudiees : Ainsi, dans [31 , on montre 

que M-(F,E) es t  compact s i  Card(E) e t  Card(F) sont f i n l s ;  il e s t  

egalement prouve dans Cl131 que l 'espace F des fonct ions to ta les  

de N dans N , muni de l a  metrique de Baire, n ' es t  pas compact. 

Rappelons d '  abord l es  deux d é f i  n i  t i ons  équivalentes de 1 a cornpaci t e  : 

DEFINITION 1.- S o i t  E un espace topologique; une p a r t i e  A - c E es t  
d i  t e  compacte s i  ,:de b u t e  famille d'ouverts const i tuant  

un recouvrement de A , on peut ex t ra i r e  une f a n i l l e  

f i n i e  ayant l a  meme proprietC. 

Plus brievement, on d i t  que, de tout recouvrement ouvert de A on 

peut e x t r a i r e  un recouvrement ouvert  f i n i  de A . 
Le passage au complhentaire conduit tt l a  d e f i n i  t i o n  equivalente : 



DEFINIT ION 2.- S o i t  E un espace topologique; une p a r t i e  A - c E 
es t  d i t e  compacte s i ,  de toute f am i l l e  de fermes 

de A dont l ' i n t e r s e c t i o n  es t  vide, on peut 
ex t ra i r e  une sous-famil l e  f i n i e  dont 1 ' in te rsec t ion  

e s t  vide. 

Notons d'abord que 1 'étude de l a  compaci t e  d'un espace muni d'une 

topologie de CPO ne presente pas beaucoup d ' i n t e re t ,  puisque t ou t  

voisinage de 1 'élément minimal 1 recouvre B" : Il en resu l  t e  

l a  propr iété ( t r i v i a l e )  que Ba , muni de sa topologie de CPO, 

e s t  compact. 

Par contre, l e  r é s u l t a t  suivant  e s t  une genéral isat ion de c e l u i  de 

C 3 1  r e l a t i f  au magma canplet e t  i l l u s t r e  une nouvelle d i f férence 

par rapport  a l a  metrique de Baire : 

THEOREME 3 . -  Le comptété mSt-e B , muni de b topotogie mg- 
tr+e T v une dnurnératwn quelconque de B # 

v 
es t  capact .  

Rappelons d'abord qu'un espace topologique métrique e s t  compact s i  

e t  seulement s i  toute p a r t i e  i n f i n i e  E  - c B admet un po in t  d'accu- 

mulation. 

Associons a t o u t  x E E , E  p a r t i e  i n f i n i e  de B , l e  mot i n f i n i  

m(x) E ( O , l I m  d e f i n i  par : 

I 1 s i  v ( i )  r x  

m(x = 
O s inon 

Construisons une su i te  (Ei decroissante, t e l  l e  que : 

. E i c E  - pour t ou t  i E N 

. a m i  c {0,11* t e l  que : 



Supposons Ei const ru i t ;  on peut a l o r s  d é f i n i r  Ei+l à p a r t i r  

de Ei de l a  façon suivante : Etant donne que l'ensemble des mots 

de {0,1}* de longueur i + l  es t  f i n i ,  il ex i s te  un mot mi+l 

c m u n  à une i n f i n i t e  de mots m(x) , pour t ou t  x E Ei . 
So i t  

Il e s t  c l a i r  que l a  su i t e  (Ei) a i n s i  const ru i te  es t  décroissante. 

Considerons maintenant un elément x i  E Ei : Etant donné que l a  
longueur de m(x;) es t  supérieure à i , il ex is te  une i n f i n i t é  

d ' e l h e n t s  d i f f é r e n t s  de x i  ; on peut donc Consti tuer a i n s i  une 
su i t e  i n f i n i e  (xi) d'éléments deux 1 deux d i s t i n c t s  ( L m e  de 
KONIG c 1021 ). 
D'autre part ,  par construct ion : 

La su i t e  i n f i n i e  es t  donc de Cauchy, puisque e s t  
complet; e l l e  converge vers un é l h e n t  i n f i n i t a i r e  qui es t  p o i n t  
d'accunulat ion de E par construct ion. 

REMARQUES : 

1) F (Cf. Chapitre 1, 9 IV-D) muni de l a  métrique de Bai re  n ' es t  

pas compact, mais cela ne con t red i t  pas l e  theorème precédent 
puisque no t re  metrique n'equivaut pas 8 c e l l e  de Baire. Par contre, 
F u Z* e s t  un CPO i n f i n i t a i r e  de base I* , ensemble des se- 

quences f i n i e s  d 'ent iers ;  muni de notre distance, l e  complet6 B , 
avec B = Z* , e s t  canpact, en app l i ca t ion  du theorème precedent. 

2) L'ensemble i n f i n i t a i r e  T ( C )  des arbres de Bohn associes aux 

A-expressions ( C f .  LEVY C793 e t  5 1V.G du chapi t re 1) e s t  
compact l o r s q u ' i l  e s t  muni de l a  metr ique d du chapi t re  II, 
mais pas avec l a  metrique d2 ( C f .  chap i t re  II, 5 1.A) puisque 

Card(C) n ' e s t  pas necessairement f i n i  . 



Il résu l t e  du Théorème 3 l e  c o r o l l a i r e  suivant  : 

COROLLAIRE.- Toute fonctùm f E C(B,B') e s t  unifonndment 

continue. 

Etant donné que B e s t  compact, l e  c o r o l l a i r e  r ésu l t e  imnédiatement 

du Théorème de HEINE (Toute fonc t ion  continue sur un compact es t  

uniformément continue). 

La propr ié té  de cmpaci t é  de l 'espace topologique ( 8 , ~ ~ )  e s t  

aussi importante pour 1 ' étude des propr iétés de convergence, c m e  

nous l e  montrons dans l e  paragraphe suivant. 

1 1 1 - CONVERGENCE SIMPLE; CONVERGENCE UN IFORME 

Nous étudions, dans ce paragraphe, l es  propr iétés de convergence clas- 

siques de fonct ions de c(B,B1) croissantes pour 1 'ordre sur [B" + ~ ' " 1 :  
D'après l a  propos i t ion 4, il s ' a g i t  donc de fonct ions pa r t i cu l i è res  de 

CB" + B~*I. 

Notre métr ique para t t  a p r i o r i  t r è s  éloignée des c r i t è r e s  de conver- 

gence habi tue ls  : En e f f e t ,  s i  (fi)iS1 e s t  une s u i t e  de fonctions 

convergeant vers g , l 'expression de l a  convergence de (fi) vers 

g , notée : 

indique en f a i  t que : 

Y E , 3 n ( ~ )  t e l  que i a n ( ~ )  =-=> d(fi 8) < E 

autrement d i t ,  s i  e : IN + [B + B '  1 e s t  une énunération de l a  

base de CB- + B'OI : 

Or ,  l a  convergence simple e t  l a  convergence uniforme sont dé f in ies  

par référence aux valeurs pr ises par l es  fonct ions comne l e  rappel le 



l a  d é f i n i t i o n  suivante : 

DEFINITION 3. -  Soient B e t  B' bases f i n i t a i r e s  respectives des 

CPO's i n f i n i t a i r e s  0- e t  B ' ~  . 
Une su i t e  (fi)iEN de fonct ions de B dans 8 '  
converge sùnptment vers g : B -+ B '  s i  : 

Y E > O , Y x E B , 4 ~ ( E , x )  E N  t e l  que : 

Dans les  mhes  conditions, l a  s u i t e  
(fi)iEN 

converge un i fomhen t  vers g s i  1 ' en t i e r  n ( ~ , x )  

peut & t r e  remplacé par un e n t i e r  n (c )  indépendant 

de x . 

Montrons d'abord que l a  convergence au sens de l a  métrique 
de , 

e une énunération de CB + B '  7 , impl ique l a  convergence simple; 

de façon plus précise : 

THEOREME 4. - Soi t  e : N + CB + B ' 1 une draadration de t a  base du 

CPO in f in i t a i r e  [BI + 0 lml ; soient v e t  y' 

des &um&tatione respectives des bases B e t  B' . 
Soi* VnlkN une m i t e  de fonctions oroiesantes de 
c(B,B1 ) , 4 une f o ~ t t o n  crcissante de c(B ,BI) ; 

Montrons pour cela l e  lemme suivant : 

LWME.- Pau, tout b E B , b '  E B' , e t  tout ooupte de fonutiona - 
f e t  g de C B ~ + B ' ~ ~  



S o i t  e n  e f f e t  b '  E 0 '  , tel que b '  E f ( b )  A g ( b )  

Supposons b '  5 f ( b )  & l b '  5 g ( b )  

( l e  c a s  où b '  5 g ( b )  & b '  5 g ( b )  donne 
l i e u  à une d é m o n s t r a t i o n  i d e n t i q u e )  

( b , b l ) ( b )  5 g ( b )  -> b '  5 g ( b )  pa r  d e f i n i t i o n  d e  ( b , b 1  ) 

ce q u i  impl ique  1 b '  5 g ( b )  -7  ( b , b l ) ( b )  5 g ( b )  

->1 ( b , b 1 )  5 g  

D ' a u t r e  p a r t ,  x  2 b -> ( b , b l ) ( x )  = b '  5 f ( b )  5 f ( x )  

puisque f est c r o i s s a n t e  

e t  1 x 2 b  -> ( b , b t ) ( x )  = 1 s f ( x )  

I l  e n  r é s u l t e  que,  pour t o u t  x  E B~ , on a : 

( b , b t ) ( x )  f ( x )  

e t ,  f i n a l e m e n t ,  1 ( b , b t )  s g  & ( b , b l )  5 f 

c ' e s t - & - d i r e  : ( b , b l )  E f A g  

Ce lemne permet d e  prouver  l e  théorème pour les é l é m e n t s  finitaires; 
montrons  e n  effet  que : 

S ' i l  e x i s t e  u n  xo 6 B t e l  que  : 

3 N t e l  que  V n , a m  2 n  , b '  c fm(xo)  A g ( x O )  

a v e c  p j [ v l ( j )  = b ' l  < N 

alors, d ' a p r e s  le  lemne q u i  p recede  : 

3 N tel q u e , ,  V n  , 3 m  n n  : ( x 0 , b 1 )  fm b g  

81 p j [ v l ( j )  = b ' ]  < N 



Etendons ce r e s u l t a t  à tous l es  éléments i n f i n i t a i r e s  en montrant 

que : 

Il s u f f i t ,  pour cela, de montrer ( résul  t a t  classique) : 

LEMME.- Si (fi)iW e s t  une su$te de fonbtions dans C(B ,8 ' ) 
convergeant simplement sur B vers  une fonction 

f E c(B,E1) e t  s i  B e s t  compact, a lors  ( f i ) i r ~  
converge sùnptement vers  f sur 8 . 

Notons d'abord que, de l ' i n é g a l i t é  : 

il résu l t e  

c , bi ' B , 3 c i  , 4 n i  t e l s  que : 

n > n(c,bi) 

( *  1 
-+ dvl(fn(bi),f(b)) < E b r B 

O r ,  B es t  dense sur B 

4 pour E f i xe ,  1 'ensemble de boules B(bi ,r(e,bi)) de centre 

bi e t  de rayon r(c,bi) recouvre 

g etant  compact, on peut en ex t ra i r e  un sous-ensemble 

f i n i  F qui recouvre B 



S o i t  n ( ~ )  = SUP{n(€,bi) IB(bi ,r(&,bi)) r F} 

Pour t o u t  x E B , 3 bi t e l  que x c B(bi ,r(c,bi)) , 
c'est-à-d i re : dv(x,bi) < r(&,bi) 

On a donc, d'après ( *) , pour t o u t  x E B : 

v n , n 2 n ( ~ )  ===> dyl(fn(bi),f(x)) < E 

-s> (fnIrÉN converge simplement vers f sur B 
ce q u i  termine l a  preuve du théorème 4 . 

REMARQUE : Ce r é s u l t a t  e t a i t  év ident  dans l e  cas p a r t i c u l i e r  de 

s u i t e s  de Cauchy associées à des su i tes  cro issantes : 

S o i t  en e f f e t  ( f n l a  une s u i t e  cro issante de fonc t ions  pour 

l ' o r d r e  d é f i n i  sur  [B -+ 8 ' 1  , 

Soi t g = SUPfn  , g Ç [Ba -+ ~ ' - 1  par d é f i n i  t i o n  du canplété [B + B ' l m  
n 

= I i m  fn puisque tou te  s u i t e  c ro issante  dans [B + B' ] e s t  
n- d -Cauchy, 

e 
où e e s t  une énunération de [B -+ 8 '3  

Inversement, dans ce cas p a r t i c u l i e r ,  il e s t  f a c i l e  de montrer que, 

$1 (fnIna e s t  une s u i t e  cro issante de fonct ions,  a l o r s  : 

( l e  raisonnement precedent peut e t r e  e f f e c t u e  de l a  même façon) 

Montrons que, de façon generale : 



THEOREM E 5. - Soient B~ e t  B ' deux CPO ' s  i n f i n i t a i r e s  de 

bases r e ~ p e c t i v e s  B e t  B ' énumérées respect ive-  

ment par v e t  v '  ; s o i t  e une énumération 

de CB -+ B' 1 . s o i t  ( f n )nH  une s u i t e  de fonctions 
m i s s a n t e s  de c(B,B1) e t  g croissante,  g E c(&,ltil) ; 

Etant donné que l e  choix de 1 'énumération n ' i n f l u e  pas sur l e s  

propr iétés topologiques (Cf. chapi t re  II, 5 I I .B,  théorème 1) ;  

choisissons des énumérations v : N + B e t  v '  : H -, 0 '  i n j ec t i ves  

e t  une ~numéra t i sn  e : Pi -+ -t B I 1  obtenue à p a r t i r  de v e t  v '  

par l e  procédé de Cantor. On a a lors  l a  propr ié té  évidente suivante : 

D'autre par t ,  l a  convergence simple implique : 

Y p , V n , 3 ~.(n,p) t e l  que : 

1 
m 2 E ( ~ , P )  -> d ( fm(v(n) ) , f (v (n) ) )  p 

VI 

So i t  ~ ( p )  = sUP{~(n,p) ln  s p l  

On ob t i en t  a lors  l a  propr ié té  suivante : 

Montrons a lo rs  que : 
1 

Y p , Y m 2 ~ ( p )  , de(f,,f) - 
P 

en u t i l i s a n t  l e  lemne suivant : 

LEMME.- mur tout b c B , b '  r B I  , f,,, e t  f s C B ~ + B ' ~ ~  - 
( (b ,b l )  r f, A f 4 b '  fm(b) A f ( b ) )  

Ce lemne se prouve faci lement puisque : 



Ors b '  s i  x 2 b 

1 sinon 

(b,bl)(b) = b '  5 fm(b) 

. d ' a u t r e  part,  b '  i f ( b )  => (b,bl)(x) s f ( x )  V x E B= 

en e f f e t ,  (b,bl)(x) = b '  s i  x 2 b 

i f (b )  s f ( x )  puisque f e s t  cont inue 

e t  (b,bl)(x) = 1 sinon 

5 f ( x )  pour t o u t  x 

-., (b'  s f ( x )  -> (b,bl) s f )  - (-(b,bl) s f -> 1 b '  5 f ( b ) )  

En résumé : (b,bl) s fm & -r (b,bl) s f ==+ b '  r fm(b)  & , b '  s f ( b )  

-* b '  r fm(b) A f ( b )  

On prouve de façon ident ique que : 

d'où l e  lemne énonce. 

Montrons maintenant l e  Theoreme 5 : 

Soient b E B* e t  b 1  E 81- t e l s  que (b,bl) fm A f , avec 

m 2 4 ~ )  

. s i  u i [ v ( i )  = b]  r p 

a lo rs ,  d'apres l a  p r o p r i e t e  (Pl) : 

. s i  p i [ v ( i )  = b l  5 p 

a lo rs ,  (b,bl) c fm A f -o b 1  r f,,,(b) A q(b)  

d 'apres l e  lemne precédent 



-> ~ i [ v ' ( i )  = 6 ' 1  2 p 

d'après (Pz) 

-> p i  [ e ( i )  = (b ,b ' ) l  2 p 

d'apres (Pl) 

On a donc finalement : 

ce qui prouve l e  théorème 5 . 

REMARQUES ET C0NSEQUENCES.- 

1.- Etant donné deux espaces métriques El e t  E2 , on d é f i n i t  

généralement l a  convergence simple à 1 'a ide de l a  topologie de 

E2 (par d é f i n i t i o n  même du c r i t è r e  de convergence simple), 

sans u t i l i s e r  de topologie sur 1 'ensemble F(E1,E2) des app l i -  

cat ions de El dans E2; mais il e s t  possible de munir 

F(E1,E2) d'une topologie T t e l l e  que l a  convergence simple 

s o i t  l a  convergence dans l 'espace topologique (F(E1,E2),T) 

NGamoins, ce t  espace (F(E1,E2),T) n ' es t  pas en gén6ral m e t r i -  
sable; autrement d i t ,  il n'ex is te  pas en général de métrique 

6 t e l l e  que l a  topologie Tb i ndu i t e  par 6 s o i t  ident ique 

a T .  

Les resul  t a t s  qui  precedent montrent donc q u ' i l  e s t  possible 
de de f i  n i r  une metrique sur C B ~  + 821 5 F ( B ~  ,B2) e t  que 

ce t te  metrique de , où e e s t  une enurneration de CB1 + B21, 

peut e t r e  considCree c m  une metrique de l a  convergence 

simple. 

2.- On peut aussi considerer l a  metrique dB (de Baire)  comme une 

metrique de l a  convergence simple sur 1 'ensemble F des fonc- 

t l ons  to ta les  de N dans IN (où N e s t  muni de l a  metr ique 

i ndu i t e  par l a  metrique usuel le sur R ) en ce sens que : 



Rappelons en e f f e t  (ce r é s u l t a t  es t .  c l  assique) que : 

C.S 

fn -> f -7 V i , V n , 3 a ( i )  t e l  que : 
n- 1 m 2 a ( i )  4 l f m ( i )  - f ( i )  1 c - n 

Ce qui implique, compte tenu de l a  topologie sur N : 

V i , 3 a ( i )  t e l  que m 2 a ( i )  -> f m ( i )  = f ( i )  

s o i t  $ ( i )  = S u p { a ( j ) J j  i il 
1 a lo rs  , V n , m 2 $(in) -> 6B(fm,f) < - n 

en e f f e t ,  m > $(n) -> ( V  i , i i n -> f m ( i )  = f ( i ) )  

1 nversement : 
1 Supposons que V n , 3 k(n)  t e l  que m 2 g(n) -> 6 ( f  ,f) < n B m 

Alors, pour tou t  en t i e r  n , on a : 

3.- On peut donc considerer que l a  metrique de e s t  une extension 

de l a  metrique de Bai re  dans l a  mesure où : 



. Notre métrique de n'est pas équivalente à 6B sur F 

(mais le  résultat précédent indique que les topologies sont 
les mêmes, ce q u i  n'est pas contradictoire : C f .  Chapitre I I ,  
5 11, e t  5 1II.C). 

. Enfin, sur les fonctions de N u (1) dans N u (1) , la 
métrique de es t  encore te l l e  que : 

f -> f <-> f -> f 
w n-- 

mais ce résultat e s t  faux pour l a  métrique de Baire : ( i l  
su f f i t  de considérer l'exemple du 5 ITI.C, chapitre I I ) .  

Rappelons tout d'abord que, s i  (El,dl)  e t  (E2,d2) sont des espaces 
métriques, l'ensemble F ( E l , E 2 )  des applications de El  dans E p  
peut Ctre muni d'une distance d '  d i te  "de la convergence uniforme" 

définie par : 

d '  ( f  ,g )  = SU PI^(^ ( x )  ,g(x)) lx E El} 

(Certaines hvpotheses compl émentai res sont en f a i t  nécessaires Dour 
fa1 re de d '  une veritable distance : on peut par exemple supposer E l  
compact; ou ne considerer que des applications bornees de El 
dans E 2 ) .  

Soit Tdl la  topologie induite par d '  : la justification du nom 
donne à d '  reside dans l e  f a i t  qu'une suite (fn),& d'el éments 
de F(E1,E2) converge unifonBrnent vers f E F ( E l B E 2 )  s i  e t  seule- 
ment s i  la  suite (fn),& converge vers f dans 1 'espace topo1 O- 

srque ( F ( E 1 , E p ) B T d ' )  * 

La topologie associee à la  convergence uniforme e s t  donc metrisable, 
contrairement à celle de la  convergence simple (Cf. remarques préce- 
dentes). 

La defini tion 3 de ce paragraphe montre clairement que, s i  (fn)nSI 
converge uniformëment vers f , alors e l l e  converge simplement 
vers f . 



THEOREME 6.- Soient BQ) e t  B I o î  deux CPOts inf ini taires;  

so i t  e une é m é r u t i o n  quelconque de ta base 

[B -+ B ' 1 de l 'espace de fonctions continues 

brn -+ B I  . Toute su i te  de fonctions (fn),,& 

noissantczs, fn r c(B,B') pour tout n , qui 

converge unifonnhent vers f r c(B,B1 ) , derconverge 

vers f . 
C .U C.S 

En e f f e t ,  fn -> f => fn -> f 
n- n- 

d'après l e  théorème 5 

Inversement, toute  s u i t e  de fonctions croissantes de (B,B1) qu i  

de-c~nverge vers une fonc t ion  f ne converge pas nécessairement 

uniformément: mais nous montrons l e  théorème suivant  (adaptat ion du 

Théorème de DINI) : 

THEOREME 7.- Soient BQ) e t  B ' =  d m  CPOts inf ini taires;  so i t  

e une énwndration quelconque de la base CB -+ B ' 3 
Abrs ,  toute m i t e  croissante de fonctions (fi)irN 
oroissantee avec fi E c(B,B') pour tout i , qui 

d converge vers f E C(B,B'  ) converge unifondment e' 
vers f . 

Notons d'abord que, par app l ica t ion du théorème 4 : 

00 v '  e s t  une enuneration quelconque de B '  

Posons : 

A: = k  E ~ " l d ~ ~ ( f ( x ) , f ~ ( ~ ) )  2 €1 

Par hypothese, l a  su i  t e  (fn),& converge en cro issant  vers f 



-> (p 2 q -  f ( x )  s f p ( x )  s f ( x )  , V x É 8-) 
9  

-> d'après l a  propr ié té  1, du chapi t re  II , 

dv, ( fq(x)  , f ( x ) )  2 dvl ( fp (x )  , f ( x ) )  V x é Bm 

E =+ (p  2 q  -> A c A;) 
P - 

or, A: e s t  fermé (en e f f e t ,  1  ' app l i ca t ion  h  d é f i n i e  par : 

h(x )  = d,, ( f  ( x )  , fn (x ) )  e s t  continue 

1 = h- (CE,+=]) - An es t  fermé). 

D'autre pa r t  : 

en e f f e t ,  dans l e  cas contrai re,  il e x i s t e r a i t  un x  Bm t e l  que : 

ce qu i  con t red i r a i t  1  'hypothèse de convergence simple. 

On s a i t  d 'au t re  p a r t  que B e s t  compact : on peut donc e x t r a i r e  

(Cf. I I .B,  d é f i n i t i o n  2) de l a  f a i l l e  des A: une f a i l l e  f i n i e  

ayant l a  meme propr iété,  s o i t  : 

{A" I l  r i  r p  , avec nlsn2 ... r n p )  
ni 

t e l l e  que n {AE Il s i 5 p} =A; = jii 
ni P 

autrement d i t ,  en e x p l i c i t a n t  l a  d e f i n i  t i o n  des A; : 

Y @ > O ,  
n~ 

E N  t e l  que, Y x E B m ,  Y n  E N  , 

n 2 n  -a d,,(f(x),fn(x)) < E 
P  

l a  su i t e  (fn)na converge unf formement vers f . 



On peut en f i n  résumer l e s  r ésu l t a t s  r e l a t i f s  b ce paragraphe 

de l a  façon suivante : 

Soient ( fn lna une s u i t e  de fonct ions croissantes de c(B,%') , 
f E c(B,B') , e une énumération de CB + B ' 1  ; a lo rs  : 

t. li C.S 
fn-> f -+ d (f  ,f) -> O <-> f - e n > f 

n- n+m w 

c- s i  ( f n ) ~  es t  croissante. 



CHAPITRE I V  

C P O ' s  I N F I N I T A I R E S  E F F E C T I F S  

E S P A C E S  M E T R I Q U E S  R E C U R S I F S  



Les CPO ' s i n f i n i  t a i r e s  étudiés dans les  paragraphes precédents 

sont f réquermnt  u t i l i s é s  en t a n t  que modeles dans l a  sémantique 

(algébrique ou dénotat ionnel le) des langages de programnation. 

O r ,  l a  s i g n i f i c a t i o n  d'un programme d o i t  e t r e  canpat ib le avec l e  

fonctionnement d'  une machi ne; autrement d i t ,  des propr iétes de cal  - 
c u l a b i l i t é  (ou d ' e f f e c t i v i t é )  doivent e t r e  imposées aux ob je ts  i n -  

f i n i t a i r e s  considgrés en t a n t  qu'objets sémantiques. 

Nous nous attachons, dans ce chapitre, à rendre e f f e c t i f s  l e s  résul-  

t a t s  des chapitres précédents : propr ietés e f fec t i ves  de l a  base 

f i n i t a i r e ,  complétion e f fec t i ve  de ce t te  base, propr ie tés  de calcu- 

l a b i l  i t é  de l 'espace complété, d é f i n i t i o n  de l a  not ion d'espace 

métrique recurs i f .  Nous présentons une synthèse de d i f f é r e n t s  t r a -  

vaux t r a i t a n t ,  s o i t  de domaines calculables C44,50,64,65,1191 , 
s o i t  d'espaces metriques récurs i fs  C73.961 e t  développons plus 

part icul ierement certaines propr iétés necessaires dans l e  cadre d'un 

rapprochement entre les  completés e f f e c t i f s  notes COMP(B~)  e t  

COMP(B) d'une base f i n i t a i r e  B . 

1 - CPO'S INFINITAIRES EFFECTiFS, 

Ca theor ie  c l  assique de 1 a r écu rs i v i  t é  C69,1131 t r a i t e  essent ie l  l e -  

ment des fonctions de IN dans N , a i n s i  que des sous-ensembles de 

N calculables par ces fonctions; nous en rappelons certa ines nota- 

t i ons  u t i l  isees par l a  su i  t e  : Nous designerons par $, l a  fonct ion 

recurs ive p a r t i e l  l e  de N dans N d' i nd ice  x e t  par wx = O,@) 
l e  sous-ensemble recursivement enumérable de N enuméré par l a  fonc- 

t i o n  $ ; l e s  indices u t i l i s e s  correspondent 1 un codage des pro- 
gramnes d' une machine de Turing un iverse l le  C95,407 : D'autres 

caracter isat ions des fonct ions cal  cu l  ab1 es (par systèmes d'equati  ons 

selon KLEENE [691 , par programne C7,887 ) conduisent l a  même 

classe de fonctions, selon l a  celebre these de CHURCH : 



Dans l e  chapi t re  1, nous avons d é f i n i  l es  C P O k  i n f i n i t a i r e s  (notés 

B")n t an t  que complétés (par idéaux ou classe d'équivalence 

d'ensembles d i r i gés )  d'une base f i n i  t a i r e  B  ; pour rendre e f fec-  

t i v e  cet te c a p l é t i o n ,  nous donnons d'abord un sens à l a  not ion 

de base finitaire effective : 

1 fi A, - BASE F INITAIRE EFFECTIVE 
-- - - - - 

So i t  B une base f i n i t a i r e ,  s o i t  v  une énunération de B  . 
DEFINITION 1.- B  e s t  d i t e  base finituire effective par rapport  

à v  s i  les  deux condi t ions suivantes sont 

s a t i s f a i t e s  : 

a) Le prédicat  [ { ~ ( n )  ,v(m) ) borne] es t  r écu rs i f  

en n  e t  m 

b )  La r e l a t i o n  v(n)  = SUP{v(k),v(L)) e s t  récur- 

s i ve  en n,k, e t  L . 
Pour s imp l i f i e r ,  nous noterons v(n) t v(m) pour 

C{v(n),v(m)) borné] . Notons que, é tant  donné les  propr iétes des 

bases f i n i t a i r e s  ( e t  en p a r t i c u l i e r  l a  propos i t ion 6 e t  l a  d é f i n i t i o n  

11 du chapi t re  1), c e t t e  d é f i n i t i o n  équivaut à c e l l e  de C641 : 

s i  vf in : N + Pu@) e s t  l a  numérotation canonique des par t ies  

f i n i e s  de Pl dé f i n i e  par : 

vfin(x) = {x1,x2, ,xn1 x. pour t ou t  i, 1 
l s i s n  n  xi 

avec x = 1 2 
i =l 

alors  : 

PROPRIETE 1.- Une base B f i n i t a i r e  e s t  e f f e c t i v e  par rapport  b une 

énumeration v - ssi  : 

a) l e  prédicat  [v(vfin(x)) borné] e s t  r é c u r s i f  

b)  l e  predlcat  v ( y )  = SUP{v(vfin(x))} es t  r e c u r s i f  

en x e t  en y  , 



Le preuve en e s t  inmédiate : e l l e  r ésu l t e  d i r ec tmen t  de l a  
complétude condi t ionnel le  de B . KANDA nomne ces prédicats 

"coupte cmctdz6st iquet 'de B (par rapport  à 1 'énunération v ); 

Notons également que l a  s t ruc ture  de B , B ef fect ive,  e s t  c e l l e  d'un 

sup-demi - t r e i  11 i s  p a r t i  e l  r écu rs i f  C301. 

EXEMPLES DE BASES FINITAIRES RECURSIVES : 

1.- pu@) e s t  base f i n i  t a i r e  recurs ive par rapport 3 1 'énumération 
canonique vfin : t o u t  couple d'éléments de Pa@) e s t  majoré; 

d 'au t re  part ,  1 ' i nc lus ion  ent re  ensembles f i n i s ,  a i ns i  que l e  

graphe de l a  réunion, sont décidables e t  peuvent e t r e  exprimés 

en termes d'opérations e f f ec t i ves  ( programnes) sur les  ind ices : 

vfin(z) = vfin(x) u vfin(y) -> 3 f récursive, z = f(x,y) 

2.- N u (1) , muni de l 'énumération déjà u t i l i s é e  : 

v(0) = 1 

v ( i )  = i+l 

e s t  une base f i n i t a i r e  e f fec t i ve .  

En e f f e t ,  v(m) s v(n)  r (m=O) v (n=m) 

Le premier exemple montre que l e  complété B~ d'une base f i n i t a i r e  

e f f ec t i ve  ne comporte pas que des éléments calculables : Nous dé f i n i s -  

sons dans ce bu t  l a  not ion de complété e f f e c t i f  d'une base f i n i t a i r e  

e f fec t i ve .  

1 I B ,  - INFINITAIRES CAU=ULABLES (OU EFFECTIFS) 

So i t  B une base f i n i  t a i r e  e f f e c t i v e  (pour une énunération v);  
pour completer B de façon e f fec t i ve ,  nous pouvons : 

- s o i t  select ionner, p a n i  l e  complete algebrique B~ , des 
e1éinent.s calculables, 



- s o i t  d é f i n i r  une complétion effect ive, vers ion  e f f e c t i v e  

de l a  complétion par idéaux exposée au chap i t re  1. 

I.B.1.- DEFINITION DES ELEMENTS INFINITAIRES CALCULABLES. 

Posons d'abord : 

DEFINITION 2.- S o i t  B une base f i n i t a i r e  e f f e c t i v e  énumérée par 

V P Bao l e  CPO i n f i n i t a i r e  associé. 
Un élément x c Ba e s t  d i t  ca lcu lab le  (par  rappor t  3 
v )  s '  i 1 e x i s t e  un ensemble récursivement énunt5rable 

Wz t e l  que v(wz) s o i t  d i r i g é  e t  que x = SUP{v(wz)}. 

Dans ce t te  d é f i  n i  t ion ,  v(wz) désigne 1 'ensemble { v ( i  ) 1.j w,} ; 

z e s t  d i t  un indZce pour x (ou i n d i  ce de x )  , s i  1 'on a : 

x = SUP {v(w,) 1 

Autrement d i t ,  un élement i n f i n i t a i r e  e s t  ca lcu lab le  ssii il e x i s t e  - 
une fonc t ion  recurs ive  p a r t i e l l e  ( p r o g r m e )  $ t e l l e  que 

x = SUP{V((~@~))  } : Ce programne apporte donc Ilde pZu8 en plu8 

d'infonation" ( f i  n i e )  sur  x . 
Designons pa r  COMP(B") l 'ensemble des élements ca lcu lab les  du CPO 

i n f i n i  t a i r e  Bm engendrés d p a r t i r  de l a  base f i n i  t a i r e  B e f f e c t i v e  

pour 1 'énumération v . La p ropos i t i on  suivante permet d ' o b t e n i r  

d l  autres c a r a c t e r i  sat ions des elernents i n f i n i  t a i  res  c a l  c u l  ables : 

PROPOSITION 1. - Les propr ie tés  suivantes sont  (e f fec t ivement )  

équi va l  en tes : 

b)  i n  l v ( n )  s x)  e s t  recursivement enurnerable. 

c) 3 z c IN , t e l  que v(w,) s o i t  une chaTne 

croissante, 

avec : x - SUP{v(w,)) 

11 e s t  d'abord c l a i r  que c =-O a 

. Montrons donc que b I> c 

S o l t  w,, ' {n lv (n )  )L X) 



Posons w = uo ,al,. . . ,a iS'** ai N pour t ou t  i , 
Y 

e t  définissons un programme associant à w 1 'ensemble w 
Y 

où f e s t  une fonct ion récursive; posons 
f (y )  

= 6 0 ~ 6 1 ~ - * *  

S o i t  = a. , 

j Un ind ice  de SUP{v(Bi) , ~ ( a ~ + ~ ) )  s i  ~ ( 6 ~ )  + ~ ( a ~ + ~ )  

Il e s t  c l a i r  que {v(Bi) 1 i a NI e s t  croissant e t  que 1 'ensenble 

des ind ices e s t  récursivement énumérable : Cet ensemble 

wf (z)  
obtenu par l ' a lgo r i thme précédent à p a r t t r  de w, es t  t e l  

que wf (z )  = WZ 

s i  v(w,) é t a i t  dejà une chafne croissante; notons 

que f n e s t  pas un opérateur puisque : 

(1 ' a l  go r i  thme précédent montre qu' une énunération d i f f é r e n t e  du 

m h e  ensemble d ' ind ices conduit a un résu l t a t  d i f f é ren t ) .  

. Montrons e n f i n  que a -- b . Rappelons d'abord que : 
x E CCMP(Bœ) , 3 w, t e l  que v(w,) s o i t  d i r i ge ,  avec x = SUP{v(w,)) 

De plus, B f i n i t a f r e  -> ( V  b, b E B & b s x <-> 3 i , 
bi E V(W,) di bt s b)  

Associons, ti chaque bl E v(w,) , 1 'ensenible 

*) 

bi = { y l y c  B & y s  bi} . 
Cet ensemble es t  recurs i  vement enumérable - 3 j ( f )  t e l  se il = v ( ~ ~ ( ~ ) )  

{ n l v ( n )  s XI = U { W ~ ( ~ ) I I  c wZ 1 

Cette reunion e tant  recursivement enurnerable, il en r e s u l t e  que 

a - b ,  

Cette propos i t ion e s t  & l'origine d'autres de f i n i t i ons  des elements 

i n f i n i t a i r e s  calculables (par exemple [ 106,441 ) ; e l l e  permet 

egalement de mieux percevoir ce que sont ces Blements I n f i n I t a I r e s  

cal cu l  ables, 



Ainsi , dans l es  exemples u t i  1 i sés dans les  chapitres précedents, 

i 1 e s t  f ac i  l e  de v o i r  que : 

- l es  éléments i n f i n i t a i r e s  calculables de m) sont l es  

ensembles récursivement énumérables : l a  propos i t ion precé- 

dente s ' i nterprète fac i  lement dans ce cas puisque : 

. V z , u tvf jn(x) IX E wZ 1 e s t  récursivement enunérable 

. V z  , O(Ivfin(x) c w z l  es t  récursivement enunerable. - 
- les  éléments i n f i n i t a i r e s  calculables de ( r e s ~ .  

M-(F,E)) sont l e s  mots (resp. les  arbres) i n f i n i t a i r e s  
obtenus par SUP1s e f f e c t i f s  d'ensembles d i r iqés  de mots 

(resp. d'arbres) f i n i s .  

l es  r é e l s  calculahles peuvent également g t r e  obtenus de 

c e t t e  façon : ce t t e  approche es t  vois ine de c e l l e  de 

ROGERS ~113, p. 371 1 pour lequel un rée l  a e s t  calculable 

s ' i 1 e s t  "représentP par une fonct ion récursive f t e l  l e  

que : 
a = l i m  f ( i )  

i- 

où f ( i )  es t  un code de couple de rat ionnels,  l 'ensemble 

de ces couples de ra t ionne ls  formant une s u i t e  cnnvergente 

(Cf. exem~le h , 6 I V .  chap i t re  1). 

I.B.2.- ENUMERATION ' DE CQMP(B') : - 
La ~ r o ~ o s i  t i o n  précédente conduit a deux façons d i s t i nc tes  d 'énumé- 

r e r  les  e l émn ts  calculables de B' : l a  premiere repose sur une 

"fonctionna1 i sa t i on "  (sinqle-value : C f .  U13p. 71; 441) des re- 
cursivement enunérables par rapport  à l 'énumération de l a  base f i n i -  

t a i r e  e f f e c t i v e  B ; l a  seconde e s t  d i t e  d i r i qée  u06 641 e t  u t i -  

l i s e  l a  caractér isat ion de COMP(B~)  par ensembles d i r i qes  : La 

~ r o ~ o s i  t i o n  1 ~ e r m e t  de passer effect ivement d'une énunération à 

1 'autre. 

a)  Enumération par fonctionna1 i s a t i o n  . 
L'ensemble des récursivement enunerables peut e t r e  effect ivement 

enunerg (par 1 'Gnumëration standard de Post par exemple : 



n(x) = w x )  On peut donc parcour i r  1  'ensemble de tous les  ensembles 

énumérables d ' indices pour v  ( v  i2numération e f f e c t i v e  de B 
f i n i t a i r e . ) .  

On cons t ru i t  a lors,  a p a r t i r  d'un ensemble w r.e. d' indices, un 
j 

sous-ensemble w 
f(j) * f récursive, t e l  que SUP(v(wf ( j) ) ) s o i t  

dé f in i ,  (v(w ) e s t  d i t  "compatible" dans C441). 
f( j  

L'algori thme de construct ion se présente a lors  comne s u i t  : 

Pour t o u t  j t. N répéter 

1 Pour tout. C > 1 rL.oCter 

I S i  t tv(Bl). ... . ,v(Bk) , u(ak+l) 1 alors  ak+ l  - 
Bk+l + 

Sinon ak 

f i n  - 
11 e s t  c l  a i r  oue I B 1  . . . ,on.. . . 1 e s t  récursivement enumérable 

e t  peut e t r e  mis sous l a  forme w 
f i j )  

, où l a  fonct ion récursive 

f "represente" 1  ' a l  go r i  t h e  précedent; d  'aut re  part ,  1  es hvpotheses 

de completude condi t ionnel le  sur B (Cf. proposi t ion 6, Chapitre 1), 

f o n t  que v(w ) a  un SUP dans B=. 
f ( j  

II convient de noter que, s i  w é t a i t  t e l  que v(wj) a i t  un SUP, 
on ob t iendra i t  w 

j 

f ( j )  ' (mais de nouveau f n 'es t  pas un 

opérateur). 

Il e s t  f ac i l e  de va i r ,  en outre,que.: 

e t  que : 
W - 

f ( f j ) )  - ' f ( j )  



On obt ient  donc finalement, avec l a  fonct ion récurs ive f associée 

a 1 ' a lgor i  thme précédent : 

où f ('Ji) represente 1 'ensemble des sous-ensembles récursivement énu- 

mérables d ' ind ices (pour v ) que l ' o n  peut faci lement associer à des 

chaînes croissantes d'éléments de l a  base f i n i t a i r e  e f f e c t i v e  B . 

b)  Enunération d i r iqée  : 

On peut éqalement sélect ionner les  ensembles récursivement énumé- 

rables d ' ind ices associés à des par t ies  d i r igées dans B . Déf in is -  

sons m u r  cela un ind ice  u t e l  que v(u) = 1 e t  associons à 

tou t  e n t i e r  x un e n t i e r  x '  t e l  que : 

So i t  h : PJ +H d é f i n i e  par : 

h(0) = u 

r t e l  que v ( r )  = SUP{v(h(n)) , v ( + ~ ~  (n+1) 

h(n+ l )  = s i  v (h(n) )  t ~ ( + , ~ ( n + l l )  

n > O  h(n)  sinon 

Il est c l a i r  que l a  fonct ion h a ins i  dé f i n i e  es t  rérurz ive;  

s i  f e s t  l a  fonct ion récursive associée à l ' a lgo r i thme précé- 

dent, on obt ient ,  pour t ou t  n , un ind ice  f ( n )  d 'é lé-  

ment calculable de B~ . La caractér isat ion de COMP(B~)  se 

f a i t  a lo rs  comne précédemnent. 

REMARQUE : La proposi t ion 1 qui  précède montre 1 'équivalence 

(e f f ec t i ve )  de ces procédés d'énunération: on note aussi aue 

x É c0Mp(Bm) o {n lv (n )  i x}  e s t  recursivement énunérable : 

Autrement d i t ,  s i  w 
f ( z )  

es t  un ensemble d ' i nd ices  associé à une 

chaTne croissante dont l e  supremm x C O M P ( B ~ )  , 

3 k t e l  que wk = { f ( z ) l x  = SUP{wf(,,} , z ,NI) 



Nous noterons vw 1 'énumération de C(FIP(B") a i n s i  obtenue. 

vw( i )  = S U P { V ( W ~ ( ~ ) )  11 E N }  V ( W ~ ( ~ )  ) d i r i g é  dans B . 
Une aut re  façon de d é f i n i r  l e s  éléments calculables de B- e s t  

de donner une version e f f e c t i v e  de l a  cornplétion d'une base f i n i t a i r e  

e f f e c t i v e  B par rapport  à une énumération : 

I.B.3.- COMPLETION EFFECTIVE. 

S o i t  vo = N + Io(B) 1 'énumération des idéaux principaux de B 

(Cf. chapi t re  1, 5 1.2.) avec : 

Etant  donné que I0(B) es t  base f i n i t a i r e  pour I (B),  ensenhle 

des idéaux de l a  base f i n i t a i r e  B , on peut considérer l e s  éléments 

calculables de I (B)  , notés COMP(T(B)) , dé f i n i s  par : 

COMP(I(B)) = {v0(wZ) (vO(wZ) d i r igé ,  z N) 

DEFINITION 3.- COMP(I(B)) e s t  appelé o o q t é t é  effectif de l a  

base f i n i  t a i r e  B e f f e c t i v e  par rapport  à 1 'énumé- 

r a t i o n  v . 
Il s ' a g i t  de montrer, pour que l a  démarche précédente s o i t  cohérente, 

que COMP( T(B)) es t  e f fec t ivanent  isomorphe à COMP(B-) ; défi  n is -  

sons pour ce1 a l a  not ion d'isomorphisme e f f e c t i f  : 

DEFINITION 4.- Soient 0 e t  BI des bases f i n i t a i r e s  e f f ec t i ves  

respectivement par rapport  aux énumérations v e t  

v '  ; une fonct ion i : B -t B '  e s t  d i t e  effective- 

ment injective - s s i  : 

1) i e s t  i n j ec t i ve ,  

2) 3 f récursive t e l l e  que l e  diagramne suivant  

c o m t e  : 

c'est-à-di re i 0 v = V '  O f 



3 )  v (x )  f v (y )  - s s i  i ( v ( x ) )  4 i ( v ( y ) )  

pour t o u t  x,v E N  

4)  i (SUP(v(x) ,v(y) 1 ) = SUPf i ( v ( x )  ,i ( v ( y \  ) ) 

Il e s t  a l o r s  logique de poser : 

DEFINITION 5.- Soient  B e t  BI des bases f i n i t a i r e s  e f f e c t i v e s  

respectivement par rappor t  aux énumérations v e t  

v '  ; une fonc t i on  i : B -+ B' e s t  d i t e  isomorphisme 

effectif - s s i  f e s t  e f fec t ivement  i n j e c t i v e ,  a i n s i  

que . 
Etant  donné que B e t  Io (B)  sont bases f i n i  t a i r e s  respectivement 

e f f e c t i v e s  par rappor t  aux énumérations v e t  vo ( d é f i n i e  précé- 

demment) on a imnédiatement : 

PROPRIETE 2.- B e t  10(B) sont  e f fec t ivement  isomorphes pour l e s  

énumérations v e t  vo. 

En e f f e t ,  l a  p ropos i t i on  1 montre que, pour t o u t  x  E COMP(B") , 
W ( Y )  a x )  e s t  récursivement énunérable. 

O r ,  t o u t  élément de l a  base f i n i t a i r e  e s t  calculable,  - V b E B , (IY Iv (y )  E b) e s t  récursivement énunérable. 

Il en r é s u l t e  aue 1 ' a o p l i c a t i o n  qui ,  a b E B , associe son i d é a l  

p r i n c i p a l  i ( b )  = E , v é r i f i e  l e s  cond i t ions  de l a  d é f i n i t i o n  5; 

en p a r t i c u l i e r  1 'ex is tence d'une f o n c t i o n  récu rs i ve  f t e l l e  que : 

11 e s t  c l a i r  que f n ' e s t  au t re  que 1 ' i d e n t i t é  sur N ; l e s  autres 

propr ie tes  r e s u l  t e n t  de l a  d e f i n i t i o n  de i , 

L'isoninrphlsme e f f e c t i f  i : B + 10(B) peut e t r e  étendu de facon 

e f f e c t i v e  en V : COMP(B") + COMP(I(B)\ corne s u i t  : 



pour t o u t  ensemble recursivement enunerable w, t e l  que ~(w,) 

s o i t  d i r i g e  dans B : Etant donné que i e s t  effect ivement i n j ec -  

tif, 7 e s t  d e f i n i .  D'autre   art, il e s t  possible de d é f i n i r  une 

appl ica t ion k : CûMP(I(B)) + COMP(B~)  t e l l e  que : 

Considérons en e f f e t  l ' appl ica t ion d é f i  n i e  par : 

Alors : 

i (k(A)) = 1 (SUP{v(x) l v ( x )  - c A)) 

= u l i ( v ( x ) ) ( i ( v ( x ) ) c A )  p a r d é f i n i t i o n d e  7 

= A puisque 10(B) es t  base f i n i  t a i r e  e f fec t i ve .  

ûememe, pour t ou t  x E B ~ :  

k ( l ( x ) )  = ~ ( ~ ( s u P ( v ( w , ) ) )  avec w, = {y l v (y )  s x) 

= k (  u { i ( v (wz ) ) } )  

= SUP{v(y) l i  ( v (Y) )  5 u {i (v (wz ) ) l }  - x puisque B e s t  base f i n i  t a i r e  de Bm 

Pour montrer que 7 es t  e f fec t i ve ,  montrons que l e  diaqramne 

suivant comnute : 

OP va e t  v i  sont les  enunerations respectives de COMP(B"I 

e t  COMP(I(B)) constru i tes respectivement p a r t i r  des enumérations 

v de B e t  vo de Io(B)  ( v o i r  5 I.B.2) e t  00 9 es t  une 

fonct ion recurs i  ve. 



Il s ' aq i t  de prouver qu ' i l  existe g récursive te l le  que : 

i(vm(x)) = vO(q(x1) pour tout x E W 

or. i ( v m ( x ) )  = J ( S U P ( V ( W ~ ) )  1 

où v(wx) e s t  un ensemble r.e. dirigé. 

Par définition de 1 'isomorohisme effect if  entre les bases B e t  

l o ( B 1  ( C f .  déf. 4 ) ,  on a donc : 

i(vm(x) 1 = u {vo(f(wx))1 avec f récursif. 

- - U 

avec v ( w  ) dirigé dans Io(B) 
0 go() 

-+ i (vw(x))  = vO(g(x1) pour t o u t  x E N 

par construction de 1 'énunération v; 
à partir de vo (Cf. 5 I.B.2) 

11 en résulte : 

PROPOSITION 2.- Le complété effect if  COMP(I(B)) de la  base f in i ta i re  
effective e s t  effectivement isomor~he à 1 'ensemble 

C O M P ( B ~ )  des éléments infini taires cal cul ables. 

Autrement d i t ,  la  construction proposée pour C O M P ( B ~ )  e s t  compatible 
avec une complétion effective de B ; Le d i ag rme  suivant résume 
donc la démarche suivie ( e t  les propriétés qui précèdent). : 

Complétion 
B > B* 

\ I 
Sélection des 

effective éléments calculables 

Pour 8tre complet, ce diagramme devrait comporter les constructions 

des énunérations (rappelons que la notion d'effectivi t é  e s t  toujours 
relative à une énunération donnée); on obtiendrait ainsi le  schéma 
général sui van t : 



* ,- 
algébrique ' algébrique * - 

v 

REMAROUES : 

1) Il apparatt clairement que l a  d é f i n i t i o n  d'une base f i n i t a i r e  B 

e f f e c t i v e  n 'a  de sens que par rapport  à une énumération v donnée. 

Il faud ra i t  en toute r igueur  t r a v a i l l e r  sur des objets de l a  forme 

(B,v) ; par souci de s impl i f ica t ion,  nous avons repoussé ce t te  

présentat ion moins i n t u i t i v e  à une étape u l t é r i e u r e  (Cf. 5 I I I ) .  

2 )  Les notions qui on t  é té  dé f in ies  précédemnent ex is ten t  dans l a  
l i t t é r a t u r e  sous l a  dénomination suivante : 

- La canplét ion atgdbrique d'une base f i n i t a i r e  e f f e c t i v e  

e s t  appelée domaine effect ivement donné C64,65,106,128] 

- La complétion e f f e c t i v e  d'une base f i n i t a i r e  e f f e c t i v e  e s t  

appelée domaine e f f e c t i f  dans C641 

Les résu l  t a t s  comparables sont obtenus [ 1191 dans l e  cas de 

S-domaines (domaines de SCOTT), c 'est-à-di re de t r e i l l  i s  continus 

e f f e c t i f s .  

Etant donné que nous avons appelé CPO i n f i n i t a i r e  (noté 8-) l a  

complétion algebrique d'une base f i n i t a i r e  B , nous poserons donc 

pour u t i l i s e r  une m h e  terminologie au long de ce t r a v a i l  : 



DEFINITION 6 .- So i t  0 une base f i n i  t a i r e  e f f e c t i v e  (relat ivement 

à une énunération donnée]. L 'ensemble COMP(B") 

des éléments i n f i n i  t a i r es  calculables es t  a ~ p e l é  

CPO INFINITAIRE CALCULABLE (ou e f f e c t i f  1 r e l a t i -  

vement iî l 'énunérat ion vm cons t ru i te  à ~ a r t i r  

11 résu l te  de l a  ~ r o p o s i t i o n  1 aue. pour t o u t  i , IN . 1 'ensemble 

tj lv(y)  i v"( i ) } e s t  récursivement énmérable (ou semi-décidabl~) : 

Il e s t  donc impossible de décider dans l e  cas général s i ,  pour un 

x E C(E IP(B~)  e t  un y E N  , on a v(y)  6 x . Cette remarque nous 

conduit à d é f i n i r  l es  éléments r écu rs i f s  de COMP(B"). 

1 c - ÉLÉMENTS INFINITAIRFS DÉCIDABL ES (OU RÉCUISTFS) 

Définissons l a  not ion d'élément i n f i n i t a i r e  décidable par analogie 

avec P(N) : on s a i t  que A - C N  e s t  d i t  r é c u r s i f  s i  e t  seulement 

s i ,  étant donné x E N , i 1 ex i s te  une procédure e f f e c t i v e  

( p r o g r m e )  de décis ion de 1 'appartenance de x à A . 
Il e s t  c l a i r  que, s i  A es t  r écu rs i f  e t  s i  F 6 pu l l )  , alors  

il existe une procédure e f f ec t i ve  (déduite de l a  Drocédure de d é f i n i -  

t i o n )  permettant de décider s i  F c A ; inversement, s i  pour t o u t  - 
f i n i  F 6 PuiN) on  eut décider s i  F - c A , alors  A es t  r é c u r s i f  

( l a  d é f i n i t i o n  précédente es t  obtenue avec l e s  f i n i s  p a r t i c u l i e r s  

de l a  forme (XI , x €IN).  

Les sous-ensembles f i n i s  de Fi fortrlant une base f i n i t a i r e  e f f e c t i v e  

par rapport à 1 'enuneration canoniaue vfin : N + pu(M1 , 
nous Doserons donc : 

DEFINITION 7.- Un élément x E COMP(B~)  e s t  d i t  dkcidable s i  

e t  seulement s i ,  pour t o u t  élément f i n i t a i r e  b , B , 
il e x i s t e  une procédure e f f e c t i v e  permettant de 

décider s i  b i x . 
Nous avons noté que, pour t ou t  x E C O M P ( B ~ )  , 1 'ensemble 

Iy lv(.y) s x) é t a i t  semi -décidable; une aut re  caractér isat ion 

imnédiate de l a  r é c u r s i v i t é  es t  donc l a  suivante : 



PROPOSITION 3.- S o i t  B une base f i n i t a i r e  e f f e c t i v e  re lat ivement 

ii une énunérat ion v . Un élément x E grn e s t  

décidable - s s i  (yly i N  81 v(y)  1 x 1  e s t  

r e c u r s i f  . 
Notons d'abord que, s i  : 

Iy ]y E H & v(y)  5 XI e s t  r é c u r s i f ,  

a l o r s  x E COMP(B-) (Cf. p ropos i t i on  2)  

de plus, x e s t  décidable ( y  é t a n t  donné, on peut  ef fect ivement 

décider  s i  v (y )  5 x ). 

Inversement, s i  x e s t  décidable, on peut décider  effect ivement, 

pour t o u t  y E N , s i  ~ ( y )  5 x ; il en r é s u l t e  que : 

{y l v ( y )  5 x )  e s t  r é c u r s i f .  

On note immédiatement l e s  deux propr ié tés  évidentes : 

1) Tout élément de l a  base f i n i t a i r e  e f f e c t i v e  B e s t  décidable : 

En e f f e t ,  s o i t  b E B ; a l o r s  b '  s b s s i  SUP(bl,b) = b , - 
ce q u i  e s t  e f fec t ivement  décidable (Cf. d é f i n i t i o n  de l a  base 

f i n i  t a i r e  e f f e c t i v e ) .  

2 )  Un élément i n f i n i t a i r e  x E B= e s t  décidable s s i  1 'ensemble - 
A = {y l v ( y )  5 x)  e s t  récursivement énumérable, a i n s i  que son 

complémentaire A . 
Rappelons 8131 e n f i n  que, s i  R = {x lwx  r é c u r s i f }  , a l o r s  R E L 

3 
(dans l a  h ié ra rch ie  a r i  t h é t i q u e )  : l a  p rop r ié té  " e t r e  décidable" n ' e s t  

donc n i  semi-décidable, n i ,  a f o r t i o r i ,  décidable. 

Comne dans l e s  chapi t res precédents , 1 ' u t i  1 i s a t i  on de ces r é s u l t a t s  

dans l a  d é f i n i t i o n  d'une sémantique des langages de programnation 

condu i t  ii l e u r  extension aux fonc t ions  e t  f onc t i onne l l es  calculables.  

Nous entreprenons ce t r a v a i l  dans l e  paragraphe su ivan t  dans l e  même 

e s p r i t  qu'auparavant, c 'es t -à-d i re  en par tan t  des r é s u l t a t s  obtenus 

dans l e  cas a lgébr ique e t  en i n t rodu isan t  l e s  con t ra in tes  de l a  

c a l c u l a b i l i t é .  



1 I - ESPACES DE FONCTIONS CALCULABLES, 

La not ion de fonction continue calculable doit permettre de rendre 
effective la définition proposée pour la continuité (Cf. Chapitre I I I )  : 
Etant donné u n  argunent x d'information f in ie ,  on d o i t  pouvoir 
énumérer toutes les quantités finies d'information relatives au résul- 
t a t  f (x)  de la  fonction continue calculable f appliquée à 1 'a r -  
gunent x (Cette notion es t  à rapprocher de la définition des opéra- 
teurs d'énumération à la ROGERS Clla ) .  

Or, nous avons vu (Cf Chapitre II 1 ) , que 1 'espace [Elw + B ' ml possede 
une base f i  n i  ta i  r e  notée [B + B' 1 . 11 es t  donc naturel de poser, 
pour rester cohérent avec le  paragraphe précédent : 

DEFINITION 8.- Une fonction continue f E [B- + B I - ]  es t  calculable 
ssi f é C O M P ( C B ~  + ~ ' ~ 1 ) .  - 

(ou, ce qui revient au meme, 

s r i  f r COMP(IB + € 3 ' 1 ~ ) .  ) - 
I l  convient de vérifier que notre intuition de ce que doit e t re  une 
fonction calculable es t  compatible avec cette définition. 

Soient v e t  v' des énunérations rendant effectives les 

bases f i  ni taires respectives B e t  B '  . Notons 
(Cf. chapitre I I I ,  5 111-2) <x,y> la fonction de Cantoret 
montrons : 

PROPOSITION 4.- f E c ( ~ ~ ( P ( c B ~  - ~ ' ~ 1 )  - ss i  le  graphe de f défini 
par : 

est  récursivement énunérable. 

La preuve de cet te  proposition requiert la définition d'une énunéra- 

tion B de la base f in i t a i re  CB - B I 1  tel  l e  que [B  + B ' I  devienne 
effective par rapport à 6 . 
Soit ( b , b l )  u n  élément de CB + 8'1 défini par 



b '  s i  x > b  

1 sinon. 

11 e s t  c l a i r  que 1 'ensemble de ces fonctions peut e t r e  énuméré par : 

Montrons que : 

LEMME 1.- Lrdnwndratwn e vdr.ifie : 

1) e(x)  .t e(y)  récursif en x,y 

2) ïa rezation e (z )  s SUP(e(x) ,e(y)) 

e s t  rdcursive en x ,y e t  z 

Définissons en e f f e t  l es  pro jec t ions suivantes : 

7TO(",Y>) = ( < ~ S Y ' ) ~  = x 

n l (ds~>)  = = Y 

e t  donc : <(x lO , ()O1>= x 

On a, avec ces notat ions : 

(qu i  es t  r écu rs i f  puisque B I  e s t  base e f f e c t i v e  par 

rapport  à v ' )  

D'autre p a r t  : 



Il  en résulte que : 

e(z) 5 SUP(e(x),e(y)) - ssi  

v a ~ ' ( ( z ) ~ )  > ( a )  5 SUP(e(x),e(y))(a) 

c'est-&dire ssi : 

Les conditions relatives a l 'effectivi té des bases B e t  B '  

rendent donc récursive la relation e ( z )  5 SUP(e(x) ,e(y) ) 

On étend sans probleme cette démonstration au résultat suivant 

. + Ie(xo), . . . ,e(xn) 1 est  un prédicat récursif en x , 

avec vf in(x) = {xO,xl,. . . ,X n } 

. La relation e(y) 5 SUP{e(xo) , . . . ,e(xn)} est  récursive 

en y e t  en x tel que 

Il  es t  alors possible de construire une énumération de [B -. B ' I  

à partir de l'énumération e : On s a i t  en e f fe t  que cf3 -+ B I ]  e s t  
obtenu par SUP f in i  d'ensembles bornés de fonctions de la forme 
( b , b l )  , b E B e t  b' E B '  . Or, les sous-ensembles f in is  de Pi 
sont énumérés par vfin . On en déduit la  construction suivante : 



sUP{ei l i  a vfin(x) s i  f {ei l i  E vPin(x) } 

B(x) = 

1 sinon 

avec e ( i )  = < ~ ( ( i ) ~ )  9 v 1 ( ( i l 1 ) >  V i  E N  

Il e s t  c l a i r  que les  propr iétés de e permettent de prouver que 

CB + B' 1 e s t  e f f e c t i v e  pour 1 'énumération 13 . On a donc : 

LEMME 2.- f r COMP(CB + ~ ' 1 ~ )  s s i  3 z te2 que - 
f3(wz) di%& & f = SUP B(wz) 

ssi {i ( B ( i  ) r f es t  rdcursivement dnwndrabte. - 

Ce lemne résu l t e  imngdiatanent de l a  propos i t ion 1 du g 1.B ; nous 

pouvons maintenant terminer l a  preuve de l a  propos i t ion 4 ; En e f f e t ,  

nous avons montré ( C f .  Lemne 2 du 5 1.6, chapi t re  I I I ) ,  que : 

Y f E C B ~  + ~ ' ~ 1  , on a : 

f = SUP Ef 

avec Ef = {SUP{(bi,bi)lbj 5 f(bi) , i E I I P ~ D J ) } }  

S i  l e  graphe de f e s t  récursivement énumérable, a lo rs  4 z t e l  que : 

-> D'après l e  lemne 2 , il en résu l te  que f e s t  calculable. 

A l ' inverse,  supposons que f E C O M P ( C B ~  + ~ ' ~ 1 )  e t  montrons que 

l e  graphe de f e s t  récursivement énumérable. 

En e f f e t ,  f E COMP(CB -+ BI l W )  

-> (Lemme 2) : 4 z t e l  que {i I @ ( i )  r f }  = wz 

-> 3 z '  t e l  que { i l e ( i )  r f }  = wZ l  

( i  1 s u f f i t  d'associer à chaque B(i)  1 'ensemble des 

e ( j )  t e l s  que e ( j )  s @ ( i )  ) 

3 { i  l ~ ' ( ( i ) ~ )  5 f ( ~ ( ( i ) ~ ) }  e s t  récursivement énmérable 

-> l e  graphe de f es t  récursivement énunérable 



IrmB8- Une autre approche de la notion de fonction calculable 
e s t  proposée dans C441 : En effet ,  la proposition 4 

correspond au calcul d ' u n  opérateur par morceaux f in is  de son 
graphe (sémantique mathématique au sens de II441 ) : on peut aussi 
considérer qu'une fonction calculable transforme effectivement les 
programnes ( d l  énumération) de ses argunents (sémantique opérationnel l e )  

e t  donc la caractériser par une fonction récursive part iel le  : Nous 
montrons alors la proposition suivante, qui correspond dans [441 au 
théorème d ' isomorphisme entre opérateurs cal cul ables e t  opérateurs 
effect ifs  (une définition e t  comparaison des différents types d'opéra- 
teurs es t  développée dans C1091) : 

PROPOSITION 5.- Cl061 : Soient B- e t  deux CPO's infini taires 
de bases fini taires B e t  B '  effectives par rap- 
port àux énumérations v e t  v' ,. 
Alors toute fonction f E [Boa + ~ ' - 1  es t  calculable 
(pour les énumérations v e t  v' ) - ss i  i l  existe 
une fonction g : H + N  récursive t e l l e  que : 

f (vm( i ) )  = v ( ~ ( ) )  pour tout i E N  
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où v e t  v'- sont énumérations respectives de C O M P ( B ~ )  e t  
C O M P ( B ' ~ )  construites à partir de v e t  v' (cet te  proposition 
exprime égal ment le f a i t  que toute fonction cal cul able préserve 
la calculabilité), 

. Supposons d'abord que f soit calcul able; considérons 1 'ensemble 
défini par : 

= t j 1 3  < k , j >  E Graphe(f) tel que v(k) i vw(i)} 

Or, on a évidement : 

LEmE : La re ta t ion  v(k) i vW(i ) e s t  rQcursivement k m d r a b t e  

en i e t  k . 



En e f fe t ,  3 z  t e l  que vw( i )  = SUP{v(w,)} 

B é tan t  f i n i t a i r e ,  on ob t ien t  donc : 

~ ( k )  5 vm( i )  - s s i  3 j ( v ( k )  6 v ( i )  v(k)  c v(wZ)) 

4 v(k)  5 vm( i )  e s t  r.e. en i e t  k  . 
Il en résu l t e  que, s i  u  e s t  un ind ice  t e l  que Graphe(f) = wu , 
il ex i s te  une fonct ion récursive h  t e l l e  que E = w 

h(u,i 

D'autre part ,  f ( v w ( i ) )  = SUP{vl(j) 1 j ' 'h(u,i)' 
or, par construct ion de VI- , 3 g i  récurs ive t e l l e  que : 

SUP{vl ( j )  1 j E w X )  = v ' - ( ~ '  ( x ) )  

e t  donc finalement : 

4 g  récurs ive t e l l e  que f ( v ( i ) )  = ~ ( ~ ( i ) )  i .E PI 

. Supposons a 1  ' inverse que 3 g récursive t e l l e  que : 

f ( v ( i ) )  = v W ( g ( i ) )  pour t o u t  i C M  

Montrons que l a  r e l a t i o n  4, j >  E Graphe(f) e s t  recursive 

p a r t i e l  le .  

En e f f e t ,  < i  , j> E Graphe(f) 

or, l a  base B peut e t r e  e f fec t ivenent  plongee dans B= 

4 3 k recursive t e l l e  que v ( i )  m v w ( k ( i ) )  

11 en resu l t e  que : 

j Graphe(f) > v )  s f (vOD(k( l ) ) )  

-> v l ( j )  s ~ l ~ ( ~ ( k ( i ) ) )  par hypothese. 

O r ,  l e  lemne precedent montre que ce t t e  r e l a t i o n  es t  recursive 

p a r t i e l l e  : Le Graphe de f es t  donc recursivement enunerable, 



REMARQUES : 

1) Les résu l ta ts  qui  précèdent permettent de d é f i n i r  l a  not ion de 

ca lcu l  abi 1  i t é  pour des opérateurs de type sup5rieur (Cf. travaux 

r e l a t i f s  à l a  sémantique du A-calcul typé C94,105,44,431). 

2) La derniere proposi t ion permet d 'obten i r  imnédiatement une 
version e f f e c t i v e  de l a  construct ion du po in t  f i x e  minimal : 

En e f f e t ,  s i  f : B~ -t B~ e s t  une fonct ion continue e t  

calculable, a lors : 

s o i t  i t e l  que vm( i )  = 1 (un t e l  ind ice peut 6 t r e  

effect ivement obtenu) 

a lo rs  : f ( 1 )  = f ( v m ( i ) )  = ~ " ( ~ ( i ) )  p ~ ü r  9 ~GCLPS:I 

par app l ica t ion de l a  propos i t ion 5. 

S o i t  j t e l  que j = g ( i )  

a lo rs  , f2(L) = f ( f ( r ) )  

= f ( voo( j ) )  = vw (g ( i )  

= vw(g2( i  1) 

Il en résul te,  de façon générale : 

fn ( * )  = v"(gn( i ) )  avec i t e l  que v"(i ) = L 

En tan t  que l i m i t e  e f f e c t i v e  d  'une chatne croissante d'cléments 
calculables, l e  plus p e t i t  po in t  f i x e  peut donc e t re  effect ivement 

obtenu. 

3)  En t a n t  qulel&nents de COMP([B + BI]') , l e s  fonct ions calcula- 

b les de [B"" + BI""] peuvent e t r e  énunerees : La construct ion de 

leu r  6nuneration 8' 1 p a r t i r  de 1  'enuneration @ de [B + B I ]  

s 'ef fectue comme dans l e  g 1 .B.2 de ce chapi t re.  

Toutes l es  notions d ' e f f e c t i v i  t e  presentees jusqu' 8 present sont 

r e l a t i ves  1 des enumerati ons rendant e f fec t i ves  l e s  bases f i  n i  t a i  res . 
Il e s t  donc naturel  de rapprocher les  r esu l t a t s  obtenus jusqu'8 

present de ceux qu i  concernent les  problknes de c a l c u l a b f l i t 8  e t  de 



d é f i n i t i o n  d'une sémantique ef fec t ive  du 1-calcul typé à p a r t i r  

d '  une théor ie  des ensembles énunérés. 

III - CPO'S INFINITAIRES EFFECTIFS ET THEORIE DES 

ENUMERATI ONS : 

Une sémantique du A-calcul typé a été proposée par ERSHOV C49,501 
dans l e  cadre de l a  const ruct ion énunérative de l a  classe des 

fonct ionnel les calculables de tous les  types f i n i s .  Les premiers 

travaux de systématisation des notions pr inc ipa les de 1 a théor ie  

des énumérations f u ren t  effectués par A. 1. MALCEV C85,863. Ce para- 
graphe a pour but  de montrer que les  résu l ta ts  qu i  précédent f o n t  des 

CPO's i n f i n i  t a i  res e f f ec t i f s  des domaines calculables C30,31] . 
Nous avons déjà sou1 igné 1 ' importance des propr iétés des énunéra- 

t i ons  : La not ion de base f i n i t a i r e  e f f e c t i v e  n 'a de sens que par 

rappor t  ii une énumération donnée; de plus, l a  pïc?asition 5 montre 

que l a  d é f i n i t i o n  des fonct ions calculables peut B t r e  donnée en 

tepmes de propr iétes d'ensembles énumérés (nous verrons qu 'en f a i t ,  

une Q o n c i f ~ i i  ka'', cr1rbtIiibtc r s i  e l l e  peut Bt re  d e f i n i e  en termes 

de morphisme d'ensemb les c r i b i i é ~ E ~ ) .  

1 1 1 A - ENSEPgES ÉNMRÉS ET MORPHISMES CALCULABLES , 

1) S i  v : N -, A , A denombrable, e s t  une enurneration d 'un ensem- 

b l e  A , nous appellerons eneembZe Pnwndrd l e  couple (A,v). 

L'ensemble des enunerations de A peut e t r e  muni d'un preo+dre 

d e f i n i  par : 

v s v '  - ssi  3 f recursive t e l l e  que v = v '  f 

Diverses propr i6tes [49 3 resu l  t e n t  de ce t te  d6 f  l n i  t ion;  en 

pa r t i cu l  i e r ,  ce preordre i n d u i t  1 ' equivalence : 

On peut a lors  munir l'ensemble des classes d'equivalence. 



d ' énunérati ons d ' une s t ruc ture  de sup-demi - t r e i  11 i S. 

Notons que ce t t e  r e l a t i o n  sur l e s  énumérations joue un rOle 

important dans l a  théor ie  de l a  récursion : Les énumérations 

"maximales" sont les  godé1 isat ions ; les  énumérations m i  nimales 

( in jec t ives,  lorsqu ' e l  l e s  ex is tent  L-1.101 ) sont d i  tes de 

FRIEDBERG. 

2) Une énumération i n d u i t  un ordre sur l'ensemble énuméré : 

V (ao,al) E A x A , a0 ; al - s s i  

V B , B - C A  (< ' (~ ) r . e .  & a. E B -> ale B) 

Nous verrons ultér ieurement que c e t  ordre coïncide, moyennant 

certaines conditions, avec 1 ' i n c l  usion sur RE , fami 1 l e  des 

ensembles récursivement énumérables, lorsque A es t  une fami 1 l e  

pa r t i cu l i e re  d'ensembles r.e. 

3) On peut a l o r s  poser : 

DEFINITION 9.- Soient (A,v) e t  (A'  ,v' ) deux ensembles énunerés. 

Une app l i ca t ion  p : A -. A '  e s t  d i  t e  morphisme 

e f f e c t i f  - s s i  3 f récursive t e l  l e  que l e  diagramne 

suivant commute : 

On d i r e  dans ce cas que 

f "ca lcu le"  p 

Nous noterons MOR((A,v) , ( A 1  ,VI ) )  1 'ensemble des morphismes ef fec-  

t i f s  de (A,v) vers (A1,v ' ) .  

Un exemple de morphisme e f f e c t i f  e s t  immediatement fou rn i  par l a  

Proposit ion 5 dans laque l le  f : COMP(B-) + C O M P ( B ' ~ )  es t  calculable 

s i  e t  seulement s i  f 6 MOR((COMP(B~)  ,vW), (COMP(B lW) ,vlW) ) 

Notons alors que : 



PROPRIETE : Tout morphisme e f f e c t i f  e s t  monotone pour l a  r e l a t i o n  

d 'o rd re  i n d u i t e  par 1  'énunérat ion : 

Supposons en e f f e t  que c e t t e  p r o p r i é t é  s o i t  fausse. I l  e x i s t e r a i t  

a lo rs  c 2 A '  t e l  que v'- '(c) s o i t  r.e., p(ao) C e t  

p(al) ,4 C , pour a. e t  al t e l s  que a. 5 al . 
Pour o b t e n i r  une cont rad ic t ion ,  il s u f f i t  de montrer que 
-1 -1 v  (p. (c)) e s t  récursivement énunérable puisilue, dans ce cas, 

a. E c l ( c )  e t  al ,i pml(c) ce q u i  c o n t r e d i t  a. 6 al . 
O r ,  fl(c) = {a ~ A l p ( a )  E Cl 

{v(x)  IX E fl r ~ v ( x )  E C l  

= {v(X) l x  E , )3'f ( x )  E C l  

or,  v - ~ ( c )  e s t  récursivement énumérable par hypothese; il en e s t  
-1 -1 donc de meme de v  ( p  (C))  ; d 'où  l a  con t rad ic t i on .  

Nous montrons, dans ce paragraphe, que l e s  fam i l l es  d'éléments 

ca lcu lab les  peuvent ê t r e  assimilées à des sous-famil les (e f fec t ivement  

obtenues à p a r t i  r) de IRE ; en d 'au t res  termes que t o u t  CPO i n f i n i -  

t a i r e  e f f e c t i f  peut ê t r e  e f fec t ivement  plongé dans RE ou, ce qu i  

r e v i e n t  au même, e s t  ef fect ivement isomorphe à une sous- fami l le  de 

RE. 

1 .- Déf i  n i  ssons d'abord ce que sont  des sous-fami 1  l e s  e f f e c t i v e s  

d'ensembles r.e. . 
S o i t  n 1'6nunerat ion de POST de RE, avec n ( x )  = wx ; 
notons R = (WE,n) ; a l o r s  : 



DEFINITION 10.- Un ensemble énuméré (S,v) d'ensembles récursive- 
ment énunerables est  une R-famille s ' i l  existe 
u n  monomorphisme y E MOR((S,v) ,(RE,r)) e t  s i  

Dans C491 une telle R-famille est  notée (S,p) avec S = (S,v)  

On note que p(S) - c RE est  isomorphe (effectivement) a S pour 
l a  structure d'ordre induite par 1 'énunération e t  que p(S) , muni 
du morphisme identité le plongeant dans RE , est  une R-famille. 

Ces R-familles sont donc des sous-ensembles de RE , énunérés 

par v avec v 5 n , à une équivalence d'énumération près. Parmi 
les R-fami 1 les étudiées, nous nous intéresserons plus particul iere- 
ment à celles q u i  o n t  toutes les propriétés algébriques (ordre, 

cl bture par uni on effective, etc.. . ) e t  récursives (théorèmes de 
récursion, existence d'une Godelisation) de RE e t  qui furent 
namées "classes spéciales-standard" par LACHLAN [ 721 , sn-parties 
par ERSHOV [50] , s-classes (pour simplifier les notations) 

dans C301 . 

2.- Sdlasses e t  CPO's infinitaires effectifs : 

Posons d 'abord : 

DEFINITION 11.- Une R-partie ( ( S V )  , )  est appelee s-classe 
s ' i l  existe une fonction recursive g telle que : 

Dans le diagramme de cette definition, r est  une fonction 
recursive qui "calcule" p (Cf, def ini tion 9), c'est-8-dire tel le  

que, pour t o u t  x c Ri , p ( v ( x ) )  = ~ ( r ( x ) )  



11 en r é s u l t e  que l a  d é f i n i t i o n  11 peut également e t r e  formulée 

comne s u i t  : 

v x  c n - l ( u ( s ) )  , n ( r ( g ( x ) )  = n ( x )  

c 'es t -à-d i re  : 

Une c a r a c t é r i s a t i o n  intéressante de ces s-classes a  é té  donnée par 

LACHLAN : S f  1  'on d é f i n i t  l a  no t i on  d'ensemble canoniquement r .e. 

par : 

DEFINITION 12.- Un ensemble Q - c P (N) e s t  d i t  canon.iqument 
W 

rdws ivement  dnwndrabZe s ' i l  e s t  de l a  forme : 

Cette c a r a c t e r i s a t i o n  e s t  l a  suivante : 

Une R-fami l le  ( (S ,v ) , )  e s t  une s-classe - s s i  e l  l e  con t ien t  un 

ensemble Q - c Pu@) canonique t e l  que : 

2) R E S -> R E RE & il e x i s t e  une sequence (Fi) 

c ro issante  d16lements de @ , Fo 5 FI ... 5 Fn 5 ... , 
t e l l e  que : 

On v e r i f i e  a l o r s  que C501 : 

V R r S , Y f C N  (F c R & F  f i n i  -o 4 Fo E O t e l  que : - - 

(Une preuve exhaust ive de c e t t e  c a r a c t é r i s a t i o n  e s t  donnée dans C291). 



11 e s t  c l a i r  que @ cons t i t ue  une base (au sens d é f i n i  dans l e  

c h a p i t r e  1) pour  S . D 'au t re  par t ,  de façon générale, @ n ' e s t  pas 

une base e f f e c t i v e  au sens de l a  d é f i n i t i o n  1, 5 1.A; l ' exp ress ion  

de l ' e f f e c t i v i t é  de @ e s t  l a  su ivante  : s i  $ : IN -+ @ e s t  une énu- 

mérat ion de @ t e l l e  que $ i vfin , a l o r s  @ e s t  e f f e c t i v e  - s s i  : 

1) l e  p r é d i c a t  

e s t  r é c u r s i f  su r  IN x N . 

2 )  V x, Y y , $(x)  + $ ( z )  -> SUP($(x),$(y)) e s t  d é f i n i  e t  

rm = { < x , ~ , z > ~ $ ( z )  = SUP($(x),$(y))} e s t  r é c u r s i f .  

Montrons a l o r s  : 

PROPOSITION 6 .- Tout CPO i n f i  n i  t a i r e  e f f e c t i f  C O M P ( B ~ )  de base 

f i n i  t a i r e  B  e f f e c t i v e  par r a p p o r t  à une énunérat ion 

v e s t  (e f fec t ivement  isomorphe à )  une s-classe. 

Nous avons en e f f e t  montré dans l e  5 1 .B.2 q u ' i l  é t a i t  poss ib le  de 

cons t ru i re  une énumération de C O M P ( B ~ )  à p a r t i r  d 'une énunéra- 

t i o n  B de B : La const ruc t ion  associe à t o u t  wx un sous-ensemble 

W f ( x )  , f r é c u r s i f ,  t e l  que ( cons t ruc t i on  par fonct ionna1 i sa t i on )  

6 ( ~ ~ ( ~ ) )  a i t  un SUP dans C ( F I P ( B ~ ) .  

Montrons que {w l x  E NI e s t  une s-classe (autrement d i t ,  que l a  
f ( x )  

fami 1  l e  des ensembles r .e. d ' i n d i c e s  de chatnes cro issantes associées 

aux éléments i n f i n i  t a i r e s  d 'un  CPO i n f i n i  t a i r e  e f f e c t i f  e s t  une 

s-classe).  Il e s t  c l a i r  que { w ~ ( ~ )  IX  E IN) e s t  e f fec t ivement  isomorphe 

à C O M P ( B ~ ) .  

Déf inissons pour ce1 a  l e s  d i  verses fonc t ions  q u i  i n t e r v i e n n e n t  dans 

l a  c a r a c t e r i s a t i o n  d'une s-classe : Notons d 'abord que l e  diagramme 



suivant  comnute : 

Rappelons de plus que, par d é f i n i t i o n  de 1 'algori thme associé à f : 

- s i  w, 6 S (c 'est-a-di re s i  SUP($(w,)) e s t  d e f i n i )  
a lors  W f ( x )  ' wx 

- De façon gCnérale, on a : 

Il en resu l te  que : 

e t  donc que l a  R-famil le S es t  une s-classe. 

Une consequence e s t  que l 'enunieration v = rr 8 f ( e t  donc B~ pour 
COMP(B')) es t  "pr inc ipa le"  dans l a  mesure 03, s i  v '  e s t  une autre 
enurneration de S t e l  l e  que v s T , alors  V '  s v (V  e s t  
maximal dans l e  sup-demi- t re i l l  i s  des enmerat ions de S reduct ib les  
a IT) . 
Notons e n f i n  que l e s  s-classes dont l a  base e s t  e f fec t i ve  sont prec i -  
sêment 1 es domaines d ' i n t e rp re ta t i on  (appel es àanainre oatactablee 
C301) u t i l i s e s  dans l a  d e f i n i  t i o n  d'une semanttque e f f e c t i v e  du 

A-calcul type dans [481 e t  servant de base à l a  d e f i n i t i o n  d'une 

theor le  des fonct ionnel  l es  cal  culables e t  des types e f f e c t i f s  C301. 



Dans l e  cadre de l ' é t u d e  de l a  ca tégor ie  des o b j e t s  énumerés e t  

de l e u r s  morphismes, ERSHOV é tud ie  d 'au t res  f?-fwil les  ( t e l  l e s  

que l e s  r e t r a c t s )  e t  d 'au t res  approximations que c e l l e s  par sous- 

ensembles f i n i s  d 'en t i e rs .  Nous ne cherchons i c i  qu 'à  mieux cerner 

l a  n o t i o n  de CPO i n f i n i t a i r e  e f f e c t i f  e t  ne développons dans ce bu t  

que l e s  propr ié tés  r e l a t i v e s  aux topologies e f f e c t i v e s  i n d u i t e s  par 

c e t t e  s t r u c t u r e  (d  ' autres r é s u l  t a t s  r e l a t i f s  aux r e t r a c t s  e t  aux 

types e f f e c t i f s  o n t  é té  obtenus dans C301). 

L'approche par topologie e f f e c t i v e  associée à une s-c l  asse consiste 

à approcher t o u t  élément de l a  s-classe par une séquence récursivement 

énumérable d 'ouverts  l e  contenant. Cet te dénarche, qu i  e s t  d ' a i  1  l eu rs  

également c e l l e  de SCIORE & TANG Cl191 , e s t  également appl icable 

aux CPO's i n f i n i t a i r e s  e f f e c t i f s  en ra i son  de l a  p r o p o s i t i o n  6. 

a)  Montrons d'abord : 

PROPOSITION 7.- Pour tou te  s-classe ( ( S V ) )  , l e s  r e l a t i o n s  

d 'o rdre  3 e t  - c co'lncident. 

a )  Prouvons que v ( i )  3 v ( j )  -> v ( i )  - c v ( j )  

Pour t o u t  i , construisons un ensemble f i n i  Fi - c v ( i )  

t e l  que : 

(1)  Fi C F j  < - > v ( i ) c v ( j )  

( i l )  Fi 5 v ( j )  -> v ( i )  5 v ( j )  

Supposons que v ( i  ) 4 v ( j )  e t  7 v ( i  ) - c v ( j )  

D'apres (1 ) , on a  1 FI c F - j 

S o i t  S O = { R I R r S  6 Fi - C R }  

a lo rs  v - l ( ~ ~ )  = {x(Fi - c v ( x ) }  e s t  r .e.  

( C f .  p ropos i t i on  1, 51 .B)  

O r ,  v ( i )  6 S0 e t  v ( j )  # So puisque, d 'apres (11) : 



Il en r é s u l t e  que 7 v ( i  ) 5 v(  j )  , ce q u i  c o n t r e d i t  
V 

1 ' hypothese i n i t i a l e  , 

b )  Inversement, supposons v ( i )  5 v ( j )  & -, v ( i )  5 v ( j )  
v  - 1 a l o r s  3 SO 2 S ( v  (SO) r .e. 6 v ( i  ) E SO & v (  j )  ,4 SO) 

S o i t  A un ensemble r.e. non r é c u r s i f ;  s o i t  v '  : D4 + S 

d é f i  n i  par : 

Etant  donné que S e s t  une s-classe, 3 f récu rs i ve  

t e l l e  que v '  = v f  . 
On a donc : 

Aut rementd i t ,  f r é d u i t  N-A a vml(sO); or, A e s t  

non r C c u r s i f  e t  donc, Pi-A n ' e s t  pas récursivement énuné- 

r a b l e  : On ne peut  donc pas a v o i r  : 

x É - A - s s i  f ( x )  s v-'(s0) avec v-'(s0) r.e. 

b,) Avec 1 'o rdre  a i n s i  précisé, l es  s-classes peuvent e t r e  munies 

d'une topologie ( ve rs ion  e f f e c t i v e  de l a  topo log ie  des CPO's) 

(Cf. chap i t re  1 ) d e f i  n i e  par : 

DEFINITION 13.- La topo log ie  TS assoclée a une s-classe 

( ( S v )  , )  e s t  d é f i n i e  par : 

TS {O10 - c S & Y R1 V R2 (RI E O & RI - c Rp- R 2  E O) 

& Y C , C - c S une chatne ca lcu lab le ,  

Sup C r O - > O  n C + 8 )  





2 )  Y R ,  R E S '  , R i n f i n i  e t  R = U { F ~ J X C I N )  

avec (Fi l i  N }  un ensemble canonîquement 

r . . ,  t e l  que Fi 2 Fi+l 

- + x  CF {FiII ,NI & Fx E S '  
O Xo O 

DEMONSTRATION : 

1) Supposons que Ro l S' , R1 RE , Ro 5 R1 4, R1 S '  

S o i t  A un ensemble récursivement énumérable e t  non r é c u r s i f ;  

dé f in issons : 

Ro s i  x N-A 

R1 s i  x A 

E t a n t  donné que v '  e s t  ca lcu lab le ,  il e x i s t e  une f o n c t i o n  

f récu rs i ve  t e l l e  que v '  = v f . 
O r ,  x É A <===> v ' ( x )  = Ro -> d ( x )  = R~ 

<-> V f ( x )  , s 1  <-> f ( x )  ;l(s') 

Donc, f r é d u i t  N-A (non récursivement énunérable) à 

v-'(s' ) qu i  e s t  récursivement énumérable; ce q u i  e s t  impossible. 

2)  S o i t  R E SI , R i n f i n i .  

S o i t  IFx l x  E N} un ensemble de f i n i s  canoniquement r .e , 
avec F 5 Fxtl 

X 
e t  R = u {Fxlx  ; il s ' a g i t  de montrer 

q u ' i l  e x i s t e  un i n d i c e  xo t e l  que F , S '  . 
Xo 

Supposons l e  c o n t r a i r e  : S o i t  donc un ensemble de f i n i s  

{Fx 1 x E IN} t e l  que Fx 1 S ' pour t o u t  n N e t  t e l  que 

U {F,lx EN} E S i  . 
S o i t  {Ax l x  c IN} , avec A 5 Axtl 

X 
un ensemble de r.e. non 

r e c u r s i  f s .  

Posons A = u I A x l x  6 PI) 

I Ay - 
S o i t  v$x) = 



(vb énunère u n  ensemble Sb tel que 

Sb 5 {RI FxIx 6 N I  ) 

x # A  -> v ~ ( x )  = R 

<-> v f (x )  E R pour u n  f rêcursif tel que vj) = v 0 f 

<-> v f ( x )  € S '  -> f (x )  t v- l ( s i  ) 

x E A ~ . ~ Y ( x  E A  - 
Y Ay-l)  -> 3y( $O() = Fy) 

-> 4y(vf(x) = Fy) 

-> v f ( x )  S '  (par hypothèse) 

Donc, pour t o u t  n tW , x d A <=->f(x) v-'(SI) : 

Ainsi, f récursive réduit (N-A)  non récursivement énumérable 
- 1 en v ( S I )  r .e. ,  ce qui es t  impossible. 

En rapprochant cette dernière proposition de l a  définition de l a  
topologie TS associee ii une s-classe ( ( S V ) )  , on o b t i e n t  

donc : 

COROLLAIRE.- Lteneemble % = {SI [ S i  - c S & v"(s') r .e .}  
e s t  une baee caZcuZabZe pour l a  topologie T~ 
ae80aide au CPO (S ,c,fl) - 

Cette caracterisation topologique des s-classes permet d'étudier 
le  lien entre la structure de la base de f in is  @ e t  les propriétes 
de la structure engendrée; nous montrons ainsi la : 

PROPOSITION 9.- Soit ( ( S V , )  une s-classe de R 
S o i t  {Bi 1 i c N} sa base topologique 
Alors le predicat ~ ~ ~ [ v ( i )  Bj3  est  
recursi vement enurnerable. 

Soit en ef fe t  Oj = B j  n Pu@) ; par application du theorke de 
f avec f j  recurslve. RICE-SHAPIRO, Oj e s t  enmer6 par $ = vfi 



Or,  { c i ,  j> 1 3 u C $ ~  (u )  5 v ( i ) l l  e s t  récurs ivenent  énumérable 

<=> A C v ( i )  E B.] e s t  r.e. i j J c.q.f.d. 

Cet te p r o p o s i t i o n  montre donc q u ' i l  e x i s t e  un procédé e f f e c t i f  

d 'énumérat ion des voisinages ca lcu lab les  de t o u t  élément d'une 

s-classe. 

Notons que, s i  B e t  B sont deux é iénents de BS , a l o r s  : 
L j 

Etant  donné que B.  n Be r gS , nous avons : 
J 

L 'ex is tence d 'un  SUP dans n ' e s t  assurée que dans l e  cas d 'une 

base f i n i t a i r e  e f f e c t i v e  : S i  l ' o n  pose : 

a l o r s  : 
B .  n B, = { R I R  6 S & 3 w , @ ( w )  c mj v m, 

3 $(w)  5 R I  

Le r e s u l t a t  qu i  s u i t  montre c m e n t ,  dans l e  cas de CPO's i n f i n i t a i r e s  

e f f e c t i f s  consideres c m e  R- fami l les  de RE, on re t rouve par  l a  

topo log ie  l e s  approximations u t i l i s e e s  dans l e  5 1, pour l a  d é f i n i t i o n  

d'une énumeration des elénents i n f i n i t a i r e s  e f f e c t i f s  : 

PROPOSITION 10.- Pour t o u t  CPO i n f i n i t a i r e  e f f e c t i f  ( ( S p v )  # p )  , 
il e x i s t e  une f o n c t i o n  récu rs i ve  s t e l l e  que 

En e f f e t ,  d 'apres l a  p ropos i t i on  9 : 



( c i  , j > ) v ( i )  E B . }  e s t  r .e.  
J 

+=+ { < i , j > l ~  U , $(k)  E qj [@(k)  5 v ( i )  11 e s t  r .e .  

{< i , j *k> l  @(k )  mj  A @(k) Y ( ' ) }  e s t  r.e. 

S o i t  w 
g ( i  

1  'ensemble r .e.  {< i  , j > l v ( i )  B j }  

W 
g ( i )  # 0 ==+ 3 h  récurs ive  t e l l e  que 

wg(i) = h ( i & )  

Déf inissons l a  f onc t i on  p a r t i e l l e  su ivante : 

t rim[$(m) 6 @j @(ml 5 v ( i ) l  s i  j , wg(i) 

k ( i , j )  = 

i n d é f i n i  s inon 

S o i t  hl(i ,n) = k ( i  ,h( i  ,n)) : 11 s ' a g i t  d'une f o n c t i o n  t o t a l e  

d'après l a  d é f i n i t i o n  des fonc t i ons  h  e t  k  : c e t t e  f o n c t i o n  

i n j e c t i v e  s i  
w s ( i )  

e s t  i n f i n i ,  c ' es t -à -d i re  s i  v ( i )  e s t  i n f i n i ,  

permet d 'assoc ier  à ~ ( i )  l e s  i nd i ces  des ensembles f i n i s  qu i  

1  'engendrent : 

1 avec g l ( i )  = hl(i JI) 

où f e s t  l a  fonc t i on  r t i curs ive  d é f i n i e  dans l e  5 1.0.2 e t  qu i  

associe, 8 t o u t  wx, un ensemble w 
f ( x >  

t o t a l  m e n t  ordonné. 11 

en resu l  t e  que : 

avec s ( i  ,lN) = wfgl(i) 

On re t rouve donc 1 'ensemble des i n d i c e s  d'une chatne c ro i ssan te  

de f i n i s  dont  l e  SUP e s t  v ( i )  ; Cet te  approche topologique par 



énumération des voi s i  nages cal cul ables contenant u n  élément infini- 
taire donné est donc équivalente à l'approche par SUP de chatne 
calculable utilisée dans le paragraphe I.B.2 

La notion d'effectivité introduite au niveau de 1 'ordre doit mainte- 
nant l ' e t r e  au niveau de la métrique afin que les complétés effec- 
t i f s  au sens de l'ordre e t  de l a  métrique puissent être cmparés. 
Nous présentons dans les principales notions relatives aux espaces 
métriques récursifs en nous restreignant aux seuls résultats néces- 
saires à cette comparaison. 

I V  - ESPACES METRIQUES RECURSIFS, 

La notion d'espace métrique récursif f u t  introduite dans le cadre 
de 1 'analyse constructive; les définitions e t  propriétés q u i  suivent 
sant issues essentiel lement des travaux de LACOMBE C73,74,753 

e t  î405CHOYAK45 ~ Q F  3 . 

Le point de vue que nous présentons est très proche de celui de 
LACOMBE, les résultats de MOSCHOVAKIS relatifs aux systèmes de notation 
introduisant d'autres concepts e t  risquant d'alourdir notre présentation. 

A.- Définissons tout d'abord une version effective de la définition 
d'espace métri que. 

DEFINITION 13.- Un espace métrique (E,d) est d i t  rScurs.if s ' i l  
existe un sous-ensemble dénombrable B de E 
effectivement enuméré par v : H + 8 e t  si les 
conditions suivantes sont vérifiées : 

a )  E est  complet 
b )  B est  dense dans E 

c)  La fonction v : IN2 + R definie par 
6 ( n , n 1 )  = d(v(n),v(nl))  est  recursive. 

autrement di t ,  i 1 doit exister une procedure effective ( programne) 



qui ,  à p a r t i r  d ' un  couple (n,nl) d ' en t i e rs ,  f o u r n i t  l a  va leur  

de d(v (n) ,v (n l ) )  . LACOMBE C731 montre a i n s i  que dans l 'espace 

des fonc t ions  ( t o t a l e s )  de N dans N , on peut  prendre pour sous- 

ensemble B l e s  fonc t ions  qu i  sont  n u l l e s  à p a r t i r  d ' un  c e r t a i n  

rang; dans R , on peut prendre pour sous-ensemble dense l 'ensemble 

Q des r a t i o n n e l s  e t  comme énumération c e l l e  des couples d ' e n t i e r s .  

Enf in,  ce r ta ins  exemples u t i l i s é s  dans l e  c h a p i t r e  1 peuvent également 

e t r e  d é f i n i s  en t a n t  qu'espaces métr iques r é c u r s i f s ;  A ins i  l? e s t  

complet e t  Z* dense dans 1 ; d ' a u t r e  pa r t ,  s i  l ' o n  u t i l i s e  l a  

d is tance de C201 , il e s t  c l a i r  que l a  c o n d i t i o n  c )  e s t  également 

v é r i f i é e .  

Ces exemples montrent que l e s  éléments de t e l s  espaces métr iques r é -  

c u r s i f s  ne sont  pas nécessairement e f f e c t i f s .  11 convient  donc d ' i n -  

t r o d u i r e  l a  n o t i o n  d'élément e f f e c t i f  dans un espace métr ique r é c u r s i f  : 

Il e s t  nécessaire pour c e l a  de d é f i n i r  l e s  s u i t e s  e f f e c t i v e s  (dans 

un espace métr ique r é c u r s i f )  convergeant e f fec t ivement  vers  de t e l s  

él éments . 

DEFINITION 14.- S o i t  (E,d) un espace métr ique r é c u r s i f  ; 

B dense dans E énumérg par v . 
Une su i  t e  (bi)iEN d'éléments de B e s t  d i t e  

effective s ' i l  e x i s t e  une f o n c t i o n  récu rs i ve  8 

t e l l e  que : 

Autrement d i t ,  il d o i t  e x i s t e r  un programne d 'énunérat ion des éléments 

d'une t e l l e  s u i t e .  Notons que c e t t e  d é f i n i t i o n  correspond ii c e l l e  

des chatnes cro issantes e f f e c t i v e s  u t i l i s e e s  dans l a  complét ion d'une 

base e f f e c t i v e .  

D 'au t re  p a r t  : 

DEFINITION 15.- Une s u i  t e  (xi ) d'cléments d 'un  espace metr ique 

r e c u r s i f  e s t  d i t e  "de Cauchy effective" s ' i l  e x i s t e  

une f o n c t i o n  ~ i  : N -c N recu rs i ve  t e l  l e  que : 
1 

V ~ S Q '  ,P Kn 2 $ ( P I  n' 2 $(P I ]  4 d(xn,xn') < - P 



La n o t i o n  de c r i t è r e  de Cauchy e f f e c t i f  e s t  inchangée lo rsqu 'o -  
1 remplace l a  f o n c t i o n  - par une f o n c t i o n  récu rs i ve  s t r i c temen t  
P 

décroissante. 

On peut a l o r s  d é f i n i r  l a  n o t i o n  d'élément ca l cu lab le  ( e f f e c t i f )  

dans un espace métr ique r é c u r s i f  : 

DEFINITION 16.- Un élément x  d 'un  espace mét r ique r é c u r s i f  (E,d) 

e s t  d i t  e f f e c t i f  (ou ca l cu lab le )  s ' i l  e x i s t e  une 

s u i  t e  e f fec t ive ,  de Cauchy e f f e c t i v e ,  d'éléments de 

B dense dans E qu i  converge vers x . 

La lourdeur  de l a  d é f i n i t i o n  nous conduira à u t i l i s e r  u l tér ieurement  

l e  terme " s u i  t e  de Cauchy e f f e c t i v e "  pour " s u i t e  e f f e c t i v e  de Cauchy 

e f f e c t i v e " ;  mais en t o u t e  r i gueu r ,  e t  c e t t e  remarque e s t  fondamentale 

pour l e s  r é s u l t a t s  du c h a p i t r e  suivant,  un élément ca l cu lab le  dans 

un espace métr ique r é c u r s i f  e s t  ca rac té r i sé  par l a  donnée de - deux 

fonc t i ons  récurs ives : 

- une f o n c t i o n  r é c u r s i v e  O qu i  "énumère" e f fec t ivement  

l e s  éléments de l a  s u i t e ,  

- une f o n c t i o n  récu rs i ve  $ qu i  d é f i n i t  e f fec t ivement  

l e  rang a p a r t i r  duquel l a  d is tance e n t r e  l e s  éléments 

de l a  s u i  t e  e f f e c t i v e  dev ien t  a r b i t r a i r e m e n t  p e t i t e .  

L'ensemble des couples de fonc t i ons  ( t o t a l e s )  récu rs i ves  (O,$) 

n ' é t a n t  pas récursivement énumérable, il en r é s u l t e  que 1 'ensemble 

des eléments ca lcu lab les  d 'un  espace metr ique r é c u r s i f  n ' e s t  pas 

en genéral recursivement enunerable. 

NOTATION : Pour e v i t e r  l a  p r o l i f é r a t i o n  des no ta t ions ,  nous 

noterons cûMP(B) 1  'ensemble des éléments ca lcu lab les  

d 'un  espace métr ique r e c u r s i f  (E,d) muni d 'un  sous- 

ensemble B dense dans E . 
Remarquons que, s i  une s u i t e  de Cauchy e f f e c t i v e  (x,) converge 

vers un x E COMP(B) , a l o r s  e l l e  converge e f fec t ivement  vers x ; 
autrement d i  t, pour t o u t  n  , 3 p  t e l  que : 



1 n a ~ ( p )  -> d(xn,x) < - avec récursive 
P 

COMP(&)  e s t  un  espace métrique récursif complet dans la mesure où 
toute sui te  de Cauchy effect ive y converge effectivement. 

Notre objectif étant de donner une version effect ive des résul ta ts  
des t ro is  premiers chapitres, nous ne développons pas les défini- 
t ions e t  propriétés topologiques q u i  résultent des définit ions précé- 
dentes; Rappelons simplement que MARTIN-LOF Cg11 déf in i t  l a  notion 
de topologie effective c m e  s u i t  : Un ouvert dans une t e l l e  topolo- 
g ie  e s t  u n  ensemble récursivement énumérable O de voisinages sa t i s -  
f a i san t  les conditions suivantes : 

. Si 1 e t  J sont des voisinages, a lors  : 

. Pour tout  I E O  , 3 J  € 0  te l  que I 2 J  - 

L'ensemble des ouverts, dans une te l  l e  topologie, peut ? t r e  énunéré 

de façon effective.  

11 e s t  faci le  de montrer que les espaces métriques récursifs sont des 

espaces topologiques e f f e c t i f s  : En e f f e t ,  l e  système fondamental des 
voisinages e s t  l'ensemble des boules de centre b , b E B , e t  de 
rayon l / n  ; les hypothèses relatives à 11énum6ration effective de 
B permettent d'énumérer effectivement ces boules e t ,  de ce f a i t ,  
d 'obtenir une énunération effective des ouverts obtenus par réunion 

effect ive de ces voisinages. On trouvera dans C91,135,104,23,73,1421 
des développements r e l a t i f s  ti ces notions : 11 faudrait ,  pour e t r e  
complet, parler des résul t a t s  r e l a t i f s  aux espaces bases, aux approxi- 
mations effectives,  aux points constructifs e t  aux diverses notions 
de convergence. Etant donné que ces résul ta ts  ne sont pas u t i l i s é s  
ul ter ieurment ,  nous préférons renvoyer aux auteurs ci tés  précédment  
a f in  d'evi ter  d 'alourdir inutilement l a  presentation de ce travai 1. 



CHAPITRE V  

O B J E T S  I N F I N I T A I R E S  D E C I D A B L E S  

E T  L I M I T E S  D E  S U I T E S  

D E  C A U C H Y  E F F E C T I V E S  



Les not ions  de complétion e f f e c t i v e  d 'un  ensemble dénombrable B 

é t a n t  dé f i n ies ,  au sens de 1 ' o rd re  (COMP(Bm)) e t  au sens métr ique 

(coMP(B)) , il convient  maintenant de s ' i n t e r r o g e r  sur  l a  vers ion 

e f f e c t i v e  des r é s u l t a t s  des chapitres II e t  III : Un élément i n f i -  

n i t a i r e  ca lcu lab le  au sens des CPO's e f f e c t i f s  1 ' e s t - i l  au sens des 

espaces métr iques r é c u r s i f s ,  e t  inversement ? Toute su i  t e  c r o i s -  

sante e f f e c t i v e  es t -e l  l e  de Cauchy e f f e c t i v e  pour no t re  métr ique ? 

Que deviennent ces r é s u l t a t s  l o r s  du passage aux espaces de fonc t ions  ? 

Il conv ient  d 'abord de v é r i f i e r  que l e s  condi t ions de d é f i n i t i o n  des 

CPO's i n f i  n i  t a i r e s  e f f e c t i f s  e t  des espaces métriques r é c u r s i f s  sont 

compatibles, a f i n  de v a l i d e r  l a  d é f i n i t i o n  de l a  métr ique du 

chap i t re  II sur un CPO i n f i n i t a i r e  e f f e c t i f .  

DEFI I i IT ION D'UNE METRIQUE SUR UN CPO I I IF INITAIRE EFFECTIF, 

A @ -  S o i t  B une base f i n i  t a i r e  e f f e c t i v e  par rappor t  a une - 
énumération v : N + 0 ; s o i t  BEa son espace complété algé- 

br ique ( "e f fec t ivement  donné" au sens de C1281); C O M P ( B ~ )  son espace 

complété e f f e c t i f  ("domaine e f f e c t i f "  au sens de [641 ), que nous 

avons convenu d 'appeler  CPO i n f i n i  t a i r e  e f f e c t i f  associé à B . 
Considérons a lo rs  l a  métr ique du du chap i t re  II, d é f i n i e  par : 

dy(xay) = 
1 X,y E 

1 t ~ i C v ( i )  E x A y 1  

11 e s t  f a c i  l e  de montrer que : 

PROPOSITION 1.- Le CPO i n f i n i  t a i r e  Ba de base f i n i t a i r e  effecttve 

B e t  muni de l a  d is tance d, e s t  un espace 

metr ique r e c u r s i f  , 

Montrons en e f f e t  que les  cond i t ions  de l a  d e f i n i t i o n  13 (Ch. I V  

du c h a p i t r e  I V )  sont  v e r i f i e e s  : 



a) Ba e s t  complet : Nous avons montré en effe t  (chapitre I I )  
que toute B-suite de Cauchy (non nécessairement effective) pour 

dv convergeait vers u n  élément de B ; rappelons que 

si  e s t  une suite de Cauchy d'éléments de B , e l le  
converge vers un élément a É B" te1 que 

avec 

a i  
= sup{v(j) l j  5 i & v( j )  5 b 

$(i 1' 

où  J, es t  le  régulateur de convergence associé à la suite de 
Cauchy ( b i )  : la suite (ai)il  a été n m é e  direction associée 

a ( b i ) i r N  

b )  B e s t  dense dans B- : Ce résultat  résulte également de la 
démonstration du théorème 3, 5 IV, du chapitre I I  puisque t o u t  
élément de Ba peut Etre défini en tant que limite d'une suite 
de Cauchy (non nécessairement effective) d'éléments de B ; de 

façon générale, toute suite croissante d'éléments de B es t  de 
Cauchy ; 

c)  Enfin, l'application 6 :IN xiN + R  définie par : 

6 ( n , n 1 )  = dv(v(n) ,v(n1 ) )  es t  récursive. 

Autrement d i t ,  i l  existe une procédure effective qui permet, à 

partir de tout couple ( n , n l )  E N x N , d'obtenir la valeur 

de dV(v(n),v(nt ) ) .  En effet ,  s i  1 'on considère la définition 

de 1 'opérateur A : 

les éléments de 1 a base f i  ni tai re effective étant décidables 

(récursifs) au sens de 1 a définition 7 (chapi t re  IV, 5 1 . C )  , 
1 'existence d ' une tel le  procédure effective en resul t e  i d -  

d i  a temen t . 



Notons que ce r é s u l  t a t  n '  au tor ise  aucune déduct ion r e l a t i v e  aux 

éléments c a l  cu lab les  de B~ : NOUS avons e f f e t  mentionné dans l e  

chapi t r e  précédent que l e s  éléments d '  un espace métr ique r é c u r s i f  

ne sont pas nécessairement e f f e c t i f s  e t  q u ' i l  en e s t  de même du 

complété B~ de l a  base f i n i t a i r e  récu rs i ve  B ( a i n s i ,  l? e s t  

un espace métr ique r é c u r s i f  pour l a  métr ique de C201 e t  pour 

1 ' énumération d é f i  n i e  dans l e  chap i t re  II, a l  ors que manifes temen t 

tous ses éléments ne sont  pas e f f e c t i f s ) .  

InBe- Certains r e s u l t a t s  obtenus dans l e  chap i t re  1 sont inmédiate- 

ment obtenus dans l e u r  forme e f f e c t i v e ,  a i n s i  : 

PROPOSITION 2.-  S o i t  B une base f i n i t a i r e  e f f e c t i v e  par r a p p o r t  

aux énumérations v : DU -t B e t  v '  : DU + B . 
Alors l e s  metriques associées dv e t  dv, sont  

uniformément e f fec t ivement  Bquivalentes . 
Nous avons montre en e f f e t  (de façon non cons t ruc t i ve )  q u ' i l  e x i s t a i t ,  

pour t o u t  n , un e n t i e r  A(n) t e l  que : 

Pour montrer que A : N -t N e s t  recu rs i  ve, construisons un a l  g o r i  thme 

pour d e f i  n i r  c e t t e  f o n c t i o n  : 

Pour t o u t  n repeter  

f i  npourtout  

Les propr ie tes  de B ( f i n i  t a i r e  e f f e c t i v e )  permettent d ' a t t e i n d r e  

en un temps f i n i  l e  premier 1 t e l  que 1 r n e t  v i ( i )  = b , 



On obt ien t ,  de façon ident ique,  l ' e x i s t e n c e  d'une f o n c t i o n  récurs ive  

A '  t e l l e  que, pour t o u t  n  : 

Il en résu l te ,  corne dans l e  théorème 1 du chap i t re  II, en posant : 

p i  Cv( i )  E x A y 1  r A(n) -> p i  [ v '  ( i )  E x A y ]  2 n 

e t ,  de façon ident ique : 

Il en r é s u l t e  donc 1  'équivalence e f f e c t i v e  e n t r e  s u i t e s  de Cauchy pour dv 
e t  su i t es  de Cauchy pour d,, e t  l a  c o n t i n u i t é  e f f e c t i v e  b iuni forme 

de 1  'extension 7 de l ' i d e n t i t é  i : (B,dv) + (B,dvl) . 

On montre de meme, avec 61 e t  62 d é f i n i e s  au 5 111-2 du chap i t re  II : 

PROPOSITION 3.- La métr ique dv e s t  e f fec t ivement  uniformément 

équivalente aux métr iques 61 sur e t  6? 

sur T ~ ( z ) ,  avec Card(L) f i n i .  

Il n ' y  a pas besoin de preuve p a r t i c u l i è r e ;  il s u f f i t  de reprendre 

l a  démonstration du théorème 2  du chap i t re  II pour cons ta ter  que : 

avec, pour A , l a  f o n c t i o n  i d e n t i t é  sur DY : A e s t  donc recurs ive ,  

Inversement, il a é te  montre q u ' i l  e x i s t a i t  B t e l  que : 

unCv(n) E t A t ' l  2 i - n H ( t )  # H n ( t )  2 B ( i )  

avec 



où en e s t  l e  nombre d 'arbres de profondeur i n f é r i e u r e  ou égale 

à n e t  où n ( i )  e s t  t e l  que : 

L'hypothèse de f i n i t u d e  de C rend récu rs i ve  l a  fonc t i on  B ; 

l e  r e s t e  de l a  démonstration e s t  ident ique.  

II - ELEMENTS INFINITAIRES EFFECTIFS DANS B" ET B 

L'un des r é s u l t a t s  importants du chap i t re  II e s t  1 'ex is tence d'une 

b i j e c t i o n  ent re  l e s  complétés B~ e t  Ë ; mais avec l e s  d é f i n i t i o n s  du 

Chapi t re I V  , on peut se demander s i  ce r é s u l t a t  e s t  encore va lab le  

lo rsqu 'on r e s t r e i n t  l e s  complétés aux seuls éléments i n f i n i  t a i r e s  

e f f e c t i f s ;  p lus  formellement, s i  B e s t  une base f i n i t a i r e  e f f e c t i v e  

par rappor t  à une énunérat ion v , l e s  complétés e f f e c t i f s  COMP(B") 

e t  COMP(B) s o n t - i l s  encore en b i j e c t i o n  ? 

La réponse à c e t t e  quest ion r e q u i e r t  l ' é t u d e  des propr ié tés  d ' e f f e c -  

t i v i  t é  de l a  d i r e c t i o n  (ai )iE,, d é f i n i e  par  : 

associée à l a  su i  t e  (bi)iEN d'éléments de B , de Cauchy e f f e c t i v e  

e t  de régu la teur  de convergence r é c u r s i f  $ . 

Montrons t o u t  d 'abord : 

PROPOSITION 4.- La d i r e c t i o n  ( a )  , associee à une s u i t e  

(bi de Cauchy e f f e c t i v e  dans B , e t  aussi  
de Cauchy e f f e c t i v e ,  de régu l  a teur  de convergence 

l ' i d e n t i t é  sur  IN . 
Nous avons dé jà  montré dans l e  théorème 3 du chap i t re  1, que tou te  

sui  t e  cro issante é t a i t  de Cauchy; pour montrer q u ' e l  l e  e s t  e f f e c t i v e ,  

i 1 f a u t  prouver : 



- q u ' i l  e x i s t e  une f o n c t i o n  a récu rs i ve  t e l l e  que : 

ai = v ( a ( i ) )  Y i E I N  

- que son régu la teur  de convergence e s t  r é c u r s i f .  

a) L 'ex is tence d'un a r é c u r s i f  e s t  év ident  : En e f f e t ,  l a  

s u i t e  (bi) é tan t  de Eauchy ef fect ive,  il en r é s u l t e  que : 

3 B , B r é c u r s i f ,  t e l  que bi = v ( @ ( i ) )  i E IN 

d ' a u t r e  pa r t ,  Ai v )  J 2 i & v ( j )  2 b$(,.)} e s t  un 

sous-ensemble f i n i  de B ; autrement d i t ,  3 x ( i )  t e l  que : 

Ai = v ( v f j n ( x ( i ) ) )  avec x  récu rs i ve .  

O r ,  l e  graphe du SUP e s t  r é c u r s i f  (hypotheses r e l a t i v e s  h l a  

base e f f e c t i v e  B )  ; il en r e s u l t e  q u ' i l  e x i s t e  une fonc t i on  g  

récu rs i ve  t e l l e  que : 

e t  donc f ina lement  : 

a  = SUP Ai = v ( u ( i  ) )  

avec a = g ( x ( i ) )  

b )  11 r e s t e  donc ii prouver que l e  régu la teu r  de convergence de 

l a  s u i t e  (ai)!# e s t  r e c u r s i f  , 

Montrons pour c e l a  l e  lemme su i van t  : 

LEMME, - Pour tou t  b E B ; - 
ai c b s a  -> pk [v (k )  = b l  2 i 

j 

Supposons que 1 'on a i t  : 



D'après l a  d e f i n i t i o n  de l a  d i r e c t i o n  (ai) , il e s t  c l a i r  que : 

b  r aj-> b  r b. 
$ ( j )  

On ne peut  pas avo i r  
b 6 bi( ) : 

en e f f e t ,  dans ce cas, on a u r a i t  : 

e t  donc 

b  5 ai = SUP Ai 

ce qu i  s e r a i t  c o n t r a i r e  à 1  'hypothèse i n i t i a l e .  

Il en r é s u l t e  donc que : 

b $ ( j )  
& 7 b ~ b $ ( ~ )  

= b e b$(i) A b  
$ ( j  1 

e t ,  puisque pkCv(k) = b l  < i , on o b t i e n d r a i t  donc : 

ce qu i  c o n t r e d i t  1  ' hypothèse (bi ) de Cauchy. 

On ne peut  donc pas avo i r ,  pour t o u t  b E B , 

Il r é s u l t e  de ce lemme que, pout  t o u t  i ,j , on a  : 

En d 'au t res  termes, l e  regu la teur  de convergence de l a  s u i t e  (ai 
n ' e s t  au t re  que 1  ' i d e n t i  t e  sur  N : La s u i t e  de Cauchy (ai) e s t  

donc e f f e c t i v e .  

Il e s t  c l a i r  que, de façon genérale, t ou te  s u i t e  cro issante e f f e c t i v e  

dlél&nents de B n ' e s t  pas de Cauchy e f f e c t i v e  : En e f f e t ,  on 

aura tou jours  une f o n c t i o n  recu rs i ve  pour l e  parcours de l a  s u i  te, mais 

pas 1 ' e f f e c t i v i t e  du regu la teur  de convergence. La p ropos i t i on  



précédente, ne concernant que l es  s u i t e s  cro issantes cons t ru i t es  à 

p a r t i r  de su i tes  de Cauchy e f f e c t i v e s ,  ne peut donc & t r e  étendue à 

des s u i  tes c r o i  ssantes quel  conques. 

Autrement d i t ,  l e s  éléments i n f i n i  t a i r e s  e f f e c t i f s  ne sont  pas né- 

cessairement l i m i t e s  de s u i  tes  de Cauchy e f f e c t i v e s  d'éléments de B . 
Nous montrons en f a i t  l e  théorème suivant ,  qu i  d o i t  & t r e  considéré 

corne l a  vers ion e f f e c t i v e  du théorème 3 du c h a p i t r e  II : 

THEOREME 1. - S o i t  COMP ( B ~ )  un CPO i n f i n i t a i r e  e f f e c t i f .  

Les propribtés suivantes sont équivalentes : 

(i) x E C O M P ( B ~ )  e s t  dbcidable 

(ii) x e s t  l imi te  e f f e c t i v e  d'une su i t e  de Cauchy 

e f f e c t i v e  d'éléments de B , base f i n i t a i r e  

de B~ e f f e c t i v e  par rapport à une 

énumération v . 
PREUVE : 

1.- Montrons d'abord que ( 1 )  - ( i )  , autrement d i t  que tou te  

s u i t e  de Cauchy e f f e c t i v e  (bi)ia dans B converge e f fec -  

t ivement vers  un élément décidable. 

Associons a (bi)ia sa d i r e c t i o n  (ai )iEN e t  montrons 

que : 

a = SUP{ai j i  E N} e s t  r e c u r s i f .  

( l e  theorenie 3 du c h a p i t r e  II montre que a = l i n  bl) 
f- 

Montrons l e  lemme su ivant ,  en designant par I) l e  regu la teur  

de convergence de l a  s u i  t e  (bi )il 

LEMME 1.- v (n )  s bI)(,,,) ~ ( n )  s a n ,  pour tou t  n 

t e l  que n r n t  



Inversement, 

supposons que v(n) r b 
+(n' ) 

pour t ou t  n a n '  

a l  ors 
v(n) E An, = { v ( i ) ( i  a n '  & v ( i )  a b 

+(nt ) }  

-> v(n) 6 SUP An, 

-> v(n) i an, 

Il en résu l t e  : 

LEMME 2.- v(n) s a - ssi v(n)  an 

D'abord, v(n) s an -> v(n)  s a par d e f i n i  t i o n  de a 

Montrons qu'à 1 ' inverse,  v (n)  s a " v(n)  s an 

ou, ce qui  es t  ident ique : 

On s a i t ,  d1apr&s l e  lemme 1, que : 

Supposons en e f f e t  l e  cont ra i re ;  on a u r a i t  a lors.  pour un n '  > n : 



ce q u i  e s t  impossible puisque (bi) e s t  de Cauchy, de régu la teur  

de convergence + . 
On a donc : 

or,  d 'après l e  lemme 1, c e l a  impl ique : 

de p lus ,  on s a i t  que l a  d i r e c t i o n  (ai)iEFI e s t  c ro i ssan te  : Il en 

r é s u l t e  donc : 

Y n '  , - i v ( n )  < a n l  

e t ,  puisque a = SUP{aili E N }  e s t  i n f i n i t a i r e ,  on en dédu i t  donc 

que 
1 v (n )  i a 

Le lemme 2 permet donc de conclure : En e f f e t ,  il permet d ' é t a b l i r  

que : 

v(n)  s a <==> v (n)  I an 

<==> SUP{v(n) ,an} = an 

La base B é t a n t  e f f e c t i v e  , l e  graphe du SUP e s t  décidable : La 

r e l a t i o n  v (n )  I a e s t  donc décidable : a e s t  donc décidable. 

2.- Montrons qu 'à  1 ' inverse ,  a décidable => a e s t  l i m i t e  

e f f e c t i v e  d'une s u i t e  de Cauchy e f f e c t i v e .  

Associons à l a  s u i t e  (ai ) e f f e c t i v e  e t  cro issante,  t e l l e  que 

a = SUP{aili E N }  l a  s u i t e  (bi)ia d é f i n i e  par  : 

Cette s u i t e  e s t  e f f e c t i v e  puisque : 



. a décidable => v ( i )  5 a décidable 

. l e  graphe du SUP e s t  r é c u r s i f  

Montrons d ' a u t r e  p a r t  que (bi) es t  de Cauchy, e t  que son 

régu la teur  de convergence e s t  l a  fonc t i on  i d e n t i t é ;  autrement 

d i t  que : 

Y n,p,q, i 5 n => v ( i )  1 b A b n+p n+q 

Supposons p 5 q ; i 1 s u f f i t  de montrer, puisque l a  sui  t e  (bi ) 
e s t  cro issante : 

. s i  v ( i )  5 b 
n+p 

, o u s i  - v ( i ) s b  
n+q 

l e  résu1 t a t  

e s t  évident.  

. s i  v ( i )  5 b , a l o r s  v ( i )  5 a (par  d é f i n i t i o n  de bi) 
n+q 

-> v ( i )  5 b 
n+p 

puisque i 5 n 

On a donc : 

On conc lu t  l a  preuve en remarquant que : 

SUP{bn l n  r IN1 = SUP{v(i ) IV (<  ) 6 a}  

- a = SUP{bn ln  6 iN} 

De p lus  : 

p i C v ( i )  E bn A a = p i l v ( i )  r a & l v ( i )  s b n l  

> n par d e f i n i  t i o n  de bn 
1 - d(a9bn) < T*n 

- > a = l i m  b, avec (bi)ia de Cauchy e f f e c t i v e  , 
n- 



Ce théorème appel l e  p lus ieu rs  remarques : 

REMARQUES ET CONSEQUENCES : 

a) Nous avions remarqué, dans l e  chap i t re  précédent, que 1 'ensemble 

des objets  i n f i n i t a i r e s  d é f i n i s  comne l i m i t e  e f f e c t i v e  de s u i  t e  

de Cauchy e f fec t i ve  n ' é t a i t  pas nécessairement récursivement 

énumérable : Le théorème 1 en donne l a  ra ison,  l 'ensemble des 

décidables n ' é tan t  pas r é c u r s i  vement énumérable . 
On note également q u ' i l  n ' e s t  pas poss ib le  (pour c e t t e  même 

ra ison)  de d é f i n i r  une énumération e f f e c t i v e  de COMP(B) à 

p a r t i r  de 1 lénunérat ion vm de C O M P ( B ~ )  d é f i n i e  dans l e  

chap i t re  précédent. 

b )  Le théorème 3 du c h a p i t r e  II qu i  é t a b l i t  1 'ex is tence d'une 

b i j e c t i o n  e n t r e  l e s  complétés BW e t  Ë , a i n s i  que l e  théorème 

précédent peuvent ê t r e  résumés comne s u i t ,  en désignant par 

D E C ( B ~ )  1 'ensemble des éléments décidables de B~ 

Sé lec t i on  des 
D E C ( B ~ )  

A 

e t  
e f f e c t i v e  metrique 3 3 

par r a p p o r t  Sé lec t i on  des 1 im i tes  e f f e c t i v e s  

à v 
cOMP(R) 

des s u i  tes de Cauchy e f f e c t i v e s  

Il en r e s u l t e  que 1 ' i d e n t i t é  sur B : 

i : ( B s s S l )  + (B, du) 

ne peut e t r e  etendue de façon e f f e c t i v e  en une a p p l i c a t i o n  

continue ? : 



c) Les ensembles d'éléments infi ni taires effectifs DEC(B") e t  

COMP( B )  sont mis en correspondance bijective de façon effective, 
corne le montre la preuve du théorème 1 . Mais cela n'implique 
pas pour autant que C O M P ( B )  soit retract effectif de C O M P ( B ~  , 
au sens de C491 . 

Nous avons présenté dans le premier chapitre plusieurs exemples de 
CPO's infini taires; certains sont munis d'une relation d'ordre 
"syntaxique" (c 'est  le cas de T ~ ( L )  e t  de z en particulier); 
certains encore sont "Peano-finis" (c 'es t  le cas de M=(F ,E)  , 
de Z~ lorsque Card(C) est f ini ,  contrairement à T ~ ( L )  dans le 
cas général ou à l'ensemble des intervalles ouverts à bornes ration- 
nelles). 11 est  donc naturel d'étudier les conséquences que peuvent 
avoir ces propriétés sur les éléments i n f i n i  taires effectifs obtenus; 
les questions qui se posent sont essentiellement les suivantes : 

- Existe-t-i 1 des énumérations particul iéres permettant 

d'obtenir des propriétés de calculabilité spécifiques ? 

- Existe-t-il des structures d'ordre pour lesquelles les 

notions d'éléments infini taires effectifs e t  d'cléments 

infini taires décidables coyncident ? 

Nous donnons dans le paragraphe suivant des eléments de reponse a 
ces questions, ce qui nous permet d'aboutir à une sorte de classi- 
fication de ces di fférents exemples. 

III - ENUMERATIONS ET ORDRES PARTICULIERS,  

Définissons d'abord un type d l  enuneration couramment uti l isé : 

1 1 1 A - WLM&AT IONS CCMPATIBLES AVEC UNE STRUCTlR E D 'ORDRE 
-- -- -- - - 

Nous avons dejà defini, dans certaines demonstrations ou exemples, 
des enurnerations d'ensembles f i  ni taires effectifs : Ainsi, dans la 
demonstratien du theoreme 2 du  chapitre I I ,  nous utilisons une 



énumération v de TQ(z )  lorsque Card(Z) e s t  f i n i ,  t e l l e  

que t o u t  a rbre  ayant un nombre de noeuds i n f é r i e u r  ou égal a i 
s o i t  énuméré avant ceux dont l e  nombre de noeuds e s t  supér ieur  ou 

égal à j , avec j > i . Ce type d'énumération e s t  donc, en 

quelque s o r t e  compatible avec 1 ' o rd re  syntaxique d é f i  n i  sur  TQ(L) ; 

nous d i rons p l u s  précisèment que : 

DEFINITION 1.- Une énumération v : H -t (B,<,I) e s t  d i t e  

compatible avec l ' o r d r e  su r  B s i  : 

Ains i ,  1 'exemple précédent répond à c e t t e  cond i t i on  puisque, s i  

t e t  t '  appart iennent  à Tn(Z) , t 5 t '  -> n ( t )  5 n ( t ' )  , où 

n ( t )  désigne l e  nombre de noeuds de t : 1 'a rbre  t e s t  donc dans 

ce cas énuméré (pour l a  première f o i s )  avant l ' a r b r e  t '  . 

II 1. A. 1. - QUELQUES EXEMPLES 

Les CPO's i n f i n i t a i r e s  évoqués dans l e  premier chap i t re  sont  souvent 

muniis de t e l  l e s  énumérati ons : 

a)  Nous avons déjà u t i l i s é  dans l e  c h a p i t r e  précédent 1 'énumération 
canonique des sous-ensembles f i n i s  de Pm) designée par vfin 

e t  d é f i n i e  par  : 

avec : 

v ( x )  = {x1,x*,. i. ,X 1 f i n  n x i € i N  , l i i i n  

Cette enuneration, q u i  f a i t  de WiN) une base f i n i t a i r e  

e f f e c t i v e  de P )  v é r i f i e  l a  p r o p r i e t e  : 

E l l e  e s t  donc canpat ib le  avec l ' o r d r e  sur  Pm) 

b )  D I f f e r e n t s  auteurs C 137,6,1181 ont  muni L* d'une enunerat ion 



bijective e t  ont f a i t  jouer à L*  le  rdle de N en théorie 
des fonctions recursives. Cette énunération définie par : 

est  t e l l e  que, en notant rx1 le  mot de L* dont 1 'indice 
pour v es t  x : 

Elle es t  donc compatible avec 1 'ordre d'inclusion des facteurs 
gauches sur z*. 

c)  Citons enfin une énumération des arbres f in i  taires de M(F,E) 

uti 1 isee dans C 311 permettant de construire COMP(M"(F,E)) 

en tant que retract effectif de (RE,r) : 

Notons M = Max{a(f)lf E F I  

e t  CM1 = {1,2,. . . ,Ml 

Les noeuds des arbres f in i s  peuvent etre considérés c m e  des 
mots de ] *  (Cf. construction des arbres f in i s  dans [102] ); 

soi t  donc : 

v : N -t [MI* 1 'énunération de [MI* définie dans 
1 'exanple précédent. 

Pour u n  entier x E N , v(vf in(x))  es t  donc u n  ensemble fini 
de mots de [MI* ; pour définir la notion de sous-arbre, i l  
faut rendre cet ensemble de mots compatible avec la structure 
d'arbre, par exemple en définissant la cldture suivante : 



Notons vfin(f(x)) = cl(vfin(x)) , avec f récurs ive  

Il est  c l a i r  que v(vf in(f(x))) e s t  un arbre  e t  que l e  

diagramne suivant  comnute : 

L'énunérat ion v 1  : N + M(F,E) r é s u l t a n t  de c e t t e  const ruc t ion  

e s t  donc dé f in ie  par : 

Ainsi,  s o i t  vfin(x) = ta,Bl 

v(vfin(x)) = (212,2321 

avec v ( y )  = 2 

v ( 6 )  = 21 Y,~,E: E N 
V(E)  = 23 

or, v ' ( x )  s ~ ' ( y )  -> v ( f ( x ) )  s  vfin(f(y)) XsY N f i n  

-> x s y  



Il en résu l t e  que c e t t e  énunération du magna l i b r e  e s t  compa- 

t i b l e  avec 1 'ordre " e t r e  sous-arbre de" u t i l i s é  dans l a  d é f i n i -  

t i o n  de l a  c l 8 tu re  c l .  

d )  Enfin, l ' o r d r e  p l a t  sur N u il) , énunéré par : 

es t  manifestement compatible avec l ' o r d r e  p l a t .  

Il semble donc que ce type d'énunération compatible avec un 

ordre s o i t  courant dans l a  l i t t é r a t u r e  e t  même naturel  dans 

l e  cadre des exemples précédents..Nous essayons en conséquence 

de caractér iser  l e s  CPO' s i n f  i n i  t a i r es  pour lesquels une énumé- 

r a t i o n  de l a  base compatible avec 1 'ordre peut e t r e  trouvée. 

III.A.2.- CARACTERISATION DES BASES ENWERABLES DE FAÇON 

COMPATIBLE AVEC L ' ORDRE 

Cette caractér isat ion e s t  donnée par l e  théorème suivant : 

THEOREME 2.- Soit  B~ un CPO in f in i ta i re .  

AZors i Z  ex i s te  une dnwndration v : N + B 

compatibte avec l'ordre - s s i  pour tout b E B , 
Card(ic1c E B & c 5 b) )  e s t  f i n i .  

PREUVE : 

a) S o i t  B f i n i t a i r e ,  v : N + B c a p a t i b l e  avec 1 'ordre sur B 

So i t  n(b)  = p i C v ( i )  = b l  V b r B  

v étant  compatible avec 1 'ordre, il existe,  par dé f i n i t i on ,  

au plus n(b)-1 éléments qu i  précèdent b : 

-> Card(ic1c E B & c I b)) s n(b) - 1 

b )  Inversement, supposons que Card({clc E B & c s b))  

s o i t f i n i  pour t o u t  b~ B .  



S o i t  v  une énumération quelconque de B ; montrons q u ' i  1  

e s t  possible de constru i re,  à p a r t i r  de v  , une énumération 

V" de B compatible avec 1  'ordre. 

S o i t  v' : N + B  cons t ru i te  à p a r t i r  de v  de l a  façon 

suivante : 

avec n 1  = 

I n t u i  t i v m e n t ,  ce t te  énumération es t  intéressante car e l  l e  

comporte "p lus  d ' ind ices"  pour chaque élément de B que 1 'énuné- 

r a t i o n  v  : Pour t o u t  ind ice n  E N  e t  t o u t  p  E N  t e l  que 

v l ( p )  = v (n)  , il e x i s t e  p l >  p t e l  que v 1 ( p ' )  = ~ ( n ) .  

Construisons, à p a r t i r  de v '  une énumération V" par 1  'algo- 

r i  thme suivant  : Pour t o u t  n  E IN , on conserve V '  (n)  s i  

( e t  seulement s i )  tous l es  éléments de B i n f é r i e u r s  (au sens 

de 1  'ordre sur B )  à v l ( n )  sont déjà énumérés. 

Plus précisèment, s o i t  P(x) = {yly E B 81 y s x) x  B 

Par hypothese, Card(P(x)) e s t . f i n i ,  Y x B . 
L'algori thme de construct ion de v" peut a l o r s  & t r e  d é f i n i  c m e  

s u i t  : 

i + O  

Pour t o u t  n  r O répéter  

1 p (v ' (n ) )  - c {vl(0), .  .. , v8 (n ) }  a lo rs  

F i  ns i  1 - 
Fi n ~ o u r t o u t  



(Soit par exenple B = {a,b,c) avec a s b s c 

Soit v : N -, B défini par : 

v(0) = c 
v(1) = a 
v(2) = b 

puis v(i+3) = v ( i )  V i E N 

v n'est manifestement pas compatible avec 1 'ordre . 
La construction de v' revient à énumérer : 

vu ( O )  v"(1) v"(2) v1'(3) v"(4) .... 
On obtiendra donc finalement : 

puis ~ " ( i )  = v1( i+4)  POUF i 2 4) 

L'hypothPse relative à P(x)  rend possible la construction 
de vu par 1 'algorithme précédent; i l  e s t  c la i r  que 1 'énumération 
v" obtenue e s t  canpatible avec 1 'ordre sur B . 

Il  e s t  important de noter que le théorème qui précède e s t  vrai en 
particulier dans le cas des algèbres de Peano pour lesquelles le  
nombre de successeurs immédiats es t  f ini  (Cf. 5 II-C, chapitre I I )  : 

c 'es t  donc le cas en particulier des mots e t  des arbres construits 
sur u n  alphabet f i n i .  

Mais, inversement, 1 'existence d'une énunération de la base fini ta i re  
compatible avec 1 'ordre n'implique pas la propriété d 'etre "Peano- 
f ini"  ; comne le montre 1 'exemple suivant : 



O 1 2 .. . n ... L'énunération v définie par : 

v(0) = 

v ( i )  = i+ l  i E N  - {O} 

est  compatible avec 1 'ordre 
mais IN u (11 n'est pas 
" Peano-f i ni" . 

Le théorème 2 est  important dans l a  mesure où i l  permet de carac- 
tériser également des CPO's infinitaires pour lesquels l a  base ne 
peut pas etre énumérée de façon compatible avec 1 'ordre : 

a) Dans le cas du CPO infinitaire des intervalles à bornes réelles 

(Cf. chapitre 1 ) ,  i l  est clair que 1 'ensemble des intervalles 
ouverts à bornes rationnelles contenant u n  intervalle ouvert à 

bornes rationnelles n'est pas de cardinal f ini  : 11 n'est donc 
pas possible de trouver une énumération de la base finitaire 
des intervalles ouverts à bornes rationnelles compatible avec 
1 'ordre sur cette base. 

11 en est de même des deux exemples suivants : 

b )  B { i + l n  c IN} (qui engendre le CPO infinitaire B u {O}) 
1 car i l  existe une infinite d 'élhents inférieurs B n , 

pour t o u t  n c IN . 
c)  Si 'B e t  B '  sont deux bases finitaires d o n t  1 'énumération 

est compatible avec l'ordre, i l  n'en est pas de meme de la 
base [B + B I ]  ( C h .  chapitre III) du CPO infinitaire 
[B" + BI"] car : 

11 apparatt ainsi clairement que le théorème 2 introduit u n  critere 
permettant une prmiere classification des CPO's infini taires ; ce 

cri t&re induit en outre des proprietes interessantes au niveau de 
1 'ordre, de notre metrique e t  de l a  recursivi te.  



III.A.3.- PROPRIETES DE CES ENUMERATIONS. 

a) Rappelons d'abord que nous avions dé f in i  (chapitre 1, def. 12) 

l a  notion de CPO i n f i n i t a i r e  fittrd, t e l  que : 

Montrons d 'abord : 

PROPOSITION 5.- So i t  B une base f i n i  ta i re ,  v une énunération 

de B compatible avec l 'o rd re  : 

Alors B- e s t  un CPO i n f i n i t a i r e  f i l t r e .  

En e f fe t ,  d'après l e  théorème 2, 1 'existence d'une énunération 

compatible avec l 'o rd re  implique, pour tou t  b E B : 

Card({c(c E B & c s b)) es t  f i n i .  

So i t  C E B  & c s b ,  avec ~ E B .  

c ne peut appartenir d B ~ ,  sinon, d'après l e  théorème 2 du 

chapitre 1, c sera i t  l e  supremum d'une chatne i n f l n i e  strictement 

croissante d'élëments de B . 
Il en resul te  donc que, pour tou t  b E B , 

d'apres l e  propr iete 3 du chapitre 1, ~ I e s t  f i l t r e .  

COROLLAIRE.- S$ une base p.tn$ta$re B admet une druundration 
aompcztibte aveu t'ordre, e t t e  a une struuturs d'inf-  

Ce coro l la i re  resul  t e  de l a  proposit ion precedente e t  de l a  

propr iete 4 du chapttre 1. Pour rester coherent avec les  notations 

re la t tves  au SUP, nous noterons INF(a,b) 1 'tnflmum de a e t  

b dans B , 

Rappelons que l a  propr iete 2 du chapitre 1 montrai t  dejb que, 



a e t  b é tant  deux éléments quelconques d'une base f i n i t a i r e  

B , alors  INF(a,b) é t a i t  d é f i n i  dans 0 ;  l 'ex is tence d'une 

énunération compatible avec 1 'ordre permet donc d 'ob ten i r  

que INF(a,b) E B . 
b) Au niveau de l a  métrique dv associée a une énunération v de 

B compatible avec l 'o rdre ,  notons également les  deux propr ietes 

suivantes dans lesquel les nous notons, pour s i m p l i f i e r  : 

~ ( c )  pour v i L v ( i )  = c l  Y C E B  

PROPRIETE 1.- S o i t  v une énumération de B f i n i t a i r e ,  compatible 

avec 1 ' ordre. 

Alors, pour t o u t  a,b,c E B , 

Cette p ropr ié te  peut encore & t r e  formulée : 

PREUVE : Montrons d'abord que : 

v i C v ( i )  E a A b 1  > ~ ( c )  -> INF(a,c) I a A b 

En e f fe t ,  INF(a,c) E a A b -> p iCv( i  ) E a A b l  5 v(INF(a,c)) 

or, par hypothèse ; v iCv ( i )  E a A b l  > v (c )  

e t  ~ ( c )  r v(INF(a,c)) puisque v e s t  canpatible avec 1 'ordre 

-> v i [ v ( i )  E a A b l  > v(INF(a,c)) 

-> on ne peut pas avo i r  INF(a,c) E a A b 

O r ,  INF(a,c) s a & INF(a,c) a A b -> INF(a,c)s b 

on obt ient  donc : 

INF(a,c) 5 INF(b,c) 

On montrerai t  de façon identique que INF(b,c) / a A b 



e t  donc que INF(b,c) 5 INF(a,c) 

f inalement INF(a,c) = INF(b,c) 

Comne nous l e  montrerons dans l a  propos i t ion suivante, i 1 e s t  i n t é -  

ressant, a p a r t i r  d'une informat ion r e l a t i v e  a l a  métrique, d'en 
déduire des propr iétés re l a t i ves  à 1 'ordre. 

On peut egalement montrer que : 

PROPRIETE 2.- Stt v une énumération de B f i n i t a i r e ,  compatible 

avec l ' o r d r e  sur B . 
Pour t o u t  x,y E B , avec x < y  , on a : 

Montrons d'abord que : 

Supposons qua i 1 ex i s te  c E B t e l  que : 

p (c )  s n & INF(c,x) # INF(c,y) 

Alors : 

x < y -> INF(c,x) < INF(c,y) 

O r  s v ( i  ) E INF(c,y) A INF(c,x) -> ~ ( i )  E x A y 

en e f f e t  v ( i )  s INF(c,x) & 1 v ( i )  s INF(c,y) 

car, s i  v ( i )  s y , alors  v ( i )  s INF(c,y) 

Il en résu l te  que : , 
v ( i )  5 INF(c,x) & 1 v ( i )  s INF(c,y) 



Il en résu l t e  que : 

ri(INF(c,y)) > n 

Or, l 'énunérat ion v de B e s t  canpatible avec 1 'ordre sur B 

-> ~ ( c )  2 ri(INF(c,y)) > n 

ce qui  e s t  en cont rad ic t ion avec 1 'hypothèse i n i t i a l e .  

Inversement, montrons que : 

pour t ou t  x,y E B t e l  que x < y  

s o i t  encore que : 

1 dV(x,y) > & x c y -y 3 c te1 que ~ ( c )  s n & INF(c,y) Z INF(c,x) 

En e f f e t ,  dv(x ,y) > & 3 c t e l  que ~ ( c )  s n & c r x A y 

or, x < y E > x A y =  {b ~ B l b s y  & - r b s x )  

-> 3 c t e l  que ~ ( c )  s n & c s y & 1 c s x 

-> 3 c t e l  que ~ ( c )  s n & INF(c,y) = c & INF(c,x) # c 

c.q .f .d. 

Les propr ietes énoncees jusqu'à présent semblent sans rappor t  avec 

l a  c a l c u l a b i l i  té; notons pourtant  que : 

PROPRIETE 3.- So i t  B une base f i n i t a i r e  effective pour une 

énunération v compatible avec 1 'ordre sur B . 
Alors, l a  r e l a t i o n  : v (z )  = INF(v(x),v(y)) 

es t  récursive en x , y e t  z . 

En e f f e t ,  v(z )  = INF(v(x),v(y)) 

-> V (Z )  = S U P { V ~ ~ ) ~ V ( ~ )  s V(X)  6 ~ ( t )  L v(Y)} 

Or,  il resso r t  du theorème 2 que : 

{ v ( t ) l v ( t )  s v ( x )  & v ( t )  s ~ ( y ) }  e s t  f i n i .  



Etant donné que l a  r e l a t i o n  : 

V(Z)  = SUP{Y(vfin(x)) 1 . 
e s t  récursive, l a  propr ié té  3 en resu l t e  irnnédiatement. 

On peut a lors prouver, en u t i l i s a n t  ces propr iétés : 

PROPOSITION 5.- S o i t  B une base f i n i t a i r e  e f f e c t i v e  pour une 

énumération v canpatible avec l ' o r d r e  sur B ; 

s o i t  (bi liEH une su i t e  de Cauchy ef fec t ive,  
de regulateur de convergence r é c u r s i f  $ e t  de 

l i m i t e  e f f ec t i ve  b E COMP(B) ; alors, pour tou t  

C e B :  

c 5 b - ssi  c = INF(c,b 
W C ) ) )  

En e f f e t ,  montrons d'abord que si (bi)icH e s t  de Cauchy e f fec t i ve .  

il en e s t  de même de l a  s u i t e  ( I N F ( c ~ ~ ~ ) ) ~ ~  . 
O r ,  nous avons vu, dans l a  preuve de l a  propr ié té  2, que : 

INF(c,bi) A INF(c,b .) c bi A b j  
J - 

Il en résu l te  que : 

pkCv(k) E INF(c,bi) A INF(c,bj)1 r pkCv(k) r bi A b.] J 

Or ,  (bi) e s t  de Cauchy e f f ec t i ve  : 

- (lNF(c,bi))iÉH e s t  de Cauchy e f fec t i ve ,  de regulateur $ . 
D'autre part,  pour t o u t  c E B ; 



La su i te  ( I N F ( c , ~ ~ ) ) ~ ~  devient  s ta t ionnai re  a p a r t i r  du 

rang p (c )  e t  on a  donc : 

INF(c,b) = l i m  i INF(c,bi) = I N F ( C , ~ $ ( ~ ( ~ ) ) )  . 

Il en résu l te  que : 

<-> INF(c,lim b i )  = c  
i 

autrement d i t  : 

c  5 b - s s i  c  = INF(c,b 
O( i i (c1))  c.q.f.d. 

11 e s t  c l a i r  que cet te  proposi t ion e x p l i c i t e  l e  t h é o r h e  1 dans l e  

cas de bases f i n i  t a i r es  e f fec t i ves  ayant une s t ruc tu re  d '  inf-demi- 

t r e i l l i s  e f f e c t i f .  Il résulhe de l a  propr ié té  1 de ce chapi t re  l e  

co ro l l a i r e  irmiédiat su ivant  : 

COROLLAI RE. - Iiam k s  conditions de t a  proposition 5, si (ai )i 
est t a  direction associde d Za suite de Cauchy 

La preuve en e s t  immédiate puisque : 

- I l m  bi = SUP ai 
i i - l a  s u i t e  (ai ) es t  de Cauchy, de régulateur 1  ' i d e n t i t 6  

sur N . 
Il en résu l t e  que : 



On ob t i en t  donc, par l e  même raisonnement que précédemnent : 

c A SUP ai = lim(INF(c,ai)) = I N F ( C , ~ ~ ~ ( ~ ) )  
i i 

e t  donc finalement : 

c 5 SUP ai - ssi  c = INF(c,aP(,)) 
i 

L ' i n t é r e t  de l a  proposi t ion 5 e t  de son c o r o l l a i r e  e s t  évidement 

de donner une caractér isat ion simple des éléments décidables dans 

l e  cas des bases énunérees de façon compatible avec 1 'ordre; c ' es t  

d i r e  en p a r t i c u l i e r  dans l e  cas des CPO's i n f i n i t a i r e s  e f f e c t i f s  

répondant aux condit ions du théorème 2. 

Ce premier c r i  t e re  d'existence d'une enumération canpatible avec 

1 'ordre a donc permis une première c l a s s i f i c a t i o n  des CPO's i n f i -  

n i t a i r e s  étudiés dans l e  chapi t re  1. 

La paragraphe qui  s u i t  i n t r o d u i t  un second c r i t è r e  dest iné 3 carac- 

t é r i s e r  les  CPO's i n f i n i  t a i r e s  pour lesquels les  notions d'éléments 

i n f i  n i  t a i r es  e f f e c t i f s  e t  d 'éléments i n f i n i  t a i r es  décidables corncident. 

1 B - CPO'S INFINITAIRES PRBORESCENTS, 

11 e s t  in tu i t ivement  évident que, s i  x E COMP(C*) es t  un mot 

i n f i n i t a i r e  e f f e c t i f ,  on peut toujours décider s i  b E C* e s t  t e l  

que b s x ; de mhe, s i  t es t  un arbre i n f i n i t a i r e  e f f e c t i f  

n'ayant pas de fi à profondeur f i n i e ,  on peut é c r i r e  un algorithme 

de déci  s ion pour b s t , où b e s t  un arbre f i  n i  . 
Par contre, s i  1 'on considère 1 'ensemble des supports d 'arbres 

d ' a r i  t é  i n f é r i eu re  ou égale à 2 , ' s o i t  t = SUP(ti) un élément 

i n f i n i  t a i r e  obtenu 3 p a r t i r  des ti d é f i n i s  : 

ti = c c -  i f o i s  

11 e s t  c l a i r  que l ' o n  ne peut pas décider dans ce cas s i  l ' a r b r e  f i n i  : 



est  "inclus" ou non dans t : On ne peut en effet  décider s i  

la branche f in ie  dans t doit &tre  ou non prolongée. 

Nous définissons dans ce paragraphe la notion de CPO infini taire 
arborescent destinée à mettre en évidence les structures particu- 
lières dans lesquels tout élément infini t a i re  effectif e s t  déci- 

dable. 

* 
II 1 .B .  1. - QUELQUES RAPPELS ET DEFINITIONS : 

Afin de mieux définir la  notion de "successeur immédiat" dans une 

relation e t  de l 'associer à la définition d ' u n  sys the  de 
Peano C561 , nous rappelons la construction de J. SCHMIDT Cl161 
inspirée des travaux de RIGUET Cl121 . 
Soit R une relation définie sur u n  ensemble E . On peut lui 
associer sa cl8ture transitive par u n  opérateur de clbture supérieure 
nomné tmm, cl assiquement déf ini par : 

trans(R) = R u R R  u RRR u ... V R E P(E x E )  

On peut aussi extraire d'une relation R - c E x E tous les couples 

(x,y) te ls  que : # 

(x,y) E R & 3 z ( ( x , z )  E R & (z,y) E trans(R)); 

autrement d i t ,  définir u n  opérateur n m é  Cons (pour consecutif) 

par : 

Il  es t  clair  que cet opérateur e s t  une fermeture inférieure sur 

P(E x E ) ;  On a : 

(x,y) E Cons(R) - ssi y e s t  successeur immédiat de x ,  

ou y "domine" x ( les deux dénominations sont couramment 
uti 1 i sées en théorie des ensembles ordonnés). 



On peut a lo rs  d é f i n i r  deux ensembles de re la t ions  en correspondance 

b i  univoque (par une correspondance de Ga1 o i  s )  : 

- l es  re l a t i ons  d i  tes "cons&cutives" Cl161 

ou "de voisinage" C511 

R = Cons(R) 

- les  re l a t i ons  d i t e s  "à sauttt Cl163 

ou "disorètestt C511 pour lesquel les il ex is te  une 

r e l a t i o n  consécutive c t e l  l e  que : 

On a donc : 

1 R consécutive - ssi  R = Cons(trans(R)) 

R à saut - ssi R = trans(Cons(R)) 

Nous dirons, d 'au t re  part ,  qu'une r e l a t i o n  R - c E x E v é r i f i e  les  

axiomes de Peano s i  : 

1) (x1.y) f R & (x2,y) r R -' X 1  = X2 

2) E e s t  l a  c lb tu re  f i n i e  (par R) de l'ensemble A 

des é l h e n t s  de E sans prédécesseur : 
Y a r A ,  $ X ( X E E  & ( x , a ) r R )  

Notons qu'une ordre peut v é r i f i e r  ces deux axiomes sans e t r e  un 

ordre à l au t ,  comne l e  montre 1 'exemple suivant : 



dans lequel l e s  axianes 1 e t  2 de Peano sont b ien vé r i f i é s ,  mais 

où l ' o n  ne peut, par c l d tu re  f i n i e  de l a  r e l a t i o n  de succession 

iméd ia te ,  a r r i v e r  à c par les  xi, 

Enfin, un ensemble ordonné (E,s) e s t  d i t  arborescent s ' i l  v e r i f i e  

l a  condi t ion suivante : 

Y x (x E E -> (SIIy E E & y 5 X }  es t  totalement ordonne). 

(Dans les travaux r e l a t i f s  aux ensembles ordonnes, on d i t  a lo rs  

que (E,s) e s t  un "ensemble rami f ié"  E711 ou "arbre" C116, 62 1, 
e t  "arbre de Peano" s i  de plus les  deux axiomes de Peano c i t é s  aupa- 

ravant sont v é r i f i é s ;  pour év i t e r  tou te  confusion avec l es  éléments 

du magMa l i b r e ,  nous u t i l i s e r o n s  uniquement l e  terme "ordre arbo- 

rescent" ou "ensemble ordonné arborescent" précédemnent d e f i n i ) .  

Notons que t o u t  ordre arborescent v é r i f i e  1 'axiome 1 du Peano 

( u n i c i t é  du prédécesseur) mais pas nécessairement l 'axiome 2 de 

c l 8 tu re  f i n i e  a p a r t i r  d'un ensemble d'éléments minimaux : Ainsi, 

par exemple, l'ensemble des rée ls  (1 - l / n I n  E N I  u ( 2 )  , muni 

de l ' o r d r e  nature l  sur R , ne v é r i f i e  pas ce t  axiome. 

On d o i t  a J. SCHMIDT l a  proposi t ion importante qui  s u i t  : 

PROPOSITION 6.- E 1161 : S o i t  (E,s) un exemple ordonne, l es  
t r o i s  p ropr i  6tes suivantes sont equivalentes : 

1) E e s t  ordonné par saut e t  v e r i f i e  le3  axianes 

* de Peano, 

2)  Y x (x E E -  { Y ~ Y  E E & Y a XI) e s t  

doublerne'nt b ien ordonne, 

3) (E,s) es t  arborescent e t  v e r i f i e  l es  axiomes 

de Peano. 

Dans ce t te  proposit ion, nous u t i l i s o n s  l a  caracter isat ion de el171 
des ensembles b ien ordonnes : Un ensemble C e s t  d i t  b ien ordonne 

(resp, doublement bien ordonne) - ssi  il es t  totalement ordonne e t  



v é r i f i e  l a  condi t ion du minimun (resp. l a  condi t ion du minimum 

e t  du maximun) c 'es t -a-d i re  s i  toute p a r t i e  de C possède un élé-  

ment minimal (resp. un élément minimal e t  un élénent maximal). 

PREUVE : 

a) Montrons d'abord que 1 -> 2 par induction. 

Notons, pour s i m p l i f i e r  l +  ,XI l'ensemble : 

{YIY E E & ~ 5 x 1  
11 e s t  c l a i r  que, s i  e E E es t  un élément minimal de E 

(axiane 2 de Peano), a lo rs  1 * ,el  = {e3 e s t  doublement b ien 

ordonné; montrons que, s i  1 + ,XI e s t  doublement b ien ordonne, 

Y x E E , e t  s i  y domine x (ou : (x,y) e Cons(<)) , 
a lo rs  1  + ,y1 = 1 + , x l  u {y*} . 
Etant donné que s e s t  un ordre à saut, on a : 

ou 3 z E E t e l  que w < z & (z,y) E Cons(5) - 
O r ,  d'après l e  premier axiome de Peano ( l e  prédecesseur e s t  

unique) ceci entratne : w = x dans l e  premier cas, 

z = x dans l e  second. 

11 en résul  t e  que W < Y - > w  s x  

et ,  p lus généralement, w s y -+ w s x 

On a donc, imnédiatement : 

1 +  ,Y1 1 + , X I  u {Y) 

L ' i nc lus ion  inverse e s t  immediate puisque (x,y) E Cons(s) 

-> ((X,Y) E: Cons($) - 1 + ,YI = 1 + , X I  U {Y) 1, 
il en resu l t e  donc que 1 + ,y] e s t  doublement b ien ordonne, 

ce qu i  montre que 1 3) 2 . 
b) Montrons maintenant que 2 -> 3 . 

Le f a i t  que 1 + ,XI s o i t  totalement ordonne, pour t o u t  x E E , 
r6su l  t e  de l a  d e f i  n i  t i o n  du bon ordre. 11 res te  donc 8 prouver que 

les  axiomes de Peano sont v e r i f i e s .  



- L ' u n i c i t é  du prédécesseur resu l  t e  du f a i t  que 1 + ,y[ , 
avec y non m i  nimal, possède un élément maximal. 

- Montrons que E  e s t  l a  c l8 tu re  ( t r a n s i t i v e )  de 1 'ensem- 

b l e  A - c E des éléments minimaux (par rappor t  à Cons( s)) ; 

notons d'abord que t o u t  é l h e n t  minimal de E  appart ient  

i3 E  ; puis, par induction, supposons que x E E  e t  

montrons que (x,y) E Cons(<) =-=>y E E  : s ' i l  n'en é t a i t  

pas a ins i  , E  ne s e r a i t  pas ordonné par saut, ce qui 

con t red i r a i t  l e  f a i t  que 1 -> 2 . 
(On peut aussi ne pas u t i l i s e r  l e  f a i t  que 1 -> 2 en notant que, 

s i  M e s t  l a  c lo tu re  de 1 'ensemble A des éléments minimaux de E  , 
alors  1 + ,XI - c M => x E M ; or  SCHMIDT Cl171 a montré que, 

s i  E  v é r i f i a i t  l a  condi t ion 'du minimum, a lo rs  il cornc ida i t  avec 

M ; d'où l e  r é s u l t a t ) .  

c )  Montrons en f i n  que 3 => 1 . 
Il s u f f i t  de montrer que 5 = trans(Cons(s)) , autrement d i t  

que x s y - ssi (x,y) E trans(Cons(<)) ; d'abord, il est  evident 

que : 

Montrons l a  propr ié te  inverse par induct ion sur y ; notons 

d'abord qu 'e l le  e s t  t r i v ia lement  vra ie  s i  y E A (y  minimal); 

supposons maintenant que : 

S o i t  t t e l  que (y, t )  E Cons(s) e t  montrons que : 

O r ,  1 + ,tl es t  totalement ordonne -> on a , s o i t  y s z , 
s o i t  z < y . 

. S i  y s z ,  a lors  y s z < t  

(Y&)  E Cons(s) 

-> (z, t) trans(Cons(s)) 



. s i  z < y , alors ,  par hypothèse : 

et, puisque (y,t) Cons( S) , on a également (par 
d é f i n i t i o n  de t rans)  : 

(z,t) E trans(Cons(s) ) 

Il en résu l t e  que 5 e s t  un ordre a saut, ce qu i  conclut  
l a  preuve de l a  proposi t ion 6 . 

Cette propos i t ion s'avérera t res  u t i l e  par l a  s u i t e  dans l e  cadre 
de 1 'étude de CPO's i n f i n i t a i r e s  arborescents d é f i n i s  par : 

DEFINITION 2.- Un CPO i n f i n i t a i r e  B- e s t  d i t  arboresosnt s i  sa 
base f i n i  t a i r e  B v e r i f i e  1 'une des t r o i s  propr ietes 

enoncees dans l e  propos i t ion 6. 

Ains j, parmi les  exemples t r a i t é s  dans l e  chapi t re  1 : 

- zW e s t  un CPO i n f i n i  t a i r e  arborescent : Les successeurs 

immédiats de x , x E C* , sont de l a  forme xa  , 
avec a E C . Mtrement d i t ,  s i  s e s t  l a  r e l a t i o n  " 6 t r e  
facteuwgauchede" , alors  : 

V x,y E L*, (x,y) E Cons(r) 3 a , a  r 1 t e l  que y xa  

Les e l h e n t s  minimaux sont l es  mots de longueur 1 e t  i 1 

e s t  c l a i r  que : 
t 

y r C* - s s i  4 x t e l  que L ( x )  = 1 & (x,y) trans(Cons(5)) 

- Dans l e  cas des arbres, on peut considerer l'ensemble des 

arbres i n f i n i s  maximaux (pour 1 ' ordre "syntaxique") en 
t a n t  qu ' 61 &nents purement i n f i n i  t a i  res  generes : 

. s o i t  par 1 'ensemble T(E u In)) des arbres f i n i s ,  
.. 

s o i t  par T '  ( C  u {n)) , ensemble des arbres f i n i s ,  



où l e s  il n'apparaissent  qu 'à  une profondeur maximale. 

L'ensemble des arbres où l e s  il n'apparaissent qu 'à  une profondeur 

maximale ( f i n i e  ou i n f i n i e )  const i tue  également un CPO i n f i n i t a i r e  

arborescent. 

II 1 .B. 2. - PROPRI ETES DES CPO'S INFI NITAIRES ARBORESCENTS. 

Il r é s u l t e  de l a  p ropos i t i on  6 l e s  propr ié tés  importantes suivantes : 

PROPRIETE 4.- Dans un CPO i n f i n i  t a i r e  B~ arborescent, t ou te  p a r t i e  

d i r i g é e  A , A - c B , e s t  totalement ordonnée. 

En e f f e t ,  s o i t  z = SUP A , A - c B d i r i gée .  

Il r é s u l t e  de l a  p ropos i t i on  6 que 1 + ,zl e s t  tota lement  ordonné, 

d 'où  l a  propr ié té .  

11 en r é s u l t e  également : 

PROPRIETE 5.- Dans un CPO i n f i n i t a i r e  B~ arborescent, 1 'o rdre  

sur  B e s t  d i s t r i b u t i f .  

A montrer : INF(a,SUP(b,c) ) = SUP( INF(a,b) ,INF(a,c)) 

Notons d'abord que s i  z = SUP(b,c) e s t  d é f i n i ,  a l o r s  z majore 

INF(a,b) e t  INF(a,c) : SUP(INF(a,c),INF(a,b)) e x i s t e  donc. 

D 'aut re  par t ,  il resu l  t e  de l a  p rop r ié te  précédente, que : 

INF(a,SUP(b,c)) = INF(a,b) s i  SUP(b,c) = b 

INF(a,c) s i  SUP(b,c) = c 

d 'au t re  p a r t  : 



PROPRI ETE 6. - Dans u n  CPO infini taire arborescent B- , toute 
chatne croissante majorée dans B es t  f in ie .  

Cette propriété es t  une conséquence imnédiate du 2 de la propo- 
si  tion 6 ; el le  interdit des situations tel les que : 

avec B(" = {y) 

Notons d 'ai l leurs que l'existence d'une énumération de B compatible 

avec l 'ordre implique la propriété 6 ; alors que le  contraire es t  

faux, corne le  montre 1 'exemple de 1 'ordre plat sur N u EL) 

Il résulte de cet te  propriété : 

PROPRIETE 7.- Dam un CPO i n f i n i t a i r e  arborescent, tout  dlément 
purment i n f i n i t a i r e  e s t  maxhal. 

En e f fe t ,  x E B~ - ssi x e s t  le SUP d'une chatne infinie d'éléments 
de B deux 8 deux distincts ( ~ f ~ t h .  2,  chapitre 1) : la propriété 
6 implique que x ne peut étre majore dans B . 

Cette dernière propriété e s t  évidente dans le cas des mots e t  des 
arbres infinis;  e l l e  es t  manifestement fausse par exemple dans le 
cas du CPO (non arborescent) des intervalles reels. 

En matiere de calculabi l i  t e ,  l e  theorême suivant montre 1 ' i nteret 
des CPO's SnfinS taires arborescents : 

THEOREME 3. - Diane un CPO i n f i n i t a i r e  arboresoent, tout d l h e n t  

eff e o t v  e s t  ddoidable. 



S o i t  en e f f e t  B une base f i n i t a i r e  e f f e c t i v e  pour une énuneration v . 
s o i t  a e COMP(B~) .  

- s i  a es t  f i n i t a i r e ,  a l o r s  il es t  décidable, 

- s i  a es t  purement i n f i n i t a i r e ,  a lors  il ex i s te  x E I N  

t e l  que : 

a = SUP{v(i) l i  w x l  

où l a  su i te  ( ~ ( i ) ) ~ ~ ~  e s t  croissante; construisons une su i  t e  

e f f ec t i ve  str ic tement croissante e t  ayant pour SUP l 'é lément a , 
c'est-a-di re un ensemble w t e l  que : 

Y 

a = SUPtv(i) l i  É w l avec : ~ ( @ ~ ( i ) )  < ~ ( + ~ ( i + l ) )  
Y 

Y i r N  

D e f i  n i  ssons pour ce1 a 1 ' a l  go r i  thme suivant  en posant : 

Pour t o u t  

tantque v ( x j )  , V(Y,-~) repeter 

1 j + j + l  

1 f in tantque 

F in  pour t ou t  

00 g ca lcu le  l a  fonct ion SUP (g  recursive par d e f i n i t l o n  de 

l a  base e f f ec t i ve ) .  

I l  en resul  t e  que : 

a = SUP{v(i ) 1 1  r w,) 

f recursive 

i ) str ic tement c r o l  r i an te .  



S o i t  a l o r s  b  E B ; montrons que a e s t  décidable en cons t ru i san t  

un a lgor i thme de déc i s ion  pour b 2 a : 

tantque v(yn) < b répéter  

n + n + l  

f in tan taue 

Montrons d 'abord que c e t  a lgor i thme f o u r n i t  un r é s u l t a t  en un temps 

f i n i  : Ceci r é s u l t e  immédiatement de l a  p r o p r i é t é  6 . 
On o b t i e n t  a l o r s  à l a  s o r t i e  : 

3 no t e l  que v(yn ) < b 
O 

- s i  v(y, ) L b  a lo rs  : 
O 

b i a puisque v(yi) < a pour t o u t  i 

- sinon, v (y  ) e t  b sont  incomparables, 
no 

-> 1 'ensemble {v (y  ),b,a) n ' e s t  pas d i r i g é ,  
O 

o n a  l b s a  

Il r é s u l t e  de ce théorème l e s  c o r o l l a i r e s  su ivants  : 

COROLLAIRE 1. - Tout mot infinitaire effectif est ddcZdabZe. 

COROLLAIRE 2.- T u u t  arbre infinitaire effectif m a h a 2  est ddoidabte. 

Ces cor01 1 a i r e s  r e s u l  t e n t  immédiatement des remarques s u i v a n t  l a  

d é f i n i t i o n  2; de même, en u t i l i s a n t  le théorème 2 : 

COROLLAIRE 3.- Tuut mot infinitaire de C O M P ( ~ )  orrt limite 

effeotiua d'une suite de Cauchy effeot2ve 

d'dlhents de C* . 
e t  e n f i n  : 



COROLLAIRE 4.- Tout arbre (nf ini ta3e effect i f  &% eet  Z M t e  

effective d'une a d t e  de Cauchy effsot;ve d'arbres 

finis. 

Notons que l a  d-nstrat ion du thgoréme 3 e t  l e s  co ro l l a i r es  qui  

l e  suivent res ten t  v ra is  dans l e  cas plus gCnera1 de CPO's i n f i n i -  
t a i r e s  e f f e c t i f s  dans lesquels : 

- tou te  pa r t i e  d i r i gée  e s t  totalement ordonnCe, 

- tou te  chatne croissante majorCe par un m lé ment de l a  

base es t  f i n i e .  

Nous concluons ce chapi t re par quelques résu l t a t s  r e l a t i f s  aux 
fonctions ( e t  fonct ionnel les)  calculables. 

I V  - FONCTIONS CALCULABLES 

Nous avons montré dans l e  chapi t re  precedent, que l e s  fonctions 
continues calculables de B" dans B lm pouvaient e t r e  dé f in ies  : 

- en t a n t  q u ' é l h e n t s  de COMP([B" -+ BI"]) 

- en tan t  que morphismes e f f e c t i f s  de (COMP(B') ,vm) vers 

( ~ ~ M P ( B ' ~ ) , u ' ~ )  oti vw (resp. v ' l  es t  l 'enunerat ion 
e f f e c t i v e  de B- (resp. Bim) cons t ru i te  I p a r t i r  d'une 
enuneration e f fec t i ve  v (resp. v ' )  de l a  base f i n i -  

t a i r e  B (resp. B I ) .  

Ceci etant  valable pour tous l e s  CPO's i n f i n i t a i r e s  e f f e c t i f s  8" 

e t  B ' =  , on peut etendre ces resu l t a t s  I des fonct ions continues 
de type" superieur, c 'es t -&-d i re  generalement aux fonct ionnel  les; 

l a  premiere caracter i  sa t ion  correspond 8 ce1 l e  des fonct ionnel les  
calculables, e t  l a  seconde 8 c e l l e  des fonct ionnel les e f fec t ives 
dont EGLI e t  CONSTABLE C441 , pu is  SCIORE e t  TANG C 1191 ont  

montre 1 'equivalence. Notons aussi qui il es t  possible de caracte- 
r i s e r  toute  fonct ionnel le  e f f e c t i v e  en t an t  qu'elëment d'une 



s-classe (au sens de C501 ) : On peut a l o r s  d é f i n i r  une t e l l e  

fonct ionnel le en t a n t  que plus p e t i t  po in t  f i x e  ( e f f e c t i f )  d'un 

opérateur d%nunération (a l a  ROGERS C1131) , ce qui correspond 

à une troisième caractér isat ion de t e l l e s  fonct ionnel les;  on pourra 

se repor ter  a l o r s  géneralment aux travaux de POUR-EL C1091 pour 

une étude canparative exhaustive des diverses caracter isat ions 

d'operateurs calculables.  

Nous nous attachons plus part icul ièrement dans l a  su i te  de ce 

t r a v a i l  à l a  vers ion e f f ec t i ve  du chapi t re  III : Notions de conver- 

gence e f f e c t i v e  d'une su i t e  de fonctions, de compacité e f fec t i ve ,  

de con t inu i té  (uniforme) ef fect ive.  Nous donnons auparavant une pre- 

mière conséquence des résu l t a t s  qui précèdent dans l e  cas de fonc- 

t ions contractantes. 

So i t  f E C O M P ( C B ~  + Bm1), avec BW CPO i n f i n i t a i r e  e f f e c t i f  de 

base f i n i t a i r e  e f f e c t i v e  B par rappor t  à une enuneration v . 
Rappelons que f es t  d i t e  contmtante  C411 pour l a  métrique dv 

(ou d,-contractante) s ' i l  ex is te  k < 1 t e l  que : 

On montre a lo rs  faci lement : 

PROPOSITION 7.- So i t  (bi)iEN une s u i t e  de Cauchy e f f e c t i v e  d 'é lé -  

ments de B , de l i m i t e  b ; s o i t  f E C O M P ( [ B ~ - *  B-1) 

dv-contractante; a lo rs  l a  su i  t e  (f (bi ))ia e s t  de 

Cauchy e f f ec t i ve  e t  converge effect ivement vers 

f (b)  

En e f f e t ,  par d é f i n i t i o n  des sui tes de Cauchy, s i  $ e s t  l e  régula- 

teur de convergence e f f e c t i f  de (bi) , on a : 

- l a  sui t e  ( f  (bi)) es t  de Cauchy, de regulateur de convergence $ . 



D'autre part,  l a  su i t e  (f(bi))idl es t  e f f e c t i v e  car : 

bi = v (G( i ) )  avec G récurs i f ,  

-9 f(bi) = v ( G 1 ( i ) )  avec 8' r é c u r s i f  

par app l i ca t ion  de l a  proposi t ion 5 du chapi t re I V .  

Il en résu l t e  que (f(bi))igl e s t  de Cauchy e f fec t i ve ;  e l l e  conver- 

ge donc effectivement dans C O M P ( ~ )  ; l e  f a i t  qu 'e l  l e  converge 

vers f (b)  es t  évident ( l a  preuve es t  l a  même que ce1 l e  qui  a permis 

de montrer que ( f  (bi ) ) e s t  de Cauchy). 

Il résu l t e  innediatement du theorème 1 l e  c o r o l l a i r e  suivant  : 

COROLLAI RE 1. - S o i t  COHP(B-) un CPO i n f i n i t a i ~ e  effectif. 

f r COMP(IB* -t B-1) une fonct;on dv-contractunte. 

AZOP~. pour ta<t x C(MP(B-) , 
x ddcidabte =-=+ f ( x )  ddcidabte. 

11 s u f f i t  de reprendre l a  propos i t ion 7, avec x = l i n  bi, bi E B 
i- 

Enfin, l e  theorëme de BANACH C411 r e l a t i f  au plus p e t i t  po in t  

f i x e  dans des espaces métriques complets conduit à : 

COROLLAI RE 2. - S o i t  f r COMP(CB~  + kl ) une fonct ion continue 

ca t cukb te  dv-contractante; a l o r s  f a un 8eut 

p o i n t  f-ke qui eet  ddcidabte. 

En e f f e t ,  il s u f f i t  de remarquer que, pour t ou t  b E B , on a pour 

t ou t  m > n : 

d v ( f n ( b ) , ~ ( b ) )  

Il en résu l t e  que l a  s u i t e  (fi(b))irN es t  de Cauchy e f f e c t i v e  

e t  converge donc dans cOMP(B) vers l e  po in t  f i x e  de f , qui 

e s t  décidable en app l i ca t ion  du theorème 1. Le f a i t  que c e t t e  l i m i t e  

s o i t  unique e t  po in t  f i x e  de f résu l t e  du theorMe de Banach sur 

les  espaces métriques complets. 



11 r e s t e r a i t  a s ' i n te r roger  sur l a  s i g n i f i c a t i o n  de l a  dv-contrac- 

tance pour des fonct ions continues calculables au sens des CPO's. 

En f a i t ,  une étude plus générale des propr ié tés  de points f i x e s  dans 

les  CPO's e t  l es  espaces métriques associés d o i t  pouvoir e t r e  entre- 

p r i se  & p a r t i r  de l a  d é f i n i t i o n  de l a  métr ique proposés dans l e  

chapi t re  II e t  des résu l t a t s  obtenus dans l e  cas des CPO's i n f i n i -  

t a i r es  e f f e c t i f s .  

Etant donné deux bases f i n i t a i r e s  e f f ec t i ves  E l  e t  0 '  par rapport  

aux énunérations respectives v e t  v '  , il e s t  c l a i r  que l es  

complétés CwP( @ + B' ] )  e t  COMP([B" - 6 ' 7 )  de l a  base f i n i t a i r e  

CB + B' 1 ( C f .  chapi t r e  IV)  ne sont p lus r e l  i e s  que par 1 ' i nc lus ion  

(non e f f ec t i ve )  : 

COMP(CB +BI ] )  C O M P ( ~ "  + ~ ' ~ 1 )  

l es  éléments e f f e c t i f s  du complété métrique étant  les  éléments déci- 

dablrs du complété mw + B ' ~ ]  , c'est-&-dire l e s  fonct ions a 
graphe décidable. Nous nous intéressons plus part icul ièrement a ces 

dernieres et ,  a f i n  d 'obten i r  des résu l t a t s  comparables & ceux du 

chapi t re  1 II, montrons que COMP(~ )  est, pour not re  métrique, 

effect ivement canpact. 

Définissons d'abord ce qu 'es t  un recouvrement e f f e c t i f  de boules 

ouvertes de COMP(B) avec B f i n i t a i r e  e f f ec t i ve .  

DEFINITION 3.- Un recouvrement R, de boules ouvertes Oi(xi ,ni) , 
ni E N e t  xi décidable, e s t  d i t  effectif s 'i 1 

ex i s te  un prograine 6, d'énungration de ces boules. 

Notons que 1 'appartenance d'un élément de COMP(B) & une de ces 

boules es t  décidable (par d é f i n i t i o n  de not re  métrique) ; d'aut re  

part,  notre d e f i n i t i o n  p r i v i l ê g i e  l e  po in t  de vue métrique, puisque 

nous considérons des recouvrements par des boules e t  non par des ouverts. 



Pooons a lors  : 

DEFINITION 4.- Un espace métr ique r é c u r s i f  es t  d i t  effect ivement 

compact s i ,  de t o u t  recouvranent e f f e c t i f ,  on peut 

ex t ra i r e  par une procédure e f f e c t i v e  un recouvranent 

f i n i .  

Montrons a lo rs  l e  : 

THEOREME 4. - COMP(B) est effectivement compact. 

S o i t  B une base f i n i t a i r e  e f fec t i ve  par rapport  à une énunération 

v . Associons à chaque élénent x E B l e  mot i n f i n i  m(x) e {0,1)" 

d é f i  n i  par : 

= O sinon. 

Considérons 1 'arbre i n f i n i  b i na i r e  complet A où un élénent de B 
e s t  représente, même s ' i l  e s t  f i n i ,  par une branche i n f i n i e .  

Parmi les  branches i n f i n i e s  de A , certaines représentent des 

éléments de ; d'autres, d i  tes  "incohérentes", sont incompatibles 

avec l es  propr iétés des CPO's i n f i n i t a i r e s  : Pour prouver l e  

t h C o M e  4, nous a l  Ions montrer que 1 'on peut effect ivement associer 

a toute  branche i n f i n i e  de A une sous-branche f i n i e  incohérente 

ou associée a un é l h e n t  de B . 
Définissons, pour toute branche i n f i n i e  a E A , l e  "support" de 

a par : 
o(a )  = { i la i  = 11 

Montrons a lors  : 

LEmE 1.- 3 x E B te2 que a = m(x) 

i,j E d a )  , v ( i )  + v ( j )  & 

(iir> & pkCv(k) = SUP(v( i ) ,v( j ) ) l  E ~ ( a )  
e t  - 

i , j ( i  u (a )  W j )  s v ( i ) ) - >  j E  d a ) )  



Monscons d'abord -> 

So i t  x E B t e l  que a = m(x) 

Par d é f i n i t i o n  de m(x) e t  du canplété, il existe un idéal  1 B 

t e l  que : 

Les propriétés de a(a) résul  ten t  alors directement de ce l les 

de 1 ' idéal  associé a x . 
<- : De l a  même façon, les propriétés de o(a) permettent de 

de f i  n i r  un idéal  1 - c B t e l  que ( a )  = i v ) E 1 ; on a donc 

a = m(x) , avec x = SUP r 

Nous dirons qu'une branche i n f i n i e  a E A es t  incohérente - ssi  

3 x E B t e l  que a m(x) . Montrons alors 

LEMME 2.- U n e  branche a E A e s t  inoohdrente & i Z  &ste une 

sous-brcmohe f in i  B teZZe que Za brcurohe l.l.ou doi t  

incohdrente. 

oO 6 1 IO@ représente . l a  sous-branche f i n i e  6 suiv ie  d'une i n f i n i  t é  
de O . 
Notons d'abord que, s i  a admet une sous-branche f i n i e  f3 t e l l e  

que $ 1  ( O  s o i t  incohérente, a lors  l a  branche a e s t  incohérente. 

A l ' inverse, il suf f i t  d ' exp l i c i t e r  l a  dé f i n i t i on  de l'incohérence : 

En e f fe t ,  a 4 m(B) <P-., a) 3 i,j E d a )  t e l  que : 

1) ou v ( i )  t v ( j )  

2) ou v ( i )  t v ( j )  mais 

vkrv(k) = SUP(v(i),v(j))l k d a )  
OU - 

b)  3 i ,  t e l s q u e :  

E ( a )  , ( )  ( 1  e t  j / a(a) 

Dans les  cas a-1 e t  b , posons t = SUP(i , j) ; il s u f f i t  alors 



de prendre pour l a  sous-branche de a de longueur l . Dans 

l e  cas a-2 , il s u f f i t  de poser t = SUP(i,j,k) e t  de d é f i n i r  

6 de l a  même façon : Dans ces t r o i s  cas, 1 ' incoherence d ' une 

branche i n f i n i e  es t  donc caractérisée par l'incoherence d'une sws-  

branche fi nie; i 1 en résul te  donc que 1 ' i ncoherence es t  semi-deci- 

dable. 

Montrons en f in  : 

LEMME 3.- ï 2  ex is te  un procddd e f f e c t i f  uniforme quC, pour toute 

bouZe Oi (x , ni ) de centre xi ddcidubte e t  de r w o n  
1 - pemet d'obtenir un mot fini mi t e l  que 
ni 

Soit  en e f fe t  l e  sous-mot i n i t i a l  de m(xi) de longueur ni . 
Pour construire mi , il s u f f i t  de tester, pour tou t  j s ni , s i  

1 'on a v ( j )  a xi : Etant donné que xi es t  décidable, ce t e s t  

es t  déci dable . 
Il existe donc un algorithme permettant de construire : 

= O sinon 

So i t  Rz = IOi(xi ,ni) l i  E w z l  un recouvrement e f f e c t i f  de C(EIP(B) 

(notons d 'a l  l l e u r s  qu ' i  1 s ' ag i t  %alement d'un recouvrement de B) . 
Soi t a E A une branche i n f  i nie quel conque : 

- s i  a E m(B) , i t e l  que mi a B 

où mi es t  dé f in i  dans l e  lenroe 3 

(1  'existence de ce i es t  assurée par l e  f a i t  

que RZ est un recouvrement). 

- s i  a / m(B) , il existe d'apres l e  lemne 2 une sous- 

branche f i  n ie incohérente. 



Toute branche de A adnet donc, s o i t  une sous-branche f i n i e  inco- 

hérente. s o i t  une sous-branche f i n i e  mi : On peut donc e x t r a i r e  de 

A un sous-arbre n'ayant pas de branche I n f i n i e  : Il résu l t e  a lors  

du l m e  de f i n i t u d e  ( E n d l i c h k e i t s l m a ,  ou fan theorem dans Cl131 ) 

que ce sous-arbre e s t  f i n i  : Le nombre des mi e s t  donc f i n i  e t  

d é f i n i t  un recouvrement f i n i  de cOMP(B) (formé des éléments i n f i n i -  

ta i res  x t e l s  que m(x) a i t  un mi pour mot i n i t i a l )  : La compa- 

c i  t é  de COMP(B) es t  donc prouvée. 

Il res te  donc à en assurer 1 ' e f f e c t i v i t é  : Construisons pour cela 

un algori thme permettant de const ru i re  un arbre complet (chaque noeud 

admet deux successeurs) contenant toutes les  branches mi . 
So i t  w, = xo,xl,. . . 1 'ensemble r.e. des indices des boules du 

recouvrenent e f f e c t i f .  

bns idérons 1 ' a l  go r i  thme suivant  : 

tantque arbre non complet répéter 

ca lcu ler  mi (a lgor i thne du l m e  3) 

ca lcu ler  M (ensemble des mi minimaux au sens 

des segnents i n i t i a u x  de {0,1} *) 

tes t e r  1 ' incohérence des branches jusqu ' a 1 a 

hauteur i+l 

f i  ntantque 

Le raisonnement précédent montre que c e t  a lgor i thne s 'a r re te ra  en 

un temps f i n i ,  lorsqu'un sous-arbre complet dont l es  branches seront, 

soi t des mi, s o i t  des branches incohérentes, sera obtenu. 

Ce théorème permet d'étendre l e s  r ésu l t a t s  du chapi t re II aux fonc- 

t i ons  calculables : con t inu i té  simple e f fec t i ve ,  con t i nu i t é  uniforme 

e f fec t i ve ,  convergence simple e f f e c t i v e  e t  convergence uniforme ef fec-  

t i v e  peuvent e t r e  étudiées de l a  même façon. Il e s t  f a c i l e  de v o i r  

que, dans l e  chapi t re  III, l e  théorème de compacité é t a i t  à l a  base 

des resu l t a t s  obtenus. 



C O N C L U S I O N  
- - - - - m m - -  

A 1 a l ec tu re  des chapi t res qu i  composent ce t r ava i  1, on ne peut 

év i  t e r  de noter des questions laissées en suspens a ins i  que des 
problèmes ouverts que nous n'avons pas encore évoqués : Nous 

présentons donc un b i l a n  des développements nécessaires e t  q u i  

paraissent une extension t o u t  à f a i t  logique du t r a v a i l  présenté; 

nous donnons ensu i te  une l i s t e  de problt&es ouverts, pa r f o i s  abor- 

dés dans l a  l i t t é r a t u r e ,  q u i  requièrent  des dé f i n i t i ons  de notions 

nouvel les. 

1.a.- POINTS FIXES 

Si, d'un po in t  de vue algébrique e t  e f f e c t i f ,  l e  rapprochement entre 

les  complétés B- e t  B semble résolu, il n'en es t  pas de même de 

l'ensemble des po in ts  f ixes des fonct ions continues dé f in ies  sur ces 

complétés : Dans l e  cadre de l a  théor ie  du po in t  f i x e  u t i l i s é e  pour 

l a  sémantique des langages de programmation, on peut c i t e r  l e s  travaux 

r e l a t i f s  aux po in ts  f i xes  de fonct ions continues déf in ies  su r  des 

t r e i l l i s  complets [37,121] ou des CPO's ~111,133,1381 . En ce qu i  

concerne les  po in ts  f i xes  métriques, l e  r é s u l t a t  lie plus classique 
( e t  l e  p lus simple) es t  l e  théorème de BANACH [41] sur l e s  espaces 

complets, pour des fonct ions contractantes par rapport  à une métrique 

donnée; l a  p ropr ié té  de contractance e s t  t r ès  contraignante e t  d i f f i -  

ci lement in te rp ré tab le  en termes d'ordre. Bien qu'el l e  conduise à 

des propr iétés intéressantes du po in t  de vue e f f e c t i f  ( C f .  Chapitre V )  

e l l e  a l ' inconvénient  de n ' e t r e  pas conservée par passage aux fonc- 

t ionnel  1 es d 'ordre  supérieur. Il e x i s t e  bien entendu de nombreuses 

propr iétés de p o i n t  f i x e  métrique, mais l e u r  i n t e rp re ta t i on  en termes 



d'ordre semble plus difficile encore. 

Il reste donc S entreprendre une étude des propriétes de point fixe 
du double point de vue métrique e t  ordonné; cette étude a eté 
abordée dans C31 sur le  CPO infinitaire des arbres : Elle mérite, 
mus semble-t-il, d'etre prolongee dans le  cas général des 
CPO's infi n i  taires à 1 ' aide de notre métrique. 

1. b. - SCHHAS DE GREIBACH 

L'étude de points fixes associes à des schémas de programne (déter- 
ministe ou non) [3,33,34,351 es t  facllitée par 1 'hypothèse de 
GREIBACH (1 'arbre associé au schéma de progrme a pour sonnet un 
symbole terminal ). Une tel le propriété n'est exploitable qu'à 1 'aide 
de résultats issus de la  théorie des langages; nous pensons qu'elle 
doit pouvoir s'exprimer en termes de propriétés métriques, à l 'aide 
de la distance introduite dans l e  chapitre I I  : El le  devrait alors 
etre d'une exploitation pl us conmode dans 1 'étude des propriétés de 
schemas de programnes. 

1. C. - FONCTIONNELLES CALCULABLES 

Nous avons annoncé dans le  chapitre V une étude des fonctionnel les 
cal culables; de nombreux auteurs ont déjà travail 1 é sur cette ques- 
tion (ci tons en particulier [111,70,109,68,501). Le résultat obtenu 
à l a  f i n  du chapitre V (COMP(E) est effectivement compact) conduit 
à une définition des notions d'effective continuité (simple e t  un i -  
forme) e t  d '  effective convergence (simple e t  uniforme) ; les résul tats 
du chapitre III sont alors facilement étendus au cas des fonctionnelles 
effectives (sur C O M P ( ~ ) )  moyennant une version effective des 
théorèmes de DINI e t  de HEINE. Notons les resultats de cl431 dans le  
cas des reels calculables. 

1. d. - CALCULABILITE PAR MACHINES DE WRING. 
Les cri teres de cal cul abil i té foisonnent dans 1 a 1 i ttérature : 
C i  tons en particulier les fonctions A-définissables C9 1, calcul ables 



par des machines à programne C71 , par des machines de Turing 

C951. Dans l e  cadre de cet te  dernière approche, divers auteurs ont 

étudié les w-1 angages C26,27,24,76,821 e t  l es  c r i  tères de décision 

r e l a t i f s  aux w-automates. De façon plus générale, UIEDMER ~144,1451 

a déf i  n i  des cr i tères de ca lcu labi l  i t é  des fonctions à p a r t i r  de 

machines de Tiiring a plusieurs bandes, ces c r i t è res  étant toujours 

dé f in is  par rapport a une codf f icat ion donnée. 

Une extension de ce t r a v a i l  est  1 ' u t i l i s a t i o n  de machines (de type 

machines de Türing) pour d é f i n i r  un type d'approximation e t  about i r  

a 1 'obtention d'une hiérarchie de fonctions calculables correspondant 

à des contraintes re la t i ves  aux machines u t i l i sées .  Notons d 'a i l leurs  

que les  preuves re lat ives à l a  compacité (Chapitre III e t  chapitre V )  

u t i l i s e n t  un codage sous forme de mots de {0,1}* : il est  naturel 

de se demander s i  les autres résul ta ts  ne peuvent pas & t r e  obtenus 

à p a r t i r  de codages des éléments i n f i n i t a i res .  

Il nous semble que les  problèmes évoqués jusqu'a présent relèvent 

simplement d' une extension (parfois non t r i v i a l e )  des résul ta ts  

obtenus. Les questions que nous posons maintenant paraissent plus 

complexes; des réponses pa r t i e l  l es  ont  été apportées dans l a  l i t t é -  

rature. 

2.1.- TYPES EFFECTIFS. 

Les CPO's i n f i n i t a i r e s  effectifs, que nous avons dé f in is  (Cf. 

chapitre I V )  sont des domaines de cal cul ab i l  i t é  ( l es  fonctions " in ter-  

prétées" dans ces domaines sont ef fect ives) e t  des types e f f e c t i f s  

par t i cu l ie rs  (C50,64,44,29,39,311) . Dès l o r s  se posent des problèmes 

concernant 1 ' u t i l i s a t i o n  de ces types : Comnent d é f i n i r  1 a (sémantique 

de) notion d' intersect ion de types e f fec t i f s ,  d'union de types effec- 

t i f s ,  nécessaires dans l es  langages de programnation. Ce problkne 



nous semble complexe : Notons par exemple que 1 'intersection de 
deux CPO's infini taires peut ne contenir que des éléments purement 
infinitaires. S i  corne on 1 'affirme dans C661 dans le  cadre de 
1 'inférence de types, les  types ont une structure de t r e i l l i s ,  i l  
nous semble que la définition claire e t  rigoureuse de l'infimum e t  
du supremum de types effect ifs  reste un problème ouvert; par contre, 
la  notion de sous-type se règle facilement (sauf au niveau de l'im- 
plémentation) par 1 'ut i l isat ion de retracts calculables (au sens 
de C50,1251). 

Un autre problème re la t i f  aux types effect ifs  e s t  l a  définition même 

de ce q u i  a é té  parfois appelé les "types f inis";  autrement d i t ,  

existe-t-il des types f in i  taires permettant d'engendrer 1 'ensemble 
des types en tant qu'éléments infini taires ? (citons des approches 
dans [127,921). En termes de domaines énunérés, ce problème doit 
e t re  rapproché de la définition des énumérations des CPO's infini tai-  
res effect ifs  : Existe-t-il une base effective, d'énumération v , 
pour 1 'ensemble des CPO'  s infini ta i res  effect ifs;  une réponse positive 

00 

(à notre avis peu probable) permettrait de construire le  v (Cf. 
chapitre IV) correspondant. Notons que KANDA C641 définit  la notion 
d'énumération "acceptable" des C P O ' s  infini ta i res  effect ifs ,  ce q u i  

présuppose 1 ' énumération des couples C i ,  j> t e l s  que <$i ,$ j> 

soient les fonctions récursives associées aux prédicats respectifs 
"etre majoré" e t  "etre SUP de". Cette énumération repond partielle- 
ment au problème posé, mais a l'inconvénient de n'être n i  effective, 
ni totale. 

2.2. - SEMANTIQUE METRIQUE 

Peut-on donner un sens h la  notion de "sémantique métrique" ? 

Le f a i t  de disposer d' un pl us grand nombre de suites pour engendrer 
les mêmes éléments infini taires conduit en effe t  à s' intéresser a 
cette question. La réponse es t  en f a i t  complexe, pour les raisons 
suivantes : 



a) L ' i n t é rê t  s e r a i t  de donner un sens à des programnes correspon- 

dant à des éléments de c(B,B') (non nécessairement croissants 

puisque f croissante e t  f rrc(8,B' ) implique f a C B ~  + BI"]. 

Sans doute f audrai t-i 1 regarder du c8te du non-déterminisme 

pour trouver de t e l s  exemples mettant en échec l a  sémantique 

classique des CPO' S.. 

b )  11 faudrait ,  pour donner un sens a une sémantique métrique, 

ob ten i r  des propr iétés des éléments de c(B,B' ) stables par 

passage aux fonctionnel l e s  d 'ordre supérieur; quels seraient, 

pour de t e l l e s  propr iétés,  l e s  théorèmes de po in ts  f i xes  (a 
supposer q u ' i l s  a i en t  encore un sens.. . ). 

c )  On rencont rera i t  des problémes au niveau de 1 ' e f f e c t i v i t é  puisque 
l e s  éléments des "domaines de cal  cul a b i l  i té"  sera ient  décidables ; 

or,  l e s  éléments décidables posent des problèmes non t r i v i a u x  

(Cf. C1131). 

d)  On abou t i t  de façon i név i t ab le  au problèmes des domaines 

universels abordés, dans l e  cadre des CPO(s, (an t a n t  que 

modél e du A-cal cu l  non typé), dans C 124,42,129,108,1081. 

On sa i t ,  en e f f e t ,  que, s i  1 'on veut u t i l i s e r  l e s  fonctions en 

t a n t  qu' objets d '  un 1 angage de programmation, 1 ii sémantique déno- 

t a t i onne l l e  de ce dern ier  conduit à l a  d é f i n i t i o n  d'un domaine 

D qu i  cont ient  son propte espace de fonctions; autremant d i t  

t e l  que D = CD -* 81 . Un t e l  domaine e s t  évidement une façon 

de résoudre l a  fameuse quere l le  des types : "data types as 

objects" Cl271 ou "data types as funct ions" Cg21 ; l a  

d i s t i n c t i o n  entre éléments du domaine e t  fonct ions n '  ayant p l  us 

l i e u  d 'gtre.  

La d é f i n i t i o n  d' une sémantique métrique requ ie r t  a lo rs  l a  mise en 



oeuvre d' une théor ie  métrique des domaines uni verse1 s (dans 1 aquel 1 e 

l e  po in t  b es t  fondamental ) passant par 1 ' u t i l i s a t i o n  de résu l  t a t s  

r e l a t i f s  à l a  théor ie  des catégories intervenant dans l e s  travaux 
c i t és  précédemnent, a i ns i  que dans Cl1 . La d é f i n i t i o n  d'une t e l l e  

sémantique (avec l e s  problèmes r e l a t i f s  aux équations de domaines 

qui en résu l ten t )  semble donc, pour l e s  raisons qu i  viennent d 'e t re  

évoquées, part icul ièrement dél icate.  

2.3.- POWER DOMAINS 

Dans l e  cadre du non-déterminisme, une étude métrique de l a  séman- 

t ique des schémas de programnes non-détermi n i s  tes  a é té  proposée 

dans C3,1021 ; PLOTKIN a développé dans Cl081 une théor ie  des 

"power domains" , modèles ordonnés pour l e  non-déterminisme : Un 

t rava i  1 intéressant s e r a i t  1 'extension de not re  métrique à ces 

structures i n f i n i  t a i r e s  dont l e  p r o b l h e  e s t  qu 'e l  l es  ne v é r i f i e n t  

pas les  propr iétés requises dans l e  chapi t re  1 pour l a  d é f i n i t i o n  

des CPO's i n f i n i t a i r e s ;  l es  résu l ta ts  de PLOTKIN r e l a t i f s  3 l a  dé- 

f i n i t i o n  d'une topologie séparée sur l es  SFP (Sequences - of - F i n i t e  

induct ive - P a r t i a l  Orders) sont déjà une étape importante dans c e t t e  

d i  rect ion. 
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