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INTRODUCTION
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Les langages de programmation manipulent des objets dont certains
sont finis et peuvent &tre implémentés sans probléme; d'autres sont
infinis et donc ne peuvent 8tre représentés dans un ordinateur de
mémoire finie. Un exemple explicité par STOY [133] est celui des
fonctions. Certaines sont finies, comme 1'application qui associe
aux adresses leurs contenus, et représentables de fagon interne;
pour les autres, on ne peut accéder qu'ad des approximatione finies
de leur graphe : On ne pourra véritablement “calculer" un tel objet
infini qu'en définissant un programme d'énumération d'approximants
de plus en plus précis dont 1'objet infini est 1a "limite".

a) L'identification entre objet infini calculable et programme de
calcul de cet objet est bien connue dans le cas des réels
calculables [113,143]1 , que 1'on choisisse des approximations
par fractions continues, intervalles a bornes rationnelles ou
représentations décimales. Mais si tout réel calculable est
(identifié a) un programme, une fonction définie sur les réels
calculables devient alors une fonctionnelle d'ordre supérieur
qui doit & son tour &tre considérée en tant qu'objet infini cal-
culable. La construction des objets infinis calculables utilisés
en programmation doit donc &tre valable pcur tout type (fini) de
fonctionnelle : le calcul d'une expression de la forme f(x) , ol
x est un objet infini calculable, peut alors &tre entreprise
de deux fagons (dont EGLI & CONSTABLE [44]1 ont prouvé 1'équi-
valence) :

- soit en calculant le résultat & partir des approximations
(finies) du graphe de x : C'est le point de vue "mathématique"
ou "dénoctationnel".
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- soit en travaillant directement sur le programme associé &
1'objet calculable x : C'est le point de vue "opérationnel”.

Le calcul des objets infinis joue donc un rdle privilégié dans
1'étude de la sémantique des langages de programmation : c'est
dans ce cadre essentiellement que se situera ce travail.

L'exemple des réels calculables montre également qu'il existe
plusieurs types d'approximations. Or, le calcul d'une expression
de la forme f(x) , ol x est approché par des morceaux finis

Xj » Me peut étre effectué qu'a partir (d'approximants finis)

de f(xi) ; ce qui nécessite en particulier que, si x est
"limite" des x, , f(x) soit aussi limite des f(xi) : cette
notion de contirnuité est fondamentale et permet de rendre compa-
tibles 1'approximation d'un objet infini et les calculs effectués

sur cet objet.

WIEDMER [144]1 et MOSCHOVAKIS [96] ont montré que certaines
approximations de réels calculables ne permettaient pas de rendre
continues des opérations aussi élémentaires que 1'addition :

C'est le cas en particulier des approximations par représentation
décimale finie. Nous nous intéresserons essentiellement aux approxi-
mations (dites finitairee) qui permettent 1'extension (par conti-
nuité) aux objets infinis des opérations sur leurs approximants
finis.

Enfin, les &tudes nombreuses relatives aux calculs des réels

ont généralement été entreprises d'un point de vue métrique par
les analystes numériciens, la notion méme de précision de calcul
n‘ayant de sens que par rapport & une métrique donnée. Or les
informaticiens ont, & partir des résultats de SCOTT [1221 ,
travaillé sur des ensembles ordonnés particuliers (les CPO's,
que nous définissons dans les pages qui suivent); afin de compa-
rer ces deux démarches, nous aurons donc & considérer simulta-
nément, & partir des mémes approximants finitaires, les "chemins
de calcul" différents que sont les suites de Cauchy et les
chatnes croissantes.



Les résultats qui suivent ont requis un travail de synthése préa-
lable qui a permis de donner une consistance aux notions d'objets
finitaires et infinitaires. La plupart d'entr'eux expriment simple-
ment, d'un point de vue métrique, des propriétés fondamentales de
convergence ou de calculabilite.

- On sait définir des topologies séparées sur des CPO's (topologie
dite "de Cantor" utilisée par PLOTKIN [108] , topologie de
BETREMA [171) qui en font des espaces métrisables; mais 1'expli-
citation du choix de métriques restait a faire (toutes les
métriques possibles ne sont pas uniformément équivalentes).

Nous définissons une métrique sur les CPO's construits a partir
d'une base finitaire : Cette métrique trés naturelle s'avére
uniformément équivalente a celle de BOASSON-NIVAT [20] sur les

mots et @ celle de ARNOLD-NIVAT [3]1 sur les arbres.

- La topologie induite étant celle de Cantor, des propriétés de
nature topologique peuvent en &tre déduites; mais nous nous
attachons essentiellement aux propriétés spéeifiquement métriques :
Nous montrons ainsi que les objets infinis construite d partir
d'une collection donnée d'objets finitaires par suites de Cauchy
et par chaines croissantes sont les m@mes.

Nous montrons également que les objete infinie calculables
construits d partir des suites de Cauchy effectives ne sont autres
que les objets infinis décidables obtenus par chaines croissantes
effectives.

- Nous obtenons aussi des résultats de nature topolcgique qu'il
aurait été possible d'obtenir & partir de la seule topologie,
mais qu'une approche métrique rend particuliérement agréables :
Ainsi, la ccnvergence au sens de notre métrique coincide-t-elle
effectivement avec la convergence simple; elle coincide méme avec
la convergence uniforme dans le cas de suites croissantes de
fonctions.
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Dans cette introduction, nous rappelons d'abord le r8le joué par
les approximations (au sens de SCOTT) dans l1a sémantique des lan-
gages de programmation; nous montrons ensuite comment cette défini-
tion des approximations a été utilisée dans le lambda-calcul et
dans 1'étude sémantique des langages typés. Nous détaillons enfin
les motivations (CPO's et espaces métriques), le plan et les résul-
tats de ce travail.

I - QUELQUES RAPPELS :

La notion de calcul sur machine est généralement associée a celle

de finitude : Nombre fini d'@tats internes, capacité finie de stockage
d'information, temps d'exécution fini. Ce sont les logiciens (1'idée
des machines de Turing fut émise dés 1936) qui s'intéressérent d'abord
au comportement infini des machines; MINSKY [95] note, en 1967,

que ce n'est pas la finitude des machines qui limite leur utilisation
mais le temps d'exécution des calculs et la complexité conceptuelle

de leurs structures (ou programmes) et insiste sur la nécessité de
s'intéresser & des machines capables, & un instant donné, de traiter
une quantité finie d'information et susceptibles de "grossir" indéfi-
niment avec le temps ("growing machines"). Les machines de Tlring,
répondant & cette conception, servirent de support & la théorie des
fonctions calculables (1131 pour laquelle d'autres approches devaient
étre ultérieurement proposées ([69,83,88,7,...1) .

.

D'autres considérations permettent aujourd'hui de donner une dimen-
sion nouvelle & cette approche de la calculabilité. Ainsi la notion
méme de systéme conduit a celle de calcul infini; la définition. de
systémes hiérarchisés de fichiers est couramment associée d une
arborescence (potentiellement) infinie ; les définitions de types
(92,1271 , 1les calculs sur les réels [145] montrent qu'il est in-
dispensable de parvenir a construire de fagon compatible avec le
fonetionnement d'un ordinateur des objets "infinis" & partir d'objets
"finis" les approchant; donc de donner un sens & la notion
d'approximation (par machine) et de limite (effective) d'approxima-

tions.
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C'est SCOTT [1221 qui définit le concept d'objet "continu"” qu'il
situa entre le "discret”, associé & une quantité d'information finie,
et 1' "infini arbitraire” des mathématiciens; ainsi, pour approcher
les réels, on peut considérer le treillis continu des intervalles &

bornes rationnelles, ordonné par :
[<J ssi I=oJd

admettant la droite réelle pour élément minimal et 1'intervalle vide
pour élément maximal. De fagon générale, SCOTT définit une théorie
des ensembles ordonnés par :

x <y ssi x approche y (ou x contient moins
d'information que Yy)

qui devait s'avérer particuliérement fructueuse dans 1'étude de la
sémantique des langages de programmation.

[.A.— APPROXIMATIONS ET SEMANTIQUE DES LANGAGES DE PROGRAMMATION.

La sémantique des langages de programmation est née du besoin ressenti
par les informaticiens d'associer aux langages de programmation syn-
taxiquement bien définis une expression non ambigle de leur signifi-
cation; autrement dit d'associer & un programme un procédé formel
permettant de caractériser proprement ce que fait ce programme.

Diverses "écoles" ont vu le jour : sans entrer dans les détails,
mentionnons simplement diverses approches & ce probléme, qui 11lus-
trent 1'intérét d'une définition claire de la notion d'approximation.

Une premiére sémantique est dite opérationnelle (elle est parfois
appelée "naive" dans la mesure ol elle est orientée vers une
explicitation du type "faire ceci, puis faire cela") et peut &tre
exprimée par un interpréteur abstrait [1111 qui exécute les
instructions et manipule les données du programme.

Une seconde sémantique plus éloignée des considérations d'implé-
mentation est dite dénotationnelle et associe directement & un
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programme une fonction entre données et résultats; elle a la
propriété intéressante, par opposition a la sémantique précédente,
de séparer clairement domaine syntaxique et domaine sémantique.

Enfin, la sémantique algébrique, s'inspirant des travaux de POST
et MARKOV, travaille directement sur les schémas de programmes :
elle privilégie la structure syntaxique et interpréte a posteriori
les symboles fonctionnels qui apparaissent dans cette structure.

L'équivalence du point de vue dénotationnel et opérationnel a é&té
montrée par RAVI SETHI dans [111]; considérons dans ce cadre une
équation récursive telle que :

F(x,y) = si x =0 alors y

sinon F(x-1 , l+y)
I1 est facile de vérifier que les fonctions :

f= Axy.xty et g =xxy. si x<0 alors 0
sinon Xx+y
sont points fixes de cette équation, mais aucun d'entre eux ne peut

&tre considéré comme le point fixe. Par contre, une fonction définie
par :

h= Axy. si x <0 alors indéfini sinon x+y

est telle que, pour tout point fixe k de 1'équation précédente,
k(x,y) et h(x,y) sont égaux dé&s lors que h(x,y) est défini.
En ce sens, 1a fonction h peut étre considérée comme minimale.

Pour expliciter cette notion de minimalité, i1 convient d'abord de
régler ce probléme d'indétermination ou de non définition de variables :
Considérons les programmes é€lémentaires :



P1 P2
X «1
y «2 y «2
Z « Xty Z « X+y

Dans le programme P2 , 1la variable x n'est pas initialisée.
Décidons de désigner par . (é&lément "bottom") sa valeur. Dés lors
le domaine de définition des variables x,y et 2z n'est plus 1'en-
semble N mais N y {1} ; L'ordre sur cet ensemble doit traduire
le rdle privilégié donné & 1 : Notons :

L <1 pour exprimer le fait que 1 apporte "moins
d'information" que i , pour tout i N

Le domaine de définition des variables x, y, z est donc le domaine
"plat" représenté comme suit :

Un calcul consistera donc & partir de la valeur 1 , pour toutes
les variables des programmes, pour “remonter" jusqu'a une valeur
définie.

Revenons alors aux programmes Pl et P2 précédemment utilisés :
il est logique d'obtenir pour Pl 1le résultat défini z et pour
P2 1le résultat indéfini (z = 1) ; i1 convient donc de poser :

i+1=0+1 ¥ielNy {1}

n
[

Autrement dit, 1'addition doit vérifier (propriété de monotonieité) :
(1,3) = (i',3") = i+] < i'+§' ¥ i,i',3,3' e Ny {1}

ol 1'ordre sur les couples est défini par :



- IN-8 -

(i,§) = (1',3') ssi 1i<i' et j<j
On peut alors revenir & 1'équation récursive évoquée précédemment,
cette derniére peut &tre écrite sous la forme :

®(F)(x,y) = Si x =0 alors y
Sinon F(x-1,y+1)

Etendone & 1'espace des fonctions de N {1} dans N ; {i} 1'ordre
précédemment défini : Soit . la fonction Xx.. partout indéfinie.
Considérons la séquence :

Ly 0(n) 5 05(1) 5 eee s ONL) y .-

Intuitivement, i1 est facile de voir que la fonction définie par
@n(l) n'est autre que :

Axy. si 0 <x <n alors x+y sinon

et que, pour tous les couples (x,y) tels que ¢"(l) est défini,
la fonction ¢n+1(1) est également définie et prend la méme valeur;
on a donc :

L2 9(L) ... < o"(1) < ...

L'ensemble des ‘Dn(L) est appelé chafne croissante et doit &tre
associé a une augmentation progressive de 1'information relative aux
fonctions calculées. Chaque fonction calculée est une approximation
de la fonction définie par :

Axy. si x =0 alors x+y sinon

Cette fonction peut &tre définie en tant que supremm de la chafne
infinie précédente : Pour cela, 1'espace des fonctions doit étre
complet (pour le Sup de chaine croissante); i1 posséde alors une
structure de CPO (Complete Partial Order). '

Enfin, une condition nécessaire pour que h = SUP @n(L) soit point
n
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fixe de 1a fonctionnelle @ est que cette derniére soit continue,
c'est-a-dire telle que :

o(SUP &"(1)) = sup(a™1(L)) .
n n

Ces notions sont fondamentales et servent de support a d'autres
travaux concernant les approximations; mais il est clair que

N y {1} ne peut étre considéré comme le seul domaine de calcul;
Ainsi, la sémantique algébrique devait introduire un nouveau domaine
de calcul: Ze magma libre complet [101]1 . Associons en effet &
1'équation récursive précédente le schéma de programme suivant :

F(x,y) = t(x,y,F(a(x),s(y)))

Alors 1'équation récursive est une instance de ce schéma dans la

mesure ol 1'on obtient cette équation & partir du schéma en remplagant
les symboles de fonction t , a et s par les fonctions :

t(x,y,z) = gi=x = 0 alors y sinon z
a(x) x =1
s(y) y+1

5]

Un tel schéma calcule la suite des expressions :

t(x,y ,F(a(x),s(y)) )
t(x,yst{a(x),s(y),F(a(a(x)),s(s(y)))
t(x,y,t(a(x),s(y)s,t(a(a(x)),s(s(y)),F(a(a(a(x))),s(s(s(y))))

que 1'on peut représenter par les arbres :
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/ N\

Q= === X
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Dans la mesure ol F est un symbole de fonction inconnu, on peut
Tui assncier un symhole syntaxique indéfini noté Q (qui corres-
pond & 1'élément . précédemment utilisé, c'est-d-dire a& une
absence d'information). On peut ainsi associer a la suite d'arbres
précédente la suite :

croissante pour 1'ordre :

A <A' ssi A' est obtenu a partir de A par remplacement d'un
ou plusieurs Q's par d'autres termes.

Comme précédemment, le supremum d'une telle chaine nécessite que
1'espace des arbres soit muni d'une structure de CP0O; chaque é&lément
de cette chafine est une approximation de 1'arbre infini :
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\
7

qui contient toute 1'information désirable en ce <ens que les
calculs des programmes obtenus en interprétant le schéma initial
sont images, dans une application convenable, de cet arbre infini.

[.B.- APPROXIMATIONS DANS LE LAMBDA-CALCUL

Le lambda-calcul donne un parfait exemple de la notion d'approximation
et de calcul infini. Tous les exemples de programmes utilisés jusqu'a
présent ne comportaient que des variables et des fonctions; or, de
nombreux langages de programmation ont la particularité de permettre la
manipulation de symboles de fonctions en tant qu'objets‘du langage,
c'est-a-dire de permettre de définir des fonctionnelles d'ordre quelcon-
que. Le Lambda-calcul de CHURCH [25] est un systéme formel utilisant
fonctions et fonctionnelles; une fonction est dénotée par une expres-
sion et un mécanisme de réduction (noté -+ ) appliqué & cette expres-
sion suivie des arguments de la fonction en calcule 1a valeur pour

ces arguments. Le Lambda-calcul a été utilisé pour 1'étude des langages
de programmation par traduction en Lambda-calcul des programmes et
utilisation des propriétés des systémes formels bien connues des logi-

ciens (8,91 .

Les A-termes sont généralement divisés en deux classes; ceux qui possé-
dent une forme normale (dont les
n‘en possédent pas, que 1'on a longtemps considérés comme indéfinis.

valeurs" sont définies) et ceux qui
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On doit & WADSWORTH [139] une remise en cause de cette classifi-
cation : En effet, un terme ne peut &tre considéré comme indéfini
s'il n'a pas une forme normale; ainsi, si A est un A-terme scus
forme normale et si 1'on définit M = Ax.x IA et N =Ax.x KA , il
est clair que M et N n'ont pas de forme normale, mais :

* *

MK —> 1 et NK — K

En identifiant M et N, on obtiendrait I = K , ce qui rendrait
le A-calcul inconsistant.

WADSWORTH montra qu'il était possible de distinguer parmi les termes
n'ayant pas de forme normale :

- Les termes appelés "non solvables” tels que :

M1 = A A avec A = AX.XX
ou

M2 = AT avec T = AX.XXX
tels que

My —> My et My = () T)TT ...

Si de tels termes sont considérés comme des fonctions, on peut

leur appliquer des arguments; quelle que soit la maniére de procéder,
on n'obtiendra pas une forme normale et le calcul se prolongera
indéfiniment. De tels termes, dont la forme commune est :

Axl Xo eve Xooo ((Ax.M)N) Xi X2 D §

n m

sont aussi appelés “non en forme normale gauche" (ou "non en forme

normale de té&te").
- Les termes dits "solvables” tels que 1'opérateur de point fixe
Y défini par :
Y = Af.f((ax. f(xx)) (Ax.f(xx)))
tels que :
Y(KA)-—1> A pour tout terme A

Autrement dit, 1'application d'arguments d ces fonctions permet
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d'aboutir & une forme normale; leur forme générale étant :

N

Axl Xg woe X o Z N1 N2 .o N

n

ils sont également appelés "en forme normale gauche™ (ou "forme

normale de té&te").

Les termes non solvables sont représentés par le 1L (totalement
indéfini) dans le modéle D_ de SCOTT [124,91 ce qui correspond
au fait que de tels termes ne pourront &tre évalués; par contre les
formes normales gauches seront évaluées par un programme sans fin,
mais ne sont pas associées & 1'@lément indéterminé.

On doit a WADSWORTH [1391 puis & J.J. LEVY [79]1 une définition
claire des approximations dans le M-caleul utilisant les arbres de

BOHM : Si 1'on introduit en effet le terme Q (pour 1'indéfini) dans
les A-termes, tout rédex (de la forme (Ax.M)N) sera "représenté"

par Q ; ainsi, on associera au terme :

M = Axy.y(x(Az.P)Q))(xy)((Aw.R)S)

la B-normale forme gauche :

M' = Axy.y(x(2))(xy)(®)

qui peut &tre considérée comme une forme normale gauche approchée

de M. On voit ainsi que tout terme non solvable sera représenté
par Q ; par contre 1'opérateur de point fixe Y donne, par réduc-
tion, des termes de la forme :

AfLFT XX avec X = ax.f(xx)

ses formes normales approchées sont donc :
(Af. £"(Q)|n = 0}

Ces approximations successives peuvent &tre représentées par la suite
d'arbres (de BOHM) :
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s Af.f s Af.

O —h

O—h
O —h— ~h—

qui tend, dans un espace approprié, vers 1'arbre infini :

AL f

—h— —h—

On trouvera dans ([79] une étude compléte des propriétés de
ces approximants et de 1'espace complété qui doit avoir une structure
de CPO pour que la limite des approximations puisse &tre définie.

[.c.- CPO’'s ET SEMANTIQUE DE LANGAGES TYPES,

L'intérét de la structure de CPO apparaft plus nettement encore dans
1'étude de l1a sémantique de langages typés, et plus particuliérement
de A-calculs typés (tels que LCF [94,105]) pour lesquels divers
modéles ([124,50,43]) ont €té& proposés dans le cadre de la théorie
des CPQ's.

Notons en effet que les CPO's nossédent des propriétés permettant la
construction de fonctions de type fini : Ainsi, si D et D' sont

des CP0's, 1'ensemble [D » D'] des fonctions continues de D dans

D' est un CPO; i1 en est de méme du produit cartésien fini X Di ,

ol {Dil1 e I} est une famille de CPO's; enfin, 1'1'somorph1’s|¥§I

(D xD'+D"1=(D~+[D"~+D"]] qui associe, & tout f ¢ [D x D' -+ D"1,
1'&1&ment Ax(Ay.f(x,y)) , permet de ne considérer que des fonctions

& un seul argument.



Dans la définition de l1a sémantique d'un A-calcul typé, une

interprétation consistera d associer, aux termes typés définis
inductivement par :

xT est un terme de type T
t{T*9) ¢T ost un terme de type o

xT.t% est un terme de type (1 + o)

une valeur appartenant & un domaine (= CPO) associé au type corres-

pondant : Ainsi on associera a un terme x' un é&lément du CPO DT,
ot les CP0's DT sont définis inductivement par :

Si 0 est un type de base et Do un CPO donné (par exemple, le
CPO N y {1}) , on peut ainsi construire une sémantique pour les
fonctionnelles d'ordre supérieur; ainsi, si f est une fonction de
type (0 - 0) , son plus petit point fixe Af est de type O :

Y est donc de type ((0 - 0) -~ 0) et une interprétation lui asso-
ciera un élément de [[D0 - DOJ > DO] qui est un CPO d'aprés les
propriétés énoncées auparavant.

[.c.- CPO's ET DOMAINES CALCULABLES.

Dans la sémantique des langages de programmation, les constructions
proposées doivent &tre réalisables par des machines; autrement dit,

cn ne peut retenir que des interprétations associant, & des objets
syntaxiques donnés (symboles de fonctions, de fonctionnelles dans LCF)

des fonctions ou fonctionnelles calculables. La sémantique proposée

pour les langaades typés doit donc &tre adaptée & cette nouvelle contrainte
et doit conduire & une définition de CPO's particuliers, appelés

domaines caloulables, dont les propriétés algébriques et calculables
demeurent stables par passage aux fonctionnelles d'ordre supérieur.

En théorie classique de la calculabilité, le domaine calculable
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utilisé est la famille RE < P(N) des ensembles récursivement énu-
mérables construits & partir de IN par une "procédure effective"
[95,113]1 ou algorithme. Dans ce domaine, les parties finies de NN
jouent un réle privilégié et permettent d'engendrer effectivement
RE (chaque ensemble récursivement énumérable est point fixe d'un
opérateur d'énumération) : L'ensemble RDON) de ces parties finies

joue le r8le de base effective.

Cette théorie fut étendue aux domaines du A-calcul typé de deux

fagons différentes : certains auteurs ([121,119,44,128]) modifiérent
la sémantique du A-calcul typé en donnant & chaque CPO DT une base
effective; d'autres ([48,49,50,30]) , s'inspirant de 1a théorie des
ensembles énumérés de MALCEV [85,86] , se sont attachés a définir de
tels domaines en tant que familles effectives d'ensembles récursive-
ment énumérables. .

Dans les deux cas, les éléments calculables sont définis en tant

que sup's de chafnes creissantes effectives d'éléments de la base

effective qui constituent des approximations des &léments calcula-

bles engendrés : Cette construction est réalisable par programme ;

d'autre part, si D et D' sont des domaines calculables, 1'ensemble

des fonctions continues calculables de D dans D' est encore un domaine
calculable : Cette définition des &léments calculables est donc valable
pour tout type (fini) de fonctionnelle.

II - CPO's ET ESPACES METRIQUES,

La topologie de CPO couramment utilisée [124,145] est telle que tout
ouvert contienne avec un &lément tous ceux qui 1'approchent et ne puisse
contenir une limite d'approximants sans contenir au moins 1'un
d'entr'eux; cette topologie a 1'intérét de faire coincider la défini-
tion topologique classique de 1a continuité avec celle aue nous avons
évoquée précédemment (préservation des sup's de chafnes croissantes).
Les ouverts de base de cette topologie sont formés d'objets infinitai-
res possédant en commun une "information positive" telle que
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"x contient un élément finitaire e" : Une telle topologie n'est
pas séparée.

I1 n'est pas étonnant qu'en 1'enrichissant d'ouverts de base associés
a une "information négative" telle que "x ne contient pas tel
élément finitaire e", on parvienne & la rendre séparée : C'est la
démarche suivie par PLOTKIN [108] (la topologie obtenue est dite
"de Cantor" ou "de Lawson") et par BETREMA [17] . D'autre part,
une sémantique des programmes récursifs non déterministes a été entre

prise dans’ [3,102,103]1 dans des espaces d'arbres considérés, non en
tant que CP0's, mais en tant qu'espaces métriques complets : Il était
donc naturel de chercher & définir une métrique sur des CPO's afin de

faire de ces derniers des espaces métriques complets.

[I.A.- SUITES DE CAUCHY ET CHAINES CROISSANTES.

Outre les avantages, bien connus des numériciens, de 1'utilisation
d'une métrique (aspects quantitatifs : Précision des calculs, vitesse
de convergence, etc...), on peut citer bien des exemples ol une
approche ordonnée s'avére insuffisante. Ainsi, dans [124] , SCOTT
donne 1'exemple d'un cercle, considéré en tant que limite d'une

suite croissante (pour 1'inciusion) de polygdnes; or, il existe bien
d'autres fagons de réaliser des approximations : On peut par exemple
considérer une fiqure quelconque dessinée sur un écran (lequel peut
&tre considéré comme 1'é&lément bottom dans une suite d'approximants);
puis réaliser une partition de 1'écran en ne gardant que les rectan-
gles dont la surface de 1'intersection avec la figure est supérieure
& la moitié de la surface de ces‘rectangles : En réalisant des par-
titions de plus en plus fines de 1'écran, on obtient ainsi une suite
qui n'est ni croissarite, ni dirigée au sens des CPO's, mais qui tend
vers la figure initiale. )

De fagon plus précise, la littérature propose des exemnles d'appro-
ximations non ordonnées. Ainsi, pour la métrique de BOASSON-NIVAT [20]
définie, sur le monofde libre £* :

L]
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"

0 si a=28

d(a,B) o-unfalnd # BCn1l

on peut définir des suites (telles que Xj = ai b, avec I = {a,b})
qui convergent (vers a” lorsque i tend vers 1'infini), mais qui
ne sont pas croissantes : I1 est intuitivement clair que, pour toute
suite croissante (Xi) (pour 1'ordre : "&tre facteur gauche de"),

on a :

x = SUP X; => X = 1im X;
alors que le contraire est faux : On peut donc dire que les suites
de Cauchy qui tendent vers les éléments de $° , ensemble des mots
finis ou infinis, offrent "plus d'approximations" que les suites

ordonnées. Nous associons de fagon générale & toute suite de Cauchy
une suite croissante ayant méme limite : Ainsi en associant & la
suite X = a' b » la suite croissante (yi) appelée direction

iée 3 ) défini :
associée a (X1)1dN et définie par

¥; information commune aux é&léments de la suite
(xi) d'indice supérieur & i

= a.l
on a évidemment :

= 1% = g%

SUP Yy = Tim X; = a

Ces résultats sont également explicités dans [3] dans le cadre

de la sémantique algébrique, les arbres infinis pouvant &tre considérés
comme limites de suites de Cauchy ou Sup's de chatnes croissantes

d'arbres finis.

De fagon gé&nérale, CPO infinitaire ( w-algébrique et “"consistently
complete" au sens de [107]) et espace mé&trique complet peuvent &tre
mis en bijection par la définition d'une mé&trique appropriée, équiva-
lente & celle de NIVAT [102] sur les arbres et sur les mots : Si
1'on définit une &numération de 1'ensemble (supposé dénombrable) des
objets finitaires, cette mé&trique consistera & rendre proches des
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éléments infinitaires qui ne sont "séparés" que par des éléments
finitaires énumérés suffisamment loin.

[I.B.- ESPACE DE FONCTIONS.

L'ensemble des fonctions continues d'un CPO infinitaire dans un autre
étant lui-méme un CPO infinitaire, les réflexions précédentes s'appli-
quent aussi aux espaces de fonctions continues. Les outils métriques
apportent des propriétés intéressantes exprimées en termes de conver-
gence : Nous en illustrons 1'intérét sur 1'exemple simple du CPO

noté D des représentations décimales de réels compris entre deux
valeurs finies a et b et considérées comme sous-ensemble de 3~ ,
avec I = {0,1,2,...,9} u {,}

Les éléments finitaires de 1'ensemble des fonctions continues de D
dans lui-m&me sont les fonctions en escalier de la forme :

s1 z2 2z X

(Xx,y)(z) = .
e sinon

On montre que si f et g sont des fonctions continues de D dans
D une fonction en escalier (x,y) "sépare" f et g si et seulement
si y "“sépare" f(x) et g(x) . Si 1'on considére une énumération
des éléments finitaires de D telle que toutes les représentations
de réels comportant n chiffres aprés la virgule soient énumérées
avant celles qui en comportent n+l , on peut associer effectivement
a tout entier n le rana r(n) & partir duquel D ne comporte plus
que des représentations & plus de n chiffres significatifs, On a
donc :

d(f,q) < RN pour tout réel x donné & 107" pres ,

i f(x) et g(x) ont au moins n chiffres
significatifs en commun.

Autrement dit, la convergence au sens de notre mé&trique implique
la convergence simple (et inversement) : Ce résultat est obtenu
dans le cas général de 1'ensemble des fonctions continues d'un CPO
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infinitaire dans un CPO infinitaire.

Dans cet espace de fonctions, il est facile de trouver des exemples
de suites de Cauchy de fonctions qui convergent, mais n'ont aucune
"bonne" propriété du point de vue de 1'ordre. Ainsi, la suite
(fn)ndN définie par :

n xi
fax) = 1 =~
i=0 i!
converge simplement, et au sens de notre métrique, vers e . Le

calcul de e se fera par limite d'une suite de Cauchy (fn(l))nAN
d'approximants, mais on peut remarquer que cette suite :

fo(l) =1, F1(1) =2, £,(1) = 2,5, f4(1) = 2,66 , f,(1) = 2,707

n‘est par ordonnée, au sens de 1'ordre "&tre facteur gauche de " sur
$* . La suite dirigée associée (ai) d cette suite de Cauchy permet
d'obtenir, pour tout n , Tle sous-mot correct dans la représentation

f (1); autrement dit,

n

apg =€ , a; = 2 a, = 2,7 etc...

[I.B.,~ CRITERES DE CALCULABILITE

Un objet infinitaire calculable est donné, dans un CPO infinitaire,
par un programme d'&numération des objets finitaires qui 1'engendrent;
par contre, dans un espace métrique récursif (23,73,96,104,1427 ,

un objet infinitaire x est calculé par deux programmes :

- le premier énumére les &1éments de la suite qui tend vers x

- le second calcule la "vitesse de convergence"; c'est-a-dire
associe & tout entier n le rang y(n) & partir duquel les

éléments de la suite sont & une distance inférieure & % .

Autrement dit, si (bi)ieN est une suite de Cauchy effective, on
peut calculer le rang y(n) tel que, pour tout 1,j > y(n) , b1
et bJ se comportent de la méme fagon par rapport aux n premiers
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éléments finitaires énumérés. Soit donc f wun élément finitaire
énuméré (pour la premiére fois) & 1'indice n ; on peut donc dire
que :

- oubien f<b, et fx< bj

- oubien f £b, et f¥£ bj

i,3 > w(n)

Puisque bi et bj sont finitaires, on peut décider si f < bi :

la donnée de la fonction ¢ permet donc de décider si f < lim bi H

en d'autres teriies, si 1'on convient d'appeler décidables les &léments
y tels que , pour tout f finitaire, la relation f <y soit
décidable, on obtient donc que les limites effectives de suites de
Cauchy effectives sont décidables. Si 1'on se place dans P(N) ,

les objets infinitaires calculables des CPO's (SUP's de chaines crois-
santes effectives) correspondent aux récursivement énumérables; et

les objets infinitaires calculables des espaces métriques correspondent
aux récursifs.

IT11 - PLAN

Dans un premier chapitre, nous rappelons les définitions et propriétés
relatives aux CPO's et & leur topologie; nous nous intéresscns plus
particuliérement aux CPO's infinitaires ( w-algébriques et "consistently
complete”, au sens de PLOTKIN [107] ) dont la base dite finitaire

est composée d'éléments associés & une quantité finie d'information

(Cf. Théoreme 2); nous montrons que de tels CPO's correspondent exac-
tement aux domaines traités dans la sémantique des langages de pro-
grammation,

Dans le second chapitre, nous dé&finissons une ultramétrique sur ces
CP0's infinitaires, associée & une &numération de la base finitaire;
cette ultramétrique s'avére en fait indépendante de 1'&numération
choisie (Théoréme 1).et uniformément équivalente aux métriques de
BOASSON-NIVAT [20]1 sur les mots et d'ARNOLD-NIVAT [3] sur les



- IN-23 -

arbres (Théoréme 2); par contre, elle n'est équivalente ni 3 la
métrique de WEIHRAUCH [140,141]1 , ni & la métrinue de Baire sur
les fonctions totales de IN dans IN . Le théoréme 3 montre que
toute suite de Cauchv d'éléments finitaires converge vers un élé-
ment du CPO infinitaire; @ 1'inverse, toute suite croissante est
de Cauchy. Cette métrique permet donc d'engendrer les mémes éle-
ments infinitaires que par les suites croissantes, mais en utili-
sant plus de "chemins de calcul" puisque toute suite de Cauchy
n‘est pas nécessairemnent croissante.

Le Chapitre III étend ces résultats aux espaces de fonctions conti-
nues. Aprés avoir caractérisé les espaces de fonctions continues en
tant que CP0's infinitaires (Thé&oréme 2), nous montrons (Proposi-

tion 4) que toute fonction continue au sens métrique et croissante

est aussi continue au sens des CPO's; é&tant donné que le complété
métrique de notre base finitaire est compact pour notre métrique
(Théoréme 3), toute fonction continue devient uniformément continue.

De plus, nous prouvons que la convervence pour notre métrique équivaut
a la convergence simple (Théoréme 4 et 5) et & 1a convergence uni-
forme dans le cas de suites croissantes de fonctions (Théoréme 6 et 7).

Nous reprenons dans le chapitre IV une version effective des notions
de CPO infinitaire et d'esnace métrique: tout d'abord. nous définissons
Ta notion de baose effective et donnons deux facons de construire a
partir d'une telle base les éléments infinitaires calculables : La
premiére consiste & clore algébriquement cette base effective
(domaines "effectively given" de SMYTH [128] et KANDA [64] ) pour
en extraire les seuls &léments calculables; la seconde consiste &
donner une version effective de la complétion par idéaux : La Propo-
sition 2 montre que les espaces ainsi obtenus sont effectivement
isomorphes. Nous rappelons ensuite la d&finition des domaines calcu-
lables en tant qu'ensembles &numérés et montrons que la construction
précédente coincide avec 1'approche de ERSHOV [50]. Nous concluons
ce chapitre par un rappel des travaux relatifs aux espaces métriques
récursifs et utilisons essentiellement les définitions et propriétés
de LACOMBE [75] et MOSCHOVAKIS [96].
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Enfin, le Chapitre V permet de prouver que les limites de suites
de Cauchy effectives correspondent aux éléments décidables des
domaines calculables (Théoréme 1); une version intéressante de ce
résultat est obtenue dans le cas de CPO's infinitaires dans lesquels
1'énumération de la base "respecte" 1'ordre (Proposition 5).
Enfin, dans le cas d'ordres arborescents (introduits par RIGUET [1121,
KUREPA [71]1 et SCHMIDT [51,116,117]) , i1 est montré que les
éléments infinitaires calculables sont décidables (Théoréme 3) :
c'est le cas des mots et des arbres infinitaires; ce n'est pas

celui des réels, ni des éléments de T .

Une liste de problémes ouverts et de développements possibles
conclut ce travail.



CHAPITRE I

BASES FINITAIRES

CPO’'s INFINITAIRES



Nous reprenons dans ce chapitre des notions abordées dans la Titté-
rature de facons trés diverses et généralement associées & des ter-
mes différents. L'un des objectifs de ce travail étant d'étudier les
liens entre propriétés métriques et propriétés liées & une structure
d'ordre, nous sommes parfcis contraints de créer de nouveaux termes
afin d'éviter toute confusion entre des concepts voisins relatifs

a 1'ordre ou a la métrique.

I - COMPLETION DANS LES CPO’s

[.Ai- QUELQUES DEFINITIONS.

Soit D un ensemble muni d'une relation d'ordre partiel notée <
Nous dirons que :

DEFINITION 1.- Un sous-ensemble A c D est dit dirigé ssi toute
partie finie de A est majorée; autrement dit :

DEFINITION 2.- Un ensemble (D,<) partiellement ordonné est
appelé CPO (Complete Partial Order) ssi tout sous-
ensemble dirigé de D admet un plus petit majorant
(ou SUP) et s'il existe un plus petit élément dans
D noté ..

Nous noterons (D,s,.) 1'ensemble partiellement ordonné muni de son
élément minimal. Notons que le terme de IPO (Inductive Partial Order)
est parfois utilisé & la place de CPO, notamment dans [108] . Enfin

DEFINITION 3.- Un sous-ensemble C de D est appelé chatne de
D ssi i1 est totalement ordonné; chatne croissante
ssi C est dénombrable, C = (xi)idN et
X; S X4,1 bour tout i eN .

La 1ittérature propose souvent [105,16,65,44] & la place de la
définiticn 2 : "Un ensemble (D,<,.) eet appelé CPO sei toute

chatne oroiteeante de D nom vide a un SUP". Ces deux définitions ne
sont pas contradictoires comme le montre la proposition suivante [28] :



PROPOSITION 1.- Soit (D,<,.) un ensemble partiellement ordonné;
les deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) Tout sous-ensemble dirigé dénombrable non
vide de D a un SUP,

(ii) Toute chafne croissante non vide de D
a un SUP.

IT est clair que (i) 1implique (ii) puisque toute chatne croissante
est dirigée; d'autre part, il résulte de 1a définition 2 le lemme
suivant :

LEMME.- Soit A une partie dirigée, F c A une partie finie de
A ; alorse 3b e A tel que b majore F .

On peut alors, a partir d'une suite dirigée A = (bi)iGN , définir
par récurrence une suite croissante (b’i)].éN de la fagon suivante :

bi = b1

b%+1 est un majorant de {bl""’bi’b%} dans A .
I1 est clair que (b%) croit par construction et que 1'on a :

SUP (b;) = SUP (b})
i 3

Une adaptation de cette construction sera reprise ultérieurement
dans 1'étude des CPO's calculables et la définition d'une énumération
des &léments obtenus en tant que SUP's d'ensembles dirigés ([441,[641).

On peut résumer la proposition 1 en notant que les objets obtenus
par supremum d'ensemble dirigé ou de chalne croissante sont les
mémes mais que les fagons d'approcher ces objets ne sont pas identi-
ques.

Enfin, lors du passage aux fonctions continues, la c18ture par SUP
d'ensemble dirigé est conservée, ce qui explique 1'intérét porté

aux CPO's dans 1'étude de la sémantique des langages de programmation.
Rappelons :



DEFINITION 4.- Soient (D,<,1) et (D',<,1') deux CPO's; une
fonction f : D~ D' est dite continue ssi elle

vérifie :
f(SUP A) = SUP(f(4)) ¥ A dirigé, AcD.

I1 convient de remarquer que cette définition de continuité coTncide
avec la définition topologique, au sens de la topologie induite par
la structure de CPO (voir § III); d'autre part, cette définition

n‘a de sens que si f(A) est &galement une partie dirigée dans D' :
Cette propriété résulte du fait que la continuité implique la mono-
tonicité et que (A dirigé et f monotone) =>f(4) dirige.

On montre alors que :

PROPOSITION 2.- L'espace noté [D - D']1 des fonctions continues
du CPO (D,<,1) dans le CPO (D',<,1') est
lui-méme un CPO.

En effet, 1'ordre sur [D - D1 est défini par : !
f < g <= f(x) < g(x) ¥xebD
d'élément minimal Ax..' .

D'autre part, il est facile de vérifier que, pour tout sous-ensemble
dirigé A c[D~+D'], SUP(A) est défini, avec :

SUP(A)(x) = SUP{F(x)|f e A} ¥YxebD

Cette proposition permet, comme nous le ferons dans le troi?iéme
chapitre, d'&tendre aux espaces de fonctions les propriétés définies
sur les CPO's domaines de ces fonctions. '

[.B,~ BASES ET COMPLETIONS DE BASES :

La notion d'approximation requiert celle de base & partir de Taquelle,
on engendre une famille d'objets formant un CPO; plus précisément :

DEFINITION 5.- Soft (D,<,.) un CPO; un sous-ensemble B < D
est appelé base de D ssi ¥xeB ,3AcB,
A dirigé, tel que x = SUP A .




I1 est clair que, si une base de CPO existe, elle n'est pas néces-
sairement unique (ainsi, avec (D,<o 1) = (R+,s,0) » Uune base est
Q" , mais aussi Q'U F pour tout F £a§+)°

Inversement, il est intéressant de compléter un ensemble partielle-
ment ordonné (B,<,1) en un CPO tel que :

a) B soit (isomorphe &) un sous-ensemble de ce CPO;
b) Tout é&lément du complété soit le supremum d'une partie
dirigée de B .

On ne peut définir sans hypothése complémentaire un complété
canonique [90]1 . Nous donnons ci-dessous deux procédés classiques
de complétion [57,90,89,18,101] , 1le premier par idéaux, le second
par classes d'équivalence d'ensembles dirigés; ces deux procédés sont
équivalents dans la mesure ol les complétés obtenus sont isomorphes :

a) Complétion par idéaux

Définissons d'abord :

DEFINITION 6.- Un sous-ensemble I c B est appelé idéal de B
ssi .

a) I est dirigé,
b) X el & ysx==>y el

Parmi 1'ensemble des idéaux de B , 1le sous-ensemble des idé&aux
principaux de la forme :

; = {X|x ¢ B & x <y} Yy ¢ B

est isomorphe & 1a base B . Il est alors facile de montrer le
théorame suivant (voir [89]) :

THEOREME 1.- Soit (B,s,.) un ensemble partiellement ordonné;
il existe un CPO noté I(B) et une application
J + B+ 1I(B) telle que :

L]

. ¥XyeB,xsy g8t Jj(x) s j(y) dane T1(B)

' . Pour tout x e I(B) , U'ensemble :



Jy = G(a)|a ¢ B & j(a) < x}

est dirigé et l'on a : x = SUP Jx .

L'ensemble I(B) est 1'ensemble des idéaux de B et 1'injection
j associe a chague élément x ¢ B son idéal principal X .
I1 est clair que 1'ordre partiel sur I(B) est 1'inclusion ensem-

bliste et que :

Ac I(B) & A dirigé => SUP(A) = y A existe dans I(B)

I(B) a donc une structure de CPO.

b) Complétion par classes d'équivalence d'ensembles dirigés :

La relation d'ordre sur D peut &tre &tendue & 1'ensemble noté
DIR(B) des parties dirigées de B comme suit :

A4A ssi ¥be A, 3b" e tel que bs<b'
avec A,A' € DIR(B)

I1 est clairfque cette relation n'est qu'un préordre sur DIR(B) ;
associons lui canoniquement 1'équivalence suivante :
A=A ssi ALA' et A4 A AsA' € DIR(B)
(A et A' sont parfois appelés cofinaux [5gl)
L'ensemble DIR(B)/= est alors ordonné et a une structure de CPO;
un &lément de cet ensemble correspond & une approximation; un
représentant canonique pour une classe d'équivalence C de DIR(B)/=
est défini par :
RC=U{X|XeA.A€C}
On peut alors é&noncer :
THEOREME 1 (bis).- Soit (B,s,L) un ensemble partiellement ordonné.

Il existe un CPO noté DIR(B)/= et une application
J + B~ DIR(B)/= telle que :

. ¥xyeB, xsy sat j(x) &J(y) dans DIR(B)/z
. Pour tout C e DIR(B)/=, l'ensemble

Re = u {x[x €4, & €C}

eat dirigé avee C = SUP Re



L'injection j est celle qui associe a tout x ¢ B, la classe
d'équivalence de 1'idéal principal X et 1'ordre sur DIR(B)/= est
canoniquement associé au préordre ,f$ défini précédemment sur
DIR(B).

D'autre part, il est facile de montrer que RC est dirigée :

Soient x et x' appartenant respectivement 3 A et A' , avec
A e RC s A' € RC

A=A = 3 x" , x" ¢ A' et x <x
D'autre part, X" ¢ A' et x' e A' et A' dirigé = 3 x
tel que

xll < X m

X =X

=—> {x,x'} est majoré dans R¢ -
De plus, RC est un idéal : on obtient ainsi un isomorphisme entre

les complétés B” et DIR(B)/= .

NOTATION : Conformément & [102] , nous noterons B” e complété
de B (sans spécifier s'il s'agit de I(B) ou de
DIR(B)/=).

I1.- CPO's INFINITAIRES.

De nombreux auteurs [124,102,128,119] ont étudié le cas de bases asso-
ciées & des &léments d'information "finie" (mots de longueur finie, arbres
de hauteur finie, représentations décimales finies, parties finies de

N , etc...); nous définissons la notion de base finitaire et les
propriétés qui en résultent pour le complété :

I1.,A,- ELEMENTS FINITAIRES

Soit (D,<,.) wun CPO., Nous définissons de fagon intrinséque la
notion d'é1&ment finitaire comme suit :

DEFINITION 7.- Un &l&ment b ¢ D est dit finitaire ssi, pour
toute partie dirigée A<D, b < SUP A =>3c,
cebAb&bsc.




(Un tel élément est parfois appelé compact, fini, algébrique,
ou isolé dans les références précédemment citées).

On trouve également dans ([119,1331) la définition de la relation
suivante :

x [y ssi, pour tout ensemble dirigé A, AcD,
(y <SUPA=— 3 cedh, x=<c)

On vérifie facilement que cette relation n'est pas en général réflexive;
les éléments finitaires sont précisément ceux pour lesquels la relation
x [ x est vraie.

Notons la propriété suivante :
PROPRIETE 1.- Soit (D,<,1) un CPO; soient a et b deux éléments
finitaires de D ; alors :
SUP(a,b) défini == SUP(a,b) est finitaire.

A montrer : SUP(a,b) < SUP A, A dirigé => 3 c ¢ A, SUP(a,b) <c¢
or, SUP(a,b) = SUP(A) = z a < SUP A
b < SUP A

Or, a et b sont finitaires

34 Xedh,acsx
- ;.YGA’bS.y

De plus, A est dirigé=>3 c < A tel que Xsc
ysc

~—> SUP(a,b) < c avec ¢ ¢ A.

QUELQUES EXEMPLES

a) Considérons le CPO des représentations décimales de réels [144]
avec 1'ordre classique sur R ; i1 est clair que les représenta-
tions décimales finies ne sont pas des &léments finitaires car :

2 < SUP{x1|1 ¢ N} avec x; = 1.999...9
L
i fois

alors qu'il n'existe aucun kj-e N tel que : 2 < Xj ¢



b) Notons (a,B) un intervalle a bornes réelles (ouvert, semi-
ouvert ou fermé); 1'ensemble de ces intervalles est ordonné par :

(asB) = (a',B"') ssi (a,B) > (a',B')

Notons d'abord que tout intervalle de la forme [a,B) ne peut
&tre finitaire; en effet :

[0,8) = SUP{Ta-= ,8)|n ¢ N}

{Ja -2 ,8)|n N

alors qu'il n'existe aucun entier j tel que :
[a,B) 2 ] on~-—} sB)

Par contre, tout intervalle de la forme Ja,B[ est fim‘taire‘:
Soit en effet A = {(ai’Bi)H e N} un ensemble dirigé d'intervalles.

Alors, Jo,BL < SUP A
— (“i’Bi) e A tel que a ¢ (“1'51)
et 3 (aj,Bj) e A tel que B ¢ (aj,Bj)
sl 31- tel que a < 0y
aj tel que B > Bj
Or, A dirigé => 3 h tel que :
(a585) 2 (ay,8)
(05585) 2 (aps8p)
=> 3 h tel que a <o et B>B,
I1T en résulte que :
3 h tel que (ah,Bh) e A & Jo,Bl ° Jop 08y,
==> Ja,B[ est finitaire.

Nous développerons, dans le paragraphe IV, d'autres exemples
d'éléments finitaires.

[1,B.~ BASE FINITAIRE

En reprenant la définition 5 du § I.2, nous posons :



DEFINITION 8.- Soit (D,<,1) un CPO; soit B une base de D ;
B est dite finitaire si elle est constituée d'éléments

finitaires de D .

L'importance de telles bases est montrée par le théoréme suivant, pour
lequel nous introduisons la notion suivante :

DEFINITION 9.- Soit (D,<,1) un CPO; B wune base finitaire de D .
Un élément x ¢ D est dit purement infinitaire s'il

est le SUP d'une chafne infinie strictement croissante
d'éléments de B .

w T
Nous noterons B~ 1'ensemble des &léments purement infinitaires.
Nous montrons alors :

THEOREME 2.- Soit B wune base finitaire dénombrable; alors :
BY = B” - B .

PREUWE.- a) Montrons d'abord que B“ c B - B
Soit a = SUP{ai|ai ¢B&a; <a}
avec a; <aj,.g ¥ieN

alors , a<a=>31i, axcx

Supposons que a appartienne @ B
a; (B est base finitaire)

= i < a. .
3i, a a; <a;,,sa

=> on ne peut avoir a ¢ B
b) Inversement :

aeB”-B—>a-= SUP{ai|i eN} avec (a;) chafne
croissante dans B

Si cette chafne n'est pas strictement croissante, alors :

i < < < seo € A; = Qs = .. =
3 i tel que a; <3, < ag a; = a5, a
=—>a; =a, avec ae B => contradiction

—> B~ - B c B

Autrement dit, tout &lément d'une base finitaire ne peut &tre limite (au
sens du supremum) d'une chafne infinie strictement croissante d'éléments
de cette base (dans les exemples précédents, la base des représenta-
tions décimales finies n'est pas finitaire; il en est de méme de 1la
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base des intervalles fermés a bornes réelles).

Ce théoréme est fondamental pour la suite de ce travail et permet
en particulier de prouver :

PROPOSITION 3.- Si un CPO (D,<,1) a une base finitaire dénombrable,
alors elle est unique.

Soient en effet B et B' , bases finitaires de D .

Supposons qu'il existe a ¢B et a ¢ B'

a #B' =>3AcB' tel que a =SUP A (d'aprés le théoréme précédent)

=> puisque B' est finitaire, 3c ¢ A tel que a <c

D'autre part, a = SUP A=>a 2x , pour tout Xx ¢ A
=> a=¢c avec C ¢ B'
=> contradiction.

Le Théoréme 2 et la proposition 3 nous permettent donc d'appeler,
pour un CPO (D,<,1) donné :

- finitaires les éléments de la base finitaire B
- infinitaires les &léments du complété B”

o]

- purement infinitaires les éléments de B“ = B” - B

La notion de base finitaire permet &galement de donner un sens a
1'extension continue, comme le montre la proposition suivante :

PROPOSITION 4.~ Toute fonction monotone f : B - B , B une base
finitaire du CPO (D,<,.) , peut &tre étendue de
facon unique en une fonction continue £ : B” > B” .

I1 suffit en effet de poser :

£°(1) = y {f(d)|d ¢ I} , I un idéal de B”
od la fonction f° n'est définie que grdce & la propriété de base
finitaire de B .

Cette proposition explique les résultats de [144,961 qui montrent
que les représentations décimales des réels sont de "mauvaises”
représentations : En effet, les repré&sentations décimales finies ne



= J=11 -=

constituant pas une base finitaire, 1'extension de 1'addition, par
exemple, aux représentations décimales infinies, n'est pas continue.
De méme, si 1'on considére la fonction f : B > B définie par :

1 sinon

f(x)i =0 si x <1

alors f(l) =1

mais fa10.9999...) =0 : f  n'est donc pas continue.

Montrons enfin la proposition suivante qui donne une autre caractéri-
sation des bases finitaires.

PROPOSITION 5.- Soit B une base finitaire pour un CPO (D,<,1) ;
alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) ¥x,x <SUPA & AcB” & A dirige
=>3y ¢ A tel que x <y

(i1) ¥x,x <SUP A & AcB & A dirigé
=>4z ¢ A tel que X <1z

D'abord, i1 est clair que (i) => (ii) puisque B c B”

Montrons que (ii) = (i) :
Soit x < SUP(xi) avec (xi)ieI
chaque x; est le supremum d'une partie dirigée b < B (par cons-
truction de Bm).

(oo}

partie dirigée, X5 € B

I1 faut donc montrer qu'il existe un j tel que x < xj .

Montrons pour cela les deux Temmes suivants en notant :
U &; pour {yly e by » 1 e I}
]
LEMME 1.~ Soit {A1|1 ¢ 1} une partie dirigée de B” , avec
by = B pour tout el
Alors ? Ay est dirigée dans B.

Soient en effet X,y € y by .
i

=> 3i tel que X ¢ Ay et 3 tel que y ¢ Aj ;
A . ;
(84) 4,p dirigee ==> 3 k tel que A;‘4 A, avec 4, dirigée dans B
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X
—s , < x, = SUP A avec X e B”
Or, B est finitaire : D'aprés (ii) on obtient donc :
1z ¢ Ak tel que x <z
32" € A tel que y <z'

et A, dirigée dans B = 32" ¢ By tel que zZ 52"

=> 32z" ¢ Ay tel que x <z" et y <z"

—> Y A est dirigée dans B .
i

D'autre part ,
LEMME 2.- Pour tout i eI , X; = SUP & 5 4 dirigée dans
— SUP(xi) SUP( u Ai)

Le lemme précédent montre que SUP( y Ai) existe.

On sait que SUP( y Ai) majore X; ¥Viel
= SUP(xi) < SUP( y Ai)

D'autre part,

x

i” SuP Ai
=> ¥Yye A'i ’ X,i 2y
- SUP(X,i) 2 SUP{yly « UAT'}

d'od le lemme.

La proposition 4 en résulte immédiatement puisque :

x s SUP{x |1 ¢ I} X; € B”

U 4; est dirigée dans B (Lemme 1)
d'aprés le lemme 2, on a :

x s SUP( y A1) avec | A4y dirigée dans B .
I1 en résulte, d'aprés (1) :

1YY eU by tel que x sy
—>3y,yeB telque xsy c.q.f.d.
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Une conséquence de cette proposition est en particulier que, si B
est, en tant qu'ensemble partiellement ordonné, finitaire par rapport
d lui-mé&me (tout élément de B vérifie (ii) dans la proposition 5),
alors i1 est base finitaire pour son complété B” .

REMARQUES. -

1l.- L'existence d'une base finitaire n'est pas toujours assurée,
comme le montre 1'exemple des représentations décimales de
réels.

2.- Etant donné un élément b ¢ B , B base finitaire, il peut
exister un x ¢ B” telque x <b.
Ainsi, 1'intervalle [n,2n]1 contient 13.5,4.5(
(Cm,2n] « B® , ol B est 1'ensemble des intervalles ouverts
d bornes rationnelles : on a donc 13.5,4.5[  B)
De méme : soit B ={i%hlem}

avec B” =B y {0}
Onadonc : 0 ¢BY et 0<% pour tout n eN

3.- Dans la construction d'une base finitaire B & partir d'un CPO
(Dys,1) , appelons h 1'application qui fait correspondre
& D 1le complété B” :

D > B

h = h2 ° h1
De fagon générale, on a :

- h(D) = D (dans 1'exemple des représentations décimales
de réels, on a B = B” = p)

= D c D'==> h(D) « h(D'")
= h(h(D)) = h(D)
(h est parfois appelé "fermeture inférieure" [18])

Nous nous intéresserons par la suite aux fermés relativement &
cette application h et définirons dans ce but la notion de CP0's
infinitaires.
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[I.c.- cPo’s INFINITAIRES

1) Dans les divers travaux relatifs aux CPO's, certaines hypothéses
complémentaires relatives a la base (dénombrable, close par SUP fini,
treillis, etc...) sont parfois introduites.

On définit ainsi (1061 :

DEFINITION 10.- Un CPO (D,s,1) est dit algébrique
(resp. w-algébrique) s'il posséde une base

finitaire (resp. finitaire et dénombrable).

Notons qu'il en résulte immédiatement la propriété suivante, généra-
lement citée dans la définition méme :

PROPRIETE : Dans tout CPO (D,<,1) algébrique, de base finitaire B ,
1'ensemble BX défini, pour tout x ¢D , par :

B, = {bjJb ¢ B &b <x}
est dirigé et vérifie x = SUP Bx .
Soit x e D ; B étant basede D, 34 c<B, A dirigé tel que
x = SUP A
Soient b et b' appartenant a Bx .
Amontrer : 3e , e ¢ Bx tel que e majore b et b'.

Or, beB , B finitaireet bsx=>3ceA tel que b<c
b' «e B, B finitaireet b' s x==>3d e A tel que b' < d

Or, A dirigé=>3ec A telque c<e et dcse

==> { b <e
avec ecAcB et ex<x
b! < e
-— @ ¢ BX et majore b et b'
~-> B est dirigé.

X
Quant au fait que x = SUP Bx » 11 est évident puisque Bx est
partie dirigée de la base B .

Notons que les CP0's w-algébriques sont appelés CPO's continus et
séparables dans [119].
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On peut montrer [ 1061 que cette propriété d' w-algébricité n'est

pas conservée par passage aux fonctions continues, mais que, si 1'on

définit :

DEFINITION 11.- Un CPO (D,<,1) est dit conditionnellement complet
ssi tout sous-ensemble X c D majoré dans D
posséde un SUP.

Alors la complétude conditionnelle est préservée lors du passage aux
espaces de fonctions continues; les €léments nécessaires a la démons-
tration seront développés dans le chapitre III lors de 1'étude des
propriétés des espaces fonctionnels. Notons que la littérature anglo-
saxonne utilise, pour désigner les CP0O's conditionnellement complets,
tantdt le terme consistently complete [107]1, tantdt bounded complete
[64,901].

Nous étudions plus particuliérement les CPO's ayant les propriétés
citées dans les définitions 10 et 11, et posons :

DEFINITION 12.- Un CPO est dit infinitaire ssi il est (-algébrique
et conditionnellement complet.

Par la suite, pour simplifier les notations, nous noterons directement
B” les CPQ's isomorphes au complété de leur base B . On peut alors
prouver la proposition suivante :

PROPOSITION 6.- Un CPO B” est infinitaire ssi

(i) sa base B finitaire est dénombrable

(i1) B est close par SUP conditionnel : Pour tout
a,beB, 3ceB, asc&bsc =>SUP(a,b)
existe et appartient & B .

PREUVE :

a) Soit B un CPO infinitaire.
Alors (i) résulte de 1'w-algébricité
D'autre part, soient a et b e B”
Soit ¢ =SWPAS ) avec AcB

Alors, d'aprés la définition 11, SUP(a,b) existe
==> d'aprés la propriété 1, SUP(a,b) est finitaire.
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b) Inversement, montrons d'abord que (i) et (ii) impliquent
1'w-algébricité,

Soit B, = {b|b e B &b <x} ¥ X ¢ B”

I1 suffit de montrer que BX est dirigé.

Prouvons d'abord que :

LEMME.- Les deux conditions suivantes sont équivalentes, pour
tout a,b ¢B

a) 3c eB,as<cé&b < €= SUP(a,b) eet défini
b) 3c eB”,ac<c&b <c=—>SUP(a,b) est défini.

I1 est d'abord évident que a => b
Inversement, soit x = SUP{xi|i eN} ol (x;) estdirigée

X; € B ¥i eN

Supposons que a <x
b <x

A

Alors, 31 tel que X;

3j tel que b < X5

(Xi) dirigée =—> 3 k tel que a < X,
< Xy
b < xj

==> (On obtient par b) que SUP(a,b) est défini.

La preuve de la proposition 6 est alors évidente puisque tout couple
d'éléments de Bx est majoré par x ¢ B~ ; le lemme et la propriété (ii)
de 1a proposition 6 permettent de prouver 1'w-algébricité.

Montrons aussi que (i) et (ii) impliquent la complétude conditionnelle :

Soit X = {x1,x%, .. x™,..0} < BT

Soit y ¢ B” tel que y 2 x , pour tout x ¢ X
A montrer : SUP(X) existe.

i i

_ i _
= SUP X3 ol (xj)jéN .est une partie dirigée de B .
Soit S 1'ensemble des sup's finis des x} .

or, x' B = x
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a) S existe (en effet, y majore X : 11 suffit alors d'utiliser
le lemme précédent)

b) S est dirigée (par construction)
==> SUP S =T existe
Montrons que T = SUP(X)
L= T2 SUP{X{seusXpsen.d ¥ i e

=> T > X; ¥iel

2.- Tout autre majorant de X majore les x} et
majore T
=> T = SUP(X) c.q.f.d.

Remarquons enfin :

PROPRIETE 2.- Dans tout CPQ infinitaire Bm,
INF(a,b) est défini pour tout a,b ¢ B

La preuve est évidente puisque 1'ensemble :

{x|]x sa et x <b} est majoré.

—> B~ &tant conditionnellement complet,
son SUP existe, mais il n'appartient pas nécessairement
d B.

Un exemple simple : B = {a,b} v {c;|i N}

a b
B” = {y} avec y = SUP(cy)
avecC : asci
. ©,
v

b s ¢4

et asy,bsy
Ce CPO est infinitaire mais INF(a,b) ¢ B

C
1
o

Nous définissons une classe particulidre de CP0's infinitaires dans
lesquels 1a base finitaire B a une structure d'inf-demi-treillis :

DEFINITION 13.- Un CPO infinitaire B est dit filiré ssi :
¥xeBY , Yy > x>y ¢ BY.
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Montrons d‘'abord :

PROPRIETE 3.- Un CPO infinitaire B~ est filtré §§i
¥xeB , y<x=>yeB.

La preuve en est immédiate puisque :

Soit x e B &y < x
Si y¢B, alors y e B® (d'aprés le théoréme 2)
or, y <x=—>xceBY ce qui est impossible.

Inversement :

Soit x e B® & y > X

Suppesons y ¢ BY ; alors y ¢ B

or, x<y=>x¢eB ce qui est impossible.

11 en résulte :

PROPRIETE 4.- Dans tout CPO infinitaire B  filtré, B a une
structure d'inf-demi-treillis.

Cette propriété résulte immédiatement de la précédente puisque :

a) d'aprés la propriété 2, INF(a,b) est défini pour tout couple
(a,b) de B

b) INF(a,b) <a et INF(a,b) <b
==> d'aprés la propriété 3, INF(a,b) ¢ B

Cette classe de CPO's infinitaires filtrés est importante car elle
correspond aux ensembies d'objets "syntaxiques" (mots, arbres), comme
nous le verrons ultérieurement.

IIT - TOPOLOGIES ET CPO’'s,

Nous rappelons ici quelques propriétés et définitions relatives d la
topologie induite par une structure de CPO [114,119]; la topologie
proposée a 1'avantage (Cf. proposition 9) de faire cofncider la
définition proposée pour 1a continuité (Def. 4) avec la définition
topologique.
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PROPOSITION 8.- Soit (D,<,.) un CPO.
Alors TD ={0cD| ¥ablacl0basb=Dbc0)
et ¥ C, CcD chatne croissante telle que
SUP € ¢ 0,
ona Cn0#p}
est une topologie sur D .

On vérifie en effet facilement que P ¢ TD et que D ¢ TD’

Montrons d'autre part que toute réunion (finie ou non) d'éléments de
T, appartient @ Tp: Soit RcTpy3 Q=u {0}0 ¢ R}

a) soit aeQ etsoit b=a
ae 0= 3 01 tel que Oi e R&ace 01
=> b601-==>beQ

b) Soit d'autre part une chatne a; €8y ... S, < ..
telle que SUP{a;|i eN} <Q
=—> 30; tel que 0; R &SUP{a, i eN}e 04
=> 3j tel que ay « 05

=> 3j tel que a; ¢€Q

J
Montrons enfin que TD est close par intersection finie : Soient

01 et O2 deux éléments de TD 3y & montrer : 01 n 02 € TD .

a) Soient a et b telsque ac0;n0, et b=za
I1 est &vident que b ¢ O1 n 02

b) Soit a; s 8, £ ... 3 S ... une chatne croissante telle que
alors, SUP{a1[1 eN} ¢ 0) = 3 i, tel que ail e 0y

SUP{ay [1 e N} ¢ 0, => 3 1, tel que Ay, ¢ 0, .
Soit § = max{il,iz}
alors, a\j € 01 n 02 .

Notons que, dans le cas de CPO's infinitaires (D = B , B finitaire)
le systéme fondamental de voisinages peut &tre défini par :

V(x) = u {V,(x)|z e B & z s x} ¥ x ¢ B
avec iV, (x) = {t|t ¢ B" &t 22}

Un voisinage de x contient donc un &lément du systéme fondamental
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de voisinages contenant x : I1 contient en conséquence 1'ensemble
des é1éments ayant en commun de 1'information avec x .

On retrouve alors la définition de la topologie contenue dans la
proposition 8 en définissant tout ouvert comme voisinage de chacun
de ses points.

Rappelons enfin [144 la caractérisation importante :

PROPOSITION 9.- Soit (D,<,L) un CPO.
Alors f : D> D est continue par rapport a TD ssi
f(SUP A) = SUP f(4)
avec A dirigé, AcD.

Montrons d'abord que :

f(SUP A) = SUP(f(a)) A dirigé, A cD

implique : ¥ 0 eTpn, F 20) T
D D

a) Soit 0eTy, acfi(0) et ash
a <b=f(a) < f(b) puisque f est monotone

or, aefl0) => f(a) 0
=> f(b) ¢ 0 par définitionde T

-1 D
=>b ¢ f 7(0)

b) Soit a; sa, s... une chaine croissante telle que 1'on ait :
SUP(a;) « £1(0)

SUP(a;) € £71(0) => F(SUP(a;)) € 0
—> SUP(f(a;)) « 0
=> 3 ay tel que f(aj) e 0

—> 3 a; tel que ay e f_l(o)

Inversement, soit f continue par rapport a TD.

Soit 4 < B” une suite dirigée , A= {x;|x; ep , 1N}
Soit A' = {x%Ii e N} avec x; SUP{lej < i}

Montrons que f(SUP A')= SUP(f(A'))
a) SUP(f(A')) < F(SUP A')

Montrons pour cela que f est monotone
SO'it Xl < XZ XI,XZ €D
Soit 0 e Ty tel que f(xl) e 0
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f continue par rapport & Tp==>x; ¢ f-l(O)
avec f'l(O) e T

-1
Or, Xq < Xy ==>X, ¢ f (0)
=D f(Xz) € 0

or, montrons le :

LEMME .- Pour tout X,x' e¢ D
x < x' ssi VOeTD (x € 0==>x" ¢ 0)

D'abord, x < x' & x ¢ 0 => x' ¢ 0 par définition de Tb.
Inversement : Supposons que, pour tout ouvert O de Tb » oOn ait :

Xe 0=>x"' ¢

I1 s'agit de montrer que x =< x'.
Supposons qu'il n'en soit pas ainsi : Il existerait donc un élément
beB telque b<x &b £x'.

Soit X = {z]|z ¢ B° & 2z 2 b}
On aurait donc : X e X et x' £X
ce qui contredit 1'hypothése initiale.

Revenons & la preuve de la proposition précédente : on a donc montré
que f(xl) e 0 ==¢-f(x2) e 0 pour tout ouvert 0 « TD

=> f(x;) = f(x,)

=> f monotone

==> SUP(f(A')) < f(SUP A')

b) Montrons inversement que SUP(f(A')) 2 f(SUP A')
Prouvons d'abord le 1emmé suivant :

LEMME.- Soit (x,) wune chafne croissante dans D ; soit X eD
alorg : ¥ 0 ¢ fb(x e 0=>31 tel que X, ¢ 0) sst

X < SUPidN(xi)'

Si x < SUP(xi) s alors pour tout ouvert 0 , x ¢ 0= 3 i

tel que X; € 0 par définition de la topologie.

Inversement : on a évidemment xj < SUP(xi) ¥jel
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donc : ¥ 0 ¢ Ty (

=> d'aprés le lemme précédent, Xx < SUP'ieN(X‘i)

X e 0= SUP(Xi) e 0)

I1 suffit alors de prouver que :

¥ 0e T(f(SUP &%) € 0=>3 X3 » X§ ¢ A" n 0)

i
F(SUP A') ¢ 0 => SUP A' ¢ £ 2(0)
avec f'l(O) e Ty puisque f est continue
—> d'aprés la définition de Tb s 3 x% tel que
] -1
=> 3 i tel que f(x%) e 0 , avec x% e A'
=> d'aprés le lemme : f(SUP A') < SUP(f(A'))

Rappelons enfin, pour clore ce paragraphe relatif aux topologies
associées aux CPO's, que les topologies d'ordre vérifient seulement
1'axtome de séparation TO [41] : Pour deux points distincts, il
existe au moins un voisinage de 1'un ne contenant pas 1'autre.

Cet axiome de séparation (formulé dans [18] sous la forme :

X =y=>x=y) nous permettra ultérieurement de mieux préciser les
-contours d'une étude comparative des complétés au sens métrique et au

sens de 1'ordre.

IV - QUELQUES EXEMPLES DE CPO’s INFINITAIRES.

Nous exposons, dans ce paragraphe, plusieurs exemples de CPO's infini-
taires couranmment utilisés dans 1'étude des propriétés des domaines
sémantiques. Ces exemples seront importants dans la suite de ce travail
car ils permettront d'illustrer les propriétés relatives a certaines
approximations (éléments purement infinitaires et &léments maximaux;
éléments infinitaires décidables ou semi-décidables, etc...)

a) (N y {+ ~},<,0)

Dans ce CPO, la base finitaire B n'est autre que N; avec
BY = {+ »} ; 1la relation d'ordre est 1'ordre naturel sur les
entiers.
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b) N v {l}agsl)

IT s'agit du "domaine plat" [124] dont 1'@lément minimal est
1'indéfini 1 :
0 1 2.......n .....
L
avec 1'ordre partiel défini par : x [y ssi x=1 ou x =y

Il est clair que, dans cet exemple, la base finitaire B est
1'ensemble N y {+} , avec B” =9 .

c) (PN),<.P)
Utilisé par SCOTT ([123] en tant que domaine d'interprétation

(appelé S-domain dans [1191), il a PwGN)' (sous-ensembles finis
de IN ) comme base finitaire.

d) (F.s,fy)

Considérons [113] 1'ensemble I* des séquences finies d'entiers
ordonné par :

as<b ssi a estsegment initial de b
(Z* est appelé function tree dans [113]),

L'ensemble F des fonctions totales de IN dans N peut &tre
considéré comme 1'ensemble des chemins infinis générés & partir
de I*: En posant B = 1", onadonc BY=F ; quant &

o » i1 s'agit de la séquence d'entiers vide: .

I1 est & noter que cette définition différe de celle de 1'ensemble
des fonctions partielles de IN i1 {1} dans N y {1} , muni de
1'ordre par point : f s g ssi f(x) s g(x) , et dont 1'élément
minimal est la fonction Ax.. partout indéfinie; i1 s'agit
encore d'un CPO infinitaire dont les propri&tés seront &tudiées
dans les paragraphes relatifs aux espaces fonctionnels.

E) (Zmos’e)

Soit I un alphabet; I* 1'ensemble des mots de longueur finie
définis sur 1'alphabet T ; I 1'ensemble des mots de Tongueur
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finie ou infinie.
I1 est bien connu [20]1 que r° est le complété de r* au

sens de la relation d'ordre.:
x <y ssi 3jeN tel que x=y[jl
ol y[jl désigne le sous-mot initial de y de longueur j.

Le mot vide € , de longueur nulle, est inférieur & tout autre

“ est parfois

*

mct au sens de la relation précédente; 1'ensemble I
appelé adhérence de £* . Notons que, dans la complétion de £
par classe d'équivalence d'ensembles dirigés, il est possible de
choisir un représentant canonique x pour chaque classe d'équi-
valence D e DIR(Z*)/E , caractérisé par :

¥i,ieN-1{0}, 3r D tel que x[i]=r[i]

Rappelons enfin que, dans ¥ , toute partie dirigée est totalement
ordonnée.

(M;‘;(F’E)’S,Q)

Soit F un alphabet gradué (ensemble fini de symboles de
fonctions) avec, associée & chaque f ¢ F , une arité o(f) ¢IN ;
soit Fy = {f « Flp(f) =i} ; soit E un ensemble disjoint de F.

On définit alors le F-magma libre engendré par F de fagon inductive
par :

Eu F0 c M(F,E)

S.i f € Fn ’ n> 0 ’ tl’tZ’."’tn € M(F’E) 'y

a]OY‘S f(tl’tZ'...’tn) € M(F’E).

Les &léments de M(F,E) sont généralement considérés comme des
arbres finis. On d&finit habituellement 1'ordre dit "syntaxique"
entre ces arbres en introduisant un symbole spécial noté o , de
arité nulle ; Un ordre est alors défini sur M (F,E) = M(F,E v {Q})
par :

1) ast ¥ te MF,E)
2) f(tl....,tk) st ossi t'= f(ti.....ti)
avec f ¢ Fk , t1 < t% pour tout 1, ls i<k
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Le complété M;(F,E) de M(F,E) est appelé [34]1 F-magna
libre complet dont les éléments peuvent &tre assimilés a des

arbres infinitaires. Ainsi, dans MQ(F,E), 1'ensemble
{o,f(a,b,0),f(a,b,f(a,b,0))...} n'a pas de SUP; dans M;;F,E),
il a pour SUP 1'arbre infini suivant :

/\
/IN\
/.

Une définition équivalente de M*(F,E) est la suivante :
M;(F,E) = {Q} v {f(tl’tZ""’tp(f))lti ¢ MS(F’E),f < F}

Notons enfin que dans cet exemple les éléments purement infini-
taires (arbres infinis sans Q@ & hauteur finie) sont maximaux
(i1 en est de méme dans I).

Dans [78,79] , on trouve d'autres types d'arbres définis de la
fagon suivante : Les approximations de WADSWORTH [1397] permettent
d'associer, & une A-expression M , unre - forme normale par
1'application ¢ telle que :

d(AX.M) = Ax.¢(M)
Bx My My wow M) = X(6(M))(6(M5)) .- (6(M]))
o((Ax.M) My My o M,) =@

L'ensemble des approximations, noté N, est ordonné par

fl<a
AX.a < Ax.b si a<b
pour 1 g1s<n

Chaque &l&ment de N é&tant, soit &gal & o , soit une forme
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normale de téte, on peut le représenter par un arbre de Bthm ;
ainsi, au A-terme M = Az.z TX , avec T = (AX.XXX){AX.XXX)
et X une X-expression quelconque, on associera 1'arbre

Az.2 ol BT(¢(X)) est 1'arbre de

//////\\\ Bohm associé & 1'approximation ¢(X).

Q BT(4(X))

I1 est clair que tout X-terme n'a pas un "meilleur" approximant.
Ainsi, les approximants de Y = Af(Ax.f(xx))(Ax.f(xx)) sont :

{Q,Af FQAF(F(fR)),...} qui n'a pas de SUP dans N.

N est donc complété (par classes d'équivalence d'ensembles
dirigés dans {791) et le complété N° peut 8tre assimilé a un
ensemble infinitaire d'arbres de Bthm; ainsi, 1'ensemble d'arbres
finis :

©
O — H —

a pour SUP dans N° 1'arbre infini Af, f

=

Mais i1 est & noter que ces arbres ne sont pas identiques & ceux
de 1'exemple précédent dans la mesure ol il n'est pas possible
de borner leur arité; il suffit de considérer le terme :

M =Y., Af Ax(b(f(xa))x)

auquel on associe les approximants de l1a forme :
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7'\
b/// \\\
/\
/b\ a/x\a

X
N
a a a

L'arbre infini qui est limite de ces approximants n'a manifeste-
ment pas une largeur bornée, 1'arité du sommet marqué x croissant
avec la hauteur de 1'arbre.

Nous utiliserons parfois la notation des magmoides [ 5] pour tra-
vailler sur des arbres ol chaque symbole de fonction, comme c'est le

cas dans 1'exemple précédent, peut recevoir plusieurs arités :
1'alphabet gradué I est alors un ensemble de couples de la forme

(f,i) » o0 i €N est une arité pour f. Les arbres finitaires ainsi
construits constituent 1'ensemble des arbres indexés sur 1 , et notés
T(z)1 dans [4 ] (ou, de fagon générale, T(z)P désigne 1'ensemble

des p-uples d'arbres indexés sur I ); par simplification, nous noterons
T(Z) & la place de T(z)1 et, pour le compl&té muni de 1'élément
minimal @ , Tg(z) .

Dans cet ensemble, nous noterons Hn(t) , avec t ¢ T(r) , la coupure
de 1'arbre t & la hauteur n , définie inductivement sur n pas :

. Ho(t) =@ ¥ teT(D)
zo : ensemble des é&léments
21 ., Hn(t) =t ¥ te Zg X avec de I de degré O

X : ensemble de variables
. Hn(f(tl'tZ" X 'tk)) = f(Hn_l(tl),c . ’Hn'l(tk))

Cette définition permet en particulier 1a définition d'une métrique
sur les arbres, comme nous le verrons dans le chapitre suivant.
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(R,s,R) est (Cf. § II-&) 1le CPO des intervalles (ouverts

ou fermés) a bornes réelles, dont la base finitaire dénombrable
est 1'ensemble des intervalles ouverts a bornes rationnelles
ordonné par :

Ja,BC < Ja',B'L  ssi  Ja,BL 2 Ja',B'L

Dans ce CPO, B“ est 1'ensemble des intervalles fermés (ou semi-
fermés) a bornes réelles; les éléments de R sont maximaux dans
cet exemple. De plus, les éléments de R de la forme Ja,RL ,
o0 o est rationnel,sont tels que o est point d'accumulation

d'une suite aj-

Ainsi,
(0,80 = n {J% ,BL|n € N}

Notons que SCOTT donne dans (1241 T1'ensemble des intervalles
fermés & bornes rationnelles comme exemple d'approximation des
réels; nous avons expliqué dans le § II-b pourquoi cet ensemble
ne pouvait constituer une base finitaire.

Remarquons aussi que 1'ensemble des intervalles ouverts a bornes
réelles {Ja,B[|a,B ¢ R} est une base finitaire pour 1'ensemble
des intervalles de la forme (x,y) , x et y ¢eR ; mais ce
CPO est algébrique, et non w-algébrique, contrairement au CPO
cité précédemment.

Enfin, PLOTKIN {1071 traite un exemple de domaine universel :
si ¥ est le CPO correspondant au type booléen et ordonné comme
suit :

vrai faux
L

le produit cartésien T“ est ordonné par :

=
]

(tgatyse-eatinnee) € (Ehothserstlsnns)

ssi ¥i=20, t., < t%

-_— 1
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I1 est clair que T¥ peut 8tre interprété en tant que classe
de couples d'entiers disjoints :

1 = {(AB)JAcN & BcN & AnB =p}

ordonné par :

(A,B) < (A',B') ssi AcB &A' cB!

Notons que tout élément de P(N) peut @tre considéré comme
apportant une information positive relative a un ensemble d'en-
tiers; de ce point de vue, tout couple (A,B) de ™ peut étre

considéré comme apportant une information positive et négative.

Soit t eT” ; nous notons (t)0 et (t)1 les ensembles d'entiers
disjoints tels que t = ((t)o,(t)l) . PLOTKIN montre alors que

T® est un CPO infinitaire, donc la base est constituée des é&léments
b tels que (b)0 u (b)1 soit fini.

TY est utilisé en tant que domaine universel dans la définition
d'une sémantique dénotationnelle pour le langage LAMBDA introduit
par SCOTT dans [1237 : 1les propriétés intéressantes des fonctions
continues de T dans lui-m8me seront retrouvées dans le

Chapitre III relatif a 1'étude des espaces de fonctions continues.



CHAPITRE I

COMPLETION METRIQUE

ET

CPO's INFINITAIRES
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La plupart des exemples qui viennent d'8tre cités sont souvent
étudiés en tant qu'espaces métriques et les objets infinitaires y
sont alors définis en tant que limites de suites de Cauchy. On
peut dés lors s'interroger sur le lien existant entre la structure
de CPO de ces espaces et les propriétés métriques généralement uti-
lisées (séparation de la topologie, complétion métrique de la base,
etc...)

Nous rappelons dans un premier paragraphe les définitions et nota-
tions utilisées pour la complétion métrique d'un espace (B,d) et
définissons ensuite une métrique sur les CPO's infinitaires; nous

montrons enfin que cette métrique permet de mettre en bijection les

complétés au sens métrique et au sens CPO obtenus & partir d'une
méme base finitaire.

I - COMPLETION METRIQUE.

Les notions définies dans ce paragraphe et les propriétés énoncées
sont essentiellement issues de [3 ] et [41]:

[.A.~ ESPACES ULTRAMETRIQUES.

Soit B un ensemble quelconque.

DEFINITION 1.~ Une application d : B x B +RY est appelée
distance (ou métrique) sur B ssi 1'on a, pour
tout x,y,z dans B :

1) d(x,y) =0 ssi x =y
2) d(x,y) = d(y,x)
3) d(x,2) = d(x,y) + d(y,2)

L'ensemble B , muni de sa distance d , est appelé espace métrique
et noté (B,d).

De plus :
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DEFINITION 2.- Une distance d sur B est dite ultramétrique

si elle vérifie, en outre :
d(x,z) < Max{d(x,y),d(y,z)}

L'espace métrique (B,d) est alors appelé espace ultramétrique.
Ainsi, dans les exemples précédents :

(Z*,él) (Exemple IV-e, Ch. 1)

avec :
0 si x=y
8;(x,y) = X,y € L¥
1
unlxinl # y[n1l
(M(F,E),dz) (Exemple IV-f, Ch. 1)
avec
0 si t=t'
8,(t,t') = t,t' e M(F,E)
1

unCH, (£) £ H(t')]

sont des espaces ultramétriques [ 1021
I1 en est de méme de :
. (F,GB) (Exemple IV-d, Ch. 1)
avec
0 si f=g fagefF

GB(fag) =
1

1+ uxCf(x) # g(x)]

sinon
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en effet, soit h ¢ F , Xq = wxfh(x) # f(x)1
xq = wxlh(x) # g(x)1]
X, = ux[f(x) # g(x)1
a montrer : X, 2 Min{xy.x,}
supposons Xg Z Xq
=> ¥ x (x < X = h(x) = g(x) & f(x) = h(x)

=> ¥ x (x < Xq = h(x) = f(x))

On montre de m&me que

Xg € %] = X, = X 2
—> X, 2 Min{xo,xl}

—_— 63 est une ultramétrique sur F .

[.B.- COMPLETION METRIQUE

I1.B.1.- Rappelons d'abord qu'une suite (bi)idN d'éléments de

B est dite convergente ssi il existe un élément b ¢ B
tel que :

¥e>0,3neN tel que ¥p=z2n, d(bp,b) <€

L'élément b ¢ B est alors appelé limite de la suite (bi) et

noté : b =lim b, .
. j
jore0

D'autre part :

DEFINITION 3.- Une suite (bi)ieN d'éléments de B est dite
de Cauchy ssi :
¥e>0,3neN,¥p=n,¥qg=n, d(bp,bq) <€

Notons qu'une caractérisation simple [3 1 des suites de Cauchy est
obtenue dans le cas d'un espace ultramétrique :
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PROPOSITION 1.- Soit (B,d) un espace ultramétrique; une suite

(bi)j gy est de Cauchy ssi liﬂ,d(b“’bn+1) =0

La preuve est évidente puisque :
(bi)ieN de Cauchy =>V¥ e <0, 3IneN tel que :

¥pz2n,¥q=z2n, d(bq,b ) <€

q
(B,d) wultramétrique = d(bp,bp+1) s;Max{d(bp,b ),d(bq,bp+1)}
<€

—~> Tim d(b_,b,,1) = 0

N+
Inversement :
lim d(b_,b ) =0
200 n’ n+l
=> ¥ e, 3n telque ¥p=n, d(bp’bp+l) <€

p=2n,qzn=—> d(bp,bq) < Max{d(bi,bi+1)|p <i< q}

< e (en supposant p < q)

Notons également qu'une formulation équivalente de la définition 3
est 1a suivante :

DEFINITION 4.- Une suite (bi)ieN d'éléments de B est dite
de Cauchy ssi 3y : N >N tel que :

=)=

¥n>0,¥p=yn),¥aqzyh),db,b) <

I1 suffit de reprendre 1a définition 3 avec :

1
€=m et n=tp(m)
La définition 4 est notamment utilisée dans les travaux relatifs

& 1'analyse constructive [96,75,109]1 ; y est appelé régulateur de
convergence de la suite (b'i)'ieIN .

Enfin, nous serons parfois amenés & spécifier la métrique employée
lors de 1'utilisation des notions précédentes : Nous utiliserons
alors les termes d-limite et d-suites de Cauchy (ou d-Cauchy)
respectivement pour limite au sens de d et suites de Cauchy

pour la métrique d .
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I1.B.2.- I1 est bien connu que toute suite convergente est de

Cauchy; mais 1'inverse est évidemment faux (ainsi, dans
B =10,11, avec la distance euclidienne, la suite {%Wh e N} est
de Cauchy mais ne converge vers aucun élément de B).

Nous dirons que :

DEFINITION 5.- Un espace métrique (B,d) est appelé espace

métrique complet ssi toute suite de Cauchy d'21éments
de B converge dans B .

I1 est alors possible de compléter tout espace métrique (B,d) en
Tui adjoignant les limites de ses suites de Cauchy; plus précisément :

THEOREME DE COMPLETION [41]

Tout espace métrique (B,d) peut &tre isométriquement
plongé dans un espace métrique complet (B,a) unique

(@ une isométrie prés) et tel que B soit dense dans

B

L'ensemble B est 1'ensemble des classes d'équivalence de suites de
Cauchy d'éléments de B , avec la définition suivante de 1'équiva-
lence :

A= (X'i)iéN = A (‘yi)'iéN ss1 112 d(x'i"y'i) =0
L'ensemble B est dense dans B (autrement dit : B = B) , tout

élément de B étant limite d'une suite convergente d'éléments de B .

Notons enfin que, si (B,d) est un espace ultramétrique, on montre
[ 31 que son complété (é,a) 1'est également.

[.c.- TOPOLOGIE METRIQUE.

Rappelons que 1'on nomme boule ouverte de centre x et de rayon r
1'ensemble noté B(x,r) défini par :

B(x,r) = {yly e B & d(x,y) <r}

et que 1'on a, dans le cas particulier ou (B,d) est ultramétrique,
les deux proprié&tés suivantes. :
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Toute boule ouverte est fermée.

Si y e B(x,r) , alors B(x,r) = B(y,r)
On appelle topologie induite par d 1la famille T4 constituée de
1'ensemble vide et des parties A de B telles que :

AeT

d & A¢P <—>¥xehA, 3r >0 tel que B(x,r)cA

Une telle topologie vérifie 1'axiome de séparation T2 (espace de
HAUSDORFF) : Si p#q, p et q «B , 1l existe un voisinage U
de p et un voisinage V de q tels que U nV =0; en effet,
soit r = d(p,q) ;

pAqg=r>0=>B(p,y) nB(q,y) =0
Rappelons enfin les définitions et propriétés suivantes utilisées
ul térieurement :

DEFINITION 5.- Deux distances d1 et d2 sur B sont dites
équivalentes S'il existe deux réels m et M

strictement positifs tels que :

md2 < d1 < Md2

On a évidemment :

PROPOSITION 2.- Deux distances équivalentes sur B induisent la
méme topologie sur B.

(L'inverse est faux : deux métriques peuvent induire l1a mé&me topolo-
gie sans 8tre équivalentes; il en est ainsi des métriques d1 et
d2 sur R définies par :

dl(x,y) = |x=~y| (métrique euclidienne)
et
dl(x:Y)
do(Xpy) = ——— ).
1+ dl(x,y)

D'autre part, si (B,d) et (B',d') sont deux espaces mé&triques,
on définit les propriétés suivantes :
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DEFINITION 6.- Une application f : (B,d) - (B',d') est dite

contirue Si :

¥xeB,¥e>0, 3n>0 tel que

¥yeB, d(x,y) <n=>4d'(f(x),f(y)) <€
Si n ne dépend que de € , et non du choix de x , f est
dite uniformément continue.

Cette notion permet d'introduire un autre type d'équivalence entre
distances :

DEFINITION 7.- Deux distances dl et d2 sur un ensemble B

sont dites uniformément équivalentes si 1'application
identique i : (B,dl) I— (B,dz) est uniformément
continue, ainsi que i - (i est biuniformément
continue).

Ainsi, sur tout espace métrique (B,d) , les métriques d et I%H

sont uniformément équivalentes; deux métriques équivalentes

(Cf. Déf. 5) sont uniformément équivalentes, mais 1'inverse est faux
(voir exemple précédent avec la distance euclidienne sur R). Notons
aussi que la proposition 2 est vraie avec des métriques u-équivalentes.

Enfin, 1'uniforme équivalence a le gros intérdt de conserver les

suites de Cauchy et leurs-limites : Si d1 et d2 sont u-équivalentes.
toute dl-suite de Cauchy est aussi d2-suite de Cauchy et a méme

limite (et inversement).

On a donc, en résumé : Si d1 et d2 sont deux métriques sur B ,
induisant les topologies T1 et T2 s d1 équivalente a d2 = d1
uniformément équivalente a d2 —_— d1 topologiquement équivalent a
d2 (c'est-a-dire les topologies T1 et T2 sont identiques).

D'autres propriétés métriques seront nécessaires ultérieurement, mais
nous les rappellerons lors de leur utilisation (compacité et convergence
uniforme, théoréme de Dini, etc...) afin d'éviter de trop nombreux
renvois 3 ce paragraphe.
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IT - UNE METRIQUE SUR UN CPO INFINITAIRE,

Notre objectif est de définir une métrique sur un CPO infinitaire
et de retrouver en particulier les résultats de [102 relatifs
aux espaces d'arbres et de mots infinis.

[I.A.- DEFINITION DE LA METRIQUE.

Soit B~ un CPO infinitaire, B sa base finitaire; B é&tant
d3nombrable, on peut définir une énumération de B :

DEFINITION 8.- Une application v :N +B , B dénombrable, est
dite énumération de B ssi v est surjective.

Nous appellerons (v)-indice de b ¢ B tout entier n tel que
v(n) = b .

D'autre part, étant donné x et x' dans B™ , définissons 1'en-
semble x A x' des éléments de B qui "séparent" x et x' ; pour
des raisons typographiques, nous notons - b < x pour "b non infé-

H

rieur a x

xAx'={beBlb<x & abs<x'" ou bs<x' & =b<x}

Autrement dit, si I(x) = {blb ¢ B &b < x}
I(x') ={blbeB & bsx'"}

alors x A x' est la différence symétrique entre I(x) et I(x') ,
ou :
x & x' o= (I(x) = I{x')) v (I(x") = I(x))

Notons un[v(n) ¢ x A x'] pour : "le plus petit n tel que

v(n) e x 4 x' " en convenant que un[v(n) ¢ x & XT = + «» ssi
xAx'=p, c'est-d-dire si les &1éments infinitaires x et x'

sont identiques : on sait en effet (1191 que tout &lément d'un CPO in-
finitaire est déterminé de fagon unique par les &léments finitaires
plus petits que lui, autrement dit :
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x=x' ssi ¥b,beB, (bs<x ssi bs<x') X,x' ¢ BY

On peut alors définir 1'application dv :B”xB” » R par :

1
1 4snpv(n) e x AX']

dv(x,x') =

On montre :

PROPOSITION 3.- dv est une ultramétrique sur B”

En effet :

a) unfv(n) e x A X'l = 4o ==> x = x' (Cf remarque précédente relative
a 1'égalité des éléments de B”)
D'autre part, 1'égalité de x et x' correspond a 1'apparte-
nance a une méme classe d'équivalence d'ensembles dirigés :
¥b eB,b<x=3b" ¢B,b'" <b & b' <x'
¥b'" eB,b'" sx'== 3IbecB,b<b" & b <x
P =—>d (x,x")

0

=> X A X'
b) dv(x,x') = dv(x',x) puisque x A x' = x' A X
X ¢) Enfin, dv(x,x') < Max{dv(x,x"),dv(x',x")}

o0

pour tout x,x',x" ¢ B
Montrons pour cela que :

unfv(n) € x A x'1 2 Min{unfu(n) ¢ x A x"1 , unpv(n) ¢ x' A x"7}
Soit en effet :
g = Wnlv(n) e x & x'1]

posons u = v(no)

Supposons u s X & - uc<x'
.o ST U< x" alors :
UsXx" & qu <X =>u¢ex'"apx"

=> Ny z univ(n) € x' A x"]
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si ~nu<x" , alors :
U<sXx & =u<x"=>U<e¢exAXx"
—> ng 2 wn) e x A X"]

si U <x' & =u <x
si u <x" alors
U<x" & =Uu<X=>U-©e¢XAnX"
—> Ny 2 unfv(n) e x A x"1
si =au <x" alors
U <x" & u<x'"=u}¢ex"AXx'

=>ng 2 unfv(n) ¢ x' A x"1

= N > Min{untv(n) ¢ x A x"1, wunpv(n) ¢ x' A x"1}

[1.B.- PROPRIETES DE d, :

Montrons d'abord :
PROPRIETE 1.- Pour tout a,b,c,d ¢ B® ,

ac<b<cc<d ==o‘dv(b,c) < dv(a,d)

Prouvons pour cela que :

unpv(n) e b A €] 2 unfv(n) ¢ a A d]

avec
v(in) ebAc=>v(n) <c & 2 y(n) <b
puisque b <c¢
Soit Ny = pnpv(n) <c & = v(n) <b]
ny = univ(n) < d & - v(n) <aj
or, a <b== (v(n) <a= v(n) <b)

= (= v(n) < b =>"v(n) < a)

donc : v(no) <Cc & —1\)(n0) < b= \)(no) <d & —1\)(n0) <a
==> Ny = n;  par définition de ny -

D'autre part :

PROPOSITION 4.- Soit (bi)i€N

de convergence y . Alors y est croissant.

une dv-suite de Cauchy de régulateur
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A prouver : n = n' => y(n) = y(n')
par définition du régulateur de convergence (Cf. définition 4

du § II-1.B) on a :

p(n') = ppl¥(i,j) e NxN , i izp, d (b:,b

v
k=]
™

autrement dit :

Y

Wn') = wpl¥(i,J)e NxN, 12p,3=z2p, umpvm) ¢ b1. Abj] >Nn']

Puisque (bi) est de Cauchy, on a pour tout n ¢ N :

i 2u(n) . = (n) = d(bg.by) <

\%
=

=> p mpv(m) ¢ bi A bjl

Vv
>

=> pmfv(m) ¢ b Abj]_

puisque n > n'
alors, par la définition précédente de y(n') , on obtient :

p(n) = p(n') .

Une propriété fondamentale est que la topologie induite par dv et
méme la notion de suite de Cauchy ne dépend pas de l'énumération v :
On montre pour cela :

THEOREME 1.- Soient vy et v, deux énumérations d'une base
finitaire B , dv et dvg les métriques associées;
El et EZ les complétés métriques respectifs; alors

l'extension canonique

1 3 Bl 2

de l'identité 1 sur B est biuniformément continue.

Montrons d'abord le lemme suivant qui exprime qu'un vl—indice ne
peut &tre arbitrairement grand sans que le vz-indice correspondant
le devienne : Dans ce lemme , A1 t:IN->IN est tel que

Aj(i)—> + e
1 400
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LEMME.- Pour tout n , il existe Al(n) tel que :

¥teB , un[vl(n) =t] 2 Al(") —_— un[vz(n) =tlz2n

Montrons pour cela que le contraire est impossible, & savoir :
in,¥A(n),3teB : ui[vl(i) =t] 2 Al(n) & ui[vz(i) =tl<n
Cette propriété devant 2tre vraie pour tout Al(n) , 11 existerait
une infinité de t ¢ B tels que ui[vl(i) = t] 2 Al(n) 3 ce qui
est impossible puisque pi[vz(i) =tl<n.
On montrerait de méme que :
¥n, 3A(n) tel que,

¥teB , un[vz(n) =t] 2 Az(n) = un[vl(n) =tlzn
Il en résulte :

COROLLAIRE.- 1 est uniformément continue.

En effet, le lemme précédent appliqué a :
t = vl(il)
avec il = pi[vl(i) e a Ab]
permet d'écrire :
Pour tout a,b ¢ B, B base finitaire d¢ B” , et pout tout n ¢N ;
3 Al(n) tel que ui[vl(i) eaAblz Al(n)
= ui[vz(i) eaAblzn

On en déduit alors immédiatement :

1 — dv (a,b) < 1

d, (a,b) =
1 1+ Al(n) 2 l14+n

ce qui montre 1'uniforme continuité de i sur B .

Or, B est dense sur B : 11 en résulte donc (résultat classique
en analyse), que T est uniformément continue.

Le méme raisonnement permettrait de montrer que 7‘1 est uniformément

continue. Le théoréme 1 est donc prouvé. Il résulte également de la
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démonstration de ce théoréme que toute suite de Cauchy pour dv
1'est aussi pour d\)2 et inversement.

Par la suite, nous omettrons (sauf en cas d'ambiguité) de spécifier
1'é&numération utilisée pour la définition de notre métrique et note-
rons donc g a la place de dv ; le théoréme 1 permet aussi de
parler de B en tant qu'espace métrique assoeié au CPO infinitaire
B sans faire référence a 1'@numération.

[I.c.- ELEMENTS ISOLES: ELEMENTS FINITAIRES.

Rappelons d'abord que :

DEFINITION 8.- Un élément x e B est dit point isolé de A ,
AcB, s'il appartient & A et s'il existe un

voisinage de x ne contenant aucun autre élément
de A autre que x .

Autrement dit, un point isolé ne peut 2tre point d'accumulation :
Cette propriété est a rapprocher du théoréme 2 du chapitre I

(Bw =B" - B) et a incité sans doute d qualifier d'éléments
isolés [1200 les éléments finitaires de B’ .

Or, pour la métrique introduite, les notions d'éléments isolés et
finitaires ne coincident généralement pas. Montrons plus précisément

la propriété suivante :
PROPRIETE 2.- Pour la métrique d définie précédemment,
a) tout élément isolé est finitaire
b) tout élément finitaire n'est pas nécessairement
isolé.

PREUVE :

a) Soit v :IN -+ B une énumération de B , base finitaire
Soit x ¢ B , avec { x = SUP{bili e I} , I fini ou infini,
et by <bjy

bi e B pour tout i

X is0lé ==> 3 1'0 e N tel que :

d(b,x) = T-=>b =x
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On a donc :

b cB & b < x = Pour tout b' B tel que bs b' <«x,

ona wirw(i) =b']c< 10

Si nous notons bl’bZ""’bn”" les éléments de {bili eI},
on peut appliquer le résultat précédent a b1 : Pour tout b'
tel que

b, <b'" <x , ona pifv(i) =bY < 10

1
=—> 1'ensemble des b' ¢ B tels que b1 <b'" <x
est fini,

=> .la SUite bl’bz’olo,bn,'-- est
nécessairement finie

—> d'aprés le théoréme 2, du chapitre I,
x ne peut 2tre purement infinitaire,

=> X ¢ B c.q.f.d.

b) Par contre, tout &lément finitaire n'est pas nécessairement
isolé; Considérons en effet N u {1} muni de 1'ordre plat :
2 e M e avec 1'énumération :

0 1
\\ // v(0) =
i w(i) = 1+1 de N

I1 est clair que :

L

d(1,) = — ¥ieN
1+ (1+1)

(en effet, L ¢ .Aa1 et 111
==> 1+l = unv(n) ¢ 1 A& 11)
==> | n'est pas 1sol&, alors qu'il est finitaire.

De méme, avec les intervalles ouverts de la forme 10,1 + % [s
on voit que 1'intervalle 10,1 est finitaire, alors que :
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d(10,1r,10,1 +%[) >0

N>

donc n'est pas isolé au sens de notre métrique.

Notons cependant que, dans certains exemples (r*,T(Z) avec Card(r)
fini) le nombre de successeurs immédiats de tout &1ément de la base
est fini (les successeurs immédiats de b , b ¢ B , é&tant les
éléments minimaux de 1'ensemble des majorants de b).

Dans ce cas particulier, cette propriété suffit & faire de B une
base isolée (au sens topologique) : Soit en effet n(b) 1le nombre
de successeurs immédiats de b , pour tout b ¢ B ; désignons par :

bl’bZ""’bn(b) ces successeurs immédiats.
Soit ij = pilv(i) = ij J = 1,2,...,n(b)
v une énumération quelconque de B .
Soit i = Min{1j|1 < 3j <n(b)}

Alors la boule ouverte de centre b et de rayon ne

contient pas d'autre élément que b 1+ Tk

==> b est jsolé .

Dans ce cas particulier, tout €lément finitaire est donc isolé.

ITT - COMPARAISON AVEC D'AUTRES METRIQUES.

Nous reprenons, dans ce paragraphe, quelques exemples de CPO's
infinitaires sur lesquels on a coutume de définir une métrique et
comparons cette derniére avec celle que nous avons proposée dans le
paragraphe précédent. Mais nous étudions d'abord celle de WEIHRAUCH
qui, dans une optique comparable & la ndtre, a défini une métrique sur
un CPO muni d'une fonction de poids.

[I1.A.- METRIQUE DE WEIHRAUCH [ 140,1411

Nous ne faisons apparaitre ici que les &léments nécessaires a la
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compréhension de cette métrique et des différences par rapport a
celle du § II.

Soit B base finitaire de B" ., /] : B aﬁR+ = [0,+*] une fonction
de poids et &6 : B x B a-R+ une fonction vérifiant :

1) x<y= |x|] 2|yl =20

2) x sy => 8(x,z) < 8(y,z) ¥ X,¥,Z ¢ B
3) &(x,y) = 6(y,x) =0

4) §(x,x) =0

5)  8(X,y) < 8(x,z) + 8(y,z) + |z|

I1 en résulte que, dans B :

x <y=> 8(x,y) = 0

IA

dz,x<z & y<z=8%xy)=20
De plus, pour traduire le fait que B doit &tre base de B” :
6) ¥beB , |b] >0
7) | |:(8%,) > (R,,2) est continu
8) & : (B ,<) x (B ,s) ~» 0R+,z) est continue
Il comient de noter tout de suite que § n'est pas une métrique
sur B" puisque &(X,y) = 0 n'implique pas X =y .
On peut vérifier également que, pour notre métrique d introduite

précédemment, SUP(x,y) existe =& d(x,y) =0.

La différence essentielle entre 1'approche de Weihrauch et la ndtre
réside dans la notion méme d'approximation : Pour définir une
notion proche de celle d'élément purement infinitaire, Weihrauch
introduit les relations suivantes :

X < y<=>x<y & (¥beB, S(y,b) + |b] <e==>xsb)
€
et

X[ y<=>(3ec>0 tel que x < Yy)

€
(x est alors dit "approximation stricte" de y)
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On montre alors que :
Si Bg = {x ¢ B"x = SUP(b;) , avec b, ¢B et

by [bi,q} » etsi M={xe Bgllx] = 0}

alors, pour tout x,y eM , &§(X,y) =0 ==>x =y .

IT en résulte que & est une métrique sur M, ensemble des limites
strictement croissantes d'éléments de B (pour [ ) et dont le poids
est nul; (M Jjoue donc le r8le de B® dans les CPO's infinitaires).

On peut noter que cette métrique n'est pas indépendante de la défi-
nition de la fonction de poids, et que, si 1'objectif de Weihrauch
était comparable au ndtre, la métrique obtenue n'est pas équivalente
(de plus, toutes les métriques & , pour des fonctions de poids
différentes, ne sont pas équivalentes entre elles).

[11.B.- METRIQUES SUR LES MCTS ET SUR LES ARBRES INFINITAIRES [ 10217 :

Considérons les ultramétriques 61 et 62 définies respectivement
sur I et sur 1'ensemble TS(Z) des arbres finis ou infinis indexés
sur I

81(%,y) = X,y € I

t,t') = tit' e To(2)

Nous montrons alors :

THEOREME 2.~ Dans le cas ou le cardinal de I est fini, la
métrique d est uniformément équivalente aux

métriques 61 sur I et 8§, sur T;(Z) .

Nous prouvons ce théoréme pour 62 3 la preuve est identique
pour la métrique 61 .
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Notons que le théoréme 1 permet de faire la preuve avec une énumé-
ration particuliére des CPO's considérés; soit en particulier v
telle que :

t <t' = unlv(n) = t1 < unlv(n) = t']
(on peut &numérer par exemple les arbres dont le nombre de noeuds
est inférieur ou égal @ i avant ceux dont le nombre de noeuds
est inférieur ou égal a i+l : 11 est facile de vérifier que cette
énumération a la propriété requise).
On montre alors :
a) I1 existe une fonction A : NN telle que A(i) tende vers
1'infini avec 1 et que :
un[Hn(t) # Hn(t')] = 1= unlv(n) ¢ t A t']1 = A(i)
en effet,
Un[Hn(t) # Hn(t')] = 1= Hi-l(t) = Hi-l(ti)

=> unfv(n) et A t'] =21

b) inversement, i1 existe une fonction B : N >N telle que
B(i) » +
)
et que :

unlv(n) e t A t'] 2 i = un[Hn(t) # Hn(t')] > B(i)

Soit e, le nombre d'arbres de profondeur inférieure ou égale @ n

( Z étant fini, e, est également fini).

Soit n(i) tel que en(i) <ig en(i)+1
Montrons alors que Hn(i)(t) = Hn(i)(t')

On a d'abord le résultat suivant, en notant w(t) 1la profondeur
de 1'arbre t :

LEMME : Pour tout a,b T;(Z) ,

a<b & wn(a) =n=acx Hn(b)
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Or, Hn(i)(t) £t at & Hn(i)(t) <t
- Hn('i)(t) < t'
== d'aprés le lemme précédent,
Hn(i)(t) < Hn(i)(t')

Le méme raisonnement pouvant &tre tenu & partir de H
obtient :

n(i)(tl) » ON

(1) (E") < Hngq)(H)
et finalement :
n(i) (1) = Hngiy (89
= wn[H (t) # H (t')] > ®n(i)

on obtient donc le résultat cherché avec B(i) = en(i) .

On peut alors reprendre la preuve du théoréme 1 pour montrer que
toute ;- (resp. 62) suite de Cauchy est aussi d-suite de Cauchy
et inversement, et que 84 (resp. 52) et d sont uniformément
équivalentes.

REMARQUES :

1l.- Ce théoréme n'est valide que si Card(gy) est fini; ainsi,
dans le cas des arbres de LEVY [791 , notre métrique peut
8tre utilisée mais n'équivaut pas a la métrique 8y

2.- Nous donnerons dans le chapitre IV une caractérisation des
CP0's infinitaires pour lesquels il est possible de définir
une énumération de la base vérifiant la propriété énoncée au
début de la preuve.

3.- I1 convient enfin de noter que le Théoréme 2 montre que la
métrique d aurait pu &tre définie, comme dans [3 ] , sur
1a base finitaire B , puis &tre &tendue au complété B :
le § 1,B.2 de ce chapitre montre alors que 1'espace complété
est ultramétrique, dés lors que (B,d) 1'est &galement.
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[II.c.- METRIQUE DE BAIRE

Rappelons que la métrique de Baire sur les fonctions totales de NN
dans N est définie par :

1 sinon
1 + un[f(n) # g(n)]

L'espace des fonctions totales de IN dans IN é&tant considéré, en
tant que CPO infinitaire , comme 1'ensemble des mots purement
infinitaires engendrés a partir de 1'alphabet IN , 1la métrique de
Baire n'est donc pas équivalente a la ndtre (puisque Card(IN) n'est

pas fini : Cf. remarque du paragraphe III-B.)

REMARQUE : La suite de fonctions définie par :

n si x=20

0 sinon

n'est pas de Cauchy pour 58 , avec IN muni de son ordre naturel;
par contre, sur N y {L} muni de 1'ordre plat, cette suite converge
au sens de d vers la fonction f définie par :
L si x=0
f(x) =
0 sinon

Une étude plus approfondie de ce résultat est entreprise dans le
chapitre III, § III, dans 1'étude de la convergence simple des
suites de fonctions.



- II-21 -

IV - CPO’s INFINITAIRES ET ESPACES METRIQUES COMPLETS

IV.a.- B” eT B

Etant donné une base finitaire B , nous nous proposons d'étudier
les relations entre le complété B® , CPO infinitaire isomorphe &
1'ensemble des idéaux de B . et le complété métrique B .

Le théoréme qui suit est une généralisation aux CP0's infinitaires
des résnltats de BOASSON-NIVAT [20] relatifs aux mots, et de
ARNOLD-NIVAT [31 relatifs aux arbres infinitaires.

THEOREME 3.- Soit i : (B,<,1) ~+ (B,d)) , avee B finitaire,

l'applieation identique sur B .
1) i s'étend de facon unicue en 1 : B” + B

telle que

T(SUP(b.)) = lim(i(b,))
i 3 jom 3

ol (bj) est une chafne croissante d'éléments de

B .
2) 1 est bijective.

PREUVE :

1) Montrons que 1'application 1 est bien définie :
Montrons pour cela que tout &lément de B“ est limite d'une
suite de Cauchy d'élé&ments de B .

Soit b = SUP{bj e B|j ¢ N}
avec bj < bj+1 ¥jeN
or, bj < bj+1 < bj+2 —> d(bj+1,bj+2) < d(bj’bj"'z)
d'aprés 1a propriété 1 du § II.B.
=> la suite (d(bi,b))idN est décroissante.
Subposons que d(hi,b) —> €50
4o
Dans ce cas<, la suite
By = wil= v(i) s bn & v(i) s b]

est croissante.
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De plus, 3 o tel que : n 2 ng = Bn = 8,
0
= 4 io tel que (n 2 ng = wika v(i) < b, & v(i) s b]
= Ui[ﬂ V(i) < bn & V(i) < b] = 10)
0
On aurait donc :

v(io) <b & = v(io) < bi pour tous les indices 1
tels que 1 2 10
ce qui contredit le fait que B soit finitaire.

==> |La suite (bi) converge vers b : Elle donc de Cauchy.

D'autre part, ce résultat ne dépend pas du choix de la suite
(bi) : L'extension 1 est donc bien définie.

2) Montrons que 1 est surjective

c'est-d-dire que toute suite de Cauchy d'éléments de B
converge vers un &lément de B~

Soit (b1)1em une suite de Cauchy d'&l1éments de B de régulateur
de convergence Yy

DEFINITION 9.~ On appellera direction associée Q (bf){elN 1a suite
(a)n telle que :
a1 = SUP{V(m)'m < 1 & V(m) s bw({)}

Montrons alors l1a propri&té suivante :

PROPRIETE 3.- La direction associée & une suite de Cauchy
d'éléments de B est dans B .

En effet, soit A1 = {ym)jms{i & v(m) s bw(i)}

Cet ensemble est dirigé et posséde donc un SUP (Cf. proposition 6
du § II.C, chapitre I : B est close par SUP (conditionnel) fini)

-y SUpP A1 appartient & B , ¥ 1 NN

(avec a;, =1 si Ay =)
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Notons que, intuitivement, a; représente le SUP des éléments de

la base compatibles avec b (1) Jjusqu'au rang i : Il contient

en quelque sorte toute 1'information commune finie de la suite

(bi) a partir du rang ¢(i).

Montrons également :

PROPRIETE 4.- La direction (a,) associée & (bi)idN est
croissante.

Montrons pour cela :

n<n =>ms<n & vm < bw(n) =>m<n & vm) <b

wn'))
I1 est d'abord évident que :
nsn =>(ms<n==mzs<n')

Montrons, d'autre part, que 1'on ne peut pas avoir :

v(m) < bw(n) & - v(m) < bw(n')

On sait, (par définition du réguliateur ¢ ) que :
¥ i EN,VjeN,iZﬂ)(n') ajZ‘p(nl)==>l-m[V(m)€biAbj]2n'

or, (proposition 5 du § I1.B), y est croissant.

Donc, ‘ n<n' =>19(n) <yn')
I1 en résulte que :
wmiv(m) e bw(n) A bw(n')] z2n' >n
=> ¥ M s M <N —>\)(m) £ bw(n) A bw(n')

autrement dit :

v(m) < b & v(m) <b

¥(n) p(n')

m < n = ou

-~ v(m) < b & - v(m) sb

¥(n) w(n')

—> (m<n & v(m) < bw(n) —>msn & vm) s bw(n'))
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=> (n<n' =>A cA.)

==> (n <n' => a, < an.) c.q.f.d.

I1 résulte de la propriété 4 que SUP(al.) existe et appartient
a B .

Soit a=SUP(a;) a B

I1 reste a montrer que :

PROPRSITION 5.- Soit (bi) une suite de Cauchy, (ai) la

direction associée; alors SUP a. = lim b,i
i ‘ i

Nous prouvons pour cela que :

¥n,izypn=—>puilv(i) ebi Aalzn
(on obtient alors que d(bi,a) + 0 par continuité).
or, wilv(J) e b1. Aalz Min{no,nl} (d ultramétrique)
avec Ny = Wilv(J) € by A bw(n)l

nl = l-lj[\’(j) € bw(n) A an]

Vn,izw(n)—>nozn

puisque la suite (bi) est de Cauchy, de régulateur de
convergence VY .

D'autre part, on a :

a, = SUP{v(m) Im<n & v(m) sb )} = SUP A,

¥(n
— ansb

y(n)
- a4 bw("> = {v(i)|v(1) s bw(n) & - v(1) s a,)

Supposons que 1'on ait :
n, = wilv(d) ¢ a, & bw(n)] <n

Dans ce cas, on obtiendrait :
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v(nl) ea A bw(n) & np<n
—> v(nq) < b¢(n) & av(n)sa, & nj<n

or, v(nl) < b & Ny < n==> v(nl) e A

¥(n)
m—— v(nl) <a,

ce qui est impossible

s> nlzn.

I1 en résuilte :

donc : ¥n , i 2y(n) -=¢d(bi,an) <=

3)

¥n , i 2yn)=—uwvj) ebj Aa,12n
1

==> par continuité de d ,
on obtient le résultat cherché,

Montrons enfin que 1 est injective :

Soit a # SUP 3y
avec (ai) et (bi) des suites croissantes

b = SUP by (strictement ou non) d'&léments de B
A montrer : d(%(a),1(b)) =0 ==>a =b

(a et b étant infinitaires, ils peuvent &tre assimilés &
des classes d'équivalence de parties dirigées; autrement dit,
a =b ssi tout approximant de a peut 8tre majoré par un
approximant de b , et inversement)

(a) = 1SV &) = Tim (a)
(b) = 1(SWP b;) = Tim (by)
I1 en résulte que :
d(1(a),1(b)) = 0 <= UL 1}m(b1)) = 0

d étant continue, i1 en résuite :

Tim d(ai.b1) =0

{40
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Autrement dit, ¥ g » 1 k(no) tel que :

1
1+ n0

k > k(no) —_ d(ak’bk) <

soit encore, en explicitant la métrique d :

¥y, 3 k(no) tel que k 2 k(no) implique :

(*) ¥n,n<hp= (v(n) < ay & v(n) < bk

ou -v(n) ca & -v(n) <by)

Montrons alors,que, pour tout j , 31 tel que aj < bi H
reprenons la propriété (x) avec g tel que v(no) = aj

3 k(no) tel que k > k(no) — v(no) =ay < & v(no) < by

ou = v(no) < & o v(no) < bk

—> En particulier, avec k 2 SUP{k(n;),j} et puisque (a;)
est croissante, on obtient :

v(no) <3 & v(no) =2y < bk

On a donc, pour tout j , montré qu'il existait un k tel que

aj < bk

On montrerait, en reprenant le méme raisonnement, que pour

tout j, 3k tel que :
bj <

I1 en résulte, en définitive, que a =b

=> § est injective.

Le théoréme 3 est donc prouvé avec cette dernidre partie; nous
donnons dans les pages qui suivent diverses remarques qui illustrent
1'importance du résultat ainsi que celle des hypothéses relatives
aux CPO's sur lesquels la métrique d a &té définie.
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[V.B.- COROLLAIRES ET REMARQUES.

1) Notons d'abord le corollaire suivant qui résulte de la premiére
partie de 1la démonstration :

COROLLAIRE 1.- Dans un CPO infinitaire B® , toute chafne

eroissante d'éléments de la base finitaire B

est de Cauchy.

Mais 1'inverse est manifestement faux, comme le montrent les
deux exemples suivants :

a) Considérons N U {1} muni de 1'ordre plat (Cf. exemple b,

§ IV, Chapitre I) :

0 1 2 ... n
avec 1'énumération

\)(0) =]
v(i+l) =i ¥ i ¢N

Ll

Considérons la suite définie par :
b0 = 1

by = (i-1) ¥iaz1,icN

Dans cet exemple, B =N U {1} et B*=8, BY =0 ;
la direction associée & (bi)1sN » dont on vérifie
facilement qu'elle est de Cauchy

1
1+ inf(n,n')

(d(n,n') =
est définie par :

8 = 1 ¥1eN (les &1éments de (bi) n'ont en
commun que 1'information de 1)

(b1) est donc de Cauchy, mais n'est pas croissante; on
vérifie que 11m(b1) = SUPa; = L.
{0 i
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On note donc en passant, sur cet exemple, que :

PROPRIETE 5.- Toute suite de Cauchy d'éléments de B convergeant
vers un élément de B n'est pas nécessairement
stationnaire.

b) Un autre exemple est le suivant : Soit I = {a,8} 3
considérons 1'ensemble I des mots finis ou infinis (voir
exemple e du § IV, chapitre I); considérons la suite
(bi)ieN définie par :

b; = B ¥ieN

Cette suite est de Cauchy (quelle que soit 1'&numération
choisie) et converge vers oY ; mais n'est manifestement
pas croissante pour 1'ordre "&tre facteur gauche de" sur

£* . Notons que la direction associée a (bi) est définie
par :

a. = q Viem

(ag) est croissante et lim a; = SUP a; =al

'i->°°1 foes
On peut résumer cette remarque comme suit :

b=limb, , beB = SUP 1‘1(bj) existe
Je J

(dans le dernier exemple, 1im b, = a¥ , mais SUP b,
n'est pas défini).

2) 11 convient également de remarquer que la définition de % :
T(SEP bj) = 11m(1(bj))
00
n'est possible que si (bj)JeN est une chatne croissante
d'él1éments de B ; Si (bj) est dirigée, 1'application 1
n'est pas définie comme le montre 1'exemple suivant :

Considérons le CPO infinitaire I~ , avec I = {a} ; soit
(bj) la suite dirigée définie par :
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pelN - {0}

Il est clair que SgP(bi) = a2’ , alors que (bi) n‘est mani-
festement pas de Caﬁchy : 1'application 1 ne peut dont &tre
définie avec une telle suite dirigée.

Cette remarque n'est pas g&nante puisque la complétion d'une méme
base B par supremum des chatnes croissantes et supremum des
ensembles dirigés conduit aux mdmes objets infinitaires, autrement
dit au m&me espace infinitaire B ; Il résulte donc du Théoreme 3
le corollaire suivant :

COROLLAIRE 2.~ Tout CPO infinitaire B peut &tre mis en

bijection avec l'espace métrique associé B .

On peut résumer par le schéma suivant ce dernier résultat,
ainsi que le théoréme 3 :

B base finitaire

/ N\
complétion complé&tion par SUP
par SUP/d'en- de chaftnes croissantes
sembles dirigés
i A B it T T e
T N R L o ___ e

(objets infinitaires et leurs approximants)

complé&tion
ar 1dléaux
B« Corollaire 2 5

objets infinitaires

" Dans ce diagramme, SUPC et SUPD désignent respectivement les
SUP's par ensembles dirigés et par chatnes croissantes; 1'appli-
cation T associe classiquement & la suite dirigée (bi) la
suite croissante (b;)
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avec b; = SUPD{bjlj <i}
telle que : SUPD(bi) = SUPC(b%)

Notons également que (Bw,SUPD) , (Bm,SUPC) et (B,d) peuvent
&tre considérés comme les espaces infinitaires des objets infi-
nitaires munis de leurs approximations (resp. par les ensembles
dirigés, les chafnes croissantes et les d-suites de Cauchy),
alors que les approximations dans B® et dans B sont
"oubliées".

Dans ce schéma, notons que 1'on n'a pas nécessairement :
1(8“) < B -8

puisque, comme nous 1'avons vu dans le § II-C de ce chapitre,
tout élément finitaire n'est pas nécessairement isolé.

3) Le Théoréme 3 ne peut &tre utilisé que dans le contexte des
CP0's infinitaires définis dans le premier chapitre; ainsi
1'exemple suivant montre 1'importance de la complétude condition-
nelle (CPO's consistently complete, au sens de [pg71)

Soit en effet une base B d'arbres finis de la forme :

a a ... a4 a a a..ab
.,/" ou 7 ou -(::
N \\‘a a... a a a...ab

a

IT est clair que :

a a

B” .~ : .~
N N

or, la suite de Cauchy (ti) d'arbres finis dé&finie par :

v ¥ielN- {0}
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aw

converge vers 1'arbre infini ';::’ " qui n'appartient pas
a BY. a

Le théoréme 3 n'est plus valable dans ce cas; notons que, sur
cet exemple, 1a base B n'est pas close par SUP conditionnel
fini puisque :

a a

| e
N NG

a a

avec j =z i

majore t et t' ; mais t et t' n'ont pas de supremum :
la complétude conditionnelle n'est donc pas vérifiée dans ce
cas (Cf. chapitre I, définition 10 et proposition 6).

Une autre conséquence du théoréme 3 et du corollaire 2 est 1la
sujvante : notre métrique d est définie sur B" 3 on peut
aussi définir d sur la base finitaire B ; puis, utilisant
la méme technique que dans [ 31 , définir son extension d

& B : cette extension est encore ultramétrique (Cf. § I-B-2).
Le théoréme 3 permet alors de prouver que les métriques d

(sur B‘”) et d (sur 5) sont équivalentes.

En effet, soient (bi) et bj) deux suites de Cauchy d'é&léments
de B, avec b = lim by 5 b' = Tim b3

i=e0 Jeo
alors, d(b,b') = d(1im by » 1im b})
= lim d(bi’bj)
B
Joeo

or, d'aprés le th&oréme 3 :
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-~

Tim bi = SUP a, oll (ai) est la direction associée & (bi)

1}

Tim b3 SuP a3 ol (aé) est la direction associée a (bj)

—> d(b,b’) = d(SUP a; , SUP a})

Inversement, étant donné des suites (ai) et (aj) croissantes :

d(1im a5 Tim a&)

d(1(SUP a;),8(SUP &)

lim d(ag,a3)

LN ae

Notons enfin que 1a métrique d permet d'obtenir des suites
"avec parasites" qui ne convergeraient pas au sens des CPO's
mais qui, en tant que suites de Cauchy, ont une limite dans B
(et donc dans Bw) : Il en est ainsi de 1'exemple cité précé-
demment dans I~ , avec I = {a,B} , avec la suite (b5)
définie par :

bi=aiB VieN

qui converge vers e ¥

IT est intéressant de noter que la direction associée & de telles
suites (ai =o' dans cet exemple) a pour effet de supprimer

ces "parasites" en ne conservant que 1'information cormune & partir

d'un certain rang.

Cette construction de 1a direction correspond tout & fait d la
démarche adoptée dans la sémantique algébrique [16,341 pour
définir une suite croissante d'arbres finis convergente associée
& une suite de Cauchy : Considérons par exemple le sch&ma de
programme :

g(x) = f(x,9(h(x)))

auquel est associée la suite (de Cauchy) des ré&écritures succes-
sives :
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g T ) i N
X : / s 9 S X/ f; ’
7/

‘”“/ | /’ /,,\

h ! h , g

IR

X ‘\ X 7 h

|

h

l

dans laquelle les sous-arbres entourés constituent les arbres
finis commws jusqu'a un rang donné; or, la construction de la
suite croissante (pour 1'ordre syntaxique sur les arbres) conduit
précisément & :

D

N\ N\
h//// \\\Q
/

X

c'est-d-dire & la définition de 1'information commune, donc
de la direction associée & la suite initiale,

IVic.- AUTRES METRIQUES SLR B®

Nous avons montré, dans le paragraphe précédent, que les hypothéses
relatives aux CPO's infinitaires &taient indispensables pour 1'ob-
tention du théoréme 3. Nous montrons maintenant qu'il n'est pas
possible d'obtenir une métrique telle que la topologie induite soit
plus "proche" de la topologie du CPO; autrement dit, parmi les mé-
triques vérifiant le théore2me 3, aucune ne peut &tre considérée
comme "initiale".
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a) Considérons d'abord une métrique d1 définie sur B telle que
le prolongement 1, : B” -+ Bl défini dans le théoréme 3 soit
bijectif; Montrons d'abord qu'il n'existe pas d'application a
uniformément continue telle que le diagramme suivant commute :

(B,d)
(Bm,S,L) / l !
1\(§1,d

1 1)

oi (B,d) est le complété métrique de B pour la métrique
définie dans le § I,

(El,dl) est le complété de B pour la métrique d1

Si un tel o existait, nous aurions donc :

a(T(x)) = 11(x) vec X = SUP(xj)
a 1im(il(xj)) x ¢ B”
J-)OO

=> o 1im i(x;)) = 1im(11(x
Jow I o

i)

Pour construire un tel o , 11 faudrait obtenir, & partir d'une
suite de Cauchy pour d , une sous-suite convergente (au sens
du CPO' Bm), ce qui n'est pas le cas en général (il suffit de
voir la construction de la direction associée & une suite de
Cauchy et qui n'en est pas une sous-suite).

Fournissons d'ailleurs un contre-exemple :
Soit B = {a,b.aa,ab,...,ai,aib,...}
avec 1'ordre classique sur les ensembles de mots.
I1 est clair que :
- toute partie dirigée ne comporte que des puissances de a
- Y = {a¥}

Considérons, d'autre part, la suite (bi) définie par :
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bs. = a1 b

i
21 b

2i+1 ~ @

Pour notre métrique (quelle que soit 1'@numération choisie pour
la base B), la suite (bi)idﬂ est de Cauchy et vérifie :

lim b, = a®
i 1

Considérons par ailleurs la métrique d1 définie par :

dpfal ) = e
inf(i,J)
dy(a',alb) = 1 ¥i,j eN
. 0 si i=3j
d(a'b,alb) =
1 sinon

IT est clair que les dl-suites de Cauchy :

- ou bien sont stationnaires en a'b

- ou bien ne comportent que des puissances de a
d partir d'un certain rang

=> f -B= fa%

Mais on peut voir que les suites convergentes au sens de d
ne le sont pas au sens de d1 : ce contre-exemple montre donc
qu'il n'est pas possible de construire un o qui conserve les
suites de Cauchy et leurs limites.

b) De fagon générale, existe-t-il un espace métrique (Bz.dz)
"initial" tel que 52 soit en bijection avec B® et tel qu'il
existe un o uniformément continu tel que le diagramme suivant
commute :

_————1g—f””(§2'd2)
(Bw's'l) \i"“--~.., l o

f
(Byd)
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S'il était possible de construire un tel o , on pourrait
extraire de toute dz-suite de Cauchy convergente une sous-
suite convergeant, au sens du SUP, vers la méme limite; ceci
reviendrait donc & construire une bijection biuniformément
contenue entre (BZ’dZ) et (E”,s,x) ; Or, nous avons vu que
les topologiee assocides d la métrique et au CPO ont des pro-
priétés de séparation différentes; autrement dit, 1'espace
topologique (Bm,TBm) n'est pas métrisable, ce qui rend impos-
sible 1'existence d'une application o uniformément continue,
et donc d'un espace métrique initial parmi tous ceux dont la
complétion métrique est en bijection avec le CPO infinitaire

00

B .

IV.D.- AUTRES TOPOLOGIES SEPAREES.

=~

I1 existe, & notre connaissance, deux topologies séparées sur les
CP0's : L'une(appelée "topologie gauche") a &té proposée par

J. BETREMA [17] et admet pour sous-base 1a famille des G(u) et
des G(u) , pour tout u e B” , avec :

G(u) = {x ¢ B®x s u} et G(u) = {x ¢ B”|ax < u}

Cette topologie est plus fine que la topologie dite "de Cantor"
utilisée par PLOTKIN dans [108] dont une sous-base est constituée
des P(b) et N(b) avec:

P(b) = {x ¢ B*|x 2 b} et N(b) ={xeB’|ax2b} ¥beB

I1 est facile de montrer :

PROPOSITION 6.- La topologie induite par la métrique d coincide
avec l1a topologie dite "de Cantor".

En effet, soit x ¢ B” ; soit B(x,n) une boule de centre x

et de rayon -% » définie par :
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B(x,n) = {y € B”|pilv(i) s x & -v(i) <y

ou v(i) <y & =v(i) <x1>n}
Autrement dit, pour tout b ¢ B ,
pilv(i) =bl <n=>b <sx & b sy
ou ¥ y e B(x,n)
-bsx & ab<sy

I1 en résulte que :

B(x,n) = ( n {P(b)|uilv(i)
n (o {N(b)|uifw(i) =bl < n & =-b < x})

bl <n & b < x})

Ce qui prouve la proposition 6 .

PLOTKIN montre dans ([1081 1la compacité de 1a topologie ; de plus,
1'existence d'une base dénombrable montre (Cf.Théoréme de NAGATA et
SMIRNOV dans [41]) que 1'espace topologique associé est métrisable.
L'existence de métriques associées & cette topologie n'est donc pas
surprenante, mais les métriques que 1'on pourrait proposer (par
exemple celle qui est donnée dans la preuve du Théoréme précité)

ne sont pas généralement uniformément &quivalentes & la ndtre.

Parmi les résultats que nous présentons dans les chapitres suivants,
11 en est que nous aurions pu obtenir par une approche topologique
(convergence simple, compacité,...). Pour des raisons de clarté

et d'homogénéité, nous avons préféré une présentation purement
métrique.



CHAPITRE II1

ESPACES DE FONCTIONS
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L'intér8t des CPO's dans la sémantique des langages de programmation
réside essentiellement dans Te fait que 1'espace des fonctions con-
tinues d'un CPO dans un autre CPO reste lui-m&me un CPO : Cette
propriété est a la base des travaux réalisés sur le A-calcul typé
[94,42,48]1 ou non typé [43, 9,124], et reste vraie dans le cas
particulier des CP0's infinitaires : L'espace des fonctions conti-
nues d'un CPO infinitaire dans un autre CPO infinitaire étant lui-
méne un CPO infinitaire, on peut donc lui appliquer tous les résultats
du paragraphe précédent, et en particulier le munir d'une métrique
pour laquelle le théoréme 3 reste vrai. Il est alors possible d'étu-
dier les propriétés métriques des espaces de fonctions continues, et
en particulier de donner un sens & la notion de convergence simple et
de convergence uniforme de fonctions continues au sens des CPO's, de
lier la continuité au sens des CP0's @ la continuité métrique et &
1'uniforme continuité.

Nous montrons dans ce chapitre que 1e compléteé B d'une base finitaire
B est compact pour notre métrique : 11 en résulte donc que toute
fonction continue sur B est uniformément continue. D'autre part, nous
prouvons que la convergence au sens de notre métrique équivaut a la
convergence simple ; enfin, la convergence uniforme implique la conver-
gence au sens de notre métrique et la compacité de B permet de prou-
ver qu'a 1'inverse toute suite croissante de fonctions qui converge au
sens de notre métrique converge uniformément.

I - CPO's DE FONCTIONS CONTINUES

Nous donnons dans ce paragraphe quelques propriétés, généralement
prouvées par ailleurs, relatives aux espaces de fonctions continues.

Rappelons d'abord que si D et D' sont deux CPO's, une fonction
f:D~»D' estdite continue ssi :
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f(SUP A) = SUP f(4) A dirigé, AcD
= SUP{f(x)|x e A}
ot 1'on note de la méme fagon, pour simplifier, le SUP dans D et
le SUP dans D' ; nous avons montré dans le premier chapitre que

cette définition équivalait @ celle de la continuité au sens de la
topologie associée aux CPO's.

Nous notons [D -+ D'] 1'ensemble des fonctions continues de D
dans D',

[.A.- PROPRIETES DE [D - D'l

De fagon classique , [D -~ D'] est muni de 1'ordre "par points"
défini par :

f<g ssi ¥x, f(x)=<glx) ¥xeD

Pour cet ordre, la fonction Ax.. prenant partout la valeur indé-
terminée est minimale; on montre de plus (en convenant, par souci

de simplification, de noter de fagon identique 1'ordre et 1'élément
minimal de D et D') :

PROPOSITION 1.- Soient (D,<,1) , (D',<,1) deux CPO's; alors,
1'espace des fonctions continues ([D - D'J],<,Ax..1)
muni de 1'ordre par points est lui-méme un CPO.

Soit en effet A dirigé, A c[D -+ D'I].

Considérons la fonction définie par
F(x) = SUP{f(x)|f ¢ A} ¥xebD

D'abord, cette fonction est définie puisque {f(x)|f ¢ A} est
dirigé. F majore tous les &léments de A , par définition de
l'ordre sur [D + 0']
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D'autre part, toute autre fonction majorant A majore F .

=> F est le SUP de A
=> [D+D'] est un CPO

D'autre part, il est classique de définir la sémantique d'un pro-
gramme par le plus petit point fixe de 1'opérateur associé a ce
programme; la gontinuité joue un r8le fondamental dans cette défini-
tion car elle permet de donner un sens & la notion de plus petit
point fixe :

PROPOSITION 2.- Soit (D,<,.) un CPO
Soit f ¢ [D ~» D]
Alors, SUP{fn(L)} est le plus petit point fixe
n
de f .

Notons d'abord que, puisque 1 est minimal, on 1 s f(1) .
Mais, f continue ==> f monotone

—> f(1) s f¥(1)

et, de fagon générale ;
(1) s ™)

I1 en résulte que {fn(L)In e N} est une partie dirigée et admet
donc un SUP dans le CPO (D,s,t).

Montrons que x = SUP{f"(1)|n ¢ N} est un point fixe, c'est-a-dire
vérifie f(x) =x .
or, f(x) = f(SUP{fN(L)|x e N}

= SUPLF(f7(1))|n ¢ N} puisque f est continue

= x puisque L s f"(1) pour tout n20 .
Montrons enfin que ce point fixe est minimal : Soit a ¢ D tel que
f(a) = a .

L <a puisque L est 1'é1ément minimal de D
-=> f(L) s f(a) (monotonicité de f)
> f(L) < A (puisque a = f(a))
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Ainsi, par induction, on obtient :
n
f(1) <a ¥nelN

—> SUP{fM(1)[n e N} < a c.q.f.d.

Notons que 1'opérateur Y de point fixe qui associe & f son plus
petit point fixe est lui-méme continu et appartient donc & 1'espace

des fonctions continues [[D -DJ1-+D1].

[.B.~ BASES DE FONCTIONS CONTINUES.

Etant donné que ([D - D'] hérite de la propriété de CPO de D et
D' , 1] est naturel de se demander si 1'w-algébricité et la complé-
tude conditionnelle sont héritées de la mé&me fagon.

Montrons d'abord que la notion d'élément finitaire est étroitement
liée a la notion de continuité :

THEOREME 1.-[106] Soient (D,<,.) et (D',<,1) deux CPO's w-algé-
briques; alors f : D + D' est continue sei pouwr
tout x ¢ D et tout élément finitaire b' de D' ,

on a .

b' < f(x) <=>3b , b finitaire, b ¢ D tel que
bs<x & b' < f(b)

a) Supposons d'abord que f soit continue et que b' < f(x) ,
avec b' finitaire et b' ¢ D' .

D étant w-algébrique, x = SUP{bili e N} od (b;) estun
ensemble dirigé d'éléments finitaires de D .

I1 en résulte que b' s SUP{f(bi)li ¢ N} par continuité de f.
Or, b' finitaire==> 3 j tel que b' s f(bj)
D'autre part, si bsx & b' s f(b), b finitaireet be D,

alors f monotone ==> b' < f(b) s f(x) .

b) Inversement, supposons que :
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b' < ffx) <= 3b , b finitaire, b e D tel que
bs<x & b' < f(b)

Montrons d'abord que f est monotone.

Soient x et y deux éléments de D tels que x <y ;
soit b' finitaire , b' e D' , tel que b' < f(x).

A

D'aprés les hypothéses, 4 b finitaire , b ¢ D tel que
b<x & b'<s f(b)

—> bsy & b'=< f(b)
—> b' < f(y)

Ainsi, pour tout b' finitaire dans D' , b'

1A

f(x) => b' < f(y)
= f(x) < f(y)

=> f monotone

Montrons maintenant la continuijté.
Soit A = {x1.|1‘ € N} une partie dirigée, Ac D .
f monotone == SUP{f(xi)|1 e N} < f(SUP{xi|i e N})

Pour montrer 1'inégalité inverse, considérons b' finitaire,
b'e D', tel que b's f(SUP{xili e N})
Par hypothése, 2 b finitaire, be D tel que
b < SUP(x;|1 e N}
et b's f(b)

b finitaire ==> 3j tel que b < xj

> b' < f(b) < f(xj) par monotonicité.
Ceci &tant vrai pour tout b' finitaire tel que

b' < f(SUP{x;[1 ¢N}) ,
on obtient donc :
f(SUP{x;|i e N}) < SUP{f(x;)|1 « N}

et donc finalement :
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F(SUPLx; |1« NJ) = SUP{F(x;) |i e N}

=> f est continue

On obtient alors le corollaire suivant [21] dont la preuve résulte
du théoréme 1 :

COROLLAIRE.- Soient (D,<,1) et (D',<,1) deux CPO's w-algébriques.

Alors f : D » D' est continue ssi

1) f monotone

2) ¥xeD, ¥b' finitaire, b' ¢ D'
(b' < f(x) = 3 b finitaire
beD tel quue b <x & b' < f(b))

Ce corollaire apporte donc une autre fagon de définir la notion

de continuité : Une fonction continue doit d'abord préserver la
"direction" de 1'information; d'autre part, elle doit préserver les
approximations par éléments finitaires. Cette expression de la conti-
nuité est & rapprocher de celle de ROGERS (113 dans la définition
de la réductibilité par &numération.

I1 est & remarquer que le Théoréme 1 et son corollaire restent
valables dans le cas des CPO's infinitaires (Cf. proposition 6 du
§ II.C, chapitre I); mais on peut montrer que, de plus :

THEOREME 2.- Soient (B ss,.) et (B'",s,1) deuxr CPO's infinitaires
de basees finitaires respectives B et B' ,

Alors l'espace dee fonctione continues
([B® + B'*1,5,AX. 1)

est un CPO infinitaire et a pour base finitaire l'en-
gemble dee fonctions obtenues par cldture par SUP
conditionnel fini des fonctions de la forme (b,b') ,
définies par :
b' si x20b
(byb')(x) = ¥beB,¥b' ¢B'
1 sinon
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Les fonctions de la forme (b,b') seront appelées fonctions en
escalier ("step functions" dans [106]). L'ensemble de ces fonctions
n'est pas clos par SUP fini : I1 suffit de considérer un couple
(a',b') dans B' x B' tel que SUP(a',b') soit défini, ainsi que

a,b,c et d dans B tels que :

c<a et cx<b

IA

b

IA

(c,SUP(a',b')) (d,SUP(a',b")) gdﬁa et d

I1 est clair que les fonctions
en escalier

(a,a") (b,b") (c,SUP(a',b')) et
(d,SUP(a',b"))
majorent (a,a') et (b,b')

mais i1 n'existe pas nécessairement une pluspetite fonction en escalier
majorant (a,a') et (b,b').
Notons également que le SUP de deux fonctions en escalier est défini
par :

a' si x2a & 4x2b

b' si X 2b & <x >a

SUP((a,a'),(b,b'))(x) = SUP(a',b') si SUP(a',b') est
défini & x 2 a & x 2b

L sinon

NOTATION : Nous conviendrons de noter [B - B'] 1la cldture par
SUP fini des fonctions en escalier construites & partir des bases
finitaires B et B' .

Pour prouver le Théoréme 2 , montrons d'abord :

LEMME 1.- ZToute fonotion en escalier (b,b') , beB et b' e B,
est un dlément finitaire de [B” + B'"]
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A montrer :

(b,b') < SUP A A dirigé , ac [B™+ B'™]
—> 3fet , (byb')sf

Soit A= {fili € I} I <N
(b,b') s SUP A <=> (b,b')(x) s SUP{F (x)[{ ¢ I} ¥ x ¢ B®
«=> b' < SUP{f,(x)[i ¢ I} ¥ x eB”
b' finitaire =—>3j tel que b' < fj(x) ¥ X ¢ B”
—> (b,b') = f,

[+.]

—> (b,b') finitaire dans [B” +B'"]

(>0}

Montrons d'autre part que [B -+ B'] constitue une base pour [B® - B'™]
c'est-d-dire que :

LEMME 2.- Pour tout fe [B” +B'"1 , ona
f = SUP Eg
avee Eg = {SUP{(bj,bi)[bj < f(b;) , ie 1 & I fini}}

Notons d'abord que Ef est dirigé puisque, pour tout (bi,b{) € Ef ,
on a :
b% si x2 bi
(bi’bi)(x) = et f(x)2 b% si x2 b,
L sinon

— E, est majoré par f : Les SUP's finis sont donc tous

définis et Ef dirigé.

f

On a évidemment SUP Ef < f ; reste donc & montrer 1'inégalité
inverse.

Soit x = SUP(x1) Xy € B
—  f(X) = f(sgp x;) = SUP(f(x;)) (f continue)
i
or, f(xi) = (SUP Ef)(xi)
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En effet, (SUP E.)(x;) = SgP{bjlxi > bj & bj < f(bj)}
= SQP{f(b.)[b. < xi}
J
= f(x;) par continuité de f

f = SUP((SUP E .)) < E
= F(x) = SW((SUP Eg)(x))) € E(x)

et donc finalement : f = SUP Ef.

I1 résulte de ce lemme que [B - B'l est une base pour 1'espace

des fonctions continues [B™ »B'*] . Or, il résulte de la propriété 1
du § II, chapitre I, que [B »B'l est finitaire : I1 s'agit donc de
la base finitaire de [B” +B'™] ; cette base est dénombrable puisque
B et B' 1le sont également : On en déduit donc que 1'espace des
fonctions [B” +B'"1 est w-algébrique.

Montrons enfin :

LEMME 3.- S7 B" et B'" sont des CPO's infinitaires, alors
l'espace [B” + B'™] est conditionnellement complet.

Soit en effet F < [B” »B'"] tel qu'il existe une borne supérieure
g pour F ; montrons alors que SUP F existe.

or, F majoré par g dans [B” +B'"]
—> ¥ feF , f(x)s g(x) ¥xeB”
or, B'® est conditionnellement complet
=> SUP{f(x)|fe F} existe, ¥ xe B

==> SUP F existe

I1 résulte donc des lemmes 2 et 3 et de la proposition 6 du chapitre I
que [B” »B'™] est un CPO infinitaire d&s lors que B” et B'"

le sont, et que sa base infinitaire est 1'ensemble [B + B'l] défini
précédemment; on a donc, par application de la complétion définie
au§I:
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COROLLAIRE.- [B” , B'"1 est isomorphe au complété (B +B'1"
de la base finitaire [B - B']

Les résultats du chapitre II peuvent donc &tre appliqués a ce CPO
infinitaire : Nous étudions dans le paragraphe suivant les consé-
quences du Théoréme 3 du chapitre précédent et le lien existant
entre fonctions continues au sens des CP0's et fonctions continues au
sens métrique.

I1 - CONTINUITE AU SENS DE L‘ORDRE ET CONTINUITE METRIQUE.

Le paragraphe précédent montre que (B® -~ B'”] est un CPO infinitaire :
la métrique du chapitre Il peut donc lui 2tre appliquée & partir d'une
énumération quelconque de la base dénombrable [B - B'l; Rappelons
qu'une énumération des couples (b,b') , b ¢B et b' e¢B' , peut
8tre classiquement construite a partir d'une "pairing function”

(Cf. ROGERS [1131 , p. 64) et d'une énumération v (resp. v') de
la base finitaire B (resp. B') : Soit par exemple la fonction

<>:NxN->N (dite de Cantor) définie par :

2 2

<X, y> = % (x“+2xy +y + 33X +y)

De cette application injective, on peut en déduire une énumération e
des couples (b,b') telle que :

e(<x,y>) = (v(x) , v'(¥)) Xy eN

[I,A~ EXTENSION DES RESULTATS PRECEDENTS,

La définition de Ta métrique du chapitre Il est alors possible ainsi
que la construction de la complé&tion métrique notée [B = B'lde la
base finitaire [B -+ B'].

I1 résulte alors du th&oréme 3 du chapitre II :

PROPOSITION 3.- 1I1 existe une application bijective 1 , extension
de 1'identité sur [B+B'l , entre [B” +B']

et [B+ B'].
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Cette bijection 1 est définie naturellement comme dans le
Théoréme 3 , par :
T1(SUP 8.) = 1im B,
RS . j
1 1 e
avec Bi e [B~>B'] ¥iel
et la suite (Bi) croissante .

On peut donc résumer les résultats obtenus précédemment de la

facon suivante :
o0 O ——_——> oo_1_>
(8 +8'"1,___(B~>8'1"___ [B~B']
1-1
Notons C(B,B') 1'ensemble des fonctions continues (au sens métrique)

de B dans B' , ou B et B' désignent les complétés respectifs
des bases B et B' au sens des métriques d et d' & partir d'une
énumération de B et de B' .

Montrons alors :
PROPOSITION 4.- Soit f ¢ C(B,8').

Une condition suffisante pour que f appartienne
3 (B *B1 est que f soit monotone croissante

Soit en effet une suite (bi)iew dirigée dans B . f é&tant crois-
sante, on a :

b, s SUPlb |1 e N} = f(b,) < F(SUP(by |1 « N})
—> SUP{f(b;)[1 e N} < f(SUP(b;[1 ¢ N})

Associons a (bi) la suite (b&) croissante définie par :
b3 = SUP{bili < 3}
On a évidemment : SUP{balj e N} = SUP{bi |i ¢ N}

La suite (b;) étant croissante, elle est aussi de Cauchy; soit
(ai) sa direction, définie par :

3 = SUP{v(m)jms1i & wv(m) s b|¢(i)}

ol y est le régulateur de (b%) et v une &numération quelconque
de la base B .
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La suite (ai) étant croissante, elle est aussi de Cauchy ,
f é&tant continue (au sens métrique), on a donc :

f(1im ai) = lim f(ai)
i i
—>  f(SUP ai) = SUP f(ai)
i i
=>  f(SUP bi) = SUP f(ai)
i i

or, pour tout i eN , 3J ¢N tel que a; sbj

—>  SUP{f(by) |1 N} 2 SUP{f(a;)[i N}
—>  SUP{f(b;)|i ¢N)

v

f(SUP{bs |i e NY)

On a donc finalement :

SUP{f(bi)Ii e N} f(SUP{bili eN})
pour toute suite (bi) dirigée dans B

—> fe[B +B'"]
REMARQUE : Inversement, toute fonction f « (8 - B'™1 n'appartient

pas nécessairement & C(B,B') ; considérons par exemple la fonction
f e [B” +B"1 définie comme suit :

Soit I = {a,b,c} avec un alphabet
B={a"bln e N} y {a"c|n ¢ N}
BY = {a*}

avec f(a"b) =b et f(a"c) =C ¥nelN

I1 est clair que f est croissante et continue avec :

f(a¥) = ¢ ol e est le mot vide sur I

Or, la suite (xi) définie par :
n _.n
Xop = 2D Xon+1 = 8 C
est manifestement de Cauchy; mais :
et I:m f(x1) n‘est pas définie.
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Notons cependant que, si (xi) est une suite croissante, alors
ona:

1im f(xi) = f(1im xi)

i i

En effet, f ¢ B” »B'"] => f(SUP Xq) = SUP f(x;).
i i

Le Théoréme 3 du chapitre II montre que toute suite croissante est
de Cauchy pour la métrique d définie sur B

— SUP(xi)= Tim X;
i i

D'autre part, f continue =—>f monotone
=—> la suite (f(xi))iel{ est croissante

—> SUP(f(x;)) = lim f(x;)
i 1

I1 en résulte que :
Tim f(xi) = f(1im xi)
i o0 {9
Une propriété plus intéressante que la continuité (métrique) simple
est celle de continuité uniforme puisqu'elle préserve les suites de
Cauchy; afin de mettre en évidence le lien entre continuité (au sens
des CPO's) et uniforme continuité (au sens métrique), nous &tudions
d'abord les propriétés de compacité du complété B :

[I.B.- COMPACITE ET UNIFORME CONTINUITE.

Dans la plupart des exemples traités & la fin du premier chapitre, des
propriétés de compacité ont &té &tudides : Ainsi, dans [3]1 , on montre
que M™(F,E) est compact si Card(E) et Card(F) sont finis; il est
&galement prouvé dans [1131 que 1'espace F des fonctions totales

de N dans N, muni de la métrique de Baire, n'est pas compact.

Rappelons d'abord les deux définitions &quivalentes de la compacité :

DEFINITION 1.- Soit E un espace topologique; une partie A c E est
' dite compacte si,:de toute famille d'ouverts constituant
un recouvrement de A , on peut extraire une famille
finie ayant 1a m&me propriété.

Plus bridvement, on dit que de tout recouvrement ouvert de A on
peut extraire un recouvrement ouvert fini de A .

Le passage au complé&mentaire conduit & la dé&finition équivalente :
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DEFINITION 2.- Soit E wun espace topologique; une partie A ck
est dite compacte si, de toute famille de fermés
de A dont 1'intersection est vide, on peut
extraire une sous-famille finie dont 1'intersection
est vide.

Notons d'abord que 1'étude de l1a compacité d'un espace muni d'une
topologie de CPO ne présente pas beaucoup d'intért, puisque tout
voisinage de 1'élément minimal 1 recouwre B® : Il en résulte
la propriété (triviale) que B® , muni de sa topologie de CPO,
est compact.

Par contre, le résultat suivant est une généralisation de celui de
{31 relatif au magma complet et illustre une nouvelle différence
par rapport & la métrique de Baire :

THEOREME 3.- Le complété métrique B , muni de la topologie mé-
trique Td , Vv une énumération quelconque de B ,
est compac}b).

Rappelons d'abord qu'un espace topologique métrique est compact si
et seulement si toute partie infinie E E.B admet un point d'accu-
mulation.

Associons & tout x ¢ E, E partie infinie de B , le mot infini
m(x) € {0,1}" d&fini par :

1 si v(i) sx

m(x)y =
0 sinon

Construisons une suite (Ei)ieN décroissante, telle que :
. Byctk pour tout 1 e N
codmy e {0,1}* tel que :
[m(x)1y = my
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Supposons Ei construit; on peut alors définir E1.+1 d partir
de Ei de 1a fagon suivante : Etant donné que 1'ensemble des mots
de {0,1}" de longueur i+l est fini, il existe un mot m.

i+l
commun & une infinité de mots m(x) , pour tout x ¢ Ei .

Soit Espp = Xlx € Ey & On(x)L,, =my,}

I1 est clair que la suite (Ei) ainsi construite est décroissante.

Considérons maintenant un &lément x% € Ei : Etant donné que la
longueur de m(x%) est supérieure @ i , il existe une infiniteé
d'éléments différents de x% 3 on peut donc eonstituer ainsi une
suite infinie (Xi) d'éléments deux & deux distincts (Lemme de

KONIG [1021).

D'autre part, par construction :

unlv(n) € x!

o A xé] 2 inf(p,q) ¥ p,q €N

La suite infinie (x%)ieN est donc de Cauchy, puisque B est
complet; elle converge vers un &l&ment infinitaire qui est point
d'accunulation de E par construction.

REMARQUES :

1) F (Cf. Chapitre I, § IV-D) muni de 1a métrique de Baire n'est
pas compact, mais cela ne contredit pas le théoréme pré&cédent
puisque notre métrique n'équivaut pas & celle de Baire. Par contre,
Fu 1" est un CPO infinitaire de base I* s ensemble des sé-
quences finies d'entiers; muni de notre distance, le complété B ,
avec B = 1* » est compact, en application du théoréme précédent.

2) L'ensemble infinitaire T(I) des arbres de B&hm associés aux
A-expressions (Cf. LEVY [791 et § IV.G du chapitre I) est
compact lorsqu'il est muni de la métrique d du chapitre II,
mais pas avec la métrique 62 (Cf. chapitre II, § I.A) puisque
Card(Z) n'est pas nécessairement fini.
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I1 résulte du Théoréme 3 le corollaire suivant :

COROLLAIRE.- Toute fonetion f ¢ C(B,B') est uniformément

econtinue.

Etant donné que B est compact, le corollaire résulte immédiatement
du Théoréme de HEINE (Toute fonction continue sur un compact est
uniformément continue).

La propriété de compacité de 1'espace topologique (B,Ta) est
aussi importante pour 1'é&tude des propriétés de convergence, comme
nous le montrons dans le paragraphe suivant.

IT1I - CONVERGENCE SIMPLE: CONVERGENCE UNIFORME

Nous étudions, dans ce paragraphe, les propriétés de convergence clas-
siques de fonctions de C(B,B') croissantes pour 1'ordre sur [B” + B'"1:
D'aprés la proposition 4, i1 s'agit donc de fonctions particuliéres de
B” +B'"7.

Notre métrique paralt a priori trés €loignée des critéres de conver-
gence habituels : En effet, si (1"1)1.€N est une suite de fonctions
convergeant vers g , 1'expression de la convergence de (fi) vers

g , notée :
d(fi,g) —3 0
i
indique en fait que :

¥e , 3n(e) tel que i =2 n(e)=>d(f;,f) <e

autrement dit, si e : N+ [B >~ B'] est une énumération de la
base de [B* »B'"] :

¥n , i2n=— pj[ej € fi Agl>n

Or, la convergence simple et la convergence uniforme sont définies
par référence aux valeurs prises par les fonctions comme le rappelle
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la définition suivante :

DEFINITION 3.- Soient B et B' bases finitaires respectives des
CPO's infinitaires B~ et B'®
Une suite (f,); p de fonctions de B dans B'
converge simplement vers gq : B - B' si :

¥e>0,¥xeB, 3n(e,x) eN tel que :
i 2 n(e,X) = d(fi(x),f(x)) <e

Dans les mémes conditions, la suite (fi)ieN
converge uniformément vers g si 1'entier n(e,x)
peut &tre remplacé par un entier n(e) indépendant
de x .

IT11.A.-  dg~CONVERGENCE ET CONVERGENCE SIMPLE,

Montrons d'abord que la convergence au sens de la métrique de ,
e une énumération de [B +B'1, implique la convergence simple;
de fagon plus précise :

THEOREME 4.- Soit € : N+ [B +B'] une émmération de la base du
CPO infinitaive [B” +B'"1 ; soient v et V'
des érumérations respectives des bases B et B' .
Soit (fn)neN une suite de fonetions eroissantes de
C(B,B') , g une fonetion crcissante de C(B,B') ;
alors :

dg(f s9) —> 0 => ¥ x ¢ B” , d, (f (x),9(x)) —> 0

(
€ N~ N>

Montrons pour cela le lemme suivant :

LEMME.- Pour tout b e B , b' e B', et tout couple de fonctions
f et g de [B”+B'"1

b' ¢ f(b) & g(b) => (b,b') e f A g
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Soit en effet b' ¢« B' , tel que b' ¢ f(b) A g(b)
Supposons b' < f(b) & =b' < g(b)

(le cas o b' < g(b) & -b' <g(b) donne
lieu & une démonstration identique)

IA

(b,b')(b) < g(b) ==> b' < g(b) par définition de (b,b')

ce qui implique - b' < g(b) ==~ (b,b')(b) < g(b)
=>~(b,b') < g

D'autre part, X 2 b == (b,b')(x) = b' < f(b) < f(x)
puisque f est croissante

et -~ x2b= (b,b')(x) =1 s f(x)
I1 en résulte que, pour tout x ¢ B> , ona :

(bsb")(x) = f(x)
et, finalement, -~ (b,b') s g & (b,b') < f
c'est-d-dire : (bsb') ef g

Ce lemme permet de prouver le thé&oréme pour les é€léments finitaires;
montrons en effet que :

3 Xy 0 Xg € B & dv.(fn(xo),g(xo)) ;f: 0

—> dg(fp9) = 0

S'i1 existe un Xq € B tel que :

3N telque ¥n,amz2n, b'e¢ fm(xo) A g(xo)
avec ujrv'(j) =b'1<N

alors, d'aprés le lemme qui précédde :

3N tel que,. ¥n,3m=z2n: (xo.b') efmAg
& uitv'(j) =b'I <N
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—> d(f_,9) >

Etendons ce résultat & tous les é&léments infinitaires en montrant
que :

¥ x B, d(f(x),9(x)) ;:: 0 =>V¥x ¢B”, d_i (f,(x),9(x)) ::Z 0

IT suffit, pour cela, de montrer (résultat classique) :
LEMME.- Si (fi)id\l est une suite de fonctions dans C(B,B')
corvergeant simplement sur B vers une fonetion
f e C(B,B') et st B est compact, alors (fi)ieN
converge simplement vers T sur B .
Notons d'abord que, de 1'inégalité :
dyr (F(by)»F(b)) s Max{d i (F, (by),F(bs))sd . (F(b),F(b))}

il résulte

¥e, bi eB , 3 r(s,bi) » 3 n(e,b;) tels que :

n > n(e,bi)
—> d i (o (by),f(b)) <& bebB
d,(byby) < r(e,by)
Or, B est dense sur B

=> pour e fixé&, 1'ensemble de boules B(bi,r(e,bi)) de centre
b; et de rayon r(e,b;) recouvre B

B é&tant compact, on peut en extraire un sous-ensemble
fini F qui recouvre B
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Soit n(eg) = SUP{n(e,bi)|B(bi,r(e,bi)) e F}
Pour tout x ¢B , 3 b; tel que x e B(bs,r(e,by)) ,
c'est-a-dire : dv(x,bi) < r(e,bi)

On a donc, d'aprés (%) , pour tout x B :

¥n,nz2n(eg) =— dvl(fn(bi)sf(x)) <€
—_— (fn)rdN converge simplement vers f sur B

ce qui termine la preuve du théoréme 4 .

REMARQUE : Ce résultat était évident dans le cas particulier de

suites de Cauchy associées & des suites croissantes :

Soit en effet (fn)ndN Une suite croissante de fonctions pour

1'ordre dé&fini sur [B -+ B']

g ¢ [(B® +B'"] par définition du compl&té (B +~B']"

Soit g = SUPfn ,
n
= Tim fn puisque toute suite croissante dans [B + B'] est
N=»
dé-Cauchy,

ol e est une énumération de [B - B']
=> g(x) =(SUP f )(x) ¥ xeB"
- SUP{fn(x)In e N}

= lim £ (x) ¥ xe B”
N

=> ¥ %, d(g(x)sfp(x)) = 0

Inversement, dans ce cas particulier, 11 est facile de montrer que,
si (fn)ndN est une suite croissante de fonctions, alors :

¥ x oy di(9(x),f(x)) —> 0 ==>d (f ,9) —> 0

A= N-bco

(le raisonnement précédent peut &tre effectué de 1a méme fagon)

Montrons que, de fagon générale :
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THEOREME 5.- Soient B™ et B'" deux CPO's infinitaires de
bases respectivee B et B' énuméréee respective-
ment par Vv et V' ; soit e une énumération
de [B~+B'] . Soit (fn)naq une suite de fonctions
eroissantes de C(B,B') et q croissante, g < C(B,B') ;

alors :
Vx eB”, du(f(x),9(x)) —> 0 => dy(f.9) —> 0

N N

Etant donné que le choix de 1'énumération n'influe pas sur les
propriétés topologiques (Cf. chapitre II, § II.B, théoréme 1);
choisissons des énumérations v : N +B8 et v' : N +B' 1injectives
et une énumération e :IN - [B - B'] obtenue & partir de v et V'
par le procédé de Cantor. On a alors la propriété évidente suivante :

(Py) = wile(i) = (b,b")1 2 Max{uilv(i) = bl , wilv'(i) =b'1}
D'autre part, la convergence simple implique :
¥p,¥n, 3einp) tel que:
m 2 e(n,p) = 4 (F(v(m),F(u(m)) s 3
Soit e(p) = SUP{e(n,p)|n < p}

On obtient alors la propriété suivante :

(PZ) : ¥p,¥m=2e(p),1sp=> d(fm(v(i)),f(v(i))) <

o

Montrons alors que :

Ve ¥mze(p) s do(fuf) 53

en utilisant le lemme suivant :

LEMME.- Powr tout beB ,b' ¢B', f et fe [B* + B'™]

((bsb') fp & £ = b' « f(b) & f(b))

Ce lemme se prouve facilement puisque :
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(b,b') s f <> ¥x e B” , (b,b')(x) < f (x)

or, b* si x =b
(b,b")(x) =
1 sinon

=> (b,b')(b) = b' < ﬂ“(b)

d'autre part, b' <f(b) =— (b,b')(x) < f(x) ¥ x ¢B”
en effet, (b,b')(x)

b' si x =b

IA

f(b) < f(x) puisque f est continue

et (bsb')(x) L sinon

1A

f(x) pour tout x
—> (b' =< f(x) = (b,b') < f)
=> (~(b,b') < f = 5b' < f(b))
En résumé : (b,b') < fm & - (byb') < f = b' < ﬂ“(b) & 4 b' < f(b)
= b' ¢ fm(b) A f(b)
On prouve de fagon identique que :
(byb') < f & =(b,b') < fm = b' ¢ fm(b) A f(b)

d'oll le lemme &noncé.

Montrons maintenant le Théoréme 5 :

Sofent b e B” et b' ¢ B'" tels que (b,b') ¢ f Af , avec
mz2e(p)

si wpifv(i) =bl2p
alors, d'aprés la propriété (Pl) :
uite(i) = (byb")1 2 p

si wifv(i) =bl<p
alors, (b,b') ¢ f A f=—> b' ¢ fm(b) A f(b)

d'aprés le lemme pré&cédent
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==> pifv'(i) =b'12p
“d'aprés (P2)
=> i [e(i) = (b,b')]1 2p

d'aprés (Pl)

On a donc finalement :

¥p,¥m>e(p), (bb') e f Af=>uile(i) = (b,b')Izp
1
—> vp’vm>€(p) ’de(fm’f)<3

ce qui prouve le théoréme 5 .

REMARQUES ET CONSEQUENCES.-

1.- Etant donné deux espaces métriques E1 et E2 , on définit

généralement 1a convergence simple & 1'aide de la topologie de
E, (par définition mé&me du critére de convergence simple),
sans utiliser de topologie sur 1'ensemble F(EI’EZ) des appli-
cations de E1 dans E2; mais il est possible de munir
F(EI’EZ) d'une topologie T telle que la convergence simple
soit la convergence dans 1'espace topologique (F(El,Ez),T)

Néamoins, cet espace (F(El,Ez).T) n'est pas en général métri-
sable; autrement dit, i1 n'existe pas en général de métrique

§ telle que la topologie Ts induite par § soit identique
aT.

Les résultats qui précédent montrent donc qu'il est possible
de définir une métrique sur [BT + B;] g_F(Bl,Bz) et que
cette métrique de , ol e est une énumération de [B1 + B,1,
peut &tre considérée comme une métrique de la convergence
simple.

On peut aussi considérer la métrique 8g (de Baire) comme une
métrique de la convergence simple sur 1'ensemble F des fonc-
tions totales de N dans N (o0 N est muni de la métrique
induite par la métrique usuelle sur R ) en ce sens que :
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c.s _
f — g ssi GB(fn,f) —> 0

n N0 n-o

Rappelons en effet (ce résultat est.classique) que :

cC.S
f,—>f=>¥1i,¥n, 3a(i) tel que:
n-eo

m 2 a(i) = |f (1) - f(i)] <=
Ce qui implique, compte tenu de la topologie sur N :

¥i, 2a(i) tel que m 2 (i) = fm(i) = f(i)

Soit B(i) = Sup{a(j)]j < i}

1
alors , ¥n,m2 g(in) => SB(fm,f) <=

en effet, m > B(n) => (¥ i , 1 s n=—> fm(i)

(1))

1

=D <

1+ wilf (1) # ()]

S|

=> 8y(f,f) - 0

Inversement :

Supposons que ¥ n , 3 8(n) tel que m 2 g(n) = GB(fm,f) < %
Alors, pour tout entier n, ona:

m 2 8(n) ==> fm(n) = f(n)

c.S
— f s f
n
N

On peut donc considérer que la métrique de est une extension
de la métrique de Baire dans la mesure ou :

c.s 6B
fn —> f <> fn — f
Moo Moo
dg
> o —> f
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Notre métrique de n'est pas équivalente a 8g sur F
(mais le résultat précédent indique que les topologies sont
les mémes, ce qui n'est pas contradictoire : Cf. Chapitre II,
§ II, et § III.C).

Enfin, sur les fonctions de N y {1} dans N y {1} , 1la

métrique de est encore telle que :

d
c.s e

> f <> fn
N oo

mais ce résultat est faux pour la métrique de Baire : (il
suffit de considérer 1'exemple du § ITI.C, chapitre II).

f > f

IT[,B,~ d ~CONVERGENCE ET CONVERGENCE UNIFORME

Rappelons tout d'abord que, si (El’dl) et (EZ’dZ) sont des espaces
métriques, 1'ensemble F(El’Ez) des applications de E1 dans E2
peut &tre muni d'une distance d' dite "de la convergence uniforme”
définie par :

d'(f,g) = SUP{d(f(x),g(x))|x € El}

(Certaines hypothéses complémentaires sont en fait nécessaires oour
faire de d' wune véritable distance : on peut par exemple supposer E1
compact; ou ne considérer que des applications bornées de E1

dans Ez).

Soit Td' la topologie induite par d' : 1la justification du nom
donné & d' réside dans le fait qu'une suite (fn)neN d'éléments
de F(El'Ez) converge uniformément vers f ¢ F(El,Ez) si et seule-
ment si la suite (fn)ndN converge vers f dams 1'espace topolo-
gique . (F(E14E))sTyr) -

La topologie associée & la convergence uniforme est donc métrisabile,
contrairement & celle de 1a convergence simple (Cf. remarques précé-
dentes).

La définition 3 de ce paragraphe montre clairement que, si (fn)ndN
converge uniformément vers f , alors elle converge simplement
vers f .

I1 en résulte immédiatement :
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THEOREME 6.- Soient B” et B'" deux CPO's infinitaires;
soit e une émumération quelconque de la base
(B +B'] de l'espace de fonctions continues
[B® +B'"] . Toute suite de fonotions (fo)nely
eroissantes, fnlc\C(B.B') pour tout n , qui
comerge uniformément vers f e C(B,B') , de—converge

vers f .
c.u C.S
En effet, fn —_> f = fn —> f
N n-oo

d'aprés le théoréme 5

=>d (f ,f) — 0
e''n’ 1o
Inversement, toute suite de fonctions croissantes de (B,B') qui
de-converge vers une fonction f ne converge pas nécessairement
uniformément: mais nous montrons le théoréme suivant (adaptation du
Théoréme de DINI) :

THEOREME 7.- Soient B>~ et B'" deux CPO's infinitaires; soit
e une énumération quelconque de la base [B + B']
Alors, toute suite croissante de fonctions (fi)ieN
orotssantes avee f, « C(B,B') pour tout i , qui
de-converge vers f ¢ C(B,B') converge uniformément
vers f .

Notons d'abord que, par application du théoréme 4 :

de(fi'f)'—'> 0 we> ¥ x , dv.(fi(x),f(x)) —> 0

joaoo o0

ol v' est une énumération quelconque de B'

Posons :

A::\ ={X € Bwldv.(f(x),fi(x)) 2 €}

Par hypothése, la suite (fn)neJN converge en croissant vers f
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=> (p 2 q == f (x) = f (x) < f(x) , ¥ x ¢ B”)
==> d'aprés la propriété 1, du chapitre II ,
dv.(fq(x) s f(x)) 2 dv'(fp(x) » f(x)) ¥ xeB
€ €
>(p2g=A < A)
or, A: est fermé (en effet, 1'application h définie par :

h(x) = dv.(f(x) s fn(x)) est continue

- Aﬁ = h-l([€.+WJ) est fermé).
D'autre part :
n {Aﬁ]n eN} =9
en effet, dans le cas contraire, il existerait un x ¢ B® tel que :
¥nelN, dv.(f(x),fn(x)) > €
ce qui contredirait 1'hypothése de convergence simple.

On sait d'autre part que B est compact : on peut donc extraire
(Cf. II.B, définition 2) de la famille des Aﬁ une famille finie
ayant la mé&me propriété, soit :

. E .
{Anill sisp , avec ny <N, ...x np}

telle que n{Af [1si<pl=A =9
i P
autrement dit, en explicitant la définition des Aﬁ :

¥e>0, ;npen tel que, ¥ x ¢ B> , ¥ neN,

n2 np — dv.(f(x),fn(x)) <eg

=> la suite (fn)néN converge uniformément vers f .
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On peut enfin résumer les résultats relatifs & ce paragraphe
de la fagon suivante :

Soient (fn)neﬂ une suite de fonctions croissantes de C(B,B') ,
fe C(B,B') , e une énumération de [B +B'] ; alors :

t.u c.S
> f ==> de(fn,f‘) > 0 <=> fn
n-e N N

f > f

e=si (f ). g est croissante.




CHAPITRE IV

CPO's INFINITAIRES EFFECTIFS

ET

ESPACES METRIQUES RECURSIFS
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Les CPO's infinitaires &tudiés dans les paragraphes précédents
sont fréquemment utilisés en tant que modéles dans la sémantique
(algébrique ou dénotationnelle) des langages de programmation.

Or, la signification d'un programme doit &tre compatible avec le
fonctionnement d'une machine; autrement dit, des propriétés de cal-
culabilité (ou d'effectivité) doivent &tre imposées aux objets in-
finitaires considérés en tant qu'objets sémantiques.

Nous nous attachons, dans ce chapitre, & rendre effectifs les résul-
tats des chapitres précédents : propriétés effectives de la base
finitaire, complétion effective de cette base, propriétés de calcu-
labilité de 1'espace complété, définition de la notion d'espace
métrique récursif. Nous présentons une synthése de différents tra-
vaux traitant, soit de domaines calculables (44,50,64,65,119] ,
soit d'espaces métriques récursifs [73,96]1 et développons plus
particuliérement certaines propriétés nécessaires dans le cadre d'un
rapprochement entre les complétés effectifs notés COMP(B”) et
COMP(B) d'une base finitaire B .

I - CPO's INFINITAIRES EFFECTIFS.

La théorie classique de la récursivité [69,113]1 traite essentielle-
ment des fonctions de IN dans N , ainsi que des sous-ensembles de
N calculables par ces fonctions; nous en rappelons certaines nota-
tions utilisées par la suite : Nous désignerons par oy la fonction
récursive partielle de N dans N d'indice x et par W, = ¢X(N)
le sous-ensemble récursivement énumérable de N énuméré par la fonc-
tion ¢y les indices utilisé&s correspondent & un codage des pro-
grammes d'une machine de TUring universelle [95,40] : D'autres
caractérisations des fonctions calculables (par systémes d'équations
selon KLEENE (691 , par programme (7,88] ) conduisent & 1a méme
classe de fonctions, selon la célébre thése de CHURCH .



- Iv-2 -

Dans le chapitre I, nous avons défini les CP0O's infinitaires (notés
B*) en tant que complétés (par idéaux ou classe d'équivalence
d'ensembles dirigés) d'une base finitaire B ; pour rendre effec-
tive cette complétion, nous donnons d'abord un sens & la notion

de base finitaire effective :

[.A.- BASE FINITAIRE EFFECTIVE

Soit B une base finitaire, soit v une énumération de B .

DEFINITION 1.~ B est dite base finitaire effective par rapport
& v si les deux conditions suivantes sont
satisfaites :

a) Le prédicat [{v(n),v(m)} borné] est récursif
en n et m

b) La relation v(n) = SUP{vw(k),v(£)} est récur-
sive en n,k, et &£

Pour simplifier, nous noterons v(n) + v(m) pour

[{v(n),v(m)} borné] . Notons que, &tant donné les propriétés des
bases finitaires (et en particulier la proposition 6 et la définition
11 du chapitre I), cette définition équivaut a celle de [64] :

si Veip N - Pw(N) est 1a numérotation canonique des parties
finies de IN dé&finie par :

Vein(X) = {XaXpse0aX )} x; ¢ N pour tout i,

noox, l<ic<n
avec x = ) 2
i=1

alors :

PROPRIETE 1.- Une base B finitaire est effective par rapport a une
énumération v ssi :
a) le prédicat [v(vfin(x)) borné] est récursif
en x;
b) le prédicat w(y) = SUP{v(ve; (X))} est récursif
en x eten y.
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Le preuve en est immédiate : elle résulte directement de la

complétude conditionnelle de B . KANDA nomme ces prédicats

"eouple caractéristique”de B (par rapport & 1'énumération v );
Notons également que la structure de B , B effective, est celle d'un
sup-demi-treillis partiel récursif [30].

EXEMPLES DE BASES FINITAIRES RECURSIVES :

l.- ﬁDON) est base finitaire récursive par rapport d 1'énumération
canonique Vein tout couple d'éléments de PQON) est majoré;
d'autre part, 1'inclusion entre ensembles finis, ainsi que le
graphe de la réunion, sont décidables et peuvent &tre exprimés
en termes d'opérations effectives (programmes) sur les indices :

vfin(z) = Vfin(x) U Vfin(y) —=> 3 f récursive, z = f(x,y)
2.- N y{+} , muni de 1'énumération déja utilisée :
v(0)

V(i)

est une base finitaire effective.

1

i+l

En effet, wv(m) < v(n) = (m=0) v (n=m)
v(m) 4 v(n) = (v(m) < v(n)) v (v(n) < v(m))
v(k) = SUP{v(i),v(J)} = (v(i) + v(J)) A (v(k) = v(max{i,j}))

Le premier exemple montre que le complété B> d'une base finitaire
effective ne comporte pas que des é&léments calculables : Nous définis-
sons dans ce but la notion de complété effectif d'une base finitaire
effective.

[.B.~ ELEMENTS INFINITAIRES CALCULABLES (OU EFFECTIFS)

Soit B wune base finitaire effective (pour une énumération v);
pour compléter B de fagon effective, nous pouvons

- soit sélectionner, parmi le complété algébrique B” s des
&léments calculables,
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- soit définir une complétion effective, version effective
de la complétion par idéaux exposée au chapitre I.

I1.B.1.- DEFINITION DES ELEMENTS INFINITAIRES CALCULABLES.

Posons d'abord :

DEFINITION 2.- Soit B une base finitaire effective énumérée par

v , B” 1le CPO infinitaire associé.
Un élément x < B~ est dit calculable (par rapport a
v) s'il existe un ensemble récursivement &numérable

W, tel que v(wz) soit dirigé et que x = SUP{v(wZ)}.

Dans cette définition, w(w,) désigne 1'ensemble {v(i)[i ew,} 3
z est dit un Zndice pour x (ou indice de x), si 1'on a :

X = SUP{v(wz)}

Autrement dit, un &lément infinitaire est calculable ssi i1 existe

une fonction récursive partielle (programme) ¢, telle que

X = SUP{v(¢ZGN))} : Ce programme apporte donc "de plue en plus
d'information” (finie) sur x .

Désignons par COMP(B™) 1'ensemble des &léments calculables du CPO
infinitaire B engendrés & partir de la base finitaire B effective

pour 1'&numération v . La proposition suivante permet d'obtenir
d'autres caractérisations des &1éments infinitaires calculables :

PROPOSITION 1.- Les propriétés suivantes sont (effectivement)
équivalentes :

a) x e COMP(B™)

b) {n|v(n) s x} est récursivement &numérable.

c) 3z eN, tel que v(wz) soit une chatne
croissante,
avec : x = SUP{v(w,)}

I1 est d'abord clair que ¢ ==> a

. Montrons donc que b ==> ¢
Soit Wy = {n|v(n) < x} yeN
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Posons wy = Ggs0yseacsBisens ajg e N pour tout i ,
et définissons un programme associant & w_ 1'ensemble "f(y)

y
ou f est une fonction récursive; posons wf(y) = BgsBys---

Soit BO =23,

Un indice de SUP{v(Bi),v(ai+1)} si v(Bi) t v(ag,)

Bi+1 .
Bi sinon.,

I1 est clair que {v(Bi)Ii ¢ N} est croissant et que 1'ensemble
des indices Bi est récursivement énumérable : Cet ensemble

"f(z) obtenu par 1'algorithme précédent d partir de w, est tel

que "f(z? =w, si v(wz) était déja une chatne croissante; notons
que f n'est pas un opérateur puisque :

W, = Wy =7 Ye(z) T "f(z")

(1'algorithme précédent montre qu'une énumération différente du
méme ensemble d'indices conduit & un résultat différent).

Montrons enfin que a==> b . Rappelons d'abord que :
X € COMP(B®) mmp 3 W, tel que v(w,) soit dirigé, avec x = SUP{w(w,)}

De plus, B finitaire=-> (¥ b, b e B & b < X <> 31,

Associons, & chaque b1 € v(wz) » 1'ensemble

31 ={ylyeB & ysby}.
Cet ensemble est récursivement &numérabile
—> 3 J(1) tel que by = v(y(g))
{njv(n) s x} = U{"J(1)|‘ €W, }

Cette réunion &tant récursivement énumérable, i1 en résulte que
a =>b ,

Cette proposition est & 1'origine d'autres définitions des &léments
infinitaires calculables (par exemple [106,44] ) ; elle permet
également de mieux percevoir ce que sont ces &léments infinitaires

calculables.
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Ainsi, dans les exemples utilisés dans les chapitres précédents,
il est facile de voir que :

- les éléments infinitaires calculables de HAN) sont les
ensembles récursivement €numérables : la proposition précé-
dente s'interpréte facilement dans ce cas puisque :

¥z, uyu {vfin(x)lx €W,} est récursivement énumérable
¥z, {lefin(X).S w,} est récursivement énumérable.

- les éléments infinitaires calculables de 1~ (resp.
MGYF,E)) sont les mots (resp. les arbres) infinitaires
obtenus par SUP's effectifs d'ensembles dirigés de mots
(resp. d'arbres) finis.

- les réels calculables peuvent également &tre obtenus de
cette fagon : cette approche est voisine de celle de
ROGERS [113, p. 371] pour lequel un réel a est calculable
s'il est "représent®” par une fonction récursive f telle
que :

o= 1im (i)
1)
ot f(i) est un code de couple de rationnels, 1'ensemble
de ces couples de rationnels formant une suite convergente
(Cf. exemple h , § IV, chapitre I).

1.B.2.- ENUMERATION "™ DE _COMP(B™) :

La orooosition précédente conduit & deux fagons distinctes d'énumé-
rer les &léments calculables de B” : 1la premiére repose sur une
"fonctionnalisation" (single-value : Cf. ([113p. 71; 441) des ré-
cursivement &numérables par rapport 3 1'énumération de la base fini-
taire effective B ; 1a seconde est dite diriaée [106 64 et uti-
lise la caractérisation de COMP(B™) par ensembles dirigés : La
proposition ] permet de passer effectivement d'une &numération &
1'autre.

a) Enumération par fonctionnalisation.

L'ensemble des récursivement &numérables peut &tre effectivement
&numéré (par 1'énumération standard de Post par exemple :
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m(x) = wx). On peut donc parcourir 1'ensemble de tous les ensembles
énumérables d'indices pour v (v &numération effective de B
finitaire).

On construit alors, & partir d'un ensemble wj r.e. d'indices, un
sous-ensemble "f(j) » T récursive, tel que SUP(v(wf(j))) soit
défini, (v(wf(j)) est dit "compatible" dans [44]).

L'algorithme de construction se présente alors comme suit :

Pour tout j e¢N répéter

{Soit wJ. = 4)s0psenaOpsees
a définir : wf(j) = 81,32,....3h...}
B v o
Pour tout. k > 1 rép8ter

Si 4 {v(Bl),ﬂ;..v(Bk) s v(ak+1)} alors A1

Bre1 «
Sinon o7

I1 est clair aue {Bl.....Bn....} est récursivement &numérable
et peut &tre mis sous la forme wf(j) » olu la fonction récursive

f “représente" 1'algorithme précédent; d'autre part, les hypothéses
de complétude conditionnelle sur B (Cf. proposition 6, Chapitre I),

font que v(wf(j)) a un SUP dans B”.

IT1 convient de noter que, si wj était tel que v(wj) ait un SUP,
on obtiendrait wf(j) = Wy (mais de nouveau f n'est pas un
opérateur), '

I1 est facile de voir, en outre,que.:

Wi S Wk T Ye(d) S Ye(k)

et que :
H(£3)) = Ye(g)
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On obtient donc finalement, avec la fonction récursive f associée
a 1'algorithme précédent :

COMP(B™) {SUP{v(wf(j))}lj e IN}

{SUP{v(wJ.)}IJ' e f(N)}

ot f(N) représente 1'ensemble des sous-ensembles récursivement énu-
mérables d'indices (pour v) que 1'on peut facilement associer a des
chatnes croissantes d'éléments de la base finitaire effective B .

b) Enumération diriqée :

On peut égqalement sélectionner les ensembles récursivement énumé-
rables d'indices associés & des parties dirigées dans B . Définis-
sons pour cela un indice u tel que v(u) =1 et associons &

tout entier x un entier x' tel que :

6,0 @) = ¢, M) y {u)

Soit h : N >IN définie par :

h(0) = u

r tel que v(r) = SUP{v(h(n)).v(¢x.(n+l)
h(n+l) = si v(h(n)) ¢ v(¢x.(n+1))
n>0 h(n) sinon

I1 est clair que la fonction h ainsi définie est récursive;
si f est la fonction récursive associée a 1'algorithme précé-
dent, on obtient, pour tout n ¢N , un indice f(n) d'élée-
ment calculable de B” . La caractérisation de COMP(B®) se
fait alors comme précédemment.

REMARQUE : Lla proposition 1 qui précéde montre 1'équivalence
(effective) de ces procédés d'énumération: on note aussi aue

x ¢ COMP(B*) <=> {n|v(n) < x} est récursivement énumérable :
Autrement dit, si wf(z) est un ensemble d'iniices associé a une
chatne croissante dont le supremum x ¢ COMP(B) ,

3k tel que w = {f(z)|x = SUP{wf(Z)} » ZeN})
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Nous noterons v~ 1'énumération de COMP(B™) ainsi obtenue.
v (i) = SUP{v(wf(i))Ii eN} V(wg(j)) dirige dans B .

Une autre facon de définir les &léments calculables de B” est
de donner une version effective de 1a complétion d'une base finitaire
effective B par rapport & une énumération

[.B.3.- COMPLETION EFFECTIVE.

Soit Vo =N »-IO(B) 1'énumération des idéaux principaux de B
(Cf. chapitre I, § I.2.) avec :

Vo(x) = 9(x) = b ¢ B & b < v(x)}

Etant donné que IO(B) est base finitaire pour 1I(B), ensemble
des idéaux de la base finitaire B , on peut considérer les é&léments
calculables de I(B) , notés COMP(I(B)) , définis par :

COMP(I(B)) = {vo(wz)lvo(wz) dirigé, z <N}

DEFINITION 3.- COMP(I(B)) est appelé complété effectif de la
base finitaire B effective par rapport & 1'énumé-
ration v .

I1 s'agit de montrer, pour que 1la démarche précédente soit cohérente,
que COMP(I(B)) est effectivement isomorphe & COMP(B™) ; définis-
sons pour cela la notion d'isomorphisme effectif :

DEFINITION 4.~ Soient B et B' des bases finitaires effectives
respectivement par rapport aux é&numérations v et

v' ; une fonction i : B ~B' est dite effective-
ment injective SSi :

1) i est injective,

2) 3 f récursive telle que le diagramme suivant

comute :
B —1 5 B
v I I v'
N —f N

c'est-d-dire i ev =v'of
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3) v(x) t v(y) ssi i(v(x)) + i(v(y))
pour tout x,v N

4) 1(SUP(v(x),v(y))) = SUP(i(v(x)),i(v(y)))
I1 est alors logique de poser :

DEFINITION 5.- Soient B et B' des bases finitaires effectives
respectivement par rapport aux énumérations v et

v' ; une fonction i : B »~B' est dite Zsomorphiesme
effectif ssi f est effectivement injective, ainsi
que £l

Etant donné que B et IO(B) sont bases finitaires respectivement
effectives par rapport aux énumérations v et Vo (définie précé-
demment) on a immédiatement :

PROPRIETE 2.- B et IO(B) sont effectivement isomorphes pour les
énumérations v et Vo

En effet, la proposition 1 montre que, pour tout X e COMP(B%) ,
{y|v(y) s x} est récursivement énumérable.
Or, tout &lément de la base finitaire est calculable,

-> ¥beB, {ylvly) e b} est récursivement énumérable.

I1 en résulte aue 1'application qui, & b € B , associe son idéal
principal i(b) = B , vérifie les conditions de la définition 5;
en particulier 1'existence d'une fonction récursive f telle que :

= {blb e B & b < v(f(j))}

I1 est clair que f n'est autre que 1'identité sur N ; Tles autres
propriétés résultent de la définition de 1 .

L'isomorphisme effectif 1 : B -+ IO(B) peut &tre &tendu de facon
effective en T : COMP(B™) + COMP(I(B)) comme suit :
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T(SUP(v(w,))) = u Li(v(w,))}

pour tout ensemble ré&cursivement énumérable w, tel que v(wz)
soit dirigé dans B : Etant donné que i est effectivement injec-
tif, 7 est défini. D'autre part, il est possible de définir une
application k : COMP(I(B)) » COMP(B”) telle que :

Considérons en effet 1'application définie par :

k(A) = SUP{v(x)|v(x) < A} A ¢ COMP(1(B))

Alors :
i(k(R))= T (SUP{v(x)|v(x) < A})

u {i(v(x))|i(v(x)) = A}  par définition de I

A puisque IO(B) est base finitaire effective.

De m2me, pour tout x e B :
k(T(x))

k(?(SUP(v(wz))) avec w, = {y|v(y) =< x}
k(U {ilv(w,))})
SUP{V(y) [1(v(y)) = u {i(v(w,))}}

X puisque B est base finitaire de B”

Pour montrer que T est effective, montrons que le diagramme
suivant commute :

|

COMP(B™) > COMP(1(B))
- -] T o«
v l o
g
N - N

o0 v et vy sont les &numérations respectives de COMP(B™)

et COMP(I(B)) construites respectivement & partir des &numérations
v de B et Vo de IO(B) (voir § I.B.2) et o0 9 est une
fonction récursive.
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I1 s'aqit de prouver qu'il existe g récursive telle que :
1V7(x)) = v;(q(x)) pour tout X NN

or. (VX)) = T(SUP(v(w,)))

ol v(wx\ est un ensemble r.e, dirigé.

Par définition de 1'isomorohisme effectif entre les bases B et
15(B) (Cf. déf. 4), on a donc :

T(v(x))

U {vo(f(wx))} avec f récursif.

U {vo(wg(x))}
avec vo(wg(x)) dirigé dans IO(B)

—
—
<
Cann)
x
~
~

t

= vg(g(x)) pour tout x e N
par construction de 1'&numération vg

a partir de Vo (Cf. § 1.B.2)

I1 en résulte :

PROPOSITION 2.- Le complété effectif COMP(I(B)) de la base finitaire
effective est effectivement isomorphe a 1'ensemble
COMP(B”) des &léments infinitaires calculables.

Autrement dit, la construction proposée pour COMP(B”) est compatible
avec une complétion effective de B ; Le diagramme suivant résume
donc la démarche suivie (et les propriétés qui précédent).:

Complétion
algébrique

o0

Complétion
effective
(§ I.B.3)

Sélection des
éléments calculables

COMP(E™) (§ 1.B.2)

Pour &tre complet, ce diagramme devrait comporter les constructions

des énumérations (rappelons que la notion d'effectivité est toujours
relative & une énumération donnée); on obtiendrait ainsi le schéma

général suivant :
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—d

COMP(B ~ COMP(I(B))

-1
/////;‘ Vo COMP
omplétion . Complétion

a]gebr1que s | =] y

9 P,
N N

-t

REMARQUES :

1) 11 apparalt clairement que la définition d'une base finitaire B
effective n'a de sens que par rapport d@ une énumération v donnée.
I1 faudrait en toute rigueur travailler sur des objets de la forme
(B,v) ; par souci de simplification, nous avons repoussé cette
présentation moins intuitive & une étape ultérieure (Cf. § III).

2) Les notions qui ont été définies précédemment existent dans la
littérature sous la dénomination suivante :

- La complétion algébrique d'une base finitaire effective
- est appelée domaine effectivement donné [(64,65,106,128]

- La complétion effective d'une base finitaire effective est
appelée domaine effectif dans [64]

Les résultats comparables sont obtenus [119] dans le cas de
S-domaines (domaines de SCOTT), c'est-a-dire de treillis continus
effectifs.

Etant donné que nous avons appelé CPO infinitaire (noté B) 1la
complétion algébrique d'une base finitaire B , nous poserons donc
pour utiliser une m&me terminologie au long de ce travail :
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DEFINITION 6.- Soit B wune base finitaire effective (relativement
& une énumération donnée). L'ensemble COMP(B™)
des éléments infinitaires calculables est appelé
CPO INFINITAIRE CALCULABLE (ou effectif) relati-

~

vement & 1'énumération v~ construite & partir

de v .

I1 résulte de la proposition 1 que. pour tout i ¢ IN . 1'ensemble
{y|vly) < v (i)} est récursivement énumérable (ou semi-décidable) :
I1 est donc impossible de décider dans le cas général si, pour un

X ¢ COMP(B™) etun y eN, ona vw(y) <x . Cette remarque nous
conduit & définir les éléments récursifs de COMP(B®).

[.c,— ELEMENTS INFINITAIRFS DECIDABLES (OU RECURSTFS)

Définissons la notion d'élément infinitaire décidable par analogie
avec P(N) : on sait que A cN est dit récursif si et seulement
si, étant donné x «¢IN , il existe une procédure effective
(programme) de décision de 1'appartenance de x a A .

I1 est clair que, si A est récursif et si F ¢ Pw(]N) , alors

il existe une procédure effective (déduite de la procédure de défini-
tion) permettant de décider si F c A ; inversement, si pour tout
fini F e P (N) on peut décider si F c A, alors A est récursif
(1a définition précédente est obtenue avec les finis particuliers

de la forme {x} , x ¢ N).

- Les sous-ensembles finis de N formant une base finitaire effective
par rapport & 1'@numération canonique Vein N~ pw(lN\ ’
nous poserons donc :

DEFINITION 7.- Un &lément x ¢ COMP(B®) est dit décidable si
et seulement si, pour tout élément finitaire b ¢ B ,
il existe une procédure effective permettant de
décider si b < x .

Nous avons noté que. pour tout x ¢ COMP(B”) , 1'ensemble
{y|v(y) s x} é&tait semi-décidable; une autre caractérisation
immédiate de la récursivité est donc la suivante :
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PROPOSITION 3.~ Soit B wune base finitaire effective relativement
& une &numération v . Un &lément x ¢ B® est
décidable ssi {y|ly ¢N & v(y) < x} est
récursif.

Notons d'abord que, si :

yly eN & v(y) <x} est récursif,
alors x e COMP(B™) (Cf. proposition 2)

de plus, x est décidable (y é&tant donné, on peut effectivement
décider si v(y) =x ).

Inversement, si x est décidable, on peut décider effectivement,
pour tout y eN, si v(y) <x ; il en résulte que :

{y|v(y) < x} est récursif.

On note immédiatement les deux propriétés évidentes :

1) Tout él&ment de la base finitaire effective B est décidable :
En effet, soit b e B ; alors b' <b ssi SUP(b',b) =b ,
ce qui est effectivement décidable (Cf. définition de la base
finitaire effective).

2) Un élément infinitaire x ¢ B est décidable ssi 1'ensemble
A = {y|v(y) s x} est récursivement &numérable, ainsi que son
complémentaire A .

Rappelons (1131 enfin que, si R = {x|wx récursif} , alors Re I
(dans la hiérarchie arittmétique) : la propriété "&tre décidable" n'est
donc ni semi-décidable, ni, a fortiori, décidable.

Comme dans les chapitres précédents, 1'utilisation de ces résultats
dans la définition d'une sémantique des langages de programmation
conduit & leur extension aux fonctions et fonctionnelles calculables.
Nous entreprenons ce travail dans le paragraphe suivant dans le méme
esprit qu'auparavant, c'est-a-dire en partant des résultats obtenus
dans le cas algébrique et en introduisant les contraintes de la
calculabilite.
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IT - ESPACES DE FONCTIONS CALCULABLES.

La notion de fonction continue calculable doit permettre de rendre
effective la définition proposée pour la continuité (Cf. Chapitre III) :
Etant donné un argument x d'information finie, on doit pouvoir
énumérer toutes les quantités finies d'information relatives au résul-
tat f(x) de la fonction continue calculable f appliquée & 1'ar-
gunent x (Cette notion est a rapprocher de la définition des opéra-
teurs d'énumération & la ROGERS (113 ).

Or, nous avons vu (Cf Chapitre III), que 1'espace [B” +B'”] posséde
une base finitaire notée ([B +B'] . Il est donc naturel de poser,
pour rester cohérent avec le paragraphe précédent :

DEFINITION 8.- Une fonction continue f ¢ [B* - B'®] est calculable
ssi f e COMP((B™ »B'"7).

(ou, ce qui revient au méme,
ssi f e COMP([B +B'I%). )

I1 convient de vérifier que notre intuition de ce que doit &tre une
fonction calculable est compatible avec cette définition.

Ellélf Soient v et V' des énumérations rendant effectives les
bases finitaires respectives B et B' . Notons

(Cf. chapitre III, § III-2) <x,y> 1la fonction de Cantor et

montrons :

PROPOSITION 4.- f e COMP([B" -+ B'“1) ssi le graphe de f défini
par :

graphe(f) = {<x,y>|v'(x) < f(v(x))}
est récursivement énumérable.
La preuve de cette proposition requiert 1a définition d'une énuméra-

tion B de la base finitaire [B -~ B']l telle que [B +~ B'] devienne
effective par rapport & g .

Soit (b,b') wun élément de [B + B'] défini par
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b' si x=b
(b,b*)(x) = _v
L sinon.
I1 est clair que 1'ensemble de ces fonctions peut &tre énuméré par :
e(<x,y>) = (v(x) , v'(y)) X,y e N
Montrons que :
LEMME 1.~ L'émumération e vérifie :
1) e(x) 4 e(y) réecursif en x,y

2) ILa relation e(z) < SUP(e(x),e(y))

est réocursive en X,y et 2

Définissons en effet les projections suivantes :

!
>

1T0(<X,y>) (<x,y>)0 =

1T1(<X,y>) = (<x,_y>)1 =

|
<

et donc : <(x)0 s (x)1?= X

On a, avec ces notations :

e(x) = <w((x)g) » v'((x)1)>
et

e(y) = «((y)g) » v'({y)y)>
et e(x) +e(y) ssi v'((x))) + ' ({y)])

(qui est récursif puisque B' est base effective par
rapport & ')

D'autre part :
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v'((x);) si azv((x)g) & =a=zv((y)g)
vi((y)y) sioazv((y)g) & ~a=zv((x)g)
SUP(e(x),e(y))(a) = { SUP(v'((¥)1)»v'((x)1)) si v'({x);) t v'((y))
| et a2 v((x)g), a = v((y)g)
L sinon

I1 en résulte que :

e(z) = SUP(e(x),e(y)) ssi

¥ a,<v((z))s v'((2);) > (a) = SUP(e(x).e(y))(a)

c'est-d-dire ssi :

v

- soit w((2)g) 2 v((x)g) & v'((2);) 5 v'((x)))
W((y)g) & v'((2)]) = v'((¥)y)
W(¥)g) & V()] 4+ v'((9)g) &

v((2)g) 2 SUPIV((x)g)s v((¥)g)} & v'((2)9) s SUPLV*((x)q)sv' ((¥);)}

v

- soit v((z)o)

->

- soit v((x)o)

Les conditions relatives & 1'effectivité des bases B et B'
rendent donc récursive la relation e(z) < SUP(e(x),e(y))

On &tend sans probléme cette démonstration au résultat suivant

+ {e(xo),...,e(xn)} est un prédicat récursif en x ,

}

avec Vfin(x) = {XgsXqseeesXy

La relation e(y) < SUP{e(xO),...,e(xn)} est récursive
en y eten x tel que

Vfin(x) = {xo,xl,...,xn} .

I1 est alors possihle de construire une énumération g de [B +~B']
i partir de 1'énumération e : On sait en effet que [B - B'] est
obtenu par SUP fini d'ensembles bornés de fonctions de la forme
(byb') , b e B et b'eB' . Or, les sous-ensembles finis de NN

sont énumérés par Vein - On en déduit la construction suivante :
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SUP{e; |i « Vein(X)} 51 e i e Vein(X)}
B(x) =

L sinon
avec e(i) = <v((i)0) ’ v'((i)1)> ¥icNN

I1 est clair que les propriétés de e permettent de prouver que
[B+B'] est effective pour 1'énumération B8 . On a donc :

LEMME 2.- f < COMP([B +B'1") ssi 3z tel que
B(w,) dirigé & f = SUP B(w,)

et {i|B(i) < f} est récursivement érumérable.

Ce Temme résulte immédiatement de la proposition 1 du § I.B ; nous
pouvons maintenant terminer la preuve de la proposition 4 ; En effet,
nous avons montré (Cf. Lemme 2 du § I.B, chapitre III), que :

VfelB >B'"1 , ona:
f = SUP E,
avec Eg = {SUP{(by,b})|bl < f(by) , iel & Ie P @)1}

Si le graphe de f est récursivement énumérable, alors 3 z tel que :
Ef = B(‘"z)
=> D'aprés le lemme 2 , i1 en résulte que f est calculable.

A 1'inverse, supposons que f ¢ COMP([Bm > B'm]) et montrons que
le graphe de f est récursivement &numérable.
En effet, f < COMP((B +B'1")

=> (Lemme 2) : 3 z tel que {i|g(i) < f} = W,
= 32z' tel que {ile(i) < f} =w,,

-

(i1 suffit d'associer & chaque B(i) 1'ensemble des
e(J) tels que e(J) < B8(i) )
— {ilv'((i)l) < f(v((i)g)} est récursivement énumérable

=> le graphe de f est récursivement énumérable
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EELEL? Une autre approche de la notion de fonction caiculable

est proposée dans [44]1 : En effet, la proposition 4
correspond au calcul d'un opérateur par morceaux finis de son
graphe (sémantique mathématique au sens de [441 ) : on peut aussi
considérer qu'une fonction calculable transforme effectivement les
programmes (d'é&numération) de ses arguments (sémantique opérationnelle)
et donc la caractériser par une fonction récursive partielle : Nous
montrons alors la proposition suivante, qui correspond dans [44] au
théoréme d'isomorphisme entre opérateurs calculables et opérateurs
effectifs (une définition et comparaison des différents types d'opéra-
teurs est développée dans [109]) :

PROPOSITION 5.~ [106] : Soient B et B'® deux CPO's infinitaires
de bases finitaires B et B' effectives par rap-
port aux énumérations v et V' .

Alors toute fonction f ¢ [B~ ~B'"1 est calculable
(pour les énumérations v et v' ) ssi il existe
une fonction g :IN +IN récursive telle que :

Ioo

F(V (1)) = v'"(g(i)) pour tout i N

ol v et v'" sont énumérations respectives de COMP(Bm) et
COMP(B'”) c¢onstruites & partir de v et v' (cette proposition
exprime également le fait que toute fonction calculable préserve

la calculabilité).

Supposons d'abord que f soit calculable; considérons 1'ensemble
défini par :

{3lv' () < FO(E)Y i eN

{j|3 <k,j> e Graphe(f) tel que v(k) s v (i)}

E

it

Or, on a évidemment :

LEMME : Ia relation v(k) s v (1) est récursivement érumérable
en 1 et k.



- Iv-21 -

En effet, 3z tel que v (i) = SUP{v(w,)}

B étant finitaire, on obtient donc :
v(k) v (i) ssi 3 3(v(k) <v(i) & v(k) e v(w,))
=> k) sV (i) estr.e.en i et k.

I1 en résulte que, si u est un indice tel que Graphe(f) = W,

il existe une fonction récursive h telle que E =w .
h(u,i)

D'autre part, f(v (i)) = SUP{V'(§)]] "hiu,i)}
. ’
or, par construction de v'e, 3 g' récursive telle que :

SUP(V' ()13 € w,) = v'"(g"(x))

et donc finalement :

3 g récursive telle que f(v (i)) = v'(g(i)) 1 eN
Supposons & 1'inverse que 3 g récursive telle que :
f(v (1)) = v'“(g(i)) pour tout i N

Montrons que la relation <i,j> ¢ Graphe(f) est récursive
partielle.

En effet, <i,j> ¢ Graphe(f)
<> V'(J) s f(v(1))

or, la base B peut 8tre effectivement plongée dans B”
=—> 3 k récursive telle que v(i) = v7(k(1))

I1 en résulte que :

<1,3> ¢ Graphe(f) <=> v'(J) < F(V (k(1)))
o> v'(J) s v'"(g(k(1))) par hypothase.

Or, le lemme précédent montre que cette relation est récursive
partielle : Le Graphe de f est donc récursivement &numérable.
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REMARQUES :

1) Les résultats qui précédent permettent de définir la notion de
calculabilité pour des opérateurs de type supdrieur (Cf. travaux
relatifs a la sémantique du X-calcul typé [94,105,44,431).

2) La derniére proposition permet d'obtenir immédiatement une
version effective de la construction du point fixe minimal :
En effet, si f : B” - B® est une fonction continue et
calculable, alors :

soit 1 tel que vw(i) = 1 (un tel indice peut &tre
effectivement obtenu)

alors @ f(1) = f(v (1)) = v (g(i)) pour g récursiv
par application de la proposition 5.
Soit j tel que j = g(i)
alors , f2(1) = f(f(1))
= f(v7(J))

u "
< <

8 8

Lot o)
«“a
wnd

S

I1 en résulte, de fagon générale :
f"(;) = v"(g"(i)) avec i tel que V(i) = .

En tant que limite effective d'une chatne croissante d'&léments
calculables, le plus petit point fixe peut donc 8tre effectivement
obtenu,

3) En tant qu'éléments de COMP((B ~ B'1") , 1les fonctions calcula-
bles de [B” + B'"] peuvent &tre &numérées : La construction de
leur énumération 3°° d partir de 1'énumération g8 de [B +B']
s'effectue comme dans le § I.B.2 de ce chapitre.

Toutes les notions d'effectivité présentées jusqu'd présent sont
relatives & des &numérations rendant effectives les bases finitaires.
I1 est donc naturel de rapprocher les résultats obtenus jusqu'a
présent de ceux qui concernent les problemes de calculabilité et de
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définition d'une sémantique effective du A-calcul typé a partir
d'une théorie des ensembles é&numérés,

[1T - CPO’s INFINITAIRES EFFECTIFS ET THEORIE DES
ENUMERATIONS :

Une sémantique du X-calcul typé a &té proposée par ERSHOV [49,501
dans le cadre de la construction énumérative de la classe des
fonctionnelles calculables de tous les types finis. Les premiers
travaux de systématisation des notions principales de la théorie

des énumérations furent effectués par A.I. MALCEV [85,86]. Ce para-
graphe a pour but de montrer que les résultats qui précedent font des
CP0's infinitaires effectifs des domaines calculables [30,317 .

Nous avons déja souligné 1'importance des propriétés des énuméra-
tions : La notion de base finitaire effective n'a de sens que par
rapport & une énumération donnée; de plus, ia proposition 5 montre
que la dé&finition des fonctions calculables peut &tre donnée en
tepmes de propriétés d'ensembles énumérés (nous verrons qu'en fait,
une fonciivn wsv caloniable ssi elle peut &tre définie en termes
de morphisme d'ensembies enwicrés).

III.A - ENSEMBLES ENUMERES ET MORPHISMES CALCULABLES .

1) Si viN-+A, A dénombrable, est une énumération d'un ensem-
ble A, nous appellerons ensemble énuméré le couple (A,v).
L'ensemble des &numérations de A peut &tre muni d'un préordre
défini par :

v<sv' ssi 3f récursive telleque v=v' of

Diverses propriétés ([49] résultent de cette définition; en
particulier, ce préordre induit 1'équivalence :

vEWY ssi wsv et v svy

On peut alors munir 1'ensemble des classes d'équivalence
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3)
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d'énumérations d'une structure de sup-demi-treillis.

Notons que cette relation sur les &numérations joue un rdle
important dans la théorie de la récursion : Les énumérations
"maximales" sont les gtdélisations; les énumérations minimales
(injectives, lorsqu'elles existent [1107 ) sont dites de
FRIEDBERG.

Une énumération induit un ordre sur 1'ensemble énuméré :

¥ (ao,al) ceAX A , 3, 3 ay ssi

VB,B cA(vViB)r.e. & ay eB=>ac B)

Nous verrons ultérieurement que cet ordre coincide, moyennant
certaines conditions, avec 1'inclusion sur RE , famille des
ensembles récursivement énumérables, lorsque A est une famille
particuliére d'ensembles r.e.

On peut alors poser :

DEFINITION 9.- Soient (A,v) et (A',v') deux ensembles énumérés.

Une application u : A > A' est dite morphisme
effectif ssi 3 f récursive telle que le diagramme
suivant commute :

A.__u_»A'
On dire dans ce cas que

Vv I I V' f "calcule" u
f

N ———N

Nous noterons MOR((A,v),(A',v')) 1'ensemble des morphismes effec-
tifs de (A,v) vers (A',v').

Un exemple de morphisme effectif est immédiatement fourni par la
Proposition 5 dans laquelle f : COMP(B") + COMP(B'™) est calculable
s1 et seulement si f e MOR((COMP(B™),v"),(COMP(B'®),v'"))

Notons alors que :
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PROPRIETE : Tout morphisme effectif est monotone pour la relation
d'ordre induite par 1'énumération :

@h $3 > H(ag) S U(al) ¥ as37 « A

Supposons en effet que cette propriété soit fausse. Il existerait
alors ¢ cA' tel que v"l(C) soit r.e., p(ao) eC et
u(al) £C, pour a; et a; tels que a, 52

Pour obtenir une contradiction, il suffit de montrer que
v'l(uTI(c)) est récursivement énumérable puisque, dans ce cas,
3, € u'l(c) et a; ¢ u-l(c) ce qui contredit a; sa; .

or, wc) = fa ¢ Au(a) < C}

{(v(x)|x eN, uv(x) € C}
v(x)|x eN, 2'f(x) ¢ C}

(v(x}|x e N, f(x) € V-l(

C)}

or, v'l(c) est récursivement énumérable par hypothése; il en est

donc de m&me de v'l(u'l(C)) ; d'ol la contradiction.

[11.B.~ FAMILLES D'ENSEMBLES RECURSIVEMENT ENUMERABLES.,

Nous montrons, dans ce paragraphe, que les familles d'&léments
calculables peuvent &tre assimilées & des sous-familles (effectivement
obtenues a partir) de RE ; en d'autres termes que tout CPO infini-
taire effectif peut 2tre effectivement plongé dans RE ou, ce qui

revient au méme, est effectivement isomorphe & une sous-famille de
RE.

1.- Définissons d'abord ce que sont des sous-familles effectives
d'ensembles r.e. .

Soit T 1'énumération de POST de RE, avec w(x) = LV
notons R = (RE,m) ; alors :
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DEFINITION 10.- Un ensemble énuméré (S,v) d'ensembles récursive-
ment énumérables est une R-famille s'il existe
un monomorphisme 1 e MOR((S,v),(RE,m)) et si

VT

Dans [49] une telle R-famille est notée (S,u) avec S = (S,v)
On note que wu(S) < RE est isomorphe (effectivement) & S pour

la structure d'ordre induite par 1'énumération et que w(S) , muni
du morphisme identité le plongeant dans RE , est une R-famille.

Ces R-familles sont donc des sous-ensembles de RE , é&énumérés

par v avec v <m , & une équivalence d'énumération prés. Parmi
les R-familles €tudiées, nous nous intéresserons plus particuliére-
ment d celles qui ont toutes les propriétés algébriques (ordre,
c18ture par union effective, etc...) et récursives (théorémes de
récursion, existence d'une Gddelisation) de RE et qui furent
nommées “classes spéciales-standard" par LACHLAN [72]1 , sn-parties
par ERSHOV [501 , s-classes (pour simplifier les notations)

dans [30] .

2.- S<lasses et CPO's infinitaires effectifs :

Posons d'abord :

DEFINITION 11.- Une R-partie ((S,v),u) est appelée s-classe
s'il existe une function récursive g telle que :

S—H _SRE (1) ¥xentus);

I uvg(x) = m(x)
AV kil
; r (1) ¥x eN,

g uvg(x) g m(x)

Dans le diagramme de cette d&finition, r est une fonction
récursive qui "calcule" yu (Cf. définition 9), c'est-d-dire telle
que, pour tout x eN , u(v(x)) = m(r(x))

" ¥ (x)
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I1 en résulte que la définition 11 peut également &tre formulée
comme suit :

¥xoen tu(s)) » m(r(g(x)) = m(x)
c'est-a-dire :

¥ X e n'l(u(S)) s Weg(x) = Y

¥ xeNlN ,

) = "

wrg(x

Une caractérisation intéressante de ces s-classes a été donnée par
LACHLAN : Si 1'on définit la notion d'ensemble canoniquement r.e.
par :

DEFINITION 12.- Un ensemble ¢ c ﬁmaﬂ) est dit canoniquement
récursivement énumérable s'il est de la forme :

® ={ue; (X)[x ew,} ZeN

Cette caractérisation est la suijvante :

Une R-famille ((S,v),u) est une s-classe ssi elle contient un
ensemble ¢ ¢ PwaN) canonique tel que :

1) e

2) ReS <«=>R c¢RE & il existe une séquence (F;)
croissante d'éléments de ¢ , FycFy ... cF
telle que :

1
nEooo’

On vérifie alors que (501 :
¥ReS,¥fcN (FcR & F finl==>3F, e telque:
FeFgeR )

(Une preuve exhaustive de cette caractérisation est donnée dans [291).
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I1 est clair que ¢ constitue une base (au sens défini dans le
chapitre I) pour S . D'autre part, de fagon générale, ¢ n'est pas
une base effective au sens de la définition 1, § I.A; 1'expression
de 1'effectivité de ¢ est la suivante : si ¢ : N > ¢ est une énu-
mération de ¢ telle que ¢ < Veip alors ¢ est effective ssi :
1) le prédicat
o(x) 4 ¢(y) = 3 z(e(z) 2 ¢(x) & o(2) 2 o(y))

est récursif sur N x N .

2) ¥ x, ¥y ,o(x) + o(z) = SUP(o(x),9(y)) est defini et
Ty = {<x,¥,2>|9(z) = SUP(¢(x),d(y))} est récursif.

Montrons alors :

PROPOSITION 6.- Tout CPO infinitaire effectif COMP(B”) de base
finitaire B effective par rapport @ une énumération
v est (effectivement isomorphe &) une s-classe.

Nous avons en effet montré dans le § I.B.2 qu'il était possible de
construire une énumération B> de COMP(Bm) a partir d'une énuméra-
tion B de B : La construction associe a tout W, oun sous-ensemble
wf(x) s, f récursif, tel que (construction par fonctionnalisation)

B(Wf(x)) ait un SUP dans COMP(B”).

Montrons que {wf(x)lx e N} est une s-classe (autrement dit, que la
famille des ensembles r.e. d'indices de chaines croissantes associées
aux éléments infinitaires d'un CPO infinitaire effectif est une
s-c]asse)o.o I1 est clair que {wf(x)lx e N} est effectivement isomorphe
a COMP(B ).

Définissons pour cela les diverses fonctions qui interviennent dans
la caractérisation d'une s-classe : Notons d'abord que le diagramme
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suivant commute :

S = {Wf(x)lx € N} > RE

v=me f T

f
N > f(N)

e
« L 2

1d

Rappelons de plus que, par définition de 1'algorithme associé & f :

- si W, € S (c'est-d-dire si SUP(B(wX)) est défini)

alors wf(x) = W,
- De fagcon générale, on a :

¥xelN , Ye(x) < Y

or, S = {wxlx e f(N)}
— fN) = 7 }(5)

I1 en résulte que :

We(x) = ¥x ¥ X e ﬂ'l(S)
wf(X)wa VXEN

et donc que 1a R-famille S est une s-classe.

Une conséquence est que 1'énumération v =7 e f (et donc g” pour
COMP(B“)) est "principale" dans la mesure od, si v' est une autre
énumération de S telleque v' st , alors v' <v (v est
maximal dans le sup-demi-treillis des &numérations de S réductibles
a n) .

Notons enfin que les s-classes dont la base est effective sont préci-
sément les domaines d'interprétation (appelés domaines caloulables
[301) utilisés dans la définition d'une sémantique effective du
A-calcul typé dans [48] et servant de base & 1a définition d'une
théorie des fonctionnelles calculables et des types effectifs [30].
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Dans le cadre de 1'@tude de la catégorie des objets énumérés et

de leurs morphismes, ERSHOV étudie d'autres R-familles (telles

que les retracts) et d'autres approximations que celles par sous-
ensembles finis d'entiers. Nous ne cherchons ici qu'd mieux cerner
la notion de CPO infinitaire effectif et ne développons dans ce but
que les propriétés relatives aux topologies effectives induites par
cette structure (d'autres résultats relatifs aux retracts et aux
types effectifs ont &té obtenus dans [301).

[I11.c.- CARACTERISATION TOPOLOGIQUE DES S—CLASSES.

L'approche par topologie effective associée a une s-classe consiste

a approcher tout élément de la s-classe par une séquence récursivement
énumérable d'ouverts le contenant. Cette démarche, qui est d'ailleurs
également celle de SCIORE & TANG [119] , est également applicable
aux CP0's infinitaires effectifs en raison de la proposition 6.

a) Montrons d'abord :

PROPOSITION 7.- Pour toute s-classe ((s,v),u) , les relations

d'ordre s et < coTncident.

a) Prouvons que V(i) § v(§) => v(i) < v(J)

Pour tout i , construisons un ensemble fini F{.E V(1)

tel que :
(1) F; -C-Fj <> V(1) < v(J)
(i) Fy = v(J) => v(1) = v(J)

Supposons que V(i) 5 V(i) et = v(i) e v(J)
D'aprés (i) , ona = F{.E Fj
Soit Sy = RIR ¢S & F; cR)
alors v'l(So) = {x[F; = v(x)} estr.e.
(Cf. proposition 1, §I.B)
Oor, V(i) ¢ Sy et v(J) £ S puisque, d'aprés (i) :

4 v(1) € v(d) => = Fy < v(d)
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I1 en résulte que - v(i)
1'hypothése initiale,

< v(j) » ce qui contredit
v

b) Inversement, supposons V(i) < v(j) & - v(i) < v(J)
v

alors 3555 (VI(Sp) ree. & v(i) €Sy & v(d) £y
Soit A un ensemble r.e. non récursif; soit v' :IN-+S
défini par :
V(i) si xeN-A
v'(x) =
v(j) si x eA.

Etant donné que S est une s-classe, 3 f récursive
telle que v' = uf .

On a donc :
X f A <=>v'(x) =v(i) <= vf(x) = v(i)
<=> Vf(X) € 50
> F(x) € v7(S)

Autrement dit, f réduit N-A 3 v'l(SO); or, A est
non récursif et donc, N-A n'est pas récursivement énumé-
rable : On ne peut donc pas avoir :

x eI N-A ssi f(x)e v'l(SO) avec v'l(SO) r.e.

b) Avec l'ordre ainsi précisé, les s-classes peuvent &tre munies
d'une topologie (version effective de la topologie des CPO's)
(Cf. chapitre 1) d&finie par :

DEFINITION 13.- La topologie TS associée & une s-classe
((Syv),n) est définie par :

- R, € 0

To={0/0cS & ¥R ¥R, (R e 0&R R, 2 €0)

<R

& ¥C, Cc S une chalne calculable,

SupCeO==>0nC¢pl}
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Le Théoréme de RICE-SHAPIRO [491 et la proposition suivante
permettent de caractériser les ouverts de cette topologie.

THEOREME DE RICE-SHAPIRO.-

Soit ((S,v).u) une s-classe de R, (¢,¢) sa base avec
¢ < Ve 3 alors S' cS posséde un ensemble récursive-
ment énumérable d'indices par rapport & Vv (c'est-d-dire
\)-1(5') r.e.) si et seulement s'il existe &' c & cano-
niquement r.e. tel que ¢>-1((I>‘) r.e. et

S' = {u(x)] 3z e N, o(z) e & ¢(z) < v(x)}

DEMONSTRATION. -

1) Soit {6(f(x))|x e N} un ensemble récursivement énumérable
d'éléments de ¢ et soit S' = {v(x)]| 3 z(¢(f(z)) c v(x))}
alors 1'ensemble {<z,x>|¢(f(z)) < v(x)} est r.e.

—_— v'l(S') = {x| 32(¢(f(x)) = v(x))} est également r.e.

2) Soit ¢' : S' n¢ : montrons que ¢-l(¢') est r.e.
e vf = ¢
")) r.e.

Soit f récursive telle

v'l(S‘) r.e. =—> 1"1(\)'1

qu
(S
Or, Xxce¢ f'l(v'l(S')) <==> vf(x) ¢ ' <=> ¢(x) € §'

<=> ¢(X) € $' n @

1 vient : ¢ Ys' o o) = £ v s
Donc, &' =S n ¢ esttel que ¢'1(¢') sott r.e. c.q.f.d.

I1 résulte du thé&oréme de RICE-SHAPIRO la proposition suivante :

PROPOSITION 8.- Soit ((S,v),u) une s-classe ; soit S'c S
tel que V'l(S') soit récursivement &numérable;
On a les deux propriétés suivantes :

1) VRO,ROeS' & Ry <RE & R05R1—>Rle$'



- Iv-33 -

2) ¥R, R ¢S', R infini et R=U{FX|X€]N}
avec {F;|i ¢ N} un ensemble canoniquement
r.e., tel que Fi-f Fi+1

= gxo[Fxo € {Fi i eN} & Fx0 e S

DEMONSTRATION :

1) Supposons que R0 eS' R1 e RE , R0 < R1 > R1 e S'
Soit A un ensemble récursivement énumérable et non récursif;
définissons :

RO si x € N-A

v'(x) =

Etant donné que V' est calculable, il existe une fonction
f récursive telle que V' =v e f .

0 0
1
X) e S

<==> Vf( " cem> F(X) e v (S')
Donc, f réduit N-A (non récursivement &numérable) a
1

v (S') qui est récursivement énumérable; ce qui est impossible.

2) Soit Re¢S' , R infini.
Soit {Fxlx ¢ N} un ensemble de finis canoniquement r.e ,
avec F, cF ., et R=y {F|x ¢N} ; i1 s'agit de montrer
qu'il existe un indice Xq tel que Fxo e S' .

Supposons le contraire : Soit donc un ensemble de finis
{Fx|x e N} tel que F, £S' pour tout n <N et tel que
U {Fxlx eN} €S'.

Soit {A[x e N} , avec A c A, un ensemble de r.e. non
récursifs.

Posons A = u{Axlx e N}

F‘y si X e Ay - Ay-l
Soft wvy(x) =

R si x¢A
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(\6 énumére un ensemble S, tel que

S < RY y Fylk e N} )

X £A <= \B(X) = R
<=> vf(x) ¢ R pour un f récursif tel que vy =vof

am> F(X) €S' => f(x) € v I(S')

X € A = 3 y(x eAy-A

b)) = B(%(x) = F)

=> 3y(vf(x) Fy)
=> of(x) £S' (par hypothése)

—> f(x) 4 V(S

Donc, pour tout n elN , x ¢ A <= f(x) ¢ v_l(S') :

Ainsi, f récursive réduit (N-A) non récursivement énumérable
en v'l(S') r.e., ce qui est impossible.

En rapprochant cette dernigre proposition de la définition de la
topologie Tg associée & une s-classe ((S,v)su) , on cbtient
donc

COROLLAIRE.- L'ensemble B = {s'|s' <S & vul(S‘) r.e.}
est une base calculable pour la topologie Tg
agsociée au CPO (S,c,P)

Cette caractérisation topologique des s-classes permet d'é&tudier
le 1ien entre la structure de la base de finis ¢ et les propriétés
de la structure engendrée; nous montrons ainsi la :

PROPOSITION 9.- Soit ((S,v),u) une s-classe de R
Soit {By|i ¢ N} sa base topologique
Alors l1e prédicat A1j[V(i) € Bj] est
récursivement énumérable,

Soit en effet ¢3 = B\1 n RDON) : par application du thé&oréme de
RICE-SHAPIRO, °j est &numéré par ¢J = Vein fJ avec fJ récursive.
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or, {<i,j>| }u[¢1(u) < v(i)1} est récursivement énumérable

<> Aij[v(1) € Bj] est r.e. c.q.f.d.

Cette proposition montre donc qu'il existe un procédé effectif
d'énumération des voisinages calculables de tout élément d'une
s-classe.

Notons que, si B et Bj sont deux éléments de BS ,» alors :
£

v(i) € By <= 3 u, o(u) € &5 = By 0 P (N) & o(u) < v(i)

V(i) e By <=>3v, o(v) cd =BynP M) & o(v) cv(i)

Etant donné que Bj n Bz € BS , hous avons :

B. nB, {RIReS & 3uidv, ¢(u)e o5 > ¥(v) € &) ;

[o(u) < R & o¢(v) < R1}

{RIReS & 3udv, ¢u) e 25 o(v) € ¢,
Cé(u) u ¢(v) < R}

L'existence d'un SUP dans ¢ n'est assurée que dans le cas d'une
base finitaire effective : Si 1'on pose

{SUP(e(x)se(y)) lo(x) € o5 & o(y) « &4}

alors :

@
-
(o]
)
n

{RIReS & 3w, ¢(we d5 Vv 0, & ¢(w) R}

Le résultat qui suit montre comment, dans le cas de CP0's infinitaires
effectifs considérés comme R-familles de RE, on retrouve par la
topologie les approximations utilisées dans le § I, pour la dé&finition
d'une énumération des éléments infinitaires effectifs :

PROPOSITION 10.- Pour tout CPO infinitaire effectif ((S,v),u) ,
il existe une fonction récursive s telle que

v(i) =  {¢(s(i,n))|n e N} ieN

En effet, d'aprés la proposition 9 :



- IV-36 -~

{<i,j>|v(i) e Bj} est r.e.
> {<i,j>|3K , ¢(k) € ? ro(k)

== {<i,dsk>| o(k) e oy & o(k)

wi)]} estr.e.
v(i)} est r.e.

C
C

Soit wg(i) 1'ensemble r.e. xj{<1,3>|v(1) € Bj}
wg(i) # @ => 3h récursive telle que
Wg(-i) = h(i.},

Définissons la fonction partielle suivante :

umip(m) e ¢5 & o(m) cv(i)1 si J Mg (i)

k(i,j) =
indéfini sinon

Soit hl(i,n) = k(i,h(i,n)) : I1 s'agit d'une fonction totale
d'aprés la définition des fonctions h et k : cette fonction
injective si Wa (i) est infini, c'est-a-dire si v(i) est infini,
permet d'associer & v(i) Tles indices des ensembles finis qui
1'engendrent :

v(i) = SUP{¢(hy (i,n) y|n e N}
SUP{¢(x) |x wgl(i)} avec gl(i) = hl(iJN)

U {e(x)|x € wfgl(i)}

ot f est 1a fonction récursive définie dans le § 1.B.2 et qui
associe, & tout Wy un ensembie wf(x) totalement ordonné. Il
en résulte que :

v(1) =y {e(s(i,n)){n ¢ N}
avec s(i,N) = wfgl(i)

On retrouve donc 1'ensemble des indices d'une chatne croissante
de finis dont le SUP est v(i) ; Cette approche topologique par
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énumération des voisinages calculables contenant un élément infini-
taire donné est donc équivalente & 1'approche par SUP de chaftne
calculable utilisée dans le paragraphe 1.B.2

La notion d'effectivité introduite au niveau de 1'ordre doit mainte-
nant 1'&tre au niveau de la métrique afin que les complétés effec-
tifs au sens de 1'ordre et de la métrique puissent &tre campareés.
Nous présentons dans les principales notions relatives aux espaces
métriques récursifs en nous restreignant aux seuls résultats néces-
saires & cette comparaison.

IV - ESPACES METRIQUES RECURSIFS.

La notion d'espace métrique récursif fut introduite dans le cadre

de 1'analyse constructive; les définitions et propriétés qui suivent
sont issues essentiellement des travaux de LACOMBE ([73,74,75]

et MOSCHOVAKIS Tosl .

Le point de vue que nous présentons est trés proche de celui de

LACOMBE, les résultats de MOSCHOVAKIS relatifs aux systémes de notation
introduisant d'autres concepts et risquant d'alourdir notre présentation.

A.- Définissons tout d'abord une version effective de la définition
d'espace métrique.

DEFINITION 13.- Un espace métrique (E,d) est dit récursif s'il
existe un sous-ensemble dénombrable B de E
effectivement &numéré par v : N +8 et si les
conditions suivantes sont vérifiées :

a) E est complet

b) B est dense dans E

c) La fonction v :IN2 +R définie par
8(nyn') = d(v(n),v(n')) est récursive,

autrement dit, 11 doit exister une proc&dure effective (programme)
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qui, a partir d'un couple (n,n') d'entiers, fournit la valeur

de d(v(n),v(n')) . LACOMBE [731 montre ainsi que dans 1'espace
des fonctions (totales) de N dans IN , on peut prendre pour sous-
ensemble B les fonctions qui sont nulles & partir d'un certain
rang; dans R , on peut prendre pour sous-ensemble dense 1'ensembie
Q@ des rationnels et comme énumération celle des couples d'entiers.

Enfin, certains exemples utilisés dans le chapitre I peuvent également
8tre définis en tant qu'espaces métriques récursifs; Ainsi T” est
complet et £* dense dans I ; d'autre part, si 1'on utilise la
distance de [20]1 , il est clair que la condition c) est également
vérifiée,

Ces exemples montrent que les éléments de tels espaces métriques ré-
cursifs ne sont pas nécessairement effectifs. I1 convient donc d'in-
troduire la notion d'élément effectif dans un espace métrique récursif :
I1 est nécessaire pour cela de définir les suites effectives (dans
un espace métrique récursif) convergeant effectivement vers de tels
éléments.

DEFINITION 14.- Soit (E,d) un espace métrique récursif ;
B dense dans E énuméré par v .
Une suite (bi)ieN d'éléments de B est dite
effective s'il existe une fonction récursive o
telle que :

bi = v(e(i)) YieN

Autrement dit, i1 doit exister un programme d'&numération des éléments
d'une telle suite. Notons que cette d&finition correspond & celle

des chatnes croissantes effectives utilisées dans la complétion d'une
base effective.

D'autre part :

DEFINITION 15.- Une suite (xi) d'&18ments d'un espace métrique
récursif est dite "de Cauchy effective” s'il existe
une fonction y : N +N récursive telle que :

ol

¥ n,0'p 02 y(p) & n' 2 p(p)] ==> dXpsXpi) <
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La notion de critére de Cauchy effectif est inchangée lorsqu'on
remplace la fonction %- par une fonction récursive strictement
décroissante.

On peut alors définir la notion d'élément calculable (effectif)
dans un espace métrique récursif :

DEFINITION 16.- Un élément x d'un espace métrique récursif (E,d)

est dit effectif (ou calculable) s'il existe une

suite effective, de Cauchy effective, d'éléments de
B dense dans E qui converge vers x .

La lourdeur de la définition nous conduira & utiliser ultérieurement
le terme "suite de Cauchy effective" pour "suite effective de Cauchy
effective"; mais en toute rigueur, et cette remarque est fondamentale
pour les résultats du chapitre suivant, un élément calculable dans

un espace métrique récursif est caractérisé par la donnée de deux
fonctions récursives :

- une fonction récursive © qui "énumére" effectivement
les éléments de la suite,

- une fonction récursive ¢ qui définit effectivement
le rang @ partir duquel la distance entre les éléments
de la suite effective devient arbitrairement petite.

L'ensemble des couples de fonctions (totales) récursives (0,y)
n'étant pas récursivement énumérable, il en résulte que 1'ensemble
des &léments calculables d'un espace métrique récursif n'est pas
en général récursivement énumérable.

NOTATION :  Pour éviter la prolifération des notations, nous
noterons COMP(B) 1'ensemble des é&léments calculables
d'un espace métrique récursif (E,d) muni d'un sous-
ensemble B dense dans E .

Remarquons que, si une suite de Cauchy effective (xn) converge
vers un x ¢ COMP(B) , alors elle converge effectivement vers x ;
autrement dit, pour tout n , 3 p tel que :
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n zy(p) = d(xn,x) < % avec y reécursive

COMP(B) est un espace métrique récursif complet dans la mesure oil
toute suite de Cauchy effective y converge effectivement.

Notre objectif étant de donner une version effective des résultats
des trois premiers chapitres, nous ne développons pas les défini-
tions et propriétés topologiques qui résultent des définitions précé-
dentes; Rappelons simplement que MARTIN-LUF [911 définit la notion
de topologie effective comme suit : Un ouvert dans une telle topolo-
gie est un ensemble récursivement énumérable 0 de voisinages satis-
faisant les conditions suivantes :

Si I et J sont des voisinages, alors :

(I e0 & J>I=>1J¢0)
Pour tout T e¢0 , 3Je0 telque I o

L'ensemble des ouverts, dans une telle topologie, peut &tre €numéré
de fagon effective.

I1 est facile de montrer que les espaces métriques récursifs sont des
espaces topologiques effectifs : En effet, le systéme fondamental des
voisinages est 1'ensemble des boules de centre b , b ¢ B, et de
rayon 1/n ; les hypothéses relatives & 1'énumération effective de

B permettent d'é&numérer effectivement ces boules et, de ce fait,
d'obtenir une &numération effective des ouverts obtenus par réunion
effective de ces voisinages. On trouvera dans [91,135,104,23,73,142]
des développements relatifs & ces notions : I1 faudrait, pour &tre
complet, parler des résultats relatifs aux espaces basés, aux approxi-
mations effectives, aux points constructifs et aux diverses notions

de convergence. Etant donné que ces résultats ne sont pas utilisés
ultérieurement, nous préférons renvoyer aux auteurs cités précédemment
afin d'éviter d'alourdir inutilement la présentation de ce travail.



CHAPITRE V

OBJETS INFINITAIRES DECIDABLES

ET LIMITES DE SUITES

DE CAUCHY EFFECTIVES



Les notions de complétion effective d'un ensemble dénombrable B

étant définies, au sens de 1'ordre (COMP(B*)) et au sens métrique
(COMP(B)) , i1 convient maintenant de s'interroger sur la version
effective des résultats des chapitresII et III : Un é&lément infi-
nitaire calculable au sens des CP0's effectifs 1'est-i1 au sens des
espaces métriques récursifs, et inversement ? Toute suite crois-

sante effective est-elle de Cauchy effective pour notre métrique ?

Que deviennent ces résultats lors du passage aux espaces de fonctions ?

IT convient d'abord de vérifier que les conditions de définition des
CP0's infinitaires effectifs et des espaces métriques récursifs sont
compatibles, afin de valider 1a définition de 1a métrique du
chapitre II sur un CPO infinitaire effectif.

I - DEFINITION D'UNE METRIQUE SUR UN CPO INFINITAIRE EFFECTIF.

E:fl: Soit B une base finitaire effective par rapport & une

énumération v : N B ; soit B™ son espace complété algé-
brique ("effectivement donné" au sens de [1281); COMP(B®) son espace
complété effectif ("domaine effectif" au sens de [64] ), que nous
avons convenu d'appeler CPO infinitaire effectif associé @ B .

Considérons alors la métrique dv du chapitre II, définie par :

1
1+ wilv(i) e x Ayl

X,Y € B

dv(x.y) =
Il est facile de montrer que :

PROPOSITION 1.- Le CPO infinitaire B~ de base finitaire effective
B et muni de la distance dv est un espace
métrique récursif.

Montrons en effet que les conditions de la définition 13 (Ch, IV
du chapitre IV) sont vérifiges :



a) B” est complet : Nous avons montré en effet (chapitre II)

que toute B-suite de Cauchy (non nécessairement effective) pour
dv convergeait vers un élément de B ; rappelons que
si (bi)idN est une suite de Cauchy d'éléments de B , elle
converge vers un élément a ¢ B” tel que

a = SUP{a, i eN} a; B
avec

a. = SUP{V3)|i <1 & WJ) sb ..}

i ¥(i)
ol ¥ est le régulateur de convergence associé a la suite de
Cauchy (bi) : la suite (a1.)1.EN a été nommée direction associée
& (0)jeN -

B est dense dans B’ : Ce résultat résulte également de la
démonstration du théoréme 3, § IV, du chapitre II puisque tout
élément de B peut 8tre défini en tant que limite d'une suite

de Cauchy (non nécessairement effective) d'éléments de B ; de
fagon générale, toute suite croissante d'éléments de B est de

Cauchy;

Enfin, 1'application 6 : N xIN +-R définie par :
8(n,n') = dv(v(n),v(n')) est récursive.

Autrement dit, i1 existe une procédure effective qui permet, a
partir de tout couple (n,n') e N xN , d'obtenir la valeur
de dv(v(n),v(n')). En effet, si 1'on considére la définition
de 1'opérateur A

v(n) A v(n') = {v(i)|v(i) s v(n) & = v(i) < v(n')
ou V(i) s v(n') & v(i) =< v(n)}
les éléments de la base finitaire effective étant décidables
(récursifs) au sens de la définition 7 (chapitre IV, § I.C),

1'existence d'une telle procédure effective en résulte immé-
diatement.



Notons que ce résultat n'autorise aucune déduction relative aux
éléments calculables de B™ : Nous avons effet mentionné dans le
chapitre précédent que les &léments d'un espace métrique récursif
ne sont pas nécessairement effectifs et qu'il en est de méme du
complété B~ de la base finitaire récursive B (ainsi, 5 est
un espace métrique récursif pour la métrique de [20] et pour
1'énumération définie dans le chapitre II, alors que manifestement
tous ses éléments ne sont pas effectifs).

[.B.- Certains résultats obtenus dans le chapitre I sont immédiate-
ment obtenus dans leur forme effective, ainsi :

PROPOSITION 2.- Soit B une base finitaire effective par rapport
aux énumérations v :IN-B et v' :IN-+B .
Alors les métriques associées dv et dv' sont
uniformément effectivement équivalentes.

Nous avons montré en effet (de fagon non constructive) qu'il existait,
pour tout n , un entier A(n) tel que :

¥beB, ui[v(i) =b] 2 A(n) ==> pifv'(i) = bl 2n

Pour montrer que A : N »N est récursive, construisons un algorithme
pour définir cette fonction :

Pour tout n répéter

1+0
Jusqu'd v'(i) =b & 1 2n répéter
i+l
finjusqu's
A(n) « 1

finpourtout

Les propriétés de B (finftaire effective) permettent d'atteindre
en un temps fini le premier 1 tel que 1 2n et v'(i)=b,



On obtient, de fagon identique, 1'existence d'une fonction récursive
A' telle que, pour tout n :

¥b eB, wilv'(i) = bl 2 A'(n) => uilv(i) =bl =n

11 en résulte, comme dans le théoréme 1 du chapitre II, en posant :

pilv(i) e x Ayl X,y € B

[
{]

et b

v(ig) :
wilv(i) e x Ayl 2 A(n) => pifv'(i) ex Ayl =z2n
et, de fagon identique :

Pilv' (i) e x Ayl =2 A'(n) = pilv(i) e x Ayl =n

IT en résulte donc 1'équivalence effective entre suites de Cauchy pour dv
et suites de Cauchy pour d,, et la continuité effective biuniforme
de 1'extension 1 de 1'identité i : (B,d ) - (B,d ) .

On montre de méme, avec 84 et 62 définies au § III-2 du chapitre II :
PROPOSITION 3.~ La métrique dv est effectivement uniformément

équivalente aux métriques 61 sur I et 62
sur TZ(Z), avec Card(Z) fini.

I1 n'y a pas besoin de preuve particuliére; il suffit de reprendre
1la démonstration du théoréme 2 du chapitre II pour constater que :

un[Hn(t) # Hn(t')] = i == unlv(n) ¢ t 4 t'] =2 A(1)
avec, pour A , 1la fonction identité sur IN : A est donc récursive,
Inversement, i1 a été montré qu'il existait B tel que :

unfv(n) e t A t'] 21 = un[Hn(t) # Hn(t')] 2 B(1)

avec B(i) = en(i)



ou e est le nombre d'arbres de profondeur inférieure ou égale
d n etol n(i) est tel que :

en(i) <1x en(1')+1

L'hypothése de finitude de : rend récursive la fonction B ;
le reste de la démonstration est identique.

II - ELEMENTS INFINITAIRES EFFECTIFS DANS B ET B

L'un des résultats importants du chapitre II est 1'existence d'une
bijection entre les complétés B et B ; mais avec les définitions du
Chapitre IV , on peut se demander si ce résultat est encore valable
lorsqu'on restreint les complétés aux seuls €léments infinitaires
effectifs; plus formellement, si B est une base finitaire effective
par rapport & une énumération v , les complétés effectifs COMP(B™)
et COMP(B) sont-ils encore en bijection ?

La réponse a cette question requiert 1'étude des propriétés d'effec-
tivité de la direction (ai)iem définie par :

a; = SUP{v(j)I1j =1 & v(j) <b

o(i)?

associée a la suite (bi)ieN d'éléments de B , de Cauchy effective
et de régulateur de convergence récursif vy .

Montrons tout d'abord :

PROPOSITION 4.- La direction (ai)i€P1 , associée & une suite
(bi)idN de Cauchy effective dans B , et aussi

de Cauchy effective, de régulateur de convergence
1'identité sur NN .

Nous avons déja montré dans le théoréme 3 du chapitre I, que toute
suite croissante était de Cauchy; pour montrer qu'elle est effective,
i1 faut prouver :



- qu'il existe une fonction a récursive telle que :

a; = v(a(i)) Viel

- que son régulateur de convergence est récursif.

a) L'existence d'un o récursif est évident : En effet, la
suite (bi) étant de €auchy effective, i1 en résulte que :

48 , B récursif, tel que bi = v(B(i)) i eN

d'autre part, A; ={vj)]i =i & Wj) < bw(i)} est un
sous-ensemble fini de B ; autrement dit, 4 x(i) tel que :

A, = v(vfin(x(1))) avec Xx récursive.

Or, le graphe du SUP est récursif (hypothéses relatives & la
base effective B) ; i1 en résulte qu'il existe une fonction g
récursive telle que :

SUP w(vegn(3)) = W(g(d))  § ¥ el et
s+ V(veqn(3))

et donc finalement :
a = SUP A,l = v(a(1))

avec o = g(x(1))

b) 11 reste donc & prouver que le régulateur de convergence de
la suite (61)1dN est récursif.

Montrons pour cela le lemme sujvant :

LEMME,=- Pour tout b e¢ B

3 < b < aJ wes> UK[V(k) = b] 2 1

Supposons que 1'on ait :

3, <bs 8y et uk{v(k) = b] < 1



D'aprés la définition de la direction (ai) s 11 est clair que :

b<a,=>b<b,, .
¥(J)
On ne peut pas avoir b <b en effet, dans ce cas, on aurait :

b€A1~

1t
—~—
<
——
[ &)
A
[N
A
-—do
Ro
<
P
<
g
IA
o

et donc
b <a. =SUP Ai

ce qui serait contraire & 1'hypothése initiale.
I1 en résulte donc que :

b<b & abzsb

(i)
b« By(i) 2 By(y)

et, puisque upk[v(k) = bl < i , on obtiendrait donc :

¥(J)

=

1

> =

4y (1) Py(3) > 1

ce qui contredit 1'hypothése (bi) de Cauchy.
On ne peut donc pas avoir, pour tout b e B ,

a; < b < aj et upk[v(k) =b] < i c.q.f.d.

I1 résulte de ce lemme que, pout tout i,j , ona:

1

d(ag,3;) < 137

En d'autres termes, le régulateur de convergence de la suite (ai)idN
n'est autre que 1'identité sur IN : La suite de Cauchy (ai) est
donc effective.

I1 est clair que, de fagon générale, toute suite croissante effective
d'éléments de B n'est pas de Cauchy effective : En effet, on

aura toujours une fonction récursive pour le parcours de la suite, mais
pas 1'effectivité du régulateur de convergence. La proposition



[+1]]

précédente, ne concernant que les suites croissantes construites

Qur

partir de suites de Cauchy effectives, ne peut donc &tre étendue
des suites croissantes quelconques.

Autrement dit, les éléments infinitaires effectifs ne sont pas né-
cessairement limites de suites de Cauchy effectives d'éléments de

Nous montrons en fait le théoréme suivant, qui doit &tre considéré
comme la version effective du théoréme 3 du chapitre II :

THEOREME 1.- Soit COMP(B”) wun CPO infinitaire effectif.

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(4) x € COMP(B”) est décidable

(1) X est limite effective d'une suite de Cauchy
effective d'éléments de B , base finitaire
de B” effective par rapport d une

énumération Vv ,

PREUVE :

1.- Montrons d'abord que (ii) =—> (i) , autrement dit que toute
suite de Cauchy effective (bi)idN dans B converge effec-
tivement vers un élément décidable.

Associons @ (bi)idN sa direction (ai)mN et montrons
que :

a = SUP{a, i ¢ N} est récursif.

(1e théoréme 3 du chapitre Il montre que a = lim bi)

i-re0
Montrons le lemme suivant, en désignant par ¢ le régulateur
de convergence de la suite (bi)idN

LEMME 1.- v(n) s bw(n.) 88t v(n) < 8,1 pour tout N
tel que nsn'

En-effet, on a :



. = SUP{v(i)li <n* & V(i) <b

== alsb
n

Yn')
= (Vn) sa, = v(n) = bw(n'))
Inversement,
supposons que Vv(n) < bw(n') pour tout n <n'
alors
v(n) € A = {v(i)]i =n' & (i) = bw(n')}
=> y(n) < SUP An'

=> v(n) <a..

I1 en résulte :

LEMME 2.- v(n) <a ssi v(n) <ag

D'abord, w(n) =< a, = v(n) < a par définition de a
Montrons qu'a 1'inverse, v(n) s a ==>v(n) < a,

ou, ce qui est identique :
= v(n) = a, = - v(n) < a
On sait, d'aprés le lemme 1, que :
- v(n) s a, => = v(n) < bw(n)
> ¥ n'(n' 2 n==>=v(n) s bw(n'))
Supposons en effet le contraire; on aurait alors, pour un n' > n:

-~ v(n) sb & v(n) sb

¥(n) y(n')

w—> \)(n) € blp(ﬂ) A bw(nl)
=> wiLv(1) € bypy A bypiylzn

= dlby(m) Pynty) > T
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ce qui est impossible puisque (bi) est de Cauchy, de régulateur
de convergence y .

On a donc :

IA
o

¥n'(n' 2 n=>4v(n)
or, d'aprés le lemme 1, cela implique :
¥n'(n' 2 n=>4v(n) < an.)

de plus, on sait que la direction (a].)i€IN est croissante : I1 en
résulte donc :

¥n' , =yn) < a

et, puisque a = SUP{aili ¢eN} est infinitaire, on en déduit donc
que
- v(n) <a

Le lemme 2 permet donc de conclure : En effet, il permet d'é&tablir

que :
v(n) < a <> v(n) <a
<=> SUP{v(n),a } = a,

La base B é&tant effective , le graphe du SUP est décidable : La
relation v(n) < a est donc décidable : a est donc décidable.

2.- Montrons qu'a 1'inverse, a décidable =—> a est limite
effective d'une suite de Cauchy effective.

Associons a la suite (ai) effective et croissante, telle que
a = SUP{aili e N} la suite (bi)idN définie par :

b, = SUP{v(i)|i = n & v(i) < a}

Cette suite est effective puisque :
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a décidable = v(i) < a décidable

le graphe du SUP est récursif

Montrons d'autre part que (bi) est de Cauchy, et que son
régulateur de convergence est la fonction identité; autrement
dit que :

¥ n,p,q, 1 < n=—>v(i) ¢ bn+p A bn+q
Supposons p < q ; il suffit de montrer, puisque la suite (bi)
est croissante :

) ou (v(i).s b

isn=>(av(i) e bn+q n+p)
si v(i) =< bn+p », OU ST = v(i) < bn+q , le résultat
est évident.
si v(i) < bn+q » alors v(i) <a (par définition de b,)
=> y(i) < bn+p puisque 1 < n
On a donc :
i<sn=>v(i) ¢ bn+p A bn+q
1
=>d(b___,b ) <—
n+pon+g 1+n

On conclut la preuve en remarquant que :

SUP{b, [n € IV}

1}

SUP{v(i)|v(i) < a}
SUP{b, [n « IV}

> a

De plus :
pilv(i) e bn A a

pilv(i) s a & = v(i) = b,3

v

n par définition de bn

1
=> d(a,by) < 7

=> 3 = 1im b avec (b,); de Cauchy effective .
N D 19N
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Ce théoréme appelle plusieurs remarques :

REMARQUES ET CONSEQUENCES :

complétion
algébrique

finitaire‘\\\\\j
et Complétion

métrique \5*5

effective
par rapport

\Y

a)

Nous avions remarqué, dans le chapitre précédent, que 1'ensemble
des objets infinitaires définis comme limite effective de suite
de Cauchy effective n'é@tait pas nécessairement récursivement
énumérable : Le théoréme 1 en donne 1a raison, 1'ensemble des
décidables n'étant pas récursivement énumérable.

On note également qu'il n'est pas possible (pour cette méme
raison) de définir une énumération effective de COMP(B) a
partir de 1'énumération v~ de COMP(B™) définie dans le

chapitre précédent.

Le théoréme 3 du chapitre II qui établit 1'existence d'une
bijection entre les complétés B” et B , ainsi que le théoréme
précédent peuvent &tre résumés comme suit, en désignant par
DEC(B™) 1'ensemble des &léments décidables de B

- Otlection des o «
B -~ COMP(B ") — DEC(B ")

Sélection des limites effectives -
-+ COMP(B)

des suites de Cauchy effectives

I1 en résulte que 1'identité sur B :
T 1 (Bysyu) » (B, d)

ne peut &tre &tendue de fagon effective en une application
continue 1 :

T : COMP(B™) - COMP(E)
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c) Les ensembles d'éléments infinitaires effectifs BEC(B®) et
COMP(B) sont mis en correspondance bijective de fagon effective,
comme le montre la preuve du théoréme 1 . Mais cela n'implique
pas pour autant que COMP(B) soit retract effectif de coMP(B™),
au sens de [49]

Nous avons présenté dans le premier chapitre plusieurs exemples de
CP0's infinitaires; certains sont munis d'une relation d'ordre
"syntaxique" (c'est le cas de TS(Z) et de I en particulier);
certains encore sont "Peano-finis" (c'est le cas de Mm(F,E) ,

de I lorsque Card(Z) est fini, contrairement a T;(Z) dans le
cas général ou d 1'ensemble des intervalles ouverts d bornes ration-
nelles). I1 est donc naturel d'étudier les conséquences que peuvent
avoir ces propriétés sur les éléments infinitaires effectifs obtenus;
les questions qui se posent sont essentiellement les suivantes :

- Existe-t-i1 des énumérations particuliéres permettant
d'obtenir des propriétés de calculabilité spécifiques ?

- Existe-t-i1 des structures d'ordre pour lesquelles les
notions d'éléments infinitaires effectifs et d'é&léments
infinitaires décidables coincident ?

Nous donnons dans le paragraphe suivant des &léments de réponse &
ces questions, ce qui nous permet d'aboutir & une sorte de classi-
fication de ces différents exemples.

IIT - ENUMERATIONS ET ORDRES PARTICULIERS.

Définissons d'abord un type d'é&numération couramment utilisé :

[II.A = ENUMERATIONS COMPATIBLES AVEC UNE STRUCTURE D’ORDRE,

Nous avons déjd défini, dans certaines démonstrations ou exemples,
des é&numérations d'ensembles finitaires effectifs : Ainsi, dans la
démonstration du théoréme 2 du chapitre II, nous utilisons une
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énumération v de TQ(z) lorsque Card(Z) est fini, telle

que tout arbre ayant un nombre de noeuds inférieur ou égal & i
soit énuméré avant ceux dont le nombre de noeuds est supérieur ou
égal a j, avec J > 1 . Ce type d'énumération est donc, en
quelque sorte compatible avec 1'ordre syntaxique défini sur TQ(Z);
nous dirons plus précisément que :

DEFINITION 1.- Une énumération v : N > (B,s,1) est dite
compatible avec 1'ordre sur B si :

¥VabeB , as<b=>pifv(i) = al < pilv(i) = bl

Ainsi, 1'exemple précédent répond & cette condition puisque, si

t et t' appartiennent @ T(Z) , t <t' =>n(t) =n(t'), ou
n(t) désigne le nombre de noeuds de t : 1'arbre t est donc dans
ce cas énuméré (pour la premiére fois) avant 1'arbre t' .

I11.A.1.- QUELQUES EXEMPLES

Les CP0's infinitaires é€voqués dans le premier chapitre sont souvent
muniis de telles énumérations :

a) Nous avons déja utilisé dans le chapitre précédent 1'é&numération
canonique des sous-ensembles finis de P(N) désignée par Vein
et définie par :

\)f-"in(x) = {xl’xz"'t ’xn} Xi €]N ’ 1 < .i <h

avec : n
x= )y 2!
i=1

Cette &numération, qui fait de PwGN) une base finitaire
effective de P(N), vérifie la propriété :

vfin(x) < vfin(x') — X < X'

Elle est donc compatible avec 1'ordre sur P(N)

b) Différents auteurs [137,6,1181 ont muni I* d'une énumération
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bijective et ont fait jouer & r* le r8le de N en théorie
des fonctions récursives. Cette énumération définie par :

v(n) =a, a. ... a,
i, i, i
avec I = {al,az,...,ar}
n = E pd-1

i,
j=1
est telle que, en notant Ix7 Tle mot de £* dont 1'indice
pour v est x :

rXT < Myl==> x <y X,y ¢ ¥

Elle est donc compatible avec 1'ordre d'inclusion des facteurs
gauches sur .

Citons enfin une énumération des arbres finitaires de M(F,E)
utilisée dans [31] permettant de construire COMP(M™(F,E))
en tant que retract effectif de (RE,m) :

Notons M = Max{a(f)|f ¢ F}
et (M] = {1,2,...,M}
Les noeuds des arbres finis peuvent &tre considérés come des

mots de [M]* (Cf. construction des arbres finis dans [102] );
soit donc :

v : N> [M]* 1'énumération de [M]* définie dans
1'exemple précédent.

Pour un entier x ¢ N , v(vfin(x)) est donc un ensemble fini
de mots de [MI* ; pour définir la notion de sous-arbre, i1
faut rendre cet ensemble de mots compatible avec la structure
d'arbre, par exemple en définissant la cl8ture suivante :

1 (Vgia(x)) = D7) (P40 € V(vpqp(x)) => (PA g s usp

U pagsusxQq)}
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Notons vfin(f(x)) = cl(vfin(x)) , avec f récursive

I1 est clair que v(vfin(f(x))) est un arbre et que le
diagramme suivant commute :

cl v
P_(N) - c1(P, ) -+ M(F,E)
Vfin Vein ° F v
N -+ N -+ N

f in

L'énumération V' : N =+ M(F,E) résultant de cette construction
est donc définie par :

V' (x) = V(veq(F(x)))

Ainsi, soit Vfin(x) = {a,B} a,8 € N

V(Vfin(x)) = {212,232}

212 A 232 = 2

= C](Vfin(X)) = {a,B,Y,8,€}

avec v(y) =2
v(6) = 21 Ys8,e € N
v(e) = 23
,/’/’2 N
. . cl 21 23
212 232 > v'(x) = | |
212 232

0F, V'(X) 5 V' (¥) => ver (FX)) € vegn(F(¥))  Xoy € N



d)
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I1 en résulte que cette énumération du magma libre est compa-
tible avec 1'ordre "&tre sous-arbre de" utilisé dans la défini-
tion de la cl8ture cl.

Enfin, 1'ordre plat sur N y {1} , &numéré par :

X0)
W)

1

i+1

est manifestement compatible avec 1'ordre plat.

I1 semble donc que ce type d'énumération compatible avec un
ordre soit courant dans la littérature et m&me naturel dans
le cadre des exemples précédents. .Nous essayons en conséquence
de caractériser les CP0's infinitaires pour lesquels une é&numé-
ration de la base compatible avec 1'ordre peut &tre trouvée.

III.A.2.- CARACTERISATION DES BASES ENWERABLES DE FACON

COMPATIBLE AVEC L'ORDRE

Cette caractérisation est donnée par le théoréme suivant :

THEOREME 2.- Soit B" un CPO infinitaire.

Alors il existe une émumération v : N + B
compatible avee l'ordre gei pour tout b ¢ B ,
Card({c|c ¢ B & ¢ <b}) est fini.

PREUVE :

a)

b)

Soit B finitaire, v : N> B compatible avec 1'ordre sur B
Soit n(b) = pilv(i) = b] ¥beB

v étant compatible avec 1'ordre, il existe, par définition,
au plus n(b)-1 éléments qui précédent b :

=> Card({c|c ¢ B & c < b}) < n(b) -1

Inversement, supposons que Card({c|c e B & c < b})
soit fini pour tout b e B .
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Soit v une énumération quelconque de B ; montrons qu'il
est possible de construire, & partir de v , une énumération

v' de B compatible avec 1'ordre.

~

Soit V' :IN +B construite & partir de v de la fagon

suivante :
v'(0) = «0)
V(1) = »(0) Vv'(2) = «1)
V' (3) = v0) v'(4) = v(1) v'(5) = w(2)

vi(n') = v(0) v'(n'+l) = (1) ..... v'(n'+n) = v(n)

avec n' = ﬂigill

Intuitivement, cette énumération est intéressante car elle
comporte "plus d'indices" pour chaque élément de B que 1'é&numé-
ration v : Pour tout indice n ¢eN et tout p <N tel que
v'(p) = v(n) , il existe p'> p tel que v'(p') = v(n).

Construisons, & partir de V' wune énumération V" par 1'algo-
rithme suivant : Pour tout n <IN , on conserve v'(n) si

(et seulement si) tous les éléments de B inférieurg {au sens
de 1'ordre sur B) & v'(n) sont déja énumérés.

Plus précisément, soit P(x) = {yly ¢eB & y s x} X ¢B
Par hypothése, Card(P(x)) est fini, ¥ x ¢ B .

L'algorithme de construction de V" peut alors &tre défini comme
suit :
i<«0
Pour tout n 2 0 répéter
Si P(v'(n)) < {(v'(0),...,v'(n)} alors
V(i) « v'(n)
i+ i+l
Finsi

Finpourtout
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(Soit par exemple B = {a,b,c} avec asbsc

Soit v : N> B défini par :

v(0) = ¢
v(l) = a
v(2) = b

puis Vv(i+3) = v(i) ¥ i eN
v n'est manifestement pas compatible avec 1'ordre.

La construction de V' revient @ énumérer :

v(0) 5 v(0) 5 w(1) , w(0) , v(1) , v(2) , v(0) , v(1), w(2) 5 W(3), V(0),...

f (I AN B

v'(0) V(1) V'(2) Vv'(3) v'(4) ...

On obtiendra donc finalement :

Vv'(0) = V(1) = a
VI(1l) = v(1) = a
Vv(2) =v(2) =b
v'(3) = v(0) =c¢
puis V(i) = v'(i+4) pour i > 4)

L'hypothése relative @ P(x) rend possible la construction
de V' par 1'algorithme précédent; il est clair que 1'énumération
W' obtenue est compatible avec 1'ordre sur B .

I1 est important de noter que le théoréme qui précéde est vrai en
particulier dans le cas des algébres de Peano pour lesquelles le
nombre de successeurs immédiats est fini (Cf. § II-C, chapitre II) :
c'est donc le cas en particulier des mots et des arbres construits
sur un alphabet fini. |

Mais, inversement, 1'existence d'une énumération de la base finitaire
compatible avec 1'ordre n'implique pas la propriété d'&tre "Peano-
fini"; comme le montre 1'exemple suivant :
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L'énumération v définie par :

v(0) =
v(i) = i+l i eN - {0}

est compatible avec 1'ordre
mais IN y {1} n'est pas
"Peano-fini".

Le théoréme 2 est important dans la mesure ou il permet de carac-
tériser également des CPO's infinitaires pour lesquels 1a base ne
peut pas &tre énumérée de fagon compatible avec 1'ordre :

a) Dans le cas du CPO infinitaire des intervalles a bornes réelles
(Cf. chapitre I), i1 est clair que 1'ensemble des intervalles
ouverts a bornes rationnelles contenant un intervalle ouvert a
bornes rationnelles n'est pas de cardinal fini : I1 n'est donc
pas possible de trouver une énumération de la base finitaire
des intervalles ouverts a bornes rationnelles compatible avec
1'ordre sur cette base.

I1 en est de mé&me des deux exemples suivants :
b) B={ 1% %Jn e N} (qui engendre le CPO infinitaire B y {0})

car il existe une infinité d'é&léments inférieurs &
pour tout neNN .

S|

c) Si B et B' sont deux bases finitaires dont 1'énumération
est compatible avec 1'ordre, il n'en est pas de méme de la
base [B -~ B'] (Ch. chapitre III) du CPO infinitaire
[8” +8'"] car:

ax2b & a' <b' == (a,a') < (b,b')

I1 apparatt ainsi clairement que le théor2me 2 introduit un critére
permettant une premiére classification des CPO's infinitaires; ce
critére induit en outre des propriétés intéressantes au niveau de
1'ordre, de notre métrique et de la récursivité.
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IIT.A.3.- PROPRIETES DE CES ENUMERATIONS.

a) Rappelons d'abord que nous avions défini (chapitre I, dé&f. 12)
la notion de CPO infinitaire filtré, tel que :
¥xeBY , y>x==>yebs”

Montrons d'abord :

PROPOSITION 5.- Soit B une base finitaire, v une énumération
de B compatible avec 1'ordre :
Alors B” est un CPO infinitaire filtré.

En effet, d'aprés le théoréme 2, 1'existence d'une &numération
compatible avec 1'ordre implique, pour tout b ¢ B :

Card({c|]c ¢ B & c s b}) est fini.

Soit ce«B & c<b, avec beB.

c ne peut appartenir & B“, sinon, d'aprés le théoréme 2 du
chapitre I, c serait le supremum d'une chatne infinie strictement
croissante d'éléments de B .

I1 en résulte donc que, pour tout b ¢B ,

C<b==>c¢B

d'aprés le propriété 3 du chapitre I, B” est filtre.

COROLLAIRE.~ Si une base finitaire B admet une émnumération
oompatible avec l'ordre, elle a une structure d'inf-
demi-treillis.

Ce corollaire résulte de l1a proposition précédente et de la
propriété 4 du chapitre I. Pour rester cohérent avec les notations
relatives au SUP, nous noterons INF(a,b) 1'infimum de a et

b dans B .

Rappelons que la propriété 2 du chapitre I montrait déjad que,



a et b é&tant deux &léments quelconques d'une base finitaire
B, alors INF(a,b) &tait défini dans B” ; 1'existence d'une
énumération compatible avec 1'ordre permet donc d'obtenir

que INF(a,b) ¢ B .

b) Au niveau de la métrique d,, associée & une énumération v de
B compatible avec 1'ordre, notons &galement les deux propriétés
suivantes dans lesquelles nous notons, pour simplifier :

pu(c) pour wifv(i) = cl ¥ceB

PROPRIETE 1.- Soit v une énumération de B finitaire, compatible
avec 1'ordre.
Alors, pour tout a,b,c ¢B ,

1

d (a,b
via )<1+u(c)

-> INF(a,c) = INF(b,c)
Cette propriété peut encore &tre formulée :
wilv(i) € a A bl > y(c) =—> INF(a,c) = INF(b,c)

PREUVE : Montrons d'abord que :

uilv(i) € a A bl > u(c) ==> INF(a,c) ¢a A b
En effet, INF(a,c) e a A b => pifv(i) ¢ a A bl < u(INF(a,c))
or, par hypothése ; uilv(i) € a A bl > u(c)
et u(c) =2 u(INF(a,c)) puisque v est compatible avec 1'ordre
=> uilv(i) € a A bl > u(INF(a,c))
==> on ne peut pas avoir INF(a,c) ea A b
or, INF(a,c) sa & INF(a,c) ¢ a A b==> INF(a,c)s b
on obtient donc :

INF(a,c) < INF(b,c)

On montrerait de fagon identique que INF(b,c)  a A b



et donc que

finalement
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INF(b,c) < INF(a,c)
INF(a,c) = INF(b,c)

Comme nous le montrerons dans la proposition suivante, il est inté-
ressant, 3 partir d'une information relative & la métrique, d'en
déduire des propriétés relatives & 1'ordre.

On peut &galement montrer que :

PROPRIETE 2.-

S6tt v une €numération de B finitaire, compatible
avec 1'ordre sur B .
Pour tout x,y ¢eB , avec x <y, ona:

dv(x.y) <'T%ﬁ ssi ¥ clp(c) < n ==> INF(c,x) = INF(c,y)1

Montrons d'abord que :

¥ X,y ¢B,

X <y & d(x,y) < T+1-ﬁ-=-> u(c) < n => INF(c,x) = INF(c,y)]

Supposons qu'il existe c ¢ B tel que :

Alors :

or,

en effet

or,
car, si

I1 en résulte

u(c) < n & INF(c,x) # INF(c,y)

X <y ==> INF(c,x) < INF(c,y)
=> INF(c,y) ¢ INF(c,y) A INF(c,x)
=> p(INF(c,y)) 2 witv(i) « INF(c,y) A INF(c,x)]

v(i) € INF(c,y) A INF(C,x) ==> v(i) e x A Yy
v(i) < INF(c,x) & = v(i) < INF(c,y)

> v(i) £ X & = v(i) < IN(C,y)

V(i) s c & 2 v(i) < INF(c,y) ==> 4 v(i) < ¥y
vi)s<y , alors (i) s INF(c,y)

que :
v(i) < INF(c,x) & = v(i) < INF(c,y)

> V(i) s X & qv(i)sy=>v(i)exAy
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IT en résulte que :
H(INF(c,y)) >n

Or, 1'&numération v de B est compatible avec 1'ordre sur B

=> y(c) = u(INF(c,y)) >n

ce qui est en contradiction avec 1'hypothése initiale.
Inversement, montrons que :

— _ — 1
¥ clu(c) <n == INF(c,x) = INF(c,y)]==>d (X,¥) <13y

pour tout x,y ¢B tel que x <y

soit encore que :

dv(x,y) >'1%ﬁ & x <y=>3c tel que u(c) sn & INF(c,y) # INF(g,x)

En effet, d (x,y) >-I%ﬁ--¢ 3c telque u(c) sn & cexdy
or, x<y==>xAy=1{be¢Blbsy & =b sx}
=>3c tel que u(c) sn & c<y &~ c=sx
=> 3 ¢c tel que u(c) sn & INF(c,y) =c & INF(c,x) #¢c

c.q.f.d.

Les propriétés é&noncées jusqu'd présent semblent sans rapport avec
la calculabilité; notons pourtant que :

PROPRIETE 3.~ Soit B une base finitaire effective pour une
énumération v compatible avec 1'ordre sur B .
Alors, la relation : v(z) = INF(v(x),v(y))
est récursiveen x ,y et z.

En effet, v(z) = INF(v(x),v(y))
o> y(Z) = SUP{v(t)lv(t) < v(x) & v(t) < v(y)}
Or, il ressort du théoréme 2 que :
v(t)|v(t) s v(x) & v(t) s v(y)} est fini.
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Etant donné que la relation :

wWz) = SUP{\:(vﬁ.n(x))} .

est récursive, la propriété 3 en résulte immédiatement.
On peut alors prouver, en utilisant ces propriétés :

PROPOSITION 5.- Soit B une base finitaire effective pour une
énumération v compatible avec 1'ordre sur B ;
soit (bi)ieN une suite de Cauchy effective,
de régulateur de convergence récursif y et de
limite effective b e COMP(B) ; alors, pour tout
c €B :

c<b ssi c= INF(c,bw(u(c))) .
En effet, montrons d'abord que si (bi)ieN est de Cauchy effective,
il en est de m&me de la suite (INF(C’bi))ieN :

Or, nous avons vu, dans la preuve de la propriété 2, que :

INF(c,b;) A INF(c,b) < by & by ¥ieNl.

I1 en résulte que :
" ukCv(k) e INF(cuby) A INF(c,b;)] 2 MkIV(K) e by A b,]
= d,(INF(c,b;),INF(c,b5)) s d(by,b)

or, (bi) est de Cauchy effective :

—> ¥ i.d 2 u(n) , dy(byby) < o7
1

—> d,(INF(c,b;),INF(c,b5)) < 1o
— (INF(C’bi))ieN est de Cauchy effective, de régulateur 1y .

D'autre part, pour tout c ¢ B ;

12 y(u(c)) y

= dv(b‘i ’bj) *T+u(c

J 2 y(u(c))
=> d'aprés la propriété 1, INF(c,bi) = INF(c.bj) .
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La suite (INF(C’bi))iéN devient stationnaire & partir du
rang u(c) et on a donc :

INF(c,b) = 1§m INF(Cbg) = INF(Cuby (e cyy) -

I1 en résulte que :

¢ < b <> INF(c,b) = ¢

=’

v

INF(c,lim bi) = ¢

===

v

i
Tim INF(c,bi) = C
i

autrement dit :

c<b ssi c= INF(C’bw(u(c))) c.q.f.d.

I1 est clair que cette proposition explicite le théoréme 1 dans le

cas de bases

finitaires effectives ayant une structure d'inf-demi-

treillis effectif. I1 résulte de 1a propriété 1 de ce chapitre le
corollaire immédiat suivant :

COROLLAIRE, -

Dane lee conditions de la proposition 5, &i (ai)iel
est la direction associée d la suite de Cauchy

effective (b1.)1.€I » ona:

INF(c,a

c < SUpP a_i 88t ¢
i

u(C))

La preuve en est immédiate puisque :

- lim b_i = SUP a;

1

1

- la suite (ai) est de Cauchy, de régulateur 1'identité
sur N .

I1 en résulte que :

i2u(c)

1

==>d (a;,a;) § ———o
vord 1+ plc)

J = p(c)

==> (propriété 1) : INF(c,ai) = INF(c,bj) .
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On obtient donc, par le m&me raisonnement que précédemment :

c A SUP a; = 1im(INF(c,ai)) = INF(c,a
i i

u(C))
et donc finalement :

C < S?P a; ssi c¢= INF(c,au(c))
L'intér8t de la proposition 5 et de son corollaire est évidemment
de donner une caractérisation simple des éléments décidables dans
le cas des bases énumérées de fagon compatible avec 1'ordre; c'est
d dire en particulier dans le cas des CPO's infinitaires effectifs
répondant aux conditions du théoréme 2.

Ce premier critére d'existence d'une &numération compatible avec
1'ordre a donc permis une premiére classification des CPO's infi-
nitaires &tudiés dans le chapitre I.

L]

La paragraphe qui suit introduit un second critére destiné a carac-
tériser les CP0's infinitaires pour lesquels les notions d'é&léments
infinitaires effectifs et d'éléments infinitaires décidables coincident.

[II.B,~ cCPO’S INFINITAIRES ARBORESCENTS.

I1 est intuitivement évident que, si X ¢ COMP(Z“) est un mot
infinitaire effectif, on peut toujours décider si b ¢ ¥ est tel
que b <x ; de m8me, si t est un arbre infinitaire effectif
n'ayant pas de Q & profondeur finie, on peut &crire un algorithme
de décision pour b <t , ol b est un arbre fini.

Par contre, si 1'on considére 1'ensemble des supports d'arbres
d'arité inférieure ou égale & 2 ,' soit t = SyP(ti) un élément

infinitaire obtenu & partir des t,i définis pa} :

“~_ v

i fois

I1 est clair que 1'on ne peut pas décider dans ce cas si 1'arbre fini :
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.
N

est "inclus" ou non dans t : On ne peut en effet décider si
la branche finie dans t doit &tre ou non prolongée.

Nous définissons dans ce paragraphe la notion de CPO infinitaire

arborescent destinée a& mettre en évidence les structures particu-
liéres dans lesquels tout élément infinitaire effectif est déci-

dable.

II1.B.1.- QUELQUES RAPPELS ET DEFINITIONS :

Afin de mieux définir la notion de "successeur immédiat" dans une
relation et de 1'associer & la définition d'un systéme de

Peano [561 , nous rappelons la construction de J. SCHMIDT [116]
inspirée des travaux de RIGUET (1121 .

Soit R une relation définie sur un ensemble E . On peut lui
associer sa c18ture transitive par un opérateur de cldture supérieure
nommé trans, classiquement dé&fini par :

trans(R) =R yRRyRRR y ... ¥Re P(E X E)

On peut aussi extraire d'une relation R c E x E tous les couples
(x,y) tels que :

*

(x,y) ¢ R & 3 z((x,2) ¢ R & (z,y) € trans(R));
autrement dit, définir un opérateur nommé Cons (pour conSécutif)
par :

Cons(R) =R ~-RT =R -TR=R =TT

I1 est clair que cet opérateur est une fermeture inférieure sur
P(E x E); On a :

(x,y) € Cons(R) ssi y est successeur immédiat de x,

ou y "domine" x (les deux dénominations sont couramment
utilisées en théorie des ensembles ordonnés).
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On peut alors définir deux ensembles de relations en correspondance
biunivoque (par une correspondance de Galois) :

- les relations dites "conséecutives” [116]
ou "de voteinage” [511]
R = Cons(R)

- les relations dites "d saut" [116]
ou "diserétes" [511 pour lesquelles il existe une
relation consécutive ¢ telle que :

R = trans(c)

On a donc :

R consécutive ssi R = Cons(trans(R))
R & saut ssi R = trans(Cons(R))

Nous dirons, d'autre part, qu'une relation R c E x E vérifie les
axiomes de Peano si :

1) (xl,y) e R & (xz,y) e R=>x; =X,
2) E est la cldture finie (par R) de 1'ensemble A
des &léments de E sans prédécesseur :
VaeA, Ax (xeE & (x,a) €R)
Notons qu'une ordre peut vérifier ces deux axiomes sans &tre un

=

ordre & §aut, comme le montre 1'exemple suivant :

c
xn+1,"' \\\\\\ b
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dans lequel les axiomes 1 et 2 de Peano sont bien vérifiés, mais
ot 1'on ne peut, par cl8ture finie de 1a relation de succession

=

immédiate, arriver & ¢ par les X

Enfin, un ensemble ordonné (E,<) est dit arborescent s'il vérifie
la condition suivante :

¥x(x eE=>{yly eE & y <x} est totalement ordonné).

(Dans les travaux relatifs aux ensembles ordonnés, on dit alors

que (E,<) est un "ensemble ramifié" [71] ou "“arbre" [116, 62 ],
et "arbre de Peano" si de plus les deux axiomes de Peano cités aupa-
ravant sont vérifiés; pour éviter toute confusion avec les éléments
du magma libre, nous utiliserons uniquement le terme "ordre arbo-
rescent" ou "ensemble ordonné arborescent" précédemment défini).

Notons que tout ordre arborescent vérifie 1'axiome 1 du Peano
(unicité du prédécesseur) mais pas nécessairement 1'axiome 2 de
c18ture finie & partir d'un ensemble d'éléments minimaux : Ainsi,
par exemple, 1'ensemble des réels {1 - 1/n|n ¢ N} y {2} , muni
de 1'ordre naturel sur R , ne vérifie pas cet axiome.

On doit & J. SCHMIDT la proposition importante qui suit :

PROPOSITION 6.~ [£116] : Soit (E,<) wun exemple ordonné, les
trois propriétés suivantes sont équivalentes :

1) E est ordonné par saut et vérifie les axiomes
' de Peano,

2) ¥x (x e E=> {ylyeE & y s x}) est
doublement bien ordonné,

3) (E,<) est arborescent et v&rifie les axiomes
de Peano.

Dans cette proposition, nous utilisons la caractérisation de [117]
des ensembles bien ordonnés : Un ensemble ( est dit bien ordonné
(resp. doublement bien ordonné) ssi i1 est totalement ordonné et
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vérifie la condition du minimum (resp. la condition du minimum
et du maximum) c'est-a-dire si toute partie de C posséde un élé-
ment minimal (resp. un &lément minimal et un &lé&ment maximal).

PREUVE :
a) Montrons d'abord que 1 ==>2 par induction.
Notons, pour simplifier 1 « ,x]1 1'ensemble :

{yly e 8 & y s x}
I1 est clair que, si e ¢ E est un élément minimal de E

(axiome 2 de Peano), alors 1+« ,e] = {e} est doublement bien
ordonné; montrons que, si 1 <« ,x] est doublement bien ordonné,
¥xeE, etsi y domine x (ou : (x,y) ¢ Cons(<)) ,

alors J <« ,yl1 =1+ ,x1y{y}.

Etant donné que < est un ordre & saut, on a :

w<y==> (w,y) ¢ Cons(s)
ou 3zekE tel que w<z & (z,y) ¢ Cons(s)

Or, d'aprés le premier axiome de Peano (le prédécesseur est
unique) ceci entralne : w = x dans le premier cas,
z = x dans le second.

I1 en résulte que WY ==>WwW<sX
et, plus généralement, w sy =>w s X

On a donc, immédiatement :
1+,y1 ¢ 3+ ,x1y{y}
L'inclusion inverse est immédiate puisque (x,y) e Cons(s)
=> ((X,¥) € Cons(s) ==> 1« ,y1 =1+ ,x1y{y}),
i1 en résulte donc que ] « ,y] est doublement bien ordonné,
ce qui montre que 1 ==> 2 .
b) Montrons maintenant que 2 ==> 3 .

Le fait que ] « ,x] soit totalement ordonné&, pour tout x ¢ E ,
résulte de la définition du bon ordre. I1 reste donc & prouver que
les axiomes de Peano sont vérifiés,
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- L'unicité du prédécesseur résulte du fait que 1<« ,y[ ,
avec y non minimal, posséde un élé&ment maximal.

- Montrons que E est l1a cl8ture (transitive) de 1'ensem-
ble A ctE des &léments minimaux (par rapport & Cons(<));
notons d'abord que tout &lément minimal de E appartient
a E ; puis, par induction, supposons que x ¢E et
montrons que (X,y) e Cons(<) =>y ¢E : s'il n'en était
pas ainsi, E ne serait pas ordonné par saut, ce qui
contredirait le fait que 1 =—>2 .

(On peut aussi ne pas utiliser le fait que 1 ==>2 en notant que,

si M est la cldture de 1'ensemble A des éléments minimaux de E ,

alors ]+ ,xI1cM=x e¢M ; or SCHMIDT [117]1 a montré que,
si E vérifiait la condition du minimum, alors i1 coTncidait avec
M ; d'ou le résultat).

Montrons enfin que 3 =>1 .

I1 suffit de montrer que < = trans(Cons(s)) , autrement dit
que x sy ssi (x,y) e trans(Cons(s<)) ; d'abord, il est évident
que :

(x,y) € trans(Cons(s)) ==> x <y
Montrons 1a propriété inverse par induction sur y ; notons
d'abord qu'elle est trivialement vraie si y ¢ A (y minimal);
supposons maintenant que :

Z <y==> (2,y) € trans(Cons(<))
Soit t tel que (y,t) ¢ Cons(s) et montrons que :

Z <t=>(z,t) ¢ trans(Cons(<))

Or, 1+ ,t] est totalement ordonné ==> ona , soit ys<z,
soit z<y.,

. S ysz, alors ys<sz<t
—-— = Z
(yst) € Cons(s)
=-> (2,t) ¢ Cons(s<)

=-> (Z,t) ¢ trans(Cons(s))
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si z <y, alors, par hypothése :

(z,y) e trans(Cons(<))
et, puisque (y,t) eCons(<) , on a également (par
définition de trans) :

(z,t) e trans(Cons(<))

I1 en résulte que < est un ordre a saut, ce qui conclut
la preuve de la proposition 6 .

Cette proposition s'avérera trés utile par la suite dans le cadre
de 1'étude de CPO's infinitaires arborescents définis par :

DEFINITION 2.- Un CPO infinitaire B” est dit arborescent si sa
base finitaire B vérifie 1'une des trois propriétés
énoncées dans le proposition 6.

Ainsij, parmi les exemples traités dans le chapitre I

- 1" est un CPO infinitaire arborescent : Les successeurs
immédiats de x , X ¢ ¥, sont de la forme xa ,
avec a e I . Mutrement dit, si < est la relation "&tre
facteuexgauche*de", alors :

¥ X,y € ¥ (x,y) e Cons(s) ssi 3a,a eI tel que y = xa
Les &léments minimaux sont les mots de longueur 1 et {1

est clair que :

*

yel si 3x telque £(x) =1 & (x,y) ¢ trans(Cons(s<))

- Dans le cas des arbres, on peut considérer 1'ensemble des
arbres infinis maximaux (pour 1'ordre "syntaxique") en
tant qu'éléments purement infinitaires générés :

. soit par 1'ensemble T(L y {Q}) des arbres finis,
. soit par T'(Z y {Q}) , ensemble des arbres finis,
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ou les § n'apparaissent qu'a une profondeur maximale.

L'ensemble des arbres ol les Q n'apparaissent qu'a une profondeur
maximale (finie ou infinie) constitue également un CPO infinitaire
arborescent.

II1.B.2.- PROPRIETES DES CPO's INFINITAIRES ARBORESCENTS.

I1 résulte de la proposition 6 les propriétés importantes suivantes :

PROPRIETE 4.- Dans un CPO infinitaire B~ arborescent, toute partie
dirigée A , AcB, est totalement ordonnég.
En effet, soit z=SUP A , A cB dirigée.

I1 résulte de la proposition 6 que ] <« ,z] est totalement ordonné,
d'olu la propriété.

I1 en résulte également :

PROPRIETE 5.- Dans un CPO infinitaire B arborescent, 1'ordre
sur B est distributif.
A montrer : INF(a,SUP(b,c)) = SUP(INF(a,b),INF(a,c))

Notons d'abord que si z = SUP(b,c) est défini, alors z majore
INF(a,b) et INF(a,c) : SUP(INF(a,c),INF(a,b)) existe donc.

D'autre part, il résulte de la propriété précédente, que :

Ll
o

INF(a,SUP(b,c)) = 3 INF(a,b) si SUP(b,c) =
INF(a,c) si SUP(b,c) =

1
(2]

d'autre part :

SUP(INF(a,b),INF(a,c)) = { INF(a,b) si INF(a,c) s INF(a,b)
INF(a,c) si INF(a,b) s INF(a,c)

d'ol le résultat.
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PROPRIETE 6.- Dans un CPO infinitaire arborescent B” , toute
chatne croissante majorée dans B est finie.

Cette propriété est une conséquence immédiate du 2 de la propo-
sition 6 ; elle interdit des situations telles que :

a B B = {c;|i N}y {a,8)

avec BY = {y}

S
AN

e e0e o s0e o
O

%

Notons d'ailleurs que 1'existence d'une énumération de B compatible
avec 1'ordre implique la propriété 6 ; alors que le contraire est
faux, comme le montre 1'exemple de 1'ordre plat sur Ny {1}

I1 résulte de cette propriété :

PROPRIETE 7.~ Dane un CPO infinitaire arborescent, tout élément

purement infinitaire est maximal.

En effet, x ¢ B ssi x est le SUP d'une chalne infinie d'é&léments
de B deux & deux distincts (Cf.th. 2, chapitre I) : la propriété
6 implique que x ne peut &tre majoré dans B .

Cette derniére propriété est évidente dans le cas des mots et des
arbres infinis; elle est manifestement fausse par exemplie dans le
cas du CPO (non arborescent) des intervalles réels.

En matiére de calculabilité, le théoreéme suivant montre 1'intérét
des CPO's infinitaires arborescents :

THEOREME 3.- Dane un CPO infinitaire arborescent, tout élément
effectif est déoidable,
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Soit en effet B une base finitaire effective pour une &numération
Soit a < COMP(B”).

- si a est finitaire, alors il est décidable,

- si a est purement infinitaire, alors il existe x ¢ NN
tel que :
a = SUP{v(i)]i € wx}
ol la suite (v(i))iew est croissante; construisons une suite
X

effective strictement croissante et ayant pour SUP 1'é&lément a ,

c'est-d~dire un ensemble wy tel que :

a = SUP{v(i)|i € w,) avec : v(¢y(1)) < v(¢y(i+1))
¥ielN

Définissons pour cela 1'algorithme suivant en posant :

Wx XO,Xl,...

w)’ yO"yl""
yo “+ XO
j«0
Pour tout n 21 répéter
tantque v(xj) < v(yn_l) répéter
J+ jt+l
fintantque
Yo * 9y 10%y)
Fin pourtout

ol g calcule 1a fonction SUP (g récursive par définition de
la base effective).

I1 en résulte que :
a = SUP{v(i)]|1 ¢ W,}
avec W, = "f(x) f récursive

la suite v(i) strictement croissante.
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Soit alors b ¢ B ; montrons que a est décidable en construisant
un algorithme de décision pour b <a :

n+«0
tantque v(yn) <b répéter
n < n+l

fintantque

Montrons d'abord que cet algorithme fournit un résultat en un temps
fini : Ceci résulte immédiatement de la propriété 6 .

On obtient alors & la sortie :

3 ny tel que o vy, ) <b
0
- si v(yno) >b alors :

b < a puisque v(yi) < a pour tout i
- sinon, v(yn ) et b sont incomparables,
0
==> ]'ensemble {v(yn ),b,a} n'est pas dirigé,

0
ona b<a

I1 résulte de ce théoréme les corollaires suivants :

COROLLAIRE 1.- Tout mot infinitaire effectif est déeidable.

COROLLAIRE 2.- Tout arbre infinitaire effectif maximal est décidable.

Ces corollaires résultent immédiatement des remarques suivant la
dé&finition 2; de méme, en utilisant le théoréme 2 :

COROLLAIRE 3.- Tout mot infinitaire de COMP(I") est limite
effective d'une suite de Cauchy effective
d'éléments de L .

et enfin :
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COROLLAIRE 4.- Tout arbre {nfinitaire effectif maximal est .limite
effective d'une suite de Cauchy effective d'arbres

finis.

Notons que la démonstration du théoreéme 3 et les corollaires qui
le suivent restent vrais dans le cas plus général de CPO's infini-
taires effectifs dans lesquels :

- toute partie dirigée est totalement ordonnée,

- toute chalne croissante majorée par un élément de la
base est finie.

Nous concluons ce chapitre par quelques résultats relatifs aux
fonctions (et fonctionnelles) calculables.

IV - FONCTIONS CALCULABLES

Nous avons montré dans le chapitre précédent, que les fonctions
continues calculables de B” dans B'~ pouvaient 8tre définies :

- en tant qu'&léments de COMP([B” - B'™1)

- en tant que morphismes effectifs de (COMP(B™),v”) vers
(0OMP(B'T),u'") od v (resp. v'”) est 1'énumération
effective de B (resp. B'") construite & partir d'une
énumération effective v (resp. v') de la base fini-
taire B (resp. B').

Ceci &tant valable pour tous les CPO's infinitaires effectifs B”
et B'”, on peut &tendre ces résultats & des fonctions continues
de "type" supérieur, c'est-8-dire généralement aux fonctionnelles;
la premidre caractérisation correspond 3 celle des fonctionnelles
calculables, et 1a seconde & celle des fonctionnelles effectives
dont EGLI et CONSTABLE [44]1 , puis SCIORE et TANG [119] ont
montré 1'é&quivalence. Notons aussi qu'il est possible de caracté-
riser toute fonctionnelle effective en tant qu'é&lément d'une
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s-classe (au sens de [501 ) : On peut alors définir une telle
fonctionnelle en tant que plus petit point fixe (effectif) d'un
opérateur d'é&numération (& la ROGERS [113]) , ce qui correspond

a une troisidme caractérisation de telles fonctionnelles; on pourra
se reporter alors généralement aux travaux de POUR-EL [109]1 pour
une &tude comparative exhaustive des diverses caractérisations
d'opérateurs calculables.

Nous nous attachons plus particuliérement dans la suite de ce
travail & la version effective du chapitre III : Notions de conver-
gence effective d'une suite de fonctions, de compacité effective,

de continuité (uniforme) effective. Nous donnons auparavant une pre-
miére conséquence des résultats qui précédent dans le cas de fonc-
tions contractantes.

IV.A.- POINT FIXE DE FONCTION CONTRACTANTE,

Soit f ¢ COMP([B™ + B"1), avec B" CPO infinitaire effectif de
base finitaire effective B par rapport & une énumération v .
Rappelons que f est dite contractante [41]1 pour la métrique dv
(ou dv-contractante) s'il existe k < 1 tel que :

dy(F(x),F(y)) s kod(x,y) Xy € B

On montre alors facilement :

PROPOSITION 7.- Soit (bi)ieN une suite de Cauchy effective d'élé-
ments de B , de limite b ; soit f ¢ COMP([B™ + B™1)
dv-contractante; alors la suite (f(bi))ieN est de

Cauchy effective et converge effectivement vers
f(b).

En effet, par définition des suites de Cauchy, si ¢ est le régula-
teur de convergence effectif de (bi) , Ona:

Vo, 12u(p) & J2w(p) => dy(biby) < g
—> d,(F(b;),(by)) < 15

==> la suite (f(bi)) est de Cauchy, de régulateur de convergence 3 .
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D'autre part, la suite (f(bi))iéN est effective car :

b; = v(6(i)) avec 6 récursif,

—_— f(bi) = v(0'(i)) avec ©' récursif
par application de la proposition 5 du chapitre IV.

I1 en résulte que (f(bi))ieﬂ est de Cauchy effective; elle conver-
ge donc effectivement dans COMP(B) ; 1le fait qu'elle converge

vers f(b) est &vident (la preuve est 1a méme que celle qui a permis
de montrer que (f(bi)) est de Cauchy).

I1 résulte immédiatement du théoréme 1 le corollaire suivant :

COROLLAIRE 1.- Soit COMP(B®) wun CPO infinitaire effectif,

f ¢ COMP(IB” + B™1) une fonetion d -contractante.
Alors, pour tout x e COMP(B") ,

X décidable ==> f(x) décidable.

b. ¢ B

I1 suffit de reprendre la proposition 7, avec x = lim bi’ i

j-»o0

Enfin, le théoréme de BANACH [41] relatif au plus petit point
fixe dans des espaces m&triques complets conduit & :

COROLLAIRE 2.- Soit f e COMP([B™ =+ B"1) une fonction continue

caleulable dv-contractante; alors f a un seul

point fixe qui est décidable.

En effet, il suffit de remarquer que, pour tout b ¢ B , on a pour

tout m > n :
n

d,(F"(b),f (b)) < X d (b, (b))

IT en résulte que la suite (fi(b))ieN est de Cauchy effective

et converge donc dans COMP(B) vers le point fixe de f , qui

est décidable en application du théoréme 1. Le fait que cette limite
soit unique et point fixe de f résulte du théoréme de Banach sur
les espaces métriques complets.
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I1 resterait & s'interroger sur la signification de la d,-contrac-
tance pour des fonctions continues calculables au sens des CPO's.

En fait, une étude plus générale des propriétés de points fixes dans
les CPO's et les espaces métriques associés doit pouvoir &tre entre-
prise & partir de 1a définition de 1a métrique proposés dans le
chapitre Il et des résultats obtenus dans le cas des CPO's infini-
taires effectifs.

IViB.- FONCTIONS CONTINUES EFFECTIVES AU SENS METRIQUE.

Etant donné deux bases finitaires effectives B et B' par rapport
aux énumérations respectives v et V' , il est clair que les
compl&tés COMP((B ~B']) et COMP([B” - B'”]) de la base finitaire
(B +B'] (Cf. chapitre IV) ne sont plus reliés que par 1'inclusion
(non effective) :

COMP([B +B']) < COMP([B” »B'”3})

les éléments effectifs du complété métrique é&tant les éléments déci-
dablrs du complété B° +B'"] , c'est-a-dire les fonctions &
graphe décidable. Nous nous intéressons plus particuliérement a ces
derniéres et, afin d'obtenir des résultats comparables & ceux du
chapitre I1I, montrons que COMP(B) est, pour notre métrique,
effectivement compact.

Définissons d'abord ce qu'est un recouvrement effectif de boules
ouvertes de COMP(B) avec B finitaire effective.

DEFINITION 3.- Un recouvrement RZ de boules ouvertes Oi(xi’"i) s
ny e N et x, décidable, est dit effectif s'il
existe un programme ¢z d'énumération de ces boules.

Notons que 1'appartenance d'un élément de COMP(B) & une de ces
boules est décidable (par définition de notre métrique); d'autre
part, notre définition privilégie le point de vue métrique, puisque

nous considérons des recouvrements par des boules et non par des ouverts.



- V-42 -

Posons alors :

DEFINITION 4.- Un espace métrique récursif est dit effectivement
compact si, de tout recouvrement effectif, on peut
extraire par une procédure effective un recouvrement

fini.
Montrons alors le :
THEOREME 4.- COMP(B) est effectivement compact.
Soit B une base finitaire effective par rapport & une énumération

v . Associons & chaque &lément x ¢ B le mot infini m(x) {0,1}”
défini par :

[m(x)]i 1 si v(i) < x

0 sinon.

Considérons 1'arbre infini binaire complet A ol un &lé&ment de B
est représenté, méme s'il est fini, par une branche infinie.

Parmi les branches infinies de A , certaines représentent des
éléments de B ; d'autres, dites "incohérentes", sont incompatibles
avec les propriétés des CPO's infinitaires : Pour prouver le
théoréme 4, nous allons montrer que 1'on peut effectivement associer
d toute branche infinie de A une sous-branche finie incohérente

ou associée & un élément de B .

Définissons, pour toute branche infinie ae A , le “support" de

o - par @
a(a) = {1'|a1- = 1}

Montrons alors :

LEMME 1.- 3 x ¢ B tel que a = m(x)
¥ i,j e o(a) , v(i) 4+ v(J) &

= ) ot & pkiv(k) = SUP(v(1),v(J))] € o(a)

¥ 1,301 ¢ o(a) & v(J) < v(1)) ==> § ¢ o(a))
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Mongsrons d'abord =—>

Soit x ¢ B tel que o =m(x)
Par définition de m(x) et du complété, il existe un idéal I ¢B
tel que :

o(a) ={i|v(i) € I}

Les propriétés de o(a) résultent alors directement de celles

=

de 1'idéal associé a x .

<=~ : De la méme fagon, les propriétés de o(a) permettent de
définir un idéal I B tel que o(a) = {i|v(i) ¢ I} ; on a donc
a=m(x) , avec x =SUP I

Nous dirons qu'une branche infinie o ¢ A est incohérente ssi
32 x B tel que a=m(x) . Montrons alors

LEMME 2.- Une branche o € A est incohérente ssi il existe une
sous-branche fini B telle que la branche B||gY soit

incohérente.

ol B8||0“ représente.la sous-branche finie B suivie d'une infinité
de 0 .

Notons d'abord que, si o admet une sous-branche finie g telle

que BllO“’soit incohérente, alors la branche o est incohérente.

A 1'inverse, il suffit d'expliciter la définition de 1'incohérence :
En effet, o ¢ m(B) <> a) 3 1,j € o(a) tel que :

1) ou = v(i) *+ v(J)

2) ou V(i) 4 v(j) mais

pk[v(k) = SUP(v(i),v(J))1 ¢ a(a)
ou
b) 3 i,j tels que:
ieoa(a) s v(J) csv(i) et j ¢ ala)

Dans les cas a-1 et b, posons £ = SUP(i,j); i1 suffit alors
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de prendre pour 8 1la sous-branche de o de longueur £ . Dans
le cas a-2 , i1 suffit de poser £ = SUP(i,j,k) et de définir

B de 1a méme fagon : Dans ces trois cas, 1'incoh&rence d'une
branche infinie est donc caractérisée par 1'incohérence d'une sous-
branche finie; i1 en résulte donc que 1'incohérence est semi-déci-
dable.

Montrons enfin :

LEMME 3.- Il existe un procédé effectif uniforme qui, pour toute
j déeidable et de rayon

—nl- permet d'obtenir un mot fini ms tel que
i

boule oi(xi’ni) de centre X

X € Oi(xi,ni) 88l m; est sous-mot inttial de m(x).

Soit en effet le sous-mot initial de m(xi) de longueur n; -

Pour construire my il suffit de tester, pour tout j < N » si
1'on a v(j) =< X Etant donné que x. est décidable, ce test

i
est décidable.

I1 existe donc un algorithme permettant de construire :

L ml;

1 si v(j) = X5

0 sinon

Soit R, = {Oi(xi,ni)li € W,} un recouvrement effectif de COMP(B)
(notons d'ailleurs qu'il s'agit &également d'un recouvrement de B).
Soit o ¢ A une branche infinie quelconque :
- si aem(B), 3i tel que m; < B
o my est défini dans le lemme 3
(1'existence de ce i est assurée par le fait

que Rz est un recouvrement).

- si a¢m(B), i) existe d'aprés le lemme 2 une sous-
branche finie incohérente.
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Toute branche de A admet donc, soit une sous-branche finie inco-
hérente, soit une sous-branche finie ms : On peut donc extraire de
A un sous-arbre n'ayant pas de branche infinie : Il résulte alors
du lemme de finitude (Endlichkeitslemma, ou fan theorem dans [113] )
que ce sous-arbre est fini : Le nombre des m; est donc fini et
définit un recouvrement fini de COMP(B) (formé des éléments infini-
taires x tels que m(x) ait un m; pour mot initial) : La compa-
cité de COMP(B) est donc prouvée.

I1 reste donc & en assurer 1'effectivité : Construisons pour cela

un algorithme permettant de construire un arbre complet (chaque noeud

admet deux successeurs) contenant toutes les branches m. .
Soit W, = XgsXqseoo 1'ensemble r.e. des indices des boules du
recouvrement effectif.

Gonsidérons 1'algorithme suivant :

i<«0
tantque arbre non complet répéter

calculer m (algorithme du lemme 3)

calculer M (ensemble des m minimaux au sens
des segments initiaux de {0,1}%)

tester 1'incohérence des branches jusqu'a la

hauteur i+l

fintantque

Le raisonnement précédent montre que cet algorithme s'arr&tera en
un temps fini, lorsqu'un sous-arbre complet dont les branches seront,
soit des mss soit des branches incohérentes, sera obtenu.

Ce théoréme permet d'étendre les résultats du chapitre II aux fonc-
tions calculables : continuité simple effective, continuité uniforme
effective, cohvergence simple effective et convergence uniforme effec-
tive peuvent &tre étudiées de la mé&me fagon. Il est facile de voir
que, dans le chapitre III, le théoréme de compacité &tait & la base
des résultats obtenus.



CONCLUSION

A la lecture des chapitres qui composent ce travail, on ne peut
éviter de noter des questions laissées en suspens ainsi que des
problémes ouverts que nous n'avons pas encore évoqués : Nous
présentons donc un bilan des développements nécessaires et qui
paraissent une extension tout & fait logique du travail présenté;
nous donnons ensuite une liste de problémes ouverts, parfois abor-
dés dans la littérature, qui requiérent des définitions de notions
nouvelles.

1.- DEVELOPPEMENTS NECESSAIRES.

1l.a.- POINTS FIXES

Si, d'un point de vue algébrique et effectif, le rapprochement entre
les complétés B” et B semble résolu, il n'en est pas de m&me de
1'ensemble des points fixes des fonctions continues définies sur ces
complétés : Dans le cadre de la théorie du point fixe utilisée pour
la sémantique des langages de programmation, on peut citer les travaux
relatifs aux points fixes de fonctions continues définies sur des
treillis complets [37,1211 ou des CPO's [111,133,138] . En ce qui
concerne les points fixes métriques, le résultat le plus classique

(et le plus simple) est le théoréme de BANACH [41] sur les espaces
complets, pour des fonctions contractantes par rapport & une métrique
donnée; la propriété de contractance est trés contraignante et diffi-
cilement interprétable en termes d'ordre. Bien qu'elle conduise &

des propriétés intéressantes du point de vue effectif (Cf. Chapitre V)
‘elle a 1'inconvénient de n'&tre pas conservée par passage aux fonc-
tionnelles d'ordre supérieur. I1 existe bien entendu de nombreuses
propriétés de point fixe métrique, mais leur interprétation en termes



d'ordre semble plus difficile encore.

I1 reste donc & entreprendre une étude des propriétés de point fixe
du double point de vue métrique et ordonné; cette &tude a éte
abordée dans [3] sur le CPO infinitaire des arbres : Elle mérite,
nous semble-t-il, d'&tre prolongée dans le cae général des

CP0's infinitaires a 1'aide de notre métrique.

1.b.~ SCHEMAS DE GREIBACH

L'étude de points fixes associés a des schémas de programme (déter-
ministe ou non) [3,33,34,35]1 est facilitée par 1'hypothése de
GREIBACH (1'arbre associé au schéma de programme a pour sommet un
symbole terminal). Une telle propriété n'est exploitable qu'a 1'aide
de résultats issus de la théorie des langages; nous pensons qu'elle
doit pouvoir s'exprimer en termes de propriétés métriques, a 1'aide
de la distance introduite dans le chapitre II : Elle devrait alors
&tre d'une exploitation plus commode dans 1'étude des propriétés de
schémas de programmes.

1.c.- FONCTIONNELLES CALCULABLES

Nous avons annoncé dans le chapitre V une &tude des fonctionnelles
calculables; de nombreux auteurs ont déja travaillé sur cette ques-
tion (citons en particulier [111,70,109,68,501). Le résultat obtenu

a la fin du chapitre V (COMP(B) est effectivement compact) conduit

a une définition des notions d'effective continuité (simple et uni-
forme) et d'effective convergence (simple et uniforme); les résultats
du chapitre III sont alors facilement &tendus au cas des fonctionnelles
effectives (sur COMP(B)) moyennant une version effective des
théoremes de DINI et de HEINE. Notons les résultats de [143] dans le
cas des réels calculables.

1.d.- CALCULABILITE PAR MACHINES DE TURING.

Les critéres de calculabilité foisonnent dans la littérature :
Citons en particulier les fonctions A-définissables (9 1, calculables
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par des machines a programme [7]1 , par des machines de Tlring

[95]. Dans le cadre de cette derniére approche, divers auteurs ont
étudié les w-langages [26,27,24,76,82]1 et les critéres de décision
relatifs aux w-automates. De fagon plus générale, WIEDMER [144,145]
a défini des critéres de calculabilité des fonctions a partir de
machines de Turing & plusieurs bandes, ces critéres é&tant toujours
définis par rapport & une codification donnée.

Une extension de ce travail est 1'utilisation de machines (de type
machines de Turing) pour définir un type d'approximation et aboutir

d 1'obtention d'une hiérarchie de fonctions calculables correspondant
d des contraintes relatives aux machines utilisées. Notons d'ailleurs
que les preuves relatives d& la compacité (Chapitre III et chapitre V)
utilisent un codage sous forme de mots de {0,1}* : 11 est naturel
de se demander si les autres résultats ne peuvent pas &tre obtenus

d partir de codages des é&léments infinitaires.

I1 nous semble que les problémes évoqués Jjusqu'd présent relévent
simplement d'une extension (parfois non triviale) des résultats
obtenus. Les questions que nous posons maintenant paraissent plus
complexes; des réponses partielles ont été apportées dans la litté-
rature.

2.~ PROBLEMES OUVERTS.

2.1.- TYPES EFFECTIFS.

Les CPO's infinitaires effectifs, que nous avons définis (Cf.

chapitre IV) sont des domaines de calculabilité (les fonctions "inter-
prétées" dans ces domaines sont effectives) et des types effectifs
particuliers ([50,64,44,29,39,31]1) . Dés lors se posent des problémes
concernant 1'utilisation de ces types : Comment définir la (sémantique
de) notion d'intersection de types effectifs, d'union de types effec-
tifs, nécessaires dans les langages de programmation. Ce probléme



nous semble complexe : Notons par exemple que 1'intersection de

deux CPO's infinitaires peut ne contenir que des éléments purement
infinitaires. Si comme on 1'affirme dans [66]1 dans le cadre de
1'inférence de types, les types ont une structure de treillis, il
nous semble que la définition claire et rigoureuse de 1'infimum et
du supremum de types effectifs reste un probléme ouvert; par contre,
la notion de sous-type se régle facilement (sauf au niveau de 1'im-
plémentation) par 1'utilisation de retracts calculables (au sens

de [50,1251).

Un autre probléme relatif aux types effectifs est la définition méme
de ce qui a été parfois appelé les "types finis"; autrement dit,
existe-t-i1 des types finitaires permettant d'engendrer 1'ensemble
des types en tant qu'éléments infinitaires ? (citons des approches
dans [127,921). En termes de domaines énumérés, ce probléme doit
8tre rapproché de la définition des énumérations des CPO's infinitai-
res effectifs : Existe-t-il une base effective, d'énumération v ,
pour 1'ensemble des CPO's infinitaires effectifs; une réponse positive
(a notre avis peu probable) permettrait de construire le v {CE.
chapitre IV) correspondant. Notons que KANDA [641 définit la notion
d'énumération "acceptable" des CPO's infinitaires effectifs, ce qui
présuppose 1'énumération des couples <i,j> tels que <¢i’¢j>

soient les fonctions récursives associées aux prédicats respectifs
"8tre majoré" et "&tre SUP de". Cette énumération répond partielle-
ment au probléme posé, mais a 1'inconvénient de n'étre ni effective,
ni totale.

2.2.- SEMANTIQUE METRIQUE

Peut-on donner un sens & la notion de "sémantique métrique" ?

Le fait de disposer d'un plus grand nombre de suites pour engendrer
les memes é1éments infinitaires conduit en effet & s'intéresser a
cette question. La réponse est en fait complexe, pour les raisons
suivantes :



b)

d)

L'intér8t serait de donner un sens a des programmes correspon-
dant & des éléments de C(B,B') (non nécessairement croissants
puisque f croissante et £ &:C(B,B') implique f ¢ [B” » B'"1.
Sans doute faudrait-il regarder du c0té du non-déterminisme
pour trouver de tels exemples mettant en échec la sémantique
classique des CPO's.

I1 faudrait, pour donner un sens & une sémantique métrique,
obtenir des propriétés des éléments de C(B,B') stables par
passage aux fonctionnelles d'ordre supérieur; quels seraient,
pour de telles propriétés, les théorémes de points fixes (a
supposer qu'ils aient encore un sens...).

On rencontrerait des problémes au niveau de 1'effectivité puisque
les éléments des "domaines de calculabilité" seraient décidables;
or, les éléments décidables posent des problémes non triviaux
(Cf. [1131).

On aboutit de fagon inévitable au problémes des domaines
universels abordés, dans le cadre des CPO(s, (an tant que
modéle du A-calcul non typé), dans [124,42,129,10Z,108].

On sait, en effet, que, si 1'on veut utiliser Tes fonctions en
tant qu'objets d'un langage de programmation, la sémantique déno-
tationnelle de ce dernier conduit & la définition d'un domaine

D qui contient son propie espace de fonctions; autrementdit

tel que D =~ [D » DI . Un tel domaine est évidemment une fagon
de résoudre la fameuse querelle des types : "data types as
objects" [1271 ou "“data types as functions" [92] ; Ta
distinction entre &léments du domaine et fonctions n'ayant plus
lieu d'étre.

La définition d'une sémantique métrique requiert alors la mise en



oeuvre d'une théorie métrique des domaines universels (dans laquelie
le point b est fondamental) passant par 1'utilisation de résultats
relatifs a& la théorie des catégories intervenant dans les travaux
cités précédemment, ainsi que dans [1] . La définition d'une telle
sémantique (avec les problémes relatifs aux équations de domaines
qui en résultent) semble donc, pour les raisons qui viennent d'&tre
évoquées, particuliérement délicate.

2.3.- POWER DOMAINS

Dans le cadre du non-déterminisme, une étude métrique de la séman-
tique des schémas de programmes non-déterministes a &té proposée
dans [3,102] ; PLOTKIN a développé dans [108] une théorie des
“power domains" , modéles ordonnés pour le non-déterminisme : Un
travail intéressant serait 1'extension de notre métrique a ces
structures infinitaires dont le probléme est qu'elles ne vérifient
pas les propriétés requises dans le chapitre I pour la définition
des CP0's infinitaires; les résultats de PLOTKIN relatifs & la dé-
finition d'une topologie séparée sur les SFP (Sequences of Finite
inductive Partial Orders) sont déja une étape importante dans cette
direction.
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