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- 
 existence d'estimations sous-elliptiques pour le problème a de 

Neumann dans les domaines pseudo-convexes a été l'objet d'importants résultats 

obtenus à partir des travaux de J.J. Kohn. 

Lorsque la frontière est strictement pseudo-convexe ou analytique 

réelle, on constate (cf. Chapitre 1) que les problèmes les plus importants 

sont résolus. 

Soit donc R un domaine de an faiblement pseudo-convexe à frontière 
CO 

C .  

Ce travail porte sur l'existence de ces estimations sous-elliptiques 

en un point frontière z de R où le rang de la forme de Lévi est 2 n-2. 
O 

Le second chapitre a pour objet d'établir une condition suffisante 

de nature algébrique portant sur le type d'un champ de vecteurs canonique ; on 

en déduit une condition suffisante, portant sur le développement taylorien de 

la fonction r définissant R, qui peut se formuler ainsi : il existe un sys- 

tème de coordonnées locales d'origine z pour lequel : 
O 

- La forme de Lévi est diagonale en z . 
O y 

- 
- F est un polynôme en z et z de degré m 

n- 1 n- 1 
Q 

a a a ' a'r ( z ) = o  pour l c x + ~ 1 h m - 2  - (-1 (r) 
azn- I n- 1 a',_ 1 O j = 

l,...,n-2 . 

Ce résultat est à rapprocher de celui de J. .J.  Kohn dans (14.b) 

où aucune hypothèse sur le rang de la forme de Lévi n'est faite mais où l'on 

suppose qu'elle est diagonalisable localement. 

Dans un article récent ( 5 ) ,  David Catlin a établi qu'à un point 

de sous-ellipticité les ordres de contact avec 3R des courbes analytiques 

complexes étaient bornés supérieurement. 



Dans l e  c h a p i t r e  III, sous l 'hypothèse  de rang > n-2 pour l a  

forme de Lévi ,  nous é t a b l i s s o n s  une conjec ture  de T. Bloom s e l o n  l a q u e l l e  

1 
c e t t e  borne supé r i eu re  e s t  éga le  au sup ic  (T,z  ) )  des  champs de vec teurs  

O 

T holomorphes non n u l l e s  en  z e t  tangents  à 8G ; c e  q u i  démontre du 
O 

même coup l a  réciproque du théorème de C a t l i n  e t  donne a i n s i  une carac té -  

r i s a t i o n  géométrique des po in t s  de s o u s - e l l i p t i c i t é .  Ce r é s u l t a t  e s t  spéci-  

f i q u e  du rang n-2 comme l e  montre un exemple. 

Ces deux c h a p i t r e s  son t  précédés d'un c h a p i t r e  i n t r o d u c t i f  où 

l ' o n  présente  l e s  r é s u l t a t s  l e s  p l u s  importants s u r  l e  s u j e t  e t  l e s  no t ions  

q u i  sont  u t i l i s é s .  
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LE PRUBLEME a DE NEUMANN ET SES ESTlMAT7UNS 

SOUS-ELLIPTIQUES 



So i t  R I ,  R2 deux domaines p-convexes bornés de O", ayant 

03 

l e u r  bord C on s a i t  d ' ap rè s  [2] que s i  dans chacun de ces  deux 

CO - 
domaines l e  p ro j ec t eu r  de  Bergman e s t  r é g u l i e r  ( i . e  : P .  : C (Ri) 

1 -+ cm(ài)  

i = 1 ,  2 ) ,  a l o r s  t o u t e  f o n c t i o n  f  : R1 -+ R2 biholomorphe s e  prolonge 

au bord de  manière r é g u l i è r e .  

On s ' i n t é r e s s e  donc aux domaines R, pour l e sque l s  l e  pro jec-  

t e u r  (P) e s t  r é g u l i e r .  Il e s t  b ien  connu que l e s  domaines s t r i c t emen t  

p-convexes possèdent c e t t e  p r o p r i é t é .  

Le problème s e  pose donc pour l e s  domaines faiblement  p-convexes. 

Dans DI, on montre que s i  R e s t  un domaine de Reinhardt borné, complet,  

dont  l e  bord e s t  cm, a l o r s  l e  p ro j ec t eu r  de Bergman a s soc i é  à R e s t  

r é g u l i e r .  L'une des méthodes pour é t u d i e r  ce problème e s t  due à J.J. Kohn ; 

e l l e  c o n s i s t e  à exprimer l e  p ro j ec t eu r  de Bergman à l ' a i d e  de l ' o p é r a t e u r  

de Neumann e t  par s u i t e  on e s t  amené à é t u d i e r  l e  problème de  l a  régula-  

r i t é  du problème de  Neumann. 

Le publème 3 de Neumann. 

S o i t  R un domaine de  (En. 

On note  par  L; '~(R) l ' e space  des (p,q)  formes d i f f é r en -  

t i e l l e s  de  c a r r é  i n t é g r a b l e s  s u r  R ,  e t  on d é f i n i t  s u r  c e t  espace 

- 
de  manière n a t u r e l l e  l e  p rodu i t  s c a l a i r e  (a,B) = 1 

I Y J  
Jn a~~ ~ I J  dv, 

I l a  l 2  = ( a , a )  



dz = dz. A ... A dzi 
1 1 1 P 

- 
a désigne l'opérateur hilbertien fermé maximal qui prolonge 

- - 
l'opérateur différentiel a et a* désigne 1 'adjoint hilbertien de 8. 

On désigne f fP  = {$ E Dom(5) n Dom(aX) /a$ = O = a'$). 
HOy0 n'est autre que l'espace des fonctions holomorphes de carré inté- 

- 
grables. On dit que le problème a - de Neumann est solvable pour les 

(p,q) formes différentielles si pour a c  LZYq(C2), a 1 ffPyqy il existe 

E Dom(;) n ~om(à*) telle que : 

On remarque que si l'équation (1) admet une solution, alors 

il existe une solution unique ip 1 ffPyq, on note cette solution Na. 

Par suite, si l'équation (1) admet une solution pour tout 

a L on peut dé£ inir un opérateur N : ~F'~(i2) -+ (lfPYq(i2)) 
1, 

enposant N n = O ,  si a~ ffPYq. 

N est appelé l'opérateur de Neumann, on démontre qu'il est 

borné est autoadjoint (voir [14], a). 

Ce qui entraîne : 

--% -X 
(2)  a a ~ a = a  ; ainsi u = a Na est l'unique solution du 

- 
problème au = a qui est orthogonale à l'espace {$,a$ = O}. 

- 
Maintenant, on suppose que le problème a - de Neumann est 

solvable pour les (0,l) formes différentielles et soit f c LZ(R) n Dom(5) 



alors en appliquant (2) à a = af il vient que 

Pf = f - S'N% , où P est le projecteur de Bergman. 

J. J. Kohn a montré le théorème suivant (voir Eo] ) . 

Théotrérnc 7 . - Soit R C an un domaine p-convexe borné. 

- 
Alors le problème a de Neumann est solvable pour tous les (p,q) 

formes différentielles et on a ffpyq = O si q > 0. 

En;tunaaXon b oun - e&pdXque. 

On dit qu'une estimation sous-elliptique est vérifiée au 
- 

point z cz bR pour le problème 3 de Neumann pour les (p,q) 
O 

formes différentielles si : 

Il existe un voisinage U de zo et des constantes C > O et E > O 

tels que : 

(3) I I I ~ I  I 1: < c(1 1591 l 2  + 1 là*$[ l 2  + 1 1 $ 1  12) pour tout $ E  DE^^ 
où désigne l'espace des (p,q) formes E ~om(a*) telles que 

pour tout I,J QIJc c ~ ( u ~ R )  
2 2 

et I I  $ 1  1 I E  = 1 $ 1 1  est la &-norme tangentielle de Sobolev. ... 

Kohn a montré le théorème suivant (voir Eo] et L151). 

ThEohème 2 .  - Soit R C an p-convexe, dont le bord est cm, 

on suppose que l'estimation (3) est vérifiée au point z tz bR. 
O 

Alors si a E L; " (R) , a régulière dans un voisinage de z dans fi 
O 

- 
on a de même Na, cm dans un voisinage de z dans R, et le 

O 

projecteur de Bergman P est régulier dans ce voisinage. 

Dans un récent article (voir 1141 , d) , Kohn a introduit la notion 
de multiplicateur sous-elliptique. 



D&~~ruh%on : On dit qu'une fonction f est un multiplicateur 

s-elliptique si elle est définie et cm dans un voisinage U de z 
O 

et telle qu'il existe des constantes C > O et E > O vérifiant : 

2 I I If91 I I ,  C(I ladl l 2  + I laX$l l 2  + Ildl 1 ) pour tout $ 4 D:'~. 

On montre (voir uq, d)) que si f est un multipliteur 

sous-elliptique pour les (0,q) formes différentielles, alors f 

est aussi un multiplicateur s-elliptique pour les (p,q) formes 

différentielles pour tout O G p 4 n. De plus, les germes en z de 
O 

ces multiplicateurs forment un idéal noté I~ (zo) dans l'anneau 

des germes des fonctions cm. 

11 est alors clair que l'estimation (3) est vérifiée au 

point z si et seulement si 1 c l'(zo). 
O 

O h d h e ~  de cantaca2. 

Soit V un germe d'ensemble analytique complexe au point z O ' 

on définit l'ordre de contact de V au bord de R au point z par : 
O 

O(z,V)= max 
O 

0 (r-g) 
g€Fz (V) 

O 

où F (V) désigne l'idéal des germes des fonctions analytiques réelles 
Z 
0 - 

(à valeurs complexes) s'annulant sur V et O (f) désigne l'ordre 
Z 
O 

d'annulation de f au point z . 
O 

ième 
On définit le q ordre total au point z par 

O 

9 O (zo) = max O(z0,V) 
v€Vq(z ) 

O 

où vq (zo) est l'ensemble des germes des ensembles analytiques complexes 

irréductibles, de dimension q, contenant z . 
O 

Soit wq(z0) l'ensemble des germes des sous-variétés ana- 



lytiques complexes de dimension q, contenant z . 
O 

ième 
On définit le q - ordre régularisé au point z par 

O 

4 reg O (z O ) = max O(zo,V) 

vcwq (zo) 

on a reg oq(zo) < oq(zO). L'inégalité est stricte en général, en 

3 2 3 2  
effet, on considère dans C , R dé£ ini par r(z) = Re(z3) + 1 zl-z2 1 

1 1 
on a reg O (0) = 6 et O (0) = m. 

On a le théorème suivant : 

CO 

Théorteme 3.- Soit R p-convexe, dont le bord est C , 

z ê bR, alors on a 
O 

4 (a) 1 (zo) est un idéal ; 

(b) ~ ~ ( z ~ )  = RK) ou R ~ )  = {f/ - qg E Iq(zO) et 

m > o  : l f l m ~  l g l }  

4 (c) si r = O sur bR, alors r E 1 (zo) et les coefficients de 

(ar) A (sr) A sont dans Iq(zo). 

CI (d) si fl,...,f E 1 (z0) alors les coefficients de 
n-q 

a£, h . . . A af. A ar A Zr A (aar)n-q-J sont dans I~(Z ) ou j L n-q. 
J O 

Ainsi, il paraît naturel de définir par récurrence une suite 

croissante d'idéaux Iq(z ) en posant 17(zo) = rad(r,coeff{ar A ar fî 
k O 

où A~(Z~) = coefflafl A ... A af. A 8r h ar A (a~r)"-~-jl 
J 

où f . . . f E 1t(z0) et j & n-q 
n-q 

et où coeff{ } désigne les germes des coefficients de l'ensemble des 

formes { } et ( ) désigne l'idéal engendré par l'ensemble des fonc- 

tions qui apparaissent à l'intérieur des parenthèses. 

En s'appuyant sur ce théorème principal ci-dessus, Kohn a 

obtenu le résultat suivant : 



Phoponh5ion I .- Soit R p-convexe , dont le bord est cm, 

alors on a les équivalences suivantes : 

(a) I c 1y(z0) ; 

(b) la forme de Levi à (n-q) valeurs propres non nulles en z 
O y 

q 
(c) reg O (zo) = 2 

(d) oq(zo) = 2. 

Si l'une des assertions de cette proposition est vérifiée, 

alors il existe un voisinage U de z tel que : 
O 

P : cm(u n 5 )  3 cm(u fl 5 ) .  En appliquant cette proposition lorsque 

q=l, on retrouve la régularité du projecteur de Bergman en tout point 

de stricte pseudo-convexité. 

Ca avzdeyLLque. hée l .  

Si bR est analytique réelle (i.e. r est analytique réelle), 

le résultat suivant donne une caractérisation satisfaisante des points 

en lesquels une estimation sous-elliptique est vérifiée pour les (p,q) 

formes différentielles. 

ThEohZme 4 . -  soit R p-convexe, z c bR, r analytique 
O 

réelle dans un voisinage de z alors on a les équivalences suivantes : 
O 

(a) 7 - k tel que 1 E ï:(z0) ; 

(b) 11 existe un voisinage U de zo tel que U fl bQ ne contient 

aucun ensemble analytique complexe de dimension q ; 

(c) Si W est un germe au point z d'un ensemble analytique complexe 
O 

tel que W C  bR alors dim W < q. 

Dans [g], Diederich et Fornaess ont montré le théorème suivant : 



ThéahZrne 5. - Soit R C cn un domaine p-convexe borné dont 

la frontière est analytique réelle. Alors bR ne contient aucun ensemble 

analytique complexe de dimension > 0. 

L'adjonction des théorèmes 4 et 5 entraînent la régu- 

larité du projecteur de Bergman P dans le cas d'un domaine R borné 

p-convexe à frontière analytique réelle. 

D é ~ i ~ o m . -  G T ~  est le complexifié de l'espace tangent en 
z O 

O 

à en % l~~~ ; si R est un ouvert à bord cm, T1'O(bR) z et Toyl(bR) z 
O O 

a 
désignant respectivement les champs de vecteurs engendrés par (-1 et 

az 
a 1 

(T) et tangents à bR en z ; on définit de même ETz (M) le 
O a~ 0 

complexifié des champs de vecteurs tangent à bi-2 en zo. 

Un champ de vecteurs L est dit admissible s'il existe un 

voisinage U de zo tel que <ar,L> = < a r , ~ > = O  sur U. 

k 
On définit par récurrence L (zo) C (ETz (bR) en posant : 

O 

1 L (Z ) = le module engendré par les vecteurs admissibles 
O 

le crochet de Lie. 

On dit que z est un point de type m si m est le plus 
O 

petit entier tel que Lm(z0) = UT z (bR). 
O 

Les points pour lesquels une estimation s-elliptique est 

vérifiée sont presque complètement caractérisés, pour les formes (0,n-1), 

par les deux propositions suivantes ([14J , d )  . 

P n o p o n a a n  2 .  - 1 E 1;-l (zo) si et seulement z O est de type 

fini. 

P h o p o n ~ a n  3.- zo est de type m si et seulement si 

n- 1 
reg O (zo) = m. 



Remmyue : L'étude des po in t s  de type  03 e s t  sans doute 

complexe, d ' a u t r e  p a r t  s i  n  > 2  l e s  p ropos i t i ons  2  e t  3 ne donnent 

pas de  renseignements s u r  l a  r é g u l a r i t é  du p r o j e c t e u r  de Bergman P.  

2  
Sur , on o b t i e n t  l a  r é g u l a r i t é  de  P e n  des  p o i n t s  de  type  f i n i  

c e  r é s u l t a t  e s t  g é n é r a l i s é  de l a  façon su ivan te  pour n  > 2,  ( D 4 ] ,  b) )  : 

ThEuhème 6.-  S o i t  M une v a r i é t é  complexe p-convexe de 

dim n ,  dont l e  bord e s t  cm, s o i t  z  e M, on suppose q u ' i l  e x i s t e  
O 

un vois inage U de zo e t  une base orthonormée (Ll , . . .yLn- l )  de 

champs de vec teurs  holomorphes tangents  à bM t e l l e  que l a  ma t r i ce  

d e  Levi (c i j )  , <n e s t  diagonale  s u r  U e t  on suppose q u ' i l  e x i s t e  
( i o y . .  . ,i ) 

des  e n t i e r s  m k  = 1 , n - 1  v é r i f i a n t  <ar,Lk 
k ' m k >  # O  

s u r  U .  

Alors il e x i s t e  une cons tan te  C > O t e l l e  que 

00 

pour t ou t  $ = Qkdzk, dk E co (u  n i) e t  Qn / bMn 
= O 

k= 1 
( i o , . . . , i  ) 

où i0 . . . , i  E 1 0 ~ 1 1  e t  Lk m mk e s t  d é f i n i  par  récur rence  par  
k  

On remarque qu'une hypothèse q u a l i f i é e  de non n a t u r e l l e  s u r  

l a  d i agonab i l i t é  de ( c . . ) .  e s t  u t i l i s é e .  
i j  i , j < n  

Le c h a p i t r e  qu i  s u i t  a  pour o b j e t  d e  t rouver  une cond i t i on  

s u f f i s a n t e  d e  s o u s - e l l i p t i c i t é  pour l e s  (0-1) formes d i f f é r e n t i e l l e s  

ne f a i s a n t  pas i n t e r v e n i r  l a  d i a g o n a b i l i t é  de l a  mat r ice  de Lévi.  



CONDlTION SUFFISANTE DE NATURE ALGEBRTO,UE DE SOUS-ELLTPTlClTE 

POUR LES ( 0 , l )  FORFvlES D l  FFERENTTELLES 



Dans ce qui  s u i t  Q = {z E ", r ( z )  < 0 )  e s t  un domaine 

CO 

de  cn à bord C . 
S o i t  z un p o i n t  de bR. On suppose R pseudo-convexe 

O 

dans un vois inage  U de zo, c ' es t -à -d i re  l a  p o s i t i v i t é  de l a  forme 

de Levi aar r e s t r e i n t e  à l ' e s p a c e  tangent  "(bR f7 U) . 
S o i t  (LI , . . . ,Ln-l ) une base orthonorméede T '  "(bR fl U) 

- 
e t  ( , . . . . L 1  l a  base conjuguée de l'Oi l (bfi f l  U) ; on complète 

- 
ces  bases  par  L e t  L conjugués l ' u n  de l ' a u t r e  dans TO" (an) 

n n 
1 , O  n 

e t  T (& ) respectivement v é r i f i a n t  L n r )  = r = 1 s u r  bR 17 U.  

s o i t  (ui,; ) l a  base dua le ,  on remarque que w = 2lr e t  i i = l ,  ..., n n 
- - - - - 
w = ar. On pose T = L - L l e s  champs (L , . . . ,Ln-l ,L , . . . >Ln-] 

n n n '  

forment une base de $T(bQ nu). 
- 

On a 3% = 1 c .  .W.  A w  ; l a m a t r i c e  
1 , ~  1 j ('i, j ) i ,  j<n-l 

i , j  

de Levi e s t  no tée  (C). On no te  d e t  (C)  l e  mineur de  l a  mat r ice  (C) 
j ,k 

. ième i è z e  
obtenu en supprimant l a  J l i g n e  e t  l e  k colonne. 

1 PhapadXan 7 .  - d e t  (C) c I l  (zo).  

n-1 - 
Pheuve: E n e f f e t ,  o n a  a r A a r R  (3%) - 

n- 1 n(n-1) - - 
w A W A ( 1 c .  . W .  A w. )  = (-1) 2 (n-1) !det(C)wlA.. . . .hn. 

n 
i , j < n  1 , J  1 J 

n- 1 
k 

n k - 
( a )  Ei,E.] = c .  .T  + a i j  Lk + bi j  Lk pour t o u t  i , j  < n 

J l>J  k=l k= 1 

(b) s o i t  Ak = (-1)j  d e t j  , k ( ~ ) ~ j  k < n-1 
j<n-1 

1 1 
a l o r s  ~ ~ ( 1 ~ )  c I,+~ ' d m  > 1 .  

( a )  pour i , j  < n ,  o n a  c i j = < a a r , L i A  E . > = < d a r , ~ ~ h  J E . >  3 

= ~ ~ ( < a r , t  J .>) - <. J ( < ~ T , L .  1 >) - <sr, [ L ~ , E ~ ]  > 



or <%-,L.> = O et <sr,:.> = O car j < n ; ainsi c i j = -<ar,ILi,Lj]>. - 
1 J 

D'autre part, [Li,fj] est un vecteur tangent à bR et s'exprime donc 
- 

sous la forme (a) ; en appliquant aux deux membres la forme ar, on 

obtient la valeur annoncée du coefficient de T.  

1 
(b) soit f E Im(zo> 

n- 1 - n-2 
o n a  3f A A = l~.(f)u.)Au J J n A G  n A( 1 c ij .u i Au.) J 

j = 1 i, j<n 

.. = ( n - c l  , ,  c j i ... c n-li L. J (f)w.~w~ niin AU,A Oi A.. .A;.A$. A.. . A%-, A ; ~  - - 
1 j n- 1 J 1 J lj 1, j n- 1 

A 

OÙ w = w n ... n un ; I~ 1 
= l,..., k, . 1 et 

A - - - 1 
w = u  A... nuk A... AU,-, donc Ak(f) E Im+l (zo) Y k < n-1. 
Ik 

1 

Dans la suite, on s'intéresse au champ de vecteurs A = An-l. 

Lemme. 7 . -  Pour tout i < n-1, on a [A,L:] est un champ 

de vecteurs admissible et p,<n-l] - = (-l)n-ldet(~)~ + vecteurs admissibles. 

Ptreuve. : On pose A = djLj ou $. J = (-1lJdet j ,k (C) 
j=l 

n- 1 
on a  CA,^^] = 1 djcji~ + vecteurs admissibles où i < n-1 

i = 1 
J - 

= (-l)"-' 1 (-1) n-l+j det. 
, c c j i  = 0 

J j Cn- 1 

n-l+j 
puisque 1 (-1) det (C)cji n'est autre que le déterminant de la 

j ,n-1 
j 

i ème 
matrice c' obtenu à partir de C en remplaçant la (n-1) colonne 

ème 
par la i colonne. 



] = (-l)n-l (-1) 
j+(n-1) 

Par contre C j >n-îdetj ,n-i (C)T + 
j Gn- 1 

vecteurs admissibles 
n- 1 

= ( - 1  det(C)T + vecteurs admissibles. 

On définit par récurrence : 

(im) - 
A avec A = A  ou A 

selon que i = 1 ou O. m 

Lemme 2.- Soit i0,...>i (m+l) entiers égaux à O ou 1 m ' 

tels que i = O, i = 1 alors 
O 1 

(ioy...yim) ( im) (i2) vecteurs 
A = A . A (detn-l ,n- 1 ( C) )xdet ( C) ) T +P,L~+R~E, + 

admissibles 
(j,) (jmt) 

où P et Rm sont de la forme 1 c m ,A . . .A (det (Cl )\ m m ' <m-2 

Pteuve : On a [A.XJ=[L I J ~ L ~ ,  z J . C J  
j 

J J  

= 1 ip j$lcj 3 + vecteurs admissibles 
j R < n  

qjcje = (-1)"-l 1 (-1) ("-1 1 +j or pour & 6 n-2 on a 1 (C)cje = O 
jC n-1 J >n-1 j< n- 1 

- - - (Cl 1 (-1) 
(n-1) +j 

par contre - 1  1 'Jjcj ,n-1 detn-i ,n-1 'etj (C)cj ,n-l 
j j< n- 1 



Maintenant, on démontre le lemme par récurrence. 

On suppose que la formule est vérifiée à l'ordre m 2 2 et montrons 

qu'elle est vérifiée à l'ordre m+l, on prend i = O, le calcul m+ 1 

est semblable pour i = 1 m+ 1 

(im) (i2) 
o n a  P,A . . .A (det (C)detn-l (C))T ] 

d'autre part, on a CA, -1 a . ~ . ]  est un champ de vecteurs admissibles 
~ = 1  J J  

et [A,. 1 ~ ~ f ~ ]  = - ldet(~)T + vecteurs admissibles (d'après le 
J <n- 1 lemme 1). 

(io,. (im+i ) (i2) 
Ainsi A = A . . A  (det ( C)detn-l ,n-l (C))T+Pm+l L + R  n mil c +  n 

vecteurs admissibles 

où 1 et Rm+l sont de la forme annoncée. 

VédiniLLan : Soit L un champ de vecteurs holomorphes tangent 

On dit que L est de type m si m est le plus petit entier 

vérifiant cette propriété. 



ThéotLème 7 . -  Supposons que l e  champ de  v e c t e u r s  A e s t  de  

1 
t ype  m en z a l o r s  1 E Im(zo) .  

O 

Pheuve : En e f f e t ,  il e x i s t e  ( i o . . . i m )  t e l  que 

ou b i e n  
1 

1 E: lm-l (zO) c e  q u i  e n t r a î n e  1 E 1A(z0) 

ou b i en  
1 

1 I m 1 ( z O )  ; d ' a p r è s  l e s  p ropos i t i ons  1 e t  2 on a P = Rm = O m 

en z c e  q u i  e n t r a î n e  d ' a p r è s  l a  formule du lemme 2 que 
O 

( im)  ( i , )  
A 

1 . . A  (det(C)detn- l  (C)) (zo)  # O ; a i n s i  1 E Im(zo)  . 

( j  1 ( j  1 
Lemme 3 .  - S o i t  l e  module engendré par  

mk 
I m  Ln-l .Ln-l ( c ~ - ~  ,k  1 

l o r sque  (kymk) E { l , . . . , n - 2 )  x { 0 , l ,  ..., m-1) U {n-1) x {0,1, ..., m-2). 

- 
S o i t  1 l e  sous-espace d e  CT(bR n U) engendré pa r  L e t  L lo rsque  

j j 

j cz {l , . . . ,n -11 .  

On pose J = I .L + I . + 1, 
m m n m n 

Alors pour t o u t  ( i  o y . . . y i m )  E {0,1} 
(m+ 1 1 on a l a  formule 

su ivan te  

( i o y  . , i m )  ( im)  ( i o )  ( im)  
- ( i2 

A - ... L (c  ) .T (modulo Qn-l .$n-l *Ln-l n n-1 ,n-1 Jm) 

On remarque que $. E: 1 pour j i n-2. 
J 1 

Pour m = 1 ; [A,AJ = 1 i j .qkc jk .T  (modulo 1 )  
j ,k 

- 2 
- 1 -  1 .Cn-l ,n-l . T (modulo J1 ) . 



On raisonne par récurrence de m à m+l ; on suppose i = 0, m+ 1 

le calcul est semblable pour i = 1. On remarque que la suite Im m+ 1 

est croissante. Pour tout X dans (CT(bS2 U), on a 

(io,. . . ,i,) 
Ainsi on est réduit à vérifier la formule pour bn-lLn-l ,A - 1 

ie calcul est le même pour [$ L ,g.tn] ; n-l n-1 

n- 1 n- 1 
d'autre part, il est facile de voir que 1 L n-1 n-1' 

1 a.L + 1 BjEj] E J2 
j = 1 J j j= l  

(im) (io) (im) ( i2 1 
n l n l  - 1  - 1  n -  ( C  n-1 ,n-1 *T 

(im) (io) (i,) ( i2) 
ainsi [qn- 1 Ln-l ygn-l ...C-l Ln-l ... L n-1 (C n-1 ,n-1 ) .'El 

(i,) - - (io) L ( im) (i,) 
'n-l'n-l ...$n-l Ln-l n-l 'Ln-l (C n-1 ,n-1 ).T (module 

Jm' 



et par suite la formule est vérifiée à l'ordre m+l. 

Dans la suite, on choisit un numérotage des coordonnées 

ar ar 
tel que - z # O ; on note r. (resp. rI) pour - (resp. 

azn 1 
a ~ .  
1 

Les calculs sont faits dans la base, associée aux champs de 

vecteurs suivants, qui répond aux conditions imposées précédemment 

Lemme 4.- On a la formule suivante : 

Les fonctions fB et gB sont cm dans un voisinage de z 
O y 

a = card{i ;i = O) , a = card{i ;i = 1)  pour p = 1,2, ..., k. 1 P P 2 P P 

Ptruve : Pour k = O 

= r - + firnml + g.rr 
n-1 ,i 1 1  

on vérifie ensuite la formule par récurrence k vers k+l 



on suppose i = O, le calcul est pareil si i k+ 1 = 1 
k+ 1 

ainsi la formule est vérifiée à l'ordre k+l. 

a é d i d o n  : Un système de coordonnées locales analytiques 

en z est dit adapté à r à l'ordre m si dans ce système r 
O 

m+l) 
s'exprime SOUS la forme r (z) = Re z n + F m ( z )  + O( 1 z ( 

r - 
aar(~~) = 1 C .  1 i (zo)dzi h dzi 

i= 1 

ou r est le rang de la forme de Levi. 

Pour chaque m > 2 un tel système existe : 

en effet soit (w l,...yw n ) un système de coordonnées locales holomorphes 

d'origine zo en développant r(w) en série de Taylor il vient que 

Soit (<ly...,<n) un système de coordonnées locales holomorphes 



a 
d ' o r i g i n e  z  t e l  que En = 1 caw , on a a l o r s  

O l a l Grn 

comme l a  forme de Levi  a â r ( 0 )  r e s t r e i n t e  à l ' e s p a c e  tangent  à bR 

à l ' o r i g i n e  d é f i n i t  par  Sn = O ,  e s t  p o s i t i v e ,  on dédui t  que l a  ma t r i ce  

( r E . ~  (O) ) i ,  j<n-l e s t  d i agona l i s ab le ,  e t  pa r  s u i t e  il e x i s t e  un chan- 
1 j 

gement de coordonnées l i n é a i r e  : (El ,  ..., 5,) --+ ( z l , . . . , z  n  ) t e l  que 

in = zn e t  (r z .  - z (0)) iyjGn-l  e s t  diagonale .  
1 j 

Ce qu i  e n t r a î n e  que r (z) = Re(zn) + Fm + O (  1 z l m + '  ) 

où Fm e s t  de  l a  forme annoncée. 

TheonErne 2 . -  On suppose que l e  rang de  l a  forme de  Levi d e  r 

en z  e s t  2 n-2. Supposons q u ' i l  e x i s t e  un système de coordonnées 
O 

l o c a l e s  adapté à r à l ' o r d r e  m pour l eque l  Fm e s t  un polynôme 

- 
en z  e t  z  de  degré t o t a l  éga l  à m. S o i t  a l o r s  m l e  p lus  

n- 1 n- 1 O 

p e t i t  e n t i e r  répondant à c e t t e  condit ion.  

1 
a l o r s  1 e Im-i (zo>.  

O 

i'heuve : S o i t  k  L m -2 e t  ( i l  . . . i )  à v a l e u r s  dans {O,  11. 
O 

Pour BI  + B2 G k ,  on a  : 

a 61 - 
(- ) rn-l (0) = O c a r  chaque monôme de  Fm c o n t i e n t  un z .  1 

azn-i O 

a e l  a Pz a 
s i  B2 > O  (- 1 (-y-- 1 rn-] (0) = (- 1 (: r 

Bi a ,62-' - (O) = O 
n-1 ,n-1 

azn-l azn-l 
a z n- 1 a z n- 1 

d ' ap rè s  l e  c a r a c t è r e  minimal de  m . 
O 



a 62 
(7 ) r~(0) 1 = O car chaque monôme de m contient un z.. 1 

"n- 1 O 

d'après (1). 

Aussi a-t-on : d'après le lemme 4 

(il) (i,) a a ) a 2r 
(c - 1  (0) = (- (2) Lne1 *-.Ln-l n-l,l 1 (y-- n-1,1 1 2  -(O) avec a +a = k 

"n-I azn-l 

Maintenant si l'on se reporte aux modules Ik définis dans le lemme 3 

on a f(z ) = 0, f E Ik pour k h mo-2 et : 
O 

1 
a = card{i ;p 2 2 i = 1). avec a =card{i;p22 i =O}, 

P P P P 

 a autre part, il existe a et Bo avec a + Bo = m -2 tel 
O O O 

a a O 60 
(- 1 (-=-- a ) rn-l ,n-1 - (zO) # O. Choisissons (i2,. . . ,i m -1 ) tel 

azn-l 
O 

azn-l 

que cardti ; i = O} = a. et card{i ;i = 11 = Bo. 
P P P P 

Puisque le rang de la forme de Levi est > n-2, on a - 
(ioyi l,...i ) 

9n-1(z0) # O ,  ainsi <A 
m -1 
0 ,ar> z # O, et le champ A est 

O 1 

donc de type m -1ce qui entraîne d'après le théorème 1 que 1 E 1: -]. O 
O 

Exempte : On donne maintenant un exemple de domaine faiblement 

pseudo-convexe de dimension 4 tel que la matrice de Levi ne soit pas dia- 

gonalisable dans un voisinage de z et où par conséquent le théorème 6 
0 

1 
de J.J. Kohn ne s'applique pas et tel que 1 E 1 (0) par application du 

3 

théorème 2. 



4 
On considère dans , R définit par 

On vérifie facilement que R est pseudo-convexe au voisinage 

de l'origine, de plus R n'est pas à frontière analytique réelle. 

On considère le système standard (L ,L ,L ,L ) définit par 
1 2 3 4  

on a alors c = r - f! i, j C 3 au voisinage de l'origine 
i j z.z 

1 j 
1 

Montrons qu'il n'existe aucune base locale orthonormé 

(L',L',Li) de T' "(bR n U) telle que la matrice de Levi associée 
1 2 3  

soit diagonale dans un voisinage de llorigine.Comme la forme de Levi 

est hennitienne, on a pour tout champs de vecteurs L,M 

a% (L ,MI = <H(L) ,M> 

où H est un endomorphisme de T'  "(bR n U) dans lui-même 

on a pour z assez voisin de l'origine et pour tout i, j & 3 



Comme l a  base  (L ' ,L ' ,L ' )  e s t  orthonormée, il v i e n t  que pour t o u t  1 2 3  

i = 1 ,  2 ,  3  on a  H(L{) = h.L! . 
1 1  

e t  par s u i t e  l e s  v e c t e u r s  L I  s o n t  des v e c t e u r s  propres  de l'endoniorphisme H 
1 

on pose L' = xL + yL2 + CL3 e t  h  = A 
1 1 1  

on a  a l o r s  (l+b-X)x + ay = O 
au vo i s inage  de l ' o r i g i n e .  

ax  + (1-X)y = O 

S o i t  z  un  poin t  a s sez  v o i s i n  d e  l ' o r i g i n e  t e l  que z  = z3 = O 2  

- x = -- (1-A) k 
a Y = a Y  on a  (1-X)x + ay = O c e  qu i  e n t r a î n e  

ax + (1-X)y = O (1-1) x = = k x 
y = - -  - a  

a 

ou k e s t  une f o n c t i o n  qui  s e  prolonge régul iè rement  à l ' o r i g i n e .  

On peut t ou jou r s  supposer  que y ( z )  # O ( s inon  on u t i l i s e  L;) 

ce  qui  e n t r a î n e  que x ( z )  # O 

- - 
= - -  a  
X(z)  a e t  donc - s e  prolonge de manière r é g u l i è r e  à l ' o r i g i n e  a  
y ( z >  a  x ( z )  2 

/ a l 2  I z ~ I  
ce q u i  est absurde c a r  - = - - -  

2 -2 
a  a  1 

RQ~CV~QUQ : Les hypothèses du théorème 2  p o r t e n t  s u r  l a  

v a r i a b l e  s i t u é e  dans l e  noyau d e  l a  forme d e  Levi en z  a u s s i  m 
O O 

1 
s ' i l  e x i s t e ,  e s t  majoré  par r e g  O (zo) ; en  e f f e t ,  m e s t  l ' o r d r e  de 

O 

contac t  en z  de R avec l a  v a r i é t é  d ' équa t ions  
O 



CHAPITRE 111 

----- - ------ 

CARACTERISATl ON GEOMETRl QUE DES POINTS 

DE SOUS-ELLlPTICTTE 



Soit M une hypersurface réelle dans cn et soit z un 
O 

point de M. 

1 
Pour tout champ de vecteurs L de T 'O(M), on définit 

c(L,z ) par la règle suivante : c(L,z ) = m si pour tout 
O O 

(il) (ik) 
il, ... ,i E {0,1} tels que k < m-3, on a (LI 

k 
. . . L (< [L,:] ,ar>) (z0> 

= O  et il existe l l ~ - - . ~ l m - 2  ' ' c {0,1) tels que 

1 
Posons c (M,Z~) = sup{c(~,z ) ; L E T'*o(M) ,~(z~) + O}. 

O 

D'après un résultat de T. Bloom ([3J, c, lemme 2.19), on a 

1 1 
reg O (M,z ) 4c (M,z ) pour toute hypersurface réelle M y  cm dans an, 

O O 

3 et passant par z . Sur l'hypersurface FI = {z E E ; 2Re(z3) + 
O 

- 
(z2 + z2 + lzl 1212 = 01 qui n'est pas pseudo-convexe à l'origine, Bloom 

1 1 
montre que reg O (M,O) = 4 et c (M,O) = + ; ainsi la pseudo- 

convexité en z de M est un cadre naturel dans lequel on peut étudier 
O 

1 1 
la conjecture reg O (M,z ) = c  (M,z ) .  

O O 

Dans l'article cité plus haut, T. Bloom vérifie l'exactitude 

de cette conjecture lorsque M est de dimension 3 [Théorème 2.141.  

L'adjonction de ce résultat et du théorème 1 du paragraphe précédent 

donne alors une caractérisation géométrique des points de sous-ellipti- 

cité en dimension 3. 

Lorsque n est quelconque et le rang de la matrice de Levi 

est au moins égal à (71-2) le théorème 2 du chapitre précédent donne 

une condition suffisante de sous-ellipticité en z portant sur le 
O 

développement taylorien de r en z dans un système de coordonnées 
O 

locales holomorphes convenable. Or, il a été noté dans la remarque 

terminant le chapitre II que cette condition est naturellement liée à 



1 
reg O ( zo ) ,  d'où l ' i d é e  de g é n é r a l i s e r  l a  c a r a c t é r i s a t i o n  géométrique 

des p o i n t s  de s o u s - e l l i p t i c i t é  e n  dimension quelconque. 

On a l e  théorème su ivan t  : 

ThQakème 3 . -  On suppose que l a  forme de Levi e s t  de  rang n-2 

en z a lo r s  une condit ion néces sa i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour qu'une 
O '  

e s t ima t ion  sous-e l l ip t ique  s o i t  v é r i f i é e  en z pour l e s  (O, ] )  formes 
O 

1 
d i f f é r e n t i e l l e s e s t  que reg O (zO) < + . 

En f a i t  l a  démonstration de  l a  n é c e s s i t é  de l a  condi t ion  e s t  dûe 

à D .  Cat l in  ( 151, th.  4 )  e t  ne suppose aucune r e s t r i c t i o n  s u r  l e  

rang de l a  forme de Levi, il démontre e n  f a i t  p l u s  en v é r i f i a n t  

1 
que nécessairement O (zO) < + . 

La s u f f i s a n c e  dans l e  théorème 3 e s t  une conséquence du 

r é s u l t a t  plus p r é c i s  suivant  dont l a  démonstrat ion e s t  l ' o b j e t  de 

ce c h a p i t r e .  

Théakème 4. -  On suppose que l a  forme de Lévi e s t  d e  rang 

1 1 
b n-2 en  z . Alor s  reg O (zo) = c (M,zo) 

O 

. Avant de montrer ce théorème, on comnencera par  p r é c i s e r  quelques 

d é f i n i t i o n s  e t  no ta t ions .  

Sy/sX&me de coohdonnQ~cl à poidh. 

Un système de coordonnées holomorphes à poids e s t  l a  donnée 

d'un système de coordonnées l o c a l e s  holomorphes en  e O & P ,  

( z l . .  . , Z  ) e t  d e s  e n t i e r s  (u~,...,~ ) .  n n 
CO 

On donne un poids à chaque f o n c t i o n  de c l a s s e  C au 



v o i s i n a g e  de  z  p a r  l a  r è g l e  s u i v a n t e  : 
O 

On donne l e  même p o i d s  aux conjugués  d e s  coordonnées  holo-  

- 
morphes c ' e s t - à - d i r e  pd(zi )  = a.  i = 1 ,  ..., n .  

1 '  

- 
Pour un monôme en  z ,  z ,  on donne l e  p o i d s  somme d e s  po ids  

d e s  f a c t e u r s .  

Pour une f o n c t i o n  @ de  c l a s s e  cm, on pose  pd(0)  = 

minimum d e s  poids  de  monômes dans  l a  s é r i e  de  T a y l o r  d e  @ e n  z O . 

On n o t e  a l o r s  pa r  @O l a  somme de monômes d e  p o i d s  minimumggal à 

pd(@) dans  l a  s é r i e  de  Tay lor  de @ en  z  . 
O 

A i n s i  @O e s t  un polynôme homogène de p o i d s  é g a l  à pd(@) .  

On a  immédiatement l e s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  (  e t  é t a n t  deux 

f o n c t i o n s  Cm dans un v o i s i n a g e  de  z0> • 

a @ a@ i i i )  pd(=) ? pd(@) - ai , de  même pd(%) > pd(@)  - ai 
i 

i v )  s i  pd(@) > O a l o r s  @(zo)  = 0 .  

Maintenant  , on donne un p o i d s  à chaque o p é r a t e u r  d i f f é r e n t i e l  

CO 

à c o e f f i c i e n t s  C dans un v o i s i n a g e  d e  z  pa r  l a  r è g l e  s u i v a n t e  : 
O 

a 
on a f f e c t e  à - a 

e t  - l e  po ids  - a . .  a z  azi 1 

On a f f e c t e  à l ' o p é r a t e u r  l e  p o i d s  somme des  po ids  

d d 
d e s  f a c t e u r s  e t  (K). 

1 1 

Pour un o p é r a t e u r  Q = @IJ(&)l(&)J à c o e f f i c i e n t s  cm, 
1,J 



a ~ a ~  
on donne l e  poids min {pd (OI J) + pd ((aZ) (=) )) . 

1,J 

a 1  a~ 
s o i t  s = { ( I , J ) / P ~ ( Q )  = pd(OIJ) + ~ d ( ( ~ )  (=) ) } ,  a l o r s  on n o t e  

Un o p é r a t e u r  d i f f é r e n t i e l  Q = $IJ($)l(&)J e s t  

d i t  homogène s i  t o u s  l e s  c o e f f i c i e n t s  O,, s o n t  d e s  polynômes 

a ~ a ~  
homogènes e t  tous  l e s  termes O (-) (T) possèden t  l e  même p o i d s .  

I J ~ Z  

On a immédiatement l e s  p r o p r i é t é s  s u i v a n t e s  (Q1,Q2 é t a n t  

w 
deux o p é r a t e u r s  d i f f é r e n t i e l s  à c o e f f i c i e n t s  C dans  un v o i s i n a g e  

i i )  s i  Q I ,  Q2 s o n t  homogènes, a l o r s  Q1 , Q2 e s t  homogène, 

e t  s i  Q I  ,Q2 t O a l o r s  pd(Q1Q2) = p d ( Q I )  + p d ( Q 2 ) ,  

i i i )  s o i t  Q = , a l o r s  QO e s t  un o p é r a t e u r  d i£ -  
, , IJ az  

f é r e n t i e l  homogène. 

NCJ~~CLCLOVIA : S o i t  M une s o u s v a r i é t é  r é e l l e  d 'un o u v e r t  

U d e  cn ; h 
s o i t  p L M. On pose T (M,p) = { R ~ ( T ) / T  E T1 " ( M , ~ ) }  

h 
T (M,p) e t  T1 " ( M , ~ )  son t  canoniquement isomorphes ( v o i r  133 , c )  

s i  bf e s t  une h y p e r s u r f a c e  r é e l l e  d 'un o u v e r t  de  U d e  cn. S o i t  p 6 M 

a l o r s  T ~ ( M , ~ )  e s t  de  codimension ( r é e l l e )  1 dans  T(M,p) q u i  e s t  

l ' e s p a c e  tangent  r é e l  de M e n  p .  

V T ~ ( M , ~ )  e s t  un f i b r é  complexe n o t é   th(^). 
qcM 

La forme d e  Levi a s s o c i é e  à M s e r a  n o t é e  LM(q,T) où q L M 

e t  T e T I  " ( M , ~ )  ; s i  L e s t  un champ de  v e c t e u r s  holomorphe t a n g e n t  

à l ' h y p e r s u r f a c e  M que l ' o n  suppose d é f i n i e  p a r  { z / r ( z )  = 0 )  



h 
So i t  H E T (M,q), a l o r s  il e x i s t e  un unique T s T"'(M,~) 

t e l  que Re(T) = H ,  on pose L M ( q , ~ )  = LM(qyT). 

So i t  Z une sous-var ié té  r é e l l e d e  M, on d é f i n i t  

N N 
e t  l e  f i b r é  T (Z) = (J T (Z,q) .  

qcz 

D é ~ i W o n . -  S o i t  F = I) ajLj un champ de vec t eu r s  de 
j=l 

"(M) ; on posera dans l a  s u i t e ,  pour s i m p l i f i e r  l e s  é c r i t u r e s  

L = L  e t  a = a  On désigne par  1 l e  module ( s u r  l 'anneau 
n- 1 n-1 ' m 

00 

des germes des fonc t ions  C au vois inage  de zo) engendré par  l e s  

p rodu i t s  du type : 

lo rsque  i 6 2 k < n-1, O < n +n C m-1 1 2  

avec a (O) = a e t  a ( l )  = a  pour t o u t  j 611-1. 
j j j j 



j Remmque : Lorsque a = (-1) detj,n-l (C), c'est-à-dire 
j 

i+j+l 
lorsque F = A, désignons par (-1) f. 1, j le cofacteur de 

C . .C dans le développement de det(C) ; ainsi a-t-on 
n-1 ,I j ,n-1 

f .  ( z )  O si i j et ( z  ) > O pour tout i n-2. 
~ Y J  'i,i o 

Le module Im est alors engendré par les produits du type 

f {n-1) x {n-1) x {l, ..., n-1) 

Lemme 5. - Pour tout il,. . . ,i m E {O, 1 1 ,  on a la formule 

suivante : 

(in) (i,) (i,) (il) - 
+ C a  ... a C. .L ... L (a.a.1 (mod Im) . 

1J 1 J  i, j tn-2 



En particulier si F = A = 1 (-1)jdet j ,n-1 (CILj Y 

j<n-1 

on a pour tout i . . . i E {O, 1 } la forme suivante : 
m 

Dému~nXtation : Pour m = 1, on prend il = O, le calcul 

est semblable si i = 1 , on a 1 

ainsi la formule est vérifiée à l'ordre 1. 

Maintenant on raisonne par récurrence de m à m+l. 

Désignons par L~ un produit de longueur y d'opérateurs 

L et ; on constate par la formule de Leibnitz l'appartenance à 

Im+ 1 des fonctions suivantes : 



Y P 
L (a.L.)L (Cn-lyn-l lorsque y+B < m et j 6 n-2 

J J  

(im+ 1 
On constate aussi facilement que F ('ml 'mil 

(im+l) (il) 
ainsi a-t-on F . . .F (I[F,F] ,ar>) = 



par  s u i t e  l a  formule e s t  v é r i f i é e  pour t o u t  e n t i e r  m > 1 .  

n- 1 
Il r e s t e  à cons idé re r  l e  cas  p a r t i c u l i e r  F = A = 1 $ j ~ j .  

j = 1 

j En u t i l i s a n t  l e  f a i t  que 4. = (-1) de t jPnml  (C) pour t o u t  
3 

j a n-1, on a <[A,AJ ,ar> = d e t  C d e t  n-1 ,n-1 (Cl = 

On o b t i e n t  fac i lement  l a  formule annoncée en  su ivant  un ra i son-  

nement par  récurrence analogue à c e l u i  u t i l i s é  dans l e  ca s  où F e s t  

quelconque. 

Lemme 6.  - S o i t  f une fonc t ion  au  vois inage  de z 
O 

e t  i l , . . . , i  E {0,1}, a l o r s  on a 
m 

00 

f B  e t  gB sont  des  fonc t ions  C dans un vo i s inage  de z pour t o u t  
O 

161 4 m. 

( i m )  ( i l )  a a 1 a Bi 
i i )  L ... L (£1 = (- 

a a f 1 ff&-- > (T a I B 2 ( r )  > (az 
azn-l n- 1 l ~ l r m  n- 1 n- 1 

m 
e t  f B  e s t  une fonc t ion  C a u v o i s i n a g e  de z pour t o u t  I B ~  < m .  

O 



Dérnom;t;iLc&ion : 

i) on a d'après le lemme 4 : 

a 
+ 1 h ~ ( r  

61 62 
) (A) (r) où v I  = card{ik ; ik = O, k < pl, 

I ~ I ~ P  n- 1 azn-l 

hB est une fonction cm au voisinage de z pour tout 1 B /  < p .  O 

CO 

avec f;i, gh  des fonctions C dans un voisinage de z . 
O 

Maintenant, en raisonnant par récurrence sur m 2 p, on 

obtient facilement la formule annoncée. 

ii) Par récurrence sur m : 

. La formule est vérifiée à l'ordre 1 : en effet, on a 
r C-  

. On suppose que la formule est vérifiée à l'ordre m et 

(im+l (il) 
montrons qu'elle est vérifiée à l'ordre m+l, on a : L . . .L (f) = 

i m +  ''-1 -1 'im+l'] [( a a a 

- (7 az a z 
n- 1 n n n- 1 n- 1 n- 1 



où a = card{ik ; i = O, k < ml, a2 = m - a 1 k 1 

00 

et h est une fonction C dans un voisinage de z B O 

ainsi la formule est vérifiée pour tout m. 

L ~ m m e  7.- (voir [3] a, Proposition 2.2.). 

Soit (z,a) un système de coordonnées à poids d'origine z 
O 

tel que pd(r) = pd(z ) = a et r(z) = 2Re(z ) + h(z,i) + f où 
n n n 

(a) l'ordre d'annulation de h et f à l'origine est 2 2 ; 

(b) h est un polynôme homogène de poids égal à an ; 

(CI pd(f) > an ; 

Alors l'hypersurface MO définie par l'équation rO(z) = O 

est pseudo-convexe dans un voisinage de l'origine. 

DémonhAxaLLon : 

On a r (z) = rO(z) + f avec pd(rO) = a et pd(f) > \ n 

Soit U un voisinage de z et p c U. 
O n 

a où Pour tout champ de vecteur F de T '  , F = 1 Si 
P i= 1 1 

( , . . , )  E an , on écrit F = r (F) + V (F) 
P P 

où L Si ri(r> 
V (F) = 

a 
P g(P) - I: Iri(p)I2 j a z 

i j 



ainsi .r (F) est un champ de vecteursholomorphe tangent à l'hypersur- 
P 

face définie par l'équation r = r(p). 

La pseudo-convexité de 1.1 = bR à l'origine entraîne l'existence 

de E > O, A > O tels que 

n 2 
dès que < E et p E U avec [pl2 = 1 Ici/ . 

i= 1 

En effet : on pose k(p) = 1 rj ,$pl (TP(F)) . (T . 
j ,kCn J P 

On note par n une projection normale sur la frontière M 

définie au voisinage de z au moyen d'une carte locale (E étant 
O 

choisit assez petit pour que {p c U/lr(p)l < E) s'identifie à un 

2n- 1 
produit d'ouverts dans R X IR). 

Comme k(p) est C* au voisinage de l'origine, il vient 

2 2 
que k(p) - k(n(p)) =  FI (p - ~ ( ~ 1 1 )  = ~ ( J F I  Ir(p)I) 

or k(n(~)) 3 O puisque X est pseudo-convexe ; on déduit qu'il 

existe un voisinage U de zo , E 5 O et A > O tels que si 

2 
p E U, Ir(p> 1 < E , on a k(p) 2 - ~lr(p)l I F ]  

n a est un champ de vecteurs En particulier si F = 2 Si 
i= 1 1 

tangent à lfhypersurface r = r(p), alors 
2 î rj,E(~)~iEj - A I F I  Ir(p) 1 

j ,k&n 

dès que p E U et Ir(p) 1 < E. 

On vérifie maintenant l'assertion du lemme 7. 

Soit P un point de MO assez voisin de z que pour (1) 
O n 

s'applique. Pour tout champ de vecteur F = 
a 

1 ' i ~  avec 
i= 1 1 

n (~~,...,5,) e a: on pose L(P,E) = rj,i;(p)tick + A(F121r(P) 1 .  
j , kçn 



O I 1 s ' a g i t d e v é r i f i e r q u e  r -(P)<.: 2 0  p o u r t o u t  
j , k<n- 1 j , k  ~k 

Pour t o u t  A E IR+ assez  p e t i t ,  il e x i s t e  5, E E t e l  que 

n a. 
1 ar (hap) = O par  s u i t e  L("~'~') r O d ' a p r è s  l a  première I: c i =  a 

i= 1 i X 

Comme p d ( r j  ,--) > a - a - a il v i e n t  en passant  à l a  l i m i t e  n j k '  

O 
quand X + O que 

n- 1 1 r j , k ( ~ ) ~ j S k ) ~  p o u r t o u t  ( c l  ,..., 5n-1) C E  . 
j , k6n-1 

1 Lmme 8.- On suppose r e g  O (zo) = m. S o i t  ( z l , . . . , z  ) 
n 

un système de  coordonnées l o c a l e s  holomorphes adaptées  à r à l ' o r d r e  m ; 

s o i t  V l a  sous-variété  ana ly t ique  complexe d é f i n i e  par  l e s  équat ions  

Alors  
m -2 

O 
k = min {ordre  d 'annula t ion  de r -(O ,..., O , z n - l , ~ ) }  > - 

O j an-2 n-1, J 
2 

avec mo = O(zo ,V) . 



Dérnon.&uiAion : 
m -2 
O 

On raisonne par l'absurde : supposons que ko < - 2 

On sait que la fonction r de définition de R s'écrit sous la forme 

r(z) = 2 Re(zn) + F + O(/= lm+'), où F est un polynôme mixte s'an- 

nulant à l'origine. 

Ainsi k = min {ordre d'annulation de F '(O,. . . ,O,zn-, ,O) 1 .  
O j <n-2 n-1,~ 

On pose pd(zi) = (ko+l) pour i = 1 ,  ,n-2 

pd(~,-~> = 1 

pd(zn) = 2(ko+1). 

Soit J = {jlordre d'annulation de Fn-, '(O,. . . ,O,zn-, ,O) = ko}. 
O ,J 

m -2 
O 

La relation supposée entre k et - 2 entraîne que : 
O 

On a (-l)J$. = det . . .C C 
J j ,n-1 ('1 = 1 '0'1 ,o(l) j-1 ,o(j-1) j+l ,a(j) ***cn-l ,o(n-2) 

O 

où 5 décrit les permutations sur { 1, . . . ,n-21 ; 

désignons par a la permutation définie par 
O 

o0(i) = i si i < j  

O (i) = i+l si j C i a n-2 
O 

a (n-2) = j 
O 

Comme la matrice de Lévi est diagonale à l'origine 

O O 
et pour tout i C n-2, on a c l  1 = r - il vient que n-1,i 

pour tout O # a. on a 



A 

En revanche , I * a m C j  ,j*..Cn-2,n-2 C n-1 YI  -1  = P ~ ( C , - ~  .) = k o  9J 

pour j E JO. 

O 
Désignons par  CO l a  ma t r i ce  de  Lévi a s soc i ée  à r ; on a : 

= ko e t  0: = (-1) jdet  
O 

J j ,n-1 (el= ( - l ) n f j , j < ~ o ) r n - l , j  pour t o u t  

j E JO. 

S o i t  A = L l e  champ d e  vecteurs  canonique a s s o c i é  
j an- 1 J J  

au système (zl, ,z ),on pose A' = $ ( Z ~ ) L ~  + avec 
n 

jeJo J J  

A ins i  A0 e s t  un champ de vec t eu r s  non n u l ,  tangent  à MO, 

homogène de poids -1 ,  e t  on a démontré ci-dessus que A0 e s t  l e  

O 
champ de vec t eu r s  a s soc i é  canoniquement à r . Montrons que A0 e s t  

de type f i n i .  

O a a a 
S o i t  a = i l , ,  i , désignons par  (Lj) ( r e sp .  

j 

O a 
l e  produi t  d ' opé ra t eu r s  Lo e t  E0 dé£ i n i e  par  (Lj) = 

j j 

(i,) ( i l )  a a a ( i k )  
O a ( i l )  

(L;) . . . ( L ~ )  ( resp .  (=) = 1 ,  on a 
j j j 

t o u t  a = ( i l , . . , i k )  avec k a k d 'après  l e  lemme 4 e t  l a  d é f i n i t i o n  
O 

Choisissons a = ( i l ,  ..., i ) t e l  que 
2k 

O 

{card i i = O} = card{ik  ; i = 1) = ho ; on a 
k '  k k 

o a  O O 
(L ) (Cn-l,n-l)(zo) = O car  r ne c o n t i e n t  pas de monômes en  

Y 1  -Y2 
z Z 

2 
n-1 n-1 avec (y l , y2 )  E (N . 



 autre part, d'après la formule de Leibnitz, 
o a  O O a (cn-l yj-cj ,n-l ) 

est une somme de produits du type 

a P1 O a B2 0 
(- > (r 7 )  . (--- - ) où a est une réunion disjointe 
azn-i n-1 Y J azn-l 

) (rj,n-i 

de Pl et fi2. On peut se limiter au cas où card BI = card 6, = ko 

car sinon l'un des facteurs est nul ; alors on a 

On en déduit : 

où les constantes binomiales C sont strictement positives et 
Y 1 'Y2 

au moins l'un des a est non nul. 
yYj 

Considérons enfin les termes du type 

On constate que le même calcul que celui du terme précédent 

s'applique à celui-ci et conduit au produit de ( - l n  par une valeur 

strictement positive. 



Comme (z ) = O, on obtient d'après le lemme 5 : *2k O 
O 

(i2k ) 
O (il) 

(A0> . . . (AO) (< ~A~,AOJ - ,arO>) (zo) # O puisque $(z ) > O 
O 

et f . (zo) > O pour tout j Ç n-2. 
j Y J  

 après le lemme 2, cette expression ne diffère de 

(O,l,il,... i > 
(A0> ' 2ko (rO) (Z ) que par une combinaison linéaire de termes 

O 

de la forme (~O)~(det C) (zO) où (AO)~ est un produit d'opérateurs 

AO,AO de longueur strictement inférieur à 2k ; ces termes sont 
O 

donc nuls. Ainsi le champ de vecteurs A' est de type 2k0+1, ce qui 

entraîne d'après le théorème 1 qu'une estimation sous-elliptique est 

vérifiée au voisinage de z E MO, plus précisément il existe k 3 1 
O 

1 O 
tel que 1 c I k z 0  Or vuel'expression de r , on déduit que MO 

est analytique réelle et contient la sous-variété analytique complexe 

V = {z/zl = ... = z = z  =O). On obtient ainsi une contradiction 
n-2 n 

avec le théorème 4 rappelé dans l'introduction. 

1 Lmme 9.- On suppose reg O (zo) = m < + et le rang de 

la forme de Lévi égal n-2. Soit (zl, ..., zn) un système de coordon- 

nées locales holomorphes d'origine z adaptées à r à l'ordre m. 
O 

Soit F = 1 a.L un champ de vecteurs holomorphes vérifiant 
j=i J j 

c(F,zo) > mo avec m = O(z ,V) alors 
O O 

m -2 
O 

= min {ordre d'annulation de CX. (O,. . . ,O,z ,O) } = 7 en 
J n- 1 j Gn-2 

particulier m est pair. 
O 



DEmavtb; tndiun : On va démontrer le lemme en deux étapes 

m -2 
O 

(1) Fio 6 -7- , en effet on raisonne par l'absurde : supposons que 

m -2 
O 

Po > 2 . On sait qu'il existe al,a2 E M tels que a +a = m -2 et 1 2  0 

On choisit il, ..., i r {0,1} tels que card{ik ; i 
m -2 k 
O 

= 01 = a, 

card{ik ; i = 11 = a2. 
k 

(im o -2) (il) 
On a d'une part L . . .L ('n-i ,n-1 (zo) = 

 autre part en utilisant la formule de Leibnitz, les lemmes 4 
m -2 
O 

et 6 et le fait que ko > 7 (lemme 8), on voit facilement que 

pour tout i , j  < n-2, de même d'après les lemmes 4 et 6 et le fait que 

m -2 m -2 
O O 

k o > 7 ,  Fio>- 2 il vient que pour tout j c n-2 , 

(z ) = o. Enfin, remarquons que Im -2 
O 

En effet soit f un générateur de Im -2 y 
trois cas sont possibles : 



d'où f ( z o )  = O car n1+n2 < m -2 < 2lJ 
O O 

( i n  1 ( j n  ) 
( i l )  1 ( j , )  ( jP-+ ( j p )  ( j p + l )  . . .L 2  

L  (b) f  = L  . . .L ( a ; ) L  ...L Lk ('k1 ,j 

avec O Ç nl+n2 < m -2 
O 

s i  ( k  , j )  ( - 1  - 1  a l o r s  k  = n-l e t  donc f ( z o )  = O 

c a r  n  +n < m -2 < ko+vo 
1 2  0 

s i  ( k l , j  = (n-1,n-1) 

( j l  1 ( j n  ) 

. ou b i en  k  = n-1 d 'où L  . . .L ) ( zo )  = O c a r  n  2 < m -2 
2  

('n- 1  ,n- I O 

. ou b i en  k  < n-2 e t  dans ce  ca s  f ( z o )  = O d ' ap rè s  les lemmes 4 e t  6 

e t  l e  f a i t  que n l+n2  < m O -2 < ko+uo. 

( i l )  
( i n  1 

. . .L 
1 

(c) f = L ) avec n l  < m -2 
('n-1 ,n-1 o  

e t  donc f ( z o )  = O d ' ap rè s  l e  lemme 4 e t  l a  d é f i n i t i o n  de m O . 

Ains i ,  en appl iquant  l e  lemme 5, on a  

( i  m -2 ) ( i l )  
F  

O ... F  ( < [ ~ , ? J , a r > > ( z )  O # O  c e q u i e s t  a b s u r d e p u i s q u ' o n a  

par  hypothèse c(F,z0) > mo. 

m -2 
O 

(2) Po -7- 3 on r a i sonne  tou jou r s  pa r  l ' ab su rde  : supposons 

c m - 2 .  O n c h o i s i t  i s {0,1} t e l s  que 
21-io O 21-io 

(i2p o  ) ( i l )  
On a  d'une p a r t  L  . . .L 

('n-1 ,n-1 ) (zo) = O d ' ap rè s  l e  lemme 4 



 autre part, en utilisant la formule de Leibnitz, les lemmes 4 
m -2 
O 

et 6 et le fait que k > - 
2 > po il vient facilement que 

O 

(i2u 0 ) (il) 
L ... L (R~(C,-~ .a.))(z) = O  pourtout j <n-2 

> J  J O 

pour tout j 6 1 , 1 C p C 2p0. 

Maintenant vuela formule du lemme 5, il reste à considérer 

les termes du type 

comme C. .(zo) = 0 si i # j , on s'intéresse uniquement au cas 
1 9 3  

i = j d'après la formule de Leibnitz on a pour tout j < n-2 
(i 
21-io (il) - 

L ... L (a,a,) est une somme de produits de la forme 
J J  

Ci (jk (j il (j' > 
L . . .L 1 

(a.) L ... L k2 (a.) avec kl+k2 = 2p0 
J J 

et J = {jl, ..., ) décrit tous les ensembles ordonnés de 
jkl 

On peut se limiter au cas k, = kî = po car sinon l'un des facteurs 

est nul si l'on se reporte à l'expression donnée au lemme 6 et en 

utilisant le fait que 2p0 < m -2. 
O 

Dans ce cas, on remarque que 



On déduit que 

Ainsi d'après le lemme 5 et le rait que C .(zo) > O 
j Y J  

où les C sont des constantes strictement positives. 
B,j 

Or, de par la définition de Po y 
il existe jo G n-2 

- et B B 2 O tels que B1+B2 - Po 1, 2 
et 

a Bi a B2 21-io ... F (<[~,F],ar>)(z~) + o .  
(i ) (il) 

) (az) (aj ) # O ainsi on a F (- 
azn- 1 n- 1 o 

On conclut que c(Fyzo) 6 2(u0+1) 6 mo ce qui est absurde. 

D C r n ~ ~ ~ ~ o n  du XhéuxCme 4 : 

Si M est strictement pseudo-convexe alors la matrice de Lévi 

à n-1 valeurs propres non nulles à l'origine ; d'après la proposition 1 

1 
rappelée dans l'introduction on a reg O ( z  ) = 2, d'autre part, on 

O 
1 vérifie facilement dans ce cas que c (M,z ) = 2. 

O 

1 
Par suite l'égalité reg O (zo) = cl(M,e ) est vérifiée. 

O 

Il reste donc à considérer le cas où la forme de Lévi est de rang n-2. 

1 1 On sait d'après (131 c,lemme 2.19.) que reg O (zo) h c (M,zo). 

Il suffit de montrer l'inégalité inverse. 



On ra isonne  par  l ' absu rde  : supposons que 

1 1 r eg  O (z ) = m < c (M,zo). S o i t  ( s1 )  = ( z1  >. . . , Z  ) un système 
O n  

de coordonnées l o c a l e s  holomorphes d ' o r i g i n e  z  O adaptées  à r 
n- 1 

à l ' o r d r e  m ; s o i t  F = a . L  un champ de vec t eu r s  holo- 
1 j = l  J j  

morphes non nul à l ' o r i g i n e  t e l  que c(F z  ) L mo avec m = O(zo,V) 1 ,  0 O 

où V e s t  l a  sous-variété  ana ly t ique  complexe d é f i n i e  par  l e s  équa- 

t i o n s  - 
z 1  - " '  = 

= z = o. 
n-2 n 

Soient k = m i n { o r d r e d l a n n u l a t i o n d e  r ~ ( 0 ,  . ,O) 1 
O j Gn-2 n-1 Y J 

= min {ordre  d 'annula t ion  de  a.  (O,. . . , O , Z ~ - ~  ,O) 1. 
j  rn-2 J 

m -2 
O 

On s a i t  d ' ap rè s  l e s  lemmes 8 e t  9 ci-dessus que k O 2 - 2 
m -2 

O 
e t  Po = - .  

2 

m 
O 

On pose pd(zi) = - 2 
pour i = l , . . . ,n -2  

pd(zn) = m  0 

m -2 
O 

a i n s i  on a pd( r )  = mo Y pd(a.)  >, - 2 pour t o u t  j  5 n-2, 
J 



On remarque que a(zo) f O : en effet, commef~ P],ar>(z ) = 0, 
1' 1 O 

on constate en se reportant au développement du membre de gauche calculé 

au début de la démonstration du lemme 5 que ai(zo) = O pour tout 

i < n-2 ; mais puisque F (z ) # O, on a nécessairement a(zo) # O. 
1 0  

Ainsi le champ de vecteurs FY est non nul à l'origine, 
m 

O 
homogène de poids -1, puisque pd(~g) vaut - - 2 

ou -1 suivant 

que j 6 n-2 ou j = 1 de plus FY est tangent à l'hypersurface 

O 
réelle MO = {z/r (z) = 0) qui est pseudo-convexe d'après le lemme 7. 

Montrons que c(Fyyz0) = + . 
O 

En effet, comme r est algébrique et de poids m on a 
O y 

O -0 O O . ou bien <[~~,I?~],ar > - O ce qui entraîne que c(Fl,zo) = + 

O -0 O . ou bien < [ F ~ , F ~ J , ~ ~  > est homogène de poids m -2 
O 

O 
Dans ce cas on vérifie facilement que < E l  ,Fl] = ] r > 

( ip) (il) 
ce qui entraîne que (F~) . . .(pl) (< pl ,Fl] Y ar.1 (zo) 

pour tout i1...i E {0,1} tels que p 4 mo-2 car c(Fl,zo) > m 
P O 

O 
et pour tout p > m -2 car r est algébrique de poids rn 

O O 

O 
ainsi c(Fl;zo) = + m. 

Maintenant, on désigne par mi, le module (sur l'anneau des 

fonctions analytiques réelles à valeurs complexes) engendré par 

- 
F;) et et leurs commutateurs de tout ordre. On a 7 = 7 , 
ce qui entraîne que Re(?) = {R~(D)/D E 9 est aussi une algèbre 

de Lie. 



Ainsi d'après un théorème de Nagano 1 , il existe 

une unique sous-variété analytique réelle de M notée Z1 passant 

par z telle que pour tout q assez voisin de z on a 
O O 

On déduit que di% Zl = di%{Re(D(zo))/D E } = dimC{D(zo)/~ 6 

Montrons que Z1 est en fait une sous-variété analytique complexe de 

dimension 1, vérifiant O(zo,Z1) > mo. 

O 
En effet, comme c(Fl,zo) = + a, on a pour tout 

O 
ce qui implique que < [F;) ,FYJ , ar > - O sur z1 et par suite 

N 
R~(F~),I~(F~) c T (Zl). 

D'autre part, on remarque que Re(?) n'est autre que le module 

(sur l'anneau des fonctions analytiques réelles à valeurs réelles) 

engendré par Re(Ff) ,I~(F;)) et leurs crochets de Lie de tout ordre. 

N 
Maintenant comme Re(F;>) ,I~(F;)) c T (Zl) et est pseudo-convexe 

on a d'après ( [ 6 ] ,  proposition 2) Re(7)C T~(z~). 

N h O 
Or T (zl,zo) c {D E T (M ,B )IL o(~,zo) = O}, 

O M 

h O 
et {D E T (M ,zo)/L o(D,z ) = O} est de dimension réelle égale à 2 

M O 

puisque la forme de Lévi est exactement de rang n-2. Ainsi, 

dinh<(Re,q) est déjà au plus deux ; mais Re Fr>(z0) et Im F;>(z0) 

sont indépendants car Fy(z0) est un champ de vecteurs holomorphe 

non nul. La variété analytique 
Z1 est donc de dimension réelle égale 

à deux dans un voisinage de z . 
O 



Ainsi {D(~)/D & 1 est nécessairement engendré par FI),F~ 

lorsque q c Z, dans un voisinage de z ce qui implique que 
0 ' 

CT(Z ) est intégrable ; en effet, on a CT(Zl) = [F> @ [Ff] 
1 

où CF;], [FI1 sont les sous-espaces engendrés par F; et Pf respec- 

tivement. Notons par n et n les projections de CT(ZI) sur les 
1 ,O O, 1 

sous-espaces IF;] , [Ff] respectivement et dé£ inissons sur BT(Zl) 

l'application bilinéaire suivante : 

vérifions que T O 

Soient X, Y c CT(ZI) on a X = a FO + 6 Po X 1 X I '  Y 1  Y 1  
Y = ~ F O + B F O  

Par suite, CT(Z1) est intégrable et Z1 est une sous-variété 

analytique complexe d'après le théorème de New lander-Niremberg ; 

de plus, Z1 est de dimension complexe égal à 1. 

Il reste à vérifier que O(zoyZ1) > mo. 

Soit (wl, ..., w ) un système de coordonnées localees holo- 
n 

morphes d'origine z tel que Zl = {w/w, = ... = w = w  =O). 
O n-2 n 

On a rO(z) = 2Re(z ) + h(z,i) où h(z,z) est un polynôme mixte 
n 

homogène de poids m . 
O 

- 
Comme r0/z1 5 O, il vient que 2Re(z n (w n-1 ) )  = - h ( ~ ~ - ~  y ~ n - l  1 

au Zn 
d'où (sol = - a% (2 = O pour tout a 2 O , 

aw a aw a O 

n- 1 n- 1 

- a z 
n ainsi on a Z = O, en particulier - (2,) = O. 

aw 
n- 1 

- - - - 
- 



a z 
n 

On déduit qu' il existe i c 1 . . 2 n tel que - (zo) # O. awi 
a z 
n 

En changeant le numérotage des coordonnées, on peut supposer - (zO) # O, aw 
n 

par suite (wl, ..., w n-1 'Zn' forme bien un système de coordonnées locales 

holomorphes d'origine z tel que la sous-variété Z1 peut être 
O y 

définie par les équations - 
W1 - " '  = 

= z = 0. 
n-2 n 

a a Z. 
1 

Maintenant montrons par récurrence que a (2,) = 0 
awn-l 

m 
O pour a < - , i C n-2 ; en effet, pour a = 1, on a 2 

n-2 
rO(z) = 2ite(zn) + hilzi12 + hl(zyi) 06 AlY-..> 'n-2 sont les 

i= 1 

valeurs propres non nulles de la forme de Lévi à l'origine. 

Ainsi A. > O , pour i = l,...,n-2 
1 

comme m > 2 il vient que 
aL 

O - hl(zo) = 0 
awn- 1 a n -  1 

1 
On déduit que --- ( z  ) = O pour tout i < n-2. 

O aw - 

Maintenant, on suppose que --f- a (Z ) = O pour a = 1, ..., a 
O O 

aWn-i ao+ 1 

rn a Z. 
O 1 et i = l,...,n-2, où a < - -  1 et montrons que (zo) = O. 

O 2 a +1 
O aw 
n- 1 



pour tout dl , a2 a puisque rOlz 'I 0. 

a a 1 a a 
D'autre part (à_ 

2 
(hl) (zo) = 0 pour 

n- 1 n- 1 

m 
O al + a 6 - + a d'après l'hypothèse de récurrence et du fait que 

2 2 O 

m a a a 
O 

a. < 2 - 1 ; en particulier (T n- 1 (LI awn- 1 2(hl)(zo) = O 

pour a + a a 2(ao+1). 1 2 
a +1 
O a Z. 

On déduit que 1 

a +1 (zo) = O pour i = 1 ,  ..., n-2. 
O 

aWn-i 

1 Ainsi, on a - a (zo) = O pour i = 1 ,  ..., n-2 et 
aw 
n- 1 

On conclut en remarquant que r (z) = rO(z) + f , avec 
m +1 

pd(f) > mo. Par suite, on a nécessairement f/Zl = O( w ~ - ~  1 O ) 
m +1  
O 

ce qui entraîne que r/Zl = O ( / W ~ - ~ ~ )  ) c'est-à-dire que O(zoyZI) > mo. 

'L 
Ainsi le système (S2) = (wl, ..., w n- 1 yzn) est un système 

de coordonnées locales holomorphes, d'origine z pour lequel 
O y 

la sous-variété Zl vérifie O(zo,Zl) > O(. , V ) .  
O 

'L 
Ce système (S2) n'est pas nécessairement adaptés à r 

à l'ordre m puisque la forme de Lévi associée n'est pas néces- 

sairement diagonale à l'origine. 

On remarque que 
aLr (z0) = O , b' i = l,...,n-1 

aw ai. 
n-1 1 



a a Z. in 
1 O 

car --- (z ) = O pour tout i & n-2 et a < - 
a O 2 

awn- 1 

2 n-2 a r 
Ainsi la matrice (y)i,j=l est de rang n-2, il existe 

aw. aw 
1 j 

n-2 
donc une matrice unitaire (aij). . vérifiant 

191-1 

aLr - .> ( ) (aji) = (A. 6 .  . , i, j < n-2 , avec 
aw.a; ~ Y J  ~ Y J  
1 j 

de Kronecker et hll,... ,hn-2,n-2 sont les valeurs propres non nulles 

de la forme de Lévi à l'origine. 

On pose alors : Si = 1 a. .W. , i = l,.. .,ri-2 
j=l ~ Y J  J 

Ainsi le système (S2) = (51,...,5n) est adapté à r à 

l'ordre m ; en effet, on a r(E) = 2Re(Sn) + F + 0(1~/~+') 

où F(S,~) est un polynôme mixte s'annulant à l'origine, et la 

forme de Lévi est diagonale à l'origine. 

De plus la sous-variété Z1 peut être définie relativement 

- - au système (S ) par les équations t1 = ... 5n-2 = En = 0. 
2 

1 
Maintenant comme c (M,z ) >  m, il existe un champ de vecteur 

O 

F2 tel que c(F2,zo) > O(zo,Zl) ; en suivant un raisonnement ana- 

logue à celui utilisé ci-dessus pour obtenir la sous-variété z1 ; 

on déduit qu'il existe une sous-variété analytique complexe z2 

de dimension 1 vérifiant O(zo,Z2) > O(zo,Zl). 



On construit ainsi une suite de sous-variétés analytiques 

complexes de dimension 1 dont les ordres de contacts sont strictement 

croissants, ce qui est absurde. 

Rmmque :  hypothèse (n-2 valeurs propres non nulles 

à l'origine) qui figure dans le théorème 3 est essentielle. 

En effet, considérons dans a3 le domaine R pseudo-convexe 

défini par 

1 
on a reg O (0) = 6 

1 
Mais O (0) = + " car l'ensemble analytique défini par z = 0, 3 

z2 = z3 a un ordre de contact infini avec la frontière de R ; 
1 2 

par conséquent aucune estimation sous-elliptique n'est vérifiée LILLE 

a l'origine pour les (0,l) formes différentielles d'après le 

théorème de David Catlin [ 5  1. 

C o f i o U h e  1 . -  On suppose que le rang de la forme de Lévi est 

n-2 en z . Alors une estimation sous-elliptique pour les (0,l) 
O 

formes différentielles est vérifiée en z si et seulement si il existe 
O 

1 
un entier k 2 1 tel que 1 s Ik(zo). 

Dérnonn&utLon : 

Supposons qu'une estimation sous-elliptique est vérifiée en z 
O 

1 
pour les (0,l) formes différentielles, alors c (M,zo) < + d'après 

les théorèmes 3 et 4 ; en particulier, le champ de vecteurs A est de type 

fini, ce qui implique d'après le théorème 1 l'existence d'un entier k > 1 

1 
tel que 1 e Ik(zo). 

 h implication dans l'autre sens est évidente. a 



Il a é t é  noté à l ' a i d e  d'un exemple c i t é  au chap i t r e  1 que 

1 1 
l ' i n é g a l i t é  reg O (zo) < O (zo) e s t  s t r i c t e  en général .  

1 
J.  ~ ' A n g e l o  a montré dans [7] que s i  r eg  O (zo) < 4 a l o r s  

1 1 
O (z ) = r eg  O (zo) .  

O 

Ce r é s u l t a t  s e  généra l i se  dans l e  cas où l a  forme de Lévi e s t  

de rang 2 n-2 par  l e  c o r o l l a i r e  su ivant .  

C U ~ L U L ~ A L Q  2 . -  On suppose que l e  rang de l a  forme de Lévi e s t  

1 1 
2 n-2 en z . Alors,  on a O (zO) < + CO <=> reg  O (zo) < + m. 

O 

1 1 
~ ' i m ~ l i c a t i o n  O z )  < + => reg O (z ) < + (a e s t  évidente. 

O 

1 
Supposons que reg O (zO) < + . Alors une es t imat ion  sous- 

e l l i p t i q u e  e s t  v é r i f i é e  en z pour l e s  (0 , l )  formes d i f f é r e n t i e l l e s  
O 

1 
d'après l e  théorème 3 e t  par s u i t e  O (zO) < + d 'après  l e  théorème 

de David Cat l in  [5]. 6 



TNTEGRATTON DES SYSTEMES DlFFERENT1El.S ANALYTlO,UES 

AVEC SI NGULAR~TES 



1 .  luttiLaduc2ian. 

Soit D un module (sur l'espace des fonctions analytiques réelles) 

de champ de vecteurs définis sur IRn. 

En tout point y E: IRn l'ensemble D(y) = {x(~) : X E: D) est un 

sous-espace de l'espace tangent à  IR^ au point y. 

Soit M une sous-variété analytique réelle de i~~ ; on dit 

que M est une sous-variété intégrale de D si : 

où T M désigne l'espace tangent à M en y. 
Y 

Nagano a montré que si D est une algèbre de Lie alors il existe 

une sous-variété intégrale passant par un point donné p de 1 ~ ~ .  

Ce résultat généralise dans le cas analytique réel le théorème 

classique de  roben ni us qui suppose en plus que la dimension de D(Y) 

est constante ; la suite en propose une démonsération d'après M. Freeman [Il].  

2 .  Théahème d ' inXégnc&lo n . 
Dans tout ce qui suit p est un point fixe de IRn . cW désigne 

l'anneau des germes au point p des fonctions analytiques réelles. On 

prendra comme origine ce point p. 

W 
TIRn est le C -module des champs de vecteurs analytiques réels 

dans un voisinage de l'origine de  IR^. 

Soit M une sous-variété analytique de R~ contenant l'origine, 

on note par 
IM 

l'idéal de cW des fonctions analytiques réelles s'annu- 

lant sur l'intersection de M avec un voisinage de l'origine. 



On v é r i f i e  faci lement  que M I N  s i  e t  seulement s i  IM C IN. 

S o i t  1 un idéa l  dans cW ; on dés igne  par  V(1) l 'ensemble analy- 

t i que  d é f i n i  par {y c ~ " J f ( y )  = O,  v f  s 1 ) .  

On note p a r  ( f l+ l , . . .  , f  ) l ' i d é a l  engendré par  l e s  fonc t ions  
n 

f e + i  
,..., f  . S i  c e s  fonc t ions  sont  indépendantes au poin t  p  (dans n 

l e  sens ou l eu r  jacobien  n ' e s t  pas nu l  au  po in t  p) a l o r s  e l l e s  d é f i -  

n i s s e n t u n e  sous-var ié té  ana ly t ique  r é e l l e  no tée  V(fe+l, . . . ,f  ) et  n 

on a  : 

La dimension de M e s t  a l o r s  1. 

On d i t  qu'un champ de vec t eu r  X e s t  tangent  à M s i  

X(y) c TyM , y 5 M. 

On v é r i f i e  que c e t t e  d é f i n i t i o n  e s t  équiva len te  à X(f.)  E IM 
J 

pour j  = + I . . . n  ; il en r é s u l t e  que : 

(2.2. ) X es.t Xungent à M a i  et nedement a i  IN con t ien t  X(IM). 

W 
Comme C e s t  Noetherien, D e s t  de type f i n i ,  en  t a n t  que 

W 
C -module. 

Soient  (XI  ,.. . ,Xk) un système d e  généra teurs  d e  D s u r  cW. 

Pour t o u t  k- indice a = ( a l , . . . , a k )  a. > O on pose : 
1 

Dans l ' exp res s ion  de  X' l e s  X son t  tou jours  cons idérés  
j  

de  manière ordonnéa.Si M e s t  une sous-var ié té  i n t é g r a l e  de D, (1.1.)  

e t  (2.2.)  en t r a înen t  que D ( I M ) C  IM ; on dédu i t  que IM e s t  contenu 

dans : 



W 
I~ = i g  E c : x ~ ( ~ )  (O) = O pour t o u t  a) 

0 
ID e s t  un i d é a l  de  C e t  s i  D e s t  une a lgèbre  d e  L i e ,  

l e  lemme 2.3.  ci-dessous montrent que 
ID e s t  indépendant du cho ix  

du système de  généra teurs  de D. 

Thhotrëme de Nagano. - On suppose que D e s t  wze dg2bhe de Lie. 

ARonn v ( I ~ )  e6.t R' w u e  g m e  de sous-vahieté i n t é g h d e  de D p a s a d  

pah R ' o ~ c j i n e .  

Pour montrer que V(I ) e s t  une sous-var ié té ,  il s u f f i t  D 

qu' il e x i s t e  un système de fonc t ions  indépendantes Ife+ l ,  . . . ,f 1 
n 

t e l  que ID = ( f r+ i ,  f  ) e t  s i  V(I ) e s t  une sous-var ié té  i n t é -  n D 

g r a l e  de D ,  on a nécessairement l = dim D(0). 

On va montrer dans un premier tempsqu'un t e l  système de  fonc t ions  

e x i s t e  e t ,  e n s u i t e ,  que V(I ) e s t  b i en  une sous-variété  i n t é g r a l e  de D. 
D 

où l e s  bi j  son t  des  fonc t ions  ana ly t iques  r é e l l e s  e t  l a  ma t r i ce  (bij)  

e s t  de rang = R = dim.D(O), à l ' o r i g i n e .  

En changeant l e  numérotage des i n d i c e s ,  on peut  supposer que l a  

R matr ice  (b i j ) i ,  j = l  e s t  non s i n g u l i è r e  à l ' o r i g i n e ,  e t  que 

x (O), . . . , O )  forment une base de  D (0) .  R 

De p lus ,  on peut supposer que l e s  généra teurs  X I ,  ..., Xk de  D 

son t  de l a  forme : 



avec a (O) = O pour i , j  > 1. i j 

-1 R R 
En e f f e t ,  s o i t  (b. .). .- l a  m a t r i c e  i nve r se  d e  (b. .). 

1 J  1 , ~ - 1  LJ l , j = l  
D - 1 

on pose Y i  
= bij X 

j = 1 j 

n 
c e  q u i  e n t r a î n e  que y .  = - 

a 
a + 1 a i j T  ax.  1 j =e+ 1 

j 

où l e s  a sont  des fonc t ions  ana ly t iques  r é e l l e s  au vo i s inage  de  l ' o r i -  i j 

g ine  ; maintenant,  s o i t  i > L 

n R n a a a - 1 b. . (Y - o n a  x i =  1 b i j z -  6 a j s ~ ) +  
j = l  j j= l  13 j s = l + l  s S=L+I bis a;; s 

n L n 
On pose a - = 1 (bis - 1 b . . a .  ) - -  a 1 ais - Yi S=L+ 1 j = i  IJ J~ axs s=[+l aXs . 

Les champs d e  vec teurs  Y I ,  ... ,Yk  forment b i e n  un système de 

généra teurs  d e  D ; i l s  sont  d e  l a  forme annoncée en (2 .4 . )  e t  comme 

dim D(0) = , on a nécessairement a (O) = O pour i , j  > 1. i j 



Vue l ' exp res s ion  (2.4.)  des  champs d e  vec t eu r s  X. engendrant 
1 

l e  module D ,  il p a r a î t  n a t u r e l  de  chercher l e s  fonc t ions  fQ+l  3 " -  ,f 
n  

sous l a  forme : 

(2.5.)  f .  = x .  - g i ( x  l , . . . ,  x )  
1 1 e 

où chaque fonc t ion  
g i e s t  ana ly t ique  r é e l l e .  

S o i t  g  une fonc t ion  ana ly t ique  r é e l l e  dépendant uniquement 

des  coordonnées a 
x l , .  . . ,xe, e l l e  s ' é c r i t  sous la forme g = 1' a x a a 

où l e  prime s i g n i f i e  que l a  sommation po r t e  seulement s u r  l e s  mult i -  

i n d i c e s  a t e l s  que a - - e+ 1 ... = a = 0 .  
k 

D'après (2 .4 . ) ,  on a  Xi(g) = - ag , pour i h l e t  donc : 
ax. 
1 

Ains i  pour que l a  formule (2.5.)  d é f i n i s s e  des fonc t ions  
'i 

appar tenant  à ID , il e s t  néces sa i r e  de poser  : 

Lmme 2 .2 . -  La s é r i e  (2.7.) converge dans un vois inage  de  

l ' o r i g i n e .  

Ce lemme s e r a  démontré p l u s  t a r d  ; il s ' a g i t  de montrer que 

ID = (f l+l , .  . . , f  ) où l e s  fonc t ions  f  son t  a s soc i ées  par  (2.5.)  
n  

aux fonc t ions  g d e  (2 .7 . ) .  

Vér i f ions  d'abord que l e s  fonc t ions  f  son t  dans ID. On 

s ' appuie  s u r  l e  lemme su ivan t  qu i  s e r a  démontré p lus  l o i n .  



r Lemme 2 . 3 . -  Lorsque D e s t  une a lgèb re  d e  L ie ,  a l o r s  pour t o u t  

mul t i - ind ices  a e t  B on a : 

xaXB- f e B  = polynôme en X d e  degré  < 1 a+@ 1 , à c o e f f i c i e n t s  dans cW. L- 
I l  s  ' a g i t  donc de  v é r i f i e r  par  récur rence  s u r  l a  longueur I Y  1 

du mult i - indice y que : 

(2.8.)  x y ( f . ) ( 0 )  = O,  pour j = l + l ,  ..., n. 
J 

On notera  y I j l e  mul t i - ind ice  y augmenté de  1 à l a  

ième 
j - place .  

Lorsque (y1 = 1 ,  l a  r e l a t i o n  (2.8.)  e s t  v é r i f i é e  d 'après  (2 .4 . ) ,  

(2.5.)  e t  (2 .7 . ) .  

S o i t  maintenant m > 1 e t  supposons (2.8.)  v é r i f i é e  pour t o u t  

I Y  l < m. 

- S o i t  lyl = m, s i  y,,, - . . .  - - = O  (2.8.)  e s t v é r i f i é e  

d 'après  (2 .4 . ) ,  (2 .5 . ) ,  (2 .7.) .  

Sinon, on pose y = B + i  ou i > L e t  on appl ique  l e  lemme 2.3. 

B a i n s i  X' = X. X + (polynôme d e  degré m) e t  par  s u i t e  (2.8.)  e s t  
1 

v é r i f i é  d ' ap rè s  l 'hypothèse  de  récur rence  e t  l e  f a i t  que Xi(f)(0)  = O 

pour t o u t  f  e t  i > l. Ains i  a-t-on (fL+l  , . . . ,  f  n  ) C 1,. 

Il r e s t e  à montrer l ' i n c l u s i o n  inve r se ,  on va u t i l i s e r  l e  théorème 

su ivan t  : 

Théot~Qme de d i v i ~ i o n  de u i eAhdkann . -  

On dénkgne pa,t k{xl, . . . ,xi} l 'anneau dw gehmen ù L'ohigine 

des (oncihvlb a n d y L i p u ~  h é d l e a  p a n  happoht aux v ~ h i a b l e o  x l  , . . . ,xi. 

Safi £ E k{xl , .  . . , X  n  1, on ouppooe pue g(xn) = f (O,. . . , O y n )  c k{xn} 



ALOU, p o u  .to& E k{xl ,..., x  1,  le exh.te a  s k{xl ,..., x  
n  n  

e t  b l ,  ... 
9bP 

dam ~ { X ~ , . . . , X ~ - ~  1 Xe& que 

S o i t  f  E ID , en appl iquant  l e  théorème ci-dessus,  il v i e n t  

que f  = a  + r &+lf&+l &+l 
où r e+ 1 

e s t  un polynôme en x  e+ 1 
de degré 

s t r i c t e m e n t  i n f é r i e u r  à l ' o r d r e  d ' annu la t ion  à l ' o r i g i n e  d e  l a  fonc t ion  

X &+ 1 + f&+l 
(O,. . . ,O,x&+l , O , .  . . ,O) = x  e + i  ' 

On en  dédu i t  que r e+ 1 e s t  indépendant de 1 . 

O r ,  '&+2 e s t  a u s s i  indépendant de  x  e+ i  ' par  s u i t e  r e+ 1 

e s t  d i v i s i b l e ( a u  sens du théorème ci-dessus)  par  fe+Z dans l e  sous-anneau 

des fonc t ions  ana ly t iques  r é e l l e s  indépendantes d e  x  e +  1 

+ r On o b t i e n t  f  = aL+lfl+l + aL+2fl+2 e+2 

où r e s t  un polynôme indépendant de  x  
&+2 &+l "&+2 

Par i t é r a t i o n ,  il v i e n t  que f  = ap+l fL+l  + ... + anfn + r 
n  

où r ne dépend que des v a r i a b l e s  
n  "1 y ...,"&* 

Comme f ,  f Q + l , . . . , f  appar t iennent  à ID a l o r s  on a  de  même n  

a 
r c ID e t  donc d 'après  (2.6.)  7 (0) = X ( rn)  (0) = 0 ,  Pour t o u t  n  

ax 

a v é r i f i a n t  a - - L+l ... = a = O. k  



Par s u i t e  r = 0. n  

Ainsi  M = V(ID) = V(fe+l , . . . , f  ) e s t  une sous-var ié té  ana ly t ique  r é e l l e .  
n  

Montrons maintenant que : 

comme D e s t  engendré par  X I ,  ..., Xk , il s u f f i t  d e  montrer que 

X .  ( f )  E ID pour t o u t  f E ID e t  j = 1 , .  . . ,k. 
J 

S o i t  a un mul t i - ind ice ,  on appl ique  l e  lemme 2.3. avec B = e j 

on a X ~ X .  ( f )  = xaiB(f) + (polynôme d e  degré < l a + ~ l )  ( f ) ,  on dédu i t  que 
J 

x ~ x . ( ~ ) ( o )  = O car  f  E I ~ .  
J 

Par s u i t e ,  M e s t  b i e n  une sous-var ié té  i n t é g r a l e  de  D. 

En e f f e t ,  (2.2.) e t  (2.9) e n t r a î n e n t  que t o u t  champ de  vec t eu r s  de D 

e s t  t angen t  à M ; donc D C T M pour t o u t  y  a s s e z  v o i s i n  de  O 
Y Y 

o r  dim D (y) > dim D(0) = L = dim T M. 
Y 

On déduit  que D = T M pour t o u t  y  a s sez  v o i s i n  de  O.  
Y Y  

I l  r e s t e  à montrer l ' u n i c i t é .  

S o i t  N une a u t r e  sous-var ié té  i n t é g r a l e  de  D passant  par  

1 ' o r i g i n e ,  (1 , l . )  implique que D C TN. 

D'autre  p a r t ,  IM = ID 3 ITN 3 IN c e  q u i  e n t r a î n e  que M C N 

o r  dim M = dim N = R,  donc M = N. 

Ce qui  termine l a  démonstration du théorème 2.1. 

Dérnam;DLaLLan du Lemme 2 . 2 .  : 

I l  s ' a g i t  d e  montrer l a  convergence de  l a  s é r i e  

-1 a a 
g i 

= l ' ( a ! )  x ( x i ) ( 0 ) x  pour t o u t  i =  R+I, ..., n. 
a 



a 
Soient  a. = 1 a  xY e t  x (xi) = 1 pBYa xB l e s  développements 

l y j  Y Y B 
a 

en s é r i e s  e n t i è r e s  des  fonc t ions  ana ly t iques  a .  e t  X (xi) .  
1 , j  

Posons t = 1x1 e t  désignons pa r  G(t)  e t  G ( t )  des  s é r i e s  a 
n  majorantes de  ces  développements dans l e  sens que 1 ay 1 / x 1 e t  

I Y  I=n 

1 l~B,a  / 1x1" s o n t  majorés par  l e s  termes généraux d e  G e t  de  Ga ; 
IBl=n 

on suppose que G > 1 dans un vo i s inage  d e  l ' o r i g i n e .  

Fixons a = ( a 1 . . . , a r )  r d ; pour t ou t  e n t i e r  j  t e l  que 

a xa(x. ) il v i e n t  que 1 a j , m F  1 I X ~ + ~ ( X ~ ) I  e s t  majoré p a r  m=L+ 1 m 

d  
Ains i  G - G  e s t  une s é r i e  majorante  d e  d t  a 

xa+j (xi) c e  qui  

en t r a îne  que l e s  Ga sont  déterminés par  l a  r e l a t i o n  
d 

d t  a G a + j = G - G  

du on o b t i e n t  pa r  s i  l ' o n  désigne par  A l ' opé ra t eu r  A(u) = G - d t  

i t é r a t i o n  - ~ l ~ l - ~ ~ .  Ga - 

D'autre  p a r t ,  a .  é t a n t  ana ly t ique ,  on peut prendre  pour G 
1 , j  

t -1 
l e  développement en  s é r i e  géométrique de  l a  fonc t ion  G(t)  = M(l- -) 

P 

pour M e t  p convenablement c h o i s i s .  

e t  par  s u i t e  l a  s é r i e  g  i 
admet comme ma j o ran te  

2M la( l a \ !  a 
c e t t e  s é r i e  e s t  majorée par  p IV(-) 7 1x1 q u i  e s t  l e  développement 

a P 



en s é r i e  e n t i è r e  d e  la  fonc t ion  P e l l e  converge 

donc pour 1x1 a s s e z  p e t i t .  8 

P é m o ~ & ~ a n  du Lemme 2 . 3 .  : on ra i sonne  par  récur rence  

s i  la + B I  = 2 ,  on d i s t i n g u e  deux cas  : 

. a = O ou B = O ,  l e  lemme e s t  a l o r s  t r i v i a l  ; 

i 
k 

q . a = e , f3 = e j  dans ce  cas  on a  X . X  - X.X.  = 1 a i j  X 
1 j J i  q=l 4  

c a r  D e s t  une a l g è b r e  de Lie.  

S o i t  m 3 2 e t  supposons que l e  lemme e s t  v é r i f i é  pour t o u t  a,B 

t e l s  que la + B I  6 m. 

On remarque que s i  la1 + q < m e t  P e s t  un polynôme de  degré C q, 

a l o r s  X% e t  P X ~  sont  des polynômes d e  degré ,< la 1 + q d ' ap rè s  l a  r è g l e  

de  Leibniz e t  l ' hypothèse  de récur rence .  

Maintenant on suppose que 1 a + B 1 = m+l , où B f O ( s i  B = O le 

lemme e s t  t r i v i a l ) .  

c a s l ~ l  = 1,  on prend B = e j ; s o i t  i l e  p lus  grand e n t i e r  

r t e l  que ar f O 

a B  a s i  i j, a l o r s  X X = X X .  = X a + j  = Xa+B 
J 

a- i 
s i  i > j ,  X ~ X .  = x ~ - ~ x . x .  = X  X . X .  + x ~ - ~ P  où P e s t  unpo lynômede  

J 1 J J I  
degré 1 

comme (a-i 1 = m-1 l 'hypothèse de récur rence  e n t r a î n e  que 

xa- i a-i+ j  X = X  + Q où Q e s t  un polynôme de degré 6 m-1 ; 
j  



a-i+ j  
On dédu i t  que Xax = X Xi + QXi + Xa-$ 

j 

- - Xa+j + (polynôme de  degré G m) 

d ' ap rè s  l 'hypothèse  d e  récur rence  appl iquée  à QXi + x ~ - ~ P ,  e t  l e  f a i t  

que i > j .  

cas  161 > 1 ,  dans c e  cas ,  on  a B = y  + e j  où j e s t  l e  

p lus  grand e n t i e r  r t e l  que Br # O ,  e t  la + y /  = m. 

Ains i  a-t-on xaxB = xaxYx = xacyx. + PX où P e s t  un poly- 
j J j 

nôme de  degré  < m-1 : 

~ ' a ~ r è s  l e  cas  161 = 1 appl iqué  à XaCYX e t  l 'hypothèse  de  
j  

récur rence  appl iquée  à PX il v i e n t  que XaX6 = X a + ~ + j  + = + 
j 

où Q e s t  un polynôme de degré C m. . 
Rmanque 1 . -  La cond i t i on  (1.1.)  peut  êkre  remplacée par  

où O(M) dés igne  l 'ensemble de tous  l e s  champs de  vec teurs  q u i  s ' annulent  

s u r  M e t  TM e s t  l e  module des champs d e  vec t eu r s  tangent  à M. 

En e f f e t ,  il e s t  c l a i r  que (2.10.) implique (1.1.) : 

réciproquement s i  (1.1.)  e s t  v é r i f i é e ,  on a  D C  TM ; s o i t  X e TM 

d 'après  (2.4.)  il e x i s t e  des fonc t ions  c l , .  . . ,ce d e  cW t e l l e s  que 

tangent  à M, il v i e n t  que Y(fi)(y)  = a .  (y) = O. Pour t o u t  y  e M, 
1 

donc Y E O(M) . 



Rmmcjue 2. -  La cond i t i on  "D e s t  une a lgèb re  d e  Lie" n ' e s t  pas  

nécessa i re  dans l e  théorème 2.1. comme l e  montre l 'exemple su ivan t  : 

3 
On cons idère  dans IR , (x,y,z) un système de  coordonnées l o c a l e s  d ' o r i g i n e  

a a 
p ; on pose X = - e t  Y = - a + xz - ax ay a~ 

On a V = { z  = 0 )  e s t  une sous-var ié té  i n t é g r a l e  du module D 

engendré par  X e t  Y ,  mais D n ' e s t  pas  une a lgèb re  de L i e  c a r  il ne 

a 
con t i en t  pas  [x,YJ = z . 

n % 
S o i t  D un sous-module de TW , on dés igne  par  D l e  p lus  

p e t i t  sous-module d e  'DRLL contenant  tous l e s  champs d e  vec t eu r s  d e  D 

e t  l eurs  c rochets  d e  L i e  de t o u t  ordre .  

CohoUde  2 . 4 .  - Pouh q u ' 2  exinXe wze houn-vdé;té intégtrde 

de D panhant pcvt p 2 daut eA 2 hudd.i.t que 

DQmonn;trtdon : 

S o i t  M une sous-variété  i n t é g r a l e  de D, on a D C TM par  

'L 'L 
d é f i n i t i o n  d e  D il v i e n t  que D C  D C  TM = D + O(M). Ce qu i  implique 

2 1 1 .  ; et  du même coup, on a montré que M e s t  une sous-var ié té  
% 

i n t é g r a l e  d e  D ; p a r  s u i t e ,  e l l e  e s t  un ique  d 'après  l e  théorème (2.1.) 

% 
Réciproquement, supposons D (p) = D (p) . 

% 
D'après l e  théorème (2.1.)  appl iqué  à D il e x i s t e  une sous- 

% 
v a r i é t é  i n t é g r a l e  p a s s a n t  par p v é r i f i a n t  T M = D ( y ) 3  D(y) pour 

Y 

t o u t  y a s s e z  v o i s i n  d e  p. La r e l a t i o n  (2.11.) e n t r a î n e  que 

T M = D(p) a i n s i  a-t-on pour y assez v o i s i n  de p, dim D(y) > dim T M 
P Y 



e t  par  s u i t e  Ty M = D(y), ce  q u i  te rmine  l a  démonstration du  c o r o l l a i r e .  

Rematryue 3 : dans l 'exemple ci-dessus,  [1X, F,Y]] = O = B, [x,Y]] 
'L 

donc D e s t  engendré par  X , Y ,  D,Y] 
'L a a 

e t  on a  D(0) = D(0) = sous-espace engendré par  - - ax y ay  

3 .  Exin;tence de houn-vattié;tQn iM; tég ta la  compLexea. 

Dans c e  q u i  s u i t  = cW + i cW dés igne  l 'anneau d e s  germes 
Cc 

au po in t  p  des  fonc t ions  ana ly t iques  r é e l l e s  à va leu r s  complexes. 

amn = T R ~  + i YRn e s t  l e  complexifié du f i b r é  tangent  à Eln. 

S o i t  M une sous-variété  ana ly t ique  r é e l l e ,  on n o t e  par  
IM 

l ' i d é a l  des  fonc t ions  de C s ' annulant  s u r  M e t  CTM = TM + i TM e s t  
C 

l e  f i b r é  complexif ié  du f i b r é  tangent à M. 

Il e s t  c l a i r  que CTM peut  ê t r e  d é f i n i  par  ( 2 . 2 . )  e t  q u ' i l  

possède une s t r u c t u r e  d 'a lgèbre  de L i e  s u r  cW. 
C 

On d é f i n i t  de  manière n a t u r e l l e  s u r  C T R ~  l a  conjugaison 

- 
Z = X + i Y + Z = X - i Y où X , Y  s o n t  dans 'IRn. 

- 
Par d é f i n i t i o n  un sous-module D de aTiRn e s t  r é e l  s i  D = D 

on pose Re D = D f l  T R ~ ,  il e s t  a l o r s  f a c i l e  de v é r i f i e r  que : 

- D e s t  r é e l  s i  e t  seulement s i  D = Re D + i Re D ; 

- D e s t  une a l g è b r e  de  L ie  s i  e t  seulement s i  Re D e s t  une a lgèb re  de  Lie.  

'L 
S o i t  D l e  p lus  p e t i t  sous-module de cTRn contenant  tous  l e s  

champs d e  vec t eu r s  d e  D e t  l e u r s  c roche t s  de  L i e  de  t o u t  o rd re .  

'L 
S i  D e s t  r é e l  on v é r i f i e  fac i lement  que D = Re D + i Re D ; 

'L 'L T\J 
ce  q u i  e n t r a î n e  que D e s t  r é e l  e t  on a  Re D = Re D. 

On d i t  qu'une sous-variété  M e s t  i n t é g r a l e  de D s i  

( 3 . 1 . )  @TM = D + O (M) 



où O(M) désigne l e  C -module de  champ d e  vec teurs  s ' annulant  s u r  M. 
C 

Comme GTM e t  O(M) sont  r é e l s ,  a l o r s  D e s t  r é e l  s i  (3.1 .) est vé- 

r i f i é e .  On montre faci lement  que (3.1.)  e s t  v é r i f i é e  s i  e t  seulement s i  

TM = Re D + Re O(M) ; par s u i t e  M e s t  une sous-var ié té  i n t é g r a l e  

de  D s i  e t  seulement s i  M e s t  une sous-var ié té  i n t é g r a l e  de  Re D. 

On dédui t  l e  théorème suivant  : 

ThEon5me 3 . 7 .  - S o i t  D un boun-module 4Qe.l de cmn, on buppoae 

que D ut une dgèbke  de Lie d o u  2 exinte  une d q u e  b o a - v d é X é  in- 

ZégnaLe de D pcrnaant part p. 

2n  autre p a r t ,  on s a i t  que ( E T C ~  = Cm peut  ê t r e  muni d'une 

s t r u c t u r e  complexe s tandard i n d u i t e  par  f n ,  CTI" = T '  B T" où T' 

2 n 
désigne l ' a l g è b r e  d e  L i e  des champs de v e c t e u r s  holomorphes tangent  à IR 

e t  T" désigne l ' a l g è b r e  de L ie  des champs de vec teurs  anti-holomorphes 

2 n 
tangent à R . 

S o i t  H un sous-module de C T C ~ .  

On d i t  que H e t  J - inva r i an t  s i  H e s t  engendré par  l e s  sous- 

modules H '  = H f l  T' , H" = H Tt'. 

Une sous-variété  M e s t  complexe s i  e t  seulement s i  CTM e s t  

J - invar ian t  d 'après  l e  théorème de Newlander Niremberg. 

Par  s u i t e  d 'après  (3.1.) ,  il v i e n t  

C o h o U e  3.1.- Une sous-var ié té  i n t é g r a l e  de D e s t  complexe 

s i  D e s t  J - inva r i an t .  
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 existence d'estimations sous-e l l ip t iques  pour le problème 5 de Netimam dans les do- 
maines pseudo-convexes a é t é  1' obje t  d' importants r é s u l t a t s  obtknus B p a r t i r  des t ravaux 
de J. J. Kohn. Lorsque l a  f r o n t i è r e  e s t  s t r ic tement  peeudo-convexe ou analyt ique r ée l l e ,  
on constate  (c f .  Chapitre 1) que l e s  problGraes l e s  p l u s  importants Bont r6s6 lus .  Sa i t  donc 
S2 un domaine de an faiblement pseudo-convexe B f r o n t i è r e  Ce t r a v a i l  porte sur  
I 'existence de ces estimations sous-el l ipt iques en un point f r o q t i è t e  

A . , , =O d e  Sb où l e  rang de l a  forme de Lévi e s t  n-2. > y e 4  
Le second chapi t re  a pour o b j e t  d ' é t a b l i r  une condit ion s u f f i s a n t e  d e  na ture  algsbrigue 

portant  s u r  l e  type d'un chaa~p de vecteurs  canonique ; on en d é d u i t  m e  condit ion su£ f i s a n t e ,  
portant  s u r  l e  développement taylor ien d e  l a  fonction r d&f inissaat R, q u i  peut se .fior- 
nwler a i n s i  : il e x i s t e  un systbme de coordonnées l o c a l e s  d ' o r ig ine  z prrur lequel :- 

O 
m*1) . - r ) R e z n ) +  E ~ O ,  P o  C a6 ~ % ~ ) + O ( l e (  , 

- ta forme de Lévi e s t  diagonale en z 
d. 

O ' - F est un polynOme en z et I degré m n- 1 
9 

' a a - c (- 1 a Lr 
ap  (z0) = O pour la + B 1 G m-2 

"n- i azn-i j j = 1, ..., n-2. 

Ce r é s u l t a t  e s t  B rapprocher de c e l u i  de  J.J. ~Ôhn dans (14.b) où aucune hypothése aur  
l e  rang d e  l a  forme de  Lévi n ' e s t  f a i t e  mais où l ' on  suirpose q u ' e l l e  e s t  diagonale loca-  
lement. Dans un a r t i c l e  récent  ( 5 ) , David Catlin a ë t a b l i  qu'a un point de sous-el l ipt i -  
c i t é  l e s  ordres  de contact  avec ai2 des courbes analytiques complexes é t a i e n t  bornés supd- 
rieurement. Dans l e  chapi t re  III, sous 1 'hypothèse de rang > n-2 pour l a  forme de Lévi ,  
nous é tab l i ssons  une conjecture de T. Bloom selon l aque l l e  c e t t e  borne superieure e s t  dgale 

1 
au supic (T,z )) des  champs de  vecteurs  T holomorphes non nu l l e s  en z e t  tangents  B 

O O 

an ; c e  qui  démontre du même coup l a  réciproque du  théorème d e  Catlin e t  donne, a i n s i  une 
ca rac td r i s a t ion  géométrique des points de sous-e l l ip t ic i té .  C e  r é s u l t a t  est sp6cifique du 
rang n-2 comme l e  montre un exemple. 

Ces deux chapi t res  sont précgdés d 'un chapitre i n t roduc t i f  o à  l 'on presente  les  r é s u l t a t s  
les plus importants su r  l e  s u j e t  e t  l e s  notions qui  sont  u t i l i s é s .  
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