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L'existence d'estimations sous-elliptiques pour le probléme 0 de
Neumann dans les domaines pseudo-convexes a &té l'objet d'importants ré&sultats

-~

obtenus 3 partir des travaux de J.J. Kohn.

Lorsque la frontiére est strictement pseudo-convexe ou analytique
réelle, on constate (cf. Chapitre I) que les problémes les plus importants

sont résolus.

Soit donc £ un domaine de @€ faiblement pseudo-convexe d frontiére

Ce travail porte sur l'existence de ces estimations sous—elliptiques

en un point frontiére z de § oli le rang de la forme de Lévi est 3> n-2.

Le second chapitre a pour objet d'&tablir une condition suffisante
de nature algébrique portant sur le type d'un champ de vecteurs canonique ; on
en déduit une condition suffisante, portant sur le développement taylorien de
la fonction r définissant I, qui peut se formuler ainsi : il existe un sys-

téme de coordonnées locales d'origine z  pour lequel :

|m+l

r(z) = Re(zn) + (F = X C zaEB) + O(‘z )

o
o>o, B>0 8

- La forme de Lévi est diagonale en z o

- F est un polyndme en Z 1 et z__, de degré m
5 ., 5 B 3r

S ) G (2 =0 pour o+ B[ <2
n-1 n-1 n-1""j

j=1,...,n~2 .

Ce résultat est & rapprocher de celui de J.J. Kohn dans (l4.b)
oli aucune hypoth&se sur le rang de la forme de L&vi n'est faite mais ol l'on

suppose qu'elle est diagonalisable localement.

Dans un article récent ( 5 ), David Catlin a &tabli qu'ad un point
de sous-ellipticité les ordres de contact avec 09{. des courbes analytiques

complexes étaient bornés supérieurement.



Dans le chapitre III, sous l'hypothése de rang 3> n-2 pour la
forme de Lévi, nous &établissons une conjecture de T. Bloom selon laquelle
cette borne supérieure est égale au sup{cI(T,zo)} des champs de vecteurs
T holomorphes non nulles en z et tangents 3 9f ; ce qui démontre du
méme coup la réciproque du théor&me de Catlin et donne ainsi une caracté&-

risation géométrique des points de sous—ellipticité&. Ce résultat est spéci-

fique du rang n-2 comme le montre un exemple.

Ces deux chapitres sont précédés d'un chapitre introductif oii
1'on présente les résultats les plus importants sur le sujet et les notions
P P D J

qui sont utilisés.
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CHAPITRE 1

LE PROBLEME 3 DE NEUMANN ET SES ESTIMATIONS

SOUS-ELLIPTIQUES




Soit Ql, Qz deux domaines p-convexes bornés de Gn, ayant
leur bord C  on sait d'apres [2] que si dans chacun de ces deux
domaines le projecteur de Bergman est régulier (i.e : Pi : Cw(ﬁi) - Cw(ﬁi)

i=1, 2), alors toute fonction f : Ql > QZ biholomorphe se prolonge

au bord de maniére réguliére.

On s'intéresse donc aux domaines {2, pour lesquels le projec-
teur (P) est régulier. Il est bien connu que les domaines strictement

p-convexes possédent cette propriété.

Le probléme se pose donc pour les domaines faiblement p-convexes.
Dans {j], on montre que si { est un domaine de Reinhardt borné, complet,
dont le bord est Cw, alors le projecteur de Bergman associé a8 {! est
régulier. L'une des méthodes pour étudier ce probléme est due & J.J. Kohn ;
elle consiste 3 exprimer le projecteur de Bergman 3 1'aide de 1'opérateur

de Neumann et par suite on est amené 3 &tudier le probléme de la régula-

rité du probléme de Neumann.

Le probleme 3 de Neumann.
Soit § un domaine de €.
On note par Lg’q(Q) 1'espace des (p,q) formes différen-

tielles de carré intégrables sur {, et on définit sur cet espace

de maniére naturelle le produit scalaire (o,B) = Z J oy B, . dv,
I,J ‘Q

1J

al|? = (a0 ’

o= ) o _dz_ Adz B= ) B dz, Adz
13 1J I J 13 17 I J
I = (11"'°’1p) 1 € i < .00 < 1p £n

J=(j1,...,jq) 1<j1<...<j £n
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dz_ = dz A A dz. dz_ =dz., A . A dz.
I 1 1 J ] ]
1 P 1 q
-1 d 0 +1
OnaLp,q > Lp’q > Lp,q
2 ——— 2 e 2
3" 3

9 désigne 1'opérateur hilbertien fermé maximal qui prolonge

1'opérateur différentiel 3 et 9§ désigne l'adjoint hilbertien de 0.

on désigne HP’Y = {{ € Dom(3) N Dom(§¥)/§$ =0 = 5*@}.

H°’® n'est autre que 1'espace des fonctions holomorphes de carré inté-
grables. On dit que le probléme 9 - de Neumann est solvable pour les

P>q
’

(p,q) formes différentielles si pour o € Lg’q(Q), a L H il existe

P e Dom(3) N Dom(gx) telle que :
() 3 e Dom(g*) et . 5*@ € Dom(3) et §§*m-+§*§w = Q.

On remarque que si 1'équation (1) admet une solution, alors
il existe une solution unique l—Hp’q, on note cette solution No.
Par suite, si 1'équation (1) admet une solution pour tout
o L Hp,q’ on peut définir un opérateur N : Lg’q(Q) - (Hp’q(Q))J'

en posant Na =0, si o€ HP2 4,

N est appelé 1l'opérateur de Neumann, on démontre qu'il est
borné est autoadjoint (voir [}4], a).

De plus : 30 =0 => 35 3Na = 0
d'od (33 3Na , No) = 0 <==> ||§¥§Na||2 = 0.
Ce qui entraine

(2) §§¥Nu =q ; ainsi u=3"No est 1'unique solution du
probléme du = o qui est orthogonale i 1'espace {9,530 = o}.

Maintenant, on suppose que le probléme 9 - de Neumann est

solvable pour les (0,1) formes différentielles et soit f e‘Lz(Q) N Dom(g)



alors en appliquant (2) 3 o = 3f il vient que
Pf = f - 9 Nof, oli P est le projecteur de Bergman.

J.J. Kohn a montré le théoréme suivant (voir D(ﬂ).

Théongme 1.- Soit  C € un domaine p-convexe bormné.
Alors le probléme 3 de Neumann est solvable pour tous les (p,q)

formes différentielles et on a HP’3 =0 si q > 0.

Estimation sous-elliptique.

On dit qu'une e;timation sous-elliptique est vérifiée au
point z € b} pour le probléme 3§ de Neumann pour les (p,q)
formes différentielles si :
I1 existe un voisinage U de z et des constantes C >0 et € >0

tels que :

3y 1191112 < e[ 130]1% + [[3%]1% + [19]]1®) pour tout @ e DP9

ol Dg’q désigne 1'espace des (p,q) formes € Dom(g*) telles que

pour tout I,J ;€ c";(U N Q)

et |]|$|||§ = IZJ |||$IJ\||E est la e-norme tangentielle de Sobolev.
b

Kohn a montré le théor&me suivant (voir [10] et [15]).

Théoreme 2.- Soit 0 C C- p-convexe, dont le bord est Cm,
on suppose que l'estimation (3) est vérifiée au point z € bQ.
Alors si a € Lg’q(Q), 0. réguliére dans un voisinage de z dans Q
on a de méme Na, ¢’ dans un voisinage de z dans Q, et le

projecteur de Bergman P est régulier dans ce voisinage.

Dans un récent article (voir [34], d), Kohn a introduit la notion

de multiplicateur sous=-elliptique.
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Déginition : On dit qu'une fonction £ est un multiplicateur
o0
s-elliptique si elle est définie et C dans un voisinage U de z

et telle qu'il existe des constantes C > 0 et € > 0 vérifiant

edl ], < ([ 130]1% + 1135112 + [1911%) pour tout ¢ e DF*9.

On montre (voir [}4], d)) que si f est un multipliteur
sous-elliptique pour les (0,q) formes différentielles, alors f
est aussi un multiplicateur s-elliptique pour les (p,q) formes
différentielles pour tout O € p € n. De plus, les germes en z de
ces multiplicateurs forment un id&al noté Iq(zo) dans 1'anneau
des germes des fonctions c.

11 est alors clair que 1l'estimation (3) est vérifiée au
q

point z si et seulement si 1 € Iq(zo).

Ondnes de contacts.

Soit V un germe d'ensemble analytique complexe au point z
g ytiq )

on définit 1'ordre de contact de V au bord de § au point z ~ par :

o(z ,V) = max 0(r-g)
° geF_ (V)
(o]

oi F (V) désigne 1'idéal des germes des fonctions analytiques réelles
(a valZurs complexes) s'annulant sur V et Oz (f) désigne l'ordre
d'annulation de f au point z . °

On définit le qiéllle ordre total au point z  par

Oq(z ) = max 0(z ,V)
© veVd(z ) ©

oli Vq(zo) est 1'ensemble des germes des ensembles analytiques complexes
irréductibles, de dimension q, contenant z .

Soit wq(zo) 1'ensemble des germes des sous—variétés ana-



lytiques complexes de dimension q, contenant z,

P iéme - . .
On définit le q - ordre régularisé au point z ~ par

reg Oq(zo) = max O(zo,V)
q
vely (zo)
on a reg Oq(zo) g Oq(zo). L'inégalité est stricte en général, en
effet, on considére dans C3, 2 défini par «r(z) = Re(z3) + ]zz—z3|2

1 ~2
on a reg 01(0) =6 et 01(0) = oo,

On a le théoréme suivant :
- -~ . oo
Théonéme 3.- Soit ) p-convexe, dont le bord est C ,

z € bfl, alors on a

(a) Iq(zo) est un idé&al ;

R R
® 1%z) = %) ou VI%z) = {£/ Jge 1z) et
m>0 : [£[7 < |gl}

(¢) s1 =0 sur bR, alors r € Iq(zo) et les coefficients de
(3r) A (Br) A (33r)™ Y sont dans Iq(zo).
(d) si fl""’fn—q € Iq(zo), alors les coefficients de

Bfl Ao A afj Adr A 3r A (Z§5r)n—q-J sont dans Iq(zo) ou j € n—-q.

Ainsi, il parait naturel de définir par récurrence une suite

croissante d'idéaux Iﬁ(zo) en posant I?(zo) = rad(r,coeff{d3r A ar A (8§r)n—q)
q _ (14 q
Lo $2) = (T.(z)),A (2 ))
q - 3 5,.y0=q-]
ol Ak(zo) coeff{Bfl Ao A ij A 3r A 3r A (99r) }
~ q : -
ol fl""’fn—q € Ik(zo) et j € n-q
et ol coeff{ } désigne les germes des coefficients de l'ensemble des
formes { } et ( ) désigne 1'idéal engendré par l'ensemble des fonc-
tions qui apparaissent d l'intérieur des parenthéses.

En s'appuyant sur ce théoréme principal ci-dessus, Kohn a

obtenu le résultat suivant :
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Proposition 1.- Soit @ p-convexe , dont le bord est Cw,

alors on a les &quivalences suivantes :
(a) lerIl(z) ;
(b) la forme de Levi 3 (n-q) valeurs propres non nulles en z, 3
(c) reg Oq(zo) =2
@ ol = 2.
0

Si 1'une des assertions de cette proposition est vérifiée,
alors il existe un voisinage U de z tel que :
P:C (U N Q) - Cm(U N Q). En appliquant cette proposition lorsque

q=1, on retrouve la régularité du projecteur de Bergman en tout point

de stricte pseudo-convexité.

Cas analytique réel.

Si b est analytique réelle (i.e. r est analytique réelle),
le résultat suivant donne une caractérisation satisfaisante des points
en lesquels une estimation sous-elliptique est vérifiée pour les (p,q)

formes différentielles.

Théorame 4.- soit Q p-convexe, 2 € b, r analytique
réelle dans un voisinage de z alors on a les équivalences suivantes

(a) Eﬂ k tel que | € Iﬁ(zo) H

(b) 11 existe un voisinage U de z, tel que U N b ne contient
aucun ensemble analytique complexe de dimension q 3
(c) Si W est un germe au point z d'un ensemble analytique complexe

tel que WC b2 alors dim W < q.

Dans Bﬂ, Diederich et Fornaess ont montré le théor@me suivant



Théoneme 5.- Soit N C € un domaine p-convexe borné dont
la frontiére est analytique réelle. Alors b{? ne contient aucun ensemble
analytique complexe de dimension > O.

L'adjonction des théorémes 4 et 5 entrainent la régu-
larité du projecteur de Bergman P dans le cas d'un domaine {2 borné
p-convexe a frontiére analytique réelle.

De finitions. ~ €T, est le complexifié de 1l'espace tangent en z,
o

. . ® 1,0 0,1
;3 si ) est un ouvert i bord C , Tz (b)) et Tz (b))
o o

a ¢ RS

- . . P )
désignant respectivement les champs de vecteurs engendrés par (52-) et
i

Q—g;) et tangents 3 bl en z 3 on définit de méme CTZ (B2) le
9z o

complexifié des champs de vecteurs tangent & b{l en z -

Un champ de vecteurs L est dit admissible s'il existe un

voisinage U de z tel que <9r,L> = <9r,L> =0 sur U.

On définit par récurrence Lk(zo)CZ GTZ (bf2) en posant :

)
Ll(zo) = le module engendré par les vecteurs admissibles
%00) 0 120! (b0)
) o
k k-1 1 k-1 ~ s
L (Zo) =L "(z)+ D—(ZO),L (Zoi], ou E , | désigne

le crochet de Lie.

On dit que z est un point de type m si m est le plus

petit entier tel que Lm(zo) = CTZ (b)) .
)

Les points pour lesquels une estimation s-elliptique est
vérifiée sont presque compl&tement caractérisés, pour les formes (0,n-1),

par les deux propositions suivantes (Dlﬂ, 4).

Proposition 2.- 1 € Ig_l(zo) si et seulement z — est de type

fini.
Proposition 3.- z, est de type -m  si et seulement si
reg 0% ' (z) = m.



Remarque : L'étude des points de type <« est sans doute
complexe, d'autre part si n > 2 les propositions 2 et 3 ne donnent
pas de renseignements sur la régularité du projecteur de Bergman P.
Sur Gz, on obtient la régularité de P en des points de type fini

ce résultat est généralisé de la fagon suivante pour n > 2, ([14], b)) :

Théondme 6.- Soit M wune variété complexe p-convexe de

o0
dim n, dont le bord est C , soit z € M, on suppose qu'il existe

un voisinage U de z et une base orthonormée (Ll""’L ) de

n-1

champs de vecteurs holomorphes tangents & bM telle que la matrice

de Levi (c..). . est diagonale sur U et on suppose qu'il existe
1371, J<n (i sevesi_)
des entiers m s k=1,...,n-1 vérifiant <8r,Lk © Bl N #0
sur U.
Alors il existe une constante C > 0 telle que
nol 2 =112 L 1 1s%a112 2
2 o9, | O, < el 1B+ [IRTO1" + [19]]5).
k=1 ~my
2 -1
n-1 N o _
Pour tout { = kzl ﬂkdzk, &k € CO(U NM) et wn.be\U =0
(io,...,im )
ol i ,...,i_ € {0,1} et L k est défini par récurrence par
o m k
(CHS | (i) A ,..0,i )
0) _ (1 _ - o m m 0’ m-1
Lk = Lk Lk Lk et Lk = _}k ,Lk m < mk.

On remarque qu'une hypoth@se qualifiée de non naturelle sur

est utilisée.

)

la diagonabilité de (c,.). .
ij7i,j<n
Le chapitre qui suit a pour objet de trouver une condition

suffisante de sous—ellipticité pour les (0-1) formes différentielles

ne faisant pas intervenir la diagonabilité de la matrice de Lévi.



CHAPITRE 11

CONDITION SUFFISANTE DE NATURE ALGEBRIQUE DE SOUS-ELLIPTICITE
POUR LES (0,1) FORMES DIFFERENTIELLES




Dans ce qui suit Q= {z € Gn, r(z) < 0} est un domaine

de Gn a bord Cw.

Soit z  un point de ©bfl. On suppose {} pseudo-convexe

dans un voisinage U de Z s c'est~3-dire la positivité de la forme

de Levi 983r restreinte 3 1'espace tangent TI’O(bQ nu).

Soit (L ""Ln-l) une base orthonorméede Tl’o(bQ N

1’

et (fl,...

ces bases par L et L_ conjugués 1'un de 1'autre dans To’l(mn)

"in—l) la base conjuguée de TO’I(bQ N U) ; on complé&te

et Tl’o(Gn) respectivement vérifiant Ln(r) = fn(r) =1 sur b NU.

Soit (wi’wi)i=l,..., la base duale, on remarque que wo = 8r et
w = dr. On pose T = Ln - Ln , les champs (Ll""’Ln-l’Ll"°"Ln—l’T)
forment une base de CT(bQ NU).
On a 99r = .Z. Ci,jwi A wj ;3 la matrice (Ci,j)i,jgn—l
1,]
de Levi est notée (C). On note det, k(C) le mineur de la matrice (C)
?
obtenu en supprimant la j1eme ligne et le k2 colonne.
Proposition 1.- det(C) € Ii(zo).
Preouve : En effet, on a 0dr A ar A (851‘)11—-1 =
n-1 nln-1)
W 0 = - 2 - ' LI 0 e @ »
w o hw A (1 c; o b W) =D (n-1) tdet (C)uw Ao Aw Aw; ..l
i,j<n
Proposition .-
- n-1 k n k -
a L.,L.| =c¢, .T + a,. L + b.. L our tout i,j < n
@ [LL] = e, kzl i3 Ly kzl i Lk P 3
(b) soit A = ) (-)7 det,  (O)L. k € n-I
‘ ‘ koL - isk J
: j&n-1
1 1
2 1.
alors A (I)C I Vmsl
Preuve :

(a) pour 1i,j < n, on a cij
= Li(<ar,Lj>) -

<33r,L. A L.>=<ddr,L. A L.>
i ] i N

e}

5 (<§r,L.l>) - <Jr, [L.l,ij] >
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or <8r,Li> 0 et <3r,L.>=0 car j <n ; ainsi Cij = ~<8r,[Li,Lj]>.
D'autre part, Dﬂfij] est un vecteur tangent & b{) et s'exprime donc

sous la forme (a) ; en appliquant aux deux membres la forme 3r, .on

obtient la valeur annoncée du coefficient de T.

. 1
(b) soit £ € Im(zo)

n-1
ona 9 AorAdrA (32 = 7 L Bw) o A3 AC ] e o) 5j)“’2

J'l iaj<n S

~

Y (m=2)te . senesC. venc . Lo(B)w,Aw AG Aw A ®, Ao A0AB, A... Aw_ . Aw,
I, 111 Jlj n—lln_1 ] 17 n n 1 1, 1 1j n-1 i
(n-1) (n-2)
2 j-t - -
= - - 1 —
(-1) (n-2)! .Z (1) detj’k(c)Lj(f)w Ao, Ao
I,k k
ot w=w, A ... Nw_ ;I = {],...,ﬁ,...,n—l} et
1 n k
- a - 1
Wy =W, Ao A Wy A ... A W done Ak(f) € Im+l(zo) Yk < n-1.

Dans la suite, on s'intéresse au champ de vecteurs A = An—l'

Lemme 1.~ Pour tout i < n-1, on a [},fi] est un champ

de vecteurs admissible et [}’En—i] = (—l)n_ldet(C)T + vecteurs admissibles.

n-1 .
Preuve : On pose A = z ﬂij ou ﬂj = (-1)Jdetj k(C)
———————— < _ 3
_ n-1 i=1
on a [A,Li] = jzl chjiT + vecteurs admissibles oli i < n-l
n-1 n-1+j
or } P.c.. = (-D7 " ) (-1) det, . (C)c.,. =0
i J Jj1 j&n-1 jsn-l Ji

puisque Z (—l)n_HJdetj n—l(C)Cji n'est autre que le déterminant de la
J' b
. ' - . iéme
matrice c' obtenu 3 partir de C en remplagant la (n-1)" - colonne

. €me
par la i - colonne.
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(_l)n—l z (_1)j+(n—l)c

Par contre E&, Ln— lj )
j<n—-1

j,n—ldetj,n—l(C)T +

vecteurs admissibles

(—l)n—ldet(C)T + vecteurs admissibles.

it

On définit par récurrence :

(i yeenni) (1) (G yeeeri ) (i) _
A © mo- A" yA ° m-1 avec A ™ - A ou A

Lemme 2.- Soit io,...,im, (m+1) entiers égaux 4 O ou 1

tels que io = 0, il = 1 alors
(io,---,im) (im) (12) _ vecteurs
A = A ...A (detn_l,n_l((D)Xdet(C))T +Pp Lo +Rplm + admissibles
(i;) (G_+)
ol Pm et Rm sont de la forme Z cm,A ! ...A " (det (C))
m'<m-2

Bpseeeaipilise i)

Preuve : On a [AA]=[] ¥.L., 2§ L]
- 3 J ] J 3

= ) wlec T + vecteurs admissibles

jlen 3L
-1 (n=~1)+j
or pour £ ¢ n-2 on a z J.c. = (—1)n 2 (- det, . (C)c,, =0
n-1 1 W < n-1 j,n=1"77732
par contre P z y.c. = det ©) 5 (-1)(n-l)+jdet (C)e
n-14 Yj j,n-1 n-1,n-1 L j,n-1 j,n-1
J J&n=-1
=d (c)det(Q).

eth-1,n-1



- 12 -

Maintenant, on démontre le lemme par ré&currence.

On suppose que la formule est vérifiée 3 l'ordre m > 2 et montrons

-~

qu'elle est vérifiée 3 1'ordre m+l, on prend i = 0, le calcul

n-1,n-1

m+1
est semblable pour im+1 = 1
(l 9. ’l ) (1 ’ ,1 )
A ° m+l” [;,A m
[ (i) (iy _ onal
=48 T A T det(@det - TTODTHR L AR L+ j_z__l 0L
s
+ B.L.
G (i)
ona [AA " ...A 7 (det(Odet _, ()T ]
(i) (i,) (i) (i,) _—
=AA ™...A 2 (det(C)det (C))T+A oA 2 (det(C)detn_1 n_l(C)[A,T]

et [A,P L +R L] =A(IL+AR)L +P [AL]+R [AL]
n-1

d'autre part, on a LA, z aij] est un champ de vecteurs admissibles
j=1

- -1

et EA, Z B.L.] = (—1)n B det(C)T + vecteurs admissibles (d'aprés le
. i3 n-1
jgn~1 lemme 1).

(Lgseeesipy)  Gpyp) (i)

Ainsi A = .o
si A A (det(c)detn_] (C))T Pm+l 0 Rm+1 n

vecteurs admissibles

oii P e é
n+1 t %m+1 sont de la forme annoncée.

Définition : Soit L un champ de vecteurs holomorphes tangent

& bfi. On dit que L est de type fini en z, s'il existe (m+l) entiers

(i ,...,1 )
i,...,i € {0,1} tels que <dr,L ° > # 0.
) m z

o
On dit que L est de type m si m est le plus petit entier

vérifiant cette propriété.
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Théonéme 1.- Supposons que le champ de vecteurs A est de

1
type m en zs alors 1 € Im(zo).

Preuve : En effet, il existe (io,...,im) tel que

(io,...,im)
<3r,A >, # 0, deux cas sont possibles
o
. 1 . - 1
ou bien 1 € Im_l(zo) ce qui entraine 1. € Im(zo)
. 1 o o
ou bien 1 ¢ Im—l(zo) ; d'aprés les propositions 1 et 2 on a Pm = Rm =0

en z_ce qui entraine d'aprés la formule du lemme 2 que

0
(im) (iZ) .. 1
A ...A (det(c)detn—l,n—l(C))(zo) #0 3 ainsi 1 e Im(zo).
Lemme 3.- Soit I le module engendré& par Lo oLl (cn-l,k)

lorsque (k,mk) e {1,...,n-2} x {0,1,...,m-1} U {n-1} x {0,1,...,m-2}.
Soit I le sous-espace de €T(b2 N U) engendré par Lj et ij lorsque
je {1,...,n-11}.

On pose J =1 .L + 1 .L_ + I,

Alors pour tout (io,...,im) € {O,l}(m+l) on a la formule

suivante

(igreesi) () G (1) (i)

m
A = wn—l "'$n—1 'Ln—l ...Ln (Cn—l,n—l)'T (modulo Jm)
n-1 5
Preuve : On a A = L. ot . = (~1)“det. ¢
jzl lDJ J 7\UJ =D J,n-l( )

On remarque que wj el pour j € n-2.

Pour m =1 ; EA,KJ

Z wj.@kcjk.T (modulo I)
i,k

2
I$n—11 .C T (modulo Jl)'

n-1,n-1"
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On raisonne par récurrence de m 3 m+l ; on suppose i = 0,

m+1

le calcul est semblable pour im+1 = 1. On remarque que la suite Im

est croissante. Pour tout X dans €T(b2 N U), on a

) u)J.L.,x]=( > q)[L X]—x(go)L)eJ

~ j<n=2 ] j€n=-2

(1 ,..0i)
Ainsi on est réduit a vérifier la formule pour Eﬁn—an-l’A B

(seeniy) G ) Gy ()

(¢} m m (o]

ona A =V 1 ¥ 'Ln—l TR N (Cn—l,n—l) + f.Ln + g.Ln
nil ngl _
+ a.L. + ) B.L. ot f,gel
521 43 g5 T3 m
Ppeilpop Eolg) = G Ly o]+ 0 Ly DL € gy
le calcul est le méme pour Eﬁn—an—l’g'Ln] ;
n-1 n-] _
. . . .
d'autre part, il est facile de voir que [pn—an—l’ jZ] aij + jzl Bij] € J2
enfin on a
G,) Gy G) (i,)
o m 2
l:-ipn-an—l’]’D ll)n-l Lot -+ (Cn—l,n—l)'qﬂ
(i) i) (1) (i,)
_ m o m 2
- wn—l "'wn-l 'Ln-l "'Ln—l (Cn~1,n-l) l-;‘Dn—l n—l’i] *

G G G (G

m )
wn—l'Ln-l (wn_lo..kgn_l )oLn_I.-- n_l (Cn_l,n—l).T +
(i) (i) (i) (i)
m o] m 2
Y PRI SRR S A (Cpt,n-1"T
(i) (i) (i) (i)
m o 2
ainsi Eﬂn 1oV ey Ln—T RS (cn—l,n—l)'ﬁ]

).T (module J )
m
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et par suite la formule est vérifiée d 1'ordre m+l.

Dans la suite, on choisit un numérotage des coordonnées

or ar
tel que 5;—-(20) # 0 ; on note r, (resp. ri) pour = (resp.

0z.” "

Les calculs sont faits dans la base, associée aux champs de

vecteurs suivants, qui répond aux conditions imposées précédemment

0 rj 9
Lj=8_z—.———r——_é—z— _]=1,2,...,n—1
j n n
_ 1 9
L s %
n n
Lemme 4.- On a la formule suivante :
(i) (i) o Qo B B8
1 1 2 9 1 2
Ln—T "'Ln—l (Cn—l i) = ( : )« - n-1,1 * Z fB( ) ( _3 ) Ta-1
’ dz dz ’ |8k © 3z dz
n-1 -1 n-1 n-1
B ]
3 1 9 2
+ ] gl ) (——) “rr .
|8]<k dz__, dz__,

-e

(e o]
Les fonctions fB et ga sont C dans un voisinage de z

a, = card{ip;ip =0} |, a, = card{ip;ip =1} pour p=1,2,...,k.

Preuve : Pour k =0

c . =T T - =
n-1,1 n-1,1 n-l,n r

= r + f.r 1 + 8;T%

n-1,1 i n-

on vérifie ensuite la formule par récurrence k vers k+l
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on suppose ik+1 = 0, le calcul est pareil si ik+l =1
(1) L(ll)( ) - 2 _ fa-l 3)(L(1k) (11)( y
n-1"n-1 Cn—l,i n-1 n-1 cn—l,i
9z r 9
n-1 n n
o, +1 a B8 g
9 2 9
D Ay ¢ Jy QR D ity SR R
dz z n-l,2 |B|<k 3z B o2 oz n-l
n-1 n-1 n-1 n-1 n-1
.
B B
) 1, 9 2
gB( ) (_ ) 1")
dz -1 azn_l
T (i,) (i)
n~1 9 k 1
- r oz (Ln-l eelno (Cn—],i))

ainsi la formule est vérifiée a 1'ordre k+l.

Définition : Un syst&me de coordonnées locales analytiques

en z = est dit adapté 3 r & l'ordre m si dans ce systéme r

s'exprime sous la forme r(z) = Re z, + Fm(z) + 0(|zlm+1)

avec Fm(z) = zaEB

C
la|>0, [8]>0 P

|o+B | <m
- r —
33r(z0) = izl Cii(zo)dzi A dzi
ou r est le rang de la forme de Levi.

Pour chaque m > 2 un tel systéme existe
en effet soit (WI""’wn) un systéme de coordonnées locales holomorphes

d'origine z  en développant r(w) en série de Taylor il vient que

B

‘IIH'I

r(w) = Re( Z c wa) + Z b waa + O(IW ).
lojm @ la|>0, |g]>0 %P

Jo+B]<m

Soit (El,...,én) un systéme de coordonnées locales holomorphes
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d'origine =z tel que g = z c wa, on a alors
o n
lalém
r(€) = Re(E) + ] 2,6t 8 + o(le[™)
|a|>0,|8|>0
|a+B|Sm

comme la forme de Levi 8§r(0) restreinte & 1'espace tangent & bl

34 1l'origine définit par En = 0, est positive, on d&duit que la matrice

.. est diagonalisable, et par suite il existe un chan-
i,jsn~1

(rg'g'(o))
1]
gement de coordonnées linéaire : (El,...,in) ——r (zl,...,zn) tel que

=z et r -
E;n n ( ziz

est diagonale.

j(o))i,an-l

[m+]

)

Ce qui entraine que 7r(z) = Re(zn) + Fm + 0([z

oil Fm est de la forme annoncée.

Théoneme 2.- On suppose que le rang de la forme de Levi de r

en z_ = est > n-2. Supposons qu'il existe un systéme de coordonnées

locales adapté 3 r & 1'ordre m pour lequel F estun polyndme

en 2z et z

n-1 -1 de degré total égal & m. Soit alors m, le plus

petit entier répondant & cette condition.

Si (1) ( =(0) =0 pour O + B € m, - 2

- rn—lsJ
et j=1,...,n"2

1
alors 1 € %n- (zo).

Preuve : Soit k < mo—2 et (il,...,ik) 3 valeurs dans {0,1}.

Pour Bl + 82 <k, ona:

rn_l(O) = 0 car chaque mondme de Fm contlent un zs

B B B
1,3 zrn_l(o)=(a)1(a)zr

d'apré@s le caract@re minimal de m -

=0
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B
( _8 ) 2rI(O) = 0 car chaque mondme de F contient un z,.
an-l o
B B B,-1 g
1 9 2 9 1
si 8, >0, (——) =2 Pz = (o A 1@ =0
n-1,1i
oz dz oz 0z
n-1 n-1 n—1 n-1

d'aprés (1).

Aussi a-t-on : d'aprés le lemme 4

(i) (i) o o
1 k ] 1 o 2
(2) Ln—l ...Ln_] (c n—l l)(O) = ( ) (—) rn_l,I(O) avec 0,4, = k

Maintenant si l'on se reporte aux modules Ik définis dans le lemme 3

on a f(zo) = 0, Vte Ik pour k mo—2 et
1

(1 ,1 k) (1 ) (1 ) 5 O

ERLEE ) 5 9
<A !8r>z - Ilp ll 10 * (z ) ( ) ( - ) rn l,n_l
o 9z 0z
n-1 n-1
avec a; = card{lp;p 3 2 i, = 0}, a, = card{lp;p > 2 i, = 1}.
D'autre part, il existe o_ et B avec 0+ B =m -2 tel
"o o o ) o
que
o B
9 o ) o . . . .
( ) (— ) r o n 1(z ) # 0. Choisissons (12,...,1m _1) tel
9z 9z _; o

card{i ;i =0} =0 et cardii ;i =1} = .
que {lp > } o { p31p } By

Puisque le rang de la forme de Levi est 3 n-2, on a
(io,il,...im _1)
0n_1(zo) # 0, ainsi <A o ,ar>z # 0, et le champ A est
)
. - o P 1

donc de type mo-lce qui entraine d'aprés le théoréme 1 que 1 € Im -1

Exempfe : On donne maintenant un exemple de domaine faiblement
pseudo-convexe de dimension 4 tel que la matrice de Levi ne soit pas dia-
gonalisable dans un voisinage de z > et oli par conséquent le théoréme 6

de J.J. Kohn ne s'applique pas et tel que 1 € I;(O) par application du

théoréme 2.
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On considére dans C4, 2 définit par
1

+ e IZI|2 (z +z )
2 “27°

r(z) = Re(z4) + |zl

On vérifie facilement que § est pseudo—convexe au voisinage
de 1'origine, de plus ! n'est pas 3 frontiére analytique réelle.

On considére le syst&me standard (L,,L,,L L4) définit par

172273
3 r. 9
LJ=__.__J._ j=1,2,3
BZJ r, 8z4
4 r, dz
4 774
on a alors c,. = r. 3 V/i,j € 3 au voisinage de l'origine
i7]
2
_ _ - |z | 1 2
¢ = l1+b ou b= (z+zz)e 1 [ |6 (1 - lzll Y 3
1 “
c =a=e Izllz 1 c = a
12 lz |4 21
1
Chy = 1

Montrons qu'il n'existe aucune base locale orthonormé
(Li,Lé,Lé) de Tl’o(bQ NU) telle que la matrice de Levi associée
soit diagonale dans un voisinage de 1l'origine.Comme la forme de Levi
est hermitienne, on a pour tout champs de vecteurs L,M
95T (L,M) = <H(L),M>

ol H est un endomorphisme de Tl’o(bQ N U) dans lui-méme

on a pour z assez voisin de l'origine et pour tout i, j < 3

1 '> . . .
<H(L.l),Lj . 0 si i# ]

Ai(z) si i=j
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Comme la base (L',Lé,Lé) est orthonormée, il vient que pour tout

s = " - '
i I, 2, 3 on a H(Li) AiLi .

et par suite les vecteurs Li sont des vecteurs propres de l'endomorphisme

on pose L! = xL, + yL, + CL

1 I et Kl = A

2 3

on a alors (l+b-2)x + ay =0
au voisinage de 1l'origine.
ax + (1-M)y =0

Soit z wun point assez voisin de l'origine tel que z, = 25 = 0

(1=A)
-2y

pIE  w |

X =

-\ +_ . -~
on a (l1-M)x + ay ce qui entrafne

ax + (1-\)y (=0 X =

a
ou k est une fonction qui se prolonge réguliérement & l'origine.
On peut toujours supposer que y(z) # O (sinon on utilise Lé)

ce qui entraine que x(z) #0

x(z) _ 2 y(z) et donc g- se prolonge de manidre réguliére 3 1l'origine
y(z) a x(z) )
S 2 z,|
- _ la] 1
ce qui est absurde car — = = )
a a z

Remarque : Les hypoth&ses du th&oréme 2 portent sur la
variable située dans le noyau de la forme de Levi en z aussi m
. . _— 1
s'il existe, est majoré& par reg O (zo) 5 en effet, m est 1'ordre de

contact en z_ de § avec la variété d'équations
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. . n .
Soit M wune hypersurface réelle dans C et soit z, un
oint de M.

1 PR
Pour tout champ de vecteurs L de T ’O(M), on définit

(L,z ) par la régle suivante : c(L,z ) = m si pour tout
° ° G ()
1,...,ik e {0,1} tels que k € m-3, on a (L) «e. L 0<D“LJ,8r>)(zo)
0 et il existe il,...,im_2 € {0,1} tels que
(i) i )
-2 -
n Vooaw (<[L,L],ar>)(zo) # 0.

Posons cl(M,zo) = sup{c(L,zo) ; L e TI’O(M),L(ZO) # 0}.

D'aprés un résultat de T. Bloom (E{], ¢, lemme 2.19), on a

1 3 o
reg O](M,zo) £c (M,zo) pour toute hypersurface réelle M, C  dans mn,

et passant par z - Sur 1'hypersurface M = {z € €3 3 2Re(23) +
IZ 2

(z2 + z

montre que reg O](M,O) = 4 et cl(M,O) = + % : ainsi la pseudo-~

convexité en z_ de M est un cadre naturel dans lequel on peut &tudier

la conjecture reg O](M,zo) =cJ(M,zo).

Dans 1'article cité& plus haut, T. Bloom vérifie 1'exactitude
de cette conjecture lorsque M est de dimension 3 Eihéoréme 2.14].

L'adjonction de ce résultat et du théoréme 1 du paragraphe précédent

donne alors une caractérisation géométrique des points de sous—-ellipti-

cité en dimension 3.

Lorsque mn est quelconque et le rang de la matrice de Levi
est au moins égal 4 (n-2) 1le théordme 2 du chapitre précédent donne
une condition suffisante de sous-ellipticité en z ~ portant sur le
développement taylorien de r en z dans un systéme de coordonnées
locales holomorphes convenable. Or, il a &té noté& dans la remarque

-

terminant le chapitre II que cette condition est naturellement liée 3

)" = 0} qui n'est pas pseudo-convexe i 1'origine, Bloom
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1 -~ . - - - . - . . - - .
reg O (zo), d'oti 1'idée de généraliser la caractérisation g€ométrique

des points de sous—ellipticité en dimension quelconque.

On a le théoréme suivant :

Théoreme 3.- On suppose que la forme de Levi est de rang n-2
en z alors une condition nécessaire et suffisante pour qu'une
estimation sous—elliptique soit vérifiée en z_~ pour les (0,1) formes

différentiellesest que reg Ol(zo) < 4+ o

+ En fait la démonstration de la nécessitd de la condition est die
a D. Catlin ([5], th. 4) et ne suppose aucune restriction sur le

rang de la forme de Levi, il démontre en fait plus en vérifiant

~ . 1
que nécessairement 0 (zo) <+ <,

la suffisance dans le théoréme 3 est une conséquence du
résultat plus précis suivant dont la démonstration est 1'objet de

ce chapitre.

Théoneme 4.- On suppose que la forme de Lévi est de rang

1 R
3n-2 en z_. Alors reg 0 (zo) =c (M,zo)

. Avant de montrer ce théoréme, on commencera par préciser quelques

définitions et notations.

. Systeme de coorndonnées a poids.

Un systéme de coordonnées holomorphes & poids est la donnée
- n
d'un systéme de coordonnées locales holomorphes en z € c,

(z],...,zn) et des entiers (ul,...,un).

On donne un poids & chaque fonction ¢ de classe ¢’ au
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voisinage de z_  par la régle suivante

on a pd(zi) =0 i=1,...,n.

On donne le méme poids aux conjugués des coordonnées holo-

morphes c'est-d-dire pd(;i) = 0. , i=1,...,n.

Pour un mondme en 2z, E, on donne le poids somme des poids
des facteurs.

Pour une fonction ¢ de classe Cm, on pose pd(¢) =
minimum des poids de mondmes dans la série de Taylor de ¢ en z -

On note alors par ¢0 la somme de mondmes de poids minimumégal 3
pd(¢) dans la série de Taylor de ¢ en z .

Ainsi ¢° est un polyndme homogéne de poids égal a pd(¢).

On a immédiatement les propriétés suivantes (¢ et Y &tant deux

fonctions C  dans un voisinage de zo).
i) pd(¢.¥) = pd(¢) + pd(¥)

i1) pd(¢ + ¥) 2 min(pd(d),pd(¥))

¢

iii) pd(gzj) > pd(d) - o, de méme pd(8 ¢)
i

> pd(¢) - oy

iv) si pd(¢) > 0 alors ¢(zo) =

Maintenant , on donne un poids 3 chaque opérateur différentiel

[eo]
a coefficients C dans un voilsinage de z ~ par la régle suivante :

on affecte a 2 et ~2— le poids - a,.
Bzi Bzi i

On affecte 3 l'opérateur (;Q)I(Si)J le poids somme des poids

des facteurs (52—0 et (3 )
i

8 I,3.,J . . . 0
Z

Pour un opéfateur Q = O, (=) (== a coefficients C ,
1J 8z oz
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9.I,9.,J

on donne le poids min {pd(¢IJ) + pd((gEO (EEQ )} .
1,7
; 3. I, 9. J
Soit S = {(I,J)/pd(Q) = Pd(¢IJ) + Pd((§;9 (5%0 )}, alors on note
o o ,0.I,93.J
Q= ] G G-

I,JeS

Un opérateur différentiel Q= ) ¢IJ(§%)I($%9J est
1,3

dit homogéne si tous les coefficients sont des polyndmes

cbIJ

homogénes et tous les termes ¢IJ(§%OI(§%)J possédent le méme poids.

On a immédiatement les propriétés suivantes (QI’QZ étant
foe)
deux opérateurs différentiels & coefficients C dans un voisinage

de zo)

i) pd(QQ) > pd(Q) + pd(Q,),

11) si Q], Q2 sont homogénes, alors Ql s Q2 est homogéne,
et si Q]’QZ # 0 alors pd(QlQZ) = pd(Q]) + pd(Qz),

iii) soit Q = z ¢IJ(§%)I(§%DJ , alors QO est un opérateur dif-
1,J

férentiel homogéne.

Notations : Soit M une sous-variété réelle d'un ouvert

n

U de € H soit p € M. On pose Th(M,p) = {Re(T)/T € T]’O

(M,p)}

h 1,0 . . .

T (M,p) et T (M,p) sont canoniquement isomorphes (voir [i] , ©)

si M est une hypersurface réelle d'un ouvert de U de ¢”. soit peM
alors Th(M,p) est de codimension (réelle) 1 dans TM,p) qui est

1'espace tangent réel de M en p.

LJTh(M,q) est un fibré complexe noté Th(M).
qeM

La forme de Levi associée &4 M sera notée LM(q,T) oi q €M
et Te TI’O(M,q); si L est un champ de vecteurs holomorphe tangent

d& l'hypersurface M que l'on suppose définie par {z/r(z) = 0}
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alors Ly(q,L(q)) = <[L,L],3r>(q)

Soit H € Th(M,q), alors il existe un unique T € T]’O(M,q)

tel que Re(T) = H, on pose LM(q,H) = LM(q,T).

Soit Z une sous—variété réellede M, on définit
N h
T (Z,q) = {H € T (M,q) N T(Z,q), Ly(q,H) = 0}

et le fibré TN(Z) = U TN(Z,q)-
qeZ

n-1
Définition.- Soit F = ) aij un champ de vecteurs de
j=1

1 . . s L.
T ’O(M) ;3 on posera dans la suite, pour simplifier les &critures

L =1L et a =0 . On désigne par I_ le module (sur 1'anneau
n-1 n-1 m

[ee]
des germes des fonctions C  au volsinage de zo) engendré par les

produits du type :

Gi,) (inl)
L .. L Comt el

L eeo L (ai) L ... L (aj ) ;

ap o %) Gp G p Gy G,y Ya)
L .. L (a) L ...L P L Py

p+l
lorsque 1i,j € n-2, k < n-1, O« n o, < m-1

il""’inl ,jl,...,jnz+1 € 10,1}

( {n-1} x {n-1} x {1,...,n-1}
U
(ky53)»k) € ﬁ {n-1} x {1,...,n=2} x {n-1}
U
\ {1,...,0-2} x {n-1} x {n-1}
avec u}o) = 0, et agl) = &j pour tout ”j € n-1.

J 3
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Remarque : Lorsque Oj = (—I)Jdetj n__l(C), c'est-a-dire
>

l+J+lf. . le cofacteur de

lorsque F = A, désignons par (-1) i,
>

Cn—l,i'Cj,n—l dans le développement de det(C) ; ainsi a-t-omn

~

- .. . o 5 . .
fi,j(zo) 0 si 1 #j et fl’l(zo) 0 pour tout i £ n-2

Le module I est alors engendré par les produits du type

. (i_)
(i,) n
UL e

ya e R L

L oo L (c X

kpsdg

avec (k]’jl) e {n-1} x {1,...,n-2} U {1,...,n-2} x {n-1}

( {n~1} x {n-1} x {1,...,n-1}
o

(kys3ysk) € { {n~1} x {1,...,n-2} x {n-1}
)

L {1,...,0-2} x {n-1} x {n-1}

Lemme 5.- Pour tout i .,im e {0,1}, on a la formule

120

suivante :

i) i) (1) (i) (1) (i)
FLF U RFLee) o T L ™l 1 PN
P
(i) (i) (i) (i) i . (i) 1_.;) i)

+ ) o« o P o Vel ™. Py PLoP L LY C1n-1)
1<p&m 3] n-in
j€n-2

(i) i) (im) (i) -

+ Z o o L L (Re(0.C ) )

jén—Z J n7i,]
(i) (i) i) (i) ~.
+ z o o} CijL L (aiuJ) (mod Im)



on a pour tout 1

est semblable si1 i, =

<[F,Ffl,or> = J  aa,cC., = lalzcn_l,n_l+Re( 7 aa.c

(;

. A

) (i) i) G G,
g ™o Py Vg ™. P ;L)

(-

- 27 -

En particulier si F =A= ) (-1)det, I(C)L' s
j<n-1 3,07 J

RIS S {0,1} 1a forme suivante :

i) G G

3 Gy G)
ClaELorsy =9 ™o Pt "o Ve D

n-1,n-

TN

( @) G p G

L ..L

s, (1) 1)) 1) 1))
1+j+n,y m 1= m 1
1) g 7o wfi’jL ...L €hop,565,nm

Démonstration : Pour m =1, on prend i, = 0, le calcul

—_—

1 , on a

. Y
i,jen-1 T4 1 jen-2 4 1]

+ 1 ¢ .oa
i,jsn~2 3 13

F(<[F,F],3r>) = (oL + ) aij)(<[},fj,ar>)

ool

jsn-2

2 - -
L(C__, ) +0oL( ) Re(C__, .00.,)) + ) ac, . L(a,o.)
n-1,n~1 j¢n-2 n-1,j i i,j<n=2 ij 173

(mod I])

ainsi la formule est vérifiée 3 1'ordre 1.

L

I

et

m+1

Maintenant on raisonne par récurrence de m & m+l.
Désignons par LY un produit de longueur <Yy d'opérateurs

L ; on constate par la formule de Leibnitz 1'appartenance &

des fonctions suivantes 3

(c

n-1,n-1

]) (mod Im)
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Y 8 ‘< n-
L (aij)L (Cn—l,n—l) lorsque Y+B < m et j £ n-2

Y = Yin = - _
L (Re(ajcn_l,j)),L (aiaj) YE&m et 1,] € n-2

Y+ <m et j,k € n-2

Y B8
o, L L (aij)L (c

n—l,n—l)

ukLkLY(Re(&an_l,j)),akLkLY(ai&j) Yy&m et i,j,k € n-2
(im+1)
On constate aussi facilement que F (%n)c: Im+l
i .. (i) _
ainsi a-t-on T m+1 ...F ! (<[F,FJ,8r>) =
TG ) Ga Ol @) G
‘(uL) Y ey ™ ™o ! (<[?,fJ,3r>{]
- jgn=2 13 e
i - (i_. ) . : : :
i_.1) m+1 (i) i) (i) (i)
=&%)mﬁ+ ) (a,L.) }L ! 1loclsz...Ll(Cl P
jen2 n-l,n=
N
(lm) (i) ip 5 (im) G, i)y @ ) (i)
+ Yoo ™0 Ple el "o PP ey P Pl (c
1<p<m J 3]
j€<n~2
(i) (i,) (1) i) _
+ yoc..a Ml T (0.0.)
i,jgn-2 J t
(i) (1)) (im) (i) -
+ ) o o L L (Re(aa.,C 1 D) + 1
j<n-2 =il "
(i ..) (i) (i_.,) (i)
m+1 1 2 m+1 1
= q .0 la]“L ..L (cn_l,n_l)
N
(G (i) i) & 1) G, Gdh) G __) G)
o WS Ul el gy R et ool
l<pgm+1 3] n=i,ns
jgn~2
i ) (i) _
+ 7 o ™ e VRetc| L 0@
j&n=2 n=tsJ J
Ga. .G ) (i) (1 __.) (i)
S+ z L O mtl o m+1 ve O I L m# 1 ...L 1 (aia4)
i,jgn-2 ™ | © (mod I )
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par suite la formule est vérifi&e pour tout entier m 3 1.

I1 reste 3 considérer le cas particulier F = A = 5 J.L..

En utilisant le fait que ﬂj = (—l)Jdetj (C) pour tout

,n-1

j € n-1, on a <EA,AJ,8r> = det C detn—l,n-l(c) =
2 i+j+n 3
-1 . .C .C.
lwl Cn—l,n—l * ; jZn—Z( ) v fl,J n-1,1"j,n~1
s

On obtient facilement la formule annoncée en suivant un raison-
nement par récurrence analogue & celui utilisé dans le cas oli F est

quelconque.

(o]
Lemme 6.- Soit f wune fonction C  au voisinage de z

ipseeesl € {0,1}, alors on a

(i) i)y @) @) (i)
p oL ™, el e el e
] n-1,n-1

s Y13 Yo 5 ) 5 B 5 By 5 G

(=) (=) (=) ot Y ) () (e P
an_l an_l 3z n-1,n-1 |B|Sm R z an_l 3zJ
5 Py o5 B

+ ng( )(a- ) T (x) ol j&n-l, 1€pgm

|B|€m n-1 Zn—]

Y, = card{ik 3 i, =0, k £ ply Y, =m -y, =1

(e ]
fB et gB sont des fonctions C dans un voisinage de z  pour tout

8]

€ m.
(i) (i) o a 8 8
L Mo U = R g Ao T ) ) S
-1 n-1 |Blsm = ““n-1 n-1
o a = card{ik : ik =0} , 6, =m0

S IR
et fB est une fonction C  au voisinage de‘,zov pour tout |B] < m.
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Démonstrhation :

i) on a d'aprés le lemme 4 :

i__;) (i) v v
p-1 1 _ 8 1,3 2 _
L L (Cn—l,n-l) (Sz ) (82 ) rn—l,n—l *
n-1 n-1
5 B, 8 B L
+ ) B(Bz ) (82 ) “(xr) ot v = card{lk 3 i, =0, k< pl,
|B]< n-1 n-1
vy = p—l--\)1
hB est une fonction C  au voisinage de z ~ pour tout IB] £ p.
i) G__) (1)) (i) v v
P p-1 1 _, 9 3 1 J 2 _
L, 7 L L€y np) =G 7 G G ot 4
] -1 n-1
(1 ) B B B B
) 1, 9 1, 3 2
J ot Pt (r)+ Zg ) ) (D
lﬁiép R 8z an_l an_] B BZ n-1 an_l
avec fé, gé des fonctions C  dans un voisinage de z -

Maintenant, en raisonnant par récurrence sur m 3 p, oOn

obtient facilement la formule annoncée.

ii) Par récurrence sur m @

. La formule est vérifiée & 1'ordre 1 : en effet, on a

of Zn or - of Zh  or

L(E) = 3 - s L) =5 - _ %

n-1 Th Zh-1 n-1

montrons qu'elle est vérifiée & 1'ordre m+l, omn a : L ...L (f) =
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oi o, = card{i, ; i, =0, k<m}, o, =m-a

1 k k 2 1

o
et h, est une fonction C dans un voisinage de z

(i) ,

) o o
L™ e s o ™o Tt
n—-1 n-1 n-1
B B
P 1 o 2
+ 2 f.( ) (m—) (r) -
18]emel £ 9%p-1  OZn
i ) (1) i) i)
1 3 m+1 m 1 3 m+1
- (;ﬁ“‘g;fo (L ...L (f))(gz———ﬁ (r)
n n n-1

ainsi la formule est vérifiée pour tout m.

Lemme 7.- (voir [§] a, Proposition 2.2.).

Soit (z,a) un syst@me de coordonnées 3 poids d'origine z_
tel que pd(r) = pd(zn) =0 et r(z) = 2Re(zn) + h(z,z) + £ oi
(a) 1'ordre d'annulation de h et f & l'origine est 3 2 ;
(b) h est un polyndme homogéne de poids égal 3 o

(c¢) pd(f) > o

Alors l'hypersurface M° définie par 1l'équation t°(z) = 0

est pseudo-convexe dans un voisinage de 1l'origine.

Demonstration :

On a r(z) = ro(z) + f avec pd(ro) =0 et pd(f) > o

Soit U wun voisinage de z et pe U.

n
Pour tout champ de vecteur F de T;’o , F = Z g §§~ ol
= i

n .
seeesy €e€C , on écrit F =1 (F) + v (F
(BpsensE) LB V()

ol z gi ri(p)
vb(F) =

9
Z rj(P) 2

2 &
) I, 1° 3 oz,
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ainsi TP(F) est un champ de vecteursholomorphe tangént ad 1'hypersur-

face définie par 1'équation r = r(p).

La pseudo-convexité de M = b2 3 1'origine entraine 1'existence

de € >0, A>0 tels que

. = - 2
¢p) j’kgn vy g @) (M) (T ®)y > = AlF|"[x ()|
5 2 _ % 2
dés que |r(p)| < e et peU avec |[F|” = Z ‘Ei‘ .
i=1
En effet : on pose k(p) = z T, E(p)(Tp(F))j(Tp(F))k .

j,k&n 1,

On note par T une projection normale sur la frontiére M
définie au voisinage de zo au moyen d'une carte locale (¢ é&tant
choisit assez petit pour que {p € U/|r(p)] < €} s'identifie & un

produit d'ouverts dans RZn—l X R).

Comme k(p) est ¢ au voisinage de l'origine, il vient
2 2 :
que k(p) - k(m(p)) = O(|F|"[p - m(@) ) = OC|F|"|x (@} )
or k(m(p)) 3 O puisque M est pseudo-convexe ; on déduit qu'il
existe un voisinage U de z s €2 0 et A >0 tels que si

pe U, [r(p)| <e, ona k(p)3 - A]r(p)]IF}Z.

n
En particulier si F = Ei 5%— est un champ de vecteurs
i=1 i

-~

tangent d 1'hypersurface r = r(p), alors Z r. E(p)E.E. 3 -A|F|2|r(p)1
j,kgn J’ lJ

dés que pe U et I|r(p)]| <e.
On vérifie maintenant 1'assertion du lemme 7.
Soit P un point de M° assez voisin de z_ que pour ()

n
s'applique. Pour tout champ de vecteur F = z &i 5, avec
i=1 i

n _ _ = 2
(Eys--+»E ) € € on pose L(P,E) = j,kzn ry g@®EE + AR @]
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11 s'agit de vérifier que ? rd —(P)E.E 3 0 pour tout
j,ken-1 doK 71k

n-1
(Epreenb ) €T .

. n—~1
Soit (gl,...,gn_l) € C

+ . . .
Pour tout A € R  assez petit, il existe &n € € tel que

n o, O, O
Z At gi'g?L (XQP) = 0 par suite Liﬁ—gil—él 30 d'aprés la premiére
i=1 1 y B
partie.
a —
o LO%R%E) _ A P alx|? I+ (\%p) |
o . o —=0Ci.—0 o
AP j,k<n aood k AR
2% s
oi F = 'z A gia—z*.—.
i=1 i

oy s - - . . N . .
Comme pd(rJ’k) o aJ o s il vient en passant 3 la limite

quand A > 0 que ? r° —(P)&.E 3> 0 pour tout (51,...,£ 1) € Cn—l.
j,ken-1 oK 73K n-

c.q.f.d.
Lemme &.- On suppose reg Ol(zo) = m. Soit (zl,...,zn)

un syst&me de coordonnées locales holomorphes adaptées 3 r & l'ordre m ;

soit V 1la sous-variété@ analytique complexe définie par les &quations

Zy S ... =2 o, =2 = 0
Alors
mo—2
- 3 t 3 -
ko = ?zz_z{ordre d'annulation de rn_l’j(o,...,o,zn_l,o)} > —5

avec m = 0(zy,V).
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Démonstration :

m -2
o

2

On raisonne par l'absurde : supposons que k _ <

On sait que la fonction r de définition de Q s'Ecrit sous la forme

m+l)

r(z) = 2 Re(zn) + F + 0(]|z| , ol F est un polynbme mixte s'an-

nulant 3 l'origine.

Ainsi k= .min {ordre d'annulation de Fn_l,j(o,...,o,zn_l,o)}.
j&n-2 .
On pose pd(zi).= (ko+l) pour i=1,...,n-2
pd(zn_l) =1
pd(z) = 20k *1).
. = . [ . - -
Soit J {j/ordre d'annulation de Fn—l,j(o""’o’zn—l’o) ko}.
m -2
La relation supposée entre ko et 5 entraine que :
B.+1 B, _
r2(z) = 2Re(zn) + ) Ailzi|2 + Re ) ag jznil znilzj .
L b - ,
i<n-2 81+82 ko
JCJO
-3y, = det, =Jec ...C, PN iy eesC
Ona (-7, = det, (0 g 0”1,0(1) " "7i-1,0(3-1)"§+1,0(3) ** "n-1,0(n-2)

oi 0 décrit les permutations sur {l,...,n=2} ;

désignons par a, la permutation définie par

00(1) = i gl i< j

Oo(i) = i+l si j &1« n-2
—2 = 3

o, (n=2) =]

Comme la matrice de Lévi est diagonale a l'origine

o] (o]

t t i -2 = -
et pour tout i € n-2, on a (C ) rn__l’1

n-1.1 , 11 vient que
’

pour tout O # Oo on a

PAC; 51yt C5-1,0G-1C5+1,0() " Can1 ,o(m-2)) 7 Ko
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En revanche pd(cl,l"'Cj,j"'cn-Z,n—ZCn—l,j) = pd(cn—l,j) = k0

pour ] € Jo.

Désignons par ¢® 1la matrice de Lévi associde 3 r’ ; on a :
0 j n o
) =k t . = (-1 . = (- . . .
pd(P) =k, et Do= (-Dider, ()= D7, .(z)r | o pour tout
Je€ JO.

Soit A = ) J.L. 1le champ de vecteurscanonique associé
jsn-1 33

au systéme (zl,...,zn),onpose A° = \D(zo)Lo + Z W?L? avec

JeJO
o
o
L, = 5%— - —7%-—9— pour J £ n-l
b %% 2 oz
n n

— o « O
Ainsi A~ est un champ de vecteurs non nul, tangent & M7,

~ . _ P o
homogéne de poids -1, et on a démontré ci-dessus que A~ est le

s . = o o}
champ de vecteurs associé canoniquement 3 r . Montrons que A est

de type fini.

Soit o = (i,,...,i,), désignons par (L?)a (resp. (—é—)a)
I k ] Szj
le produit d'opérateurs L? et i? définie par (L?)u =
(i) (i) (i,) (i)
o, Tk o ‘11 9 a _ , 3 'k 5 1
(Lj) ...(Lj) (resp. (az.) = (az ) . .(523) ), on a
0,0,,.0 _ 0% 0 _ 3 A o _
@) (Cn-—l,j)(zo) = (L") (rn_l,j)(zo) = (————azn_l) (rn_l’j)(zo) pour

tout o = (il,...,ik) avec k < ko d'aprés le lemme 4 et la définition

de k .
o

Choisissons a = (il,... i ) tel que

{card ik ; ik = 0} = card{ik ; ik =1}=k ; ona

0,0 . ~
(LO) (Cn_1 n—l)(zo) = 0 car r® ne contient pas de mondmes en
b

Y1 Y

2
2 _1%,-1 &vec (YI,YZ) €N,
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D'autre part, d'apré&s la formule de Leibnitz,

o .
@ (Cn 1] Cj,n—l) est une somme de produits du type
( 0 )81( 2. ( )Bz(ro - ) ol a ¢ sunion disioint
9z 4 n-1, 8z__) j,n-1 ! est une réunion disjointe

de B, et B

i On peut se limiter au cas ol card Bl = card 82 =k

2°

car sinon 1'un des facteurs est nul ; alors on a

1}

Y, {lp € By s i, = 0} card{lp € 82 ; lp

Y, = {1p € B, i = 1}

card{i_ € s 1 =0}
P P By 3 P

On en déduit :

1. 3 M2 2
@ ey =1 ¢ K ) ) Tty i (2)]
n-1,j" J,n 1 ¥, Y x Yo, azn—l azn—l n-1,j "o
2 o
2
=L Syl
y1+Y2—ko 1272
oli les constantes binomiales CY " sont strictement positives et
1272
au moins 1'un des a_ . est non nul.
9
Considérons enfin les termes du type
(i, ) . . . .
2k i_.)) (i) i__)) iy
o o o, p+tl’ , q0.0 p’ .0, p-l o, 1 o
@) e (L) Lo T an R B AR
n o <i2ko) o (i p+l) (ip) o (ip—l) o (il) o
= (-1) fj,j(zo)(L ) «o (L) (rn 1 J) (L) ce (L) (rn_l,n_l)(zo)-

On constate que le méme calcul que celui du terme précédent

s'applique 3 celui-ci et conduit au produit de (—1)n par une valeur

strictement positive.
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Comme IZk (zo) = 0, on obtient d'aprés le lemme 5 :

(i, )
o

(%) 8% (<[a%8%],3%) (2 ) # 0 puisque B(z) >0
[e]

et f. .(z >0 our tout J € n-2.
I o) P ]

D'aprés le lemme 2, cette expression ne différe de

(O,l,il,...,i2k ) o
(A" o (r )(zo) que par une combinaison linéaire de termes

¢

de la forme (Ao)q(det C)(zo) oli (Ao) est un produit d'opérateurs

o =0 . s s 5
A ,A" de longueur strictement inférieur a 2ko 3 ces termes sont

donc nuls. Ainsi le champ de vecteurs A° est de type 2ko+1, ce qui
entraine d'aprés le th&or@me | qu'une estimation sous-elliptique est
vérifiée au voisinage de z € MO, plus précisément il existe k 3 1
tel que 1 € Ii(zo). Or vuel'expression de ro, on déduit que M°
est analytique réelle et contient la sous-variété analytique complexe
V = {z/z1 =...=z ,=z = 0}. On obtient ainsi une contradiction

avec le théoréme 4 rappelé& dans 1'introduction.

Lemme 9.- On suppose reg Ol(zo) =m< + % et le rang de
la forme de Lévi &gal n-2. Soit (zl,...,zn) un systéme de éoordon—
nées locales holomorphes d'origine z adaptées & r a l'ordre m.
n-l

Soit F = ) o.L,

55 un champ de vecteurs holomorphes vérifiant
i=1

> =
c(F,zo) m_~avec m O(ZO,V) alors

U = min {ordre d'annulation de aj(O,...,O,zn_ en

jsn=-2

particulier m, ~est pair.
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Démonstration : On va démontrer le lemme en deux &tapes

m ~2
(D uo £ (; , en effet on raisonne par 1l'absurde : supposons que
m0—2
. ve . -
uo > S . On sait qu'il existe al,uz €N tels que ul+a2 =m 2 et
a o
d 1, 9 2
(Bz ) (82 ) rn-l,n~l(zo) ? 0.
n-1 n-1l

On choisit i,,...,i _, € {0,1} tels que card{lk 3 i 0} o

0
card{lk 3 i = 1} = a, .
(1mo—2) (il)
L =
On a d'une part L ...L (Cn-l,n—])(zo)
o o
3 1, 9 2
G G T ,paE) 7O
n-1 n-1
D'autre part en utilisant la formule de Leibnitz, les lemmes 4
m -2
et 6 et le fait que k0 3 02 (lemme 8), on voit facilement que
Gn ) G Un 2 G _
L ve.L (Re(aan_l’j))(zo) =0 et L ...L (uiaj)(zo) =0

pour tout i,j € n~2, de méme d'aprés les lemmes 4 et 6 et le fait que

mo—2 mo—Z
ko 35—, U, ¥ il vient que pour tout j € n-2 ,

1 < p«g m0-2 on a

(i ) . . . .
m -2 i_. ) i)y @G__») (i)
p+l ) p-1 1 =
L ° ...L (0,L) . L Ly () = 0.

Enfin, remarquons que Im _2(20) = 0.

En effet soit f un générateur de I trois cas sont possibles :

m -2 °
i 4, ) Gy Gn) Gl Lo
(i) n n

(a) g=1 V.. ! (a,) L oL 2 (o ny*lYy
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[ = -
d'ol f(zo) 0 car n]+n2 < m, 2 < 2p0

. (i_) . . . .
(i) n G G._y) G G
® f=1L '...L lmQL L PI%PL P g

avec 0 € n,+n, < m -2
1 2 o

si  (k ) # (n-1,n-1) alors k = n-1 et donc f(zo) =0

l’jl

car n.+n

1 2 < mo—2 < koﬂlo

si (ki) = (@-1,0-1)

. NS 1D 2
. ou bien k = n-1 d'ot L ee L (Cn—l,n—l)(zo) =0

(

n

)

2
c. .
( k>3

car n, < m -2
2 o

. ou bien k € n-2 et dans ce cas f(zo) = 0 d'aprés les lemmes 4 et 6

i < -2 < .
et le fait que n 0, < m 2 ko+uo

(¢) £ =1 ...L (c l) avec mn, < mo—2

n-1,n~

et donc f(zo) = 0 d'aprés le lemme 4 et la définition de m -

Ainsi, en appliquant le lemme 5, on a

mo—Z) (ip

(i

F ...F (<ﬂ}3ﬁj,8r>)(zo) # 0 ce qui est absurde puisqu'on a

par hypothése c(F,zo) >m .

m -2
o

(2) Mo 3 5 on raisonne toujours par 1'absurde : supposons

Zuo < mo—2. On choisit i1’°"’12U0 € {0,1} tels que
card{lk 3 i, = 0} = card{lk ;i = 1}
i .
G ) dp |
On a d'une part L ...L (C )(z ) = 0 d'aprés le lemme 4
n-1,n-1 o}

t 1'inégalité =Z.
e inégaliteée Zuo <mg 2
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D'autre part, en utilisant la formule de Leibnitz, les lemmes 4

m =2
o)

2

et 6 et le fait que ko > > My il vient facilement que

Go ) @) i
L ... L (Re(Cn_l’juj))(zo) = 0 pour tout j € n-2

o) G G G

(i
Zuo pt P
et L . (aij) L ..L (Cn—l,n-l)(zo) =0

pour tout j < n-1 , 1<« p<K 2uo.

Maintenant vuela formule du lemme 5, il reste 3 considérer

les termes du type

G ) Gou ) p

o .o C.. L ...l (a.&.)
1] 1]

comme Ci j(zo) =0 si 1i# j, on s'intéresse uniquement au cas
’

i = j d'aprés la formule de Leibnitz on a pour tout j £ n-2

Go ) Gp
L ...L (ajuj) est une somme de produits de la forme
. o1
Gp oY) Gy Yk
L .o L (aj) L ... L (uj) avec k1+k2 = 2uo
et J = {Jl, ..,jk } décrit tous les ensembles ordonnés de
1

On peut se limiter au cas kl = k2 = uo car sinon 1'un des facteurs
est nul si 1'on se reporte & l'expression donnée au lemme 6 et en

utilisant le fait que 2uo < m0—2.

Dans ce cas, on remarque que

i

0}

oy
—
il

card{j_ ; j
Jp s Jp

]
[e]
o)
[a]
o
——

[
"U -
"
[

]
-

1}

w
N
n
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On déduit que

Ggp o G an o G B,
L ...L (aj)L

-1 n-1

Ainsi d'apr@s le lemme 5 et le fait que Cj j(zo) >0
?

\fj £<n-2 et I, (z) =0, on obtient
2u0 o)

(i ) .
2u (i)
o 1 = _
F o (<[FE]L ) (2) =
B B 2
2 1 3 2
y Cp o () ) (w) (2)
B B,3| 0z__ 0z _ 3 o
Bl+82—uo n-1 n-1
j&n-2

oll les C sont des constantes strictement positives.

B, ]

Or, de par la définition de Hy o il existe jo € n-2

et BpsBy 20 telsque ByTEy TH, et L
° B ) ()
J ! o 2 tad o 1 -
(azn—l) (azn—l) (ujo) # 0 ainsi ona F .. .F (<[F’EJ,3r>)(ZO) # 0.

On conclut que c(F,zo) < 2(uo+l) < m_ce qui est absurde.
c.q.f.d.

Démonstrhation du théordme 4 :

Si M est strictement pseudo-convexe alors la matrice de Lévi

i n-1 valeurs propres non nulles 3 l'origine ; d'apré&s la proposition 1

rappelée dans 1'introduction on a reg Ol(zo) = 2, d'autre part, on

vérifie facilement dans ce cas que cl(M,z )y = 2.
o

. . .. |
Par suite 1'égalité reg O (zo) = c'(M,zo) est vérifiée.

I1 reste donc 3 considérer le cas oii la forme de Lévi est de rang n-2.

On sait d'aprés (Eﬂ c,lemme 2.19.) que reg Ol(zo) < cl(M,zo).

I1 suffit de montrer 1'inégalité inverse.

o = _ 3
«soL (aj)(zo) - (azn ) (a— ) (O(fj)
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On raisonne par 1'absurde : supposons que
1 1 . <
reg O (zo) =m< c (M,zo). Soit (Sl) = (zl,...,zn) un systéme
de coordonnées locales holomorphes d'origine z adaptées & r
n-1
a 1l'ordre m 5 soit Fl = z 0..L. un champ de vecteurs holo-
j=1

morphes non nul 3 1'origine tel que c(Fl,zo) 3 m ~avec m = O(ZO,V)

oi V est la sous—variété analytique complexe définie par les &qua-

tions 2, = ... < zZ. 9= zn = 0.
Soient k = min {ordre d'annulation de r -(0,...,0,z_ .,0)}
n-1,] n-1
j<n-2 ’
U = min {ordre d'annulation de a.(O,...,O,zn_l,O)}.
j&n-2 ]
mo—2
On sait d'aprés les lemmes 8 et 9 ci-dessus que ko )
mo-2
et UO = _..T
Mo
On pose pd(zi) = —- pour i=1,...,n-2
pd(zn_l) = 1
pd(zn) =m_,
m0—2
ainsi on a pd(r) = L pd(aj) 3 —5 pour tout j ¢ n-2,
o n-2 9 B +1_B,
et 1 (z) = 2Re(zn) + ‘Zl Ailzil + Re(6 v z aB,i Z 21 Znoq z, +
1 17P2™H,
ign-2
a0,
z az .z )
0. +0.=m o n-1"n-1"
1 72
Posons F? = oc(zo)LO + 2 a?L?
jed
)
o
avec LS = S —<£i-—§— tout j -1
j oz, o 0z pour tout J < n
r n
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m -2

5}

et J ={j € n-2, pd(aj) =

On remarque que a(z ) # 0 : en effet, comme-{?l,F1],8r>(zo) = 0,
on constate en se reportant au développement du membre de gauche calculé
au début de la démonstration du lemme 5 que ai(zo) = 0 pour tout

i € n-2 ; mais puisque Fl(zo) # 0, on a nécessairement u(zo) # 0.

Ainsi le champ de vecteurs F? est non nul 3 l'origine,
m
homogéne de poids -1, puisque pd(L?) vaut - —g— ou -1 suivant

que j € n-2 ou j =n-l, de plus F? est tangent 3 1'hypersurface

réelle M° = {z/r°(z) = 0} qui est pseudo-convexe d'aprés le lemme 7.

Montrons que c(F?,zo) = 4+ o,

En effet, comme r® est algébrique et de poids m , ona
ou bien <[F?,§?],8ro> Z 0 ce qui entralne que c(F?,zo) = + o

ou bien <[F?,f?],8ro> est homogéne de poids mo—2

Dans ce cas on vérifie facilement que <[?1,§1],8r>0 = <[f?,f?],8ro>
(ip) (il)

ce qui entrafne que (Fl) '(Fl) (<[§&,51],8r>)(zo)

(i) (i)

o}
1

0 o zZo
() LFD O G[FLE L ) (2)
= 0
pour tout il,...,ip € {0,1} tels que p < m0—2 car C(Fl’zo) > m

o) s .
et pour tout p > mo—2 car r est algébrique de poids mo3

.. o
ainsi c(Fl;zO) = + oo,

Maintenant, on désigne par ~m le module (sur 1'anneau des

-~

fonctions analytiques réelles & valeurs complexes) engendré par

o 0 ~
F1 et F1 et leurs commutateurs de tout ordre. On a 17 =7,

ce qui entralne que Re(ﬁ?) = {Re(D)/D € 7 } est aussi une algdbre

de Lie.
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Ainsi d'aprés un théoréme de Nagano |jl ], il existe
une unique sous-variété analytique réelle de M notée Zl passant

par z_ telle que pour tout q assez voisin de z ona

T(Z,,0) = {Re(D)(q)/D € 77 }
et CT(Z,,q) = {D(q)/D € wq .

On déduit que dlqR Zl = d1mR{Re(D(zo))/D € 47} = dlmC{D(zo)/D € 71}.
Montrons que Z1 est en fait une sous-variété analytique complexe de

dimension 1, vérifiant O(zo,Zl) > m .

o
En effet, comme C(Fl’zo) = + ©, on a pour tout

il,...,ip € {0,1}, p3>0
(i) G
& P U [FLEL %) () = 0

ce qui implique que <EF?,§?J,8rO> = 0 sur Zl et par suite

Re(F?),Im(F?) € TN(zl).

D'autre part, on remarque que Reéy) n'est autre que le module
(sur 1'anneau des fonctions analytiques réelles 3 valeurs réelles)
engendré par Re(F?),Im(F?) et leurs crochets de Lie de tout ordre.
. o o] N o]
Maintenant comme Re(Fl),Im(Fl) e T (Zl) et M est pseudo-convexe
on a d'aprés ([6], proposition 2) Re(M7)C: TN(ZI).

Or TN(Z ,2)C {De Th(Mo,z )y/L _(D,z ) = 0},
1’0o o Mo o

h
et {DeT (Mo,zo)/L o(D,zo) = 0} est de dimension réelle égale a 2
M

puisque la forme de Lévi est exactement de rang n-2. Ainsi,
. s . o
dlqR(Re,wq) est déja au plus deux ; mais Re Fl(zo) et Im F?(zo)
sont indépendants car F?(zo) est un champ de vecteurs holomorphe
non nul. La variété analytique Z. est donc de dimension réelle égale

1

a deux dans un voisinage de z -
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Ainsi {D(q)/D € ﬂn } est nécessairement engendré& par F?,ﬁ?

lorsque q € Z, dans un voisinage de zé, ce qui implique que
cT(Zl) est intégrable ; en effet, on a CT(Z ) = EFL} 0 [EI]

oll [FLJ [FIJ sont les sous-espaces engendrés par F? et F? respec-—

tivement. Notons par T o e "o les projections de GT(ZI) sur les
b b

sous—espaces [F?J, [f?} respectivement et définissons sur ¢T(Zl)

1'application bilinéaire suivante :

T(X,Y) = ﬂl,oE”o,l X, Y] + “o,l['”l,o LI Y]

vérifions que T = O

(o] =0
,_Y=ocF + B F

. _ o =0
Soient X, Y € CT(ZI) ona X =oa,F + BF vF 1 vF1

X1 X1

T(X,Y) = [BX 128 ] + Tro’l[ocXFl,on Fl}

]

=0 =0 =0 =0 =0
T o (B (B = BF [ BIF) + By [FLF)])

£ m ((uF (o)) - ocF (o ))F +q ocYI_FI,FIJ)

Par suite, CT(ZI) est intégrable et Zl est une sous-variété

analytique complexe d'aprés le théoréme de New lander-Niremberg ;
de plus, Z, est de dimension complexe &gal & 1.

Il reste 3 vérifier que O(ZO’ZI) > m -

Soit (wl,...,wn) un systéme de coordonnées localees holo-
morphes d'origine 2z tel que Z, ={w/w, = ... = w =w_= 0}.
o 1 n-2 n

o - -
On a r (2) = 2Re(zn) + h(z,z) ol h(z,z) est un polyndme mixte

homogéne de poids m_ .

o _ ; -
C Z = i i = —
omme r°/Z, =0, il vient que 2Re(z_(w__)) h(wn—l’wn—l)
3% 2 o
"ol n S T _
d’od N (Zo) —a (z)) =0 pour tout o 30 ,
n-1 n-1
dz

o3}
=
[=]
n
'—l
[*]
=]
[\
N
~
N
1

= 0, en particulier
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On déduit qu'il existe i e {l,...,n-2,n} tel que 552 (zo) # 0.
i

dz
~ - n
En changeant le numérotage des coordonnées, on peut supposer o (zo) # 0,

ar suite (w,,...,w Z forme bien un systéme de coordonnées locales
P 120 *"n-1""n

holomorphes d'origine z_ tel que la sous-variété Z1 peut étre

définie par les équations Wy S el =W 5, =2 0 0.
"z,
Maintenant montrons par ré&currence que ——?;l—-(zo) = 0
Bwn_l
Mo
pour o < & , i <n-2 ; en effet, pour a =1, on a
o n-2 2 -
r (z) = 2Re(zn) + Z Xilzi| + hl(z,z) oii Kl,...,kn_z sont les
i=1

valeurs propres non nulles de la forme de Lévi a 1l'origine.

Ainsi Ki >0, pour 1i=1,...,n-2
B,+1_8B o, o
- 1 "-"2 - 1 =72
et hl(z,z) = Re(B . Z g 5 Zn) z 1%t i} ga . az 2.
17F27H, 17927
i<n-2
a2
comme m > 2 il vient que ———  — h (z ) =0
o = 170
ow_ ,ow
-1 -1
82 r° o
or ———————(z)=0 car r /Z, = 0.
- o 1
ow_ 0w
-1 "n-1
oz,
On dé&duit que (z ) = 0 pour tout 1i € n-2.
ow ©
n-1
3%,
Maintenant, on suppose que al (zo) =0 pour Q = 1,...,&0
8wn_1
a0+1
m a zy
et 1=1,...,n-2, ol a < = - 1 et montrons que S| (Zo) =0
o
ow
n-1
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s M1, 9
En effet, on a d'une part (aw )) (aﬁ

n-1 n-1

oL2 o
) “(r)(z) =0

pour tout dl , O, 3 0 puisque ro/Zl = 0.

2
3 1, %2
D'autre part (BW ) (BW ) (hl)(zo) = 0 pour
n-1 n-1
To
Op + 0y & = *+ o d'aprés 1'hypoth&se de récurrence et du fait que
m o o
. . | 2
a < 7; ~ 1 ; en particulier (aw8 ) (Bﬁa ) (hl)(zo) =0
n-1 n-1
pour ul + az < 2(ao+l).
o +1
3% 2.
On déduit que ——_E—I% (zo) =0 pour i =1,,..,n-2,
)
ow
n-1
a“ z,
Ainsi, on a 5 L(z)=0 pour i =1,...,n-2 et
Bwn_l °

mO
a = 1,..., —2—- l.

On conclut en remarquant que r(z) = ro(z) + £, avec
m +1
pd(f) > m . Par suite, on a nécessairement f/Z1 = O(lwn_ll ° )
m +1
ce qui entraine que r/Z1 = 0(lwn_1|)O ) c'est-3-dire que O(zo’zl) >m .

"
Ainsi le systéme (32) = (wl"°"wn—1’zn) est un systéme
de coordonnées locales holomorphes, d'origine z , pour lequel

la sous-variété Z1 vérifie O(zo,Zl) > O(ZO,V).

"
Ce systéme (S n'est pas nécessairement adaptés & r

9)

3 1'ordre m puisque la forme de Lévi associée n'est pas néces-

sairement diagonale 3 1l'origine.

2
On remarque que -—E—E—:— (zo) =0, Vi

ow ow.
n-1 "1

ly...,n-1
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o
dz. m
car L (zo) = 0 pour tout i £ n-2 et o < 7; .
8wn_1

2 n-2
.. . J . .
Ainsi la matrice ( i .. est de rang n-2, il existe
- 1’J=1
oW, oW,
1]
. L. n-2 e e
donc une matrice unitaire (a. .). . vérifiant
i,j71,3=1
Bzr -
a. J(——)(a. .) = (A, .8. . i,7 € n-2 avec &, . symbole
( lyJ)(aw Iw ) ( Jsl) 1,] 1’J) ’ & ’ 1,1 4
i 7]
de Kronecker et All""’xn—Z,n—Z sont les valeurs propres non nulles

de la forme de Lévi & l'origine.

n-2
On pose alors : Ei = .Z i,jwj s =1, ,n-2
j=1
Sa-1 = V-1
En T %n

Ainsi le systéme (SZ) = (gl,...,gn) est adapté 3 r &

1'ordre m ; en effet, ona r(§) = 2Re(£n) + F + 0(|€|m+1)

oti F(£,£) est un polyndme mixte s'annulant 3 1l'origine, et la

forme de Lévi est diagonale 3 l'origine.

De plus la sous-variété Zl peut &tre définie relativement

au systéme (S par les équations El = ... =§ =& = 0.

2)

. 1 . .
Mailntenant comme ¢ (M,zo)> m, 11 existe un champ de vecteur
F2 tel que c(Fz,zo) > O(zo,Zl) ;3 en suivant un raisonnement ana-

logue 3 celui utilisé@ ci-dessus pour obtenir la sous-variété Z, s

on déduit qu'il existe une sous-variété analytique complexe Z
q ytiq P 9

de dimension 1 vérifiant O(zO,ZZ) > O(zo,Zl).
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On construit ainsi une suite de sous-variétés analytiques

complexes de dimension | dont les ordres de contacts sont strictement

croissants, ce qui est absurde.

c.q.f.d.

Remarque : L'hypothése (n-2 ‘valeurs propres non nulles

i 1'origine) qui figure dans le théoréme 3 est essentielle.

1 3 .
En effet, considérons dans € le domaine ! pseudo—convexe

défini par

£ = ey + |2 = 2212 ¢ expl=(lz) 12+ 12yl% + [z

on a reg 01(0) =6
Mais 01(0) = + © car 1'ensemble analytique défini par zy = o,
2 3

z) =z, aun ordre de contact infini avec la frontiére de §i ;

par conséquent aucune estimation sous-elliptique n'est vérifige

a 1'origine pour les (0,1) formes différentielles d'aprés le

théoréme de David Catlin [5 ].

Cornollaine 1.- On suppose que le rang de la forme de Lévi est
n-2 en z - Alors une estimation sous=-elliptique pour les (0,1)

formes différentielles est vérifiée en z si et seulement si il existe

un entier k 3 1 tel que 1€ I;(zo).

Demonstrhation :

Supposons qu'une estimation sous-elliptique est vérifiée en z

pour les (0,1) formes différentielles, alors cl(M,zo) < + o d'aprés

LILLE

les théorémes 3 et 4 ; en particulier, le champ de vecteurs A est de type

fini, ce qui implique d'aprds le théoréme | 1l'existence d'un entier k > 1

1
tel que 1 € Ik(zo).

L'implication dans 1'autre sens est &vidente. @
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¢+ Il a été noté 3 1'aide d'un exemple cité au chapitre I que

. . 1 . . =
1'inégalité reg Ol(zo) <0 (zo) est stricte en gé&néral.

J. D'Angelo a montré dans [f] que si1 reg Ol(zo) € 4 alors

1 1
0 (Zo) = reg 0 (zo).

Ce résultat se généralise dans le cas oll la forme de L&vi est

de rang 3> n-2 par le corollaire suivant.

Conollaine 2.- On suppose que le rang de la forme de Lévi est

3> n-2 en z . Alors, on a Ol(zo) < 4+ © <=> reg Ol(zo) < + o,

Démons thation :

. . . 1 1 . .
L'implication O (zo) < + 0 ==> reg 0 (zo) < 4+ © est &vidente.

1 . .
Supposons que reg O (zo) < + o ., Alors une estimation sous-
elliptique est vérifiée en z pour les (0,1) formes différentielles
P . 1 ~ PR
d'aprés le théoréme 3 et par suite O (zo) < + o d'aprés le théoréme

de David Catlin Dﬂ. ]
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APPENDICE

INTEGRATION DES SYSTEMES DIFFERENTTELS ANALYTTQUES
AVEC SINGULARITES
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1. Introduction.

Soit D wun module (sur l'espace des fonctions analytiques réelles)

e n
de champ de vecteurs définis sur R .

En tout point y € R" 1'ensemble D(y) = {X(y) : X € D} est un

sous—espace de 1l'espace tangent 3 R"  au point y.
. s . - n .
Soit M une sous-variété analytique réelle de R ; on dit
que M est une sous-variété intégrale de D si :
(1.1.) TyM=D(y), Vyen
ol TyM désigne 1'espace tangent 3 M en vy.
Nagano a montré que si D est une algébre de Lie alors il existe
e s . P n
une sous—variété intégrale passant par un point donné p de R.

Ce résultat généralise dans le cas analytique réel le théoréme
classique de Frobenius qui suppose en plus que la dimension de D(y)

est constante ; la suite en propose une démonstration d'aprés M. Freeman [11}.
prop P

2. Théoreme d'intégration.

. . . . n W ..
Dans tout ce qui sult p est un point fixe de R . C désigne
1'anneau des germes au point p des fonctions analytiques réelles. On

prendra comme origine ce point p.

W™ est le C°-module des champs de vecteurs analytiques réels

. . . . n
dans un voisinage de l'origine de R .

. s sz . n . .
Soit M wune sous-variété analytique de R contenant l'origine,

on note par I, 1'idéal de C° des fonctions analytiques réelles s'annu-

lant sur l'intersection de M avec un voisinage de l'origine.
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On vérifie facilement que M DN si et seulement si IM(: IN.

Soit T un idéal dans C° ; on désigne par V(I) 1l'ensemble analy-

tique défini par {y € Rnlf(y) = 0, V£e 1},

On note par (fK+1""’fn) 1'idéal engendré par les fonctions

f£+1""’fn' Si ces fonctions sont indépendantes au point p (dans

le sens ou leur jacobien n'est pas nul au point p) alors elles défi-
nissent une sous-variété analytique réelle notée V(f£+1,...,fn) et

on a .

(2.1.) M= V(£ <==> I = (f £) .

K+1""’fn) M FJSEREREE M

La dimension de M est alors £.

On dit qu'un champ de vecteur X est tangent 3 M si

X(y) € TM, VyeM

On vérifie que cette définition est équivalente 3 X(fj) € Iy

pour j = £+1,...,n ; 1il en résulte que :

(2.2.) X oest tangent & M s4 et seulement 84 Iy contient X(I,)-

Comme C* est Noetherien, D est de type fini, en tant que

Cw-module.

W

Soient (X .,Xk) un systéme de générateurs de D sur C .

100"

Pour tout k-indice ao = (al,...,ak) ai 3> 0, on pose :

o
1
=X ... xkk , X°(f) = £.
Dans l'expression de X les Xj sont toujours considérés
de maniére ordonnée.Si M est une sous—-variété intégrale de D, (I.1.)
et (2.2.) entrainent que D(IM)(: IM ; on déduit que I est contenu

M

dans :
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(2.3.) ID = {ge Cw : Xa(g)(O) = 0 pour tout o}

I, estun idéal de C” et si D est une algébre de Lie,

le lemme 2.3. ci-dessous montrent que ID est indépendant du choix

du systéme de générateurs de D.

Theoreme de Nagano.- On suppose que D est une algebre de Lie.

Alons V(1) est L'unique germe de sous-varniéte intéghale de D passant

parn L'origine.

Demonsthation :

Pour montrer que V(ID) est une sous-variété, il suffit
qu'il existe un syst&me de fonctions indépendantes {f£+1 £ }
yeens
n
tel que ID = (f2+1""’fn) et si V(ID) est une sous-variété inté-

grale de D, on a nécessairement £ = dim D(0).

On va montrer dans un premier tempsqu'un tel systéme de fonctions

existe et, ensuite, que V(ID) est bien une sous-variété intégrale de D.

ol les bij sont des fonctions analytiques réelles et la matrice (bij)

est de rang = £ = dim.D(0), & 1l'origine.

En changeant le numé@rotage des indices, on peut supposer que la

£

i,5=1 est non singuliére & l'origine, et que
,j=

)

matrice (b..
1]

{Xl(o)"'°’X£(O)} forment une base de D(0).

De plus, on peut supposer que les générateurs Xl""’Xk de D

sont de la forme :
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9 g 3
X =5t L %5 o L=l
i j=f+1 i
n
(2-4-) Xi = E al. .£(—. 1 = ,e+1, ,k
j=l+l M Xy
avec aij(O) =0 pour i,j > 4£.
. -1 L . . L
En effet, soit (b..). ._ la matrice inverse de (b..). . ,
ij’1,j3=1 ij’i,j=1
£ -1
on pose y, = .Zl b.lj Xj is= 1,...7K
J
ce qui entraine que y. = N ? 2 i=1 £
i 9x, op j ox. e
1 j=t+1 |

ol les a.lj sont des fonctions analytiques réelles au voisinage de 1'ori-

gine ; maintenant, soit 1 > £

gy VIO
ona X, = b,, =— = b..(Y. - a, =— b, =—
L 0X . A
150y 3%y 4oy i s=f+1 IS Bxs o=fe] 18 Bxs
b4 n £ 3
- ; bl' Y, * (bis - z bl a s) 9x
j=1 1 s=fn j=1 3 s
ST A TR SN S
On pose Y, = (b, - ) b..a. ) =—~= a, v
i c=f+1 is 51 ij s Bxs c=f41 1S axs

Les champs de vecteurs Yl""’Yk forment bien un systéme de
générateurs de D ils sont de la forme annoncée en (2.4.) et comme

dim D(0) = £, on a nécessairement aij(O) =0 pour 1i,j > L.
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Vue l'expression (2.4.) des champs de vecteurs X.1 engendrant
le module D, il parait naturel de chercher les fonctions f£+1""’fn

sous la forme :
(2.5.) £.o=x - gi(xl,...,xz) i= 4£+1,...,n
ol chaque fonction g; est analytique réelle.

Soit g wune fonction analytique réelle dépendant uniquement

- - . o
des coordonnées x VX elle s'écrit sous la forme =)' ax
s ] a

o

12
oli le prime signifie que la sommation porte seulement sur les multi-

indices o tels que Opyp = +or =0y = 0.

D'aprés (2.4.), on a Xi(g) o , pour i £ £ et donc :

o
(2.6.) Xd(g)(O) = ? ) = a, a! si Opyp = =ov = o = 0.

R

Ainsi pour que la formule (2.5.) définisse des fonctions f.l

appartenant a Iy » il est nécessaire de poser :

2.7.) g; = 1' @)X o),
o

Lemme 2.2.- La série (2.7.) converge dans un voisinage de

1'origine.

Ce lemme sera démontré plus tard ; il s'agit de montrer que

ID = (f£+l""’fn) ol les fonctions f  sont associées par (2.5.)

aux fonctions g de (2.7.).

Vérifions d'abord que les fonctions f sont dans ID. On

s'appuie sur le lemme suivant qui sera démontré plus loin.
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Lemme 2.3.- Lorsque D est une algébre de Lie, alors pour tout

multi~-indices © et £ on a :

+
XdXB— x> B - polyndme en X de degré <|a+B|, a coefficients dans .

11 s'agit donc de vérifier par récurrence sur la longueur ]y’

du multi-indice 7Yy que :

(2.8.) xy(fj)(o) =0, pour j = £+1,...,n.

-~

On notera <y * j le multi-indice 7Y augmenté& de * 1 & la

.1éme
i~ = place.

Lorsque |y| =1, 1la relation (2.8.) est vérifiée d'apré&s (2.4.),

(2.5.) et (2.7.).

Soit maintenant m > 1 et supposons (2.8.) vérifiée pour tout

[v| < m.

Soit |y| =m, si vy, = ...=y =0 (2.8.) est vérifice
d'aprés (2.4.), (2.5.), (2.7.).

Sinon, on pose Y = R+i ou 1 >4£ et on applique le lemme 2.3.
ainsi X' = X.l XB + (polyndme de degré < m) et par suite (2.8.) est

vérifié d'aprés 1'hypothé&se de récurrence et le fait que Xi(f)(O) =0

. e . ]
pour tout f et i > {. Ainsi a-t-on (f£+1,.. ,fn)(: I

I1 reste 3 montrer 1'inclusion inverse, on va utiliser le théoréme

suivant :

Theoreme de division de Welnedlstrass.-

On désigne ki{x,,...,x.} XL'anneau des germes a L'origine
gne par kix, : g g

des fonctions analytiques réelles par happort aux variables X peen X,

Soit f € k{xl,...,xn}, on Auppose que g(xn) = £(0,...,0,x ) € k{xn}
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n'est pas Ldentiquement nulle.

Ona g(x) = xflh(xn) ol p >0 et h(0) # 0.

Alons, poun tout Y e k{xl,...,xn}, AL existe a e k{xl""’xn}

et LIFERR- dans k{x,,...,x_ .} Zzels que
P 1 n—1

= a.b+ g bv xPY
v=1 n

de plus a et b, sont uyuéquemen/f détenmines.

Soit f € I, en appliquant le théoréme ci-~dessus, il vient

-~

que f = aE+lf£+l T °U T est un polyndme en Xpil de degré
strictement inférieur & 1'ordre d'annulation 3 l'origine de la fonction

Xpo1 ” f£+1(0,...,0,x£+1,0,...,O) =Xp. -
On en déduit que rp,1 est indépendant de Xpo 1°

Or, f£+2 est aussi indépendant de Xp,q » DPar suite L

est divisible(au sens du théoréme ci-dessus) par f dans le sous—anneau

£+2

des fonctions analytiques réelles indépendantes de Xpr1

On obtient f = a£+1f£+1 + a£+2f£+2 + r£+2

ol Ty, est un polyn6me indépendant de Xpel » Xpyo -

Par itération, il vient que f = a£+1f£+1 LR J anfn + r
ol r ~me dépend que des variables XpseeesXp.
Comme f, f£+l""’fn appartiennent 3 ID alors on a de méme
or

r €I et donc d'aprés (2.6.) ——E-(O) = Xa(r )(0) = 0, pour tout
n D Bxa n

o érifi = .., = = 0.
vérifiant u£+1 o 0
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Par suite r. = 0.

Ainsi M = V(ID) = V(f£+l""’fn) est une sous-variété analytique réelle.
Montrons maintenant que :

(2.9.) D(I) C I

comme D est engendré par Xl”"’xk , 1l suffit de montrer que

Xj(f) € I, pour tout fe ID et j=1,...,k.

Soit o un multi-indice, on applique le lemme 2.3. avec R = e’

on a Xqu(f) = Xa+6(f) + (polyndme de degré < |o+B8|)(f), on déduit que

xo‘xj (£)(0) =0 car f eI,

Par suite, M est bien une sous-variété intégrale de D.
En effet, (2.2.) et (2.9) entrainent que tout champ de vecteurs de D

est tangent 4 M ; donc Dyc: Ty M pour tout y assez voisin de O

or dim D(y) > dim D(0) = £ = dim Ty M.

On déduit que Dy Ty M pour tout y assez voisin de O.

I1 reste & montrer 1'unicité.
Soit N une autre sous-variété intégrale de D passant par
1'origine, (1.1,) implique que DC TN.
' = . A
D autre part, IM ID 2 ITND IN ce qul entraine que MC N
or dim M = dim N = £, donc M = N.

Ce qui termine la démonstration du théoréme 2.1.

Démonstnation du Lemme 2.7.

I1 s'agit de montrer la convergence de la série

- 2'(&!)—1Xa(xi)(0)xa pour tout i = f+1,...,n.
a
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B

. o
Soient a, . = ) ax et X (Xi) =) u x  les développements

s] Y 8

en séries entiéres des fonctions analytiques a, . et Xa(x.).
i,j i

B,0

Posons t fxf et désignons par G(t) et Gu(t) des séries

majorantes de ces développements dans le sens que Z |a |!x|n et

M

E ‘UB a['x[n sont majorés par les termes généraux de G et de Ga H
n 3

8]=

on suppose que G > 1 dans un voisinage de l'origine.

Y

Fixons o = (al,...,ur), r < £ 3 pour tout entier j tel que

0 o

3 . a+j = o -
r< j<tf, ona : X (Xi) XjX (Xi) S X (Xi) +

) a, 52— Xa(xi) il vient que lXu+J(xi)| est majoré par
m=f+1 I° m
k

Jae 3o ay DT g Dalx™
|8[=n

n m=L£+1

.. o . . O3 .
Ainsi G é% Ga est une série majorante de X J(xi) ce qul
d

i nt déterminé rl ti . =G =—G_
entraine que les Gu so er s pa a relation Ga+3 G it G

du

T o obtient par

si 1'on désigne par A 1l'opérateur A(u) =G

itération Ga = Alul_lc.

D'autre part, a, f étant analytique, on peut prendre pour G
b

le développement en série géométrique de la fonction G(t) = M(1- %)—1

pour M et p convenablement choisis.

o] —2lal-
Ainsi G (8) = ——— (1.3.5. ... 2lal-3)) (1 - 2) 2]al-1)

|af-1
P
et par suite la série g; admet comme majorante

p.i'(a!)’1¢§|“|(1.3.5. ...(z|a|-3)).[x|‘“|
o

o . <
|x[ qui est le développement

cette série est majorée par p Z'(%?)ld{ lgl!

o

Vs
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P

1 - [:%?-(|x1|+...+|leﬂ

en série entiére de la fonction elle converge

donc pour |x| assez petit. #®

Démonstration du Lemme 2.3. : on raisonne par récurrence

si |o + B| = 2, on distingue deux cas :

. =0 ou B =20, le lemme est alors trivial ;

. k
a=e , B= el dans ce cas on a Xin - XjX' = ) al. X

car D est une algébre de Lie.

Soit m > 2 et supposons que le lemme est vérifié pour tout «o,B

tels que ]u + 6| < m.

On remarque que si |a| +q&m et P est un polynbme de degré < q,
alors XP et PX" sont des polyndmes de degré < |a| + q d'aprés la ragle

de Leibniz et l'hypoth&se de récurrence.

Maintenant on suppose que |a + B| =m+l, ofi B#0 (si B=0 le

lemme est trivial).

. casIBl =1, on prend B = e’ ; soit i1 le plus grand entier

r tel que o $#0

o o+] o+B

si 1< j, alors XOLXB =X Xj =X =X

si 1> j, Xan = Xu—lXiXj = XOL_IXjXi + xX*'P o P est un polyndme de
degré 1
comme la-i, = m-1 1'hypothése de récurrence entraine que
s i
g, = x¥7H . Q ol Q est un polynbme de degré < m-1 ;
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On déduit que Xan = XOL-I’LJX.1 + QX, + xtp

o+j

X + (polyndme de degré < m)

d'aprés l'hypothése de récurrence appliquée & QXi + Xa_lP, et le fait

que 1 > j.

« cas |B| > 1, dans ce cas, ona B =7vY + e ot j estle
plus grand entier r tel que B #0, et J|a+vy|=nm.

§

Ainsi a-t-on X°X' = x“xyxj = X“+ij + PX; ol P est un poly-

néme de degré < m—1 :

D'aprés le cas |B| =1 appliqué a XOHYXj et 1'hypothé&se de
récurrence appliquée 2 PXj , 11 vient que XuXB = XY Q = XOL+6 +Q

ot Q est un polyndme de degré < m. @

Remarque 1.- La condition (1.1.) peut &tre remplac&e par
(2.10.) ™ = D + O(M)

oli O(M) désigne l'ensemble de tous les champs de vecteurs qui s'annulent
g p

sur M et TM est le module des champs de vecteurs tangent & M.

En effef, il est clair que (2.10.) implique (1.1.) :
réciproquement si (l.1.) est vérifiée, ona DC TM ; soit X € TM

d'aprés (2.4.) il existe des fonctions Clsw=+sCp de c” telles que
£ n 5

Y=X- 2 c.X, s'écrit sous la forme Y = z a, =—— comme Y est
. 171 . i3

i=1 i=f+1

tangent 3 M, il vient que Y(fi)(y) = ai(y) = 0. Pour tout ye M,

donc Y € O(M).
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Remarque 2.- La condition "D est une algébre de Lie" n'est pas
nécessaire dans le théoréme 2.1. comme le montre 1'exemple suivant :
. s 3 o« o . .
On considére dans R™, (x%,y,z) un systéme de coordonnées locales d'origine

3 d
p ; on pose X = = et Y = 5; + xz “

Ona V= {z =0} est une sous-variété intégrale du module D

engendré par X et Y, mais D n'est pas une algébre de Lie car il ne

. 0
contlient pas [X,Y_:] = 2z 7z

o
Soit D un sous-module de TR , on désigne par D le plus
petit sous—module de TR" contenant tous les champs de vecteurs de D

et leurs crochets de Lie de tout ordre.

Conollairne 2.4.- Pourn qu'Al existe une sous-variité intégrale

de D passant par p 4L faut et AL suffit que
(2.11.) D) = D(P)
de plus La sous-varniete intégrale est unique.

Demonmsthation :

Soit M une sous-variété intégrale de D, ona DC TM par
o "
définition de D il vient que DC DC TM =D + O(M). Ce qui implique
(2.11.) ; et du m@éme coup, on a montré que M est une sous-variété

N
intégrale de D ; par suite, elle est unique d'aprés le théoréme (2.1.)

Réciproquement, supposons g(p) = D(p).

D'aprés le théoréme (2.1.) appliqué 2 B il existe une sous-
variété intégrale passant par p vérifiant Ty M= B(y)iD D(y) pour
tout y assez voisin de p. La relation (2.11.) entraine que

Tp M = D(p) ainsi a-t-on pour y assez voisin de p, dim D(y) > dim Ty M
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et par suite Ty M = D(y), ce qui termine la démonstration du corollaire.

Remarque 3 : dans 1l'exemple ci-dessus, D(, [_X,Y]J =0 = EY,[X,Y]]
donc B est engendré par X,Y,[X,Y]

"
et on a D(0) = D(0) = sous—-espace engendré par 5%-, é%

3. Existence de sous-varietes integrales complexes.

. . ® W, AW s .
Dans ce qui suit CC = C + 1 C désigne 1'anneau des germes

au point p des fonctions analytiques réelles & valeurs complexes.

eR” = TR™ + i TR" est le complexifié du fibré tangent & R".

Soit M une sous-variété analytique réelle, on note par IM
1'idéal des fonctions de CC s'annulant sur M et €TM=TM + 1 TM est
le fibré complexifié du fibré tangent & M.

I1 est clair que C€TM peut &tre défini par (2.2.) et qu'il

- - . w
osséde une structure d'algébre de Lie sur C .
P ] c

On définit de maniére naturelle sur CTR" 1la conjugaison

Z=X+iY+Z=X-1Y ol X,Y sont dans ®".

Par définition un sous-module D de ¢TR"” est réel si D =D

on pose Re D = DN TR", il est alors facile de vérifier que :

-~ D est réel si et seulement si D = Re D+ 1 Re D ;

~ D est une algébre de Lie si et seulement si Re D est une algébre de Lie.

"
Soit D 1le plus petit sous—-module de CTR™ contenant tous les
champs de vecteurs de D et leurs crochets de Lie de tout ordre.
0y
Si D est réel on vérifie facilement que D = Re D + i Re D 3
n

2
ce qui entraine que D est réel et on a Re D = Re D.

On dit qu'une sous-variété M est intégrale de D si

(3.1.) CTM = D + O(M)
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oi O(M) désigne le Cc-module de champ de vecteurs s'annulant sur M.
Comme €TM et O(M) sont réels, alors D est réel si (3.1.) est vé-
rifiée. On montre facilement que (3.1.) est vérifiée si et seulement si
™ = Re D + Re O(M) ; par suite M est une sous-variété intégrale
de D si et seulement si M est une sous—variété intégrale de Re D.

On déduit le théoréme suivant :

Théoneme 3.1.- Soit D un sous-module néel de €M™, on suppose
que D est une algebre de Lie alons AL existe une unique S0us-variete 4in-

téghale de D passant par p.

D'autre part, on sait que cre” = CTRzn peut &tre muni d'une
structure complexe standard induite par ", ¢ =T"® T ou T
désigne 1'algébre de Lie des champs de vecteurs holomorphes tangent a RZn

et T" désigne 1'algébre de Lie des champs de vecteurs anti-holomorphes

o zn
tangent 8 R .

Soit H un sous-module de €TC".
On dit que H et J-invariant si H est engendré par les sous-—

modules H' =HNT', H'=HNOT".

Une sous—variété M est complexe si et seulement si CTM est

J-invariant d'apré&s le théor&me de Newlander Niremberg.

Par suite d'aprés (3.1.), il vient

Cornollaine 3.1.- Une sous—variété intégrale de D est complexe

si D est J-invariant.
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RESHUME

L'existence d'estimations sous-elliptiques pour le probléme J de Neumann dans les do-
maines pseudo-convexes a été l'objet d'importants résultats obtenus 3 partir des travaux
de J.J. Kohn. Lorsque la frontiére est strictement pseudo-convexe ou analytique réelle,
on constate (cf. Chapitre I) que les problémes les plus importants sont ré&solus. Soit donc
Q2 un domaine de €™ faiblement pseudo-convexe & frontiére C%. Ce travail porte sur
1'existence de ces estimations sous-elliptiques en un point frontiére z de Q ot le
rang de la forme de Lévi est 3 n-2.

Le second chapitre a pour objet d'établir une condition suffisante de nature algé€brique
portant sur le type d'un champ de vecteurs canonique ; on en déduit une condition suffisante,
portant sur le développement taylorien de la fonction r définissant {2, qui peut se for-
muler ainsi : il existe un systéme de coordonnées locales d'origine z pour lequel :-

- r(2) = Re(z) + (F = Ty € 22 + o(]z[™))

o>0,R>0 af 2

- La forme de Lévi est diagonale en I

et  z de degré m

- F est un polyndme en I e

3 : 3%r
- ) GG ) 37— (2,) = 0 pour lo + 8] < m-2
n—1 n-1 Sl 2

I S =2 2

Ce résultat est A rapprocher de celui de J.J. Kohn dans (l4.b) ol aucune hypothése sur
le rang de la forme de Lévi n'est faite mais ol 1'on suppose qu'elle est diagonale loca-
lement. Dans un article récent (5), David Catlin a &tabli qu'a un point de sous-ellipti-
cité les ordres de contact avec 0f) des courbes analytiques complexes &taient bornés supé-
rieurement. Dans le chapitre III, sous 1'hypothése de rang > n—-2 pour la forme de Lévi,
nous établissons une conjecture de T. Bloom selon laquelle cette borne supérieure est &gale

au sup{cl(T,zo)} des champs de vecteurs T holomorphes non nulles en z et tangents a

30 ; ce qui démontre du méme coup la réciproque du théoréme de Catlin et donne ainsi une
caractérisation géométrique des points de sous-ellipticité. Ce résultat est spécifique du
rang n-2 comme le montre un exemple.

Ces deux chapitres sont précédés d'un chapitre introductif ol 1'on présente les résultats
les plus importants sur le sujet et les notions qui sont utilisés.

MOTS CLES : - PROBLEME DE NEUMANN POUR 3
- HYPERSURFACE PSEUDO-CONVEXE.
- CHAMP DE VECTEURS HOLOMORPHE TANGENT .






