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La notion de transformation de suites telle qu'elle est utilisée en
analyse numérique (et plus particuliérement en accélération de la convergence),

a déja été plusieurs fois formalisée ([1] [3] [5] [61).

Cependant ces formalisations ne sont que partielles et trés loin de
recouvrir tous les types de transformations effectivement utilisés. D'autre
part, la notion de transformation de suites telle qu'elle peut &8tre introduite
en théorie de la récursivité, autre des aspects techniques assez lourds (machine
de Turing, réels calculables) est trop éloignée des préoccupations des numéri-

ciens, et de la forme qu'ils donnent d leurs problémes.

.

Cette situation a pour inconvénient 1'impossibilité de formuler et de
démontrer des résultats qui paraissent pourtant naturels et 3 peu prés certains
concernant les limitations intrinséques de toutes les transformations de suites
utilisables en analyse numérique ; elle a aussi pour inconvénient 1l'inexistence
(ou le peu de développement) de méthodes permettant la classification des trans-

formations de suites.

De méme qu'en optimisation ol la théorie des algorithmes généraux [2] [4]
[7] (qui est une théorie algorithmique propre & 1'optimisation et indépendante
de toute théorie de la récursivité) a permis de formaliser et de synthétiser
la plupart des méthodes d'optimisation existantes, tout en fournissant une compré-
hension théorique améliorée des problémes, il semblait utile de développer une
théorie algorithmique des transformations de suites propre 3 1l'analyse numérique

et & l'accélération de la convergence. C'est 13 le but principal de notre thése.

La partie la plus importante de notre travail est donc une tentative
pour formuler, commencer 3 développer et tirer les premiéres applications d'une
théorie des transformations de suites aussi proche que possible des préoccupa-

tions des numériciens et qui permette 1'énoncé de résultats de limitation et



de classification. Sans prétendre avoir créé une théorie définitive des trans-
formations de suites de l'analyse numérique, nous pensons avoir introduit les
concepts et posé les bases d'un systéme cohérent de notions, et nous croyons

en avoir montré dans ces pages, l'utilité, autant pour la compréhension profonde
des méthodes anciennes que pour la conception de méthodes nouvelles.

Voici le plan que nous avons suivi :

Au chapitre 1, reprenant en les complétant et les unifiant les diverses forma-
lisations de la notion de transformation de suites, nous introduisons'plusieurs
définitlons qui font apparaitre un systéme de sous-classes de la classe de

toutes les transformations de suites (voir le schéma d'inclusion de la page 37).
Nous étudions ce systéme en nous attachant surtout 3 établir 1'intérét de

chacune des classes envisagées, relativement aux autres ; nous montrons en parti-
culier que, sauf dans des cas triviaux, la classe des transformations algorith-
miques est strictement incluse dans la classe de toutes les transformations,

ce qui signifie (et les résultats négatifs ultérieurs préciseront cette idée)
qu'avec des transformations algorithmiques les possibilités sont strictement

moindres qu'avec les transformations abstraites.

Le chapitre 2, & propos de problémes relativement simples concernant le traitement
des suites, illustre certaines des notions introduites au chapitre 1, et surtout
en montre l'utilité. Sans avoir 3 faire intervenir de notions de récursivité nous
établissons des résultats concernant la décidabilité de questions élémentaires

du traitement des suites en analyse numérique. Par exemple nous &tudions les
possibilités algorithmiques de déterminer la convergence d'une suite, d'en
compter les points d'accumulation, d'en trouver la période (quand on sait que

les suites 3 traiter sont asymptotiquement périodiques). Des résultats positifs

(constructions d'algorithmes) et négatifs (démonstrations d'impossibilité) sont

donnés.



Au chapitre 3 nous reprenons un des problémes que nous avions abordé dans notre
thése de 3e cycle, celui de 1l'extraction de sous-suites convergentes d'une

suite non convergente. Aux méthodes d'extraction simultanées que nous réexposons
bridvement au § 3 de ce chapitre, nous avons depuis lors ajouté diverses méthodes
d'extraction (peut-8tre plus naturelles) qui ne construisent qu'une seule sous-
suite 3 la fois, et que nous présentons aux §1 et 2. Les algorithmes décrits

sont envisagés en détail et nous énongons en particulier pour chacun d'eux des
conditions de convergence. Cette étude positive des problémes d'extraction est
complétée au § 4 par deux résultats négatifs qui marquent bien les limites

absolues des possibilités des algorithmes pour suites face 3 ce type de questions.

Le chapitre 4 aborde les problémes d'accélération de la convergence auxquels est
consacré tout le reste de notre thése. Comme nous l'avions déja remarqué avec

B. Germain-Bonne tous les problémes d'accélération de'la convergence peuvent

se formuler en termes de familles de suites, ce type de formulation permettant

de traiter plus en détail les questions qui se posent, que le seul point de vue
des descriptions de méthodes. Présenté donc, en térmes de familles de suites

nous exposons les définitions fondamentales de l'accélération, puis nous étudions
les divers systémes de familles de suites ainsi introduits. En particulier nous
envisageons le prébléme des familles accélérables maximales, et donnons des

conditions suffisantes pour qu'une famille de suites soit dans une classe donnée.

Le chapitre 5 est sans doute l'illustration la plus claire de l'utilité

des notions du éﬁaﬁitre 1. Il consiste en ’une étude, que nous avoﬁs
essayé de faire auséi fine que poésible, du systéme des familles accéléfabies,
abordé du point de vue des résultats négatifs. Avec B. Germain-Bonne,nous avons
mis au point il y a quelques années une technique de démonstration permettant
d'établir que certaines familles de suites ne sont pas accélérables. Cette
technique (de la rémanence) est ici reprise, détaillée puis appliquée a divers

types de suites fréquemment rencontrés en analyse numérique : suites monotones,



suites 3 convergence linéaire, suites d convergence logarithmique.

Le chapitre 6 visant des problémes plus directement pratiques que le précédent,
reprend du point de vue positif la question de 1l'accélération des suites a
convergence linéaire ou de '"type linéaire'. Aprés quelques pages consacrées

aux suites périodico-linéaires, nous proposons des algorithmes nouveaux permettant
d'accélérer ces suites (certains sont basés sur les méthodes de détermination de
la période exposées au chapitre 2). Nous terminons en montrant que de plusieurs
points de vue différents, le procédé A% d'Aitken peut &tre considéré comme la
‘meilleure transformation de suites pour l'accélération de la famille des suites

d convergence linéaire.

Le chapitre 7 conclut notre thése avec la présentation de méthodes concrétes
d'accélération. La multitude d'algorithmes d'accélération (et au chapitre 6

nous en avons introduit encore quelques-uns !) rend trés difficile le choix de
celui 3 appliquer face a un probléme précis, aussi avons-nous pensé que des
méthodes automatiques permettant la mise en compétition de plusieurs algorithmes
et le choix a chaque étape de calcul de celui semblant devoir &tre le meilleur,
pouvaient &tre intéressantes. Nous présentons un schéma général pour ces méthodes
automatiques de choix, étudions leurs propriétés et donnons quelques résultats

d'essais numériques.



(1]

[2]

[3]

(u]

£5]

(6]

(7]
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NoTATIONS GENERALES

N : ensemble des entiers positifs ou nuls ;

N =N - {0} ;

R corps des nombres réels ;

R ={xeR| x20} ;R =R - {0} ;

;T ={xe]R|x>0};

T : corps des nombres complexes ; L = € - {0}.

Lorsque A et B sont deux ensembles quelconques

f : A+ B : fonction de A vers B ;
dom f : domaine de définition de la fonction f
dom £ = {x € A | f(x) est défini}

Si dom f = A nous disons que f est une application.

Lorsque E est un ensemble quelconque

P(E) : ensemble des parties de E ;

g™ : ensemble des n-uplets (ou suites finies de longueur n) d'éléments de E ;
" = {(xl, Koy wees xn) | vied1, 2, ..., n}:xi e E} 3

EGN) ensemble de toutes les suites finies d'éléments de E, y compris la

suite vide notée @ ;
EGN) = U En 3
nelN

gN : ensemble des suites (infinies) d'éléments de E ;

Lorsque E est un espace métrique dont la distance est notée d

g% : ensemble des points d'accumulation de E ;
+%
E* = {x ¢ B | ¥eeR ,3yeE: 0<dx,y)<el}

Conv(E) : ensemble des suites convergentes de E ;



* e . - -
Conv (E) : ensemble des suites convergentes de E différentes de leur limite &
partir d'un certain rang :

limx_ =xet dn eN,¥n2n :x #x;
n o o n
bokad

+
avec X € E, r e R :
B(x, r) = {y ¢ E | d(x, y) <r} ;
avec A cE, BcE:

d(A, B) inf {d(x, y) [ x € A, y € B} ;

8(A, B) = sup {sup {d(x, B) | x ¢ A}, sup {d(A, y) | y € B}}.



CHAPITRE 1

LES DIVERS TYPES DE TRANSFCRMATIONS

ALGORITHMIQUES DE SUITES



INTRODUCTION

Les transformations de suites 8ervant en analyse numérique ne sont
pas toutes du méme type. Certaines, pour calculer le n® terme tn de la suite
transformée, utilisent toujours la méme formule d partir d'un nombre fini,
constant, de termes de la suite initiale (xn) (par exemple X o5 X 1> Xn)°
Certaines, pour calculer tn’ utilisent un nombre fini, constant, de termes
de la suite initiale mais changent de formule d chaque étape (la formule
dépendant de n). D'autres utilisent tout le "passé" X s Xys sees Koo d'autres
encore changent de formule selon la nature de la suite (les procédés de choix

automatique sont basés sur cette idée [3], [91, [10] chapitre 7).

Cependant,des plus particuliéres aux plus générales, toutes les trans-
formations de suites utilisées en analyse numérique respectent le
principe suivant : le n® terme de la suite transformée ne dépend que

d'un nombre fini de termes de la suite initiale.

La notion d'algorithme pour suites exprime cette idée générale et nous
appelons transformation algorithmique toute transformation de suites pour

4laquelle il existe un algorithme pour suites qui en effectue le calcul.

D'autres notions plus simples (mais aussi plus maniables) d'algorithmes
fournissent des classes particuliéres de transformations de suites
transformations k-normales ; transformations 3 k mémoires ;

transformations k-stationnaires etc ...

C'est 4 la définition et 3 1'étude générale de ces divers types d'algo-

rithmes et de transformations qu'est consacré ce chapitre. Pour des exemples de
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transformations destinées a l'accélération de la convergence voir [1] [2] [23],
pour des exemples de transformations destinées 3 1'extraction voir [5] [6] [7]

(81 [13].

Nous nous intéressons ici principalement 3@ deux problémes

- celui de la classification : quand est-ce que deux types différents
d'algorithmes engendrent la méme classe de transformations ? quelles sont
les relations d'inclusions entre classes de transformations ? (propositions 3,
4, 5, 8, 11)

- celui de 1'étude des familles de suites pouvant &tre domaine de
définition d'une transformation : caractérisation de ces familles, recherche
de conditions pour qu'une transformation soit définie partout (propositions 1,
2, 6, 7, 9, 10, 12, 13).

Un schéma d'inclusion résume les différents résultats.

Les problémes de noyau de régularité et plus généralement les problémes
spécifiques aux transformations de suites destinées a 1l'accélération de la

convergence ne sont pas abordés ici (se reporter 3 [4] [16] [17] 18] [23] chapitreH

Ce comporte beaucoup de définitions générales dont certaines
sont parfois un peu lourdes et peuvent sembler compliquées. Cependant il nous
a paru indispensable de disposer d'un jeu complet de notions a propos des
transformations de suites. D'une partscela nous permet de mieux comprendre et
de classer les transformations rencontrées dans les problémes d'extraction de
sous-suites convergentes, et d'accélération de la convergence ; d'autre part,
cela nous autorisera a formuler et 3 démontrer des résultats négatifs (non
existence d'algorithme pour tel ou tel type de problémes [5] [7] 8] [11] [12]
(137 [14] [15] [21]) dont 1'intérét, ne serait-ce qu'en accélération de la

convergence est maintenant évident ([19] [20] [221).
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Les définitions formulées ici, pour la plupart, l'ont déjd été (parfois
sous des formes légérement différentes) dans divers travaux antérieurs [1] [5]
(71 C11] C123 (14l [16] 173 21]. Par contre,la classification systématique
des transformations et les résultats concernant les domaines de définition

sont nouveaux.

NOTATIONS GENERALES

EN : ensemble des suites (infinies) d'éléments de l'ensemble E ;

)

E : ensemble des suites finies d'éléments de l'ensemble E :
EGN) = v En 5
neN

@ : l'ensemble vide, ou la suite vide ;
Per (E) : ensemble des suites périodiques d'éléments de E ;

(x. ) € Per (E) <=> | (%) € éN et
n n

*
§pe]N,Vne]N.xn+p-xnj

card E : cardinal de l'ensemble E
dom f : domaine de définition de la fonction f ;
Conv (E} : ensemble des suites convergentes de E. Si (xn) € Conv (E)
nous noterons x sa limfte, de méme si (yn) € Conv (E),y sera sa limite etc..

P(E) : ensemble des parties de E.

1 - TRANSFORMATIONS DE SUITES

Avant de parler de transformation algorithmique de suites, il nous faut

préciser ce que nous entendons par transformation de suites.
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Définitions et notations

Soient E et F deux ensembles.

Nous appellerons transformation de suites de ﬂN d valeurs dans QN toute

fonction T de 1l'espace de suites EN dans l'espace de suites EN.

Nous appellerons domaine de définition de T 1'ensemble des suites (xn) de EN

(%)

pour lesquelles T(xn) est défini' ’. Cet ensemble sera noté : dom T.

Nous dirons que T est défini sur S B lorsque : dom T > S§.

Nous noterons Trans (E, F) l'ensemble des transformations de suites de EN a

valeurs dans ﬂN.

Si T et T' sont deux transformations de suites, on dira que T est contenue

dans T' si :

dom T ¢ dom T' et

¥(x)edomT: T(x ) ="T"(x).
n n n

(m)

Si (xn) € dom T, T(xn) est une suite de QN que nous noterons (T

(x )
n’’m

Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité sur (xn), la suite T(Xn) sera notée

(n)

(T ). Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité sur (xn) et sur T la suite T(xn)

sera notée(t ).
n

1 i
(x5 sevs (xn), ... de dom T seront considérées simultanément (situation

Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité sur T et que plusieurs suites (xi),

qui se produira fréquemment dans les démonstrations de résultats négatifs) les

] o 1 i : 2 o
suites T(xn), T(x n), e T(Xn)’ ... seront respectivement notées (tn),
i

1
(e _Jo sawy CE Dy awms
n

n

(x) c'est-d-dire le domaine de définition de la fonction T : PP
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ExemEles

1°) Transformation identique : Tl-
E = F quelconque 3
¥(x)eB i T (x) = (x),

c'est-a-dire :

¥V (x ) € ﬂN, ¥nelN:t =x.
n n n

2°) Transformation A2 d'Aitken : T

2
E=F=20C: B
si x - 2x +x #£0:t = (x X - x2 )= - 2x + x ),
n+2 n+l n n n+2 "n n+l n+2 nt+l n
sinon : t =0

3°) Transformation pour 1l'extraction : T3

E = F espace métrique ; a € E
¥V (x ) e ﬂN, t = x, ol
n n i

i=zmax {j | n<3 <2n, d(xj, a) = min {d(xk, a) n <k < 2n}}.

4°) Transformation indicatrice des suites périodiques : Tu.

E quelconque, F = {0, 1}.

¥ (x ) € EN .
n
TL+ (xn) S 1y Ty svws ls ass ) ST (xn) est périodique,
Ty (xn) = (0, 0, ..., 0, ... ) si (xn) n'est pas périodique.

2 - ALGORITHMES POUR SUITES ET TRANSFORMATIONS ALGORITHMIQUES

z
Une transformation de suites n'est effectivement utilisable en analyse nume-
rique que si elle satisfait @ la condition suivante énoncée dans 1'introduction :

e . < P
(%) le n~ terme de la suite transformée ne dépend que
d'un nombre fini de termes de la suite initiale.
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Les notions de transformations normales [11] [12] [15] et de transfor-
mations stationnaires [16] [17] expriment cette idée mais certaines transfor-
mations de suites en analyse numérique ne sont ni normales, ni stationnaires
Aussi nous a-t-il semblé nécessaire de disposer d'une notion englobant toutes

les transformations de suites satisfaisant la condition ci-dessus.

Voici cette définition (introduite dans [5] et utilisée depuis dans

(7] (8] [11] [12] r13] [1u4] [15])

Définitions et notations

Nous appellerons algorithme pour suites de ﬂN a valeurs dans EN la donnée

™) , p) .

i) d'une fonction R : N x E

ii) d'une fonction C = (a, B) : N X EGN) x FGN) +N XN

Appliqué & la suite (xn) € QN,l'algorithme A = (R, C) fonctionne de la fagon

suivante :

Etape Q

. Calculer C(0, @, @) = (a(0), B(Q)) e N XN,

. Demander les points : Xa(o)’ xa(o)+1’ 8wy xB(o)’

2(0)® Fa(o)+1? *T02 XB(O)), @) = t, € F

(tO est le premier point de la suite transformée ou '"premiére réponse'),

. Calculer R(0, (x

Etape i

. Calculer C(i, (Xu(i-l)’ ), (to’ t

Xa(i-1)+1° "2 *g(i-1) 1°

= (a(i), B(i)) e N x N,

Demander les points : xa(i)’ Xa(i)+l’ Shakeiy XB(i)’

(1) La transformation T; par exemple.
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. Calculer R(i, (x

cey XB(i))’ (to, tys eees by ))

a(i)’? Xoz(i)+1’

(ti est le (i+1)-2me point de la suite transformée ou "(it+1)-&me réponse"),

L'ensemble des suites (Xn) € EN pour lesquelles ce calcul peut se
poursuivre indéfiniment (c'est-3-dire sans jamais sortir du domaine de défi-

nition des fonctions C et R) sera appelé domaine de définition de 1'algorithme

A = (R, C) et sera noté dom A.

L'ensemble des algorithmes pour suites de ﬂN d valeurs dans QN sera

noté : Alg (E, F).

Si (xn) e dom A,nous noterons A(xn) la suite obtenue par A a partir
: m
de (xn). Comme pour les transformations,nous noterons cette suite (A (xn))m

et parfois (A™) ou (t).

A tout algorithme A = (R, C) € Alg (E, F) on associe la transformation
TA € Trans (E, F) dont le domaine de définition est dom A et qui,d la suite (xn)

e dom(A), fait correspondre la suite (tn) e P calculée par A étape par étape.

Soit T € Trans (E, F), s'il existe A € Alg (E, F) tel que TA = T,nous

dirons que T est une transformation algorithmique.

L'ensemble des transformations algorithmiques de ﬂN d valeurs dans HN

sera noté : TAlg (Es EB)s

Par définition,on a évidemment : TAlg (E, F) c Trans (E, F).
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Remarque

Dans la définition,C détermine la "tranche" de la suite initiale qui va servir
a calculer tn’ R calcule quel est le n® point transformé.

On pourrait modifier la formulation de notre définition tout en obtenant finale-
ment le méme ensemble de transformations algorithmiques.

Par exemple,on pourrait donner une définition ol le calcul de (a(n), B(n)) et

de tn se ferait en utilisant comme données non pas une "tranche" de la suite
initialesmais une "partie" finie quelconque de cette suite. On pourrait a
1l'inverse pour simplifier la définition, admettre que le calcul de t, ne dépend
)son pourrait aussi ne pas

que de '"tranches commengantes" (xo, X cuis gy XK

12 o(n)

faire intervenir les réponses antérieures (car elles ont été calculées 3 partir

de points de la suite).

ExemEles

Reprenons les exemples du paragraphe précédent.

1°) Transformation identique : T

l .
T, est algorithmique ; en effet T, = TA1 ou A, = (R, C) est défini de la fagon
suivante :
¥ielN, ¥s ¢ EGN), ¥ s' ¢ EGN), ¥xe€ekE:

Cl(i, s, 8%) = (3, ids
R i ' = o
l(1, (x), s') = x

(Cl et Rl n'étant pas définis ailleurs, ou :étant définis arbitrairement)

2°) Transformation A2 d'Aitken : T

T2 est algorithmique’, en effet T, = A_ ol A (R2, C2) est défini de la

fagon suivante

aN)

¥ielN, ¥s ¢e€E , ¥s' € EGN)

3
,V(X,y,z)eE,

C2(i, s, s'") = (i, i+2),

Rg(i, (R s2),8") (zx - y2)/(z -2y +x)siz-2y+x=0,

=0 sinon.
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(C2 et RQ n'étant pas définis ailleurs ou étant définis arbitrairement)

3°) Transformation pour 1l'extraction : T

5 -
T, est algorithmique en effet T, = TA3 ol Ay = (R3’ CB) est défini de la fagon
suivante :

) ) 1

i it
¥ieN,¥seE" ", ¥s' eE" 7, ¥(y ,y, ... y;) ek
C3(i, s, s') = (i, 21),
Rs(i’ (yo! yl’ sy yi)’ S') = yz
oL =max {§ | 0 <3 <1, d(yj, a) = min {d(yk, a)

0 <k <i}},

(C3 et R3 n'étant pas définis ailleurs ou étant définis arbitrairement).

49) Transformation indicatrice des suites périodiques : T“.

11 résultera de la proposition 4 démontrée plus loin que dés que card E 2 2,

Tu n'est pas algorithmique.

Ce régultat peut d'ailleurs &tre amélioré de la fagon sulvante :

Si card E 2 2 11 n'existe pas de transformation algorithmique T telle que :
¥ (xn) ¢ Per (E), 1 ng eN, ¥n2 ng it = 1,

et ¥ (xn) ¢ Per (E), 4 Ny eN, ¥n 2 ng tn =0,

et dom T = éN.

Proposition |

Soit S c BN, S# ¢g. Sodt T # o

(3Te "Alg (E, F) : dom T = 8)

<=>

(V(x) € B i IV K e, 3 () €S 1 (xpunn,x)=(xS, 0,00 25 (x) € 8)
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Démonstration

(1) Soit T e ' Alg (E, F),montrons que S = dom T vérifie bien la propriété
voulue. Soit (xn) € gN telle que :
k
¥k eN, 3 (xn) e S: (xo, e xk) = (xo, cees xk).
On se donne A = (R, C) tel que TA = T.
Montrons par récurrence que tos +evs t 5 ... sont définis.

Soit C(0, #, @) = (a(0), B(0))

B(o) B8(0) B(o)
n

. ‘e . -
Puisqu'il existe (x ) € S telle que (Xo » s Xpioy’ T (xo, T xB(o))’

(0, (x ),8) € dom R, et donc toest défini.

alo)® "7 TB(o)

Supposons que to, tl, ey tp sont définis.

Posons Y(p) = max {B(0), ..., B(p)}.

. ‘s . Y(p) y(p) Y(p), _
Puisqu'il existe (xn ) € S telle que (xo s sees xY(p)) = (xo, cees XY(P))
(pt+1, (Xa(p)’ ceey xB(p))’ (to, cees tp)) € dom C,
donc (a(p+l), B(p+l)) est défini.
. . . (p+1 (p+1 (p+1)
Puisqu'il existe (XI P )) € S telle que (XZ p ), cens xz(g+l)) = (xo""’xy(p+1)
(p+1, (Xa(p+l)’ cees XB(p+l))’ (to, cees tp)) € dom R, donc tp+1 est défini.

La suite (tn) est donc définie ce qui signifie que (xn) e S.

ii) Soit S ¢ BN satisfaisant la propriété :
k - (LK Ky -

¥ (xn) € ﬂN : (¥ keN, 3 (Xn) e S (xo,...,xk) = (xo,...,xk)] => (xn) e S.
Soit f € F. Définissons A = (R, C) en posant :
¥keN, ¥ (xr) e S

C(k, (xo, cens Xk—l)’ (f? c..y £)) = (0, k),

k" fois
R(k, (xo, cees xk), (f, ..., £)) = £,
k' fois

R et C n'étant pas définis ailleurs.
On a :
dom C = {(k, s, s') e N x EGN) x FGN) | 3 (xn) € S

!

= (f, ..., £)},
kYfois

s = (xo""’xk—l)’ s
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dom R = {(k, s, s') e N x EGN) x FGN) | 3 (xn) e S
s = (xo, cees xk), s' = (£, ..., £)}.
k¥fois

Montrons que dom A = S.

I1 est clair que S c dom A.

Montrons que : dom A < S.

Soit (xn) ¢ S. Par hypothése :

1k eN, ¥ (yn) € S: (xo, e s xk) £ (yo, cees yk).

Donc : (k, (xo, . xk), (f, «o., £)) ¢ domR.

kYfois

Donc : (xn) ¢ dom A.

Remargues

1°)La propriété caractéristique des ensembles de suites qui sont domaines de
définition d'une transformation algorithmique énoncée 3 la proposition 1
peut aussi s'exprimer de la fagon suivante
S est un fermé de QN pour la topologie produit des E munis de la topo-

logie discréte.

2°)Si E =R, l'ensemble des suites convergentes (resp. l'ensemble des suites
convergentes d convergence linéaire, resp. l'ensemble des suites convergentes
d convergence logarithmique) ne posséde pas la propriété caractéristique des
familles de suites pouvant &tre domaine de définition d'une transformation
algorithmique. Ceci signifie que les transformations (par exemple destinées
d l'accélération ) qui fournissent des réponses pour les suites convergentes
en fourniront aussi pour d'autres suites non convergentes et que ceci est

irrémédiable (parfois cela est intéressant).
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Soit S ¢ HN, nous noterons S le sous-ensemble de EGN) constitué des débuts
de suites de S :

S = {(x, oo, x) | (x) eS8} c g @
o p n

Une conséquence immédiate de la proposition 1 est

Proposition 2

Soit T e 'Alg (E, F). Soit S = dom T.

(§ = EGN)) <=> (§ = EN)

Cette proposition est importante car elle va nous permettre de démontrer
que, sauf dans des cas triviaux, il existe toujours des transformations de
suites qui ne sont pas algorithmiques, (la condition (*) de la page 13 est

donc vraiment restrictive).

Proposition 3

TAlg (E, F) = Trans (E, F)
<=2

(card E < 2 oucard F < 1)

Démonstration

a) Supposons que card E = 0 ou card F = 0.
Trans (E, F) ne contient que la fonction de domaine vide qui est algorithmique

(on prend A = (R, C) avec dom (R) = dom (C) = @).

b) Supposons que card E = 1, E = {e}.

Soit T € Trans (E, F). Ou bien dom (T) = @ et alors nous venons de voir que

T est algorithmique, ou bien dom (T) contient la suite (e, e, ..., €, ...) qui
est la seule suite de ﬂN, on pose alors (tn) = T(e, €y, «v., €, ... ) et on

vérifie que T = TA ot A = (R, C) est défini par :
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¥ielN: Cli, (e, e, «.., €), (to, tl, s ti_l)) = (0, 1)
iVfois
R(i, (e, €5 «vvy €), (t_s tys coes t;_4)) = 8,
i+1¥fois

R et C n'étant définis nulle part ailleurs.

c) Supposons que : card F 2 1 et card E 2 2.
L'hypothése card E 2 2 implique

Per (E) # ﬂN
()

Per (E) = E
et donc aucune des transformations de suites ayant Per(E) comme domaine de

définition ne sera algorithmique (proposition 2).

Proposdtion 4

(¥ T e Trans (E, F),3 T' ¢ 'Alg (E, F) : T c T')
L=

(card E < 2 ou card F < 2)

Démonstration

a) Si card E < 2 ou si card F < 1, le résultat est une conséquence immédiate

de la proposition 3.

b) Si card F = 1, toute transformation T est contenue dans la transformation T'

de domaine QN définie par :

V(x) e B i T(x) = (£, £y vury £y on )
n n
(F = {f})
Or cette transformation est algorithmique car T' = TA, ol A = R, C) est défini
par :
) )

¥1ieN, ¥s ek , ¥s' eF
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C(i, s, s")

(0, i) et

1
H

R(i, s, s') =

c) Supposons que : card E 2 2 et card F 2 2.

e T, fl # f.,. Soit T la transformation suivante de domaine EN.

Soient fl, f 5

2

T(x ) (f., f ... ) si (x ) € Per (E)
n n

l, AR ] l’
£

l’

T(xn) = (f,, f ) si (xn) ¢ Per (E)

5y Ty wees Loy wnn

Si T est contenue dans une transformation algorithmique, alors T est elle-méme
algorithmique (car dom T = gN), il existe donc : A = (R, C) tel que : Ta = T.
Soit (a(Q), B(Q)) = C(o, @, @) eINQ. L'hypothése card > 2 permet de construire
deux suites (xg) et (xln) telles que :
(1) (x)) e Per (E),

(i1) (x}) ¢ Per (E),

(iii) xz = x; pour tout n € {a(0), a(0) + 1, ..., B(0)}.
De (i) et (ii),on déduit : T(O) (xﬁ) = fl’ T(o)(xi) = f2.
De (iii),on déduit : A° (xz) = Ao(xi), il est donc impossible que Ta = T.

d

Remargue

Les propositions 3 et 4 signifient les choses suivantes :

Dés que E et F ne sont pas trop petits, il existe des transformations de

suites qui ne sont pas algorithmiques (proposition 3), et méme des transfor-
mations de suites T telles qu'aucune transformation algorithmique éventuellement

définie sur un domaine plus grand ne corresponde d T sur dom T (proposition 4).

5 - ALGORITHMES K-NORMAUX ET TRANSFORMATIONS K-NORMALES

Dans les probleémes d'accélération de la convergence,il est essentiel
de considérer des transformations de suites n'utilisant pour le calcul de tn

que les points
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X 5 Xop eeey X o X ceey X
o’ 71° > “n’ "n+l’ > Tntk’

ol k est une constante fixée (en fait, par un changement dans les indices,

on peut mé€me se ramener au cas ou tn est calculé uniquement grdce a : X s Xysens

X )
n

2 s

Ceci nous conduit a définir ce que nous appelons des algorithmes
k-normaux. De la méme fagon que les algorithmes pour suites ont donné la notion
de transformation algorithmique, nous obtenons ici la notion de transformation

k-normale.

Toute transformation k-normale est une transformation algorithmique,
la réciproque n'étant vraie qu'exceptionnellement (proposition 5). Moins
évident : les familles de suites qui peuvent &tre domaines de définition d'une
transformation k-normale sont les mémes que celles qui peuvent &tre domaines

de définition d'une transformation algorithmique (proposition 6).

Définitions et notations

Soit k e N

Nous appellerons algorithme k-normal de ﬂN d valeurs dans HN la donnée d'une

ntk+1 -

suite de fonctions (fn) telle que : ¥ n ¢ N : fn : E F.

Appliquée a la suite (Xn) € ﬁm,l'algorithme k-normal A = (fn) fonctionne de

la fagon suivante :

[t = fo(xo, cee, xk)

+
I

1 fl(xo, ey Xl+k)

+
]

fn(xo, cees Xn+k)

Lorsque k = 0 au lieu d'algorithme k-normal, nous dirons algorithme normal.
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L'ensemble des suites (xn) € QN pour lesquelles ce calcul peut se
poursuivre indéfiniment, c'est-d-dire l'ensemble des suites (xn) telles que :

¥nel: (xo, X . xn+k) e dom fn’

10 e

sera appelé domaine de définition de 1'algorithme A = (fn) et sera noté : dom A.

L'ensemble des algorithmes k-normaux de EN a valeurs dans HN sera noté :

Normk (E, F).

A tout algorithme k-normal,A € Norm (E, F),on associe la transformation

k
T . P4 L . - . ~ -
A € Trans (E, F) dont le domaine de définition est dom A et qui @ toute suite,

(Xn) € dom A,fait correspondre la suite (tn) ¢ PN définie plus haut.

Soit T € Trans (E, F), s'il existe A € Normk(E, F) tel que T = TA nous

dirons que T est une transformation k-normale.

L'ensemble des transformations k-normales de gN 3 valeurs dans EN sera

noté : TNormk (E, B).

Par définition on a évidemment : TNormk (E, F) < Trans (E, F). (En fait,
si la définition de transformation algorithmique est bien aussi générale que
nous l'avons affirmé,on doit avoir : TNormk(E, F) c TAlg(E, F),ce que nous

montrons d& la proposition 5).

Exemples

Reprenons les exemples du § 1.

1°) Transformation identique : Tf

T1 est une transformation normale car Tl = TN1 ol Nl

(fn) est défini par :

¥nell,¥ (xo, cees xn) € E: fn(xo, SN xn) = X

29) Transformation Az d'Aitken : T2
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T, est une transformation 2-normale car T, = TN2 ou N, = (fn) est défini par :
fn(xo’ s voeo xn+2) - (Xn+2xn-xn+l)/(Xn+2—2xn+1+xn) si xn+2_2xn+l+xn 70
=0 sinon

Comme nous le disions au début du paragraphe,il est possible de normaliser la

transformation T, en posant

2

1 .
t. =x sin=0o0un=1,

n n

1 2 .

- - - - >

t (xnxn__2 xn_l)/(xn.2xn_l+xn_2) si x 2xn_l+xn_2 Z0etn 22,
tl =0 six -2x +x = 0etn 2= 2.

n n n-1 "n-2

X . 2 .z
Cette transformation T'2, que nous appellerons transformation A normalisée,

est normale (i.e. O-normale)

Dans toute la suite, il sera sous-entendu, lorsque nous définirons
une transformation par une formule du type

t = h (x s e Xn)’
que l'algorithme normal associé 3 cette transformation est donné par :

t = x sinc«<
n n p

[as
1]

N hn (xn_p, Xn—p+l’ ey xn) = fn (xo, caes xn) sinz2p,

39) et 4°)

T3 et Tu ne sont pas des transformations normales (ni méme k-normales, quel
que soit k).

Pour T3 on le montre d l'aide d'un raisonnement par 1l'absurde (pour tout
espace métrique dans lequel il existe b et c tels que : d (a, b) # d(a, c)).

Pour T4 cela résulte de la proposition 5 et du fait que Tu n'est pas algorithmique

(dés que card E > 2).
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Proposition 5

L) ¥k eN : TNormk (E, F) ¢ TNormk+l (E, F) < 'Alg (E, F) ,

T T
U ‘Norm (E, F) c 'Alg (E, F).
kel i

L) 18 y a Egalite &4 et seulement 84 :

card E € 2 ou card T < 2.

Démonstration

a) La premiére inclusion est évidente.

b) Pour montrer la deuxiéme,donnons-nous A = (fn) € Normk (E, F).
Définissons B = (R, C) ¢ Alg (E, F) en posant '

C(o, ¢, 8) = (0, k) et

¥ (xn) € dom A, ¥n e N :

C(n,(xo,...,xn+k_l),(fo(xo,...,xk),n,fn_l(xo,..,xn+k_l))) = (0, ntk)

R(n,(xo,. . ,Xn+k)’(fo(xos' L axk)"' ’fn_l(x ’

. ""xn+k—l))) = fn(xo,...,x

R et C n'étant définis nulle part ailleurs.

s e, T . .
On vérifie que 'B = 'A (en particulier : dom B = dom A)
c) La troisiéme inclusion résulte de la seconde.

d) Lorsque card E < 2 ou card F < 2,il est facile de voir que les inclusions

sont des égalités (dans le cas card F = 1l,on utilise la proposition 1)

e) Supposons que:card E 2 2 et card F 2 2.
La transformation "translation d'ordre k+1" :
T: (Xn) > (tn) ; tn = Xn+k+l

. . « T . .
appartient clairement & Novr (E, F) et un simple raisonnement par 1'absurde
PP et 1 P

T
montre qu'elle n'appartient pas a Normk (E, F).

n+k

y
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De la méme fagon, on voit que la transformation
T :(x)=>(t);t =x
n n n 2n

. N T . - .
n'appartient a aucun Normk(E, F), alors que bien siir, c'est une transformation

algorithmique.

Remarque
I1 y a égalité entre

1l'ensemble des transformations contenues dans une transformation aigorithmique
et

1l'ensemhle des transformations contenues dans une transformation k-normale,
si et seulement si
card E < 2 ou card F < 2,

- 1

(1'implication "<=" est évidente, pour "=>" on utilise les deux transformations

de la démonstration de la proposition 5).
Les familles de suites qui peuvent &tre des domaines de définition de
transformations k-normales peuvent (d'aprés la proposition 5) 1'@tre aussi de

transformations algorithmiques. Il est remarquable que 1'inverse soit vrai

Proposition 6

Soit S < BV, On a L'équivalence suivante :
(A Te TNormk (E, F) : dom T = S)

<z=>

(3T e "Alg (E, F) : dom T = 8)

Démonstration

=> . Proposition 5

<= . Soit S ¢ B tel qu'il existe T ¢ T Alg (E, F) vérifiant dom T = S.
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Le cas F = @ est évident, soit donc f ¢ F.
On définit N = (fn) ¢ Norm, (E, F) en posant
¥nelN, ¥ (xn) e S
f (xo, cees X

La proposition 1 donne que : dom N = dom T.

Les propositions 2 et 6 permettent alors d'énoncer :

Proposition 7

S0t T ¢ TNormk (E, F). Soit S = dom T. On a £'équivalence suivante :
(S = EGN)) <=> (8 = }}N)

4 - ALGORITHMES A K MEMOIRES ET TRANSFORMATIONS A K MEMOIRES

Parfois les calculs d effectuer 3 1l'étape n d'un algorithme pour

suites ne dépendent que du numéro de 1'étape et des termes X . s X

n-k+1*°""*"n
de la suite & transformer. Ce type d'algorithme étant particuliérement

important en accélération de la convergence,nous lui donnons un nom, et

1'étudions ici.

Bien siir, une transformation d& k mémoires est une transformation
normale (proposition 8), mais contrairement 3 ce qui s'est passé pour les
transformations k-normales, nous constatons que les familles de suites pouvant
8tre domaines de définition d'une transformation 4 k-mémoires sont moins
nombreuses que celles pouvant 1'@tre pour une transformation algorithmique.

(proposition 9).
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Définitions et notations

Soit k € N.

Nous appellerons algorithme 3 k mémoires de 2 3 valeurs dans QN la donnée

. d'une suite de fonctions (fn) avec

f En+l + Fsin<k,

n
fn : Ek + Fsinzk-1.

Appliqué 3 la suite (xn) € ﬂN,l'algorithme A k mémoires M = (fn) fonctionne

de la fagon suivante

t

f (x, x .., X ) sinc<k
n n o’ ? n) ?

l’

f (

tn n *n-k+1°

., X ) sin 2> k-1.
n ‘

Lorsque E = F, sauf indication contraire, on conviendra de prendre fo, fl,...,

fk—Q définis par :

¥n<k-1:f (%, ..oy X)) =x.
n O n n

L'ensemble des suites (xn) € EN pour lesquelles (tn) est définie, c'est-a-dire
1l'ensemble des suites (xn) telles que

¥nun<ki(x, x ., X ) € dom £ et
o n n

19

¥n 2 k-1 (x ., X ) e dom £ ,
n n

n-k+1°
sera appelé domains de définition de l'algorithme M = (fn)’ et sera noté dom M.

L'ensemble des algorithmes 3 k mémoires sera noté : Mémk(E, F).

A tout algorithme & k mémoires M ¢ Mémk (E, F)yon associe la transfor-
9 T . ” . . . i ~
mation M € Trans (E, F) dont le domaine de définition est dom M et qui,a

toute suite (xn) € dom M, fait correspondre la suite (tn) € EN définie plus haut.

Soit T ¢ Trans (E, F), s'il existe M ¢ Mémk (E, F) tel que ™ = T nous

dirons que T est une transformation 3 k mémoires.

Liensemble des transformations i k mémoires de EN a valeurs dans HN
Pl "E P
sera noté : Memk (E, F).

T
Par définition,on a évidemment : Mémk (E, F) ¢ Trans (E, F).
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Exelees

Reprenons les exemples des § 1, 2 et 3
Tl est une transformation & 1 mémoire ;
T'2 est une transformation & 3 mémoires.

Par contre,on &tablit queni Ty, ni Tg, ni Tu ne sont des transformations

d k mémoires et cela quel que soit k e N.

Proposition &

4) ¥k e N, ¥p e N :
TMém (E, F) ¢ 'Mém_ _(E, F) ¢ ‘Norm (E, F)
p ] p+1 9 m"}< ] b

u "Mém.(E, F) < TNormk (E, F).
jan )

) 18 y a tgakite 84 et seulement 84 :

card E < 2 ou card F < 1.

Démonstration

i) Evident.

ii) Si card E < 2 ou card F < 1l,alors bien sfir il y a des égalités ; pour
mbntrer la réciproque,supposons que card E 2 2 et card F 2 1 et soit f € F.
Considérons la transformation suivante :

T(xn) = (f, £, ..., f, ... ) si (xn) vérifie :

¥nelN:x = x.°
n 2n

T(xn) non défini sinon.

. T, Lo e
T est une transformation normale car T = A ou A = (fn) est définie par :

n+1
¥nelN, ¥ (Xo’ X1 . xn) e B

(¥ p:2p €£n => Xp = X2p) => [(xo, cees xn) ¢ dom fn et

Fx, ..., x) = fl
n o n
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Pour montrer que T n'est pas une transformation 3 k mémoires supposons
) 3

2 T
le contraire et donnons-nous M = (gn) € Memk(E, F) tel que M =T.

. s . ' .
Soit k' impair,k' 2 k. Soient es e, € E, ey £ e,.
Les suites (xn) et (yn) définies par :

x = e, s'il existe i ¢ N tel que n = 2t k',

n 1
X = e, sinon
n 2
Y, = e, pour tout n € N

sont dans dom T,donc dans dom M. Il en résulte que la suite (zn) définie par :

= e, 2 = e, pour tout n £ k'

2 1’ %

est aussi dans dom M. Mais (zn) ¢ dom T, donc ™ # 1.

Nous venons de montrer que lorsque card E 2 2 et card F 2 l,alors il
existait des transformations normales qui n'étaient pas des transformations k

stationnaires, quel que soit k.

Par un raisonnement analogue,on montre que la transformation définie par :

T(xn) =(f, f, vvep f cv.) Si¥nelN: X=X g

T(xn) non défini sinon,

est une transformation & k+1 mémoires mais pas une transformation & k mémoires.

O
Proposition 9
Soit k eN, S c 2. S{F Z ¢ on a £'equivalence sulvante :
(A Te TMémk (E, F) : dom T = S)
<=>
. i AR S § i _
(¥ (xn) € ﬁN(V ieN, 3 (xn)GS- (xi, xi+1""’xi+k-1)_(xifxi+1""’xi+k—1))
=> (xn) e S1.
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Démonstration

=P 2N
Soit M = (fn) € Memk(E, F) tel que dom M = S.

Soit (xn) € & telle que :

. i i i i -
¥Viel, 3 (Xn) e §: (Xi’ Xipqo ceoo xi+k-l) = (xi, Ripqs toos Xi+k—l)'
En prenant i = 0, on en déduit que

< k-1 :
¥n <k-1: (xo, Xy e xn) e dom fn.

l’
En prenant i € N, on en déduit que :

¥n=k-1:( .s X_) € dom f_.
n n

N
*n-k+1°

I1 en résulte que (xn) e S.

.<=.

Soit S ayant la propriété entre crochets. Soit f e F.
Définissons M = (fn) de la fagon suivante :

¥ (Xn) €S :¥m<k-1: fm (xo, cies xn) = f3

¥m=2k-1: f (

m xm-k+]_’ LI LY Xm) = f!

les f_ n'étant pas définies ailleurs.

Par construction, on a dom M > S ; l'hypothése faite sur S assure que dom M c S

g

Proposition 14

SOAt T € TMémk(E, F). Soit S = dom T. .
SLT # @,on a Les Equivalences sulvantes :

(¥ ieN: {(xi, ces
GN)]

_ ok
s %) | (k) e 8} = ET]

E

2.

<z=> [§
<=> [S§









































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































































