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La notion de transformation de suites telle qu'elle est utilisée en
analyse numérique (et plus particuliérement en accélération de la convergence),

a déja été plusieurs fois formalisée ([1] [3] [5] [61).

Cependant ces formalisations ne sont que partielles et trés loin de
recouvrir tous les types de transformations effectivement utilisés. D'autre
part, la notion de transformation de suites telle qu'elle peut &8tre introduite
en théorie de la récursivité, autre des aspects techniques assez lourds (machine
de Turing, réels calculables) est trop éloignée des préoccupations des numéri-

ciens, et de la forme qu'ils donnent d leurs problémes.

.

Cette situation a pour inconvénient 1'impossibilité de formuler et de
démontrer des résultats qui paraissent pourtant naturels et 3 peu prés certains
concernant les limitations intrinséques de toutes les transformations de suites
utilisables en analyse numérique ; elle a aussi pour inconvénient 1l'inexistence
(ou le peu de développement) de méthodes permettant la classification des trans-

formations de suites.

De méme qu'en optimisation ol la théorie des algorithmes généraux [2] [4]
[7] (qui est une théorie algorithmique propre & 1'optimisation et indépendante
de toute théorie de la récursivité) a permis de formaliser et de synthétiser
la plupart des méthodes d'optimisation existantes, tout en fournissant une compré-
hension théorique améliorée des problémes, il semblait utile de développer une
théorie algorithmique des transformations de suites propre 3 1l'analyse numérique

et & l'accélération de la convergence. C'est 13 le but principal de notre thése.

La partie la plus importante de notre travail est donc une tentative
pour formuler, commencer 3 développer et tirer les premiéres applications d'une
théorie des transformations de suites aussi proche que possible des préoccupa-

tions des numériciens et qui permette 1'énoncé de résultats de limitation et



de classification. Sans prétendre avoir créé une théorie définitive des trans-
formations de suites de l'analyse numérique, nous pensons avoir introduit les
concepts et posé les bases d'un systéme cohérent de notions, et nous croyons

en avoir montré dans ces pages, l'utilité, autant pour la compréhension profonde
des méthodes anciennes que pour la conception de méthodes nouvelles.

Voici le plan que nous avons suivi :

Au chapitre 1, reprenant en les complétant et les unifiant les diverses forma-
lisations de la notion de transformation de suites, nous introduisons'plusieurs
définitlons qui font apparaitre un systéme de sous-classes de la classe de

toutes les transformations de suites (voir le schéma d'inclusion de la page 37).
Nous étudions ce systéme en nous attachant surtout 3 établir 1'intérét de

chacune des classes envisagées, relativement aux autres ; nous montrons en parti-
culier que, sauf dans des cas triviaux, la classe des transformations algorith-
miques est strictement incluse dans la classe de toutes les transformations,

ce qui signifie (et les résultats négatifs ultérieurs préciseront cette idée)
qu'avec des transformations algorithmiques les possibilités sont strictement

moindres qu'avec les transformations abstraites.

Le chapitre 2, & propos de problémes relativement simples concernant le traitement
des suites, illustre certaines des notions introduites au chapitre 1, et surtout
en montre l'utilité. Sans avoir 3 faire intervenir de notions de récursivité nous
établissons des résultats concernant la décidabilité de questions élémentaires

du traitement des suites en analyse numérique. Par exemple nous &tudions les
possibilités algorithmiques de déterminer la convergence d'une suite, d'en
compter les points d'accumulation, d'en trouver la période (quand on sait que

les suites 3 traiter sont asymptotiquement périodiques). Des résultats positifs

(constructions d'algorithmes) et négatifs (démonstrations d'impossibilité) sont

donnés.



Au chapitre 3 nous reprenons un des problémes que nous avions abordé dans notre
thése de 3e cycle, celui de 1l'extraction de sous-suites convergentes d'une

suite non convergente. Aux méthodes d'extraction simultanées que nous réexposons
bridvement au § 3 de ce chapitre, nous avons depuis lors ajouté diverses méthodes
d'extraction (peut-8tre plus naturelles) qui ne construisent qu'une seule sous-
suite 3 la fois, et que nous présentons aux §1 et 2. Les algorithmes décrits

sont envisagés en détail et nous énongons en particulier pour chacun d'eux des
conditions de convergence. Cette étude positive des problémes d'extraction est
complétée au § 4 par deux résultats négatifs qui marquent bien les limites

absolues des possibilités des algorithmes pour suites face 3 ce type de questions.

Le chapitre 4 aborde les problémes d'accélération de la convergence auxquels est
consacré tout le reste de notre thése. Comme nous l'avions déja remarqué avec

B. Germain-Bonne tous les problémes d'accélération de'la convergence peuvent

se formuler en termes de familles de suites, ce type de formulation permettant

de traiter plus en détail les questions qui se posent, que le seul point de vue
des descriptions de méthodes. Présenté donc, en térmes de familles de suites

nous exposons les définitions fondamentales de l'accélération, puis nous étudions
les divers systémes de familles de suites ainsi introduits. En particulier nous
envisageons le prébléme des familles accélérables maximales, et donnons des

conditions suffisantes pour qu'une famille de suites soit dans une classe donnée.

Le chapitre 5 est sans doute l'illustration la plus claire de l'utilité

des notions du éﬁaﬁitre 1. Il consiste en ’une étude, que nous avoﬁs
essayé de faire auséi fine que poésible, du systéme des familles accéléfabies,
abordé du point de vue des résultats négatifs. Avec B. Germain-Bonne,nous avons
mis au point il y a quelques années une technique de démonstration permettant
d'établir que certaines familles de suites ne sont pas accélérables. Cette
technique (de la rémanence) est ici reprise, détaillée puis appliquée a divers

types de suites fréquemment rencontrés en analyse numérique : suites monotones,



suites 3 convergence linéaire, suites d convergence logarithmique.

Le chapitre 6 visant des problémes plus directement pratiques que le précédent,
reprend du point de vue positif la question de 1l'accélération des suites a
convergence linéaire ou de '"type linéaire'. Aprés quelques pages consacrées

aux suites périodico-linéaires, nous proposons des algorithmes nouveaux permettant
d'accélérer ces suites (certains sont basés sur les méthodes de détermination de
la période exposées au chapitre 2). Nous terminons en montrant que de plusieurs
points de vue différents, le procédé A% d'Aitken peut &tre considéré comme la
‘meilleure transformation de suites pour l'accélération de la famille des suites

d convergence linéaire.

Le chapitre 7 conclut notre thése avec la présentation de méthodes concrétes
d'accélération. La multitude d'algorithmes d'accélération (et au chapitre 6

nous en avons introduit encore quelques-uns !) rend trés difficile le choix de
celui 3 appliquer face a un probléme précis, aussi avons-nous pensé que des
méthodes automatiques permettant la mise en compétition de plusieurs algorithmes
et le choix a chaque étape de calcul de celui semblant devoir &tre le meilleur,
pouvaient &tre intéressantes. Nous présentons un schéma général pour ces méthodes
automatiques de choix, étudions leurs propriétés et donnons quelques résultats

d'essais numériques.



(1]

[2]

[3]

(u]

£5]

(6]

(7]
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NoTATIONS GENERALES

N : ensemble des entiers positifs ou nuls ;

N =N - {0} ;

R corps des nombres réels ;

R ={xeR| x20} ;R =R - {0} ;

;T ={xe]R|x>0};

T : corps des nombres complexes ; L = € - {0}.

Lorsque A et B sont deux ensembles quelconques

f : A+ B : fonction de A vers B ;
dom f : domaine de définition de la fonction f
dom £ = {x € A | f(x) est défini}

Si dom f = A nous disons que f est une application.

Lorsque E est un ensemble quelconque

P(E) : ensemble des parties de E ;

g™ : ensemble des n-uplets (ou suites finies de longueur n) d'éléments de E ;
" = {(xl, Koy wees xn) | vied1, 2, ..., n}:xi e E} 3

EGN) ensemble de toutes les suites finies d'éléments de E, y compris la

suite vide notée @ ;
EGN) = U En 3
nelN

gN : ensemble des suites (infinies) d'éléments de E ;

Lorsque E est un espace métrique dont la distance est notée d

g% : ensemble des points d'accumulation de E ;
+%
E* = {x ¢ B | ¥eeR ,3yeE: 0<dx,y)<el}

Conv(E) : ensemble des suites convergentes de E ;



* e . - -
Conv (E) : ensemble des suites convergentes de E différentes de leur limite &
partir d'un certain rang :

limx_ =xet dn eN,¥n2n :x #x;
n o o n
bokad

+
avec X € E, r e R :
B(x, r) = {y ¢ E | d(x, y) <r} ;
avec A cE, BcE:

d(A, B) inf {d(x, y) [ x € A, y € B} ;

8(A, B) = sup {sup {d(x, B) | x ¢ A}, sup {d(A, y) | y € B}}.



CHAPITRE 1

LES DIVERS TYPES DE TRANSFCRMATIONS

ALGORITHMIQUES DE SUITES



INTRODUCTION

Les transformations de suites 8ervant en analyse numérique ne sont
pas toutes du méme type. Certaines, pour calculer le n® terme tn de la suite
transformée, utilisent toujours la méme formule d partir d'un nombre fini,
constant, de termes de la suite initiale (xn) (par exemple X o5 X 1> Xn)°
Certaines, pour calculer tn’ utilisent un nombre fini, constant, de termes
de la suite initiale mais changent de formule d chaque étape (la formule
dépendant de n). D'autres utilisent tout le "passé" X s Xys sees Koo d'autres
encore changent de formule selon la nature de la suite (les procédés de choix

automatique sont basés sur cette idée [3], [91, [10] chapitre 7).

Cependant,des plus particuliéres aux plus générales, toutes les trans-
formations de suites utilisées en analyse numérique respectent le
principe suivant : le n® terme de la suite transformée ne dépend que

d'un nombre fini de termes de la suite initiale.

La notion d'algorithme pour suites exprime cette idée générale et nous
appelons transformation algorithmique toute transformation de suites pour

4laquelle il existe un algorithme pour suites qui en effectue le calcul.

D'autres notions plus simples (mais aussi plus maniables) d'algorithmes
fournissent des classes particuliéres de transformations de suites
transformations k-normales ; transformations 3 k mémoires ;

transformations k-stationnaires etc ...

C'est 4 la définition et 3 1'étude générale de ces divers types d'algo-

rithmes et de transformations qu'est consacré ce chapitre. Pour des exemples de
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transformations destinées a l'accélération de la convergence voir [1] [2] [23],
pour des exemples de transformations destinées 3 1'extraction voir [5] [6] [7]

(81 [13].

Nous nous intéressons ici principalement 3@ deux problémes

- celui de la classification : quand est-ce que deux types différents
d'algorithmes engendrent la méme classe de transformations ? quelles sont
les relations d'inclusions entre classes de transformations ? (propositions 3,
4, 5, 8, 11)

- celui de 1'étude des familles de suites pouvant &tre domaine de
définition d'une transformation : caractérisation de ces familles, recherche
de conditions pour qu'une transformation soit définie partout (propositions 1,
2, 6, 7, 9, 10, 12, 13).

Un schéma d'inclusion résume les différents résultats.

Les problémes de noyau de régularité et plus généralement les problémes
spécifiques aux transformations de suites destinées a 1l'accélération de la

convergence ne sont pas abordés ici (se reporter 3 [4] [16] [17] 18] [23] chapitreH

Ce comporte beaucoup de définitions générales dont certaines
sont parfois un peu lourdes et peuvent sembler compliquées. Cependant il nous
a paru indispensable de disposer d'un jeu complet de notions a propos des
transformations de suites. D'une partscela nous permet de mieux comprendre et
de classer les transformations rencontrées dans les problémes d'extraction de
sous-suites convergentes, et d'accélération de la convergence ; d'autre part,
cela nous autorisera a formuler et 3 démontrer des résultats négatifs (non
existence d'algorithme pour tel ou tel type de problémes [5] [7] 8] [11] [12]
(137 [14] [15] [21]) dont 1'intérét, ne serait-ce qu'en accélération de la

convergence est maintenant évident ([19] [20] [221).
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Les définitions formulées ici, pour la plupart, l'ont déjd été (parfois
sous des formes légérement différentes) dans divers travaux antérieurs [1] [5]
(71 C11] C123 (14l [16] 173 21]. Par contre,la classification systématique
des transformations et les résultats concernant les domaines de définition

sont nouveaux.

NOTATIONS GENERALES

EN : ensemble des suites (infinies) d'éléments de l'ensemble E ;

)

E : ensemble des suites finies d'éléments de l'ensemble E :
EGN) = v En 5
neN

@ : l'ensemble vide, ou la suite vide ;
Per (E) : ensemble des suites périodiques d'éléments de E ;

(x. ) € Per (E) <=> | (%) € éN et
n n

*
§pe]N,Vne]N.xn+p-xnj

card E : cardinal de l'ensemble E
dom f : domaine de définition de la fonction f ;
Conv (E} : ensemble des suites convergentes de E. Si (xn) € Conv (E)
nous noterons x sa limfte, de méme si (yn) € Conv (E),y sera sa limite etc..

P(E) : ensemble des parties de E.

1 - TRANSFORMATIONS DE SUITES

Avant de parler de transformation algorithmique de suites, il nous faut

préciser ce que nous entendons par transformation de suites.
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Définitions et notations

Soient E et F deux ensembles.

Nous appellerons transformation de suites de ﬂN d valeurs dans QN toute

fonction T de 1l'espace de suites EN dans l'espace de suites EN.

Nous appellerons domaine de définition de T 1'ensemble des suites (xn) de EN

(%)

pour lesquelles T(xn) est défini' ’. Cet ensemble sera noté : dom T.

Nous dirons que T est défini sur S B lorsque : dom T > S§.

Nous noterons Trans (E, F) l'ensemble des transformations de suites de EN a

valeurs dans ﬂN.

Si T et T' sont deux transformations de suites, on dira que T est contenue

dans T' si :

dom T ¢ dom T' et

¥(x)edomT: T(x ) ="T"(x).
n n n

(m)

Si (xn) € dom T, T(xn) est une suite de QN que nous noterons (T

(x )
n’’m

Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité sur (xn), la suite T(Xn) sera notée

(n)

(T ). Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité sur (xn) et sur T la suite T(xn)

sera notée(t ).
n

1 i
(x5 sevs (xn), ... de dom T seront considérées simultanément (situation

Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguité sur T et que plusieurs suites (xi),

qui se produira fréquemment dans les démonstrations de résultats négatifs) les

] o 1 i : 2 o
suites T(xn), T(x n), e T(Xn)’ ... seront respectivement notées (tn),
i

1
(e _Jo sawy CE Dy awms
n

n

(x) c'est-d-dire le domaine de définition de la fonction T : PP
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ExemEles

1°) Transformation identique : Tl-
E = F quelconque 3
¥(x)eB i T (x) = (x),

c'est-a-dire :

¥V (x ) € ﬂN, ¥nelN:t =x.
n n n

2°) Transformation A2 d'Aitken : T

2
E=F=20C: B
si x - 2x +x #£0:t = (x X - x2 )= - 2x + x ),
n+2 n+l n n n+2 "n n+l n+2 nt+l n
sinon : t =0

3°) Transformation pour 1l'extraction : T3

E = F espace métrique ; a € E
¥V (x ) e ﬂN, t = x, ol
n n i

i=zmax {j | n<3 <2n, d(xj, a) = min {d(xk, a) n <k < 2n}}.

4°) Transformation indicatrice des suites périodiques : Tu.

E quelconque, F = {0, 1}.

¥ (x ) € EN .
n
TL+ (xn) S 1y Ty svws ls ass ) ST (xn) est périodique,
Ty (xn) = (0, 0, ..., 0, ... ) si (xn) n'est pas périodique.

2 - ALGORITHMES POUR SUITES ET TRANSFORMATIONS ALGORITHMIQUES

z
Une transformation de suites n'est effectivement utilisable en analyse nume-
rique que si elle satisfait @ la condition suivante énoncée dans 1'introduction :

e . < P
(%) le n~ terme de la suite transformée ne dépend que
d'un nombre fini de termes de la suite initiale.
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Les notions de transformations normales [11] [12] [15] et de transfor-
mations stationnaires [16] [17] expriment cette idée mais certaines transfor-
mations de suites en analyse numérique ne sont ni normales, ni stationnaires
Aussi nous a-t-il semblé nécessaire de disposer d'une notion englobant toutes

les transformations de suites satisfaisant la condition ci-dessus.

Voici cette définition (introduite dans [5] et utilisée depuis dans

(7] (8] [11] [12] r13] [1u4] [15])

Définitions et notations

Nous appellerons algorithme pour suites de ﬂN a valeurs dans EN la donnée

™) , p) .

i) d'une fonction R : N x E

ii) d'une fonction C = (a, B) : N X EGN) x FGN) +N XN

Appliqué & la suite (xn) € QN,l'algorithme A = (R, C) fonctionne de la fagon

suivante :

Etape Q

. Calculer C(0, @, @) = (a(0), B(Q)) e N XN,

. Demander les points : Xa(o)’ xa(o)+1’ 8wy xB(o)’

2(0)® Fa(o)+1? *T02 XB(O)), @) = t, € F

(tO est le premier point de la suite transformée ou '"premiére réponse'),

. Calculer R(0, (x

Etape i

. Calculer C(i, (Xu(i-l)’ ), (to’ t

Xa(i-1)+1° "2 *g(i-1) 1°

= (a(i), B(i)) e N x N,

Demander les points : xa(i)’ Xa(i)+l’ Shakeiy XB(i)’

(1) La transformation T; par exemple.



15

. Calculer R(i, (x

cey XB(i))’ (to, tys eees by ))

a(i)’? Xoz(i)+1’

(ti est le (i+1)-2me point de la suite transformée ou "(it+1)-&me réponse"),

L'ensemble des suites (Xn) € EN pour lesquelles ce calcul peut se
poursuivre indéfiniment (c'est-3-dire sans jamais sortir du domaine de défi-

nition des fonctions C et R) sera appelé domaine de définition de 1'algorithme

A = (R, C) et sera noté dom A.

L'ensemble des algorithmes pour suites de ﬂN d valeurs dans QN sera

noté : Alg (E, F).

Si (xn) e dom A,nous noterons A(xn) la suite obtenue par A a partir
: m
de (xn). Comme pour les transformations,nous noterons cette suite (A (xn))m

et parfois (A™) ou (t).

A tout algorithme A = (R, C) € Alg (E, F) on associe la transformation
TA € Trans (E, F) dont le domaine de définition est dom A et qui,d la suite (xn)

e dom(A), fait correspondre la suite (tn) e P calculée par A étape par étape.

Soit T € Trans (E, F), s'il existe A € Alg (E, F) tel que TA = T,nous

dirons que T est une transformation algorithmique.

L'ensemble des transformations algorithmiques de ﬂN d valeurs dans HN

sera noté : TAlg (Es EB)s

Par définition,on a évidemment : TAlg (E, F) c Trans (E, F).
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Remarque

Dans la définition,C détermine la "tranche" de la suite initiale qui va servir
a calculer tn’ R calcule quel est le n® point transformé.

On pourrait modifier la formulation de notre définition tout en obtenant finale-
ment le méme ensemble de transformations algorithmiques.

Par exemple,on pourrait donner une définition ol le calcul de (a(n), B(n)) et

de tn se ferait en utilisant comme données non pas une "tranche" de la suite
initialesmais une "partie" finie quelconque de cette suite. On pourrait a
1l'inverse pour simplifier la définition, admettre que le calcul de t, ne dépend
)son pourrait aussi ne pas

que de '"tranches commengantes" (xo, X cuis gy XK

12 o(n)

faire intervenir les réponses antérieures (car elles ont été calculées 3 partir

de points de la suite).

ExemEles

Reprenons les exemples du paragraphe précédent.

1°) Transformation identique : T

l .
T, est algorithmique ; en effet T, = TA1 ou A, = (R, C) est défini de la fagon
suivante :
¥ielN, ¥s ¢ EGN), ¥ s' ¢ EGN), ¥xe€ekE:

Cl(i, s, 8%) = (3, ids
R i ' = o
l(1, (x), s') = x

(Cl et Rl n'étant pas définis ailleurs, ou :étant définis arbitrairement)

2°) Transformation A2 d'Aitken : T

T2 est algorithmique’, en effet T, = A_ ol A (R2, C2) est défini de la

fagon suivante

aN)

¥ielN, ¥s ¢e€E , ¥s' € EGN)

3
,V(X,y,z)eE,

C2(i, s, s'") = (i, i+2),

Rg(i, (R s2),8") (zx - y2)/(z -2y +x)siz-2y+x=0,

=0 sinon.
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(C2 et RQ n'étant pas définis ailleurs ou étant définis arbitrairement)

3°) Transformation pour 1l'extraction : T

5 -
T, est algorithmique en effet T, = TA3 ol Ay = (R3’ CB) est défini de la fagon
suivante :

) ) 1

i it
¥ieN,¥seE" ", ¥s' eE" 7, ¥(y ,y, ... y;) ek
C3(i, s, s') = (i, 21),
Rs(i’ (yo! yl’ sy yi)’ S') = yz
oL =max {§ | 0 <3 <1, d(yj, a) = min {d(yk, a)

0 <k <i}},

(C3 et R3 n'étant pas définis ailleurs ou étant définis arbitrairement).

49) Transformation indicatrice des suites périodiques : T“.

11 résultera de la proposition 4 démontrée plus loin que dés que card E 2 2,

Tu n'est pas algorithmique.

Ce régultat peut d'ailleurs &tre amélioré de la fagon sulvante :

Si card E 2 2 11 n'existe pas de transformation algorithmique T telle que :
¥ (xn) ¢ Per (E), 1 ng eN, ¥n2 ng it = 1,

et ¥ (xn) ¢ Per (E), 4 Ny eN, ¥n 2 ng tn =0,

et dom T = éN.

Proposition |

Soit S c BN, S# ¢g. Sodt T # o

(3Te "Alg (E, F) : dom T = 8)

<=>

(V(x) € B i IV K e, 3 () €S 1 (xpunn,x)=(xS, 0,00 25 (x) € 8)
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Démonstration

(1) Soit T e ' Alg (E, F),montrons que S = dom T vérifie bien la propriété
voulue. Soit (xn) € gN telle que :
k
¥k eN, 3 (xn) e S: (xo, e xk) = (xo, cees xk).
On se donne A = (R, C) tel que TA = T.
Montrons par récurrence que tos +evs t 5 ... sont définis.

Soit C(0, #, @) = (a(0), B(0))

B(o) B8(0) B(o)
n

. ‘e . -
Puisqu'il existe (x ) € S telle que (Xo » s Xpioy’ T (xo, T xB(o))’

(0, (x ),8) € dom R, et donc toest défini.

alo)® "7 TB(o)

Supposons que to, tl, ey tp sont définis.

Posons Y(p) = max {B(0), ..., B(p)}.

. ‘s . Y(p) y(p) Y(p), _
Puisqu'il existe (xn ) € S telle que (xo s sees xY(p)) = (xo, cees XY(P))
(pt+1, (Xa(p)’ ceey xB(p))’ (to, cees tp)) € dom C,
donc (a(p+l), B(p+l)) est défini.
. . . (p+1 (p+1 (p+1)
Puisqu'il existe (XI P )) € S telle que (XZ p ), cens xz(g+l)) = (xo""’xy(p+1)
(p+1, (Xa(p+l)’ cees XB(p+l))’ (to, cees tp)) € dom R, donc tp+1 est défini.

La suite (tn) est donc définie ce qui signifie que (xn) e S.

ii) Soit S ¢ BN satisfaisant la propriété :
k - (LK Ky -

¥ (xn) € ﬂN : (¥ keN, 3 (Xn) e S (xo,...,xk) = (xo,...,xk)] => (xn) e S.
Soit f € F. Définissons A = (R, C) en posant :
¥keN, ¥ (xr) e S

C(k, (xo, cens Xk—l)’ (f? c..y £)) = (0, k),

k" fois
R(k, (xo, cees xk), (f, ..., £)) = £,
k' fois

R et C n'étant pas définis ailleurs.
On a :
dom C = {(k, s, s') e N x EGN) x FGN) | 3 (xn) € S

!

= (f, ..., £)},
kYfois

s = (xo""’xk—l)’ s
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dom R = {(k, s, s') e N x EGN) x FGN) | 3 (xn) e S
s = (xo, cees xk), s' = (£, ..., £)}.
k¥fois

Montrons que dom A = S.

I1 est clair que S c dom A.

Montrons que : dom A < S.

Soit (xn) ¢ S. Par hypothése :

1k eN, ¥ (yn) € S: (xo, e s xk) £ (yo, cees yk).

Donc : (k, (xo, . xk), (f, «o., £)) ¢ domR.

kYfois

Donc : (xn) ¢ dom A.

Remargues

1°)La propriété caractéristique des ensembles de suites qui sont domaines de
définition d'une transformation algorithmique énoncée 3 la proposition 1
peut aussi s'exprimer de la fagon suivante
S est un fermé de QN pour la topologie produit des E munis de la topo-

logie discréte.

2°)Si E =R, l'ensemble des suites convergentes (resp. l'ensemble des suites
convergentes d convergence linéaire, resp. l'ensemble des suites convergentes
d convergence logarithmique) ne posséde pas la propriété caractéristique des
familles de suites pouvant &tre domaine de définition d'une transformation
algorithmique. Ceci signifie que les transformations (par exemple destinées
d l'accélération ) qui fournissent des réponses pour les suites convergentes
en fourniront aussi pour d'autres suites non convergentes et que ceci est

irrémédiable (parfois cela est intéressant).
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Soit S ¢ HN, nous noterons S le sous-ensemble de EGN) constitué des débuts
de suites de S :

S = {(x, oo, x) | (x) eS8} c g @
o p n

Une conséquence immédiate de la proposition 1 est

Proposition 2

Soit T e 'Alg (E, F). Soit S = dom T.

(§ = EGN)) <=> (§ = EN)

Cette proposition est importante car elle va nous permettre de démontrer
que, sauf dans des cas triviaux, il existe toujours des transformations de
suites qui ne sont pas algorithmiques, (la condition (*) de la page 13 est

donc vraiment restrictive).

Proposition 3

TAlg (E, F) = Trans (E, F)
<=2

(card E < 2 oucard F < 1)

Démonstration

a) Supposons que card E = 0 ou card F = 0.
Trans (E, F) ne contient que la fonction de domaine vide qui est algorithmique

(on prend A = (R, C) avec dom (R) = dom (C) = @).

b) Supposons que card E = 1, E = {e}.

Soit T € Trans (E, F). Ou bien dom (T) = @ et alors nous venons de voir que

T est algorithmique, ou bien dom (T) contient la suite (e, e, ..., €, ...) qui
est la seule suite de ﬂN, on pose alors (tn) = T(e, €y, «v., €, ... ) et on

vérifie que T = TA ot A = (R, C) est défini par :
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¥ielN: Cli, (e, e, «.., €), (to, tl, s ti_l)) = (0, 1)
iVfois
R(i, (e, €5 «vvy €), (t_s tys coes t;_4)) = 8,
i+1¥fois

R et C n'étant définis nulle part ailleurs.

c) Supposons que : card F 2 1 et card E 2 2.
L'hypothése card E 2 2 implique

Per (E) # ﬂN
()

Per (E) = E
et donc aucune des transformations de suites ayant Per(E) comme domaine de

définition ne sera algorithmique (proposition 2).

Proposdtion 4

(¥ T e Trans (E, F),3 T' ¢ 'Alg (E, F) : T c T')
L=

(card E < 2 ou card F < 2)

Démonstration

a) Si card E < 2 ou si card F < 1, le résultat est une conséquence immédiate

de la proposition 3.

b) Si card F = 1, toute transformation T est contenue dans la transformation T'

de domaine QN définie par :

V(x) e B i T(x) = (£, £y vury £y on )
n n
(F = {f})
Or cette transformation est algorithmique car T' = TA, ol A = R, C) est défini
par :
) )

¥1ieN, ¥s ek , ¥s' eF
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C(i, s, s")

(0, i) et

1
H

R(i, s, s') =

c) Supposons que : card E 2 2 et card F 2 2.

e T, fl # f.,. Soit T la transformation suivante de domaine EN.

Soient fl, f 5

2

T(x ) (f., f ... ) si (x ) € Per (E)
n n

l, AR ] l’
£

l’

T(xn) = (f,, f ) si (xn) ¢ Per (E)

5y Ty wees Loy wnn

Si T est contenue dans une transformation algorithmique, alors T est elle-méme
algorithmique (car dom T = gN), il existe donc : A = (R, C) tel que : Ta = T.
Soit (a(Q), B(Q)) = C(o, @, @) eINQ. L'hypothése card > 2 permet de construire
deux suites (xg) et (xln) telles que :
(1) (x)) e Per (E),

(i1) (x}) ¢ Per (E),

(iii) xz = x; pour tout n € {a(0), a(0) + 1, ..., B(0)}.
De (i) et (ii),on déduit : T(O) (xﬁ) = fl’ T(o)(xi) = f2.
De (iii),on déduit : A° (xz) = Ao(xi), il est donc impossible que Ta = T.

d

Remargue

Les propositions 3 et 4 signifient les choses suivantes :

Dés que E et F ne sont pas trop petits, il existe des transformations de

suites qui ne sont pas algorithmiques (proposition 3), et méme des transfor-
mations de suites T telles qu'aucune transformation algorithmique éventuellement

définie sur un domaine plus grand ne corresponde d T sur dom T (proposition 4).

5 - ALGORITHMES K-NORMAUX ET TRANSFORMATIONS K-NORMALES

Dans les probleémes d'accélération de la convergence,il est essentiel
de considérer des transformations de suites n'utilisant pour le calcul de tn

que les points
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X 5 Xop eeey X o X ceey X
o’ 71° > “n’ "n+l’ > Tntk’

ol k est une constante fixée (en fait, par un changement dans les indices,

on peut mé€me se ramener au cas ou tn est calculé uniquement grdce a : X s Xysens

X )
n

2 s

Ceci nous conduit a définir ce que nous appelons des algorithmes
k-normaux. De la méme fagon que les algorithmes pour suites ont donné la notion
de transformation algorithmique, nous obtenons ici la notion de transformation

k-normale.

Toute transformation k-normale est une transformation algorithmique,
la réciproque n'étant vraie qu'exceptionnellement (proposition 5). Moins
évident : les familles de suites qui peuvent &tre domaines de définition d'une
transformation k-normale sont les mémes que celles qui peuvent &tre domaines

de définition d'une transformation algorithmique (proposition 6).

Définitions et notations

Soit k e N

Nous appellerons algorithme k-normal de ﬂN d valeurs dans HN la donnée d'une

ntk+1 -

suite de fonctions (fn) telle que : ¥ n ¢ N : fn : E F.

Appliquée a la suite (Xn) € ﬁm,l'algorithme k-normal A = (fn) fonctionne de

la fagon suivante :

[t = fo(xo, cee, xk)

+
I

1 fl(xo, ey Xl+k)

+
]

fn(xo, cees Xn+k)

Lorsque k = 0 au lieu d'algorithme k-normal, nous dirons algorithme normal.
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L'ensemble des suites (xn) € QN pour lesquelles ce calcul peut se
poursuivre indéfiniment, c'est-d-dire l'ensemble des suites (xn) telles que :

¥nel: (xo, X . xn+k) e dom fn’

10 e

sera appelé domaine de définition de 1'algorithme A = (fn) et sera noté : dom A.

L'ensemble des algorithmes k-normaux de EN a valeurs dans HN sera noté :

Normk (E, F).

A tout algorithme k-normal,A € Norm (E, F),on associe la transformation

k
T . P4 L . - . ~ -
A € Trans (E, F) dont le domaine de définition est dom A et qui @ toute suite,

(Xn) € dom A,fait correspondre la suite (tn) ¢ PN définie plus haut.

Soit T € Trans (E, F), s'il existe A € Normk(E, F) tel que T = TA nous

dirons que T est une transformation k-normale.

L'ensemble des transformations k-normales de gN 3 valeurs dans EN sera

noté : TNormk (E, B).

Par définition on a évidemment : TNormk (E, F) < Trans (E, F). (En fait,
si la définition de transformation algorithmique est bien aussi générale que
nous l'avons affirmé,on doit avoir : TNormk(E, F) c TAlg(E, F),ce que nous

montrons d& la proposition 5).

Exemples

Reprenons les exemples du § 1.

1°) Transformation identique : Tf

T1 est une transformation normale car Tl = TN1 ol Nl

(fn) est défini par :

¥nell,¥ (xo, cees xn) € E: fn(xo, SN xn) = X

29) Transformation Az d'Aitken : T2
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T, est une transformation 2-normale car T, = TN2 ou N, = (fn) est défini par :
fn(xo’ s voeo xn+2) - (Xn+2xn-xn+l)/(Xn+2—2xn+1+xn) si xn+2_2xn+l+xn 70
=0 sinon

Comme nous le disions au début du paragraphe,il est possible de normaliser la

transformation T, en posant

2

1 .
t. =x sin=0o0un=1,

n n

1 2 .

- - - - >

t (xnxn__2 xn_l)/(xn.2xn_l+xn_2) si x 2xn_l+xn_2 Z0etn 22,
tl =0 six -2x +x = 0etn 2= 2.

n n n-1 "n-2

X . 2 .z
Cette transformation T'2, que nous appellerons transformation A normalisée,

est normale (i.e. O-normale)

Dans toute la suite, il sera sous-entendu, lorsque nous définirons
une transformation par une formule du type

t = h (x s e Xn)’
que l'algorithme normal associé 3 cette transformation est donné par :

t = x sinc«<
n n p

[as
1]

N hn (xn_p, Xn—p+l’ ey xn) = fn (xo, caes xn) sinz2p,

39) et 4°)

T3 et Tu ne sont pas des transformations normales (ni méme k-normales, quel
que soit k).

Pour T3 on le montre d l'aide d'un raisonnement par 1l'absurde (pour tout
espace métrique dans lequel il existe b et c tels que : d (a, b) # d(a, c)).

Pour T4 cela résulte de la proposition 5 et du fait que Tu n'est pas algorithmique

(dés que card E > 2).
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Proposition 5

L) ¥k eN : TNormk (E, F) ¢ TNormk+l (E, F) < 'Alg (E, F) ,

T T
U ‘Norm (E, F) c 'Alg (E, F).
kel i

L) 18 y a Egalite &4 et seulement 84 :

card E € 2 ou card T < 2.

Démonstration

a) La premiére inclusion est évidente.

b) Pour montrer la deuxiéme,donnons-nous A = (fn) € Normk (E, F).
Définissons B = (R, C) ¢ Alg (E, F) en posant '

C(o, ¢, 8) = (0, k) et

¥ (xn) € dom A, ¥n e N :

C(n,(xo,...,xn+k_l),(fo(xo,...,xk),n,fn_l(xo,..,xn+k_l))) = (0, ntk)

R(n,(xo,. . ,Xn+k)’(fo(xos' L axk)"' ’fn_l(x ’

. ""xn+k—l))) = fn(xo,...,x

R et C n'étant définis nulle part ailleurs.

s e, T . .
On vérifie que 'B = 'A (en particulier : dom B = dom A)
c) La troisiéme inclusion résulte de la seconde.

d) Lorsque card E < 2 ou card F < 2,il est facile de voir que les inclusions

sont des égalités (dans le cas card F = 1l,on utilise la proposition 1)

e) Supposons que:card E 2 2 et card F 2 2.
La transformation "translation d'ordre k+1" :
T: (Xn) > (tn) ; tn = Xn+k+l

. . « T . .
appartient clairement & Novr (E, F) et un simple raisonnement par 1'absurde
PP et 1 P

T
montre qu'elle n'appartient pas a Normk (E, F).

n+k

y
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De la méme fagon, on voit que la transformation
T :(x)=>(t);t =x
n n n 2n

. N T . - .
n'appartient a aucun Normk(E, F), alors que bien siir, c'est une transformation

algorithmique.

Remarque
I1 y a égalité entre

1l'ensemble des transformations contenues dans une transformation aigorithmique
et

1l'ensemhle des transformations contenues dans une transformation k-normale,
si et seulement si
card E < 2 ou card F < 2,

- 1

(1'implication "<=" est évidente, pour "=>" on utilise les deux transformations

de la démonstration de la proposition 5).
Les familles de suites qui peuvent &tre des domaines de définition de
transformations k-normales peuvent (d'aprés la proposition 5) 1'@tre aussi de

transformations algorithmiques. Il est remarquable que 1'inverse soit vrai

Proposition 6

Soit S < BV, On a L'équivalence suivante :
(A Te TNormk (E, F) : dom T = S)

<z=>

(3T e "Alg (E, F) : dom T = 8)

Démonstration

=> . Proposition 5

<= . Soit S ¢ B tel qu'il existe T ¢ T Alg (E, F) vérifiant dom T = S.



28

Le cas F = @ est évident, soit donc f ¢ F.
On définit N = (fn) ¢ Norm, (E, F) en posant
¥nelN, ¥ (xn) e S
f (xo, cees X

La proposition 1 donne que : dom N = dom T.

Les propositions 2 et 6 permettent alors d'énoncer :

Proposition 7

S0t T ¢ TNormk (E, F). Soit S = dom T. On a £'équivalence suivante :
(S = EGN)) <=> (8 = }}N)

4 - ALGORITHMES A K MEMOIRES ET TRANSFORMATIONS A K MEMOIRES

Parfois les calculs d effectuer 3 1l'étape n d'un algorithme pour

suites ne dépendent que du numéro de 1'étape et des termes X . s X

n-k+1*°""*"n
de la suite & transformer. Ce type d'algorithme étant particuliérement

important en accélération de la convergence,nous lui donnons un nom, et

1'étudions ici.

Bien siir, une transformation d& k mémoires est une transformation
normale (proposition 8), mais contrairement 3 ce qui s'est passé pour les
transformations k-normales, nous constatons que les familles de suites pouvant
8tre domaines de définition d'une transformation 4 k-mémoires sont moins
nombreuses que celles pouvant 1'@tre pour une transformation algorithmique.

(proposition 9).
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Définitions et notations

Soit k € N.

Nous appellerons algorithme 3 k mémoires de 2 3 valeurs dans QN la donnée

. d'une suite de fonctions (fn) avec

f En+l + Fsin<k,

n
fn : Ek + Fsinzk-1.

Appliqué 3 la suite (xn) € ﬂN,l'algorithme A k mémoires M = (fn) fonctionne

de la fagon suivante

t

f (x, x .., X ) sinc<k
n n o’ ? n) ?

l’

f (

tn n *n-k+1°

., X ) sin 2> k-1.
n ‘

Lorsque E = F, sauf indication contraire, on conviendra de prendre fo, fl,...,

fk—Q définis par :

¥n<k-1:f (%, ..oy X)) =x.
n O n n

L'ensemble des suites (xn) € EN pour lesquelles (tn) est définie, c'est-a-dire
1l'ensemble des suites (xn) telles que

¥nun<ki(x, x ., X ) € dom £ et
o n n

19

¥n 2 k-1 (x ., X ) e dom £ ,
n n

n-k+1°
sera appelé domains de définition de l'algorithme M = (fn)’ et sera noté dom M.

L'ensemble des algorithmes 3 k mémoires sera noté : Mémk(E, F).

A tout algorithme & k mémoires M ¢ Mémk (E, F)yon associe la transfor-
9 T . ” . . . i ~
mation M € Trans (E, F) dont le domaine de définition est dom M et qui,a

toute suite (xn) € dom M, fait correspondre la suite (tn) € EN définie plus haut.

Soit T ¢ Trans (E, F), s'il existe M ¢ Mémk (E, F) tel que ™ = T nous

dirons que T est une transformation 3 k mémoires.

Liensemble des transformations i k mémoires de EN a valeurs dans HN
Pl "E P
sera noté : Memk (E, F).

T
Par définition,on a évidemment : Mémk (E, F) ¢ Trans (E, F).
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Exelees

Reprenons les exemples des § 1, 2 et 3
Tl est une transformation & 1 mémoire ;
T'2 est une transformation & 3 mémoires.

Par contre,on &tablit queni Ty, ni Tg, ni Tu ne sont des transformations

d k mémoires et cela quel que soit k e N.

Proposition &

4) ¥k e N, ¥p e N :
TMém (E, F) ¢ 'Mém_ _(E, F) ¢ ‘Norm (E, F)
p ] p+1 9 m"}< ] b

u "Mém.(E, F) < TNormk (E, F).
jan )

) 18 y a tgakite 84 et seulement 84 :

card E < 2 ou card F < 1.

Démonstration

i) Evident.

ii) Si card E < 2 ou card F < 1l,alors bien sfir il y a des égalités ; pour
mbntrer la réciproque,supposons que card E 2 2 et card F 2 1 et soit f € F.
Considérons la transformation suivante :

T(xn) = (f, £, ..., f, ... ) si (xn) vérifie :

¥nelN:x = x.°
n 2n

T(xn) non défini sinon.

. T, Lo e
T est une transformation normale car T = A ou A = (fn) est définie par :

n+1
¥nelN, ¥ (Xo’ X1 . xn) e B

(¥ p:2p €£n => Xp = X2p) => [(xo, cees xn) ¢ dom fn et

Fx, ..., x) = fl
n o n
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Pour montrer que T n'est pas une transformation 3 k mémoires supposons
) 3

2 T
le contraire et donnons-nous M = (gn) € Memk(E, F) tel que M =T.

. s . ' .
Soit k' impair,k' 2 k. Soient es e, € E, ey £ e,.
Les suites (xn) et (yn) définies par :

x = e, s'il existe i ¢ N tel que n = 2t k',

n 1
X = e, sinon
n 2
Y, = e, pour tout n € N

sont dans dom T,donc dans dom M. Il en résulte que la suite (zn) définie par :

= e, 2 = e, pour tout n £ k'

2 1’ %

est aussi dans dom M. Mais (zn) ¢ dom T, donc ™ # 1.

Nous venons de montrer que lorsque card E 2 2 et card F 2 l,alors il
existait des transformations normales qui n'étaient pas des transformations k

stationnaires, quel que soit k.

Par un raisonnement analogue,on montre que la transformation définie par :

T(xn) =(f, f, vvep f cv.) Si¥nelN: X=X g

T(xn) non défini sinon,

est une transformation & k+1 mémoires mais pas une transformation & k mémoires.

O
Proposition 9
Soit k eN, S c 2. S{F Z ¢ on a £'equivalence sulvante :
(A Te TMémk (E, F) : dom T = S)
<=>
. i AR S § i _
(¥ (xn) € ﬁN(V ieN, 3 (xn)GS- (xi, xi+1""’xi+k-1)_(xifxi+1""’xi+k—1))
=> (xn) e S1.
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Démonstration

=P 2N
Soit M = (fn) € Memk(E, F) tel que dom M = S.

Soit (xn) € & telle que :

. i i i i -
¥Viel, 3 (Xn) e §: (Xi’ Xipqo ceoo xi+k-l) = (xi, Ripqs toos Xi+k—l)'
En prenant i = 0, on en déduit que

< k-1 :
¥n <k-1: (xo, Xy e xn) e dom fn.

l’
En prenant i € N, on en déduit que :

¥n=k-1:( .s X_) € dom f_.
n n

N
*n-k+1°

I1 en résulte que (xn) e S.

.<=.

Soit S ayant la propriété entre crochets. Soit f e F.
Définissons M = (fn) de la fagon suivante :

¥ (Xn) €S :¥m<k-1: fm (xo, cies xn) = f3

¥m=2k-1: f (

m xm-k+]_’ LI LY Xm) = f!

les f_ n'étant pas définies ailleurs.

Par construction, on a dom M > S ; l'hypothése faite sur S assure que dom M c S

g

Proposition 14

SOAt T € TMémk(E, F). Soit S = dom T. .
SLT # @,on a Les Equivalences sulvantes :

(¥ ieN: {(xi, ces
GN)]

_ ok
s %) | (k) e 8} = ET]

E

2.

<z=> [§
<=> [S§
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Par définition, on a évidemment :

Tstat(E, F) c Trans(E, F).

BxemEles

Reprenons les exemples des § 1, 2, 3 et 4.
Tl est une transformation l-stationnaire.

T'2 est une transformation 3-stationnaire.

T2, T3 et Tu ne sont pas k-stationnaires et cela quel que soit k € N.

Proposition 11

*
¥k e N :
0 T T Tazin
(£) Stat, (E, F) c Stat, ) (E, F) ¢ Mém o (E, F)

(44) 18 y a égalité 84 et seulement 84 :

card E < 2 ou card F < 1.

Démonstration

(i) Evident .

(ii) Si card E < 2 ou card F < l,alors bien sfir,il y a des égalités.

Supposons que card E 2 2 et card F 2 1 et montrons qu'il n'y a plus d'égalité.

La transformation définie par :

: T(Xn) = (Fy, £, v0sy £4 eos ) 81 ¥ 1 pair : X S Rt

et ¥ n impair : xn # xn+k—l'

. T(xn) non définie sinon,

est une transformation d k mémoires, mais n'est pas une transformation k-station-

naire.

La transformation définie par :

T(Xn) = (£, Ty wooyg £y wws ) sI ¥n 2 L WS

T(xn) non définie sinon,
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5 - ALGORITHMES K-STATIONNAIRES ET TRANSFORMATIONS K-STATIONNAIRES

Un grand nombre des transformations de suites en accélération de la
convergence n'utilise pour calculer tn que les points X k41® " x  sans que
le numéro de 1'étape intervienne. Ce sont ces transformations-1l3 que nous
étudions maintenant, et, suivant la terminologie usuelle ([ 16]) nous les

appelons transformations k-stationnaires.

Définitions et notations

. *
Soit k e N .

Nous appellerons algorithme k-stationnaire de gN a valeurs dans HN tout algo-

rithme 3 k mémoires (fn) vérifiant :

¥n>k-1:f =f¢£

n k-1°
Lorsque E = F, sauf indication contraire, on conviendra de prendre fo’ fl’ cees
fk—Q définis par
¥n<k-2, ¥ (Xo’ e xn) : fn(xo, ceny xn) = X -

Dans une telle situation, un algorithme k-stationnaire se réduit donc a la
donnée d'une fonction f : Ek + E et la suite transformée de (xn) est définie par :

= x sin<k-1;t = £f( cey X_) sin 2 k-1.
n n n

tn Xn-k+1°

L'ensemble des algorithmes k-stationnaires sera noté Statk(E, F).
A tout algorithme k-stationnaire A € Statk(E, F),on associe la transfor-

2 T . Pl . . . . ~
mation A ¢ Trans(E, F) dont le domaine de définition est dom A et qui a toute

suite (Xn) ¢ dom (A) fait correspondre la suite (tn) € ﬂN définie plus haut.

Soit T € Trans (E, F),s'il existe A € Statk(E, F) tel que TA = T nous

dirons que T est une transformation k-stationnaire.

L'ensemble des transformations k-stationnaires de QN d valeurs dans QN

. T
sera noté : Statk(E, F).
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est une transformation &+1 stationnaire mais n'est pas une transformation

k-stationnaire.

Proposition 12

Sodit S ¢ EN.
S'AL existe S € TStatk(E, F) telle que dom S = §

alons

k .
JAcE, ¥ (xn) e S, ¥ielN: (Xi’ ees XKoo 1) € A.

Proposition 13

Soit S e TStatk (E, F). Soit S = dom S.
[{(xo, ceny xk—l) | (xn) e S} = EX) <=>
(S = EGN)] <=>

2.

(S

it

6 - TRANSFORMATIONS RATIONNELLES. TRANSFORMATIONS LINEAIRES

Supposons que E = F = K, K étant un corps.
On dira que l'algorithme k-normal N = (fn) est rationnel si pour tout n € N,

X .

f est une fraction rationnelle des variables x , x_,
n o} 1 n+k

On notera Normi (E, F) 1l'ensemble des algorithmes k-normaux rationnels.
Soit T € Trans (E, F) ; s'il existe un algorithme k-normal rationnel N = (fn)
tel que ™ = T,on dira que T est une transformation k-normale rationnelle.
On notera TNormi (E, F) l'ensemble des transformations k-normales rationnelles.
De la méme fagon,on définit :
les algorithmes 3 k mémoires rationnels ;
les algorithmes k-stationnaires rationnels ;
les transformations 3 k mémoires rationnelles ;

les transformations k-stationnaires rationnelles,
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et on introduit les notations

Mémi (E, F), TMém}‘; (E, F), stat], (E, F), TStati (E, F).

Supposons que E et F soient des espaces vectoriels sur le corps K.
On dira que l'algorithme k-normal N = (fn) est linéaire si pour tout n e N,
fn est une application linéaire de En+k+l dans F.
Comme précédemment,on définit aussi
les algorithmes 3 k mémoires linéaires ;
les algorithmes k-stationnaires linéaires ;
les transformations k-normales linéaires ;
les transformations 3 k mémoires linéaires ;
les transformations k-stationnaires linéaires,

et on introduit les notations

Normf’(z, F), TNormf (E, F), Mémﬁ (E, F),TMémf (E, ), Statf (E, F), TStatf (E, F).

ExemEles

Les transformations T T2, T',. sont des transformations rationnelles, ainsi

1’ 2

que toutes les transformations utilisées en accélération de la
convergence une fois écrites sous forme normale (e, p, 6-algorithmes), a

1l'exception des transformations obtenues par sélection.



7 - SCHEMA D’ INCLUSION 37

Lorsque E = F = K,on obtient le schéma d'inclusion suivant

Trans
T
Alg

TNorm

TMém TNormr
q P

"Mém Tstat TMém® TNorm
K q q .

T T,,. T T r T, £

Stat Mém Stat Mém
k k q . q

TStati TMémf

T £
Stat,
k
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CHAPITRE 2

DECIDABILITE ET INDECIDABILITE A LA LIMITE
POUR DES PROBLEMES DE SUITES
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INTRODUCTION

Dans un certain nombre de problémes d'analyse numérique et d'optimisation
on rencontre des suites non convergentes dont il est utile de tirer des infor-
mations(*) : nature de la non-convergence, nombre de points d'accumulation,
période (si les suites sont asymptotiquement périodiques). Notre but, ici, est
d'étudier ce type de problémes, en cherchant en particulier 3 déterminer ceux

qui sont décidables 3 la limite et ceux qui ne le sont pas.

Pour pouvoir parlet de décidabilité 3 la limite,nous utilisons la notion
d'algorithme pour suites du chapitre 1 et reprenons dans son principe 1'idée
de Gold 28] [29] : Une question Q étant fixée (par exemple "la suite (xn)
est-elle convergente ?") une classe S de suites étant donnée, nous disons que
Q est décidable d la limite sur S, s'il existe un algorithme qui, pour toute
suite (xn) € S fournit une suite de réponses (rn) exacte d partir d'un certain

rang. Si un tel algorithme ne peut pas exister,nous disons que Q est indéci-

dable 3 la limite sur S.

Au paragraphe 1 aprés avoir détaillé et commenté cette définition nous
établissons le théoréme de normalisation qui énonce 1'équivalence entre la
décidabilité 3 la limite par des algorithmes pour suites et la décidabilité a
la limite par des algorithmes normaux. C'est lé‘un résultat théorique essentiel
car dans les résultats positifs il nous dispensera de nous occuper de la norma-
lité des algorithmes utilisés, et dans les résultats négatifs nous pourrons gréce

d lui nous contenter d'établir les énoncés avec des algorithmes normaux.

Au paragraphe 2 nous commengons d appliquer les notions introduites sur
quelques questions simples concernant la convergence, la périodicité et la

turbulence des suites.

{*) Voir par exemple [23] [24] [26] [30] [311 [371.
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Le paragraphe 3 s'occupe plus particuliérement du probléme du dénombrement
d la limite des points d'accumulation d‘'une suite non convergente ; nous y
décrivons quelques algorithmes qui, sous des hypothéses que nous détaillonms,

effectuent ce dénombrement.

Le paragraphe 4, lui, est consacré 3 un probléme relativement plus facile
celui de la détermination de la période d'une suite asymptotiquement périodique.
Nous décrivéns et étudions deux familles d'algorithmes et montrons que si
aucune de ces deux familles ne résoud entiérement le probléme c'est parce qu'il

est indécidable.

Le cas des familles de suites obtenues par itération, présente des par-
ticularités qu'il est intéressant de considérer & part ; c'est ce que nous

faisons au paragraphe 5.

Au paragraphe 6 nous établissons deux résultats généraux concernant la
décidabilité 3 la limite, puis nous terminons ce chapitre par trois annexes
consacrées respectivement, 3 la notion de force d'un point d'accumulation, a
la possibilité d'imposer des conditions de calculabilité & nos algorithmes,

d l'application de nos méthodes d des problémes de fonctions.

La plupart des résultats présentés ici 1l'ont déja été dans des publi-

cations de l'auteur [10]-[151, [19]1-[22].

Seuls le théoréme de normalisation du paragraphe 1 et les énoncés

das paragraphe 6 sont entiérement nouveaux.

NOTATIONS :

E : Espace métrique dont la distance sera notée d ;

B(y, €) : Boule ouverte de centre y et de rayon €

Bly, €) = {x e E | d(x, y) < €} ;
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ECN) Ensemble des suites finies d'éléments de E :

ECN) =y E" H

melN

ﬁN : Ensemble des suites (infinies) d'éléments de E ;
Xg : Tranche des points de la suite (xn) € ﬂN dont les indices sont

compris entre p et q :

q . .

Xp = (xp, xp+l’ ves xq) 5
A(xn) : Ensemble des points d'accumulation (ou valeurs d'adhérence) de la

suite (xn)
y € A(xn) <=>¥e€>0,¥neN, 3mzn : X € B(y, €) ;

Alg(E, F) : Bnsemble des algorithmes pour suites de fpyé valeurs dans EN
(voir chapitre 1) ;

Norm(E,F) : Ensemble des algorithmes normaux pour suites de ﬁN d valeurs dans
EN (voir chapitre 1) ;

Conv(E) : Famille des suites convergentes de points de E ;

Convo(E) : Famille des suites convergentes vers 0 de points de E
(lorsque E = R ou r")

Stati(E) : Famille des suites stationnaires de points de E :

N ((xn) € Stati (E)) <=> (¥ n eN : X 41 = xn) :

UStati(E) :Famille des suites ultérieurement stationnaires de points de E :
((xn) € UStati(E)) <=> (3 peN, ¥nz2p:x = xn) H

Perp(E) : Famille des suites périodiques de période p de points de E :
((x)) € Perp(E)) <=> (p est le plus petit entier > 0 tel que :

¥nelN: xm_p:xn) H

Per(E) = u  Per (E) ;
peN P

{(xn) € Perp(ﬁ) | v i, j e {0, 1, ...y p=1} : i #3F => X, # xj} ;

Per*(E)
P

Per*(E)

1

v, Per;(E) ;
peN



Uper (E)
P

UPer(E) :

UPer  (E)
p

UPer*(E)

.
.

it

APer (E) :
P

APer(E) =
APer (E)
P
APer*(E)

Fini (E)
p

{(x

U
pel

Y w

peN
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Famille des suites ultérieurement périodiques de période p de
points de E :
((xn) € UPerp(E)) <=> (p est le plus petit entier > O tel que :

i g €N, ¥n2n_: x = xn+p) :

u , UPer (E) ;
peN

n) € UPerp(E) | 3 n_ eN, ¥n 2 n_s ¥ i, j e {n, nt1, ..., n+p-1} :
i ] =D :
i#] x; # xj} 3

*
JUPer CE) 3

Famille des suites asymptotiquement périodiques de période p, de
points de E :
((xn) € APerp(E)) <=> (p est le plus petit entier > 0, tel que les

) PR

sous-suites (x__ ), (
np

xnp+l xnp+p—1)

soient convergentes) ;

APer (E) ;

= {(xn) € APerp(E) | card A(xn) = p} 3

U
peN

*
, APer (E) 3

{(x ) e oa | card A(xn) = pl 3

Fini(E) # v .

pel

Fini (E) 3

Turb(E) = {(x) e B | A(x ) est infini).

1 - DEFINITIONS ET THEOREME DE NORMALISATION

Dans un cadre assez différent et dans d'autres buts, la notion de

décidabilité 3 la limite a été introduiteet utilisée par Gold [28] [291].

Adaptée 3 notre propos grice aux diverses notions d'algorithmes du chapitre 1,

la définition de décidabilité 3 la limite que nous donnons ici, nous permettra
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de formuler facilement les résultats positifs que nous obtiendrons (toujours
par la description explicite d'algorithmes) et les résultats négatifs qui nous
indiqueront les limites des possibilités des algorithmes en matiére de traite-
ment de suites. Le vocabulaire et les définitions donnés ici sont les mémes

que ceux de [19].

Définitions

Soit Q une question définie sur S < B (par exemple "(xn) est-elle convergente ?"
"quel est le nombre de points d'accumulation de (xn) ?"). Soit R l'ensemble

des réponses possibleéz%par exemple : {our, NoN}, {0, 1, ... n, ...}). Soit

T € Trans (E, R) une transformation de suites de EN d valeurs dans ﬂN, nous

dirons que T 'est satisfaisante pour Q sur S si pour toute suite (xn) € S, la

suite des réponses (tn) données par T est exacte 3 partir d'un certain rang.

Nous dirons que la question Q est décidable 3 la limite sur S s'il existe une

transformation algerithmique (T ejklg (E, R)) satisfaisante pour Q sur S.

Dans le cas contraire nous dirons que Q est indécidable 3 la limite sur S.

Remargues

1°) Dans le cas od R = {OUI, NON}, & la place de questions nous pourrions parler
de prédicats conformément au vocabulaire de la logique mathématique. Mais parce
que nous avons en vue des ensembles de réponses R plus grands, nous avons

préféré utiliser le terme de question.

2°) Nous n'envisagerons ici que la décidabilité 3 la limite car pour les problémes
de suites que nous considérons, une décidabilité tout court ne peut &tre espérée.

Lorsque la question Q n'admet que deux réponses possibles (par exemple OUI ou

NCN) on peut aussi parler de semi-décidabilité 3 la limite : Q est semi-décidable

Y

d la limite sur S s'il existe une transformation algorithmique A telle que pour

(1) R gera toujours supposé muni de la distance discréte.
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toute suite (xn) € S:

[La suite des réponses (rn) est constamment OUI 3 partir d'un certain rang] :
<=>

[La réponse exacte est OUI]

Avec cette notion plus faible sur laquelle nous n'insisterons pas, on peut

établir que la question Q est décidable d la limite sur S si et seulement si

N

Q et non Q sont semi-décidables & la limite sur S.

3°) Nous parlons ici de décidabilité 3 la limite sans imposer de conditions
de calculabilité aux algorithmes que nous envisageons. Nous avons en cela
suivi l'usage qu'il est fait du mot algorifhme‘en analyéé numérique et en parti-
culier en optimisatidn, mais notre point de vue n'est pas iimitatif carv:

a) Comme ﬁous le verrons; les résultats positif; éént établis construc-
tivement en proposant des algorithmes qui, 3 chaque fois, sont calculables (si

on choisit un espace E ol on puisse donner un sens d la calculabilité).

b) Les résultats négatifs démontrés restent a fortiori vrais si on impose
des conditions de calculabilité, car cela ne fait que diminuer la classe des
algorithmes autorisés (voir annexe 2)

Notre point de vue nous permet d'autre part de donner un sens & la notion de
décidabilité dans un plus grand nombre de cas (par exemple sans imposer a E et
R d'&tre dénombrables), et il a aussi l'avantage de nous éviter d'avoir a
manier des notions assez complexes qui ne sont pas vraiment nécessaires ici.
Enfin notre point de vue met bien en avant la nature de 1'impossibilité de la
résolution de certaines questions, qui tient non pas au nombre limité de
fonctions calculables mais au manque d'information dont nos algorithmes

disposent & 1l'étape n du calcul.
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Théondme 1 (Théornéme de Nonmalisation)

12 y a Zquivalence entre :
(4L existe une thansformation nonmale satisfaisante pour Q sur S]
et

[4€ existe une thansformation algorithmique satisfaisante pour Q sur S]

Démonstration

|EE| Evident car : ‘Norm (E; R) © TAlg (E, R).
IEEI Soit A = (R, C) e Alg (E, R) satisfaisant pour Q sur S c EN.

Soit r un élément quelconque de R.

Nous allons définir un algorithme normal N = (fn) qui sera satisfaisant pour
Q sur S. '
A toute suite (xn) € S on fait correspondre la suite (ni) donnée pdd :
"ni est le plus grand indice des points intervenus dans le calcul de

. -
AL ) Aty ) A1) (x ym
n n n

Pour tout j on pose :

fj(xo’ Xis v xj) =r si j < nos
- oEL) o - .
fj(xo, Xis wees xj) = A (xn) sij 2 n et s'il existe
i tel que n, €3 <ng s
(3) .o . . .
= : > w®
fj(xo’ X . xj) A (xn) si j 2n_ et sipour tout i : j >mn,

»

On s'assure que les fj sont bien définis,c'est-3a-dire que la définition que

nous donnons de fj(xo, X .y xj) ne dépend que de j et de (xo, X ...,xj)

1’ 1
et non pas du reste de la suite (xn). La suite des réponses fournies par N
pour (xn) est la méme que celle donnée par A pour (xn) mis 3 part éventuellement
des r ajoutés en début et la répétition de termes. N est donc satisfaisant

pour Q sur S.
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Remarque

Ce théoréme signifie que pour tous les problémes de décidabilité 3 la limite,

on peut se contenter d'utiliser les algorithmes normaux : ce qu'on peut faire
avec un algorithme général pour suites (i.e. de Alg (E, R)), on peut aussi le
faire avec un algorithme normal (i.e. de Norm (E, R)). Par contre il est facile
de voir que la question "(xn) est-elle stationnaire ?" est décidable d la limite
sur éN alors qu'aucun algorithme 3 k mémoires (quel que soit k) n'est satis-
faisant sur & dés que card E 2 2 : les algorithmes d k mémoires permettent

donc de résoudre strictement moins de problémes de décidabilité 3 'la limite

que les algorithmes normaux.

On peut sans difficulté imaginer des questions

décidables & la limite par des algorithmes 3 k+1 mémoires et indécidables

d la limite par des algorithmes 3 k mémoires ;

déciddbles 3 la limite par des algorithmes 3 k mémoires et indécidables a

la limite par des algorithmes k'-stationnaires ;

décidables d la limite par des algorithmes k+l-stationnaires et indécidables

d la limite par des algorithmes k-stationnaires.

2 ~ PROBLEMES DE LA NATURE CONVERGENTE., TURBULENTE OU PERIODIQUE

D'UNE SUITE

Une transformation algorithmique de suites,d chaque étape (c'est & dire
pour chaque réponse) ne peut utiliser qu'un nombre fini de points de la suite
traitée (Xn)’ aussi est-il bien clair que dans le cas général, elle ne peut
pas étre satisfaisante pour des questions du type '"la suite (xn) est-elle
convergente ?" ; une information supplémentaire de nature globale est néces-
saire. Donner cette information, revient d préciser (xn) € S, ou S est une

famille plus ou moins grande de suites ; et plus la famille S est petite, plus
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cette information globale supplémentaire est précise, donc plus il est facile

de trouver une transformation algorithmique satisfaisante pour la question sur S.

Rechercher pour une question Q fixée quelle doit &tre la précision de 1'infor-
mation globale supplémentaire revient finalement au méme que rechercher pour
quelle famille S c fN, il existe une transformation algorithmique satisfaisante

pour Q sur § : c'est ce que nous faisons ici.

Les résultats que nous &tablissons a propos des questions de convergence,
de périodicité et de turbulence montrent que, bien souvent, 1l'information

globale nécessaire est assez fine,

Déja abordé dans [10] notre travail fut complété dans [19] dont nous reprenons

ici la présentation, en lui adjoignant notamment des résultats de [14].

Théoneme 2
La question : "(xn) est-elle convengente 7" est décidable a La Limite
(4] sur Uper(E) ;
(4L} sun APere(E) poun tout € > Q ;
et est indécidable a La Limite
() sur APer(E) &4 2 ¢ ¢ 3
({f) sur UStati(E) u Turb(E) 44 E est infini ;
(1§} sun Finil(E) 84 E n'est pas compact ;

{jw) sur UStati(E) v Finip(E) pourn tout p > 1 84 E possdde au moins

p &Lements.

. g désigne l'ensemble des points d'accumulation de E ;

. APerE(E) = {(xn) € APer(E) | ¥ x, y € A(xn)tx £y => dlx, y) 2 e}
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Remarques

1°) Le résultat (i) indique que, savoir d'une suite (xn) qu'elle est ultérieu-
rement périodique, permet de décider de sa convergence, alors que d'aprés (j),
savoir que (xn) est asymptotiquement périodique est insuffisant en général.

Le résultat (ii) signifie que, si en plus du fait que (xn) est asymptotiquement
périodique, on sait que ses valeurs d'adhérence sont mutuellement distantes de
plus de € (e > 0 fixé), alors 3 nouveau la convergence est décidable 3 la |
limite. Le résultat (jj) montre qu'il est impossible de distinguer, 3 la limite,

entre une suite ultérieurement stationnaire est une suite.turbulente.

2°) Bien évidemment, si une famille S est contenwedans une famille ol la question
de la convergence est décidable & la limite, alors la question de la convergence
est aussi décidable 3 la limite sur S. Inversement si S contient une famille

de suites ol la question de la convergence est indécidable 3 la limite, il en

est de méme pour S. Cette remarque avec le théoréme 2 et les lemmes (parfois

plus précis) de la démonstration permet de répondre 3 la question de la

décidabilité 3 la limite de la convergence pour toutes les familles de suites

étudiées ici.

3°) Les conditions portant sur E, énoncées dans (j), (§j), (jjj) et (jw) sont
en fait nécessaires et suffisantes.
En effet
. siE® = @, alors APer(E) = UPer(E), donc, d'aprés (i), la question
est décidable sur APer(E) ;
si E est fini : UStati(E) u Turb(E) = Conv(E) ;
. si E est compact : Finil (E) = Conv(E) ;
si E posséde moins de p éléments alors

Ustati(E) v Finip(E) = UStati(E).
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Démonstration

(i) Du lemme suivant, on déduit immédiatement (i).
Lemme 1
La question : "(xn) est-elle convengente 7" est décidable & La Limite sun

UStati(E) u (APer(E)-Conv(E)).

Démonstration du lemme 1

Soit 1l'algorithme normal défini par :

[i/21 = *ri/z2341 =

(Cal désigne la partie entiére de a)

"
b

fi(xo’ Xys sens xi) = 0UI <=> (x
Montrons que cet algorithme est satisfaisant pour la question de la convergence
sur la famille considérée.
Soit (xn) e UStati(E) u (APer(E) - Conv(E))

- ou bien (xn) est ultérieurement stationnaire et alors il existe
io € N tel que si i 2 io

*ri/21 T *rize1ar T o TN
et donc l'algorithme est satisfaisant pour (xn) 5

- ou bien (xn) est asymptotiquement périodique de période p 2 2 et

alors il existe jO tel que :

¥nelN : x. £ x.
dotoe -~ 1 tTpil

.,

donc pour tout i > max (2p, 2jo) on a : . *

fi(xo’ X . xi) = NON

l’

et donc l'algorithme est satisfaisant pour (xn).
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(ii) C'est une conséquence de la proposition 2 démontrée plus loin au paragraphe

(j) Du lemme suivant, on déduit immédiatement (j).

Lemme 2
Soit E venifiant E* # 0.
La question : ”(xn) est-elle converngente 7" est indécidable a La Limite

sur Conv(E) u UPerp(E) pour tout p e N, p 2 2.

Démonstration du lemme 2

Supposons donné un algorithme normal (fn) satisfaisant pour la convergence
sur Conv(E) u UPerp(B) avec p 2 2 fixé.

Soit (ai) une suite de points de E, deux d deux distincts, convergente vers
aeE*avec : ¥n eN : a; £ a.

Pour tout i € N,on définit la suite (y;) de la fagon suivante :

v a; si 1 est pair et si n est un multiple de p,

e D b

¥y = 2 sinon,

Posons (xi) = (yg). Cette suite étant périodique de période p, il existe

o _O o
N 1 3 sals = .
n €N tel que fn (xo, X1 s X ) = NON
1 5 o o
Posons : Xx_ = X sin<n ,
n n o
1_ .1 .
X =y sin?>n_.
n n o

~,

: 1 c -
La suite (xn) est convergente, donc il existe n, > ng tel que :

1
1 i 1

fn (xo, X]s eees X ) = 0UI.
1 1
2 1 :
Posons x = x si n <€n.,
n n 1
x2 = y2 si n>n
n ~ n 1°

La suite (xi) est périodique de période p, il existe donc n, % n; tel que :

2 2 g
fn (xo, Xis voes X ) = NON.

2 2

. TN T . . o 1 2
.En continuant ainsi indéfiniment, on obtient des suites (xn), (xn), (xn),...,
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i s as
(x°), ... et des indices n_ < n, <n, < ... <n, < ... tels que :
n o 1 2 i

.o . i i
si i est pair f_ (xo, X s

1 .
i i
. . . i i i
si i est impair f (xl, X, - x> ) = OUI.
n., o 1 .
i i
. - o o o] 1 1 2 s s
La suite (xn) = (xo, Xis sees Xos Xoois cees Xy X0 ...) vérifie
o 1 1
donc que :
si i est pair fn.(xo’ Xis wees X ‘) = NON,
i i
si i est impair fn.(xo’ Xis ees xni) = QUI.

Par construction la suite (xn) est pourtant convergente ce qui montre que

1'algorithme (fn) n'est pas satisfaisant sur Conv(E) u UPerp(E).

Remargues

19) La démonstration du lemme 2 établit en fait que la question "(xn) est-elle
convergente ?'" n'est pas semi-décidable & 1'infini sur Conv(E) U UPerp(E).

Une étude complémentaire montre que la question "(xn) est-elle non convergente 2"
est semi-décidable 3 1'infini sur Conv (E) u UPerp(E) et méme sur Conv(E) u

UPer (E).

2°) En modifiant un peu la démonstration du lemme 2, on obtient que la question
de la convergence est indécidable & la limite sur Conv (E) v UPer;(E). Dans
le théoréme (j) on peut donc remplacer APer(E) par APer” (E).

Suite de la démonstration du théoréme 2.

l), e (yl), ... des suites définies de la fagon suivante

.. . o)
(3j) Soient (yn), (yn .

on prend (Bi) une suite de points deux d& deux distincts de E ((Bi) existe car

on a supposé que E était infini) on pose

i i ai
Yn ~ Bh(n) si i est pair,
{yl - B sinon,
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ol h(n) est donnée pér :

(h(o), n(1), ...) = (0, 0, 1, 0, 1,2, 0, 1, 2, 3, 0, 1, 2, 3, 4, 0, ... )

A partir de ces suites (yi) on procéde comme pour le lemme 2 en imposant en plus

la condition :
ny > 2yop

Lorsque i est pair (xi) est turbulente, et lorsque i est impair (xi) est

ultérieurement stationnaire. La condition ni>2ni~1 assure que la suite finale {Xn)

est turbulente alors que pourtaut par coostruction pour tout 1 impair .

fn.(xo’ Xis oees xn.) = QUI.
i i

(jj3j) Soient (yi), (yi), cees (yi), ... des suites définies de la fagon

suivante. On prend (Yi) une suite n'ayant aucun point d'accumulation, et on

pose y Y, si i est pair et si n est pair,

=l

y

sinon.
n Yo

On procéde alors comme pour (j).

(iw) Soient (y:), (yi), cuns (y:), .+. des suites définies de la fagon suivante
4 il

s 6_, p points distincts de E et on pose

on note 61, 62, ce .

b §-p si 1 est pair
y, = 6:p s pair,
i .
y_ =8 sinon.
n o
od nf désigne le reste de la division euclidienne de n par p.

En imposant la condition n > ni_1+P on raisonne comme pour (jj).

Théoneme 3
Sodlent Les questions Q : "(xn) est-elle perniodique 7"
Q': "(Xn) est-ekble ubtérnieurement péniodique 7"
Q" "(xn) est-elle asymptotiquement périodique ?"
(4} Q est décdidable a £a Limite sun :

n
U UPerp(E) U Turb(E) pour toul entien n

p=1
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(4L) Q' et Q" sont décidables a La Limite sun :

n
U Perp(E) u Turb(E) pour tout entier n ;
p=1

(f) Q est dindécidable & La Limite sun :
Per(E) u Turb(E) 84 E es Anfini ;
(1) Q' et Q" sont indécidables a La Limite sun :
n
u UPerp(E) U Turb(E) pour tout n > 2, 44 E esZ Anfini ;
p=1

(7/f) Q, Q' et Q" sont indécidables & La Limite sun :

Fini(E) 84 E a plus d'un éLément.

Indications pour la démonstration du théoréme 3

(1) (ii)

f.(x , x ey X,) =
i "o’ ? ? 1)

la suite finie (x_, Xis +ees X.)
. OUI <=> ° *

|est périodique de période p < n

(j) On procéde comme dans les démonstrations de (j) (33) (333) et (jw) du

1

P s . o i .
théoréme 2, en utilisant les suites (Xn)’ (xn), cees (xn), ... suivantes :

e}
(x7) = (Bs By Bys By Bys Bys oes By Bis Bys v By By v ) 3
(xl) _ (xo Xo xo Xo Xo xo xo Xo xo )
n = O’ 13 ¢y no') O’ 1’ e ey noa 09 13 AL ] no9 e b
2 1 1 1
(Xn) = (XO’ xl, e ey xna BO’ BO’ Bl, BO, 813 82, “o e ) 3
(xa) = (x2, x2, cees x2 . x2, Koy eees x° y x2; x2, e, x2 y cee ) 3
n o 1 n2 o] 1 n2 o 1 n2
etc
(33
o
(xn) = (809 80’ Bl’ 809 611 82’ LR ] 809 Bl, 823 ¢ sy Bi’ Bo! ¢ ) ;
1 o) o) o}
(Xn) = (xo, Xis wevs X B> B> BO, B> B, Bis vvn ) s,
o
2 1 1 1
(xn) = (XOQ X15 LR 2 xnli 50! BO! Bls BO’ Bl, 82y LI ) ;
o 2
(Xral) = (Xga Xla veuy XIQ‘L s BO’ 81) BO, Bl, Bﬁa B]a vae ) 5
5 o 1

etc .
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(333)
o)
(xn) = (a, B, 0, 04, B, 0, O, O, B, O, O, O, &y B, ... ) 3
(x) = (x°, %7 x>, %0, x0 x2, %2, x° x° ) s
n - o’ 1, vty n’ o, l’ LA ] n’ o, 1) AR n’ e b
o o o
2 1 1 1
(xn) = (xo, Xys +ovs X5 O B, a, a, B, a, a, o, B, ... ) 3
1
3, _ , 2 2 2 2 2 2 2 2
(xn) = (xo, Xis even X9 X5 Xys vvny Xy weey X Xis o eeey X5 oeee )
2 2 2
etc ...
0
Remarques

1°) Le théoréme 3 peut sembler trés décevant car finalement les familles de
suites pour lesquelles Q, Q' ou Q" sont décidables 3 la limite sont trés peti
et 1l'algorithme permettant la décision est presque évident. Cependant les
parties (j), (jj) et (jjj) du théoréme montrent que ce n'est pas la peine de
chercher des résultats positifs plus élaborés car dés qu'on grossit un petit
la famille considérée en (i), Q devient indécidable, et, de méme, dés qu'on
grossit un petit peu la famille considérée en (ii) Q' et Q" deviennent indé-

cidables.

2°) Les conditions énoncées en (j) (jj) et (jjj) sont en fait nécessaires et

suffisantes.

3°) Les démonstrations suggérées pour (j) (jj) et (jjj) permettent si on le
veut de montrer plus précisément que sur les 3 familles de suites envisagées,

Q, Q' et Q" sont non semi-décidables & la limite, ainsi que leurs négations.

Théorneme 4

La question "(xn) est-elle tunbulente 7" est décidable a La Limite sur
n
(4} u Per (E) u Turb(E) pour fout entier n ;
p=i

et esxt Andécidable a La Limite sun

tes

peu
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(f) UStati (E) u Turb(E) 8{ E es8t Ainfdini ;

(/) Per(E) u Turb(E) 84 E e8l Anfind.

Démonstration

(i) : résulte du théoréme 3 (ii)
(j) : résulte du théoréme 2 (jj)

(33) : résulte du théoréme 3 ().

3 - ALGORITHMES DE RECHERCHE DU NOMBRE DE POINTS D'ACCUMULATION

Nous présentons dans ce paragraphe deux algorithmes permettant de
déterminer le nombre de points d'accumulation pour des suites appartenant a
des familles que nous explicitons. Les domaines d'efficacité de ces deux
algorithmes sont distincts et pour les définir, nous avons du utiliser les
notions de force d'un point d'accumulation et de rapidité d'une suite (voir
annexe 1). Les deux algorithmes sont assez simples et naturels ; avec les
résultats négatifs concernant ce type de probléme (voir § 4) on est amené &
conclure que pour ce qui est de la question du nombre de points d'accumulation
éﬁ bien les algorithmes existent et alors sont naturels et simples ou bien ils

sont impossibies. Ce type de probléme avait déj3 été abordé dans [10] [11]1 [131].
E est un espace métrique dont la distance est notée 4.
Soit e(p) € Conv _ ®).

Soit (B(p)) une suite d'entiers telle que :

¥YpelN : B(p) »p.
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Algorithme NPA [e(p), B(p)]

BtaEe P

On dispose des points xp, xp+l’ sy xB(p)'

On propose la réponse rp, ou rp désigne le nombre de composantes connexes du

graphe (non orienté) dont les sommets sont les points xp, xp+l’ coey XB(P)

dont les arcs sont définis par les paires {xi, xj}, telles que

d(x,, x.) < e(i) + €(3).
i’ 3

Exemple de fonctionnement de l'algorithme NPA[le(p), B(p)]

E=R; e(p) = B(p) = 2p ;

.
p+l ’
1

1 1 1 1 1 1
() = (L, 245, 445 245, 44 5 5, 2445 o0 )

EtaEe 0

Le graphe a un seul sommet X et aucun arc.

Etape 1

Le graphe a deux sommets X1 %o et aucun arc

r. = 2,

4
4

EtaEe 2

Le graphe a trois sommets X,s X5, X, et aucun arc :

Etape 3

Le graphe a quatre sommets Xas Xy Xos Xg

Etape 4

Le graphe a cing sommets Xy Xg» Xps Xo, Xg

et un arc unique {xa, x6}

et deux arcs {xu, x7} et {xs, xe}
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On vérifie que pour tout p 2 3 : r = 3. Le choix de la suite d'indices B(p)

est essentiel, et selon que (xn) posséde des points d'accumulation plus ou moins

difficiles & détecter (par exemple de force nulle ou non) il faut choisir B(p)

rapidement croissante ou lentement croissante. On peut obtenir en particulier:

Proposition 1

Soit B(p) telle que : 13 P, eN, ¥Vp 2 P, B(p) 2 p2.
Soit e(p) € ConVOGR+).

L'algonithme NPALe(p), B(p)] est satisgaisant pour La queAi;on "quel est

Le nombre de point d'accumulation de (xn) 7" sun Finie(‘fp)(E).

Fini Etpr) est la famille de suites définie par :

s (xn) posséde un nombre fini de points d'accumulation,

(xn) € Fini z (E) <=> A{chacun d'eux est de force strictement positive et
e(p
(xn) est de rapidité e(p) (voir annexe 1)

Démonstration

- -

Soit (xn) € Fini' ) ayant k points d'accumulation que nous noterons Yi» Yoo

e(p

-

Yk'
Soit € > 0, défini par :
€ = min {d(yi, yj) | i, 3 e {1, 2, ..., X} i # j}.

Soit P tel que pour tout p 2 p

o
B - £
d(xp, {yl, Yos +ees yk}) < e(p) < E s
| ¥ £ ¢ {15 2, s+45 K} 7 Bly 4 g) " xE(p) ‘g
Montrons que pour tout p 2 P> rp = k.

Pour cela, on établit que :
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(a) ¥ El, 22 e {1, 2, ..., k} : £l # £2 =>

B(p) - B(p)

- . €
d(B(y, , €/5) n X , Bly, , €/5) n X ) > 2 =
Kl’ o 22 P 5

(b) ¥ ny, n, e {p, ptl, ..., B(p)}, ny 0,

x € B(yﬂ , €/5)

1

12 = d(xn s X ) < E(nl) + E(HQ)'

B . 2
kY]

La relation (a) montre que le nombre de composantes connexes du graphe est

au moins k ; la relation (b) montre qu'il est au plus k.

Soit p e R' . Soient a(p), B(p) deux suites d'entiers telles que :

¥pelN : B(p) 2alp) 2 p.

Algorithme NPA'[p, a(p) B(p)]

Etape p
On dispose des points =z x R .
bose P a(p)? Toalp)+l’ > TB(p)
On propose la réponse Fp’ ol ro désigne le nombre de composantes connexes du
raphe (non orienté) dont les sommets sont les points X X S ¢

et dont les arcs sont les paires {Xi’ xj} telles que :

d(x., x.) < 2p/5.
1 ]

Exemple de fonctionnement de 1'algorithme NPA[p, a(p), B(p)]

[a]
"

R;p=130(p) =5p; B(p) =5p + 4,

(y ) =(3,2,3,1,2,3,2,3,1,2,3,2,3, 1,2, ... ) s

,\
N
N
1l
~~
N
-

[
[
-

}

'

|
-
-
eI
-

1

!

[
£t
~»
o] ==
-

i
o+
°
g
-

~~
P
il
«
o}
+
N
=
p—
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EtaEe 0

Le graphe a 5 sommets qui sont
X =5 3 x, =0:5x%x, = 43, Xq =03 X, = 2,5,

ily al arc : {xl, x3} ; et donc r_ = L

Etape 1

Le graphe a 5 sommets qui sont

Xe = 2,5 3 x. = 2,25 5 x, = 2,75 § x_ = 1,125 ; x_ = 1,875,

5 6 7 8 9
il y a 3 arcs : {XS’ x6},{x5, x7},{x9, XB} 5 et donc r, = 2.
Etape 2
Le graphe a 5 sommets qui sont
X1o = 350625 5 x,) = 1,9375 5 x,, = 3,081255 x,, = 0,96875; x,, = 2,015625,
il y a 2 arcs : {xll, Xlu} {Xlo’ X12} ; et donc r, = 3.

etc ...

On vérifie qu'a 1'étape p > 2, il y a 5 sommets et 2 arcs et donc rp = 3.

Proposition 2

Soit p e RT". Soit E une partie compacte de R™. L'algorithme NPA'[p, p, p2]
est satisgaisant pour £a question "quel est Le nombre de points d'accumulation

de (x ) 7" sur Fini; (E).

Finig (E) est la famille de suites définie par :
(xn) a un nombre fini de points d'accumulation
(Xn) € Fini; (E) <=> yl,YQa--ayz,chacun d'eux est de force strictement .

positive et : ¥ i, j € {1,...,8} : i # 3 => d(yi,yj) > p.

Démonstration

-~ - . -

. et . . .
Soit (Xn) € Flnlp(E), Seient y,, y,, -++s yp ses points d'accumulation. Posons
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vV = B(;l, p/5) U ... U B(yz, p/5).

I1 existe p, tel que : ¥p 2p : X € V. (%)

. 2 Lo . m
(pO existe car on a supposé que E &tait une partie compacte de R')

I1 existe Py 2 P, tel que pour tout i e {1, 2, ..., £}
2 -
. P
¥pzp, o: Xp n B(yi, p/5) # ¢ (%%)

Soit p 2 Pqs la relation (x) entraine que :
¥ El’ KQ e {1, 2, ..., £} : 21 b4 £2 =>

- 2 - 2 :
d(B(yz , p/5) n Xg N B(yz s, p/5) n Xg ) = 2p/S,
1 2

ce qui avec la relation (**) montre que rp > /L.
La relation (*) donne aussi que

2
¥on,n, e {p, pt1, ..., P71}, ny # n,»

x
m

=ia ! =>d(x_ , x ) < 2p/5,
- nl n2
B(YK', p/5)

X%
m

ce qui montre que r_ < £, et donc finalement que rp = L.

Remargue

Le coefficient 2p/5 qui apparalt dans la définition de 1l'algorithme NPA'

pourrait &tre remplacé parhp avec 0 < h < 1/2.

Théorneme 5
La question : "Quel est Le nombre de points d'accumulation de (xn) 7" est
décidable a La Limite

(4) sun Fini‘;(p(jE)(que,@ que 404t e(p) € CODVOGR+))

(4L) sun Fini;(E) (quel que 204t p € R™ et E compact de r")
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et est indécidable & La Limite

(§) sur APer (E) (44 E™%# 9).

Démonstration

(i) Proposition 1.
(ii) Proposition 2.

(iii) voir Proposition 5 du § 4.

4 - ALGORITHMES DE RECHERCHE DE LA PERIODE D'UNE SUITE

ASYMPTOTIQUEMENT PERIODIQUE

Le probléme de la détermination algorithmique de la période de suites
est intéressant car sans €tre résoluble globalement (voir proposition 5),
il est abordable de maniéres variées, chaque méthode donnant lieu a des

algorithmes relativement efficaces de domaines d'efficacité différents.

La premiére méthode que nous présentons (méthode des coefficients
détecteurs) est basée sur des calculs de moyenne de distances mutuelles entre
points de la suite ; 1'étude de ces différentes moyennes permettant de trouver
(ou plutdt de présumer) de la période de la suite traitée. Selon la nature de
l'information globale dont on dispose, quatre algorithmes peuvent &tre utilisés
chacun fonctionnant correctement pour des familles de suites bien déterminées
(voir les expériences numériques). La seconde méthode envisagée (méthode par
barycentres) est fondée sur 1'idée que lorsqu'une suite est asymptotiquement
périodique, tous les points de la suite sont proches de certains barycentres
bien particuliers de famillesdes points de la suite. Bien que nécessitaht

sensiblement plus de calculs que la premiére méthode, Ces algorithmes par

barycentres sont trés efficaces Comme 1'établissent nos expériences numériques.
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Le texte de ce paragraphe est une synthése de diverses publications de 1l'auteur

sur le sujet : [10]1 [11] [12] [13] [1u] 191 [20].

Notations
Si k et n sont deux entiers donnés (k 2 1) on notera 3K (ol n quand il ne peut
y avoir d'ambigliité sur k) le reste de la division euclidienne de n par k (par

exemple 567 = 6)

a) Méthodes de coefficients détecteurs

Soit (xn) une suite de points de 1l'espace métrique E.

On pose :
2p-1
il(p) = izl d(xi, Xi+1)/(2p—l),
2p-2
i,(p) = izl dlx,, %, ,)/(2p=2),
ip(P) = »E d(xi, Xi+p)/p'

1=1
Le lemme suivant indique les propriétés des coefficients ir(p) qui nous permet-

tront d'établir plus loin la convergence des algorithmes I1, I2, I3, Ik,

Lemme 1
84 (x_) e APer (E) alors :
(L) pour tout r e N, ir(p) est convergente ;

84 v est un multiple de k aforns : lim i(p) =0

p—-)-co

54 v n'est pas un multiple de k alons

"

lim 1r(p)

p—m

€

o min{d(yj, yj,) | 3 #3'} >0

IA

&1

(yo, Yis vevs Vg désdignent Les Limites des sous-sulites

max{d(yj, Yj.) |3 # 3"}

)s ( Yy voes ( 1)

(x X k+k-1

nk xnk+1
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(4L} A€ existe p' e N tel que pour tout p 2 p'

¥ 3*ef{2, 3, ..., p} X|§°
(p,) =5 ij,(p) < ij"(p) %
¥ i"e{2, 3, ..., p} k[3"

Démonstration

(i) Soit r un multiple de k, la suite (d(xi, Xi+r))i converge vers 0, donc la

suite :

2p-1

) d(xi, X,

L l+r)/(2p—r))p

converge vers 0 (c'est une conséquence du résultat classique :

n
lim Un = £ =% 14m X Ui/n = £).

n->ro nroo ji=1

Soit maintenant r un entier non multiple de k ; les suites

(d(x ))

x
nk?> “nk+r’’n

(d(x ))

nk+1’ xnk+1+r 1

Bt AP

(d(x ))

nk+k-1° *nk+k-14r’’n

sont convergentes respectivement vers d(yo, y;), d(yl, y;:I), wh d(yk—l’

Ye7=7) et donc la suite :
(« E dlx % derp) 1£20~20) =
1<nk<2p-r
2p~r 1
¢ I UE e Fiee? =00 %
2 p
1<nk<2p-r

converge vers d(yo, y;)/k (toujours en vertu du résultat rappelé plus haut).

De méme :

( ) d(
n
1<nk+1<2p-r

*k+1? Xnk+l+r)/(2p—r))p
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converge vers d(yl, yE;;)/k,

etc ...

En sommant, on obtient donc :
k-1
i i = 2
lim 1P(p) .Z d(yi, yz:;)/k €,
pHo izo
<e, .

1
(ii) Soit 1 tel que :
. - < =
¥po2 P, d(xp, yp) <€ 60/8.

Soit P, 2 P, tel que :

k-1
¥p2p, ) EO d(x,, y.)/p < €' = € /16,
jzo i=1 °

et ) d(x,, x.)/p < €" = € /16.
i<j<p 1 J °©
Fo
Soit p' 2 Mpl. Donnons-nous p 2 p' quelconque et r ¢ {2, 3, ..., p} non

multiple de k. Puisque p 2 p,ona:

d(xi’ s ) 2 d(y;, xi+r) - d(xi, yz)

+r
> A yrm) 7 dge Kp) T 40y vE)
> € - 2¢ = 3e /4,
o o)
et donc : 2§—r 2§—r
121 d(Xi’xi+r*) i%p d(Xi’ Xi+r)
. _ 1= o)
lr(p) h 2p-r = 2p-r
2p-r-p p
> __—g g. € > (l - .._o.) §. £
2p-r 4 o p° 4 o
£
3 3 . O
SRR (*)

Prenons maintenant pour r un multiple de k. On a :

2§—r
L dlxgs x5,0)

. _i=
lr(p) h 2p-r
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P,T o) 2§—r
Jodlx.,x. ) .Z cl(x.,xi+ ) L d(x.,xi+r)
. i’ itr i=p -rt+l i=p +1
< 1=1 o 0
< + +
P P 2p-r
Py P, ﬁg_r
.Z A5y 7) .Z Wy ®ie) SICTELII)
i=p -r+i1 1=p -r+l i=p +1
< e" + + ° + 2
P p 2p-r
2§—r
Lo dOxgLyiedlygaxg )
P,"P +r-1+1 i=p +1
< e+ g4 ° € + ©
P 2p-r
(Comme r est un multiple de k : itr = I et donc Vi yi)
<e"+ €'+ e+ 2e=¢€/16+¢€ /16 +€ /8 +€ /4 =€ /2 (%)
o o o ol o

Les relations (%) et (**) montrent que pour p 2 p', (Pk) est vérifié,

| O

Pour déterminer la période d'une suite, le lemme précéddent suggére de
calculer les coefficients ir(P) (p fixé r ¢ {1, 2, ..., p}) ; les plus petits
donneront soit la période recherchée, soit des multiples de cette période.
Toute la difficulté est de distinguer ce qui est multiple de ce qui ne 1l'est

pas. Les différentes '"stratégies" possibles définissent des algorithmes.

Avant de les décrire de facon précise, exposons de maniére imagée le

principe de leurs fonctionnements.

Supposons par exemple (tableau 1 p 75) que nous disposions des points

X X
o’

1° s %o (p = 10), nous pouvons calculer 11(10), 12(10), cee 110(10)

et obtenir un graphique comme le suivant
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i (o)

1

-

Figure 1

D'aprés le lemme 1 les coefficients i3(10), i6(10), ig(lo) qui sont
plus petits que les autres ont des indices qui doivent &tre des multiples de

la période (ici 3).

L'idée la plus simple consiste 3 proposer comme réponse l'indice r du
plus petit ir(lo),r e {1, 2, ..., 10}, mais le lemme 1 ne nous garantit que
l'obtention d'un multiple de la période k et non pas la période elle-méme. Si
1l'on dispose d'une information supplémentaire par exemple que k est un nombre
premier (k ¢ M = {2, 3, 5, 7, ...}) alors la méthode consistant 3 proposer
1l'indice r du plus petit ir(P) avec r ¢ M n {1, 2, ..., p} pourra &tre intéres-

sante (voir théoréme 2). C'est 1l'algorithme I1(M).

Sans information spéciale sur k, la partie ii) du lemme 1 suggére de
regarder s'il n'existe pas une ligne horizontale (en pointillés sur le dessin)
séparant les points en deux ensembles, celui du bas correspondant & des multiples

d'un méme entier.
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Dans notre exemple il n'y a qu'une seule fagon de faire cette séparation

et elle correspond & l'entier k = 3,

C'est le principe de l'algorithme I2 qui propose le plus petit entier

k =2 2, tel qu'une telle ligne existe.

A défaut d'information sur la période k il se peut que l'on ait une
idée a priori de la distance mutuelle des points d'accumulation de la suite

traitée.

Figure 2

Si cette distance mutuelle est supérieure a peR+*, toujours d'aprés le
lemme 1, on sait qu'd partir d'une certaine étape les coefficients correspondant
aux multiples de k seront plus petits que p et les autres plus grands. En
tragant donc une ligne horizontale au niveau p et en proposant comme réponse
d 1'étape p le plus petit indice r des ir(p) en dessous de cette ligne, on

finira par obtenir la période. C'est le principe de 1l'algorithme I3(p).

L'algorithme I4(e) est basé sur une idée semblable, sauf que d'une
étape 3 l'autre on ne prend pas nécessairement la méme ligne pointillée. On
fait dépendre celle-ci du calcul de il(p) et par exemple on place la ligne

pointillée & hauteur il(p)/lo.
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Algorithme I1 (M) (M sous-ensemble fixé deIN*)

Etape p:
On dispose des points (xl, Xps +oes X2p) :
On calcule ir(p) pour r € M n {1, 2, ..., p} ;

On propose la réponse NI1(p) = j avec j tel que :

ij(p) = min{ij,(p) | 5" e M n {1, 2, ..., P}}.

Algorithme I2

Etape p:

On dispose des points (Xl’ Xps +ees X %A

On calcule 1l(p), 12(p), ey 1p(p) 3

On propose la réponse N2(p) = min {j e {2, 3, ..., p} \ (Pj)}

(s'il n'existe aucun j vérifiant (Pj) on pose N2(p) = 1).

Algorithme I3 (p) (p : constante > 0 fixée)

Etape p:

Ros ) 5§

On dispose des points (Xl’ Xps wees Xop

On calcule il(p), i2(p), v ip(p) 2

On propose la réponse N3(p) = min {j e {1, 2, ..., p} | ij(p) < p}

(s'il n'existe aucun j tel que ij(p) < p on pose N3(p) = 1).

Algorithme I4 (€) (e : constante > 0 fixée)

Etape p:

On dispose des points (Xl’ Ros wees x2p) 3 "

On calcule 1l(p), 12(p), S 1p(p) :

On propose la réponse N4(p) = min {j e {1, 2, ..., p} | ij(p) <€ il(p)}

(s'il n'existe aucun j tel que ij(p) <€ il(p) on pose N4(p) = 1).
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. * + +%
Socient McN , peR , € e R , on pose :

APer*(B) = v APer*(E) 5
M m
meM

APer™™(E) = {(xn) ¢ APer” (E) l (xn) est de période 2 2 et

In eN,3!322,¥nz2n :(P.)}(l) ;
o o ]

APer;(E) = {(x ) e APer™(E) | p < min ldly;oys) |1 #33)

*

APer[e](E) = {(xn) ¢ APer (E) |

min {d(yi, yj) | i # 3} 2 € max {d(yi, yj) | 1 # 31},

Proposition 3

Soit Q £a question "quelle est La pérniode de La AuLte (Xn) 2",

Sodlent M c]N*, P € ]R+*, e eR .

(4) I1(M) est satisgaisant pour Q sun APer;l(E) 54 M ne contlent pas deux
entiens multiples £'un de L'autre,

(i4) I2 est satisfaisant pour Q swr APer™ (E),

(Lid) 13(p) est satisfaisant pour Q sur APer;(E),

*

Cel

(dv) Iu(e) est satisfaisant pour Q sur APer, -(E).

Démonstration

(i) Soit (xn) € APer;(E). Soit k € M la période de (xn).
D'aprés le lemme 1 (ii), a partir d'une certaine étape p;»> 1a propriété (Pk)

sera vérifiée et on aura donc N1(p) = k.

(ii) Soit (xn) ¢ APer” "(E). Soit k la période de (xn).
D'aprés le lemme 1 (ii), il existe 1 tel que :

¥pzp; o (Pk)

(1) La propriété (Pj) est définie au lemme 1 p 65.
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Par hypothése, il existe p, tel que :
. 1 3 .
¥pz2 P,y " I B (Pj),

il en résulte que pour tout p 2 max {pl, pQ}, on a N2(p) = k.

(iii) Soit (xn) € APer;(E). Soit k la période de (Xn)'
D'aprés le lemme 1 (i), on a

1lim ik(p) =0
p—m

r<k=1limi (p) 2 ¢
pr® i

o ° min {d(yi, yj) I i#43t>op

A partir d'une certaine étape p,> on aura donc :
i () <ps
r <k => ir(p) > 0,

et donc N3(p) = k.

(iv) Soit (x_) € APer: -(E). Soit k la période de (x_).
n fel n
Le lemme 1 (i) nous donne que :
lim ik(p) =03
p—)OO

r<k= lim i (p)
p?® v

v
y!
H

min{d(yi, yj) | i # 3}

IA
m
t

max{d(yi, yj) | 1 # 3}.

A partir d'une certaine étape p,» on aura donc :

EO-E El
r < k => ir(p) - Eil(p)Z —5— >0

€e
(@]

€ 1l(p) - lk(P) > - > 0 3

et donc : Nu(p) = k.

Remarques

1°) si 3 partir d'une certaine étape il semble que M(p) = P.G.C.D. (N1(q) lq=p)

est constant alors M(p) est un multiple de la période cherchée et donc si M(p)
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est un nombre premier c'est la période cherchée. En particulier, si dans la
suite (N1(p)) apparalt réguliérement un méme nombre premier q, c'est la période

cherchée.

2°) Si l'espace E est discret et qu'il existe peR+* tel que V (x,y) € B2 tREY
=> d(x, y) > p (ce qui est vérifié quand E est fini) alors l'application de
1l'algorithme I3(p) sera satisfaisante pour toute suite (xn) € APer*(E) (ceci
ne contredit pas la proposition 5 qui ne s'applique pas quand E est trop
simple : voir remarque 1 de la proposition 5).

Si donc on cherche a4 déterminer la période d'une suite (xn) ¢ UPer (E)
il suffira de munir E de la distance discréte (d(x, y) = 0 si x = v, d(x, v) = 1

si x # v) et d'apnlinuer I3(n) avec o < 1.

Divers essais numériques ont été faits, en particulier i partir des

suites engendrées par 1l'itération x = f(xn).

n+l

Nous avons par exemple considéré les fonctions f définies par :

k,g

£, g0 = g(x - E(x + 1/2)) + EGe ¥ 172) ¥ <

ol E(x) désigne la partie entiére de x, et ol g est une fonction de [-1/u4,+1/4]

dans lui-méme, contractante.

De telles fonctions fk sont continues sur A = v [i-1/u,i+1/4]
°& osi<k
et pour toute valeur X, € A. La suite définie par R 41 © f(xn) est asympto-

tiquement périodique de période k.

Avec k = 5, g(x) = x°°7, X, = 0, 2 les premiers points de la suite sont
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Tableau n° l(l)

n X n x

0 0,2 10 1,01538
1 1,17026 11 2,01013
2 2,14264 12 0,00840
3 0,11740 13 1,00386
Y 1,09476 14 2,00221
5 2,07486 15 0,00120
6 0,077717 16 1,00061
7 1,04344 17 2,00029
8 2,03174 18 0,00012
9 0,02248 19 1,00005

A 1'étape p = 10 les coefficients détecteurs sont

Tableau n° 2(1)
j ij(lo) j ij(lO)
1 1,31277 6 0,0u681
2 1,34114 7 1,28936
3 0,02238 8 1,36180
b 1,30141 9 0,06732
5 1,35180 10 1,27372

(1) Calculs effectués sur micro-ordinateurs P.E.T. Commodore en collaboration avec
M. Le Helloco. . - >

ce qui en les classant par ordre croissant donne :

i3(1o)sie(10)si9(10)silo(10)517(10)514(lO)sil(lO)siz(1O)si5(10)si8(10)

Sur cet exemple, on le voit donc, les algorithmes I1(N), I2, I3(p)

(pour p < 1,3) et I4(g) (pour € < 1) fournissent la bonne réponse.
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Cependant diverses autres expériences nous permettent de conclure que

- I1(N) peut parfois &tre mis en défaut, en particulier quand la suite
(xn) oscille autour de ses points d'accumulation.

- I2 bien que moins souvent mis en défaut que I1(N) peut 1l'@tre et
surtout en dimension m > 2.

- I3(p) peut toujours s'adapter, la difficulté étant le choix de p
qui nécessite une évaluation a priori de la distance mutuelle des points d'accu-
mulation de (xn).

- I4(e) peut toujours s'adapter et le choix € = 0,2 (ou plus rarement
€=0, 1) se révéle satisfaisant. D'un point de vue numérique I4(e) semble donc

€tre le meilleur des quatre algorithmes.

b) Méthodes par barycentres

Donnons d'abord la définition suivante qui va nous servir d construire

nos algorithmes.

Définition

Soit (xn, ceesy xm) une suite finie d'éléments d'un espace vectoriel

X
n+l’

normé E (dont on notera d la distance associée 3 la norme).

Soit € e R’ et k e N. On dit que k est une période 3 € prés de (xn, X
(1)
si

ey X
ntl’ i m)

yie {0, 1, ..., k-1}

k,&
¥ j e {n, nt1, ..., m}

~ Pd
Oou Oon a pose

G(k, 1) = X / card {j | n <3 <m, j = i}

W~

j=n
J=i

(En prenant un point tous les k points on constitue k paquets dont on
considére les barycentres G(k, i) puis on regarde si les points d'un paquet sont

proches du barycentre de ce paquet).

, -k - (4 .
(1) Les notations Y , Y sont été introduites page 65.
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. z . ~ ~ ~ ~ +
Tout entier k 2 m-n+l est période & 0 prés (et donc a € prés pour € ¢ R ) de

la suite (x X
( n’ “n+l’

intérét.

ExemEle

Soit la suite (0, 6, 15

. 3 est période a 1 prés car G(3, 0) =

. de méme 6 est période

.y xm) ; aussi seules les périodes < m-n+l ont-elles un

, 1, 4, 14, 0, 5, 16).

W

, G(3, 1)

5, G(3, 2) = 15.

3 1 preés.

. par contre 1, 2, 4, 5, 7, 8 ne sont pas périodes & 1 prés.

G0 Gi.) Gai.2)

J T 1 | I | [ | | | | ] | [ ] i
[ ] 1 2 3 4 5 6 7 8 L] 10 1" 12 13 14 15 18 17
XX X, X X X, X K
Xg

Figure 3

Algorithme J1 (e(p), a(p), B(p))

(e(p)) est une suite de

e(p) € ConvOGR+)) H

nombres réels positifs convergeant vers 0 (i.e.

(alp)) et (B(p)) sont des suites d'entiers telles que

lim oalp) = +wo,
p-'>+ o0

Etape o)

On prend les points Xa(p

B(p) = alp)

) Zalp)+1® T *R(p)”

On propose la réponse N1(p) : la plus petite période a e(p) prés de la suite

.

(Xoc(p)’ Xoa(p)+1’

Algorithme J2 (g, a(p),

. s XB(p)).

B(p))

€ est un nombre réel positif donné ;

a(p) et B(p) sont des suites d'entiers telles que :
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lim a(p) = +=, B(p) = al(p).

p—)OO

Ltape p

0 i .
n prend les points xa(p)’ xa(p)+l’ . xB(p)

On propose la réponse N2(p) : plus petite période 3 € prés de la suite

).

(x

a(p)? Xa(p)+l’ P

B(p)

. . +
Soit (e(p)) « ConvOGR+*), soit € € R *, on pose :

APer (E) = APer(E) n Fini (&) ,

e(p) e(p)
APerp (E) = APer(E) n Finip ()

Propesition 4

Soit Q La question "quelle est La période de La suite (Xn) 7"
Sodent e(p) « ConvO OR+), p eZR+*.

() J1 (e(p), p, 2p) est satisfaisant pour Q sur APer (E),

e(p)
{AL) 32 (p/5, p, 2p) est satisfaisant pour Q Aur APerp(E).

Démonstration

(i) Soit (x ) € APer (E), soit k sa période.
n e(p)

On note y_, yy» +++» ¥y _, les limites des suites (Xnk)’ (xnk+l)’ cees (xnk+k—l)’
et on note z_, Zos vees les points d'accumulation de (Xn) (k' £ k),
Par hypothése, il existe p, tel que :
¥p> : d(x_, x-) < e(p)-
P 2D 0 % P
Sip 2 p,, alors :
1 2p
d(G(k, i), yi) < X d(xj, yi) /card {5 | p <3 <2p, 3 = i},
3=p
=i
ce qui signifie que (Pk e(p)) est vérifiée, et que donc a partir de 1'étape Py»
b
k sera une période d £(p) prés de (Xp’ cees x2p).
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Soit r < k, il nous suffit maintenant de montrer qu'd partir d'une certaine

étape p, r n'est plus période d e(p) prés de (xp, cees X2p)'

! i . ! ente it
L'une des suites (an)’ (an+l R , (an+r—l) n'est pas converg s SO
(xnr+i)' Cette suite est asymptotiquement périodique de période au plus k.
Soient

Zl, 22 € {Yo, yla sy Yk_l}, Zl 7 ZQ,
deux de ses points d'accumulation. On pose :

€4 =‘d(zl, 22)

Soit P, € N tel que

L ¥p2 py ¢ e(p) < 61/4 et d(xp, yﬁ) < e(p),

Sipz= Py d'aprés ce que l'on vient de voir :

3 jl e {p, pt1, ..., 2p} : ﬁi iet d(xj ,» 2,) < /4

1 1 1

4 ijE {p, pt1, ..., 2p} : 52

IA

iet dlx., , z.) e,/4

3,7 2
et donc soit jl’ soit 3y vérifie

/2 > €(p).

d(xj, G(r, 1)) = €,

On a donc montré que
3iedo, 1, ..., k-1}
3" = i et d(x., G(r, 1)) > e(p)
J

13 e {p, pt1, ..., 2p}
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ce qui signifie qu'd 1l'étape p (pour p 2 pl)’ r n'est pas période d €(p)

prés de (xp, xp+l, shetely )

(ii) On procéde de maniére analogue.

Remarques
1°) La proposition 4 reste vraie si,au lieu de prendre les algorithmes
Ji(e(p), p, 2p) et J2(e, p, 2p) on prend les algorithmes J1(e(p), a(p), B(p))

et J2(e, a(p), B(p)) avec :

lim oa(p) = lim (B(p) - al(p)) = lim (B(p-1) - a(p))) = += .
e p+o peo

2°) T1 est possible de définir une autre notion de période d € prés pour

une suite finie en remplagant (Pk E) par :
b

¥ jl e {n, n+1, ..., m}

¥ e {n,n+1, ..., m}

Avec cette définition qui évite le calcul de barycentres (mais nécessite
en général plus de tests : a < b) on obtient les mémes résultats que ceux énoncés
ci-dessus. On peut d'ailleurs, si on utilise cette notion se placer seulement

dans un espace métrique. '

Divers essais numériques ont été faits pour tester les algorithmes J1
et J2 en particulier avec des suites dont le nombre de points d'accumulation

est plus petit que la période (k' < k).

'3
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Par exemple pour la suite :
x = E((2'+1)/2) + 1/(n+5)

Y5 wnag & )

qui est de période 7 et dont les sous-suites (x7n), (

X+l XIn+6

convergent respectivement vers 0, 1, 1, 2, 2, 3, 3. L'étape p = 21 de

l'algorithme J2(1/5, p, p+19) a donné lieu aux calculs suivants :

G(2, 1) = 1,9392 G(7, 0) = 0,0319
G(3, 0) = 1,9055 G(7, 1) = 1,0309
G(4, 1) = 1,8649 G(7, 2) = 1,0299
G(5, 1) = 1,8322 G(7, 3) = 2,0291
G(6, 3) = 2,6314 G(7, 4) = 2,0282
6(7, 6) = 3,0330 G(7, 5) = 3,0229

Les calculs de G(2, 0Q), G(3, 1), G(3, 2), G(4, 0), G(4, 2), G(4, 3),
¢(s, 0), 6(5, 2), G(5, 3), G(5, 4), c(6, 0), G(6, 1), G(6, 2), G(6, 4), G(6, 5)
n'ont pas été nécessaires.

7 est donc la plus petite période & 1/5 prés et c'est la réponse proposée.

Méme lorsque k' est assez petit devant k il semble que le calcul de la
plus petite période d € prés pour une tranche assez longue (xn, ety xm) permette

de déterminer la période.

Par exemple pour la suite :
=20
x = E(n®"/20) + 1/(n+5)

dont les sous-suites (x § PR | ), ( ) convergent

200’ *20n+1 X20n+18 Xo0n+19

respectivement vers 0, 0, ..., 0, 1 et qui est donc de période 20, le calcul

de la plus petite période de (x2 5ok x200) d 1/5 prés donne 20.

09
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De méme pour la suite :
=21 -3
x = E(n® /27) + 1/(n+5) + n

dont les sous-suites (x2 ), ( ) I ¢ ) convergent respectivement

%27n+1 ®27n+26
vers 0, 1, 2, 0, 1, 2, 0, 1, 2, ..., 0, 1, 2, 0, 1, 3 et qui est donc de

n

période 27, le calcul de la plus petite période de (x2 cees X2OO) d 1/5 prés

O’

donne 27.

Ces essais montrent donc que la notion de plus petite période 3 € prés

est trés efficace en pratique et donc aussi les algorithmes J1 et J2.

c) Résultats de limitations

Proposition 5

Soit M cN". Si M contient deux entiens multiples L'un de L£'autre alonrs
La question "quelle est La période de (x_) ?" est indécidable a La Limite

Aur APer;GRm).

* P
APerMGRm) est la famille de suites définie par

(xn) € APer*GRn) et
(x ) € APer (R™) <=>
n M

la période de (xn) est un entier de M

Démonstration

Soient k eIN*, r eIN*, r# 1, tel que k e M et k r ¢ M.

Pour des commodités de notations, nous nous plagons dansimz.

Supposons qu'il existe un algorithme normal A satisfaisant 3 la limite sur
APer;GRz) pour la question de la période.

Soit la suite (xi) définie par :

(xz, xo, cees xi, e ) = ((1, 0), (2, 0), v.., (r, 0), ... )

(les derniers ... signifiant que 1'on reprend dans le mBme ordre,indéfiniment,

les mémes r points).
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Par hypothése, il existe n_ tel que No(no) =retr | (no+l) (on note No(p)
la suite des réponses données par A pour (xi)).

Soit la suite (xi) définie par :

1 _ o .
X = x sin<n,
n n o
1 1 1 1 1 2 2 2
(xn $1° X 400 o )y = ((1, 5), (2,‘5 , +eey (r, 50, (1, 5), (2, 50,...,(r, 5)
3 k k
(l, 5),0-',(1, 5),--~,(I‘, ‘2-), s e )

(les derniers ... signifiant que 1'on reprend dans le méme ordre indéfiniment
les mémes rk points).

Cette suite est asymptotiquement périodique de périodé rk, il existe donc n,
tel que Nl(nl) = rk et v | (nl+l) (on note Nl(p) la suite des réponses données

par A pour (xln)).

Soit la suite (xi) définie par :

x2 = xl si <n
n ‘n 020
2 2 "
(an+l’ xnl+2, Yy = ((1, 0), (2, Q), e., (r, ), ... )

(les derniers ... signifiant que l'on reprend dans le méme ordre indéfiniment
les mémes points).

On continue de la méme fagon :

i+l i+l . o )
(Xni+1, x;i+2, cee ) = (1, 0), (2, 0), «.. (ry, 0), ... ) si i impair ;
i+1 i+l _ 1 1 1 2
Ce1 ®nage o0 ) 7 (L o5y (20 =59 ooy Oy —129), (3, =5,
* : 2 2 2 2
(29 -'), c s ey (rs . )a (l, Cl )’ LI AT (l, —*—,—), ooy (r’ —.——-)’ .._),
2+l i+l i+l T ST+l
si i est pair.
On considére alors la suite
(x ) = (x2, x° x° 1 1 2 )
n’ T Moy Ty ot B o Ry gqe v By o Xy 4o
o o 1 1

Cette suite est asymptotiquement périodique de période r et pourtant

N(nl) = rk, N(n3) = rk,
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Remargues

1°) La proposition 5 reste vraie quand on remplace R par n'importe quel espace
métrique tel que % # g (¥ désigne l'ensemble des points d'accumulation de E,

et B = (%Y.

2°) Le résultat de la proposition 5 est en fait trés fin ; il nous indique en
particulier :
qu'il est impossible de distinguer 3 la limite entre une suite asympto-
tiquement périodique de période 2 (par exemple) et une suite convergente.
. que le fait de savoir que les points d'accumulation d'une suite
(xn) ¢ Fini (E) ont tous une force strictement positive n'est pas suffisant

pour pouvoir les compter algorithmiquement.

3°) Avec la proposition 2(i) on voit que la condition "M ne contient pas deux
entiers multiples 1'un de l'autre" est nécessaire et suffisante pour qu'il

. - 2 » . rd . * m
exlste un algorithme de détermination de la période sur APerMGR ).
Le théoréme suivant résume les résultats des propositions 3, 4 et 5.

Théonéme 6

La question : "Quelle est La péniode de La suite (xn) ?" o8t décidable a La

Limite sur :

(L) APer;(E) pour tout M ¢ N* ne contenant pas deux entiens mulitiples L£'un
de £'autre.

(i) Aper*™(E) ;

(LLL) APerp(E) pour Loul p € R 3

(iv) APer; _(E) pouwr tout € e R'" ;

fe]
+
(v) 1\Per€(p) pour tout e(p) « CoanGR ) s

et est indécddable & La Limite sur :
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| {4) APer;GRm) poun tout M < N* contenant deux entiers multiples L£'un de L'autre.

5 - FAMILLES DE SUITES D'ITERES

Nous allons maintenant considérer 1'ensemble Iéw des suites (xn)
d'éléments de E engendrées par les fonctions continues f : E + E.
Il existe une application continue f : E +> E

(x ) € Eﬁw <=>
n

telle que : ¥ n e N X 41 f(xn)
Nous nous intéresserons principalement au cas E = [0, 1] en indiquant quelques

généralisations.

Nos notations seront les suivantes

IStati(E) = (IEY) n Stati(E) ;
IPer(E) = (IEY) n Per(E) ;

IUPer(E) = (IEY) n UPer(E) ;
etec ...

Par rapport d la situation précédente, on doit remarquer les trois

caractérisations

(a) A

r(xn) est ultérieurement
<=> [ meN : X =X ]

stationnaire

r(xn) est ultérieurement)

(b) A b <=> [dm, peN :m#pet X = xp]

\périodique

r(xn) est asymptotiquement

(c) A <=> [(xn) a p points d'accumulationl]

périodique de période p
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Nous reprenons les théorémes des § 2, 3 et 4. Du fait de l'information
supplémentaire constituée par 1l'hypothése que (Xn) est une suite d'itérés,
la partie positive des théorémes augmente. Du fait de (c) (qui peut s'inter-
préter : IFinip(E) = IAPerp(E)), certaines parties des théorémes perdent
leur sens. Les résultats négatifs qui persistent, nécessitent de nouvelles
démonstrations qui sont plus complexes car il faut montrer que toutes les
suites utilisées sont des suites d'itérés (voir par exemple la démonstration

du lemme 2).

Theoneme 7
La question "(xn) est-elle convengente ?" est décidable & £a Limite
(4) sun IUPer [0, 1] u IConv [0, 1] ;
(LL) sun IAPePEEO, 1] pour tout € > 0 ;
(44L) sun IUStati [0, 1] v ITurb [0, 1] ;
et est indécidable a La Limite

(f) sun TIAPer [0, 1] ;

({§) sunr IConv [0, 1] v ITurb [0, 11].

Remargues

1°) Le théoréme reste vrai pour toute partie dense de [0, 1] et donc en parti-

culier pour [0, 1] n @ et [0, 1] nZRC GRC ensemble des réels calculables).

2°) Si, en plus d'imposer aux fonctions engendrant les suites d'@tre continues,
on imposait qu'elles soient lipschitziennes, il est possible que la partie
positive du théoréme 7 augmente encore, car on remarquera que les fonctions

utilisées dans la démonstration de (j) et (jj) sont non lipschitziennes.
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Démonstration

(i) il suffit de prendre l'algorithme normal N défini par :
33, ke {0, 1, ..., i}:xj = x et

fo(x

;%o X1 .y xi) = NON <=>

I n, me {[i/2], [i/2] +1, ..., i} : x #x
En effet : . ou bien (Xn) n'est pas ultérieurement périodique (donc fxn) est
convergente), et alors j et k ne peuvent exister (d'aprés (b)) et
donc, la réponse donnée par N est toujours juste ;
. ou bien (xn) est ultérieurement périodique, et alors j et k
finissent par exister, et n et m existent d partir d'un certain

rang si et seulement si (Xn) n'est pas ultérieurement stationnaire.

(ii) C'est une conséquence du théoréme 2 (ii) car bien sfir : IAPerEEO, 1] <

A -
Pere(b).

(1iii) C'est une conséquence du lemme plus général suivant
Lemme 1
La question "(xn) est-elle convergente ?" est décidable a La Limite sur

IUper(0, 1] u (Ifo0, 1 - Iconv fo, 11).

Démonstration

On prend :

veey X,) = OUI <=> 3 ne {0, 1, ..., i-1} : x_ = x .

fi(xo’ X1» i n n+l

(j) Cette partie du théoréme va résulter du lemme suivant :
Lemme 2

La question "(Xn) est-elle convengente ?" est indécidable a La Zimite sun

IConv [0, 1] v IAPer,[0, 1].
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Pour démontrer ce lemme, nous utiliserons : (a) la notion d'insertion

d'une fonction sur une autre, (B) deux fonctions particuliéres.

(o) Insertion d'une fonction sur une autre

Soient f et g deux fonctions continues de [0, 1] dans [0, 1] et soient a, b
avec 0 £ a <b < 1.

On définit la fonction h suivante (voir figure 4)

[ h(x)

f(x) si x € [0, 1] - [2a-b, 2b-al ;

h(x)

a+(b-a) g(E%g (x-a)) si x e [a, bl ;

h(x) est linéaire sur [2a-b, al n [0,1] et sur [b, 2b-al n [0, 1] ;

| h(x) est continue sur [0, 1].
Nous dirons que h est obtenue par insertion de g sur f dans 1l'intervalle [a, b]

Des méthodes semblables & celle de 1'insertion ont déja été utilisées & propos

de 1'étude des suites d'itérés (4] [16] [17] [32]).
- - n

figure 4




89

Soient g, et g, les deux fonctions continues suivantes :

go(x) = x/2 si x € [0, 2/3] go(x) = 2x-1 si x € [2/3, 11 ;
gl(x) = 1-x/2 si x € [0, 1/3] g, 3/2-2x si x e [1/3, 1/2] ;
gl(x) = 1-x si x € [1/2, 11,

On vérifie que :

. pour tout x e (0, 1], la suite des itérés de X, par g est convergente ;

- pour tout x_ € [0, 11 - {1/2}, la suite des itérés de X par g, est asympto-
tiquement périodique de période 2.

(ces fonctions ou des fonctions analogues sont souvent utilisées en particulier

dans [4] [7] [16] [18] I32] [331]).

Démonstration du lemme

Supposons donné un algorithme normal A = (ai) satisfaisant pour la convergence
sur IConv [0, 1] n IAPerQEO, 11,

Onvpose : ho(x) = x.

Soit fo la fonction obtenue par insertion de g, sur ho dans l'intervalle

[0, 1/3] (voir figure 6).
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Soit (Xi) la suite des itérés de X = 2/9 par fo'
Cette suite est asymptotiquement périodique de période 2, il existe donc

n_ e N tel que

o o o, _
ano(xo, X5 s X ) = NON.

. P - & O
Considérons la bl[ un petit intervalle contenant Xn et ne contenant aucun

(e}

l b
5 (e} . 1

autre x; pour 1 e {o, 1, ..., nowl,.

On définit une fonction hl par les conditions suivantes

o
hl(xn

o
hl (x) = fo(x) sur [0, 1] - ]al, bl[ 5

) = 2/3 + 2/27

]

h, est linéaire et continue sur [a

o . o
1 10 %y ] et sur Exn , b

O o}

1
Soit fq la fonction obtenue par insertion de g, sur hl dans 1'intervalle
£2/3, 2/3 + 1/9] (voir figure 7).

Soit (xi) la suite des itérés de X = 2/9 par fl'

. 1 o]
Par construction : Xn = Xn pour tout n € {0, 1, ..., no}.

.
Par construction aussi, (x;) est convergente. Il existe donc n, tel que
1 1 1
a {x, X, ..., X_ ) = DUI.
n, © 1 nl
4

. cu s 1
Considérons ]a?, bzf, un petit intervalle contenant x et ne contenant

aucun xi pour i ¢ {0, 1, ..., ny - 1}. On définit unelfonction h2 par les
conditions suivantes

hQ(Xil) = 8/9 + 2/81 ;

h2(X).: fl(x) sur [0, 17 - ]a2, bQE 5

h, est linéaire et continue sur [a,, xl ] et [xl , b.1.
2 2 n, nl 2

Soit f2 la fonction obtenue par insertion de g, sur hl dans 1l'intervalle

[(8/9, 8/9 + 1/27] (voir figure 8).

Soit (xi) la suite des itérés de X, = 2/9 par £,-

1

. 2 1 ,
Par construction, Xn = R pour tout m € {0, 1, ..., nl}.
4



92

Figure 7
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Par construction aussi, (xi) est asymptotiquement périodique de période 2.

I1 existe donc n, tel que :

2
a (xg, x2, cees x2 ) = NON.
n2 o} 1 n2

Etc ...

La suite de fonctions (fi) converge uniformément vers une fonction f qui, par

construction, engendre d partir de X, = 2/9 la suite (xn) suivante :

¢] o] 1 1 2
X X veey X 4 X

12 "7 T Tp 412 n n,+1°
o o

(xn) = (xo, X
°© 1 1

oo )
On a donc :
OUI si i est impair,

a X g X,9e00y X =
n ( o* T1? ’ n.)

N * NON si i est pair.
La suite (xn) est convergente (vers £ = 1), ce qui contredit 1l'hypothése faite

sur A.

(j3) On utilise exactement la méme méthode que pour (j) en remplagant la
fonction g, par une fonction turbulente, par exemple g,
gQ(x) = 2x si x e [0, 1/2] 3

gQ(X) = 2(1-x) si x € [1/2, 1].

Toujours par des techniques analogues, on montre :

Théoneme &

(4) Les questions "(xn) est-elle pérndiodique 7" et "(xn) est-elle ulténieurement
perniodique ?" sont décidables a fa Limite sur I1fo, 1T,

(44) La question "(xn) est-elle asymptotiquement pérniodique 7" est décidable
a fa Limite sur IPer [0, 1] v ITurb [0, 11.

() La question "(xn) est-elle asymptotiquement péniodique 7" est indécidable

a La Limite sur 1APer [0, 1] n ITurb [0, 1].
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Théoreme 9
La question : "(xn) est-elle turbulente ?" est décidable a La &imite sur :
({) TUPer [0, 11 u ITurb [0, 1]

et est indécidable a La Limite sur :

(f) IAPer [0, 1] u ITurb [0, 1].

Remargue

Le probléme de la décidabilité a la limite de cette question sur _IAPerp[O, 11 v
ITurb [0, 1] (p 2 2 fixé) n'est pas résolu ; des résultats comme le théoréme

I1.3 de [8] font penser qu'une réponse positive est possible.

Théoreme 10

La question : "quelle est fLa période de (xn) 7" o4t décidable a La Limite sur :
(4) IUPer [0, 1] ;
(44) IAPerEEO, 1] pour tout € > Q ;

et est indécdidable d La Limite sun :

(/) IAper [0, 1].

6 - DEUX RESULTATS GENERAUX SUR LA DECIDABILITE A LA LIMITE

Nous donnons ici deux résultats généraux concernant les problémes
de décidabilité 3 la limite tels que nous les avons formulés au § 1. Le
premier énonce une condition suffisante pour qu'une question soit décidable
3 la limite sur une famille de suites S, le second énonce une condition
suffisante pour qu'une question soit indécidable & la limite sur une famille

de suites S. Malheureusement, aucune de ces conditions n'est nécessaire.
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Soit Q une question ayant un sens sur S c ﬁN et dont 1l'ensemble des réponses
est R. Cette question définit une fonction FQ de EN sur R dont l'ensemble

de définition est S et qui pour (xn) € S vaut la bonne réponse.

Posons :

n)
1]

{s € ECN) | 3 (xn) €S, 3 n €N :s = (xo, K.y vens xn)}

[e}

l’
=Svu$

(7.1

)

Considérons sur BN U E la topologie définie par la base de voisinages
suivante :

(xn) € E]N, n € N,

{(yn) e BN | ¥n < ng oty T xn}
)

V((xn), no)

u {(yn) € E | longueur de (y) 2 n,+ 1et

¥n< n, ¥, T xn}

(N)

] 1 < \]
(x n) e E > ' e N, n_+ 1 < longueur de (xn)

vi(x' ), n' ) {(y'n) e BN | ¥n < n' y' o= x }

{(y'n) € ECN) | longueur de (y'n) 2 n +1 et

c

¥n<n':y' =x'}1}

)

Cette topologie est définissable comme complétée de la topologie sur E
donnée par la distance :
! -
d((xn), (x n)) = l/(mo+l)
ot m est le plus grand entier tel que :

m_ + 1 < longueur de (xn),

3

+
=
IA

|
o longueur de (x n)’

x = x' pour tout m £ m_.
n o

Proposition A : (Condition suffisante de décidabilité a La Limite)

S4 FQ est prolongeable continuement de S 4 S akons Q est décidable a La

Limite sun S.
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Démonstration

"
Soit F', le prolongement continu de F, & S. On définit 1'algorithme normal (fi)»

Q Q

en posant pour tout (xn) e S :
. - 1
fi(xo’ Ris iees xi) = F é(xo, Xis =+es xi))

Ceci nous donne un algorithme normal qui est satisfaisant ‘pour Q sur S car la

suite :
(xo), (xo, xl), (xo, Xqs x2), cees (xo, X5 . Xi)’ v
E
converge vers (xo, Xis eees X5 oo ) ; donc puisque F'Q est continue sur S :
i i > i : .o . = cee . PN .
3 i eN, ¥i=z i fi(xo’ Xis +ees xl) FQ((xO, s X ))

Remargue

Cette condition suffisante de décidabilité 3 la limite, n'est pas nécessaire.
En effet, considérons la question Q : "(xn) comporte-t-elle un 1" définie sur

{o, 1FN. Q est clairement décidable 3 la limite sur {0, lfN et pourtant FQ

n'est pas continuement prolongeable 3 {0, 1My {0, l}CN) car FQ n'est méme
pas continue sur {0, lfN (il suffit pour le voir de prendre (1, 0, 0, 0, ...),

(0, 1, 0, 0, v.. ), (0, 0, 1, 0, v ) «u. D).

Proposition B (Condition suffisante de non-décidabilité a La Limite)

Si La famille S vernigie La propriétée sulvante :
((a) 0°) 4L existe (x0) € S ;

1°) pour tout m €N, AL existe (xi) e S tel que :

1 o}
FQ(xn) # FQ(xn) et
¥nsm x1 = xo H

o n n

2°) poun tout m > m_, 4l existe (xi) € S tel que :

2 1
FQ(xn) # FQ(xn) et

2 1
< : =
¥n m,or X X
ey o ERIN 1 1 5
L (b) (xo, Xis ey X Xmo+l’ e xml, xml+1, ... ) eS8

O
alons La question Q est indécidable a fa Limite sun S.
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Démonstration

On procéde comme dans la démonstration du lemme 2 du § 2.

Remargue

On pourra noter l'analogie entre la propriété supposée de la famille S et la
propriété de rémanence développée au chapitre 5 (voir aussi [22]), qui est

une condition suffisante de non accélérabilité.

ANNEXE 1 : FORCE D'UN POINT D'ACCUMULATION ET RAPIDITE D'UNE SUITE

La notion de "force d'un point d'accumulation" a pour but de mesurer le nombre
moyen de retours de la suite (Xn) au voisinage d'un point d'accumulation donné
(ou d'un point quelconque de E).

Définition

Soit (xn) une suite de 1l'espace métrique (E, d), soit y ¢ E.

On appelie force de y par rapport a (le le nombre réel :

aly, (xn)) = 1lim liminf card{n ¢ {0, 1, ..., m-1} | d(y, xn) <e}/m
€£+0 e
€>o0
(i) On a toujours : 0 < a(y, (xn))s 1.
En effet, posons : N; = card {n ¢ {0, 1, ..., m-1} | d(y, xn) <€}/ m
. €
N® = lim inf N,

moo
On a :

1= N; <1, donc 0 < N°< 1 et done 0 < aly, (xn)) < 1.

(ii) si (xn) converge vers y alors :

oy, (xn)) =letV¥z#y: alz, (xn)) =0,
En effeﬁ, soit € > 0, il existe n tel que sim 2 ng alors d(xm, y) <€ € ;3 donc
pour m 2 n_, on a (m~no) / m < N; <1 ; ce qui donne N® = 1 et finalement

aly, (Xn)) = 1. L'autre partie se démontre de la méme fagon.
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(iii) si odly, (Xn)) > 0 ; alors y est un point d'accumulation de la suite (Xn)
et

+x
¥eeR , 4 P, € N, ¥p 2 P, {Xp, X

NEEIRERE Xp2} n B(y, €) # 8.

. . . +*
Raisonnons par 1'absurde en supposant qu'il existe € ¢e R tel que :

Vp, eN, Ip= poz{xp, X vey X 2} n B(y, €) = @.

p+l’

On peut donc construire une suite strictement croissante d'entiers P, tels que

{x

o . XPQ} n B(y, €) = ¢9

sy X H
+1
pn n

n
ce qui implique

e P

N 5 <
Py

nol
3N

donc : N° = 0 et donc aly, (xn)) = 0.

(iv) si (Xn) € APer;(E) alors chacun de ses points d'accumulation y vérifie

aly, (x)) = % .

(v) si (yi)ieI désigne la famille (finie ou infinie) des points d'accumulation
de la suite (xn) alors
0 < .Z aly,, (x)) < 1.
iel

Remargues

1°) I1 n'est pas vrai que si y est un point d'accumulation de (xn) alors
aly, (Xn)) > 0. Pour la suite
(xn) = (0, 1, 0, 0, 1, 0, O, O, 1, ... )

on établit que : 0o(0, (xn)) =1, a1, (xn)) = 0.

2°) La deuxiéme inégalité de (v) peut &tre une inégalité stricte (méme quand
il y a un nombre fini de points d'accumulation). Pour la suite

(Xn) = (05 1, 1, 0, Oa 0, 0, 1, 1,1, 1, 1, 1, 1, 13 0, 0, "‘)’

on a : a(0, (x )) = a(1, (x )) = 1/3.
n n
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La premiére des inégalités de (v) peut méme &tre une égalité. Pour la
suite

(x)=1(0,0,1,0,1,2,0,1,2,3,0, 1, 2,3, % 0, ... ),

on a : z al(m, (x )) = 0.
méN n

3°) Une généralisation de la notion de force d'un point d'accumulation a
L eT e g ) > 1a un p

été formulée et étudiée dans [21].

Définition

Soit (xn) une suite de points de l'espace métrique E dont l'ensemble des
points d'accumulation est A(xn).

Soit (en) e Conv_ ®").

On dit que iET) est une rapidité de la suite (xn) si

3 m eN, ¥m 2 LI d(xm, A(Xn)) <€ .

Exemple

Posons X 1+ 1/ (n+l) si n est pair,

n

X 1/2

n si n est impair.

La suite (xn) admet la rapidité (1 / (n+1)).

Remargues

1°) Il se peut qu'une suite (xn) n'admette aucune rapidité. C'est le cas par

exemple pour : (xn) = (n+ (-1)" n).

2°) Les notions de force d'un point d'accumulation et de rapidité sont sans
rapport l'une avec l'autre. On vérifie facilement qu'il existe des suites

dont tous les points sont de force strictement positive et qui sont sans
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rapidité, et qu'inversement, il existe des suites ayant des rapidités dont

aucun point d'accumulation n'a une force strictement positive.

Proposition
Soit (xn) une sulte de points de £'espace métrique E. -
(4) 84 on a :
(T) ¥ve VAx)), In eN,¥n2=2n : X €V
n o O n
(V(A(xn)) désdigne £'ensemble des voisinages de A(Xn))
alors La suite e = dx , A(xn)) converge verns 0 et est une rapdidite
de La suite (xn).

(L) 84 La suite (xn) admet La napidité e(m) et 84 A(Xn) est compact

alors (T) est véirnigdiée.

Démonstration

i) Soit € enf*,posons v=1{xeE | d(x, A.(xn)) < €} ; v est un voisinage
de A(xn) donc d'aprés (T) il existe m e N, tel que : m 2 m => X €V ; ce qui

démontre que : d(x_, A(x_)) ~ O
m n

ii) Soit v un voisinage ouvert de A(xn) ;

C v est un fermé donc :
aC v, A(Xn)) >0
(ceci parce que A (xn) est compact), donc si on prend g tel que :

n2n =>e(n) <dC v, (x))
[e) . n

on est assuré que :

nmn =>3xX € V.
o] n
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Remargue

Dans ii), l'hypothése'ﬂ(xn) compact''est essentielle ; voici un exemple le

montrant
(x)=1(0,0,1,0,1,2,0,1,2,3, ... )3
- 1.
(yn) = (Xn + !'H’l) 3
A(yn)= N.
1 1 1.
On prend pour v l'ensemble : u In - —~ ,n+t =T
nelN 2 2

ANNEXE 2 : DECIDABILITE A LA LIMITE ET RECURSIVITE

Comme nous l'avons déjd expliqué (§ 2 remarque 3) il ne nous a pas
semblé nécessaire pour parler de décidabilité 3 la limite d'imposer des
conditions de calculabilité & nos algorithmes. A titre d'exemple : apreés
avoir montré comment il serait possible d'introduire des conditions de calcu-

labilité dans nos définitions nous allons traduire les lemmes 1 et 2 du § 2

dans ce cadre plus restrictif.

Pour pouvoir parler de calculabilité, nous sommes obligés de supposer que E
est dénombrable. Nous allons prendre E = [0, 1] n @ que nous noterons [0, l]Q°
De méme R doit &tre dénombrable ; nous supposerons R c N,

Nous désignerons par a une bijection récursive de N dans [0, 11  (c'est-a-dire

Q

ac (al, a%, a3) est une application de N dansI]N3 telle que l'application
a,(p)
p * (-1) 1 a2(p) / (aa(p)+l) soit bijective de N sur Q n [0, 11).

. . - . . i
Nous désignerons par ai une bijection récursive de N~ sur N. Les ai peuvent,

par exemple, &tre définies par les formules suivantes

2 2
a2(xl, x2) = (xl + 2xlx2 t R, t 2xl + x2) / 2
ai+l(xl’ o .y Xi+l) = az(ai(xl, Xos vees Xi)’ Xi+1)'

Soit maintenant un algorithme normal N = (fi)’ on dira que N est calculable

. . . P . - 2
sur S ¢ ﬁN s'il existe une fonction récursive f : N7 >N telle que
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¥ (xn) e S, ¥ielN : f(i, a,

-1 -1 _
1+1(a (XO), LA ) a (Xi))) -

fi(xo’ Xis wees xi)

Ceci est équivalent a l'existence d'une machine de Turing qui, lorsqu'on

13 3 -~ -~ . ]
inscrit X s X -» X; Sur son ruban, s'arréte aprés un temps fini avec

1’

fi(xo’ K.y enes xi) inscrit sur le ruban.

l’
Pour les notions de fonction récursive et de machine de Turing, on pourra se
reporter a [1] [2] [9] 271 [34] [36]. La notion de décidabilité d la limite,

seule intéressante lorsqu'on veut aborder les problémes de suites numériques

connues de fagon finie a chaque instant, a été introduite par Gold (28] [29].

Le lemme 1 du § 1 peut s'énoncer de fagon équivalente sous la forme :

Lemme 1
1€ existe un algornithme normal satisfaisant pour La question "(xn) est-elle
t convengente ?" sun :

} - Conv([0, 11.))

ustati ([0, 1] Q

) u (APer ([0, 1]

0 R

L'algorithme normal (fi) décrit dans la démonstration est clairement calculable,

le lemme 1 peut donc se traduire

Lemme 1'
12 existe un algonithme normal calculable satisfaisant pour La question
"(x ) est-effe convergente 7" sur :

UStati ([0, 11.) u (APer ([0, 11 ) - Conv ([0, 11.)).

Q Q R

Le lemme 2 utilisé dans la démonstration du théoréme 2 peut s'énoncer :
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Lemme 2
12 n'existe aucun algorithme normal satisfaisant pour La question "(xn) est-
elle convengente ?" sur

Conv ([0, 1]

) u UPer ({0, 11.) pour Lout p 2 2.

R R

Les algorithmes normaux calculables forment une sous-classe de la classe des

algorithmes normaux, on a donc évidemment :

Lemme 2'
12 n'existe aucun algorithme normal calculable satisfaisant pour La quesiion
"(xn) est-elle convengente ?" sun :

Conv ([0, 11°.) u UPer ([0, 1].) pourn tout p 2 2.

R R

En fait, ce résultat peut &tre encore amélioré. Notons C l'ensemble de suites

calculables de rationnels de [0, 1]. Une étude attentive de la démonstration

du lemme 2 montre que si on prend a, = 1/21, alors les suites (xg), (xi), caey

.

(x;), ... sont calculables, et que si l'algorithme normal utilisé dans le
raisonnement par l'absurde est supposé calculable alors la suite (xn) sera

calculable et donc :

Lemme 2"
1L n'exdiste aucun algornithme normal caleulable satisgaisant pour La question
"(xn) est-elle convengente ?" sur :

C n [Conv ([0, 11 v UPer ([0, 11 )1 pour tout p 2 2.

R Q
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ANNEXE 3 : PROBLEME DE LA NATURE CONVERGENTE, TURBULENTE OU ASYMPTOTIQUEMENT

PERIODIQUE D'UNE FONCTION CONTINUE

Sur le modéle des définitions du chapitre 1 nous introduisons la notion
d'algorithme pour des fonctions numériques. Nous posons alors le probléme de
la détermination algorithmique de la nature d'une fonction continue de [0, 11

dans lui-méme, et nous donnons deux résultats partiels sur ce probléme.

Soit E un espace métrigue, et R un ensemble quelconque.

Définitions

On appelle algorithme pour fonctions de E dans E (n'effectuant que des

évaluations ponctuelles), toute suite A = (a,, b.,). . ol a. : E" +~ E,
i 171elN i
21
b, : E 2,
i

R.

On appelle suite des réponses fournies par A pour la fonction f, et suite

des puints utilisés par A pour la fonction f, les deux suites (ri) et (xi)

définies par

X = a r =b (x, f(x))
o C o oo’ o
| ®E ey lxgs £x ) vy = bo(xs £lx ), x5 £(x)))
X, = az(xo,f(xo),xl,f(xl)) r, = bQ(Xo’ f(xo), X5 f(xl), X, f(xz))
etc

On dit que l'algorithme A est satisfaisant pour Q sur F (une famille de

fonctions de E dans E), si pour toute f ¢ F, la suite des réponses fournies
par A pour f est exacte 3 partir d'un certain rang. On dit alors que Q est

décidable 3 la limite sur F.

Diverses études menées ces derniéres années [3], [4], [5]1, (61, [71, (8],
Ciwd, [153, C1ed, (471, [187,{32) 331, [35] aménent 3 considérer les sous-
ensembles suivants de l'ensemble des fonctions continues de [0, 17 dans lui-

méme.
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1°) Sous-ensemble des fonctions (que nous appellerons convergentes) telles que,

quel que soit X € [0, 11, la suite définie par x = f(xn) soit conver-

n+l
gente.

2°) Sous-ensemble des fonctions (que nous appellerons asymptotiquement pério-
diques) telles que, quel que soit X, € [0, 1], la suite définie par

R 41 f(xn) soit asymptotiquement périodique.

3°) Sous-ensemble des fonctions (que nous appellerons turbulentes) telles qu'il
existe un X, € [0, 1] pour lequel la suite définie par X 41 " f(xn) soit

turbulente.

Les théorémes gui mettent en relation la nature d'une fonction f et
l'existence de cycles‘d'ordre donné pour f [81, [161, [17], [35], conduisent
d penser que pour certaines classes assez grandes de 1l'ensemble des fonctions
continues de [0, 1] dans [0, 1], il doit &tre possible de déterminer algorithmi-
quement la nature de chacune des fonctions de ces classes.

L]

Fateman [25] a méme écrit un programme de calcul qui permet pour
certaines fractions rationnelles f de déterminer si, oui ou non, f est
convergente. Malheureusement le domaine exact d'efficacifé de son programme

n'est pas bien délimité.

En nous inspirant de son idée, nous donnons ce résultat théorique
b}

positif :

Proposition 1

La question "f est-elle convengente 7" est décidable d £a Limite sur RLx]

(£’ ensemble des fonctions polyndmes & coefficients nationnels).
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Indications pour la démonstration

A l'étape n, on cherche le seul polyndme P de degré < n colncidant
avec f en (n+l) points (par exemple 1, 1/2, ..., 1/ (n+l)).
n2
On effectue la division de (Pn(X)—X) par Pn o Pn(X) - X 3 si le

reste est nul, on répond oui et si le reste est non nul, on répond non.

Il est clair que le reste est nul si et seulement si Pn(x) n'a pas
de cycle d'ordre 2 donc d'aprés [3], [5], [6] si et seulement si Pn(x) est

convergente.

Comme & partir d'un certain rang : Pn(X) = f(x), la réponse fournie

sera juste & partir d'un certain rang.

Remarque

Si 1'on supposait le polyndme f e Qlx] donné par ses coefficients, il est
clair que l'algorithme proposé permettrait de décider en un temps fini (et

non pas d la limite) de la nature de f.

Proposition 2

La question : "f est-elle turbulente ?" est indécidable a La Limite sur

CLo, 11.

Indications pour la démonstration

On utilise la fonction définie dans [16], [17] qui est turbulente et qui vérifie
que :

¥nelN, ¥ Xis X e [0, 11, 3 f asymptotiquement périodique

gy tees X

telle que : f(x ) = g(x,) et ... et f(xn) = g(xn).
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Remarque
Beaucoup de résultats restent d établir dans cette voie ; en particulier,
1'utilisation de théorémes comme le 'snail theorem'" [7] est sans doute suscep-

tible de donner des énoncés positifs de décidabilité (a la limite ou non).
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CHAPITRE 3

ALGORITHMES D'EXTRACTION
DE SOUS-SUITES CONVERGENTES
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INTRODUCTION

I1 est fréquent en analyse numérique de rencontrer des algorithmes itéra-
tifs infinis donnant des suites de points non nécessairement convergentes, mais
dont on sait que les valeurs d'adhérence possédent des propriétés intéressantes.
Cela se produit en optimisation, ol bien des résultats ne valent que pour les
points d'accumulation des suites engendrées ({121 [17] [18] [23] [29] ... ).
Cela se produit aussi avec l'itération X 41 © f(xn) (f application continue
d'un espace localement compact dans lui-méme) dont on sait qu'elle donne des
suites dont chacun des points d'accumulation, quand ils sont en nombre fini,
vérifie : x = fP(x) ([16] [21] [22] [26] [28].... ). Cela se produit encore

pour les algorithmes de recherche de points fixes d'applications multivoques

(C 773 0133 [14] [15] [19] [201 C24] C25] [27] ... ). ‘

Ce sont ces raisons, en particulier, qui nous ont conduits 3 définir
et 4 étudier des algorithmes, qui, 3 partir d'une suite non convergente, donnée

progressivement extraient, des sous-suites convergentes.

Principalement deux points de vue peuvent €tre adoptés
1°) On essaye d'extraire une sous-suite convergente.

2°) On essaye d'extraire simultanément une famille de sous-suites convergentes

telle qu'a chaque point d'accumulation corresponde au moins une sous-suite extraite.

Le premier point de vue donne lieu 3 deux types d'algorithmes qui sont décrits
et étudiés aux paragraphes 1 et 2 et qui fonctionnent sur le principe trés

simple suivant

a) On découpe la suite (xn) en tranches :

{xo, K.y oeey X } tranche 0

1 B(o)

{xa(l)’ Xy(1)41° *° " xB(l)} tranche 1

{x

a(1)® Xa(i)e1® *c0 xB(i)} tranche i

L) s ¢ 2 .o
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b) On prend un point dans chacune des tranches de ce découpage, ce qui donne
une sous-suite (notée (ti) ou (si)) de la suite (xn). Dans le premier type

d'algorithmes (algorithmes T, § 1) on choisit tii1 de fagon a rendre d(t,

1+1’ti)

petit. Dans le second type d'algorithmes (algorithmes S, § 2) on choisit
s;,1 de fagon a rendre d(si, a) petit (a est un Point fixé).

Nos résultats établissent des conditions suffisantes de convergence pour les
algorithmes T ou S, ils montrent qu'il existe toujours des découpages (c'est-
d-dire des suites a(n), B(n)) pour lesquels T et S sont convergents et ils

indiquent aussi pour certains types particuliers de suites, comment choisir

(a(n), B(n)).

Le second point de vue donne lieu 3 un type d'algorithmes (algorithmes U, § 3)

qui procédent selon le schéma suivant
a) On découpe la suite (xn) en tranches, comme pour les algorithmes T et S.

b) On sélectionne plusieurs points (dans chacune des tranches) que l'on choisit
les plus &loignés possible les uns des autres, puis on utilise ces points pour
prolonger les sous-suites dont la construction a été commencée aux étapes
précédentes.

Nous donnons quelques résultats de convergence pour les algorithmes U.

Les hypothéses que nous sommes obligés de faire pour formuler nos résultats de
convergence, peuvent sembler un peu trop fortes, le but du dernier paragraphe
est de montrer qu'en fait on ne peut pas supprimer ces hypothéses. Pour cela
comme dans le chapitre 2 nous établissons des résultats d'impossibilité.

Tous les résultats de ce chapitre ont déjd été présentés dans des travaux de
1l'auteur. Ceux des paragraphes 1, 2 et 4 dans [8] ceux du paragraphe 3 dans
(31 (5] [6] (1a référence [3] contient d'ailleurs une étude plus compléte des

algorithmes U). Divers essais numériques ont été réalisés, on les trouvera

dans [4] et [5].
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NoTATIONS
E : partie fermée de R" 5
d(x, y) : distance entre deux points de E (nous ne supposerons pas que d est

la distance euclidienne) ;

d(A, B) = inf {d(x, y) | x € A, y € B} ;
B(x, r) = |y e R® | d(y, x) < r} ;
§(A, B) = max{sup d(A, y) | y € B}, sup {d(x, B) | x € A}
(distance de Hausdorff entre deux ensembles voir [1]) ;
éN : ensemble des suites infinies de points de E ;
A(xn) : ensemble des points d'accumulation de lg suite (xn) € ﬁN 5

A(Xn) est toujours un fermé ([1] [3] [9]) et, puisqu'ici E est &
base dénombrable de voisinages, on a que ([1] [3] [9]) :
X € A(xn) <=> il existe une sous-suite de (xn), convergeant vers X.

Lorsque (xn) est fixée on notera :

XP = (x , x e, X
n n’ ‘n+l? i p)

Si (An) est une suite de parties de E on notera :

lim inf A_ = {x | ve>0,3n,¥n2n, 3x €A : dx, ;) < e}
P n o o n

-

IA

e}

lim sup A_ = {x | ¥e>0,¥n,dn2n,3dxeA :dx, )
oo n o o n

Lorsque lim inf Ar = lim sup AnzA on dit que An converge vers A et on note

bomar boasd

1lim An = A (voir [1] [10] [111).
1>

1 - Les ALGORITHMES T

Basés sur un principe naturel particuliérement simple les algorithmes
T que nous présentons ici possédent des propriétés de convergence que nous

analysons en détail aux théorémes 1, 2 et 3. On remarquera en particulier
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qu'il est possible (3 condition de bien choisir a(n) et B(n)) d'extraire des
sous-suites convergentes méme lorsque la suite de départ a une infinité de
points d'accumulation ; cette possibilité ne se retrouvera pas avec les algo-

rithmes S et U.

En plus de la suite (xn) de points de E, on suppose donnée dans tout
le reste du paragraphe des suites d'entiers a(n), B(n) vérifiant les conditions
suivantes:

a(0) = 0 3
(aB) ¥neN : a(ntl) > a(n),

B(n) =2 a(n+l)-1.

Ces conditions impliquent bien sflir que :

lim a(n) = 1im B(n) = += et ¥ n € N:B(n) = a(n).
-0 n-+e

Les suites (a(n), B(n)) nous permettent de découper la suite (xn) en "tranches'.

*a(o0) ¥a(1)*8(0) *8(1)%a(2)  Xa(3)*B(2)

XO Xl X2

B(o) B(1) B(2) B(3)
Xa(o) *a(1) Xa(2) X1(3)
Tranche 0 Tranche 1 Tranche 2 Tranche 3

Figure 1

Les sous-suites construites par l'algorithme T seront obtenues en premant

un point dans chacune des tranches.

Soit i €N
o

Algorithme T(i , a(p), B(p))
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Soit P, le plus petit entier tel que :

a(po) < io < B(po)

Soit Ij l'ensemble des entiers £ tels que :

a(po +3) s &< B(po + 3),

d(xz, tj—l) = min {d(xm, tj~l) ] a(po + 3) <m < B(po + 3)}.
Soit i, = max I..
] J

On pose tj = xij.

Une fois les paramétres io’ (a(n), B(n)) fixés, 1l'algorithme T extrait

une sous-suite (t,) commengant par t, = %; » en prenant un point dans chacune

i
)
des tranches définies par (a(n), B8(n)) et en minimisant la distance de deux

points successifs de la sous-suite construite.

Nous prenons ij = max Ij pour les cas ol Ij a plus d'un élément, mais
ce cheix n'est pas essentiel et les résultats établis resteraient valables

avec une autre convention de choix (pourvu que ij € Ij)'

{xa(o)’ *a(o)+1 I R BRI XB(O)} Tranche 0
{Xa(l), xﬂ(l)‘f‘l LA T xB(l)} Tranche 1
tx > X 3o Xyl eee s X } Tranche p
G(PO) G(Po)"'l 10 B(po) o
hE
{xa(p +1)° xa(p +1)+1 > 7 X ) xB(p +1)} Tranche po+1
(o] fo) .___1_ o
c e ees e :t . ..
{x iy X . R T IO .y} Tranche p +j
a(PO+3) G(p0+])+l i, B(po+]) °
s e T e

suite extraite

Figure 2
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-

Si la sous-suite (xi ) = (t.) converge vers x, on écrira :

J -
(io, a(n), B(n)) + x
ou méme : i ¥ X
)
Pour exprimer que (xi ) = (tj) converge, on écrira :
j
(i, a(n), B(n)) ¥

ou méme : io ¥

Exemple 1
Prenons E =R, et considérons (xn) définie par :
_ n
Xoo T 1/2
n
= 141/2
l X3n+l : /
X ~ n
3n+2 = 2+1/2

Fixons dans un premier temps a(n) = 3n, B(n) = 3n+2.

*3
i
X
Pq
-

Figure 3

tranche

tranche

tranche

tranche

0



Si on prend io = 0, on obtient la suite extraite (xo, X,s X

qui converge vers 1 € A(Xn)'

Ce que nous notons

i =041

o)

De méme i =
o)
i =
o)
i =
o)

I1 est évident
(%) ¥ i
o

et que

(»*) ¥x e A(x ), 31 eN :
n O

Fixons maintenant a(n) = u4n, B(n)

e N:1
o

1+

2 ¥

3 4

pour cet exemple que :

¥

2

2

0

i
o

120

]

¥

7’

0
X
P 4}7
X6 X7 Xu X
—
Xq 10 11 X8
e
X151 *12 13 X14
-~
Figure 4

Avec ce nouveau découpage, on a :

i =041
o

i =1+2
O

i =242
o]

i =340

*10°

tranche

tranche

tranche

tranche
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Les propriétés (*) et (**) sont encore satisfaites.
Sur cet exemple, on peut d'ailleurs établir sans difficultd qu'elles seront
satisfaites dés que

¥nelN: al(ntl) 2 al(n) + 3.

ExemBle 2

Toujours avec E = R, considérons maintenant

(xn) = (0, 0, 1/2, 0, 1/4, 1/2, 3/4, Q, 1/8, 1/4, 3/8, 1/2, 5/8, 3/4, 7/8, ... )

\2 v A4

I1 est clair que

A(Xn) = [o, 11,
Pour que l'algorithme T extrait effectivement des sous-suites convergentes,
il faut prendre des tranches de plus en plus longues. Par exemple, on peut

fixer : alp) = 2p—1, B(p) = 2p+1_2

0 1/4 1/2 3/4 1
e
- tranche O
*y X5
4f tranche 1
X, X, Xg X
* ‘J# ‘#7* & tranche 2
X7 Xg X3 *10 11 %12 ¥13 My e 3
T - # - # o T —. tranche

Figure 5

On voit que (%) est encore vraie, par contre (**) n'est plus vraie. Les points
X € A(xn) tels que 3 io : io ¥ X, peuvent &tre caractérisés : ce sont les
. . , i . ..
points de la forme l% avec k impair, 0 < k < 27-1. Les points limites des
2

. » . Z
sous—-suites extraites par T ne peuvent constituer gqu'un sous-ensemble dénombrable

de A(xn) (car les io possibles sont dénombrables) et ceci m@me en prenant des
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tranches plus grandes. Remarquons qu'avec la suite de l'exemple 2, si B(n) - a(n)
est borné, alors quel que soit le choix de io, la suite (xi ) = (t.) ne convergera
pas (et méme, sera telle que A(tj) = [0, 11). Prendre des tranches grandes est

donc, pour de telles suites, une nécessité absolue.

Les différents exemples que nous venons de voir montrent que l'algorithme
T ne converge pas toujours, et que, lorsqu'il converge, il ne donne pas forcé-

ment n'importe quel point x ¢ A(x ).
n

Pour obtenir des sous-suites convergentes, il est donc nécessaire de

bien choisir (a(n), B(n)).

Théoneme 1
S{ La condition sulvante est vénifiée :

B(i+1)
Xa(i+1)

a(i)? ) <,

@ 7 sxB@)
ieN
alons
(L) pour tout i) eN i v (c'est a dire : £'algornithme T fournit
toujouns une sous-suite convergente),

(4L) pour tout point x is0Le dans A(xn), L exiéte.io e N tel que :

i 4 x.
o)

Remargues

1°) La condition (0) ne fait intervenir que la suite (xn) (et pas A(xn) comme

certaines des conditions rencontrées plus loin).

2°) Les hypothéses de convergence pour les algorithmes d'extraction simultanée
(voir § 3) excluent les cas ou A(xn) est infini. Ici notre hypothése n'est pas
restrictive pour A(xn), il est tout d fait possible (comme dans l'exemple 2)

de considérer une suite (xn) ayant une infinité de points d'accumulation.
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Démonstration

(i) Par définition de T :

alty, t,,)) = min {d(t;, 0 | x e g&ji;}
. ).
Donc :
d(ti, ti+l) < sup {d(y, XSE;:%;) | v € SEI;}
< 6045y Ma(ien))
Ce qui donne : ) d(t, t, ;) < ; la suite (t;) est donc une suite de Cauchy

ieN
et par conséquent converge.
(ii) Soit € = d(x, A(x ) - {x}) > o.
Soit io tel que :

B(1) B(i+1) =
y G(Xa(i)’ a(i+l)) < g/3 et X, € B(x, €/3).

izi o
o
La suite (ti) converge (d'aprés (i)) vers une limite y e A(xn). On a nécessai-
rement

dlx, , y) < 2€/3
O

donc ; = x.

g
Le théoréme 1 suggére immédiatement la question : est-il toujours possible
de trouver (a(n), B(n)) satisfaisant (o) (et (aB)) ? La réponse a cette

question est donnée ici :

Proposition 1

Soit (x ) une sulte bornée de points de E. 12 existe des sudites d'entiens

(a(n), B(n)) telles que (o) s04t vérigiie (ainsi que (aB)).
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Démonstration

Pour tout € > 0, nous noterons :
v o= {x | d(x, A(x_)) < e}.
£ n
Puisque (Xn) est une suite bornée de E, A(Xn) est compact et on a donc;

¥e>0, §n(e), ¥m 2 n(e) : x € Vs .

Donnons-nous (gi)i>l’ une suite de paramétres tels que

izl
On définit : a(0) = 0, B(0) = n(el), a(l) = B(0O)+1.
A(xn) qui est compact, peut @tre recouvert a l'aide d'un nombre fini de boules

de rayon 81/2 :
1 1
B(yo, €1/2), ey B(ytl, 81/2)

yi, cees y% € A(xn).
1

Prenons kl tel que pour tout i = 0, ..., £, il existe n ¢ {a(1), ..., kl} tel

1
que x € B(yi, 61/2). On définit : B(1l) = max {kl, a(1), n(€2)}, a(2) = B(1)+1.

Mentrons que :

(=) sxB(D) Ax ) < ¢

a(l)? 1°
Soit x € XB(l) on a d(x, A(x_ )) < e, (car a(l) > n(e.))
a(1)? ? n -1 - 177

Soit % e A(Xn)’ il existe yi tel que
d(x, yr) < 61/2 (par hypothése sur les yi).

I1 existe donc : n ¢ {a(1), ..., B(1)} tel que : d(yi, xn) < 61/2 5

donc, tel que : d(;, Xn) S
B(l)) <e .

Ce qui signifie que : d(x, Xa(l) 1

Ce qui montre (x).



125

On recouvre alors A(xn) d 1'aide de boules de rayon €,/2

B(ys €,/2) ..., B(yZQ, €,/2)

o]

2 2
Yy e yz2 € A(xn).

On prend k, tel que pour tout i ¢ {0, 1, ..., 52}, il existe n € {a(2),...,k,}

2
tel que x € B(yi, 82/2). On définit alors B(2) = max {k2, a(2), n(es)}.

2

a(3) = B(2)+1 et on montre que :

s(xP(2) Ak )<

a(2)’ 2-

La construction se poursuit de fagon analogue, et on obtient finalement

B(i) B(i+1)

B(1)
iZfN ‘S(Xa(i)’ a(1+1)) 2 IZ]N 6(xa(i), A(xn)) <
0
Remargues

1°) En fait la démonstration de la proposition établit le résultat plus précis
suivant

si (x ) est bornée et si (g ) est une suite de réels > 0,
n n nzl

o{m+1)-1
al(m) » Al

alors il existe a(n) tel que ¥ m > 1 : &8(X xn)) < e

Ceci signifie que 1l'ensemble d'accumulation de (xn) peut &tre approché aussi
finement que 1l'on veut avec des tranches complémentaires de la suite (xn).

Ces résultats sont 3 rapprocher de certains résultats de [3].

2°) Si, & la place de (0), on suppose seulement

B(1) B(1+l))

(o') lim G(Xa(i)’ 2 (i+1)

140
ou

(") 1im %P3 - Ax ),

. o(i)
1-¥o0

le théoréme 1 ne reste plus vrai. C'est ce qu'établit le contre-exemple suivant
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Contre-exemple

Considérons la suite (xn) représentée 3 la figure 6 :

(xn) = (0, 1/4, 1/2, 3/4, 0, 1/2, 1, 3/8, 7/8, 1/4, 3/4, ... )

Prenons a(n) = (0, 1, 2, 3, 4, 7, 9, 11, 13, ... ) (voir figure 6)

B(n)

a(n+l) - 1
On a A(xn)= fo, 1]
Les conditions (0') et (0'") sont vérifiées mais pas la condition (o).

I1 est clair que pour tout io e N, la suite (xi ) est une suite non convergente

]
vérifiant : A(xi )y = [0, 1].

j
Théonéme 2
SL (xn) est bornée et n'a qu'un nombre fini de points d'accumulation et &4
£'une des deux conditions sulvantes est satisfaite :

B(i)

B(i+1)
a(i)’? X

a(i+1)) =0

(o") 1lim &6(X

100

(o") lim XB(%) = A(xn),

$ o300 a(i)
alons :

(£) pour tout i eN : i +
o o

(i4) pour tout x e A(x ), 4L existe i_ e N tel que i_ ¥ .

Remarque

(0) => (¢') ; (0 ) => (0"). Les hypothéses (o') et (0") sont donc plus faciles
a satisfaire que 1'hypothése (0). Il résulte aussi de la proposition 1 que (xn)
étant donnée, il est toujours possible de trouver (a(n), B(n)) satisfaisant

(o"), (o).

Démonstration

Notons Yi» Yo ++0s Yy les points d'accumulation de (xn).
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0 172 1

-4;1 tranche

tranche
tranche
tranche

$o

tranche

tranche

tranche

tranche
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Posons €_ = min {d(yi, yj) s 1 #45).

Montrons d'abord que puisque (xn) est bornée et n'a qu'un nombre fini de points
d'accumulation :

(o') <=> (o™ .

a) (o') => (a").
Soit io tel que :

XB(i+l)

. . B(i)
vyizi @ 86X a(i+1)

o a(i)? >

) €€ /4
(o)

¥m2o(i) : dx, A(x )) <€ /4.
o m n o
En raisonnant par 1'absurde, on établit que :

9.

vizi,¥je {1, 2, ..., £} : B(yj, e/4) n xB(i;

a(i
Ceci permet alors de montrer que :

1lim inf XB(%)
P (i)

> A(x ).
n
Comme l'inclusion :

N CO
Hm sup Xy(5) < AGY),

est toujours vérifiée, on peut conclure.

b) (o") => (o")

Pour tout r € {1, ..., £}, soit (x )) une sous-suite de (xn) convergeant

kr(i
vers y  avec kr(i) e {a(i), ..., B(i)}.

. +* s s .
Soit € e R donné, il existe n(€) tel que :

¥m2n(e) : d(xm, A(xn)) < g,

¥ref1, ..., £} : kr(m) > n(e) => d(xkr(m)’ yi) <€.

I1 est clair alors que pour tout i tel que a(i) 2 n(e) on a :

B(i+1)

B(i)
8(X a(ivl)

a1y’ X ) < 2¢,

ce qui démontre donc (0')
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c) Partie (i) du théoréme 2
Un raisonnement semblable d celuil fait pour le théoréme 1 montre que quel que
soit i eN :

o

lim d(t., t. .) = O
5> i’ Ti4l

I1 en résulte que A(ti) est connexe [2] [7]. D'autre part, A(ti) c A(xn).

Donc (ti) converge.

d) Partie (ii) du théoréme 2

Soit y, un point d'accumulation de (xn)-

On prend io de la fagon suivante :

B(i) ,B(i+1)

(ol .
(i) = i, =2 ‘S(Xa(i)’ a(i+l)

) < e /4,
O
m2i =>d(x , A(x_)) < e /4
[} m n 9

d(x. , yr) < eo/u.

Théoneme 32
(4) S& (xn) est asymptotiquement périodique alorns en prenant : a(n) = n,
B(n) = 2n, on a :

vi i ¢+ et
o o

¥ X € A(xn), 3 ijw i + x.

(44) S4 x est un point d'accumulation is0L% de (x ) et ayant une force
stnictement positive, alorns en prenant :

a(n) = n, B(n) = n2, on a :

Démonstration

(i) Les conditions du théoréme 2 sont satisfaites.

(ii) Soit € = d(x, A(xn) - {xhH > o.
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il existe ng tel que sin 2 n, alors

2
J xﬁ n B(X, €/5) £ @

et
( X € B(;, €/5) ou x ¢ B(z, 3e/5).
n n

On prend alors : io 2 n tel que d(xj s x) < €/5.
0

2 - LES ALGORITHMES S

On se donne (Xn)’ (a(n), B(n)) comme dans le paragraphe 1.

Soit a € E.

Algorithme S(a, a(n), B(n))

Etape j

Soit Ij 1l'ensemble des entiers £ tels que :

o(j) < £

A

8(3)

1 d(xz, a) = min {d(xm, a) | a(3) sm < B(§)}-

Soit ij = max I. .

]
On pose : Sj = xij.

Une fois les paramétres a, (a(n), B(n)) fixés, 1l'algorithme S extrait une
sous-suite (sj) en prenant, dans chacune des tranches définies par a(n), B(n),
le point le plus proche de a (lorsqu'il y a plusieurs points réalisant le
miﬁimum, il choisit celui de plus grand indice).

-

Si la sous-suite (xi ) = (s.) converge vers x, on écrira :
J
(a, a(n), B(n)) 4+ x
ou méme a 4+ x .

Pour exprimer que (xi Y = (sj) converge, on écrira :

J
(a, aln), B(n)) 4

ou méme a *+ .
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Exemple i

Prenons E = R et considérons (xn) définie par :

X0 - (1 + 1/2M

_ n
X2n+l =+ (1 4+ 1/2).

Fixons dans un premier temps : a(n) = 2n, B(n) = 2n+l.

-2 -1 Q 1 2

X
O xl
tranche

tranche

X
N

x
w

tranche

Figure 7

Si on prend a 2 0, on obtient : a 4 +1.
Si on prend a < 0, on obtient : a 4+ -1.
On a donc :

(x) ¥a:at

(#) ¥x e Alx ) Ta:atx

Fixons maintenant

a(n) = 3n, B(n) = 3n+2 .

tranche ¢
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-2 -1 0 1 2
o x2
tranche 0
Xy
- tranche 1
Xg
tranche 2
Xy *11| Xg
tranche 3
Figure 8

4

Si on prend : a > 0, on obtient : a 4 +1.

Si on prend : a < 0, on obtient : a 4 -1,

Si on prend : a = 0, on obtient

(Si) = (x2, Xos Xgs Xyp

et donc <Si) ne converge pas.

Exemple 2
E = € (le corps des nombres complexes).
X, = (1 + 1/2™)

Alx ) ={zet | |z] = 1}.
n

Si on choisit B(n) - a(n) < C (C étant une constante fixée), alors aucun point

a ne fournira de suite convergente.

2t

Si on choisit : a(n)

B(n)

"

a(n+l) - 1,
i6

alors avec:arg a = 6, on aura : a t+ e, %ﬁ;}

et avec :a = C, on aura : A(si) = A(xn).
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Théondme 4
S4 Les conditions sulvantes sont vendgiées

B(i)

(o") 1lim Xa(i)

1N
(y) card {x e A(xn) | d(a, %) = d(a, A(xn))} = 1,

= A(x )
n

alons a 4

Remargue

D'aprés la proposition 1 (voir aussi [2]), il est toujours possible de choisir
(a(n), B(n)) pour que (0") soit vérifiée.

De méme il est clair qu'il est toujours possible de prendre a vérifiant (y).
Les conditions de ce théoréme sont malgré tout moins commodes d utiliser que

celles du théoréme 1, car elles font intervenir de fagon essentielle A(xn).

Démonstration

Soit x le seul élément de A(xn) tel que :
d(a, x) = d(a, A(xn))-

Montrons que : 1lim s, = x
j—m
<. .= .. B(3)
Par hypothése : x ¢ 1lim inf X (i)
j-m aty

Il existe donc une sous-suite (xk ) convergente vers x et telle que :
xB(3)

ks € a(3)”

¥VjelN: x
Donc :

lim d(a, x, ) = d(a, ;).
je 4

Cette derniére relation avec le fait que les boules fermées de E sont compactes,
implique que :

1lim xi = x.
Jre 7]
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3 - LES ALGORITHMES U

Fondés sur des idées plus complexes que les algorithmes T et S,les algo-
rithmes U sont destinés a fournir des résultats plus fins sur la suite initiale

(xn) : ils doivent extraire simultanément plusieurs sous-suites convergentes.

Soit k un entier fixé (c'est le nombre de sous-suites que l'on extrait).

Soient a(n) et B(n) deux suites d'entiers vérifiant

\%

¥peN: B8(p) 2a(p) + k-1,

v

al(p) 2 p.

Algorithme U(k, a(p), B(p))

EtaEe p

1 1

12t xp-l)’

P . . . - l
Les étapes précédentes ont déterminé k sous-suites finies (xo, x

2 2 2 k k k , . . .
(xo, Xis =+os Xp—l)’ cees (Xo’ Xis e xp—l) ; 1'étape p va déterminer k points
x;, x§, ceey xg qui vont les allonger chacune d'un point.

Phase de recherche de k points mutuellement éloignés

i

Pas 1 On pose a xB(p)’

Pas 2 On pose A, = {al} et on cherche le point X;5 1€ {a(p), alp)+1l, ...,R(p)}
le plus éloigné de Al (s'il y a des ex-aequo, on choisit par exemple le

Xy d'indice le plus grand). Ceci détermine le point a,-

Pas 3 On pose A, = {al, a2} et on cherche le point X ie {alp), alp) + 1, ...,

2

B(p)} le plus éloigné de A,. Ceci détermine le point aj.

Pas k On pose Ak—l = {al, dps +evs ak—l} et on cherche le point xi € {a(p),

a(p)+l, ... B(p)} 1le plus éloigné de A - Ceci détermine le point a .
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Phase d'allongement des sous-suites finies

Pas 1 On prend pour xl le a; le plus proche de x;_l (s'il y a des ex-aequo, on

choisit par exemple le a. d'indice le plus grand).

Pas 2 On prend pour xi le a; (i € {1, 2, ..., Kk}, a; # x;) le plus proche de

2
p-1°

Pas k On prend pour x; le seul a; qui reste dans

{al, 3,5 -++5

| —
} - {x7, xz, vy x5 l}
k PP p

(A 1'étape 0, la phase d'allongement des sous-suites finies se réduit a poser :

xl T a x2 = a k. a. )
p G2 ¥p T %2 v Ky T %
Exemple 1

Soient les suites (yn), (zn) et (Xn) définies par :
(yn) =(3,2, 3,1, 2,3,2,3,1,2, ... ;

(z ) = (2, -2, 1, -1, 1/2, -1/2, /4, -1/4, 1/8, -1/8, ... ) ;

,\
"

~
Hj

(yn + zn).

s

On applique & (x ) 1'algorithme U(3, 5p, 5pt4) ; les premiéres étapes sont
n

Etape 0 Points traités : X s Xps Xos Xgs X

T
Ay T Xy 3 @) T Xy 5 a5 % X5
xl = . x° = a, ; x3 = a
o T 21 3 % T 8y 5 X T 4y
Etape 1 Points traités Xgs Xes Koy Xgs Xg
417 %g 3 ) T X 5 83 7 Xg 5
1 _ 2 3
X, = a X, = a X, = a

1 2 3 % 3% 1°

Etape 2 Points traites xlO’ X115 Xio» x13’ X1y

a, = X, = X ; 8, = X 5

3 12
3
2

[y
o
=
-

[

X = A, 3 X, % a

N
w

1"
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I1 est clair que les suites (x;), (xi), (xg) convergent respectivement vers

3, 1 et 2 qui sont les trois points d'accumulation de (xn).

Exemple 2

Il se peut que certaines des sous-suites construites ne soient pas convergentes ;

en voici un exemple :

soient (yn) = {0, Os 55 0, 55 55 05 0y 5; 05 55 55 wos ) 5
- 1 1
(Zn) - (O, l, 0, 0, O, l, 0, 5, 0, O, 0, 5, LRCIR ) ’
= +
(xn) (yn zn) .
On applique l'algorithme U(3, 3p, 3p+2)
Etape 0 : x. = 2 - % -
ape R Y N S
Et I 3 xl = X 2 - x3 = x
ape PX]OT X, s X T Xy, Xy T X,
Eta 200 xl = 2 . x3 = x
SEARE P Xy T Xg s Xy T Xg s Xy = Xg.
Etape 3 : x1 = x x2 = x x3 = X
=Z8PE = ¢ Xy T Xqp0 ¥ T ¥g 0 X3 T Xpg. ‘
Etape 4 : xl = x x2 = x3 = x
SEORE S By T By Ky T Xqgs Ry S Xag,
Etape 5 : xl = x2 = x x3 = x
ZEERE D P X5 T Xqgr X5 T Xyme X5 T Xqg.
.
Les sous-suites (xi) et (xi) sont convergentes.

. 3
La sous-suite (xn), elle, ne converge pas.

Théon2me 5

Pour toute suite bornge (x ) de points de R" ayant k' points d'accumulation
Yis Yoo e+vs Yy de force strnictement positive, avec k' < k , £'algornithme,
u(k, p, p2+k) construdlt k sous-suites dont L'une au moins converge vers

yl(deép. Yps Ygs +ees yk,). En parnticulien Lornsque k = k', toutes Les sous-

suites sont convergentes (vens Yo Yoo coes By ).



137

Remargues

1°) Le théoréme 5 peut &tre généralisé de diverses maniéres :
- m . P4 -
(a) 3 la place de R, on peut prendre n'importe quel espace métrique localement

compact, la suite (xn) étant alors supposée contenue dans un compact.

(b) & la place de U(k, p, p2+k) on peut prendre U(k, a(p), B(p)) avec

lim a(p)

p—m

$oo

VpeN: B(p)2ol(p)tk,

30>1,3ceR I p N, ¥p>p :8(p) > clatpn™ .

(¢) La phase de recherche de k points mutuellement éloignés peut se faire de
manidre différente de la ndtre (que nous avons choisie pour des raisons
d'économie de calculs). Par exemple, on peut d'abord rechercher une partition

naturéelle de 1l'ensemble {Xa(p)’ } 3 1'aide des méthodes de

Ya(p)+1> " "B(p)
classification automatique (voir [2] [3]) puis prendre un a; dans chaque

ensemble de la partition obtenue (voir [31]).

2°) Les expériences numériques qui ont été faites concernant ces algorithmes

montrent que, outre une bonne efficacité,les temps de calculs nécessités sont
[

relativement petits [4].

Démonstration

Soit (xn) une suite satisfaisant les hypothéses du théoréme.

Posons : € = min {d(yi, yj) | i, 3 e {1, 2, ooy K'F 1 #5)5

v

B(yl’ €/5) U ... U B(yk,, €/5) .
Soit P, e N tel que :
¥pz= P, ¢ xp e V.
_ N .
Soit Py 2 P, tel que :

Ypzp,¥ie {1, 2, ..., x'} : {x_, x

0 Fpe1® T XB(p)} n B(yi, €/5) £ @

ot B(p) = p2+k.
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Pour tout p 2 P;» les ensembles :
{xp, Xopys oo xB(p)} n B(yi, €/5), ie {1, 2, ..., k'}

forment une partition de 1l'ensemble {xp, b3 }. I1 est alors

NUTIEE X8(p)
évident que la phase de recherche de points mutuellement éloignés donnera a
1'étape p, k points : ajs 85 cevs B tels que chaque boule B(yi, €/5)

(i e {1, 2, ..., k'}) contiendra au moins 1'un d'eux.

Soit i(1) € {1, 2, ..., k'} tel que : Xt e B(y, .vs €/5).
Py i(1)

Par récurrence, il est clair que : ¥ p 2 P, ¢ x; € B(yi(l)’ €/5) ; la sous-suite

1
(xp) est donc convergente vers y; .-

m

2
TP ' .
Soit i(2) € {1, 2, ..., k'} tel que : xp B(yi(2), €/5).

2
Trois cas peuvent se présenter :

(a) 1(2) # i(1).

[\

On établit alors par récurrence que : ¥ p P, ¢ xg € B(yi(2), €/5);1la sous-suite

2
(xp) est donc convergente vers Yi(2)*

(b) i(2) = i(1) et pour tout p 2 p, :
il y a plus de deux points a; (i € {1, 2, ..., k}) dans la boule B(yi(p)’ €/5).
On établit alors par récurrence que : )

o2
¥p2p, :x e B(yi(l)’ e/5)

la sou$-suite (xé) est donc convergente vers Yi(1)®

»

(c) i(2) = i(1) et il existe p 2 Py

la boule B(yi(l)’ €/5) ne contient qu'un seul ai(i e {1, 2, ..., kb

Désignons par P, le plus petit de ces p, et soit i'(2) ¢ {1, 2, ..., k'} tel
2
que x € B(yi,(Q), €/5).

2 .
On a i'(2) # i(1) ce qui par récurrence nous donne :

Vp2p2 : x;eB(yi,(Q), €/5),

. 2
la suite (xP) converge donc vers Yiv(2)*
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. . 3 .
On continue de fagon analogue. On montre que la suite (xp), ou bien est conver-

gente, ou bien admet deux points d'accumulation y, et y, (ou y ), et
i(y) i(2)

it(2)

ainsi de suite jusqu'ad ce qu'on ait trouvé k' suites convergentes.

On remarquera que parmi les k' suites convergentes, il y a toujours (xlp), et
(xg). Cette dissymétrie entre les deux premiéres sous-suites extraites et les
autres a son origine dans la dissymétrie de la phase d'allongement.

o
Remarque
En "composant" un algorithme de recherche du nombre de points d'accumulation
et un algorithme du type U, on peut extraire exactement autant de sous-suites
infinies de la suite initiale que de points d'accumulation. On peut aussi dans

ce but utiliser l'algorithme basé sur une méthode plus directe, décrit dans

[3] p. 166-174.

4 - RESULTATS DE LIMITATION

Nous présentons ici deux résultats de limitation:le premier (théoréme 6) concerne
les algorithmes d'extraction d'une sous-suite, le second (théoréme 7) concerne
les algorithmes d'extraction simultanée. Les conséquences de ces énoncés sont
nombreuses et permettent entre autres de voir que les hypothéses formulées dans
les paragraphes 1, 2 et 3 pour obtenir la convergence de nos algorithmes ne
peuvent pas €tre supprimées (il n'est pas impossible par contre que certaines

puissent &tre remplacées par d'autres,de natures différentes).

Theondme 6
S4 E posside deux points ou plus,iL n'existe aucun algorithme pour suites A
tel que pour toute sudite (xn) e BN ayant des points d'accumulation, La suite

thans fonmée (t) 804t une sous-sudite convergente de (xn).
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Remargues

1°) On peut améliorer ce théoréme de diverses fagons
(a) en remplagant "pour toute suite (xn) € éu'par "pour toute suite ayant 1 ou 2

points d'accumulation” ;

(b) en remplagant '"pour toute suite (xn) € EN"par "'pour toute suite ayant 2

points d'accumulation" ;

(c) en remplagant '"soit une sous-suite convergente de (xnf'par "soit une suite
de points de E convergente vers l'un des points d'accumulation de (xn)".
Pour (a) et (c), la démonstration donnée plus bas s'adapte facilement.

Pour (b) une technique un peu différente est nécessaire.

2°) Ce résultat montre en particulier qu'aucun choix de io’ a(n), B(n) ne pourra
€tre satisfaisant pour toute suite (xn) (chose qui était intuitivement assez
claire), mais il montre aussi qu'aucun algorithme (aussi compliqué soit-il, et
méme basé sur des principes totalement différents de ceux étudiés dans les
paragraphes précédents) ne pourra extraire une sous-suite convergente de toute

suite ayant des points d'accumulation.

Démonstration

Soient a, b ¢ E, a # b.

Raisonnons par 1l'absurde en supposant donné F un algorithme pour suites tel que
pour toute suite (xn) € EN ayant des points d'accumulation, la suite transformée
par F de (xn) soit une sous-suite convergente de (xn).

Soit (xi) = (a, @, @, <« ).

Notons (tz) la suite obtenue par F avec (xg). On a nécessairement

tz = a pour tout n.

Posons m(0) = 0. Soit n(0) le plus grand indice des points de (xz) ayant servi

au calcul de to .
m(o)
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Soit la suite :

1, _ 0. 0o o}
(xn) = (xo, X5 eens X0y by, by «v. )

Notons (ti) la suite obtenue par F avec (xi). On a nécessairement :

1

*n(o)

= a car (xi) commence par les mémes (n(0)+1) premiers points que (xz)).
D'autre part (par hypothése sur F), il existe m(1) > m(0) tel que : t;(l) = b.
Soit n(1l) le plus grand indice des points de (xi) ayant servi au calcul des
t5, i e {0, 1, ..y (D}

Soit la suite :

2, _ 1 1 1
(xn) = (xo, X1 sees Xo(qys @5 35 oo )

. 2 .
Notons (ti) la suite obtenue par F avec (xn). On a nécessairement :

2 - 2 _
tmo) = 2 tm(1) TP
R 2 -
Il existe m(2) > m(1l) tel que th2y ° @
etc ...
Considérons la suite :
o 1 1 2 2

(x ) = (x2, x%, ..., x s X s eees X , X s eeey X s ees
n o’ 71 n(o)? “n(o)+1 n(1)’ “n(1)+1 n(2)

Notons (tn) la suite obtenue par F avec (xn).
Par construction :

tm(i) = a, si i pair,
tm(i) = b, si i impair.

(tn) n'est donc pas convergente, ce qui contredit 1l'hypothése faite sur F.

Théoneme 7

Soit k € N, k 2 2. Sodit E un espace métrnique ayant au moins un point d'accumumu-
tion. 12 n'exdiste aucun algornithme pour suites (de B dans (Ek)m) tel que :

pour toute suite bornée (x ) ayant k points d'accumulation £'algorithme

construise k dous-suites (xi), (xi), cees (x];) chacune convergente vers un

point d'accumulation difgérent de (x ).
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Remargues

1°) Ce résultat montre que,méme si l'on connait le nombre de points d'accumula-
tion d'une suite il n'est pas possible en général de construire des sous-suites
convergentes vers tous ces points d'accumulation ; ceci signifie que les hypo-
théses supplémentaires que nous avons du faire pour obtenir des résultats sur

les algorithmes U ne peuvent pas &tre supprimées (méme en envisageant d'autres

méthodes d'extraction).

2°) Le théoréme 7 n'est plus vrai lorsque E n'admet pas de points d'accumulation,

c'est-a-dire lorsque tous les points de E sont isolés. En effet on construit

facilement l'algorithme voulu en utilisant que dans un egpace ou tous les points
sont isolés : y est point d'accumulation de (xn) si et seulement si :

{n eN | X = y} est infini.

Démonstration

On suppose que k = 2 ; pour les autres valeurs de k, 3 des complications de
notations prés, la démonstration est la méme.

Soit (R, C) un algorithme pour suites tel que pour toute suite (Xn) ayant 2
points d'accumulation 1l'algorithme (R, C) construise deux sous-suites (yn),

(zn) chacune convergente vers un point d'accumulation différent de (xn).

Nous allons obtenir une contradiction.
Désignons par a, un point d'accumulation de E et soit (ao, aps Aps cen ) une
suite de points distincts de a, convergente vers a. Soit b un point distinct

de a. Nous allons construire successivement des suites que nous noterons :

Yy veny (XD
n

%), (x

n n

9 cee

0 - la suite (xz) est définie par :

o] o] o]

O -
(xo, X1s Xys Xgs oeo ) = (a, 3> @, &5 @, 85 +-- ).
. o .. .
Les suites (yz) et (zn) construites par 1l'algorithme sont convergentes 1l'une

vers a, l'autre vers ao.
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Soit 6(0) le plus petit entier i tel que : yg H zz. Jusqu'd 1'étape 6(0),
l'algorithme n'a fait intervenir qu'un nombre fini de points de la suite (xz) 3

soit Y(0) le plus grand indice des points intervenus.

[ Pour toute suite (xn) commengant par les mémes (y(0)+1l)-premiers points
que (XZ) l'algorithme donnera les mémes (8(0)+1)-premiéres réponses
)
et donc :
\ Up(0y* Za(0)? © fa» 3}

1 - La suite (xi) est définie par :

xi = xz pour tout i < y(0),

.

1 1
) = (b, a, a;, a, a;, a, a

v(0)41° xy(0)+2"' oo )

(x 1’

. . . . . 1
Cette suite admet bien deux points d'accumulation a et a,. Les suites (yn) et

1
1 . . . 1
(zn) construites par l'algorithme seront des sous-suites de (xn), chacune

convergente, l'une vers a, l'autre vers ay 3 il existe donc un entier 6(1) 2 6(0)
’

1 1
W1y» 2oyt < fs 2}
Jusqu'a 1'étape 8(1), 1l'algorithme n'a fait intervenir qu'un nombre fini de

points de la suite (xi) ; soit y(1), le plus grand indice des points intervenus.

(On a : y(1) 2 v(0)).

[ Pour toute suite (xn) commengant par les mémes (Yy(1)+1l)-premiers points
que (xi), l'algorithme donnera les mémes (B8(1)+1)-premiéres réponses

{ et donc :

{ye(o), ZG(O)} c {a, ao},

\ Wo(1)» Zg(1)? < tas 2yl

2 - La suite (xi) est définie par :
2

x; = xé pour tout i < y(1),

(x2 2

v (1)41° Xy(1)+2’ ) = (b, a, Ayy @, Ay, Ay Ay, se- )
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. . . . . 2
Cette suite admet bien deux points d'accumulation a et . Les suites (yn)
2 . . . 2
et (zn) construites par l'algorithme seront des sous-suites de (xn), chacune

convergente, l'une vers a,'l'autre vers a

5 3 il existe donc un entier

8(2) 2 6(1), tel que :
2 2
{YG(2)S 26(2)} < {a, az}.
Jusqu'ad 1'étape B8(2), l'algorithme n'a fait intervenir qu'un nombre fini de
points de la suite (xi) ; soit y(2), le plus grand indice des points intervenus.

(On a : y(2) 2 v(1)).

[ Pour toute suite (Xn) commengant par les mémes (y(2)+l)-premiers points
que (xi), 1l'algorithme donnera les mémes (6(2)+1)-premiéres réponses

et donc : .

{ye(o), ZB(O)} c {a, ao},

{y6(1)’ Ze(l)} c {a; al}’

| {ye(z), 26(2)} c {a, a,}

ete ...
Lorsque les suites(xg), (xi), ... sont construites, que les indices 6(0), 6(1),..

et les indices v(0), y(1), ... sont déterminés, on construit la suite (xn):

o o} 1 1 2

1070 Fy(o)® By (o)+1 CTt? Fy(1)? Ry(1)+1° )

(x ) = (xo, X
n o]

Cette suite a deux points d'accumulation a et b, donc les suites'(yn) et (Zn)
construites par l'algorithme devraient toutes les deux converger, l'une vers a,

l'autre vers b ce qui est impossible car :
{yG(o), ze(o)} < {a, ao}

{Ye(l)’ 26(1)} < {a, a;}

{ye(Q), 28(2)} c {a, a2}
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CHAPITRE 4

SYSTEMES ORDONNES DE FAMifEeS

ACCELERABLES
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INTRODUCTION

Dans ce chapitrenous introduisons et é&tudions sous leur aspect général
diverses notions pouvant &tre utiles dans les problémes d'accélération de la
convergence.

Nous commengons au § 1 par définir la vitesse d'accélération, et la vitesse
asymptotique d'accélération (qui nous redonne l'accélération telle qu'elle est
introduite habituellement [1] [14]). Nous rappelons aussi les définitions de
degré d'accélération [11] et de suite devinée.

Au § 2, grice 3 la notion de transformation normale, nous adaptons les défini-
tions du § 1 aux familles de suites, ce qui introduit divers systémes ordonnés
de familles de suites.

Aprés le § 3, destiné 3 fournir quelques exemples, nous menons au § 4 une &tude
détaillée des relations entre les divers systémes ordonnés du § 2.

Les résultats obtenus montrent qu'aucune des définitions du § 1 ne peut &tre
réduite 3 une autre, ce qui en justifie a posteriori 1'intéré&t.

Le § 5 est consacré d 1'étude de 1l'existence de familles accélérables maximales
et aux problémes liés.

Mis d part le théoreéme 2 du § 4, tous les résultats présentés ici sont nouveaux

(un exposé oral en a été fait dans [61]).

NOTATIONS

ﬁN : Ensemble des suites (infinies) d'éléments de E ;

L)

Ensemble des suites finies d'éléments de E ;

Conv (E) : Ensemble des sujtes convergentes d'éléments de E ;

Soient : (Xn)’ (yn), (xz), (xln’, vees (xi), ... € Conv (E),

i

e s o 1
nous noterons leurs limites : X, y, X 5, X 4 +00y X ,

*
Conv (E) : Ensemble des suites (Xn) € Conv (E) telles que

HnoeN,VnZno:xn#x.
+ .
ConvO (R ) : Ensemble des suites (xn) € Conv GR+) telles que : X = 0 3

P(E) : Ensemble des parties de E
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[ - ViTeESSE D'ACCELERATION, ACCELERATION., DEVINATION.

Ce paragraphe est consacré 3 la définition des cinq notions d'accélération
que nous utiliserons ensuite. A celle habituelle ([1] [11] [141]) d'accélération,
nous avons ajouté celle d'accélération avec une vitesse (En) et celle d‘'accélé-
ration avec une vitesse asymptotique (en), qui nous permettent de mesurer la

qualité de l'accélération fournie par une suite (tn) relativement 3 une autre

suite (x ).
n

Les deux autres notions sont celle de degré d'accélération que nous
reprenons de [11], et celle de devination qui traduit pour les suites ce
gu'on appelle habituellement 1l'exactitude pour les transformations de suites.
Définitions
E désignera toujours un espace métrique, dont la distance sera notée d.

Soit (Xn) ¢ Conv (E), soit (En) € ConvOGR+).

Nous dirons que la suite (t ) € Conv (E) converge plus vite que

14 he

la suite {x ) avec la vitesse (Ewl (resp. avec la vitesse asymtotique (Eﬂll

1l

si et seulement si (x désigne la limite de xn)
¥nelN: dlt , x) €£e d(x_, x)
n n n

(resp. 3 n_eN, ¥nz2n_: d(t_, x) <e_dlx_, x)).
) o n n n

Nous dirons que la suite (t ) € Conv (E) converge plus vite gque la
123 T
. . . s . +

suite (x ) si et seulement si,il existe (En) e Conv_ (R ) telle que (tn)
SUite X/

] . . . (1)
converge plus vite que la suite (Xn) avec la vitesse (En) .
Cette condition peut aussi s'écrire

Ve €]R+*, In eN,¥nzn_ :d((t,x)<edx, x)-
o o n n

) * o, .
Lorsque (xr) e Conv (E),cette condition s'écrit encore
1 .

(1) On obtient une définition équivalente en écrivant "avec la vitesse asympto-
tique (ﬁr)".
1
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lim d(t , x) / d{x , x) = 0.
n n

n-Ho0

Nous dirons que la suite (t ) devine la limite de la suite (x ) € Conv(E)

(on devine (anl si et seulement si :

(tn) converge plus vite que' la suite (xn) avec la vitesse asympto-
tique (En) = (0,0, ..., 0, ...).
Cette condition peut s'écrire :

in eN,¥n2n : 1t = x.
o o n

Pour tout nombre A e R, A 2 1, nous dirons que la suite (t ) e Conv (E)

converge plus vite que (x ) avec le degré A si et seulement si :

X

¥ e efmf*, in e€eN, ¥nzn :d(t, x) <¢e (d(x_, x))x.
o o n n

L'accélération avec le degré 1 coincide donc simplement avec l'accélération.

Exemples
. 1 . 1 . _ (Dtl .
La suite (-—) converge plus vite que (—=) avec la vitesse (g ) = (—=), et avec
2'['] n+i n ?n
oD
par exemple la vitesse asymptotique ((3) ).
. 1 3 . . . 1
La suite (5, —, 1, 1, 1, ... ) devine 1la limite (1 - ).
4 2n+l
La suite (4%) converge plus vite que la suite (;%) avec le degré 2.
5 : 2

2 - TRANSFORMATIONS POUR L'ACCELERATION DE LA CONVERGENCE : FAMILLES

ACCELERABLES .

Chacune des définitions données au § 1 pour les suites,s'adapte (grice a
la notion de transformation normale), aux familles de suites. Ceci va nous
permettre de parler de familles accélérables avec la vitesse (En), de familles
devinables etc ... Les systémes ordonnés (par l'inclusion) de familles de suites

ainsi définis seront étudiés plus loin.



152

Définitions
Soit T une transformation de gN a valeurs dans EN définie sur S = Conv (E)

(T € Trans (E, E)).

Nous dirons que T est réguliére sur S, si pour toute suite (xn) e S,

la suite transformée de (Xn) par T est convergente de méme limite que (Xn)'
. +
Soit en plus (en) € ConvoGR )-

Nous dirons que T accélére la convergence de S (resp. accélére la conver-

gence de S avec la vitesse (en) ; resp. accélére la convergence de S avec la

vitesse asymptotique (eﬁl ; resp. accélére la convergence de S avec le degré \

resp. devine S) si pour toute suite (Xn) € S;la suite transformée de (xn) par
T converge plus vite que (xn) (resp. converge plus vite que (Xn) avec la vitesse

(En) ; resp. converge plus vite que (xn) avec la vitesse asymptotique (En) 3 resp.

converge plus vite que (Xn) avec le degré )\ ; resp. devine la limite de la suite

Si T est une transformation qui devine S,nous dirons aussi que T est

exacte sur S.

Remargue

Par définition,si T accélére S alors T est réguliére sur S.

Nous dirons que la famille S < Conv (E) est accélérable (resp. est

accélérable avec la vitesse (qu’ resp. est accélérable avec la vitesse asymp-
i

totique (en), resp. est accélérable avec le degré X, resp. est devinable) s'i

existe une transformation normale accélérant la convergence de S (resp. accélé-
rant la convergence de S avec la vitesse (En) ; resp. accélérant la convergence
de S avec la vitesse asymptotique (En) ; resp. accélérant la convergence de S

avec le degré A ; resp. devinant S).
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L'ensemble des familles accélérables de Conv (E) sera noté
Ace) Y
L'ensemble des familles accélérables avec la vitesse (En) sera noté
A E).
(e ) (E)
n .
L'ensemble des familles accélérables avec la vitesse asymptotique (En) sera noté
Al E).
(e ) (E)
n
L'ensemble des familles accélérables avec le degré X sera noté
AA(E)'

L'ensemble des familles devinables sera noté

D(E).

Remargues

1°) Il est trés important de noter que dans notre définition,nous ne considérons
que les transformations normales (c'est-3d-dire O-normales). Ce point de vue nous
semble naturel, car dans tout ce qui est en rapport avec l'accélération de la

4 - 4 2 ¥ 1" Seall a - 2
convergence ce qui importe c'est le "progres" que donne t, comparé au dernier
des termes utilisés pour calculer tn’ et moyennant ce que nous appelons une
normalisation on peut toujours supposer que ce dernier terme utilisé est X

P 2 . . s .

Le cas du procédé A" d'Aitken illustre bien ce probléme (voir [5] la remarque

p. 32u4).

2°) Chercher a deviner une famille S < Conv (E) est équivalent d chercher un

algorithme question satisfaisant pour la question "quelle est la limite de (xn) ral

Le théoréme de la p. 44 nous permet d'affirmer qu'il y a équivalence entre : .
il existe A ¢ TAlg (E, E) devinant S

et il existe A ¢ ‘Norm (E, E) devinant § .

Mais cette situation est tout 3 fait particuliére et, comme nous le verrons

plus loin, ne se reproduit pas pour les autres notions.

(1) La notation A(E) ne dott pas &tre confondue avec la notation A(x ) qui
désigne 1l'ensemble des points d'accumilation de (x ).



154

3°) Nous ne définissons pas la notion de famille "régularisable' car la trans-

formation identique est réguliére sur Conv (E) et donc toute famille S c Conv (E)

serait '"régularisable'.

3 - EXEMPLES DE FAMILLES ACCELERABLES DE SUITES

a) Soit XK =R ou C.
Soit A e X, A # 0, A # 1 on pose :

Liny K) = {(xn) e Conv (K) | 1im (xn+l—x)/(xn—x) = A} 3

n->rvo°

Linﬁ K) = {(xn) e Conv (K) | 1im (

X +2—X
n->e L L

(si [A] <1: Lin, O = Lin) @, si A = -1 : Liny &) « Lin} ) ; voir

+l)/(xn+1_xn) = A

[31, (41, [14])

Lin(JK):u{LinXCIK)|0<|)\|sl,)\;fl};

Chaque Lin, (K) pour 0 < |A] <1, A # 1 est accélérable, et méme Lin (K) est
accélérable par le procédé A® d'Aitken.

Avec nos notations,on a donc :

Lin (K) € A (K).

b) Soit (g ) € ConvOGR+). Posons
n

- * - - —_—n
S = {(Xn) € Conv (R) | ¥neN : X 4 "X FOet |——+ 1| < 2£n}

La transformation normale définie par :

accélére S avec la vitesse (En). En effet :

_1-x)

X =X 2(x -x) n
n

-x -x)+(x
tn (xn x)+( y

1l
IA
(@]
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Avec nos notations,on a donc

SecA (R).

(e )

n

c¢) Soit (o ) € Conv GR+) telle que n # m => a_ # o_. Posons
n o n m

L {(Xn) € Conv (R) |
N .
N+1 51
INeN, 3 (A, s A €RTT, ¥ e N :ox = Z Aian}
izo
Le procédé de Richardson [1] [2] est une transformation exacte pour S.
Avec nos notations,on a donc
SeD ).
Ce qui peut aussi s'écrire
'
SeA (En) R),

ou (En) désigne la suite constante et égale 3 zéro.

d) Soit 8§ = {(x;) | i € N} c Conv (E) une famille dénombrable quelconque de
suites convergentes.

Définissons 1l'algorithme normal (fn) suivant

[ . fi(xo’ Xis sees xi)= %3 ol j est le plus petit entier k < i
tel que (x , x X, ) = (xk xk xk) si un tel entier k existe
l q \O’ l, ) i —‘ O, l, s e g i &2 .
. fi(xo’ Xis voes xi) = %, sinon-

On voit facilement que cet algorithme est exact sur S ce qui signifie avec
L
nos notations que

Se?D (p)

On peut remarquer que l'algorithme ici défini est régulier sur Conv (E) tout
entier, et que plus qu'un véritable algorithme d'accélération,c'est un algo-
rithme "d'identification'", en ce sens, qu'en fait il reconnait laquelle des
suites de S on est en train de lui proposer, puis, une fois cette identification

effectuée, il donne comme réponse la limite de la suite reconnue.
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e) On trouvera des exemples de familles accélérables avec un degré X # 1

dans [111].

4 -~ RELATIONS ENTRE LES DIFFERENTS SYSTEMES ORDONNES DE FAMILLES

ACCELERABLES

Parmi les définitions introduites,certaines se laissent-elles
réduire a d'autres ? par exemple

. Toute famille accélérable est-elle accélérable avec une vitesse
donnée ? (resp. avec une vitesse asymptotique donnée ?)

. Les familles accélérables avec une vitesse asymptotique (en)

sont-elles accélérables avec une vitesse (e'n) ?

Quels rapports y a-t-il entre les familles accélérées avec une vitesse donnée

et les familles devinées ?

C'est 4 ce type de questions que nous allons essayer de répondre ici.
En méme temps, nous donnerons des exemples montrant 1'intérét des cing notions
introduites, et nous serons aussi amenés a énoncer des conditions nécessaires

pour qu'une famille § soit dans une catégorie donnée.

Le théoréme suivant résulte immédiatement des définitions.

Théoneme 1
(L) ¥ (En) € Convo GR+), ¥ A el1, of

P(Conv (R))
U

AMR) o A}\ R)
§]

TR) < A'(E )OR) > A (R)

n

(e )
n
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(id) ¥ (), (n) e Conv_ (R')

n n (o]
(R)
(R)

Aey ® 2 Ay

n n
) = A

n

Vv

(¥neN:e 2n ) =
n n

Al e
n
(AAL) ¥A, A" e [1, o 3 X <A

AL ®) 5 A, ®)

({v) ¥ Se€eA (R) : S' cS=>SecA ®

(De méme avec : A ) R), A
n

( ®), A\®R), OR)).

(e )
n

A partir d'ici,nous supposerons que E = R et nous nous contenterons d'indiquer
p Pp q q

en remarque les extensions possibles de nos résultats.

Théoneme 2
12 existe des familles de suites néelles convergentes non accélénables

A(R) # P (Conv (R)).

Nous ne démontrons pas ce théoréme ici (voir 9] [10] et chapitre 5)-

Remargue

Le théoréme 2 s'étend 3 tous les espaces métriques ayant au moins un point

d'accumulation.

Une famille accélérable étant donnée : y a-t-il une vitesse d'accélé-
ration (asymptotique ou non) naturellement associée i cette famille ? En général

la réponse est non :

Théoneme 3

u {A R) | () € Conv ®)} g A(R) 3
n o

(e )
n
U {A'(En) ®) | (e ) e Conv_ @R} ;AQR)-
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Remargue

Une famille appartenant & A(R) mais 3 aucun A(€ ) (R) (le lemme 1 en donne
n

un exemple) est une famille accélérable mais qui (relativement d n'importe

quel algorithme normal) contient des suites mal accélérées (et méme aussi

mal accélérées que l'on veut).

Démonstration

Elle résulte immédiatement du lemme suivant qui est intéressant en soi

Lemme 1

| ¥4 eR, 0 <A< 1, ¥ (e) e Conv, C[R+):Lin>\ R) ¢ A (R).

(e )
n

Démonstration du lemme 1

” + .
Supposons donné (En) € Convo (R') et A = (fn) une transformation normale telle
que pour toute suite (xn) € Linx (R),la suite transformée (tn) accélére (xn)

avec la vitesse asymptotique (En).

(0°) Soit (xg) € Lin, (R) définie par la donnée de xg, xi, tels que xz < xi

et par la relation

]

(Xn+2

o ) o, _

h Xn+l)/(xn+l - xn) = A

Cette suite converge vers x_ = X+ (xl - xo) / (1 - N).
Par hypothése, il existe n e N tel que

19 - %% e | - x°| et e < 1/2"
n n

o (¢] @] e}

(1°) Soit (xi) € Linx (R) définie par

x1 = xo our n £ n
n- "“nP T o
o _©C
X=X,
1
X :XO'*’LI’(—'—:L_O')- lo)
n n 9 o
X -X
1 o %
Cette suite (xn) converge vers : xl = x° + 1 (—*—I——)
2

Et on montre que pour tout x = X
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1
|ti - xll e lxi - x| et € < 1/22.
1 1 1 1
(29) Soit (xz) € Lin, (R) définie par :
n A ’ 1 1
: X - %
2 1 2 1 1
= < . = —_—
X, S ¥ pourmn <mn, oox =x 4 ( 22 )
G
X -x
: 2 2 _ .1 ™
Cette suite (xn) converge vers X = X + U 0———5——)
2
Et on montre que pour tout x 2 x2
|trll - x|/ |x2 - x 2—12—>e
1 1 2 My
Par hypothése, il existe n, > n; tel que
2 !
|22 - x| se |x2 - x| ete <12’
2 By g 2
. . i+1) : s 3
(i+1°) Soit (x € Llnx (R) définie par :
n b i
X - X
4 . : ; .
x> 1. x> pour n < n.; xl+l = x" + 4 OR—
n n n n 21+l
i 1
X -x
. i+l i+1 _ i N3
Cette suite (x_ 7) converge vers x = x + U4 (— X,
n 21+1
et on montre que pour tout x 2 xl+.l
b1 i 1
1t - x| / |x2 - x| 2 = > €
n. 5 21+1 n;
~ . . >
Par hypothese, il existe Deiq n, tel que
- : ; ; {42
|t;+l _ X1+1 £ & ]x;+1 X1+1 t e - l/21+
i+l a1 i+l - Pis1
. _ o o o 1 1 2
La suite (Xn) = (xo, STERERRIE SR ST s X s X o
o 1 1
en la suite
_ o o o] 1 il 2
(tn) - (to’ Cym tues th e no+l’ i tnl+l’ tnl+1’°

) est transformée

¢



160

La suite (xn) converge vers x qui vérifie
i iy g
x > x pour tout i €N,
et on a donc
|t -=x| / |x - x| >e_ pour tout i e N.
n. n n,
i i
Comme il est facile de voir que (xn) € Lin,,ceci contredit les hypothéses sur A.

0

Remargue

o
Le théoréme 3 reste vrai lorsqu'on remplace R par E cR"E # 0.

Une famille 8 accélérable avec une certaine vitesse asymptotique (en)
(quitte a prendre une suite (nn) "plus lente'") est-elle accélérable avec une

certaine vitesse (nn) ?

L3 encore la réponse est négative en général

Théoneme 4

Quel que 404t (En) € Conv_ ®")

IA

£ 4 +
| (R) "
u iﬁ(nn) ?R/ i (nn) e Conv OR s (En)

(nn)} g A'(En) R) .

Démonstration

Soit (En) € Convo GR+). Posons

\
o)

T )={b()emeCR)|3n eN, ¥V n - X
n o

L X +
(€n o n  ntl

IN

e |x - x|}
n '“n

> 2 . . 1 i ~ .
La transformation T définie par t_ = x_+ —— accélére T avec la vitesse
n n n+l (e )

asymptotique (En), ce qui signifie avec nos notations que

T(e y© A'(e ) =
n n

Le lemme suivant va nous permettre d'établir que T(E ) n'appartient 3 aucun

A (R).
(nn)
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Lemme 72 : (Condition nécessainre pour L'appartenance a A

(n.) ®))-
n

Soient S € A R), k e N, (x ), (x'" ) e S alons :
(nn) n n

(¥n<k: x = x'n) => (|x-x'| < . (]xk—x| + !x'k—x']))

Démonstration du lemme

Soit T une transformation normale accélérant A(n ) (R) avec la vitesse (nn).
Par hypothése,on a :

]tk - x| < My |Xk - xl

Pour terminer la démonstration du théoréme, donnons-nous (nn) € ConvO (R) et

R).

montrons que T(e ) ¢ A(n )
n n
Soit n tel que n, < 1. Soient a, b eR, a # b ; considérons les suites
o
(x ) et (x' ) définiespar :
n n

X = a=x' pourn <n ,
n o

n
- 1
X = a = — X

;
=b ~——pourn>n .
n n+l n+l P o

On peut appliquer le lemme avec k = N, et on obtient que

|a—blsnn |a—bls
o]

ce qui est impossible car nous avons choisi n < 1.
o

Remarque -
o
Le théoréme U4 reste vrai lorsqu'on remplace R par E CIRn, E £ 8.
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Selon les propriétés de la suite (en),une famille de suites S accélérable avec

la vitesse asymptotique (En),est devinable ou ne l'est pas

Théoneme 5
Soit (e ) € Conv @R
n O

(L) S'4l existe une infinité d'entiens n tels que € = 0 alors :

1 -
A (e ) ®) =D @),
n
(4L) Sdinon :
Al
(e ) ®) 2 D R).
n
Démonstration
(i) Supposons que En = 0 pour n € {no, Dy eoey Dusoven } avec n, < ny < ... <
n, <
i

Soit S ¢ A'(e ) (R), nous allons montrer que S € D (R).

n
11 existe T = (fn) un algorithme normal accélérant la convergence de S avec la

vitesse asymptotique (en).

Définissons T' = (f'p) 1'algorithme normal suivant
- Do
£ : fj si j noos
¥ = < 4 < . .
f : fni si ng 3 neq

Montrons que T' devine S . Soit (Xn) e S, 1'hypothése sur T nous donne que :

t =z x pour i 21
n. o

et donc d'aprés la définition de T'

t', = x pour j 2 n,
3 P ] i

(ii) Soit (€n) € ConvO GR+) telque : I NelN, ¥nz2zN: e §#O0.

On peut supposer sans perte de généralité que :

¥nelN:0<e <1;
n .
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et que (€n) est décroissante.

En effet : si (En) et (e'n) ne différent que par un nombre fini de termes

. ] - 1 o
alors : A (e ) B = A (e' ) (R) 3
n n
« Bi (E'n) %= (En) alors:A'(E, ) (R) < A'(e ) R) .
n n
Considérons la famille :
1
V(En) = {(xn) e Conv (R) | ¥neNl : x < xet an T x| < e, Ix, - x|},
On montre que pour toute suite (xn) € Conv (R)
¥nel:
(x ) e V(En) <=> ) )
o P (TR ) X M Y (e

La transformation définie par :

t = —

n n+l

: v
montre que (gn) € A(sn) (R) et donc que

% e A

(e ) (e) ®).
n n

Nous allons établir que V(€ ) £ 7D (R). Pour cela supposons donné T = (fn)
n

un algorithme normal devinant V(

€ )’
n
i o 2 o _ O 1
Soit (Xn) € V(e y définie par : X =X T
I1 existen eN tel que : ¥n >n_ : £ = x°.
o o n
Soit 1'intervalle ouvert :
N o 1 o 1
B BE = nl % ¢ romrme Ty %t ey ¢
n<n n n

(@]

Cet intervalle est non vide car X € ]ao, BO[.

200 +8 o +28
. 1. o o o Yo 1
Soit x € ] T 3 [, x # x .

I
. V P . ° . :
Soit (xn) € (En) définie par
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xl = xO our n €< n
n n P T o’
xl = - —2— our n > n
n nt1 P o’
. 1 1
Il existen, e N tel que : ¥n2n, : t= = x .
1 1 n
Soit l'intervalle ouvert
_ 1 1 1 1
]al’_81[ - n ] X + (n+tl)(1+e ) ? *n * (n+1)(1-¢€ ) [
nSnl n n
Cet intervalle est non vide, car xl € ]al, 81[.
2(xl+81 al+281r 2

Soit x° € ] T 5L » X # xl, x2 2 x°.

. _ o) e} o 1 1 2 '
La suite (xn) = (xo, Xis wees X5 X gs eees X5 X0, )
. o o 1 1
est transformée en la suite :
_ o} o o 1 1 2
(tn) = (to, tl, ...tn , tn sl ctco tn . tn +1° ).
o} e} 1 1

La suite (Xn) converge vers X qui appartient a :

n 1x + L L r

A e Y A 9 X + '_'_’T:—_"——
neN n (n+1)(l+€n) n (n+t1)(1 En)
et donc (xn) € V(E X

La suite (tn) par construction n'est pas stationnaire a partir d'un certain

rang donc((xn) n'est pas devinée par T.

Comme dans le théoréme 5 & propos de A'(E ) (R) nous voyons ici que, sauf

dans des cas particuliers,A(E ) (R) est différent de D(R).
n

Théoneme 6
Soit (¢ ) e Conv ®Y).
n O

(£) S'if exdiste un entiern N tel que €g = 0 alons

A(En) ®) g D(R)-
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(L) S4inon :

A(en) ®) nCO M) #0et DR) n( A(En) R) # 0.

Démonstration

(i) Soit N tel que €y = 0. Soit S € A(E ) (R), nous allons montrer que
n

SeD (R). I1 existe T = (fn) un algorithme normal accélérant la convergence

de S avec la vitesse (En).

Définissons T' = (f'n) l'algorithme normal suivant :
f'. = f. si j <N
j T o S,
! = i 3 > N.
fs : fN si j 2N

I1 est clair que T' devine S.

(ii) Soit (En) tel que pour tout n : € £ 0,
La partie (ii) de la démonstration du théoréme 4 montre que :

A(€ ) ®R) nCD R) #p .
n
Le lemme 2 (dans la démonstration du théoréme 3) permet d'établir facilement que

D@R) n ( A(En) (R) # @.

Remargues

1°) Les théoreémes 5 et 6 restent vrais lorsqu'on remplace R par n'importe quel

EcR", E° # 0.

2°) La notion d'accélération avec le degré A ne se laisse pas réduire aux
. - N e . - .
autres notions. De maniére précise, on verra que certaines familles sont

accélérables avec le degré 1 et pas avec le degré 1+e (e > 0).
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5 - FAMILLES ACCELERABLES MAXIMALES

Trés naturellement se pose la question : existe-t-il des algorithmes
d'accélération qu'on ne puisse améliorer, c'est-d-dire tels que toute famille
de suites contenant strictement la famille des suites qu'ils accélérent ne
soit plus accélérable ? ([12]).C'est a ce probléme des familles accélérables

maximales que nous nous intéressons ici.

Nous allons voir que le plus souvent,il n'existe pas de familles
accélérables maximales ou encore que tout procédé d'accélération de la conver-
gence peut étre transformé de fagon d accélérer une famille de suites stricte-

ment plus grande.

Theonreme 6
AR) ne possede pas de gamille maximale :
¥SeAM),IS" ecAM) : S'" >SS et S #S.

Démonstration 1 ([13])

Soit § € A(R).

Soit F = (fn) o algorithme normal accélérant S.

Soit (yn) £ S, (yn) € Conv (R) (une telle suite (yn) existe car Conv (R)

n'est pas accélérable et donc S # Conv (R)).

Définissons G = (gn) 1'algorithme normal suivant

y si (xo, Xys oo xn) = (yo, Yys cees ¥ Vs

gn(xo, Xis wees xn) N

X X e X £ (% X vy X sinon.
gn( e’ 71? ? n) n( o’ ? n)

19

Montrons que G accélére S u {(yn)}.

Soit (x ) ¢ S ; il existe n tel quen 2 n_ ,
n o o

(xo, Xis +ovs xn) rd (yo, Vs vees yn) donc F et G se comportent de la méme fagon

avec (Xn) d partir de n et donc G accélére (xn).
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Pour la suite (yn), G est exact dés le début,donc G accélére (yn).

Ceci montre que S, n'est pas maximal.

Démonstration 2

Soit S € A(R).
Soit F = (fn) un algorithme normal accélérant S.
Soit (yn) £ S, (yn) € Conv (R).

Définissons G = (gn) 1l'algorithme normal suivant

gn(xo, Xis oves xn)‘

gn(xo, Xis oo Xn)

Montrons que G accélére S u {(yn)}.

ysily-x|=<ly-yl

fn(xo’ Ris woes xn) sinon.
Soit (xn) € S. Si x # y alors (xn) est accélérée par G.
Si x = y alors la suite (t'n) donnée par G pour (Xn) gsera telle que
. 1 - T = ~ P 0 - -
¥n:t LS yout' =t (ol (tn) désigne la suite donnée par I pour (xn)),

et donc G accélérera aussi (xn).

Pour la suite (yn), G est exact dés le début,donc G accélére (yn).

Remargue

Les deux 'procédés de grossissement" utilisés dans les démonstrations 1 et 2

du théoréme 6 possédent la méme propriété qu'ils permettent d'étendre le
domaine d'efficacité de F,ils détériorent i'accélération de certaines des

suites de S.

Pour le premier des procédés, cette détérioration se fera sur les suites dont le
début ressemble a celui de (yn).

Pour le second des procédés, la détérioration se fera sur les suites qui ont

des termes passant prés de y.
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Le second procédé en général permet non seulement d'ajouter une suite & S, mais
en réalité une infinité non dénombrable. En effet.G accélére toutes les suites S

et toutes les suites convergeant vers y de telle fagon que

¥n2n : |x - x| < - .

In e, Jtdx - xl <y -yl

La procédure 6 [12] est aussi un procédé de grossissement mais nous n'avons pas
pu l'utiliser pour établir les résultats précédents car il n'est pas certain

qu'il grossisse S strictement,quel que soit S,
Conolhaire [13]
12 n'existe pas de gamille non accéfLérable minimale :

¥SEAR), 3 S 4 AR) : St c S et S' £ 8S.

Démonstration

Supposons que S soit une famille non accélérable minimale

¥S8 8, S'#8S=>8" A
Soit (yn) e S. En prenant S' = § - {(yn)},on obtient une famille accélérable,
donc en utilisant le procédé de grossissement de la démonstration 1 ou celui
de la démonstration 2,on obtient que S' u {(yn)} = 8 € A,ce qui est contraire

d l'hypothése.

Théoneme ¥
Soit (¢ ) € Conv (R).
n o

A'(e )(]R) ne possede pas de famille maximale.
n

¥ S e A R), 3 S* ¢ A

(En) (R) : S* oS et ST £#8S.

(e )
n
Théonreme §
D (R) ne posside pas de famifle maximale :
¥SepR), 38" ep@) : S' >SS et S" #S -
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Théoreme 9

Soit X ell, +=f.

AXGR) ne possdde pas de famille maximale
P ¥ 8¢ AXGR)’ 38" ¢ AX (R) : S* > S et ' £ 8,
Ces trois théorémes se démontrent comme le théoréme 6, et on en déduit des

corollaires analogues a celui énoncé juste aprés le théoréme 6.

Remargue

Les théorémes 6, 7, 8 et 9 restent vrais lorsqu'on remplace R par E CIRn,

o
E# 4.

Aucun théoréme n'a été énoncé pour A(e )GR), car pour certaines suites

(en) € ConvOOR), en fait A(e )GR) posséde des familles maximales. Prenons
n

par exemple

S = {(xn) ¢ Conv (R) | x = x}

<O

e, = 0 pour tout n € NN,

(R) .

L'algorithme normal défini par tE X accélére S et donc S ¢ A(e )
n

Montrons que S est maximale ; pour cela supposons qu'il existe S' » S, §' £ S

et F = (fn) un algorithme normal accélérant 8' avec la vitesse (En).

5 S : = i N
Soit (yn) e S, (yn) ¢ 8. 0na : Y # y, donc fo(yo) y, mais (yo, Y s
Yoo +oe ) € S donc £ (yO) =y, ce qui est une contradiction.

La famille maximale S que nous venons de définir vérifie que S =IRGN), ceci
est général
Proposition

Soit (e ) € Conv_ (R). S{ S est une famille maximale de A(F )GR> alons

- o © n’

s =g
Rappelons que : S = {s e g@ |3 (x) eSS dn eN:s = (x,x % )

ppes E ’ R n’ - > o ) SR I T
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Démonstration

()

Supposons que S # R~ °. Soit (ao, .5 eees an) une suite de iongueur minimale

l,

n'appartenant pas a S.

La suite (ao, Ay cvny an—l) e S, i1 existe donc

l’

e X e S.
(ao’ aq» > An-10 X0 Fpero ) €

ceey @ .v. ) ¢ 8 car elle commence par

a , x P
1’ n-1° n? "n+l1’ "n+2’

La suite (ao, a
(ao, 81 wres an).

Soit F = (fn) € Norm (R, R) accélérant S avec la vitesse (En).

Définissons G = (gn) e Norm (R, R) en posant

g, fo’ e Bhoq T fn—l ’

= VI
&nip (ao, B1s wres By X is cens xn+p) X pour tout p € N ;
gn+p(zo’ Zys cees Zn+p) = fn+p(zo’ Zys een Zn+p) si

(zo, Zys vees Zn) 7 (ao, a cens an)

13

L'algorithme normal G accélére S u {(ao, a )} avec la

o v a X
1? ) n® “n+i?

vitesse (en) et donc S n'est pas maximal.

B
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CHAPITRE 5

FAMILLES DE SUITES NON ACCELERABLES
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INTRODUCTION

Une famille S de suites convergentes étant donnée, le probléme d'accé-
lération de la convergence le plus simple qu'on puisse se poser est : existe-t-il

une transformation (algorithmique, normalesetc ... ) qui accélére S ?
Deux types de réponses peuvent &tre donnés

1°) Les réponses positives : on prend une transformation déj3 connue
(ou on en construit une nouvelle) et on montre qu'elle accélére toutes les
suites de la famille S. Ce type de résultats a déja été énoncé 3 propos de

pratiquement toutes les méthodes d'accélération existantes ([3] [4] [5] [25] ...),

c'est lui qui les justifie.

2°) Les réponses négatives : d 1'aide d'un raisonnement par 1'absurde
et en considérant des types de transformations plus ou moins généraux, on
montre 1'impossibilité d'une transformation accélérant toutes les suites de S.
Ces résultats indiquent, soit qu'il.faut envisager une famille de transformations
plus grande (certains résultats de Pennacchi [23] et Germain-Bonne [17]
doivent s'interpréter ainsi) soit qu'il faut renoncer a accélérer S entiérement
et n'essayer d'accélérer que certaines sous-familles de S (les familles de
transformations considérées dans ce travail étant trés grandes, ce sera le sens

3 donner a nos résultats).

Nous nous consacrons ici exclusivement 3 1'étude des familles de suites

non accélérables et d la démonstration des résultats de non-accélérabilité.

L'outil qu'est la rémanence lorsqu'on veut étudier des familles de
suites relativement grandes est un outil trés efficace. En effet,cette
condition suffisante de non-accélérabilité s'applique directement a bien des
familles de suites et permet d'éviter le long détour des démonstrations négatives.
Nous présentons au § 1 de maniére détaillée la rémanence, ses variantes et ses

applications les plus simples.
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Les suites convergentes monotones semblent pouvoir &tre assez facilement
accélérées ; pourtant nous montrons au § 2 que bien des familles de suites
monotones (et méme certaines "assez petites') ne sont pas accélérables. Dans
la démonstration de ces résultats la rémanence nous est d'une grande aide, mais
elle se révéle cependant insuffisante pour le dernier des thécrémes que nous

sommes obligés d'établir directement.

La méme chose se produit au § 3 ol est envisagé le probléme des familles
de suites 3 convergence alternée ou oscillante. Les résultats que nous obtenons
(avec ou sans la rémanence) sont moins complets que ceux des § 1 et 2 car la
situation est devenue trop complexe pour qu'il soit possible d'énoncer des

T4

conditions nécessaires et suffisantes d'accélérabilité.

Au § 4 ol nous traitons des familles de suites 3 convergence de type
linéaire,la rémanence ne nous est d'aucune aide et il nous faut pour chaque
résultat établir une démonstration directe. Au § 5 par contre la rémanence
nous fournit les résultats cherchés 3 propos des familles de suites d convergence

logarithmique.

Les méthodes de démonstration, que ce soit celles utilisées pour les
résultats sur les familles rémanentes ou que ce soit celles pour les résultats
qui ne s'y laissent pas réduire, sont basées sur une technique assez analogue
3 la diagonalisation utilisde en théorie des cardinaux ou en logique mathéma-
tique. La puissance de ces méthodes, nous pensons, est en mesure de fournir
encore d'autres résultats concernant l'efficacité des algorithmes d'analyse

numérique (voir [24]) en particulier en optimisation.

La plupart des résultats démontrés ici l'ont déja été dans des articles
de 1'auteur ([3], [10]) ou dans des articles écrits en collaboration avec

B. Germain-Bonne ([13] [14] [15] [16]). Cependant la présentation a été
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complétement remaniée et systématisée. C'est vrai pour la rémanence au § 1

ol les résultats concernant Conv(E) et Conv*(E) sont pour la moitié au moins
nouveaux. C'est vrai aussi pour les résultats du § 2 sur les familles de suites
monotones ol, 13 encore, le résultat unique de [15] a été repris et amélioré.
Les résultats sur les familles de suites alternées ou oscillantes eux, sont
totalement nouveaux. Les résultats sur les familles de suites de type linéaire

ou 3 convergence logarithmique par contre repremnent simplement ceux de {81 [10]

f16].

NOoTATIONS

E espace métrique dont la distance est notée 4 ;
m) . . » '/ rd

E ensemble des suites finies d'éléments de E ;

éN ensemble des suites (infinies) d'éléments de E ;

Conv(E) ensemble des suites convergentes de E ;

si (x ) € Conv(E) on note lim x = x
n e D

Conv” (E) ensemble des (xn) € Conv(E) telles que :

In eN,¥n2n :x X 3
o ? o) n ? *

E ensemble des points d'accumulation de E

% = {x e E | ¥e> 0,3yeE: 0<alx, y) <€}

!
Lorsque E ¢ 1R :

EY ensemble des points d'accumulation & gauche de E
EV = {xe¢E| ¥e>0,3yeE:x-¢€<y<x};
E(S ensemble des points d'accumulation 3 droite de E

E6 ={xeE ¥e>0,3yeE:x<y<x+¢e};



177

T , ) .
Normk(E, F) ensemble des transformations normales de E dans F (voir chapitre 1)

T . . . . .
Alg (E, F) ensemble des transformations algorithmiques de E dans F (voir chapitrel

1 - REMANENCES ET PREMIERES APPLICATIONS

Mise au point successivement dans [13] [15] [16]}, la rémanence s'est
révélée 8tre l'outil principal pour la démonstration de résultdts négatifs
en accélération de la convergence. Cette condition suffisante de non-accélé-
rabilité est présentée ici sous trois formes différentes que nous appelons
rémanence généralisée (RG), rémanence (R) et rémanence restreinte (RR). La
rémanence généralisée est la plus importante en ce sens quielle est la plus
facile & satisfaire (proposition 1) : il y a plus de familles vérifiant (RG)
que de familles vérifiant (R) ou (RR). Cependant la relative complexité de

la formulation de (RG) la rend moins commode & utiliser que (R) ou (RR).

Le résultat le plus important est bien évidemment le théoréme 1 qui
énonce que si la famille S vérifie (RG) alors elle n'est pas accélérable, et
qui a pour corollaires des énoncés analogues avec (R) et (RR). La démonstration
du théoréme 1 est présentée ici pour la premiére fois mais elle a été obtenue
simplement en généralisant celle de [15] qui n'envisageait que (R). Les remarques
qui suivent cette démonstration, nous pensons, sont essentielles et certaines

mériteront peut-étre des développements ultérieurs.

Les propositions 2 et 3 et les théorémes 4 et 5 sont des applications
directes du théoréme 1 qui permettent de montrer les premiéres familles de

suites non accélérables dont certaines sont simples et relativement petites.
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Définitions
Soit S € Conv (E).

Nous dirons que S est rémanente au sens général si S vérifie la condition

suivante (appelée rémanence généralisée)

[ (a) il existe (x") e Conv” (E) telle que :

(0°) il existe (xg) € S telle que (xg) > x°
(1°) pour tout m_ 2 0, il existe p .2 m_ et (xl) e S
o ) o n
1 1 1 o
. < » = .
tels que (xn) *x et :¥m<p o o:x =X

m
. 2
° > i i >
(2°) pour tout m, > Pgs il existe p, 2 m, et (xn) €S
1

tels que (xi) >x% et : ¥m< Py ¢ xi =X
(RG) 1
’ i
30 > > > . >
(i°) pour tout m._4 > Pj_o» il existe Pi_q 2™ 4 et (xn) e S
i i i_ i-1
tels que (Xn) + x ’et ¥ m<p g X T xS
1 1 2 i-1
(b) (x°, x°, ..., %0, x X X ceey X
O’ l’ b PO, p +l9 b pl’ plj_l’ b pi—l’
L A IS L1 y Ue ,
s eees R s e .
Pyt Py’ Py*l
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Nous dirons que S est rémanente si S vérifie la condition suivante (appelée

rémanence)

[ (a) il existe (x") ¢ Conv™ (E) telle que

(0°) il existe (xi) € S telle que (xz) +x°

(1°) pour:tout m_ 2 0, il existe (xi) e S telle que

o
(xi) -+ xl et : ¥m < m ot x; = x: 3
(2°) pour tout m, > m, il existe (xi) € S telle que
2 2 2 1
. < . - .
(xn) > x et :¥m¢< myot X=X
(R)
R . i
(o] > 3
(i°) pour tout m._y > m_,s 1l existe (xn) € S telle que
(x})  x" et : ¥m <m, coxt oz it :
n i-1 m m
(b) (Xo <© X° xl : x1 x2 xi—l
o’ 71° >m > “m +1° 2 “m,? “m +1° > “m, .’
o 1 1 i-1
\ X * i+l .o ) € S,
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Nous dirons que S est rémanente au sens restreint si S vérifie la condition

suivante (appelée rémanence restreinte) :

[ (a) il existe (x") e Conv™ (E) ;
(b) il existe (xi), (xi), cees (x;), ... telles que
o 1 1 i i
(xn) > xo, (Xn) TR, eee, (x;) > xl, cee 3
(¢) pour toute suite strictement croissante d'entiers (mi)
o o 0
(go, Ris voes X one ) € 8
1 1
(xo, xo, cees x° , X s vees X g o0 ) € S
(RR) 1 o 1 mO mo+l m
( o o X° x1 xl X2 Xi—l
o2 Xqo e X0 Hpgqs moes Xy Xy 40 > “m, .°
i Q o] 1 1 i-1
X g e xg, ) e S
i-1
(d) (Xo © <° X1 Xl x2 Xi—l
o> "1° *m? m 417 777 Tm? w41 T Tm ?
.0 1 1 i-1
x> x> 1¥1 ) e S
L m, ,+1> "7 “m.’ “m.+1° ’
i-1 i
Remarque

La différence entre (R) et (RR) tient 3d une inversion de quantificateurs. On
sait bien que

f3a,¥b:P(a, )] =>{¥Db, 3 a: P(a, b)]
et que la réciproque est fausse (3 partir d'un énoncé donné en remontant vers
l'avant des quantificateurs J, on obtient un énoncé plus fort).Ici c'est ce qui

se produit on a remonté vers l'avant les 9 (xo), 4 (xl), ceey 1 (xl), e
n n n

Proposition 1

| (RR) => (R) => (RG).

S
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Démonstration

"(RR) => (R)'" : On construit la suite (x;) de (R) 3 partir de la suite (x;)
de (RR) et de (R(c)).

"(R) => (RG)" : on prend p; = m;.

4

Théoneme 1
S{ La famille S < Conv (E) est rnémanente au sens général alors S n'est

accélénable parn aucune transformation algorithmique.
Avec la proposition 1 nous en déduirons immédiatement :
Théonéme 2
SL ka gamille S < Conv (E) est némanente alors S n'est accélérable pan
aucune trhansformation algorithmique.
Théoreme 3
S{ La famille S < Conv (E) est aémanente au sens restrneint alons S n'est

accélénable parn aucune transformation algordlthmique.

Démonstration du théoréme 1

Soit A e R, 0 < A < 1.

Soit S ¢ Conv (E), vérifiant la propriété de rémanence généralisée (RG).
Supposons qu'il existe un algorithme pour suites A = (R, C) accélérant la
convergence de toutes les suites de S.

Soit (x") e Conv" (E) donné par (RG(a)).

Pas 0
Soit (xz) e S donné par (RG(a) (0°)). Par hypothése A transforme (xz) en une

. e . 0 . - o
suite (tn) qui accélére la convergence de (xn), et donc de méme limite que (xq).
4
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si x” = x on pose m_ = 0
si x° # x, soit n 2 0 tel que

d(tio, x) / d(xio, X) >Aet ¥n = n_ : d(xz, x°) < 1/2.
Jusqu'a 1l'étape B l'algorithme A n'a fait intervenir qu'un nombre fini de
points de la suite (xz). Soit m_ > n_, plus grand que le plus grand des indices
des points utilisés. Pour toute suite (Xn) commengant par les mémes mo+l

. . o . - .
premiers points que (xn),l'algorlthme A donnera les mémes no+l premieéres

réponses to, t .y tn et donc

l’
o
d(t , x) / dlx , x) > A. (P )
n n o
o o .

Pas i

Soit p; _, 2 m et (x;) e S donné par (RG(a) (i°®)).

i-1

5 i . i \ £ax
Par hypotheése,A transforme (x;)_en une suite (tn) qul accélére la convergence

de (x;), et donc de méme limite que (x;).

- - .
Si x* = x on pose m, = pi_1+l H
Si x' # x soit n, > n, . tel que
i i-1
i i i i i
d(tni, x) / d(xni, x) >Aet¥n 2 n, d(xn, x7) < 1/2°.

Jusqu'd 1l'étape ni,l'algorithme A n'a fait intervenir qu'un nombre fini de
points de la suite (x;). Soit m.>ps mi>ni plus grand que le plus grand des
‘indices des points utilisés. Pour toute suite (xn) commengant par les mémes
mi+l premiers points que (xi) l'algorithme A donnera les mémes ni+l premiéres
réponses to’ tys eees tni et donc :
d(t , x) / d(x_ , x) > A (P,)
n n i

i i

Soit maintenant lé suite (xn) donnée par (RG(b)). Cette suite est dans S et
converge vers X par construction. Elle vérifie les relations (PO),...,(Pi),...
d partir d'un certain rang (car xi # x a partir d'un certain rangj, ceci
implique que l'algorithme A n'accélére pas la convergence de (xn), ce qui est

contraire aux hypothéses.

O
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Remargues

1°) Il est important de bien noter que la conclusion des théorémes 1, 2 et 3
est "alors § n'est accélérable par aucune transformation algorithmique'" et mnon
pas seulement "alors S n'est pas accélérable" (ce qui par définition signifie
il n'existe aucune transformation normale accélérant S). C'est 13 quelque chose
qui est assez étonnant car la définition de transformation algorithmique est
trés tolérante et autorise entre autres choses tn a dépendre de points bien

au deld de X méme avec une transformation ol t serait calculé avec

Xos Ko sees X

- 0
(ou x , x ooy X ou méme X , X ceey X la suite (t )
n O, 9 29 O, 1’ ) n) n

n n
n'accélérera pas (xn) pour tout (xn) € S, si S est rémanente.

1 2 1°

Cette force des résultats négatifs obtenus avec les propriétés (RG), (R) et (RR)
se révélera &tre une faiblesse dans le cas de certaines familles "délicates",

out = x . accélé-

2n n 2

que de toute évidence une transformation du type tn = x
n

rerait, mais qui malgré tout ne sont pas Qéritablement accélérables (i.e.
accélérables par une transformation normale), car alors pour ces familles,il
faudra refaire entiérement une‘démonstration négative, Les différentes tenta-
tives que nous avons faites pour rapprocher la rémanence d'une conditicn néces-
saire et suffisante de non-accélérabilité n'ont pas abouti et les formulations
(RG), (R) et (RR) restent des conditions suffisantes mais loin d'8tre nécessairesr

2z

de non-accélérabilité.

2°) Les relations (PO), vees (Pi)’ ... expriment non seulement que (xn) n'est
pas accélérée par (tn), mais que (xn) n'est méme pas améliorée de A par (tn) en
convenant de dire que (tn) améliore la convergence de (xn) de A si :
In eN, ¥n2n : d(t , x) <X d(x, x).)
o o n n
Une famille S vérifiant (RG) non seulement ne peut pas &tre accélérée mais
il est impossible d'améliorer sa convergence de A, guel que soit A e¢ R,

0 <X <1,
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3°) En fait dans la démonstration,nous n'utilisons 1'hypothése que A accélére

la convergence des suites de S que pour la suite (xn) ; pour les suites (xi),...

i
)

(xn s ... nous utilisons seulement que A est réguliére.

Nous pouvons donc énoncer le résultat plus général suivant
si (S', S) vérifie (RG') alors il n'existe aucun algorithme pour suite
A € Alg (E, E) régulier sur S' et accéléfant S.
(RG') désignant la propriété obtenue & partir de RG) en remplagant S par S'
dans (RG(a)).
On obtient des résultats analogues d partir de (R) et (RR),
Ces énoncés confirment 1'idée exprimée par Jet Wimp [25] "the size of the
domain of regularity of a transformation and its efficiency seem to be inver-
sely related".

A partir d'une suite convergente (xn) ¢ Conv (E) on peut,par "étiration"
construire des suites convergentes aussi lentes que l'on veut ; par exemple

ced )

(y )': (XO, XO’ x1$ xl’ X2’ X2, ey Xis xi, Xi‘fl, Xi'f'l,

(zn) = (xo, Xis K> Xps Koy Xps Koy Xgs Xgp Xgs Xy oo )
Cette méthode trés simple et trés naturelle de construction de suites lentement

convergentes va nous donner une premiére famille non accélérable.

Définition :

Soit (xn) € EN. Nous noterons Eti (xn) 1l'ensemble des suites étirées de (xn),

c'est-a~dire de la forme (yn) = (xi ) ou (in) est une suite d'entiers
n
vérifiant

¥nelN: i =i oui+tl.
n+l n n
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Proposition 2

| sS4 (xn) ¢ Conv (E) alons Eti (Xn) est némanent au sens nedtrnednt.

Démonstration

Dans (RR(a)) on prend (x") = (xn).

Dans (RR(b)) on prend

o
(xn) = (xo, X s wens X5 owes )
i
(Xn) = (Xi’ Kis eves Xis onn )
O
Conollaine Y

| La néunion de deux familles accélérables n'est pas toujours accélénable. .

Démonstration

*
Soit (xn) € Conv (E).

Posons
EtiA(x ) = {(x, ) | i ., =i oui +1 et lim i_ = +o}
n i n+l n n n
n n->o
EtiB(x_) = {(x, ) | =i oui+l et 3N, ¥n2N:i_ <N}
n ln n+l n n n

Chacune de ces deux familles est accélérable (la premiére avec t =%, la
seconde avec tn = xn) et cependant leur réunion qui est Eti (xn) n'est pas

accélérable.

La proposition 2 nous permet maintenant d'énoncer le théoréme suivant
qui donne une condition nécessaire et suffisante d'existence d'un algorithme
universel d'accélération sur un ensemble E (i.e. d'un algorithme accélérant

Conv (E) tout entier). La condition rencontrée est trés simple et le résultat
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signifie que d&s que E contient beaucoup d'éléments (E = R" ou E = [a, b] par

exemple) il n'y a pas d'algorithme universel d'accélération.

Théoneme 4

| Conv (E) est accélénable <=>E* = ¢

Démonstration

La condition est suffisante car si E* = @ alors les seules suites convergentes
sont les suites ultérieurement stationnaires (i.e. Conv (E) = U Stati (E)) qui

sont accélérées (et méme devinées) par la transformation identique.

*
La condition est nécessaire si Ea # 0 alors il existe (xn) e Conv (E) et on
a EBti (xn) c Conv (E).

g

- De méme qu'il est intéréssant de savoir quand Conv (E) est accélérable,
il est intéressant de savoir quand Conv” (E) est accélérable. Puisque Conv*(E)
est plus petit que Conv (E), Conv' (E) doit Btre plus souvent accélérable
que Conv (E). Le théoréme 5 nous montre que c'est effectivement ce qui se
produit. Analogue a la notion d'étirement,la notion de diagonalisation d'une

famille dénombrable de suites nous sert de base pour raisonner :

Définition
. o) i ﬂN . o i
Soient (Xn)’ ce e (xn), ... dans . Nous noterons Dla((xn), N (xn),... )
. . . . o i
l'ensemble des suites obtenues par diagonalisation de (xn), cens (Xn)’ ceny

i
c'est-d-dire de la forme (yn) = (xnn) ol (in) est une suite d'entiers vérifiant

¥nelN: 1 =i oui +1.
n+l n n

Proposdition 3

| Soient (xg), ceesy (Xi), ... dans Conv (E),
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Si (x™) € Conv™(E) et &4 Dia((xi), cees (x;), ... ) c Conv (E)
alons Dia ((xﬁ), (x;), ... ) est némanent au sens nestrednt.
Démonstration

Dans (RR(0)) on prend (x").

Dans (RR(b)) on prend (xz), cres (xi), vee .

Théonéme 5

| conv™(E) est accélirable <=> (EH)* = g.

Démonstration

(a) Supposons que (% = g.

Pour tout n € N soit fn : E > E ayant la propriété suivante :

¥teE: £ (t)eE et dlt, £(£) <d(t, E) + U/n

La famille (fn) constitue un algorithme 3 une mémoire qui accélére (et méme
devine) toutes les suites de Conv (E). En effet si (Xn) € Conv*(E) alors :

(¢}

x € E¥ et d(x, E- - {x}) > 0 ce qui implique que :

¥ n > 2/d(x, E* - {x}) : £ (x) = x.
n ' n

(b) Supposons que (Ea)Ol £ 9.
Soit (x") € Conv" (E) tel que x ¢ (EM)?® et telle que :
¥nelN: x" e g%
Pour tout i € N considérons (xi) e Conv™ (E) telle que :
¥nelN: xi # xi et d(xi, xi) < 1/(i+1).
i

*
On a alors : Dia ((xi), cees (xn), oo ) C Conv™ (E) et donc Conv (E) n'est

pas accélérable (proposition 3).
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Remargue

Si un algorithme A ¢ Alg (E, E) ne suffit pas pour accélérer S, peut-&tre

que deux algorithmes A., A, ¢ Alg (E, E) pourraient suffire (A

1 72 1

A, accélérait 32 et S'1 uS, =S). A propos de Conv (E) (E =R) dans [15],nous

accélérait Sl

avons montré (moyennant quelques restrictions sur les algorithmes considérés)

que deux algorithmes ne suffisaient pas, ni mBme une infinité dénombrable.

2 - FAMILLES DE SUITES MONOTONES

Les familles de suites convergentes les plus naturelles a envisager
aprés Conv (E) et Conv*(E) sont les familles de suites monotones. Comme au § 1
et parce que la situation reste relativement simple, nous réussissons & trouver
des conditions nécessaires et suffisantes d'accélérabilité pour certaines
familles de  suites monotones (théoréme 6, 7), la partie négative des
résultats étant obtenue par application directe de la rémanence.
Au thécréme 8,les familles de suites considérées sont sensiblement plus petites,
aussi n'obtenons-nous qu'une condition suffisante de non-accélérabilité qui
d'ailleurs nécessite un raisonnement complet,la rémanence ne semblant pas étre

applicable.

Définitions, notations

Soit E cIR.
+ . . .
-~ Nous noterons Mon (E) la famille des suites convergentes de E.,croissantes
(au sens large)

> x }

-‘~
ey = g : N
Mon' (E) = {{x ) ¢ Conv (E) | ¥n el X i1 o

de méme
- famille des suites convergentes décroissantes

<x 1

Mon (E) = {(x.) ¢ Conv (E) | ¥ 1 e N : x
n n+l n
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- famille des suites convergentes monotones

Mon (E) = Mon+(E) U Mon (E)

- famille des suites convergentes strictement croissantes :
+ %
Mon' (E) = {(xn) e Conv (E) | ¥nelN : x >x_}
On définit sur le méme modéle :

Mon_*(E) 5 Mon*(E) 5

~ famille des suites convergentes ultérieurement croissantes

U Mon'(B) = {(x ) e Conv (E) | 3n_ eN,¥n2n_ :x z2x };
n o o n+l n

On définit sur le méme modéle :

U Mon (E) ; U Mon(E) ; U Mon+*(E) s U Mon“*(E) ; U Mon*(E) 5

*
- familles de suites convergentes croissantes d'ordre k (k e N ) :
Mon;(E) = {(xn) e Conv (E) | ¥iedfl, ..., k}, ¥nel:
(-0 A% s 0} 3

On définit sur le méme modéle :

- - *
Monk(B) ; Monk(E) : Mon;*(E) ; Mon *(E) ; Mon (E).

Parmi les relations évidentes entre ces différentes familles de suites citons :

*+ *
Mon c Mon < Mon < U Mon,

Monk+l c Monk < Monl = Mon.

Théoneme 6

({) Mon (E) est accélénrable <=> E‘S =

1
=
we

(44) Mon+(E) est accdlénable <=> E'

1
=
we

(idd) Mon (E) est accdlonable <=> E*

1]
=
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Démonstration

- . .6 . p .
(i) Si E” = @ les seules suites convergentes décroissantes de EN sont les
suites décroissantes ultérieurement stationnaires qui sont accélérées (et
méme devinées) par la transformation identique.

) . . n -% 8 . n -
Si E" # @ il existe (x ) ¢ Mon (E) avec x € E°, Eti (x') c Mon (E) et donc,
d'aprés la proposition 1,Mon (E) n'est pas accélérable.
(ii) MEme méthode que pour (i).

(iii) Immédiat 3 partir de (i) et (ii).

g
Théonéme 7
() Mon *(E) est accelirable <=> (E)° =
(44) Mon'*(E) est accélinable <=> (EV)Y = ¢ ;
({id) Mon™(E) est accélérable <=> (E‘S)6 v (EN)Y = g.
a

Démonstration

(i) si (88

@ on définit l'algorithme l-stationnaire suivant :

$

f(x ) =max {t e E | t < x_},
n n
et on vérifie facilement que cet algorithme l-stationnaire accélére (et
méme devine) Mon " (E).
Si (EG)G # 9,11 existe (x7) e Mon—*(EG) de limite x € (EG)6 et pour chaque

i e N il existe (x;) € Mon "(E) telle que :

i ot i-1
¥nelN: x < xn < X .

On vérifie alors que Mon_*(E) > Dia ((xz), . (x:), ... ) et donc d'apreés
la proposition 3,Mon “(E) n'est pas accélérable.

(ii) Méme méthode que pour (i).

(iii) si (Eé)(S u (EN)Y # ¢ i1 résulte de (i) et (ii) qﬁe Mon"(E) n'est pas

accélérable.
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Si (EG')(S v (EN)Y = @, on prend f l'algorithme 2-stationnaire suivant

8 .
= < <
f(xn—l’ xn) max {t e E° | t xn} six <x .,
_ . Y R
£(x _,» x) = min {tere" | t= xn} six >x ..
0
Remarques

1°) I1 est tout 3 fait possible que (EN% # ¢ et que (Bd)a v (ENY = #, c'est

par exemple le cas avec :

E={1-1/2"+1/2" | n,meN,n+1<mbu{l-1/2"|nenNtu {1}

2°) Les théorémes 6 et 7 se généralisent sans difficulté aux familles

U Mon'(E), U Mon (E), U Mon(E),U Mon' (E),U Mon *(E), U Mon™(E).

3°) On notera que les algorithmes l-stationnaires et 2-stationnaires définis
dans la démonstration du théoréme 7 ne sont pas réguliers sur Conv (E) : une
fois encore,de bonnes propriétés d'accélérabilité ont été obtenues aux dépens

des propriétés de régularité.

Théonéme §
o]
Soit ke N'. S0it E cR verifiant E # @.

Aucun des ensembles sulvants n'est accélérable par un procédé normal :

-%

+* +
Mon k(E), Monk(E), Monk

(E), Mon;(E), Mon;(E), Monk(E).

Lemme 1

Pouwr tout k e N*,il existe € R tel que toute suite (x ) vérifiant :
n

¥nel:(x 1/2 ou (l—ek)/Q-

n+2 Xn+1)/(xn+1_xn) =

X, > X
1 o’

504t une suite de Mon;*GR).
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Démonstration

Soit (xn) vérifiant :

¥nel: (xn+2 - xn+l)/(xn+l - xn) = 1/2 ou (1-e)/2,

X, > X .
1 o

Par récurrence sur i on montre que

Vie]N,Vne]N:Alxn=(x

i+l
n#l T Xp) fi,J(E)(—l)

ol J désigne le sous-ensemble des j € {1, ..., i-1} pour lesquels

(

- ) = (1-€)/2, et ou fi est une fonction

*nj+1 xn+j)/(xn+j *nt+j-1 ,J

continue en 0 pour laquelle :

1
Z —_—
f1,0002 53> 0

(par exemple : f1’¢(€) =1, f2,¢(€) = 1/2 f2,{l} = 1-(1-€)/2

1,1-¢

_ ) - 1. 1-€ 1 ]
(e) = 1/4 }(e) = 1-2( 5 ) + 2( 5 )

£5.01

_ 1 1-e, . - 1. (1°€ 1-€,2
f3,{4}(€) =1 -1+ 5 (—5—) H f3,{1’2}(€) = 1-2 ( 5 ) + ( 5 )7)

f3’¢

I1 existe donc € eIR+* tel que :

¥nelN: x > X
n+l n’

viedf,2, ..., k},¥Jc{, ..., i-1} : £, j(ek) > 0.

b

Avec ce Ek on a alors :

¥nelN, ¥iell, 2, ..., k}:(-1)* a* x <0,

ce qui signifie que (Xn) € Mon+;GR).

Lemme 2
Soit € eiR+*, £ < 1.
La famille des suites telles que :

¥nel (% x l)/(xn+l—xn) = 1/2 ou (1-€)/2,

n+2 “nt

(s¢)

X, > X
1 o’

n'est accélénable par aucun procédé normal.
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Démonstration’

Supposons donnée T une transformation normale accélérant la famille des suites
vérifiant (Se)'
Soit (x)) = - 1/2".

Par hypothése il existe n_ tel que :

(t° - 22/ :x° - x%) < e/
n n
@] O
1 .
x = x
+ + —t c::::;T;;}———-—-
B LA ' L 4 L1 N
® . ) ! |
x x* '
gl e ' if‘ * :
! (]
: 1ol ) e
-—

bf-:i')ﬁ

e} 1 < 1 o o o)
Pour tout x e [xn s X Jou x = x - elx - X ), on a :
o o

(tgo—x)/(xio-x) > €/2(1-€) > O. ' (a)

Soit (xi) définie par :

i_ o .
X - X sS1n <n
n n o

1 1 1 1 o
(xno+l xno)/(xno - xno_l) = (1-e)/2,
1 1,9 1 1 .% .
(xn+1 Xn)/(xn Xn—l) = 1/2 sin 2 no+l.
' 1 1
On s'assure que (Xn) converge vers X .

Par hypothése il existe n,
(tr - xhed - xh < e,
™ st

> n  tel e
o) qu

Pour tout x € [xl , x2] ol x2 = xl - E(Xl - xl ) on a :
5l 1

1 1
(tnl—x)/(xnl—x) > e/2 (1-¢) > 0. (Al)
etc

On considére alors la suite :

o Xo Xl Xl Xl )
12 " "n > Tn 41 "7 Tn,* Tn_+1? 77
o) o) 1

(xn) = (xo, X
° 1
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Cette suite est croissante et converge vers une limite x, qui
. i i
appartient 3 n [x_ , x
. n.
ielN i
que T n'accélére pas la convergence de (Xn)'

*11 on a done (Ao), cees (Ai)’ ... ce qui signifie

Démonstration du théoréme 8

I1 suffit de démontrer que Mon+;(E) n'est pas accélérable, car les autres

. . . +* . :
familles considérées sont, ou bien contenues dans Mon , (E), ou bien contenues

k
dans Mon;*(E) pour laquelle la démonstration est semblable.

Nous supposerons que E =R, le cas d'un ensemble d'intérieur non vide s'en

déduit facilement.

~ - - +* - L] ” - -
D'aprés le lemme 1,1l existe € e R tel que la famille des suites vérifiant

k

(SE ) soit contenue dans Mon+;GR), mais d'aprés le lemme 2 cette derniére famille
k ¥

P +%*
n'est pas accélérable,donc Mon

kGR) n'est pas accélérable.

Remargue ]

La démonstration du théoréme ne fait pas appel & la rémanence, (il n'est pas
sir d'ailléurs que les familles considérées soit rémanentes). C'est le premier
raisonnement ou on utilise de fagon essentielle la "normalité" des transfor-

mations envisagées.

3 - FAMILLES DE SUITES ALTERNEES ET OSCILLANTES

Les suites qu'il semble le plus facile d'accélérer sont les suites
alternées ou oscillantes. Et,effectivement,méme de simples procédés linéaires
accélérent certaines suites alternées [3] [5]. Cependant parmi les familles
de suites alternées qu'il est naturel de définir,on va voir que rares sont

celles qui sont accélérables globalement. L'information qu'une suite est
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alternée est donc en général insuffisante pour qu'on puisse l'accélérer.
Les résultats de ce paragraphe ont été présentés au Colloque annuel d'Analyse

Numérique de Belgodére [12].

Définitions
Soit (xn) e Conv (R).
Considérons les propriétés suivantes :

(ALT.A) : La suite (-1)" (x —xn) est de signe constant,

n+l

(ALT.B) : La suite (-1)" (x ) est monotone et de signe constant,

-X
n+tl 'n

(0SC.A) : La suite (-1)" (xn - x) est de signe constant,

(0SC.B) : La suite (—l)n (xn - X) est monotone et de signe constant,

(LIN) :3 & e [-1, 0 : iii (xn+l-x)/(xn—x) = ¢
(Lin~ ) : lim (xn+l-x)/(xn—x) = -1

n-<
Ceci permet de définir 6 familles de suites convergentes que nous noterons

respectivement : Alt.A ; Alt.B, Osc.A, Osc.B, Lin—, Lin

Proposition
| Alt.A > Osc.A > A1%.B > Osc.B o Lin > Lin

Démonstration

&

La démonstration est évidente, notons cependant qu'aucune égalité n'a lieu ;
en effet

la suite (xn) définie par :

3+(—1)n)

_ 43D
X4 =%, T L/
est dans Alt.A mais pas dans Osc.A ;
. la suite (xn) définie par :

x =X + (—1)n/(n+l+2cos(nw/2))

est dans Osc.A mais pas dans Alt.B ;
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la suite (xn) définie par :

n
R (-l)n/(n2+(”l)

)

est dans Alt.B mais pas dans Osc.B ;

la suite (xn) définie par :

n D
X = x+ (-1) T A,
n . i
izo
avec Xi = (1/2, 1/3, 1/2, 1/3, ... )

est dans Osc.B mais pas dans Lin
. la suite (Xn) définie par :
&
X =X+ (-1 A" avec 0 < A < 1,

est dans Lin mais pas dans Lin

La famille Lin est accélérable, par exemple,par le plus simple des procédés
d'accélération

t = (x

n n—l+xn)/2'

.

La famille Lin est accélérable par le procédé A? d'Aitken (£3]1 [19]) qui cette
fois-ci n'est pas un procédé linéaire ; Lin est aussi accélérable par d'autres

procédés ([3] [171).

La famille des suites totalement oscillantes (voir [2] [3] [18]) est une sous-

famille de Lin ([4])jelle est donc aussi accélérable.

Pour les quatre familles qui restent et qu'a priori il ne semble pas déraison-

nable de vouloir accélérer, aucun résultat global n'a jamais été établi.

~

Pour la plus grande de ces familles le probléme est assez facile 3 régler, en

effet

Théoneme 9

| Alt.A est némanent au sens générnalisé.
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Démonstration

(a) Prenons (xn) = 1/2“.
(0°) Soit (xz) défini par :
0 =1+ (-1)7/2"

(1°) soit m ¢ N, prenons P, le premier nombre pair 2 m_ et (xi) défini par :

o .
X =X s81mn<p 3

n n o

xi = x" 4 (-1)"/2R

(2°) Soit m, > , prenons le premier nombre pair = m_ et (x2) défini par :
1”7 Por P Py 1 n

x2 = xl sin < 5
n mn =Py
x2 = %%+ (-1)/2"5.
n
X . i
‘o . 5 > m.
(i°) Soit m. 1 > P;_,» Prenons p, . le premier nombre pair me_y et (Xn)
défini par :
xi = xi~l in< 5
n "n S = Pig 0
. (“l)n/2n+1+l.
n
(b) On vérifie que :
(x°. «° © Xl X2 xi—l Xi i xi—l
b k] AR 9 2 s e b b b +9 AR ] b ‘+l’
© 1 Ps po+1 pl+l pi—l Pio1 1 P Pj
€ Alt,A.

Théonéme 10

| 12 n'existe aucune transformation normale accélérant Osc.B.

Démonstration

Supposons donnée (fn) € Norm (R, R) accélérant Osc.B.
Nous allons construire étape par étape une suite (xn) € Osc,B qui ne sera pas

accélérée par (fn).
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EtaBe 0

On prend x , x, dans R satisfaisant x., > x .
o 1 1 o

Etape k

On suppose construits X,» X vérifiant que :

12 7 Fop-2 ¥ox-1

- - < < ve. < <
(@ kD) %, <y s <y <Ry S Xgeg < Kgg < X3 < *po
(b k-1) Ly = {x" R | (~l)n+l (xn—x*) > 0 et décroissant pour
n=0,1, ..., 2k-1} = E(XQk—2+x2k—1)/2’x2k—l]
* * *
(c k-1) ¥ x ¢ Loq 0 (B gmx )/ (xyy _o=x7) 2 1/2
I1 existe des suites (xn) € Osc.B commengant par (xo, Xis vees x2k-l)’ donc
(xo, Xis ooes x2k~1) e dom f2k—1 ; donc tore1 © f2k—1(xo’ Xis eevs X2k—l) existe.

Deux cas peuvent se produire :

(x + 3x )/u4

cas 1t 2k=2 2k-1

2k-1

on pose alors :

X = (

2k T HopoogtEgp 1)/ 2s Koy g T 3%y 5%, 1)/8.

cas 2 t, . < (X2k—2+3x2k~1)/u

on pose alors :

= (x, }/16.

Xor T (g o¥7%y, 1)/8, % 2k

_2+15x

2kt1 2k-1

Ll est clair que (a k) est satisfaite.

Dans le cas 1 et dans le cas 2 on a :

(b kX) L = [(x.,+x Y/2, %

k 2k T2k+1 1. .

2k+1
Dans le cas 1 :

* * *
¥ x € Lk : (t2k—l_x )/(xzk_l—x ) = 4/17.

Dans le cas 2

* *
¥ x ¢ Lk : (t2k_1~x )/(X2k_ -X ) =2 5/3

1

Donc (c k) est satisfaite.
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® 4'6‘1
> wsd o~
G 2 kg
41
= *al Loakel Fak  Taw Fak-r
-— —
was { wo L

La suite (Xn) ainsi construite est convergente vers une limite

X e n Lk (on a méme : {x} = n Lk).
kelN kelN

Puisque : ¥k e N : x € Lk, on en déduit que (xn) € Osc. B, mais les relations

(¢ k) montrent que (Xn) n'est pas accélérée par (fn)'

Remargue

1) Dans cette démonstration 1'impossibilité d'accélération ne vient pas de
la régularité de 1l'algorithme sur une certaine famille,elle vient de ce que la
famille Osc.B posséde des suites ayant des débuts trés variés et de ce qu'une

suite composée de ces débuts est encore dans Osc. B. *

2) La suite (Xn) de la démonstration vérifie que

(x

w2~ Tt Fer T B € {-172, -1/4, -1/8}

On peut donc affirmer que
L'ensemble des suites (Xn) telles que

( )/ (x_ .-x ) e {-1/2, -1/4, -1/8} n'est pas accélérable.
il ntl "n

X =X
n+2 n+

4 - FAMILLES DE SUITES A CONVERGENCE LINEAIRE

La famille des suites 3 convergence linéaire est l'une des plus grandes familles
de suites que 1l'on puisse accélérer. Nous le montrons ici en établissant que

certaines familles trés proches mais un peu plus grandes ne sont pas accélérables
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(théorémes 11 et 12). Ces résultats ont déja été présentés dans [9] et [101].

Notations et définitions

Rappelons que pour tout A e R, A # 0, A # 1 :

Linx R) = {(xn) € Conv™ (R) | 1im (xn+l—x)/(xn—x) = A}

n-+r«o

Lin (R) = v {LinX R) | -1 <A <1, A #0}

Soient A, 4 e R, A < Y. On définit aussi :

Link,p (R) = {(xn) e Conv (R) | 3 n eN, ¥n2n :As (xn+l—x)/(xn—x) < ul}
Linﬁ’u R) = {(xn) e Conv (R) | 3 n eN, ¥n2n
A< (xn+2 - Xn+l) / (xn+l - Xn) . U}

S Lin R) = {(x ) e Conv' (R) | 1im (x_.. - x) / (x_ - x) = 0}
n nt+l n
n+roe
(famille des suites 3 convergence super-linéaire).

Théoneme 11

Sodent A, u eR teld que 0 <A < u <1 :

(£) 12 n'existe aucune thansformation normale accélérant Linﬁ uCIR).
b

| (44} 1€ n'existe aucune transfonmation normale accébérant Liny | (R).
L]
Le résultat évident suivant va nous servir :

Lemme

Soit (x ) une suite de nombres ngels. S'iL existe n €N et A R (IA] <D
tels que :
¥nzn : X - % T >\(xn =% _4)

o " “nt+l 1
, - XSG )
alors »(,) ¥k elN: x = X +——T—‘

)y
no+k+1 f, 1

(2 -x
n n =1
o ‘o

) ]

, A
A) 1dm x_ = x4 === (% = %
e D n 1=A ny, n 1
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Démonstration du théoréme

(i) Supposons qu'il existe une transformation normale A = (fn) accélérant

. A
Llnk,uGR)'

o0
1)\

On pose : o = B —A— >0 3 B =min { ; 1} > 0 3

1-u 1-A

-5
T X/(T-N)+a/2

1 _ B .
6—"2—0, 1_>\>0,6
Soit (xi) la suite définie par :

o 0 o} o) o
X =0 3 x.>x 3 ¥nelN: (x -X
? o’ ( n+2 “n+

o o, _
o 1 l)/(xn+l_xn) = A

Par hypothése la suite transformée de (XE) par A accélére (xi). I1 existe donc

n_ e N tel que

o hy o A
lt < I [x - X I < B 3
n n n n
o) o o) o
< . A o A o o
ol on a posé : x = x_  +— (x_ - X ).
n n 1-2 ""n n -1
o) o
. < Ao s o
(d'aprés le lemme L 1lim xn)
o) nreo

Soit (xi) la suite définie par

1 o .
x_=x sin<n,,
n n o
1 1 1 1 _ . N
(xn - xn_l)/(xn_l—xn_2) =usin>n_ .

Cette suite est croissante et d'aprés le lemme elle converge vers

N N S )y > xx ]
n n 1-u n n -1 n

0 o o o o
I1 existe donc n, >ng tel que :
Xi > XAU’

1 %
ol on a posé : XAU = (4 xx )/2 = xx +alx® - x° /2.

n n n n n n -1
o o o o o e}

On définit alors (xi) par :

2 _ 1 .
X =T X sin<n,,
n n 1

2 2 2 2 _ .
(xn - Xn—l)/(xn—l - Xn—2) = Asin> n, .

~ » 4 P -~ 2 . .
Par hypothése la suite transformée de (xi) par A accélére (xn). il existe donc

n, » n

5 tel que

1
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2 A 2 A
]tn - % | / |xn - X | <8,
2 2 2 2
N P 2 A 2 2
ol on a posé x = x  + % (xn - X _1)
2 2 2 2
. 5 Ao L 2
(d'aprés le lemme : x = lim Xn)
RY) nHee

- . N rd - 3 - 3 l+
De la méme maniére on définit des suites (Xn)’ (xn) etc.

Soit alors la suite

o] 1 1 1 1

(x ) = (x°, x° .y X X s eeey X 4 X cee )
n o’ ? > Tn 417 Tn +2 > Tn.? "n_+1°
o o} 0 1 1
Cette suite converge car :
: - - X .
VneN (xn+2 Xn+l) / (xn+l n) e (1, ul
. Lo e s A A
Sa limite x vérifie x 2 xnu, X 2 xnu,
o° o} 2 2 2
Par construction on a : t, Z X (resp. T2 X o ) car
o o A o 0° A° 2 2
t = X + X - X + t - X
n n n n n n
0 o o o o o
o) A
2 x4+ (xx -x2) - Ito - x|
n n n n
o o o "o o
A o o A
>x0 + (xr -x) - Blx> - x|
n n n n
o o o o o
o A o
= x_ o+ (1-B)(x_ -x_ ) 2 x .
n n n
o o "o o

o o)
(x = t2)/(x = x° ) 2 M - /G - %0
n n n n n
el 0. © o o o o o
Les suites (xn) et (xn) coincident pour tout n < n s et donc tn = tn
o o

nous pouvons donc écrire

(x-t W(x-% )2t )/ Mo x )
n n n n n n
O (e} (o) (o] o] (o]

D'autre part

X -t = 4 - X + X -t
n n bo! n n n
o o o o o) o
o o A o
Z — - p—
a(x X _1)/2 |xn tp |
o o) o
o) o) A A
> - - -
> a(x? )72 - Bl - x|
o) o
= G(XO - x° )
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done ¢ (XM - 2 )/GM - %%y 2 662 -0 /M - 0
n n n n n n -1 n n
o o o o) o % o) o)
6(Xn —xn —l)
o
) xA -x° +a(x® -x° )/2 =0
n n xn Xn -1
o) o)

Avec 1'inégalité (*) cela nous donne :

x-t )(x-x )=286
n n
o o
De la méme maniére on a :

(x - t )/ (x - X ) 2 6,
2 2
(x - tn Y/ (x - X ) 26, etc ...
Y 4
Ce qui montre que A n'accélére pas (xn).

Nous avons donc une contradiction car la suite (xn) par construction vérifie que

¥nelN: (x

n2 " X/ () € Dol

ce qui implique :

(x ) e Linﬁ L R

b

(ii) La démonstration précédente est aussi valable pour Link " (R) car toutes
’

les suites (xg), (xi , .. et la suite (xn) vérifient que
X - XX x - x x -x¥
A =D 2 . D <D n _ u
- _ _JH
xn—l Xn Xn-l ® Xn—l xn
ol x = lim x X = x + —A— (x - x )
? n 1-A n-1
L M -
Tt 1-u (Xn Xn—l)
O
Remarques

1°) En fait, la démonstration établit un résultat légérement plus fin que
celui énoncé au théoréme 11 :

Soient A, n eRR, 0 < A <p <1,

I1 n'existe aucune transfofmation normale accélérant toutes les suites de

Conv (R) telles que :
¥nelN: (xn+2 - xn+l) / (Xn+l - xn) e {x, ul}.
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2°) On vérifie que si :

¥nelN: A< (xn+2 - xn+l)/(xn+1 - xn) <y, (a)
alors

.o - - !
¥nelN: A' < (xrl+l x)/(xn x) <u (B)

avec A' = (An - A)/(A-1), u' = Q- w)/(p-1)
et qu'inversement si (B) est vrai avec A', u' alors (A) est vrai avec

A= (A" =AY/ - D), = (A -/ (-1 .

3°) Le résultat du théoréme 11 peut €tre étendu sous la forme suivante

Soient A, U e R, 0 < A <u<1, k ¢ N.
I1 n'existe aucune transformation k-normale accélérant Linﬁ

UGR)’ ou Llnx

,uGR)'

3

4°) Nous n'avons pas établi que les familles, Lin uCIR) et LinA (R) vérifiaient

A, AU

une propriété de rémanence et en réalité,elles n'en vérifient pas. En effet
si c'était le cas alors, non seulement aucune transformation normale ou

k-normale n'accélérerait Linﬁ u(]R) et Lin,  (R) mais (ce qui est beaucoup plus
b

Asu

fort) aucune transformation algorithmique n'accélérerait Linﬁ u(R) et Lin, uGR).
b 3

Or justement si A, u sont tels que 0 < A < u < 1 la transformation algorithmique

7z ~ . A
2 accélere Llnx

définie par t =X
n b

uGR) et Linx’uGR).

59) La famille des suites obtenues par une itération X 41 ° f(xn) ol f est une
fonction lipschitzienne de rapport o < 1 (a fixé) contient toutes les suites

utilisées dans la démonstration du théoréme 1. Les résultats négatifs énoncés

valent donc pour cette famille de suites.

Théoneme 12

| 12 n'exdiste aucune transfoamation normale accélénant S Lin (R).
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Démonstration

Supposons donnée une transformation normale N = (fn) accélérant.S Lin (R).
o o e
Soit (xn) la suite définie par : x = ) 174t
i=o

La suite (xg) € S Lin (R) et sa limite est x° = e.

Par hypothése N accélére (xz), il existe donc n_ €N tel que

1t° - x°1 7/ 1x° - x°| < 1/4.
n n
o o
. o o o
Pour tout réel x ¢ ]xn R (xn + x)/2] on a
o
Ito - x| < |x° - x| € 1/2
n n
o) o
o)
X X
RN
R
n t
o n
o)
o) o) o o o o o
(car t -x| 2 |x-x| - Itn -x| 2 [xn - x |72 - |x - x|/
o o o) o
= Ixi - xol/u > x> - x|/2)
o) o
On définit maintenant la suite (xi) par :
xl = x° pour tout n < n
n n o ?
xl = xl + 1/2 n! pour tout n > n o o
n n-1 © P o ' X +X
1 1 no
La suite (Xn) € S Lin (R) et sa limite est : x = —

Par hypothése N accélére (xi), il existe donc n, > n, tel que

1

S IV P R V7

1 1

) 1 1 1
Pour tout réel x € ]xn s (xn + x7)/2] on a
1 1

ti - x| / |xi - x| 2 1/2.

1 1

On continue de la méme maniére.

Soit alors la suite (xn) définie par :

o 1 1 1 2 )

X X “ o X X . e
n 2 n ? n +l’ 3 n ’ n +1,
o} o 1 1

Cette suite est croissante et converge vers x tel que

_ ,.0 o
(xn) = (xo, Xy ey X

¥ielN:xe ]x; . (x; + x1)/21.
i i
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Cette suite est dans S Lin (R) et pourtant par construction
¥VieN: |t -x|/|x -x|21/2
n n

ce qui signifie que (tn) n'accélére pas (Xn)'

Remargue

Pour S Lin (R) il se produit quelque chose de trés particulier que nous n'avons
pas rencontré jusqu'a présent. S Lin (R) n'est pas accélérable par des trans-
formations normales, mais contrairement 3 ce qui se passe pour Link,uGR) ou
Linﬁ,uGR) cette impossibilité ne se transmet pas aux transformations k-normales,

k 2 1 pour la simple raison que t o= x accélére S Lin(R).

nt+l

5 - FAMILLES DE SUITES A CONVERGENCE LOGARITHMIQUE

Dans [23] D.A. Smith et W.F. Ford ont étudié de maniére assez détaillée les
problémes numériques de l'accélération des suites 3 convergence logarithmique.

En conclusion de leur article,ils affirment qu'une évidence empirique est qu'une
bonne condition d'applicabilité d'une transformation de suites pour 1l'accélé-
ration de la convergence logarithmique est son exactitude sur les suites de [6],
et ils se demandent s'il est possible d'établir rigoureusement un tel résultat

(analogue & celui de B. Germain-Bonne concernant la convergence linéaire [171]).

Nous voyons ici que la méthode de la rémanence permet de répondre que non : un
tel résultat ne peut pas exister car la famille des suites 3 convergence loga-
rithmique est rémanente au sens général (théoréme 13). On pourra remarguer que
bien qu'utilisant le "raccourci" de la rémanence le résultat négatif sur la

i » Pd . rd k3 ) * v
convergence logarithmique nécessite une démonstration assez compliquée.
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La conclusion de ce paragraphe est que les suites & convergence logarithmique
sont difficiles 3 accélérer : on ne peut les accélérer toutes, simultanément ;
et en conséquence si 1l'on veut accélérer de telles suites il faut n'essayer

que des sous-ensembles stricts de la famille Log SF.

Les résultats exposés ici ont été publiés dans [16] et ils constituent une
généralisation d'un résultat de [14]. Le travail de C. Kowalewski [20][21] a

précisé le probléme.

Définitions
Suivant en cela les notations de [20] nous désignerons par Log la famille des

*
suites (xn) € Conv (R) telles que

Xn+l_.X
Ln S kT
e n

*
et par Log SF la famille des suites (xn) € Conv (R) telles que :

X -X X -X
. n+1 . n+2 n+l
lim ——— = lim ——— = 1.
X -X X -X
n-co n no n+l n

Theoneme 13
La famille Log SF est némanente au sens général, L n'existe donc aucune

thans formation algornithmique de suites accélirant Log SF ou Log.

Lemme

Soit P, eN, a, b, c, r e R tels que : a<b<c; 0<r<1;
(c-b)/(1-r) < (c-a).

1€ exdiste une suite (xn) telle que :

(4) x = ¢, x =
o po+1

(AL} (x) »>a ;
n

b

KAL)¥ n 2 p, i TS (x - x )/(xn

(<v) (xn+2 - Xn+l) / (Xn - Xn) Tl



208

(vl ¥n2 p,: TS (xn+1 - a)/(xn -a) <1

{ud) (x . — @)/ (x -a)~> 1

Démonstration du lemme

Sans perte de généralité on peut supposer que P, = 0.
Soit (rn) une suite réelle, croissante, convergeant vers 1 et telle que
r = r.
o
. . o 1 i
Nous allons construire des suites convergentes (xn), (xn), ey (xn), ... de
i

o s . o 1 . . s .
limites respectives X 4, X'y vvvy X 5 ous puis nous définirons 1la suite

voulue (x ).
n

Construction de (x:)
1

o
Posons : s, = r, X = c et pour tout n 2 1

x° 2 c- (e-b)(1+x +s4 ...+
n O (o] (@]

Ona:x =c¢ - (c—b)/(l—so)

1t

¢ - (c-b)/(1-v) > ¢ - (c-a) = a.

Posons aussi m_y = 0.

Construction de (x1+l)
. » > z
I1 existe un entier meoZm, g, et un réel Siel tels que
<

(ai+1) Titl S S541 =D

i i i

- <
(bi+l) Ixmi x| < 1/27,
i i i . _ - i

(c;pp) Xmi—l (xmi_l xmi)/(; s;4q) 7 (xTta)/2.

(On commence par choisir m, de facgon que

xt - xll < 1/2% et
m.
1
i i i i
Xmi—l - (xmi_l xmi)/(l—ri+l) z (x"+a)/2,

. . Pd 3
puis,ensuite,on détermine Si+1)

La suite (x;+l) est alors définie par :
i+l
X

.~ = %_pour tout n e {0, 1, ..., mi},
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iv1 i i i 2 n-my
T m-1 T (Xmi-l B TR FS T PO SRR T FC I
pour n > m,.
On a : xi+l = xi - (xi - xi )/(1-s, .) = (Xi+a)/2 > a.
i_l mi—l m. i+l

. . i P
Une fois toutes les suites (xg), (xi), ceey (xn), ... définies,

on pose :

o o) 1 2

PR X X PN X X
1’ 9 m b m +l’ b m 2 m +l,
0 o 1 1

e )

(x ) = (x°, x
n O

Démontrens maintenant que (i), (ii), (iii), (iv), (v) et (vi) sont vraies

(i) Par construction XZ = c, xi = b et,puisqu'on a pris P, 0,(i) est vérifiée.
(ii) La suite (x_) est décroissante ; les relations (b.), (b.), ..., (b.),
n 1 2 i

nous donnent que
vix>1: Ix - x | < /2%
i
par définition
Viz>1l: x = (xl“l + a)/2 ;
et donc (ii) est vraie.
(iii) et (iv).

Sime {mi—l, Mes evns Mg~ 2} on a :

(x

m+2 Xm+l)/(xm+l - xm) = Si+1 ’

de (al), (a.)y vuu, (ai), ... on tire :

2

¥ielN:r, <5, <1
i i

et donc (iii) et (iv) sont satisfaites.

(v) et (vi)
i + e . -

Sime {mi, m, 1, » My 1} on a

i+l i+l _ .
(Rpgr = % D/ OxpmxT) = sy
des inégalités a < ey < x_ on déduit

mt+l m

si+l < (xm+1 - a)/(xm-a) <1 3 ce qui donne (v) et (vi).
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Démonstration du théoréme

Dans (RG(a)) nous prenons : (x°) = (1/(n+1))

Soit (vn) une suite croissante de nombres réels positifs convergente de limite 1.
(RG(a)(0°)) On définit (xz) en posant (xg) =1+ 1/(n+1)

(RG(a)(1°)) Soit m, 2 0. 11 existe p, 2 m_ tel que :

o o} o 1
Al (x= - x Y/ (x -x)<1-v
(A1) Py PO+1 P, o?
(o] (o]
(B1) ]xpo - Xol < 1/2
o

Soit (yi) la suite donnée par le lemme avec P> & = xl, b = xp 41° © 7
o

r=ov. (Cette suite existe car (Al) est vérifiée).

La suite (xi) est alors définie par :

o}
X pour tout n e {0, 1, ..., po},

o MYWEN, M

1 > .
y', pour n > p_

.o . .
(RG(a)(i®)) Soit M. 4 > Py, I1 existe py_q >m

i-1
I e U V] C S IR IR
* Pi Pi-1"" Pig

tel que :
)

i-1 i-1
(B,) Ix. " - x 0 <12

: Pi-1 .
Soit (yn) la suite donnée par le lemme avec Py 1> @ = %, b= x

r=ov. .
La suite (x;) est alors définie par :

i i-1
xn = xn pour tout n e {0, 1, ooy Pi—l}’

~,

ERETI

x
1]

i
our n
V, P

(RG(b)) Il faut maintenant établir que la suite

o} xo x1 xl xl
s @ ey 9 9 o e oy 9 ?
1 po po+l pl pl+l

est encore une suite de Log SF.

cee )

(x ) = (xo, X
n o

De (B1), (B2), ..., (Bi) ... on déduit que (xn) converge vers 0

De (A1), (A2), ..., (Ai) ... et des propriétés (i) et (iii) du lemme,on tire que



211

X - X
. n+2 n+l
lim —— = 1
X - X
n->® n+l n

Un raisonnement analogue 3 celui du lemme (v) (vi) donne que :

Xn+l T X

lim —— = 1.
X - X

n* n

Remargue

Log SF n'est pas accélérable globalement et malgré tout, nombre de suitesde

Log SF sont accélérables par des procédés spécifiques [1]1 [3] [51 [6] [23] [25].

Le probléme se trouve donc naturellement posé

: quelles sont les. sous-familles

de Log SF qui sont accélérables ? (par quel procédés ?), et quelles sont celles

qui ne le sont pas ? Le travail de C. Kowalewski [20] [21] contribue a répondre

d ces questions, cependant bien des problémes (et parfois assez simples) sont

aujourd'hui sans réponse et nécessiteront des études détaillées.

b - ReEsume

Lorsque E = R toutes les familles suivantes sont non accélérables.

page de la
définition
Conv p. 176
Conv* p. 176
- +
Mon , Mon , Mon p. 188
Mon_*, Mon+*, Mon ™ p. 189
- +
Monk, Monk, Mon
—% +% * p- 189
Mon K Mon X Monk
Alt A, Alt B, Osc A, Osc B p. 195
. A .
Lin, ,,Lin
AsU ALU D. 200
0 cA<ux<i1
S Lin pP- 200
Log, Log SF p. 207

vd ”
énoncé et page
de 1'énoncé

Thé. 4 p. 186
Thé. 5 p. 187
Thé. 6 p. 189

Thé. 7 p. 190

Thé. 8 p. 191

Thé. 9 et Thé.

Thé. 11 p. 200

Thé. 12 p. 204
Thé. 13 p. 207

10 p.196-7
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CoNCLUSION

Pour chaque type de familles de suites,les résultats d'accélération
de la convergence se doivent de déterminer le plus finement possible la
frontiére entre l'accélérable et le non accélérable. Les résultats positifs
tentent de trouver les familles les plus grandes possible qui soient accélé-
rables, et les résultats négatifs, eux, essaient de trouver des familles les
plus petites possible qui soient non accélérables. Jamais les deux types de
résultats ne peuvent se rejoindre complétement (car on sait qu'il n'existe pas
de familles accélérables maximales, ni de familles non accélérables minimales)
mais malgré tout,au fur et d mesure des énoncés,la frontiére se dessine avec
p?us de précision. Dans le cas des familles de suites monotones, des familles
de suites alternées, des familles de suites de type linéaire ou logarithmique
la localisation commence 3 &tre assez fine. Aprés une période de résultats
relativement faciles, nous entrons maintenant dans une période ol chaque pas
nouveau colite plus cher (démonstrations plus longues, plus complexes, algorithmes
plus difficiles) cependant ce travail de localisation de la frontiére entre
l'accélérable et le non accélérable doit se poursuivre car il est vraisemblable

que comme cela s'est produit ces derniéres années,il fournira des idées

nouvelles intéressantes.
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CHAPITRE b

ACCELERATION DE LA CONVERGENCE LINEAIRE
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INTRODUCTION .

Dans ce chapitre nous étudions quelques uns des problémes posés par 1l'ac-
célération de la famille des suites 3 convergence linéaire et des familles

voisines.

Les résultats du § 1 ont pour but de fournir des caractérisations des
suites 3 convergence linéaire et des suites 3 convergence périodicoiinéaire. Ces
caractérisations nous permettent au § 2 d'utiliser les algorithmes de détermi-
nation de la période du chapitre 2 qui combinés avec une généralisation du
procédé A2 d'Aitken donnent diverses méthodes nouvelles d'accélération de la

(3 o N z . z . . . P4 [3 .
convergence, particulieérement adaptées aux suites périodico-linéaires.

Les difficultés rencontrées au § 2 nous ont conduits a penser que la
famille des suites & convergence linéaire ne pouvait pas &tre sensiblement
agrandie tout en restant accélérable. En fait au § 3 nous montrons que le
procédé A2 d'Aitken est optimal en trois sens différents au moins pour 1l'accé-
lération de la convergence linéaire. Premidrement, c'est algébriquement la plus
simple des transformations de suites accélérant la convergence linéaire ; deuxi-
émement son domaine d'efficacité, la famille des suites 3 convergence linéaire,
ne peut guére &tre agrandi ; troisiémement, le degré d'accélération qu'il donne

pour la convergence linéaire est le meilleur possible.

Les résultats de § 1 ont déja été publiés dans [11] [14] ceux du § 2 dans

[10] [15] et ceux du § 3 dans [161].

1 - SulTES A CONVERGENCE LINEAIRE ET PERIODICO-LINEAIRE.

Une suite (xn) réelle ou complexe étant donnée, on considére les deux

suites (xn -x)/(xn—x) (x sera la limite de (xn) quand elle convergera) et

+1

( )/ (% ).

X -X -X
n+2 “n+l n+l "n
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On étudie leurs comportements relatifs, d'abord 3 propos des problémes de

convergence (a) puis 3d propos des problémes de pseudo-périodicité (b).

Les résultats établis montrent que le plus souvent les deux suites ont
des comportements équivalents.
Ces résultats permettent de transformer certains énoncés d'accélération de la
convergence, en remplagant une hypothése incontrdlable dans la pratique (parce
que faisant intervenir la limite x, justement recherchée !) par une hypothése
plus facilement vérifiable.

Nous donnons divers exemples de telles transformations (c).

(a) Problémes de convergence

Soit (xn) une suite réelle ou complexe donnée telle que :

¥nelN : x 7 x

n+l n

Notre but va 8tre d'établir le théoréme suivant :

Théoneme 1

Sodt A e €, |A| #1, alons :
= X_, =X - X, =X —
il existe x ¢ T ek que —g%—x— converge F_;l‘i__zil_ converge et
n <=> n+tl "n
X .-X X_ =X

et lim —gi%;~ = A 1im —Eig—:gii = A

| n**® 'n ] |n*°  “n+l “n N
Remarques
1°) $i |A| = 1 le théoréme n'est plus vrai, en effet

a) Contre-exemple pour '<="



219

b) Contre-exemple pour '"=>"

1 1

Xon - 3n° *on+1 - 3n+l

Ce théoréme va résulter des propositions 1, 2 et 3 (démontrées plus loin) qui
donnent quelques précisions supplémentaires (par exemple que si ]A] > 1 alors
"

dans l'implication '"<=" on peut remplacer "il existe x € C" par "pour tout

x € C").

2°) Simultanément a l'auteur,Jet Wimp a trouvé une autre démonstation du théoréme

1 (voir [30]).

Proposition 1 (voin par exemple [20])

S'Al existe x e T et XA e T, X # 1, tels que :
X .-X X .-X
Bl onverge et 1im FL_ - a
X —-X X X
n n*® n
X =X X =X
alons :Mconveﬂge et 1im 212 D+l _ A.
X .-X X .-X
n+l n n—e n+l n
Démonstration
Y B
*n+2 Y+l _ *ne1 *nt1 X 5 % A-1 _ 3
X 417 %0 X =X X 17X . n>e A-1
X -X
n
B
Remarque

Cette démonstration est valable dans un cadre plus général, on peut par exemple
seulement supposer que (xn) est une suite de points d'un corps topologique; en
particulier en prenant un corps quelconque K muni de la topologie discréte on

obtient que
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X .-X
(32 eK, A#1,3%e K, INeN, ¥n2N: -2 =37
n
X -X
[INeN, ¥vn>N-D¥2 Ot _ 5y
X . -X
n+l n
-%
Posons pour tout n e N : A_ = nt2 ntl
n X .-X
ntl “n
K _ .
et pour tout n e N, k e N : Moo= An + An An+1 + oo+ An An+l e An+k
k
=] 0 A__..
Lo, n+i
j=o i=o
Lemme 1
_ k
a) Pour tout n e N, k e N :  SRPIL I SO un(xn+l Xn)

b) S{L pour m 4xEé La suite (ur];)de converge vers y alons (Xn)ndN

convenge vers une Limite x telle que :

X = Xm+l * um(Xm+l - xm)
et X -x H
m+1l m
uwofg -1 = = =
X -X 1+um
Démonstration
Ona % o= %4q A (g~ %) 5
Xn+3 - Xn+2 = >‘n+l An (xn+1 B Xn) 3
Xotkt2 T Fntktl T Mnak Mneke1 0t An Fnpr T %)
Ce qui en sommant donne :
X - X + uk (x - x)
ntk+2 n+l n n+l n

La partie b) du lemme résulte immédiatement de cette relation.
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Remargue

La démonstration, et donc le lemme 1, restent vrais sans aucune modification

pour toute suite (Xn) d'éléments d'un corps topologique.

Lemme 2

Soit (M) une suite nefle ou complexe convergente de Limite X avec || < 1.

k _ .
On pose : 0 = An + An An+l + ...+ An ln+l . An+k' Alons pour tout n € N,

La suite (u};)ké|N est convergente (et absofument convergente s4 on La considenre

comme une Aénie).

De plus AL on pose : Moo= lim u:, alons La suite (un)mJN est convergente de

ko0

Limite A/(1-)X).

Démonstration

La propriété de convergence absolue est évidente ; établissons 1l'autre affir-
mation.
° +* ”
Soit € e R donné.
Soit A' € R tel que : [A] < A' < 1.
Soit n €N tel que : n2n_ => |Kn| < X'.
Soit ko € N tel que :

ko+l
A

i)

- x %
ii) ¥n2n_, ¥k 2k |>\n INPEETRID SR S A A Al < €/3

ko existe car pour tout n 2 n_

ko+1 ko+2

1
l)\n Xn+1 An+k e d >\n An+l kn+k| % A R ¥ =

© K +1
A °
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Soit maintenant n, 2 n tel que pour tout n 2 n, :

1
2 ko
|(x]n A A A A+ e A xmko_l -] = e/3
n, existe car la suite A_ converge vers A, la suite A _A converge vers
1 n K D ntl
2 . o
A%, ..., la suite Anxn+l ce An+kb_lponverge vers A
Alors pour tout n 2 n, et pour tout k 2 ko on a :
N N R N WO W
n n' n+l n n+l ntk  1-A
) X Ak°+l
- - - _ 3 Oy _
= O, -0+ G, x)+"°+()‘n>\n+l"'>\n+ko-l A ) )
AN L )\mko LIETTE IS SUPERR >‘n+kl <e/3+¢€/3+¢€/3=c¢
B
Remarque

La démonstration, et donc le lemme 2, restent vrais sans aucune modification

pour toute suite (xn) d'éléments d'un corps valué.

Proposition 2

Soit A e €, |A] <144 :

X - X X - X

_pt2 ntl converge et A4 lim _n¥2 o4l
X - X - X

n+l n n>o n+l n
alons :

La suite (xn) convenge verns une Limite x telle que :

n+l x Xn+1 TX
——— converge et lim ———— = A
X - X X - X .
n n*e n
Démonstration

En reprenant les notations fixées juste avant le lemme 1, et en utilisant le

lemme 2 on obtient que pour tout mn e N :

k
- (un)kéN est convergente vers une limite Un 5
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- il existen tel que : n2n_ =>y_# -1
o o n

Donc par application du lemme 1 et du lemme 2

X -X U
1im 2L - i =

X —-X 1+u
>0 n n- n

Remargues

1°) D'aprés les remarques faites apreés les lemmes 1 et 2 la proposition

vrale pour toute suite (Xn) d'éléments d'un corps valué.
2°) Dans le cas Q0 < A < 1 la proposition 2 résulte de [7] (voir aussi [4])

3°) Dans le cas des suites réelles la proposition 2 est utilisée (sans démons-

tration) dans [27].

Lemme 3

Soit (o) une suite nZefle ou complexe convergente de imite a, la] < 1.

o

Alons fa suite : y =0 +a_ o + ... +0a_a ... O, converge vers .
‘n n n n 1-a

-1 n n-1 1

Démonstration

. +* ~
Soit € e R'  donne.
Soit a'e R tel que : |a| < a' < 1.
I1 existe ng tel que : n 2n_=> |a | <a'.

Soit k2 n_ tel que
o o

ko
] O
—_— <
D1t e,
. > <
ii) ¥ n 2 k_ |an 4 g e an—ko+l toeota oA ... al| <€e/3 ,

ko existe car pour tout n 2 ng
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|an n-1 O"n—kQ+l * - te, %n-1 all
< .
- |an % Pk 91 T * an %h-1 0"n +1l +\ % -1 %n
o o o)
+
|l + ano_l + ano-l al
k n-n_-k n-ngtl
< o' % 1+a’ 4 ... +a ° 9% +a 1+a + as £ O cw.e O
n -1 n -1 1
o o
kO n—no+l
< v -y ! 1
< a' “/(1-a") + a |l+an gt to
o o
Soit n, > k_ tel que pour tout n > n
: 1 o 1 K -1 ‘
2 le) |
- - - <
| (o -a) + (@ o, -a)+ ...+ (a o ... an_ko+2 a® )| <e/3,
nl existe car la suite an + an an—l + o0 + an an—l PR an_ko+2 est convergente
(comme somme de suites convergentes) vers
k -1
o + a2 + ... +0°
Pour tout n 2> nl on a alors
lo +a «a + ... ta_ o e O, m
n n n-1 n n-1 i i-a
2 ko_1
= (e -a)+ (@ o -+ .ot a .ooa o -a )
o)
k
g °
+ P A S - —
(o, 4 O‘n—ko+1 % % ) -1 |
< €/3 + €/3 + €/3 = E,
O

Remargue

Cette démonstration, et donc le lemme 3, restent vrais sans aucune modification

pour toute suite (xn) d'éléments d'un corps valué.

Proposition 3

Soit X e €, |A| > 1 84 :

X - X X - X
+2 + s 2 +1
—2—————1131conuenge et &4 1iy 2= BYE o g
X - X b 4 - X
n+l n e n+l n
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alons :

La suite (xn) est telle que : t+o et poun tout x € T

lim |xn| =
nrew

- X Xn+l T X
convenge avec lim ————— = ),
X - X
n n—»o n

X
n+l
X

Démonstration

Avec les notations du lemme 1 :

X0 " % _ (AO + onl + ...t Aokl e )\n)(xl - xo)
X1~ X (ko + lokl + oo+ Aokl ces )\n_l)(xl - XO)
1 . . 1
en posant & = 35— on obtient : lima_ =0 = + , et :
n A n A
n SR
X40 T % ) 1+ an + anan_l + ...t anan_l see O
Xe1 T X o+ S O g - oy
ce qui d'aprés le lemme 3 converge vers :
o
1+ —
o _1_,.
o a
1-a
D'autre part
(xn+2 - Xl) ) AO + Xokl + + onl “ee An - v to @
(x,-x YA A .. A )~ A A, .. A - n n n-1
170 o1l n .ol n
X - X
. n+2 1 1
donc lim = == %0
. (xl xo)(koll e ) 1-a
donc (en utilisant que : lim |A Al «.. A_| = +°) on obtient que
, o © n
lim |x - x| = 4w
oo n+2 1 ?

ce qui implique

=T to et ¥ x el :

lim Ixn
0

+2

.
.

t...+ 0 Q
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Remargue

D'aprds les remarques faites aprés les lemmes 1 et 3 la proposition est vraie

pour toute suite (xn) d'éléments d'un corps valué.

(b) Problémes de pseudo-périodicité

* z
Dans ce paragraphe k e N et (xn) est toujours une suite réelle ou complexe
donnée telle que :

¥nelN: x

n+l ~ n # 0.

Théoneme 2
sodentTh 00 a1, kY gk er 89, BY, ..., BNy € of tels que

@) B # 1,8 %21, ...,8 1

(RS S S R
1+ 2% +2% 8+ ...+ 200 N R
A EIE T T R L SV
1+ Aok he o ek he a8 o

et Li8s entrne eux parn Les relations

1 2 1 o)
(LB){AO - g 80—1 Otz gl Bl Lo k2 L k2 Bk— -1 kel gl 5_11
g -1 gT-1 g™ “-1 g™ -1

8% = 30 + 2% e a0 L E L e 2% w0t w e LY

sl =l e abZ e e l? 00 s a et s e LR
(BL)¢

S N Wi M L VI ETT Lty LIRS L A L)
ALons

(1) L'entier 7 dans la notation A représente ict un indice et non pas un exposant s
de méme pour B*.
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X o - X
(4l existe x € C© tel que pour tout i ¢ {0, 1, ..., k-1} —Zlﬁif—lj
% - x nk+i
converge et 1im 2L gd
i meo Fnk+i T X
— Xk+it2 T Fnk+itl
pour tout i ¢ {0, 1, ..., k-1} ~ — 2 converge
_ nk+i+l nk+i
<=>
X . - X . .
ot 1lim nk+i+2 - 2k+1+l - kl‘
|| no nk+i+l nk+1
Proposition 1'
i, , o o1 k-1 k o
S'Al existe x e C et (B, B, ..., B 7) e U satisfaisant (B) et tels que
pour tout i ¢ {0, 1, ..., k-1}
X . - X X . - X .
-%Jr—l—_— convenge et lim 2]<+1+1_ — =8
nk+i N nk+i
alorns pour tout i ¢ {0, 1, ..., k-1}
X . = X . X . - X . .
2k+1+2 - 2k+1+1 converge et lim nk+i+2 - nk+i+1 - Al
nk+i+1 nk+i o Xnkri+l Xnk+i
ol Les \' sont donnés pan (LB).
Démonstration
Soit i € {0, 1, ., k=21
Xnk+i+2 - _
Xoktit2 T Fnkitl | nkeiel T % Fnkaiel ) gl gttt _ 5l
- - - 1 - 9
*nk+itl Xnk+i Xnk+i - X Xnk+i+1 X _ nee Bl -1
Xnk+i %
pour i = k-1 on procéde de méme.
0

Remarque

Comme pour la proposition 1, la proposition 1' reste vraie pour toute 'suite

(Xn) de points d'un corps topologique.
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Proposition 2'

1

stiL existe (A°, A%, .o, KT o dF tets que DAL L.

(L) et &4 poun tout i ¢ {0, 1, ..., k-1} :

Xnk+i+2 ~ ®nk+i+l Ank+i+2 ~ Fnk+i

AL <1, venigiant

~ _— converge et lim — m——
nk+i+1 nk+i n*© “nk+i+l nk+

alons La suite (xn) converge vers une Limite x telle que

pour tout i ¢ {0, 1, ..., k-1}

X - X

X .
nk+i+1

Xnk+itl i
IR S converge et lim —————— = B
X . - X . - X
nk+i N nk+i

| Les g ctant donngs par (BL).

Démonstration

On pose A = onl v Ak_l.

+1 - Al,

i

-
.

Soit n € N fixé ; d'aprés le lemme 2 les séries suivantes sont absolument

convergentes :
T A A ... — A
N nk nk+1 nk+pk-1 n+ i-A °’
T A A A — A
i S

A
—— ——
z * Ank+k-lxnk+k Tt >‘nk+pk+)<—2 n*e  1-j °
peN
On en déduit que la série péN Ankxnk+l ce Ank+p = u o, est

convergente (comme combinaison linéaire des précédentes).
On a donc :

Moe ™ Mk T Aataker ot Aatiet t Mnake2

YA cee A Lt
pdN* nk nk+l nk+pk-1

absolument



229

A A A cee A +
.nk pzN* nk+1l nk+2 nk+pk
+
Ankknkﬂ >‘nk+k—2 PEN* )‘nk+k—1>‘nk+k )\nk+pk+k-2°
Et donc :
mp, = 2% + 2% L a0 a2 A a0t a0l k2
nk 1-A
n->co
_ A o o041 0,1 k-2 A
=+ 533 T+ AT+ Lo+ A A ) + 1%
Ca% et s L et L ke
- 1 _ x L]

Puisque (unk)néN est convergente il résulte du lemme 1 que (xm) converge vers X.
Puisque (L) est vérifiée Mok # -1 (au moins 3 partir d'un certain rang) et donc

(toujours d'aprés le lemme 1)

Xkl TF o Ve 0 A% 4% 4 L e a0t L. akd _ .0
lim ===~ = lim 1+ - o o, 1 o, 1 2 -8
meo ¥nk meo e 14 2% ¢ % s L+t
On procéde de la méme maniére pour Bl, 82, ceey Bk—l.
O

Remarque
Comme pour la proposition 2, la proposition 2' reste vraie pour toute suite

(Xn) de points d'un corps valué.

Proposition 3'

STl existe (A%, AN, ..., Yy € @F el que DAY ... AKTY s 1, venigiant

(L) et tel que pour tout i ¢ {0, 1, ..., k-1} :

X . - X . X . - X . .
nk+i+2 nk+i+1 converge ef lim nk+i+2 nk+i+1 - >\1

X . - X . X . - X .
nk+i+1 nk+1i n-o nk+i+1 nk+1i

Alons La suite (x ) est teffe que lim Ixnl = o et pour tout x € T et tout

nHoo

ie{o, 1, ..., k-1}
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X . - X . - X .
nk+i+l converge et lim xkn+1+1 - Bl
X . - . - X

nk+1 o nk+i

Les Bi étant donnés par (BL)

Démonstration

Reprenons les notations des lemmes 1 et 3 en posant en plus :

o =L K1 o 1 g= L1 1 o =1
= 9 ecoey = YT e - T osee TTTT s = —
AO Ak 1 Ko Al Ak 1 n 3
n
On a :
Xkl - ¥1 i XO + Aokl + ... xoxl e xnk—l
X0 T ¥ XO + xoxl + ... Aokl cen Ank—2
_ 1+ ank-l + ank—l ank—2 + ... + ank—l ank_2 - al
T a + qQ o + a

nk-1 7 %nk-1 %nk-2 Tttt Oppen Y-z o0 %
par des mises en facteurs analogues a celles de la démonstration de la propo-

sition 2' et en utilisant le lemme 3 on obtient

a k-1 1 k-1 k-2 1 k-1 1 1
limxnk+1—xl-l+l—_a-+a -1—_E+a o —chx-+...+a ves O 1o
X, - X, o k-1 k-1 k-2 1 k-1 1 1
n>o nk 1 m'ﬂ'a Ta a [0} I:'a—‘i'...i'a ...a'f:a'
_1+ I T AT SRR St S
k-1 k-1 k-2 k-1 k-2 1
o+ a +a o + ... +0a "o ce. O
DN D 0 N SUPD G SRR S\ Gl TP S
1+ A a2 sl e
de méme pour Bl, 82, cees Bk-l
D'autre‘part :
Xene1 = 1 _ Ao + Aoll + ... + onl . xkn—l
(xl—xo)kokl v an—l Xokl e kkn-l
=1+ T e R P AR Gog e Yy

donc (toujours par des méthodes de mises en facteurs)



xkn+1A— X, 1 0"k--l 0"k—lo"k--2 ak-lak-2 1

«os O
lim = + + + ... ¢
e (xl Xo)o‘o)‘l )\kn-l) 1-o 1-a 1-a 1-a
B A T e A T T ol S
- 1-a
At At LK a0t A8 4 +2°
A-1
2% el e e e ahZ LR
= , #0
A-1
donc : lim ka 1 xll = 4w,
N0 n+
donc : lim |x | = 4,
oo knt1
de méme pour (xkn+2)’ (an+3)’ cens (an+k) donc :
lim |x | = 4o,
e 1
le reste de la démonstration se fait comme pour la proposition 3.
g

Remargue

Comme pour la proposition 3, la proposition 3' reste vraie pour toute suite

(xn) de points d'un corps valué.

(c) Exemples d'applications

L'algorithme général d'extrapolation présenté par T. Havie [23] et par

C. Brezinski [6] appelé E-algorithme est défini par :
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Sn ' Sn+l o Sn+k
gl(n) gl(n+l) o gl(n+k)
gk(n) gk(n+l) gk(n+k)
Ek(Sn) =
1 y | 1
gl(n) gl(n+l) e gl(n+k)
gk(n) gk(n+l) L gk(n+k)

ol les g; sont des suites de coefficients, que 1'on peut choisir de fagon a
retrouver, le procédé d'extrapolation de Richardson, ou la traﬁsformation G [22],
ou la transformation de Shanks [28], ou la transformation de Germain-Bonne [21],
ou la transformation généralisée de Levin [26], ou la premiére généralisation

de 1l'e-algorithme [4] [5] ou le procédé p. [4]. En plus d'un algorithme

récursif de calcul de Ek(Sn) C. Brezinski propose le théoréme suivant [6]

R §_ converge vers s, 84 pour tout i, g;(n+1)/g; (n) converge vers b, # 1
(deux a deux distincts), A4 :

(Ek_l(Sn+l)-S)/(Ek_l(Sn)—S) converge vers b alons :

| E(S,)-5 = 6(E,_ (5 )-5).

Par une simple utilisation du théoréme 1 on en déduit 1'énoncé suivant :

FSL S, converge vers s, 84 pourn tout i, gi(n+1)/gi(n) converge vers b. 1
(deux a deux distincts) et 44 :

(By (S, )-E, (5 )/(E, _ (S )-E,

Ek-l n+l
alons :

(s _1)) converge vers b

1 k

| E (8) - 8 =0o(E _,(58) - 8)
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Dans le cas trés particulier du procédé A% 4'Aftken on obtient :

én) accéline

S (S L, = 8,,1)/(S 1 - S) converge vens A avee || < 1 alons e

1

La convenrgence de (Sn+ ).

1

Ces résultats peuvent dans la pratique donner lieu d des programmes de calcul

de tableaux d'accélération (comme celui de 1l'e-algorithme) dans lesquels on ne
calculera la k-iéme colonne que si la condition portant sur la (k-1)-iéme
colonne semble satisfaite. Ils peuvent aussi amener 3 construire des tests
simples pour savoir si la méthode d'accélération utilisée mérite d'€tre réitérée

ou pas.

Une autre application est donnée au § 2.

2 - ACCELERATION DE LA CONVERGENCE DES SUITES PERIODICO-LINEAIRES

Les résultats du § 1 nous conduisent 3 définir la famille des suites
de type périodico-linéaire et 3 étudier les possibilités d'accélération de

cette famille.

Définitions

On dit que la suite (xn) de nombres réels est de type périodico-linéaire s'il

existe k e N tel que :

K- 1 K-

IxeR, 3 (8°, gL, ..., 8N R, 8°, 8, ..., 851 £ {0, 1} :
X - X X - X X - X

1im _Ekil:___ = 60, 1lim EEEig_:__,: B', ..., lim EEEiE__:; = Bk 1,
o Xnk ~ ¥ meo fnk+1 ~ X nk+k-1

* 3 - . P4 Pl .
Le plus petit entier k e N satisfaisant cette relation est appelé période de

= z . l
la suite, et les nombres Bo, 81, co Bk : sont appelés les rapports de la su1te( ).

(1) Il faut noter que le i de B est iei un indice et non pas un exposant.
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Remargues

1°) Dire que.la suite (Xn) est de type périodico-linéaire est équivalent a3

dire que la suite (xn —x)/(xn—x) est asymptotiquement périodique de période k.

+1

2°) Une suite de type périodico-linéaire de période k = 1 est une suite de type
. . . 10 .

linéaire. Si IB | < 1, elle converge vers x et c'est donc une suite 3 conver-

gence linéaire. La notion de suite de type périodico-linéaire est donc une

généralisation de la notion de suite 3 convergence linéaire.

Proposition 4

Soit (xn) une dudlte de type périodico-Lintaine de période k et de rapports

1 k-1
B, By ..., B .
si [8° 8t ... Bk_l{ < 1 alors (x ) est convergente (on dira qu'elle est a
convengence périodico-Linéaine).
Si |g8° gl ... Bk_ll > 1 alorns : lim x_ = 4o,
n
n>>
Démonstration
si |8° gt ... Bk_lf > 1 alors pour tout i1 ¢ {0, 1, ..., k-1}
ikt~ X o o1 k-1

lim ———— = B

meo Fuk+i ©F
donc : 1im |Xnk+i - x] = 4 ; donc lim lxnk+i| = 4o g

n-roo nee
donc : lim |x_| = 4w,

no D

- . o ,1 k-1 . .
De méme si |B° B~ ... B  ~| < 1 alors pour tout i € {0, 1, ..., k-1} la suite
(x ) est 4 convergence linéaire de rapport B = g° Bl ces Bk_l et de
nk+i neN ?

limite x ; la suite (xn) est donc convergente vers X.
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Proposition 5

Soit k e N* 4ixé. La tnansformation de suites définie par :

(x - x_.)
(Ai) t = x - = g n;k n > 2k,
0 " xn xn—k xn—Qk

accélene La convergence de toute suite & convergence periodico-Linéaire de
période k, et donne La Limite exacte (pour tout n > 2k : t = x) de toute

suite de La fonme :

n

X =x+a m B,

n . i
i=o

ol Bi est une sudlte pérniodique de période k.

Démonstration
. = X X - X
xn “x L% 1 z_k— X D X l— X ’
n n 1 - n-k n-2k
*n ~ *n-k
ce qui nous donne
T = X
Lim — — =0
e 0
n
Si x Sxta m Bi avec Bi périodique de période k ; on a
i=o
n-2k n-2k 2 2
t=x+@m BB -(am gy BBl .y
izo 126 B™-2B+1
ol on a posé B = Bi 8i+l e 8i+k—l (ne dépend pas de i).

Remargue

2 0 e . : 2 s
Les procédés Ak qui généralisent en un certain sens le procédé A” d'Aitken ne
sont eux-mémes que des cas particuliers des transformations définies par :

t = x -(x
n n n+p+r

- x )/((x )/ (
n

=
q) )

nt+2p+r+q - xn+p+r+q Xn+p+q T nt

ol p, q, r sont trois paramétres dans Z avec p + r # O.
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Pour p = 1, r = g = 0 on obtient le procédé A2 d'Aitken, pour p = -k, r = q = 0
on obtient le procédé Ai décrit ci-dessus. D'une maniére générale (quelles
que soient les valeurs données a p, q, r) (tn) accélére toute suite (Xn) a
convergence linéaire. Une autre généralisation du A2 d'Aitken ayant des propriétés
analogues au Ai a été donnée dans [31] (voir aussi [32]).

Les procédés Ai sont difficiles 3 utiliser en pratique car leur mise
en oeuvre nécessite la connaissance de k. Les procédés de transformation de
suites que nous allons proposer maintenant ne nécessiteront pas cette connais-
cance ; ils vont &tre obtenus par combinaison des Ai et d'algorithmes de
détermination de la période du chapitre 2 § 4. De facon a n'avoir que des

algorithmes normaux nous supposerons ici que les algorithmes du chapitre 2 § 4

ont été normalisés.
Algorithme A I3(p)

Etape p (p 2 2)

L'étape p de 1l'algorithme I3(p) est appliquée 3 la suite

y = ——}—(—l— 1'16{2, 3, e s e p}

et donne la réponse k(p). On prend alors

2

t_ = - - -2 + .

5 Xp (xp Xp-k(p)) / (xp Xp—k(p) Xn—2k(p))
Notations
Soient p eIR+*, kK e N" ; on note Pp K l'ensemble des suites (xn) d convergence

9

périodico-linéaire de période k, dont les rapports Bo, 81, cees Bk_l vérifient
que

ogt-1 _18%-1 k-1 8° - 1

e e R A=

g° - 1 B™ - 1 g -1

sont mutuellement distants de plus de p.

Pour k = 1, P est 1l'ensemble des suites a convergence linéaire.

P,k

On pose : P = v P .
Poran™ P,k
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Les inclusions suivantes sont évidentes :

P cP).

< p' = (P c P
pep =L p' " o

p'Lk Pk’
Théoneme 3
4) Poun toute suite (xn) € Pp L'algonithme AI3(p) donne une Ssuite (tn)

qui accilene £a convenrgence de (xn) ;

LL) Poun foute suite (xn) € Pp de La forme :

n
X =x+a m B, avec B, périodique.
n f20 1 i

La sudite (tn) donnée par AI3(p) vérifde :

> : =
3 p, €N, ¥p2p_ :t =x

Démonstration

i) si (Xn) € P_, il existe P, € N tel que pour p 2 P> k(p) scit la période

o

de (Xn) et donc d'aprés la proposition 3, (tn) accélére la convergence de (xn).

ii) De la méme maniére d partir de la proposition 3.

Remargues

1°) Appliqué a une suite 3 convergence linéaire, l'algorithme AI3(p) (quel que
L] *+ . . 2 e .
soit p e R ) finit par se comporter comme le procédé d'Aitken. On n'a donc
pas spécialement intéré&t 3 l'utiliser pour une suite d convergence linéaire. Par

contre, face a une suite périodico-linéaire (par exemple de période 2) alors que

le procédé d'Aitken n'accélére pas, l'algorithme AI3(p) accélére la convergence.

2°) Sur le méme modéle et en utilisant les divers algorithmes de détermination
de la période I1, I2, I3, I4, Ji, J2, J'l, J'2 [13], on peut définir d'autres
algorithmes d'accélération ; chacun d'eux satisfaisant pour des classes spéci-
fiques de suites d convergence périodico-lindaire. (I4 et J1 particuliérement,

donnent des résultats intéressants).
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3°) A la vue des inclusions entre Pp et Pp‘ on peut E€tre tenté de fixer une
trés petite valeur d la constante p. Cependant une telle attitude n'est pas
conseillée car plus p est petit, plus P, risque d'é@tre grand. Aussi a-t-on
intérét a choisir : 1/100 < p < 1/10, en se réservant de le prendre plus petit

seulement si on dispose de beaucoup de points de (xn).

4°) Certaines suites trés particuliéres & convergence périodico-linéaire sont

accélérées par l'e-algorithme ; de facon précise on montre [19] que les suites
n z - . Pd P4 Pd

de la forme S + a, AT (od A} < 1, a_ est k-périodique) sont accélérées par

la 2k-iéme colonne de l'e-algorithme.

3 - OPTIMALITE DU PROCEDE A2 D'AITKEN POUR L'ACCELERATION DE LA

CONVERGENCE LINEAIRE

Toutes les suites envisagées ici sont des suites de nombres complexes.
La famille Lin(f) sera notée simplement Lin.
Le but de ce paragraphe est de montrer qu'en trois sens différents au moins le
procédé A2 d'Aitken [1] est optimal (non améliorable) pour le probléme de

1l'accélérationde la convergence de la famille de suites a convergence linéaire.

En (a) les résultats de Pennaccni <t Cermain-Bonne que nous rappelons briévement,
. . £y 2 . .
établissent qu'algébriquement le A~ d'Aitken est la plus simple des transforma-

tions de suites accélérant Lin.

En (b) nous donnons trois propositions qui signifient que, lorsque l'on étend
un peu la famille Lin on obtient une famille non accélérable (aux trois propo-

sitions correspondent trois tentatives d'élargissement de Lin).

En (c) nous montrons que, quel que soit s > 0, il est impossible d'cbtenir une
P 4 . P ) L3 . 2 i .
accélération de degré l+s pour la famille Lin. Puisque le A" d'Aitken fournit
& L s Pl . . . 0 2
une accélération de degré 1 de Lin cela signifie encore que le A" n'est pas

améliorable relativement 3 Lin.
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Ces résultats ne doivent pas étre compris comme affirmant que le A2 est le
meilleur de tous les algorithmes d'accélération possibles, ils indiquent seule-
ment que pour l'accélération de la famille Lin toute entiére, le A% est 1a plus
simple et la plus efficace possible des transformations de suites. Cela n'em-
péche pas, par exemple, qu'il puisse exister des transformations accélérant
avec le degré 2 certaines sous-familles de Lin (c'est d'ailleurs le cas [20]).
Cela n'emp&che pas non plus que d'autres transformations moins simples puissent
étre aussi efficaces sur Lin (c'est le cas, par exemple, pour la premiére

colonne du B-algorithme [2], [3], [8] qui posséde des propriétés supplémentaires

justifiant sont intérét propre).

(a) Optimalité algébrique du procédé A

Nous rappelons briévement les résultats obtenus par Pennacchi [27].
Par définition, une transformation rationnelle de type (p, m) est une transfor-
mation de suites de la forme

)

t = x + P(x = R o siey
n n n n

+1 )/Q(Xn+l T Fpr X -

xn+p - xn+p-—l n+p Xn+p—l

ol P et Q sont des polyndmes homogénes de degré m et m-1. .

Les résultats suivants sont établis dans [27] :

. Aucune transformation rationnelle de type (1, m) ou (p, 1) n'accélére Lin,

. Le A2 est la seule transformation rationnelle de type (2, 2) qui accélére Lin,
. Les transformations rationnelles de type (2, m), m = 2 qui accélérent Lin sont
toutes équivalentes au A2 (en ce sens que pour toute suite (Xn)’ elles donnent

la méme suite (tn) que le AQ).

Le procédé A% est donc la plus simple des transformations rationnelles accélérant
la famille Lin. Le résultat suivant de Germain-Bonne [20] confirme qu'algébri-
quement, les transformations efficaces sur Lin ne peuvent pas &tre plus simples

que le A2 :



240

. 11 n'existe aucune transformation de la forme :

tn T X * g(xn+l B Xn)’

(g fonction continue en 0) accélérant la famille Lin.

(b) Impossibilité de l'agrandissement de Lin

Rappelons la définition de Lin :

Lin = {(Xn) e Conv(®) | 3 &, 0 < |A] <

Nous pouvons agrandir cette famille de
Lin a = {(xn) e Conv(T) | 3 A, 0 < |A]
Lin b = {(x ) € Conv(L) | 3 A, 0 < |)]
Lin ¢ = {(xn) € Conv(l) | 3 A, ', 0<

A< Ixn+l

Proposition 6

12 n'existe aucune thansgormation

toutes Les sudltes de Lin a.

Proposition 7

1, A # 1 et lim (xn+l - x)/(xn - X)

>

trois maniéres différentes. :

<

<

A

1, » # 1, 1im (xrl+l - X)/(xn - x)

N>

1, et lim (xn+l - x)/(xn - x)
n->oo

<A'<let¥neN

- x| / |Xn - x| <A'} u Lin.

normale accélérant La convergence de

A}

A}

A} s

18 n'exdste aucune thansformation normale ou k-normale accélérant La conver-

gence de toutes Les suites de Lin

Proposition §

b.

1L n'existe aucune thansformation nonmale ou kR-nonmale accélérant fa conven-

gence de toutes Les suites de Lin

Ce.
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Remargues

1°) La proposition 6 ne concerne que le 22 normalisé. Elle signifie que si

2 . . .
le A non normalisé accélére les suites telles que lim (xn

- x)/(x_ - x) =0
no n

+1
(ce qui est vrai), c'est justement parce qu'il n'est pas normalisé. Puisqu'une

suite telle que lim (xn+l - x)/(xn - x) = 0 est accélérée par (x_,.), il est

w0 ) n+l
clair alors que l'accélération que le A" (non normalisé) donne de Lin a est

3 3 rd . Pd 2 P4 ~ - 3 - . - v ~
illusoire : en réalité le A" n'accélére que Lin, Lin a lui, est impossible a

accélérer.

2°) Les résultats de ce paragraphe ne doivent pas &tre interprétés dans un sens
trop strict. Si les extensions les plus naturelles de Lin ne sont pas accélé-
rables, cela ne signifie pas que certaines autres extensions ne le sont pas. Le
’ L1z A2 . . . X
procédé A" lui-méme, les € et B-algorithmes, la transformation u de Levin par
exemple, en plus des suites & convergence linéaire accélérent certaines suites

d convergence logarithmique [2 ], [181, [24], [25], [29].

Démonstrations

Les trois propositions résultent immédiatement des résultats du chapitre 5 § 4.

g

'y

(c) Impossibilité d'une accélération de degré l+s sur Lin

Une question naturelle a propos du A2 est la suivante : puisque le A2 accélére
avec le degré 1 la famille Lin ne peut-on pas faire mieux, et accélérer avec
le degré 2 par exemple la famille Lin ? La réponse négative établie dans cette
section, montre qu'en un certain sens encore, le A2 est optimal relativement

d Lin. La définition du degré d'accélération se trouve page 151.

Theoreme 4
Soit s > 0. 1L n'existe aucune trhansformation normale ou k-nonmale accélénant

avec Le degné 1+s toutes Les suites de Lin.
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Démonstration

Nous établissons le résultat pour k = 0. Lorsque k > 0, on se raméne & k = 0
en utilisant une technique analogue d celle de [10].
Nous raisonnons par 1'absurde en supposant donnée une transformation normale N

accélérant avec le degré 1 + s (s > 0) la famille Lin.

Soit (Zh) une suite strictement décroissante de nombres réels, convergente
vers une limite £, et telle que

0<f<let¥neW 0K« ln < 1.

. o . Lt s P o o _o o
Soit (xn) une suite définie par la donnée de X et X1, %) > X s et telle que
pour tout entier n :

o o o oy _
(xn+2 - Xn+l)/(xn+l - xn) - £o'

Sa limite est

x° = xz + (x; - xZ)(l + £o + Zi + ..+ (2 + ... ) = xg + (xi - xZ)/(l—KO).

. 2 o
Nous noterons (tg) la suite transformée de (xn) par N.

Pour tout entier m on pose

Tm = Kpey * (R 7 X )/ (L= L.

- On vérifie facilement que

Vo <X Tx_40t (xm xm_l)/(l ﬂo).

Il existe un certain m tel que :

SRR

Moy o o o o o J (0)

En effet pour tout entier m on a :

o o o oy _ _ _ -y >
(x7 -y )/ (x" - x ) = (20 Zl) / (lo 21 KO) =u>0

IR IV ESE A B LR A IVAN M
> lxo - yO + t; xol / txo - x°
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2 u - |t; = xol / Ixz = xol

2 -3y = (2 -0 7 ° - ) + W& - x0).
m m m m m

I1 suffit donc de prendre m tel que

o o o o o o (s
[tm - x|/ lxm - x| <u/2et (xm o | < u/2
o] [e] [o) (]
ce qui est possible car par hypothése
1lim Itz - xol / Ix; ~- xol = 0 et 1lim (x° - yo) = 0.
orpet UV m
Soit maintenant la suite (xi) définie par :
xl B xo pour tout m < m
m m o
1 1 1 1
= - = >4
(xm+l xm)/(xm xm-l) ll pour tout m > m_ .
. 1 5 1 . .06
La suite (xn) converge vers la limite x~ = Y
o
Pour tout entier m, on pose
11 1 1
Yo T ¥ (% - ox_)/Q2 £,) .
Il existe un certain m, > m tel que :
1 1 1 1 1 1 s
S BVAR e B R L
1
1 1 1 1 1 (1)
et el >yl
1 1
Pl . 2
On définit ensuite (xn) en posant
x2 = xl tout m <
o = B pour tou smo,
2 2 2 2
- - o 2
(xm+l xm)/(xm xm-l) KQ pour tout m 2 m,
. 2 - 2 1
La suite (xn) converge vers la limite x = Ym ete cun
1l
Soit alors la suite (xn) définie par :
_ o o o 1 2
(xn) = (xo, Xis eoes Xoos Xoogs eees X0 o)
(o) o i

. . o1 5 i
Cette suite converge vers x = lim x . On remarquera que la suite (x") est
i-»co
décroissante et que la suite (xn) est croissante et 3 convergence linéaire car

-2} ¢ ( X .)/(x

xm+2_ m+l”" " Tmtl

Vme {mi—l, m,

i+l _xm)

i+1’



24y

Les relations (0), (1), ... montrent que pour tout entier i, on a

i i . i 1+s
— - >
Itm. ym.' / Ixm. ym.| =L
i i i
. i+l i
Puisque x =Y, s ona donc
51
i i+1 i i+1)1+
ltm il | 7 |x> - x S 2 1.
i i
. 2 . 2 i i+l 1 g :
Les inégalités : X <x < x < tm s permettent alors d'obtenir :
i i
i i 1+s
= . > .
Itm. x| / ]xm. x| =13
i i

ce qui montre que la suite (xn) qui est transformée par N en la suite-

o) o 1 1 2
1° ...,tm,tm+l,...,tm,tm+l, )
o o) 1 i

o

Kt _, &

)
n'est pas accélérée avec le degré l+s par N. Puisque (xn) € Lin ceci est en

contradiction avec 1l'hypothése faite sur N.

Remargue

Par sa technique, cette démonstration est 3 rapprocher de celle des résultats

négatifs obtenus awchapitres2 et 3 ([9] [12]) et au chapitre 5 ([17] [181).
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CHAPITRE 7

SELECTION AUTOMATIQUE ENTRE TRANSFORMATIONS DE SUITES
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INTRODUCTION

Confronté 3 un grand nombre de méthodes d'accélération de la convergence
([3] [u4] [6] [18]) et au probléme du choix des paramétres pour certaines d'entre
elles, l;utilisateur se trouve en position difficile. Si des informations précises
concernant le comportement des suites 3 accélérer sont données, il est possible,
parfois, de déterminer les méthodes ayant le plus de chances d'€tre efficaces ;
l'utilisateur peut aussi essayer plusieurs méthodes et choisir 1'une d'elles a
l'aide de problémes tests,; cependant en pratique c'est le plus souvent un choix
arbitraire qui est fait. Notre but dans ce chapitre est de présenter des méthodes
de choix automatique (i.e. algorithmique) entre transformations de suites desti-

nées 3 1l'accélération de la convergence.

Au § 1 nous définissons et étudions des procédés de choix pouvant opérer sur
des transformations de suites quelconques, alors qu'au § 2, nous nous intéressons
spécifiquement aux problémes du choix automatique entre suites de paramétres

dans 1l'extrapolation de Richardson.

Le contenu du § 1 est tiré de [10] et celui du § 2 de [11].

1 - LES METHODES GENERALES DE SELECTION AUTOMATIQUE

L
Tous les procédés de choix automatique que nous étudions dans ce para-
graphe fonctionnent selon le schéma général suivant
A 1'étape n les diverses transformations en compétition Al’ A2, oo Ak sont

appliquées a la suite (xn) que l'on cherche 3 accélérer. Des points transformés

Agn), Agn), ey Ain) sont obtenus. Un de ces points est choisi & l'aide de '
tests (plusieurs sont définis et étudiés) qui essaient de déterminer le meilleur
pour cette étape. L'utilisation de ces méthodes de sélection est plus coliteuse
en calcul que l'utilisation d'une‘seule méthode (car pour que la sélection se

fasse il faut faire fonctionner simultanément plusieurs transformations de
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suites). Cependant ceci n'est pas vraiment gé€nant car les méthodes d'accéléra-
tion sont en général trés peu coliteuses en calcul. Nous commengons par formuler
les schémas généraux de nos méthodes de sélection (a), puis nous donnons des
résultats sur ces méthodes (b), et nous concluons par quelques résultats

2 L)
numériques (c).

(a) Définition générale des méthodes de sélection

Soit une relation (vraie ou fausse selon i et n) définie pour

()
i
ief{1,2, ..., k} etpourneN, n2 n_-

Nous posons

0sin<n ousi Rgn) est fausse
o _(n) _ o i
S . . p(n) .
lsin=2 n_ et si Ri est vraie,
lrin) = card {qg e {0, 1, ..., n} | q2 n_ et qu) est vraie}
0 sin< n_ ou si Rgn) est fausse
Qrgn) = | max {q ¢ {1, ..., n-no+l} | R§n), Rin-l),...,é?-q+l)sont vraies}

. . p(n .
sin=2 n_ et si Ri ) est vraie.

)

o (n)
r.

- R(n
Remarquons que mé€me lorsque 5 N

2 . . pd P . .
lrgn), rin) (que nous appelons coefficients de décompte) sont définis et

n'est pas définie les coefficients

valent zéro. Les propriétés suivantes sont évidentes

vief{l,2, ..., k}, ¥neNlN:

n .
1) ¥ orgn) ; 0 < orin) < 2r§n) < 1r§n) ;n2n_ = lrin) Sn - n_+l.

i :
. 'J=O

I1 serait possible de définir d'autres coefficients de décomptes tout en

*

concervant les résultats donnés plus loin. Par exemple des coefficients

pourraient &tre définis donnant plus d'importance a R;n) qu'a R;n_l), et plus

-2)
e

d'importance & R§n~l) qu'a R;n tec ...
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Soient A_, A eaey A

10 Ays k transformations de suites définies sur l'espace

X >
métrique (E, d) et & valeurs dans (E, d). Comme convenu (voir ch. 1) nous
(n) (n)

(n)
noterons par Al (xm), A (xm), cees Ak

’ (xm) les suites données par ces

transformations quand on les applique d la suite (xn) € ﬁN ; le plus souvent

- . (n) . ()
nous écrirons méme simplement A au lieu de A

. (0) (% ).

Si on particularise la relation R§n) par la relation :

™y ;P oD
1 1 1

qui n'est définie que pour n = 1, on obtient des coefficients de décompte

que nous noterons °C§n), 1C§n), 2C§n)-

)

Soit £ fixé, £ ¢ N. Si on particularise la relation Rgn par la relation :

(zvgn)) max d(Ain-q), Agn—q—l)) = min  max a(al?®) pln-acl)y

o<q<l 1<j<k o<q<l 3 ]

qui n'est définie que pour n 2 £+1, on obtient des coefficients de décompte

que nous noterons 2d§n), zdin), %d;n). Quand £ = 0 on notera DEH) la relation
Ugn) et Odgn), ldgn) 2d§n) les coefficients de décompte associés.

Nous sommes maintenant en mesure d partir de k transformations de suites

AL, A, ..., A et en utilisant des coefficients de décompte frgn), de définir
1 2 k i

une nouvelle transformation de suites A = fR(Al, A2, ey Ak).

Etape n de la transformation A = fR(Al, Bos oo A)

On calcule fr(n), frén), cens frin).

1
Soit i(n) le plus petit i tel que :

£ (n) _ £ (o)
T, = max ‘r, °,
* i<k
on choisit : A(n) = A{n) .
i(n)

Appliqué avec les coefficients de décompte définis plus haut, ce schéma nous

donne de nouvelles transformations de suites
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1 2

C(A,, A C(A , A A

o
1° oy e e A k)a 1 Y vy k)’

C(A,, A A

19 2’ AR k)!

o 1 2
ZD(Al’ A2, A Ak), ZD(Al’ A2, . Ak), £D(Al, A2, v ey Ak)'

Si £ = 0, les trois derniéres transformations sont notées:

o 1 2

D(Al’ A2, 5% 518 Ak), D(Al’ A2, elelely Ak)’ D(Al’ A2, e Ak).

Remarques
1°) I1 est parfois possible de calculer récursivement les coefficients de
décompte. Par exemple le calcul de lc(n; semble nécessiter Ago), A§l),...,A§n)
mais en fait ce calcul peut se faire uniquement avec lcgn—l)’ Agn) et Agn_l)
griace aux relations évidentes suivantes

lcgn) - lcgn—l) o A(in) 4 A(in—l) )

1c€n) = ]csn_l)+1.si Agn) B Agn_l).

i i i i

‘20) Nous n'avons pas supposé que les transformations Al’ A2, . Ak étaient

normales (ou méme seulement algorithmiques) car nos définitions valent pour
des transformations quelconques. Cependant il est clair que :

. Si les transformations A.,, A A sont algorithmiques la transformation

1’ 23 eeey k

£ . . .
A = R(Al’ A2, SO0 Ak) est aussi algorithmique.

. Si les transformations Al’ A2, ey Ak sont k-normales alors la transformation

A = fR(Al, A, .., Ak) est aussi k~normale.

2’
I1 semble malgré tout raisonnable de mettre toutes les transformations de suites

en compétition sur un '"pied d'égalité", par exemple en les normalisant toutes

] Z .
(c'est ce que nous ferons dans les exemples numériques).

3°9) Il se produit parfois que 1l'une des transformations utilisées soit bloquée
(& cause par exemple d'une division par zéro). Dans de tels cas deux types de

stratégies peuvent &tre employées
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si la transformation Aj est bloquée a 1'étape n_
(a) pour tout n 2 n, ne plus considérer que les transformations Ai i#3

(B) pour tout n 2 noprendre
alP) 2 almomD) L R(n) oy g{ngmD)
J ] J J

4°) Nous n'avons envisagé ici que le cas ol un nombre fini de transformations
de suites étaient en compétition mais il est possible d'adapter certaines
définitions et certains résultats au cas d'une infinité de transformations

de suites.

5°) Une méthode de sélection basée sur une idée assez proche de celle présentée

ici a été développée par C. Brezinski dans [7].

Exemple 1

Soient A A2 deux transformations de suites données. oD(A A2) est la trans-

1’ 1°

formation de suites A qui, 3 1'étape n, propose la réponse de la plus stable

des deux transformations Al ou A2

A(n)

A(n—l)

(n) (n~-1)
1 A

(n) ., (n)
Al si d(Al . s s Ay ),

)< d(A

A . Aén) si d(Aén), A;n-l))<'d(A§n), Agn'l5.

lC(Al, A2) est la transformation de suites qui propose la réponse de la trans-

formation Al ou A2 qui a le moins souvent changé de réponse dans les n premiéres

étapes.
A(n) = Ain) si qu) = qu—l) a été plus fréquemment vrai que
‘A;q) = A;q_l) pour g = 0, 1, ..., n-1
A(n) = A(n) sinon.

2
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Exemple 2

Pratiquement, les méthodes les plus intéressantes sont les sélections entre des
transformations de suites aussi variées que possible.

Nous verrons plus loin quelgues résultats numériques réalisés sur

Ep(Al’ A2, A3, Au, A5’ AG) ol
A, est le procédé de Richardson (nofé“R),v[S] Cul Fs] [1u] [16]
A, est 1'e-algorithme (notée €), (2] [3] (4] [17] [187 [19]
A3 est le p-algorithme (notée p), [2] [u] [5]. risl
A, est le procédé d'Overholt (notée Ov), 3] [15]
Ag est le 6-algorithme (noté 9), [1] [3] [u] [8] r9]
A6 est le A2 itéré (noté Azit.), [3].

(b) Deux résultats généraux sur les méthodes de sélection

Une transformation de suites A est dite réggliére sur la famille de suites

S c Conv (E) si :
¥(x)eS: 1lim x = 1lim A(n).
n nreo n -

Une transformation de suites A est dite semi-réguliére sur la famille de

suites S < Conv (E) si :

(n)

V(x)eSIIn eN,¥nzn :a™ =™, 13, eN¥mam : A
n (o] (o] O e}

=lim
1l >0

Une transformation de suites A est dite exacte sur la famille de suites
S ¢ Conv (E) si :
¥(x)eS, Im eN,¥m=>2m_ : A = lim (x )
n o o) n
n-rowo
On a bien sur :
[A exacte] => [A régulidre] => [A semi-réguliére]

Des résultats concernant ces propriétés sont connus pour beaucoup de trans-

formations d'accélération de la convergence ([3] [4] [9]).



255

Théonzme 1

Soient Sl, S, ..., Sk, k gamilles de suites convergentes.

2’
Pour tout i e {1, 2, ..., k}, s0it A; une trhans formation de suites exacte

surn S, et semi-n2guldlne sun 31 uS,u ... uS. Alons Les transformations
oA, A A, 2c(a., A ), In(a., A A, 2D(A., A
l’ 2’ AR ] k’ l, 2’ ',Ak, l’ 2, LR ] k, l’ 23"
sont exactes sun Sl U 32 U eoo U Sk'
Démonstration

Nous indiquons la démonstration pour 1C(Al, Al’ .,‘Ak) notée ici A.

Les autres cas s'en déduisent facilement.
Soit (%) € S, uS, u ... uS . Soit I_l'ensemble des entiers i tels que
n 1 2 k o) o
Ai soit exacte pour (xn). Par 1'hypothése Io contient au moins un élément,
o
mais il n'est pas impossible qu'il en contienne plusieurs (les Si n'ont pas

été supposés disjoints).

Puisque Io est fini il existe P, e N tel que

(p)
¥ i€ Io, ¥p= P, ¢ Aio

'_'x,

donc, pour tout p 2 P, et pour tout io € Io on a :

1 (p)
c >p - .
i PP,
o
Inversement si 1 ¢ IO il existe alors un ensemble infini d'entiers p tels que

Aip) b2 Agp_l) (ceci d'aprés l'hypothése de semi-régularité) ; on peut donc

trouver un entier Py 2 P, tel que pour i ¢ Io et p 2p, :

1.(p)
c <p-p .

i P~ P,
Avec 1'inégalité démontrée juste au-dessus cela nous donne que pour tout

P 2P, : i(p) € IO, et donc : A(p) = X,

LA

k

),
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Remarques

1°) Le théoréme 1 n'affirme rien concernant les méthodes de sélection °C et
o e @ : 3 .
ED; en fait il est possible de montrer d l1l'aide de contre-exemples que le

théordme 1 n'est pas vrai en général pour °C et ED.

2°) L'entier p, de la démonstration ne peut pas &tre déterminé sans hypothéses
supplémentaires sur les transformations de suites, mais, en pratique, on
constate qu'il est proche du plus petit indice p pour lequel il existe i tel

que Agp) = X.

3°) Le corollaire de la proposition 2 du chapitre 5 montre que 1l'hypothése de
semi-régularité ne peut pas &tre supprimée.
Toutes les suites que nous envisagerons maintenant seront supposées telles
que
n N, ¥ > :
! o €N, ¥n2n i ox 7 X et X # X 1
Rappelons que la transformation de suites A accélére la suite (xn) (resp.

A-accélére la suite (xn)) si

14 AP,y 7 Atz , %) = 0
n-e n
(resp. lim d(A(n+l), A(n)

- ) / d(xml, xn) = 0)

Nous dirons que la transformation de suites A est nette sur S si pour toute

suite (xn) e S

ou bien : A accélére et A accélére (xn),

a(a(mtl) ,(n)

ou bien : 4 € > 0, 1 n eN, ¥n2=2n ) J d(xn+l’ Xn) > €.

o
Quand E = R, une condition suffisante pour que A soit nette sur S est que toutes
les suites de S soient monotones et que le suite d(A(n+l), A(n)yd(xn+l, xn)'soit

toujours convergente vers une limite £. En effet ou bien £ = 0 et alors
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A accélére et A accélére (d'aprés [3]) ou bien £ > 0 et alors 1'autre condition

est satisfaite.

Théoneme ¢
Sumt%}AT.“,%,kﬂw%MmeMc&AM&AFMmthie{Lquk}

on suppose que Ai accélene et A accélene Si c Conv (E) et que Ai est nette

. O
sun Sl U 32 U eou U Sk. Alons Les trhansfgonmations ED(Al, Ay vnes Ak),
1 2 s
£D(Al, A2, . Ak), KD(Al’ Bys wees Ak) accéelerent S1 U 32 U ouoo U Sk'
Lemme.

Sodlent (Xn) une suite convergente. Sodent (Agn)), (A;n)), ...,,(AE) k Auites
accélenant La convergence de (x ). Alons pour tout i : N + {1, 2, ..., k} La
sudite (AE?;)) accélene La convergence de (x ).

Démonstration

Soit € e R'". Pour tout i ¢ {1, 2, ..., k} i1 existe m, e N tel que :

¥m2 m s d(A;m), x)/d(xm, x) < €. En prenant M = max {mi | i=1,2, ..., k}

on obtient :

¥m=M: d(A?(m), x)/d(xm, x) < €.

a
Remarques
1°) Le lemme n'est pas vrai avec la A-accélération. Voici un contre-exemple :
x_ = 1/n, Agn) = 1/n°, A;n) = 1/2n% i(n) = (3+(-1)")/2. On a :
Lim aa{™ D) Ay a0y s 0,
1 1 n+l n
N>
. (nt1) ,(n) -
lim d(A2 . A2 )/d(xn+l’ xn) = 0,
>
. (n+1) (n) , o
lim d(Ai(n+l)’ Ai(n))/d(xn+l’ Xn) = 1/2.

n-r*oe
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2°) La possibilité d'accélérer une famille obtenue comme réunion de familles

accélérables n'existe pas toujours. Les résultats négatifs concernant les trans-
formations de suites[12] [13] au contraire,permettent de construire des exemples
de situations ol la réunion de deux familles accélérables n'est pas accélérable

(un tel exemple est donné au chapitre 5 p. 185).

Démonstration du théoréme 2

Nous ne démonstrons le théoréme 2 que pour ED (Al’ A 5 Ak) noté A. Les

23

autres cas s'adaptent facilement.

Soit (x ) e S, uS_ u ... uS . Soit I_ 1l'ensemble des entiers i tels que A,
n il 2 k o i

accélére et A-accélére (xn). Par hypothése I est non-vide.

*
Si j ¢ Io’ il existe Ej eR" et nj e N tels que

. (n+1) (n)
¥n> nj : d(Aj , Aj ) / d(xn+1, xn) > ej.

Posons € = min {ej | 5 ¢ IO}, N = max {nj | 5 ¢ Io} ; on obtient : @

VnzN, ¥4I d(A§n+l), A§n)) /dlx ., %) 2 e

De méme il existe N' > N tel que
¥oneN', ¥viel :aa ™D a™y ax o, x) <e.
o 1 3 ntl’ "n

Ceci implique que pour tout n =2 N' + £, i(n) € IO. D'aprés le lemme on en conclut

que
e A(E)y 0 ) / a0 0 =
O
Remargues

1°) Les hypothéses du théoréme 2 sont souvent vérifiées en pratique mais
généralement il est difficile de 1'établir pour des transformations particu-
liéres A, et de grandes familles Si' Néanmoins, ce théoréme justifie et explique
1'efficacité des méthodes de sélection 2D que nous constaterons dans les

z - Z z 3
expériences présentées plus loin :
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2°) La notion de transformation nette peut se généraliser ; on dira que la

transformation A est h-nette (h € N) sur S si, pour toute suite (xn) e S

ou bien A accélére et A-accélére (xn),
ou bien 4 € > 0, 4 n eN, ¥n2 n

max d(A(n*r+l), A(n—r)

Y/d(x_ ., x ) 2 €.

o<r<h ntl” o
On obtient [A nette] <=> [A O-nettel] et si h = h' A h'-nette] => [A h-nettel.
L'hypothése "A h-nette" est donc plus facilement satisfaite que 1l'hypothése

"A-nette", pourtant on montre que le théoréme 2 reste vrai avec £ 2 h,

lorsqu'on ne fait sur les Ai que 1l'hypothése "Ai h-nette".

(c) Expériences numériques

Les expériences numériques présentées ici ont été réalisées avec les programmes

de calculs de C. Brezinski [u4].

Exemple 1

Au tableau 1 nous indiquons les 10 premiéres étapes des 6 transformations de
suites (voir (a) exemple 2) appliquées d la suite (xn) définie par :

2 2 2

1,1 1 1 ,1.3. ... . (2n+1)
x 25 +7 GP + . r e G > 0,22005074 .

N =
Flw

La méthode °D sélectionne une transformation que nous avons indiquée par "X"
dans le tableau. On voit que la transformation choisie 1l'est toujours parmi

les transformations R, p et 8 qui, pour la suite considérée, sont les transfor-
mations l'accélérant. La méthode lD fonctionne elle aussi correctement ; a
partir de l'étape 3, D choisit toujours le p algorithme. La méthode 2D donne

les mémes résultats que la méthode °p.
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s R(1/n) € o(n) ov. 0 A° it.
. 125 . 125 .125 .125 .125 .125 . 125
1 1 1 1 1 1
.160156257].19531250}.16015625}.16015625|.16015625{.16015625|.16015625
1 2 2 2 2 2
.1764322941.21582031}.19046336].22077047|.19046336(.17643229].19046336
2 3 1 5 6 3
X
.185778301(.21959093(.19838255}.220332811.20227823{.219818327(.19838255
2 5 (D) L 3 5
X
.191834511.22002856}.20570155].22004511(.20782237|.21966574|.20936274
2 6 (1) 5 3 L
X
.19607526||.22005258}.208719051.220049021.21095162(.219847791.21158726
2 6 () 5 3 4
X
.1992094611.220051131.211588331.22005079.21293141}.22005077(.21590176
(3) 6 2 5 1 y
X
.2016198011.22005076}.213055381.22005076(.21428050(.22005078(.21659597
1 6 1 5 (3) y
X
.2035308711.22005074.214471211.220050741}.21524960(.220050771.21839937
1 6 (1) 5 3 Y
, X
.20508314(|.22005074|.21529441|.22005074(.21597391/.22005078(.21861073
1 6 (1) 5 3 I

Pour les notations R(1/n), €, etc voir page 254.

<§f§)
it
o

Tableau 1
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Puisque nous connaissons x = 0,22005074 ... nous pouvons déterminer 3 chaque
étape le rang exact de chacune des transformations (ce rang est indiqué au
tableau .l par un nombre placé sous chaque point transformé). Par exemple a
1'étape 4 (la premiére étape ayant une signification) le p-algorithme donne
0,22033281 ce qui est le meilleur point transformé (le plus proche de la
limite), le rang du p-algorithme est donc 1 3 1l'étape 4. La méthode °D choisit
le p-algorithme a 1'étape 4, elle réalise donc le meilleur choix possible. Aux
étapes 5 et 6, le choix est encore le meilleur possible ; 3 1l'étape 7, par
contre °D choisit le procédé de Richardson qui est le Séme. La suite des

rangs des transformations choisies par la méthode °D est (1, 1, 1, 3, 3, 1, 1,...).
Ce n'est pas la meilleure suite de rangs possible qui serait (1, 1, 1, 1, ... )
cependant ces résultats sont tout & fait satisfaisants puisque tous les rangs
sont < 3 et que trois transformations accélérent la convergence de (xn).

Dans les deux exemples suivants, nous indiquons seulement la suite des rangs

. s s o
des transformations choisies par le “D.

Exemple 2
(xn) = exp (-~ vn / 10 Y2)/n.

O 11 2| 3| 41 51 6} 71 81 9110111112113 (14(15{16]17|18]19(20]121122(23|24

21 1} 1 3( 3] 1| 1} 1) 1} 1| 2y 2} 3( 3| 3f 3} 3] 31 3| 31 2| 2

25126127128(29(30|31132|33|34(35{36(37{3839{u0iu1|u2i43|44|45|46|47|48{uU49

31 3| 21 3 3¢ 1} 1| 1| 4| 21 3] 3f 2 1 3y 1| 2| 2| 2 2| 1| 2| 21 2¢ 2
4 Tableau 2

Seules trois transformations accélérent (Xn)’ l'e-algorithme, le p-algorithme
et le A° itéré. Quand n est assez grand, a chaque étape °D choisit 1'une de

ces trois transformations.
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ExemEle 3
o B 2
X = (1/2n) ; Xpal = (4n+5)/(2n+2)
o 1| 2 31 4| 5| 6f 7| 8] 9(10111112113|14(15116117{18119120121]22123]|24
S1 21 21 2] 3| 3| 4| 4 3¢{ 3} 3| 3| 3| 31 31 3| 4f 3t 2| 3{ 21 3
25126127128129130]31|32[33|34!35|36|37{38|39(u40 |41 {u2{43|uui45i46(47]{u48(ug
20 21 21 2 2 21 21 2| 2| 21 2. 2| 2| 21 2| 2| 2t 2} 2 2] 2| 2| 2] 2y 2
Tableau 3

Seules deux transformations. accélérent (xn) : 1'e-algorithme et le p-algorithme.
La meilleure des deux (1l'e-algorithme) n'est pas choisie (car la suite trans-
formée est alternée), mais cependant pour n assez grand le p-algorithme est

toujours choisi.

2 - CHOIX AUTOMATIQUE ENTRE SUITES DE PARAMETRES DANS L'EXTRAPOLATION
DE RICHARDSON

Le procédé de Richardson [3], [u4], [14], [16] qui permet 1'extrapolation
polynomiale d'une suite est utilisé pour accélérer la convergence des suites
(par exemple : méthode de Romberg). Pour le mettre en oeuvre, il faut fixer une
suite de paramétres (qui sont les abscisses des points d'interpolation). Si
parfois, on a de bonnes raisons de choisir telle suite de paramétres, il arrive

souvent que l'on ne sache pas comment déterminer cette suite.

Nous proposons ici des méthodes permettant le choix automatique de la

suite des paramétres dans l'extrapolation de Richardson entre plusieurs suites
p p p

de paramétres données.

Le point de vue .adopté est le suivant : nous considérons les propriétés
d'exactitude des transformations de suites obtenues par le procédé de Richardson
et nous définissons des méthodes de choix ayant les meilleures propriétés

d'exactitude possible .
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On sait, en accélération de la convergence, qu'une transformation exacte
sur une grande famille de suites, accélére efficacement une famille de suites
encore plus grande. En conséquence, les méthodes définies ici peuvent &tre

utilisées pour l'accélération de la convergence.

Dans la section (a), nous étudions les propriétés d'exactitude des
transformations de suites que 1l'on peut définir 3 partir du procédé de

Richardson.

Dans la section (b), nous proposons un procédé de sélection entre les

transforamations "K-iéme colonne" (K fixé) des procédés de Richardson corres-

pondant 3 des suites de paramétres différentes.

Les sections (c) et (d) envisagent les sélections entre transformations

"diagonales descendantes" et "diagonales rapides".

(a) Propriétés d'exactitude des transformations obtenues par le procédé de

Richardson
Dans cette section nous étudions quelles sont les différentes transfor-
mations (au sens du chapitre I : & une suite, on fait correspondre une suite
transformée) que le tableau donné par 1l'extrapolation de Richardson permet de
définir. Nous indiquons 3 la proposition 1 les propriétés d'exactitude de

ces transformations.

Toutes les suites considérées dans le reste du texte sont des suites de

nombres réels ou complexes (ou plus généralement d'éléments d'un corps quelconque).

Soit (an) une suite de paramétres deux d deux distincts, convergente vers O.

(n)

K le polyndme d'interpolation de

Pour toute suite donnée (xn) on considére P
degré < k défini par :

(n) - (n) -
Pk (an) = Xy oeees Pk (an+k) = X



264

Le schéma de Neville-Altken permet le calcul rapide des valeurs de ces

polyndmes [3], [5] :

P(n)(x) R
o n
~ (n) ~ _ (n+1)
P(n)(x) - (an+k+l = Py i (an = Pk (x)
kead %htk+l ~ %n
(n) _ (n) ., 2 - . 2
On pose Tk = Pk (0) et ces quantités peuvent €tre disposées en tableau

de la fagon suivante :

X = Té°)

T§°)
= 1D (o)

A T§°) .
% = T3 7"

) N
xy = T rg?

7t8) i L.

B

% la transformation

(B(n)))
a(n)

Soient o(n) et B(n) deux suites d'entiers, nous notons T

de suites qui & la suite (xm) fait correspondre la suite (T

Si a(n) = k (k entier fixé) et B(n) = n, on obtient la transformation 'k-iéme

colonne'" que nous noterons Tk'
Si a(n) = n et B(n) = k (k entier fixé), on obtient la transformation '"k-iéme

(k)

diagonale descendante" que noterons T

Si a(n) = B(n) = n, on obtient une transformation que 1l'on peut appeler '"diago-

nale descendante rapide" et dont nous allons voir qu'elle présente un certain

0

intérét, nous la noterons T °,
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Considérons les familles de suites suivantes :

k .
¥on, x = ) oa a’}

S, = {(xn) | 3 A5 Gy eees Oy, . 53,
jo

S = v S

KeN X

- X - 3

C, = {(xn) | 3 & s gy eens O In,¥nz2n :x = jzo ajan}
C = v C

KkeN %

Elles sont liées entre elles par les relations d'inclusions suivantes :

sk < Sk+1 S

n n n

Ck c Ck+1 cC

La proposition suivante est une généralisation du théoréme 23 de [3]. C'est
4 g B - . -~ .
une conséquence de ce que les transformations Ta sont baties a partir du poly-

ndme d'interpolation.

Proposition ]

1} 84 : lim inf a(n) 2 k (k entier §4x&)

n—+w

et 54 1im B{n) = +w, afors :

N>

B
a

(en particulien La trhansformation "k-Li&me colonne" est exacte sur Ck).

T est une transgormation exacte sur Ck

2} S84 : lim aln) = +o alons :

N>

g

a
(en panticulien La thansformation "k-iéme diagonale descendante" est exacte

T est une trhansformation exacte sur S

surn S,

3) S4 : lim a(n) = 1lim B(n) = += alons :
B n->x n-+o
Ty, est une thansformation exacte sur C
{en panticulien La transgormation "diagonale descendante rapide' est exacte

sun C).
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Remarque :

On voit donc que, en un certain sens, la plus efficace des transformations est

la "diagonale descendante rapide' ; cela est dii au fait qu'elle interpole sur

un nombre de plus en plus grand de points tout enowbliant petit a petit les
premiers points de la suite qui n'étaient peut-€tre pas exacts. Cependant,
dans le cas d'une suite réguliére dés le début, ce sera la lére diagonale des-

cendante (qui n'oublie pas le passé) qui sera la plus efficace:

Démonstration

Etablissons 3 titre d'exemple la partie 3°.

Soit (xm) e C. I1 existe k e N et n_ €N tels que

k .
¥n=2n :x = z a.al = P(a ).
o n . i“n n
i=o
Soit n, 2n_tel que : ¥n 2n, : oaln) 2k, B(n) 2n_.
1 o} 1 fe)
(B(n)) - 2
Pour tout n 2 nl, P aln) est un polyndome de degré < o(n) tel que
(B(n)) - .
P o(n) (ai) = x, pour tout i e {B(n), B(n)+1, ..., B(n)+a(n)}.

Puisque les (ai) ont été supposés deux a deux distincts, on a nécessairement

(B(n))
a(n)

(B(n)) _ R
o(n) -~ % ~ ;i: Xn

P = P, et donc T

(b) Sélection entre k-iémes colonnes

Dans cette section nous définissons une méthode qui permet le choix automatique
entre les k-idmes colonnes (k entier fixé) obtenues d partir de £ suites diffé-

rentes de paramétres (£ entier fixé).

Soient k et £ deux entiers fixés.

£

3 2 . - ’
Soient (lan), ( an), R ¢ an) £ suites de paramétres convergentes vers 0, dans

chaque suite les paramétres étant deux a deux distincts.
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Pour toute suite donnée (xn) on considére les polyndmes d'interpolation

de degré <k, p(™ 2p(m) I’P}((n)

K K définis par :

= X

i(n) (ia ) i (n)(i )
n

Pk = Xpr ot Pk 3tk ntk °

Le schéma de Neville-Aitken (voir (a))en permet l'utilisation facile.

lTin) = lP]((n)(O). Les quantités lTin) peuvent &tre disposées en £

tableaux semblables a celui de (a).

On pose

Pour tout i € {1, 2, ..., £} on définit
i T 1k
= s g O : = .
Sk {(xn) | 3 a5 O s O ¥ n X .Z ajan
j=0
s = 4 lSk
. kelN K f 3
C = {(xn) | 1a,a, s 0,30, ¥nzn :x = jzoaan}
It = v le
kelN

. A s : o N il !
Bien évidemment la transformation k-ié€me colonne Tk est exacte sur Ck 3

. 2 2 £ b
de méme Tk sur Ck’ N Tk sur Ck.
. | 2 £ 7 Sy
La nouvelle transformation A = S( Tk, Tk, sns Tk) que nous définissons
1 2 £
sera exacte sur C Y Ck U eou U Ck'
Transformation S(lT,, QT,, ‘“x3y ET,) = A
Etape n
Pour tout i € {1, 2, ..., £} calculer :
i (n) _ . i_€3),4 _
C = card {j € {1, 2, ..., n} | Pk ( aj+k+1) = Xj+k+l}
Déterminer i(n) e {1, 2, ..., £} tel que
i(n)c(n) i — ic(n)
Tell, 2. w580
Pogsis 2 A(n) _ 1(n)T£n)‘
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Remargues

1°) L'idée de la méthode, peut-&tre un peu cachée par le formalisme, est la
suivante

a l'étape n, on détermine la suite de coefficients qui dans les
étapes précédentes a permis le plus sowvent (d l'aide de (k+1)

points consécutifs) de deviner le (k+2)-iéme ; puis on propose

le transformé par la k-iéme colonne correspondant 4 cette suite
de paramétres. -

2°) Les lC(n) sont calculables par récurrence en posant :
i (n) _ i.(n-1) i(n) /i -
¢ = C s R Canan) T R
lC(n) = 1C(n—l) sinon.

3°) La méthode présentée ici entre dans le cadre général du § 1, les coefficients
de décompte utilisés sont ceux de type 1 (ceux de type 0O ne donneraient rien).
Cependant le théoréme 3 énoncé plus loin évite 1l'hypothése de mutuelle régula-
rité des théorémes 1, 2. Dans le cas du procédé de Richardson, c'est 13 l'avan-

tage de la méthode de sélection présentde ici sur les méthodes proposées au § 1.

49) Diverses modifications et généralisations de la méthode de sélection ici

décrite sont possibles.

(o) Dans la définition de lC(n) on peut remplacer la relation :
i (3),1 -
P 01?7 B
par la relation :
i (3), 1 _ - . h,(3) h _
| P(k)( aj+k+1) xj+k+1‘ - mn | Pk ( aj+k+1) Xj+k+l

he{1,2,...,4}

La méthode qu'on obtient ainsi sera mieux adaptée aux problémes d'accé-

lération.
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(B) Ici la sélection s'est réalisée a l'aide d'un test sur l'interpolation

par le polyndme de Lagrange au point *a Il est facile d'imaginer des

ntk+1’
variantes (préservant les résultats du théoréme 1) ou on utiliserait le point
i

. > i . - . c
A 4k40? OU bien le point "a , ou bien méme encore plusieurs points (par

n-1

i i
exemple a ikl et an+k+2)'

(Y) Moyennant certaines modifications (introduction progressive des
diverses transformations) il est possible d'envisager une sélection entre une

infinité (dénombrable) de transformations.

(8) Au lieu de considérer des polyndmes on peut prendre d'autres fonctions

d'interpolation.

Théoneme 3

| La transformation S(lT s 2\ ST KT ) est exacte sun 1o 2¢ u...u KC .
k k k k k k
Démonstration
i

Soit (x_) € e v? u...u EC . Soit i tel que (x ) e °C_ ; on pose

n k k k o n k ’
x = lim X D'aprés la proposition 1, il existe n € N tel que pour tout n 2 ng o

n—ro
Lo, (n) Loom) _ Yo i . S
T = x et Pk = Pk’ ol Pk est le polyndme tel qu'a partir d'un
io io
certain rang x_ = Pk( an)
4 (n)
Pour tout n 2 n_ona donc _OC > n-n_.

Soit maintenant I 1l'ensemble des entiers i e {1, 2, ..., £} tels qu'il
existe m, vérifiant

i (n) i _
R my Pk ( an+k+1) = *ntk+l
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Soit j ¢ I ; il existe une infinité d'entiers n tels que

jpﬁ“)<i ) #

A+k+1’ 7 Fntk+l

donc il existe pj > n tel que pour tout n 2 pj

jC(n) £ n-n .
o

Ceci étant vrai pour tout j ¢ I, il existe n, = max {pj I 5 ¢ I} tel que

pour tout n 2 nl :

(*) i(n) ¢ I.

Soit i € I ; pour tout n 2 m,

i(n), 1 _ i (n),i _ i_(n),i _

B Ca) = x5, "B Can ) = ks s TR Canae) T X
i_(n+1),1 _ i_(n+1),3i _ i (n+1),1 _
U ) = s B e 0) = e B 08 000 g
Les polyndmes 1P(n+l) et lP(n) correspondent donc sur k+1 points, ils

k k
sont donc égaux & un polyndme lPk ne dépendant pas de n. Pour n 2 m, on a :
_i i
x = Pk( an).
En prenant la limite quand n tend vers +® on a :
_ i
X = Pk(o).

Avec () on obtient que pour tout n =2 n n 2 max {mi ‘ ie I}

l’

i(n)Tin) - i(n)Pin) (0) = i(n)Pk 0) = x.

(c) Sélection entre k-iéme diagonales descendantes

N

Une technique tout 3 fait semblable 3 celle de la section précédente
est utilisée ici pour permettre le choix automatique entre les k-iémes diagonales
descendantes(k entier fixé) obtenues 3 partir de £ suites différentes de para-

métres (£ entier fixé).
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Soient k et £ deux entiers fixés.

£

. l . ~ ~ .
Soient ( an), (2an), wong an) £ suites de paramétres comme 3 la section (b).

Pour toute suite donnée (xn) on considére les polyndmes d'interpolation de degré

< n;lP(k), 2P(k), vy zP(k) définis par :
n n n
i(k),i . L i (k)i )
Pp Ca) = x, ey TP CTA ) =

On obtient £ transformations k-iémes diagonales descendantes, que,

G e

conformément & la section (a), on note

(k)

< “y i . 1
D'aprés la proposition 1 la transformation T est exacte sur lS -

KT(k) sur £

de méme 2T(k) sur 25, - S.
La nouvelle transformation A = S(l (k), 2T(k), . 2T(k)) que nous
e 1 2 £
définissons sera exacte sur S u “Su ... u"S.

Transformation S(lT(k), 2T(k),..., KT(k)) = A

Etape n
Pour tout i e {1, 2, ..., £} calculer :
i.(n) _ . i_(k),i B
C = card {j € {1, 2, ..., n} | Pj ( aj+k+1) = Xj+k+1}
Déterminer i(n) e {1, 2, ..., £} tel que :

i(n),(n) _ . i,(n)

ie{1,2,...,2}

Poser : A(n) = i(n)Tik).

Des remarques semblables & celles faites 3 la section précédente peuvent

etre répétées.
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Théondme 4
£

| La thansformation S(lT(k), 2T(k), cees ZT(k)) est exacte sun lS U 23 u...u S,
Démonstration

i le . 2 L s o :
Soit (xn) e Su“Su...u"S, Soit i tel que (xn) € S ; on pose x = lim x .

n-eo

D'aprés la proposition 1 il existe ng € N tel que pour tout n 2 n ¢

ioT(k)

i i i
n  Cxet OPik) = OP(k), ou OP(k) est le polyndme tel que pour tout n

X

i i
_ o (k), "o
. P ( an).

ioc(n) > n-

Pour tout n 2 n,on a donc : o"
Comme pour le théoréme 3 on établit qu'a partir d'ur certain rang n, :
i(n) e I

ol I désigne 1'ensemble des indices i tels qu'il existe m, vérifiant
gn q i

i (k) i -
¥ne2 my Pn ( an+k+1) T ikt
Soit 1 € I : pour tout n 2 m,
i (x),1i _ i (k),1 _ i (k) i -
Pn ( ak) 'S Pn ( ak+1) TS R P ( n+k+1) = Xnek+l
i (k), i _ i (k), 1 _ i_(k),1 _
Pn+l( ak) = Ko Pn+l( ak+l) B TS LR Pn+1( n+k+2) = Xntk+2

Le polyndme lPiEi (de d° < n+l1) correspond donc au polyndme lPik)
(de d° < n) sur n+2 points ; il en résulte que ces deux polyndmes sont égaux

iP(k) .

d un polyndme ne dépendant pas de n.

On conclut comme pour le théoréme 3.

(d) Sélection entre diagonales rapides

En basant le test de choix sur deux points et non plus sur un seul,

on définit une méthode de choix automatique entre les diagonales rapides
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obtenues & partir de £ suites différentes de paramétres (£ entier fixé&).

2 £

Comme précédemment on se fixe un entier £, et (lan), ( an), ooy ( an)

L suites de paramétres.

Pour toute suite donnée (xn) on considére les polyndmes d'interpolation

de d° < n, lP(n), 2P(n), . £P(n) définis par :
n n n
i_(n), i _ i (n), i _
Pn ( an) = X 5 eees Pn ( a2n) = Ky

On obtient £ transformations diagonales rapides, que conformément 3 la

lT(), cees £.0

section (a) on note

1.0)

D'aprés la proposition 1 la transformation T

QT() sur 2C, cees ZT() sur 2C.

1
est exacte sur “C ; de

méme

La nouvelle transformation A = S'(lT(), 2T(), ceny KT()) que nous défi-
nissons sera exacte sur lC U 2C U vos U EC.
Transformation S'(lT(), QT(), cees zT()) = A

EtaEe n

Pour tout i € {1, 2, ..., £} calculer :

i (n) _ . i(3),1 _
C = card {j ¢ {1, 2, ..., n} | Pj ( a2]+1) 2541
i (3),1 _
et “P,77( a0]+2) x2j+2}
Déterminer i(n) e {1, 2, ..., £} tel que :

i(n) (n) _ . i(n)

ief1,2,...,4}

(n) _ i(n)T(n).

Poser A =
n
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Théoneme 5

1
| La transformation s (lT(), 2T(), S o ZT()) est exacte sun € u %C u...u KC.
Démonstration
: 1 2 £ L. o -
Soit (x. ) € Cu “C u...u "C. Soit i tel que (x ) ¢ C. On pose x = lim x .
n o n ' oo D
. s . . *on(n)
D'apreés la proposition 1 il existe ng tel que pour tout n 2 n_ 1 = x et
1s (n) io io ~ N ; .
Pn = P ol P est le polyndme tel qu'a partir d'un certain rang
i i
x_ = °P( %)
n n
Pour tout n 2 n_ on a donc : lc(“) > n-n_.
Comme pour le théoréme 1 on établit qu'a partir d'un certain rang n,
i(n) € I
ol I désigne 1'ensemble des indices i tels qu'il existe m, vérifiant :
i(n) 1 i (n) i
> ¢ = = .
¥on2m o2 P U 0ay00) T Xonee Fn Conea) T Foneo
Soit i € I ; pour tout n 2 m,
i(m) A B i_(n), i _ i_(n), i _
Pn ( an) T Tn? Pn ( an+l) = Xp+12 o Pn ( a2n+2) = Xont2
i_(n+l), i _ i_(n+1) 1 B i_(n+1),1 _
Paer ¢ n+l) T *n+1 ol ( an+2) = Xne2e ccco Fopa ( 2n+u) = ®on+u
~ 1 (n+l1) 5 s 1.(n) °
Le polyndme Pn+1 (de d° < n+l) correspond au polynome Pn (de d° < n)

sur n+2 points ; il en résulte que ces deux polyndmes sont égaux d un polyndme

*P ne dépendant pas de n.

On conclut comme pour le théoréme 3.
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Les différentes notions de transformations algorithmiques de suites
introduites au chapitre 1 ont permis de poser de maniére nouvelle le probléme

du traitement numérique des suites

D'abord en décrivant mathématiquement les contraintes qu'il faut imposer
aux méthodes de transformations de suites pour qu'elles puissent &tre consi-
dérées comme utilisables en analyse numérique ; cette description étant formulée

de fagon trés large suggére de nouveaux procédés plutdt qu'elle n'en interdit

(par exemple les problémes posés auwxchapitres2, 3 et 7 en sont directement issus).

Ensuite les notions introduites au chapitre 1 ont permis d'établir des
résultats négatifs (nous disons aussi de limitation). Ces résultats négatifs
avec les résultats positifs qui les accompagnent réglent de fagon presque défi-
nitive certains des problémes abordés aux chapitres 2 et 3. Par contre ces
résultats négatifs en accélération de la convergence ont ouvert une voie de
recherche qui vraisemblablement va pouvoir encore se développer (divers
étudiants de Lille ont travaillé ou travaillent sur des sujets qui sont nés des
résultats présentés dans cette thése). On peut méme dire sans exagérer qu'en
accélération de la convergence une nouvelle problématique est apparue ; citons

quelques exemples de questidns ainsi ouvertes :

- Puisque les plus grosses des familles de suites d convergence logarith-

mique, ou alternée ne sont pas accélérables, quelles sont celles qui le sont ?

ou,précisément,passe la frontiére entre 1'accélérable et le non-accélérable ?

- Dans quels cas la réunion de plusieurs familles accélérables l'est-elle

~

encore ? (le chapitre 7 ne répond que partiellement & cette question).

- Quelles doivent &tre les propriétés réciproques de plusieurs transfor-
mations de suites pour qu'on puisse en définir une nouvelle cumulant leurs

bonnes propriétés ?
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- Comment construire des procédés de grossissement vraiment efficaces,
et comment éviter que l'amélioration du domaine d'accélération ne soit compensée
par une détérioration de l'accélération de certaines suites ? est-ce d'ailleurs

évitable ?

A plus longue échéance se posera le probléme de la traduction récursive
des résultats de la thése, et ce sera sans doute 1a l'occasion de rencontrer

des problémes trés difficiles.

L'adaptation de nos méthodes 3@ des problémes d'optimisation peut €tre
faite et les quelques résultats dont je dispose aujourd'hui sur ce sujet me

laissent pressentir des possibilités trés grandes.




