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La notion de transformation de suites telle qu'elle est utilisée en 

analyse numérique (et plus particulièrement en accélération de la convergence), 

a déjà été plusieurs fois formalisée (r11 C31 C51 C61). 

Cependant ces formalisations ne sont que partielles et très loin de 

recouvrir tous les types de transformations effectivement utilisés. D'autre 

part, la notion de transformation de suites telle qu'elle peut être introduite 

en théorie de la récursivité, outre des aspects techniques assez lourds (machine 

de Turing, réels calculables) est trop éloignée des préoccupations des numéri- 

ciens, et de la forme qu'ils donnent à leurs problèmes. 

4 

Cette situation a pour inconvénient l'impossibilité de formuler et de 

démontrer des résultats qui paraissent pourtant naturels et à peu près certains 

concernant les limitations intrinsèques de toutes les transformations de suites 

utilisables en analyse numérique ; elle a aussi pour inconvénient l'inexistence 

(ou le peu de développement) de méthodes permettant la classification des trans- 

formations de suites. 

De même qu'en optimisation où la théorie des algorithmes généraux E'21 C41 

C71 (qui est une ihéorie algorithmique propre à l'optimisation et indépendante 

de toute théorie de la récursivité) a permis de formaliser et de synthétiser 

la plupart des méthodes d'optimisation existantes, tout en fournissant une compré- 

hension théorique améliorée des problèmes, il semblait utile de développer une 

théorie algorithmique des transformations de suites propre à l'analyse numérique 

et à l'accélération de la convergence. C'est là le but principal de notre thèse. 

La partie la plus importante de notre travail est donc une tentative 

pour formuler, commencer à développer et tirer les ~remières applications d'une 

théorie des transformations de suites aussi proche que possible des préoccupa- 

tions des numériciens et qui permette l'énoncé de résultats de limitation et 



de classification. Sans prétendre avoir créé une théorie définitive des trans- 

formations de suites de l'analyse numérique, nous pensons avoir introduit les 

concepts et posé les bases d'un système cohérent de notions, et nous croyons 

en avoir montré dans ces pages, l'utilité, autant pour la compréhension profonde 

des méthodes anciennes que pour la conception de méthodes nouvelles. 

Voici le plan que nous avons suivi : 

Au chapitre 1, reprenant en les complétant et les unifiant les diverses forma- 

lisations de la notion de transformation de suites, nous introduisons plusieurs 

définitions qui font apparaître un système de sous-classes de la classe de 

toutes les transformations de suites (voir le schéma d'inclusion de la page 37 1. 

Nous étudions ce système en nous attachant surtout à établir l'intérêt de 

chacune des classes envisagées, relativement aux autres ; nous montrons en parti- 

culier que, sauf dans des cas triviaux, la classe des transformations algorith- 

miques est strictement incluse dans la classe de toutes les transformations, 

ce qui signifie (et les résultats négatifs ultérieurs préciseront cette idée) 

qu'avec des transformations algorithmiques les possibilités sont strictement 

moindres qu'avec les transformations abstraites. 

Le chapitre 2, à propos de problèmes relativement simples concernant le traitement 

des suites, illustre certaines des notions introduites au chapitre 1, et surtout 

en montre l'utilité. Sans avoir à faire intervenir de notions de récursivité nous 

établissons des résultats concernant la décidabilité de questions élémentaires 

du traitement des suites en analyse numérique. Par exemple nous étudions les 

possibilités algorithmiques de déterminer la convergence d'une suite, d'en 

compter les points d'accumulation, d'en trouver la période (quand on sait que 

les suites à traiter sont asymptotiquement périodiques). Des résultats positifs 

(constructions d'algorithmes) et négatifs (démonstrations d'impossibilité) sont 

donnés. 



Au c h a p i t r e  3 nous reprenons un des problèmes que nous av ions  abordé dans n o t r e  

t h è s e  de 3e cyc l e ,  c e l u i  de l ' e x t r a c t i o n  de sous-su i tes  convergentes d'une 

s u i t e  non convergente. Aux méthodes d ' e x t r a c t i o n  s imultanées que nous réexposons 

brièvement au  § 3 de ce c h a p i t r e ,  nous avons depuis  l o r s  a j o u t é  d ive r se s  méthodes 

d ' e x t r a c t i o n  (peut -ê t re  p l u s  n a t u r e l l e s )  q u i  ne cons t ru i sen t  qu'une seu le  sous- 

s u i t e  à l a  f o i s ,  e t  que nous présentons aux $1 e t  2 .  Les algori thmes d é c r i t s  

sont  envisagés en d é t a i l  e t  nous énonçons en p a r t i c u l i e r  pour chacun d'eux des  

cond i t i ons  de convergence. Ce t t e  é tude  p o s i t i v e  des problèmes d ' ex t r ac t ion  e s t  

complétée au § 4 pa r  deux r é s u l t a t s  n é g a t i f s  q u i  marquent b ien  l e s  l i m i t e s  

absolues  des p o s s i b i l i t é s  des  algori thmes pour s u i t e s  face  à ce  type  de ques t ions .  

Le c h a p i t r e  4 aborde l e s  problèmes d ' accé l é ra t ion  de l a  convergence auxquels e s t  

consacré t o u t  l e  r e s t e  de n o t r e  t hèse .  Comme nous l ' a v i o n s  déjà remarqué avec 

B. Germain-Bonne tous  l e s  problèmes d ' a c c é l é r a t i o n  de l a  convergence peuvent 

s e  formuler  en termes de f a m i l l e s  de s u i t e s ,  ce  type  de formulat ion permettant  

de t r a i t e r  p l u s  en d é t a i l  l e s  ques t ions  qu i  s e  posent ,  que l e  s e u l  po in t  de vue 

des  d e s c r i p t i o n s  de méthodes. Présenté  donc, en termes de f ami l l e s  de s u i t e s  

nous exposons l e s  d é f i n i t i o n s  fondamentales de l ' a c c é l é r a t i o n ,  p u i s  nous é tudions  

l e s  d i v e r s  systèmes de f a m i l l e s  de s u i t e s  a i n s i  i n t r o d u i t s .  En p a r t i c u l i e r  nous 

envisageons l e  problème des f a m i l l e s  accé l é rab le s  maximales, e t  donnons des  

condi t ions  s u f f i s a n t e s  pour qu'une f a m i l l e  de s u i t e s  s o i t  dans une c l a s s e  donnée. 

Le c h a p i t r e  5 e s t  sans doute l ' i l l u s t r a t i o n  l a  p lus  c l a i r e  de l ' u t i l i t é  

des not ions  du chap i t r e  1. I l  c o n s i s t e  en une é tude ,  que nous avons 

essayé  de f a i r e  a u s s i  f i n e  que p o s s i b l e ,  du système des  f a m i l l e s  accé l é rab le s ,  

abordé du po in t  de vue d e r é s u l t a t s  néga t i f s .  Avec B,  Germain-Bonne,nous avons 

m i s  au  poin t  il y a  quelques années une technique de démonstration permettant  

d ' é t a b l i r  que c e r t a i n e s  f a m i l l e s  de s u i t e s  ne sont  pas  accé l é rab le s .  Cet te  

technique (de  l a  rémanence) e s t  i c i  r e p r i s e ,  d é t a i l l é e  p u i s  appl iquée à d i v e r s  

types  de s u i t e s  fréquemment rencont rés  en ana lyse  numérique : s u i t e s  monotones, 



suites à convergence linéaire, suites à convergence logarithmique. 

Le chapitre 6 visant des problèmes plus directement pratiques que le précédent, 

reprend du point de vue positif la question de l'accélération des suites à 

convergence linéaire ou de "type linéaire". Après quelques pages consacrées 

aux suites périodico-linéaires, nous proposons des algorithmes nouveaux permettant1 

d'accélérer ces suites (certains sont basés sur les méthodes de détermination de 

la période exposées au chapitre 2 ) .  Nous terminons en montrant que de plusieurs 

points de vue différents, le procédé h2 dtAitken peut Stre considéré comme la 

@meilleure transformation de suites pour l 'accélération de la famille des suites 

à convergence linéaire. 

Le chapitre 7 conclut notre thèse avec la présentation de méthodes concrètes 

d'accélération. La multitude d'algorithmes d'accélération (et au chapitre 6 
- - 

nous en avons introduit encore quelques-uns ! )  rend très difficile le choix de 

celui à appliquer face à un problème précis, aussi avons-nous pensé que des 

méthodes automatiques permettant la mise en compétition de plusieurs algorithmes 

et le choix à chaque étape de calcul de celui semblant devoir être le meilleur, 

pouvaient être intéressantes. Nous présentons un schéma général pour ces méthodes 

automatiques de choix, étudions leurs propriétés et donnons quelques résultats 

d'essais numériques. 
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: ensemble des e n t i e r s  p o s i t i f s  ou nuls  ; 

= IN - (0) ; 

: corps des nombres r é e l s  ; 

* 
= { X E R I  x 2 0 ) ; R  = I R - { O ) ;  

= { X E R  ( x >  0) ; 

: corps des nombres complexes ; a!* = D - {O} 

Lorsaue A e t  B sont deux ensembles auelconaues 

f : A + B ': fonction de A vers B ; 

dom f : domaine de d é f i n i t i o n  de l a  fonction f 

dom f = {x E A 1 f ( x )  e s t  d é f i n i )  

S i  dom f = A nous disons que f e s t  une appl ica t ion .  

C 

Lorsque E es t  un ensemble quelconque 

, P(E) : ensemble des p a r t i e s  de E ; 

E" : ensemble des n-uplets  (ou s u i t e s  f i n i e s  de longueur n )  d'éléments de E ; 
6 

E" = I(xl ,  x2, ..., x )  1 Y i  E i l ,  2 ,  .&., n):x E E) ; n i 

E ~ )  : ensemble de t o u t e s  l e s  s u i t e s  f i n i e s  d'éléments de E ,  y compris l a  

s u i t e  vide notée a ; 

: ensemble des s u i t e s  ( i n f i n i e s )  d'éléments de E ; 
. 

t 

Lorsque E es t  un espace &tr ique dont l a  distance est  notée d 

E~ : ensemble des po in t s  d'accumulation de E ; 

+* 
E ~ = { x E E I V E E I R  , 3 y c E : O < d ( x , y ) S ~ }  

Conv(E) : ensemble des s u i t e s  convergentes de E ; 



X 
Conv (E)  : ensemble des s u i t e s  convergentes de E  d i f f é r e n t e s  de l e u r  l i m i t e  à 

partir d f ü n  c e r t a i n  rang  : 

l i m x  = x e t J n  ~ N , Y n 2 n  : x  # x ;  
n  O O n  

n- 
t 

avec x E E, r E I R  : 

B(x, r) = {y E E 1 d(x ,  y )  < r) ; 

avec A c E ,  B c E : 

d(A, B) = i n f  {d (x ,  y )  1 x E A ,  y  E BI ; 

&(A, B) = sup {sup {d(x ,  B) [ x E A ) ,  sup { d ( ~ ,  y )  1 y E B I ) .  



LES DIVERS TYPES DE TRANSFORMATIONS 

ALGORITHMIQUES DE SUITES 



Les transformations de suites servant en analyse numérique ne sont 

e pas toutes du même type. Certaines, pour calculer le n terme t de la suite 
n 

transformée, utilisent toujours la même formule à partir d'un nombre fini, 

constant, de termes de la suite initiale ( x  ) (par exemple x x 
n n-2' n-1' 

Certaines, pour calculer t utilisent un nombre fini, constant, de termes 
n ' 

de la suite initiale mais changent de formule à chaque étape (la formule 

dépendant de n). D'autres utilisent tout le "passé" xo, xl, ..., x d'autres 
n ' 

encore changent de formule selon la nature de la suite (les procédés de choix 

automatique sont basés sur cette idée C31, C91, Cl01 chapitre 7) .  

Cependant,des plus particulières aux plus générales, toutes les trans- 

formations de suites utilisées en analyse numérique respectent le 

principe suivant : le ne terme de la suite transformée ne dépend que 

d'un nombre fini de termes de la suite initiale. 

La notion d'algorithme pour suites exprime cette idée générale et nous 

appelons transformation algorithmique toute transformation de suites pour 

laquelle il existe un algorithme pour suites qui en effectue le calcul. 

D'autres notions plus simples (mais aussi plus maniables) d'algorithmes 

fournissent des classes particulières de transformations de suites : 

transformations k-normales ; transformations à k mémoires ; 

transformations k-stationnaires etc ... 

C'est à la définition et à l'étude générale de ces divers types d'algo- 

rithmes et de transformati.ons qu'est consacré ce chapitre. Pour des exemples de 



transformations destinées à l'accélération de la convergence voir Cl] C21 C231, 

pour des exemples de transformations destinées à l'extraction voir C51 C61 C71 

[81 ClSI. 

Nous nous intéressons ici principalement à deux problèmes : 

- celui de la classification : quand est-ce que deux types différents 

d'algorithmes engendrent la même classe de transformations ? quelles sont 

les relations d'inclusions entre classes de transformations ? (propositions 3, 

4, 5, 8, 11) 

- celui de l'étude des familles de suites pouvant gtre domaine de 

définition d'une transformation : caractérisation de ces familles, recherche 

de conditions pour qu'une transformation soit définie partout (propositions 1, 

2, 6, 7, 9, 10, 12, 13). 

Un schéma d'inclusion résume les différents résultats. 

Les ~roblèmes de noyau de régularité et plus généralement les problèmes 

spécifiques aux transformations de suites destinées à l'accélération de la 

convergence ne sont pas abordés ici (se reporter à C41 r 1 6 3  Cl71 ri81 C23l chapitre ' 

Ce comporte beaucoup de définitions générales dont certaines 

sont parfois un peu lourdes et peuvent sembler compliquées. Cependant il nous 

a paru indispensable de disposer d'un jeu complet de notions à propos des 

transformations de suites. D'une part,cela nous permet de mieux comprendre et 

de classer les transformations rencontrées dans les ~roblèmes d'extraction de 

sous-suites convergentes, et d'accélération de la convergence ; d'autre part, 

cela nous autorisera à formuler et à démontrer des résultats négatifs (non 

existence d'algorithme pour tel ou tel type de problèmes C51 C7? r81 Cl11 Ci21 

Cl31 r141 Cl51 C211) dont llintérét, ne serait-ce qu'en accélération de la 

convergence est maintenant évident (Cl91 ï201 r221). 



Les définitions formulées ici, pour la plupart, l'ont déjà été (parfois 

sous des formes légèrement différentes) dans divers travaux antérieurs i l1 C51 

C71 C 111 C 121  C 141  C 161 C 171 C211. Par contre, la classification systématique 

des transformations et les résultats concernant les domaines de définition 

sont nouveaux. 

: ensemble des suites (infinies) d'éléments de l'ensemble E ; 

E : ensemble des suites finies d'éléments de 1' ensemble E : 

0 : l'ensemble vide, ou la suite vide ; 

Per (E) : ensemble des suites périodiques d'éléments de E ; 

(X 1 E Per ( E )  <=> (xn) E 8 et 
II 

* 
3 p ~ I N ~ V n n l N : x  = x  

n+p n J 

card E : cardinal de l'ensemble E ; 

dom f : domaine de définition de la fonction f ; 

Conv (E) : ensemble des suites convergentes de E. Si (xn) E Conv ( E )  

nous noterons x sa limite, de même si (y ) E Conv (E),y sera sa limite etc.. 
n 

P(E)  : ensemble des parties de E. 

1 - TRANSFORMATIONS DE S U I T E S  

Avant de parler de transformation algorithmique de suites, il nous faut 

préciser ce que nous entendons par transformation de suites. 



Définitions et notations 

Soient E et F deux ensembles. 

Nous appellerons transformation de suites de E? à valeurs dans I? toute 

fonction T de l'espace de suites ? dans l'espace de suites p. 

Nous appellerons domaine de définition de T l'ensemble des suites (x de 
n 

pour lesquelles T(x 1 est défini(*). Cet ensemble sera noté : dom T. 
n 

Nous dirons que T est défini sur S CI? lorsque : dom T 3 S. 

' 
NOUS noterons Trans (E, F) l'ensemble des transformations de suites de ? à 

valeurs dans 9. 

Si T et T' sont deux transformations de suites, on dira que T est contenu3 

dans T' si : 

(dom T c dom Tt et 

1 V (xn) dom T : T(xn) = T1(xn) . 

(ml Si (xn) E dom T, T(xn) est une suite de ? que nous noterons (T (x,)),. 

Lorsqu'il n'y aura pas d'ambiguïté sur (x 1, la suite T(x sera notée 
n n 

(T'")). ~ors~u'il n'y aura pas dlambigu;té sur (x ) et sur T la suite T(xn) 
n 

sera .notée(t ) .  
n 

O 
Lorsqil'il n'y aura pas dlambigGté sur T et que plusieurs suites (x,), 

1 i 
(x ), ..., (x,), ... de dom T seront considérées simultanément (situation 

n 

qui se produira fréquemment dans les démonstrations de résultats négatifs) les 

O 1 i O 
suites T(xn), T(x n), . . . , T(xn), . . . seront respectivement notées (t 1, n 

(*) c'est-à-di~e le domaine de &finition de ta fonction T : % + B. 



Exemples 

1°) Transformation identique : Tl- 

E = F quelconque ; 

V x E p : Tl (xn) = (xn), 

c 'est-à-dire : 

v (x,) E , Y n r N : = x .  
tn n 

2 
2O) Transformation A dlAitken : T2 

- L si x n+2 - 2xnt1 + x n # 0 : tn - (xnt2 xn - X ~ + ~ ) / ( X ~ + ~  - 2 x  nt1 +xn), 

sinon : tn 
= O 

3O) Transformation pour l'extraction : 
3 

E = F espace métrique ; a E E 

V (xn) , %, tn = X où 
i 

i = mar {j ( n i j i 2n, d(x a) = min {d(xk, a) n 2 k < 2011. 
j ' 

4O) Transformation indicatrice des suites périodiques : T4. 

E quelconque, F = {O, 1). 

T4 (xn) = (1, 1, ..., 1, ... 1 si (x  est périodique, n 

T4 (xn) = (0, 0, ..., 0, ... ) si (x ) n'est pas périodique. 
n 

, 

Une transformation de suites n'est effectivement utilisable en analyse numg- 

rique que si elle satisfait à la condition suivante énoncée dans l'introduction : 

e le n terme de la suite transformée ne dépend que 
d'un nombre fini de termes de la suite initiale. 



Les notions de transformations normales Cl11 [121 Cl51 e t  de t ransfor-  

mations s t a t i o n n a i r e s  Cl61 Cl71 expriment c e t t e  idée  mais ce r t a ines  t ransfor-  

(1 )  mations de s u i t e s  en analyse numérique ne sont  n i  normales, n i  s t a t ionna i res  . 
Aussi nous a - t - i l  semblé nécessa i re  de disposer  d'une notion englobant tou tes  

l e s  transformations de s u i t e s  s a t i s f a i s a n t  l a  condition ci-dessus. 

Voici c e t t e  d é f i n i t i o n  ( i n t r o d u i t e  dans C51 e t  u t i l i s é e  depuis dans 

Défini t ions e t  nota t ions  

Nous appellerons algorithme pour s u i t e s  de I? à valeurs  dans ? l a  donnée : 

i) d'une fonction R : 1V x E@) x F@) + F 

ii) d'une fonction C = ( a ,  8)  : IN x E@) x Fm) + N  x IN 

~ p p l i ~ u é  à l a  s u i t e  ( x  n 1 r I?,l1algorithme A = (R, C )  fonctionne de l a  fason 

suivante : 

. Calculer  C ( 0 ,  0 ,  0)  = (a (Q) ,  @(O>) E N X I N ,  

. Demander l e s  po in t s  : x a ( o )  X a ( o ) + i y  
..., x 

B ( 0 ) '  

. Caicu le rR(0 ,  ( x ~ ( ~ ) , x ~ ( ~ ) + ~ ,  ..., x ), 0)  = t o  E F  
B ( 0 )  

(to e s t  l e  premier point  de l a  s u i t e  transformée ou Ifpremière réponse") 

. . . . . . . . . 

Etape i 

. Calculer C ( i ,  x a i 1  x a( i -1)+19 B(i-l)), (tas tl¶ * O  3 ti-l > 
= ( a ( i ) ,  B ( i ) )  E N X iN, 

. Demander l e s  po in t s  : x x a ( i ) '  a ( i ) + 1 9  * * * '  xf3 ( i ) '  

(1) La transfomation T3 par exempte. 



(ti est le (i+l)-ème point de la suite transformée ou "(i+l)-èrne réponse"), 

L'ensemble des suites (x r k pour lesquelles ce calcul peut se 
n 

poursuivre indéfiniment (c'est-à-dire sans jamais sortir du domaine de défi- 

nition des fonctions C et R) sera appelé domaine de définition de l'algorithme 

A = (R, C) et sera noté dom A. 

L'ensemble des algorithmes pour suites de F? à valeurs dans ? sera 
noté : Alg (E, F). 

Si (x ) E dom A,nous noterons A(x ) la suite obtenue par A à partir n n 
m 

de (x 1. Comme pour les transformations,nous noterons cette suite (A (x,)), * 
n 

et parfois (A") ou (tn). 

A tout algorithme A = (R, C) r Alg (E, F) on associe la transformation 

'A c Trans (E, F) dont le domaine de définition est dom A et qui,; la suite (xn) 

r dom(A), fait correspondre la suite (t ) r ?,calculée par A étape par étape. n 

Soit T É Trans (E, F), s'il existe A É Alg (E, F) tel que T~ = T,nous 

dirons que T est une transformation algorithmique. 

L'ensemble des transformations algorithmiques de F à valeurs dans ? 
'r sera noté : Alg (E, F). 

'r 
Par définition,on a évidemment : Alg (E, F) c Trans (E, FI. 



Remarque 

Dans l a  d é f i n i  

à calculer  t 
n ' 

t ion,C détermine l a  "tranche" de la  s u i t e  i n i t i a l e  q u i  va s e r v i r  

e R calcule  quel  e s t  l e  n point  transformé. 

On pourra i t  modifier  l a  formulation de no t re  d é f i n i t i o n  t o u t  en obtenant f ina le-  

ment l e  même ensemble de transformations algorithmiques. 

Par exemple~on pour ra i t  donner une d é f i n i t i o n  où l e  c a l c u l  de ( a ( n ) ,  B(n)) e t  

de t se  f e r a i t  en u t i l i s a n t  comme données non pas une "tranche" de l a  s u i t e  n 

in i t ia le ,mais  une "par t ie f1  f i n i e  quelconque de c e t t e  s u i t e .  On p o u r r a i t  à 

l ' i nve r se  pour s i m p l i f i e r  l a  dé f in i t ion ,  admettre que l e  c a l c u l  de tn ne dépend 

que de "tranches commençantes" (xo, xl, . . . , x ) ion pour ra i t  a u s s i  ne pas 
a ( n )  

f a i r e  in te rven i r  l e s  réponses an té r i eu res  ( c a r  e l l e s  ont  é t é  ca lculées  à p a r t i r  

de points  de l a  s u i t e ) .  

Reprenons l e s  exemples du paragraphe précédent. 

1") Transformation identique : T l ,  

'C T e s t  algorithmique ; e n  e f f e t  T = Al où Al = (R, C) e s t  d é f i n i  de l a  façon 1 1 

suivante : 

(Cl e t  R n l é t a n t  pas d é f i n i s  a i l l e u r s ,  ou létant  d é f i n i s  a rb i t r a i r ement )  
1 

2O) Transformation dlAitken : T2 

T T e s t  algorithmique; en e f f e t  T2 = A où A2 = (R2, C 2 )  e s t  d é f i n i  de l a  2 2 

façon suivante : 

aN) 3 
V ~ ~ N , Y ~ ~ E ~ ) , V S ~ E E  , v ( x , ~ , z ) ~ E ,  

C2(i,  O ,  s l )  = (i, i + 2 ) ,  

2 R q ( i y  ( x , y , z ) , s l )  = (zx - y ) / ( z  - 2y + x )  s i  z - 2y + x = 0, 

sinon. 



(C2 et R n'étant pas définis ailleurs ou étant définis arbitrairement) 2 

3O) Transformation pour l'extraction : 
' 

T T est algorithmique en effet T = A3 où Ag = (R3> C3) est défini de la fa~on 3 3 

suivante : 

031 = max { j  1 O 5 j 6 i, d(y , a) = min {d(Yk, a) 
1 

û I k < il), 

( C a  et R3 n'étant pas définis ailleurs ou étant définis arbitrairement). 

4 O )  Transformation indicatrice des suites périodiques : Tg. 

Il résultera de la proposition 4 démontrée plus loin que dès que card E 2 2, 

T,, n'est pas algorithmique. 

Cc rgsultat peut d'ailleurs être am%îior6 de la faqon suivante : 

Si card E 2 2 il n'existe pas de trenaformatian algorithmique T telle que : 

V (xn) d e r  (a), 3 no EN, V n  2 no : tn = 1, 

e t V (x,) 1 Psr (El, 3 no c m ,  Y n l n o  : tn O, 

e t  dom T = 8. 

P ~ o p o s W o n  1 

s o d  s c 8, s # 0. S O ~  F # O: 

(3 T E ' ~ 1 ~  ( E ,  F)  : dom T = S) 
<=> 



Démonstration 

T 
( i )  Soi t  T E Alg ( E ,  F),montrons que S = dom T v é r i f i e  b ien  l a  p r o p r i é t é  

voulue. S o i t  ( x  ) s  E? t e l l e  que : 
n  

k  k  
V k  E IN, 3 (xn)  e  S : (xo,  ..., 5)  = (xo,  ..., 

T 
On s e  donne A = (R, C) t e l  que A = T. 

Montrons par  récurrence que t . . . ,  tn, ... sont  d é f i n i s .  

S o i t  C(0, 0 ,  @ )  = ( d o ) ,  B(0)) 

B( 0 1 B ( o ) )  s  S t e l i e  que (x , . . . , x  P u i s q u ' i l  e x i s t e  (xn B(0))  - 
B( 0 > - (Xo, S . *  Y 

O X ~ ( o )  ) >  

(0 Y (xa(,) Y ..., x  ) , a )  E domR, e t  donc t e s t  d é f i n i .  
@ ( O >  O 

Supposons que t t ly ..., t son t  d é f i n i s .  
P  

Posons y(p)  max {B(0), . . . , B(p) 1 .  

Y'')) s  S t e l l e  que ( x y ( ~ ) ,  . . . , x  P u i s q u ' i l  e x i s t e  (xn 
O Y(P) = (x0. . . . y Xy(p)) 

( p t i ,  ( x  
a ( p )  ' . . . , x  1, ( t o y  ..., t 1) E dom C, 

B(p) P  

donc ( a ( p + l ) ,  B(p+l ) )  e s t  d é f i n i .  

P u i s q u ' i l  e x i s t e  ( x  y(p+1) 
E S t e l l e  que (xo , . . . ,  x Y ( P + ~ ) )  - n  y ( p + l )  - (x0 9 . Y X ~ ( ~ + ~ )  

( p + l Y  ( x ~ ( ~ + ~ ) ~  . . . Y  X B(p+l) 1, ( t o y  ... , t  1) E domR, d o n c t  e s t  d é f i n i .  
P  p + l  

La s u i t e  ( t  ) e s t  donc d é f i n i e  ce  q u i  s i g n i f i e  que ( x  ) E S. n  n  

i i )  So i t  S c ? s a t i s f a i s a n t  l a  p r o p r i é t é  : 

k  k k v (xn )  s  P : IV k  e l ,  3 (xn) s (xo ,... ,xk) = ( x o , . . . , ~ ) 1  = ( X  n  ) e  S. 

S o i t  f  s  F. Définissons A = ( R ,  C) en posant : 

V ~ E I N , Y ( X ) E S :  
ri 

C(ky ( x O y  .-., ), ( f ,  . . . ,  f ) )  = (0 ,  k ) ,  

k V f o i s  

R e t  C n ' é t a n t  pas d é f i n i s  a i l l e u r s .  

On a : 

dom C = k ,  s ,  s ' )  e N  x E ~ )  x rm) 1 4 (xn )  É S : 



Montrons que dom A = S. 

Il est clair que S c dom A. 

Montrons que : dom A c S. 

Soit (x ) 4 S. Par hypothèse : 
n 

3 k Ny (yn) S : (xOy . y  xk) # (yoy . . y  yk). 

Donc : (k, (xOy ..., xk), (f, ..., f)) 1 dom R. 
kvfois 

Donc : (x,) 1 dom A. 

Remarques 

1°)La propriété caractéristique des ensembles de suites qui sont domaines de 

définition d'une transformation algorithmique énoncée à la proposition 1 

peut aussi s'exprimer de la façon suivante : 

S est un fermé de $ pour la topologie produit des E munis de la topo- 

logie discrète. 

2O)Si E = n i ,  l'ensemble des suites convergentes (resp. l'ensemble des suites 

convergentes à convergence linéaire, resp. l'ensemble des suites convergentes 

à convergence logarithmique) ne possède pas la propriété caractéristique des 

familles de suites pouvant être domaine de définition d'une transformation 

algorithmique. Ceci signifie que les transformations (par exemple destinées 

à l'accélération ) qui fournissent des réponses pour les suites convergentes 

en fourniront aussi pour d'autres suites non convergentes et que ceci est 

irréniédiable (parfois cela est inté~essant), 



6 

Soit S c ?, nous noterons S le sous-ensemble de E ~ )  constitué des débuts 

de suites de S : 

Une conséquence immédiate de la proposition 1 est : 

T 1 T c Alg (E, F). S O ~  S = dom T. 

Cette proposition est importante car elle va nous permettre de démontrer 

que, sauf dans des cas triviaux, il existe toujours des transformations de 

suites qui ne sont pas algorithmiques, (la condition (*)  de la page 13 est 

donc vraiment restrictive). 

I 
T ~ l g  ( E ,  F )  = Trans ( E ,  F )  

C = >  

(card E < 2 ou card F < 1) 

Démonstration 

a) Supposons que card E = O ou card F 0. 

Trans (E, F) ne contient que la fonction de domaine vide qui est algorithmique 

(on prend A = (R, C) avec dom (R) = dom (C) = 0). 

b )  Supposons que card E = 1, E = {el. 

Soit T E Trans ( E ,  F). Ou bien dom (T) = (8 et alors nous venons de voir que 

T est algorithmique, ou bien dom (T) contient la suite (e, e, ..., e, ... ) qui 
est la seule suite de E?, on pose alors (t ) = T(e, e, . . . , e, . .. et on 

n 
T 

vérifie que T = A où A = ( R ,  c )  est défini par : 



R et C n'étant définis nulle part ailleurs. 

c) Supposons que : card F 2 1 et card E 2 2. 

L'hypothèse card E 2 2 implique : 

Per (E) # E? 
4 

Per (E) = E ml 

et donc aucune des transformations de suites ayant Per(E) comme domaine de 

définition ne sera algorithmique (proposition 2). 

1 (V T r Trans (E, F),3 T' L ' ~ 1 ~  (E, F) : T c Tt) 

<=> 

(card E < 2 ou card F < 2) 

a) Si card E < 2 ou si card F < 1, le résultat est une conséquence immédiate 

de la proposition 3. 

. 
6 )  Si card F = 1, toute transformation T est contenue dans la transformation T' 

de domaine l? définie par : 

V (X ) L l? : T(xn) = (f, f, ..., f, ... ) n 

(F = if)) 
T Or cette transformation est algorithmique car T' = A,  où A = O?, C) est défini 

par : 

v i e ,  ~s s ~ ~ ) ,  Y s1 r F 0.l) : 



C(i, S, s') = (O, i) et 

R(i, s, s') = f. 

c) Supposons que : card E 2 2 et card F 2 2. 

Soient fl, f2 r F, fl # f2. Soit T la transformation suivante de domaine LN. 
T(xn) = (fly fly ..., fly ... ) si (xn) r Per (E) 

T(xn) = (f2, f2, . .., f,, .. . ) si (x,) C Per (E) 

Si T est contenue dans une transformation algorithmique, alors T est elle-même 

T algorithmique (car dom T = l?), il existe donc : A = (R, C) tel que : A = T. 
2 

Soit (a(O), B(0)) = C(0, @, @ )  E IN . L'hypothèse card 2 2 permet de construire 
O 1 deux suites (xn) et (x n) telles que : 

(il (x:) s Per (E)y 

(ii) (xk) L Per ( E l ,  

1 
(iii) x0 = x pour tout n E (a(0), ~ ( 0 )  + 1, ..., B(0 ) ) .  n n 

(O) 1 De (i) et (ii),on déduit : T'O) (xO) = fl, T (Xn) = f2. n 
O O O 1 T De (iii),on déduit : A (x A (x 1, il est donc impossible que A = T. 

n n 

O 

Remarque 

Les propositions 3 et 4 signifient les choses suivantes : 

Dès que E et F ne sont pas trop petits, il existe des transformations de 

suites qui ne sont pas algorithmiques (proposition 3 ) ,  et même des transfor- 

mations de suites T telles qu'aucune transformation algorithmique éventuellement 

définie sur un domaine plus grand ne corresponde à T sur dom T (proposition 4). 

Dans les problèmes d'accélération de la convergence,il est essentiel 

de considérer des transformations de suites n'utilisant pour le calcul de t 
n 

que les points : 



X x y x X 
O ' n' ntl' 

. . . y  X 
n+ k' 

où k est une constante fixée (en fait, par un changement dans les indices, 

on peut même se ramener au cas où t est calculé uniquement grâce à : xo, xl,.., n 

Xn ) 

Ceci nous conduit à définir ce que nous appelons des algorithmes 

k-normaux. De la même façon que les algorithmes pour suites ont donné la notion 

de transformation algorithmique, nous obtenons ici la notion de transformation 

k-normale. 

Toute transformation k-normale est une transformation algorithmique, 

la réciproque n'étant vraie qu'exceptionnellement (proposition 5). Moins 

évident : les familles de suites qui peuvent être domaines de définition d'une 

transformation k-normale sont les mêmes que celles qui peuvent être domaines 

de définition d'une transformation algorithmique (proposition 6). 

Définitions et notations 

Soit k c N 

Nous appellerons algorithme k-normal de ? à valeurs dans ? la donnée d'une 
suite de fonctions (f ) telle que : Y n E N  : f : E n+k+ 1 

n n -+ F. 

Appliquée à la suite (x F?, 1 'algorithme k-normal A = (f ) fonctionne de n n 

la façon suivante : 

Lorsque k = O au lieu d'algorithme k-nomal,nous dirons algorithme normal. 



L'ensemble des suites (x,) E E? pour lesquelles ce calcul peut se 
poursuivre indéfiniment, c'est-à-dire l'ensemble des suites (x,) telles que : 

Y n E 1I : (x0, xl, ..., x ) É dom fn, 
ntk 

sera appelé domaine de définition de l'algorithme A = (f ) et sera noté : dom A .  
n 

L'ensemble des algorithmes k-normaux de 8 à valeurs dans ? sera noté : 
Nor? (E, F). 

A tout algorithme k-norma1,A E Norm ( E ,  F),on associe la transformation 
k 

T A E Trans (E, F)  dont le domaine de définition est dom A et qui à toute suite, 

(x E dom A,fait correspondre la suite (t ) E ? définie plus haut. 
n n 

T 
Soit T E Trans ( E ,  F), s'il existe A E Norm (E, F) tel que T = A nous 

k 

dirons que T est une transformation k-normale. 

L'ensemble des transformations k-normales de E? à valeurs dans ? sera 
T noté : No- ( E ,  F I .  

T 
Par définition on a évidemment : Nor? (E, F) c Trans (E, F). (En fait, 

si la définition de transformation algorithmique est bien aussi générale que 

T T nous l'avons affirm6,on doit avoir : Noy(E, F) c Alg(E, F),ce que nous 

montrons à la proposition 5 ) .  

Exemples 

Reprenons les exemples du 5 1. 

la) Transformation identique : 
1. 

7: 
T est une transformation normale car T = N oii N = (fn) est défini par : 
1. 1 1 1 

Y n € N Y V  (xO, ..., x E E : fn(xo, ..., x = xn0 
n n 

2 O )  Transformation h2 dlAitken : Tî . 



T T est une transformation 2-normale car T = N2 où N = (f ) est défini par : 2 2 2 n 

fn(x0, XI, . . . y  X = (x X - X  
2 

nt2 -2x tx ) si x -2x +x # O nt2 n nti)/(Xrit? nt1 n nt2 n+l n 

= O sinon 

Comme nous le disions au début du paragraphe,il est possible de normaliser la 

transformation T en posant : 
2 

1 
tn 

= X  s i n = O o u n = l ,  
n 

Cette transformation T ' , que nous appellerons transformation normalisée, 

est normale (i.e. O-normale) 

Dans toute la suite, il sera sous-entendu, lorsque nous définirons 

une transformation par une formule du type : 

- 
tn - hn ( x ~ - ~  3 . . . i  xn), 

que l'algorithme normal associé à cette transformation est donné par : 

T et T ne sont pas des transformations normales (ni même k-normales, quel 
3 4 

que soit k). 

Pour T on le montre à l'aide d'un raisonnement par l'absurde (pour tout 3 

espace métrique dans lequel il existe b et c tels que : d (a, b) # d(a, cl). 

Pour T cela résulte de la proposition 5 et du fait que T n'est pas algorithmique 4 4 

(dès que card E r 2). 



P ~ o p o ~ ~ o n  5 

T 1 i )  Y k E N  : No? (E, F) c ' ~ o r n j ~ ~  
T 

(E, F) c Alg ( E ,  F) , 
T 

u (E, F) c Alg (E, F). 
k a  

1 card E < 2 Ou card F < 2. 

Démonstration 

a) La première inclusion est évidente. 

b) Pour montrer la de~xième~donnons-nous A = (fn) NO- ( E ,  F). 

Définissons B = ( R ,  C) E Alg (E, F) en posant : 

Y (x) E domA, Y n E N  : 
n 

C(n,(xo,. . . ,x ntk-1 ),(fo(xo,. . . ,xk) ,.-.f n-1 (xo,..,xntk-l 1))  = (O, ntk) 

et C n'étant définis nulle part ailleurs. 

T T 
On vérifie que B = A (en particulier : dom B dom A ) 

c) La troisième inclusion résulte de la seconde. 

d) Lorsque card E < 2 ou card F < 2,il est facile de voir que les inclusions 

sont des égalités (dans le cas card F = 1,on utilise la proposition 1) 

e )  Supposons que:card E 2 2 et card F 2 2. 

La transformation "translation d'ordre ktl" : 

T : (xn) + (tn) ; tn = xntktl 
L 

appartient cl-airement à Normktl(E, F) et un simple raisonnement par l'absurde 

.T 
montre qu'elle n'appartient pas a Nor m, ( E ,  FI. 



De la même façon, on voit que la transformation : 

T : (xn) + (tn) ; tn = x~~ 
T n'appartient à aucun Noy(E, F) , alors que bien sûr, c 'est une transformation 

algorithmique. 

Remarque 

Il y a égalité entre 

. l'ensemble des transformations contenues dans une transformation algorithmique 
et 

. l'ensemble des transformations contenues dans une transformation k-normale, 
si et seulement si : 

card E < 2 ou card F < 2. 

(l'implication "<=" est évidente, pour "=i" on utilise les deux transformations 

de la démonstration de la proposition 5). 

Les familles de suites qui peuvent être des domaines de définition de 

transformations k-normales peuvent (d'après la proposition 5) l'être aussi de 

transformations algorithmiques. Il est remarquable que l'inverse soit vrai : 

Ptropo~i-tion 6 

1 S o L t  S  s . On a Ltépuivatence su ivante  : 

<=i 

T 
( 3  T E Alg (E, F) : dom T = S )  

Démonstration 

. = >  . Proposition 5 . 
T . <: . Sait S c k? tel qu'il existe T r Alg (E, F) vérifiant dom T = S. 



Le cas F = @ est évident, soit donc f E F. 

On définit N (f ) E Norm ( E ,  F) en posant : 
n k 

Y n r l, Y (xn) E S : 

fn ho> ..., x ) = f. 
ntk 

La proposition 1 donne que : dom N dom T. 

Les propositions 2 et 6 permettent alors d'énoncer : 

PtcJpobi.ti0fl 7 

T Soit T r No- ( E ,  F). SoiA S = dom T. Un a t ' é y u i v d e n c e  bu.ivante : 
Ci 

( S  = Em') = ( S  = p). 

4 - ALGORITHMES A K MCMOIRES ET TRANSFORMATIONS A K MÉMOIRES 

Parfois Les calculs à effectuer à l'étape n d'un algorithme pour 

suites ne dépendent que du numéro de l'étape et des termes x~-~+~,..,,x n 

de la suite à transformer. Ce type d'algorithme étant particulièrement 

important en accélération de la convergence,nous lui donnons un nom, et 

l'étudions ici. 

Bien sÛr,une transformation à k mémoires est une transformation 

normale (proposition 8) ,  mais contrairement à ce qui s'est passé pour les 

transformations k-normales, nous constatons que les familles de suites pouvant 

être domaines de définition d'une transformation à k-mémoires sont moins 

nombreuses que celles pouvant l'être pour une transformation algorithmique. 

(proposition 9). 



Déf in i t i ons  e t  no ta t ions  

S o i t  k  E IN. 

Nous appel le rons  a l ~ o r i t h m e  à k  mémoires de ? à va leu r s  dans P l a  donnée : 

. d'une s u i t e  de fonc t ions  ( fn )  avec : 

n + l  f  : E  - + F s i n < k ,  
n  

Appliqué à l a  s u i t e  (x,) r ? , l ' a lgor i thme à k mémoires M = ( f n )  fonc t ionne  

de l a  façon su ivan te  : 

- tn - fn(xo ,  xl,  . .. , x ) s i  n  < k ,  
n  

tn = fn (xn -k t ly  . . . , x  s i  n  2 k-1. 
n .  

Lorsque E = F, sauf  i n d i c a t i o n  c o n t r a i r e ,  on conviendra de prendre f  f l , . .  , 

fk-2 
d é f i n i s  p a r  : 

n  < k-1 : f n  x  ..., xn) = x  . 
n  

L '  ensemble des s u i t e s  ( x  ) E ? pour l e s q u e l l e s  ( t  ) e s t  d é f i n i e ,  c' es t -à -d i re  
n  n  

l 'ensemble des s u i t e s  ( x  ) t e l l e s  que : 
n  

Y n < k : ( x  x ..., x ) E dom f  e t  
O'  1' n  n  

Y n  2 k - l : ( x  ..., x  E dom f  
n - k t l '  n  n  y 

s e r a  appelé  domaiii.2 de d é f i n i t i o n  de l ' a lgo r i thme  M ( f n ) ,  e t  s e r a  noté  dom M. 

L'ensemble des algori thmes à k  mémoires s e r a  noté  : Mémk(E, FI.  

A t o u t  a lgori thme à k  mémoires M r Mé? ( E ,  F),on a s soc i e  l a  t r a n s f o r -  

L 
mat ion  M E Trans ( E ,  F) dont l e  domaine de d é f i n i t i o n  e s t  dom M e t  qui ,  à 

t o u t e  s u i t e  (x ) r dom M,fai t  correspondre l a  s u i t e  ( t  ) E P d é f i n i e  p lus  hau t .  
n n  

S o i t  T e Trans (E, F ) ,  s ' i l  e x i s t e  M E Méml< (E, F)  t e l  que 'M = T nous 

d i rons  que T e s t  une t ransformat ion  à k  mémoires. 

L'ensemble des t ransformat ions  à k  mémoires de ?L? à valeurs  dans !? 
L 

s e r a  noté  : Mé% ( E ,  F ) .  

T 
Par  dé f in i t i on ,on  a évidemment : ~ 6 %  (E, F) c Trans (E, FI.  



Exemples 

Reprenons les exemples des 5 1, 2 et 3 : 

T est une transformation à 1 mémoire ; 
1 

Tt2 est une transformation à 3 mémoires. 

Par contre,on établit queni T2, ni T ni T ne sont des transformations 
3 ' 4 

à k mémoires et cela quel que soit k E 24. 

Phop~A,&oVl b 

i )  Y k EN, V p E N  : 

T 'r T Mém (E, F) c ~érn (E, F) c No?(E, F)Y 
P p+l  

T 'r u Mém.(E, F)  c No? (E, F). 
j a  3 

Li) 1L y a égaXLté A i  LX sdement  h i  : 

card E < 2 ou card F < 1. 

Démonstration 

ii) Si card E < 2 ou card F < 1,alors bien sûr il y a des égalités ; pour 

montrer la récipr~que~supposons que card E 2 2 et card F 2 1 et soit f E F. 

Considérons la transformation suivante : 

T(x ) = (f, f, ..., f, ... ) si (X 1 vérifie : 
n 

( T(x ) non défini sinon. 
n 

T 
T est une transformation normale car T A où A = (fn) est définie par : 

1-171 
Y n E IN, Y (xO, xl, ..., xn) E E 

(Y p : 2p i. n => x = x ) => C(xo, ..., xn) E dom fn et 
P 2P 

fr,(x*, . . . y  x ) = f l  
n 



Pour montrer que T n'est pas une transformation à k mémoires,supposons 

le contraire et donnons-nous M = (8,) E M~%(E, F) tel que = T. 

Soit k' impair,kl 2 k. Soient e 1, e2 E  E, el # e2* 

Les suites (x ) et (y ) définies par : n n 
i x = e s'il existe i E N  tel que n = 2 k', n 1 

x = e2 sinon 
n 

'n 
= e2 pour tout n E H  

sont dans dom T,donc dans dom M. 11 en résulte que la suite (z ) définie par : n 

zkl = el, zn = e2 pour tout n # kt 

est aussi dans dom M. Mais (zn) I dom T, donc 'M # T. 

Nous venons de montrer que lorsque card E 2 2 et card F 2 1,alors il 

existait des transformations normales qui n'étaient pas des transformations k 

stationnaires, quel que soit k. 

Par un raisonnement analogue,on montre que la transformation définie par : 

T(xn) = (f, f, ..., f ... ) si Y n E N  : x = x n n+k ' 

T(x non défini sinon, n 

est une transformation à k+l mémoires mais pas une transformation à k mémoires. 

P&opo&.Clon 9 

Soit k E W, S c I?. Si F # $ on a ltEqu*v&ence du*~ivante : 

T (3 T E Mémk (E, F) : dom T = S) 
<=> 

i i cv (xn) E  $ 4 ~  i W, 3 (xi)€s: (xi, xitl,. . . ,x i - 
n i+k-l)-(xi,xi+l, >Y i+k- 1 1) 

=> (xn) E  SI* 



Démonstration 

S o i t  M = ( f n )  r Mérnk(E, F) t e l  que dom M = S. 

S o i t  (xn)  r l? t e l l e  que : 

i i v i r IN, ( x i )  r s : (xi,  x ..., x ) = (xi,  x i+l ' . . . ,  x 
i 

i+l ' i t k - 1  i t k -1 )  

En prenant  i = O ,  on en dé'duit que : 

V n i k-1 : (x0, xl, ..., xn) dom f n .  

En prenant  i E IN, on en dédu i t  que : 

Y n 2 k-1 : (xn-k+l; ..., x ) r dom fn.  
n 

I l  en r é s u l t e  que ( x  ) E S. 
n 

S o i t  S ayant l a  p r o p r i é t é  e n t r e  c rochets .  S o i t  f r F. 

Définissons M = ( f  ) de l a  façon su ivante  : 
n 

Y x  E S : V m i k - 1  : fm x ,  . . . ,  xn) = f ; 

Y m 2 k-1 : 
fm(xm-k+l' ..., xm) = f ,  

l e s  f  n ' é t a n t  pas d é f i n i e s  a i l l e u r s .  
m 

Par cons t ruc t ion ,  on a  dom M 2 S ; l 'hypothèse f a i t e  s u r  S as su re  que dom M c S 

O 



Par définition, on a évidemment : 

Exemples 

Reprenons les exemples des 5 1, 2, 3 et 4. 

T est une transformation 1-stationnaire. 1 

T'2 est une transformation 3-stationnaire. 

T2, T3 et T4 ne sont pas k-stationnaires et cela quel que soit k EH. 

card E < 2 ou card F < 1. 

Démonstration 

(il Evident . 

(ii) Si card E < 2 ou card F < 1,alors bien sGr,il y a des égalités- 

Supposons que card E 2 2 et card F r 1 et montrons qu'il n'y a plus d16galité. 

La transformation définie par : 

. T(xn) = (f, f, ..., f. ... ) si Y n pair : x = x n n+k-1 

et Y n impair : x 
n # Xn+k-l' 

. T(x ) non définie sinon, n 

est une transformation à k mémoires, mais n'est pas une transformation k-station- 

naire. 

La transformation définie par : 

T(xn) = (f, f, ..., f, ... ) si Y n : x = x 
n n+k 

T(x ) non définie sinon, n 



Un grand nombre des transformations de suites en accélération de la 

convergence n'utilise pour calculer t que les points x n-k+l , . . . x sans que 
n n 

le numéro de l'étape intervienne. Ce sont ces transformations-là que nous 

étudions maintenant, et, suivant la terminologie usuelle (r161) nous les 

appelons transformations k-stationnaires. 

Définitions et notations 

* 
Soit k E IN . 
NOUS appellerons algorithme k-stationnaire de k à valeurs dans P tout algo- 
rithme à k mémoires (f ) vérifiant : 

n 

V n 2 k-1 : fn = fk-l. 

Lorsque E = F, sauf indication contraire, on conviendra de prendre f fly . . Y  

'k-2 dgfinis par : 

Y n 5 k-2, '4 (x ..., xn) : f (x0, . . . ,  xn) = x . 
n n 

Dans une telle situation, un algorithme k-stationnaire se réduit donc à la 

k donnée d'une fonction f : E -+ E et la suite transformée de (x ) est définie par : 
n 

tn = x si n < k-l ; t : f(~,-~+~, . . . > x ) si n 2 k-1. n n n 

L'ensemble des algorithmes k-stationnaires sera noté Stat ( E ,  F). k 

A tout algorithme k-stationnaire A E Statk(E, F),on associe la transfor- 

'r mation A E Trans(E, F )  dont le domaine de définition est dom A et qui à toute 

suite (x c dom (A) fait correspondre la suite (tn) 9 définie plus haut. n 

T 
Soit T E Trans (E, F),slil existe A E Stat (E, F) tel que A = T nous 

k 

dirons que T est une transformation k-stationnaire. 

L'ensemble des transformations k-stationnaires de k à valeurs dans ? 
'r 

sera note : Statk(E, F ) .  



est une transformation &+1) stationnaire mais n'est pas une transformation 

k-stationnaire. 

1 S'a erCdte Ç r T~tatk(~, F)  telle que dom S = S 

1 S o i t  S r 'stat ( E ,  F I .  S o i t  S dom S. 
k 

Supposons que E F = K ,  IK étant un corps. 

Orj dira que l'algorithme k-normal N = (fn) est rationnel si pour tout n EN, 

f est une fraction rationnelle des variables x x x n O' 1' n+k' 
r On notera Nor% (E, F)  l'ensemble des algorithmes k-normaux rationnels. 

Soit T E Trans ( E ,  F )  ; s'il existe un algorithme k-normal rationnel N = (f ) n 

tel que 'N = T,on dira que T est une transformation k-normale rationnelle. 
'r 

On notera  NO?^ (E, F) 1' ensemble des transformations k-normales rationnelles. 
De la même façon,on définit : 

les algorithmes à k memoires rationnels ; 

les algorithmes k-stationnaires rationnels ; 

les transformations à k mémoires rationnelles ; 

les transfo~.mations k-stationnaires rationnelles, 



et on introduit les notations : 

T &ri; (E, F), ' ~ é <  (E, F), ~tatk (E, FI, ~tat; (E, FI. 

Supposons que E et F soient des espaces vectoriels sur le corpsK. 

On dira que l'algorithme k-normal N = (fn) est linéaire si pour tout n s N, 

n+k+l 
f est une application linéaire de E dans F. n 

Comme précédemment,on définit aussi : 

les algorithmes à k mémoires linéaires ; 

les algorithmes k-stationnaires linéaires ; 

les transformations k-normales linéaires ; 

les transformations à k mémoires linéaires ; 

les transformhtions k-stationnaires linéaires, 

et on introduit les notations : 

e T e N o 4  (Ey F I ,  ' Norm '(E,F),Mé\ (E, F),'M~{ (E, FI, statk (E, F), statk (E, FI *  
k 

Exemples 

Les transformations T 
1 ' T2y T':! sont des transformations rationnelles, ainsi 

que toutes les transformations utilisées en accélération de la 

convergence une fois écrites sous forme normale ( E ,  p ,  8-algorithmes), à 

l'exception des transformations obtenues par sélection. 



7 - SCHÉMA D' 1 NCLUS ION 
3 7 

Lorsque E = F = IK,on obtient le schéma d'inclusion suivant : 
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DÉCIDABILITÉ ET INDÉCIDABILITÉ A LA LIMITE 

POUR DES PROBLÈMES DE SUITES 



Dans un certain nombre de problèmes d'analyse numérique et d'optimisation 

on rencontre des suites non convergentes dont il est utile de tirer des infor- 

mat ions (* '  : nature de la non-convergence, nombre de points d'accumulation, 

période (si les suites sont asymptotiquement périodiques). Notre but, ici, est 

d%tudier ce type de problèmes, en cherchant en particulier à déterminer ceux 

qui sont décidables à la limite et ceux qui ne le sont pas. 

Pour pouvoir parler? de d6cidabilité à la limite,nous utilisons la notion 

d'algorithme pour suites du chapitre 1 et reprenons dans son principe l'idée 

de Gold C281 C291 : Une question Q étant fixée (par exemple "la suite (x,) 

est-elle convergente ?") une classe S de suites étant donnée, nous disons que 

Q est décidable à la limite sur S ,  s'il existe un algorithme qui, pour toute 

suite (x ) E S fournit une suite de réponses (r ) exacte à pa~tir d'un certain 
n n 

rang. Si un tel algorithme ne peut pas exister,nous disons que Q est indéci- 

dable à la limite sur S. 

Au paragraphe 9 après avoir détaillé et commenté cette définition nous 

établissons le théorème de normalisation qui énonce l'équivalence entre la 

décidabilité à la limite par des algorithmes pour suites et la décidabilitg à 

la limite par des algorithmes normaux. C'est là un résultat théorique essentiel 

car dans les dsultats positifs il nous dispensera de nous occuper de la norma- 

lité des algorithmes utilisés, et dans les dsultats négatifs nous pourrons grâce 

à lui nous contenter d'établir les énoncés avec des algorithmes normaux. 

Au paragraphe 2 nous commençons à appliquer les notions introduites sur 

quelques questions simples concernant la convergence, la périodicité et la 

turbulence des suites. 



Le paragraphe 3 s'occupe plus particulièrement du problème du dénombrement 

à la limite des points d'accumulation d'une suite non convergente ; nous y 

décrivons quelques algorithmes qui,sous des hypothèses que nous détaillons, 

effectuent ce dénombrement. 

Le paragraphe 4, lui, est consacré à un problème relativement plus facile : 

celui de la détermination de la période d'une suite asymptotiquement périodique. 

Nous décrivons et étudions deux familles d'algorithmes et montrons que si 

aucune de ces deux familles ne résoud entièrement le problème c'est parce qu'il 

est indécidable. 

Le cas des familles de suites obtenues par itération, présente des par- 

ticularités qu'il est intéressant de considérer à part ; c'est ce que nous 

faisons au paragraphe 5. 

Au paragraphe 6 nous établissons deux résultats généraux concernant la 

décidabilité 3 la limite, puis nous terminons ce chapitre par trois annexes 

consacrées respectivement, à la notion de force d'un point d'accumulation, 3 

La possibilité d'imposer des conditions de calculabilité à nos algorithmes, 

à llappli.cation de nos méthodes à des problèmes de fonctions. 

La plupart des résultats présentés ici l'ont déjà été dans des publi- 

cations de l'auteur CIO]-C151, C191-C221. 

/' 
Seuls le theoreme de normalisation du paragraphe 1 et les enoncés 

des paragraphe 6 sont entièrement nouveaux. 

E : Espace metrique dont la distance sera notée d ; 

B(y, E )  : Boule ouverte de centre y et de rayon e : 

B ( Y ,  E) = i x  e E i dix, yj E) ; 



~ r n )  : Ensemble des suites finies d'éléments de E : 

??:  Ensemble des suites (infinies) d'éléments de E ; 

xq : Tranche des points de la suite (x,) E E? dont les indices sont 
P 

compris entre p et q : 

xq = x ,  Xptl> ..., x ; 
P 9 

A < n >  : Ensemble des points d'aecumuîation (ou valeurs d'adhérence) de %a 

suite (xn) : 

y r A(xn) <=> v E > O, Y n 3 m 2 n : xm r B ( Y ,  €1 ; 

*lg(E, F) : Ensemble des algorithmes pour suites de E? a valeurs dans P 
(voir chapitre 1) ; 

Norm(E,F) : Ensemble des algorithmes normaux pour suites de E? à valeurs dans 

l? (voir chapitre 1) ; 

Conv(E) : Famille des suites convergentes de points de E ; 

Convo(E) : Famille des suites convergentes vers O de points de E 

(lorsque E = R ou  ER^) ; 

Stati(E) : Famille des suites stationnaires de points de E : 

((x,) E Stati (El) = (V n s B : x - 
n+l - n )  ' 

UStati(E) : Famille des suites ultérieurement stationnaires de points de E : 

x r UStati(E)) <=> ( 3  p r H ,  Y n 2 p : x n+l = Xn) ; 

Per (E) : Famille des suites périodiques de période p de points de E : 
P 

((xn) E Per (El) < =  (p est le plus petit entier > O tel que : 
P 

Per(E) = u * Per ( E )  ; 
P& P 



Famille des  s u i t e s  ul tér ieurement périodiques de période p  de 

p o i n t s  de E : 

( ( x  ) é UPer (E))  L=> ( p  e s t  l e  p lus  p e t i t  e n t i e r  > O t e l  que : 
n P 

3x1 O c N , V n 2 n o : x  n  = x  n+p 1 ;  

UPer(E) : u * UPer (El ; 
p a  P  

* 
UPer (E) = {(xn) é UPer (E) 1 3 n  E N ,  Y n  5 no, V i, j E In,  n+ l ,  ..., n+p-l} : 

P P O 

i # j = > x .  # x. )  ; 
1 3  

APer (E) : 
P 

Famille des  s u i t e s  asymptotiquement périodiques de période p ,  de 

po in t s  de E : 

((xn) 6 Mer (E)) <=, (p est l e  plus pet i t  e n t i e r  > 0 ,  tel que les 
P 

sous-suites  Cx 1, ( x ~ , , ) ~  - ,(x 
irp *+p-l1 

s o i e n t  convergentes) ; 

APer(E) = u * APer (El ; 
pdiJ P 

A P ~ ~ ( E )  = ( (xn)  A.Pcr (E) 1 card A(xn) = p l  ; 
P P 

* 
A P ~ ~ * ( E )  = u APer (E) ; 

p a *  P 
F i n i  (E) = u n )  e k 1 ca rd  A(xn) = p l  ; 

P 

~ i n i ( E )  9 u * F i n i  (E) ; 
P& P 

Turb(E) = c c n )  e k 1 A(x e s t  in f in i} .  
n  

4 

1 - DÉFINITIONS ET T H ~ O R ~ M E  DE NORMALISATION 

Dans un cadre a s sez  d i f f é r e n t  e t  dans d ' au t res  buts ,  l a  notion de 

déc idab i l i t é  à l a  l i m i t e  a é t é  i n t r o d u i t e e t  u t i l i s é e  p a i ~  Gold C281 C291. 

Adaptée 3 no t re  propos grace  aux diverses  not ions  d'algorithmes du chap i t r e  1, 

la  dé f in i t ion  de d é c i d a b i l i t é  a l a  limite que nous donnons i c i ,  nous permettra 



de formuler facilement les résultats positifs que nous obtiendrons (toujours 

par la description explicite dqal.gorithmes) et les résultats négatifs qui nous 

indiqueront les limites des possibilités des algorithmes en matière de traite- 

ment de suites. Le vocabulaire et les définitions donnés ici sont les mêmes 

que ceux de C191. 

Définit ions 

Soit Q une question définie sur S c E? (par exemple "(x ) est-elle convergente ?"  
n 

"quel est le nombre de points d'accumulation de (x ) ?").  Soit R l'ensemble 
n 

(1) 
des réponses possibles (par exemple : {OUI, NON), {O, 1, . . . n, . . .)). Soit 
T Trans ( E ,  R )  une transfomtion de suites de 2( à valeurs dans ff, nous 
dirons que T'est satisfaisante pour Q sur S si pour toute suite (xn) L S ,  la 

suite des réponses (t ) donnée5 par T est exacte à partir d'un certain rang. n 

Nous dirons que la question Q est décidable à la limite sur S s'il existe une 

transformation algorithmique (T c-T~lg (E, R)) satisfaisante pour Q sur S .  

Dans le cas contraire nous dirons que Q est indécidable à la limite sur S .  

Remar)que s 

l0 1 Dans le cas où R = {OUI, NON), à la place de questions nous pourrions parler 

de prédic~r.csnfom6mer,t au vocabulaire de la logique mathématique. Mais parce 

que nous avons en vue des ensembles de réponses R plus grands, nous avons 

préféré utiliser le terme de question. 

2 O )  Nous n'envisagerons ici que la décidabilité à la limite car pour les problèmes 

de suites que nous considérons, une décidabilité tout court ne peut être esp6ree. 

Lorsque la question Q n'admet que deux réponses possibles (par exemple OUI ou 

NON) on peut aussi parler de semi-décidabilité à la limite : Q est semi-dgcldable 

à la limite sur S s'fi existe une transformation algorithmique A tekle que p o w  



toute suite (x ) E S : 
n 

[La suite des réponses (r ) est constamment OUI à partir d'un certain rang1 : n 

< => 

[La réponse exacte est OUI1 

Avec cette notion plus faible sur laquelle nous n'insisterons pas, on peut 

établir que la question Q est décidable à la limite sur S si et seulement si 

Q et non Q sont semi-décidables à la limite sur S. 

3 O )  Nous parlons ici de décidabilité à la limite sans imposer de conditions 

de calculabilité aux algorithmes que nous envisageons. Nous avons en cela 

suivi l'usage qu'il est fait du mot algorithme en analyse numérique et en parti- 

culier en optimisation, mais notre point de vue n'est pas limitatif car : 

a) Comme nous le verrons, les résultats positifs sont établis construc- 

tivement en proposant des algorithmes qui, à chaque fois, sont calculables (si 

on choisit un espace E où on puisse donner un sens à la calculabilité). 

b) Les résultats négatifs démontrés restent a fortiori vrais si on impose 

des conditions de calculabilité, car cela ne fait que diminuer la classe des 

algorithmes autorisés (voir annexe 2) 

Notre point de vue nous permet d'autre part de donner un sens à la notion de 

décidabilité dans un plus grand nombre de cas (par exemple sans imposer à E et 

R d'être dénombrables), et il a aussi l'avantage de nous éviter d'avoir à 

manier des notions assez complexes qui ne sont pas vraiment nécessaires ici. 

Enfin notre point de vue met bien en avant la nature de l'impossibilité de la 

résolution de certaines questions, qui tient non pas au nombre limité de 

fonctions calculables mais au manque d'information dont nos algorithmes 

disposent à l'étape n du calcul. 



Th@o/t@me 1 (Th@o/t8me de N o W a t i o n )  

TL y a @quivak!ence emke : 

[.Lt existe une &wu60/rniatîon nomute saZi~6aAavLte p o u  Q suh SI 

et 

C.Lt existe une a!mn~6o/tmatian aQo&thmLque 4atis6aAante pouh Q &un. SI 

Démonstration 

T 1s1 - Evident car : '~onn (E, R) c Alg (E, R) . 
I=>I - Soit A = ( R ,  C) c Alg (E, RI satisfaisant pour Q sur S c 3. 

Soit r un élément quelconque de R. 

Nous allons définir un algorithme normal N = (fn) qui sera satisfaisant pour 

Q sur S. * 

A toute suite (xn) c S on fait correspondre la suite (ni) donnée p& : 

"n est le plus grand indice des points intervenus dans le calcul de . 
(i A(o)(x~), A'"(xn), ..., A (xn)" 

Pour tout j on pose : 

f .(x O, xl, ..., x.)  2 r si j no ; 3 

fj(xo, xl, ..., x.) = A(~)(x si j 2 n et s'il existe 
3 n O 

f tel que ni S j < ni+1 ; 

fj(xo, Xi, ..., X A X ~  si j 2 no et si pour tout i : j > n.. 
3 1 

On s'assure que les f sont bien définis,clest-&dire que la définition que 
j 

nous donnons de f . (x , 0, X1' ..., x.) ne dépend que de j et de (x0, xl, --.,X.) 
3 3 

et non pas du reste de la suite (x ). La suite des réponses fournies par N 
n 

pour (xn) est la même que celle donnée par A pour (x ) mis à part éventuellement n 

des r ajoutés en début et la répétition de termes. N est donc satisfaisant 

pour Q sur S. 



Remarque 

Ce théorème signifie que pour tous les problèmes de décidabilité à la limite, 

on peut se contenter d'utiliser les algorithmes normaux : ce qu'on peut faire 

avec un algorithme général pour suites (i.e. de Alg (E, R)), on peut aussi le 

faire avec un algorithme normal (i.e. de N o m  ( E ,  R ) ) .  Par conpre il est facile 

de voir que la question "(x 1 est-elle stationnaire ?" est décidable à la limite 
n 

sur E? alors qu'aucun algorithme à k m6moires (quel que soit k) n'est satis- 

faisant sur ? dès que card E 2 2 les algorithmes à k mémoires permettent 

donc de résoudre strictement moins de problèmes de décidabilité à'la limite 

que les algorithmes normaux. 

On peut sans difficulté imaginer des questiors : 

- décidables à la limite par des algorithmes à k t 1  mémoires et indécidables 

à la limite par des algorithmes à k mémoires ; 

- décidâbles 3 la limite par des algorithmes à k mémoires et indécidables à 

la limite par des algorithmes k'-stationnaires ; 

- décidables à la limite par des algorithmes k+l-stationnaires et indécidables 

à la limite par des algorithmes k. -s  tatlonnaires. 

2 - PROBLÈMES DE LA NATURE CONVERGENTE, TURBULENTE OU PÉRIODIQUE 

Une transformation algorithmique de suites,à chaque étape (c'est à dire 

pour chaque réponse) ne peut utiliser qu'un nombre fini de points de la suite 

traitée ( x  ), aussi est-il bien clair que dans le cas général, elle ne peut n 

pas être satisfaisante pour des questions du type "la suite (x ) est-elle n 

convergente ?"  ; une information supplémen~aire de nature globale est néces- 

saire. Donner cette information, revien~ à préciser ( x  ) E S, où S est une 
n 

famille plus ou moins pande de suites ; et plus la famille S est petite, plus 



cette information globale supplémentaire est précise, donc plus il est facile 

de trouver une transformation algorithmique satisfaisante pour la question sur S, 

Rechercher pour une question Q fixée quelle doit être la précision de l'infor- 

mation globale supplémentaire revient finalement au même que rechercher pour 

quelle famille S c l?, il existe une transformation algorithmique satisfaisante 

pour Q sur S : c'est ce que nous faisons ici. 

Les résultats que nous étab1Pssons à propos des questions de convergence, 

de périodicité et de turbule~ice montrent que, bien souvent, l'information 

globale nécessaire est assez fine. 

Déjà abordé dans Cl01 notre travail fut complété dans Cl91 dont nous reprenons 

ici la présentation, en lui adjoignant notamment des résultats de C141. 

( j j j )  bf.0~ Finil(E) 4 i  E n'a$ p u  compict ; 

( j w )  buh UStati(E) u Fini (E) pouh touA p > 1 h i  E po~h2de  au m o h  
P 

a . E désigne l'ensemble des points d'accumulation de E ; 

. APerE(E) = {(xn) e APer(E) 1 V x, y c A(xn):x # y => d(x, y) 2 E). 



Remarque è 

1°) Le résultat (i) indique que, savoir d'une suite (x ) qu'elle est ultérieu- n 

rement périodique, permet de décider de sa convergence, alors que d'après ( j ) ,  

savoir que (x ) est asymptotiquement périodique est insuffisant en général. n 

Le résultat (ii) signifie que, si en plus du fait que (x ) est asymptotiquement n 

périodique, on sait que ses valeurs d'adhérence sont mutuellement distantes de 

plus de E ( E  > O fixé), alors à nouveau la convergence est décidable à la 

limite. Le résultat (jj) montre qu'il est impossible de distinguer, à la limite, 

entre une suite ultérieurement stationnaire est une suite.turbulente. 

2O) Bien évidemment, si une famil.le S est conteniedans une famille 09 la question 

de la convergence est décidable à la limite, alors la question de la convergence 

est aussi décidable à la limite sur S. Inversement si S contient une famille 

de suites où la questiori de la convergence est indécidable à la limite, il en 

est de même pour S. Cette remarque avec le théorème 2 et les lemmes (parfois 

plus précis) de la démonstration permet de répondre à la question de la 

décidabilité à la limite: de la convergence pour toutes les familles de suites 

étudiées ici. 

30)  Les conditions portant sur E, énoncées dans ( j ) , ( j j 1, ( j j j ) et (jw) sont 

en fait nécessaires et suffisantes. 

En effet : 

. si E~ = , alors APer(E) = UPer(E), donc, dfaprès (i), la question 

est décidaùle sur APer(E) ; 

. si E est fini : U~tati(E) i~ Turb(E) CO~V(E) ; 

. si E est compact : Fini (E) = ~onv(~) ; 
1 

. si E possède moins de p 6lémerits alors : 

~iÇtati(E) u Fini ( E )  = U~tati.(E). 
P 



Démonstration 

(il Du lemme suivant, on déduit immédiatement (i). 

Démonstration du lemme 1 

Soit l'algorithme normal défini par : 

= X - fi(xo, XI, ..., Xi) = OUI <=> (xCil2] [i,2]+1 - ... = Xi) 
(Cal désigne la partie entière de a) 

Montrons que cet algorithme est satisfaisant pour la question de la convergence 

sur la famille considérée. 

Soit (x,) UStati(E) u (APer(E) - Conv(E)) 
- ou bien (x est ultérieurement stationnaire et alors il existe n 

i E N tel que si i 2 i : 
O O 

et donc l'algorithme est satisfaisant pour (xn) ; 

, - ou bien (x ) est asymptotiquement périodique de période p 2 2 et 
n 

alors il existe j tel que : 
O 

donc pour tout i > max (2p, 2jo) on a : 

et donc l'algorithme est satisfaisant pour (xn). 



( i i )  C'est une conséquence de l a  proposi t ion 2 démontrée p lus  l o i n  au paragraphe 2 

(j) Du leunne su ivan t ,  on dédui t  immédiatement (j). 

Lemme 2 

S O ~  E V&hi(*<uct EO # 0. 

La quesmn : "(x ) e s t - a e  converrgevcte ?" e s t  indéc idaMe  à 5z UmLte 
n 

1 h W  Conv(E) u UPer ( E l  pOuh XoLLt p E N ,  p 2 2 ,  
P 

Démonstration du lemme 2 

Supposons donné un algorithme normal (f ) s a t i s f a i s a n t  pour l a  convergence n 

s u r  Conv(E) u UPer ( E )  avec p 2 2 f i x é .  
P 

S o i t  ( a . )  une s u i t e  de p o i n t s  de E ,  deux à deux d i s t i n c t s ,  convergente ve r s  
1 

i 
yn = a s i  i e s t  p a i r  e t  s i  n e s t  un mul t ip le  de p,  i 
i 

J!n 
= a s inon,  

O O 
Posons x = ( y  . Cette s u i t e  é t a n t  périodique de période p,  il e x i s t e  

n 
O O O n r N t e l  que : fn (x0, xl, ..., x n = NON. 

O 

1 O 
O O 

Posons : x = x si n 5 n 
n n O y 

1 La s u i t e  ( x  ) e s t  conve$gente, donc il e x i s t e  n > n t e l  que : n 1 O 

1 1  
fn4 (x0, Xi, . . . , X1 ) = OUI.  

n, 

2 
La s u i t e  ( x  ) e s t  périodique de période p,  il e x i s t e  donc n2 > nl t e l  que : n 

O 1 2 
.En continuant a i n s i  indéfiniment, on o b t i e n t  des s u i t e s  (x,), x ,  (xn) ,  ..., 



i 
(xn) ,  ... e t  des  i n d i c e s  n < n < n < . < n < ... t e l s  que : 

0 1 2  i 
i i i 

s i  i e s t  p a i r  f  (xo9 xl, ..., x ) = NON, 
n' " : 

i i i 
s i  i e s t  impair  f  x ,  x  . x ) = O U I .  " : : 

O O O I 
a . . ,  X 

1 2  
La s u i t e  (xn)  = (xo, xl,  ..., X n ' Xn +1' ... ) v é r i f i e  

n  Xn +ï '  
O O 1 1 

donc que : 

s i  i e s t  p a i r  f  (x0, xl,  ..., x = NON, 
n.  n .  
1 l. 

si  i e s t  impair  f (xo,  xl, ..., x ) = O U I .  
n' "2 

Par cons t ruc t ion  l a  s u i t e  ( x  ) e s t  pour tan t  convergente c e  qu i  montre que n 

l ' a lgo r i thme  ( f n )  n ' e s t  pas  s a t i s f a i s a n t  sur Conv(E) u UPer (E).  
P 

Remarques 

1°) L a  démonstration di1 lemme 2 é t a b l i t  en f a i t  que l a  quest ion "(x n ) e s t - e l l e  

convergente ?"  n ' e s t  pas  semi.-mdêcidable à l ' i n f i n i  sur Conv(E) u UPer (El .  
P # 

Une étude complémenta2rc montre que l a  ques t ion  "(x ) e s t - e l l e  non convergente ?" n 

e s t  semi-décidablé? à LYnfi ; i l  sur Conv ( E )  u UPer (E) e t  même s u r  Conv(E) U 
P 

UPer (E ) .  

2O) En modifiarlt un peu l a  démonstration du lemme 2 ,  on o b t i e n t  que l a  ques t ion  

* 
de l a  convergence e s t  indéc idable  à l a  l i m i t e  s u r  Conv (È) u UPer ( E l .  Dans 

P 
* 

l e  théorème ( j )  on peut  donc remplacer APer(E) p a r  APer (E ) .  

S u i t e  de l a  démonstration du théorème 2 .  

O 1 i 
( j j )  Soient  (y,), (y,), ..., (y ), ... des s u i t e s  d é f i n i e s  de l a  façon su ivante  : 

n 

on prend (B.)  une s u i t e  de po in t s  deux à deux d i s t i n c t s  de E ((Bi) e x i s t e  c a r  
1 

on a supposé que E é t a i t  i n f i n i )  on pose : 

[ Y  = fih(n) 
si i e s t  p a i r ,  



où h (n )  e s t  donnée par  : 

( h ( o ) ,  h ( l ) ,  ... ) = ( O ,  0, 1 , 0 ,  1, 2, 0 ,  1 , 2 ,  3 , 0 ,  1, 2, 3 , 4 , 0 ,  o . . )  

i A p a r t i r  de c e s  s u i t e s  (y  ) on procède comme pour l e  lemme 2  en imposant en p lu s  
n  

l a  condi t ion  : 

n.  > 2ni-1- 
1 

i i 
Lorsque i e s t  p a i r  (x  ) e s t  t u r b u l e n t e ,  e t  Lorsque i e s t  impair  ( x  ) e s t  

n  xi 

ul té r ieurement  s t a t i o n n a i r e .  La eond i t  i o n  n .>Lni - : , s rme que l a  s u i t e  F i n a l e  bx ) 
1 n  

e s t  t u rbu len t e  a l o r s  que po1~~f-71~: pal ;. .; . a., . i-2 $-lm t o u t  1 impair : 

f ( x o >  X I ,  . .. , X ) = O U I .  " : n: 

O 1 i 
( j j j )  Soient (y,), ( yn ) ,  ..., ( y n ) >  ... des s u i t e s  d é f i n i e s  de  l a  façon 

suIvante .  On prend ( y . )  une s u i t e  n ' ayan t  aucun po in t  d 'accumulation, e t  on 
1 

i 
pose yn = y s i  i e s t  p a i r  e t  si n  e s t  p a i r ,  

n  
i 

y, = y  s i n o n .  
O 

On ~ r o c è d e  a l o r s  comme pour ( 7 ) .  

i) 1. i. 
(jw) Soiea t  (y  , (y,). .. . , ( y , ) ,  . . . des  s i i i tos  d e f i n i e s  de l a  façon su ivan te  : n  

on no te  Ô 
1 y 

Ô 2 )  . * .  6 p poirits d i s t i r i c t s  de E e t  on pose : 
P 

i 
Yn = 6-p s i  i e s t  pair*,  n 

i 
Y n  

= ( 5  s inon .  
O 

où nP désigne l e  r e s t e  de l a  d i v i s i o n  ei ic l iùienne de n  p a r  p .  

Eri imposant l a  conditiori  n .  > n  +P on ra i sonne  comme pour ( j j  ) . 
1 P - 1  

u 

1 Soient  l es  q u e d t i o n ~  Q : " (x  ) u t - & e  péhioéique ? "  
n  

(il Q e a t  décidabLe JRrtitt! a u  : 
n  
IJ UPer ( E )  ci Tuaib(E) peuh 2 0 ~ 2  4af la ian n ; 

p=3 P 



( j )  Q ut ind&&abte h la W e  dwr : 

( j j )  Q I  et Q" dont  i i z d ë d a b l . ~ ~  h h U e ?  d u  : l n 

1 ( j j j ]  Q ,  Q~ et qf l  sont  i n d é c i d a b l e d  à î~ U e  : 

1 F in i (E)  s i  E a p h  d ' u n  é&ém&. 

Ind ica t ions  pour l a  démonstration du théorème 3 

( i )  ( i i )  
i a  s u i t e  f i n i e  ( x  xly . . . >  x . )  

fi(xoy X . . . y  x . )  = OUI <=> 
1 ' 1 e s t  pér iodique  de période p I n I- 11 

(j) On procède comme dans J e s  demonstrations de ( j )  ( j j )  ( j j j )  e t  ( jw)  du 

O 1 i théorème 2, en u t i l i s a n t  l e s  s u i t e s  (x ) (x,), ..., ( ~ ~ 1 %  ... su ivan te s  : 
Tl 

(0) = ( B o ,  B o >  813 Bo, B I ,  6,s y B o y  819 $,y a . .  y B i ,  B o y  . . a  ; 

e t c  . . . 

2 2 
I 

2 
(x:) -- ( x O y  xl, . . v .  xn y fioy I,, eo, n,, , B ~ ,  ... ; 

2 



O (x,) = ( a ,  8, a ,  a ,  8 ,  a, a, a,  8, a, a,  a,  a ,  6 ,  ) ; 

e t c  . . . 
O 

Remarques 

1°) Le théorème 3 peut sembler t r è s  décevant c a r  f inalement  l e s  f a m i l l e s  de 

s u i t e s  pour l e s q u e l l e s  Q ,  Q '  ou QI' son t  décidables  à l a  l i m i t e  sont  très p e t i t e s  

e t  l ' a lgo r i thme  permettant  l a  déc i s ion  e s t  presque év ident .  Cependant l e s  

p a r t i e s  ( j ) ,  ( j j )  e t  ( j j j )  du théorème montrent que ce n ' e s t  pas  la  peine de 

chercher  des r é s u l t a t s  p o s i t i f s  p l u s  é l abo rés  c a r  dès qu'on g r o s s i t  un p e t i t  peu 

l a  f a m i l l e  considérée en ( i l ,  Q devien t  indéc idable ,  e t ,  de même, dès  qu'on 

g r o s s i r  un p e t i t  peu l a  f a m i l l e  cons idérée  en ( i i )  Q '  e t  Q" deviennent indé- 

c idab le s  . 

2 O )  Les condi t ions  énoncées en ( j )  ( j j )  e t  ( j j j )  sont  en f a i t  néces sa i r e s  e t  

s u f f i s a n t e s .  

. 
3O) Les démonstrations suggérées pour ( j )  ( j j )  e t  ( j j j )  permettent  s i  on l e  

veut de montrer p l u s  précisément que s u r  l e s  3 f ami l l e s  de s u i t e s  envisagées,  

Q ,  Q '  e t  Q" s o n t  non semi-décidables à l a  l i m i t e ,  a i n s i  que l e u r s  négat ions.  

(i) u P e r  ( E )  u Turb(E1 p o a  XO& O'tA%&t n ; 
p = i  P / rA ai ind<cidohle a lu Limirr a r t  



Démonstration 

(1) : résulte du théorème 3 (ii) 

(j) : résulte du théorème 2 ( j j )  

(jj) : résulte du théorème 3 (j). 

Nous présentons dans ce paragraphe deux algorithmes permettant de 

déterminer le nombre de points d'accumulation pour des suites appartenant à 

des familles que nous explicitons. Les domaines d'efficacité de ces deux 

algorithmes sont distincts et pour les définir, nous avons du utiliser les 

notions de force dVnr,pointd1accumulat ion et de rapidité d'une suite (vo i r  

annexe i). Les deux algorithmes sont assez simples et naturels ; avec les 

résultats négatifs concernant ce type de problème (voir 5 4) on est amené à 

conclure que pour ce qui est de la question du nombre de points d'accumulation 

O; bien les algorithmes existent et alors sont naturels et simples ou bien ils 
.- 

sont impossibies. Ce type de problème avait déjà été abordé dans Cl01 [Ill C131. 

E est un espace métrique dont la distance est notée d. 

Sait ~ ( p )  E Conv CRt). 
0 

Soit ( B ( p ) )  une suite d'entiers telle que : 



Algorithme NPA [~(p), $(p)l 

Etape p 

On dispose des points xp, x ~ + ~ ,  ..., x 
B(p) ' 

On propose la réponse r , oh r désigne le nombre de composantes connexes du 
P P 

graphe (non orienté) dont les soinnets sont les points xp, x ~ + ~ ,  ..., x 
B(p) et 

dont les arcs sont définis par les paires {x x 1, telles que : i' j 

d(xi, x.) 5 ~(i) + ~(j). 
3 

Exemple de fonctionnement de l'algorithme NPA[E(~), B(p)l 

1 E = I R ;  ~ ( p )  = - '  
p+l 

, Np) = 2p ; 

E t a p  O 

Le graphe a un seul s-t x , et aucun are. 
- - w - 

r = 1. 
O 

Etape 1 

Le graphe a deux sommets x 
1' X2' et aucun arc : 

r = 2. 1 

Etape 2 

Le graphe a trois sommets x2, x3, x4 et aucun arc : 

Etape 3 

Le graphe a quatre sommets x x4, x5, x6 et un arc unique Ir 3 ' 33 X6} ' 
r3 = 3. 

Etape 4 

Le graphe a cinq sommets x4, x5, x6, x7, x8 et deux arcs {x4, x7} et {x5, x8} : 

r = 3. 4 

etc . . . 



On vérifie que pour tout p r 3 : r = 3. Le choix de la suite d'indices B(p) 
D 

est essentiel, et selon que (x ) possède des points d'accumulation plus ou moins n 

difficiles à détecter (par exemple de force nulle ou non) il faut choisir B(p) 

rapidement croissante ou lentement croissante. On peut obtenir en particulier: 

L S o i t  B(p) ZeL(e que : 3 po €34, v p r p : B(p) 2 p . 
O 

+ S o i t  ~ ( p )  Conv0Q 1. 

L ' atgo&hme NPAC ~ ( p  ) , B(p) 1 ut 6aidant p o w  la q u a G a n  "quel 

l e  nombu de poULt d ' u c c u m W n  de (xn) ?" 6W Fini + (El. 
E(P 

(E) est la famiile de suites définie par : 
Fini S f E )  

# (x ) possède un nombre fini de points d'accumulation, n 

d'eux est de force strictement positive et 
n 

!x ) est de rapidité ~(p) (voir annexe 1) 
n 

Démonstration 
L1 L 

Soit (x ) É ~ini+ ayant k points d'accumulation que nous noterons y 1' Y29 * . - Y  
4 

n €(pl 

Soit € > 0, défini par : 
Li 

E =min {d(Yi. yj) 1 i, j E {l, 2, .... k} i f j}. 
Soit p tel que pour tout p 2 p : 

O O 

Montrons que pour tout p 2 p r = k. 
0' P 

Pour cela, on établit que : 



( a )  u el, 4, {1, 2 ,  ... , k}  : e, # 1, =' 

La r e l a t i o n  ( a )  montre que l e  nombre de composantes connexes du grache e s t  

au moins k  ; l a  r e l a t i o n  ( b )  moritre q u ' i l  e s t  au  p l u s  k .  

t 
So i t  p E IR . Soient  a ( p ) ,  $ ( p l  deux s u i t e s  d ' e n t i e r s  t e l l e s  que : 

p E iN : B(p) 2 a ( p )  2 p. 
$ 

Algorithme N P A ' C P ,  a(p) $ ( p ) I  

Etape p - 

On dispose  i.er pci.nts x 
a ( p > '  X a ( p ) + ~ y  

.... X 
B(p) ' 

On propose l a  réponse r où r désigne l e  nombre de composantes connexes du 
P '  P 

graphe (non o r i e n t é )  dont l e s  sommets sont  l e s  p o i n t s  x x 
a ( p )  ' a ( p ) t l Y  . ' X ~ ( p )  ' 

e t  dont l e s  a r c s  sont  l e s  p a i r e s  ( x  x . )  t e l l e s  que : 
i' J 

d ( x i d . )  2 2p/5. 
3 

Exemple de fonctionnement de l ' a lgo r i thme  NPACp, a ( p ) ,  @ ( p ) l  



Etape O 

Le graphe a 5 sommets qui sont : 

x = 5 ; XI = 0;x2 = 4;x3 = o;x4 = 2,5, 
O 

il y a 1 arc : {xl, x3} ; et donc r = 4. 
O 

Etape 1 

Le graphe a 5 sommets qui sont : 

x = 2,5 
5 ; x6 = 2,25 ; x7 = 2,75 ; x = 1,125 ; xg = 1,875, 

8 

il. y a 3 arcs : {x5, x },{x5, x },{xg, x6} ; et donc r = 2- 6 7 1 

Le graphe a 5 sommets qui sont : 

il y a 2 arcs : {x , xI4} {X , x12} ; et donc r = 3. 
11 10 2 

etc . . . 
On vérifie qu'à l'étape p r 2, il y a 5 sommets et 2 arcs et donc r = 3. 

P 

P&opoafion 2 - 

S o i $  p E IR+*. S o i t  E une p a h t * ~  compacte de d .  L ' d g o u h e  NPA1 Cp, p ,  

e ~ . t   bati in bai na nt poutr lu quellaXon " q u d  ut Le nombhe de pointd d'accumulatkorz 

+ de (xn) ?"  6 W  Fini ( E ) .  
P 

+ 
Fini (El est la famille de suites définie par : 

P 

I (x ) a un nombre fini de points d'accumulation n 
+ - A - 

(x ) E Fini ( 1  < =  yl,Y2, ,YL,chacun d'eux est de force strictement n P 

i f j => d(yi,y.) > P .  ( positive et : V i, j E (1,. . . ,LI . 
3 

Démonstration 

3 
- A A 

Soit ( x  ) E Fini ( E l ,  Soient y 
P y2, ..., y1 ses points d'aceurr:ulation. Posons : n 



I l  e x i s t e  p  t e l  que : V p 2 po : x E V. 
O P  ( *  1 

m 
(po e x i s t e  c a r  on a  supposé que E é t a i t  une p a r t i e  compacte de IR ) 

I l  e x i s t e  pl 2 po t e l  que pour t o u t  i E (1 ,  2, . . . , 1 )  : 
r l  

S o i t  p  2 p  l a  r e l a t i o n  (*)  e n t r a î n e  que : 
1 y 

qu i  avec l a  r e l a t i o n  (**) montre que r 2 e. 
P  

r e l a t i o n  (* )  donne a u s s i  que : 

2 V n n  E { p ,  p t l ,  . .. , p 1, nl Z n2,  1' 2  
A 

x E B(yQ1, ~ / 5 )  n 
3 .et 1 1 = > d ( x  , x ) I 2p/5, - n 

x E B(yL,,  p/5 1 "2 n  2 

qui montre que r 5 L, e t  donc f inalement  que r = L. 
P P  

Remarque 

Le c o e f f i c i e n t  2p/5 qu i  a p p a r a î t  dans l a  d é f i n i t i o n  de l ' a l g o r i t h m e  NPA'  

p o u r r a i t  ê t r e  remplacé p a r h p  svec O < h < 1/2.  

Thtohëme 5 

La pue6fion : "Quel ut le nombhe de point6 dlaccumuPation de (xn )  ? "  e6t 

décidabke à la M e  

(i) 6uh F'init ( XC(UPL Que 6 o a  ~ ( p )  É ~ o n v ~ m + ) )  
E ( P f 

( i i )  6uh ~ i n i + ( ~ )  (QU& que d 0 i - t  p E IR+* Ct E compact deIRm) 
P 



Démonstration 

(i) Proposition 1. 

(ii) Proposition 2. 

(iii) voir Proposition 5 du § 4. 

ASYMPTOTIQUEMENT PÉR IOD IQUE 

Le problème de la détermination algorithmique de la période de suites 

est intéressant car sans être résoluble globalement (voir proposition 51, 

il est abordable de manières variées, chaque méthode donnant lieu à des 

algorithmes relativement efficaces de domaines d'efficacité différents. 

La première méthode que nous présentons (méthode des coefficients 

détecteurs) est basée sur des calculs de moyenne de distances mutuelles entre 

points de la suite ; l'étude de ces différentes moyennes permettant de trouver 

(ou plutôt de présumer) de la période de la suite traitée. Selon la nature de 

1 ' information globale dont on dispose, quatre algorithmes peuvent être utilisés 

chacun fonctionnant correctement pour des familles de suites bien déterminées 

(voir les expériences numériques). La seconde méthode envisagée (méthode par 

barycentres) est fondée sur l'idée que lorsqu'une suite est asymptotiquement 

périodique, tous les points de la suite sont proches de certains barycentres 

bien particuliers de famillesdes points de la suite. Bien que nécessitant 

sensiblement plus de calculs que la première méthode, ces algorithmes par 

barycentres sont très efficaces comme l'établissent nos expériences numériques. 



Le texte de ce paragraphe est une synthèse de diverses publications de l'auteur 

sur le sujet : L'101 Cl11 Cl21 Cl31 FI41 r 1 9 1  C201. 

Notations 

-k 
Si k et n sont deux entiers donnés (k r 1) on notera n (où n quand il ne peut 
y avoir d'ambigüité sur k) le reste de la division euclidienne de n par k (par 

exemple z7 = 6) 

a) ~éthodes de coefficients détecteurs 

Soit (x ) une suite de points de l'espace métrique E. 
n 

On pose : 

Le lemme suivant indique les propriétés des coefficients i (p) qui nous permet- r 

troné d'établir plus loin la convergence des algorithmes Il, 12, 13, 14. 

Lemme 1 

* 
( i )  pOüh Z0uZ r E IN, i (p) est convergente ; 

r 

b i  P e6.t un rn&ple d e  k &OU : lim i,(p) = O 
P- 

lim i (p) > E  ~min{d(~ y.,) 1 j f j l ) > O  
r O 

P- 
j' I 

5 = max{d(y yjl 1 1 j # j ' }  
j ' 



(Li) 2 exibte  pl E IN id que powr t o u t  p 2 pl : 

Démonstration 

( i) Soi t  r un mult iple de k ,  l a  s u i t e  (d(x  x ) ) i  converge vers  O ,  donc l a  i' i+r 

s u i t e  : 

converge vers  O ( c ' e s t  une conséquence du r é s u l t a t  c lass ique  : 

n 
l i m  U l => l i m  1 Ui/n = 1) .  

n n- n - ~ a  i=l 

S o i t  maintenant r un e n t i e r  non mul t ip le  de k ; l e s  s u i t e s  

son t  convergentes respectivement vers  d(y  , y d(yl,  Y~+I), - - - ,  d ( ~ ~ - ~ ,  
O 

yr+k_l  ) e t  donc l a  s u i t e  : 

converge vers  d(y , y;)/k ( tou jours  en ver tu  du r é s u l t a t  rappelé p lus  hau t ) .  
O 

De même : 



converge vers d(yl, yi+,)/k, 

etc . . . 

En sommant, on obtient donc : 

(ii) Soit p tel que : 
O 

Y p 2 p o  : d(x - )  S E =  E /8.  
pY Y~ O 

Soit p > p tel que : 
1 -  O 

Soit p' t 4p1. Donnons-nous p 2 p ' quelconque et r E (2, 3, . . . , pl non 
multiple de k. Puisque p 2 po on a : 

et donc : 

d(x d(xiy 
i=l i=po 

ir(p) = 2 2p-r 2p-r 

Prenons maintenant pour r un multiple de k. On a : 



Po- Po 
C d ( x  i9 x itr 1 f r  d(x .  i ,x itr 1 

1 i= 1 i = p  t1 
5 - t O 

t 
O 

P P 2p-r 

Po Po 

1 d(xi  ,y-) 11-11 1 d(y=,xitr 
i = p  -r+l 

2'f-r d (x  x 1 
i=po- r+ l  i = p  t1 i' itr 

2 E" t O + t 
O 

P P 2p-r 

- - 
(Comme r e s t  un mul t ip l e  de k : itr = i e t  donc y- itr = 

5 E" t E '  t E t 2~ = E /16 t E /16 t ~ ~ / 8  + ~ ~ / 4  = ~ ~ / 2  
O O 

(**> 

Les r e l a t i o n s  (* )  e t  (**) montrent que pour p 2 p l ,  (Pk) e s t  v é r i f i é .  

n 

Pour déterminer  l a  pér iode d t u n e  s u i t e ,  l e  lemme précédent suggère de 

c a l c u l e r  l e s  c o e f f i c i e n t s  i ( p l  ( p  f i x é  r E ( 1 ,  2,  . . . , p l )  ; l e s  p l u s  p e t i t s  r 

donneront s o i t  l a  pér iode recherchée,  s o i t  des mu l t ip l e s  de c e t t e  pér iode.  

Toute l a  d i f f i c u l t é  e s t  de d i s t i n g u e r  ce qu i  e s t  mu l t ip l e  de ce q u i  ne l ' e s t  

pas .  Les d i f f é r e n t e s  " s t r a t é g i e s "  p o s s i b l e s  d é f i n i s s e n t  des  algori thmes.  

Avant de l e s  d é c r i r e  de façon p r é c i s e ,  exposons de manière imagée l e  

p r inc ipe  de l e u r s  fonctionnements. 

Supposons pa r  exemple ( t a b l e a u  1 p 7 5 )  que nous d ispos ions  des  po in t s  
. - 

xo, xl, . . . , x ( p  = 101, nous pouvons c a l c u l e r  i ( IO) ,  i 2 (  IO), . . . i (10) 2 O 1 1 O 

e t  o b t e n i r  un graphique comme l e  su ivan t  : 



Figure 1 

- D'après l e  l e m e  1 l e s  c o e f f i c i e n t s  i ( IO) ,  i 6 ( 1 0 ) ,  i (10)  q u i  sont  
3 9 

p l u s  p e t i t s  que l e s  a u t r e s  on t  des i n d i c e s  qu i  doivent  ê t r e  des  mu l t ip l e s  de 

l a  pér iode ( i c i  3 ) .  

L'idée l a  p l u s  simple cons i s t e  à proposer comme réponse l ' i n d i c e  r du 

p l u s  p e t i t  i (10 )  ,r E (1 ,  2 ,  . . . , 101, mais l e  lemme 1 ne nous g a r a n t i t  que r 

l ' o b t e n t i o n  d'un mul t ip le  de l a  pér iode k  e t  non pas l a  pér iode elle-même. S i  

l ' o n  dispose d 'une information supplémentaire p a r  exemple que k e s t  un nombre 

6 
premier  (k E M = ( 2 ,  3 ,  5 ,  7 ,  ... 1 )  a l o r s  l a  méthode cons i s t an t  à proposer  

l ' i n d i c e  r du p l u s  p e t i t  i ( p )  avec r E M n ( 1 ,  2 ,  ..., p l  pourra  ê t r e  i n t é r e s -  r 

s a n t e  ( v o i r  théorème 2 ) .  C ' e s t  l ' a lgo r i thme  I1(M). 

Sans information s p é c i a l e  s u r  k ,  l a  p a r t i e  i i )  du lemme 1 suggère de 

r ega rde r  s ' i l  n ' e x i s t e  pas  une l i g n e  ho r i zon ta l e  (en  p o i n t i l l é s  s u r  l e  d e s s i n )  

séparant  l e s  p o i n t s  en deux ensembles, c e l u i  du bas correspondant à des mul t ip l e s  

d 'un même e n t i e r .  



Dans notre exemple il n'y a qu'une seule façon de faire cette séparation 

et elle correspond à l'entier k = 3. 

C'est le principe de l'algorithme 12 qui propose le plus petit entier 

k 2 2, tel qu'une telle ligne existe. 

A défaut d'information sur la période k il se peut que l'on ait une 

idée a priori de la distance mutuelle des points d'accumulation de la suite 

traitée. 

b 
Si cette distance mutuelle est supérieure à p ~ ~ t * ,  toujours d'après le 

lemme 1, on sait qu'à partir d'une certaine étape les coefficients correspondant 

aux multiples de k seront plus petits que p et les autres plus grands. En 

traçant donc une ligne horizontale au niveau p et en proposant comme réponse 

à l'étape p le plus petit indice r des i (p) en dessous de cette ligne, on 
r 

finira par obtenir la période. C'est le principe de l'algorithme I~(P). 

L'algorithme I ~ ( E )  est basé sur une idée semblable, sauf que d'une 

étape à l'autre on ne prend pas nécessairement la même ligne pointillée. On 

fait dépendre celle-ci du calcul de i (p) et par exemple on place la ligne 
1 

pointillée à hauteur il(p)/lO. 



Algorithme Il (M) (M sous-ensemble fixé de IN*) 

Etape p; 

On dispose des points (xl, x2, . . . , x ) ; 
2~ 

On calcule ir(p) pour r E M n 1 2, ..., p} ; 

On propose la réponse Nl(p) = j avec j tel que : 

i.(p) = minii ,(p) 1 j' E M n (1, 2, ..., p)}. 
1 j 

Algorithme 12 . 

Etape p: 

On dispose des points (xl, x2, ..., x ) ; 
2~ 

On calcule il(p), i2(p), . . , i (PI ; 
P 

On propose la réponse N2(p) = min j E ( 2 ,  3, ..., p} 1 (pj)) 
(s'il n'existe aucun j vérifiant (P.) on pose N~(P) = 1). 

1 

Algorithme 13 (p )  ( p  : constante > O fixée) 

Etape p: 

On dispose des points (x 1y X23 rn - o s  X ; 
2~ 

On propose la réponse N3(p) = min { j  E (1, 2, ..., pl 1 i.(p) PI 
3 

(s'il n'existe aucun j tel que i.(p) 5 p on pose N3(p) = 1). 
1 

Algorithme 14 (E) ( E  : constante > O fixée) 

Etape p; 

On dispose des points (xl, x2, . . . , x ) ; 
2~ 

On calcule il(p), i2(p) , . . . , i (pl ; 
P 

On propose la réponse N4(p) = min {j  E (1, 2, ..., p} 1 i.(p) 5 E il(p)} 1 

(siil n'existe aucun j tel que i.(p) 5 E il(p) on pose ~4(p) = 1). 
1 



* + *  + * 
Soient  M c IN , p E IR , E E IR , on pose : 

* * 
APer (E) = {(xn)  r A P ~ ~ * ( E )  1 ( x  ) e s t  de ~ k r i o d e  2 2 e t  

n  
( 1 )  . 3 n E N ,  3 ! j  2 2, Y n > n  : ( P j ) }  , 

O O 

A P ~ ~ * ( E )  = { ( x  ) r  A P ~ ~ * ( E )  1 p < min { d ( ~ ~ , y ~ )  1 i # j} )  ; 
P n 
* 

APerCE1(E) = {(xn)  E A P ~ ~ * ( E )  1 
min {d(Yi, y j )  1 i # j l  2 ~ m a x  {d(yi,  y j )  1 i Z j}}. 

SOL$ Q Ra q u u t i o n  ltqucUe ut l a  péhiode de la s d e  (x,) Tt'. 
* +* Soie& M clN , p €IRt*, E rIR . 

( i l  I ~ ( M )  e6-t 6ati6dai6ant p O U h  Q 6ilil A P ~ ~ ; ( E )  h i  M ne cona%2nt pa6 deux 

m W p l e b  l ' u n  de l ta&e,  

(&) 1 2  e 6 X  s u 2 A b d a n t  poilil Q d u t  A P ~ ~ * * ( E ) ,  

I 3 ( p )  &dR hdh&.hanf pouh Q 6uh  A P ~ ~ * ( E ) ,  
P 

( * V I  ILI(€) e6.t 6aCh6a i~an t  poUh Q 6W AperCE1(E). 

~ é m o n s t r a t i o n  

( i l  S o i t  (xn)  r A P ~ ~ ; ( E ) .  S o i t  k  r M l a  pér iode de (x 1. 
n 

D'après l e  lemme 1 ( i i ) ,  à p a r t i r  d 'une c e r t a i n e  é t a p e  p l a  p r o p r i é t é  ( P  ) 
1 ' k 

s e r a  v é r i f i é e  e t  on aura  donc Nl(p)  = k. 

( i i )  S o i t  (xn)  E A P ~ ~ * * ( E ) .  S o i t  k l a  pér iode de (x 1. 
n 

D'après l e  lemme 1 ( i i ) ,  il e x i s t e  p  t e l  que : 
1 

Y p 2 pl : (Pk)  

(1) La prapriété (P .) est d é f i n i e  au lemme 1 p 65. 
3 



Par  hypothèse,  il e x i s t e  p  2  t e l  que : 

V p 2 p2 : 3 ! j  : ( P . ) ,  
3 

il en r é s u l t e  que pour t o u t  p  2  max , P ~ } ,  on a  N2(p) = k .  

* 
( i i i )  S o i t  (xn)  s APer (E) .  S o i t  k l a  pér iode  de (xn ) .  

P 

D'après l e  lemme 1 ( i ) ,  on a  : 

l i m  i ( p l  = O ; 
k 

r < k => l i m  i ( p )  2  = min {d(yi 9 Y j  > 1 i # j ) > p  
r 

P- 

A p a r t i r  d 'une c e r t a i n e  é t ape  p 1 ' on au ra  donc : 

i ( p l  P; k 

< k => i ( p )  P ,  
r 

e t  donc N3(p) = k 

* 
(iv) S o i t  (x,) e APrr (E ) .  S o i t  k l a  pér iode  de ( x  ). C €1 n 

Le lemme 1 ( i )  nous donne que : 

l i m  i ( p )  = O ; 
k 

< k = l i m  i ( p )  2  =min{d(y i ,  Y ) 1 i # j }  
r 

P- 
j 

5 ci = max{d(yi, y j )  1 i # j } .  

A p a r t i r  d'une c e r t a i n e  é t a p e  p 

O 
r < k = > i ( p ) - ~ i ( p ) 2  > O ;  

r 1 

e t  donc : N ~ ( P )  = k .  

Remarques 

lo) S i  à p a r t i r  d 'une c e r t a i n e  é t ape  il semble que M(p) = P.G.C.D. ( ~ l ( q ) l q z p )  

e s t  cons tan t  a l o r s  M(p) e s t  un mu l t i p l e  de l a  pé r iode  cherchée e t  donc s i  M(p) 



est un nombre premier c'est la période cherchée. En particulier, si dans la 

suite (Nl(p)) apparaît régulièrement un même nombre premier q, c'est la période 

cherchée. 

+* 2 
2O) Si l'espace E est discret et qu'il existe peR tel que V (x,y) E E : x f Y 

=) d(x, y) p (ce qui est vérifié quand E est fini) alors l'application de 

* 
l'algorithme I3(p) sera satisfaisante pour toute suite (x ) E APer (E) (ceci 

n 

ne contredit pas la proposition 5 qui ne s'applique pas quand E est trop 

simple : voir remarque 1 de la proposition 5 ) .  

* 
Si donc on cherche 2 diterminer la période d'une suite x 6 UPer ( E )  

il suifira de munir E de la distance d i s c r k e  (d(x, y! = O si x = y, d( x, v )  = 1 

si x # 7 )  et d'ay~liquer 13(n! avec 9 < 1. 

Divers essais numériques ont été faits, en particulier à partir des 

suites engendrées par l'itération x 
n+ 1 

= f(xn). 

Nous avons par exemple considéré les fonctions f définies par : 
k Yg 

fk ,g 
(x) = g(x - E(x + 1/21] + E(x + 1/2) + lk 

où E(x) désigne la partie entière de x, et où g est une fonction de C-1/4,+1/41 

dans lui-même, contractante. 

De telles fonctions f sont continues sur A u Ci-l/4,i+1/41 
k,g oG<k 

et pour toute valeur x E A .  La suite définie par x = f(x ) est asympto- 
O nt 1 n 

tiquement périodique de période k. 

1,1 Avec k = 5, g(x) = x , x = 0, 2 les premiers points de la suite sont : 
O 



A l'étape p = 10 les coefficients détecteurs sont : 

Tableau no 1 
(1) 

n 

O 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

(1) Calculs effectués sur micro-ordinateurs P.E.T. Commodore en collaboration avec 
M. Le Helloco. 

Tableau no 2 
(1) 

ce qui en les classant par ordre croissant donne : 

i3(10)ii6(10)ii 9 (1O)ii 1 O (lO)~i~(lO&i~(lO)ii (l.0)<i2(10)G. (lO)<i (10) 
1 5 8 

x 
n 

0, 2 

1,17026 

2,14264 

O, 11740 

1,09476 

2,07486 

O ,07777 

1,04344 

2,03174 

0,02248 

j 

1 

2 

3 

4 

5 

Sur cet exemple, on le voit donc, les algorithmes Ilm), 12, I3(p) 

(pour p < 1 ,3) et I4(&) (pour E 1) fournissent la bonne réponse. 

n 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

i.(lO) 
3 

1,31277 

1,34114 

O ,02238 

1,30141 

1,35180 

x 
n 

1,01538 

2,01013 

O, 00640 

1,00386 

2,00221 

O, 00120 

1,00061 

2,00029 

O ,00012 

1,00005 

j 

6 

7 

8 

9 

10 

i.(lO) 
3 

O ,04681 

1,28936 

1,36180 

0,06732 

1,27372 



Cependant diverses autres expériences nous permettent de conclure que : 

- Ilm) peut parfois être mis en défaut, en particulier quand la suite 

(x 1 oscille autour de ses points d'accumulation. 
n 

- 12 bien que moins souvent mis en défaut que Il@) peut l'être et 

surtout en dimension m 2 2. 

- I 3 ( p )  peut toujours s'adapter, la difficulté étant le choix de p 

qui nécessite une évaluation a priori de la distance mutuelle des points d'accu- 

mulation de (x,). 

- I4(&) peut toujours s'adapter et le choix E = 0,2 (ou plus rarement 

€ = O 1) se révéle satisfaisant. D'un point de vue numérique 14(&) semble donc 9 

être le meilleur des quatre algorithmes. 

b )  Méthodes par barycentres 

Donnons d'abord la définition suivante qui va nous servir à construire 

nos algorithmes. 

Définition 

Soit (x,, x ~ + ~ ,  ..., x ) une suite finie d'éléments d'un espace vectoriel m 

normé E (dont on notera d la distance associée à la norme). 

t 
Soit E E R  et k EN. On dit que k est une période à E près de (x x 

n3 n+i9 * a ' 9  m )  

si ( 1 )  . 

i c { O ,  1, . . . , k-1) 
(Pk,E) 

jk : i => d(x 
j ' 

G(k, il) 5 E: 

V j in, ntl, ..., ml 
où on a posé : 

m - 
G(k, i) = 7 x / card {j 1 n 5 j ~ m ,  j = i) 

- j j =n 
5z-i 

(En prenant un point tous les k points on constitue k paquets dont on 

considère les barycentres G(k, i) puis on regarde si les points d'un paquet sont 

proches du barycentre de ce paquet). 

-k - 
( 1 )  Les notations y , y sont été introduites page 65. 



Remarque 

+ 
Tout e n t i e r  k 1 m-nt1 e s t  pé r iode  à O p r è s  ( e t  donc à E p r è s  pour E € I R  ) de 

l a  s u i t e  ( x  x  ..., xm) ; a u s s i  s e u l e s  l e s  pé r iodes  < m-n+l o n t - e l l e s  un 
n '  n + l '  

i n t é r ê t .  

Exemple 

S o i t  l a  s u i t e  ( 0 ,  6 ,  15, 1, 4 ,  14,  Q, 5 ,  16 ) .  

, G(3, 1 )  = 5,  G(3, 2 )  = 15. . 3 e s t  ~ é r i o d e  à 1 près  c a r  G ( 3 ,  0) = - 3 

. de même 6  e s t  pér iode  à 1 p r è s .  

. pa r  con t r e  1, 2 ,  4,  5, 7 ,  8 ne sont  pas  pér iodes  à 1 près .  

Algorithme J 1  ( € ( p l ,  ci(p),  B(p))  

( € ( p l )  e s t  une s u i t e  de nombres r é e l s  p o s i t i f s  convergeant v e r s  O ( i . e .  

1 1 I I 1 1 1 I f 1 I I I  i 

( a ( p ) )  e t  (B(p) )  son t  des s u i t e s  d ' e n t i e r s  t e l l e s  que : 

O 1 2 3 4 5 6 7 8 10 1 1  12 13 14 15 l 7  

X3 X4 X7 1 X5 X2 X~ 

Figure 3 

i I i I I 

l i m  a ( p >  = tm, B(p) 2 a ( p )  
p++" 

Etape p  

On prend l e s  p o i n t s  x  a ( p ) '  X a ( p ) + l '  . ' '  ' X ~ ( p ) '  

On propose l a  réponse Nl(p) : l a  p l u s  p e t i t e  ~ é r i o d e  à E(P)  ~ r è s  de l a  s u i t e  

Algorithme 52 ( E ,  a ( p ) ,  B(p))  

E e s t  un nombre r é e l  p o s l t i f  donné  ; 

a ( p )  e t  A(p) son t  des s u i t e s  d ' e n t i e r s  t e l l e s  que : 



i i m  a ( p >  = tm, B(p) 2 a ( p ) .  
P- 

Ctape p 

On prend les p o i n t s  x 
a ( p ) '  X a ( p ) t ï '  X ~ ( p >  

On propose l a  réponse N2(p) : p l u s  p e t i t e  pér iode  2 E près de la suite 

X 
( X a ( p ) '  a ( p ) t 1 3  . * . y  ~ ( p ) ) .  

+ * 
S o i t  ( ~ ( p ) )  L  con^^^^*), s o i t  E 6 R , on pose : 

APer 
€(PI  

( E )  = APer(E) n F i n i  (El , 
& ( p l  

APer (E) = APer(E) n F i n i  (E) . 
P P 

PtopobXan 4 

S o L t  Q la quesfion 'quelle ut la péuode de la b d e  (xn )  1" 

Soient E(P) ConvO + p n t * .  

(il JI ( & ( p l ,  p ,  2p) e6.t d a t i d d d ( U 1 . t  peuh Q n M  APerh(p) (E) ,  

{ i k )  2 2  ( ~ / 5 ,  p ,  2p) u.t baa%@i~ant p a u h  Q bUh APer (E) .  
P 

~ é m o n s t r a t i o n  

( i l  S o i t  ( x  1 E APer? 
CCP) 

( E l ,  s o i t  k  s a  pér iode .  
n 

On note  y Y I ,  . * - Y  
Yk- 1 l e s  l i m i t e s  des s u i t e s  (xnk ) ,  ( x ~ ~ + ~ ) ,  ..., (Xnk+k-l)  ' 

e t  on no t e  z  1, Z 2 ,  -.., Z 
k  ' l e s  p o i n t s  d 'accumulation de ( x  ) ( k '  2 k )  . 

n  

Par  hypothèse,  il e x i s t e  p  t e l  que : 
1 

S i  p  r p  a l o r s  : 
1 ' 

2 ~  - 
d(~(k, i l ,  yi)  - 1  d ( x ,  yi)  / ca rd  {j 1 p  5 j S ~ P ,  j 

j=p  
j 

I j = i  

ce  qu i  s i g n i f i e  que ( P  ) e s t  v é r i f i é e ,  e t  que donc à p a r t i r  de l ' é t a p e  p  
k , ~ ( p )  1 ' 

k  s e r a  une pér iode  à ~ ( p )  près  de (x ..., x 1. 
P' 2 ~  



S o i t  r < k ,  il nous s u f f i t  maintenant de montrer qu ' à  p a r t i r  d 'une c e r t a i n e  

é t ape  p ,  r n ' e s t  p l u s  pér iode  à ~ ( p )  près de  ( x  . . . , x 1. 
P ' 2~ 

L'une des  s u i t e s  ( x  1, ( x ~ ~ + ~ ) ,  ..., ( X n r + r - l  1 n ' e s t  pas  convergente ,  s o i t  n r  

( X n r + i  ) .  Cet te  s u i t e  e s t  asymptotiquement pér iod ique  de  pér iode au  p l u s  k .  

So ien t  : 

zl ,  z2 6 {Y,, Y I ,  - 9  Yk-l}Y z1 + z29 

deux de s e s  po in t s  d 'accumulat ion.  On pose : 

S o i t  p  E N t e l  que : 
1 

S i  p  2 p d 'après  c e  que l ' o n  v i e n t  de v o i r  : 1 

e t  donc s o i t  j s o i t  j v é r i f i e  : 
1 ' 2 

On a  donc montré que : 

3 i c { O ,  1, *.., k-1) 

3' = i e t  d ( x 2 ,  G ( r ,  i)) > ~ ( p )  
J 

3 j E { p ,  p + l ,  . .. , 2p) 



ce qu i  s i g n i f i e  qu'à l ' é t a p e  p (pour p 2 pl) , r n ' e s t  pas période à ~ ( p )  

p rès  de ( X  , x ~ + ~ ,  ..., x 1. 
P 2~ 

( i i )  On procède de manière analogue. 

Remarque s 

1°) La proposi t ion  4 r e s t e  v ra ie  s i , a u  l i e u  de prendre l e s  algorithmes, 

J l ( € ( p ) ,  p,  2p) e t  J ~ ( E ,  p, 2p) on prend l e s  algorithmes J l ( ~ ( p ) ,  a ( p ) ,  B(p)) 

e t  J2 ( s ,  a ( p ) ,  B(p)) avec : 

l i m  a ( p )  = l i m  (B(p) - a ( p ) )  = l i m  (B(p-1) - a ( p ) ) )  = +- . 
PW P+03 Pm 

2O) 11 e s t  poss ib le  de d é f i n i r  une a u t r e  notion de période à E près  pour 

une s u i t e  f i n i e  en remplaçant (P ) par : 
k , ~  

(p 'kyE'  1 
v -j2e Cn, n + 1, ..., m l  

Avec c e t t e  d é f i n i t i o n  qui  é v i t e  l e  c a l c u l  de barycentres (mais nécess i te  

en général  p lus  de t e s t s  : a < b)  on ob t i en t  l e s  mêmes r é s u l t a t s  que ceux énoncés 

ci-dessus. On peut d ' a i l l e u r s ,  s i  on u t i l i s e  c e t t e  notion s e  p lace r  seulement 

dans un espace métrique. 

Divers e s s a i s  numériques ont  é t é  f a i t s  pour t e s t e r  l e s  algorithmes J1 

e t  52 en pa r t i c su l i e r  avec des s u i t e s  dont l e  nombre de po in t s  d'accumulation 

e s t  p lus  p e t i t  que l a  période ( k '  < k ) .  



Par exemple pour la suite : 

x = ~((~~+1)/2) + l/(n+5) n 

qui est de période 7 et dont les sous-suites (x7,), . . . , 
(x7n+6) 

convergent respectivement vers O, 1, 1, 2, 2, 3, 3. L'étape p = 21 de 

l'algorithme J2( 1 /5 ,  p, p+19) a donné lieu aux calculs suivants : 

G(2, 1) = 1,9392 G(7, 0) = 0,0319 

G(3, 0) = 1,9055 G(7, 1) = 1,0309 

G(4, 1) = 1,8649 G(7, 2) = 1,0299 

G(5, 1) = 1,8322 G(7, 3) = 2,0291 

G(6, 3) = 2,6314 G(7, 4) = 2,Q282 

G(7, 6) = 3,0330 G(7, 5) = 3,0229 

Les calculs de G(2, O), G(3, 11, G(3, 21, G(4, O), G(4, 21, G(4, 3), 

), d5, 31, d5, 4-)&&6TO+6-Cw), G ( C ,  2), S ( 6 ,  41, W, 5 )  

n'ont pas été nécessaires. 

7 est donc la plus petite période à "5 près et c'est la réponse proposée. 

Même lorsque k' est assez petit devant k il semble que le calcul de la 

plus petite période à E près pour une tranche assez longue (x . . . , x ) permette 
n ' m 

de déterminer la période. 

Par exemple pour la suite : 

x = E ( ~ ~ O / ~ O )  + l/(n+5) n 

dont les sous-suites ( ~ ~ ~ ~ 1 ,  x ~ ~ ~ + ~ ) ,  ..., (X20n+18) (*20n+19 ) convergent 

respectivement vers 0, 0, ..., 0, 1 et qui est donc de période 20, le calcul 
de la plus petite ~ériode de ( x ~ ~ ,  . . . , x ) à 1/5 près donne 20. 200 



De même pour l a  s u i t e  : 

-27 
x = ~ ( n  /27) t l / ( n + 5 )  t i3 
n 

dont l e s  sous-su i tes  ( ~ ~ ~ ~ 1 ,  ( x ~ , , + ~ ) ,  ..., 
(X27nt26 ) convergent respect ivement  

v e r s  O ,  1, 2, 0 ,  1, 2, 0 ,  1, 2, . . . , 0, 1, 2, 0 ,  1, 3 e t  q u i  e s t  donc de 

pér iode  27, l e  c a l c u l  de l a  p lu s  p e t i t e  pér iode  de ( x ~ ~ ,  . . . , x ) à 1/5 p r è s  200 

donne 27. 

Ces e s s a i s  montrent donc que l a  no t ion  de p lu s  p e t i t e  pér iode à E près  

e s t  t r è s  e f f i c a c e  en p r a t i q u e  e t  donc a u s s i  les a lgor i thmes  J I  e t  52 .  

c )  R é s u l t a t s  de l i m i t a t i o n s  - 

PaopobiAon 5 

Sad M c IN*. S i  M contient deux e n t i m  m u e t i p l e s  l 'un de l t&e a l o u  

lu que~&ion "qu&e e b t  lu p w o d e  de (x,) 1'' ut indécidaidable à l a  W e  

b(M A~er iC lR~) .  

Apep*(ncrn) e s t  l a  f a m i l l e  de s u i t e s  d é f i n i e  p a r  : 
M 

i (x 1 E A.per*ORn) e t  
* n 

( X  n ) E f4l?erM0Rm) <=> 

l a  pér iode  de ( x  e s t  un e n t i e r  de M 
n 

Démonstration 

* * 
Soien t  k E N  , r E N ,  r # 1, t e l  que k E M e t  k r E M .  

L Pour des  commodités de n o t a t i o n s ,  nous nous p laçons  danslR . 
Supposons q u ' i l  e x i s t e  un algori thme normal A s a t i s f a i s a n t  à la  l i m i t e  s u r  

* 2 
APer ûR ) pour l a  ques t i on  de l a  pér iode .  M 

O S o i t  l a  s u i t e  ( x  1 d é f i n i e  pa r  : 
n 

O O O 
(x0,  xl ,  . . . Y  x n ,  . -  1 = ((13 O ) *  ( 2 ,  O ) ,  . . . , (r, O ) ,  . . . 1 

( l e s  d e r n i e r s  ... s i g n i f i a n t  que l ' o n  reprend dans 1.. &me ordre,i .ndéfiniment,  

l e s  mêmes r p o i n t s ) .  



Par hypothèse, il e x i s t e  n t e l  que  NO(^^) = r e t  r / ( n o t l )  (on note   NO(^) 
O 

O l a  s u i t e  des réponses données pa r  A pour (x  ) ) .  
n 

S o i t  l a  s u i t e  (x') dé f in i e  p a r  : 
n 

1 O x = X  s i n I n  
n n  O ' 
1 

X 
1 1 1 1 2 2 

(xn +l, ' = ( (19  +, (2, 7J), - .. , ( r ,  ( 1 ,  ( 2 ,  ?),. . . , ( r ,  
2  

O 2' 
3 k k 

( l , $  ,..., ( l , T )  ,..., ( r , $ ,  ... ) 

( l e s  de rn i e r s  ... s i g n i f i a n t  que l ' o n  reprend dans l e  même o rd re  indéfiniment  

l e s  mêmes rk p o i n t s ) .  

Ce t t e  s u i t e  e s t  asymptotiquement pér iodique  de pér iode  r k ,  il e x i s t e  donc n 
1 

1 1 
t e l  que N (nl) r k  e t  r 1 ( n l + l )  (on no te  N ( p l  l a  s u i t e  des  réponses données 

I 
pa r  A pour ( x  1). 

n 
2 S o i t  l a  s u i t e  (x ) déf in ie  p a r  : 
n 

2 
( x  X 

2 ... ) z  ((1, CI)? ( 2 ,  O), ..., ( r ,  O), ... 1 nl+19 n t 2 '  
1 

( l e s  dern iers  ...  signifia:^^ que l ' o n  reprend dans l e  même o r d r e  indéfiniment 

l e s  mêmes p o i n t s ) ,  

On cont inue de l a  même f a ~ o n  : 

i+ 1 
(X 

:+ 1 
X n . t l '  n . t2 '  * . .  1 ( ( 1 ,  O ) ,  ( 2 ,  O ) ,  ... ( r ,  O ) ,  ... ) s i  i impair ; 

1 1 

s i  i e s t  p a i r .  

On considère alors l a  s u i t e  : 

Cet te  s u i t e  e s t  asymptotiquement pér iodique  de pér iode  r e t  pour tan t  : 

N(n = r k ,  N(n3) = r k 9  ... . 1 



Remarques 

1°) La propos i t ion  5 r e s t e  v r a i e  quand or1 remplace IR par  n' importe q u e l  espace 

cici a 
métrique t e l  que E # $ (E désigne l 'ensemble des po in t s  d 'accumulation de E ,  

e t  E~ = ( E ~ ) ~ ) .  

2 O )  Le r é s u l t a t  de l a  propositioni 5 e s t  en f a i t  t r è s  f i n  ; il nous indique en 

p a r t i c u l i e r  : 

. q u ' i l  e s t  impossible  de dist;nguer à l a  l i m i t e  e n t r e  une s u i t e  asympto- 

tiquement pér iodique de période 2 ( p a r  exemple) e t  une s u i t e  convergente.  

. que l e  f a i t  de s a v o i r  que l e s  p o i n t s  d 'accumulation d'une s u i t e  

(xn )  E F i n i  (El ont t o u s  une fo rce  s t r i c t emen t  p o s i t i v e  n ' e s t  pas  s u f f i s a n t  

pour pouvoir l e s  compter algorithmiquement. 

3O) Avec l a  p ropos i t i on  2 ( i )  on v o i t  que l a  condi t ion  "M ne con t i en t  pas  deux 

e n t i e r s  mul t ip les  l ' u n  de l ' a u t r e "  e s t  néces sa i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour q u ' i l  

* m 
e x i s t e  un algori thme de déterminat ion de l a  pér iode s u r  APer (R ). 

M 

Le théoreme su ivant  résume l e s  r é s u l t a t s  des  p ropos i t i ons  3,  4 e t  5 .  

La ques t ion  : 1'2uelle est La pZn*ode d e  LA uiXe  (x,) 1" e 6 t  déc idab le  ù ?.a 

m e  buh : 

(i)  A ~ e r i ( ~ )  pouh t o u t  M c Y* ne contenant pas deux e n t i ~  rnu&ip-&A eV wi 

de  L1aua%~.. 

(ii) A P ~ ~ * * ( E )  ; 

(iu) APer (E) p ~ u h  ~ O U X  p E IR'* ; 
P 
* 

( i v )  AP erlE,(E)  PO& t o u t  E E IR'* ; 

( v )  APer p o u  t o u t  ~ ( p )  r c3nvomt) ; 
c ( p )  

QX ut 4ndécbdab~e  à lu %mixe btlh : 
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1 ( j )  A P ~ ~ H C I R ~ )  pom . tout M c N* contenant deux en t iem muhXplea etun d e  l' airtire. 

5 - FAMILLES DE SUITES D'ITÉRÉS 

Nous a l l o n s  maintenant cons idérer  l 'ensemble IP des  s u i t e s  ( x  ) n 

d'éléments de E engendrées pa r  l e s  fonc t ions  continues f  : E + E. 

I l  e x i s t e  une a p p l i c a t i o n  cont inue f : E + E 

t e l l e  que : Y n  E R  x f ( x n )  
n t 1  

Nous nous in t é re s se rons  pr incipalement  au  cas  E = C O ,  I I  en ind iquant  quelques 

géné ra l i s a t ions .  

Nos nota t ions  s e r o n t  l e s  su ivan te s  : 

I S t a t i ( E )  = (II?) n S t a t i ( E )  ; 

IPer (E)  = (I?) n ~ e r ( ~ )  ; 

IUPer(E) = (II?) n UPer(E) ; 

e t c  . . . 

Par r appor t  à l a  s i t u a t i o n  précédente,  on d o i t  remarquer l e s  t r o i s  

c a r a c t é r i s a t i o n s  : 

( x  ) e s t  u l té r ieurement  

<=> C 3 m c N :  x  = x  1 
m m+l 

s t a t i o n n a i r e  

(x ) e s t  u l té r ieurement  

<=> C3 m, p E N  : m # p e t  x  = x 1 
m P 

périodique 

( x  ) e s t  asymptotiquement 

<=> C ( x  a  p  po in t s  d ' accumula t ion~  
n  

périodique de période p  



Nous reprenons l e s  théorèmes des $ 2 ,  3 e t  4. Du f a i t  de l ' i n fo rma t ion  

supplémentaire c o n s t i t u é e  p a r  l 'hypothèse que ( x  ) e s t  une s u i t e  d 1 i t é r é s Y  n  

l a  p a r t i e  p o s i t i v e  des théorèmes augmente. Du f a i t  de ( c )  (qu i  peut  s ' i n t e r -  

p r é t e r  : I F i n i  ( E )  = IAPer ( E ) ) ,  c e r t a i n e s  p a r t i e s  des théorèmes perdent  
P  P  

l e u r  sens.  Les r é s u l t a t s  n é g a t i f s  q u i  p e r s i s t e n t ,  n é c e s s i t e n t  de nouvel les  

démonstrations q u i  s o n t  p l u s  complexes c a r  il f a u t  montrer que t o u t e s  l e s  

s u i t e s  u t i l i s é e s  sont  des  s u i t e s  d ' i t é r é s  ( v o i r  pa r  exemple l a  démonstration 

du lemme 2) .  

I (i)  4uh IUPer C O ,  11 u IConv C O ,  11 ; 

1 (Lü) b u  IUSta t i  C O ,  11 u ITurb [ O ,  11 ; 

1 ( j j )  IConv C O ,  11 u ITurb C O ,  11. 

Remarques 

1°)  Le théorème r e s t e  v r a i  pour t o u t e  p a r t i e  dense de [ O ,  11 e t  donc en p a r t i -  

c u l i e r  pour C O ,  11 n Q e t  C O ,  11 n Fic mc ensemble des r é e l s  c a l c u l a b l e s ) .  

2O) S i ,  en p l u s  d' imposer aux fonc t ions  engendrant l e s  s u i t e s  d ' ê t r e  cont inues ,  

on imposait  q u ' e l l e s  s o i e n t  l i p s c h i t z i e n n e s ,  il e s t  poss ib l e  que l a  p a r t i e  

p o s i t i v e  du théorème 7 augmente encore,  c a r  on remarquera que l e s  fonc t ions  

u t i l i s é e s  dans l a  démonstration de ( j )  e t  ( j j )  sont  non l i p s c h i t z i e n n e s .  



Démonstration 

( i l  il s u f f i t  de prendre l ' a lgo r i thme  normal N d é f i n i  pa r  : 

3 j ,  k ç {O,  1, . . . , i } : x j  = xk e t  

f i (xo,  xl, ..., x. )  = NON <=> 
1 

3 n ,  m 6 {Ci/21, Ci/21 +1, ..., il : x # x n  m 

En e f f e t :  . ou b i e n  (x ) n ' e s t  pas u l té r ieurement  pér iodique (donc 6x ) e s t  
n  n  

convergente) ,  e t  a l o r s  j e t  k ne peuvent e x i s t e r  ( d ' a p r è s  ( b ) )  e t  

donc, l a  réponse donnée pa r  N e s t  t ou jou r s  j u s t e  ; 

. ou b i en  ( x  ) e s t  u l té r ieurement  pér iodique,  e t  a l o r s  j  e t  k 
n  

f i n i s s e n t  par  e x i s t e r ,  e t  n  e t  m e x i s t e n t  à p a r t i r  d 'un  c e r t a i n  

rang s i  e t  seulement s i  (x ) n ' e s t  pas u l té r ieurement  s t a t i o n n a i r e .  
n  

( i i )  C ' e s t  une conséquence du théorème 2 ( i i )  c a r  b ien  sûr : IA?erE[0, 11 c 

APerE(E). 

( i i i )  C ' e s t  une conséquence du lemme p l u s  généra l  su ivant  : 

Lemme 1 

Démonstration 

On prend : 

f i (xo,  xl, ..., x.) = O U I  <=> 3 n  E {O, 1, ... , - 1  : x = x 
1 n n + l '  

( j )  Ce t t e  p a r t i e  du théorème va r é s u l t e r  du lemme su ivan t  : 

Lemme 2 

La y u e s ~ a n  " (x  ) e 6 t - U e  convagente ?" ut indéchiable à l a  Limite b u  
n 

IConv CO, 11 u IAPer3[0, 11, - 



Pour démontrer ce lemme, nous u t i l i s e r o n s  : ( a )  l a  no t ion  d ' i n s e r t i o n  

d'une fonc t ion  s u r  une a u t r e ,  ( B )  deux fonc t ions  p a r t i c u l i s r e s .  

( a )  I n s e r t i o n  d 'une fonc t ion  s u r  une a u t r e  ...................................... 

Soient  f e t  g deux fonc t ions  cont inues de C O ,  I I  dans C O ,  11 e t  s o i e n t  a ,  b  

avec O I a < b  5 1. 

On d é f i n i t  l a  fonc t ion  h  su ivan te  ( v o i r  f i g u r e  4 )  : 

Nous d i rons  que h e s t  obtenue pa r  i n s e r t i o n  de g s u r  f dans l ' i n t e r v a l l e  Ca, b l  

4 

Des méthodes semblables à c e l l e  de l ' i n s e r t i o n  ont  dé j à  é té  u t i l i s é e s  à propos 

f h(x)  = f ( x )  s i  x E r0,  11 - C2a-b, 2b-al ; 

1 
h ( x )  = a+(b-a) g(7 (x-a) )  s i  x  E Ca, b l  ; 

b  a  

h ( x )  e s t  l i n é a i r e  s u r  r2a-b, a l  n C0, l l  e t  s u r  Cb, 2b-al n C O ,  11 ; 

, h ( x )  e s t  cont inue  s u r  C O ,  I I .  

de l ' é t u d e  des s u i t e s  d ' i t é r é s  ( r41  r161 Cl71 C321). 



( 8 )  Deux fonc t ions  p a r t i c u l i è r e s  --------------- ---.--------- 

Soient  g  e t  gl l e s  deux fonc t ions  cont inues  su ivan te s  : 
O 

go(x)  = x/2 s i  x  E C O ,  2/31 ; go(x)  = 2x-1 s i  x  E C2/3, 11 ; 

g l (x )  = 1-x/2 s i  x E [ O ,  1/31 ; g l  
= 3/2-2x s i  x  E 11/3, 1/21 ; 

On v é r i f i e  que : 

. pour t o u t  x E C O ,  11, l a  s u i t e  des i t é r é s  de x  pa r  g  e s t  convergente ; 
O O O 

. pour t o u t  x E [ O ,  11 - {1/2!, l a  s u i t e  des i t é r é s  de xo pa r  gl e s t  a s p p t o -  
O 

tiquement pér iodique  de période 2 .  

( c e s  fonct ions ou des fonc t ions  analogues sont  souvent u t i l i s é e s  en p a r t i c u l i e r  

dans C41 C71 Cl61 1181 r321 C331). 

go 

F i g u r e  5 

Démonstration du lemme 

Supposons donné un algorithme normal A = ( a . )  s a t i s f a i s a n t  pour l a  convergence 
1 

s u r  IConv 10, 11 n IAper21O, 11. 

On pose : h (x) = x. 
O 

S o i t  f l a  fonc t ion  obtenue pa r  i n s e r t i o n  de g s u r  h  dans l ' i n t e r v a l l e  
O 1 O 

C O ,  1/31 ( v o i r  f l g u r e  6 ) .  





O 
S o i t  ( x  ) l a  s u i t e  des  i t é r é s  de x  = 2 / 9  p a r  f . 

n O o  

Cet te  s u i t e  e s t  asymptotiquement pér iod ique  de pér iode 2,  il e x i s t e  donc 

n  E N t e l  que : 
O 

O O O 
a  (xO9 xl ,  . . ., x n  

1 = NON. 
ri 

O O 

O 
Considérons l a  b  C un p e t i t  i n t e r v a l l e  contenant  x  e t  ne contenant  aucun 

1' 1 n 
O 

O 

a u t r e  x  pour i E { O ,  1, ..., n -1). 
i O 

On d é f i n i t  une fonc t ion  h p a r  l e s  cond i t i ons  su ivan te s  : 
1 

h ( x )  = f ( x )  s u r  C U ,  11 - l a i .  blT ; 1 O 

O O 
h e s t  l i n é a i r e  e t  continiie s u r  rai, x 1 e t  s u r  Cxn , bl l  
1 n  

O O 

S o i t  f l  l a  fonctior:  obtenue pa r  i n s e r t i o n  de g s u r  h dans l ' i n t e r v a l l e  
1 1 

[2/3,  2/3 + 1/91 ( v o i r  f i g u r e  7 3 .  

S o i t  (x') l a  s u i t e  des  i t é r é s  de x  = 2 / 9  p a r  fl .  
n  O 

1 O Par  cciristruction : x = x pour t o u t  n  t {O,  1, . . . , no}. 
n  11 

Par  canstruction a u s s i ,  ( x i )  es t  convergente .  Il e x i s t e  donc n  t e l  que : 
n 1 

.l i 1 
( x ~ ,  X , ,  .. . , x ) = 091. 

nJ  I 1 

I 
Coiisidérons la,, h î i ,  un p e t i t  i n t e r v a l l e  contenant  x  e t  ne contenant  

n  
1 

aucur, x1 pour i r I O ,  1, . . . , n - 1 . 1 .  i 1 On d é f i n i t  une fonc t ion  h2 p a r  l e s  

condi t ions  su ivan te s  : 

1 = 8/9  + 2/81 ; 

h2(x )  f l ( x )  s u r  C O ,  11 - l a 2 ,  b2C ; 

1 1 
(h e s t  l i n é a i r e  e t  c o n t i ~ u e  s u r  Ca x  1 e t  Cxn , b î l .  2  2' nl 

1 

S o i t  f l a  fonc t ion  obtenue pa r  i n s e r t i o n  de g s u r  h dans l ' i n t e r v a l l e  
2  1 1 

C8/9, 8/9 t 1/27] ( v o i r  f i g u r e  8 1. 

2 
S o i t  ( x  l a  s u i t e  des i t é r é s  de x = 2/9 p a r  f 2 .  n o 

2 d 1 
Par  cons truc ri or^, x = x pour  t a u t  n 6 { O ,  1, . . . , nl}. n 11 



Figure 7 
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2 
Par  cons t ruc t ion  a u s s i ,  ( x  ) e s t  asymptotiquement pér iod ique  de pér iode  2.  

n  

I l  e x i s t e  donc n  t e l  que : 
2 

Etc  . . . 
La s u i t e  de fonc t ions  (f.) converge uniformément ve r s  une fonc t ion  f q u i ,  p a r  

1 

cons t ruc t ion ,  engendre à p a r t i r  de x  = 2 / 9  l a  s u i t e  ( x  ) su ivan te  : 
O n  

On a  donc : 

(OUI s i  i e s t  impair ,  

a  (x0, xl ,  ..., x ) = 
n.  n .  
1 1 1 NON s i  i est p a i r .  

La s u i t e  (x ) e s t  convergente ( v e r s  = l ) ,  ce  qu i  c o n t r e d i t  l ' hypothèse  f a i t e  
n  

s u r  A .  

( j j )  On u t i l i s e  exactement l a  même méthode que pour (j) en remplaçant l a  

fonc t ion  g par une fonc t ion  t u r b u l e n t e ,  p a r  exemple g  . 
1 2 '  

g2 ix )  = ix s i  x 6 CO, 1 /21  ; 

g21x) = 2(1-x) s i  x  E C1/2, 11. 

Toujours p a r  des techniques analogues,  on montre : 

Théo~2me b 

(il Les q u e s ~ o n s  "(x ) e4t -eUe péLodique ?" e.t "(x ) ebt-elXe 1LetéhiememevLt 
n n  

péhiodique ?" d o n t  déoidabLes à ta LhLte d w  1 Co,  IF. 
) La quebx2on "(x,) es t - i d t e  adymp-tofiquement pehiodique ?"  e b t  déoidabLe 

&imiXe d u h  I P e r  CO, 11 u ITurb  [ O ,  11. 

( j )  La quaf ion  "(x  ) ebX-&!!e a6ymp-totLquement p é ~ o d i q u e  ?"  est  indécidable n 

à & f-imite d i ~ X  IAPer [ O ,  11 n 1Tur.b r 0 ,  11. 



'héok2me 9 

La question : "(x ) e s t - e l l e  turbulente ?" ut  décidable à îu W e  &Uh : n 

(i) IUPer C O ,  11 u ITurb C O ,  11 : 

et est h d é ~ d a b l e  h îu W e  4uh : 

( j )  IAPer C O ,  11 u ITurb C O ,  11. 

Remarque 

Le problème de l a  d é c i d a b i l i t é  à l a  l i m i t e  de c e t t e  question s u r .  IAPer C O ,  I I  u 
P 

ITurb C O ,  11 (p r 2 f i x é )  n ' e s t  pas r é so lu  ; des r é s u l t a t s  comme l e  théorème 

11.3 de C81 font penser qu'une réponse p o s i t i v e  e s t  possible.  

Théokéme 10 

La ques t ion  : "que(Ce est îu péhiode de (x,) ?" est d é d a b l e  à la U e  6uh i 

( L E e r  C O ,  11 ; 

(fi) IAPerEIO, 11 POU t0u.t E > O ; 

et est .indéchiable à îu LbniXe 4uh : 

( j )  IAPer C O ,  11. 

Nous donnons i c i  deux r é s u l t a t s  généraux concernant l e s  problèmes 

de déc idab i l i t é  à l a  l i m i t e  t e l s  que nous l e s  avons formulés au § 1. Le 

premier énonce une condit ion suff i sante  pour qu'une question s o i t  décidable 

à l a  l i m i t e  su r  une fami l l e  de s u i t e s  S ,  l e  second énonce une condit ion 

s u f f i s a n t e  pour qu'une quest ion s o i t  indécidable à l a  l imi te  s u r  une fami l l e  

de s u i t e s  S. Malheureusement, aucune de ces condit ions n ' e s t  nécessaire.  



S o i t  Q une ques t ion  ayant  un sens  s u r  S c E? e t  dont l 'ensemble des réponses 

e s t  R. Ce t te  quest ion d é f i n i t  une fonc t ion  F de E? a u r  R dont l 'ensemble 
Q 

de d é f i n i t i o n  e s t  S e t  q u i  pour (x r 5' vaut l a  bonne réponse. n 

Posons : 

Considérons s u r  l? u E ~ )  l a  topologie  d é f i n i e  p a r  l a  base de vois inages 

su ivan te  : 

CN) u { (Yn)  C E  1 longueur de (y  ) 2 n + 1 e t  n O 

Y n s n  . . y, = xnl  
O 

04) (x '  ) c E , n' E N ,  n + 1 5  longueur de (xk)  
n O O 

x n ,  n o  = y f n  E ? 1 Y n I n '  y', = x f  1 
O n 

u { ) r E ~ )  1 longueur de y 2 n +l e t  
n O 

Y n i n '  : y f n  = x '  1 
n 

Ce t t e  topologie  e s t  d é f i n i s s a b l e  comme complétée de l a  topologie  s u r  E ml  

donnée p a r  l a  d i s t ance  : 

où m e s t  l e  p l u s  grand e n t i e r  t e l  que : 
O 

m + 1 i longueur de ( x  1, 
O n 

m + 1 i longueur de ( x '  ), 
O n 

x X '  pour t o u t  m I m . 
n n O 



D6mcmstrat~on 
a 

S o i t  F' 1e.pmlongement cont inu  de F à S. On d é f i n i t  l ' a lgo r i thme  normal ( f i )  Q Q 
en posant  pour t o u t  ( x  ) E S : 

n 

f .  (x0, xi, . . . , X. = F1d(xO, xl, x i ) )  
1 1 

Ceci nous donne un algorithme normal qu i  e s t  s a t i s f a i s a n t . p o u r  Q s u r  S c a r  l a  

s u i t e  : 

( x o ) >  (x0, XI)> (xo¶  X I >  X2), > ho, X I ,  . , X - 1 ,  1 . 
* 

converge vers  ( x  O ,  XI ,  a . . ,  X n'  "' 
) ; donc puisque F' e s t  cont inue s u r  S : 

Q 
3 i E N ,  iJ i t i : fi(xo, x l>  ..., x . )  F ( ( x O ,  ..., x 

O O 1 Q i' " '  
1). 

O 

Remarque 

Cet te  condi t ion  s u f f i s a n t e  de d é c i d a h i l i t 6  à l a  l i m i t e ,  n ' e s t  pas nécessa i re .  

En e f f e t ,  considérons l a  ques t ion  Q : "(x ) comporte-t-elle un 1" d é f i n i e  s u r  n 

10, l}N. Q e s t  c lairement  déc idable  à l a  l i m i t e  s u r  {O,  1? e t  pourtant  F Q 

n ' e s t  pas  continuement prolongeable à {O,  1}N u IO ,  iloo c a r  F n ' e s t  même Q 
pas cont inue s u r  (0 ,  l? ( i l  s u f f i t  pour l e  v o i r  de prendre (1, 0,  0, 0, ... 1, 

1 
FQ(xn) # F ~ ( x ~ )  et 

1 
~ n ~ m ~ : x  = x O .  

1 
n n '  

2 ' )  p o ~  t o u t  ml > mo, e h t e  (x2 )  E S td que : 
n 



Démonstration 

On procède comme dans l a  démonstration du lemme 2 du § 2.  

Remarque 

On pourra  n o t e r  l ' a n a l o g i e  e n t r e  l a  p r o p r i é t é  supposée de l a  f a m i l l e  S e t  l a  

p r o p r i é t é  de rémanence développée au  c h a p i t r e  5 ( v o i r  a u s s i  [221) ,  q u i  e s t  

une condi t ion  s u f f i s a n t e  de non a c c é l é r a b i l i t é .  

( a )  Force d'un po in t  d'accumulation ----------- ------------------- 

La not ion  de "force d'un p o i n t  d'accumulation" a  pour but  de mesurer l e  nombre 

moyen de r e t o u r s  de l a  s u i t e  (x ) au  vois inage  d'un po in t  d 'accumulation donne 
n  

(ou d'un po in t  quelconque de E).  

Déf in i t i on  

S o i t  (x ) une s u i t e  de l ' e s p a c e  métrique ( E ,  d ) ,  s o i t  y  E E. n  

On appe l l e  fo rce  de y p a r  rappor t  à ( x  ) l e  nombre r é e l  : 
I I  

a ( y ,  (x,)) = l i m  l iminf  ca rd fn  r { O ,  1, ..., m-1) 1 d(y,  x  ) S €1 / m 
&+O mMO 

n  

€>O 

( i )  On a  tou jours  : O S a ( y ,  ( x  ) ) s  1. 
n  

En e f f e t ,  posons : NE = card  {n { O ,  1, . . . , m-l} 1 d(y ,  xn) 5 €1 / m 
m 

€ 
NE = l i m  i n f  N m ' mw 

On a  : 

E 
1 5  N 5 1, donc O 5 $ 5  1 e t  donc O 5 a ( y ,  ( x  ) )  5 1. m n  

( i i )  S i  ( x  ) converge ve r s  y  a l o r s  : n  

En e f f e t ,  s o i t  E > O ,  il. e x i s t e  n  t e l  que s i  m 2 n  a l o r s  d(xm, Y )  s E ; donc 
O O 

€ pour m 2 n on a (m-n 1 / m I N S 1 ; ce q u i  donne NE = 1 e t  f inalement  
O > O m 

a ( y ,  ( x  1) 1. L ' a u t r e  p a r t i e  s e  démontre de l a  même faqon. n  



(iii) Si a(y, (x ) )  > O ; alors y est un point d'accumulation de la suite (x ) 
n n 

et : 

v E ent*, 4 po G R ,  v p 2 po {xp, x ~ + ~ ,  . . . , x 2 1 n ~ ( y ,  E) + 0. 
P t* 

Raisonnons par l'absurde en supposant qu'il existe E 6 IR tel que : 

. . . , x 1 n B(y, E )  = 0. 2 
P 

On peut donc construire une suite strictement croissante d'entiers p tels que : 
n 

ce qui implique : 

donc : N~ = O et donc a(y, (xn)) = 0. 

* 
(iv) Si (X ) E APer ( E )  alors chacun de ses points d'accumulation y vérifie : 

n P 

(v) Si (yi)iEI désigne la famille (finie ou infinie) des points d'accumulation 

de la suite (x ) alors : 
11 

Remarques 

1°) Il n'est pas vrai que si y est un point d'accumulation de (x ) alors 
n 

a(y, (x,)) i O. Pour la suite : 

( x ) = ( 0 , 1 , 0 , 0 , 1 , 0 , 0 , 0 , 1 ,  ... ) 
n 

on établit que : a(0, (x,)) = 1, ~ ( 1 ,  (x,)) = 0. 

2 O )  La deuxième inégalité de (v) peut être une inégalité stricte (même quand 

il y a un nombre fini de points d'accumulation). Pour la suite : 
* 

( x ) = ( o , l , l , o , o , o , o , l , l , 1 7 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 0 , 0  > . . .  ) >  
n 



La première des i n é g a l i t é s  de ( v )  peut  même ê t r e  une é g a l i t é .  Pour l a  

s u i t e  : 

( x n ) = ( 0 > O > 1 > O , 1 , 2 , 0 , 1 , 2 , 3 , 0 , 1 , 2 , 3 , 4 , O  , . . .  1, 

3O) Une g é n é r a l i s a t i o n  de l a  no t ion  de f o r c e  d'un po in t  d'accumu.l~t.ion a 

é t é  formulée e t  é tud iée  dans C211. 
- ,  . - 

b )  R a ~ i d i t é  d'une s u i t e  -- ----------------- 

Déf in i t i on  

S o i t  ( x  ) une s u i t e  de po in t s  de l ' e s p a c e  métrique E dont l 'ensemble des 
n 

p o i n t s  d'accumulation e s t  A(x 1. 
ri 

s o i t  ( E ) c Conv OR').  n O 

On d i t  que ( E  e s t  une r a p i d i t é  de l a  s u i t e  (x ) s i  : - --- n 

3 m r Y ,  V m 2 m : d(xm, A(x ) )  < E~ . 
O O n 

Exemple : 

Posons x = 1 t 1 / ( n t l )  s i  n e s t  p a i r ,  
n 

x 1/2" s i  n e s t  impair.  
n 

La s u i t e  ( x  ) admet l a  r a p i d i t é  (1 / ( n t l ) ) .  
n 

Remarques 

1°) I l  s e  peut qu'une s u i t e  ( x  n 'admette  aucune r a p i d i t é .  C ' e s t  l e  cas  p a r  
n 

exemple pour : (xn )  = ( n  t (-lin n ) "  

2 O )  Les not ions  de fo rce  d'un p o i n t  d'accumulation e t  de r a p i d i t é  son t  sans  

rappor t  l ' u n e  avec l 'au 'rre.  On v é r i f i e  facilement q u ' i l  e x i s t e  des s u i t e s  

dont t ous  l e s  p o i n t s  sont  de f o r c e  çtrictcrnerit ~ositive e t  q u i  sont  sans  



rapidité, et qu'inversement, il existe des suites ayant des rapidités dont 

aucun point d'accumulation n'a une force strictement positive. 

P ~ ~ o p o s M o  n  

S a d  (X ) une s u i X e  d e  point4 d e  L ' e ~ p a c e  mé-ue E .  . 
n 

(i) 4 i  on a : 

(T) V v É V(A(x ) ) ,  3 no €IN, V n 2 no : x v 
n n 

(V (A (X ) ) déhhgne L' enbembLe d e s  v a b i n a g e s  d e  A(x ) )  
n n 

d o n d  la 6 u i X e  E = d(xm,  A(x ) )  convenge v m  O et ebZ une hapi&é 
m n 

d e  la b&e (X 1. 
n 

(Li) d i  la b&e (x ) ahet  La m p i d i - t é  ~ ( m )  et 6 i  A(xn) ut compaci 
n 

&OP& ( T )  es t  véh. id iée .  

Démonstration 

i) Soit E E IR+*, posons v = ix E E 1 d(x, A (x 1) < E) ; v est un voisinage n 

de A(x ) donc d'après (T) 11 existe m EN, tel que : m 2 m => x É v ; ce qui 
n O O m 

démontre que : d(x,, A(xn)) -+ O 

ii) Soit v un voisinage ouvert de A(x ) ; n 

C v est un fermé donc : 

d(C v, A(x 1 )  > 0 n 

(ceci parce que A ( xn) est compact), donc si on prend n tel que : 
O 

n 2 n => ~ ( n )  < d(C v, (xn)) 
O 

on est assuré que : 

n > n  = > x  E V .  
O n 



Remarque 

Dans i i )  , 1' hypothèse 'N( xn) compact" e s t  e s s e n t i e l l e  ; v o i c i  un exemple l e  

montrant : 

I J. ' 
On prend pour v  l 'ensemble : u Jn - - , n t - I I .  

ndN 2 2 

ANNEXE 2 : DECIDABILITE A LA L IMITE ET RECLIRSIVITE 

Comme nous l ' avons  d é j à  expl iqué  ( $  2 remarque 3 )  il ne nous a  pas  

semblé n é c e s s a i r e  pour p a r l e r  de d é c i d a b i l i t é  à l a  l i m i t e  d ' imposer des  

cond i t i ons  de c a l c u l a b i l i t é  à nos algori thmes.  A t i t r e  d'exemple : ap rè s  

a v o i r  montré comment il s e r a i t  p o s s i b l e  d ' i n t r o d u i r e  des  condi t ions  de calcu-  

l a b i l i t é  dans nos déf i .n i t ions  nous a l l o n s  t r a d u i r e  l e s  lemmes 1 e t  2 du 5 2 

dans c e  cadre p l u s  r e s t r i c t i f .  

Pour pouvoir  p a r l e r  de c a l c u l a b i l i t é ,  nous sommes o b l i g é s  de supposer que E 

e s t  dénombrable. Nous a l l o n s  prendre E = C G ,  11 n Q que nous noterons C O ,  Ilq 

D e  m ê m e  R d o i t  ê tre dénombrable ; nous supposerons R c3N. 

Nous désignerons p a r  a  une b i j e c t i o n  r é c u r s i v e  de N dans C O ,  11 ( c ' e s t - à - d i r e  
Q 

-, 
J a  = ( a l ,  a  , a  ) e s t  une a p p l i c a t i o n  de TJ dans IN t e l l e  que l ' a p p l i c a t i o n  : 

a  ?Pl 
3  

p  + (-1) a 2 ( p )  / ( a 3 ( ~ ) + l )  s o i t  b i j e c t i v e  de N s u r  Q n C O ,  11). 

i 
Nous désignerons p a r  cc une b i j e c t i o n  r é c u r s i v e  delN s u r N ,  Les a.  peuvent,  

i 1 

pa r  exemple, ê t r e  d é f i n i e s  p a r  l e s  formules su ivan te s  : 

S a i t  maintenant un algori thme normal N = ( f . ) ,  on d i r a  que N e s t  c a l c u l a b l e  
L 

s u r  S c E? s ' i l  e x i s t e  une fonc t ion  r i c u r s i v e  i : m2 + R  t e l l e  que : 



- - 
V (xn) e S, Y i e l : f(i, ( ~ ~ + ~ ( a  l(xo), . . . , a '(xi))) = 

f.(xo9 XI, a.., x.) 
1 1 

Ceci est équivalent à l'existence d'une machine de Turing qui, lorsqu'on 

inscrit x x ..., x. sur son ruban, s'arrête après un temps fini avec 
O' 1' 1 

fi(xo, xl, ..., x.) inscrit sur le ruban. 
1 

Pour les notions de fotrction récursi.ve et de machine de Turing, on pourra se 

reporter à Cl1 C21 f 91 r271 C341 C361. La notion de décidabilité à la limite, 

seule intéressante lorsqu'on veut aborder les problèmes de suites numériques 

connues de façon finie à chaque instant, a été introduite par Gold C281 C291. 

Le lemme 1 du § 1 peut s'énoncer de façon équivalente sous la forme : 

Lemme 1 

I I l  exibte un algomXhe nomat ~ ~ ~ ~ ~ a n t  pom quaf ion  "(x ) u t - e l X e  
n 

convagevtte ? "  buh : 

usteti (CO, 11 1 u i ~ P e r  ( C O ,  Ilq) - Conv(CO9 ilq)) 
ir2 

L'algorithme normal (f.) décrit dans la démonstration est clairement calculable, 
1 

le lemme 1 peut donc se traduire : 

Lemme 1 '  

I l  exidte un a l g o M m e  noturide calcd.able b a t i 6  dahant pouk l a  quesfion 

"(x ) est-&e convehgevete ?Ir buh : n 

UStati ([O, 11 u (~Per (CO, 11 ) - Conv O ,  Ilq)). 
9 Q 

Le lemme 2 utilisé dans la démonstration du théorème 2 peut s'énoncer : 



L m e  2 

I l  n ' e x i s t e  a u c m  a.tgo&hme n o W  b a t i s @ . h . n t  powt q u e b Z b n  "(x 1 
II 

&e c o n v a g e n t e  ?" 4 ~ r  

Conv (CO, 11 u UPer (CO, Ilq) POm t o u t  P 2 2. 
9 

Les algorithmes normaux calculables forment une sous-classe de la classe des 

algorithmes normaux, on a donc évidemment : 

Lemme 2 '  

1 1  n 1  e x i s t e  aucun a.tgo&e n o m a l  caeclLeab1e 4 a t i 6 6 d a n t  p o ~ r  l a  quebZbn 

"(x ) ebt-&le convagen;te ? "  buh : 
n 

Conv (CO, 11 1 u UPer 0 Ilq) p o u  t o u t  p 2 2. 
P 

En fait, ce résultat peut être encore amélioré. Notons C l'ensemble de suites 

calculables de rationnels de CO, 11. Une étude attentive de la démonstration 

i O 1 
du lemme 2 montre que si on prend a. = 1/2 , alors les suites (xn), (x,), . . . 

1 

i 
(xn), ... sont calculables, et que si l'algorithme normal utilisé dans le 
raisonnement par l'absurde est supposé calculable alors la suite (xn) sera 

calculable et donc : 

Lemme 2" 

I l  n ' e x i s t e  aucun d g o t i t h m e  no- ca.tclLeable 4&6aisant p o u  la quebfiavh 

x n  u t - & e  convaggente 1'' s u  : 

C n CConv (CO, 11 u UPer (CO, 11 )1 p0Wrtou-t p r 2. 9 9 



ANNEXE 3 : PROBLEME DE LA NATURE CONVERGENTE, TURBULENTE OU ASYMPTOTIQUEMENS" - 

PERIODIQUE D'UNE FONCTION CONTINUE --- 
Sur l e  modèle des d é f i n i t i o n s  du c h a p i t r e  1 nous in t rodu i sons  l a  not ion 

d 'a lgori thme pour  des fonc t ions  numériques. Nous posons a l o r s  l e  problème de 

l a  déterminat ion algori thmique de l a  na tu re  d 'une fonc t ion  cont inue de C O ,  11 

dans lui-même, e t  nous donnons deux r é s u l t a t s  p a r t i e l s  sur ce problème. 

S o i t  E un espace métrique, e t  R un ensemble quelconque. 

Déf in i t ions  

On appe l l e  a lgori thme pour fonc t ions  de E dans E (n ' e f f ec tuan t  que des - 
évalua t ions  p o n c t u e l i e s ) ,  t o u t e  s u i t e  A = (a i ,  biIia où a .  : E 2  i -* E ,  

1 

On appel le  s u i t e  des  repenses forrrnies p a r  A pour l a  fonc t ion  f ,  e t  s u i t e  

des p c i n t s  ütJlisés p a r  A pi>hr îa  fonc t ion  f ,  l e s  deux s u i t e s  ( r . )  e t  (xi) 
1 

dé f i rL ie s  psr r 

c r O = b0(xo, f ( x o ) )  

x 2 a  ( X  f ( x o ) )  1 1 O' r 1 = b,(xo, f x 0  x ,  f ( x l ) )  

x = a  ( X  , f ( x  ) . x l , f ( x l ) ~  r2 bî(x0,  f (xo ) ,  x,, f ( x l ) ,  x,, f ( x 2 j )  2  2 0  O 

e t c  ... 

On d i t  que l ' a lgo r i thme  A e s t  s a t i s f a i s a n t  pour Q s u r  F (une f a m i l l e  de 

fonc t ions  de E dans E l ,  s i  pour t o u t e  f  E F, l a  s u i t e  des réponses fou rn ie s  

pa r  A pour f  e s t  exac te  à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang. On d i t  a l o r s  que Q e s t  

décidable  à l a  l i m i t e  s u r  F. 

Diverses études menées c e s  de rn i è re s  années C31, C41, CS],  C61, C71, CUI, 

r141, 1151, Cl63 ,  L i ' /  l ,  1-3.83, : '?2 1, r33-d. 1351 anienent à cons idé re r  l e s  sous- 

ensembles s u i v a n t s  de l ' e r t s e ~ b l e  des fonc t ions  coaltinues de CO, li dans l u i -  

même. 



1°)  Sous-ensemble des fonc t ions  (que nous appel le rons  convergentes)  t e l l e s  q?!ex, 

quel  que s o i t  x  E [ O ,  11, l a  s u i t e  d é f i n i e  par  x  = f ( x  ) s o i t  ccinverl- 
O n+ 1 n 

gente .  

2 O )  Sous-ensemble des fonc t ions  (que nous appel le rons  asymptotiquement pér io-  

diques)  t e l l e s  que, quel  que s o i t  x E C O ,  I I ,  l a  s u i t e  d é f i n i e  par  
O 

X 
n+ 1 = f ( x  ) s o i t  asymptotiquemer~t pér iodique.  n  

3O) Sous-ensemble des fonc t ions  (que nous appel le rons  t u r b u l e n t e s )  t e l l e s  q u ' i l  

e x i s t e  un x  E C O ,  11 pour l e q u e l  l a  s u i t e  d é f i n i e  p a r  x  = f ( x  1 s o i t  
O n+ 1 n 

tu rbu len te .  

Les théor&mes q u i  mettent  en r e l a t i o n  l a  na ture  d'une fonc t ion  f  e t  

l ' e x i s t e n c e  de cyc l e s  d ' o rd re  donné pour f  C81, Cl61, C171, C351, conduisent 

à penser que pour c e r t a i n e s  c l a s s e s  a s sez  grandes de l 'ensemble des  fonc t ions  

cont inues de C O ,  11 dans C O ,  11, il d o i t  ê t r e  poss ib l e  de déterminer  algori thmi-  

queriient l a  na tu re  de chacune des fonc t ions  de c e s  c l a s s e s .  
* 

Fateman C251 a meme é c r i t  un programme de c a l c u l  qu i  permet pour 

c e r t a i n e s  frac. t ions r a t i o n n e l l e s  f de déterminer  s i ,  o u i  ou non, f  e s t  

convergente. Malheureusement l e  domaine exac t  d ' e f f i c a c i t é  de son programme 

n ' e s t  pas b ien  dé l imi t é .  

En nous i n s p i r a n t  de son idée ,  nous donnons ce r é s u l t a t  théor ique  

p o s i t i f  : 



Indica t ions  pour l a  démonstration 

A l ' é t a p e  n ,  on cherche l e  s e u l  polynôme P de degré 5 n coïnc idant  
n  

avec f en ( n t l )  p o i n t s  ( p a r  exemple 1, 1 / 2 ,  ..., 1 / ( n t l ) ) .  

2 
On e f f e c t u e  l a  d iv i s ion  de ( P  ( ~ 1 - x ) ~  pa r  P O Pn(X) - X ; s i  l e  

n  n  

r e s t e  e s t  nu l ,  on répond oui  et s i  l e  r e s t e  e s t  non nu l ,  on répond non. 

il e s t  c l a i r  que l e  r e s t e  e s t  n u l  s i  e t  seulement s i  P ( x )  n ' a  pas  
n  

de cycle  d 'o rdre  2 donc d ' ap rê s  C31, f 5 1 ,  C61 s i  e t  seulement s i  P ( x )  e s t  
n  

convergente. 

Comme à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang : P ( x )  = f ( x )  , l a  réponse fou rn ie  
n  

s e r a  j u s t e  à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang. 

Remarque 

S i  l ' o n  supposai t  l e  polynôme f r QCxl donné par  s e s  c o e f f i c i e n t s ,  il e s t  

c l a i r  qne l ' a lgor i thme propos6 p e r m e t t r a i t  de déc ider  en un temps f i n i  ( e x  

non pas à l a  L i m i t e )  de l a  na tu re  de f .  

Ph~pohi t , iQn  2 

La q u a f i a n  : "f esX-&e twrbd&e ? "  ut i n d é c i d a b l e  à h l5mL.t~ AM 

C C O ,  11. 

Ind ica t ions  pour l a  démonstration 

On u t i l i s e  l a  fonc t ion  d é f i n i e  dans C163, Cl71 q u i  e s t  t u rbu len te  e t  q u i  v é r i f i e  

que : 

Y n  E N ,  Y x  1 9  x2,  ...' x c C O ,  11, 3 f  asymptotiquement pér iodique 
n 

t e l l e  qua : f ( x , )  = g(x , )  e t  ... e t  f ( x n )  = g(xn) .  
A A. 



Remarque 

Beaucoup de résultats restent à établir dans cette voie ; en particulier, 

L'utilisation de théorèmes comme le "snail theorem" C71 est sans doute suscep- 

tible de donner des énoncés positifs de décidabilité ( à  la limite ou non). 
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ALGORITHMES D' EXTRACTION 

DE SOUS-SUITES CONVERGENTES 



Il est fréquent en analyse numérique de rencontrer des algorithmes itéra- 

tifs infinis donnant des suites de points non nécessairement convergentes, mais 

dont on sait que les valeurs d'adhérence possèdent des propriétés intéressantes. 

Cela se produit en optimisation, où bien des résultats ne valent que pour les 

points d'accumulation des suites engendrées (Cl21 Cl71 Cl81 C231 C291 ... 1. 

Cela se produit aussi avec l'itération x = f(x ) (f application continue n+ 1 n 

d'un espace localement compact dans lui-mëme) dont on sait qu'elle donne des 

suites dont chacun des points d'accumulation, quand ils sont en nombre fini, 

vérifie : x = P(x) (Cl61 C211 C221 C261 C281. ... ). Cela se produit encore 
pour les algorithmes de recherche de points fixes d'applications multivoques 

(C 7 1 Cl31 Cl41 ClSI  Cl91 C20l C241 C251 C271 . . . 1. 

Ce sont ces raisons, en particulier, qui nous ont conduits à définir 

et à etudier des algorithmes, qui, à partir d'une suite non convergente, donnée 

progressivement extraient,des sous-suites convergentes. 

Principalement deux points de vue peuvent être adoptés : 

Io) On essaye d'extraire une sous-suite convergente. 

2 O )  On essaye d'extraire simultanément une famille de sous-suites convergentes 

telle qu'à chaque point d'accumulation corresponde au moins une sous-suite extraite. 

Le premier point de vue donne lieu à deux types d'algorithmes qui sont décrits 

et étudiés aux paragraphes 1 et 2 et qui fonctionnent sur le principe très 

simple suivant : 

a) On découpe la suite (x ) en tranches : n 

{xo, XI, .. . , x 
$(O) 

1 tranche O 

x a )  xa(i)+i' ' X~(l) tranche 1 . . . m.. . . . 
X {x~(~), + . . , x 1 tranche i B(i) . . . . s . a .  



b )  On prend un p o i n t  dans chacune des t ranches  de ce découpage, ce  q u i  donne 

une sous-sui te  (notée  ( t . )  ou ( S . ) )  de l a  s u i t e  ( x  1. Dans l e  premier type  
1 1 n 

d 'a lgori thmes (a lgor i thmes  T, § 1) on c h o i s i t  t de façon à rendre  d( t i+ l , t i )  
i+ 1 

p e t i t .  Dans l e  second type  d 'a lgori thmes (algori thmes S ,  § 2 )  on c h o i s i t  

s de façon à rendre d ( s  a )  p e t i t  ( a  e s t  un po in t  f i x é ) .  i+ 1 i ' 
Nos r é s u l t a t s  é t a b l i s s e n t  des  condi t ions  s u f f i s a n t e s  de convergence pour l e s  

a lgori thmes T ou S ,  i ls montrent q u ' i l  e x i s t e  t ou jou r s  des  découpages ( c ' e s t -  

à - d i r e  des s u i t e s  a ( n ) ,  B(n)>  pour l e s q u e l s  T e t  S sont  convergents e t  i l s  

indiquent  a u s s i  pour c e r t a i n s  types p a r t i c u l i e r s  de s u i t e s ,  comment c h o i s i r  

( a ( n ) ,  B(n)). 

Le second point  de vue donne l i e u  à un type  d 'a lgori thmes (algori thmes U ,  $ 3) 

q u i  procèdent s e l o n  l e  schéma suivant  : 

a )  On découpe l a  s u i t e  ( x  ) en t ranches ,  comme pour l e s  a lgori thmes T  e t  S. n  

b )  On sé lec t ionne  p l u s i e u r s  po in t s  (dans chacune des t ranches)  que l ' o n  c h o i s i t  

les p l u s  6loîghiés poss ib le  l e s  uns des a u t r e s ,  p u i s  on u t i l i s e  ce s  p o i n t s  pour 

pro longer  l e s  sous-su i tes  dont l a  cons t ruc t ion  a é t é  commencée aux é t apes  

précédentes .  

Nous donnons quelques r é s u l t a t s  de convergence pour l e s  a lgori thmes U .  

Les hypothèses que nous sommes ob l igés  de f a i r e  pour formuler nos r é s u l t a t s  de 

convergence, peuvent sembler un peu t r o p  f o r t e s ,  l e  but du d e r n i e r  paragraphe 

e s t  de montrer qu 'en f a i t  on ne peut pas  supprimer ces  hypothèses. Pour c e l a  

comme dans l e  c h a p i t r e  2 nous é t a b l i s s o n s  des r é s u l t a t s  d ' imposs ib i l i t é .  

Tous l e s  r é s u l t a t s  de ce c h a p i t r e  ont  d é j à  é t é  p ré sen té s  dans des  t ravaux de 

l ' a u t e u r .  Ceux des  paragraphes 1, 2 e t  4 dans C83 ceux du paragraphe 3 dans 

C31 C5J T63 ( l a  ré férence  C31 con t i en t  d ' a i l l e u r s  une étude p lus  complète des 

algori thmes U). Divers e s s a i s  numériques ont  é t é  r é a l i s é s ,  on l e s  t rouve ra  

dans C41 e t  r53 .  



E : p a r t i e  fermée de IRn ; 

d ( x ,  y )  : d i s t a n c e  e n t r e  deux p o i n t s  de E (nous ne supposerons pas  que d est 

l a  d i s t a n c e  euc l id i enne )  ; 

d(A, B) = i n f  {d(x,  y )  1 x E A ,  y r B) ; 

B(x, r )  = {y E 1 d ( y ,  x) c r! ; 

6(A, B )  = max(sup d(A, y )  1 y r BI ,  sup {d(x ,  B )  1 x r A)  

( d i s t a n c e  de Hausdorff e n t r e  deux ensembles v o i r  El]) ; 

E ? :  ensemble des  s u i t e s  i n f i n i e s  de p o i n t s  de E ; 

A(xn! : ensemble des  p o i n t s  d 'accumulation de l a  s u i t e  (x ) r l? ; 
n 

A( ,  ) e s t  t ou jou r s  un fermé (Cl1 C31 Cg11 e t ,  p u i s q u ' i c i  E est a 
n 

base  dénombrable de vo is inages ,  on a que (Cl1  C31 Cg]) : 

A 

x E A(x 1 <=> il e x i s t e  une sous-suite de ( x  ) , convergeant vers x .  n n 

Lorsque ( x  ) est f i x 6 e  on no te r a  : 
n 

S i  (An) e s t  une s u i t e  de p a r t i e s  de E on n o t e r a  : 

a C 

l i r n  i n f  A = {x 1 V E ) 0 ,  3 no, V n r n 3 x r An : d ( x ,  x )  i E) n n- o  ' 

Lorsque l i m  i n f  A = l i r n  sup A = A  on d i t  que A converge ve r s  A e t  on no t e  n n- n n rr- 

l i r n  An = A ( v o i r  C1.1 Cl01 r l l l ) .  
n- 

1 - LES ALGORITHMES T 

Basés s u r  un p r i n c i p e  n a t u r e l  ~ a r t i c u l i è r e m e n t  s imple l e s  a lgor i thmes  

T que nous préseritons i c i  possèdent des p r o p r i é t é s  de convergence que nous 

analysons e n  d é t a i l  aux thkorènlea 1, 2 e t  3 .  3n remarqtera  en  p a r t i c u l i e r  



q u ' i l  e s t  poss ib le  (à condition de b ien  c h o i s i r  a ( n )  e t  B(n)) d ' e x t r a i r e  des 

sous-suites convergentes même lorsque l a  s u i t e  de dépar t  a une i n f i n i t é  de 

points  d'accumulation ; c e t t e  p o s s i b i l i t é  ne s e  re t rouvera  p a s  avec l e s  algo- 

rithmes S e t  U. 

En plus de l a  s u i t e  (x ) de p o i n t s  de E,  on suppose donnée dans t o u t  
n 

l e  r e s t e  du paragraphe des s u i t e s  d ' e n t i e r s  a ( n ) ,  B(n) v é r i f i a n t  l e s  condit ions 

suivantes: 

a ( 0 )  = O ; 

(a81 [ I n c 24 : a ( n + i )  01n1, 

B(n) 2 a(n+l)-1. 

Ces condit ions impliquent bien s û r  que : 

l i m  a (n )  = l i m  B(n) = +a e t  Y n r N:B(n) r a (n ) .  
n- n- 

Les suit- (&F& Nnj)- neus m - e w *  Be déeeupff. -2tesukte fxn) m UtFanches'' 

Tranche O Tranche 1 Tranche 2 Tranche 3 

Figure 1 

Les sous-suites  cons t ru i t e s  p a r  l 'a lgori thme T seront  obtenues en prenant 

un point  dans chacune des t ranches.  

Soi t  io e N 

Algorithme T(  i- , a ( p ) ,  $(pl ) 

Etape O --- --- 

On pose to = x 
i 

O 



S o i t  po l e  p l u s  p e t i t  e n t i e r  t e l  que : 

a(po)  5 io 5 B(po) 

S o i t  1. l 'ensemble des e n t i e r s  1 t e l s  que : 
1 

a(po + j )  2 B(p O -+ j ) ,  

(d(xt, t j - i )  = min {d(x  t 1 a ( p o  + j )  5 m * B(po + j )} .  m' j-1 

S o i t  i = max 1 
j  j  ' 

O n p o s e t  = x  . 
j  i 

j 

Une f o i s  l e s  paramètres  i ( a ( n ) ,  B(n)) f i x é s ,  l ' a lgor i thme T e x t r a i t  
O ' 

une sous-su i te  ( t e )  commençant par t = x , en prenant  un poin t  dans chacune 
1 O i 

O 

des  t ranches  d é f i n i e s  p a r  ( a ( n ) ,  B(n)) e t  en minimisant l a  d i s t ance  de deux 

p o i n t s  succes s i f s  de l a  sous-su i te  c o n s t r u i t e .  

Nous prenons i = max I. pour l e s  c a s  où 1 a p l u s  d'un élément,  mais 
j I j  

c e  choix n ' e s t  pas  e s s e n t i e l  e t  l e s  r é s u l t a t s  é t a b l i s  r e s t e r a i e n t  va l ab le s  

avec une a u t r e  convention de choix (pourvu que i E 1.). 
j I 

' ~ ( o ) ,  X m(o)+l , . . . , . . . , a . . ,  X } 
B(0) 

Tranche O 

IXa( 1 )  X a( 1 ) + 1  , ... 9 ... , ... 
X ~ ( l ) }  

Tranche 1 

(X a ( p o ) '  x a ( p o ) + l  ' 
' 171' 1 

Tranche p 
O 

- B(p0) 
+ 

ixa(po+l )>  X a ( p , + l ) + ~  > Xfi(po+i) ) Tranche p + 1  
O 

. * .  . . . . . . ... 
-L 

X 'xa(po+j )y  a (p ,+ j )+ l  ' " *  1 1 ' X@(po+j)  } 
Tranche p O +j 

A 
a . .  . e e . . s t S . .  . S .  

1 
s u i t e  extraite 

Flgux-e 2 



* 
Si la sous-suite (x. 1 = (t.) converge vers x, on écrira : 

14 1 

ou même : i + # 
O 

Pour exprimer que ( x  1 = (t.) converge, on écrira : i 
j 

1 

(io, a(n), B(n1) + 
ou même : i + 

O 

Exemple 1 

Prenons E = R ,  et considérons (x ) définie par : 
n 

Fixons dans un premier temps a(n) = 3n, B(n) = 3nt2. 

tranche O 

tranche 1 

tranche 2 

tranche 3 

Figure 3 



S i  on prend i = O ,  on ob t i en t  l a  s u i t e  e x t r a i t e  ( x  x x x 
O '  4 '  7 '  10 '  

... ) 
O 

q u i  converge ve r s  1 E A(x ). 
n 

Ce que nous notons : 

De même : i = 1 4  2 
O 

11 e s t  évident  pour c e t  exemple que : 

e t  que : 

Fixons maintenant a ( n )  = 4n, B(n) = 4n+3. 

t r anche  O 

t ranche  1 

t ranche  2 

Figure 4 

Avec ce nouveau découpage, on a  : 

i = O 4 1  
O 

i = l t 2  
O 

i = 2 t 2  
O 

i = J + O  
O 



Les p r o p r i é t é s  (* )  e t  (**)  son t  encore s a t i s f a i t e s .  

Sur c e t  exemple, on peut d ' a i l l e u r s  é t a b l i r  sans d i f f i c u l t é  q u ' e l l e s  s e ron t  

s a t i s f a i t e s  dès que : 

Y n  E IN : a ( n t 1 )  2 a ( n )  + 3 .  

Toujours avec E = IR, considérons maintenant 

(xn)  = ( O ,  O ,  1 / 2 ,  O ,  1 /4 ,  1 / 2 ,  3/4,  O ,  1 / 8 ,  1/43 3/83 1/23 5 / 8 9  3/49 718, ) 
Y V  Y 

I l  e s t  c l a i r  que : 

Pour que l ' a l go r i t hme  T e x t r a i t  e f fec t ivement  des sous - su i t e s  convergentes ,  

il f a u t  prendre des  t ranches  de p lu s  en p l u s  longues. Par  exemple, on peut  

f i x e r  : a ( p )  = 2P-1, B(p) = îPtl-2 . 

t ranche  O 

t ranche  1 

tranche 2  

t ranche  3  

Figure 5 

On v o i t  que ( * )  e s t  encore v r a i e ,  par  c o n t r e  ( ** )  n ' e s t  p lu s  v r a i e .  Les p o i n t s  

- 
x  E A(x ) t e l s  que 3 io : i + x ,  peuvent ê t r e  c a r a c t é r i s é s  : c e  sont  l e s  

n  O 

k i 
po in t s  de l a  forme 7 avec k impair ,  O < k <: 2 -1. Les p o i n t s  l i m i t e s  des - 1 
sous - su i t e s  e x t r a i t e s  par  T ne peuvent c o n s t i t u e r  qu'un sous-ensemble dénombrable 

de A(x ) ( c a r  l e s  i poss ib l e s  son t  dénombrables) e t  c e c i  même en  prenant des  
n  O 



t ranches  p l u s  grandes. Remarquons qu'avec l a  s u i t e  de l 'exemple 2 ,  s i  B(n) - a ( n )  

e s t  borné, a l o r s  quel  que s o i t  l e  choix de i l a  s u i t e  ( x  = ( t . )  ne convergera 
O ' i 

j 
3 

pas  ( e t  même, s e r a  t e l l e  que A(t . ) = CO,  13 ) . Prendre des t ranches  grandes e s t  
3 

donc, pour de t e l l e s  s u i t e s ,  une néces s i t é  absolue. 

Les d i f f é r e n t s  exemples que nous venons de v o i r  montrent que l ' a lgo r i thme  

T ne converge pas t o u j o u r s ,  e t  que, l o r s q u ' i l  converge, il ne donne pas fo rcé -  - 
ment n ' importe  quel  po in t  x 6 A(x 1. 

n 

Pour o b t e n i r  des  sous-su i tes  convergentes,  il e s t  donc néces sa i r e  de 

b i en  c h o i s i r  ( a ( n ) ,  $(r i ) ) .  

I 
I toujouhb une ~ o ~ o - ~ ~ i t e  convmgente) , 

(Li1 poun t o u t  point ; d o l é  da>ts A(x ), ie enis te  i E N t e l  que : 
n O 

Remarques 

1°)  La condi t ion  (a) ne f a i t  i n t e r v e n i r  que l a  s u i t e  ( x  ) ( e t  pas  A(x > comme 
n n 

c e r t a i n e s  des  condi t ions  rencont rées  p lus  l o i n ) .  

2 O )  Les hypothèses de convergence pour l e s  a lgori thmes d ' e x t r a c t i o n  simultanée 

( v o i r  $ 3)  exc luent  l e s  ca s  où A(x ) e s t  i n f i n i .  I c i  n o t r e  hypothèse n ' e s t  pas  
n 

r e s t r i c t i v e  pour A(x 1, i l  csr t o u t  à fait p o s s i b l e  (comme dans l 'exemple 2)  
n 

de  cons idé re r  une s u i t e  ( x  ) ayant  une i n f i n i t é  de p o i n t s  dkccumula t ion .  
n 



Démonstration 

( i )  P a r  d é f i n i t i o n  de T : 

B( i + l ) )  d ( t i .  t i+ l )  = min f d ( t i y  X)  1 x É Xa(i+l) 

Donc : 

Ce q u i  donne : 1 d ( t i ,  t i+l)  < ; l a  s u i t e  ( t . )  est donc une s u i t e  de Cauchy 
ia 1 

e t  p a r  conséquent converge. 

( i i )  S o i t  E = d(X, A(xn) - 1 )  O. 

S o i t  i t e l  que : 
O 

l 
l 

'(') '(:+')) 4 E/3 ei X É a;, ~ / a ) .  
1 i r i  1 B ( x a ( i ) '  X a ( i + ~ )  i O 

i O 

La s u i t e  ( t .  ) converge (d ' ap rè s  (i)) ve r s  une l i m i t e  y É A(xn). On a nécessai-  
1 

rement : 

- A 

donc y = x. 

O 

Le théorème 1 suggère immédiatement l a  ques t ion  : est-il  tou jou r s  poss ib l e  

de t r o u v e r  ( a (n ) ,  B(n)) s a t i s f a i s a n t  (a) ( e t  (aB)) ? La réponse à c e t t e  

ques t ion  e s t  donnée i c i  : 

P m p o h L t i o n  1 

SoL t  ( X  une & d e  bohnée d e  point6  de E .  IL e x i k t e  des hu.Ltes d' d 4 h s  n 

( a ( n ) ,  B(n)) aMteb que (a) 4 0 d  vétUdLée (&.mi que  (a$) ) . 



Démonstration 

Pour tout E > O, nous noterons : 

V, = {x / d(x, A(x 1) < E}. n 

Puisque (x ) est une suite bornée de E, A(x ) est compact et on a donc: 
n n 

Y E i 0, 3 n(~), V m 2 n(~) : x E v 
m E 

Donnons-nous ( E ~ ) ~ ~ ~ ,  une suite de paramètres tels que : 

A(x ) qui est compact, peut être recouvert à l'aide d'un nombre fini de boules 
n 

de rayon ~ ~ / 2  : 

Prenons k tel que pour tout i = 0, . . . , el il existe n e {a(l), . . . , kl} tel 
1 

1 
que x n E B(yi, c1/2). On définit : 8(1) = max ikl, a(l), n(c2)), a(2) = f3(1)+1. 

Montrons que : 

Soit x E X B( 1) 
a( 1) ' on a d(x, A(x 1) i E (car a(î) 2 n(El)). n 1 

~ ~ 

1. Soit x E A(x 1, il existe y tel que : n r 

1 1 d ,  y 1 i E /2 (par hypothèse sur les y. 1. 
r 1 1 

1 11 existe donc : n 1 {a(l), . . . , B(1)) tel que : d(yr, xn) i ~ ~ / 2  ; 
A 

donc, tel que : d(x, x ) E 
n 1' - B(1) Ce qui signifie que : d(x, Xa(i)) i E 

1' 

Ce qui montre ( *  ) . 



On recouvre alors A(x ) à l'aide de boules de rayon c2/2 : 
n 

2 2 
B(yo, c2/2) . . ., B(ye E2/2) 

2 

On prend k tel que pour tout i E {O, 1, ... 
2 , 12} , il existe. n c {a(2)  , . . . ,k21 

Z 
tel que x B(Y~, fz2/2). On définit alors B(2) = max {k2, a(2), n ( ~ ~ ) } .  

n 

a(3) = f3(2)+1 et on montre que : 

La construction se poursuit de façon analogue, et on obtient finalement : 

Remarques 

1°) En fait la démonstration de la proposition établit le résultat plus precis 

suivant : 

si (X ) est bornée et si ( E  ) est une suite de réels > 0, 
n n21 

alors il existe a(n) tel que V m 2 1 : 6(~~[:i~)-~ , A(x 1) 5 cm 
n 

Ceci signifie que l'ensemble d'accumulation de (x ) peut être approché aussi 
n 

finement que l'on veut avec des tranches complémentaires de la suite (x 1. n 

Ces résultats sont à rapprocher de certains résultats de C31. 

2O) Si, à la place de (a) ,  on suppose seulement : 

(a") lim X $(il a(i) = A(xnl, 
i-+oo 

le thgorème 1 ne reste plus vrai. C'est ce qu'établit le contre-exemple suivant : 



Contre-exemple 

Considérons l a  s u i t e  ( x  ) r ep ré sen t ée  à l a  f i g u r e  6 : 
n  

(x,) = (O, 1 /4 ,  1 /2 ,  3/4,  O ,  1 /2 ,  1, 3 / 8 ,  7/8, 1 /4 ,  3/4, ... ) 

Prenons a ( n )  = ( 0 ,  1, 2 ,  3, 4 ,  7 ,  9 ,  11, 13 ,  ... ) ( v o i r  f i g u r e  6 )  

B(n) = a ( n t 1 )  - 1 

Les cond i t i ons  ( a ' )  e t  (a" )  son t  v é r i f i é e s  mais pas l a  cond i t i on  ( a ) .  

I l  e s t  c l a i r  que pour t o u t  i E N, l a  s u i t e  ( x  ) e s t  une s u i t e  non convergente 
O i 

v é r i f i a n t  : A(x ) = C O ,  11. 
i 
j 

Théanèrne 2 

S i  ( X  ) e b t  bufinée et n ' a  qu'un nombfie  di^ d e  point4 d l a c c u W o n  et a i  I 
I l 'une  deb deux c o n ~ o n a  acLivantes esZ aaAAdaLte  : 

1 (0 ' 1  l i m  6(Xa(i), $ ( i l  x ~ ( ~ ~ ~ ) )  B ( i t i >  = O 
i+- 

I (O"S lim x ~(i) a ( i )  = A(xn), 
i-to) 

- / (ü) p o ~ n  fa& ; L A(x ),  i( e x h i e  i E Y tel que io + x. 
n  O 

Remarque 

( 0 )  => (0') ; ( a  1 => ( a " ) .  Les hypothèses ( a ' )  e t  ( a " )  son t  donc p l u s  f a c i l e s  

à s a t i s f a i r e  que l 'hypothèse (a) .  Il r é s u l t e  a u s s i  de l a  p ropos i t i on  1 que (x n  

é t a n t  donnée, il e s t  t ou jou r s  p o s s i b l e  de t r o u v e r  ( a ( n ) ,  B(n) ) s a t i s f a i s a n t  

( a 1 > ,  ( a " ) .  

Démonstration 

Notons y 1, y2 ,  " .  . , yl l e s  poir i t s  d%ccumu!ation de (x 1. 
n 



t r a n c h e  O 

t r a n c h e  1 
t r a n c h e  2 
t r a n c h e  3 

t r a n c h e  4 
t r a n c h e  5 

t r a n c h e  1 0  

t r a n c h e  1 5  

t r a n c h e  20 

t r a n c h e  25 

t r a n c h e  30 

t r a n c h e  3 5  

t r a n c h e  40 



posons E = min td(yi ,  y j  i i f j 1. 
O 

Montrons d 'abord que puisque ( x  ) e s t  bornée e t  n ' a  qu'un nombre f i n i  de p o i n t s  
n 

d'accumulation : 

( a ' )  <=> (a" ) .  

a )  ( a ' )  => (a1'>.  

S o i t  i t e l  que : 
O 

En ra i sonnant  par  l ' absu rde ,  on é t a b l i t  que : 

B(i )  
V i 2 i V j E { l ,  2,  ..., 11 : B(yj ,  &/4)  n Xa(i) # 8 .  

O ' 
Ceci permet a l o r s  de montrer que : 

l i m  i n f  X 3 A(xn). 
i- a (  il 

Comme l ' i n c l u s i o n  : 

l i m  sup x '(" c A ( x ~ )  , 
i- a ( i >  

e s t  t ou jou r s  v é r i f i é e ,  on peut conclure.  

b) (a" )  => ( a v )  

Pour t o u t  r E (1, ..., 11, s o i t  (X  
kr( i )  

) une sous - su i t e  de ( x  ) convergeant n 

ve r s  y avec k r ( i )  r { a ( i ) ,  ..., $ ( i l ) .  r 
+* 

S o i t  E E IR donné, il e x i s t e  n ( ~ )  t e l  que : 

V m t n ( ~ )  : d(xm, A(xn)) 6 E ,  

V r E (1, ..., 1) : k (m) r n ( ~ )  => d ( x  
k,(m) 

y y;) 6 E - r 

I l  e s t  c l a i r  a l o r s  que pour t o u t  i t e l  que a ( i )  r II(€) on a : 

ce q u i  démontre donc ( a '  ) . 



c )  P a r t i e  ( i )  du théorème 2 : 

Un raisonnement semblable à c e l u i  f a i t  pour l e  théorème 1 montre que que l  que 

s o i t  i E N : 
O 

l i m  d ( t i ,  titi) O 
i - ~ o  

11 en r é s u l t e  que A ( t .  e s t  connexe C21 171. D'autre  p a r t ,  A(ti)  A(xn). 
1 

Donc ( t . )  converge. 
1 

d )  P a r t i e  ( i i )  du théorème 2 : 

S o i t  y un point  d 'accumulation ae ( x  1. 
r n 

On prend i de l a  façon su ivan te  : 
Q 

1 lu) SL. ; est un point d ' a c c u m W o n  ido le  de (X ) et ayant une Qotrce n 

Démonstration 

( i l  Les condi t ions  du théorème 2 s e n t  s a t i s f a i t e s .  

( i i )  S o i t  E = d(X, A(xn> - {a)) > 0. 



il e x i s t e  n  t e l  que s i  n  2 n  a l o r s  : 
O O 

2 
( X: n B(;, ~ / 5 )  # 0 
I 

- 1 Xn € B(x, €/5)  OU Xn k B(*, 3 ~ / 5 ) .  

* 
On prend a l o r s  : i 2 n  t e l  que d ( x .  , x )  5 ~ / 5 .  

O O a. 
(3 

2 - LES ALGORITHMES S 

On s e  donne ( x  1, ( a ( n ) ,  B(n>) comme dans l e  paragraphe 1, 
n  

S o i t  a  E E. 

Algorithme S ( a ,  a ( n ) ,  B(n)>  

Etape j 

S o i t  1. l 'ensemble des e n t i e r s  L t e l s  que : 
1 

S o i t  i = max I , 
j ri 

On pose : s = x. 
j B j 

Une f o i s  Les paramètres a ,  ( a ( n ) ,  $ (n ) )  f i x e s ,  l 'a l -gori thme S e x t r a i t  une 

sous - su i t e  ( S .  ) en prenant ,  dans chacune des t r anches  d é f i n i e s  pa r  a ( n ) ,  B(n>,  
3 

l e  po in t  l e  p l u s  proche de a  ( l o r s q u ' i l  y a  p l u s i e u r s  p o i n t s  r é a l i s a n t  l e  

miriimum, il c h o i s i t  c e l u i  de p l u s  grand i n d i c e ) .  

-i 

S i  l a  sous-su i te  (x ) = ( S . )  converge ve r s  x ,  on é c r i r a  : 
i, 3 

A 

ou même a 4 x  . 
Pour exprimer q u e  !x 1 = ( s  , ) coriverge, on é c r i r a  : 

i 
3 1 

( a ,  a ( n ) ,  B(n) )  f 

ou même a  f . 



Exemple 1 

Prenons E = I R  e t  cons idérons  (x ) d é f i n i e  p a r  : 
n 

x7,= - (1 t 1/2") 

X 
2 n t l  = + ( 1  + 1 / 2 3 .  

Fixons  dans un p remier  temps : a ( n )  = 2n, @ ( n )  2 n t l .  

S i  on prend a 2 O ,  on o b t i e n t  : a f  t1. 

S i  on prend a < O ,  on o b t i e n t  : a t -1. 

On a donc : 

(*)  V a :  a t  

(**)  v x A(xn) 3 a : a t I 

Fixons  maintenant : 

a ( n >  = 3n,  B(n) = 3n+2 . 

t r a n c h e  O 

t r a n c h e  1 

t r a n c h e  2 

t r a n c h e  3 



t ranche O 

t ranche 1 

tranche 2 

t ranche 3 

Figure 8 
1 

S i  on prend : a  > O ,  on o b t i e n t  : a  f t1. 

S i  on prend : a  < O ,  on ob t i en t  : a  + -1. 

S i  on prend : a  = O ,  on o b t i e n t  : 

( S . )  = (x2 ,  X 5 ,  X* ,  X I I ,  ... 1 
1 

e t  donc ( s . 3  ne converge pas.  
1 

Exemple 2  

E ii! ( l e  corps des nombres complexes). 

i n  
x  = e  ( 1 + 1 / 2 ~ )  

n  

A(xn) = { z  r a: 1 l z l  = 11 . 

S i  on c h o i s i t  P(n)  - a ( n )  < C (C é t a n t  une constante  f i x é e ) ,  a l o r s  aucun poin t  

a  ne f o u r n i r a  de s u i t e  convergente. 

n  
S i  on c h o i s i t  : a ( n )  = 2 , 

B(n) = a ( n t 1 )  - 1, 

i 0 a l o r s  avec :arg  a  = 8 ,  on aura  : a  f e  , 

e-t avec : a  = 0, on aura  : A ( s . 1  = A(xn). 
1 



Thémeme 4 

1 Si eu c o n m u  suivantes don t  v é ~ d i é e s  : 

(a") l i m  X = A(xn) 
ia a ( i )  

( y )  Card {x r A(xn) 1 d(a ,  x )  = d ( a ,  A(xn))}  = 1, 

Remarque 

D'après l a  propos i t ion  1 ( v o i r  a u s s i  C21) ,  il e s t  tou jours  p o s s i b l e  de c h o i s i r  

( a ( n > ,  B(n)> pour que (a") s o i t  v é r i f i é e .  

De même il e s t  c l a i r  q u ' i l  e s t  tou jours  p o s s i b l e  de prendre a  v é r i f i a n t  ( Y ) .  

Les condit ions de ce théorème sont  malgré t o u t  moins commodes à u t i l i s e r  que 

c e l l e s  du théorème 1, c a r  e l l e s  fon t  i n t e r v e n i r  de façon e s s e n t i e l l e  A(xn). 

Démonstration 

S o i t  X l e  s e u l  élément de A ( x  ) t e l  que : 
n 

a 

Montrons que : l i m  s = x  . 
j- j 

6 

Par  hypothèse : x E l i m  i n f  X @ ( j  1 
j- 

a( j ) '  
h 

I l  e x i s t e  donc une sous-su i te  (Z ) convergente vers  x e t  t e l l e  que : 
i 

Donc : 

l i m  d ( a ,  x  1 = d(a ,  x ) .  
j- 

i 
j  

Ce t t e  dern ière  r e l a t i o n  avec l e  f a i t  que l e s  boules  fermées de E sont  compactes, 

implique que : 

l i m  x .  = x. 
j- 

1 
j  



3 - LES ALGORITHMES U 

Fondés s u r  des i dées  p l u s  complexes que l e s  a lgori thmes T e t  S , l e s  algo- 

r i thmes U sont  d e s t i n é s  à f o u r n i r  des  r é s u l t a t s  p l u s  f i n s  s u r  l a  s u i t e  i n i t i a l e  

(xn)  : i ls  doivent  e x t r a i r e  simultanément p l u s i e u r s  sous - su i t e s  convergentes.  

S o i t  k un e n t i e r  f i x é  ( c ' e s t  l e  nombre de sous-su i tes  que l ' o n  e x t r a i t ) .  

So ien t  a ( n )  e t  B(n) deux s u i t e s  d ' e n t i e r s  v é r i f i a n t  : 

Y p E IN : B(p) 2 a ( p )  + k-1, 

a ( p )  2 p. 

Algorithme U(k, a ( p ) ,  B(p) )  

Etape p 

Les é t apes  précédentes  on t  déterminé k sous - su i t e s  f i n i e s  (x 
1 1  1 
O >  XI, . . . Y  x p-l), 

2 2 
(xo, XI, . . . y  X 

2 k k  k , . x x . x ) ; l ' é t a p e  p va déterminer  k po in t s  
P-1 P-1 

x1 x2 . . . , xk q u i  vont les a l l onge r  chacune d '  un po in t .  
p Y  P' P 

Phase de recherche de k p o i n t s  mutuellement é lo ignés  

Pas 1 On pose a = x -- 1 ~ ( P I '  

Pas 2 On pose A = ( a  1 e t  on cherche l e  po in t  x i E ( a ( p ) ,  a ( p ) + l ,  . . . 1 
1 1 i ' 

l e  p l u s  é lo igné  de A ( s ' i l  y a des ex-aequo, on c h o i s i t  pa r  exemple l e  1 

x d ' i n d i c e  l e  p l u s  grand) .  Ceci détermine l e  po in t  a 2 .  
i 

Pas 3 On pose A2 = {aly a2} e t  on cherche l e  p o i n t  x i E { a ( p ) ,  a ( p )  t 1, . . . i ' 
$ ( p l }  l e  p l u s  é lo igné  de A Ceci détermine l e  po in t  a3.  

2 ' 

Pas k On pose Ak-l = {aly a 2 ,  . . . , a 1 e t  on cherche l e  p o i n t  x .  l a ( p ) ,  
k- 1 1 

a ( p ) t l ,  ... B(p)) l e  p lu s  é lo igné  de A 
k- 1 ' 

Ceci détermine l e  p o i n t  ak. 



Phase d'allongement des sous-su i tes  f i n i e s  

1 
Pas 1 On prend pour x1 l e  a .  l e  p l u s  proche de x ( s ' i l  y a des ex-aequo, on . P 1 P-1 

c h o i s i t  p a r  exemple l e  a, d ' i n d i c e  l e  p l u s  grand).  
A 

2 1 
Pas 2 On prend pour x l e  ai  ( i  É 11, 2 ,  ..., k}, a .  # x ) l e  p lu s  proche de 

P 1 P 

Pas k On prend pour xk l e  s e u l  a q u i  r e s t e  dans 
P i 

( A  l ' é t a p e  0 ,  l a  phase d'allongement des sous - su i t e s  f i n i e s  s e  r é d u i t  à poser  : 

Soien t  l e s  s u i t e s  (y,), ( z n )  e t  ( X  ) d é f i n i e s  p a r  : n 

(yn)  = ( 3 ,  2,  3 ,  1, 2 ,  3 ,  2 ,  3 ,  1, 2 ,  -.- ; 

( z ~ ~ )  
( 2 ,  - 2 ,  1, -1,  ~ / 2 ,  2 1 4  4 1/8,  - 1  . . O  ; 

(x,) = (yn + z 1 - 
ri 

On appliqiie à ( x  ) l ' a l go r i t hme  U ( 3 ,  5p, 5p t4)  ; l e s  ~ r e r n i è r e s  é t apes  sont  : 
n 

Etape O Po in t s  t r a i t é s  : xoy xl ,  x2 ,  x3,  x4. 

a l = x 4  ; a 2 = x  ; a 3 = x o ;  
3 

x1 - 3 - a l  ; x: = a 2  ; xo = a3. 

Etape 1 Poin ts  t r a i t é s  : x5,  x6, x7, x8, x g .  

a l  x9 ; a2  x7 ; a 3  = xB ; 

1 3 
x1 = a 2  ; x2 a3  ; x1 = a l .  

1 

Etape 2 Po in t s  t r a i t é s  : x x x x x 
10' 11' 12' 13' 1 4 .  

a = x14 ; a2  = x13 ; a3  = x - 
1 12 ' 

1 3 
x 1 = a 3 ;  2 x ; - a 2  ; x  2 = a  1 ' 



1 2 3 
11 e s t  c l a i r  que l e s  s u i t e s  ( x  1, ( x  1, ( x  convergent respectivement vers  

P P P 

3, 1 e t  2 qui  son t  l e s  trois po in t s  d'accumulation de ( x  ). n 

Exemple 2 

I l  se peut  que ce r t a ines  des sous-sui tes  cons t ru i t e s  ne so len t  pas convepgentes ; 

en v o i c i  un exemple : 

so ien t  (yn) = (0 ,  0, 5, 0,  5, 5, O,  O ,  5 ,  0, 5, 5, ... , , 
1 1 

(2,) = (0 ,  1, O, 0, 0, 1, 0, 1, 0, Q, O ,  T, 9 . -  ) , 
x = (yn t zn> . 

On applique l 'a lgori thme U(3, 3p, 3pt2) : 

1 2 -  3 Etape Q : xo = x2 , xo - xo , xo = xl. 

1 2 3 Etape 1 : x = x4 , xl = x3 , xl = x5. 
1 

1 2 3 Etape 2 : x2 = x8 , x2 = x6 , x2 = x7.  

1 2 3 Etape 3 : x3 = xlO, x3 = x9 , x3 = x 
11 ' 

1 2 3 
Etape 4 : x4 = x14, x4 = x12, x = x  13 

1 2 3 Etape 5 : x5 = xIo, x5 = x15, x5 = x 
17- 

1 2 Les sous-suites  ( x  ) e t  ( x  ) son t  convergentes. n n 
3 La sous-suite  ( x  ), e l l e ,  ne converge pas. 
n 

ThéokLme 5 

1 P o m  t o u t e  s u c t e  bonnee ( X  ) de  pointd den?' ayant k t  p o W  d'accwnr(ation 
n 

YI, Y2 '  "" Yk ' de  &ohce h ~ c t e m e n t  pod&ve, avec k t  s k , tl@ohi--thme. 

u(k,  p, p2tk)  co~. tm. i t  k . 4 0 ~ 6 - ~ u i t e 6  dont t ' u n e  au ~ ~ 2 6  convehge v~ 

y,(kedp. y2, y3, .. ., y k , ) .  En pvuXculim t o u q u e  k = k l ,  toiLtea t e s  h o u -  

&&es dont  c6nvmgentob ( v a 6  yl, y2, . . . , yk) . 



Remarques 

1°) Le théorème 5 peut ê t r e  géné ra l i s é  de d i v e r s e s  manières : 

( a )  à l a  p lace  de IRm, on peut  prendre n ' importe  q u e l  espace métr ique localement 

compact, l a  s u i t e  ( x  ) é t a n t  a l o r s  supposée contenue dans un compact. 
n 

( b )  à l a  place de U(k, p ,  p2 tk )  on peut  prendre U(k, a ( p ) ,  B(p)) avec 

( c )  La phase de recherche de k p o i n t s  mutuellement é lo ignés  peut  s e  f a i r e  de 

manière d i f f é r e n t e  de l a  n ô t r e  (que nous avons c h o i s i e  pour des  r a i s o n s  

d'économie de c a l c u l s ) .  Pa r  exemple, on peut  d 'abord rechercher  une p a r t i t i o n  

n a t u r e l l e  de 1' ensemble i ~ ~ ( ~ )  , x . . . , x } à l ' a i d e  des  méthodes de 
a ( p ) + l Y  B(p) 

c l a s s i f i c a t i o n  automatique ( v o i r  C21 C31) p u i s  prendre un ai  dans chaque 

ensemble de la  p a r t i t i o n  obtenue ( v o i r  f 3 1). 

Z O )  Les expériences  numériques qu i  on t  é t é  f a i t e s  concernant ce s  a lgor i thmes  

montrent que, o u t r e  une bonne e f f i c a c i t 6 , l e s  temps de c a l c u l s  n é c e s s i t é s  son t  . 
re la t ivement  p e t i t s  C41. 

. 
Démonstration 

S o i t  (x ) une s u i t e  s a t i s f a i s a n t  l e s  hypothèses du théorème. 
n 

Posons : E = min {d(Yi, y . )  1 i, j cz i l ,  2, ..., k ' }  i # j} ; 
3 

v = B(yl, &/5)  U . .. U B(ykI , &/5)  . 
S o i t  p E N t e l  que : 

O 

Y p 2 p 0 : x  E V .  
P 

S o i t  p 2 p t e l  que : 
1 O 

V p 2 p 1 , D i ~  i l ,  2, ..., k t )  : { x ,  p x p i l '  ..., x 1 n ~ ( y ~ ,  &/5 )  # g  
B(p) 

2 
cÙ B(p) = p +k. 



Pour t o u t  p 2 pl, l e s  ensembles : 

forment une p a r t i t i o n  de l 'ensemble {x , x ~ + ~ ,  . . . , x 1 .  I l  e s t  a l o r s  
P B(p) 

évident  que l a  phase de recherche de points  mutuellement éloignés donnera à 

l ' é t a p e  p ,  k points  : al, a? ,  ..., %, t e l s  que chaque boule B(y ~ / 5 )  i ' 
( i  E 11, 2, . . . , k'}) contiendra au moins l ' un  d'eux. 

l. 
S o i t  i ( 1 )  r 11, 2, . . . , k'} t e l  que : x e B ( Y ~ ( ~ ) ,  €/SI- 

p 1 
1 Par récurrence,  il e s t  c l a i r  que : Y p 2 pl : x r B ( Y ~ ( ~ ) ,  €/5) ; l a  sous-suite  
P 

I (x  ) e s t  donc convergente vers  y 
P i(1)' 

2 
S o i t  i ( 2 )  e (1, 2, . . . , k'} t e l  que : x r B ( Y ~ ( ~ ) ,  &/5) .  

p2 
a 

Trois  cas  peuvent s e  présenter  : 

L On é t a b l i t  a l o r s  par  récurrence que : Y p 2 pl : x r B ( Y ~ ( ~ ) ,  d 5 ) ; l a  sous-suite  
P 

2 
( x  e s t  donc convergente vers  y 

P i ( 2 ) '  

(b) i ( 2 )  = i ( l )  e t  pour t o u t  p 2 pl : 
1 

il y a plus de deux po in t s  a i r 1 ,  2, . . . , k}) dans la boule B ( Y ~ ( ~ ) ,  €/5). 
i 

On é t a b l i t  a l o r s  par  récurrence que : 

2 
la sou&-su i t e  ( x  ) e s t  donc convergente vers  y 

! P .  i ( l ) .  

( c )  i ( 2 )  = i(l) e t  il e x i s t e  p 2 pl : 

l a  boule B ( Y ~ ( ~ ) ,  ~ / 5 )  ne cont ient  qu'un s e u l  a . ( i  E (1 ,  2, ..., k}) 
1 

Désignons pa r  p l e  p lus  p e t i t  de ces p,  e t  s o i t  i ' ( 2 )  r (1, 2, . . . , k t )  t e l  2 
2 

que x E B(yi1(2), €/5) .  
p2 

On a i ' ( 2 )  f i(l) ce qu i  par  récurrence nous donne : 

2 
V p  2 p2 : x r B(yi1(p), € /5 ) ,  

P 
2 

la s u i t e  ( x  ) converge donc vers  y 
P i ' ( 2 ) '  



3 On continue de façon analogue. On montre que la suite (x 1, ou bien est conver- 
P 

gente, ou bien admet deux points d'accumulation y 
i(î) et Yi(2) (OU ~ ~ ~ ( ~ ) ) 9  et 

ainsi de suite jusqu'à ce qu'on ait trouvé k' suites convergentes. 

I On remarquera que parmi les k' suites convergentes, il y a toujours (x 1, et 
P 

2 
(x 1. Cette dissymétrie entre les deux premières sous-suites extraites et les 
P 

autres a son origine dans la dissymétrie de la phase d'allongement. 

Remara ue 

En "composant4' un algorithme de recherche du nombre de points d'accumulation 

et un algorithme du type U, on peut extraire exactement autant de sous-suites 

infinies de la suite initiale que de points d'accumulation. On peut aussi dans 

ce but utiliser l'algorithme basé sur une méthode plus directe, décrit dans 

C31 p. 166-174. 

4 - RÉSULTATS DE LIMITATION 

Nous présentons ici deux résultats de 1imitation:le premier (théorème 6) concerne 

les algorithmes d'extraction d'une sous-suite, le second (théorème 7) concerne 

les algorithmes d'extraction simultanée. Les conséquences de ces énoncés sont 

nombreuses et permettent entre autres de voir que les hypothèses formulées dans 

les paragraphes 1, 2 et 3 pour obtenir la convergence de nos algorithmes ne 

peuvent pas être supprimées (il n'est pas impossible par contre que certaines 

puissent être remplacées par dlautres,de natures différentes). 

ThEo~2me 6 

Si E poutde deux p o d  ou p&,Lt n'existe aucun utgoLüune pauh ~uiAe6 A 

*et pue p o ~  .toute ~ u t e  ( X  1 E P ayant ded ~ 0 . ~ 3 6  d1ac- n 
' n, la ~ d t e  

hwuhomEe (t ) 4 0 a  une 4 0 ~ 4 - ~ u t e  convagente de (x 1. 
n n 



Remarques 

1°) On peut améliorer ce théorème de diverses façons : 

(a) en remplaçant "pour toute suite (x c $'par "pour toute suite ayant 1 ou 2 
n 

points d'accumulation1' ; 

(b) en remplasant ''pour toute suite (x r $'par "pour toute suite ayant 2 n 

points d' accumulation" ; 

(cl en remplaçant "soit une sous-suite convergente de (x Y'par "soit une suite 
n 

de points de E convergente vers l'un des points d'accumulation de (x )". n 

Pour (a) et (cl, la démonstration donnée plus bas s'adapte facilement. 

Pour (b) une technique un peu différente est nécessaire. . 

2O) Ce résultat montre en particulier qu'aucun choix de i a(n), B(n) ne pourra 
0 ' 

être satisfaisant pour toute suite (xn) (chose qui était intuitivement assez 

claire), mais il montre aussi qu'aucun algorithme (aussi compliqué soit-il, et 

même basé sur des principes totalement différents de ceux étudiés dans les 

paragraphes précédents) ne pourra extraire une sous-suite convergente de toute 

suite ayant des points d'accumulation. 

Démonstration 

Soient a, b E E, a # b. 

Raisonnons par l'absurde en supposant donné F un algorithme pour suites tel que 

pour toute suite (x ) r E? ayant des points d'accumulation, la suite transformée 
n 

par F de (x ) soit une sous-suite convergente de (x 1. 
n n 

O Soit x = (a, a, a, ... 1. 

O Notons (t ) la suite obtenue par F avec (xO). On a nécessairement : 
n n 

O tn = a pour tout n. 

Posons m(0) = O. Soit n(0) le plus grand indice des points de (xO) ayant servi 
n 

au calcul de t0 
m(o)* 



S o i t  l a  s u i t e  : 

1 1 Notons ( t  ) l a  s u i t e  obtenue par  F  avec ( x  ). On a  nécessairement : 
n n  

t 
1 O = a  c a r  ( x  ) commence par  l e s  mêmes (n(0)+1) premiers po in t s  que (xn) ) .  

m(0) m 
1 D'autre p a r t  (pa r  hypothèse s u r  F) ,  il e x i s t e  m(1) > m(0) t e l  que : tm(l) = b. 

I Soi t  n (1 )  l e  p lus  grand indice  des points  de ( x  ) ayant s e r v i  au c a l c u l  des 
n  

1 
ti, i E {O, 1, ..., m(1)). 

S o i t  l a  s u i t e  : 

2 2 Notons ( t n )  l a  s u i t e  obtenue par  F avec ( x  . On a  nécessairement : n 

I l  e x i s t e  m(2) > m ( 1 )  t e l  que t 
2  
m(2) 

= a .  

e t c  . . . 
Considérons l a  s u i t e  : 

O O O 1 1 2 2 
x  = (x0, XI,  .. . , x n(o) '  Xn(o)+l '  ".' n ( 1 ) '  X n ( l ) + l '  "" n(2) '  "' 

) 

Notons ( t  l a  s u i t e  obtenue par  F avec ( x  1. 
n n  

Par construct ion : 

m(i) 
= a ,  si  i p a i r ,  

m( i) 
= b ,  s i  i impair. 

(tn) n ' e s t  donc pas convergente, ce qui  con t red i t  l 'hypothèse f a i t e  s u r  F. 

SoLt k E N , k 2 2. Soi2 E un eb puce m a q u e  ayctnt au m0ifl.b un p o A  d haccumwnu- 

t ion.  l l  n ' e d t e  aucun d g o u h m e  pouh d d e b  (de F? davu ( E ~ ? )  te( que : 

pouh toLLte huLte bomte ( x ) ayant k p o i n t b  d ' a c c w n W o n  l' dgohLthme 
n 
1 2 k con&&ude k h o ~ l d - ~ d e d  (xn),  (xn) y . . . , (xn) chacune eonvengente ue&b un 

point d'accumuedtian cii$$éhent de ( X  1. 
n 



Remarques 

1°) Ce résultat montre que,même si l'on connait le nombre de points dfaccumula- 

tion d'une suite il n'est pas possible en général de construire des sous-suites 

convergentes vers tous ces points d'accumulation ; ceci signifie que les hypo- 

thèses supplémentaires que nous avons du faire pour obtenir des résultats sur 

les algorithmes U ne peuvent pas être supprimées (même en envisageant d'autres 

méthodes d'extraction). 

2O) Le théorème 7 n'est plus vrai lorsque E n'admet pas de points d'accumulation, 

c'est-à-dire lorsque tous les points de E sont iso1és:En effet on construit 

facilement l'algorithme voulu en utilisant que dans un espace où tous les points 

sont isolés : y est point deaccumulation de (x ) si et seulement si : 
n 

{n E N  1 x = y) est infini. 
n 

Démonstration 

On suppose que k = 2;pour les autres valeurs de k, à des complications de 

notations près, la démonstration est la mgme. 

Soit (R, C) un algorithme pour suites tel que pour toute suite (xn) ayant 2 

points d'accumul.ation l'algorithme (R, C) construise deux sous-suites (yn), 

( Z  ) chacune convergente vers un point d'accumulation différent de (xn). 
n 

Nous allons obtenir une contradiction. 

Désignons par a, un point d'accumulation de E et soit (ao, al, a2, ... une 

suite de points distincts de a, convergente vers a. Soit b un point distinct 

de a. Nous allons construire successivement des suites que nous noterons : 

O 
O - la suite (x 1 est définie par : n 
O 0 0 0  

(xo, xl, x2, x3, ... = (a, ao, a, ao, a, ao, ... 1. 
O O Les suites (y et (zn) construites par l'algorithme sont convergentes l'une n 

vers a, L'autre vers a . 
O 



O O S o i t  O(0) l e  p lus  p e t i t  e n t i e r  i t e l  que : yi # z  
i' Jusqu 'à  l ' é t a p e  8 ( 0 ) ,  

O 
l ' a lgo r i thme  n ' a  f a i t  i n t e r v e n i r  qu'un nombre f i n i  de p o i n t s  de l a  s u i t e  ( x  1 ; n  

s o i t  y(O) l e  p l u s  grand indice  des p o i n t s  in te rvenus .  

( Pour t o u t e  s u i t e  ( x  ) commençant pa r  l e s  mêmes (y(O)+l)-premiers p o i n t s  
n  

O ] que (x,) 1' algori thme donnera l e s  mêmes (O( 0) t1)-premi-es réponses 

1 e t  donc : 

( { ~ e c o ) ~  'e(o) 1 c {a,  aoI .  

1 
1 - La s u i t e  ( x  e s t  d é f i n i e  pa r  : n  

1 O x = x  pour t o u t  i I y ( O ) ,  / i  i 

1 1 [ (Xy(o)+i9 X y ( ~ ) + 2 > . . * )  = (b ,  a ,  al ,  a ,  a l ,  a ,  a,, ... 1. 

1 Cet te  s u i t e  admet b ien  deux p o i n t s  d 'accumulation a  e t  al. Les s u i t e s  (y  ) e t  
n  

1 1 
( z  ) c o n s t r u i t e s  par  l ' a lgo r i thme  s e r o n t  des  sous-su i tes  de ( x  1, chacune n  n  

convergente, l ' u n e  ve r s  a ,  l ' a u t r e  ve r s  a  il e x i s t e  donc un e n t i e r  0(1)  2 6(0 )  
1 '  4 

Jusqu 'à  l ' é t a p e  8 ( 1 ) ,  l ' a lgo r i thme  n ' a  f a i t  i n t e r v e n i r  qu'un nombre f i n i  de 

1 
p o i n t s  de l a  s u i t e  ( x  ) ; s o i t  y ( l ) ,  l e  p l u s  grand ind ice  des p o i n t s  in te rvenus .  

n 

(On a  : y(1 )  2 ~ ( 0 ) ) .  

I Pour t o u t e  s u i t e  ( x  commençant p a r  l e s  mêmes (y ( l )+ l ) -p remie r s  p o i n t s  n  
1 

que ( xn) , 1 ' algori thme donnera l e s  mêmes ( 0 ( 1 )  t 1)-premières réponses 

e t  donc : 

{ ~ e ( o ) ,  'o(o) 1 c {a,  aO1, 

{ ~ e ( i ) ,  Z ~ ( l )  1 c {a,  al}. 

2  2  - La s u i t e  ( x  ) e s t  d é f i n i e  p a r  : 
n  

x2 = xt pour t o u t  i i y ( l ) ,  
\ i  1 



L 
Cette suite admet bien deux points d'accumulation a et a Les suites (yn) 2 ' 

2 2 
et (z ) construites par l'algorithme seront des sous-suites de (x 1, chacune 

n n 

convergente, l'une vers a,*llautre vers a ; il existe donc un entier 
2 .  

0(2) 2 0(1), tel que : 

2 2 
{~0(2), '~2) 1 c {a, a2L 

Jusqu'à l'étape 0(2), l'algorithme n'a fait intervenir qu'un nombre fini de 

2 
points de la suite (x ) ; soit y(2), le plus grand indice des points intervenus. 

n 

(On a : y(2) 2 ~(1)). 

[ Pour toute suite (x ) commenqant par les mêmes (y(2)tl)-premiers points n 
1 

que (DI, l'algorithme donnera les mêmes (e(2)tl)-premières réponses 

1 et donc : 

1 {Y~(O), '0(0> 1 c ta, ao), 

{~0(1)3 ze(l) 1 c {a, al), 

1 t~e(î)¶ Ze(2) 1 c {a, a21 

etc . . . 
O 1 

Lorsque les suites (xn), x ,  . . . sont construites, que les indices 0(0), 0(1) ,.. 
et les indices y (O), y ( 1) , . . . sont déterminés, on construit la suite (xn): 

Cette suite a deux points d'accumulation a et b, donc les suites' (yn) et (zn) 

construites par l'algorithme devraient toutes les deux converger, l'une vers a, 

l'autre vers b ce qui est impossible car : 

{ye(o)> ze(o) 1 c ta, aoI 

t~g(l)> ze(~) 1 c {a, al} 

t~0(2)3 Z0(2) 1 c ta, aîl 
... 
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Dans c e  chapi t renous  in t rodu i sons  e t  é tudions sous l e u r  a spec t  général 

d ive r se s  no t ions  pouvant ê t r e  u t i l e s  dans l e s  problèmes d ' a c c é l é r a t i o n  de l a  

convergence. 

Nous commençons au  § 1 p a r  d é f i n i r  l a  v i t e s s e  d ' a c c é l é r a t i o n ,  e t  l a  v i t e s s e  

asymptotique d ' a c c é l é r a t i o n  (qu i  nous redonne l ' a c c é l é r a t i o n  t e l l e  q u ' e l l e  e s t  

i n t r o d u i t e  habi tuel lement  Cl1 C141). Nous rappelons a u s s i  l e s  d é f i n i t i o n s  de 

degré d ' accé l é ra t ion  Cl11 e t  de s u i t e  devinée. 

Au § 2 ,  grâce  à l a  not ion de t ransformation normale, nous adaptons l e s  dé f in i -  

t i o n s  du § 1 aux f a m i l l e s  de s u i t e s ,  ce  qu i  i n t r o d u i t  d i v e r s  systèmes ordonnés 

de f a m i l l e s  de s u i t e s .  

Après l e  § 3 ,  d e s t i n é  à f o u r n i r  quelques exemples, nous menons au $ 4 une étude 

d é t a i l l é e  des  r e l a t i o n s  e n t r e  l e s  d i v e r s  systèmes ordonnés du 5 2 .  

Les r é s u l t a t s  obtenus montrent qu'aucune des d é f i n i t i o n s  du § 1 ne peut  ê t r e  

r é d u i t e  à une a u t r e ,  ce  q u i  en j u s t i f i e  a  p o s t e r i o r î  1 1 i n t é r 8 t .  

Le $ 5 e s t  consacré 3 l ' é t u d e  de l ' e x i s t e n c e  de f ami l l e s  a c c é l é r a b l e s  maximales 

e t  aux problèmes l i é s .  

Mis à p a r t  l e  théorème 2 du $ 4,  t o u s  l e s  r é s u l t a t s  p ré sen té s  i c i  s o n t  nouveaux 

(un exposé o r a l  en a  é t é  f a i t  dans C61). 

? : Ensemble des s u i t e s  ( i n f i n i e s )  d 'éléments de E ; 

Em) : Ensemble des  s u i t e s  f i n i e s  d 'é léments  de E  ; 

Conv (El : Ensemble des su:tes convergentes d'éléments de E ; 

O 1 ' i 
Soient  : (xn ) ,  (yn ) ,  (x,), ( X  ..., (x,), .. . e  Conv ( E l ,  

O 1 i nous noaerons l e u r s  l i m i t e s  : x,  y ,  x  , x , ..., x , ... . 

* 
Conv (E) : Ensemble des s u i t e s  ( x  ) l Conv (E) t e l l e s  que : 

n 

3 n o e N , Y n > n  : x  f x .  
O n  

-t Conv OR+) : Ensemble des s u i t e s  ( x  ) e  Conv CR ) t e l l e s  que : x = O i 
O n  

P (E)  : Ensemble des p a r t i e s  de E  . 



- VITESSE D'ACCÉLÉRATION, ACCÉLÉRATIQN, DEVINATION . 

Ce paragraphe e s t  consacré à l a  d é f i n i t i o n  des cinq not ions  d1accé16rat ioi i  

que nous u t i l i s e r o n s  e n s u i t e .  A c e l l e  h a b i t u e l l e  (Cl1  r l l l  r141) d ' a c c é l é r a t i o n 3  

rious avons a jou té  c e l l e  d ' a c c é l é r a t i o n  avec une v i t e s s e  ( E  ) e t  c e l l e  d r a c c é i é -  
n  

r a t i o n  avec une v i t e s s e  asymptotique ( E  ), q u i  nous permettent de mesurer l a  
n  

q u a l i t é  de l ' a c c é l é r a t i o n  fou rn ie  par  une s u i t e  ( t  ) relat ivement  à une a u t r e  
11 

s u i t e  ( x  ) .  
n 

Les deux a u t r e s  riotions sont  c e l l e  de degré d 'accé léra t io i i  que nous 

reprenons de f l l l ,  e t  c e l l e  de devinat ion qu i  t r a d u i t  pour l e s  s u i t e s  ce 

qu'on appel le  habi tuel lement  l . 'exact i tude pour l e s  t ransformations de s u i t e s .  

D6f in i t ions  ~---- 

E designera t -oujows un espace métrique, dont l a  d i s t ance  s e r a  notée d .  

t 
S o i t  i x  ) E Conv ( E ) ,  s a i t  (E,) E Convo@ 1. 

11 

Nous dir.ons que l a  s i i i t e  ( t  ) E Conv ( E )  converge p lus  v i t e  que 
I I  

l a  s u i t e  -. (r, --. avec l a  v i t e s s e  ( E - 1  ( r e s p .  -Y avec l a  v i t e s s e  asymtotique (E: 1) ri- - -- 
-il- --a- 

s i  e t  seulement s i  ( x  désigne l a  l i m i t e  de x ) : 
n 

Y n E N : d ( t n ,  x )  < E d(xn,  X )  n 

 esp. p. 3 n c JN, V n  2 n : d ( t n y  X )  5 E d(xn,  x ) ) .  
O O n  l 

Nous d i rons  que l a  s u i r e  ( t e )  E Conv ( C )  converge p lus  v i t e  que l a  - 
II 

s u i t e  (x ) s i  e t  seulement s i , i l  e x i s t e  ( E  ) E Conv (JRt) t e l l e  que ( t , )  
II n O 

( 1 )  converge plus v i t e  que l a  s u i t e  ( x  ) avec l a  v i t e s s e  ( E  ) . 
n n  

Ce t t e  condition peut  a u s s l  s ' é c r i r e  : 

v E €IR+*, J n E N ,  Y 2 n : d ( t n ;  X I  < E d(xn, X I .  
0 O 

* 
Lorsque (x ) E Conv ( E ) , c e t t e  condi t ion  s '&rit encore : 

r1 , 

(1) ûn obtient une dd f i n i t i on  équivalente en é c g u a n t  'taavec la  v i t ssse  asynptc- 
tiqu&? :E ) ". n 



Nous d i rons  que l a  s u i t e  ( t  ) devine l a  l i m i t e  de l a  s u i t e  (xz )  E Conv(E) 
11 

(on devine (x 1 )  s i  e t  seulement s i  : 
n -- 

( t n )  converge p l u s  v i t e  quec l a  s u i t e  (x ) avec l a  v i t e s s e  asympfo- 
n 

t i q u e  (E,) = ( 0 ,  0, . a o  0 ,  1' 

Cet t e  cond i t i on  peut  s ' é c r i r e  : 

Pour t o u t  nombre X E IR, X 2 1, nous d i rons  que l a  s u i t e  ( Y  ) E Conv ( E l  
I I  

-- 
ConverRe p l u s  v i t e  que ( x  ) avec l e  degré X s i  e t  seulement s i  : - 

L ' a c c é l é r a t i o n  avec l e  degré 1 coEncide donc simplement avec l ' a c c é l é r a t i o n .  

Exemples 

1 1 n t  l 
!,a s u i t e  converge p l u s  v i t e  que (-i) avec l a  v i t e s s e  ( D  = - e t  avec 

2 
nd. L n 2" 
2 

n 
pa r  exemple l a  v i t e s s e  asymptotique 1. 

1 3  
La s u i t e  (2, 4, 1, I i  1, ... ) devine l a  l imi te  (1 - 

1 1 La s u i t e  (-) converRe p l u s  v i t e  que l a  s u i t e  (-) avec l e  degré 2 .  
o n  2 

3 - TRANSFORMATIONS POUR L'ACCÉLÉRATION DE LA CONVERGENCE ; F A M I L L E S  

Chacune des  d é f i n i t  ions  données au 5 1 pour l e s  s u i t e s ,  s 'adapte  (grâce à 

l.a no t ion  de t ransformat ion  normale), aux f a m i l l e s  de s u i t e s .  Ceci va nous 

permet t re  de p a r l e r  de f a m i l l e s  a c c é l é r a b l e s  avec l a  v i t e s s e  & E  1, de f a m i l l e s  
n 

devinables  e t c  ... Les systèmes ordonnés (pa r  I ' i n c l u s l o n )  de f a m i l l e s  de s u i t e s  

a i n s i  d é f i n i s  s e r o n t  é t u d i é s  p l u s  l o i n .  



D é f i n i t  iorrs 

S o i t  T une t ransformation de  E? à valeurs  dans E? d é f i n i e  s u r  S !: Conv ( E )  

(T E Trans ( E ,  E ) ) .  

Nous diroris que T e s t  r é g u l i è r e  s u r  3,  s i  pour t o u t e  s u i t e  ( x  j E S, n 

La s u i t e  transformée de (x ) pa r  T e s t  corivergente de même l i m i t e  que (x 1. 
n 1 i 

+ S o i t  en  plus (E,) E Conv (IR ). 
O 

Nous d i rons  que T a c c é l è r e  l a  convergence de S ( r e sp .  accé l è re  l a  conver- - ----- 
gente de S  avec l a  v i t e s s e  ( E  ) ; r e sp .  a c c é l è r e  l a  convergence de S avec l a  

n 

v i t e s s e  asymptotique ( E  ) . r e s p .  accé l è re  l a  convergence de S avec Le degré X ; 
Il-' 

r e sp .  devine S )  s i  pour t o u t e  s u i t e  (x E S , l a  s u i t e  transformée de ( x  1 p a r  n n 

T converge plus v i t e  que (x ( resp .  converge p l u s  v i t e  que ( x  ) avec l a  v i t e s s e  n 11 

(E,) ; resp .  converTe p lus  v i t e  que ( x  1 avec l a  v i t e s s e  asymptotique ( E  ; r e s p ,  n n 

converge plus v i t e  que ( x  1 avec l e  degré X ; r e s p .  devine l a  l i m i t e  de l a  s u i t e  
n 

( X  1 ) .  
n 

S i  T e s t  une t ransformat ion  qu i  devine S,nous d i rons  a u s s i  que T e s t  

exacte s u r  S. 

Remaraue 

Par d é f i n i t i o n , s i  T accé l è re  S  a l o r s  T e s t  r é g u l i è r e  s u r  S. 

Nous d i rons  que l a  f a m i l l e  S  c Conv (E) e s t  accé l é rab le  ( r e sp .  e s t  

accé l é rab le  avec l a  v i t e s s e  ( E  1, resp .  e s t  a c c é l é r a b l e  avec l a  v i t e s s e  asyml- 
n- 

t o t i q u e  ( E  ), r e sp .  e s t  a c c é l é r a b l e  avec l e  degré A ,  resp .  e s t  devinable)  s ' i l  -. n - 

e x i s t e  une t ransformation normale accé l é ran t  1.a convergence de S ( r e sp .  acvcé1.é- 

r a n t  l a  convergence de S avec l a  v i t e s s e  ( E  ) ; r e s p .  accé l é ran t  i a  convergence 
n 

de S avec l a  v i t e s s e  asymptotique ( E  ) ; r e sp .  accélérar i t  l a  convergence de S 
n 

avec l e  degré 1 ; r e s p .  devinant  S )  . 



L'ensemble des familles accélérables de Conv ( E )  sera noté : 

A(E)(')  

L'ensemble des familles accélérables avec la vitesse ( E  ) sera noté : 
n 

L'ensemble des familles accélérables avec 1.a vites~e'asymptoti~ue (E: ) sera noté : 
n 

L'ensemble des familles accélérables avec le degré X sera noté : 

L'ensemble des familles devinables sera noté : 

Remarques 

Io) 11 est très important de noter que dans notre définition,nous ne considérons 

que les transformations normales (c'est-2-dire O-normales). Ce point de vue nous 

semble naturel, car dans tout ce qui est en rapport avec l'acc6lération de la 

corlvergence ce qui importe c'est le "progr2s'>ue donne t comparé au dernier n 

des termes utilisés pour calculer t et moyennant ce que nous appelons rme 
n ' 

normalisation on peut toujours supposer que ce dernier terme utilisé est x . 
n 

i? 

Le cas du procédé A* dlAltken illustre bien ce problème (voir [ S I  la remarque 

p. 324). 

2 O )  Chercher à deviner une famille S c Conv (E) est équivalent à chercher un 

algorithme question satisfaisant pour la question "quelle est la limite de (x ) ?"  
n 

Le théoreme de 1.a p. 44 nous permet d'affirmer qu'il y a équivalence entre : 

T 
il existe A E ALg ( E ,  E )  devinant S 

T et il existe A E Norm ( E ,  E) devinant S . 
Mais cette situation est tout à fait particylière et, comme nous le verrons 

plus loin, ne se reproduit pas pour les autres notions. 

( 2 )  La notation A(E! ne doit pas &tre confondue avec La notation A(xIi) q d  
dQsiome 2 'ense~r?bZe des points d 'nct?wm<Latim de (x, ) . 



3O) Nous ne définissons pas la notion de famille "régularisable" car la trans- 

formation identique est régulière sur Conv (E) et donc toute famille S c Conv ( E l  

serait ltrégularisable". 

3 - EXEMPLES D E  F A M I L L E S  ACCÉLÉRABLES D E  S U I T E S  

Soit X E X ,  X # O, X # 1 on pose : 
* 

Linh o<) = {(xn) c Conv (30 1 lim (X~+~-X)/(X~-X) = A }  ; 

A * 
Linll (X) = {(x n ) r Conv a<) 1 lim ( X ~ + ~ - X ~ + ~ ) / ( X ~ + ~ - ~ ~ )  = h} ; 

A n- 
(Si 1X1 < 1 : LinX a<) = Linh W), si X = -1 : Linl M) c  in: ûK) ; voir 

C31, C41, Cl431 

Lin e<> = u  in^ ),-) 1 O < 5 1, X # 11 ; 

Chaque LinX (K) pour O < 1 1 1  5 1, A # 1 est accélérable, et même Lin G<) est 

accélérable par le procédé dtAitken. 

Avec nos notations,on a donc : 

Lin @O E A ûK). 

La transformation normale définie par : 

b) Soit (E ) L ~onv~OR+). Posons : 

accélère S avec la vitesse (E~). En effet : 

5 2cn} 

n 

s = I(xn) ~onv CR) 1 v n E IN* : xn-l - x # O e t  
x -x 

+ i 
n- î-x 



Avec nos notations,on a donc : 

C )  Soit (,) e Convo mt) telle que n # m => an # am. Posons : 

Le procédé de Richardson Cl1 C21 est une transformation exacte pour S 

Avec nos notations,on a donc : 

S E m). 
Ce qui peut aussi s'écrire : 

S E A' 

où (E ) désigne la suite constante et égale à zéro. n 

i 
d) Soit S = { (x ) 1 i E IN} c Conv (E) une famille dénombrable quelconque de n 

suites convergentes. 

Dgfinissons l'algorithme normal (f ) suivant : n 

i 
. f.(xo, xl, . .., xi) = X' où j est le plus petit entier k S i 

1 

k k  k tel que (x0 , xl, . . . , xi) 3 (x0 , xl, . . . , X. ) si un tel entier k existe 
1 

. fi(xo, xl, ..., x.) = X. sinon* 
1 1 

On voit facilement que cet algorithme est exact sur S ce qui signifie avec 
s 

nos notations que : 

S E 0 (E) 

On peut remarquer que l'algorithme ici défini est régulier sur Conv ( E l  tout 

entier, et que plus qu'un véritable algorithme dlaccélération,c'est un algo- 

rithme "d'identification", en ce sens, qu'en fait il reconnait laquelle des 

suites de S on est en train de lui proposer, puis, une fois cette identification 

effectuée, il donne comme réponse la limite de la suite reconnue. 



e) On trouvera des exemples de familles accélérables avec un degré X # 1 

dans C111. 

4 - RELATIONS ENTRE L E S  DIFFÉRENTS SYSTÈMES ORDONNES DE F A M I L L E S  

Parmi les définitions introduites,certaines se laissent-elles 

réduire à d'autres ? par exemple : 

. Toute famille accélérable est-elle accélérable avec une vitesse 
donnée ? (resp. avec une vitesse asymptotique donnée ? )  

. Les familles accélérables avec une vitesse asymptotique ( E  ) 
n 

çant-elles accélérables avec une vitesse ( E '  ) ? 
n 

Quels rapports y a-t-il entre les familles accélérées avec une vitesse donnée 

et les familles devinées ? 

C'est à ce type de questions que nous allons essayer de répondre ici. 

En même temps, nous donnerons des exemples montrant l'intérêt des cinq notions 

introduites, etnous serons aussi amenés à énoncer des conditions necessaires 

pour qu'une famille S soit dans une catégorie donnée. 

Le théorème suivant résulte immédiatement des définitions. 

1 (il v ( E ~ )  e ConvO OR'),  Y A c CI, m l  : 



1 ( i v )  v S E A  (IR) : S i  c S = > S E A  0 

1 (De néme avec : A' (En) 1 a A,pni), Dm)). 
n 

A partir d'ici,nous supposerons que E =IR et nous nous contenterons d'indiquer 

en remarque les extensions possibles de nos résultats. 

Thëohème 2 

IL e d t e  des &unLUes de &&es / r é e . U e ~  convagen;teb non acckLë/rab&es : 

AClR) # P (Conv CR)). 

Nous ne démontrons pas ce théorème ici (voir C91 Cl01 et chapitre 5) 

Remarque 

Le théorème 2 s'étend à tous les espaces métriques ayant au moins un point 

d'accumulation. 

4 

Une famille accélérable étant donnée : y a-t-il une vitesse d'accélé- 

ration (asymptotique ou non) naturellement associée à cette famille ? En général 

la réponse est non : 

Thëohème 3 

" {A(€ ) û ~ )  1 ( E ~ )  E ~ o n v  O OR')}  2 Am) ; n 
cni) 1 (cn) E Conv CR+)} g Apni). 

O 



Remarque 

Une famille appartenant à Am) mais à aucun A 
( €  

(IR) (le lemme 1 en donne 
n 

un exemple) est une famille accélérable mais qui (relativement à n'importe 

quel algorithme normal) contient des suites mal accél-érées (et même aussi 

mal accélérées que 1' on veut). 

~émonstration 

Elle résulte immédiatement du lemme suivant qui est intéressant en soi : 

Lemme 7 

1 0 < A < 1, V ( E ~ )  t Convo (IRt) : Lin A @?) .d (IR). 

~émonstration du lemme 1 

Supposons donné ( E 6 Conv CRt) et A (f ) une transformation normale telle n O n 

que pour toute suite (x ) E Lin (lR),la suite transformée (t ) accélère (x l 
n X n n 

avec la vitesse asymptotique ( E 1. 
n 

O O O O ( 0 ' )  Soit (XE) L Lin définie par la donnée de x x tels que x < x A O' 1' O 1 

et par la relation : 

O 
Cette suite converge vers x = x t (xl - xo) / (1 - A ) .  

O 

Par hypothèse, il existe n E N tel que : 
O 

1 
(1') Soit (x,) E Lin (IR) définie par : X 

1 O x = x pour n 5 n 
n n O y 

O O 
X -Xn 

1 I I  
O 

Cette suite (x ) converge vers : x1 = x t 4 ( n 9 1 O > 
1 

L * 
Et on montre que pour tout x 2 X : 



Par  hypothèse, il e x i s t e  n > n t e l  que : 
1 O 

2 (2O) S o i t  (xn )  E LinA W )  d é f i n i e  p a r  : 
.l' 1 
X - X  

2 1 n 
x = x p o u r n  6 n  x2 = . x l +  4 ( n n 1 3  n n 

22 

2 c e t t e  s u i t e  ( x  converge v e r s  x2 = x1 + 4 ( 
Il l)  

n 
22 

E t  on montre que pour t o u t  x 2 xZ : 

Par  hypothèse, il e x i s t e  fi > n t e l  que : 
2 1 

( i + i O )  S o i t  (xi+') E   in 
n X W )  d é f i n i e  pa r  : 

i i 
X -X 

i+l - i n 
Ce'tte s u i t e  ( x  i+l) converge ve r s  x - x + 4 ( 

i 
n ) 9 

i+l e t  on montre que pour t o u t  X 2 x . 

. 
Par  hypothèse, il e x i s t e  n > rt.. t e l  que : 

i + l  1 

O O 
O. 1 1 L a  s u i t e  ( x  = ( x ,  xl, ..., xn , xn +1, ..., x , x 

2 

n ... ) e s t  t ransformée 
O O O n 1 n l + l y  t 

en l a  s u i t e  : 



La s u i t e  ( x  ) converge vers  x q u i  v é r i f i e  : 
n 
i 

x > x pour t o u t  i r #, 

e t  on a donc : 

It - X I  / lxn - xi > E pour t o u t  i E N .  
n : nt  

Comme il est f a c i l e  de vo i r  que ( x  ) E Lin ,cec i  con t red i t  l e s  hypothèses s u r  A. 
n X 

Remarque 

n O ~ e . t h é o r & n e  3 r e s t e  v r a i  lorsquvon remplaceIII par  E cnl ,E # $. 

Une famil le  S accélérable  avec une ce r t a ine  v i t e s s e  asymptotique (En) 

( q u i t t e  à prendre une s u i t e  (rl ) "plus lente")  e s t - e l l e  accélérable  avec une 
N 

1 ce r t a ine  v i t e s s e  (n-) ? 

Là encore l a  réponse e s t  négative en général  : 

Démonstration 

S o i t  <cn)  6 Convo OR+). Posons : 

T 1 = {(xn)  6 Conv OR) 1 3 no r #, V n 2 n : lxn + - - xl 
(En) O n+ 1 

i E lxn - XI) 
n 

1 
La transformation T dé f in ie  pa r  t = x + - accélère  T 

(En) 
avec l a  v i t e s s e  

n n n + l  

asymptotique (€,Ir ce qui s i g n i f i e  avec nos nota t ions  que : 

Le lemme suivant  va nous permettre d ' é t a b l i r  que T 
(En) 

n ' appar t ient  à aucun 



Démonstration du lemme 

Soit T une transformation normale accélérant A 
('ln) 

O R  avec la vitesse (nn). 

Par hypothèse,on a : 

Donc : lx-x'l 5 lx-t 1 + lt' -XI[ 5 nk(Ixk-x/ t I x ' ~ - x ' \ )  
k k 

Pour terminer la démonstration du théorème, donnons-nous ( r ~  E Conv OR) et 
n O 

montrons que T OR).  

Soit no tel que r) < 1. Soient a, b CE., a f b ; considérons les suites n 
O 

(x,) et (x' ) définiapar : 
n 

X = a = x' p0Urn 5 n 
n n O ' 

1 x = a - - -  1 ,xl = b - -- 
n 

pour n > n . 
nt1 n n+ 1 O 

On peut appliquer le lemme avec k n et on obtient que : 
O 

la - bl i n n  la - bly 
0 

ce qui est impossible car nous avons choisi n < 1. 
n 
O 

Remarque 

n O Le théorème 4 reste vrai lorsqu'on remplace IR par E c l R  , E # g.  



Selon l e s  p rop r i é t é s  de l a  s u i t e  ( E  ),une f a m i l l e  de s u i t e s  S accé l é rab le  avec n 

l a  v i t e s s e  asymptotique ( E  ) , e s t  devinable  ou ne l ' e s t  pas  : n 

Bhéokèrne 5 

SoLt  ( E  ) E Conv OR') : n O 

(il S ' i l  e d t e  une i n d i d é  d ' e d m  n teeb que E = O d o m  : 
n 

A '  (En) 
OR) = D CR), 

1 (ii) Sinon : 

Démonstration 

( i )  Supposons que E = O pour n E {n O ,  n13 . . . Y  n i' " '  
) avec n < n < ... < 

n O 1 

n < ... . 
i 

S o i t  S E A '  
(En) 

OR), nous a l l o n s  montrer que S E D OR). 

11 e x i s t e  T = (f ) un algori thme normal a c c é l é r a n t  l a  convergence de S avec l a  
n  

v i t e s s e  asymptotique ( E 1. n 

Définissons T '  = (f' 1 l ' a lgo r i thme  n o m a l  su ivant  : 
n 

( f t j  = f  s i n .  r j  < n  
n 1 itl' 
i 

Montrons que T t  devine S . S o i t  ( x  ) E S, l 'hypothèse s u r  T nous donne que : n 

t = x pour i 2 i 
n. O 
1 

e t  donc d ' ap rè s  l a  d é f i n i t i o n  de L '  : 

t '  = x pour j 2 n . 
j i O 

( i i )  S o i t  ( E  ) E Conv0 m*) t e l  que : 1 N e B, V n ? N : E # 0.  
n  n 

On peut  supposer sans p e r t e  de g é n é r a l i t é  que : 

Y n c l N : O < ~ ~ < l ;  



e t  que (E,) e s t  décroissante.  

En e f f e t  : s i  ( E  e t  ( E '  ) ne d i f f è r e n t  que par  un nombre f i n i  de termes n n 

: A ' ( ~ n )  
a )  = A ' ( ~ , ~ )  a) ; 

. s i  ( & l n )  l ( E ~ )  aiors:A1 

Considérons l a  f ami l l e  : 

v (E  ) 
1 = f ( x n )  c Conv (IR) 1 Y n  r R  : x < x e t  lx t - -  xl < E~ I n  - X I ) ,  

n n n n + l  

On montre que pour tou te  s u i t e  (x  E Conv OR) : 
n 

La transformation d é f i n i e  par  : 

montre que : ûR) e t  donc que : 
n 

Nous a l l o n s  é t a b l i r  que V L BI. Pour ce la  supposons donné T = ( fn )  
( En> 

un algorithme normal devinant V 
(En)' 

s o i t  (xz)  E V O O 1 
(En) 

dé f in ie  par  : x = x - - 
n n t 1  

O O I l  e x i s t e  n E J N  t e l  que : V n 2 n : tn = x . 
O O 

S o i t  l ' i n t e r v a l l e  ouvert : 

Cet i n t e r v a l l e  e s t  non v i d e c a r  x E 1 0 ,  Bo[. 
O > 

1 2ao+Bo \+2Bo 
S o i t x  € 1  y 

1 O 

3 [ , X  Z X .  

So i t  (xL) E V d é f i n i e  par  : n ( E ~ )  



1 O 
x  = x  pour n  I n  

n  n  O ' 
1 1  1 X z x  - -  pour n  > n  . 
n  n t 1  O 

1 1  
I l  e x i s t e  n  E IN t e l  que : 'J n 2 n ' t = x . 

1 1 '  n 

S o i t  l ' i n t e r v a l l e  ouvert  : 

la,, BIC = 1 1 , x1 t 
1 " xn + ( n + l ) ( l t a n )  n  (n+1)( l -an)  [: 

nrnl 

Cet i n t e r v a l l e  e s t  non v i d e ,  c a r  x  E la1, BI[. 1 

2 2al+Bl a1+2Bi 
S o i t  x  E 1 , 2 

C , x  # xl, x2 # xO. 

O O O 1 1 2  
L a  s u i t e  ( x  ) = (x0, xl, ..., x n Xn +lY 

..., X , X ... ) 
n  n1 n1+19 

O O 

e s t  transformée en l a  s u i t e  : 

La s u i t e  (x 1 converge v e r s  x  qu i  a p p a r t i e n t  à : 
n  

e t  donc ( x  ) E V n  ( E ~ )  ' 

La s u i t e  ( t  ) p a r  cons t ruc t ion  n ' e s t  pas  s t a t i o n n a i r e  à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  
n 

r ang  donc ( x  3 n ' e s t  pas  devinée par  T .  
n  

n 

Comme dans l e  théorème 5 à propos de A' 
(an)  

OR) nous voyons i c i  que, sauf  

dans des cas p a r t i c u l i e r s s  A 
( En) 

OR) e s t  d i f f é r e n t  de Dm). 

Théotrème 6 

S O ~  ( a  ) E Conv OR'). n  O 

(il S'ie e r i d t e  un entien N t e l !  que E~ = O a . t o h ~  : 



(Li) Sinon : 

Démonstration 

(i) Soit N tel que E = O. Soit S E A N ( En) ûR),! nous allons montrer que 

S r D ûR). Il existe T = (fn) un algorithme normal accélérant la convergence 

de S avec la vitesse (E ). 
n 

Définissons Tq = f l'algorithme normal suivant : 

f' = f  s i j < N ,  
j j 

f' = fN si j 2N. 
j 

Il est clair que T' devine S .  

(ii) Soit ( E  ) tel que pour tout n : E~ # 0. n 

La partie (ii) de la démonstration du théorème 4 montre que : 

A ( ~  n û R ) n C u û ~ ) # $ .  

Le lemme 2 ('dans la démonstration du théorème 3) permet d'établir facilement que : 

Remarques 

1°) Les théorèmes 5 et 6 restent vrais lorsqu'on remplace IR par n'importe quel 

E cIRn, E0 # pl. 

2 O )  La notion d'accélération avec le degré X ne se laisse pas réduire aux 

autres notions. De manière précise, on verra que certaines familles sont 

accélérables avec le degré 1 et pas avec le degré l+r ( E  > 0). 



5 - FAMILLES ACCELERABLES MAXIMALES 

Très naturellement se pose la question : existe-t-il des algorithmes 

d'accélération qu'on ne puisse améliorer, c'est-à-dire tels que toute famille 

de suites contenant strictement la famille des suites qu'ils accélèrent ne 

soit plus accélérable ?(C121).Ctest à ce problème des familles accélérables 

maximales que nous nous intéressons ici. . 

Nous allons voir que le plus souvent,il n'existe pas de familles 

accélérables maximales ou encore que tout procédé d'accélération de la conver- 

gence peut être transformé de façon à accélérer une famille de suites stricte- 

ment plus grande. 

Démonstration 1 ( C 131 ) 

Soit S E Am). 

Soit F = (fn) un algorithme normal accélérant S. 

Soit (yn) L S, (yn) E Conv CR) (une telle suite (y ) existe car Conv CR) 
n 

n'est pas accélérable et donc S # Conv DL). 

Définissons G = (gn) l'algorithme normal suivant : 

gn(x xly - . - Y  x = y si (x0, xl, - . y xn) = (yoY ylY y ynL 

gn(xoY - . . Y  x = fn(xo, xl, ..., x n ) sinon. 
Montrons que G accélère S u ((y,) 1 .  

Soit (xn) E s ; il existe n tel que n 2 n 
O 0 ' 

(xo¶ XI, ..., xn) # (yo, yl, ..., y n ) donc F et G se comportent de la même façon 
avec (x ) à partir de n et donc G accélère (xn). n O 



Pour la suite (yn), G est exact dès le début,donc G accélère (y 1. 
n 

Ceci montre que S, n'est pas maximal. 

O 

Démonstration 2 

Soit S E A@?). 

Soit F = (fn) un algorithme normal accélérant S. 

Soit (yn) L S, (yn) E Conv O R ) .  

Définissons G (g ) l'algorithme normal suivant : n 

gn(x xl, ...' x ) = y si l y  - x 1 i l y  - n n Y,I 9 

g,(xo, xl, . . . , x = f (x xl, . . . , x ) sinon. n n O' n 

Montrons que G accélère S u {(y,) }. 

Soit (x ) E S. Si x # y alors (x ) est accélérée par G. n n 

Si x = y alors la suite (t' ) donnée par G pour (x ) sera telle que : n n 

Y n : tfn = y ou t' = tn (03 (t ) désigne la suite donnée par F pour (x ) ) ,  n n n 

et donc G accélêrera aussi (x ) .  
n 

Pour la suite (y,), G est exact dès le début, donc G accélère (yn) 

O 

Remarque 

Les deux "procédés de grossissement" utilisés dans les démonstrations 1 et 2 

du théorème 6 possèdent la même propriété qu'ils permettent d'étendre le 

domaine d'efficacité de F,ils détériorent l'accélération de certaines des 

suites de S. 

Pour le premier des procédés, cette détérioration se fera sur les suites dont le 

début ressemble à celui de (y,). 

Pour le second des procédés, la détérioration se fera sur les suites qui ont 

des termes passant près de y. 



Le second en généra l  permet non seulement d ' a j o u t e r  une s u i t e  à S, mais 

en r é a l i t é  une i n f i n i t é  non dénombrable. En e f f e t ,G  accé l è re  t o u t e s  l e s  s u i t e s  S 

e t  t o u t e s  l e s  s u i t e s  convergeant v e r s  y de t e l l e  façon que : 

3 n  EN, Y n 2 n  : lx - x i  5 ] y n - y l .  
O O n 

La procédure 8 Cl21 e s t  a u s s i  un procédé de grossissement m a i s  nous n'avons pas 

pu l ' u t i l i s e r  pour  é t a b l i r  l e s  r é s u l t a t s  précédents  ca r  il n ' e s t  pas c e r t a i n  

q u ' i l  g r o s s i s s e  S s t r ic tement ,que l  que s o i t  S. 

C o t o U e  Cl31 

1l n' exAlte pu de 6-e non accéléhable. minimaee : 

S L Am), 3 S '  1 Am) : S' c S et S'  # S. 

~ é m o n s t r a t  ion 

Supposons que S s o i t  une f ami l l e  non accé l é rab le  minimale : 

v S' c S, S' # S => S'  f A 

S o i t  (yn)  e S. En prenant S' = S - {(yn)},on o b t i e n t  une f a m i l l e  accé l é rab le ,  

donc en  u t i l i s a n t  l e  procédé de grossissement de l a  démonstration 1 ou c e l u i  

de l a  démonstration 2,on o b t i e n t  que S' u { (y  1) = S E A,ce q u i  e s t  c o n t r a i r e  
n 

à l 'hypothèse.  

Théotème b 



Théotrème 9 

SaLt X E CI, +WC . 
AAm) ne pos~gde p a  de ,@.i.tte m a x h d e  : 

1 V S r AAOR), 3 S '  E AA OR) : S' 2 S e t  S' # S .  

Ces t r o i s  th6orèmes s e  démontrent comme l e  théorème 6 ,  e t  on en dédui t  des 

c o r o l l a i r e s  analogues à c e l u i  énoncé j u s t e  ap rè s  l e  théorème 6 .  

Remarque 

n 
Les théorèmes 6 ,  7 ,  8 e t  9 r e s t e n t  v r a i s  lo rsqu 'on  remplaceil? pa r  Z: C R  , 
O 
E Z g o  

Aucun théorème n ' a  é t é  énoncé pour A m ) ,  c a r  pour c e r t a i n e s  s u i t e s  
(En) 

(En) r ConvOOR), en f a i t  A CR) possède des f ami l l e s  maximales. Prenons 
( E,) 

par exaaplr  : 

E = O pour t o u t  n  r iN .  
n 

L'algorithme normal d é f i n i  pa r  t = x accé l è re  .$ e t  donc S E a 
n O 

Mont~ons que 5 e s t p a x i m a l e  ; pour c e l a  supposons q u ' i l  existe S '  :J S, S '  # S 

e t  F = (I,) un algori thme normal ac.célérant S'  avec l a  v i t e s s e  ( E  ). n 

S o i t  ( y  1 c s ' ,  (yn)  L S. On a : y # y ,  donc f (y ) = y ,  mais (yo, yo l  .... n O O O 

yo, ... 1 E .S donc f o  (yo)  = y, c e  q u i  e s t  une con t r ad ic t ion .  

- m l  La f ami l l e  rnaxhale S que nous venons de d é f i n i r  v é r i f i e  que S = I R  , cec i  

e s t  généra l  : 

S a d  ( E ) c Conv @), S i  (; e~;t  une maxuridc? de A CIR) a . b ~  : 
T1 O ( - QN3 S = l R  . 

Rappelons que : S = is 6 E ~ )  13 (%) E S ; 4 n E U  : s = ( X ~ , X ~ > ~ . . , X  ) ) .  
0 n 

C, 



Démonstration 

Supposons que S # R @ ) .  Soit (ao, a . . . , a ) une suite de loiipuaÿ.. xii.irnale 1 n 
4 

n'appartenant pas à S. 
4 

La sïite (aoy al> ...' a 1 r S, il existe donc : n- 1 

(ao, al, ...' a x x n-1' n' n+l' ..,) E S. 

La suite (a al' . . . Y  a a x x 
n-1' n' ntl' nt2' :. . ) k S car eile commerice par 

(ao. z19 ...' an). 
Soit F = (f,) E Norm OR, W) accélkrant S avec la vitesse ( E  ) .  

n 

Définissons G = (g ) E Nom (IR, IR) en posant : n 

go = foy * . . y  gn-1 fn-l ; 

gntp (ao' al, . . Y  a n' x ntl' ..., x ) = x pour tout p E N  ; 
n+p 

gntp(z0, zl' ..., z = f (zoy zlY ... z ) si 
n+P n+P nip 

boy zl, ..., zn) # (ao, al' ...' ) 

L'algorithme normal G accélère S u {(ao, al, ..., a x n+l, . . . 11 avec in 
n3 

vitesse ( E  ) et donc S n'est pas maximal.. n 
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CHAPITRE 5 

FAMILLES DE S U I T E S  NON ACCÉLÉRABLES 



-- 

Une famille S de suites convergentes étant donnée, le problème d'accé- 

lération de la convergence le plus simple qu'on puisse se poser est : existe-t-il 

une transformation (algorithmique, normale,etc ... ) qui accélère S ? 

Deux types dè réponses peuvent être donnés : 

1°) Les réponses positives : on prend une transformation déjà connue 

(ou on en construit une nouvelle) et on montre-qu'elle accélère toutes les 

suites de la famille S. Ce type de résultats a déjà été énoncé à propos de 

pratiquement toutes les méthodes d'accélération existantes (C31 C4I C51 C251 ...), 

c'est lui qui les justifie. 

?O) Les réponses négatives : à l'aide d'un raisonnement par l'absurde 

et en considérant des types de transformations plus ou moins généraux, on 

montre 1 ' impossibilité d'une transformation accélérant toutes les suites de S .  

Ces résultats indiquent, soit qu9il.faut envisager une famille de transformations 

plus grande (certains résultats de Pennacchi C231 et Germain-Bonne Cl71 

doivent s'interpréter ainsi) soit qu'il faut renoncer à accélérer S entièrement 

et n'essayer d'accélérer que certaines sous-familles de S (les familles de 

transformations considérées dans ce Pravail étant très grandes, ce sera le sens 

à donner à nos résultats). 

Nous nous consacrons ici exclusivement à l'étude des familles de suites 

non accélérables et à la démonstration des résultats de non-accélérabilité. 

L'outil qu'est la rémanence lorsqu'on veut étudier des familles de 

suites relativement grandes est un outil très efficace. En effet,cette 

condition suffisante de non-accélérabilité s'applique directement à bien des 

familles de suites et permet d'éviter le long détour des démonstrations négatives. 

Nous présentons au § 1 de manière détaillée la rémanence, ses variantes et ses 

applications les plus simples. 



Les suites convergentes monotones semblent pouvoir être assez facilement 

accélérées ; pourtant nous montrons au § 2 que bien des fami.lPes de suites 

monotones (et même certaines "assez petites") ne sont pas acc616rables. Dans 

la démonstration de ces résultats la rémanence nous est dkne grande aide ,  mais 

elle se révèle cependant insuffisante pour le dernier des th6orèmes que nous 

sommes obligés d'établir directement. 

La même chose se produit au § 3 où est envisagé le problème des familles 

de suites à convergence alternée ou oscillante. Les résultats que nous obtenons 

(avec ou sans la rémanence) sont moins complets que ceux des § 1 et 2 car la 

situation est devenue trop complexe pour qu'il soit possible d'énoncer des 

conditions nécessaires et suffisantes d'accélérabilité. 

Au § 4 où nous traitons des familles de suites. à convergence de type 

linéaire,la rémanence ne nous est d'aucune aide et il nous faut pour chaque 

résultat établir une démonstration dlrecte. Aii 5 5 par contre la rémanence 

nous fournit les résultats cherchés à propos des familles de suites à convergence 

logarithmique. 

Les méthodes de d&onstrat?on, que ce soit celles utilisées paur les 

résultats sur les familles rémanentes ou que ce soit celles pour les résultats 

qui ne s'y laissent pas réduire, sont basées sur une technique assez analogue 

à la diagonalisation utilisée en théorie des cardinaux ou en logique mathéma- 

tique. La puissance de ces méthodes, nous pensons, est en mesure de fournir 

encore d'autres résultats concernant l'efficacité des algorithmes d'analyse 

numérique (voir C241) en particulier en optimisation. 

La plupart des résultats démontrés ici l'ont d6jà été dans des articles 

de l'auteur (Cg], f101) ou dans des articles écrits en collaboration avec 

B. Germain-Bonne (Cl31 Cl43 Cl51 C161). Cependant la présentation a été 



compléternent remaniée et systématisée. C'est vrai pour la rémanence au § 1 

* 
où Les résultats concernant Conv(E) et Gonv (El sont pour la moitié au moins 

nouveaux. C'est vrai aussi pour les résultats du § 2 sur les familles de suites 

monotones où, là encore, le résultat unique de Cl51 a ét6 repris et amélioré. 

Les résultats sur les familles de suites alternées ou oscillantes eux, sont 

totalement nouveaux. Les résultats s u  les familles de suites de type linéaire 

ou à convergence logarithmique par contre reprennent simplement ceux de i91  Cl01 

r i S I .  

E espace métrique dont la distance est notée d ; 

E ml ensemble des suites finies d'éléments de E ; 

l? ensemble des suites(infinies)d'éléments de E ; 

Conv( E ) ensemble des suites convergentes de E ; 

si (X ) E Conv(E) on note lim x = x n n 
n- 

* 
Conv (El ensemble des (x ) E Conv(E) telles que : 

n 

3 n  ~ i N , V n 2 n  : x  f x ;  
O O n 

E~ ensemble des points d'accumulation de E : 

E ~ = { x E E  1 Y € >  0, 3 y ~ E :  O<d(x,y) S E )  

Lorsque E c IR : 

E ensemble des points d'accumulation à gauche de E : 

E ~ = { X ~ E ~ Y E > O , ~ ~ E E : X - E < ~ < X ) ;  

ensemble des points d'accumulation à droite de E : 

6 E = { x E E  V ~ > 0 , 3 y ~ E : x < y < x + E ) ;  



T 
No?(E, F) ensemble des transformations normales de E dans F (voir chapitr3e 1) 

T 
Alg ( E ,  F) ensemble des transformations algorithmiques de E dans F (voir chapitre1 

Mise au point successivement dans Cl31 Cl51 C161, la rémanence s'est 

révélée être l'outil principal pour la démonstration de résultats négatifs 

en accélération de la convergence. Cette condition suffisante de non-accélé- 

rabilité est présentée ici sous trois formes différentes que nous appelons 

rémanence généralisée (RG), rémanence (R) et rémanence restreinte (RR). La 

rémanence généralisée est la plus impoptante en ce sens quYelle est la plus 

facile à satisfaire (proposition 1) : il y a plus de familles vérifiant (RG) 

que de familles vérifiant ( R )  ou (RR). Cependant la r.elative conplexit6 de 

la formulation de (RG) la rend moins commode à utiliser que (RI ou (KR). 

Le résultat le plus important est bien évidemment le théorème 1 qui 

énonce que si la famille S vérifie (HG) alors elle n'est pas acc6lérable, et 

qui a pour corollaires des énoncés analogues avec (R) et (RR). La démonstration 

du théorème 1 est présentée ici pour la première fois mais elle a été obtenue 

simplement en généralisant celle de Cl51 qui n'envisageait que (R). Les remarques 

qui suivent cette démonstration, nous pensons, sont essentielles et certaines 

mériteront peut-être des développements ultérieurs. 

Les propositions 2 et 3 et les théorèmes 4 et 5 sont des applications 

directes du théorème 1 qui permettent de montrer les premières familles de 

suites non accélérables dont certaines sont simples et relativement petites. 



Définitions 

Soit S E Conv (El. 

Nous dirons que S est rémanente au sens général si S vérifie la condition 

suivante (appelée rémanence généralisée) : 

* ( (a) il existe (xn) a Conv (E) telle que : 
1 (O0) il existe (xi) a S telle que (xn) + x0 ; 

1 1 (Io) pour tout mo 2 O, il existe p .> m et (xn) c S 
O O 

1 tels que (xn) + xlet : v m 5 p : x1 = x0 
O m m '  

2 1 (20) pour tout m 
1 ' Poy il existe m et (xn) c S 1 1  

2 2 tels que (xn) + x2 et : V m < p 1 : x m x 1 .  m '  

(iO) pour tout mi-l > pi-2y il existe p i-1 2 m i-1 et (x:) 6 s 
i i i i-1 . 

tels que (x,) + x et : V m 5 p ' x = x i-1 ' m m y 



Nous dirons que S e s t  rémanente s i  S v é r i f i e  l a  condition suivante (appelée 

rémanence) : 

R * 
(a)  il e x i s t e  ( x  ) E Conv ( E l  t e l l e  que : 

( O 0 )  il e x i s t e  (xO) E S t e l l e  que (0) + x0 ; 
n  

1 
(Io) pour t o u t  m 2 O ,  il e x i s t e  (xn) E S t e l l e  que 

O 

1 (x,) -+ x1 e t  : Y m i m : x1 = x0 . 
O m m '  

2  
(2O) pour t o u t  m > m il e x i s t e  ( x  ) E S t e l l e  que 

1 O '  n  

i 
(iO) pour t o u t  m > m il e x i s t e  ( x  ) E S t e l l e  que 

i-1 i-2' n  



Nous d i rons  que S e s t  rémanente au  sens  r e s t r e i n t  s i  S v é r i f i e  l a  condi t ion  

su ivante  (appelée rémanence r e s t r e i n t e )  : 

* 
' ( a )  il e x i s t e  (xn) E Conv (E) ; 

O 1 i 
( b )  il e x i s t e  (x 1, (xn) ,  ..., (x,), ... t e l l e s  que 

n  

( c l  pour t o u t e  s u i t e  s t r i c t emen t  c r o i s s a n t e  d ' e n t i e r s  ( m . )  : 
1 

O O O 1 1 2 i-1 
(x0, XI, . . . y  x  9 X m + y  " ' Y  X m ' m t lY  ..., X 

1 1  
m 

? o  i-1 i 
X 

m +1' 
. S . ,  X' a . . )  E S ; 

i- 1 
m 

Remarque 

La d i f f é rence  e n t r e  (RI e t  (RR) t i e n t  à une invers ion  de q u a n t i f i c a t e u r s .  On 

s a i t  b ien  que : 

C 3  a ,  V b : P ( a ,  b ) l  => CV b,  3 a : P(a ,  b ) l  

e t  que l a  réciproque e s t  f aus se  (à  p a r t i r  d 'un énoncé donné en remontant ve r s  

l ' a v a n t  des  quan t i f i ca t eu r s  3 ,  on o b t i e n t  un énoncé p lus  f o r t ) . I c i  c ' e s t  ce  qu i  

O 1 i s e  produi t  on a  remonté ve r s  l ' a v a n t  l e s  3 x  3 ( x n ) ,  ..., 3 x ... 



Démonstration 

i i 
"(RR) => (R)" : On construit la suite ( x  ) de (R) à partir de :.a suite (x ) 

n n 

de (RR) et de (R(c)). 

"(RI => (RG)" : on prend p = rn 
i i' 

Si la @tniLle S c Coriv (E) ut némarzsate au benb gEnéha4. a l o u  S nt es t  

accéeémble put aucune &a.n~6ohmacion a.îgahLthmcque. 

Avec la proposition 1 nous en déduirons immédiatement : 

Théohème 2 

Si l a  &unZte S c Conv ( E )  est témanente alam S n'a$ accélémble pah 

aucune &amdomation a l g o ~ h m i q u e .  

Si lu @mlYe 3 c Con- (E) e b t  tr.Emanente au 6 ~ 1 7 ~  k e b X ~ e L a t  a l o u  S n' PAX 

accéLétrable patr aucune ~7~anb~at&on dgokiXhmique.  

Démonstration du théorème 1 

Soit A E R ,  O < A < 1. 

Soit S Conv (E), vérifiant la propriété de rémanence généralisée (RG). 

Supposons qu'il existe un algorithme pour suites A = ( R ,  C )  accélérant la 

convergence de toutes les suites de S. 
* 

Soit (xn) E Conv ( E )  donné par (RG(a)). 

Pas 8 

O O 
Soit (xn? E S donné par ( R G ( a )  (Oc) 1.  Par hypothèse A trsrisiorme (x en une 

n 
O O O suite (t ) qui accél-ère la convergence de i x  ) ,  et donc de nêriie limite que (x 1. 
n n n 



Si x0 x on pose m = O ; O 

Si x0 # x, soit n 2 O tel que : 
O 

Jusqulà l'étape n l'algorithme A n'a fait intervenir qu'un nombre fini de 
O 

O 
points de la suite (x 1. Soit m 2 n , plus grand que le plus grand des indices 

n O O 

des points utilisés. Pour toute suite (x ) commençant par les mêmes m +1 n O 

O 
premiers points que (x ),l'algorithme A donnera les mêmes n +1 premières 

n O 

réponses t t , . . . , t et donc : 
O y n 

O 

Pas i 

i 
Soit Pi-l 2 m et (xn) E S donné par (RG(a) (iO)). i-1 

i i Par hypothèse,A transforme (x ) en une suite (t ) qui accélère la convergence 
n .  n 

i i 
de (X 1, et donc de méme limite que (xi). n 

i 
Si x = x on pose m i = Pi,l+l ; 

i Si x f x soit n > n tel que : 
i i-1 

Jusqu'à l'étape n ,l'algorithme A n'a fait intervenir qu'un nombre fini de 
i 

i points de la suite (x,). Soit m.>p m.>n plus grand que le plus grand des 
1 i-1 i i 

indices des points utilisés. Pour toute suite (x commençant par les mêmes 
n 

1 
m.+l premiers points que (x ) l'algorithme A donnera les mêmes n.+l premières 
1 n 1 

réponses t 
O y 

tl, ..., t et donc : 
n. 
1 

Soit maintenant la suite (x ) donnée par (RG(b) 1. Cette suite est dans S et 
n 

converge vers x par construction. .Elle vérifie les relations (Po), ..., (Pi), ... 
i à partir dlun certain rang (car x # x à partir d'un certain rang), ceci 

implique que l'algorithme A n'accélère pas la convergence de (x,), ce qui est 

contraire aux hypothèses. 



Remarques 

1°) Il est important de bien noter que la conclusion des théorèmes 1, 2 et 3 

est "alors S n'est accélérable par aucune transformation algorithmique" et non 

pas seulement "alors S n'est pas accélérable" (ce qui par définition signifie : 

il n'existe aucune transformation normale accélérant S). C'est là quelque chose 

qui est assez étonnant car la définition de transformation algorithmique est 

très tolérante et autorise entre autres choses t à dépendre de points bien 
n 

au delà de x : même avec une transformation où t serait calculé avec 
n n 

Xo> XI, . . . y  X (OU X 2n XI¶ * . . Y  x 2 ' ou même x XI, a.. y X n ) la suite (tn) n n 
n'accélérera pas (x ) pour tout (x ) E S, si S est rémanente. 

n n 

Cette force des résultats négatifs obtenus avec les propriétés (RG), (R) et (RR) 

se révélera être une faiblesse dans le cas de certaines familles "délicates1', 

que de toute évidence une transformation du type t = x ou t = x accélé- n 2n n 2 

rerait, mais qui malgré tout ne sont pas véritablement accélérables (i.e. 

accélérables par une transformation normale), car alors pour ces familles,il 

faudra refaire entièrement une démonstration négative. Les diffgrentes tenta- 

tives que nous avons faites pour rapprocher la rémanence d'une conditicn néces- 

saire et suffisante de non-accélérabilité n'ont pas abouti et les formulations 

(RG), (R) et (RR) restent des conditions suffisantes mais loin d'étre nécessaires 

de non-accélérabilité. 

2O) Les relations (P , ..., (Pi), ... expriment non seulement que (x 1 n'est 
O n 

pas accélérée par (t ), mais que (x ) n'est même pas améliorée de X par (t ) en 
n n n 

convenant de dire que (t ) améliore la convergence de (x ) de X si : 
n n 

3 n E IN, V n 2 n : d(tn, X) i X d(xn, x).) 
O O 

Une famille S vérifiant (RG) non seulement ne peut pas être accélérée mais 

il est impossible d'améliorer sa convergence de X, quel que soit Â EIR, 

Q < X < l .  



3O) En fait dans la démon~tration~nous n'utilisons l'hypothèse que A accélère 

O 
la convergence des suites de S que pour la suite (x ) ; pour les suites (xn)>. . . y 

n 
i x ... nous utilisons seulement que A est régulière. 

Nous pouvons donc énoncer le résultat plus général suivant : 

Si (S', S) vérifie (RG' ) alors il n'existe aucun algorithme pour suite 

A E Alg (E, E )  régulier sur S' et accélérant S. 

(RG') désignant la propriété obtenue à partis de (RG) en remplaçant S par S'  

dans (RG(a)). 

On obtient des résultats analogues à partir de ( R I  et (RR) .  

Ces énoncés confirment l'idée exprimée par Jet Wimp C251 "the size of the 

domain of regularity of a transformation and its efficiency seem to be inver- 

sely related" . 

* 
A partir d'une suite convergente (x ) E Conv (E) on peut'par "étiration" n 

construire des suites convergentes aussi lentes que l'on veut ; par exemple : 

Cette méthode très simple et très naturelle de construction de suites lentement 

convergentes va nous donner une première famille non accélérable. 

Définition : 

Soit (x,) c P NOUS noterons Eti (x ) l'ensemble des suites étirées de (xn), n 

c'est-à-dire de la forme (yn) = (xi ) où (i ) est une suite d'entiers n n 
vérifiant : 

Y n c W : i  = i  oui+l. n+l n n 



PtropoaiLion 2 

1 Si (xn) r ~onv*(~) & o u  Eti (xn) U t  &émunent au h e n ~  tred&~cinX. 

Démonstration 

Dans (RR(a)) on prend (xn) = (xn). 

Dans (RR(b)) on prend 

CotroLtaihe 
.' 

1 La tréunion de deux ,jamiReu accéléhab&e.h n ' u t  p a  touj'ouhs accélémble. 

Démonstration 

* 
Soit (x  ) E C O ~ V  ( E ) .  

n 

Posons : 

EtiA(xn) = {(xi ) 1 intl = i  oui+i.et limi = + m l  n n n n n-+ca 

Chacune de ces deux familles est accélérable (la première avec t x, la n 

seconde avec t = x ) et cependant leur réunion qui est Eti (x ) n'est pas n n n 

accélérable. 

ci 

La proposition 2 nous permet maintenant d'énoncer le théorème suivant 

qui donne une condition nécessaire et suffisante d%xistence d'un algorithme 

universel d'accélération sur un ensemble E (i.e. d'un algorithme accélérant 

Conv ( E )  tout entier). La condition rencontrée est très simple et le rlésultat 



n signifie que dès que E contient beaucoup d'éléments (E IR ou E = Ca, bl par 

exemple) il n'y a pas d'algorithme universel d'accélération. 

Démonstration - 

La condition est suffisante car si Eu = 0 alors les seules suites convergentes 

sont les suites ultérieurement stationnaires (i,e. Conv (E) = U Stati (El) qui 

sont accélérées (et même devinées) par la transformation identique. 

a * 
La condition est nécessaire si E # 0 alors il existe (x ) E Conv (El et on 

n 

a Eti (xn) c Conv (E). 

De même qu'il est intéressant de savoir quand Conv (E) est accélérable, 

* * 
il est intéressant de savoir quand Conv (E) est accélérable. Puisque Conv ( E )  

* 
est plus petit que Conv (E), Conv (E) doit être plus souvent accélérable 

que Conv (E). Le théorème 5 nous montre que c'est effectivement ce qui se 

produit. Analogue à l,a notion dfétirement,la notion de diagonalisation d'une 

famille dénombrable de suites nous sert de base pour raisonner : 

Définition 

O i O i 
Soient (x,), . . . , (x,), . . . dans . Nous noterons Dia( (x,) , . . . , (xn) ,. . . 

O i l'ensemble des suites obtenues par diagonalisation de (xn), . . . , (xn), . . . . 
i 

c'est-à-dire de la forme (Y,) = (X n, où (i ) est une suite d'entiers vérifiant : 
n n 

Y n ~ B i : i  = i ou i +1. n+l n n 

P h ~ p ~ b d h 7 f l  3 

i 1 S o i e n t  (x: 1 , . . . , ( xn) , . . . dans Conv (E) . 



i Si (xn) E ~onv*(E) d i  ~ia((xO), . (xn)> . c Conv (E) 
n 

i 
&OU Dia ( (xn), . . . , x , . . . ) e4.t hémunent au den4 heatkeutt. 

Démonstration 

Dans (RR(o) ) on prend (xn) . 
i 

Dans (RR(b)) on prend (x:), ..., (x,), ... . 

Théohème 5 

1 ~onv*(~) ed.t accéléhable <=> (E')' = 0. 

Démonstration 

a a -  (a) Supposons que (E - 0. 

Pour tout n E N  soit f : E -+ E ayant la propriété suivante : 
n 

v t c E : fn(t)  et à(t, fn(t)) <d(t, E") + ï / n  

La famille (f ) constitue un algorithme à une mémoire qui accélère (et même 
n 

* * 
devine) toutes les suites de Conv ( E ) .  En effet si (x ) E Conv (E) alors : 

II 

x E Ea et d(x, Ea - 1x1) > O ce qui implique que : 

V n > 2/d(x, E~ - {XI) : f (x ) = x. 
n n 

a a 
( b )  Supposons que (E ) # @. 

* 
Soit (xn) E Conv (E) tel que x E (E~)" et telle que : 

n 
v ~ E N :  x E E ~ .  

i * 
Pour tout i E N  considérons (x ) E Conv (E) telle que : n 

i i i i Y n E IN : x # x et d(xn, x ) 5 l/(i+l). 
n 

O i * * 
On a alors : Dia ((x,), ...> (xn), ... ) c Conv (E) et donc Conv ( E )  n'est 

pas accélérable (proposition 3). 



Remaraue 

Si un algorithme A E Alg ( E ,  E) ne suffit pas pour accélérer -3, peut-être 

que deux algorithmes A A î  E Alg ( E ,  E) pourraient suffire (Al accélérait S 
1' 1 

* 
A accglérait S, et S" u S S).  A propos de Conv ( E )  ( E  =IR) dans r151,nous 

2 2 1 2  

avons montré (moyennant quelques restrictions sur les algorithmes considérés) 

que deux algorithmes ne suffisaient pas, ni meme une infinité dénombrable. 

Les familles de suites convergentes les plus naturelles à envisager 

* 
après Conv ( E )  et Co~iv (El sont les familles de suites monotones. Comme au $ 1 

et parce que la situation reste relativement simple, nous réussissons à trouver 

des coriditions n6cessaires et suffisantes d'accélérabilité pour certaines 

familles de silites monotones (théorème 6, 7 ) ,  la partie négative des 

résultats 6tant obtenue par application directe de la rémanence. 

Au théorèri3t. 8,bes familles de suites considérées sont sensiblement plus petites, 

aussi n'obtenons-nous qu'une condition suffisante de non-accélérabilité qui 

d'ai1leur.s r:écesr-<-te an1 raisonnement conplet,la rémanence ne semblant pas être 

applicable. 

Définitions, notations 

Soit E c IR. 

t - Nous noterons Mon (E) la famille des suites convergentes de E,croissantes 

(au sens large) : 

t. 
Mon ( i : )  -- {(x;?) i Conv ( E )  1 V n  c l :  x 2 x  } nt1 n 

de même : 

- Earnilla $les suites convergentes décroissantes : 

 on'-(^) .- { ( x  > E. Canv (E) Y :i E N  : x d x ; 
n ni- l n 



- f ami l l e  des s u i t e s  convergentes monotones : 

Mon ( 2 )  =  mont(^) u M O ~ - ( E )  ; 

- fami l le  des s u i t e s  convergentes s t r i c t emen t  c r o i s s a n t e s  : 

+ * 
Mon (E) = {(x,) e Conv (E) 1 V n  G R  : x > x ; n t 1  n 

On d é f i n i t  s u r  l e  même modèle : 

 mon-*(^) ; ~ o n * ( E )  ; 

- fami l le  des s u i t e s  convergentes u l té r ieurement  c r o i s s a n t e s  : 

U M o n t ( ~ )  = {(xn)  c Conv (E) 1 3 no E R ,  Y n L n  O : x n t 1  i x n } ; 

On d é f i n i t  s u r  l e  même modèle : 

+ * - * * 
U  on-(^) ; U Mori(E) ; U Mon ( E )  ; U Mon (E) ; U Mon (E) ; 

* - fami l les  de s u i t e s  convergentes c r o i s s a n t e s  d ' o rd re  k (k É IN ) : 

t 
Monk(E) = {(xn)  E Conv (E) 1 Y i É 1 ,  ..., k ) ,  V n  r Y : 

i i 
(-1) A X* ' 01 ; 

On d é f i n i t  s u r  l e  même modèle : 

+* - * * 
MO~;(E)  ; Mon (E) ; Monk (E) ; Mon ( E )  ; Mon ( E ) .  

k 

Parmi l e s  r e l a t i o n s  év identes  e n t r e  c e s  d i f f é r e n t e s  f ami l l e s  de s u i t e s  c i t o n s  : 

*   on*' c Mon c Mon c U Mon, 

l 
c Mon c Mon = Mon. 

k 1 

6 (i) M O ~ - ( E )  eA t  accélémble <=> E = !J ; 

(G)  mont(^) es t  accéliWable <=> EY = 0 ; 

(fi) Mon ( E )  e6.t accéléhable <=> E~ = 9. 



Démonstration 

6 
(il Si E = 0 les seules suites convergentes décroissantes de 9 sont les 
suites décroissantes ultérieurement stationnaires qui sont accélérées (et 

même devinées) par la transformation identique. 

6 Si E # 0 il existe (xn) E  on-*(E) avec x r E ~ .  Eti (xn) c MO~-(E) et donc, 
- 

d'après la proposition 1,Mon (E) n'est pas accélérable. 
. . 

( ii ) Même méthode que pour ( i ) . 
(iii) Immédiat à partir de (i) et (ii) . 

6 6 
(i) Mon-*(E) edt accZlEmble <=> (E ) p 0 ; 

t* (Ci) Mon (E) edt occi%e>rnble c=> (EYIY = 0 ; 

l u * )   mon*(^) U t  acc~le>rnble'<=? (E616 u (EYIY = B. 

Démonstration 

(il Si (E616 = 0 on définit l'algorithme 1-stationnaire suivant : 
t 6 
f<xn) = max {t F E 1 t 5 xn}, 

et on vérifie facilement que cet algorithme 1-stationnaire accélère (et 

même devine)  on-*(E ) . 
6 6 -* 6 6 6 

Si (E ) # $,il existe (xn) E Mon (E ) de limite x E (E et pour chaque 

i E IN il existe (x:) r ~on-*(E) telle que : 

i i i-1 Y n ~ l N : x  < x  < x  . 
n 

i On vérifie alors que Mon-*(E) 3 Dia ( (xi), . . . , (xn), . . . ) et donc d'après 
la proposition 3  on‘* (E) n ' est pas accélérable . 
( ii ) Même méthode que pour ( i) . 

6 6 -  (iii) Si (E ) u (EYIY # 0 il résulte de (i) et (ii) que  on*(^) p'eat pas 



Si (EqI6 u (EYIY = gly on prend f l'algorithme 2-stationnaire suivant : 

f ( ~ ~ - ~ ,  xn> = max rt c E~ 1 t s x 1 si x < x - n n n-1' 

f(~,-~, x,) = min {t c E' 1 t 2 x 1 si x > x 
n n n-1' 

Remarques 

a a 
Io) Il est tout à fait possible que (E ) # 0 et que (E616 u (EYIY = 0, c'est 

par exemple le cas avec : 

2O) Les théorèmes 6 et 7 se généralisent sans difficulté aux familles 

U Mon+(E), U MO~-(E), U Mon(E),U Mont*(E),u  mon-*(^), U Mon*(E). 

3O) On notera que les algorithmes 1-stationnaires et 2-stationnaires définis 

dans la démonstration du théorème 7 ne sont pas réguliers sur Conv ( E )  : une 

fois encore,de bonnes propriétés d'accélérabilité ont été obtenues aux dépens 

des propriétés de régularité. 

Théohème b 
O 

SoLt  EN*. SoLt  E =IR v&L&Lant E # @. 
Aucun de6 ensembleb auivant6 n' e b t  accéléhable p a  un phocédé n o m a l  : 

+ * + -* * 
Mon k(E)y Monk(E), Mon k (El, Monk(E), Monk(E), Monk(E). 

1 POW t o u t  i< E ~ * , i e  elLid.te ck 6 R+* ZeA pue Zo&e a d t e  (x vérifiant : 
n 

Lx1 > X 
0 ' 

60.i.t une aUC*e de ~onkf*(~). 



Démonstration 

Soit (x ) vérifiant : 
n 

Y ~ E N :  
(n+2 - xn+i)/(xn+i - xn) = 1/2 ou (1-€)/2, 

X > X .  
1 O 

Par récurrence sur i on montre que : 

i - Y i E IN, Y n r IN : A xn - ( x ~ + ~  - xn) fi,J(E)(-i)i+l 
où J désigne le sous-ensemble des j E 11, . . . , i-1) pour lesquels 

- 
(Xn+j+l Xn+j )/(Xn+j - x n+j-1 = (1-~)/2, et où fi,J est une fonction 

continue en O pour laquelle : 

 fi,^ (O) = 1, O 
2i-l 

(parexemp1e:f ( e ) = l ; f  ( ~ ) = 1 / 2 ;  
190 f2'{1} 

= 1-(1-€)/2 ; 
2 ,@ 

f (€1  = 1/4 ; 1-€ 1 1-€ 
3,0 f3,{1} 2 2 2 

( €1  = 1-2(-) + -(-) ; 

f 1 1-E 1-€ 
3,{4}(€) = 1 - 1 + 7 j  (7-1 ; 

1-€ 2 
f3,{l,2} 

(€1 = 1-2 + ) 

Il existe donc E E IR+* tel que : k 

Avec ce E on a alors : 
k 

i i Y ,  Y i E 1 2 ,  . k : -  A x < O, 
n 

+* ce qui signifie que (x E Mon (RI .  
n k 

S o L t  E E IR+*, € < 1. 

I Lu &unLUe des ~ u L t e s  t&es que : 

( n 1  es t  accélémble pm aucun pkocédé nomal.  



Démonstration 

Supposons donnée T une t r a n s f o r m a t i o n  normale a c c é l é r a n t  l a  f a m i l l e  d e s  s u i t e s  

v é r i f i a n t  ( S  ) .  
E 

s o i t  (xO)  = - 1 / 2 ~ .  
n  

P a r  hypothèse il e x i s t e  n  t e l  que : 
O 

1 1 O O O Pour  t o u t  x E [xO x 1 où x = x - E ( X  - x 1, on a : 
n  

O 
n  
O 

1 S o i t  ( x  ) d é f i n i e  p a r  : 
n  

1 1 
On s ' a s s u r e  que ( x  ) converge v e r s  x . 

n  

P a r  hypothèse il e x i s t e  n  > n  t e l  que : 
1 O 

1 2  2  1 1 1 Pour  t o u t  x  E C X  , x 1 où x = x - E X  - x ) on a  : 
n  
1 n  

1 

e t c  . . . 
On cons idère  a l o r s  l a  sü i t e  : 



Cette suite est croissante et converge vers une limite x, qui 

i i+ll 
appartient à n Cx , x on a donc (Ao), ..., (Ai), ... ce qui signifie 

n. 
i d  i 

que T n'accélère pas la convergence de (x ). n 

Démonstration du théorème 8 

+* 
Il suffit de démontrer que Mon (E) n'est pas accélérable, car les autres 

k 
+* 

familles considérées sont, ou bien contenues dans Mon (E), ou bien contenues k 

dans MO<* (E) pour laquelle la démonstration est semblable. 

Nous supposerons que E = I R ,  le cas d'un ensetnble d'intérieur non vide s'en 

déduit facilement. 

D'après le lemme 1,il existe E 1 IR** tel que la famille des suites vérifiant 
k 

+* 
( S  ) soit contenue dans Mon (IR), mais d'après le lemme 2 cette dernière famille 

Ek k , . 
n'est pas accélérable,donc  on+* (IR) n'est pas accélérable. 

k 

Remarque , 

La démonstration du théorème ne fait pas appel à la rémanence, (il n'est pas 

sûr d'aikléurs que les familles considérées soit rémanentes). C'est le premier 

raisonnement où on utilise de façon essentielle la "normalité" des transfor- 

mations envisagées. 

Les suites qu'il semble le plus facile d'accélérer sont les suites 

alternées ou oscillantes. Et,effectivement,même de simples procédés linéaires 

acc6lèrent certaines suites alternées' C31 t51.  Cependant parmi les familles 

de suites alternées qu'il est naturel de définir,on va voir que rares sont 

celles qui sont accébérables globalement. L'information qu'une suite est 



a l t e r n é e  e s t  donc en géné ra l  i n s u f f i s a n t e  pour qu'on puisse  l ' a c c é l é r e r .  

Les r é s u l t a t s  de ce paragraphe ont é t é  présentés  au  Colloque annuel d'Analyse 

Numérique de Belgodère C 12 1. 

D é f i n i t  ions 

S o i t  (xn) E Conv O R ) .  

Considérons l e s  p r o p r i é t é s  su ivan te s  : 

(ALT-A) : La s u i t e  (-1)" ( x  -x ) e s t  de s igne  cons t an t ,  n + l  n  

(ALT.B) : La s u i t e  (-1)" ( x  -x e s t  monotone e t  de s igne  cons t an t ,  n + l  n  
n  

(0SC.A) : La s u i t e  ( -1)  (xn - x) e s t  de s igne  cons t an t ,  

(0SC.B) : La s u i t e  (-1)" ( x  - x )  e s t  monotone e t  de s igne  cons t an t ,  n  

(LIN-) : 3 l cz C - 1 ,  OC : i i m  ( x  -x) / (xn-x)  = l 
n- 

n+ 1 
- - 

(Lin ) : l i m  (xn+,-x)/(x -x)  = -1 n  n- 

Ceci permet de d é f i n i r  6 f a m i l l e s  de s u i t e s  convergentes que nous noterons 

-- 
respectivement : A 1 t . A  ; A l t  . B ,  Osc.A, Osc.B, ~ i n - ,  Lin . 

- 1 A l t  .A 3 0sc.A 2 A ~ ? . B  2 Osc. B 2 Lin 3  in--. 

Démonstration 
h 

La démonstration e s t  év idente ,  notons cependant qu'aucune é g a l i t é  n ' a  l i e u  ; 

en e f f e t  : 

. l a  s u i t e  ( x  ) d é f i n i e  p a r  : 
n  .. 

e s t  dans A 1 t . A  mais pas dans 0sc.A ; 

. l a  s u i t e  ( x  ) d é f i n i e  p a r  : 
n  

x  = x  + ( - 1 > ~ / ( n + i + 2 c o s ( n n / î ) )  
n  

e s t  dans 0sc.A m a i s  pas dans A 1 t . B  ; 



. la suite (x ) définie par : 
n 

x = x t (-i)"/(n 2t(-iln 
n 1 

est dans A1t.B mais pas dans 0sc.B ; 

. la suite (x ) définie par : 
n 

n n 
x x + (-1) Tr Xi 
n 

i =O 

avec X (112, 1/3, 1/2, 11'3 , . . . 1 i 
- 

est dans 0sc.B mais pas dans Lin ; 

. la suite (x ) définie par : 
n 

@ n n  
x = x + (-1) X avec O < h < 1, n 

- 
est dans Lin mais pas dans  in--. 

- - 
La famille Lin est accélérable, par exemple,par le plus simple des procédés 

d'accélération : 

tn = (X +xn)/2. 
n-1 

La famille  in- est accélérable par le pocédé dlAitken (C31 C191) qui cette 

fois-ci n'est pas un procédé linéaire ;  in- est aussi accélérable par d'autres 

procédés (C31 Cl71 ) . 

La famille des suites totalement oscillantes (voir [2] C31 C181) est une sous- 

famille de  in- (C41) ;elle est donc aussi accélérable. 

Pour les quatre familles qui restent et qu'a priori il ne semble pas déraison- 

nable de vouloir accélérer, aucun résultat global n'a jamais été établi. 

Pour la plus grande de ces familles le problème est assez facile à régler, en 

effet : 

1 a i t .  A e h t  hLhmWnt au aend g é n a u é .  



Démonstration 

n 
( a )  Prenons ( x  ) = 1 / 2 ~ .  

(O0) S o i t  (xO) d é f i n i  pa r  : 
n 

1 ( I o )  S o i t  m c hl, prenons p l e  premier nombre p a i r  2 m e t  (xn)  d é f i n i  p a r  : 
O O O 

2 (2O) S o i t  m , po, prenons p l e  premier nombre p a i r  2 m e t  ( x  ) d é f i n i  pa r  : 1 1 1 n 
2 1 x = x  s i n I p  
n n 1 ' 
2 2 n t 3  

x = x t ( -1) /2  . 
n 

( i O )  S o i t  > pi-î9 prenons p l e  premier nombre p a i r  2 m e t  ({) 
i-1 i-1 

d é f i n i  p a r  : 

( b )  On v é r i f i e  que : 

1 11 n t  e z i d t e  aucune ~ n a ~ o r u n u x 5 o n  n o h d e  accéléhunt Osc. B. 

Démonstration 

Supposons donnée ( f  ) E Norm a R , I R )  accé l é ran t  0sc.B. 
n 

Nous a l l o n s  cons t ru i r e  é tape  p a r  é tape  une s u i t e  (x 1 E 0sc.B q u i  ne s e r a  pas 
n 

accé l é rée  par  ( f  ) .  
n 



Etape O 

On prend x x dans IR satisfaisant x > x . 
O' 1 1 O 

a . .  

Etape k 

On suppose construits x XI, . - 3  X x 
2k-2' 2k-1 vérifiant que : 

(a k-1) x < x < ... < x 
O 2 2k-4 < X < X < X 

2k-2 2k-1 2k-3 
< ... < X < X 

3 1 y 

* (b  k-1) Lk-l = {x* E IR 1 (-1)"" x x 2 O et décroissant pour n 

n = O, 1, . . . , 2k-1) = C(x2k-2tx2k-l)/2,x2k-l 1 

* * * 
( C  k-1) V x E Lk-l : (t2k-3-x )/(x -x ) > 1/2 

2k-3 

Il existe des suites (x ) r 0sc.B commenpant par (x xl, ..., x ~ ~ - ~ ) ,  donc n O ' 
(x0. xl, ..., x E domf2k-l ; donc t 2k-1 2k-1 f2k-1(xo, xl, ..., x existe. 

2k- 1 

Deux cas peuvent se produire : 

cas 1 t- 
2k-1 ' ( ~ ~ k - 2  t 3x ) / 4  

2k-1 

on pose alors : 

X = 2k (x2k-2tx2k-1)/2 ' X2ktl = ( 3~2k-2t5x2k-1)/8- 

cas 2 -t: 2k-1 ' (" 2k-2t 3x2k-1)/4 

on pose alors : 

= (x2k-2t7x2k-1)/8. X2ktl 2k = (xïk-2+15x2k-1)/16. 

11 est clair que (a k) est satisfaite. 

Dans le cas 1 et dans le cas 2 on a : 

Dans le cas 1 : 

* * * 
Y x E Lk : (t2k-1-X )/(x -x ) 2 4/7. 

2k-1 

Dans le cas 2 : 

* * * 
Lk ' (t2k-l-x )/(x2k-1'X ) 5/3 

Donc (c k) est satisfaite. 



. . 

a& zrb *-4 - - 
CrOa 

La suite (x ) ainsi construite est convergente vers une limite n 

x r n Lk (on a même : 1x1 = n Lk). 
k a  kdN 

Puisque : V k a ll : x r , on en déduit que (r r Osc. 3 ,  mais les relations 
n 

(c k 1 montrent que ( x ) n ' est pas accélérée p a ~  ( 1. n 

I) Remarque 

1) Dans cette démonstration l'impossibilité d'accélération ne vient pas de 
- - 

la régularité de l'algorithme sur une certaine famille,elle vient de ce que la 

famille 0sc.B possède des suites ayant des débuts très variés et de ce qu'une 

suite composée de ces débuts est encore dans Osc. F @ 

2) La suite (x ) de la démonstration vérifie que : 
n 

C - 
(n+2 xn+i)/(xn+~ - xn) E {-112- -1/4- -1/8) 

On peut donc affirmer que : 
J 

L'ensemble des suites (x ) telles que : 
n 

-x ) E {-1/2, -1/4, -1/8) n'est pas accélérable. 
(Xn+2-xn+~)/(xn+~ n 

i 

La famille des suites à convergence linéaire est l'une des plus grandes familles 

de suites que l'on puisse accélérer. Nous le montrons ici en établissant que 

certaines familles très proches mais un peu plus grandes ne sont pas accélérables 



(théorèmes 11 e t  12 ) .  Ces r é s u l t a t s  on t  d é j à  é t é  p ré sen t é s  dans Cg1 e t  C103. 

Notat ions e t  d é f i n i t i o n s  

Rappelons que pour t o u t  h  E IR, h  # O ,  h  # 1 : 

* 
Linh W )  { ( x n )  E Conv W)  1 i i m  (xn+,-x)/(xn-x) = h l  

n- 

Lin CR) = u  in^ OR) 1-1 h A < 1, A # O} 

Soient  A ,  p  E IR, X < p.  On d é f i n i t  a u s s i  : 

Linh Q) = { (xn )  c ~ o n v * Q )  1 3 no r IN, Y n  2 n : A i ( X  
O n t 1  -x) / (xn-x)  P I  YP 

  in' W )  = { (xn )  E ~ o n v * Q )  1 3 no E R ,  Y n :. n : 
,P O 

h 5 (xnt2 - x n t 1  - x >  S P I  ) ' ('n+i n  

* 
S Lin W )  = { ( x n )  r Conv W)  1 l i m  (xnt1 - X )  / (xn - X )  : 01 

n- 
( f a m i l l e  des  s u i t e s  à convergence s u p e r - l i n é a i r e ) .  

sanent A, p IR .ta que O < A p .: 1 : 

A (il I l  n l u u d , t e  aucune .Mallb~orrnraiAon nokmde a c c ~ P é m n t  Linh W) . ?\\!$ 

9 1i .. 3 * . LLE 

l 1 (Li) l P  n ' e d t e  aucune lxana6omunation nokmale acctPckavtt LinhyOR). 

L e  r é s u l t a t  ev ident  su ivan t  va nous s e r v i r  : 

Lemne 

S u a  (X ) une h u e  de numb/ra/~é&. S ' a  eicinte n E IN et A E IR ( 1 1 1  < 1) 
n O 

-te& que : 



Démonstration du théorème 

( i l  Supposons q u ' i l  e x i s t e  une t ransformat ion  normale A = (f n ) accé l é ran t  

LinA (IR).  
3?J 

X B = m i n { ;  a-ah 1 I O ;  On pose : a = A--> O 9 
1-iI 1 - X  

S o i t  (xO)  l a  s u i t e  d é f i n i e  par  : 
n 

O O 
Par hypothèse l a  s u i t e  transformée de (xn )  pa r  A accé l è re  x .  I l  e x i s t e  donc 

n E IN t e l  que : 
O 

O 
(d 'après  l e  lemme xA = l i m  xn) n 

O n- 
1 

S o i t  ( X  ) l a  s u i t e  d é f i n i e  p a r  : 
n 

Cet te  s u i t e  e s t  c r o i s s a n t e  e t  d ' après  l e  lemme e l l e  converge ve r s  : 

I l  e x i s t e  donc n > n t e l  que : 
1 O 

X X O O 
où on a posé : xh?J = (xu + x ) /2  = x + a ( x  - xn -1)/2 . 

n n n n 
O O O O -0 O 

2 
On d é f i n i t  a l o r s  ( x  ) p a r  : n 

2 2 
Par hypothèse l a  s u i t e  transformée de ( x  ) pa r  A accé l è re  (x,). il e x i s t e  donc n 

n2 > n t e l  que : 1 



X 2  X 2  2 )  
o ù o n a p o s é x  = x  + - ( x  - x  

n  2  n  1-1 n2 n - 1  2  2 

2  (d ' ap rè s  l e  lemme : xh = l i r n  xn) 
n  2  n* 

3 4 De l a  même manière on d é f i n i t  des  s u i t e s  ( x  ),  ( x  ) e t c .  
n  n  

S o i t  a l o r s  l a  s u i t e  : 

Cet t e  s u i t e  converge c a r  : 

XFi Sa l i m i t e  x  v é r i f i e  x  2 x  , x 2 x X1.i 
S . .  

n 
O 

n  
O 

2  
2  2  O Par cons t ruc t ion  on a : tn 2 x ( r e sp .  tn 2 x  , ..' ) c a r  : 

n 
O X O O X0 2  2 

t0 = x  + x  - x  + t O  - x  
n  n  n  n  n  n  

O O O O O O 

O La fonc t ion  homographique z -+ ( z  - t0 ) / ( z  - x ) e s t  donc c r o i s s a n t e ,  e t  donc : n n  
O O 

O O 
( X  - tn )/(x - X ) 2 (XA" 

1-1 n - ) / ( x X ~  - x0 ) 
o o  o  t: o  n  o o  n  

O 
Les s u i t e s  ( x  1 e t  (x coïnc ident  pour t o u t  n  5 n ; e t  donc t - O .  

n  n  O n  - tn 3 
O O 

nous pouvons donc é c r i r e  : 

(X - t ) / ( x  - X 2 (xAV 
n  n  n  

- t  ) / ( x X V - x  ) 
n 

O O 
n  n *  

O O O O 

D'autre  p a r t  : 

xXp - X X 
tn 

= x X V - x  + ,  - 
n n  PI 

O 
n  

O O O O 
tn  

O 

O O X z a(xn - X ) /2  - lxn 
n  -1 

- t0 1 
O O O '?O 

O O 
2 a(xn  - x ) /2  - B ~ X ,  x - xX 1 n  -1 n  

O O O O 

O 
: 6(xn - x O  ) 

n -1 
O O 



Avec l'inégalité ( * )  cela nous donne : 

De la même manière on a : 

(X - tn )/(x - xn ) z 0 ,  etc ... 
4 4 

Ce qui montre que A n'accélère pas (x 1. 
n 

Nous avons donc une contradiction car la suite (x ) par construction vérifie que 
n 

ce qui implique : 

(ii) La démonstration précédente est aussi valable pour Lin car toutes 
1 ,u 

O 1 
les suites (x ), (xn), ... et la suite (x ) vérifient que : 

n n 

A X 
o ù : x = l i m x  x = x  t-(x - x  ) 

n' n n 1-X n n-1 

Remarques 

1°) En fait, la démonstration établit un résultat légèrement plus fin que 

celui énoncé au théorème 11 : 

Soient X, 1~. € I R ,  O < X < Fi < 1. 

Il n'existe aucune transformation normale accélérant toutes les suites de 

Conv telles que : 

Y n E N  : 
(Xnt2 

- X 
nt1 (D+I - xn) E { A ,  P I .  



2O) On vérifie que si : 

Y I I E N : A ~ ( x  - X  - X )  <LI, 
n+2 n+i)/(xn+l n 

alors : 

Y n E N : A' ( x ~ + ~  - x)/(xn - X) < LI' 

avec A' = (Ali - A>/(A-11, LI' (ALI - ?-I>/(v-~) , 
et qu'inversement si ( B )  est vrai avec A', p' alors (A) est vrai avec 

A = (A' p' - At)/(A' - l), p = (A' v '  - v1)/(p' - 1) 

3O) Le résultat du théorème 11 peut être étendu sous la forme suivante : 

Soient A, LI E IR, O < A < 11 < 1, k EN. 

Il n'existe aucune transformation k-normale accélérant   in^ OR), ou Lin OR). 
A Y r i  A ,LI 

r i 0 )  Nous n'avons pas établi que les familles, Lin CR) et   in^ OR) vérifiaient 
A ,LI A Y r i  

une propriété de rémanence et en réalité,elles n'en vérifient pas. En effet 

si c'était le cas alors, non seulement aucune transformation normale ou 

k-normale n'accélérerait   in^ OR) et Lin OR) mais (ce qui est beaucoup plus 
AYV A YV 

fort) aucune transformation algorithmique n'accélérerait   in^ ( R )  et Lin OR). 
AY1.i A ,?-I 

Or justement si h ,  p sont tels que O < A < < 1 la transformation algorithmique 

définie par t = x accélère   in^ (no et Lin O R ) .  
n n 2 A ,LI XYV 

5O) La famille des suites obtenues par une itération x = f(x ) où f est une 
n+l n 

fonction lipschitzienne de rapport a < 1 (a fixé) contient toutes les suites 

utiliséesdans la démonstration du théorème 1. Les résultats négatifs énoncés 

valent donc pour cette famille de suites. 

1 74 n' exi6te aucune &anbbotunation n o d e  accélélrant S Lin CR). 



Démonstration 

Supposons donnée une t ransformat ion  normale N = (f ) accé1érant .S Lin (IR). 
n 

O 
n 

O S o i t  ( x  l a  s u i t e  d é f i n i e  p a r  : x = 1 l/i! 
n n 

i = o  
La s u i t e  (xO) E S Lin QR) e t  s a  l i m i t e  e s t  x0 = e .  

n 
O 

Par hypothèse N accé l è re  ( x  1, 11 e x i s t e  donc n E N  t e l  que : n O 

O O O 
~t: - x 1 / lxn - x 1 i 1/4 .  

O O 
O 

Pour t o u t  r é e l  x E l x  (xO t x0)/21 on a : n n 
O 

O 
O 

O 
Itn - X I  5 lx - X I  I 1/2 

n 
O O 

O O O O 
( c a r  : Itn - X /  t l x -  x 1 - O 

It: - x  1 2  lx n - x 0 1 / 2 -  lxn - x01/4 
O O O O 

1 On d é f i n i t  maintenant l a  s u i t e  ( x  1 pa r  : 
n 

1 O 
x = x pour t o u t  n i n n n O 9 

1 
x x1 t 1/2 n! pour t o u t  n > n . 

n n-1 O O 
O X t x  

1 1 n 
La s u i t e  (x,) E S Lin QR) e t  s a  l i m i t e  e s t  : x = O .  

2 

1 Par hypothèse N a c c é l è r e  ( x  1, il e x i s t e  donc n > n t e l  que : 
n 1 O 

1 1 
Pour t o u t  r é e l  x E l x  (xl  t i( ) / 2 1  on a : 

n. ' n. 

On cont inue de l a  même manière. 

S o i t  a l o r s  l a  s u i t e  ( x  d é f i n i e  pa r  : 
n 

Cet te  s u i t e  e s t  c r o i s s a n t e  e t  converge ve r s  x t e l  que : 



Cette suite est dans S Lin CIR) et pourtant par construction : 

v i €IN : Itn - X I  / lxn - X I  z 1/2 

ce qui signifie que (t ) n'accélère pas (x ). 
n n 

Remarque 

Pour S Lin CIR) il se produit quelque chose de très particulier que nous n'avons 

pas rencontré jusqu'à présent. S Lin (IR) n'est pas accélérable par des trans- 

formations normales, mais contrairement à ce qui se passe pour Lin (iR) ou 
1 ,lJ 

L3 Lin (JR) cette impossibilité ne se transmet pas aux transformations k-normales, 
1 YlJ 

k 2 1 pour la simple raison que t = x accélère S LinCIR). 
n n+l 

Dans C231 D.A. Smith et W.P. Ford ont étudié de manière assez détaillée les 

problèmes numériques de l'accélération des suites à convergence logarithmique. 

En conclusiol~ de leur article,ils affirnient qu'une évidence empirique est qu'une 

bonne condition d'applicabilité d'une transformation de suites pour l'accélé- 

~ation de la convergence logarithmique est son exactitude sur les suites de C61, 

et ils se demandent s' il est possible d'établir rigoureusement un tel résultat 

(analogue à celui de B. Germain-Bonne concernant la convergence linéaire C171). 

Nous voyons ici que la méthode de la rémanence permet de répondre que non : un 

tel résultat ne peut pas exister car la famille des suites à convergence loga- 

rithmique est rémanente au sens général (théorème 13). On pourra remarquer que 

bien qu'utilisant le "raccourci" de la rémanence le résultat négatif sur la 

convergence logarithmique nécessite une démonstration assez compliquée. 



La conclusion de ce paragraphe est que les suites à convergence logarithmique 

sont difficiles à accélérer : on ne peut les accélérer toutes, simultanément ; 

et en conséquence si l'on veut accélérer de telles suites il faut n'essayer 

que des sous-ensembles stricts de la famille Log SF. 

Les résultats exposés ici ont été publiés dans Cl61 et ils constituent une 

généralisation df un résultat de C141. Le travail de C. Kowalewski C201 C211 a 

précisé le problème. 

Définitions 

Suivant en cela les notations de C201 nous désignerons par Log la famille des 

* 
suites (x ) E Conv CR) telles que : 

n 

* 
et par Log SF la famille des suites (x ) E Conv CR) telles que : 

n 

Xnt iex 
X 

1 im = lim nt2-Xnt~ - - 1. 
X -x X 

n- n 11- n+iqxn 

Théohème 7 3  -- 
La &unilLe L O ~  S F  e6,t hémanente au hem g é n a d ,  il n ' e d t e  donc aucune 

m m  domation atgo&Mque de b d u  accé&émnt ~ o g  SF ou Log. 

Lemme 

S o a p o  EN, a, b, c, r ÉRX& q u e :  a < b <  c ;  O < r < l ;  

(c-b)/(l-r) < (c-a). 

7 1  e d t e  une b d e  (X t&e que : 
n 



Démonstration du lemme 

Sans perte de généralité on peut supposer que p = 0. 
O 

Soit (r ) une suite réelle, croissante, convergeant vers 1 et telle que : 
n 

r = r. 
O 

O 1 i Nous allons construire des suites convergentes (x 1, (x 1, ..., x ... de 
n n 

O 1 i 
limites respectives x , x , ..., x , ... puis nous définirons la suite 

voulue ( xn ) . 

O Construction de (x ) 
il 

O Posons : s = r, x = c et pour tout n 2 1 : 
O O 

= c - (c-b)/(l-r) > c - (c-a) = a. 

Posons aussi m- = 0. 1 

Construction de (x i+l) 
n--- 

Il existe un entier m 2 mi-l, et un réel s tels que : i i+l 

(ai+i) ri+i a s i+l a 19 
i i 

(bi+l) lx -xil 5 1 / 2 ,  
m! 

(On commence par choisir m. de façon que : 
1 

puis,ensuite,on détermine s 
i+ 1 

i+ 1 
La suite (x ) est alors définie par : n 

X 
i+ 1 = x pour tout n E {O> 1, ..., mil, 
n n 



itl i i i 2 n-m . 
X = X - ( x  - x ) ( 1  + Sitl + s 
n  m -1 i+ 1 + ... t s m . - 1  m 

i 1 i i+ 1 

pour n  m . .  
1 

O 1 i Une f o i s  tou tes  l e s  s u i t e s  (xn)  , (xn)  , . . . , (xn )  , . . . dé f in i e s ,  

on pose : 

maintenant que ( i ) ,  ( i i ) ,  ( i i i ) ,  (TV),  ( v )  et sont vraies : 

O 
( i l  Par cons t ruc t ion  x0 = c ,  xl = b ; e t , p u i s q u t o n  a  p r i s  p = O, ( i )  e s t  v é r i f i é e .  

O O 

( i i )  La s u i t e  ( x  ) e s t  déc ro i s san te  ; l e s  r e l a t i o n s  ( b  ), ( b ? ) ,  ..., ( b i ) ,  ... 
n 1 

nous donnent que : 

i ~ i t ~ :  l x  - x  1 I I / ~ ~ ;  
m 
i 

p a r  d é f i n i t i o n  : 

e t  donc ( i i )  e s t  v r a i e .  

( i i i )  e t  ( i v ) .  

S i  m E {m.-1, m .  ..., m 
i+ 1 

- 2 )  on a  : 
1 1 y 

- xm+l)/(xm+l - xm' = s 
i . t l  ' 

de ( a l ) ,  ( a 2 ) ,  ..., ( a i ) ,  ... on t i r e  : 

V i c l N : r  5 s  I l ;  
i i 

e t  donc ( i i i )  e t  ( i v )  son t  s a t i s f a i t e s .  

itl des  i n é g a l i t é s  a  < x < x < x on dédui t  : 
m t l  m 

sitl 5 ( x  - a)/(xm-a)  < 1 ; ce q u i  donne (v) e t  ( v i ) .  
m t l  



Démonstration du théorème 

n  
Dans (RG(a)) nous prenons : ( x  ) = ( i / ( n + l ) )  

S o i t  (V  une s u i t e  c r o i s s a n t e  de nombres r é e l s  p o s i t i f s  convergente de l i m i t e  1. 
n  

(RG(a)(OO)) On d é f i n i t  (xO) en posant  (xO) = 1 + l / ( n t l )  - n  n  

( ~ ~ ( a ) ( l ' ) )  S o i t  m t O .  I l  e x i s t e  p  t m t e l  que : 
O O O 

( B I ]  lx0 - x  1 < 1/2O . 
Po 

O 

1 1 O S o i t  (y  ) l a  s u i t e  donnée par  l e  lemme avec p  a  = x  , b = x  O 

n  0 ' c = x  , 
p0+l y Po 

r = v  . ( C e t t e  s u i t e  e x i s t e  c a r  (Al)  e s t  v é r i f i é e ) .  
O 

1 
La s u i t e  ( x  e s t  a l o r s  d é f i n i e  p a r  : n  
1 O x = x pour t o u t  n  E { O ,  1, .. . , n  n  p0I 9 

x1 = y r n  pour n > p  . 
n  O 

(RG(a) ( i " ) )  S o i t  mi - > pi-2. I l  e x i s t e  p  > m t e l  que : 
i-1 i-1 

( A ~ )  (x i - l  - x i-1 ) / (x i - l  - X I <  i 1 - v  
~ ~ - ~ + l  'i-i i-1 ) 

i- 1 
(Bi) lx  - x  1 6 1/2~-'  . 

, i-ï 
i P i - i  

i i-1 = i- 1 S o i t  ( y  ) l a  s u i t e  donnée pa r  l e  lemme avec p a  = x  , b  = x n  i-1' ~ ~ - ~ + l  y 
p i - i  

r = v  i-1' 
i 

La s u i t e  ( x  e s t  a l o r s  d é f i n i e  p a r  : 
n  

i i-1 
x = x p o u r t o u t n  E ( 0 , 1 ,  ..., n  n  

i i 
X = y  pour n  > p n  n  i-1' 

(RG(b)) I l  f a u t  maintenant é t a b l i r  que l a  s u i t e  

e s t  encore une s u i t e  de Log SF. 

De ( B I ) ,  (821, .... ( B i )  ... on dédu i t  que ( x  ) converge v e r s  O 
n  

De (Al ) ,  (A2), . . . , ( A i )  . . . e t  des  p r o p r i é t é s  ( i )  e t  ( i i i )  du lemme ,on t i r e  que : 



X - X 
nt2 

lim nt1 = 1 
X - X n- n t 1  n 

Un raisonnement analogue à celui du lemme (v) (vi) donne que : 

Remarque 

Log SF n'est pas accélérable globalement et malgré tout, nombre de suitade 

Log SF sont accélérables par des procédés spécifiques Cl1 C31 C51 C61 C231 C251. 

Le problème se trouve donc naturellement posé : quelles sont les. sous-familles 

de Log SF qui sont accélérables ? (par quel procédés ? ) ,  et quelles sont celles 

qui ne le sont pas ? Le travail de C. Kowalewski C201 C211 contribue à répondre 

à ces questions, cependant bien des problèmes (et parfois assez simples) sont 

aujourd'hui sans réponse et nécessiteront des études détaillées. 

Lorsque E =IR toutes les familles suivantes sont non accélérables. 

Conv 

* 
Conv 

t  on-, Mon , Mon 
-* t* * 

Mon , Mon , Mon 
>) 

t  on- Mon Mon 
k' k' 

t* *  on-* Mon Mon k , k' k 

Alt A, Alt B ,  Osc A, Osc B 

A 
Lin ,Lin 

9 A,IJ  
O l h < l i < l  

S Lin 

Log, Log SF 

page de la 
définition 

énoncé et page 
de l'énoncé 

 hé. 4 p. 186 

Thé. 5 p. 187 

Thé. 6 p. 189  

 hé. 7 p. 190  

p. 189  Thé. 8 p. 1 9 1  

p. 195  Thé. 9 et Thé. 1 0  p. 196-7 

p. 200 Thé. 11 p. 200 

Thé. 1 2  p. 204 

Thé. 13 p. 207 



Pour chaque type de familles de suites,les résultats d'accélération 

de la convergence se doivent de déterminer le plus finement possible la 

frontière entre l'accélérable et le non accélérable. Les résultats positifs 

tentent de trouver les familles les plus grandes possible qui soient accélé- 

rables, et les résultats négatifs, eux, essaient de trouver des familles les 

plus petites possible qui soient non accélérables. Jamais les deux types de 

résultats ne peuvent se rejoindre complètement (car on sait qu'il n'existe pas 

de familles accélérables maximales, ni de familles non accélérables minimales) 

mais malgré tout,au fur et à mesure des énoncés,la frontière se dessine avec 
@ 

plus de précision. Dans le cas des familles de suites monotones, des familles 

de suites alternées, des familles de suites de type linéaire ou logarithmique 

la localisation commence à être assez fine. Après une période de résultats 

relativement faciles, nous entrons maintenant dans une période où chaque pas 

nouveau coûte plus cher (démonstrations plus longues, plus complexes, algorithmes 

plus difficiles) cependant ce travail de localisation de la frontière entre 

l'accélérable et le non accélérable doit se poursuivre car il est vraisemblable 

que comme cela s'est produit ces dernières années,il fournira des idées 

nouvelles intéressantes. 
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CHAPITRE 6 

ACCELERATION DE LA CONVERGENCE L I N E A I R E  



Dans ce chapitre nous étudions quelques uns des problèmes posés par l'ac- 

célération de la famille des suites à convergence linéaire et des familles 

voisines. 

Les résultats du § 1 ont pour but de fournir des caractérisations des 

suites à convergence linéaire et des suites à convergence périodicd.in6aire. Ces 

caractérisations nous permettent au § 2 d'utiliser les algorithmes de détermi- 

nation de la période du chapitre 2 qui combinés avec une généralisation du 

procédé d' Aitken donnent diverses méthodes nouvelles d' accélération de la 

convergence, particulièrement adaptées aux suites périodico-linéaires; 

Les difficultés rencontrées au § 2 nous ont conduits à penser que la 

famille des suites à convergence linéaire ne pouvait pas être sensiblement 

agrandie tout en restant accélérable. En fait au 5 3 nous montrons que le 

procédé A' dlAitken est optimal en trois sens différents au moins pour l'accé- 

lération de la convergence linéaire. premièrement, c'est algébriquement la plus 

simple des transformations de suites accélérant la convergence linéaire ; deuxi- 

èmement son domaine d'efficacité, la famille des suites à convergence linéaire, 

ne peut guère être agrandi ; troisièmement, le degré d'accélération qu'il donne 

pour la convergence linéaire est le meilleur possible. 

Les résultats de § 1 ont déjà été publiés dans Cl11 r141 ceux du § 2 dans 

Cl01 Cl51 et ceux du § 3 dans C161. 

1 - SUITES A CONVERGENCE LINÉAIRE E T  PÉRIODICO-LINÉAIRE, 

Une suite (x ) réelle ou complexe étant donnée, on considère les deux n 

suites (xntl-x)/(x -XI (X sera la limite de (x ) quand elle convergera) et n n 

( ~ ~ + ~ - x ~ + ~  ) /  ( xnt1-x n ) . 



On é tud ie  l e u r s  comportements r e l a t i f s ,  d 'abord à propos des problèmes de 

convergence ( a )  p u i s  à propos des problèmes de pseudo-périodici té  ( b ) .  

Les r é s u l t a t s  é t a b l i s  montrent que l e  p l u s  souvent l e s  deux s u i t e s  ont 

des  comportements équiva len ts .  

Ces r é s u l t a t s  permettent  de t ransformer c e r t a i n s  énoncés d ' a c c é l é r a t i o n  de l a  

convergence, en remplaçant une hypothèse incon t rô l ab le  dans l a  p ra t ique  (parce 

que f a i s a n t  i n t e r v e n i r  l a  l i m i t e  x ,  justement recherchée 1 )  p a r  une hypothèse 

p l u s  facilement v é r i f i a b l e .  

Nous donnons d i v e r s  exemples de t e l l e s  t ransformat ions  ( c ) .  

( a )  Problèmes de convergence 

Soi t  ( x  ) une s u i t e  r é e l l e  ou complexe donnée t e l l e  que : 
n 

V n e N :  x # x  
n t 1  n 

Notre but va ê t r e  d ' é t a b l i r  l e  théorème su ivant  : 

Xnt i-x exinte x E a! X e L  que 
X -x X 

n 

X 
n t  i-x = A  
X -X 

n- n 

Remarques 

l0 ) S i  1 X 1 = 1 l e  théorème n ' e s t  p l u s  v r a i ,  en e f f e t  : 

a) Contre-exemple pour "<=" : 



b) Contre-exemple pour "=>" : 

1 x = -  X - 1 - -  
2n 3n' 2n+l 3n+l 

Ce théorème va résulter des propositions 1, 2 et 3 (démontrées plus loin) qui 

donnent quelques précisions supplémentaires (par exemple que si 111 > 1 alors 

dans l'implication "<=" on peut remplacer "il existe x E a!" par "pour tout 

X E a!"). 

2 O )  Simultanément à lfauteur,Jet Wimp a trouvé une autre démonstation du théorème 

1 (voir C301). 

Prwpo~LCLon 1 ( v o h  pm exemple C 201 1 

S ' i l  existe x E a! et h E a!, h # 1, t& que : 

Xn+ i-x Xn+i-x convehge et lim -x = X 
X -X n n-wio n 

X n+2-xn+ï X 

&OU : convenge lim n+2-nt1 = 1. 
X n + ~ - ~ n  n* nti-xn 

Démonstration 
X nt 2-X 

X 
- 1 

n+2-xntl - - Xn+ï-x Xn+i-x A-i - -> X - - h .  
X 
n+ l-xn X -X n xn+ i-X n* 1-1 - 1 

Remarque 

Cette démonstration est valable dans un cadre plus général, on peut par exemple 

seulement supposer que (x est une suite de points d'un corps topologique; en 
n 

particulier en prenant un corps quelconqueK muni de la topologie discrète on 

obtient que : 



X 

Posons p o u r  t o u t  n E IN : A = n t  2-xnt 1 
n x n t  î-xn 

e t  pour  t o u t  n E N ,  k E N  : - 1 t A n  Antl  t ... t An hntl 
n ' 'ntk 

k j 
= l  n x  

j = o  i = o  
n t i '  

Lemme 7 

= X 
k 

a) P o u h t o & n  € I N ,   EN: xntkt2 n t l f  un(xntl -xn 1 

k b )  S i  pouh m 6 i x é  la d<u*e (pmIkd convenge veha lim d o h s  ( x n l n m  

convehge vw une LhLte x -telle que : 

x = x  
m t  1 f lim(xmtl - xm) 

Démonstration 

O n a :  x - - X 
n t 2  n t 1  ' 'n ( X n t i  - xn)  ; 

- 
X - X n t 3  n t 2  - 'nt1 I n  ( X n t î  - Xn) ; 

... a . .  a . .  

X - X n t k t 2  n t k t l  = 'ntk 'ntk-1 ... An (xnt1 - Xn). 

Ce q u i  e n  sommant donne : 

X 
- k 

n t k t 2  - X n t l  'n ( X n t l  - Xn) 

La p a r t i e  b )  du lemme r é s u l t e  immédiatement de c e t t e  r e l a t i o n .  



Remarque 

L a  démonstration, e t  donc l e  lemme 1, r e s t e n t  vrais sans  aucune modi f ica t ion  

pour t o u t e  s u i t e  ( x  d 'é léments  d 'un corps topologique.  n 

Lemme 2 

1 S o L î  X ) une s d e  né&e ou complexe convagente de W e  A avec 11 1 < 1. 
n 

k - On pose : un - h + An An+l + . . .  n + 'n n + l  ' ' 'n+k . Alou p0Llh tout n E aI, 

la diLite (p:),, es t  convpngente (et abdolument conveAgente s i  on l a  condidè/re 

comme une h é d e )  . 
De p l u  d i  on pose : un = i i r n  pk &OU la sui te  (un)na es t  convengente de 

k- n ' 
Lim.Lte A/(i-A). 

Démonstration 

La p r o p r i é t é  de convergence absolue  e s t  évidente  ; é t a b l i s s o n s  l ' a u t r e  a f f i r -  

mat ion .  

+* S o i t  E E IR donné. 

S o i t  A '  E R  t e l  que : [ A I  < A '  < 1. 

S o i t  n E R  t e l  que : n 2 n =. l X n l  r A '  
O O 

S o i t  ko E IN t e l  que : 

k e x i s t e  c a r  pour t o u t  n 2 n : 
O O 



S o i t  maintenant nl 2 n t e l  que pour t o u t  n 2 n - 
O 1 ' 

2 
k 

Ion - X) + (An Xnt l  - X ) t ... 'nt1 ". 'ntk -1 - A O) 1 5 ~ / 3  
O 

n e x i s t e  c a r  l a  s u i t e  X converge ve r s  A ,  l a  s u i t e  X X converge ve r s  
1 n n n t 1  
2 X , . . . , l a  s u i t e  X X ko 

n n t 1  'n+k0-1 
converge ve r s  X . 

Alors pour  tou t  n 2 n e t  pour t o u t  k 2 k on a : 
1 O 

Remaraue 

La démonstration, e t  donc l e  lemme 2, r e s t e n t  v r a i s  s ans  aucune modif icat ion 
C 

pour t o u t e  s u i t e  ( x  ) d'éléments d'un corps valué.  
n 

X - X X 
n t2  - X n t 1  n t2  n t 1  convenge d i  l i m  = A  
X n t  î-xn - X 

n* n t 1  n 

La 4&e (X ) convmge v a  une k%nLte x X&e que : 
n 

- X X - X 1 - x convmge eX i i m  
n t 1  = A  
X - x  

n- n 

Démonstration 

En reprenant  l e s  no ta t ions  f i x é e s  j u s t e  avant l e  lemme 1, e t  en u t i l i s a n t  l e  

lemme 2 on ob t i en t  que pour t o u t  n E N  : 

k - (pn)kd e s t  convergente vers  une l i m i t e  U - 
n '  



- i l ' e x i s t e  n  t e l  que : n  2 n  => un # -1 
O O 

Donc par  a p p l i c a t i o n  du lemme 1 e t  du lemme 2  : 

l i m  
Xn t  i-x ' n  = l i m  - = X. 
X -x 

n- n  n-Kx> '+Fin 

Remarques 

1°)  D'après l e s  remarques f a i t e s  ap rè s  l e s  lemmes 1 e t  2 l a  propos i t ion  

v r a i e  pour t o u t e  s u i t e  (x ) d'éléments d'un corps valué.  
n  

2O) Dans l e  c a s  O < X < 1 l a  propos i t ion  2 r é s u l t e  de C71 ( v o i r  a u s s i  C41) 

3O) Dans l e  c a s  des  s u i t e s  r é e l l e s  l a  p ropos i t i on  2  e s t  u t i l i s é e  ( s ans  démons- 

t r a t i o n )  dans C271. 

d Lemme 3 

S u a  ( a  ) u e  a d e  téeLte ou complexe convmgente de f i d e  a ,  1 al < 1. 
n  

A 1 o . u  l a  a d e  : yn 
a 

= a  t a  a t ... + a a . . . a convehge v m  - 
n  n  n-1 n  n-1 1 1-a 

Démonstration 

+ * 
Soit E E IR donné. 

S o i t  a'  E IR t e l  que : \al < al < 1. 

I l  e x i s t e  n  t e l  que : n  2 n  => lan[ S a ' .  
O O 

S o i t  k  2 n  t e l  que : 
O O 

i i )  V n  2 k  a ... a t . . .  
+ an "n-i 

. . *  Ci 1 5 €/3 , 
O Ian n-1 n-k t1 

O 
1 

k  e x i s t e  c a r  pour t o u t  n  2 n  : 
O O 



1 + a  1 n -1 + ... + a ... all n -1 
k n-n -k O O 
O O O n-no+l 

5 a ( 1 + a ?  + -.. + a 1  ) + a' Il + an -1 + ... + a ... al/ 
O 

no- 1 
k n-n +1 
O 

5 a' /(l-a') + a' O I l+an -1 + ... + a n -1 ... ail 
O O 

Soit n 2 k tel que pour tout n 2 nl : 1 O 

2 k -1 
l(an-a) + (an - a + ... + (an an-1 ... a 

n-ko+2 - a 0  1 1   SE/^, 

n existe car la suite a + a a 
1 n-l + ... + an an-1 ... 

an-k +2 est convergente n n 
O 

(comme somme de suites convergentes) vers : 

Pour tout n 2 n on a alors : 
1 

2 k -1 
: I(a n - a) + (an $-1 - a ) + ... + (an 4-1 ... a n-k +2 - a 0  ) 

k O 

a O (an an+1 0 . .  %-k +1 + ... + ci a 
n n-1 ... a - 1 

O 

5 ~ / 3  + &/3 + ~ / 3  = E. 

Remarque 

Cette démonstration, et donc le lemme 3, restent vrais sans aucune modification 

pour toute suite (x ) d'éléments d'un corps valué. 
n 



la  de ( x  ) ut t u e  que : l i r n  lx 1 = t w  et p o m  t o u t  x E (I: : 
n n 

n- 

- X X 
n + l  

- X / x:nl- convmge avec i i m  - x. 
n- n 

Démonstration 

Avec l e s  no ta t ions  du lemme 1 : 

1 en posant a = - on o b t i e n t  : l i r n  a - 1 
n x - a = ~  , e t  : 

n n n- 

x - x  1 t a  a +...tas 
n+ 2 ... a 

1 = n n n - 1  n n-1 1 
X n t  1 - X 

1 
a t a a  t ... t a a  ... a 

n n n - 1  n n-1 1 

ce  q u i  d ' ap rè s  l e  lemme 3 converge vers  : 

D'aut re  p a r t  : 

X - X 

donc l i m  n t2  1 - 1 - -  
(x1-x0 ( hohl . . . h ) 1-a # O ;  

n- n 

donc (en u t i l i s a n t  que : l i r n  1 hohl . . . h 1 = +m) on o b t i e n t  que : 
n* n 

i i m  lx 
n t2  - X I I  = + m ;  

n- 

ce  q u i  implique : 

X 
n t 1  - X X 

l i m  [ x  tW e t  Y x E iL : l i m  
n + l  - 

nt21 = = l i r n  - - A .  
n- n- x n - x  X 

n- n 



Remarque 

D'après l e s  remarques f a i t e s  a p r è s  l e s  lemmes 1 e t  3 l a  p ropos i t i on  e s t  v r a i e  

pour t o u t e  s u i t e  ( x  ) d'éléments d'un corps valué. 
n 

( b )  problèmes de pseudo-pér iodic i té  

* 
Dans ce  paragraphe k  E IN e t  ( x  ) e s t  t ou jou r s  une s u i t e  r é e l l e  ou complexe 

n  

donnée t e l l e  que : 

Y n € N : x  - X  # o .  
n t 1  n  

1 

1 (ho, A , . . ., hk- l )  E ak et (BO, B , ..., gk- l )  ak t a  pue : 1 

et f i é a  enthe eux pcvr Les h&aLLonh : 

rlh"hl a . .  A k - l l  # 1 ; 

i 
(1) L'entier i danq l a  notation A représente i c i  un indice e t  non pas un exposant ; 

de mgme pour B". 

( L )  

k-2 l +  ho t AOhl+ S . .  t h0h1 ... h # O ; 

1 2 hk-l 
d l  + h1 t h1h2 + . . .  t A X ... # O ;  



x n k t i + l  - x 
e d t e  x E D Z& que pom torrt i r { O ,  1, ..., k-1) 

n k t i  - x x n k t i + l  - x i et l i m  = B .  - X n- n k t i  

X - X nk t i+2  n k + i t l  = h l .  - X 
n- n k t i t l  nk+i  

Ptropob~un  1 ' 
1 e h . t e  x E E et (BO, B , ..., Bk-1) E satis6aisan.t ( B I  et t a  que 

p o u  t a u t  i E { O ,  1, ..., k-1) : 

dotrd p o u  i E { O ,  1, ..., k-1) : 

X 
nk+i+2 

- X X - X 

nktit' convmge et l i m  nk+i+2 n k + i + l  = Xi 
X - X X - X 

n k + i + l  n k t i  n- n k t i + l  nk+ i  

où l e s  A' aont donné, p a n  (LB). 

Démonstration 

S o i t  i E { O ,  1, . . . , k-2) : 

X 
* 

n k t i t 2  
- X X n k + i t l  - n k t i t l  

- X X  
n k + i t l  

- X - 1 
-> B 

X - X X X - X 
n k t i + l  n k t i  nk+i  - x n k t i t l  n- 

- 1 Bi - 1 

pour i = k-1 on procède de même. 

Remarque 

Comme pour  l a  p ropos i t i on  1, l a  p ropos i t i on  1' r e s t e  v r a i e  pour  t ou t e  ' s u i t e  

(x de p o i n t s  d 'un corps  topologique.  n 



1 ( s ' a  e d f e  (A', x , ..., x ~ - ' )  E ck t& que 1 . . . hk- l  / < 1, u é h i d i a n t  

( & o u  6 d e  (X ) convmgge v m  une m e  x tac que : 
n 

n k t i t l  1 xx 

- X X 
n k t i t l  - X convmge  i i m  = Bi - X 

n k + i  n-w n k t î  - X 

[ l e s  fii étant donné* pan (BI,). 

O 1 k-1  O n p o s e  X = X X ... A . 
S o i t  n L IN f i x é  ; d ' a p r è s  l e  l e m m e  2 les séries s u i v a n t e s  s o n t  absolument 

c o n v e r g e n t e s  : 

X X -> - . ' * 'nktk-1 n k t k  . * 'nktpktk-2 n- 1-3 
PEN 

On en  d é d u i t  que l a  sé r ie  X - 
' nkXnkt l  ". n k t p  - 'nk e s t  absolument 

p a  
c o n v e r g e n t e  (comme combinaison l i n é a i r e  des  p r é c é d e n t e s ) .  

On a donc : 

- 
'nk - 'nk 'nk'nktl 'nkhnk+l ". 'nktk-2 + 



Et donc : 

Puisque (p ) e s t  convergente il r é s u l t e  du lemme 1 que ( x  converge vers  x .  
nk ndN m 

Puisque (L) e s t  v é r i f i é e  ' # -1 ( a u  moins à p a r t i r  d 'un c e r t a i n  r ang )  e t  donc 
nk 

( tou jou r s  d ' ap rè s  l e  lemme 1) : 

X 
nk+l  

- X 
'nk - O 1 A' t XOA' + ... + x x ... x k- 1 

l i m  = l i m  - - = BO 
X - X  

n- nk n w  '"nk 1 + X0 + XOA' + . . . + h O l l  . . . Xk-2 

1 2  Bk-l 
On procède de l a  même manière pour B , B , . . . , 

Remarque 

Comme pour l a  p ropos i t i on  2, l a  p ropos i t i on  2 '  r e s t e  v r a i e  pour t o u t e  s u i t e  

( x  ) de p o i n t s  d'un corps  valué. 
n  

(A', A', . A k-1) E tk que 1 XOX' . . . x 1 1, u é ~ g a n t  

(L) et Z e l  que pawr t o d  i E {O, 1, ..., k-1) : 

X 
nk+i+2 

- X X - X 

nk+i+l convmge et i i m  nk+i+2 nk+ i+ l  = Xi 
X - X X - X 
nk+ i+ l  nk+i n- nk+ i+ l  nk+i 

A l o u  l a  s u d e  (x ) U Z  t e l l e  que i i m  lx 1 = +m et pouh ZouA x E a) e.t t o u t  
n 

n- n  

i c {O, 1, . # . ,  k-1) : 



--.----au v u  A.&,,, -- - - X X - X kJ 

n k t i  n- n k t i  

tes  Bi ptant donna p m  (BI,) 

Démonstration 

Reprenons l e s  n o t a t i o n s  d e s  lemmes 1 e t  3 en p o s a n t  en p l u s  : 

X - x A t A X t ... t XoXl ... 
n k t l  1 -  O 0 1  - 'nk- 1 
X - x  

nk 1 A t A X t ... t AoAl ... 
O 0 1  'nk-2 

l t a  t a  a t ... t a a 
nk-1 nk-1 nk-2 nk-1 nk-2 

... a - 1 
a t a  a t ... + a a 

nk-1 nk-1 nk-2 nk-1 nk-2 
... a 

1 

p a r  d e s  mises en  f a c t e u r s  analogues  à c e l l e s  de  l a  démonstra t ion de l a  propo- 

s i t i o n  2 '  e t  en  u t i l i s a n t  l e  lemme 3 on o b t i e n t  : 

x - x 1 t -  k-lak-2 - 1 k-1 1 1  k-1 1 t a  a t a  - t ... t a n k t l  1 - 1-a 1-a 1-a ... a - 
1 i m  - 1-a 

X - x  
n- nk 1 

a k-1 1 + a k-1 1 1  - k - l k - 2  1 
a - + ... t a 1-a - + a 1-a ... a - 

1-a 1-a 

1 2  Bk-l  de  même pour B , B , . . . , 
D ' a u t r e  p a r t  : 

= ï t a  + a a t ... t a 
kn-1 " '  

a kn-1 kn-1 kn-2 1 

donc ( t o u j o u r s  p a r  des  méthodes de mises en  f a c t e u r s )  : 



X - X 
kn+l- 1 1 a k-1 ak-lak-2 k-1 k-2 a a ... a 1 lim = -  + -  + 

-x )(A A ) 1-a 1- a t ... + 
n+w(X1 O O 1 . ' *  'kn-1 1-a 1-a 

donc : lirn lx 
kn+l - = +CD, 

n- 

donc : lirn lx 
n- kn+ll = 

de même pour (x kn+2 ) 9 (xkn+3 1 Y . . , ( x ~ ~ + ~ )  donc : 

le reste de la démonstration se fait comme pour la proposition 3. 

Remarque 

Comme pour la proposition 3, la proposition 3' reste vraie pour toute suite 

(x ) de points d'un corps value. 
n 

(c) Exemples d'applications 

L'algorithme général d'extrapolation présenté par T. Havie C233 et par 

C. Brezinski C61 appelé E-algorithme est défini par : 



où les g sont des suites de coefficients, que l'on peut choisir de façon à 
i 

retrouver, le procédé d'extrapolation de Richardson, ou la transformation G C221, 

ou la transformation de Shanks C281, ou la transformation de Germain-Bonne C211, 

ou la transformation généralisée de Levin C261, ou la ~remière généralisation 

de l'€-algorithme C41 CS1 ou le procédé p. C41. En glus d'un algorithme 
-- -- - - - -- 

récursif de calcul de E (S ) C. Brezinski propose le théorème suivant C61 : 
k n 

S i  Sn convenge v m  S, h i  p o u  $O& i, gi(n+l)/gi(n) convenge v m  bi # 1 

(deux à deux cf&$&&), 4 i  : 

(Ek-l(S,+i)-S)/(Ek-i(Sn)-s) convmge v m  bk u t o u  : 

1-S 6(Ek-l(Sn)-S). 

Par une simple utilisation du théorème 1 on en déduit l'énoncé suivant : 

S i  Sn convage v M  S, h i  pou& $O& i, gi(n+l)/g. (n) convMge v m  bi # 1 
1 

(deux à deux c f & ~ n & )  et 4 i  : 



Dans le cas très particulier du procédé dlAItken on obtient : 

- s 1 convenge vem A avec < i & o u  &in) accé&*e Si ('n+2 - Sn+i)'(Sn+~ n 

la convmgence de ( sntl ) . 

Ces résultats peuvent dans la pratique donner lieu à des Programmes de calcul 

de tableaux d'accélération (comme celui de l'&-algorithme) dans lesquels on ne 

calculera la k-ième colonne que si la condition portant sur la (k-1)-ième 

colonne semble satisfaite. Ils peuvent aussi amener à construire des tests 

simples pour savoir si la méthode d'accélération utilisée mérite d'être réitérée 

ou pas. 

Une autre application est donnée au § 2. 

2 - ACCELERATION DE LA CONVERGENCE DES SUITES PÉRIODICO-LINEAIRES 
Les résultats du § 1 nous conduisent à définir la famille des suites 

de type périodico-linéaire et à étudier les possibilités d'accélération de 

cette famille. 

Définitions 

On dit que la suite (x ) de nombres réels est de type périodico-linéaire s'il n 
* 

existe k E N  tel que : 

* 
Le plus petit entier k E N  satisfaisant cette relation est appelé période de 

1 la suite, et les nombres BO, B , . . . Bk- 1 (1) sont appelés les rapports de la suite . 

i (1) IZ faut noter que Ze i de B e s t  i c i  un indice e t  non pas un exposant. 



Remarques 

1°)  Dire que . la  s u i t e  ( x  ) e s t  de type pé r iod ico - l inéa i r e  e s t  équiva len t  à 
n 

d i r e  que l a  s u i t e  (x - x ) / ( x  -x) e s t  asymptotiquement pér iodique de période k.  
n+ 1 n 

2O) Une s u i t e  de type pé r iod ico - l inéa i r e  de pér iode  k = 1 e s t  une s u i t e  de type 

l i n é a i r e .  S i  1 Bo 1 < 1, e l l e  converge ve r s  x  e t  c ' e s t  donc une s u i t e  à conver- 

gence l i n é a i r e .  La not ion de s u i t e  de type  pé r iod ico - l inéa i r e  e s t  donc une 

géné ra l i s a t ion  de l a  no t ion  de s u i t e  à convergence l i n é a i r e .  

S o a  ( x  ) une A U ~ X ~  de t ype  pModico-GnEaihe de pikiode k et de happohtd 
n 

BO,  B1, a . . ,  

Bk- 1 

/ S i  1 0 '  fi1 . g k - l  < 1 d o m  (x ) e ~ t  conue,tgen-te (on &a qu'e l le  e ~ t  a 
n 

1 convehgence péiciodico-eOtéahe). 

~ é m o n s t r a t  ion 

s i  1 Bo 6' . . . Bk-'/ > 1 a l o r s  pour t o u t  i r { O ,  1, . . . , k - i l  : 

X 
nk+k+i - X 

l i m  = BO ... Bk-1 . - X 
n* Xrik+i 

donc : l i m  Ixnk+i - X I  = + m ;  d o n c l i m  l x  1 = t a o ;  
n- nk+ i 

n- 

donc : l i m  lx 1 9. 

n- n 

1 
De même s i  I B O  B ... Bk-'\ < 1 a l o r s  pour t o u t  i c {O,  1, . . . , k-1) l a  s u i t e  

O 1 Bk- 1 
) e s t  à convergence l i n é a i r e  de r appor t  B = B B ... 

(Xnk+i  n t 3  
, e t  de 

l i m i t e  x ; l a  s u i t e  ( x  ) e s t  donc convergente v e r s  x. 
n  



(x - X )2 
t n = x  - n n-k 

n x - 2 ~ ~ - ~  + x n n-2k 

1 accét2he La convwgence de to&e h d e  à convwgence pehiodico-LUtéaLie de 

1 p&Lode k, et donne la L h X e  exacte ( p o u  toUlt n I 2k : tn = X) de toute 

1 où Bi U t  une * d e  pehiodique de pihiode k. 

Démonstration 

tn - X X - X 
= l + (  n-k - 1 )  

1 
X - X  X - x  - X ¶ 

n n n-k n-2k 
1 - 

X - X  
n n-k 

ce qui nous donne : 

Si x = x t a a Bi avec 8. périodique de période k ; on a : n 1 
i=o 

où on a posé 8 = Bi . Bi+k-l (ne dépend pas de i). 

Remarque 

Les ~rocédés < qui généralisent en un certain sens le procédé dlAitken ne 

sont eux-mêmes que des cas particuliers des transformations définies par : 

tn = X -(x - - X - x  ) - 1 )  
n n+p+r xn)/((xn+2ptr+q n+ptr+q)/(xn+p+q n+q 

où p, q, r sont trois paramètres dans Z avec p + r # O. 



Z 
Pour p = 1, r = q = O on o b t i e n t  l e  procédé A dlAi tken ,  pour p = -k, r = q = O 

on ob t i en t  l e  procédé d é c r i t  c i -dessus.  D'une manière généra le  ( q u e l l e s  
k  

que so i en t  l e s  va l eu r s  données à p ,  q ,  r )  ( t  ) a c c é l è r e  t o u t e  s u i t e  ( x  ) à 
n n 

convergence l i n é a i r e .  Une a u t r e  g é n é r a l i s a t i o n  du b2 dlAitken ayant des p r o p r i é t é s  
L 

analogues au A a é t é  donnée dans C311 ( v o i r  a u s s i  C321). 
k  

2 
Les procédés A son t  d i f f i c i l e s  à u t i l i s e r  en p ra t ique  c a r  l e u r  mise k 

en oeuvre n é c e s s i t e  l a  connaissance de k. Lies procédés de t ransformat ion  de 

s u i t e s  que nous a l l o n s  proposer  maintenant ne néces s i t e ron t  pas c e t t e  connais- 

Z 
sance ; i l s  vont ê t r e  obtenus par  combinaison des  A e t  d 'a lgori thmes de 

k 

détermination de l a  pér iode  du chap i t r e  2 5 4. De façon à n ' a v o i r  que des 

algori thmes normaux nous supposerons i c i  que l e s  a lgori thmes du c h a p i t r e  2  § 4 

o n t  é t é  normalisés.  

Algorithme A 13 ( p) 

Etape p ( p  2 2 )  

L 'étape p de l ' a lgo r i thme  I 3 ( p )  e s t  appl iquée à l a  s u i t e  

e t  donne l a  réponse k(p) .  On prend a l o r s  : 

t = x  - ( x  - x  I Z  / (X - 2x + X 
P P - ~ ( P )  p-k(p) n-2k(p) 

1. 
P P P 

Notat ions 

Soient  p E IRt*, k  E IN* ; on note  P l 'ensemble des s u i t e s  (x ) à convergence 
p,k n f. 

O 1 Bk- 1 
pé r iod ico - l inéa i r e  de période k ,  dont l e s  r a p p o r t s  6 , B , ..., v é r i f i e n t  

que : 

s o n t  mutuellement d i s t a n t s  de p lus  de p. 

Pour k = 1, P e s t  l 'ensemble des s u i t e s  à convergence l i n é a i r e .  
P,k 

On pose : P = " * P p , k .  k a  



Les inc lus ions  su ivantes  s o n t  év identes  : 

I i) P o m  XaLLte b&e (X  E P l1u.tgo&hme AI3(p) donne une b d e  ( t  
n P n  

n  
x = x + a  T B i  avec B .  périodique.  
n  1 

i = o  

l la ( t  ) donnée pah AI3(p) v é ~ b i e  : 
n  

~ é m o n s t r a t i o n  

i )  S i  (xn)  P il e x i s t e  p  E N  t e l  que pour p  2 po, k (p )  s o i t  l a  période 
P O 

de ( X  ) e t  donc d ' ap rè s  l a  propos i t ion  3, ( t n )  a c c é l è r e  l a  convergence de ( x  1. n  n 

i i )  De l a  même manière à p a r t i r  de l a  propos i t ion  3. 

Remarques 

1°) Appliqué à une s u i t e  à convergence l i n é a i r e ,  l ' a lgo r i thme  AI3(p) (que l  que 

*+ 
s o i t  p  E iR ) f i n i t  par  s e  comporter comme l e  procédé dlAitken.  On n ' a  donc 

pas spécialement i n t é r ê t  à l ' u t i l i s e r  pour une s u i t e  à convergence l i n é a i r e .  Pa r  

c o n t r e ,  f ace  à une s u i t e  pé r iod ico - l inéa i r e  ( p a r  exemple de période 2) a l o r s  que 

l e  procédé d lAi tken  n ' accé l è re  p a s ,  l ' a lgor i thme AI3(p) accé l è re  l a  convergence. 

2') Sur l e  même modèle e t  en u t i l i s a n t  l e s  d i v e r s  a lgori thmes de déterminat ion 

de l a  pér iode I l ,  1 2 ,  13, 14, J I ,  52,  J 1 l ,  5 ' 2  r131, on peut  d é f i n i r  d ' a u t r e s  

algori thmes d ' a c c é l é r a t i o n  ; chacun d'eux s a t i s f a i s a n t  pour des c l a s s e s  spéc i -  

f i q u e s  de s u i t e s  à convergence p é r i o d i c o - l i n é a i r e ,  (14 e t  J I  pa r t i cu l i è r emen t ,  

donnent des r é s u l t a t s  i n t é r e s s a n t s ) .  



3O) A l a  vue des i nc lus ions  e n t r e  P e t  P on peut  ê t r e  t e n t é  de f i x e r  une 
P P '  

t rès  p e t i t e  va leur  à l a  cons t an te  p.  Cependant une t e l l e  a t t i t u d e  n ' e s t  pas  

conseiLlée c a r  p l u s  p e s t  p e t i t ,  p lu s  p r i sque  d ' ê t r e  grand. Aussi a-t-on 
O 

i n t é r ê t  à c h o i s i r  : 1/100 I p I 1/10, en s e  r é se rvan t  de l e  prendre p l u s  p e t i t  

seulement s i  on dispose de beaucoup de p o i n t s  de (x,). 

4 O )  Cer ta ines  s u i t e s  t r è s  p a r t i c u l i è r e s  à convergence pé r iod ico - l inéa i r e  sont  

accé l é rées  par  l '€ -a lgor i thme ; de façon p réc i se  on montre r191 que l e s  s u i t e s  

de l a  forme S t a ln (où 1x1 < 1, an e s t  k-périodique) son t  accé lérées  p a r  
n 

l a  2k-ième colonne de l '€ -a lgor i thme.  

CONVERGENCE L I  NÉAI RE 

Toutes l e s  s u i t e s  envisagées i c i  son t  des s u i t e s  de nombres complexes. 

L a  f ami l l e  Lin(E) s e r a  notée simplement Lin. 

Le but  de ce paragraphe e s t  de montrer qu'en t r o i s  sens  d i f f é r e n t s  au moins l e  

2 
procédé A dtAitken Cl1 e s t  opt imal  (non a n é l l o r a b l e )  pour l e  problème de 

l ' a c c é l é r a t i o n d e  l a  convergence de l a  f a m i l l e  de s u i t e s  à convergence l i n é a i r e .  

En ( a )  l e s  r é s u l t a t s  de Pennaccî i  C-: Zzrmaïn-Bonne que nous rappelons brièvement,  

é t a b l i s s e n t  qu'algébriquement l e  A2 dlAi tken  e s t  l a  p lus  simple des transforma- 

t i o n s  de s u i t e s  accé l é ran t  Lin.  

En (b )  nous donnons t r o i s  p ropos i t i ons  q u l  s i g n i f i e n t  que, lo rsque  l ' o n  étend 

un peu l a  f ami l l e  Lin on o b t i e n t  une f a m i l l e  non accé l é rab le  (aux t r o i s  propo- 

s i t i o n s  correspondent t r o i s  t e n t a t i v e s  d 'é la rg issement  de L in ) .  

En ( c )  nous montrons que, q u e l  que s o i t  s > O ,  il e s t  impossible d ' o b t e n i r  une 

L 
a c c é l é r a t i o n  de degré l t s  pour l a  f a m i l l e  Lin. Puisque l e  A d'Aitken f o u r n i t  

une accé l é ra t ion  de degré 1 de Lin c e l a  s i g n i f i e  encore que l e  n ' e s t  pas  

améliorable  relat ivement  à Lin. 



Ces résultats ne doivent pas être compris comme affirmant que le A* est le 

meilleur de tous les algorithmes d'accélération possibles, ils indiquent seule- 

2 ment que pour l'accélération de la famille Lin toute entière, le A est la plus 

simple et la plus efficace possible des transformations de suites. Cela n'em- 

pêche pas, par exemple, qu'il puisse exister des transformations accélérant 

avec le degré 2 certaines sous-familles de Lin (c'est d'ailleurs le cas C201). 

Cela n'empêche pas non plus que d'autres transformations moins simples puissent 

être aussi efficaces sur Lin (c'est le cas, par exemple, pour la ~rernière 

colonne du 8-algorithme C21, C 31, C 81 qui ~ossède des propriétés supplémentaires 

justifiant sont intérêt propre). 

(a) Optimalité algébrique du procédé b2 

Nous rappelons brièvement les résultats obtenus par Pennacchi C271. 

Par définition, une transformation rationnelle de type (p, m) est une transfor- 

mation de suites de la forme : 

tn = x + P ( X ~ + ~  - xn, . . . Y  x - x )/Q(x~+~ - x ..., x 
n n+p n+p-1 n ' n+p n+p-1 1 - X 

où P et Q sont des polynômes homogènes de degré m et m-1. 

Les résultats suivants sont établis dans C271 : 

. Aucune transformation rationnelle de type (1, m) ou (p, 1) n'accélère Lin, 
2 . Le A est la seule transformation rationnelle de type (2, 2)  qui accélère Lin, 

. Les transformations rationnelles de type (2, m), m 2 2 qui accélèrent Lin sont 
2 toutes équivalentes au A (en ce sens que pour toute suite (x 1, elles donnent n 

2 
la même suite (tn) que le A ). 

Le procédé est donc la plus simple des transformations rationnelles accélérant 

la famille Lin. Le résultat suivant de Germain-Bonne C201 confirme qu'algébri- 

quement, les transformations efficaces sur Lin ne peuvent pas être plus simples 

que le A' : 



. I l  n ' e x i s t e  aucune t ransformation de l a  forme : 

- 
tn - Xn + g(xntl - Xn) Y 

( g  fonc t ion  cont inue  en 0 )  accé l é ran t  l a  f ami l l e  Lin. 

( b )  Imposs ib i l i t é  de l 'agrandissement de  Lin 

Rappelons l a  d é f i n i t i o n  de Lin : 

Lin = {(x,) Conv(P) 1 3 A ,  O < / A l  5 1, h # 1 e t  l i m  ( x  - x) / (xn  - x )  = A} n t 1  n- 

Nous pouvons a g r a n d i r  c e t t e  f a m i l l e  de t r o i s  manières d i f f é r e n t e s  : 

Lin a  = {(xn)  L Conv(C) 1 3 A ,  O 5 / h l  < 1, A # 1, i i m  (xn+, - x) / (xn  - X )  = A} ; 
n- 

Lin b  = { ( x  ) É Conv(D) 1 3 A, O < 2 1, e t  l i m  ( x  - x ) / ( x n  - x )  = A} ; 
n  n t  1 n- 

Lin c = {(xn)  r Conv(D) 1 3  A ,  A ,  O < A < A '  < 1 e t  V n  E N  

h < I X  - xl / lxn - X I  < A'} u Lin.  n t 1  

PhopohUvn 6 

11 n f e x h X e  aucune a2anh~ohmaLi.on n o k d e  accElZtlar& La convehgence de 

1 t o u * ~  t e 6  b u * t e ~  de Lin a .  

PhopoaUan ? 

71 n f e ~ t e  aucune ~ ~ o h m ~ o n  n o m d e  ou h-nohmde accéLC?h~nt k'a convm- 

gence de XouZe~ LU adu de Lin b. 

PhopoaiaXon b 

Il n 'ex in te  aucune l xanh~o tundan  n o m d e  ou k - n o h d e  accéLéhant La convetr- 

gence de ZO&U L a  h d ~  de Lin c .  



Remarques ' 

2 1°) La proposition 6 ne concerne que le A normalisé. Elle signifie que si 

Z 
le A non normalisé accélère les suites telles que lim (x - x)/(xn - x) = O 

n- n+ 1 

(ce qui est vrai), c'est justement parce qu'il n'est pas normalisé. Puisqu'une 

suite telle que lim (x - x)/(xn - x) = O est accélérée par (x~+~), il est 
n- n+ 1 

clair alors que l'accélération que le h2 (non normalisé) donne de Lin a est 

Z illusoire : en réalité le A n'accélère que Lin, Lin a lui, est impossible à 

accélérer. 

2O) Les résultats de ce paragraphe ne doivent pas &tre interprétés dans un sens 

trop strict. Si les extensions les plus naturelles de Lin ne sont pas accélé- 

rables, cela ne signifie pas que certaines autres extensions ne le sont pas. Le 

2 
procédé A lui-même, les E et 0-algorithmes, la transformation u de Levin par 

exemple, en plus des suites à convergence linéaire accélèrent certaines suites 

à convergence logarithmique C2 1, C181, C241, C251, C291. 

Démonstrations 

Les trois propositions résultent immédiatement des résultats du chapitre 5 § 4. 

(cl Impossibilité d'une accélération de degré l+s sur Lin 

2 
Une question naturelle à propos du est la suivante : puisque le A accélère 

avec le degré 1 la famille Lin ne peut-on pas faire mieux, et accélérer avec 

le degré 2 par exemple la famille Lin ? La réponse négative établie dans cette 

2 
section, montre qu'en un certain sens encore, le A est optimal relativement 

à Lin. La définition du degré d'accélération se trouve page 151. 

ThéohCrne 4 

S o i t  s > o. 11 n' exidXe aucune &ans ~oiuna.tion n o m d e  ou k-noiunale accE1éhan-t 

[ avec l e  deghé i+s touteh l e h  de Lin. 



Démonstration 

Nous é t ab l i s sons  l e  r é s u l t a t  pour k O.  Lorsque k > O ,  on s e  ramène à k = O 

en u t i l i s a n t  une technique analogue à c e l l e  de [IO]. 

Nous raisonnons p a r  l ' absu rde  en supposant donnée une t ransformation normale N 

a c c é l é r a n t  avec l e  degré 1 + s ( s  > O )  l a  f a m i l l e  Lin. 

S o i t  ( e n )  une s u i t e  s t r i c t emen t  décro issante  de nombres r é e l s ,  convergente 

ve r s  une l i m i t e  1, e t  t e l l e  que : 

O < e < l e t Y n ~ N  O < [  < l .  
n 

O O O O O 
S o i t  ( x  ) une s u i t e  d é f i n i e  p a r  l a  donnée de xo e t  x x > x e t  t e l l e  que 

n 1' 1 O '  

pour t o u t  e n t i e r  n : 

Sa l i m i t e  e s t  : 

O O Nous noterons ( t  ) l a  s u i t e  transformée de ( x  1 p a r  N.  n n 

Pour t o u t  e n t i e r  rn on pose : 

On v é r i f i e  faci lement  que : 

Il e x i s t e  un c e r t a i n  m t e l  que : 
O 

En e f f e t  pour t o u t  e n t i e r  m on a : 



I l  s u f f i t  donc de prendre mo t e l  que : 

ce qu i  e s t  poss ib le  c a r  par  hypothèse : 

O O i i m  Ita - xOI / lx: - xO( = O e t  ï i m  (xm - ym) = O .  
m*oo m*OO 

I 
Soi t  maintenant l a  s u i t e  ( x  ) d é f i n i e  par  : n  

pour t o u t  m I m 
0 ' 

1 1 1  1 ' xm+l  - xm)/(xm - x ~ - ~ )  l1 pour t o u t  m 2 m 0 ' 

1 O La s u i t e  ( x  ) converge vers  l a  l i m i t e  x1 = ym . n  
O 

Pour t o u t  e n t i e r  m ,  on pose : 

I l  e x i s t e  un c e r t a i n  ml > mo t e l  que : 

2 
On d é f i n i t  ensu i t e  ( x  ) en posant : n  

pour t o u t  m - < m l  , 
2 2 2 2 

( xm+ i - x,)/(x, - x ~ - ~ )  = l2 pour t o u t  m 2 ml . 
2 1 

La s u i t e  x  converge vers  l a  l i m i t e  x2 = ym e t c  . . . 
1 

S o i t  a l o r s  l a  s u i t e  (x  ) déf in ie  p a r  : 
n  

i i 
Cet te  s u i t e  converge vers  x  = l i m  x  . On remarquera que l a  s u i t e  ( x  ) e s t  

i- 
décroissante  e t  que l a  s u i t e  (x  ) e s t  c ro i s san te  e t  à convergence l i n é a i r e  c a r  : 

n  



Les relations (O), (l), ... montrent que pour tout entier i, on a : 
i i i i l+s 

ltm - Ym I / lx - Ym l 
i i "i i 

Puisque x i+l - i - ymi , on a donc : 
i i+l i i+l l+s 

Itm - X I lxm - X I 
i i 

i+l i Les inégalités : xi < x < x < tm , permettent alors d'obtenir : 
m i i 

i i l+s 
It," -xi / lx", - x i  2 1 ; 

i i 

ce qui montre que la suite (x  ) qui est transformée par N en la suite: 
n 

0 0 '  O 1 1 2  
(to, tl> * *  * ¶  tm 9 tm +1¶ ' tm ' tml+l' ... ) 

O O 1 

n'est pas accélérée avec le degré l+s par N. Puisque (x E Lin ceci est en n 

contradiction avec l'hypothèse faite sur N. 

r 

- 
Remarque 

Par sa technique, cette démonstration est à rapprocher de celle des résultats 

négatifs obtenus atxchapitres2 et 3 (Cg1 C121) et au chapitre 5 (Cl71 C181). 

C 

> 
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C H A P Y ~ R  7 

SÉLECTION ~UTOMAPIQUE ENTRE TRANSFORMATIONS DE S U I T E S  



Confronté à un grand nombre de méthodes d'accélération de la convergence 

(C3l C41 C6l C181) et au problème du choix des paramètres pour certaines d'entre 

elles, l'utilisateur se trouve en position difficile. Si des informations précises 

concernant le comportement des suites à accélérer sont données, il est possible, 

parfois, de déterminer les méthodes ayant le plus de chances d'être efficaces ; 

l'utilisateur peut aussi essayer plusieurs méthodes et choisir l'une d'elles à 

l'aide de problèmes tests; cependant en pratique c'est le plus souvent un choix 

arbitraire qui est fait. Notre but dans ce chapitre est de présenter des méthodes 

de choix automatique (i.e. algorithmique) entre transformations de suites desti- 

nées à l'accélération de la convergence. 

Au 5 1 nous définissons et étudions des procédés de choix pouvant opérer sur 

des transformations de suites quelconques, alors qu'au § 2, nous nous intéressons 

spécifiquement aux problèmes du choix automatique entre suites de paramètres 

dans l'extrapolation de Richardson. 

Le contenu du 5 1 est tiré de Cl01 et celui du $ 2 de [III. 

1 - LES METHODES GENÉRALES DE SÉIECTION AUTOMATIQUE 

Tous les procédés de choix automatique que nous étudions dans ce para- 

graphe fonctionnent selon le schéma général suivant : 

A l'étape n les diverses transformations en compétition Al, A2, ..., A sont k 

appliquées à la suite (x ) que l'on cherche à accélérer. Des points transformés n 
(n) (n> Al , AÎ , . . . , ALn) sont obtenus. Un de ces points est choisi à l'aide de * 

tests (plusieurs sont définis et étudiés) qui essaient de déterminer le meilleur 

pour cette étape. L'utilisation de ces méthodes de sélection est plus coiîteuse 

en calcul que l'utilisation d'une 'seule méthode (car pour que 1.a sélection se 

fasse il faut faire fonctionner simultanément plusieurs transformatSons de 



s u i t e s ) .  Cependant c e c i  n ' e s t  pas vraiment gênant c a r  l e s  méthodes d 'accé léra-  

t i o n  sont  en géné ra l  t rès peu coûteuses en c a l c u l .  Nous commençons p a r  formuler 

l e s  schémas généraux de nos méthodes de s é l e c t i o n  ( a ) ,  pu i s  nous donnons des 

r é s u l t a t s  s u r  c e s  méthodes ( b ) ,  e t  nous concluons p a r  quelques r é s u l t a t s  

numériques ( c ) .  

( a )  Déf in i t ion  généra le  des  méthodes de s é l e c t i o n  

S o i t  Rin) une r e l a t i o n  ( v r a i e  ou f ausse  s e l o n  i e t  n )  d é f i n i e  pour 

i E (1 ,  2,  ..., k) e t  p o u r n  E N ,  n 2 n .  
O 

Nous posons : 

1 O s i  n  < n ou s i  R!") e s t  f aus se  
O 1 

( n )  

i 
( n )  R("-') dl-qti' son t  v r a i e s }  2 r ( n )  1 m a  { E 1 ,  . , n t  1 ui , ¶ - . . Y  

1 

or(n)  - 
i 

- 

I s i  n  2 n O e t  s i  R!") 1 e s t  v r a i e .  

O s i  n  < n  ou s i  R .  e s t  f aus se  
O 1 

1 s i  n  2  n  e t  s i  R!") e s t  v r a i e ,  

( n )  O ( n )  Remarquons que même ].orsque R n ' e s t  pas  d é f i n i e  l e s  c o e f f i c i e n t s  r .  
i 1 ) 

O 1 

' F ( ~ ) ,  2r!n) (que nous appelons c o e f f i c i e n t s  de décompte) son t  d é f i n i s  e t  
i 1 

va len t  zéro. Les p r o p r i é t é s  su ivantes  son t  év identes  : 

I l  s e r a i t  poss ib l e  de d é f i n i r  d ' a u t r e s  c o e f f i c i e n t s  de décomptes t o u t  en 

concervant l e s  r é s u l t a t s  donnés p lus  l o i n .  Par  exemple des c o e f f i c i e n t s  

pourra ien t  ê t r e  d é f i n i s  donnant p lus  d' importance à R!") qu 'à  R (n-1) , e t  p lus  
1 i 

d'importance qu ' à  e t c  



Soient Al, A2, ..., Ak ; k transformations de suites définies sur l'espace 
métrique ( E ,  d) et à valeurs dans ( E ,  dl. Comme convenu (voir ch. 1) nous 

(n) (n) (n) noterons par A (xm), A2 (xm), ..., Ak 1 (x ) les suites données par ces 
m 

transformations quand on les applique à la suite (x 1 E ; le plus souvent 

(n) (n) -n' 
nous écrirons même simplement A. au lieu de A (x,). 

1 i 

(n) Si on particularise la relation R par la relation : i 

qui n'est définie que pour n 2 1, on obtient des coefficients de décompte 

oc(n) l,(n) 2,(n). que nous noterons 
i. i ' i 

(n) Soit 1 fixé, 1 E N. Si on particularise la relation Ri par la relation : 

qui n'est définie que pour n 2 1+l, on obtient des coefficients de décompte 

que nous noterons pi (n) Y ldi (n) 5 [di Quand 1 = O on notera D:") la relation 

( n )  Id(") 2d:n) les coefficients de décete associés. O!") et di , l I. i 

Nous sommes maintenant en mesure à partir de k transformations de suites 

Al, A2, . . . , A et en utilisant des coefficients de décompte fr!n), de définir 
k 1 

une nouvelle transformation de suites A = f ~ ( ~  l~ A29 a - 9  Ak). 

Etape n de la transformation A = f ~ ( ~  A . .. , Akl I L 2  y 

f (n) f (n) On calcule rl , r2 , . . , , fr(n) k 

Soit i(n) le plus petit i tel que : 

on choisit : A(n) - (n) 
- Ai(n). 

Appliqué avec les coefficients de décompte définis plus haut, ce schéma nous 

donne de nouvelles transformations de suites : 



Si ai = O, les trois dernières transformations sont notées: 

Remarques 

1°) Il est parfois possible de calculer récursivement les coefficients de 

(O) (1) 'c(") semble nécessiter , Ai ,.. . ,A décompte. Par exemple le calcul de (n 
i 

(n-1) lc("-l) A!") et mais en fait ce calcul peut se faire uniquement avec ' 1 

grâce aux relations évidentes suivantes : 

- - - - - - - - - 

2O) Nous n'avons pas supposé que les transrormations A . . A k étaient 

normales (ou même seulement algorithmiques) car nos définitions valent pour 

des transformations quelconques. Cependant iI est clair que : 

. Si les transformations Al, A2. ..,, Ak sont algorithmiqws la transformation 
E 1 r A = R(A1, A*, ..., q<) est aussi algorithmique. 

. Si les transformations Al, A2, ..., % sont k-normales alors la transformation 
A = f ~ ( ~ l ,  A ~ ,  ..., A ) est aussi k-normale. k 

Il semble malgré tout raisonnable de mettre toutes les transformations de suites 

en compétition sur un "pied d'égalité", par exemple en les normalisant toutes 

(c'est ce que nous ferons dans les exemples numériques). 

3O) Il se produit parfois que l'une des transformations utilisées soit bloquée 

(à  cause par exemple d'une division par zéro). Dans de tels cas deux types de 

stratégies peuvent être employées : 



s i  l a  t ransformat ion  A e s t  bloquée à l ' é t a p e  n : 
j O 

(a) pour t o u t  n  2 no, ne p l u s  cons idé re r  que l e s  t ransformat ions  A .  i # j ; 
1 

( 8 )  pour t o u t  n  2 n prendre : 
O 

4 O )  Nous n'avons envisagé i c i  que l e  cas  où un nombre f i n i  de t ransformat ions  

de s u i t e s  é t a i e n t  en compéti t ion mais il e s t  poss ib l e  d 'adapter  c e r t a i n e s  

d é f i n i t i o n s  e t  c e r t a i n s  r é s u l t a t s  au  cas  d'une i n f i n i t é  de t ransformations 

de s u i t e s .  

5 O )  Une méthode de s é l e c t i o n  basée s u r  une idée  a s s e z  proche de c e l l e  présentée  

i c i  a  é t é  développée p a r  C .  Brez insk i  dans C71. 

Exemple 1 

O 
Soient  A A deux t ransformat ions  de s u i t e s  données. D(A1, A2) e s t  l a  t r a n s -  

l 3  2 

formation de s u i t e s  A q u i ,  à l ' é t a p e  n ,  propose l a  réponse de l a  p l u s  s t a b l e  

des  deux t ransformat ions  A ou A2 : 
1 

' C ( A ~ ,  A2) e s t  l a  t ransformat ion  de s u i t e s  q u i  propose l a  réponse de l a  t r a n s -  

formation A ou A2 qu i  a  l e  moins souvent changé de réponse dans l e s  n  premières 
1 

é t apes .  

A ( n )  - A(") si A(q)  = 
- 1 1 

(q-l) a  é t é  p lus  fréquemment v r a i  que 

( q )  - A t q - l l  
A2 - 2 pour q = 0 ,  1, ..., n-1 

A(") = A:") s inon .  



Exemple 2 
. . 

Pratiquement, les méthodes les plus intéressantes sont les sélections entre des 

transformations de suites aussi variées que possible. 

Nous verronsplus loin quelques résultats numériques réalisés sur 

A est le procédé de Richardson (noté R ) ,  C31 C41 ï51 Cl41 Cl61 1 

A2 est l'€-algorithme (notée €1, C21 C31 C41 Cl71 Cl81 (191 

A 3 
est le p-algorithme (notée p), C21 C4I C51 Cl81 

A4 est le procédé dfOverholt (notée Ov), r31 Cl51 

A5 est le 0-algorithme (noté 9 ) ,  Cl1 C31-C41 C81 r91 

2 2 
A6 est le A itéré (noté A it.), C31. 

(b) Deux résultats généraux sur les méthodes de sélection 

Une transformation de suites A est dite régulière sur la famille de suites 

S c Conv ( E )  si : 

(n> V (xn) E S  : lim x = lim A . 
n 

n- n- 

Une transformation de suites A est dite semi-régulière sur la famille de 

suites S c Conv ( E )  si : 

(ml V (xn) E S C1 no EN, Y n 2 n : A(") = A(~+')I => Cl m e N , V m  2 m  : A =lim x 
O O O n- 

Une transformation de suites A est dite exacte sur la famille de suites 

S c Conv (E) si : 

On a bien sûr : 

CA exacte] => CA régulière1 => CA semi-régulière] 

Des résultats concernant ces propriétés sont connus pour beaucoup de trans- 

formations d'accélération de la convergence (C31 C41 C91). 



Démonstration 

ThéotLème I 

1 
Nous indiquons la démonstration pour C(A1, Al, ..., Ak) notée ici A .  

' 

Les autres cas s'en déduisent facilement. 

Soient SI, S2, . . ., Sk, k &unüYes de a d e s  convmgenta. 

Powr .tout i É 1 ,  2, ..., k}, ao*t une *navu6onmation de aiu*es exacte 

AWL S. et s&-tL8gdi&e aw Sl u S, u . . . u S,. A l o u  l e b  mvudotuna.tiori6 
1 

1 2 1 
C A  A . .  A C(A~. A~~ ..., % ) Y  e~(~l> A,, 0 .  Y A~), ~ D ( A ~ .  A2, ...,A 1, k 

sont exactes AWL S1 u Sî u . . . u Sk. 

Soit (X ) e S1 u S2 u . . . u Sk. Soit 1 l'ensemble des entiers i tels que 
n O O 

Ai soit exacte pour (x 1. Par l'hypothèse 1 contient au moins un élément, 
n O 

O 

mais il n'est pas impossible qu'il en contienne plusieurs (les S n'ont pas 
i 

été supposés disjoints). 

Puisque 1 est fini il existe p E N tel que : 
O O 

( P) 
Y i  e IO, Y p I p o  : Ai = x,  

O 
O 

donc, pour tout p 2 po et pour tout i E IO on a : 
O 

lc(p) 2 p - 
i 
O 

Po- 

Inversement si i C 1 il existe alors un ensemble infini d'entiers p tels que : 
O 

A(') # A('-') (ceci d'après l'hypothèse de semi-régularité) ; on peut donc i i 

trouver un entier p > p tel que pour i L 1 et p 2 pl : 1 -  O O 

Avec l'inégalité démontrée juste au-dessus cela nous donne que pour tout 

p a pl : i(p) e Io, et donc : A(P) = x. 



Remarques 

O 1°) Le théorème 1 n'affirme r i e n  concernant l e s  méthodes de s é l e c t i o n  C e t  

O 
,D; en f a i t  il est possible de montrer 21 l ' a i d e  de contre-exemples que l e  

O théorème 1 n ' e s t  pas v r a i  en généra l  pour C e t  OD. d 

2 O )  L'en t i e r  pl de l a  démonstration ne peut pas ë t r e  déterminé sans hypothèses 

supplémentaires sur l e s  t ransformations de s u i t e s ,  mais, en pra t ique ,  on 

consta te  q u ' i l  est proche du p lus  p e t i t  indice  p pour l eque l  il e x i s t e  i t e l  

que A:P) = x. 

3O) Le c o r o l l a i r e  de l a  proposi t ion  2 du chapi t re  5 montre que l 'hypothèse de 

semi-régulari té  ne peut pas g t r e  supprimée. 

. 
Toutes l e s  s u i t e s  que nous envisagerons maintenant seront  supposées t e l l e s  

que : . , 
- - - - - - 

3 n  ~ l N , Y n 2 n  : x  f x e t x  
O O n n X n + ~  

Rappelons que l a  transformation de s u i t e s  A accélère  l a  s u i t e  ( x  ) ( resp .  n 

A-accélère l a  s u i t e  (x 1) s i  : 
n 

( resp .  l i m  d(A ( n + l )  , A(")) / d x n +  xn) = 0) 
n* 

Nous dirons que l a  transformation de s u i t e s  A e s t  n e t t e  s u r  S si  pour tou te  

s u i t e  ( x  ) E S : n 

ou bien : A accélère e t  A accé lè re  (xn) ,  

o u b i e n  : 3 c > 0 ,  3 n EN,  Y n i n o  : d(A 
O 

(n+i)y A(")) / d ( ~ ~ + ~ ,  xn) 2 t. 

Quand E = R, une condition s u f f i s a n t e  pour que A s o i t  n e t t e  sur s e s t  que tou tes  

l e s  s u i t e s  de S so ien t  monotones e t  que l e  s u i t e  d(A Cn+l) , ~ ' ~ ' > / d ( x ~ + , ,  xn) s o i t  

toujours  convergente vers une l i m i t e  l. En e f f e t  ou b ien  l = O e t  a l o r s  



A a c c é l è r e  e t  A accé l è re  (d ' ap rè s  C31) ou b ien  L O e t  a l o r s  l ' a u t r e  condi t ion  

e s t  s a t i s f a i t e .  

Théotrème 2 

Soient Al,  A 2 ,  . . . , Ak, k  ~randdohma?%~ de d u l e s .  POLM tu& i É i l ,  2,. . ,k)  

on duppode que A .  accélètre et A accélène Si c conv ( E )  et que Ai ut net te  
1 

dun s1 u s2 u ... u sk. ~ l o a  LU ~ n 6 ~ 0 h n i a t i o ~  ~ D ( A ~ ,  A~ , . . . , A ~ )  , 

'D ( A 
2 , ,, A,, . . . , A,), ,D(A,, A,, . . . , A,) accél&ent Sl u S2 u . . . u S k .  

Lemme 

Soient ( x  ) une 6u.iLe convagente. Soient ( A : ~ ) ) ,  ( A : ~ ) ) ,  . . . , (A:) k  6 ~ e 6  
n  

accélétrant La canvagence de (x ). A l o a  pom t o u t  i : N + ( 1 ,  2, . . . , k) lu 
n  

dU.ite A accélètre la convmgence de (x,) . 

Démonstration 

S o i t  E s R+*. Pour t o u t  i E { 1 >  2 ,  . . . , k} il e x i s t e  m .  N t e l  que : 
1 

(ml Y m 2 m : d(Ai , x) /d(xm,  x )  5 E. En prenant M = max {m. 1 i = 1, 2, ..., k} i 1 

on o b t i e n t  : 

Y m 2 M :  x ) / d ( x  , x )  5 E. 
m 

Remarques 
I 

1°)  Le lemme n ' e s t  pas v r a i  avec l a  A-accélération. Voici un contre-exemple : 

( n + l )  ( n )  l i m  d(A1 Al >/d(xn+,, xn> O ,  
n- 

( n + l >  ( n )  l i m  d(A2 , A2 ) / d ( ~ , + ~ .  X )  = 0 ,  
n- n  

( n + l >  ( n )  
l i m  d(Ai(n+l) Ai(n) ) / d ( ~ ~ , ~ ,  x  ) = 1 j 2 .  
n- n  . 



20) La p o s s i b i l i t é  d ' accé lé re r  une famil le 'obtenue comme réunion de fami l l e s  

accélérables n ' e x i s t e  pas toujours.  Les r é s u l t a t s  néga t i f s  concernant l e s  t r ans -  

formations de s u i t ~ e C 1 2 1  Cl31 au contraire,permettent  de cons t ru i re  des exemples 

de s i tua t ions  où l a  réunion de deux fami l l e s  accélérables  n ' e s t  pas accélérable  

(un t e l  exemple est donné au  chapi t re  5 p. 185). 

Démonstration du théorème 2 

O 
Nous ne d é m o n s t m l e  théorème 2 que pour eD ( A l y  A*, ...> Ak) noté A. Les 

a u t r e s  cas s 'adaptent  faci lement.  

S o i t  (xn) r S1 u S u ... 
2 

u Sk. So i t  Io l'ensemble des e n t i e r s  i t e l s  que Ai 

accélère  e t  A-accélère ( x  ). Par hypothèse 1 e s t  non-vide. 
n O 

S i  j L Io, il e x i s t e  E a B+* e t  n r Pi t e l s  que : 
j j 

Posons E = min {E.  1 j L 1 ~ 1 ,  N = max In  1 j L 1 ~ 1  ; on ob t i en t  : 
j 

6 
3 

De même il e x i s t e  N '  2 N t e l  que : 

Ceci implique que pour t o u t  n 2 N '  + 1, i ( n )  r Ir. D'après l e  lemme on en conclut 

que : 

Remaraues 

1°) Les hypothèses du théorème 2 sont  souvent v é r i f i é e s  en pra t ique  mais 

généralement il e s t  d i f f i c i l e  de l ' é t a b l i r  pour des transformations par t icu-  

l i è r e s  A .  e t  de grandes f ami l l e s  Si. Néanmoins, ce  théorème j u s t i f i e  e t  explique 
1 

l ' e f f i c a c i t é  des méthodes de sé lec t ion  QD que nous constaterons dans l e s  

expériences présentées p l u s  l o i n  : 



2O) La notion de transformation nette peut se généraliser ; on dira que la 

transformation A est h-nette (h E N) sur S si, pour toute suite (x ) E S n 

ou bien A accélère et A-accélère (x ), 
n 

max d(A(n-r+l), A(n-r) )/d(~,+~, xn) 2 E. 
O lr lh 

On obtient CA nette1 <=> CA O-nette1 et si h 2 h' TA hl-nette1 => CA h-nette]. 

L'hypothèse "A h-nette" est donc plus facilement satisfaite que l'hypothèse 

"A-nette", pourtant on montre que le théorème 2 reste vrai avec 2 h, 

lorsqu'on ne fait sur les A. que l'hypothèse "A. h-nette". 
1 1 

(c) Expériences numériques 

Les expériences numériques   rés entées ici ont été réalisées avec les programmes 

de calculs de C. Brezinski C41. 

Exemple 1 

Au tableau 1 nous indiquons les 10 premières étapes des 6 transformations de 

suites (voir (a) exemple 2) appliquées à la suite ( x  ) définie par : 
n 

O 
La méthode D sélectionne une transformation que nous avons indiquée par "X" 

dans le tableau. On voit que la transformation choisie l'est toujours parmi 

les transformations R, p et 0 qui, pour la suite considérée, sont les transfor- 

I 
mations l'accélérant. La méthode D fonctionne elle aussi correctement ; à 

2 
partir de l'étape 3, 'D choisit toujours le p algorithme. La méthode D donne 

O 
les mêmes résultats que la méthode D. 



Pour les no ta t i ons  R ( l / n ) ,  E ,  e t c  v o i r  page 254. 

Tableau 1 



Puisque nous connaissons x = 0,22005074 ... nous pouvons déterminer à chaque 

étape le rang exact de chacune des transformations (ce rang est indiqué au 

tableau .l par un nombre placé sous chaque point transformé). Par exemple à 

l'étape 4 (la première étape ayant une signification) le p-algorithme donne 

0,22033281 ce qui est le meilleur point transformé (le plus proche de la 

O 
limite), le rang du p-algorithme est donc 1 à l'étape 4. La méthode D choisit 

le p-algorithme à l'étape 4, elle réalise donc le meilleur choix possible. Aux 

étapes 5 et 6, le choix est encore le meilleur possible ; à l'étape 7, par 

O ème 
contre D choisit le procédé de Richardson qui est le 3 . La suite des 

O rangs des transformations choisies par la méthode D est (1, 1, 1, 3, 3, 1, l,...). 

Ce n'est pas la meilleure suite de rangs possible qui serait (1, 1, 1, 1, ... ) 

cependant ces résultats sont tout à fait satisfaisants puisque tous les rangs 

sont 5 3 et que trois transformations accélèrent la convergence de (x ) .  
n 

Dans les deux exemples suivants, nous indiquons seulement la suite des rangs 

O 
des transformations choisies par le D. 

Exemple 2 

(X 1 = exp ( -  fi / 10 JT)/n. n 

b Tableau 2 

Seules trois transformations accélèrent (x ),  l'€-algorithme, le p-algorithme 
n 

2 O et le A itéré. Quand n est assez grand, à chaque étape D choisit l'une de 

ces trois transformations. 



Exemple 3 

x = (1/2n) ; x ~ ~ + ~  = (4n+5)/(2n+2) 2 
2 n 

Tableau 3 

Seules deux transformations accélèrent (x ) : l'&-algorithme et le p-algorithme. 
n 

La meilleure des deux (1'~-algorithme) n'est pas choisie (car la suite trans- 

formée est alternée), mais cependant pour n assez grand le p-algorithme est 

Q 
toujours choisi. 

2 - CHOIX AUTOMATIQUE ENTRE SUITES DE PARAMÈTRE,~ DANS L'EXTRAPOLATION 

Le procédé de Richardson C31, C41, C141, Cl61 qui permet l'extrapolation 

polynomiale d'une suite est utilisé pour accélérer la convergence des suites 

(par exemple : méthode de Romberg). Pour le mettre en oeuvre, il faut fixer une 

suite de paramètres (qui sont les abscisses des points d'interpolation). Si 

parfois, on a de bonnes raisons de choisir telle suite de paramètres, il arrive 

souvent que l'on ne sache pas comment déterminer cette suite. 

Nous proposons ici des méthodes permettant le choix automatique de la 

suite des paramètres dans l'extrapolation de Richardson entre plusieurs suites 

de paramètres données. 

Le point de vue adopté est le suivant : nous considérons les propriétés 

d'exactitude des transformations de suites obtenues par le procédé de Richardson 

et nous définissons des méthodes de choix ayant les meilleures propriétés 

d' exactitude possible . 



On sait, en accélération de la convergence, qu'une transformation exacte 

sur une grande famille de suites, accélère efficacement une famille de suites 

encore plus grande. En conséquence, les méthodes définies ici peuvent être 

utilisées pour l'accélération de la convergence. 

Dans la section (a), nous étudions les propriétés d'exactitude des 

transformations de suites que l'on peut définir à partir du procédé de 

Richardson. 

Dans la section ( b ) ,  nous proposons un procédé de sélection entre les 

transforamations "K-ième colonne" (K fixé) des procédés de Richardson corres- 

pondant à des suites de paramètres différentes. 

Les sections (c) et (d) envisagent les sélections entre transformations 

"diagonales descendantes" et "diagonales rapides". 

(a) Propriétés d'exactitude des transformations obtenues par le procédé de 

Richardson --- 
Dans cette section nous étudions quelles sont les différentes transfor- 

mations (au sens du chapitre 1 : à une suite, on fait correspondre - une suite 

transformée) que le tableau donné par l'extrapolation de Richardson permet de 

définir. Nous indiquons à la proposition 1 les propriétés d'exactitude de 

ces transformations. 

Toutes les suites considérées dans le reste du texte sont des suites de 

nombres réels ou complexes (ou plus généralement d'éléments d'un corps quelconque). 

Soit (a ) une suite de paramètres deux à deux distincts, convergente vers O. n 

Pour toute suite donnée (x ) on considère P(") le polynôme d'interpolation de n k 

degré 5 k défini pac : 



L e  schéma de Neville-AItken permet l e  c a l c u l  rapide  des va leurs  de ces 

polynômes C31, CS1 : 

On pose TLn) = P;)(o) e t  ces q u a n t i t é s  peuvent ê t r e  disposées en tableau 

de l a  façon suivante  : 

Soient u (n )  e t  B(n) deux i u i t e i  d f e n t i e r i ,  noua notoni T: l a  transformation 

(B(n) 1 ) .  de s u i t e s  qui  a l a  s u i t e  (x,) f a i t  correipondre l a  s u i t e  (T 

S i  u(n)  = k (k e n t i e r  f ix6)  e t  B(n) = n, on ob t i en t  l a  transformation "k-ième 

colonne" que nous noterons Tk. 

S i  a ( n )  = n e t  @(n)  = k ( k  e n t i e r  fixg), on ob t i en t  l a  transformation "k-ième 

( k )  diagonale descendante1' que noterons T . 

S i  a ( n )  = @(n)  = n ,  on ob t i en t  une transformation que l ' o n  peut appeler  ''diago- 

na le  descendante rapide1' e t  dont nous a l l o n s  v o i r  q u ' e l l e  présente un c e r t a i n  

( 1  i n t é r ê t ,  nous l a  noterons T . 



Considérons les familles de suites suivantes : 

Elles sont liées entre elles par les relations d'inclusions suivantes : 

La proposition suivante est une généralisation du théorème 23 de C31. C'est 

B 
une conséquence de ce que les transformations T sont bâties à partir du poly- a 

nôme d' interpolation. 

I I )  S i  : iim inf a(n) 2 k (k e d m  d i x é l  

T ui une &anndo&mation exacte am Ck I : 
( en pam%c&e>r la Ztam 6o&mation " k-ième colonnet' e s t  exacte 6uh C k )  . 

2 )  S i  : iim a6n) = +OD dom : 
n- / TR ui une tzanadomation exacte am S 

1 (en p&c&en l a  &am&vrm>unation "b-ième diagonale descendante" ut exacte 

3) S i  : iim a(n) = lim B(n) = +a : 
n- n- 

T: ui une ~ a n n ~ o N m t i o n  exacte dm C  

(en patr;ticuRim l a  Z t a ~ ~ o m ~ o n  "diagonale ducendante trapide" u; t  exacte 

auh C ) .  



Remarque : 

On v o i t  donc que, en un c e r t a i n  s ens ,  l a  p l u s  e f f i c a c e  des t ransformat ions  e s t  

l a  "diagonale descendante rap ide"  ; c e l a  e s t  do au  f a i t  q u ' e l l e  i n t e r p o l e  s u r  

un nombre de p lus  en p lus  grand de p o i n t s  t o u t  e n o i b l i a n t  p e t i t  à p e t i t  l e s  

premiers p o i n t s  de l a  s u i t e  q u i  n ' é t a i e n t  peut -ê t re  pas  exac t s .  Cependant, 

dans l e  ca s  d'une s u i t e  r é g u l i è r e  dès  l e  début,  ce  s e r a  l a  l è r e  diagonale des- 

cendante ( q u i  n 'oubl ie  pas  l e  pas sé )  q u i  s e r a  l a  p l u s  e f f i c a c e ;  

Démonstration 

E tab l i s sons  à t i t r e  d'exemple l a  p a r t i e  3O. 

S o i t  ( x  ) E C. I l  e x i s t e  k E ïN e t  n E iN t e l s  que : m O 

S o i t  n 2 n t e l  que : V n 2 nl : a ( n )  > k ,  B(n) 2 n . 
1 O O 

Pour t o u t  n a n P ( ~ ( " ) )  e s t  un polynôme de degré r a ( n )  t e l  que : 1' a ( n )  

Puisque l e s  ( a . )  on t  é t é  supposés deux à deux d i s t i n c t s ,  on a nécessairement 
1 

p ( B ( n ) )  = P, e t  donc T ( B ( n ) )  = a = l i m  x . 
a ( n >  a ( n )  O 

mKD 
m 

( b )  Sé lec t ion  e n t r e  k-ièmes colonnes 
B 

Dans c e t t e  s e c t i o n  nous dé f in i s sons  une méthode q u i  permet l e  choix automatique 

e n t r e  l e s  k-ièmes colonnes (k e n t i e r  f i x é )  obtenues à p a r t i r  de 1 s u i t e s  d i f f é -  

r e n t e s  de paramètres (1 e n t i e r  f i x é ) .  

Soient  k e t  1 deux e n t i e r s  f i x é s .  

1 1 2 
Soient  ( a ,  ( a n ) ,  ..., ( a ) 1 s u i t e s  de paramètres convergentes ve r s  O ,  dans 

n 

chaque s u i t e  l e s  paramètres é t a n t  deux à deux d i s t i n c t s .  



Pour t o u t e  s u i t e  donnée ( x  ) on considère l e s  polyn6mes d! in terpola t ion  n 
1 (n)  2 (n)  de degré 5 k ,  Pk , Pk , ..., %(n> 

k 
d é f i n i s  par  : 

Le schéma de Neville-Altken ( v o i r  ( a ) )  en permet l ' u t i l i s a t i o n  f a c i l e .  

On pose ( n )  = i ~ r ) ( 0 ) .  Les quan t i t é s  i ~ k n )  peuvent ê t r e  disposées en 
Tk 

tableaux semblables à c e l u i  de ( a ) .  

Pour t o u t  i E { 1, 2, . . . , on d é f i n i t  : 

Bien évidemment l a  transformation k-ième colonne 'T e s t  exacte  s u r  k 

de même 2~ s u r  
2 L e 

k Ck, . .., T sur Ck. 
k  

1 2  
La nouvelle transformation A = S( Tk, Tk,  ..., % ) que nous définissons k 

s e r a  exacte s u r  'C u 2 ~ k  u . . . u 
k 

1 Transfomation S( Tk,  2 ~ k  , . . . , %,-) = A 

Pour t o u t  i E f 1, 2, . . . , 1 )  c a l c u l e r  : 

i ( j ) ( i a  iC(n) = card  {j E { l ,  2, ..., n} 1 Pk j+k+l) = j  +k+l 1 

Déterminer i ( n )  E 11, 2, . . . , t e l  que : 

i (n ) , (n )  - - max i,(n) 
i ~ { 1 , 2 , .  . . 

Poser : ,(n) = i ( n )  (n)  
Tk 



I o )  L ' idée de l a  méthode, peut -ê t re  un peu cachée pa r  l e  formalisme, e s t  l a  

su ivante  : 

à Z'étape n, on détermine Za s u i t e  de coe f f i c ien t s  qui  dans Zes 
étapes précédentes a permis l e  plus souvent (à Z 'aide de ( k + l )  
points consécut i fs )  de deviner Ze (k+2)-idme ; puis on propose 
l e  transforme? par Za k-ième coZonne correspondant à c e t t e  su i t e  
de paramètres. 

2O) Les i ~ ( n )  s a n t  ca l cu lab le s  pa r  récur rence  en posant : 

i c ( n )  - - iC (n -1 )  s inon.  

3O) La méthode p ré sen tée  i c i  e n t r e  dans l e  cadre généra l  du § 1, l e s  c o e f f i c i e n t s  

de décompte u t i l i s é s  sont  ceux de type  1 (ceux de type O ne donneraient  r i e n ) .  

Cependant l e  théorème 3 énoncé p lus  l o i n  é v i t e  l 'hypothèse de mutuel le  régula- 

r i t é  des  théorèmes 1, 2 .  Dans l e  cas  du procédé de Richardson, c ' e s t  l à  l 'avan-  

tage de l a  methode de s é l e c t i o n   rése entée i c i  s u r  l e s  méthodes proposées au  § 1. 

4 O )  Diverses modi f ica t ions  e t  g é n é r a l i s a t i o n s  de l a  méthode de s é l e c t i o n  i c i  

d é c r i t e  sont  p o s s i b l e s .  

( a )  Dans l a  d é f i n i t i o n  de i ~ ( n )  on peut remplacer l a  r e l a t i o n  : 

pa r  l a  r e l a t i o n  : 

i ( j ) ( i ,  
1 '(k) j + k + l )  - ~ j t k + l '  = min 1 h ~ k j  ) (ha  j  +k+l  1 - x  

j  +k+l  
he{1,2,. . . ,l} 1 

La méthode qu'on o b t i e n t  a i n s i  s e r a  mieux adaptée aux problèmes d'accé- 

l é r a t i o n .  



( 8 )  Ici la sélection s'est réalisée à l'aide d'un test sur l'interpolation 

i par le polynôme de Lagrange au point a n+k+l* Il est facile d'imaginer des 

variantes (préservant les résultats du théorème 1) où on utiliserait le point 

i i 
a ou bien le point a ou bien même encore plusieurs points (par n+k+2' n- 1 ' 

i i exemple a n+k+l et a n+k+2 ) 

(y) Moyennant certaines modifications (introduction progressive des 

diverses transformations) il est possible d'envisager une sélection entre une 

infinité (dénombrable) de transformations. 

(6) Au lieu de considérer des polynômes on peut prendre d'autres fonctions 

d'interpolation. 

Démonstration 

1 2 
i 
O Soit (X ) E Ck u Ck u ... u'ck Soit i tel que (x ) r Ck ; onpose 

n O n 

x = lim x . D'après la proposition 1, il existe n E N tel que pour tout n I n : 
n O O n- 

i i i i 
= , et O (n) O O Pk = Pk , où P est le polynôme tel qu'à partir d'un k 

i i 
certain rang x = Opk( 'an). 

n 

i 
Pour tout n 2 n on a donc : ,OC(") > n-n . 

O O 

Soit maintenant 1 l'ensemble des entiers i 6 (1, 2, . . . , ' 1  tels qu'il 

existe m. vérifiant : 
1 



S o i t  j 4 1 ; il e x i s t e  une i n f i n i t é  d ' e n t i e r s  n t e l s  que : 

donc il e x i s t e  p 2 n t e l  que pour t o u t  n t p : 
j O j 

j,(n) 5 n-n 
O 

Ceci é t a n t  v r a i  pour t o u t  j # 1, il e x i s t e  nl = max ip / j L 11 t e l  que 
j 

> nl : pour t o u t  n - 

(*)  i ( n )  E 1. 

S o i t  i E 1 ; pour t o u t  n 2 m : i 

) = , i ( n )  ia i ( n )  ia = X n t l >  - a ,  Pk ( n + k t l  
) = x  

n n Pk ( n + i  n t k + l  

Les polynômes ("+') e t  i ~ k n )  correspondent donc s u r  k + l  p o i n t s ,  i l s  
Pk 

i 
sont  donc égaux à un polynôme P ne dépendant pas  de n. Pour n 2 m on a : 

k i 

En prenant l a  l i m i t e  quand n tend ve r s  +03 on a : 

i 
x = P k ( 0 L  

Avec ( * )  on o b t i e n t  que pour t o u t  n 2 n n 2 max {m. ( i E 11 
1' 1 

i ( n )  ( n )  - i ( n )  ( n )  ( O )  = 
Tk 

- 
Pk 

i ( n ) ~  (0 )  = x. 
k 

( c )  Sé lec t ion  e n t r e  k-ième diagonales  descendantes 

Une technique t o u t  à f a i t  semblable à c e l l e  de l a  s e c t i o n  précédente 

e s t  u t i l i s é e  i c i  pour permettre  l e  choix automatique e n t r e  l e s  k-ièmes diagonales  

descendantes(k e n t i e r  fixé) obtenues à p a r t i r  de s u i t e s  d i f f é r e n t e s  de para- 

mètres ( l  e n t i e r  f i x é ) .  



Soient k et e deux entiers fixés. 
1 2 e 

Soient ( a , ( a , . . . , ( a 1 1 suites de paramètres comme à la section (b). 
n 

Pour toute suite donnée (x ) on considère les polynômes d'interpolation de degré 
n 

n; lp(k) 3 2p(k) Y . - - Y  $(k) définis par : 
n 

On obtient e transformations k-ièmes diagonales descendantes, que, 
conformément à la section (a), on note lT(k) 9 ..., q k )  

1 D'après la proposition 1 la transformation 'T(~) est exacte sur S ; 

de même 2~(k) sur 2 ~ ,  ..., 'T(~) sur 'S. 

1 (k) 2T(k) La nouvelle transformation A = S (  T , ¶ * * ' ¶  

%(k) ) que nous 

2 e 
définissons sera exacte sur 'S v S u . . . u S. 

1 (k) 2T(k) Transformation S( T , ,..., Vk)) = A 

Etape n 

Pour tout i E 11, 2, . . . , 4) calculer : 
ic(n) i (k) ia = card {j E il, 2, ..., n} 1 

Pj 
( j+k+l ) = x  

j+k+l 1 

Déterminer i(n) E 11, 2, . . . , 1) tel que : 
i(nIc(ni - - max ic(n) 

ie{l,2,. . . ,41 

Poser : ,(n) - - i(nIT(k) n 

Des remarques semblables à celles faites à la section précédente peuvent 

être répétées. 



Démonstration 

2 e i 
S o i t  (xn) c 'S u S u . . . u S. S o i t  i t e l  que ( x  ) E OS ; on pose x = l i m  r . 

O n n-Mo n 

D'après l a  propos i t ion  1 il e x i s t e  n e N t e l  que pour t o u t  n z no : 
O 

i i i i 
O T ( ~ )  x e t  

n = où e s t  l e  polynôme t e l  que pour t o u t  n n 

i 
Pour t o u t  n 2 n on a donc : OC(") 2 n-n . 

O O 

Comme pour l e  théorème 3 on é t a b l i t  qu 'à  p a r t i r  d'un c e r t a i n  r ang  nl : 

i ( n )  E 1 

où 1 désigne l 'ensemble des  ind ices  i t e l s  q u ' i l  e x i s t e  m.  v é ~ i f i a n t  : 
1 

i p ( k )  i 
V n 2 m  : 

i n ( an+k+l) = n+k+l 

S o i t  i E 1 : pour t o u t  n 2 m. : 
1 

ip(k)( ia  ) : %, i p ( k ) ( i  ak+l) = ak+l 3 - . , i p ( k ) ( i a  n+k+l  ) = x  
k n n n n+k+l  

i ( k ) ( i a  ) i ( k ) ( i a  ) = a i ( k ) ( i a  
'n+l k %' 'n+1 k + l  k+ l '  "" 'n+l n+k+2 

) = x  
n+k+2 

l e  polynôme i~A:i (de do r n + l )  correspond donc au  polynôme 
i p ( k )  

n 

(de do I n)  s u r  n+2 p o i n t s  ; il en r é s u l t e  que c e s  deux polynômes son t  égaux 

à un polynôme i ~ ( k )  ne dépendant pas  de n .  . 

On conclut  comme pour l e  théorème 3. 

( d )  Sé lec t ion  e n t r e  diagonales  rap ides  

En basant  l e  t e s t  de choix s u r  deux p o i n t s  e t  non p lus  s u r  un s e u l ,  

on d é f i n i t  une méthode de choix automatique e n t r e  l e s  diagonales  r ap ides  



obtenues à partir de l suites différentes de paramètres (1 entier fixé). 

1 2 Comme précédemment on se fixe un entier 1, et ( a,), ( an) y ..., ( a  ) n 

1 suites de paramètres. 

Pour toute suite donnée (x ) on considère les polyn6mes d'interpolation n 
1 (n) 2 (n) de do 5 n, Pn , Pn , . . . , b(n) définis par : n 

On obtient l transformations diagonales rapides, que conformément à la 

section (a) on note lT( ) lT( 1 , . . . Y  

D'après la proposition 1 la transformation 'TO est exacte sur 'C ; de 

même 2 ~ 0  sur 2 ~ ,  . . . , Y) sur lc. 

2~0,  ..., 'TO) que nous défi- La nouvelle transformation A = s'( T , 
2 nissons sera exacte sur 'C u C u . . . u 'c. 

2T0 lTO) = A Transformation s ' (  T , 

Etape n 

Pour tout i E (1, 2, ..., 41 calculer : 

Déterminer i(n) E (1, 2, . . . , 1) tel que : 
i(nIc(n) - - max ic(n) 

i~{1,2,. . . ,ll 
(n) - i(n)T(n) Poser A - n 



1 2  l 2~(), ..., 'TOI ut exacte h W  c u c u...u 'c. 1 ~o *anbdo.nnation s'( T , 

Démonstration 

1 2  
.L 
O Soit (xn) .c C u C u...u 'c. Soit i tel que (xn) E C. On pose x = lin x . 

O n-'- n 
1 

D'après la proposition 1 il existe n tel que pour tout n 2 n : OT(") = x et 
O O 

i i i 
O OP(") = OP où P est le polynôme tel qu'à partir d'un certain rang 

n 

Pour tout n t no on a donc : ic(n) > n-n . 
O 

Comme pour le théorème 1 on établit qu'à partir d'un certain rang nl : 

i(n) E 1 

+----- où I dés kgne -l-Lensemb-le cles ind-fces -i-tdsqu '24 d s t e - m :  &ifia-~f~ : 
1 

. ip(n)(ia ip(n) i V n t m . .  2n+ 1 ) = x  
1 n 2n+19 n ( a2n+2) = x 2n+2* 

Soit i E 1 ; pour tout n 2 m . i 

(de do r n+l) correspond au polynôme i~F'  (4, da S n) Le polydme Pntl 

sur n+2 painrs 3, il en rgsulte que ces deux polyn6mes sont Qgam 3 un polphe 

'P ne dépendant pas de n. 

On conclut comme pour le théorème 3. 
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CONCLUSION 



Les différentes notions de transformations algorithmiques de suites 

introduites au chapitre 1 ont permis de poser de manière nouvelle le problème 

du traitement numérique des suites : 

D'abord en décrivant mathématiquement les contraintes qiieil faut imposer 

aux méthodes de transformations de suites pour qu'elles puissent être consi- 

dérées comme utilisables en analyse numérique ; cette description étant formulée 

de façon très large suggère de nouveaux procédés plutôt qu'elle n'en interdit 

(par exemple les problèmes posés auxchapitres2, 3 et 7 en sont directement issus). 

Ensuite les notions introduites au chapitre 1 ont permis d'établir des 

résultats négatifs (nous disons aussi de limitation). Ces résultats négatifs 

avec les résultats positifs qui les accompagnent règlent de façon prcsque défi- 

nitive certains des problèmes abordés aux chapitres 2 et 3. Par contre ces 

résultats négatifs en accélération de la convergence ont ouvert une voie de 

r>echerche qui vraisemblablement va pouvoir encore se développer (divers 

étudiants de Lille ont travaillé ou travaillent sur des sujets qui sont nés des 

résultats présentés dans cette thèse). On peut même dire sans exagérer qu'en 

accélération de la convergence une nouvelle problematique est apparue ; citons 

quelques exemples de questions ainsi ouvertes : 

- Puisque les plus grosses des familles de suites à convergence logarith- 

mique, ou alternée ne sont pas accélérables, quelles sont celles qui le sont ? 

6Ù,précisément,passe la frontière entre l'accélérable et le non-accélérable ? 

a 

- Dans quels cas la réunion de plusieurs familles accélérables l'est-elle 

encore ? (le chapitre 7 ne répond que partiellement à cette question). 

- Quelles doivent être les propriétés réciproques de plusieurs transfor- 

mations de suites pour qu'on puisse en définir une nouvelle cumulant leurs 

bonnes propriétés ? 



- Comment construire des procédés de grossissement vraiment efficaces, 
et comment éviter que l'amélioration du domaine d'accélération ne soit compensée 

par une détérioration de l'accélération de certaines suites ? est-ce d'ailleurs 

évitable ? 

A plus longue échéance se posera le problème de la traduction récursive 

des résultats de la thèse, et ce sera sans doute là l'occasion de rencontrer 

des problèmes très difficiles. 

L'adaptation de nos méthodes à des problèmes d'optimisation peut être 

faite et les quelques résultats dont je dispose aujourd'hui sur ce sujet me 

laissent pressentir des possibilités très grandes. 


