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* ... 0 mon Dieu, aide-moi & échapper des griffes de ce monde linéaire ...

Pierre de FERMAT (1601-1665)

" In short, the newest study of systems, whether in metal or in flesh,
is a branch of communication engineering(*), and its cardinal notions
are those of message, amount of disturbance or noise, ..., quantity

of information, coding technique and so on.

In such a theory, we deal with systems effectively coupled to the
external world, not merely by energy flow, their metabolism, but
also by a flow of impressions, of incoming messages, and by de action

of outgoing messages ...

Norbert WIENER
"Cybernetics" . lére édition

_________

HERMANN & Cie. Paris. 1948

" ... a theory with mathematical beauty is more 1ikely to be correct

than an ugly one that fits some data ...

P.A.M. DIRAC

" Can equations of physics be used

L

in high energy physics

Physics Today . April 1970

%) Cette "branch of communication engineering' sera appelée
g pp

plus tard "Théorie de 1'Information'.
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INTRODUCTION




Dans les premiéres phases de 1'analyse d'un systéme,
le praticien a besoin d'outils et de méthodes qui lui permettent de
"se faire une idée" globale du systéme. Ceci est d'autant plus
vrai que celui-ci est plus complexe et que la masse de données, de
variables et de relations déborde sa capacité d'assimilation.

A ce niveau de 1'analyse, les outils et méthodes utilisés
doivent posséder au moins les trois caractéristiques suivantes :

GENERALITE : i1s doivent étre applicables sans requérir d'hypothéses
restrictives, dont le praticien n'est pas en mesure
de vérifier la validite.

GLOBALITE : ils doivent fournir des renseignements globaux qui

aident a simplifier la représentation que le
praticien se fait du systéme.

ORIENTATION : ils doivent permettre d'orienter et de faciliter les
phases suivantes de 1'étude.

L'Analyse Structurale des Systdmes prétend &tre une réponse
a cette nécessité, et c'est depuis une dizaine d'années que 1'on
commence a publier des articles qui se réclament de cette approche.
On distingue en particulier les travaux de W.Ross ASHBY, Roger C.CONANT,

Marc RICHETIN, George J.KLIR, John N.WARFIELD, parmi les initiateurs.

Du fait que les domaines d'application de "1'approche
Systémes" ne cessent de s'é@largir (pour inclure aujourd'hui des
systémes socio-économiques, écologiques, biologiques, qui font inter-
venir des variables non 1linéaires, non numériques, floues ...) les



techniques de 1'Analyse Structurale prétendent avoir une porté plus
étendue que d'autres plus "classiques". Ainsi, au lieu des méthodes
Statistiques, d'Analyse Numérique, d'Identification, ..., on fait

appel a 1'Analyse des Données, la Théorie de 1'Information, la Théorie
des Graphes, la Théorie des Sous-ensembles Flous, 1a Théorije des Jeux,...

Il existe aujourd'hui une littérature assez abondante sur

le sujet, souvent originale et intéressante, mais a laquelle on
peut reprocher son hétérogénéité (de notation, critéres d'optimalité,
langage, ... ). De plus, les recherches ont porté souvent sur la
caractérisation et les propriétés des "bonnes structures" d'un systéme,
sur les différents critéres d'optimalité, les formes de représentation,

.» sans proposer les méthodes concrétes de recherche ni les algorithmes
de construction de ces "bonnes structures"; or le probléme, comme on
le verra, est 1oin d'étre simple. Enfin, 1'utilisation de différentes
théories et techniques (Théorie de 1'Information, Indices de Ressemblance,
Théorie des Graphes,... ) est faite d'une maniére trés <indépendante,
malgré une certaine similarité des démarches. C'est tout récemment que,
dans un remarquable travail, Zohir ABID [ Octobre 1979 | montre
comment ces techniques et théories possédent un grand nombre de propriétés
fondamentales susceptibles d'étre harmonisées sous un méme formalisme.

Dans ce sens, 1'objectif poursuivi dans ce travail est double :

1°) Faire une synthése des principaux résultats de la théorie de
1'Information concernant les systémes généraux, la plupart connus

et quelques uns nouveaux, en mettant un accent tout particulier sur
son interprétation intuitive. Ce faisant, et ceci nous semble un
point important, nous essayerons de mettre en lumiére les hypothéses
que sont & la base et sur lesquelles toutes les autres propriétés
s'appuient. On isolera alors quatre groupes d'hypothéses :
Semi-valuation (SV), Semi-valuation Monotone (SVM), Semi-modulation
Positive (SMP), et Semi-modulation Positive Monotone (SMPM). Ainsi,
et bien que par souci de clarté Tes interprétations soient faites en
termes de théorie de 1'Information, tous les résultats et algorithmes



présentés seront étiquetés par 1'un de ces sigles et pourront &tre
généralisés immédiatement et sans aucun changement 3 d'autres domaines
vérifiant les conditions respectives (1'Analyse de Variance, 1'Analyse
par Indices de Similarité, ..., ).

2°) Etudier deux méthodes d'Analyse Structurale : d'une part,

la décomposition d'un systéme en sous-systémes faiblement couplés;
d'autre part, la détermination des interconnexions. Pour chaque méthode,
une fois ses caractéristiques étudiées, on présente plusieurs algorithmes
détaillés, ainsi que 1'analyse de leurs propriétés d'optimalité et de
convergence, du temps d'exécution et de la capacité de mémoire requis.

L'application récursive de ces deux méthodes va suggérer
une méthodologie compléte que nous appellons 1'Analyse Structurale
Hiérarchique : étant donné un systéme complexe, on commence par trouver
la décomposition en sous-systémes les plus faiblement couplés; on
détermine alors les interconnexions entre les sous-systémes. A nouveau
on trouve dans chaque sous-systémes les sous-sous-systémes Tles plus
faiblement couplés; puis on détermine les interconnexions entre les
sous-sous-systémes. Et ainsi successivement jusqu'a arriver au niveau
le plus élémentaire.

PRESENTATION DES CHAPITRES SUIVANTS

Au CHAPITRE I, nous introduisons une représentation générale
des systémes, qui présente 1'avantage de rendre tout a fait analogue,
au niveau des formalismes, le cas statique et le cas dynamique. On
établit une "Hidrarchie Epistémologique" des différents niveaux de
connaissance qu'un observateur peut avoir d'un systéme, et on étudie
les structures et propriétés algébriques des niveaux inférieurs de
cette hiérarchie. Les différentes démarches de 1'Analyse Structurale
pourront alors étre vues comme des déplacements dans la Hiérarchie
Epistémologique.



Aux structures algébriques des niveaux inférieurs le CHAPITRE II
vient ajouter 1'Entropie et les différents indices de la théorie de
1'Information. Une attention spéciale est portée a 1'interprétation intuitive
de chaque résultat, et au fait que tous les résultats découlent de quelques
hypothéses trés simples; on verra plus tard que bien d'autres indices issus
de domaines différents vérifient aussi ces hypothéses.

Le CHAPITRE III est une étude détaillée d'une premidre méthode
d'Analyse Structurale : la Décomposition en sous-systémes faiblement couplés.
La notion de Décomposition Optimale est discutée et plusieurs algorithmes
sont présentés, analysés et comparés.

Dans Te CHAPITRE IV on étudie une deuxiéme méthode d'Analyse
Structurale : pour chaque variasble X (respec.sous-systéme S) trouver les
autres variabhles (respec.sous-systémes) qui expliquent le mieux la
variable X(respec.le sous-systéme S).La relation de dépendance étant la
principale raison qui fait qu'une variable ou sous-systéme explique une
autre, cette méthode permet de trouver un graphe des inter-connexions du
systéme. On introduit les concepts de partie expliquée, partie explicable,
partie modélisable, partie encore non expliquée de la partie explicable,...,
et leurs relations. Plusieurs algorithmes pour 1la mise en oeuvre de cette
méthode sont présentés et analysés. Enfin, on discute briévement d'autres
utilisations possibles : Aide & la représentation et visualisation graphique
du systéme, identification des "équations" qui relient les variables, application
d la Reconnaissance des Formes.,



CHAPITRE I

HIERARCHIE EPISTEMOLOGIQUE DES SYSTEMES




[ = INTRODUCTION

Dans un souci de clarification nécessaire a la formulation
d'une meéthodologie générale, George J.KLIR a proposé et développé
une Hiérarchie Epistémologique des Systemes [ KLIR 69,75,76,77 ] ,
cherchant a organiser les différents niveaux de connaissance qu'un
observateur peut avoir d'un systéme. Ainsi, par exemple, la connais-
sance des équations exprimant le comportement de chaque variable en
fonction de celui des autres relévera d'un niveau épistémologique
"plus élevé" que, disons, celui de la connaissance de la matrice de
covariance entre les variables.

Cette Hiérarchie se traduit par une série de définitions
(Systéme-Source, Systéme-Données, Systéme-Générateur, Systéme-Structure,
Méta-Systéme, ...) plus ou moins emboitées les unes dans les autres.
Reprenant 1'idée générale de G.J. KLIR, nous essayons d'y ajouter trois
aspects :

. Nous proposons une forme de représentation générale, qui s'adapte
a tous les types de systémes, et qui offre 1'avantage d'unifier le
traitement des Systémes Statiques et Dynamiques. En effet, trés
souvent les cas statique et dynamique sont traités d'une facon tout
a fait différente, et les algorithmes et méthodes applicables pour
un cas n'ont pas une équivalence claire pour 1'autre.

. Les manipulations et démarches faites sur les systémes seronF}e11es
aussilhiérarchisées au niveau épistémologique nécessaire a leur
application. Par exemple, si X est une variable d'un systéme, il
est facile d'accepter qu'une démarche visant & minimiser la fonction
C(X). requiert un niveau de connaissances sur le systéme "plus élevé"
que si 1'on cherchait tout simplement & "estimer la distribution de
probabilité de la variable X".



. Dans chaque niveau de la hiérarchie épistémologique, en particulier
au niveau Systéme-Donnée, nous essayons d'expliciter les concepts
et propriétés fondamentales avec un certain détail. Cette démarche,
qui pourrait paraitre superflue ou triviale, cherche d mettre

en lumiére, les conditions et les propriétés sur lesquelles toutes
les autres s'appuient, afin de rendre possible leur généralisation
ultérieure.
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2 - APERCU DE LA HIFRARCHIE EPISTEMOLOGINUE DES SYSTEMES

Un systéme au niveau énistémologique le plus bas, le
Niveau 0, est appelé Systeme-Source . I1 est défini par un ensemble
de variables et un ensemble des Modalités ou états potentiels associé
a chaque variable. Aucune connaissance sur la probabilité des différentes
modalités ou sur 1'évolution des variables n'est supposée a ce niveau.
Aux niveaux épistémologiques supérieurs on disposera d'avantage de
connaissances d'abord sur les variables, et ultérieurement, sur les

relations entre elles.

Au Niveau_l on parlera de Systéme-Donnée . Le systéme est
connu par une succession d'états ou modalités prises par les variables.
Ceux-ci peuvent étre réels (dans le cas d'un échantillonnage d'un
systéme réel), simulés (si un modéle existe déja), ou désirés (dans le
cas d'une étude de conception). Le systéme se présente alors comme un
Tableau Initial de Domnées ol chaque ligne est constituée des modalités
que les variables prennent simultanément. (Désormais nous utilisons

le mot modalité au lieu de état, ce dernier étant en général compris
comme une valeur numérique, ce qui n'est pas forcément le cas dans ce

travail ).

Les niveaux supérieurs ajoutent la connaissance de quelques
propriétés ou relations Invariantes {au moins localement) & travers
lesquelles le tableau des données pourrait étre obtenu ou approximé
de facon déterministe ou stochastique, pour des conditions initiales
appropriées.
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Relations Génératrices invariantes permettant de connaitre (exactement
ou approximativement) le comportement de quelques variables en

fonction de celui des autres. Ces relations génératrices peuvent aller
des distributions de probabilités conjointes (permettant de construire
approximativement un tableau de données par simulation), jusqu'a des
équations liant différentes variables. Ces relations peuvent aussi
contenir d'autres variables ne faisant pas partie du systéme : variables
d'entrée, ou tout simplement, variables de 1'environnement. On parlera

Sous=Systémes Générateurs, plus certaines relations ou couplages
entre eux. I1 s'agira & ce niveau de Systémes-Structure. Différents
types de structures peuvent étre envisagés : au chapitre III nous
étudierons le cas ou les sous-ensembles de variables correspondantes
aux sous-systémes générateurs forment une partition; au chapitre IV

ce sera une pseudo-partition.

G.J.KLIR propose encore des niveaux supérieurs
Te Méta-Systéme, constitué par un ensemble de Sous-Systémes-Structure;
le Méta-Méta-Systéme, formé par un ensemble de Sous-Méta-Systémes,
etc ..., mais Teur considération dépasse le cadre de ce travail.

Bien sur, cette hiérarchie (tout au moins la description
que nous en donnons ici) ne prétend pas étre trés rigoureuse, mais
seulement distinguer un peu les niveaux de discussion sur un systéme.
I1 est par ailleurs possible que les connaissances que 1'on posséde
sur un systéme ne permettent pas de s'identifier tout a fait a un
niveau épistémologique, soit parce qu'elles sont incomplétes (par
exemple lorsque on connait les variables contenues dans chaque sous-
systéme générateur, mais on ignore les relations génératrices),soit
parce qu'elles relévent de plusieurs niveaux (on connait les variables
de chaque sous-systéme générateur et le sous-tableau de données res-
pectif). Nous reviendrons plus en détail sur cette hiérarchie au
paragraphe 4.
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3 - L'ANALYSE STRUCTURALE ET LA HIERARCHIE “PISTEMOLOGINUE

La Hiérarchie Epistémologique étant définie, on se pose
tout de suite le probléme du déplacement entre ses différents niveaux.
Tout d'abord, celui de descendre dans la hiérarchie, qui ne présente
en principe aucune difficulté puisque par définition la connaissance
d'un niveau implique celle du niveau inférieur. Par contre, celui de
monter dans la hiérarchie semble moins simple (quelle que soit la
hiérarchie, d'ailleurs ! ). On peut considérer deux cas :

- Du niveau 1 au niveau 2 : Le systéme est connu au moyen d'un tableau
_______________________ de Données et on cherche les relations généra-
trices qui permettent d'approximer au mieux
ces données. Pour le cas des systémes a variables numériques (plus
d'autres hypothéses de continuité, linéarité, etc ...), ce probléme

reléve de la Modélisation et de 1'Identification. Pour des conditions

plus générales une discussion est présentée dans [ KLIR 75 ].

- Vers le niveau 3 : A partir du niveau 1 ou 2, on peut chercher une
________________ représentation du type Systéme-Structure.
Cette démarche est justement celle de 1'Analyse

Structurale. On peut distinguer trois cas :

3.1 - ANALYSE STRUCTURALE MATHEMATIQUE (Niveau 2 - Niveau 3)

Nous appelons ainsi 1'ensemble des techniques et méthodes
qui, a partir des relations génératrices du systéme (en général des
équations), cherchent une représentation structure que s'y adapte.
Une telle démarche s'avére fort utile pour la simplification et ré-
solution des systémes décrits par de nombreuses équations [ STEW 65;
GABA 78; NEPO 78; RICH 75, chap.II ]. Mais ainsi que le remarque
J.DUFOUR [ 1979, chp.I ], outre le fait que les équations sont
supposées connues (ce qui n'est pas le cas dans les premiéres phases
de 1'étude d'un systéme), les hypothéses requises sont quelquefois



12

nombreuses et les résultats obtenus peuvent s'éloigner sensiblement
de la structure "naturelle", au point qu'il peut étre impossible
d'associer une signification physique aux sous-systémes (ou sous-
structures) dégagés.

3.2 - ANALYSE STRUCTURALE PHYSIQUE ( 2 - Niveau 3)

I1 s'agit d'une approche "naturelle" & laquelle il est
difficile d'atrribuer un niveau épistémologique de départ. Le
praticien, guidé par son expérience, par les objectifs du systéme,
par certaines contraintes, etc ..., est amené a distinguer trés
directement et trés concrétement des ensembles d'éléments qui sont
connectés plus ou moins fortement par des flux de matiéres, d'énergie,
d'information, ou méme par de critéres tels que méme technologie, méme
fournisseur, type de personnel qui y travaille, etc ... . Ce type
d'analyse, guidé avant tout par le "bon sens", est sans doute celui
que 1'on retrouve Te plus souvent. I1 permet de dégager les trés grandes
lignes de la structure et uniquement celles-ci, mais il se révéle in-
capable de procéder a des analyses plus fines du systéme
[ DUFO 79, chap.I ].

3 .3 - ANALYSE STRUCTURALE PAR LES DONNEES (Niveau 1 -+ Niveau 3)

A partir d'un Tableau Initial des Données supposé étre
la seule connaissance disponible du systéme on cherche une (des) re-
présentation stucture aussi appropriée que possible. L'analyse s'anpuie
sur 1'hypothése que cette structure est toujours décelable dans les
données produites par le systéme, et qu'elle se concrétise par des
évolutions non indépendantes de certains groupes de variables [ SIMO 62 ].
A 1'aide de l1a théorie de 1'Information et de 1'Analyse de Données

nous etydierons au chapitre III les représentations structure o ces



groupes de variables dépendantes forment une partition, et au
chapitre IV nous utiliserons un type particulier de pseudo-partition.

L'Analyse Structurale par les Données se situe a mi-chemin
entre les Analyses Structurales Physique et Mathématique
[ DUFO 79, chap.1 ] . En effet :

~ d'une part elle utilise les informations recueillies sur le systéme
et donc reste toujours liée & ce systéme, & ses constituants, &

feur structure interne.

- d'autre part elle s'appuie sur des méthodes mathématiques ayant
des bases statistiques et/ou informationnelles, et s'écarte

ainsi d'une spéculation purement pragmatique.
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4 - VERS UNE REPRESENTATION DU TYPE SYSTEME-STRUCTURE

Aprés avoir présenté d'une facon globale la Hiérarchie
Epistémologique des Systémes, nous 1a reprenons niveau par niveau
dans 1'optique d'une démarche " vers le niveau 3 ", celui des
Systémes-Structure. Nous introduisons & chaque niveau la notation
et les concepts algébriques nécessaires.

4.1 - SYSTEMES-SOURCE (Niveau 1)

Soit { Xl’ X2, X3, ceee s XN } 1'ensemble des N variables
Primaires que le chercheur considére importantes pour la description
du systéme étudié. Ce sont des variables intervenant dans 1le
systéme (variables d'entrée, de sortie, de commande, d'état), ou
caractérisant son fonctionnement ou son observation [ RICH 75,
chap.III ] . Le choix de ces variables dépend avant tout de 1'expé-
rience du chercheur et des connaissances qu'il posséde déja sur Te
systéme (au chapitre IV, nous proposons quelques mesures du "bon
choix" de cet ensemble de variables primaires).

On considére que 1'ensemble des variables primaires est
ordonné (un ordre quelconque mais fixe), pour éviter des ambiguités
lorsque on sera amené & considérer cet ensemble lui-méme comme
une variable vectorielle & N composantes. I1 en sera de méme pour
ses sous-ensembles.
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Soient Ml’ M2, ceees MN les N ensembles finis des Modalitds
prises par les variables Xl’ X2, ceees XN respectivement, avec

Mi = { a}, Ay «enes a;i } . Aucune hypothése algébrique n'est faite ni
sur les variables Xi ni sur les ensembles de modalités Mi’ et i1 peut
méme s'agir de variables décrivant des caractéristiques non quantita-
tives du systéme. Ceci est souvent le cas des systémes socio-économiques,
pour Tesquels il importe de respecter la représentation naturelle sans
lTeur imposer des structures particuliéres [’LERM 76,81 Intr040c].

4.2 - SYSTEME-DONNEES (Niveau 1)

Le relevé des modalités effectivement prises par les
variables décrivant le systéme dépend du caractére statique ou
dynamique de celui-ci :

- pour le cas statique, c'est-a-dire lorsque 1'évolution du systéme
est nulle ou si lente qu'il n'est pas pratique de 1'étudier en
observant 1'évolution de ses variables, on est amené a considérer
une population de L répliques ou exemplaires du systéme et a étudier
les modalités prises par les variables sur chacun des individus
de cette population. C'est le cas typique des sondages d'opinion.’

L'ordre des individus dans la population choisie est alors indifférent.
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- pour le cas dynamique, nous allons toujours considérer les
systémes sous une forme échantillonnée et discréte. Cette
Timitation obéit a des raisons pratiques (le traitement en
ordinateur digital implique forcément un échantillonnage
dans le temps et une discrétisation de 1'espace des modalités
des variables) et mathématiques (1'entropie et les autres indices
considérés ne possédent pas sur les variables continues toutes
les "bonnes propriétés" qu'ils vérifient sur les variables dis-
crétes). Ainsi, nous allons supposer que 1'on observe les variables
aux instants to, to + At, tO + 2At,..., tO + (L -1 ) at. Bien sur,
le choix de tO’ At et L est important; i1 sera discuté au paragraphe
4.3.1.

Les données relevées se présentent alors sous la forme

d'un Tableau Initial de Données (Fig.l.1).

Vu;a\:las

<
OkserVa’tion‘L Kq Kg Rgeeor Kpooorns R

1
|
|
!
I
|
|
|
!

Wy

Figure I.1:Tableau initial de données
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ol w; représente soit 1'individu jvd'une population de tai11e L, soit
le systéme a 1'instant tg + (j-1)-at. La ligne j contient les modalités
prises par chacune des variables sur wj. Pour un bon échantillonnage,
la colonne i devrait contenir tous les éléments de Mi' Ce tableau
Initial de Données constitue la seule comnaissance de départ pour

toute notre analyse.

Nous donnons ci-dessous quelques définitions formelles sépa-
rément pour les systémes statiques et les systémes dynamiques.

4.2.1. ~ Représentation des Systémes Statiques (E)

Voici les éléments qui constituent un Systéme-Donnée

Statique :
- QE t = { wys Wos eees W } est 1'Ensemble d'Echantillonnage Statique.
-Xs b i i=1,2,...,N
e > X5 (0.) o= X. (ws)
J LN 1 J

sont les Variables du Systéme Statique. ME«:= Mi={a1,a;,..,a;_}
i

est 1'Ensemble des Modalités de la Variable XE.

-5 := {XI,XZ,...,XE} est 1'Ensemble Ordonné des Variables du Systéme

Statique. Le fait de Te considérer ordonné permet d'avoir une écriture
. E
unique pour &~ et chacun de ses sous-ensembles.

- Le Tableau de Données Statique (TDE) est montré dans la figure 1.2 :



ANXE WG e X e Yy

Figure 1.2 : Tableau des Données Statique (TDE)

4.2.2. - Représentation des Systémes Dynamiques (D)

Dans les systémes dynamiques, en général, la détermination
d'une variable a un instant donné requiert 1'observation préalable de
1'évolution du systéme pendant un certain nombre d'intervalles de temps.
L'Ordre du Systéme est défini justement comme ce nombre p d'observations
préalables nécessaires a la détermination de 1'évolution future du
systéme. Pour chaque variable primaire Xi’ on définit alors une variable

d'état X? dont la valeur & chaque instant est un vecteur qui a comme
composantes les p derniéres valeurs prises par la variable primaire Xi‘

Cependant, avec les connaissances que nous possédons sur le
systéme a ce niveau, il est impossible de déterminer avec certitude
1'ordre du systéme. Nous supposons que le praticien choisit un ordre p
" basé sur son expérience, sur la taille du tableau initial des données,
et sur la capacité de 1'ordinateur sur lequel les algorithmes qui seront
décrits vont étre exécutés. Au chapitre IV, nous donnerons quelques

indices permettant de qualifier le choix de p.
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Cela dit, voici les éléments formels qui constituent un
Systéme-Donnée Pynamique :

D

- Q= { Wps Bpapaeees U } est 1'Ensemble d'Echantillonnage Dynamique.

On peut remarquer, que par rapport au cas statique, les p-1 premiers
é1éments ont été éliminés afin de pouvoir considérer dans tous les
cas les p derniéres réalisations d'une variable.

-X; 1 Q —— M, i=1,2,...,N. [1.1]

Wy ———> X? (w.):=(X.(wj),Xi(wj

j i j )X (w > X: (w

) K5 (egade Xl gy )

sont les variables du Systéme Pynamique. M?:= M? =M1 X Mix"'XMi (p fois)
est 1'Ensemble de Modalités de la variable X? . Ces variables sont donc

-

des vecteurs a p composantes.

- ZD:= {X?,Xg,...,XR} est 1'Ensemble Ordonné des N variables du Systéme

Dynamique. Par les mémes raisons que pour le cas statique, on considére
D p ,
I~ comme étant ordonné.

- Le Tableau de Domndes Dynamique (TDD) est montré dans la figure I.3

)2 D
_(NX:’ x‘,i X‘: Ay
w ' .
f | P
|
wku I .
: N
wf-ﬂ. l
: |
: I

W beee- Xf (005 Y= (x; (5) ,xl(wi-ﬂ 1 )(l'.(“{j '(f‘ﬁ))

Wy

Figure 1.3 : Tableau des Données Dynamique {TDD)



20

I1 faut remarquer que chaque élément du TDD est un vecteur
de p composantes. Mais en réalité le TDD n'est qu'un formalisme
mathématique, puisque dans la pratique on conserve le méme tableau
Initial de Données, la prise en compte & chaque instant des p
derniéres valeurs des variables se faisant au niveau des algorithmes.

Comme on le voit immédiatement, les représentations E
(pour statique) et D (pour dynamique) sont tout a fait analogues.
Désormais donc, chaque fois que L'on parle de Q, Xi’ Mi’ T ou

du Tableau de Données, sans spécifier ni E ni D, 71 pourra s'agir

ausst bien de QE, XE, ME, ZE et du TDE, ou bien de QD, X?, M?, ZD
et du TDD.
4.2,3, - Le Inf-Demi-Treillis des Partitions de {

Nous allons maintenant présenter briévement quelques concepts
bien connus de la Théorie des Ensembles. Pour cela, i1 est peut étre
convenable d'imaginer @, Xi’ Mi et £ d'un point de vue plus abgtféjt:
¥ est tout simplement un ensemble de N variables Xi D — Mi’ ou
Q et_Mi sont eux aussi simplement des ensembles. Ceci peut étre

visualisé dans la figure 1.4 .

M

M,

0
8
g

My

Figure 1.4 : Le Systéme-Donnée
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SoitP (@) : = { C:Ce=q } 1'ensemble de tous les
sous-ensembles de Q.

On dit que un ensemble F = { F,, F

1> Fpr coeo Fk } est une

Partition de Q en k classes ssi :
- Fi e P (9) et Fi #0pour i=1,2,..., k ; et

-¥1#]: Fi n Fj =p ; et

Soit P (9): = {F:F est une partition de Q},1'ensemble de
toutes les partitions de Q. Dans cet ensemble on peut établir la
relation £ :"étre plus fine que ", définie ainsi : si
F = {Fl,FZ,...,FS} et G = {Gl’GZ""’Gr} sont deux éléments de

P (Q),

F gt & VFieF’]GjeG:Fing [1.2]

Par ailleurs, si F = {Fl,Fz,...FS} <G = {GI’GZ""’Gr}’
chaque classe Gj e G est justement 1'union des classes Fi qu'elle
contient ( ¥ Gj e G : Gj = U Fi ). Moyennant une renumérotation,

i:Fs ¢ Gj
cela peut s'écrire :

F={ Fl’Fz’ ,Fa, Fa+1,. s Fb’ Fb+1’ ......... 5 Fu, ceees FS }
~ J Y e — -“—eY—d
G = { Gl’ GZ’ G3,. s GP }

Ainsi, G détermine une partition des classes de F.
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Cette relation ¢ est un ordre partiel, c'est-d-dire qu'elle
vérifie les trois conditions :

-FgF ¥Fe P (0) (Reflexive)
-FLGetGKF = F=0G (Anti-symétrique)
-FgGetGgD = FgD (Transitive).

P (@) muni de la relation £ constitue un Treillis :
n'importe quel couple F,G d'élément de P (q) posséde un Infimum
(noté FAG) et un Supremum (noté F v G) définis ainsi :

- (FAG) € F et (FAG) £ G, et ¥D t.q.D § F et D G, alors D  (FAG)  [I.3]

- (FVvG) 3 F et (FVG) » G, et ¥D t.q.D» F et D» G, alors D » (FvG) [1.4]

F = {Fl,Fz,...,FS} et G = {Gl,GZ,.
partitions de @, la partition FAG est donnée par

"’Gr} étant deux

FAG

n

{F3n G5 i=1,2,.0005 J=1,2,...5r, et Fun Gy # 9 ) [1.5]

F.n G

n Gl""’ 9 P

{Fin Gl’ Fin GZ’ .

ces Fln Gr’ F s an Gr}‘\{ﬂ}

2

(pour 1'obtention de FvG, plus compliquée & décrire, voir [LERM 76,%1,chagcﬂ),

La relation entre £ et les opérations A et v peut aussi

8tre &tablie par les équivalences suivantes [BIRK 64] :

FLGe> FAG=F & FvG=G [1.6]
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Nous ne retiendrons que quelques unes des propriétés
du Treillis <P (), & A, V >,résumées dans 1a proposition
suivante :

Proposition 1.1

Etant donné un ensemble fini ¢, 1'ensemble P () de
toutes les partitions de Q, muni de 1'opération A :

AP (@) xIP (@) ——IP (Q)
(F,G) ¢ » FAG definie par[1.3}ou1.5)

constitue un Inf-Demi-Treillis, c'est-a-dire, vérifie les conditions
suivantes, quelques soient F,G,D ¢ P () :

i. FAF-= (idempotence)
ii. FAG=GAF (commutativité)
iii.  F A (GAD) = (FAG) A D (associativité)
Démonstration

Si on utilise la représentation de A donnée par[I.S],
les conditions i,i1,ii1 découlent immédiatement des propriétés
élémentaires de 1'intersection. (F.D.)

Un exemple : Pour @ = {wj,w;,w3,w,} on donne 1'ensemble P (o) (fig.I.5).
Une fléche entre deux partitions indique que celle de
départ est plus fine que celle d'arrivée (les fléches issues
de la réflexivité et de la transitivité de g ne sont pas
dessinées).
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{(123m]}

\\

\

{030} (), 0} ((39,21] fom), 23V foe), G0y (1), §(1), (23w

()@} {0 @ 6 {am,(2)GR] (@) (23), (] {43), )6 {0) (1), 6%

10,2, (3) (Y

Figure 1.5 : Partition de:{w;,ws,w3,w, }

I1 est évident que 1'ensemble IP (@) ne dépend que du
cardinal de Q. Ainsi, nous étudierons au chapitre III 1'ensemble
P (=), pour lequel on aura tout a fait les mémes propriétés que

pour IP (Q).

4,2.4. - Pourquoi s'intéresse-t—on aux partitions ?

La raison de notre intérét pour P (9) est la suivante :

Quelle que soit la variable X : 9 ———> MX on peut

definir la Partition Py de  associde a X :
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Pyi= X7 (e) t @ e MINIBY = ((wX (W) = a) ¢ a e MIN (D) [1.7]

c'est-a-dire, la partition de o obtenue en regroupant dans une méme
classe tous les w auxquels X attribue une méme modalité (le terme
"N{p} " élimine les @ qui apparaissent lorsque aucun w ne prend une
certaine modaliteé 9). I1 faut bien remarquerque la partition PX

ne dépend pas des modalités a en elles mémes, mais seulement du fait
qu'elles sont différentes. Pour illustrer la dualité statique-dynamique
de la notation, voyons la définition [1.7] pour les variables de &

dans chacun des cas :

. . E E
- Cas_statique : Si Xi Y, —-—-—-—-~>M_i

gl E E E
PyE 1= (X7 () :aeM{3NPY = {{w:X5(w) = o} @ aeMIN{P) [1.8]
i i

- Cas dynamique : Si X? : QD ——————?M? s

-1

P o= 00 (o) ¢ aeMDN ={(0X () = o} @ aciN() [1.9]
X
1

A travers cette association P entre la variable Xiez et la

partition P, ¢ P (Q), quel que soit i=1,2,...,N, on peut dire que

X
1k E D D
sl (@) (doncz elP (0 )etz e P (Q7)).

Cette possibilité d'associer univoquement & chaque variable
une partition nous permet d'établir un ordre et une équivalence entre

variables. Pour cela, si

X :Q—— MX Y Q—— MY

w +—> X(w) w ——> Y(w)

sont deux variables quelconques définies sur @, on dit que
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- X est équivalente a Y »=> PX = PY [1.10]

Dans ce cas il est facile de montrer qu'il existe une fonction

f e MX —_— MY

X ne serait qu'un recodage univoque de Y, et viceversa. Cette affirmation

bijective telle que Y = foeX et X = 1o Y, donc,

est aussi valable dans 1'autre sens : si une telle fonction f existe,

alors P, = P

X v donc X est équivalente 3 Y.

- X est plus fine que Y PX £ PY [1.11]

Dans ce cas, on peut montrer qu'il existe une fonction
f: MX ———a-MY telle que Y = foX. Cette affirmation est aussi valable
dans 1'autre sens : si une telle fonction f existe, alors PX < PY,donc
X est plus fine que Y. Cela implique par ailleurs que pour n'importe
quelle fonction g définie sur My on a toujours que X est plus fine que

g (X). ‘

Nous verrons au prochain chapitre que la théorie de 1'Information
ne distingue pas entre variables équivalentes. C'est pour cela que
lorsqu'on fait une analyse des variables d'un systéme basée sur la
théorie de 1'Information, IP (@) peutétre interprété comme 1'ensemble

de toutes les variables définies sur Q.

Nous allons maintenant &tudier un sous-ensemble particulier
de IP (@) : celui des variables vectorielles dont les composantes sont
des variables de :.

4.2.5., - Le Sup-Demi-Treillis des Variables Vectorielles
On définit :
P (z) := {S:Scr}, 1'ensemble de tous les sous-ensembles de I;
*

Y
~~
™
e
1

{S:Scz et S# P}, 1'ensemble de tous les sous-ensembles non vides de =.
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Cet ensemb]e.?*(z) peut étre vu comme 1'ensemble des variables
vectorielles dont les composantes sont des variables de . Cela
s'explique par la raison suivante : d'une part, deux variables vectorielles
qui comportent les mémes composantes mais en ordre différent sont
des variables équivalentes (elles donnent lieu & 1a méme partition de
Q). D'autre part, le fait d‘avoir supposé I comme un ensemble ordonné
fait que chaque él1ément de P*(z) a une écriture unique. Ainsi, chaque
élément S e,?*(z) représente toutes les variables vectorielles qui
lui sont équivalentes par permutation des composantes de S.

Détaillons un peu la notation de ces variables vectorielles

. * . .
Soit S = { Xi s Xi s eeen s Xi YeP (%) (11< Ty << 1k)
1 2 k
On définit :
- Jg = (iXeSY = {0,000 ) [1.12]

1'ensemble ordonné des sous-indices des variables appartenant & S.

“Me t= T M =MoOX M X XM, [1.13]
iedg 12 Tk

1'ensemble de modalités de la variable vectorielle S. Alors, 1la
variable S est définie formellement ainsi :

I e — [1.14]

S

w > S(u): =(X; (w),xiz(w),...,xik(m)).

Pour le cas Dynamique, par exemple, les définitions

ci-dessus donneraient :

soit s7 = (X ,x? , ..,X? b e P ().
1 2 k
iDL Dy s .
- pi= Xy e ST = fipaiss..nip ) [1.15]



M= MY =) xd) o x M [1.16]
S ded 1 2 k ‘
S
-2 g > My
S
D D D D
" > S(0) 1= 0 (00, X ()00 (6) [1.17]

Les définitions [I.12, 13, 14] permettent d'associer une
variable vectorielle a chaque S ¢ ? (£), S # 0. AS=¢on peut associer
la "variable" constante & (i1 n'y a qu'une seule variable constante
puisque elles sont toutes équivalentes) définie ainsi

-0 :Q > M = (%} [1.18]

Bien entendu, Po = {Q}. (I1 y aura donc @E et M g pour le cas statique,
o

¢D et M p Pour le cas dynamique).

d

Ainsi donc, P () est 1'ensemble de toutes les variables
vectorielles définies sur Q (y compris la variable vectorielle cons-
tante) dont les composantes appartiennent a ¥, . Par ailleurs, et du

fait que a chaque variable on peut assigner une partition dans IP (Q),
on peut dire aussi que P (z) cIP (Q).

Dans 1'ensemble P (z), la relation d'inclusion c définit
un ordre partiel.

-AchA , ¥AeP (1) (reflexivite)
-AcBetBcA=>A=8B (anti-symétrie)
-AcBetBcC=>AcC (transitive)
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De plus, pour tout couple A,B d'éléments de P (z), il

existe un Infimum (qui correspond a A n B) et un Supremum (qui
correspond & AuB) tels que :

(AnB) ¢ A et (AnB) c B, et ¥ D t.q. DcA et DeB =D c (AnB) [1.19]
(AB)2 A et (AuB)2 B, et ¥ D t.q. DA et D2B =D =2 (AuB) [1.20]
La relation entre ¢, u et n est donnée par :
AcB<¢&> AvuB=B &S AnB=A [1.21]
Ainsi, 1'ensemble P (z) avec la relation ¢ et les opérateurs
u et n devient un treillis (ou plus exactement une ;1gébre de Boole

[BIRK 64]). Mais nous retenons seulement une structure moins riche,
celle de Sup-Demi-Treillis :

Proposition 1.2

L'ensemble P () muni de 1'opérateur U :

Uu:P () x? (2) >P (1)
(A,B) +— - A u B défini par [I.20]

constitue un Sup-Demi-Treillis, c'est-a-dire, il vérifie les
conditions suivantes, quelques soient A,B, C ¢ P (%)

i. AuA = A (idempotence)
ii. AuB = BUA (commutativité)
iii. Av (BuC) = (AuB) uC (associativite)
Démonstration

C'est une conséquence directe des propriétés élémentaires
de 1'opérateur union. (F.D.)
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Comme on le voit, les propositions 1.1 sur P (2), et
[.2 sur P () sont tout & fait analogues. Quelle est donc la relation
entre IP (Q) et P (%) ?

Proposition 1.3

Soient A, B ¢ P (z); soient P,, P, et P les partitions

A> "B AUB
de Q@ associées aux variables A, B, et AuB respnectivement.Alors :

i. AcB => P, 3P

A B

donc Tla variable vectorielle B est nlus fine que A.

11 PAUB = PA A PB

Démonstration

On définit les quatre variables vectorielles suivantes :

X : dont les composantes sont les variabhles de 1'ensemble ANB
Y : dont les composantes sont les variables de 1'ensemble AnB
Z : dont les composantes sont les variables de 1'ensemble B:\A

W : dont les composantes sont les variables de 1'ensemble AuB

. 2 __________Q
L & i mem—ena—as MA\B r iR MAnB
w+—————- X (m) w’—-——————?Y(m)
Z:Q——————> MB\A W: g — MAUB

w > Z(w) i ey Y}
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Soit a ¢ M,. On appelle [o] la projection du

et [a]

A\B AaB

vecteur o sur les espaces 3>/w et z>=w. Pour B ¢ M,, on définit

ﬁm_w/> et ﬁm_>am d'une facon similaire.

Wu

AcB = P, P, :

A

vw"uﬁﬁenwﬁsvnmv“mmme/ﬁsw.moﬁﬁ menmﬁevumwmvmu pour un 8eM_ :

B
{w:B(w)=B}=
= {w:¥(w) = [B]p,p et Z(w)=[B]gp}
c tui¥(u) = 8], 5}
= {w:A(w) = _mg>w e Pp> puisque AcB =AnB = A,donc Y = A
A1 Ppp = PanPy

uﬁﬁ8">A8qu~“9m3>w/~sW

nﬁﬁs X (w :—Q_bxm et Y(w)= } o sz>w/ﬁ8w

?;:m

={{w:X(w)=c et Y(w) = 8} : ¢ m.3>/w et amz w/,ASW

vw“n:e”m?vnmfmmz%/ (P}

uﬁﬁE”<AEvn—mg>:w et NAsvuﬁm_w/>w : mmzww,/ASW

={{w:Y{w)=s" et Z(w)=¥} : m_m3>:w et xmz w/ {9}.



32

Ppn Pg=(FnG : FeP, et GeP 3~ {p} d'aprés [I.5]

A A

={{w:X(w)=e et Y(w)=8}n {w:Y(w)=6§" et Z(w)=3¥} : seMA\B,GeMAnB,

N\ {9}
§ eMAnB ,XEMB\A

“loik(w)ze et Y(u)=s et Y(u)=8 et Z()=¥}ice My gq 8.8, 53, (o]

et puisque il n'ya pas de w pour lesquels Y(w)=8 et Y(w)=§' avec &#8',

on a :

PA/\ PB={{w:X(w)=e et Y(w):§et Z(w)=ﬁ}:aeMA\B,6EMAnB, sMB\A}\{ﬂ}
={{w:W(m)=(e,6,3)}:(E:,(S,S)eMA“B}\ {9}
={{w:W(w)=e}:eeMAuB}\~{Q}=:PAUB

(F.D.)

Cette proposition termine notre discussion sur les Systémes-
Données. Nous allons étudier au paragraphe suivant 1‘'estimation de
la distribution de probabilité des variables SeP(r), pour pouvoir
introduire au chapitre II une classe de fonctions H:P(r) — R
(ou plus généralement HIP(Q) ———— IR) appellées les semivaluations.

4.3 - SYSTEME-GENERATEUR (Niveau 2)

Dans notre démarche "vers le niveau 3", on passe par certains
concepts qui sont une forme trés générale de Systéme-Générateur: les
distributions de probabilité conjointes. En effet, connaissant les
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lois de distribution des probabilités des variables, on peut
obtenir un tableau de données par simulation.

I1 faut toutefois remarquer [RICH 75, chap.III] que 1'utili-
sation des concepts probabilistes n'implique pas une nature stochastique
du systéme étudié. Nous les utilisons non pas dans un but de modélisation
ou d'identification, mais tout simplement pour savoir si certaines
variables sont ou non indépendantes de certaines autres.

4.3.1. - Estimation des distributions de probabilité

par les fréquences relatives

Dans sa forme la plus générale [PARZ 60], une Mesure de
Probabilité sur un ensemble fini @ est une fonction

Pr : P (@) —————R [1.22]

At —)Pr(A)

qui vérifie les propriétés :

i. VAe P (2):Pr(A)30

ii. Si Al’AZ""’AK sont K ensembles disjoints (Vi#j:AinAj=¢)
K K
Pr (U A'i) =X Pr (Ai)
i=1 i=1

iii. Pr(a) = 1

Ainsi, si X:Q&————-—arﬂx est une variable quelconque définie

sur 9, on définit pour aeMX
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Pr(X=a):=Pr(X-1(a)):=Pr({m:X(w)=a}) [1.23]

Toujours pour @ fini , la définition [I.22J de probabilité revient
a donner un poids P a chaque ijQ [CAIL 76] ,avec Vj:pjzo, et

Ip; = 1; on définit alors Pr(A) = > p.. Mais en général, les
j j:ijA J

observations ws ont toutes Ta méme importance et sont de ce fait
affectées de poids égaux : Vj:pj== 1/|a|. Ainsi :

Pr(M)i= ) b= 3 Vlal = |Al/]al.
j:wj€A j:ijA

C'est cette affectation de poids égaux a tous les ijQ aui
est a la base de 1'estimation des probabilités par les fréquences
relatives. Voyons ceci séparément pour les cas statiques et dynamiques.

. Systémes Statiques

Pour tous Tes SEc P*(ZE), et pour tous les aeM g» On calcule
S

pr (sEca) 1= L05" (0)=0)] [1.24]
|

Nombre de w pour lesquels SE(@)=a dans le TDE

L

. Systémes Dynamiques

Pour tous les SDeP*(ZD) et pour tous Tes aeM ps on calcule
S



35

D
Pr(sP=q):= LL0iS (w)=al] [1.25]
|°]

Nombre de w pour lesquels SD(w)=a dans 1e TDD

L-p+1

Pour avoir une estimation correcte des probabilités par
les fréquences relatives, i1 faut en principe que certaines conditions
sojent satisfaites.

Aussi bien pour le cas statique que pour le cas dynamique,
il faudrait que @ soit "assez grand". Faisant référence & plusieurs
auteurs, [CONA 72| donne la borne inférieure

N
ol » TT (M1 - 1) [1.26]
1:

1

De son c6té, [CRON 63] suggére que cing fois cette borne est
largement suffisant. En réalité, tant que 1'on ne suppose pas une
distribution de probabilité (normale,Poisson, etc ...), il est impossible
de faire une estimation certaine du nombre d'échantillons nécessaires.
Mais puisque nous ne voulons pas nous limiter & une distribution par-
ticuliére, nous supposons que le nombre d'échantillons est choisi
toujours aussi grand que possible, et selon 1'expérience du praticien,
les possibilités d'observation du systéme, la puissance de calcul de

1'ordinateur utilisé, etc .

Pour le cas dynamique i1 faudrait aussi, en toute rigueur,
que le systéme soit stationnaire, érgodique, et que la période At
d'échantillonnage soit fixée par le théoréme de Shannon [LARM 75; ASH 65,
chap.6] .

Comme le dit [CONA 76], les strictes hypothéses mathématiques
que la théorie des probabilités et des processus stochastiques demande,
sont souvent non satisfaites et trés souvent difficilement vérifiables
dans le monde réel. Le choix est alors de ne rien faire (ou trés peu)



36

au nom de la rigueur mathématique,ou bien, d'utiliser quand méme
ces théories formelles avec prudence, tout en sachant que les
résultats obtenus ne seront jamais définitifs, et qu'il n'y a que
la pratique et la confrontation avec la réalité qui pourront les
confirmer.

Enfin, le probléme d'estimation des distributions de
probabilité a été largement étudié [CHOW 68, KU 69, WAGN 75, YOUN 78, MORG &1,
la bibliographie cité par DUBU 80], méme pour le cas spécifique ou
celles-ci sont utilisées pour calculer des entropies [MILL 55,
CRON 63, PFAF 71, YVIN 78].

4.3.2. - Sur le calcul des fréquences relatives dans

Le calcul des fréquences relatives pour estimer les proba-
bilités multidimensionnelles est un probléme simple, mais dont le
nombre d'opérations nécessaires (donc le temps de calcul) croit trés
vite avec le nombre N de variables; de son c6té, la quantité de mémoire
requise augmente aussi trés vite avec le nombre de modalités de chaque
variable. C'est 1e cas en particulier des systémes dynamiques ol le
nombre de modalités d'une variable X? croit exponentiellement avec
1'ordre p du systéme.

Ce calcul des fréquences relatives constitue le point le
plus critique de 1'Analyse Structurale basée sur la théorie de
1'Information; par contre, lorsque on utilise d'autres indices non
issus de 1'entropie les besoins de calcul seront beaucoup moins impor-
tants [STAR 81]. Alors le praticien sera parfois amené & réduire de
nombre de variables considérées et/ou le nombre de modalités qu'elles
prennent. Bien sur, cela ne se fera pas sans perte d'information, mais
on pourrait diminuer cette perte ainsi



37

- on peut regrouper plusieurs variables primaires que 1'on croit
trés 1iées en une seule variable primaire vectorielle. On
prendrait comme ensemble de modalités le produit des ensembles
des modalités des variables regroupées. Si les variables sont
fortement 1iées entre elles, on les aurait de toutes facons
retrouvées réunies dans un méme sous-systéme, lors d'une décom-
position en sous-systémes faiblement couplés.

- on peut regrouper en une seule plusieurs des modalités d'une
variable [DUFO 76]. Cela correspond & une diminution de la
capacité d'observation de 1a variable en question. Dans la mesure
du possible, i1 faut toujours chercher & rendre plus ou moins
équiprobables toutes les modalités de Ta variable [CONA 76]. On
verra que c'est dans le cas équiprobable que 1'on tire le plus
d'information du systéme.

Une fois connues les distributions de probabilité des
variables, on peut calculer facilement leur entropie, qui représente
la quantité d'information qu'une variable contient. Le chapitre
suivant, consacré entiérement a la définition et aux propriétés de
1'entropie et des indices qui en découlent, peut étre considéré comme
relevant du niveau épistémologique 2, celui du systéme générateurs,
puisque aucune autre hypothése ou connaissance sur le systéme ne
sera nécessaire.

o RO TR B



CHAPITRE II

THEORIE DE L'INFORMATION ET ANALYSE DES SYSTEMES .

GENERALISATION AUX SEMI-VALUATIONES ET SEMI-MODULATIONS
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[ - INTRODUCTION

La Théorie de 1'Information (TI) est née en 1948 avec
les travaux de Claude E.SHANNON [1948], et de Norbert WIENER. C'était
une réponse puissante d un probléme trés concrét: comment mesurer
1'information et en assurer la transmission entre deux points - un
émetteur et un récepteur - & travers un canal soumis au bruit
(pour une présentation plus moderne et structurée de la TI classique
voir [ASH 65] ). Cette théorie eut un développement rapide et fécond
[SLEP 74], et aujourd'hui on pourrait distinguer trois axes principaux
de recherche :

- Communication : étudie les problémes de transmission, codage, radar,

bruits, codes secrets, ... . (pour un bon résumé et
bibliographie voir [WYNE 81] ).

- Mathématique : étude abstraite de 1a notion d'information, et des
____________ généralisations de plus en plus sophistiquées aux
différents types d'espaces mathématiques. On remarque
en particulier les travaux de J.KAMPE DE FERRIET et
de B.FORTE (pmour un traitement complet et une large
bibliographie voir [GUIA 77]; voir aussi [LOSF 74;

CNRS 77; SALL 79] pour une bibliographie francaise).

- Analyse de systémes : étudie les échanges d'information entre Tes
""""""""""""""" différentes parties d'un systéme. C'est dans cette
optique que nous présentons quelques résultats

dans ce chapitre.

La bibliographie dans les deux premiers aspects mentionnés
est trés abondante, surtout pour 1'aspect communication. Par contre
dans le domaine de 1'Analyse Informationnelle des systémes, on pourrait
dire qu'elle est plutdt rare, en particulier dans les derniéres
années. C'est pourquoi, en plus des références citées dans le texte,

il nous semble intéressant de mentionner ici une série d'articles
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présentant Ta Théorie de 1'Information comme une forme de réflexion
et une logique qui permet de regarder les systémes d'un point de
vue trés enrichissant. A ce propos W.R.ASHBY disait " ... il existe
un besoin trés urgent de méthodes qui nous donnent ce que nous
pouvons vraiment prendre, ce dont nous avons réellement besoin et
non pas ce que nous croyons en vouloir. Trouver et développer de
telles méthodes c'est le véritable probléme de la cybernétique
d'aujourd'hui. Une de ces méthodes est constituée par 1'étude des
systémes sous leurs aspects informationnels ... " [ASHB 65] .

R.C. CONANT ajoute a son tour "... méme lorsque les calculs
deviennent impossibles, 1'interprétation informelle des équations
informationnelles fournit des renseignements précieux sur le compor-
tement des systémes ... " [CONA 76].

Concue originalement pour 1'étude de 1'information entre
deux variables, message émis et message recu, W.J. MCGILL et W.R. GARNER
font la généralisation de la TI & N variables [MCGI 54; GARN 56];
W.R.ASHBY étudie des lois de transmission et d'évolution de 1'in-
formation dans les systémes complexes [ASHB 56,65,69]; W.R.ASHBY,
R.C. CONANT, H.L.WEIDEMANN, B.PORTER, W.J.M. KICKERTet al, étudient
les relations trés importantes qui existent entre, d'un coté 1la
transmission et la "disponibilité" de 1'information, et de 1'autre
la capacité de régulation et de contrdle d'un systéme [ASHB 58;
CONA 69; WEID 69; PORT 76; KICK 78] ; R.C. CONANT et W.J.M. KICKERT font,
a 1'aide de 1a TI, un rapprochement entre la régulation et la modélisation
d'un systéme [CONA 70; KICK 78] ; D.D. KOUVATSOS étudie 1'aide qui
peut fournir la TI & la conception d'un systéme multicritére [KOUV 76]
R.C. CONANT définit les différents traitements d'information dans un
systéme général : i1 distingue les tdches de sélection de 1'information
significative, de blocage de celle qui ne 1'est pas, de transmission
interne de 1'information de coordination,et de transmission vers
1'extérieur des informations créées ou relayées par le systeme. I1
montre que ces tdches sont concurrentes, c'est-a-dire qu'une augmentation
de la performance d'une d'entre elles entraine la diminution proportion-

nelle des autres. Cela a d'importantes conséquences sur les performances
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qu'un systéme peut atteindre sur les dbjectifs voulus lorsqu'il

doit évoluer dans différents types d'environnements [CONA 76].
Enfin, signalons que nombre de ces chercheurs critiquent ouvertement
la communauté d'automaticiens, qu'ils appellent “classiques", pour
avoir oublié ou sous-estimé 1'approche informationnelle des systémes
[WEID 69, ASHB 73, PORT 76, KICK 78, ... ].

IT y a plusieurs raisons qui font que la Tl se préte
si bien & 1'analyse de systémes de tous types, tout particuliérement
lorsque 1'on posséde peu de connaissances & priori :

- les seules hypothéses requises sont :

. Nombre d'échantillons suffisant pour une estimation
correcte des probabilités (ce qui impose un temps d'observation
suffisamment long pour les systémes dynamiques).

. pour les systémes dynamiques : stationnarité et ergodicité,
ainsi qu'une période d'échantillonnage appropriée [LARM 75].

- la TI s'applique & tout type de variable (numériques, semi-numériques,
qualitatives, logiques, ... ) puisque elle est indépendante des
valeurs mémes des variables, et prend en compte seulement la

partition de 1'espace d'échantillonnage @ & laquelle chaque variable
donne lieu.

- les indices de 1a TI sont trés sensibles a n'importe quel type
de relation entre les variables (1inéaire, non linéaire, logique ,...)
ce qui n'est pas le cas pour tous les indices issus de la statistique
[BLAC 68] .

- les équations de la TI ont toutes une interprétation intuitive
trés naturelle, que nous essayerons de mettre en valeur. D'ailleurs,
dans la plupart des cas, il est possible de les interpréter graphi-
quement.

- Enfin, on serait méme tenté de dire qu'il est possible de "prendre
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quelques libertés" avec les hypothéses d'ergodicité, stationnarité
et nombre d'échantillons [CONA 76]. On peut trouver quelques
exemples d'application des méthodes informationnelles a des systémes
qui ne vérifient nullement les hypothéses mentionnées, et pour
lesquels les résultats obtenus ont été trés encourageants,d'autant
plus que d'autres méthodes classiques n'avaient presque rien donné
[CONA 73; STEI 74; RINK 75].

Néanmoins, ce chapitre ne se limite pas & 1'étude de 1a
théorie de 1'Information. En faisant appel au formalisme des semi-
valuations proposé par Zohir ABID [1979], nous essayonsde faire la
présentation des résultats de fagon & faciliter sa généralisation
immédiate & des domaines autres que la Théorie de 1'Information. Nous
utilisons aussi un autre concept, celui de semi-modulation,qui nous
permet de caractériser quelques propriétés peu connues de 1'entropie.

Cette approche en termes de semi-valuations et semi-
modulations requiert un soin particulier au niveau des hypothéses
utilisées dans chaque démonstration. Nous distinguons ainsi 4 groupes
d'hypothéses

- SV ! semi-valuation
- SYM : semi-valuation monotone
- SMP : semi-modulation posiftive

- SMPM : semi-modulation positive monotone

avec lesquelles nous "étiquetons” chaque proposition.

Cependant, ce soin permanent des hypothéses utilisées,
ainsi que notre souci de donner toujours une interprétation intuitive
a chacun des résultats, ne va pas sans alourdir un peu la rédaction
du chapitre. Nous espérons que cela sera justifié par les généralisations
qu'on pourra faire ultérieurement.



2 - DEFINITION ET PROPRIETES DE L'ENTROPIE

2.1 — UNE MESURE INTUITIVE DE L'INCERTITUDE ET/OU DE L'INFORMATION

Soit X une variable aléatoire discréte qui prend les
modalités ags a2, 335-.+5 85 AVeC les probabilités Pys Pps--e P
respectivement. Quelle est notre <necertitude d priori vis & vis

e st o o = - - - 00 o o b e = o e e o o = S e A e - - . -

toutes les modalités sont équiprobables, c'est-a-dire, P; = 1/n pour
i=1,2,...,n.

Lorsque la réponse a une question binaire sera OUI on
aura réduit l1e nombre d'alternatives de n & K, pour un certain K entre
1 et n. Si par contre la réponse est NON, le nombre d'alternatives se
réduira de n & (n-K). Ainsi, la probabilité d'avoir un OUI est K/n,
et celle d'avoir un NON est (n-K)/n. Alors, le nombre moyen d'alternatives
qu'on aura une fois la réponse connue sera :

KK/ + (n-K) = (n-K)/n = KZ/n + (n-K)2/n.

Si 1'on minimise cette expression par rapport a K, on
trouve que le minimum est atteint pour K = n/2. Ainsi, ce qu'on peut
faire de mieux, en moyenne, c'est poser des questions binaires qui
réduisent le nombre d'alternatives de moitié. Appelons-les questions
optimales.

Si 1'on pose successivement h questions optimales, on
. . h
réduit le nombre d'alternatives a n/2 .
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On aura trouvé la valeur de X lorsqu'il ne reste qu'une

h

Ainsi, déterminer une parmi n modalités équiprobables requiert

seule alternative, c'est-a-dire lorsque n/2" = 1, donc pour h = 1ogzn.

en moyenne un minimum de 1092 n questions optimales.

Supposons maintenant que les modalités a;, a , a

R N
se produisent avec les probabilités Dys Pos oees P respectivement,

-~ 3 n » .
ou Vi : Pi 2 Oets p; = 1. Quelle est 1a situation dans ce cas ? .
i=1
Le nombre minimal de questions nécessaires pour déterminer une modalité

de probabiliteé Ps doit étre le méme que s'il s'agissait d'en déterminer
une parmi 1/p1 modalités équiprobables, c'est-a-dire 1092 l/pi. Cela
pour la i-éme modalité, qui ne se produit que avec une probabilité P, -
En général donc, le nombre minimal moyen de questions optimales
nécessaires est la somme des nombres de questions requises dans chaque
cas, pondérés par leurs probabilités respectives, c'est-a-dire

n

n
Incertitude (pl,pz,...,pn):= 2551 p.-log,1/p; = -f%;l p, 109, P,

Regardons maintenant la situation d'un autre point de
vue. Supposons que nous pouvons observer directement 1a variable X
et 1a modalité qu'elle prend Tors de ses réalisations. Combien
d'information 4 postériori nous fournit la variable X ?. On dira que

U e D

d 1'incertitude qu'on avait a priori vis & vis de X. C'est-a-dire

n
Information (pl,pz,..., pn):: -fz:% 91'1092 Py
. i=

Ainsi, 1'Incertitude et 1'Information ne sont que deux
interprétations (1'une & priori, 1'autre & postériori) d'un méme
concept qu'on appellera 1'Entropie (pour une déduction formelle de
1'entropie voir [ASH 65, chap.I] ).



45

2.2 - DEFINITION FORMELLE DE L'ENTROPIE

Du fait que chaque variable définie sur @ donne lieu &
une partition de @, 1'Entropie peut étre définie de deux maniéres
équivalentes :

. comme une fonction qui s'applique aux variables définies sur ,
(en particulier aux variables vectorielles de P(x))

. comme une fonction qui s'applique aux partitions de q.

a) Entropie d'une variable

Soit X : Q —> MX une variable quelconaue définie sur Q.
On définit 1'Entropie de X :

H(X) := = 2 Pr (X=a).log, Pr (X=a) bits [11.1]
aeMX

o Pr (X=a)i= Pr (X" (a)) = Pr ((wiX(w) = @} ).

Lo

En particulier pour 1'ensemble P (T) des variables vectorielles
dont les composantes sont des éléments de %,[II.1] donne Tieu a une
fonction :

H:?P () ——R [11.2]

S+ S H(S)i= - ), Pr (S=a).Tog, Pr (S=a)
aeMS
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(par définition, o-1ogzo==0-Ce1a provient du fait que 11’m+ p.log p=0).
p>0
L'entropie est mesuré en bits. Un bit correspond &
1'entropie d'une variable qui prendrait 2 modalités, chacune avec
la probabilité 1/2.

b) Entropie d'une partition de Q

On peut remarquer que 1'entropie d'une variable X ne
dépend pas exp11c1tement des modalités qu'elle prend, mais seulement
des probab111tes avec lesquelles cela est fait; autrement dit, du
nombre de w ¢ Q pour lesquels X(w) = o, et ceci pour chaque a € MX'
Cela est justement la partition PX de 9.

Plus généralement donc, on peut considérer Q@ muni d'une
mesure de probabilité Pr (cf.chap.I.9). L'Entropie est définie comme
la fonction

Hep (0) —> R | [11.3]

S
R o= {R)sRys..ny R} »———>H(R):=-1z=1 Pr (R.).Tog, Pr (R.).

Que 1'on regarde H comme une fonction qui s'applique a
une variable X ou @ la partition associée PX est tout a fait équivalent.
En effet, soit X : @ —> MX une variable quelconque, et sa
partition P t={{w:X(w)=%} :ae MX}\iﬂ} . Alors

'-%zz Pr({w:X(w a}).1ogZPr({m:X( Y=al})= j{: Pr (X=a). 1092Pr(X =g )=:H(X)
aeMX aeM

REMARQUE : Au chapitre 1,§4.2.4 ona défini deux variables équivalentes
comme celles qui donnent lieu a 1a méme partition de Q.
On constate immédiatement que deux variables équivalentes

ont la méme entropie.
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Quelques conventions de notation :

- Si X, Y, Z sont des variables, i1 est indifférent d'écrire
H(X) ou H({X}),
H(X,Y,Z) ou H({X,Y,Z}) ou H({X} u {Y} u {Z}), ...

- Si A est un ensemble de variables et X est une variable, on écrira
H (A,X) au lieu de H (A u {X}).

.~ Désormais, log”est sous-entendu Togarithme en base 2. Pour
les logarithmes naturels on utilise'In?

2.3 - QUELQUES PROPRIETES DE L'ENTROPIE

Proposition 1.1
Quelle que soit la variable X, H(X) > 0. De plus,
H(X) = 0<=> X est une fonction constante.

G
Interprétation : 1'information qu'une variable fournit est toujours

non négative. Les seules variables qui ne fournissent
aucune information sont les variables constantes
(elles prennent toujours la méme modalité ! ).

Démonstration :

TmETREEETESESE

La premiére affirmation découle directement du fait
que ¥ p ¢ [0,1]: -p.Tog p > 0.
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Pour la seconde affirmation, H(X)=0 ss1chacun des

termes de la somme =% Pr (X=a).log Pr (X=a) est nul, ce qui
aeM
X

n'arrive que pour Pr (X=a) = 0 ou Pr (X=a) = 1, c'est-a-dire lorsque
toutes les probabilités sont nulles, sauf une qui est &gale a 1;
cela veut dire que X prend toujours la méme modalité (F.D.)

Lemme 1.1 . Soient Pys Pos -ov 5P, et dq» Qs oo 9, deux

suites de n nombres telles que

>0 pour i =1,2,...,n, et

n n
alors - Z:l p;-10g py £ - 2 , p,.l0g g, avec égalité ssi ¥i : P,
1= I=

Démonstration :

Soit I = { i : p; > 0 }. Alors, ¥ i eI : q; > 0.

On sait par ailleurs que 1n X ¢ X-1, quelque soit X > 0,
avec égalité seulement pour x=1 (Fig.11.1).
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Figure I1.1
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D'autre part, - 2_ pi.log p; = - :E: P..Tog q.
¢l ifl ! !
trivialement, puisque aussi bien le membre de gauche que le membre
de droite sont égaux a 0. Alors

n
—2_ p,.log p1-=-z p;-Tog p, - Zpi.log p; € -1 p,.109 q, -
i=1 i¢l !

iel iel
T r
- p..log q. = - p..log q.,
il ! ! i=1 ' !
avec égalité seulement si Py =4, (F.D.)
Proposition [1.2
Soit X une variable qui prend les modalités ays 35, -evs AN,
avec les probabilités Pys Pps ven s pn. Alors
n
H(X) := —ji: p1.1og p; € log n, avec égalité ssi Vi p; = 1/n

i=1

Interprétation : 1'entropie (1'information recue, 1'incertitude)

d'une variable est maximale lorsque toutes ses
modalités sont équiprobables.

Démonstration

On applique le Temme II.1 avec q; = 1/ ¢

n n " n

1 1

H(X) = - 221 p;-log p. < - z:a p;-log = = Tog =3 1pi = log n.
1= 1= 7=

(F.D.)
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Soient A et B deux ensembles de variables (vus comme
des variables vectorielles). Alors

H (AuB) < H(A) + H(B)

avec égalité si et seulement si A et B sont des ensembles statistiquement

indépendants de variables.

Interprétation

Démonstration :

: 1'information qu'apporte l1a réunion de plusieurs

groupes de variables est inférieure ou égale a

la somme des informations apportées par chacun
d'eux. On peut expliquer ceci par le fait qu'un
groupe de variables peut contenir un peu d'infor-
mation sur les autres (par exemple, connaissant
1'"4ge" d'un jeune enfant on a déja une idée sur
sa "taille"). Ainsi, dans H{A) + H(B) on compte
deux fois cette partie commune d'information.

Et c'est seulement lorsque ces groupes de variables
sont tout a fait indépendants qu'ils n'apportent
aucune information répétée (la connaissance de
"1'age" d'un jeune enfant ne nous permet pas de
tirer des renseignements sur son "état de santé",
par exemple).

On sait que :

Pr (A=qa) = E Pe (A=u,B=B),et Pr (B=p) = ZI:W Pr (A=a,B=8).
ae A

BeMB
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- jz: Pr(A=a).l0og Pr(A=a)
aeNA

Alors H(A):

-3 (T Pr(A=a,B=8)).10g Pr(A=a)
aeMA BeMB

- LZEZ:::; Pr (A=a,B=8).10g Py (A=a).

{ots )eMAXMB

H(B):= - 2 Pr(B=8).log Py (B=8)
BeMB

=3 (2. Pe(A=a,B=8)).10g Pr(B=p)

BeMB uEMA
- 2 Pr (A=a,B=g)-10g Pr (B=8)
eM XM
Donc, H(A) + H(B) = 2_-—__.— Pr (A=a,B=B).(10g Pp(A=a) + log Pr(B=8))
cM XM
= ZA Pr (A=0,B=B): 109 Py (A=a)- Pe (B=R)
EM XM

D'autre part, H(AuB):=-Z: Pr (A=a,B=B).109 Pr(A=a,B=8) ,

(a,B)eMAXMB

On peut remarquer que ¥(a,8)eMyXMg:Pr(A=a,B=8)> 0, et Pr (A=a).Pr(B=8)> 0.

Aussi,si Pr(A=a).Pr(B=g)=0 alors Pr(A=a)=0 ou Pg(B=g)=0, ce qui implique

que Pe(A=a,B=g)=0. Finalement,
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> Pe(R=a B=p)=1 ;

(Q,p)eMAXMB
ST PelAea)- Ve (B2p) = I Pr (A=) 3 Pe(B=p)dxta ]
(Q,ﬂ)eMA*MB o E MR ‘BE MB

Ainsi, nous avons les conditions du Lemme II.1, donc

H(AuB) =- Pr (A=a.,B=8).10g Pp (A=c,B=8)
(u,B)eMAXMB

< - Z_; Pr (A=a.,B=g).10g Pp(A=a)-Pr (B=8) = H(A)+H(B)
(a,B)eM XM

ATB
avec égalité si et seulement si V(a,s)eMAXMB:Pr(A=a,B=B)=P»(A=a).Pr(B=B),

c'est-a-dire, si A et B sont deux ensembles indépendants de variables.

(F.D.)

La proposition II.3 peut étre étendue a K ensembles de
variables :

H(AJuR u....uA ) S H(A]) + H(A)) + ... + H(A) [11.4]

avec égalité ssi Al’AZ"“’AK sont K ensembles indépendants de variables.

U....uA +

En effet, H(Alquu....uA 1

) < H(A Yy + H(A,)) < H(A,uA_u....uA
K )

K K-1 172 K-Z)

+ H(A ) + HADS . € HADMH(A,) + ... + H(A).

K-1
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Lemme 11.2 . ¥a, be R, 000 s a,bsgletO0gcat+thgsl,ona:

- (a+b).log (a+b) ¢ - a.loga - b. log b

Démonstration :

Sia=>b=o0, 1'affirmation est immédiate. Si a = o0 et
b>o0,0usia>oetb=o0, il en est de méme.

IT reste seulement & montrer le cas o0 a > o et b > o.
Pour cela i1 nous faut un changement de notation, afin de transformer
les sommes en produits. Soit

©:= a+b p:= 2 q:= __t.)._

a+b a+b
Ainsi, a = p-6, b = gq-6 , p+q=1 et p,q,0 sont positifs.

On peut réécrire 1'inégalité a montrer ainsi :

- 0.1o0g 6 ¢ - p-6.1log p-© - q-0. log -0

> -0.logo<-po.logp-po.logo -qg-0.log q-g-o.log©
(= -0.1o0g © 506 (-p.1og p-g.10g q) - (p+q).0.1l0g ©
& 05 0.(- p.log p-q.l0g9 q)

Cette derniére inégalité est vraie car d'un c6té o > 0,
et de 1'autre le terme entre parenthéses est non négatif puisqu'il
correspond & 1'entropie d'une variable qui prend deux modalités
avec les probabilités p et g. Cela rend vraie également 1'inégalité
initiale que 1'on voulait démontrer.

(F.D.)
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=

Le Temme II.2 peut étre généralisé par récurrence & :

¥ A5 Ay -ens B ou 0 g a; ¢ 1 pour i=1, K, et 0<§:1a <1
K K
- QO a;)-log (}: < -5 a; log a, [11.5]
i=1 i=1

Proposition 1.4

Soient Q = { Ql’QZ""’Q%} et R = { Rl’RZ""’Rr }

deux éléments de P () :

Si Q € R alors H(Q) 3 H(R)

Démonstration :

Comme nous 1'avons remarqué au chapitre I, § 4.2.3., le fait
que Q < R implique que chaque classe de Q est contenue dans une classe
de R; aussi, chaque classe de R est justement 1'union des classes de Q
qu'elle contient. Nous avons alors

H(R):= - rZ Pr(R).Tog Pr(R;)
-1

= - 5 Pr (U Qu ).1og Pn (U Qu. ), et du fait que les Qa sont
=1 O Qa§R1 aiQdERi disjoints,

= : Pr ) 10g E Pr
=1 QuER; o CR
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Pour chaque i, les Pr(Qa) ol QaERi vérifient les conditions
d . .2. généralisé, c'est-a-di > =
u Lemme II.2. généralisé, c'est-a-dire Pr(Qa) >0et0x e Pr(Qa)
Pr(Ri)si,donc *Ra

r r
€2 | - Z Pr (0 ).Tog Pr(Q )] = - P (Q ).10g Pe(Q )
i=1 a:Q cR, ¢ e =1 a:Q R,  © o
a= 1 a= 1
q
= -3 Pr(Q).T09 Pr(Q;) =: H(Q) (F.D.)
j=1
Proposition 1.5

L'entropie vérifie les deux propriétés suivantes de monotonicité :

(:) Si X:Q— MX et Y:0 — MY sont deux variables définies

sur Q, alors

X plus fine que Y => H(X) 3 H(Y)

(:) Si A,B e P (z), alors
AcB=> H(A)E H(B).
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Interprétation : On avait remarqué au chapitre 1,§ 4.2.4., que

si X était plus fine que Y, alors il existait
une fonction f:MX-—b MY telle que Y=f(X). En
d'autres termes, connaissant X il est alors
possible de connaitre Y. I1 est donc normal que
X apporte au moins autant d'information que Y.
Quant a 1'affirmation (2) , i1 est évident que
1'information et/ou 1'incertitude doit augmenter
lorsque 1'ensemble de variables devient plus grand.

Démonstration :

@ X plus fine que Y (& PX K3 PY

A]ofs, d'aprés la proposition II.4
H(X) = H(Py) » H(Py) = H(Y).

(:) D'aprés la proposition 1.3 :
AcB = PA > PB’ et d'aprés la proposition II.4 :

H(A) = H(P,) < H(Pg) = H(B) (F.D.)

On a présenté dans ce paragraphe 1'entropie comme une mesure
de 1'information contenue dans (ou de 1'incertitude vis a vis de) un
ensemble de variables. On a aussi montré un certain nombre de ses pro-
priétés dont 1'interprétation intuitive est trés claire. Deux de ces

propriétés vont nous intéresser spécialement :

g

a) ¥A,BeP (r)  H(AuB) ¢ H(A) + H(B)  (sous-additivite)

B) Pour A,B e P (z) : A cB= H(A) s H(B) (monotonicite).

Les propriétés o et g ne sont pas exclusives & 1'entropie:
il y a bien d'autres fonctions définies sur P (z) qui les vérifient
aussi. Ce sera le sujet du paragraphe suivant.
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5 = SEMI-VALUATIONS, TRANSINFORMATION ET INTERVALUATION

Nous allons introduire dans ce paragraphe le concept de
semi-valuation, dont Zohir ABID [1979] a montré dans sa thése 1'impor-
tance pour 1'Analyse Structurale, puisqu'il permet d'harmoniser sous
un méme formalisme des approches a premiére vue différentes (Analyse
par 1'Entropie, 1'Inertie, les Indices de ressemblance, ....). Désormais
donc, nous continuerons notre discussion dans le cadre des semi-valuations,
mais par un souci de clarté (au lecteur de juger ! ), les interprétations
seront toujours faites en termes de la théorie de 1'Information.

De plus, et cela dans le but de faciliter ces généralisations,
nous accorderons une attention trés spéciale aux hypothéses requises
dans la démonstration de chaque proposition. Cela nous conduit &
"étiqueter" chaque proposition avec 1'un des sigles

- SV : proposition valable pour toute semi-valuation

- SVM : " " " "  semi-valuation Monotone

- SMP : " " " " semi-modulation Positive

- SMPM: o L " " semi-modulation Positive Monotone

Les deux derniers concepts, SMP et SMPM, ne seront introduits
qu'au paragraphe 7. Si une proposition n'a pas d'étiquette, ce sera parce
qu'elle concerne seulement 1'entropie.

3.1 - DEFINITION DES SEMI-VALUATIONS

Une fonction

H:P () > R
Syr———————> H(S)
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est appelée Semi-Valuation (SV) si elle vérifie
¥V A,B e P (z) : H(AuB) < H(A) + H(B) [11.6]

On dira qu'il s'agit d'une Semi-Valuation Monotone (SVM)
si, de plus :

VA, BeP () : AcB = H(A) < H(B) [11.7]

REMARQUE : La propriété [I1.6] neut en fait &tre étendue immédiatement
par récurrence a :

¥ A, LA Ay e P(z):H(AluA u...uA [11.8]

5 < H(A1)+H(A2)+...+H(A

[has J "

Proposition 1.6 (SV)

Quelle que soit A e P (z) : HA) 2 0

Démonstration :

T
—
>
—
il
=
—~
p
<
=g
~—
A
T
—
=
~—
+
T
—~
p
~—

= 2-H(A)

= H(A) >0 (F.D.)
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3.2 - TRANSINFORMATION ET INTERVALUATION

3.2.1. - Cas H=Entropie : les transinformations

— e T e 22 e T e ot 55 T e S e I e S e S 352 e S e S o S i S e T e S e I e

L'inégalité H(AuB) < H(A) + H(B) avait été interprétée par
le fait que dans H(A) + H(B) on compte deux fois une partie d'information
qui se trouve aussi bien en A qu'en B, et qu'on suppose donc comme ayant
été transmise. Pour mesurer cette transmission d'information, on
définit :

- Transinformation Interne :

I:P (1) —> R [11.9]
S ————> I(S):= 2 H(X) - H(S)
XeS

qui indique la quantité d'information qui est transmise dans un
groupe de variables ,

- Transinformation Externe :

I:P (P(z)) ——> R [11.10]
- r r
R={R ,Rys. .o sR P> T(R) =iz=1 H(R;) - H (l1g=1 R:)

qui indique Ta quantité d'information qui est transmise entre plusieurs
groupes de variables.

3.2.2. - Cas H=Semi-Valuation quelconque : les Intervaluations

e 2 e s T S e T e e T e I e B e T e T2 e 2% e S e 2 e S e I e 5 e T e I e S e S e T e B e S e I e I

Lorsqu'on applique les définitions [I1.9] et [II.10] a
des semi-valuations H autres que 1'entropie, on appelle 1 1'ntervaluation

L
Interne et 1 1'Imtervaluation Externe .
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Conventions de notation :

-~

L'argument de I est un ensemble de sous-ensembles de

-~

variables. Toutefois, si cela ne préte pas a confusion, on peut

faire quelques simplifications de notation :

Si Xi’Xj’Xi X s...X, €I, et A, AI’AZ""’AK eP (r), on écrit :

1 2 %

L ad

. L o d
I(Xi:Xj) au lieu de I({{Xi}’{xj}})’

(X; :Xi te..:X. ) au leu de‘f({{xi
1 " ¥ 1 2

. >
‘AK) au lieu de I({Al,AZ,...,AK}).
Par ailleurs,

1(9):=0; T(A:9)=05 1(X;3) = 05°T(A) = 0.

REMARQUE : D'aprés leurs définitions, i1 est évident que

- .
T(A ihyeees A et 1({x11,x12,...,xiK})

ne dépendent pas de 1'ordre des arguments.

},{X_i },...

> X,

Tk

1),
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4 - PROPRIETES DES INTERVALUATIONS

Une bonne partie des propriétés que nous allons présenter
dans ce paragraphe ont été étudiées par W.R. ASHBY [1965,1969] mais
seulement pour H=Entropie. Ce qui est peut-étre plus nouveau c'est
que, en suivant 1'approche proposée par Z.ABID [1979], elles seront
démontrées pour des conditions plus générales.

Proposition 1.7 (SV)

Si Yl’YZ""’YK sont K variables différentes :

(@  vAe P(x) : I(A) 30

De plus, pour H=Entropie, 1'égalité a 0 dans (:) se
produit ssi Rl’RZ""Rr sont r ensembles indépendants de variables;
et dans (:) ssi toutes les variables de A sont indépendantes.
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Démonstration :

Ces deux affirmations sont une conséquence directe de
[11.8]

H(Alquu...uAr) < H(Al) + H(A2) R H(Ar)‘
Par ailleurs, la proposition II.3 généralisée montre que pour
H=Entropie, cette inégalité devient une égalité seulement lorsque

Al""’Ar sont indépendantes. :
(F.D.)

Pour H=Entropie, cette propriété des transinformations
de s'annuler seulement lorsque les variables sont tout a fait indépen-
dantes est trés importante. Elle implique que dans tous les autres cas,
et quel que soit le type de relation entre les variables, le trans-
information indiquera une valeur positive. Cela constitue un avantage
certain vis a vis d'autres indices de relation entre variables. Par
exemple si on considére X et Y les variables échantillonnées de sint et

[sint] , respectivement, entre 0 et 2,

.
N 2er] - - .
%

T X l' N t

Figure 11.2 - Deux fonctions dont le coefficient de
corrélation est O.
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le coefficient de corrélation o (X,Y) = 0 (i1 est + 1 entre 0 et 7,
et -1 entre I et 2m). Mais i1 est évident que X et Y sont trés liées.
On peut montrer que

HX) = H(Y) + 1 5 H(X,Y) = H(X)

Dans la premiére égalité, le "+1" représente justement
1'information apportée par la connaissance du signe de X(qui peut &tre
+ ou - avec la méme probabilité); le fait que 1'information fournie
par X et Y soit égale a celle fournie par X tout seul, s'explique parce
que connaissant la valeur de X on connait implicitement la valeur de Y
(i1 suffit de le rendre positif s'il ne 1'est pas). Ainsi,

T(X:¥) = H(X) + H(Y) - H(X,Y) = H(Y) > O

qui exprime bien la liaison qu'on ressent intuitivement entre X et Y.

Proposition 1.9 (SV)

S0it R = {Ry,Rys---sR e P(P(2)) :

(DQuel que soit R ={R11’Riz""’Rip} ¢ {R{sRys...sR 3 =R on a

TRYT(R, R R. ) < T(R,:R R) = f(R)
= . . L I{R;:Rateaes =
i, b 1772

@si T(r) = T(R[:Ry1...:R ) = 0, alors

VR.,R. e R : T(R.:R.) =0
iRy € : ('i'j)_'
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Interprétation : en termes d'information, 1'affirmation (:)

dit (toutes proportions gardées) que si dans une
réunion de r personnes, quelques unes sortent,
1'échange d'information ne peut que diminuer.
L'affirmation (:) dit que si dans une réunion de
r personnes il n'y a pas d'échange d'information,
alors, il n'y en aura pas non plus entre deux
personnes quelconques du groupe. Mais ce qui

est peut étre curieux, c'est que la réciproque
de (} n'est pas toujours vraie. Au § 9.3 on
montrera un systéme constitué par 4 variables
qui n'échangent aucune information 1'une avec
1'autre, et cependant 1'échange global entre

les 4 variables est loin d'étre nul.

Démonstration :

et

= R\R'. Ainsi R = R' u R" et R'aR" =

w
o
-
ct
=
I

w
(@)
—te
+
(<
"

{i:Ri e R'} et J,,:= {i:Ri e R"}

R

Alors JR. uld = { 1,2,.-,r } o, JRIn JRn =0

Rll

Avec cette notation, on a :

n r
TR):= > H(Ry) - H(U R,)
i=1 1:1
r
=Z H(R;) +Z HR;) = H (U R.)
1€JR| iEJR" i:l

- [:E: H(RS) - H(U R:) ] + [ z H(R:) - H(U R.) ]'+

: . . i
1eJR. 1eJR. 1eJR" ; 1sJR"
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[ HU  R) +HU  R) -H((U  R)u (U R)) ]

. 1 .
Rl 1€JR|| 1€\JR|

= TR) +T (R +TWw Ry :U R
iEJR' iEJRII

> I(R")

(:) Par la partie (:) qu'on vient de montrer, on sait déja
que 0= I(R) (R :R, ) Par ailleurs, la prop051t1on I1.8
dit que T est tougours non négative, donc I(R RJ) = 0.

(F.D.)

Proposition [1.10 (SV)

Soit AeP (F) :

() quelque soit A' c A, on a I (A') < I (A)

@) si I(A) =0 alors ¥ Xi>X; € Ay 143, on a

({x Xs1) = (x X;) =

Interprétation : Similaire & la proposition I1.9, celle-ci dit

SESSEESSTESTST 0 que 1'information échangée 3 1'intérieur d'un
ensemble de variables diminue si 1'on réduit
1'ensemble. Dans ce cas non plus, la réciprogue
de (:) n'est pas vraie pour H=Entropie.
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Démonstration :

() Soit A" = ANA'. Minsi A= A" uA", A" n A" =g

I(A) := 2 H(X) - H(A)

Xel
=Y HX) D H(X) - H(A' u A")
XeA' XeA"

STOH() - HA'Y + 2o H(X) - H(A") + H(A')+H(A™) - H(A'uA")
XeA' XeA"

I(A') + I(A") + I(A':A")

I[(A")

N\

@ Par la partie @ qu'on vient de montrer

0 i(A) ({X X }), et puisque I >0 touaours,

i

alors I({X X }) (X X, )

(F.D.)
Proposition 11.11 (SVM)
(D soit R={RsRys-+-5R } ¢ P(P(E)). On a
> L d r
I(R) = I(Ry: R :...:R) <Y H(R,) - max {H(R;)} < (r-1).max {H(R.)}
2 r -i=1 1 J J J J
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en particulier T(A:B) ¢ Min (H(A),H(B)} ¢ H(AuB)

I(A)

@ soitAcP(z). 0na

2 H(X) - max (H(X)} < (JAI-1).Max {H(X))
XeA XeA XeA

en particulier T(X:Y) = I({X,Y}) < Min {H(X), H(Y)} < H(X,Y)

que

Interprétation : pour deux arguments elle est trés claire : 1la

quantité d'information échangée entre deux
variables A et B ne peut pas dépasser la quantité
d'information qu'on trouve dans A ou dans B.

Démonstration :

C) H(Rl) - H(R,uR u...uRr) < 0 puisque ngRl

uRzu...uRr

= H(R)) + H(Ry) - H(RURU...UR ) < H(Ry)

= H(Rl) + H(RZ) + H(R3) - H(RluRzu...uRr) < H(RZ) + H(RB)
= T(R):= H(RY)HH(Ry)+. o vvane (R )-H(R URU. . .UR ) <
r r
$ L H(Ry) = 22 H(Ry) - H(Ry)
i=2 i=1

Puisque I(R) ne dépend pas de 1'ordre des Ri’ on peut dire

I(R) ¢« ) - H(Rj) quelque soit j, 1< j < ,

. H(R,
i=1

o r
. 1
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- r
alors I(R) €2 H(Ri - max{H(R, )} <Z (max{H(R ) - max{H(R )Y =
i=1 J i=l1 j

= (r-1).max {H(R.)}.
j J

alors en particulier
T(A:B) < H(A) + H(B) - max {H(A),H(B)} = min {H(A),H(B)} < H(AuB).

La démonstration de 1'affirmation (:) est tout & fait analogue
a celle-ci. (F.D.)

Proposition [1.12 (SV)

(:) Soient Rl’RZ""Rr e P(z), alors

. K r
> &> ->
I(RI'RZ"':Rr) = I(Rl'RZ ..... RK) + I(? 1R ? K+1R.) + I(RK+1 ..... Rr)

quelque soit K=2,3,...,r-2 ;
“ -

= I(R1 RZuR u...uR ) + I( o R3 ..... Rr)

= I(RI:RZ:"':Rr—l) + I(R1UR2u"'URF-1:Rr)

(:) Soient R R7 sR e.? (z), alors
I(Ry:Rgi.. iR, ) = I(R1 RZ) + I(R 1URy: 3) + I(R 1URqUR: R4) .+

“
+ I(R uRZu....uRr_ler)
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(:) Sofent A,A' ¢ P(z), A'c A. Soit A":=ANA'. Alors

I(A) = T(A') + T(A':A") + I(A")

Démonstration :

(:) Pour les 2 égalités, il suffit de développer le membre
de droite et faire les annulations des termes de signes
opposés. Par exemple pour la premiére :

— K r -
I(R,:R,:...:R,) + I(U R. U R.) + I(R ....:R
177 K 1 1 Facker | K+l K+2
="ZH(R) H(UR)+H(UK )+ \HU\&\ H U?\ \+Z_“(R )= H(O.R; 3
LKt L= KA
K r r éé: r -
=T H(R,) H(R.) - H(U R,) = H(R.) - H(U R,) =:I(Ry:...: R )
=1 7 Tk i=1 S j=1 | ! r
(:) Cette affirmation est obtenue par 1'application répétée
de Ta troisiéme égalité de (:) , ainsi
Lo d >
I(R1 Rz ..... Rr) = I(Rl'RZ ..... Rr-l) + I(RIURZU"'URr—l'Rr)
= I(Rl:RZ ..... Rr-Z) + I(Rlu vR iR, 1) + I(R1URZ R
= I(RI:RZ:""Rr—3) I(R1URZ Rr-3:Rr-Z) +

T(R.URuU...uUR_ iR )

+ I(R URZu"'URr-Z:Rr-l) + I JURpU..UR LR

1

= ® % ¢ o -

> «>
= (RlzRZ) + I(R1UR2’R3) + I(RluRZuR R4)
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+ (R 1URgU....UR 4R ).

(:) On développe le cOté droit de 1'égalité.

T(A') + T(A':A") + I(A")

-Z HX) —/},KA(\'/S N N)+N—H(A A\|)+Z_“(*\ “\CN\

XeA' xe A"

SSTOH(X) +30 H(X) - H(A'uA") -ZE:H (X) - H(A) =: I(A)
XeA' XeA" (F.D.)
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5 - PARTITIONS DE % ET INTERVALUATIONS

Une partition de 1'ensemble de variables ¢ peut &tre vue
comme une décomposition en sous-systémes disjoints du systéme étudié.
Pour pouvoir disposer au chapitre III des outils nécessaires a 1'étude
des Systémes- Structure partition, on établit dés maintenant quelques
propriétés de I et I sur les partitions de 1.

On appelle IP(z) 1'ensemble de toutes les partitions de .
Comme on 1'a vu au chapitre 1,§ 4.2.3., cet ensemble IP(z), muni de
la relation < : "&tre plus fine que", constitue un treillis. Chaque
élément de IP(r) étant lui-méme un ensemble de sous-ensembles de %,
alors il est clair quelP(z) c P(P(z)). Nous pouvons donc app]iquer‘f
aux partitions de x.

Proposition 11.13 (SV)

Quelle que soit la partition R=I51,SZ, "’Sr} e IP(z) :
- r ¢ -~
I(S):55:...15,) +j§;1 I(S;) = Constante = I(X;:X,:... Xy)

Interprétation : 1'information totale transmise dans un systéme

peut &tre partitionnée en deux : celle transmise
d 1'intérieur des sous-systémes et celle
transmise entre les sous-systémes.

Démonstration



73

= ft: [ H(X) - H(s ] +-§[: H(S.) - H(U S.)

i=1 XeS i=1 "
r r T
X3 oH00 - 1Rl + 2 WES) - H(U S)
1 XeS. el :
= 1=1
N
= %EIH(X1) - H(z) = I(X1 X2 ..... XN)
(F.D.)
La transinformation totale dans un systéme : I(X1 X2....:XN),

constitue vraisemblablement le paramétre le plus important de celui-ci
[ASHB 65]. I1 mesure 1a quantité totale de relation, la "quantité totale
de 10i" que 1'on peut espérer extraire du systéme décrit par les

variables X XZ’ . N’ méme avant que les détails spécifiques de ces lois
aient été etab11s Cela rejoint ce que disait H.A. SIMON [1962], qui
affirmait que c'est seulement si les parties d'une structure sont Tiées,

si certains aspects de la structure peuvent étre inférés a partir d'autres,
si l1a structure est redondante, qu'on pourra faire une représentation

ou description simplifiée de celle-ci. Si une structure complexe ne

posséde pas de redondance, elle-méme sera sa plus simple description.

Proposition 11.14 (SV)

Soient R={R,, ,Rr} et S={Sl,52,...,SS} deux éléments

1oRos-e-
de IP(z)
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Interprétation : si la décomposition en sous-systémes devient

plus fine, la transinformation entre les
sous-syvstémes augmente, donc, la transinformation
a 1'intérieur des sous-systémes diminue.

Démonstration

Du fait que R £ S, chaque classe de S est 1'union de certaines
classes de R. Moyennant une rénumérotation,on peut obtenir une
partition des classes de R décrite par :

R={ Ry Rysenns Rj , RJ.+1,....,RK, coe o Rys Ry gaences Rr}
[y v ) — ~ J P gﬁr—_.l
S={ 51’ 52 3 e e e SS }

en considérant maintenant chaque Ri comme une variable (vectorielle),
on peut appliquer la proposition II.13, ainsi

5
%;i I({R* R, ¢ S I(SI:SZ:...:SS) = (R1:R2:"':Rr)

le premier terme dumembre gauche étant positif, alors

- o — R
I(S) = (S1 52 ..... SS) N I(R1 R2 ...... r)
Cette inégalité, avec le fait que
5 - ro. -
2 I(S;) + I(Sy:Sy:....:S y =% I(Ri) + I(R1:R2:....:Rr)

i=1

s . ro.
implique que 2 I(s;) » 2 I(R))
i=1 i1 (F.D.)
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Proposition |1.15 (SV)

Soit R = {RI’RZ"""Rr} e IP(x). Soit R' 1a partition
de 1 obtenue en regroupant en une seule les classes Ri et Rj :

R ={R1’RZ""’RiURj"'"Rr} = (R\{Ri,Rj}) u {Ri u Rj}

L d g o~
alors I(R') = I(R) -1 (Ri:Rj)

Interprétation : lorsqu'on regroupe deux sous-systémes Ri et Rj

______________ dans un seul, la transinformation externe diminue
de la transmission qui existait entre Ri et Rj‘

Démonstration
> — r
I(R) = I(R,:R.):=%" H(R.) - H(z) - H(R.) -H(R.) + H(R.uR.)
1) K=1 1 1 ]
r
= H(Ry) + H(R; u R.) - H(z)=:I(R')
~ i
o (F.D.)
Proposition 11.16 (SV)

Soit R = { Rl’RZ""’R } eIP(z). Soit R' 1a partition de
% obtenue en éclatant la classe Ri en deux classes non vides R{\S,S
ol S ¢ Ri’ S#0,S# Ri'
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R'={R GRAS,S,. LR Y = (RMR.)) u (RNS,S)

1’R2"'

alors T(R') = T(R) + T(RNS:S)

lorsque a partir d'un sous-systéme on en crée

Interprétation :

TTTTTTTTTTTTTT deux, la transinformation externe augmente
de Ta transmission entre les deux sous-systémes
Crées.

Démonstration :

T(R) + T(Ri\S:S) :=i‘ H(R,)=H(z) + H(RNS) + H(S) - H(R,)
K=

- H(R,) + H(RNS) + H(S) - H(z) =2 I(R')
E; (F.D.)
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b - SEMIVALUATIONS ET INTERVALUATIONS CONDITIONNELLES

6.1 - CAS H=ENTROPIE : ENTROPIE ET TRANSINFORMATION CONDITIONNELLE

La transinformationé?(A:B):= H(A) + H(B) - H(AuB) mesure la
quantité d'information que se trouve aussi bien en A qu'en B(et qu'on
suppose donc transmise entre A et B). On se demande maintenant combien
il nous reste & connaitre d'information sur B une fois connu A. La
réponse est évidente : elle est donnée par H(B) -‘T?A:B). Mais

H(B) - T(A:B) = H(B) - H(A) - H(B) + H(AuB) = H(BuA) - H(A).

Cela nous conduit & définir 1'Entropie A-Conditiommelle, quel que soit

AeP(z) :

H(./A) : P (£) ——— R [11.11]
B +— » H(B/A):= H(BuA)-H(A)

Elle peut étre interprétée comme la quantité d'information

=

qui reste a connaitre (1'incertitude) sur 1'ensemble de variables B,
une fois qu'on posséde déja 1'information fournie par A.

Quelques observations immédiates ont une interorétation
intuitive évidente :

H(B/@) := H(Bu@) - H(P) = H(B) [11.12]

1'entropie de B ne sachant rien se confond avec 1'entropie de B;

H(P/A):= H(PuA) - H(A) = O [11.13]

lorsqu'il n'y a rien & connaitre, la connaissance d'un A quelconque ne
change rien ;
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H(A/A) = H(AuA) - H(A) = 0 . [II.14]
1'incertitude d'un événement connu est nulle ;

L d

T(A:B) = H(A) - H(A/B) = H(B) - H(B/A) [11.15]

1'information qu'on trouve aussi bien en A qu'en B est égale & celle qu'il
y a en A moins celle que B ne posséde pas sur A (et vice versa);

H(AuB) = H(A) + H(B/A) = H(B) + H(B/A) [11.16]

1"information fournie par AuB est égale a celle fournie par A tout
seul, plus celle qui reste a connaitre de B une fois connu A.

Cette derniére égalité peut étre généralisée :

H(A;uA u...uA ) = H(A,uA u...uA

1772 K 1479 K-1) + H(AK/AluA u...uA

2 K—l)

177

[11.17 ]

"

H(A)) + H(Ag/A)) + H(AL/A UR )+ ..t A(AL/A UAU. . UA

7 K-1/

Tbujours pour H=Entropie, nous pouvons obtenir une expression intéressante
de H(B/A). Soient

A —> MA et B:Q —> MB

deux éléments de P(z), avec

M/—\ = {0)500 5000y ocm} et MB = {B1sBosernus Bv}

H(A,uA u...uAK_Z) + H(AK-I/AIUAZU""UAK—Z) + H(AK/AluAZu..uA&d
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Soi . o= =a, ), 1= =g. R =a, ,B=8.
oient P'I. Pr (A ot_l) P.J Pr (B BJ)’ PU Pr(A oc1,B BJ).

H(B/A):= H(AuB) - H(A)

m \'/ m \
= -2 2 Py tog P+ 20 (X P.L) Tog P,

s W) =1 3= U0
- - P.. dog 5id = -5 P Tog 5t
o W B T = RS = L) i,

=1 %:P»(Am].) *H(B/A=a ) [11.18]

A partir de cette équation, W.R.ASHBY [1965} propose une
autre interprétation de 1'entropie conditionnelle : H(B/A) serait la
quantité moyenne d'information que fournit encore B lorsqu'on aurait
rendu constante la partie du systéme concernée par A (et uniquement
celle-ci). Ainsi par exemple, dans un systéme ol sont en jeu des
variables comme Température, Pression, Volume, ..., H(Pression/Température)
serait la quantité moyenne d'information qu'on pourrait extraire encore
de la variable Pression lorsqu'on aurait fixé la température.*

* Intuitivement, on devrait s'attendre & ce que H(Pression/Température)

< H(Pression)
Nous montrerons ceci dans la proposition II.17.
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Cette possibilité de "fixer" certaines variables dans

un systéme est mise a profit par 1'intermédiaire des Transinformations

A-Conditionnelles, définies comme suit :

Ip: P(2) ——— R [11.19]
B > H(X/A) - H(B/A)
XeB
et -
I,: () —— R [11.20]

R={R;sRys-..,R }r——~s-1(R) —:E:|4 R:/A) - H(U R. /A)
i=1
qui mesurent les transinformations lorsque le groupe de variables
A est fixe.

REMARQUE : Lorsqu'on conditionne la transinformation entre deux variables
avec le reste du systéme, on obtient la Transinformation
Directe entre ces deux variables [ASHB 65]

X.:X.) : X;
D( i J) z\{ﬁva} J

[11.21]

HOXG/ENEK X S3) + HOXG/ENEX 0K 3) = HOG X G/ HX )

_ 1 i
H(Z\{Xj}) H(;\;xi,xjn + H(z\{Xi}) H(Z\{Xi,Xj})

k.4

- H(z) + H(Z\{X{,Xj})

= H(ENEKD) + HONIGE) - KNG LX) - H(z).
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Celle-ci mesure 1a transmission d'information entre Xi et Xj
qui ne dépend que de Xi et Xj’ c'est-a-dire, qui ne passe pas par
1'intermédiaire des autres variables.

Nous reviendrons au paragraphe § 8.1 sur les transinformations

conditionnelles. Pour 1'instant, nous allons étendre ce concept de
conditionnement a des semivaluations autres que 1'entropie.

6.2 - CAS H=SEMI-VALUATION QUELCONQUE : SEMI-VALUATION ET

INTERVALUATION CONDITIONNELLES

Dans le paragraphe précédent, [II.ll] définit 1'entropie
A-Conditionnelle. Lorsque H est une semi-valuation quelconque on
définit de facon identique une Semi-Valuation Conditionnelle H{./A).

Les relations [II.12] a [I1.16] restent vérifiées dans ce cas; de
Wéme, [11.19] et [II.ZO] définissent les Intervaluations Conditionnelles

IA et T;. Voyons maintenant quelques propriétés :

Proposition 11.17 (SV) Quel que soit A e P(z)

Interprétation : on a noté dans 1'exemple du § 6.1 qu'il était

raisonnable d'espérer une diminution de 1'en-

tropie de la variable "Pression" lorsque la

"température" &tait fixée. La proposition ci-dessus

dit que la connaissance d'un groupe quelconque

de variables ne peut que réduire 1'incertitude

attachée & n'importe quel autre groupe. Par
~ailleurs, cette réduction n'est nulle que si

les deux groupes de variables sont indépendants.
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Démonstration

=> H(B/A):= H(AuB) - H(A) < H(B)

Proposition I1.18 (SVM) Quel que soit A e P(z) :

(D ¥BeP(x): HB/A) >0

@ ¥B,CeP(z):BcCDHB/A) ¢ H(C/A).

(F.D.)

Interprétation : L'affirmation (:) dit que la quantité d'information

qui nous reste a connaitre est toujours non

négative (autrement dit, i1 n'y a jamais un

"excédent" d'information connue). L'affirmation
() dit que si H est monotone, alors H(./A) 1'est

aussi.

Démonstration :

(:) Quels que soient A,B ¢ P(x)
AcAuB
=>H(A) < H(AuB)
= 0 < H(AuB) - H(A) =: H(B/A).

(:) B¢ C=yAuB ¢ AuC
=> H(AuB) < H(AuC)

=H(B/A):= H(AuB) - H(A) <€ H(AuC) - H(A) =: H(C/A).

(F.D.)
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REMARQUE : Cette derniére proposition fait intervenir 1'hypothése de

monotonicité de la semi-valuation H dont i1 est question.
En particulier la démonstration de 1'affirmation (:) dit que cette
hypothése est requise pour que la semi-valuation A-conditionnelle soit
positive. Cela nous laisse penser qu'il y a des semi-valuations pour
lesquelles la semi-valuation conditionnelle obtenue n'est pas toujours
positive. Mais étant donné qu'on avait montré que toute semi-valuation
est positive (c.f. proposition II.6 (SV)) on se pose 1a question :
Est-ce qu'une semi-valuation conditionnelle est une semi-valuation ?
Autrement dit, si A, B, C sont des &léments quelconques de P(z),
est-il toujours vrai, quelle que soit la semi-valuation H, que

H(BUC/A) < H(B/A) + H(C/A) ?

Nous allons répondre & cette question au paragraphe suivant.
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/ = LE CONCEPT DE SEMI-MODULATION

7.1 — SEMI-MODULATION ET ENTROPIE

L'application

H:P(z) > IR

At > H(A)

est appellée une semi-Modulation (SM) ssi elle vérifie
¥A,B ¢ P(z) : H(AuB) + H(AnB) < H(A) + H(B). [11.22]

H est appellée une Semi-Modulation Positive (SMP) ssi en plus de
[11.22] elle verifie

VAeP(z): HA) 20 [11.23]

H est appellée une Semi-Modulation Positive Monotone (SMPM) ssi en
plus de [I1.22] et [II.23], elle vérifie

¥ A,B e P(z) : AcB= H(A) ¢ H(B) [11.24]
On peut remarquer dés maintenant que toute semi-modulation
positive (SMP) est une semi-valuation (SV). En effet

H(AuB) < H(AuB) + H(AnB) < H(A) + H(B).

En particulier donc, toute SMPM est une SVM.
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Proposition |[.19

L'entropie est une Semi-Modulation Positive Monotone.

oy et Mleet
Posi® e v

Démonstration :

On sait déja que 1'entropie est positive et monotone. I1

nous reste a montrer que
¥A,B e P(z) : H(AuB) + H(AnB) < H(A) + H(B) [11.22]

Si AnB = @, cette inégalité devient 1a condition de semi-valuation,
dont on sait déja qu'elle est vérifiée par 1'entropie.

Considérons donc le cas AnB # @. Soient alors

X =AnB, Y = A\B , Z = B\A

les variables vectorielles dont les composantes sont les éléments de
1'ensemble indiqué. Avec ces notations, 1'inégalité [I1.22] s'écrit :

Quels que soient X,Y,Z : H(X,Y,Z) + H(X) < H(X,Y) + H(X,Z) [11.25]

Nous allons montrer que H(X,Y) + H(X,Z) - H(X) - H(X,Y,Z) 3 O

Soient
Pin 1= Pe(X = Xs Y= yj, 7= zK)
Pk = PrlY = yss 2= 7) =; Piik
Pig = Pr(X =X 7= 7)) =>3:P1'3K
P..K o= Pr(z = ZK) = p K ® etc

H(X,Y) + H(X,Z) - H(X) - H(X,Y,Z)

ZP Jog P. i3, —%{ Pi 10 Poy +Z1:P1.”.1og P1.“ +£1?KP 109 P
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Z(ZP ) -1og P, +ZZP )log P. +ZP s1og P
iKJ K Tee iK1

ZP1 . 109 P ZP k 109 P. Z K]OSP + ZP ¢ 109 Pin

ijK = 1JK

13,

ijK i.K i.. ijK i.K
P..K K
2 ZPi ¢ | L 1og P Z Pisk 109 p ‘J [11.26]
ik j 1.k " ijK 1.K
Voyons maintenant que, pour tout couple i,K
PiiK Pij
* 5 >0 P % 0 ¥
i.K 1o
Pij P1JK
i.. i.K
Pij PiiK
= = = = ﬂ
En effet Pi 0= Pij' 0 = Pin 0 = m )
1 iK _ Pid
j i Pik S R P

ainsi, les hypothéses du Lemme II.1 sont vérifiées; alors pour
chaque i,K :

P,

Z:P1JK P1J E: P1JK ijK
- log >3 - 1og
=P T TPk Pk
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En appliquant cette inégalité dans [I1.26] on obtient :

P,
[11.26] > 2 P, - -ZP‘J:: Jog P‘JK} Z;( Py r100 F_K 0
’ i iJ i.K

(F.D.)

T.2. — RELATTION ENTRE LES CONCEPTS DE SEMI-VALUATION ET

SEMI~MODULATION

Avant de présenter quelques propriétés sur les semi-modulations
positives, faisons briévement le point sur la relation entre les
concepts SV, SVM, SMP, SMPM,

Comme nous 1'avons montré,
- si H est une SMP = H est une SV

et trivialement
- si H est une SMPM = H est une SVM,
- si H est une SMPM & H est une SMP,

- si H est une SVM = H est une SV.

On peut visualiser ces implications dans la fiqure II.3.
présentée dans la page suivante.



‘..._— > 88

<
fonctions i ™ notoncs
non monoTones fonct\ons ' o

Ensemble des
Semi-Hodvlations

1 dautres fonctions

I onctions positives
ou nulles

PR |

Enteopie

Ensemble des Semi-valvations

‘Enstlmu& 0\2_ tou'hs ‘25 (onc'tions
teelles définies suc P(z)

Figure II.3 - L'ensemble des fonctions réelles
définies sur P(r)

Ainsi donc, on peut dire que :

- un résultat valable pour toute SV, est en particulier valable pour
toute SVM, SMP, SMPM,

- un résultat valable pour toute SVM, est en particulier valable pour
toute SMPM,

- un résultat valable pour toute SMP, est en particulier valable pour
toute SMPM, ’

7.3 — PROPRIETES DES SEMI-MODULATIONS

La propriété de semi-modulation positive nous permet
d'établir quelques pronositions peu connues, et en tout cas, qui
n'avaient été montrées que pour H=entropie.
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Proposition |1.20 (SMP)

Si H est une SMP, alors

-

¥ A,B e P(z) : H(AnB) ¢ 1 (A:B)

Interprétation : pour H=entropie, 1'explication est facile :

1'information qu'on trouve en méme temps
en A et en B doit au moins étre égale &

celle des variables qui font partie de A
et de B (variables de couplage).

Démonstration

H est une SMP

¥ A, B e P(z): H(AuB) + H(AnB) < H(A) + H(B)

> H (AnB) < H(A) + H(B) - H(AuB) =: T (A:B)
‘ | (F.D.)

Proposition 11.21 (SMP)

- - — —— — — — —

Si H est une SMP, alors

¥ A,B,C ¢ P(x):H(BuC/A) + H(BnC/A) < H(B/A) + H(C/A)

Cette affirmation dit que si H est une SMP, alors H(-/A) est
aussi une SMP. Cela implique que H(*/A) est une SV.
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Démonstration

La condition de semi-modulation implique que
¥ A,B,C ¢ P(z) : H((AuB)u(AuC)) + H((AuB)n(AuC)) ¢ H(AuB) + H(AuC)
H(AuBuC) + H(BnC)uA) <« H(AuB) + H(AuC)

H(AuBuC) - H(A) + H((BnC)uA)-H(A) ¢ H(AuB) - H(A) + H(AuC) - H(A)

H(BuC/A) + H(BnC/A) ¢ H(B/A) + H(C/A)
(F.D.)

Proposition 11.22 (SMPM)

Si H est une SMPM alors

VA AcP(z): A' ¢ A:[V B ¢ P(x) : H(B/A') 3 H(B/A)]

Interprétation : Dpour H=entropie, elle est évidente : plus

1'ensemble des variables déja connues est
grand, moindre sera 1'incertitude sur
n'importe quelle autre partie B.

Démonstration

A' ¢ A'u(BnA) = (A'uB) n (A'uA)
> H(A') < H((A'uB)n(A'uA))

alors
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H(A') + H(A'uB) u (A'uA))

& H((A'uB)n(A'uA)) + H((A'uB)u(AuA')), et d'aprés la
propriété de SM

< H(A'uB) + H(A'uA)
ainsi
H(A') + H((A'uB)u(A'UA)) < H{A'uB) + H(A'uA)
= H(A'uB)u(A'uA)) - H(A'uA) < H(A'uB) - H(A")
Etant donné que (A'uB)u(A'uA) = A'uBuA = BuA, et A'UA = A,

> H(B/A):= H(BuA)- H(A) < H(A'uB) - H(A') =: H(B/A")
(F.D.)

Proposition 11.23 (SMPM)

Si H est une SMPM alors

¥ AA',B,B' e P(z) : A' c A, B' ¢ B T(A':B') s T(A:B)

Interprétation : pour H=entropie, cette proposition affirme
_____________ que si les groupes de variables deviennent plus
grands, leur échange d'information ne peut

qu'augmenter,

Démonstration

Si B' ¢ B alors H(A/B) < H(A/B') (c.f. proposition 11.22)
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D'autre part :

T(A:B) = H(A) - H(A/B) d'aprés [II.15]
> H(A) - H(A/B') = T(A:B")

Pareil, T(A:B') = H(B') - H(B'/A)

> H(B') - H(B'/A') = T(A':R")

et ainsi 1(A:B) » T(A:B') » T(A':8")
(F.D.)

Nous pouvons généraliser la proposition ci-dessus ainsi :

Proposition 11.24 (SMPM)

Si H est une SMPM et si
R = {RI’RZ"" Rr} e P(P(z)).

R' = (R}, Ryse.osR} € P(P(2)).

alors T(R') = T(Rj:Ry:...:R!) < T(R) Ry, R ) = T(R)
Démonstration

D'aprés la proposition 1I1.12, (:) :
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I(R) = I(R1 R2:....Rr)
= T(R_:R,) + T(R,uR,:R,) + T : T :
= I{ % 2) + I 1UR,: 3) + (RluRzuR3.R4) + ...+ I(Rlu"’URr—l'Rr)

et par application de la proposition 1I1.23 :

e t T ] V. ' -y ] ] 1., 1 < H ' . ]
> I(RI'RZ) + I(RluRZ.R3) + I(RluRzuR3.R4) + ...+ I(Rlu"'URr-l'Rr)
Y ] ] 1
= T(RJRY ¢ won t RY)
= I(R")

(F.D.)

La proposition I1.24 implique immédiatement deux
affirmations qui seront par la suite importantes [STAR 81]

Proposition |1.25 (SMPM)

alors

quel que soit R'={R1,R2,...,Rr} e P(®P(z)), avec Vi : Ri cR

alors
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quel que soit R'={Rj.Rj,...,R\} avec Vi : Ri c R, :

TR') = T(rR!
= 1:R2: cel Rr) =0,

proposition |1.26 (SMPM)

Supposons que ¥ Xi eI : H(Xi) > 0.
Alors quel que soit R={R1,R2,...,Rr} e P(P(z)) :

Interprétation : pour H=entropie, cette proposition dit que

si le systéme & ne comporte pas de variables
constantes, alors un échange nul d'information
entre quelques groupes de variables ne peut
arriver que si les groupes de variables sont
disjoints .

Démonstration

D'aprés la proposition II.9, (:):

v 3 . H L3 -
[(Ry:Ryt..tR) = 0= Vi #§ ¢ T(R;R,) = 0

Mais d'aprés la proposition 11.20 :

e
0 < H(RinRj) < I(Rj'Rj) = 0, donc H(RinRj) = 0.
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D'autre part, vu que H est monotone, le fait que
¥ Xi eI : H(Xi) > 0 implique que ¥ S ¢ P(z), S # @ H(S) > 0.

Ainsi donc, H(RinRj) = 0 implique forcément que
RinRj = 0.
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8 - LE PRINCIPE DE CONDITIONNEMENT UNIFORME

8.1 — VERSION ORIGINALE POUR H=ENTROPIE

Au paragraphe § 6.1 nous avons introduit les concepts
d'Entropie et Transinformation Conditionnelles. Pour manipuler ces
concepts on dispose du Principe de Conditiomnement Uniforme (appelé
aussi Sous-Indexation Uniforme). Ce principe, que W.R. ASHBY [1965]
attribue & W.R. GARNER [1956] et W.H. MCGILL [1954], dit ceci :

" Si |'on conditionne avec le méme ensemble de variables, tous les
termes d'une identité valable pour H=Entropie, qul contient
H( ) 4H( /.),?:T;,i,is on obtient & nouveau une identité valable
pour |'entropie (le double conditionnement étant équivalent au

conditionnement avec |'union)".

Ainsi par exemple, a partir des affirmations déja montrées
pour 1'entropie :

i) ¥ A,B e P(z) : H(AuB) < H(A) + H(B)

i) ¥ A,B e P(z) : T(A:B) = H(A) - H(A/B)

i11) WR = {R),Rys--sR ) € IP(E): T(R R,y .. iR + & T(R)=T(XgiXyeiniX
nous pourrions obtenir directement, quel que soit c e P(z) :

i) V¥A,B e P(z) : H(AuB/C) < H(A/C) + H(B/C)

1

i1) VA,B e P(z) : I

(A:B) = H(A/C) - H(A/BuC)

i11) ¥R = {R,Rys...5R T e P(Z):
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8.2 - VERSION GENERALISEE POUR H=SMP QUELCONQUE

Avec les propositions que nous avons présentées aux paragraphes
précédents, nous sommes en mesure d'étendre le principe de conditionnement
uniforme au cadre des semi-valuations et semi-modulations.

En effet, nous avons montré dans la proposition I11.21 que si
H(.) était une SMP (respec.SMPM), alors H(./A) était aussi une SMP
(respect.SMPM), donc une SV (respec.SVM). Ainsi donc, nour H étant une
SMP (Respect.SMPM), si dans une identité valable pour toute SMP (respec.SMPM)
au lieu de H(.) on met H(./A), 1'identité doit rester tout & fait valable.

On peut se poser la question suivante : et si 1'identité en
question contient déja des termes conditionnés, comme H(B/C), T;, ic ?
Voyons que dans ce cas il suffit de conditionner avec 1'union. Par
définition:

i) H(B/C) := H(BuC) - H(C)
c (R1:R2:...:Rr) 1= %:H(Ri/C) - H(g Ri/C)

i11) 1_(B) := ;:é H(X/C) - H(B/C)

Si on reconditionne les deux cOtés de ces égalités avec
1'ensemble A, on obtient :

i') H(B/C)/A) = H(BuC/A) - H(C/A)

i

H(BuCuA) -~ H(A) ~ H(CuA) + H(A)

H(BuCuA) - H(CuA)

: H(B/Cuh)
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ICA(Rlsz:...:Rr) =<1/:,H((R1./C)/A) - H((liJR]./C)/A)

]

ZH(Ri/CuA) - H(UR./CuA)

1 1

I (B) = 3_ H((X/C)/A) - H((B/C)/A)
A XeB

= 2 H(X/CuA) - H(B/CuA)
XeB

=: 1_ . (B).

cuA

Le Principe de Conditionnement Uniforme Généralisé peut

alors étre énoncé ainsi

" Quelle que soit H une SMP (respec.SMPM), si dans une identité

valable pour toute SMP (respec.SMPM) on conditionne chaque ferme

avec un méme ensemble AeP(r), on obtient une identité. Le condi-

tionnement se falt ainsi

lieu de H(.) mettre H(./A),
lieu de H(./a) mettre H(./auA),

1

lieu de T (R.:v...:R ) mettre T (R, 2w.oie w2 Xy
o |1 r auA 1 r

lieu de T(R,:..:R ) mettre T (R,:....:R ),
1 r A r

lieu de 1(.) mettre 1A(.),

"

lieu de i (,) mettre 1 (.)
o aUA
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9 - INTERPRETATION GRAPHIQUE

9.1 — L'ANALOGIE ENTRE SEMI-VALUATION ET MESURE

B

IT est possible d'établir une analogie entre 1'entropie et
la théorie de la Mesure, qui permet de faire, avec quelques réserves,
une interprétation graphique [MILL 63]. Nous allons justifier cette
analogie, 1'étendre 3 toute SVM, et montrer ses limitations . el

Soit pmm —> R une mesure [BART 66, chap.l et II] définie
sur un ensemble m d'objets mesurables (par exemple, la mesure "surface"
définie sur 1'ensemble des figures planes; ou bien la mesure "volume"
définie sur 1'ensemble des solides, etc .). On a les deux listes de

propriétés :
H:P(z)— R g — R
LitlE
1) ¥SeP(z) : H(S)3z0 1) ¥Fem = u(F) > 0O
2) Vsl,SzeP(z):H(SluSZ)s H(Sl)+H(52) 2) ¥F,G e m:u(F//G)s u(F)+ u(G),
ol // veut dire "concatené","réuni",
"assemblé",
3) H(SluS )=H(Sl) + H(SZ):<=%> 3) w(F//G) = p(F) + p(G) <=>
S1 et 52 sont H-indépendants F et G sont disjoints, ou si

- G =
(s'i1 n'y a aucune information qui _F(F) 0 ou u(6) =0

se trouve aussi bien en A qu'en B),
ou si H(Sl) = 0 ou H(SZ) =0

4) Sy & S, => H(S)) £ H(S,) 4) Fhest un morceau de’'G =)
H(F) < p(G)
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Ce paraliéle évident nous permet de faire 1'interprétation
graphique suivante :

- chaque variable Xi sera représentée par un cercle (ou figure quelconque)
dont la surface est proportionnelle & H(Xi)’

- la surface d'intersection entre les cercles Xi et Xj sera proportionnelle
«~r
a I(Xi:xj)'

Par exemple pour deux variables X et Y :

X S Y
ILW-" - ‘77‘

HOY/%)

Figure I1.4 : Représentation granhique de H : deux variables
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Pour trois variables on a :

X
é\ A
= @ \ =
Toed) HEKIY.D) H({x,21\Y)
X
Y : =
T, (x:2 S

Figure II.5 : Représentation graphique de H : trois variables

Dans ce dernier dessin, le calcul montre que le morceau H

commun & 3 variables, doit &tre compté deux fois. En général, lorsqu'on
calcule 1'intervaluation entre n variables, la partie du dessin
correspondant 3 1'intersection de K d'entre elles (2 < K ¢ n ), compte
K-1 fois.

Vu la similitude entre les propriétés d'une SVM et d'une
mesure de surface, on serait tenté de dire que 1'analogie est totale.

Mais en réalité i1 y a une subtile différence :

En théorie de la Mesure on peut dire :

F,G disjoints, donc u(F//G) = p(F) + u(G) , et
G,K disjoints, donc p(G//K) = u(G) + u(K), et
F,K disjoints, donc u (F//K) = p(F) + p(K),
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implique
F,G,K sont disjoints, donc p(F//G//K) = u(F) + p(G) + p(K).
Mais avec les SVM cela n'est pas forcément vrai :
X,Y H-indépendants, donc H(X,Y) = H(X) + H(Y), et

(
Y,Z H-indépendants, donc H(Y,Z) = H(Y) + H(Z
X,Z H-indépendants, donc H(X,Z)

1}
jm
—~
>
~—
-+
I
—
~N
Nt
»

n'implique pas (c.f. §.9.3)

X,Y,Z H-indépendants, donc H(X,Y,Z) = H(X) + H(Y) + H(Z)

Etant donné que 1'analogie n'est pas totale, on peut
se poser les questions suivantes : Est-ce que tout systéme réel
posséde une représentation graphique ?; Est-ce que toute représentation
graphique correspond a un systéme réel ? les paragraphes suivants
répondent a cette question pour H=Entropie.

9.2 - A TOUTE REPRESENTATION GRAPHIQUE CORRESPOND UN SYSTEME "REEL"

Pour montrer ceci, pour'une représentation graphique donnée
nous allons faire la synthése d'un systéme ne contenant que des variables
dichotomiques. Voyons tout d'abord la
a- construction d'une variable ayant une entropie donnge :

La fonction h(p) := p.log p - (1-p).log (l-p), avec 0 < p ¢ 1,
indique 1'entropie d'une variable binaire b qui prendrait les modalités
0 et 1 avec les probabilités p et 1-p (fig.II.6).
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4

ots 1 P
fe

Figure II.6 - Entropie d'une variable dichotomique b

g,

=

On remarque toute de suite que si la variable binaire b
prend les valeurs 0 et 1 avec la méme probabilité 1/2, alors
H(b) = h(1/2) = 1. I1 est clair aussi que quelque soit e, 0 s e 5 1,
il existe Ps 0 g P, € 1/2, tel que h (pe) = e,

Voyons donc que ¥ o ¢ IR, o > 0, i1 est possible de construire
une variable X avec H(X) = o. Pour cela on peut procéder ainsi :

- Si a est un entier : on définit

X:= b1b2b3 ceen ba

ou les bi sont des variab]es binaires indépendantes, qui prennent
la valeur 0 ou 1 avec la méme probabilité 1/2. Alors

H(X) = H(byb,....b ) = O

172 o "
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- Si_a_n'est pas_un_entier : Soit [a] la partie entiére de o,

et <a> := o - [a] Ta partie décimale
(bien entendu, 0 < < < 1l). On définit :

X:= blbz"' b[a] b

oli, comme auparavant, byb,...by, sont [a] variables binaires
indépendantes qui prennent 1la valeur 0 ou 1 avec la méme
probabilité 1/2. On sait par ailleurs qu'il existe P tel que
h(P.ys
indépendante de bl"’b[a , qui prend les valeurs 0 et 1 avec Tes

) = <a>. Alors on définit B par une variable binaire,

probabilités Peos et 1-p<a>. Ainsi

b- construction des variables du systéme :
Une représentation graphique de 1'entropie est toujours

composée d'un certain nombre de secteurs élémentaires ¢ 1 ?2, ?3,....

correspondants aux intersections des différentes variables (fig.II.7).

Variqug X .

Figure II.7 : Découpage en secteurs &lémentaires d'une variable Xi
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Pour chaque ?H on construit une variable X? telle que H(X

)
J Pj
soit égale & la surface du secteur'?ﬁ. Chaque variable Xi sera alors

définie par la concaténation des variables X?'
J

dans la surface de la variable Xi' Par construction donc chaque variable aura
une entropie égale a sa surface et les transinformations entre elles
seront égales aux surfaces d'intersection.

telles que ?j est contenu

9.3 - TOUT SYSTEME REEL N'A PAS DE REPRESENTATION GRAPHTIQUE

Nous allons présenter un systéme de 4 variables binaires
pour lequel il n'y a pas de représentation graphique. Ce systéme est
défini par le tableau de données

:t le
o X1 X2 X3 X4

wy § 0 1 0 0 :
wp 11 0 1 1
03 5 1 1 1 0 §
oy 11 1 0 1
ws % 1 0 0 0 §
wg 5 0 0 1 0 E
w7 : 0 1 1 1o
wg | 0 0 0 1
_____ L e e am e v i it e e o o o - o > - - e |

Le calcul des probabilités conjointes et de 1'entropie
pour tous les sous-ensembles de I := {Xl,Xz,Xg,X4} donne
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0 1 H ol 10 11
X, || 172 VR B XX, || 14 | 14 e | 14
X, | 172 T"”f7§' 1 xXy |l 174 | ve | s | 14
Xy || 172 Iz Y VPR 5 VZ S IS V7 I V2 R R V7.
X, | V2 1z 1 'x2x3 /e | s | e | o1
XX, |14 | 14 | 14 | 18

XX, | e | va | s | s

000 001 010 011 100 101 110 111 H

X1X2X3 1/8 1/8 1/8 1/8

X1X2X4 18/ 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 3
X1X3X4 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 l 1/8 1/8 %
X2X3X4 7 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 1/8 l 1/8 1 3

0 o 0 ° 6 o o o ! 1 ' ] ! ! ! |

8 ¢ % 7 § & 1 1 8 8 § ¢ o o i ! H

ol |[Ys|0 |Yg|o |0 |YlYs|O|O|Yg|O Y| |O |3 ]

D'aprés les entropies calculées, on obtient

L

¥igj : I(Xi:Xj) =0

Pour la représentation graphique cela veut dire que les
cercles correspondants aux variables ne se coupent pas. Donc, la
représentation graphique serait constituée de 4 cercles isolés, chacun

’.TL;} de surface 1. Ainsi, une étude ne faisant qu'une analyse des relations

E S
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ou couplages entre paires de variables va conclure qu'il n'y a aucun
lien entre ces variables. Cela est d'ailleurs confirmé lorsqu'on voit
que

>

VOIAIAKAT (XXX ) = O

Mais par contre, on obtient

PN
I(XI:XZ:X3:X4) =1
Cela implique qu'il existe une surface égale a 1, commune
aux 4 cercles. Ceci est géométriquement impossible, puisqu'on avait
trouvé que les 4 cercles étaient disjoints. On doit alors conclure
qu'il n'y a pas de représentation graphique possible.

Le fait que T(XI:XZ:X3:X4) = 1 implique qu'il y a bien
un lien entre les variables. Cela devient évident lorsqu'on obtient
H(Xi/xj’XK’X1) =0 (i,j,K,1 tous différents), ce qui veut dire qu'une
variable est complétement déterminée lorsqu'on connait les autres
trois variables. En effet, si 1'on réorganise le tableau de données,

la relation entre les variables apparait trés claire :

R
S& " 2 3 "

T =
1 (]
wg ! 0 0 0 1
. ]

]
we |+ 0 0 1 0
| ]
w; 7 0 1 0 0 .
! :
w7 E 0 1 1 I
]
Wy E 1 0 0 0 ':
] ]
wp 11 0 1 1 5

]
Wy : 1 1 0 1 :
] ]
w3 1 1 1 1 0
) - - - - - - - . -~ - - |

Figure II.B  Un compteur de 3 bits + bit de parité.
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IT s'agit donc d'une séquence binaire de trois bits avec
son bit de parité (=0 si nombre impair de 1, = 1 si nombre pair de
1).

Ainsi, ce qui semblait étre au début un systéme de 4 variables
indépendantes, n'en contient en réalité que 3, la quatriéme étant
déterminée univoquement par les 3 autres.
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10 - coNCLUSIONS

Nous avons présenté dans ce chapitre un certain nombre
de propriétés de 1'information circulant dans un systéme, en essayant
de mettre en valeur aussi bien 1'interprétation intuitive que les
possibilités de généralisation de chaque résultat. Cette double démarche,

intuitive et générale, nous suggére quelques remarques.

- 1'Entropie et les indices de transinformation qui en découlent
formalisent avec une trés grande justesse le concept naturel de
"Information": " ... no other single measure of the amount of

information that a random variable X gives about another random

variable Y has all the desirable properties possessed by Shannon's

measure T(X:Y)..." [BLAC 68].

- la plupart des propriétés connues des transinformations découlent
du concept trés simple de Semi-valuation.

- 1'utilisation du concept de Semi-Modulation,plus fort que celui de
semi-valuation, nous a permis de caractériser quelques propriétés
peu connues de 1'entropie et des transinformations, ainsi que de
démontrer et généraliser le Principe de Conditionnement Uniforme.

- Enfin, 1'exemple du paragraphe précédent met en évidence un principe
important : le seul moyen qui permet vraiment d'établir tous les
liens et relations existant dans un systéme de N varijables, est de
faire une:analyse de "dimension N", c'est-a-dire, qui prenne en
compte les N variables simultanément. Comme cet exemple le montre,
toute autre analyse de dimension inférieure a N peut laisser
échapper des renseignements, parfois importants, sur la structure du
systéme. C'est celd qui nous a conduit a développer des méthodes et
des algorithmes qui évoluent dans le cadre général de 1'ensemble de
tous les ensembles (des ensembles) de variables, en faisant une analyse
N-dimensionnel. C'est 1'atout principal des algorithmes que nous
présentons dans le chapitre suivant.
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[ - INTRODUCTION

En général, le qualificatif complexe est donné aux systémes
constitués d'un nombre élevé d'éléments, qui intéragissent d'une facon
non simple [ SIMO 62 ]. Cependant, la complexité n'est pas seulement
une caractéristique du systéme en lui-méme, mais elle dépend aussi et
pour une partie importante de 1a relation entre 1'observateur et le
systéme [ CONA 72 ]. La motivation de ce chapitre est donc la conviction
qu'une Décomposition judicieuse du systéme peut réduire largement sa
complexité apparente. ‘

Le concept de Décomposition de Systémes Complexes peut étre
compris de diverses maniéres, lesquelles ne sont pas exclusives, mais
bien au contraire, plutdét complémentaires :

i - Décomposition Temporelle, correspondant par exemple aux différentes
situations dans lesquelles peut se trouver un systéme dans le temns;
ou bien, selon les différentes dynamiques, rapides ou lentes, de
1'évolution des &léments du systéme [ FOSS 81, MAGN 81 ] -; etc .

ii - Décomposition des Objectifs, applicable particuliérement a des
systémes qui présentent une multiplicité d'objectifs, le plus
souvent incommensurables et/ou antagonistes [ KOUV 765 STAR 79 ].

jii - Décomposition Verticale, ou les fonctions de commande sont hiérar-
chisées selon leur horizon d'action et d'observation [ RICH 75,
chap.I; DUFO 79, chap.l ]. C'est le type de décomposition usuel
dans les techniques de contrdle hiérarchisé [ SING 78; TITL 79;
FIND 80 ]. On peut distinguer deux formes :
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iii.1 - Décomposition par Wiveaux d'Influence : les activités de

commande sont regroupées dans des niveaux qui portent sur

un fonctionnement d'autant plus général qu'on s'éléve dans la hiérarchie,

les décisions des plus hauts niveaux &tant prioritaires et moins'fréquentes

que celles des niveaux inférieurs. C'est par exemple le cas d'une

entreprise de production : au niveau inférieur i1 est question de contrdler

la qualité et la quantité de production; a un niveau plus &levé on fixe

les plans de production a moyen terme, on fait le choix des matiéres

premiéres, des fournisseurs, des équipements, ...; au niveau supérieur

on établit les grandes lignes a suivre, ainsi que les objectifs sociaux

ou économiques a long terme,

iii.2 - Décomposition par Niveaux Fonctionnels : Similaire d la
précédente, mais dans ce cas c'est la définition méme du

contrdle qui est hiérarchisée [ BONA 81; LANG 81; CALV 81 ] . Toujours avec
1'exemple d'une entreprise de production, cette approche donnerait lieu
a une hiérarchie ol le niveau inférieur (de commande directe) a pour
réle d'assurer le fonctionnement du processus selon certaines valeurs
de consigne données, et cela en dépit des perturbations affectant les
variables. Le second niveau (d'optimisation) est chargé de la détermi-
nation des valeurs de consigne pour les différents processus, basé sur
des modéles, critéres et contraintes qui lui sont donnés. Le troisiéme
niveau (de modélisation) établit les modéles, critéres,intéractions des
différents processus, en tenant compte de la structure, des ressources
et des objectifs fixés. Enfin, le niveau supérieur détermine la structure,
les ressources et les objectifs du systéme global.

iv - Décomposition sur la base de la Partition de 1'ensemble des

variables du systéme, qui établit un regroupement conceptuel

des variables en sous-systémes faiblement couplés. C'est cette forme
de décomposition qui sera 1'objet d'étude de ce chapitre.
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De nombreuses argumentations ont &té données pour justifier
la décomposition de systémes complexes en sous-systémes. Ainsi par
exemple, dans une longue et savante discussion basée sur des arguments
évolutionistes, énergétiques, économiques, historiques, ..., H.A.SIMON
[ 1962 ] montre que, sauf quelques exceptions "pathologiques", toutes
les composantes d'un systéme ne sont pas en relation, ou si elles le sont,
il existe une hiérarchie dans 1'intensité de cette relation qui permet
leur regroupement en sous-systémes, sous-sous-systémes, ..., de facon
telle que le comportement a court terme dans chaque sougklsystéme
est "a peu prés" indépendant du comportement & court terme des autres
sous(klsystémes. A long terme, un sous(klsystéme est influencé par Tes
autres, mais d'une facon agrégée.

De leur coté, W.R.ASHBY et R.C. CONANT justifient la prédomi-
nance de 1a structure hiérarchique : systéme, sous-systéme, sous-sous-
systéme, ..., en montrant que c'est justement celle qui offre les
meilleures possibilités de manipulation et de traitement de 1'information
nécessaires pour contrecarrer les perturbations externes [ CONA 74 ],
puisque tout autre type de structure demanderait des capacités de
calcul et de transmission trop élevées [ ASHB 70a, 73 ]. Enfin,

W.R.ASHBY montre dans un petit article que les seuls systémes complexes

qui ont des "chances" d'étre stables sont ceux ol chaque variable n'interagit
directement qu'avec un faible pourcentage des autres (de 10% & 15%

maximum !) [ ASHB 70b ] .

Ce chapitre commence avec 1'é@tude du conceot de partition
optimale : celle dont le couplage entre les sous-systémes est minimal.
On verra cependant que ce critére d'optimalité méne a une solution
triviale, ce qui nous conduit & considérer des optimums locaux. Le reste
du chapitre est consacré a la présentation de 5 algorithmes, dont on
discute 1'optimalité ainsi que le temps et 1a quantité de mémoire requise
pour leur exécution.
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Bien entendu, 1a seule connaissance des variables faisant
partir de chaque sous-systéme ne constitue pas une connaissance
compléte de la représentation Systéme-Structure (niveau épistémologique
3,cf.chap.I,§ 2), car i1 faudrait pour cela déterminer les relations
génératrices. Mais la connaissance des "bonnes partitions" du systéme
aide énormément cette tache. |

En effet, 1a décomposition d'un systéme en sous-systémes
faiblement couplés permet de concentrer les moyens d'observation,
d'analyse et de calcul sur les sous-systémes, de taille plus réduite,
les intéractions étant étudiées dans une phase ultérieure. Elle autorise
aussi 1'application des méthodes de modélisation par modéles partiels,
commande descentralisée, optimisation hiérarchique, ..., dont la conver-
gence est d'autant plus rapide que les sous-systémes sont faiblement
couplés [ RICH 75 7] .
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2 - LE CONCEPT DE PARTITION OPTIMALE

2.17. - LA MINTMISATION DE LA TRANSINFORMATION EXTERNE T

=

R.C. CONANT fut le premier a proposer 1'utilisation de 1la
Transinformation Externe 1 comme critére d'optimalité, dans un
article qui est devenu une référence obligée dans le domaine [ CONA 72 1.
En effet, si R = {RI’RZ”"’Rr} e P(z), T}R) mesure la quantité
d'information circulant entre les sous-systémes Rl’RZ""’Rr' Or c'est
justement la relation de dépendance ou de causalite entre variables
(ou groupes de variables) qui explique principalement cette circulation
d'information. Alors, les partitions M*elP(z) pour lesquelles “YM*)
est minimale, ne devraient pas en principe affecter a des sous-systémes
différents les variables fortement 1iées par des relations de
dépendance.

Cela apparait plus clairement dans la thése de M.RICHETIN
[ 1975, chap.III ], qui utilise extensivement une propriété auparavant
démontré par W.R.ASHBY [ ASHB 69 ] (c.f. proposition ITA3(SV) ) :

VR = (Rys Rysuees R € P(3)
> r . P
I(Ry:Ryt.. iR ) +:§;i I(R;) = Constante = I(X :X,t...:Xy) [111.1]

+*>
Ainsi, si 1'on minimise le terme I, cela revient a& maximiser

le terme J_1 des Transinformations Internes, donc & choisir des sous-
.i
systémes composés de variables fortement 1iées.
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2.2 - "LOIS GLOBALES" ET "LOIS REGIONALES"

Nous pouvons donner une autre interprétation du critére

L
"Minimiser I", trés informelle peut-étre, mais qui aide a mieux
comprendre 1'importance de cette minimisation.

Comme nous 1'avons dit au chapitre II (c.f.§5. ), 1la
Transinformation Totale *YX1:X2:...:XN) représente en quelque sorte
la "quantité de loi" qu'on peut espérer formuler sur le systéme
L= {XI’XZ""’XN}’ et cela indépendamment de l1a forme spécifique de
ces lois (équations de récurrence, équations différentielles, protocoles,
relations de causalité, ...). L'affirmation [III.1] nous permet de

séparer cette "quantité de l1oi" en deux parties :

- la premiére, associée au terme‘TYRl:RZ:....R ), mesure la quantité
de loi qui ne parlerait que de la relation entre les sous-systémes
H . i
R1,R2,...,Rr ("lois globales").

- la deuxiéme, associée d la somme des termes I(Ri)’ mesure la

de chacun des sous-systémes ("lois régionales").

Dans cette optique, 1'argumentation qu'on a donné dans
1'introduction de ce chapitre pour justifier 1'approche de 1a décomposition,
revient & dire que tous les systémes complexes (sauf quelques exceptions
"pathologiques") admettent une décomposition en sous-systémes telle que la
quantité de loi est bien d'avantage locale que globale.

En conclusion donc, 1'intérét de déterminer les partitions
m* € P(z) qui minimisent T est que avec ces partitions on peut obtenir
une idée assez compléte du systéme (d'autant plus compléte que TYM*)
est petit) rien qu'en étudiant les "lois régionales" de chague sous-systéme,
et que ce qui restera 3 connaitre sera minimal.
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2.3 - DECOMPOSITION OPTIMALE TRIVIALE

Cependant, comme le montre Z.ABID [ 1979,chap.IV ], Tle

- - - 3 » “ - - - - N -~ ) - .
critére "Minimiser I" utilisé seul, conduit & une solution triviale.

En effet, soit M*= {RT,R;,...,R:} e IP(z) une partition optimale.

Alors par définition de 1'optimalité :

¥ M= (R,Rys. oRYD € IP(X)

Mais on sait aussi (c.f. prop.Il.14 (SV)) que si

4"

[111.2]

M > M*, alors TYMN) < TKM*). Cela, avec 1'optimalité de M*, implique

que n'importe quelle partition moins fine que M* est aussi optimale :

(sv) :

T(M*) < T(M*) par [ 111.2 ]

TM*y > T(M") par Prop.11.14

En particulier la partition triviale M1:= {(XI’XZ""XN)} est

. . *
moins fine que M", donc

(SV) : Ty =Teny) = o.
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Cela veut dire que le critére "Minimiser'?m nous conduit
a la solution triviale Ml’ et peut étre & d'autres "décompositions
parfaites", dont 1les sous-systémes seraient tout & fait indépendantes.
Or les "décompositions parfaites" arrivent trés rarement : comme
nous 1'avons déja dit, les systémes complexes admettent en général
une décomposition en sous-systémes faiblement couplés, mais cela ne
signifie pas que ce couplage soit pour autant négligeable [ SIMO 62,
§ "Nearly Decomposable Systems" ].

2.4 - DECOMPOSITIONS OPTIMALES PAR NIVEAUX

Comme 1'a montré le paragraphe ci-dessus, "Minimiser T
tout seul conduit en général a la solution triviale ol la meilleure
décomposition est celle qui ne contient qu'un sous-systéme rearoupant
toutes les variables. Ceci est d'ailleurs vrai non seulement pour
H = Entropie, mais en général pour n'importe quelle Semi-Valuation.

Pour remédier a ce probléme, nous proposons la Minimisation

de T'par Niveaux :

Comme nous 1'avons vu au chapitre I, 1'ensemble IP(z) muni de la relation
< : "8tre plus fine que", constitue un treillis. Dans ce treillis on
définit le NZveau r par 1'ensemble

IPr(z):= {partitions de £ en r classes}, r = 1,2,...,N.

I1 est clair que :

lPl(z) = {{(Xl,XZ,...,XN)}},
IPN(Z) = {{(Xl),(xz),...,(XN)}},
|pK(z) = @ pour K = N+1, N+2,...,
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On peut faire une représentation graphique de P(r) comme
une hiérarchie de niveaux, des arcs entre niveaux voisins correspon-
dant & la relation ¢ (figure III.1).

f,(z) [ Ay kg )

Wz (D) (0, (% X3, X)) {60, %5, X s . ]
gl
k) {00,060, 83, KW} 5 {00,082 K), Uy X5 e M
Ny 1//
W * * ¢ M * P )
SN RANN 17 M

N\ ///\\\

12&‘5 :;gz //i] I oo My

RiT) Mg oo {00, 0 XY, (1), G ke, 05, O
N\

}?“_‘(23 {(x.,xzyl(xz),...,(x,,)}....‘ Mh., -

Ty (=) f), (%2)... (X))

Figure III.1 Le treillis #(z)
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H étant une semi-valuation quelconque définie sur =,
le probléme de la Décomposition Optimale de © est alors énoncé ainsi :

Pour r = 1,2,3,...,N, déterminer 1a (les) partition(s)
* * % *
Mr = {Rl,R ,...,Rr} Elpr(z)’ telle que
¥ = {Rl’RZ""’Rr} elPr(z) - [111.3]
o * % * - -
IMD) = T (RIWR5,. . 0RY) € T(RLR,ys. 0 0R) = T(M)
Les M: sont appellés Optimums Locaux . On voit immédiatement
que
*_
M1 -{(Xl,XZ,...,XN)},
MY = 1(X).(X,) (X))
N et i L L

puisque aussi bien PI(Z) quelPN(z) ne contiennent qu'une seule
partition, qui est donc forcément 1'optimum Tlocal.

Proposition lll.1 (SV)

Les optimums locaux MT,M;,...,M; vérifient

= o« ok
I(Mr-l) < I(Mr) s = 2,3,...5N
Démonstration
. * * % * . L 2P e 5 * % *
Soit M. = {RysRys...5R. Y. Soit M= (R sRps e v sRE Rase e sRY T,

la partition obtenue en regroupant dans une seule deux des classes de Mt.

* ]
Alors [M]' e P _4(z), donc
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T < T

et d'aprés la proposition I1.95 (SV) :

TR < TR = T - TRERG) < Tout)

Remarque

% © ok * *
(Mr-l) < I(Mr) %é? Mpo1 2 My

En effet, les optimums locaux ne constituent malheureusement
pas une chaine ordonnée de partitions. Cela rend plus difficile leur
détermination, comme on va le voir.

Enfin, notons avant de passer & 1'étude des différents algorithmes,
que 1'approche consistant 3 minimiser 1'intervaluation externe T est
valable aussi bien pour les systémes statiques que pour les systémes dy-
namiques, c'est-a-dire que dans III.3 sont compris au méme titre le
cas statique (ZE) et le cas dynamique (ZD) (c.f.chap.I, §4.2.1 et § 4.2.2).
En particulier pour les systémes dynamiques nous n'aurons nulle pas
besoin de 1'hypothése de déterminisme.

H({Xl(t),XZ(t),...,XN(t)}/{Xl(t-l),Xz(t—l),...,XN(t-l)})=0
qui exige que connaissant les valeurs prises par les variables & un
instant donné, i1 soit toujours possible de .déterminer, sans ambiguité
la valeur des variables & 1'instant suivant. Cette hypothése de déter-

minisme est nécessaire aux approches proposées par M.RICHETIN et J.DUFOUR
[RICH 75,chap.111,pp.83], [DUFO 79,chap.II, pp.2.38].
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3 - DENOMBREMENT DE P(Z) ET RECHERCHE EXHAUSTIVE

Dans 1'ensemble P(£) nous ne possédons pas, bien entendu,
les structures algébriques nécessaires pour les méthodes classiques
d'optimisation (dérivées, gradients, multiplicateurs de Lagrange,...).
I1 faudra alors que la recherche des optimums locaux se fasse au moyen
d'algorithmes qui se déplacent dans le treillis P(z). Pour avoir une
idée de 1a complexité de cette tdche, nous estimons le temps qu'un
algorithme de Recherche Exhaustive (RE) mettrait pour trouver les
optimums locaux MY, M; seens Mﬁ . [TORO 78]

3.1 ~ ALGORITHME DE RECHERCHE EXHAUSTIVE (RE)

partitions de r. Supposons aussi que 1'on a déja calculé une table
avec la valeur de H(S), pour tout S ¢ P*(Z)c

L'algorithme de Recherche Exhaustive (RE) 1it une & une les
partitions contenues dans F,calcule 1'Intervaluation Externe T de la
partition lue, et compare avec la partition qui jusqu'd ce moment était
la meilleure. Si la derniére partition lue posséde un T.plus petit,
cette partition devient la meilleure partition lue. Tout cela bien sir,

discriminé d'aprés les niveaux du treillis.

. début,
. MEILLEUR__Ii «+ o 51 =1,2,...,N;
. P < premiére partition lue du fichier F;

Tant que le fichier F n'est pas fini faire ;
. 1 « nombre de classes de P;
51T (P) < MEILLEURI,

alors;
->
. MEILLEUR..Ii <« 1 (P);
. MEILLEURE_PARTITIONi + P3

fsi
. P « suivante partition lue du fichier F;
fta;
.Ecrire MEILLEURE_PARTITIONi,MEILLEUR_Ii, i=1,2,...,N;
.fin; ' o '
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3.2 ~ OPTIMALITE DE L'ALGORITHME RE

Cet algorithme écrit & la fin une liste de N partitions,
avec leur intervaluation T’respective. Ces partitions seront bien
entendu les optimums Tocaux, puisque 1'algorithme aura examiné toutes
les partitions possibles (le paragraphe suivant suggére comment
construire un tel fichier F, avec toutes les partitions de r).

L'optimalité de ce type d'algorithme est bien sGr assurée,

quelle que soit la semi-valuation H utilisée pour calculer T: et
méme encore, quel que soit le critére d'optimalité.

3.3 — ORDRE DE L'ALGORITHME RE

Dans Tes algorithmes que nous présentons dans ce chapitre
et dans le suivant, on peut distinguer trois parties :

- Initiatisation : ol 1'on donne des valeurs initiales aux variables,

on lit les paramétres et les premiéres données.
Cette partie ne prend que quelques lignes du programme.

~ Boucle Principale : c'est le coeur de 1'algorithme, ol le gros des

calculs, comparaisons et décisions sont faits. Elle
comporte la lecture de quelques données et/ou
1'incrémentation de certains indices, puis les
instructions de calcul et de comparaison, et enfin,
la décision de sortie qui fait recommencer la boucle,
ou bien, méne a la partie résultats.

- Résultats : ol 1'on écrit les résultats obtenus.

En général, le temps nécessaire pour 1'initialisation et
1'impression des résultats est pratiquement le méme pour les algorithmes
correspondants aux différentes méthodes; ceux-ci se distinguent alors
par le temps passé dans la Boucle Principale.
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A ce propos, les calculs faits dans la boucle principale
reviennent en fin de compte & 1'examen consécutif d'un certain nombre
de "partitions candidates', en vue d'en trouver la meilleure. Ce
nombre de partitions examinées est appelé Ordre de 1'Adlgorithme.Celui-ci
constitue un paramétre trés important, puisque le temps d'exécution
lui sera proportionnel. Plus exactement, le temps d'exécution sera
égal a

temps requis pour 1'examen temps d'initialisation

J x[ordre de ]'a]gorithme] +

d'une"partition candidate" et d'impression des

résultats.

-y -

avec || = N. Calculons donc :

IPK(Z)I=:S(N,k):= nombre de partitions en k classes
d'un ensemble de N éléments.

Ainsi, du fait que ]eslPk(z) sont disjoints, on a :

N N
Pz =2 P ()] = >0 S(N.K).
K=1 K=1

Le nombre S(N,k) est appelé nombre de §tirling de deuxiéme
espéce; et i1 est donné par la relation de récurrence :

S(N,1) = S(N,N) = 1, quel que soit N > 1, [111.4]
S(N+1,K) = S(N,K-1) + K.S(N,K) , pour Z < K ¢ N-1,
S(N,K) = 0, pour K > N.

En effet, un ensemble de N é€1éments posséde une seule partition
en une classe, et une seule en N classes. De plus, si 1'on suppose connues
les partitions d'un ensemble de N éléments, les partitions de (N+1) éléments
en K classes peuvent étre obtenues :



125

- soit parce que dans chaque partition de N &léments en k-1 classes,
on ajoute une nouvelle classe qui ne contient que le (N+1)eme

€lément. On obtient de cette fagcon S(N,k-1) partitions.

- soit parce que § chaque partition de N &léments en k classes, on
ajoute le (N+1)eme é1ément @ n'importe laquelle de ses k classes.
Ainsi, chaque partition de N &léments en k classes peut donner lieu
d k partitions de N+l éléments en k classes, soit au total k.S(N,k).

Comme on peut le voir dans le tableau présenté dans
1'Annexe 1, le nombre d'éléments de 1'ensemble P(z) croit trés vite
avec N={z|. Si 1'on suppose par exemple qu'un ordinateur peut examiner
1000 partitions par seconde, on pourrait envisager 1'utilisation de
cet algorithme RE jusqu'au maximum |z| = 12 variables. Dans ce cas
[IP(z)|= 4'213.597 partitions, et le temps de calcul serait de

, 1 1 1 _ .
4'213.597 x Tﬁﬁﬁ”'x Bﬁ'x <0 = 1 heure + 10 minutes.

Au dela, le nombre de partitions & examiner, donc le temps de
calcul, devient trop grand, voire astronomique. Pour |z} = 13 i1 y a
27'644.437 partitions, et il faudrait 7 heures + 40 minutes de temps
de calcul. Si [z| = 20, le nombre de partitions est de 51"724.158'200.000,
qui pourraient étre examinées en 1640 ans + 59 jours + 5 heures + 39 minutes!!!
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Ly - RECHERCHE ASCENDANTE DES OPTIMUMS LOCAUX

La proposition II.15 (sv) dit que si 1'on passe d'une partition
R = {R1 R2,. R } du niveau r & une partition du niveau r-1 par regrou-
pement en une seu]e de deux de ses classes, R R » 1'intervaluation
externe T diminue de I (R1 RJ) Cela nous suggere un algorithme qui en
NS {(Xl),(Xz),...(XN)}, traverse les
différents niveaux du treillis P(z), en essayant & chaque étape de

—

diminuer autant que possible 1'intervaluation externe I par regroupement

partant de la partition triviale M

des deux sous-systémes les plus 1iés [ TORO 81 ].

4.1 - ALGORITHME ASCENDANT : ANALYSE HIERARCHIQUE (AH)

En réalité, le principe de cet algorithme est le méme que
celui des méthodes de Classification Hiérarchique [ CAIL 76, chap.XV ]
A partir d'une partition du niveau r, on recherche parmi toutes celles
du niveau r-1 moins fines, celle qui minimise le critére d'optimaliteé.
Compte-tenu de la proposition I1.15 (sv), cette minimisation est obtenue
par la réunion des deux classes Ra et RB pour 1esque11es‘f‘(Ra : RB) a la
valeur la plus élevée.

L'algorithme AH ci-dessous utilise deux vecteurs, Mr et Ir’
r=1,2,...,N, ol i1l va mettre la partition trouvée a chaque niveau,
ainsi que son intervaluation externe. L'algorithme suppose aussi que
1'on connait d&ja H(S), ¥ S e P*(%).
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tant que r > 3 faire ;

. Examiner tous les couples de sous-systémes de Mr’ et trouver les

sous-systémes Ra et R, 1<a<Bgr, qui vérifient :

B’

sT Ry tR) Vg, leicisr;

L
I(R :R :
1 J

o * R
. Mr_1 +.(Mr\‘{Ra’Rs}) u {Ra u RB};

-
o Ir-l <+ Ir -1 (Ra : RB);
s r<r -1
ftq;
M, < {(Xl,XZ,. .,XN)};
. Iy« 05

. Ecrire M1’Ii’ i=1,2,...,N;
. fin 3

Dans 1'annexe 2 on donne une version étendue de cet algorithme
ou en plus de Ra et RB’ on examine aussi le regroupement d'autres

sous-systémes R , R tels que lI(Ra : RB) - I(R, : R) | < e, pour un
e > 0 donné.

.2 - OPTIMALITE DE IL'ALGORITHME AH

L'algorithme AH n'est évidemment pas optimal. On peut seulement
étre sir que 1'algorithme trouvera les optimums locaux M;,MT (Tes
partitions triviales), ainsi que M:_l , puisque dans ces niveaux il aura
examiné toutes les partitions. Pour les autres niveaux, N-2, N-3,...,2,

on ne peut rien dire puisque 1'algorithme n'aura examiné que les
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partitions qui lui sont accessibles, c'est-a-dire, celles obtenues par
regroupement de deux classes de la partition précédente. Or, comme on

Ta remarqué auparavant, les optimums locaux ne constituent pas forcément
une chaine ordonnée par la relation <.

4.3 - ORDRE DE L'ALGORITHME AH

Pour un niveau r donné, la boucle principale de 1'algorithme
AH examine tous les couples de sous-systémes de la partition Mr’

pour trouver les deux sous-systémes Ra et R les plus liés. Cela est

B
équivalent a 1'examen de toutes les partitions du niveau r-1 moins

—

fines que Mr’ pour trouver celle qui minimise I.
On peut dire alors que le passage du niveau r au niveau r-1

fait 1'examen d'un nombre de partitions é€gal au nombre de couples de
sous-systémes de la partition précédente, c'est-a-dire

r.lr= [111.5]

Au total donc, le nombre de partitions examinées par 1'algorithme AH
est :

2
ordre (AH):= Y 3 L
r=N

N N N
1 2 1 ]
72 (F-megr g2
r=il r=1 r=1

1 (N.§N+1).(2N+1)) L ( N.(N+1) )
=5 - 5 - )

LS. (111.6]

L'annexe 1 montre les valeurs de 1'ordre (AH), pour
|£] = N < 20. On voit que le nombre de partitions ne croit pas trop
vite, et si 1'on suppose & nouveau que 1'ordinateur prend un milliéme
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de seconde dans 1'examen de chaque partition, on pourrait envisager
T'utilisation de 1'algorithme AH pour [£| = N < 378 variables. En
effet, pour |z| = 378, ordre (AH) = 9'001.629, et le temps de calcul
nécessaire serait 2 heures + 30 minutes + 1 seconde.
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5 - RECHERCHE DESCENDANTE DES OPTIMUMS LOCAUX

La méthode que nous présentons maintenant est en quelque
sorte 1'inverse de celle décrite dans le paragraphe 4. I1 s'agit
d'un algorithme de segmentation, procédant par fractionnements successifs
des classes [ ABID 79, chap.IV; STAR 81; TORO 79,81 ]

5.1 — ALGORITHME DESCENDANT : DIVISION RECURSIVE (DR)

La proposition II.16 (sv) dit que si 1'on passe d'une partition

Mr = { Rl’RZ""’Rr } du niveau r 3@ une partition du niveau r+1 par -
1'éclatement d'une de ses classes en deux, 1'intervaluation externe I
augmente de 1'intervaluation entre les deux classes créées. En partant
de la partition triviale M1 = { (Xl’XZ""’XN) }, 1'idée est alors de
traverser les différents niveaux du treillis en essayant a chaque étape
de créer les deux sous-systémes qui fassent augmenter 1'intervaluation

externe le moins possible.

L'algorithme DR ci-dessous stocke dans les vecteurs Mr et

Ir’ i=1,2,...,N la partition qu'il trouve & chaque niveau, ainsi que

son intervaluation externe. L'algorithme suppose aussi que 1'on connait
déja H(S), ¥ S e P*(x)

. début;
. Ml < {(Xl,xz,..-st)};

.Il+0;

. r< 1

tant que r < N-2 faire;
. pour chaque R, € Mr examiner tous les S ¢ Ri,ﬂ #S # Ri’ et trouver
leR et le S cR, P ¢ s* 4 R_» tels que

(04
> L gl

¥ ¥
TI(R~S":8") < T (Ry\S:S) ¥Ry e M, ¥ ScRLPAS AR

* %*

Mg (MNR D) u RNSY, 5%y
I, <1 +T(RNS*: 5% ;

e+l r o - ) ?

. ro«r+l;
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T_f_t_q_;

. MN <« {(X1)9(X2)9---9(XN)};
L o d

IN <« I(X1

. Ecrire Mr’ Ir, pour r = 1,2,..., N;

- fin;
L'annexe 3 détaille cet algorithme et utilise certaines

tables, pour éviter la répétition des calculs implicites dans la
premiére instruction de la boucle principale ("Pour chaque Ri e?ﬂr,...").

5.2 - OPTIMALITE DE L'ALGORITHME DR

Aussi bien que AH, 1'algorithme DR n'est pas optimal. Les
seuls optimums locaux trouvés par DR sont M1 et M (Tes partitions
triviales), ainsi que M2 » puisque dans ces n1veaux il aura examiné
toutes les partitions. Pour les autres niveaux, 3,4,... N-1, 1'algorithme
n'‘aura examiné que les partitions qui lui sont accessibles, c'est-d-dire,
celles obtenues par 1'éclatement en deux d'un des sous-systémes de la
partition précédente.

Toutefois, cet algorithme DR a des "bonnes chances" de trouver
les partitions optimales qui ont une petite intervaluation externe. Sans
que ceci prétende étre une démonstration, imaginons qu'il existe une
partition optimale M au niveau r pour laquelle I(M ) = ¢ est "particulie-
rement"petite. Alors toute partition moins fine que M aura une inter-
valuation externe T plus petite ou égale & ¢ (c.f. Propos1t1on IT1.14(sv)).

Ces partitions moins fines que M forment des chaines entre
M1 et M qui traversent tous Tes niveaux (f1g.III.2)
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i .

7, (%) C N

: - \\\g 1
'ﬁfz) \ M|

Figure III.2 Descente vers une partition optimale

entre MT et M: . Alors, sous "1'hypothése" d'un ¢ "particuliérement"
petit,on pourrait espérer que 1'algorithme descende par une de ces
chaines jusqu'a M: » puisque dés le niveau|P2(z) et & chacun des niveaux
suivants i1 trouvera des partitions dont 1'intervaluation est inférieure
ou égale a €.

Ces "chances accrues" d'optimalité se reflétent dans un temps
de calcul bien plus élevé que celui de 1'algorithme AH.

5.3 — ORDRE DE L'ALGORITHME DR

A chaque niveau 1'algorithme DR examine toutes les décompositions
en deux de chacun des sous-systémes. Cela est équivalent a examiner
toutes les partitions obtenues par 1'éclatement en deux d'un des sous-
systémes de la partition précédente.

Mais comme le montre 1'annexe 3, a partir du niveau PZ(ID,
i1 suffit d'examiner uniquement les partitions en deux des deux sous-
systémes créés dans 1'étape antérieure. Soient R1 et R2 ces sous-systémes.
Le nombre d'alternatives examinées est alors

R,| IR, |
2 -2 ,2 -2
f (|R,],|R i
(] 1‘ | ZI) : + :

En effet, pour R1 i1 faut tester toutes les partitions de la forme
{Ry\S,S} , avec S c R, p#S#R.I1ya ZlRll sous-ensembles de Ry,

dont on élimine S = @ et S = R,; la division par 2 est dide au fait que
3 -~ 1

I(Rl\\S:S) =1 (S:R1\~S). Pour R2 le raisonnement est le méme.
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et R,.

IT n'est pas possible de prédire les cardinaux de R1 2

On peut quand méme dire que, au niveau r,
Ryl + IRy « N - (r-2)

puisqu'il faut que chacun des autres r-2 sous-systémes aient au moins
une variable. Alors, vu la nature exponentielle de f, on peut dire

N-r

FOR IR, ) € F(N = (r=2) = 1, 1) =277 -1 [111.7)

Ainsi, le nombre de partitions examinées pour passer du niveau
r ( »2 ) au niveau r+l est au maximum oN-r
passer de P, (%) & IP,(£) i1 faut tester (2"-2)/2 = 2

En faisant 1a somme de r=1 & r=N-1 on obtient alors

- 1. Par ailleurs, pour

N-1_ 4 partitions.

] Nel o g N-1
ordre (DR) ¢ (2"71-1) + 3= (@VTa1y = 3T @My
r=2 r=1
N-1 N-1
AN o e = T2 - (el
r=1 j=1
N
=272 Ny =2l o
2 -1
N
=Ny [111.8]

I1 faut remarquer que ce résultat ne constitue qu'une bonne
supérieure de 1'ordre (DR), correspondant au pire des cas. Toutefois,
si 1'on suppose un temps d'un milliéme de seconde pour 1'examen
de chaque partition, on pourrait utiliser 1'algorithme DR pour
|z] < 23. En effet pour |z| = 23 i1 y aurait au maximum 8'388.538 partitions
a examiner, tdche qui necessiterait au plus 2 heures + 19 minutes + 49 secondes.
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6 - APPROXIMATIONS SUCCESSIVES DES OPTIMUMS LOCAUX

Les algorithmes AH et DR qui viennent d'étre présentés peuvent
se résumer respectivement a une application répétée des deux opérateurs

suivants :

* OPERATEUR AH [111.9]

=(R\{ROL,RB})U{R(X u RB} ’

avec Ra’Rs e R tels que :

ﬁ 9 - 0
I(R : R ) =Max I(R.:R.) lgi<jgr
L

D'aorés la proposition II.15 (sv) on a

L -

T(AH(R)) = T(R) - T(R, : R,) [111.10]
* OPERATEUR DR [111.11]

DR :lPr(Z) > IPr+1(Z)) 1 grgN-1

= ese M S1Rqgsees *5 *a--9
R {Rl, Rr} DR(R) {Pl R$~S S RP}

_ * K
-%RU%DURQS,S}

avec R e R, s*¥ e R s B # s* £ R s et tels que :
¢4 - o ¢

Thras* : sH STIRNS :S) ¥R R, ¥WSCR,AESF R
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D'aprés la proposition II.16 (sv) on a

-—d -~

T(OR(R)) = T(R) + T(R=S* : s*

) [111.12]

6.1 - OPERATEURS CONTRACTANTS

La composition des opérateurs AH et DR nous permet de
définir les deux nouveaux ovérateurs :

AHeDR : P (£) > P (2) [111.13]
R r—~__—— AH°DR(R):=AH(DR(R))

DReAH : IP () > IP (1) [111.14]
R y——————> DROAH(R):=DR(AH(R))

pour 2 < r g N-1

Proposition 111.2 (SV)

Soit Q une partition quelconque du niveau r, 2 ¢ r g N-1.

Alors

P— -
I (AH°DR(Q)) s I (Q),

L e -«
I

(DR°AH(Q)) < T (Q).

® ©

Démonstration :

(:) Soit Q = {QI’QZ"“’Qr}' Moyennant une rénumérctation

éventuelle, on peut toujours écrire :

AH(Q) = {Ql u Qza039---50r}’
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avec
T(oy £ 0p) > T(0; 1 0. ¥y 0 e 0
> G-
T(AH(Q)) = T(R) -"T(9, : Q)

Calculons a présent DR(AH(Q)) = DR({Q1 u Q2’03""’Qr})'
Deux cas peuvent se nrésenter :

ler cas : L'application de DR divise le premier sous-systéme Ql u QZ'
On a alors :

DR(AH(Q)) = £(0Qp u 0,)N\S¥,5%,05,...,0,)

avecs*goluoz,w;és*;éoluqz,et

(T((0 u QNS:S), ¥SeQy u 0,, B # S #0p u 0y,

%

) <4
> p

I(Qi\S:S), VQi, Fgigr, VSgQi, P £S # Qi'
\

Ty v g)Ns* + s

En particulier on a :

-3 x Kk, ©
I((Ql u QZ)\S S ) < I((Ql u QZ)\QZQZ) =

o
T (0,:0,)
ce qui nous permet de dire :
o >

I(DR(AH(Q))) = T(AH(Q)) + T(@Q) u Q,)~s* : 5% )

> B (T

$T(A(Q) + T(o; : 0,) =T(@)

2 cas : L'application de DR divise un autre sous-systéme.

Soit 03 celui-ci. On a :

DR(AH(Q)) = 10 u Qps Q5NS¥, ¥, 05.0ny Q)
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avec ¥ ¢ Qs P # s*# Q3

<~

T(ONS £ S), ¥ S ey BASEQ

) < TONS :S), Va5, dsisr,¥SeQ;, PASED,

-

T((Q u QNS :5), VS0 uQpudrsStou,

En particulier, on a :

-« L g

Tlos™: %) < Tl(oy u 0,00, 1 0,) =T(q; : Q)
ce qui nous permet de dire que

*

T(OR(AH(Q))) = T (AH()) + TN s* : 5%

<Tim()) + T (0 : Q) =T(0).

<
Angd

1
1

La proposition est ainsi démontrée pour DRoAH. Pour
1'affirmation (:), concernant AHoDR, la démonstration est en tout
point calquée sur celle-ci.

(F.D.)

Proposition (11,3 (SV)

Toute Mt, partition optimale du niveau r, est un point fixe
des applications DRoAH et AHoDR, c'est-d-dire qu'on a :

T(0RoAH(M)) = T(AHODR(ME)) = T(MF), ¥ 2 s r < N-1.

Démonstration :

DRoAH (M:) et AHoDR(Mi) sont deux partitions appartenant
alPr(z); Teur intervaluation externe I est alors supérieure ou égale
a celle de 1a partition optimale M:. Par ailleurs, 1'utilisation de 1la
proposition précédente fournit 1'inégalité dans 1'autre sens, ce qui
prouve 1'égalité annoncée.
(F.D.)
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REMARQUE : Parmi tous les opérateurs de 1a forme AHKoDRK ou DRKoAHK,

seul celui correspondant & K=1 posséde les propriétés
précédentes.

6.2 - ALGORITHME D'APPROXIMATIONS SUCCESSIVES (AS)

On dira qu'une partition M. elPr(z) est une Partition stable
$si c'est un point fixe & la fois pour les onérateurs DRoAH et AHoDR.

On vient de voir que toute partition ou décomposition optimale
M: (2 £ r g N-1) est une décomposition stable; mais i1 faut remarquer
qu'il ne s'agit 1a que d'une condition nécessaire d'ootimalité: il se
peut qu'il y ait des décompositions stables qui ne soient pas des

optimums Tocaux.

L'algorithme d'Approximations successives que nous proposons
recherche, pour chacun des niveaux du treillisIP(z), une partition vérifiant
la condition nécessaire d'optimalité (partition stable). Pour cela,
dans chaque niveau on se donne une décomposition initiale quelconque, et
on applique les opérateurs AHoDR et/ou DRoAH autant de fois que cela
est possible jusqu'a la stabilisation. La convergence est assurée par le
caractére contractant des opérateurs appliqués.

Plus concrétement, les boucles principales des algorithmes
AH et DR deviennent des sous-programmes, appelés par 1'algorithme AS :



139

. début;

.« 2;

tant que r < N-1 faire;
. Générer (ou lire) une partition M slPr(z);
. Stable « "faux";

tant que - Stable faire;

tant que AHODR (M) # M faire;
. M <« AHoDR (M);

ftq;

tant que DRoAH (M) # M faire;

. M <« DRoAH (M);

fta;
Si AHoDR (M) = DRoAH (M) = M
alors;

. Stable « "vrai";

fsi;

e

fta;
-
. Ecrire M,I(M);

. ro« r+l;

-4

ftq;
. fing
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La démarche de cet algorithme AS est illustrée par 1la
figure III.3 :

F..(z)

PRoAH

P.(Z) N 1{\] 1.1 \Lf,y....( 7 it

| o% \ R Stable
|

=

AHoDR

At

v, v

R | T

i+

Figure III.3 Démarche de 1'algorithme AS

Comme pour les méthodes du type "Nuées Dynamiques" [DIDA 79],
dans chaque niveau, les calculs pourraient étre répétés pour plusieurs
partitions initiales tirées au hasard. On obtiendrait ainsi plusieurs
partitions stables. Celles-ci permettraient de déterminer les formes
fortes, c'est-da-dire, les sous-ensembles de variables qui apparaissent
toujours dans les mémes sous-systémes. Enfin, si une seule partition doit
étre retenue, on choisira naturellement la partition stable qui
posséde la plus petite interva]uationfﬁ

6.3 — OPTIMALITE DE L'ALGORITHME AS

L'algorithme AS fournit nour chaque niveau une (ou plusieurs)
partitions stables. Parmi celles-ci, nous pouvons étre sir que pour
les niveaux 1 et N (triviallement), ainsi que pour les niveaux 2 et N-1,
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les optimums Tocaux seront trouvés, étant donné que AS réunit les propriétés
de DR et AH.

Pour les autres niveaux r, 3 < r ¢ N-2, les partitions
trouvées possédent une propriété nécessaire d'optimalité. La question
qu'on se pose alors est de savoir si 1'ensemble des partitions stables
est "petit", ou si par contre, presque toutes les partitions sont
stables. C'est une question ouverte. Nous pouvons dire seulement que dans
plusieurs exemples que nous avons développé, il a suffit de déterminer
d peine quelques partitions stables pour trouver 1'optimum local. Par
ailleurs, 1'intervaluation externe des partitions stables était en
général trés prés de la valeur optimale.

6.4 - ORDRE DE L'ALGORITHME AS

Les quelques exemples que nous avons étudié nous ont montré
aussi que lors du processus de stabilisation a un niveau r, 3 ¢ r < N-2,
on est amené a appliquer AHoDR ou DRoAH dans un ordre assez irrégulier :
on applique AHoDR jusqu'ad 1'obtention d'une partition fixe pour cet
opérateur, ensuite on applique DRoAH jusqu'a obtenir & nouveau une partition
fixe pour celui-ci, a nouveau AHODR, puis DRoAH,..., jusque stabilisation
pour les deux opérateurs. On suppose donc que en moyenne 8 applications
d'un opérateur de contraction reviennent & 8/2 application de AHoDR et
g/2 de DRoAH. Pour les niveaux r = 2 et r = N-1, une seule application
de DR et de AH, respectivement, suffisent pour trouver la partition
optimale du niveau.

Cela dit, soit A(N,r,8/2) (respect.B(N,r,8/2)) la plus petite
borne supérieure du nombre de partitions examinées par 8/2 applications
de 1'opérateur AHoDR (respect.DRoAH) au niveau r du treillis de partitions
de N variables (3 ¢ r ¢ N-2). En combinant les résultats [III.5] et
[111.7] on peut dire que :

AN,rae/2) = 5 [ (21 4 i‘lilzu} [111.15]
. N

/ N

DR:du niveau r AH:du niveau r+l
au niveau r+l au niveau r



B(N,r,8/2) [111.16]

i
o™
/N

=
l~~
=5
]
—
+
—~
~N
=
]
i
-
1
—
N

]

—
S
N——

AH:du niveau r DR:du niveau r+l1
au niveau r+l au niveau r

A(N,r-1,8/2).

Enfin, supposons qu'on se donne o partitions initiales &
chaque niveau r, 3 g r ¢ N-2, et qu'd chacune d'elles on applique B

fois les opérateurs de contraction. Le nombre total de partitions
examinées, autrement dit, 1'ordre de AS, est borné supérieurement

par :
ordre (AS) g [r11.17]
N N-2
2°=2 N.(N-1
=S St > a.(A(N,r,B/Z) + B(N,r,8/2) )
D e — X o e
niveau r=2 niveau r=N_1 niveau 3 a N-2 (si N > 5).

L'Annexe 1 présente le calcul de Ordre (AS) pour N g 20,
en supposant a.8 = 18 (qui correspondrait, disons, & 3 partitions initiales
par niveau, auxquelles on appliquerait 6 fois un opérateur de contraction).
Si 1'on suppose a nouveau un temps d'un milliéme de seconde pour 1'examen
de chaque partition candidate, 1'algorithme AS pourrait étre utilisé
jusqu'a |z] = N = 20 : dans ce cas le nombre de partitions & examiner
est au maximum de 7'620.905, tache qui nécessite 2h + 7min + 15sec.
de calcul.
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/ - UN EXEMPLE D'APPLICATION DES ALGORITHMES AH.DR, T AS

La présentation de cet exemple fait appel a 1'analogie qu'on
a établie entre les Semi-Valuations Monotones et la Théorie de la
Mesure (Paragraphe 9 du chap.II). I1 s'agit d'un systéme de 7 variables,
dont la représentation graphique est donnée ci-dessous.

Figure III.4 Représentation graphique d'un systéme de 7 variables

Les chiffres indiquent la "surface" ou entropie contenue
dans chaque secteur &lémentaire. Ainsi par exemple

T(xlzxz) =10+2+3+23=18,

I ({Xl,Xz} Xg) =1 +2+3+4+4=14,

I (X4:X5:X§Z =9+ § + 7+ ?x? = 38,

1 ({X1;X3} . {X59X6}) = 0,

I (XI:XZ:X3;X4:X5:X6;X72/= 10+2+1+2+10+48+9+6+7

+

2X3 + 2x2 + 2x4 + 2x4 + 2XxX2 + 2x8
3x3 = 110.

+



144

L'application des algorithmes AH et DR & ce systéme fournit
les résultats que 1'on résume dans les dendogrammes [CAIL 76, chap.15]

suivants :

1. XXX X, XXX 1=0

2. A o [y ) XXsXe f-20
3. X XX /\ X X XeXe T-38
4. [OLYN% ] X Xy XeXe | T=54
5. o] X X X4;(6 X 1-75
6 X% [% Xy %] % T-92
7. 1% % X Xl Fel X T=110

Figure III.5 Résultats de 1'algorithme AH

1. K XX KX XX T=0

2. X,X, | T X KX KX T=19
3. X; /\x2 X3X XcXeX5 T1=37
4, X, % T N “T=57
5 X] X, X X X XX, T=72
6 X X 515 G5 N T-93
7. X X, X, X xJ Xe X T-=110

Figure III.6 Résultats de 1'algorithme DR

Comme on le voit, pour un niveau donné r, 3<rg¢N-2,
tantot DR, tantdt AH peuvent fournir une meilleure partition (pour
r=2 c'est DR qui trouve 1'optimum, et pour r=N-1 c'est AH qui le
trouve). En fait, dans plusieurs exemples que nous avons calculés
aucune "superiorité" d'un de ces algorithmes par rapport a 1'autre
ne s'est dégagée, et cela malgré le fait que DR examine bien plus de
partitions candidates que AH. En général, ces deux algorithmes trouvent
des bonnes partitions, dont 1'intervaluation externe T est assez
prés de celle des optimums locaux.
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Voyons & présent 1'application répétée des opérateurs
contractants AHoODR et DRoAH sur deux partitions du niveau 3 choisies
au hasard :

lére solution

de départ:
oD% 28054
(X)X Xg) (X XcXe) (X5) 3. T=40 (X XXX X ) (Xc) (X ) 3. T=38

> 2
9\“’“ %'94«
ANodR 2R AR

TXXX5) () (XX Xg) 3 T=38

2émé solution

de départ: (0K XD (X0 ) (XXX )3 T=95
/M \%‘\
X XXe) (Xy) (X XXy )} T=77 L(X XX X Xs) (X,) (Xg) 3. T=44
nv" 0‘?’5 ‘\o‘v‘
& e £ %, o
LX) (XX XeXs ) (%) T=0 | (XX XX0) () (%) 1 T=38

. L o d
e bony w? L) (%) (XgX XX (X, )} 1=37

]

2

Alto D?~ bRle h?‘

X XXX, X0 ) (X ) (Xg) 1.T=38 | [L(X]) (X,) (XX XeXX,)3 T=37

Figure II1.7 Application des Opérateurs Contractants,

Cet exemple montre une partition stable, {(X1X2X3X4X7)(X5)(X6)},
qui n'est pas un optimum local.

Aussi bien dans cet exemple que dans d'autres un peu plus compliqués
que nous avons étudié, on voit qu'en généra] la convergence est atteinte
en un petit nombre de pas, méme pour des partitions initiales assez
mauvaises. Nous avons trouvé aussi que généralement les partitions stables
possédent une intervaluation externe T trés proche de celle des optimums

locaux.
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8 - RECHERCHE DES OPTIMUMS LOCAUX PAR PROGRAMMATION DYNAMIQUE

Une des propriétés montrées au chapitre Il va nous permettre
d'exprimer 1'intervaluation externe T sous une forme additive qui autorise
1'application de 1a méthode de Programmation Dynamique. Ce paragraphe
est inspirée d'un approche proposée par [STAR 79, chap.l1].

8.1 - LA FONCTION "DECOMPOSITION OPTIMALE"

Nous allons étudier la fonction‘ﬁr, qui & chaque sous-ensemble S
de variables de £ fait correspondre la partition optimale de S en r
classes. Si 1'on appe11e|Pr(S) 1'ensemble de partitions de S en r classes,
la définition formelle de<$r, r=1,2,...,N, est la suivante :

D, : ¥(2) — P(2)":= P(2) X ...x P(7)

— - e

r-fois

S /v J)Y\(S)

—~

Si |S| » r alors :

-D,.(5) P (S), et
- WR = (RWRys. - oR Je P (5):T(B () < T(R).

Si |S| < r alors :

-§3r(S) est "indéfini", et

- T®,(5)):= + =

On voit immédiatement que

¥S £ 9 :;‘Bl(S)
¥S £ 3 :<$N(S)

($)1 » T@y(5)) = 03
“indefini", T(B)(S)) = + =3

i

mN(Z) =

|
—~—
—
><
et
~
-
—
>
N
~
-
"
——
><
=
S
(-
-
-t
——
(<)
=
———
™M
S
~
]
o
"1
>
—
><
=
~
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L'importance de cette fonction&%.réside dans le fait qu'elle
permettrait d'obtenir les optimums locaux :

Y. Y Y. Y
m1(2) - Ml’ 32(2) - MZ’.."DN-I(Z) - MN‘].’ 3N(Z) - MN

La proposition suivante donne une relation récursive pour la calculer.

Proposition 11,4 (SV)

Quel que soit S ¢ P(z), et quel que soit r = 2,3,...,N :

‘T(i)r(s)) = Min {T(o:S~0) +T(§)r_1(3\0))}
ocS
Pc#S

Démonstration

Dans ce cas le terme de gauche est par définition + «.
Pour sa part, le terme de droite est aussi + « puisque

¥oeS, PFo#S : |Svol| < r-1

= TO. ,(Sx0)) 1= + =

r-1

donc chacun des termes du Min est égale a& + =,

Cas_|S|z.r :

* ¥ *
Posons SF(S) = {RI’RZ""’Rr} > Pr(S).
D'aprés la proposition 11.12 (I) (SV) nous avons :
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> —H *‘ .
IGDr(S)) = I(Rl.R2 ..... R.)
=T(R’{:R2 u R; u u R*) +9(R§:R§:...:Rt)
>
= T(R]:SN\R]) +“’(R;;R’§:...:Rj)
Montrons maintenant que
o %k
I(RZ:R3:.... ) IGD 1(S\R ))

Supposons que ceci ne soit pas vrai, alors forcément
* * - *
Rotela: R) > ICDr_l(S\.Rl))

(1e contraire n'est pas possible puisque {R2,R3, . R*} elP 1(S\RT),
et par définitionéBr_1(5~\R ) est la partition optimale de S\‘Rl’

en r-1 classes).

Alors
k%, ¥y K *, T ox ok
T(R]:Ry:..u: RE) = T(RI:SNRY) +1(R3: ... RY)
o * *
> T(RT:SNRY) + @ (SNRY))

=T(R]} ud,_1(SNR])),

mais cela constituerait une contradiction puisque {R } u&)r 1(%\ Rl)e "D (S)
et on avait supposé le,RZ, . R } comme étant la part1t1on optimale

de S en r classes.

Ainsi donc
T(Ry:R3:...:R%) = T® (S\R])),
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Montrons pour finir que

T(R]:S\RY) + T(®,_{(S\RT)) = Min (T(0:5v0) + T® _,(S\a)) 3
agS
PEc#S

Supposons que ceci ne soit pas vrai, alors forcément

TERY:5\RY) + T (5<R¥)) > Min {T(o:5v0) + T(® _ ,(Svo)) }
1> r-1 1 e : P19
pEo#AS

(Le contraire n'est pas possible puisque R¥ cSetp# R¥ # S, donc
1= 1

le Mim du terme de droite inclut Te cas o = Ry)-
£ ]

Supposons que ce Min est atteint pour o = o (60 €S, P # c*# S).

Alors

T(®.(9)) = TR]:s~R]) + T@®,._;(S~RY))

> ?(O’*ZS\G*) + T(@Y,_]_(S\ o ))
= Tle™ v, (5Ne") .

Mais cela constituerait une contradiction puisque

(™} ui)r_l(S\o*) £ lPr(S), et&)r(S) est par définition la partition
optimale de S en r classes.

Ainsi donc
> % * - *
T®,(5)) = T(RI:5°RY)) +T(®,_; (S\R)))

[}

Min (T(o:5n0) + T(®,_1(Sv0)))
o€S \

Q;O#S



150

8.2 ~ ALGORITHME DE PROGRAMMATION DYNAMIQUE(PD)

En utilisant 1a proposition précédente, nous pouvons calculer

les optimums locaux M*, M M M*

2,.-., N'l’ N.
En effet, pour r=2,3,...,N,

M: = 9,.(2)aT(®,(2)) = Min (T(o:1v0) + (0, _(2%0)))
O'EZ (—ﬂ""_‘—"""
ﬂ#o_#z lluli

Cependant, on voit que pour ca]cu]er;br(z) i1 faut connaitre
déja Z%_I(S), ¥SeP(z), puisque 1'argument du terme "o" parcourt tout
1'ensemble P(z).

ZH.et.ﬁN étant trivialement connus, nous allons donc construire
deux tableaux, D(.,.) et ID(.,.), qui ont 1a forme montrée dans la
figure II1.8. A 1'intersection de la ligne S(¥SeP(z),|S| » 2), avec la
colonne r (2 ¢ r < N-1), 1'information que ces tableaux contiennent est

D(S,r) = meilleure partition de S en r classes =$P(S);'

ID (S,r) = Intervaluation Externe de la partition contenue dans
D(S,r) = T(®,(5)).

En particulier, la colonne r=2 devra étre calculée par une
recherche exhaustive de 1a meilleure partition en deux de chacun des

SeP(z), P#S#T .
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2 3 4 . P oieeees el N-1
(XX, E
: ¥ | o* % * *
' ?
XX, X5 :
. {
! *
* [ ”®
t
Ky n-1%ng | _
{X1X2X3X4} |
. |
i
. :
) ; D(S,r)
S ---soms SR %Y p(sar)
X
X Xpee Xy}

Figure III.8 Les tableaux D(.,.) et ID(.,.).
Dans le tableau D(.,.), la partie supérieure
a la‘diagonale® reste vide. Dans le tableau
ID(.,.), 1a partie supérieure a la ‘diagonale”
contient +o,

L'algorithme de Programmation Dynamique est donné dans (; ™ }

la page suivante.
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.début;
ID (.,.) « + =; (le tableau ID est initialisé & + w partout)
Ecrire {(Xl,Xz,...,XN)} 03

Pour chaque Sez,

S|y2 faire;
Pour chaque ocS, P#o#S faire; ()
Si T(0:Svo) < ID(S,2)

alors;
D(S,2) <« {0,Svc};
ID(S,2) « T(0:Sva)3

fsi;

fpour;

fpour;
Ecrire D(z,2), ID(x,2);
re 3;
tant que r < N-1 faire;
Pour chaque Sez, [S| > r faire;
Pour chaque ocS, P#0#S faire; (%)
Si T(o:Sv0) + ID(Svo,r-1) < ID(S,r)

alors;

D(S,r) « {o,D(S~o,r-1)};

L o d
I

ID(S,r) « I(0:S~o) + ID(Sxo,r-1);

593

fpour;

fpour;
Ecrire D(z,r),ID(z,r);

r <« r+l;
ftas

Ecrire "{(Xl)’(XZ)""’(XN)}"’I(X X :...:XN);

fin;
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REMARQUE : - Dans 1'instruction marquée (%), i1 n'y a pas besoin d'examiner
tous les ocS, P#c#S. Etant donné que T est symétrique,
il suffit d'en examiner la moitié.

- Dans 1'instruction marquée (#%)i1 n'y a pas besoin non
plus d'examiner tous les ocS, P#0#S. I1 suffit d'examiner les
seS, 1 < |o]| < |S| - r+l. En effet, S o doit avoir au moins
r-1 éléments pour qu'il posséde des partitions en r-1 classes.
Alors |S\o|z r-1=|S|-|o| 3 r-1= |o|<|S|- r+l

8.3 - OPTIMALITE DE L'ALGORITHME PD

Comme Te montrent les paragraphes précédents, 1'algorithme PD
est optimal, dans le sens ol i1 trouve tous les optimums Tocaux du
treillis IP(z). Mais pour cela i1 a fallu qu'il calcule aussi tous Tes
optimums locaux des treillis P(S), ¥Scz, P#S#2. Ceci implique des calculs
trés Tongs, comme on va le montrer.

8.4 - ORDRE DE L'ALGORITHME PD

En toute rigueur, 1'algorithme PD ne manipule pas tout & fait
le méme type d'objets que les algorithmes RE,AH,DR ou AS.

Pour ces derniers, leur démarche revient & 1'examen d'un certain
nombre de partitions de ¢ "candidates" (pour chaque vartition candidate i1
faut effectuer un petit nombre d'opération +,~, et quelques accés mémoire).
Ce nombre de partitions candidates a été appelé "1'ordre de 1'algorithme".

L'algorithme PD quant & Tui posséde deux boucles principales:
la premiére détermine 1a meilleure partition en deux de chacun des
Scz, |S| » 2, et pour cela i1 examine la moitié des ocS, @#c#S.
La deuxiéme boucle détermine pour chaque Scz, |S| » r(3 < r ¢ N-1),
sa meilleure partition en r classes, et pour cela il faut examiner tous
les ocS, 1 < |o] < |S] - r+l. Dans ce cas aussi, 1'examen de chaque
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o requiert seulement un petit nombre d'opérations +,-, et d'accés
mémoire. Nous allons donc calculer 1'ordre de PD comme étant la
somme du nombre des o examinés dans la premiére boucle plus le
nombre de ceux examinés dans la deuxiéme. Cela nous permettra
d'avoir une base pour comparer le temps que cet algorithme nécessite
avec celui de RE, AH, DR ou AS.

a) Ordre de la premiére boucle

Soit Scr, avec |S| = r. Le nombre de partitions {o, S\o}
différentes est (c.f. § 5.3):

=2 _ af-1 _ 1.

Par ailleurs, le nombre de sous-ensembles Scr, avec |S| = r est

Ny o M

r (N-r) Ir!

Ainsi donc, 1'ordre de cette premiére boucle est donné par

1 N N+1
r- -
(5 -j=-ci_ t1 [111.18]
2 " 2

N

b) Ordre de la deuxiéme boucle

——— o S 2 T

Soit r donné (3 < r < N-1), et soit Scz, [S| =: K> r : le

nombre de tels S est
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Pour chacun de ces S, i1 faut examiner toutes les partitions
de la forme {0, Sxo}, ol ocS et 1 ¢ |o] =: < S| -r+1:
le nombre de telles partitions est

L'ordre de 1'algorithme PD est alors la somme des ordres
des deux boucles, c'est-a-dire

ordre (PD) = —“—"=+ 3 > (K) 2 ?'(j)
2 r=3 K=r j=1
N-1 N K-r+1
1" N 1 K
't = 3 &
r=2 K=r Jj+1
N-1 N K-r+1
1 N!
=52 2. 3 ——
r=2 K=r j=1 (N=K) T (K-3) ' 3!

L'annexe 1 montre le calcul de ordre (PD) pour |z| = N < 20.
On y voit que 1'ordre de PD croit trés vite, beaucoup plus que celui
de AH, DR ou AS. I1 est méme curieux de remarquer que pour 2 < N < g
1'ordre de PD est supérieur a celui de 1'algorithme de recherche

exhaustive RE.
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Comme pour les autres algorithmes, si 1'on suppose que
1'ordinateur peut exécuter mille fois par seconde les instructions
d'une boucle, 1'algorithme peut étre envisagé jusqu'a |z| = N ¢ 14.
Dans ce cas 1'ordre (PD) est 11'102.910, c'est-d-dire que le temps
d'exécution serait 3 heures + 5 minutes + 2 secondes. Notons aussi
que, d la différence des autres algorithmes, celui-ci requiert d'une
quantité de mémoire non négligeable pour stocker ses deux tableaux
D(.,.) et ID(.,.) (cette quantité est de 1'ordre de (N-1).(2N-N-1)).
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9. CONCLUSIONS

Dans ce chapitre, nous avons étudié les partitions optimales,
et nous avons vu la nécessité du concept d'optimums locaux. Nous avons
aussi présenté cinq algorithmes.

- RE : Recherche Exhaustive,

- PD : Programmation Dynamique,
qui permettent de trouver tous les optimums locaux;

- AS : Approximations Successives,

qui trouvent les optimums locaux des niveaux 1 et N (trivialement),
ainsi que ceux des niveaux 2 et N-1. Pour les autres niveaux les partitions
proposées vérifient une condition nécessaire d'optimalitésenfin, les
algorithmes.

- DR : Division Récursive,
- AH : Analyse Hiérarchique,

qui permettent de trouver des bonnes partitions, mais dont 1'optimalité
ne peut pas étre caractérisée.

Pour avoir une idée du temps de calcul de chacun de ces algorithmes,
nous avons étudié leur ordre. Avec ceux-ci nous pouvons établir des
comparaisons, qui bien entendu n'ont qu'une valeur approximative. Ainsi,
si un ordinateur peut réaliser 1000 fois/seconde les instructions d'une
boucle principale (un petit nombre d'opérations +,-, et d'accés mémoire),
et si 1'on se fixe une limite de 2 1/2 heures de calcul, la taille
maximale de r est donnée dans le tableau ci-dessous :

RE PD AS DR

AH
|z] =N 12 13 20 23 377]
Maximal
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Ces 1imites correspondent au cas ol 1'on parcourt les
N niveaux du treillis P(z). On voit immédiatement que 1a méthode
de Programmation Dynamique n'introduit pratiquement aucune amélioration
par rapport a une Recherche Exhaustive. Nuant aux algorithmes AS et DR,
i1 faut rappeler que 1'ordre que nous avons calculé constitue une
borne largement supérieure, correspondant au pire des cas dans chacun
des N niveaux.

Si par contre on se fixe d'avance le nombre r de sous-systémes
voulus, les algorithmes RE, PD et AS pourraient sans doute faire face
a des systémes plus grands.

Enfin, notons pour terminer que les algorithmes proposés sont
valables quelle que soit l1a semi-valuation H utilisée, le calcul de
H(S), ¥Se P(r), sera seulement plus ou moins Tourd. Par ailleurs, la dualité
de la représentation ZE et ZD, choisie au chapitre I, permet 1'application
de ces algorithmes aussi bien aux systémes statiques qu'aux systémes
dynamiques. En particulier pour les systémes dynamiques, 1'hypothése
de déterminisme H({Xl(t),XZ(t),...,XN(t)}/{Xl(t-l),XZ(t-l),...,XN(t-l)})=0,
nécessaire gux approches proposés par [RICH 75,Chan.I11] et [DUFO 79,Chap.I1I],
n'a été utilisée nullepart.



CHAPITRE IV

DETERMINATION DES RELATIONS DANS UN SYSTEME DE VARIABLES
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[ - INTRODUCTION

On peut en général diviser les variables d'un systéme en deux
groupes : d'une part celles dont la mesure ne pose pas de probléme parti-
culier, et d'autre part, celles dont 1a mesure est difficile, colteuse
ou bruitée. Un autre cas fréquent est celui ol 1'on a besoin de prédire
le comportement d'une variable (par exemple la variable "issue probable
d'une opération") et ol 1'on dispose pour cela d'autres variables que
1'on peut mesurer immédiatement (dossier médical d'entrée).

Des méthodes qui permettent d'extraire 1'information qu'un
groupe de variables peut fournir sur une autre variable seraient d'une
trés grande utilité pour ce tvpe de situation. Le premier & proposer une
méthodologie basée sur la théorie de 1'Information et visant d& déterminer
les variables donnant le plus de renséignements sur une autre f{t, a notre
connaissance, R.E. RINK [1973]. Récemment R.C. COMANT [1980] proposa
aussi une approche dans le méme sens; cependant, peu ou pas de méthodes

pratiques ont &té proposées permettant 1a mise en oeuvre.

Dans ce chapitre nous reprenons les idées générales exposées
par ces auteurs, et nous essayons d'affiner un peu plus les différents
concepts, de présenter plusieurs méthodes concrétes de mise en oeuvre,
et d'explorer les applications & différents domaines.

On suppose qu'il a été fixé d'avance une division des variables
de £ en deux groupes : les Variables & Expliquer, et les Variables Expli-
catives ou facilement observables. On étudie d'abord le concept "explication
d'une variable a partir d'autres", on définit celui de "Ensemble Optimal
de Variables Explicatives"”, et ensuite on présente quatre algorithmes
pour déterminer ou approximer ces ensembles optimaux. Pour chacun de
ces algorithmes on étudie 1'optimalité et le temps d'exécution requis.
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Une fois connus les ensembles optimaux, on peut étudier
leur application a 1'Analyse Structurale. On introduit pour cela le concept
"Graphe de Dépendance", sur lequel peuvent &tre appliquées les techniques
courantes pour 1'analyse de graphes.

Nous donnons ensuite un rapide apercu de 1'application des
méthodes décrites a la Reconnaissance de Formes. Le chapitre se termine
avec une courte discussion sur 1'aide qui peut fournir la Théorie de
1'Information & 1'Identification explicite des relations ou équations
liant les variables.

'. Enfin, rappelons que dans ce chapitre comme dans les précédents
les interprétations et les motivations sont faites en termes de la Théorie
de 1'Information, mais les propositions et les algorithmes sont valables
dans le contexte général indiqué par 1'étiquette SV, SVM, SMP, ou SMPM qui
les accompagne. S'il n'y a pas d'étiquette, le résultat ne concerne que

le cas H = Entropie.
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2 - EXPLIQUER UNE VARIABLE A PARTIR D’AUTRES

2.1 ~ INFORMATION COMMUNE A DEUX VARIABLES

Comme nous 1'avons dit au chapitre II, la transinformation
ERX:Y) mesure la quantité d'information commune aux variables X et Y.
Cette redondance d'information est diie en général a une transmission
de données, ordres, paramétres, consignes, réponses, etc ... a travers
un canal physique allant de X & Y et/ou vice-versa. Cependant, ce n'est
pas le seul cas, et il est tout & fait possible ( et méme assez fréquent!)
qu'il n'y ait pas de canal du tout entre X et Y, ni direct ni composé,
et que pourtantﬁﬁX:Y) soit non négligeable [CONA 80]. Cela arrive lorsque
d'autrgs variables influencent de la méme facon les variables X et Y.

C'est par exemple le cas entre les variables
X(k): Nombre de voitures inmatriculées & Paris dans la période k, et
Y(k): Nombre de voitures inmatriculées a Londres dans la période k.
Les données statistiques des différentes années permettent de calculer que
TUX:Y) ¥ H(X) N H(Y) > 0 [1v.1]
alors qu'il est peu probable qu'il v ait des communications téléphoniques
ou des échanges de correspondance suivis entre les deux bureaux d'imma-
triculation. L'explication est dlie au fait que d'autres variables comme
1'inflation, le prix du pétrole, le taux d'échange du dollar, le taux
d'intérét aux Etats-UnTs, le prix des matiéres premiéres, etc ...,
influencent plus ou moins de 1a méme facon le pouvoir d'achat des Anglais
et des Francais, donc leurs achats de véhicules.

Reprenant 1'affirmation [IV.1], d'une facon informelle nous
obtenons :

HX) ~ T(X:Y)
= = HX) % = T(X:Y) 1= =H(X) = H(Y) + H(X,Y)
= 0~ H(X,Y) - H(Y) =: H(X/Y). [1v.2]
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Ainsi, si X ne nous était pas accessible, [IV.2] implique que
connaissant Y et moyennant peut étre quelques recodifications ou trans-
formations, on serait en mesure de faire une bonne estimation de X
(Nous discuterons 1'identification explicite d'une telle fonction d'estima-
tion au paragraphe 11).

Cet exemple illustre une autre caractéristique de la Transinfor-
mation, qui pour nos objectifs constitue un avantage supplémentaire :
dans la recherche des variables servant & expliquer une variable X donnée,
on ne sera pas limité aux variables 1iées physiquement a X.

2 .2 - VARIABLES EXPLICATIVES ET VARIABLES A EXPLIQUER

Comme nous 1'avons dit dans 1'Introduction, les variables
d'un systéme ¢ peuvent en général étre divisées en deux groupes : d'une
part les Variables 4 Expliquer, c'est-a-dire celles dont la mesure
est difficile, colteuse, bruitée ou impossible 3 un instant donné;
d'autre part les Variables Explicatives ou facilement Observables.
Plusieurs cas peuvent se présenter, mais la formulation ci-dessous en
inclut la plupart :

Soit ZE = {XE,XE,...,XS} 1'ensemble de toutes les variables du
systéme (c.f. chap.I, § 4.2.1.). Moyennant une rénumérotation éventuelle,
soit

ES = OG5, [1V.3]

1'ensemble des Variables d Fxpliquer. Pour chacune des XEs:EE on
suppose qu'il a &té donné un ensemble

g5t o [1v.4]



164

de variables servant @ventuellement 3 expliquer XE. Cette condition
[IV.4] empéche, bien entendu, que 1'on se serve de X; pour expliquer

xE .
1

On suppose ici qu'il faut expliquer certaines des variables
du systéme & 1'instant présent, et qu'on dispose pour cela de 1'information
fournie par les variables aux instants précédents. Voyons ceci formellement:
Soit ZD = {x?,xg,.‘.,xz} 1'ensemble de toutes les variables
du systéme (c.f. chap.l, § 4.2.2.) . Rappelons que ZD est sensé contenir
les variables d'entrée du systéme (c.f. chap.I, §4.1). Chaque variable X?

est un vecteur

Xi:=(Xi(t),Xi(t-l),Xi(t-Z),...,Xi(t-(p-l)))

qui regroupe les p derniéres réalisations de la variable primaire Xi'
. D .
Ecrivons I~ sous la forme suivante :

EP=0X) (65 Xp(t),. .. sXy (),

Xl(t-l) 900 ,Xl(t-(p-l)),Xz(t-l) 300 ,Xz(t'(p"l)),-- ’XN(t-l) 5. aXN(t-(p-l))}

autrement dit, ZD contient toutes les variables & 1'instant présent,
décalées d'une période, décalées de 2 périodes, ..., décalées de p-1 périodes.
Soit alors

B X (1), Xp(1)an. . X (1)) [1v.5)

1'ensemble de Variables 4 Expliquer. Pour chaque Xi € ED on suppose qu'il
a été donné un ensemble.

D D
05 € IN{Xp(t), Xo(t),.oos Xy(t)} [1v.6]

= (X (E=1) 5o X (= (p=1)s Xy (8-1) oo Xy (2= (p=1)))
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de variables servant éventuellement a expliquer Xi' Les variables

d'entrée du systéme devraient en principe faire partie de ces 0?.

Désormais nous utiliserons tout simplement E ou 0 avec |E|=e, sans
spécifier s'il s'agit du cas statique (E) ou dynamique (D). Les
résultats donnés seront valables, bien entendu, quel que soit le cas.

2.3 - ENTROPIE (OU SEMI-VALUATION) DE Xi EXPLIQUEE PAR S

Si 1'on prétend expliquer une variable X_ e E par un sous-ensemble
de variables S ¢ ;> on a intérét a choisir un S qai posséde Te maximum
d'information commune avec Xi’ c'est-a-dire, tel que'f(Xi:S) soit aussi
grand que possible.

Proposition V.1 (SV)

Soit X e K. Quel que soit S ¢ o, :

e

I(X:S) + H(X/S) = H(X).

Interprétation

Quel que soit S, ce que S dit sur X plus ce qui reste a
connaitre de X une fois connu S est égal a toute 1'information que X
peut fournir.

Démonstration :

>

T(X:S) + H(X/S)
:=H(X) + H(S) - H(S,X) + H(S,X) - H(S)
H
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Ainsi, maximiser‘f(X:S) revient & minimiser H(X/S).
Nous allons donc travailler en termes de H(X/S).

Définttions
Pour Xi eEetSc o, :
-
% T(X;3S) = HX,) + H(S) = H(S,X,) = H(X,) = H(X./S)

est 1'entropie (ou en général, la semi-valuation) de X,

expliquée par S.

* H(Xi/S):= H(Ssxi) - H(S)

est 1'entropie (ou en général, la semi-valuation) de Xi

non expliquée par S
H(Xi/S)
H(Xi)

* % H(X./S) :=

est le pourcentage de 1'entropie (ou en général, de la semt
valuation) ggmxi non expliquée par S.

Proposition V.2 (SMPM)

Quels que soient X. ¢ E et S ¢ o, ona :

0 < H(Xi/ei) < H(Xi/S) < H(X.)

i

ou ce qui est équivalent :

0 < % H(X./6,) < % H(X/S) < 1
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Démonstration :

Etant donné que # ¢ S ¢ ;> 1'inégalité énoncée est une
conséquence immédiate de la proposition 11.22 (SMPM).

(F.D.)

Proposition 1V.3

Pour H = Entropie nous avons :

(D H(X/S) = 0 (ou bien % H(X/S) = 0)
$si

il existe une fonction f: MS——»-M telle que X = f(S).

2

X

@QH(X/S) = H(X) (ou bien ZH(X/S) = 1)

SS1

les variables X et S sont statistiquements indépendantes.

-

(donc, i1 n'est pas question que S puisse servir & nous renseigner sur X)

Démonstration : Voir Annexe 4 (F.D.)

Comme le montrent les deux propositions précédentes, H(X/S)
(respec.% H(X/S)) est compris entre 0 et H(X) (respec. 0 et 1), ces
valeurs extrémes étant atteintes dans des cas tout & fait opposés en ce
qui concerne les possibilités pour que S nous renseigne sur X. Cela nous
méne & considérer H(X/S) (respec. % H(X/S)) comme un indice (respect. un
pourcentage) de Non Modélisabilité de X a partir de S.

Le plus grand ensemble de variables susceptibles d'expliquer ou
de modéliser un Xi e B étant par définition ;s nous pouvons donc
considérer certaines limites :
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we HX./0,) 1= H(Es,X:) - Hg)

est

dit,

1a Partie Non explicable ( ou non modélisable) de Xi' Autrement

c'est la partie de 1'entropie (ou semi-valuation) de Xi qui provient

soit d'un comportement autonome de Xi’ soit de 1'influence d'autres

variables qui n'ont pas été inclues dans eg (& ce titre, on pourrait aussi
1'appeler "Bruit résiduel de Xi")'

L d
* H(X) - H(X./8,) =T(X;:0.)

est
(ou

*% 9%

est
(ou

s% 1

est
(ou

H(X.

en conséquence la Partie Explicable (ou modélisable) de 1'entropie
semi-valuation) de X;-
H(Xi/°})1= —
H(X.)
j
le Pourcentage Non Fxplicable (ou non modélisable) de 1'entropie

semi-valuation) de Xi'
*f(X.:Ui)
-9 H(Xi/e}) = 3 1
H(Xi)

en conséquence le Pourcentage Explicable (ou modélisable) de 1'entropie

semi-valuation) de X

Avec ces indices nous pouvons construire les vecteurs

N

H(X,/8,) % H(X,/8))
H(X,/8,) % H(X,/8),)
/8.) := ) s % H(X./8.) := : [1v.7]
| H(x/8,) % H(X,/8,)
\ \ /
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Considérons une norme du type Minkouski du vecteur'ﬁ(X./a.)

- e
0 H(X./e.)ll = [}1‘_';1 H(xi/ei)"‘] Ve o\ 051 [1v.8]

on obtient alors une indication du total non explicable des variables
de E. I1 nous semble que le plus naturel, tout au moins pour H = Entropie,
est de prendre o = 1. On définit donc le Total Non Explicable TNE ainsi :

- e
TNE(X./8.):= || H(X./8.) ||;:= }_‘_1 H(X,/8.) [1v.9]
1=

on montre immédiatement, d'aprés la proposition II.17 (SV), que

e
(SV) : TNE (X./®.) :=Z:1 H(X; /@) s*:_‘_l H(X), [1v.10]
1= '|=

ce qui nous permet de définir le Pourcentage Total Non Explicable :

% TNE (X./8.) := JNE(X./@) [1v.11]
e
2 H(X))
i=1

2.4 - LE TOTAL NON EXPLICABLE : UN INDICE IMPORTANT

2.4.,1. - Pour qualifier le probléme d'estimation

e o e i e it 2t e e S Sl e e o P e s

Cet indice % TNE (X./®.) peut nous donner une idée de la
faisabilité du probléme "Estimer chaque Xi ¢ B en utilisant les variables
1]
de 6} , C'est-a-dire, s'il sera possible d'arriver & un résultat de la

forme
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Xy N o (8;) i=1,2,...,e

qui soit acceptable. En effet, si % TNE (X./#.) & une valeur proche de
zéro, cela veut dire qu'il y a suffisamment de redondance dans le systéme,
ou bien, que les relations de causalité entre variables explicatives

et variables a expliquer sont fortes. Par contre, une valeur proche de

1 de % TNE (X./8.) indique qu'il y a trop de variables & expliquer, et/ou
trop peu de variables explicatives, ou tout simplement, qu'il y a peu

de chances d'établir un modéle mathématique servant a estimer les

variables de B vu le manque d'informations disponibles.

L'application des techniques de Contrdle, Optimisation,

Commande Optimale, ..., d un systéme requiert que 1'on dispose d'un
modéle mathématique du systéme. Or la possibilité de construire un tel
modéle dépend de la mesure dans laquelle le systéme "s'explique en lui
méme", c'est-a~-dire, dans quelle mesure n'est-on pas obligé d'aller
chercher des explications dans des variables ou objets externes d &
(rappelons que I est sensé contenir les variables d'entrée du systéme
(c.f. chap.I, § 4.1)). Examinons séparément les cas statique et dynamique.

Quelle que soit la variable XE € ZE, la quantité % H(Xi/eﬁ)

indique la possibilité d'obtenir une relation de la forme
- E E E
Xi = fi(ei) , avec BE C I N {Xi}‘ [1v.12]
E

Nous pouvons dire alors que pour tout sous-ensemble EE ci,
avec IEEI = p, la valeur

> o)
£

X? c E

> H(XE)

X;EEE

=1 % TNE (EE|6F) [1v.13)
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indique la possibilité d'établir p équations entre les N variables de
I, autrement dit, de construire un modéle de r© & N-p degrés de liberté
(au minimum), les variables de EE étant les variables dépendantes.

Alors, pour un systéme statique a N-p degrés de liberté, la
valeur

Min ¢ % TNE (EF|6F) : €F ¢ :F et EE| - p) [1V.13]

qualifie la pertinence du choix des N variables de ZE. En effet, cette
valeur représente le total non expliqué par le meilleur modéle
possible de ZE ayant au moins N-p dégrés de liberté.

En particulier, le modéle avec le moins de degrés de liberté
possible est celui ol 1'on prend

E o JF E
E - { Xlgxz,...,XN}
AN [1V.14]

car dans ce cas on cherche a établir N équations entre les N variables.

Notons enfin que avec 65 défini par [IV.14] nous pouvons
obtenir un résultat un peu plus fin que 1'affirmation [IV.lO] (SV):

Proposition V.4 (SMPM)

ZE\{XE} . Alors :

w
®
>

M m
—
(¢]
ot
w
o
-
+
R

[
"

e
/6By < HOEXE, LBy =0 HeED).
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Démonstration :

Voir Annexe 5. (F.D.)

On redéfinit

D
B o:= {Xl(t),Xz(t),...,Xe(t)} [IV.15]

avec (X (t),...XN(t)} étant 1'ensemble de variables d'entrée. Soit

e+l

D

0y i= I8 (X (t), X Ctdns m sl ET3 [1v.16]

2

L'indice % TNE (X./0.) nous indique alors s'il est possible
d'obtenir un résultat de la forme

X;(t) = Fa (X (E=1)5 X (8-1) 50X (E=(p=1)) 5o uXy (£ (P-1))) [1v.17]

—

A
-
A

€,

autrement dit, d'obtenir un modéle mathématique qui exprime chaque variable
a 1'instant t en fonction des variables et des entrées aux instants
précédents.

Dans les deux cas, une valeur élevée de % TNE (X./®.) nous
indiquerait qu'on a laissé quelques variables importantes en dehors de
r (figure IV.1), ou/et que 1'ordre p choisi (c.f. chap.I, § 4.2.2.)

est insuffisant (cas dynamique), ou tout simplement, qu'il n'est pas
possible de construire un modéle déterministe;



\
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.. Entrées O s 0— Sorties ,
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\\\ e
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Figure IV.1 £ incomplet

Inversement, une petite valeur de % TNE (X./®.) indiquerait
que I contient toutes les variables importantes (figure IV.2) et qu'il
est possible de construire un modéle déterministe.

— . —
—— —

0 — g —>= O P
v Entrées SOﬁfles
~ -
S~ Variables Internes .-
-~ R

—~ T e e e = -
Hﬁ?}
jees

\J

Figure 1IV.2 1t Complet
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I1 faut néanmoins remarquer qu'on n'a fait aucune hypothése
(1ingarité, continuité, ...) sur les f. mentionnés dans [IV.17] et
[1v.17]. I1 s'agit seulement de trouver des relations univoques f. entre
les variables 6} et Xi‘ Au paragraphe 11 nous parlerons du cas ou1

-

1'on contraint les fi a appartenir & une classe de fonctions donnée.

2.5 - PARTIE EXPLIQUEE DE LA PARTIE EXPLICABLE

Nous disposons déja des indices H(Xi/S) et % H(Xi/S) pour
qualifier le choix de S vis a vis de Xi‘ Cependant, une affirmation
telle que H(Xi/S) =7 ou % H(Xi/S) = 13% est encore ambigiie étant donné
les différences d'échelle, et méme pour 1'indice normalisé % H(Xi/s), du
fait que rien n'est dit sur, la possibilité d'améliorer encore le choix
de S. Pour remédier a ce probléme nous proposons 1'indice Pourcentage
Encore Non expliqué par S de la Partie Explicable de Xi (% ENEPE (Xi/S)),

défini par :

Ve B VS cd,

~

H(Xi/S) - H(Xi/ﬁi) o
. si I(X_i:ffi) >0
T(x; : 8,)
% ENEPE (X./S) := 4
LO si I(X,:6.) =0 [1v.18]

Interprétons intuitivement cet indice :

H(X./S) = H(X;/6)

i
T

(Xi:Og)

—

. Partie de Xi qui reste encore Partie non explicable de Xi
[a expliquer sachant S -

{Partie explicable de Xi]
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{Partie de Xi qu'il serait encore possible d'exp]iqueﬁ}
L

[Partie explicable de Xi]

i

[Pourcentage Encore non Expliqué par S de la Partie Explicable de Xi]

&>
Par ailleurs, si I(Xi:O}) = 0, la partie explicable de Xi est

nulle, dont trivialement, i1 ne resterait rien a expliquer de cette
partie explicable.

Proposition V.5 (SMPM)

Soit‘?(xize%) > 0. Alors VX, = Eet ¥S ¢ 8 :

0 < % ENEPE (X,/S) < 1,

avec
% ENEPE (Xi/S) = 0= H(Xi/S) = H(Xi/e%)’
et
% ENEPE (Xj/S) = 1¢& H(Xi/S) = H(Xi)'
Démonstration :

Etant donné que S ¢ Hi, d'aprés la proposition IV.2 (SMPM)
nous avons :
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H(X;/S) > H(X./6,)
= H(X;/S) = H(X;/8;) 3 0

H(X3/S) = H(X;/¥)
150

‘i’ (d

(X'i:e,i)

=

D'autre part, d'aprés la proposition II.17 (SV), nous avons

HX4/S) < HOX,)
> H(G/S) - H(X/8;) < HX.) - H(X,/65) =‘“I*(x1:o'i)
H(X:/S) = H(X;/6.)

= = <1
I(Xizﬁg)
Les deux autres affirmations sont immédiates (F.D.)

Remarquons pour terminer que les trois indices H(Xi/S),
% H(Xi/S) et % ENEPE (Xi/S), permettant de qualifier le choix d'un S
vis & vis de Xi’ ne sont qu'un essai de formalisation des concepts
de "partie modélisable", "pourcentage explicable", ... . Mais en réalite,
comme le montre la proposition ci-dessous, ils conduisent tous les trois
au méme résultat.

Proposition 1V.6 (SMPM)

Soit Xi e B, et soient S et S' deux sous-ensembles de 8%. Les
trois affirmations suivantes sont équivalentes:

i) H(X,/S) < H(X;/S")
11) % H(X;/S) < % H(X;/S")
(

ii1) % ENEPE (X,/S) < % ENEPE (X,/S').
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Démonstration :

S T}xi:eg) = 0, alors H(X,) = H(X;/S) = H(X;/S") = H(X./6%),
et les trois affirmations sont trivialement vérifiées.
Soit maintenant‘f(xi:oi) > 0. I1 est facile de voir que

i1 i« iii:

(i) H(X./9) H(X:/S")
—— =1 % H(X/S) € % H(X/S') t2 ——

1]

=)

) H(X,/5) < H(X,/S')

=
H(X;/S) = HOG/0,) < HX/S') = H(X/6%)
< HOX./S)-H(X./6.)  H(X./S')-H(X./®.)
% ENEPE(X,/S):= o— LA LA § 50 HENEPE (X, /S")
T(x; : 8 T(X, : &)

(F.D.)
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3 - SOUS-ENSEMBLES EXPLICATIFS OPTIMAUX

3.1 — DEFINITION DES OPTIMUMS LOCAUX

Notre objectif est de trouver pour chaque Xi e E, le
sous-ensemble £; € O% tel que

H(Xi/gi) € H(Xi/S), ¥S ¢ 0} [1v.19]
Cependant, le probléme posé de cette fagon conduit, comme le
montre la proposition IV.2 (SMPM), & la solution triviale

g.i = 61-, pOUY‘ -i = 1,2,...,8.

Or, cette solution triviale présente deux inconvénients : d'abord,
elle ne nous fournit aucun renseignement sur la structure du systéme,
puisque elle revient a dire "une variable est expliquée par (donc "dépendante
de", "influencée par"”, "branchée a", ...) toutes les variables susceptibles
de 1'expliquer”. Mais surtout, le probléme qui se pose ensuite celui
d'identifier la fonction fi telle que Xj o fi(ai), augmente inutilement de
dimension. ‘

Ainsi, comme pour le probléme des partitions optimales, nous
allons plutdt chercher des optimuls locaux. Le probléme est alors énoncé
sous la forme suivante :

¥ X; e B, et pour K =1,2,..., |0;], trouver

K

E.

;¢ 0., avec lg§1 = K, tel que

¥S ¢ 0, [S]= K 1 H(X/Eh) < H(X/S). [1V.20]
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On voit immédiatement que pour tout X; e E :

* E?'—'ﬂ *g.'idil"g.i-
K
Appelons g = (55,55,...,g§).

Proposition V.7 (SMPM)

Quel que soit X; e E, et quel que soit K, 1 < K« IO%[ :

K K-1
H(X;/85) < H(Xy/e5 )

Démonstration :

Sz oomom=mTmsT

Soit X e 0.\ gK'l , et soit A:= EK'l v {X} . Alors gg_l c A,
OL 1 1 u 1 -

et d'aprés la Proposition 1I.22 (SMPM) on obtient
H(xi/zf'l) > H(X;/A)
D'autre part, |[A| = K, donc par définition de g§ :
H(xi/gﬁ) s H(X4/R)
De ces deux inégalités on déduit

1

H(X;/E5) < HUX; /€5 ™) (F.D.)

Comme conséquence directe des propositions IV.6 et IV.7 on a
les quatre affirmations suivantes (valables pour H = SMPM) :
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AL)

1]

o o o 1 of ! 2 \ o
1=5 H(Xy/65) > % HOXG/Eg) = % HOX/ES) > oon n % H(X, /giol) H(X;/05)  [1v.21]

R2)
1=% ENEPE(Xi/Q?) > % ENEPE(xi/g}) > ... > % ENEPE(X, /g|ﬁ1| = 0. [Iv.22]

S WX, « E on a [O}I = ¢, nous pouvons dire par ailleurs que
A3)

j{jt )=TNE (X./¢° R TNE(X./€1) 5 TNE(X./€%) 5 ... > TNE(X./£C) = TNE(X./6.)
[1v.23]

' 2
1= TNE(X./&O) > 7% TNE(X./gl) > TNE(X./E ) > oo 2 % TNE(X./€%) =% TNE(X./0.).
[1v.24]

I1 faut toutefois remarquer que les affirmations précédentes n'im-
pliquent pas que g?, 51, EZ,...,!OA‘
K

constitue une suite croissante, c'est-a-

K+1

dire, que £ N 'est pas forcement contenu dans £

.2 - AVANTAGES DE L'APPROCHE PAR OPTIMUMS LOCAUX

Cette approche nar Optimums Locaux présente deux avantages :

i) Comme le montrent la proposition IV.7 (SMPM) et les affirmations [IV.21]
a [1v.24], tes £ 2= (5,650, k= 0,1,2,... constituent une hierarcnie
de solutions de plus en plus exactes. Le praticien peut alors faire un

compromis entre 1'exactitude de 1'estimation et 1a dimension du modéle

qQui serait nécessaire.
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K

ii) La connaissance des ¢ , K = 0,1,2,..., nous fournit des renseignements

précieux sur la struciure du systéme. En effet pour chaque variable
Xi e B on obtient une hiérarchie g%, g?,..., 5!0% » des sous-ensembles
qui expliquent (ou influencent) le mieux Xi' Mais surtout, la méthode
utilisée est multidimensionnelle, dans le sens ol elle tient compte
de 1'information que toutes les variables de 55 prises dans leur
ensemble fournissent sur Xi’ ce qui peut étre trés difféEent d'une
addition de 1'information que chacune des variables de £y fournit sépa-
rément sur Xi' Dans le Chapitre II, paragraphe 9.3, nous avons présenté
un systéme 1 = {Xl, X2, X3, X4} ou 1'information apportée par X1 ou par X2
ou par X3, sur X4 est nulle, et ce n'est qu'en prennant X1 et X2 et X3
ensemble que 1'on trouve qu'elles expliquent complétement le comportement

de X4.
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4 - UN EXEMPLE D'APPLICATION DES INDICES DEFINIS

Nous reprenons le systéme » = {Xl,X?,...,X7} ,» qui a été

présenté au chaoitre III, §7. Bien sur, il ne s'agit que d'un exemple
purement "académique", mais qui permet d'illustrer le comportement des
indices présentés auparavant.

Soit donc ¢ = X ,Xz,...,X7}, dont la représentation graphique

est montrée dans la figure IV.3.

H(X.)=50 i=1,2,....7
H(z)=240

TNE(X./6.)=159
ATNE(X./H.)=.662 x 100%

Figure IV.2 Représentation graphique de z={X1,...,X }
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Soit E:= {Xlsxza---ax7}s et 6.i:= z\{x.i}, 1 < i £ 7.
Le tableau ci-dessous montre les différents résultats

‘I

Ed

X — HXL/g%) | %H(/E )| uenere( /ey
K————>
L
l 1 2 3 Y s © L ARAT LA
X4 26 |.52
X, 23 |.5Y
Yy ANRY
Ky 7 |4
Xs 29 |.5¢
% 26 |.52
% 2040
235 131 165 159 159 159
b7 CYF | b3 | LafH ] ASH ] sy

Les figures suivantes montrent les graphiques des indices
H(Xi/gﬁ)’ % H(Xi/€§), % ENEPE (Xi/Ef), K=1,2,...,6, ainsi que des
indices TNE(X./£K) et % TNE(X./eX). On vy voit en particulier qu'a
partir d'un certain K (e premie; pour lequel % ENEPE(Xi/gﬁ) = 0), les

résultats ne peuvent plus &tre améliorés. Ce n'est pas la peine
d'aller plus loin.
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o — i et s | — ——— — —— —— —

1 2 3 y 5 ©

Figure IV.5 Pourcentage Non Expliqué de Xi sachant g?



1 2 3 Ly 5 6

Figure IV.6 Pourcentage Encore Non Expliqué par g% de la Partie
' Explicable de Xi 1

TNE(X./EY)

%TNE (X./g'f)

4

™ U g 0

-~

K

Uk
[

£ 308

\Sfd 1 2 3 | 4 § 6
Figure IV.7 Pourcentage Total 4 2 3 4 § ©
Non Expliqué sachant ¢k

Figure IV.8 Total Non Expliqué
sachant 5%



186

5 - ALGORITHME DE RECHERCHE EXHAUSTIVE (AE)

Nous allons maintenant étudier quatre algorithmes conduisant

K .
, K=1,2,...,. Pour avoir une

a déterminer (ou a approximer) les &
idée de 1a complexité de cette tdche, nous &tudions tout d'abord un

Algorithme de recherche Exhaustive (AE).

5.1 - ALGORITHME AE

On suppose E:= {(XpsX5s.0 X, }s et @, 1 ¢ 1 < e, donnés. L'algo-
rithme utilise deux vecteurs :
- Sl’ 32""’SN-1’ ol SK contient 1'ensemble & K &léments qui jusqu'a
présent explique le mieux Xi’

- HSy, HS » HSy_1» 00 HS, contient H(X./S,).

psees
début ;

T« 1;
Tant que i ¢ e faire ;

Sg + @5 HSy « + =, pour K=1,2,...,]0]3

Pour tout S ¢ ) faire;

K< |S]|;
Si H()(‘,/S) < HSK
alors;
S .
K*Ss
HSy < H(X,/S);
fpour:
fta;
Ecrire SK’HSK’ K=1,2,...,|3}| 3
i« i+1;
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5.2 - OPTIMALITE DE L'ALGORITHME AE

Cet algorithme est évidemment optimal , étant donné qu'il
parcourt tous les sous-ensembles possibles & la recherche de ceux qui
minimisent le critére.

5.3 — ORDRE DE L'ALGORITHME AE

Le cas qui entraine le plus de calculs est bien entendu celui

oi B = 017, X5,....xe) et 0F = B5nr , done |EF| = N et 6] = N-1.

N-1

Pour chacun des XE € E il va?z2 - 1 sous-ensembles de 6%

d examiner, soit au total

ORDRE (AE statique) = N. (2 - 1) [1V.25]

Dans 1'Annexe 6, on calcule 1'ordre ci-dessus, pour N < 20.
Quant a la 1imite d'application, si 1'on suppose qu'un ordinateur nécessite
1/1000 de seconde pour 1'examen de chaque sous-ensemble , alors 1'algorithme
peut étre appliqué jusqu'a N = 19. Dans ce cas le nombre de sous-ensembles
a examiner est 9'961.453, tédche qui demande 2 h 46 mn.

Nous devons distinguer ici deux cas :

1) Probléme d'Estimation

I1 importe de savoir quelles variables (et avec quel décalage!)

peuvent servir a expliquer une autre variable.
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Considérons donc

ED = {Xl(t), Xz(t),...,Xé(t)}, ({Xe+1,...,XN} étant les variables d'entrée)
et
80 = IaOX. (t),..., X (t))

i 1 >N

X (t-1)5...,X; (t=(p-1)), Xz(t-l),...,Xz(t-(p-l))a...,XNﬂr{p-l))}

GP[ = N.(p-1). Pour chacune des e

Nous avons donc IEDI =e, | ;
N.(p-1)

variables de B i1 faut examiner 2
total

-1 sous-ensembles de 62 , S0it au
ORDRE (AE dyn.Estim.) = e.(2"-(P~1)_1y,

ii) Probléme d'Analyse Structurale

Dans ce cas, il importe seulement de savoir quelles variables
peuvent servir a expliquer une autre. I1 suffit de considérer alors

D
E
et

F

{Xl(t),Xz(t),...,Xe(t)} ({X .,XN} étant les variables d'entrée)

e+]l’"

X (E-1)5 oK (8= (p=1))) 4oy (K (£1) 4 Xy (£- (1))
D .
Nous avons donc IEDl = e, Idil = N. On obtient alors

ORDRE (AE dyn.Struct.) = e.(2"-1).
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6 - ALGORITHVME AGREGATIF (AA)

Pour chaque variable Xi e E, cet algorithme AA construit une
chaine de sous-ensembles explicatifs 51’52""’S|6.|’ avec SK+1 = SK u {Xa},

la variable XOL étant choisie de facon a rendre H(Xi/sK u {Xa})aussi petit
que possible.

6.1 — ALGORITHME AA

debut;
i<«ls
tant que i < e faire;
trouver la variable Xu € 0% telle que H(Xi/Xa) $ H(Xi/X), ¥X e 8};
S1 <« X 1
K« 23
tant que K < |eg| faire;
Trouver la variable Xa € BG\S telle que H(X /S H(X;/S

K-1 K-1° X)>
VXEG’\S

K- 1’ ) <
K-1°

SK < SK—]. u {XO,};

K « K+13
fta;
Ecrire Sy, H(Xi/SK)’ pour K = 1,2,..., }B}] :

i« i+l
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6.2 - OPTIMALITE DE L'ALGORITHME AA

Comme nous 1'avons remarqué au paragraphe 3.1, les sous-ensembles
explicatifs optimaux g%, g%,...,giﬁg ne constituent pas forcément une
chaine ordonnée par la relation c. En conséquence, tout algorithme dont le
résultat est une chaine de sous-ensembles peut ne pas trouver tous les

optimums Tocaux.

Avec 1'algorithme AA nous pouvons seulement étre sirs de
trouver g% (car toutes les alternatives auront &té examinées) et
gkﬁﬁl (trivialement).

6.3 - ORDRE DE L'ALGORITHME AA

E E

E E_ .E
1, Xz,oo.’XN} et d_i - Z

Soit B = (X N {XE}.

Pour chacune des N variables de E, on peut dire :

. Déterminer Sy requiert 1'examen de N-1 alternatives,

. S, étant connu, déterminer S

1

5 requiert 1'examen de N-2 alternatives,

. SK_1 étant connu, déterminer SK requiert 1'examen de N-K alternatives,

Ainsi donc, on obtient

2 ne 3 _\2
ORDRE (AA Stat.) = N. > N-K = N 2 j = L N=1) N - N [1v.26]
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Dans 1'Annexe 6, on calcule la fonction ci-dessus pour N s 20.
Toujours avec 1'hypothése de 1/1000 de seconde pour 1'examen de chaque

alternative, cet algorithme pourrait étre utilisé jusqu'a N = 262 variables.
Dans un tel cas, le nombre d'alternatives est de 8'958.042, qui demandent
2h + 29 mn de temps de calcul.

Avec les mémes ensembles ED et d? décrits au paragraphe 5.3.b,
on obtient facilement

i) Probléme d'Estimation

(p-1) - }
ORDRE (AA dyn.Estim.) ez_—_' N. (p-1)-K = &N(p=1). (N(p-1)+1)
2

1i) Probléme d'Analyse Structurale

N
ORDRE (AA dyn.Struc.) = e > N-k = &N _(N+1)

K=0 2
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/ - ALGORITHME DESAGREGATIF (AD)

Cet algorithme est en quelque sorte 1'inverse de celui qu'on

vient de décrire. Dans le cas présent, pour chaque variable Xi e E,

> T2

cet algorithme AD construit une chaine S[U E SIU ISEREE S ,Sl, avec
i i

SK_1 = SK\ {Xa} » 1a variable Xu étant choisie de fagon @ rendre H(Xi/SK-l)

aussi petit que possible.

début;
i< 1;

7.1 - ALGORITHME AD

Tant que i < e faire;
Se < G%,

K «

fta;
Ecri

i «

161 - 13

Tant que K > 1 faire;

Trouver la-variable Xa € SK+1

¥ X ¢ SK+1;

Sk SK+1\{Xa};

K« K-1;
re SK, H(Xi/SK)’ pour K = 1,2,...
i+l;

telle que H(Xi/SK+f‘{Xa})S H(Xi/SK+1\{X})

NAF

1

7.2 — OPTIMALITE DE L'ALGORITHME AD

Par 1a méme raison que nous

avons signalée au paragraphe 6.2,

il n'est pas sr que 1'algorithme AD trouve tous les optimums Tocaux.

Nous pouvons seulement étre certains de trouver g
alternatives auront &té examinées) et gg

i
trivialement).

car toutes les

0| (
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7.3 — ORDRE DE L'ALGORITHME AD

€ E E
Soit E := {XI,XE,...,Xﬁ} et 6? = \{Xi}' Comme pour 1'algorithme
AA, on peut dire que pour chacune des N variables de ﬁE:

ZE

. Déterminer SN-1 requiert 1'examen de N-1 alternatives,

. Sy €tant connu, déterminer Sk-1 requiert 1'examen de K alternatives.

Au total donc, on obtient

1 2 3 2
ORDRE (AD Stat.) = N.>_ k=N (N-1) N - N [1v.27]
KeN-1 ? 2

Ce résultat est identique & celui de AA Stat., ce qui veut dire
que cet algorithme pourrait étre appliqué jusqu'a N = 262 variables,
nécessitant dans ce cas 2h + 29 min de calcul.

Avec les mémes ensembles EP et d? décrits au paragraphe 5.3.b.
on obtient :

i) Probléme d'Estimation

ORDRE (AD dyn. Estim) = ORDRE (AA dyn.Estim) = S:Ne(P=1)(N(p=1)+1)

2
ii) Probléme d'Analyse Structurale
ORDRE (AD dyn.Struc.) = ORDRE (AA dyn.Struc.) = S:Ne(M+1)

2
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8 - ALGORITHME D'APPROXIMATIONS SUCCESSIVES (AAS)

8.1 - OPERATEURS CONTRACTANTS

Pour chaque X, e € on peut définir :
.P(ﬁi) ={S:S¢c G%}
P () = (S Sl S| =K}, K0,1,2,...,]0,]

Les algorithmes AA et AD que nous venons d'étudier se résument
a une application répétée pour chaque Xi e & des opérateurs suivants :

(Ajouter:) A:PK(O})________+._PK+1(61) » 0 < Kxg IG%[ -1 [1V.28]

SY N\ A(S) =S u X}

ol X e ¥.N S, et ¥X ¢ O’i\S:H(Xi/Su{Xa}) s H(X./Sutx1).

(Retirer)  RiPy(8)) ————— Py (&), 1« K [04] 4 [1v.29]
S \__—>R(S) =S X}

00 X e S et WX e S : H(X/SMX }) g H(X,/S\XD).

A 1'aide des opérateurs A et R, nous pouvons définir les deux
opérateurs suivants, pour K=1,2,...,|B}| - 1:



AoR : P (07) > .?K(ag) [1v.30]
S ¥ > AOR(S) := A(R(S))
RoA : P (6,) > P (6) [1v.31]

"
P
—
>
—
w
~
~

S k/"—‘\\\\\\\__ﬂ///f—b RoA(S) :

Proposition 1V.8 (SV)

Quel que soit X; e E, et quel que soit K, 1 < K < 0] - 1,
on a :

VS Q\PK(G/1) :
H(X;/S) » H(X./AOR(S)), et

H(Xi/S) > H(Xi/RoA(S)).

Démonstration :

Soit X, e EetS E'PK(B})’ pour un K : 1 ¢ K¢ [0,] - 1.
H(XG/R(S)) = Min (HOG/SMXD) & X e S} = HOK/SNX ),

pour un certain XB e S. D'autre part, nous avons :

HOG/AOR(S)) i= H(XL/A(R(S))) = HOX;/A(SNX,)))

Min (H(X;/(S\IXGD) U (XD) & X e B{\( S\(X 1))
et puisque XB £ 6{\(5\{X6}), alors

- H(Xi/(S\{XB}) u {XB})
= H(X:/9).
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La démonstration pour RoA(S) est tout & fait similaire &
celle-ci.

(F.D.)

La conséquence du caractére contractant de AoR et ROA est
immédiate :

Proposition V.9 (SV)

Tous les sous-ensembles explicatifs optimaux g? sont des points
fixes des opérateurs AoR et RoA, c'est-a-dire,

¥X; e B ¥K: TeKe O] -1

HOK/E5) = HOX/AOR(S)) = H(X;/RoA(E})).

Démonstration :

D'une part, la proposition IV.8 (SV) implique
K K K
H(X./AOR(£5)) < H(X;/£5) » H(X_/ROA(E})).

D'autre part, étant donné que AoR(g?) et RoA(g?)
appartiennent a,?K(oi), par définition de g? on a :

K
HOX/AOR(ES)) 5 HOX,/25) € HOX/R.ACED)).

I1 convient de signaler que AoR # RoA, comme le montre
1'exemple suivant :



Figure IV.9 Explication
de X1

Supposons qu'il s'agit de trouver un ensemble explicatif de
X1 d deux variables. Soit S = {XQ,X4}.

S = {X3,X4} H(Xl/S) = 545+443= 17
on calcule facilement :

A(S) = {X,5X35X,) H(X,/A(S)) = 5+4 = 9

R(A(S)) = R({X2,X3,X4}) = {XZ,X4} H(Xl/R(A(S))) = 5+4+41+2 = 12
D'autre part |

R(S) = X} ~ H(X{/R(S)) = 5+5+3+4+2+1 = 20
A(R(S)) = 1X,5Xg) H(X;/A(R(S))) = 5+5+1 = 11
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8.2 - ALGORITHME AAS

on dira qu'un sous-ensemble S g.P(G%) est stable ssi c'est
un point fixe aussi bien de AoR que de RoA. On vient de voir par ailleurs
que tout sous-ensemble explicatif Optimal g§ est stable. Cependant, il
ne s'agit que d'une condition nécessaire d'optimalité, car i1 peut y
avoir des sous-ensembles stables qui ne soient pas optimaux.

L'algorithme d'Approximations successives que nous proposons
cherche pour chaque Xi e E et pour chaque K, 1 ¢ K IB%I - 1, un sous-
ensemble de B% vérifiant la condition nécessaire d'optimalité. Pour cela,
pour chaque K on se donne un sous-ensemble & K éléments de G%, quelconque,
et on Tui applique les opérateurs AoR et RoA autant de fois que cela
est possible, jusqu'a stabilisation. La convergence est assurée par le
caractére contractant des opérateurs.

Plus concrétement, les boucles principales des algorithmes
AA et AD deviennent des sous-programmes, appellés par 1'algorithme AAS :

début;
i<« 1;

Tant que 1 < e faire;

K<« 1;

Tant que K < |6, - 1 faire;

Générer (ou lire) un élément S de.?K(G%);
Stable « "faux";

Tant que ~Stable faire;

Tant que AoR(S) # S faire;
S <« AOR(S);

ftg;

Jant que RoA(S)# S faire;
S « RoA(S);

ftas

Si AoR(S) = RoA(S) =S

alors;
Stable « "vrai';
fsi;
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Ecrire S, H(X./S);
K« K+1;
ftq;
i<« i+l;
fta;
Fin;
Rien n'empéche, bien entendu, que pour chaque Xi e E et pour
chaque K, 1 ¢ K ¢ ]0%! - 1, on se donne non pas un mais plusieurs

sous-ensembles initiaux tirés au hasard, pour les "stabiliser". Cela

augmentera sans doute les '"chances" de trouver les g§ .

8.3 ~ OPTIMALITE DE L'ALGORITHME AAS

Cet algorithme fournit pour chaque Xi e E et pour chaque K,
1 <Ksg ]O%l - 1, un (ou plusieurs) sous-ensembles stables. Bien que ceux-ci
ne forment pas forcément une chaine ordonnée, nous pouvons uniquement dire
qu'ils vérifient une condition nécessaire d'optimalité. Par ailleurs étant
donné que AAS réunit les propriétés de AA et AD, nous pouvons étre sirs

|05 1-1

de trouver g} et £ i » ainsi que glﬁgl (ce dernier étant trivial).

3.4 - ORDRE DE L'ALGORITHME AAS

Soit EF = {XE, XE,...,XE} et dE::zE\{XE}. Voyons d'abord 1le

nombre d'alternatives examinées lors de 1'application de 1'opérateur
MoR & un S ¢ 0., |S| =K :
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le calcul de R(S) requiert 1'examen de K alternatives (lequel
des K éléments de S retirer ?). On obtient comme résultat un ensemble
de K-1 éléments. Ensuite, 1'application de 1'opérateur A & R(S) requiert
T'examen de N-1 - (K-1) = N-K alternatives (lequel des (N-1) - (K-1)
€1ément de (ZE\{XE})\ R(S) convient-i1 d'ajouter a R(S)?). Ainsi, une
application de AoR & un ensemble de K é1ément requiert 1'examen de
K+ (N-K) = N alternatives (quel que soit Xi et quel que soit K). On peut
montrer facilement qu'il en est de méme pour RoA.

D'autre part, si pour chacune des N variables de E on se donne
a solutions initiales tirées au hasard, et que pour chacune d'elles
on applique 8 fois un opérateur contractant, on obtient

a B (N—1).N2 = a 8. (N°- N2) [1v.32]

ORDRE (AAS stat.) = a.B8.N 2 N

Le calcul de cette fonction pour N < 20 est présenté dans
1'Annexe 6. Enfin, avec 1'hypothése de 1/1000 de seconde par alternative
examinée, et en prenant o.8 = 18 (ce qui correspond & 3 solutions initiales
auxquelles on applique 6 fois un opérateur contractant, ...),cet algorithme

pourrait étre utilisé jusqu'a N=80 variables. Dans ce cas le nombre
d'alternatives est de 9'100.800 qui nécessitent 2h + 21 min de temps de
calcul.

Avec les ensembles ED et d? décrits au paragraphe 5.2.6.,
on applique 1a méme méthode de comptage qui vient d'@tre utilisée. Les
résultats sont les suivants :

i) Probléme d'Estimation

ORDRE (AAS Dyn.Estim) = a.B.e.>_ Nip=1) = a.B.e N(p-1) (N(p-1)-1).

>
il
—

i1) Probléme d'Analyse Structurale

ORDRE (AAS Dym.Struc.) = a.8.e 2 N = a.B.e.N(N-1).
K=1
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9 - APPLICATION A L'ANALYSE STRUCTURALE

Placons nous maintenant dans le cas o0 1'intérét principal est
de déterminer la structure des 1iaisons entre les variables du systéme.
Prenons donc E et Og définis ainsi :

* Systéme Statique

E_ qoE oF E, _.E,
E = X7s XoserisX} =25

pour i = 1,2,... N: df - zE\{XE}

c'est-a-dire, on suppose que chacune des variables du systéme peut a 1la
limite étre influencée par toutes les autres variables du systéme.

* Systeme Dynamique

D _ \
B~ = {Xl(t), Xz(t), ...,Xe(t)} (ol Xe+1,Xe+2,...,XN sont les

variables d'entrée);

(X (t=1) 50 e sXq (t=(p=1))) ;. s (X (E=1) 5. Xy (t=(p-1)))

ainsi, chacune des variables (sauf celles d'entrée) & 1'instant t, peut
étre influencée par toutes les variables du systéme aux instants précédents.

9.1 — GRAPHE DE DEPENDANCE

Avec E et ﬂ% définis précédemment, et les sous-ensembles
55 déterminés (ou approximés) au moyen des algorithmes que nous avons
décrits, on peut construite les Graphes de Dépendance (ou d'influence)

ainsi :
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G = (Z.Up)s K= 1,2,..0,N

avec 1= {Xl,Xz,...,XN}, 1'ensemble de sommets;

UK= {(Xi’xj) : Xi £ g§}, 1'ensemble d'arcs.

Autrement dit, c'est un graphe oil les sommets sont les variables
du systéme, et ol un arc (Xi’xj) peut &tre interprété comme : "la variable
Xi contribue, avec d'autres, & déterminer ou a expliquer la variable Xj"'

Ce recours aux graphes pour exprimer 1'existence de liens entre
les variables, est assez classique dans la Tittérature [CARP 80a, 80b;
DELA 795 GABA 78; NEPO 78, RICH 75, chap.Il; STEW 65, parmi d'autres].

De ce fait, i1 existe de nombreuses techniques pour la décomposition, la
hiérarchisation ou la visualisation des graphes.

Mais la caractéristique la plus importante a notre avis des
graphes GK que nous proposons est leur caractére multi-dimensionnel.
En effet, dans les graphes couramment utilisés, un arc (Xi’xj) représente

1'existence d'une liaison entre Xi et Xj mesurée avec un critére binaire,

[N

de 1a forme
(Xi’Xj) € U¢$'S(X1,Xj) > seuil donné,

S étant un indice de similarité quelconque (par exemple le coefficient
de corrélation 1inéaire, ou bien la transinformation ?Xxizxj), etc .).

Or dans notre cas, un arc (Xi’xj) indique que Xi est liée a
Xj’ mais surtout, que cette 1jaison se pisse dans le cadre d'une influence
2onjointe avec les autres variables de gj. On a déja montré (c.f.chapll,§.9.3)
comment d'importants aspects de la structure d'un systéme ne sont décelables
qu'avec une approche "multidimensionnelle", et qu'ils passent tout & fait
inapercus lors de n'importe quelle analyse binaire.
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9.2 - DECOMPOSITION, HIERARCHISATION ET.VISUALISATION DE GRAPHES

L'analyse des graphes étant un sujet largement étudié et
publié, i1 ne nous apparait pas nécessaire de faire leur présentation
dans ce mémoire. Nous voulons tout de méme mentionner quelques travaux
particuliérement intéressants.

Marc RICHETIN a présenté dans le chapitre II de sa thése
[RICH 75] quelques méthodes de décomposition et de hiérarchisation de
graphes qui aident & la mise en oeuvre efficace des techniques de
Commande Hiérarchisée. D'autre part, D.GABAY, P.NEPOMIASTCHY proposent des
algorithmes qui permettent de transformer le graphe d'un systéme sous
des formes qui simplifient sa résolution et son optimisation [GABA 78;
NEPO 78]. Mentionnons aussi les recherches récentes de M.J.CARPANO et
M.DELARCHE, qui ont développé des méthodes informatiques pour simplifier
la représentation et la visualisation de graphes de grande taille
[CARP 80a, 80b; DELA 79]. Enfin, J.N.WARFIELD a fait un travail considérable
d'analyse structurale de systémes socio-économiques & 1'aide de la
Théorie des Graphes [WARF 73a, 73b, 74a, 74b, 74c, 76,77].
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10 - APPLICATION A LA RECONMAISSANCE DE FORMES

Les algorithmes que nous venons d'étudier sont d'une application
immédiate au probléme de la Reconnaissance de Formes (ou Classification
Automatique) avec apprentissage. Le probléme peut étre €noncé ainsi

On suppose que 1'on dispose d'une Population d'Apprentissage
Q =balu,2,...<uL} . Ces objets se classifient dans les formes (ou classes)
P1, Pps+e-s Py Pour cela, on posséde un ensemble de Paraméires Xi,X,,...,Xy
qui peuvent étre mesurés sur chacun des objets. Le diagramme suivant

résume cette formulation : S .Ensemble de

paraméres
f X [ ! O
! |
' [

/ I

Population
“d'Apprentis-~

sage
Wy

—

=

;<

'/
~

LW,

Modalités prises
par les parametres |

— — >

——

-
v

fonction
a estimer Ensembie de Formes

¢

fonction
d'estimation

Figure IV.10 Le probléme de
Reconnaissance de Formes
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L'objectif est alors d'estimer la fonction d'affectation o

qui d chaque objetw fait correspondre sa forme ¢ (w), et cela 2
1'aide des paramétres Xl""’ XN’

Le probléme exprimé dans 1a notation que nous avons utilisée
est :

= {¢9X19X23-0-9XN}9

E = {o},

0;= {Xl’XZ""’XN}'
11 s'agit donc de :

i) trouver le sous-ensemble & de paramétres qui fournissent le plus d'information

pour déterminer quelle est la forme ou classe a laquelle appartient
‘chaque objet,

ii) une fois le sous-ensemble & trouvé, construire une fonction ¢(g) qui
approxime le mieux 1a fonction ¢ (on suppose bien entendu que sur 1la
population d'apprentissage 2 la fonction ¢ est connue).

L'indice H(@/Xl,...,XN) (ou % H(@/Xl,...,XN)) nous indique a
quel point la classification peut étre déduite des paramétres Xl’XZ""’XN'
Si cet indice a une faible valeur, on peut, a 1'aide des algorithmes
étudiés, trouver une suite gl, 52,...,£N c 0} de sous-ensembles permettant
une estimation de & de plus en plus exacte. On pourra, sur la base des
valeurs décroissantes H(@/gK), K=1,...,N, faire un compromis entre
1'exactitude voulue et le nombre de paramétres qu'il faudrait prendre en
compte.

K
Une fois un £ © choisi, i1 reste a construire 1a fonction
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O M i e s e py)

Mi)

C—
(rappelons que M | := ! ‘

£ 1:Xie£z°

qui estime la forme a laquelle appartient un sujet quelconque en fonction
de valeurs prises par les paramétres de 1'ensemble ¢ 0 . Nous discuterons
de 1a construction d'une telle fonction & au paragraphe suivant.
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11 - SuR L'IDENTIFICATION DES FONCTIONS LIANT LES VARIABLES

Les algorithmes que nous avons étudiés dans ce chapitre
permettent de trouver pour chaque variable Xi e B 1'ensemble de variables

g;° c di qui fournit le plus d'information sur X;. Le cardinal K,, comme

nous 1'avons dit, est fixé par un compromis entre 1'exactitude requise
et la dimension du modéle.

A ce stade subsiste alors le probléme de trouver la fonction

fi (g?’) qui sert a approximer Xi’ autrement dit, qui compte-tenu des
modalités prises par les variables de g:° donne une estimation de la
modalité prise par Xi‘ I1 est intéressant de savoir que quelle que soit
cette fonction fi’ il y aura forcément une perte d'information.

II.1 - PERTE D'INFORMATION LORS DE TRANSFORMATIONS

Montrons tout d'abord les deux Lemmes suivants

Lemme V.1

Quels que soient a,b,p,q tels que

/ey

a, bgl
p, q ¢ 1

p, bsq
+bgp+tqgsgl

A

N

0
0
a
a

-

alors
(a+b)

a.log %,+ b.Tog %—z (a+b).Tog (p+q)
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Démonstration :

IT nous faut introduire les changements de notation suivants :

M := a+b N := p+q
= 2 = P
A= a+b C = p+q
oD .. g
B"ETE D.——F-)-_‘E
on a alors
a = AM p==CN
b =B.M q=D.N
+8 =1 C+D=1

avec cette nouvelle notation, nous allons montrer que la quantité
suivante est positive :

a b (a+b)
a. log — + b.log — - (at+b).loqg ;——;
I 93 - (@b).log gy

M BM M

AM.1og mt BM.1og W - M.1og-N

AM.1og AM - AM,1og CN + BM.log BM - BM.1og DN - M.log M + M.Log N

AM.log A + AM,Tog M - AM.10og C - AM,Tog N + BM.log B + BM.1og.M
- BM. tog D - BM. 1log N - M,Tog M + M. log N

M, (A.log A + B.log B) + (A+B).M;1ogPM - M.log’Mﬂ

1t

- (A+B).M.10g NA+‘M.}og N - M. (A.Tog C + B.log D)

étant donné que A+B = 1, on obtient :
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M.(A.log A + B.log B) - M.(A.log C + B.log D)

M.[(A.log A + B.log B) - (A.Tog C + B.log D)]
Cette derniére quantité est positive ou nulle, d'une part parce
que M > 0, et d'autre part parce que le terme entre [ ] est Tui aussi

positif ou nul. En effet A,B et C,D véfifient les conditions du Lemme II.1
(page 48).

(F.D.)
Ce Lemme IV.1 peut étre généralisé par récurrence :
Lemme V.2

Quels que soient a153p5...4 et bl’bZ”"’b , avec

r r
r r

Vi @ Oca;gl; O<bigls ag<bis 2 a; ¢ 2 b, g1

i i ivi < i 3 i
i=1 i=1
alors r

r a, r (gzi a1)

%;1 a;.10g By > (ggi a;) log -
(Ezi il

Nous pouvons maintenant établir la proposition suivante :

Proposition V.10

Pour H = Entropie, quelles que soient les variables X et S,
et quelle que soit la fonction f définie sur 1'ensemble des modalités
de S, on a : ‘

H(X/S) < H(X/F(S))
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Interprétation :

L'incertitude de X sachant déja S ne peut qu'augmenter, quelle

que soit la transformation que 1'on fasse sur S.

Démonstration :

Soit Z = f(S). Supposons que

X prends les valeurs Xl’XZ""’Xq’ avec les probabilités p(Xl),p(xz),...
S prends les va]eurs'sl,sz,...,sr, avec les probabilités p(sl),p(sz),...

Z prends les valeurs Z1sZy5.+03Z> AVEC les probabilités p(zl),p(zz),...

On ne prend pas de généralité en supposant toutes ces probabilités
strictement positives . Etant donné que Z = f(S), nous avons les
relations :

p(xi,zK) = Z p(xi,sj), etc ,

J:f(sj)=zK

donc

ND'apreés 1'affirmation [11.18] (page 79) nous avons :
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u
- H(X/Z) = -%_Zl P(z).H(X/zy)
u q
£ -3 bl X o/ Tos p(xi/zK>]
u 9 P(xs52y)
=>. 5 p(x.,zK).log
K=1 i=1 p(zy)

U
K=1 i=1 [|j:f(s.)=z, ' 9

i f(s.)= LA
:EE::::; P(X;»s.)}.10g: B30 = [1v.33]

Pour chaque i,K, les p(xi,sj

vérifient les conditions du Lemme IV.2, c'est-a-dire

) et p(sj) pour j:f(sj) = Zys

Ainsi donc:

u 9 pP(X;,S.)
[1v.33] €S 5= Z: P(x;,5,).Tog ——L ()
C1UT=1|§:F(s5)=2, J o(s;)

u q p(X%.,S.
-2 D pa p(xi,sj)Jog——l——J—)-
= 1=

j:f(sj)=zK

(%) I1 est important de remarquer que si la fonction f est injective
(sa# Sg = f(sa)#f(ss) ), alors 1a somme entre [ | ne contient qu'un

seul j pour chaque K,i. Dans ce cas on obtient une égaliteé.



:rz qZ‘ D(X .S ) ]og p(x_i’SJ)
j=11i=1 o (s
r q |
= - = p(Sj).['-Ezi P(Xi/s4)-10g p(xi/si) ]

- H(X/S)

Ainsi, - H(X/Z) = = H(X/F(S)) < - H(X/S), c'est-a-dire

H(X/S) < H(X/T(S)).

(F.D.)
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Proposition V.11

Pour H = Entropie, on peut dire :

Quels que soient A,B ¢ P(z), et quelles que soient les fonctions f et g
définies dans 1'ensemble de modalités de A et B respectivement, on a

——p

T (A:B) 5 I(F(A) : g(B))

Interprétation :

Quelles que soient les transformations (univoques) que 1'on
fasse sur deux ensembles de variables, on ne peut que réduire leur
échange d'information.

Démonstration :

—
—
=]
[we)
St
1]

H(A) - H(A/B)

H(R) - H(A/g(B))

T (A:g(8))

H(g(B)) - H(g(B)/A)
H(g(B)) - H(g(B)/F(A))

= T(f(A):9(B))

] A\

[\

(F.D.)

11.2 - LE CONCEPT D'ESTIMATION OPTIMALE

Si 1'on a déja déterminé 1'ensemble S des variables qui donnent

le plus d'information sur une certaine variable X, le choix de la
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fonction f telle que f(S) soit une "bonne estimation" de X, dépend aussi
bien de 1a nature algébrique des variables, que du critére choisi pour me-
surer ce qui est une "bonne estimation". Soit :

X Qe—— = MX

w .+ X))

la variable qu'il faut estimer. On dispose pour cela de 1'ensemble de
variables S = {Xl’XZ""’Xr} » ou tout simplement, du vecteur S:

S — MS = M1 X M2 X ... X Mr
W YT TR S(w) = (X]. (Q)) axz(m) 30 ,Xr(w) )
11.2.1. = Cas non numérique

On peut imaginer deux critéres pour qualifier une "bonne

estimation":

a) Mintmiser la probabilité d'erreur

On veut donc trouver la fonction

telle que
Pr (X(S)#X) < Pr(F(S)#X), , ¥F:Mc—M,

Ce probléme est résolu, et il est connu sous le nom
d'Observateur Idéal [ASH 65, page 60]

o M e
X: MS 4X

SY e i(s}: Xo

(= Pr(X=x0/S=s);Pr(X=x/S=s) VXEMX
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autrement dit, 12 fonctionX fait correspondre & chaque s ¢ MS la
modalité X, de X pour laquelle Pp(X=xO/S=s) est maximale.

b) Minimiser 1'incertitude résiduclle

Dans ce cas, on veut trouver la fonction

telle que

H(X/X(S)) € H(X/F(S)), ¥ fiMg—— M
c'est-a-dire, telle que sachant X(S), ce qui nous reste & connaitre sur X
soit minimal.

Nous avons essayé de caractériser de tels estimateurs dans le
cas H = Entropie, sans avoir trouvé jusqu'a présent aucun résultat
important. Pour des ensembles MS et MX de Betite taille (Variables dichotomiques,
par exemple), une recherche exhaustive de X serait envisageable.

11.2.2. - Variables Numériques

Si les variables X, Xl’ X2, oo Xr prennent leurs valeurs dans
1'ensemble des nombres réels R, on tombe dans le domaine classique de
1'Identification. Une famille importante de méthodes cherchent a déterminer
la fonction :

appartenant a une c1asse&§ de fonctions de R" vers IR, telle que
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1/a 1/a
Z [X(w) - X(S(w)Ha] < [Z [X(w) = F(S()) I |

w € N w €

et cela quelle que soit f sC? . Lorsque o = 2, ce probléme est connu

sous le nom de Moindres Carrés (Remarquons que dans le probléme d'identifica-
tion posé de cette facon, 1'entropie (ou semi-valuation) H ne joue aucun
role).

On peut aussi imaginer 1'approche suivante :
on sait que 1'entropie d'une variable constante est nulle et que
intuitivement parlant, plus la variable change, plus grande sera son
entropie. Alors, on pourrait chercher la variable i stz telle que

-

HIX = X(S)) < H(X - f(S)) ¥ f B

Ainsi si H (X - X) est proche de zéro, on pourrait dire que X - X est
"a peu prés " constante, donc
X n X(S) + KE&
Nous n'avons pas trouvé de résultat significatif dans cette
derniére voie jusqu'a présent.

Enfin, signalons pour terminer que R.E.RINK et J.DUFOUR
[RINK 735 DUFO 79] ont aussi abordé le probléme d'identification &
1'aide de 1'entropie, mais sous une optique un peu différente. Dans
les idées que nous venons de présenter, 1'entropie ou ses indices sont
utilisés comme critére d'optimalité pour qualifier une "bonne estimation".
Par contre, R.E.RINK et J.DUFQUR fixent & priori les types d'équations
qui lient les variables, et expriment leurs différents coefficients en
termes d'entropie et des indices qui en découlent.
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12 - concLusIONS

Dans ce chapitre nous avons essayé de formaliser des concepts
tels que "Expliquer une variable & partir d'autres variables",
"Partie Explicable", "Partie Modélisable", "Pourcentage encore non
expliqué de la Partie Explicable", "Total non Explicable", .... Nous
avons défini ce que sont les "Sous-ensembles Explicatifs Optimaux",
et présenté quatre algorithmes pour les déterminer :

- AE : Algorithme Exhaustif,
qui permet de trouver tous ces sous-ensembles optimaux;

- AA : Algorithme Agrégatif,

- AD : Algorithme Désagrégatif,
qui permettent de trouver quelques uns des sous-ensembles
optimaux, et d'approximer les autres; et enfin

- AAS : Algorithme d'Approximations Successives,
qui trouve des sous-ensembles explicatifs vérifiant une condition
nécessaire d'optimalité.

Pour avoir une idée du temps de calcul de ces algorithmes,
nous avons étudié leur ordre. Ainsi, sous 1'hypothése d'un ordinateur
qui réalise 1000 fois/seconde les instructions d'une boucle principale
(un petit nombre d'opération +, -, et d'accés mémoire), et si 1'on se
permet au maximum 2 1/2 heures de temps de calcul, la taille maximale
de ¢ est donnée dans le tableau ci-dessous :

AE AA AD AAS

5]=N | 19 262 262 80
Maximum
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On peut dire que, exception faite de AE, les autres algorithmes
peuvent &tre appliqués a des systémes de taille assez élevée.

Nous avons exploré briévement les applications possibles de
cette approche ainsi que des différents concepts formalisés :

- utilisation pour qualifier le choix des variables de 1, ainsi que
pour évaluer les possibilités de modélisation mathématique.

- estimation de Ta faisabilité d'un probléme de Reconnaissance de Formes,
et détermination des paramétres les plus appropriés pour cette téche
de Reconnaissance.

- connaissant les Sous-ensembles Explicatifs Optimaux, construction d'un
Graphe de Dépendance,qui permet d'étudier la structure des liaisons entre

les variables. Ce graphe présente un caractére "multidimensionnel", qui

prend en compte des aspects échappant aux graphes classiques construits

sur des critéres binaires. Bien évidemment, toutes les techniques disponibles
d'analyse, hiérarchisation et visualisation sont applicables sur le

Graphe de Dépendance.

- enfin, le dernier paragraphe a présenté le probléme de 1'Identification
explicite des relations mathématiques 1iant les variables a 1'aide de
1'entropie. Nous avons signalé dans quels cas ce probléme est déja résolu,
et proposé quelques voies de recherche possibles.



CONCLUSIONS GENERALES
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Ce travail s'adresse principalement au praticien qui commence
1'étude d'un systéme complexe. A ce stade, les seules connaissances dont
il dispose en général, sont les variables qu'il croit pertinentes pour
la description du systéme avec, peut étre, quelques idées concernéut
leurs relations. La modélisation du systéme nécessite alors une phase

-

d'Analyse Structurale & partir des données relevées sur celui-ci.

Tout d'abord, nous avons développé une forme de représentation
qui s'adapte & tout type de systéme ,et qui présente 1'avantage de rendre
formellement analogues le cas statique et le cas dynamique. Cette repré-
sentation s'inscrit dans le cadre d'une Hiérarchie Epistémologique visant
d organiser les différents niveaux de connaissances qu'un observateur
peut avoir sur un systéme. Les diverses démarches de 1'Analyse Structurale
sont alors apparues clairement comme des déplacements dans cette hiérarchie.

Nous avons ensuite effectué une synthése des principaux résultats
de 1a Théorie de 1'Information concernant les systémes multi-variables.
Deux aspects importants ont été mis en relief : d'une part, le trés clair
et fort appui intuitif de chacun des concepts et des résultats. D'autre
part, ces résultats ont pu étre classés selon quatre groupes d'hypothéses
générales (Semi-Valuation, Semi-Valuation Monotone, Semi-Modulation Positive,
Semi-Modulation Positive Monotone). L'Entropie n'é@tant pas la seule fonction
a vérifier ces hypothéses, 1'étiquette (SV, SVM, SMP, SMPM)} qui accompagne
chacun de nos résultats et algorithmes permet son application immédiate
a n'importe quelle fonction vérifiant les hypothéses respectives. (On
peut trouver plusieurs exemples de semi-valuations dans le chapitre I et IV
de 1a thése de Zohir ABID [ABID 79], ainsi qu'une intéressante méthode
pour construire des semi-valuations a partir de n'importe quel Indice de
Similarité (Annexe D). Reste a montrer lesquels des exemples donnés par
Z.ABID vérifient aussi les hypothéses de Semi-Modulation). Enfin, i1 est
important de remarquer que si la fonction utilisée est 1'Entropie, aucune
hypothése algébrique n'est nécessaire ni sur les variables(qui peuvent
alors étre quantitatives, qualitatives, logiques ...) ni sur leurs relations
(1inéaires, non linéaires, ...).
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Dans les deux derniers chapitres, nous avons étudié deux
méthodes concrétes d'Analyse Structurale :

- la Décomposition d'un systéme en sous-systémes faiblement couplés :
nous avons étudié en détail le concept de partition optimale pour
proposer une approche qui réunit les cas statique et dynamique, et
qui ne nécessite aucune des hypothéses de déterminisme requises par
d'autres approches. Cinq algorithmes ont été étudiés, qui permettent
de trouver ou d'approximer les décompositions optimales.

- la deuxiéme méthode est basée sur la détermination des sous-ensembles
explicatifs optimaux. Cette méthode, qui avait été peu étudiée,
posséde d'intéressantes applications aux problémes de Reconnaissance
des Formes,d'Estimation de Variables et de détermination des inter-
connexions internes du systéme. Quatre algorithmes ont été proposés,
qui permettent 1'analyse de systémes de taille assez élevée.

Loin d'étre épuisé, le domaine que nous avons voulu explorer
dans cette thése demande encore bien des recherches. Signalons en

particulier :

- la décomposition multicritére de systémes : en effet, sur quelques
exemples que nous avons traités, nous avons vu qu'il ne suffit pas
toujours que les sous-systémes soient faiblement couplés. I1 peut
étre aussi nécessaire d'avoir des sous-systémes d'une complexité
uniforme, ou bhien, que ces sous-systémes respectent certaines
limitations imposées (telles variables doivent forcément appartenir
a un méme sous-systéme, et telles autres a des sous-systémes différents),
ou encore, que la transinformation entre paires de sous-systémes
ne dépasse pas certaines limites, ... ;

- Développer des méthodes basés sur 1'entropie visant & identifier
explicitement les fonctions liant les variables. De telles méthodes
auraient 1'avantage d'étre applicables a des variables qualitatives,
cas pour Tequel peu de résultats ont été obtenus.
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- I1 serait de méme intéressant d'étudier 1a fiabilité et 1'invariance
des résultats que 1'on obtient avec les différentes techniques de
1'Analyse Structurale, par rapport a 1'ensemble des données dont on
dispose.

- Enfin, & plus long terme, le développement d'un outil informatique
dans un langage de haut niveau, qui assure la mise en oeuvre des
méthodologies étudiées.

Disons pour terminer que dans 1'Analyse Structurale, il n'est
pas question de proposer "la meilleure méthode", ou "la meilleure approche”.
I1 s'agit seulement de fournir au praticien des outils généraux qui
1'aident & simplifier et & orienter les premiéres phases de 1'étude d'un
systéme. Les méthodes proposées dans cette thése demandent seulement que
1'on dispose d'un bon ensemble d'observations sur le systéme,"... et
1'on doit accumuler des observations partout ot 1'on veut faire oeuvre

scientifique " [CAIL 76,pp.iv].
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ANNEXE 1 224
ORDRE DES ALGORITHMES DE DECOMPOSITION

RE = AH = DR ¢ AS £ PO =
4 15 10 11 13 36
52 20 26 196 160
203 35 57 559 630
877 56 120 1236 2324
4140 84 247 2477 8232
21147 120 502 4764 28368
115975 165 1013 9043 95850
678570 220 2036 17188 319132
4213597 286 4083 32929 1050588
27644437 364 8178 63708 3427736
190899322 455 16369 124391 11102910
1382958550 560 32752 244692 35749380
10480142200 680 65519 484021 114529104
82864869800 816 131054 96118( 365340064
682076806000 969 262125 1913754 1161081810
19 | 5832742200000 1140 524268 381695@ 3678004300
20 [p1724158200000 1330 1048555 762090 11517372100A
RE: Recherche Exhaustive -

: Analyse Hiérarchique
: Division Recursive
: Approximations Succesives
: Programmation Dynamique.
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ANNEXE 2

GENERALISATION DE L'ALGORITHME AH

L'algorithme ci-dessus utilise une pile, vide au départ, dans
Taquelle on va stocker des éléments de la forme [ nombre entier;
partition; nombre réel ].
0.début;
1.Lire ¢;
2.MN “ {(Xl),(XZ),...,(XN)};

R (o8]
—
+
—
—
>
>
~
-

S

5, tant que r > 3 faire;

5.1 Parmi tous les couples possibles de sous-systémes de M trouver le
couple R R tel que I(R :R_) soit maximale; trouver auss1 tous les
couples R R tels que ‘1 (R :R,)- I(R ‘R )l<e,

5.2 Pour chacun des couples R R trouvés, garder dans la pile

[r-1; Mr\‘{Ru RV})u{RuvRV}, - I(R :R )J
5.3 My,_1 « (M;\{RQ,RB}) u {Ra u RB} :
5.4 Ir-l “ Ir -1 (RQ:RB);
5.5 r « r-19
fta;
6. M < {(X 1° 2,... XN)};
7. Il<—0
8. Ecrire Mr’ Ir’ pour r=1,2,...,Ns
9, Si la pile n'est pas vide
alors;
9-1. Z « dernier €lément de Ta pile;
9-2. r « Z1 (premiére composante de Z);
9-3. Mr < ZZ (deuxiéme composante de Z);
9-4, Ir < Z? (troisiéme composante de Z);
9-5. aller au pas 5;
fsis

lo.fiﬂ;
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Cet algorithme &crit un certain nombre de chaines de partitions,
le nombre de chaine étant dépendant de e. Pour =0 il n'y aurait qu'une
seule chaine (voire quelques ex-aequo). Pour un e trop grand il y aurait
trop de chaines (& la Timite, toutes les chaines possibles menant de
My @ M, et i1 y en a énormément : N! (N-1)!/2N-1).

Enfin, par un simple examen des différentes chaines écrites
par 1'algorithme on peut choisir pour chaque niveau la partition qui

- posséde le plus petitT.
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ANNEXE 3

PRESENTATION DETAILLEE DE L'ALGORITHVE DR

Connaissant M. = le,RZ, . R }e P ( ), 1'algorithme DR doit
chercher le Ra £ Mr et le s* c R ) Q # S # R » tels que

-~ <>

*c * »
I(R&\S :S7) < (Ri\\S.S)) VRie Mr’ ¥Sc Ri’ D #S # Ri
Une fois trouvés Ra et S*, on définit

M1 = (MAR Pu (RNS™,S™ = (R1WR,s.. R _p-RNS*,S¥ R 1hei iR D
On voit alors que par rapport a M , i1 n'y a que deux classes

qui ont changé dans M +1° €@ sont R \ s* et S . Toutes les autres classes

de Mr ont déja éte exam1nees pour conna1tre leur meilleure partition

en deux. Alors, pour ne pas tout recalculer, 1'algorithme ci-dessous va

stocker en permanence la meilleure partition en deux de chacune des

classes de la partition en analyse.

Pour cela 1'algorithme utilise trois vecteurs de travail,
initialement vides, dont le contenu & 1'étape r est :

CLASSE PART cout
1) (2 = (1).2(2

R, R{t) r{2) T(r{1):r{2))
1) (2 = (1).0(2

R, R?(_ ) 2{?) TR (%))
(1) L (2)] = (V.02

R, r{H) R{2) TRt :r{2))
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oli RI’RZ"”’Rr sont justement les classes de la partition

Mr = {RI’RZ""’Rr}' Pour chaque 1, PARTi contient les ensembles

Rgl),R(Z) qui sont la meilleure partition en deux de la classe Ri’

RED, R(D) ¢ Ry I 0 (B < gy RD) w (D) < Ros (D) g 2 R(D)

et I(Rg ):R§2)) < T‘(n'importe quelle autre partition en deux de Ri>'
Enfin, 1'algorithme stocke les résultat dans les vecteurs

Mr (pour les partitions) et Ir (pour 1'intervaluation externe),
i=1,2,...,N.

. début

. M1 « {(Xl,XZ,...,XN)};

. Iy <03

. CLASSE1 < (Xl’XZ""’XN);
. r< 1y

tant que r < N-2 faire;

Pour i=1 & i=r faire;

, §i_PARTi est vide
alors;
. Chercher 1a meilleure partition en deux de 1'ensemble
contenu dans CLASSEi, la placer dans PARTi, et dans COUTi

mettre 1'intervaluation respective (on va détailler cette
instruction aprés); (%)

fsis

fpour,

. trouver le minimum entre COUTl, COUTZ,...,COUTr. Soit o 1'indice
ol se trouve ce minimum;

: Mpyp © (M CLASSE ) u PART

(c'est-a-dire,construire M a partir de Mr’ en éliminant le

r+l
sous-systéme contenu dans CLASSEa, et en mettant & sa place les

deux sous-systémes qui se trouvent dans PARTa. Bien entendu,

< M, n'est pas changé);



.1 < Ir + COUTu;

r+l
. j «r,
tant que j > o + 1 faire; ]
. CLASSEJ,+1 < CLASSEj;
: PARTj+1 © PARTj; - décaler d'une position vers
couT. « COUT. ; “le bas" les vecteurs CLASSE,
J+l J PART et COUT, & partir de
. J o+« 3-1 la position o + 1.
fta;
-

. CLASSEQ < Premier sous-ensemble de PARTa;
. CLASSE <+ Second sous-ensembie de PART ;
o+l o

. Mettre "vide" dans les positions PART ,PART CouT , CoUT .3
o a at+l

a+l’
. r o« r+l;
fiq;
oMy {(X1)(Xz)(x3)"°(xw)};
T« I(X X teeniX)s
. N 1. 2 ..... N 1

. Ecrire Mr’ Ir’ pour r=1,2,...,N;

. Fin;

Dans 1'instruction (x) on cherche 1a meilleure partition
en deux du sous-systéme contenu dans CLASSEi. Si ce sous-ensemble
n'a qu'un seul é&lément, une telle partition en deux est impossible
et on mettra CDUT1=+m. Voici le morceau d'algorithme correspondant:
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. COUT1. < 4o}
Si | CLASSE.| > 1
alors;
Pour tous les S ¢ CLASSE., @ # S # CLASSE. faire; (xx)
$1 T(CLASSENS:S) < COUT,
alors;
o

'COUTi « I(CLASSEi\S:S);
'PARTi * (CLASSEi\S,S};

Remarque: en réalité dans 1'instruction (xx) ci dessus il n'y a
pas besoin d'examiner tous les S ¢ CLASSE,, avec p # S # CLASSE..

I1 suffit d'en examiner la moitié puisque'i’est symétrique.

Enfin, 1'algorithme DR présenté pourrait Tui aussi étre généralisé
comme on 1'a fait avec 1'algorithme AH (Annexe 2), en lui faissant
examiner, outre "la meilleure décomposition en deux", celles dont

la différence avec 1a meilleure soit inférieure da un € > 0 donné.

Mais cela reléve des details techniques de programmation.
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ANNEXE 4

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION 1V.3 (PAGE 167 )

Soient MX = {al,az,...,au} et M = {bl, 9o ,bv} les
ensembles des modalités effectivement pr1ses par les variables
X et S, c'est-a-dire, telles que Pr(X = a ), Pn(S = bj) >0

O =

Supposons donc que H(X/S) = 0. Ainsi, et d'aprés [II.18]
on a :

=H(X/S)=ZPr~Sb [ ZPanle)logPr(Xale

bJ.eMS a; eM

Etant donné que Pp(S=bj) > 0, on en déduit :

¥ss lsjsv: E Pr (X=a. )S b . log Pr(X=a1.]S=bJ.)
ae

X

L'expression a.l0og o ne s'annule que pour «=0 (par définition)
et pour a=1, cette derniére égalité implique que,pour un jo fixe,
P (X=a, |S bJ ) est toujours nul, sauf pour un certain io pour lequel
P (X=a. |S h ).Cet io est forcément unique puisquefé:Pr(X=aiIS=bjo)=1.

La fonction f est alors définie par :
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=

Montrons a présent que X=f(S). Soit«»o e Q. Posons

S(w ) =b. . Alors X(w ) = a, , avec P (X=a, |S=b, )=1. Finalement
) do o i, i, i,
par définition de f, on a f(bj ) = ay s donc
0 0

X(w) =a, =f(b,)=F(S = (fos
(0) = 5= Fby ) = F(S(8,)) = (FoS)(w)

" " . Supposons maintenant qu'il existe f:MS——---MX telle que X=f(S).
Soitw € @, et soient X ) = a. et Sew ) = b, . Alors par hypothése
0 0 i, ) i

a, = Xw,.) = f(Sw.)) = f(b, )
15 0 0 Jo
Ainsi,
0 si a # a}.O = f(bjo)
b (X=ai|S=bj ] =
0 .
1 sia; =a, =f(b,),
! o Jo

donc

H(X|S) = E Pr(S=b, ).|- jz:; Pr (X=a.|Y=b, ).log Pe(X=a.|Y=b, )| = 0O
b 0 a.eM J Jo J o

. eM
o S J X

puisque chacun des termes de la somme interne est nul.

® H(X]S) = H(X
PN (X]s) = H(X)

(F.0. @)

H(S,X) = H(S) = H(X)
& >
0 = H(X) + H(S) = H(S,X) =: I(S:X)
donc, d'aprés la proposition II.8,
< S et X sont statistiquement indépendants.

(F.0. (@)
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ANNEXE 5

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION IV.4 (SMPM) (PAGE 171)

e
Montrons que H(X], X»....XE) -S> H(E[6E) 5 0
e 1 it
{pour alléger la notation, nous omettons & chaque fois le symbole E).

e
H(X{ s 0nX) —‘14;1 H(X;[2NXy)

£ e e e
=Y H(Z\Xi) -3 H(z) + H(Xl,...,Xe) + (3 H(Xi) -5 H(Xi))
i=1 i=1 i=1 i=1
e e
=Z H(ZM) + H(X;) - H(z) ] 122 HOG) = HOK oK) ]
i=1 i=1
e —
=2 I(X, z\X)-I(X Xyt iX,)
=1 €
en utilisant la proposition Il.12 C) (SV), on obtient
R nd

. ﬂ - -« . < .
= I(Xl.z\xl) + I(Xz.z\xz) + ...+ 1 (Xe_l.zxxe_l) + I(Xe.Z\Xe)

I(X XosKaseousX ) = T(XpiXaseoyXy) - - T(Xg_q3XQ)
e-1 -

- _ R

= > (I(X Z\Xi) I(X Y1+1, ,Xe)) + T(X 12nX)

> 0

puisque chacun des termes de la somme est positif, étant donné que I\ Xiza

(X, ,Xe}(c.f. Proposition I1.24(SMPM)).

i+1’°°
(F.D.)



- . - - S W = e

e - - - = = S e e N G W e e -

234

AE AA AD AAS
1 0 0 0 0
2 2 2 2 72
3 9 9 9 324
4 28 24 24 864
5 75 50 50 1.800
6 186 90 90 3.240
7 441 147 147 5.292
8 1.016 224 224 8.064
9 2.295 324 324 11.664
10 5.110 450 450 16.200
11 11.253 605 605 21.780
12 24.564 792 792 28.512
13 53.235 1.014 1.014 36.504
14 114.674 1.274 1.274 45.864
15 245,745 1.575 1.575 56.700
16 524.272 1.920 1.920 69.120
17 1'114.095 2.312 2.312 83.232
18 2'359.278 2.754 2.754 99,144
19 4'980.717 3.249 3.249 116.964
20 10'485.740 3.800 3.800 136.800

AE: Algorithm

AA: Algorithme Aggregatif

e Exhaustif

AD: Algorithme Dessagregatif
AAS: Algorithme d'Approximations Successives.

7}@
LILLE
\\.
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