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. 
I " " ... O mon Dieu, aide-moi à échapper des g r i f f e s  de ce monde l i n é a i r e  ... . 

P i e r r e  de FERMAT (1601-1665) 

" I n  shor t ,  t h e  newest study o f  systems, whether i n  metal o r  i n  f lesh, 

i s  a branch of communication engineering(*),  and i t s  card ina l  no t ions  

are  those o f  message, amount o f  d is turbance o r  noise, ..., q u a n t i t y  

of information, coding technique and so on. 

I n  such a theory, we deal w i t h  systems e f f e c t i v e l y  coupled t o  the  

ex terna l  world, no t  merely by energy flow, t h e i r  metabolism, b u t  

a l so  by a f low of impressions, o f  incoming messages, and by de a c t i o n  

o f  outgoing messages ... " 

Norber t  WIENER 
" C ~ b e r n e t i c s "  . l è r e  é d i t i o n  - -----y---  

HERMANN & Cie. Par is .  1948 

" ... a theory w i t h  mathematical beauty i s  more l i k e l y  t o  be c o r r e c t  

than an ug l y  one t h a t  f i t s  some data ... " 

P.A.M. D IRAC 

" Can equat ions o f  physics be used 

i n  h igh  energy physics " 

Physics Today . A p r i l  1970 

(*) Cette "brunch of communication engineering" sera appelée 

plus tard "Théorie de Z 'Information". 



TARE DES MATIÈRES 

..................................................... INTRODUCTION 1 

........................................ PRESENTATION DES CHAPITRES 4 

.............. CHAPITRE m......... 1 : HIERARCHIE EPISTEMOLOGIQIJE DES SYSTEYES 6 

................................................... 1 . I n t r o d u c t i o n  7 

2 . Aperçu de l a  H i é r a r c h i e  Epistemologique des Systèmes ........... 9 

3 . L 'Ana lyse  S t r u c t u r a l e  e t  l a  H i é r a r c h i e  Epis témologique ......... 11 

3.1 Analyse S t r u c t u r a l e  Mathématique ............................. 11 

3.2 Analyse S t r u c t u r a l e  Physique ................................. 12 

3.3 Analyse S t r u c t u r a l e  p a r  l e s  Données .......................... 12 

4 . Vers une rep résen ta t i on  du t ype  Système-Structure .............. 14 

4.1 Système-Source ............................................... 14 

4.2 Système-Données .............................................. 15 

4.2.1. Représentat ion des Systèmes S ta t iques  (E) ............... 17 

4.2.2. Représentat ion des Systèmes Dynamiques (D )  .............. 18 

4.2.3. Le I n f - D e m i - T r e i l l i s  des P a r t i t i o n s  de n ................ 20 

............. 4.2.4. Pourquoi s ' i n t é resse - t - on  aux p a r t i t i o n s  ?.. 24 

4.2.5. Le Sup.Demi -Tre i l l i s  des Var iab les  V e c t o r i e l l e s  ........ 26 

4.3 Système - Générateur ........................................ 32 

4.3.1. Es t ima t i on  des D i s t r i b u t i o n s  des P r o b a b i l i t é s  p a r  l e s  

Fréquences R e l a t i v e s  ................................... 33 

4.3.2. Sur l e  Ca lcu l  des Fréquences Re la t i ves  dans un tab leau  

de Données ............................................. 36 

CHAPITRE ........... II : THEORIE DE L'INFORMATION ET ANALYSE DES SYSTEMES 

GENERALISATION AUX SEMI-VALUATIONS ET SEPII-MODULATIONS 38 

1 . I n t r o d u c t i o n  .................................................. 39 

2 . D é f i n i t i o n s  e t  P rop r i é tés  de l ' E n t r o p i e  ....................... 43 

2.1 Une mesure i n t u i t i v e  de l ' I n c e r t i t u d e  e t / ou  de l ' I n f o r m a t i o n  4 3 

2.2 D é f i n i t i o n  f o r m e l l e  de l ' E n t r o p i e  ........................... 45 

a )  En t rop ie  d 'une v a r i a b l e  .................................. 45 

b) En t rop ie  d 'une P a r t i t i o n  de n ............................ 46 

2.3 Quelques p r o p r i é t é s  de 1 'En t rop ie  ........................... 47 



........... 3 . Semi.Valuations. Transinformation et Intervaluations 58 

3.1 Définition desSemi.Valuations ................................. 58 

3.2 Transinformation et Intervaluation ........................... 60 

= ................ 3.2.1. Cas H Entropie : Les Transinformations 60 

3.2.2. Cas H = Semi-Valuation quelconque : Les Intervaluations . 60 

4 . Propriétés des Intervaluations ................................. 62 

............................. 5. Partitions de c et Intervaluations 72 

6 . Semi-Valuations et InterValuations Conditionnelles ............. 77 
6.1 Cas H = Entropie : Entropie et Transinformation Conditionnelles 77 

6.2 Cas H = Semi-Valuation quelconque : Semi-Valuation et 

Interval uation Conditionnel 1 es ............................... 81 

.................................. 7 . Le Concept de Semi-Modulation 84 

7.1 Semi-Modulation et Entropie .................................. 84 
7.2 Relation entre les concepts de Semi-Valuation et Semi-Modulation 87 

7.3 Propriétés des Semi-Modulations .............................. 88 

8 . Le Principe de Conditionnement Uniforme ........................ 96 

8.1 Version originale pour H = Entropie .......................... 96 

8.2 Version généralisée pour H = SMP quelconque .................. 97 

9 . Interprétation Graphique ....................................... 99 

9.1 L 'Analogie entre Semi-Val uation et Mesure .................... 99 

9.2 A toute représentation graphique correspond un système réel .. 102 

a) Construction d'une variable ayant une entropie donnée ..... 102 

b) Construction des variables du systeme ..................... 104 

9.3 Tout système réel n'a pas de representation graphique ........ 105 

......................................... 10 . Quelques commentaires 109 

CHAPITRE III : SUR LA DECOMPOSITION DES SYSTEMES COMPLEXES ........ 110 ............ 
1 . Introduction ................................................... 111 

2 . Le Concept de Partition Optimale .............................. 115 
CC 

2.1 La Minimisation de la Transinformation Externe 1 ............ 115 

2.2 "Lois Globales" et "Lois Régionalesn .......................... 116 

2.3 Décomposition Optimale Triviale .............................. 117 

2.4 Décomposition Optimale par Niveaux ........................... 118 

3 . Dénombrement de lP (c) et Recherche Exhaustive .................. 122 

3.1 Algorithme de Recherche Exhaustive (RE) ...................... 122 

3.2 Optimalité de 1 'Al gori thme RE ................................ 123 
3.3 Ordre de 1 'A1 gori thme RE ................................. ... . 123 



. ..................... 4 Recherche Ascendante des Optimums Locaux 

4.1 A lgor i thme Ascendant : Analyse H ié ra rch ique  (AH) ........... 
4.2 Optimal i t é  de 1  'A lgor i thme AH .............................. 
4.3 Ordre de l ' A l g o r i t h m e  AH ................................... 

.................... . 5 Recherche Descendante des Optimums .Locaux 

5.1 A l  gor i thme Descendant : D i v i s i o n  Récurs ive (DR) ............ 
5.2 O p t i m a l i t é  de l ' A l g o r i t h m e  DR .............................. 

................................... 5.3 Ordre de l ' A l g o r i t h m e  DR 

............... 6 . Approximat ions Successives des Optimums Locaux 

.................................... 6.1 Opérateurs Cont rac tan ts  

................ 6.2 A l  g o r i  thme d  'Approximations Successives (AS) 

.............................. 6.3 O p t i m a l i t é  de l ' A l g o r i t h m e  AS 

................................... 6.4 Ordre de l ' A l g o r i t h m e  AS 

...................... . 7 Un Exemple des Algor i thmes AH. DR e t  AS 

8  . Recherche des Optimums Locaux p a r  Programmation Dynamique .... 
8.1 La f o n c t i o n  "Décomposit ion Opt imale" ....................... 
8.2 A lgor i thme de Programmation Dynamique (PD) ................. 
8.3 O p t i m a l i t é  de l ' A l g o r i t h m e  PD .............................. 
8.4 Ordre de l ' A l g o r i t h m e  PD ................................... 

a) Ordre de l a  première bouc le ............................. 
b )  Ordre de l a  deuxième boucle ............................. 
C )  Somme ................................................... 

9 . Commentaires ................................................. 
CHAPITRE ............. I V  : DETERFIINATION DES RELATIONS DANS \IN 

SYSTEME DE VARIABLES ............................... 
1 . I n t r o d u c t i o n  .................................................. 

...................... 2 . Exp l i que r  une v a r i a b l e  à p a r t i r  d ' a u t r e s  

2.1 I n f o r m a t i o n  commune aux v a r i a b l e s  ........................... 
2.2 Var iab les  E x p l i c a t i v e s  e t  Va r i ab les  à Exp l i que r  ............. 

a )  Systèmes S ta t i ques  ....................................... 
b)  Systèmes Dynamiques ...................................... 

2.3 En t rop ie  (ou Semiva luat ion)  de Xi Exp l iquée p a r  S ........... 
2.4 Le To ta l  Non Exp l i cab le :  un i n d i c e  impo r tan t  ................ 

2.4.1 Pour q u a l i f i e r  l e  problème d ' e s t i m a t i o n  ................. 



........................... 2.4.2 Pour q u a l i f i e r  l e  cho i x  de c 
a) Cas S t a t i q u e  ........................................ 
b) Cas Dynamique ....................................... 

2.5 P a r t i e  Expl iquée de l a  P a r t i e  E x p l i c a b l e  ................... 
3  . Sous-ensembles E x p l i c a t i f s  Optimaux .......................... 

3.1 D é f i n i t i o n  des Optimums Locaux ............................. 
3.2 Avantages de l ' a p p r o c h e  p a r  Optimums Locaux ................ 

................. . 4  Un exemple d ' a p p l i c a t i o n  des I nd i ces  d é f i n i s  

5  . A l  g o r i  thme de Recherche Exhaust ive (AE) ...................... 
5.1 A l  g o r i  thme AE .............................................. 

.............................. 5.2 O p t i m a l i t é  de l ' a l g o r i t h m e  AE 

5.3 Ordre de l ' a l g o r i t h m e  AE ................................... 
a )  Cas S t a t i q u e  ............................................ 
b)  Cas Dynamique ........................................... 

................................ i) Problème d ' E s t i m a t i o n  

...................... i i )  Problème d 'Ana lyse  S t r u c t u r a l e  

6 . A lgor i thme A g r e g a t i f  (AA) .................................... 
6.1 Algor i thme AA .............................................. 
6.2 O p t i m a l i t é  de l ' A l g o r i t h m e  AA .............................. 
6.3 Ordre de l ' A l g o r i t h m e  AA ................................... 

a) Cas S t a t i q u e  ............................................ 
b) Cas Dynamique ........................................... 

i) Problème d ' e s t i m a t i o n  ................................ 
...................... i i )  Problème d 'Ana lyse  S t r u c t u r a l e  

7  . Algor i thme Désagréga t i f  (AD) ................................. 
7.1 A lgor i thme AD .............................................. 
7.2 O p t i m a l i t é  de l ' A l g o r i t h m e  AD .............................. 
7.3 Ordre de l ' A l g o r i t h m e  AD ................................... 

............................................ a) Cas S t a t i q u e  

b )  Cas Dynamique... ........................................ 
i )  Problème d ' e s t i m a t i o n  ................................ 

...................... i i )  Problème d 'Ana lyse  S t r u c t u r a l e  

................. 8 . A lgor i thme d 'Approx imat ion Successives (AAS) 

8. 1 Opérateurs Cont rac tan ts  .................................... 



8.2 Algor i thme AAS ............................................. 198 

8.3 O p t i m a l i t é  de l ' A l g o r i t h m e  AAS ............................. 199 

8.4 Ordre de 1  ' A l  g o r i  thme AAS .................................. 199 

a )  Cas S t a t i q u e  ............................................ 199 

b) Cas Dynamique ........................................... 200 

................................ i )  Problème d ' e s t i m a t i o n  200 

i i )  Problème d 'Ana lyse  S t r u c t u r a l e  ...................... 200 

9  . A p p l i c a t i o n  à l ' A n a l y s e  S t ruc tu ra le .  ......................... 201 

9.1 Graphe de Dépendance ....................................... 201 

9.2 Décomposit ion. H i é r a r c h i s a t i o n  e t  \ l i s u a l i s a t i o n  de Graphes . 203 

10 . Appl i c a t o n  à l a  Reconnaissance de Formes .................... 204 

11 . Sur l ' I d e n t i f i c a t i o n  des Fonct ions l i a n t  l e s  Var iab les  ...... 207 

11.1 Per te  d ' I n f o r m a t i o n  l o r s  de Trans fo rmat ion  ................ 207 

11.2 Le concept d ' E s t i m a t i o n  Opt imale .......................... 213 

..................................... 11.2.1 Cas non numérique 214 

a) M in im ise r  l a  P r o b a b i l i t e  d ' e r r e u r  .................. 214 

' ................. b )  M in im ise r  1  I n c e r t i t u d e  Res idue l l  e  215 

.................................. 11.2.2 Va r i ab les  Numériques 215 

12 . Conclusions ................................................ 217 

CONCLUSIONS GENERALES .......................................... 219 

ANNEXES ........................................................ 223 

Annexe 1: Ordre des Algor i thmes de Décomposit ion 224 . ............ 
Annexe 2: G é n é r a l i s a t i o n  de l ' A l g o r i t h m e  AH 225 . ................. 

......... Annexe 3: P résen ta t i on  d é t a i l l e e  de l ' A l g o r i t h m e  DR . 227 

Annexe 4: Démonstrat ion de l a  P r o p o s i t i o n  I v . 3  .............. 231 . 
Annexe 5: Démonstrat ion de l a  P r o p o s i t i o n  IV.4(SMPM) ........ 233 . 
. Annexe 6: Ordre des Algor i thmes de Recherche des 

Sous-ensembles Expl i c a t i  fs  Optimaux .............. 234 

BIBLIOGRAPHIE .................................................. 235 



I N T R O D U C T I O N  



Dans les premières phases de l'analyse d'un système, 

le praticien a besoin d'outils et de méthodes qui lui permettent de 

"se faire une idée" globale du système. Ceci est d'autant plus 

vrai que celui-ci est plus complexe et que la masse de données', de 

variables et de relations déborde sa capacité d'assimilation. 

A ce niveau de 1 'analyse, les outils et méthodes utilisés 
doivent posséder au moins les trois caractéristiques suivantes : 

- GENERALITE : ils doivent être applicables sans requérir d'hypothèses 

restrictives, dont le praticien n'est pas en mesure 

de vérifier la validité. 

- GLOBALITE : ils doivent fournir des renseignements globaux qui 

aident à simplifier la représentation que le 

praticien se fait du système. 

- ORIENTATION : ils doivent permettre d'orienter et de faciliter les 

phases suivantes de l'étude. 

L 'Analyse Structurale des Systèmes prétend être une réponse 
à cette nécessité, et c'est depuis une dizaine d'années que 1 'on 

commence à publier des articles qui se réclament de cette approche. 

On distingue en particulier les travaux de W.Ross ASHBY, Roger C.CONANT, 

Marc RICHETIN, George J.KLIR, John N.b/ARFIELD, parmi les initiateurs. 

Du fait que les domaines d'application de "1 'approche 

Systèmes" ne cessent de s'élargir (pour inclure aujourd'hui des 

systèmes socio-économiques, écologiques, biologiques, qui font inter- 

venir des variables non linéaires, non numériques, floues ...) les 



techniques de l'Analyse Structurale prétendent avoir une porté plus 

étendue que d'autres plus "classiques". Ainsi, au l ieu des méthodes 

Stat is t iques,  d'Analyse Numérique, d ' Ident i f icat ion,  ..., on f a i t  

appel à l'Analyse des Données, l a  Théorie de l 'Information, la  Théorie 
des Graphes, la  Théorie des Sous-ensembles Flous, l a  Théorie des Jeux, ... . 

11 exis te  aujourd'hui une l i t t é r a t u r e  assez abondante sur 
l e  su je t ,  souvent originale e t  intéressante, mais à laquelle on 

peut reprocher son hétérogénéité (de notation, c r i t è re s  d 'opt iva l i té ,  
langage, ... ) .  De plus, l e s  recherches ont porté souvent sur la 

caractérisation e t  les  propriétés des "bonnes structures" d'un système, 

sur l e s  différents c r i tè res  d'optimal i t é ,  1 es formes de représentation, 
..., sans proposer les  méthodes concrètes de recherche ni l e s  algorithmes 
de construction de ces "bonnes structures";  or l e  problème, comme on 

l e  verra,  e s t  loin d ' ê t r e  simple. Enfin, 1 ' u t i l i s a t ion  de différentes 

théories e t  techniques (Théorie de l 'Information, Indices de Ressemblance, 

Théorie des Graphes, ... ) e s t  f a i t e  d'une manière t r è s  indépendante, 

malgré une certaine s imilar i té  des démarches. C'est tout récemment que, 
dans u n  remarquable t r ava i l ,  Zohir ABID [ Octobre 1979 ] montre 

comment ces techniques e t  théories possèdent u n  grand nombre de propriétés 

fondamentales susceptibles d ' ê t r e  harmonisées sous u n  même formalisme. 

Dans ce sens, l ' ob jec t i f  poursuivi dans ce t ravai l  e s t  double : 

Io) Faire une synthèse des principaux résul tats  de la  théorie de 
l'Information concernant l e s  systèmes géneraux, l a    lu part connus 

e t  quelques uns nouveaux, en mettant u n  accent tout  par t icul ier  sur 

son interprétation intui t ive.  Ce fa i sant ,  e t  ceci nous semble u n  
point important, nous essayerons de mettre en lumière les  hypothèses 

que sont à la base e t  sur lesquelles toutes les  autres propriétés 
s'appuient. On isolera alors  quatre groupes d'hypothèses : 

Semi-valuation (SV), Semi-valuation Monotone (SVMI, Semi-modulation 

Positive (SMP), et Semi-modulation Positive Monotone (SMPM). Ainsi, 
e t  bien que par souci de c l a r t é  les  interprétations soient fa i tes  en 

termes de théorie de l 'Information, tous les  résu l ta t s  e t  algorithmes 



présentés seront étiquetés par l'un de ces sigles et pourront être 

généralisés immédiatement et sans aucun changement à d'autres domaines 

vérifiant 1 es conditions respectives (1 'Analyse de Variance, 1 'Analyse 

par Indices de Similarité, . . . , ). 

2') Etudier deux méthodes d'Analyse Structurale : d'une part, 

la décomposition d'un système en sous-systèmes faiblement couplés; 

d'autre part, la détermination des interconnexions. Pour chaque méthode, 

une fois ses caractéristiques étudiées, on présente plusieurs algorithmes 

détaillés, ainsi que l'analyse de leurs propriétés d'optimalité et de 

convergence, du temps d'exécution et de la capacité de mémoire requis. 

L'application récursive de ces deux méthodes va suggérer 

une méthodologie complète que nous appelions l'Analyse Structurale 

Hiérarchique : étant donné un système complexe, on commence par trouver 

la décomposition en sous-systèmes les plus faiblement couplés; on 

détermine alors les interconnexions entre les sous-systèmes. A nouveau 
on trouve dans chaque sous-systèmes les sous-sous-systèmes les plus 

faiblement couplés; puis on détermine les interconnexions entre les 

sous-sous-systèmes. Et ainsi successivement jusqu'à arriver au niveau 

le plus élémentaire. 

PRESENTATION DES CHAPITRES SUIVANTS 

Au CHAPITRE 1, nous introduisons une représentation générale 

des systèmes, qui présente l'avantage de rendre tout à fait analogue, 

au niveau des formalismes, le cas statique et le cas dynamique. On 

établit une "Hiérarchie EpistémoZogiquer1 des différents niveaux de 

connaissance qu'un observateur peut avoir d'un système, et on étudie 

les structures et propriétés algébriques des niveaux inférieurs de 

cette hiérarchie. Les différentes démarches de l'Analyse Structurale 

pourront alors être vues comme des déplacements dans la Hiérarchie 

Epistémologique. 



Aux structures algébriques des niveaux inférieurs le CHAPITRE II 

vient ajouter 1 'Entropie et les différents indices de la théorie de 
l'Information. Une attention spéciale est portée tl l'interprétation intuitive 

de chaque résultat, et au fait que tous les résultats découlent de quelques 
hypothèses très simples; on verra plus tard que bien d'autres indices issus 
de domaines différents vérifient aussi ces hypothèses. 

Le CtiAPITRE III est une étude detaillée d'une première méthode 
d'Analyse Structurale : la Décomposition en sous-systèmes faiblement couplés. 
La notion de Décomposition Optimale est discutée et plusieurs algorithmes 
sont présentés, analysés et comparés. 

Oans le CHAPITRE IV on étudie une deuxième méthode d'Analyse 
Structurale : pour chaque variable X (respec.sous-système S) trouver les 
autres variables (respec.sous-systèmes) qui expl iquent le mieux la 
variable X(respec. le sous-système S) .La relation de dépendance étant la 
principale raison qui fait qu'une variable ou sous-système explique une 
autre, cette méthode permet de trouver un graphe des inter-connexions du 
système. On introduit les concepts de partie expliquée, partie explicable, 
partie modélisable, partie encore non expliquée de la partie explicable, ..., 
et leurs relations. Plusieurs algorithmes pour la mise en oeuvre de cette 

méthode sont présentés et analysés. Enfin, on discute brièvement d'autres 
utilisations possibles : Aide à la représentation et visualisation graphique 
du système, identification des "équations" qui relient les variables, appl ication 
à la Reconnaissance des Formes, 



C H A P I T R E  1 

H 1 ÉRARCH 1 E ÉP 1 S T E M O L ~  I QUE DES SYST~MES .......................................... 



1 - INTRODUCTION ------------ 

Dans un souc i  de c l a r i f i c a t i o n  nécessa i re  à l a  f o rmu la t i on  

d 'une  méthodologie généra le ,  George J.KLIR a  proposé e t  développé 

une H i é r a r c h i e  Epistémologique des Systèmes [ KLIR 69,75,76,77 ] , 
cherchant  à o rgan iser  l e s  d i f f é r e n t s  n iveaux de connaissance qu 'un  

observateur  peut  a v o i r  d ' u n  systeme. A i n s i ,  par  exemple, l a  connais- 

sance des équat ions expr imant  l e  comportement de chaque v a r i a b l e  en 

f o n c t i o n  de c e l u i  des au t res  r e l è v e r a  d ' un  n iveau épis témologique 

"p lus  é l evé "  que, d isons,  c e l u i  de l a  connaissance de l a  m a t r i c e  de 

covar iance  e n t r e  l e s  v a r i a b l e s .  

Ce t t e  H i é r a r c h i e  se t r a d u i t  par  une s é r i e  de d é f i n i t i o n s  

(Système-Source, Système-Données, Système-Générateur, Système-Structure, 

Méta-Système, ...) p l u s  ou moins emboîtées l e s  unes dans l e s  au t res .  

Reprenant l ' i d é e  généra le  de G.J. KLIR, nous essayons d ' y  a j o u t e r  t r o i s  

aspects : 

. Nous proposons une forme de r e p r é s e n t a t i o n  généra le ,  q u i  s ' adap te  

à tous l e s  types de systemes, e t  qu i  o f f r e  l ' a v a n t a g e  d ' u n i f i e r  l e  

t r a i t e m e n t  des Systèmes S ta t i ques  e t  Dynamiques. En e f f e t ,  t r è s  

souvent l e s  cas s t a t i q u e  e t  dynamique sont  t r a i t é s  d 'une  façon t o u t  

à f a i t  d i f f é r e n t e ,  e t  l e s  a lgor i thmes e t  méthodes a ~ p l i c a b l e s  pour 

un cas n ' o n t  pas une équiva lence c l a i r e  pour l ' a u t r e .  

. Les man ipu la t ions  e t  démarches f a i t e s  su r  l e s  systèmes s e r o n t j e l l e s  

aussi ,hiérarchisées au n iveau épis témologique nécessa i re  à l e u r  

a p p l i c a t i o n .  Par exemple, s i  X e s t  une v a r i a b l e  d ' u n  système, il 

e s t  f a c i l e  d ' accep te r  qu 'une démarche v i s a n t  à m in im ise r  l a  f o n c t i o n  

C ( X )  r e q u i e r t  un n iveau de connaissances su r  l e  système "p lus  é levé"  

que s i  l ' o n  c h e r c h a i t  t o u t  simplement à "es t imer  l a  d i s t r i b u t i o n  de 

p r o b a b i l i t é  de l a  v a r i a b l e  X " .  



. Dans chaque niveau de la  hiérarchie épistémologique, en part icul ier  

au niveau Système-Donnée, nous essayons d 'expl ic i te r  les  concepts 

e t  propriétés fondamentales avec u n  certain dé ta i l .  Cette démarche, 

qui pourrait paraî t re  superflue ou t r i v i a l e ,  cherche à mettre 
en lumière, les  conditions e t  les propriétés sur lesquelles toutes 

l e s  autres s'appuient, af in  de rendre possible leur  généralisation 

ultérieure.  



2 - APERCU DE LA HIERARCHIE ÉPISTÉMOLO~;I~.UE DES SYSTÈMES .................................................... 

Un système au niveau é~istémologique le plus bas, le 

Niveau -------- 0, est appelé Système-Source . 11 est défini par un ensemble -------------- 
de variables et un ensemble des Modalités ou états potentiels associé 

à chaque variable, Aucune connaissance sur la probabilité des différentes 

modalités ou sur l'évolution des variables n'est supposée à ce niveau. 

Aux niveaux épistémologiques supérieurs on disposera d'avantage de 

connaissances d'abord sur les variables, et ultérieurement, sur les 

relations entre elles. 

Au Niveau -------- 1 on parlera de Systeme-Donnée . Le système est - ------------ 
connu par une succession d'états ou modalités prises par les variables. 

Ceux-ci peuvent être réels (dans le cas d'un échantillonnage d'un 

système réel), simulés (si un modèle existe déjà), ou désirés (dans le 

cas d'une étude de conception). Le système se présente alors comme un 

Tableau Initial de Données où chaque ligne est constituée des modalités 

que les variables prennent simultanément. (Désormais nous util isons 

le mot modalité au lieu de état, ce dernier étant en général compris 

comme une valeur numérique, ce qui n'est pas forcément le cas dans ce 

travai 1 ) . 

Les niveaux supérieurs ajoutent la connaissance de quelques 

propriétés ou relations Invariantes (au moins localement) à travers 

lesquelles le tableau des données pourrait être obtenu ou approximé 

de façon déterministe ou stochastique, pour des conditions initiales 

appropriées . 



Au niveau 2 l e  système es t  défini par u n  ensemble de -------- 
Relations Génératrices invariantes permettant de connaître (exactement 

ou approximativement) 1 e comportement de quelques vari ab1 es en 

fonction de celui des autres .  Ces relations génératrices peuvent a l l e r  

des distributions de probabi l i tés conjointes (permettant de construire 
approximativement u n  tableau de données par simulation), jusqu'à des 

équations l ian t  différentes variables. Ces relat ions peuvent aussi 

contenir d'autres variables ne faisant pas par t ie  du système : variables 

d 'entrée,  ou tout simplement, variables de 1 'environnement. On par1 era 
à ce niveau de Système-Générateur. - ---------------- 

Au niveau -------- 3 u n  système es t  composé d'un ensemble de 

Sous-Systèmes Générateurs, plus certaines relat ions ou couplages 

entre  eux. Il s ' ag i r a  à ce niveau de Systèmes-Structure. Différents ------------------ 
types de structures peuvent ê t r e  envisagés : au chapitre I I I  nous 

étudierons l e  cas ou les sous-ensembles de variables correspondantes 

aux sous-systèmes générateurs forment une part i t ion;  au chapitre IV 

ce sera une pseudo-partition. 

G.J.KLIR propose encore des niveaux supérieurs : 

l e  Méta-Système, constitué par u n  ensemble de Sous-Systèmes-Structure; 

l e  Méta-Méta-Système, formé par u n  ensemble de Sous-Méta-Systèmes, 

e tc  ..., mais leur  considération dépasse l e  cadre de ce t rava i l .  

Bien sur ,  cette hiérarchie ( tout  au moins la description 

que nous en donnons i c i )  ne prétend pas ê t r e  t r è s  rigoureuse, mais 

seulement distinguer u n  peu l e s  niveaux de discussion sur u n  système. 

Il e s t  par a i l  1 eurs possible que les connaissances que 1 'on possède 

sur u n  système ne permettent pas de s ' i d e n t i f i e r  tout à f a i t  à u n  

niveau épistémologique, s o i t  parce qu 'e l les  sont incomplètes (par 
exemple lorsque on connait l e s  variables contenues dans chaque sous- 

système générateur, mais on ignore les  relations génératrices),soit  
parce qu'el les relèvent de plusieurs niveaux (on connai t 1 es variables 

de chaque sous-système générateur e t  l e  sous-tableau de données res- 

pec t i f ) .  Nous reviendrons plus en détail  sur ce t t e  hiérarchie au 

paragraphe 4 .  



3 - L'MIAL~SE STRUCTURALE ET LA H 1 ERARCH 1  E 6 ~ 1  S~%MOLOG I ~ U E  ...................................................... 

La H i é r a r c h i e  Epistémologique é t a n t  d é f i n i e ,  on se pose 

t o u t  de s u i t e  l e  problème du déplacement e n t r e  ses d i f f é r e n t s  n iveaux.  

Tou t  d 'abord, c e l u i  de descendre dans l a  h i é r a r c h i e ,  q u i  ne présente 

en p r i n c i p e  aucune d i f f i c u l t é  puisque par  d é f i n i t i o n  l a  connaissance 

d ' u n  n iveau imp l ique  c e l l e  du n iveau  i n f é r i e u r .  Par con t re ,  c e l u i  de 

monter dans l a  h i é r a r c h i e  semble moins s imple ( q u e l l e  que s o i t  l a  

h i é r a r c h i e ,  d ' a i l l e u r s  ! ) .  On peut  cons idére r  deux cas : 

- DU niveau 1 au niveau 2 : Le système e s t  connu au moyen d 'un  tab leau  
....................... 

de Données e t  on cherche l e s  r e l a t i o n s  généra- 

t r i c e s  qu i  permet ten t  d 'approx imer  au mieux 

ces données. Pour l e  cas des systèmes à v a r i a b l e s  numériques ( p l u s  

d ' a u t r e s  hypothèses de c o n t i n u i t é ,  l i n é a r i t é ,  e t c  ...), ce problème 

r e l è v e  de l a  Modé l i sa t i on  e t  de l ' I d e n t i f i c a t i o n .  Pour des c o n d i t i o n s  

p l u s  générales une d i scuss ion  e s t  présentée dans [ KLIR 75 3. 

1 r - vers le niveau 3 : A p a r t i r  du n iveau 1 ou 2, on peu t  chercher  une 
---------------- 

r e p r é s e n t a t i o n  du t ype  Système-Structure.  

Cette démarche e s t  justement c e l l e  de Z'AnaZyse 

S tmctura le .  On peut d i s t i n g u e r  t r o i s  cas : 

3.1 - ANALYSE STRUCTURALE MATHEMATIQUE  iveau au 2 -t Niveau 3 ) 

Nous appelons a i n s i  l 'ensemble des techniques e t  méthodes 

q u i ,  à p a r t i r  des r e l a t i o n s  géné ra t r i ces  du système (en général  des 

équat ions) ,  cherchent une rep résen ta t i on  s t r u c t u r e  que s ' y  adapte. 

Une t e l l e  démarche s ' a v è r e  f o r t  u t i l e  pour l a  s i m p l i f i c a t i o n  e t  r é -  

s o l u t i o n  des systèmes d é c r i t s  Dar de nombreuses équat ions [ STEW 65; 

GABA 78; NEP0 78; RICH 75, chap.11 1.  Mais a i n s i  que l e  remarque 

J.DUFOUR [ 1979, chp. 1  ] , o u t r e  l e  f a i t  que l e s  équat ions sont  

supposées connues (ce q u i  n ' e s t  pas l e  cas dans l e s  premières phases 

de l ' é t u d e  d ' u n  système), l e s  hypothèses requ ises  son t  que lque fo is  



nombreuses e t  l e s  r é s u l t a t s  obtenus peuvent s ' é l o i g n e r  sensiblement 

de l a  s t r u c t u r e  "na tu re l l e " ,  au p o i n t  q u ' i l  peut ê t r e  impossib le 

d 'assoc ier  une s i g n i f i c a t i o n  physique aux sous-systèmes (ou sous- 

s t ruc tu res )  dégagés. 

3.2 - ANALYSE STRUCTURALE PHYSIQUE ( ? -t Niveau 3)  

Il s ' a g i t  d 'une approche " n a t u r e l l e "  à l a q u e l l e  il e s t  

d i f f i c i l e  d ' a t r r i  buer un n iveau épistémologique de départ .  Le 

p r a t i c i e n ,  guidé par  son expérience, par  l e s  o b j e c t i f s  du système, 

par  cer ta ines  cont ra in tes ,  e t c  ..., e s t  amené à d i s t i n g u e r  t r è s  

directement e t  t r è s  concrètement des ensembles d'éléments qu i  sont 

connectés p lus  ou moins for tement  par  des f l u x  de mat ières,  d 'énergie,  

d ' in fo rmat ion ,  ou même par  de c r i t è r e s  t e l s  que même technologie,  même 

fourn isseur ,  type de personnel qu i  y  t r a v a i l l e ,  e t c  . . . . Ce type 

d'analyse, guidé avant t o u t  par  l e  "bon sens", e s t  sans doute c e l u i  

que 1  'on ret rouve l e  p lus  souvent. 11 permet de dégager l e s  t r è s  grandes 

l i g n e s  de l a  s t r u c t u r e  e t  uniquement c e l l e s - c i ,  mais il se révè le  i n -  

capable de procéder à des analyses p l  us f i n e s  du système 

[ DUFO 79, chap.1 1. 

3 .3 - ANALYSE STRUCTURALE PAR LES DONNEES DO ive au 1 -t Niveau 3 )  

A p a r t i r  d 'un Tableau ' I n i t i a l  des Données supposé ê t r e  

Za seule connaissance disponible du système on cherche une (des) re -  

p résenta t ion  s tuc tu re  aussi  appropriée que possib le.  L 'analyse s'anpuie 

sur  l 'hypothëse que c e t t e  s t r u c t u r e  e s t  tou jours  décelable dans l e s  

données produi tes par  l e  système, e t  q u ' e l l e  se conc rè t i se  par  des 

évo lu t i ons  non indépendantes de c e r t a i n s  groupes de va r iab les  [ SIMO 62 1. 
A 1  ' a ide  de l a  t h é o r i e  de 1  ' In fo rmat ion  e t  de 1  'Analyse de Données 

nous étudierons au chap i t re  III l e s  représentat ions s t r u c t u r e  où ces 



groupes de va r i ab les  dépendantes forment une p a r t i t i o n ,  e t  au 

c h a p i t r e  I V  nous u t i l i s e r o n s  un t ype  p a r t i c u l i e r  de pseudo -pa r t i t i on .  

L 'Analyse S t r u c t u r a l e  pa r  l e s  Données se s i t u e  à mi-chemin 

e n t r e  l e s  Analyses S t r u c t u r a l e s  Physique e t  Mathématique 

DUFO 79, chap. 1 ] . En e f f e t  : 

- d'une p a r t  e l l e  u t i l i s e  l es  i n f o rma t i ons  r e c u e i l l i e s  sur  l e  système 

e t  donc r e s t e  t o u j o u r s  l i é e  à ce  système, à ses c o n s t i t u a n t s ,  à 

l e u r  s t r u c t u r e  i n t e r n e .  

- d ' a u t r e  p a r t  e l l e  s 'appu ie  s u r  des méthodes mathématiques ayan t  

des bases s t a t i s t i q u e s  e t /ou  i n f o rma t i onne  l les, e t  s ' é c a r t e  

a i n s i  d 'une spécu la t i on  purement pragmatique. 



Après a v o i r  p résen té  d'une façon g l o b a l e  l a  H i é r a r c h i e  

Epistémologique des Systèmes, nous l a  reprenons n iveau p a r  niveau 

dans l ' o p t i q u e  d 'une  démarche " vers le niveau <3 ", c e l u i  des 

Systèmes-Structure. Nous i n t r o d u i s o n s  à chaque n iveau  l a  n o t a t i o n  

e t  l e s  concepts a lgébr iques  nécessai res.  

S o i t  ( XI, X2,  X3,  . . . . , XN 1 l 'ensemble des N variables 

Primaires que l e  chercheur cons idère  impor tantes pour l a  d e s c r i p t i o n  

du système é tud ié .  Ce sont  des v a r i a b l e s  i n t e r v e n a n t  dans l e  

système ( v a r i a b l e s  d 'en t rée ,  de s o r t i e ,  de commande, d ' é t a t ) ,  ou 

c a r a c t é r i s a n t  son fonct ionnement ou son observa t ion  [ R I C H  75 ,  

chap.111 ] . Le c h o i x  de ces v a r i a b l e s  dépend avan t  t o u t  de 1 'expé- 

r i e n c e  du chercheur e t  des connaissances q u ' i l  possède d é j à  su r  l e  

système (au c h a p i t r e  I V ,  nous proposons quelques mesures du "bon 

cho i x "  de c e t  ensemble de v a r i a b l e s  p r i m a i r e s ) .  

On cons idère  que l ' ensemble  des v a r i a b l e s  p r i m a i r e s  e s t  

ordonné (un o rd re  quelconque mais f i x e ) ,  pour é v i t e r  des ambigui tés 

l o r sque  on sera amené à cons idé re r  c e t  ensemble lui-même comme 

une v a r i a b l e  v e c t o r i e l l e  à N composantes. 11 en sera de même pour 

ses sous-ensembles. 



so ien t  Ml> M 2 >  . . . . , M l e s  # ensembles f i n i s  des Modalités N 
p r i s e s  pa r  l e s  v a r i a b l e s  XI, Xe, . . . . , X respect ivement ,  avec N 

i i M. = I al, a2 .... , a  i 
1 

1 . Aucune hypothèse a lgéb r i que  n ' e s t  f a i t e  n i  

su r  l e s  v a r i a b l e s  X .  n i  su r  l e s  ensembles de moda l i t és  M e t  il peut  
1 i ' 

même s ' a g i r  de v a r i a b l e s  d é c r i v a n t  des c a r a c t é r i s t i q u e s  non q u a n t i t a -  

t i v e s  du système. Ceci e s t  souvent l e  cas des systèmes socio-économiques, 

pour l esque l s  il impor te  de respec te r  l a  r ep résen ta t i on  n a t u r e l l e  sans 

l e u r  imposer des s t r u c t u r e s  p a r t i c u l  i è r e s  [ LERM 76,81 introduc]. 

Le r e l e v é  des moda l i t és  e f f ec t i vemen t  p r i s e s  p a r  l e s  

v a r i a b l e s  d é c r i v a n t  l e  système dépend du ca rac tè re  s t a t i q u e  ou 

dynamique de c e l u i - c i  : 

- pour l e  cas s t a t i q u e ,  c ' e s t - à - d i r e  l o r sque  l ' é v o l u t i o n  du systeme 

e s t  n u l l e  ou s i  l e n t e  q u ' i l  n ' e s t  nas p r a t i q u e  de l ' é t u d i e r  en 

observant  l ' é v o l u t i o n  de ses v a r i a b l e s ,  on e s t  amené à cons idére r  

une p o p u l a t i o n  de L r é p l i q u e s  ou exemplaires du système e t  à é t u d i e r  

l e s  moda l i t és  p r i s e s ' p a r  l e s  v a r i a b l e s  sur  chacun des i n d i v i d u s  

de c e t t e  popu la t i on .  C ' e s t  l e  cas t y p i q u e  des sondages d ' o p i n i o n .  

L ' o r d r e  des i n d i v i d u s  dans l a  popu la t i on  c h o i s i e  e s t  a l o r s  i n d i f f é r e n t .  



- pour l e  cas dynamique, nous a l l o n s  tou jou rs  considérer  l e s  

systèmes sous une forme échant i l lonnée e t  d i s c r è t e .  Cet te 

1  i m i t a t i o n  o b é i t  à des ra isons  pra t iques  ( l e  t ra i t emen t  en 

ord inateur  d i g i t a l  imp l ique forcément un échant i l lonnage 

dans l e  temps e t  une d i s c r é t i s a t i o n  de 1  'espace des modal i tés 

des var iab les)  e t  mathématiques (1 ' en t rop ie  e t  1  es autres i nd i ces  

considérés ne possèdent pas sur  l e s  va r iab les  cont inues tou tes  

l e s  "bonnes p r o p r i é t é s "  q u ' i l s  v é r i f i e n t  sur  l e s  va r iab les  d i s -  

c rè tes) .  A ins i ,  nous a l l o n s  supposer que 1  'on observe l e s  va r iab les  

aux i ns tan ts  tO, t0 + A t ,  t0 + 2dt,  ..., t0 + (L -1 ) d t .  Bien sur, 

l e  choix de tO, ~t e t  L e s t  important;  il sera d i scu té  au paragraohe 

4.3.1. . 

Les données re levées se présentent a l o r s  sous l a  forme 

d  'un Tableau I n i t i a l  de Données (F ig.  1.1).  

Figure 1.1: Tableau i n i t i a l  de données 



où u représente soit l'individu j d'une population de taille L, soit 
j 

le système à l'instant t0 + (j-l)*At. La ligne j contient l'es modalités 
prises par chacune des variables sur w Pour un bon échantillonnage, 

je 
la colonne i devrait contenir tous les éléments de Mi. Ce tableau 

In i t i a2  de Données const i tue  Za seule connaissance de départ pour 

toute  notre analyse. 

Nous donnons ci-dessous quelques définitions formelles sépa- 

rément pour les systèmes statiques et les systèmes dynamiques. 

4 .2.1. - Représentation des S ystèrneç S tatiques (E) 
=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-- --=-=-=-=-=-- - 

Voici 1 es éléments qui constituent un Système-Donnée 

Statique : 

t - n  : = { a l ,  9, 
"" W~ 

1 est 1 ' Ensemble d 'Echantillonnage S ta t i que .  

E i i 1 sont 1 es Variables du Système Statique.  Mi : = Mi={al ,a2 , . . ,arni 
E est l'Ensemble des Modalités de l a  Variable Xi. 

E E E - zE:= {XI ,X2,.. . ,X 1 est 1 'Ensemble Ordonné des Variables du Système N 
Stat ique.  Le fait de le considèrer ordonné permet d'avoir une écriture 

unique pour zE et chacun de ses sous-ensembles. 

- Le Tableau de Données Statique (TDE) est montré dans la figure 1.2 : 



Figure 1.2 : Tableau des Données Statique (TDE) 

4.2.2. - Représentation des Systèmes Dynamiques (D) 

Dans l e s  systèmes dynamiques, en général, l a  détermination 

d'une variable à u n  instant donné requiert  l 'observation préalable de 

l 'évolution d u  système pendant u n  certain nombre d ' in te rva l les  de temps. 

L'Ordre du Système e s t  défini justement comme ce nombre p d 'observations 

préalables nécessaires à 1 a  détermi nation de 1 'évolution future d u  

système. Pour chaque variable primaire X i ,  on déf in i t  alors une variable 
D d ' é t a t  X i  dont la  valeur à chaque instant e s t  u n  vecteur qui a  comme 

composantes les p dernières valeurs prises par la variable primaire X i .  

Cependant, avec les  connaissances que nous possédons sur l e  

système à ce niveau, i l  e s t  impossible de déterminer avec cer t i tude 

l 'o rdre  du système. Nous supposons que l e  praticien choisi t  u n  ordre p 

basé sur son expérience, sur la  t a i l l e  du tableau i n i t i a l  des données, 

e t  sur la  capacité de l 'ordinateur sur lequel les  algorithmes qui seront 

décrits vont ê t r e  exécutés. Au chapitre IV, nous donnerons quelques 

indices permettant de qual i f ier  l e  choix de p .  



Cela d i t ,  v o i c i  l e s  éléments fo rme ls  q u i  c o n s t i t u e n t  un 

Système- onn née 'Pynamique : 

D - $2 : = { top> w ~ + ~ ~ . . . ,  uL 1 e s t  1  'Ensemble d fEchantilZonnage Dynamique. 

On peut  remarquer, que par  r a p p o r t  au cas s t a t i q u e ,  l e s  p-1 premiers 

éléments o n t  é t é  é l im inés  a f i n  de pouvo i r  cons idére r  dans t ous  l e s  

cas l e s  p de rn iè res  r é a l i s a t i o n s  d 'une v a r i a b l e .  

D  
W j  - Xi (W .):=(X ( a  .) > X .  ( a  ) >Xi (Wjm2) y . .  . ,Xi (W 

J 1  J 1  j-1 j - ( P - 1 )  ) )  

D  
son t  l e s  variables du SystèmeJynamique. Mi:= M? =M. x M.% ... xEli ( p  f o i s )  

1 1  1  
e s t  1  'Ensemble de Modalités de ta  variable X: . Ces v a r i a b l e s  sont  donc 

des vec teurs  à p  composantes. 

D  - ED:= {xD xD . . ,X 1 e s t  1  'Ensembte Ordonné des hi variabtes du Système 1 ' 2 "  N 

Dynamique. Par l e s  mêmes ra i sons  que pour  l e  cas s t a t i q u e ,  on cons idère 
D 

Z comme é t a n t  ordonné. 

- Le Tableau de Données Dynamique ( T D D )  e s t  montré dans 1  a  f i g u r e  1.3 

F i g u r e  1.3 : Tableau des Données Dynamique (TDD) 



Il faut remarquer que chaque élément d u  TDD e s t  u n  vecteur 

de p composantes. Mais en r éa l i t é  l e  TDD n ' e s t  qu'un formalisme 

mathématique, puisque dans la  pratique on conserve l e  même tableau 

Ini t ia l  de Données, la  prise en compte à chaque instant des p 

dernières valeurs des variables se faisant  au niveau des algorithmes. 

Comme on l e  voit immédiatement, les  représentations E 

(pour statique) e t  D (pour dynamique) sont t o u t  à f a i t  analogues. 

Désormais donc, chaque fo is  que 2 'on parle de n, X i  , Mi, r: ou 

du Tableau de Données, sans spéc i f i e r  n i  E n i  D, i l  pourra s ' ag i r  
E E E E  D ~ D D  aussi  bien de n , X i ,  Mi, L e t  du T D E ,  ou bien de n , Xi, Hi, 1 

e t  du TDD. 

4 . 2 . 3 .  - Le Inf-Demi-Treillis des Partitions de R 
-=-=-=-=-=-=-=-=-_ --=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=- 

Nous allons maintenant présenter brièvement quelques concepts 

bien connus de la  Théorie des Ensembles. Pour cela ,  i l  e s t  peut ê t r e  

convenable d'imaginer a, X i  3 n i  e t  L d'un point de vue plus abs t r a i t :  

es t  tout simplement u n  ensemble de N variables X i  : n --+ M i ,  où 
n e t  M i  sont eux aussi simplement des ensembles. ceci peut ê t r e  

visualisé dans la  figure 1.4 . 

1 
f l 

1 

1 x 2 j  
1 1 

I t . t 

Wi ' ' . !  1 . ,  
I 1 

1 1 

t 
1 

1 
1 
1 
' 

'. '. '\. 1' 

I 

'.' 

Figure 1.4 : Le SystèmeDonnée 



S o i t P  ( n )  : = { C : C-n 1 l ' ensemble  de tous l e s  

sous-ensembles de n. 

On d i t  que un ensemble F = { FI, F2, ..., Fk 1 e s t  une 

P a r t i t i o n  de en k  c l asses  s s i  : 

- Fi E Q ( a )  e t  Fi # fl pour  i = 1,2,..., k  ; e t  

S o i t P  ( a ) :  = 1F:F e s t  une p a r t i t i o n  de ~ l , l l ensembZe  de 

t o u t e s  l e s  p a r t i t i o n s  de n. Dans c e t  ensemble on peu t  é t a b l i r  l a  

r e l a t i o n  f : "ê t re  plus f i r ie que d é f i n i e  a i n s i  : s i  

F = {FlYF2y.. . ,F 1 e t  G = ( 6  y G  . . . ,G 1 sont  deux éléments de 
s 1 2 '  r 

iP (a ) ,  

Par a i l l e u r s ,  s i  F = {FlYF2, ... F S l  ( fi = 16 G ,...,G,1, 1' 2 
chaque c l asse  G .  E G e s t  jus tement  l ' u n i o n  des c lasses  Fi q u ' e l l e  

J 
c o n t i e n t  ( Y G .  E G : G .  = U F 

J i 
) . Moyennant une renumérotat ion , 

J 
i :Fi c G - j 

c e l a  peu t  s ' é c r i r e  : 

F = { F ,F y...yF 
1 2  a s  

Fa+ l  y . . . .  9 Fb> Fb+l 9 . -  . . . . ., -, Fu, . . . . , Fs 1 
J J+- ,... J 

v v 

A i n s i ,  G détermine une p a r t i t i o n  des c lasses  de F. 



Cet te  r e l a t i o n  < e s t  un o rd re  p a r t i e l ,  c ' e s t - à - d i r e  q u ' e l l e  

v é r i f i e  l e s  t r o i s  c o n d i t i o n s  : 

- F d F  Y F  E IP ( f i )  (Re f l  e x i v e )  

- F , ( G e t G < F  + F = G  ( A n t i  -symétr ique)  

- F < G e t G , ( D  =+ F , ( D  ( T r a n s i t i v e )  . 

iP (fi) muni de l a  r e l a t i o n  < c o n s t i t u e  un Treillis : 

n ' i m p o r t e  quel coup le  F,G d 'é lément  de lP (n )  possède un I n f i m m  

(no té  F A G )  e t  un Supremurn ( n o t é  F  v  G) d é f i n i s  a i n s i  : 

- (FAG) < F e t  (FAG),(G, e t  VD t . q . D g F e t  DéG, a l o r s  D < ( F A G )  [1.3] 

- ( F v G ) ) , F e t  (FvG)),G, e t  YD t . q . D ) , F e t D ) , G ,  a l o r s  D), (FvG) [1.4] 

F  = {F1,F2 ,..., FS}  e t  G = {G1,G2 . . .  ,Gr} é t a n t  deux 

p a r t i t i o n s  de n, l a  p a r t i t i o n  FAG e s t  donnée Dar 

(pour  1  ' o b t e n t i o n  de FvG, p l  us compl iquée à d é c r i r e ,  v o i r  [LERM 76,81,ch,ho]), 

La r e l a t i o n  e n t r e  ,< e t  l e s  opéra t ions  A e t  v  peut  auss i  

ê t r e  é t a b l i e  par  l e s  équiva lences su ivan tes  [ B I R K  641 : 



Nous ne re t iendrons  que quelques unes des p rop r ié tés  

du T r e i l l i s  < IP (n)  , 4, A, v  >,résumées dans l a  p r o p o s i t i o n  

suivante : 

Proposition 1.1 
=============== 

Etant  donné un ensemble f i n i  n, 1  'ensemble IP (n )  de 

tou tes  l e s  p a r t i t i o n s  de n, muni de 1  'opéra t ion  A : 

A : iP (n) x  lP (n )  vIP (n )  

(F,G) +-----+ FAG d é f i n i e  par[~.3]ou[~.51 

cons t i t ue  un Inf-Demi-Treillis, c 'es t -à -d i re ,  v é r i f i e  l e s  cond i t ions  

suivantes, quelques s o i e n t  F  ,G ,O E IP (n) : 

i. F A F = F  (idempotence) 

ii. F A G = G A F  (commutativi t é )  

iii. F A (GAD) = (FAG) A Cl ( a s s o c i a t i v i  t é )  

Démonstration ------------- 

S i  on u t i l i s e  l a  représenta t ion  de A donnée p a r [ ~  . S I ,  

1  es cond i t ions  i ,ii ,i i i découlent immédiatement des p rop r ié tés  

élémentaires de 1  ' i n t e r s e c t i o n .  (F.D.) 

Un exemple : Pour n = { u ~ , u ~ , w ~ , w ~ )  on donne l lensembleIP (n)  ( f i g . I . 5 ) .  

Une f l è c h e  en t re  deux p a r t i t i o n s  ind ique que c e l l e  de 

départ e s t  p lus  f i n e  que c e l l e  d ' a r r i v é e  ( l e s  f lèches issues 

de l a  r é f l e x i v i t é  e t  de l a  t r a n s i t i v i t é  de ,(ne sont pas 

dessinées). 



\(1),(21,(3),(4)\ 

Figure 1.5 : Parti t ion den={wl ,w2 , w 3  , w 4  1 

Il e s t  évident que l'ensemble lP (n) ne dépend que d u  

cardinal de n. Ainsi, nous étudierons au chapitre I I I  l'ensemble 

IP (1) , pour lequel on aura tout à f a i t  l es  mêmes propriétés que 

pour lP (n) . 

4.2.4. - Pourquoi s'intéresse-t-on aux partitions ? 
-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-- - - - --- - - 

La raison de notre in té rê t  pourlP (n) e s t  l a  suivante : 

Quel l e  que s o i t  l a  variable X : n ----t MX on peut 

déf inir  1 a Partition P de R associée à X : X 



- 1 
pX:= { X  ( a )  : a E M ~ I \ { D I  = i { W : X  ( w )  = a} : a E M,, \ { D I  CI071 

c 'est-à-dire,  l a  par t i t ion de n obtenue en regroupant dans une même 

cl asse tous 1 es w auxquels X a t t r ibue  une même modal i  t é  (1 e terme 

" \ { $ )  " élimine les  fl qui apparaissent lorsque aucun w ne prend une 

certaine modalité a ) .  I l  faut bien remarquerque l a  parti t ion PX 

ne dépend pas des modalités a en e l l e s  mêmes, mais seulement du  f a i t  
qu'el les sont différentes.  Pour i  11 ustrer  la  dual i  t é  statique-dynamique 

de la notation, voyons la  définition [1.7] pour les variables de c 
dans chacun des cas : 

E E - Cas statique : Si X i  : Q - 

D - Cas dynamique : Si X: : il --+ 
n 

Mi Y 

A travers ce t t e  association P entre la  variable X i î x  e t  la 
parti t ion PX E IP (n) , quel que s o i t  i l  2 . . . N , on peut dire  que 

E E D O c s i P  ( n )  (donc c c lP (n ) e t  c E IP (n ) ) .  

Cette possibi l i té  d 'associer univoquement à chaque variable 
une parti t ion nous permet d ' é t a b l i r  u n  ordre e t  une équivalence entre 

variables. Pour cela,  s i  

x : n ---, Y : n - M ~  

w X(w) w - Y (w) 

sont deux variables quelconques définies sur n ,  on d i t  que 



- X e s t  équivalente à Y :<=> P  = Py X 

Dans ce cas il e s t  f a c i l e  de montrer  q u ' i l  e x i s t e  une f o n c t i o n  

f : MX - M b i j e c t i v e  t e l l e  que Y = fox  e t  X = f-'0 Y, donc, 
Y 

X ne s e r a i t  qu 'un  recodage univoque de Y, e t  v iceversa.  Ce t t e  a f f i r m a t i o n  

e s t  auss i  v a l a b l e  dans l ' a u t r e  sens : s i  une t e l l e  f o n c t i o n  f e x i s t e ,  

a l o r s  PX = Py, donc X e s t  équ i va len te  à Y .  

- X e s t  plus fine que Y :O PX ( P  Y 

Dans ce cas, on peu t  montrer  q u ' i l  e x i s t e  une f o n c t i o n  

f : M M t e l l e  que Y = fox. C e t t e  a f f i r m a t i o n  e s t  auss i  v a l a b l e  X Y 
dans l ' a u t r e  sens : s i  une t e l l e  f o n c t i o n  f e x i s t e ,  a l o r s  PX 4 Py,donc 

X e s t  p l u s  f i n e  que Y. Cela imp l ique  p a r  a i l l e u r s  que pour  n ' i m p o r t e  

q u e l l e  f o n c t i o n  g d é f i n i e  su r  M on a  t o u j o u r s  que X e s t  p l u s  f i n e  que x 
9  (X) .  

Nous verrons au p rocha in  c h a p i t r e  que l a  t h é o r i e  de l ' I n f o r m a t i o n  

ne d i s t i n g u e  pas e n t r e  v a r i a b l e s  équ iva len tes .  C ' e s t  pour c e l a  que 

l o r s q u ' o n  f a i t  une analyse des v a r i a b l e s  d ' u n  système basée su r  l a  

t h é o r i e  de l ' I n f o r m a t i o n ,  IP ( a )  p e u t ê t r e  i n t e r p r é t é  comme l'ensemble 

de toutes les variables déf inies  sur n. 

Nous a l l o n s  maintenant é t u d i e r  un sous-ensemble p a r t i c u l i e r  

delP ( a )  : c e l u i  des v a r i a b l e s  v e c t o r i e l l e s  don t  l e s  composantes sont  

des va r i ab les  de C .  

4.2.5. - Le SUP-Demi-Treillis des Variables Vectorielles 
............................................... - 

On d é f i n i t  : 

( c )  := {S:SCC),  - 1  'ensemble de tous l e s  sous-ensembles de c ;  

f ( e )  := {S:Sgc e t  S# 01, 1  'ensemble de tous l e s  sous-ensembles non v ides  de C .  



Cet e n s e m b l e y * ( ~ )  peut  ê t r e  vu comme 1  'ensemble des v a r i a b l e s  

v e c t o r i e l l e s  don t  l e s  composantes son t  des v a r i a b l e s  de E .  Cela 

s ' e x p l i q u e  pa r  l a  r a i s o n  su i van te  : d 'une p a r t ,  deux v a r i a b l e s  v e c t o r i e l l e s  

q u i  comportent l e s  mêmes composantes mais en o r d r e  d i f f é r e n t  sont  

des v a r i a b l e s  équ iva len tes  ( e l l e s  donnent l i e u  à l a  même p a r t i t i o n  de % 

n ) .  D ' a u t r e  p a r t ,  l e  f a i t  d ' a v o i r  supposé L comme un ensemble ordonné 

f a i t  que chaque élément de P*(z) a  une é c r i t u r e  unique. A i n s i ,  chaque 

élément S E P*(z) représen te  t ou tes  l e s  v a r i a b l e s  v e c t o r i e l l e s  q u i  

l u i  son t  équ iva len tes  p a r  permutat ion des composantes de S .  

D é t a i l l o n s  un peu l a  n o t a t i o n  de ces v a r i a b l e s  v e c t o r i e l l e s  

S o i t  S = { X , Xi*, .... 
y Xik 1 E Y* (1) 1 

On d é f i n i t  : 

l 'ensemble ordonné des sous- ind ices des v a r i a b l e s  appar tenant  à S. 

l 'ensemble de moda l i tés  de l a  v a r i a b l e  v e c t o r i e l l e  S. A l o r s ,  l a  

v a r i a b l e  S e s t  d é f i n i e  formel lement  a i n s i  : 

Pour l e  cas Dynamique, par  exemple, l e s  d é f i n i t i o n s  

ci-dessus donnera ient  : 

D  D D D 3 S o i t  S = {Xi ,Xi , . . . . ,Xi 1 E IP ( L  ) . 
1 2  k 



Les définitions [1 .12, 13, 141 permettent d'associer une 
variable vectorielle à chaque S E P ( c ) ,  S # 0. À S = $ on peut associer 
la "variable" constante (P ( i l  n 'y  a qu'une seule variable constante 
puisque elles sont toutes équivalentes) définie ainsi : 

O 7 O ( w )  := * 

E Bien entendu, P, = {QI. ( I l  y aura donc rn e t  Y pour l e  cas statique, 
n O 

mu e t  M pour l e  cas dynamique). 
O 

Ainsi donc, P ( z )  es t  1 'ensemble de toutes Zes variabZes 

vectorielles définies sur Q (y compris la variable vectorielle cons- 
tante) dont Zes composantes appartiennent à c . Par ai l leurs,  e t  du 

f a i t  que à chaque variable on peut assigner une partition dans IP ( O ) ,  

on peut dire aussi que P (1) 5 IP ( n )  . 

Dans l'ensemble P ( c ) ,  la relation d'inclusion c - définit  
un ordre partiel. 

(ref 1 exi vi t é )  
(anti-symétrie) 
( transi t ive)  



De p lus ,  pour t o u t  couple AyB d 'é léments de 7 ( c ) ,  il 

e x i s t e  un Infimum (qu i  correspond à A n B )  e t  un Supremum ( q u i  

correspond à AUB) t e l s  que : 

(AnB) c - A e t  (AnB) c - B, e t  Y D t . q .  DCA - e t  DcB - s - D  c (AnB) - [I .191 

La r e l a t i o n  e n t r e  c, u e t  n e s t  donnée pa r  : - 

A i n s i ,  1  'ensemble Q ( c )  avec l a  r e l a t i o n  c - e t  l e s  opérateurs  

u e t  n d e v i e n t  un t r e i l l i s  (ou p l u s  exactement une a lqeb re  de Roole 

LBIRK 641 ) . Mais nous re tenons seulement une s t r u c t u r e  moins r i c h e ,  

c e l l e  de Sup-Demi -Tre i l l i s  : 

P ropos i t i on  1.2 
---------------- ---------------- 

L'ensemble P ( c )  muni de 1  'opéra teur  U : 

u : 3' (1) x  3' ( 1 )  -P ( c )  

t > A u B d é f i n i  pa r  [1.20] 

c o n s t i t u e  un Sup-Demi-Tre i l l i s ,  c ' e s t - à - d i r e ,  il v é r i f i e  l e s  

c o n d i t i o n s  su ivantes,  quelques s o i e n t  A,B, C E 9 ( c )  : 

i. AuA = A ( idempotence) 

ii. AuB = BUA (commuta t i v i té )  

i i i . Au (BUC) = ( AvB) uC ( a s s o c i a t i v i t é )  

C ' e s t  une conséquence d i r e c t e  des p r o p r i é t é s  é lémenta i res 

de 1  'opéra teur  union. (F.D.) 



Comme on l e  v o i t ,  l e s  p r o p o s i t i o n s  1.1 s u r  P (a ) ,  e t  

1.2 s u r  P (r)  son t  t o u t  à f a i t  analogues. Q u e l l e  e s t  donc l a  r e l a t i o n  

e n t r e  IP (n) e t  P ( r )  ? 

Proposition 1.3 
= = = = = = = = = = = p = = = =  

Soient  A, B E P (I); s o i e n t  PA, P e t  PAVB l e s  p a r t i t i o n s  

de n associées aux v a r i a b l e s  A, B, e t  AuB respect ivement .A lors  : 

i A c B  - + PA,PB 

donc l a  v a r i a b l e  v e c t o r i e l l e  B e s t  p l u s  f i n e  que A. 

ii. 'AUB = 'A A 'B 

Démonstration ------------- 

3n d é f i n i t  l e s  q u a t r e  v a r i a b l e s  v e c t o r i e l  l e s  su ivan tes  : 

X : don t  l e s  composantes son t  l e s  v a r i a b l e s  de 1 'ensemble A\B 

Y : don t  l e s  composantes son t  l e s  v a r i a b l e s  de l ' ensemble  An0 

Z : d o n t  l e s  composantes s o n t  l e s  v a r i a b l e s  de 1 'ensemble R\A 

id : don t  l e s  composantes son t  l e s  v a r i a b l e s  de 1 'ensemble Au0 

X : n -----, M~~ B 

w - X (w) 

Y :  n- M ~ n  B 

w - Y (w) 



< 
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PA* PB={FnG : F€PA e t  GePB1 \ { P l  d ' ap rès  [1 .5 1 

={{u:X(W)=E e t  v ( ~ ) = a  e t  Y ( u ) = ~ '  et  ~ ( w ) = # } :  MA\% 3 S 'Sa€  'AnB > g ~ ' " a \ ~ \ \ \ ? \  

e t  puisque il n ' y a  pas de u pour l esque l s  Y ( u ) = ~  e t  Y ( u ) = ~ '  avec 67%' , 

Cet te  p r o p o s i t i o n  termine n o t r e  d i scuss ion  su r  l e s  Systèmes- 

Données. Nous a l  1  ons é t u d i e r  au paragraphe s u i v a n t  1 ' e s t i m a t i o n  de 

l a  d i s t r i b u t i o n  de p r o b a b i l  i t é  des v a r i a b l e s  ScP(c) ,  pour pouvo i r  

i n t r o d u i r e  au c h a p i t r e  II une c lasse  de fonc t ions  H :P(c )  - IR 

(ou p l  us généralement H:IP(s2) - IF!) appel l é e s  l e s  serniual ua t i ons .  

4.3 - SYSTEME-GENERATEUR (N  i veau 2) 

Dans n o t r e  démarche "vers l e  n iveau 3 " ,  on passe pa r  c e r t a i n s  

concepts qu i  s o n t  une forme t r è s  généra le  de Système-Générateur: l e s  

d i s t r i b u t i o n s  de p r o b a b i l i t é  con jo i n tes .  En e f f e t ,  connaissant  l e s  



l o i s  de d i s t r i b u t i o n  des p r o b a b i l i t é s  des var iab les ,  on peut 

ob ten i r  un tableau de données par s imu la t ion .  

11 f a u t  t o u t e f o i s  remarquer [RICH 75, chap. III] que 1  ' u t i l  i- 

sat ion  des concepts p r o b a b i l i s t e s  n ' i m p l i q u e  pas une nature  stochast ique 

du système é tud ié .  Nous l e s  u t i l i s o n s  non pas dans un bu t  de modé l isa t ion  

ou d ' i d e n t i f i c a t i o n ,  mqis t o u t  simplement pour savo i r  s i  ce r ta ines  

var iab les  sont  ou non indépendantes de ce r ta ines  autres.  

4 . 3 . 1 .  - ~stimation des distributions de probabilité 
-=-=-=-=-=-- --=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=---- - -- 

Par les fréquences relatives 
-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-- --=-=- 

Dans sa forme l a  p l  us générale LPARZ 601 , une Mesure de 

Probabilité su r  un ensemble f i n i  n e s t  une f o n c t i o n  

P r  : P (n) -IR 

A Pr  (A) 

qu i  v é r i f i e  l e s  p rop r ié tés  : 

ii . S i  Al ,A2,. . . ,AK sont K ensembles d i s j o i n t s  ( V i # j  :AinA .=g) : 
J 

iii. Pr(0)  = 1 

A i n s i ,  s i  X:- HX e s t  une v a r i a b l e  quelconque d é f i n i e  

sur n, on d é f i n i t  pour a&MX 



Toujours pour n f i n i  , l a  d é f i n i t i o n  [I.22f de p r o b a b i l i t é  r e v i e n t  

à donner un poids p .  à chaque O.EQ [CAIL 761 ,avec Y .p >O, e t  
J J j' j' 

E pj = 1; on d é f i n i t  a l o r s  Pr(A) = Z pj. Mais en général, l e s  
j J:O . €A  

J 
observations O; o n t  toutes l a  même importance e t  sont de ce f a i t  

J 
affectées de poids égaux : Y .:p := l/lsal. Ains i  : 

J j 

C'es t  c e t t e  a f f e c t a t i o n  de poids égaux à tous l e s  O . E ~  qu i  
J 

e s t  à l a  base de l ' e s t i m a t i o n  des p r o b a b i l i t é s  par  l e s  fréquences 

r e l a t i v e s .  Voyons cec i  séparément pour 1  es cas s ta t iques e t  dynamiques. 

. Systèmes Statiques 

E u E  
Pour tous 1  es S E Q ( z  ) , e t  pour tous 1  es ~ E M  on c a l  cu l  e  

S 

- E 
- Nombre de O pour lesque ls  S (w)=a dans l e  TDE 

L 

. Systèmes Dynamiques 
------------------- 

~ u n  Pour tous l e s  S ( ) e t  pour tous l e s  a ~ h (  D, on c a l c u l e  
S 



D - - Nombre de w  pour lesquels S ( w ) = a  dans le TDD 

L - p + l  

Pour avoir une estimation correcte des probabilités par 

les fréquences relatives, il faut en principe que certaines conditions 

soient satisfaites. 

Aussi bien pour le cas statique que pour le cas dynamique, 

il faudrait que n soit "assez grand". Faisant référence à plusieurs 

auteurs, [CONA 72-1 donne la borne inférieure 

De son côté, [CRON 631 suggère que cinq fois cette borne est 

largement suffisant. En réalité, tant que 1 'on ne suppose pas une 
distribution de probabilité (normale,Poisson, etc . . .) , i l  est impossible 
de faire une estimation certaine du nombre d'échantillons nécessaires. 

Mais puisque nous ne voulons pas nous limiter à une distribution par- 

ticul ière, nous supposons que le nombre d'échantillons est choisi 

toujours aussi grand que possible, et selon 1 'expérience du praticien, 
les possibilités d'observation du système, la puissance de calcul de 

l'ordinateur utilisé, etc . 

Pour le cas dynamique il faudrait aussi, en toute rigueur, 

que le système soit stationnaire, érgodique, et que la période ~t 

d'échantillonnage soit fixée par le théorème de Shannon [LARM 75; ASH 65, 

chap. 61 . 

Corne le dit [CONA 761, les strictes hypothèses mathématiques 

que la théorie des probabilités et des processus stochastiques demande, 

sont souvent non satisfaites et très souvent difficilement vérifiables 

dans le monde réel. Le choix est alors de ne rien faire (ou très peu) 



au nom de la rigueur  mathématique,^^ bien, d'utiliser quand même 
ces théories formelles avec prudence, tout en sachant que les 

résultats obtenus ne seront jamais défini tifs, et qu'il n'y a que 
la pratique et la confrontation avec la réalité qui pourront les 
confirmer . 

Enfin, le problème d'estimation des distributions de 
probabil i té a été largement étudié [CHOW 68, KU 69, WAGN 75, YOUN 78, NoSb 81, 
la bibliographie cité par OllBU 801, même pour le cas spécifique où 

ce1 1 es-ci sont utilisées pour calculer des entropies [MILL 55, 
CRON 63, PFAF 71, YVIN 781. 

4.3.2. - Sur le calcul des fréquences relatives dans 
-=-=-=-=-=-=-=-- --=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=- 

un tableau de Données 
-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=- 

Le calcul des fréquences relatives pour estimer les proba- 
bilités mu1 tidimensionnelles est un problème simple, mais dont le 
nombre d'opérations nécessaires (donc le temps de calcul) croit très 
vite avec le nombre N de variables; de son côté, la quantité de mémoire 
requise augmente aussi très vite avec le nombre de modalités de chaque 
variable. C'est le cas en particulier des systèmes dynamiques où le 

D nombre de modalités d'une variable Xi croit exponentiellement avec 
1 ' ordre p du syst6me. 

Ce calcul des fréquences relatives constitue le point le 
plus critique de l'Analyse Structurale basée sur la théorie de 
1 ' Information; par contre, lorsque on util ise d 'autres indices non 
issus de l'entropie les besoins de calcul seront beaucoup moins impor- 

tants [STAR 811. Alors le praticien sera parfois amené à réduire de 
nombre de variables considérées et/ou le nombre de modal i tés qu 'el 1 es 
prennent. Bien sur, cela ne se fera pas sans perte d'information, mais 
on pourrait diminuer cette perte ainsi : 



- on peut regrouper plusieurs variables primaires que l 'on c r o i t  
t r è s  l iées  en une seule variable primaire vectorielle.  On 

prendrait comme ensemble de modalités l e  ~ r o d u i t  des ensembles 
des modalités des variables regroupées. S i  les  variables sont 
fortement l i é e s  entre e l l e s ,  on l e s  aura i t  de toutes façons 
retrouvées réunies dans u n  même sous-système, lors  d'une décom- 
position en sous-systèmes faiblement couplés. 

- on peut regrouper en une seule plusieurs des modalités d'une 
variable [DUFO 761. Cela correspond à une diminution de la 
capacité d'observation de la  variable en question. Dans la  mesure 
du possible, i l  faut  toujours chercher à rendre plus ou moins 
équiprobables toutes les  modalités de l a  variable [CONA 761 . On 

verra que c ' e s t  dans l e  cas équiprobable que 1 'on t i r e  l e  plus 

d'information du système. 

Une fo is  connues les dis t r ibut ions de probabilité des 
variables, on peut calculer facilement leur  entropie, q u i  représente 
la  quantité d'information qu'une variable contient. Le chapitre 
suivant, consacré entièrement à l a  définit ion e t  aux propriétés de 
1 'entropie e t  des indices qui en découlent, peut ê t r e  considéré comme 
relevant du niveau épistémologique 2 ,  celui du système générateurs, 
puisque aucune autre hypothèse ou connaissance sur l e  système ne 
sera nécessaire. 



C H A P I T R E  I I  

~ C O R I  E DE LI INFORMATICIN ET ANALYSE DES SYSTÈMES, ................................................ 

GÉNÉRALI SATI ON AUX S D I I  -VAUJATI ONES ET SEM1 -KlDULATI ONS 
--------------------------------------------------------. 



1 - INTRODUCTION 

La Théorie de 1 ' Information (TI) est née en 1948 avec 
les travaux de Claude E.SHANNON [1948] , et de Norbert WIENER. C'était 
une réponse puissante à un problème très concrêt: comment mesurer 

l'information et en assurer la transmission entre deux points - un 
émetteur et un récepteur - à travers un canal soumis au bruit 
(pour une présentation plus moderne et structurée de la TI classique 

voir [ASH 651 ) .  Cette théorie eut un développement rapide et fécond 

[SLEP 741 , et aujourd'hui on pourrait distinguer trois axes principaux 
de recherche : 

- Communication : étudie les problemes de transmission, codage, radar, 
------------- 

bruits, codes secrets, ... . (pour un bon résumé et 
bi bl i ographi e voir [WYNE 811 ) . 

- Mathématique : étude abstraite de la notion d'information, et des 
------------ 

généralisations de plus en plus sophistiquées aux 

différents types d 'espaces mathématiques. On remarque 

en particulier les travaux de J.KAYPE DE FERRIET et 

de B.FORTE (pour un traitement complet et une large 

bi bl iographie voir [GUIA 771 ; voir aussi [LOSF 74; 

CNRS 77; SALL 791 pour une bibliographie française). 

- Analyse de systèmes : étudie les échanges d'information entre les 
------------------- 

différentes parties d'un système. C'est dans cette 

optique que nous présentons quelques résultats 

dans ce chapitre. 

La bibliographie dans les deux premiers aspects mentionnés 

est très abondante, surtout pour l'aspect communication. Par contre 

dans le domaine de 1 'Analyse Informationnelle des systgmes, on pourrait 

dire qu'elle est plutôt rare, en particulier dans les dernières 

années. C'est pourquoi, en plus des références citées dans le texte, 

il nous semble intéressant de mentionner ici une série d'articles 



présentant l a  Théorie de l ' I n f o r m a t i o n  comme une forme de r é f l e x i o n  

e t  une log ique qu i  permet de regarder  l e s  systèmes d 'un  p o i n t  de 

vue t r è s  enr ich issant .  A ce propos W.R.ASHBY d i s a i t  " ... il e x i s t e  

un besoin t r è s  urgent  de méthodes qu i  nous donnent ce que nous 

pouvons vraiment prendre, ce dont nous avons réeZZement besoin e t  

non pas ce que nous croyons en v o u l o i r .  Trouver e t  développer de 

t e l l e s  méthodes c ' e s t  l e  v é r i t a b l e  problème de l a  cybernét ique 

d 'au jourd 'hu i .  Une de ces méthodes e s t  cons t i tuée par  l ' é t u d e  des 

systèmes sous l e u r s  aspects in fo rmat ionne ls  . . . " [ASHB 653 . 
R.C. CONANT a j o u t e  à son t o u r  ". . . même lorsque l e s  c a l c u l s  

deviennent impossibl  es, 1  ' i n t e r p r é t a t i o n  in fo rmel  1  e  des équations 

in fo rmat ionne l les  f o u r n i t  des renseignements préc ieux su r  l e  compor- 

tement des systèmes . . . " [CONA 761 . 

Conçue o r i g i n a l  ement pour 1  'étude de 1  ' i n fo rma t ion  en t re  

deux var iab les ,  message émis e t  message reçu, W.J. NCGILL e t  W.R. GARNER 

font  l a  généra l i sa t i on  de l a  T I  à N va r iab les  [MCGI 54; GARN 561 ; 

W.R.ASHBY é tud ie  des l o i s  de t ransmiss ion e t  d ' é v o l u t i o n  de 1  ' i n -  

formation dans l e s  systèmes compl exes [ASHB 56,65,69] ; W .  R .ASHBY , 
R.C. CONANT, H.L.WEIDEMANN, B.PORTER, W.J.M. KICKERTet a l ,  é tud ien t  

l e s  r e l a t i o n s  t r è s  importantes qu i  e x i s t e n t  entre,  d ' un  cô té  l a  

transmission e t  l a  " d i s p o n i b i l i t é "  de l ' i n f o r m a t i o n ,  e t  de l ' a u t r e  

l a  capaci té de r é g u l a t i o n  e t  de c o n t r ô l e  d'un système [ASHB 58; 

CONA 69; WEID 69; PORT 76; KICK 781 ; R.C. CONANT e t  W.J.M. KICKERT font,  

à l ' a i d e  de l a  T I ,  un rapprochement e n t r e  l a  r é g u l a t i o n  e t  l a  modél isat ion 

d 'un système [CONA 70; KICK 781 ; D.D. KOUVATSOS é t u d i e  1  ' a ide  qu i  

peut f o u r n i r  l a  T I  à l a  concept ion d 'un  système m u l t i c r i t è r e  [KOUV 761 : 

R.C. CONANT d é f i n i t  l e s  d i f f é r e n t s  t r a i  tements d ' i n f o r m a t i o n  dans un 

système général : il d i s t i n g u e  l e s  tâches de s é l e c t i o n  de l ' i n f o r m a t i o n  

s i g n i f i c a t i v e ,  de blocage de c e l l e  qu i  ne l ' e s t  pas, de t ransmiss ion 

i n t e r n e  de 1  ' in fo rmat ion  de coordinat ion,  e t  de t ransmiss ion vers 

1  ' e x t é r i e u r  des in fo rmat ions  créées ou relayées par  l e  système. 11 

montre que ces tâches sont concurrentes, c ' es t -à -d i re  qu 'une augmentation 

de l a  performance d'une d ' e n t r e  e l l e s  en t ra îne  l a  d im inu t i on  propor t ion-  

n e l l e  des autres.  Cela a  d ' impor tan tes  conséquences sur l e s  performances 



qu'un système peut atteindre sur les objectifs voulus lorsqu' i l  

doit évoluer dans différents types d ' environnements [CONA 761 . 
Enfin, signalons que nombre de ces chercheurs critiquent ouvertement 

la communauté d'automaticiens, qu'ils appellent "classiquîs", pour 

avoir oubl ié ou sous-estimé 1 'approche informationnel le des systèmes 

[WEID 69, ASHB 73, PORT 76, KICK 78, ... 1 .  

11 y a plusieurs raisons qui font que la TI se prête 
si bien à l'analyse de systèmes de tous types, tout particulièrement 

lorsque l'on possède peu de connaissances à priori : 

- les seules hypothèses requises sont : 

. Nombre d'échantillons suffisant pour une estimation 
correcte des probabilités (ce qui impose un temps d'observation 

suffisamment long pour les systèmes dynamiques). 

. pour les systèmes dynamiques : stationnarité et ergodicité, 
ainsi qu 'une période d'échantil lonnage appropriée [LARW 751 . 

- la TI s'applique à tout type de variable (numériques, semi-numériques, 

qualitatives, logiques, ... ) puisque elle est indépendante des 

valeurs mêmes des variables, et prend en compte seulement la 

partition de l'espace d'échantillonnage n à laquelle chaque variable 

donne 1 i eu. 

- les indices de la TI sont très sensibles à n'importe quel type 

de relation entre les variables (1 inéaire, non 1 inéaire, logique , . . . ) 
ce qui n'est pas le cas pour tous les indices issus de la statistique 

[BLAc 681. 

- les équations de la TI ont toutes une interprétation intuitive 
très naturelle, que nous essayerons de mettre en valeur. D'ailleurs, 

dans la plupart des cas, il est possible de les interpréter graphi- 

quemen t . 

- Enfin, on serait même tenté de dire qu'il est possible de "prendre 



quelques l i b e r t é s "  avec l e s  hypothèses d ' e r g o d i c i t é ,  s t a t i o n n a r i t é  

e t  nombre d ' é c h a n t i l  l o n s  [CONA 761 . On peut  t r o u v e r  quelques 

exemples d ' a p p l i c a t i o n  des méthodes i n f o r m a t i o n n e l l e s  à des systèmes 

q u i  ne v é r i f i e n t  nu l lement  l e s  hypothèses mentionnées, e t  pour 

lesque ls  l e s  r é s u l t a t s  obtenus o n t  é t é  t r è s  encourageants,d 'autant 

p l  us que d ' a u t r e s  méthodes c lass iques  n  ' a v a i e n t  presque r i e n  donné 

[CONA 73; STEI 74; RINK 751. 

Nèanmoins, ce  c h a p i t r e  ne se l i m i t e  pas à l ' é t u d e  de l a  

t h é o r i e  de l ' I n f o r m a t i o n .  En f a i s a n t  appel au formal isme des semi- 

va lua t i ons  proposé par  Z o h i r  ABID [1979], nous essayonsde f a i r e  l a  

p résen ta t i on  des r é s u l t a t s  de façon à f a c i l i t e r  sa g é n é r a l i s a t i o n  

immédiate à des domaines au t res  que l a  Théor ie  de l ' I n f o r m a t i o n .  Nous 

u t i l i s o n s  auss i  un a u t r e  concept, c e l u i  de semi-modulation,qui nous 

permet de c a r a c t é r i s e r  quelques p r o p r i é t é s  peu connues de 1  ' e n t r o p i e .  

C e t t e  approche en termes de semi-va luat ions e t  semi- 

modulat ions r e q u i e r t  un s o i n  p a r t i c u l i e r  au n iveau  des hypothèses 

u t i l i s é e s  dans chaque démonstrat ion.  Nous d i s t i nguons  a i n s i  4 groupes 

d ' hypothèses : 

- SV : semi-valuation 

- SVM : semi-valuation monotone 

- SMP : semi-modulation positive 

- SMPM : semi-modulation positive monotone 

avec l esque l l es  nous "é t i que tons "  chaque p r o p o s i t i o n .  

Cependant, ce s o i n  permanent des hypothèses u t i l i s é e s ,  

a i n s i  que n o t r e  souci  de donner t o u j o u r s  une i n t e r p r é t a t i o n  i n t u i t i v e  

à chacun des r é s u l t a t s ,  ne va pas sans a l o u r d i r  un peu l a  r é d a c t i o n  

du chap i t r e .  Nous espérons que c e l a  sera j u s t i f i é  pa r  l e s  g é n é r a l i s a t i o n s  

qu 'on pourra f a i r e  u l  té r ieurement  . 



Soit X une variable aléatoire discrête qui prend les 
modalités al, a a3,... , an, avec les probabilités pl, p 2 . .  . 

2 ' P n 
respectivement. Quelle est notre incerti tude d priori vis à vis 

de X ?. Convenons de mesurer cette incertitude par le nombre -------------- minimal 

moyen de questions binaires ide réponse OUI ou NON) qu'il nous faudrait --------- ------------------ ----- --------------- - ------------------- 
poser pour déterminer la valeur de X .  Voyons tout d'abord le cas où .................................... 
toutes les modalités sont équiprobables, c'est-à-dire, pi = l/n pour 

Lorsque la réponse à une question binaire sera OUI on 

aura réduit le nombre d'alternatives de n à Ky pour un certain K entre 

1 et n. S i  par contre la réponse est NOFI, le nombre d'al ternatives se 

réduira de n à (n-K). Ainsi, la probabilité d'avoir un OUI est K/n, 

et celle d'avoir un NON est (n-K)/n. Alors, le nombre moyen d'alternatives 

qu'on aura une fois la réponse connue sera : 

Si l'on minimise cette expression par rapport à K, on 

trouve que le minimum est atteint pour K = n/2. Ainsi, ce qu'on peut 

, faire de mieux, en moyenne, c'est poser des questions binaires qui 

réduisent le nombre d'alternatives de moitie. Appelons-les questions 

optimal es. 

Si l'on pose successivement h questions optimales, on 
h 

réduit le nombre d'alternatives à n/2 . 



On aura trouvé la valeur de X lorsqu'il ne reste qu'une 
seule alternative, c'est-à-dire lorsque n/zh = 1, donc pour h = log,n. 

Ainsi, déterminer une parmi n modalités équiprobables requiert 

en moyenne un minimum de log2 n questions optimales. 

Supposons maintenant que les modalités al, a?, ... , an 
se produisent avec les probabilités pl, p2, .... p respectivement, 

n n 
où Vi : pi 5 O e t Z  pi = 1. Quelle est la situation dans ce cas ? . 

i =l 
Le nombre minimal de questions nécessaires pour déterminer une modalité 

de probabilité pi doit être le même que s'il s'agissait d'en déterminer 

une parmi l/p. modalités équiprobabl es, c'est-à-dire log7 l/pi. 
1 

Ce1 à - 
pour la i-ème modalité, qui ne se produit que avec une probabilité pi. 

En généra1 donc, le nombre minimal moyen de questions optimales 

nécessaires est la somme des nombres de questions requises dans chaque 

cas, pondérés par leurs probabilités respectives, c'est-à-dire 

Incertitude (pl ,pz,. . . , pn) := pi .1ogzl/pi = -x Pi .log2 Pi 
i=l l = l  

Regardons maintenant la situation d'un autre point de 

vue. Supposons que nous pouvons observer directement la variable X 
et la modalité qu'elle prend lors de ses réalisations. Combien 

d'information à postériori nous fournit la variable X ?.  On dira que 

1 ' Information à postériori est égale au nombre ------------------ minimal de questions --------- 
qu'on --------------- aurait dû poser ----- pour déterminer X, ou ce qui revient au même, 
à l'incertitude qu'on avait à priori vis à vis de X. C'est-à-dire 

n 
Information (pl,p 2,..., P ) := -z pi-1og2 pi n i =l 

Ainsi, 1 ' Incertitude et 1 ' Information ne sont que deux 
interprétations (l'une à priori, l'autre à postériori) d'un même 

concept qu'on appel1 era 1 'Entropie (pour une déduction formel 1 e de 

1 'entropie voir [ASH 65, chap. 11 1. 



DEFINITION FORYELLE DE L'ENTROPIE 

Du f a i t  que chaque v a r i a b l e  d é f i n i e  su r  n donne l i e u  à 

une p a r t i t i o n  de a ,  1 ' E n t r o p i e  peut ê t r e  d é f i n i e  de deux manières 

équ iva l  entes : 

. comme une f o n c t i o n  q u i  s ' a p p l i q u e  aux v a r i a b l e s  d é f i n i e s  su r  n, 
(en p a r t i c u l i e r  aux v a r i a b l e s  v e c t o r i e l l e s  de P(c)) 

. comme une f o n c t i o n  qu i  s ' a p p l i q u e  aux p a r t i t i o n s  de n. 

a )  En t rop ie  d'une variable 
....................... ....................... 

S o i t  X : n M une v a r i a b l e  quelconque d é f i n i e  s u r  n. X 
On d é f i n i t  l ' E n t r o p i e  de X : 

H(X) := - Pr  (X=a) . log2  Pr  (X=a) b i t s  
a d X  

[ I I  .1] 

En p a r t i c u l  i e r  pour 1  'ensemble P (C) des v a r i a b l e s  v e c t o r i e l  l e s  

don t  l e s  composantes son t  des éléments de c, [ I I .  11 donne l i e u  à une 

f o n c t i o n  : 

avec H (0) := 0. 



(par définition, o-log o:=o .Cela provient du fait que lim, p.log p=O). 
2 

P+Q 

L'entropie est mesuré en bits. Un bit correspond à 

l'entropie d'une variable qui prendrait 2 modalités, chacune avec 

la probabilité 1/2. 

b )  En t rop ie  d 'une p a r t i t i o n  de R 
............................. ............................. 

On peut remarquer que l'entropie d'une variable X  ne 

dépend pas explicitement des modalités qu'elle prend, mais seulement 

des probabilités avec lesquelles cela est fait; autrement dit, du 

nombre de LU E R pour lesquels X(LU)  = a, et ceci pour chaque a E MX. 

Celà est justement la partition P X  de n. 

Plus généralement donc, on peut considérer n muni d'une 
mesure de probabilité PF (cf .chap. 1.9). L 'Entropie est définie comme 

la fonction 

Que l'on regarde H comme une fonction qui s'applique à 

une variable X  ou à la partition associée P est tout à fait équivalent. X  
En effet, soit X  : n ---t MX une variable quelconque, et sa 

partition P X : = { ( ~ : X ( ~ ) = ' }  :ci€ M X I \ { P }  . Alors 

REMARQUE : AU chapitre 1 ,§4.2.4 ,on& défini deux variables équivalentes 
comme celles qui donnent lieu à la même partition de n. 

On constate immédiatement que deux variables équivalentes 

ont la même entropie. 



Quelques conventions de n o t a t i o n  : 
-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-= 

- S i  X, Y ,  Z sont  des v a r i a b l e s ,  il e s t  i n d i f f é r e n t  d ' é c r i r e  

- S i  A e s t  un ensemble de v a r i a b l e s  e t  X e s t  une v a r i a b l e ,  on é c r i r a  

H  (AyX) au l i e u  de H  ( A  u { X I ) .  

.- Désormais ," logt 'est  sous-entendu logar i thme en base 2. Pour 

l e s  logar i thmes n a t u r e l  s  on u t i l  i se "1  n! 

2.3 - QUELQUES PROPRIETES DE L'ENTROPIE 

Propos i't i on I 1 .1 
---------------- 

Q u e l l e  que s o i t  l a  v a r i a b l e  X, H(X) a O. De p lus ,  

H(X) = O<=> X e s t  une f o n c t i o n  constante.  

ü. 

Interprétation : 1  ' i n f o r m a t i o n  qu'une v a r i a b l e  f o u r n i t  e s t  t o u j o u r s  
-------------- -------------- 

non négat i ve .  Les seules v a r i a b l e s  qu i  ne f o u r n i s s e n t  

aucune i n f o r m a t i o n  son t  l e s  v a r i a b l e s  constantes 

( e l  1  es prennent  t o u j o u r s  1  a  même modal i t é  ! ) . 

Démonstration : 
====--------- --------- 

La première a f f i r m a t i o n  découle d i rec tement  du f a i t  

que V p  E [0,1]: -p . log p z 0. 



Pour la seconde affirmation, H ( X ) = O  ssichacun des 

termes de la somme -x Pr (X=a) . log P r  (X=a) es t  nul , ce qui 
a&MX 

n'arrive que pour Pr (X=a) = O ou Pr (X=a) = 1,  c'est-à-dire lorsque 

toutes les probabilités sont nulles, sauf une qui est  égale à 1; 

cela veut dire que X prend toujours la même modalité (F .D. )  

Lemme 1 1 . 1  . Soient p l ,  P z ,  ... .Pn e t  Cl1> q 2 9  ... 9 q n  deux 

suites de n nombres te l les  que 

* p i  " O ,  q i  a O pour i  = 1,2 ,..., n , e t  

n n - alors - x  pi-log pi < -x pi.log q i ,  avec égalité ssi Yi : pi - q i  
i= l  i = l  

Démonstration : 
------------- ------------- 

Soit 1 = { i  : pi > O 1 .  Alors, Y i  E 1 : q i  > O .  

On s a i t  par a i l  leurs que ln X s X-1, quelque soi t  X > 0 ,  

avec égal i  t é  seul ement pour X=l (Fi g .  I I .  1 ) .  



F igu re  11.1 : l o g  x G x-1 

A lo r s ,  quelque s o i t  i E 1 : 

I n  qi/pi < qi/pi - 1 avec é g a l i t é  s s i  pi = qi 



D'au t re  p a r t ,  - t pislog pi = - Z Pislog qi 
i t 1 i t I  

t r i v i a lemen t ,  puisque aussi  b ien  l e  membre de gauche que l e  membre 

de d r o i t e  sont  égaux à O. A lo rs  

avec é g a l i t é  seulement s i  pi = qi (F.D.) 

P ropos i t i on  11.2 
---------------- 

S o i t  X une v a r i a b l e  qu i  prend l e s  modal i tés al, a2, . . . . an. 

avec l e s  p r o b a b i l i t é s  pl, pz, ... , pn. A lo rs  

n  
H(X) := -z pi.log pi '< l o g  n, avec é g a l i t é  s s i  Vi pi = l / n  

i f1  

Interprétation : 1 ' e n t r o p i e  (1  ' i n fo rma t ion  reçue, 1  ' i n c e r t i t u d e )  -------------- -------------- 
d'une va r iab le  e s t  maximale lorsque tou tes  ses 

modal i tés sont équiprobables. 

Démonstration : ------------- ------------- 

On appl ique l e  lemme 11.1 avec qi = l / n  : 

(F.D.) 



P r o p o s i t i o n  11.3 
---------------- 

So ien t  A e t  B  deux ensembles de v a r i a b l e s  (vus comme 

des v a r i a b l e s  v e c t o r i e l l e s ) .  A l o r s  

H  (AuB) ,< H(A) + H(B) 

avec é g a l i t é  s i  e t  seulement s i  A  e t  B  son t  des ensembles s t a t i s t i q u e m e n t  

indépendants de va r i ab les .  

Interprétation : l ' i n f o r m a t i o n  qu 'appor te  l a  r éun ion  de p l u s i e u r s  
--------------- -------------- 

groupes de v a r i a b l e s  e s t  i n f é r i e u r e  ou éga le  à 

l a  somme des in fo rmat ions  apportées p a r  chacun 

d 'eux .  On peu t  e x p l i q u e r  c e c i  p a r  l e  f a i t  qu'un 

groupe de v a r i a b l e s  peu t  c o n t e n i r  un peu d ' i n f o r -  

mat ion  su r  l e s  au t res  (pa r  exemple, connaissant  

1  "'âge" d ' u n  jeune en fan t '  on a d é j à  une i dée  su r  

sa " t a i l l e " ) .  A i n s i ,  dans H(A) + H(B) on compte 

deux f o i s  c e t t e  p a r t i e  commune ci' i n fo rmat ion .  

E t  c ' e s t  seulement l o r sque  ces groupes de v a r i a b l e s  

son t  t o u t  à f a i t  indépendants q u ' i l s  n ' appo r ten t  

aucune i n f o r m a t i o n  répé tée  ( l a  connaissance de 

" l ' â g e "  d ' un  jeune e n f a n t  ne nous permet pas de 

t i r e r  des renseignements su r  son " é t a t  de santé", 

p a r  exempl e) . 

Démonstration : ------------- ------------- 

On s a i t  que : 



A l  o r s  H(A) : = - P r  (A=a) . 1 og P r  (A=a) 
ackiA 

Donc, H(A) + H(B) = - > Pr (A=a,B=B). ( l o g  Pr (A-a) + l o g  Pr (B=B)) 
( 96 1' MAXMB 

D ' a u t r e  p a r t ,  H (AU&=- ) Pr (A=a ,B=B). 1 og P r  (A=a,Bz@) . 
(a 9 B ) €MAXMB 

On peut  remarquer que Y(cI,B)EM~XM~ :Pr (A=a ,B=B)a O, e t  P r  (A=a) . P r  (B=B)% 0. 

Auss i  ,s i  P r  (A=a) . P r  (B=B)=O a l o r s  P r  (A=a)=O ou Pr (B=B)=O, ce qu i  impl  i que  



A i n s i ,  nous avons l e s  c o n d i t i o n s  du Lemme 11.1, donc 

H(AuB) =- / , Pr (A=a ,B=B) . l o g  Pr (A=a,B=p) 
(a, ) cMAXMB 

avec égal  i t é  s i  e t  seul  ement s i  Y (a,  B)  EM XM : P r  ( A=a ,B=B) =PP (A=a) . Pr (B=B) , 
A B 

c ' e s t - à - d i r e ,  s i  A e t  B son t  deux ensembles indépendants de v a r i a b l e s .  

(F.D.) 

La p r o p o s i t i o n  11.3 peu t  ê t r e  étendue à K ensembles de 

v a r i a b l e s  : 

avec é g a l i t é  s s i  A1,A2,...,AK son t  K ensembles indépendants de va r i ab les .  

En e f f e t ,  H (AluA2u. . . . uAK) < H (A1u. . . . u A ~ - ~ )  + H(AK) ( H(A 1 2  UA u.. . .uAKe2) + 



Lemme 11.2 . Va, b E R, où O <  a,b< 1 et 0 s  a+bi 1, on a : 

- (a+b).log (a+b) < - a.log a - b. log b 

Démonstration : 
------------- ------------- 

Si a = b = O, l'affirmation est immédiate. Si a = O et 

b > O, ou si a > O et b = O, il en est de même. 

Il reste seulement à montrer le cas où a > O et b > o. 

Pour cela il  nous faut un changement de notation, afin de transformer 

les sommes en produits. Soit 

Ainsi, a = p-o, b = qao , p+q=l et p,q,o sont positifs. 

On peut réécrire l'inégalité à montrer ainsi : 

- o.log o 6 - p.o.log p.0 - q.0. log q.0 

=> - o.log o É - p.0. log p - p.o.log o - q-o.log q - q.o.log o 

Cette dernière inégalité est vraie car d'un côté O > 0, 

et de l'autre le terme entre parenthèses est non négatif puisqu'il 

correspond à l'entropie d'une variable qui prend deux modalités 

avec les probabilités p et q. Cela rend vraie également l'inégalité 

initiale que 1 'on voulait démontrer. 
(F.D.) 



Le lemme I I  .2 peut ê t r e  généralisé par récurrence à : 
K 

v a l s  a23 . . . Y  a où O <  a c 1 pour i=1,  ..., K y  e t ~ g ~ a  6 1 K i 
i = l  i 

K K K 
- (x a i ) - l o g  (x a . )  c - Z ai log a 

i = l  i = l  1 i = l  i 

Propos i t i on  11.4 
---------------_ 

Soient Q = { Q 1 ~ q 2 ~ . . . y 4  i e t  R = i R 1 , R 2 ,  . . . , R  i 9 r 
deux éléments de lP ( a )  : 

S i  Q 6 R alors H ( Q )  3 H ( R )  

Démonstration : 
------------- ------------- 

Comme nous 1 'avons remarqué au chapitre 1, 5 4.2.3., l e  f a i t  
que Q < R implique que chaque classe de Q e s t  contenue dans une classe 
de R ;  aussi ,  chaque classe de R e s t  justement l'union des classes de Q 

qu'el l e  contient. Nous avons alors  

r 
= - PP(U & ).log Pp(1J QC ),  e t  d u  f a i t  que les  Q ~1 sont 

i = l  
u :Q cRi u- u : Q u c R i  d i s jo in ts ,  



Pour chaque i,  les Pr (Q  ) où Q cRi vérifient les conditions 
a a- 

du Lemme 11.2. généralisé, c'est-à-dire PP(Q ) ;.,O et O r  P r ( Q  ) = 
a 

a:Q CR, a 

Pr(R1) c 4 , donc a- 

(F.D.) 

Proposition 11.5 ---------------- 

L'entropie vérifie les deux propriétés suivantes de monotonici té : 

@ Si X:n -+ Mx et Y :n -+ FIy sont deux variables définies 

sur n, alors 

A plus fine que Y -/ H ( X )  3 H ( Y )  



interprétation : On a v a i t  remarqué au c h a p i t r e  1,s 4.2.4., que -------------- -------------- 
s i  X é t a i t  p lus f i n e  que Y, a l o r s  il e x i s t a i t  

une fonc t ion  f:MX-+M t e l l e  que Y=f(X). En 
Y 

d ' a u t r e s  termes, connaissant X il e s t  a l o r s  

poss ib le  de connaî t re  Y. 11 e s t  donc normal que 

X apporte au moins au tant  d ' i n f o r m a t i o n  que Y .  

Quant à l ' a f f i r m a t i o n  @ , il e s t  év ident  que 

l ' i n f o r m a t i o n  et /ou l ' i n c e r t i t u d e  d o i t  augmenter 

lorsque l 'ensemble de va r iab les  dev ien t  p lus  grand. 

Démonstration : 
------------- ------------- 

O X p lus f i n e  que Y :¢=3 P X d  Py 

Alors, d 'après l a  p ropos i t i on  11.4 

H(X) = H(PX)  B H(Py) = H U ) .  

@ D'après l a  p r o p o s i t i o n  1 . 3 .  

A c B PA 2 PB, e t  d 'après l a  p r o p o s i t i o n  11.4 : 

H(A) = H(PA) < H(PB) = H(B) (F.D.) 

On a  présenté dans ce paragraphe 1 ' en t rop ie  comme une mesure 

de 1  ' i n fo rma t ion  contenue dans (ou de 1  ' i n c e r t i t u d e  v i s  à v i s  de) un 

ensemble de var iab les .  On a  aussi  montré un c e r t a i n  nombre de ses pro- 

p r i é t é s  dont  l ' i n t e r p r é t a t i o n  i n t u i t i v e  e s t  t r è s  c l a i r e .  Deux de ces 

p rop r ié tés  vont nous i n t é r e s s e r  spécialement : 

U) v A,B P ( c )  :'~(AuB) 6 H ( A )  + H(B)  (sous-addi t i v i  t é )  

B) Pour A,B E -3' (1) : A 5 B 3. H(A) 4 H(B) (monotonici  t é ) .  

Les p rop r ié tés  a e t  B ne sont pas exc lus ives  à l ' e n t r o p i e :  

il y a  b ien  d 'au t res  fonc t i ons  d é f i n i e s  s u r 9  ( c )  qu i  l e s  v é r i f i e n t  

aussi .  Ce sera l e  s u j e t  du paragraphe-suivant.  



3 - SEM 1 -VALUAT 1 ONS , TRANS 1 NFORMAT 1 ON ET 1 NTERVALUATI ON 

Nous allons introduire dans ce paragraphe le concept de 

semi-waZuation, dont Zohir ABID [1979] a montré dans sa thèse 1 'impor- 

tance pour 1 'Analyse Structurale, puisqu'il permet d 'harmoniser sous 

un même formalisme des approches à première vue différentes (Analyse 

par 1 'Entropie, 1 'Inertie, 1 es Indices de ressemblance, . . . .) . Désormais 
donc, nous continuerons notre discussion dans le cadre des semi-valuations, 

mais par un souci de clarté (au lecteur de juger ! ) ,  les interprétations 

seront toujours faites en termes de la théorie de l'Information. 

De plus, et cela dans le but de faciliter ces généralisations, 

nous accorderons une attention très spéciale aux hypothèses requises 

dans la démonstration de chaque proposition. Cela nous conduit à 

"étiqueter" chaque proposition avec 1 'un des sigles 

- SV : proposition valable pour toute semi-valuation 

- SVM : 
- SMP : 

- SMPM: 

II 11 " semi-valuation Monotone 

semi-modulation Positive 

semi-modulation Positive Monotone 

Les deux derniers concepts, SMP et SMPM, ne seront introduits 

qu'au paragraphe 7. Si une proposition n'a pas d'étiquette, ce sera parce 

qu'elle concerne seulement l'entropie. 

3.1 - DEFINITION DES SEMI-VALUATIONS 

Une fonction 



es t  appelée Semi-VaZuation (SV)  s i  e l l e  vérifie 

On dira q u  ' i 1 s ' agi t  d 'une Semi-VaZuation Monotone (SVM) 

s i ,  de plus : 

V A ,  B  E .y ( c )  : A  5 B  =-$ H ( A )  < H ( B )  [II .7]  

REMARQUE : La propriété [II.6] peut en f a i t  ê t re  étendue immédiatement 

par récurrence à : 

Proposition 11.6 ( S V )  
---------------- 

Quel l e  que so i t  A E P ( c )  : H ( A )  a O 

Démonstration : 
-------------- -------------- 

(F.D.) 



3.2 - TRlWSINFORMATION ET INTERVALUATION 

3.2.1. - Cas H=Entropie : les transinformations 
-=-=-=-=-- --=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=- 

L'inégalité H(AuB) 6 H ( A )  + H(B) avait été interprétée par 

le fait que dans H(A) + H(B) on compte deux fois une partie d'information 

qui se trouve aussi bien en A qu'en B y  et qu'on suppose donc comme ayant 
été transmise. Pour mesurer cette transmission d'information, on 

définit : 

- Transinformation Interne : 

si- i(s) := 1 H(X) - H(S) 
xcs 

qui indique la quantité d'information qui est transmise dans un 
groupe de variables , 

- Transinformation Externe : 

c.* 

1 : 3' (P (c ) )  - IR [II .IO] 

qui indique la quantité d'information qui est transmise entre plusieurs 

groupes de variables. 

3.2.2. - Cas H=Semi-Valuation quelconque : les Intervaluations 
=-=-=-=-=-=-=---=-- - --=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-=-= 

Lorsqu'on applique les définitions [11.9] et [I1.10] à 

des semi-val uations H autres que 1 'entropie, on appel1 e i 1 'IrztervaZuation 
# 

Interne et 1 1 'InteruaZuation Externe . 



Conventions de n o t a t i o n  : 
....................... 

L'argument de ? est un ensemble de sous-ensembles de 
variables. Toutefois, si cela ne prête pas à confusion, on peut 

faire quelques simplifications de notation : 

Si X.,X X X i  , . . X E z, et A, A1,A2,. . . ,A E P ( e ) ,  on écrit : 
i j' il K K 

4+ (xi:X.) au lieu de Ï({{xi1,{x.11), 
J J 

CC 

I(Xi :Xi X i  ) au lieu de Ï({{xi ],{Xi 1,. ..,{Xi II), 
1 2  K 1 2 K 

M 4 4  

I(A1:A2:. . . :AK) au lieu de I(tAl,A2,. . . ,AK]). 

Par ailleurs, 

c, C, 

I(g):=o; I(A:P)=O; I({XiI) = O; I(A) = 0. 

REMARQUE : D'après leurs définitions, i l  est évident que 

ne dépendent pas de l'ordre des arguments. 



4 - PROPRIÉT~S DES INTERVAUATIONS ............................. 

Une bonne p a r t i e  des p rop r ié tés  que nous a l l o n s  présenter 

dans ce paragraphe ont  é t é  étudiées par  W.R. ASHBY [1965,1969] mais 

seulement pour H=Entropie. Ce qu i  e s t  peut-êt re p lus  nouveau c ' e s t  

que, en su ivant  l 'approche proposée par  Z.ABID [1979], e l l e s  seront 

démontrées pour des cond i t ions  p lus  générales. , 

Proposition 11.7 ( S V )  ---------------- 

S i  Y1,Y2,...,YK sont K va r iab les  d i f f é r e n t e s  : 

Proposition 11.8 ( S V )  
---------------- 

De plus,  pour H=Entropie, 1 ' é g a l i t é  à O dans @ se 

p r o d u i t  s s i  R1,RZy.-.Rr sont  r ensembles indépendants de var iab les ;  

e t  dans @ s s i  toutes l e s  var iab les  de A sont indépendantes. 



Démonstration : 
------------- ------------- 

Ces deux affirmations sont une conséquence directe de 

[ I I . ~ ]  : 

Par ailleurs, la proposition 11.3 généralisée montre que pour 

H=Entropie, cette inégalité devient une égalité seulement lorsque 

AlYs.. ,Ar sont indépendantes. 
(F.D.) 

Pour H=Entropie, cette propriété des transinformations 

de s'annuler seulement lorsque les variables sont tout à fait indépen- 

dantes est tres importante. Elle implique que dans tous les autres cas, 

et quel que soit le type de relation entre les variables, le trans- 

information indiquera une valeur positive. Cela constitue un avantage 

certain vis à vis d'autres indices de relation entre variables. Par 

exemple si on considère X et Y les variables échantillonnées de sint et 
(sint1 , respectivement, entre O et 2n, 

Figure 11.2 - Deux fonctions dont le coefficient de 
corrélation est 0. 



le coefficient de corrélation p (X,Y) = O (il est + 1 entre O et n ,  
et -1 entre n et Zn) .  Mais il est évident que X et Y sont très liées. 
On peut montrer que 

Dans la première égalité, le "+lu représente justement 
l'information apportée par la connaissance du signe de X(qui peut être 

+ ou - avec la même probabilité); le fait que l'information fournie 
par X et Y soit égale à celle fournie par X tout seul, s'explique parce 
que connaissant la valeur de X on connait implicitement la valeur de Y 

(il suffit de le rendre positif s'il ne l'est pas). Ainsi, 

qui exprime bien la liaison qu'on ressent intuitivement entre X et Y. 

Proposition 11.9 ( S V )  
---------------- 

Soit R = IR1,RZ,...,R 1 E f ' (P(z) )  : r 

@Quel que soit R'={R~ ,Ri '.. . y ~ i  1 c {R R . . . ,R 1 = R on a 
1 2  P - 1'2' r 

C, @si Ï(R) = I(Rl:RZ:. . . :Rr) = 0 ,  alors 



Interprétation : en termes d  ' in fo rmat ion ,  1  ' a f f i r m a t i o n  @ 
-------------- -------------- 

d i t  ( t o u t e s  p r o p o r t i o n s  gardées) que s i  dans une 

réun ion  de r personnes, quelques unes so r t en t ,  

l ' échange d ' i n f o r m a t i o n  ne peu t  que d im inuer .  

L ' a f f i r m a t i o n  @ d i t  que s i  dans une réun ion  de 

r personnes il n ' y  a  pas d'échange d ' i n f o r m a t i o n ,  

a l o r s ,  il n ' y  en aura pas non p lus  e n t r e  deux 

personnes quelconques du groupe. Mais ce qu i  

e s t  peut  ê t r e  cu r i eux ,  c ' e s t  que l a  réc ip roque 

de @ n ' e s t  pas t o u j o u r s  v r a i e .  Au 5 9.3 on 

montrera un systeme c o n s t i t u é  pa r  4 v a r i a b l e s  

q u i  n 'échangent aucune i n f o r m a t i o n  l ' u n e  avec 

1 ' au t re ,  e t  cependant 1  'échange g loba l  e n t r e  

l e s  4 v a r i a b l e s  e s t  l o i n  d ' ê t r e  n u l .  

Démonstration : 
------------- ------------- 

@ S o i t  R "  := R \ R ' .  A i n s i  R = R '  u  R "  e t  R ' o R "  = 0 

S o i t  JR,:= { i : R i  E R i }  e t  J  * -  { i :Ri E R"} 
R H ' -  

A l o r s  JR,  u  JR, = { 1,2,..,r 1 Y JR1nJR. 

Avec c e t t e  n o t a t i o n ,  on a  : 



@ Par la partie @ qu'on vient de montrer, on sait déjà 
C, 

que O=I(R) bT(Ri:F?.). Par ailleurs, la proposition 11.8 
J w 

dit que Ï est toujours non négative, donc 1 R.) = O. 
J 

(F.D.) 

P r o p o s i t i o n  11.10 ( S V )  
----------------- 

Soit A E P (c) : 

@ quelque soit A' G A ,  on a i (A') 6 i ( A )  

@ Si i(~) = O  alors Y Xi,X. E A >  i#j, on a 
J 

( X i )  J = I  (X.:X.) 3 = 0 

Interprétation : similaire à la proposition 11.9, celle-ci dit 
-------------- -------------- 

que l'information échangee à l'intérieur d'un 

ensemble de variables diminue si l'on réduit 

l'ensemble. Dans ce cas non plus, la réciproque 

de @ n'est pas vraie pour H=Entropie. 



Démonstration : 
------------- ------------- 

@ S o i t A " = A \ A t .  A i n s i  A = A '  U A " ,  A '  n A t ' = @ .  

= H(X) + 1 H(X) - H(A1 u  A") 
XEA ' XEAI' 

@ Par l a  p a r t i e  @ qu 'on  v i e n t  de montrer  

0.1 (A) >, 1 ({Xi ,X . ))  , e t  puisque 1  O t o u j o u r s ,  
J 

M 

a l o r s  I({Xi,X.)) = I (X . :X . )  = O 
J J 

(F.D.) 

Propos i t ion  11.11 (SVMI  
----------------- 

@ ~ o i t  R = { R ~  y ~ 2 , . .  . > R ~ }  E ?(?(C)). On a 



4 4  

en p a r t i c u l i e r  I(A:B) < Min (H(A) ,H(B)) 6 H(AuB) 

@ S o i t  A E On a  

en p a r t i c u l i e r  Ï ( x : Y )  = I(IX,YI) E Min IH(X), H(Y)I  4 H(X,Y) 

Interprétation : pour deux arguments e l l e  es t  t r è s  c l a i r e  : l a  
=--=---------- -- ---------- 

quant i té  d ' i n fo rmat ion  échangée ent re  deux 

var iables A e t  B ne peut pas dépasser l a  quant i té  

d ' in format ion qu'on trouve dans A ou dans B. 

Démonstration : 
============= 

@ H ( R ~ )  - H(R UR u.. .UR,) a O puisque R CR UR u.. . 
1 2  1- 1 2 URr 

3 7 ~ )  := H(R1)+H(R2)+. . . ......, +H(Rr)-H(R 1 2  UR u.. .UR,) < 

e 
Puisque 1  (R) ne dépend pas de 1 'o rdre  des Ri , on peut d i r e  

que 
Ct r 
I (R)  GE H(Ri) - H(R.) quelque s o i t  j, 1s j ,cT , 

i = l  3 



a l o r s  en p a r t i c u l  i e r  

4-+ 

I (A:B) < H(A) + H(B) - max {H(A) ,H(B)) = min EH(A) ,H(B)} s H(AuB). 

La démonstrat ion de 1 ' a f f i r m a t i o n  @ e s t  t o u t  à f a i t  analogue 

à c e l l e - c i .  (F.D.) 

Proposition 11.12 ( S V )  
----_--___-_----.- 

@ SoientR1,R t y . . . R r ~ P ( ~ ) s  a l o r s  

quel  que s o i t  K=2,3,. . . ,r-2 ; 

* 4- 

) + I ( P  R u.. .UR,-~:R,) . = I(R1:R2:. . . .Rr-l 'lu 2 

@ So ien t  R , % y . .  . ,R E P ( x )  9 a l o r s  
1 - r 



@ Soient A,A8 E ?(I), A 8 g  A. Soit A":=A\A1. Alors 

Démonstration : 
------------- ------------- 

@ Pour les 3 égal ités , i l  suffit de développer 1 e membre 
de droite et faire les annulations des termes de signes 

opposés. Par exemple pour la premiere : 

@ Cette affirmation est obtenue Dar 1 'appl ication répétée 

de la troisième égalité de @ , ainsi : 

C-, t* C, 

I(R1:RZ:. . .:Rr) = I(R1:RZ:. . . :R ) + I(R UR u.. . r-1 1 Z * Q  ) .  U R r - ~ .  r 

U C) 

+ I(R UR u... 1 2  UR,-~:R,-~) + I(R UR u..  UR,-^ :Rr) 1 2  



@ On développe l e  cô té  d r o i t  de 1  'éga l  i t é .  

= H(X) +x H(X) - H(A1uA") = C H ( X )  - H(A) =: i ( ~ )  
XEA' XEA" XEA (F.D.) 



5 - PARTITIONS DE L ET 1 NTERVALUATIOMS 

Une partition de l'ensemble de variables z peut être vue 
comme une décomposition en sous-systèmes disjoints du système étudié. 

Pour pouvoir disposer au chapitre III des outils nécessaires à l'étude 

des Systèmes-Structure partition, on établit dès maintenant quelques 
4 4  

propriétés de 1 et 1 sur les partitions de z. 

On appelle l P ( z )  1 'ensemble de toutes les partitions de c. 
Comme on 1 'a vu au chapitre 1 ,$ 4.2.3., cet ensemble lP(c) , muni de 
la relation s : "être plus fine que", constitue un treillis. Chaque 

élément deIP(z) étant lui-même un ensemble de sous-ensembles de c, 

alors il est clair que IP(c) c - p(p(c)). Nous pouvons donc appl iquerP 

aux partitions de L. 

Proposition 11.13 ( S V )  
----------------- 

Quelle que soit la partition R=fSlyS 2....,Sr} E IP(L) : 

U 
r .  4-c 

I(S1:S2: ... :S ) +x I(Si) = Constante = I(X1:X2: ... Xr4) 
j=l 

Interprétation : l'information totale transmise dans un système 
=============== 

peut être partitionnée en deux : celle transmise 

à l'intérieur des sous-systèmes et celle 

transmise entre les sous-systèmes. 

Démonstration : 
------------- ------------- 



(F.D.) 

4+ 

La transinformation to ta le  dans u n  système L , I ( X ~ : X ~ : .  . . : X N )  , 
constitue vraisemblablement l e  paramètre l e  plus important de celui-ci 

[ASHB 651 . 11 mesure 1 a quanti t é  to ta le  de relat ion,  1 a "quanti t é  to t a l e  
de lo i"  que l 'on peut espérer extraire  du système décri t  par l e s  
variables Xl,XZ, ..., X , même avant que les  dé ta i l s  soécifiques de ces lo i s  N 
aient é té  é tab l i s .  Cela rejoint  ce que d i s a i t  H . A .  SIMON [1962] , qui 
affirmait que c ' e s t  seulement s i  les  par t ies  d'une structure sont l i ées ,  

s i  certains aspects de la structure peuvent ê t r e  inférés à par t i r  d 'au t res ,  
s i  l a  structure e s t  redondante, qu'on pourra f a i r e  une représentation 
ou description simplifiée de celle-ci .  S i  une structure complexe ne 
possède pas de redondance, elle-même sera sa plus simple description. 

Proposition 11.14 ( S V )  
----------------- 

Soient R = { R l  , R 2 , .  . . ,RrI e t  S={S1 ,S2,. . . ,SS} deux éléments 



interprétation : si la décomposition en sous-systèmes devient 
-------=------ ------- ------ 

plus fine, la transinformation entre les 
sous-systèmes augmente, donc, la transinformation 
à l'intérieur des sous-systèmes diminue. 

Démonstration . 
=====c======= 

Du fait que R < S, chaque classe de S est l'union de certaines 
classes de R. Moyennant une rénumérotation, on peut obtenir une 
partition des classes de R décrite par : 

R = I RI, RZ ,..., Rj , Rj+l ,...., R ,(' . . , RI, Rltl Y.. . . , 
-,- t-V-j ...A 

~r) - 
S = {  S1 s2 y 

. m . . . -  s P 1 

en considérant maintenant chaque Ri comme - une variable (vectorielle), 
on peut appliquer la proposition II .13, ainsi 

le premier terme dumembre gauche étant positif, alors 

Cette inégalité, avec le fait que : 

S .  r .  
implique que I(Si) 3 C I(Ri) 

i=l i=l 



Propos i t i on  11.15 ( S V )  
----------------- 

Soit R = IR1,RZ, ...., R,} E I P ( z ) .  Soit RI la partition 
de z obtenue en regroupant en une seule les classes Ri et R : 

j 

R1={R1,RZ, ..., RiuR 
j'"" 

R r 1 = (RVRi,RjI) u {Ri u R.} 
J 

CI C, W 

alors I(R1) = I(R) - 1 (Ri:R.) 
J 

Interprétation : lorsqu'on regroupe deux sous-systèmes R; et R; 
I -------------- -------------- J 

dans un seul, la transinformation externe diminue 

de la transmission qui existait entre Ri et R 
j ' 

Démonstration : 
------------- ------------- 

= H(RK) + H(Ri u R.) - H(l)=:I(R1) 
K= 1 J 

Proposi t ion 11.16 ( S V )  
----------------- 

(F.D.) 

Soit R = { Rl,RZ, ..., R 1 E I P ( z ) .  Soit RI la partition de 
r 

z obtenue en éclatant la classe R. en deux classes non vides R.\S,S 
1 1 

où S c R i ,  - S # 0, S # Ri. 



Interprétation : lorsque à partir d'un sous-système on en crée -------------- -------------- 
deux, la transinformation externe augmente 

de la transmission entre les deux sous-systèmes 

créés. 

Démonstration : 
--------------- --------------- 

(F.D.) 



6.1 - CAS HzENTROPIE : ENTROPIE ET TRANSINFORMATION CONDITIONNELLE 

4+ 

La t rans in format ion  I(A:B):= H(A) + H(B) - H(AuB) mesure l a  

quan t i t é  d ' i n fo rma t ion  que se t rouve aussi  b ien  en A qu'en B(et  qu'on 

suppose donc transmise ent re  A e t  B) . On se demande maintenant combien 

il nous r e s t e  à connaî t re  dI i .nformation sur  B  une f o i s  connu A .  La 
u 

réponse e s t  év idente : e l l e  e s t  donnée par  H(B) - I(A:B).  Mais 

Cela nous condu i t  â d é f i n i r  l ' E n t r o p i e  A-Condit ionnel le,  quel que s o i t  

A E P ( c )  : 

H(./A) : ( c )  -IR [11.11] 

B c------, H (B/A) := H(BuA) -H (A) 

E l l e    eut ê t r e  i n t e r p r é t é e  comme l a  quan t i t é  d ' i n f o r m a t i o n  

qu i  r e s t e  à connaî t re  (1 ' i n c e r t i t u d e )  sur  1  'ensemble de va r iab les  B, 

une f o i s  qu'on possède déjà l ' i n f o r m a t i o n  f o u r n i e  par  A. 

Quelques observat ions immédiates on t  une i n t e r ~ r é t a t i o n  

i n t u i t i v e  év idente  : 

l ' e n t r o p i e  de B ne sachant r i e n  se confond avec l ' e n t r o p i e  de B; 

[II .13] 

l o r s q u ' i l  n ' y  a  r i e n  à connaître, l a  connaissance d'un A quelconque ne 

change r i e n  ; 



1  ' i n c e r t i t u d e  d  'un évènement connu e s t  n u l  1  e  ; 

[II. 151 

l ' i n f o r m a t i o n  qu'on t rouve aussi  b ien  en A qu'en B e s t  égale à c e l l e  q u ' i l  

y a  en A moins c e l l e  que B ne possède pas su r  A ( e t  v i c e  versa);  

l ' i n f o r m a t i o n  f o u r n i e  par AuB e s t  égale à c e l l e  fourn ie  par A t o u t  

seul, p l  us ce1 1  e  q u i  r e s t e  à connai t r e  de B une f o i s  connu A. 
\ 

Cet te de rn iè re  é g a l i t é  peut ê t r e  généra l isée : 

H(A1uA2u ... UA ) = H(A UA u... 
K 1 2  U A ~ -  1 

) + H(A / A  UA u. .  . U A ~ - ~ )  K 1 2  

Toujours pour H=Entropie, nous pouvons o b t e n i r  une expression in té ressante  

de H(B/A) . Soient  

A:n 4 MA e t  B:n ---+ M g  

deux éléments de S(c),  avec 



So ien t  Pi := Pr (A=ai), P := P r  (B=B .), Pi := P r  (A=ai , B = B ~ ) .  . . j J 

m v P.. m 
= - Pij * log 'J = -C pi j j 7 -p7-. '109 

i = l  j = l  i = l  1. 1. 1 

A p a r t i r  de c e t t e  équat ion,  W.R.ASHBY [1965] propose une 

a u t r e  i n t e r p r é t a t i o n  de l ' e n t r o p i e  c o n d i t i o n n e l l e  : H(B/A) s e r a i t  l a  

q u a n t i t é  moyenne d ' i n f o r m a t i o n  que f o u r n i t  encore B l o r s q u ' o n  a u r a i t  

rendu cons tan te  l a  p a r t i e  du système concernée p a r  A ( e t  uniquement 

c e l l e - c i ) .  A i n s i  par  exemple, dans un système où son t  en j e u  des 

v a r i a b l e s  comme Température, Pression, Volume, . . . , H (Pression/Temoérature) 

s e r a i t  1 a quan t i  t é  moyenne d ' i n f o r m a t i o n  qu 'on  p o u r r a i t  e x t r a i r e  encore 

de l a  v a r i a b l e  Press ion l o r s q u ' o n  d u r a i t  f i x é  l a  température.  4f 

+ I n t u i t i v e m e n t  , on d e v r a i t  s ' a t t e n d r e  à ce que H (Pression/Température) 

s H (Press i on) 
Nous montrerons c e c i  dans l a  p r o p o s i t i o n  11.17. 



Cette possibilité de "fixer" certaines variables dans 

un systhe est mise à profit par l'intermédiaire des Transinforrnations 

A-Conditionnelles, définies comme suit : 

qui mesurent les transinformations lorsque le groupe de variables 

A est fixé. 

REMARQUE : Lorsqu'on conditionne la transinformation entre deux variables 

avec le reste du système, on obtient la Transinformation 

Directe entre ces deux variables [ASHB 651 : 

[ I I  .21]  



Celle-ci mesure la transmission d'information entre X .  et X 
-I j 

qui ne dépend que de Xi et X c'est-à-dire, qui ne passe pas par 
j ' 

l'intermédiaire des autres variables. 

Nous reviendrons au paragraphe 5 8.1  sur les transinformations 

conditionnelles. Pour l'instant, nous allons étendre ce concept de 

conditionnement à des semivaluations autres que l'entropie. 

6.2 - CAS H=SEMI-VALUATION QUELCONQUE : SEMI-VALUATION ET 

INTERVALUATION CONDITIONNELLES 

Dans 1 e paragraphe précédent, [1 1.111 défi nit 1 'entropie 

A-Conditionnelle. Lorsque H  est une semi-valuation quelconque on 

définit de façon identique une Semi-VaZuation ConditionneZZe H ( . / A ) .  

Les relations [ I I .  121 à [ I I  .16] restent vérifiées dans ce cas; de 

même, [1 1.191 et [1 1.201 définissent 1 es Intervaluations ~onditionne2Ze.s 
C, 

IA et 1 Voyons maintenant quelques propriétés : A ' 

Propos i t i on  11.17 (SV) Quel que soit A E ? ( E )  : 
----------------- 

Interprétation : on a noté dans 1 'exemple du 5 6 .1  qu ' i 1 était 
-------------- -------------- 

raisonnable d'espérer une diminution de l'en- 

tropie de la variable "Pression" lorsque la 

"température" était fixée. La proposition ci-dessus 

dit que la connaissance d'un groupe quelconque 

de variables ne peut que réduire l'incertitude 

attachée à n'importe quel autre groupe. Par 

ailleurs, cette réduction n'est nulle que si 

les deux groupes de variables sont indépendants. 



Démonstration : 
===a========= 

Propos i t ion  11.18 ( S V M I  Quel que s o i t  4 E P ( c )  : 
----------------- 

(F.D.) 

Interprétation : L 'a f f i rma t ion  d i t  que l a  q u a n t i t é  d ' i n f o r m a t i o n  -------------- -------------- - 
q u i  nous r e s t e  à connaî t re  e s t  t ou jou rs  non 

négat ive (autrement d i t ,  il n ' y  a  jamais un 

"excédent" d ' i n f o r m a t i o n  connue). L ' a f f i r m a t i o n  

@ d i t  que s i  H e s t  monotone, a l o r s  H(./A) 1 ' e s t  

aussi .  

Démonstration : 
--=---==-- . -- --- --E=X 

@ Quels que so ien t  A,B E P ( L )  

A c A u B  

3 H(A) É H (AuB) 

3 O ,< H  (AuB) - H (A) =: H  (B/A) . 

@ B c - C 3 AuR c AuC - 
H(AuB) ,< H(AuC) 

+H(B/A):= H(AuB) - H(A) $ H(AuC) - H(A) =: H(C/A). 

(F.D.) 



R E M A R ~ U E  : Cette dernière proposition fait intervenir 1 'hypothèse de 

monotonicite de la semi-valuation H dont il est question. 

En particulier la démonstration de l'affirmation dit que cette 

hypothese est requise pour que la semi-valuation A-conditionnelle soit 

positive. Cela nous laisse penser qu'il y a des semi-valuations pour 

lesquelles la semi-valuation conditionnelle obtenue n'est pas toujours 

positive. Mais étant donné qu 'on avait montré que toute semi -valuation 

est positive (c.f. proposition 11.6 (SV)) on se pose la question : 

Est-ce qu'une semi-valuation conditionnelle est une semi-valuation ? 

Autrement dit, si A, B, C sont des éléments quelconques de -P (c ) ,  
est-il toujours vrai, quelle que soit la semi-valuation H, que 

H(BuC/A) < H(B/A) + H(C/A) ? 

Nous allons répondre à cette question au paragraphe suivant. 



7.1 - SEMI-MODULATION ET ENTROPIE 

L'application 

H :P (c) > IR 

A - H(A) 
est appellée une semi-JloduZation (SM) ssi elle vérifie 

H est appellée une Semi-ModuZation Positive (SMP) ssi en   lus de 

[II .22] elle vérifie 

H est appellée une Semi-Modulation Positive Monotone (SMPM) ssi en 

plus de [II.22] et [II.23], elle vérifie 

[II .23] 

On peut remarquer dès maintenant que toute semi-modulation 

positive (SMP) est une semi-valuation (SV). En effet 
H(AuB) H(AuB) + H (AnB) s H(A) + H (B) . 

En particulier donc, toute SMPM est une SVM. 



Proposition 11.19 
----------------- 

L ' e n t r o p i e  e s t  une Semi-Modulation P o s i t i v e  Monotone. 

.Yoi> '  " \ > ' " l t  

Démonstration : 
-------------- 
---------A---- 

On s a i t  d é j à  que 1 ' e n t r o p i e  e s t  p o s i t i v e  e t  monotone. 11 

nous r e s t e  à montrer  que 

S i  Ani3 = 8, c e t t e  i n é g a l i t é  dev ien t  l a  c o n d i t i o n  de semi-va luat ion,  

dont  on s a i t  dé jà  q u ' e l l e  e s t  v é r i f i é e  pa r  l ' e n t r o p i e .  

Considérons donc l e  cas AnB # @. So ien t  a l o r s  

X = AnB, Y = A\B , Z = B\A 

l e s  v a r i a b l e s  v e c t o r i e l l e s  don t  l e s  composantes sont  l e s  éléments de 

1 'ensemble ind iqué .  Avec ces no ta t ions ,  1  ' i n é g a l i t é  [ I I  .22] s ' é c r i t  : 

Que ls  que s o i e n t  X,Y,Z : H(XyYyZ) + H(X) 4 H(X,Y) + H(X,Z) [1 1 ,251 

Nous a l l o n s  mont re r  que H(XyY) + H(X,Z) - H(X) - H(XyY ,Z) > 0. 

So ien t  

P := P ~ ( Z  = zK) = 1 Pijk , e t c  . . . K i j 

:= - Z p i j * * l o g  P..  -t PisK.log P i * K  + tP ia* . lOg  P + Z p i j i l O g  PijK i j 1J. i~ i i.. i j K  



Voyons maintenant que, pour t o u t  couple i,K : 

j En e f f e t  pi = O j Pi = O j  P i j K = 0 3 P r = 0  j K  - 
C 1 .K 

P.. z p p ,  = 1 

a i n s i ,  l e s  hypothèses du Lemme 11.1 sont v é r i f i é e s ;  a l o r s  pour 

chaque i ,K  : 



En appl  i quan t  c e t t e  i n é g a l i t é  dans [II .26] on o b t i e n t  : 

(F.D.) 

7.2. - RELATION ENTRE LES CONCEPTS DE SEMI-VALUATION ET 

SEMI-MODULATION 

Avant de p résen te r  quelques p r o p r i é t é s  su r  l e s  semi-modulations 

p o s i t i v e s ,  f a i s o n s  br iëvement l e  p o i n t  su r  l a  r e l a t i o n  e n t r e  l e s  

concepts SV, SVM, SMP, SMPM. 

Comme nous l ' a v o n s  montré, 

- s i  H e s t  une SMP 3 H e s t  une SV 

e t  t r i v i a l e m e n t  

- s i  H e s t  une SMPM +?H e s t  une SVM, 

- s i  H e s t  une SMPM * H e s t  une SIIP, 

- s i  H e s t  une SVM 9 H e s t  une SV. 

On peu t  v i s u a l i s e r  ces i m p l i c a t i o n s  dans l a  f i g u r e  II.?. 

présentée dans l a  page su ivante.  



ton 

Figure 11.3 - L'ensemble des fonctions réelles 

définies sur S(c) 

Ainsi donc, on peut dire que : 

- un résultat valable pour toute SV, e s t  en particulier valable pour 
toute SVM, SMP, SMPM. 

- u n  résultat valable pour toute SVM, e s t  en particulier valable pour 

toute SMPM. 

- un résultat valable pour toute SMP, e s t  en particulier valable pour 
toute SMPM. 

7.3 - PROPRIETES DES SEMI-MODULATIONS 

La ~ r o p r i é t é  de semi-modulation positive nous permet 
d'établir quelques nro~ositions peu connues, e t  en t o u t  cas, qui 
n'avaient été montrées que pour H=entropie. 



Propos i t ion  11.20 (SMPI  
----------------- 

S i  H e s t ~  une SMP, a l o r s  

Interprétation : pour H=entropie,  l ' e x p l i c a t i o n  e s t  f a c i l e  : 
----------y--- -------------- 

1  ' i n f o r m a t i o n  qu 'on  t r ouve  en même temps 

en A e t  en B d o i t  au moins ê t r e  éga le  à 

c e l l e  des v a r i a b l e s  q u i  f o n t  ~ a r t i e  de A 

e t  de B ( v a r i a b l e s  de couplage) .  

Démonstration : ------------- ------------- 

H  e s t  une SMP 

C, 

3 H (AnB) 4 H(A) + H(B) - H(AuB) =: 1 (A:B) 

Propos i t ion  11.21 (SMP) 
----------------- 

S i  H  e s t  une SMP, a l o r s  

r 

Cet te  a f f i r m a t i o n  d i t  que s i  H  e s t  une SMP, a l o r s  H ( * /A )  e s t  

auss i  une SMP. Cela imp l i que  que H(- /A)  e s t  une SV. 



Démonstration : ------------- ------------- 

La c o n d i t i o n  de semi-modulation impl ique que 

Proposition 11.22 (SMPM) 
----------------- 

S i  H e s t  une SFIPM a l o r s  

Interprétation : pour H=entropie, e l l e  e s t  év idente : p lus  
-------------- 

l 'ensemble des var iab les  dé jà  connues e s t  

grand, moindre sera l ' i n c e r t i t u d e  sur  

n ' impor te  q u e l l e  au t re  p a r t i e  B. 

Démonstration : 
------------- ------------- 

A '  c A1u(BnA) = (A'uB) n (A'uA) 

a lo rs  



H(A1) + H((A'uB) ü (A'uA)) 

< H((AtuB)n(A'uA)) t H((A1uB)u(AuA')) ,  e t  d 'après l a  - 
p r o p r i é t é  de SM 

a i n s i  

E tan t  donné que (A1uB)u(A'uA) = A'uBuA = BuA, e t  AtuA = A,  

3 H(B/A):= H(BuA)- H(A) ,< H(A'uB) - H(A1) =: H(B/A1) 

(F.D.) 

Proposition 11.23 (SMPM) 
----------------- 

S i  H e s t  une SMPM a l o r s  

Interprétation : pour H=entropie, c e t t e  p r o p o s i t i o n  a f f i r m e  
-------------- 

que s i  l e s  groupes de va r iab les  deviennent p lus  

grands, 1 eur échange d ' i n fo rma t ion  ne peut  

qu ' augmenter. 

Démonstration : 
------------- ------------- 

S i  B '  c - B a l o r s  H(A/B) 6 H(A/B1) ( c . f .  p r o p o s i t i o n  11.22) 



D ' a u t r e  p a r t  : 

C, 

I (A:B) = H(A) - H(A/B) d ' ap rès  [11.15] 

e t  a i n s i  Ï ( A : B )  8 Ï ( A : B ' )  3 Ï ( A ~  :RI) 
(F.D.) 

Nous pouvons g é n é r a l i s e r  l a  p r o p o s i t i o n  ci-dessus a i n s i  : 

P ropos i t i on  11.24 (SMPM) 
----------------- 

S i  H e s t  une SMPM e t  s i  

avec Yi : R i  Ri 

Démonstration : 
------------- ------------- 

D'après l a  p r o p o s i t i o n  11.12, 0: 



et par application de la proposition 11.23 : 

(F.D.) 

La proposition 11.24 implique immédiatement deux 

affirmations qui seront par la suite importantes [STAR 811 

P r o p o s i t i o n  11.25 (SMPM) 
----------------- 

al ors 

quel que soit R1=!R' RI .. . ,R[I E p ( P ( z ) ) ,  avec V i  : Ri c Ri : 1' 2' - 

al ors 



9 4 

quel  que s o i t  R ' = I R i  ,Ri,.. . ,Rh}  avec V i  : R i  c - Ri : 

Supposons que V Xi E z : H(Xi) > O. 

A lo rs  quel  que s o i t  R=tR R ..,R 1 ~ P ( p ( c ) )  : 1' 2" r 

Interprétation : pour H=entropie,  c e t t e  p r o p o s i t i o n  d i t  que -------------- -------------- 
s i  l e  système c ne comporte pas de v a r i a b l e s  

constantes,  a l o r s  un échange n u l  d ' i n f o r m a t i o n  

e n t r e  quelques groupes de v a r i a b l e s  ne peut  

a r r i v e r  que s i  l e s  groupes de v a r i a b l e s  son t  

d i s j o i n t s  . 

Démonstration : 
-------------- -------------- 

D'après l a  p r o p o s i t i o n  11.9, 0: 

Mais d 'après  l a  p r o p o s i t i o n  11.20 : 

*-, 

O < H(RinRj) s I ( R  :Rj) s O, donc H(RinR.) = 0. 
i J 
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D'autre part, vu que H est monotone, le fait que 

V xi E L : H(Xi) O implique que V S E ~ ( E ) ,  S # 0: H(S) > O. 

Ainsi donc, H(RinR.) = O implique forcément que 
J 

RInRj = @. 
(F.D.) 



8.1 - VERSION ORIGINALE POUR H=ENTROPIE 

Au paragraphe 5 6.1 nous avons i n t r o d u i t  les concepts 

d 'Entropie e t  Transinformation Conditionnel les.  Pour manipuler ces 

concepts on dispose du Principe de Conditionnement Uniforme (appelé 

aussi Sous-Indexation Uniforme). Ce pr incipe,  que W.R. ASHBY [1965] 

a t t r i b u e  à b1.R. GARNER [1956] e t  W.H. MCGILL [1954], d i t  ceci : 

O' S i  l ' o n  condi t ionne avec l e  même ensemble de var iables,  tous l es  

termes d'une i d e n t i t é  v a l a b l e  pour H=Entropie, q u i  c o n t i e n t  
WC, . . 

H (  ),H( /.),I,Ia,I,IB on o b t i e n t  à nouveau une i d e n t i t é  va lab le  

pour I  'en t rop ie  ( l e  double condit ionnement é t a n t  équlva l en t  au 

condit ionnement avec l ' un ion ) " .  

Ainsi  par exemple, a p a r t i r  des a f f i rmat ions  déjà montrées 

pour 1 'entropie : 

a 4  

i i )  Y A,B E ?(c)  : I(A:B) = H(A) - H(A/B) 

a.e r .  C, 

i i i )  VR = {R1,R2 ,..., R r 1 E IP(E): I (R 1 2  :R :...:Rr) + zI(Ri)=I(X1:X2: ... :XN) 
i = l  

nous pourrions obten i r  directement, quel que s o i t  c E. P(c )  : 

e+ 

i i )  YA,B E P ( r )  : IC(A:B) = H(A/C) - H(A/RuC) 



8.2 - VERSION GENERALISEE POUR H=SMP QUELCONQUE 

Avec l e s  p ropos i t i ons  que nous avons présentées aux paragraphes 

précédents, nous sommes en mesure d 'é tendre  l e  p r i n c i p e  de condit ionnement 

uniforme au cadre des semi-valuat ions e t  semi-modulations. 

En e f f e t ,  nous avons montré dans l a  p ropos i t i on  11.21 que s i  

H(.) é t a i t  une SMP (respec.SFIPM), a l o r s  H(./A) é t a i t  aussi  une SMP 

(respect.SYPY) , donc une SV (respec.SVM). A i n s i  donc, noiir H é t a n t  une 

SMP (Respect. SMPM) , s i  dans une i d e n t i t é  va l  ab1 e Pour tou te  SMP (respec. SMPM) 

au l i e u  de H(.) on met H(./A), 1 ' i d e n t i t é  d o i t  r e s t e r  t o u t  à f a i t  va lab le .  

On peut se poser l a  quest ion su ivante  : e t  s i  l ' i d e n t i t é  en 

quest ion c o n t i e n t  dé jà  des termes condi t ionnés,  comme H(B/C) , Tc, ic ? 

Voyons que dans ce cas il s u f f i t  de cond i t ionner  avec l ' u n i o n .  Par 

d é f i n i t i o n :  

O 

i i )  1, (R1:R2:. . . :R,) := H ( R ~ / c )  - H(U Ri/C) 
i i 

i i i )  i C ( B )  := Z H(X/C) - H(B/C) 
XsB 

S i  on recond i t ionne l e s  deux côtés de ces é g a l i t é s  avec 

l 'ensemble A, on o b t i e n t  : 



( B )  = Z H ( ( X / C ) / A )  - H ( ( B / C ) / A )  
XEB 

Le Principe de conditionnement Uniforme Généralisé peut 
a l o r s  être énoncé airisi : 

Que l le  que s o i t  H une SMP (respec.SMPM), s i  dans une i d e n t i t é  

va lab le  pour tou te  SMP (respec.SMPM) on condi t ionne chaque terme 

avec un même ensemble AEP(C), on o b t i e n t  une i d e n t i t é .  Le condi- 

tionnement se f a l t  a i n s i  : 

- au l ieu de H( . )  met t re  H( ./A), 

- au l i e u  de H(./a) met t re  H(./auA), 

4 C+ - au l i e u  de I(R,:,.:Rr) met t re  1 ( R  :....:R 1, A 1 r 
C, C, - au l i e u  de I a ( R , :  .... :Rr) met t re  IaUA(RI:  .... :R 1. r 

- au l i e u  de i ( . )  mettre ÏA( . ) ,  

- au l leu de i ( 1 met t re iauA(. 1 
a 



C) - 1 NTERPRÉTATI ON GRAPHIQUE ........................ 

9.1 - L'ANALOGIE ENTRE SEMI-VALUATION ET MESUFlE 

E 

Il est possible d'établir une analogie entre 1 'entropie et 
la théorie de la Mesure, qui permet de faire, avec quelques réserves, 

une interprétation graphique [MILL 631 . Nous allons justifier cette 
analogie, l'étendre à toute SVM, et montrer ses limitations . Le 

Soit p:N--+ IR une mesure [BART 66, chap.1 et II] définie 
sur un ensemble d'objets mesurables (par exemple, la mesure "surface" 

définie sur l'ensemble des figures planes; ou bien la mesure "volume" 

définie sur 1 'ensemble des solides, etc . ) .  On a les deux listes de 

propriétés : 

2) VSl yS2~P(~) :H(S1uS2)6 H(Sl)fH(S2) 2) VF,G E Q:p(F//G)< p(F)+ p ( G )  , 
où // veut dire "concatené","réuni", 
"assemblé". 

S1 et S sont H-indépendants 2 F et G sont disjoints, ou si 

(s'il n'y a aucune information qui p(F) = O ou p(G) = O 

se trouve aussi bien en A qu'en B), 
ou si H(S1) = O ou H(S2) = O 

4) SI 5 S 2 3  H(S1) H(S2) 4) Fnest un morceau de'G -) 
p(F) p(G) 



Ce parallèle évident nous permet de faire l'interprétation 

graphique suivante : 

- chaque variable X. sera représentée par un cercle (ou figure quelconque) 
1 

dont la surface est proportionnelle à H(Xi) . 

- la surface d'intersection entre les cercles Xi et X. sera proportionnelle 
C, J a I(X.:X.). 

1 J 

Par exemple pour deux variables X et Y : 

H (Y 1s) 
Figure 11.4 : Representation graphique de H : deux variables 



Pour t r o i s  v a r i a b l e s  on a  : 

F igure  11.5 : Représentat ion graphique de H : t r o i s  v a r i a b l e s  

Dans ce d e r n i e r  dess in ,  l e  c a l c u l  montre que l e  morceau > 
commun à 3 va r i ab les ,  d o i t  ê t r e  compté deux f o i s .  En généra l ,  l o r s q u ' o n  

c a l c u l e  l ' i n t e r v a l u a t i o n  e n t r e  n  va r i ab les ,  l a  p a r t i e  du dess in  

correspondant  à 1  ' i n t e r s e c t i o n  de K  d  ' e n t r e  e l  1  es ( 2  < K  < n  ) : compte 

K-1  f o i s .  

Vu l a  s i m i l i t u d e  e n t r e  l e s  p r o p r i é t é s  d 'une  SVV e t  d 'une 

mesure de sur face,  on s e r a i t  t e n t é  de d i r e  que l 'ana log ie  e s t  t o t a l e .  

Mais en r é a l i t é  il y a  une s u b t i l e  d i f f é r e n c e  : 

En t h é o r i e  de l a  Mesure on peut  d i r e  : 

F,G d i s j o i n t s ,  donc p(F//G) = p (F)  + p(G) , e t  

G,K d i s j o i n t s ,  donc y(G//K) = p(G) + p ( K ) , , e t  

F,K d i s j o i n t s ,  donc p (F//K) = y ( F )  + p (K ) ,  



impl i q u e  

F,G,K son t  d i s j o i n t s ,  donc p(F/ /G/ /K)  = p(F)  + p(6)  + p ( K ) .  

Mais avec l e s  SVM c e l a  n ' e s t  pas forcément v r a i  : 

X,Y H-indépendants, donc H(XyY) = H(X) + H(Y), e t  

Y,Z H-indépendants, donc H(Y ,Z) = H ( Y )  + H(Z),  e t  

X,Z H-indépendants, donc H(X,Z) = H(X) + H(Z), 

n ' i m p l i q u e  pas ( c . f .  fj.9.3) 

X,Y,Z H-indépendants, donc H(X,Y,Z) = H(X) + H(Y) + H(Z) 

E tan t  donné que l ' a n a l o g i e  n ' e s t  pas t o t a l e ,  on peu t  

se poser l e s  ques t ions  su ivan tes  : Est -ce que t o u t  système r é e l  

possède une rep résen ta t i on  graphique ?; Est-ce que t o u t e  rep résen ta t i on  

graphique correspond à un système r é e l  ? l e s  paragraphes su i van t s  

répondent à c e t t e  ques t ion  pour  H=Entropie. 

9.2 - A TOUTE REPRESENTATION GRAPHIQUX CORRESPOND UN SYSTEME "REEL" 

Pour mont re r  c e c i ,  pour une r e p r é s e n t a t i o n  grauhique donnée 

nous a l l o n s  f a i r e  l a  synthèse d ' u n  système ne contenant  que des v a r i a b l e s  

dichotomiques. Voyons t o u t  d 'abord  l a  

a- - . . cons t ruc t i on  - - - . - - - - d 'une - - - v a r i a b l e  . - - - . -- . - ayant - - u n e e n t r o p i e  - .- -- - donnée .- - - : 

La f o n c t i o n  h (p )  := p. log p - ( l - p ) . l o g  ( l - p ) ,  avec O 6 p g 1, 

i n d i q u e  l ' e n t r o p i e  d 'une v a r i a b l e  b i n a i r e  b qu i  p r e n d r a i t  l e s  moda l i tés  

O e t  1 avec l e s  p r o b a b i l i t é s  p e t  l - p  ( f i g . I I . 6 ) .  



Figure 11.6 - Entropie d'une variable dichotomique b 

5 & +  ' 

On remarque toute de suite que si la variable binaire b 

prend les valeurs O e t  1 avec la même probabilité 1/2, alors 

H(b)  = h(1/2) = 1. 11 est clair aussi que quelque soit  E ,  O s E < 1, 
i l  existe p , O i pE ( 1/2, tel que h ( p  ) = E .  

E E 

Voyons donc que V a E IR, a > O ,  i l  est possible de construire 

une variable X avec H ( X )  = a. Pour cela on peut procéder ainsi : 

- Si a est u n  entier : on définit ------------------ 

00 les bi sont des variables binaires indépendantes, qui prennent 

la valeur O ou 1 avec la même probabilité 1/2. Alors 



- S i  a  n ' e s t  pas un e n t i e r  : S o i t  [a] l a  p a r t i e  e n t i è r e  de a, ..---------- ------------ 
e t  <a> := a - [a] l a  p a r t i e  décimale 

(b ien  entendu, O < ta> < 1). On d é f i n i t  : 

où, comme auparavant, b4 b2. . . bFl sont  [a] va r i ab les  b i n a i r e s  

indépendantes q u i  prennent l a  va leu r  O ou 1 avec l a  même 

p r o b a b i l i t é  1/2. On s a i t  pa r  a i l l e u r s  q u ' i l  e x i s t e  pCa, t e l  que 

h ( ~ < ~ > )  = <a>. A lo rs  on d é f i n i t  k par  une v a r i a b l e  b i n a i r e ,  

indépendante de bl...b ta1 ' qu i  prend l e s  valeurs O e t  1 avec l e s  

p r o b a b i l i t é s  pCa> e t  1-p <a,. Ains i  

o- cons t ruc t i on  des va r iab les  du système : _ -  _ _ . - - m . - .  - -  

Une représenta t ion  graphique de l ' e n t r o p i e  e s t  tou jours  

composée d  'un c e r t a i n  nombre de secteurs élémentaires l ,  te, v 3 ,  .. . . 
correspondants aux i n t e r s e c t i o n s  des d i f f é r e n t e s  va r iab les  ( f i g . I I . 7 ) .  

Figure 11.7 : Découpage en secteurs élémentaires d'une v a r i a b l e  Xi 



Pour chaque y. on c o n s t r u i t  une va r iab le  X t e l  l e  que H ( X  ) 
J IJ. 4 

s o i t  égale à l a  surface du s e c t e u r Y j .  Chaque v a r i a b l e  Xi sera a l o r s  

d é f i n i e  par  l a  concaténat ion des va r iab les  X t e l l e s  que e s t  contenu 
f'j 

dans l a  sur face de l a  v a r i a b l e  Xi. Par cons t ruc t ion  donc chaque va r iab le  a u r a  

une en t rop ie  égale à sa sur face e t  l e s  t rans in format ions  e n t r e  e l l e s  

seront  égales aux surfaces d ' i n t e r s e c t i o n .  

9.3 - TOUT SYSTEME REEL N'A PAS DE REPRESENTATION GRAPHIQUE 

Nous a l l o n s  présenter  un système de 4 va r iab les  b i n a i r e s  

pour l eque l  il n ' y  a  pas de représenta t ion  graphique. Ce système e s t  

d é f i n i  par  l e  tableau de données 

Le c a l c u l  des p r o b a b i l i t é s  con jo in tes  e t  de 1  ' en t rop ie  

pour tous l e s  sous-ensembles de z := ( X  X X X 1 donne 1' 2 '  3 '  4 



D'après les  entropies cal cul ées , on obtient 

* 
Vi#j : I(Xi:X.) = O 

J 

Pour la  représentation graphique cela veut dire  que l e s  
cercles correspondants aux variables ne se  coupent pas. Donc, l a  

représentation graphique s e r a i t  constituée de 4 cercles isolés ,  chacun 

de surface 1. Ainsi, une étude ne faisant  qu'une analyse des relations 
--" - 



ou couplages entre paires de variables va conclure qu'il n'y a aucun 

lien entre ces variables. Cela est d'ailleurs confirmé lorsqu'on voit 

que 

Mais par contre, on obtient 

Cela implique qu'il existe une surface égale à 1, commune 
aux 4 cercles. Ceci est géométriquement impossible, puisqu'on avait 
trouvé que les 4 cercles étaient disjoints. On doit alors conclure 
qu'il n'y a pas de représentation graphique possible. 

Le fa i t  que Ï(x : X  :X : X  ) = 1 implique qu'il y a bien 1 2 3 4  
un lien entre les variables. Cela devient évident lorsqu'on obtient 
H ( X i / X j , X K , X l )  = O (i,j,K,1 tous différents), ce qui veut dire qu'une 
variable est complètement déterminée lorsqu'on connait les autres 
trois variables. En effet, s i  l'on réorganise l e  tableau de données, 

la relation entre les variables apparait très claire : 

Figure I I  .8 Un compteur de 3 bits + bit de parité. 



11 s ' ag i t  donc d'une séquence binaire de trois bits avec 

son bit de parité ( = O  si nombre impair de 1, = 1 s i  nombre pair de 

1).  

Ainsi, ce qui semblait être au débu t  u n  système de 4 variables 
indépendantes, n'en contient en réalité que 3, la quatrième é t a n t  

déterminée univoquement par les 3 autres. 



Nous avons présenté dans ce c h a p i t r e  un c e r t a i n  nombre 

de p r o p r i é t é s  de l ' i n f o r m a t i o n  c i r c u l a n t  dans un système, en essayant 

de m e t t r e  en v a l e u r  auss i  b i en  1  ' i n t e r p r é t a t i o n  i n t u i t i v e  que l e s  

p o s s i b i l i t é s  de g é n é r a l i s a t i o n  de chaque r é s u l t a t .  Ce t te  double démarche, 

i n t u i t i v e  e t  généra le ,  nous suggére quelques remarques. 

- l ' E n t r o p i e  e t  l e s  i n d i c e s  de t r ans in fo rma t i on  q u i  en découlent  

f o r m a l i s e n t  avec une t r è s  grande j u s t e s s e  l e  concept n a t u r e l  de 

" In fo rmat ion" :  " ... no o t h e r  s i n g l e  measure of t h e  amount o f  

i n f o r m a t i o n  t h a t  a  random v a r i a b l e  X g i v e s  about another  random 

v a r i a b l e  Y has a l 1  t h e  d e s i r a b l e  p r o p e r t i e s  possessed by Shannonls 

measure Ï(x: Y )  . . . " [BLAC 681 . 

- l a  p l u p a r t  des p r o p r i é t é s  connues des t rans in fo rmat ions  décou len t  

du concept t r è s  s imp le  de Semi-va luat ion.  

- l ' u t i l i s a t i o n  du concept de Semi-Modulation,plus f o r t  que c e l u i  de 

semi-va luat ion,  nous a  permis de c a r a c t é r i s e r  quelques p r o p r i é t é s  

peu connues de l ' e n t r o p i e  e t  des t r ans in fo rma t i ons ,  a i n s i  que de 

démontrer e t  g é n é r a l i s e r  l e  P r i n c i p e  de Condit ionnement Uniforme. 

- En f i n ,  1  'exemple du paragraphe précédent met en évidence un p r i n c i p e  

impor tan t  : l e  seu l  moyen q u i  permet vra iment  d ' é t a b l i r  tous l e s  

l i e n s  e t  r e l a t i o n s  e x i s t a n t  dans un système de N  var iab les ,  e s t  de 

f a i r e  une analyse de "dimension N", c ' e s t - à - d i r e ,  q u i  prenne en 

compte l e s  N v a r i a b l e s  simultanément. Comme c e t  exemple l e  montre,  

t o u t e  a u t r e  ana lyse  de dimension i n f é r i e u r e  à N  peut  l a i s s e r  

échapper des renseignements, p a r f o i s  impor tan ts ,  su r  l a  s t r u c t u r e  du 

système. C ' e s t  c e l à  q u i  nous a  condu i t  à développer des méthodes e t  

des a lgor i thmes q u i  évo luen t  dans 1  e  cadre  général  de 1  'ensemble de 

tous  l e s  ensembles (des ensembles) de v a r i a b l e s ,  en f a i san t  une analyse 

N-dimensionnel. C ' e s t  l ' a t o u t  p r i n c i p a l  des a lgor i thmes que nous 

présentons dans l e  c h a p i t r e  su i van t .  



C H A P I T R E  I I I  

SUR LA DÉC~POSITION DES SYSTÈMES COMPLEXES 
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En général, l e  q u a l i f i c a t i f  compZexe e s t  donné aux systèmes 

cons t i t ués  d 'un  nombre é levé d'éléments, qu i  i n t é r a g i s s e n t  d'une façon 

non simple [ S I M O  62 ] . Cependant, l a  complexité n  ' e s t  pas seulement 

une c a r a c t é r i s t i q u e  du système en lui-même, mais e l l e  dépend aussi e t  

pour une p a r t i e  importante de l a  r e l a t i o n  en t re  l ' obse rva teu r  e t  l e  

système [ CONA 72 ] . La mo t i va t i on  de ce chap i t re  e s t  donc l a  conv i c t i on  

qu'une Décomposition j ud i c ieuse  du système peut r é d u i r e  largement sa 

complexité apparente. 

Le concept de Décomposition de Systèmes Complexes peut  ê t r e  

compris de d iverses manières, lesque l les  ne sont pas exclus ives,  mais 

b ien  au con t ra i re ,  p l u t ô t  complémentaires : 

i - Décomposition TemporeZZe, correspondant Dar exemple aux d i f f é r e n t e s  

s i t u a t i o n s  dans l esque l l es  peut se t rouver  un système dans l e  temns; 

ou bien, selon 1  es d i f f é r e n t e s  dynamiques, rap ides  ou 1  entes, de 

1  ' é v o l u t i o n  des éléments du système [ FOSS 81, MAGN 81 ] ; e t c  . 

ii - Décomposition des Objectif's, app l i cab le  pa r t i cu l i è remen t  à des 

systèmes qu i  présentent une mu1 t i p l  i c i t é  d ' o b j e c t i f s ,  l e  p lus  

souvent incornmensurables e t /ou  antagonistes [ KOUV 76; STAR 79 1 .  

iii - Décomposition VerticaZe, où l e s  fonc t ions  de commande sont  h ié ra r -  

chisées selon l e u r  hor izon d ' a c t i o n  e t  d 'observa t ion  [ R I C H  75, 

chap. 1; DUFO 79, chap.1 1 .  C'es t  l e  type de décomposit ion usuel 

dans l e s  techniques de c o n t r ô l e  h ié ra rch i sé  [ SING 78; TITL 79; 

FIND 80 1 .  On peut d i s t i n g u e r  deux formes : 



i i i . 1  - Décomposit ion pa r  Niveaux d r h f Z u m c e  : l e s  a c t i v i t g s  de 

commande son t  regroupées dans des n iveaux q u i  p o r t e n t  s u r  

un fonct ionnement d ' a u t a n t  p l us  généra l  qu 'on s ' é l è v e  dans l a  h i é r a r c h i e ,  

l e s  déc is ions  des p l u s  hau ts  niveaux é t a n t  p r i o r i t a i r e s  e t  moins f réquentes  

que c e l l e s  des niveaux i n f é r i e u r s .  C ' e s t  par  exemple l e  cas d 'une 

e n t r e p r i s e  de p roduc t i on  : au n iveau i n f é r i e u r  il e s t  ques t i on  de c o n t r ô l e r  

l a  q u a l i t é  e t  l a  q u a n t i t é  de p roduc t ion ;  à un n iveau  p l u s  é levé  on f i x e  

l e s  plans de p roduc t i on  à moyen terme, on f a i t  l e  cho ix  des mat iè res  

premières, des f ou rn i sseu rs ,  des équipements, ...; au n iveau  supé r i eu r  

on é t a b l i t  l e s  grandes l i g n e s  à su i v re ,  a i n s i  que l e s  o b j e c t i f s  soc iaux 

ou économiques à long  terme, . . . . 

i i i . 2  - Décomposit ion pa r  Niveaux FonctionneZs : S i m i l a i r e  à l a  

précédente, mais dans ce cas c ' e s t  l a  d é f i n i t i o n  même du 

c o n t r ô l e  q u i  e s t  h i é r a r c h i s é e  [ BONA 81; LANG 81; CALV 81 1 . Toujours  avec 

l 'exemple d ' une  e n t r e p r i s e  de p roduc t ion ,  c e t t e  approche donne ra i t  l i e u  

à une h i é r a r c h i e  où l e  n iveau  i n f é r i e u r  (de commande d i r e c t e )  a pour 

r ô l e  d 'assurer  l e  fonct ionnement du processus se lon  c e r t a i n e s  va leu rs  

de consigne données, e t  c e l a  en d é p i t  des p e r t u r b a t i o n s  a f f e c t a n t  l e s  

va r i ab les .  Le  second n i veau  ( d ' o p t i m i s a t i o n )  e s t  chargé de 1 a détermi-  

n a t i o n  des va leu rs  de consigne pour l e s  d i f f é r e n t s  processus, basé s u r  

des modèles, c r i t è r e s  e t  c o n t r a i n t e s  q u i  l u i  son t  donnés. Le $ro is ième 

n iveau  (de modél i s a t i o n )  é t a b l  i t 1 es modèles, c r i t è r e s ,  i n t é r a c t i o n s  des 

d i f f é r e n t s  processus, en tenan t  compte de l a  s t r u c t u r e ,  des ressources 

e t  des o b j e c t i f s  f i x é s .  En f i n ,  l e  n iveau  supé r i eu r  détermine l a  s t r u c t u r e ,  

l e s  ressources e t  l e s  o b j e c t i f s  du système g l o b a l .  

i v  - Décomposit ion s u r  l a  base de l a  Part i t ion de ZfensembZe des 

variables du système, q u i  é t a b l i t  un regroupement conceptuel  

des va r i ab les  en sous-systèmes f a i b l emen t  coup1 és. C ' e s t  c e t t e  forme 

de décomposit ion qu i  se ra  1 ' o b j e t  d ' é tude  de ce  chap i t r e .  



De nombreuses argumentations on t  é t é  données pour j u s t i f i e r  

l a  décomposit ion de systèmes complexes en sous-systèmes. A ins i  par  

exemple, dans une longue e t  savante d iscussion basée sur  des arguments 

é v o l u t i o n i s t e s ,  énergétiques, économiques, h i s to r i ques ,  ..., H.A.SIMON 

[ 1962 ] montre que, sauf quelques except ions "pathologiques", tou tes  

l e s  composantes d 'un  système ne sont pas en r e l a t i o n ,  ou s i  e l l e s  l e  sont, 

il e x i s t e  une h i é r a r c h i e  dans l ' i n t e n s i t é  de c e t t e  r e l a t i o n  q u i  permet 

l e u r  regroupement en sous-systèmes, sous-sous-systèmes, ..., de façon 

t e l  l e  que l e  comportement à c o u r t  terme dans chaque soubk!système 

e s t  "à peu près" indépendant du comportement à cou r t  terme des autres 

sous ' k!systèmes. A 1 ong terme, un sous ' k!sys tème e s t  i n f l  uencé par  i es 

autres,  mais d'une façon agrégée. 

De l e u r  côté,  W.R.ASHBY e t  R.C. CONANT j u s t i f i e n t  l a  prédomi- 

nance de' l a  s t r u c t u r e  h ié rarch ique : système, sous-système, sous-sous- 

système, ..., en montrant que c ' e s t  justement c e l l e  qu i  o f f r e  l e s  

me i l l eu res  p o s s i b i l i t é s  de man ipu la t ion  e t  de t ra i t emen t  de l ' i n f o r m a t i o n  

nécessaires pour cont recar rer  l e s  per tu rba t ions  externes [ CONA 74 1 ,  
puisque t o u t  au t re  type de s t r u c t u r e  demanderait des capaci tés de 

c a l c u l  e t  de t ransmiss ion t r o p  élevées [ ASHB 70a, 73 ] . Enf in,  

W.R.ASHBY montre dans un p e t i t  a r t i c l e  que l e s  seuls systèmes complexes 

qu i  on t  des "chances" d ' ê t r e  s tab les  sont ceux où chaque v a r i a b l e  n ' i n t e r a g i t  

directement qu'avec un f a i b l e  pourcentage des autres (de 10% à 15% 

maximum !) [ ASHB 70b ] . 

Ce c h a p i t r e  commence avec l ' é t u d e  du conceot de p a r t i t i o n  

opt imale : c e l l e  dont l e  couplage en t re  l e s  sous-systèmes e s t  minimal. 

On verra cependant que ce c r i t è r e  d ' o p t i m a l i t é  mène à une s o l u t i o n  

t r i v i a l e ,  ce qu i  nous condui t  à considérer  des optimums locaux. Le r e s t e  

du c h a p i t r e  e s t  consacré à l a  p résenta t ion  de 5 a lgor i thmes,  dont  on 

d i scu te  l ' o p t i m a l i t é  a i n s i  que l e  temns e t  l a  quan t i t é  de mémoire requise 

pour 1 eur exécut ion. 



Bien entendu, la seule connaissance des variables faisant 
partir de chaque sous-système ne constitue pas une connaissance 

complète de la représentation Système-Structure (niveau épistémologique 

3,cf.chap.I,§ 2), car il faudrait pour cela déterminer les relations 

génératrices. Mais 1 a connaissance des "bonnes partitions" du système 

aide énormément cette tâche. 

En effet, 1 a décomposition d'un système en sous-systèmes 

faiblement couplés permet de concentrer les moyens d'observation, 

d'analyse et de calcul sur les sous-systèmes, de taille plus réduite, 

les interactions étant étudiées dans une phase ultérieure. Elle autorise 

aussi l'application des méthodes de modélisation par modèles partiels, 
commande descentralisée, optimisation hiérarchique, ..., dont la conver- 
gence est d'autant plus rapide que les sous-systèmes sont faiblement 

couplés [ RICH 75 1 . 



2 - LE CONCEPT DE PARTITION OPTIMALE 

2.1. - LA MINIMISATION DE LA TRANSINFORMATION EXTERNE 1 

R.C. CONANT fut le premier à proposer l'utilisation de la 
4-- 

Transinformation Externe 1 comme critère d'optimalité, dans un 

article qui est devenu une référence obligée dans le domaine [ CONA 72 1. 
M 

En effet, si R = {R1,R2,.. . ,R 1 E P(E), I(R) mesure la quantité r 
d'information circulant entre les sous-systèmes R R ,. .. ,R Or c'est 1' 2 r' 
justement la relation de dépendance ou de causal ite' entre variables 

(ou groupes de variables) qui explique principalement cette circulation 

d'information. Alors, les partitions M*E IP(z) pour lesquelles Ï(M*) 
est minimale, ne devraient pas en principe affecter à des sous-systèmes 

différents les variables fortement liées par des relations de 

dépendance. 

Cela apparait plus clairement dans la thèse de M.RICHETIN 

[ 1975, chap. III ] , qui utilise extensivement une propriété auparavant 
démontré par W.R.ASHBY [ ASHB 69 ] (c .f. proposition II A3(SV) ) : 

f-* r .  C, 

I(Rl:R2: ... :R ) +Z I(Ri) = Constante = I(X1:X2: ... :XN) [III .1] 
i=l - 

Ainsi, si l'on minimise le terme 1, cela revient à maximiser 

le terme CI des Transinformations Internes, donc à choisir des sous- 
i 

systèmes composés de variables fortement 1 iées. 



2.2 - "LOIS GLOBALES" ET "LOIS REGIONALES" 

Nous pouvons donner une autre interprétation du critère 

"Minimiser Ï", très informel le peut-être, mais qui aide à mieux 

comprendre l'importance de cette minimisation. 

Comme nous 1 ' avons dit au chapitre II ( c  .f . $5. ) , 1 a 
Transinformation Totale Ï(x1:x2:. . . :XN) représente en quelque sorte 
la "quantit6 de loi" qu 'on peut espérer formuler sur le système 

z = {Xl,X2,...,XN~, et cela indépendamment de la forme spécifique de 

ces lois (équations de récurrence, équations différentielles, protocoles, 

relations de causalité, . . .). L'affirmation [III .1] nous permet de 

séparer cette "quantité. de loi" en deux parties : 

CC - la première, associée au terme I(R1:R2:. . . :Rr), mesure la quantité 
de loi qui ne parlerait que de la relation entre ----- les sous-systèmes 
RI ,R2,.. . ,R ('lois gtobales") . r 

- la deuxième, associée à la somme des termes I(Ri), mesure la 

quantité de loi qui ne parlerait que du comportement à 1 'intérieur ______- - -  
de chacun des sous-systèmes ("lois régionales"). 

Dans cette optique, l'argumentation qu'on a donné dans 

1 ' introduction de ce chapitre pour justifier 1 'approche de 1 a décomposition , 
revient à dire que tous les systèmes complexes (sauf quelques exceptions 

"pathologiques") admettent une décomposition en sous-systèmes telle que la 

quantité de loi est bien d'avantage locale que globale. 

En conclusion donc, l'intérêt de déterminer les partitions * H M IP(c)  qui minimisent 1 est que avec ces partitions on peut obtenir - * une idée assez complète du système (d'autant plus complète que 1 (M ) 

est petit) rien qu'en étudiant les "lois régionales'' de chaque sous-système, 

et que ce qui restera à connaitre sera minimal. 



2.3 - DECOMPOSITION OPTIMALE TRIVIALE 

Cependant, comme le montre Z.ABID [ 1979,chap. IV ] , le 
critère "Minimiser y' utilisé seul, conduit à une solution triviale. * * * En effet, soit M*= {R1,R2,. . . ,R 1 E I P ( i )  une partition optimale. r 
Alors par définition de l'optimalité : 

Mais on sait aussi (c.f. prop.II.14 (SV)) que si * * 
M% 3 M , alors T(M%) 4 'Ï(M*). Cela, avec 1 'optimal i té de M , impl ique * que n'importe quelle partition moins fine que M est aussi optimale : 

(SV) : 

Ï(M*) o Ï(M%) par [ III .P 1 

V M% 3 M" 
* %  3 I(R ) = i(~*). 

2 T M  par prop. II 

En particulier la partition triviale Ml:= {(X1,X2,. . .XN)l est 
moins fine que M*, donc 

C+ 

(SV) : Y(M*) = I(M1) = O. 



* 
Cela veut dire que le critère "Minimiser 1" nous conduit 

à la solution triviale Ml, et peut être a d'autres "décompositions 

parfaites", dont les sous-systèmes seraient tout à fait indépendantes. 

Or les "décompositions parfaites" arrivent très rarement : comme 

nous l'avons déjà dit, les systèmes complexes admettent en généra1 

une décomposition en sous-systèmes faiblement couplés, mais cela ne 

signifie pas que ce couplage soit pour autant négligeable [ SIYQ 62, 
5 "Nearly Decomposable Systems" ] . 

2.4 - DECOMPOSITIONS OPTIMALES PAR NIVEAUX 

4 4  

Comme 1 'a montré le paragraphe ci-dessus, "Minimiser 1" 

tout seul conduit en général à la solution triviale où la meilleure 

décomposition est ce1 le qui ne contient qu 'un sous-système regroupant 

toutes les variables. Ceci est d'ailleurs vrai non seulement pour 

H = Entropie, mais en général pour n'importe quel le Semi-Val uation. 

Pour remédier à ce problème, nous proposons la Minimisation 
* 

de 1 par Nivsaux : 

Comme nous 1 'avons vu au chapitre 1, 1 'ensemble IP(E) muni de la relation 

4 : "être plus fine que", constitue un treillis. Dans ce treillis on 

définit le Niveau r par 1 'ensemble 

IPr(z):= {partitions de 1 en r classes}, r = 1,2, ..., N. 

11 est clair que : 

IPN(') = ({(XI),(X2),0**,(XN)11, 

pK(z) = fl pour K = N+1, N+2 ,..., 
iPi(z) f i  iP.(z) = fl pour ifj, 1 i, j s N, 

J 



On peut f a i r e  une représenta t ion  graphique de IP(c)  comme 

une h ié ra rch ie  de niveaux, des arcs en t re  niveaux v o i s i n s  correspon- 

dant à l a  r e l a t i o n  < ( f i g u r e  111.1). 

F igure 111.1 Le t r e i l l i s  I P ( c )  



ti étant  une semi-valuation quelconque dé f i n i e  sur c, 
l e  problème de l a  Décomposition Optimale de c es t  a l o r s  énoncé a i n s i  : 

Pour r = 1,2,3, ..., N, déterminer l a  ( les )  p a r t i t i o n ( s )  * *  * M' = R 1 2  . 1 E Pr(c), t e l l e  que r 

YM = €RI ,R2,. . . ,Rrl  c P,(c) : [III.~] 

CI * + ? &  + - 4, I(M~) = 1 (R1,R2. ..., Rr) & I(R1,R2. ..., R,) = I (M).  

. 
Les M: sont appel les ~ptWmuns L O C ~ L ~  . On v o i t  immédiatement 

puisque aussi b ien Pl (E) que IPN(c) ne contiennent qu'une seule 

p a r t i t i o n ,  qui  es t  donc forcément 1 'optimum loca l .  

Propos i t ion  I I  1.1 ( S V )  

5 
Les optimums 1 ocaux M i  ,M:, . . . ,MN v é r i f i e n t  

Démonstration 

JY * + * 3 1 t + * t 
So i t  Mr = {RI SR2y..  . ,Rrl. So i t  [M,] := {RI ,R2,. . . ,R iu R j, . . SRr}, 

?& 
l a  p a r t i t i o n  obtenue en regroupant dans une seule deux des classes de Mi. 

Alors [M:] ' c Pr-l(c) . donc 



et d'après la proposition 11.15 (SV)  : 

(F.D.) 

Remarque 
-------- ---- - --- 

Il faut cependant noter que 

En effet, les optimums locaux ne constituent malheureusement 

pas une chaîne ordonnée de partitions. Cela rend plus difficile leur 

détermination, comme on va le voir. 

Enfin, notons avant de passer à 1 'étude des différents algorithmes, 
*, 

que l'approche consistant à minimiser l'intervaluation externe 1 est 

valable aussi bien pour les systèmes statiques que pour les systèmes dy- 

namiques, c'est-à-dire que dans 111.3 sont compris au même titre le 
E D cas statique ( c  ) et le cas dynamique ( c  ) (c.f.chap.1, $4.2.1 et 5 4.2.2). 

En particulier pour les systèmes dynamiques nous n'aurons nul le pas 

besoin de l'hypothèse de ddterminisme. 

H(iXl(t) ,x,(t) - ,. . . ,x,(t)}/IX1(t-1) ,X2(t-1) ,.. . ,X,,,(t-l)})=O 
qui exige que connaissant les valeurs prises par les variables à un 

instant donné, il soit toujours possible de.déterminer, sans ambiguité 

la valeur des variables à l'instant suivant. Cette hypothèse de déter- 

minisme est nécessaire aux approches proposées par M.RICHETIN et J.DUFOUR 

[RICH 75 ,chap. II 1 ,pp.83] , [DUFO 79,chap. II, pp .2.38] . 



122 

3 - DENûMBREMENT DE P(Z) ET RECHERCHE ElüiAlJSTIVE 

Dans l 'ensemble I P ( z )  nous ne possédons pas, b ien  entendu, 

1 es s t ruc tures  algébriques nécessaires pour 1 es méthodes c l  ass i  ques 

d 'op t im isa t i on  (dérivées, gradients,  mu1 t i p l  i ca teu rs  de Lagrange,. . . ) . 
II faudra a l o r s  que l a  recherche des optimums locaux se fasse au moyen 

d'algori thmes qu i  se déplacent dans l e  t r e i l l i s  IP(r). Pour a v o i r  une 

idée de l a  complexité de c e t t e  tâche, nous estimons l e  temps qu'un 

a lgor i thme de Recherche Exhaustive (RE) m e t t r a i t  pour t rouver  l e s  
?# * optimums locaux Ml, M2 ,..., MN . [TORO 781 

3.1 - ALGORITHME DE RECHERCHE EXHAUSTIVE (RE) 

Imaginons qu'on a stocké dans un f i c h i e r  F toutes ------ l e s  

p a r t i t i o n s  de c .  Supposons aussi que l ' o n  a déjà c a l c u l é  une t a b l e  

avec l a  va leur  de H(S) , pour t o u t  S E 9 * ( c ) ,  

L 'a lgor i thme de Recherche Exhaustive (RE) l i t  une à une l e s  

p a r t i t i o n s  contenues dans F,calcul e 1 ' I n t e r v a l  u a t i o n  Externe Ï de 1 a 

p a r t i t i o n  lue,  e t  compare avec l a  p a r t i t i o n  qu i  jusqu 'à  ce moment é t a i t  
Y 

l a  mei l leure .  S i  l a  de rn iè re  p a r t i t i o n  l u e  possède un 1 p lus  p e t i t ,  

c e t t e  p a r t i t i o n  devient  l a  m e i l l e u r e  p a r t i t i o n  lue .  Tout ce la  b ien  sûr, 

d iscr iminé d'après l e s  niveaux du t r e i l l i s .  

. P +- première p a r t i t i o n  l u e  du f i c h i e r  F; 

Tant que l e  f i c h i e r  F n ' e s t  pas f i n i  f a i r e  ; 

1 . i nombre de classes de P; 

a l  o rs  ; 
C, . MEILLEUR-Ii + 1 (P) ; 

. MEILLEURE - PARTITIONi -+ P; I f s i  - 
. P + suivante p a r t i t i o n  l u e  du f i c h i e r  F; 

f tq ;  - 
- E c r i  r e  MEILLEURE PARTITIONi ,MEILLEUR I i  i = l , 2  9 - - 
. f i n ;  - 



3.2 - OPTIMALITE DE L'ALGORITHME RE 

Cet algorithme é c r i t  à l a  f i n  une l i s t e  de N par t i t ions,  

avec 1 eur interval uation Ï respective. Ces part i t ions seront bien 

entendu les  optimums locaux, puisque l 'algorithme aura examiné toutes 

les par t i t ions possibles ( l e  paragraphe suivant suggère comment 

construire u n  t e l  f ich ier  F ,  avec toutes les  par t i t ions de 1). 

L'optimalité de ce type d'algorithme e s t  bien sûr assurée, 
quel l e  que s o i t  la serni-valuation H u t i l i s ée  pour calculer Ï, e t  

même encore, quel que s o i t  l e  c r i t è re  d'optimalité. 

3.3 - ORDRE DE L'ALGORITHNE RE 

Dans les  algorithmes que nous présentons dans ce chapitre 
e t  dans l e  suivant, on peut distinguer t ro i s  parties : 

- Initialisation : où l 'on donne des valeurs i n i t i a l e s  aux variables, 

on l i t  les  paramètres e t  les  premières données. 

Cette par t ie  ne prend que quelques lignes du programme. 

- Boucle Principale : c ' e s t  l e  coeur de l 'algorithme, où l e  gros des 

cal culs , comparai sons e t  décisions sont f a i t s  . El 1 e 

comporte la  lecture de quelques données et/ou 

l'incrémentation de certains indices, puis les  
instructions de calcul e t  de comparaison, e t  enfin, 

la  décision de so r t i e  qui f a i t  recommencer la  boucle, 

ou bien, mène à l a  partie résu l ta t s .  

- Résultats : où l 'on  é c r i t  l e s  résul ta ts  obtenus. 

En général, l e  temps nécessaire pour l ' i n i t i a l i s a t i o n  e t  

1 ' impression des résul ta ts  e s t  pratiquement 1 e même pour 1 es algorithmes 

correspondants aux différentes méthodes; ceux-ci se  distinguent alors 

par l e  temps passé dans la  Boucle Principale. 



A ce propos, les calculs f a i t s  dans la boucle principale 
reviennent en f in de compte à l'examen consécutif d ' u n  certain nombre 

de "partitions candidates", en vue d'en trouver la meilleure. Ce 

nombre de partitions examinées es t  appelé Ordre de Z ' ~Zgor i the .  Ce1 u i  -ci 
constitue un paramètre t rès  important, puisque 1 e temps d 'exécution 
lui sera proportionnel. Plus exactement, l e  temps d'exécution sera 
égal à 

temps requis pour 1 'examen 1 d ' in i t i a l  isation 
d 'unenparti tion candidate" x[ordre de l'algorithme] + des 1 

L'algorithme R E  examine toutes __-___ les partitions de c ,  
avec 1 r 1 = N .  Calculons donc : 

I P ~ ( L )  1 = : s ( N ,  k )  := nombre de partitions en k classes 
d ' u n  ensemble de N éléments. 

Ainsi, du f a i t  que les l P k ( z )  sont disjoints,  on a : 

Le nombre S ( N y k )  est  appelé nombre de St i r l ing de deuxième 
espèce4 e t  i l  es t  donné par la relation de récurrence : 

S ( N , l )  = S(N,N) = 1,  quel que soi t  N > 1, 

S(N+l,K) = S(N,K-1) + K.S(N,K) . pour 2 < K < N-1, 

S(N,K) = O ,  pour K > N 

En e f fe t ,  un ensemble de N éléments possède une seule partition 
en une classe, e t  une seule en N classes. De plus, s i  l 'on suppose connues 

les partitions d ' u n  ensemble de N éléments, les  partitions de ( N + l )  éléments 
en K classes peuvent ê t re  obtenues : 



- s o i t  parce que dans chaque p a r t i t i o n  de N éléments en k-1 c lasses ,  

on a j o u t e  une nouve l l e  c l asse  qu i  ne c o n t i e n t  que l e  (N+1) ème 

élément. On o b t i e n t  de c e t t e  façon S(N ,k-1) p a r t i t i o n s .  

- s o i t  parce 'que à chaque p a r t i t i o n  de N éléments en k c lasses,  on 

a j o u t e  l e  ( ~ + l ) ~ ~ ~  élément à n ' i m p o r t e  l a q u e l l e  de ses k c lasses .  

A ins i ,  chaque p a r t i t i o n  de N éléments en k c lasses  peut  donner l i e u  

à k p a r t i t i o n s  de N+1 éléments en k c lasses ,  s o i t  au t o t a l  k.S(N,k). 

Comme on peu t  l e  v o i r  dans l e  t ab leau  présenté dans 

l 'Annexe 1, l e  nombre d 'é léments de l ' ensemb le lP (c )  c r o i t  t r è s  v i t e  

avec N= ( c 1 . S i  1 'on suppose p a r  exemple qu 'un o r d i n a t e u r  peu t  examiner 

1000 p a r t i t i o n s  par  seconde, on p o u r r a i t  env isager  l ' u t i l i s a t i o n  de 

c e t  a l go r i t hme  RE j usqu 'au  maximum ( c l  = 12 v a r i a b l e s .  Dans ce cas 

[IP(Z) ( =  4'213.597 p a r t i t i o n s ,  e t  l e  temps de c a l c u l  s e r a i t  de 

1 1 heure + 10 minutes.  4'213.597 x -= X X = 

Au delà,  l e  nombre de p a r t i t i o n s  à examiner, donc l e  temps de 

c a l c u l ,  d e v i e n t  t r o p  grand, v o i r e  astronomique. Pour 1x1 = 13 il y a 

27'644.437 p a r t i t i o n s ,  e t  il f a u d r a i t  7 heures + 40 minutes de temps 

de c a l c u l .  S i  [ c l  = 20, l e  nombre de p a r t i t i o n s  e s t  de 51"724.158'200.000, 

q u i  p o u r r a i e n t  ê t r e  examinées en 1640 ans + 59 j o u r s  i 5 heures + 39 minutes!!! 



4 - RECHERCHE ASCENDANTE DES OPTIMUMS LOCAUX ........................................ 

La proposition 11.15 (SV) dit que si l'on passe d'une partition 

R = IR1 >R2>*. . .Rrl du niveau r à une partition du niveau r-1 par regrou- 

pement en une seule de deux de ses classes, RiyR l'intervaluation 
*-, j 

externe Ïdiminue de 1 (R. R . . Cela nous suggère un algorithme qui en 
1 .1 

partant de la partition triviale MN = I (XI), (X2) ,... (XN) 1 ,  traverse les 
différents niveaux du treillis R ( c ) ,  en essayant à chaque étape de 

d 

diminuer autant que possible l'intervaluation externe 1 par regroupement 

des deux sous-systèmes les plus liés [ TOR0 81 1 .  

4.1 - ALGORITHME ASCENDANT : ANALYSE HIERARCHIQUE (AH) 

En réalité, le principe de cet algorithme est le même que 
celui des méthodes de Classification Hiérarchique [ CAIL 76, chap.XV ] : 

A partir d'une partition du niveau r, on recherche parmi toutes celles 

du niveau r-1 moins fines, celle qui minimise le critère d'optimalité. 

Compte-tenu de la proposition II. 15 (SV), cette minimisation est obtenue 

par la réunion des deux classes R et R pour les quel les^(^ : R ) à la 
C1 B a B 

valeur 1 a pl us élevée. 

L'algorithme AH ci-dessous utilise deux vecteurs, Mr et Ir, 
r = 1,2, ..., N, où i l  va mettre la partition trouvée à chaque niveau, 

ainsi que son intervaluation externe. L'algorithme suppose aussi que 

l'on connait déjà H ( S ) ,  V S E P * ( ~ .  



. début; 

t a n t  que r 3 3 f a i r e  ; 
P 

. Examiner tous l e s  couples de sous-systèmes de M r y  e t  t r o u v e r  l e s  

sous-systinies R e t  RB, 1 < ci < B s r ,  q u i  v é r i f i e n t  : 
ci 

t, C+ 

I ( R a :  RB) f l  (Ri : R.) J V i,j, 1 4  i < j 6 r ;  

1 . r + r - 1 ;  

f t q ;  - 
Ml + { (XI y X Z Y  . ,XN) 1 ; 

. Il f O; 

. E c r i r e  Mi ,Ii i = 1,2,.. . ,N; 

. f i n  ; - 

Dans l ' annexe  2 on donne une v e r s i o n  étendue de c e t  a l go r i t hme  

où en p l u s  de R e t  R on examine auss i  l e  regroupement d ' a u t r e s  
a B ' 

U 

sous-systëmes R ~ ,  R~ t e l s  que ~ Ï ( R  : R@) - I(R, : R,,) 1 6 E y  pour un 
ci 

E 3 O donné. 

4.2 - OPTIMALITE DE LfALGORITH1E AH 

L ' a l g o r i t h m e  AH n ' e s t  évidemment pas o p t i m a l .  On peu t  seulement 
a a ê t r e  sû r  que l ' a l g o r i t h m e  t r ouve ra  l e s  optimums locaux MN,Ml ( l e s  

a 
p a r t i t i o n s  t r i v i a l e s ) ,  a i n s i  que M , puisque dans ces niveaux il aura N-1  
examiné t o u t e s  l e s  p a r t i t i o n s .  Pour l e s  au t res  niveaux, N-2, N-3, ..., 2, 

on ne peut  r i e n  d i r e  puisque l ' a l g o r i t h m e  n ' au ra  examiné que l e s  



p a r t i t i o n s  qui  l u i  sont accessibles, c 'es t -à-d i re ,  c e l l e s  obtenues par 

regroupement de deux classes de l a  p a r t i t i o n  précédente. O r ,  comme on 

l'a remarqué auparavant, l e s  optimums locaux ne c o n s t i t u e n t  pas forcément 

une chaine ordonnée par l a  r e l a t i o n  g .  

4.3 - ORDRE DE L'ALGORITHME AH 

Pour un niveau r donné, l a  boucle p r i n c i p a l e  de 1 'a lgor i thme 

AH examine tous l e s  couples de sous-systèmes de l a  p a r t i t i o n  Mr, 

pour t rouve r  l e s  deux sous-systèmes R e t  R l e s  p l u s  l i é s .  Cela es t  
a B 

équ iva lent  à l'examen de tou tes  l e s  p a r t i t i o n s  du niveau r-1 moins 

f i q e s  que Mr, pour t rouver  c e l l e  qu i  minimise Ï. 

On peut d i r e  a l o r s  que l e  passage du niveau r au niveau r-1 

f a i t  l'examen d 'un nombre de p a r t i t i o n s  égal au nombre de couples de 

sous-systèmes de l a  p a r t i t i o n  précédente, c ' es t -à -d i re  

Au t o t a l  donc, l e  nombre de p a r t i t i o n s  examinées pa r  1 ' a l  g o r i  thme AH 

e s t  : 

ordre (AH) : = f - 
r=N 

L'annexe 1 montre l e s  valeurs de l ' o r d r e  (AH), pour 

/ ç 1 = N 4 20. On v o i t  que l e  nombre de p a r t i t i o n s  ne c r o i t  pas t r o p  

v i t e ,  e t  s i  1 'on suppose à nouveau que 1 'o rd ina teur  prend un m i  11 ième 



de seconde dans l 'examen de chaque p a r t i t i o n ,  on p o u r r a i t  env isager  

1 ' u t i l i s a t i o n  de 1 ' a l go r i t hme  AH pour Ici = N < 378 va r i ab les .  En 

e f f e t ,  pour 1 c 1 = 378, o r d r e  (AH) = 9'001.629, e t  l e  temps de c a l  c u l  

nécessai re  s e r a i t  2 heures + 30 minutes + 1 seconde. 



5 - RECHERCHE DESCENDANTE DES ûPTIMU"1S LOCAUX ...................................... 

La méthode que nous présentons maintenant est en quelque 

sorte 1 'inverse de celle décrite dans le paragraphe 4. Il s'agit 

d'un algorithme de segmentation, procédant par fractionnements successifs 

des classes [ ABID 79, chap. IV; STAR 81; TOR0 79,81 ] 

5.1 - ALGORITHME DESCENDANT : DIVISION RECURSIVE (DR) 

La proposition 11.16 (SV) dit que si l'on passe d'une partition 

Mr = { R1,R2,. . . ,Rr 1 du niveau r à une partition du niveau r+l par 
C* 

1 'éclatement d 'une de ses classes en deux, 1 'intervaluation externe 1 

augmente de l'intervaluation entre les deux classes créées. En partant 

de la partition triviale Ml = { (Xl,X2,.. . ,XN) 1 .  1 'idée est alors de 
traverser les différents niveaux du treillis en essayant à chaque étape 

de créer 1 es deux sous-systèmes qui fassent augmenter 1 ' i nterval uation 
externe le moins possible. 

 algorithme DR ci-dessous stocke dans les vecteurs Mr e , ~  

Ir, i = 1,2, ..., N la partition qu'il trouve à chaque niveau, ainsi que 

son intervaluation externe. L 'algori thme suppose aussi que 1 'on connait 

déjà H ( S ) ,  Y S E P * ( E )  

I 
tant que r < N-2 faire; 

. pour chaque R .  E Mr examiner tous les S c Ri,$ # S # Ri, et trouver 
3 - 

le R et le S c R , $ # S' # R , tels que 
a - a a 



I ftq ; - 

. Ecrire M r ,  I r ,  pour r = 1,2, ..., N ;  

. fin; - 

L'annexe 3 détai l le  cet algorithme e t  u t i l i se  certaines 

tables, pour éviter 1 a répétition des calcul s impl ici tes dans 1 a 
première instruction de la boucle principale ("Pour chaque R i  E M r .  . . . " )  . 

5.2 - OPTIMALITE DE L'ALGORITHME DR 

Aussi bien que A H ,  l'algorithme DR n 'est  pas optimal. Les 
seuls optimums locaux trouvés par DR sont M; e t  MN ( les partitions 

t t r iv ia les) ,  ainsi que M , puisque dans ces niveaux i l  aura examiné 2 
toutes les partitions. Pour les autres niveaux, 3,4, ... N-1, l'algorithme 

n'aura examiné que les partitions qui lui sont accessibles, c'est-à-dire, 

celles obtenues par l'éclatement en deux d ' u n  des sous-systèmes de la 

partition précédente. 

Toutefois, cet algorithme DR a des "bonnes chances" de trouver 

les partitions optimales qui ont une petite intervaluation externe. Sans 

que ceci prétende être une démonstration, imaginons qu'il  existe une 
t partition optimale Mr au niveau r pour laquelle T(#:) = E es t  "particuliè- 

t 
rementupetite. Alors toute partition moins fine que M aura une inter- r 
valuation externe Ï plus petite ou égale à E (c . f .  Proposition I I .  14(sv)).  

Ces partitions moins fines que M: forment des chaines entre 
Jr t Ml e t  Mr  qui traversent tous les niveaux (f ig.III .2)  



Figure 111.2 Descente vers une p a r t i t i o n  opt imale 

iIé t 
ent re  Ml e t  Mr . Alors,  sous '1 'hypothèse' d 'un E ' p a r t i c u l  ierement" 

pet i t ,on p o u r r a i t  espérer que l ' a l g o r i t h m e  descende par  une de ces * 
chaînes jusqu'à Mr , puisque dès l e  n iveau lP2(x) e t  a chacun des niveaux 

suivants il trouvera  des p a r t i t i o n s  dont  l ' i n t e r v a l u a t i o n  e s t  i n f é r i e u r e  

ou égale à E .  

Ces "chances accrues" d ' o p t i m a l i t é  se r e f l è t e n t  dans un temps 

de ca l cu l  bien p l u s  élevé que c e l u i  de 1 'a lgor i thme AH. 

5.3 - ORDRE DE L'ALGORITHME DR 

A chaque niveau 1 ' a l  g o r i  thme DR examine toutes l e s  décompositions 

en deux de chacun des sous-systèmes. Cela e s t  équivalent  à examiner 

toutes l e s  p a r t i t i o n s  obtenues par 1 'éclatement en deux d 'un  des sous- 

systèmes de l a  p a r t i  ti on précédente. 

Mais comme l e  montre l 'annexe 3, à p a r t i r  du niveau Pî(X), 
il s u f f i t  d'examiner uniquement l e s  p a r t i t i o n s  en deux des deux sou+ 

systèmes créés dans l ' é t a p e  antér ieure .  Soient  RI e t  R ces sous-systèmes. 2 
Le nombre d ' a l t e r n a t i v e s  examinées e s t  a l o r s  

En e f f e t ,  pour RI il f a u t  t e s t e r  toutes l e s  p a r t i t i o n s  de l a  forme 

i R 1 \ S , S l  , avec S 5 R, # S # R1. 11 y a 2 lRII sous-ensembles de R1, 

dont on é l im ine S = e t  S = R I ;  l a  d i v i s i o n  par  2 e s t  dûe au f a i t  que 
c, * 
I ( R  \S:S) = 1 (S:R1\S). Pour R p  l e  raisonnement e s t  l e  mGme. 

1 



Il n'est pas possible de prédire les cardinaux de R1 et R 2 ' 
On peut quand même dire que, au niveau r, 

puisqu'il faut que chacun des autres r-2 sous-systèmes aient au moins 

une variable. Alors, vu la nature exponentielle de f, on peut dire 

Ainsi, le nombre de partitions examinées pour passer du niveau 

r ( 3 2 ) au niveau r+l est au maximum zNmr - 1. Par ailleurs, pour 
N passer de IPl(x) à IP2(a il faut tester (2 -2)/2 = zN-' - 1 partitions. 

En faisant la somme de r=l à r=N-1 on obtient alors 

11-1 
Ordre (DR) < 2 - 1  + ( r - l )  = L 

r=2 r= 1 

11 faut remarquer que ce résultat ne constitue qu'une bonne 
supérieure de l'ordre (DR), correspondant au pire des cas. Toutefois, 

si l'on suppose un temps d'un millième de seconde pour l'examen 

de chaque partition, on pourrait utiliser l'algorithme DR pour 

] c l  4 23. En effet pour 1x1 = 23 il y aurait au maximum 8'388.538 partitions 

à examiner, tâche qui necessiterait au plus 2 heures + 19 minutes + 49 secondes. 



Les algorithmes AH e t  DR qui viennent d ' ê t r e  présentés peuvent 

se résumer respectivement à une application répétée des deux opérateurs 

suivants : 

* OPERATEUR AH 
------------- 

[1 1  1 . II] 

AH : I P r ( z )  r i P  ( 1 )  2 s r s N  r-  1  

R = { R ~ , .  .. ,R,} ---+ A H ( R ) : = { R 1 , .  . ,R a u R 6" . , R  r 1 

= ( R \ { R  , R  })u{R u R 6 } ,  
(3 B ci 

avec R , R  E R t e l s  que : 
a 6 

* CI 

I (R,  : R ) = Max I(Ri:R.) l < i < j < r  
@ i Y j  3 

D ' a ~ r è s  la proposition 11.15 ( S V )  on a  

C+ +œ 

I(AH(R)) = ?(R)  - I(Ra : R B )  [ I I I  .IO] 

* OPERATEUR DR [ I I I . ~ ~ ]  
------------ 

DR : I P r ( x )  (1) 1 4 r < 14-1 ' IPr+l . 

avec R E R ,  S* c R , # S* # R 5 e t  t e l s  que : 
ci - a C1 



D'après l a  proposition 11.16 (SV) on a 

[ I I I .  121 

6.1 - OPERATEURS CONTFUJCTANTS 

La composition des opérateurs AH e t  DR nous permet de 
déf in i r  l e s  deux nouveaux ooérateurs : 

pour 2 4 r < N-1 

Proposition 111,2 ( S V )  
----------------- 

Soit Q une part i t ion quelconque du niveau r ,  2 4 r < N-1. 
Al ors 

Démonstration : 
------------- ------------- 

a Soit Q = (QI ,Q2 , . . . ,(lrl. Moyennant une rénumérotation 

éventuelle, on peut toujours écr i re  : 



avec 

Calculons à present DR(AH(Q)) = DR((Q1 u Q2,Q3,...,Qrl). 

Deux cas peuvent se présenter : 

l ep  cas : L'application de DR divise le premier sous-système al u Q2. 
On a alors : 

En particulier on a : 

ce qui nous permet de dire : 

ème 
cas : L'application de DR divise un autre sous-système. 

Soit Q3 ce1 ui-ci . On a : 



* 
avec S c - Q3, fl # s'# Q3 

- C 

1  (Q  4. 3 . s*) ,< I(Q~\S : s ) ,  V Q ~ ,  4 6 i s P, Y s c - ai, 0 + s + ai, 

En p a r t i c u l i e r ,  on a  : 

ce qu i  nous permet de d i r e  que 

La p r o p o s i t i o n  e s t  a i n s i  démontrée nour DRoAH. Pour 

1  ' a f f i r m a t i o n  @ , concernant AHoOR, l a  démonstration e s t  en t o u t  

p o i n t  calquée sur  c e l l e - c i .  

(F.D.) 

Proposition 111.3 ( S V )  
------------a---- 

* 
Toute Mr, p a r t i t i o n  opt imale du n iveau r, e s t  un p o i n t  f i x e  

des app l i ca t i ons  DRoAH e t  AtloDR, c ' e s t - à - d i r e  qu'on a  : 

Démonstration : 
------------- ------------- 

DRoAH (Y:) e t  AHODR(!I~) sont  deux p a r t i t i o n s  appartenant 

à IPr( l )  ; l e u r  i n t e r v a l u a t i o n  externe Ï e s t  a l o r s  supérieure ou égale 

à c e l l e  de l a  p a r t i t i o n  opt imale M:. Par a i l l e u r s ,  l ' u t i l i s a t i o n  de l a  

p ropos i t i on  precédente f o u r n i t  l ' i n e g a l i t é  dans l ' a u t r e  sens, ce qu i  

prouve l ' é g a l i t é  annoncée. 

(F.D.) 



K K K K REMARQUE : Parmi tous les  opérateurs de l a  forme AH oDR ou DR oAH , 
seul celui correspondant à K=l possède les  propriétés 
précëden tes .  

6.2 - ALGORITHME D 'APPROXIMATIONS SUCCESSIVES (AS ) 

On dira  qu'une parti t ion Mr E I P r ( z )  e s t  une Par t i t ion  stable 

s s i  c ' e s t  un p o i n t  f ixe à l a  fo is  pour l e s  opérateurs DRoAH e t  AHoDR. 

On vient de voir que toute parti t ion ou décomposition optimale * Mr ( 2  6 r < N-1) e s t  une décomposition stable; mais i 1 faut  remarquer 
qu ' i l  ne s ' ag i t  l à  que d'une condition nécessaire d'optimalité: i l  se 
peut qu ' i l  y a i t  des décompositions s tables  q u i  ne soient pas des 
optimums locaux. 

L'algorithme d'Approximations successives que nous proposons 
recherche, pour chacun des niveaux du t r e i l l i s  l P ( c )  , une part i t ion vérifiant 
l a  condition nécessaire d'optimal i t é  (part i t ion stable).  Pour ce1 a ,  
dans chaque niveau on se donne une décomposition i n i t i a l e  quelconque, e t  
on applique les opérateurs AHoDR et/ou DRoAH autant de fo is  que cela 
e s t  possible jusqu'à la  s tabi l isat ion.  La convergence e s t  assurée par l e  

caractère contractant des opérateurs appl i qués . 

Plus concrètement, les  boucles principales des algorithmes 
AH e t  DR deviennent des sous-programmes , appelés par 1 'al  gori thme AS : 



. début; 

I 
t a n t  que r s N-1 f a i r e ;  

. Générer (ou l i r e )  une p a r t i t i o n  M E lPr(z) ; 

1 . Stab le  4 " faux" ;  

I t a n t  que -> S tab le  f a i r e ;  

, t a n t  que AHoDR (M) # M f a i r e ;  

. M +- AHoDR (M) ;  

f t q ;  - 
t a n t  que DRoAH (M) # M f a i r e ;  

. M 4 DRoAH (M) ;  

f t q  ; - 
S i  AHoDR (M) = DRoAH (M) = M - 

a l o r s ;  

. S tab le  -+ " v r a i " ;  

f s i  ; - 
- ftq ;  

. E c r i r e  M, Ï (M) ;  

. f i n ;  - 



La démarche de cet algorithme AS est.illustrée par la 
figure 111.3 : 

Figure 111.3 Démarche de 1 'algorithme AS 

Comme pour les méthodes du type "Nuies Dynamiques" [DIDA 791, 

dans chaque niveau, 1 es calculs pourraient être répétés pour plusieurs 
partitions initial es tirées au hasard. On obtiendrait ainsi plusieurs 
partitions stables. Ce1 les-ci permettraient de déterminer 1 es formes 

fortes, c 'est-à-di re, les sous-ensembles de variables qui apparaissent 
toujours dans les mêmes sous-systèmes. Enfin, si une seule partition doit 
être retenue, on choisira naturel 1 ement la partition stable qui 

c.+ 
possède la plus petite intervaluation 1. 

6.3  - OPTIMALITE DE L'ALGORITHME AS 

L'algorithme AS fournit pour chaque niveau une (ou plusieurs) 
partitions stables. Parmi celles-ci, nous pouvons être sûr que pour 

les niveaux 1 et N (triviallement), ainsi que pour les niveaux 2 et N-1, 



les  optimums locaux seront trouvés, é tant  donné que AS réunit les  propriétés 

de DR e t  A H .  

Pour les  autres niveaux r ,  3 4 r < N-2, l e s  par t i t ions 

trouvées possèdent une propriété nécessaire d 'optimalité.  La question 
qu'on se  pose alors e s t  de savoir s i  l'ensemble des par t i t ions stables 
e s t  "pe t i t " ,  ou s i  par contre, presque toutes les  par t i t ions sont 

stables.  C'est  une question ouverte. Nous pouvons d i r e  seulement que dans 
plusieurs exemples que nous avons développé, i l  a s u f f i t  de déterminer 
à peine quelques part i t ions stables pour trouver l'optimum local .  Par 
a i l l eu r s ,  l ' in tervaluat ion externe des parti t ions s tables  é t a i t  en 
général t r è s  près de l a  valeur optimale. 

6.4 - ORDRE DE L'ALGORITHME AS 

Les quelques exemples que nous avons étudié nous ont montré 

aussi que lors  du processus de s tabi l isat ion à u n  niveau r ,  3 < r < N-2, 

on e s t  amené à appliquer AHoDR ou DRoAH dans u n  ordre assez i r régul ier  : 

on applique AHoDR jusqu'à l 'obtention d'une parti t ion f ixe pour cet  
opérateur, ensuite on applique DRoAH jusqu'à obtenir à nouveau une part i t ion 
f ixe  pour celui -c i ,  à nouveau AHoDR, puis DRoAH,. . . , jusque s tabi l isat ion 
pour les  deux opérateurs. On suppose donc que en moyenne B applications 

d'un opérateur de contraction reviennent 5 8 / 2  application de AHoDR e t  
8/2  de DRoAH. Pour les  niveaux r = ? e t  r = N - 1 ,  une seule application 

de DR e t  de AH, respectivement, suffisent pour trouver l a  parti t ion 
optimale du niveau. 

Cela d i t ,  s o i t  A(N,r,8/2) (respect.B(Nyr,8/2)) la  plus pet i te  
borne supérieure du nombre de part i t ions examinées par ~ / 2  applications 
de 1 'opérateur AHoDR (respect. DRoAH) au niveau r du t r e i  11 i s de parti t ions 
de N variahl es ( 3  4 r 6 N-2). En combinant 1 es résu l ta t s  [II 1.51 e t  

[ I I I  .7] on peut dire  que : 

DR:du niveau r AH:du niveau r+l 
au niveau r + l  au niveau r 



AH:du niveau r 
au niveau r+l 

DR:du niveau r+l 
au niveau r 

Enfin, supposons qu'on se donne a p a r t i t i o n s  i n i t i a l e s  à 

chaque niveau r, 3 < r < N-2, e t  qu'à chacune d ' e l l e s  on appl ique 6 

f o i s  l e s  opérateurs de cont rac t ion.  Le nombre t o t a l  de p a r t i t i o n s  

examinées, autrement d i t ,  l ' o r d r e  de AS, es t  borné supérieurement 

par : 

ordre (AS) ,< 

niveau r=2 niveau r=N 1 - niveau 3 à N-2 ( s i  N 3 5). 

L'Annexe 1 présente l e  ca lcu l  de Ordre (AS) pour N 4 20, 

en supposant a.@ = 18 (qui correspondrait ,  disons, à 3 p a r t i t i o n s  i n i t i a l e s  

par niveau, auxquelles on app l iquera i t  6 f o i s  un opérateur de cont rac t ion) .  

S i  1 'on suppose à nouveau un temps d 'un m i l 1  ième de seconde pour 1 'examen 

de chaque p a r t i t i o n  candidate, 1 'algori thme AS p o u r r a i t  ê t r e  u t i l i s é  

jusqu'à 1 r 1 = N = 20 : dans ce cas l e  nombre de p a r t i t i o n s  à examiner 

es t  au maximum de 7'620.905, tâche qu i  nécessite 2h + 7min + 15sec. 

de ca lcu l .  



7 - UN EXEMPLE D'APPLICATICN DES A L G û R I M E S  4H,DR, ET :4s ..................................................... 

La p résen ta t i on  de c e t  exemple f a i t  appel à l ' a n a l o g i e  qu'on 

a  é t a b l i e  e n t r e  l e s  Semi-Valuat ions Monotones e t  l a  Théor ie  de l a  

Mesure (Paragraphe 9 du chap.11). II s ' a g i t  d ' un  système de 7 va r i ab les ,  

dont  l a  r e p r é s e n t a t i o n  graphique e s t  donnée ci-dessous. 

F i g u r e  111.4 Représentat ion graphique d ' u n  système de 7 va r i ab les  

Les c h i f f r e s  i n d i q u e n t  l a  "sur face '  ou e n t r o p i e  contenue 

dans chaque secteur  é lémenta i re .  A i n s i  p a r  exemple 



L'application des algorithmes AH e t  DR à ce système fournit 

les  résultats que l'on résume dans les  dendogrammes [CAIL 76, chap.151 
suivants : -.. 

1. 

Figure I I I  .5 Résultats de 1 'a l  gori thme AH 

Figure 111.6 Résultats de l'algorithme DR 

Comme on le  voit ,  pour un niveau donné r ,  3grGN-2, 
tantôt DR,  tantôt AH peuvent fournir une meilleure partition (pour 
.r=2 c 'es t  DR q u i  trouve l'optimum, e t  pour r=N-1 c ' e s t  AH q u i  l e  
trouve). En f a i t ,  dans plusieurs exemples que nous avons calculés 

aucune "superiorité" d ' u n  de ces algorithmes par rapport à 1 'autre 

ne s ' e s t  dégagée, e t  cela malgré le  f a i t  que DR examine bien plus de 
partitions candidates que AH. En général., ces deux algorithmes trouvent 

des bonnes partitions, dont 1 ' interval uation externe es t  assez 

près de ce1 le  des optimums locaux. 



Voyons à p résen t  l ' a p p l i c a t i o n  répé tée  des opéra teurs  

con t rac tan t s  AHoDR e t  DRoAH su r  deux p a r t i t i o n s  du n iveau  3 c h o i s i e s  

au hasard : 

l è r e  s o l u t i o n  
de dépar t :  

2èmè s o l  u t i o n  
de dépar t :  

I{ (x1x2x5) ( ~ 4 )  (x3x6x7) I -7-77 1 

F igu re  I I  1.7 Appl i c a t i o n  des Opérateurs Contractants,  

Cet exemple montre une p a r t i t i o n  s tab le ,  { (XlX2X3X4X7) (X5) (X6) 1 ,  
q u i  n ' e s t  pas un optimum loca l ,  

Aussi  b i e n  dans c e t  exemple que dans d ' a u t r e s  un peu p l u s  compliqués 

que nous avons é tud ié ,  on v o i t  qu 'en  genéral  l a  convergence e s t  a t t e i n t e  

en un p e t i t  nombre de pas, même pour  des p a r t i t i o n s  i n i t i a l e s  assez 

mauvaises. Nous avonstrouvé auss i  que généralement l e s  p a r t i t i o n s  s tab les  

possèdent une i n t e r v a l  u a t i o n  ex te rne  Î t r è s  proche de ce1 l e  des optimums 

1 ocaux. 



Une des propriétés montrées au chapitre II va nous permettre 
d'exprimer 1 ' interval uati on externe sous une forme additive qui autori se 

l'application de la méthode de Programmation Dynamique. Ce paragraphe 

est inspirée d'un approche proposée par [STAR 79, chap. 1] . 

8.1 - LA FONCTION "DECOMPOSITION OPTIMALE" 

Nous allons étudier la fonction Br, qui à chaque sous-ensemble S 

de variables de c fait correspondre la partition optimale de S en r 
classes. Si 1 'on appel le Pr(S) 1 'ensemble de partitions de S en r classes, 
la définition formelle deDr, r=l,2,...,Iy est la suivante : 

3 : B(x) . y(qr:= ?(z )  X * X  P(x) - 
r-foi s 

Si [SI 3 r alors : 

- Dr(S) E IPr(S) , et 

B,(S) := 
Si [ S I  < r alors : 

-ar(S) est "indéfini", et 
c-) - 1(ar(s)):= t a. 

On voit immédiatement que 

C) 

vs # e : q(s) = r(s)l , I(sl(s)) = 0; 
* vs # x : BN(S) = "indéfini", I(BN(S)) = + 



L'importance de ce t te  fonct ions ,  réside dans l e  f a i t  qu 'e l le  

permettrait d 'obtenir 1 es o~timums locaux : 

La proposition suivante donne une relation récursive pour la  calculer .  

Propos i t i on  111.4 (SV) ----------------- 

Quel que s o i t  S E Q ( c )  , e t  quel que s o i t  r = 2 $3, .  . . , N  : 

H 

I (a r (S) )  = Min {T(U:SW) + Ï @ I r - , ( S ~ ~ ) )  1 
acS - 
fl#u#S 

Démonstration 
----------me- ------------- 

Cas ~ S I  < r : ---- - ---- 

Dans ce cas l e  terme de gauche e s t  par définit ion + m.  

Pour sa part ,  l e  terme de droi te  e s t  aussi + puisque 

donc chacun des termes du  Min e s t  égale à + m. 

Cas ISL~ r : ---- - --- 
t 

Posons I~,(s) = R R . . . R r 1 E IP,(S) . 
D'apres l a  proposition I I .  12 (SV) nous avons : 



Montrons maintenant que 

Supposons que c e c i  ne s o i t  pas v r a i ,  a l o r s  forcément 

* * * ( l e  c o n t r a i r e  n ' e s t  pas p o s s i b l e  pu isque IR2,R3,. . . ,Rr} E IPr-l(~ \ R;) , 
J! e t  p a r  d é f i n i t i o n  Br-l(S\ R:) e s t  l a  p a r t i t i o n  op t ima le  de S \  RI, 

en r-1 c lasses) .  

A l  o r s  

mais c e l a  c o n s t i t u e r a i t  une c o n t r a d i c t i o n  puisque R I  u  irel(S \ R:)~ > ?k 5 * 
e t  on a v a i t  supposé !RlYR2,...,Rr) comme é t a n t  l a  p a r t i t i o n  op t ima le  

de S en r classes. 

A i n s i  donc 

c ' e s t - à - d i r e  



rlontrons pour f i n i r  que 

4-+ e+ 

I(R;:s\R;) + r l ( ~ ~ ) )  = Min {Ï(o:s\o) + I ~ ) )  1  

ocS 
flf olcs 

Supposons que ceci ne s o i t  pas vrai ,  a lors  forcément 

5 * ~ ( R ; : S \ R ~ )  + 1 (Br-l (SR:)) > Min ~ ' ~ ( o : s \ o )  + Ï (gr - , ( s \o)  ) 1 
05s 
b # O # S  

5 
(Le contraire n ' e s t  pas possible puisque R; 5 S e t  $3 # R1 # S ,  donc 

5 
l e  Min du  terme de droite inclut  l e  cas o = R I ) .  

t 5  
Supposons que ce Min e s t  a t t e i n t  pour o = o ( O  5 S ,  j3 # a*# S ) .  

Al ors 

Mais cela const i tuerai t  une contradiction puisque 

t 1 u 3 r - l ( ~ ~ ~ * )  E Ip ( S ) ,  e t  ID (5) e s t  par définition l a  parti t ion 
r  r  

optimale de S en r  classes. 

Ainsi donc 

- 
= Min ~ ( o : s \ I J )  + I ( 3 r - l ( S \ ~ ) ) 1  

05s 

!J#d S 
(F.D.) 



8.2 - ALGORITHME DE PROGRAMMATION DYNAMIQUE (PD ) 

En u t i l i s an t  l a  proposition précédente, nous pouvons calculer * * * * l es  optimums locaux M l ,  Mp ,. . . ,MN-I , M N .  

En e f f e t ,  pour r=2,3,. . . ,N, 
M = r ( ~ ) Ï ( r ( ~ ) )  = Min ~ Ï ( a : z \ o )  + Ï ( 3 r - l ( ~ w ) ) ~  
r 

Cependant, on voit  que pour calculer a r ( r )  i 1 faut connai t r e  

déjà %)r-l(S),  Y S E ~ ( C ) ,  puisque 1 'argument du terme "a" parcourt tout 

1 'ensemble ? ( z ) .  

e t B N  étant  trivialement connus, nous allons donc construire 

deux tableaux, D(.,.) e t  ID(. , .) ,  qui ont l a  forme montrée dans la  

figure 111.8. A l ' in te rsec t ion  de l a  ligne s(vsE~)(c) , IsI  > 2 ) ,  avec l a  

colonne r ( 2  s r s N-1), l'information que ces tableaux contiennent e s t  

D(S,r) = meilleure par t i t ion de S en r classes = Br(S); 

ID (S,r)  = Intervaluation Externe de la  par t i t ion contenue dans 
++ 

D(S,r)  = I ( a r (S ) ) .  

En par t icu l ie r ,  l a  colonne r=2 devra ê t r e  calculée par une 

recherche exhaustive de l a  meilleure par t i t ion en deux de chacun des 

( c )  3 0#S#C 



F i g u r e  111.8 Les tab leaux D(.,.) e t  ID(. , . ) .  

Dans l e  t ab leau  D(.,.), l a  p a r t i e  supér ieure  

à l a  "diagonale" r e s t e  v ide. Dans l e  t ab leau  

I D ( .  , .) , l a  p a r t i e  supér ieure  à l a  "diagonale" 

c o n t i e n t  +W. 

L ' a l g o r i t h m e  de Programmation Dynamique e s t  donné dans (' ' l  ,': 
\ ""2 

l a  page su ivan te .  x.-. 



I D  ( , )  + + ; ( l e  tableau I D  e s t  i n i t i a l i s é  à + = p a r t o u t )  

E c r i r e  "{(XI ,XE,. . . ,XN) 1" ,O; 

Pour chaque Scc, Is()z f a i r e ;  1- - - 
Pour chaque acS, $#a#S f a i r e ;  I 1- - 

a l  o rs  ; 

D(S,2) + (o,S\aI 

ID(S,2) + Ï(u:s\ 
fsi ; - 

If pour ; 

fpour ; - 
E c r i r e  D(c,2), ID(r,2);  

/ tan t ique r 4 N-1 f a i r e ;  

Pour chaque Scr, - ! S I  3 r f a i r e ;  

- 

Pour chaque acS, P#a#S f a i r e ;  - 
S i  Ï(u:s\u)  + I D ( S , r - 1  < ID(S, - 

alors;  

D(S,r) 4 (a,D(S\a,r-1)); 
W 

ID(S,r) 4 I(a:S\o) + ID(S\U 

f s i  ; - 
fpour; - 

fpour; 
P 

E c r i r e  D(c,r) ,ID(r,r); 

r c r+l; 

ftq; - 
.., 

E c r i r e  '{(X1),(X2) 9.. .>(XN)l", I(X :X :...:XN); 
1 2  

f i n ;  - 



REMARQUE : - Dans l ' i n s t r u c t i o n  marquée (*) ,  il n ' y  a  pas besoin d 'examiner  

tous l e s  ocS, (O#o#S. E tan t  donné que 7 e s t  symétr ique, - 
il s u f f i t  d 'en  examiner l a  m o i t i é .  

- Dans 1 ' i n s t r u c t i o n  marquée ( * * ) i l  n ' y  a pas beso in  non 

p l u s  d 'examiner tous  l e s  u ~ S ,  P#o#S. Il s u f f i t  d 'examiner l e s  

acS, 1 < 1 0 1  < ( S I  - rt l. En e f f e t ,  S\o d o i t  a v o i r  au moins - 
r-1 éléments pour  q u ' i l  possède des p a r t i t i o n s  en r-1 c lasses .  

A lo r s  I ~ \ o l > ,  r-l=>I~I-101 3 r-1 => l a l < l S I -  r t l  

8.3 - OPTIMALITE DE L'ALGORITHFfE PD 

Comme l e  montrent  l e s  p a r a g r a ~ h e s  précédents,  l ' a l g o r i t h m e  PD 

e s t  op t ima l ,  dans l e  sens où il t rouve  tous l e s  optimums locaux du 

t r e i l l i s  IP(c).  Vais  pour c e l a  il a f a l l u  q u ' i l  c a l c u l e  auss i  tous  l e s  

optimums locaux des t r e i l l i s  IP (S ) ,  YScc, - PfSfc. Ceci imp l i que  des c a l c u l s  

t r è s  longs,  comme on va l e  montrer .  

8.4 - ORDRE DE L 'ALGORITHME PD 

En t o u t e  r i gueu r ,  l ' a l g o r i t h m e  PD ne manipu le  pas t o u t  à f a i t  

l e  même t ype  d ' o b j e t s  que l e s  a lgor i thmes RE,AH,DR ou AS. 

Pour ces de rn ie r s ,  l e u r  démarche r e v i e n t  à l 'examen d ' u n  c e r t a i n  

nombre de p a r t i t i o n s  de c "candidates"  (pour  chaque ~ a r t i t i o n  candidate il 

f a u t  e f f e c t u e r  un p e t i t  nombre d ' o p é r a t i o n  t,-, e t  quelques accès mémoire). 

Ce nombre de p a r t i t i o n s  candidates a é t é  appelé " l ' o r d r e  de l ' a l g o r i t h m e " .  

L ' a l g o r i t h m e  PD quant à l u i  possède deux bouc les ~ r i n c i p a l e s :  

l a  premiere détermine l a  m e i l l e u r e  p a r t i t i o n  en deux de chacun des 

Scc, 1 s 1 3 2, e t  pour ce la  il examine l a  m o i t i é  des acS, @#a#S. 

La deuxieme boucle détermine pour  chaque Sec, ( S I  z r ( 3  < r < N-1) , 
sa m e i l l e u r e  p a r t i t i o n  en r c lasses,  e t  pour ce la  il f a u t  examiner tous 

l e s  acS, 1 s 1 a )  6 1 S I  - r+l. Dans ce cas auss i ,  1  'examen de chaque 



a requiert seulement un petit nombre d'opérations +,-, et d'accès 

mémoire. Nous al 1 ons donc cal cul er 1 'ordre de PD comme étant 1 a 
somme du nombre des a examinés dans la premiére boucle plus le 

nombre de ceux examinés dans la deuxième. Cela nous permettra 

d'avoir une base pour comparer le temps que cet algorithme nécessite 

avec celui de RE, AH, DR ou AS. 

a)  Ordre de l a  première boucle 

Soit Scc, - avec / S I  = r. Le nombre de partitions {a, S\ol 

différentes est (c.f. fj 5.3): 

Par ai 1 leurs, 1 e nombre de sous-ensembles Scc, - avec ( S  1 = r est 

Ainsi donc, l'ordre de cette premiere boucle est donné par 

b) Ordre de l a  deuxième boucle ........................... 

Soit r donné (3 < r < N-1), et soit Scc, - I s I  =: K 3 r : le 

nombre de tels S est 



Pour chacun de ces S ,  i l  faut examiner toutes les  parti t ions 

de la  forme i o ,  S\ol, où  CS e t  1 6  Io /  =: j 6 ]S I  - r + 1 : 

l e  nombre de t e l l e s  par t i t ions e s t  

Ainsi donc, l 'o rdre  de l a  deuxième boucle e s t  

C I  Somme 
----- 

L'ordre de 1 'algorithme PD e s t  a lors  l a  somme des ordres 
des deux boucles, c 'es t -à-dire  

3N-2N+1+l N - 1  N K-r+l 
ordre (PD)  = 

2 
+ z t ( y )  r (;) r=3 K=r j=1 

N-1 N K-r+l N ! 

r=2 K=r j=1 ( N - K )  ! (K-j) ! j ! 

L'annexe 1 montre l e  calcul de ordre (PD) pour 1 c 1 = N < 20. 

On y voit  que l 'o rdre  de PD c ro i t  t rès  v i te ,  beaucoup plus que celui 

de A H ,  DR ou AS. I l  e s t  même curieux de remarquer que pour 2 6 N a CJ 

l 'o rdre  de PD e s t  supérieur à celui de l 'algorithme de recherche 

exhaustive RE. 



Comme pour  l e s  a u t r e s  a lgor i thmes,  s i  l ' o n  suPpose que 

l ' o r d i n a t e u r  peu t  exécuter  m i l l e  f o i s  p a r  seconde l e s  i n s t r u c t i o n s  

d 'une boucle,  1  ' a l go r i t hme  peu t  ê t r e  envisagé j u s q u ' à  1 c l  = N < 14. 

Dans ce cas l ' o r d r e  (PD) e s t  11'102.910, c ' e s t - à - d i r e  que l e  temps 

d ' exécu t i on  s e r a i t  3 heures t 5 minutes t 2 secondes. Notons auss i  

que, à l a  d i f f é r e n c e  des a u t r e s  a lgor i thmes,  c e l u i - c i  r e q u i e r t  d 'une 

q u a n t i t é  de mémoire non nég l i geab le  pour  s tocker  ses deux tab leaux  
N D . ,  . ) e t  1 .  ) ( c e t t e  q u a n t i  t é  e s t  de 1  ' o r d r e  de (N-1) . ( 2  -N-1)). 



9. CONCLUSIONS -------------- 

Dans ce chap i t r e ,  nous avons é t u d i é  l e s  p a r t i t i o n s  opt imales,  

e t  nous avons vu l a  nécess i t é  du concept d'optimums locaux .  Nous avons 

auss i  p résen té  c i n q  a lgor i thmes.  

- RE : Recherche Exhaust ive,  

- PD : Programmation Dynamique, 

q u i  permet ten t  de t r o u v e r  tous  l e s  optimums locaux; 

- AS : Approximat ions Successives, 

q u i  t r o u v e n t  l e s  optimums locaux  des n iveaux 1 e t  N ( t r i v i a l e m e n t ) ,  

a i n s i  que ceux des n iveaux 2 e t  N-1. Pour l e s  au t res  n iveaux l e s  p a r t i t i o n s  

proposées v é r i f i e n t  une c o n d i t i o n  nécessa i re  d l o p t i m a l i t é ; e n f i n ,  l e s  

a l  g o r i  thmes. 

- DR : D i v i s i o n  Récursive, 

- AH : Analyse Hiérarch ique,  

q u i  permet ten t  de t r o u v e r  des bonnes p a r t i t i o n s ,  mais don t  l ' o p t i m a l i t é  

ne peu t  pas ê t r e  ca rac té r i sée .  

Pour a v o i r  une i dée  du temps de c a l c u l  de chacun de ces a lgor i thmes,  

nous avons é t u d i é  l e u r  o rd re .  Avec ceux-c i  nous pouvons é t a b l i r  des 

comparaisons, qu i  b i e n  entendu n ' o n t  qu'une va leu r  approx imat ive .  A i n s i ,  

s i  un o r d i n a t e u r  peu t  r é a l i s e r  1000 fo is /seconde l e s  i n s t r u c t i o n s  d'une 

bouc le  p r i n c i p a l e  (un p e t i t  nombre d ' opé ra t i ons  +,-, e t  d 'accés mémoire), 

e t  s i  l ' o n  se f i x e  une l i m i t e  de 2 1 /2  heures de c a l c u l ,  l a  t a i l l e  

maximale de c e s t  donnée dans l e  t ab leau  ci-dessous : 

RE PD AS DR AH 

377 2 3 
Maximal 
Ici =N 13 12 2 O 



Ces limites correspondent au cas où l'on parcourt les 

N niveaux du treillis )P(c). On voit immédiatement que la méthode 

de Probrammation Dynamique n'introduit pratiquement aucune amélioration 

par rapport à une Recherche Exhaustive. quant aux algorithmes AS et DR, 

i l  faut rappeler que l'ordre que nous avons calculé constitue une 

borne largement supérieure, correspondant au pire des cas dans chacun 

des N niveaux. 

Si par contre on se fixe d'avance le nombre r de sous-systèmes 
voulus, les algorithmes RE, PD et AS pourraient sans doute faire face 

à des systèmes plus grands. 

Enfin, notons pour terminer que les algorithmes proposés sont 

valables quelle que soit la semi-valuation H utilisée, le calcul de 
H(S) , VSE P(z ) ,  sera seulement pl us ou moins lourd. Par ail leurs, la dualité 
de la représentation zE et zD, choisie au chapitre 1, permet 1 'application 
de ces algorithmes aussi bien aux systèmes statiques qu'aux systèmes 

dynamiques. En particul ier pour les systèmes dynamiques, 1 'hypothèse 

de déterminisme H({Xl(t) ,X2(t) ,. . . ,XN(t)}/{Xl(t-l) ,X2(t-1) ,. . . ,XN(t-l)})=O, 
nécessaire aux a~proches proposés par [RICH 75 ,chan. III] et [DUFO 79 ,chap. II] , 
n'a été utilisée nullepart. 



C H A P I T R E  I\I 
------------------- 

DETERMINATION DES RELATIONS DANS UN s~sTÈME DE VARIABLES 
........................................................ 



On peut  en généra l  d i v i s e r  l e s  v a r i a b l e s  d ' un  système en deux 

groupes : d'une p a r t  c e l l e s  don t  l a  mesure ne pose pas de problème p a r t i -  

c u l i e r ,  e t  d ' a u t r e  p a r t ,  c e l l e s  don t  l a  mesure e s t  d i f f i c i l e ,  coûteuse 

ou b r u i  tee. Un a u t r e  cas f r équen t  e s t  ce1 u i  où 1  'on a  besoin de p r é d i r e  

l e  comportement d 'une v a r i a b l e  (pa r  exemple l a  v a r i a b l e  " issue p robab le  

d 'une opé ra t i on " )  e t  où l ' o n  d ispose pour c e l a  d ' a u t r e s  v a r i a b l e s  que 

l ' o n  peut mesurer immédiatement ( d o s s i e r  médical  d ' e n t r é e ) .  

Des méthodes q u i  permet ten t  d ' e x t r a i r e  1  ' i n f o r m a t i o n  qu 'un  

groupe de v a r i a b l e s  peu t  f o u r n i r  su r  une a u t r e  v a r i a b l e  s e r a i e n t  d 'une 

t r è s  grande u t i l i t é  pour  ce type  de s i t u a t i o n .  Le p remier  à proposer  une 

méthodologie basée s u r  l a  t h é o r i e  de l ' I n f o r m a t i o n  e t  v i s a n t  à déterminer  

l e s  v a r i a b l e s  donnant l e  p l us  de renséignements su r  une a u t r e  f û t ,  à n o t r e  

connaissance, R.E. RINK [1973] . Récemment R.C. CONANT [1980] proposa 

auss i  une approche dans l e  même sens; cependant, peu ou pas de méthodes 

p ra t i ques  o n t  é t é  proposées permet tant  l a  mise en oeuvre. 

Dans ce c h a p i t r e  nous reprenons l e s  idées générales exnosées 

pa r  ces auteurs ,  e t  nous essayons d ' a f f i n e r  un peu p l u s  l e s  d i f f é r e n t s  

concepts, de p résen te r  p l u s i e u r s  méthodes concrêtes de mise en oeuvre, 

e t  d ' e x p l o r e r  l e s  a p p l i c a t i o n s  à d i f f é r e n t s  domaines. 

On suppose q u ' i l  a  é t é  f i x é  d 'avance une d i v i s i o n  des v a r i a b l e s  

de Z en deux groupes : l e s  Variables à Expliquer, e t  l e s  Variables Expli- 

catives ou faciZernent observables. On é t u d i e  d  'abord 1  e  concept "exp l  i c a t i o n  

d'une v a r i a b l e  à p a r t i r  d ' au t res " ,  on d é f i n i t  c e l u i  de "Ensemble Optimal 

de Var iab les  E x p l i c a t i v e s " ,  e t  e n s u i t e  on p résen te  qua t re  a lgor i thmes 

pour  déterminer  ou approximer ces ensembles optimaux. Pour chacun de 

ces a lgor i thmes on é t u d i e  l ' o p t i m a l i t é  e t  l e  temps d ' exécu t i on  r e q u i s .  



Une f o i s  connus l e s  ensembles optirnaux, on peut  é t u d i e r  

l e u r  a p p l i c a t i o n  à l 'Ana lyse  S t ruc tu ra le .  On i n t r o d u i t  pour c e l a  l e  concept 

"Graphe de Dépendance", su r  1  equel peuvent ê t r e  appl iquées 1  es techniques 

courantes pour l ' a n a l y s e  de graphes. 

Nous donnons ensu i te  un rap ide  aperçu de l ' a p p l i c a t i o n  des 

méthodes d é c r i t e s  à l a  Reconnaissance de Formes. Le c h a p i t r e  se termine 

avec une cour te d iscussion sur  l ' a i d e  qu i  peut f o u r n i r  l a  Théor ie de 

l ' I n f o r m a t i o n  à l ' I d e n t i f i c a t i o n  e x p l i c i t e  des r e l a t i o n s  ou équat ions 

l i a n t  l e s  va r iab les .  

Enf in ,  rappelons que dans ce chap i t re  comme dans l e s  précédents 

l e s  i n t e r p r é t a t i o n s  e t  l e s  mot iva t ions  sont f a i t e s  en termes de l a  Théorie 

de l ' I n f o r m a t i o n ,  mais l e s  p ropos i t i ons  e t  l e s  a lgor i thmes sont  va lables 

dans l e  contexte général ind iqué par  1 ' é t i q u e t t e  SV, SVM, SMP, ou SMPM qui  

l e s  accompagne. S ' i l  n ' y  a  pas d ' é t i q u e t t e ,  l e  r é s u l t a t  ne concerne que 

l e  cas H = Entropie.  



INFORMATION COMMUNE A DEUX VARIABLES 

Comme nous l'avons d i t  au chapitre I I ,  l a  transinformation 
C, 

I(X:Y) mesure la quantité d'information commune aux variables X e t  Y .  

Cette redondance d'information e s t  dûe en général à une transmission 
de données, ordres, paramètres, consignes, réponses, e t c  . . . à travers 

u n  canal physique a l l an t  de X à Y et/ou vice-versa. Cependant, ce n 'es t  

pas l e  seul cas, e t  i l  e s t  tout à f a i t  possible ( e t  même assez fréquent!) 
q u ' i l  n 'y a i t  pas de canal du tout entre X e t  Y ,  ni d i rec t  n i  composé, 
e t  que p o u r t a n t y ( ~ : ~ )  s o i t  non negligeable [CONA 803. Cela arr ive lorsque 
d'autres variables influencent de la même façon l e s  variables X e t  Y .  

C'est par exemple l e  cas entre l e s  variables 
X(k): Nombre de voitures inmatriculées à Paris dans l a  période k ,  e t  
Y(k):  Nombre de voitures inmatriculées a Londres dans la  période k .  

Les données s tat is t iques des différentes années permettent de calculer que 

alors  qu ' i l  e s t  peu probable qu ' i l  y a i t  des communications téléphoniques 
ou des échanges de correspondance suivis entre les  deux bureaux d'imma- 
t r iculat ion.  L'explication e s t  dûe au f a i t  que d 'autres  variables comme 
1 ' i n f l a t ion ,  l e  prix du pétrole,  l e  taux d'échange du dol lar ,  l e  taux 
d ' i n t é rê t  aux Etats-Unis, l e  prix des matières premières, e tc  ..., 
influencent plus ou moins de l a  même façon l e  pouvoir d'achat des Anglais 
e t  des Français, donc leurs achats de véhicules. 

Reprenant 1 'affirmation [IV. 11 , d 'une façon informel l e  nous 

obtenons : 



A ins i ,  s i  X ne nous é t a i t  pas access ib le ,  [ IV .~ ]  imp l i que  que 

connaissant  Y e t  moyennant p e u t  ê t r e  quelques r e c o d i f i c a t i o n s  ou t r ans -  

fo rmat ions ,  on s e r a i t  en mesure de f a i r e  une bonne e s t i m a t i o n  de X 

(Nous d iscu te rons  l ' i d e n t i f i c a t i o n  e x p l i c i t e  d 'une t e l l e  f o n c t i o n  d 'es t ima-  

t i o n  au paragraphe 11).  

Cet exemple i l l u s t r e  une a u t r e  c a r a c t é r i s t i q u e  de l a  T r a n s i n f o r -  

mat ion, qu i  pour nos o b j e c t i f s  c o n s t i t u e  un avantage supplémentaire : 

dans l a  recherche des v a r i a b l e s  servan t  à e x p l i q u e r  une v a r i a b l e  X donnée, 

on ne sera  pas l i m i t é  aux v a r i a b l e s  l i é e s  physiquement à X .  

2 .2 - VARIABLES EXPLICATIVES ET VARIABLES A EXPLIQUER 

Comme nous l ' a v o n s  d i t  dans l ' I n t r o d u c t i o n ,  l e s  v a r i a b l e s  

d ' u n  système L peuvent en généra l  ê t r e  d i v i s é e s  en deux groupes : d 'une 

p a r t  l e s  Var iab les à Exp l i que r ,  c ' e s t - à - d i r e  c e l l e s  don t  l a  mesure 

e s t  d i f f i c i l e ,  coûteuse, b r u i t é e  ou imposs ib le  à un i n s t a n t  donné; 

d  ' a u t r e  p a r t  l e s  Var iab les  E x p l i c a t i v e s  ou fac i lement  Observables. 

P l u s i e u r s  cas peuvent se p résen te r ,  mais l a  f o r m u l a t i o n  ci-dessous en 

i n c l u t  l a  p l u p a r t  : 

a )  Systèmes S ta t i ques  - ------------ --- 

E 
S o i t  zE  = {x:,x:, . . . ,XN} 1  'ensemble de t o u t e s  l e s  v a r i a b l e s  du 

système ( c . f .  chap.1, 5 4.2.1.) .  Moyennant une rénuméro ta t ion  éven tue l l e ,  

s o i t  

E E 
1  'ensemble des Var iab les  à Exp l i que r .  Pour chacune des Xi E 4 on 

suppose q u ' i l  a  é t é  donné un ensemble 



E de variables servant éventuellement à expliquer X i .  Cette condition 
E [IV.~] empêche, bien entendu, que 1 'on se  serve de X i  pour expl i quer 

E X i .  

b l  Systèmes - -------- Dynamiques ---- --- 

On suppose i c i  q u ' i l  faut  expliquer certaines des variables 
du système à 1 ' instant  présent, e t  qu'on dispose pour cela de 1 'information 

fournie par l e s  variables aux instants précédents. Voyons ceci formellement: 

D Soit  cD = {X:,X~,. . . ,XNI 1 'ensemble de toutes les  variables 

du système (c . f .  chap. 1,  5 4.2.2.) . Rappelons que zD e s t  sensé contenir 
n 

l es  variables d 'entrée du système (c . f .  chap.1, 54.1). Chaque variable X: 

e s t  u n  vecteur 

x":=(xi i  ( t )  ,x i  ( t -1)  ,x i  ( t - 2 )  ,. . . ,xi  ( t-(p-l))) 

qui regroupe l e s  p dernières réal isat ions de l a  variable primaire X i .  
D Ecrivons c sous la forme suivante : 

D autrement d i t ,  c contient toutes les  variables à l ' i n s t a n t  présent, 
décalées d'une période, décalées de 2 périodes, ..., décalées de p-1 périodes. 

Soit  a lors  

D 1 'ensemble de Variabtes d Eql iquer .  Pour chaque X i  E k on suppose q u ' i l  

a é t é  donné u n  ensemble. 



de variables servant éventuellement à expliquer Xi. Les variables 
D d'entrée du système devraient en principe faire partie de ces oi. 

Désormais nous utiliserons tout simplement $ ou Ci avec 161 =e, sans 
spécifier s'il s'agit du cas statique (E) ou dynamique (D). Les 

résultats donnés seront valables, bien entendu, quel que soit le cas. 

2 .3 - ENTROPIE (OU SEMI-VALUATION) DE X. EXPLIQUEE PAR S 
1 

Si 1 'on prétend expliquer une variable X. E par un sous-ensemble 
1 

de variables S c - ai, on a intérêt 3 choisir un S qui possède le niaximum 

dl information commune aveC Xi, c'est-à-dire, tel que Ï(xi :S) soit aussi 

grand que possible. 

Proposltlon I V . l  (SV) ---------------- 

Soit X E E. Quel que soit S c - ai : 

Interprétation 
IIt30111=11==I 

Quel que soit S ,  ce que S dit sur X plus ce qui reste à 

connaitre de X une fois connu S est égal à toute 1 'information que X 

peut fournir. 

Démonstration : -- - - l l l P 3 5 1 P = = I  

(F.D.)  



C, 

A i n s i ,  maximiser I (X:S)  r e v i e n t  à m in im iser  H(X/S). 

Nous a l l o n s  donc t r a v a i l l e r  en termes de H(X/S). 

Dé f in i t ions  

Pour Xi E e t  S c - vi : 

e s t  l ' e n t r o p i e  (ou en généra l ,  l a  semi -va lua t ion)  - - . - -- . - - - - .- de - - - Xi 

exp l iquée  p a r  S .  - ---- - - - 

e s t  l ' e n t r o p i e  (ou en généra l ,  l a  - semi-va lua t ion)  ---- ---- de - Xi 

non exp l iquée  pa r  S 

e s t  l e  pourcentage de l ' e n t r o p i e  (ou en généra l ,  de l a  s e m i  -- - 
v a l u a t i o n )  - de Xi non exp l iquée  - - - ---.--- p a r  S. 

Propos i t ion  lV.2 (SFSPM) 
---------------- 

Que l s  que s o i e n t  Xi E @ e t  S c bi on a : 

ou ce q u i  e s t  é q u i v a l e n t  : 



Démonstration : ------------- ------------- 

Etant donné que j!~ c S c Bi, l'inégalité énoncée est une - - 
conséquence immédiate de la proposition II. 22 (SMPM) . 

Propos i t ion  1V.3 ---------------- 

Pour H = Entropie nous avons : 

@ H(X/S) = O (ou bien % H(X/S) = O ) 
ssi 
i l  existe une fonction f: Mg-MX telle que X = f(S); 

@H(x/s) = H(X) (ou bien %H(X/S) = 1) 

ssi 

les variables X et S sont statistiquements indépendantes. 
(donc, il n'est pas question que S puisse servir à nous renseigner sur X) 

Démonstration : Voir Annexe 4 
===========II 

(F.D.) 

Comme le montrent les deux propositions précédentes, H(X/S) 
(respec.% H(X/S)) est compris entre O et H(X) (respec. O et l), ces 
valeurs extrêmes étant atteintes dans des cas tout à fait opposés en ce 

qui concerne les possibilités pour que S nous renseigne sur X. Cela nous 
mène à considérer H(X/S) (respec. % H(X/S)) comme un indice (respect. un 
pourcentage) de Non ModéZisabiZité de X à partir de S. 

Le pl us grand ensemble de variables susceptibles d ' expl i quer ou 
de modéliser un Xi E étant par définition ai, nous pouvons donc 
considérer certaines limites : 



est la Partie Non expticabte ( ou non modélisable) de Xi. Autrement 
dit, c'est la partie de l'entropie (ou semi-valuation) de Xi qui provient 
soit d'un comportement autonome de Xi, soit de l'influence d'autres 
variables qui n'ont pas été inclues dans Bi ( à  ce titre, on pourrait aussi 
1 'appeler "Bruit résiduel de Xi " )  . 

est en conséquence l a  Partie ExpZicabZe (ou modélisable) de l'entropie 
(ou semi-valuation) de Xi. 

est le Pourcentage Non IIxplicabZe (ou non modélisable) de l'entropie 
(ou semi -val uation) de Xi. 

est en conséquence le Pourcentage ExpZicabZe (ou modélisable) de 1 'entropie 
(OU semi -val uation) de Xi . 

Avec ces indices nous pouvons construire les vecteurs 



Considérons une norme du t y p e  MinKouski du vec teur  ~ ( x . / w .  ) 

on o b t i e n t  a l o r s  une i n d i c a t i o n  du t o t a l  non e x p l i c a b l e  des v a r i a b l e s  

de l?,. Il nous semble que l e  p l u s  n a t u r e l ,  t o u t  au moins pour H = En t rop ie ,  

e s t  de prendre a = 1. On d é f i n i t  donc l e  Total Non Explicable TNE a i n s i  : 
y------ 

on montre immédiatement, d 'après  l a  p r o p o s i t i o n  II .17 (SV), que 

ce q u i  nous permet  de d é f i n i r  l e  Pourcentage Total Non ExpZicable : 

% TNE (X./B.) := 
TNE (X . /&. ) 

2.4 - LE TOTAL NON EXPLICABLE : UN INDICE IMPORTANT 

2,4.1. - Pour gualifier le problème d'estimation ----- ------------A--------------------- 

[ I V .  111 

Cet i n d i c e  % TNE ( X . / W . )  peu t  nous donner une idée  de l a  

f a i s a b i l i t é  du problème "Est imer  chaque Xi E e en u t i l i s a n t  l e s  v a r i a b l e s  
II 

de €Yi , c ' e s t - à - d i r e ,  s ' i l  sera p o s s i b l e  d ' a r r i v e r  à un r é s u l t a t  de l a  

forme 



q u i  s o i t  acceptable.  En e f f e t ,  s i  % TNE (X./û'.) à une v a l e u r  proche de 

zéro, c e l a  veu t  d i r e  q u ' i l  y a  suff isamment de redondance dans l e  système, 

ou b ien,  que l e s  r e l a t i o n s  de c a u s a l i t é  e n t r e  v a r i a b l e s  e x p l i c a t i v e s  

e t  v a r i a b l e s  à e x p l i q u e r  sont  f o r t es .  Par con t re ,  une va leu r  proche de 

1 de % TNE (X./@.) i n d i q u e  q u ' i l  y a  t r o p  de v a r i a b l e s  à e x p l i q u e r ,  e t /ou  

t r o p  peu de v a r i a b l e s  e x p l i c a t i v e s ,  ou t o u t  simplement, q u ' i l  y a  peu 

de chances d ' é t a b l i r  un modèle mathématique servan t  à es t ime r  l e s  

v a r i a b l e s  de vu l e  manque d ' i n f o r m a t i o n s  d i spon ib l es .  

2.4.2. - Pour qualifier le choix de C ----- ...................... 

L ' a p p l i c a t i o n  des techniques de Contrô le ,  Op t im i sa t i on ,  

Commande Opt imale,  ..., à un système r e q u i e r t  que l ' o n  d ispose d ' u n  

modèle mathématique du système. O r  l a  p o s s i b i l i t é  de c o n s t r u i r e  un t e l  

modèle dépend de l a  mesure dans l a q u e l l e  l e  système " s ' e x p l i q u e  en l u i  

même", c ' e s t - à - d i r e ,  dans quel  1  e  mesure n  'es t -on  pas ob l  i g é  d  ' a l  1  e r  

chercher des e x p l i c a t i o n s  dans des v a r i a b l e s  ou o b j e t s  externes à c 
( rappelons que c e s t  sensé c o n t e n i r  l e s  v a r i a b l e s  d ' e n t r é e  du système 

( c . f .  chap. 1, fj 4.1)). Examinons séparément l e s  cas s t a t i q u e  e t  dynamique. 

a )  Cas statique --------- -- 

E 
Q u e l l e  que s o i t  l a  v a r i a b l e  Xi E xE, l a  q u a n t i t é  % H(Xi/B;.) 

i nd ique  l a  p o s s i b i l i t é  d ' o b t e n i r  une r e l a t i o n  de l a  forme 

E E xi = fi(ei) , avec A5 1 c - C E \  (xi>. 

E E 
Nous pouvons d i r e  a l o r s  que pour  t o u t  sous-ensemble c  c , 

E 
- 

avec 1 = p, l a  v a l e u r  

E E 
=: '% TNE (E 18 ) 



indique la possibilité d'établir p equations entre les N variables de 
c, autrement dit, de construire un modèle de c à N-p degrés de liberté 

E (au minimum), les variables de f( étant les variables dependantes. 

Alors, pour un système statique à N-p degrés de liberté, la 

valeur 

E E E Min t % TNE ( e  le ) : gE ç a et leEl = p }  

qualifie la pertinence du choix des H variables de zE. En effet, cette 

valeur représente le total non expliqué par le meilleur modèle 
E possible de c ayant au moins N-p dégrés de liberté- 

En particulier, le modèle avec le moins de degrés de liberté 

possible est celui où 1 'on prend 

car dans ce cas on cherche à établir N équations entre les N variables. 

E Notons enfin que avec Bi défini par [1~.14] nous pouvons 

obtenir un résultat un peu plus fin que 1 'affirmation [IV.lO] (SV): 

Proposition IV.4 (SMPM) ---------------- 

E E E  E E E E Soit :=tX X ..., X 1 ,  et soit €Yi := z \(Xi} . Alors : 1' 2' e 



Démonstration : 
P I P D = I = P P l t f '  

Voir Annexe 5. 

b l  Cas ----- Dynarniq!g ---- 

On redéfinit 

(F.D.) 

avec (Xe+l(t). . . .XN(t) 1 etant 1 'ensemble de variables d'entrée. Soit 

L'indice % TNE (X./B.) nous indique alors s'il est possible 
d'obtenir un résultat de la forme 

autrement dit, d'obtenir un modele mathématique qui exprime chaque variable 
à 1 'instant t en fonction des variables et des entrées aux instants 
précédents. P 

Dans les deux cas, une valeur élevée de % TNE (X./W.) nous 
indiquerait qu'on a laissé quelques variables importantes en dehors de 
L (figure IV.l), ou/et que l'ordre p choisi (c.f. chap.1, 5 4.2.2.) 

est insuffisant (cas dynamique), ou tout simplement, qu'il n'est pas 
possible de construire un modiile déterministe; 
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Inversement, une p e t i t e  va leu r  de % TNE (X./U.) i n d i q u e r a i t  

que c con t i en t  t ou tes  l e s  var iab les  importantes ( f i g u r e  IV.2) e t  q u ' i l  

e s t  poss ib le  de c o n s t r u i r e  un modèle dé termin is te .  
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Figure  IV.2 c Complet 



11 f a u t  néanmoins remarquer qu'on n ' a  f a i t  aucune hypothèse 

( l i n é a r i t é ,  c o n t i n u i t é ,  . . .) sur  l e s  fi mentionnés dans [1V.12] e t  

[1~.17] .  Il s ' a g i t  seulement de t r o u v e r  des r e l a t i o n s  univoques f .  en t re  
1 

l e s  va r iab les  Bi e t  Xi. Au paragraphe 11 nous par lerons du cas où 

l ' o n  c o n t r a i n t  l e s  fi à appar ten i r  à une c lasse de fonc t ions  donnée. 

2. 5 - PARTIE EXPLIQmE DE LA PARTIE EXPLICABLE 

Nous disposons déjà des i n d i c e s  H(Xi/S) e t  % H(Xi/S) pour 

q u a l i f i e r  l e  cho ix  de S v i s  à v i s  de Xi. Cependant, une a f f i r m a t i o n  

t e l l e  que H(Xi/S) = 7 ou % H(Xi/S) = 13% e s t  encore ambigüe é t a n t  donné 

l e s  d i f f é rences  d 'éche l l e ,  e t  même pour 1  ' i n d i c e  normal isé % H(Xi/S) , du 

f a i t  que r i e n  n ' e s t  d i t  sur,  l a  p o s s i b i l i t é  d 'amél io rer  encore l e  choix 

de S. Pour remédier à ce problème nous proposons l ' i n d i c e  Pourcentage 

Encore Non expliqué par S de la Partie Explicabte de X .  ( %  E N E P E  (Xi/S)), 
1 

d é f i n i  par  : 

% ENEPE (Xi/S) := 1 
I n te rp rê tons  i n tu i t i vemen t  c e t  i n d i c e  : 

r- 

! P a r t i e  de X .  qu i  r e s t e  encore 

1 1 
P a r t i e  non exp l i cab le  de Xi 

à exp l i que r  sachant S 1 - [  1 
[ P a r t i e  exp l i cab le  de Xi 1 



P a r t i e  de Xi q u ' i l  s e r a i t  encore p o s s i b l e  d ' e x p l  i q u e r  1 
[Pa r t i e  e x p l i c a b l e  de Xi 1 

Pourcentage Encore non Exp l iqué  p a r  S  de l a  P a r t i e  E x p l i c a b l e  de Xi 1 
4 4  

Par a i l l e u r s ,  s i  I(Xi:Ui) = O, l a  p a r t i e  e x p l i c a b l e  de Xi e s t  

n u l l e ,  dont  t r i v i a l e m e n t ,  il ne r e s t e r a i t  r i e n  à e x p l i q u e r  de c e t t e  

p a r t i e  exp l i cab le .  

Proposition 1V.5 (SMPM) 
---------me----- 

S o i t  7 ( x i  :Wi) > O. A l o r s  VXi c < e t  YS c 7 : 

O r % ENEPE (Xi/S) E 1, 

avec 
% ENEPE (Xi/S) = 0 <=> H(Xi/S) = H ( X i / l )  3 

% ENEPE (Xi/S) = 1 h H(Xi/S) = H(Xi) 

Démonstration : 
==I=======P=== 

E t a n t  donné que S c - fYi, d ' ap rès  l a  p r o p o s i t i o n  I V . 2  (SMPM) 

nous avons : 



D'au t re  p a r t ,  d 'après  l a  p r o p o s i t i o n  II .17 (SV), nous avons 

Les deux a u t r e s  a f f i r m a t i o n s  son t  immédiates (F.D.) 

Remarquons pour  t e rm ine r  que 1  es t r o i s  i n d i c e s  H(Xi/S) , 
% H(Xi/S) e t  % ENEPE (Xi/S), permet tan t  de q u a l i f i e r  l e  cho ix  d ' u n  S 

v i s  à v i s  de Xi, ne s o n t  qu 'un essa i  de f o r m a l i s a t i o n  des concepts 

de " p a r t i e  modél i s a b l e "  , "pourcentage exp l  i c a b l e "  , . . . . Mais en r é a l i t é ,  

comme l e  montre l a  p r o p o s i t i o n  ci-dessous, i l s  conduisent  tous l e s  t r o i s  

au même r é s u l t a t .  

P ropos i t i on  IV.6 (SMPM) 
---------------- 

S o i t  Xi E e, e t  s o i e n t  S  e t  S '  deux sous-ensembles de . Les 

t r o i s  a f f i r m a t i o n s  su ivan tes  son t  équ iva len tes :  

.- 
i i i )  % ENEPE (Xi/S) ( % ENEPE (Xi/S1). 



Démonstration : 
===========PI 

S i  ~xi :€Yi) = O, a l o r s  H(Xi) = H(Xi/S) = H(Xi/St) = H(Xi/Bi), 

e t  l e s  t r o i s  a f f i r m a t i o n s  sont  t r i v i a l e m e n t  v e r i f i é e s .  
4-. 

S o i t  maintenant I(Xi :Oi) > O. 11 e s t  f a c i l e  de v o i r  que 

ii t-$ i -4 iii : 

(F.D.) 



3 - SOUS-ENSEMBLES EXPLI CATI FS OPTI~MUX 
.................................... 

3.1 - D E F I N I T I O N  DES O P T I I W S  LOCAUX 

Not re  o b j e c t i f  e s t  de t r o u v e r  pour chaque Xi E c ,  l e  

sous-ensemble ci c  û'< t e l  que 

[ I V .  191 

Cependant, l e  problème   osé de c e t t e  façon  condu i t ,  comme l e  

montre l a  p r o p o s i t i o n  IV .2  (SFIPM), à l a  s o l u t i o n  t r i v i a l e  

5 .  = W., pour  i = 1,2 ,..., e. 
1 1 

O r ,  c e t t e  s o l u t i o n  t r i v i a l e  présente deux inconvén ien ts  : d 'abord ,  

e l l e  ne nous f o u r n i t  aucun renseignement su r  l a  s t r u c t u r e  du système, 

puisque e l l e  r e v i e n t  à d i r e  "une v a r i a b l e  e s t  exp l i quée  par  (donc "dépendante 

de", " i n f l uencée  par" ,  "branchée à", . . .) t ou tes  l e s  v a r i a b l e s  suscep t i b l es  

de 1  'exp l  i que r " .  Mais s u r t o u t ,  l e  problème qu i  se pose ensui  t e  ce1 u i  

d ' i d e n t i f i e r  l a  f o n c t i o n  fi t e l l e  que X i  2 fi ( E ~ ) ,  augmente i n u t i l e m e n t  de 

dimension. 

A i n s i ,  comme pour  l e  problème des p a r t i t i o n s  op t ima l  es, nous 

a l l o n s  p l u t ô t  chercher  des op t imu l s  locaux. Le problème e s t  a l o r s  énoncé 

sous l a  forme su i van te  : 

Y Xi E K y  e t  pour  K = 1 . . . , 1 €Yi 1 , t r o u v e r  

K ci 5 (ri 3 

K 
avec 1 ci ( = K, t e l  que 

K us c  - Ui , lq= K : H(Xi/Si) 6 H(Xi/S). 

J 



On v o i t  immédiatement que pour  t o u t  Xi E : 

O 
+ S i = I  * Si@' 1 = vi. 

K K K K 
Appelons 6  := ( ~ ~ ~ 6 ~ ~ ~ ~ ~ ~ 6 , ) .  

P r o p o s i t i o n  IV.7 (SMPMI 
-----a---------- 

Quel que s o i t  Xi E e, e t  quel  que s o i t  K, 1 s K 6 1 : 

H(x~/c:)  6 H(x~/F:-') 

Démonstration : 
============= 

K- 1 S o i t  X E 01, 6K- l  y e t  s o i t  A:= gK - l  t~ {X } . A l o r s  ci 5 A, a 1 a 

e t  d 'après  l a  P r o p o s i t i o n  II .22 (SMPM) on o b t i e n t  

K  D 'au t re  p a r t ,  / A l  = Ky donc p a r  d é f i n i t i o n  de ci : 

De ces deux i n é g a l i t é s  on d é d u i t  

K K-1) 
H(Xi/ci) d H(Xi/ci (F.D.) 

Comme consequence d i r e c t e  des n r o p o s i t i o n s  IV.6 e t  IV.7 on a  

l e s  qua t re  a f f i r m a t i o n s  su ivan tes  ( va lab les  pour H = SVPM) : 



A2) -- 

O 1 1=% ENEPE(Xi/di) :: 0. ENEPE(Xi/ci) . . . > % E V E P E ( X ~ / < ! ~ ~  l )  = O .  [1~.22] 

S i  VXi  6 -  on a  la. 1 = c ,  nous pouvons d i r e  pa r  a i l l e u r s  que 
1 

I l  f a u t  t o u t e f o i s  remarquer que l e s  a f f i r m a t i o n s  précédentes n ' i m -  
0 1 2  p l i q u e n t  pas que ci, ci Y Ci ,. . .5  i c o n s t i t u e  une s u i t e  c ro i ssan te ,  c ' e s t - à -  i K+ 1 d i r e ,  que F , ~  n ' e s t  pas forcement contenu dans ti i 

i.2 - AVANTAGES DE L'APPROCHE PAR OPTIfillJVÇ LOCAUX 

Cet te  approche Far  Optimums Locaux présente deux avantages : 

i )  Comme l e  montrent  l a  p r o p o s i t i o n  I V . 7  (SMPt l )  el: l e s  a f f i r m a t i o n s  [ 1 ~ . 2 1 ]  
K K K à [1 \ / .24] ,  l e s  5 := (cl ,... , < , ) ,  K = O,1,2 ,... c o n s t i t u e n t  une h i é r a r c h i e  

de s o l u t i o n s  de p l us  en p l u s  exactes.  Le p r a t i c i e n  peut  a l o r s  f a i r e  un 

compromis e n t r e  l ' e x a c t i t u d e  de l ' e s t i m a t i o n  e t  l a  dimension du modèle 

qu i  s e r a i t  nécessai re .  



K i i )  La connaissance des 5  , K = 0,1,2, ..., nous f o u r n i t  des renseignements 

précieux su r  l a  s t r u c t u r e  du système. En e f f e t  pour chaque v a r i a b l e  
1 2  Xi E 4 on o b t i e n t  une h i é r a r c h i e  E ~ ,  ti ,. . . , l 5  l , des sous-ensembles s i  

qu i  expl iquent  (ou i n f l uencen t )  l e  mieux Xi. Mais sur tou t ,  l a  méthode 

u t i l i s é e  e s t  muZtidimensionneZZe, dans l e  sens où e l l e  t i e n t  compte 
K 

de 1  ' in fo rmat ion  que tou tes  l e s  va r iab les  de ci prises dans leur 

ensemble f ou rn i ssen t  sur  Xi, ce qu i  peut ê t r e  t r è s  d i f f P r e n t  d'une 
K 

add i t i on  de 1  ' i n fo rma t ion  que chacune des va r iab les  de S~ f o u r n i t  sépa- 

rément sur Xi. Dans l e  Chapi t re II, paragraphe 9.3, nous avons présenté 

un système = (XI, X2, X3, X4) OU l ' i n f o r m a t i o n  apportée par  X1 ou par  X 2  

ou par X3, sur  X4 e s t  n u l l e ,  e t  ce n ' e s t  qu'en prennant X1 e t  X2  e t  X 3 
ensemble que l ' o n  t rouve q u ' e l l e s  exp l iquent  complètement l e  comportement 

de Xq. 



4. - UN WIIPLE D'APPLICATION DES INDICES DEFINIS 

Nous reprenons l e  système z = !X X 1'  2 '" '  , X 7 }  , qui a é té  

présenté au chapitre I I I ,  97. Bien sur ,  i l  ne s ' a g i t  que d'un exemple 

purement "académique", mais qui permet d ' i l l u s t r e r  l e  comportement des 

indices présentés auparavant. 

Soit donc 1 = l X 1 , X 2 , .  . . , X  1 ,  dont la représentation graphique 7 
e s t  montrée dans la  figure IV.3. 

Figure IV.? Représentation graphique de z=IX1,. . . , X  1 7 



S o i t  E:= IX1,X2 ,..., X 1 ,  e t  5: .  e,IXi), 1 r i r 7 .  
7 

Le t ab leau  ci-dessous montre l e s  d i f f é r e n t s  r é s u l t a t s  

-- 

Les f i g u r e s  su ivan tes  montrent  l e s  graphiques des i n d i c e s  
K K K H(Xi/ci) , % H(Xi/ci). % ENEPE (Xi/ei) , K=1,2,. . . ,6, a i n s i  que des 

i n d i c e s  T N E ( x . / ~ ~ )  e t  % T N E ( x . / ~ ~ ) .  On y v o i t  en p a r t i c u l i e r  qu 'à  
K p a r t i r  d ' un  c e r t a i n  K ( l e  preinie; pour l eque l  % ENEPE(Xi/~i) = O ) ,  l e s  

r é s u l t a t s  ne peuvent p l u s  ê t r e  amél iorés.  Ce n ' e s t  pas l a  pe ine 

d ' a l l e r  p l us  l o i n .  



N I 

4 2 3 4 5 
. 
G 

= k 
Figure IV.4 P a r t i e  Non Expliquée de Xi sachan 

k 
F igure  IV.5 Pourcentage Non Expl iqué de Xi sachant ci 



k Figure  I V .  Pourcentage Encore Non Exp l i qué  p a r  ci de l a  P a r t i e  
Expl  i c a b l  e de Xi 

F i g u r e  IV.7 Pourcentage T o t a l  
Non Expl iqué sachant 

4 2 3 4 5 6  

F i g u r e  IV.8 T o t a l  Non Exp l iqué  
k sachant 6 .  
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5 - ALGORIii-ME DE RECHERCHE U(WUIST1VE (%) 

Nous a l l o n s  maintenant é t u d i e r  quatre a lgor i thmes conduisant 
K à déterminer (ou à approximer) l e s  E, , K=1,2, ...,. Pour a v o i r  une 

idée de l a  complexité de c e t t e  tâche, nous étudions t o u t  d 'abord un 

A l  g o r i  thme de recherche Exhaustive (AE) . 

5.1 - ALGORITHME: AE 

On suppose 6:. (X1,X2,. . .Xe} ,  e t  Hi, 1 6 i r e, donnés. L 'a lgo-  

r i thme u t i l i s e  deux vecteurs : 

- SI, S2.. . . .S , où SK c o n t i e n t  1 'ensemble à K éléments qu i  jusqu'à N-1  
présent expl  ique 1 e mieux Xi, 

- HS1, l is2>. . . HSN-l , où HSK c o n t i e n t  H(Xi/SK). 

début j 

i + 1; 

I 
Tant que i 6 e f a i r e  

- 9  

SK +- f9, HSK + + -, pour K=1,2,. . . ,IlYi 1 ; 
Pour t o u t  S c - O'i f a i re ;  

K +   SI; 

1 a l o r s ;  

I f tq ;  - 
E c r i r e  SK,HSKy K=1,2,. . . , IVi 1 ; 

i + itl; 

f tq ;  - 
f i n ;  - 



5.2 - OPTIMALITE DE L'ALGORITHEm AE 

Cet a lgor i thme e s t  évidemment op t ima l  , é t a n t  donné q u ' i l  

parcour t  tous l e s  sous-ensembles possib les à l a  recherche de ceux qu i  

minimisent l e  c r i t è r e .  

5.3 - ORDRE DE L'ALGORITHME AE 

a)  Cas s t a t  Igue --------- -- 

Le cas qu i  en t ra îne  l e  p lus  de c a l c u l s  e s t  b ien  entendu c e l u i  
E o ù <  = { x E  E E E E 1 ' X2,...,XNl e t  d: = e \(Xi} , donc 1 = N e t  IfYi/ = N-1. 

E 
Pour chacun des Xi E < 1 y a z N - l  - 1 SOUS-ensembles de 8; 

à examiner, s o i t  au t o t a l  

ORDRE (AE s ta t i que )  = N. (zN-' - 1) 

Dans 1 'Annexe 6, on ca l cu le  1 ' o rd re  c i  -dessus, pour N 6 20 .  

Quant à l a  l i m i t e  d ' a p p l i c a t i o n ,  s i  l ' o n  suppose qu'un ord ina teur  nécess i te  

1/1000 de seconde pour 1 'examen de chaque sous-ensemble , a l  o rs  1 ' a l  g o r i  thme 

peut  ê t r e  appl iqué jusqu 'à  N = 19. Dans ce cas l e  nombre de sous-ensembles 

à examiner e s t  9'961.453, tâche qu i  demande 2 h 46 mn. 

b )  Cas _ _ _ _ _  dynamique _ _ _ _  -_ 

Nous devons d i s t i n g u e r  i c i  deux cas : 

i) Problème d'Estimation 
....................... 

Il importe de savo i r  que l l es  va r iab les  ( e t  avec quel décalage!) 

peuvent s e r v i r  à exp l i que r  une a u t r e  va r iab le .  



Considérons donc 

D e = {Xl(t)) Xp(t). ... >X (t)}> ({Xe+ 19....X 1 étant les variables d'entrée) 
e 

et N 

D cfi = NX1(t) ¶ .  . . ¶XN(t)1 
= {X1(t-1) 9 .  9X1(t-(p-1)) ¶ X2(t-1) ¶ .  . . ¶x2(t-(p-1)) y . .  . ¶xN(t-(p-l))l 

Nous avons donc = e, 1 { 1 = N. (p-1) . Pour chacune des e 
D variables de il faut examiner 2 N'(p-l)-l sous-ensembles de $ soit au 

total 

ORDRE (AE dyn.Estim.) = e.  (z~*(P-')-~). 

ii) Problème d'Analyse Structurale ................................ 

Dans ce cas, il importe seulement de savoir quelles variables 
peuvent servir à expliquer une autre. Il suffit de considérer alors 

D 
= {Xl(t) 2X2(t) ¶Xe(t)} ({Xe+l ¶ .  . . ¶XN1 étant les variables d'entrée) 

D Nous avons donc 1 $)1 = e, Idi 1 = N. On obtient alors 

N ORDRE (AE dyn.Struct.) = e.(2 -1). 



6.1 - ALGORITHME AA 

Pour chaque v a r i a b l e  Xi E g, c e t  a lgor i thme AA c o n s t r u i t  une 

chaîne de sous-ensembles e x p l i c a t i f s  S1,S2,. . . ,S , avec SK+l = SK u {Xal, 151 
l a  va r iab le  X é t a n t  c h o i s i e  de façon a rendre H(Xi/SK u  {Xal)aussi p e t i t  

a 
que possible. 

début; 

i +- 1; 

t a n t  que i s e  f a i r e ;  

t rouver l a  va r iab le  X E ri t e l l e  que H(Xi/Xa) s H(Xi/X), YX E Wi; 
a 

SI + { X  1; 
a 

K  4- 2 ;  

t a n t  que K  < lei ( f a i r e ;  

Trouver l a  v a r i a b l e  X a E gi\SK-l t e l l e  que H(Xi/SK-l>Xa) 6 H(Xi/SK-I,X)a 

V X E q\SK-l; 
s K '  SK-' l  f x  a 1 ;  

K 4- K+l; 

ftq; 
E c r i r e  SK, H ( x ~ / ~ ~ ) ,  pour K  = 1,2,-.., Iffil ; 

i t i+l; 

ftq ;  - 
f i n ;  - 



1 9 0  

6.2 - OPTIMALITE DE L'ALGORITHME ACI 

Comme nous 1 'avons remarqué au paragraphe 3.1, les sous-ensembles 
explicatifs optimaux ci, ci.. . , ci la- 1 1 ne eonsti tuent pas forcément une 
chaine ordonnée par la relation c. En conséquence, tout algorithme dont le - 
résultat est une chaîne de sous-ensembles peut ne pas trouver tous les 
optimums locaux. 

Avec l'algorithme AA nous pouvons seulement être sûrs de 
trouver E !  (car toutes les alternatives auront été examinées) et 

1 
I'%l (trivialement). c i  

6.3 - ORDRE DE L'ALGORITHME AA 

a )  Cas s t a t i q u e  --------- -- 

E E E E E E  soit gE = x , x . . . x et ëi = L \ {xi 1. 

Pour chacune des N variables de E, on peut dire : 

. Déterminer Si requiert l'examen de N-1  alternatives, 

. S1 étant connu, déterminer S2 requiert l'examen de N-2 alternatives, 

s~-l étant connu, déterminer SK requiert 1 'examen de N-K alternatives, 

Ainsi donc, on obtient 

N-1  N'l N2(N-1) - N~ - N2 ORDRE (AA Stat.) = N. Z N - K =  N E  j = - 2 [IV. 261 
K= 1 j = l  



Dans l'Annexe 6, on calcule la fonction ci-dessus pour N 20. 

Toujours avec 1 'hypothèse de 1/100O de seconde pour 1 'examen de chaque 

alternative, cet algorithme pourrait être utilisé Jusqu'à N = 262 variables. 

Dans un tel cas, le nombre d'alternatives est de 8'958.042, qui demandent 

2h t 29 mn de temps de calcul. 

b )  Cas dynarniq;g ----- ---- 

D Avec les mêmes ensembles et €fi décrits au paragraphe 5.3. b, 

on obtient facilement 

i) Problème d'Estimation 
........................ 

N. (P-1) 
ORDRE (AA dyn.Estim.) = e . 7  N. (p-1)-K = 

e.N(p-l).(N(p-l)+l) 

K=O 2 

ii) Problème d'Analyse Structurale 
................................ 

N 
ORDRE (AA dyn.Struc.) = e . Z  N-k = 

e.N (Ntl) 

K=O 2 



Cet a l go r i t hme  e s t  en quelque s o r t e  l ' i n v e r s e  de c e l u i  qu 'on 

v i e n t  de d é c r i r e .  Dans l e  cas présent ,  pour chaque v a r i a b l e  Xi E c,  
c e t  a l go r i t hme  AD c o n s t r u i t  une chaine S  S  191 ' I f l i l - l ' * * * '  S2,S1, avec 

SKml = SK\ {Xa} , l a  v a r i a b l e  X é t a n t  c h o i s i e  de façon à rendre  H(Xi/SK-l) 
CL 

auss i  p e t i t  que poss ib l e .  

7.1 - ALGORITHME AD 

début; 

i +- 1; 

Tant  que i < e  f a i r e ;  

s -+ €Yi; 
e  

K t  151 - 1; 

Tant  que K 3 1 f a i r e ;  

Trouver  l a  v a r i a b l e  X E SK+i t e l l e  que H(Xi/SK+l\ O( 1 ) s  H(Xi/SK+l\{X}) 
ci CL 

V X E SK+.p 
\{X 1 ;  S~ * S~+l a 

K +- K-1; 

f tq ;  - 
E c r i r e  SK, H(Xi/SK). pour K = l y 2 y . .  . ,IVi 1 ; 
i -+ i+l; 

ftq ;  - 
f i n ;  - 

Par l a  même r a i s o n  que nous avons s i gna lée  au paragraphe 6.2, 

il n ' e s t  pas sû r  que 1  ' a l go r i t hme  AD t r ouve  tous l e s  optimums locaux. 

IB;. 1 - 1  ( c a r  t ou tes  l e s  Nous pouvons seulement ê t r e  c e r t a i n s  de t r o u v e r  ci 
a l  t e r n a t i v e s  au ron t  é t é  examinées) e t  ~1~~ l ( t r i v i a l e m e n t )  . 



7.3 - ORDRE DE L'ALGORITHME AD 

a )  Cas Statique --------- -- 

E E E E E  E  
Sait E: := {X1,X2,. .. ,XN) e t  6 = z X i  Comme pour 1  ' a l go r i t hme  - 

AA, on peut d i r e  que pour chacune des N v a r i a b l e s  de gL: 

. Déterminer SNel r e q u i e r t  l 'examen de W-1 a l t e r n a t i v e s ,  

. SK é t a n t  connu, déterminer  SK-l r e q u i e r t  l 'examen de K a l t e r n a t i v e s .  

Au t o t a l  donc, on o b t i e n t  

1 
ORDRE (AD S t a t . )  = N. Z , - N ' ( N - ~ )  = N~ - N~ 

K=N-1 2 2 

Ce r é s u l t a t  e s t  i d e n t i q u e  à c e l u i  de AA S t a t . ,  ce q u i  veu t  d i r e  

que c e t  a lgor i thme p o u r r a i t  ê t r e  app l iqué  j usqu 'à  N = 262 v a r i a b l e s ,  

nécess i t an t  dans ce cas 2h + 29 min de c a l c u l .  

b )  Cas dynamique ----- ---- 

D D  
Avec l e s  mêmes ensembles f e t  di d é c r i t s  au paragraphe 5.3. b. 

on o b t i e n t  : 

i) Problème d'Estimation 
........................ 

ORDRE (AD dyn. Es t im)  = ORDRE (AA dyn .Est im) = 
e.N. (p-1)  ( N ( p - l ) + l )  

2  

ii) Problème d'Analyse Structurale 
................................. 

- e.N.(iJ+l) 
ORDRE (AD dyn.Struc.)  = ORDRE (AA dyn.Struc.)  - 

2 



8.1 - OPERATEURS CONTRACTANTS 

Pour chaque Xi E 6 on peut  d é f i n i r  : 

Les a lgor i thmes AA e t  AD que nous venons d ' é t u d i e r  se résument 

à une a p p l i c a t i o n  répé tée  pour  chaque Xi E des opéra teurs  su i van t s  : 

(A jou te r : )  A:? (û' ).- 9 ( d  ) , O a K s l€Yil - 1 K i K t 1  i [IV. 281 

S- A(S) = S u < X  1 a 

A 1 ' a i d e  des opera teurs  A e t  R y  nous pouvons d é f i n i r  l e s  deux 

opéra teurs  su ivan ts ,  pour  K=1,2,. . . , / fYi 1 - 1: 



AoR : ?,(Yi ) 9 

S AoR(S) := A(R(S)) 

RoA : Pk(€fi) 

Proposition 1V.8 ( S V )  

Quel que s o i t  Xi E , e t  quel que s o i t  K, 1 K g 1 Vi 1 - 1, 

Démonstration : 
-------------- -------------- 

So i t  Xi E E e t  S E P ~ ( B ; . ) >  pour un K : 1 s K s  ]€fil - 1. 

H(Xi/R(S)) = Min {H(Xi/S\{X}) : X E S I  = H(Xi/S\{XBI), 

pour un c e r t a i n  X E S. D 'aut re  par t ,  nous avons : 
8 

H(X,/AoR(S)) := H(Xi/A(R(S))) = H(Xi/A(S\IXBI)) 

= Min {H(Xi/(S\{XB3) u {XI )  : X c (  S\{XB}) I  

e t  puisque X E €fi\(S\iX 1) y a lo rs  
B B 

< H(Xi/(S\{XBl) u i X B I )  \ 

= H(Xi/S). 



La d6monstration pour RoA(S) e s t  t o u t  à f a i t  s i m i l a i r e  à 

ce1 1 e -c i  . 
(F.D.) 

La conséquence du ca rac tè re  cont rac tan t  de AoR e t  RoA e s t  

immédiate : 

Propos i t i on  IV.9 ( S V )  ---------------- 

Tous l e s  sous-ensembles expl  i c a t i f s  optimaux c r  sont des po in ts  

f i x e s  des opérateurs AoR e t  RoA, c 'es t -à -d i re ,  

Démonstration : 
------------- ------------- 

D'une pa r t ,  l a  p r o p o s i t i o n  IV.8 (SV) imp l ique 

K K 
D 'au t re  p a r t ,  é t a n t  donné que AoR(ci) e t  RoA(ci) 

appart iennent  à PK(Oi ) , par d é f i n i t i o n  de 5: on a : 

(F.D.) 

REMARQUE ----- -- 

I l  convient  de s i g n a l e r  que AoR # RoA, comme l e  montre 

1 'exemple su i van t  : 



Supposons qu'il s'agit de trouver un ensemble explicatif de 

X1 à deux variables. Soit S = { X  X  1 .  3 '  4 

on calcule facilement : 

D'autre part 

R ( S )  = i X 4 1  

A ( R ( S ) )  . { X 4 , X 5 1  



8.2 - ALGORITHME AAS 

on dira qu'un sous-ensemble S c - ?(W.) est stable ssi c'est 
un point fixe aussi bien de AoR que de RoA. On vient de voir par ailleurs 

K que tout sous-ensemble explicatif Optimal 6 .  est stable. Cependant, i l  
1 

ne s'agit que d'une condition nécessaire d'optimalité, car il peut y 
avoir des sous-ensembles stables qui ne soient pas optimaux. 

L'algorithme d'Approximations successives que nous proposons 
cherche pour chaque Xi E 4 et pour chaque K, 1 ç K s lei 1 - 1 un sous- 
ensemble de B;. vérifiant la condition nécessaire d'optimalité. Pour cela, 
pour chaque K on se donne un sous-ensemble à K éléments de Vi, quelconque, 
et on lui applique les opérateurs AoR et RoA autant de fois que cela 
est possible, jusqu'à stabilisationb La convergence est assurée par le 
caractère contractant des opérateurs. 

Plus concrêtement, les boucles principales des algorithmes 
AA et AD deviennent des sous-programmes, appellés par l'algorithme AAS : 

début ; 
i t 1; 
Tant que i 6 e faire; 

K t  1; 

Tant que K < IfYi 1 - 1 faire; 
Générer (ou lire) un élément S de PK(Vi) ; 

Stable -+ "faux"; 
Tant que -Stable faire; 

Tant que AoR(S) # S faire; 
s + AoR(S); 

ftq; - 
Tant que RoA(S)# S faire; 

S +- RoA(S); 

ftq; - 
Si AoR(S) = RoA(S) = S t alors; 

Stable t "vrai "; 

fsi; - 
ftq; 



E c r i r e  S, H(Xi/S) ; 

K +- K+1; 

i t i+l; 

- 
f i n ;  - 

Rien n'empêche, b i en  entendu, que pour  chaque Xi E f3! e t  pour 

chaque K, 1 K r W i  1 - 1, on se dontie non pas ui i  mais p l u s i e u r s  

sous-ensembles i n i t i a u x  t i r é s  au hasard, pour l e s  " s t a b i l i s e r " .  Cela 
K augmentera sans doute l e s  'chances' de t r o u v e r  l e s  ci . 

8.3 - OPTIMALITE DE L'ALGORITHME MS 

Cet a lgor i thme f o u r n i t  pour  chaque Xi E e t  pour  chaque K y  

1 s K a IO'. 1 - 1, un (ou p l u s i e u r s )  sous-ensembles s tab les .  B ien que ceux-c i  
1 

ne forment pas forcément une chaine ordonnée, nous pouvons uniquement d i r e  

q u ' i l s  v é r i f i e n t  une c o n d i t i o n  nécessa i re  d ' o p t i m a l i t é .  Par a i l l e u r s  é t a n t  

donné que AAS r é u n i t  l e s  p r o p r i é t é s  de AA e t  AD, nous pouvons ê t r e  sûrs 
1 

de t r o u v e r  ci e t  ~1'i , a i n s i  que c i (ce  d e r n i e r  é t a n t  t r i v i a l ) .  
1 

3.4 - ORDRE DE L 'ALGORITHPIE AAS 

a )  Cas Statique --------- -- 

E E E E E S o i t  4 = {XI, X2,. . . ,XNl e t  df = E ~ \ ( x ~ ) .  Voyons d 'abord  l e  

nombre d ' a l t e r n a t i v e s  examinées l o r s  de l ' a p p l i c a t i o n  de l ' o p é r a t e u r  

AoR à un S ç ffi, 15) = K : 



l e  c a l c u l  de R(S) r e q u i e r t  l 'examen de K  a l t e r n a t i v e s  ( l e q u e l  

des K éléments de S r e t i r e r  ? ) .  On o b t i e n t  comme r é s u l t a t  un ensemble 

de K-1 éléments. Ensu i te ,  1  ' a p p l i c a t i o n  de 1  ' opé ra teu r  A à R(S) r e q u i e r t  

l 'examen de N - 1  - (K-1) = N-K a l t e r n a t i v e s  ( l e q u e l  des (N-1) - (K-1) 
E  élément de (xE\ {x i  1 )  \ R(S) c o n v i e n t - i l  d ' a j o u t e r  à R(S)?) .  A i n s i ,  une 

a p p l i c a t i o n  de AoR à un ensenble de K  élément r e q u i e r t  l 'examen de 

K  + (N-K) = N a l t e r n a t i v e s  (que l  que s o i t  Xi e t  que l  que s o i t  K ) .  On peut  

montrer  f ac i l emen t  q u ' i l  en e s t  de même pour  RoA. 

D ' a u t r e  p a r t ,  s i  pour chacune des N v a r i a b l e s  de < on se donne 

n s o l u t i o n s  i n i t i a l e s  t i r é e s  au hasard, e t  que pour  chacune d ' e l l e s  

on app l ique  R f o i s  un opéra teur  c o n t r a c t a n t ,  on o b t i e n t  

Le c a l c u l  de c e t t e  f o n c t i o n  pour  N < 20 e s t  p résen té  dans 

l 'Annexe  6. E n f i n ,  avec l ' h y p o t h è s e  de 1/10n0 de seconde par  a l t e r n a t i v e  

examinée, e t  en p renan t  a.6 = 18 (ce q u i  cor respond à 3 s o l u t i o n s  i n i t i a l e s  

auxquel l e s  on anpl  i que  6 f o i s  un opéra teur  c o n t r a c t a n t ,  . . . ) ,ce t  a l  g o r i  thme 

p o u r r a i t  ê t r e  u t i l i s é  j u s q u ' à  N = S I  v a r i a b l e s .  Dans ce cas l e  nombre 

d ' a l  t e r n a t i v e s  e s t  de 9'100.800 qu i  n é c e s s i t e n t  2h + 31 min de temps de 

c a l c u l .  

n D 
Avec l e s  ensembles @, e t  di d é c r i t s  au paragraphe 5 . ? . 6 . ,  

on app l ique  l a  même méthode de comptage q u i  v i e n t  d ' ê t r e  u t i l i s é e .  Les 

r é s u l t a t s  sont  l e s  su i van t s  : 

i) Problème d'Estimation 

ii) P r o b l è m e  d'Analyse Structurale 
................................... 

N - 1 
ORDRE (AAS Dym.Struc.) = a.b.e FI = a.$.e.N(N-1). 

K= 1 



Pla~ons nous maintenant dans le cas 00 l'intérêt principal est 

de déterminer la structure des liaisons entre les variables du système. 

Prenons donc 4 et définis ainsi : 

+ Systéme Statique 
---me----------- 

c'est-à-dire, on suppose que chacune des variables du système peut à la 

limite être influencée par toutes les autres variables du système. 

+ Systdme Dynamique ----------------- 

D E = {Xl(t). X2(t), . -.Xe(t)1 (où Xe+l,X,+Z.. .. ,XN sont les 
variables d'entrée) ; 

pour i = 1,2, ..., e : dy = N X l ( t )  ,. . . ,XN(t)l 

ainsi, chacune des variables (sauf celles d'entrée) à l'instant t, peut 

être influencée par toutes les variables du système aux instants précédents. 

9.1 - GRAPHE DE DEPENDANCE 

Avec 4 et €fi definis précédemment, et les sous-ensembles 
K ci déterminés (ou approximes) au moyen des algorithmes que nous avons 

décrits, on peut construite 1 es Graphes de ~épendance (ou d ' influence) 
ainsi : 



glj? 

GK = ("UK), K= 1,2, ..., N 

avec z= ( X I  , X 2 ,  .. . ,XrI1, 1 'ensemble de sommets; 

K U ( X i X )  : X i  E E - 1 ,  l'ensemble d 'arcs .  
J J 

Autrement d i t ,  c ' e s t  u n  graphe 017 les sommets sont l e s  variables 

du système, e t  où u n  arc (Xi,X.) peut ê t r e  interprété comme : "la variable 
J 

X i  contribue, avec d 'autres ,  à déterminer ou à expliquer la  variable X ". 
j 

Ce recours aux graphes pour exprimer l 'exis tence de l iens entre 

l e s  variables, e s t  assez classique dans l a  l i t t é r a t u r e  [CARP 8na, 80b; 

DELA 79; GABA 78; NEP0 78, R I C H  75 ,  chap.11; STEW 65, parmi d'autres]. 

De ce f a i t ,  i l  existe de nombreuses techniques pour l a  décomposition, l a  

hiérarchisation ou l a  visualisation des graphes. 

Mais la caractéristique la  plus importante à notre avis des 

graphes GK que nous proposons e s t  leur caractère multi-dimensionnel. 

En e f f e t ,  dans les  graphes couramnent u t i l i s é s ,  un arc  ( X i  , X  .) représente 
J 

l 'existence d'une l iaison entre X i  e t  X .  mesurée avec u n  c r i t è r e  binaire,  
J 

de la  forme 

( X i  > X j )  U #  S(Xi ,X J .) 3 seuil donné, 

S étant u n  indice de s imilar i té  quelconque (par exemple l e  coefficient 
4-b 

de corrélation l inéa i re ,  ou bien la transinforrnation 1 ( X i : X )  etc  . ) .  
J 

Or dans notre cas, u n  arc ( X i , X . )  indique que X e s t  l i ée  à 
J i  

X , mais surtout,  que ce t te  l iaison se passe dans l e  cadre d'une influence 
j K 

?anjoi~zte avec les autres variables de 5;. On a dejà montré (c.f .chapII,§.9.3) 
J 

comment d'importants aspects de la  structure d ' u n  système ne sont décelables 

qu'avec une approche "mu1 tidimensionnelle", e t  q u ' i l s  passent tout à f a i t  

inaperçus lors  de n'importe quelle analyse binaire. 



DECOMPOSITION, HIERARCHISATION ET VISUALISATION DE GRAPHES 

L 'ana lyse  des graphes é tan t  un s u j e t  largement é t u d i é  e t  

pub l i é ,  il ne nous appara i t  pas nécessaire de f a i r e  l e u r  p résenta t ion  

dans ce mémoire. Nous voulons t o u t  de même mentionner quelques travaux 

p a r t i  c u l  ièrement in té ressants  . 

Marc RICHETIN a  présenté dans l e  c h a p i t r e  II de sa thèse 

[RICH 751 quelques méthodes de décomposition e t  de h i é r a r c h i s a t i o n  de 

graphes qui  a i d e n t  à l a  mise en oeuvre e f f i c a c e  des techniques de 

Commande Hiérarchisée. D ' a u t r e  pa r t ,  D.GABAY, P.NEPOMIASTCHY proposent des 

algori thmes qu i  permettent de t ransformer l e  graphe d 'un système sous 

des formes qu i  s i m p l i f i e n t  sa r é s o l u t i o n  e t  son o p t i m i s a t i o n  [GABA 78; 

NEP0 781 . Mentionnons aussi  1  es recherches récentes de M. J  .CARPAN0 e t  

M.DELARCHE, qu i  o n t  développé des méthodes in format iques pour s i m p l i f i e r  

l a  représenta t ion  e t  l a  v i s u a l i s a t i o n  de graphes de grande t a i l l e  

[CARP 80a, 80b; DELA 791. Enf in ,  J.N.WARFIELD a  f a i t  un t r a v a i l  considérable 

d'analyse s t r u c t u r a l e  de systèmes socio-économiques à l ' a i d e  de l a  

Théor ie des Graphes [wARF 73a, 73b, 74a, 74b, 74c, 76,771 . 



Les a lgor i thmes que nous venons d ' é t u d i e r  son t  d 'une  a p p l i c a t i o n  

immédiate au problème de 1 a Reconnaissance de Formes (ou C l  a s s i  f i c a t i o n  

Automatique) avec apprent issage.  Le problème peut  ê t r e  énoncé a i n s i  : 

On suppose que l ' o n  d ispose d 'une Poputation d'Apprentissage 

n =6 1 2 , .  . . w . Ces o b j e t s  se c l a s s i f i e n t  dans l e s  formes (ou c lasses)  

, . . . , . Pour ce la ,  on possède un ensemble de Paramètres XI .X2.. . . ,X N 
q u i  peuvent ê t r e  mesurés su r  chacun des o b j e t s .  Le diagramme s u i v a n t  

résume c e t t e  f o r m u l a t i o n  : 2:Ensembl e de 



L'objectif est alors d'estimer la fonction d'affectation o 

qui à chaque objet t~ fait correspondre sa forme ( w ) , et ce1 a à 

1 'aide des paramétres X1 ,. . . , XN. 

Le problème exprimé dans la notation que nous avons utilisée 

est : 

11 s'agit donc de : 

i) trouver le sous-ensemble 6 de paramètres qui fournissent le plus d'information 

pour déterminer quelle est la forme ou classe à laquelle appartient 

chaque objet, 

- 
ii) une fois le sous-ensemble 6 trouvé, construire une fonction o(5) qui 

approxime le mieux la fonction o (on suppose bien entendu que sur la 
population d'apprentissage n la fonction @ est connue). 

L'indice H(o/Xl,. . . ,XN) (ou % H(o/X1,. . . ,XN)) nous indique à 

quel point la classification peut être déduite des paramètres X1,X2,...,XN 

S i  cet indice a une faible valeur, on peut, à 1 'aide des algorithmes 
1 N étudiés, trouver une sui te 5 , 6' , .. . ,E c - Hi de sous-ensembles permettant 

une estimation de o de plus en plus exacte. On pourra, sur la base des 
K valeurs décroissantes H(o/c ) , K = 1,. . . ,N, faire un compromis entre 

1 'exactitude voulue et le nombre de paramètres qu' il faudrait prendre en 
compte. 

Ko Une fois un E choisi, i l  reste à construire la fonction 



( rappelons que M := M i )  

~ : x ~ L s ~ '  

q u i  est ime l a  forme à l a q u e l l e  a p p a r t i e n t  un s u j e t  quelconque en f o n c t i o n  
Ko  de va leu rs  p r i s e s  pa r  l e s  paramètres de l 'ensemble 6 . Nous d iscu te rons  

de l a  c o n s t r u c t i o n  d 'une  t e l l e  f o n c t i o n  au paragraphe su i van t .  



Les a lgor i thmes que nous avons é tud iés  dans ce c h a p i t r e  

permet ten t  de t r o u v e r  pour  chaque v a r i a b l e  Xi E @ 1  'ensemble de v a r i a b l e s  

510 qu i  f o u r n i t  l e  p l u s  d ' i n f o rma t i on  su r  Xi. Le c a r d i n a l  K o Y  comme 
1 

nous 1  'avons d i t ,  e s t  f i x é  p a r  un compromis e n t r e  1  ' e x a c t i t u d e  requ i se  

e t  l a  dimension du modèle. 

A ce s tade s u b s i s t e  a l o r s  l e  problème de t r o u v e r  l a  f o n c t i o n  

f. ( 5 7  ) qu i  s e r t  à approximer Xi, autrement d i t ,  q u i  compte-tenu des 
1 

moda l i t és  p r i ses  par  l e s  v a r i a b l e s  de 510  donne une e s t i m a t i o n  de l a  

m o d a l i t é  p r i s e  p a r  Xi. Il e s t  i n t é r e s s a n t  de s a v o i r  que q u e l l e  que s o i t  

c e t t e  f o n c t i o n  fi, il y aura  forcément une p e r t e  d ' i n f o rma t i on .  

11.1 - PERTE D'INFORMATION LORS DE TRANSFORMATIONS 

Plontrons t o u t  d ' a b o r d  l e s  deux Ler~imes su i van t s  

Lemme I V .  1 

Quels  que s o i e n t  a,b,p,q t e l s  que 

a l  o r s  



Démonstration : 
------------- ------------- 

I l  nous f a u t  i n t r o d u i r e  les  changements d e  n o t a t i o n  s u i v a n t s  : 

on a  a l o r s  

avec  c e t t e  n o u v e l l e  n o t a t i o n ,  nous  a l l o n s  mont re r  que  l a  q u a n t i t é  

s u i v a n t e  es t  p o s i t i v e  : 

a  b  a .  l o g  - + b.109 - - ( a+b) . log  ( a + b )  
P 9  (fi) 

- BM. l o g  D - R M .  l o g  N - M.10g M + M. l o g  N 

ë t a n t  donné que AtB = 1, on o b t i e n t  : 



Cette dernière quantité e s t  positive ou nulle, d'une part parce 

que M > O ,  e t  d 'autre  part  parce que l e  terme entre  [ 1 e s t  lui  aussi 

posit if  ou nul. E n  e f f e t  A,B e t  C , D  véf i f ient  les  conditions du Lemme 11.1 

(page 48) 

(F.D.) 

Ce Lemme IV. 1 peut ê t re  général isé  par recurrence : 

Lemme IV.2 

Quels que soient al ,a2, .  . .a, e t  b l ,bp . .  . . , b r ,  avec 

al ors r 

Nous pouvons maintenant é t ab l i r  la  proposition suivante : 

Proposition I V . 1 0  
----------------- 

Pour H = Entropie, quelles que soient les  variables X e t  S ,  

e t  quelle que s o i t  l a  fonction f définie sur l'ensemble des modalités 

de S ,  on a : 



Interprétation : 
-------------- -------------- 

L'incertitude de X sachant déjà S ne peut qu'augmenter, quelle 
que soit la transformation que 1 'on fasse sur S. 

Démonstration : 
------------- ------------- 

Soit Z = f(S). Supposons que 

X prends les valeurs xl,x2, ...,x avec les probabilités p(xl),p(x2)y...y~(xq); 
(1 ' 

s prends les valeurs s1,s2,.. . ,sr. avec les probabilités p(sl) ,*(s2) ,... ,p(sr) ; 

Z prends les valeurs zI,Z2 ,. . . ,ZU, avec les probabil ités p(zl) YP(Z~) y - . .  YP(Z~) ; 

on ne prend pas de généralité en supposant toutes ces probabilités 

strictement positives . Etant donné que Z = f(S), nous avons les 

relations : 

p(xi >zK) = P(X.,S.), J etc , 
j:f(s .)=z 

J K 

donc / 

D'après 1 'affirmation [II .la] (page 79) nous avons : 



Pour chaque i y K y  les  p (x i , s . )  e t  p ( s . )  pour j : f ( s . )  = z K y  
J J J 

vérifient les conditions d u  Lemme IV.2, c 'es t -à-dire  

- 

- 

Ainsi donc: 

[ I V .  331 

(s) I l  e s t  important de remarquer que s i  la  fonction f  e s t  injective 
(sa# s B  => f ( sa)#f  ( s B )  ) , alors la  somme entre [ ] ne contient q u  'un 
seul j pour chaque K y i .  Dans ce cas on obtient une égal i té .  



= - tt(X/S) 

A i n s i ,  - H(X/Z) = - H(X/ f (S))  < - H(X/S), c ' e s t - à - d i r e  

H(X/S) 6 H(X/ f (S) ) .  

(F.D.) 



Propos i t i on  l V . 1 1  
----------------- 

Pour H = Entropie, on peut  d i r e  : 

Quels que s o i e n t  A,B E ? ( c ) ,  e t  que l l es  que so ien t  l e s  fonc t i ons  f e t  g 

d é f i n i e s  dans 1  'ensemble de modal i tés de A e t  B respectivement, on a  

Interprétation : -------------- -------- ------ 

Q u e l l e s  que s o i e n t  l e s  t ransformat ions (univoques) que l ' o n  

fasse sur deux ensembles de var iab les ,  on ne peut que r é d u i r e  l e u r  

échange d ' in fo rmat ion .  

Démonstration : 
--------------- --------------- 

(F.D.) 

12.2 - LE CONCEPT D'ESTIMATION OPTIMALE 

S i  l ' o n  a  déjà déterminé l 'ensemble S des va r iab les  qu i  donnent 

l e  p lus d ' i n fo rma t ion  sur  une c e r t a i n e  va r iab le  X, l e  cho ix  de l a  



f o n c t i o n  f t e l l e  que f (S )  s o i t  une "bonne e s t i m a t i o n "  de X ,  dépend auss i  

b i e n  de l a  n a t u r e  a l géb r i que  des v a r i a b l e s ,  que du c r i t è r e  c h o i s i  pour me- 

su re r  ce q u i  e s t  une "bonne es t ima t i on " .  S o i t  : 

l a  v a r i a b l e  q u ' i l  f a u t  es t imer .  On d ispose pour  c e l a  de l ' ensemble  de 

va r i ab les  S = CX X ..,X 1 , ou t o u t  simplement, du vec teur  S: 1' 2" r 

11.2.1. - Cas non numér ique 
----------------- 

On peu t  imaginer  deux c r i t e r e s  pour  q u a l i f i e r  une "bonne 

es t ima t i on " :  

On veu t  donc t r o u v e r  l a  f o n c t i o n  

t e l  l e  que 
* 

Pr (X(S)#X) < PP ( f (S)#X)  , Uf :Els-M X 

Ce problème e s t  réso lu ,  e t  il e s t  connu sous l e  nom 

d 'Observateur  I d é a l  [ASH 65, page 601 : 



autrenent d i t ,  l a  foncti0nXfait  correspondre à chaque s E MS l a  
modalité x de X pour laque1 1 e P? (X=xo/S=s) e s t  maximale. 

O 

b )  Minimiser Z 'incertitude résidueZZe .................................. 

Dans ce cas, on veut trouver l a  fonction 

tel  l e  que 

- 
c'est-à-dire, t e l l e  que sachant X(S) ,  ce qui nous reste  à connaitre sur X 

so i t  minimal. 

Nous avons essayé de caractér iser  de t e l s  estimateurs dans l e  
cas H = Entropie, sans avoir trouvé jusqu'à présent aucun résu l ta t  
important. Pour des ensembles MS e t  MX de pet i te  t a i l l e  (Variables dichotomiques, 

a 

par exemple), une recherche exhaustive de X s e ra i t  envisageable. 

11.2.2. - Variables Numériques 
.................... 

Si l e s  variables X ;  X I ,  X 2 ,  . . . , X r  prennent leurs valeurs dans 

1 'ensemble des nombres réels IR, on tombe dans 1 e domai ne cl assique de 
1 ' Identification. Une famil l e  importante de méthodes cherchent à déterminer 
la fonction : 

appartenant à une c l a s s e 6  de fonctions de  IR^ vers IR, t e l l e  que 



e t  c e l a  q u e l l e  que s o i t  f €6 . Lorsque a = 2, ce problème e s t  connu 

sous l e  nom de liloindres Carrés (Remarquons que dans l e  problème d i  i d e n t i f i c a -  

t i o n  posé de c e t t e  façon, 1  ' e n t r o p i e  (ou semi -va lua t ion)  H ne joue  aucun 

r ô l e )  . 

On peu t  auss i  imaginer  l ' app roche  su i van te  : 

on s a i t  que l ' e n t r o p i e  d 'une v a r i a b l e  cons tan te  e s t  n u l l e  e t  que 

i n t u i t i v e m e n t  p a r l a n t ,  p l us  l a  v a r i a b l e  change, p l u s  grande sera  son - 
en t rop ie .  A lo r s ,  on p o u r r a i t  chercher  l a  v a r i a b l e  X E &  t e l l e  que 

A 

A ins i  s i  H (X - X )  e s t  proche de zéro, on p o u r r a i t  d i r e  que X - X e s t  

"à peu p rès  " constante,  donc 

Nous n'avons pas t r ouvé  de r é s u l t a t  s i g n i f i c a t i f  dans c e t t e  

de rn iè re  v o i e  j u s q u ' à  p résen t .  

En f i n ,  s igna lons  pour t e rm ine r  que R . E . R I N K  e t  J.DUFOUR 

[RINK 73; DUFO 791 o n t  auss i  abordé l e  problème d ' i d e n t i f i c a t i o n  à 

l ' a i d e  de l ' e n t r o p i e ,  mais sous une o p t i q u e  un peu d i f f é r e n t e .  Dans 

l e s  idées que nous venons de p résen te r ,  l ' e n t r o p i e  ou ses i n d i c e s  son t  

u t i l i s é s  comme c r i t è r e  d ' o p t i n a l i t é  pour  q u a l i f i e r  une "bonne es t ima t i on " .  

Par con t re ,  R.E.RINK e t  J.DUFOUR f i x e n t  à p r i o r i  l e s  types d ' équa t i ons  

qu i  l i e n t  l e s  v a r i a b l e s ,  e t  expr iment l e u r s  d i f f é r e n t s  c o e f f i c i e n t s  en 

termes d ' e n t r o p i e  e t  des i n d i c e s  q u i  en découlent .  



Dans ce c h a p i t r e  nous avons essayé de f o r m a l i s e r  des concepts 

t e l s  que "Exp l i que r  une v a r i a b l e  à p a r t i r  d ' a u t r e s  va r i ab les " ,  

" P a r t i e  Expl i c a b l e "  , " P a r t i e  Flodél i s a b l  eu, "Pourcentage encore non 

exp l i qué  de l a  P a r t i e  Expl i c a b l e " ,  "To ta l  non Exp l i cab le " ,  . . . . Nous 

avons d é f i n i  ce que son t  1  es "Sous-ensembl es Expl i c a t i f s  Optimaux", 

e t  présenté q u a t r e  a lgor i thmes pour l e s  déterminer  : 

- AE : A lgor i thme Exhaus t i f ,  

q u i  permet de t r o u v e r  tous ces sous-ensembles optimaux; 

- AA : A lgor i thme A g r é g a t i f ,  

- AD : A lgor i thme Désagrégat i f ,  

qu i  permet ten t  de t r o u v e r  quelques uns des sous-ensembles 

optimaux, e t  d 'approx imer  l e s  au t res ;  e t  e n f i n  

- AAS : A l  g o r i  thme d  'Approximat ions Successives, 

qu i  t r ouve  des sous-ensembles exp l  i c a t i f s  v é r i f i a n t  une c o n d i t i o n  

nécessai re  d ' o p t i m a l  i t é .  

Pour a v o i r  une i dée  du temps de c a l c u l  de ces a lgor i thmes,  

nous avons é t u d i é  l e u r  o rd re .  A i n s i ,  sous l ' h ypo thèse  d ' un  o r d i n a t e u r  

qu i  r é a l  i s e  1000 fo is /seconde l e s  i n s t r u c t i o n s  d 'une bouc le p r i n c i p a l e  

(un p e t i t  nombre d ' o p é r a t i o n  +, -, e t  d 'accès mémoire), e t  s i  l ' o n  se 

permet au maximum 2  1/2 heures de temps de c a l c u l ,  l a  t a i l l e  maximale 

de c e s t  donnée dans l e  t ab leau  ci-dessous : 



On peut  d i r e  que, excep t ion  f a i t e  de AE, l e s  au t res  a lgor i thmes 

peuvent ê t r e  app l iqués  à des systèmes de t a i l l e  assez élevée. 

Mous avons exp lo ré  brievernent l e s  a p p l i c a t i o n s  poss ib l es  de 

c e t t e  approche a i n s i  que des d i f f é r e n t s  concepts f o rma l i sés  : 

- u t i l i s a t i o n  pour  q u a l i f i e r  l e  cho i x  des v a r i a b l e s  de c, a i n s i  que 

pour éva lue r  l e s  p o s s i b i l i t é s  de modé l i sa t i on  mathématique. 

- e s t i m a t i o n  de l a  f a i s a b i l i t é  d ' u n  problème de Reconnaissance de Formes, 

e t  dé te rm ina t i on  des paramètres l e s  p l u s  appropr iés  pour  c e t t e  tâche 

de Reconnaissance. 

- connaissant  l e s  Sous-ensembles E x p l i c a t i f s  Optimaux, c o n s t r u c t i o n  d ' un  

Graphe de Dépendance,qui permet d ' é t u d i e r  l a  s t r u c t u r e  des l i a i s o n s  e n t r e  

l e s  v a r i a b l e s .  Ce graphe p résen te  un ca rac tè re  "mu1 t id imensionnel" ,  qu i  

prend en compte des aspects échappant aux graphes c l ass iques  c o n s t r u i t s  

su r  des c r i t è r e s  b i n a i r e s .  B ien  évidemment, t ou tes  l e s  techniques d i spon ib l es  

d 'analyse,  h i é r a r c h i s a t i o n  e t  v i s u a l  i s a t i o n  sont  a p p l i c a b l e s  s u r  1  e  

Graphe de Dépendance. 

- e n f i n ,  l e  d e r n i e r  paragraphe a  présenté l e  problème de l ' I d e n t i f i c a t i o n  

e x p l i c i t e  des r e l a t i o n s  mathématiques l i a n t  l e s  v a r i a b l e s  à l ' a i d e  de 

l ' e n t r o p i e .  Nous avons s i g n a l é  dans que ls  cas ce problème e s t  d é j à  réso lu ,  

e t  proposé quelques vo ies de recherche poss ib les .  



C O N C L U S I O N S  G E N É R A L E S  
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

y-- - 



Ce travai 1 s 'adresse principalement au praticien qui commence 

7 'étude d'un système complexe. A ce stade, les  seules connaissances dont 

i l  dispose en général , sont les  variables q u  ' i  1 c ro i t  pertinentes pour 
la  description du système avec, peut ê t r e ,  quelques idées concernant 
leurs relations.  La modélisation du système nécessite a lors  une phase 
d'Analyse Structurale à par t i r  des données relevées sur ce1 u i  -c i .  

Tout d'abord, nous avons développé une forme de représentation 
qui s'adapte à tout type de système ,e t  q u i  présente l 'avantage de rendre 
formellement analogues l e  cas s ta t ique e t  l e  cas dynamique. Cette repré- 
sentation s ' i n sc r i t  dans l e  cadre d 'une Hiérarchie ~pistémologique visant 
à organiser l e s  différents niveaux de connaissances q u ' u n  observateur 
peut avoir sur u n  système. Les diverses démarches de l'Analyse Structurale 

sont alors apparues clairement comme des déplacements dans cet te  hiérarchie. 

Nous avons ensuite effectué une synthèse des principaux résul tats  
de l a  Théorie de l'Information concernant les  systèmes multi-variables. 
Deux aspects importants ont é t é  mis en re l ie f  : d'une part ,  l e  t rès  c l a i r  
e t  f o r t  appui in tu i t i f  de chacun des concepts e t  des résu l ta t s .  D'autre 

par t ,  ces résul ta ts  ont pu ê t r e  classés selon quatre groupes d'hypothèses 
générales (Semi-Valuation, Semi-Valuation Monotone, Semi-Modulation Positive, 
Semi-Modulation Positive Monotone). L'Entropie n 'é tant  pas la  seule fonction 
à vér i f ie r  ces hypothèses, l ' é t i q u e t t e  (SV, SVY, SMP, SMPM) qui accompagne 
chacun de nos résul ta ts  e t  algorithmes permet son application immédiate 

à n '  importe quel l e  fonction vérif iant  les hypothèses respectives. (On 

peut trouver plusieurs exemples de semi-valuations dans l e  chapitre 1 e t  IV 
de la  thèse de Zahir ABID [ABID 791, ainsi  qu'une intéressante méthode 
pour construire des semi-valuations à par t i r  de n'importe quel Indice de 

Similarité (Annexe D).  Reste à montrer lesquels des exemples donnés par 
Z.ABID vérif ient  aussi les  hypothèses de Semi-Modulation). Enfin, i l  e s t  
important de remarquer que s i  la  fonction u t i l i s ée  e s t  l 'Entropie,  aucune 

hypothèse algébrique n ' e s t  nécessaire ni sur les  variables (qui peuvent 
a lors  ê t r e  quantitatives,  qua1 i t a t ives ,  logiques . . .) n i  sur leurs relations 

( l inéa i res ,  non l inéaires ,  ...). 



Dans l e s  deux d e r n i e r s  chap i t r es ,  nous avons é t u d i é  deux 

méthodes concrêtes d 'Ana lyse  S t r u c t u r a l e  : 

- l a  Décomposit ion d 'un système en sous-systèmes f a i b l emen t  couplés : 

nous avons é t u d i é  en d é t a i l  l e  concept de p a r t i t i o n  op t ima le  pour  

proposer une approche q u i  r é u n i t  l e s  cas s t a t i q u e  e t  dynamique, e t  

q u i  ne nécess i t e  aucune des hypothèses de déterminisme requ ises  pa r  

d ' au t res  approches. C inq  a l  g o r i  thmes o n t  é t é  é tud iés ,  q u i  permet ten t  

de t r ouve r  ou d 'approx imer  l e s  décomposit ions opt imales.  

- l a  deuxième méthode e s t  basée su r  l a  dé te rm ina t i on  des sous-ensembles 

e x p l i c a t i f s  optimaux. C e t t e  méthode, q u i  a v a i t  é t é  peu é tud iée ,  

possède d ' i n t é r e s s a n t e s  a p p l i c a t i o n s  aux problèmes de Reconnaissance 

des Formes,d'Estimation de Var iab les  e t  de de te rm ina t i on  des i n t e r -  

connexions i n t e r n e s  du système. Quat re  a l go r i t hmes  o n t  é t é  proposés, 

q u i  permet tent  l ' a n a l y s e  de systèmes de t a i l l e  assez élevée. 

L o i n  d ' ê t r e  épuisé,  l e  domaine que nous avons vou lu  e x p l o r e r  

dans c e t t e  thèse  demande encore b i en  des recherches. Signalons en 

p a r t i c u l i e r  : 

- l a  décomposit ion r n u l t i c r i t è r e  de systèmes : en e f f e t ,  su r  quelques 

exemples que nous avons t r a i t é s ,  nous avons vu q u ' i l  ne s u f f i t  pas 

t ou jou rs  que l e s  sous-systèmes s o i e n t  f a i b l emen t  couplés. 11 peut  

ê t r e  aussi  nécessai re  d ' a v o i r  des sous-systèmes d 'une  complex i té  

uniforme, ou b ien,  que ces sous-systèmes respec ten t  ce r t a i nes  

l i m i t a t i o n s  imposées ( t e l l e s  v a r i a b l e s  d o i v e n t  forcément a p p a r t e n i r  

à un même sous-système, e t  t e l l e s  au t res  à des sous-systèmes d i f f é r e n t s ) ,  

ou encore, que l a  t r a n s i n f o r m a t i o n  e n t r e  p a i r e s  de sous-systèmes 

ne dépasse pas c e r t a i n e s  l i m i t e s ,  . ,  i 

- Développer des méthodes basés s u r  l ' e n t r o p i e  v i s a n t  3 i d e n t i f i e r  

e x p l i c i t e m e n t  l e s  f o n c t i o n s  l i a n t  l e s  v a r i a b l e s .  De t e l l e s  méthodes 

a u r a i e n t  l ' a van tage  d ' ê t r e  app l i cab les  à des v a r i a b l e s  q u a l i t a t i v e s ,  

cas pour l eque l  peu de r é s u l t a t s  o n t  é t é  obtenus. 



- 11 s e r a i t  de même intéressant d 'étudier l a  f i a b i l i t é  e t  l ' invariance 

des résul ta ts  que l 'on obtient avec les différentes techniques de 

l'Analyse Structurale,  par rapport à l'ensemble des données dont on 

dispose. 

- Enfin, à plus long terme, l e  développement d'un out i l  informatique 

dans u n  langage de haut niveau, qui assure l a  mise en oeuvre des 

méthodol ogies étudiées. 

Disons pour terminer que dans l'Analyse Structurale,  i l  n ' e s t  

pas question de proposer "la meilleure méthode", ou "la meilleure approche". 

I l  s ' a g i t  seulement de  fournir au praticien des out i l s  généraux qui 

l ' a ident  à simplifier e t  à orienter les  premières phases de l 'é tude d'un 

système. Les méthodes proposées dans ce t te  thèse demandent seulement que 

1 'on dispose d'un bon ensemble d'observations sur l e  système,". . . e t  

l 'on doit  accumuler des observations partout où l 'on  veut f a i r e  oeuvre 

scientifique " [ C A I L  76,pp.ivI . 



A N N E X E S  



ANNEXE 1 

ORDRE DES ALGORITHMES DE DECOMPOSITION 



A N N E X E  2 
-------------- 

L'algorithme ci-dessus u t i l i s e  une p i le ,  vide au départ,dans 

laquelle on va stocker des éléments de la  forme [ nombre en t i e r ;  

par t i t ion;  nombre réel ] . 

O.début; 

1.Lire E;  

2.MN -+ ~(X1)>(X2)Y..*>(XN)1;  
c+ 

3.1 - I(XI:X2:..o:XN); 
N 

4. r -+ N ;  

5 .  tant  que r % 3 f a i r e ;  

5.1 Parmi tous les  couples possibles de sous-systèmes de M r  trouver l e  

couple R .,R t e l  que Y(R : R  s o i t  maximale; trouver aussi tous les  
a 8 a B CL 

couples R U , R V  t e l s  que I ~ ( R  :RB)-1 ( R ~ : R ~ ) ~  e; 
a 

5.2 Pour chacun des couples R U . R v  trouvés, garder dans la  p i l e  
U 

[r-1; ( M ~ \  IRuyRvi )~ (RU~RV};  I r  - 1 ( R U : R V ) ]  ; 

5.5 r +- r-1; 1 f t g ;  - 
6. M l  + { ( X 1 > X 2 y - - - > X N ) I ;  

7. I l  4- O ;  

8. Ecrire M r y  I r ,  pour r= l ,Z , . .  . , N ;  

9 Si la pi le  n ' e s t  pas vide 1 - 
alors;  

9-1. Z + dernier élement de la  p i le ;  
9-2. r 4 Z1 (premiere composante de Z ) ;  

9-3. M r  +- Z2 (deuxième composante de Z )  ; 

9-4. I r  + Z 3  (troisième composante de Z ) ;  

1 9-5.  a l l e r  au pas 5; 



Cet a lgor i thme é c r i t  un c e r t a i n  nombre de chaines de p a r t i t i o n s ,  

l e  nombre de chaine é t a n t  dépendant de E .  Pour €=O il n ' y  a u r a i t  qu'une 

seule chaine ( v o i r e  quelques ex-aequo). Pour un E t r o p  grand il y a u r a i t  

t r o p  de chaines ( à  l a  l i m i t e ,  tou tes  l e s  chaines possib les menant de 
N - 1 MN à Ml, e t  il y en a énormément : N! (N-1)!/2 ) .  

Enf in ,  par un simple examen des d i f f é r e n t e s  chaines é c r i t e s  

par 1 'a lgor i thme on peut c h o i s i r  pour chaque niveau l a  p a r t i t i o n  q u i  
cc 

possède l e  p l  us p e t i t  1. 



A N N E X E  3 
-------------- 

Connaissant hlr = iRl,R2,. . . ,R JE /Pr(~), 1 'algorithme DR doit 
r* chercher le R E Mr et le S* c R , 0 # S # R , tels que 

a - a a 

Une fois trouvés R et s*, on définit 
a 

On voit alors que par rapport a Mr, i l  n'y a que deux classes 

qui ont changé dans M r+l ' ce sont R \ S" et s*. Toutes les autres classes 
a 

de Mr ont dé jà  été examinées pour connaître leur meilleure partition 
en deux. Alors, pour ne pas tout recalculer, 1 'al gori thme ci -dessous va 

stocker en permanence la meilleure partition en deux de chacune des 

classes de la partition en analyse. 

Pour cela l'algorithme utilise trois vecteurs de travail, 

initialement - -- - . - - -- vides, dont le contenu à l'étape r est : 

C L A S S E  P A R T  



où Rl,R 2,... >Rr sont justement les classes de la partition 

Mr = {RI ,R2 . . . ,Rrl. Pour chaque i , PARTi contient les ensembles 

('1 R!') qui sont la meilleure partition en deux de la classe Ri, Ri ' 1  

c'est-à-dire 

et Ï(R\~) :R{')) < Ï (n 'importe quel le autre partition en deux de Ri). 

Enfin, 1 'algorithme stocke les résultat dans les vecteurs 
Mr (pour les partitions) et Ir (pour l'intervaluation externe), 
i = 1,2 ,... ,N. 

début 

. M -+ ((XIyX 2,...yXN)l; 
1 

. Il +- O; 

. CLASSEl + (XI ,X2,.. >XN) ; 

. r + 1; 

1 tant que r s N-2 faire; 

Pour i=l à i=r faire; - 
. Si PARTi est vide - 

alors; 
. Chercher la meilleure partition en deux de l'ensemble 
contenu dans CLASSEi, la placer dans PARTi, et dans COUTi 

mettre 1 ' interval uation respective (on va détai 11 er cette 
instruction après) ; (a)  

fpour 

. trouver le minimum entre COUT1y COUTEy...,COUT . Soit a l'indice r 
où se trouve ce minimum; 

Mr+i + (M,\  CLASSE^) u PART a 
(c'est-à-dire,construire M à partir de Mry en éliminant le r+l 
sous-système contenu dans CLASSEa, et en mettant à sa place les 
deux sous-systèmes qui se trouvent dans PARTa. Bien entendu, 

4 Mr n'est pas changé); 



. j + r ;  

. t a n t  que j 3 a + 1 f a i r e ;  

. CLASSEj+l -+ 

. PARTj+l + PART déca le r  d 'une p o s i t i o n  vers  

. COUTj+l + COUT . " l e  bas" l e s  vec teurs  CLASSE, 

PART e t  COUT, à p a r t i r  de 

. j -+ j-1; l a  p o s i t i o n  a + 1. 

ftq; 

. CLASSE + Premier sous-ensemble de PART ; 
u u 

1 . CLASSEa+l + Second sous-ensemble de PARTu; 
! 

1 . M e t t r e  'v ide'  dans l e s  p o s i t i o n s  PART yPARTa+1 ,COUTa, COUTa+l; a 

i f t q ;  - 
MN + { ( X 1 ) ( X Z ) ( X 3 j - o ( X H ) l ;  

. E c r i r e  Mry  Ir, pour r=1,2 

. F in ;  - 

Dans l ' i n s t r u c t i o n  ( K )  on cherche l a  m e i l l e u r e  p a r t i t i o n  

en deux du sous-système contenu dans CLASSEi. S i  ce sous-ensemble 

n ' a  qu 'un seul  élément, une t e l l e  p a r t i t i o n  en deux e s t  imposs ib le  

e t  on m e t t r a  COUT.=+-. V o i c i  l e  morceau d ' a l g o r i t h m e  correspondant:  
1 



fsi; 

Pour tous les S c CLASSEi, Z # S # CLASSEi faire; (xt) _ _  - 

f pour; 

al ors ; 

Remargue: ----- -- en réalité dans 1 'instruction (ES) ci dessus i l  n'y a 

pas besoin d'examiner - tous les S c - CLASSEiy avec fl # S # CLASSEi. 

Il suffit d'en examiner la moitié puisque Ï e s t  symétrique. 

Enfin, l'algorithme DR présenté pourrait lui aussi être généralisé 

comme on 1 'a fait avec 1 'algorithme AH (Annexe 2), en lui faissant 

examiner, outre "la meilleure décomposition en deux", celles dont 

la différence avec la meilleure soit inférieure a un E > O donné. 

Mais celà relève des details techniques de programmation. 



231 

A N N E X E  4 

Soient MX = {al ,a2,. . . ,a 1 et M = Ibl ,bp,. . . ,b 1 les 
U S v 

ensembles des modalités effectivement prises par les variables 

X et S, c'est-à-dire, telles que pr(X = ai), Pp(S = bj) > O 

Q U "  

_.___ 

Supposons donc que H(X /S )  = O. Ainsi, et d'après [11.18] 
on a : 

Etant donné que Pp(S=b.) > O, on en déduit : 
J 

L'expression a.10g a ne s'annule que pour a=O (par définition) 

et pour o=l, cette derniëre égalité implique que,pour un jo fixé, 

P (X=ai 1 S=b . ) est toujours nul , sauf pour un certain io pour 1 equel 
J 0 

P (X=ailS=h. ).Cet io est forcément unique p u i s q u e ~ ~ ~ ( ~ = a i / S = b .  )=l. 
O J O  i J o  

La fonction f est alors définie par : 



Montrons à présent  que X=f(S). S o i t  w o  E n. Posons 

S b o )  = bjo . Alors X(ao) = ai , avec P (X=ai I S = ~ .  )=1. Finalement 
O O Jo 

par d é f i n i t i o n  de f, on a f ( b .  ) = a  , donc 
J o  O 

"+ " . Supposons maintenant q u ' i l  e x i s t e  f:MS- MX t e l l e  que X=f(S) . - 
Soitu ,  E n, e t  so ien t  X b o )  = ai e t  S(i ,) = bjo . A lo rs  par hypothèse 

O 

Ains i ,  

donc 

puisque chacun des termes de l a  some i n t e r n e  e s t  n u l .  

(F.D. @ ) 

donc, d'après l a  p ropos i t i on  11.8, 

S e t  X sont s ta t is t iquement  indépendants. 



DÉMONSTRATION DE lA PROPOSITICN 1v.4 (ml (PAGE 171) 
.......................................... 

E E E E E Montrons que H(X1y X2,. . . ,X ) -x H ( X ~  /di) 3 O e i = l  

(pour  a l l é g e r  l a  n o t a t i o n ,  nous omettons à chaque f o i s  l e  symbole E ) .  

- @ =x I ( x i : z \  X.}. - 1(X1:X2: ... :Xe) 
i = l  1 

en u t i l i s a n t  l a  p r o p o s i t i o n  I I  .12 @ (SV), on o b t i e n t  

puisque chacun des termes de l a  somme e s t  p o s i t i f ,  é t a n t  donné que z \ X i 2  

. ,Xe1(c.f. P r o p o s i t i o n  II.24(SYPI.1)). 

(F.D.) 



ANNEXE 6 2 34 

ORDRE DES ALGORITHMES DE RECHERCHE .......................... ------- 
DES SOUS-ENSEMBLES EXPLICATIFS OPTIPIAUX (Cas S ta t i gue )  ........................................ --------- -- 

AE: A l  g o r i  thme Exhaus t i f  
AA: A l  g o r i  thme Aggregat i f 
AD: A lgor i thme Dessagrega t i f  
AAS: A lgor i thme d 'Approx imat ions Successives. 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

2 O 

AE 

O 

2 

9 

2 8 

7 5 

186 

44 1 

1 .O16 

2.295 

5.110 

11.253 

24.564 

53.235 

114.674 

245.745 ---- 
524.272 

1 ' 114.095 

2'359.278 

4'980.717 

10 ' 485.740 

A A 

O 

2 

9 

24 

5 O 

9 0 

147 

224 

324 

450 

605 

7 92 

1 .O14 

1.274 

1.575 

1.920 

2.312 

2.754 

3.249 

3.800 

AD 

O 

2 

9 

24 

50 

9 0 

147 

224 

324 

450 

605 

792 

1.014 

1.274 

1.575 

1.920 

2.312 

2.754 

3.249 

3.800 

AAS 

O 

7 2 

324 

864 

1.800 

3.240 

5.292 

8.064 

11.664 

16.200 

21.780 

28.512 

36.504 

45.864 

56.700 

69.120 

83.232 

99.144 

116.964 

136.800 
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