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INTRODUCTION

-

La Théorie du contrdle optimal se fait 3 partir des données suivantes :

(1) Un contrdle A "a notre disposition' dans un ensemble uad (ensemble des

"contrdles admissibles') ;

(2) 1'état UA du systéme qui, pour A choisi, est donné par la résolution

d'une &quation aux dérivées partielles ;

-~

(3) 1'observation ZA qui est une fonction de U, qui appartient 3 "l’espace

A
des observations" ;

(4) une fonction "cofit" J(A) qui est définie 3 partir d'une fonction Z > I(Z)

numérique > O sur 1l'espace des observations par J(A) = I(ZA). On cherche

Inf J(A) A e uad

Dans ce travail on étudie des probl&mes de contrdle du type suivant

(Q ouvert de Rz, o et B deux réels 0 < o < B) :

7 (1D uad = {w / w ouvert wC 0}
-div(a (x) grad U (x)) = £ dans Q,
(2) 1'8tat U : w 1 w
v U € H (Q)
w o
(D

ﬁ oli aw(x) =f sur w et o sur Q-w

(3) Zm = Uw
L (4) J(w) = J F(x,U (x)) dx

Q w

Les problémes sont les suivants

(1) il n'y a pas nécessairement d'ensemble W qui réalise 1'inf
(cf. Murat D]) H

(ii) Si on considé&re les suites minimisantes J(mn) du probléme (I)
quelle topologie faut-il mettre sur uad pour une description compléte de

toutes ces suites ?



(iii) Si il y a un optimum comment 1'obtenir numériquement ?

Dans le cas oll 1'on a un w optimum la technique classique consiste

3 déformer 1'ouvert w, on choisit w' proche de w

w' = {x + a(x) .n(x) } xew , n(x) normale de 3Jw en x}

a petit [cf. B. Mercier 0. Pirronneau probléme '"d'optimum design' p.l44 [16]]

cette technique se heurte 3 des difficultés si 1'optimum W est de la forme

ci~dessous par exemple ;

wo Lk)o::'- U.)A,U \Da.

On va utiliser un nouvel outil : "1'homogénéisation".

Cette méthode consiste en physique ou mécanique 3 remplacer dans
1'opérateur d'une &quation aux dérivées partielles les coefficients discontinus
de matériaux composites par des coefficients équivalents (cf. Benoussan (71,

J.H.Mc Connel @]).



En 1976 L. Tartar [5] précise ce type de probléme sous la forme de
convergence d'opérateur et introduit la "H convergence', ce sera 1'objet du
chapitre I.

Les résultats obtenus par Tartar [6] et Murat [}] permettent de
décrire tous les opérateurs associés aux limites des suites a » ce résultat
fondamental est démontré dans le théoréme VI.3 du chapitre I, 02 appelle K
cet ensemble (ensemble des "matrices admissibles') obtenu apr@s homogénéisation.

Notre objectif est alors :

(i) obtention de Théorémes d'existence sur K pour avoir un (ou des)

optimum ;

(ii) obtention de conditions nécessaires sur K pour avoir un (ou des)

optimum ;
(iii) obtention d'algorithmes sur K en vue d'applications numériques

pour l'approximation du (ou d'un) A € K réalisant 1'inf.

(1) et (ii) sera 1'objet du chapitre II.

Dans le chapitre III différents algorithmes sont alors mis en oeuvre ;

on utilise des méthodes de dexcente de type 'gradient avec contrainte' et
"gradient avec projection" ; méme dans le cas oii 1'optimum est un 0, 1'homogé-

néisation permet d'avoir plusieurs chemins de descente comme le visualise le

dessin de la page sulvante.



—p Ensemble des ouverts w

Ensemble des ouverts w aprés
homogénéisation.

Pour résoudre numériquement les systémes d'équations aux dérivées

partielles des différents algorithmes on a utilisé des éléments finis "P, con-

2

forme" et le ”P2 mixte" [cf. J.M. Dupuy [15]].

On &tudie au chapitre IV plusieurs exemples dont voici 1'un d'eux :

Minimiser J(A) = 1 [ lu -z 12, oi Z, est solution de ,
3 R d

-div[a®1vu] = 10 dans @ = Jo,1[xJo,1[ ,

1
U e HO(Q).



ao(x) = 2 dans la zone

avec, hachurée

ARANR

LLL

ao(x) = | ailleurs

)

et U (A € X) solution de,

A
—div[AVUA] = 10 dans § = ]O,I[X]O,l[: s
1
Uy € HO(Q).
Le minimum cherché est O et correspond alors 3 v = Zd et
A° = a°I. La méthode de descente dite "relaxée", oil le contrdle A parcourt

1'ensemble K, donne des résultats satisfaisants sur cet exemple académique.



CHAPITRE 1

- —— - > ————

RESULTATS GENERAUX SUR LA H CONVERGENCE

Contenu

La H convergence a été définie en 1976 par Tartar, ses résultats
forment 1'essentiel de ce chapitre.

Elle généralise la G convergence définie en 1968 par Spagnolo et
D. Giorgi.

Le cas périodique a &té &tudié par Benoussan, Lions et Papanicolaou.

Re4erence
Paragraphe I F. Murat [1] L. Tartar Eﬂ
Paragraphe ITI F. Murat [4]
Paragraphe IV F. Murat [1]
Paragraphe. V F. Murat [l] W.H Mc Connell [9]
Paragraphe VI F. Murat [3] A. Benoussan [7]

Bourgat Dervieux [8]



Notation
0 'désigne un ouvert borné de RN
0,8 deux réels : 0 < o < B
M(a,8,2) = {4 e L@V Valle]l? ¢ a@eEE et

lAx)g] < Bllell, VE e RN presque partout dans Q}.

I - Theoneme fondamental de Lo H  convergénce

Soit une suite An, A" ¢ M(o,8,9), f e H—I(Q) on désigne par Un(f)

la solution du probléme

- div (A" vu™(£)) = f

U (£) e Hi(n)

on a alors le résultat fondamental suivant.

Théoneme 1.1. De toute suite A" ¢ M(0,B,) on peut extraire une sous-
suite et trouver une matrice A° telle Vf les solutions précédentes Un(f)
vérifient
(a) Un(f) > Uo(f) dans Hi(Q) faible,

®) APVUR(E) > A%UO(f) dans WA(@))Y faible,

oti U°(f) est la solution du problé&me

- div(a°vu°(f) = £,

%) € B (0).

2
De plus on a : A° ¢ M(a, %739). On dit alors que A" H converge

o n H o
vers A, on note : A —— A,

On démontre les résultats suivant :

H

(1 i An _H Ao — tAn H t

(o]
— A,



(2) de (b) on dé&duit le résultat d'unicité suivant : soient deux suites

A, B M(a,B8,0) vérifiant A" = 8% sur un ouvert W, wC Q, si A" ——E—* A°

et BT —~EF»»BO alors Ao = B° sur w,
(3) de (1) et (2) on déduit que si A" est symétrique A° 1'est également,
(4) On montre enfin que si A" est symétrique, A° e M(e,B,2).
Les démonstration précédentes reposent principalement sur la "compa-
cité par compensation' dont voici deux lemmes.
. . n 2 N n 1 e e
Lemme I.1. Soient deux suites, & e (L°(Q)) , v € H (Q) vérifiant

1) £ —— % dans @)Y faible

ii) -div gn';___+ - div g° dans H‘I(Q) fort

ii1) v* — v° dans H'(Q) faible
Alors on a (gn,anj ——— (Eo,Vvo) dans D'(Q).

Du lemme précédent on déduit le résultat appelé convergence de 1'éner-

gie.
Proposition I.1. On prend les notations du théoréme I.1.
si A" B 49 ators (A"vU",v0™) > (A%U0°,v0°) dans D' (%).
Lemme 1.2. Soient deux suites, £ e (LZ(Q))N, v' e (LZ(Q))N
vérifiant

1) & —— % dans @)Y faible

i) v —— £° dans @@ faible

Si div él et rot v© sont bornés dans LZ(Q) et (LZ(Q))N alors on a

(En,vn) —_— (Eo,vo) dans D'(Q).

On va montrer que la convergence forte sur les coefficients implique

la H convergence.



PnoBOALtéon I.2. si A" e M(0,B,R2) converge fortement vers A° dans
2
(LZ(Q))N alors on a le résultat :

. . . n .
Démonstration : Soit U la solution de

N n
9 n 9dU
— (a,.— ) =f
L3 9%, 1] 9%,
ij=1 1 j
™ e (@
o}

. o - . n o
On sait alors d'apr&s un résultat classique que U > U  dans

HZ(Q) faible ; de 1'hypothése a?j converge fortement vers azj et du résultat

n o
U U dans LZ(Q) faible on tire
9X., oX.
i i
n o
Vi,j , at, U 2. U
ij axi 1] Bxi

dans D'(Q), on peut alors passer 3 la limite et conclure.

11 - Caractere Local et Topologie de La H convergence

On va montrer que la H convergence est une propriété locale et que

le choix de l'ouvert § n'a donc pas d'importance.

PnOBOALtLOH I1.1. Soit une suite A" ¢ M(o,B,0) telle que

A" LN AO, soit Q un ouvert vérifiant, 9 C Q ; on définit la suite B"
par B® = A" dans © et B" = I dans Q—ﬁ, alors B B, B° avec B° = A°

dans Q et B° = 1 dans Q—ﬁ.

Démonstration : On a d'aprés le théoréme I.l 3" _8, 8° dans Q.
Soit w, un ouvert, Zh C Q' ou Q' = (-0, soit ¢ € D(Q') avec ¢ =1
sur On pose

1"

£ = - div(B°V(E,x)¢)
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- divB"vut"y = £
Soit Un la solution de
n 1
U € HO(Q)
~ona U —— 1% dans HcIJ(Q) faible d'ot VU" —> vu° dans

(LZ(Q))N faible, on a v — 8°%0° dans (LZ(Q))N faible d'oli on

déduit que BOVU0 = Uo sur wl et puisque Uo = <g,x>¢ on a Bog = £ sur
wy Ve e RN. Soit B =1 sur Q' presque partout.
- Soient U" et V' solutions de
— div("Atw™) = g - div(e"vu™) = £
1
Ve u (@) et ™ e 1 (Q
o o
. to . n_.n ntn__n
ol g = - div( AV<g,x>$) sur § on peut écrire (B VU ,VVn) = (VU', A VW),

on passe 4 la limite en utilisant le lemme I.l, on a alors 1'égalité ponctuelle

(8°v0°,w°) = (wu°, a%v®) = a%u°,w°), d'on Yo, ©,C Q, ona Yee RY

1

(Bog,g) = (AOE,E) sur - w, d'oi 1'on a BY = A° presque partout.

Proposition 11.2. Soit Q un ouvert, 0 C \U W., wj ouvert vérifiant-

: J
j=1
ws n wj =¢ si 1i#J et mes(\ U“ﬁ) = 0 ; soit A? une suite de matrices
n s n H o, P n n_ .n
A.1 € M(ai,Bi,wi) vérifiant A; —— A; ; on définit alors A par A = Ai
sur w;, on a le résultat A" N Ao, avec An, A° e M(a,B,2) ol A° = Az
sur w, .
i
Démonstration : Soit a = inf o B = sup Bi on définit
n A? sur . n
Ai =¢ 1 _ . 0n a A.1 € M(a,B,02) et d'aprés la proposition précédente
al sur G-w.
i
n H o o) Al sur vy n
A, —— A, ot A, = . D'autre part A € M(a,B,2) donc
i i i -
I sur Q—wi

n H o n n N < ¢ ez o o
A —— A" on a Ai = A sur W d'oli, d'apré&s 1'unicité : A" = Ai sur w, .
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Topologie de £a H convergence

On peut tout d'abord sans restriction sur la définition de la H con-

vergence supposer 1'ouvert 0 fixé,

-

- Soit A une matrice appartenant &4 M (0,8,0), on définit un

-~

opérateur B : B = —-div(Av), Bnl appartient 3 L(H—I(Q),Hé(ﬂ)), en effet

VE ¢ H-I(Q)

OMEGY| <= llell
HO(Q) H (2)

- D'autre part A n'est pas défini de fagon unique par 1'opérateur
(soit € wune matrice constante et antisymétrique U est solution des deux

problémes,

-div[avy] = f, -div((A+C)VU) = f,
1 1
Ue HO(Q), U e HO(Q),
en effet on a : -div(CVU) = 0).

- On définit alors A e L(H-I(Q), Hi(Q)X(Lz(Q))N) par

A(f) = ((B)—l(f), av (@) ®))

. n
En effet si on pose (gi)lsisN
1 ¢ i ¢ N.

Donc la matrice A définit d'une fagon biunivoque un opérateur A

on a [|[A]]] < c.

La H convergence peut alors se reformuler de la fagon suivante :

A B A0 o e e B N, AR (E) > A°(F)

dans Hé(Q)X(LZ(Q))N faible.

= AV((B)—](f)) on a bien E? borné dans LZ(Q)

et



rappelons le lemme : soit F un espace vectoriel normé séparable,
G un hilbert séparable, la boule unité de L(F,G) est métrisable pour la

topologie faible.

On est alors dans les conditions d'application de ce lemme pour

conclure.

Proposition 11.3. Il existe une distance d sur

L(H_I(Q),Hé(Q)X(LZ(Q))N) telle que :

At B 00 s d(An,AO) - 0.

Dans ce qui suit on va donner des théor&mes de comparaison qui vont

nous donner des renseignements sur la matrice limite de la H convergence.

11T - Théonlmes de comparaison

On va d'abord démontrer un lemme utile pour la démonstration de ces

théorémes.

2
Lemme I11.7. Soit A e (L (Q))N vérifiant :

Yo e 1 (@), JQ(A(X)VU(X),VU(X)) 2 0
alors on a : (A(X)E,&) ; 0 presque partout sur § et Ve € RN.
Démonstration : Soit ¥ € D(Q) on pose :
Un(x) = PG sin(n<g,x>)

n

on fait tendre n vers o« et on obtient [ &2(x)(A(x)E,E) > 0, on peut alors
X9
conclure.
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DU . n . . as PP
Théoneme 111.1. Soit A une suite de matrices symétriques vérifiant :

1) An H Ao,

2
i) A" —— A" dans (V@)Y faible,

2
1) @V —— 37! dans @)V faible,
o ©

on a alors 1'inégalité : B < A” < A .

Démonstration :

<

- Montrons que A° < A”. Soit Ue Hé(Q) fixé et soit U™ 1la solution
de
- div(A"vu™) = -div(a®vu),

n 1
U e HO(Q).

Par définition de 1la H convergence on sait que : U™ > v dans
Hé(Q) faible, et d'aprés 1'unicité on a V = U.
n_n 0 . .
On a [ (Avu,vu) = { (A"vU,vU) d'ol on tire ,
’a Ia

f (A%yu,vu) = ( (A°vu,vu) + ( (A" (vu-vu™) , vU)
o Jo Ja

= f (A°vu,vu) + J A" (vu-vuy, vu-vu")y + ( (A" (vu-vu™y , vu™)
Q Q ‘0
Soit

f A", vu) > ( (A°vyU,vU) - [ (A", vu™) + [ (a"yu,vu™)
Ja ) ! ‘q

\

n P
A" étant symétrique on a :

( (A"vu, vu™) ( A", v) = ( (A°vU, V)
9 X X9

On passe 3 la limite en utilisant la proposition I.1]
( (A"vU,vu) ( (A°vu,vu)
I Ja

on conclut en utilisant le lemme ITI.!



o
~ Montrons que B g A.

. 1 . . e . -
Soit U e HO(Q) fixé et Un définie comme précédemment on a :

~1
Jf (@ W ,aM ) 20w e R
Q

soit encore @

Jf [(aPv™,v0™) - 2¢v0™,0) + (WD ] 2 0
Q

Soit en passant 4 la limite

J' [(AOVU,VU) - 2(Vu,u) + (B_lu,u)] 20
Q

On prend u = BVU on obtient alors :

J[ [a°vu,vu] - [BVU,vU] 2 O
Q

on conclut en utilisant le lemme III.1.

Le résultat qui suit est une conséquence algébrique du théoréme III.l.

Conollaine TI11.7. Sous les mémes hypoth@ses que le théoréme III.1 on a

1 1

le résultat B = 3 (A9) .

Démonstration : On a le ré@sultat algébrique suivant

: soilent C et D

deux matrices sym@triques et définies positives telles que C > D

alors
clen !,
Soit (xi) une base de valeurs propres de D, C > D s'écrit alors :
g i3 ¥y X2 g d. x? on pose y. = ¥d, x, 1'inégalité précédente s'écrit
if=1 R i i1

§ c.. ~l—'Y- 'l“'Y- Z IY‘Z
ij=1 lJ/d_i 1/d‘j J
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D—1/2. D—l/2 5

d'oli on tire
p /2,

C. I on déduit que la plus grande valeur propre de

D_l/z)—1 est inférieure ou égale 3 1, d'oll Dl/z.C—l.Dl/2 <

( C.

I ; En

. a . P P -1 -1
faisant le méme raisonnement que précé&demment on déduit C <D .
|

On va donner un exemple d'application de ce ler théoréme de comparaison.
On a besoin du lemme suivant.
. . n L N2 n L
Lemme T171.2. Soit une suite A e (L (Q)) telle que A » A dans

2
(L (Q))N faible on a alors trace (An) > trace (A) dans L () faible.

Démonstration : Soit (ei) une base orthonormée on a alors

trace (An) = Z (An ei,ei) on peut alors passer 3 la limite.
i=1

. n . . e ae s
Exemple 117.7. Soit A~ une suite de matrices symétriques vérifiant
Exempte

i) A —— A

[+0] [+ o] 2
i1) A" — A° dans (L) faible

n.-1 -1 o, . N2 .
iii) @A)  — B dans (L (Q)) faible

iv) Vn trace (An) =C C € R.

On a alors :

trace (AO) < C et trace ((AO)—I) < K, K € R.

o]

PR . ) “ o o
Du théoréme III.l, on tire A < A d'ol trace (A") g trace (A),
on conclut en utilisant le lemme précédent, on démontre de méme 1'autre inéga-
1ité a 1'aide du corollaire III.I.

On va démontrer un autre théoréme de comparaison.

P . . . n s
Théoneme 111.2. Soient deux suites de matrices An, B, B" symétrique

vérifiant :
i) A ——— A
ji) B ——— B

iii) B < A



- 16 -

On a alors : B° < Ao.

_ . . 1 . n n .
Démonstration : Soit U ¢ HO(Q) et soient U et V les solutions de

- div(ATvU™ = - div(a®.vU)
™ e 1l
0
- div(B"wvh) = - div(%vD)
Ve nl).
(e}

On sait que l'on a alors " > U et V' > U dans H;(Q) faible.

On a J (Bn(VVn-VUn), VVn—VUn) > 0 soit en utilisant la symétrie de
B v, vy + J (Bvu",vu™) 2 0 de B™ < A" on tire :

B" J (8", vty - 2J
Q Q

Q

J B ", vty - 2[ (8"wv", vy + J A"vu?,vu™) 2 0
Q

Q Q

on passe a la limite en utilisant le lemme I.1, soit

[ (8°vu,vu) - 2( (8°vu,vu) + J (A%vu,vo) 3 O
‘o Ia Q

on conclut en utilisant le lemme III.I.

1V - Tenmes correctewis.

. . . . n
Nous allons maintenant introduire des correcteurs de la suite U

définie par :

- div(AnVUn) = f dans Q

™ e 1l (@)
e}

Soit A° 1la H limite de A" ; soit A € RN on se propose de construi-
re des fonctions w? vérifiant

i) W e nl@),

i1) W > (,x) dans H'(®) faible,

i11) - div(A™d) » - div(A®) dans 1l fort.
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On considére un ouvert Q tel que @ C Q C Q on définit alors

. o s vn
On sait alors [éf. Proposition II.l] que A

’\10 -_—
sur Q, A =1 sur Q-Q.

Soit ® un ouvert tel que QC w C Q ; soit

Q on pose Y = ¢pe<A,xX>.

Soient w? solutions de

- div(KnVWQ) = - diV(onw) dans w

n 1
wx € Ho(w).

H o
———— A
$ € D(w)’

i par :
4"}
o A° =a°
¢ =1 sur

Le thé8oréme I.l1 et la proposition II.] nous permettent de dire que :

n
Anvw? > AOVW dans (Lz(w))N faible
n v 1 .
WX >~ W dans Ho(w) faible

Y
ol W est solution de :

. o N . o
- div(A' VW) = - div(A"Vy) dans w
v 1
W e Ho(w)

v

L'unicité nous permet de déduire que W = ¢. On déduit alors (i),

. . . 2
On définit alors des matrices P" e (L (Q))N

P™ = vw? )

2

par Vi

De ce qui précéde on déduit immédiatement le théoréme.

€

(ii), (iii).

R,
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Théoneme IV.1. Sous les hypoth&ses précédentes on a :

2
i) ) S dans (LZ(Q))N faible.

2
i) AP —> A% dans @2@NY faible.

On va donner une application de ces matrices de termes correcteurs.

Démontrons tout d'abord un lemme valable uniquement en dimension 2.

Lemme TV.1. Si (&?,&2) ————»—(&l,wz) dans (HI(Q))2 faible on a alors

dans D'(Q).
Démonstration : Soit 1 1la rotation de g— on a 1'égalité suivante
det (V§7,v90) = (P}, v45)
| 2 1 2
on a n n
oY 3y
. ny _ 3 1 3 14 _
divin.vf|] = a% [ sz] " X, [Bxl 0

On utilise alors le lemme I.! pour passer 3 la limite.

Theoneme 1V.2. Soit une suite A" e M(a,B,R), A" — A® i

det A" = gn vérifie gn — go dans ﬁm(ﬂ) fort, alors on a det A° = g

Remarque. Ce résultat est uniquement valable en dimension 2.

(o}

. . . n .
Démonstration : Soit P la matrice des termes correcteurs, (el,ez)

la base canonique de Rz on a l'égalité :

det (A"P") = (HAnPnel, AnPnez)

. . i)
ol T désigne la rotation d'angle 5 -
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On sait d'apré&s le théor&me IV.l que :

div(AnPnez) > div(Aer) dans H~1(Q) fort.

rot(HAnPnel) = —div[AnPne1] > —div[AoeI] dans H_I(Q) fort.

D'aprés le lemme 1.2 on peut écrire : det(AnPn) > (HAoel,Aoez) = det A°
dans D'(Q).

D'autre part on a : det(AnPn) = gn.det p"

det P* = det(vw?,vwg) > det(el,ez) = | dans D'(Q)
d'aprés le lemme IV.1.

comme A°) e (Lw(Q))N, - div(AOA) € W_IP(Q) pour tout réel p.
D'aprés le théoréme de Meyers, il existe un réel Pys Py > 2, tel que la suite

n . I,p a P,

WA soit bornéde dans W ’"0(Q) : on dé&duit alors que VW? est borné dans L (),
P,/2

soit det P" borné dans L ° (Q) 3 on déduit alors que det Pn + 1 dans

LPO/Z o

(2) faible ; d'oli on peut passer 3 la limite et on a alors det A° = g .

V - Exemple de caleul.

Le but de ce paragraphe est de faire un calcul explicite de 'H limite'.
On se propose d'étudier le cas des couches sur un probléme plus général, celui
de 1'élasticité [9] et de retrouver ainsi les résultats sur les couches dans le

cas elliptique [1].

On va tout d'abord démontrer un résultat de convergence.

Lemme V.1, Soit @ = ]al bl[ x w un ouvert de RN, soient deux suites,
En € Lz(la1 bl[’ H—l(m ), V' oe Lm(]a1 bl[) vérifiant :
i) Sn e Eo dans Lz(]a1 bl[, H—l(w)) fort,

ii) V' — v° dans L"(Ja, b [ faible,

alors on a le résultat : EnVn —_ EOVO dans D'(Q).
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Démonstration : Soit ¢ € D(Q) on a :

Ij (€% e-£%v 0] | < |<e™-£°,v 95| + IJ [V'-v°]e £°
Q Q

< > désigne le crochet de la dualité Lz(]a1 bl[s H—l(w)), L2(]a1 bl[, Hi(w)).

On peut alors passer a la limite.

A. MODELE EN COUCHE POUR UN PROBLEME D'ELASTICITE [9]

1. Rappel et Notation. 9 ouvert de RN (N = 2 ou 3) de frontigre T,

I une partiede I, T, = T-T . mesT >0
o 1 o o

£=fy oongpe i@,

1

g= (g, - gpe @)l

On désignera par : la norme usuelle de (LZ(Q))N, I ”19 la norme

Iy,
1 N 1 N
usuelle de (H (Q)) . Ue (H ) on pose :

aU U

1 k [}
e (W) =+ [ E
kg 2 3x2 Bxk
On a 1'inégalité de Korm :
we @@ T ey @2+ vl s elivli?
€ ’ Lo UE W lpg Vilgg 2 ¢Vl -
i13=1
. . € 1 . .
Soient les fonctions aijkz € € {E} nelN 1 ¢ 1i,j,k,2 ¢ N
vérifiant
1) at. e L (Q), max sup a,., (x) < B, avec B > O, sur presque tout Q.
ijk . jke
1]k xef
. _ € . . .
i1) a'jkl(x) = aijkﬁ(xl)’ on a donc des matériaux disposés en couches.
... € € € £
iii) a, = 5

13ke T fijek 0 Yiike | Ciike

.)3 >0 t]_ }‘ € g > g | |2 v ‘RNXN
iv o el que ijk aijk2 ijgkz > O E.. £E.. €
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avec gij = gji sur presque tout Q.
. 1 . .
Soit R={ve (H (Q))N : eij(v) =0 1 <i,j £ 1} on rappelle que
R={v/ vl(x) = al+bx2 . vz(x) = az—bx]} si N =2
et
R={v/vx) = ath A X} si N = 3, avec a],b b e R, Z,gie R3.

l’

2. Mise en Zquation du probleme.

Soit le probléme :

-7 25 % =f, dams @9, 1gigN.
21 9%X. 1] 1

J J
(1) . € €
avec la loi de comportement cij(U ) = Z_ aijkl gkz(U )
ke=1
avec les conditions au bord suivantes :
€ 2 1>
(a) U1 = 0 sur FO, et Z cij(U )Vj =g, sur FI, 1 ¢<1%gN

j=1
On va mettre sous forme variationnelle le probléme (I) (A).
N
On pose V = {v e (HI(Q)) / v=0 sur Fo}, V sous—espace fermé de
N
(Hl(g))N. De la caractérisation de R on tire que z Ha.lj(v)H(z)Q est une
ij=1 '
norme sur V qui est &quivalente d'aprés 1'inégalité de Korn & HVHIQ .

Le probléme (I) (A) est &quivalent au probléme variationnel,

U € V solution de :

N N
(11) Vv eV J at. €. (U%) e, (v) = . (J f.v. + [ g.v,).
i jk§=1 g LikL 1] kg izl Q

La condition (iv) nous permet d'écrire 3 partir de (II)

X 2
o Tyl < xlivlly
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€ . o s . . € € o
U est donc borné dans V, d'oil il existe une sous-suite U, U = U dans
. o . . o
V faible. Notre probléme est le suivant : que peut-on dire de ce U ?

Vérifie-t-il une &quation du type de celle vérifiée par u® 2

3. Rechenche de La Limite.

. € . . . . .
- Soit cik’ l <« i,k & N 1la matrice inverse de , cette matrice

af
h ilkl
existe d'aprds (iv) : on choisit Ei' =0 si 1>1 et j>1 et on utilise

les relations de symétrie (iii).

- La relation (i) nous permet d'extraire des sous—suites convergences

dans Lm(Q) faible :

€ € € o

8i5k1 Stk Ztime > (@550 o2 1me)

On pose
o _ o _ )
Atimg = 45me tzk (@ 51" Sk Pt ime)
s
o, o -1 o
* . kES , (k1) Cer? CorPgimg)
b L] b

Theoneme V,1. 11 existe une sous-suite (UE) solution de (I) (A)

convergent dans (LZ(Q))N fort solution du probléme (I) (A) avec

_ o]
i3k T Bijke
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o . € . . .
Démonstration : U  étant borné dans V on peut extraire une sous-

. 2 . . o s
suite convergent vers UO dans (L (Q))N fort. V&, l 1 <N on peut écrire

On suppose pour simplifier que @ =']a1 bl[ x w, de l'expression précé-

dente on tire que 5%— Oil est borné dans L2(]a1 b1[, H_l(w)).
1

En appliquant le théoréme d'Aubin Eavec A= Lz(w), B=¢C-= H_l(w)
1'injection de Lz(w) dans H—l(w) étant compacte]|. On peut extraire,

Vi € {1,N}, une sous suite telle que ¢ > o0, dans L2(]a1 bl[, H_l(w)) fort.

N JUE N N tape
On a Oil =) ailkl (-523 . z a§lk2 5—5-, soit en inversant :

k=1 1/ k=1 g=2 * %

ot N N N €

k _ E € o€ - z z o€ g 8Uk'

, 3 . . . '
axl P ik 11 ikT=1 222 ik "ilk'g sz
e €

i r c., a, ne dépendant e de
solt encore, ik 1K' g e pe nt qu X

1

N
3 € € €
Zz %, ik 2inee U]

On peut passer & la limite en utilisant le lemme V.l pour le second membre.

Soit :
o o
EEE = g c® oo - g g (c a )o EEE'
: . \ . e 111
Bxl =1 ik "1l ikT=1 =2 ik 1lk'2 'ax2
Soit :
o g o -1 BUE ? ? o -1 BUO'
g., = ) (e;.) —+ , o (e) (eipa.0,) —— (D)
il k=1 ik 90X, ik'=1 =2 ik jkjlk'g axl
(c? )~ est la matrice inverse de c?

ik ik °
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Pour j 3 2, ona (i=l .... N) :
€
€ g ? £ 8Uk ? > aUk
= . - a.. v
i] 022 kel ijke 9x kel 1jkl X,
£ N § £ BUE ? € [.? € € g g € € BUE
gs. = a;,.., ~— + ) a,. o c Lo, -~ c ., a T
i] 422 k=1 ijke X, k=l ijkl Lt=1 tktl tk'=1 g=2 tk tlk'Q axz
€ N € € € % ? € BU; g £ € _€ BU;
L. = (a..,, ¢ )(o, ) + - (a;., , — - (a,;., ,c . a ) —)
i] Kt=l ijkl "tk tl 022 kel ijke X0 emel ijkl "tk tlmg Bx'Q

. ) - 2 . .

iz 2, oij étant borné dans L (Q) on peut extraire une sous—suite convergent

vers o?. dans LZ(Q) faible. Etant donné& que at. et a°, ct ne dépen-
ij ijky ijkl "tk

dent que de x, on peut passer 3 la limite en utilisant le lemme V.1 pour le

ler membre :

o N o o N N o SUE
Soo= ) (a, qC.) o, *+ ) (e, )0 == -
1] kt=1 ijkl 'tk tl 029 k2 1ike BXQ
N au°
- (a,.,,c .a yo . m
t,m=1 1jkl "tk tlmg axg
Soit en utilisant (1) on obtient :
(o} %] (o] g 0 _1 o aUI(;
g.. = (a.., . c..) ®) (c a yo _m
1] oy LIkt tk rsem=1 T ST stmyg 9%,
D} (o - . o
+ (a... ) — = (a.., ,c_.a o —=
=2 k=1 ( 1k BXZ t,m=1 ijkl "tk timg 3X£
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Soit :
o § o o o
= ( (a..,.c .a ) (a..,,c..)
ij m,0,t,k,s,r=1 ijmg ijkt tk tlmg ijkl 'tk
o
o -1 o U .
X (ctr) * (Csraslmz) axz i

d'oli la relation cherchée.

On va donner deux exemples.

Exemple V.1. : Cas d'un matériau isotrope en dimension 2.

€

€ _ . E
On a alors aijkz = | (sik6j2+6i26jk) + A 6ij6k2
=) W= ) A% e L7

La condition (ii1) est vérifiée.

(i) <=> HB > 0 tel que : Aa(x) < B, ue(x) < B presque partout
sur £.

On va traduire la condition (iv) de coercivité :

€ € £ 2 £
Yo T8, 8 +8L 8L ) F AT 8,8, JELLE =) 2 (E, )T+ ) A g LE.. =
) ik 38 18 3k 1] k2" 7137k i 1] i 1173}
3 2 € 2
= LoegyraQg)t
1j 1

On obtient la condition £E >0 et u > %— .

On va traiter directement cet exemple dans le cas N = 2.

U 2u, o, ou,
Opp = QF20) 5=+ A g™ 0y T O T U YR g
1 2 2 i
20, 2,
022 = ()\+2u) —a—)z—- + A ‘5;‘— .
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Ona o,, > 811 dans Lz(Jalbl[, H_l(w)) fort

+ 3. dans L2() faible

22

U~ U dans LZ(Q) fort.

Des équations précédentes on tire :

axl A+2p 11 A+2u sz 9%, WU 21 8x2
el N,
922 20 " Bx,  A+2u %11
On pose :
2 .2
1 1 . A 1 1 1 (A+2p) "=x v
—— o >— 3 = > = 3 ————t— =+ h
A+2u X A+2u & u ﬁ A+21
On passe 3 la limite dans les équations précédentes
n, Y n n
N | A L S , 30, . 30,
91 = A 3% YRR 991 T¥ax. TV A%
1 k 2 2 1
n
o} ﬁ BUZ + ! g it
=h ——= + — soi
22 3x2 t 11
Y am by Bm
XU Ao X 90
932 T3 3%, Bt aD ax
* 9% k 2
La matrice limite obtenue est alors
" Py
A 0 0 -
k
o 2V
0 s H 0
A° =
" A
u u 0

o> o
I
ﬁvlye
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Si on a par exemple An(x) = A(x + E), un(x) = u(x + g)
. - T . T
. Al s1 X € LQ, 75{ . ul S1 X € [b, fﬁ[
A (x) = n(x) =
A Si X € [“']‘:— "'I':"] U Si X € .I_ '_r.
2 2n n 2 2n n
On a
3\1 ) 2[)\1+2u1] [)\2+2u1] ?1’ ) 2u1u2
APt 2u, HytHy
v 2[)\1+2u1] [}\2+2u2]
x1[A2+2u2j+x2D1+2ulj
Exemple V.2, Cet exemple traite le probléme des couches dans le cas
elliptique.
N 9
- ) == £.(U°) = £ dans Q
L9, 7]
=1 73
€ 1
U™ e H (9)
o
€ £
€ oU e a0 .
avec E£.(U) = a,, — + a, —— j € {1,N} .
j jl axl K52 ik axk

On fait le méme raisonnement que précédemment on pose :

’ o
a1 21

Le tenseur défini au théoré&me VI.l s'écrit alors :

- (a.,.s.a .)o + (ail.s)0 . (so)—1 . (s.alj)o

Alj ij il 13
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Soit :
C A% = (2. )% - lim(aS.. = . %) + 1im(a®, . -y . 2% . lim(a, . —)
11 11 11 ae © 711 11 € 11 11 at
11 11 11
o _ 0©
Ayp =2
B _ _qs € 1 € . € 1 o . 1
j>1 13 (a1 ) 1lm(all' ;E— alj) + 11m(a11. —Efo X ay, X 11m(alj.—g—)
11 an a1
o o alj
Alj =ap X 11m(—E—-.
411
o o 411
De méme pour i > 1, on a : Ail =a; x 11m(—E—
a
11
- i>1, j3>1
] | a‘?l o , a‘]:.
© - (a. )% - lim(a%,. —— . a%.) + lim(-=) . a%, . lim(—=d)
ij il € 13 £ 11 at
a11 411 11
€ £ o ,0
a,,.a.. AL LA,
o o . il 13 1yl
= - +
Aij (aij) lim(— ) 5

a a

11 11

On retrouve bien les formules connues [cf. Murat (l)].

B. ACTION D'UN CHANGEMENT DE VARIABLE

On se propose d'é&tudier 1l'action d'un changement de variable dans la
H-convergence et de donner deux exemples d'application de ce résultat.

Si T désigne un Cl difféomorphisme de R", T envoie Q dans Q.

On a alors le résultat suivant :

Théoreme V.2. si A® =2 A% alors

|det T'| - 7 AR ro]" 7 geefT] - T'_,'l_: v K [T(x)]ot'_r"l.
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Démonstration : Soit U 1la solution de :

[ (AvU,vW) = { fv, Vv e Hé(g)
Jo JQ

soit en effectuant un changement de variable :

J [A(T(x)) . (VO (T(x)), (VW) (T(x))] |det T'| = J £[T(x)] . v[T(x)]|det T'|
Q Q

on a : V(U(T(X))) = tT'(vU)(T(x)) d'olt le ler membre s'écrit :

-1 [

[ [ATE) - T L v , T L vv (@ (x))] |det T'|
Q

On pose B = |det T'| . T'"l . AET(X)] . tT'“1 d'ol on déduit que

UoT est solution du probléme :

~ div(B.v(UoT)) = £ o T . |det T'| damns q
UoTe HI(Q)
o]

si A" -Ji—+ A° ona U" > U° dans Hi(ﬂ) faible d'oii on déduit :

n
" oT>10% 0T dans Hé(Q) faible. D'autre part on a B —— B et d'aprés

1'unicité de H 1limite on déduit que sur presque tout Q on a

B = |det T'] . 7l A°Tr] . Epeml

c'est—3-dire on a

-1 . An[T(x)] . tT'_IV(UnoT)(x) > T'—1 . AOET(X)] . tT'_IV(UOOT)(X)

TY

dans LZ(Q)N faible oii u° est solution de :

- div(a®(y) vu(y)) = £

1 e H (@)
(o]
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Remarque V.1, Si T désigne une transformation orthogonale on a alors
-1 t

T' =T, T' = T, |det T'| = +1 et on a alors
t
TLAMT®] LT 7L A°r)) T
Exemple V.3. Application au systéme de couches dans une direction.
2 > > ~ >
On se place dans R , (el,ez) une base orthonormée, & un vecteur
de !Rz, E = (cos H,sin B), on étudie le cas oli la fonction an(x) est de la
forme : an(x) = an((x,g)) = an(cos o x, + sin 6 x2) avec an(x) € {a,8}.
Soit T 1la rotation d'angle -6 ; on a les nouvelles coordonnées
X, = cos 6 x, + sin © X,y X, = -sin 9 X, * cos 8 x,. On sait [cf. Exemple V.2]

H

que : an(Xl) I — AO(XI) oll

avec

0 E(XI)

~
i

= 1lim an(Xl) dans Lw(Q) faible

1 lim —— dans L°(Q) faible .

) a” (X))

Du théoréme V.2 1l résulte :

fr.oa(e,x)] . I.T ——H—->A°(X1)

soit an[(g,x)] . I ~£L+ T . AO[(E,X)] . tT = BO, avec
cos’s B(x)) + sin6 3(X)) cos 0 sin 6 [B(x))-X(x))]
. N N L2 2 0~
cos O sin e(b(Xl)—a(Xl)) sin 6 b(Xl)+cos 0 a(Xl)

On remarquera que la matrice limite est bien symétrique et appartient

a M(o,B,0).
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Exemple V.4. Cas des coordonnées polaires.
Soit § une partie de disque délimité par ces coordonnées polaires,
p P

r, <r<r et 8, <86 < 86, .

1 2 1 2
Soit T la transformation : Q = ]rl r, L% ]el 6, LS R
X=rcos® 3 y=r1 sin 0.
On a :
cos 6, — r sin 6 )
T' = ( det T' = r
sin 6 r cos 6

On se propose d'étudier le probléme :

—div[a™(r).1.v0"] = £

avec an(r) € {a,B}

n 1
U e HO(Q)
On a
an(r) 0
-1 n (|
' ' =
T a(r)I. T o fi:gﬁl
-2
Un(r,e) est alors solution de :
n n n
K n, 38Uy _ 3 ral(r) AUy _
5 [Fa (™ 57 55 - 5ed = T
" e 5l (Q
o
n n n
R n 30 . n _ a (r) 3U .
On pose : gr = r a (r) 57 Ee = = 35" ° Ces deux sultes sont

bornées dans LZ(Q) et vérifient :

9 n 2 n
- = = + 2
5r br = Tt 35 &
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2 - -
d'oll on tire que ji-gn est borné dans L (]r]rz[, H ljelezL), d'oll on peut

or °r

extraire des sous suites convergentes :

g —~»—gg dans Lz(]rlrz[, H-l]elez[) fort [cf. Théoréme d'Aubin]

g — gg dans LZ(Q) faible
o 2
U —> U dans L7 (Q) fort

[a¥) [ee] »
a —> a dans L ]rlrz[ faible.

D'oli on peut passer & la limite d'apré&s le lemme V.!

EO - % BUO . 1 1 go _ du
b
3] r 96 in an(r) or
soit
A w10
go =rb L avec w1 = lim ! et 3= lim an(r)
r or n
b a (r)
Uo(r,e) est alors solution de :
o v o0
3 . oAU 3 ra ol _
el 5 gl =
o) 1
U e HO(Q)
On a montré que : ldet T'l.'I"--lan(r)'l‘.tT'_1 ——E—+ B avec
V]
rb 0

Rime
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VI - Matrices admissibles.

Le but de ce chapitre est de déterminer la H fermeture d'ensembles de

. - . . - N
matrices U et Uo, correspondant 3 des matériaux isotropes, oli l'ona : (R CR)

(Ql ouvert, QIC Q).
uo = {a € L(Q)/a(x) = o sur 25 a(x) = B sur Q—Ql}
U =fael (/o ¢ alx) < B}

On note K et Ko la H fermeture de U et U0

2
e @Y A e 1°, "1

=
I

~
I

&S N2 n H
{A e (L (@) /ﬂa e ll, aI——sA}

On définit les ensembles Kl et K

o0 N2
K' = {A e (L (@
symétriques dont les valeurs propres Aj(x)....xN(x) indexées par ordre
croissant vérifient :

Q
¢ FS B

e () <8

s A £ &) .l g AN

presque partout dans @}

2 ‘
De la méme facon on définit K1 = {A ¢ (Lm(Q))N symétriques dont les

valeurs propres Al(x)...AN(x) indexées par ordre croissant vérifient :

— B -
© S TG S M) S 200 T (6 <

presque partout dans Q}.
On se propose de montrer que K =K-= K' c'est-a-dire caractériser

explicitement 1'ensemble de matrice Ko = K au moyen de leurs valeurs propres.
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Enongons tout d'abord un lemme qui est une reformulation des résultats

du paragraphe 1.

Lemme VI.]. K (resp. Ko) est fermé et compact dans M(a,B8,2) pour

la topologie de H convergence.

1. Matériaux L80tnopes.

Rappel sun L'homogénéisation.
- Soit Y =TT ]O pi[ le parallélogramme des périodes ; une fonction
i=1
de RN dans R est dite "Y périodique" si elle admet comme période, P; >

dans la direction Y.l Vi e {1,N}.

- Soit a e UO et Y périodique, on sait alors [&f. A. Benoussan (2)]

X H o - ) . .
que a(EJI —— A" oll A = (qij) avec A~ matrice constante et symétrique.

D'autre part q.lj est donné par :

1 [{ BU; }
. a(y)dy - ( a(y) =— d
45 = mes ¥ Jy y)dy Jy y) %, y

oll Ui est solution du systéme :

- aiv[a(y).190}] = - —3—3— a(y)

J
() 5
Uy e W)

W) = {ve H1

¢
lOC([RN), V(X+pi) = v(x) et J v dy = 0}

Y

W est un espace de Hilbert muni de la norme, v € W, HVHW = ||vvl] 9 .
L7 (Y)

D'aprés l'alternative de Fredholm il existe une solution de (1).

P o . . A .
On remarquera qu'en général A  n'est pas isotrope ni méme diagonale.
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Homogénéisation avec des cellules ayant des propriités de symétiie.

On suppose désormais jusqu'ad la fin de ce paragraphe que l'on travaille

dans Rz.

On opére localement : soit Y = (]—l +1D2 une cellule de base § on

se donne une base de directions (x,x'), (v,y') plan médian de Y et on cherche
les symétries que doit posséder a(x) sur (Y,xx',yy') pour que A°  soit

AY

une matrice isotrope.

A .
PR %é/ 7 x

-1

V;

On pose : A% (x) = a(%).l. On sait d'aprés la remarque V.l que si

H o] . P .
A" —— A , et si A% vérifie pour une transformation orthogonale 1,

tH.Ae[H(x)].H = A%, ce qui est vérifié ici puisque A% est isotrope, on a d'aprés

1'unicité de la H 1limite tII . Ao[ﬂ(x)] LI = A°.

o .
A étant constante on cherche 1'ensemble des transformations orthogo-

nales telles que tH A% 1= A%

On remarquera que ces transformations forment un groupe et que la
symétrie par rapport 3 l'origine y appartient.

a b
On pose : A° = ( ) 30 = symétrie par rapport 3 xx'
c d

H2 = symétrie par rapport a vyy', H3 = symétrie par rapport A la lére bissectrice.
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On obtient :
a -b
t [o}
HI'A Iy = (o)
-c d
d -
t 0 -
L,.A.1, (B
-b a
d b
t o N
H3.A .H3 = (v)
c a
Donc :

+ (o) et (B) mnous donnent le méme renseignement : si la cellule possé&de une
symétrie par rapport & un hyperplan médian A est diagonale. En fait si 1'on
a une symétrie par rapport & un hyperplan on a &galement une symétrie par
rapport a4 1l'hyperplan orthogonal.

¢ (y) Si on suppose de plus que la cellule poss&de une symétrie par rapport i

- . . o .
la lére bissectrice A~ est alors isotrope.

Theoneme VI. 1. K contient toutes les matrices a I isotropes ol

ao(x) € [@,B] presque partout sur .

Démonstration :

1. Cas ot a est constant.

Soit Y 1la cellule de base définie précédemment on pose alors

{ ae(y)
ae(y)

On définit 1'application H de [O 1] dans [d B], H(B) = dq oli

o si ye]-006[x]-80[, 6 e [0 1]

B ailleurs.

. . o} . . o P .
g est le coefficient de A, matrice isotrope obtenue aprés homogénéisation
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avec la cellule définie par ag- Ona: HQ) =a , H(O) =28 .

Montrons que H est continue.

H(B) =

L | %% ]
a,(y)dy - J a, (y) dy
mes Y Jy 6 v ) Byi

. . n 0 . -
Soit une suite 8 convergent vers 6 dans [O l], il est trivial que

a_—a dans LZ(Y) fort d'oill dans LI(Y).

6" 6
Examinons la convergence du 2éme terme.
BUJn aUJO aug
( a J dy - { a o dy| < { (a _-a ) L s
ly ¢™ 3 ly ¢° 3 Jy o% 0 ay
| BUJn aUJO
( ( ) ) ) l
+| a —
Jy o\ %
On a Ué solution de :
n
. j 3
- dlv[a I VU ] =-—1a (y) 2)
ol gl Byj ol
Ué e W(Y)
n
On a Ug solution de :
o
- div[a oI VUj0] = - 59—-a N6 (3)
0 9 i e
Uj e W(Y)
o
de (2) on tire
allvd I s ls2a Il <X
n''Ww = Byj o ws
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. . j '\J ] 3
d'oll i1 existe une sous suite UJn convergeant vers U] dans W faible. En
passant 3 la limite dans (2) on obtient (unicité de la solution de (3))
s . _
W= Ug . On peut alors conclure en utilisant 1'inégalité de Schwartz pour le

)
ler terme et la convergence faible de

BUJn BUJO
0 vers 0 dans LZ(Y)
3 : Byi

pour le 28me terme.

28me cas : ao non constant.
On aVxe Q, o< ao(x) < B ; on fait alors une partition de @ en

- n 4 P n
pavés w. de coté on définit alors b par

n
Vx € m? s bn(x) = b? = *”l”“ﬁ ( ao(x)dx € [q,B]
mes w, J n

[V
1

n . - - . - by
b est une fonction constante sur chaque pavé ; d'aprés ce qui précéde on

peut homogénéiser sur chaque pavé, puis on utilise la proposition II.2, donc

n

Yn b e KO 3 or bn converge fortement dans Lq(Q) Yq, q < 4o vers

a s d'oll d'aprés la proposition TI.2 b ~li~6-ao.

On conclut en utilisant le lemme VI.! que a € Ko.

Théoneme V1.2, On a 1'8galité K = K,

Démonstration : Il suffit de montrer que KC KO.

« Pour N = 1, ceci est évident : al e u, a —ji—e-ao est équivalent 3 :
JE -——~+4J6 dans L () faible et on a d'aprés le théoréme de Lyapounov :
a a

Lm(Q,EQS]) = fermeture faible dans Lw(ﬂ) de Lw(ﬂ,{a,B}).
P - n n H
« Pour N > 2 : A e K est équivalent 3 : Ha e U tel que a I —— A 3
' - P n n H n
d'aprés le théoréme VI.I, Yn, Ha e U tel que a -————s a I. On peut
. . m (o] m m-> o

conclure grice au lemme VI.I.
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2. Canactérnisation des matrnices admissibles.

On sait résoudre ce probléme uniquement pour N = 2,

On va démontrer le résultat fondamental de ce paragraphe.
Théoneme VI.3. [3]. On a 1'égalité X = K'.

Démonstration :

1. Montrons que K C K' (cette inclusion est vrai WN). Soit A € K,

aan € U tel que a1 —li—»-A. On a a" et borné dans Lw(Q), d'ol il
1

v

1

n
0 a
existe une sous suite telle que a —— a et

1,1 dans Lm(Q) faible.
n Y]

a b

" )

On sait que l'on a d'aprés le théoréme III.l1. b.I < A < 3I. Si Al

et AN désignent la plus petite et la plus grande valeur propre de A on a

donc presque partout sur

b o< A (x) £ AL (x) < 3

1

IA

N

On sait d'autre part d'aprés le théoréme I.l que presque partout sur § on
p q p q

a :

N
D'aprés le théoréme de Lyapounov {a, %} appartient 3 1'enveloppe

v
convexe de {(t, l), o< tg B} d'oill on tire at+B-a > l-a 1 soit pour les
t ofB v N
b a
af :
valeurs propres o ¢ a+B~A(x)S Xl(x) < AN(x) < B presque partout sur &.
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2. Ona K'CK (ici N = 2). Dans tout ce qui suit Al et XZ

désigneront respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre
d'une matrice A e K'.

Etude du cas oii Al et AZ sont deux valeurs propres constantes avec

des vecteurs propres constants VI’VZ orthogonaux normalisés.

P . _aB .
17" cas : Al Xz vérifient : Al = u+B—X2 , on sait alors que

si x et y désignent les coordonnées dans la base VI’VZ il existe une

. n n .
suite a (x), a € UO, telle que 1'on ait

aB
o+R=A 0
n H 2
a (x) I — .
0 xz

Az peut alors s'écrire sous la forme Az = ga + (1-8)B avec 0 < 06 < 1, et

op

lorsque 6 parcourt [O,l] s Al parcourt la courbe u+B“X2 .

Pour travailler dans la base d'origine il suffit de faire une rotation

[cf. Exemple V.3].

- . e te = ., - op
28me cas : Al et Az vérifient 1'inégalité o < &:E:X;- < AJ < Az < B
il existe alors o' et ' a <a' <B'" < B tel que 1'on ait
LR
1 a B - '
N

on est alors ramend au lier cas en prenant des couches de matériaux o' et 8’

que 1'on sait obtenir par le théoréme VI.1.



Va A

L o 8ot -~
/ V4
\'/1
’ﬁ//

.
B V4
Etude du cas général.
P ~ . s i ny 2 1
On suppose § divisé en pavés disjoints W, de cOtés I Pour chaque

R . n
n on définit une matrice B  par

BNy = () () = —

[ A(x)dx, sur o .
mes w_ i

n . -
Bi est donc une matrice constante sur chaque pave.

. Montrons que B" € K', il suffit de montrer que Bg y appartient.

Soient u et u les valeurs propres de B?, b, £ U, 3 on a ,
1 2 i 1 2

al ¢ A < BT d'oli en intégrant sur w? on tire : o < My S My € B.
r 1 [
W 2 —5 | n Xl(x)dx (n
mes w. ‘W,
i
On montrera ci-dessous : ﬁ
U, < 1 [ A, (x)dx
k 2 s n|n 2 (2)
mes w. ‘W,

On a alors :

1 1 of
! ? n I n )\I(X)dx 2 n J o+B~A . (x) dx
mes wi wi mes w. ‘W 2
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La fonction : Ex,B] _&, a+2§t 8tant convexe l'inégalité de Jensen
nous permet d'écrire
T LR R
1
. 4+ R
a+B = j 0 Az(x)dx o+B My
mes

. Cw.,
i i
(d'aprés la croissance de G).

Démonstration de (1) et (2) : Soit W e R2 fixé. On a d'aprés la

caractérisation de la plus petite valeur propre

(AGWGE) W) . (AGOW,W)
W(x) li(x) |2 W)

d'oll en intégrant :

""'l‘“g ( a Kl(x)dx < ——_l_~_'[ AW,W) _

<

n,n 2
mes w, Jw, mes w, Jw, |W]
i 1 i 1

=(“‘1_E ( i (A(x)W,W)) — = L Buw

mes w. Jw, |W| |W[
i 1
d'oli en passant a 1'inf on trouve
S A, (x)dx € n,.
n 1 R
mes w., ‘.
i i
On démontre de méme (2).
_ . i in i i P
n étant fixé uln, By s V}n, V;n désignant les valeurs propres

et les vecteurs propres de B? on sait qu'il existe [cf. ce qui précéde] une

. € € H n € -
sulte a. telle que a, I —— B, dans w. a. ne dépendant que de la
in in g>0 1 in in :

. . in . .
direction V1 . On rapporte toutes ces fonctions dans une base puis on conclut
‘s . o n
en utilisant la proposition I1.2. On a donc montré que Vn, B € K.

On conclut de la méme fagon qu'au théoréme VI.1.
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CHAPITRE TI

PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL

On a vu dans l'introduction a partir de quelles données se fait la

théorie du contrdle optimal, dans le cas &tudié, ici on a :

(1) uad = K (ensemble des matrices admissibles)
-div(AvUA) = f, 2
(2) 1'état UA : 1 f e L7(Q)
UA € HO(Q).
(3) ZA = UA
(4) On choisira différentes fonctions coflits : J(A) = HUA—ZdH 1 H

H (Q)

, oli Z,eL7(Q).

J@) = HUA-Z 4

I
4712 ()

Dans le paragraphe II, on &tudiera &galement le cas oll 1'espace des

2 s 2

observations est L°(r) avec J(A) = ||===- 2|l s Z, e L°(T).
BVA d LZ(P) d

oU

[Dans le cas oli v n'est pas défini on posera
A
3U
38y = || 52 -z 1.

3y ar _
A H 1/2(1“)

Enfin dans le paragraphe III, on étudiera un exemple de contrble sur un probléme
de valeurs propres.

Notre objectif est

(i) obtention de théorémes d'existence pour avoir un (ou des optimum)

(ii) obtention de conditions nécessaires pour avoir un (ou des optimum)
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Régenence

Paragraphe I L. Tartar [6], F. Murat [3], U}g Raitum [10]
Paragraphe II Chapitre II. J.L. Lions [7:]

Paragraphe III F. Mignot I:IZJ.
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1 - Théonemes d'existence dans Le cas elliptique

Notation.
H désignant 1'un des ensembles U, UO, K (=K'), Kl défini au chapitre
(I.VI), on note ZH 1'ensemble sulvant :
1 .
ZH-—{U € HO(Q) / U = UA solution de (1)},
- div(AVUA) = f dans @
AeH (N
1
UA € HO(Q)

Le théoréme qui suit formule d'une fagon différente les résultats obtenus

sur les matrices admissibles.

Théoneme 1.1, ZK est identique 3 la fermeture faible de ZU et de

7. dans Hé(ﬂ).

U,
Démonstration :
Y 1 . n n v
. Soit U e Zu dans HO(Q) faible, JU e ZU telle que U ——— U
dans Hé(Q) faible, on a = U n a" e U, on sait qu'il existe une sous
a
n ]
suite a K¢ U telle que a k.I TN Ao, NS K, d'oii ¥=u o c'est-a-dire
n A
ﬁ Z donc Z C Z
€ %g? u k’
. Soit U ¢ ZK’ ona U= UA’ A e K, i1 existe a e U telle que
a1 LI A d'ol U a ————~9~UA dans Hé(Q) faible, soit . U ¢ 2; dans

a

1 . —
HO(Q) faible, donc ZKC: ZU.

D'autre part, d'aprés le théoréme VI.2 chapitre I, on peut remplacer

U par UO. On a donc
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Théonseme 1.2. On a 1'égalité : ZK' = ZK . C'est-3-dire étant donné
1

U e Hé(n) solution de ~div(AvU) = £, A ¢ K (=K"), il existe Al € Kl’ tel

que U vérifie —div(AlvU) = f,

D8monstration : Il suffit de montrer que ZK.(I Z Soit U ¢ ZK'

Ky®
on a :

-div(AVU) = f dans @, A e K', Uc¢g H})(Q) ;

11 suffit de montrer qu'il existe B ¢ K, telle que pour presque tout X ¢ Q

1
on ait :

A)VU(x) = B(x) vU(x).

Soit x un point fix& de  on pose A(X)VU(x) = F, A(x) = A, B(x) =B et

yU(x) = A, d'oli le probléme, A, » et F, F = A\ &tant fixés, construire

B e K,, telle que BA F.

]’
ller cas : N = 2.

On choisit ) comme 18T vecteur de base, si F = (fl’fZ) 1'égalité

By = F s'Berit 32 € R tel que

car B est symétrique.

Les valeurs propres uy et u, de B vérifient alors

uy tuy = £ 42,
1 d'od wpwy = £ fupruygy] - f% ,

2
ul . uz = flz_fZ'

(ul,uz) décrit une hyperbole (A).
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p e e e -e

fr - e -
por mr e e = -

X
>

— e e

FIGURE |

Soient (XI,X?) les valeurs propres de A, (Al,kz

E = {(A,52,) € Rz/a < 2B o A, <A, < Boua
l’ 2 sa_,_B_}\z\ l < 2\

Or on a par hypothése AXx = F ; il suffit alors de

:}w

)

M4

"

appartiennent au convexe K.

aB
S 3po S Ay £ Ay 8 B}

choisir My et My 3 1'inter-

N
section de A et K, il y a d'ailleurs deux choix possibles. [cf. points (1) et

(2) de la figure I].

28me cas : N > 3.
. N -
Soit (el,ez,... eN) une base de R oii
plan défini par (\,F), on a F = (fl,fz,O ... 0).

fiant BA =F on a :

e

B

1

= A, on prend e, dans 1lé

étant symétrique et véri-
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1 2
f2 Z X X X X
B = 0 y
. X
. X
0] X

On va choisir alors B sous la forme

1 2
f2 Z O.. ...0
0 0
. . ul
0 0

Dans ce cas B aura pour valeurs propres (N-2) fois u et (ul,uz) valeurs

fi f2

f Z

) . Dans la base précédente la matrice A s'écrit sous
2

propres de (

la forme

f ceeraae
fl 5 0 0

f2 a22 x X X X
A = 0 "

. X

o X

. n N . Y fl f2 .
Soient a et b les valeurs propres de la matrice A = ' , S1
£ a

Al, Ay désignent la plus petite et la plus grande valeur propré’'de A on a
v v
Al <a, bg AN'

. v N .. N
Preuve : Soit v = (Vl,vz) le vecteur propre associé & a, on pose
N e epe e s ' N 2 .
v = (vl,vz,O...O), on vérifie immédiatement que 1'on a (Av,v) = a|v| . On sait

que Ivile < (Av,v) ¢ ANIVIZ d'oll on tire que A1~s 2, et de méme b < AN.
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vl
On sait par hypothése que (AI,AN) e K. De ce qui précéde on tire que

(2,%) € [AI,AN] x [XI,AN]. On fait alors le méme raisonnement que pour le cas
N = 2 en faisant passer une hyperbole (A) par le point

LAV VY
(a, b).
On choisit alors un point (ul,uz) [cf. Figure 2] tel que
B U, £ M, qui correspond a& un certain Z, on choisit alors B sous
a+B-u2 1 2
la forme

£ £ 0...0
)
£, Z 0...0
B = 0 0
: c Myt
0 0

=<1

Af———

|
|
|
|
[
a

I
|
|
|
|
|
AN

R\

FIGURE 2



- 50 -

Grice 3 ce thé&oréme on peut se limiter a la recherche des matériaux

feuilletés dans la recherche de matériaux optimaux.

On va énoncer maintenant le théoréme principal d'existence d'un optimum.
p P

Théondéme 1.3. Soit I une fonctionnelle semi-continue inférieurement
. . 1 . . . P
pour la topologie, faible de HO(Q) alors il existe au moins un é&lément Ao,

A° € K, tel que la fonction J définie par : J(A) = I(UA) vérifie :

1) inf J(A) = J(A%
AeK

2) inf J(A) = inf J(a) = inf J(a) = inf J(4)
AeK ael ano aeK1

Démonstration : 1) est &vident car J est semi-continue inférieurement

pour la topologie de la H convergence sur le compact K.

2) est une conséquence immédiate des théorémes I.2 et I.l précédents.

Remarque I.1. F. Murat a exhibé des exemples dans [2] pour lesquels
il n'y a pas de solution optimale dans U d'oll la nécessité d'introduire un
probléme relaxé. Par contre L. Tartar a montré l'existence de solution optimale
dans (I pour un certain type de fonctionnelle que nous allons voir.

Enongons tout d'abord un lemme.
Lemme 1.7, ZU est sous ensemble fermé dans Hl(ﬂ) fort.

~ . . . 1
Démonstration : Soit U o une suite, U n ———> U dans HO(R) fort,

A A 2
on peut extraire une sous suite An, A" —— A° dans (L (Q))N faible, d'ol

on peut passer 3 la limite,

-div(A"VU ) —— -div(A®vD)
n
A
dans H_I(Q) fort, et U =10 .

A0

Nous avons également besoin d'un lemme du 3 Edelstein [13].
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Lemme 1.2. Soit S wun sous—ensemble non vide fermé d'un espace de
Banach unoformément convexe X, inf |S-Zd|| admet une solution dans S pour

seS
tout Zd appartenant a4 un sous—espace dense de X.

Nous pouvons alors énoncer le résultat annoncé :

Proposition 1.1. 1Inf ||u_-zd|| admet au moins une solution dans
a 1
acl H (R) ,

U pour un sous—ensemble dense de Zd dans HI(Q).

Démonstration :
Inf HUa—ZdH i = inf |Ju_-zd|| | ,
aell H(Q) UgeZ a H' ()

on applique alors le lemme I.2 avec S = Zu et X = HJ(Q).

On n'a pas en général unicité d'un tel probléme ; déja 1l'application
qui 3 A ¢ K associe UA solution de (1) n'est pas injective, en effet soit

U, € Z avec A ¢ K, d'aprés le théoréme I.2 3A1 € K. telle que U, =1U .
A K 1 1 A Al
Y-a-til unicité lorsque A ¢ K] ? en général non, on va le voir sur

plusieurs exemples.

Exemple 1. Cas isotrope.
Soit Ql un ouvert, Ql C O et U une fonction de D(R) avec
supp UC Ql. Soit a1 e U, al(x) =g si X € Ql, al(x) =8 si x ¢ Ql’

on pose f = -div(aIVU) ; alors Va e U vérifiant a(x) = a si x € supp U,

et B ailleurs vérifie aussi

{ - diV(aVU) = f

U e HJ(Q).
o
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Exemple 2. cas anisotrope et constant.

1 2 0] 2 3 1 1 2 '
Soit a=1, B=6, A = ( ) et A =( A" et A" ont les
0 4 1 3

mémes valeurs propres et on a Al, A2 € Kl' Soit Q 1le disque de centre 0 et

de rayon ! dans Rz et U = x2+y2-1 on a alors :

{ -div(a'vy) = -12

1
U e‘HO(Q)
En fait ici toute matrice ayant 2 et 4 pour valeurs propres est solutiom.

On va montrer par contre qu'en dimension un 1'application qui &
a ¢ U associe Ua est injective lorsque 1'on a des conditions sur la fonc-

tion ¢£.
- . . 1 2
Démonstration : Q = ]0,1[ , f # 0 presque partout sur . Soit a ,a

(o] o] 1 . -~
al e L (), a2 el (), a # a2 solutions des problémes :

d r.1 d 1
- [ 713% = f UeH (2) (N
-4 .[az(x) %}% -t Ue B () 2)

de (1) et (2) on tire - é% [b(x) %ﬁ] =0 ol 1l'on a posé b = az—al.

Soit b(x) %% =K, K eR.

%% étant différent de O presque partout car f est différent de
0 presque partout on tire que si K =0 ona b =0 presque partout.
X
Si K# 0 on tire U(x) = K dt + H, H e R.
Ob(t)
U@) =1 =>H=0
1 1
dt [ ]
Ul =O=> 1 = K => dt:o
( ) U( ) JO b(t) Jo b(t) s

K est donc indéterminé et on n'a pas unicité du probléme (1).
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1T - Conditions nécessaires powr avoir un oplimum,

Position du probleme.

On cherche 3 minimiser la fonction J définie sur K par :

Q ATK ‘Q

que I vérifie les conditions du théorémes I.3, on pourra choisir par exemple

J) = J F(x,UA)dx, U e Z, ; ici on a pris I(U) = [ F(x,U)dx ; on supposera

(V) = J |u-zd | %ax, zd € 1L7(Q).
Q

On supposera de plus que F est dérivable par rapport a U.

Rappelons le lemme de J.L. Lions [11].

Lemme I1I.]. Soit H un hilbert, K ferm& de H, J une fonction
différentiable de H dans R et U un &lément (supposé existé&) de K vérifiant

JW < JW) Yv € K on a alors :

' 20 Vi e C(K)

U -0
-~ W dans H}

ot Cy(K) = {W/W e H, ]tn >0, t >0 HUn e K tel que .

En fait ici 1'ensemble K des matrices admissibles est convexe donc

le cone CU(K) est convexe.

Lemme 11.2. L'ensemble K est convexe.

Démonstration : Ce résultat est une conséquence du théoréme 5.1 de

J. Ball [14].
On va donner ici une démonstration directe dans le cas oii 1'on est
en dimension 2.

On pose :

o 2 af
K = {(AI,AZ) eR” /o< EIE:X;_S AI < Az < B ou

o Y .
o < a+B-Xl < Az < Al < B} K est bien sur convexe.
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1
- Soit Ae K : A =( ) avec
b a,
= ).+
al+a Al Az
ny
et (AIAZ) € K
2
a, az—b = Al.lz
on déduit : a, > 0 et a, > 0 ; la plus grande valeur possible de b2 est
2
(xq—xl)
< 5 . D'autre part si on calcule a, et a, ona:
/ 2 ,.2 / 2 .2
. Ayt (Az Al) -4b L Aty (Az Al) 4b
1 2 2 2
n
on vérifie immédiatement que (al;az) e K.
- Montrons maintenant directement que K est convexe.
Soit AeK, BeK, te [0,] ; calculons les valeurs propres de
tA + (l-t)B.
On pose :
a1 b a1+a2 = A1+A2 N
A =( ) avec (Al,xz) e K
2
b a, al.az-b = Al AZ
' ' Yoot = 7440
a b aytay = Mt N
B = avec (A!1Al) € K
L} ] "lz T 4t 12
b a, al.az—b = xl-xz
On pose :
= LI — A = —
H = t(al+a2) C 2(1-t)b D t(a2 a])

H' = (ﬂ-t)(ai+aé) C = 2tb D' = (l—t)(aé—ai)
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oy
tant convexe on a : (tkl+(l—t)xi , tA2+(l—t)Aé) e K soit aprés calcul :

H+H'-(‘/CZ+D2+ C'2+D'2) H+H'+(/(:2+D2+ C'2+D'2) v

2 ’ 2

Soient (A],Az) les valeurs propres de tA+(1-t)B on a :

_ H+H'-/[C+C'] 2, [D+D'] 2
2 2

_ H+H'—/[c+c'] %+ [p+n']
2

1

. ~ P H+ P
On sait d'aprés ce qui précéde que 2 € Ex,B], d'autre part on vérifie que

/[C+C']2+[D+D']2 < /c2en? + Vo lpr 2,

"
On déduit alors que (AI’AZ) e K

A= (Bhas4-EXa tha +(1-E)2)
(A1 A€ [A)B]

2
On applique alors le lemme II.l & notre probléme avec H = (LZ(Q))N

et K 1'ensemble convexe des matrices admissibles ; K est fermé dans H

. . 2 . .
car la convergence des coefficients dans L (Q) implique la H convergence

et que K est fermé pour la topologie de la H convergence.
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On doit donc calculer la dérivée de la fonction coiit puis déterminer

le cbne des directions admissibles qui est dans notre cas convexe.

[ ' ~
A. CALCUL DE LA DERIVEE DE LA FONCTION cour J.

Soit A e K et J(A) = I(UA). On va d'abord calculer la dérivée de

. 1
la fonction : A e K-> U, ¢ HO(Q).

A

- f @&tant fixée dans H—I(Q), considérons l'application bilinéaire de
(Lw(ﬂ))N2 X Hé(Q) dans H—I(Q) : $(A,U) = -div(AVU), cette application est bili-
néaire continue : on peut la décomposer de la fagon suivante :

2 2
L@ il (@) — @) xa @)t — et —— 1@

(A,U) (A,VU) (A.VU) ———— =div(AVU)

On applique le théoréme des fonctions implicites & la fonction H
définie par : H(A,U) = ¢(A,U)-f. Soit (A%, U%) tels que ¢(a°,0°) = f,

Ue Hé(n) on a

B A°, 1% () = ~div(a®v),
o
oH
9H . . 1 -1
done —— est un isomorphisme entre HO(Q) et H ().
oH

On en déduit qu'il existe un voisinage W de A° et U une application
1 P P . . .
de classe C', U : W~ Hi(g) dont la dérivée donnée sous forme implicite
vérifie :

2
AU sa=v, sae @)Y

A

ol V vérifie :

r
(1) A%, vy = -| (savU®,v), V¥ e H (0).
9 0 °
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o
On introduit W solution de 1'équation :

—diva’ww®) = & (x,19
U
o 1
W e H (Q)
[0}

soit sous forme variationnelle :

[ °w°,vp) = [3-5 x, 0% ¥ e H (@)
JQ J BU (o]
(2)

W e 1 ()
(o]

on a : J'(Ao)(éA) = J %%(X,UO)V oli V est solution de (1) d'ol on tire
Q
de (1) et (2) :

“J' (A% (sa) = —J (savu®,vw®)
: Q

o s
car A~ est symétrique.

En résumé, on a donc le systéme d'optimalité :

1'état U° : o 1
U € HO(Q)

{ ~aiv(a%vu®) = ¢
_div(A%TW°) = %%-(X,UO)
1'état adjoint W .

W e B ()
(]

Lila condition d'optimalité : YsA e(?O(K) [ (savu®,vw®) < o.

J
A Q

Remarque I1.7. Si A° n'est pas symétrique, on définit 1'&tat adjoint
W par
—div(tAO WO) = —= (x,U")

0 1
W € HO(Q)
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et on obtient la méme condition d'optimalité.
On va maintenant déterminer C O(K), on travaille d'abord dans le plan

A
des valeurs propres puis dans 1l'espace des matrices 2x2.

B. DETERMINATION DU CaNE DES DIRECTIONS ADMISSIBLES.

v
On désigne par K 1le méme ensemble qu'au lemme II.2.
n
Déterminons tout d'abord le cdne tangent & K en un point.
. o .. o o 0
Soit A~ le minimum et xl(x), xz(x) les valeurs propres de A (x),

on sait d'aprés ce qui précéde que pour presque tout x dans Q on a

(3G, A5)) € K.

On définit le sous—ensemble de Rz, C o o
(94

= 2 : o o o
C()\o 0 = {(a,,8,))eR /ﬂtn >0, t > 0/(Aj*+t A +0(tn),A *t A, +0(tn)) e K}.
1’72

Y
- . -~ -~ o .
Cet ensemble décrit le cOne tangent &8 K en (A?,Az), plusieurs cas

sont a étudier.
ller cas : AT(X) = Ag(x) = Q.

i 1
Soient {*(a ) . tZ( ) les vecteurs tangents 23 PI’FZ et
B

W2 B
> B > o -~ > > . "
nl s les vecteurs normaux a tl, t2 orlenteés.
-1

2 - ¥
= {(AZ,AI) e R”/ (AZ,AI)-n1 2 0 et (AZ,AI)-n2 z 0}
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A\ 4

2 o B
C = e b
O\o)\o) {(AZ’A1)€[R /B AZSAISOL AZ}
1’72
soit
A
_ 2 o 1 B
C(x°x°) {(AZ,AI)eIR /AlaO, A,z 0, B_SEES o—c}
172
28me cas : x‘l’(x) =xg(x) =8
Le méme calcul donne :
C ={(A,.,A)eIR2/A <0,A,< O ‘-"—<A—l<B
O\O,)\;) 271 1~ 7272 ’B‘Az‘on
1

Aa
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38me cas : A?(x) = GBO
a+B—A2(x)
. > ! >
Soit t = 0.2 le vecteur tangent i Fl, et n le vecteur normal
oD
aB

n,
> . L. . .
3 t orienté & 1l'intérieur de K on a :

2
C o o = {88 € B/ (8,580 2 0)
2
5 A
. o o
4&me cas : Az(x) =
a+B=A (%)
Le méme calcul que précédemment donne :
c = {(0,,0) e RE 7, 2B 5 a3
9’ o l .
(A]>29) 2 2'(x?)2

On va maintenant déterminer le cOne dans 1'espace des matrices.

On fixe un point x, x € © et on va 8tudier C o (K) 1le cdne des directions
A (%) o
admissibles, plusieurs cas sont 3 envisager suivant les valeurs de A (x).
a) cas oill A°=a & a_ € {a,B}
o 1j o -2

Dans ce cas la matrice &tant isotrope donc invariante dans tout change-

ment de base toute matrice 6A symétrique dont les valeurs propres sont dans

C appartient 3 C (X).
o .0 0
b) Cas ol o < ——g§—6-< A? < Xg < B (ou 1'inverse en permutant
a+6—k2
A? et Ag). Dans ce cas on a : C_o 0" R2 d'oll on déduit que toute matrice
(i sny)
symétrique appartient 3 C o(K) car les valeurs propres de A+tSA sont admissi-
A

bles pour t petit.
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c) Cas ot o < o8 . 20 <% <
_— ) 1 2
a+6—k2

. P s o .o
Soit {el,ez} une base de vecteurs propres associés i AI,AZ, st € R

on pose, P(u,t) = detEAo+t5A—uI]
o] o) 2.2
P(u,t) = [u=(j+tb D] [u-(+tb,)] - £
b1 b
ol 1'on a posé GA = dans la base {el,ez}.
b b2
On a : P(A?,O) = 0.

9P
ou

o-

1

On a : (x?,O) = A Ag # 0.

Le théoréme des fonctions implicites nous donne alors

205,0 .
-+ 0(t) = A, + tb, + 0(t).

EB(XO 0) 1 1

du- 2’

Les valeurs propres de A® + tsA sont donc :

0
M= Al + t(6Ae1,el) + 0(t)
o)
My = Ay * t(GAez,ez) + 0(t)
D'olli on obtient une caractérisation du céne C o(K) : C o(K) = {8A e(E”(Q))A,
A A
symétriques telszque {el,ez} vecteurs propres de A associés 3 A? Ag,
(9
1
P S
(SAel,el), B (6Ae2,e2)}.

Pour 1'autre cas on a immédiatement :

C o(K) = {8A ¢ (Lm(Q))4, symétriques tels que, si {el,ez} vecteurs propres
A
P 0.0 ap
de A associés 3 Args (GAel,el) < ————5'(6Aez,€2)}-

(o]
(x])
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Remargue I1.1. Par la suite lorsque 1'on dira 68A e C o(K) cela signi-
2 A
. oo N
fiera 8A € (L (Q)) et O8A(x) € C o (K) pour presque tout X ¢ Q.
A (%)

On a une propriété &évidente de localisation :

Lemme 11.2. Soit &A € C O(K), w, un ensemble mesurable on définit
N N A v
8A par : G8A(x) = SA(x) sur w3 SA(x) = 0 sur Q-w, alors on a

5A € C O(K).
A

On va traduire maintenant la condition d'optimalité :

Vea e C _(K), [ (savu®,w®) 5 o.
A Iq

Grdce au lemme II.2, on peut localiser la condition et &crire : Yo, w ensemble

mesurable de 9, VéA e C O(K)‘ on a :
A .

[ (save®,vww®) < o,
J(A)

d'oldl on déduit la condition (A) d'optimalité :

(savu®,ww®) < o, VA e C _(K)

(A) A

pour presque tout x appartenant a Q.

C. CALCUL DES CONDITIONS NECESSATRES.

1. Cas oil Le minimum est de La forme aoéij avec ao(x) = o s Q

1

On raisonne localement ; soit ©SA wune direction admissible ayant pour

ao(x) =B AuL Q-Q

valeur propre (a',1), a' € [%,5] sur et (8',-1), 8" e [- 53' %J sur

Q—Ql.
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. Sur Ql la condition (A) s'écrit : soit e wun vecteur propre unitaire

de 6S8A correspond 3 la valeur propre o', on peut &crire : v = E + (VUo,e)e,

wl = &+ wwle)e (¢ correspond 3 la valeur propre 1) save® = £ + o' (vu°,e)e

(savu®,vw®) = (savuC-vu®,vww®) + (vu°,vw°)
= ((vu°%,e) (a'-2)e, £'+(WW°,e)e) + (VU°,vW%) = (vU°,e) (VW e) (a'~1)
+ (vu°,ww°).

Soit 6 = angle(VUo,VWO), 81 = angle(VUo,e), 62 = angle(Vwo,e).

Sur Ql la condition (A) s'écrit

Ve, € [027], Yo' e [%,g] . |vu°

Vwol[bose +(a'=1)cos 6,cos 62] <0

On cherche une condition sur 6.
Si |VU0||VWO| # O on choisit e de telle sorte (le choix de e est

‘1ibre) que la quantité [cos 8 + (a'-1)cos 8, cos 62} soit maximum. Pour cela

1

(ona 95.-6, =60)

on étudie les extremum de z(el) = cos(el—e) cos 6 179

1

Z(Gl) maximum pour 6, =.%
On trouve : . .
Z(el) minimum pour 6,6 =3 + 3
Il reste 3 tenir compte du signe de (a'-1).
. 8 a'-1 < 0 on choisit la valeur 81 = % + % , e est alors la

bissectrice extérieure. La condition (A) s'@crit alors :

o'-1
o'+l

Vo' € E%,I] , cos B ¢

on trouve la condition optimum en prenant o' =

. o=
; solt cos 0O < B
Bta

Wl

Si a'-1 > 0 on choisit la valeur 6, = , e est alors la bissec-—

1

Nl @

trice intérieure. La condition (A) s'écrit alors
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Vo' € [l,gJ , Ccos B ¢ I~

on trouve la condition optimum en prenant o' = s—; soit cos 8 < Z;S
En résumé, sur Ql on obtient : |VUOI-|VW0| = 0 ou bien
a=p
cos 6 € aig
. Sur Q—Ql on obtient en faisant le méme calcul
[v0°] « |v°] =0 ou cos 8 3 ==
- B+0(.
2
Remarque 11.3. On suppose I(U) = J IU—Zdl avec Zd € Lw(Q), on
Y]

suppose f € LZ(Q) avec f # O presque partout sur Q. Supposons alors la
condition |VUO‘ lvw°l = 0 vérifide sur ', 9'C 2 : ona |VW°| #0, en
effet si il existe Ql ouvert QICZ Q tel que Vx e Qi |VU°| = 0 alors

f est nulle sur Ql' On a donc U° = Zd presque partout sur Q'.

Remarque 11.4. Etude du probléme semi-relaxé. On rappelle que

U={ace Lw(g), a £ a(x) ¢ B presque partout sur Q}

U est un convexe fermé de LZ(Q). Soit J une fonctionnelle vérifiant les
mémes hypoth&ses que dans le théor&me I.3., définie sur U.

Supposons qu'il existe a® e U vérifiant J(a°) = inf J(a).
acl

U o ~ . A . s P
On définit W  1'@tat adjoint de la méme maniére que précédemment ;
. 2 . o o .
on sait que 1'on a nécessairement : Va e U, J'(a )(a-a ) > O soit dans le

cas présent,

Va e U [ (a(x)-a°(x)) (vi°,w°) < o.
I

On déduit alors que Ve e [u,B] on a : (g—ao(xn(VUo,vwo) <0

presque partout sur Q.
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o
L3 ot a (x)

0 ou bien cos 6 < O.

-~

v’

o on obtient [VUo

v’ |

L3 ol ao(x) = f on obtient IVUO

0 ou bien cos 6 2 O.

L'information obtenue dans le probl&me relaxé est donc beaucoup plus riche.

2. Cas ol Le minimum est de La porme : o< —2B 230 0«

B .
a+B—X§ 1 2

. > 3 <
Soit x € Q, {el,ez} une base orthonormée correspondant aux valeurs

propres X?(x) < Ag(x). Soit &8A wune direction admissible qui s'écrit

b
suppose |VU0| #0 et IVWOI # O et on les norme :

a b
SA = ( c) dans la base {é:,é;}. On va traduire la condition (A) ; on

yu°

|vu®|

= + i = -+ i
cos ele] sin ele2 R |vw°| cos 62e1 sin ezez

La condition (A) s'écrit alors :

i 2 1 2

(4) (x?)z

af

acos O, cos 6, + ¢ sin 8, sin 6, + D sin(61+62) <0

¥b e R, Va,c vérifiant a - c >0

C'est une forme linéaire en (a,b,c) mnégative sur un demi plan donc

(A) est équivalent 3 la condition suivante :

,
. (A?)z
(1) cos 61 cos 62 + sin 61 sin 62 =0
(B) ﬁ (i1) sin(61+62) =0
(iii) a cos 8, cos B, + ¢C sin 8, sin 0, < 0, Y(a,c) vérifiant
(?
a - c >0

aB -
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Précisons : 0.2
09
P 0 0 1
(A) => (B) 1l suffit de prendre 6A = * et A=t
0 1 1 o}
a 0] 0 1
(B) => (A) on pose A= + b avec a et ¢
() c 1 0
vérifiant
2
(D
- 0
aB =

On obtient alors :

cos 6,.+csin 8

o _.0, _
(SAVU ,VW ) = [acos 0, 5 ]

sin 6,] + bsin(8,+8,) < O.

Explicitons la condition (B)

(i1) => el+62 =0 ou 91+92 = q
(A?)z
. N o _ ' - e
Si 61+92 0 (i) => tg 61 T on a alors d'aprés (iii)
2
) 2 G
acos f, —csin"9, ¢ 0 soit a = —— < O
1 1 ag "
ce qui est impossible. 91+62 -
La condition (B) se traduit par 2
1
= +
t8 0y = * V5B
(19 -as
de 08 = 62—61 on tire cos 0 = s
(A ) +aB
En résumé, on obtient IVU0|-IVWO| = 0 ou la bissectrice intérieure

de 1'angle formé par vu° et VW est vecteur propre pour A; et 1'angle 6

formé par ces vecteurs vérifie :
(x9%-ag
cos § = ———5— [cf. Figure 3]
(X)) +aB
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vV*

/! N

disposition des couches

FIGURE 3

o8
a+8—kg

< A

3. Cas ol Le minimum est de La forme o < ? $A) < B .

Toutes les directions &tant admissibles on obtient la condition
o o
|lvu™| « |ww | = o.

Remarque 1T1.5. Les résultats précédents s'appliquent au cas non homo-

géne. On étudie le méme probléme que précédemment, A e K, f ¢ Hﬁl(ﬂ).

On supposera g € HI/Z(F)

—div(AVUA) = f

UA/F =g

On prolongera g sur {, on note ehcore g le prolongement ; la

frontidre de § &tant supposée régulidre U,-g € H;(Q) équivaut 3 U, € HI(Q)

A A

gt UA/F = g/T.
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. . . . . 1 e e
On sait qu'il existe une fonction unique U, € H (Q) vérifiant :
1 A o

(u,-8) € H.()

Vv € Hé(ﬂ), JQ(AVUA,VV) = fgfv .

On pose avec les mémes hypothéses que précédemment

‘
J@y = J F(x,U ,)dx
Q

oF

aU

8A € CA(K) on a, J'(A)(8A) = J
9]

(x,UA)V ol V vérifie :

v e 1l ()
(0]

Y e HI(Q) [ (AVV, V) = -J (aAVUA,vw)
° Iq Q =

On introduit Wy 1'état adjoint défini par :

. = oF
d1v(AVWA) aU(x,UA)

1
WA € HO(Q)

VWA). On remarquera que UA € HI(Q) et

On obtient alors J'(A)(8A) -J (SAVU

’
Q A

1
WA € HO(Q).

On peut alors faire la méme discussion que précédemment.

111 - Probleme de controle ol La fonction coit est donnle sur La frontitre.

On &tudie le méme probléme que précédemment :

-div(AVUA) =f dans @
@) AeK
U /T

]
o
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1. On suppose tout d'abord, ce qui n'est pas en général le cas, que
. e . o 1 = o R
les coefficients de A appartiennent 3 C (Q), on a alors d'apré&s le théroéme

de régularité :

U HZ(Q) n Hi(n)-

AE

Soit M ¢ Lm(r) et Zd € Lz(r) on pose :

aUl
1 A 2
J(A) = 7’[ M o Zd) dr,
’r A
ceci a bien un sens car
30
A 1/2
en'?m,
A
et on a
U
A 2
M—a—v—'e L(P),
A
' . . . 2 1 . . U
1'application affine de H (£) N HO(Q) qui UA associe (M o Zd) est

A

a
1 2
o(Q) dans L7(T'), on est alors

alors bien définie et continue de HZ(Q) N H

ramené au théoréme d'existence de I.

Calculons la dérivée de la fonction coiit.

o o au° AV
A" ek, AeC (K)onaz: J'(A)GA) = | MM —~-2,) — ol
o oV 4’ 3v
A T Ao AO

V vérifie
. o . o
-div(A"VV) = + div(8AVU )

V/T =0
On définit 1'état adjoint par :

~div(A°vw®) = o

(2) o

o, _ U™
W /T = MM =7 zd).

AO



_70_

Le probléme précédent nécessite une formulation faible, en effet W°
.. 1 o ' . . N 1/2
ne peut appartenir 3 H (R) car W /T n'appartient pas en général 3 H

- 3 - O = (3 - - (] -
L'état adjoint W  définit formellement précédemment est déterminé

comme la solution dans LZ(Q) de

(o]
[ W (div A%vy) = —J mm 2 - z,) B yye v2@ nule)
r © °

I 2A° A

En prenant ¢ = V on obtient

J (A% (sA) = —J wo(div A°vW)
Q

soit

J' (A% (s8) = [ W’ div(savu®),
e

en appliquant la formule de Green on obtient alors

(3) J'(A%) () = [ (savu®,w®) - f W,
I Ir

Pour la formulation faible précédente on a utilisé@ le théoréme 4.1.
[cf. Lions (7)].

Deux fagons sont possibles pour résoudre ce probléme lorsque les
coefficients ne sont pas dans Cl(ﬁ). Dans un premier temps pour simplifier

on va se limiter & Qo, QO(: Q.

2. Soit Qo un ouvert, EZOC Q, on pose :

u = {a ¢ Lw(Q)/a(x) = B sur Q-0 , o < a(x) < B sur Q }.
ad o o

La H convergence étant une propriété locale on montre de la méme
fagom qu'au chapitre I que la H fermeture de cet ensemble est

2

Kad = {A e (Lw(Q))N A symétrique, A(x) = BI sur Q-QO,

Q).
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sur presque tout x € Qo les valeurs propres de A index&s par ordre croissant
vérifient :

ap
a < &qg:x;zgj < KI(X) < XZ(X) < B} .

L'état du systéme UA est toujours défini par (1) et on pose de méme

U
J(a) = [ (M své - Zd)sz
‘T A
o 2
avec Me L (I') et Zd e L°(D).
aU
I1 n'y a plus de probléme de régularité pour définir v cer UA
A

. - 2 . .
appartient & H  dans un voisinage du bord de Q.
L'état adjoint est défini comme précédemment par (2).

La condition d'optimalité (3) s'écrit alors :

e} , 1,.0 _ o _.0
A" eK 45 OAc CAo(Kad)’ J' (A7) (8A) = J(Q (SAVU ™, VW)
(o]

3. Si les coefficients de A ne sont pas réguliers on peut par dualité

definir 2 wl/2(py.
3VA

On définit alors la fonction cofit par :

SORE S A
A -1/2
H (1)
On a alors , A° ¢ K, sAeC (K)
o]
A
. o}
I (8% (68) = (M 2 - 7y, 2L
I NN
A A H (T)

oi V est défini comme précédemment.

Pour ¥, ¥ € H_I/Z(T) on choisit le produit scalaire

($9¢) _1/2 = ( ((_Ar)—l/z W)w
H

(ry Ir
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, . ) DU
L'état adjoint W  est défini par

-aiv(A°ww®) = o

o, _ -1/2 5u°
WIT = (-Ap) [M(M—Z;K; zy]
ona W/lee Hl/z(F), W’ est donc régulier.
f
On a alors J'(Ao)(GA) = | w° 323 , on a en appliquant la formule de
‘T dA
Green
7' (A%) (s8) = [ div(A®’vw)u® + | (A%, w%) = { div(a%vvyw°
‘Q Q Jo
r o
- | div(a®wO)v + J v
IQ r A

0 P
(car A~ est symétrique).

Les conditions sur V/T et div(A°vw®) dans @ nous donne alors :

J' (A% (s8) = J div(aA®vy)w°
Q
soit

J'(A%) (8A) = —J div(savu®)w® .
Q

. ier o . . .
On est ramené au 1 cas et on a la méme condition d'optimalité.

1V - Contrnole surn un probleme de valewrs prophes.

On étudie le probléme suivant :
Soit A" 1a plus petite valeur propre et &n le vecteur propre
positif associé du probléme :
—div(avg™y = A"

(1 ||¢“!IL2(Q) =1 5 "0 on AN e M(0,8,9)

P e Hé(ﬂ)

On va démontrer des résultats identiques au paragraphe I.
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H

Proposition IV.1. si AM —— A°) alors A" —— 12° dans R ot A°

est la plus petite valeur propre de 1l'opérateur —div(AOV) dans Hl(ﬂ).

Démonstration : Soit A, U, U e Hl(ﬂ) |} ol = 1 1a valeur propre
o LZ(Q)

et un vecteur propre fixé, de (1) on tire :
((AnVU,VU) = A
o

d'ol on tire que A" <.h§AnVU,VU) < BIVUIZ. De (1) on peut écrire :

2
H_ (@)

n . . _ P . . . .

A étant une suite bornée on déduit les résultats : 11 existe une sous-suite
PR n o 2 n o .

vérifiant : ¢ —— ¢ dans L°(Q) fort, A ——> A  dans R ; d'autre part,

on a |[¥°] , =1 donc g° #0 et ¢° evHé(Q).
L7(Q)
H

sqs ., n o . . .
En utilisant le fait que A —> A on peut passer & la limite dans

. n o
(1) et montrer que toute la suite A converge vers A

i
>
o
<
©

([ -div(a°v°) =

19°1| =
(2) ‘ L2(Q)

ﬁo € Hi(ﬂ).

[
<
(o]
W
Qo

\
Montrons que A° est la plus petite valeur propre.

Soit f € LZ(Q), solent Un(f) et U(f) les solutions des problémes

aiva"vu(£)) = f, -div(A®vu(£)) = £,

n 1 o 1
U € HO(Q). U € HO(Q).

On a d'aprés la caractérisation de la plus petite valeur propre :

(A"vw, vw)
IQ

n .
A= inf
2
WGH(I)(Q) [w

Xy
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JQ<A“vun(f),VU“(f>)
soit en passant 3 la limite

A" <
Ik
)

. [Q<A°vu°<f),vu°(f>)
AT g 5 7 ceci étant vrai pour tout £,
)
Ja

f e L2 on déduit le résultat :

f (A%UW, vW)

J
2° < inf 2

N 1
WGHO(Q) ngwlz

ce qui démontre le résultat cherché.

Notation.

. ] > .
On note ZAU [resp. ZAKJ 1'ensemble suivant :

Z,; = {00 e tRxH(l)(sz) nsl 7 o,0 = (A,»¥,) solution de (1))

r —di.V [AVKGA] = AA‘ﬂ )
”ﬂAII 2 =1 3 0A > 0, oll AA est la plus petite valeur
(N 4 L@ propre de 1'opérateur -div[AV]
1
¥, € H (@)

\

avec A e U (resp. K).

S1 désigne la sphére unité de LZ(Q)
. Soit I une fonctionnelle de R x (Hé(Q) n SI) continue sur

Hé(Q) x R faible : on a alors des résultats identiques au paragraphe I,

Theoneme 1V.1. Z,g est identique & la fermeture faible de Z\u

dans RXHé(Q) faible.
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La démonstration est identique au théoréme I.1 : on utilise la

proposition IV.1 et le fait que &n —— § dans LZ(Q) fort implique
loll 5 = 1.
LZ

Théoneme IV.2. Il existe un &lément A° € K tel que la fonction J

définie par J(A) = I(AA,ﬁA), A € K, vérifie

inf J(A) = inf J(a) = inf J(a) = inf J(A) = J(%)
AeK ael ano AeKl

On va donner deux exemples d'applications du théoréme III.2.
Exemple 1.1. J(A&) = + (o] |U,~2,|%dx + 8O0 ,=202] ot 2
LXempre el 2 I N A "d

d,

0,8 € R, Zd € LZ(Q).

Calewl de La dérnivie de La gonction coik.
2

On consid&re 1'application F‘de(Lm(Q))N x (Hl(Q) N 51) x R dans

qu(ﬂ), F(A,U,)\) = —div(AVU) - AU et on applique le théoréme des fonctions

implicites en un point (AOUOXO) solution de (1).

F(a%,u°,,%) = o.

La différentielle de 1l'application (U,A) - F(A,U,)) est inversible,

il résulte que 1'application H : A SN (U,)) est différentiable au voisi-

L . .
nage de 4° et ona JR(A%)(8A) = (V,1) od (V,\) e (@) N (U°) x R définis

implicitement par :

- aiv(A%v) - A% = div(savu®y + Au°

(2) . 0,..0 .
od A est défini par A = -| div(SAVU)U solt
a4

A = ( (5avU°,vu®)
I
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On a :

J' (A% (8A) = a[ (Uo-Zd,V)dx + B(AO—Ad,A)
X9

On définit W° 1'&tat adjoint comme la solution du probléme de Fredholm

-div(a%vw®) - 2%° = —(Zd-(J (Zd,Uo)dx)Uo)
Q

Wo € (Uo)_L (orthogonalité dans LZ(SD).

. . - s 10 ier
Ceci a bien un sens car le 28me membre est orthogonal &8 U, le 1

membre de J'(Ao) s'écrit alors :

aJ [Uo—div(AOVWO)—Aowo—([ (z,,0°%)dx).0°]v dx
Q g d

a[ [~aiv (A7) v-2%u°v]dx = aJ [(a°w®,vv)-2%W’v]dax
I _ Q

a[ [a%wv, vw°)-2"u°V]
‘Q

Par comparaison avec (2) on obtient :

= a[ (6avU°, %) + AU%W%)dx = aJ (savU°,vw®)dx
Q

X"
d'ol
J'(a%) (8A) = J [@(6AVU°,vw°)+B(x°—xd)(aAVU°,VU°)]dx )
Q
Exemple Z. On pose
T(A) = — [ U(A)dx J() = ( |U(A)—ﬁ(A)|2dx
mes Q Jo Jg
On a
J'(A%) (s8) = ( (U(A)-U(A))V dx V solution de (3.

Iq
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On définit W 1'état adjoint solution du probléme de Fredholm

-div(a°ww®) - A%° = —(6°—[ v°.0%x.u°)
Ja
L
W e (Uo)

Le méme calcul que précédemment nous donne :

J' (%) (sA) = ( (savu°,vw’)dx .
)
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CHAPITRE III

METHODE DE DESCENTE POUR LA RECHERCHE DU

CONTROLE OPTIMAL

Contenu
On donne dans ce chapitre des méthodes numériques de type '"méthode du
gradient" pour résoudre les problémes de contrdle optimal posés au chapitre II.

On étudiera ce type de probléme dans deux cas '"'semi-relax&" et 'relaxé".

Régenence
Paragraphe I : B. Mercier, O. Pirronneau [16]

Paragraphe II : J.M. Dupuy [li\.

Nous allons expliciter les algorithmes de descente pour le probléme
"relaxé" puis '"'semi-relaxé'.

Puis nous donnerons les détails des méthodes numériques de résolution
des équations aux dérivées partielles.

Dans les deux cas, le probléme est discrétisé, on a fait une triangula-~
tion régulidre de l'ouvert {, la valeur du contrdle A est supposée constante

sur chaque triangle.
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1 - Méthode de descente powr Le probfeme "semi-relaxe"

Dans ce paragraphe on donne une méthode de descente oli le contrdle

reste dans 1'ensemble (.
= {a ¢ Lw(Q) / o < a(x) ¢ B presque partout sur 0}

On se place dans le cas oli le minimum existe et est isotrope
[cf. Chapitre II - remarque II.4].
On étudie le probléme :
Minimiser J : U+ R, J(a) = % [ IU —Z Z., € Lw(Q),
J

f2

oll Ua est solution de

—div[a(x)IVUa] = f dans Q,

1
U
g € HO(Q).

1'état adjoint est solution de :

—d1v[a(x)IVWa] = (Ua—Zd) dans 1,
1
Wa € HO(Q).
On a la condition d'optimalité :
Véa ¢ U, J'(a) (8a) = -J sa(vUu ,vW ).
Q a’ "a

On va utiliser une méthode de type ''gradient avec contrainte" pour

minimiser la fonctionnelle J.

Algorithme de descente : gradient simple

e e 4. . i
1. Initialisation : on se donne a € U

2. Résolution du syst@me avec des &léments P2 conforme ;



_80_

—div(alVU;) = f,
ot e nlca)
P :

3. Calcul de J(al)

4, R8solution des systémes avec des &léments "P2 mixte'.

[cf. paragraphe III].

-div(a'vuo') = f dans Q, ~div(a‘vw') = (U*-z.) dans Q,
a a a d
i ] i 1
Ua € HO(Q) Wa € HO(Q)

5. Boucle sur le nombre des triangles.
- calcul de VU; et sz au barycentre de chaque triangle.
i i1 i 5.
6. On pose Da = (VUa,VWa) : on calcule alors A réalisant

inf J(al+AD;), A € R.

i i ii . .
7. On calcule ¥ = a + A Da’ on tronque sl nécessalre en posant :

i+l . 1

a = 0 si a <a
i+l i . Vi

a = a s1 a < a <8
i+1 . i

a = R si a > B

8. On retourne en (2).

Algorithme de descente : "gradient conjugué"

.. . . i . s .
On modifie la direction de descente Da de la maniére suilvante :

iére , . . i . -
pour la 1 1tération Da est inchangé, pour les autres on pose

i i-1 i

. (0*-p*"",phH
Y]

D, =D, + 60D ot 6= %

-0t h



- 81 -

11 - Méthode de descente pour Le probleme "relaxd"

Dans ce paragraphe on donne une méthode de descente oli le contrdle A

parcourt 1'ensemble K des matrices admissibles. [pf. Chapitre I, paragraphe VI].

@ 4 . . -
K=1{A¢€e (L () symétriques dont les valeurs propres indexées
. P . of
par ordre croissant vérifient : a < &IEZX;TET'S Al(x) < Az(x) < B
presque partout dans Q}

[en fait on se restreindra 3 la moitié symé&trique de 1'ensemble K].

On étudie le probléme :

minimiser J : K -~ R J@) = 1( lu, -z 2 , Zd € Lw(Q)
J

oli UA est solution de :

-div(AVUp) = f dans Q,

1
UA € HO(Q).

L'état adjoint est solution de :

—dlv(AVWA) = (UA-Zd) dans @,

1
WA € HO(Q).

On a la condition d'optimalité :

¥sA e C, (K) J'(A) (8A) = —J[Q(SAVUA,VWA).

On va utiliser une méthode de "type gradient avec projection' pour
minimiser la fonctionnelle J.
On va donner le diagramme général de 1'algorithme puis on explicitera

ses différentes parties.
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A. DIAGRAMME DE L'ALGORITHME DE DESCENTE.

. . . » + + .
1. Initialisation : on se donne une base (el,ez) et une matrice

-5

i i.i >
A" € K de valeurs propres Al,x avec pour vecteurs propres e;» e

2 2°

2. Résolution du syst@me avec des "éléments P, Conformes"

—div(AIVUX) = f dans ¢,

i 1
UA € HO(Q).

3. Calcul de J(Al)

4. Résolution des systéme;[cf. paragraphe III] avec des '"'éléments

— "
P2 mixtes .

. i1, . i_ iy _ i
-div (A VUA) = f dans ¢, div(a VWA) = (UA Zd) dans Q,
Ui HI(Q) wi HI(Q)
A€ % ’ A€ Fot
5. 1°°"® boucle sur le nombre de triangles
a) calcul de VU; et sz au barycentre de chaque triangle.

b) choix et calcul d'une direction admissible sA*

6. Calcul de A', réalisant 1'inf de J(A'+rsA"), X € R.

-

7. 2™ boucle sur les triangles.

a) calcul des valeurs propres et vecteurs propres de AY + At

-

. . (4] o
b) calcul de la "projection" de At + X%Al, on pose At cette projection.

8. On retourne en (2).

Maintenant nous allons développer les parties 5b et 7b de cet

algorithme.
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Explicitons tout d'abord le choix des directions admissibles.

B. CHOIX DES DIRECTIONS DE DESCENTE.

Le probléme est le suivant : & chaque itération on cherche 6A direc-
tion admissible telle que la forme linéaire ¢, définie par : ¢(8A) = (SAVU,VW)
soit maximum.

On supposera VU # O et VW # 0 et on normalisera ces deux vecteurs.

Pour donner un sens d ce probléme il faut le normaliser, cette direction
dépend de la norme choisie sur 1'espace des matrices 2x2. On écrit G&A dans

la base (el,ez) de vecteurs propres de A

soient Vp,,VP, les valeurs propres de &A.

On munit qA(K) de la norme hilbertienne || ”l

HSAHZ = a% + c? 4 22
1

on a :|16AH% = (a+c)2+2[b2-acj = (vp1+vp2)2 - 2vp,.vp,. Soit IISAH% = vp%+vp§ .

La direction de plus grande descente est alors définie par sA°

telle que :
o )
(8A°VU,VW) = max (SAVU,VW), 8A” € K
GAeKl

(1) avec

N

K, = {34, HaAH] =1 et sA € C,(K)}

L'autre possibilité est de munir CA(K) de la norme || H2 induite par

les application linéaires de RZ dans Rz.
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||<SA||2 =  sup |(8AX,X) | (en effet G6A est symétrique)
<1
On a :
[18all, = sup(fvp, [, lvp,]).
On remarquera que ces deux normes sont &quivalentes.
La direction de plus grande descente est alors définie par GAI
telle que :
1 1 n
(8A'VU,VW) = max (S8AVU,VW), SA € K2 avec
SAeK
2
(I1)

n
K, = {84, H<SA||2 =1 et sae( )}

Comme on cherche seulement une direction de descente (pas nécessaire-

ment optimum) on peut utiliser une norme différente suivant les régions ol 1'on

se trouve.

Dans tout ce qui suit on désignera par Xl,kz les valeurs propres

de A et (el,ez) une base de vecteurs propres orthonormés.

Dans cette base A s'écrit : A = ( s 2 ), on a
VU cos ele1 + sin 61e2 ,~;ﬂi— = cos 62eJ + sin 62e2
||vull [[vw]

ier - _ 0B

1 cas : Cas ot A] = a+B—A2 , o < Xl < xz < B.

On maximise suivant la condition (I).

¢ peut s'écrire sous la forme :

¢(a,b,c) = a cos elcos 62 +b sin(61+62) + ¢ sin 61 sin 62

Y
On cherche 3 maximiser ¢(a,b,c) sur 1l'ensemble K, suivant :

2
A
2
El = {(a,b,c) ¢ 83 / a +c2+2b2 =1, a - —l~c > 0}.

of
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Si (a,b,c) est un optimum il existe alors u, u € R multiplicateur

de Lagrange vérifiant :

cos 81 cos 62 = pa

sin(el+62) = 2ub

sin elsin 62 = yc
On calcule yu :
2 2.2 1 2 sinz(el“’z) 2
a“+c +b =-;§ [cos el cos 62 + 5 + sin Glsin 62] = 1.

2

Soit uz = ngigjl- ot 6 = 61—62. On a alors :
. 2
1 2 sin"(8,%6,) . 2
$(a,b,c) = T [cos 91 cos 62 + — + sin 61 sin 62] = u

d'oli on tire u > 0. [car sup ¢ > 0].
2
M
Si la condition a - 8 © > 0 est vérifiée on peut choisir la direc-

tion définie par :
cos el cos 62
!

sin(e . +6.) / 2
(DA ) ﬁ b = ._.._..____1__2— avec U = —!:.(_:_Oi.e_
1 u 2

L sin 61 sin 92
c =

"
2
A

Si la condition a - 38 © > 0 n'est pas vérifiée, on est ramené 3
a

chercher le maximum de ¢ sur 1'ellipse :
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A

On pose : vy = -5 en éliminant le paramétre a on obtient

[

™

¢(a,b,c) = P(b,c) = (y cos 8, cos 62 + sin 6, sin 92)c + b sin(61+6

1 1 2)

Si (b,c) est un optimum il existe alors u, u € R multiplicateur

de Lagrange vérifiant :

. . _ 2
{ Y cos el cos 6, + sin el sin 62 = u(l+yT)ec

sin(61+62) = 2ub

(y cos 62 cos 61 + sin 61 sin 92)2 sin2(61+62)
On obtient alors u = 5 +
1 + vy 2

On a alors :

(y cos 6, cos 6. + sin 0. sin @ )2 sin2(6 +9,)
1 2 1 1 2 1 72
¢’(b,C) =Il_ 2 +

L + vy 2

soit Y(b,c) = u, d'oli on tire u > 0 [ﬁar sup ¢ est > 0].

La direction optimum est alors définie dans ce cas par

s Yy cos 8, cos 6, + sin 0, sin 8

. - 1 g 1 2
(I + yDy
sin(6,+6,)
(DB,) S T
a = yc
(y cos el cos 62 + sin e] sin 62)2 sin2(61+62) 2
| avec wu = ( - Yz + ;

2éme cas : Cas ol Xl = Az =0, OU A, = A, =B

On maximise suivant la condition (II).

Soit Al = Az = a

On fait le méme calcul qu'au chapitre II, paragraphe I.C, on a

$(8A) = [cos 6 + (vpl—l) cos ei cos eé] ol 1'on a posé
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8 = angle (VU,VW)
61 = angle (VU,e)
eé = angle (VW,e)

avec e un vecteur propre unitaire de §A correspondant 3 la valeur propre
VP> 1'autre étant égale 3 1. Etant donné 1l'ensemble de contrdle choisi la
condition (II) s'écrit alors :

maximiser ¢(vp1,ei) = [pos 6 + (vpfﬂ) cos ei cos (9+6;)]

avec vp, € G%,ﬂ et ei e [0 27].

o . . 1 . . s
La direction optimum J8A  choisie est alors définie par

P
5A1e' = e'
I o avec (e,e') base orthonormée de vecteurs propres
(DAa) < SA e = 3 e
oli e' est la bissectrice intérieure de (VU,VW).

Le méme calcul que précédemment nous donne la direction optimum

GAI définie par :

SA” e' = ¢!

o P
(DAB) SA e - g e avec (e,e') base orthonormée de vecteurs

propres olt e est la bissectrice intérieure de (VU,VW).

Pour la condition (DAa) on obtient :

Iy - Bta, , B-o
$(8A") = [cos © (26 + ZB]
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Pour la condition (DAB) on obtient :
6(sa1) = [eos 0 5By + 2]

o o o
3éme cas : cas ol a:ggx; < Al , o < A, £ A, < B.

Dans ce cas on va déterminer une direction sulvant les conditions

(I) et (I1).

- Pour la condition (I) on a une maximisatior sur l'ellipsoide compléte
et on obtient une direction optimum définie par (DAI)'

- Pour la condition (II) on refait les mémes calculs qu'au 28me cas
et on obtient puisque le choix de vp, est libre, vp, € [—1,1], la direction

optimum suivante :

(DA2) SAe = —-e avec (e,e') base orthonormée de vecteurs propres oil

e' est la bissectrice intérieure de (VU,VW)

Dans ce cas on obtient :
l-cos 6
¢(6A) = [COS 0 + 2(“——‘2——~—)] =1

On remarquera que pour les directions définies par (DAI)’ (DAa), (DAB)

$(8A) est maximum lorsque 6 = 0 ou .

C. CALCUL DE LA PROJECTION.

On sait d'aprés le lemme II.2 que K est un sous-ensemble convexe de
v v}
R3, on peut alors définir la "projection'" de A + ASA [oﬁ X vérifie
V]
J(A + A6A) = inf J(A + AéA)] sur l'ensemble K pour la norme hilbertienne des

matrices. I1 y a deux situations possibles
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: N
1'€T cas : (A + A8A)(x) ¢ K, on définit la "projection' de A + YsA de

Y
la manidre suivante : soit B = A + A8A, (AI’AZ) les valeurs propres de B 3

N

on définit alors A 'projection'" de B comme &tant la matrice de K1

[cf. chapitre I, paragraphe VI] ayant pour valeurs propres la projection dans

N
Rz de (AI’AZ) sur Kl ot 1'on a :

0.

2 -
= {(XZ’AI) e R/ Al = EIE:X; s

~e

et pour vecteurs propres ceux de B.
Cette "projection" n'est pas en général équivalente 3 la projection pour
la norme hilbertienne. En effet, soit A ¢ Kl’ ayant pour valeurs propres celles

de K, dans la base des vecteurs propres de B A s'écrit, A= ( z 2 ).

On a :

A2l = 00+ [2,%,)°

N . n
ol Al,kz désignent les valeurs propres de A.

D'autre part, on a : ||&-B|2= |[all? + [[B]l% - 24,B), soit

- 2 ) N
HA-BH1 =A] F A, RN - 2[3/\1 + dAzj.

On n'a pas en général

%82 < ||a-8))2

On a vu que 1'on se limitait en fait 3 une ''projection’” sur une moitié

symétrique du convexe Kl'

D'un point de vue pratique on est ramené 3 résoudre une &quation du

48me degré pour la projection de (AI’AZ) sur EI'
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4 3 2
AT AT+ A [o-B(aB-1)] - (@B)” = o.

Cette &quation a deux solutions réelles 1'une positive, 1'autre négative.

v 4"

On choisit la racine positive Al ; si Al est supérieure 3 B on

N

] '\J - - . -
=g, s1 A est inférieure &4 o on pose Al = o.

1

Mp-----=

d o o -

% 3, p >/\¢

a¥}
28me cas : B(x) = (A + A8A)(x) € K, on a deux choix possibles
- on reste 3 1'intérieur de K, =3
- on projette B sur le bord de K, Kl’ de la méme maniére que dans

ier
le 1 cas.

Remarque 11.7. On peut initialiser le probléme en choisissant At e K

af - < Al . Al < 8.

o <
2
u+B-A;

P - . . i . cps
On est amené 3 choisir comme direction A~ optimum celle définie par

(DAI) ou (DAZ)'

Bien que la direction (DAZ) rende maximum (5AlvU1,vw1) on ne

1'utilisera pas en effet on a : Trace(Al+A15Al) = Trace(Al) + 11 Trace(aAl) =

i - i i 1 . .
Trace(A”), d'ol les valeurs propres de A” + ) §A  sont situes sur une droite
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_ . e ae as . i . i
dépendant uniquement de 1'initialisation A", et si par exemple on prend At
P q p P P

isotrope At = E%E, la "projection" de (A" + XlSAl) sera la méme quelque soit

le probléme envisagé.
Remarque I1.2. On utilisera des directions de descente définies suivant

des normes différentes pour chaque région de Kl'

al  _
(DAI) ou (DBI) pour o < sy Al < 12 < B

(DAa) et (DAB) pour Al = Az = q et Al = A= B.

D'un point de vue numérique on choisira les direction (DAa) ou (DAB)
i . . 0 .
lorsque A est dans un voisinage de (g 2 ) ou ( g 8 ) et on essaiera

de voir 1'influence de ce choix dans les résultats numériques.

Remarque I11.3. Une difficulté générale des méthodes de descente est

le choix de la valeur initiale du contrdle.

o

0 .
0 o ), respectivement

Si on initialise 1'algorithme avec A = (

A= (g g ), sur § tout entier, les valeurs propres de la projection de

A+ XGA (oi 6A = DAa respectivement A = DAB) sont identiques sur Q tout
entier (en effet A é&tant isotrope et G6A ayant des valeurs propres fixées,
les valeurs propres de A + %6A sont identiques).

Ce type d'initialisation "homogénise'" les valeurs propres du contrdle

A 3 la premiére itération de 1'algorithme.

111 - Methodes numérniques utilisées

i < . S .
1. Pour calculer Ua d 1'étape (2) des deux algorithmes on a utilisé
des éléments finis triangulaires d'interpolation d'ordre 2 conformes : la valeur
i _ . .. . e
de Ua est calculée aux 3 sommets des triangles ainsi qu'au milieu de chaque

aréte.
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2. Pour calculer VU: et sz a 1'étape (3) des deux algorithmes

on a utilisé une formulation mixte pénalisée, cf. Dupuy [15].

Rappel. Soit le probléme :

-div(AVU) = f dans @

(1 U e Hi(ﬂ)

La formulation variationnelle pénalis&e du probléme (1) est :
Déterminer U € Hé(ﬂ) tel que W ¢ Hé(Q)

(2) [ (AVU,VV) + € ( Uv = [ fv e >0
I ) ‘0

La formulation mixte du probléme (2) est :

Déterminer (p,U) e H(div,Q) x LZ(Q) solution de :

( (xp,q) + ( Udivg=0 Vq e H(div,Q)

(3) {

[ vdivp - ¢ ( Uv = -( fv Vv e LZ(Q)

v . .
oi A = matrice inverse de A
. 2 N ] 2
H(div,Q) = {q ¢ (L7(Q)) , div q e L7(Q)}

(3) admet une solution unique (U,p) oli U est sclution de (2) et p = AVU.

Cette méthode a &té utilis@e avec un élément triangulaire d'interpolation
d'ordre 2 qui a été testé par J.M. Dupuy dans sa thase. '

Nous avons testé ici la différence de précision pour le calcul du gra-

dient entre un &lément P, conforme et un &lément Py mixte.
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Dans le cas du P, conforme le gradient sera calculé par interpolation
sur chaque triangle.

Dans le cas du P, mixte le gradient sera calculé apré&s récupération
des degrés de libertés "internes'" sur chaque triangle.

La précision des deux méthodes a &té testée sur le probléme :

- AU =f dans Q

1
U e HO(Q)

o =]o0,1[ x Jo,1] .
Nous avons calculé 1l'erreur moyenne relative

IY(ai)—Yn(ai)|
) o
|Y(a™) |

2

+

( NT 1 [(X(ai)—Xn(ai)
<=>

i=1 ]X(ai)]

oi NT désigne le nombre total de triangles X(al), Y(al) et Xn(al), Yn(al)
respectivement valeur exacte et valeur approchée du gradient au barycentre de

chaque triangle.

Fonction test choisie U = XY(X-1)(Y-1)
Nombre de Erreur Erreur
triangles Pz—mixte Pz—conforme
72 1.8 102 2.9 1072
162 1.4 1072 2.2 1072 |
. . . 2
Fonction test choisie U = y(y-1)(x~1) Log(l+x")
Nombre de Erreur Erreur
triangles Pz-mixte Pz—conforme
; -2 -2
72 i 3.7, 10 6.15 10
162 2.8 102 | 4.7 1072
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3. La recherche du A réalisant 1'inf du cofit J dans une direction
utilise une méthode de dichotomie pour localiser le minimum suivie d'une inter-
polation parabolique.

Pour calculer la solution U dans la recherche de ) on a utilisé des
8léments finis triangulaires d'interpolation d'ordre 1 conforme, la valeur de
U est calculée aux 3 sommets des triangles.

A chaque &tape de 1'algorithme la méthode de recherche de 1'inf dans
une direction sera en général initialisée avec la valeur du A calculé 3 1'ité-

ration précédente.
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CHAPITRE TV

RESULTATS NUMERTQUES

Contenu
Les résultats numériques présenté&s dans ce chapitre sont une application

directe des algorithmes du chapitre précédent.
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1 - Etude numérique des cas ol £e minimum est Lsotrope

Les cas &tudiés sont académiques, c'est-i-dire que

(o}

J(A) =4 [ IUA-ZD|2 , ol U =2D

2
Ja
est solution du probléme sulvant :

-div(a®1v®) = 10 dans @ = ]0,1[ x Jo,1[ ,
(1)

e ).
(e}

o 0 B 0
oll, a°1 = ( ) ou ( ) suivant les régions de §. Donc le minimum
0 «a 0 B

de J(A) est zéro et 1'optimum a®.

Le probléme &tudié est alors

. e . 2
Minimiser J(A) = %~J IUA—ZDI
Q

oli UA est solution du probléme :
-div(AVU,) = 10 dans Q= Jo,t[ x Jo,1[ ,

2) 1
UA € HO(Q) .

On a alors : inf J(A) = inf J(a) = inf J(a) = J(ao)

AeK ael anb

. . . PP ccen < o
On va donner maintenant des configurations géométriques différentes 3 a 1'op~

timum que 1'on choisit.

Pour cela ]0,1[ x ]0,1[ est maillé en 72 triangles rectangles isocéles

de cb6té 1/6. La solution ZD est calculée avec des éléments finis "Pz conforme"

et "P1 conforme".
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Avant d'étudier le probléme de contrdle nous avons calculé les

solutions des deux problémes :

~div(alvy ) = 10 dans @ =]Jo,1[ x Jo,1[

1
U, € HO(Q).

Lorsque a =a ou a=f sur  tout entier, et on a comparé les
. a B
solutions obtenues ZD et ZD

différents choix de a® (1

ment la sensibilité de la solution par rapport aux coefficients de A

alors calculé :

2g,

|
=

Hzn“—znil
2
L

28

]
=

|lzof-z0* ||,
L7(Q)

a i
|zD (a;)-2D (ai)l

ooy, 1
L <=> - y
N i1 |zn“(ai)|

avec celles calculées précédemment avec les
= 1,2,3,4) ; Nous voulons ainsi mesurer numérique-

;3 on a

ol ZD“(ai) respectivement ZDl(ai) représente la valeur de 2ZD% et zD'  au

noeud ass N représente le nombre de noeuds. (On définit de méme LwB).

[On a tracé les courbes ZDl, i= dans le plan Y = X,

cf. figure 1, figure 4].
zp! 7> 70> zp"
L2 9.2 1077 3,6 102 5. 1072 5,3 1072
128 0.17 0.15 0.13 0.13
Al 5.8 1073 8.3 102 0.16 8.2 1072
178 0.99 0.83 0.67 0.87
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1 o0 o . . .
On remarquera que pour ZD, L “ est tres faible, la configuration

T . 0 . s o o . s -

géométrique de 1l'optimum a , c'est—-d-dire la zone ol a B, modifie trés peu
1 - o
ZD" par rapport & ZD .

s - .. o i .
I. Etude numérique des cas oii le minimum est U~ = ZD°, i = 1,4.

. On se propose de comparer les deux méthodes ''relaxée" et '"semi-relaxée'

danskle cas ol le minimum est U° = ZDi, i=1,4.

. Dans les quatre cas la valeur de A est initialisée & B sur ®
tout entier.

. On a tracé les variations de J en fonction du nombre des itérationms.
[}f. Courbe l... courbe 4 dans le cas relax& et courbe lg ... courbe 45 dans le
cas semi—relaxé].

. D'autre part on a donné dans un tableau & la iéme itération les va-
leurs de A; et ai, sur chaque triangle dans les deux cas, méthode "relaxée'
et "semi-relaxée" : la valeur de k; (respectivement de ai) est lue en haut

34 gauche de chaque tableau. [cf. Tableau 1.... tableau 4 dans le cas relaxé

et Tableau IS... tableau 4S‘dans le cas semi~re1axé].

L'erreur moyenne relative donnée a &té définie par :

1

NT |ai—agl i
( v ) / NT, o a (respectivement ag) désigne la valeur approchée
i=1 Ja

R o .- .
(respectivement la valeur exacte de a ) dans le iéme triangle, et NT 1le

nombre de triangles.
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A 1'analyse des résultats de ces quatre exemples, on peut constater

que pour 50 itérations :

~ Dans le probldme "semi-relaxé&" J décroit régulidrement jusqu'i

environ 10 7.

- Dans le probléme "relaxé&" J devient instable au environ de 10—4

et oscille ensuite entre 10_4 et 10—5.

- La configuration géométrique de 1'optimum ao, c'est-a~-dire 1la déli-
mitation de l'ouvert w, oii ao(x) = g sur w et ao(x) = B8 sur Q-w, est
meilleure dans le cas relaxé pour les exemples (2), (3) et (4) ; plus précisé-
ment on constate que dans les exemples (2), (3) et (4) la méthode "semi-relaxée"
donne de mauvaises valeurs au centre du carré ]0,1[ x ]O,l[ , ce résultat est
particuli&rement visible dans 1'exemple (4) ; néanmoins ces valeurs s'améliorent
d chaque itération.

- Dans la méthode semi-relaxée, 13 oll la configuration géométrique

0] - ~ 0 .
de a est respectée, les valeurs de a, oi a (x) = 8 sont meilleures.

. . PP . o . .
La configuration géométrique de 1'optimum a  est visualisée

aux figure I et I_ pages 121 et 122,
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2. Exemple d'application du gradient conjugué dans le cas semi-relaxé.

Cette méthode ne donne pas en général sur les cas précé&dents de résul-
tat ; 1'algorithme est tr&s instable ; on se heurte au probléme suivant :
la matrice de rigidité solution du probléme :
. 1, 3iyo.1
—div((a +AW)VU") = 10
i 1
U e H (Q)
o
n'est plus coercive pour les valeurs de A obtenues pour minimiser la fonction-
nelle J dans la direction W'.
A chaque itération on doit initialiser A & O. [cf. Chapitre III -

paragraphe 3.3].

Nous donnons ci-dessous un exemple oili cette méthode du gradient conjugué
donne des résultats trés performants.
~ . . o 1 N
L'exemple &tudié [Tableau n°5, 5 bis] est le méme que ZD ol 1l'on

a permuté o et B.
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3. Exemple avec des fonctions construites avec des paramétres différents.

o 1 ooqy, o . .
On a vu que pour U =ZD , on a L trés faible ; d'un point de vue
. . . . o .
numérique pour l'algorithme relaxé tout se passe comme sl a 1'optimum vaut

o sur § tout entier, c'est-a-dire il ne distingue pas les configurations

et B

 as < ~ . o 1%
On considére alors un autre probléme de contrdle ; soit U = ZD

solution de

-div(a®°1vt®) = 10 dans @ = ]0,1[ x Jo,1[

o 1
U e HO(Q).

~ . . e 1
ol ao a la méme configuration géométrique que pour ZD avec o =1 et

B = 10. [cf. figure 1].

Remarquons que dans ce cas on ne connait pas toujours exactement
. . . . . )
1'optimum en particulier on ne sait pas s'il est de la forme : a (x) = o sur
)
w, a (x) =B sur Q-w.
On calcule les normes définies de la méme fagon que précédemment

avec ‘les valeurs a =1, 8 =2 et £ =10

a=1 g = 10 B =2

12| 1.8 1072

128 | 0.3 128 0.16
™8| 1.3 9 1072

A L o.98

0,

o ~ .
On remarque L est encore trés faible.
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1%, 2 .
| oi U, solution

On cherche alors 3 minimiser J(A) = %-( lUA—ZD A

Iq
de (1) en utilisant les méthodes de descentes relaxées et semi-relaxé&es dans

les cas suivants :

ier . e e e s .
1 cas ¢+ a =1, B = 10, semi relaxé, initialisation a = 10 sur

. * . *
2 tout entier [ZD1 est la solution exacte] [cf. Tableau 1 ]

28me cas ¢ a =1, B = 2, semi relaxé, initialisation a = 2 sur

: * .
2 tout entier [ZD1 n'est pas la solution exacte] [cf. Tableau Z*J

-~

3°me cas : a =1, B =2, relaxé, initialisation A = (é g) sur

. 1% ' . *
Q tout entier [ZD n'est pas la solution exacte] [cf. Tableau 3 ]

solution de (2) 3 la

[cf. figure 5, 6, 7, Ut représente la valeur de UA

1*°T® itération dans le plan Y = X].

A 1'analyse des résultats on constate :

ier = . - . . ‘o .
- Dans le 1 cas sur les 50 itérations J décroit réguliérement mais

. . - o 1
beaucoup moins vite que dans le cas oG U = ZD .

éme .. . . <
- Dans le 2 cas pour 50 itérations, on obtient des résultats semblables

pour les valeurs de a® que dans le cas ol v° = ZDI.

éme < . . ‘s . . éme , .
- Dans le 3 cas J décroit réguliérement jusqu'id la 17 itération
. o .
puis reste constant, les valeurs obtenues pour A sont "meilleurs'" que dans le

cas ol UO = ZDl.
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11 - Etude numérique des cas ol £e minimum est anisoirope.

1. Cas des couches régulidres et paralléles a l'axe vyy'
2
! IB e e e e e = e ==

!
1
S
o X1
i ;'(‘M2 o
? %
y ULl
x|l 4 g:‘ js:
Soit (X;:A?) e K Xg = ba+ (1-0)B AT B EE:%%:gja- o

8 est constant, 0 < 86 < 1.

Le probl&me posé est le suivant :

Minimiser J(A) = %{ ]UA—ZD|2 o ZD = 10-xy(x-1) (y=1)
J
Q

et UA solution du probléme :

~div(AVUA) = A;~2x(x—1) + A?'ZY(Y“I) s

i
UA € HO(Q).

o Le minimum cherché est O et correspond alors a t° = 7D et
o >\1 0 )
e o)
0 A

On choisit @ = ]0,1[ x ]0,1[ avec le méme maillage que précédemment.

On a choisi a =1, B =2 et 6 =0.25, d'ol xg = 1.75 et x? = 1.6,

On va étudier cet exemple en prenant différentes valeurs initiales.
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o+
N — 0
. 2
ier e .. . . .
1 cas : 1lnitialisation A = sur § tout entier,
at+p
0
direction initiale JA = Id.
éme 0
2 cas : 1initialisation A = 0 8 sur §© tout entier.
o
B 0
o+B=A
éme e .. a. . 2 +R3+
3 cas : initialisation A = avec A =-g—%—§
2
0 A
et € = 0.2, sur ( tout entier.
a+B
éme PP . .
4 cas : initialisation A = sur § tout entier,
a+R |
O A——— i
2/

direction initiale 6A = DAl [cf. Chapitre III, paragraphe 11.B].

On donne les résultats sous la méme forme qu'au paragraphe (I).
[cf. Courbe 5, Tableau 5.1, tableau 5.2..., tableau 5.4].

On constate :

- les résultats sont différents suivant 1'initialisation :

. les résultats les meilleurs et surtout les plus réguliers sont

obtenus dans le 1ier cas et le 2éme cas : ceci étant prévisible car les directions
initiales de descentes homogénéisent les valeurs de AZ.

. Dans le 4eme cas la trés faible valeur de J obtenue 3 la

iére ., . . - . . o
1 itération ne permet pas une bonne détermination de Az.
- Des résultats semblables sont obtenus avec d'autres valeurs de 6.
. - ~ o
Enfin dans les cas oi 06 =1 ou O les résultats obtenus pour A sont exacts

2

en un nombre fini d'itératioms.
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2. Cas des couches réguliéres et obliques.

Soit (X?,A;) € K, définies comme précédemment on &tudie le probléme :

1

Minimiser J(A) = ( IUA—ZD[2 oll ZD = xy(x~1)(y-1)
IQ

et UA solution du probléme :

-div(AVU,) = - [(xgm‘;)x(x-l)+(x‘2’+x‘1’)y(y-1)+(xg-x‘1’) (2x-1) (2y-1)]
1
U, € HO(Q)

A

Le minimum cherche est O et correspond &

(o] (o] ~ 0 o]
AI+A2 Az—kl
2 2
A° =
(o] (o] ~4 0 (o]
Xz—kl A1+X2
2 2

Ce probléme a &té testé dans les mémes cas que précédemment. On obtient les
~ - o P
mémes résultats sur la valeur de 12. Par contre on n'a aucun résultat sur les
. o . P ' - o
valeurs de la matrice A, tout ce passe comme si on était dans le cas oli A

est diagonale. [cf. Tableau n°5.2. bis].

On peut donner deux hypoth&ses pour expliquer ce résultat :

- La 1'%%® q'ordre numérique, en effet on a = 0,075 valeur

trés faible, du méme ordre de grandeur que la précision moyenne relative sur

X; qui varie entre 4 JO-.2 et 5 JOQB.

&me , . . . . Pas
- La 2 inhérente au type de projection utilisée.
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111 - Etude d'un cas mixte

On étudie le cas ol J(A) = % ( |UA--ZD6|2 avec U° = ZD6 solution
o
du probléme :

~div(A°ve®) = 10 damns @ =]o,1[ x Jo,1[ ,

1)
© e 1l(q).
(o]
8 0 x‘l’ 0
Otl, Ao = ou Ao =
(o]
0 B 0 X

avec AO = ga+(1-8)8 , A0 = o8

. P Q. . .
2 1 TEr(1-0)a suivant les régions de On choisit

le méme maillage que précédemment avec la configuration géométrique suivante

pour A°.
AO pO
=
o P
‘j: 0.5
©
%‘N«« A®= (’\‘ °
- U
0 M
X
A 0
La zone ot A° = correspond physiquement 3 un matériau
o
0 Xz

disposé en couche paralléle & yy'.
On teste cet exemple avec a =1, B =2 et 6 = 0.5, soit

A, = 1,5, Al = 1,33.
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Al 0
soit U° = ZC 1la solution de (1) oit A° = sur £ tout
o
entier. 0 A2
6 ©
On note : [|zC-zD || 9 = LZC, on note de méme LlC et L C.

L7(Q)

On calcule les normes définies tout au début du paragraphe (I) avec B = 2.

On obtient :

LZC LZB ¢ R

4,6 10 © | 2.8 10 0.15 0.18

[Qn a tracé les courbes ZDB, ZC, ZD6, dans le plan Y = X - figure 8].

- o . el
On teste tout d'abord le cas o U = ZC avec deux valeurs initiales

différentes de A.

048 o
ler Las oAl - 2 sal = 14
atB
0 2
5 ] 8 0
2 me cas A = ( )
0 B

-~

On obtient des résultats semblables A ceux traités au paragraphe II.

[cf. Tableau 6.1].
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On a testé le cas U° = ZD6 avec les deux initialisations du cas
précédent. [}f. Tableau 6.2].

A 1'analyse des résultats on constate :

- J décroit rapidement jusqu'd la valeur de 5.10-5 en 6 itérations
puls reste stable.

- La configuration géométrique de A® est trés mauvaise de part et
d'autre de la droite Y = 0.5 correspondant au changement de structure.

- Les valeurs ponctuelles de A® différent suivant 1'initialisation
mais globalement l'erreur relative sur A° reste la méme. [pf. figure 9,

méme notation que figure 5,6,7].
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IV - Conclusion

Les exemples numériques &tudiés nous permettent de conclure partielle-

ment sur les méthodes de descente utilisées.

1) Cas isotrope.

- La méthode "semi-relaxée" est trés stable : la fonctionnelle J que
1'on minimise décroit réguliérement, d'autre part les valeurs de a ¢ U s'amé-
liorent 3 chaque itération, et ceci est valable pour tous les exemples &tudiés.

o s . . . s . . 0
Par contre, aprés 50 itérations, la configuration géométrique du minimum a
, o o i, o
n'est pas bonne dans les cas o U = 2D, i = 2,3,4 ; les valeurs de a au

centre de 1'ouvert ]O,l[ X ]O,l[ restent mauvaises et on observe é&galement

des perturbations sur le bord.

~ Dans la méthode '"relaxée" la minimisation de J est régulidre
. 5 . -4 > cres . e
jusqu'a environ 10 ', les résultats différent suivant les exemples &tudiés.

Le cas le plus favorable est celui oii u° =’ZD3, on remarquera que

ooqy, ©f n .
dans ce cas L et L sont du méme ordre de grandeur, inversement le cas
L 3
le plus mauvais est celui ol =g est de 1'ordre de 107.
L

. . PP . . o a
La configuration géométrique du minimum a  est bonne, méme dans
. o 4 . '
le cas oi U = 7ZD, les mauvaises valeurs de a, au centre de 1l'ouvert

]0,1[ X ]0,1[ , observées dans la méthode "semi-relaxée, sont tré&s atténuées.

~ Dans le paragraphe 1.3, les cas 2 et 3 sont trd&s particuliers ; les
résultats obtenus proviennent essentiellement des déformations de 1'état optimum
o . s . . PP
U lorsque 1'on modifie PR en respectant la configuration géométrique du

minimum a° [cf. figure 1.
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2) Cas anisotrope.

- Dans ce cas la minimisation de J est tr&s rapide ; la méthode
"relaxde" est trés sensible # 1'initialisation choisie. Les exemples choisis

ne nous permettent pas d'interpréter numériquement les résultats obtenus sur

les coefficients de la matrice A mais uniquement sur ses valeurs propres.

- Le cas mixte donne des résultats moyens, la minimisation de J est
- . “ . - L. .. o
trés rapide et empéche d'obtenir des résultats précis sur le minimum A"
néanmoins la précision obtenue reste cohérente vis 3 vis des ré@sultats obtenus

avec la mthode relaxée, dans les paragraphes I et II.
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La solution U dans la méthode "P1 conforme" est calculée en 25 noeuds.

La solution U dans la mé&thode "Pz conforme'" est calculée en 125 noeuds.

Le flux dans la méthode "P2 mixte'" est calculée en 240 noeuds.

On a choisi 5.10—2 pour la précision absolue sur les valeurs propres
isotropes [cf. Remarque II.2, chapitre III].
Pour 50 itérations les temps moyens de calcul sur 1' "IRIS 80" sont :
- 12 minutes pour la méthode "semi-relaxée".

- 13 minutes pour la méthode '"relaxée'.




[1] F. MURAT
[2] F. MURAT
[3] F. MURAT

[4] F. MURAT
[5] L. TARTAR
[6] L. TARTAR

[7] A. BENOUSSAN,

(8] J.F. BOURGAT,

[9] W.H Mc CONNELL :

[10] U.E RATTUM

[11] J.L. LIONS
[12] F. MIGNOT
[13] M. EDELSTEIN :
[14] J.M. BALL

[15] J.M. Dupuy

[16] B. MERCIER, O.

= U538k

BIBLIOGRAPHTIE

: Seminaire d'Analyse fonctionnelle et numérique 1977-78

H convenrgence - Université Alger.

: Contrne exemples pour diverns problemes ol Le contrnole inten-

vient dans Les coefficients
Annali di Mathematica pura ed applicate (IV), Vol. CXII
pp. 49-68.

¢+ Communication personnelle.
: Cours de D.E.A. - Paris VI
: Cours Collége de France 79 (4 paraitre).

: Probleme de controle des coefgicients dans des Equations aux

denivees parntielles.
Lectures Notes in Economic and Mathematical systems— Vol. 107
Springer-Verlag 1975.

J.L. LIONS, G. PAPANICOLAOU : Asymptotic analysis forn periodic
structurnes studies in Mathematics and its applications
North Holland 1978.

A. DERVIEUX : MZthode d'homogénéisation des opérateuns a
coefficients periodiques.
IRIA : Rapport de Recherche n°278 - février 78.

On the approximation of elliptic operatons with discontinus
coefgicients.

Annali della scuola normale superiore di Pisa - Série 4 -

1976 - Vol. 3 - pp. 121-137.

: The extensdon of extremal problems connected with a Linean

elliptic equation.
Dokl. Akad. Nauk. SSSR - Tome 243 (1978), n°2.

: Contnole optimal de systemes gouvernés parn des equations aux

dernivées partielles. Dunod (1968).

: Contnole de fonctions propres.

C.R.A.S - t. 280 - Série A, p. 333-335.

On nearest points of sets in uniformly convex Banach spaces.
London Math. Soc, 43 (1968) p. 375, 377.

: A.R.M.A - Vol 63 (1976) p. 363,365.

: Méthode des éléments mixtes bi et trhidimensionnels appliquée a

L'equation de La chaleun.
Thése de 3éme cycle - Paris VI - décembre 1981.

PIRONNEAU : Some examples o4 implementation and o4 application
04 the finite element method.
Rapport de Recherche n°248 - aoiit 77 - IRIA.



RESUME

Dans ce travail on étudie des problémes de contrdle du type suivant :

. G . A 2 ‘ : :
i wC®, O @étant un domaine fixé de R~ on associe la fonction Uw solution

du probléme de Dirichlet
~div(a (x) grad U (x)) = £ dans Q
U bx) =0 sy oF
s

ol aw(x) = {20 sur w, et 1 sur 9 Np}. On considére alors. la fonctionnelle

A et
J(w) = JQlUw—zdl dx, (zd fixé)

et on cherche le domaine optimum éventuel de W qui vérifie J(wo) = inf J(w).
wCQ

Il n'y a pas, hélas en général de domaine optimum W, mais grice 3 la théorie
de 1'homogiénéisation une description compldte de toutes les suites minimisantes
pour J est possible.

Différents algorithmes numériques sont alors mis en oeuvre (i partir d'un
systéme d'optimalité) pour approximer d'une part un domaine optimal s'il existe

et, d'autre part, un matériau homogén&isé limite dans le cas général.

MOTS CLES : - CONTROLE NUMERIOUE OPTIMAL. PROBLEME
- HOMOGENEISATTION.
- OPTIMISATION.






