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La Théorie du contrôle optimal se fait à partir des données suivantes : 

(1) Un contrôle A "à notre disposition" dans un ensemble 
'ad 

(ensemble des 

"contrôles admissibles") ; 

(2) l'état UA du système qui, pour A choisi, est donné par la résolution 

d'une équation aux dérivées partielles ; 

(3) 1 ' observation ZA qui est une fonction de qui appartient à "1 'espace 

des observations" ; 

(4) une fonction "coût" S(A) qui est définie à partir d'une fonction Z -t I(Z) 

numérique 4 O sur l'espace des observations par J(A) = I ( Z  ) .  On cherche A 

1nf il (A) A E U  
ad 

Dans ce travail on étudie des problèmes de contrôle du type suivant 

2 
(R ouvert de IR , a et f3 deux réels O < a < B )  : 

f (1) Uad = iw 1 w ouvert w C n i  

1 { 
-div(a (x) grad U (x)) = f dans Q, 

(2) l'état U : w w 
1 

U E H~(R) . 
w 

(1) 
où a (x) = B sur w et a sur R-w 

w 

Les problèmes sont les suivants : 

(i) il n'y a pas nécessairement d'ensemble w qui réalise l'in£ 
O 

(cf. Murat 111) ; 
(ii) Si on considère les suites minimisantes J(wn) du problème (1) 

quelle topologie faut-il mettre sur Uad 
pour une description complète de 

toutes ces suites ? 



(iii) Si il y a un optimum comment l'obtenir numériquement ? 

Dans le cas où l'on a un w optimum la technique classique consiste 
O 

à déformer l'ouvert w, on choisit w' proche de w 

w '  = {X + a(x) . R(X) 1 XBW , n(x) normale de aw en x) 

u petit [cf. B. Mercier O. Pirronneau problème "d'optimum design' p. 144 [16]] 

cette technique se heurte à des difficultés si l'optimum w est de la forme 
O 

ci-dessous par exemple ; 

d o  dos.&LIUz 
On va utiliser un nouvel outil : "l'homogénéisation". 

Cette méthode consiste en physique ou mécanique à remplacer dans 

l'opérateur d'une équation aux dérivées partielles les coefficients discontinus 

de matériaux composites par des coefficients équivalents (cf. Benoussan [7], 

3.H.Mc Conne1 p l ) .  



En 1976 L. Tartar [5] précise ce type de problème sous la forme de 

convergence d'opérateur et introduit la "H convergence", ce sera l'objet du 

chapitre 1. 

Les résultats obtenus par Tartar [6] et Murat [4] permettent de 

décrire tous les opérateurs associés aux limites des suites a ce résultat 
W '  n 

fondamental est démontré dans le théorème VI.3 du chapitre 1, on appelle K 

cet ensemble (ensemble des "matrices admissibles") obtenu après homogénéisation. 

Notre objectif est alors : 

(i) obtention de Théorèmes d'existence sur K pour avoir un (ou des) 

optimum ; 

(ii) obtention de conditions nécessaires sur K pour avoir un (ou des) 

optimum ; 

(iii) obtention d'algorithmes sur K en vue d'applications numériques 

pour l'approximation du (ou d'un) A e K réalisant l'inf. 

(i) et (ii) sera l'objet du chapitre II. 

Dans le chapitre III différents algorithmes sont alors mis en oeuvre ; 

on utilise des méthodes de dexcente de type "gradient avec contrainte'' et 

;'eradient avec projection" ; même dans le cas 03 l'optimum est un w l'homogé- 
O 

néisation permet d'avoir plusieurs chemins de descente comme le visualise le 

dessin de la page suivante. 



,-7 Ensemble des ouverts w 

+ Ensemble des ouverts w après 
homogénéisation. 

Pour résoudre numériquement les systèmes d'équations aux dérivées 

partielles des différents algorithmes on a utilisé des éléments finis "P con- 
2 

forme" et le "P mixte" [cf. J.M. Dupuy [15]] . 
2 

On étudie au chapitre IV plusieurs exemples dont voici l'un d'eux : 

1 2 
Minimiser J(A) = - ( / u ~ - z ~ ~  , où Zd est solution de , 

J Q  

( -div[a01v4 = 10 dans R =]0,l[x]0,1[ , 



aO(x)  = 2 dans l a  zone 

hachurée 

aO(x)  = 1 a i l l e u r s  

e t  UA (A E K) s o l u t i o n  de, 

- ~ ~ v [ A v u ~ ]  = 10 dans Q = ]0 ,1[~]0 ,1[  , 
1 

UA F Ho(Q). 

O 
Le minimum cherché e s t  O e t  correspond a l o r s  à U = Zd e t  

O O 
A = a 1. La méthode de descente  d i t e  "relaxée", où l e  con t rô l e  A parcour t  

l 'ensemble K y  donne des  r é s u l t a t s  s a t i s f a i s a n t s  s u r  c e t  exemple académique. 



RESULTATS GENERAUX SUR LA H CONVERGENCE 

Contenu 

La H convergence a é t é  d é f i n i e  en  1976 pa r  T a r t a r ,  s e s  r é s u l t a t s  

forment l ' e s s e n t i e l  de ce c h a p i t r e .  

E l l e  g é n é r a l i s e  l a  G convergence d é f i n i e  en  1968 par  Spagnolo e t  

D. Giorgi .  

Le cas  pér iodique  a é t é  é tud ié  par  Benoussan, Lions e t  Papanicolaou. 

L. T a r t a r  [5] 

Ré~él tence 

Paragraphe 1 F. Murat [l] 

Paragraphe III F. Murat [4] 

Paragraphe I V  F. Murat [l] 

Paragraphe V F. Murat [l] W.H Mc Conne11 [9] 

Paragraphe V I  F. Murat [3] A .  Benoussan [7] 

Bourgat Dervieux [8] 



N a M a n  

R désigne un ouvert  borné de IRN 

a,f? deux r é e l s  : O < a < f3 

M(u,f3,Q) = {A E L ~ ( Q ) ~ ~ ~ / ~ I I s ~ ~ ~  f (A(x)S,S) e t  

I A ( X ) F ~  i f3115/1. VF E R~ presque p a r t o u t  dans QI .  

1 - Théakème dondamevLtd de la H cunvmgence 

S o i t  une s u i t e  An, An E M(u, f3 ,~) ,  f E H-'(Q) on dés igne  pa r  un(£) 

l a  s o l u t i o n  du problème 

on a a l o r s  l e  r é s u l t a t  fondamental su ivan t .  

Thécifihe 1.7. De t o u t e  s u i t e  An E M ( a ,  6,n) on peut  e x t r a i r e  une sous- 

s u i t e  e t  t rouver  une mat r ice  A0 t e l l e  t/f l e s  s o l u t i o n s  précédentes  un(£) 

v é r i f i e n t  

1 
(a) un( f )  + uO( f )  dans Ho(n) f a i b l e ,  

(b) A % u ~ ( £ )  + A 0 ~ O ( f )  dans (L2(Q) lN f a i b l e ,  

où u O ( f )  est  l a  s o l u t i o n  du problème 

f3 De p lus  on a : A' E M(u, -,a). On d i t  a l o r s  que An H converge 
ci 

H 
ve r s  A', on no t e  : - no. 

On démontre l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t  : 

(1) 
H H t o  s i  - ==> t ~ n  ----+ A , 



(2) de (b) on dédui t  l e  r é s u l t a t  d ' u n i c i t é  su ivan t  : s o i e n t  deux s u i t e s  

H An, Bn M ( C ~ , B , S I )  v é r i f i a n t  An = B~ s u r  un ouvert  w ,  Z C  62, s i  An-AO 

H O 
e t  B ~ - B O  a l o r s  A O = B  s u r  w ,  

( 3 )  de ( 1 )  e t  (2) on dédui t  que s i  An e s t  symétrique A' l ' e s t  également, 

(4)  On montre e n f i n  que s i  An e s t  symétrique, A' e M(a,f3,62). 

Les démonstration précédentes  r eposen t  principalement s u r  l a  "compa- 

c i t é  par  compensation" dont v o i c i  deux lemmes. 

2 n 1 Lemne 1.1.  Soien t  deux s u i t e s ,  en e (L ( Q ) ) ~ ,  v E H (62) v é r i f i a n t  

i )  cn - c0 dans ( L ~  (Ci)lN f a i b l e  

O 
i i )  -div en - - d i v  6 dans H-'(SI) f o r t  

n O 1 
i i i )  v - v dans H (Ci) f a i b l e  

Alors on a (en,vvn) - ( c O , ~ v O )  dans 'ûr(Q).  

Du lemme précédent  on dédui t  l e  r é s u l t a t  appelé  convergence de l ' éne r -  

g i e .  

PtropobiA.ion 1.1. On prend l e s  n o t a t i o n s  du théorème 1.1. 

H S i  An - A0 a l o r s  (Anvun, vun) + (A0vU0, VU') dans il' (62). 

Lme  1 . 2 .  So ien t  deux s u i t e s ,  en E ( L ~ ( Q ) ) ~ ,  vn E (L*(SI) )~  

v é r i f i a n t  

i )  en --+ c0 dans ( L ~ ( Q ) ) ~  f a i b l e  

n 
i i )  v --+ c0 dans ( L ~ ( R ) ) ~  f a i b l e  

n 2 2 N 
S i  d i v  e t  r o t  v son t  bornés dans L (R) e t  (L (SI)) a l o r s  on a 

n 
( sn ,v  ) - (cO,vO) dans D' (SI) . 

On va montrer que l a  convergence f o r t e  s u r  l e s  c o e f f i c i e n t s  implique 

l a  H convergence. 



Phopohi,tiun 1 . 2 .  S i  An E M(u,B,Q) converge fortement v e r s  A' dans 

N~ 
( L ~ ( Q ) )  a l o r s  on a l e  r é s u l t a t  : 

Démonstration : S o i t  un l a  s o l u t i o n  de 

On s a i t  a l o r s  d 'après  un r é s u l t a t  c l a s s ique  que un + UO dans 

1 n O 
H (Q) f a i b l e  ; de l 'hypothèse a converge fortement ve r s  a e t  du r é s u l t a t  

O i j i j 

a un - -- 2 
dans L (a) f a i b l e  on t i r e  : 

ax. ax. 
1 1 

dans D ' (Q) ,  on peut  a l o r s  pas se r  à l a  l i m i t e  e t  conclure.  

11 - 1 
On va montrer que l a  H convergence e s t  une p r o p r i é t é  l o c a l e  e t  que 

l e  choix de l ' o u v e r t  R n ' a  donc pas d' importance. 

Pkopoahhkn 11.1. S o i t  une s u i t e  A" E M ( ~ , B , Q )  t e l l e  que 

H - - A', s o i t  (2 un ouvert v é r i f i a n t ,  Q C Q ; on d é f i n i t  l a  s u i t e  Bn 

H O 
par Bn = An dans R e t  8" = 1 dans Q-fi, a l o r s  B" - B avec BO = A0 

dans Q e t  BO = 1 dans Q-n. 
H 

Démonstration : On a d 'après  l e  théorème 1 . 1  B~ - BO dans Q. 

- - 
Soi t  w un ouver t ,  w l C  9 '  où Q '  = Q-Q, s o i t  4 e Z)(R') avec 4 = 1 1 

sur  al. On pose : 



- div(BnVun) = f  

S o i t  Un l a  s o l u t i o n  de  

un E H ~ ( Q )  

1 - On a  un - U0 dans H (Q) f a i b l e  d 'où VUn -+ VU0 dans 
O 

( L ~ ( ~ ) ) ~  f a i b l e ,  o n a  B ~ V U ~ - B ~ V U ~  dans ( ~ ~ ( 0 ) ) ~  f a i b l e  d'où on 

O 
dédu i t  que BOVUO = U0 s u r  w e t  puisque U = <S,x>$ on a BOS = 5  s u r  

1 
N 

1 
e R . S o i t  BO = 1 s u r  R '  presque p a r t o u t .  

- So ien t  Un e t  vn s o l u t i o n s  de  

t o  n t n  
où g  = - d i v (  A V<c,x>$) sur  R on peut  é c r i r e  ( B ~ v u ~ , v ? )  = (VU , A Vvn), 

on passe à l a  l i m i t e  en u t i l i s a n t  l e  lemme 1 .1 ,  on a  a l o r s  l ' é g a l i t é  ponc tue l l e  

(BOVU', VVO) = (VU', t ~ O v ~ O )  = (AOVUO, VVO) , d1 où Vw il c R ,  on a Vg E R N 

d'où l ' o n  a  BO = A' presque p a r t o u t .  

PhopobiXian 1 1 . 2 .  S o i t  52 un ouve r t ,  R C u w ouver t  v é r i f i a n t  
j = i  j j 

w .  f l  w = 4 s i  i f j e t   mes(^\ Uw.) = O ; s o i t  Af: une s u i t e  de ma t r i ce s  
1  j J 
n  n H  O n  

A. E M(a., B .  ,wi) v é r i f i a n t  A i  - Ai ; on d é f i n i t  a l o r s  An p a r  A = A i  
1 1 1  

H O 
s u r  w o n a  l e  r é s u l t a t  An-A', avec An, A ~ E M ( ~ , B , R )  où A O = A .  

i' 1 

s u r  W . .  
1  

Démonstration : S o i t  a  = i n £  a i ,  p = sup B .  on d é f i n i t  
1  

1  - . On a  A? E M ( ~ , P , R )  e t  d ' après  l a  p ropos i t i on  précédente  
1  1  

a 1  s u r  S2-w. 
1  

H 
A? sur  w .  

AL A? OC A!' = { 1  
- . D'  a u t r e  p a r t  An E ~ ( a ,  B ,  R) donc 1  1 1  1 s u r  R-w. 
1 

n  O 
An A A0 on a  A? = A s u r  w .  d'oil, d ' ap rè s  l ' u n i c i t é  : AO = Ai s u r  m. . 

1  1  1  



Tapobgie de La H convehgence 

On peut t o u t  d'abord sans  r e s t r i c t i o n  s u r  l a  d é f i n i t i o n  de l a  H con- 

vergence supposer l ' o u v e r t  R f i x é .  

- S o i t  A une matr ice appartenant  à M (a , f i ,Q),  on d é f i n i t  un 

- 1 1 
opéra teur  B : B = -div(Av), B a p p a r t i e n t  à L(H-'(R) ,Ho(Q)),  en e f f e t  

vf c H-'(R) 

- D'autre p a r t  A n ' e s t  pas d é f i n i  de façon unique par  l ' o p é r a t e u r  B. 

( s o i t  C une matr ice cons tan te  e t  ant isymétr ique U e s t  s o l u t i o n  des  deux 

problèmes, 

en e f f e t  on a : -div (CVU) = 0) . 
1 2 N - On d é f i n i t  a l o r s  A E L(H- ' (Q),  ~ ~ ( f i ) x ( L  (QI )  ) Par 

En e f f e t  s i  on pose (cn) = A V ( ( B ) - ' ( f ) )  on a b i en  
2 

i 1fi:N 
borné dans L (R) 

Donc l a  ma t r i ce  A d é f i n i t  d'une façon biunivoque un opéra teur  A e t  

La H convergence peut a l o r s  s e  reformuler  de l a  façon su ivan te  : 

H O - 1 - A <=> tff E H (01, ~ ~ ( £ 1  + ~ ~ ( £ 1  

dans H ' ( R ) X ( L ~ ( Q ) ) ~  f a i b l e .  
O 



rappelons le lemme : soit F un espace vectoriel normé séparable, 

G un hilbert séparable, la boule unité de L(F,G) est métrisable pour la 

topologie faible. 

On est alors dans les conditions d'application de ce lemme pour 

conclure. 

Phopabktiun 1 7 . 3 .  Il existe une distance d sur 

Dans ce qui suit on va donner des théorèmes de comparaison qui vont 

nous donner des renseignements sur la matrice limite de la H convergence. 

On va d'abord démontrer un lemme utile pour la démonstration de ces 

théorèmes. 

N Lmme 7 1 1 , l .  Soit A s (~~(n)) vérifiant : 

N 
alors on a : (A(x)<,S) 3 O presque partout sur R et y5 s IR . 

Démonstration : Soit $ E D ( Q )  on pose : 

on fait tendre n vers et on obtient ( q2(x) (A(x)~,c) 2 0, on peut alors 
J R 

conclure. 



ThZah2me 117.1. Soit An une suite de matrices symétriques vérifiant : 

H O il A ~ - A ,  

2 
ii) An - A dans (L~(R))~ faible, 

- 1 2 
iii) (An)-l-B dans (L-(R))~ faible, 

O 00 
on a alors l'inégalité : B A $ A . 

Démonstration : 

O m 1 - Montrons que A 6 A . Soit U E H (R) fixé et soit Un la solution 
O 

( - div (Anoun) = -div (A0Vu) , 

Par définition de la H convergence on sait que : U" + V dans 

1 H ($2) faible, et d'après l'unicité on a V = U. 
O 

ûn a / (Anvun, VU) = ( (A'VU, VU) d'où on tire , 
J cl J R 

= (AOVU, vu) + j ( A ~  (vu-vun) , vu-vun) + ( (A" (vu-vun) ,vun) 
n s2 J s2 

Soit 

( (nnvu,vu) s / (AOVU,VU) - ( ( A ~ v u ~ , v u ~ )  + ( ~ ~ ~ u , ~ u ~ )  
J cl J cl J cl J cl 

An étant symétrique on a : 

On passe à la limite en utilisant la proposition 1.1 

on conclut en utilisant le lemme 111.1 



O - Montrons que B $ A . 
1 

Soit U E Ho(P) fixé et un définie conne précédemment on a : 

soit encore : 

Soit en passant à la limite 

On prend p = BVU on obtient alors : 

1 LAOVU, vu] - [BVU,VU] 2 0 
J i-2 

on conclut en utilisant le lemme 111.1. 

Le résultat qui suit est une conséquence algébrique du théorème 111.1. 

canak?,tah.e 111.1. Sous les mêmes hypothèses que le théorème 111.1 on a 

O -1 le résultat B-' 5 (A ) 

Démonstration : On a le résultat algébrique suivant : soient C et D 

deux matrices symétriques et définies positives telles que C 5 D alors 

Soit (x,) une base de valeurs propres de Dy C 5 D s'écrit alors : 
N IN 2 

x. x 2 
di xi 

on pose 'i = a, x. l'inégalité précédente s'écrit 1 'ij 1 j i=l  1 1  i j = 1 



d'où on t i r e  D -1/2*C.D-1/2 5 1 on déduit  que l a  p lus  grande va l eu r  propre de  

-112 -1 -1 112 
( D - ~ / ~ . C . D  ) e s t i n f é r i e u r e o u é g a l e à  1 , d ' o Ù  D 1 l 2 . C  .D 6 I ; E n  

- 1 - 1 
f a i s a n t  l e  même raisonnement que précédemment on dédu i t  C 6 D . 

On va donner un exemple d ' app l i ca t ion  de ce l e r  théorème de comparaison. 

On a beso in  du lemme su ivant .  

Lemne 111.2.  S o i t  une s u i t e  An E ( L ~ ( R ) ) N ~  t e l l e  que An + A dans 
n 

m 
(Lm(Q))NL f a i b l e  on a a l o r s  t r a c e  (An) -+ t r a c e  (A ) dans L ~ ( Q )  f a i b l e .  

Démonstration : S o i t  (e i)  une base orthonormée on a a l o r s  
N 

t r a c e  (An) = (An ei,ei)  on peut a l o r s  pas se r  à l a  l i m i t e .  
i= 1 

Exemple I I I .  1 .  s o i t  An une s u i t e  de  mat r ices  symétriques v é r i f i a n t  

i )  A" H A' 

CO 

i i )  An - A dans (Lm(Q))N2 f a i b l e  

- 1 
i i i )  (An)-' - B dans (Lm(n)lN2 f a i b l e  

n 
i v )  bn t r a c e  (A ) = C C E R.  

On a a l o r s  : 

O -1 
t r a c e  (A0) 4 C e t  t r a c e  ( (A ) i K, K E R. 

m m 
Du théorème III. 1 ,  on t i r e  A0 A d 'où t r a c e  (A0) ' t r a c e  (A ), 

on conclu t  en u t i l i s a n t  l e  lemme précédent ,  on démontre de même l ' a u t r e  inéga- 

l i t é  à l ' a i d e  du c o r o l l a i r e  1 1 1 . 1 .  

On va démontrer un a u t r e  théorème de comparaison. 

Théahème 177.2.  Soient  deux s u i t e s  de mat r ices  An, Bn, B~ symétrique 

v é r i f i a n t  : 

i) A" H A' 

H O 
i i )  B~ - B 

n 
i i i )  B An 



O O On a alors : B < A . 
1 

Démonstration : Soit U E H (9) et soient Un et vn les solutions de 
O 

1 
On sait que l'on a alors Un -+ U et vn + U dans Ho(n) faible. 

On a / (B~(VV"-VU"), vvn-Vun) 2 O soit en utilisant la symétrie de 

n 
Bn : 1 ( B ~ v v ~ ~ v u ~ )  + (BnVUn,VUn) 2 O de 8" É A on tire : 

R 

on passe à la limite en utilisant le lemme 1.1, soit 

(B~VU,OU) - 2 1  (BOVU,~U) + j (AOVU,VU) 2 O 
R J R n 

on conclut en utilisant le lemme 111.1. 

I V  - TeAmen cortrtec;teW. 

Nous allons maintenant introduire des correcteurs de la suite Un 

définie par : 

( - div(Anvun) = f dans R 

Soit AO la H limite de An ; soit h E IRN on se propose de construi- 

re des fonctions 3 vérifiant 
1 

i) W; r H (R), 

1 
ii) Wh + (1,~) dans H (R) faible, 

iii) - div(Anvw;) -+ - div(AO1) dans H-'(Q) fort. 



On cons idère  un ouver t  Q t e l  que R C R (; Q on d é f i n i t  a l o r s  li" par  : 

s u r  SI 
P =  { 

I s u r  Q-R 

où ;;O = *O On s a i t  a l o r s  [cf. Propos i t ion  II. 1] que Zn - A 

- 
s u r  n, "A = I s u r  Q-L 

So i t  w un ouvert t e l  que R C C Q ; s o i t  (g c D(w), (g E 1 s u r  

R on pose $ = (g*<X,x>. 

n  
Soient WX s o l u t i o n s  d e  

! - d i v ( l n v ~ ? )  = - d i v ( ~ O v + )  dans w 

Le théorème 1.1 e t  l a  propos i t ion  11.1 nous permettent  de d i r e  que : 

A"VW; + AOVW dans ( L ~  ( u ) ) ~  f a i b l e  

w; - w 1 
dans Ho(w) f a i b l e  

'L 
où W e s t  so lu t ion  de  : 

'Lo % ( - div(A VW) = - div(AOv$) dans w 

% 

L ' u n i c i t é  nous permet de dédui re  que W = $. On dédui t  a l o r s  ( i ) ,  ( i i ) ,  ( i i i ) .  

N N On d é f i n i t  a l o r s  des  mat r ices  pn E ( L ~ ( Q ) )  par  VA E IR , 

De ce qui  précède on dédui t  immédiatement l e  théorème. 



Théahème 7V.7. Sous les hypothèses précédentes on a : 
n 

i) P" - I dans ( L ~  (Q)) 
N' 

faible. 

ii) nnpn * A0 dans (L2(Q))N2 faible. 

On va donner une application de ces matrices de termes correcteurs. 

Démontrons tout d'abord un lemme valable uniquement en dimension 2. 

det(v$~,vd$) - det (vJ1 ,v$~) 
dans P1(Q). 

II 
Démonstration : Soit T[ la rotation de - on a l'égalité suivante 

2 

On utilise alors le lemme 1.1 pour passer à la limite. 

H Théatrèrne I V .  2. soit une suite An€ M(~,B,Q), An - A' si 

n m O 
det nn = g vérifie gn - dans L (SE) fort, alors on a det A0 = g . 

Rmcurcjue. Ce résultat est uniquement valable en dimension 2. 

n 
Démonstration : Soit P la matrice des termes correcteurs, (el,e2) 

2 
la base canonique de (R on a l'égalité : 

n 
où désigne la rotation d'angle - 2 .  



On s a i t  d ' a p r è s  l e  théorème IV.l que : 

O 
div(Anpne2) + div(A e2)  dans H-l (O) f o r t .  

r o t  (I'IAnpne ) = -div [Anpne + -div [AOe dans H-l (il) f o r t  . 

D'après l e  lemme 1.2 on peut  é c r i r e  : det(Anpn) + (IIA0el,~Oe2) = d e t  A0 

dans D' (O). 

D 'au t re  p a r t  on a  : det(Anpn) = gn.det pn 

d e t  P" = det(~w:,vk$) + d e t ( e l  , e2)  = 1 dans D' (fi) 

d ' ap rè s  l e  lemme IV. l .  

Comme AOA E ( L - ( Q ) ) ~ ,  - div(AOA) E W-''(il) pour t o u t  r é e l  p. 

D'après l e  théorème de Meyers, il e x i s t e  un r é e l  
Po* 

> 2, t e l  que l a  s u i t e  

W; 
Po 

s o i t  bornée dans W ~ ' ~ O ( Q )  : on dédui t  a l o r s  que vW? est  borné dans L (O), 
1 

p0/2 
s o i t  d e t  pn borné dans L (il) ; on dédu i t  a l o r s  que d e t  P -+ 1 dans n 

O 
L'o/~(O) f a i b l e  ; d'où on peut pa s se r  à l a  l i m i t e  e t  on a  a l o r s  d e t  A0 = g . 

V - Exemple de c d c d .  

Le but  de c e  paragraphe e s t  de f a i r e  un c a l c u l  e x p l i c i t e  de 'H l i m i t e ' .  

On s e  propose d ' é t u d i e r  l e  cas  des  couches s u r  un problème p l u s  géné ra l ,  c e l u i  

de  l ' é l a s t i c i t é  [9] e t  de r e t rouve r  a i n s i  l e s  r é s u l t a t s  s u r  les couches dans l e  

ca s  e l l i p t i q u e  [l] . 

On va t o u t  d 'abord démontrer un r é s u l t a t  de convergence. 

N 
Lemme V .  1 .  s o i t  n = ] a l  b  [ x u un ouvert  de IR , s o i e n t  deux s u i t e s ,  

n  gn E L2(]al b l [ ,  ~ - l ( u  ) ) ,  v E h ( ] a l  b l [ )  v é r i f i a n t  : 

2 
i )  ~ ~ d g ~  dans L ( ]a l  b l [ ,  ~ - l ( w ) )  f o r t ,  

i i )  V" -3 VO dans L ~ ( ]  a l  b l  [) f a i b l e ,  

a l o r s  on a  l e  r é s u l t a t  : gnvn -+ c0v0 dans D'(il). 



Démonstration : S o i t  $ E D(R) on a  : 

2 2 1 
< > désigne l e  c rochet  de l a  d u a l i t é  L (]al  bl[s H- ' (u)) ,  L (]al bl[ ,  Ho(w)). 

On peut a l o r s  pas se r  à l a  l i m i t e .  

1 .  Rappd et NukaLian. n ouvert de !RN (N = 2 ou 3) de f r o n t i è r e  r ,  

ro  
une p a r t i e  de r ,  r = - . mes r > O 

O O 

On dés ignera  par  : ( 1  I l O n  l a  norme usue l l e  de (L2 (R) I N ,  1 1  11 l a  norme 

1 
u s u e l l e  de (H' (fi) lN.  U c (H (R) lN on Pose : 

1 
auk auR 

E (U) = -  1- + -1 k t  2  axR a xk 

On a l ' i n é g a l i t é  de Korn : 

E 1 ?x 
Soient  l e s  fonc t ions  a  E E CG} n E IN 1 i , j , k , R  < N i j k Q  

v é r i f i a n t  

E 
i) aE  e Lm(R), max sup a  (x) B ,  avec f3 > 0 ,  s u r  presque t o u t  R .  

i j k  i j k a  i jkR xcfi 

E 
i i )  apjka(x)  = a ijkR ( x i ) ,  on a  donc des matér iaux d isposés  en couches. 

E E E 
i i i )  a E  = a a  = a . .  

i jkR i j ~ k  ' i j k g  jlkR 

E 
N 2  

i v ) ] a  > O t e l  que E . . 5  2 a  1 Z aijkP. 1 j  kR i j = l  
i j k  



avec Cij - - 'ji sur presque tout Cl. 

1 N 
Soit R =  I V E  (H (R)) : E (v) = O  1 < i,j < 11 on rappelle que i j 

+ +  -f + +  3 
R = {v/v(x) = a+b A X) si N = 3, avec a ,bl,b E ~ R ,  a,b E R  . 1 

2 .  m e  en Equation du phabthe.  

Soit le problème : 

a E - 1 =oij(LJ) = f i  dans 52, 1 < i S N .  
j=l j 

N 
avec la loi de comportement u (uE) i j = 1 aijke ka= 1 

avec les conditions au bord suivantes : 

n 
E U1 = O sur roy et oij(uE)vj = gi sur rl, l s i d N  

j = 1 

On va mettre sous forme variationnelle le problème (1) (A) .  

1 N 
On pose V = {v E (H ( R ) )  / v = O sur r ), V sous-espace fermé de 

O N 
1 2 (H (fi))". De la caractérisation de R on tire que 1 ( 1 ~ ~ ~  (v) I I O n  est une 

i j = 1 
norme sur V qui est équivalente d'après 1' inégalité de Korn à llv 1 1  ln . 

Le problème (1) (A) est équivalent au problème variationnel, 

uE E V solution de : 

N 
(II) vv € v 

La condition (iv) nous permet d'écrire à partir de (II) : 



uE e s t  donc borné dans V ,  d 'où il e x i s t e  une sous-sui te  uE,  uE -+ UO dans 

V f a i b l e .  Notre problème e s t  l e  su ivan t  : que peut-on d i r e  de c e  UO ? 

V é r i f i e - t - i l  une équat ion du type  de c e l l e  v é r i f i é e  pa r  uE ? 

E - S o i t  c  E 

i k '  1 s i , k  y N l a  mat r ice  i nve r se  de  a  
i l k l  

c e t t e  mat r ice  

e x i s t e  d ' ap rè s  ( i v )  : on c h o i s i t  c i  j  
= O s i  i > 1 e t  j > 1 e t  on u t i l i s e  

l e s  r e l a t i o n s  de symétr ie  ( i i i ) .  

- La r e l a t i o n  ( i )  nous permet d ' e x t r a i r e  des sous-su i tes  convergences 

dans L ~ ( R )  f a i b l e  : 

E a  c --3 
i j k l  t k  

E E a  c aE - 
i j k l  t k  * tlmR (aijkl .C t k o a t  lrnR > O  

On pose : 

ThEoxème V .  1 .  11 e x i s t e  une sous-sui te  (uE) s o l u t i o n  de (1) (A) 

convergent dans ( L ~ ( Q ) ) ~  f o r t  s o l u t i o n  du problème (1) (A) avec 



Démonstration : uE é t a n t  borné dans V on peut  e x t r a i r e  une sous- 

s u i t e  convergent vers  UO dans ( L ~ ( R ) ) ~  f o r t .  , 1 i N on peut  é c r i r e  

On suppose pour s i m p l i f i e r  que R = ]a  b [ x w ,  de l ' exp res s ion  précé- 
1 1  

2 a crE e s t  borné dans L (]al bl[ ,  H-'(w)). dente  on t i r e  que - axl i l  
2 

En appliquant l e  théorème dlAubin [avec A = L (w), B = C = H- l (w) 

2 
l ' i n j e c t i o n  de L (w) dans H' (a) é t a n t  compacte] . On peut  e x t r a i r e ,  

E O 2 
Q i  e { 1 ,N},  une sous s u i t e  t e l l e  que oi l  + o 

dans L (1 a l  b l  [, B' (w)) f o r t .  

E 
N N  

E 
au; 
- , s o i t  en  inve r san t  : 

k= 1 k= l  R=2 

E E 
s o i t  encore,  c a 

i k  i l k 'R  
ne dépendant que de 

X1 : 

On peut pas se r  à l a  l i m i t e  en u t i l i s a n t  l e  lemme V.l pour l e  second membre. 

S o i t  : 

S o i t  : 

O -1 O 
(cik) e s t  l a  matr ice inverse  de c i k  ' 



Pour j  3 2, on a  ( i = l  .... N) : 

E 2  j  2, a é t a n t  borné dans L (R)  on peut e x t r a i r e  une sous-sui te  convergent 
i j  

O 2  
ve r s  o dans L (R) f a i b l e .  E tan t  donné que aE  e t  a  E E i j i j k a  

c ne dépen- 
i j k l  t k  

dent  que de  x on peut passer  à l a  l i m i t e  en u t i l i s a n t  l e  lemme V . l  pour l e  
1 

l e r  membre : 

S o i t  en u t i l i s a n t  (1) on o b t i e n t  : 



Soit : 

d'où la relation cherchée. 

On va donner deux exemples. 

ExempLe V . I .  : Cas d'un matériau isotrope en dimension 2. 

E 
On a alors a ijka = ~ ~ ( 6 ~ ~ 6 ~ ~ + 6 ~ ~  6. Jk ) + hE SijskQ 

La condition (iii) est vérifiée. 

(i) = 3 8 > O tel que : hF(x) < f3 , vE(x) < k3 presque partout 

sur Cl. 

On va traduire la condition (iv) de coercivité : 

E a 
On obtient la condition hE 2 O et P > . 

On va traiter directement cet exemple dans le cas N = 2. 



2, 2 
O n a  o l l - + o  11 dans L ( ] a l b l [ , ~ - l ( w ) )  f o r t  

2, 'IJ 2  
O 1 2  -+ 12 y O22 -+ O22 dans L ( S I )  f a i b l e  

2, 2  
U -+ U dans L (Q) f o r t .  

Des équat ions précédentes  on t i r e  : 

On pose : 

On passe  à l a  l i m i t e  dans l e s  équat ions  précédentes  : 

La mat r ice  l i m i t e  obtenue e s t  a l o r s  



T T 
Si on a par exemple in (x) = i(x + -1, vn(x) = ~i (x + ;) n 

~xemple  V . 2 .  Cet exemple traite le problème des couches dans le cas 

elliptique. 

E auE E auE avec Sj(U ) = ajl + ajk j c {l,N} . 
1 ka2 

On fait le même raisonnement que précédemment on pose : 

Le tenseur défini au théorème VI.l s'écrit alors : 

O = (a..) O - (ail.s.alj) O + (ailas) O . ( s O )  . S .  )O 

*i j IJ 1 j 



Soit : 

E 

1 
a 
i 1 O 

aE 
O O E 

Aij = (a. . )  - lim(ail. - ) + lim(-) . al] 1 j 
aij 

. lim(-) 
1 3  E E 

al 1 al 1 
aE .1 1 

E E O a .a ~y~ .A~] 
O O il lj, + 

Ai j 
= (a. .) - lim( 

1 3  E 
O 

a 1 1  a l  1 

On retrouve bien les formules connues [cf. Murat (l)]. 

B. ACTION D'UN CHANGEMENT DE VARIABLE 

On se propose d'étudier l'action d'un cl-iangement de variable dans la 

H-convergence et de donner deux exemples d'application de ce résultat. 

Si T désigne un c1 difféomorphisme de IRn, T envoie 9 dans 0. 

On a alors le résultat suivant : 

H ThZaaQmc V .  2. si - A' alors 

Idet Tt-' An[~(x)lt detI~'( Tt-' A' [T(X)]*~T'-~. 



Démonstration : S o i t  U l a  s o l u t i o n  de : 

s o i t  en e f f e c t u a n t  un changement de v a r i a b l e  : 

1 [A(T(x)) . (VU)(T(X)) , (VV)(T(X))]  l d e t  T ' I  = [ f  [ ~ ( x ) ]  . V[T(X)] \ < l e t  T t /  
J $2 J n 

on a : v(U(T(x))) = L ~ ' ( ~ ~ ) ( ~ ( x ) )  d 'où l e  l e r  membre s ' é c r i t  : 

On pose B = Idet  T '  1 . T I - '  • A[T(x)] • t T d  d'où on dédui t  que 

U O T  e s t  s o l u t i o n  du problème : 

- div(B.~(UoT))  = f  o T  . ldet  T ' I  dans Q 

1 
U O T E Ho(9) - 

H O 1 S i  An - AO on a  un + U dans H ( R )  f a i b l e  d 'où on dédui t  : 
O 

1 H un O T  + UO O T dans Ho(Q) f a i b l e .  D 'au t re  p a r t  on a  B" ---+ B e t  d ' ap rè s  

l ' u n i c i t é  de H l i m i t e  on dédui t  que su r  presque t o u t  Q on a  

% 
B = l de t  T' 1 . Ti-' . A~[T(X)]  . tT V -  1 

c 'es t -à-dire  on a  

- 
Tt -1  . A ~ [ T ( ~ ) ]  . t ~ r  ' V ( U ~ ~ T ) ( ~ )  -+ T , - 1 

t -  . AO[T(X)] . T I  l ~ ( u O o ~ )  (X) 

2 
dans L (Q)N f a i b l e  où UO e s t  s o l u t i o n  de  : 

( - d i v ( ~ O ( y )  vu0 (y ) )  = f 



Rmatryue V . 7 .  s i  T désigne une transformation orthogonale on a a l o r s  

T '  = T ,  y - 1  = t ~ ,  ldet T ' I  = + 1  e t  on a a l o r s  

t 
T . An [T (x)] . T 'T . A' [T (x)] . T 

ExempLe V . 3 .  Application au système de couches dans une di rect ion.  

2 + +  + 
On se  place dans IR , ( e l y e 2 )  une base orthonormée, 6 un vecteur 

2 + de IR , 5 = (cos @, s in  O ) ,  on é tudie  l e  cas où l a  fonction an(x) e s t  de l a  

n n n 
forme : a (x) = a ( ( x , ~ ) )  = a (cos 0 x l  + s i n  e x2) avec an(x) e { a , ~ ) .  

Soi t  T l a  ro ta t ion  d 'angle -0 ; on a l e s  nouvelles coordonnées 

X1 = COS 8 x + s i n  0 x 
1 2 ' 1 2 

X2 = -s in  0 x + cos 0 x On s a i t  [cf. Exemple v.21 

que : an(x1) I -J-+ AO(X~)  où 

avec 
% 
a(X ) = l i m  an(x1) dans L ~ ( Q )  f a ib l e  

1 

1 - =  
'L 

1 i m  l dans  fi) f a i b l e  . 
b(X1) an (x l )  

Du théorème V . 2  il r é su l t e  : 

t O 
s o i t  an[(5,x)] . 1 2  T . A0[(<,x)] . T = B , avec 

2 % 2 'L 
cos e b(X1) + s i n  0 a(X1) cos 0 s i n  0 @ ( x ~ ) - % ( x ~ ) ]  

B O =  ( 
cos e s i n  e (%(x,)->(x,)) 

2 'L 2 QJ 

s i n  0 b(Xl)+cos 0 a(X1) 

On remarquera que l a  matrice l imi te  e s t  bien symétrique e t  appar t ient  

à M(a,B,Q). 



Exemple V . 4 .  C a s  des coordonnées p o l a i r e s .  

S o i t  $2 une p a r t i e  de d i sque  dé l imi t é  par  ces  coordonnées p o l a i r e s ,  

r < r < r 2  
1 

e t  0 1 < 8 < B 2 .  

T 
S o i t  T  l a  t ransformat ion  : Q = I r l  r 2 [ x ] û 1  û2[- n , 

cos  0 ,  - r s i n  0  
T' = ( d e t  T '  = r 

s i n  8  r cos 0  

On se propose d ' é tud ie r  l e  problème : 

avec a n ( r )  c {a,Bl  

n  
U ( r , 8 )  e s t  a l o r s  s o l u t i o n  de : 

n  aun 
on pose : <: = r a  ( r )  - . n  - a n ( r )  aun --- 

a r  Se  . Ces deux s u i t e s  s o n t  
r a e  

bornées dans L ~ ( ~ )  e t  v é r i f i e n t  : 



a n 2 
d 'ou  on t i r e  que - ar Cr 

e s t  borné  dans L (]r lr2[,  H - ~ I ~ ~ C I ~ U ,  d ' où  on p e u t  

e x t r a i r e  d e s  sous  s u i t e s  convergen tes  : 

O 2 sr -+ 5, dans  L ( ] r l r2 [ ,  H-l]e1e2[) f o r t  k f .  Théorème d ' ~ u b i n ]  

n 2 ce --+ dans  L (4) f a i b l e  

n O 2 
U --+ U dans  L (Q) f o r t  

n ?J 
a - a  dans  ~ ~ ] r ~ r ~ [  f a i b l e .  

 où on p e u t  p a s s e r  à l a  l i m i t e  d ' a p r è s  l e  lemme V.l 

s o i t  

0 % au0 1 1 'b n 
E r = r b -  avec  = l im---  e t  a = l i m  a (r) a r b a n ( r )  

O 
U ( r , ~ )  e s t  a l o r s  s o l u t i o n  de : 

-1 n H 
On a montré que : l d e t  T '  ( . T '  n ( r )T .%' - '  - B avec 



V I  - M&cu admina ib lu .  

Le but de ce chapitre est de déterminer la H fermeture d'ensembles de 

matrices U et Uo, correspondant à des matériaux isotropes, où l'on a : (0 C R ~ )  

(al ouvert, Q I C  a). 

Uo = {at-L(~)/a(x) = a  sur Ql, a(x) = sur 0-RI} 

On note K et Ko la H fermeture de U et U 
O 

On définit les ensembles KI et K' : 

symétriques dont les valeurs propres Xl(x) .... A (x) indexées par ordre 
N 

croissant vérifient : 

presque partout dans a )  

N 
De la même faqon on définit KI = {A E (Lm(n)) symgtriques dont les 

valeurs propres hl(x). ..AN(x) indexées par ordre croissant vérifient : 

presque partout dans Q). 

On se propose de montrer que K = K = K' c'est-à-dire caractériser 
O 

explicitement l'ensemble de matrice K = K au moyen de leurs valeurs propres. 
O 



Enonçons t o u t  d 'abord un lemme qu i  e s t  une re formula t ion  des  r é s u l t a t s  

du paragraphe 1. 

Lemme U7.1. K ( r e sp .  K ) e s t  fermé e t  compact dans M ( a , B , R )  pour  
O 

l a  topologie  de H convergence. 

- S o i t  Y = ]O  p: [ l e  parallélogramme des  pér iodes  ; une f o n c t i o n  
L 

M i= 1 
de IRN dans IR e s t  d i t e  "Y pér iodique" s i  e l l e  admet comme pér iode ,  pi ,  

dans l a  d i r e c t i o n  Y i  E 11,NI. 

- S o i t  a E: O e t  Y pér iod ique ,  on s a i t  a l o r s  [cf. A .  Benoussan (213 
O 

H O 
que a(:) 1 - A' où A = (q. .) avec A' ma t r i ce  cons tan te  e t  symétrique. 

1 J  

D 'au t re  p a r t  
' i j  

e s t  donné pa r  : 

où Uj e s t  s o l u t i o n  du système : 
a 

1 r W(Y) = (V  H i~ , v ( x + ~ . )  = V(X) e t  j v dy = 0 )  
l o c  1 

J Y 

W e s t  un espace de H i l b e r t  muni de l a  norme, v  E W ,  / I V \ ( ~  = / / f i / /  
L (Y) 

D'après l ' a l t e r n a t i v e  de Fredholm il e x i s t e  une s o l u t i o n  de (1) .  

On remarquera qu'en généra l  A' n ' e s t  pas  i s o t r o p e  n i  même d iagonale .  



UornogEnCAation avec d u  ce4RuRa aqant d u  ph op tue té^ de dym&Xc?. 

On suppose désormais jusqu'à la fin de ce paragraphe que l'on travaille 

2 
dans IR . 

2 
On opère localement : soit Y = (1-1  +1[) une cellule de base ; on 

se donne une base de directions (x,xl), (y,y') plan médian de Y et on cherche 

les symétries que doit posséder a(x) sur (Y,xxl ,yyl) pour que A' soit 

une matrice isotrope. 

On pose : A' (x) = a (E)  . 1. On sait d'après la remarque V. 1 que si 
E 

H 
AE ---+ A', et si A& vérifie pour une transformation orthogonale Ti, 

t n.~& [n(x)] . n  = A', ce qui est vérifié ici puisque AE est isotrope, on a d'après 

O 
l'unicité de  la H limite . Ao [~(x)] . Ti = A . 

A' étant constante on cherche l'ensemble des transformations orthogo- 

t O 
nales telles que Ti . A' . Ti = A . 

On remarquera que ces transformations forment un groupe et que la 

symétrie par rapport à l'origine y appartient. 

O 
a b  

ûnpose: A = ( c  ; n1 = symétrie par rapport à xx' 

Ti2 = symétrie par rapport à y y ' ,  li3 = symétrie par rapport à la lère bissectrice. 



On obtient : 

Donc : 

(a) et ( B )  nous donnent le même renseignement : si la cellule possède une 

symétrie par rapport à un hyperplan médian A' est diagonale. En fait si l'on 

a une symétrie par rapport à un hyperplan on a également une symétrie par 

rapport à llhyperplan orthogonal. 

(y)  Si on suppose de plus que la cellule possède une symétrie par rapport à 

la lère bissectrice AO est alors isotrope. 

ThéoxCme V 7 . 1 .  K contient toutes les matrices a 1 isotropes où 
O O 

a (x) r~ [a,~] presque partout sur fi. 
O 

Démonstration : 

1. Cas où a est constant. 
O 

Soit Y la cellule de base définie précédemment on pose alors 

ae(y) = a  si y~]-ee[x]-e O [ ,  e~ [ol] 

ae(y) = B ailleurs. 

on définit l'application H de [O 11 dans [a ci] Y H(e) = qg où 

0 
est le coefficient de A', matrice isotrope obtenue après homogénéisation 



avec l a  c e l l u l e  d é f i n i e  par  a On a : H(1) = a , H(0) = 8 . 8 ' 

Montrons que H e s t  cont inue.  

1 au; 
H(e) = - mes Y [(  ae(y)dy - 1 ag (y )  - dy] 

J Y  Y ayi 

n O 
So i t  une s u i t e  0 convergent v e r s  8 dans [O 1 1 ,  il est t r i v i a l  que 

2 1 
a - - t a  dans L (Y) f o r t d ' o ù d a n s  L (Y). 

en 8 O 

Examinons l a  convergence du 2ème terme. 

j On a Ue s o l u t i o n  de : 
n 

j On a Ue s o l u t i o n  de  : 
O 

de (2)  on t i r e  

j a 
allu n l l U  < II- a I I  < KY 

e ayj  e O W '  



d'où il e x i s t e  une sous s u i t e  U j  convergeant v e r s  
n 

3' dans W f a i b l e .  En 

passant  à l a  l i m i t e  dans (2) on o b t i e n t  ( u n i c i t é  de l a  s o l u t i o n  de ( 3 ) )  
%. 

uJ = UA . On peut a l o r s  conclure en u t i l i s a n t  l ' i n é g a l i t é  de  Schwartz pour l e  
O 

l e r  terme e t  l a  convergence f a i b l e  de 

j auBo j 

- v e r s  - 2 
dans L (Y)  

ayi ayi 

pour l e  2ème terme. 

2ème cas  : a non cons t an t .  
O 

On a Vx E n, a ( ao(x)  ( 6 ; on f a i t  a l o r s  une p a r t i t i o n  de Q en 

n 
pavés w ,  d e  c o t é  -!. : on d é f i n i t  a l o r s  bn par  

1 n 

n Vx c w. bn(x)  = b i  = - 
1 '  

l  / ao(x)dx E [ a , ~ ]  n 
mes w. J n .  

bn e s t  une fonc t ion  cons tan te  s u r  chaque pavé ; d 'après  ce  q u i  précède on 

peut homogénéiser s u r  chaque pavé, p u i s  on u t i l i s e  l a  p ropos i t i on  11.2, donc 

Vn bn E Ko ; o r  bn converge fortement dans Lq(n) vq, q < +.r ve r s  

H 
a d'où d ' ap rè s  l a  propos i t ion  1.2 bn ---t a . 

0 y O 

On conclu t  en u t i l i s a n t  l e  lemme VI.l  que a E: Ko. 
O 

ThQu&he V 1 . 2 .  On a l ' é g a l i t é  K = K . 
O 

Démonstration : Il s u f f i t  de montrer que K C  K . 
O 

n n H O 
Pour N = 1 ,  c e c i  e s t  évident  : a c U, a --+a e s t  équ iva l en t  à : 

1 - +- dans t rn (n )  f a i b l e  e t  on a d ' ap rè s  l e  théorème de Lyapounov : 
n O 

a a 

t rn (n ,  Ca@]) = fermeture f a i b l e  dans L ~ ( Q )  de Lrn (~ ,{a , f3 ) ) .  

n H 
Pour N 3 2 : A E K  e s t  équiva len t  à :  ] a n .  U t e l  que a 1- A ;  

n n H n 
d ' ap rè s  l e  théorème V I . 1 ,  n 3 a m  E Uo t e l  que a ---- a 1. On peut m m + m  

conclure grâce au lemme VI . l .  



On s a i t  résoudre  c e  problème uniquement pour N = 2. 

On va démontrer l e  r é s u l t a t  fondamental de c e  paragraphe. 

Théot the  V 1 . 3 .  [3]. On a l ' é g a l i t é  K = K ' .  

Démonstration : 

1 .  Montrons que K C K'  ( c e t t e  i n c l u s i o n  est v r a i  w). S o i t  A e K, 

n  H n  
3 a n  c U t e l  que a  1 - A .  On a a  e t  - l borné dans L ~ ( Q )  , d'où il n 

n % a i  1 a 
e x i s t e  une sous s u i t e  t e l l e  que a  --+ a e t  - + - dans L ( R )  f a i b l e .  

an % 
% 

On s a i t  que l ' o n  a  d ' ap rè s  l e  théorème 111.1. b.1 5 A 5 a I .  S i  X 
1 

e t  désignent  l a  p l u s  p e t i t e  e t  l a  p l u s  grande v a l e u r  propre  de A on a  

donc presque par tou t  s u r  R 

On s a i t  d ' a u t r e  p a r t  d ' ap rè s  l e  théorème 1 .1  que presque p a r t o u t  s u r  Q on 

a  : 

% 1 
D'après l e  théorème de  Lyapounov a  - a p p a r t i e n t  à l ' enve loppe  

% % 1 a+@-a 1 1 
convexe de I ( t ,  a  5 t < 81 d'où on t i r e  ? y ? -  

% 
s o i t  pour l e s  

b  a  

v a l e u r s  propres  x )  AN x )  B presque pa r tou t  s u r  Q .. 
a ' a+@-h(x) 



2. On a K' C K  (ici N = 2). Dans tout ce qui suit A l  et h2 

désigneront respectivement la plus petite et la plus grande valeur propre 

d'une matrice A s K'. 

Etude du cas oii A l  et X2 sont deux valeurs propres constantes avec 

des vecteurs propres constants V1,V2 orthogonaux normalisés. 

1 ier cas : A l  A2 vérifient : - - -------- 
a' , on sait alors que h l  a+B-A 

2 
si x et y désignent les coordonnées dans la base VlyV2 il existe une 

n 
suite an(x), a E Uo, telle que l'on ait 

A2 
peut alors s'écrire sous la forme 

A 2 
= 8a + (1-8)B avec O y 8 $ 1, et 

lorsque 8 parcourt [O, 1] , h l  parcourt la courbe a B 
a+g-X2 ' 

Pour travailler dans la base d'origine il suffit de faire une rotation 

[cf. Exemple v.311. 

2ème cas : h l  et X2 vérifient l'inégalité a < 
aB 

-------- < X I  < A2 < B 
a+B-A2 

il existe alors a' et B', a < a' < B' < B tel que l'on ait 

on est alors ramené au lier cas en prenant des couches de matériaux a' et 6' 

que l'on sait obtenir par le théorème VI.1. 



Etude du cas  général .  

i 1 
On suppose R d i v i s é  en  pavés d i s j o i n t s  w de c ô t é s  - . Pour chaque n n 

n on d é f i n i t  une ma t r i ce  B" pa r  

n  
B .  e s t  donc une mat r ice  cons tan te  su r  chaque pavé. 
1  

n n . Montrons que B c K t ,  il s u f f i t  de montrer que B. 1  y a p p a r t i e n t .  

n  
Soient  u 1  e t  u 2  l e s  va l eu r s  propres  de Bi, e l  ( u 2  ; on a , 

n 
a1 s A ( BI d'où en i n t é g r a n t  s u r  w. on t i r e  : a 6 u 1  d u 2  < B .  

1  

1 [ ' 1 '  n  / i 1 ( x ) d x  
mes w .  J w .  

1 1  

On montrera ci-dessous : 4 
/ n h 2 ( x ) d x  

mes w 2  Jwi 

On a a lo r s  : 

1 
u l  2 n ' atB-h2(xi dx 

mes w .  ' ( 0  
1 1  1  



G 
La fonc t ion  : [ a , ~ ]  ---+--- a+B-t a' é t a n t  convexe l ' i n é g a l i t é  de Jensen  

nous permet d ' é c r i r e  

(d 'après  l a  c ro issance  de G ) .  

2  
Démonstration de (1) e t  (2) : Soi t  W E R f i x é .  On a d 'après  l a  

c a r a c t é r i s a t i o n  de l a  p lus  p e t i t e  va l eu r  propre 

A (x) = in f  (A(x)W(x) ,W(x)) (A(x)W,W) 
1 i 

w(x 1 1 iJ<x> 1 181 

d' où en i n t é g r a n t  : 

/ n h l ( x ) d x i  1 (A(x)W,W) = n n n 
mes w .  J w .  

1 1  
mes w. JU. lw12 

1 1  

d'où en passant  à l ' i n f  on t rouve  

On démontre de  même (2) .  

i n  i n  i n  i n  . n é t a n t  f i x é  U 1  Y lJ2 Y v1 3 v2 dés ignant  l e s  va l eu r s  p rop res  

n e t  l e s  vec t eu r s  propres  de B .  on s a i t  q u ' i l  e x i s t e  [cf. ce  qu i  précède] une 
1 

E E H n  E s u i t e  a .  t e l l e  que a .  1 ----+ B .  dans w .  a .  ne dépendant que de l a  
i n  i n  €-+O 1 i n  i n  

i n  
d i r e c t i o n  V 1  . On rappor te  t o u t e s  ces  fonc t ions  dans une base pu i s  on conc lu t  

en u t i l i s a n t  l a  propos i t ion  11.2. On a donc montré que b'n, R~ E K .  

On conclu t  de l a  même façon qu'au théorème V I . ] .  



C H A P I T R E  7 7  ------------------- 

PROBLEME DE CONTROLE OPTIMAL 

On a vu dans l'introduction à partir de quelles données se fait la 

théorie du contrôle optimal, dans le cas étudié, ici on a : 

(1) Uad = K (ensemble des matrices admissibles) 

-div(A~U ) = f, 
A 2 

(2) l'état UA . 1 f £ L (52) 
UA E Ho (RI 

(4) On choisira dif férentes fonctions coûts : j(A) = /lu -Z 1 1  
A d ~ ( n )  ' 

Dans le paragraphe II, on étudiera également le cas où l'espace des - 

2 2 
observations est L ( r )  avec J(A) = 11- - zdll , zd E L (r). 

a v ~  L (r) 
 au^  ans le cas où - n'est pas défini on posera 
a v ~  

Enfin dans le paragraphe III, on étudiera un exemple de contrôle sur un problème 

de valeurs propres. 

Notre objectif est : 

(i) obtention de théorèmes d'existence pour avoir un (ou des optimum) 

(ii) obtention de conditions nécessaires pour avoir un (ou des optimum) 



RQdC!hencre 
.. 

Paragraphe 1 L.  Tar tar  [ 6 ] ,  F. Murat [3], UE Raïtum [10] 

Paragraphe II Chapitre II. J.L. Lions L7] 

Paragraphe 111 F. Mignot [12J . 



Na;tdon. 

ff désignant l'un des ensembles U, Uo, K (=Kt), KI défini au chapitre 

(I.VI) , on note ZH l'ensemble suivant : 

1 Z,, ={u& H (0,) / U = UA solution de (l)}. 
O 

Le théorème qui suit formule d'une façon différente les résultats obtenus 

sur les matrices admissibles. 

Théokème 1.1. ZK est identique à la fermeture faible de ZU et de 

1 Z dans Ho(Q). 
O 

Démonstration : 
'-b 1 'L . Soit U E 5 dans Ho(i2) faible, 3 ~ "  E ZU telle que un - U 

1 n 
dans Ho(O,) faible, on a un = U , a E U, on sait qu'il existe une sous 

a 
H O 'L 

suite ank c U telle que a 1 - A , A' E K, d'où U = U c'est-à-dire 
n 
k ' 

'b 
A0 

U E ZK, donc T C  Z u k* 

n . Soit U e Z on a U = U A IS K, il existe a e U telle que K ' A' 
H anl-A d'où u - 1 

n dans Ho(G) faible, soit U E 5 dans 

1 a 
H (n) faible, donc Z C 5. 
O K 

D'autre part, d'après le théorème VI.2 chapitre 1, on peut remplacer 

U par U . On a donc 
O 



ThEoir2me 1.2. On a l'égalité : ZK, = Z . C'est-à-dire étant donné 

1 
K1 

U E H (Q) solution de -div(AvU) = f, A c K (=Kr), il existe Al E. KI, tel 
O 

que U vérifie -div(A1vU) = f. 

Démonstration : Il suffit de montrer que ZK,C Z . Soit U e ZK, 
KI 

on a : 

1 
-div(AvU) = f dans il, A E K' , U E H0(il) ; 

il suffit de montrer qu'il existe B e K1 telle que pour presque tout x c n 

on ait : 

A(x)vU(x) = B(x) vU(x). 

Soit x un point fixé de Q on pose A(x)vU(x) = F, A(x) = A, B(x) = B et 

vU(x) = A, d'où le problème, A, x et F, F = AX étant fixés, construire 

B e KI, telle que BA = F. 

ier 
cas : N = 2. 

ier 
On choisit comme 1 vecteur de base, si F = (f ,f ) l'égalité 1 2  

BA = F s'écrit : 3 2  E. R tel que 

car B est symétrique. 

Les valeurs propres p l  et P2 de B vérifient alors 

Il1 + lJ2 = f l + Z .  2 
d'où p .p = f [p +p -f 1 - f2 , 

2 1 2  1 1 2 1  
pl . " = flZ-fa. 

(el ,v2) décrit une hyperbole (A). 



FIGURE 1 
% 

Soient  (A , A  ) l e s  v a l e u r s  propres  de A,  ( h l , h2 )  appar t iennent  au convexe K .  
1 2  

O r  on a  par  hypothèse AA = F ; il s u f f i t  a l o r s  de  c h o i s i r  Fi1 e t  U 2  à l ' i n t e r -  

% 

s e c t i o n  de A e t  K ,  il y a  d ' a i l l e u r s  deux choix poss ib l e s .  [cf. p o i n t s  (1) e t  

(2) de l a  f i g u r e  IJ . 
2ème cas : N 3 .  

S o i t  ( e l  , e2 , .  . . eN) une base de IRN 0.ù e  1 = h , on prend e  2 dans l e  

p lan  d é f i n i  par  (A,F), on a  F = (f , f  ,O  ... O ) .  B é t a n t  symétrique e t  vé r i -  1 2  

f i a n t  BA = F on a  : 



On va cho is i r  a lo r s  B sous l a  forme 

Dans ce cas B aura pour valeurs propres (N-2) f o i s  1i e t  (lil ,li2) valeurs 

proyres de ( 1: 2 )  . Dans 1; base précédente l a  matrice A s ' é c r i t  sous 

L 

l a  forme 

f 2  O ....... 

A = 

X 

X 
X 

'L 'L 'L 
Soient a e t  b l e s  valeurs propres de l a  matrice A = 

5' A N  désignent l a  plus p e t i t e  e t  l a  plus grande 

'L 'L 2i 'L 
Preuve : Soit v = (v1,v2) l e  vecteur propre associé à a ,  on pose 

% 'L 'L 
v = (v1,v2 ,0. . .0) ,  on v é r i f i e  immédiatement que l 'on  a (Av,v) = a1v12. On s a i t  

2 2 'L 'L 
que Ivl h l  (Av,v) ( hN/vI d ' oùon  t i r e q u e  X 1  6 a ,  e t  demême b 6 A N ' 



% 

On sait par hypothèse que (A X ) e K. De ce qui précède on tire que 
1' N 

'b 'b 
(a,b) E [hl,hN] x [Al,hN]. On fait alors le même raisonnement que pour le cas 

N = 2 en faisant passer une hyperbole (A) par le point (:, g). 
On choisit alors un point (u1,u2) [cf. Figure 21 tel que 

a B 
= U1 '< !J2 qui correspond à un certain 2, on choisit alors B sous 

a+B-v2 . 
la forme 

FIGURE 2 



Grâce à ce théorème on peut se limiter à la recherche des matériaux 

feuilletés dans la recherche de matériaux optimaux. 

On va énoncer maintenant le théorème principal d'existence d'un optimum. 

ThEof ihe 7.3. Soit 1 une fonctionnelle semi-continue inférieurement 

1 
pour la topologie, faible de H (Q) alors il existe au moins un élément A', 

O 

O A E K ,  tel que la fonction J définie par : J(A) = I(UA) vérifie : 

1) inf J(A) = J(AO) 
AeK 

2) inf J(A) = in£ J(a) = in£ J(a) = in£ J(A) 
AaK a€ U asUo asK 

Démonstration : 1) est évident car J est semi-continue inférieurement 

pour la topologie de la H convergence sur le compact K. 

2) est une conséquence immédiate des théorèmes 1.2 et 1.1 précédents. 

R m q u e  7 . 1 .  F. Murat a exhibé des exemples dans [2] pour lesquels 

il n'y a pas de solution optimale dans U d'oh la nécessité d'introduire un 

problème relaxé. Par contre L. Tartar a montré l'existence de solution optimale 

dans U pour un certain type de fonctionnelle que nous allons voir. 

Enonçons tout d'abord un lemme. 

1 
L m e  1.1. ZU est sous ensemble fermé dans H (a) fort. 

O 

Démonstration : Soit U une suite, U 
1 - U dans Ho(Q) fort, 

A" An ~2 
on peut extraire une sous suite A ~ ,  An -+ A0 dans ( ~ ~ ( $ 2 ) )  faible, d'où 

on peut passer à la limite, 

dans H-'(Q) fort, et U = U 
AO ' 

Nous avons également besoin d'un lemme du à Edelstein [13]. 



Lemme 1 . 2 .  Soit S un sous-ensemble non vide fermé d'un espace de 

Banach unoformément convexe X, in£ I I  s - z ~ ~ I  admet une solution dans S pour 
SC S 

tout Zd appartenant à un sous-espace dense de X. 

Nous pouvons alors énoncer le résultat annoncé : 

Pnopuhi.a5on 1.1.  In£ I I  Ua-Zd I I  admet au moins une solution dans 
a~ U H (QI 

1 U pour un sous-ensemble dense de Zd dans H (il). 

Démonstration : 

Inf IIua-zd I I  1 = inf IIua-zdII 
a£ U H (R) UaeZ 

9 

U 
H (QI 

1 
on applique alors le lemme 1.2 avec S = Z et X = H (il). u 

On n'a pas en général unicité d'un tel problème ; déjà l'application 

qui à A E K associe u~ solution de (1) n'est pas injective, en effet soit 

1 
U E ZK avec A d K1, d'après le théorème 1.2 ]A e KI telle que 
A 

UA = U 
A 1  ' 

Y-a-til unicité lorsque A E K1 ? en général non, on va le voir sur 

plusieurs exemples. 

Exmp& 7 .  Cas isotrope. 

Soit Rl un ouvert, R C II et U une fonction de D(Q) avec 1 
1 1 1 

suppUC f i l .  Soit a E U ,  a (x) = a  si X E  R a (x) = B si x d  ill, 1 ' 
1 

on pose f = -div(a VU) ; alors va E: U vérifiant a(x) = a si x e supp U, 

et B ailleurs vérifie aussi 



ExmpLe 2.  c a s  an i so t rope  e t  cons t an t .  

2  O 3 1 
S o i t  a =  1 ,  fi - 6 ,  A' = [ O  4 )  e t  b2 = j 1  3 )  A I  e t  on t  l e s  

1 2  
marnes va l eu r s  propres e t  on a  A , A r K 1 .  S o i t  Q l e  disque de cen t r e  O e t  

2  2 
de rayon 1 dans !R2 e t  U = x +y -1 on a  a l o r s  : 

i 
f -div(A VU) = -12 

En f a i t  i c i  tou te  mat r ice  ayant 2  e t  4 pour v a l e u r s  propres  e s t  so lu t ion .  

On va montrer p a r  cont re  qu'en dimension un l ' a p p l i c a t i o n  qu i  à 

a E: U as soc ie  'a 
e s t  i n j e c t i v e  lorsque  l ' o n  a  des  condi t ions  s u r  l a  fonc- 

t i o n  f  . 
1 L 

Démonstration : R = ]0,1[ , f  # O presque pa r tou t  s u r  . S o i t  a  ,a 

1 1 a E <(fi), a2 e <(n), a # a2  so lu t ions  des  problèmes : 

d du 2 1 de (1) e t  (2) on t i r e  - - [b(x) z] = O où l ' o n  a  posé b = a -a . 
dx 

du 
S o i t  b(x) - = K y  K E IR. ex 

- du é t a n t  d i f f é r e n t  de O presque p a r t o u t  c a r  £ e s t  d i f f é r e n t  de 
dx 

O presque par tout  on t i r e  que s i  K = O on a  b = O presque pa r tou t .  

S i  K # O on t i r e  U(x) = d t  + H, H E IR. 

K e s t  donc indéterminé e t  on n ' a  pas  u n i c i t é  du problème (1) .  



On cherche à minimiser la fonction définie sur K par : 

J(A) = 1 I?(x,UA)dx, U c ZK ; ici on a pris I(U) = 1 F(x,U)dx ; on supposera 
A 

R J cl 
que 1 vérifie les conditions du théorèmes 1.3, on pourra choisir par exemple 

On supposera de plus que F est dérivable par rapport à U. 

Rappelons le lemme de J.L. Lions [l 11 . 

Lmrffe 11.1. Soit H un hilbert, K fermé de H, 4 une fonction 

différentiable de H dans IR et U un élément (supposé existé) de K vérifiant 

J(u) s J(v) vv c K on a alors : 

u -U 
n 

où CU@) = {W/W E H, 3tn > O, t -+ O 3un E K tel que - += W dans H) 
n tn 

En fait ici l'ensemble K des matrices admissibles est convexe donc 

le cone CU(K) est convexe. 

Lemme 11.2. L'ensemble K est convexe. 

Démonstration : Ce résultat est une conséquence du théorème 5.1 de 

J. Bal1 [14]. 

On va donner ici une démonstration directe dans le cas où l'on est 

en dimension 2. 

On pose : 

% "' < h2 < A l  ( 8 )  K est bien sur convexe. " a+@-A 
1 



on déduit : a > O et a > O ; la plus grande valeur possible de b2 est 1 2 

2 
(A,-A 

L 

2 
. D'autre part si on calcule a et a on a : 

1 2 

J7 Al+A2+ (A2 A,) 4b 
a = 1 2 2 2 

a = 

% 

on vérifie immédiatement que (alya2) E K. 

- Montrons maintenant directement que K est convexe. 

Soit A E Ky B E Ky t e Coy] ; calculons les valeurs propres de 

tA + (1-t)B. 

On pose : 

avec 

On pose : 



'L 'L 

K étant convexe on a : (thl+(l-t)ii , tA +(l-t)hl) E K soit après calcul : 2 2 

Soient (A ,A ) les valeurs propres de tA+(l-t)B on a : 
1 2  

H+H' E [u,~] , d'autre part on vérifie que On sait d'après ce qui précède que - 2 

J(c+c'~ 2+ [D+D'~ r "4- + "477. 
'L 

On déduit alors que (Al,A2) E K 

On applique alors le lemme II. 1 à notre problème avec H = (L~(Q)) 
N * 

et K l'ensemble convexe des matrices admissibles ; K est fermé dans H 

2 
car la convergence des coefficients dans L (R) implique la H convergence 

et que K est fermé pour la topologie de la H convergence. 



On doit donc calculer la dérivée de la fonction coût puis déterminer 

le cône des directions admissibles qui est dans notre cas convexe. 

Soit A E K et J(A) = I(U ). On va d'abord calculer la dérivée de A 
1 

la fonction : A c K + UA c Ho(Q). 

- f étant fixée dans H-l (Q) , considérons l'application bilinéaire de 
1 (L"(~))N~ x Ho(n) dans fl(Q) : @(A,U) = -div(A~U), cette application est bili- 

néaire continue : on peut la décomposer de la façon suivante : 

\ (A ,U)  + (A, VU)' + (A. VU) - -div(AVU) 
On applique le théorème des fonctions implicites à la fonction H 

définie par : H(A,U) = $(A,U)-f. Soit (AO,uO) tels que +(AO,uO) = f, 

- aH (A0,$) (U) = -div(A"o~), 
  HO 

aH donc - 1 
est un isomorphisme entre H (fi) et I-I-'(Q). 

  HO O 

On en déduit qu'il existe un voisinage W de A' et U une application 

1 1 
de classe C , U : W + H (fi) dont la dérivée donnée sous forme implicite 

O 

vérifie : 

où V vérifie : 



O 
On introduit W solution de l'équation : 

soit sous forme variationnelle : 

o n a  : J'(A0)(6A) = où V est solutionde (1) d'où on tire 

de (1) et (2) : 

car A0 est symétrique. 

En résumé, on a donc le système d'optimalité : 

a F O -div(AOvWO) = - (x,U ) au 
l'état adjoint WO : 

1 
WO E Ho(a) 

Remahque 11.2. Si A' n'est pas symétrique, on définit l'état adjoint 

WO par 

t o  O aF O 
-div( A W ) = - (x,U ) au 

1 w0 E Ho(fi) 



e t  on ob t i en t  l a  même cond i t i on  d ' op t ima l i t é .  

On va maintenant déterminer C (K), on t r a v a i l l e  d 'abord dans l e  p l an  
AO 

des  va l eu r s  propres  p u i s  dans l ' e space  des ma t r i ce s  2x2. 

'L 
On désigne par  K l e  même ensemble qu'au lemme 11.2. 

'L 

Déterminons t o u t  d'abord l e  cône tangent  à K en un p o i n t .  

S o i t  A' l e  minimum e t  A;>(x), h i ( x )  l e s  va l eu r s  propres  de  AO(x), 

on s a i t  d 'après  c e  qui  précède que pour presque t o u t  x dans Q on a 

On d é f i n i t  l e  sous-ensemble d e  R ~ ,  C 
(A;, 1;) 

'L O O 
Cet ensemble d é c r i t  l e  cône tangent  à K en (Al,A2), p l u s i e u r s  ca s  

s o n t  à é tud ie r .  

i e r  O O 
cas  : Al(x) = A2(x) = a. 

l e s  vec t eu r s  tangents  à r 1 J 2  e t  

a 

( )  , n2(:) les vec teurs  normaux à cl, t; o r i e n t é s .  



s o i t  

O 
2ème cas : hO(x) = A2(x) = B 

1 

Le même ca lcu l  donne : 



3ème cas  : A;(,) = a B 
O 

a+B-A2 (x) 

+ 
s o i t  t = ((ii2) l e  vecteur tangent à rl, e t  -+ l e  vecteur normal 

+ % 

à t or ienté  à l ' i n t é r i e u r  de K on a : 

4ème cas : A ~ ( x )  = a B 
a+B-Af (x) 

Le même calcul  que précédemment donne : 

On va maintenant déterminer l e  cône dans l 'espace des matrices. 

On f i x e  un point  x, x e R e t  on va é tud ie r  C (K) l e  cône des d i r e c t i o n s  
A0 (XI 

admissibles, p lus ieurs  cas  sont  à envisager su ivant  l e s  va leurs  de AO(X). 

a) cas où A' = a 
O 6 i j  a O E: {a>B} 

Dans ce cas l a  matr ice é t a n t  i so t rope  donc invar iante  dans t o u t  change- 

ment de base tou te  matrice 6A symétrique dont l e s  valeurs propres son t  dans 

C appar t ient  à C (K) . 
( h l ,  1;) A 

a B O O b) Cas où a < < X I  6 A 2  < B (ou l ' i n v e r s e  en permutant 
O 

a+B-A, 
L 

O 

A e t  h ). Dans ce cas on a : C 
2 

= R~ d 'où on déduit  que t o u t e  matrice 

symétrique appar t ient  à C o(K) ca r  l e s  va leurs  propres de A+t f iA  sont  admissi- 
A 

bles  pour t p e t i t .  



c) Cas où ci < = < < B 
O 

a+B-A2 

Soit {el ,e2} une base de vecteurs propres associés à A;,A~, p, t B iR 

on pose, P(~i,t) = det [A~+~GA-~I] 

2 2 
p(p,t) = [v-(hy+tbl)] [v-(h2+tb2)] - t b 

1 
b 

oùl'onaposé 6A=( ) dans la base {el,e2}. 

b2 

Le théorème des fonctions implicites nous donne alors 

Les valeurs propres de A' + t6A sont donc : 

4 
D'où on obtient une caractérisation du cône C .(K) : C .(K) = {6A c(L"(R)) , 

A A 
symétriques tels que {el,e2} vecteurs propres de A associés à h; hi, 

(~712 
(6Ael,e1) 3 - 

a B (6Ae2,e2) 1. 

Pour l'autre cas on a immédiatement : 

4 C o(K) = {SA E (i(n)) , symétriques tels que, si {el ,e2} vecteurs propres 

0 0 
de A associés à A1h2, (6Ael,el) I - (6Ae2,e2)}. 

(A;) 



R m a t q u ~  71.1.  Par  l a  s u i t e  lorsque l ' o n  d i r a  6A E C o(K) c e l a  s i g n i -  
2 A 

f i e r a  SA E (L ' (Q))~  e t  6A(x) E C (K) pour presque t o u t  x e Q. 
AO(X) 

On a  une p r o p r i é t é  év idente  de l o c a l i s a t i o n  : 

Lemne 1 1 . 2 .  S o i t  6A E C o(K), w l  un ensemble mesurable on d é f i n i t  

'L 'L 
A 'L 

bA par  : bA(x) = 6A(x) s u r  w ; 6A(x) = O s u r  R-wl a l o r s  on a  1 

On va t r a d u i r e  maintenant l a  condi t ion  d ' op t ima l i t é  : 

Grâce au lemme 1 1 . 2 ,  on peut  l o c a l i s e r  l a  cond i t i on  e t  é c r i r e  : %, w ensemble 

mesurable de il, Y ~ A  s C (K) . on a  : 
AO 

d'où on dédui t  l a  condi t ion  (A) d ' op t ima l i t é  : 

( pour presque t o u t  x  appar tenant  à a. 

C. CALCUL DES CONDITIONS NECESSAIRES. 

1. C c  a  6 . .  avec ao(x) = a  Luh R 
O 1J - - 1 

ao(x)  = B a-il1. 

On raisonne localement ; s o i t  &A une d i r e c t i o n  admissible  ayant pour 

B v a l e u r  propre (ci ' , ] ) ,  a '  E , ]  s u r  n l  e t  ( f i ' , - l ) ,  B '  E [-a,-;] s u r  

R-S2 1 .  



, Sur R l a  condi t ion  (A) s ' é c r i t  : s o i t  e  un vec t eu r  propre u n i t a i r e  
1 

O de 6A correspond à l a  v a l e u r  propre a ' ,  on peut é c r i r e  : VU0 = 5 + (VU , e ) e ,  

VWO = 5' + (VWO, e ) e  (5 correspond à l a  va l eu r  propre 1) 6AVu0 = 5 + a '  (VUo,e)e , , 

O O O O 
S o i t  8  = angle  (VU , VW ) , 8 = angle (VU , e )  , O 2  = angle  (VW , e)  . 

Sur " l a  cond i t i on  (A) s ' é c r i t  : 

On cherche une condi t ion  s u r  8.  

S i  /vu0  1 1 VWO ( # O on c h o i s i t  e  de t e l l e  s o r t e  ( l e  choix de e  e s t  

l i b r e )  que l a  q u a n t i t é  [cos 0 + (a1-1)cos 8 cos 8 ] s o i t  maximum. Pour c e l a  1 2  

on 6 tud ie  l e s  extremum de Z(O ) = cos(8  -8) cos  8 (on a  8 -8 = 8 )  
1 1 1 1 2  

Z(8 ) maximum pour - 0 
1 - 2  

On t rouve  : 
Z(O1) minimum pour - 8 IT e l  - 2 + 2  

Il r e s t e  à t e n i r  compte du s igne  de (a1-1) .  

0  IT . S i  a '-1 < O on c h o i s i t  l a  va l eu r  " = 7 + + 2 ,  e e s t  a l o r s  l a  

b i s s e c t r i c e  e x t é r i e u r e .  La condi t ion  (A)  s ' é c r i t  a l o r s  : 

a '  - 1 
Va' 5 [;, 11 , C O S  8  C - 

a l + l  

a  
on t rouve l a  condi t ion  optimum en prenant  a '  = - a-B 

B 
; s o i t  cos  8 5 - 

B+a 

. S i  a'-1 2 O on c h o i s i t  l a  va l eu r  - 8 
0 ,  - 5 ,  e e s t  a l o r s  l a  bissec-  

t r i c e  i n t é r i e u r e .  La condi t ion  ( A )  s ' é c r i t  a l o r s  : 



on trouve la condition optimum en prenant a' = - W B  soit cos O s - a '  B+a 

En résumé, sur RI on obtient : IvuOI - IvwOI = O ou bien 

, Sur R-Q on obtient en faisant le même calcul 
1 

2 w Remahque 1 7 . 3 .  ûn suppose I(U) = IU-Zd\ avec Zd E L (R), on 
n n 

suppose f E L~(R) avec f # O presque partout sur R. Supposons alors la 

condition  VU'^ (v'i;r0l = O vérifiée sur R', R'C R : on a \vu0( f O, en 

effet si il existe $2, ouvert nlc R tel que % C E  QI (VLJOI = O  alors 

f est nulle sur Q l .  On a donc UO = Zd presque partout sur Q'. 

Remmyue 7 1 . 4 .  Etude du problème semi-relaxé. On rappelle que 

U = (a E L~(R), a s a(x) < B presque partout sur RI 

2 U est un convexe fermé de L (a). Soit une fonctionnelle vérifiant les 

mêmes hypothèses que dans le théorème 1 . 3 . ,  définie sur U. 

O 
Supposons qu'il existe a E U vérifiant ~(a') = inf J(a) . 

aeU 

On définit WO 1 'état adjoint de la même manière que précédemment ; 

O on sait que l'on a nécessairement : 'da e U, J 1  (ao) (a-a ) 3 O soit dans le 

cas présent, 

On déduit alors que v< E [a,~] on a : (s-~~(~))(vu~,vw~) S O 

presque partout sur 0 .  



O 
Là où a  (x) = u  on o b t i e n t  I \ ~ U O I * I V W O \  = O ou b ien  cos  û 5 0. 

O 
L à  où a  (x) = B on o b t i e n t  I V U O I * I V W O I  = O ou b ien  cos  û 3 0. 

L ' information obtenue dans l e  problème r e l a x é  e s t  donc beaucoup p lus  r i che .  

O O 
2 .  C a  où Le m i n i m u m  ~c lZ  de la ~ o m e  : a < O = A ] < A ~ < B .  

u+B-A2 

-t 3 
s o i t  x E Q,  { e l , e 2 )  une base orthonormée correspondant  aux va l eu r s  

O 
propres  A;)(x) < A2(x). So i t  SA une d i r e c t i o n  admiss ib le  q u i  s ' é c r i t  

A = ( ) dans l a  base 
-t -+ 

l e l , e2}  On va t r a d u i r e  l a  cond i t i on  (A) ; on 

O 
suppose ~ v u O ~  # O e t  IVW 1 f O e t  on l e s  norme : 

vu0 = c o s  0 e  + s i n  0 e  - -  
1 1  1 2  Y ''O - c o s  8 e  + s i n  B e  

I vu0 l I vwO I 2  1 2  2  

La condi t ion  (A)  s ' é c r i t  a l o r s  : 

a  COS e cos e + c  s i n  e s i n  e + b  s in(e1+e2)  6 O 
1 2 1  2 

(A;) 
tfb E: IR, va , c  v é r i f i a n t  a  - - c  3 O 

a B 

C ' e s t  une forme l i n é a i r e  en (a ,b ,c )  néga t ive  s u r  un demi plan donc 

(A) e s t  équiva len t  à l a  condi t ion  su ivante  : 

( i i )  s in (0  +8 ) = O 
1 2  

( i i i )  a  cos 8 cos e + c  s i n  e s i n  e2 6 O ,  v ( a , c )  v é r i f i a n t  
1 2 1 

(A;) 
a - -  C > O  

a  B 



Précisons : 
(A;) 

(A) => (B) il s u f f i t  de  prendre 6A = ?(- 

e t  A = +[: 1) 

v é r i f i a n t  

On o b t i e n t  a l o r s  : 

(SAVUO,VWO) = [acos 0 cos  8  +cs in  8  s i n  8  ] + b s i n ( 8  +8 ) < 0.  1 2 1 2  1 2  

Expl ic i tons  l a  cond i t i on  (B)  

2 
S i  e1+O2 = O ( i )  => t g  8  = - on a  a l o r s  d ' ap rè s  ( i i i )  

1 aB 

ce  qu i  es t  impossible.  
8  1+82 = IT 

La condi t ion (B) s e  t r a d u i t  par  
A;> 

t g  e l  = I 

(A"2-as 
de 8  = 8 -0 on t i r e  cos 8  = 

1 

2 1 

En résumé, on o b t i e n t  IvuO/  IvwOI = O ou l a  b i s s e c t r i c e  i n t é r i e u r e  

de l ' a n g l e  formé par VU' e t  VWO e s t  vec t eu r  propre pour A; e t  l ' a n g l e  8  

formé pa r  ce s  vec teurs  v é r i f i e  : 

(A;) 2-as 
cos  8  = [cf. Figure 31 

( ~ ; ) ~ + a f 3  



FIGURE 3 

Toutes les directions étant admissibles on obtient la condition 

Remahque 11.5. Les résultats précédents s'appliquent au cas non homo- 

gène. On étudie le même problème que précédemment, A E K, f c H-'(Q). 

On supposera g c ~ " ~ ( r )  

On prolongera g sur 52, on note encore g le prolongement ; la 

1 1 
frontière de 52 étant supposée régulière UA-g E Ho(Q) équivaut à UA E H (Q) 

et UA/r = glr. 



1 
On sait qu'il existe une fonction unique U E: H (62) vérifiant : A O 

On pose avec les mêmes hypothèses que précédemment 

aF 
&A E CA(K) on a, Jf(A)(6A) = 1 aU(~,UA)V où V vérifie : 

n 

On introduit WA l'état adjoint défini par : 

1 
Ori obtient alors JV(A)(ôA) -1 (SAVU ,VW ) .  On remarquera que UA E H (Q) et 

R 
A A 

On peut alors faire la même discussion que précédemment. 

121 - P/robLèrne de. covi;trtôle où la aonction coÛL ~ A X  donnée ~ u h  l a  d/ronti&e. 

On étudie le même problème que précédemment : 

-div(AVUA) = f dans R 

t 1)  

uAlr = O 



1. On suppose tout d'abord, ce qui n'est pas en général le cas, que 

1 - 
les coefficients de A appartiennent à C (fi), on a alors d'après le théroème 

de régularité : 

1 
H~ (fi) n Ho(fi) . 
2 

soit M E ~ ~ ( r )  et Zd E L ( r )  on pose : 

ceci a bien un sens car 

2 1 au 
l'application affine de H (fi) n Ho(fi) qui à UA associe (M - - Z ) est 

a v ~  d 
2 1 2 

alors bien définie et continue de H (fi) f7  il) dans L (i), on est alors 

ramené au théorème d'existence de 1. 

Calculons la dérivée de la fonction coût. 

V vérifie 

-div(AOvv) = + div(6Avu0) 

v/r = O 

On définit l'état adjoint par : 



Le problème précédent nécessite une formulation faible, en effet W' 

1 
ne peut appartenir à ki (n) car wO/i n'appartient pas en général à H1I2(n). 

L' état adjoint WO dé£ init formellement précédemment est déterminé 

2 
comme la solution dans L (a) de 

En prenant $ = V on obtient 

3' (A0) (ôA) = w0 (div A'VV) -J n 
soit 

en appliquant la formule de Green on obtient alors 

pour la formulation faible précédente on a utilisé le théorème 4.1. 

[cf. Lions ( 7 ) ]  . 
Deux façons sont possibles pour résoudre ce problème lorsque les 

1 - 
coefficients ne sont pas dans C ($2). Dans un premier temps pour simplifier 

- 
on va se limiter à no, noc Q. 

2. Soit il un ouvert, n C $2, on pose : 
O O 

'ad 
= {a e ~~(n)/a(x) = B sur Q-GO, a $ a(x) < sur n 1 .  

O 

La H convergence étant une propriété locale on montre de la même 

façon qu'au chapitre 1 que la H fermeture de cet ensemble est : 

It2 
'ad = {A E (L~(Q)) A symétrique, A(x) = BI sur Q-no, 



sur presque tout x a les valeurs propres de A indexés par ordre croissant 
O 

vérifient : 

L'état du système 
UA 

est toujours défini par (1) et on pose de même 

2 
avec M E ~-(r) et Zd a L (r). 

 au^ Il n'y a plus de problème de régularité pour définir - car 
UA av. 

2 H 

appartient à H dans un voisinage du bord de .il. 

L'état adjoint est défini comme précédemment par (2). 

La condition d'optimalité (3) s'écrit alors : 

3. Si les coefficients de A ne sont pas réguliers on peut par dualité 

définir - -1 12 au a H (r). 
a v ~  

On définit alors la fonction coût par : 

On a alors , A0 a K, SA o C (K) 
A 

où V est défini comme précédemment. 

Pour $, $ a H-I/~(~) on choisit le produit scalaire 



L ' é t a t  a d j o i n t  WO e s t  d é f i n i  par  

on a w 0 / i  E 5 I - l1 l2 (F)  , WO e s t  donc r é g u l i e r .  

On a a l o r s  J' (A0) (614) = ( WO - , on a en appl iquant  l a  formule de 
J r  aAO 

Green 

(car A' e s t  symétrique).  

Les condi t ions  s u r  V/r e t  div(lOvwO) dans nous donne a l o r s  : 

i e r  
On e s t  ramené au  .1 cas  e t  on a l a  même condi t ion  d ' op t ima l i t é .  

7 V  - Covi;tiLÔLe am WI pabLème  de v d e w  p t r o p k e ~ .  

On é t u d i e  l e  problème su ivan t  : 

S o i t  l a  p l u s  p e t i t e  va l eu r  propre  e t  fin l e  vec t eu r  propre 

p o s i t i f  a s soc i é  du problème : 

On va démontrer des r é s u l t a t s  i den t iques  au paragraphe 1. 



H P h o p o a x o n  IV. 1 .  S i  An - A', a l o r s  hn ho dans R où ho 

1  
est l a  p l u s  p e t i t e  v a l e u r  propre  de l ' o p é r a t e u r  -div (A'v) dans Ho(R) . 

1 
~ é m o n s t r a t i o n  : s o i t  A .  U ,  u E H ~ ( Q )  (lu11 = 1 l a  v a l e u r  propre  

L (QI 
e t  un vec t eu r  propre f i x é ,  de ( 1 )  on t i r e  : 

d'où on t i r e  que hn < ( A ~ V U , V U )  s 8 1 ~ ~ 1 ~ .  D e  (1)  on peut  é c r i r e  : 
J fi 

hn é t a n t  une s u i t e  bornée on dédu i t  les r é s u l t a t s  : il e x i s t e  une sous-su i te  

2 
v é r i f i a n t  : $ ---+ go dans L (a )  f o r t  , hn -t ho  dans a( ; d ' a u t r e  p a r t ,  

1  
on a  119°11 = 1 donc do # O e t  $O e H ~ ( R ) .  

L (n) 
H O 

En u t i l i s a n t  l e  f a i t  que An -4 A on peut pa s se r  à l a  l i m i t e  dans 

( 1 )  e t  montrer que t o u t e  l a  s u i t e  An converge v e r s  A O  ; 

Montrons que ho  e s t  l a  p l u s  p e t i t e  v a l e u r  propre .  

2  
S o i t  f s L (R),  s o i e n t  un(£) e t  U ( f )  l e s  s o l u t i o n s  des  problèmes 

( -div (A"VU" (f) ) = f  , 

On a d 'après  l a  c a r a c t é r i s a t i o n  de l a  p l u s  p e t i t e  va l eu r  propre : 

1 ( A ~ O W , V W )  



s o i t  en passant  à l a  l i m i t e  

J 52 

c e c i  é t a n t  v r a i  pour  t o u t  f ,  

J 52 

f -E L~ on dédui t  l e  r é s u l t a t  : 

ce qu i  démontre l e  r é s u l t a t  cherché. 

NoXaLion. 

On note  Z h u  [resp. zhK] l 'ensemble su ivant  : 

1 1 
Z h u  ={(A,$) E IRxH (fi) n S 1 (A,@) = (hA,JA) s o l u t i o n  de ( 1 ) )  

O 

où X A  e s t  l a  p lus  p e t i t e  va l eu r  

propre de 1' opéra teur  -div [AV] 

avec A E U ( resp .  K ) .  

2 . SI désigne l a  sphère u n i t é  de L (O) 

1 1 . S o i t  1 une fonc t ionne l l e  de R x (H (fi) f i  S ) cont inue  su r  
O 

1 
Ho(52) x R f a i b l e  : on a  a l o r s  des  r é s u l t a t s  i den t iques  au paragraphe 1. 

ThZoilème I V . 1 .  ZhK e s t  ident ique  à l a  fermeture f a i b l e  de 

1 
dans RxHo(Q) f a i b l e .  



La démonstration est identique au théorème 1.1 : on utilise la 

2 
proppsition 1v.1 et le fait que --+ 9 dans L (SI) fort implique 

Théot~ëme 1 V . 2 .  11 existe un élément A' s K tel que la fonction J 

définie par J(A) = I(AA,QA), A E K, vérifie 

inf S(A) = in£ S(a) = in£ S(a) = inf J (A) = s(A') 
AsK acU as Uo AEK, 

On va donner deux exemples d'applications du théorème 111.2. 

2 
ihernpte 1.1. J(A) = ( J  1 u -  1 x + d (A -A 1 A d 

où XdY 

2 
SI 

a, B c IR, Zd E L (fi). 

CdcLLe de Ra d&hivée de La ~ono t ion  cos. 
1 

On considère l'application F de (Lw(SI)IN2 x (H (Q) n SI) x R dans 
O 

H-'(~), F(A,U,h) = -div(AVU) - AU et on applique le théorème des fonctions 

0 0 0  
implicites en un point (A U A ) solution de (1). 

La différentielle de l'application (U,A) -t F(A,U,A) est inversible, 

H il résulte que l'application H : A ---+ (U,A) est différentiable au voisi- 

aH O O 1 nage de A0 et on a -(A ) (GA) = (V, A) où (V, A) E H;(Q) (U ) x 8 dé£ inis a A 
implicitement par : 

où A est défini par A = - ~~V(SAVUO)UO soit 
J Q 



I' (AO) (an) = al (uo-zd,v)dx + R ( A O - A ~ , A )  
J n 

On d é f i n i t  W0 l ' é t a t  a d j o i n t  comme l a  s o l u t i o n  du problème de Fredholm 

O L 
W0 E (U ) (or thogonal i té  dans t2 ( O)). 

i e r  
Ceci a b ien  un sens  ca r  l e  2ème membre e s t  orthogonal à U', l e  1 

membre de J'  (A') s ' é c r i t  a l o r s  : 

Par comparaison avec (2) on o b t i e n t  : 

J1 (A') (6A) = 1 b ( 6 ~ ~ ~ o , ~ ~ 0 ) + ~  (ho-\) (~Avu~ ,vu ' ) ]  dx 
n 

Exemple 2. On pose 

- 1 
U(A) = - mes $à 

J n 

J' (A') (6A) = / (u(A)-Ü(A))V dx V s o l u t i o n  de @ . 
J n 



On définit WO l'état adjoint solution du problème de Fredholm 

Le même calcul que précédemment nous donne : 



METHODE DE DESCENTE POUR LA RECHERCHE DU 

CONTROL E OPTIMAL 

Contenu 

On donne dans ce  c h a p i t r e  des  méthodes numériques de type  "méthode du 

gradien t"  pour résoudre l e s  problèmes de c o n t r ô l e  optimal posés au  c h a p i t r e  II. 

On é t u d i e r a  ce type  de problème dans deux cas  "semi-relaxé" e t  "relaxé".  

Rédéfience 

Paragraphe 1 : B. Mercier,  O.  Pirronneau Cl61 

Paragraphe II : J . M .  Dupuy [15]. 

Nous a l l o n s  e x p l i c i t e r  l e s  a lgori thmes de descente  pour l e  problème 

'Ire laxél '  pu is  "semi-relaxé" . 
Puis  nous donnerons l e s  d é t a i l s  des méthodes numériques de r é s o l u t i o n  

des équat ions aux dér ivées  p a r t i e l l e s .  

Dans l e s  deux cas ,  l e  problème e s t  d i s c r é t i s é ,  on a f a i t  une t r i angu la -  

t i o n  r é g u l i è r e  de l ' o u v e r t  C l ,  l a  va l eu r  du c o n t r ô l e  A e s t  supposée cons tan te  

s u r  chaque t r i a n g l e .  



Dans ce paragraphe on donne une méthode de descente  où l e  c o n t r ô l e  

r e s t e  dans l 'ensemble U. 

Co 

U = { a  e L (0) / a d a (x )  $ f3 presque pa r tou t  s u r  R I  

On s e  p lace  dans l e  ca s  où l e  minimum e x i s t e  e t  e s t  i s o t r o p e  

[cf. Chapitre II - remarque II. 41 . 
On é tudie  l e  problème : 

1 
Minimiser J : U + IR, J ( a )  = - / ILJa-zd 1 Zd E L ~ ( R ) ,  2 

' a  
où Ua e s t  so lu t ion  de : 

( -div[a(x)lvLJ] = f dans R ,  
a  

l ' é t a t  a d j o i n t  e s t  s o l u t i o n  de : 

( -d iu  [ ~ ( ~ ) I v w  ] = (Ua-Zd) dans R ,  
a  

On a  l a  cond i t i on  d ' op t ima l i t é  : 

On va u t i l i s e r  une méthode de type "gradient  avec con t r a in t e "  pour 

minimiser l a  fonc t ionne l l e  3. 

AlgoUhme de d u c e n t e  : grad ien t  simple 

i 
1 .  I n i t i a l i s a t i o n  : on s e  donne a  E U 

2. Résolut ion du ~ y s t è m e  avec des éléments P conforme ; 2 



i 
3 .  Calcul  de J ( a  ) 

4.  Résolut ion des  systèmes avec des  éléments "P 2 mixte". 

[ c f .  paragraphe III]. 

5. Boucle s u r  l e  nombre des  t r i a n g l e s .  

i i - c a l c u l  de VUa e t  VWa au ba rycen t r e  de chaque t r i a n g l e .  

i i i i 
6.  On pose Da 

= (VUa,VWa) : on c a l c u l e  a l o r s  A r é a l i s a n t  

i n £  ~ ( a ~ + h D a ) ,  h E R. 

i i i i 
7.  On c a l c u l e  = a + h Da, on tronque s i  néces sa i r e  e n  posant : 

8. On r e tou rne  en ( 2 ) .  

Algahi;thme de de~ceYLte : "gradien t  conjugué" 

i 
On modif ie  l a  d i r e c t i o n  de descente  D de l a  manière su ivante  : 

a 
i è r e  i 

pour l a  1 i t é r a t i o n  Da 
e s t  inchangé, pour l e s  a u t r e s  on pose 



11 - Mé~thode de ducente p o u  Le ptrobtème "netaxé" 

Dans ce paragraphe on donne une méthode de descente  où l e  con t rô l e  A 

parcourt  1' ensemble K des  mat r ices  admiss ib les .  Lcf . Chapitre  1, paragraphe VI] . 

( K = { A  E ( L ~ ( R ) ) ~  symétriques dont  l e s  v a l e u r s  p rop res  indexées 

par  o r d r e  c r o i s s a n t  v é r i f i e n t  : a < uB 
S A1(x) < "(x) < B a+B-A2 (XI 

(, presque p a r t o u t  dans QI  

[en f a i t  on s e  r e s t r e i n d r a  à l a  m o i t i é  symétrique de l 'ensemble K]. 

On é tud ie  l e  problème : 

minimiser 3 : K -+ IR Zd E L ~ ( Q )  

où UA e s t  so lu t ion  d e  : 

-div(AVUA) = f  dans R ,  

1 
UA E Ho&). 

L ' é t a t  a d j o i n t  e s t  s o l u t i o n  de : 

-div(AVW ) = (UA-Zd) dans a ,  
A 

On a  l a  condi t ion  d ' o p t i m a l i t é  : 

On va  u t i l i s e r  une méthode de "type g rad ien t  avec p ro j ec t ion"  pour 

minimiser l a  fonc t ionne l l e  J .  

On va donner l e  diagramme général  de  l ' a lgo r i thme  pu i s  on e x p l i c i t e r a  

s e s  d i f f  é r e n t e s  p a r t i e s .  



A. DIAGRAMME DE L'ALGORITHME DE DESCENTE. 

-+ -+ 
1 .  I n i t i a l i s a t i o n  : on s e  donne une base ( e l  , e2) e t  une mat r ice  

i i i -t -+ A 6 K de v a l e u r s  propres  A I , A 2  avec pour vec t eu r s  propres  e l ¶  e 2 *  

2. Résolut ion du système avec des  "éléments P2 Conformes" 

i i ( -div(A VUA) = f  dans $2, 

3. Calcul  de J ( A ~ )  

4 .  Résolut ion des  systèmes [cf. paragraphe III] avec des  "éléments 

P -mixtesw. 2 

5.  l i è r e  
boucle s u r  l e  nombre de t r i a n g l e s  

i i 
a )  c a l c u l  de PUA e t  BWA au barycent re  de chaque t r i a n g l e .  

i 
b )  choix e t  c a l c u l  d 'une d i r e c t i o n  admiss ib le  6A 

i i i 6. Calcul  de X , r é a l i s a n t  l ' i n f  de J (A +X6A ) ,  A E W .  

7. 2ème boucle  s u r  l e s  t r i a n g l e s .  

i i 
a )  c a l c u l  des va l eu r s  propres  e t  vec teurs  propres  de A + &A 

i i i+ 1 
b) calcu; de l a  "pro jec t ion"  de A + &A , on pose A c e t t e  p ro j ec t ion .  

8. On r e tou rne  en ( 2 ) .  

Maintenant nous a l l o n s  développer l e s  p a r t i e s  5b e t  7b de c e t  

a lgori thme.  



E x p l i c i t o n s  t o u t  d 'abord l e  cho ix  d e s  d i r e c t i o n s  a d m i s s i b l e s .  

B. CHOIX DES DIRECTIONS DE DESCENTE. 

Le problème est  l e  s u i v a n t  : à chaque i t é r a t i o n  on c h e r c h e  6A d i r e c -  

t i o n  a d m i s s i b l e  t e l l e  que l a  forme l i n é a i r e  $, d é f i n i e  p a r  : $(BA) = (GAVU,vW) 

s o i t  maximum. 

On supposera  VU # O e t  VW # O e t  on n o r m a l i s e r a  c e s  deux v e c t e u r s .  

Pour donner un s e n s  à c e  problème il f a u t  l e  n o r m a l i s e r ,  c e t t e  d i r e c t i o n  

dépend de l a  norme c h o i s i e  s u r  l ' e s p a c e  des  m a t r i c e s  2x2. On é c r i t  6A dans  

l a  b a s e  ( e l  , e 2 )  de v e c t e u r s  p r o p r e s  de  A 

s o i e n t  v p l , v p 2  l e s  v a l e u r s  p r o p r e s  d e  SA. 

On munit C (K) de l a  norme h i l b e r t i e n n e  I /  I I  
A  

2  2 2 2  2  2  2  
on a  : 1 1  SA11 = (a+c)  +2[b - a 4  = (vpl+vp2) - 2vpl .vp2. S o i t  1 1  G A I /  = vp1+vp2 . 

La d i r e c t i o n  d e  p l u s  grande d e s c e n t e  est a l o r s  d é f i n i e  p a r  GA0 

t e l l e  que : 

(snOvu, vw) = ma$ (anvu, vw) , GAO E K~ 
GAeK 

avec 

 autre p o s s i b i l i t é  e s t  de  munir C (K) de l a  norme 1 1  I l 2  i n d u i t e  p a r  
A 

2  2  
l e s  a p p l i c a t i o n  l i n é a i r e s  d e  W dans  R . 



I I  6 ~ 1 1 ~  = SUP 1 (6AX7X) 1 (en e f f e t  SA e s t  symétrique) 
I l  xlk 1 

1 1 6 ~ I I ~  = SUP( I V P ~  1 7  1 ~ ~ ~ 1 ) .  

On remarquera que ces  deux normes s o n t  équiva len tes .  

La d i r e c t i o n  de p lus  grande descente  e s t  a l o r s  d é f i n i e  p a r  bA 
1 

t e l l e  que : 

1 
(SA VU,VW) = max (SAVU,VW), 1 %  

6A E K2 avec 
S A E # ~  

(11) % 

K2 = {SA, I I s A / ~ ~  = 1 e t  S A C  C A ( ~ ) l  

Comme on cherche seulement une d i r e c t i o n  de descente  (pas nécessa i re -  

ment optimum) on peut u t i l i s e r  une norme d i f f é r e n t e  su ivan t  l e s  r ég ions  où l ' o n  

s e  t rouve.  

Dans t o u t  ce q u i  s u i t  on dés ignera  pa r  
X17h2 

l e s  v a l e u r s  propres  

de A e t  ( e , , e , )  une base de vec t eu r s  propres  orthonormés. 
1 L 

Dans c e t t e  base A s ' é c r i t  : A i ) 7 0 n a  

- =  cos 8 e + s i n  0 e - -  
1 1  1 2  ' - cos 8 e + s i n  0 e . 

IlvuIl IIvw I I  2  1 2 2 

cas  : Cas où - - a B 
'1 a+@-h2 , a < X  1 < A 2 < @ .  

On maximise su ivan t  l a  condi t ion  (1). 

peut  s ' é c r i r e  sous l a  forme : 

$(a ,b , c )  = a cos 8 cos 8 + b s i n ( 8  + 0  ) + c s i n  8 s i n  8 
1 2 1 2  1 2 

'b 
On cherche à maximiser $ (a ,b , c )  s u r  l 'ensemble K ,  su ivan t  : 



S i  ( a , b , c )  est  un optimum il e x i s t e  a l o r s  , E R m u l t i p l i c a t e u r  

de Lagrange v é r i f i a n t  : 

cos  8  c o s  8  = y a  
1 2  

~ i n ( 0 ~ + 0 ~ )  = 2ub 

s i n  0  s i n  8  = u c  
1  2 

On c a l c u l e  : 
n 

2  2  s i n L ( û  1+82) 
a  +c +b 2 -  - - l  [cos e l  c o s  e 2  + 

2  2  
2 2 

+ s i n  e l s i n  8  ] = 1 .  
IJ 

2  

2  
2 c o s  0+1 

S o i t  !J = 
2  

où 8  = 8 -0 On a a l o r s  : 
1 2' 

2  
1 2  2  2  2  s i n  (8 + O  ) 

4 ( a , b , c )  = - [cos 8  cos 8 + 
1 2 2  

+ s i n  8  s i n  e2] = y  
lJ 1  

d 'où  on t ire !J > O. [ ca r  sup 4 > O]. 

A: 
S i  l a  c o n d i t i o n  a  - - c  2 O e s t  v é r i f i é e  on peu t  c h o i s i r  l a  d i r e c -  

a B 

t i o n  d é f i n i e  p a r  : 

a v e c  p =  

A: 
S i  l a  c o n d i t i o n  a  - - c  2 O n ' e s t  pas  v é r i f i é e ,  on e s t  ramené à 

a B 

c h e r c h e r  l e  maximum d e  s u r  l ' e l l i p s e  : 



A 
1 

On pose : y  = en é l iminant  l e  paramètre a on o b t i e n t  

@ ( a , b , c )  = $(b , c )  = (y cos  cos O 2  + s i n  €3 s i n  €3 ) c  + b  s in (0  +0 ) 1 2  1 2  

S i  (b,c)  e s t  un optimum il e x i s t e  a l o r s  p p E IR m u l t i p l i c a t e u r  

de  Lagrange v é r i f i a n t  : 

2  
y  cos 0  cos  O 2  + s i n  0  s i n  O 2  = p( l+y  ) c  1 1 

s in(01+02) = 2pb 

2  
(y cos e cos  0  + s i n  0  s i n  0212 s i n  (0 1+02) 

On o b t i e n t  a l o r s  v2  = 
2  1 

2  
+ 

l + v  2 

On a  a l o r s  : 

s o i t  $ (b ,c )  = p ,  d 'où on t i r e  p > O [car sup @ e s t  > O]. 

La d i r e c t i o n  optimum e s t  a l o r s  d é f i n i e  dans c e  c a s  par  

y  cos 6 cos  e2 + s i n  0  s i n  0  
C = 

1 1 2  
'7 

a  = yc 

2  
(y  C O S  e cos e 2  + s i n  s i n  e 2 l 2  s i n  (01+02) 

avec u = ( 1 
2 

+ 
l + y  2  ilji 

2ème cas  : Cas où A l  = A 2 = a ,  ou A l  = A 2  = B 

On maximise su ivant  l a  condi t ion  ( I I ) .  

S o i t  A ,  - - A 2 = a  

On f a i t  l e  même c a l c u l  qu'au c h a p i t r e  II, paragraphe I . C ,  on a  

41(6A) = [cos 0  + (vpl-1) cos 0 ;  cos O;] où l ' o n  a  posé : 



8 = angle (VU,VW) 

8; = angle (VU, e) 

8; = angle (VW,e) 

avec e un vecteur propre unitaire de 6A correspondant à la valeur propre 

vp1, l'autre étant égale à 1. Etant donné l'ensemble de contrôle choisi la 

condition (II) s'écrit alors : 

maximiser @(vpl, 0;) = [cos 8 + (vpl-1) cos 8 i COS (8+8;)] 

avec vP 1 F [;i,l] et 8; c [O 21~3. 

La direction optimum SA1 choisie est alors dé£ inie par : 

1 SA e' = e' 

avec (e,e') base orthonormée de vecteurs propres 
a 

où e' est la bissectrice intérieure de (VU,VW). 

A l  = A 2  = B 

Le même calcul que précédemment nous donne la direction optimum 

SA' définie par : 

a 1 6 A 1 e  = - -  e avec ( e , e l )  5ase ort5onormée de vecteurs 
B 

( propres où e est la bissectrice intérieure de (VU,VW) . 

Pour la condition (DAa) on obtient : 



Pour la condition (DA ) on obtient : B 

1 -a-f3 6-a +(SA) = [cos 8 (-) + -1 
2 B 2 B 

3ème cas : cas où a B < A 1  , a < X 1 < A 2 < B .  
a+B-X2 

Dans ce cas on va déterminer une direction suivant les conditions 

(1) et (II). 

- Pour la condition (1) on a une maximisatior: sur l'ellipsoïde complète 

et on obtient une direction optimum définie par (DA ). 
1 

- Pour la condition (II) on refait les mêmes calculs qu'au 2ème caç 

et on obtient puisque le choix de vp1 est libre, vpl E [-1,1], la direction 

optimum suivante : 

1 
6A e = -e avec (e,e') base orthonormée de vecteurs propres où 

( e' est la bissectrice intérieure de (VU,Vk') 

Dans ce cas on obtient : 

1-COS e 
$(&A) = [COS e + 2( 11 = 1 

On remarquera que pour les directions définies par (DA ) (DAa), (DAB) 
1 

$(BA) est maximum lorsque 8 = O ou IT. 

C. CALCUL DE LA PROJECTION. 

On sait d'après le lemme 11.2 que K est un sous-ensemble convexe de 

3 'L 'L 

R , on peut alors définir la "projection" de A + A6A [où A vérifie 
'L 

J(A + X6A) = inf J(A + A~A)] sur l'ensemble K pour la norme hilbertienne des 

matrices. Il y a deux situations possibles : 



l i e r  'L 'I, cas : ( A  + AGA)(x) K y  on d é f i n i t  l a  "pro jec t ion"  de  A  + X6A de  

'L 
l a  manière suivante  : s o i t  B = A  + AGA, (A ,A ) l e s  v a l e u r s  propres  de B ; 1 2  

'L 
on d é f i n i t  a l o r s  A  "project ion" de B comme é t a n t  l a  mat r ice  de  K  1  

[cf. c h a p i t r e  1, paragraphe VI] ayant  pour v a l e u r s  propres  l a  p ro j ec t ion  dans 

% 

lR2 de ( A l , A 2 )  sur K I  où l ' o n  a : 

e t  pour vec t eu r s  propres  ceux de  B. 

C e t t e  "projection1'  n ' e s t  pas  en généra l  équ iva l en te  à l a  p ro j ec t ion  pour 

- 
l a  norme h i lbe r t i enne .  En e f f e t ,  s o i t  A E K , ,  ayant  pour va l eu r s  propres  c e l l e s  

'L 
- 

de A, dans l a  base des  vec t eu r s  propres  de  'B h s l î c r i f ,  i = ( :) . 

'L 'L 'L 

où X l , A 2  désignent l e s  va l eu r s  propres  de A. 

2  2  2  
D'autre  p a r t ,  on a : B = I I A ~ /  + ) \ B / ]  - 2 ( A , B ) ]  s o i t  

On n ' a  pas en  général  

On a vu que l ' o n  s e  l i m i t a i t  en f a i t  à une "pro jec t ion"  s u r  une m o i t i é  

symétrique du convexe . 1 

D'un point de vue p r a t i q u e  on e s t  ramené à résoudre  une équat ion du 

'L 
4ème degré  pour l a  p r o j e c t i o n  de  (Al ,A2)  s u r  K , .  



pose 

Ce t t e  équat ion a  deux s o l u t i o n s  r é e l l e s  l ' u n e  p o s i t i v e ,  l ' a u t r e  

'L 'L 
On c h o i s i t  l a  r a c i n e  p o s i t i v e  h l  ; s i  h l  e s t  supér ieure  à f3 

% % 

= 6 , s i  \ e s t  i n f é r i e u r e  à a on pose h l  = a .  

C 

néga t ive .  

on 

'L 
2ème c a s  : B(x) = (A + ASA)(x) E K,  on a  deux choix poss ib l e s  : 

'L - on r e s t e  à l ' i n t é r i e u r  de K ,  A = B 

- on p r o j e t t e  R s u r  l e  bord de K ,  K I ,  de l a  même manière que dans 

l e  lier cas .  

i 
R Q ~ ~ U Q  11.1. On peut i n i t i a l i s e r  l e  problème en c h o i s i s s a n t  A E: K 

avec 

i 
a < -- 

i 
On e s t  amené à c h o i s i r  comme d i r e c t i o n  SA optimum c e l l e  d é f i n i e  p a r  

(DAI ou (DA2) . 
i i  i 

Bien que l a  d i r e c t i o n  (DA ) rende maximum (BA VU ,vW ) on ne 2  
i i i i i 

l ' u t i l i s e r a  pas en e f f e t  on a  : Trace(A + A  SA ) = Trace(A ) + Trace(gA ) = 

i i i 
Trace(A ), d'où l e s  va l eu r s  propres  de + SA s o n t  s i t u é e s  s u r  une d r o i t e  



i 
dépendant uniquement de l'initialisation A , et si par exemple on prend A i 

i 
isotrope = 5 i i 

2 la "projection" de (A + h 6A ) sera la même quelque soit 

le problème envisagé. 

R m c i u e  11.2. On utilisera des directions de descente définies suivant 

des normes différentes pour chaque région de . 
1 

(DAl) OU (DB ) polir 1 

(DAa) et (DA ) pour h l  = X2 = ci 
B 

et A l  = X == B. 
2 

D'un point de vue numérique on choisira les direction (DA,) ou (DAB) 

i 
lorsque A est dans un voisinage de ( a ) ou ( u ) et on essaiera 

de voir l'influence de ce choix dans les résultats numériques. 

RematLque 11.3. Une difficdté générale des méthodes de descente est 

le choix de la valeur initiale du contrôle. 

Si on initialise l'algorithme avec A = ( o  r ) ,  respectivement 
, sur tout entier, les valeurs propres de la projection de 

A + T ~ A  (où 6A = DA respectivement 6A = DA ) sont identiques sur fi tout 
a B 

entier (en effet A étant isotrope et 6A ayant des valeurs propres fixées, 

% 
les valeurs propres de A + X6A sont identiques). 

Ce type d'initialisation "homogénise" les valeurs propres du contrôle 

A à la première itération de l'algorithme. 

711 - M u h a d a  mutn&Lqua F S é a  

i 
1. Pour calculer Ua à l'étape (2) des deux algorithmes on a utilisé 

des éléments finis triangulaires d'interpolation d'ordre 2 conformes : la valeur 

i 
de 

Ua 
est calculée aux 3 sommets des triangles ainsi qu'au milieu de chaque 

arête. 



i 
2. Pour calculer et V a  à l'étape (3) des deux algorithmes 

on a utilisé une formulation mixte pénalisée, cf. Dupuy [15]. 

Rapp&. Soit le problème : 

( -div(AVU) = f dans 52 

La formulation variationnelle pénalisée du problème (1) est : 

1 1 
Déterminer U P Ho(R) tel que vv E Ho(R) 

f 

La formulation mixte du problème (2) est : 

2 
Déterminer (p,U) s H(div,R) x L (52) solution de : 

'L 
où A = matrice .inverse de A 

2 N 2 
H(div,R) = {q E (L (a)) , div q 6 L (R) 1 

(3) admet une solution unique (U,p) où U est solution de (2) et p = AVU. 

Cette méthode a été utilisée avec un élément triangulaire d'interpolation 

d'ordre 2 qui a été testé par J.M. Dupuy dans sa thèse.' 

Nous avons testé ici la différence de précision pour le calcul du gra- 

dient entre un élément p2 conforme et un élément p2 mixte. 



Dans le cas du p conforme le gradient sera calculé par interpolation 
2 

sur chaque triangle. 

Dans le cas du p mixte le gradient sera calculé après récupération 
2 

des degrés de libertés "internes" sur chaque triangle. 

La précision des deux méthodes a été testée sur le problème : 

( - AU = f dans fi 

Nous avons calculé l'erreur moyenne relative 

i i i NT désigne le nombre total de triangles x(ai), y(, ) et X (a 1, Yn(a ) 
n 

respectivement valeur exacte et valeur approchée du gradient au barycentre de 

chaque triangle. 

Fonction test choisie U = XY(X-l)(Y-1) 

Fonction test choisie 
2 u = ~(y-I)(x-l) Log(l+x ) 

Nombre de Erreur 
triangles / p2-mixte 

Erreur 
P -conforme 

2 

Nombre de 
triangles 

Erreur 
P -mixte 

Erreur 
P -conforme 

2 - 
' 6.15 1 0 - ~  

1 O 
- 2 

4.7 

2 i 

7 2 i 3.7. 1 0 - ~  

162 2.8 10 
- 2 



3 .  La recherche du X r é a l i s a n t  l ' i n f  du coût  dans une d i r e c t i o n  

u t i l i s e  une méthode de dichotomie pour l o c a l i s e r  l e  minimum s u i v i e  d 'une i n t e r -  

p o l a t i o n  parabolique. 

Pour c a l c u l e r  l a  s o l u t i o n  U dans l a  recherche de  A on a  u t i l i s é  des  

éléments f i n i s  t r i a n g u l a i r e s  d ' i n t e r p o l a t i o n  d ' o rd re  1 conforme, l a  v a l e u r  de 

U e s t  c a l c u l é e  aux 3 sommets des  t r i a n g l e s .  

A chaque é t ape  de l ' a lgor i thme l a  méthode de recherche de l ' i n f  dans 

une d i r e c t i o n  s e r a  en généra l  i n i t i a l i s é e  avec l a  v a l e u r  du A c a l c u l é  à l ' i t é -  

r a t i o n  précédente.  



RESULTATS NUMERT WES 

Les r é s u l t a t s  numériques présentés  dans ce  c h a p i t r e  son t  une a p p l i c a t i o n  

d i r e c t e  des algori thmes du c h a p i t r e  précédent.  



1 - EXude muméhLque d u  c a ~  où Le r n i n h u m  ut Aa;Drope 

Les cas étudiés sont académiques, c'est-3-dire que 

est solution du problème suivant : 

-div(a01~u0) = 10 dans Q = ]0,1[ x ]0,1[ , 
(1) 1 

u0 E Ho(Q). 

a O 
suivant les régions de Q. Donc le minirnum 

O 
de J(A) est zéro et l'optimum a . 

Le problème étudié est alors : 

1 
Minimiser J(A) = 3 1 ~U~-ZD 1 2 

Q 

où UA est solution du problème : 

On a alors : in£ J(A) = in£ J(a) = in£ J(a) = j(aO) 

AE K a€ U aeUo 

O 
On va donner maintenant des configurations géométriques différentes à a l'op- 

timum que l'on choisit. 

Pour cela ] 0,1[ x ]O, 1 [ est maillé en 72 triangles rectangles isocèles 

de côté 1/6. La solution ZD est calculée avec des éléments finis "P conforme" 2 

et "P conforme". 1 



On a choisi a = 1, i3 = 2. 



Avant d ' é t u d i e r  l e  problème de c o n t r ô l e  nous avons c a l c u l é  l e s  

so lu t ions  des  deux problèmes : 

-div(aIVUa) = 10 dans Cl = ] 0 , 1 [ x ] 0 , 1 [  

1 
Ua  E: HO(n). 

Lorsque a = a ou a = B sur  R t o u t  e n t i e r ,  e t  on a comparé l e s  

so lu t ions  obtenues ZDO e t  ZD' avec c e l l e s  ca lcu lées  précédemment avec l e s  

O 
d i f f é r e n t s  choix de a ( i  = 1,2,3,4) ; Nous voulons a i n s i  mesurer numérique- 

ment l a  s e n s i b i l i t é  de  l a  so lu t ion  par rappor t  aux c o e f f i c i e n t s  de A ; on a 

a l o r s  c a l c u l é  : 

i 
oii ZDU(a. ) respectivement ZD ( a . )  r e p r é s e n t e  l a  va leur  de ZDa e t  zDi au 

1 1 

noeud a N r eprésen te  l e  nombre de noeuds. (On d é f i n i t  de même Lm'). i' 
i 

[On a t r a c é  l e s  courbes ZD , i = 1,4 , ZDa, ZD' dans l e  p lan Y = X ,  

c f .  f i g u r e  1 ,  f i g u r e  41. 

ZD l ZD 
2 

ZD 
3 

ZD 
4 



f igure 1 



Figure 2 



Figure 3 



Figure 4 



On remarquera que pour ZD',  L~~ e s t  t r è s  f a i b l e ,  l a  con f igu ra t ion  

O 
géométrique de 1 'optimum a , c 'es t -à -d i re  l a  zone où a0 = B ,  modifie t r è s  peu 

ZD'  par  r appor t  à Z D ~ .  

O i 
1. Etude numérique des c a s  oïï l e  minimum e s t  U = ZD , i = 1,4. 

. On s e  propose de  comparer l e s  deux méthodes "relaxée" e t  "semi-relaxée" 

i 
dans l e  cas  où l e  minimum e s t  UO = ZD , i = 1,4.  

. Dans l e s  qua t r e  cas  l a  v a l e u r  de A e s t  i n i t i a l i s é e  à B su r  L2 

t o u t  e n t i e r .  

. On a t r a c é  l e s  v a r i a t i o n s  de 3 en fonc t ion  du nombre des  i t é r a t i o n s .  

[cf. Courbe 1 . .  . courbe 4 dans l e  c a s  r e l a x s  e t  courbe l s  . . . courbe 4S dans l e  

cas  semi-relaxé] . 
. D'aut re  p a r t  on a donné dans un t ab l eau  à l a  ième i t é r a t i o n  l e s  va- 

i i 
l e u r s  de X 2  e t  a , s u r  chaque t r i a n g l e  dans l e s  deux c a s ,  méthode "relaxée" 

i i 
e t  "semi-relaxée" : l a  v a l e u r  de X 2  (respectivement de a ) e s t  l ue  en h a u t  

à gauche de chaque tab leau .  [cf. Tableau 1 . .  , . t ab leau  4 dans l e  ca s  r e l axé  
% 

e t  Tableau I s . .  . t ab leau  4S dans l e  cas  semi-relaxé]. 

se erreur moyenne r e l a t i v e  donnée a é t é  d é f i n i e  pa r  : 

i / NT, où a (respectivement a!) dés igne  l a  va l eu r  approchée 

(respect ivement  l a  va l eu r  exac te  de  aO) dans l e  ième t r i a n g l e ,  e t  NT l e  

nombre de t r i a n g l e s .  





* « * * * %  
c c O r - c c  
2 '2 -3. * 3 
C C C C C C  

* . . * * a  
C.-PbCF.C 





* * * * * *  
cd v3> O O L-, CJ 
7 3 3  -373 
>3'0030 
. . - C C .  

C e -  c r r -  

* + - * * * *  
* *-"+ * 
3N O I A C > O  
-3fu ?n it -70 
c > N & o S C O  . . . . . . . 
- F  C 4- r- C' 

* * * Y + *  

* * * * * +  
3 2 r n & U 3  
3 o - t e - j  O 
30 P- l ' C r  0 .. e - . -  

-c Ci-CC 

* * * + + * * *  * * * C * * * * C *  
8 O X 4 - ( n C U *  * O ~ ~ U O C C  * O v - ~ ~ c > c > *  * œ r  o r ; .  W U  * rr r r r r -  % * * * * * * * * * *  * * * * * * * * * *  * o ~ r n a r . i - +  
c 00  .S P. nt ~3 + 
+ 3 0 u C . O \ N S +  * - 9  r .  . . *  

T T  % ' S  C T ii 
9 .rL 
3 **-* + >  
f 

- * * * * * * . L  
3 3 2 7 '  3 ' 3  3 2  
U O O 3 3 2 > U M  
's030i,aok- 
3 . -  . . r i <  

r r- r r r c - r  
L &J 

5 + * * * * * L E  
6-87 WC* * * * * s J  
x. - 3 3 L Y 3  2 2  
C - O S . 3 ! u - 3 ~ ~  
4 ' d i 3 r N ~ U l f i  

* -  . m . * >  

IU rr c c r t - O  
-I 
r J * *  * * *  * 
Y Y 
r * *  * C ir * = :  
Z @ r 2 O C O r W  
= N a  3 3 3 n x  
C> r\, c 3  Q O U .L :x . + . . r *LU 





C C * * * *  
*+- o O M N < \ I  
r r . m * m r  
(Ur C G r -  . . . . * .  
T T  ,-r?-r 

* C C * * *  
U0. . O N 9 K i  
r . O Y 7 M d b  
N C .  C C ' C ; r  . .  . . W C  

T T  r r r r  

C I * * * *  
Y S U O N N  .-,- fumr-8- 
'UN r r N N  

. . W . = .  

7 T -  T r T r  

* C  * * ' U  
s ) L r O ' I Z  
w a z - a - P  
NC.NNLu 

œ . . - *  
r r r  r O  

h: 

* * * * + a  
-00. w r u c o u  
3 m 4 L n m e  
O C 3  C'CI 00 
- 0  * . C C  

r r r r r r  

* * * + * a  
nrnvcrrn.+ 
* t m  * l n * r n  
U C. C C cct . . . * I I  

r I r r  T t -  

* *  * * C I  
m <r o c -  c~cr, 
b Q ? I \ f i O U  
OC, OCCCI 
- * . . . r  

Tir- v r r8 -  

a * * * * *  
* 3 C > s n i t r > 3 3  
O 3 v - l n . j ~  
3 r Npri 00 

. . C * * C  

r r r r  r r  

* +  * + * *  
3. .&! <X!moC03 
* y c  m m 4 e  
O O r O C C .  
0 .  . *  - 9  

r r  r - r r r  

* * * + * *  
C I * * *  
W. C\ u', '.O * 
lnlAu7.2 
C.C C O  

œ r + ru' 
r r  rr LX 

C 
* * * C O  

QI 
* * * + a  
LOO ma) 
wlc S U  fr 
C C C C  3 . . r rul 
v - r r  w A 

cZ * * * * >  
* I * * W  il?:!! r r  r r r r  A 

W C +  C * * * U I  
Y . t . t U O O 3 Z  
A > >  o n * * z  
C o. 0. C C c-C.. U S  

& r .  * . - r Z  





- I I I  - 
* + * * * +  
3- 0 O C ,  O r  
q o O U O r  
O o C C ' C r  
t . t . . .  

F ? T F l - r -  

* * * * * *  
3 o c .  C. C O  
Y 0 3 0 O b  
rL O O C  CM 

. . W . . .  

2 - r - T T T T  

* + * * * *  
3 r  DY) 3 0  
3 3  S'A 3 3  
3 3 ~ 3 3 3  

. . . o . .  
- l - ? - r r r  

* * * + * +  
3 . w  XIA.- 3 
2 i t Y P r D  
3 M 5 r O r > C I  
* .  t . . .  

T T C -  T - r  r 

* * * * * *  * * * * * * *  
O r C r C *  
LnC.r- n C- * 
oelc c C * 
r r . . t *  

r r r r r  C * * * * * * *  * 
* + * * * *  
O r U i i w O *  
Co.r)w,Cd 8 
C: W O I  J CJ * 

r w r . * *  
v r  r - r r  * 

I * *  * 
a* a 
P c r  O 
%rn  O 
. C L  

b - T t -  

* C I  

C C  u 
0 %  3 
l\r 3 
@. r> C 

C C .  

r r- 8-- 

+ * *  
* * *  
- f r \ C  
.C, Wh r 
r" b. r . . .  
C C  C 

* *  * 

C O .  





+ * * * * * *  
3 6 Q W  C U ,  * * a Tl C r. r, C * ni fu iv fwf i& * r . r c  r . W  

S r r r r  - 7 s  
C o. 
* * * * * + * a  * <L 
* * * * * * * a  
* m * D 3 m 1 0 a n  
4 & Q r P 7 C r  a * Cd h N V i  hr.8 Z) 
dl r r r r r * W  
* r  r  r 8 - r r d  * a * + * * *  * * >  * 

S J r r a N N k  
œ . r r 9 . U  

t r r r  r - r  2 
Ll . + + + * * * a  

U J * * * * * * Y  
Y J 3 U X l L 4 Z  
IL r k 1 1 X . i  3 3 2  
ccer ~ c n . h u i  
q r - . . r i t  
a r  r r r  r r G  

E 
C L * * + * * *  
3 c 
U 1 * * * * * * 3  
- ) . L i  \L'Ur C It U s  
u c , n 4 0 . r \ c L Z  

alIl I I r C C : n J œ  
r  i r r  r  9U.i 
r r r r r r  C * * * . C U  -8 * * * C s  
+ * * + + l * C  

r *  + œ u m  

* 

* * * * * +  * 
O I . . S . O - U M ~  + 

4 r m c b n c  
* < U r r O r r  * = - r r r . L U  
+ t r r r r r P T  * 0. 
* * * * * * * O  * OI 
* * + * * + * O .  * NF- u orna 
* W ' < r f i C O @ r 0 -  * r r r &rr 3 * . r . r * r W  
* C - v - r r r e  -I * u * * + * * * * >  

* * * . K U *  
( U * r N M O >  
O.*rinoou 
O . r r O r r  &- 

= 0 - o c  

F r r F r Y A  
u 

* * * * * a m  n 
CrnUIC> 
r C C r  

. * W .  

r r r r  

* * a *  
hQ.Ul<l 

n 'Cor  
o... 





t * * *I., 
3 - C C C . P C  
m c c > c  m m  
4 C C ' C  mm' 
t - C C * .  

r- r r r - r  .-- 
* + * * * *  
* * * * * *  
b c c n , r ' c  
m o w 8 - r c m  
b C C i C V f X  

. * . B . .  - P T  r T F  

* * * * * *  
* * * * * *  
3 a n v ) N . + y r  
3 - 1 C 6 t A h  
3 .?a- Y - q  
. o . . . .  - . r r r r r  

* * * * * *  
* * * * a *  
c ? V \ v m \ + u  
3 qtn - i~ M 
O r ' h h f b C r y \  . C . . . . .  

r r r r  r r  

* c c  *C.  - 
* * * * + *  
D a m  rn e n ]  
? O ' n  W h -  r 
3 mc" m f i l C  

. . * m . .  

r . - . - r . r  

* * * C C *  
* * + + + *  
rr .?TM W C  
3 m.+ ( \ . O C -  
: Y . C  fr Y c 

. * . . . O  

r r r r r v  

* + * * * * + *  
I + * + * * * * + *  * c w l r r . + C - *  
+ C @'o G U ' <  * 
* c(r0Twwc-* 
+' . . W . . . +  

C r r r r r r l  * * * * * * * * + *  
C * 
* * * * * * a *  * nl *r=,c- 4 c -  * 
* r F c \ . L r t <  c r * C F . K O r r i C  + * . r . . r . *  

r r r r r r  4 
7 < 
c e + * *  * a * :  
Y 

J '3 

rt 

* * * * *  

* * * * + *  
3in.ONOlc 
3 'AFJ n DVI 
3 0 0  3 O C '  
. . C . I *  

r r r r r r  

* * a * * * * *  
8 * * * * + * + * *  
* . ~ e - c n t c c  * * c - c w r .  C C > *  * C O 4 b  C C *  * . . . . . œ i l  
* r r r  r r r +  * * 
+ + * . a * * * *  * * * * * * * * * *  + yc. ~ n i . c t v r m *  * m c v  R I A C  * * C J C ~ O C C  * * . . . . O = *  

r r r r r r *  
Z 4 0 + * * * * * :  
u 
m * + + * u  
U O* ' 0 1 0 L s Z  
-%cc Q c c r  c&-* 
700u C C C C  t 
O i  r w r r a  

' x s - 8 -  r - v r - l  
4' 

* * * * * * L Y  
5: 
Y * +  * * * W  
Y > * -  n 7 3 z  
% 3 * 1  v ) - 3 - z  
e O 3 C c r C L t  t r . r r . . t  





C * C * * *  
Lnt-T\r c3-C 
O 9 Sn 'P. V( -0 
2 C i T ; \ C 3 . 0 5  
. . * . e l  - 

i r r r c € -  

+ * * C C *  
n -4 M .O P '- 
n n n  n a ~  
3 -33300 
r . . . . .  

L - C r P C r  



in 

4- 
DI)  
C 

LU 
Q 
QL 
3 
O 
u 



Li- 

s 
O 
i- 
d 

.d 
A!! 

FI 



A l'analyse des résultats de ces quatre exemples, on peut constater 

que pour 50 itérations : 

- Dans le problème "semi-relaxé" J décroit régulièrement jusqu'à 

- 5 
environ 10 . 

- Dans le problème "relaxé" J devient instable au environ de 10 -4 

-4 
et oscille ensuite entre 10 et 10-~. 

O - La configuration géométrique de l'optimum a , c'est-à-dire la déli- 
O O 

mitation de l'ouvert w ,  où a (x) = a sur w et a (x) = f3 sur Q-w, est 

meilleure dans le cas relaxé pour les exemples (2), (3) et (4) ; plus précisé- 

ment on constate que dans les exemples (2), (3) et (4) la méthode "semi-relaxée" 

donne de mauvai-ses valeurs au centre du carré ]0,1[ x ]O, 1 [ , ce résultat est 

particulièrement visible dans l'exemple (4) ; néanmoins ces valeurs s'améliorent 

à chaque itération. 

- Dans la méthode semi-relaxée, là où la configuration géométrique 

O 
de a0 est respectée, les valeurs de a, où a (x) = f3 sont meilleures. 

O 
La configuration géométrique de l'optimum a est visualisée 

aux figure 1 et Is pages 121 et 122. 
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2. Exemple d'application du gradient conjugué dans le cas semi-relaxé. 

Cette méthode ne donne pas en général sur les cas précédents de résul- 

tat ; l'algorithme est très instable ; on se heurte au problème suivant : 

la matrice de rigidité solution du problème : 

n'est plus coercive pour les valeurs de X obtenues pour minimiser la fonction- 

i 
nelle J dans la direction W . 

A chaque itération on doit initialiser X à O. [cf. Chapitre III - 

paragraphe 3.31 . 

Nous donnons ci-dessous un exemple où cette méthode du gradient conjugué 

donne des résultats très performants. 

L'exemple étudié  ableau au n05, 5 bis] est le même que Z D ~  où l'on 

a permuté a et B. 



) i * * * + *  

D O N S  O 3  
3 O r U  00 
3 0 e . O "  O C  . . . . . .  
ru h ' r  ~ C J &  

* * * + C C * . '  

: C C ,  L&+L a b - O 0  

;p * 0 0 0 * .  . . 

L * * * * * *  
Cr, 
LU* C * * *  * 
L -3-. r q >  3 
51 '% c r- r'. p- C' 
q -3 ,-. :*) h LX u . . . . . .  

J 
O C * * * * *  
r 
+ * C C * + *  
z o C J c > 9 c - ,  
uo 2 . 3 . D  3 *  
un- o o a  Cr- 

. = * - . .  
CY IV ru PL fi* r 
-y - 

sui* * * C  * * 
J 
r l + C * + C *  
2 UUOC2CsO 
9 .0  OOC3 OS 
*aoUOoiO ....... 

. + v N N N N ~  * 
* * + * C C +  

t - C C * * * *  
.T 000 O O N  
L, 3 C 3 3 3iL 
U O O O O O U .  

I C . . l .  

I r N W n m n r  
d 

I r * * * * * *  

.i 
< * * * * * - 2  
.a C O O J U 3  * C S U < i J C , 3  
C C ~ O O C J 0 U  ........ 
* N N N i J f u N  
C * * * * * * *  



Y 

* * * C * * *  
2 G-3 CC- C C  
'L'CC C C  C C  
-3 Cc' C C  C C  
O r . . . . .  
Y c u ~ ? J R % R :  .. . - 

' * * * * * *  
' W )  

Li '+ C  * * * 
Y 31, y r n 3  . "  3 -  Y 'uq 3 
~ C C U C r _ C  c 

1 . . o . .  r 

' U W r r r  r h 
-1 

- ' Ç * C + + + *  
1 Z . T  C C ' C  c e  
C. C C c . c  C r -  

* @  J L; œ C g  C .  C C . 6  . . . . . .  
'frr N N N h t r  - - 
- L a *  * lr * * l . - 

- = - a + * + + +  
> - > C C <  C C . .  * C; C C C  C L - >  * U' O C%C ca> . . . . . . . .  

1 + r ru &Cc h. r  * 
* + * * + a *  

* a * * * *  
D C  C C ' C ' C  
r C C C - C  C, 
% C c  C C C  . . . . . .  
r -J PJ m n. N 

- C * C I * *  
Z C C C C7 CI c: 
C C C C C C V  
L C C  C ' C i C a i  

S . .  o . .  

Y n nic-rufir - - 
u i * *  4 4 * * 
3 
c . + * * * * *  
> C i C  C C C C '  
* C C  C  C i C C ' >  * C C Cl C'C ,  C I  * - . . * . O  

n.(\,&h~\~tw 

* *  , , . * a .  

3 c' a c: C' c- 
OC" O G C J C  
C ' C  C C C  C . ,  . D I .  

U N  N NNfU 

C *  + * * *  
C *  * * * *  
O C -  3 C C , C  
3 C' r, c- C' c' 
O C ,  O C G C  . . . . . .  
W h '  ry h i h R  

* *  * * * i  

C *  C * * C  
3 c  3 C 3 C  
3 0  3 O C 0  
3 T i  3 r.33 . - 0 . .  

u 31 u nq I! ni 

* *  a * * *  

+ +  * * * *  
O C  O C C C  
3 -  3 s 3 2  
C C  C3 C C . <  . .  , . W .  

Wh' u WNn, 

* C  * * * *  

H 

* * c i  * * * a u  
u n 0  3 o c c :  
LUC c O C ? C C .  
- c c  O c1ccI .  

0 . -  O . . . .  

Z N N  II IUNn,- 
% * 

* * *  * * * * c  
U, & * *  * * * * A  = 3 3 3 3 3  3 2  
1 1 3 3  3 3 5 3 2  
0 c C O O C  C.L 

- 0  . . O * >  

" m m  II N N N C  
2 z 
c c *  * * * *  
CY . C 
C * *  * * * * :  
Z O C  O C , O C 1 w  - C C j C  O C ; C > C <  
U C I C  O C C C ? <  

b *  r r œ . 1  
~ N N  W W N N  

c 
O 
5 

-91 
4 

L 
U t * *  * * * *  
.d 

C * *  * * * *  :z=: z 
* O 0  o c , o c  * . -  . , , *  
*nlN N h'ri>I \ i  



3. Exemple avec des fonctions construites avec des paramètres différents. 

O 1 
On a vu que pour U = ZD , on a Lma très faible ; d'un point de vue 

O 
numérique pour l'algorithme relaxé tout se passe comme si a l'optimum vaut 

a sur tout entier, c'est-à-dire il ne distingue pas les configurations 

1 * 
On considère alors un autre problème de contrôle ; soit UO = ZD 

solution de : 

( -div(aO1vuO) = 10 dans =]0,1[x]0,1[ , 

O 1 
où a a la même configuration géométrique que pour ZD avec a = 1 et 

B = 10. [cf. figure 11. 

Remarquons que dans ce cas on ne connaît pas toujours exactement 

O 
l'optimum en particulier on ne sait pas s'il est de la forme : a (x) = a sur 

O 
W, a (x) = f3 sur Pu.  

On calcule les normes définies de la même façon que précédemment 

avec ,les valeurs a = 1, B = 2 et p = 10 

On remarque Lma est encore très faible. 



1 l* 2 
On cherche a l o r s  à minimiser J(A) = - ( J U ~ - Z D  1 où UA so lu t ion  

Jn 
de (1) en u t i l i s a n t  l e s  méthodes de descentes  r e l axées  e t  semi-relaxées dans 

l e s  ca s  su ivan t s  : 

] i e r  
ca s  : a = 1 ,  B = 10, serni r e l a x é ,  i n i t i a l i s a t i o n  a = 10 sur  

1 * 
52 t o u t  e n t i e r  [ZD e s t  l a  s o l u t i o n  exacte] [cf. Tableau 1.1 

2ème c a s  : a = 1,  B = 2, semi r e l a x é ,  i n i t i a l i s a t i o n  a = 2 su r  

Q t o u t  e n t i e r  [zD'* n ' e s t  pas l a  s o l u t i o n  exacte] [cf. Tableau 2*] 

3ème 
cas  : a = 1, B = 2 ,  r e l a x é ,  i n i t i a l i s a t i o n  A =(O i )  sur  

1 * 
$? cout e n t i e r  [ZD n ' e s t  pas l a  s o l u t i o n  exacte] [cf. Tableau 37 
[cf.  f i g u r e  5 ,  6 ,  7 ,  ui r ep ré sen te  l a  va l eu r  de UA s o l u t i o n  de ( 2 )  à l a  

, i è r e  
i t é r a t i o n  dans l e  p lan  Y = x]. 

A l ' a n a l y s e  des r é s u l t a t s  on cons t a t e  : 

i e r  - Dans l e  1 c a s  s u r  l e s  50 i t é r a t i o n s  3 d é c r o i t  régul ièrement  mais 

1 
beaucoup moins v i t e  que dans l e  cas  où UO = ZD . 

ème - Dans l e  2 ca s  pour 50 i t é r a t i o n s ,  on o b t i e n t  des  r é s u l t a t s  semblables 

O O 1 
pour l e s  va l eu r s  de a que dans l e  cas  où U = ZD . 

ème ème - Dans l e  3 cas  3 d é c r o i t  régul ièrement  jusqu 'à  l a  17 i t é r a t i o n  

puis  r e s t e  cons t an t ,  l e s  va l eu r s  obtenues pour A0 sont  "meil leurs"  que dans l e  

O 1 
cas  où U = ZD . 



- 128 - 
4 * * * *  * *  Z 

3. O O O O b  i 
'4, O OOCjOI + 
c'a OC CO I 
- L  m e  . *  d 
.I\ r Tr r S  3 

4 * * * *  I r *  4 
i * *  * *  * *  t 

J C< 00 O r  4 
-Y O O 0  f3O < 
M O OC' or -l 
9  9 . C  I *  * 

0 a- rr r 9  + 
I * *  * *  * *  4 
4 

* 8  * *  * *  4 
3 w  Y ) D b u . O  4 
3- mm oc O * 
3 3 997 Y U  1 
C I  o... i 
;-rn 69 W F  4 

C * * * *  * *  i 
3 * *  * *  * *  i 

DM *as M a 4 
3- **3. O 4 
00- VSP- 8- 0 i 
* L  . I l .  4 
r r 4 V  M r  i 

i * * * *  * *  .i 
iil*li 4 * + * * , * a  4 

3% dlc,NO 4 
3h J r j m  0 f 
39  * r b  O 4 
0 9  o . . . .  4 
r a  06 d r  4 

4 * *  * *  * *  f 
4 * *  * *  * *  4 

O* * b O C c '  1 
3- tr),OO O t 
OVI S r M c .  3 
L I  ) - W .  4 
r u  m e  W F  

i * * *  * * * *  C 4 * * 4 * * *  * * C C *  J * C 0 c 1 b 4 \ - C i *  
coû r r , r r , c *  i 
CI* r-e VI C. r * r r r r r œ *  i 

+ r 9 C B C 2 4 r C  3 * * * * * : * * * * *  4 * * + * * *  * * * * *  1 * C O ' F - V F - O *  4 
8 C ' W  F J L C *  î 
+ C b  r a w c *  - 
C . . , m .  . r *  4 

rU ' ( r0  % r C  1 
z I 4 i 
o * * F " C * * = .  < 
H i 
1 - * *  * * * * U A  i 
L, c ) r , m e m C ; >  i 
IU CO. eu Fn Ocr 
7 C r l c m 3 O l -  i 
3 r r  r r  1 . 4  + 
X V i 
Q J i 

* * * * * * a  4 
rn A 

w u *  * * * C l &  ? 
Y 3 >  . O X I O O 3  i 
3, 3s an  S. 3z i 

. Q  C r  F . C ) C C U I  - 
C .  r *  W C >  . 

U v - ? C  G Q l n r G  i 
-I - 

c- k 
C * C  * +  * *  
0: . ! r A  & * *  * + * * Z 1  7 

z r C C C  C . J W  
C C C  C C  C G C  - 
C W C  C C  C F  O 

r r  m m  ..t - 
œ \ û ~ r . r t . ~ ~ \ +  - 
2 * - 
t i - L C + - x * * *  . 
-t * 3. 
* + *  +- ) :  * * * C  

ir PLC C C ) C < ? \  * + .  
+ C C C C  C F -  C  L' * C C  C C C C *  G À -  
C r r  I r  m m *  L n 2  
+ * r r r w m +  FI * * 0.' 

* * * * * I r & &  . 

c n c ~ r  ciccea . 
C . 4  C C C C d &  

1 r .  . . . C U  - 
W 9 r r r r C O  C . 
I; * - 
L L ' * U * C * *  u . 

* A  * 3 1  

* * +  * * * *  + c  
> VI Ct CI rc70 * + - 

' * f i C  C C C C  C U  * 9 C UOC'C  * * ' *  r r  r 1 0  r * p c .  
4 + d r  r r r9  *Wb * - .  

* i 
d 

C . !  
C 3 4  
C C -  * + i 
* L L "  
* m i  
+ M i  * Yi 4 * - 4  * 4 + 



.c 
* a * + * *  • 
' C O C J Q O r  * * 3 3 3 3 9  * 

C C. OC.N t 
O C . * * .  C 

T P P r r r  C * 
C C * * * *  + 

a * * * * * *  * 
- 3 S W V 3 3  I 
3 0 9 0 0 3  t 
3 3 Y 9 3 3  8 
- * o . . .  * 
. - rrrrr  t 

I! 
C * C * * *  C * 
* * * * a *  t 
3 C  0000 * 
- > a 3 3 3 3  * 
Ç > . O C C I C C ~  * 
1 - 1 . i - 9  & - . r x - r r a -  & * 

C I * * * +  * * 
C  **Sa* 4 * i 
9 3 0 . - & 3 3  * 
3n Q 3 .33  c 
3iMO.tooo C 
- * - m . .  4 

P C F P V T  I * * * * * * *  1 
i 

C l * * * *  * 
3C~abrno * 
= IONO\DC @ 
3 ç. CC &PI Ci C 

C - D I - -  * 
r r r r'r T I 

* * * C i * * *  : 
d * * * * * * * * *  i 

C W * b  O C  * 4 
c c a  d c . c  + * 

C C'* + :*̂.:q. O *  * 

a + 
* * * p s * * >  z * 
* * * * * * W  C 
OL33G03> i! 
OC COCO^ + 
S C G ~ T ; . D C J ~  b 
r r . - r . U  # 

r r r r r r - l  r 
U * 

* * * + * + C S  r * 
* C * * * C . M  C 
3 L > J U E J . Z .  B 
3 2 3 0 3 7 2  * 
C . C I - W ~ C , C U  * 

. . œ r . l -  4! 
r r r r r a - O  C 

è * 
C * + * * C  4 

OC * 
C C * * * * 3  * 
r e t a C h L U  4 
M C  C C C * ~  * 
r c r t r \ < a  i 
r . œ . . W  + 

r % - % - - r - . - v  * a * * 
* * * * * * *  .+ 

B r *  
. ) . C - k . * + + * C i  

C C  T C O ~  * t 4 
~ C C C C C  4 r L - b  
C \ i C ' C . C V C . .  * J .) 

i - I r r 
r r  r r r v  * V I +  * a l  * * * * * * *  .. 



* C C * * *  
' QV\Mrlc(U 
Y 9 * & 9 9  
O O O O O C  

V - C I C I  - . x - a - r r a ' -  

* * * * * a  
P - b a I * W b  
Y n Y s - X ) ? r )  
0 0 C > Q 0 0  

r 9 - m - m  
r r r r r r  

' * * * * * *  - 
8 * *@*  * d *  * 

s ~ w , . k r S . P  
O r 3 3 0 0  
3 r J m a 0  

r - w - - œ *  
r r r r r r  

* * c c * *  
*) 0 1 c a O . c 0 .  
arc 0m'o.s 
O O M W ~ " O O  

L L - L E O  

r r r r r r  

* * * *,* * 
+ * * * * + *  
6 r OC,& O00 * 

* * m O . o & *  
* O C ' M M C O  * - - - - * r u  
* ~ ~ w - P ~ r œ  * 0 

* 
I I * * * * * * J J  C 
y ~ - * n u r r z  I 
3 . 0 0 0 D ~ 0 Z  I 
O O G O O O O W  i 
œ - * - * . - >  + 
P t r r r r r 3  C 



SEMi- RELAXE 
oc = l  

9 =IO 



Figure 6 

SEMI-RELAXE 
a =1 

9 = 2  



I I '  
- \  

V 



7 7  - €,tude nwnfique d a  can où Le ~ ~ u m  a,t avcino;tttope. 

1 .  Cas des couches r é g u l i è r e s  e t  p a r a l l é l e s  à l ' a x e  yy' 

a B  
= + (1-0)B Y = ep+(l-O)a s o i t  (h iyh7)  E K~~ h 2  où 

0 e s t  cons tan t ,  O < 0 < 1.  

Le problème posé e s t  l e  su ivant  : 

1 
Minimiser J (A) = -[ / U*-ZD 1 où ZD = lO*xy(x-1) (y-1) 

2~ n 

e t  UA s o l u t i o n  du problème : 

On c h o i s i t  = 1 0 ,  1 [ x ] O ,  1 [ avec l e  même mai l lage  que précédemment. 

O 
O n a c h o i s i  a = 1 ,  B =  2 e t  0 = 0 . 2 5 , d ' o Ù  A 2  = 1.75 e t  h l  = 1.6. 

On va  é t u d i e r  c e t  exemple en prenant  d i f f é r e n t e s  va l eu r s  i n i t i a l e s .  



"+B 0  - 
i e r  cas  : i n i t i a l i s a t i o n  A = ( 1 ?) s u r  Q t o u t  e n t i e r ,  

d i r e c t i o n  i n i t i a l e  8A = Id .  

ème 
cas  : i n i t i a l i s a t i o n  s u r  Q t o u t  e n t i e r .  

e t  E = 0 . 2 ,  s u r  fi t o u t  e n t i e r .  

ème 
cas  : i n i t i a l i s a t i o n  A = [T s u r  t o u t  e n t i e r ,  

- 
2  i 

d i r e c t i o n  i n i t i a l e  8A = DA [cf. Chapi tre  III, paragraphe 11.~1. 1 

On donne l e s  r é s u l t a t s  sous l a  même forme qu'au paragraphe (1) .  

[cf. Courbe 5,  Tableau 5.1,  t ab leau  5 .2 . .  . , t ab l eau  5 .43 .  

On cons t a t e  : 

- l e s  r é s u l t a t s  s o n t  d i f f é r e n t s  su ivant  l ' i n i t i a l i s a t i o n  : 

. l e s  r é s u l t a t s  l e s  me i l l eu r s  e t  s u r t o u t  l e s  p l u s  r é g u l i e r s  s o n t  

i e r  ème 
obtenus dans l e  1 cas  e t  l e  2 cas  : c e c i  é t a n t  p r é v i s i b l e  ca r  l e s  d i r e c t i o n s  

i n i t i a l e s  de descentes  homogénéisent l e s  va l eu r s  de  A 2 .  
èrne . Dans l e  4 c a s  l a  t r è s  f a i b l e  v a l e u r  de J obtenue à l a  

i è r e  O 
i t é r a t i o n  ne permet pas une bonne déterminat ion de X 2 ' 

- Des r é s u l t a t s  semblables sont  obtenus avec d ' a u t r e s  va l eu r s  de 0 .  

Enfin dans l e s  ca s  où 8 = 1 ou O l e s  r é s u l t a t s  obtenus pour h i  son t  exac t s  

en un nombre f i n i  d ' i t é r a t i o n s .  
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2. Cas des  couches r é g u l i è r e s  e t  ob l iques .  

S o i t  ( i y , ~ ; )  B K1 d é f i n i e s  comme précédemment on é t u d i e  l e  problème : 

2 
Minimiser J ( A )  = / / u ~ - z D I  où ZD = xy(x-1) (y-1) 

J f2 

e t  UA s o l u t i o n  du problème : 

Le minimum cherche e s t  O e t  correspond à 

Ce problème a  é t é  t e s t é  dans l e s  mêmes c a s  que précédemment. On o b t i e n t  l e s  

mêmes r é s u l t a t s  s u r  l a  v a l e u r  de . Par con t r e  on n ' a  aucun r é s u l t a t  s u r  les 2 
v a l e u r s  de l a  ma t r i ce  A', t o u t  ce  passe comme s i  on é t a i t  dans l e  c a s  où A0 

e s t  diagonale .  [cf. Tableau 11'5.2. bis] .  

On peut donner deux hypothèses pour expl iquer  ce  r é s u l t a t  : 

i è r e  xO-x0 
- La 1 d ' o rd re  numérique, en e f f e t  on a  - - - 0.075 va l eu r  2 

t r è s  f a i b l e ,  du même ordre  de grandeur que l a  p r é c i s i o n  moyenne r e l a t i v e  s u r  

-2 a 2  gui  v a r i e  e n t r e  4 10 e t  5 1 0 - ~ .  

Cime - La  2 i nhé ren t e  au type de p r o j e c t i o n  u t i l i s é e .  
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117 - EXude d'un cm mixte 

1 6 2 6 
On étudie le cas où s(A) = - [ I U ~ - Z D  1 avec UO = ZD solution 

J Q  

du problème : 

où, 

( -div(AOvuO) = 10 dans Q =]0,1[x]0,1~ , 

a B avec h 2  = 0a+(l-O)B , A: = Os+(l-O)a suivant les régions de n. On choisit 

le même maillage que précédemment avec la configuration géométrique suivante 

pour A'. 

O 

a zone 0 A0 = ( '1 A: ) correspond physiquement 2 un matériau 

disposé en couche parallèle à yy'. 

On teste cet exemple avec a = 1, B = 2 et 0 = 0.5 , soit 



O 

S o i t  UO = ZC l a  s o l u t i o n  de  (1) o c  A' s u r  Ci? t o u t  

e n t i e r .  

6 2c 
On n o t e  : II ZC-ZD 1 1  = L , on n o t e  d e  même L" e t  T.,ODC. 

L ( 0 )  

On c a l c u l e  l e s  normes d é f i n i e s  t o u t  au  début  du paragraphe  (1) avec  B = 2.  

On o b t i e n t  : 

B 6 
[on a  t r a c é  l e s  courbes  ZD , Z C ,  ZD , dans  l e  p l a n  Y = X - f i g u r e  81. 

O 
On t e s t e  t o u t  d 'abord l e  c a s  où U = ZC avec  deux v a l e u r s  i n i t i a l e s  

d i f f é r e n t e s  de  A .  

l i e r  c a s  : A = 

On o b t i e n t  d e s  r é s u l t a t s  semblables  à ceux t r a i t é s  au  paragraphe  II. 

[cf. Tableau 6.11. 



Figure 8 



6 
On a testé le cas UO = ZD avec les deux initialisations du cas 

précédent. [cf. Tableau 6.21. 

A l'analyse des résultats on constate : 

-5 - J décroit rapidement jusqu'à la valeur de 5.10 en 6 itérations 

puis reste stable. 

- La configuration géométrique de A' est très mauvaise de part et 

d'autre de la droite Y = 0.5 correspondant au changement de structure. 

- Les valeurs ponctuelles de A' différent suivant l'initialisation 

mais globalement l'erreur relative sur A' reste la même. kf. figure 9, 

même notation que figure 5,6,7]. 
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Les exemples numériques étudiés nous permettent de conclure partielle- 

ment sur les méthodes de descente utilisées. 

1) Cas isotrope. 

- La méthode "semi-relaxée" est très stable : la fonctionnelle J que 

l'on minimise décroit régulièrement, d'autre part les valeurs de a E U s'amé- 

liorent à chaque itération, et ceci est valable pour tous les exemples étudiés. 

O 
Par contre, après 50 itérations, la configuration géométrique du minimum a 

i O 
n' est pas bonne dans les cas où UO = ZD , i = 2 , 3 , 4  ; les valeurs de a au 

centre de 1' ouvert ] 0,1[ x O, 1 [ restent mauvaises et on observe également 

des perturbations sur le bord. 

- Dans la méthode "relaxée" la minimisation de J est régulière 

-4 
jusqu'à environ 10 , les résultats diffèrent suivant les exemples étudiés. 

O 3 
Le cas le plus favorable est celui où U = ZD , on remarquera que 

dans ce cas L~' et LmB sont du même ordre de grandeur, inversement le cas 

O 
La configuration géométrique du minimum a est bonne, même dans 

4 
le cas où UO = ZD , les mauvaises valeurs de a, au centre de l'ouvert 

] 0,1[ x ] 0,1[ , observées dans la méthode "semi-relaxée, sont très atténuées. 

- Dans le paragraphe 1.3, les cas 2 et 3 sont très ~articuliers ; les 

résultats obtenus proviennent essentiellement des déformations de l'état optimum 

UO lorsque l'on modifie B en respectant la configuration géométrique du 

minimum a0 [cf. figure 11. 



2 )  Cas an iso t rope .  

- Dans ce cas  l a  minimisat ion de J e s t  t r è s  r ap ide  ; l a  méthode 

I I  r e laxée"  e s t  t r è s  s e n s i b l e  à l ' i n i t i a l i s a t i o n  c h o i s i e .  Les exemples c h o i s i s  

ne nous permettent  pas d ' i n t e r p r é t e r  numériquement l e s  r é s u l t a t s  obtenus s u r  

l e s  c o e f f i c i e n t s  de l a  mat r ice  A mais uniquement s u r  s e s  va l eu r s  propres .  

- Le cas mixte donne des  r é s u l t a t s  moyens, l a  minimisation de J e s t  

t r è s  r ap ide  e t  empêche d ' o b t e n i r  des  r é s u l t a t s  p r é c i s  s u r  l e  minimum A' ; 

néanmoins l a  p réc i s ion  obtenue r e s t e  cohérente  v i s  à v i s  des r é s u l t a t s  obtenus 

avec l a  mthode re laxée ,  dans l e s  paragraphes 1 e t  II. 



ANNEXE 
------ 

La so lu t ion  U dans l a  méthode "P conforme" e s t  ca l cu lée  en 25 noeuds. 1 

La s o l u t i o n  U dans l a  mgthode "P conforme" e s t  ca l cu lée  en 125 noeuds. 
2 

Le f l u x  dans l a  méthode "P mixte" e s t  c a l c u l é e  en 240  noeuds. 
2 

- 2 
On a c h o i s i  5.10 pour l a  p réc i s ion  absolue  s u r  l e s  va l eu r s  propres  

i so t ropes  [cf. Remarque II. 2 ,  c h a p i t r e  III]. 

Pour 50 i t é r a t i o n s  l e s  temps moyens de c a l c u l  s u r  1' "IRIS 80" son t  : 

- 1 2  minutes pour l a  méthode "semi-relaxée". 

- 13 minutes pour l a  méthode "relaxée". 
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Dans ce travail on 6tudie des problèmes de contrôle du type suivant : 

a w c h ,  $2 étant un domine f ixé d e  Et2 on associe l a  foriction U solution 
W 

f Uw(x) = O sur 
' C s: 

àr .<,(k$= ( 2 .  su sur $2 \ w l .  On considère alors  la fonctionnelle 
Y+ . <*  ' 

2 ,  *. 

I - ~t.1 =-j ~ ~ ~ - e ~ l , ~ a ,  . - C fi-a) 1 . . 
' R .  ' . - -  - 

' ,  . - > .  - 
> ,* - ,^ . a  

r t  ori chi;;*%. '+-. ,., , dqaaina 6pxk&m éventuel 9 a,: qui varit ie ~ i o ~ )  - i S  3 (u) ; 
. - .  , 1 

. 
'i - . . WC R 

31 'ary a pas, haas en générai de domaine agtimum oo, mais grâce 2 la th6orie 

dp. 1' homog6n6is a t  ion une description comp22te de toutes l e s  suites minimisanles 

pour 3 &st possifile. , \ 

Diff6rent.s algorithms numériques s a n t  alors m-is  en oeuvre (3 partir d'un 
%. 

syetau\0 d'optimalité) pour approximer d'une part un domaine optimal s'il existe 

et, d'autre part, un:ma&ria< homogénfiisé limite dans l e  cas général 




