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A p a r t i r  du t r a v a i l  consacré à l ' é t ude  d'une th6orie raff inée  

des plaques isotropes par M. SOUCHET [ I I  ; nous avons eu l ' i d é e  de 

général iser  c e t t e  théor ie  aux plaques transversalement isotropes e t  aux 

coques cylindriques isotropes portion d'une coque cylindrique e t  coque 

cylindrique complète). 

"Certes, dans l a  majori té des applications techniques, l a  formu- 

l a t i o n  classique de POISSON-KIRCHOFF e s t  suffisant. pour l ' é tude  des problèmes 

de f lexion.  Cependant, l e s  imperfections de l a  t héo r i e  classique ont conduit 

plusieurs auteurs à proposer des modèles plus r a f f i né s ;  l ' un  des premiers 

f u t  E .  REISSNER [2] e t  tou t  récemment l e s  r é su l t a t s  a i n s i  obtenus furent 

rassemblés dans un important ouvrage de V.  PARC [3] avec un apport personnel 

de ce t  auteur' ' [ 11.  

Dans l a  théor ie  classique des plaques, il y a deux méthodes 

pr incipales  pour aborder l a  solut ion du problème, l a  méthode de CAUCHY-POISSON 

e t  l a  méthode de KIRCHOFF 141. Cette dernière a donné un sens physique à l a  

théor ie  des plaques. 

KIRCHOFF a basé s a  théor ie  sur  plusieurs suppositions, analogues 

à ce l l e s  u t i l i s é e s  en théor ie  des poutres. Ces hypothèses peuvent ê t r e  

rédui tes  aux deux suivantes : 

1 )  Une f i b r e  droi te  de l a  plaque perpendiculaire à l a  surface moyenne avant 

déformation, l u i  demeure perpendiculaire après déformation e t  ne change 

pas de longueur. 

2 )  Les contraintes normales suivants l e s  plans pa ra l l è l e s  à l a  surface 

moyenne peuvent ê t r e  négligées par comparaisons avec l e s  au t res  contra intes .  



Les principales hypothèses de l a  théorie des plaques minces 
-. - - - - - - - . - - 

servent de base à l a  théorie  usuelle des coques minces. 

Une coque e s t  d i t e  "mince" s i  t%&t (WR)<< d où g\ e s t  

l 'épaisseur de l a  coque (supposée uniforme) e t  R es t  l e  rayon de courbure 

principale maximum de s a  surface moyenne.dans l e s  applications techniques, 

il es t  admissible e t  pour une erreur  inférieure à 5 % de prendre : 

Notons qu ' i l  existe une importante différence dans l e  comportement 

des plaques e t  des coques sous l ' a c t ion  des charges extérieures. L'équilibre 

statique d'un élément de plaque soumis à une charge transversale n 'es t  

seulement possible que par l ' ac t ion  des moments de flexion e t  de torsion, 

habituellement accompagnées d'efforts tranchants, tandis qu'une coque, en 

général., e s t  capable de transmettre l e s  charges de surface par des contraintes 

de "membrane" qui agissent parallèllement au plan tangent en un point donné 

de l a  surface moyenne e t  sont distribuées uniformément à travers l 'épaisseur 

de l a  coque [ 5 ]  . 
Les nouvelles théories raffinées depuis LOVE-KIRCHOFF sont en 

général obtenues à p a r t i r  des équations de l ' é l a s t i c i t é  tridimensionnelle 

s o i t  par intégration de ces équations sur l a  variable épaisseur, c'est-à- 

d i re  l e  long des f ibres  de l a  plaque, so i t  par des hypothèses, sur l e s  

déplacements e t  l e s  contraintes, f a i t e s  à l ' i n t é r i eu r  de l a  plaque e t  de 

l a  coque. Toutes ces théories découplent l e s  e f fe t s  de flexion e t  de 

contrainte plme.  

L'approche que M. SOUCHET a proposé pour l ' é tude  des plaques 

isotropes e t  que nous généralisons aux plaques transversalement isotropes 

-- et  aux coques cylindriques, e s t  de nature différente.  Après avoir rappelé 

l e s  équettions de l ' é l a s t i c i t é  tridimensionnelle, nous obtenons une formulation 



var ia t ionnel le  par  in tégrat ion su r  l e s  f e u i l l e t s  de l a  plaque e t  de l a  coque. 

Des hypothèses "naturelles" compatibles sont f a i t e s  sur  l e s  dép3acements 

e t  l e s  charges sur l e s  bords seuls  de l a  plaque e t  de l a  coque ( e t  non à 

l ' i n t é r i e u r  de ce l les -c i ) .  

Une application e s t  donnée au Chapitre VI1 pour une plaque 

c i r cu l a i r e  encastrée, une modélisation numérique e s t  exp l ic i t ée  au 

Chapitre VII' pour l ' i n t ég ra t i on  des équations d i f f é r e n t i e l l e s  de l a  

coque cylindrique. 

Nom verrons que plus ieurs  problèmes res ten t  sans réponse e t  

que l a  théor ie  n ' e s t  pas encore auss i  générale que possible.  En pa r t i cu l i e r ,  

une étude d i r ec t e  de l a  formulation var ia t ionnel le  r e s t e  à f a i r e  en vue de 

1 ' u t i l i s a t i o n  directe des éléments f i n i s .  De plus ,  il faudrai t  étendre l e s  

r é su l t a t s  aux plaques orthotropes e t  à des coques plus générales. 
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CHAPITRE II 

EOUATTONS DE L'ELASTZCZTE LlNEATRE 

A - Soi t  un mil ieu l i n é a i r e  é las t ique  occupant un domaine 52 de 

l 'espace euclidien E , rapporté à un repère orthonormé Ox 
3 , 9 X2 ' X3 de 

+ + +  
base orthonormale associée e e2, 

1 y e3 

A tou t  point  x de R e t  pour t o u t  ins tan t  t ,  s i  

-t -t + + 
u(x , t )  = ui ei (resp.  o ( x , t )  = o i j (x , t )  ei @ e . )  J 

désigne l e  vecteur déplacement du point x (resp.  l e  tenseur symétrique 

des contraintes en ce point)  on a ( c f .  GURTIN : p. 69-73). 

où C e s t  un tenseur du quatrième ordre considéré comme endomorphisme 

symétrique de l 'espace vec tor ie l  des tenseurs symétriques du second ordre 

( C  e s t  symétrique pour l e  produit s ca l a i r e  qui 

a,  f3 symétriques -> (a .  B )  = T r  (a. 'f3) - 6.  .(i, j = 1,2,3) - i j  

I l  en r é s u l t e  classiquement que 

d'où, compte tenu de l a  symétrie de a e t  E 

Il y a donc au plus 21 coéff ic ients  (6 dans l e  cas ~ l a n ) .  

6 
La l o i  fondamentale de l a  dynamique entra ine  (GERMAIN [6 1 p. ex) 

-?3 3 a2ù 
Div o ( x , t )  + g ( x y t )  =p -, 

a t L  
2 

où, g,  p désignent respectivement l e s  densités volumique de forcesextérieures 

e t  massique au point  x €S1à l ' i n s t a n t  t .  



(z1.A-1) e t  1I.A-2) montrent que : 

3 
~ ( x )  : E (x) = ~ ( x )  : Grad, U 

(II . ~ - 4 )  

ce qui permet d 'écr i re  (11.A-3) sous l a  forme : 

2, 
d + +- a2G 
Div ( ~ ( x )  : Gradx U) + g = p - 

a t 2  

qui peut encore s ' éc r i r e  (PARSY ( I I ) )  

où l e s  

(11 .~-7)  

sont des tenseurs du second ordre. 

D m  Ce CLU d l  wz W e u  homogène et h o . t t o p e  (GERMAIM 16 1 ) 

( A ,  ~i constants) 

on a : 

les autres A. s ' en  déduisant par permutation circulaire  sur ( 1 ,  2, 3 ) .  
1 j 

-. -- - L11~-6) devient : . .  - .. , . - -. . . -. 
-- _L __ . . __  _ _  _ _  - - - - --_ - - -  . ------ =-----. -- -- ._ 



'L 
d -% 4 I -+  + 

( A  + 21.i) grad div  U - 1.i r o t  r o t  U + g = 
a2f " 

Dam Le cas d'un ntieceu homogène ;tna~~cl v m d e m e n t  Lampe pom la d i n e d o n  g3 

( c  ' est-&-dire ( GURTIN p. 87-89 ) dont l e  groupe de symétrie matér ie l le ,  

ensemble des tenseurs orthogonaux Q t e l s  que : 

(II .A- I O )  C ( X )  : Q . E . ~ Q  = Q . C ( X )  : E . ~ Q  

-% 
e s t  formé de l ' app l ica t ion  identique 1 e t  des rota t ions  d'axe e ) 

3 
on vo i t ,  dlaprès (1.A-10) que C ,  dans l e  cas tridimensionnel a ,  pour 

coeff ic ients  non nuls : 

= C 
"1133 2233 'C1122  e t  c 3333 ' 

S i  l ' on  pose : 

(II .A-7) s ' é c r i t  : 

(qui  redonne l e  cas isotrope lorsque h O = A, = A , po = pl = wS = p) . 



23 CAS DES PLA2UES TRANSVERSAL EMENT ISOTROPES 

2 
S i  Q = w x 1-h, h[ où w C R e s t  un ouvert borné ( f e u i l l e t  

moyen de l a  plaque) ; 2h e s t  1 ' épaisseur constante de l a  plaque. ( C )  désignera 

l a  f ron t i è r e  de w,  

rh = C x 1- h , h[ l e  bord l a t é r a l  de l a  plaque 
O 

rh = { , X2, E h)  8 } , E = + 1 l e s  faces supérieures 
E - 

( E  = + 1 )  e t  in fé r ieure  ( E  = - 1) de 0. 

3 
n désignera l e  vecteur un i t a i r e  normal extér ieur  à (k). 

'L 
3 Suivant SOUCHET [ l ]  pour tou te  fonction 3 de !Yi dans R on u t i l i s e r a  

S i  l ' on  in t rodui t  l e s  décompositions (1 .B-2) 
'L + + 3 

t 3 = g + g o e 3  

'L 

pour l e s  densités volumiques de charges extér ieures ,  surfaciques 2 de 
'L 

charges su r  x = ~h (E = + 1) e t  3 sur  rh , on obt ient  pour ( 1 . ~ - 6 )  compte 
3 - O 

tenu de (1 .~-13)  (dans l e  cas s ta t ique)  : .. 
iI 3 3 d* * 

p A : + ( A  +po)  grad d iv  u + u1 u + (h l  + p ) grad uo = - g 
O O 1 

a a  - - +  a 
dans Cl, l e s  opérateurs A = - - , grad = e - a Ua , d i v u = -  . 

axa axa a axa axa 

(cl = 1,2) désignant des opérateurs d i f f é r en t i e l s  plans ( c  'est-à-dire par 

rapport à xl e t  x ) .  
- - - - . -. . . . 

2 -. - - - - -. - - - - - -. - - - - . - - - - - -. - - - - . - - - . - - - - - - - - - . - - - -  - - -  . - - -  - - -  - - - 



- E h d i v  :+ (A, + 21i2) Go - E Po 
1 

+ A+ aul  ) x = - (rot ;) x compte tenu de : n A r o t  u = - (- - -  a ~ ,  a ~ ,  

S i  l ' o n  in t rodu i t  l e  décomposition d'un champ de vecteurs (SOUCHET) 
+ -3 + --3 

( 31 .~ -7 )  $ = u e + grad u + e A grad u2 (rappelée au  chapi t re  I I I )  
I O +3 d 1 3 (z + grad ul  + e A grad u2 où u e t  u sont des fonctions régul ières  3 1 2 

de S1 dans IR) l e s  équations(11.B-4, 5 e t  6 )  peuvent s e  mettre sous l e s  formes 

suivantes. 

Dans $2 

h . Sur ro . 
s i  l ' on  é c r i t  : 

on a ,  d'après (I.B-6) 

O r ,  on a : 



donc : 
- .  -. - - 

De même ; 

Comme : 

'on déduit de ce qui  précède que 

h 
expriment l e s  conditions aux l im i t e s  s u r  l e  bord latéral  ro . 



CHAPITRE 111 

t 
DECOMPOSITION D'UN CHAMP VECTORIEL PLAN DE ~'(d)] 

4 4 
Soi t  Z?€ LH m vecteur quelconque. 

On dé f in i t  : 'cd) t W d )  =[& f  L e l  que A! CL%) a ~ e c $ ~ = @ j  

(d) é tan t  l e  domaine; r e s t  son bord. 

So i t  4, t: 4 (d) t e l  que A uI = d ; tj*z 
Considérons l e  problème : 

4 
Ce problème admet une solution unique dans He (d) , on peut même 

d i r e  de plus que c e t t e  solution,  d'après l e  théorème de r égu l a r i t é  de 

C 
NIRENBERG, e s t  dans (d) (Principe du maximum ou Méthode in tégra le )  . Cg] 

Soi t  a l o r s  < Gtant au plan de 



a , "  e $ 
O 
O 

7i! 3 
5 O 

O 



O r  on a  toujours : 

avec r f ron t i è r e  d'un sous domaine quelconque 8 de d . 

111.1 donne a lo r s  : 

4 - 
A =  . A  = v.4 

é t an t  l e  vecteur tangent à l a  f r on t i è r e  r 

avec r f r on t i è r e  d'un sous domaine S de 
* 4 

d , e t  If t e l  que jHG-f =O pour tou te  courbe fermée r dans d . 
r 4 

I l  en r é su l t e  donc que l a  c i rcu la t ion  de & l e  long d'un a r c  

de courbe f i  , avec f i  point  f ixé  de d e t  point courant ,  e s t  

indépendante de l ' a r c  chois i .  

J_UdZ' JS e s t  une quant i té  fonction s ca l a i r e  du 
1 

Point M on a  : 

3 -0 
e s t  déf in ie  à une constante addi t ive  près.  E t  &-d H = d& , 

4 
l e  déplacement d f l  , on en déduit donc : 

2 4  

V= ~ ~ à f i ~  d a n s [ ~ ' ( d j ] ~  avec E go(tJJ 



d' autre  p a r t ,  $eihd(d)]' aloù 

- -  AL, ê QYJ) /I hHC(d)  - - -  
- 

-3 
Par su i t e  J"= %'tV=<~ackiALL. 

C o n d h i o n  

 out champ & [~'(d)]'se décompose de l a  manière suivante : 

4 ,, --+ e h 8Qtd UL 3 = 3 r u l & +  J 

avec ,LLI e #cd) n uL(dJ t e l  que 

- - - - - - - -- :Ad* g r e ( j -  4 f14fd)---:  ---- A u , =  -dk(e;hTL) ;--- - - - - - 

Ad e s t  unique, /ILL e s t  déterminée à une constante addi t ive  près. 



D'autre par t  on a su r  l e  bord r : 

8 - VECOMPUSTT7UN D' UN CHAMP DE VECTEUR, EN COORDONNES CYL7NURTQUES 

Soi t  l e  domaine é las t ique  cylindrique fi déf inie  en coordonnées 

cylindriques ( Y ,  , a ) , r e l a t i ve s  au repère orthonormé 0775 
déf inie  par 

avec 

où , @ , 0( , 1 sont données. 
-P 

Soi t  I!J un champ vec tor ie l  déf inie  sur  (n : on séparera dans 

50 4 e '=Tb~ + e t  Ukf(e,j%) l a  s u i t e  ses  composantes 4,. s u r  , 
+ a 4  

(qer,eg, eb ) étant  orthonormé d i r ec t .  
- 

Pour tou t  rf]R-i . R+h [ , $ e s t  un champ déf in i  par : 
1 

,Z d d-* R' se ra  d i t  un champ de vecteurs tangents déf ini  s u r  ( d ) .  

On va montrer q u ' i l  s e  décompose canoniquement sous l a  forme : 



- +O 4 = O sur  i a  f ron t iè re  de (dl (B: *a , b-- 
4 4 - a 

03 $ a d = e 6 f $  +pl es t  1 'opérateur gradient "tangent " . 
é tan t  donné de c lasse  C' sur  d , il exis te  un champ sca l a i r e  9 

définie  sur (d ) t e l  que : 

-O 1 au aur = ~ a p ï a c i e n  "tangent" Aq=div,U= - - + -  
r ae 3k 

4 
" 1  - Z - ~ r a d  y S i  l ' on  pose : &. - 

on é c r i r a  donc d i y  = O (d iv  opérateur "tangent ") . 
Il ex is te  donc un champ sca la i re  sur (d) t e l  que : 

- 9 0  4 - 4 

A = e, A grad = r o t  Y@, - 
2 

(où r o t  es t  l 'opérateur  "tangent" 
-P 

Dans ces conditions & s ' é c r i t  : 

avec 

En u t i l i s a n t  : 



e t ,  sur  l a  f r on t i è r e  de d : 

S i  l ' o n  pose on a donc : 

-3 4 -7 
a r a d q  + epA2Cad y =  0 dans d ( d  r é ~ a - t , a + & ~ J  

So i t  

as >Y 
36- - , \ dans (d] 

dans (d ) 

So i t  AQ = (3 = by/ ; de même A,,J% é t an t  donné s u r  ad on a : 

,f a7 ao' acç J >w 
4 - - -= O =  - + - ,, 
r 8 e  a& ab- F a @  

sur a d  



Pour Y f ixé ,  (p e t  sont des fonctions harmoniques de 

16 , S = r B  S I X ] - ~ < ~ , ~ < Y [ X ] - { , + ~ [  e t v é r i f i a n t s u r i a  

a9 aw '39 3~ 
f ront ière  de ce rectangle ( e t  dans ce rectangle) - - - = @ = - + - 

3~ a% 32 as 
qui sont l e s  conditiWîs de CAUCHY-RIEMANN traduisant l e  f a i t  que +i 

e s t  une fonction holomorphe de l a  variable complexe s *  i t  . D'après l e  ' 

théorème du maximum, s i  l 'on impose = O sur  

on aura dans ( d) e t  par conséquent = crh! dans d . 

-r, 
Résultat : Tout champ vector ie l  tangent /CL s e  décompose de manière unique 

de l a  façon suivante : 

-3 
A AL, = c f I * v ~  



PLAPUES TRANSVERSALEMENT ISOTROPES 

So i t  L ,  l 'opérateur de LAME, ( O .  1 J  . ) l e  tenseur des contra intes ,  

-+ 
U désignant l e  champ des déplacements; l e s  équations de l l l l a s t i c i t é  

l i n é a i r e  sont : 

~ ) + G = o  d a n s s  

E SE sur - r = E h  (0133 '23' '33  

I V .  1 

I V .  2 

I V .  3 

-k 

Rappelons que : l e  champ des déplacements U s e  met sous l a  forme 

-+ -k -+ + + -k 

U = U O e 3 + u ; u = u  x e l  + e2 e t  que tous l e s  opérateurs sont des 

opérateurs "plans " . 
a 

a t  - 0 .  Nous nous plaçons &ans l e  cas s ta t ique  : - -  



- - - - - - - 

1)  Dans S : Les équations (1v.1) (ch. II Equation 11.16), s 'écr ivent  : 

-+ 
p A u + ( A  + p l )  d iv  u'  + ( A 1  + 2p2) u: = - 

1 P O  1 P go 

2)  Sur l e s  faces Z = + - h 

Les conditions aux l imi tes ,  sur  l e s  faces Z = *_ h exprimées par  

-b -+ 
l e s  équations I V . 2  deviennent : (n = eg ) 

p l ( g r a p  uo + 3) = E q 
-+ 

h d iv  u + ( A 1  + 2 ~ ~ )  UA = E P 
1 P €0 

3 )  Sur l e  bord C' = CX 1- h,  + h [ 

-b 
Soi t  n = n 

1 
vecteur normal extér ieur  à C 

-b -f -b 
t = -n2 e l  

+ nl  e2 
vecteur tangent sur  C 

-b d+ 
Remarquons d ' au t re  par t  que : n A r o t  u = - 

= - ( r o t  U) x 
P 

Les équations (111.3) exprimant l e s  conditions aux l imi tes  sur  l e  

bord C ; deviennent : 

-b -+ + +  -b 
2p0 2 + (Ao  d iv  u + hl uo) n - po(rotp  u) t = f 

P 

A 
- - - - - - - - 

- -  Dans toute  l a  s u i t e  nous abandonnons 18 notation grad div A etc . .  P '  P ' P  
-Z 

Pour l a  remplacer tout  simplement par : grad, div, A ... e tc . . . .  



En conséquence de la décomposition d'un champ de vecteur (ch. III) 

nous aurons : 

-+ 
div u = A al 

Cette décomposition nous permettra d'écrire les équations de 

l'équilibre et les conditions aux limites sous les formes suivantes : 

En effet, les équations (1v.4) deviennent : (l'équilibre dans S) 

Les équations (IV.?) deviennent : (conditions aux limites, Z =Eh) 

Les équations (1v.6) s'écrivent : (conditions aux limites sur le 

bord C ) .  



-F -+ + 
So i t  f = f n + f t  t => 

n 
+ 

+ -+ -+ -+ aU + 
jdU * " - ; ( - n  + - n ) + t  ( -%  o r  nous avons : n - + t - - a t  

dn d t  ak 1 ay 2 
a U n  + - n )  a~ 1 

aul au2 
= - + - -  + 

ak ay 
- div u = A ul . 

+ -+ 
- + a u  -t du + a t  

D'autre part : n - - t .  - - - n  ( - -  a t  -+ a t  a t 
d t  dn ax n2 ay 1 a x i  a y 2  

+ - n  ) - t ( - n  + - n )  

aux au - - - - - -  Y - div (e A z) = - 
ay ax 3 A U2 

+ - J  -+ 
; O r  nous avons f - du .t - r o t  u - -- - - - - - - - - - - -- - -  t - 2 u o z  O 

& " .  



En déf in i t ive  l e s  équations (1v.6) expriment l e s  conditions a u  l im i t e s  

sur  l e  bord C , s ' éc r iven t  : 

Conclusion 

Dans l e  repère (0 ,  e l ,  e2, e3) , l a  plaque transversalement isotrope 

occupe l e  domaine S = dX 1-h, +h[ ; ( c )  l a  f ron t iè re  de d, C = Cx ]-hl + h [ 

+- +- 
l e  bord de l a  plaque. G é tan t  l e s  forces volumiques dans S PE forces  appliquées 

+- 
sur  l e s  faces Z = E h ; F charges appliquées su r  l e  bord C . 

Les équations de l ' é l a s t i c i t é  l i n é a i r e ,  exprimant l ' é q u i l i b r e  de l a  

plaque e t  l e s  conditions aux l imi tes  sont : 

+- 
U é tan t  l e  champ des déplacements t e l  que; 1 (u , ,  u ) deux champs 2 

sca la i res  t e l  que : 

avec 
+- 

= O e t  d iv  u = A u1 

+ +- 
div ( e  A U) = - 

3 
A u 

2 

*  ans-S; (donc d e t  V Z  €1- h , + h [ ) : 



rc Pour Z = f h 

-'. -b d- -b 
u (grad u + grad u + e d grad u2) = E PE 1 I l -  

1 3  

* Sur l e  bord C ; ( s u r  l a  f ron t i è r e  C ;  e t  

(IV. 12) 

8) FORMULATl ON VAR1 AT1 ONNELLE 

[On r e f a i t  en d é t a i l  l e s  calculs  de SOUCHET [ 1 1 dans l e  cas trans- 

versalement isotrope] . 
Nous introduisons l 'espace W dé f in i  par : 

-b 2 -  3 + + iL -b -L 
W = { W = (wo, w l ,  w2) € C (d, R ) ;  t e l  que : W = w 

0 e3 
+ grad w + e A grad ws; 

1 3  

-+ 3 -b 
avec, w = O e t  d iv  w = A w, ; div (e3 A w )  = - A w2] 

l / c  

1') Formulation équivalente des équations de l ' e l a s t i c i t é  dans $2 . - 

L'équation (IV. 1 ) exprimant l ' é q u i l i b r e  dans d e t  Z€]  -h , + h [ e s t  : 

-lm)=-Zt. 
Problème : La formulation fi) = -2 es t -e l l e  équivalente à l a  formulation : 



En e f f e t ,  l 'équivalence e s t  évidente dans un sens : 

3 -+ I -b +- 
L ( U )  = G => $Û) .8 d x  = - G.W c3x 

d d 

Il  nous faut  démontrer que . 

Lemme : S i  ( M )  e s t  une fonction déf inie  e t  continue dans l e  domaine d, 

e t  s i  pour tou t  (6 )  sous domaine quelconque de (d )  on a : 1 d ( ~ ) d x  = O ,  
6 

a lo rs  $ ( M )  e s t  identiquement nu l le  dans (d )  presque partout .  

Il nous faut  démontrer que en e f f e t  s i  Id (M) da = O 

pour ( 6 C  d ) .  

NOUS avons, j J (M)  dx = 1 JJ ( M I  16(x) dx 
6 6 2  

avec : l 6  (x )  = R ~ - >  R 

ceci  nous donne : 

d o  Id 0 (M)  dx = O => \ $(M) dx = O . 
6 

Soi t  a l o r s  : d ( M )  = L ( U )  - G nous aurons : 

a lo r s  => 



+ + 
1') Soit W = wo e3 => 

Soit 6 un sous domaine quelconque de d avec support de wo C 6 

D'où d'après le lemme, 4 (M) uo = O  => 

-f 
avec 4 (M) = (G) - 8) .  e3 

+ A -+ - z O )  Soit 3 € W tq wo = O  ; W = grad w + e A grad w  
1 3 2 

On aura alors : 

au, aw2 
avec - - - = w  ax ay X 

Soit w = O ;  W x # O  
Y 



Soi t  6 un sous domaine quelconque de d, nous aurons : 

toujours e t  d'après l e  lemme : => CM) el wx = O 

o r  ayant w x # O =>I fi).:, 
De même, prenant w = O e t  w # O 

X Y 

* Conclusion 

Les équations de l ' équ i l i b r e  dans S : 

+- fi) - G = O sont formellement équivalente à l a  formulation : 

J d J d 
e t  ceci  d i$ € W e t  V Z € ] - h , +  h [ .  

Nous posons d'une manière classique,  e t  pour tout  Z € 1- h ,  + h[ . 
+- -+ +- 

POU tou t  W E W : ( u ~ ~ W ~ ) ~  = U 0 w a ; (=> 'Id = ( u ' w ) ~  

d d 

avec dX = dx dy . 

Notons l e s  re la t ions  suivantes : 



aü, .. 
= j dT + ( u ~ '  A1wl)d - 

C 

- +- & si 

i De même : (grad w e A grad u ~ ) ~  = O 1)  3 

Par conséquent, l a  projection des équations (IV.10) sur l 'espace 

des fonctions testes W ,  nous fourn i t  une l e r  équation intégrale : 

qui s ' é c r i t  encore : 

.. 
d A 

-,+(grad uo, grad w ~ ) ~  + ( h l  + p l )  ( ~ ~ 1 3  ~ o ) a  + ( A  + 21-l~) ho> w0) 



La seconde éauation in tégra le  e s t  donnée par : 

qui s ' é c r i t  encore 

Faisant  l a  somme des deux équations ci-dessus, nous obtenons : 

Soient l e s  formes b i l i néa i r e s  suivantes : 

-+ -+ . . 
& 

I V B ~  a(UyW) = ( h l + 2 ~ 2 ) ( ~ o , ~ o )  +vl(grad u2, Blrad 



+ + 
Remarquons que : l a  forme C ( U , W )  e s t  une forme b i l i néa i r e  symétrique e t  que 

+ + -b + + * 
l a  forme ~ . ( u , w )  = a(v,w) avec v = u e s t  une forme b i l i nda i r e  symétrique 

posi t ive  ( s i  hl + 2p2 , p 1 sont p o s i t i f s ) .  

+ + 
D'autre par l a  forme b i l i n é a i r e  b(u,w) e s t  a n t i s y d t r i q u e ;  

+ + + + + + .  
En e f f e t  : b(u,w) = b(v,w) avec v = u => 

+ + 
b(u,w) = ( A l  + p l )  { (Avl, wo)d - (vos Awl)} 

- - ( h l  + 5 )  {(A W1 9 vold - (w0, A v ~ ) ~ }  

Conclusion 

Les équations de l ' é q u i l i b r e  (1V.10) dans S,  sont formellement 

équivalentes à l a  formulation var ia t ionnel le  suivante : 

+ -+ I + 4 v $ 8  W = {(wO,w ,Y ) t q  w = w0 e + grad w + e A grad w2 , 
1 2  3 1 3 1 /C 

= O) 

e t  Z€ 1-h, +h [ en chaque point  de ( d ) ,  nous avons : 

+ -b -% + + + + + + + 
a(u,wId + b(u,wId + c ( u , w ) ~  = - ( G , w ) ~ -  TL (u,w) 

+ + 
Nous savons d 'autre p a r t  que rz (u,w) , doi t  s a t i s f a i r e  aux conditions aux 

l imi tes  sur l e  bord C , représentées par l e s  équations (1v.12). 



Notons l e s  re la t ions  suivantes : 

Tenant compte de ces re la t ions  sur l e  bord C , l a  forme b i l i n é a i r e  

-+ -+ 
TC (u ,w)  devient : 

-+ -+ -+ -+ -+ -+ 
O r  sachant que F = e f  + f  = f  e  + fn.n + f t  t 

3 0 0 3 

-+ -+ 
=>(fa. W o I C  + ( f n >  w n I z  + (f,, w t I C  = ( f ,  w I C  

D'autre par t  remarquons que : 

-+ -+ 
ce la  f a i t  que l 'expression de TC (u,w) s ' é c r i t  : 



2O) Formulation équivalente sur l e s  faces Z = + h 
+ -b -b 

De même que au  ( l o ) ,  l a  formulation T(M,n) = E PE , exprimant l e s  

condtions aux l imi tes  s u r  l e s  faces Z = f h , e s t  formellement équivalente 

à l a  formulation var ia t ionnel le  suivante : 

-b -P -b 4 -b 
e t  V d  6 W =  {W = (wo, w l ,  w 2 ) ;  W = W  O e 3 + g r a d w  1 + e 3 ~ g r a d w 2 , w 1 ~ 0 }  

Nous aurons d' après l e s  équations ( I V .  1 1 ) 

4. 4 -b -b 
+  rad 8, grad w2)d  = - 1 (L O'  w n ) ~  + E ( P ~ , w ) ~  + E ( P ~ ~ w ~ ) ~  

Soient l e s  formes b i l i néa i r e s  suivantes : 

-b -P 4. - d* 4 

al(U,w) = ( A , + ~ U ~ ) ( U ~ . W ~ ) ~  + pl(grad u l ,  grad w I I d  + yl(grad u2, grad w2)d 

+- -b 
bl(u,w) = ~l (Aulywo)d  - y ( u o ,  A w ~ ) ~  O - -  (IV-B-7) 

-b -b 
) ... ( IV.B.~)  ~ , ( u . w )  = 11 , ({ ,~~  

+- 
'Il 

-b -P -P -( p w I a  = E (pt3w) + E ( P ~ ~ w ~ ) ~  - - .  - - -- .-y - 
€ 



Conclusion 

Les équations (1V.11)~ représentent les conditions aux limites 

sui. les faces z = + - h , sont formellement équivalentes à la formulation 

suivante : 

Nous avons : 

e ) répère orthonormé direct ae l'espace affine euclidien E (0, e,>e2> 3 3 

la plaque occupant le domaine S = dx 1 -h, *h [ , C = C x 1-h, *h [ étant le 
-+ 

bord de la plaque, P densité de forces appliquées sur les faces z = + h ; 
E - 

-+ 
F charges exercées sur le bord C , ?! étant la densité des forces volumiques. 

Soit l'espace des fopctions tests : 

-+ -b 
(wo, w,, v2) tel que : 3 = w O e 3 + grad wl + e3 A grad wg; w ~ / ~  = O 

+ 
U désignant le champ des déplacements tel que 

Alors, les équations de l'élasticité linéaire, et les conditions 

aux limites sont formellement équivalentes à la formulation suivante : 



+ + -+ + i + + + 
al(u,w)d + bl(~,w)d = (P , w ) ~  - r l  (u,w) Pour 2 = +  - h ... (IV.B.I~) 



APPROXIMAT'ION "S1MPL1F1CATRlCE1' SUR LE BURD D 'UNE PLAQUE MINCE 

Le but de ce Chapitre e s t  suivant l ' i d é e  de M. SOUCHET [ I l  , de 

formuler une "approximation" tridimensionnelle du problème des plaques 

é las t iques .  Au contra i re  des théor ies  antér ieures ,  qui  en général u t i l i s e n t  

des hypothèses du type LOVE-KIRCHOFF à l ' i n t é r i e u r  de l a  plaque, l a  théor ie  

ac tue l l e  s e  propose de ne f a i r e  qu'une hypothèse "naturelle" su r  l e  bord de 

l a  plaque, hypothèse qui consis te  à l i néa r i s e r  en z l e  champ des déplacements. 

U(x,y,z) sur  l e  bord C . 

V . 1 .  LlNEARlSATlON DU CHAMP DES DEPLACEMENTS 

La plaque é tan t  un  so l ide  dont l ' épa i sseur  2h e s t  f a i b l e  en comparai- 

son du diamètre du f e u i l l e t  moyen d, l ' i d é e  de l'approximation, e s t  donc de m e  

r e t e n i r  pour chaque f i b r e  de d'abscisse ( s ) ,  que des approximations pour 

+- +- 
~ ( z )  e t  ~ ( z ) ,  autrement d i t  d 'ef fectuer  un développement l imité  en ( z )  des 

+- +- 
champs des déplacements U e t  des charges (F)  appliquées sur l e  bord 1. 

Le développement en z e s t  f a i t  au voisinage de z = O 

-f +- 
soient  : uo(z)  = u0(o) u ( z )  = u(0)  + z ;(O) 

-f 
+- + 

fo ( z )  = f O ( O )  f ( z )  = f ( 0 )  + z ? ( O )  

m.. V . I . I .  

+- -F 
La l i néa r i s a t i on  f a i t e  au (v. 1 . 1  ) suppose donc que U e t  F sont l i né -  

a i r e s  en z, c 'est-à-dire que chaque f i b r e  de C d'abscisse ( s )  subi t  un dépla- 

cement de sol ide  régide t e l  que : 

+- 
a ( ~ )  exprime l a  ro ta t ion  de l a  section dro i te ,  ro ta t ion  dans l e  plan 



Qui nous donne : 

-+ 
-+ -+ 

;(s,o) = a ( s )  A e, ou encore 

V .  2 .  RECH ERCffE DES TORSEURS DES FORCES ASSOCIEES 

So i t  l e  torseur  des forces appliquées sur l e  bord C : 

75 2' 
[C 1 

0 Yfi 

2 e t  f i  ( l a  résul tante  e t  l e  moment [C l  ) sont l e s  éléments de réduction 

de torseur  [ C l  au point en (x, ( s )  , x2(s )  ) de (c)  des forces  appliquées 

sur  l a  génératr ice de ( C )  issue de ce  point : 

o r  e t  d' après ( V .  1 .1  ) nous avons : 

03 encore : (-1 
D' au t re  pa r t  : 



N o ~ W L ~  : Nous désignons par : 

+ -t 
avec r = 2 h fo(s,O) ; r = 2h f(s,0) 

V. 3. FORMULATION VARIATIONNELLE TENANT COMPTE DE L 'APPROXIMATION 

Nous allons introduire l'approximation formulge au (VI. 1 )  dans 

+- + 
l'expression de I' (u,w) exprimant les conditions aux limites sur le bord C . z 

Nous avons à présent : . + + * U(S,Z) = U(S,O) 

car u = cte sur C. 
O 

-+ -t - or ; = ;(s,o) = a (s) A eg -> 



e.t donc : 

? 
(un. volC = (at, wO)l 

-% 3. 3 -+ 3 
e3.a 7 O a est dans le plan (x,y) => 

En définitive on aura : 



Introduisant  ce  qui précède dans l 'expression rdu,w) (IV-€3.9)  

nous obtenons : 

-t -+ 
TL (u ,w)  peut encore s e  mettre sous l a  forme suivante : 

* M t * + %  
Sachant que l e s  fonctions ci , r , r , u , m sont des fonctions de (x,y e t  z = 0)  

Conclusion 

-+ -+ -+I -+ d 
Le champ de déplacements U t e l  que ~ ( x , y , z )  = u e +grad u +e A,grad L$ 

0 3 1 3 1  

avec u 
1 /C  

= O e t  supposant que su r  l e  bord C l ' o n  a i t  : 

-+ 
s a t i s f a i t  pour tou te  fonction w € W e t  Y z € 1- h ;  + h[ aux équations suivantes : 

-+ -+ 
e t  pour z = 2 h , Y w e W , U s a t i s f a i t  aux équations : 



Bien entendu nous ne pouvons plus parler d'équivalence formelle 

entre les équations (V. 3.2, V.3.3) et la formulation établie au chapitre IV, 

par conséquent, le problème important de 1' existence de 1 'unicité des fonctions 

solutions (uo, ul, u ) s'impose, d'autre part ce type d'approximation n'est 2 

pas unique. Ainsi par exemple, on peut écrire : 

-+ + 
avec c'(u,u) = + ~ ( u  I oy AwOld- (Ao + &O)(A~l,A~l)d 

ce qui implique d'une façon évidente la modification des équations (v.3.2). 

En ce qui concerne ce travail nous admettons que ces approximations 

fournissent des "théories équivalentes " . 
Par contre, cette formulation a l'avantage d'introduire dans les 

termes-frontières que les grandeurs mécaniques significatives en théorie des 

plaques : déplacements moyen et rotations moyennes de la section droite sur 

le bord C , les résultantes et couples des efforts exercés su. le bord ce 

qui doit permettre une comparaison avec les théories de membrane usuelles. 



CHAPITRE VI 

SYSTEMES il ' EQUATIOFJS DT FFERENTI E L  LES 

VI.l .  A u  Chapitre I V  e t  V ,  nous avions posé l e  problème de l ' é l a s t i c i t é  d'une 

plaque mince transversalement isot rope par  une formulation var ia t ionne l le  

q u ' i l  s ' a g i t  d 'exploi ter .  En e f f e t  : l e  bute  du chapi t re  présent e s t  de passer 

de l a  formulation var ia t ionnel le  en une formulation d i f f é r en t i e l l e .  

Rappelons que nous avions l 'espace des fonctions t e s t  : 

-t -P -t -t -r. 
W = w w , ,  w2) t e l  que W E W ; W = wo eg + grad w, + e3 A grad w2 

W 1 / ~  
= O ) .  

1 ° )  Pour l e s  composantes wo,wl , nous choisissons l e s  fonctions e t  valeurs 

propres du problème : 

W. 1 é tan t  l a  fonction propre associée 

Ai " l a  valeur propre associée 

i € N .  

2') Pour l a  composante w choisissons l e s  fonctions e t  valeur propre du 
2 ' 

problème : 

W. fonctions propres associées 
1 

B. valeurs propres associées 
1 

Rappelons que l e s  fonctions propres wi, Wi,  out re  l e u r s  propriétés 

d' orthogoral i té ,  consti tuent des systèmes complets dans L" (d)  . 

Nous avons : 



4 

- - - - - - - - - 

Bous sonmies a i n s i  conduit à in t roduire  l e s  moments hioy hi,,  hi2, 
-b 

c'est-&dire l e s  projections de l a  fonction solut ion u(uo ,ul ,q), su r  l e s  

bases des fonctions propres w W.  . i' i 

Soient a lo rs  : 

dx = (O. wi)d 

hil = Id u1 wi dx = ( u l ,  vild 

= u u W. ax = . (u2 .  Wi)d hi2 d 2 1  

ou a lo r s  : 

Remarque importante : 

Signutonb que ce choix d u  donotionâ pmphu, ne con6xXtue pas 

néce6bahmenA l e  m d e u h  choix poabibte. Phécibémenit ou&e Ce que ul 

4qi.t NU& ~ W L  Ce bohd 1 , nous Unpo~onô que uo Ce b o a  W A ~ ,  cutternent 

U, noud ~omrneb a inb i  amené à héduhe l'etude à c e h i  du CU pahticuRie/r 

d'une peLPqcce h bond appuyé. 

VI. 2. SYSTEME D l  FFERENT1 EL 

Nous introduisons l e s  notations suivantes : 



Les équations V.3.2 et V.3.3 s'écrivaient : 

Avec : 

Prenons successivement pour des fonctions tests : 

+- -+ .. 
par conséquent, nous aurons : a(u,w) = (Al + 2 u2) (u,, wi) 

+- +- 
b(~.w)~ = (Al + pl) (A;~, vild 

+- +- --+ d 
c (u,w) = -p (grad uo, grad W. ) 

1 d 

+- +- 
al(~,~), = (hl + SU~)(;~, w ~ ) ~  

+- +- 
b l  (uyw)d = Al (Au1 Y wild 



- --- 

, Les équations V.3.2 e t  V.3.3 deviennent a lo r s  : 

+ -t 
-+ p o u r W = w  e e t  Y z € 1-h +h[ : i 3 

-+ -+ 
pour W = Wi e3 

e t  pour z = + h : 
- + 2u2)(Lo, vild + h l ( ~ u l ¶ w i ) d  - Pio 

+ I 
2O) Lorsque W = grad wi ; wo = w 2 = 0 . 

+ + _3 .. _3 

Nous aurons : a(u,w) = +(grad  u l y  grad vild 

Dans ce cas l e s  équations V.3.2 e t  V.3.3, s 'écr ivent  : 

-+ A 
+ pour W = grad W. e t  Y z €1-h + h[ 

1 

-+ I 
+ pour W = grad wi e t  z = 2 h : 



+ +  -3 3') Lorsque W = e grad Wi; w = w = O - 
3 O 1 

+ + 
Nçius aurons : a ( ~ , w ) ~  = Ii, (grad i2, grad w ~ ) ~  

Dans ce dernier  cas,  l e s  équations V.3.2 e t  V.3.3 s 'écr ivent  : 

-+ + d 
-+ Pour W = h grad Wi 

3 

Pour é t a b l i r  l e  système d'équations d i f f é r en t i e l l e s  en z, nous devons 

transformer l e s  équations (VI. 2, 1 ,  2, 3, 1 ' , 2 ' , 3' ) pour ce la  notons les  

re la t ions  suivantes : 

__3 4 
dw . 
1 + (grad uo. grad w ) = - 

i d ho. A W ~ ) ~  + ho¶ ) z 



En effet  : 

4. iii-3 

(A;,, vild = - (grad ut, grad wi)d  + 

dwi dwi + .-3 + Lorsque W = graa wi => w = -  e t  . wt = - n dn  d t  

-b 
Soit  v un vecteur quelconque défini  sur d on a : 

cela  implique que : 

+ 3  4 
De même s i  W = e, A grad w, 



+ -  -3 
dwi 

= * (v, e A grad vilC = - (vny dt I C  
3 

Par conséquent l e s  termes bord suivants pourront s ' é c r i r e  de l a  

façon suivante : 

3K 
+- du r +- du 4 5 dwi 

(2  u0 e3 " - - 2h y gFaa W . )  = (-2110 t - - - 
1 - 1  d t  2h dn 

Soient l e s  notations suivantes : 

A présent,  nous sommes en mesure d ' é c r i r e  l e s  équations : 

(VI.2,1, 1 ' '  2, 2' e t  3, 3 ' )  de façon à ne f a i r e  in tervenir  que des moments 

hio, hi, ,  hi2 e t  l e s  nouvelles variables r io, r i 2 9  ri, Ri,  S Si. i ' 



Ainsi, nous obtenons l e  système d i f f é r e n t i e l  suivant : 

V ~ E  I -h, +h [ : 

. . 2 -  2  
A + 2 1 ~ ~ 1  hie - ( h l  + u l )  A.  1 hil - u 1  A .  i h  i o  = gio + r io  

2  -- 2 -  4 
5 A. hil + ( A l  + u l )  Ai hio - ( A o  + 2  uo) Ai hil = gil - ( r i  + z  s i )  

1 

4 v1 n: hi2 - Po ni hi2 - 2  - gi2 - ni Ri2 - ( R ~  + Z Si) m.. (v1.2.4) 

pour z = + - h  nous avons l e s  équations d i f f é r en t i e l l e s  du l e r  ordre  exprimant 

l e s  conditions i n i t i a l e s  suivantes : 

2  . - A A .  hil + ( A ,  + 2 ~ ~ )  hio - E Pcio 1 1  

2  
P I  'i A2 h = cPEil - r. 

+ 1-L1 i i l  10 

'L * dWi 
n: hi, = - - -  Ri2  + "ci2 

avec gi2 = u1 (u0 , dt ) L  .. . (~1.2 .5)  

V1.3. RESOLUTlUN VU SYSTEME DIFFERENTZEL 

Afin de s impl i f i e r  l a  résolut ion du problème d i f f é r e n t i e l  précédent 

nous admettons que l a  densité G e s t  donnée ou suffisamment bien représentée 

par : 

Remarquons que l e  problème d i f f é r en t i e l  e s t  découplés avec d'une par t  (hio, h i l ,  

e t  d 'autre  par t  hi2 . L a  résolution e s t  élémentaire. 

a  - Commençons par l a  résolution de l a  3ème équation en h  i 2  ' nous avions : 

.. 
posons hi2 = +(z )  => hi2 = $(z )  



L'équation s'écrit alors : 

cherchons la solution générale de l'équation sans second membre : 

2 4 u,Q.$-~,Q..=o u,#o ;',#o. 

" 2 
'4-u fi+ $ = O dont l'équation caractéristique a pour solutions 

1 

" 1 = ni ; r = - fii . 

D'où la solution générale est de la forme : 
7 7 

2, 
avec : E  et ifi sont deux constantes d'intégration. 

Cherchons une solution particulière de l'équation avec second 

membre de la forme : 

$ = c z 2 + D  z , + E  => 

j i = 2 c w + P  => 
.. 
$ = 2 C  

. . 
riemplaçant JI et 4 dans l'équation différentielle, nous aurons : 

D'o$. l'expression de hi2 est la suivante : 



b - Nous intégrons l e s  deux premières équations couplées en (hie, hil ) . 

Posons hio = f ; hil = g l e s  systèmes devient : 

.? 2 .  2 - 
(i) ( X 1 + 2 v 2 )  f -  ( A 1  +p , )  A i g - p  1 1  A .  f =  @;io + r. 10 

Tirant  de ( i )  puis dérivant 2 f o i s  on ob t ien t  : 

D'autre par t ,  derivons une fo i s  (ii) : 

HI 

Remplaçant g e t  dans l 'équat ion ( h i ) ,  nom obtenons une équation 

d i f f é r e n t i e l l e  du 4e ordre  en f : 

y2 - ( X I  + p l )  + A + 2v0)(A1 + 2%) 
O Soient : A = 

ul(A1 + 2 ~f?) 



(5i) s'écrit donc : 

Solution de l'équation (6i) sans second membre : 

Dont l'équation caractéristique est : 

2 4 
soit r2 = R => R~ - A A ~  R + A. B = O 

1 

2 4 
dont le discréminant A = (A - 4 ~ )  

Par conséquent plusieurs cas possible se  rése entent. 

En effet : 

ler cas : A = O c 'est-à-dire A2 = 4B 

Par conséquent, A' = 4B => 



Dans ce premier cas, deux sous cas se présentent, à savoir : 

A > O  ou A < O .  

- vo) 

OU encore : 

Et bien entendu si A < O  alors on aura : 

Quand = 4B t> les solutions de l'équation caractéristique sont : 

1 =b~: , r 2 = - k A i  2 solutions réelles. 

Par conséquent la solution générale de l'équation (6i) est de la forme 

suivante : 

Quand = 4B mais avec A  < O , les solutions de l'équation 

caractéristique son* : 

r 1 = i k ~ ~ , r ~  = - Ai 2 solutions imaginaires. 

Par conséquent la solution générale de l'équation (6i) est de la 

forme suivante : 

- 
A 

f(z) =(2 z + %) cos h i k  z + (% z + 3) sin hi J~ z . . . VI.3.7 



2ème cas A > O ,  Ad> 4~ 

o r  corne B e s t  toujours > 0, nous avons donc 

( A l  > 2 16 => 

Par conséquent, 4 cas possibles à envisager, en e f f e t  : 

Soient R 1  e t  R 2  l e s  deux solut ions  r ée l l e s  de l 'équat ion caractér is-  

t ique avec JAG AAi 

R 1  = - +  

- - -  
2 2 R 2 -  2 2 

S i  R , ,  R, > O  => quatre solutions r ée l l e s  : 
I C 

I 4 
e t  ceci  nous impose : Xi > 1 ,  r l  = , r 2 = -  i"; s r 3 = +  $ 3  

r 4 = - J R ; .  
Au quel cas,  l a  solut ion générale de l 'équat ion (Gi) e s t  de l a  

+ R > O , R  < O  
1  2 

4 
O r  R  > O => ou A > O  s i  non => Xi > 2 . 

1 

forme suivante : 

De toutes  l e s  facons nous aurons 2 solutions r ée l l e s  : r, = fi,, 

r = - 6 e t  deux solutions imaginaires : r2 = i n2 , r 4 = - i  5. 2 

f(,) = l u c h  q z + % S h  q z + 8 c h  $ z + $ S h  3 Z  . . .VI . 3 . 9  
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A u  qud casl la solution générale de l'équation (6i) est la 

suivante : - - - 

f ( z )  = z  5 z + d ~h JR, z + 3 cos 5 z + 3 sin il5i; z 

+ R I  < 0, R2 > 0 

Un cas identique au précédent. 

Bous aumns quatre solution imaginaires : r, = i q, r2 = i 5, 
n r i (I;; , rq = - i & . Au quel cas la solution générale de l'équation 
3 

( t j i )  est de la forme suivante : 

\ "  C 'L 'L rL I ~ ( z )  = A  cos R 1 z + B sin&, z + c cos JR2 z + D sin fi2 z 
C 

2 2 Deux solutions : RI = { ~ ~ + i f i >  ; R ~  = ( A  - i 6 ). 
2 

Soient : 
1 
= a  + i B ,  , R 2 = a 2 + i P 2  

1 

D3oa 4 solutions imaginaires de l'équation caractéristique. 
Soient : 



Quq l ' o n  peut & r i r e  sous l a  forme : 

Après avoir  v u  l e s  d i f férentes  solut ions  possible de l 'équat ion 

( 6i) sans second membre, cherchons à présent une solution pa r t i cu l i ê r e ,  une 

solution qui se ra  indépendante des d i f fé ren t s  coéff ic ients  de l ' é l a s t i c i t é .  

En e f f e t  : 

\ 

e s t  une solut ion pa r t i cu l i è r e  de ( 6 i )  

Dans l a  s u i t e  de ce t r a v a i l  nous .étudions l e  cas où A = O ,  autrement 

d i t  = 4~ e t  en plus lorsque A > O e t  cec i  pour pouvoir r e s t e r  en mesure de 

comparai~gn avec l e  t r a v a i l  déjà f a i t  ( M r .  SOUCHE) dans l e  cas des plaques 

isotropqs. 

Par conséquent, l e s  coéff ic ients  de l ' é l a s t i c i t é  seront désormais 

l i é s  par l e s  deux r e l a t i ons  (VI. 3.3) e t  (VI. 3.4) . 
Au quel cas,  l a  solution de l 'équat ion d i f f é r e n t i e l l e  ( 6 i ) ,  donnant 

l 'expression de hio e s t  l a  suivante : 



Connaissant 1 ' expression de f ( 2 )  , nous en déduisons aisément, 

2 " a.. 2 . En effet, nous avions, ( A 1  + ul) Ai g =  (XI + 21i2) f -Pl Xi f 

4 i*# m. 

Connaissant f et f, nous remplaçons g dans l'équation (ii) et on en 

déduit 1 ' expression de g , rappelons que g ( z ) E hi ( z )  . 

Nous obtenons : 



Remarque : Les expressions des moments h i o Y  h i l  e t  hi2 données par  l e s  

re la t ions  ( V I .  3.12) , ( V I .  3.13) e t  ( V I .  3.2) sont auss i  valables pour un milieu 

é las t ique isotrope.  En e f f e t  : il s u f f i r a  de supposer que : 

- X + r i  Au quel cas nous aurons, A = 2, B = 1 e t  C - A+* ' 

Ainsi, nous retrouvons l e s  expressions données pour une plaque 

isotrope à savoir  : 
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VI. 4. CALCUL DES CONSTANTES D ' 1 NTEGRATT ON 

- - - - - % % 
Les constantes d'intégration A i ,  i3, $, 9, 1, sont calculées A - -  - - 

à partir des conditions initiales c'est-à-dire, afin de satisfaire aux 

équations sur les faces 3 =  +k . 

Rappelons les équations différentielles du ler ordre (VI .2.5) : 

(iii) 

Nous avons ainsi, un système de six équations à six inconnues. 

Faisant satisfaire l'équation (~1.3.2) pour % = l h  a (iii), nous 
% 'b 

obtenons aisément les expressions de Eiet 5 qui sont les suivantes : 

. . 

Remplagant O , c. ' 0  , \;, et Kir dans les équations (i) et (ii), nous 
-. 

obtenons un système de quatre équations à quatre inconnues. 



(i) donne : 

f 
( A t r a ~ c )  Ri,(-&) - 9c 8 4  Ri- (4) = - P - t0 

(ii) donne : 

N ~ $ [ ~ ~ ( + R )  + E * , ~ : R ; , ( + [ )  = 9 + i d  - 20 

L 

~4 $ ( ; , ( - 1 )  + ~ ~ 9 ;  Rk (4) = A - i d  - p. C O  % 

fa i san t  l a  somme puis l a  différence en t re  l e s  2 premières équations, e t  de l a  

mgme façon pour l e s  2 dernières,  nous obtenons un système de quatre équations 

'Il 'Il 
B quatre inconnues : A ,  %, z.,' 2. 

i 

N~tons  par  : 



Nous aurons alors : 

h) 

Q,, Pd $CU, + .c 3 '  I.R,S~[;+* Y !de,.]- - 4 (P 27 - P -id ) - 6 

- ~ ~ 4 / 1 ~ ~ ~ o * ~ o ) ] ~ ~ ;  $) 

+ p/-~]jB,~+ r,) . 

-. - - - - 1 - - - - -  _ _ _  - -- - - . . . . 
- 

. - - - - - 

' L ' L ' L  ' L ,  
parF c~ns~quent, nous en déduisons les quatres constantes A 4' (, C; et D. G 





Remarque : Lorsque 9,. 9,. 3 , Po = fi= r4, = , le8 constantes 

d'intégrations calculées ci-dessus sont identiques à celles calculées dans le 

cas d'une plaque isotrope. En effet : 

Nous avons : 



Nous aurons a l o r s  : 



N /u 

De même pour EL et 
t 

Ces expressions sont identiques à celles calculées dans le cas d'une plaque 

isotrope (cf. SOUCHET). 



La résolution du problème d i f f é r en t i e l  a permis d 'obtenir  l e s  

expressions de Rio( 3) , R4 O) , Ri% (3) , pour chaque I. E IN , en fonction 
& 

des inconnues aux i l i a i r e s  qe , , di , R; , , Rii, /?,*,. Celles-ci 

proviennent en f a i t  des déplacements e t  charges sur  l e  bord de l a  plaque : 

+# -?* 4 =3 (-CL, O( , 4:) e t  ( rw, rH, n*) respectivement. 

Dans un problème aux l im i t e s ,  cer ta ines  de ces quanti tés sont connues, 

par exemple, pour une plaque en ro ta t ion  uniforme autour d'un axe (&,e2) 
perpendiculaire à son plan nous avons : 

- l a  densité de forces volumiques 

masse volumique, u) vi tesse  angulaire 

- Les charges sur  l e s  faces fi 
3 

- Sur l e  bord l e s  conditions sont : &O, f -O ,  VY*= O . 
Le problème e s t  a l o r s  l e  suivant : déterminer L((j)f&W sa t i s f a i s an t  

aux équations (v.3.2) e t  (v.3.3) t e l  que sur  Z on a i t  pour 
4 

Au quel cas l e s  inconnues aux i l i a i r e s  se  réduisent aux quanti tés : 

e t  c ' e s t  un problème de contra inte  plane généralisée. 

Mais s i  on considère un problème de f lexion,  une plaque encastrée 

chargée sur  l e s  faces Ji* R , su r  l e  bord , nous aurons l e s  conditibns : 
., * 

3 4 

4:- O , L(% O , dlz O e t  l e s  inconnues aux i l i a i r e s  deviennent : 

f * ,  , +). 



On constate que l e  problème d i f fé rent ie l  a déterminé en quelque 

sorte  l a  dépendance de l a  solution par rapport à l a  variable épaisseur 

Sa dépendance vis-à-vis des variables du plan moyen ( X ,$ ) s 'obt ient  

à p a r t i r  des équations que doivent sa t i s f a i r e  l e s  inconnues figurant dans 
3 4 

( U: , & d* ) , ( v*,  3* , I I (*) .  11 es t  c l a i r  que s i  l a  dépendance en 8 e s t  

l a  même quelque so i t  l a  forme de l a  plaque, l a  dépendance en ( X , 3 ) es t  

l i é e  à l a  forme de l a  plaque. Les inconnues auxi l ia i res  deviennent a ins i  

l e s  véritables inconnues du problème e t  on ne peut a l l e r  plus lo in  dans l a  

résolution sans spécif ier  l a  forme de l a  plaque. 



Au paragraphe V I .  3.  , nous avons pu exprimer (. , hi, , liL en &O 
'L 'b 'L 

fonotion des constantes d ' in tégrat ion : A., B, Ê, D 84 e t  $ où l ' épa i sseur  
1 

+ . c 4 ' . d y  
t 

2h de l a  plaque y f igure  explicitement. 

Nous appelons "théorie asymptotique lorsque h tend vers zéro", 

l a  théor ie  obtenue en fa i san t  tendre  h vers zéro, dans l e s  expressions des 

çoqstaqtes ci-dessus. 

Nous avons : 

noua qvons de même pour D R  ~ t .  e t  CR H'. . 
'L 

D'après V I .  4 .1 1 ,  Aise met sous l a  forme 

'L 
Par conséquent 9 se  développe a l o r s  : 



D'os nous aurons : 

'lJ 
De même d'après V I .  4.8, nous pouvons développer D ,  qui s e  met sous 

i 

l a  forme : 

e t  nous aurpns : 

%4 + Y,, + *l, 
*S ' *O!; * 5  + * 6  



'L 
VI .4.9, nous permet d ' éc r i re  C sous l a  forme suivante : 

i 

'L , par conséquent C devient : 

De même V1.4.10 se  met sous l a  forme : 



Nous avons alors : 



'b 
Les  développements de E e t  3 sont immédiats, en e f f e t  : 

En déf in i t ive ,  nous pouvons é c r i r e  : 





Remarque : 

Un développement asymptotique des constantes d'intégration dans le 

cas d'une plaque isotrope, d'après (~1.4.11). (~1.4.12), (~1.4.13), (~1.4.14) 

nous aurons : 
/ 



lu 

Remarquons alors que <. , % se  développent en i 

transversalement isotrope, i ls  s e  développent en dans 



EXEMPLE D ' A P P L I C A T I O N  

Dans l e  cas des plaques isotropes,  l a  théor ie  précédante a é t é  

appliquée à plusieurs problèmes C 11, i c i  nous l 'appliquons sur une plaque 

c i r cu l a i r e  encastrée. 

V l l  . 7  - R E C f f E R C f f  E DES FONCTlO,VS PROPRES 

Nous devons chercher l e s  fonctions propres W. e t  associées 
c i 

à l 'opérateur  A t e l  que l ' o n  a i t  : 

Dans l e s  deux cas nous cherchons des fonctions propres &F 
périodiques en ) - développable en s é r i e  de Fourier. 

So i t  l a  famil le  des fonctions propres : 

e t  s o i t  l a  famille des fonctions propres : 



t P 
Nous caïcuïons &r) e t  %Cr) . du fai t  que W. e t  W' vé r i f i en t  

- - .  
L 

VII.l.l nous obtenons : 

effectuons l e  changement de var iable  : on obt ient  : 

c ' e s t  une équation de Bessel dont l a  solut ion général s e  met sous l a  forme 

Je(*) fonction de Bessel d 'ordre ~ 4 . e ~  
)(j (Y) fonction de Newmann (ou fonction de Bessel de seconde 

espèce) . 
Notons que le. l imi te  de +a 

r K 4 @  
a lo r s  que l a  l im i t e  de Tb) 

%+O 
e t  comme l a  l im i t e  de $(%) lorsque K + O , doi t  ê t r e  f in ie  

nous en déduisons que l a  constante B e s t  nécessairement nu i le ,  par 



conséquent nous aurons : 

D'autre par nous avons : 

Nous aurons alors les fonctions propres : 



De mAeme nous déterminons ; WF] qui vérifient VII . 1 2 ,  

pas conséquent on obtient : 

et nous aurons : 

Ay-t 1 Wi# z * 
constante : 

nous permet d'en déduire l'expression de la 

par conséquent nous aurons : 



V11.2. CALCUL DES INCONNUES AUX1 L 1  AIRES 

Nous t r a i t o n s  une plaque c i r c u l a i r e  à bord encastré;  i . e . :  

4 -P 0 ; a O ; # 10 (centre  O ,  Rayon R )  , chargée 

transversalement sur  l a  face SL +h : 

' , constante r é e l l e ) .  

Les forces de volume sont supposées nu l les .  

S i  on prend en compte l a  symétrie du problème, nous u t i l i se rons  

seulement l e s  variables 8 e t  y , nous aurons a lo r s  des déplacements 

constants en e , de même bien évidemment l e s  fonctions propres seront 

constantes en . 
En e f f e t  ayant : 

l e s  solutions des équations V I I .  1.4 e t  VII. 18 sont des fonctions de Bessel 

d'ordre zéro, il s u f f i t  de prendre i = O dans l e s  expressions données par 

VII.1.6, VII. l .7,  VII.1.9 e t  VII.l.lO. 
R 

Par a i l l e u r s  notons  OC. ; C'EN J l a  s u i t e  des zéros pos i t i f s  

de TC@) , de même j jiCdgc ' e s t  l a  s u i t e  des zéros pos i t i f s  

de Je (e') , avec : 



1 
rappelons que 

- .  - - -  -- - 
. . 



Nous aurons pour l e s  fonctions propres : 

l e s  déplacements e t  l a  r o t a t i o n  sont  données sur l e  bord de l a  plaque, 

commenpons par  l e  c a l c u l  de chargement sur l a  face  (= *I) nous avons : 



D'après la formule de récurrence pour gSf ; on a : 

-1L qCUJ: J ' G ~ I  + $04 = LClL ~ 1 1 ) )  3 
dll  

nous aurons : 

D'autre part de fait de 1' encastrement nous avons : 



Nous aurons : 

4;. ( 3 4 4  d u -  
' dncL O S -  , *. - - (;$=, $jg 

Notons que 

avec 4 é t an t  l ' absc i sse  curvil igne de ce rc le  de centre  O e t  de 

rayon R . La plaque c i r cu l a i r e  é tan t  symétrique on en déduit que &A) 

e s t  une fonction indépendante de , e t  donc Y*  on e s t  de même. 
h 

D'autre pa r t ,  nous avons : 

I l  vient  a l o r s  : 

4 
= %'(a) ( ~ , 4  

J h  



o r  nous avons 

I l./,!(~)= L " 3. avec : ad é t a n t  1, s i m e  de T(K.) . fis 
En déf in i t ive  nous aurons : 

De même nous calculons : 

- 

D'autre p a r t ,  nous avons : 



On en déduit que : 

rC: * 
Les inconnues principales sont donc seulement f e t  /hl . 

h n 

VI I .S. APPROXIMATION DE RANG 

Nous définissons une "approximation de rang " corne é tan t  

une solution du problème dans l e  sous-espace engendré par l e s  N premières 

fonctions - coordonnées. 

So i t  l e  sous-espace engendré par w4 , - - - . /WH; 
l e  sous-espace engendré par d', , - - - - dN . 

Nous dirons que e s t  une solution 

approchée du problème s i  &(f) v é r i f i e  s u r  l e  bord l e s  conditions 

aux l imi tes  e t  l e s  équations var ia t ionnel les  du paragraphe 7V.B pour tou t  

C 
Nous avons : 



11 en résulte que 4 [ ) satisfait aux équations variationneiles n C 
si et seulement si (Xz, /;, lca) est solution 

dea problhes différentiels du paragraphe (VI .2) pour &S 4, * * * 4 h l  

Notons que U ( C implique sur le bord 
d 1) 9 d  . - 

(~emarque importante au paragraphe ~1.1) 

et à fortiori 4 (0) s O ou 
En plus nous devons imposer les conditions : 

c'est-à-dire : 

Compte tenu du fait que s'expriment à l'aide * 
de et mf , on a là deux équations résolvantes pour les deux 

inconnues principales 
- . -  
--+- --- - - - 

. .- - -  - -  - - - - - - -  
En effet : 

- 



J 

d g l ~  - 2 4.  (11 - -  A".- - y/. (il liids) 
d* - ' # 

- 
d* 6.: r 

4 1  c 3 r  3r 

De même, 

e t  que 

dtl 

D'OÙ VII.3.1 e t  VII.3.2 deviennent : 
A/ - - - 
2 [. ( 0 )  w,((R) = O 
C t r  

k4 

Rappelons que 



par conséquent VII.3.3 devient : 

Nous posons : 

Par conséquent nous aurons : 

De même e t  à p a r t i r  de 1 'équation VI1 .3.4, remplaçant &:(O) 

par l a  valeur e t  rappelant que : 

* de poment de flexion au bord (»1 . 
9l 

, nous en déduisons l 'expression 

En e f fe t  nous avons : 
-. -. . - - - - - -. - . - . . - - - - - - . . - - - - . . . . - - -. - 



N 
4~  LA+^) ?, Ca+b) 5 û + - 

11; 4. A d Jy( 
nr & 

rempla~ant C , et &<. par leurs valeurs, nous aurons : 
C 

7 

A 

de ,h* , en effet : 

Nous posons : 

par leurs valeurs, nous obtenons l'expression 



-- -- - -  -- - -  - -  - -*' - - - - 

par conséquent nous avons : - - - -.*.. l 

La méthode u t i l i s é e  détermine d'abord l e s  deux inconnues sur 

l e  bord que sont l e  moment de f lexion au  bord * e t  l a  contra inte  * * normale au bord )C 
h 

Nous donnsons aus s i  l 'expression de l a  f lèche,  i.e. du déplacement 

v e r t i c a l  du plan moyen &=.a : 

rappelons que dans notre  cas ,  nous avons : 



Nous avons posé, par analogie avec l e  cas isotrope : 

coeff ic ient  de r i g i d i t é  à l a  

f lexion 

Par consgquent nous. aurons : 

l 'expression de l a  f lèche ne f a i t  apparaî t re  que l a  constante 

1)- i .e. l e  moment 01)1 . 
fi 



Remarque : 

S i  l ' on  suppose 
- -  - -  - 

les expressions de hl ' , r * e t  .U (4 c a i c u é e s  ci-dessus nous aurons : 
h n 03 

et nous aurons : 



De même nous aurons : 

Remarquons qu'on retrouve a i n s i ,  l e  cas isotrope.  

Dans l e s  expressions 
I 

, 4 e t  C , nous fa isons  

tendre fi vers zéro, a i n s i  nous obtenons l e s  r é s u l t a t s  suivants : 



ce qui implique 

k 
V I I .  4.2 nous permet de dire  que l a  contrainte normale au bord , s e  

'l 
comporte de l a  même façon que dans l e  cas isotrope. 

Par contre nous avons : 

y." 

Soi t  : 

N 
l e  moment de flexion au bord e s t  proportionnel à %!," do.s 

n 
dans l e  cas isotrope il e s t  indépendant de l l épa iseeur  h . 



de même nous avons : 

Soit 

Par consSquent la flèche s'écrit : 
E -- 

. . ,v11.4.8 



VI1 - 5 .  E x e m p l a  de. c h m e n a  - - ---- ----------- ------ 
Il e s t  possible d ' u t i l i s e r  ces r é s u l t a t s  pour l e  cas d'une 

charge uniforme (a= O , b -9 R )  , d'une charge concentrée au  centre 

( & = O ,  b - 0 )  ou plus généralement d'une charge 

uniforme concentrée l e  long du cercle  de rayon (L ((6-6 CJ . 

VII .5.1. LE CAS P'UNE CHARGE UNIFORME 

Dans ce cas nous avons 

nous aurons l e s  r é su l t a t s  suivants : 



V 1 1 . 5 . 2 .  LE CAS D'UNE CHARGE CONCENTREE LE LONG DU CERCLE D E  RAYON 

Dans ce cas il s u f f i t  de remplacer dans l e s  r é su l t a t s  du paragraphe 

précédent, 4 

avec désigne l a  charge t o t a l e ,  

nous avons l e s  r é su l t a t s  suivants ' i 
- 0 ; ~ ~ ( ~ i ~ ) / & ~ ~ ( ~ t j  

s o i t  Y ' . . .VII.5.2.1 
hl 



Soit 

VIT. 5.3. LE CAS P '  UNE CHARGE COXCENTREE AU CENTRE O 

Nous avons l e s  résul ta ts  suivants : 
J 



soit 



CONCLUT OPI 

Les calculs  développés tou t  au long de ce t t e  p a r t i e  nous amènent 

à l a  remarque suivante : en posant f iO=$, = A ; PO = y, = pL= fà dans 

l e  cas transversalement isotrope nous retrouvons l e  cas isotrope.  O r ,  en 

fa isant  un développement asymptotique - e t  l a  remarque a déjà été f a i t e  
/t N 

(c f .  V I  .6) - l e s  deux constantes d ' in tégrat ion 0; e t  C L s e  développent 
w 

en 4 ;  alors  que #; e t  CC ( l e s  deux constantes analogues dans l e  

3 
cas isotrope) ,  s e  développent en -(/Ai , ce qui explique que l e  moment 

de flrexion au bord , cm,* (dont 1' expression f a i t  in tervenir  (El e t  
& 

) e s t  fonction de a lors  qul il es t  indépendant de l 'épaisseur  

de l a  plaque dans l e  cas isotrope. 
C 

En ce qui  concerne l a  contrainte normale au bord )) , dont r, 
l 'expression f a i t  in tervenir  l e s  deux constantes a. e t  5 , e l l e  s e  

c i 

comporte de l a  même façon que l a  contrainte normale dans l e  cas 

isotrope (rappelons que l e s  deux constantes a< e t  s e  développent 

d' une façon analogue dans l e s  deux cas) . 
Les remarques ci-dessus nous amènent à f a i r e  l 'analyse  suiyante : 

Soit  me* l e  moment de flexion d'une plaque c i rcu la i re  isotrope 
n 

e t  m:T l e  moment de flexion d'une plaque c i rcu la i re  transversalement 
7 - 

isotrope ( l e s  deux plaques sont supposées de même rayon 4 e t  de même 

épaisseur 21 ) . 
De même notons par f lèche e t  ch&rge correspondant 

au cas isotrope, fi 'P , 901. f lèche e t  charge correspondant au cas 
No 

transversalement isotrope.  

- .- - Pour une flèche donnée e t  égale dans l e s  deux cas : -- - 
-- 



nous aurons donc : 

où fl est la fonction exprimant la différence entre les deux moments. 
Par conséquent les charges correspondantes s'expriment l'une en fonction 

de l'autre de la façon suivante : 

ce qui nous permet de dire que lorsque l'épaisseur de la plaque tend à 

devenir de plus en plus petit --3 O on a : 

ce qui semble exprimer une plus grande rigidité à la flexion dans le cas 

d'une plaque transversalement isotrope. 



DEUXIEME PARTIE  
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CHAPITRE 11' 

+ + +  
e ) un repère l o c a l  orthonormé, l a  coque (C) So i t  (O; ers ee, 

é las t ique occupe l e  domaine fi = dx IR-h, R+h[ où d e s t  un domaine du plan 

+ + 
(0,  ee ,ez) ,  d i t  f e u i l l e t  moyen t e l  que d = ]-a , +a [XI -1, +l 1, O < a < n 

L > O e t  où R e s t  l e  rayon du f e u i l l e t  moyen, Ph e s t  l ' épa i sseur  (constante) 

de l a  coque. Nous notons C l a  f ron t iè re  de d, régul ière  par morceaux. 

Enfin, s o i t  n = (n ,  , n2) l a  normale à C d i r igée  vers l ' e x t é r i e u r  de d e t  

+ 
= Cx 1 R-h, R+h[ l e  bord de l a  coque (n ,  vecteur un i t a i r e ) .  



Introduisant l e s  actions extérieures à ( C ) ,  nous supposons 
-- -- 

-b -k 

qu'elles admettent des densités, notées G sur fi , P,(E = + 1) sur l e s  

* 
faces r = R + h , Ig su r  l e  bord 1 . 

- -  - 
Soit  IL l 'opérateur de Lamé, (O. . ) l e  tenseur des contraintes. 

1J 

Nous rappelons les  équations de l a  statique en é l a s t i c i t é  l inéa i re  classique. 

-b 
U désignant l e  champ des déplacements : 

L($) + 8 = O dans 52 . .. 

'ij 
= K  , ( j  = 9 ,  z) sur C ... (11'. 1.2) 

('rr' O r e ,  
or,) = EP sur r = R + h ... (11f.1.3) 

E - 

-+ + -b + 
Le champ des déplacements U s ' é c r i t  : U = Ur er + u 

-+ -+ + 
avec u = '1, e8 + u eZ . z 

-b -b 
L'équation ( l I 1 . l ) ,  L(U)  = - G dans 52 , s ' é c r i t  : 

+ -b -+ 

p A + ( A  + p) grad div U + G = O 

-+ 4=-+ 
où A U = Div Grad U 

a'U, 1 a C r  acur aue u 
+--+ 1 r 

t e l  que A U.er = 7 + - + - - + - - - - - -  

ar2 r2 ae2 az2 r2 r 
2 

2 
aue U r = Aur - -  - - -  

r 2 ae 2 

-b -b u0 2 - -  de même, A U.ee = Aue + 2 a, 
r r 

2 

a" 2 a * = ;  
Rappelons que - es t  noté * de même que - a r a r 2 - 

-L -b 
D'autre pa r t  (grad div U) se  projete  comme su i t  : 

. 2 2 
I -b -b 

U u 
1 1 

a Ue a uZ r r " 

(grad div U )  .er = - - - -  - + - - + -  
.S.. 

+ - + 2 ae r arae a r a =  2 r ," 



2 2 a ue a uZ 
I -t -+ 

u u r " = - + -  1 
 rad div  U).er = - - 

1 - -  - + - - + -  
2 r + Ur 2 ae r ara9 a r a ~  r r 

- a -+ 1 a ;  + -  
NOUS avions noté : grad p = -- r a0 e az ez 

l a  a d iv  = - - + -  
p r ae a~ 

ce a u i  entra îne  : 

2 2 2 
d 1 

a u 
1 - z +  + -  - 1 

a 
Grad (d iv  u) = (2 + - 

P P r ae2 r a g a z  ) ee + (7 a z  

+ 
L'équation (1112.4),  se  p ro j e t t e  a lo r s  sur  er en donnant : 

-+ -+ 
L a  projection su r  l e  plan (ee ,ez)  donnant par  a i l l e u r s  : 



OU encore : 

-t -b -+ -b 
avec A$ = I A C ~ . Z ~  + ~hGl.e, , g = gg eg + gz eZ 

En d é f i n i t i f ,  l e s  équations de l ' é q u i l i b r e  (équations de LAME) dans 

fi , s 'écr ivent  de l a  façon suivante : 

11 ' . 2 .  CONDI T l  UNS AUX L1 MITES 

1 1 ' . 2 . 7  C o n ~ o n 6  aux U u  bun l e  bond C ( e n  c o w v c t u ) .  

Sur l e  bord C , on a l e s  conditions aux l im i t e s  (équation (II' .2) ) 

J . .n =IK , ( j  = 8, z )  IK , densité des forces exercées sur  1. 
;J j 

O r  l a  coque étudiée, a pour bord C = Il  + L2 + L3 + Cq 

avec 



+ -+ 
Soient, n vecteur normal extér ieur  en un point M € C, t l e  

-+ -+ -+ 
vecteur tangent en ce même point t e l  que, l e  repère l oca l  (e rs  eg,  eZ)  é tant  

+ + +  
di rec t ,  l e  repère (el, t ,  n) formé par l e  plan tangent e t  l e  vecteur normal 

extérieur à C e s t  aussi  di rect .  

-P + 
n(M) = sz ; Z(M) = eg M un point de 1 

-+ -% 
n ( M )  = se; Z(M) = -e z M 11 11 de C2 

-+ -+ + + 
n(M) = - e  ; t ( ~ )  = -  z eg M l1 l1 de C 

3 
+ + -+ + 
n(M) = - eg ,  t ( M ) = e Z  M " " deÇ4 



Les condit ions aux l i m i t e s  s ' éc r iven t  a l o r s  : 

-+ -+ 
sur C l  : orz 8 + l )  = f l r  x = f l ( r ,  8 ,  + 1 )  

oez(r.8. +e)  = f i e  r € ] R  - h ,  R + h [  

ozz(r.8. + l )  = f28 8 € 1 -  a ,  + a  

sur L3 i 'rz (r,e,-L> = - f2 r  

~ ~ , ( r . e , - l )  = - f2e 

O Z Z  
(r,8,-1) = - f2z 

* 2.1. Sur C l  



Sur C2 

Sur L3 

d 
3 

-f --+ 
d * - G r a d *  . n , Ayant : - - - -  a* - Grad * .n 
dn dn 

Nous obtenons : 
au aur r 

s u r  C l  ' = -  
dur . - = - -  

dn d n i L 3 d n  a z 



r i . - -  dur 1 
Sur C l  :r=-- _ - -  - 

r ae '3 d t  r ae 

dur + + 
1/ (11 .2 .1 )  devient : + n . ~ )  = f l r  

dur 
+ 

-f . 
l ( 1 1 . 2 . )  devient : y - p n.u = f2 r  

Les équations 2,3/ (II ' .2.1) deviennent : 

de plus nous avons : 

qui nous donne : 

D'autre part l e s  équations 2 ,3/ (11t .2 .3) ,  s 'écr ivent  sous l a  

fome  suivante : 



En déf in i t ive ,  l e s  conditions aux l imi tes  s 'écr ivent  : 

dur + 4  - 
s u r  x1 : I l i ( = +  n.u) - f ~ r  

3. 
u 

du + (++ -% -% + 
~ ( d i v  Z + ir) .n + 2~ r o t  u.er).e + ~ $ 2 ~  = f I 8  ee + f l z  eZ 

8 

su r  3 : I I 

Sur C2 : 
+ dur U, 

-%. 
li(n.u + - - r ) = h  

1 r 
au  au, au  r 1 z 1 r aue U r + -  + - ) + 2 p ( ;  - + - ) = h  "F+F az ae r 18 

. . . (II' .2.12) 

Sur Ch : 

1 1 1 . 2 . 3 .  ConcihXom aux L i n i t e ~ ,  en c o ~ n R : e s  swr l eb  jionced S+ powr leaqu&ed 

+ du + r 
p(n.u - - - - ) = ber dn r 

+ Ayant P pour densité des forces exercées sur  S+ n l a  normale 
€ ¶ - + + + + + 

extérieure n = 2 e- T ( M , ~ )  = PF donne en contraintes : 



2our r = R + h, face S+ 

a (~+h, 8, z) = PET rr 

ore(R+h, 8, z) = PEe 

oZr(R+h, 8, z) = P EZ 

Y ( 8  etz) F d 

Pour r = R-h, face S 

1~~(R-h).8, Z )  = - PEr V ( 0  et z) € d 

a (R-h, 8, z) = - 
1-0 P ~ 8  E = - 1  

'r z (R-h, 8, z) = -P 
€2. 

B.2. Conditions aux limites en déplacement sur S+ : 
- 

et ceci, (8 et z) € d, r = R + - h , E = 1 pour r = R + h 

= - l p o u r r = R - h  

Ces équations peuvent s'écrire de la façon suivante : 

+ 
I "e +- 

ri ;+ p Grad u - ri; ee = E P  
P r 



11 ' . 3 .  L u  EyuuXiam de l' élabZkL.té, apkè~  d é c o m p o a ~ o n  du champ de 

vec;teun 5 l déplacements 1 .  

111.3.7. E q ~ o m  d'éq&b/te dam Q 

Nous avons démontré, que tou t  champ de vecteur s e  décompose e t  

d'une façon unique (ch. III. B ) en t r o i s  champs s ca l a i r e s  : uo, u1 , u2 avec 

u l Iz  = 0 e t  que, en p a r t i c u l i e r ,  l e  champ U (désignant l e s  déplacements) dans 

une coque cylindrique, s e  met sous l a  forme : 

-f + -b -b -+ -+ 
U = U  e + u  u = u e e e + u  e 

O r Z Z 

-b 
Nous remplaçons a lo r s ,  U (ur, u ,uZ) dans l e s  équations (II ' -1.5) 

-f 

Par U(ur, U l ,  u2). 

La première équation du système (II' .1.5) devient : 

Par a i l l e u r s ,  nous avons : 



a; a;, 
1 .  1 1 . -  - -  1 - a U2 * - u  = - -  
r z r a z  2 ae 3 ae 

D'autre pa r t ,  nous avons l e s  relations suivantes : 

de même : 



D'où l a  2ème équation du système (II' .1.5), qu'est une équation 

-+ -b 

vec tor ie l l e ,  s 'écr ivant  suivant (ee ,  e,) de l a  façon suivante : 

-3.  _Yt -b I 
u 

-b 

+ Grad u + (A+p) Grad ( d i v  U) + (;\+Il) Gradp (i ) + g = O 
P r P P 



-+ -+ 
D ' où dans l e  plan (ee , ez) , nous aurons : 

. 
Y aul + -1!9+ ---  - A  --,. au, + + a - + = o .  ailr + 

r a z  ee 2 ae ee 2 ae2 = Z  2 ae ee + r 

De fa i t  que tous l e s  opérateurs vectoriels auxquels, nous avions 

à fa i re  sont des opérateurs "plan" (nous avons tous f a i t s  pour que cela se  so i t  

a ins i ) ,  a lors  pour a l léger  l ' é c r i t u r e  nous confondons désormais, l a  notation 

V avec V.  
P 

Rappelons tou t  de même, que "plant' voulait d i re ,  que l e s  dérivations 

portaient uniquement aux deux variables plans (8 e t  z )  a ins i ,  nous avions : 

Les équations d'équilibre (équations de LAME) dans f2 , s 'écrivent 

alors : 
- 

p A u r -  M u  2 r + r r + ( X + ~ U )  ü r +  (A+u) A U ,  - 
r r 3 ae 



7 1 ' . 3 . 2 .  Con&onn aux &h%h am C 

+ 
Pour que l a  décomposition du champ de vecteur U, s o i t  unique 

nous avions imposés à ce que u s o i t  nui  sur  l e  bord C . 1 

D'autre pa r t ,  regardons l a  façon par l aque l le  in te rv ien t  l a  

+ 
décomposition de U su r  l e s  conditions aux l imi tes .  

En e f f e t  : 
+ + + +  sur z1 ( z = + e ,  e e ]  - r a ,  + r u  [ , y  r E I R - h , R + h [  , n = e z , t = e e )  

A++  
= ro t  u.e r 

+ 
O r  nous avons : A u, = div  u 

I 
+ + 1 auz a u  

8 h u 2 = -  d iv  ( e r A u ) = - - - -  r ae az 



+ + 
-+ du -+ du 

que nous permet d 'écr i re  : A ul = t + n 

d -+ -+ 
Au2 = r o t  u.e r 

-+ -+ ' 
même calcul s u r  C ( z  = -L, 8 € 1 + r  a, - r a[, V r € ]  R-h, ~ + h [  , n =-e 

3 z ,t = -e,) 

-3 + -+ 
donne : 1 A u 2 = r o t  u.e r 

Par conséquent, les équations (11l.2.9 e t  10) exprimant l e s  

conditions aux l imi tes ;  sur 1 e t  deviennent : 1 3 

sur 1, : 

Sur C2 : 

. . . (II' .3.4) 

- 

dur + 2 - ii (, + n.u) - f ~ r  

. + d u + - U  + A  - 
(k2l.l) Au ,  + h r - 2  u t =  r r - f ~ n  

' 
-+ du 

2 P t = +  ii Au2 
= 

dur ' -t 
P (F 

- n.u) = f2 r  

-+ . 
+ du 

u r 
(A+2p) A u + A  ur - 2 Li t - - A - -  

1 d t  r - -f2n 
-+ 

du 
2 I i f - & + Y  A U  2 = - f2 t  



-+ 
du U~ -+ 1 -+ 

au 
e - -  - 1 z +  

nous avons : - = - - -- e 
dn r r r ae e0 r a û  z 

remarquons que sur Z 
(2,4) ' 

Par conséquent, les équations (II ' .2.10 et 12) exprimant les 

conditions aux limites sur L2  et Z s'écrivent : 4 



Sur C2 : 

Sur C h  : 

Conclusion 

Les conditions aux limites sur le bord C , tenant compte de la 
-+ 

décomposition canonique du champ de vecteur U, s'écrivent : 

Sur C l  

-+ 
Sur C2 

+ dur un ) 
p (n.u + - - - 

dn 
=h r 1 r 



Sur Lg 

Sur C4 

dur ' t - 
ii(, - n . ~ )  'f2r 

+ d; u r 
A + ( ~ + 2 p )  A U -  2 u t , -  A , = -  f2n 

' 
-+ du 

2 p t - + P A U 2  dn = -f2t 

+ + du u r n 
p (n.b - - + - ) - 

dn r - h2r 
' u 

+ du r 
( h + 2 ~ )  A u, - 2 p t  ,+ (h+2p) - +  r A \ = h2n 

' 
-+ du 

p A u 2 - 2 p n -  d t  = -h 2 t  

' ' 
-+ du ou p z - + u n - =  

dn d t  h2t 

1 1 1 . 3 . 3 .  Con&om aux kXmLten huh  Len ducen S+ ; r = R + - h 
- 

De même que pour l e s  conditions aux l im i t e s  sur  C , nous écr i rons  

l e s  conditions aux l im i t e s  sur  S+ , en tenant compte de l a  décomposition 
- 

du champ U e t  ce la  s e  f a i t  aisément en remarquant que : 



Sur S+ ( r  = R + - h) : 
- 

u r 
(A++2p) 4. + h A u l  + A - =  r " 'Er 

-3. + -3. 
au au2 + 

L "9 -+ - e + p G r a d  eg = c c  p G r a d  u, + p e r A G r a d  u - 2 &eO- ,, r r 

avec E = + 1  pour r = R + h 

- 1 p o u r r = R - h  . . . ( I I t . 3 . 1 1 )  
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Cf-fAPI TRE 11 1 ' 

Nous introduisons l 'espace W dé f in i  par : 

2 -  3 W = { W = (wr, w l ,  w2) E C (d,  R ) ;  w = O  S W L  } 1 

Tout champ vector ie l  w déf in i  su r  d é tan t  ca rac té r i sé  par : 

Il en r é su l t e  que tou t  champ vec tor ie l  W dé f in i  su r  Q s ' é c r i t  : 

~ ' é ~ u a t i o n  de l ' é q u i l i b r e  dans $2 (équation de LAME) ; 

s) + d = 6 admet l a  formulation formelement équivalente : 

N.B. Cette équivalence formelle a été démontrée, dans l e  cas des plaques 

au Ch. ( I V . B . ~ ) ,  pour l e  cas d'une coque cylindrique l a  démonstration 

en question r e s t e  entièrement valable. 

Nous posons e t  d'une manière classique,  e t  pour t o u t  r€l R-h, ~ + h [  , 
+ 

pour tou t  w E W : (ur,Wrld = 1 u w dx ; (u,w) = u.w dx 
" 1" 



Notons, l e s  re la t ions  en t re  produits  sca la i res  suivantes : 



a; + +- 
a i 2  aw 1 a i ,  

+ 1 = - 1 -  (- 2 ae Y ez, 
aw2 

(2 ae XF )a  - 1  
r r 

- ( $  r àe3 ae a 

1 +- * ( - - -  = - 1 3 aw, 1 aW2 
2 ae ezy ")a - > 

r (2 r a e 3 ~ ) d - ( ~ ~ 3  r ae a 

1 au2 -+ +- - 1 2  au  aw 1 1 aw2 * (7- eZ,  w I a  - (3-55- a z  - 1  
r r 

- ) +  (TT 1" y ae a 

avec w =w.n  n 
+ +- 

W = w . t  t 

'(2,4 ) 
s i g n i f i e  C e t  C 4  

2 

Par conséquent, l a  projection des équations ( I I I ' . ~ . ~ )  sur  l ' espace 

des fonctions t e s t e s  W,nous fournie l a  l è re  équation in tégra le  : 



De même une seconde équation in tégra le  e s t  donnée, en e f f e t  : 

a;, aw 1 a;, au2 a l 2  aw 1 a; aw2 
+ ~ ( ~ ¶ ~ ) d * ~ ( ~ > ~ ) d - ~ ( ~ s ~ ) d + f ( ~ , ~ ) d  r r 

a;, hl a;, aw2 au  2 a w IJ a; aw2 u. 1 - -  - - ( - ¶ ~ ) , + - $ ( ~ ¶ ~ ) d - p < a , y ~ ) d  3 ( ~ ¶ ~ ) a  
r 3 ae r r r 

aur a ~ ,  
2~ - a (- -+ -+ - + +  - 

+ $ w s ~ ) d  2 ae ¶ ~ ) a  + (g ,  Grad w ~ ) ~  + (g, er A Grad wgId = O 
r r 



+ + + + -+ -t 
Notons par : a(u,w) y b(uYw) e t  rL (u,w), l e s  formes b i l i n é a i r e s  

suivantes : 

- li A ,  A w2), - (A+21-i) (Au l ,A~ l )d  

+ + 
a(u,w) e s t  une forme b i l i n é a i r e  symétrique. 

a; aw 
1 1  

a;, aw2 
--  (A+') (ur,A w1 l a  - -  (- aW2 + L I ( - -  - )  

r r 
ae ~ ) a  r a z  a z  a + r ( ae a 

a; aul 1-i a;, aw2 a;, a;, 
1-i - ~ ( ~ y j j 3 - ) a + - ~ ( ~  -)a-%(z,z)d 
r a~ r 



ConceLLbion 

Les équations de l l E l a s t i c i t é  l i n é a i r e  exprimant l ' é q u i l i b r e  du 

domaine 52 ; L ( U )  + G = O ,  sont formellement équivalentes à l a  formulation 

var ia t ionnel le  suivante : ( jusqu la lo rs  aucune hypothèse s impl i f i ca t r i ce  n 'a  

é t é  

-+ -b __+ -b -.-+ 
Y 3 E W = {(wr,w ,w ) t q  W = wr er + Grad w + er A Grad w2; wllC 

1 2  1 
= O) 

e t  Y r € IR-h, R+h[ 

e t  en chaque point  de ( d ) ,  nous avons : 

+ -+ 
O r  l a  forme b i l i n é a i r e  T C ( u , w )  do i t  s a t i s f a i r e  aux conditions 

aux l im i t e s  sur  l e  bord C , représentées par  l e s  équations ( I I t . 3 . 7 ,  8 ,  9 

En e f f e t ,  ces équations nous fournissent l e s  r e l a t i ons  suivantes : 



avec : t q  i = 1 sur  C2 

i = 2 s u r C 4 .  

3 -+ 3 3 
So i t  K = K e + K n + K t charge exercée sur  l e  bord r r n t 

t e l  que l ' o n  a : 

Sur : 

- 
Kr - 

- 
Kn 

- 

- 
K t -  

I3  

f2n 

f2 t  

4 

h2r 

h2n 

h2t  

1 

f t r  

2 

l r  
h 

h în  

h l t  



+ + 
l a  forme b i l inéa i re  I' (u,w), tenant compte des conditions aux l imi tes  C 

sur l e  bord C ,  devient : 

A' 
-1 sur  C l ,  2 

avec E ,  = 
I 

+ l  sur C3, z4 

&2 = + Sur C2,C4 

4 
(2  A+v) sur  C 3 

+ + + 
De même qu'au (1) , l a  formulation T ( ~ , n )  = E PE , exprimant l e s  

conditions aux l imites  sur  l e s  faces l a t é r a l e s  S+ (r = R + h ) ,  e s t  - - 
formellement équivalente à l a  formulation var ia t ionnel le  suivante : 



-+ -+ -+ I + I 
e t  cec i  w E W = Iw,. w1 w2; W = w e  + Grad w + e A Grad w avec W~,~=O } r r 1 r 2 

e t  pour tout  point M € d  avec r = R + - h . 

Notons l e s  re la t ions  suivantes : 
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Soient l e s  formes b i l inéa i res  suivantes : 

-% -% 
a (u,w) e s t  en plus symétrique. 1 s 

-% -% 

(US") = (h+2U) (q3 wr ld  +A (Aul .wr)d - p(Ll. A w l ) d  

Conclusion 

Les  conditions aux l imites  sur l e s  faces S+ (r = R +_ h) ,  repr6sentées - 
par l e s  équations (II' .3. I l )  sont formellement dqulvalente à l a  formulation 

suivante : 

pour tout point M € d, t e l  que r = R + h - 

Nous avons : 



CHAPITRE IV' ' 

APPROXIMATION SUR LE BORû P'  UNE CUQUE CYLINURln,UE 

Comme ce la  a é t é  f a i t  dans l e  cas d'une plaque mince, nous formulons 

une approximation tridimensionnelle de problème des coques s t a t i s t i ques  minces, 
d 

qui consis te  à l i n é a r i s e r  l e  champ des déplacements U (ce,$) en Y 

sur  l e  bord 1 . 

IV'. 7 .  Linéahina;tion du champ d u  dép&cmen.ts czt d u  changu appfiquées. 

La coque é tan t  un so l ide  dont l ' épaisseur  e s t  f a ib l e  en 

comparaison du diamètre du f e u i l l e t  moyen , nous ne 

retiendrons pour chaque f i b r e  de d 'abscisse (4) , que des approximations 

Le développement en )r donne : 

Ceux-ci nous permet d ' éc r i re  : 

-9 

Cette ï i néa r i s a t i on  suppose que e t  //( sont l i n é a i r e s  en )C sur  l e  

bord , c 'est-à-dire que chaque f i b r e  de d 'abscisse (J) , sub i t  un 

déplacement de so l ide  r ig ide  t e l  que : 



Ceci implique : 

-3 
d(h)n< = Z~A)  

7 V ' . 2 .  Rechehche de itomeuh des aohceà a h h o d é  

Soit le torseur de forces associé-charges 

appliquées sur le bord (la résultante et le moment) sont 

les éléments de réduction de torseur le] au point (x@) , x&(?..) des 

forces appliquées sur la génératrice de issue de ce point. 

p+k' Pt 6 e+ 4 

La résultante 
[Gl,4, + (9- R) FI 4 ~ d V  a, ) ,cq9& z / n . ~ ~ r  + J 

&f i  8-4 R-4 

Notons 



Le moment 

e t  on obt ient  : 

Notons par  : 

4 
ce que nous permet d ' éc r i re  ')')f sous l a  forme suivante : 



Il  e s t  bien entendu que l a  formulation var ia t ionnel le  du problème 

Èi l ' i n t é r i e u r  du d o m a i n e n  de l a  coque r e s t e  l a  même, par  contre l e  terme 

de c e t t e  formulation exprimant l e s  conditions l imi tes  su r  l e  bord sont 

transformées s u i t e  à l 'approximation f a i t e  au ( I V ' .  1 ) . 
Par conséquent l ' équat ion (III'.~.~) e s t  charlgée, auparavant, notons 

que : 



AU, - - du4 dLi++ @-KI)' dU;r - + (fi R )  - 
dL d b  a dt 

- 
dl- 

- 



Tenant compte des r é su l t a t s  ci-dessus, nous obtiendrons pour l e s  

termes f ront ières  : 



Rappelons que : 

et que la notation étoile (m) signifie que les fonctions notées ainsi ne 

dépendent que de (RI @/ 3 ) 

D'autre part les termes exprimant les conditions limites sur le 

bord Ci et qui apparaissent dans la formulation variationnelle équivalentes 

sur les faces S 1 r5 f?+ R , sont changées suite à 

1 ' approximation. fP. 4 
Nous avions 

Qui devient alors : 



-9 
Le champ des déplacements U t e l  que : 

avec = 0 

e t  supposant que : 

- tacced) = i ? ~ ~ ~ , ~ ) + ( ~ l e , & . ~ , ~ )  
sur l e  bord 

s a t i s f a i t  pour toute  fonction gck e t  Vr,g-Jg.h, e+ft[ 
aux équations suivantes : 

Bien entendu cet te  formulation n 'es t  plus équivalente d 'me façon 

formelle aux équations de l ' é l a s t i c i t é  l i néa i r e  (II'. 1 .1  e t  II ' .  1 .2 ) .  

Notons que l a  remarque f a i t e  a ce niveau pour l e s  plaques : l a  conclusion du 

(~.3), e s t  entièrement valable i c i .  

D'autre pa r t ,  ce champ des déplacements vé r i f i e  sur l e s  faces 

, l e s  équations suivantes : 



SYSTEME D '  EQUATIONS D l  FFERENTZ ELLES 

V '  . 7  . CHOIX D E S  FONCTlOMS PROPRES 

. Nous exploitons l a  formulation var ia t ionnel le  du Chapitre I V ' ,  en 

passant à une formulation d i f f é r e n t i e l l e  . 
Nous avions l 'espace des fonctions t e s t  : 

t e l  que 

Soient Wfi,,* , >Xfik l e s  fonctions e t  valeurs propres associées 

aux fonctions W' , In/: e t  t e l  que : 

avec 

Rappelons que l e s  fonctions propres WwR , ou t r e  l eurs  propriétés 

d 'orthogonali té,  consti tuent des systèmes complets dans 144) 
L1orthogonalité des fonctions Wuk implique : 

- 



- - - - - - . . - - 

De l'équation V1.l.l on déduit que : 

p 1 

Nous introduisons les moments R w *  , et teispue: 

c ' est-à-dire 

Remarquons que en conséquence de ce choix des fonctions propres, 

nous réduisons l'étude au cas d'une coque a bord a p p ~ é .  

V '  ..2. Sga.tème di&jE~n/tiel 

Nous introduisons les notations suivantes : 



Et notons par : 



Prenons successivement pour des fonctions t e s t  dans l e s  systèmes 

d'équations I V '  . 3 . 3  e t  IV' .3.4, l e s  fonctions suivantes : 

Remarque : Nous remarquons que lorsque : 

nous aurons sur l e  bord z : 
avec : 

nous aurons sur l e  bord : 

avec : d'Y'.* = O 

d*k wt= - 
dvl 



, nous aurons a lo r s  : 

-> 
(2)  Si \iy) aV'ac( Wq k , nous aurons a lo r s  : 



- )I ad,  auIw -) O f i  ? ( w J  ~ N Q R  d4 ( 5)  .ae L 4 

Si W = ~ j & d  l4$, , nous aurons alors : 



-3 -> 7 

O r  dans l e  2ème cas c'est-&-dire quand W = 9 s d % h  , q(oHw) 
peut encore s ' éc r i r e  de l a  façon suivante : 

De même dans l e  3ème cas : iJ" = < I\ , nous awns  : 



B : Pour & R i  R 

. . -  . -. 

(1 )  si i;i7= w , ~  C , nom aurons : 

r&,( f i :J )=  X ( + , Y ~ ) ~ ,  v 

(2 )  ~iG=qWb%* , nousaurons  : 



S i  W3 = $4 92dt+i4k, nous aurons : 

A p a r t i r  des re la t ions  ci-dessus, nous obtiendrons un système de 

t r o i s  équations d i f f é r en t i e l l e s  du second degré dans d , e t  un système de 

t r o i s  équations d i f f é r en t i e l l e s  de l e r  ordre (conditions i n i t i a l e s )  pour 

r- ($6 
Pour cela ,  nous notons l e s  r é su l t a t s  suivants : 





'Pl et 'H' de parité différente 

f~ et kt  '0 JI 

Si q et ~1 de même parité 

 OU^ et k' " 1f 

est tel que Sfb - 



D e  même nous avons ( s i  fi e t  M' , k e t  k' de parité différente)  

tous l e s  autres produits scalaires  sur ( d ) ,  sont calculés de l a  même façon. 

Deux cas sont à envisager pour obtenir l e  système diff 'érentiel : 



3r nous remarquons que dans le 2 h e  cas, nous obtenons un système 

dont : la lère équation donne : fiqC= O 

la 2ème équation donne : 2 
~ ' u k  ' / a un coefficient donné 

la 3ème équation donne : 

b,c des coefficients donné 

Un système dont l'intégration est immédiate, par conséquent, nous 

nous intéressons au îer cas, à savoir : Y = M', h= h ' 

+ V1.2.1, V1.2.2 et V1.2.3 nous fournissent la lère équation qui est la 

suivante : 

~I.2.4, V1.2.5, V1.2.6 et V1.2.7, nous donnent une 2ème équation suivante: 



.2.8, Vi .2.9, V i  .2.10 e t  V i  .2.11 donnent : 

l e s  conditions i n i t i a l e s  pour V's donnent l e s  éq.uations suivantes : 

fournissent  : 

Vi.2.17, Vi.2.18 e t  Vi.2.19 donnent : 

enf in  Vi.2.20, Vi.2.21 e t  Vi.2.22 nous donnent : 

- - -  

' L e  2 L -A 8 -  - - - - -  

p. - - - - - - - - - - - & -- - -  - : -----  . " -- 

prlqkEhk - /i l,,kRqk 2 



C vlL 
Rappelons que l2(- + - ) qulon remplace par  s a  valeur 4 dLvL eL 
dans l e s  équations précédentes. 

Nous avons en e f f e t ,  un système d'équations d i f f é r e n t i e l l e s  de 

second degré en R i k ( ~ )  ( d o =  4,2, Y ) 

1 e r  degré en &:h( R )  (4 .5  qt zl 

e t  3 autres  équations du 

qui représentent l e s  conditions 

i n i t i a l e s .  

ous remarquons que l e s  deux premières équations (v' .3.1 e t  V' .3.2) 

sont couplées entre  e l l e s ,  par contre l a  troisième (V'  .3.3) e s t  uniquement 

4 

l e s  moments R$rJ tS4(V e t  vér i f i en t  l e s  équations 
8th 

suivantes : 



,--' 

f /  R i ; .  
L'Liv Ld 

- .  - -- - -  vQ€ hr- et V O , ~  € d - -.. - - et pour T Z  R+ R . . -- --- . . - .  - ,- - 

Nous avons les équations suivantes : .. 
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CUAPlTRE VI1 

LE CAS D'UNE COQUE FERMPE 

Soi t  ( 0, ,c,ë) un repère l o c a l  orthonormé, l a  coque ( ) 
i 

occupe l e  domaine , d 31-6 ,R+& [: , OÙ d e s t  l e  f e u i l l e t  moyen 

t e l  que Co,tlrJ x ] u , & ~ C  
R e s t  l e  rayon du f e u i l l e t  moyen, e s t  l ' épa i sseur  (constante)  

de l a  coque. 

~e bord 2 = L0,27Q x M - 4 ,  &h c x C o , t j  

Pour t r a i t e r  l e  cas dlune coque fermée à p a r t i r  du cas d'une 

coque ouverte ( L e ;  d ,  3 - % + y  I:x]-{, t l C ; ~ < ~ < n , l > o )  il ne s u f f i t  

pas de prendre 0( dans l1 in t e rva l l e  fermé ~ O , T T ~  . 
En e f f e t ,  l 'hypothèse s impl i f icat ive  formulée sur 3 = C x 3 A-&, Q+& L 

dans l e  cas ouvert nous ramènerait au  cas classique de l 'hypothèse de 

LOV-KIRSHOFF partout  dans d s i  on considère 4 & CO,V]. 

V I  ' . l .  f a m ~ a n  du pw b&me 

Les équations de l a  s t a t i que  en é l a s t i c i t é  l i n é a i r e  classique : 

4 -0 

L(u) + G = 0 dans JL 

nous fournissent  l e s  équations (11l.3.1) , (111.3.2) dans &, (111-3*3)9 

(111.3.4) s u r  l e b o r d  2 , e t  (11'.3.11) sur  l e s  faces ~ = l ' = ~ f & .  



Les termes sodignés ne figurent pas dans l'expression de b ( ~ 5 )  de 
I 

III'. 1.3. 

P 
+ l  sut 1- 

avec 4 = 
\-i Iur x +  

au cas d'une coque ouverte, cf. (III'.~.~), (1111.2.3) et (III'.~.~). 



Ces équations sont formellement équivalente à l a  formulation 

var ia t ionnel le  suivante : 

4 -0 * + v w c C ( W ~ ,  w4,d4) t e l  que W =  q e ,  + a a d  w,+ A~ZAJ, 

en chaque point de (d) nous avons : 

nous avons : 

forme b i l i néa i r e  s p é t r i q u e .  

V11.1.3 e s t  identique à a(U),G) de 1111.1.2. 



VI' . 2  - A p p n o M o n  huh l e  bohd -- ---- 

La même approximation de Ch. I V '  é tant  f a i t e  dans l e  cas d'une 

coque fermée nous donne l e  terme bord r (c exprimant l e s  conditions z 
l imites  sur 2 suivant : 

- P C $ ~ ~  .t), - N(u*u/) + t t  c "cc"' - )cc N, IJ,) c 

notons que [5*(zw") ne change pas par rapport au cas d'une coque 
- - - -  --p. - - - - - - - - - - - - -. - . - - - - - - - - - .  - -  - - - -- - - - - . - . . --. - - 

ouverte (cf.  IVl.3.2). 



Alors que dans l e  cas d'une coque ouverte, l e s  fonctions propres 

associées aux fonctions ( w,, W, , \J ) e t  qui  vé r i f i en t  : 
C 

Sont des fonctions impaires en ef. , dans l e  cas d'une coque fermée nous 

pouvons prendre l e s  W sous l a  forme : 
Wk 

~ i =  & m~ 3 ; ~  nB5;4K'72- 
LC 

wP= b G ~ i ~ e ~ i r t H  
*M nu 24. 

3 P - O 
% k / ~  = q k / l  

Rappelons que l e s  fonctions propres W ' e t  b/ , outre  l eu r s  
h~ I r  

propr ié tés  d 'orthogonali té,  consti tuent des systèmes complets dans 

avec 

Nous avons a lo r s  : 

d 'autre  par t  V11.3.1 donne l e s  valeurs propres a*", associés aux fonctions 



Nous introduisons l e s  moments : 

r e l a t i v e s  à l a  base des fonctions impaires, de même, l e s  moments : 

e t  

des fonctions pa i res  t e l  que l ' on  a i t  : 

r e l a t i ve s  à la  base 

c'est-à-dire, nous prenons comme base, l a  famille des fonctions propres 

Nous notons l a  même remarque f a i t e  au (v' . l )  pour l e  cas  d'une 

coque ouverte, w,e). par l e  choix des fonctions propres, nous réduisons 
# --P.- ---- - - - - -. - - 

- . . Y  
-- -- -- 

. - 
l ' é tude  au cas d'une coque bord appuyé O . --- - -- 



Gardant toujours l e s  mêmes rtlotations du (V' .2), prenant successi- 

vement pour des fonctions t e s t  dans l e  système d' équations (VI ' . l .  3) , (VI ' . l .  4) 

D'autre pa r t ,  notons que : 

5 4 
- - P a,, 

?4 
$44 M / P  

it* 1 . K i  = - mC $ r QK 

r" 



Nous obtenons a lo r s ,  deux systèmes d'équations di f f 'é rent ie l les  

Pi- 
du 2e ordre en R Z , ~ ( ~ )  , {,, (r) e t  l eu r s  dérivées premières e t  

secondes pour e t  deux systèmes 

d'équations d i f g r e n t i e l l e s  de l e r  ordre qui expriment l e s  conditions 

i n i t i a l e s  pour ( r= 'id). 
Nous avons : 

vé r i f i en t  l e s  équations suivantes : 



III' 

Les conditions i n i t i a l e s  pour r= , Q e  W, v(q&) 4 d , 
nous avons : 



- - - - - 

c c  
Notons que s i  l ' on  remplace par 3 dans l e s  

ka od*r * 
équations ci-dessus on retrouve exactement l e s  équations d i f fé rent ie l les  

qui correspondent au cas d'une coque ouverte (c f .  V '  .4 1 ,  2, 3, 4 ,  5 ,  6 ) .  

De même, nous btablisslons l e s  systèmes d'équations d i f fé rent ie l les  

qui vérifient l e s  moments, e t  leurs  dérivées 

secondes e t  premières. 

Nous avons : 

IIP 

Pr" 
t- E -JCL& F + ( ~ t r c ) ( ~  ++ hfyg 1/p ilhk 

?4 ?@ 5% - A -3 /%K H (rexj shtc 
4 
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Les conditions i n i t i a l e s  pour r= R 2 & , d Gew 

t 

It 2 " P L  'PL rC%-,+e)fR, r 9 1 ~  + pi%--  r- ydC *""/JI 

C c c  4 L Y r T  
Pd 

+ 4$f~)J; -@+p)$JK 

- 3:: - 
?t - Cr. .  &) she 

b 

sont : 

b 



i Remarquons que l e s  équations (1 e t  1 1 ~ )  respectivement (1' e t  11') 

i 
sont couplées entre e l l e s  a lors  que (111 ) respectivement (111~) sont 

indépendantes des autres moments. 

Ces deux systèmes différent iels  sont intégrés par une méthode 

numérique de différences f in ies .  



CHAPITRE VI11 ' 

Le problème posé consiste à intégrer les trois équations 

différentielles (v' .4.1) , (VI .4.2) et (VI .4.3), associés aux conditions 

aux limites (VI .4.4), (VI .4.5) et (v' .4.6) dans le domaine tridimensionnel 

correspondant à la coque cylindrique. 

Ces équations ne dépendent que de la coordonnée radiale r , 

à l'exception des deux autres coordonnées cylindriques qui n'interviennent 

que par l'intermédiaire de bornes d'intégration en a ou . 
Pour chaque valeur de r correspondant à un point intérieur au 

domaine dlapplication, le phénomène étudié est régit par trois équations. 

Les deux premières font intervenir un couplage entre les fonctions inconnues 

1 
hnk et hik et leurs dérivées premières et secondes. 

La dernière est une équation en qui peut donc être résolue hnk 

séparément. 

21 Ditnemion du pno blème 

Pour chaque valeur de r, il convient de calculer en fait autant 

de triplets (nk, hnk, 1 h 2 ) qul il y a de couples (n,k) . nk 

Dans la pratique, on prend n €[1, N I  et K €[1,K] , et on adopte 

Le nombre de variables à calculer en chaque point de coordonnée 

;i radiale r vaut donc 3N . 



La méthode proposée pour la résolution est une méthode aux 

différences finies. Le domaine d'intégration est constitué d'un segment 

de rayon compris entre les points de coordonnées radiales R-h et R+h. 

Il est discrétisé en np neods régulièrement répartis, et la 

distance entre 2 noeuds consécutifs est représentée par le paramètre b . 

d Etudions tout d'abord la forme du 2 membre des systèmes matriciels. 

Les termes qui apparaissent dans les membres de droites des équations dans 
91 t n 

le domaine (d) - d'après les relations qui donnent , , SQw et 
t 

5 ,,a (cf. V' .2) - dépendent des composantes normales et tangentielles 

de forces généralisées appliquées sur le bord 

par un changement de variable approprié dans l'expression de ces forces, 

il est possible de les présenter sous la forme d'un développement en série 

de Fourier de fonction paire. Un tel développement permet de représenter 

une répartition des forces sur les frontières de la coque. 

Le développement en série de Fourier correspond à une opération 

linéaire d'opérateur Ad que lton peut représenter par : 



* + 4 b  
où r et représentent les composantes de la contrainte et du 

moment g' discrétisées sur noeuds, et les C et d sont les termes e 
correspondant du développement en série de Fourier. 

Il est possible d'exprimer les et 3' par 
h~ 

rapport aux C et d par : 

d'où l'on déduit l'expression du second membre : 

VII' -1.2 

VII' .I.3 

1 t 
Considérons maintenant l'ensemble des solutions R: , th, et Rb. calculées 

sur les % noeuds de maillage pour toutes les valeurs du couples (01 , K ). 

Soit D l'opérateur discrétisé correspondant aux équations 1, 

II, III ainsi qu'à Ir, II' et III' pour les noeuds no 1 et no n- 

Soit on peut écrire . 

cette équation peut se transformer en représentant séparément les éléments 

d de 2 membre relatifs aux équations 1, II, III et ceux qui correspondent 

aux conditions limites indiquées par Il, II ' et III ' d'où : 



a 4 -a 4 - 
4 

Soit  u l e  vecteur des déplacements , u = U e +ad 4 + 41fad 4 
I r 

nous avons : 

On peut donc écr ire  : 'h 

Soit  

S i  l ' o n  suppose que D e s t  inversible ce t t e  hypothèse e s t  nécessairement 

vér i f iée  dans l a  mesure où il existe  une solution physique effective du 

problème. 

Il  est  possible de généraliser ce modèle de l a  façon suivante : 

on peut supposer que l e s  éléments de Sn 4 comportent des quant it 6s 

connues e t  CLs e t  des quantités inconnues S q z  e t  CL, . 
3 

Auquel cas U se décompose lui aussi en une sé r i e  de déplacements donnés 
4 4 

LI e t  de déplacements inconnus U . 
9 3 



Moyennant quoi, par une série de manipulations sur le vecteurs et les 

matrices, on peut écrire : 

Equation matricielle qui peut encore s'écrire : 

7 )  Schéma 

Nous choisissons un schéma linéaire centre (fig. 1) pour les 

dérivées premières et secondes figurant dans les équations 1, II et III 

et des schéma décentrés(fig. 2a et 2b) pour les dérivées aux noeuds où 

s'appliquent les équations If, II' et III'. 

2 )  MéZhode de c d c d  

Soient un certain nombre de noeuds, numérotés par exemple de - 2 à 

2 et régulièrement espacés, à la distance A les uns des autres. 



Ecrivons un développement en s é r i e  

pour ses  valeurs pr ises  aux noeuds -2 

valeur au  noeud O.  

-" 

de Taylor d'une fonction 
-- -- A 

, -1, 1 e t  2 en fonction de 

- - - - . . - - - . - -. + . - -. - - - - - - 

multiplions par a ,  b ,  c ,  d e t  faisons l a  sonmie des 4 re la t ions  ci-dessus 

on a : 

Pour évaluer l a  valeur approchée à un ordre donné près d'une 

dérivée p a r t i e l l e  quelconque de 4 au noeud 0 , il s u f f i t  d'imposer 

aux coeff ic ients  a ,  b, c ,  d un ce r ta in  nombre de contra intes ,  de façon à 

annuïer l e s  coeff ic ients  des dérivées d 'brdre inf 'érieurs (à ce t  o rdre ) .  



Avec l e  schéma centré à 3 noeuds de l a  figure 1 ,  on Q r 

Le principe de calcul e s t  l e  même pour l e s  dérivées premières 

aux noeuds 0 e t  , à p a r t i r  des schémas de l a  figure 2. 



Posons 

Désignons p a r  N @ - 4 , H 9, , &Ra e t  Par H i 4  9 k 4 9 H di  
l e s  valeurs des fonctions aux noeuds numérotés -1, 0,1 

dans l e  schéma de l a  f igure  1.  

La. remarque que l e s  coeff ic ients  C 4 précédents' sont des fonctions 

de r . l e u r s  valeurs seront  c e l l e s  qui corrempond à r= dans les 

expressions qui vont suivre .  

I) s ' é c r i t  : 

où BR, e s t  l e  vecteur de - 3:" pour r= . 



Pour II) on' aura ; 

n 
où 4 e s t  l a  valeur de Pour 

Pour III : soient  , Hao e t  l e s  valeurs de aux - 4 

noeuds -1, O e t  1 a i n s i  que C 4 g : C 4 ( k  - C C ) .  On obt ient  : 

où 19~9 e s t  l a  valeur du second membre de III pour Co . 
Les équations ci-dessus s ' éc r iven t  encore : 



Pour l e  noeud G=R-& , on u t i l i s e  l e  schéma de l a  f igure  2-a, 

ce qui donne : 

Pour 1' : 

$ R, + O + ~ P )  L j 4 H R o  +18M4-gH& +W@J] 
60 -A, c,fB HJ@= R0 

Pour II' : 

Pour III' 

l e s  quanti tés Pdo e t  PZo sont l e s  valeurs respectives de 

second membre de 1 ' , II ' , III ' pour Y .  f0 . 
Pour l e  noeud $ = R I  6 (fig. 2-b) on obt ient  : 



Pour II' : 

Pour III' 

5 )  Fanme dea apétlakeum dinchéltinéa 

Les coeffj.cients des opérateurs d i s c r é t i s é s  précédants sont 

déf in i s  en chaque noeud pour une valeur donnée du couple (n,k) . 
Du f a i t  du couplage des équations 1 e t  II, il e s t  in téressant  

de regrouper l e s  inconnues #-R e t  , de f a ~ o n  à minimiser l a  largeur  

de l a  bande de l a  matrice D pour chaque noeud, on placera dans l a  valeur CfiI 
de H R e t  de correspondante - de ce f a i t ,  l e s  l ignes  de l a  matrice D 
porteront alternativement l e s  coeff ic ients  de l ' une  e t  l ' a u t r e  équation. 

On peut représenter,  au  se in  de l a  matrice , l a  sous matrice 

bloc  diagonale r e l a t i ve ,  pour une valeur donnée de (3)&) , aux équations 

1 e t  II. Les deux premières e t  l e s  deux dernières l ignes  correspondent aux 

équations 1' e t  II' d i sc ré t i sées  aux noeuds O e t  n . 
Le système mat r ic ie l  prend a lo r s  l ' a spec t  suivant : 



Compte tenu des faibles dimensions de tells sous matrices et de 

la structure diagonale de , il convient de calculer les inverses de 

chacune de ces sous-matrices pour former s' par assemblage. 



CONCLUSlON GENERALE 

Au long de ce travail, nous avons généralisé l'essai consacré 

à l'étude d'une théorie raffinée des plaques isotropes de M. SOUCHET [ I l ,  

aux plaques transversalement isotropes et aux coques cylindriques. 

Comme plusieurs problèmes surgissent, notre conclusion porte 

sur trois aspect : 

- Aspects positifs. 

- Critiques et problèmes ouverts. 

- Domaines d' applications. 

L'approche que nous généralisons ici est de nature différente 

des théories antérieures qui sont en général obtenues à partir des équations 

de l'élasticité tridimensionnelle, soit par intégration de ces équations sur 

la variable épaisseur, c'est-à-dire le long des fibres, soit par des hypothèses, 

sur les déplacements et les contraintes, faites à l'intérieur de la plaque et 

de la coque. Toutes ces théories découplent les lois de comportement de ' 

flexion et de contrainte plane. 

Après avoir rappelé les équations de ltélasticité tridimensionnelle 

(Ch. II, Ch. II' ) nous obtenons une formulation variationnelle par intégration 

sur les feuillets de la plaque et de la coque (ch. IV, Ch. III ' ) . 
Des hypothèses "naturelles" compatibles sont faites sur les dépla- 

cements et les charges sur les bords seuls de la plaque et de la coque 

(et non à l'intérieur de celle-ci) (ch. V, Ch. IV') cette formulation a 

l'avantage de n'introduire dans les termes-frontières que les grandeurs 

mécaniques significatives en théorie des plaques et coques : déplacements 

moyens et rotations moyennes de la section droite sur le bord C , résultantes 

et couples des efforts exercés sur le bord ce qui permet une comparaison avec 

les théories de coques usuelles. 



Ce travail conserve un couplage entre flexion et contrainte plane l 
aussi bien dans le cas des plaques transversalement isotropes que dans le , 1 
cas des coques cylindriques. 

La théorie a été appliquée à une plaque circulaire transversalement 
* 

isotrope (ch. VII), la contrainte normale au bord rn se comporte de la mêne 

façon que la contrainte normale dans le cas isotrope, par contre le moment 

n 2 
de flexion au bord m , quant à lui, est de l'ordre de h alors qu'il est 

n 

indépendant de l'épaisseur de la plaque dans le cas isotrope; ceci semble 

exprimer une plus grande rigidité à la flexion dans le cas d'une plaque 

transversalement isotrope. Néanmoins cette diff'erence de moments entre les - 

R~ 
cas isotrope et transversalement isotrope, qui est de l'ordre de 7 , se 

h 
présente comme une singularité et est discutable sur le plan de la signifi- 

cation physique. Elle pourrait s'expliquer à partir de l'hypothèse de 

Par ailleursla formulation faitepourune coque cylindrique isotrope 

pe~met de passer au cas d'une plaque rectangulaire isotrope : pour cela il 

suffirait de faire tendre R vers l'infini pendant que ra reste constante, 

les fonctions propres w s'exprimant de la même façon, $ part un simple nk 

devient changement de notation : - 2b 2a 

CRITTQUES ET PROBLEMES OUVERTS 

~ependantplusieursproblèmes ouverts se présentent qu'il serait 

intéressant d' essayer de résoudre. 

La formulation variationnelle faite, tenant compte des approximations, 

(ch. V, Ch.IV1) n'est pas équivalente aux équations de l'élasticité tridimen- 
- -- 
sionnelle. Par conséquent le problème de l'existence et de l'unicité de la 

solution constitue une question importante. En ce qui concerne ce travail 



nous avons 'admis que l e s  approximations f a i t e s  fournissent  des "théories 

équivalentes". En f a i t  dans l e s  applications nous savons que l a  solut ion 

tridimensionnelle unique v é r i f i e  l a  formulation var ia t ionnel le .  

Le choix des fonctions propres W. = O ( V I . ~ )  e t  wnk = O ( V I . ~ )  

l / c  / C 
ne consti tue pas nécessairement l e  meil leur choix possible;  par no t re  façon 

de f a i r e ,  outre  l e  f a i t  que u s o i t  nul su r  l e  bord, nous imposons que 1 

u , u l e  soient  auss i ,  autrement d i t ,  nous sommes a i n s i  amenés à réduire  
O r 

l ' é t ude  à ce lu i  du cas p a r t i c u l i e r  d'une plaque e t  d'une coque à bords 

simplement appuyés. Pour re lever  ce t  inconvénient, il s u f f i r a i t  de f a i r e  un 

au t r e  choix des fonctions propres de so r t e  que l e  déplacement r ad i a l  ur 

pour l a  coque cylindrique e t  l e  déplacement suivant l ' épa i sseur  u pour l a  
O 

plaque, ne s 'annulent pas sur  l e  bord C . 

- L ' h a  W é  d a  c a i u  ...................... 

La formulation f a i t e  pour une coque cylindrique ouverte ( ~ a r  consé- 

quence pour une plaque rectangulaire)  f ixe  l e s  coins de l a  coque. En e f f e t ,  

l e s  coins consti tuant des points de s ingu la r i t és ,  l e s  déplacements e t  l e s  

ro ta t ions  y é tan t  nuls,  c e t t e  d i f f i c u l t é  peut ê t r e  levée : 

& 

Au moyen d'un champ de déplacement U donné, auquel correspond 

un champ de forces extér ieures  calculé  à p a r t i r  des équations de l ' é q u i l i b r e ,  

il e s t  possible de rendre mobilesles coins e t  l e s  bords du domaine. 

Les forces a i n s i  in t rodui tes  sont annulées par l eu r s  opposées 

appliquées dans l a  formulation générale. Le champ a i n s i  calculé s e  superpose 

au champ donné ini t ia lement .  

Ceci permet de l i e r  l e s  déplacements de bords i n t e r d i t s  par l a  

formulation aux e f f o r t s  de bords correspondants à ces mobil i tés e t  donc 



-- - . 
- - -- - d'élargir  - l e s  possibi l i tés  du choix des conditions aux l imites .  
- . 

- . - .  -- - - 
7 * .  

- - _ _ _  LI hyeozhhe _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  de llPaxtsayniétiLiel' ____-______________-------  dam l e  cm d'une p&qgg_.a~$ ,- 
--- 

--* - 
Nous avons posé que l e s  fonctions propres (déplacements), moment 

- - - 
4 

a -- --- 
-- de flexion e t  contraintes normales sont indépendants de 8 pour une plaque 

- -- -- - --- --- 
circulaire  transversalement isotrope encastrée e t  chargée uniformément. 

- - Cette hypothèse de 1 ' axisymétrie nous paraissai t  "naturelle", o r  il nous 

semble q u ' i l  aurai t  é t é  plus prudent de considérer l a  seule pér iodici té  de 2n 
- .  - 

p u r  9 , c'est-à-dire développer l e s  fonctions propres en s é r i e  de 

- -  m * - - - Fourier (cf .  V I I .  1 ) e t  de même exprimer que r e t  m sont périodiques en 8. 
n n 

7 - 

- Le cao X o ~ q u e  -_--------- -- 

Dans l e  cas torique comme dans l e  cas cylindrique à contour 

quelconque, l e  problème de l a  détermination des fonctions propres se  pose : 

-- en e f fe t ,  l a  dépendance des fonctions propres w en r (variable épaisseur) 
nk 

n'est  plus expl ici te  comme c ' é t a i t  l e  cas pour une coque cylindrique e t  une 
. -. 
.- - plaque rectangulaire, surtout s i  l 'on prend une portion de to re  de forme 

quelconque. 

Le modèle u t i l i s é  i c i  présente l'avantage d 'ê t re  valable au 

voisinage des points singuliers : 

- forces concentrées ; 

- zones & fortes courbures. 

. Il peut ê t r e  u t i l i s é  localement e t  ê t r e  raccordé $ un domaine 

P d l r i L v r  par l e s  conditions a u  l imites  de LOVE-KIRCHOFF.-- 
--- - 

! 3- - - - - Exemple : La création d'un super élément f i n i  raccordable aux 

éléments standards de coques minces. - - -  
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tridimensionnel le 1 'auteur obtient une formulatioh .variatforinel l e  

par intégration sur &s & + i l l e t $  moyens (et non suivant llepaisseur 
% 

conllie dans l'es théories classiques). 

Cette méthode permet de se ramener a int&rer des 

equations différentiel les en l a  variable epqisseur ce qui faci lit& - 

une étude asymptotique de 7a solution du type membrane et quï' p m t  

une comparaison avec *les thbries de coques usuel"1es. 

T S  C F  : PLAQUES ELASTIQUES 
COQUES EtAST"T'QUES 
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