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INTRODUCTION

A partir du travail consacré 3 1'étude d'une théorie raffinée
des plaques isotropes par M. SOUCHET [1] ; nous avons eu 1'idée de
généraliser cette théorie aux plaques transversalement isotropes et aux
coques cylindriques isotropes . portion d'une coque cylindrique et cogque
cylindrique compléte).

"Certes, dans la majorité des applications techniques, la formu-
lation classique de POISSON-KIRCHOFF est suffisant pour 1'étude des problémes
de flexion. Cependant, les imperfections de la théorie classique ont conduit
plusieurs auteurs 3 proposer des mod&les plus raffinés; 1'un des premiers
fut E. REISSNER [2] et tout récemment les résultats ainsi obtenus furent
rassemblés dans un important ouvrage de V. PARC [3] avec un apport personnel
de cet auteur" [1].

Dans la théorie classique des plaques, il y a deux méthodes
principales pour aborder la solution du probléme, la méthode de CAUCHY-POISSON
et la méthode de KIRCHOFF [L]. Cette derniére a donné un sens physique a la
théorie des plaques.

KIRCHOFF a basé sa théorie sur plusieurs suppositions, analogues
3 celles utilisées en théorie des poutres. Ces hypothdses peuvent &tre
réduites aux deux suivantes
1) Une fibre droite de la plaque perpendiculaire & la surface moyenne avant

déformation, lui demeure perpendiculaire aprés déformation et ne change
pas de longueur.
2) Les contraintes normales suivants les plans paralléles d la surface

moyenne peuvent &tre négligées par comparaisons avec les autres contraintes.



Les principales hypothéses de la théorie des plaques minces
servent de base & la théorie usuelle des coques minces.

Une coque est dite "mince" si tMax (%/R)(( 4 ol e\ est
1'épaisseur de la coque (supposée uniforme) et R est le rayon de courbure
principale maximum de sa surface moyenne.dans les applications techniques,

il est admissible et pour une erreur inférieure & 5 % de prendre :

Max (R/k) < Yso 13

Notons qu'il existe une importante différence dans le comportement
des plaques et des coques sous 1'action des charges extérieures. L'équilibre
statique d'un élément de plaque soumis a une charge transversale n'est
seulement possible que par l'action des moments de flexion et de torsion,
habituellement accompagnées d'effortstranchants, tandis qu'une coque, en
général, est capable de transmettre les charges de surface par des contraintes
de "membrane" qui agissent paralléllement au plan tangent en un point donné
de la surface moyenne et sont distribuées uniformément & travers 1'épaisseur
de la coque [5].

Les nouvelles théories raffinées depuis LOVE-KIRCHOFF sont en
général obtenues i partir des équations de 1'élasticité tridimensionnelle
soit par intégration de ces équations sur la variable épaisseur, c'est-a-
dire le long des fibres de la plaque, soit par des hypothéses, sur les
déplacements et les contraintes, faites 4 1'intérieur de la plaque et de
la coque. Toutes ces théories découplent les effets de flexion et de
contrainte plane.

L'approche que M. SOUCHET a proposé pour 1'étude des plaques
isotropes et que nous généralisons aux plaques transversalement isotropes
et aux coques cylindriques, est de nature différente. Aprés avoir rappelé

les équations de 1'élasticité tridimensionnelle, nous obtenons une formulation



variationnelle par intégration sur les feuillets de la plaque et de la coque.
Des hypothé&ses "naturelles" compatibles sont faites sur les déplacements
et les charges sur les bords seuls de la plaque et de la coque (et non &

1'intérieur de celles-ci).

Une application est donnée au Chapitre VII pour une plaque
circulaire encastrée, une modélisation numérique est explicitée au
Chapitre VII' pour 1l'intégration des équations différentielles de la
coque cylindrique.

Nous verrons que plusieurs problémes restent sans réponse et
que la théorie n'est pas encore aussi générale que possible. En particulier,
une étude directe de la formulation variationnelle reste afaire en vue de
1'utilisation directedes éléments finis. De plus, il faudrait étendre les

résultats aux plaques orthotropes et & des coques plus générales.
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CHAPTITRE 11

EQUATIONS DE L'ELASTICITE LINEAIRE

A - Soit un milieu linéaire élastique occupant un domaine Q de

1'espace euclidien E_ , rapporté a& un repére orthonormé Ox1, Xy Xg de

3
g =X @ 2%
base orthonormale assoclée e1, e2, e3

A tout point x de § et pour tout instant t, si

£ > 5 >
Ulx.t) = w e (resp. o (x,t) = oij(x,t) e. ® ej)

désigne le vecteur déplacement du point x (resp. le tenseur symétrique

des contraintes en ce point) on a (ef. GURTIN : p. 69-73).

(I1.8-1)  o(x) = C(x) € (x) 3 & (x) = 2 (Grad, U+ "orag, 0)

(OlJ(X) = Cle/@ EM 3 1y Js Ko k= 13253)

ol C est un tenseur du quatriéme ordre considéré comme endomorphisme
symétrique de 1l'espace vectoriel des tenseurs symétriques du second ordre
(C est symétrique pour le produit scalaire qui

\ # 0 _ T . .

\f(x, B symétriques ~—> (a.R) = Tr (a. B) = o 3 Bij(l, j=1,2,3)

Il en résulte classiquement que
ikl T ki)

d'ol, compte tenu de la symétrie de O et €
II.A- e pT Cos = o &
(I1.A-2) C550™ C3ike = Ckeij

I1 y a donc au plus 21 coéfficients (6 dans le cas plan).
I

La loi fondamentale de la dynamique entraine (GERMAIN [6] p.ex)

D>
(f1.1-3) Div o(x,t) + qE’g‘(x,t) =p - g
ot
v}

> : . : . <
ol, g, p désignent respectivement les densités volumique de forces extérieures

et massique au point x €243 1'instant t.
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(1II.A-1) et II.A-2) montrent que :

C(x) : € (x) = C(x) : Grady U
]
(II.A-L) _ W =
ik Tx %19
ce qui permet d'dcrire (IT.A-3) sous la forme :
~ o
Div (C(x) : Grad U) + E = p Q—%
(II.A-5) %
RN SO .
ax ijkL sz i 8t2
qui peut encore s'écrire (PARSY (11))
o 2
0 oU e 9 U
(I1.A-6) = (A (X)) +t €= p—F
Bxi 17 ox at2
oll les
_ > s ;
(IT.A-T) Ais = iy O @e, Ass

sont des tenseurs du second ordre.

Dans Le cas d'un milieu homogene et £sotrnope (GERMAIN [6])

ol Cis s = A8

1jkL (

15 Sp v M (835 B5p + 83p S5p)
(A, Y constants)

on a :

.
I
e
+
N

=
[0}
[

11
(11.A-8)

A=\ + (_>
12 = 1 o T H A&

+
b e1

5 =

e2®e2+e3®e3)
=7

) A21

les autres Aij s'en déduisant par permutation circulaire sur (1, 2, 3).

(II1.A-6) devient :



19

"N o>
(Ir.A-9) (A + 21) grad div U - U rot rot U+ —é = §_12J'
ot
-> — > 3 32ﬁ
ou PYAU+ (A+1y) grad divU+g= ——.
2
ot
Dans Le cas d'un milieu homogine transversalement isotrope powr La direction 33

(c'est-8-dire (GURTIN p. 87-89) dont le groupe de symétrie matérielle,

ensemble des tenseurs orthogonaux Q tels que :

(II.A-10) clx) : Q.e.'q = Q.0{x) : ¢.7q
est formé de 1l'application identique 1 et des rotations d'axe 33)
on voit, d'aprés (I.A-10) que C, dans le cas tridimensionnel a, pour

coefficients non nuls

_ 1 _ ; =
1111 T Coppp 3 Cqp1a T2 (Cqqqq T Coppp) 3 Cy393 T Cpgos

(Ir.A-11)
©1133 T Cop33 ¥ Cqq0p €% C3333 -
Si 1'on pose :
€111 S A T 2 Hy 3 Cyop T Ay 5 Ciiag T Ay
C1313 T Wy FF Bggeg = Ayt 2,
(IT.A-T) s'éerit :
- - - - > -+
A11 = ()\O 4 2110) e1®e1 + My e2®e2 + u, e3®e3
¥ > - > > -
A22—uoe1®e1+ (A +2u)e2®e2+u1 e3®e3
> -5 > > > >
(II.A-8) A33 = 1_11(e1 g e, + e2® e2) + (A1 + 2u2) e3® e3
T _ > > o F
Aip= Ay = A e 8e, vy e, Be,
_ T = > = <y e o
Aoy = Ay = A e3@e; + e, @,
_ T _ =¥ -> e >
A31 = A13—>\1 e3®e1 +111 e1®e3 :

(qui redonne le cas isotrope lorsque >‘o = A, =A, U = My =Wy S )



12

B CAS DES PLAQUES TRANSVERSALEMENT ISOTROPES

Si Q= wx J-h, h[ ou wC R® est un ouvert borné (feuillet
moyen de la plaque); 2h est 1'épaisseur constante de la plaque.(C) désignera

la frontiére de w,

F: =Cx]-h , h[ le bord latéral de la plague §
h _ ~ ~ L.
Fe = { (x1, X5 5 eh) EQ} , e =+ 1 les faces supérieures
(e = + 1) et inférieure (e = - 1) de Q.
n désignera le vecteur unitaire normal extérieur a ().
ny
Suivant SOUCHET [1] pour toute fonction ¥ de 0 dans R3 on utilisera
> .. 2 > > - - .
la décomposition : f = f + fo e3 =f = fa ea(a = 1,2) et les notations
5 _ df 3 9°r
f==2, T=2>,
oxX 2
3 BXS
Si 1'on introduit les décompositions (I.B-2)
r—\;_—>+ -
g =8 80 e3
(II.B-3) .
: P=Dp * P, e
v
> -
f=1f+f e
o 3
X
pour les densités volumiques de charges extérieures, surfaciques pE de

N

3 = eh (e =+ 1) et F sur PZ , on obtient pour (I.A-6) compte

tenu de (I.A-13) (dans le cas statique)

charges sur x

b 88+ O T aiv ey e 00 B, - 3
I.B-4) :
M, A u + (A1 + u1) div u + (k1 + 2u2) ﬁo = - g,
, 5 B e . ony
dans ) , les opérateurs A = 5;;-5;;', grad = e 3 » , div u = 5;;

(o = 1,2) désignant des opérateurs différentiels plans (c'est-a-dire par

et x_).

rapport a X, 5

sur = +
x3 +h
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—_— - >£
u1(grad u + u) = €p

(I1.B-5) - : €
A1 div u + (X1 + 2u2) u =€ pg
h _ 3 _ —>= > —>=+ _—>=_ -+ -
sur Fo =¥ x]-h, + nhl »sin=n e v ey An n, e, +n, e,
d.—> > > >
u . .
___+ — -
2U, (AO div u + A, uo) n-y(rotu) t=r*~
(I1.B-6) oy
My ( = u.n) = £
ou, ou
compte tenu de : o ATob u=- (__2__ ——l-) t=- (rot ﬁ) t
3x1 8x2

Si 1'on introduit le décomposition d'un champ de vecteurs (SOUCHET)

_ _—
(II.B-7) U = u 23 + grad u, + 33 N\ grad u,
o == O+ — ~ . P o N
(u + grad u, s e3 A grad u, ou u, et u, sont des fonctions régulieres

de Q dans R) les équations(II.B-4, 5 et 6) peuvent se mettre sous les formes

(rappelée au chapitre III)

sulvantes.
Dans
wp A g+ O+ ) Augp* (0 +21,) up = g
- —_— > pme— -> —_— e
i B—
(II.B-8) (AO o+ 2uo) grad (A u1) t o eq A grad (A u2) U, e31\grad u,
i W —— e - >
+u, grad u, + (A, + u,) grad u_+ g =
1 1 1 1 o
=4+ h :
sur x, = *
—_— —_— e - —_— . >
u.(grad u_+ grad u, + e, A grad u,) =€ p
1 [e) 1 3 2
(I1.B-9) . "
X] A u1+ (X1 + 2u2) u =€ pg
Sur Fh
___©°

si 1l'on écrit

- -
f=f n+f +t
n t
on a, d'aprés (I.B-6)
=5
> du =
= e

fn 2 M, D g XO A u, + A1 u

Or,on a :



donc

De méme :

Comme

1L

‘on déduit de ce qui précéde que

(II.B-10)

expriment les

> ->
> du > du s, or =
Aoiel o cu - = !
b s divu (= A u, d'aprés (III.A) )
u u _
n + s as - A u,
> d_> > d+ - -
u uo_ . -
n.o t'dn div (e, A u) Au2
d_> > >
= au -
ft = 2uo 3 t uo rot u
= d—>
u
= . — +
£y = 2y 1. gp Y U, A,
=~ d+
u .
= + — L= .
fn 2uo A u, AOA111 2uo £ £ + X1 Uy
du *
e} > >
= — ¢ .
fo My (3 u.n)

conditions aux limites sur le bord latéral Fz .
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CHAPITRE 111

)
DECOMPOSITION D'UN CHAMP VECTORIEL PLAN DE T H'(d)]

A - EXISTANCE ET UNICITE DE LA DECOMPOSITION

- 4 <
Soit JZfe LH (G')] un vecteur quelcongque.
< =
On définit : H’,(d) - i 3"6 )_"!:(d) tel que /_\}QL(;J) avec ;?/[-0}
(d) #tent le domaine; JT est son bord.
i

Soit /a., e HoCd) tel que Au4.—. divad

Considérons le probléme :

Ce probléme admet une solution unique dans Ha (d) , on peut méme
dire de plus que cette solution, d'aprds le théoréme de régularité de

< .. . . Al
NIRENBERG, est dans M (d) . (Principe du maximum ou Méthode intégrale). ['3]

Y
On prendra donc _f( e Ha (d) n Hé(d)

- <
soit gl = AT qud ;AL )] e

—
div Z':: dl'l/j(?— div (ﬂaj 4(,) = div AL - ALL4:. o
Soit alors /T)"D: i’l\ @: é: gtant - au plan de
Yo 4 2 > - ©, -p - - ., > P,
Vel W] e WFAE = (LA )Ag =(C.14)¢ -4

-,
= il

—D

=> div (47?/\6,() = - (d:v/Z'):O «.. IIT.1
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7
Or on a toujours : (H_‘_rg) \<,3(a,1.b) , Yo, b 30

= \].a + b < \,'3(44-6)

¥ /
jrlu,-n |ds < 12 K sup (IHA‘NH , g, " j mj’)ds) ’
T |

< K 8 ames(r) fup (IIAL1 N, lLu,JIIA )
H(f) H(§)
Z(:)()-f’é' Z’(r) avec r frontiére d'un sous domaine quelconque S ded .

IIT1.1 donne alors :

Jcliv('f?'\f j(‘lx’At’k nds =o

or ((\9’/\6)(" '19‘(6_3/\0\):'1?’?

/Zp étant le vecteur tangent a la frontiére r

D'ol Jr(?f)JS: ®)

- '
(W'ﬁ ) € L (r) avec I" frontiére d'un sous domaine S de
s — "’d
d, et U tel que J()‘f £=0 pour toute courbe fermée r dans o
r -

I1 en résulte donc que la circulation de U 1e long d'un arc
de courbe AM , avec A point fixé de d et M point courant, est

indépendante de l'arc choisi.

-— =D
JV"{' ds est une quantité fonction scalaire .»CLJ’ du

Point M on a : ./(,L_Z/(H):/’T;-’fa/j
An

-
JJQ est définie 3 une constante additive prés. Et !1}«4 H SJ/“L X

—f>
V le déplacement d M , on en déduit donc :

6}‘»: g—;&ﬁul dans[@'(d)]L avec ./az & go(c?)
















































































































































































































































































































































































































































































































































