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INTRODUCTION

A partir du travail consacré 3 1'étude d'une théorie raffinée
des plaques isotropes par M. SOUCHET [1] ; nous avons eu 1'idée de
généraliser cette théorie aux plaques transversalement isotropes et aux
coques cylindriques isotropes . portion d'une coque cylindrique et cogque
cylindrique compléte).

"Certes, dans la majorité des applications techniques, la formu-
lation classique de POISSON-KIRCHOFF est suffisant pour 1'étude des problémes
de flexion. Cependant, les imperfections de la théorie classique ont conduit
plusieurs auteurs 3 proposer des mod&les plus raffinés; 1'un des premiers
fut E. REISSNER [2] et tout récemment les résultats ainsi obtenus furent
rassemblés dans un important ouvrage de V. PARC [3] avec un apport personnel
de cet auteur" [1].

Dans la théorie classique des plaques, il y a deux méthodes
principales pour aborder la solution du probléme, la méthode de CAUCHY-POISSON
et la méthode de KIRCHOFF [L]. Cette derniére a donné un sens physique a la
théorie des plaques.

KIRCHOFF a basé sa théorie sur plusieurs suppositions, analogues
3 celles utilisées en théorie des poutres. Ces hypothdses peuvent &tre
réduites aux deux suivantes
1) Une fibre droite de la plaque perpendiculaire & la surface moyenne avant

déformation, lui demeure perpendiculaire aprés déformation et ne change
pas de longueur.
2) Les contraintes normales suivants les plans paralléles d la surface

moyenne peuvent &tre négligées par comparaisons avec les autres contraintes.



Les principales hypothéses de la théorie des plaques minces
servent de base & la théorie usuelle des coques minces.

Une coque est dite "mince" si tMax (%/R)(( 4 ol e\ est
1'épaisseur de la coque (supposée uniforme) et R est le rayon de courbure
principale maximum de sa surface moyenne.dans les applications techniques,

il est admissible et pour une erreur inférieure & 5 % de prendre :

Max (R/k) < Yso 13

Notons qu'il existe une importante différence dans le comportement
des plaques et des coques sous 1'action des charges extérieures. L'équilibre
statique d'un élément de plaque soumis a une charge transversale n'est
seulement possible que par l'action des moments de flexion et de torsion,
habituellement accompagnées d'effortstranchants, tandis qu'une coque, en
général, est capable de transmettre les charges de surface par des contraintes
de "membrane" qui agissent paralléllement au plan tangent en un point donné
de la surface moyenne et sont distribuées uniformément & travers 1'épaisseur
de la coque [5].

Les nouvelles théories raffinées depuis LOVE-KIRCHOFF sont en
général obtenues i partir des équations de 1'élasticité tridimensionnelle
soit par intégration de ces équations sur la variable épaisseur, c'est-a-
dire le long des fibres de la plaque, soit par des hypothéses, sur les
déplacements et les contraintes, faites 4 1'intérieur de la plaque et de
la coque. Toutes ces théories découplent les effets de flexion et de
contrainte plane.

L'approche que M. SOUCHET a proposé pour 1'étude des plaques
isotropes et que nous généralisons aux plaques transversalement isotropes
et aux coques cylindriques, est de nature différente. Aprés avoir rappelé

les équations de 1'élasticité tridimensionnelle, nous obtenons une formulation



variationnelle par intégration sur les feuillets de la plaque et de la coque.
Des hypothé&ses "naturelles" compatibles sont faites sur les déplacements
et les charges sur les bords seuls de la plaque et de la coque (et non &

1'intérieur de celles-ci).

Une application est donnée au Chapitre VII pour une plaque
circulaire encastrée, une modélisation numérique est explicitée au
Chapitre VII' pour 1l'intégration des équations différentielles de la
coque cylindrique.

Nous verrons que plusieurs problémes restent sans réponse et
que la théorie n'est pas encore aussi générale que possible. En particulier,
une étude directe de la formulation variationnelle reste afaire en vue de
1'utilisation directedes éléments finis. De plus, il faudrait étendre les

résultats aux plaques orthotropes et & des coques plus générales.
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CHAPTITRE 11

EQUATIONS DE L'ELASTICITE LINEAIRE

A - Soit un milieu linéaire élastique occupant un domaine Q de

1'espace euclidien E_ , rapporté a& un repére orthonormé Ox1, Xy Xg de

3
g =X @ 2%
base orthonormale assoclée e1, e2, e3

A tout point x de § et pour tout instant t, si

£ > 5 >
Ulx.t) = w e (resp. o (x,t) = oij(x,t) e. ® ej)

désigne le vecteur déplacement du point x (resp. le tenseur symétrique

des contraintes en ce point) on a (ef. GURTIN : p. 69-73).

(I1.8-1)  o(x) = C(x) € (x) 3 & (x) = 2 (Grad, U+ "orag, 0)

(OlJ(X) = Cle/@ EM 3 1y Js Ko k= 13253)

ol C est un tenseur du quatriéme ordre considéré comme endomorphisme
symétrique de 1l'espace vectoriel des tenseurs symétriques du second ordre
(C est symétrique pour le produit scalaire qui

\ # 0 _ T . .

\f(x, B symétriques ~—> (a.R) = Tr (a. B) = o 3 Bij(l, j=1,2,3)

Il en résulte classiquement que
ikl T ki)

d'ol, compte tenu de la symétrie de O et €
II.A- e pT Cos = o &
(I1.A-2) C550™ C3ike = Ckeij

I1 y a donc au plus 21 coéfficients (6 dans le cas plan).
I

La loi fondamentale de la dynamique entraine (GERMAIN [6] p.ex)

D>
(f1.1-3) Div o(x,t) + qE’g‘(x,t) =p - g
ot
v}

> : . : . <
ol, g, p désignent respectivement les densités volumique de forces extérieures

et massique au point x €243 1'instant t.
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(1II.A-1) et II.A-2) montrent que :

C(x) : € (x) = C(x) : Grady U
]
(II.A-L) _ W =
ik Tx %19
ce qui permet d'dcrire (IT.A-3) sous la forme :
~ o
Div (C(x) : Grad U) + E = p Q—%
(II.A-5) %
RN SO .
ax ijkL sz i 8t2
qui peut encore s'écrire (PARSY (11))
o 2
0 oU e 9 U
(I1.A-6) = (A (X)) +t €= p—F
Bxi 17 ox at2
oll les
_ > s ;
(IT.A-T) Ais = iy O @e, Ass

sont des tenseurs du second ordre.

Dans Le cas d'un milieu homogene et £sotrnope (GERMAIN [6])

ol Cis s = A8

1jkL (

15 Sp v M (835 B5p + 83p S5p)
(A, Y constants)

on a :

.
I
e
+
N

=
[0}
[

11
(11.A-8)

A=\ + (_>
12 = 1 o T H A&

+
b e1

5 =

e2®e2+e3®e3)
=7

) A21

les autres Aij s'en déduisant par permutation circulaire sur (1, 2, 3).

(II1.A-6) devient :
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"N o>
(Ir.A-9) (A + 21) grad div U - U rot rot U+ —é = §_12J'
ot
-> — > 3 32ﬁ
ou PYAU+ (A+1y) grad divU+g= ——.
2
ot
Dans Le cas d'un milieu homogine transversalement isotrope powr La direction 33

(c'est-8-dire (GURTIN p. 87-89) dont le groupe de symétrie matérielle,

ensemble des tenseurs orthogonaux Q tels que :

(II.A-10) clx) : Q.e.'q = Q.0{x) : ¢.7q
est formé de 1l'application identique 1 et des rotations d'axe 33)
on voit, d'aprés (I.A-10) que C, dans le cas tridimensionnel a, pour

coefficients non nuls

_ 1 _ ; =
1111 T Coppp 3 Cqp1a T2 (Cqqqq T Coppp) 3 Cy393 T Cpgos

(Ir.A-11)
©1133 T Cop33 ¥ Cqq0p €% C3333 -
Si 1'on pose :
€111 S A T 2 Hy 3 Cyop T Ay 5 Ciiag T Ay
C1313 T Wy FF Bggeg = Ayt 2,
(IT.A-T) s'éerit :
- - - - > -+
A11 = ()\O 4 2110) e1®e1 + My e2®e2 + u, e3®e3
¥ > - > > -
A22—uoe1®e1+ (A +2u)e2®e2+u1 e3®e3
> -5 > > > >
(II.A-8) A33 = 1_11(e1 g e, + e2® e2) + (A1 + 2u2) e3® e3
T _ > > o F
Aip= Ay = A e 8e, vy e, Be,
_ T = > = <y e o
Aoy = Ay = A e3@e; + e, @,
_ T _ =¥ -> e >
A31 = A13—>\1 e3®e1 +111 e1®e3 :

(qui redonne le cas isotrope lorsque >‘o = A, =A, U = My =Wy S )
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B CAS DES PLAQUES TRANSVERSALEMENT ISOTROPES

Si Q= wx J-h, h[ ou wC R® est un ouvert borné (feuillet
moyen de la plaque); 2h est 1'épaisseur constante de la plaque.(C) désignera

la frontiére de w,

F: =Cx]-h , h[ le bord latéral de la plague §
h _ ~ ~ L.
Fe = { (x1, X5 5 eh) EQ} , e =+ 1 les faces supérieures
(e = + 1) et inférieure (e = - 1) de Q.
n désignera le vecteur unitaire normal extérieur a ().
ny
Suivant SOUCHET [1] pour toute fonction ¥ de 0 dans R3 on utilisera
> .. 2 > > - - .
la décomposition : f = f + fo e3 =f = fa ea(a = 1,2) et les notations
5 _ df 3 9°r
f==2, T=2>,
oxX 2
3 BXS
Si 1'on introduit les décompositions (I.B-2)
r—\;_—>+ -
g =8 80 e3
(II.B-3) .
: P=Dp * P, e
v
> -
f=1f+f e
o 3
X
pour les densités volumiques de charges extérieures, surfaciques pE de

N

3 = eh (e =+ 1) et F sur PZ , on obtient pour (I.A-6) compte

tenu de (I.A-13) (dans le cas statique)

charges sur x

b 88+ O T aiv ey e 00 B, - 3
I.B-4) :
M, A u + (A1 + u1) div u + (k1 + 2u2) ﬁo = - g,
, 5 B e . ony
dans ) , les opérateurs A = 5;;-5;;', grad = e 3 » , div u = 5;;

(o = 1,2) désignant des opérateurs différentiels plans (c'est-a-dire par

et x_).

rapport a X, 5

sur = +
x3 +h
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—_— - >£
u1(grad u + u) = €p

(I1.B-5) - : €
A1 div u + (X1 + 2u2) u =€ pg
h _ 3 _ —>= > —>=+ _—>=_ -+ -
sur Fo =¥ x]-h, + nhl »sin=n e v ey An n, e, +n, e,
d.—> > > >
u . .
___+ — -
2U, (AO div u + A, uo) n-y(rotu) t=r*~
(I1.B-6) oy
My ( = u.n) = £
ou, ou
compte tenu de : o ATob u=- (__2__ ——l-) t=- (rot ﬁ) t
3x1 8x2

Si 1'on introduit le décomposition d'un champ de vecteurs (SOUCHET)

_ _—
(II.B-7) U = u 23 + grad u, + 33 N\ grad u,
o == O+ — ~ . P o N
(u + grad u, s e3 A grad u, ou u, et u, sont des fonctions régulieres

de Q dans R) les équations(II.B-4, 5 et 6) peuvent se mettre sous les formes

(rappelée au chapitre III)

sulvantes.
Dans
wp A g+ O+ ) Augp* (0 +21,) up = g
- —_— > pme— -> —_— e
i B—
(II.B-8) (AO o+ 2uo) grad (A u1) t o eq A grad (A u2) U, e31\grad u,
i W —— e - >
+u, grad u, + (A, + u,) grad u_+ g =
1 1 1 1 o
=4+ h :
sur x, = *
—_— —_— e - —_— . >
u.(grad u_+ grad u, + e, A grad u,) =€ p
1 [e) 1 3 2
(I1.B-9) . "
X] A u1+ (X1 + 2u2) u =€ pg
Sur Fh
___©°

si 1l'on écrit

- -
f=f n+f +t
n t
on a, d'aprés (I.B-6)
=5
> du =
= e

fn 2 M, D g XO A u, + A1 u

Or,on a :



donc

De méme :

Comme

1L

‘on déduit de ce qui précéde que

(II.B-10)

expriment les

> ->
> du > du s, or =
Aoiel o cu - = !
b s divu (= A u, d'aprés (III.A) )
u u _
n + s as - A u,
> d_> > d+ - -
u uo_ . -
n.o t'dn div (e, A u) Au2
d_> > >
= au -
ft = 2uo 3 t uo rot u
= d—>
u
= . — +
£y = 2y 1. gp Y U, A,
=~ d+
u .
= + — L= .
fn 2uo A u, AOA111 2uo £ £ + X1 Uy
du *
e} > >
= — ¢ .
fo My (3 u.n)

conditions aux limites sur le bord latéral Fz .
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CHAPITRE 111

)
DECOMPOSITION D'UN CHAMP VECTORIEL PLAN DE T H'(d)]

A - EXISTANCE ET UNICITE DE LA DECOMPOSITION

- 4 <
Soit JZfe LH (G')] un vecteur quelcongque.
< =
On définit : H’,(d) - i 3"6 )_"!:(d) tel que /_\}QL(;J) avec ;?/[-0}
(d) #tent le domaine; JT est son bord.
i

Soit /a., e HoCd) tel que Au4.—. divad

Considérons le probléme :

Ce probléme admet une solution unique dans Ha (d) , on peut méme
dire de plus que cette solution, d'aprds le théoréme de régularité de

< .. . . Al
NIRENBERG, est dans M (d) . (Principe du maximum ou Méthode intégrale). ['3]

Y
On prendra donc _f( e Ha (d) n Hé(d)

- <
soit gl = AT qud ;AL )] e

—
div Z':: dl'l/j(?— div (ﬂaj 4(,) = div AL - ALL4:. o
Soit alors /T)"D: i’l\ @: é: gtant - au plan de
Yo 4 2 > - ©, -p - - ., > P,
Vel W] e WFAE = (LA )Ag =(C.14)¢ -4

-,
= il

—D

=> div (47?/\6,() = - (d:v/Z'):O «.. IIT.1
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7
Or on a toujours : (H_‘_rg) \<,3(a,1.b) , Yo, b 30

= \].a + b < \,'3(44-6)

¥ /
jrlu,-n |ds < 12 K sup (IHA‘NH , g, " j mj’)ds) ’
T |

< K 8 ames(r) fup (IIAL1 N, lLu,JIIA )
H(f) H(§)
Z(:)()-f’é' Z’(r) avec r frontiére d'un sous domaine quelconque S ded .

IIT1.1 donne alors :

Jcliv('f?'\f j(‘lx’At’k nds =o

or ((\9’/\6)(" '19‘(6_3/\0\):'1?’?

/Zp étant le vecteur tangent a la frontiére r

D'ol Jr(?f)JS: ®)

- '
(W'ﬁ ) € L (r) avec I" frontiére d'un sous domaine S de
s — "’d
d, et U tel que J()‘f £=0 pour toute courbe fermée r dans o
r -

I1 en résulte donc que la circulation de U 1e long d'un arc
de courbe AM , avec A point fixé de d et M point courant, est

indépendante de l'arc choisi.

-— =D
JV"{' ds est une quantité fonction scalaire .»CLJ’ du

Point M on a : ./(,L_Z/(H):/’T;-’fa/j
An

-
JJQ est définie 3 une constante additive prés. Et !1}«4 H SJ/“L X

—f>
V le déplacement d M , on en déduit donc :

6}‘»: g—;&ﬁul dans[@'(d)]L avec ./az & go(c?)
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- - <
donc ﬂéé L¢(d) d'autre part, Ve LHd(d)J

d'olu
o, = 4
A, e °(d)N H(d)
Par suite AL’ = @;AT}? = é: A 3-&3/&&
D'ou
A = Gend My + € A Gold My
Et o -
€, AL = &AGad AL, 4 csA(esl\ng/dJ)
= €A qmdlly —Jod M 4+ €. (Jad k. € )
- — —
v div(Ea) = dv (G again,) - div (47
A = A quddL,) — div (Jrad L)
— - s —P - .
= \"o{'eJ .‘Jmclz(l4 - ret (grad,u,).g - Al
= Al
Conclusion

7
Tout champ _,ZZE [H4(d)] se décompose de la maniére suivante :
/ab‘: ﬂr-ﬁ./a,,-r )'e:_:,\ g&—ﬁ ug,
avec /«'{e Ho4(d) N Hé(d) tel que AL(,, 1 c’lil’/&‘b
A, ¢ €(d) 0 H) AU, = _ div(EAT)
L

4 est unique, /6(& est déterminée 3 une constante additive pres.
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D'autre part on a sur le bord | :

/‘9 =20y e,f Jl:ﬁfff = ‘i_’(f.'- °_/;.d_¢
Ir di

/d 3/[?-?: d_,d_:+ ci__'é_(_;
dt am

B - DECOMPOSITION D'UN CHAMP DE VECTEUR, EN COORDONNES CYLINDRIQUES

Soit le domaine élastique cylindrique Jl définie en coordonnées
. . . ~ », =B -D
cylindriques ( v, § , 3 ) , relatives au repére orthonormé oXY 2 "
définie par
A= ruw b avec R-B r<Ref 2 o< A <R
g = rimp

3: 3 “°(<9<+‘¥ , 0<HLT

—€<3<+Z ; l>e
oll £ 5 @ » o ,_,( sont données.

Soit L/ un champ vectoriel définie sur (_ﬂ_ : on séparera dans
—> —_ — . —_D - D
la suite ses composantes ,(,1,. sur er =xwl + )’5109 et U fur (e j )
> > —D (14
(O,Qr/fe,ec}) étant orthonormé direct.

Pour tout re]R-ﬁ/RJ,[ 5 LT est un champ défini par :

00r83) ; (6,3) € d= 14 mlx 14, —» Dl58,9)

—

- —
U :"a’reyo +/u ('/9/34)
— <
/a: Cj y—"> R sera dit un champ de vecteurs tangents défini sur (d).

On va montrer qu'il se décompose canoniquement sous la forme :
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—

e - —
AL = Yud M, 4+ €. N Jead M,
-»u4 = O sur la frontidre de (d) (6= ta, 3—"18)

P> -
ol %FG.J l 9 % 9% est l'opérateur gradient "tangent".
-

AL étant donné de classe C

sur c‘ , 11 existe un champ scalaire QP
définie sur (d) tel que :

o 1 e Uy
A(p cllV/u-—F 4 5

+ = Laplacien "tangent"
9 l/
—5 (/
Si 1'on pose : AL =AM

on écrira donc diV/u’ =0

(div opérateur "tangent").

I1 existe donc un champ scalaire L‘J sur (d) tel que :

-, - =l - il P = A WY ""
- = tyée. = e — R
,cc_erAgfadk\} rot ¥ &. Y F 3 “
S
(o0 rot est 1'opérateur "tangent" -——--(-)- éﬁ‘f"g" N )
F 0
-
Dans ces conditions /(,(, s'éerit :

. —
= 9ud @+ €. AYnad ¥
avec Aq)z Awf

Sy - dw(@aE) = d ;¥ redRf kAL

En utilisant :

— —>')¢ W > 7= 9 = 9
_e W, 1 40¥_ g oY
Gyt rerG i ey
g ¢ _2v) e (24, J.‘J
t i jzfo(%ﬁ_r)-*ej/(?—'t 4 t)
e v V:.:L-—- — —» l _— - on écrit aisément que
- 36 (7 8) (g
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= J/‘V(?:MT}: Ay = 4 96W+ Y
Fe 90t -

et, sur la frontiére de d :

— —— —— -

o ioua« My 4 I

- e )
) AL, _ W 4 v
2 = 7 + 355 Vre IR-4,0.4L

Unicite de La décomposition :

Soit (('PJ/%) . (%,/ %) tel que :

- —D —> —> .
AL = Jd Y 4+ € AJrad ¥, (4=
Si 1'on pose (p{_cp _ Cy | q,:' _ qJ.L =W on a donc :

g}ﬁq* € AYOd Y= O ams I (t/re]ﬂ—ﬁ,ﬂ+€\[)

Soit
W W Y
67wy (s (3) = ﬁ%*i}‘g’o
4, T
?,(_l)_z_rr‘)_&?_ I"L‘aL ?dz"/
r}o 73/ dans(d)

Soit A(.P =0 = Aq/ ; de méme J,é&,/d;/ &tant donné sur od on a :

A—ﬂ—%:@:lp+igf sur(ad.
r
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Pour ¥V fixé, (-P et L|J sont des fonctions harmoniques de

3« , $=r@ sur ]—rq,rq[ X]-{ J +t[ et vérifiant sur la
W _av_ . ¢ 'w

frontiére de ce rectangle (et dans ce rectangle) — —

W (7
qui sont les conditions de CAUCHY-RIEMANN traduisant le fait que (§ + < L|l
est une fonction holomorphe de la variable complexe S-l-at'g, . D'apres le
théoréme du maximum, si 1l'on impose (P =0 sur

ftvadx]-L, o[ et Jra, ra[x{2{]

on aura Qp =0 dans (d) et par conséquent L’J: CS{'E dans d i

—>
Résultat : Tout champ vectoriel tangent AL se décompose de maniére unique

de la facon suivante :

— —
/&7=ij4 +€,. AYrad MLy

V}"AQ ]R—ﬁ 4 ﬁfﬁ[
A, e B4 R) ot d=Jorq, cea x4+ L
=, 2)
vérifie :

A,d4 = di'V/[La
Aﬂ,& = - CIDV(e Aﬂ)

A= O fur [tradx]-t, +l[U]-ra,cx[x{3¢f = 3
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CHAPITRE 1V

PLAQUES TRANSVERSALEMENT ISOTROPES

A - EQUATIONS DE L'ELASTICITE LINEAIRE

Soit L, 1l'opérateur de LAME, (Oij) le tenseur des contraintes,
] désignant le champ des déplacements; les équations de 1'Elasticité

linéaire sont

-
L(U) + G =0 dans S IV.1
-
(013, 623, 033 € P8 sur T =¢€h Iv.2
—-> . _
(61.3‘ By Ops Nss Ogg nj) =7 (J= 1.2 n, 0) sur % IV.3

%
Rappelons que : le champ des déplacements U se met sous la forme

. = + S S
3 + U § M u 61 u e2 e que Tous es operateurs on e

> -
Uu=0U_e
o

opérateurs '"plans'.

%‘
T‘ Nous nous plagons dans le cas statique : 7 =0 .

>

AY

© 7 ()



1) Dans S : Les équations (IV.1) (Ch. II

2k

Equation II.16), s'écrivent

A w+(A + 1) 4 div_ u +
g o u ot u,) era b 1vp u u1

.
My Ap u + (X1 + uT) dlvp u' + (A1 +

—— P
"+ (A1 + u1) gradp ué

¥

2) Sur les faces Z =+ h

Les conditions aux limites, sur

les équations IV.2 deviennent

(IV.k4)

+
(n = e3)
> ->
' =
u1(gra3p u +u') =€ P
A, div. u + (A, + 2u.) u' =€ P
14 is) v 1 Byl Y €0

3) Sur le bord £ =CX ]J- h, + h [

S,t—>_ —>+ -
oit n = n1 e1 n2 e2
G —>+ -
t = n2 e1 n1 e

Remarquons d'autre part que

Les équations (III.3) exprimant les conditions aux

bord I ; deviennent

vecteur normal extérieur i C

vecteur tangent sur C

>
s n N

les faces Z = + h exprimées par

(Iv.5)

ou ou
__+->____2__ ¥
rot u = (aX 5y ) &
+
= - ot T
(r L, u)

limites sur le

dﬁ - - . - >, > >
—_— + — -
2y 3, * (AO dlvp u X1 uo) n uo(rotp u) t = ¢
duo, ¥ 27y
My Cgp ¥ Bem) = 1, (IV.6)
- . ._—r* -
Dans toute la suite nous abandonnons la notation gradp 5 dlvp, Ap
- _’* -
Pour la remplacer tout simplement par : grad, div, A oo U 55

etc..
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En conséquence de la décomposition d'un champ de vecteur (Ch. III)

nous aurons

¥ U = e + a + e, A d
= u, ey + grad u, ey A grad u,
_: prmm— ] - —_— e
* u=grad u, + e, A\ grad u
1 3 2
> — > —_—
* Au= A (grad u, + e3 N\ grad u2)
—_— —_—
* AQ = grad (A u1) + 23 A grad (A u2)
ooy . s Y . R > NES—
* grad (div u) = grad [div (grad u, + eg A grad u,
I
* div u = A u,
" g 5 5 e
* u = grad u, it eq AN grad u,

)] = grad (A u1)

Cette décomposition nous permettra d'écrire les équations de

1'équilibre et les conditions aux limites sous les formes suivantes

En effet, les équations (IV.4) deviennent

(1'équilibre dans S)

O

> e We pr— R
g A grad u, + uy grad u

2 1

My A u + (A1 + u1) A u, + (A1 + 2 “2) u =g
—_— > ——

(AO + 2uo) grad (Au1) *u, e N\ grad (Au2)+u1
—_— . &5

+ (A1 + u1) grad u_ + g =0

Les équations (IV.5) deviennent

(Iv.7)

(conditions aux limites, Z =€h)

| (grad u_+ gred u, + &, A grad w,) = ¢ B
Hilgrad u  + grad u, + ez A grad uy) = e P
X1 A u, + (X1 + 2u2) g, = E PEO

Les équations (IV.6) s'écrivent

bord ¥ ).

(Iv.8)

(conditions aux limites sur le
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. > > -
Soit f=f n+ £, t=>
n %
du >
_ au y
fn—2uodn.n+)\ Au1+)\1u
>du . > du_ > ,9u 3u > du u
u u u u u u
or mous avons : n -+t ¥ (Bk 1Yoy n2) +t ( ox P2 T oy n1)
ou Ju ou ou
_ = h'd = -> =
= + il eeile
ngr gty B e tn (G atny) e
N Bux ou - = ou ou
+ - == _— + S S - i
t gy mptgy ) et (Bt et
aux 5 Bux ou ou 5 Bux >
= i — + i il + —=
ax 21 T3y MM TP Thax Toy P2 Tax M
aux ou ou 5
- —= - Y +
oy "1"2 Tax M2 Ty ™
ou ou
% 2 2
o + P & +
5% (ot o) v () n,)
ou ou,
1 2 3
= — 4+ — = =
K ” div u A u,
u u _
* mgn tta =AY
>du + da_ >, du d >, 9u 3u
; > du_7 du_> _2u du _y _zdBu_ . du
D'autre part : n o= - t. T-=n ( o Moty n1) t(axn1 3y n2)
ou ou
=___X - __l = 1 Z X = -
5y = div (e3 A u) A u,
u u
* _ - _ = -
FOR T B 1,
0 £ =2 au 3 tu =
r nous avons f =2y - . B, TOt u =
+ an
u
ft 2uondt+quu2
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=
etfn—2uo.Au1+>\OAu1~2uota+}\1uo

En définitive les équations (IV.6) expriment les conditions aux limites

sur le bord I , s'écrivent

-
. 2 du T
= + - - o
fn (AO 2uo) A u, A1 u 2uo t =
. d—)
_ u
L =2p,aget i, b,
d‘uc. > >
= —= & n, .
£= ( u.n) (Iv.9)
Conclusion

Dans le repére (O, e e2, e.), la plaque transversalement isotrope

3
occupe le domaine S = dX ]-h, +h[ ; (c) la frontiére de d, & = Cx ]—h1 +h [
le bord de la plaque. d étant les forces volumiques dans S 56 forces appliquées
sur les faces Z = ¢ h ; ﬁ-charges appliquées sur le bord X

Les équations de 1'élasticité linéaire, exprimant 1'équilibre de la
plaque et les conditions aux limites sont

U étant le champ des déplacements tel que; 3(u1, u2) deux champs

scalaires tel que

> > —_— - _
U=u_ e, +grad u, + e, A grad u

o 3 1 3 2
” ->
avec U =0 et divu=Au
A 1 . 1
[E
div (€3A3)=—Au2

% Dans S; (donc d et VZ €-h ,+h[)

L

u1 A u + (X1 + u1) A u, + (x1 + 2 Ug) u = — g,
—_— ) -> —_— > ————y e . sy w8
(Ao + 2uo) grad(Au1) . eq A grad (Au2)+ My e3 A grad u, *+ B, grad u, +
—_— -
(A, + u) grad u = - g

(IV.10)
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* Pour Z =+ h

(srad u_ + grad u, + . N grad u.) = € P
u,(grad u  + grad u, + e; A grad u,) = .
ApBug+ (M +2u) u =€ P (IV.11)

¥ Sur le bord I ; (sur la frontiére C; et 7 €1- h1 + h[ )

>
o - du
= + + - —
fn (AO 2uo) A u, >\1 u 2 u t ooy
- d+
_ du
SRS S A
duO .
= —_— 4+ .
fo H, (d.n un) (IV.12)

B) FORMULATION VARTATIONNELLE

[On refait en détail les calculs de SOUCHET [ 1] dans le cas trans-
versalement isotrope].

Nous introduisons 1'espace W défini par :
>
=

+ d
o €3 grad w

W={Ws= (wo, W w2) € 02(?1, R3); tel que : W= t 23 N\ grad Vs

avec w =0et divw=Aw ;div(g A§)=—Aw}
1/2 1 3 2

1°) Formulation équivalente des &quations de 1l'elasticité dansQ . -

L'éqﬁation (IV.1) exprimant 1'équilibre dans d et ¥ Z€] -h , + h [ est :
LU) =-¢C .

Probléme : La formulation L(U) = -G est-elle équivalente 3 la formulation :

jmwdx:_f tiax V¥ ew

- 4 etY 2e1-n +n[
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En effet, 1'équivalence est évidente dans un sens

W@y =& =>j TR ax = - [ e A Niew et ¥z 1-n, +nl
d a

I1 nous faut démontrer que

J L{U).W ax = - J ¢.w dx —» alors L(U) =-3 .
¢ Yyew ¢ Yze€e 1-n, +nl

Lemme : Si ﬂ (M) est une fonction définie et continue dans le domaine 4,
et si pour tout (§) sous domaine quelconque de (d) on a : J &(M)dx = 0,
§
alors & (M) est identiquement nulle dans (d) presque partout.
I1 nous faut démontrer que en effet si J & (M) a&x = O alors —>
) d
Jla(M)dx=O pour VY (6¢C Q).
d

Nous avons, J &(M) dx = Js & (M) 16(x) ax

avec : 16 (x) = RS —s> B°
=1si1i x € §
=0si x € §

cecl nous donne :

d § &s
— L\ﬁ(M) 15(x) ax = LSJJ(M) 1,(x) ax
d'ol f \O (M) &x =0 = f{D(M) dx = 0 .
a §
Soit alors : ﬁ (M) = L(U) - G nous aurons

J(L(U)—G)Wd.x=0 Viwew
d
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Soit § un sous domaine quelconque de d avec support de W cs

J J(u) w, ax =0 =>J11](M) w, dx =0
d S

D'oll d'aprés le lemme, vﬂ (M) w, =0 =

P () = o0
avec {) (M) = (T(U) - &). 23

> > —_— > J—
2°) Soit W € W tq w, =0; W=gradw, +e Agradw2
On aura alors
J (T(U) - &) Wax =0
d
J (T(0) - &) (grad v+ 33 A grad w,) dx
d
ow. oW, oW oW,
—_ > 1 Dy > 1 2 -5
- — ———— e ——— -—-+.—_ -
L (L(U) (5% 3y ) 1 (ay " ) e ax = 0
ox oy be
8w1- oW,
—_— = w
3 X ¥y
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Soit & wun sous domaine quelconque de d, nous aurons

= a =Y 1 _
J m(M)'WX e, dx = J » (M) ey Wy 5(x) dx = 0
§ $
toujours et d'aprds le lemme : => ¥ (M) 21 L 0

-
e

1 =0

or ayant W_ #0 =| P(M).

De méme, prenant v o= 0 et Wy #0

* Conclusion
Les équations de 1'équilibre dans S

> > P . - .
TKU) - G = 0 sont formellement é&quivalente a la formulation

> > >
fL(U).w.dx= JGde
L la &
st psel YW B W et VYzZel-h,+ hiI

Nous posons d'une manidre classique, et pour tout Z € ]1- h, + h[.

Pour tout W € W : ( )., = ax 5 (0, w). = | (hwax
our tou , p(usw )y = u, W 3 (u, w)y = u.w
o d
avec dX = dx dy .
Notons les relations sulvantes
. . duo
* (Aub, WO)d = - (grad u_, grad wb)d + % WO)Z
x (2, A grad 4., &, A grad w,) = (grad u,, srad w,)
e3 grad U, eg grad w,) = (grad u,, gra W) g
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e LI b I e T P
* (grad Uy, eg grad iyl g = gria: u1’W)d grad u,, grad w)4
3u1 " B dw1
= J o W, & Ayt (u,, &wl)d = J u, o ds
o
b
or ﬁ1/ 0
o G v
= (u1,A W1)d B (u1 w.n)Z - (u1, A W1)d
=0
sme : (grad w., e, A grad u,) =0
* De meme : (gra Vs e3 grad u,/4 =
—_— e - ° .
= Y o=
* (grad u s w)d (uo, v s (uo’ A W1)d
—_— >
* (grad (Au1), w)d = (Auﬂ, wn) - (A s AW1)d
> e > “
* (e3 N\ grad (Auz), w)d = (A uss wt)Z - (A uys A W2)d

Par conséquent, la projection des équations (IV.10) sur 1l'espace

des fonctions testes W, nous fournit une ler équation intégrale :

wy(Bugsw )y + O + 1) (Bugs W) g + (A + 2uy) (ugs w)g + (gys W) =0

qui s'écrit encore :

— —— [ ] .o
-u, (grad u_, grad wlgt (A u,) (Auy, W gt (A, + 2u,) (u, w_)

u
== (g, wo)d - W (_En_ ; Wo)z
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La seconde éauation intégrale est donnée par :

(L(U) - (—j:)v_; X =0 =
-
e

SIS >
(A, + 2u ) (Grad A u, s w) + po( 3

—_— -> < —_— >
A grad (Aue), w)d + p1(e A grad U, w)d

3

—_— e > > >

S~ >
+ uo(grad up, W)y + (A + 1) (grad u, w)g + (g, w4

o .

qui s'écrit encore

- —_— e —_—
—(AO + 2uo) (Au1,Aw1)d g’y (Auz, Aw2)d +-p1(grad uy, grad W2)d

—_—

+ p1(grad u,, grad w1) —(AO-I-Z}JO)(Au1,wn)Z

- UO(AUE, Wt)z - ()\1 + ]'-11) (uoa Wn)z ‘

Faisant la somme des deux équations ci-dessus, nous obtenons

.

Y ° e
- U, (grad u_, grad w) o+ (A, + u1)(Au1, LA (K1 * 2u2)(uo, wo)d

T S S
(A, +21) (Buy, dw ) -u (Auy, ) + ny (erad u,, grad LA

174 1
—_— e —
— (X s A
+ u1(grad u,, grad W1)d (  t u1) (uo, W1)d
3 duo
= - (go> Wo)d - (g,W)d - u1(a£f-, WO)Z - (XO + 2 uo)(Au1, Wn)Z

- uO(Aug, Wt)Z - (A1 + u1) (uo, Wn)Z .

Soient les formes bilinéaires suivantes

> > b > e ¢ .
(IV.B.1) a(u,w) = (A1+2u2)(uo,wo) +u1(grad Uys grad w2)d + p1(graa u1,graa WJ)d
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(Iv.B.2) b(Tw) = O, + w8 8w ) g = Oy + ) (ugs b))y

—_—r
(IV.B.3) c(ﬁ,%) —u1(ﬁrad u_, grad wo)d - (AO + 2 uo)(Au1,AW1)d—uo(Au2,Aw2)d

Remarquons que : la forme C(G, ) est une forme bilinéaire symétrique et que

> > £ F = . m iA by
la forme O(u,w) = a(v,w) avec v = u est une forme bilinéaire symétrique

v =4

positive (si Ay +2u, 5 W, sont positifs).

. > > . .
D'autre par la forme bilindaire b(u,w) est antisymétrique;

> > > > > e
En effet : b(u,w) = b(v,w) avec v=u =
& >
b(u,w) = (A + ) {(av, w), - (v, A )}
== L&y t uy) (A Vo v g = (s Av1)d} ’
Conclusion

Les équations de 1'équilibre (IV.10) dans S, sont formellement
équivalentes a la formulation variationnelle suivante :

> > —_— > —_—
,W.) td w=w_ e + grad g + e, N\ grad LA w1/2 = 0}

viie W= {(w v v, o <5

3
et ¥ Z€ 1-h, +h [ en chaque point de (d), nous avons

> >

a(*ﬁ,ﬁ)d + b(u,w), + c(ﬁ,zf’)d = - (6,§)d- Ty (1,%) (IV.B.5)

Nous savons d'autre part que FZ (3,%), doit satisfaire aux conditions aux

limites sur le bord X , représentées par les équations (IV.12).
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Notons les relations suivantes

du
u = = f - M ﬁ 5
1 dn/Z O/Z 1 "n/
-> d+
- _ au
Hobu, =T = 21, D gy
/s /z
d_>
— _ au
(AO + QUO)A u1/Z = fn A1 u + 2yt 3t

Tenant compte de ces relations sur le bord I , la forme bilinéaire

FZ (Z,%) devient :
N
(g 0w )) = (i )y + (£ 0) = A G )e + 2ug B, W)y
B ' .
* (ft’ Wt)Z N 211o K-%% ? Wt)Z * (A1 * U1) (ub’ Wn)Z :

0 hant F=e f +f=f o +f .n+7f 1t
r sachant que = e3 " =1, e3 n.n ft
> >
G (fos WO)Z + (fn’ wn)z + (fts Wt)z (fs W)Z
D'autre part remarquons que :
u au = au g au
2].10 {(t at ’ Wn)z (Il at 9 Wt)z } 2]-10 {(t Wna at )Z (1’1 Wts at )Z}

-> -
-> -> a > + d
=2y, {(¢ wn-nwt),d—g}z= 2u (e3!\w,-d—-§)Z

. . sl », .
cela fait que 1'expressilon de I (u,w) s'éerit :

z
g > = da
- ° _ & _ du
I's (u,w) = u1(uo, Wn)Z U1(un’wo)z 2po(e3 A%, o )Z
+ (B0, ....(17.8.9)
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2°) Formulation équivalente sur les faces Z =+ h

. . - > > .
De méme que au (1°), la formulation T(M,n) = € P€ , exprimant les
condtions aux limites sur les faces Z = + h , est formellement équivalente

3 la formulation variationnelle suivante :

= > =¥ ' > >
JT(M,n)de=eJP.de
d

X > > > - i > —_—
et ceci YW € w= {W= (wo, Wi w2), W = W €5 + grad L + e3j\grad w2,w1é; 0}

Nous aurons d'aprés les équations (IV.11)
. —y >
+ +
X1(A U, Wo)d (X1 2u2)(uo,wo)d+p1(grad uO,W)d

p—— Y 1 —_—) .

> >
+ u1(grad Uy w) .+ (e, A grad u,, W) . =¢ (Pg,w)d + € (PO,WO)d

d 1 3 d
¥

>~ e

. - —_—
A1(Au1,wo) + (A1 + 2u2)(uo,wo)d - p1(u § W1)d + 1(grad u,, grad W1)d

d e}
— > e — > >
+ u1(grad u,, grad w2) = = (u , Wn)Z + e(Pe,w)d + E(PO,WO)d

Soient les formes bilinéaires suivantes

) = ), o+ (—_“3 Y., grad w.) (grad u Zrad v, )
a1(u,w) = ()\1+2u.2)(u0,wo g ¥ w(erad u,, grad w ), +u,(e 5 &

_+
bT(u’W) = )\1(Au1,wo)d - *p(uo, Aw1)d ... (IV.B.7)

T (U,v) =1J1(1'1o,wn)Z ... (1v.B.8)

E
, w)d = ¢ (PE,W) +€(PO,WO)d
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Conclusion
Les équations (IV.11), représentent les conditions aux limites

sur les faces z = + h , sont formellement €quivalentes a la formulation -

suivante
> > > e > S
WEW={ (wo,w1,w2); W= wooest grad w, + e, M grad w,3 W1/Z'_O I
le point M € d pour 2 = + h .
Nous avons
..->
> > > > Y] = > >
a1(u,w) + b1(u,w) = (PE ,w)d -T Z(u,w)

(IV.B.10)

Résumé

(o, e1,e2,e3) répére orthonormé direct de l'espace affine euclidien E3

la plaque occupant le domaine S = dx 1 -h, +h [ , £ = C x ]-h, +h [ &étant le
bord de la plaque, fe densité de forces appliquées sur les faces z =+ h

=X > St :
F charges exercées sur le bord I , G étant la densité des forces volumiques.

Soit 1'espace des fonctions tests :

= (wo, V. w2) tel que : W = w 23 + grad w =0

+
o + e3 N gra w2, w

L 1 1/T
] désignant le champ des déplacements tel que

+ d & A d
=
U=u e3 grad u, eq grad u,

Alors, les équations de 1l'élasticité linéaire, et les conditions

aux limites sont formellement équivalentes & la formulation suivante
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(IV.B.12)
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CHAPITRE V

APPROXIMATION "SIMPLIFICATRICE" SUR LE BORD D'UNE PLAQUE MINCE

Le but de ce Chapitre est suivant 1'idée de M. SOUCHET [1] , de
formuler une "approximation" tridimensionnelle du probléme des plaques
élastiques. Au contraire des théories antérieures, qui en général utilisent
des hypothdses du type LOVE-KIRCHOFF & 1'intérieur de la plaque, la théorie
actuelle se propose de ne faire qu'une hypothése "naturelle" sur le bord de
la plaque, hypoth&se qui consiste & linéariser en z le champ des déplacements.

U(x,y,z) sur le bord I .

V.I. LINEARISATION DU CHAMP DES DEPLACEMENTS

La plaque étant un solide dont l'éﬁaisseur 2h est faible en comparai-
son du diamétre du feuillet moyen d, 1'idée de 1'approximation, est donc de me
retenir pour chaque fibre de I d'abscisse (s), que des approximations pour
ﬁ(z) et f(z), autrement dit d'effectuer un développement 1limité en (2) des
champs des déplacements U et des charges (ﬁ) appliquées sur le bord I.

Le développement en z est fait au voisinage de z = O
>

(z) = u(0) + z u(0)

>

F(0) + z £(0)

solient : Uo(z) = uo(o)

r(2) = 1,(0)

—
N

~
I}

o Vislels

> -
La lindarisation faite au (V.1.1) suppose donc que U et F sont 1liné-
aires en z, c'est-a-dire que chaque fibre de I d'abscisse (s) subit un dépla-

cement de solide régide tel que :

A(s,z) = u(s,0) + 0o (s) Az 23

a(s) exprime la rotation de la section droite, rotation dans le plan
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Qui nous donne :
—).

a(s,z) = G(S,O) + z ﬁ(s,O) = E(S,O) + &(s) Az 23 =
>
ﬁ(s,O) =0 (s) A P4 ou encore
N 3
33 A ﬁ(s,O) = a(s) i %s v.1.2.

V.2. RECHERCHE DES TORSEURS DES FORCES ASSOCIEES

Soit le torseur des forces appliquées sur le bord I
R
[C ]
O\Im
R et M (1a résultante et le moment [C] ) sont les éléments de réduction

de torseur [C] au point en (x1(s), xz(s) ) de (C) des forces appliquées

sur la génératrice de (I) issue de ce point :

+h +h +h
R = J ﬁ(s,z) dz = J fo(s,z) dz.g3 + f ?(s,z) dz
-h ' ~h -h

or et d'aprés (V.1.1) nous avons :

%(s,0) = 2n £_(s,0) o + 2h 1(s,0)

3
23 + (s,0) )

2h (fo(s,O)

ol encore : ﬁ(s,o) = 2h ﬁ(s,o) san Vilal

D'autre part :

> +h —> > +h -> ->
M = { OM A F(s,z) dz = f z e, N\ F(s,z) dz

=h -h

= J z e, A (£ (s,2) e, + f(s,z) az

3



+h N
=j z 33 A (£_(s,0) 33 + $(s,0) + z £(s,0) ) dz =
=h
F =22 30
= eh”
) 3 oy %5
3
Notons : m = 25_ %’(5,0) =
M =2, Am V.2.2
o) 3
Notations : Nous désignons par :
§=r€3+?
-> >
avec r=2h fo(s,O) : 1T =2h f(s,0)

V.3. FORMULATION VARTATIONNELLE TENANT COMPTE DE L'APPROXIMATION

Nous allons introduire 1'approximation formulée au (VI.1) dans

1'expression de FZ(E,%) exprimant les conditions aux limites sur le bord I .

Nous avons & présent :

u(s,z) = u(s,0)
un(s,z) = un(s,O)
> > > >
(F, W)y = (£,(s,0), w )o + (£(s52), W)y
= (£,(s,0), w))y + (¥(s,0), W)y + 2(F'(s,0), W)y =
>
be e o L 'y = _3_ > >
(F’W)Z (5f s O)Z (5> W)y # 5 (zm, W
2h
(ﬁb, wn)Z =0 car u_ = cte sur I
T o5
(w, w) = (un, w)
> > N
or u=u(s,0) =a (s) he, =
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. > > >
(u , WO)z = Jz(a(s) A e3) W, .n do
=f £.3(s) w_(s) o = f a,(s) v (s) a0
z %
et donc
* (w, v )y = (ag, w )y
> d+ > -> a
u _ du :
* (6331\.6‘t , W)E = J (e3 A o ) .w do
T
du _ 4 [+ * du(s,0) a e
au _ a4 au\s,J) (o 3
or =t u(s,0) + z u(s,O)} St + 3 (
du(s,0) a - 5 au(s,0) o, >
- duls a uls, ao
a7 (als)heg) at T Za M
> - > . >
T du > _ (> - du(s,0) do
> 8L Dy = e [ 3a By 4 B
%
=f;§(s)(2 Ai‘iﬁ—’o—))dmf
3 dt
z
r
> > >
TA g =48 g3 985
or egh gy &3 % 3 3" at ’ 3
> > - > >
e3.a =0 o est dans le plan (x,y) =—>
d > > -5 d&
= (e3 a) = O.=9 s gt = 0 =
- >
72 p80,2 _da
€3 Mgy 4 %37 @t -
En définitive on aura
-> d+ -> > d+ 0) da >
au = auls,Y) ao
* (eg Ay s Wp = (eg Mg+ 2 e 5 wis))y
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Introduisant ce qui précéde dans 1'expression I‘Z(u,w) (IV.B.9)

nous obtenons

- —+
+> > * du

I‘Z(u,w) = =n, (OLt,wO)Z - 2110 (e3 A e (s,0) + z dt . w(s) )

>
¥l r = 3z > >
P (E L)+ (LT B, W)

FZ (?1,%) peut encore se mettre sous la forme suivante
> > ¥ * - r -
— —_— — —_— 3 —
PZ(U,W) ( Ll1 OCt * 2h s WO>Z 2 ( 2’1.1 e3Ad't oh W)Z
» do 3 * >
+ z ( 2uo——dt+-—3m ,W)Z .

. X %X X x o% .
Sachant que les fonctions oo , ¥ , ¥ , u , m sgont des fonctions de (x,y et z = 0)

Conclusion

' . > > S e L ey
Le champ de déplacements U tel que U(x,y,z) = u e3+grad u1+e3A:grad u,

avec u1/Z = 0 et supposant que sur le bord I l'on ait

*
UO(XsY3Z) = uO(X=YaO) =.uO

.
>

=1 >
u(x,y,z) = u(X,Y,O) + z u(x,y,O) =

‘+ . .
satisfait pour toute fonction w € W et ¥ z € ]- h; + h[ aux équations suivantes :

> > > > i o _ o * B
> d?l* = >
r
*lemg e G- 0 W)
da* 3 % -
s R
(v.3.2)
- > : . 5 .
et pour z = + h , ¥ w €W , U satisfait aux équations
-5
- > > > ny > o %
a1(u,w)d + b1(u,w)d = (PE’ W)d - My (U-Oa Wn)Z

-(v.3.3)
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Bien entendu nous ne pouvons plus parler d'équivalence formelle
entre les équations (V.3.2, V.3.3) et la formulation établie au chapitre IV,
par conséquent, le probléme important de l'existence de 1l'unicité des fonctions

solutions (uo, ups U ) s'impose, d'autre part ce type d'approximation n'est

2

pas unique. Ainsi par exemple, on peut écrire
dw
> >

> >
c(u,w) = c¢'(u,w) + My fa,. 5 —

o dn )

(ut, Aw

E Ty oy

avec c'(E,%) = +1H(uo, AWO)d - (XO + 2uo) (Au1,Aw1)d

+y ( d Aw,)
po grad u2, gra w2 a

ce qui implique d'une facon évidente la modification des é&quations (V.3.2).

En ce qui concerne ce travail nous admettons que ces approximations
fournissent des "théories équivalentes'.

Par contre, cette formulation a 1l'avantage d'introduire dans les
termes-frontidres que les grandeurs mécaniques significatives en théorie des
plaques : déplaceménts moyen et rotations moyennes de la section droite sur
le bord I , les résultantes et couples des efforts exercés sur le bord ce

qui doit permettre une comparaison avec les théories de membrane usuelles.
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CHAPITRE VI

SYSTEMES D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES

VI.1. Au Chapitre IV et V, nous avions posé le probléme de 1'&lasticité d'une
plaque mince transversalement isotrope par une formulation variationnelle
qu'il s'agit d'exploiter. En effet : le bute du chapitre présent est de.passer
de la formulation variationnelle en une formulation différentielle.

Rappelons que nous avions l'espace des fonctions test

W= {(wo, Voo w2) tel que WeEwW s W= W 23 + graa LA e A graﬁ 4

3 2

Vg = o1} .

1°) Pour les composantes wo,w , nous choisissons les fonctions et valeurs

1

propres du probléme :

A w. + l? W, = 0 W étant la fonction propre associée
= ‘n ° 2
Wi/Z | 0 Ai la valeur propre assoclée
iEN.

2°) Pour la composante Voo choisissons les fonctions et valeur propre du
probleéme
AW, + Q2 W, =0
i ii

dw.
1

EH"/Z =0 Wi fonctions propres associées

Q; valeurs propres associées
i€N.
Rappelons que les fonctions propres LD Wi, outre leurs propriétés

d'orthogoralité, constituent des systémes complets dans Lg(d).

Nous avons

1 sii=j

=1 si 1=
f wi wj dx H J W. W. dx
3 sii#]

= o ® . 1 J
3 0 sii# ] 0

(i,j) €N
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Nous sommes ainsi conduit & introduire les moments hio’ hi1’ hi2’
S
c'est-d-dire les projections de la fonction solution U(ub,u1,u2), sur les
bases des fonctions propres LIE Wi .

Soient alors

hio = Id uo wi dx = (ub’ Wi)d
hi] = Jd U.,] Wi dx = (u1’ Wi)d
hi2=Jd U3 u2 Wj_ dx = (u2s Wi)d ve. (VIL1.1)
ou alors :
N N N
uo =_Z hio Wl 5 u1 = _z h11 wi H u2 = .Z hi2 W e (VIL1.2)
1=1 1= i=1

Remarque importante :

Signalons que ce choix des fonctions propres, ne constitue pas
nécessairement Lo meilleuwr choix possible. Precisement outre Le fait que U,
204t nul sun Le bornd T, nous Amposons que u Le s0it aussi, autrhement
dit, nous sommes ainsi amené a réduire £'étude a celud du cas particuliern

d'une plaque a bord appuye.

VI.2. SYSTEME DIFFERENTIEL

Nous introduisons les notations suivantes

R

giO(Z) = - (84> Wi)d - gi(z) = -(g, grad Wi)d

> > —
gie(z) =~ (g, €3 A grad Wi)d 3 Pig = (po ’Wi)d

(B, grad w.). ; P (®
= : =
Piq g> Brad Wilgq 5 Fio e
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Les équations V.3.2 et V.3.3 s'écrivaient :

WEW e ¥uze il h, + hl

*
5> > > > 5> > > > * r
a(u,w), + b(u,w), + c(u,W)d = - (G,wW), + (u1 ap = o s Wo)z
> d* —f-* >
— —u — —
= (2u, e hge — o - Vg
du* 3 % >
+ g2y, —— - —=m , W)
o dt 2h3 z
=
Pour z=+h ; ¥ WEW
> > > I > *
> .
a (u,w)y + o, (ww)y = (P, W, -ula, Wn)Z

Avec
> > v ey e - > o >
a(u,w)d = (A1 + 2u2)(uo, wo) + u1(grad u,, grad W2)d + u1(grad u,, grad W1)d
(Tw), = Oy +u) (A a,w), + (0 +1) (a,8w)
billgWilg = Ay T By Hyr Wgig { Tl B B Wy
> > e -
c(u,w)d = ~u1(grad u_, grad Wo)d - (XO + 2uo) (Au1 H Aw1)d - uo(Aug, Awg)d
(3, w); = (A, +2uy) (4 ,w ). +u (grad u,, grad w, ) + y, (grad u,, grad w,)
a,(u,w), = (A, Hy) (u ow )y + Wy (grad u,, grad w,), + 1, (grad u,, grad w,)
> >
bolusw)y = A (8w, W)y = (ug, vy
Prenons successivement pour des fonctions tests
> >
W f LA e3 W1 = w2 =0
W= grad w. w_=w, =0 et W=oe. A grag W w =w, =0
o 2 3 1 o 1
1°) W Wieg s Wy =W, 0
’ e -
par conséquent, nous aurons : a(u,w)d = ( .t 2 UQ)(uO, Wi)d
g A Ay )
b(uaw)d_ ( 1 +111) (u-]s Wi a
(—>—>) a S—1 —_— )
clu,w)y = -4, (grad u s grad LIRN
5 o .
a.](uaw)d - ()\1 + CUZ)(uO’ Wi)d
5 o
b1(u,w)d = A1(Au1, Wi)d
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Les équations V.3.2 et V.3.3 deviennent alors

> >

> pour W = V. eq et ¥z € ]-h +hl
M2y ) (1w, ) -+ (O +w) (Bu,,w.) (grad dw.), = VI.2.1
( 2u2 u W) 4 Y uswi) g = W (grad u, grad w;), = g; -.-VI.2.

-> >
pour W = w. e et pour z = + h :

3
(x1 + 2u2)(uo, Wi)d + )\1(Au1,wi)d = Ds waw YLa2x)
2°) Lorsque W= grad w. 3 w_=w, = O
1 > "o 2 :
> > > . —
Nous aurons a(u,w) = p1(grad iy, grad Wi)d

b(h,w) = = (A, + p)(u A w,)
WW = 1 R Vg
> > .

clu,w) = - (Xo + 2po)(Au1, A‘Wi)d
(4,w) = u (grad u,, grad w,)

a,(u,w) = 1 (grad u,, grad ;)4
—>

b, (u,w) = - M, (us Awi)d

Dans ce cas les équations V.3.2 et V.3.3, s'écrivent :

- pour W o= grad W, et ¥ z €]-h + h[

(grad i, grad w.), ~ (A, + 1) (w, Aw.). = (A +2u ) (Au, Aw.)
Hirgrad Uy, EFad Wilg T A Sl £ o« Hg! WOlgx SWilg

. x> N
=g;, * (2u033 B o > evad wy)g
d—)* ¥ _—
+ z(2n d—i‘— = ig m , grad v,y ... VI.2.2

> —_—
> pour W = grad w, et z=+h :

pra— ] —

U, (grad u,, grad w.)

== V = 1
1 ilq . (u w. ) oo NI.2.2

- p1(u 2 AWi)d = Pein 1" o in’ X

e}
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3°) Lorsque W = &_ A grad W.s wo=w, =0

3

Nous aurons : a(u,w u1(graa ﬁg, grad wi)d

b(ﬁ,i«’)d =0

c(ﬁj)d = - u_(bu,, AW,)

a, (W), = u, (grad 4,, g¥ad W),
b, (4,w), =0 .

Dans ce dernier cas, les équations V.3.2 et V.3.3 s'écrivent :

> Pour W = 33 A grad Wi et ¥z € J-h,+h [

[P S

—)
u1(grad u,, grad wi)d - uo(Auz, Awi)d = 8

> d—)-ak -1:* -> —e
u
+ (2uo e A 3t on 3 A grad Wi)z
da* 3 * o> =
+z(2uo? —-2—h—3m,e3AgradW)Z.. VIi.2.3
> > R—
> W= e3 A grad Wi et z=+h
(grad v dw.), = - (u, e, A grad W.) VI.2.3'
By grad Uy, gra ilg = P:s u1 Uy e3 gra, iy o 0w Viles @ o3

Pour &établir le systdme d'équations différentielles en Z, nous devons
transformer les équations (VI.2, 1, 2, 3, 1', 2', 3') pour cela notons les

relations suivantes

aw.
Fres ppemeeagt . 1
% (grad u, grad Wi)d = (uo, Awi)d + (uo, e )Z
dw.
- * 1
= A (ub’ Wl)d * (uo > dn )Z
dw.
N2 * 1
- >‘:'L th * (uo > dn )Z
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* (u . = h. @ . (u ). = h. u .
(uo, wl)d hlo(z) de méme (u1, Wl)d hl1(z) et (u2, Wl)d
x (b, w.), = -2° &,
1 "i’a i 11
En effet : .
du
° - —_— e s S 1
(Au1, wi)d = - (grad u,, grad Wi)d + (—d.n R Wi)Z
or Wi/}: =0 =
B w) = (- Gk b, TRt ) = G ty), = (s o)
Y0 ¥i'a BrAc Uys &FOL Wylg = WWys V509 7 V3 @n 7
or u1/2= o =
° - 2 °
(Bugs widy = = Af by,
_ 2
* (Bug, wily = - Ay by,
aw. dw.
*Lorsqueﬁ=gradw. = W =—= et.w = —=
3l n dn t dt
N > S e >
D'ou surf ; W=grad w. =w_n +w_ 1t
1 n t
~ dw N . dwi —{
an 7 at
Soit v un vecteur quelconque défini sur don a :
St W N S R T =0
> dt 5 t* at ‘L /5" "1/ LA A
cela implique que :
G v, = G f) = (v, =)
V, gra Wi 2 - V, d.n. n z - Vn’ d.n.
= . > > _—
De méme si W = e, A grad w.
3 b
dw.
W =E(g Agrad§)=———-
n T3 i dt
TN dw
Wt = ’c.(e3 A grad Wi) = = 0
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dw.

> > — _ i
= * (v, e, \ grad wi)Z = (vh, e )

3 by

Par conséquent les termes bord suivants pourront s'éecrire de la

facon suivante

- dﬁ* r* — > dﬁ* rﬁ dwi
= gu __n _ 1
@uy e Mg~ s gradwy) = (2, t - - 5 @
¥ * dw.
do 3 ¥ — > do 3 * il
(2p =—-——m, gradw.).=(2nu n—/—-—="—m ,—)
o dab 2h3 1% o dt 2h3 n dn %
d?* ;* > — > d_H‘e r: al
i _ u Y
(2u, e g ~2p > ez heradWy)y = (2w t o= -5—, -7 )
>3k —¥ 3m* aw
do 3 ¥ o — > n
(2u ——-—=m ,e ANgradW.). =(2u n - , - )
o dt 2h3 1°2 dt 2h3 dt 7
Soient les notations suivantes
r. = (u% Eﬁi ) : R. =u (u* w.)
1o Hy o ? dn r ? Ti2 o) t ? 1'%
N du* r: dwl
I LS ra - I el
¥ dﬁ* r: dwl
= — e —
Ry =@u, bt * o " w Uz
*
| @ 3w aw
, = - +
s; = (-2u,ng ™ )y
* *
N do 3mh aw
S; = (-2u ngz=+ 30 at )y

A présent, nous sommes en mesure d'écrire les équations
(VI.2,1, 1', 2, 2' et 3, 3') de facon & ne faire intervenir que des moments

hio’ hi1’ hi2 et les nouvelles varilables rios ri2, ri, Ri’ 85 Si'
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Ainsi, nous obtenons le systéme différentiel suivant

VZG]—h,+h[

s 2 = 2 _
(A #24,) By = O+ ugd A by =My Ay hy ) =g + 7y
U 32 1. (A, + u,) e f, = (A +2u) X% h., =g.. - (r. + z s.)
1 i 11 1 1 i 1o o o) i 711 11 i 1
u oF . - n Qu h. =g. - Q° R, - (R. + z S.) (VI.2.k4)
171 712 o 112 12 i 12 3l 1 e :

pour z = + h nous avons les équations différentielles du ler ordre exprimant

les conditions initiales suivantes

2 N _
“Ay A hgy (A4 2u5) by = e Py

2 2+ )
My Ag By + g Ay Bey S €F4y T T

dw.
D n, v * 1
. = - R. + 2 = = o o e

M QT h R eP avec R H, (uO . proml (VI.2.5)

i 12 €12 i2

V1.3. RESOLUTION DU SYSTEME DIFFERENTIEL

Afin de simplifier la résolution du probléme différentiel précédent
nous admettons que la densité G est donnée ou suffisamment bien représentée

par :

— = Y

(z) =g, +z8g,; gig(Z) =g, %285,

(z) = &5, 5 & i 1

&5 i1

10

)

Remarquons que le probléme différentiel est découplés avec d'une part (hio’ hi1

et d'autre part h., . La résolution est élémentaire.

a - Commencons par la résolution de la 3&me équation en h.,, nous avions

2 L - i B B
W, 05 By, - MR by, =g, t oz gy, - 0f Ry, - (Ry + oz S;)

posons h., = v(z) = ﬁie = @(z)
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L'équation s'écrit alors
Y 2

2 = I g - - -
o Ry 0 =M, 8 U= g +momy, - BBy - (B -2 8y)

cherchons la solution générale de 1'équation sans second membre :

2 oo .
Moo v -u, 9 v=0 u1;éo ,Qiaéo.
. uo 2 > . PO : o
U - e Qi Y =0 dont 1'équation caractéristique a pour solutions
1

s £
7 u Qi 3 Tp 5 7 u Qi

1 1

D'oll la solution générale est de la forme

_ n uo n uo
Y(z) = E ch /111 Q. z+F Sh 1, Q; z ... VI.3.1

N y . u ;
avec : B et I sont deux constantes d'intégration.

Cherchons une solution particuliére de 1'équation avec second
membre de la forme

Y =c 22 +Dz+E =>

)=2cz+D =
p=2c¢C

Remplacant Y et & dans 1'équation différentielle, nous aurons

N - 2
Si i i2 “8io " R12 Qi " Rl
C=O,D=‘--—é——— 3 B = "
H Q. v Q.
o i - To 1
D'ol 1'expression de h., est la suivante :
v / Ho 4o 1 v - 2
h., = E ch e Q.z+r1¥Shﬁ Q. z + ’V(S.+g.)z—g. + R. Q.+R.jl
i2 TPR gy & b Qg i i2 i2 i2 i i
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)

b - Nous intégrons les deux premidres &quations couplées en (hio’ hi1

Posons hio = f ; hi1 = g les systémes devient :

: p 2 - 2 . _ =
(1) g +2m) £- O +ud Ay e-ug Ay £=eg,% 7,

(41) 2 o 2 & _ oo =
LPRPY-S (A1 s uﬂ) ki f (AO + 2u0) A & = g

- vy + z(g;, - ss)
i1 7 Fi T 284 T 8y

L

Tirant g de (i) puis dérivant 2 fois on obtient :

| - ®» .
(31) (X1 + u1) Ai g = (K1 + 2u2) f - u, Ai £

D'autre part, dérivons une fois (ii)
i) L +u) 8 rap 2 e- (A +2p ) AT e=8. -5,
1 1 3% B o o 1

i1 i

Remplagant.g et g dans 1'équation (L4i), nous obtenons une équation

différentielle du lUe ordre en f :

2 2
iy -2 M7 GBIy T ) 2 Dot E o
1 1
My (A1 + 2 ug) (A, +2 2)
(A1'*U1) AO+2uO)A§

( _
u1(A1+2u25 (gi1 - Si) - u1(A1+2u2) -(gio * I‘io)

2 = 2
. M g )T (A 2u,) (Ay + 23
Solent : A = O+ 2 )
Uity Mo
(A_+2up)
p=_o " o
(A1+2u.2)
(A, + w)
- 1

Sy 2 u,)
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(5i) s'écrit donc

(L) .
61) £ -A2Af+2" B £=
1 s

‘] -
n, [C(gm - s;) - Blgg, + rio):\

Solution de 1'équation (6i) sans second membre

(4) .
f 2 ar+tmr=0.
it i

Dont 1'équation caractéristique est

oAt B =0
i i
soit r2 =R => R2 - AA? R + A? B=0
.. 2 in
dont le discréminant A = (A - LB) ;

Par conséquent plusieurs cas possible se présentent.

En effet

ler cas : A =0 c'est-a-dire A2 = LB

Soient : Ao + 2y =V X1 + My =V, X1 + 2 My = Vs

2 > \
e a o g+ )"+ O+ 20 )0+ 2u,) _
g (K1 - B i)

u? - v? + vo \Y

A = =
Hy V5
2 2 2 2 2 2 L
= + -
2.0 2V My 2 1y v vy = v vy vy (TR ) v v+ vy
2 V2
By Vo
v
B =—
2
» 2
Par conséquent, A” = 4B =
2~y v - 2v3) +v5 2 4 vu -v v, v, (1+v.)=0
1 o 2 1 o 2 1 o 1 "2 1

VI.3.3
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Dans ce premier cas, deux sous cas se présentent, 3 savoir :
A>0 ou A<O

A>0 = (M (u

1

N 01) (W,

+ V 5 N -V
1) 2 1 o)

ou encore :

A1 U < xo + 2 My - VI.3:ls

Et bien entendu si A < O alors on aura :

+ > + e
At R > 2 VI.3.5
- Quand a2 = 4B les solutions de 1'équation caractéristique sont :
et .
A>0 r, = //E AL | r = - /ZE AL 2 solutions réelles.
1 2 "1 2 2 2 1

Par conséquent la solution générale de 1'équation (6i) est de la forme

suivante :

f(z) = (K z + %) ch / % Ki_z + (8 z + B) sh /%- Ai z ... VI.3.6

> Quand A2 = 4B mais avec A < 0 , les solutions de 1'équation

caractéristique sont

_ . /& _ . JK . .
ry=1 //; Ai > T, i > Ai 2 solutions imagilnaires.
Par conséquent la solution générale de 1'équation (6i) est de la

forme suilvante :

_ n v A n, ny .
f(z) =(A z + B) cos Ai//; z + (C z + D) sin Ai /5 ? rei ¥ls3.T

N |




o7

28me cas A > O, A°> LB

or A° > 4B <=>|A|>2 /B si B >0

2

¥ A=A >L4B si B <O

or comme B est toujours > O, nous avons donc

Al >2 /B =

or |A|>2 /B =

2 2
' Wy - g )T+ g2 ) (4 +2u) § Ayt )
B, (x1 + 2 u2) A1 + 2u2
ou que : |u2 “ Ve v v |> 2 u, v Zo . VI.3.8
1 1 o 2 1 72 Vv o o

Par conséquent, 4 cas possibles & envisager, en effet

Soient R1 et R, les deux solutions réelles de 1'équation caractéris-

2
tique avec
Y 82 /AC-LB
R = 1, YA-LB R = —L _
1 2 2 4 2 2 2

> Si R1, R2 > 0 => quatre solutions réelles

. . L ‘
et cecli nous impose : Ai = 5 r1 = f§1 . r2 = - ¢§1 5 r3 = + /ﬁ; N
rh=_V‘R2 -

Au quel cas, la solution générale de 1'équation (Gi) est de la

forme suivante :

#(z) =X cn /B z+¥on /R z+Ccn /Byz+Bsn /R, 2 L VI.3.9

- R1 S Dy R2 <0

Or R1 >0 =>ouAld >0 sinon=> Ag > 2

De toutes les facons nous aurons 2 solutions réelles : r1 = /§1,

r, = - /§1 et deux solutions imaginaires : r, = iy R2 > ) =~ iy Rg .
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Au quel cas, la solution générale de 1'équation (6i) est 1la

suivante :
Y N " N
f(z) = A Ch V§1 z + B 5h /—§1 z + C cos VR2 z + D sin V§2 z cees VI.3.10
**R1<O,R2>O
Un cas identique au précédent.
+ R, <0, Ry <0
Nous aurons quatre solution imaginaires : r, = i V§1, v, =1 f§;,
ry ¥ i ¢R2 » ) = i JJRQ . Au quel cas la solution générale de 1'équation
(6i) est de la forme suivante :
Y n - v n 7
£(z) = A cos J;} z + B sin\/R1 z + C cos J;; z + D sin JE; z ... VIL3.11
~ 2
38me cas : A <0 , A" < 4B
. 1 2 . N -
Deux solutions : R, == (A AT +i VA ) ; R. == (ANT - i /A ).
1 2 1 2 2
Soient : R1 =a, +1 81 5 R2 =a,+1 82 .

D'ol U4 solutions imaginaires de 1'équation caractéristique.

Soient :
* . = <
!; = Q‘;‘*“ !‘ 7 tl O‘b 4 :LL
. S - -
: ~V = "’)‘4“134 7 =% % JL
D'ou

#(g) - A e.r'}+ Be-r'g} ceml De—ggf
%% -, .
gi(%—) - Ae (&ng}-a-»c'ﬁogl S,) + B¢E s/(CoSﬂ'%,_tﬁitZ])

%3 . % .
v e (s cong) o D" sy vismy )
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Que l'on peut écrire sous la forme :

i(% 8 %/G.)Sgg, +C é’x'%gmgg,.-r@,e Cg’:_(g’rq..bf ‘_ﬁﬂja’,

e

v o Vw3 18

Aprés avoir vu les différentes solutions possible de 1'équation
(6i) sans second membre, cherchons & présent une solution particulidre, une
solution qui sera indépendante des différents coéfficients de 1'élasticité.

En effet :

\
est une solution particulidre de (6i)

Dans la suite de ce travail nous ‘étudions le cas ol A = 0, autrement
dit A2 = UB et en plus lorsque A > O et ceci pour pouvoir rester en mesure de
comparaison avec le travail déjd fait (Mr. SOUCHE) dans le cas des plaques

isotropes.

Par conséquent, les coéfficients de 1'élasticité seront désormais

1iés par les deux relations (VI.3.3) et (VI.3.h).

Au quel cas, la solution de 1l'équation dlfferentlelle (6i), donnant

1l'expression de h., est la suivante :
N N A N Y A
= =2 + + = As
hs (A z + B) ch /5 A 2 (Cz+D)sSh/ S A, z

¢ —L—(c (g, - s;) - Blgy + 7))

10

(VI.3.12)
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Connaissant 1'expression de f(z), nous en déduisons aisément,

1'expression de g(z).

. 2 .o _ e 2 .
En effet, nous avions, (A1 + u1) Xi g = (A1 + 2U2) f-n, Ai f

vod .o

Connaissant f et f, nous remplacons g dans 1'équation (ii) et on en

déduit 1'expression de g, rappelons que g(z) = hi1(z).

Nous obtenons :

‘ A (A +2M,)
1 1771 2 n n /A A
h..(z) 3 — (38 + D/Z: . B z)
i1 A? 23+ u,) (A +2p ) 2 "1 /Y2 M
_*ug .
1 1 Y, N /A A A
* ooy Cxoan M +u1)(A+D/-2>‘i+’8/2—>‘iz) N
0 [¢] 11 .
A, (A, +2u,)
* -JE Ll — (3¢ + 8 //§ A ¥ K//g A z)
A3 2a>\1+u1)(xo+2uo)
Ue
1 1 oo /A v A /A
+ ——r— (- + A, + 1 )(C + B //: A. +A /= X. z)}FSh/ = A z
() +2u )A? X1+U1 1 1 2 " 2 "1 2 1
(o] Q o 4
: 1 - n
- ——— {(g;, - ri) - z(gy, - si) J
(Ao+2 uo)ki

(VI.3.13)
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Remarque : Les expressions des moments hio’ hi1 et hi2 données par les

relations (VI.3.12), (VI.3.13) et (VI.3.2) sont aussi valables pour un milieu

élastique isotrope. En effet : il suffira de supposer que :

>
Il

>
]

A et u o =u, =nu, =n

Atu

Au quel cas nous aurons, A =2, B=1et C = Avop

Ainsi, nous retrouvons les expressions données pour une plaque

isotrope a savoir :

h, = (Fz+B) ch A z+ (¢ z + D) sh A 2
1 - A+u
- (g +r )+ v
uk? io " Tio ——Hu()\+2u)ki (g5, -s.) VI.3. 14
_ 1 oy M3 1
B 3 [}i oz Dr 405 K, Ch A, z
: i

A2 1 A
1 =
1 - ny
e (g, = re) # (g, = 8:) 3 VI.3.15
(K+2n)A3 [ i1 £l i1 Al |
w1 _Frs = 2 _ _ v
o unh{(glz Rip @& ~R;)-(8; +g;,) 2}

Ny (A7)
+ E Ch Qi z + F sh Qi 7 VI.3.16
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VI.4. CALCUL DES CONSTANTES D'INTEGRATION

a2

ooy %‘ .
» D, E, F sont calculées
¢ '

&

: . N
Les constantes d'intégration Ai > B,
a partir des conditions initiales c'est-a-dire, afin de satisfaire aux

équations sur les faces J= +f .

Posons : &\l:’- ﬁ\\[’é‘ & et Hi - JZL% .

Rappelons les équations différentielles du ler ordre (VI.2.5) :

O (Ararghe, () < 3, N8(00) < 28,

<0

(ii) \ /r\f{;,(tﬁ) + &y ﬁf f.-.(fﬁ) = 2 Ez "’:a

ai MRS = - Ry + 2R

Noius avons ainsi, un systéme de six équations & six inconnues.
Faisant satisfaire 1'équation (VI.3.2) pour %‘- ie\ a (iii), nous

. N 0, . .
obtenons aisément les expressions de E.et F, qui sont les sulvantes

~

el.*'edb

* J&SkJEF;S& %%-H;

oo s VL9

;" A N il o
= N-2R, PPy TR gf&c
Z 30 i, che . v Sk ( L)i

AP, s 0 -

) ) = . . -
Remplacant {1‘.0 . {\‘.0 . &'54 et (\“ dans les équations (i) et (ii), nous

obtenons un systéme de quatre &quations & quatre inconnues.
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(i) donne :

(Dirs) b (+h) _ 454, Bes (R)
(A“"W&) f\co ('m - ﬁf‘}h ﬁlu (‘f\) = = P

10

Edo

i

(ii) donne :

sy ARG ) e AT (W)
oL, ﬁi’ {;4(.[") + M QTE;O H‘)) = -

faisant la somme puis la différence entre les 2 premiéres équations, et de la

méme facon pour les 2 derniéres, nous obtenons un systéme de quatre &quations

4 quatre inconnues : %:, %, §;" §
Notons par :
M= A(\‘q(a.*évb\ ’ b: A{ ('/L +.{(U4) )
'Z(A‘+Nq)(so+£po) (ﬂofz—(\lo)(ﬁﬁ Na)

O(L: (A.fé(‘l¢)—ﬂ4(3a+b> g 0(3:&4@:(&»,[,)1_ M,

b

O‘L”; A‘+(N¢-44(0L+5) ; 0( -éol,r za+b)

?4 rs‘({'\ﬁz('(,)- ﬁ, (ML)}J‘QQ J B;_ = C-‘A(Hb)% + Uy
84 E 2’(\&{% / gj,: t (0L+b)§_ v = (24

iq- (ﬂl,éfdé 3a+b) K ié: (A‘+6N¢>~ﬂ4(ar5)
'"Z e W( a*l’)‘}L" %j"‘: Y jq =< (39‘+L)\);Q
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ﬁ‘iqzd\ﬁi 4 °(;,K; SN.’} + -§§ giﬁicﬁ ﬁ.’i = /—15: (E£u~ ]_Dw) —.[A,,/ 5?(1”6&)](5&'— C)

: ...VI.h.3

Aforddbadsed s 5 6,806 - £(p . p,)

.o VIh.h

(RS RN TR S I Y2 e (1Y)
¢ 4B+ R,)

bR

P 4 i T,

AN ERXNE A NI _4) .

_ [ﬂ / 17 ﬂwém SL-,‘ 4»‘)
+[4/Af’](§fo+ Q") :

...VI.h.6'

. Ny 0y .
par conséquent, nous en déduisons les quatres constantes A, B, C et D.
4 < < <
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ﬁ_ = - 8, bl (P s Pes)
) ”-i(o(g oS, )seﬁ 8- (4,6, bk -4, §, 8%
SRR T4 (R -Ry) - Th /2] (3 -e) 8
(S, - o«,&)x&e‘cze.- (%, 8, &% - L,_ﬁ‘f.-)ﬁ..
:5 = ("(,CQE-‘ T "Qﬁ; See\i) (Pﬂ;i + ?,_-4)

1

207 (&8, - 0,5, ) R chhe - (o8, cbh — o 5F. ) B,

(et gt L4 (B ) [0 £ (e 1T Bm ]

Li(‘f.& ,§,)stb, cﬁﬁ (4§ ot - Msﬁ‘f)zj

...VI.L.8

J

-+

Bt AT/ ) 1 ne) * 4 (B P)}

(7, steke- Mcﬁ‘/}f( (6L - p.1, skl ek
MM DR o) [A /b e 200) 88 J (8- A )t B i)

0 (M- R (B mwm

/ ’—\
-\

...VI.k.9
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% . (Gt ot M o5 ) 4 ()
CUAS (BRI« (BIRL) R T
L (@a) . 4.

mﬁ ?&cﬂﬂ)? -G, (3,0*“)'( Azd A& (3;; zo)}
~§(@23sﬂﬁ (Zz’écﬁﬁ;)ﬁ (B1-c1) %k &f: |

...VILL.10

Remarque : Lorsque Q°= 94 = A 5 o"o -~ (\I4= (“.L = Q& , les constantes

d'intégrations calculées ci-dessus sont identiques & celles calculées dans le

cas d'une plaque isotrope. En effet :

A::& ) a{-b: :t

Nous avons :

za.»fb = ﬂ-th

At
3g,b - A3
T A
v
A= S
15 Aap
¥, = JM

e2

Yy M , A = é(u(ﬂrw)/(!ho*)
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‘}4=2C~‘ F P’L: <M y &:é(_\k ,-Sb;.ec&

_ q/ - Z@(ﬁfé\'-)
H* 3 j e j A

Nous aurons alors :

ﬁ 4 CE\& ( (I)*M + Pc‘d)
A v CRE(RE:

Sk | “13,-«
STl (- .- [t ](g“_q)f

e VILh 11

_ A A (Wa)ch s (P P)
wd fL o+ cll, 500

(& Adlalbete )t Yo p ) 42 G _q.)i
e

2?2

B o o+ chb Rk

s VLU 12

N W Sp oo : 7 _ f
C"" (.li‘(‘-': &;C.cﬂt;sﬁﬁ; ﬁc°f E’O‘ [-N%/A‘(A*ZN)]K%H A‘)

'"q;'m f\;-sc&&%is&&; EE“ k, +’13 ] ) [ZW *u‘]( )}

cun¥Le 13
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O A (N A - M T A I (| L
?3"-‘4(‘*3; b ot stk i{ t.o) [z,ﬂ /A (1 zr)]( o A)§

b Lol o (#/20m)ShE, ? P L (i -
Tl tc-amaa 1 (/¢ 8re) et £10a8] (4 ”f

~ (ad
De méme pour E‘. et F: oo VILk. 1k

M2
I
S
O
t‘
+
b
~—

-2(\LJ),,; SQ\H1 ...VI.L.15
>, A voog
F'—‘- EP—I_)."QQ‘-"' — 3‘- = S; i ...VI.L.16
‘ 'g(u'ﬁb C( /'/4_' W ()2(: ( ¢ )

Ces expressions sont identiques & celles calculées dans le cas d'une plaque

isotrope (cf. SOUCHET).

\ LILLE

o S
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VI.5. CONCLUSION [1]

La résolution du probléme différentiel a permis d'obtenir les
expressions de ﬁ‘o(é) R ﬁ‘a(S) . ﬁc?_(é) , pour chaque ( €NV ,_’\-en fonction
des inconnues auxiliaires YZe , Vo , D¢ R, S’,_- 5 I?('L, /?.'L. Celles—ci
proviennent en fait des déplacements et charges sur le bord de la plaque
(’('Z’T ;(9*, AU ) et (Y, 7", 1;7”“) respectivement.

Dans un probléme aux limites, certaines de ces quantités sont connues,
par exemple, pour une plaque en rotation uniforme autour d'un axe (G’,C})

perpendiculaire & son plan nous avons

—)
~ la densité de forces volumiques G = g?‘qc{i&—“f; w"(x’*+3’~)

'

"fo masse volumique, W vitesse angulaire

~ Les charges PE sur les faces ’é = te‘
sy
~ Sur le bord Z: les conditions sont : y*%g, r'*=0, WM*=0
Le probléme est alors le suivant : déterminer Ql})éWsatisfaisant

aux équations (V.3.2) et (V.3.3) tel que sur 2‘ on ait pour 330 ;

=0 ,F@=0. fo=:
0

Au quel cas les inconnues auxiliaires se réduisent aux quantités

>x  >x x

(w, &, u’)
et c'est un probléme de contrainte plane généralisée.
Mais si on consid@re un probléme de flexion, une plague encastrée

chargée sur les faces 3:': ﬁ , sur le bord Z_" , nous aurons les conditions

b - '

» . o 8 & ¥
,ﬁ(f: o, U0, &= O et les inconnues auxiliaires deviennent

(P%, v, mM*).



TO

On constate que le probléme différentiel a déterminé en quelque
sorte la dépendance de la solution par rapport a la variable épaisseur .
Sa dépendance vis-a-vis des variables du plan moyen ( X ,g ) s'obtient
a partir des équations que doivent satisfaire les inconnues figurant dans
( LL': , (Z"‘, z* ), (¥, F", ‘”—1?"). I1 est clair que si la dépendance ens est
la méme quelque soit la forme de la plaque, la dépendance en (.2 , ’ ) est
liée a la forme de la plague. Les inconnues auxiliaires deviennent ainsi
les véritables inconnues du probléme et on ne peut aller plus loin dans la

résolution sans spécifier la forme de la plaque.
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VI.6. THEORIE ASYMPTOTIOQUE

Au paragraphe VI.3., nous avons pu exprimer {io 5 a£4 5 Q‘L' en
; o . oo 8 ALY % B e
fonction des constantes d'intégration : A,I%, ., D, E.et F.ou 1l'épalsseur
A 4 4 4 A
2h de la plaque y figure explicitement.
Nous appelons '"théorie asymptotique lorsque h tend vers zéro",

la théorie obtenue en faisant tendre h vers zéro, dans les expressions des

constantes ci-dessus.

Nous avons

<k

1]

B

ol

R wae Loy

3

hi o)

Shhe = oR(JE NK) « R

+

nous avons de méme pour Dﬁ%'m;cﬁHc

n
D'aprés VI.Lh.11, A;se met sous la forme

A\'. - )Kicﬁﬁ;‘ + *Lbﬁﬁt'
T Ry ph Ao BB« X, R cBRhe s Ao oR B,

u
Par conséquent ﬁ:se développe alors

ﬁ N Ky X
£ BT
(% + %, ) hy Ky + ¥y




T2

A .
D'od nous aurons :

a’:’ A . 84 (Pct- * Ei-) + Sb[ya (e'o‘ Ec’o) -EA /A?(’,lvfé M’)—l(j"-(“:
“ '2’\‘ 3;’ (81.0‘4 -‘(\54"\,384) 0(‘ ng - O(L' g4 - q/3 (g 4
S, 1
De méme d'aprés VI.4.8, nous pouvons développer;]s_’, qui se met sous
la forme :

/3\' - w, ChL; 3, okl + # L clh + AR
B R AN RN R AT

et nous aurons :

,v.: .__i4__ + 3:3__"'_*_"'.
R § *oor R

_DN,_.;_/ A °(4 (Ec."‘ rP-u)
‘ ‘za\ ﬂf a(cgz“o(qg4'q/_’,g1, — :
k“(«. + %y ) iyt(?c,‘ P—co) - [,'\A/ﬁif(ﬁo‘*z%)](gcf {‘c)}

Qt‘i'{ag&'o(w& "q/sgaz

...VI.6.2



VI.kh.9 permet d'écrire rc\::t a8 la form .
R AL AR A A N
-

*5 NARTIAN + ¥, ﬁ; Q&La; " *SR;SK’J(C

K(*gr*;) :}+ U]
D quent ¢ devient

Fe _ G lia(Be-Ru)
’ %‘4‘ “}4;‘2((&34 - PL i¢)

[0 /72 2000 [ (80) 626
ﬂ{ (ﬁ?q'(%??q - F‘%«o)

F

A L A ) T R s VP
A, B3-R3-13)

...VI.6.3

De méme VI.L.10 se met sous la forme :



B

1

v
B o
<

Th

T N | e TR a2

)Eé Sﬁe\; Ce\e\c + #;f\; Ce\{e\é + *gﬁ; Sﬂélii

ﬂ;(*é* %) ¥+ ¥,

(Y
B~
T

jq}’/ﬂ{fco*?cb)%
Aﬁ (ﬁfé —(;5-/33)

- [0 ][E)2)-3-5, 1150
AV (R - R3S ®E)

(3, 5 8 (0-8.) =« (42)(Tox )

ﬁX; (F ?LH‘ %34 ‘Pi,_)

s s s VL oG li




>

e N i g
Les développements de E et F sont immédiats, en effet

...VI.6.5

A 3 -2 My (S~3‘_L)~2/Q;2+ E‘z—?cz,f

gj)]_—‘ M 22\

a?’"’l?

v o VL BB

En définitive, nous pouvons écrire :

44 _% (R + Pu)
AR 2 fLal -9 6, -o(3§4

8,3 V(P B ) - L0 [ 2 (v (e )% |

0(18 -0(,_‘8_‘_0(_5&4

PR T ¢

N ~ E( (rp ¥ ?;,)
\Eﬁ’ H\ i"‘-(z.'*wgf "V&SJ —
A () PR Ry)- I/t ﬁ;,-c-)}
’3 0(\%2,°°<w84 _.0<554_

...VI.6.8
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E?ff 4 fi_ <rF? +-/F>. )
< mﬁa& iﬁ 12 -Cq
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R, o -

... VI.6.12

Remarque :

Un développement asymptotique des constantes d'intégration dans le
cas d'une plaque isotrope, d'aprds (VI.4.11), (VI.4.12), (VI.4.13), (VI.k.1k)

nous aurons :
&

A

g
\x
| s
L S
0
-
-+
O
L
|
\\
M
~<
©
]
—
|
'/
L>'
\
S
—
=
-
(&S
E,
Y |
P
ey
T
1=
bw

No-Rura) |, (2000) R Re)-[Va (e en](Bt)
Togm(Aew2in G (o) A,




T8

o A Wew) 3 (p o) 300w [[R-P,)+ 24,
Cguly A RE ()

_ A0 (§ )

G ﬂ.-“()ﬂfﬂj(ﬂ-rlﬁ*)
...VI.6.16
Ea A (@4 + P )
t éNﬁJZol [
.o NT 61T

w5 5V <6418

Remarquons alors que C. , B‘. se développent en ZJL+ d'c dans le cas
<

transversalement isotrope, ils se développent en ?L 4—2;1 + cte dans
3
¢ [

le cas isotrope.




(&,

CHAPITRE VII

EXEMPLE D'APPLICATION

Dans le cas des plaques isotropes, la théorie précédante a &té
appliquée 3 plusieurs problémes C1], ici nous 1l'appliquons sur une plaque

circulaire encastrée.

VIT.1 - RECHERCHE DES FONCTIONS PROPRES

Nous devons chercher les fonctions propres W. et \x/ . associées
R g <

d l'opérateur A tel que 1l'on ait :

¢
A(A{..'.A‘,‘K/‘.:O

« VIL..1
M/S:o 3 ”M{.Ilzf
<
ISs\Kzf 4—\[%$ \k‘.::(?
s6sVLLsT 2

dWe -0 . vl =4
dn /¢ g

Dans les deux cas nous cherchons des fonctions propres é}ﬁ?
périodiques en 1’ - développable en série de Fourier.

S0it la famille des fonctions propres :

},W,i, %?} Myu‘ Wc—'jz JL(") Sina@ erf(f, i< @

et soit la famille des fonctions propres :

i\mf, \XI"P} H‘ug . \XI‘I: 2(() Swm @ J \x,.,Pf. SCf) Cos4 @
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P
Nous calculons g—(r‘) et g(r) , du fait que V{.;et \l/‘. vérifient

VII.1.1 nous obtenons

’j'"-b:"_.g-,-g- (i\f— 'T‘;‘ )-f- =0
S—(Q) =0 ...VII.1.3

effectuons le changement de variable : % - A‘-r on obtient ¢

§, 4 14, (4- ;:)3‘=o
$.(:R)

LJVITLTWL

c'est une équation de Bessel dont la solution général se met sous la forme

4’(')‘) = A j:('x) + BN‘ (’l) .o VII.1.5

J:'(t) fonction de Bessel d'ordre =€ ,¥€ eN
N‘- (1) fonction de Newmann (ou fonction de Bessel de seconde
espéce).

Notons que la limite de N Cq‘) - -}-00 ,
'K (V]
alors que la limite de T(x) =0 -
> O

et comme la limite de J,(.") lorsque x—-'DO , doit 8tre finie

nous en déduisons que la constante B est nécessairement nulle, par
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{1 =AT. () ; L(AR) =0

D'autre par nous avons :

I’ = nwfr =12 =

4
L(n T(x) rdede = 4

3R

A <
A Joj:.(x)auhw 1

Af

4

A
R(T,'(4,R)

e

=1

Nous aurons alors les fonctions propres :

d¢ (A.‘f) Giw 4‘9
R(T (an)

w o ]

4+
3¢

...VII.1.6

To(he) cas <@
R(-'I;' (5.9)) v 55 ¥IE =T

i+
Al
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]

De méme nous déterminons {W‘- ; \x/c. } qui vérifient VII.1.2,

par conséquent on obtient :

" 4 q = _
S-’-.,_L-g-'-(-"-'_;_)g =0 x-ﬂ‘-r
%_1 =0 Wl =4

n“i3 ...VII.1.8

et nous aurons :

e) =Kk Tx)  ; T (AR)=o

Ayant uw ” t nous permet d'en déduire 1l'expression de la

constante K -

K. . [ A
- |- a-) R Te(£:R)

par conséquent nous aurons :

v 4 o sy
\X{. =‘,’P_-.‘ 1 A Sw{@
T ) R (R

e VAL, .9

ss e NLL s T T
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VIT.2. CALCUL DES INCONNUES AUXILIAIRES

Nous traitons une plaque circulaire & bord encastré; i.e.:
¥ Tt P
ﬂ;og 0O MU = () 5 d =0 (centre 0, Rayon R), chargée

transversalement sur la face 5‘—' ‘Pﬂ .

ta-_-_- 0 Poeve r<e. et ¥>b

R=9, Povr acr<b

(1 , constante réelle).
(/]

Les forces de volume sont supposées nulles.
Si on prend en compte la symétrie du probleme, nous utiliserons
seulement les variables 3 et ¥ ,» nous aurons alors des déplacements

constants en 0 , de méme bien évidemment les fonctions propres seront

constantes en 0 .

En effet ayant

We=Witr) V= VL)

/

les solutions des équations VII.J].4 et VII.18 sont des fonctions de Bessel
d'ordre zéro, il suffit de prendre i = O dans les expressions données par
VII.1.6, VII.1.7, VII.1.9 et VII.1.10.
. %*
Par ailleurs notons ?'Q“' / < éa/ }la suite des zéros positifs
’ g . », . .

de 3oc~') , de méme iQ""' )‘e A}’lc'est la suite des zéros positifs

1]
de J’(Q&) , avec

A= E% M= A
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b0

——————— — —— — e o —— ——— — —

%o

e e e e e e e o e e e e —— - o — —— -

(A:r) = - 3, (%)

/

4,

rappelons que
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Nous aurons pour les fonctions propres :

W.(r) = A dAir)
3 R\T(@.)l

s em VI 261

¢ r R'T(Q&" ...VII.2.2

les déplacements et la rotation sont données sur le bord de la plaque,

commengons par le calcul de chargement sur la face (3 "6 nous avons :

e /R
90 W.(r)rdrde

or

E =0 Ponf ¥<3d <t r>b

P.=9 per O <rdb

e, b b
E‘.O: JJq wt(r) rJrJ& —&1}'7 JW (r} r‘Jr
on 0
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A:b
P, = 2L B S T Io(u) du. 4
RIT(u) AC

<
Ace

D'aprés la formule de récurrence pour 1};1 ; on a

e Ty = A T« ) = <L (1 TW) =
w

P ¢l A (AbTab)_1aT (.
+o R‘j:(e(y)l A‘/ ( [ 4 "¢ e 4 ‘Cl))

o a9, 4 b‘]'@,.b T (&
RACHI IS 15‘ SR)-7 ‘(Mi)i

Soient : 0( -

y ﬁ: _b_ nous aurons :
R

2L

Poefmq £ Iu(th) - Ti(t)
oo 0 AT

D'autre part de fait de 1l'encastrement nous avons :
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Nous aurons :

T
¢ = (e oz'd""){ = O
A dw, n* Jdw.
r‘;:(l\'\ l“—v'\)z ; Q;:-(a—h—/c‘?’:)z
e (Geande ] L‘:ﬁ,%_‘l”‘)
" dnly T A8 d& Uy

‘q
Notons que ';' = Fr.nm avec F?“: \’/‘f'(’))

avec Yy étant 1'abscisse curviligne de cercle de centre (O et de
rayon R . La plaque circulaire étant symétrique on en déduit que J—(&)
est une fonction indépendante de 9' , et donc Y'* on est de méme.

n

D'autre part, nous avons :

}WC
I

= J_\‘_}l’ = W.'(V') ooy AM’ = “//{R):: D“/",(e)
g 2 Tntss T e

I1 vient alors :

I

& /
e 2wl | Rde = B8 w/(0) (4,4)
Zh 0 2h
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Y. - TR Y;‘“ W._I(R)
14 éh

Oor nous avons

W-(R) = ___'_{_ Jo(4:R)
r RIT, (x)]

W)= 4 % T

« 7w RY 1T (v

W (ﬁ)"’ —‘m z avec : ,s‘: étant le signe de .J;,(M‘) .

En définitive nous aurons :

¢ Zh R * ...VII.2.L

or

Ay = 3 W. "(R) .47 R
J\-‘

yo= 3y fy &g

243 R ...VIL.2.5

| du/ A )
D'autre part, nous avons : d«b/). R W o
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On en déduit que :

i o VIT.2.6

®
Les inconnues principales sont donc seulement r” et /m* i

h

VI1.3. APPROXIMATION DE RANG N

Nous définissons une "approximation de rang N " comme étant
une solution du probléme dans le sous-espace engendré par les N premidres

fonctions - coordonnées.

o
Soit ¢ le sous-espace engendré par W_‘ - W
4 N
0 <
¢N= ¢" : ¢N le sous—espace engendré par W, ~ --- \X'/’,
. Q 4 < X
Nous dirons que ./“”(3') € ¢N= d)N X ¢N X ¢~ est une solution

approchée du probléme si ,(L”(g,) vérifie sur le bord z les conditions

aux limites et les équations variationnelles du paragraphe IV.B pour tout

we §,

Nous avons

/U/w(%.>: Z }'\Dc'o(g‘) W

<=\

/(’LW(S") = ZKAK‘) W

(g

N
“aw(g = ;'Tﬁ"’(’a') W,
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I1 en résulte que ﬂ (‘) satisfait aux équations variationnelles

sur ¢N si et seulement si (4.0 / IM / ll..b) est solution

des problémes différentiels du paragraphe (VI.2) pour < = 4, LR A v

avec : U”(zj = (“(o”(})) lu"/[}) 4 d&ﬂ( ?’))

Notons que U»I(})G ¢~ implique sur le bord 2

ﬂ (z) -0 (Remarque importante au paragraphe VI.1)
onN's/~

et & fortiori Juou(O) =0 > Z:‘. ,&:/[0) =0 > !.llﬂ(o):o .

En plus nous devons imposer les conditions :

- —® o
m- u,”(;) =0 et 7. Ay) =0
c'est-a-dire :

d;é(:“lgﬂj - Jdé‘/(ﬂ) -
dm de

PP 4 i B %

et ol'u" (0) _ Adef((o) -
dm dt ...VII.3.2

Compte tenu du fait ue.za et s'expriment a 1l'aide
¥ weEAN N o
de '; et Qﬂ:’ , on a 13 deux équations résolvantes pour les deux

inconnues principales ': et 0'):’

v

En effet : ‘,{%‘,(Z,) - 4:2'—-5{.' (Z) M



2l

N N
dibw - > ] (1) dw . NORLAY
S = 21,3 g = 2A.0) )

Ay _ 5_{; ) I o
dt

De ménme, j‘al” (2') = 2_ f (0) J“/

D'ol VII.3.1 et VII.3.2 deviennent :

ZRQ(O) U\/‘-,(R) = 0O ...VII.3.3

Voo,
‘2-- {;‘(0) 'A/"(ﬂ-)

’
Rappelons que M/‘(ﬂ) =

0 ...VII.3.L

2

Qb

\

Bl

I ACRER [T A, X

_ 4 ( g‘,‘ _ r:.)
A8 (0,+¢p)

| L
R\-‘l(o) J— (Ja-r b)c -+ (a-fb) 3- ‘ e j:,'(j'-q-{".‘,
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par conséquent VII.3.3 devient :

N
2—_ [-K"——-i(%aﬂo)ﬂ +(Cl+b)rﬂ D}.,. r/[ﬁ (A e,

FR‘

Nous posons :

i s (e dallls Do 24, - (), ] 0 BT .w,m)}
X: (4.5~ S Shlochl = (s, bl -6 SN0 we T

N
/ g“‘ 1A (2§, -T2 ) @il T2 @bl 8t L A ?
¢ s ({5 140 Sl (0 b ftite) e &

iaa Y LT 53D

vty

NG

Par conséquent nous aurons :

= C‘of’\XN on FEL 306

I
De méme et a partir de 1'équation VII.3.L4, remplagant %(O)
(®

par la valeur et rappelant que :

o 3wt T Wl
4~ e‘g R , nous en déduisons 1l'expression

de moment de flexion au bord (Wl*

En effet nous avons :
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|

P 5

-
=0
(A *tf‘o) W R?

~N ~
remplacant C et ;S . par leurs valeurs, nous aurons :
= <
L 2

N

2 K zx—(a,b)waa _(4fyn) Pbectl)

A:'(Aow*( o
) y (as b)ﬂ§(—? Y S%E BN 3000 4% &aﬂuj
B

fce: + (avb) & (] L8 *?qceﬂ;)g

Remplacant A et ‘{D par leurs valeurs, nous obtenons 1'expression
< <o

de ’W\: , en effet :

Nous posons :

13 o) Bett- A (Blattt £l SR
LS (55000 b3kt + (BT, -R1)0K 8. M"J‘(ﬂ)

ﬁ } AZM ﬂz C{\( *(% ‘zuu\( *(Cl*&)i(l,) (j “\( *3 Al ){ L) f‘t‘ (‘d”}

c':léJo-qu:) (‘12 se\"[{ __(S)_z C&‘l _)c t (“j (I:. )IEC A%

(\L/k 1{‘(\/\ ®

wy o VLL o35
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par conséquent nous avons

my= R Y,

...VII.3.8

La méthode utilisée détermine d'abord les deux inconnues sur
le bord que sont le moment de flexion au bord MM ¥ ot 1a contrainte
% "
normale au bord
b
Nous donnsons aussi 1'expression de la fléche, i.e. du déplacement

vertical du plan moyen &:0
N
/(éw(o) = % {.0(0) W,

rappelons que dans notre cas, nous avons

R ()= O - Llew) 4
‘0 T M) Al

L\é(r) - —J;CAC (‘)
Frﬂ \—J;(Acﬁ)l



95

Nous avons posé, par analogie avec le cas isotrope :

_‘) by —?I— e\3 ‘/(“4( Q'f(u') coefficient de rigidité & la ...VII.3.9
(ﬁ."’ éQ“o) flexion

W

~ m n 1 [ 3¢, (L L) (@R i cht)
2 @ﬂ« Curt) (08105 - 65, ) (B2, -RT) stk

os s VLI 4310

) <[] TR PTR. 2 1C B §
o) 03 % T AT, ) (L)l

o vVl e 3. T

Par conséquent nous. aurons :

Lé}o): R 2 éY.,é g (;I(NL -4 T al)i Jo (M '”/,g)

WAT()) I3 T ()

viw o Y Aok s 3w ] 2

1l'expression de la flé&che ne fait apparaitre que la constante l 5
N
i.e. le moment WH:‘ .



96

Remarque :
Si 1'on suppose Ao = A4: 3 J Mo = Q‘, :’C‘o: QL dans

les expressions de M: > r"““ et | (o) calculées ci-dessus nous aurons :
oV

"
2 Rechke- [0 BT (4B) - T, ()
XN: c= ke + cRbi K& uE I7 (M)

N
PR .Q_&c_hk-\;v/mﬂm.-)i}
<=, c‘b&

Ardm M eu + c&ﬂ;se&:

...VII.3.13

et nous aurons :

N
2443 Ll [Ovew/Cae) Il BT(R) - 9T (8)

- = f o - chb:ste; W () L
N = < -

Z—Ef_ §4+ A -K;Stﬁ;+L(eh@)/(,m)](f;c(ﬂ;-iﬂﬁ:)j 4

= 2@+ R _ ol sl o

...VII.3, 1k
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De méme nous aurons :

D- ﬁﬂs QOL(A'H“')
(A't o) ...VII.3.15

/= [@_@ ﬁ“ A {.-JSM:+[c‘/(Amﬂ(£:cM.--IU:)]

v JL20) L
...VII.3.16
/- ;&_ﬁ-* chl; + [(ae)/(ne)T & st
5 R _ chl: L

Remarquons qu'on retrouve ainsi, le cas isotrope.

VIT.4. THEORIE ASYMPTOTIQUE

Dans les expressions X Y t et { , nous faisons

tendre {, vers zéro, ainsi nous obtenons les résultats suivants :

| B (r:f) -4, ()
X0 (Tentgen-tu 1.0,

)i(ﬂgz’ O{S d3 ) A\h{‘“@ Y, -r(hd)f{]}i&{_i/

T, 0 O
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ce qui implique

9 X
o N LW VIT L. 2.

VII.4.2 nous permet de dire que la contrainte normale au bord ’;‘“ , se
comporte de la méme facon que dans le cas isotrope.

Par contre nous avons :

BT(4:0) - ¢ Ti()

‘Y" () aepsaller 0Tt JT/LALAS N]Z O ACY
A VS £ ZO SR ARSI f [

-P"iy* (S‘ 3\(_F"jt

1

Soit

/m:: qoﬂb \{Ne

.. VITL G L

. % ¥
le moment de flexion au bord (b’l est proportionnel a alors que
n

dans le cas isotrope il est indépendant de 1l'épaisseur %
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de méme nous avons :

[—f’z_[(zca.+w.\']*{ PR O SN0 13 ]

SN TYeTTY SRTII D PR AR

...VII.Lk.5

/"_’('2/( Z/’) (a5 j_£ j i ...VII.L.6
Aot2tte T3 03 f(‘d -3,

@)
L LILLE f

v ) B oy 3,
[ = (/) (w)ﬁ O oy MZ

.. VITL LT

Par conséquent la fleche s'éerit :

4 o) 2% 29, R¥* QEY NS AR AT «)]@(«f/e)

‘ T, (M) (ST ()

...VII.L.8




100

VII.5. Exemples de chargements

I1 est possible d'utiliser ces résultats pour le cas d'une

charge uniforme (a 0 b —PR) , d'une charge concentrée au centre

(a_ (9] y) L —p O) ou plus généralement d'une charge

uniforme concentrée le long du cercle de rayon a,((b a)_’ q)

VII.5.1. LE CAS D'UNE CHARGE UNTFORME

Dans ce cas nous avons ﬁ:ﬁ(}‘bﬂ)-qm(&‘y¥) - i
T, (M)

nous aurons les résultats suivants :

a3

X °: ( int'o) B% (a*l’)(dﬁd“) - (u+h) gb
) (e(&&’dqsi - '1384) - A.&J% m'fb)(d..ﬂ(ﬂ 1’(3&*5)&&2

I S

44X,

oo JNITR5.7 .2

e

(2D Yem[ae ] L]0

N> 3 IS ITYB) cnm?/LE,.NA/le/iJﬂub)j(ﬂh)”q (nu”ﬁj
L%L"'Flj (“- '

wow o VL 25 14 3
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I
/Wl*: Clof\é )/NO L VIIL5.1.4
N
17,1 YR EY (0,0 o ¢ (v
Zj"ﬂ[o):fﬁ-’z‘_g jYH é + {L- }@-}% cVII.5.1.5

VIT.5.2. LE CAS D'UNE CHARGE CONCENTREE LE LONG DU CERCLE DE RAYON

Dans ce cas il suffit de remplacer dans les résultats du paragraphe

précédent, C’O par @o/iﬂ'd/ et F‘Ew‘ﬂ)_q]:al‘.‘) par
() ¥ Ty ()

avec ®0 désigne la charge totale,

nous avons les résultats suivants :

AT
. %\ 2 To (k) 4 T
o X=X

= ...VII.5.2.1
M =
‘Z, g
~
r%_ @o g XD
h —éﬂ'fe/z’ N ...VII.5.2.2
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~ N
o YN?: X"’ 4; 3;_{@.&)%\“-":{“) ...VII.5.2.3
L
o *_ @o gb ? o L.VIL.5.2.4
Y N
et — 1

N
y 2 2”%" )7 ) { Toteh)
mh LN ¢ L 3-‘(&,) Q‘?T,(M) ...VII.5,2.5

VIT.5.3. LE CAS D'UNE CHARGE CONCENTREE AU CENTRE F=z ©

Nous avons les résultats suivants :
N
f.\-/o - ——J/ & o
it X :XOZ N—J‘“‘)
N N -~ /‘/ y)
2 I
v

.. VII.5.3.1

~
S e & X
by r = s 59 VEL 45 4 32
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soit ?NO; r(uo %J /H‘]:(ML)

...VII.5.3.3
) ~
W:r @, f‘ Yo
LT R¥ N
...VII.5.3.4

. [Zco/_%g ggy Ay A

) Tt

SOG4 6l . P B

ULk
N~
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CONCLUSTON

Les calculs développés tout au long de cette partie nous ameénent
a la remarque sulvante : en posant AD:A': A H &o = M, -,-_QAL: P dans
le cas transversalement isotrope nous retrouvons le cas isotrope. Or, en
faisant un développement asymptotique — et la remarque a déja été faite

A ~
(ef. VI.6) - les deux constantes d'intégration B‘- et C‘o se développent
N
en "/A, alors que é‘; et C‘- (les deux constantes analogues dans le
. ; 3 . .

cas isotrope), se développent en 4 [“- ,» Ce qul explique que le moment
de flrexion au bord z R (}n: (dont 1'expression fait intervenir 'ﬁ et

&

81_’ ) est fonction de f,"’ alors qu'il est indépendant de l'épaisseurh
de la plaque dans le cas isotrope.

En ce qui concerne la contrainte normale au bord lz* , dont
1'expression fait intervenir les deux constantes A;. et 5‘ , elle se
comporte de la méme facon que la contrainte normale V"" dans le cas
isotrope (rappelons que les deux constantes ﬁ‘- et 3". se développent
d'une facon analogue dans les deux cas).

Les remarques ci-dessus nous aménent & faire l'analyse suivante
Soit [m:I le moment de flexion d'une plaque circulaire isotrope
et WY]:'T‘ le moment de flexion d'une plaque circulaire transversalement
isotrope (les deux plaques sont supposées de méme rayon R et de meme

épaisseur #] |

fléche et charge correspondant

-~ I

De méme notons par UIVp , c’b

au cas 1sotrope, L{V’T' 3 c]’r fléche et charge correspondant au cas
0 (V)

transversalement isotrope.

Pour une fléche donnée et égale dans les deux cas
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-y’
No — Vo
nous aurons donc

m* -

n - h

4”n1¥:1 - M .

T

o | 1‘ est la fonction exprimant la différence entre les deux moments.
Par conséquent les charges correspondantes s'expriment 1'une en fonction

de 1'autre de la facon sulvante

I
7. R qT X, M
o
< YND’T' Ab YN'T'

ce qui nous permet de dire que lorsque 1'épaisseur de la plaque tend &

devenir de plus en plus petit ?\~> O ona:

CIOT: 21* O(ZJZ)

ce qui semble exprimer une plus grande rigidité & la flexion dans le cas

d'une plaque transversalement isotrope.
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DEUXIEME PARTIE

COQUES CYLINDRIQUES ISOTROPES
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CHAPITRE 11’

11'.1. EQUATIONS DE L'ELASTICITE LINEAIRE

i > - 5 -~ .
Soit (03 e.s €g> eZ) un repére local orthonormé, la coque (C)

élastique occupe le domaine © = dx ]R-h, R+h[ ol d est un domaine du plan
(0, ge’gz)’ dit feuillet moyen tel que d = l-a , +a [x] -2, +2[, 0<a <™
L >0 et ol R est le rayon du feuillet moyen, 2h est 1'épaisseur (constante)
de la coque. Nous notons C la frontidre de d, réguliére par morceaux.

Enfin, soit n = (n1, n2) la normale & C dirigée vers 1l'extérieur de d et

- L.
£ =Cx ] R-h, R+h[ le bord de la coque (n, vecteur unitaire).

/

<
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Tntroduisant les actions extérieures & (C), nous supposons

> 5
qu'elles admettent des densités, notées G sur &, P€(€ =+ 1) sur les

>
faces r =R +h , K sur le bord X .

Soit I 1'opérateur de Lamé, (Gij) le tenseur des contraintes.
Nous rappelons les équations de la statique en élasticité linfaire classique.

+
U désignant le champ des déplacements

L(3)+E=o dans ... ' (ITY.4.4)
t—} .= '
15703 K, (j=6, z) sur I - (IT1'.1.2)
= = '
(orr, 0.9 Orz) €P€ surr=R+h ... (II'.1.3)
. > L. > > >
Le champ des déplacements U s'écrit : U = Ur . + u
m= - N -
avec u=ugeqtou e .
2 - = . .
L'équation (II'.1), L(U) = - G dans Q , s'écrit
- _— . > >
WAU+ (A+ ) grad divU + G =0 - (IT1'.1.4)
N - — >
ol AU =Div Grad U
2 2 2
ou 9 u d u a u ou u
tl AG—* :.l. __r.+ r+__1__ I'+ r_é. —e-__I:
€L que 8 Y-S "¢ Br 2" 3 2 2~ 2 26 2
or 7 00 0z by r
Do L2 e %
peg 2 06 2
r r
ou u
A HE 2 _r_ 8
de méme, A U.ee = Aue + > 3 5
r r
et A G.g =Au
Z Z
2" . 3% _ -
Rappelons que 37 est noté * de méme que ——E'E *
or

—_— . > . .
D'autre part (grad div U) se projete comme suit

2 2
. ou 0 u 3 u
+a. — e+ £ Z

u
. 1 &
T r2 96 r 9raf oroz

PSR
(grad div 3).; B —
7 r2

.
u
L
T
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; 3 3°u, d°u
(Grad di O.e. = - llz-+ I T "8 g L D & z
L 1V Uey r2 T Uy r2 96 r oradb oroz
2 2 2
e G SR s S Bl S B S il
& ‘g T T2 36 T r 9rdd 2 .2  r 0236
T r 26
2 2 2
e G) > l'Bur 3 u, 1 ) ug 3 u
ARl iih -8 8z  drdz T 083z o 2
. ,  — 1 9 - 9 >
Nous avions noté : gradp = ;-Eé-ee +-§; eZ
.10, 3
AV, =730 T 5z
ce qui entraine :
Grad _li(aur)’g i(iu_)“*
rady, % T 1 38 ‘or 6 " 3z ‘or z
82u 32u 32u 32u
Grad (adaiv_u) = (—= - Z 4 (l' 0 4 ) IS
2 2 r 009 0 r 369z 2 7
r 26 9z
u ou ou
Grad_ (L) =L L2 + U
D r2 3 0 radz z
L'équation (II'2.4), se projette alors sur gr en donnant :
(A3 1) Bue (A+21) (M) . ¥
uAur— 2 T 2 LU ur+(>\+u) ur+()\+u) d1vpu+gr=0

> > .
La projection sur le plan (ee,ez) donnant par ailleurs :

2 2
ou ou 9 u (A1) 3 u

oM 2 __r - 1_ °F 6

[? Mug -5+ 5 55+ ) o5 + O p55e* — 3 - T
r T e r 26

Own) 3% (1) Bu_ o%u, () 3%, 2%,
T Tr 3z00| o Bl ua Ty 52—-+ (A1) oroz M 86824(X+U) 2

+—>+—>_-O>
ge ) €, €y ° :
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ou encore :
u

> ey m —_— . -+ —_— r > >
A U+ (Mu)Grad u + (M) Grad (div. u) + (M+u) Grad (—) + g=0
waA (A+u) rad, U, (A+n) . o ) + (A+u) o () +&g

> > > > > - RS >
avec AHU = |AU|.ee + [AU[.ez » E= 85 et g, e,
A¥ _1_82* + 82*
P r2 882 8z2

En définitif, les équations de 1'équilibre (équations de LAME) dans

Q , s'écrivent de la fagon suivante :

ou —
a3 P Owap) o ) S
nA o, r2 30 r2 u, + ( v ) u, + (A+pn) u, +(\+u) dlvp 3 & g, = 0
o — u
H Aﬁﬁ + (A+p) Gradp u, + (A+u) Gradp (divb Q) +(A+u) Gradp (:g } + g =B
cwua LI . 1.5)

11'.2. CONDITIONS AUX LIMITES

11'.2.1 Conditions aux Limites sur Le bord I (en contraintes).

Sur le bord I , on a les conditions aux limites (équation (II'.2))

Oij'nj =K , (j =6, z) K , densité des forces exercées sur L.
Or la coque étudiée, a pour bord I = 21 + 22 + 23 + Zu

avec 21 ={p€l-ra,+ral , z=+L1};
22={e=+a;ze]+£ -2 1}
23 = {0.€e] + ra, ~ra[ , z = - L};

{6=-0a, z €] £ , +21};

™
=
]
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_} Vd . . +
Soient, n vecteur normal extérieur en un point M € X, t le

A . ~ > > >
vecteur tangent en ce meme point tel que, le repere local (er, €g> ez) étant

> > >
direct, le repere (er, t, n) formé par le plan tangent et le vecteur normal

extérieur & I est aussi direct.

fﬁ'
FR*:E;

¢\
S

3l
o
/
\‘
\
2
Y

3 Sl

s e"

K(M) = gz 3 %(M) =e M un point de 21
=4 = — non

n (M) €y’ t (M) e, M de 22
= -2 .7 - _ noon

n(M) e, 3 £ (M) eq M de 23
% = . F 4 — T]

n(M) €g> t (M) e, M de Zh
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aux limites s'@crivent alors :

N 0 > _ ->
sur I, orz(r,e, +£) = fir K = f1(r, 8, + 2)
oez(r,e, +2) = g r€]R-h, R+ h][
czz(r,G, +2) = f26 BE]-0a, +a [
> >
sur 22 : Gre(roc,z) =h,. K = h1(r,0L,z)
Oee(ra,z) = Boe r € ]JR-h, R+hl[
Oaz(ra,z) = h1z z€1+L, - L[
> >
sur 23 : Orz(r,ﬁ,—«@) = - f2r K = f2(r,6,—£)
Oez(r,G,—ﬁ) == £ r € JR-h, R+hl[
ozz(r,e,—ﬁ) = - fQZ 9 €l+a, —al
- >
sur Zh : ore(—ra,z) ok 7 K = hg(r, —0l,2)
oee(—m,z) = ~hp r € JR-h, R+h[
Oez(—rq,z) = -h, z z€1- £, +2 [

* 2.1, Sur I
Bur E)uz
W tar ) T I 1
ou u
1_z By _
W 3e 3z T T = &
ou ou u ou
T 1_6_ _r z  _
>\(ar)+A(rae+r)+(>\+2p)8 =T, . 3
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¥ 2.2 Sur X

—2
ou u ou
S) 0 1 T _
H( >  r 'r3 ) = by L
ou ou u du ou u
16, r, 2 e R I
M *v35 T3t )t Ggg * 3 ) =k
ou ou
1z, _ 08y
u(r 96 * 0z ) = h1z 3
en LIL! .2.2)
¥ 2.3 §E£_23
Bur Buz
UC§E— or ) - f2r 1
Buz Bue
Wy setag )T Tog v ®
8ur 1 Bue u, ou
>\(_3_]_f’—)+}\(;-é_—+_i‘—)+()\+2U) —a =—f2Z 3
...(II'.2.3)
* 2.4 Sur Z-4
ou u ou
6 0 1\ _
H( > v T o ) = Boo 1
ou ou u ou ou u
1 ) I Z 16 "y _ _
)\(Br+r 86+r a )+2U(r6+r)_ h26
ou ou
1 z ) - _
Wiee * g ) Bog 3 L. (TI'.2.h)
A . X Gradx .1 Lii?-G q ¥
yant : o - ra « h y e ra n
Nous obtenons :
dur Bur dur Bur
Swr 3y g STam b3t T e
du ou du ou
Z __—=.1_ r Z ._r._—_-.__l_.
2 dn r 36 > 7L dn r 236
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du ou du ou
r r . T

- 1_r L_r__1 _r
Sur I, i@ ST e b 3 m r 9
Z .&,—_—_Ell_r.. Z .EEE:&
2 " dt 9z °’ 4L ° at oz
>0y ra_ 2
5 -4 = 5r 5 : or
(1,3) %?_ dug ¥ 2. %-:_ du,
.u-ar U BI‘
dur N
l 1 b e = . e 0 '..
1/(I1'.2.1) devient : “(dn + n.u) f1r (IT'.2.5)
dur .
] < S S = 1
1/(II'.2.3) devient Igs pnou= £, .. (I1'.2.6)
Les équations 2,3/(II'.2.1) deviennent :
> ou ou u
du 0 P U B o 1 "z > _r
2u (dn ) - u 52 o + A (div u + ur) e, * U758 egt A - €,
=f o +f, &
=18 % T Y1z %
de plus nous avons :
(lEI—lE - EE-e-) e. = (Tot u.e.) IS
r 90 0z S r 0
qui nous donne :
-> -> d—* —_— > > -> ur-> - >
. . du _r - 1
A (div u + ur).n +op gt u(rot u.er) oA +A T e, =fget £, €, casKITY:27)

D'autre part les équations 2,3/(II'.2.3), s'écrivent sous la

forme suivante :

-
—_—

. L. > du > -
- A(ur + div u).n - 2u o u(rot u.er) 5

_)
- f e, .- (I1'.2.8)
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En définitive, les conditions aux limites s'dcrivent

dur > %
Sur 21 s U(EE-'+ n.u) = f1r
AMaiva + w ).+ 2 ab (rot§+)g+)\&_e> =f e +f &
BT Rt s H an /% r z 19 0 1z =
...(II'.2.9)
S
w 22 S 7T dur Ug
Hoow + 3= - =) =h,,
Bur 1 Bue u, Buz Bue u,
Mog 'y S tr e )T GE e ) Thyg
ou ou
1 _z,_86
WG Fe ez ) Thy,
wsa R IT! 2. 10)
Sur 23 3
dur % >
M T = Iy
- d+ —_— > > > 1, - >
. > e u r >
- Mdivu+ u)n-2u . u(rot u.er) ee+k - €, (f26 ee+-f2z e,
aes CITT .2.11)
N v dur ue
e
du ou u ou ou u
_r 16 r, "=z 18, ry__
A(ar * r 9 K r * 0z )+ 2u (r 96 + r ) h26
ou ou
5}
“(% 5% * 320 = By,
...(II'.2.12)

Ayant P€ pour densité des forces exercées sur S, B la normale
T o

. -> -> > - > .
extérieure n = + e. T(M,n) = P€ donne en contraintes
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Pour r = R + h, face S

+
Orr(R+h, 0, z) = Py ¥ (0 et z) € 4
cre(R+h, 0, z) = P g €=+ 1
- >
Ozr(R+h’ 8, z) = Pez n=e,
Pour r = R-h, face S

Orr(R—h),G, z) = - Per ¥ (6 et z) €4
Ure(R-h,e,z)=—P€e e =-1

_)
GrZ(R~h, 8, z) = —PEZ n=-e,

B.2. Conditions aux limites en déplacement sur S

>
Bur 1 Bue u, Buz u
ety e T PR TER
(EEQ ) Ug E)u.r ) _ b
or r 30 €%
Bur Buz
u (E_-'-_BT) =€Pz : ...(II'.2.13)

I}

et ceci, ¥ (Aetz) € d, r=R+h , ¢ 1 pour r =R + h

-1 pour r =R - h

Ces équations peuvent s'@crire de la fagon suivante :

u
. . -> E _ _ . _
()\+2u)ur+)\d1vpu+)\r—ePr ¥ (8,z) €d =1 sir=R+h
+
u + Grad u_ - Eﬂ- E =¢P r=R +h -1 sir=R-h
Hu+y LB UL & +

eeo (IT'.2.1k)
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11'.3. Les équations de L'élasticité, apres décomposition du champ de

vecteur U (deplacements) .

11'.3.1. Equations d'@quilibre dans Q

Nous avons démontré, que tout champ de vecteur se décompose et

d'une fagon unique (Ch. III. B) en trois champs scalaires : ugs Uys U, avec

1 2

uy /g = 0 et que, en particulier, le champ U (désignant les déplacements) dans

une coque cylindrique, se met sous la forme :

> - - > -> >
U=u e + u u=u, e, + u_ e
o r 6 76 zZ zZ
% = Grad + o A Grad = u,(0,z) =0
u = Gra 5 u, e, ra i u, u, = u, (0,2 u1/Z =
oy, = u2(8,z)

> )
g ‘ 2 )

La premidre équation du systéme (II'.1.5) devient

2
9 u
T 280 2y Pagou] B+ D) T, = 2 (A+2u) 1
r 2 T r r p 1 3 2
¥ 7 RIS
2
2u 9 u2

> 3 3
L L d Ug 1 a2 (1 Bu1 ) 8u2 , e 9 u, o d U,
2 982 £ gp? T 99 Bz 903 r° 3692
2 3 o
i 9 u6 =.l 9 u1 ) 9 u
322 o 368z2 9z
I T T R T
2 3 96 2 97
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;L__a uz _ 1 ) u, . 4 P} u2
r2 862 r2 8628z r3 362
2 3 3
d u, ) d u, L1 P u,
322 3z5 ¥ 000z°
. =l au1_3u2__1_3u1
Y =T 30 " 9z 2 36
r
o By 1P 4 0y
Yy, T3z T 1 90 > 30
P D O O
Yg T T 96 2 38 " 3z 2 36 3 96
. au1 . l.aug ) _l_EfE N —_.Bu2 1 3u2
z 9z r 99 2 30 390 2 08
RIETRR T TS - S B
r 6 2 236 r 3z 3 936
r r
LI T T - B T
r z r 0z 2 99 3 236
r r

D'autre part, nous avons les relations suivantes :
9

= l.ii. > ji_ >
Gradp (Ap u1) =20 (A1 u1) ey * 3, (Ap u1) e,
u 33 3 ey
B t—§ 3ty 2 ) egt (H—5—+ 3
T RIS] 969z r 09079z 9z
méme
_— 3 u, 3 u 8 u a u
Grad_ (A u,) =(_l3. 32 +% 2 ) ge . (12 22 . §
P r~ 99 309z r° 909z Yo
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et

33y 3w 33u 520

1 2
) = - (— + ) ey + (
2 3023z 9z CRE Y.

> —_—
* e N Grad (A u
r P p 2

D'oll la 28me équation du systdme (II'.1.5), qu'est une &quation

. . . > > .
vectorielle, s'écrivant suivant (ee, ez) de la facon suivante :

I TR Tk SR T T Tt SO W - B
175 38 " T 9z 3736 T r 90 2930 9z > 30
T r T
= 3 3 3
+—2—8u1+_1_8u1__]_3112 +lau1_8u2+_l-8u1—_1_iu_2
r3 39 r3 863 r2 8628z & 86822 8z3 r3 99 r2 9z
L 20
2 096 (5]
T
R T TP - - P L1 g W T
r 9z 2 096 3 96 0z r 96 2 096 3 96
T T r r
. 3 3 ) 3
1 EE@ . ;L-B u, N 1 3 u, . ) u, . 1 P U, N
2 08 28020 43 393 93 T ae0s° | 2
U
+ () ‘c'rad’p u_ + () G“rad’p (aiv, Q)+ (A+n) __Grad’p (=) # 2 =0
||
N
3u 3
> —_— H.__l'* _ E__§.+
un Gradp (A u1) +u e, A Gradp (AP u2) t % T 7 2 %
u i du
M 12 A B A . T - 20 1>
+ U Gradp u, > 56 o + U e, A Gradp U, > 36 e, + 3 5 %o
r T T
ou
oz — EE D e —_— . —_—
+ r2 e, A Gradp u, + = 5 % * (A+u) Gradp u, + (A+1) G]f'a,dp (AP u1)
u
+ (A+p) Grad (—f ) +g=0



120

> >
D'ol dans le plan (ee,ez), nous aurons

—— > S S . > — .
(A+21) Gradp (Ap u1) +ue, A G:r‘acip (Ap u2) + Gradp (u,)+ e, A Grad (u.)

1 js) 2
+ r2 er GradP u2 u Gradp ur U ra > T r3 Y ee - - eZ
T S s T S WS S VIl < SR
r 3z 0 2980 S0 2 2% 2 30 978 '
r r 26 T
Conclusion :

De fait que tous les opérateurs vectoriels auxquels, nous avions
a faire sont des opérateurs "plan" (nous avons tous faits pour que cela se soit
ainsi), alors pour alléger 1'écriture nous confondons désormais, la notation
V_avec V.
p

Rappelons tout de méme, que "plan" voulait dire, que les dérivations

portaient uniquement aux deux variables plans (6 et z) ainsi, nous avions

st 1 B * 2y
Grad = (3 39) e * (37 ) ¢,
.1 3 2
div = 0 + Nz
R N -
=73 2%t 2
Pore 90 3z
2
. TR
* = — 3 ¥ = —
or 3r2

alors
B (A+2n) (A+2p) - 2(A+2y) 32u1
HAuw -—"u + AXeb) & o« (M2u) .+ (Mu) A u, - =k
T 2 T r T 1 3 2
r 7o 06
2
9 u
+ % §+gr=o .o (II'-3.1)
r 2069
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— - — —_— ., - —_— ..
(M21) Grad (Au1) + de, A Grad (Auz) + uGrad i, + We, A Grad u, +

2
U+A ()\+) ° +()\+)G .lﬁ..+2_. &_) +u E._)
r2 er Grad u2 + M) Grad u, o rad = r3 30 ee > Bz eZ
T T T T B T S STk S SRS
2 3z °9 > 38 S0 2798 2T 2798 978
r r T r

11'.3.2. Conditions aux £imites surt L

- - + - -
Pour que la décomposition du champ de vecteur U, soit unlque
nous avions imposés & ce que u, soit nul sur le bord I
D'autre part, regardons la facon par laquelle intervient la

e =% i i
décomposition de U sur les condltions aux limites.

En effet :

Sur I, (z=+42,0€]1l-ro,+ral ,¥ re€lR-h, R+h[ ,

> oan_ M ran %
dn 9z dn 9z
dt r 36 ° dt r 36
st pa_ 1 P
dt dn r 96 9z
san_pai_1 M
dt dn r 96 0%z
—_— > >
= rot u.e
r
. —>
Or nous avons : A u1 = div u
N 1 Buz Bue
Au2=-d1v (e Au)=—"§é——‘8—z—



que nous permet d'écrire : A u,
Au2
méme calcul sur 23 (z = £, B € 1]
donne : A u, = rot E.g
2 r
—>d_} —>d—>
u u
= — + —
A u, i 0t n
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> du da

u - au

= — + s

Y5t T *an
—_— > >

= rot u.er

=) =¥ ->
r o = r ol, ¥Yr€] R-h, R*+h[ , n =—ez’t=_ee)

Par conséquent, les équations (II'.2.9 et 10) exprimant les

conditions aux limites; sur 21 et 23 deviennent :

. (dur »_?) .
——— . =
Sur 1 u an N1 1r
+d+ A
L] u _
(X+QU) A u1 * A ur = t * r ur B f1n
—>d+
u
— +
2ut gt u by =1, ... (IT'.3.3)
Sur 22 :
(dur ﬁ_?) "
Wiy — 2-m or
—>d+ u
A A A - au 5 -
(A+2u) A u, + A u 2“tdt = f2n
d—)
2 “%é}%*“ A u, =-f, oo (TI1.3.0)
Sur 22(6= +w., z€l +£ -L[ et ¥r€1]R-h, R*h [ ; o= ;e; t=- EZ)
an__ % 1 % 1%
dn r Sr 7 0B €0 T ¥ B0 S
at z 0 z Sz
a1 M pan_ 1™
dn r 90 dn r 96
san_ Mo s M
dt VA d oz
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> +d+ d—>
. u , > du
1 — {— ——+ g
A 41 div u n L Fe
d+ —+d_>
s _ au _ au
= 2uA u, 2 Ut t 2 Un 3
ou ou ou =
1 Z B _ 0 _ _ 5> Gu
- 5 + i A u, + 2 Py A U, 2n at

Sur I, (0 =-a, z €] -2+ L[ et Yr€IlRh;R+hl[, ;=_ge’
O T N S
nous avons : - - - = 2 e ]
an_ Moy Mo
dt aZ 6 BZ 7z
+£_18ue %g—z:_lauz
n —r G 3 dn T 9
+d_3=_i‘ig %_ﬁ:auz
T at z > va "oz
)
remarquons que sur (2,4)
ou ou Ju N
1 7 S} 9 5 an
- = + P — = - au
u u _ B du
t an n T A u2 2 n 3
"d+ —rd_)
u u
n oo Au2+tdn
- d_) d‘*
u u
- au _ _ _ du —
2n ot 2Au2 2td.n
du ou, i
1_z2 _9 du
U(r 36 3z )=u (-2 u, -~ 2t EE')

Par conséquent, les équations (II'.2.10 et 12) exprimant les

conditions aux limites sur 22 et Zh s'écrivent
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. dur un
Sur L, : pln.sa + = ) =h...
> = u .
(M+2u) Au, - 2ut % + (A+2p) —rl +Au, =h
=
”Au2_2“+%% T
N Lo
ou utg—;-+un% =h, (II'.3.5)
* % dur un
Sur L), ¢ u(n.u——d—n——+-—r—) =h,.
= u .
(M2u) Au1 — 2 | FS g—% + (+2p) —I-‘l: *Au, =h,
> du
WA wu, -2 ungr =he,
5 >
o UE%J”JE%E = Boy (II'.3.6)

Conclusion

Les conditions aux limites sur le bord ¥ , tenant compte de la

. - - + -
décomposition canonique du champ de vecteur U, s'écrivent :

dur 5
Sur I p(——dz+nu) = =f.
. 5> An Y
Ow2u) Au +Aa -2utPerF=r
2ut o+ pAu, =1, (II'.3.7)
= dur un
Bar B, oo+ a= -0 =y
> u
(A+2n) Au1—2 ut%+0\+2u)';r'+ K{lr=h1n
> du
uAu2—2una-E =_h1t
5 >
ouu%% +uﬁ%=h1t (11'.3.8)
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du
r il ¢ -
Sur 23 U(dn n.u) —f2r
=¥ d+ ur
L] u _ _
A u, + (M21) Au-2ut = A = f2n
> d_>
au S5 e '
2ut gt udy, T (11'.3.9)
du u
s SN RO ¢ | =
Sur Zh Ho(n.d dn * ) h2r
- d+ L2t
u r * -
(A2u) A B = 2% = (M2p) — + A u, h2n
-> d+
u =
HAn, ~2na g = ~hyy
> d—> =1 d+
u u _
OU WE G T URE T Oy (II'.3.10)

I1'.3.3. Conditions aux Limites sun Les gaces S ; r =R+ h

De méme que pour les conditions aux limites sur L , nous écrirons

les conditions aux limites sur S, » en tenant compte de la décomposition

du champ U et cela se fait aisément en remarquant que

> -
?__a_(G d +_)A G a ) E—E.e_z_—o
B =B VAERL Uy T By rad u, 5r ~ or = °
- ou ou, ou ou
SN ey S WP = 2 1 1 > 1 _2F
u = Grad T + e. A Grad v r2 0 ee r2 Y eZ
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. T
(A+2u) w, + )\Au1 + X';j

—_— e
U Grad u,

avec € = + 1 pour r

= | pour x

- — o
+ u e AGrad u, -

Il
™
2o,

ET

A
2
r

'c)u1

96

=
e

S

= b
2

1%

0

>
e

LT

" + U Grad ur—u? ee

c..(IT'.3.11)

-+
=g P
€
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CHAPITRE IIT'

FORMULATION VARTATIONNELLE

Nous introduisons l'espace W défini par :

W={Ww= (w ,w1,W2) e 02(&, R3)

3 =0 sur ¥ }

5 v,

Tout champ vectoriel w défini sur d étant caractérisé par :

S >
e

% = Grad w, + A Grad w2

I1 en résulte que tout champ vectoriel W défini sur Q s'éerit

> > —_— ->
W=w e + Grad w, + e A Grad w
r r 1 r 2
W1/Z =0

IT1'.1. Formulation Zquivalente des equations de L£'equilibre dans Q .

L'équation de 1'équilibre dans  (&quation de LAME);

L(U) + & = O admet la formulation formelement équivalente :

d
J T’(U).?«dx=[ ¢ w ax ¥ w e W ee. (III'.1.1)
d d

N.B. Cette équivalence formelle a été démontrée, dans le cas des plaques
au Ch. (IV.B.1), pour le cas d'une coque cylindrique la démonstration

en question reste entifrement valable.

Nous posons et d'une manidére classique, et pour tout r€]l R-h, R+hl ,

> e = 5 %
pour tout w € W : (ur’wr)d = J w, v, dx 3 (u,w) = J u.w dx

d d

&
1]

r d6 dz
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Notons, les relations entre produits scalaires suivantes :

du
—_— s T
= - + —
(Aur, wr)d (Grad u_, Grad Wr)d (dn . r)Z
s Y 1.lr ar
(;5" volg = (re s g s * (T )y = (s W)y
. -
(ur’ Wr)d (ur’ r)d
(Au,, w ). = - (Grad u,, Grad w_). + (El—ll w_)
12 "r’‘d (s r'd dn > r'y

(Grad (Au1), $)d = - (AUW’AW1)d + (Au1, Wn)Z

)

- — >
(er A Grad (Aug), W) t'y

4= " (Au2, A w2)d = (Aug, W

—_— e > ° °
(Grad w w)d = - (ur, A w1)d + (ur, Wn)Z
(“Gd’(i)v?):—(fﬁzx )+(ll£ w_)
ra r d 28 Wilq r > 'n’'y
] EEI B = EEE Eﬁl - (_L.EEE EEE )
2 96 6’ d r3 96 * 936 d r2 96 3z d
(Grad (—l ), w). = - (u Aw,).,+ (El' W)
r ? d ? 1°d r > n’'%
(e. A Grad (—g ), w). = - (Eg A w.) (—g W, )
T 2 d r ° 2°d v ¥ Ytiy
R .
(Gra i, w)d = (u1, A W1)d + (u1, wn)Z
-+ Tt . N . e
(er A CGrad i, w)d = (u2, A W2)d (uz, Wt)Z
(- _L.EEl T P (;L.ifl Eﬁl & (;L.Egl Eﬁg )
r2 96 "7@? d r3 36 ? 238 ‘a r2 96 > 9z d
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(_L?_]_lg" §)=_(L3u_2 EWJ_)_(LEEZ_&
2 230 * %z> "a 2 96 >3z ‘a 3 96 ° 90 ‘a
T v r
_}((__1_323; =y =_(_1_?Eg B_W.l) _(_l_il_g_ iﬁﬁ)
2 96 z° d 2 96’ 3z ‘a 3 96 ° 36 ‘a
T T r
¥(_1__31_1§—e* ) =(_]_a_ug —B_W_1)+(_Li)-12 EW__
3 90 "z’ "'ad 3 96 ? 3z L 96 > 936 ‘a
T r r
*(J_Bugg %):(_1—?}—2- 3w1)_(_1_8u2 3W2)
2 9z 92 d 393z > 236 2 9z ° 9z d
T T T
*‘(1 aur_g %) —(Laur 3W1) ) _1.&1_1_'_ ow
2 2386 6’ "a r339’36d 2 30 * 9z ‘a
r
2
2 u ou ou ow
(L —L v, s h =)y - (s gt )
r3 892 > Tpig r3 38 ? ") 3 296 ? 238 d
(2,4) T
agu ou ou ow
x (L 2 W>_(_]___2 w ) _(_1___2_ £
2 9z36 ? r’'d 2 9z ° 2 9z 96 a
i r % 1
(2,k4)
= L _8_11_2 v ) _(Liu_% ?KE
2 936 ° 'r 2 930 ? 9z d
r z A
(1,3)
> >
avec W_ = W.n
o T
e sur
wt—w.t
2(2,?4 ) signifie 22 et Zu

Par conséquent, la projection des équations (III'.1.1) sur 1l'espace

des fonctions testes W, nous fournie la 18re &quation intégrale :



—_— >
J L(U).w_ e dx
r r
- W (Grad u_, Grad w ) e S € 1] )
rad u., rad v, P el r2 (ur,wr a
M2 o - 1 —
+ i_r_ﬁ (ur’wr)d + ()‘+2U)(ur’ Wr)d - (M) (Grad u,s Grad Wr)d
d ¥ ou ow
1 2(M+21) 1 ¥
s o) (1, v, BB (il oy
n T
T T L _a e M
3 Be’rz 2 "3z ? " L r2 9z * 96 ‘d
. (2,b) % (2,4)
+ (gr, Wr)d =0 .

De méme une seconde équation intégrale est donnée, en effet :

(X +2U) (A u1: Aw

[ >
J L(U). W dx donne :
a
1)d + (A +2u) (8w, wn)Z - U (Auz, A WE)d - u(AuZ’Wt)Z

by * ) (v )e - () (ug, &)y
ou ow ou ow
(M) 2u 1 2 1 2
Dy v (upw) o+ R G5 > 38 la” 3 50 > 32 Ja
ow du.  Aw du. ow du, oW
Bl 2B - (2, ) s iR, R
9z ‘d r2 9z 20 d r2 0z 26 d r ‘0z 9z d
ow 3 3 9 :
1 Y. + & (_ul _W_2_ ¥, = (__112_ a_wl) (8u2 8w2 )
3 ‘a’ 2 '8 *03z ‘a2 38 Bz 'a 3 90 * 90 'a
?f]_l y, = B (_ai EW_Q_ V% (= F1 > ) Graa
0 ‘a 35 > 3z Jat (8 Grad ), + (g, e, AGradw,), =0
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Notons par : a(K;G), b(ﬁ;ﬁ) et T_ (1,%), les formes bilinéaires

X
sulvantes :
ou ow _— —_—
> oy (Meu) o1, Tlg
a(u,w) = r2 (ur, Wr)d + y ( 0 50 )d u (Grad s Grad Wr)d
- = 1
u (Auys A w2)d (A+2p) (Au1,Aw1)d e (TII'.1.2)

S B
a(u,w) est une forme bilinéaire symétrique.

> > (M2u) - B e W =

b(u,w) = == (u v ), + (M2u) (4w, ), = (1) (Grad u,, Grad v.)y
~ SR ~ . W B .
Ho(ug, w1)d Ho(u,, A Wz)d 2 (u2, A wg)d (M) (u,, A w1)d
du. 9w du. 9w 3 ow
_ (M) _2y 1 2 o171 o1 2
o (wsb )y 3 G5 >33 Jatr (32 9z Ja” 2 (52 ° 36 'a
a' ° ® °

M _E; Eyl,) S E.(EEE. Eﬁg.) _u (EEE. 2y )

2 Y9z 2038 ‘a4 r ‘9z 3z ‘4 3 '38 96 d

r r
+ _E.(Efl Eﬁ@ ). - (EE@ Eﬁj.) . li.(EEZ. L )

2 a8 8z ‘d 2 36’93z ‘d 3 30 36 ‘d
. 2u EEE EY_ o 2 (aur BW2 ; 2(+21) (3u1 BWr )

r3 206 * 36 d r2 96 ? 9z da 3 96 * 26 d
_2u QEE_ .EiE )

r2 9z ? 36 ‘4 e (ITT'.1.3)

du au
> > _ ____I: _‘]_

I's (u,w) = u(dn » wr) + (A+p) (dn 5 wr)Z + (A+2u) (Au1,wn)Z

W (Buywy)y + (s W)y = w (yy)y - 5 ()
i g
ou

A (A+1) _2(+2u) 1

+ (M) (u,» wn)Z + (u. Wn)Z 3 ( 59 > Wr)):
v (2,L)
ou
* g%'(52g" Wr)
r (Zz’zu) oG (TITI'.1.)
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—>->)_ )+(—>———>d )+(—>—>A———+Gd )
(G,w) = (gr, V)4 g, Gra w4 gs e, rad w,) 4

v (III'.1.5)
Conclusion

Les équations de 1'Elasticité linéaire exprimant 1'équilibre du
domaine £ 3 L(U) + G = 0, sont formellement &quivalentes & la formulation
variationnelle suivante : (jusqu'alors aucune hypothése simplificatrice n'a

été posée).

=

> > 3 > —_
YWE W= {(wr,w1,w2) tq W =w_ e + Grad w, +e, A Grad Vo3 Wyn = 0}
et ¥ r € JR-h, R+hl[
et en chaque point de (d), nous avons
> > > > > > >
a (u,w)d + D (u,w)d = - (G,w)d - I‘Z(U,w) «..(II1'.1.6)

+ _> - - . -
Or la forme bilinéaire FZ(U,W) doit satisfaire aux conditions

aux limites sur le bord I , représentées par les équations (II'.3.7, 8, 9

et 10).
En effet, ces équations nous fournissent les relations suivantes
dur u .
* u—“dn/):“ =(1’11r+u?-uun)/Z
2 2
du u .
¥ u—= = (b, +u—=+yuu)
dn or n’'/X
/Z L
L
dur .
o an . <f1r - H un)/Z
/Z1 1
dur .
* —_ =
W (f2r T u'n)/Z
1% 3
b
du L
¥ (A+2u) A = - L 52
(M2u) A u (2ut. & - O 2u) < >\ur+h1n)Z

1
/22 )



- u
- > du _ r_,2
¥ (A+2p)A u, = (2ut s (A+2u) = AW, # h2n)Z
/Zu L
> du A
- au co_ A
¥ (w2n) Aug o= (2ut G- dug - pu £ )y
/Z1 1
> d+
u L]
*  (A+2p) Au1/Z = (2ut. . A u, ot f1n)):
3 3
> du > du
_ du _ - - du
*uAuE/Z —(2undt hitz (shi,C 2utdn)Z
2,4 (2,4) (2,4)
> d+
u
* = = —
A u2/21 (fp - 20t g )21
> d—>
e _ au
¥ubu, o = (=T — 2wt g )y
3 3
avec hit tq 1 =1 sur 22
1 =2 sur Zh
. > e = S
Soit K=K e + K n + K, t charge exercée sur le bord
r r n t
tel que 1l'on a : (
Be = | Byp | Pap | Ton | Pos
Kn = f1n h1n f2n h2n
Ke = | fae | M4t | Tot | Pot
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la forme bilinéaire Fz(ﬁ,ﬁ), tenant compte des conditions aux limites

sur le bord I, devient

> >
= : )
Pe(UW) = (K, ) + (K ,w )o + (Kt,w{_l.Z
u.n . dﬁ1
U (;T ? wr)22,2u & &y u(u'n’wr)Z * (A+U)(E£_.’ Wr)Z
> qu > du
u du 53 s
rop(t g, w )y + et o, Wt)z +u (U, Wn)z; (i, v, )
L ] ur
ou ou
-5 (A+§E) ( ag ’ Wr) N 2‘5 (322 ’ Wr)
r (2,4) r z(2,4)
e (ITII'.1.7)
)ﬂ~—1 sur 21, 22
avec 81 =
N
+1 sur 23, Zh
U sur X
2 1
/
€, = > psur Zg,Zh
N
(2 x+u) sur 23
I11'.2. Formulation équivalente sur Les faces 5, »T=R+h

> - >
De méme qu'au (I), la formulation T(M,n) = € P_ , exprimant les

conditions aux limites sur les faces latérales S, (r=R+ h), est

formellement équivalente 3 la formulation variationnelle suivante :

> >, > > >
f T(M,n).wdx=€f PE.de .. (II'.2.1)
d d
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% i ¥V wewW={ W=w o
et cec1 W =AW, W, Wy =W, e,

R+h.

et pour tout point M € 4 aveec r =

Notons les relations sulvantes

L (ur, Wr)d = (ur’ Wr)d
¥ (Aug, W) g = (Bup, v
Uy Uy
* (?’wr)d=(?’wr)d

—_— e - ° L]

* (CGrad u,, W)d = (u1, Wn)

*(_}AGd. _))-
er ra Uss w '

¥ (Grad u_, w)d = —(ur, AW1)d + (ur,w )Z
. 1 8u1 " %) B (1 3u1 3w1 y - (;L 8u1
230 %9 "a 3 %6 ° 80 °d 2 38 °
ou ou ow ou
1 _ 22 > _ 1 2 _ 1 3 2
* (335 % Wa=(5 35 232 Jat (5%
T T
u u ow u ow
B> > _ 6 1 - .8 __2
L Eay m
3 '96 7 938 ‘d 2 90 ’ 9z d
r T
ou, ow
" l.(____ _2
r ‘9z > 3z d

—_—
+ Grad w1

+ ¢ A Grad =0
er ra W2 avee W1/Z_
8w2 )
9z d
3w2 )
26 d
e
r2 9z > 96 d

}
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Soient les formes bilinéaires suivantes

u ou ow ou, ow
F B wp T Y s AR | . i 2 2
ou ow
_, (2 2 '
u (r 52 ° 32 )d e (III'.2.2)
> > o
a1s(u,w) est en plus symétrique.
> > . .
byg (ww) = (w2w) (u, wo)g +a (Aupsw) - ulu,aw),
o 1 ou ow
“ oy, AWy — o (up, Awy), 2“(;5' 50 * 3z a
ou, ow ou ow
L2 1 1 "2 1 i
W5 03z la T e o5 e -+ (II1".2.3)
r r
= e 3 L] L
g(aw) = (u1,w )Z +u (wow ) - (u,, Wt)z

+
e(fg, Grad W1)d +¢e (P > e, A Grad w2)d

e (III'.2.4)

Conclusion

Les conditions aux limites sur les faces S, (r =R + h), représentées

par les équations (II'.3.11) sont formellement équivalente & la formulation

suivante :
> - -> S— -+ S
= 2 = + + . =
Y W eWwW {(w1, W W2), w=w_ e +Grad w1 e, A Grad Vo3V, /g 0}
pour tout point M € 4, tel que r =R + h
=
Nous avons : a1s(a,§) + bTS(u’%) = - F1 (u,w) - € (fe,g)

(IIL'.2.5)
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CHAPITRE 1V’

APPROXIMATION SUR LE BORD D'UNE COQUE CYLINDRIQUE

Comme cela a été fait dans le cas d'une plaque mince, nous formulons
une approximation tridimensionnelle de probléme des coques statistiques minces,
; . wef
qui consiste & linéariser le champ des déplacements U/ (f', &, 3,) en V¥

sur le bord z s

1V'.1. Linearnisation du champ des déplacements et des charges appliquies.

La coque étant un solide dont 1'épaisseur Z#) est faible en
comparaison du diamétre du feuillet moyen ('34 /ﬁ << ) , nous ne

retiendrons pour chaque fibre de 2 d'abscisse (4) , que des approximations

sour (r) ot Klr)

Le développement en bl donne :
A (0,6,3) = A (R 63). Uli83) = ERE3)+(r-R)URSE)

Kn&y) = K(R63) f:(r‘,ébé)+(f-‘) '?(R'&/S)

Ceux—ci nous permet d'écrire :

LT"(r,&,é,) = U (£83)6, + E(RE)+cr-R)URE3)

K83) = Ke(R03)% +K(R&3) +(-RIK (RE3)

-
Cette linéarisation suppose que Lj et//< sont linéaires en K sur le
bord Z: , c'est—-3-dire que chaque fibre de Z" d'abscisse {,O) , subit un

déplacement de solide rigide tel que :
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=

Zerd) = (R, A) +AMN(r-RE

i
= LRy b) + (r-R) d (R2)

Ceci implique :

. 4 rid
dDINC, = L(K2)
cl’oii o

A = €, AU(RA)

L
1V'.2. Recherche de tonseur des forces associe
—>
o Pl
Soit[, T - 1""2) le torseur de forces associé-charges

appliquées sur le bord Z‘ ,ﬁ et ﬁ (1a résultante et le moment) sont
les éléments de réduction de torseur [?f] au point (Xt(‘b) /xé(ﬁ)) des

forces appliquées sur la génératrice de Z;' issue de ce point.

2] R”; Pfa P-o-‘ ,
La résultante éz - )IF(’;J)JV :j[(r é_,,dr + b:(’f/))-f ("'R)’é/'}4)]c,l’
R R-b R-b

=)

R = 2BK,£2)E + 2h KI(R2)

R = 2k (ke(kd) + K(Ro)) oo

R = sRIKRY) | ... w31

Notons : Y’*(D/ R) = vgﬁ /(Y‘(/)/ R)
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et r¥(s,R) = 2R K4 R) on oftiet :

—p

R = f”'(b,ﬁ)é—,’ o+ 7*(»9/'?)]-5-- mr'a. 2

P+ b
Le moment = -
m] :jou A IK(s, ) r
(A
R+b 5 Re B R+ b -
:/ref/\(r- KO R 4 j r& A Kp(2R)E elr + / &M K12 R)d
R-b K. b [
et on obtient :
- - 3 > -
" = 2R K R) 1 2K2ERAGER) 27\ Ry

or’e.3

Notons par :

~— # _ =
* - eﬁ...éiﬁ(ﬁ R) s R)

—
ce que nous permet d'écrire 472 sous la forme suivante :

gy

- -9 % x p
'vf( = G NRY (8,R)+ M) ... .10x’2¢




140

IV'.3. Formulation variationnelle apres L'approximation.

I1 est bien entendu que la formulation variationnelle du probléme
3 1'intérieur du domaine S2 de la coque reste la méme, par contre le terme
de cette formulation exprimant les conditions limites sur le bord Z: sont

transformées suite 3 1'approximation faite au (IV'.1).

Par conséquent 1'équation (III'.1.7) est changée, auparavant, notons

que :

K,W), - (& S W)+ (LW

( ’W}.' 2R’ W')z: T 2% erR (AR (™ MZ’ 2k £'
- ﬁﬂ(g;;lww)z‘*‘ﬂﬁtétgf s Wi Z!

_ oy 7dut P R)ep J (R w,) [,
= p(F4' ) A EG )+ RN G ) (PR

- 51/‘(4»/%}2' = - Cci/(("(:/ W')Z:

2R ) 1.*
K )y gw Gy g - M)W g

won) b ) - () ( “), Boptr-R) (426 w)
_(-(/((tT;’I,»)Z'— ‘fﬂ(ﬁ,ﬂ/ v *M av'! g

‘/{(d;/w"/zr-:/ﬂz‘:w")ﬁ Yy, ﬂ(’%/wkg //’qz/’“é}g,
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-R
= = B (e e, = = A g - AR ) B e

- /{('ar/ W"/Z' =0
Uy y,*
- éL(—,—,m/Z= A& R

AM) s QU ~ 2(\+2H) clu
_,_;,L_A__g__)/({(_;,w/: h_2<+ & (o,
24 , U, - .2// di, W
-y Z — 4
(a3 )z' z, w2,
Suvr 2’

ou f g

oy 700‘} Avens

c/llt 0{6/, + (r-R) Y a(Lh (r-Rll a/[/;*‘
dn = dn 2 )

Az _ olu* +(r=R) c/% -R)* Au;*
dt  dF dr "t T aE

Z:,
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Tenant compte des résultats ci-dessus, nous obtiendrons pour les

termes frontiéres :

2
Ry g = AR @ ) —/c"m,v/

ZI

dw
-y -»
. af«(fi‘-"‘ w«(fﬂ"‘ )+zﬂ(w)(";‘§‘$ “

. a;:(r—f\’)(ﬁ’%’,%} LI

3 _ K M .
_./_";(,aa,ug ,—/"'rz ‘é,%}——;(r-rl(lz,“él

- M e/“/éjg

+ B(E M B0 (I ) o

42 53().,.1/4) Y‘-R(c/éh )zz
g, &G4

Zf Ap2 (r-RrJ* c/llt
(f-//e (

r Zl:ih
du; g (v-R) c/z/*
2 L w
+ ﬁ ( V‘ z:, / }Z';,Z’q
_ (r..R/ f/”z
+ 2/" ( 4{_ / V' ilz,"

. IZ0 3.4
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Rappelons que :

-1 Pur 2'.',/ Z’L M Suv 24

£ = J ; & =3 -p s 2,8
+4 Nuv 2,,24_' e'>+ /'( S Z}
-4  Nuvr Zl't

A

et que la notation étoile (%) signifie que les fonctions notées ainsi ne

dépendent que de (R, &, %)

D'autre part les termes exprimant les conditions limites sur le

bord Z: et qui apparaissent dans la formulation variationnelle &quivalentes

sur les faces S,, ; ¥= e-?" ﬁ , sont changées suite a

1'approximation. TT . 4

Nous avions

s (2,5 = (e W), e 4 (e, V) iU e 0

e, AL 2.3

Qui devient alors :

¥ - = * So
Z/: (U, W/ :/{[4:/%}1"/4("—’?) (6(4*/ b‘/n}z-

_ /4(4;: , W, /z;' - H(r-R) (’L/:, Wt)g

+‘/"{[’(’L:: W,,

)éf‘ I

.32
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C Conclusion :

-ﬂ
Le champ des déplacements L/ tel que :

Li(r,6,3) =44.(783)&, + Jad4(155) + G grod476,3)

avec ut/z-', =

et supposant que :

/U,(r&é)- U (RO 3)
{&’(m;; = ama;p(r,;e)am&g)

sur le bord
ZI
1

)
satisfait pour toute fonction W dfe W/ et Mre IrR-h , R+ b C

aux équations suivantes :

(T, W), + b(, W), = (& W)+ [Jdw)

. w33

Bien entendu cette formulation n'est plus équivalente d'une fagon
formelle aux équations de 1'élasticité linéaire (II'.1.1 et II'.1.2).
Notons que la remarque faite a ce niveau pour les plaques : la conclusion du
(V.3), est entiérement valable ici.

D'autre part, ce champ des déplacements vérifie sur les faces

Si‘ (V".: ﬁi’ 5) , les équations suivantes :

= = - ) ¥ = 1
@, (T,7), + b, (50), = [ (D W)- 5(F,W)

. I’ 3.4
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CHAPITRE V'

SYSTEME D'EQUATIONS DIFFERENTIELLES

V'.1. CHOIX DES FONCTIONS PROPRES

. Nous exploitons la formulation variationnelle du Chapitre IV', en
passant & une formulation différentielle.
Nous avions l'espace des fonctions test :
=7 - - - - -
W: {(Wr, Wy, WL/ WGM w = M{,c’,-f-;rac/w'.q.(,”r./%

tel que

W,1/Z‘:O }

Soient Wﬂ:k 5 >‘wk les fonctions et valeurs propres associées

aux fonctions W, , Wi et Wz  tel que :

2
AW, + Ay Wy = O ... ¥X.1.4

avec

Vo € Jo 2L 4/—} € Jo,2¢ [

Wy =© rour Oz 0,24 d—;—.—.o,z(’

l

Rappelons que les fonctions propres MR , outre leurs propriétés
o, » . . ¢
d'orthogonalité, constituent des systeémes complets dans L(C”

L'orthogonalité des fonctions l'\/uk implique :

)

4 . L MTE A. LkiT
o - A e A‘ —-} cee '. .
me /a/ " o Ay 7, c‘/&c/} [ V.12




146

De 1'équation V'.1.1 on déduit que :
2 ¢ L2
Mo e n & s
wk =
Al A b
Nous introduisons les moments wke , "Lk et wh telsque :

ﬁw: = l/ A, W dac/é’ N ﬁ:k = 6//"1-‘ u{fk ‘/‘9"2
o4
ﬁ»h = }/uz%kd&‘{;

c'est-a-dire

= r _ 1 ; 4
«L{,:é e “q‘:,,ér'ﬁu%,k LAy ] h W,
/ !

Dy

Remarquons que en conséquence de ce choix des fonctions propres,
nous réduisons 1'étude au cas d'une coque a bord appuyé.

En effet : M/.,y' 0 = /L/,/a =0

V'.2. Systeme diggerentiel

Nous introduisons les notations suivantes :

_9

2= (3 %)y 1 S (T 97 %),



- =2 v
%ui" (3 /f’\ﬁ"‘"/%h)c/, L =é’(l‘3/uz,.4,
] z - - —
P :5(?,;72:/u4,h)d i = ECF & ngradu,
Jlvec é" = +i Foub’ = R-Q-B
= -1 f)out’ -
Et notons par :
C/M . ,(/'Il’ a/“/ulu
A IR A
oo _ /{7' C/Wu
7"& /‘{( 2 7 C/” /Z,'
"o 7 didx  AWar
Q’"‘_ 2ﬁ+ﬂfdf ”)Z'
P e/u dm
(r +2/lé c/ﬂh 2

(7 M +2 M n. 0!’( C{WM)Z'

t ¥ — e du/“
‘Suh: (?mt +2/””'9'i /
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Prenons successivement pour des fonctions test dans les systémes

d'équations IV'.3.3 et IV'.3.4k, les fonctions suivantes :

A
=
2
<l
1

M{vkér Wz=W2=0

"
Q

— —>
(2) W = ?v’ac/ Wispy ‘4{,: w,

<)
[}

—y
&N qrad W, W, =w =0

Remarque : Nous remarguons que lorsque :

—
-— W = ;y’ac/ Mh nous aurons sur le bord Z"

"_ e W?
w=w,n +W

avee :

Wy = 4_“_’1&
du

Wf: 0_’5_/2_’_1:0

nous aurons sur le bord Z: :

—5\7\'7:5:/\7734 Wi

/

avec :
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| B: Daws N} Vr, ré]R-ﬁ,R...ﬁ[

—,
ﬁ
(1) si W :Ml/”le,. , nous aurons alors :

« a((,}",ﬂ/ (\4-2.)1)(“'/ ”k) - M /;Mc/t/,., ;mc'/ k)c/

¥’ ed
x b(@ 7 _()~+2ﬂ)( w, /+(>‘+z/«)(a,/ W)

_(,\4—/1} (;mc/«a,_ ;rac/ k’)d

+ 200+ 2M) (fb% Wik /Mz ‘3144,7
v3 20 ' 264 23 "9Q6
. XL

X g(&’,‘w=0

(G, W) - w.) =9" V'3
* ¢ - (7r/ uh)d = j"h T -
(2) si W,: 97‘2' Wyp ., nous aurons alors :

% Vi - '214 ‘\Lb w |
Q(a,w) = = (&2 /‘:\Q“(;l) _(>\+y)(bu,,z>w“)d..,m,a¢,
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* b(a’,\;}) = -M (ﬁ“,bqu)d = ()‘fj‘)(qv/ Awu\e)o‘

_ ’wvf‘ (Uy, !swm)cq

(qq4 Qth,
v %3 C‘o% d

(%CAL %Ww.) A (<)m ‘\wuk
L fb—}l q& o e/ C‘OS-

Vs

Y

H o OU QW te, Q)" %q Q\A/qk
_F-( ot’%;)c\ QG"T')d

V’25

el z
Aa* o, r) [ ¥ i
- (F g 775'2/2*“?/’("?) Tk ué
Y'é¢
7T -3 4
D(-(G/WQ —(?/;F:C/%k) - ?qk Y&?
(3) Si W:é:A;r_q’4u{L nous aurons alors
¥ a(‘?/“—; 2—/1(Au¢/ AWuh) ... V'.2.8
% ,6(‘714// /’("’/ Aw, k) "'-("/e/ h)d

2)1 QU ‘DWu 0u4 ‘)u/.,;z/
26 ' 2% r& ')3 8 /,f



151

¢ A2 _@/Ln) ‘ W ‘WM/
V‘%}/(D}c/ DO % /f
_H s W | Wy Wik
p*loe ’ e D0/ 2F /cf
... X’

* 9(07’,147/

(5 G a8
A7 e
+ H(EL af;’kz-f:/(m)(n gty

.. I’ 340

=5 = > > 2
(G/ Wé = (? / ZVA?V“"/ %h’):j”h R AT

—> N -
Or dans le 2&me cas c'est-d-dire quand W = ?V‘ac/ M'h y) ;(a W}
peut encore s'écrire de la fagon suivante
,"{ = —'7 @\‘\ M
= v- R snsl 1 2012
(U o +(-R) S, b

De méme c'f.ns le 3éme casf: W ey'/\ ?m‘/%b
> =
/;(t/,w/ = Gy t-R)3, .

zZ’ a3

nous avons::
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" B : Pourr‘.'.Ri'g

- -5
(1) si M/= %h €, , nous aurons :

* UG ) M ),

exs Ve BTl
* (L?M—}) = (Xh+2 a., w A
(G W)= O (4, "hz'/f){ “a) Y el . v 2.1
* (@) =0
E(E W) - &
¥ ( p; C/: (.E./ ”{'hz-/ - {:)k V12,16
(2) Si W:g;&/m , NOuUs aurons :
* ais u‘) lp - 9”‘! qu/ snnV ! 22
(¥, ) q&/ ze)c/ V1217

* b (G W) = p(4y, W) (A B )

_ AU, . Wk
/‘(;zqo/q% ql’f(r ‘?;/)a/e/

V1 .2.18

vruV Va2 l9
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= -
(3) Si W:é,l\graC/M{,h, nous aurons :

¥ Qu(@,W) = -p (L W ?w.ac/ /,(r (T.L/ou/..k

r* 96 ’ 96 220
v bo(@, W)= (4, B )
+‘3/‘(:f;-; (DH:/;:. 0/
¥ [(F,W) =0 :
v E( ’) 5([3;/6 A?vac/ ) “: |

A partir des relations ci-dessus, nous obtiendrons un systéme de
trois équations différentielles du second degré dans J , et un systéme de
trois équations différentielles de 1ler ordre (conditions initiales) pour

v R,i-'c\

Pour cela, nous notons les résultats suivants :

i (u w - 1R
rz(r/ uh)d ~ vk

v (373441, g W) = N

r

¥ (’ar, Wik )c’l = rﬁwk



15k



2
4 /()UL ()“/uk _ ﬁ >"l 4 ﬂ ny’ kk’
2 (93 / 99/ v L, MR MR gt iy (RUR!
3 - (m%= ) (k-R")
Pour(M et M’ de parité Qifférente
K et k' 4 74 ”»
w17 C)Wuh)
r-,_ \’55 / Q6 c/ Si M et W de méme parité
o k ot k’ noon "
24
A
¥ Hu[z est tel que :=— = }5( L Mo AM"'SJ L'/&a/}
2 o 24
wk O (]

A =

.
Vag
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De méme nous avons (si M et M’ , R et R’ e parité différente)

s

473Uy WWhike) _ 4 4 N mwkk
F o 3 ' id Tat T ,% (int)(kl k) Uk

o d (s Whp) o G 4 Q) wak g

r\ 96 ' 23 /o T al rt Ly (ki)

tous les autres produits scalaires sur (d), sont calculés de la méme facon.

V'.3. Ecrnituwre des Gquations difgerentielles.

Deux cas sont & envisager pour obtenir le systéme différentiel :

1) M=wn/ , Ker!

2) M¥En’ | k*k’
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Or nous remarquons que dans le 2&me cas, nous obtenons un systéme
dont : la 18re équation donne : f‘ﬂh:: o

la 28me équation donne : * 2
ahb, ={

a un coefficient donné

la 38me équation donne : .
4 4
ﬂ;k"f c ﬁ“h. 722?

b,c des coéfficients donné.

Un systéme dont 1'intégration est immédiate, par conséquent, nous

: Mzun’, k=R’

nous intéressons au ler cas, a savoir

> V'.2.1, V'.2.2 et V'.2.3 nous fournissent la 18re équation qui est la

sulvante :

v gp)rhr 2z A = (he ) Ko B

2,0 P!
—{(—————-"H’iﬂ) A V‘ }ﬁuh + é()\-q-Z/() L 4141,,.1_;,"&

"

cea V1.9

V'.2.h, V'.2.5, V'.2.6 et V'.2.7, nous donnent une 28me équation suivante :

LW ﬂ I 3 £L o LB
{2}4 - (A zj«)r'\ ?‘

+{zﬂ .+ (A1) 1,,.‘} A, = _j"‘h_ AN IE By

o VYe3.2
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v'.2.8, V'.2.9, V'.2.10 et V'.2.11 donnent :

L s o e 3
Ao+ P 5 (7 "‘ET) g

I} ] 2 2 ¢ ¢
+ H )‘uk)lf';""}u\.} ﬁuk - "juh"' @uu - (~R)S,

V1.3.3

les conditions initiales pour ¥'= Rt f donnent 12s équations suivantes :

Z’.z.u./ AN et ' o4¢€ fournissent :

)‘F\‘: + O‘*’/‘/ré:‘ = N)xt,‘f‘ﬁul

ARSI
V'.2.17, V'.2.18 et V'.2.19 donnent :
L T Wy Y Ll
ﬂl‘,,‘v nh 'f'/f “‘lr wh _Z/‘ 4t uk
,P: . VT35
"

enfin V'.2.20, V'.2.21 et V'.2.22 nous donnent :

/‘"A’x:k ﬁ.“i kﬁﬂk_ = F

..V'.3.6
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}% &3 kﬂ')

Rappelons que nk = -2’-' :{'{'—L eb qu'on remplace par sa valeur
dans les équations précédentes.

Nous avons en effet, un systéme d'équations différentielles de
second degré en ﬁ:k(w) (<=1,2,v) et 3 autres équations du
ler degré en ﬁ:h(g) (A': 11, V‘/ qui représentent les conditions
initiales.

ous remarquons que les deux premiéres équations (V'.3.1 et V'.3.2)
sont couplées entre elles, par contre la troisiéme (V'.3.3) est uniquement

en ﬁ:k’ . gl et g:

wh u

V'.k. Conclusion

Vi e W . Mr e3RB, R, WO3)EA

) 4 ﬁ 2
les moments ﬁ"(;lv} . ﬁlqh(r/ et “,{V) vérifient les équations

sulvantes :

(hesg)rh <O Bl O R oy +—-)r
— i(’wiﬂ) - A g_‘( nt _‘_5_:),,.}/; _ YAe2p) It 4’

v Q ,(ZVL (10("" ul
o v
- ﬁ‘uk

S

wal b el
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r/ nt | K? nt Kt
ﬂ; L Ez)rﬁ"" +/"(¢‘vt—(‘)ﬁ""
1 2 > »
+ (e I+ K)rh,
rd t 2 1
v L Jo2p s ‘(X"Jﬂ)% -:::'*2’(—:/ }ék

5| -

= -9 - Ru-(- RS,
s uh

52

M7 ( ")rﬁuk+/f (;(!::1‘5'1 ok

-m—) (zy:- g:){ 1 Ml +Kl) }ﬁuk
- 9.4[' Q““ - (r- R)S“"

Ltr*

R /AL T

VV\—;é Ix/ et V@,% 66/ et pour ¥ = R;‘,’R .

Nous avons les équations sulvantes :
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1 1 ¥
/{rzllz: J!r"'r;l)(ﬁ"k-,- ﬁ"k}+éﬂ4‘(! L kT Tuk
Y45
LBV S £
/7/— (Fr‘+?")( we "") e o

ST
LILLE 4
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CHAPITRE V1!

LE CAS D'UNE COQUE FERMEE

- > * D = >
Soit (O) er-/eg,e ) un repére local orthonormé, la coque ( )
occupe le domaine ) - dxIR-§ ,R'—e\t » o d est le feuillet moyen
tel quu  daLeo,4m] x10,2{L
R est le rayon du feuillet moyen, Z,e\ est 1l'épaisseur (constante)

de la coque.

Le bord 3 = Lo, 2m] xIR-h, Ref L x§o, 45 =

Pour traiter le cas d'une coque fermée a partir du cas d'une
coque ouverte (£.€, d= -4, +¢L x]-4, +4 [’. oc«<m ,l>0) il ne suffit
pas de prendre & dans 1'intervalle fermé Lo,7]

En effet, 1'hypothdse simplificative formulée sur D = Cx]R_e,,Q,f,[
dans le cas ouvert nous raménerait au cas classique de 1'hypothése de

LOV-KIRSHOFF partout dans d si on considdre A€ I:O,D'J.

VI'.1. Forumulation du probleme

Les équationé de la statique en élasticité linéaire classique :
S =
L U) * CT dans (jz-

G.‘J m. = W< (A 0'2') S z

3
(q‘:\"/q_\"‘&, }) i e Y':Qtﬁ.

nous fournissent les &quations (rr'.3.1) , (II'.3.2) dans JZ_/ (IT%.3.3),

(II'.3.L) sur le bord D, et (II'.3.11) sur les faces r=Rz2h.



U, 9 & (g Jy) Uy JWe

*%(‘f’ﬁfl“ r3(?9 992,* ré(w’ ot/

MWy W) o (Y Jw,) | 2M [9U Ju
—;(ﬁ/ﬁa FA@G/ 6 rS(W/W)a

L

sy [ 2w, ) 2(ﬂ+éf")(?’a‘/u¢
N r? 79'/3%'d 3 6% d

2t (U, Wr) ,

r¢ Y6 0% ‘4 -e- MT.AYy

I11'.1.3.

= (ﬂ”"‘/&), B (\"(""‘r/“{o)z
* %(Mr/“‘{,) "'@Fﬂf) (ﬂ"'/%)):-
+

eo VI 1.5

avec ,2:
\A"'i Sur ‘):.p

0‘43(3/-\;7) ) l>l$ (L—J_’, u'—/a) C‘{ ],—; (y, \:\7) Sowl™ idtn‘h'?uas

'
au cas d'une cogue ouverte, cf. (III'.2.2), (III'.2.3) et (III'.2.k4).
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Ces &quations sont formellement équivalente a la formulation

variationnelle suivante :

—D o o~ Sl
Vv W E W= S_(Wr, Wy,w, ) tel que W= W€ + Jcad W+ €. AIradw;

W‘/Z:OK et VFG]Q—C\,Rfﬁ[

en chaque point de (d) nous avons :

0~<U>W) + E(U W) ( ,\X_7 };(O‘/’\;}") eel VIT.1.1

et V Ivl € d , tel que [= Rtﬂ nous avons :

a’JS(U:W)d + b:; (7] W)J:_Z;(Z@)—I(EW)...VI'AQ

UG w) - (mm(,u ) 4 Q_L(;BM w,)
T

—Ck(g:‘;’g'ﬂ"/ g—x‘l wr')d

—oc (o, 8w ) _ (Araw) (D11, Aw,)

sawVE 128
forme bilinéaire symétrique.

—_—D
VI'.1.3 est identique & Q,(U’,w) de TIT'.1.2.

b(U,\x/g‘(: A+¢M( AL ,) - (ﬂfzfot)(ﬂ,,u{,)d—(ﬁﬂ‘) Irad AL, ,ﬁfoJ“’)

- C‘(x/q,A'ﬂ{,g- G (M&,A%)d_. % (L, A%)d

_ ' A
() ) - 308 0, ) 2t (2 0
oMy 9wy} . M (G4 ')ui> W, 9
(93 ’?(;42," (7& & b(ﬁ" )
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VI'.2 - Approximation sur Le bord

La méme approximation de Ch. IV' &tant faite dans le cas d'une
coque fermée nous donne le terme bord [;_(’G: \TJ) exprimant les conditions

limites sur i suivant :

%* *
T Y — —> —_ *
\g(U/W)‘ <;ﬁ Ve f{Z%'W') v 1§ r-8) (@, )
4 —- =k
02w ) e (Ber (Gt ) e (F 427 )
*
J it rdit
r- o du
)R () e (E4E0 ),
+¢(u(rn)(fﬁ° "W,WJ -riMC"*‘?)(W%?:%)I"{“(%/%Z
o f oL & (8 __Q . %
o) - ) - R )
_ = (r.R)('(/‘Z*/ “/e) + 5 (M w,)
A E 5 4 i n 5
2% s,
7 = g_%ﬂ:suri_ .- ﬂ,-&.“’

'S

A
— .8 ¥ J
| (C&) . (], w,) » et UL w, ) -ct(,u;,“/e)z
- (\—A((,R)(AI‘,“/&)I + M (’('Lf"b/"‘/ﬂ)I

es NIV 2,2
— *, kg
notons que \IS U,W ne change pas par rapport au cas d'une coque

ouverte (ef. IV'.3.2).
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VI'.3 - Systeme d'equations difperentielles.

Alors que dans le cas d'une coque ouverte, les fonctions propres
associées aux fonctions (W'_I w, , MG,) et qui vérifient

<
AW +Qmuw" 0

ny
cns VIV o3
Wﬂu I Z bl
Sont des fonctions impaires en @‘ , dans le cas d'une coque fermée nous

pouvons prendre les %k sous la forme :

-

J' 1
\/‘/ﬂn: dm Sin m#& Sin ’z___ifz 5 VLY 43.2

= b (7] Sin d
N lem z s s VLY 633

Vs

I P
avec W = \f\[ = Q
/L /s .
Rappelons que les fonctions propres \A/“K et %: , outre leurs
<
propriétés d'orthogonalité, constituent des systémes complets dans L (Cl) :

Nous avons alors
= — A
afmc- b’hk‘ Vir L VI'.3.h

< » :
d'autre part VI'.3.1 donne les valeurs propres A’hk assoclés aux fonctilons

g P
WMK et V\(m‘ tel que :

A: = ,6 Ne"ﬂ‘e‘ ...VI'.3.5
W, -t e
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Y 4 4 13
Nous introduisons les moments : %411 5 KNQ . Q‘m( .
relatives & la base des fonctions impaires, de méme, les moments :
Pr P4 P2
Q\M“ 5 e‘hu et &mk relatives 4 la base
des fonctions paires tel que 1l'on ait :
fdody )
e = du, W, AeJS ; Doy = du, %kJeJ§/. "= %“{,KJ”JS
d
Pr J p K“ &P& J
_ ) P P
o Lt vdely - Juuldedy - Juded

c'est-a-dire, nous prenons comme base, la famille des fonctions propres

M{'Ii N “{1: ol 1l'on a :

/(é = 2_ W A f] F
r nx ne “mx T % Ny \’\(m‘

M

£
{

~ Pr
DI AR
m,x - e 7 h, K i W

_ 12 — P
DX VARSI S
< - T T TG T

Nous notons la méme remarque faite au (V'.1) pour le cas d'une

coque ouverte, (1,@)_ par le choix des fonctions propres, nous réduisons
7

1'étude au cas d'une coque & bord appuyé _,ar:O
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Gardant toujours les mémes notations du (V'.2), prenant successi-

vement pour des fonctions test dans le systéme d'équations (VI'.1.3), (VI'.1.k4)

et (VI'.2.1) :

1) | o wFe . _
(uz) w-= w> e ; W weo

(22 W: Fed W  ow-w-g

—o ~ —> 4

(31) W= e A3adW, . w - w:-0

I1) —_— ? -

4Pl W o= w, € ; Wyswo=v
S — 7

©P) W o= Jaad W, ; Wo-w s o

— — ?
(2p) W= e Admdw  wz w0

t
N
-
x

&A
P
d
«
IS
2
w
"
)
=
o
S
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Nous obtenons alors, deux systémes d'équations différentielles
3y ﬂ?& L -
du 2e ordre en ﬁhx (f) > hy, (r) et leurs dérivées premiéres et
secondes pour ye ]R-{‘IQJ‘[ 3 32 (r, 4, ,1,) et deux systeémes
d'équations différentielles de ler ordre qui expriment les conditions
initiales pour ( Y= R:c)).

Nous avons :

V WCW ef Vl’é ]Q-ﬁ R+P)l. V(eg,)c d ,» les moments

§r 54 Y
f\’hx . lﬁ]m( . - vérifient les équations suivantes :

i ﬁw)rﬁm Mu»)ﬂ,,,, @ (2 “‘"‘)rﬁ“

|¢ Nx
'3 ir rr
Aren) mt kY mef*
_3(__;___ +CL(—: + _F)I"zf\n —--Z,C.h-f‘) {‘ 3’”.‘
..VI'.3.6
/n‘ K ff) g )
r‘ y Lt ﬁ"" y=* 4(‘ £
5 &kt o )p*?
+(ﬁ+(“) ?L :(L) fm.( (4 ff‘)(m\&*“;)*'ja,m
vy
i L M{' (ﬁ‘”‘)(n"(’ :{L‘)g ?‘\“K =
" 5
1 I - (r—ﬂ)g n

e NI 30T
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) 2 L) g XL
ot v (2 o (ot Y4
¢ ¢ < 4 \’r) j
+N(%+%)§F—— ,,.b ‘-I(" gmc
T 1
= -3, - % -8s
..VI'.3.8

—
Les conditions initiales pour Y= Q"-e\ , V Wé‘\X/, V(e,;)ed s

nous avons :

: Ir 74 .r
11 K Yy
' Agnx -+ /0+3V)rﬁm( - <M3. (77‘![) K ng = l:/c
v VLY s 3:9
| it . Zt 14
i “ ik k M ef
= QL(&’-’ (;7%7’_ 4 nx T (\L((n :(Z/['m * ;'(:'f M [m( - ﬁ
w3 VL3410
mt, /e"f - L 7 -
r7rt ( )r n T QL r-" e =

o s Vi 535
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¢ ¢ ¢
Notons que si 1'on remplace .(b_ par n T’(/
e ya*r
équations ci-dessus on retrouve exactement les équations différentielles

dans les

qui correspondent au cas d'une coque ouverte (cf. V'.4 1, 2, 3, 4, 5, 6).

De méme, nous établisslons les systémes d'équations différentielles

Pr , RH L

qui vérifient les moments, ?] et leurs dérivées

Ny 4173 ’ L 1Y)

secondes et premiéres.

Nous avons :

Viwe W ,vVrelRd, Rl , v (&3 )ed -

A*J{"‘ kﬁng*'(r" 'U"‘)i! - (ﬂf{“) (ﬁ_{ ‘/{‘ r/P4
g, (u, ﬂ}rﬂ 2 2 fe= -9

hc

ooe V1,312

7 (Ef 525/{,,,( + n“)(mi ::’ /
+i " “wr*)(““ <) L he
11? J-eot”k”—-;f *(/4*/“}(,1@'2& q(&?j /n

?4 rn Pn
= - jn«' @, - (R)S,

«s¥VL:3:13
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) Pe 5 i PL
( W.Lj me. + %-f—l—g//ﬂk

mt < ) &
)25 U
N r‘ g[J)j ( +91¢ nic

117% PY

Pt Pt
= -3, - © - (re)S,.

Nx

..VIL3.1L

Les conditions initiales pour l’:RzA : VWQW " V@;)ed

sont :

X P4
P P(\ & ¢ ¢ Pr‘
¥ i\e\'\x"'(hé(w-)rﬁ"““ﬂ(%)fsﬁ r Ny = fx

..VI.3.15

9/* nx

IIIP

(, Eﬂ-/f‘ & /S__f[ / /P/: P“

« VL3 16

Pe PL
171'P m{ E(’”—)A r'v I‘:({ an = 7)

l” ‘/((’ Nk

os ¥Ls 3, 17
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Remarquons que les &quations (Ii et IIi) respectivement (IP et IIF)
sont couplées entre elles alors que (IIIi) respectivement (IIIP) sont
indépendantes des autres moments.

Ces deux systimes différentiels sont intégrés par une méthode

numérique de différences finies.
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CHAPITRE VIII'

MODELISATION NUMERIQUE

VITI'.1  Présentation du probleme

1) Etude des equations

Le probléme posé consiste 3 intégrer les trois &quations
différentielles (V'.k.1), (V'.4.2) et (V'.4.3), associés aux conditions
aux limites (V'.L.4), (V'.L.5) et (V'.4.6) dans le domaine tridimensionnel
correspondant & la coque cylindrique.

Ces équations ne dépendent que de la coordonnée radiale r ,

4 1'exception des deux autres coordonnées cylindriques qui n'interviennent
que par l'intermédiaire de bornes d'intégration en o ou £ .

Pour chaque valeur de r correspondant & un point intérieur au
domaine d'application, le phénoméne étudié est régit par trois équations.
Les deux premiéres font intervenir un couplage entre les fonctions inconnues
h;k et hzk et leurs dérivées premiéres et secondes.

. % . 2 . ~
La dernieére est une équation en hnk , qui peut donc €tre résolue

séparément.

2) Dimension du probleme

Pour chaque valeur de r, il convient de calculer en fait autant

r 1 2
nk’ 4 Py

de triplets (h nk® Pok

qu'il y a de couples (n,k).

Dans la pratique, on prend n €[1, N] et K €[1,K] , et on adopte

Le nombre de variables & calculer en chaque point de coordonnée

radiale r vaut donc 3N2.
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La méthode proposée pour la résolution est une méthode aux
différences finies. Le domaine d'intégration est constitué d'un segment
de rayon compris entre les points de coordonnées radiales R-h et R+h.

T1 est discrétisé en np neods réguliérement répartis, et la

distance entre 2 noeuds consécutifs est représentée par le paramétre A .

3) Présentation matricielle du probLeme

Etudions tout d'abord la forme du 2d membre des systémes matriciels.
Les termes qui apparaissent dans les membres de droites des &quations dans
N t n
le dé)maine (d) - d'aprés les relations qui donnent QMK . @.‘ . gh et

S (cf. V'.2) - dépendent des composantes normales et tangentielles
L1138

de forces généralisées appliquées sur le bord

R
|| & 2

2

par un changement de variable approprié dans 1l'expression de ces forces,
il est possible de les présenter sous la forme d'un développement en série
de Fourier de fonction paire. Un tel développement permet de représenter
une répartition des forces sur les frontiéres de la coque.

Le développement en série de Fourier correspond & une opération

linéaire d'opérateur ﬁhi que l'on peut représenter par :

e 1 r?
i,d - /\4, m* W VII'.I.0
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» ¥ ¥
ol ¥ et M représentent les composantes de la contrainte }~ et du

-p* . oy B
moment fy°~ discrétisées sur MP noeuds, et les C et d sont les termes
correspondant du développement en série de Fourier.
L)) k

. : n
I1 est possible d'exprimer les q ~ G? t ) S et 3 par
" e hw hw

rapport aux C et d par :
S VITY<I.2

d'ou 1l'on déduit l'expression du second membre :
Sni = S S VII'.I.3

4

r 1 7

Considérons maintenant 1'ensemble des solutions ﬁ s f\ et g calculées
hyg ne hk

sur les ’Y\P noeuds de maillage pour toutes les valeurs du couples (M , K ).

Soit D 1'opérateur discrétisé correspondant aux équations I,

IT, IIT ainsi qu'a I', II' et III' pour les noeuds n°® 1 et n° n

r
N
| f£=) pa |
Soit ng on peut écrire :
L8

.y

[ o |}

cette &quation peut se transformer en représentant séparément les &léments

1

5”4 VII'.I.L

de 2d membre relatifs aux équations I, II, III et ceux qui correspondent

aux conditions limites indiquées par I', II' et III' d'ol :
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- $H
'_D W) et

—D _— —> - >
Soit ‘l:la le vecteur des déplacements , LJ_ arfr.,.gm,l u"f f,Ag(aJ IZL

...VII'.I.S

nous avons :

o

S A
/d'”: Nz\rge\"\&w\'\x ) ju" - 2‘ {‘MNWM&

M, K
— ¢
-’a.z = 2.__{\'“( w‘hk

On peut donc écrire Ny

Ju :—L,]] h
Soit {Uj:[u][ﬂb]‘i i‘: . L VII'.L5

Si 1'on suppose que D est inversible cette hypothése est nécessairement
vérifiée dans la mesure ol il existe une solution physique effective du
probléme. -

I1 est possible de généraliser ce modéle de la fagon suivante :
on peut supposer que les éléments de SH:[ comportent des quantités
connues Sl‘]o et CL, et des quantités inconnues Sﬂl et Clyg
Auguel cas [-_T se décompose lui aussi en une série de déplacements donnés
—t —o

U.b et de déplacements inconnus UI

D'ou

-1
Uy . M, 3™,
ELI} - L) — L ] \:D Cl, ! ClLq

s oo VIIY 1.6
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EU} =.§'U_D ’\’[’E] SCT: L VIT'T

Moyennant quoi, par une série de manipulations sur le vecteurs et les

-

matrices, on peut écrire :

\ Ay
=l P * +§U_,b} ...VII'.I.8
Clg

Equation matricielle qui peut encore s'écrire :

L - + B ...VII'.I.9
I\ A Mm* + >
I

VIT'.ITI - DISCRETISATION

1) Schéma

Nous choisissons un schéma linaire centre (fig. 1) pour les
dérivées premicdres et secondes figurant dans les é&quations I, II et III
et des schéma décentrés(fig. 2a et 2b) pour les dérivées aux noeuds ou

s'appliquent les équations I', II' et III'.

(o) 4 A 2 3 N2 %y N1 9

) - e———e—-e——e —e—">6—-—9
Sy ) F3(2-0) F -5

2) Méthode de caleul

Solent un certain nombre de noeuds, numérotés par exemple de - 2 &

2 et régulidrement espacés, 2 la distance A 1les uns des autres.
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Ecrivons un développement en série de Taylor d'une fonction

pour ses valeurs prises aux noeuds -2, -1, 1 et 2 en fonction de

sa valeur au noeud O.

multiplions par a, b, ¢, d et faisons la somme des 4 relations ci-dessus

on a :

(0dr b4, cf v df, ) =(asbcra)f
+A(‘X-b+2((-d)) ?’i"’ + ?&‘! (CL b-f‘l((fd))
. 633; (a-b +8(c- 4))+

Pour évaluer la valeur approchée 3 un ordre donné prés d'une

dérivée partielle quelcongque de Eg au noeud 0 , il suffit d'imposer

aux coefficients a, b, ¢, d un certain nombre de contraintes, de fagon a

annuler les coefficients des dérivées d'ordre inférieurs (3 cet ordre).
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Avec le schéma centré 3 3 noeuds de la figure 1, on Q :

ofo - aé L . 0()

10
éj 4 338 <4, ;s O (A3)
Ve* N

Le principe de calcul est le méme pour les dérivées premiéres

aux noeuds QO et M , 3 partir des schémas de la figure 2.

A

— 1
/L Dﬁo _-#13, Wi -af, + 243 +0(2")

%

\'d

2&4 = 'MJ{; ‘lgdlfn.,*ﬂﬂé.['ﬂl 2 O(Av
€A

\ %

M-3 M2 hy M
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3) Discrdtisation des equations I, 11 et I1I.

Posons

CCr)= M°, k¢ ¢ _ 7

4
G=() C ,; G= (W I°C

4
q’: Q‘g C ; Cs — a+(,‘4)/r+ C"

(. 7ot _p Ttk
6 &(!]*e(u)(/ o/‘tr"’ / C' C‘ll /

# dere 4%
</orm!
L4 ¢
G I - Wew)ee) ; G2

Désignons par HQ”‘ R HQO s HQi et par H4_4 " HIO , H‘i
les valeurs des fonctions e‘\r‘ et ﬁ-{ aux noeuds numérotés -1, 0,1
dans le schéma de la figure 1.

La remarque que les coefficients C—(.' précédents sont des fonctions
de V¥ . leurs valeurs seront celles qui correspond & K=V, dans les
expressions qui vont suivre.

I) s'écrit :

Agqp)r HRAZHR MR, | (4, ) HR1=HRs _C - Hts =M.
(A+¢p) = (Arep) HRL 1 M=t

- CS Hpo + Cs H/o = ng

ol BRD est le vecteur de - gl’ pour V= 0y .
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Pour II)on aura :

CL, o Hi- -3H 1o+ 1, + G, H4, y/. ¢ O r, R R,
A 0

+ %"'Hg + CgHQo = 9340

4 " n
ol BAO est la valeur de ‘ﬂhx— @"K— (Qﬂl) th pour (=,
Pour III : soient H.Z, . sz et 'H214 les valeurs de ﬂ& aux
‘4 e
noeuds -1, O et 1 ainsi que C:'OZ CL, ( % "C"r) . On obtient :

Gty H24+\ZH204//31+ C, __4_;#&4_ CwHZoz B0

oll Blo est la valeur du second membre de III pour V=T,

Les équations ci-dessus s'écrivent encore :

HR JAwwr, _ Awm ] A ]
[ A | o[ @t ¢,

+”“4[%%§+@§%‘)5]+C”’ 5 (Hi,- #4,) - B4,

«»YII',II.1

qu‘ _G Sy} C2 , Cyva
H_ o ) H/ ——Ai’z—")+H’I4(2A+ Z")

r GHR, + %AC (He,-18,) = 81,

«+.VII'.II,2
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Culo - 4 261, ¢
H‘2.4< L\‘L ‘Z—-&- 4HZO(C:10“ zz‘p +Hé4(,z_A£+<Z—-LG' ;B{O

oo VIL' JLT .3

/ / /
4) Discndtisation des squations L, IL,TIL

Pour le noeud Y;:: Rig , on utilise le schéma de la figure 2-a,
ce qui donne :

Pour I' %

AHR, +(A+zp)6fz F14HRs + 13HR,- IRy +2HAY]
. *A4 c|(; H‘O:PRO

Pour II' :

oo
-g‘i'l’)_-I/HIMIXHI,-SH/,, M43 [ 1€ HRo = G, o = By

avee o= Q& T fyylrt

Pour IIL!

gﬂl—r [—-ﬂﬁ«za +/dH21 - YHL2 +l//-23]- C‘/h‘i@ = 80
A

et P‘JO sont les valeurs respectives de

les quantités PRO 5 P”O
second membre de I', II', III' pour F=fy .

Pour le noeud };1 :Ri-% (fig. 2-b) on obtient :

pour I' :

AHR,, 4 (%:;M)r“ M HRa —13HR,., ~2HR, 4 |- A G r MY,

= PR,
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Pour ITI'
Gty [
Eﬂlf ZHH/”' _/gﬂfﬂ-f+3H/71~L‘2H/h-3]+c;';ﬂ'0n‘ G Hy = 'D/h

Coty | -
i |11 Hor ~18H2n 4 + 32y ~2Hins |- Hay= Pr

5) Forme des opérateurns dischltisis

Les coefficients des opérateurs discrétisés précédants sont
définis en chaque noeud pour une valeur donnée du couple (n,k).

Du fait du couplage des équations I.et II, il est intéressant
de regrouper les inconnues H‘Q et Hj , de facon & minimiser la largeur
de la bande de la matrice D pour chaque noeud, on placera dans§p,—§ la valeur
de HQ et de H’j correspondante — de ce fait, les lignes de la matrice D
porteront alternativement les coefficients de 1'une et 1l'autre équation.

On peut représenter, au sein de la matrice D , la sous matrice
bloc diagonale relative, pour une valeur donnée de (M,K) , aux équations
I et ITI. Les deux premiéres et les deux derniéres lignes correspondent aux
équations I' et II' discrétis@es aux noeuds O et n .

Le systéme matriciel prend alors l'aspect suivant
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\+* 'H*I\ HR ¢
Lt *\" H4¢

“+ — 4 + - + HRm
8us ; . . g
@) Compte tenu des faibles dimensions de tells sous matrices et de
la structure diagonale de D , 11 convient de calculer les inverses de
-4

chacune de ces sous-matrices pour former D par assemblage.
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CONCLUSTON GENERALE

Au long de ce travail, nous avons généralisé 1l'essai consacré
a4 1'étude d'une théorie raffinée des plaques isotropes de M. SOUCHET [1],
aux plaques transversalement isotropes et aux coques cylindriques.

Comme plusieurs problémes surgissent, notre conclusion porte
sur trois aspect

= Aépects positifs.

— Critiques et problémes ouverts.

— Domaines d'applications.

L'approche que nous généralisons ici est de nature différente
des théories antérieures qui sont en général obtenues & partir des équations
de 1'élasticité tridimensionnelle, soit par intégration de ces équations sur
la variable épaisseur, c'est—-d-dire le long des fibres, soit par des hypothéses,
sur les déplacements et les contraintes, faites & 1'intérieur de la plaque et
de la coque. Toutes ces théories découplent les lois de comportement de
flexion et de contrainte plane.

Apres avoir rappelé les équations de 1'élasticité tridimensionnelle
(Ch. II, Ch. II') nous obtenons une formulation variationnelle par intégration
sur les feuillets de la plaque et de la coque (Ch. IV, Ch. III').

Des hypothéses '"naturelles" compatibles sont faites sur les dépla-
cements et les charges sur les bords seuls de la plaque et de la coque
(et non a4 1'intérieur de celle-ci) (Ch. V, Ch. IV') cette formulation a
1l'avantage de n'introduire dans les termes—frontidéres que les grandeurs
mécaniques significatives en théorie des plaques et coques : déplacements
moyens et rotations moyennes de la section droite sur le bord I , résultantes

et couples des efforts exercés sur le bord ce qui permet une comparaison avec

les théories de coques usuelles.
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Ce travail conserve un couplage entre flexion et contrainte plane
aussi bien dans le cas des plaques transversalement isotropes que dans le
cas des coques cylindriques.

La théorie a été appliquée i une plaque circulaire transversalement
isotrope (Ch. VII), la contrainte normale au bord r: se comporte de la méme
facon que la contrainte normale dans le cas isotrope, par contre le moment
de flexion au bord m; , quant a lui, est de 1l'ordre de h2 alors qu'il est
indépendant de 1'épaisseur de la plaque dans le cas isotrope; ceci semble
exprimer une plus grande rigidité & la flexion dans le cas d'une plaque
transversalement isotrope. Néanmoins cette différence de moments entre les
cas isotrope et transversalement isotrope, qui est de 1l'ordre de —;- , Se
présente comme une singularité et est discutable sur le plan de lahsignifi-
cation physique. Elle pourrait s'expliquer & partir de 1'hypothése de
l'axisymétrie.

Par ailleursla formulation faite pour une coque cylindrique isotrope
permet de passer au cas d'une plaque rectangulaire isotrope : pour cela il

suffirait de faire tendre R vers l'infini pendant que ro reste constante,

les fonctions propres w_, s'exprimant de la méme fagon, & part un simple

nk
changement de notation : %gg‘ devient %§¥

CRITIQUES ET PROBLEMES OUVERTS

Cependant plusieurs problémes ouverts se présentent qu'il serait

intéressant d'essayer de résoudre.

- Existence et unicite de La solution

La formulation variationnelle faite, tenant compte des approximations,
(Ch. V, Ch.IV') n'est pas équivalente aux équations de 1'élasticité tridimen-
sionnelle. Par conséquent le probléme de l'existence et de 1'unicité de la

solution constitue une question importante. En ce qui concerne ce travail
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nous avons admis que les approximations faites fournissent des "théories
équivalentes'". En fait dans les applications nous savons que la solution

tridimensionnelle unique vérifie la formulation variationnelle.

Le choix des fonctions propres v, = 0 (VI.1) et w =0 (V'.1)
/T /%

ne constitue pas nécessairement le meilleur choilx possible; par notre fagon

nk

de faire, outre le fait que wu, soit nul sur le bord, nous imposons que

1
u o, o, le soient aussi, autrement dit, nous sommes ainsi amenés 3 réduire
1'étude a celui du cas particulier d'une plaque et d'une coque & bords
simplement appuyés. Pour relever cet inconvénient, il suffirait de faire un
autre choix des fonctions propres de sorte que le déplacement radial u,

pour la coque cylindrique et le déplacement suivant 1'épaisseur u, pour la

plague, ne s'annulent pas sur le bord X

- L'immobilite des coins

La formulation faite pour une coque cylindrique ouverte (par consé-
quence pour une plaque rectangulaire) fixe les coins de la coque. En effet,
les coins constituant des points de singularités, les déplacements et les
rotations y étant nuls, cette difficulté peut &tre levée :

Au moyen d'un champ de déplacement % donné, auquel cqrrespond
un champ de forces extérieures calculé i partir des équations de 1'équilibre,
il est_possible de rendre mobiles les coins et les bords du domaine.

Les forces ainsi introduites sont annulées par leurs opposées
appliquées dans la formulation générale. Le champ ainsi calculé se superpose
au champ donné initialement.

Ceci permet de lier les déplacements de bords interdits par la

formulation aux efforts de bords correspondants & ces mobilités et donc
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d'élargir les possibilités du choix des conditions aux limites.

Nous avons posé que les fonctions propres (déplacements), moment
de flexion et contraintes normales sont indépendants de 6 pour une plaque
circulaire transversalement isotrope encastrée et chargée uniformément.
Cette hypothdse de 1'axisymétrie nous paraissait "naturelle", or il nous
semble qu'il aurait &té plus prudent de considérer la seule périodicité de 2m
pour O , c'est-a-dire développer les fonctions propres en série de

s ~ . * * g .
Fourier (cf. VII.1) et de méme exprimer gque T et m sont périodiques en 0.

Dans le cas torique comme dans le cas cylindrique a contour
gquelconque, le probléme de la détermination des fonctions propres se pose

en effet, la dépendance des fonctions propres w_, en r (variable épaisseur)

nk
n'est plus explicite comme c'était le cas pour une coque cylindrique et une

plaque rectangulaire, surtout si 1'on prend une portion de tore de forme

quelconque.

Le moddle utilisé ici présente 1'avantage d'€tre valable au
voisinage des points singuliers

- forces concentrées;

- zones a fortes courbures.

I1 peut &tre utilisé localement et &tre raccordé & un domaine
extérieur par les conditions aux limites de LOVE~-KIRCHOFF.

Exemple : La création d'un super &€lément fini raccordable aux

é1éments standards de coques minces.
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RESUME

Dans la théorie présentée, 1'auteur, suivant 1‘1déej
de M. SOUCHET, fait 1'hypothése de KIRCHOFF-LOVE sur la parcie du
bord normal & la surface moyenne, d'une part et d'autre part y

linéarise les efforts appliqués. .

L
De plus, a partir des équations 'de 1'Elasticité

tridimensionnelle 1'auteur obtient une formulation variationnelle
par intégration sur les feuillets moyens (et non suivant 1'épaisseur
comme dans les théories classiques).

Cette méthode permet de se ramener & intégrer des
équations différentielles en la variable &paisseur ce qui facilite

une étude asymptotique de la solution du type membrane et qui permet

une comparaison avec les théories de coques usuelles.

MOTS CLEFS : PLAQUES ELASTIQUES
COQUES ELASTIQUES
FORMULATION VARIATIONNELLE.




