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A p a r t i r  du t r a v a i l  consacré à l ' é t ude  d'une th6orie raff inée  

des plaques isotropes par M. SOUCHET [ I I  ; nous avons eu l ' i d é e  de 

général iser  c e t t e  théor ie  aux plaques transversalement isotropes e t  aux 

coques cylindriques isotropes portion d'une coque cylindrique e t  coque 

cylindrique complète). 

"Certes, dans l a  majori té des applications techniques, l a  formu- 

l a t i o n  classique de POISSON-KIRCHOFF e s t  suffisant. pour l ' é tude  des problèmes 

de f lexion.  Cependant, l e s  imperfections de l a  t héo r i e  classique ont conduit 

plusieurs auteurs à proposer des modèles plus r a f f i né s ;  l ' un  des premiers 

f u t  E .  REISSNER [2] e t  tou t  récemment l e s  r é su l t a t s  a i n s i  obtenus furent 

rassemblés dans un important ouvrage de V.  PARC [3] avec un apport personnel 

de ce t  auteur' ' [ 11.  

Dans l a  théor ie  classique des plaques, il y a deux méthodes 

pr incipales  pour aborder l a  solut ion du problème, l a  méthode de CAUCHY-POISSON 

e t  l a  méthode de KIRCHOFF 141. Cette dernière a donné un sens physique à l a  

théor ie  des plaques. 

KIRCHOFF a basé s a  théor ie  sur  plusieurs suppositions, analogues 

à ce l l e s  u t i l i s é e s  en théor ie  des poutres. Ces hypothèses peuvent ê t r e  

rédui tes  aux deux suivantes : 

1 )  Une f i b r e  droi te  de l a  plaque perpendiculaire à l a  surface moyenne avant 

déformation, l u i  demeure perpendiculaire après déformation e t  ne change 

pas de longueur. 

2 )  Les contraintes normales suivants l e s  plans pa ra l l è l e s  à l a  surface 

moyenne peuvent ê t r e  négligées par comparaisons avec l e s  au t res  contra intes .  



Les principales hypothèses de l a  théorie des plaques minces 
-. - - - - - - - . - - 

servent de base à l a  théorie  usuelle des coques minces. 

Une coque e s t  d i t e  "mince" s i  t%&t (WR)<< d où g\ e s t  

l 'épaisseur de l a  coque (supposée uniforme) e t  R es t  l e  rayon de courbure 

principale maximum de s a  surface moyenne.dans l e s  applications techniques, 

il es t  admissible e t  pour une erreur  inférieure à 5 % de prendre : 

Notons qu ' i l  existe une importante différence dans l e  comportement 

des plaques e t  des coques sous l ' a c t ion  des charges extérieures. L'équilibre 

statique d'un élément de plaque soumis à une charge transversale n 'es t  

seulement possible que par l ' ac t ion  des moments de flexion e t  de torsion, 

habituellement accompagnées d'efforts tranchants, tandis qu'une coque, en 

général., e s t  capable de transmettre l e s  charges de surface par des contraintes 

de "membrane" qui agissent parallèllement au plan tangent en un point donné 

de l a  surface moyenne e t  sont distribuées uniformément à travers l 'épaisseur 

de l a  coque [ 5 ]  . 
Les nouvelles théories raffinées depuis LOVE-KIRCHOFF sont en 

général obtenues à p a r t i r  des équations de l ' é l a s t i c i t é  tridimensionnelle 

s o i t  par intégration de ces équations sur l a  variable épaisseur, c'est-à- 

d i re  l e  long des f ibres  de l a  plaque, so i t  par des hypothèses, sur l e s  

déplacements e t  l e s  contraintes, f a i t e s  à l ' i n t é r i eu r  de l a  plaque e t  de 

l a  coque. Toutes ces théories découplent l e s  e f fe t s  de flexion e t  de 

contrainte plme.  

L'approche que M. SOUCHET a proposé pour l ' é tude  des plaques 

isotropes e t  que nous généralisons aux plaques transversalement isotropes 

-- et  aux coques cylindriques, e s t  de nature différente.  Après avoir rappelé 

l e s  équettions de l ' é l a s t i c i t é  tridimensionnelle, nous obtenons une formulation 



var ia t ionnel le  par  in tégrat ion su r  l e s  f e u i l l e t s  de l a  plaque e t  de l a  coque. 

Des hypothèses "naturelles" compatibles sont f a i t e s  sur  l e s  dép3acements 

e t  l e s  charges sur l e s  bords seuls  de l a  plaque e t  de l a  coque ( e t  non à 

l ' i n t é r i e u r  de ce l les -c i ) .  

Une application e s t  donnée au Chapitre VI1 pour une plaque 

c i r cu l a i r e  encastrée, une modélisation numérique e s t  exp l ic i t ée  au 

Chapitre VII' pour l ' i n t ég ra t i on  des équations d i f f é r e n t i e l l e s  de l a  

coque cylindrique. 

Nom verrons que plus ieurs  problèmes res ten t  sans réponse e t  

que l a  théor ie  n ' e s t  pas encore auss i  générale que possible.  En pa r t i cu l i e r ,  

une étude d i r ec t e  de l a  formulation var ia t ionnel le  r e s t e  à f a i r e  en vue de 

1 ' u t i l i s a t i o n  directe des éléments f i n i s .  De plus ,  il faudrai t  étendre l e s  

r é su l t a t s  aux plaques orthotropes e t  à des coques plus générales. 
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CHAPITRE II 

EOUATTONS DE L'ELASTZCZTE LlNEATRE 

A - Soi t  un mil ieu l i n é a i r e  é las t ique  occupant un domaine 52 de 

l 'espace euclidien E , rapporté à un repère orthonormé Ox 
3 , 9 X2 ' X3 de 

+ + +  
base orthonormale associée e e2, 

1 y e3 

A tou t  point  x de R e t  pour t o u t  ins tan t  t ,  s i  

-t -t + + 
u(x , t )  = ui ei (resp.  o ( x , t )  = o i j (x , t )  ei @ e . )  J 

désigne l e  vecteur déplacement du point x (resp.  l e  tenseur symétrique 

des contraintes en ce point)  on a ( c f .  GURTIN : p. 69-73). 

où C e s t  un tenseur du quatrième ordre considéré comme endomorphisme 

symétrique de l 'espace vec tor ie l  des tenseurs symétriques du second ordre 

( C  e s t  symétrique pour l e  produit s ca l a i r e  qui 

a,  f3 symétriques -> (a .  B )  = T r  (a. 'f3) - 6.  .(i, j = 1,2,3) - i j  

I l  en r é s u l t e  classiquement que 

d'où, compte tenu de l a  symétrie de a e t  E 

Il y a donc au plus 21 coéff ic ients  (6 dans l e  cas ~ l a n ) .  

6 
La l o i  fondamentale de l a  dynamique entra ine  (GERMAIN [6 1 p. ex) 

-?3 3 a2ù 
Div o ( x , t )  + g ( x y t )  =p -, 

a t L  
2 

où, g,  p désignent respectivement l e s  densités volumique de forcesextérieures 

e t  massique au point  x €S1à l ' i n s t a n t  t .  



(z1.A-1) e t  1I.A-2) montrent que : 

3 
~ ( x )  : E (x) = ~ ( x )  : Grad, U 

(II . ~ - 4 )  

ce qui permet d 'écr i re  (11.A-3) sous l a  forme : 

2, 
d + +- a2G 
Div ( ~ ( x )  : Gradx U) + g = p - 

a t 2  

qui peut encore s ' éc r i r e  (PARSY ( I I ) )  

où l e s  

(11 .~-7)  

sont des tenseurs du second ordre. 

D m  Ce CLU d l  wz W e u  homogène et h o . t t o p e  (GERMAIM 16 1 ) 

( A ,  ~i constants) 

on a : 

les autres A. s ' en  déduisant par permutation circulaire  sur ( 1 ,  2, 3 ) .  
1 j 

-. -- - L11~-6) devient : . .  - .. , . - -. . . -. 
-- _L __ . . __  _ _  _ _  - - - - --_ - - -  . ------ =-----. -- -- ._ 



'L 
d -% 4 I -+  + 

( A  + 21.i) grad div  U - 1.i r o t  r o t  U + g = 
a2f " 

Dam Le cas d'un ntieceu homogène ;tna~~cl v m d e m e n t  Lampe pom la d i n e d o n  g3 

( c  ' est-&-dire ( GURTIN p. 87-89 ) dont l e  groupe de symétrie matér ie l le ,  

ensemble des tenseurs orthogonaux Q t e l s  que : 

(II .A- I O )  C ( X )  : Q . E . ~ Q  = Q . C ( X )  : E . ~ Q  

-% 
e s t  formé de l ' app l ica t ion  identique 1 e t  des rota t ions  d'axe e ) 

3 
on vo i t ,  dlaprès (1.A-10) que C ,  dans l e  cas tridimensionnel a ,  pour 

coeff ic ients  non nuls : 

= C 
"1133 2233 'C1122  e t  c 3333 ' 

S i  l ' on  pose : 

(II .A-7) s ' é c r i t  : 

(qui  redonne l e  cas isotrope lorsque h O = A, = A , po = pl = wS = p) . 
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2 
S i  Q = w x 1-h, h[ où w C R e s t  un ouvert borné ( f e u i l l e t  

moyen de l a  plaque) ; 2h e s t  1 ' épaisseur constante de l a  plaque. ( C )  désignera 

l a  f ron t i è r e  de w,  

rh = C x 1- h , h[ l e  bord l a t é r a l  de l a  plaque 
O 

rh = { , X2, E h)  8 } , E = + 1 l e s  faces supérieures 
E - 

( E  = + 1 )  e t  in fé r ieure  ( E  = - 1) de 0. 

3 
n désignera l e  vecteur un i t a i r e  normal extér ieur  à (k). 

'L 
3 Suivant SOUCHET [ l ]  pour tou te  fonction 3 de !Yi dans R on u t i l i s e r a  

S i  l ' on  in t rodui t  l e s  décompositions (1 .B-2) 
'L + + 3 

t 3 = g + g o e 3  

'L 

pour l e s  densités volumiques de charges extér ieures ,  surfaciques 2 de 
'L 

charges su r  x = ~h (E = + 1) e t  3 sur  rh , on obt ient  pour ( 1 . ~ - 6 )  compte 
3 - O 

tenu de (1 .~-13)  (dans l e  cas s ta t ique)  : .. 
iI 3 3 d* * 

p A : + ( A  +po)  grad d iv  u + u1 u + (h l  + p ) grad uo = - g 
O O 1 

a a  - - +  a 
dans Cl, l e s  opérateurs A = - - , grad = e - a Ua , d i v u = -  . 

axa axa a axa axa 

(cl = 1,2) désignant des opérateurs d i f f é r en t i e l s  plans ( c  'est-à-dire par 

rapport à xl e t  x ) .  
- - - - . -. . . . 

2 -. - - - - -. - - - - - -. - - - - . - - - - - -. - - - - . - - - . - - - - - - - - - . - - - -  - - -  . - - -  - - -  - - - 



- E h d i v  :+ (A, + 21i2) Go - E Po 
1 

+ A+ aul  ) x = - (rot ;) x compte tenu de : n A r o t  u = - (- - -  a ~ ,  a ~ ,  

S i  l ' o n  in t rodu i t  l e  décomposition d'un champ de vecteurs (SOUCHET) 
+ -3 + --3 

( 31 .~ -7 )  $ = u e + grad u + e A grad u2 (rappelée au  chapi t re  I I I )  
I O +3 d 1 3 (z + grad ul  + e A grad u2 où u e t  u sont des fonctions régul ières  3 1 2 

de S1 dans IR) l e s  équations(11.B-4, 5 e t  6 )  peuvent s e  mettre sous l e s  formes 

suivantes. 

Dans $2 

h . Sur ro . 
s i  l ' on  é c r i t  : 

on a ,  d'après (I.B-6) 

O r ,  on a : 



donc : 
- .  -. - - 

De même ; 

Comme : 

'on déduit de ce qui  précède que 

h 
expriment l e s  conditions aux l im i t e s  s u r  l e  bord latéral  ro . 



CHAPITRE 111 

t 
DECOMPOSITION D'UN CHAMP VECTORIEL PLAN DE ~'(d)] 

4 4 
Soi t  Z?€ LH m vecteur quelconque. 

On dé f in i t  : 'cd) t W d )  =[& f  L e l  que A! CL%) a ~ e c $ ~ = @ j  

(d) é tan t  l e  domaine; r e s t  son bord. 

So i t  4, t: 4 (d) t e l  que A uI = d ; tj*z 
Considérons l e  problème : 

4 
Ce problème admet une solution unique dans He (d) , on peut même 

d i r e  de plus que c e t t e  solution,  d'après l e  théorème de r égu l a r i t é  de 

C 
NIRENBERG, e s t  dans (d) (Principe du maximum ou Méthode in tégra le )  . Cg] 

Soi t  a l o r s  < Gtant au plan de 



a , "  e $ 
O 
O 

7i! 3 
5 O 

O 



O r  on a  toujours : 

avec r f ron t i è r e  d'un sous domaine quelconque 8 de d . 

111.1 donne a lo r s  : 

4 - 
A =  . A  = v.4 

é t an t  l e  vecteur tangent à l a  f r on t i è r e  r 

avec r f r on t i è r e  d'un sous domaine S de 
* 4 

d , e t  If t e l  que jHG-f =O pour tou te  courbe fermée r dans d . 
r 4 

I l  en r é su l t e  donc que l a  c i rcu la t ion  de & l e  long d'un a r c  

de courbe f i  , avec f i  point  f ixé  de d e t  point courant ,  e s t  

indépendante de l ' a r c  chois i .  

J_UdZ' JS e s t  une quant i té  fonction s ca l a i r e  du 
1 

Point M on a  : 

3 -0 
e s t  déf in ie  à une constante addi t ive  près.  E t  &-d H = d& , 

4 
l e  déplacement d f l  , on en déduit donc : 

2 4  

V= ~ ~ à f i ~  d a n s [ ~ ' ( d j ] ~  avec E go(tJJ 
































































































































































































































































































































































