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INTRODUCTTION GENERALE

Les travaux présent?s dans ce mémoire, mettent en ceuvre
une méthode sdimple qui permet de définin divernses reprisentations
d'état pour toutz une classe de sysximes continus, monovariables,

Lingalnes ou non.

L'etude s'appuie surn La simulation analogique. ELle
consiste en premien Lieu en une généralisation des méthodes usuelles
de caleul qui y sont associles. Celle-ci amine une nouvelle utilisation
du schima de simulation condulsant directement & des reprisentations

d'état par simple Lecture.

PRus génénalement, une méthode de passage direct d'une
nepriésentation d'un sysieme a une autre est exposle dans La deuxiZme
nartie. ELLe dicoule d'un ensemble de thiondmes mettant essentiellement
en ceuvre La notion de base de pofynomes traitée par Le caleul matriciel,

et condult a une géndralisation des opératewrs de simulation analoglique.

Engin, Le trhoisdiime chapitre &'attache & démontrern var

des exemples L'ef4icacits des méthodes proposées.

Alnsd, pourn deux types de sysiimes physiques sont introdulites
des neprisentatiors d'état, qui vérndifient Les propridtis des processus

et en facllitent L'analyse.
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CHAPITRE 1

APPLICATION DES METHODES DU CALCUL ANALOGIQUE

A LA REPRESENTATION D'ETAT
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INTRODUCTTON

La mithode de mise en Equation proposée est induite par Les
méthodes de neprésentation usuelles en caleul analogique.

En premien Lieu, ce chapitre rappelle £es cutils du caleul
analogique, basés sun Les opératewrs qu'Lil met en oceuvre. Cecl condudlt
a précisen La classe de systemes Etudils, rattachis a La notion de
fonction de trhansfenrt.

Les divers modes de neprisentation d'un systéme conduisent a
une Aintenprétation par La notion d'espace d'état, qui peamet L'utilisa-
tion des méthodes du caleul matriciel. La seconde paritie du chapitre
montre alons comment un schéma de simulation, éLabor? pan une modeli-
sation @ pantin d'une fonction de transfert, induit dgalement une mise
en Equation d'état deéteuninie par simple Lecture. i

Engin, L'application aux trois méthodes usuelles de simulation
permet de montren qu'elles sont dinectement associles 4 £rodls fonmes
cancniques de reprisentation des systémes continus monovariables.



~14-

1 - LA SIMULATION ANALOGIQUE

1.1 - LES METHODES DE STMULATION ANALOGIQUE

Les impératifs industriels exigent une bonne maitrise des
processus mis en oeuvre. La simulation analogique est un outil précieux
qui apporte souvent une contribution non négligeable aux études préalables,
En effet, elle permet de Visualiser le comportement du modé&le mathématique
qui approche au mieux la réalité physique. La calculatrice analogique
élabore la solution d'une équation différentielle ou d'un systéme diffé-
rentiel dont on a précisé les valeurs initiales. Une &tude par simulation
analogique implique donc un modé&le mathématique adapté du systéme &tudis.
Dans ce cas, les méthodes de calcul analogique permettent de transformer
un modéle initial en un schéma de simulation. Celui-ci ne met en oceuvre
que les opérateurs disponibles sur la calculatrice analogique, dont le
choix a &té& guidé par les impératifs techniques et l'exp&@rience. Ceux~ci

sont maintenant normalisés,

1.7 - OPERATEURS FORMELS DU CALCUL ANALOGIQUE

Actuellement, 1'élaboration d'un schéma de simulation implique
dans la plupart des cas une mise en oeuvre 3 partir des seuls opérateurs
normalisés disponibles sur la calculatrice. Leur nombre est relativement

restreint. Il convient de préciser les opérations réalisables.
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L'intégrateur est l'opérateur de base du calcul analogique,

qu'il justifie.

Dans la suite, nous symboliserons 1l'intégration d'une fonction

.

.. . X . 1
du temps par la multipliication de cette fonction par — .
P

Le schéma-bloc correspondant, dont l'entrée x et la sortie y

sont des fonctions du temps, prend la forme indiquée figure I-!.

Le]

Figure I-!

Cette représentation correspond 3 1'équation différentielle :

b) Sommaticn

Le sommateur effectue la somme de ses entrées. Dans la suite,
cette opération interviendra pour chaque noeud convergent entre plusiesurs
branches orientées du graphe (la fl&8che indique le sems du transfert

de l'information : entrée ou sortia).
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Ainsi la figure I-2 représente 1'opération
y=x + X, + ... 0F X lorsque vy, X x2 cee X sont des fonctions

scalaires du temps.

H

) £33 4

B

\ R

Figure I-2

- > - - -

Nous utilisons &galement la multiplication d'ume fonction

du temps par un coefficient constant quelconque appartenant & R .

Le schéma-bloc associé est indiqué figure I-3.

Figure I-3

Celle-ci représente l'équation : y = kX pour X &t ¥y

fonctions du temps, k coefficient réel gquelconque, positif ou négatif.
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Cet opérateur correspond formellement au potentioméctre de
la calculatrice analogique. Toutefeils la symbolijue choisie, qui est
indépendante des contraintes d'appareillage, généralise'l'opérateur
en ne tenént pas compte des impératifs technolagiqués. Ainsi le

changement de signe, représentd figure I-4, appartient 3 cette catégorie.

Remarque : dé&rivation

Le dérivateur n'est pas un op@rateur disponible sur la
calculatrice analogique. La raison n'en est pas seulement technique,
car 1l existe une explication formelle & cela : en effec il serait
impossible d'introduire les‘valeurs initiales dans une simulation
basée sur l'existence des seuls dérivateurs.

L'opération de dérivation, noté@e p, peut ainsi apparaitre
dans les calculs intermédiaires ; elle ne peut 2tre utilisée dans um

schéma de simulation.
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1.3 MODELISATION DES SYSTEMES CONTINUS LINEAIRES

Dans un premier temps, nous rappelons les méthodes de simu-

lation des systémes continus linéaires monovariables.

e B e - o o W - A" - - i h - - " - o 2 =

prippuii=pu eI - e R R R R

Un systéme continu linéaire monovariable est par définition

régi par une équation différentielle 3 coefficients constants.

11 existe entre l'entrée u(t) et la sortie y(t), toutes deux

fonctions du temps, une relation telle que :
n . m .
Soa .y a5 b W@ (1-1)
i=o i : 3

a .=CSte€1R,Vi€[o,n}

_ .8te .
bm_]-C CR,VJQ[o,m]
Posons
i .
d
y(l) = }1' = pty (1-2)
dt

-~

L'opérateur symbolique p est &quivalent 3 une multiplication

formelile de la variable par é% .
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Cette convention permet de représenter 1l'équation (I-i)

sous la forme :

n ) m .
I-3
2 a g Py = X by ook (=3
i=0 j=0
Soit :
., a__. p =y Z b__.p (I~4)
i=o "t <j=0 "
Il en résulte :
= i
y jgo Pasj P
..J = W(p) = = : (I"S)
> a_.p
i=o "7

Par définition W(p) est la fonction de transfert du systéme

Dans le cas ol une racine du numérateur est également racine
du dénominateur, il y a simplification d'un pSle par um zéro. Il apparailt
ainsi que la fonction de transfert représente le svstéme initial 3 un
coefficient multiplicatif pr@s du numérateur et du dénominateur. Dans
la suite, nous &carterons cette possibilité, ce qui revient 3 limiter
1'étude aux systémes continus linéaires monovariables commandables et

] - . - - . He .

observables, c'est~3d-dire représentés sans ambiguité par une fonction

de transfert.
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A partir de la fonction de transfert d'un systéme, les
méthodes de calcul analogique conduisent 3 un schéma de simulation
qui constitue une autre représentation du syst@me. Le principe comsiste

& se ramener aux opérations formellement possibles.

Trois méthodes principales sont souvent mises en évidence :
les deux méthodes du graphe et la méthode modale ; elles conduisent

chacune 3 un schéma de simulation particulier d'un méme systéme [3, 4, 5]

Position du probléme

Soit un systéme continu linfaire monovariable commandatble
et observable d'ordre n, d'entrée u , de sortie y et défini par sa

fonction de transfert telle que :

= J
Zo oy B
P = 3= = 25P -
L=wp) = L2 — =55 a #0 (1-6)
i§=:0 "ot P
Nous supposerons en outre que d° N(p) < d4° D(p) ~ I. En

effet, l'opération de dérivation &tant exclue, les degrds du numérateur

et du dénominateur sont au plus &gaux. S$'il y a égalité des degrés, on
peut décomposer une telle fonction de transfert F(p) en F(p) = C + W(p),
avec C constante et W(p) satisfaisant les hypothdses ci-dessus. Le

probléme est donc ramené 3 1'étude de ces seules fonctions de transfert.
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Sans préjuger de la généralité de la représentation, nous

posons a_ = 1,
n

I1 vient alors

n-1 3
N(p) _ ¥ jgo bmj ’
W = 2\P/ o Y o T
P+ 2 a _.p
i=0

La premiére méthode du graphe :

En faisant intervenir une variable intermédiaire x et en

séparant numérateur et dénominateur, on peut écrire :

Np) ¥y . X -
WE) =gy Tt Ecu (1-8)
avec
x _ 1 (n) _  _ ncl (1) -
Te)] >x u 2z a_; ¥ (I-9)
y ol €D
S=NP =y = j‘é bn_j x (I-10)

Ceci conduit au schéma de principe présenté figure I-5.
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Figure I-5

- n

Ce résultat est obtenu en suppcsant x( ) connu &t en
1'intégrant n fcis. Alors la relation(I-9)conduit 3 &laborer la
somme pondérée das dérivées d'ordre inférieur et de l'entrée de

(n)

maniére 3 les lier 3 x .

' b
b1 3 D=1
F N » F F N
u \ —
2 1 |@-) 1 1 | (3 1 | 1
. D E’ :: om— x._’_-_’.-' . e —-—’-—— X} ‘;‘ x%:
S B p P D D
v h 4 h 4 v
4 -
. —& @ B &t =%y
# ) : | ‘ ¢ e v e %
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L'équation (I~10) permet ensuite d'obtenir la sortie y par

simple sommation des grandeurs obtenues par la méthode précédente.

Notons que, si l'on étudie une fonction de transfert quelconque
sur laquelle aucune restriction n'a &t& faite, la réalisation de cette
simulation est commandable, mais pas toujours observable. En effet les
dérivées successives de x constituent un vecteur &tat dont la définition
est sans rapport avec le numérateur. Toutefois, nos hypothéses &cartent
cette &ventualité en assurant dés le départ la commandabilité et

1'observabilité.

La seconde méthode du graphe :

Le systéme &tudié est toujours régi par la fonction de

transfert (I-7) :

bn—j pJ

=Np) _y _ =0 -

W(p) D{(p) u R n-1 i (I-7
P+ a _. P
1=0

Divisons haut et bas par pn. Il vient :

n-1 b_ .

. =

: n-j
y.J=0p -
u n-1 a (I-11)

L+ n-i

i=0 pn—l
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Scit encore :

(b . u -

n-j n-j n-j Y) \1“12)

m

Ainsi y apparait comme une somme pondérée de ses intégrales

et de celles de u.

On en déduit immédiatement une représentation non redondante

quant au ncmbre d'intégrateurs (figure I-6)

u
r ‘F ~>”—— LIC s s p #
1 1 1
‘; ; ——— ; ‘; r——— '-’,—-o-t ren ;; —1_ ; ; -L
P P D D o
&
S OS
A__‘ * 4 se e cve < #

Figure I-6
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Cette fois, dans le cas général, la réalisation est toujours
observable mais pas toujours commandable. En effet, dans le cas d'une
entrée nulle, tout se passe comme si le numérateur était comstant. De-

nouveau, les hypothéses excluent la non commandabilité& du résultat.

. La méthode modale :

Nous &tudions toujours le systéme défini par la fonction de

transfert (I-7) :

Wy = Y@y o _d . (1-7)

On peut alors décomposer cette derniére, fraction rationnelle

en p, en éléments simples. Cette décomposition peut comporter :

er - . . - .
- des termes du | degré pour les racines simples du dénominateur,

tels que

8
p+taA

nd . . . .. . .
- des termes du 2 degré pour les racines imaginaires conjuguées :

ap + B
2
p- +tap+ b




_ . iémes
- des termes de degré k , 0 < k € q, pour les racines qle du

dénominateur

N(p)
(» +0k

avec N(p) numérateur de degré k - 1.

Supposons dans un premier temps, pour allédger la présentation,
que le dénominateur de la fonction de transfert possé&de n racines réelles

et distinctes, et notons les :

Dans ces conditiocns, il wvient :

= Bn--i+l )
W) =y o oS (1-13)
i=1 p + A
i
Soit
X. B . .
Tl. = n-iFl (I-14)
P+ A

On a alors

u, d'od x'. = R

n-i+!l i n-i+| e ki xi(I—IS)

X, (p + Ki) =8
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On obtient ainsi le schéma de simulation présentd figure I-7 :

a
e asuasarn
1 T
r—=—p— ’ t
P
N v
Y ‘)\1 v
1 z
3 - P >2 >
n> D
¥ 3 A A 4
b

.o
.o

A 4

Figure I-7

Dans ce cas, au contraire des deux schémas de simulation
obtenus précédemment, les intégrateurs sont disposés en paralléle et

non plus en série.
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présent la décomposition en &£lSments simples d'une

f0Y]

Si
fouction de transfert comporte des racines multiples ou complexes
. - 1 - 1 1 4 P -~ L
conjuguées, l'alliure globale du schéma reste la mEme, mais des branches
1

de simulation plus élaborses viennent se placer en paralldle avec ies

branches élémentaires du premier ordre.

Si les numérateurs sont d'ordre supérieur 3 0, lz modélisation
de ces branches &laborées nécessite la mise en oceuvre d'une des méthodes

précédentes.

Exemple :

Lz seconde méthode du graphe, appliquée au cas d'un &l&ment

simple correspondant 3 deux racines complexes conjugudes, soit

zap x 8 , conduit 3 la branche de simulation de la figure I-8 :
p +ap+b
u
> >-

() O 1

F 3
¥ 8

Figure I-8
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Nous avons vu les trois méthodes principales qui permettent
de représenter un systéme régli par une fonction de transfert 3 l'aide
d'un schéma de simulation. Réciproquement, il est possible sans problidme
d'identifier une fonction de transfert représentde par un schéma de
simulation dont la forme est normalisée. Dans le cas contraire, cette
détermination s'effectue par lecture des opéraﬁions symboliséss sur
le schéma et €limination des variables intermédiaires entre 1l'entrée

et la sortie.

Exemple d'appolication

oy 9t e B, oy o et prepphchasy been i

g
Ll

-A 4
3
Figure I-9
i ]
——— = = P X, =u-A_,X (I-18)
u Ay Ky ) 1 372
- - (b + 1))
—_— = ol + X, = 3 I-17
X, - Kz Xy P P 2 2 < (I-17)
y =—]- = -
SN 5 Py = %, ¥ KI x, (I-18)
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L'élimination de X, et X, donne finalement le résultat :

A, P+ A, A, + 1]
Y - -1 1 72 1 _
” W(p) 5 * 5 3 T (I-19)

Conclusion :

-y e i o o 2o e e

Nous avons présenté l'aspect fonctionnel du calcul analogique,
tel qu'il est mis en oeuvre habituellement. Il permet en particulier
la représentation des systémes continus linéaires monovariables. Les
propriétés de commandabilité et d'observabilité@ ne sont en général pas

simultanées dans une réalisation analogique des systémes é&tudiés.

I1 existe d'autres modes de représentation de tels systémes.
En particulier il s'avére commode, dans de nombreux cas pratiques,

d'utiliser une représentation d'état.

L'objet de 1'Btude suivante est d'associer une représentation

d'état 3 un schéma de .simulation.



—3]-

11 - NOUVELLE INTERPRETATION DU SCHEMA DE SIMULATION

Dans le paragraphe précédent, ncus avons défini par leur
fonction de transfert les systémes continus linéaires monovariables
commandables et observables. Nous envisageons maintenant leur repré-

sentation par un vecteur état.

11.1 - REPRESENTATION DES SYSTEMES

La fonction de transfert ne permet pas de représenter tous
les systémes. Elle implique d'une part la linéarité, d'autre part

une entrée et une sortie scalaires.

Pour 1'étude de systémes plus complexes, non linéaires, 3
entrée ou sortie multiple représentée par un vecteur, il faut définir

d'autres types de représentation.

I1 a déja &été proposé, pour les systémes multivariables,
une matrice de transfert, qui a &té étendue au cas des systémes mnon
linéaires par CHAUSSARD[6]. Cette dernidre définition fait intervenir
la notion de ré@ponse indicielle pour caractériser le comportement de
chaque sortie par rapport aux entrées. Toutefois la méthode par vecteur

état semble la plus générale.
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Un vecteur état est un ensemble de n valeurs de paramétres
servant 3 caractériser un systéme donné. Par définition, la connaissance
de 1l'évolution des entr@es sur un intervalle de temps [ti’ tf] et du
vecteur é&tat 3 l'instant initial t;, permet de prévoir le comportement

du systéme, en particulier ses sorties, sur tout l'intervalle [ti’ tf].

[2, 3]

L'espace d'état est la base du repére orthonormé sur laquelle

s'expriment les n composantes du vecteur &tat.

Celui-ci est décrit par l'identité (I-20) :

x](t)
Xz(t)
x(t) = i (1~20)
xn(t)
x(t) € R"

xi(t)€ R ,Vie [I, n]

Dans la plupart des cas, on utilise un vecteur é&tat comportant
le nombre nécessaire et suffisant de composantes. Toutefois, 1l'emploi

de descriptions redondantes est possible. [7] .
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Dans la suite, nous limiterons notre &tude 3 la classe de

systémes qui peuvent &@tre représentés de la fagon suivante :

t variable temps, t € [to’ oo[ tOQlR

x(t) vecteur état, x(t) €Rn, x(t)T {xl(t), xz(t) xn(t)}

u{t) vecteur entrée u(t) eRp, u(t)T {u,(t), uz(t) up(t)}
y(t) vecteur sortie y(t) € RY, y(t:)T ={ y](t), yz(t) yq(t)}
P et q bornés

La dérivée x'(t) &tant supposée explicite, les &quations

représentatives du systéme sont :

x'(t) = £(x(t), u(t), t) (I~21)

y(t) =g (x(t), u(e), t) (1~22)

g: R"x RP xR — RY

f permettant en principe de déterminer la solution de

1'équation (I-21) 3 partir de l'entrée u(t) et des valeurs initiales. [3]
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D'aprés la définition précédente, tout vecteur dont les

composantes sont combinaison linéaire des composantes d'un vecteur

gtat x(t), est également vecteur é&tat pour le systéme considéré.

I1 est donc possible d'envisager plusieurs représentations
d'état d'un méme systéme : l'étude peut &tre facilitée par le choix
y % P

d'une représentation adaptée. [réf. 9 a 13 ].

I1 est commode, alors, de ramener les équations (I-21) et
(I-22) 3 une formulation matricielle, qui permet l'utilisation des
méthodes de calcul matriciel. En particulier, un changement de vecteur

état revient 3 un calcul de changement de base.

Dans ce cas, les systémes admettent une représentation de

la forme (I-23)

x"(t) = M(x, u, t).x(t) + B(x, u, t).u(t) (1-23)

y (t) Cc(x, u,~t).x(t) + D(x, u, t‘).u(t)
x(t) vecteur état , x(t) € R"
u(t) vecteur entrée, u(t)€ RP
y(t) vecteur sortie, y(t) € R4

M matrice d'ordre n x n , B matrice d'ordre n x p

C matrice d'ordre q xn , D matrice d'ordre q x p
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Le cas général de 1l'équation (I-23) correspond aux systémes
non linéaires non stationnaires. Les systémes décrits par cette équation
sont linéaires si les quatre matrices sont indépendantes de x et u,

stationnaires si elles sont indépendantes de t.

Dans le cas particulier d'un systéme lindaire statiomnaire,
pour lequel on suppose par ailleurs y scalaire et u scalaire, c'est-
d~-dire p = | et ¢ = 1, on obtient, d'aprés (I-23), la mise en &quation

suivante :

]

X ) M. x(t) +B . u(t)

C . x(t) +D . u(t) (1-24)

y(t)

x(e) €R™, u(t)e R , y(t)E R

M matrice d'ordre n x n

B matrice d'ordre n x 1 , soit B vecteur colonne

C matrice d'ordre 1 x n-, soit C vecteur ligne

D matrice d'ordre 1 x 1 , soit D € R

Ces quatre matrices étant 3 ccefficients constants.

Si 1'on suppose en outre qu'il existe une &quation différen-
tielle entre y et u, ces hypoth@ses sont des conditions nécessaires et
suffisantes 3 1'existence d'une fonction de transfert commandable et
observable. L'&tude du paraéraphe précédent indique par conséquent qu'il

existe &galement une relation du type (I-7) :
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N(p) 2 i ¥

= p) .Y . 1% -

Wip) = 5oy ~ . e - (I-7)
Pt 2 a._.p

Ainsi les relations (I-24) et (I-7) constituent deux repré-

sentations admissibles du mé€me systéme.

La présente étude se propose d'associer l'une et 1'autre

par l'intermédiaire des méthodes de simulation analogique.

1T1.2 - VECTEUR ETAT INDUIT PAR UN SCHEMA DE SIMULATION

a) Vaniables d'un schéma de simulation

- - - - . A . - . - e e e n - - ——

Examinons un des schémas de simulation obtenus par les méthodes
liées aux opérateurs disponibles sur une calculatrice analogique, par
exemple celui de la figure I-6 caractéristique de la seconde méthode
du graphe. Celui-ci comporte deux variables (l'entrZe u et la sortie y)
et n intégrateurs. Si on fait correspondre une variable X, d la sortie
d .éme . . . . ' ,

u i intégrateur, alors la dérivée de cette variable, x i figure

avant 1l'int8grateur. Il suffit donc d'écrire la somme de ses entrées

pour obtenir une expression imm&diate de cette dérivée x'i.

D'aprés la remarque du paragraphe précé@dent (II.1 c) ceci

peut constituer le point de départ d'une mise en &quation d'état.
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Cette observation nous suggsre 1l'idée qui va constituer le
fondement de la méthode en vue d'obtenir une mise en équation d'état

3 partir d'un schéma de simulation. Elle conduit 3 1l'énoncé& suivant :

Sur un schéma de simulation d'un systéme, soit X, la

. - . . ém
variable correspondant 3 la sortie du i“"°

intégrateur nécessaire
34 cette simulation. L'ensemble des X i€ [l, n] constitue les

composantes d'un vecteur &tat d'ordre n.

- o e s i K i o = o - -~ —— - -—a— o

Cet énoncé ne pose aucune hypothése sur la nature de la
sortie y et de l'entrée u, 3 condition que cel;es—ci solent scalaires.
Par conséquent, la méthode permet d'envisager le cas oii 1l'entrée u
s'exprime en fonction d'autres grandeurs caractéristiques du systéme.
De fagon générale, pour un systdme boucl&, on a une expression du

type (I-25)

u=f(y, e, £, t, X, R (1-25)



u variable

y variable

e variable

variable

(U]

t variable

XO vecteur

La méthode
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d'entrée de la fonction de transfert
de sortie

commande de la boucle fermée

gcart

temps, ¢t € [co, ] [

dtar 3 l'instant initial to

conduit 3 transformer la fonction de transfert

entre u et y en une représentation d'état. Pour obtenir une représentation

du systéme global, il suffit ensuite de reporter la relation de bouclage

entre y et u, telle que (I-25), dans les &quations obtesnues. La méthode

conduit i des ré&sultats pour un trés grand nombre de systdmes.

- On peut envisager le cas des syst@mes lingaires en régime non autonome,

décrits par la figure I~10, pour lesquels 1la relation de bouclage est

du type :

u

e -7y

W (p) I

A 4

Figure I-10



- La méthode convient &galement pour les systdmes non linéaires 3
non-linéarité séparable, tel que celui de la figure I-11, dont la

relation de bouclage est

u = £(y) (I-27)

f caractéristique de la non-linéarité

— ¥ (p) R
¥ 3 ) 4
NL
Figure I-11

- Plus généralement, 1'étude des systémes de type Lur'e Postnikov [14]
en régime non autonome présentds figure I-12, est possible. Leur

entrée u s'exprime sous la forme

™
[

—e-y (1-28)

£(e) = f(e - y) (1-29)

(=4
it

f caract8ristique de la non-linéarit@ en supposant que le

signal de commande est fonction explicite de 1'état.

NL 4 ¥ (o) y_ 5

Figure I-~12
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- On peut encore envisager le cas des systémes interconnectés

u, =~f(e] -, + yz)

(I-30)
Uy = 8ley =y, *yp)
g
LAS) b
Ir
g

Figure I-13

Hio
L!L’LQ
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- ou le cas des syst2mes & plusieurs non-linéarités

S u, = ﬁ(yz)
( (I-31)
u, = g(yl)
uy 74
- ¥, > ¥, (3) -
4 T
75 . \

Figure I-14

IT.3 - SCHEMA DE SIMULATTION ET REPRESENTATION D'ETAT

Suivant 1'idée de base, om place les X, i€ [1, n] '
éomposanms du vecteur &tat, 3 la sortie de chaque intégrateur. Alors
les égalité@s constituant la mise en équation recherché@e sont obtenues
simplement par lecture des opérations symbolis@es sur le schéma, c'est-

d-dire en exprimant la somme des entrdes de chaque intégrateur.
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La structure du schéma implique que les variables qui
interviennent dans cette somme sont des variables d'dtat ou l'entrée u.

On a donc
n
x'i = jz% mij X, + bi u \71 < [l,n] (I-32)

La juxtaposition des n &galités de cette sorte conduit bien

d la formulation matricielle :

x'(t)

i
=

.x(t) + B . ult) (1~-33)

M= (mij) 1

1€j<n

B = (bi ) 1< i

N

1<n

n
=1

Suivant un raisonnement analogue, on obtient pour la sortie

y(t) une relation de la forme :

"

C .(t) + D.u(e) (1-34)

= (Ci )

D € R

y(t)

N
o
N
=]
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Reprenons l'exemple de la figure I-9 pour appliquer la

méthode proposée précédemment.

Les variables ;5 i€ [l, 3 ] , de la figure I-15 sont

donc les variables d'état du systéme.

> A
*
L) : X Z =3
—-——«)——-——-;;---1-¢ o s el T S ; 577,
& h 4

4

D
>,J
4

Figure I-15

Les &quations caractérisciques de chaque opérateur conduisent

3 8crire



wdplym

' = -
x', =u A3 X,
! = -
x', = %, Az X,
(1-35)
t -
X'y =Xyt A K
y = X3
On obtient ainsi
~ " 3 1 [ q
x'ﬂ 0 A, 0 T x, I
x'2 = 1 -Xz 0 X, + 0 u (1-36)
x' A I 0 X 0
3 l 3
- o s - - J b J
%
vy = (0, 0, 1) X, + 0.u (1-37)
*3
Les deux relations(I-36)et (I-37)correspondent bien i la
formulation générale (I-24)
x'(t) =M . x(t) + B . u(r)
(1-24)
y(t) =C . x(t) +D . u(t)

On obtient les quatre matrices M, B, C, D par identification.
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Le calcul de la fonction de transfert de ce systéme,

effectué au paragraphe I1.3-c , a domné le résultat :

}\]p+>\1>\2+1

3 2
Pt A, Pt AgP

y _ -
T =W =

(I-38)

-

La méthode conduit 3 une mise en équation d'état du systidme

-8tudié représenté& par une fonction de transfert.

Dans 1'énoncé du principe de base, nous admettons que 1l'ensemble
des X , i.€|},n] constitue un vecteur &tat d'ordre n du systéme. Ceci
ne pose aucun probléme dans le cadre des hypothéses que nous nous sommes
donifées., Toutefois, dans le cas général, la repré@sentation d'état obtenue
peut &tre redondante, en particulier lorsque la fonction de transfert
de départ comporte une simplification d‘'un pdle par un zé&ro. D'apris

nos hypothéses initiales, ce cas est exclus.



u
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T11 - APPLICATICON AUX METHOTDES USUELLES DE STMULATION

Nous pouvons 3 présent &tudier les représentations d'état
associées aux trois principaux schémas analogiques que nous avons

présentés au paragraphe I.3-b .

I1T.7 - LA PREMIERE METHODE DU GRAPHE

al Mlse en ceuvae de La méthnode

- - —— >~ -~ - wn - — - -

Sur le schéma de principe de la figure I-5, nous plagons les

variables d'état 3 la sortie de chaque opérateur. On obtient ainsi

r

O ©
A »
1 x[l o 1 @-1 > 1 ng2 Pe o oot cmndpommd 1 xg -
© | P p P
) 4 \ 4 L 4 4

"'8.1 -8.2 -, X

s

a

A
4
A

Figure I-16
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Les opérations lues sur le schéma sont alors

X 1
n =
u - a]x - 32 Xn—-l PN -a.n_.1 Xz - an Xl D
Ex'p TUTF, 78 X ~qn-1 *2 T %
Xa-1 1
= % ! =
x P < a-i *a
n
X
n-2 | o _
X D = * n-2 ~ Fo-1
b4
2 = _..1.... ! -
3 D @ £, X3
A I
X, P 1 2
b R ) * b ¥ *bE,

0] X
X
X
0 0 1 X
- - - - - X
an an-l an—Z aZ a1 n
4 L 40k

17

(I-39)

0




x, 7]
X,
y = (bn’ b‘ﬂ"']’ bn_zs se s o bz; b]) X3 (I—(&])
Xn-1
X
n
. -

La représentation d'8tat associée 3 la premiére méthode du
graphe est une forme Compagnon I, forme canonique de représentation
des systémes [2 ]. Nous la noterons MCI dans la suite de 1l'é&tude.

Par identification, on déduit les quatre matrices de la forme générale

(1-24).
— -t P -y
M= \ 1 0 B =
0 0 i 0
-an -an_i -an_z.. —a2 —a1 1
L J = -
C = (bn’ bn—l’ bn—Z’ ey b2’ bl) D=0

Soit le systéme en boucle fermée de type Lur'e Postnikov

proposé figure I-17 [14 ,15]




[

€ u
TL > W (p) 7
<

. Figure I-17

La fonction de transfert W(p) est celle &tudide auparavant.

Elle est incluse cette fois dans un schéma du type Lur'e Postnikov

fonctionnant en régime non autonome. Aprds transformation par la

premiére méthode du graphe, le schéma développé du systéme est alors :

v

-1 1 2 3

|

——

u 4 4 4
> P v v ng » p r—’ —y
h 4 \ 4 L 4
.
'Y
&y &2 %
< < < <+

Figure I-18

4

“ |,.

1
2 JL
b4
1
i 1 >
®
A h 4
-
-1
&




I7.2 - LA SECONDE METHODE DU GRAPHE

a) Mdise en ceuvae de fa méthede

. - - o - e - > o - - - - - —

Sur le schéma de principe de la figure I-6, on place de

nouveau les variables d'&tat 3 la sortie de chaque opérateur, soit

Figure I-19

> » > . - >—
[ 1 1™ L 13 Wi {1
>——5 1> - . - > —— >
)2 ? p D o
&
S (3 OB
3 i
< 4 < . < <



TL [ W (p) p—

. Figure I-17

La fonction de transfert W(p) est celle &tudide auparavant.
Elle est incluse cette fois dans un schéma du type Lur'e Postnikov
fonctionnant en régime nomn autonome. Aprés transformation par la

premidre méthode du graphe, le schéma développé du systéme est alors :

y
4 <+ ~+ e o +
1 1 -1
y
——
u S A 4
b.q b< x
NI ERES ;o 2 LR , 1
—r 1> g vo——{_ L
+— D P P ? D
A 4 4 v +
|
4
a a
1 2 on-1
< 4 47 vi*ouu ve oo 4

Figure I-18
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Pour obtenir la mise en équation de ce systéme global, il
suffit d'exprimer u dans ce cas précis et de le: remplacer par son

expression dans les relations (I-40) et (I-41)

Iei

u = £(g)

Si f est la fonction caractéristique de la non linéarité.

Si £(0) = 0, on peut supposer l'existence d'une fonction bornée

£* telle que [15] -

R — R
(1-42)
Vee B cRr i) =t .c=£. ¢
On a alors
*x
u=f(g) = £ . ¢ (I-43)
Or
E=e -y ) i (I-44)
Donc en reportant, il vient
u=f . e=f5 . (e-y) = .e-£" .y (I-45)

L'expression de y est donnée par (I-41).

Donc en reportant dans (I-40) on obtient
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x', ¢ 1 0 0 X, 0
]
. \ X,
x'3 = X, +
. 0 .
x' 0 0 1 X 0
n-1 n-1
x' ~asb £*  -a b £Y ... -a -p f* x £*
n nn n-1 "n-1 1 71 n
- . J 4 . B .
- - (1-46)
X
%2
y = (bn » b_1» Boo bys bl) X4 (I-47)
Xn—l
X
o
L J

La forme obtenue est la repré@sentation d'état Compagnon I
pour un systéme non-linfaire de type Lur'e Postnikov fonctionnant en
régime non autonome [17]. Cette forme est donc associée i la premidre

méthode du graphe.

La méthode proposée a permis d'une part de retrouver simplement,
i partir d'un schéma de simulation d&duit de 1'expression de la fonction
de transfert par la 18re méthode du graphe, la forme canonique dite
Compagnon représentative de 1'état du systéme. Ensuite ce ré&sultat

s'étend au cas des systémes non-linéaires de type Lur'e Postnikov en

régime forcé.



IT1.2 - LA SECONDE METHODE DU GRAPHE

a} Mdise en ceuvae de Za méthede

Sur le schéma de principe de la figure I-6, on place de

nouveau les variables d'état 3 la sortie de chaque opérateur, soit :

— > . >—
[ 12 N 1 Pt |27
> > - > >t 5
P > ? D >
3 4
O € D O
<+ < < < <

Figure I-19
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Les équations lues sur le schéma sont alors

1 = -

X, bn u a 'y
T -

Xg=b yu-a _v*x
- -

Xig=bpu=-a, ,y*x
1 = -

X, =bpu-ay+x,

y=x

- = I~

0 0 -a X
n

i . -an-l X
0 —an—Z X
0 -a, X
0O oo 0 1 -a, X

e — .

(1-48)




F —
X
)
y= (0, - 0, N (I-50)
Xn--l
| %]

La représentation d'état assocife 3 la seconde méthode du

graphe est cette fois une forme Compagnon II, que nous noterons MCII [2]

Par identification, on détermine les quatre matrices de

la forme générale (I-24)

c = (0, O, o v 0, 1) D=0

——— - - = ——— e — - — ——

De la méme fagon qu'au paragraphe précédent, le schéma-bloc

caractéristique d'un systéme de type Lur'e Postmikov



Y

7 (3)

-]
ot
Ye

4!\

Figure I-17

est transformé par la seconde méthode du graphe en un schéma développé

tel:que

£
¢ ‘ c et < 21T L A
1
° 3
T Z ==Yy
Nk , 1 R B il A BT I
- ; ; p —,——... ve » p > p v
F s
v
4 — . . o’ -&

Figure I-20
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t
xy
X'
2
X’
3
X'
n-1]
xl
n
- b
y=1(, 0,

(I-45)

(I-52)

C'est une représentation d'dtat Compagnon II pour un systéme

non-linéaire de type Lur'e Postnikov en régime forcé|17]. '
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11T7.3 - LA METHODE MODALE

al Mise en oeuvre de La méthode

De nouveau, nous supposerons, pour alléger la présentation,
que le systéme comporte n racines réelles et distinctes. L'@tude des

autres cas est analogue, compte tenu des indications du paragraphe I,
Le schéma de principe de la figure I-7 comportait dé&ja des
variables Xys Xy eee X 4 la sortie de chaque opérateur pour les bescins

de la simulation. Nous les assimilons désormais aux variables d'état,

La mise en équation qui en découle est

v = - 3

xhp =B u T AR
' = -

Xy =B u T Ay %
. (1-53)
' = —

X n B1 u >\n Xn

Y =R F Ry e ¥R

Phpt S Sy gt ui i haihngs

La mise en &quation matricielle est alors
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8lf).
Bn-l
8y

B1
(I-54)
(I-55)

Nous trouvons cette fois une matrice M diagonale. En effet,

on détermine par identification les quatre matrices de la forme générale

(1-24)

cC= (1

b

1

1




- - W - ot - o o —— - - = - " -

Partant d'un schéma-bloc caract@ristique d'un systdme de

pe Lur'e Postnikov

Ya

v

&L
<

Figure I-17

méthode modale conduit au schéma de principe présentd figure I-21 :

0 W S ,
Y SEEN f
- 4

¥
. 4
v

JL
1 +
» H .
3 i
N 3 R a ' o .
— T >
?
~
4 M M /.w,}‘:\ ‘
Do,
3 - '
\Lui;j,.
. St
a
<
<




La relation
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(I-45)

reportée dans la matrice (I-54), l'expression de y étant donnée par

(I-55), il vient :

y = (I

quable.

chaque ligne proviennent de l'intervention de y, qui s'exprime en

— x
—A]-Bn £
*
—Bn-l £
: *
‘62 f
-8 f*

-8 £*
n
%
—Bn—l f
%
_52 £

(1-57)

Cette fois, la matrice M est une matrice pleine, non remar-

. - s 2
Toutefois, on observe que les termes non-linéaires en £ de

fonction de toutes les variables d'état X:s i€ [1, n] . Donc si on

‘s . ~ b3
prend X = ¥y comme derniére wvariable d'état, les termes en f d'une

ligne se limiteront 3 la derniére colonne de cette ligne.

non plus en paralléle avec les autres.

Ceci revient 3 placer le dernier intégrateur devant y, et
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On aboutit ainsi au schéma de la figure I-22

R N B
R Beey>T1T2>17 >
4 v Y
y P y%
Y - g
T 4 Y €
' O
ol
' . N1
4

f -
Figure 1-22 V

Les n—-1 premidres lignes de la mise en équation sont identi-

ques. Pour la dermiére, il vient



-§2=~

Ceci conduit & la forme matricielle suivante :

—x'l ] P—Al 0 \\\\ 0 X,
x', 0 -Az X,
l : AN .
A -
X 0 0 An—l 0 X
x' | 1 .. 1 -A X
n n n
.r -—
)
y=0(0,0, .. 0, 1) | *2
-1
x
n
b wd

(I-60)

Cette derniére relation est la méme que pour la deuxidme

méthode du graphe puisque, dans les deux cas, la sortie est égale 3

la dernidre variable d'état.

Il suffit de faire intervenir 1'égalité

u=f .=

f

%

. e - fx .y

dans (I-59) pour obtenir la représentation suivante :

- - - —
0 Bn £ X,
=

- F
\\ Bn—lL XZ
0 . .

b

An—l -82 £ xn--l
=

. 1 fkn-ﬁlf *a

(I-45)
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I1 s'agit cette fois d'une matrice dont la forme a &té& proposée
par GROUMPOS, et géndralisée par BENREJEB sous le nom de matrice dite

en fléche.[REE. 16 3 20 ]

Nous avons donc,en utilisant des opérations appropriées,
montré les transformations auxquelles correspond la forme en fléche.
Mais le schéma de simulation ayant &té modifié, il faut calculer les

coefficients par identification.

Ce calcul sera conduit tré&s simplement par substitution 3

partir des é&quations lues sur le schéma I-22.

X
1 1
T WS ol =/ p X, =8 u-Ai x (I-63)
x,(p + A = B, U
.
u p + XI
De la méme fagon
2o Fae e S ol 2
u P+ Xz >t g P+ A T p+ Xn—l



X 1
n - -
= => PX_ = X+ Xye..tx Bl u Knxn
K, + Koy oot X +B8. u-XA x P
1 2 -1 1 n
(I-65)
( + Kn) Xy TXp TRy e T E Y Bl u
X X X X
n 1 2 n-1
+ i 2 — —
( An) u T . st Bl
% X X X __
.—2: ! ....1_+._2+ + n-1 + 8
u p + An u u u 1
Avec X =7, en réduisant au méme dé&nominateur, il vient
n-| n-1 n-1
LN § INCER RIS § SCREW
x  i=1 ?#i k=i
Ls-2a ] (I-66)
(B +A) (@ *hy) -ov (B A__) (@ * 1)
En redécomposant cette fraction rationnelle en Eléments simples,
on trouve
n B X
- D, _poirl (1-67)
i=1 p + Ai

Cette relation est la formulation (I-13) que nous avions
donnée de la fonction de transfert commandable et observable W(p),

sachant que les -Ai, i€ [1, n] sont ses pOles.

Par conséquent la figure I-~22 constitue un schéma développé
de la méme fonction de transfert entre y et u. La relation (I-61) définit
donc une représentation d'état matricielle admissible du systéme initial.
Celle-ci correspond 3 une matrice M en fléche particuli&re, notée MFLE'

Ainsi la méthode permet d'introduire directement une forme en fl&che

-~

particuliére et met en &vidence son existence par son obtention & partir

de la méthode modale.
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CONCLUSTION

Dans ce chapitre, nous avons rappelé les méthodes du calcul
analogique et &tendu l'utilisation du schéma de simulation en y
introduisant des variables supplémentaires assimilées aux variables
d'état. Ce procédé, appliqué aux trois méthodes conventionnelles de
calcul analogique, nous a permis de passer directement d'une fonction
de transfert 3 des représentations d'é&tat canoniques (formes compa-

gnon I et II, forme en flé&che).

Nous avons ainsi montré dans un premier temps l'efficacité
de la méthode proposée. Dés le premier abord, son caractére particu-
liérement maniable et facile d'emploi en fait un outil efficace pour
l'obtention de représentations d'état. Elle appelle donc des dévelop~-
pements plus importants, et le deuxiéme chapitre s'attachera a

1'élaborer davantage.
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CHAPITRE I

LA SIMULATION PAR OPERATEURS GENERALISES

ET SES APPLICATIONS
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INTRODUCTTION

Dans le chapitre précédent, nous avons .montré qu'un schéma
de simulation, élaboré par modélisation d'une fonction de transfert,
induit également une mise en équation d'état déterminée par simpie
lecture. Ainsi trois formes canoniques particuliéres représentatives
des systémes ont &té associées 3 des schémas obtenus par les méthodes

usuelles de simulation.

L'objet de ce second chapitre est d'élargir les possibilités

de la méthode proposée.

Dans ce but, nous introduisons en premier lieu une nouvelle
repfésentation dans les schémas analogiques. Nous définirons ainsi les
opérateurs ''généralisés’, dont 1'intégrateur, le sommateur et le
potentiométre ne sont que des cas particuliers. L'utilisation des
opérateurs généralisés dans les schémas de simulation conventionnels
présentés au chapitre I conduit immédiatement I de nouvelles repré-
sentations d'état, dont les coefficients sont déterminés par identifi-
cation. Toutefois ce calcul, mené par substitution 3 partir des équations

obtenues par lecture du schéma, peut s'avérer fastidieux dans le cas

des systémes de grande dimension.



...70._

Pour pallier cet inconvénient, des théorémes permettent,
dans un deuxiéme temps, de déduire la matrice de passage d'une repré-
sentation matricielle d'un systéme 3une autre 3 partir des deux schémas
de simulation correspondants. Ces résultats sont obtenus en comparant
les opérateurs généralisés intervenant dans la modélisation et les deux
polynfmes en p constituant le numérateur et le dénominateur de la fonction

de transfert.

Ce dernier point compléte la mé&thode, puisque celle-ci conduit
alors 3 des représentations d'état, et aux matrices de passage d'une

représentation i une autre.

Cette approche permet donc une meilleure maltrise des problémes

de changement de base pour ce type de représentations,

Enfin, dans le troisiéme paragraphe, une mise en oeuvre de
ce nouvel outil est envisagée dans le but d'effectuer une recherche

systématique de formes nouvelles.
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T - DEFINITION DES OPERATEURS GENERALISES

1.1 - GENERALISATION DES OPERATEURS DE CALCUL ANALOGIGUE [77]

Dans le premier chapitre, nous avouns défini une symbolique
pour la constitution d'un schéma de simulation. Celle-ci fait intervenir

-~

des &léments induits par les opérateurs dispcnmibles sur la calculatrice
analogique, et normalisds. Ceci a permis de déterminer des schémas de

simulation auxquels on peut associer une représentation d'8ta:.

Reprenons l'exemple du paragraphe 1.3 c¢ du premier chapitre.

Dans le schéma représenté figure I-9, nous pouvons isoler 1l'opérateur

central : ceci conduit & la figure II-I.

Figure I1I-1
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La mise en &quation de cet &lément suivant les régles

usuelles conduit & &crire :

*9 1
= - 'ad = - -1
T > d'od p X, = X KZ X, (II-1)
1 2 72
En faccorisant, il vient :
(p + Rz) X, = X, (11-2)
Soit encore :
X
2
== - +‘A . (1I-3)
1 < 2

Cette relation (II-3) caractérise 1'El&ment représentd
figure II-1. On constate qu'elle correspond &galement au schéma de

la figure II-2 dans lequel intervient 1'opérateur symbolique-gf£7r—
2

.

Figure II-2
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Par définition, 1'opérateur E-%_X" représenté figure II-2

2
sera appelé opérateur généralisé.

Par extension, si on utilise comme nouvel opérateur

1 1

1

T €. 0}xR, 1l'ensemble des J o= + J, j €N
St 0 (GWER xR P o + 93,
constitue une nouvelle base de 1'espace vectoriel des polynSmes en p,

dont la base naturelle est 1'ensemble pk, k €N

Par conséquent, on peut toujours écrire, de fagon unique :

Yy NP _ N (D -
Wp) =3 D(p) D'(p") (11-4)

Ainsi, cette derniére relation permet une simulation utilisant

1 .
57 comme opérateur de base.

1 - . . s
% =———-  egt un opérateur généralisé.
Xp * ¥

1
Y
Un opérateur généralisé est un &lément plus complexe mettant

en oeuvre plusieurs opérateurs normalisés tels que nous les avons

introduits au chapitre I.

A partir de cette remarque, on peut étendre encore la

notion en considérant un opérateur généralisé comme un module repré-

senté par la figure II-3.



v

Figure II-3

A l'intérieur de ce module figure un opérateur généralisé

sous forme de fraction rationnelle de deux polyndmes en p d'ordre

fini.
Soit
m
2. BJ pJ
gT = lig—-———— avec m £
i
2 @, P
1=0

(II-4)

Dés lors, la fonction de transfert, dount l'expression est

dounde par la relation (I~7), est également un opérateur généralisé

particulier.

(I-7



La définition des opérateurs généralisés sous forme de modules,
conformément 3 la figure II-3, permet d'étendre leur utilisation 3 d'autres
types de systémes que les modéles continus. Pour chaque type de prpb}éme{
les opérateurs normalisés de base, &léments constitutifs de ces moduLégﬁ

sont adaptés au cas envisagé.

De fagon générale, la mise en oeuvre de cette méthode nécessite
un corps muni d'un opérateur spatial (le sommateur en continu) et d'un

opérateur temporel (1l'intégrateur en continu).

Dans le cas des systémes logiques, le champ de Gallois modulo 2
[27], dont la sommation spatiale est la fonction dilemme et la sommation
temporelle la bascule, répond 3 ces hypothé&ses. On peut donc &tendre les

méthodes de simulation analogique au cadre des systémes logiques.
Dans le cas des systémes discrets, le sommateur est encore
1l'opérateur spatial, mais il faut d&finir un opérateur temporel propre

3 1l'échantillonné.

Soit un systéme discret d&fini par une &quation de récurrence

telle que II-5 :

d q
= 5 TT—
Y]_']ﬁ'q + ig ai yn+q_i iz:‘o bi U.n+q~i (-.I 5)
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On introdult l'opérateur z défini par l'identitd II-6 :

(II-6)

L'Bquation de récurrence II-5 se raméne alors 3 une fonction

de transfert em z, qui s'Bcrit sous la forme :

(II-7)

Le module él&mentaire pour une simulation utilisant z
comme opérateur de base, représentd figure II-4, correspond 3 la

mise en équation II-8.

Figure TI-4

|

=z d'ol v =2z.u =au (11-8)

[
o]
]
=]
+

La réalisation de ce module constitue une impossibilité. En
effet cet opérateur est anticipateur puisque sa sortie est &Egale i son

-

entrée 34 la séquence suivante.
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En revanche, une simulation basé€e sur l'opérateur Py

fait intervenir le module dlémentaire de la figure II-S.

\ O
!
' o4

Figure II-5

La mise en &quation correspondante est :

Ya 1

—— = - d'od v = u (II“Q)
a2z

Cet opérateur redonne L1'entr8e 3 la sortie aprés une période
d'échantillonnage : tout opérateur de d8calage ou 3 effet mémoire est

donc conforme au type recherché.

L'utilisation des opérateurs généralis&s permet de faire trés
simplement le lien entre la représentation en z et la représentation
meoins connue en %, introduite par TSCHAUNER [22] ; et qui relie Equations

de récurrence et équations aux différences.
Cet opérateur est dé€fini par la relation :

T = Yz + | avec ‘X = | soit g = z - | (11-10)
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L'ensemble des Cq, q € N, constitue une nouvelle base de
1l'espace vectoriel des polyndmes en z. Par comsdquent la fonction de

transfert en z peut s'écrire de fagon unique

- _N(z) _N'(D) _
= V@ 5T T T (=10

& |

. . . Ly 1 :
Cette relation permet une simulation utilisant — comme

opérateur temporel de base.

v

z=-1

Figure I1I-6

La mise en &quation du module &l&mentaire reprdsenté

figure II-6, s'écrit alers :

= Par— d'ol v - v =u (I1-12)

- ! . -
L'opérateur = fait la somme de toutes ses entrées pour les
S
séquences successives ; il a été défini comme intégrateur discret par

R. DEHORS =t F. LAUPENT [23].
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Ainsi il apparait une analogie entre la simulation de

systémes de nature différente.

En discret, on peut choisir le sommateur comme opérateur
spatial et 1l'intégrateur discret défini précédemment comme opérateur

temporel. [24].

Ainsi, la définition tré&s large des opérateurs généralisés

permet de les adapter 3 de nombreux types de problémes.

L'étude suivante sera limitée au cas des systémes continus.
Un certain nombre de théorémes peuvent donner lieu 3 une transposition

directe en ce qui concerne les systémes échantillonnés.



-80~-

1.2 - MISE EN QEUVRE DES OPERATEURS GENERALISES PAR LES DEUX

PREMIERES METHODES DU GRAPHE

Soit un systéme continu linéaire monovariable, commandable
et observable, d'ordre n, d'entrée u, de sortie y et défini par sa

fonction de transfert :

n—-1-
DI X
_Np) _y _ _i=0 -
W(P) - D(p) - u - R ﬂ:_l i (I 7)
P * 2 a _.p
i=0

L'&8tude du paragraphe III.! du chapitre I a montré que le
schéma de simulation d'un tel systé@me obtenu par la lé&re méthode du
graphe est associé i une représentation d'état du type Compagnen I.
On envisage d'appliquer immédiatement les opérateurs généralisés i

cet exemple.

Sur le schéma de principe de la figure I-16, nous substituerons

aux intégrateurs des opérateurs généralisés du premier ordre, de la

1

forme ——— .
Xp+ Y

Le principe de base de la méthode de mise en équation, présenté
au chapitre I, conduit & placer les variables d'état 3 la sortie de
chaque opérateur comportant au moins un intégrateur, c'est-3~dire
symbolisé& par un rectangle, sans tenir compte des autres &liments

figurant sur le schéma. C'est pourquoi um gain constant isolé est

indiqué dans un cercle, généralisation du potentiométre.



En suivant ces conventions, le schéma g8néralisé figure II-7

se déduit simplement du schéma de la figure I-16

Figure II-

+ >— . > >
34 R 2
'y
L . % X,
— _ o 1 1 ._S:.z.._.) — 1 L3 ! 5>
i Xp+¥ XP+Y Xp+y Xp+b XpHY
+
< <4 - - ae 4 -~
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Les opérations lues sur le schéma sont alors

X
n - 1

U~ X SOpX O o e..TO (Xm0 Xy XP Y 1
X X X

n-1! k-1 1 1 v

= = = ———— kel3 , n-1] (II-13)
X X X, Xp P
] yo= B g By X n-1 %2 T Bp %y

1
9
x'z
X3
. = U (11-14)
X'
. n—l1
Xl
n
= -
£
y = (Bn) Bn_l, Bn__z *y 82 » Bl) X2 . (II']S)
%3
xn—l
x'l
L

1 . .
On remarque que le terme ->Z se comporte comme un galin, mis
en facteur de chaque ligne de la représentation matricielle. Par

conséquent, il n'apporte rien quant 3 la structure interne de la



matrice, caractdristique de la forme canonique associde., Ainsi, dans
la suite, les opérateurs généralisés du premier ordre aurocnt toujours

le coefficient du terme en p égal 3

Par ailleurs, la forme

-83~

-

1.

matricielle obtenue en II-14 fait

apparaitre une forme Compagnon I 3 laquelle viennent s'ajouter des
PP S q J

termes diagonaux négatifs pour Y > 0, ici tous &gaux. On peut gdndraliser

cette forme en faisant intervenir des termes diagonaux diffdrents. Il

suffit, pour cela, de simuler 3 partir d'opérateurs génédralisés dont

les coefficients constants sont distincts. Ceci nous conduit au schédma

de la figure II-8.

Figure II-8

>~ P> 3 D> 2
R
81 82 83 n-1 -
-~ ¥ 3 A & A
a x X ps
: -~ - "1
g NG N B B8 S LAY -+ ISP [ S A P N
1 ey, p+¥n-1 P+¥p-2 P+ ALK
Y v h 4 A 4 A
-l -a3 oo s}
4 -4 4 s en e fm - 3
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La mise en équation correspondante est

X

n 1

U0 X 0¥ a1 %02 O B2 P * wn

Xn-1 - 1

*n P wn~1

n-2 _ 1
*n-1 P wn—Z

(11-16)

2

3 PV
.
¥ P
Y= ByEy t Bo¥Xgy * BgXp Ly et BuXp B
On obtient ainsi la représentation d'état :

—w] 1 0 0 X 0

0 b, 1 X,

&) ! 30| u
v " 0

0 0 _wn-l 1 n-1 0

-a -0 -0 _3c=a -y -o X 1
| o n-1 n-2 2 n 1J [ | ]

(II~17)
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y = (B B _p» Boy -+ By 8| %, (11-18)

Dans cette représentation, les termes diagonaux sont distincts.

Ainsi, l'emploi d'opérateurs généralisés du ler ordre sur le
schéma caractéristique de la premidre méthode du graphe, met en évidence
une forme matricielle pour la représentation d'état que nous appelons

forme Compagnon I généralisée, et qui a dé&jd &té introduite dans de

précédents travaux [25] .

Nous effectuons & présent la méme transformation pour le

schéma associé & la seconde méthode du graphe.

En remplagant donc les inté@grateurs respectivement par

des opérateurs S—:lw— , 1€ [1 R n] , le schéma de principe de la
i

figure I-19 devient alors :



u
> -
5n a-1 Bn—
~
Y Y v
1 * ! i xz
—_— e
p+y p+y
1 2
4 s 4
o
a::> o
n n—
"y
SR— -

-8 6=

Py

Figure II-9

+

p+Y
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Par lecture du schéma, on aboutit au systéme d'équation II~-19

X 1
Bn 4= anxn P ¥ wl
) 1
X r BT yx, P,
x .
X, + é u-q X i 17 (11-19)
2 7 Pn-2 n-2 *n P 3
Xn - ]
Xp-p Y Bpumoy x Pt Y
y =%

-y e —— L ad q
-wl 0 ? —an Xl Bn
! _w2 -an—l x2 Bn—l
0 N a2 X3 Ba-2
* 0 ¢ * + : » u
-wn—l -02 xn—l BZ
0 0 SR Y I e O
- - 4 (11-20)
- -t
X -
y=1(0,0,0, ... 0, D% (I1-21)
X3 '
'Xn—l
p.4
-— n -
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On obtient cette fois une forme canonique Compagnon II, &
laquelle s'ajoutent des termes diagonmaux distincts. Cette repré@sentation

sera appelée forme Compagnon II généralisée.

En introduisant les opérateurs généralisés, 3 partir des
deux méthodes du graphe, nous avons obtenu deux représentations d'état,

appelées Compagnon généralisées, de type I et II.

I1 faut encore calculer leurs coefficients pour que ces
formes soient représentatives du systéme initial, dé&terminé par sa

fonction de transfert I-7.

j
N(p) . 3=0 n-j P .
W(p) = OB ooy ) (I-7)
P+ 2 a D
i=0

D'aprés les hypothéses, le systéme est défini sans ambiguité
par sa fonction de transfert. On peut donc procéder par identification

terme-~3-terme.

Etudions par exemple le cas de la représentation Compagnon

généralisée de type II.
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La fonction de transfert entre y et u correspondant au schéma
de la figure II-9 peut &tre calculée par substitution en 2liminant les

variables intermé&diaires dans le systéme d'équations II-19,

I1 vient :
X =y = ,_J__,_ ( Bu-ay + 1 ( B.u ~C,y + ... (11-22)
n p+y L1 1 p+Y 2 2
n n—-l1
. . +.___._1._.B u-q +__l___(8u_a ) >
50, | a-i amt? g (B )] e )

On reconnait ici une méthode de calcul analogue a 1l'algorithme
de Horner. Son développement permet donc d'écrire la relation II-22

sous la forme II-23 :

o, a, - o
y ( I+ + R : >
Py (b ) (p+Y ) (p+y ... (p*b))
(11-23
8, 3, 8 )
=“( N I N D B ¢ I SO ¢ >)
b e ) (p+b Py ). .. (pHy,
n
En multipliant haut et bas par le facteur rT (p + wi),
i=1
on obtient 1'expression de la fonction de transfert
n-| n-2
8, g:& (p+i.) + 8, J;E b)) o B () + B
L~ (11-24)

n n-1 n-2
iEI1 g oy [T @) vy iljl (p+i,) .. o¥a_ (p¥h)) +a_

Les expressions I-7 et II-24 doivent &étre identiques puisqu'elles
représentent le méme syst@me : on peut donc les identifier terme-i-terme.

I1 vient :
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Pour le numérateur

On note ciJ, j € i, les sommes de produits de j termes
parmi les i premiers indices de y: Yk avec k E.[], i] . Donc :
1
9 =¥
A R (11-25)
2 1 2 2 1 "2 ’
Gl = bt Uyt U, 05 = YUy by Ugby 03 = Uyl el ete
3 1 2 3 3 172 7173 273 3 17273 7
-
by = F

2 2 n-1 "1
(1I-26)
_ 1 2
b3 - B3 * CTn--2 82 on--l B1
b =8 « C71 3 + On--2 8+ On—l 8
n n 1 "n~1 n-2 "2 n—-1 "1l
Pour le dénominateur
[ a, = 0o '4'0'1
1 1 n
a, = o +Ol O!."'UZ
2 2 n-1 71 n
(1I-27)
= ! 3
a3 OL3 * 0n---2 % * -1 OL2 * 0n
- n-1 n
an - Otn * O1 o"n—l * On~-1 ey * On
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L'inversion des deux systémes II-26 et II-27 par rapport aux
variables a, et Bi, i€ [1, n] est toujours possible car les déterminants

de ces systémes sont tous deux &gaux 3 |, donc non nuls.

On obtient ainsi 1'expression des coefficients o, i€ [1,n]
en fonction des aj,_j€[1,n] et des wk’ kEL[I,n] ainsi que 1l'expression
des Bi’ 16[1,n] en fonction des bj’ jE [l,n] et des ¥, kE [l,n] .
Pour cela, il est nécessaire de mettre en oeuvre un algorithme d'inversion

de matrices, tel que l'algorithme de Gauss par exemple [ 26 ]-

Nous constatons que les termes wi’ iE,[l,n] apparaissent
sous forme de paramdtres dans les &quations d'identification. Par
conséquent ils peuvent &€tre choisis arbitrairement, indépendamment

du systéme.

Ainsi le calcul des coefficients a. et Bi, i€ [l,nJ
détermine entiérement la mise en &quation Compagnon II généralisée

du systéme en fonction des ¥, i€ ll,nj .

En ce qui concerne la forme Compagnon généralisée de type I,
le calcul de la fonction de transfert, mené de fagon analogue par
substitution, conduit i la m8me expression II-24 que dans le cas de

la forme de type IT.

Par conséquent, 1l'identification conduit aux mémes résultats :
les coefficients Qs ie.[l,n} et Bi’ jg;[!,nj , sont donc les mémes pour
les deux formes Compagnons généralisé@es. Il en résulte que les formes
Compagnons généralisées de type I et II sont transposdes l'ume de 1'autre,

de méme que les formes Compagnons de type I et II.



1.3 - APPLICATION A LA METHODE MODALE

Examinons & présent le schéma de la figure I-22, qui permet
d'introduire la forme dite en fldche. Celui-ci comporte n intégrateurs

bBouclds par un potentiométre, représentés isolément par la figure II-I10.

i

) 4

3

i.€[1, n]

Par définition ces &l3ments sont équivalents aux opérateurs

généralisés proposés figure II-II.

Y
V<

Figure II-1]

On effectue donc la substituticn dans le schéma de la
figure I-22, en supprimant le bouclage non—linéaire de type Lur'e
Postnikov pour se ramener 3 l'3tude de la boucle ouverte. On obtient
ainsi le schéma présenté figure II-12, associd 3 la méthode modale

et construit & partir d'opérateurs généralisés.



——(o—— ——
p*A,
¢ !
N + L4
PFA,
4 ¥
u -, -—
S Sm e N 1 &ﬂA 7
4 p+Xn
v .
' A
. 1 xn"l
P An-l
‘b ' 3
O f

Figure II-12

La mise en équacion n'ayant pas &té modifide puisque les

deux représentations I-22 en boucle ouverte et II-{2 sont équivalentes

®

par définition, elle conduit au m@me résultat
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x'I =X, 0 0 %, Sn
- 1
x'2 0 KZ %, Sn—l
: = . . | . - :
1 ! ¢ 2
X a- 0 ——— 0 a-1 0 Ta-1 =2
x' 1 1 e ! -2 X 3
I | L & ] L
(I-59)
X
y=(, 0, ... 0, 1) x, (I-60)
xn--l
X
L o

C'est=3-dire une représentation matricielle sous forme dite

en flache.

Le calcul par substitution de la fonction de transfert
entre y et u a été effectud au cours de 1l'8tude du chapitre I. On

peut donc donner immédiatement son expression :

n-1} : n-| -1
2 8n—i+l Ij (e + Aj) * Bl (T (p+Ak)
x i=1 1= k=1
.3, it (1-66)
u u A
(p + Kl)(P-+ Az) v (pr kn-l)(p + Xn)

-~

Procédons 2 1l'identification terme-3-terme des deux
expressions I-7 et I-66 de la fonction de transferc. On déduit de la
comparaison des dénominateurs, que les —Xi, ig ll,n] , sont les
pOles de la fonction de transfert. Ceci nous permet de ratrouver

1'hypothése initiale de la méthode modale.
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L'identification des numérateurs conduit au systéme

d'équations II-28

by = 8
i

by =0y By ¥ By ¥ By + By
b. = o2 . B, + Gl (a-1) B, + 0. . (n=2) B + ol () 8

3 n~-1 "1 n-1 2 n-1 3 ° n-1 n

_ n~-l n-2, =2, B n-2,
5y = On-p B T (0D By + 0 () By wee o (1) By
L
(II-28)

La notation ci m) , j<i, nxQ[ﬁ, i] , correspond 3 la
somme des produits de j termes parmi les i premiers indices de A, sauf

iéme
le m :

Ak , k€ [], i] , k #m

Le calcul du déterminant de ce .systéme I1I-28 montre qu'il

. . A . . . ie[l:n-ll
est inversible pour Ai # Aj ,\7 i#3 , 3 Q;[l. n—]] [17]

Dans ce cas, son inversion permet de déterminer 1l'expression
des coefficients Bi, i€ [I,n] en fonction des bj’ j € [l, n} et
“Kk , ke,[l, n] , coefficients et pdles de la fonction de transfert

du systéme étudié.
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En comparant la forme Compagnon généralisée de type II
obtenue au paragraphe I.2 b, et la forme en fl&che proposée au
paragraphe précédent, nous constatons que toutes deux font apparaitre
des termes dans la diagonale. Toutefols, ceux de la forme en fléche
considérée sont nécessairement &gaux aux pSles de la fonction de
transfert, alors que ceux de la forme Compagnon peuvent &tre choisis
arbitrairement. Par analogie, il est possible de définir une forme
en fléche dont les termes diagonaux sont arbitraires mais distincts.
Pour cela, il est nécessaire d'introduire n coefficients qui se substi-
tueront aux Xi dans 1'identification du dénominateur. Ces coefficients
correspondent donc 3 des retours de la sortie y dans le schéma puisqu'ils

figurent au dénominateur.

Cette remarque nous conduit au schéma complété de la figure II-13,

pour lequel wi # wj Vi# jE,[l, n ].

La mise en équation correspondante est :

e e ' (11-29)




~Q7-

> ¥ + e
!
iz X
> 4) 1 1
- — . .o pﬂ)l
b
Y .
—.. 1 i) ! 37
+1 + >
e o pHb, Py
4
: : A
: : x__ v
T L | n ‘
+1f ’
PV 5 :
u © -
a-
o < i -
Figure II-13
La mise sous forme matricielle cénduit'é la représentation :
- - = -
L, T
£ Yy 0 3 * B
! - Q
5 0 ¥y - ) =
! - . 3
3 ¥y a-2 *3 *a-2
) . O L) *
: = . . ¢ + u
! - . 2
£ -1 0 0 pn—l = a-1 72
t 1 i
x k kz k3 “ e kn—l e X 8]
L. < b - - -

(11-30)



-98-

y = (0, 0, ... 0, D] 2 (II-31)

I1 apparait ici la matrice générale introduite par Benrejeb

dite forme en fléche mince [17] .

Nous la noterons MFLE dans la suite.

Le calcul de la fonction de transfert par substitution conduit au

résultat -1 - o
B, El i) + 3 gy -I]] o+,
t . e
%‘s n n-1 -1 i -1 (1I-32)
g;g (p+bp) + o, g;& (p+y ) + Eél k.o oo, };E (p+¢j)

J#i

Par identification terme-d-terme, il vient les coefficients

du dénominateur :

i
a) =0, Yoy
2 1 .
2 =0 * O, 0tk 0, k o0y oot ko
a, =0 + 02 o, + g (a-Dk_ .0, + ol n-2)k_ o ...+01 (Dk.a
3 n-1"1 1 n-12 n-1 n-2 3 n-1 1™n
_ n-1 n-2, _ n=2, .y, n-2,
b =0, +0 _, o * on_](n l)kn_laz + cn_l(n 2)&n_2a3...+cn_1\1)k1an

(1I-33)



-9G—

le numérateur est obtenu de la méme maniére :

by = 0py By F By Ry 9By ot KB
b. =% B, + 0 (a-1) k. B, + 0l (a=2) k_ B....+ g (1) k.8
3 n~-1 "1 n-1 n~1"2 n-1 n-2"3"""° n-1 1™n
_ _n-l n~2, n~2, .. n-2
bn B On—l B] * On-l(n D kn—IBZ * Gn--l(n 2) Kn—283'°'+ gn—](l) klen

(1I-34)

Les notations Gi et oi (m) sont celles dé&finies précédemment. 818
Ty

—

L'inversion des deux systémes I1I-33 et II-34 est possible
lorsque wi # wj’ \fi #3j € [1, n ]. Celle-ci donne l'expression
des oy et Bi , 1 € [ 1, n] en fonction des bj’ wj’ b é_[l, n] et
kg, QG{I, n—l] . Par conséquent les termes diagonaux Wj apparaissent
comme des paramétres choisis arbitrairement, sous réserve qu'ils
soient distincts deux 3 deux. Il en est de méme des kg, i condition

qu'ils soient non nuls.
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La définition générale des représentations d'état matricielles

que nous étudions, s'écrit sous la forme I-24 introduite au chapitre I.

x'"(t) =M . x(t) + B.ut)

(I-24)

y (t) = C . x(t) + D.-u(t)

Comparons les résultats obtenus avec les deux méthodes du

graphe.

Avec les opérateurs généralisé@s, la premidre méthode du

graphe fait apparailtre la forme Compagnon I généralisée telle que :

o b - -
P, 1 0 0 0
- 0 =Y 1 -
Yere T 2 .. . Bc1e ©
-1l .
Yy |
. 1 o
-
0 0 LN 1 0
s “a-1 pep Tt %y ‘wn~al 1
o Ji L
Ccre = By Buops Buogs +ov Bys B Beig = O

alors que la seconde méthode du graphe induit la forme Compagnon II

généralisée qui vérifie
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-wl 0 0 -0
1 —w2 n—1
Moz = | O ! Yy o2 Be116™
0 )
_wn—l “QZ
i 0 1 —wn—a]
Cerrg = (0» O : 0, 1 Derrg =

Nous avons signalé par ailleurs que la résolution des
8quations d'identification conduit dans ce cas 3 des coefficients
a; et B: > i€ [1, n] &gaux.

D'autre part, en faisant wi =0 \fié.{l, n] pour les
deux formes précédentes, on retrouve les résultats obtenus par les
deux méthodes du graphe lorsque les opérateurs sont des intégrateurs,
c'est-d-dire les formes Compagnon I et Compagnon II, de matrices

et D

¢ CIT’ CCII CII’

caractéristiques M et B

ct’ Bers Ccrr Der of Merpo

Par conséquent, dans les deux cas, les matrices des

représentations I et II sont liBes par la relation II-35.
(II-35)

L'étude des formes Compagnon pour un systéme de type
Lur'e Postnikov a montré en outre que les termes non-linéaires en
-X . .~ . - .
" apparaissent dans la derniére ligne pour la repré&sentation de

type I et dans la derniére colonne pour celle de type II.
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Par analogie, la forme en fléche obtenue,kdécrite par II-30

et II-31, sera dite de type II puisque C est telle que :

cric - Cciz (I1-36)

C=1(0,0,0, ... 0, 1) =¢C
Cherchons le schéma de simulation correspondant i la
représentation de type I, déduite de la précédente par la relation

I1-35.

En comparant les schémas de simulation respectifs des
deux méthodes des graphes, on observe que la premiére raméne ia
sortie de chaque opérateur 3 l'entré@e de la chaine tandis que la
seconde raméne la sortie de la chaine 3 l'entrée de chaque opérateur.

D'autre part, l'indigage des variables d'état s'effectue en sens

contraire.

Si 1'on inverse le schéma de la figure II-13 de maniére

d satisfaire ces conditions il vient la représentation :
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4
X
1 n
‘,
P“'h
v v i
. Lﬁ-@—p-l ‘
P+¢n_1
—— —t

Figure II-14

F 3
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La mise en &quation par lecture du schéma conduit & :

Soit en mettant sous forme matricielle :

~ r~ “ T
- 0 ———— 0 k,
LU \\\\\\\\\ -
_ i = | !
= ] " 0 {
0 0 _wn—l kn—l
- - . e = -
OLn O‘n-—l _a2 un OLl
i L . N

-
Xn - 1
4T R, "% TOa-1 ¥2 T % ¥y PrY,
xn—l 1
kn—l Xn P+ lpn—l
x2 ) 1 (I1I-37)
1
) xn P wZ
1 I
kl xn P+ wl
7= Bl X * B2 X1 e Bn—l ) * Bn X

(I1-38)

(11-39)



-105-

On vérifie que les expressions II-38 et II-39 peuvent se

déduire de II-30 et II-31 par une relation telle que II-35.

Par conséquent la représentation obtenue est bien une forme
en fléche de type I.

Le schéma associ& 3 cette représentation parait original
par rapport aux méthodes conventionnelles de simulation analogique,
alors que celui de type II est déduit directement de la méthode

modale |16 ].

Dans la suite, nous nous attacherons plus spécialement i
1'étude des représentations de type II. Toutefois, pour chaque forme
matricielle obtenue, on pourra disposer de la représentation corres-—
pondante de type 1 en effectuant M = M1 y | ;e
Dans la pratique on peut adopter la forme la plus adaptée 3 1'étude

envisagée.

Conclusion

La définition d'opé&rateurs généralisés et leur utilisation
immédiate sur des schémas usuels a permis de mettre en &vidence de
nouvelles formes pour la représentation des systémes, les coefficients

étant déterminés par identification.



-106~-

La forme de représentation étant ainsi définie, on peut
utiliser les critéres de stabilité globale[ réf. 9 a 13, 28, 29],
car leur mise en oeuvre s'applique exclusivement & la matrice

représentative du comportement du systéme étudié.

Au contraire, en ce qui concerne 1'étude de la stabilité
locale, 1'évaluation du domaine d’'attraction d'une position d'équi-
libre fait intervenir les composantes du vecteur état [30, 31] .

Donc si on effectue un changement de base pour introduire une matrice
plus adaptée & 1'étude, il faut connaftre les composantes du vecteur

état dans la nouvelle base.

Par conséquent, la comnnaissance de la matrice de passage

est indispensable pour la résolution de ce type de problémes.

L'objet de 1'étude suivante est la détermination de ce

changement de base 3 partir du schéma de simulation.
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11 - CHANGEMENT DE BASE ASSOCTE A UNE REPRESENTATION MATRICIELLE

La méthode proposée permet, 3 partir de schémas de simulation
différents, de déterminer paf simple lecture plusieurs représentations
d'état matricielles d'un méme systéme.Il existe donc un changement
de base d'état qui assure le passage de l'une 3 1'autre. Nous envisageons

dans cette partie la détermination de ce changement de base 3 partir

des schémas de simulation associés.

I1T1.1 - FONCTION DE TRANSFERT ET BASE DE POLYNOMES

pregyeg Lot v SR S ¥ g g S i Suuy ¢ Sl ghughn g s

En introduisant les opérateurs généralisés dans le premier
paragraphe, nous avons noté qu'on peut utiliser comme nouvel opérateur

E%- = XE;:TTE > (G Y) & R? puisque 1'ensemble des p'j = p ﬁb)j s

j € N constitue une nouvelle base de l'espace vectoriel des polyndmes
en p, dont la base naturelle est l'ensemble pk, k € N . Par conséquent,
l'emploi d'opérateurs généralisés revient i un changement de base de

polyndmes.

Considérons la fonction de transfert décrite en I-7



=2
~
"o
~

(I-7)

W(p) = 1 T

[w)

Son expression est associée aux formes Compagnons, pour

P . L . 1
lesquelles la modélisation fait intervenir des intégrateurs e

Dans le cas des formes Compagnons généralisées, obtenues
en introduisant des opérateurs généralisés du premier ordre, le
calcul de la nouvelle expression de la fonction de transfert a

conduit 3 identifier les coefficients Bi dans l'expression :

n-1 n-2
8, [T e+ + 8, I]l (p+b,) ...+B . (p*P)) + B
%'= n — n-ll~ n-2 (11-24)
iDl (p+9,) + o le (p+9;) + a, ir}] (p+yy) oo ova ) (pr o

La nouvelle base de polynOmes est alors

n
Lo+, (erpp(e+d,), ooy [T (o))
i=1

Le numérateur et le dénominateur de la fonction de transfert
sont deux vecteurs de l'espace vectoriel des polyndmes en p, qui
peuvenﬁ s'8crire sous forme de produit matriciel entre les n+l vecteurs
de base de l'espace et les n+l coefficients associés. Nous introduisons
un nouveau symbolisme pour la repré&sentation des fonctions de transfert,
qui fait apparaltre ce produit matriciel et met en évidence la base

de l'espace vectoriel des polyndmes en p utilisée.
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Ainsi, nous convenons de représenter l'expression I-7 de

la fonction de transfert sous la forme II-40 :

[
p
n-1
p
, [bn, b_» - b, o] "]
¥ . (1I-40)
u ol 1 b

En posant

% -

(I1-41)

T
B, | [bn, by ...,bl,O]

T
A+1 Eah, an—l’ sees 29, I]

La relation II-42 donne ainsi une expression de la fonction

de transfert équivalente 3 I-7.

B+lT ‘§22?

- X~ -
" : (I1-42)

A_HT @
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Pour la forme II-24, il vient :

Si on note :

-

+2

+2

e
[}

s

I
]

.
H
I
| .

(p+wi)

(p+wi)

(11-43)

(I1-44)

(I1-45)
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Grice 3 cette symbolique, les bases de polyndmes, isolées

dans les matrices (n+1,1)é§2§{ apparaissent explicitement.

Puisque 5525? et«gzgz sont deux bases de l'espace vectoriel

des polyndmes en p, il existe une matrice de passage de l'umed l'autre.
On montre que celle-ci contient la matrice de passage des représentations
matricielles associées. Ce résultat essentiel dans notre &tude permet

d'énoncer le théordme du changement de base [32] :

Théoréme :

fouspulslutuntoss undmer phaty

Soit une premidre représentation d'&tat M, d'un systéme,

1
é%? la base d'état correspondante, et féz? la base de 1l'espace
vectoriel des polyndmes en p associée. Soit une seconde représentation
& =
M2 de ce systéme et les bases associées : 2 base d'8dtat,e« h base
de polyndmes. La matrice de passage P de M1 a MZ’ qui est -aussi la

matrice de passage de é%? a é%j, est 8gale 3 la matrice de passage

deagggf és,Agi moins sa dernidre ligne et sa dernidre colonne.
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Démonstration

Soit~§2§2 une base de l'espace vectoriel des polynlmes
en p choisie comme référence et o une autre base quelconque de

cet espace.

Notons P' la matrice de passage telle que :
28 -5 @ (1I-46)

Soit un systéme satisfaisant aux conditions générales de
1'étude et déterminé par sa fonction de transfert. Les deux bases
S @ o . .
. et ) peuvent donner lieu 3 une expression de cette fonction

de tramsfert, telles que :

- B+1T -fé%;f - B+2T 'égzgj
A+1T @ A+2T k@

<
(3]

(1I-47)

)

En reportant II-46 dans la relation ci-dessus, on obtient :

T T T T T @
B,, @ B,, - (2, .@) =(_B+2 P, ).2
T T T T _ T
A+I 'éé%gﬂ A+2 '(P+ -f§2§ﬁ> (A+2 'P+ ). 1

(I1-48)

e <

pA i -
3 (11-49)
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La comparaison de II-47 et II-49 conduit 3 :

T T
B+1 = (P+ . B+2)
(1I-50)
T T
A+1 - (P+ + A+2)
Soit encore
B+] - P+ B+2
(II-51)
A“_,1 = P+ A+2

. e s + . .
Cette relation indique que P est aussi la matrice de

passage de B+ a B+2, et de A+] 3 A

1 +2°

Considérons 3 présent 1l'espace d'état.

Pour le choix d'une base d'état référence é%j, on a la

relation matricielle

. 8%7 I U U I 1 .
si = [e e €.y vuuy, © , ey 1€[l,n]
vecteurs de base de

1'espace d'état
X = X T . é%? (I1-52)
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Si x est le vecteur &tat repré@sentatif du systéme sur cette

base, celui-ci s'&crit alors
(I11~-53)
Soit une deuxidme base d'état %gz. Il vient cette fois

—
2 2 2 2 2 .
ééz = [ el, ez, e3 oo en] ei, 1 E:{],n] , nouveaux

vecteurs de base de

1'espace d'état
x=xT1. &
2 2 (1I-54)
avec x, = 2y 2x 2x 2x
2 1’ 2° 3 n

L'entréde u et la sortie y du syst@me ne sont pas modifiées

par le changement de base d'état. On a donc

(I1-55)

-~
Soit Q la matrice de passage de la base d'état Egj ala

base d'état %fz. Les deux bases sont liées par la relation II-58

% .. g
5 = Q" . 2, (I1-56)
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En reportant II-54, on obtient :

x = x," . é%z X, Q@ .o =& Q ).%%i
(I1-57)
L'identification avec II-52 conduit 3 II-58
xlT = (Q xz)T (I1-58)
D'od
— -_— _1 ——
x, = Q X, ¢>X2 = Q X, (II~-59)
En remplagant dans II-55, il vient :
Qlx' =m . @' .x)+B .u
1 2 T 2
( (I1-60)
-1
y C2 (Q . xl) + D2 . ou
Ceci est encore équivalent & :
LI -1
x' Q M2 . Q) . X, o+ Q . Bz) X
(11-61)
-1
vy = (C, . Q ) X, + D2 u

M, = Q
c, = c, .
Dy =D,

(11-62)
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obtient :
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B, =Q B2 (1I-63)

B =P . B (II-51)

Or, pour une représentation de type II, il y a identité:

termes de B . et ceux de B]' En effet on a la relation :

1

B = B = (II-64)

II-51 peut donc s'édcrire sous forme dé&veloppée

- - - n i - - -
Plon+]
p2,n+1
B1 ) P B2
pn,n+1
0 pn+1,1' ' pn+1,n pn+i,n+1 0
e - L . . o
(I11-65)

En développant les n premiéres lignes de la matrice, on

© Py n+1

B] =P . 32 + o.-pz’n+1 (11-66)
° 'pn,n+ld

D'od

B, =P ., B (I1I-67)
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P est 1la matrice déduite de la matrice de passage d'umne
base de polyndmes 3 l'autre en supprimant la dernidre ligne et la
derniére colonne.

II-63 et II-67 conduisent 3 :

B,=Q.B, =P .B (11-68)

Q est une matrice de passage. Donc elle est nécessairement

inversible. Multiplions 3 gauche et & droite par son inverse Q-]. Il
vient
-1 _ oA _
Q .QB,=1I.8B,=Q.P.B, (II-69)
=1 -1
(I -qQ .DP. B, =0 VBZ =Q .P=1 (11-70)

En multipliant & gauche et 3 droite par Q, on obtient le

résultat énoncé :

P=2Q (1I-71)

IT.2 - CALCUL DE LA BASE DE POLYNOMES

Connaissant les deux bases de polyndmes, la détermination
de la matrice de passage est réalis@e par lecture directe grice au

théoréme du changement de base.
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-

'I1 s'agit 3 présent de préciser les vecteurs de la base

de polyndmes.

Dans la premidre partie, ce calcul a été effectué par
identification de la fonction de transfert déterminée par substitution

i partir des n équations de lecture du schéma.

Nous proposons ici deux théorémes pour remplacer cette

méthode malaisée dans le cas des systémes de grande dimension.

a) Premilre méthode : Théondme 1

Théoréme |

; (. I-24)
\ y= C.x+D.u
o n"
ad-l
ol M = -
m. . .
1,]
i€ [l,n] a,
n .
i€ [l,n] o
L- ol
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Soitégzgaa base de polynOmes associée 3 cette représentation.
. ' ) p L >
La connaissance de la matrice M seule permet la détermination de .

d une constante multiplicative prés, par la formule II-72.

D&t (pI - M) = & " & (11-72)
A T 1

avec b T O Oy sees Gy Oy

Démonstration

© o o o o s Sy e s o

Soit un systéme satisfaisant les conditions générales de

1'étude. Une représentation d'état de ce systdme s'Bcrit donc

x' =M x + B u
(I-24)

y =¢C X+D.u
p symbolisant 1l'opérateur de dérivation par définition, ceci peut
s'écrire sous forme matricielle

pIx =M . x + B . u (11-73)

avec I matrice identité d'ordre n
D'od
(pI - M).x = Bu (11-74)

Si la matrice pI - M est inversible, ceci équivaut 3

x=(Il-W" .B.u (II-75)
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Reportons dans la deuxiéme équation de I-24. On obtient

ainsi
y = [c . (pT - )~ .B+D] u (I1-76)

D 'aprés nos hypothéses, y et u sont scalaires. On peut donc

en faire le rapport

=C.(pl - 1B+ (11-77)

€<

La définition de l'inverse d'une matrice conduit & :

b 1

T
Bt (pT = 1) Com™ (pI - M) (I1-78)

(pI - M)~
si ComT désigne la transposée de la comatrice.

En reportant dams II-77, il vient :

¥y o 1 T _ _
5 DEt (oI =W ° C.Com (pI ~M) .B+D (1I1-79)

D'od

pa 1 T . ) )

" DEE (T =W [C . Com~ (pI M) . B + Dét(pl M) . D ]
(11-80)

Le méme systéme vérifie également la relation :

T &
;B &
S (1I-81)

s
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En 8crivant 1'égalité des déncminateurs dans les expressions

II-80 et II-81, on obtient le résultat &noncé :

Dét (pl - M) = A+T .fézgya une constante multiplicative preés

(11-72)
o) Seconde methode : Theoname ?
Théoréme 2
Soit un systéme défini par une relation du type
yx' =M. x + B u
(I-24)

Soit Eéz?ia base de polyndmes associée, 3 laquelle on a

enlevé le dernier terme.

La connaissance des matrices M et C de I-24 permet de
déterminer E;E?é une constance multiplicative prés, par la formule

I1I-82.

Com (pI - M) . CT = @ (11-82)
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Démonstration

Egalons cette fois les numérateurs des expressioms II-80

et II-81 obtenues précédemment. Il vient

c . ComT (pI - M) . B+ Dét (pI -M - D=8 T .£§2§7 (11-83)

+

3 une constante multiplicative prés.

D'aprés nos hypothéses, les systémes considéré&s ont toujours
le degré du numérateur inférieur d'au moins une unité au degré du

dénominateur. Dans ce cas, on a toujours D = O.

Alors l'égalité II-87 se simplifie sous la forme

C . Coml (pI -M) .B =381 . E;%y (11-84)

<+

Les deux membres de 1'égalité II-84 sont des scalaires. Ils

sont donc égaux 3 leur transposée. On en déduit :

T

C . Com’ (pIL -M) .B=(C.Com" (pI -M) .B) (I1-85)
= BT . Com (pI - M) . CT
D'ol
BT . com (p1 - . cT =BT Y (11~86)
Nous avons défini B et B, par
T _
B+ - Bny Bn—l’ ’ B]’ O]
(11-87)
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Par conséquent on a :

BT.@=BT.@+o-e =BT.@; (11-88)

+ n+1
e (e, |
1 - 1
en posant Eéz?; é;%§?=
e e
2 2
e
n e
n
en+l - J
L'équation 1I-86 se réduit a II-89
BT . Com (pI - M) . C = B ez (11-89)
On en déduit le résultat final
~ )
Com (pI - M) . Cl = @, (11-82)

Evaluons le volume de calculs nécessaires 3 la détermination

de la base de polyndmes par chacune des deux méthodes.

Le théoreéme 1 utilise Dét (pI - M) : il faut donc calculer
un déterminant d'ordre n.
DU . . T
Dans le théoréme 2 intervient Com (pI - M) . C . La
comatrice &tant composée par les mineurs terme—3-terme, il est donc

o . 2 . . P
nécessaire de calculer n~ déterminants d'ordre n-1 dans le cas général.
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Toutefois dans le cas,

des représentations de type II que nous étudions, la matrice C

est telle que :
C = [ 0, 0, ... 0, 1 (11-90)

I1 suffit donc d'é&valuer la derniére colonne de la

comatrice, puisque les autres sont multipliées par O.

Le volume des calculs nécessaires & l'utilisation du
théoréme 2 est ainsi ramené 3 n déterminants d'ordrer-1. De plus,
ces n déterminants interviennent dans le calcul de Dét (pl - M)

suivant la dernidre colonne.

Par conséquent, il apparait que le théoréme 2 ne nécessite

qu'une partie des calculs correspondant & l'utilisation du théoréme 1.

Toutefois, la faiblesse du théoréme 2 réside dans le fait
qu'il ne permet pas de déterminer le dernier terme de la base de

polyndmes:

Remarque

s . e

Examinons l'égalité obtenue pour le théoréme |

. T
Dét (pI - M) = 4, s (11-72)
Elle indique que le choix arbitraire d'une repré&sentation
d'état, ou seulement de sa partie linéaire M, détermine immédiatement

la base de polyndmes associée, donc le schéma de simulation correspondant.
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Cette remarque constitue une vérification a posteriori
de 1'équivalence entre une représentation d'état et un schéma de

simulation.

11.3 - MISE EN OEUVRE DE LA METHODE PROPUSEE

I1 convient de retrouver 3 l'aide des théorémes proposés
1’ex . - -~ - o - * 4
pression de la base de polynOmes déterminée par substitution

pour la forme Compagnon II généralisée. Celle-ci s'écrit

—dy s Sy - — s -
1 - —_————
x' wl 0 0 o X, Bn
1 - sy
L) ! LPZ 0Ln-—l %2 Bn—]
x'3 0 1 Y3 a2 Xq B2
. = . + .
* . . O . *
x' ’ - - X
n-1 yn-1 a2 n-1 B2
1 -
x' 0 — 0 1 wn-al X 81
—J L - L- — | ..J
(1II-20)
-~ ~
*
%5
y = (0, 0 e o« o 0, 1D (I1T-21)
Xn--]
*a
L J
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Calculons la base de polynlmes correspondante 3 l'aide du

théoréme 1. On a
P+, 0 ———
Dét(pl - M) = - P+¢2
0 -1 .
| o
I
0 0

En développant ce déterminant

ligne, il vient :

0 o
n
Otn~1
G .
P+Wn_1 OLZ
- Iy o+
1 p+q)n o

-~

par rapport i sa derniére

p+w! 0 0 an
Dét(pl - M) =
) -1 p+y o
2 n~1
O . * »
. . 0 .
p+wn—2 k!
0 0 -1 az
P+, 0 0
* (p""\l)n,*'OLl) -1 p+1p2\
0 . - a
. " |
O.
0 0 -1 P4

{IT-91)

Ce second déterminant correspond 3 une matrice triangulaire

inférieure :

il est égal au produit des termes de la diagonale.
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En notant

Dt (pI - M) = A _ (II-93)

Dans II-92 apparailt un déterminant du méme type que An,

mais d'ordre n-1.

Il vient ainsi :

A=A _ o+ ey ta) (prb ) (p + ) v (Y ) (I1-94)

~

Développons d nouveau An—l par rapport 3 sa derniére ligne,
puis An—2’ et plus généralement Ai jusque A2

p+w1 o

a— = — 3y
A2 = oo (p+w1) o (I1-95)

n~1

On obtient ainsi le systéme 1I-96

L {P+wﬂfu1) (pr)) (P*Wz) T (p+wn—l)
R S SR AL SRS At YRR AL PN Y
(11-96)
Aoy =85 roa ;o Grb) Gry) ..o (pryy)
L A2 = %p-y (P+¢1) * oy
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En faisant la somme de ces équations membre & membre, il

vient :

A= (pry *a ) (p+y ) (p+yy) e (Y ) (11-97)
+ az(p+w]) (p+w2) cas (p+wn_2)
+o o (ere) (prby) .o (prY))
ta, (p+y)) +a

D'aprés le théoréme 1|, cette expression II-97 est encore

égale a T @avec A = [an, OLn_], ocl, 1]

En recomposant le produit matriciel, on déduit de II-97

T N
1

_ p+y -
An [an,an_l,...,cal, 1:] 1 (11-98)

.

(pry ) (p+by) - .. (p+d_ )

(0+0)) (p+b,) - (p¥i__ )

(p+w1)(p+w2)..~(p+¢n_1)(p+wn)J

La base de polynOmes obtenue est identique 3 celle qui est
mise en évidence en II-24 3 partir du calcul de la fonction de transfert

par substitutionm.
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Il convient & présent de recommencer la détermination de

la base de polyndmes i partir du théoréme 2.

Pour cela, il est nécessaire d'évaluer les mineurs des

termes de la deuxiéme colonne de la matrice (pI -~ M). Or ceux-ci

sont tous des déterminants d'ordre n~-1 de matrices triangulaires

dans 1'exemple proposé&. Le calcul est donc tré&s simplifié.

Ainsi le premier mineur vaut

n™hoo prh, O 0
0 \ 0
‘\\\\\\\\\ p+wn~1
0 0 -1

) n—-1
le second :
n+2
(-1) pHU, P, 0

Celui d'ordre i

(=1

= p*i,

(=1)

n+1

n+2

. (_])n-l

. -0t

(II-99)
. (p+¢l)
(I1~100)



n+i

(-1
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Et le dernier

(-I)Zn

Py, 0
l
|

P,y Pty 0
p+y
0
p+w1 0
)

NN

it

(-1

(o) (p+D,) - -

= 3 ( ..
(o+07) (p+0)

n+i.(_l)n

)
(p*yi-1)
Ay )
(I11-101)
Spry )
(1I-102)

On obtient ainsi directement la base de polynfmes au dernier

terme prés.

On voit que,

rapide par le théoréme 2.

pour cet exemple, le calcul est beaucoup plus

Cherchons la matrice de passage de la forme Compagnon II

3 cette forme Compagnon II généralisée.

Il convient donc d'exprimer les coefficients de la base

de polyndmes déterminée précédemment sur la base naturelle pk,lcﬁ[o,n]



On obtient

1 I
P+Y, b,
(p+¥ ) (p+¥,) vy,
et n-|
i=1 oy “n-1
n
(>+y,) o
i=1

avec les nocations Oi introduites dans le premier paragraphe.
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L'expression II~103 est ia forme développée de la relation

11-46:.@25? =p,° .5?251 .

Le théoréme du changement de base indique que la matrice

de passage de Compagnon II i Compagnon généralisée est égale 3 P.

Pour l'obtenir, il faut donc rayer la dernidre ligne et la dermidre

colonne de la matrice figurant dans II-103, puis la transposer.
g P P

On obtient ainsi

(1I-104)



~132-

D&s lors, on a l'égalité :

-1
MCIIG P . MCII P (I1-105)
On sait que 1l'on a aussi :
- - "
bn Bn
Bl =P . B, avec BI = bn-l at B2 = n-1 (II~-106)
b2 82
b B8
| e

En écrivant cette relation sous forme développée, on retrouve

le systéme d'8quations d'identification des coefficients II-26.

I1 est possible enfin de déterminer les coefficients du

dénominateur, grice i la relation II~107

(II-107)

(11-108)
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. e oy v = e - ————— -

Le théoréme de changement de base n'est valable que pour
les matrices de type II. En effet il utilise le fait que la matrice
des coefficients du numérateur de la fonction de transfert soit
idehtique i la matrice B de la repré@sentation d'état. Au contraire

dans le cas des mises en équation de type I, la matrice C est égale

i la matrice des coefficients.

Par ailleurs, le théor&me du changement de base ne permet

pas le passage d'une matrice de type I 3 une matrice de type II.

L'étude des matrices Compagnon I et II donne un contre
. . - k
exemple. Toutes deux sont associées 3 la base naturelle p, k.€—[0, n],
Donc la matrice de passage d'une base de polyndmes 3 l'autre est

1'identité, et elle n'est pas égale i la matrice de passage de

Compagnon I 34 Compagnon II.

En revanche, il n'est pas nécessaire d'élaborer un théoréme
de changement de base propre au cas des mises en équations de type I.
Pour calculer la matrice de passage Q entre deux matrices de type I,
i1 suffit de les transposer pour se ramener aux deux matrices de
type II correspondantes, et de calculer la matrice de passage P entre
elles & 1'aide du théoréme proposé. La matrice Q recherchée est alors

définie par la relatiomn II-109

(II-109)



la forme :

En effet

!=
X =M,
y = C
'-‘.‘
X 5 M2.
y = C
Si P est
M, =P '
&

-1
B, =P
C, =€
D, =D,

' =
X i M1
v = B1
1 .
X ) = M2
y = B

-134~

considérons deux représentations de type II

(IT-110)

(I1-111)

(I1-112)

(II-113)
x1 + Dl.u
T
x2 + C2 u
(I1-114)
X2+D2 u
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Q étant la matrice de passage de II-113 3 II-114, on a de méme :

T -1 T
T -1 T
C2 =Q C1
(II-115)
T _ T
B2 = B1 . Q
Dy =D,
Transposons les égalités de II-112, il vient
MZT = (P 1 Ml ) P)T - PT MlT (P I)T
B, = (¢! 3" =87 . @hT
- (I1-116)
T _ T T T
C2 = (C1 P)" =P C1
T T
Py =Dy =Dy =D

En comparant avec le systéme II-115 ci-dessus, on obtient

immédiatement

(II-109)

Par ailleurs, la connaissance d'une matrice R de passage
de Compagnon II 3 Compagnon I permet de calculer la matrice de passage
d'une représentation quelconque de type II 3 une autre de type I,

ou vice~versa.

En effet, on cherche S telle que M T . S . M . 8 avec

M de type II et M T de type I.

1 2
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On peut &valuer par la méthode la matrice de passage P

de M] i Compagnon 11, telle que II~117

= -1 -
M o=P Moo . P=pM. =P .M P (II-117)

ainsi que la matrice de passage QT de M?T 4 Compagnon I, telle que

II~118
Myt = Q LMy - Q= QM0 (II-118)

Si R est la matrice de passage de Compagnon II 3 Compagnon I,

on a en outre
M = R . M . R (11~119)
Des trois derniéres relations, on tire :

Myo = (Q LR .P) LML (P .R.Q ) (II-120)

(II-121)

Par conséquent, on peut résoudre tous les types de problémes
de changement de base 3 l'aide du seul théoréme du changement de base
d condition de connaltre une matrice R de passage de Compagnon II &

Compagnon I,
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- > > e o o W e e e > e - o - - ——

Mop = R - Mogp - R (II-122)
-
¢t =r7' .8
D =D
T
B-=C .R (II-123)

On suppose que R = [ rij] N

N

n
1<j<n
En effectuant alors le produit matriciel indiqué en

II-123, on obtient les &galités terme-—d-terme suivantes

-
bn “Tht T Tin
bn—l = Th2 T Ton
(IT-124)
b2 = n,n—| = n~-1,n
b, =r
i n,n
D'autre part, on dispose &galement de la relation
-1
Mop =R . Mo - RESR M =Moo . R (I1-122)
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Le dévelcppement des deux produits matriciels de cette

dernidre
d écrire :
Typ =3 by T3y 0y
r12 = 8n-2 bn 40 "n-2
i rl,n—] =4y bn T4 bl
Et
= . . + . .
rij an—J Tin r1—1,J+I

expression et leur identification terme~a-terme conduit

(II-125)

i€ [Z,n]

(11-126)
ig |1.n-1]

a .. r .
n-i+1 n,Jj+!

A partir de ces 2quations, la détermination de la matrice

R globale s'‘effectue par étapes.

Premiére phase

: le sygtéme 1I-124 permet 1l'identification

de la derniére ligne et de la derniére colonne de R

-

28 Aa

Seconde phase

R B B

-~

@ termes identifiés

II-125 permet de calculer les termes

de la lére ligne de R 3 partir des coefficients de la fonction de

transfert
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.

L 2 /& 8 a

Troisidme phase : II-126 est un algorithme qui permet de
calculer les termes centraux de la matrice R 3 partir des termes

connus ligne par ligne. Le schéma ci-dessous illustre le déroulement

du calcul,
ENN @-.12_\\\13\\: -
.. Q-—--+an_3———b-
] a 2]
R = ““n-1
2]
2 /& 4 Qy 2 & ]

L'ensemble de la matrice R est ainsi déterminé.

Exemple d'application

Soit le systéme d'ordre 4 défini par sa fonctiom de

transfert

= 2p3 + 2p2 +3p + i
Fp) = —— 2
P +p +4p” +p+ 2

On a donc

o
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Par application de II-124, on a immédiatement

.
;’...:

3
R = { : 2 (1I-127)
L ! 3 2 2
Le systéme II-125 conduit & :
= -2 = -
Ty 1 x |1 2 x3 5
£, = 1 x4 -2x2=20 (11-128)
Tig = lx1-2x2=-23
D'o
- =y
-5 0 -3 1
R = 3
2 (1I-129)
1 3 2 2
I1 suffit d'utiliser 6 fois l'algorithme II-126 pour
déterminer les termes restants.
On obtient ainsi le résultat complet
b
-5 0 -3 1
R=| 0 7 2 3 (II-130)
-3 2 =3 2
] 3 2 2
d
Cette matrice doit vérifier 1'égalité II-122
-1

M., =R .M . R (I1-122)



-141-

Il est nécessaire d'effectuer le calcul de R_l.

I1 vient
- -
=27 =7 23 1
-1 I -7 23 1 -32
R =% 23 1o-32 19 (I1-131)
1 -32 19 62
On peut contrdler alors que l'on a bien 1'égalité
r 1T | 11
=27 -7 23 1 0 0 0 =2 -5 0 -3 1
-7 23 1 -32 1 0 -1 0 7 2 3
23 1 -32 19 0 1 0 -4 -3 2 -3 2
1 =32 19 62J 0 0 1 -1 1 3 2 2
- L 4 L
! 0 i
1
1o 0 0 i
R B I
Conclusion

Avec ce dernier point, nous sommes en mesure de résoudre
tous les problémes de changements de base pour des matrices quelconques
de type I ou de type II, en lindaire. On peut donc poser a priori une
forme de matrice particuliére en vue de la repr@sentation des systémes.
La méthode proposée permet de déterminer s'il existe une matrice de
passage de cette forme queiconque i la forme Compagnon de méme type,
c'est-3-dire si la matrice considérée peut constituer une repré&sentation
d'état du systéme. Dans l'affirmative, la matrice de passage peut-&tre

calculée grdce aux méthodes proposées.
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D'autre part, chaque forme de schéma de simulation
admissible induit une représentation d'état par simple lecture.
L'ensemble de ces résultats fait de la méthode proposée un outil
efficace de recherche systématique de nouvelles formes pour la

représentation des systémes.
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111 - DETERMINATION DE FORMES MATRICIELLES POUR LA REPRESENTATION

DES SYSTEMES

T1T.17 - FORME EN FLECHE

Dans le paragraphe I1.3-b de ce chapitre, nous avons
introduit la forme dite en fléche mince. Pour cette forme, les

é8quations permettant d'identifier les coefficients ont &té obtenues

par substitution.

Nous pouvons 3 présent retrouver ce rdsultat 3 partir

des théorémes proposés précédemment.

ppiauipingumpung e v An iy g St ofugieiyfhugB ghuabudp i huguliuet - — = ——

I1 convient tout d'abord de déterminer la base de polynGmes.
Pour cela, nous utilisons le théoréme 2. Il s'agit donc de calculer
la derni@re colonne de Com (pI - MFLE) puisque C = (0, 0 . . . 0, 1)

. . - _ P
De 1l'expression de MFLE figurant en II-32, on déduit



-
P+, 0
0 Py,
Pl - Mo = N P+
0
-k, &, -k

-
a
n
OLn—l
Ay (11-132)
%
P'anf o‘}
.

Le premier mineur est calculé en développant par rapport

a la premiére colonne

n+1

(=1

= k, (p+0))

(-1

R ST BN G

(e+y,_})

(II-133)

Le second en développant par rapport 3 la deuxiéme colonne

(-I)H-H 0 p+\ll2 O\ |
\\\\\\\\\\\ ,
0 =—— 0 p+wn_l
—kl _k2 h -kn-l
(_1)n+2 p+wl 0 0O ——m—m—— ¢
|
0 0 p+w3
0
0O ————— 0 0 Py
_kl —k2 * -kn—l

= -1

n+2

ky (*0)) (P4p)

«{-1)

T2k, (0r) (o) -
SCIN

(p+h__ )

(II-134)
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, .. . - . .8me
Celui de rang i, jusque i = n-~l, par rapport 3 1a i

colonne :
0
(- \ \ \
n-1
0 p+w . .
+ +1 k&, .
\ = (DT EDTE ijl (e+v)
p+b. j#i
P+
_ _ _ _ e (1I1-135)
Ky mhi TRy Kiel kn—-l
Le dernier est un déterminant de matrice diagonale :
2n n"]
0" T ey = ﬂ () (11-136)
j=1 j=1
On en déduit immédiatement la base de polyndmes sauf son
dernier terme :
- n-1
k, (p*y.) W
=2
%4 |
) = II-137)
iy [T e (
J._
j#2
=2
ko _lj (p+¥.)
J—
n~1
[ e
=t
— A




Ecrivons la matrice des coordonnées des vecteurs de la
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base @snr la base naturelle pk, k & [0, n-l] . I1 vient :

n-2

kn—lgn—Z
n-1
n-1

n—~1 “n-2

n=-2
n-1

n~-2

n—-i

- -

(I1-138)

D'aprds le théoréme du changement de base, cette matrice

est la transposée de la matrice de passage P de la forme Compagnon II

4 la forme en fléche.

p

Cette matrice de passage s'8crit donc :

n-2
kz. O’n_l (2)

. n-3
“2 cn—l(z)

1
&n—l a
n—1 g
k g
n-1
k

n-2
n-2

n-3
n-2

)

(I1-139)
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Dés lors, on peut déduire les aj, jé;[l,n] et les
Bj , 1€ [l, n] , par produit matriciel en fonction des coefficients
de la fonction de transfert et des wi » JE [1, n] , grdce aux

relations II-140

Mg =P - Mgpp - P
- (11-140)
Berg = P Berr
...1 .
Aupre = P Alcrr (II-141)

Toutefois, la détermination des aj, jé;ll, n ] d'aprés II-141
parait impossible, puisque l'utilisation du théoréme Il ne permet pas
de disposer de la matrice compléte P_. I1 faut donc définir une autre
méthode pour réaliser cette identification dans tous les cas oil 1'usage

du théoréme 2 simplifie l'évaluation de la base de polyndmes.

On observe que les —aj,_jef[l,n ] apparaissent dans la

dernié&re colonne de MFLE' Or on a

MFL“ =P .M . P (II-140)

" Par définition du produit matriciel, on peut &crire :

-1 )

dernidre colonne de MFLE =P x (derniére colonne de M

CIIP

-1

=P . % derniére colonne de P) (1II~-142)

Mo11

La relation ci-dessus permet d'identifier les coefficients

% j E;[I,n ] sans comnaitre la matrice totale P_.
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~ . + g .
Notons que, méme lorsque 1'on dispose de P , l'utilisation

de II-141 exige le calcul de l'inverse de P'. Dans 1a pratique, omn

dvite cet intermédiaire par la méthode suivante

II-141 est équivalent a II-143

Ayerp =B - A

Sous forme développée, ceci s'écrit encore :

CII

+FLE

L L

-----

pn.+1,n+1

-

-

Les n premidres lignes conduisent 3 la relation

Aoy = Pdpp *

-y

-
p1,n+1

p2,n+1

[ Pl onel
p2,n+x
pn,n+]

"

(I1-143)
(11~144)
(II-145)
(I1-146)
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On en déduit enfin :

fprg =P o ez

b

p1,n+1

- p2,n+1

pn,n+1

-~

(I1-147)

Par conséquent, pour déterminer les coefficients aj, j & li,n J

on utilise une relation du type II-142 lorsqu'on a évalué la base de

polyndmes par le théoréme 2, et une relation du type II-147 pour le

théoréme 1.

Exemple d'application

Soit un systéme d'ordre 4 défini par sa fonction de

transfert :

1

W(p) = 3
p + 8p

+ le2

+20p + 5

(IT-148)

La représentation Compagnon II s'en dé&duit immédiatement.

Elle s'éerit :

— -

x'1 0 0 0
1

X 2 _ 1 0 0
¥

X 3 0 1 0
1

X', L 0 0 1

(II-149)



y=(0,0,0,1) 2

(1I-150)

Une représentation en fl&che mince de ce systéme aura la

forme définie en 1I-i62 :

_wl

y = (0, 0, 0, 1) X

0 0 _QA
v, 0 %3
0 Wy T
k) ky o Y,y

|74

- T - -
x1 84
X 3]
2 . 3 a
*3 8,
A B
e J L. d
(II-151)
(II-152)

On peut appliquer la formule II-150 & l'ordre quatre pour

cbtenir la matrice de passage. Il vient :

Dét P

kb,
ky (by+y
k,
0

= kikykq

= k1k2 k

)

3

IS ka1 b,

S I N (S R A

k

2

0
Uy by b U,
bytey bty

W0 (b0,

k

0

3

LRPLE

w] + wz + w3 (IT-153)

1

by Y, (I1-154)

v+,

Wy=v)
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Pour que la matrice P de passage soit inversible, il est
nécessaire et suffisant que son déterminant soit non nul. En
exprimant cette condition, on retrouve ici une propriété connue
de la forme en fléche [17] que nous avons introduire comme hypothése :
les termes . de la diagonale doivent &tre choisis nécessairement

3
distincts pour j € fl,n-l] , soit ici j& [1,3] . A cette condition

on peut calculer la matrice inverse de la matrice P. On obtient :

L2 3
1 -, : 2 b,

R R I I L 8 R Y S B S L T

2 3
! e ¥y e
Ry (Oy=9)) (=) kg (=) Cby 920 Ky (Wy=b)) (By95) ky (bp=b ) (0, ~#3) (II-153)
- b 3 g 3
: Y3 by Y3

Ry Wy g9 kg Wy (ymby) Ry (3=8)) (Uymby) kg (6a=d) (93-9,)

Q 0 0 1
Sremier cas

On choisit k] =k, =k, =1

‘b1=1 b=2 v,=3 b, =0

On a alors les matrices :

6 3 2 6
5 4 3 1
P = (II~156)
1 1 1 6
0 0 0 1



fiéche :

~152~

1/2 -1/2 1/2 -1/2
- -1 2 -4 8
P =
1/2 -3/2 9/2 -27/2
0 0 0 1
L -

A l'aide de II-140 on en déduit :

C o1 T
/
34 b4 1/2
83 b3 -1
= P—] =
82 b2 1/2
B, b, 0

On utilise ensuite la relation II-142. On a donc :

-
[ -5
-14
MCII X derniére colonne de P = 1o
-2
= .
D'oli, puisque Wa =0
~ Tr 1T
1/2 -1/2 1/2 -1/2 -5 1/2
-1 2 - 4 8 =14 1
172 -3/2 9/2 -27/2 -10 1/2
0 0 0 1 -2 -2
L 4 L 4 \ 4

On obtient finalement la repré@sentation sous forme en

(II-157)

(1I-158)

(II-159)

(II-160)
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_1 - ) - p— 1 p
x’1 -1 0 0 1/2 X, 1/2
x! 0 -2 0 1 X 1
2| _ 2 + u  (II-161)
1 - -
X 3 0 0 3 1/2 x3 1/2
1] -
x', 1 1 1 2 %, 0
— - —1 - - L -
!“x]T
y=1(0,0,0, 1)] %2
X
3
A
' 1 = -1
On peut s'assurer alors que MFLE P . MCII . P pour
vérifier le résultat.
Second cas
On choisit cette fois k1 =k, = k3 = |
wl = 3 wz = 2 w3 = ] wa =0
On a donc :
~ e
2 3 6 6
p=]| 3 4 > 1 (11-162)
1 1 ! 6
0 0 0 1
— J
1/2 -3/2 9/2 -27/2
pla | 1 2 -4 8 (II-163)
1/2 ~-1/2 1/2 -1/2
0 0 0 1
L —




o

On en déduit :

- ol 1 [~
64 b 1/2
B3 = P—R b. = -
82 b 1/2
B] b 0
. 4 L
MCII x derniére colonne de P =
B
1/2 -3/2 9/2 -27/2
-1 -4 8
1/2 -1/2 1/2 -1/2
0 0 1
- -
-3 0 1/2
0 -2 0 1
0 -1 1/2
1 1 -2
- .
- X h
1
y =1(0,0,0, 1) | %2
*3
A
1 -4
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1/2

1/2

(II-164)

(I1-165)

(II-166)

(1I-167)

(I1-168)
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On constate que l'inversion des termes diagonaux ne change,

dand ce cas particulier, aucun des autres coefficients de la matrice.

On peut calculer la base 4d'état é%j correspondant 3 cette

représentation II-167 par rapport i égi, base d'état du premier

exemple.

On a en effet :

4%>é%§;1= p ~IT | é%? (11~169)

si é%p

ci1 °st la base d'état de la forme Compagnon II

é%j =97, 2%9 = PZT.(PI_IT) ‘é%i

2 CII

(Pl" ) 92)T . é%j
&L & (II~170)

1

it

On obtient ainsi 1'expression de la matrice de passage de

Q=2 .2, = 0 0 1 0 (11-171)
0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
Soit :
& 3
1 - ("
A PR & -l = (11-172)
1
€3 e
e', e
L L 4]

On retrouve bien qu'on a effectué une permutation entre

les variables d'état indicées 1 et 3.



-156~

Pl SIS PR g R L ey

Il est possible de choisir les termes de la diagonale
d'une forme en fléche &gaux aux pOles de la fonction de transfert
lorsque ceux-ci sont distincts. On obtient ainsi la forme en fléche
que nous avons introduite initialement en III.3 du chapitre 1, pour

laquelle les aj, j € [1, n] sont tous nuls.

Par extension, on cherche s'il existe une forme en flé&che
générale ol les termes diagonaux peuvent &tre soit 8gaux, soit
imaginaires conjugués. La diagonale de cette forme, dite en fléche
épaisse, prend alors une forme analogue 3 celle de la diagonale de

la matrice de Jordan [3].

Ainsi, le cas d'une racine double fait apparaitre un bloc

diagonal tel que II-173

p €ER (II-173) -

le cas des racines imaginaires conjuguées correspond i un bloc

diagonal tel que II-174

-y +¢ ,
(¢,¥) ER (II-174)
-0 b
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On regroupe les deux cas en étudiant les blocs diagonaux

II-175
- X avec ¢ = 0 X = | pour une racine double
6 - $ = - X pour des racines imaginaires
conjuguées
(I11-175)
La mise en &quation d'un bloc is0lé de ce type est telle
que
' —
X v x| x|
= | (1I-176)
' — "
X+l 0 v xn+lJ
D'old
.
*n lpxn "X %a+1
(I1-177)
' = -—
X n+l 0 xn v Xn+l
Soit encore
_.-._}..(2_-__.=—_——1——
X X4 P+
(I1-178)
w1
¢ X P+

On en dé&duit immédiatement le bloc de simulation

correspondant :
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' X
1 n 1 n+l
—p—t DY . pty

igure II-15

Les racines multiples, d'un ordre de multiplicité supérieur

3 deux, font intervenir des blocs diagonaux tels que II-179

- I 0 —————
0 - \l
0 (1II-179)
1
0 —
L2 ~ Y
i

pour un ordre de multiplicité 2gal 3 i.
Ceux=-ci ont dé&ji été présentés au cours de l'édtude de

la forme Compagnon I généralisée, du premier paragraphe.

Ils correspondent 3 un schéma de simulation faisant

intervenir des opérateurs en série.

l
B
Nous pouvons donc déterminer le schéma de simulation
associé 3 chaque type de forme en flé&che possible. La méthode
permet également de choisir a priori une nouvelle forme de repré-
sentation, et de déterminer d'une part si celle-ci est admissible
pour le systéme consid&ré, d'autre part de calculer ses coefficients

et les changements de base qui s'y rapportent.
q y PP
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On s'intéresse par exemple i une forme inspirée de II-179
forme en fliche épaisse pour le cas des racines multiples, mais

pour laquelle tout le bloc triangulaire supérieur est composé de |.

-y

-
I —— 1
- \\\\\\\\\\ ‘
\\\\\\\\:\\\\\\\\ (11-180)
—_— 0 -

- .

o m— 0

La mise en &quation s'effectue alors de la fagon suivante

: " i
x' Y 1 ——e 1 X
1 -
X 0+ 0 U Xn+1
Y - - . (II"]SI)
. * . 1 R
L} ————————e et — .
X n+i 0 0 ¥ Xn+1
e - - - - 4
D'od
[ %' = - Yx_ + X ...+ X
n n n+1 n+1i
x' = - Px '
n+1 n+l + X 9 ee + X i (I1-182)
' - —
» X n+i wxn+i
Soit encore
Xn - 1
( Xn+1 o * a+i Pry
(I1-183)
xn+1 - 1
+
s e En+i Py
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On en déduit le schéma de simulation de la figure II~16

pour cette forme choisie a priori.

>:4
1
> p+v
—
—pred DY

N\ Xa+2

4

P+y

Figure II-16

Dé&s que l'on connait le schéma de simulation pour chaque
cas, la mise en &quation, le calcul de la base de polyndmes et de
la matrice de passage ainsi que la détermination des coefficients

se font par application des théorémes proposés antérieurement.

- -

Soit le systéme dé&fini par sa fonction de transfert

p + 4

W(p) = 3
(p+1)~ (p+2)

(II-184)

Ce systéme comporte un pdle triple = I,
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En développant la fonction de transfert, on obtient :

W(p) = s = 5 (1I-185)
P+ 5p” + 9p” + 7p+2
soit a, = 5 a, = 9 ay = 7 a, = 2
b] =0 b2 =0 b3 = ] b4 = 4
On en déduit immédiatement la représentaticn sous forme
Compagnon II de ce systéme, qui s'exprime sous la forme :
'1 - - - 9 ~ -
x'] 0 0 0 -2 X, 4
t -
X', 1 G 0 7 X, | 1
<. o 1 o - x, | o u (11-186)
3 3
! -—
X', 0 0 1 5 X, C
—d e - e - L el
'XIT
y = (0, 0, 0, 1) (11~-187)
X
2
*3
%4
b -l

On cherche 3 présent une représentation telle que la
"diagonale mette en évidence les pdles de la fonction de transfert.
On se trouve donc dans le cas d'une forme dont le pdle ~ | est
triple. Pour ce pdle, on choisit un bloc du type II-180 proposé

précédemment.

by =¥, =Yy =-1 Y, =-2 (11-188)
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Par conséquent le schéma de simulation correspondant i

la forme cherchée est présent@ figure II-17.

4
L 4
¢
A 4

<
* <
:_N
4‘,

p+l

- T b " I 0 77
et — 2 . P
- p+l ( p+2
. X ‘
> 1 3; \ . 9
p+l -
F' R 4
) =
-+ ' —

Figure II-17

La lecture des opérations symbolis&es par le schéma et la

lﬁUS mise sous forme matricielle conduisent 3 :
LILLE



~-163-

—-— - p— - r - r— e
1 - 1 -
X ‘ ‘ : o, % 8,
x! 0 -1 1 - X B8
2 | 3 2| 4 3 a (11-189)
1 Py -y
X 3 0 0 1 az x3 82
1 1 - -
X 4 kl kz &3 2 al J x4 Bl
. —d . - wd e -
™ xlT
y = (0, 0, 0, 1) (I1-190)
X
2
X3
x4

Calculons la base de polyndmes par le théoréme 1. Il

convient donc de déterminer Dét (pI - M)

p+1 -1 -1 a,
0 p+1 -1 a3
pDét (pI - M) = (II-191)
0 0 p+1 L
—k1 —k2 —k3 p+2+u]

En effectuant le calcul, on obtient :

Dt (pI - M) = (p+1)°(p+2) + al(P+‘)3 Ty <k1+k{P+1) + ky(pHl) +

+ k3(p+})2 >

+ Oy (kz(p+1)2 + k](p+l)> ta, kl(p+l)2 (I1-192)

D'aprés le théordme |, la base de polyndmes est

K, (pr1)?
&z k(1) + & (p+1)

= . ) (II-193)
k] + k](p+1) + kz(p+1) + k3(p+1)
(p+1)3

(p+1)° (p+2)
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On choisit k1 = k2 = k3 = 1 . Apré@s développement, il vient :
p2 + 2p+l 1 2 1 0 0 1
& pZ + 3p+2 2 3 1 0 o0 D
2 p2 + Lp+d s 4 1 0 o0 o° | rr-104
p + 3p% + 3p + 1 13 3 10 p>
ot 4 5p> + 9p% + 7p + 2 2 7 9 5 1 p*
On en déduit 1'expression de la matrice de passage P
[ 1 2 4 1
p=| 2 3 & 3 _ (11-195)
1 1 1 3
0 0 0 1
_ J
et son inverse
r )
1 -2 4 -7
I 3 -4 5 (II-196)
1 -1 1 -1
0 0 0 1

On peut alors effectuer 1l'identification des coefficients

d 1'aide de II-140 pour le numérateur

- —1 - T o -
84 b, 2
8 b -5
3 7t 3 = (11-197)
% b, 3
8 b 0
1 I
L - L - - o




Pour le dénominateur, on utilise

pl,n+l

L
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-

-

cette fois II-147. Donc :

2 ]
7

9
5

o O O O

L

[ o]

Q Q R
[ S VOR S

Q

(11-198)

(I1-199)

On trouve les aj nuls j €& [1,&] , ce qui est caractéristique

d'une forme dont les termes de la diagonale sont les pdles de la fonction

de transfert.

-On peut donc écrire la mise en équation globale du systéme :

- 7] ~
x' -1 1
i
x'2 0 -1
x'3 0 0
x'4 1 1
L - L

y=¢(0,0,0, D

u (IT-200)

(11-201)
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Dans l}étude précédente, nous avons indiqué que, pour
une forme en fléche mince, il faut wi # wj pour i # j Eill,n—l] .
En revanche, il est toujours possible de réaliser ¢n = wi’ iE[l,n-l] .
Par conséquent, dans 1l'exemple précédent, on raméne 1l'ordre de
multiplicité 3 deux en effectuant une inversion des pSles et en

posant :

Le schéms de simulation correspondant est présentd

figure 1I-18.

- '
(¢2) d
_ Y

1

. ’ xl
== O

y 2

G L=, =y
e )t e

»

'F_'—-h p+2

Figure I1I-18
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La lecture des opérations du schéma et la mise sous forme

matricielle conduit 3 :

C h B » N
X 1 ~ 1 1 0 4
L - =0
X o _ 0 1 0 3
' - -
X 3 0 0 2 2
1 -1 -0
', k, k, ks 1=,

X
%
y=4(0, 0, 0, 1)
%3
L F4

Il convient de déterminer la base de polyndOmes. En

utilisant le théoréme 2, on obtient :

e

k (p+1) (p+2)
@« kz(P"'l) (p+2) + kl(P"'z)
LT k3(p+1)2

e+1)? (p+2)

Avec kl = k2 = k3 =1, il vient :
e ) _1' po
p-+ 3p + 2 2 3
2 4
P 4p + 4 4 4
@ = pz + 2p + 1 = 1 2
3 2
p- + 4p” + 5p + 2 2 5
- - L.

84
8 3
u
& 2
Bl
-
- -

(11-202)

(11~-203)

(I1-204)

(I1-205)
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D'od
o 1 puwa
2 4 1 2 -2 3
3 4 2 5 -1 1 -1
P = et P =
1 1 1 4 1 -2
0] 0 0 1 0 0
Alors
p - ~ -
84 -5
83 ) 3
82 2
61 0
hovare el N R r—z-‘
.o -5
M x derniére colonne de P =
CII -4
-1
boee d
D'oG
- — ~— - =~
- - - -
oy 2 3 4 5 2
~a3 ) 1 -1 1 -1 -5
~0y ; -2 4 -8 |- 4
—l—al 0 0 0 1 -1
- i L ‘ J L

Donc les ui, iG:[], 4] sont encore tous nuls.

(IT-206)

(1I1-207)

(I1-208)

(1I-209)
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On aboutit ainsi & la représentation suivante :

]
£
1
9
' =
X3
1
Xy
y =

On a de nouveau MFLE =P

(0, 0, 0,

1)

0 0
0 0
-2 0

-1

-

CII °

u (II-210)

(I1-211)

La matrice de passage de la représentation obtenue en II-200

a la forme en fléche ci-dessus est définie par

i 0 0
1 0
0 1
0 0

(I1-212)

On en déduit la nouvelle base d'état par rapport i la

précédente :

“

(II-213)

/fj}\

{5
4 rrg¥ ,"
byl .

.
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C'est donc une permutation circuiaire des trois premidres

variables d'&tat que nous avons effectude pour le deuxiéme calcul.

Dans cet exemple, nous avons proposé a priori une forme
de représentation matricielle pour un systéme défini par sa fonction
de transfert, A l'aide des théor&mes proposés, nous avons calculé
la matrice de passage de la forme Compagnon II 3 cette forme déterminée.
L'existence de cette matrice de passage et son inversibilité démontrent
gu'une telle forme est admissible comme représentation d'é&tat du
systéme, et permettent donc 1l'identification de tous les coefficients

qui la composent.

I11.2- FORME TRIDIAGONALE

- e o > t = = = —— - - — -

Les formes que nous avons mis en évidence font apparaitre
des termes tantdt dans la sur-diagonale, tantdt dans la sous-diagonale.
Nous cherchons une nouvelle forme que nous choississons telle que
d la fois la diagonale, la sur-diagonale et la sous-diagonale soient
non nulles. Chaque variable d'état est ainsi liée 3 la précédente

et 3 la suivante. Il en résulte le schéma général proposé figure II-19.
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4

)

v

S|
—>-@——r-

p+Y,

4

n-

Py

pt¥

e

La lecture du schéma permet d'écrire :

-

Figure II-19

F 8



suivante ¢

=172~

% |
- Y = ————swvem
R u-2d xn + k =) §+w]
*2 .
- 1
Bamt® T Oy TRy xp F Ky Xy DR,
x5 o (II-214)
- ' -
Bama® = %pp Xy * Ky Xy kTyx, pyy
Xn - 1
B1u - al X ¥ kn-l xn—l P*Wu
y =%

- ( . ~ 5
k'| 0 —-—70 - X, 5n
¥, ks \\\\\ ! e x5 B
0
%9 ¥, -2 %5 8,2

0 kt\--l -‘vn -a‘ xn BI
L. _1 - .
- -
< X]
y=1¢(,0,...0 1 % ((1I-216)
xn-l
X
n

Dans cette forme tridiagomale, la matrice correspondante

est notée MTRI'
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Dés lors, omn peut effectuer les calculs de changement de

base et d'identification des coefficients 3 partir des théorémes

proposés.

- - —p P i - > o

Utilisons le théorédme 2. Il convient d'évaluer les mineurs
de la derniére colonne de (pI - MTRI)' On a :
!
p-H,b1 k 1 0 0 a,
= - -l !
(PI-tppp) k) P, k2 %p-1
- +
0 ) P+, . )
: 0
!
i P %7 e
0 0 -kn—l p+wn+a1
(I1-217)
Alors le mineur de rang i+! s'8crit :
p"'b, -k'! (s} 0 0 0
a+i+l
=n -k, pet, -k,
oL kT
\ ' o .
0 ——— 0 - pro; k', 0 0 (IT-218)
0 0 % LaadW 0
l 0 .
h 0 0 0 0 _kn-l
= (-!)mi” . (-')n.i-' IR LYPP) K-y - B4 ¢ Kiap " Kgag o k-1 8y
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en posant
p+Y -k' 0 0
A 1 1 \\\\\\\\\
i k) Py, k'
0 ) P, (II-219)
: 0
R
PrY Ry
0 . 0 —ki_1 pﬂbi

En développant ce déterminant par rapport 3 sa derniére

colonne, il vient :

2i 2i-1 , ., _ -
by o= GDFR )b+ GDTT (R k)8, (T1-220)

/ = . - . ! . . .
by = Hb) -8, -k ok A

i-1 i-1 7i-2 (I1-221)

Cette relation II-22!| est une formule de récurrence permettant

le calcul des A. en fonction de A, et A, ..
) 1 1-1 1-2

au départ, on obtient par exemple pour les premiers termes :

En reprenant la récurrence

AO = |
by =y
A, = (p+ (p+ -k k'
2 = (p+¥)) (p*y,) L (11-222)

>
]

3 (p+w3)(p+w2)(p+w1) - klk'l(p+w3) - kzk'z(p+w1)

>4
1]

L= ¥, (H0) (p+,) (04l ) = k' (09, (p4y) = kpk', ()

(PrY,) = kqk'y (p+d ) (p*dy) + k (k') kak',

[
#

5 = (o) Ay -k kT A,



polyndmes 3 l'ordre 4 :

Z.

~175-

A partir de la formule II-218, il vient donc la base de

k, k3 (p+y))

ky (p+y ) (p+y,) - k k' kq

(p+w3)(p+w2)(p+wl) -k, k', (p+w3) -k, k'z (p+¥.)

(P*0,) (PHU) (H0,) () = Ky k' (0%,) (o) = kok', (040 ) (p+i,)

-k, k'

3 K'g (pry ) (p+d,) + k) k', ky k'

.

Exemple d'application

oo

(I1-223)

Considérons un systéme défini par le schéma de simulation

de la Figure II-20 :

p+2

p+2

!
!

p+2

A4

p+2

Figure II-20
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La mise en &quation correspondante est :

i
u + X, p+ 2
*2 .
X + X, p + 2
(1I-224)
3.
X, + %, p+2
6 i
Xq p+ 2
y =X,
On en déduit la forme matricielle suivante
- 4 - b = ‘1
1 -2 1 0 X, | 0
= z + u
0 1 -2 1 X5 0
0 0 1 -2 X, 0
L - = - L o
(1I-225)
- -
%y
y = (0, 0, 0, 1)] . (I1-226)
X
2
X3
A
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Cette représentation est une forme tridiagomnale pour

laquelle on peut poser :

o=y, =Y, =2 v, =0
17z 3 4 (11-227)
= ! = = ! = = ' =
kl k I k2 k 2 k3 1 k 3 0
D'od
T
ATRI =[oz4, a3, Qs ocl, l] = [O, o, -1, 2, l]
(1I-228)

T —
BTRI - [843 83’ 823 61’ 0] [1: 09 O’ 09 O]

La substitution dans 1'expression II-235 permet de déterminer

immédiatement la base de polyndmes

P 9 ~
1 1
p+2 p+2

e
= - 2
(p+2)2 -1 = p-+ 4p + 3
3 3 2

(p+2)7 - (p*2) - (p+2) p” + 6p” + 10p + 4
(p+2)3 p - (p+2) p - (p+2) p pA + 6p3 + 10p2 + 4p

. ! e b o

(I1-229)

Alors la relation II-230 permet d'obtenir la fonction de

transfert correspondant 3 ce systéme :

St - _ [i,0,0,0 0] &
e TTRET G

‘ (I1-230)

W(p) =
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En effectuant ce calcul, on obtient :

1

W(p) =

3 2
p + 8p” + 2Ip

+ 20p + 5

(I1-231)

On en déduit immédiatement la représentation Compagnon II

de ce systéme, proposée en II-232

] 0 0
1 0
0 1
0 0

y = (0, 0, 0,

La matrice de passage de II-225

1)

théoréme du changement de base.

-

p+2

p? + 4p + 3

p 4 6p + 10p + 4
p4 + 6p3 + lOp2 + 4p

il

-~

1 0
2 1
3 4
4 10
0 4

(11-232)

(11-233)

a II-232 est donnée par le

(1II1-234)
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D'oti
o - ~— —y
1 2 3 4 1 -2 5 -14
0 I 4 10 - 0 I -4 14
P = et’P = (II-235)
0 0 i 6 0 0 1 -6
0 0 0 1 0 0 0 1
L . — -

On peut vérifier alors que MCII =P | MTRI . P

-1
M = . . P
ou encore TrRI P M

R R e L R PO P R PPty * PR i g tugig e ) Sphhuiuy

Jusqu'ici, tous les exemples ont montré qu'il est aisé
par la méthode, de calculer la matrice de passage d'une représentation
Compagnon II 3 diverses représentations matricielles. Toutefois,
la méthode convient &galement dans le cas de deux formes matricielles
quelconques : on peut alors calculer directement la matrice de
passage de l'une 3 1l'autre sans qu'il soit nécessaire de connaitre

la forme Compagnon II ou la fonction de transfert du systéme.

Montrons-le pour 1'exemple pré&cédent. Au paragraphe b),

nous avons obtenu une représentation tridiagonale, telle que :



-2 1 0 0 1
1 -2 1 0
0 1 -2 i
0 0 1 - 2
L. J
- _
x!
y = (0, 0, 0, 1) *2
%3
%,
L -

La base de polyndmes

p+2

@-_- p2

3
p

4
p
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~

+ 4p + 3
2
+ 6p  + 10p + 4

+ 6p3 + 1Op2 + 4p

(I1-225)

(I1-226)

associée a 3té calculée et vaut :

(I1-229)

Or, en comparant les fonctions de transfert, on constate

que c'est le méme systéme dont nous avons donné une représentation

en fléche au parégraphe ITI.1 a).

-

= 0 o 12 |
_ | o -2 0 I
0 0 -3 1/2

! 1 -2
L ;

1/2

-1/2

(I1-161)



P +

p +

g
+

Yy = (0, 0, 0, 1

-

(p+2) (p+3)
(p*+1) (p+3)
(p+1) (p+2)
(p+1) (p+2) (p+3)

p (p+1) (p+2) (p+3)

-l

L

+ 3p + 2
2
+ 6p. + 1lp + 6

6p3 + 11p2

+

+ 6p

-

(11-162)

(I1-235)

Exprimons la matrice des coordonnées des vecteurs de la

basecgzgz sur les vecteurs de la base E;gf.

Sp + 6
4p + 3
3p + 2
6p2 + 1llp + 6

3

6p~ + llp2-+ 6p

On en daduit la matrice

de passage de la forme

tridiagonale a la forme en flé&che :

h

p+2

p2 + 4p+3

93 + 6p2 + 10p+4

3

p4 + 6p +10p2+4p

(11-236)



On peut alors vérifier que MFLE =p

qui confirme que le résultat trouvé est correct.

—
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et p

1/2

1/2

-1

1/2

-1/2

* Mrr1

. p, ce

En ce qui concerne les bases d'état, on a l'égalité

D'od

p— 1 et
e'l 1
e'2 0
e'3 1
e'4 0

L - -

-1/2

1/2

-

(11-237)

(11-238)

(I1-239)
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111.3 - AUTRES ASPECTS DU PROBLEME DE LA RECHERCHE DE

FORMES NOUVELLES

Dans les exemples ci-dessus, nous avons choisi des formes
matricielles. A partir de celles—ci nous avons alors dé&duit tous

les éléments qui les définissent.

Cependant nous avons montré, par le théoréme du changement
de base, qu'il y a &quivalence entre une base de polynOmes correspondant
au choix d'opérateurs généralisés, et une forme de représentation d'état.
Par conséquent on peut envisager une étude suivant les bases de
polyndmes. En repertoriant toutes les bases de polyndmes susceptibles
d'engendrer 1'espace vectoriel des polynGmes de degré n, on leur

associe les formes matricielles admissibles.

Etudions par exemple 1l'ordre successif des vecteurs de base

pour les polyndmes de degré 4.

I1 est nécessaire que les matrices de passage d'état aient
leur dermiére ligne sous forme (0, 0, 0, 1) pour que les repré@sentations
associées de type II pour un systdme de type Lur'e Postnikov laissent

les termes non-linéaires exclusivement dans la derniére colonne.
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Ceci impose donc pour les matrices de passage de bases de

polyndmes, une relation du type

qu— -— — -
X X X 0 1
§2§L X x X 0 p
X X X 0 p2
3
X X X 1 P
4
P
- - - 4

La dernidre ligne et la dernidre colonne sont indifférentes
puisqu'elles n'interviennent pas dans le calcul de changement de base
d'état. Par comséquent, en ce qui concerne les quatre premiers
polynSmes, on peut en avoir au maximum un d'ordre trois et trois

d'ordre deux.

Les bases de polynOmes possibles peuvent étre composées

-de vecteurs d'ordres successifs :

0 2 2 3 1)
0 1 2 3 2)
1 1 2 3 3)
1 2 2 3 4)
2 2 2 3 5)

Le cas 2) correspond aux formes Compagnon, Cdmpagnon
Généralisée, tridiagonale, ou plus généralement 3 toute forme dont
la structure du schéma de simulation associé est de type série. Le

cas 5) correspond 3 la forme en fléche, dont la structure de

simulation est de type paralléle.
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Les cas intermé@diaires peuvent correspondre i des cas

hybrides od la structure est mi-série, mi-paralléle.

Envisageons par exemple le schéma de la figure II-21

u
P~ »> -
OO 2 81
4 L 2 v
X 4
»> ) S| 1(: > >
=4 P,
1 x3 |1 x
1 Y P,
— 1 Kz( )
. P""l'z
4 4 z &
-0, -q
4 3 Gy 1
-+ < — —

1!

Figure II1-21

La mise en &quation matricielle correspondante est
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r -y r~ -~ [~ - P —y
' -
x' w] 0 0 o, X 84
1 -
X' 0 ¥y 0 0 Xy 8,
= +
-
X3 k ky by oy X3 B,
, _
x', 0 0 k3 b o, X, Bl
- - . 4 L - L o
X
y = (0, 0, 0, 1) X
%3
%
L i

(11-240)

(I1-241)

En calculant Dét (pI~M), on détermine la base de polyndmes

associéde.

kik, (p*+¥,)

kiky (p+e))

ky (pro)) (p+y,)
(p+y,) (p*U,) (p+yy)

(P+0)) (04, (p+0,) (p+1,)

L'ordre successif des polyndmes de base est 1.1.2.3,

ce qui correspond au cas 3).

(I1-242)



Soit

-

a
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présent le schéma de la figure II-22 :

> -

r

p*y,
’ 3 Y
. b4 4 . ] - x4 = y
A 1 1 |
] o, / P™Vq
3 v A
Y
1 Xq
oHY,
} |
) @)
-~ — -« <

Figure II-22

Celui-ci conduit 3 la repré@sentation matricielle suivante :

-

—al‘

]

- -

(II=243)



y = (0, 0,0, 1) 2 (II-244)

La base de polynOmes associe est cette fois

k, (p+w3) + k3(p+w2) 1
k, (p+y,) (p+i,) : ‘

y 2 1 3

é;2§= (I1-245)
k3 <p+w,><p+w2>
(p+w1><p+w2><p+w3>

(p+w1)(p+w2)(p+w3)(p+w4)

L'ordre successif des quatre premiers polymdmes de base

est 1.2-2 .3, ce qui correspond au cas 4).

Au contraire le cas 1) ne correspond 3 rien de connu. Nous
en déduisons qu'il existe une représentation d'état 3 1l'ordre 4
associde 3 cette base de polyndmes dont la forme n'a pas encore &té

déterminée. Celle—-ci reste ainsi 3 dé&couvrir.

On réalise 3 présent l'@tude générale d'un systéme dont
la matrice représentative comporte des termes tous nuls dans sa

derniére colomnne. La représentation correspondante prend donc %a

forme proposée en II-246,
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[ 1 B =1 I~ - r‘ -~
x' 0 x R
1 1 n
1
*2 Mo ) Bn—]
: = '. + . u
]
* a1 0 -1 B2
x! k k .k 0 X 3]
n 1 2 * n-1 n 1
- -1 b w e - - el
(1I-245%)
- -
X
y = (0, O, 0, | *2 (1I-247)
xn-l
X
n

D'aprés le théoréme 1, on a Dét (pI-M) qui est é&gal

au dénominateur de la fonction de transfert. Or, dans ce cas,

on a .
0
Dét (pI-) = (II-248)
pl - M -1
0
Ky T TRy P

En développant le calcul de ce déterminant par rapport i

sa derniére colonne, on obtient :

Dét (pI-M) = p . D&t (pI - Mn- ) (II-249)

1
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Par conséquent le terme p est en facteur dans le dénominateur

de la fonction de transfert : on se trouve dans le cas ol la fonction

N 1
de transfert comporte un intégrateur pur ; .

Alors, le terme constant du dénominateur, as est nul.

La représentation Compagnon II associée est nécessairement de la

forme II-250.
[ 17 1T
x' 0 0 0 X
1 1
x' 1 Tan-1 )
2
o “3n-2 *3 00t
N, . .
- 0 . .
1 -
¥ n-1 1 ) *n-1
1 -
x' 0 0 a, X J
-
. XI
vy =1(0,0, ... 0, 1) %2
xn—l
X
n
- J
avec [-al, ay e an—l} coefficients de Dét (pI - Mn—l)'

Isolons la premiére ligne de cette représentation

matricielle. On obtient :

(I1-250)

(I1-251)

(I1-252)



- b
!
X
2
1
X
3
1]
X
n-1
X'
n
kv -

Posons

En tenant compte de l'expression II-253 de u,, nous
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N

—_— 0

-a

-a

u+

pouvons condenser l'écriture en convenant de faire intervenir le

. 1 . . .
symbolisme S-dans la représentation finale.

En effet, si on symbolise u, par

L

0
1

|

N

0 1

b
—an—l
-an-z
val
4

(I1-253)

(I1-254)

(I1-255)

(11-256)



y= (0,0, ... 0, 1) X3
xn—l

.4

n
b -

t

b
ci le symbolisme E?-u représente bf/n u dt.
0

-

(I1-257)

On obtient 3 nouveau une représentation de type Compagnon II,

mais inférieure d'un ordre i la précédente. En revanche, il apparait

. . 1 . .
un terme d'lntegratlon-; dans la matrice B. Celle-ci n'est donc plus

i coefficients constants. Tout se passe donc comme s'il y avait

réduction de dimensionnalité d'une unité, en méme temps qu'apparition

d'opérateurs temporels dans la matrice B.

Le schéma de simulation correspondant i la repré@sentation

_(1I-256) est proposé figure II-23.

P :’ se e
n-1
A 4 ) 4
X X
1 2 1 3
> " : —— ﬁ-"’
P P
¥ &
a
n-
T <+ < cee

Figure II1-23

bl
Y
> 1 o = X

- P

4

¢

~a,

>y
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Calculons 1l'expression de la fonction de transfert 3 partir

s -
de II-256. Par définition, on a : ]
2
p
‘-2
bn
y Bay * 5 > boogs ees Bys by, 0 n-}J
= T = — II"258
== W(p) = = ( )
P
+ + + 1 2
a 1> ta oy .e- a,, a, )
n-2
p
n-1
p
En effectuant ce produit matriciel, on obtient :
bn n-2
—-— +bn_1 +bn__2p+ ...+b]p
% = W(p) = —& — — (I1-259)
a _y*ta op ... tap +p

Pour obtenir une expression sous forme de fraction rationnelle
de deux polynOmes en p, il faut multiplier II-259 haut et bas par p.

Ceci conduit 3 :

(II-260)

€ i<
[
=
~~
o
N
]

Cette expression est aussi celle de la fonction de transfert

initiale, calculée A partir de II-250.
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Soit un systéme satisfaisant aux conditions de l'&tude
ci-dessus. Il est donc défini par sa fonction de transfert telle
que II-260. Un tel systéme admet toujours une représentation en

fléche épaisse pour laquelle les pdles figurent dans la diagonale.

Nous savons que ce systéme admet le pdle 0. Nous

choississons de le faire figurer en dernier, soit wn = 0,

Par ailleurs, nous avens vu que dans ce cas, les
aj, j € [l, n] sont tous nuls. On aboutit donc 3 la représentation

en fléche suivante :

- .1 T T0. 107« 1
X 1 0 Xl Bn
x' \ 0 X B__
2 = l'1n...1 2 + n 1 u
x' . ’
n-l 0 Xn-1 B2
1
x k[ k2 . kn 0 X BI
- - L 4 L . » 4
(11~-261)
[ < ]
%)
y =(, 0, ... 0, 1} . (1I-262)
n—-1
X
n

~

oil Mn-l est composée de blocs diagonaux analogues 3 ceux de la

matrice de Jordan.
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-

On suppose 3 présent que ce 3ystéme est bouclé par une

non-linéarité. C'est donc un systdme de type Lur'e Postnikov en

régime forcé représenté figure II-24.

e g 84 b4
| NL ey W (D) P
. e
Figure II-24
Ecrivons les équations de bouclage
1€t cas : Régime autonome
e =0 £ = - y = -x
u=£(€ =£F ., e=-¢% ¢
i n
En reportant dans II-261, on obtient :
- - -
<! i -8 fx X
1 n R
' -8 ¢*
X ‘n—lf %
Mn—l
1 _8 x
X n-1 2 f xn"l
' \ \ -8 %
*a £ k2 kn-l 1 £ *a
=3 -l L - ——

(II-263)

(II-264)

(II-265)



x'1 1
]
X9
x!
n~-1
Xl
n
e o

En prenant € = - X, domme derniére composante du vecteur

état, il vient :

T
1]
X
1
X'
2
1
X
n-1
el
- —
28me css

-196-

En remplagant dans II-261, on obtient

i T T h
B £ x
n 1
x
= M Bam1f %2
n-1 .
B2f Xn-1
%
~k -k, . -k B £
B 1 2 n-| i J i .J
: Régime non autonome
e # 0 S =e-y=e-x
= ol — <!
( e' - x',
u = f(g) = * €

1 “n
X, B
Lo+
Xn—l Bz

(I1-266)

(I1-267)

(I1-268)

(1II-269)
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Lorsque €. est choisie comme derniére composante du

vecteur &tat, on en déduit :

f' ‘1 ™ — - o= —
B
1
9 By €* X 0
%
' £
x', B~ X, 0
. M . .
. = n-1 . . +
. C .
]
¥ -1 B2 £ *a-1 0
g’ -k —k2 oo -k 1 B] £* € 1
- ad e 1 n- - b - - J
(1I-270)

S'il existe e', dérivée de l'entré@e e par rapport au temps.

Ces deux représentations II-266 et II-27C, sont semblables
au terme e' prés. Par conséquent, dans le cas particulier od e' = 0,
donc e constant, les représentations sont rigoureusement identiques
en régime autonome ou en régime forcé. Elles ont donc le méme
comportement en fonction du temps. En particulier, si le systéme
est asymptotiquement stable, et si l'origine 0 est le seul &quilibre,
les composantes du vecteur &tat tendent vers 0, donc ¢ tend vers 0.
Or ¢ = e -y, donc y tend vers e. Ainsi au bout d'un certain temps,
la sortie est égale & l'entr8e. Ceci redémontre qu'il n'y a pas
d'erreur pérmanente en réponse d un échelon lorsque la chalne d'action

. 1
comporte un 1intégrateur pur E-.
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CONCLUSTON

Dans ce chapitre, nous avons proposé de nouveaux opérateurs
symboliques pour le calcul analogique, puis défini une mé&thode permettant

leur mise en oeuvre.

Des exemples ont ensuite montré que cet ensemble constitue
un outil adapté 3 la détermination de représentations d'état des
systémes et au calcul des coefficients et des changements de base
associés. Il permet de choisir a priori une forme représentative

et de la définir complétement 3 partir d'une représentation initiale

quelconque.
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CHAPITRE IT1

APPLICATION A L'ETUDE DE SYSTEMES PHYSIQUES

Bus
ULt
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INTRODUCTION

Les deux précédents chapitres présentent une méthode
de représentation d'état d'un systéme sous une forme proposée
i priori. Dans chaque cas particulier, elle permet, d'introduire
une forme adaptée 3 l'étude envisagée., L'identification des
coefficients de la représentation d'état ainsi obtenue est

simplifiée par les résultats antérieurs.

Cette derniére partie s'attache & 1'étude de systémes

physiques.

Pour chaque systéme un mod&le mathématique particulier
est envisagé. L'analyse montre qu'il respecte les propriétés

physiques du processus &tudié, et qu'il en facilite 1'@tude.

La méthode sera appliquée dans deux cas : l'un concerne
les régimes anormaux dans les circuits &lectriques, l'autre traite

des problémes de transmission de la chaleur 3 travers les parois.
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I - LE CIRCUIT FERRORESONANT SERIE

1.1 - REPRESENTATION D'ETAT D'UN SYSTEME MONOVARTIABLE DU

SECOND ORDRE

Soit un systéme continu monovariable, non linéaire de
type Lurle Postnikov. Le schéma-bloc correspondant est indiqué

figure III-|.

Figure III-|

On suppose en outre que sa fonction de transfert W(p)

définie en III-1, d'ordre deux est non dégénérée

bp+hb
1 2
%= W(p) = — (III-1)
P° *+alp + a,
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Déterminons une représentation sous la forme Compagnon II

pour ce systéme fonctionnant en régime forcé.

L'étude précédente montre que cette forme est associée 3

la seconde méthode du graphe, qui conduit au schéma de la figure III-2.

e=0

¥ §

Figure III-2
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La représentation matricielle III-2 se déduit des équations

de lecture du schéma

i h i T 7 m
1 -
X', 0 a2 x1 b2
= + u  (III-2)
1 -
X 2 { L i al Xz b]
bow -l - b b 3 J
X
y = (0, 1) (1II1I-3)
)

Reportons la relation de bouclage non linéaire

x

u=f(g) =£ . ¢ (I11-4)
I1 vient :
- r " i ]
- -1 =
x
' - o
X, 0 | a, X, b2 £
Z + (I11-5)
x
\] —
x', 1 ald sz- Lblf )
On substitue € & X, comme derniére composante du vecteur
étacr. On a donc
£ =e—y=e—x2 (111-6)

S$'il existe e' dérivée de l'entrée e par rapport au temps,

le calcul de x'1 et €' en fonction des nouvelles wvariables d'état

conduit 3 la représentation matricielle III-7
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PR J0.1 L T
1 -
x' 0 a, * b2 £ X, a, 0
= + e + e!
b3
g’ -1 -a, - b £ £ a 1
oL e e A
(I11-7)
X
y = (0,-1) +1 . e (I11-8)
£
En changeant la premidre composante du vecteur &tat en
son opposé, on obtient la mise en &quation finale :
ud - af ey -t r- - ~ -
*
' - - r
X' 0 a, b2 £ X, a, 0
= + e + e'
8' 1 —a,{ - bl fx € a] 1
b -J L ¢ A -l b J L -4
(111-9)
)
y = (0,-1) +1 . e (I1I-10)
€
Soit la forme quadratique de type intégral ¢,
définie par la relation III-11 [33]
2 £
X
¢ = N f(aze + b, f(s)) de (I1I-11)
2
- 0

La forme quadratique ¢ est fonction de 1'état imitial X,

de l'acart initial €, et du temps t. Toutefois, dans la suite, nous

gonvenons d'omettre X, et €, La fonction ¢ sera donc notée ¢(t).
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I1 vient l'expression de sa dérivée ¢'

p'(t) = X, x'1 + g’ (aze + b2 £(g) ) (I11~12)

L'expression de x'l et ¢' se déduit de III-9. On a :

p'(t) = a, e x, + (ale +e") (32 + b2 f(e) ) (I1I-13)

- (a, e+ b, £(g)) ,(a2€+ b2 f(e) )

1

Par définition, la fonction ¢' est intégrable.Son intégrale

est alors définie par la relation III-14 [34]

t

J/ﬂ ¢'(e) dt = ¢(t) ~ ¢(t ) (III-14)

t
o}

Dans le cas ol ¢(t) est périodique, si T désigne sa

période,on a :
ot  + KT) = ¢(t) , k € N _ (III~-15)

Donc & partir de III~14, pour t = et * kT, on obtient :

t +kT
o

f $'(t) de = 0 (III-16)

t
(o]

od ¢'(t) s'exprime sous la forme indiquée en III-13.
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1.2 - CAS PARTTICULIER : LE CIRCUIT FERRURESONANT SERIE

Soit le circuit électrique ferrorésonant gérie décrit par

le schéma de la figure III-3 :

R C
i(t)

——UUUL
—— 00 —

Figure I11-3

et B s

v(t)

Le noyau magnétique de la self introduit une non-linéarité

pour ce systéme.

On suppose que la caractéristique magnétique se représente

sous la forme indiquée figure III-4
g(i)

23

Figure III-4
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Des travaux antérieurs [35, 36 ] ont montré 1l'dquivalence

entre le circuit ainsi défini et le schéma-bloc présenté figure III-5

fle)=1

Cp

1+RCp

Figure III-5

Pour ce schéma, f désigne 1'inverse de la caractéristique

magnétique g, dont la forme est préciséde figure III-6

Figure II1I-6
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Le schéma-bloc est équivalent i celui de la figure III-7

dont la forme est condensée.

l

f(e)=i | Rp+ C y
I 2
p

Figure III-7

Ce schéma est du méme type que celui de la figure III-1.
Nous pouvons donc utiliser les résultats du premier paragraphe

avec

bp +b
W(p) = 21 2 = g g (III~17)
P *ap+a, P

Par identification, on en dé&duit immédiatement

b1 =R

1
by = & (III-18)




=211-

En substituant dans III-9, on obtient une représentation

matricielle du circuit ferroré&sonant série

T _l b 3
X | 0 C £ x1 0
= * + e'
[ g' 1 -Rf € 1
b - L
(I1I-19)
. .
y = (0,~1) +1 . e (I1I-20)
£

A partir de III-13, il vient une expression de la dérivée

de la forme quadratique associée.

%' =é— (e’ f(e) - R fz(s) ) (11I-21)

La substitution dans III-14 conduit 3 une seconde définition

sous forme intégrale de la fonction ¢

t

J/ﬁ % ( e' £(e) - R f2(€)> dt = o(t) - é(c) (I11-22)

t
o)

117.3 - APPLICATION A LA SECURITE DANS LES RESEAUX ELECTRINUES

Un tel circuit présente parfois des surtensions de longue
durée, qui se manifestent soit 3 la fréquence de fonctionnement du

réseau, soit 3 un multiple ou sous-multiple de cette fréquence.



wgl2=

Les courants correspondants sont caractérisés par des valeurs plus
glevées qu'en fonctionnement normal. Ces manifestations correspondent
au phénoméne de ferrorésonance. Celles-ci présentent des dangers

pour les réseaux ol elles apparaissent [37, 38, 39, 40] .

Plagons-nous dans le cas ol le circuit présente une
ferrorésonance avec démultiplication de fréquence. Dans ce cas, on
désigne par T la période du courant i(t), correspondant 3 la fréquence
1
f =
T
On suppose que v(t), tension d'entrée du circuit, est de

_ T - _
période =, € N, correspondant 3 la fréquence mf.

Tous les signaux sont alors périodiques, et T correspond &
la plus petite période de l'ensemble du systéme. La formule ITII-16
est donc applicable & cet exemple pour lequel ¢' est défini par III-21

I1 vient

e £(e) - R £2(e) ) dt = 0 (III-23)
/

:“‘\
Qf—
.

La détermination des variables de cette &quation est possible
a partir du schéma de la figure III-7. En effet
£
e = / v(t) dt =pe' = v(t)
o

(III-24)
£(e) = i
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La traduction en grandeurs physiques de III-<23 conduit aimsi

s

£ +kT £ +kT
o o

f v(t) . i(t)de = f R . i%(t) dt (I11-25)
t t
o) o]

Interprétons ce résultat
t +kT

Le terme ,/ﬂ v(t) . 1i(t) dt est la puissance active
t

correspondant 3 la composante du courant de fréquence mf, c’est-i-dire
to+kT 2

de méme fréquence que la tension d'entrée. D'autre part, J/ﬁ R i7(t)dt
t

. . )

représente l'énergie dissipée dans la résistance par effet Joule.

Il résulte de la relation III-25 que toute l'énergie dissipée 1l'est

dans la résistance, et l'on retrouve, par une méthode originale, le

résultat que seul l'harmonique du courant de méme fréquence que la

tension d'entrée fournit cette énergie.

L'énergie dissipée dans la résistance apparalt donc comme
limitée. En conséquence les dangers diis & la ferrorésonance se manifestent
principalement dans les surtensions. Cet aspect des choses peut amener
un claquage du condensateur. Dans la pratique, le phénoméne intervient
lorsque sont mis en oceuvre de gros transformateurs. L'apparition de

ferrorésonance peut alors leur faire courir un danger.

Remarque :
La relation III-25 conduit 3 une seconde propriété pour ce

type de systéme : la multiplication de fréquence au sens strict

n'existe pas dans un circuit ferroré@sonant série.
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En effet, dans ce cas, i(t) aurait une fréquence supérieure

-~

i v(t). T désignant la période de la tensiom, il en résulte :

t +kT t +kT
o o

f i(t) v(t) dt = 0 =/ R . iz(t) dt (II1-26)
t tO
Or

t € [0+ , Ri%(E) 30 (111-27)
D'od

£ +KT

Ri%(t) dt =0 => R . i%(t) = 0 =>i(t) =0  (III-28)
t
o]

On ne peut donc pas avoir de courant i(t) nomn nul et de
fréquence supérieure 3 v(t). Ceci exclut la multiplication de fréquence

pour les circuits ferrorésonants série.
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1T - ECOULEMENT DE CHALEUR EN REGIME TRANSITOIRE A TRAVERS UNE PAROI

INTRODUCTTON

Les lois de Fourier [41, 42] permettent de traiter les

" problémes concernant la conduction thermique en régime permanent.
Toutefois, les solutions apportées supposent qu'il existe un régime
permanent pour le comportement du syst@me, et elles ne tiennent pas
compte de l'intervalle de temps précédant 1'dtablissement de ce régime.
Cependant la résolution en régime dynamique est nécessaire iorsque

des variations de la température et de 1'Bcoulement de chaleur ne
peuvent &tre négligées. Par exemple, l'écoulement périodique de la
chaleur a son importance dans les moteurs 3 combustion interme, le
conditionnement de l'air, l'instrumentation ou les procédés de contrdle.
L'étude suivante présente une solution analogique 3 ce type de problémes.

Celle~ci, découle de la méthode proposée précédemment.

1.1 - DETERMINATION D'UNE REPRESENTATION ADAPTEE DU SYSTEME

o~ o e = e

L'équation générale régissant la répartition des températures
et 1'écoulement de chaleur par conduction dans un solide ayant des

propriétés physiques uniformes s'exprime par la relation [ 42 ]:
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1 38
3 3 (II1-29)

3% . 3%, 3% . 4 .
272 K

§ température en un point du solide 3 l'instant t

q intensité de la source de chaleur par unité de volume et par unité
de temps

k conductivité thermique du maté:iau (k cal/hm°C)

a= g% diffusivité thermique du matériau (mz/h)

¢ chaleur spécifique du matériau (k cal/kgoc)

A densité du matériau (kg/mB)

(8, &, vy, z) repére euclidien de 1'espace

Si le systéme ne contient pas de source de chaleur,

1'équation III-48 se réduit i l'équation de Fourier

(111-30)

Cette formule est valable pour un matériau continu et
homogéne, ot il n'y a pas de transfert de matiére et pas de rayonnement.
On peut l'appliquer 3 l'étude de la répartition de chaleur & travers

une paroi.

Si 1'épaisseur e de la paroi est faible vis—-i-vis de ses
autres dimensions, celle-ci peut @tre assimilde 3 une plaque supposée

infinie dans les directions y et z. La température sera uniforme dans

n'importe quel plan yz pour une valeur donnée de l'abscisse £.
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L'équation générale de la conduction de chaleur se raméne dans ce
cas 4 la forme simplifiée TII-31 :

3% _

——

23

1 38

—_— = III-31
5 =3 3¢ 0gE<ge ( 31)
Cette 8quation est une &quation aux dérivées partielles dépendant de §

et de t.

La méthode proposée ne permet de résoudre que les problémes
ol interviennent des &quations différentielles. Il convient donc
d'approcher 1'équation aux dérivées partielles (III-31) par un modéle

mathématique de cette nature.

On convient d'appliquer la source chaude du coté gauche

de la paroi. La partie droite correspond & la source froide.

Pour obtenir un modéle différentiel du systéme, nous allons
discrétiser par rapport 3 la variable abscisse £ et intégrer continfiment
par rapport 3 la variable temporelle t. Pour cela, supposons la paroi
découpée en n tranches d'égale épaisseur A£. Dans un premier temps,
la valeur de ce paramétre Af sera choisie trés faible vis-id-vis
de 1'épaisseur totale e. Nous réalisons ainsi une discrétisation

trés fine de la paroi suivant 1l'axe des abscisses.
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On repére les plans-milieu de chaque tranche par leur

abscisse

4 =é§ a-——...3A£ - = _é_&_
QI 2 ’52 D 2t Ei_ls Ei’ Si*"i"..’ En-l’ gn e 3
(I11-32)
La discrétisation de la paroi est réalis@e suivant le schéma de la
figure III-8
ag " oag Y- AE AZ AE AE
Gy ) G 1< > 1 & > > < > 1< >
source source
chaude T Tt froide
|
> ) Si-t 15 8y R
Figure I1I-8
Effectuons un développement limité au second ordre de la
fonction pour les deux plans distants de + AE et -AZ du plan
d'abscisse Ei'
3 (II1-33) -
AE (2) AE= L (3)
0 9 =agg ) 259 > e
Cra) = 8G =8827 G+ =57 87 G + 377 G +

8(e, >-efa>=-aae(”(a>+§5—e§2) &) - 5 e§3)<s>+e

(ITI-34)

SE(J)Gi) représente la dérivée d'ordre j par rapport i £ de la
variable 8 au point Ei'

éme .
El et €2 sont des termes du 4% ordre au moins.



=219~

Ajoutons membre-i-membre les équations (III-33) et (III-34). Il

vient au 4é&me ordre prés :

(2) 1
0, (€)= =5 B(5;, ) - 20(E) * 8

Ag
On a par ailleurs
2
(@) gy o 28
95 (€) 352

En substituant dans III-35, on obtient 3 partir de III-31

2
Ei B TV
3g A

Q>
D

o
Q
cr

jep) T 20(E) + 8(E._ D)

D'aprés les hypothéses, on a ici :

a6 _ 20(&y)
ot ot

Pour simplifier la représentation, on convient d'écrire :
8(g) =6, Vie[1, n]

(I1I-37) et (III-38) conduisent alors 3 :

aei a
== = 2. (9. -20. +09 )
ot AEZ ( i+1 i i-1

D'aprés les hypoth&ses initiales, la température 8 est

(I11-35)

(II1-36)

(IT1I-37)

(I11-38)

(I11-39)

(I11I-40)

fonction du temps t et de 1'abscisse £. Par conséquent la température

au plan d'abscisse Ei’ ei, ne dépend que de t.
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On peut donc écrire :

aei dei

T = I (I11-41)
La relation (III-40) devient alors :

dei a

Eabe: (81 -2ei+ei_1) Vie[l, n] (I11-42)

-~

Nous avons ainsi substitué 3 1'8quation aux dérivées
partielles (III-31) un systéme de n &quations différentielles telles

que (III-42).

La méthode permet alors de déterminer un schéma de simulation

de ce systéme et une représentation matricielle.

e s - - - ———— - ——— — — - ———

Faisons un changement d'@chelle des temps en posant :

T = at dT = o dt (III~43)
Alors
de. de. de.
i __i 4T _ i -
dt _ dr " dc % g (111-44)

En remplacant dans (III-42), on obtient :

dei a 1
CavRE (0501 =29+ 85) (I11-43)



On fixe la wvaleur de o par la relation

o = —3—2— (I11~46)
Ag
I1 vient :
d@i
<7 = 8, - 20, + 8. | (111-47)

On réalise A présent un changement d'échelle des variables

f. la température la plus basse dans le phénoméne

. m
Soit
By la température la plus haute dans le phénoméne
On pose
ei - em
Xt e g 0<x, <1 ,Vie[1,n] (I11-48)
M m
Alors :
ei.= (GM - Gm) x, + em (I11-49)

D'ol, en dérivant par rapport au temps

dei dxi
ar = Oy - %) = (LI11-50)

La substitution dans III-47 conduit 3 :

dx.

l'-- — - —-— -
(BM - em> il (GM em) Xt em 2(6M Gm) X 26m

+ (GM -8) x|+ 0 (III-51)
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Soit, aprés simplification :

dx,
1 .
5T K~ 2xX R Vie [1,n] (11I-52)
0¢g X, g 1

Pour i = |, xj-| n'existe pas. Nous faisons apparaitre
un terme u. qui se comporte comme une entrée pour le systdme. Celui-ci
représente l'influence du milieu extdrieur, et plus particulidrement
la température e(:de la source chaude.

>

De la méme fagon, pour 1 = n, ¥ est remplacé par une

i+1

entrée u, qui correspond 3 la température de la source froide.
L

L'expression III-53, qui met en &vidence la schéma de
simulation correspondant au modé&le proposé, est dquivalente 3 la

relation III-52

- 1 - 1 v i€ [ 1,n ] (I11-53)
0¢x. <1
1

On en déduit le schéma de simulation associé, indiqué figure III-9

{
i
L_
I
!

N

p+2 p+2 p+2 p*2

Figure III-9
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Il en résulte la représentation matricielle III-54, obtenue

par lecture du schéma

- T r " - - -
x' -2 ! 0 0 X ( u
1 1 °C
1 1 -
X Dy 1 2 I x2 0
- i |
X 3 0 1 2 1 . x3
. = \\\\\\ \\\\\\\\\\\\\ . +
x' 1 -2 ] X 0
n~-1 n-1
L -
‘x - —O 0 1 2 | -xn | i uF‘
(I1I-54)

C'est une représentation en forme tridiagonale qui apparait

ici de maniére naturelle par discré&tisation.

I111.2 - VALIDITE DU MODELE

Nous avons obtenu un modéle matriciel du systéme &tudié.
Pour @tre admissible, celui-ci doit traduire le comportement du

systéme physique qu'il représente.

En particulier, il doit présenter les mémes conditionsv
de stabilité@ que le syst@me correspondant. Par ailleurs il doit vérifier
les propriétés physiques du syst@me initial. Il convient donc de
s'assurer que le mod&le est asymptotiquement stable, car le systéme
envisagé l'est. Par ailleurs, il doit satisfaire au principe de Carnot

qui est l'une des principales lois physiques régissant les &changes

thermiques.
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a) Etude des conditions de stabilité

- -~ > — — o -

Considérons le systéme représenté par III-54, en régime

Celui-ci peut s'écrire sous la forme

X'=MM.X (ITI-55)

Soit la fonction V candidate 3 LYAPUNOV [11], définie par

X . X (III-56)

v' = XT .M. X (I1I1-57)
Soit
Ve oy 2 o 2 o2
v 2x1 + 2x1x2 2x2 + 2x2x3 2x3 e
+2(x )%+ 22 x -2x2 (111-58)
o1l n-1"n n
Ou encore :
v 2 _ _ 2 _ _ 2 _ - 2 2
V' = X, (x1 xz) (x2 x3) .o (x -1 xn) X <0
(11I-59)

La fonction V proposée est de LYAPUNOV.

Par conséquent le modéle proposé est asymptotiquement stable

en régime autonome, comme le systéme &tudié.
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Ppipuiiging ¥ Sugnapih@iaginguipigiptgrAgrry Mg g e R

Soit la fonction V(X) telle que :

v = Max !xi[ l¢icn (111-60)

Pour le choix d'une telle fonction V dé&finie et positive
le critdre de Rosenbrock [43, 44] conduit & déterminer le terme

n
Max ( m.. ¥ E] Imi.l >

J

oi M = (m..) désigne la matrice intervenant dans la
ij .

1 €1<n

1€j]<€n

représentation III-54.

On a

Mo

Max < m,, + m, . ) =0 (ITI-61)
ii ij

1€ign

[ SRy PN
S
Py —

Le crité@re de Rosenbrock indique alors que la stabilit@ est

assurée, ce qui équivaut 3 la condition V' < 0.

Interprétons ce résultat.

D'apré&s la définition de V, on en déduit que, lorsque le
systéme est abandonné 3 lui-méme avec des conditions aux limites
telles qu'il se trouve placé entre deux sources froides par rapport
3 lui, la température maximale dans la paroi ne peut pas croltre. Il

en résulte que, s'il y a un transfert de chaleur, celui-ci s'effectue

du point le plus chaud vers les points les plus froids quand il n'y a

pas d'apport extérieur d'énergie.
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Cette proposition constitue une vérification du principe

de Carnot sous sa forme simplifiée.

Nous avons ainsi montré que la représentation matricielle
(I1I-54) du systéme est conforme au systéme réel en ce qui concerne

le principe de Carnot.

- = > k- > o o M o - - — - —

A chaque instant, le flux de chaleur qui s'écoule du fluide

source chaude vers la surface de la paroi est donné par la relation

% - -5 39 (I11-62)

q : flux de chaleur échangé entre le fluide et la paroi
A : aire de la surface de transmission en m

Oun suppose en outre que le sens positif d'écoulement des flux

est de la source chaude vers la source froide, suivant la figure ILI-10

source

aroi source froid
chaude P €

v

sens positif

Figure III-10
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Si on représente par dq le flux de chaleur par métre carré

endant l'intervalle de temps dt, on peut &crire :
P P

dg = - k %g dt (1I11-63)
£=0
Pour &valuer la dérivée partielle %% , on utilise une formule des
accroissements. Il vient : £=0
t - t
A0 9, - 8. 6, -9
£ _ i+l i _ M m _ -
i T iE = T ®iep = %) (I11-64)
éme

TS - . - 41
Ou Gi désigne la température de la i tranche & 1l'instant t.

On en déduit :

5E £0 — c) (II1I-65)

La substitution dans 1'équation III-63 conduit 3

k(8. - 8)
- _ M m £t _ t _
dq = — ( Xy u, ) dt (I11-66)

D'ol, par intégration

t
k(8, - 8 )
P _}%{Ji fo (x]t - “é) dt + q° (111-67)

En effectuant le changement d'échelle des temps défini par ITI-43

et ITI-46, il vient :

T
T - - jg_ _ T _ T o T
q AE (BM Gm) [O (x1 u. ) dT + q (111-68)

1
" a
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q' = -5 g -0 )/ Toubare g (I11-69)
Par définition, les constantes a et k sont liZes par :

a =X (111-70)
cA

On en déduit 1l'expression simplifiée de III-69

T
q" = - cAaE (8, - 8) / " -uhar v g (111-71)
v ]

Un calcul analogue pour £ = e donne 4 chaque instant T le
flux de chaleur par métre carré &changé entre le fluide source froide
et la paroi.

°

T T T T
q," = - cABE (8, - 6) / (ap" - %) dT + g (111-72)

En faisant la différence membre-i-membre, on obtient :

T T T T

Q" = - cAAE (B, - 8) (x, - u,” +x~ =-u,) dT + Q° (III-73)
M m o 1 F

QT représente la variation totale de 1l'@nergie interne par unité de

surface, c'est-3-dire la quantité& de chaleur exprimée en k cal/mz,

transmise par unité de surface dans l'intervalle de temps compris entre

0 et T.

Q° représente l'énergie interne initiale par unité de surface.
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= T .o . P o
Le résultat Q doit &tre interprété en valeur algébrique.
Si sa valeur est positive, c'est que la quantité de chaleur correspondante
est emmagasinée dans la paroi. Au contraire si cette valeur est négative,

c'est que la paroi cé&de de la chaleur au milieu extérieur.

Posons :

+X (I11-74)

¢ = X+ x, * Xy oo ¥

2

En dérivant terme-i-terme, on obtient
' =x', +x", +x", ... + x' (I11-75)

en utilisant la forme matricielle III-54 pour exprimer ces dérivées,

il vient

o' = - X, tu, =X +ug (II1-76)
En comparant avec 1II-73, on obtient immédiatement
T T
Q" = - chag (8, - 8) / (=" (T) ) dT + Q° (I1I-77)
)
Soit encore
T
Q- Q% = chag (B -0 (4(T) = (o) ) (I11-78)
Exprimons ¢ en fonction des températures réelles 8. Il vient :
n
e1 em 92 - em en 0 m _ 1 Ez
v 3. -e ‘s, -6 tE -8 5. -9 ;- n 8
M m M m M m ol mti=1

(IT11-79)
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Examinons le comportement du systéme & l'instant T=
Le systéme est en &quilibre et la méme température 6m régne dans

les fluides extérieurs et dans toutes les tranches du mur. Par

conséquent
n
6, =8, Vi€ [1, n] gl 8, = no_ (I11-80)
~ En reportant dans III-79, on obtient

(0 =0 (I11-81)
Il en résulte que III-78 se r&duit 3 :

Q% - Q° = cAag (8, = 8) (D (I11~-82)
Soit encore

Qt - Q° = cAAE (GM - em) [ (%, + %, + Xy . * xn)] (111-83)

Ainsi, ce résultat indique que le modéle mathématique qui
représente la répartition des températures dans une paroi 3 chaque
instant, convient également pour déterminer la quantité de chaleur

emmagasinée ou cédée par la paroi i chaque instant.

Conclusion

Le modéle que nous avons proposé présente les mémes conditions
de stabilité@ que le syst@me initial. Ilobéit au principe de Carnot qui

régit les é&changes thermiques pour tous les systémes physiques.
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Enfin, ¢(T), somme des températures ré&duites dans chaque
tranche, est proportionnel i la quantité de chaleur stockée dans le
systéme représenté par le modéle. Il résulte de cet ensemble de
résultats que le modéle semble convenir comme représentation du
systéme, puisqu'il traduit de fagon satisfaisante ses propriétés

physiques.

Parmi les méthodes usuelles permettant de déterminer la
répartition des températures ainsi que la quantité de chaleur,
citons la méthode des abaques [45, 46] ou les mé&thodes numériques
[47, 48'. Toutefois, la mise en oeuvre de la méthode analogique proposée
précédemment apparalt plus aisée, puisqu'elle ne nécessite pas de calculs

pour la résolution de ce type de problémes.
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111 - APPLICATIONS

Nous pouvons utiliser le modéle mathématique que nous avons
déterminé, pour 1l'étude de quelques exemples d'échanges thermiques

entre une paroi et son milieu extérieur.

- o o o e - -

Considérons tout d'abord le cas simple ol la température
de la source chaude est constante et égale 3 GM’ et la température

de la source froide constante et égale 2 em. Ceci conduit 3 :

u,. = 1
e (I1I-84)

un = 0

La simulation, réalisée pour n = 6, conduit au tracé de
répartition des températures de la figure III-12, Celui-ci permet de

déterminer la température dans les six tranches du mur & chaque

instant.

En examinant ce relevé, on constate que le modé&le utilisé
vérifie une autre propriété classique de la propagation de la chaleur
3 travers les parocis : lorsque le régime permanent est &tabli, la

répartition des températures dans la paroi est linéaire.
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La quantité de chaleur emmagasinée par la paroi dans les

conditions de 1'étude est donnée par le relevé de la figure III-i3.

Cependant, en se reportant 3 l'expression III-73 de cette
quantité de chaleur, on observe que celle-ci ne dépend pas explicitement
des températures de la masse de la paroi. En effet, seules les tempé-

ratures de la premidre et de la derniére tranche, x et~xn, interviennent

1
avec les entrées. Il en résulte que 1l'évaluation de la quantité de

chaleur est indépendante du nombre de tranches utilisées pour 1la
simulation. En particulier, celle-ci doit conduire au méme résultat

avec un ﬁodéle réduit au maximum, c'est-3d~dire 3 deux tranches. Le

relevé des quantités de chaleur a &té effectué pour n = 2, dans les

mémes conditions. Dans ce cas, la mesure &tant inversement proportionnelle

a AZ, le relevé est trois fois plus petit que pour n = 6. Par ailleurs,

l'échelle des temps fait intervenir un facteur —if . Il en résulte

Ag

que le relevé est 9 fois plus rapide pour n=2. Ces rapports ayant &té
compensds par dilatation des échelles de la table tracante, on constate
une exacte superposition des deux courbes. Ainsi la simulation sur

deux tranches redonne le relevé de la figure III-13 pour les quantités

de chaleur stockées par le systdme. Toutefois, le résultat a été obtemnu
pour des conditions particuliéres. En effet ici, la paroi est initialement
i la température de la source froide, et la source chaude est extérieure.
Si on choisit comme conditiom initiales une paroi chauffée artificiellement
en son milieu sur une tranche fine, et si on suppose que cette tranche
constitue la source chaude pour le systéme, il est impossible de

réduire ainsi le modéle 3 ses deux tranches externes.

'>(,



Q- Q°
cAAE (6, - 6

)
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On en déduit ce résultat trés important : dans le cas

| d'une paroi initialement & la température de la source froide, 24
laquelle on applique une source chaude sur l'une de ses faces externes,
il est suffisant de limiter le modéle mathématique et analogique i
deux tranches. On a donc une réduction de dimensionalité@ importante
puisqu'une représentation d'ordre deux, telle que III-85 convient &

cette étude.

= + (III"85)

La simplification est appréciable dans le cas des structures
composites. En effet, dans ce cas, chaque milieu homogéne se réduira
4 un ordre deux quelle que soit son &paisseur. Ainsi par exemple, les
études d'isolation thermique, qui s'intéressent essentiellement aux
déperditions de calories, pourront étre envisagées simplement par
cette méthode. Pour les structures triples (double vitrage, double
mur séparé par un vide d'air ...), l'ensemble du systéme, pour la
détermination des quantités de chaleur, est d'ordre six. Au contraire,
si 1'on désire visualiser la'distribution des températures, l'expérience
montre qu'il faut prendre au minimum six tranches dans chaque matériau
homogéne pour obtenir un résultat convenable, ce qui conduit & une

matrice globale d'ordre dix huit.

On peut effectuer le calcul de la quantité de chaleur totale

stockée par la paroi lorsque le régime permanent est atteint.
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En effet, dans ce cas, la répartition des températures
réduites dans chaque tranche est linéaire entre 0 et 1.

On a ainsi :

- ] x:z X, = 1 X =
o B U RS B L N T o B AR e
(IX1-86)
D'od
Q - Qo
= ‘e I11-8

o(T) X, +x, x CAAE(GM —1) ( 7)

11 vient :

o 2 n___ 1 [ o(+]) -
BT = o ¢ 2 e B n+1< 2 > (111-88)

Il en résulte que :

Q- Q7 . (11I-89)
cAAE (GM - em) 2
Ou encore, d'aprés la définition de AE,
cle (85, -~ 8)
Q-0 = 5 (I1I-90)

On en d&duit que la quantité de chaleur totale stockée par
la paroi lorsque le régime permanent est atteint, est proportionnelle
a cle (BM - em). Par conséquent si on veut augmenter cette quantité de
chaleur, il convient d'augmenter 1l'épaisseur e de la paroi, et de
choisir un matériau pour lequel le produit c) est le plus élevé
possible. Par ailleurs, la quantité stockée sera d'autant plus grande
que la différence entre la température de la source chaude et la

température de la source froide sera plus grande.
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Au contraire, si on désire réaliser une paroi conductrice
des quantités de chaleur, il est nécessaire de diminuer son épaisseur
e, et de choisir un matériau tel que le produit cA soit le plus faible

possible.

Dans cet exemple, nous faisons intervenir des entrées u@

et up variables.

Le relevé de la figure III-14 représente la répartition

des températures pour les conditions suivantes :

'uC=b(1+sinwt) 0<b < 1
(III-91)
u, =0
¥
Ceci correspond au cas ol la source chaude pré&sente un
variation sinusoidale autour d'une constante.
Au contraire, dans le cas de la figure III-16, c'est la
source froide qui présente une oscillation sinusoidale de ses
températures, On se trouve dans le cas od :
Ug = |
u, = sinwt (111-92)
L

L'évaluation des quantité&s de chaleur est donnée en III-17.
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Interprétation

On constate que, dans les deux cas, la paroi atténue les
variations sinusoidales des températures. Celle-ci agit donc comme
un filtre pour les &écarts de température. D'autre part, on observe
une variation sinusoidale de la quantité de chaleur stockée dans la
paroi, déphasée par rapport aux variations des conditions aux limites.
I1 en résulte que la paroi constitue une réserve de quantité de chaleur
puisque celle-ci est maximale lorsque la fonction sinusoidale est au
voisinage de son minimum. Par conséquent, on peut utiliser une paroi
comme accumulateur d'énergie calorifique, par exemple dans le cas des
murs d'immeubles. La quantité de chaleur stockée arriye 4 son maximum
la nuit et peut servir pour chauffer 1'intérieur alors que la tempé-
rature extérieure atteint la valeur minimum. La réserve d'énergie est

alors reconstituée le jour.

Chaque fois qu'un. transfert de chaleur s'effectue entre
solide et fluide extérieur ou entre solides accolés, il se pose un
probléme de résistance thermique de contact. Cet aspect des choses

a été négligé dans les calculs précédents.

Lorsqu'un débit de chaleur traverse une zone de contact,
dans une région localisée de part et d'autre de l'interface, le champ

de température se trouve considérablement perturbé&. Ce phénoméne
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caractérise les effets de bord. Le schéma de la figure I1I-18 montre

1'allure de la perturbation, en r2gime permanent, au contact entre

deux sclides.

-]
température $

l lr_zone perturbée

28~
\ 92
< °y > | ¢ eZ > ve
golide | solide 2 epaisseur

Figure III-18

On utilise usuellement le modé&le mathématique qui consiste
3 supposer nulle 1'épaisseur de la zone perturbée et 3 remplacer

la variation de température qui se développe dans cette zome par une

- non-linéarité& telle que celle présentde figure TII-19 {49].

o 4

Ag

2

Figure III-19
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Ceci revient, dans la modélisation, a placer une non-
‘linéarité entre les températures réelles des fluides de chaque

source GC et 8 et les conditions aux limites u. et Up.

7’
Toutefois, les chutes de températures Af, qui peuvent &tre
importantes pour de forts débits de chaleur dépendent d'un grand
nombre de paramétres tels que la structure géométrique de l'interface,
ou les caractéristiques ‘thermiques des milieux, et par conséquent,
sont difficilement mesurables. Elles peuvent en outre relever d'un
mécanisme de transfert d'édnergie par convection selon que le mouvement

du fluide au contact de la paroi est laminaire ou turbulent.

Une résolution compléte de ce probléme nécessiterait donc

1'étude et la simulation des &changes thermiques par convection.
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CONCLUSTON

La méthode de mise en équation proposée a &té appliquée
3 un modéle mathématique destiné 3 1'étude de la répartition des
températures dans une paroi. Nous avons montré que ce modéle est
stable, qu'il vérifie le principe de Carmot, et qu'il conduit 3 la
détermination des &changes thermiques entre une paroi et le milieu
qui l'entoure. La représentation correspondante, de dimension trés
réduite, permet de résoudre de nombreux problémes pratiques d'échanges
de chaleur. Citons par exemple les problémes d'isolation thermique
dans le bdtiment, le chauffage pour 1'amorcage d'une réaction

exothermique suivi d'un refroidissement.

Nous avons supposé ici que la propagation thermique est
unidirectionnelle. Dans un autre ordre d'idée, nous pouvons.étendre
le modéle 3 1'étude de la répartition des températures dans le cas
d'une propagation dans toutes les directions. Le modéle est alors
4 3 dimensions et permet l1'étude du refroidissement dans des moules,

du refroidissement des masses et des corps pleins ...

Cette généralisation du modéle est dans le prolongement
de 1l'étude précédente, et constitue une ouverture pour des travaux

ultérieurs.
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CONCLUSTON GENERALE

La méthode de mise en Zquation proposée permet La détermination
de reprisentations d'état pour Les sysiemes continus monovariables.
Celles-cl sont induites pan des schémas de simulation, elaborés par
une modélisation & partin d'une fonction de thansfernt falsant intervenin
des opérateurns généralisis. La matrnice de passage d'une reprisentation
d'état d'un systeme a une autre se déduit des deux sch@mas de simulation

correspondants .

Cette dtude a pemis en parnticulier d'associen des 4ommes
canoniques usuelles pour La neprisentation d'état des systemes a des

schimas de simulation conventionnels.

Parn ailleuns, L'efiicacité de La méthode proposée est
Llustnie pan L'analyse de systémes physiques. La maniabilits de Za

méthode ot sa simplicit? de mise en ceuvre en font un outlil egiicace.

Elle permet La neprésentation d'un sysilme sous une 4oame
queleonque, déterminie a priorndl, et donne acels aux méthodes de

caleul matriciel pour L'tude du processus considinré.

De plus, nous avons Lintrodult plusieuns 4{ommes comportant
des termes diagonaux que £'on peut, dans une certaine mesure, choisin

arbitrnainement. Ceux-ci apparalssent comme des parametres de représentation,
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qui interviennent dans fLa determination des autrnes coefgicients de

La matnice. Dans Les exemples envisagds, ces paraméires sont constants.

Toutegois, Les nésultats restent valables 84 ces tewmes sont variables.

Ainsd, La méthode peut 5'appliquer a L'étude des systimes A coefficients
variables, parn exemple périodiques. C'est dans ce sens qu'une extens.lon

de 2'étude proposée peut eirne envisagée.
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