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lNTROVUCT70N GENERALE 

Lu ahzvaux ptréaentéa dam ce rnémoLte, muXent en ueuvtte 

une muhode. a h p l e  q u i  p m c t  de délinVr d i v m u  ttepttihentatLofi~ 

d l i , t u t  poun $oute une ceailse de isys$ërnu c o n t i n u ,  m u n o v d a b l a ,  

finéai/ru au non. 

L ' éRude 6 'appuie 6Wt shltention andogique. ERee 

connhte en ptrmim fieu en une g é n W a t i o n  d e &  méthada UUC~XU 

de c d c d  q u i  y a u n t  anaociéu. C & & - c i  amène une nouvelle W & o n  

d u  achérna de a & U o n  t o n d h a n t  ditrectanent à d u  ttspttCaentntion/s 

d l  éXaA pm a h p l e  lectwre. 

P h  gén&dmevl.t, une muhode de pansage dutec;t d'une 

i ~ e p t r é s e W o n  d'un aqszème à une auA;ILe ut exposée dam lu deuxième 

pa;r&Le. EUe décode d'un w m b L e  de théaiL&nen m e t t a i l t ; t  enaed&lement 

sn oeuvtte la nofion de bacse de polynârn@ t t d t é e  pm Le c d c d  rndt;tLcL&, 

et conduit à une gEnéltaCbdon d a  opéltatem de ahLLeation andagique. 

Enihn, Le aho&ièrne chaphhe a 'attache à d&mo&m 

den exemplen L' ed <ica&té d u  mé;thoda pxopoa $a. 

Aimi, p o u  deux t y p a  de a y . ~ t & w ~  phcjniquu hont in t xod&es  

deil trepttéseatatiorb d '  eta;t, quh vétu$ient lu ptropaiéX& d u  ptrocusu 

et en d a U e n t  l ' a d y a  e. 





CHAPITRE E 





La méthode de d e  en Eyuation pkopoaée indui te  pm lu 
méthodu de t e p n : é a e n t d ~ n  wueLten en c d c d  andagique. 

En pkmieh fieu, ce chap&e xappe.Uk L u  ouL iA3~  du c d c d  

a d o g i q u e ,  baséa am lu opétLatem q u ' d  m e t  en oeuvhe. Ceci cunduil 

à phécinen La c&me de agaXemecl étudié6, .ta;ttachéa à l a  nofian de 
donclion de xha~ndeht. 

L u  & i v m  m a d u  de h e p h é d ~ n t d ~ n  d ' u n  agatème cand~lxnent à 

une in tmpté ta t ion  pm l a  nafion d' eclpace d' Uat, q l u  p m a t  L ' W u -  

fion d u  méthodecl du culclLe m a t t u c i Q .  La heconde p m d e  du c/zapLtte 

montte dom comment un achéma de a.imLLeaLLon, é&boté pm une madéLi- 

a&on à patLtUL d'une donfian de &amde/tt, indui t  é g d m e n t  une d e  

en équation d'i2ta-t détetvninée pm ahpLe Lectwre. 

Endin, lfappfica;t.ion aux f i o h  méthoden u n u u e n  de aimu&&ion 

p m e t  de movvheh qu' &en aont SVrectement aaociGecl à ,t~crh Samcrn 

canovtiquen de xepaéaevLta;t.ion d u  a ydX2mecl continlln rnonovahhblen. 



1 - LA STMULATION ANALOGI?UE 

1.1 - L E S  METHOVES 'DE SIMULATION ANALOG1?JE 

Les impératifs industriels exigent une bonne maîtrise des I 

processus sis en oeuvre. La simulation analogique est un outil précieux 

gui apporte souvent une contribution non négligeable aux études préalables, 

En effet, elle permet de visualiser le comportement du modèle mathématique 

qui approche au mieux la réalité physique. La calculatrice analogique 

élabore la solution d'une équation différentielle ou d'un système diffé- 

rentiel dont on a précisé les valeurs initiales. Une étude par simulation 

analogique implique donc un modèle mathématique adapté du système étudié. 

Dans ce cas, les méthodes de calcul analogique permettent de transformer 

un modèle initial en un schéma de simulation. Celui-ci ne met en oeuvre 

que les opérateurs disponibles sur la calculatrice analogique, dont le 

choix a été guidé par les impératifs techniques et l'expérieace. Ceux-ci 

sont maintenant normalisés. 

1 . 2  - GPERATEURS FORMELS DU CALCUL ANALOGT$UE 

Actuellement, l'élaboration d'un schéma de silnulation implique 

dans la plupart des cas une mise en oeuvre à partir des seuls opérateurs 

normalisés disponibles sur la calcuiatrice. Leur nornbre est relativement 

restreint. Il convient de préciser les opérations réalisables. 



L'intégrateur cst l'opérateur de base du calcul analogique, 

qu' il justifie. 

Dans la suitz, nous symboliserons l'intégration d'une fonc~ion 

1 
du temps par la multipiication de cette fonccion ?ar - . 

P 

Le schéma-bloc correspondpnt, d o ~ r  l'encrée x t la sortie y 

sont des fonctions du temps, prend la forme iiidiquEe Cigure 1-!. 

Figure 1-1 

entielle : Cette représentation correspond à l'équation différ- 

Le somateur effectue la somme de ses entries. Oans la sui~e, 

cette opération interviendra pour chaque noeud convergent entre plusirurs 

branches orientées du graphe (la flèche indique 12 sens du transfert 

de l'information : entrée ou sortie). 



Ainsi la figure 1-2 représente i'opération : 

Y = " 1  
+ x + . . .  + x lorsque y, X 1 ,  x2 . . .  sont des ionccions 

2 a n 

scalaires du ternps. 

Xous utilisons Sgalernent la multiplication d'une fonction 

du temps par ur, coefficient constant quelconque appartenant à . 

Le schéma-bloc associé est indiqué figure 1-3. 

.- 

Figure 1-3 

Celle-ci représente l'équation : y = kx pour x at y 

fonctions du temps, k coefficient réel quelconque, positif ou négatif. 



Cet opérateur correspond formellement au potentionètre de 

la calculatrice analogiqus. Tcutefcis la symbolique choisie, qui est 

indépendante des contraintss d'appareillage, génzralise l'opérateur 

en ne tenant pas conipte Ces iapératifs technol~giques. Ainsi le 

changement de signe, représenté figura 1-4,  appartiant à cette catégoris. 

Figure 1-4 

Le dérivateur n'est pas un opérateur disponible sur La 

calculatrice analogique. La raison n'en est p2s seulement tzchnique, 

car il existe une explication f~rinelle à cala : Zn effec i? serait 

impossible d'introduire les valeurs initiales dans sne si~ulation 

basée sur l'existence des seuls dérivateurs. 

L'opération de dérivation, notée p, peut ainsi ap?ara?tre 

dans les calculs intermédiaires ; elle ne peut G t r ~  utilisée dans un 

schéma de simularion. 



1.3 MOVELTSATlON DES SYSTEMES CONTINUS LINEAIRES 

Dans un premier temps, nous rappelons les méthodes de simu- 

lation des systèmes continus linéaires monovariables. 

En système continu linéaire nonovariable est par définition 

régi par une équation différentielle à coefficients constants. 

Il existe entre l'entrée u(t) et la sortie y(t) , toutes deux 

fonctions du temps, une relation telle que : 

ste 
a = C 
n- i F R , V i  E [o,nj 

b = C 
m-.j , V j  E [o,m] 

Posons : 

dt" 

L'opérateur symbolique p est équivalent à une multiplication 

d. formeile de la variable par - 
dt ' 



Cette convention permet de représenter l'équation (1-i) 

sous la forme : 

Soit : 

Il en résulte : 

Par définition W(p) est la fonction de transfert du système 

11, 2 1  

Dans le cas où une racine du numérateur est également racine 

du dénominateur, il y a simplification d'un pôle par un zero. Il apparaît 

ainsi que la fonction de transfert représente ie système initial à un 

coefficient multiplicatif près du numérateur et du dénominateur. Dans 

la suite, nous écarterons cette possibilité, ce qui revient à limiter 

l'étude aax systèmes continus linéaires monovariables conunandables et 

observables, c'sst-à-dire représentés sans ambi$ité par une fonction 

de transfert. 



b )  SimLLea;tion d'un 6u~;tème ae~aéde&E patr un& donc;ti.cn - - - - - - - - - - - - - - - - -* - - - - - -  ---------------- ----,-- 

A partir de la fonction de transfert d'un système, les 

roéthodes de calcul analogique conduisent à un schéma de simulation 

qui constitue une autre représentation du système. Le principe consiste 

2 se ramener aux opérations formellemenZ possibles. 

Trois méthodes principales sont souvent mises en évidence : 

les deux méthodes du graphe et la méthode modale ; elles conduisent 

chacune à un schéma de simuiation particulier d'un même système [ 3 ,  4 ,  5 1  

Position du problème ------------ ------- 

Soit un système continu linéaire monovariable commandable 

et observable d'ordre n, d'entrée u , de sortie y et défini par sa 

foncticn de transfert telle que : 

Noüs supposerons en outre que do N(p) G do D(p)  - 1. En 

effet, l'opération de dérivation étant exclue, les degrés du numérateiir 

et du dénominateur sont au plus égaux. S'il y a égalité des degrés, on 

peut décomposer une telle fonction de transfert F(p) en F(p) = C I W(p), 

avec C constante et W(p) satisfaisant les hypothèses ci-dessus. Le 

problème est donc ramené à l'étude de ces seules fonctions de transfert. 



Sans préjuger de la généralité de la représentation, nous 

posons a = 1 .  
n 

Il vient alors : 

La ~remière méthode du g r a ~ h e  : --- ------------------- -- -- 

En faisant intervenir une variable intermédiaire x et en 

séparant numérateur et dénominateur, on peut écrire : 

avec : 

Ceci conduit au schéma de principe ?résent5 figure 1-5. 



F i g u r e  1-5 

Ce r é s u l t a t  est  î b t e n u  en  supposan t  x("' connu e t  en 
LILLE 0 l ' i n t é g r z n t  n f o i s .  A l o r s  l a  r s l a t i o n ( 1 - 9 ) c o n d u i t  à é l a b o r e r  l a  

somme pondérée  d a s  d é r i v é e s  d ' o r d r e  i n f é r i e u r  e t  d e  l ' e n t r é e  d e  

( n) m a n i è r e  à l e s  l i e r  à x . 



L'équation (1-10) permet ensuite d'obtenir la sortie y par 

simple sommation des grandeurs obtenues par la méthode précédente. 

Notons que, si l'on étudie une fonet.ion de transfert quelconque 

sur laquelle aucune restriction n'a été faite, la réalisation de cette 

simulation est conmiandable, mais pas toujours observable. En effet les 

dérivées successives de x const'ituent un vecteur état dont la déiinition 

est sans rapport avec le numérateur. Toutefois, nos hypothèses écartent 

cette éventualité en assurant dès le départ la comandabilité et 

l'observabilité. 

La seconde méthode du gra~he : ...................... -- -- 

Le système étudié est toujours régi par la fonction de 

transfert (1-7) : 

n Divisons haut et bas par p . Il vient : 



Soit ancore : 

Ainsi y apparait comme une somme pondérée Ce ses incègrales 

et de celles de u. 

On en déduit imédiatement une reprisentation non redondante 

quant au ncmbre d' intégrat2urs (figure 1-61 

Figure  1-5 



Cette fois, dans le cas général, la réalisation est toujours 

observable mais pas toujours commandable. En effet, dans le cas d'une 

entrée nulle, tout se passe comme si le numérateur était constant. De 

nouveau, les hypothèses excluent la non commandabilité du résultat. 

La méthode modale : . ----------------- 

Nous étudions toujours le système défini par la fonction de 

transfert (1-7) : 

On peut alors décomposer cette dernière, fraction rationnelle 

en p, en élèments simples. Cette décomposition peut comporter : 

e r - des termes du 1 degré pour les racines simples du dénominateur, 

tels que : 

nd - des termes du 2 degré pour les racines imaginaires conjuguées : 



- des termes de degré k , O < k G q, pour les racines q ièmes du 

dénominateur : 

avec N(p)  numérateur de degré k - 1 .  

Supposons dans un premier temps, pour alléger la présentation, 

que le dénominateur de la fonction de transfert posséde n racines réelles 

et distinctes, et notons les : 

Dans ces conditions, il vient : 

Soit : 

On a alors : 

xi (P + xi) a% Bn-i+l U, d'où x' = i 'n-i+~ u - A. x.(I-15) 
1 1  



On obtient ainsi le scnérna de simulation présenta figura 1-7  : 

Dans ce cas, au contraire des deux schémas de simulation 

obtcnus prGcédemment, les intigrateurc sont disposés en parallèle et 

non plus en série. 



Si Z présent la décomposition en élsments siinples S'une 

fonction de transfert comporte des racines multiples ou compiexes 

conjuguées, l'aliure glooale du schéma reste la &ne, nais ~ e s  branches 

de simulation plus élaborées viennent se placer en parallsle avec les 

branches élëmertaires du ?renier ordre. 

Si les nunérateurs sont d'ordre supérieur à 0, 12 modélisation 

de ces branches élaborées nécessitz la mise e n  oeuvre d'une des méthodes 

prjcédentes . 

La seconde néthode du graphe, appliquée au cas d'un élènent 

siaple correspondant à deux racines complexes conjuguées, soit 

ap " 6 , conduit 2 la branche de simulation de la figure 1-8 : 
p2 + a) + b 

Figure 1-8 



C )  DéXûmin&i~n d'une i o n c t i o n  de Z r c n A i a t  à pct,ttr;t 
--*----------------- ---------------- ------------ 
d'un hchéma de ALVLLS~~OM. ......................... 

Nous avons vu les trois méthodes principales qui permettant 

de représenter un systèse régi par une fonction de transfsrt à L'aide 

d'un schéma de sirnulation. 3éciproquemen~, il est possible sans proolS~e 

d'identifier une fonction de transfert representée par un scnéna de 

simulation dont la forme sst nomalisée. Dans le cas contraire, cette 

détermination s'effectue par lecture des opérations symbolisées sur 

le schéma et élisination des variables iztermédiaires entre l'entrée 

e6 la sortie. 

Figure 1-9 



L'élimination de x l  et x 2 donne finalement le résultat : 

Conclusion : ---------- 

Nous avons présenté l'aspect fonctionnel du calcul analogique, 

tel qu'il est mis en oeuvre habituellement. 11 permet en particulier 

la représentation des systèmes continus linéaires monovariables. Les 

propriétés de commandabilité et d'observabilité ne sont en général pas 

simultanées dans une réalisation analogique des systèmes étudiés. 

Il existe d'âutres modes de représentation de tels systèmes. 

En particulier il s'avère commode, dans de nombreux cas pratiques, 

d'utiliser une représentation d'état. 

L'objet de l'étude suivante est d'associer une représentation 

d'état à un scnéma de simulation. 



11 - NOUVELLE ZNTERPRETATION DU SCHEMA DE SIMULATION 

Dans le paragraphe précédent, nous avons défini par leur 

fonction de transfert les systèmes continus linéaires monovariables 

coxnandables et observables. Nous envisageons maintenant leur repré- 

sentation par un vecteur état. 

11.7 - REPRESENTATZON DES SYSTEMES 

La fonction de transfert ne permet pas de représenter tous 

les systèmes. Elle implique d'une part la linéarité, d'autre part 

une entrée et une sortie scalaires. 
* 

Pour l'étude de systèmes plus complexes, non linéaires, à 

entrée ou sortie multiple représentée par un vecteur, il faut définir 

d'autres types de représentation. 

Il a déjà été proposé, pour les systèmes multivariables, 

une matrice de transfert, qui a été érendue au cas des systèmes non 

linéaires par CHAUSSAXI [SI. Cette dernière dé£ inition fait intervenir 

la notion de réponse indicielle pour caractériser le comportement de 

chaque sortie par rapport aux entrées. Toutefois la méthode par vecteur 

état semble la plus générale. 



4 )  V é @ i t i o n  de  L'état -- ----------------- 

Un vecteur état est un ensemble de n valeurs de paramètres 

servant à caractériser un système donné. Par définition, la connaissance 

ae 1 'évolution des entrées sur un intervalle de temps [ti, te ] et du 

vecteur état à l'instant initial t permet de prévoir le comportement 
i ' 

du système, en particulier ses sorties, sur tout l'intervalle [t iy tf 1. 

L'espace d'état est la base du repère orthonormé sur laquelle 

s'expriment les n composantes du vecteur état. 

Celui-ci est décrit par l'identité (1-20) : 

Dans la plupart des cas, on utilise un vecteur état comportant 

le nombre nécessaire et suffisant de composantes. Toutefois, l'emploi 

de descriptions redondantes est possible . [ 7  ] . 



Dans La s u i t e ,  nous l imiterons not re  é tude  à l a  c l a s s e  de 

systèmes qui peuvent ê t r e  représentés de l a  façon suivante : 

t va r i ab le  temps, t C [ to, [ to 8 II 

x ( t )  vecteur é t a t ,  x ( t )  6 R", x ( t ) *  = { x l  ( t ) ,  x 2 ( t )  . . . xn( t )  ) 

T u ( t )  vecteur ent rée  u ( t )  C R', u ( t )  = { u ,  ( t ) ,  u g ( t )  . . . u p ( t ) ]  

T 
y ( t )  vecteur s o r t i e  y ( t )  c? pq, y ( t )  = ( y ,  ( e l ,  y 2 ( t )  . . . y q ( t ) }  

p e t  q bornés 

La dérivée x ' ( t )  é t a n t  supposée e x p l i c i t e ,  l e s  équaîions 

représenta t ives  du système sont  : 

f permettant en pr inc ipe  de déterminer l a  so lu t ion  de 

l ' équa t ion  (1-21) à p a r t i r  de l ' e n t r é e  u ( t )  e t  des valeurs i n i t i a l e s .  [8] 



D'après la définition précédente, tout vecteur dont les 

composantes sont combinaisc;n linéaire des composantes d'un vecteur 

état x(t), est également vecteur état pour le système considéré. 

Il est donc possible d'envisager plusieurs représentations 

d'état d'un même système : l'étude peut être facilitée par le choix 

d'une représentation adaptée. [ré£. 9 à 13 1 . 

Il est commode, alors, de ramener les équations (1-21) et 

(1-22) à une formulation matricielle, qui permet l'utilisation des 

méthodes de calcul matriciel. En particulier, un changement de vecteur 

état revient à un caicul de changement de base. 

Dans ce cas, les systèmes admettent une représentation de 

la forme (1-23) : 

x(t) vecteur état , x(t) 6 W 

u(t) vecteur entrée, u(t),e IRP 

y(t) vecteur sortie, y(t) C IR 

M matrice d'ordre n x n , B roatrice d'ordre n x p 

C matrice d'ordre q x n , D matrice d'ordre q x p 



Le cas général de l'équation (1-23) correspond aux systèmes 

non linéaires non stationnaires. Les systèmes décrits par cette équation 

sont linéaires si les quatre matrices sont indépendantes de x et u, 

stationnaires si elles sont indépendantes de t. 

Dans le cas particulier d'un système linéaire stationnaire, 

pour lequel on suppose par ailleurs y scalaire et u scalaire, c'est- 

à-dire p = 1 et q = 1 ,  on obtient, d'après (1-23), la mise en Squation 

suivante : 

M matrice d'ordre n x n 

B matrice d'ordre n x 1 , soit B vecteur colonne 

S matrice d'ordre 1 x n-, soit C vecteur ligne 

D matrice d'ordre 1 x 1 , soit D € 

Ces quatre matrices étant à coefficients constants. 

Si l'on suppose en outre qu'il existe une équation différen- 

tielle entre y et u, ces hypothèses sont des conditions nécessaires et 

suffisantes à l'existence d'une fonction de transfert commandable et 

observable. L'étude du paragraphe précédent indique par conséquent qu'il 

existe également une relation du type (1-7) : 



Ainsi les relations (1-24) et ( 1 -7 )  constituent deux repré- 

sentations admissibles du même système. 

La présente étude se propose d'associer l'une et l'autre 

par l'intermédiaire des méthodes de simulation analogique. 

1 1 . 2  - VECTEUR ETAT 1 N O U l T  PAR UN SCffEMA D E  S I M U L A T I O N  

a )  V d a b l u  d 'un  ~chéma de ~hnLLgatiun -------------------------*--------- 

Examinons un des schémas de simulation obtenus par les méthodes 

liées aux opérateurs disponibles sur une calculatrice analogique, par 

exemple celui de la figure 1-6 caractéristique de la seconde méthode 

du graphe. Celui-ci comporte deux variables (l'entrée u et la sortie y) 

et n intégrateurs. Si on fait correspondre une variable x. à la sorzie 
1 

du iSme intégrateur, alors la dérivée de cette variable, x' figure i ' 
avant l'intégrateur. Il suffit donc d'écrire la somme de ses entrées 

pour obtenir une expression iimnédiate de cette dérivée x' i ' 

D'après la remarque du paragraphe précédent (11.1 c) ceci 

peut constituer le point de départ d'une mise en équation d'état. 



Cette observation nous suggère l'idée qui va constituer le 

fondement de la méthode en vue d'obtenir une mise en équation d'état 

à partir d'un schéma de simulation. Elle conduit à l'énoncé suivant : 

Sur un schéma de simulation d'un système, soit x .  la 
1 

ème variable correspondant à la sortie du i intégrateur nécessaire 

à cette simulation. L'ensemble des xi, i € [ l  , n] constitue les 

composantes d'un vecteur état d'ordre n. 

Cet énoncé ne pose aucune hypothèse sur la nature de la 

sortie y et de l'entrée u, à condition que celles-ci soient scalaires. 

Par conséquent, la méthode permet d'envisager le cas où l'entrée u 

s'exprime en fonction- d'autres grandeurs caractéristiques du systène. 

De façon générale, pour un système bouclé, on a une expression du 

type (1-25) : 



u variable d'entrée de la fonction de transfert 

y variable de sortie 

e variable commande de la boucle femée 

E variable écart 

t variable temps, t c [ta, 33 [ 

x vecteur état à l'instant initial t 
O O 

La méthode conduit à transfomer la fonction de transfert 

entre ii et y en ane représentation d'état. Pour obtenir üne représentation 

du système global, il suffit ensuite de reporter la relation de bouclage 

entre y et u, telle que (1-25), dans les équations obteriues. La méthode 

conduit à des résultats pour un très grand nombre de systsmes. 

- On peut envisager le cas des systèmes linéaires en régime non autonome, 

décrits par la figure 1-10, pour lesquels la relation de bouclage est 

du type : 

u = e - y  



- La méthode convient également pour les systèrnes non iinéaires à 

non-linéarité séparablz, tel que celui de lz figure 1-11, dont la 

relation de bouclagp est : 

u = £(Y) (1-27) 

f caractéristique de la non-linéarité 

Figure 1-11 

. - Plus généralement, l'étude des systèmes de type Lur'e Postnikov[l4] 
en régime non autonome présentés fisre 1-12, est 2ossible. Leur 

entrée u s'exprime sous la fome : 

f caractéristique de la con-linéarité en supposant que le 

signal de commande est fonction explicite de l'état. 

Figure 1-12 



- On peut  encora envisager  l e  cas dss systèmes i n t e rconnec té s  



- ou l e  c a s  des  systÊrnes à ? l u s i e u r s  non-1 inéar i t2s  

F i g u r e  1-14  

Suivant  l ' i d é e  d e  base ,  on p l ace  l e s  x i 8 [ 1 ,  n]  i ' 
composantes du vec t eu r  é t a t , à  l a  s o r t i e  de chaque i n t é g r a t e u r .  Alors 

l e s  é g a l i t é s  c o n s t i t u a n t  l a  mise en équat ion  recherchée  son t  o b t ~ n u e s  

simplement par  l e c t u r e  des  opé ra t ions  symbolisées s u r  le schéma, î ' e s t -  

à-dire en exprimant l a  s o m e  des  encrées de  chaque i n t é g r a t e u r .  



La structure du schéma implique que les variables qui 

interviennent dans cette somme sont des variables d'état ou l'entrée u. 

On a donc : 

La juxtaposition des n égalités de cette sorte conduit bien 

à la formulation matricielle : 

B = (b. I ) 
I G i S n  

Suivant un raisonnernent analogue, on obtient pour la sortie 

y(t) une relation de la forme : 

y(t) = C . (t) + D. u(t) 



Reprenons l'exemple de la figure 1-9 ?Our appliquer la 

méthode proposée précédemment. 

Les variables x i E [ l ,  3 1  , de la figure 1-13 sont i ' 
donc les variables d'stat du système. 

Les équations caractéristiques de chaque opérateur conduisent 

à écrire : 
. - 



On obtient ainsi : 

Les dsux relations (1-36)et (1-37)cor~es~ondent bien à la 

formulation gsnérale (1-24 ) 

On obtient les quatre matrices M, B, C, D par identification. 



Le calcul de la fonction de transfert de ce système, 

effectué au paragraphe 1.3-c , a donné le résultat : 

La méthode conduit à une mise en équation d'état du système 

étudié représenté par une fonction de transfert. 

Dans l'énoncé du principe de base, nous admettons que l'ensemble 

des x. i f [l ,n] constitue un vecteur état d'ordre n du système. Ceci 
1 

ne pose aucun problème dans le cadre des hypothèses que nous nous sommes 

donrfées. Toutefois, dans le cas général, la représentation d'état obtenue 

peut être redondante, en particulier lorsque la fonction de transfert 

de départ comporte une simplification d'un pôle par un zéro.  après 

nos hypothèses initiales, ce cas est exclus. 



:II - APPLICATION AUX MFTUOCES U S U E L L E S  Of Sl:\!ULATTC'N 

Nous pouvons à présen t  é t u d i e r  l e s  r e p r g s e n t a t i o n s  d ' é c a r  

a s s o c i é e s  aux t r o i s  p r inc ipaux  schémas ana logiques  que nous avons 

p ré sen té s  au paragraphe 1.3-b . 

7 1 7 .  J - LA PREi!TERE M E T H O P E  GU GRAPHE 

Sur l e  schéma d e  p r i n c i p e  de  l a  f i g u r e  1-5, nous plaçons les 

v a r i a b l s s  d ' é t a t  à La s o r t i e  de chaque o p é r a t s u r .  On o b t i e n t  a i n s i  : 

C . .  

Figure  1-16 



Les opérat ions lues  sur  l e  schéma sont  a l o r s  : 

- x " 1 

u - a x  x 
1 n - a 2  n-i 

. . .- a n-i - 'n X~ P 

....- a  x - a x  l ' n  2  n-1 * x ' n = " - a u  - a  n-1 2  n  1 

6 1 Rep~i2~ -- entaLian d ' eiat aibaciée 

En mettant  c2s équations sous l a  forme m a t r i c i s l l e ,  il v i e n t  : 



La représentation d'état associée 2 la première méthode du 

graphe est une forme Conipagnon 1, forme canonique de représentation 

des systèmes [ 2 ] . Nous la noterons M dans la suite de l'étude. 
CI 

Par identification, on déduit les quatre matrices de la forme générale 

( 1 - 2 4 ) .  

C I  C a  d u  b y b X C r n ~  dde Xqpe LwL'e PoaXnihov --------- .............................. 

Soit le système en boucle fermée de type Lur'e Postnikov 

proposé figure 1- 17 [ 14 , 15 1 



.Cig:re 1-17 

La f o n c t i o n  de t r a n s f e r t  W(p) e s t  c e l l e  é t u d i é e  auparavant .  

E l l e  est i n c l u s e  c e t t e  f o i s  dans un schéma du type  Lur ' e  Lostnikov 

fonc t ionnan t  en régime non autonome. Après t r ans fo rma t ion  par  l a  

première méthode du graphe, l e  schéma développé du système e s t  a l o r s  : 

F i g u r e  1-18 



Sur l e  schéma de pr incipe  de l a  f i g u r e  1-6, on place de 

nouveau l e s  va r i ab l e s  d ' é t a t  à l a  s o r t i e  de chaque opérateur ,  s o i t  : 



. F i g x e  1-17 

L a  f o n c t i o n  de t r a n s f e r t  W(p) e s t  c e l l e  é t u d i a e  auparavant .  

E l l e  e s t  i n c l u s e  c e t t e  f o i s  dans un  schéma du type  Lur 'ê  Lostnikov 

fonc t ionnan t  en régime non autonome. Après t ransformat ion  par  l a  

première méthode du graphe,  l e  schéma développé du système e s t  a l o r s  : 

Figure  1-18 



Pour obtenir la mise en équation de ce système global, il 

suffit d'exprimer u dans ce cas précis et de b. remplacer par son 

expression dans les relations (1-40) et (1-41) 

Ici 

Si f est la fonction caractéristique de la non linéarité. 

Si £(O) = O, on peut supposer l'existence d'une fonction bornée 

f' telle que [15] : 

(1-43) 

(X-44) 

On a alors : 

u = £(E) = f* . E 

E = e - ;  

Donc en reportant, il vient : 

u = f * . E = f * .  ( e - y ) = f f . e - £ * . y  

L'expression de y est donnée par (1-41). 

Donc en reportant dans (1-40) on obtient : 



La forme obtenue est la représentation d'état Compagnon 1 

pour un système non-linéaire de type Lur'e Postnikov fonctionnant en 

régime non autonome [ 1 7 ] .  Cette forme est donc associée à la première 

méthode du graphe. 

La zéthode proposée a permis d'une part de retrouver simplement, 

à partir d'un schéma de simulation déduit de l'expression de la fonction 

de transfert par la Ière méthode du graphe, la forme canonique dite 

Compagnon représentative de l'état du système. Ensuite ce résultat 

s'étend au cas des systèmes non-linéaires de type Lur'e Postnikov en 

régime forcé. 



Sur  l e  schéma Ce princige de l a  figure 1-6, on p l a c e  de  

nouveau l e s  voriables d ' é t a t  à la sortie de chaque o p é r a t e u r ,  s o i t  : 

Fioure  1-19 



Les équations lues sur le schéma sont alors : 

6 )  Reptréaenta t ion d'étdt u h o ~ é e  .............................. 

Du système (1-48) on déduit la forme matricielle suivante : 



La représentation d'état associée à la seconde méthode du 

graphe est cette fois une forme Compagnon II, que nous noterons El [2] CI1 

Par identification, on détermine les quatre matrices de 

la forme générale (1-24) : 

C = (O, O, . 0, 1 > D = O  

cl C a s  d u  ~ y / ~ Z è r n u  de t ype  Lm'e Paa.tnikav -----__-- ----------- ___----_--_---___ 

De la même façon qu'au paragraphe précédent, le scnéma-bloc 

caractéristique d'un système de type Lur'e Postnikov 



F i g u r e  1-17 

est transformé par La seconde méthode du graphe en un schéuia developpé 

tel que : 

Figu re  1-20 



Reportons la relation 

-2 
u = r  . E = f * . e - £ * . y  

dans (1 -49 ) .  Sachant que y = xn, il vient : 

C'est une représentation d'état Compagnon II pour un système 

non-linéaire de type Lur'e Postnikov en régime forcé [ 1 7 1  . 



111.3 - LA METHODE MODALE 

De nouveau, nous supposerons, pour alléger la présentation, 

que le système comporte n racines réelles et distinctes. L'étude des 

autres cas est analogue, compte tenu des indications du paragraphe 1. 

Le schéma de principe de la figure 1-7 cmportait déjà des 

variables xl, x2 ... x à la sortie de chaque opérateur pour les besoins n 

de la simulation. Nous les assimilons désormais aux variables d'état. 

La mise en équation qui en découle est : 

61 RephéaeM;lttion d'éXait  a ~ o c L E e  -- ........................... 

La mise en équation matricielle est alors : 



Nous trouvons cette fois une matrice M diagonale. En effet, 

on détermine par identification les quatre matrices de la forme générale 

( 1 - 2 4 )  



Partant d'un schéma-bloc caractéristique d'un systàme de 

?e Lur'e Postnikov 

Figure 1-17 

néthode modale conduit au schéaa de principe prssenté fisure 1-21 : 

Figure I-2 1 



La relation 

reportée dans la matrice (1-54), l'expression de y étant donnée par 

(1-55), il vient : 

Cette fois, la matrice M est une matrice pleine, non remar- 

quable. 

a Toutefois, on observe que les termes non-linéaires en f de 

chaque ligne proviennent de l'intervention de y, qui s'exprime en 

fonction de toutes les variables d'état x. i 6 [1, nl . Donc si on 
1' 

a prend x = y comme dernière variable d'état, les termes en f d'une 
n 

ligne se limiteront à la dernière colonne de cette ligne. 

Ceci revient à placer le dernier intégrateur devant y, et 

non plus en parallèle avec les autres. 



On aboutit ainsi au schéma de l a  figure 1-22 : 

Les n-1 premières l i g n e s  ae la nise en équat ion  s o n t  i d e n t i -  

ques. Pour la d e r n i è r e ,  il v i e n t  : 



Ceci conduit à la forme matricielle suivante : 

Cette dernière relation est la même que pour la deuxième 

méthode du graphe puisque, dans les deux cas, la sortie est égale à 

la dernière variable d'état. 

Il suffit de faire intervenir l'égalité 

u = f * . c = f a . e - f * .  y 

dans (1-59) pour obtenir la représentation suivante : 

-.I 

X 
-6, f 

- r* 
'n- 1 L 

a -B, f - 

-An41 fa 

J 



Il s'agit cette fois d'une matrice dont la forme a étéproposée 

par GROLJMPOS, et généralisée par BENREJEB sous 1s nom de matrice dite 

en flèche.[Réf. 16 à 20 ] 

Nous avons doncyen utilisant des opérations appropriées, 

montré les transformations auxquelles correspond la forme en flèche. 

Mais le schéma de simulation ayant été modifié, il faut calculer les 

coefficients par identification. 

Ce calcul sera conduit très simplement par substitution à 

partir des équations lues sur le schéma 1-22. 

De la mêne façon 



Pour la dernière variable d'état 

Avec x- = y, en réduisant au même dénominateur, il vient : 

En redécornposant cette fraction rationnelle en éléments simples, 

on trouve : 
8 

Cette relation est la formulation (1-13) que nous avions 

donnéede la fonction de transfert commandable et observable W(p), 

sachant que les -A i E [ 1, n ] sont ses pôles. 
i' 

Par conséquent la figure 1-22 constitue un schéma développé 

de la même fonction de transfert entre y et u. La relation (1-61) définit 

donc une représentation d'état matricielle admissible du système initiai. 

Celle-ci correspond à une matrice M en flèche particulière, notée MnE. 
Ainsi la méthode permet d'introduire directement une forme en flèche 

particulière et met en évidence son existence par son obtention à partir 

de la méthode modale. 



CONCLUSION 

Dans ce chapitre, nous avons rappelé les méthodes du calcul 

analogique et étendu l'utilisation du schéma de simulation en y 

introduisant des variables supplémentaires assimilées aux variables 

d'état. Ce procédé, appliqué aux trois méthodes conventionnelles de 

calcul analogique, nous a permis de passer directement d'une fonction 

de transfert à des représentations d'état canoniques (formes compa- 

gnon 1 et II, forme en flèche). 

Nous avons ainsi montré dans un premier temps l'efficacité 

de la méthode proposée. Dès le premier abord, son caractère particu- 

lièrement maniable et facile d'emploi en fait un outil efficace pour 

l'obtention de représentations d'état. Elle appelle donc des dévelop- 

pements plus importants, et le deuxième chapitre s'attachera à 

l'élaborer davantage. 





CHAPITRE I I  

L A  SIMULATION PAR OPÉRATEURS GÉNÉRALI SÉS 

E T  SES APPLICATiONS 





Dans le chapitre précédent, nous avons montré qu'un schéma 

de simulation, élaboré par modélisation d'une fonction de transfert, 

induit également une mise en équation d'état déteminée par simple 

lecture. Aiasi trois formes canoniques particulières représentatives 

des systèmes ont été associées à des schémas obtenus par les méthodes 

usuelles de simulation. 

L'objet de ce second chapitre est d'élargir les possibilités 

de la méthode proposée. 

Dans ce but, nous introduisons en premier lieu une nouvelle 

représentation dans les schémas analogiques. Nous définirons ainsi les 

opérateurs "généralisés", dont l'intégrateur, le somateur et le 

potentiomètre ne sont que des cas particuliers. L'utilisation des 

opérateurs généralisés dans les schémas de simulation convontionnols 

présentés au chapitre 1 conduit immédiatement 3 de nouvelles reprP- 

sentations d'état, dont les coefficients sont déterminés par identifi- 

cation. Toutefois ce calcul, mené par substitütion à partir des équations 

obtenues par lecture du schéma, peut s'avérer fastidieux dans le cas 

des systènos de grande dimension. 



Pour pallier cet inconvanient, des théorèmes permettent, 

dans un deuxième temps, de déduire la matrice de passage d'une repré- 

sentation matricielle d'un système à w e  autre à partir des deux schémas 

de simulation correspondants. Ces résultats sont obtenus en comparant 

les opérateurs généralisés intervenant dans la modélisation et les deux 

polynômes en p constituant le numérateur et le dénominateur de la fonction 

de transfert . 

Ce dernier point complète la méthode, puisque celle-ci conduit 

alors 5 des représentations d'état, et aux matrices de passage d'une 

représentation à une autre. 

Cette approche permet donc une meilleure maîtrise des problèmes 

de changement de base pour ce type de représentations. 

Enfin, dans le troisième paragraphe, une aise en oeuvre de 

ce nouvel outil est envisagée dans le but d'effectuer une recherche 

systématique de formes nouvelles. 



i - DEFIN?TTON DES CPEU.TEURS GENE,?ALISES 

I .  7 - GENERALISATION DES OPERATEURS 3E C A L C U L  A A ~ A L ~ G T ( ~ - E  [ Z  7 ) 

Dans l e  premier c h a p i t r e ,  nous avons d é f i n i  une symoolique 

pour l a  c o n s t i t u t i o n  d 'un  schéma de s imu la t ion .  Ce l l e - c i  f a i t  i n t e r v e n i r  

des  éiSrcents i n d u i t s  par l e s  o p é r a t e u r s  d i s p c n i b l ~ s  s u r  l a  c a i c ü l a t r i c e  

ana logique ,  e t  n o m a l i s S s .  Ceci  a p e n i i s  de d é t e r n i n e r  des  schénzs d e  

s imu la t ion  auxquels  on peut  a s s o c i e r  une r e p r é s e n t a t i o n  d ' é t a ~ .  

Reprenons l f e x 2 n ? l e  du paragrapne 1 . 3  c  du premier  c h a p i t r e .  

Dans l e  schéma r e p r é s e n t é  f i g u r e  1-9, nous pouvons i s o l e r  l ' o p é r a t e u r  
-. 

c e n t r a l  : c e c i  condui t  à l a  f i g u r e  11-1. 

F igu re  11-1 



La mise en équation de cet Slèmezt süivsnt les régies 

usuelles conduit à écrire : 

Soit encore : 

Cette relation (11-3) caractérise i'élsment représenta 

fisure 11-1. On cmstace qu'?lie correspond également au sch&na d e  

la figure 11-2 dans lequel intervient l'opérateur synboiique 
1 

P * A 2  

Figure 11-2 



6) Vé~Xniiian -- des opén&ewtj --------- gén-éa -.,----------------- codnun  

Par définition, l'opérateur ' représenté figure 11-2 
P + X 2  

sera appelé opérateur généralisé. 

Par exteÏnsion, si on utilise comme nouvel opérateur 

1 
-I 

1 

pl X P + $  
, ( X , $ ) E ~ ( O ] X R ,  l'ensemble des p'j = (xp + iy)', j €[N 

constitue une nouvelle base de l'espace vectoriel des polynSmes en p, 

dont la base naturelle est 1 'ensemble pk, k G N . 

Par conséquent, on peut toujours écrire, de façon unique : 

Ainsi, cette dernière relacion perrnec une simulation utilisant 

1 

P 
comme opérateur de base. 

1 
- 3  

! 
est un opérateur généralisé. 

P I  . X P + $  

Un opérateur généralisé est un élèment plus complexe mettznt 

en oeuvre plusieurs opérateurs nornalisés tels que nous les avons 

introduits au chapitre 1. 

A partir de cette remarque, on peut érendre encore la 

notion en considérant un opérateur généralisé comme un moaule repré- 

senté par la Ligure 11-3. 



Figure 11-3 

A l'intériaur de ce module figure un o~érateur gênéralisi 

sous forme de fractisn rationnelle de deux polynômes en p d'ordre 

fini. 

soit : 

avec m S n 

Dès lors, la fonction ce rransfêrc, dont l'expression zst 

donniSe par 12 relation ( 1 - 7 j ,  est égalment un opérateur généralisg 

particulier. 



La définition des opérateurs généralisés sous forme de modules, 

conformément à la figure 11-3, permet d'étendre leur utilisation B d'autres 

types de systèmes que les modèles continus. Pour chaque type de probrème, 

les opérateurs normalisés de base, élèments constitutifs de ces modul-ês 

sont adaptés au cas envisagé. 

De façon générale, la mise en oeuvre de cette méthode nécessite 

un corps muni d'un opérateur spatial (le sommateur en continu) et d'un 

opérateur temporel (l'intégrateur en continu). 

Dans le cas des systèmes logiques, le champ de Gallois modulo 2 

1 2 7 1 ,  dont la sommation spatiale est la fonction dilemme et la sommation 

temporelle la bascule, répond à ces hypothèses. On peut donc étendre les 

méthodes de simulation analogique au cadre des systèmes logiques. 

Dans le cas des systèmes discrets, le sommateur est encore 

l'opérateur spatial, mais il faut définir un opérateur temporel propre 

à l'échantillonné. 

Soit un système discret défini par une Équation de récurrence 

telle que 11-5 : 



On introduit l'opéreteur z défini par l'identité 11-6 : 

L1équati,on de récurrence 11-5 se ramèns alors à une fonction 

de tramfart en z, qui s'écrit sous la forme : 

9 q-i 1 b .  2 
1 y i=O - 3: 

Le module élènectaire pour une simulation utilisant z 

corne opérateur de base, représenté figure 11-4,  corres?oad î la 

mise en équation 11-8. 

Figure 11-4 

(II -8) 

La réalisation d e  ce module constitue uce impossibilitS. E n  

e2fet cet opérsteur est anticipaceur puisque sa sortie est êgale à son 

entrée à la séqüsnce suivante. 



1 
En revanche, une simulation basGe sur l'opératêur - 

Z 

fait inter~enir Le module éièmeataire de la figure 11-5. 

Figure 11-5 

La mise en équation correspondante est : 

v n - a - d'où v = u  
u z n+ l n 
n 

- 
Cet opérateur redonne l'entrée à la sortie après une période 

d'échantillonncge : tout opérateur de décalage ou à effat mémoirs est 

donc confxme au type recherché. 

L'utilisation des opérateurs généralisés permet de faire très 

simplement le lien entre la représentation en z 2t la représentation 

moins connue en 5, introduite par TSCHAUNEX [ 2 2 ]  ; et qui relie équations - 

de récurrence et équations aux différences. 

Cet opérateur est défini par la relation : 

5 = xz + $î avec soit 5 = z - 1 (II- 1 O) 



L'ensernblc des cq, q E , co~stitue une nouvelle base de 

l'espace vectoriel des polynômes en z .  Par cons2quent la fonction de 

transfert en z peuc s'écrire de façon unique : 

1 Cette relation permet une simulation utilisant - comme 
5 

opérateur temporel de base. 

Figure 11-6 

La mise en équacion du module Glèmentaire re,rG.senté 

figure 11-6, s'écrit alors : 

(II- 12)  

1 L'opérateur ;: fait la somme de toutes ses entrées pour les 
i 

séquencss successiveç ; il a été défini comme intégrateur discret Far 

2 .  DEHORS 2 c ? . 'IriU73:iT 1231. 



Ainsi il apparaît une analogie entre la simulation de 

systèmes de nature différente. 

En discret, on peut choisir le sommateur comme opérateur 

spatial et l'intégrateur aiscret défini précédemment comme opérateur 

temporel. 1 2 4 1 .  

Ainsi, la définition très large des opérateurs généralisés 

permet de les adapter à de nombreux types de problèmes. 

L'étude suivante sera limitée au cas des systèmes continus. 

Un certain nombre de théorèmes peuvent donner lieu à une transposition 

directe en ce qui concerne les systemes échantillonnés. 



I .  2 - M I S E  EN OEUVRE DES OPERATEURS GENERALISES PAR LES VEUX 

PREMIERES METHOVES 3 U  GRAPHE 

Soit un système continu linéaire monovariable, commandable 

et observable, d'ordre n, d'entrée u, de sortie y et défini par sa 

fonction de transfert : 

n-1. 

L'étude du paragraphe 111.1 du chapitre 1 a montré que le 

schéma de simulation d'un tel système obtenu par la lère méthode du 

graphe est associé à une représentation d'état du type Compagnon 1. 

On envisage d'appliquer immédiatement les opérateurs généralisés à 

cer: exemple. 

Sur le schéma de principe de la figure 1-16, nous substituerons 

aux intégrateurs des opérateurs généralisés du premier ordre, de la 

forme 1 
X P + @ '  

Le principe de base de la néthode de mise en équation, présenté 

au chapitre 1, conduit à placer les variables d'état à la sortie de 

chaque opérateur comportant au moins un intégrateur, c'est-à-dire 

symbolisé par un rectangle, sans tenir compce des autres élèmenes 

figurant sur le schéma. C'est pourquoi un gain constant Isolé est 

indiqué dsns un cercle, généralisation du potentiomètre. 



En suivant  ces conventions, le schéma généralisé figure 11-7 

se déduit simplement du schéma de la figure 1 - i 6  : 

Figure 11-7 



Les opérations lues sur le schéma sont alors : 

(II- 13) 

En mettant ces équations sous forme matricielle, il vient : 

(II- 14) 

(II- 15) 

1 
On remarque que le terme - se comporte comme un gain, mis 

X 
en facteur de chaque ligne de la représentation natricielle. Par 

conséquent, il n'apporte rien quant à la structure interne de la 



matrice, caractiristique de la forme canonique associae. Ainsi, dans 

la suire, les opérateurs généraiisés du premier ordre aursat toujours 

le coefficiegt du terne en p égal à 1 .  

Par ailleurs, la fonne matricielle obtenue en 11-IL fait 

apparaître une Eome Compagnon I à laquelle viennent s'ajouter des 

termes diagonaux négatifs pour $ > 0, ici cous égaux. On peut géniraiiser 

cette forme en faisant intervenir des termes diagonaux diffèrents. 11 

suffit, pour cela, de simuler à partir d'opérateurs généralisis dont 

les coefficients constants sont distincts. Ceci nous conduit au schérna 

de la figure 11-8. 

Figure 11-8 



La mise en équation correspondante est : 

On obtient ainsi la représentation d'état : 

(II- i 6 )  

(II- 17) 



(II- 18) 

Dans cette représentacion, les termes diagonaux sont distincts. 

Ainsi, l'emploi d'opérateurs généralisés du ler ordre sur le 

schéma caractéristique de la première méthode du graphe, met en évidence 

une forme matricielle pour la représentation d'état que nous appelons 

forme Compagnon 1 généralisée, et qui a déjà été introduite dans de 

précédents travaux [ 2 5 ]  . 

Nous effectuons à présent la même transformation pour le 

schéma associé à la seconde méthode du graphe. 

En remplaçant donc les intégrateurs respectivement par 

des opérateurs 1 
i 6  [ l  n ]  , le schéma de principe de ln 

P + qi 

figure 1-19 devient alors : 



Figure 11-9 



Par lecture du schéma, on aboutit au système d'équation 11-19 

(II- 19) 

y - x  
n 

La mise sous forme matricielle conduit à la représentation : 



On obtient cette fois une forme canonique Compagnon II, à 

laquelle s'ajoutent des termes diagonaux distincts. Cette représentation 

sera appelée forme Compagnon II généralisée. 

En introduisant les opérateurs généralisés, à partir des 

deux méthodes du graphe, nous avons obtenu deux représentations d'état, 

appelées Compagnon généralisées, de type 1 et II. 

Il faut encore calculer leurs coefficients pour que ces 

formes soient représentatives du système init.ia1, déterminé par sa 

fonction de transfert 1-7. 

D'après les hypothèses, le système est défini sans ambig6ité 

par sa fonction de transfert. On peut donc procéder par identification 

terme-à-terme . 

Etudions par exemple le cas de la représentation Compagnon 

généralisée de type II. 



La fonction de transfert entre y et u correspondant au schéma 

de la figure 11-9 peut être calculée par substitution en 5liminant les 

variables intermédiaires dans le système d'équations 11-19, 

Il vient : 

On reconnait ici une méthode de calcul analogue à l'algorithme 

de Horner. Son développement permet donc d'écrire la relation 11-22 

sous la forme 11-23 : 

n 
En multipliant haut et bas par le facteur n (p  + qi), 

i= 1 
on obtient l'expression de la fonction de trânsfert 

Les expressions 1-7 et 11-24 doivent être identiques puisqu'elles 

représentent le même sysrème : on peut donc les identifier terme-à-terme. 

Il vient : 



Pour le numérateur 

On note o.' j c i , les sommes de produits de j termes 
1 '  

parmi les i premiers indices de $: $ k avec k & [ 1 ,  i l  . Donc : 

Pour le dénominateur : 



L'inversion des deux systèmes 11-26 et 11-27 par rapport aux 

variables ai et Bi, i E [ l ,  n] est toujours possible car les déterminants 

de ces systèmes sont tous deux égaux à 1 ,  donc non nuls. 

On obtient ainsi 1 'expression des coefficients a i [ l  ,n] i ' 
en fonctiondes a jE[i,n] et des ilk, k6[1,n] ainsi que l'expression 

j 

des Bi, i 6[i ,n] en fonction des b j [ i  ,nl et des Jfk, k c  [ I  ,n] . 
j ' 

Pour cela, il est nécessaire de mettre en oeuvre un algorithme d'inversion 

de matrices, tel que l'algorithme de Gauss par exemple [ 26 ] . 

Nous constatons que les termes Jf i 6 [ l  ,n ] apparaissent i' 

sous forme de paramètres dans les équations d'identification. Par 

conséquent ils peuvent être choisis arbitrairement, indépendamment 

du système. 

Ainsi le calcul des coefficients a. et Bi, i [ 1 ,nl 
1 

détermine entièrement la mise en équation Compagnon II généralisée 

du système en fonction des y i .  if [l,n] . 
1' 

En ce qui concerne la forme Compagnon généralisée de type 1, 

le calcul de la fonction de transfert, mené de façon analogue par 

substitution, conduit à la même expression 11-24 que dans le cas de 

la forme de type II. 

Par conséquent, l'identification conduit aux mêmes résultats : 

les coefficients a .  i E  [ l  ,n ] et Bi, j E [ !  , n  ] , sont donc les mêmes pour 
1' -I 

les deux formes Compagnons généralisées. 11 en risulte que les formes 

Compagnons généralisées de type I et II sont transposées l'une de l'autre, 

de même que les formes Compagnons de type 1 et II. 



Examinons à p r é s e n t  l e  schézna P 2  l a  f i g u r e  1-22, q u i  permet 

d ' i n t r o d u i r e  l a  Lorne d i t e  en f l è c h e .  Celu i -c i  comporte n i n t a g r a t e u r s  

Souclés  par un potent iornètre ,  r e p r é s e n t é s  i so lément  par  l a  f i g u r e  11-19, 

. - 

Figure  11-10 

Par d é f i n i t i o n  ces  élèments son t  équ iva l zn t s  aux o p é r a t e u r s  

g é n é r a l i s é s  proposés f i g u r e  11-1 1 .  

F igure  II-] 1 

On e f f e c t c e  donc l a  s u b s t i t u t i c n  dens l e  sch2rna d e  l a  

f i g u r e  1-22,  en supprimant l e  bouclage non- l inéa i re  de type  Lur ' e  

Postnikov pour s e  ramener à l ' é t u d e  de  l a  boucle  ouve r t e .  On o b t i e n t  

a i n s i  l e  schéma prSsenté  f i g u r e  1 1 - 1 2 ,  a s s o c i é  à l a  méthode ;nodale 

e t  c o n s t r u i t  à p a r t i r  d l o p S r a t e u r s  g é n é r a l i s é s .  



Figure 11-12 

La mise en équacion n'ayant pas été modifiée puisque les 

deux représantations 1-22 en boucle ouverce et IL-i2 sont éqülvalentas 

par définition, e1l.e conduic au msme résultat : 



C'est-à-dire une représentation niatricielle sous Lome dite 

en flèche. 

Le calcul par substitution de la fonction de transfert 

entre y et u a été effectué au cours de l'stude du chapitre 1. On 

peut donc donner immédiatement son expression : 

Procédons 2. l'identification terne-à-terme des deux 

expressions 1-7  et 1-66 de la fonction de transfert. On déduit de la 

comparaison des dénominateurs, que les -Ai, ic [ i .n] . sont 12s 
pôles de la fonction de transfert. Ceci nous pemet de retrouver 

l'hypothèse initiale de la méthode modale. 



L'identification des numérateurs conduit au système 

d'équations 11-28 : 

j La notation c. (m) , j 6 i , i n ~ [ l ,  i] , correspond à la 
1 

somne des produits de j termes parmi les i premiers indices de A, sauf 

le m ième . 

Le calcul du déterminant de ce système 11-28 montre qu'il 

est inversible pour A. $ X , )QI i # j 
i~ I I ,  n-11 

1 j ' j ( . [ l .  n-11 1 1 7 1  

Dans ce cas, son inversion pernet de déterminer l'expression 

des coefficients B. iE [l,n] en fonction des b j E[i, n] et 
I j ' 

- 1  , k [ 1, n , coefficients et pôles de la fonction de transfert 

du système étudié. 



En comparant la forme Compagnon généralisée de type II 

obtenue au paragraphe 1.2 b, et la forme en flèche proposée au 

paragraphe précédent, nous constatons que toutes deux font apparaître 

des termes dans la diagonale. Toutefois, ceux de la forme en flèche 

considérée sont nécessairement égaux aux pôles de la fonction de 

transfert, alors que ceux de la fome Compagnon peuvent être choisis 

arbitrairement. Par analogie, il est possible de définir une forme 

en flèche dont les termes diagonaux sont arbitraires mais distincts. 

Pour cela, il est nécessaire d'introduire n coefficients qui se substi- 

tueront aux X dans l'identification du dénominateur. Ces caefficients i 

correspondent donc à des retours de la sortie y dans le schéma puisqu'iis 

figurent au dénominateur. 

Cette remarque nous conduit au schéma complété de la figure 11-13, 

pour lequel $i # . i # j~[l, n]. 
3 

La mise en équation correspondante est : 



Figure 11-12 

La mise sous forme matricielle conduit'à la représentation : 

3 
-$a-, 

2 k . .  k n- l 



Il apparaît i.cL la matrice générale introduite par Benrejeb 

dite forme en flèche mince [ 1 7 ]  . 

Nous la noterons dans la suite. 

Le calcul de la fonction de transfert par silbstitucion conduit au 

résultat : 
n- 1 a- 1 n- 1 

B I  n P + ki an-i+l 
k= l i= 1 j=l  

Par identification terme-à-terme, il -lient les coefficients 

du dénominateur : 



le numérateur est obtenu de la même manière : 

j j Les notations o. et ai (m) sont celles définies précédemment. q l j ~  1 
LfLiC O 

L'inversion des deux systèmes 11-33 et 11-34 est possible 

lorsque Ili # $. , Yi # j [ 1 ,  n ] . Celle-ci donne l'expression 
3 

des ai et Bi , i E [ 1 ,  n] en fonction des b i L j ,  j [ l ,  n] et 
j ' 

kk , A c [ ] ,  n-i] . Par conséquent les termes diagonaux $ apparaissent 
j 

comme des paramètres choisis arbitrairement, sous réserve qu'ils 

soient distincts deux à deux. 11 en est de même des I f A ,  à condition 

qu'ils soient non nuls. 



C I  Fome en FXèche de type T 
- - e V - - - - - - - - - - - - - - - -  --- 

La définition générale des représentations d'état matricielles 

que nous étudions, s'écrit sous la forme 1-24 introduire au chapitre 1. 

\ y (t) = C . x(t) + D.u(t) 
t 

Comparons les résultats obtenus avec les deux méthodes du 

graphe. 

Avec les opérateurs genéralisés, la première méthode du 

graphe fait apparaître la forme Campagnon 1 généralisée telle que : 

alors que la seconde méthode du graphe induit la forme Compagnon II 

généralisée qui vérifie : 



Nous avons signalé par ailleurs que la résolution des 

équations d'identification conduit dans ce cas à des coefficients 

aiet B .  i< [ l ,  n] égaux. 
1 '  

D'autre part, en faisant $. = O v i  [ l  , n] pour les 
1 

deux formes précédentes, on retrouve les résultats obtenus par les 

deux méthodes du graphe lorsque les opérateurs sont des intégrateurs, 

c'est-à-dire les formes Compagnon 1 et Compagnon II, de matrices 

caractéristiques M 
CI' B ~ ~ '  C c ~ '  D c ~  et M c ~ ~ >  B ~ ~ ~ ,  C~~~ et D ~ ~ ~ '  

Par conséquent, dans les deux cas, ?es matrices des 

représentations 1 et II sont liées par la relation 11-35. 

L'étude des formes Compagnon pour un système de type 

Lur'e Postnikov a montré en outre que les termes non-linéaires en 

f* apparaissent dans la dernière ligne pour la représentation de 

type 1 et dans la dernière colonne pour celle de type II. 



Par analogie, la forme en flèche obtenue, décrite par 11-30 

et 11-31, sera dite de type II puisque C est telle que : 

c = (O, O, O, ... 0, 1) = CCIIG = CCII 

Cherchons le schéma de simulation correspondant à la 

représentacion de type 1, déduite de la précédente par la relation 

11-35. 

En comparant les schémas de simulation respectifs des 

deux méthodes des graphes, on observe que la première ramène la 

sortie de chaque opérateur à l'entrée de la chaîne tandis que la 

seconde ramène la sortie de la chaîne à l'entrêe de chaque opérateur. 

D'autre part, l'indiçage des variables d'état s'effectue en sens 

contrâire. 

Si l'on inverse le schéma de la figure 11-13 de manière 

à satisfaire ces conditions il vient la représentatioa : 



Figure 11-14 



La mise en équation par lecture du schéma conduit à : 

Soit en mettant sous forne matricielle : 



On vérifie que les expressions 11-38 et 11-39 peuvent se 

déduire de 11-30 et 11-31 par une relation telle que 11-35. 

Par conséquent la représentation obtenue est bien une forme 

en flèche de type 1. 

Le schéma associé à cette représentation paraît original 

par rapport aux méthodes conventionnelles de simulation analogique, 

alors que celui de type II est déduit directement de la méthode 

modale 1 1 6 1 .  

Dans la suite, nous nous attacherons plus spécialement à 

l'étude des représentations de type II. Toutefois, pour chaque forme 

matricielle obtenue, on pourra disposer de la représentation corres- 

T T T 
pondante de type I en effectuant M = M, , B = C I  , C = B 1  , D = D. 

Dans la pratique on peut adopter la forme la plus adaptée à l'étude 

envisagée. 

La définition d'opérateurs généralisés et leur utilisation 

immédiate sur des schémas usuels a permis de mettre en évidence de 

nouvelles formes pour la représentation des systèmes, les coefficients 

étant déterminés par identification. 



La forme de représentation étant ainsi définie, on peut 

utiliser les critères de stabilité globale[ ré£. 9 à 13, 28, 2 9 1  . 
car leur mise en oeuvre s'applique exclusivement à la matrice 

représentative du comportement du système étudié. 

Au contraire, en ce qui concerne l'étude de la stabilité 

locale, l'évaluation du domaine d'attraction d'une position d'équi- 

libre fait intervenir les composantes du vecteur état [30, 31 1 . 
Donc si on effectue un changement de base pour introduire une matrice 

plus adaptée à l'étude, il faut connaître les composantes du vecteur 

état dans la nouvelle base. 

Par conséquent, la connaissance de la matrice de passage 

est indispensable pour la résolution de ce type de problèmes. 

L'objet de l'étude suivante est la détermination de ce 

changement de base à partir du schéma de simulation. 



l! - CHANGEEAENT D E  BASE ASSOCTE A UNE REPRESENTATION MATRlCIELLE 

La méthode proposée permet, à partir de schémas de simulation 

différents, de déterminer par simple lecture plusieurs représentations 

d'état matricielles d'un même système.11 existe donc un changement 

de base d'état qui assure le passage de l'une à l'autre. Nous envisageons 

dans cette partie la détermination de ce changement de base à partir 

des schémas de simulation associés. 

11.7 - FONCTION D E  TRANSFERT ET BASE DE POLYNOMES 

a )  Exl?f~e-laian d ' u n e  ~ a n ~ o n  d e  &annie& m a d é u é e  -- -------------- ---------------- ------------- 

En introduisant les opérateurs généralisés dans le prciier 

paragraphe, nous avons noté qu'on peut utiliser comme nouvel opérateur 

1 - 1 2 
7 - j 

XP + VJ 
, (n, $) 43 [R puisque l'ensemble d e s  = (xp fili) , 

P 

j A\( constitue une nouvelle base de l'espsce vectoriel des polynômes 

k en p, dont la base naturelle est 1 'ensemble p , k [N . Par conséquent, 
l'emploi d'opérateurs généralisés revient à un changement de base de 

polynômes. 

Considérons la fonction de transfert décrite en 1-7 : 



n- l - 
L bn-j P 

j 

W(pj = W . r ,  j =O 
D(P) u n- I i 

a P pn + n-i 
i=O 

Son expression est associée aux formes Compagnons, pour 

1 
lesquelles la modélisation fait intervenir des intégrateurs - . 

P 

Dans le cas des formes Compagncns ginéralisées, obtenues 

en introduisant des opérateurs généralisés du premier ordre, le 

calcul de la nouvelle expression de la fonction de transfert a 

conduit à identifier les coefficients Bi dans l'expression : 

La nouvelle base de polynômes est alors : 

6 )  Nouveau aymbo&me de &ep&éaentation d u  iunctiovu --------- -------------- ---------------- -------- 

Le numérateur et le dénominateur de la fonction de transfert 

sont deux vecteurs de l'espace vectcriel des polynômes en p, qui 

peuvent s'écrire sous forme de produit matriciel entre les n+l vecteurs 

de base de l'espace et les n+l coeffiîients associés. Nous introduisons 

un nouveau symbolisïne pour la représentation des fonctions de transfert, 

qui fait apparaître ce produit matriciel et met en évidence la base 

de l'espace vectoriel des polynômes en p utilisée. 



Ainsi, nous convenons de représenter l'expression 1-7 de 

la fonction de transfert sous la forme 11-40 : 

En posant : 

n 

La relation 11-42 donne ainsi une expression de la fonction 

de transfert équivalente à 1-7. 



Pour la forme 11-24, il vient : 

Si on note : 

11-43 équivaut à l a  représentation condensée 11-45 : 



Grâce à cette symbolique, les bases de polynômes, isolées 

dans les matrices n 1 ,  apparaissent explicitement. 

Puisque et sont deux bases de 1 'espace vectoriel 

des polynômes en p, il existe une matrice de passage de l'ur~à l'autre. 

On montre que celle-ci contient la matrice de passage des représentations 

matricielles associées. Ce résultat essentiel dans notre Stude permet 

d'énoncer le théorème du changement de base 132 : 

Théorème : -------- 

Soit une première représentation d'état M d'un système, 
1 

la base d'état correspondante, et 9 la base de l'espace 
vectoriel des polynômes en p associée. Soit une seconde représentation 

M de ce système et les bases associées : base d f é t a t , q  base 2 

de polynômes. La matrice de passage P de M à M2, qui est-aussi la 
1 

matrice de passage de à , est égale à la matrice de passage 

9 à 9g moins sa dernière ligne et sa dernière colonne. 
de 1 2 



Démonstration 

Soit 3 une base de 1 'espace vectoriel des poiyn6mes 
en p choisie conme référence et une autre base quelconque de 

cet espace. 

+ 
Notons P la matrice de passage telle que : 

Soit un système satisfaisant aux conditions générales de 

l'étude et détermine par sa fonction de transfert. Les deux bases 

et e2 peuvent donner lieu à une expression de cette fonction 

de transfert, telles que : 

En reportant 11-46 dans la relation ci-dessus, on obtient : 

D'où : 



La comparaison de 11-47 et 11-49 conduit à : 

Soit encore : 

+ 
Cette relation indique que P est aussi la matrice de 

passage de B à B+?, et de A + ,  à A+2. + 1 

Considérons à présent l'espace d'état. 

Pour le choix d'une base d'état référence , on a la 

relation matricielle : 

vecteurs de base de 
l'espace d'état 

(11-52) 



Si x est le vecteur état reprgsentatif du système sur cette 

base, celui-ci s'écrit alors : 

Soit une deuxième base d'état g2. 11 vient cette fois : 

2 2 
ei . 'en] 2ei, 1 E [i,n] , nouveaux 

vecteurs de base de 

l'espace d'état 

(11-54) 

2 2 
avec x = Px,, x2, x3 ... 

2 *X n J 
L'entrée u et la sortie y du système ne sont pas modifiées 

par le changement de base d'état. On a donc : 

Soit Q la marrice de passage de la base d'état g 47 la 

base d'état g. Les deux bases sont liées par la relation 11-58 : 



En reportant 11-54, on obtient : 

L'identification avec 11-52 conduit à 11-58 : 

D'où : 

En remplaçant dans 11-55, il vient : 

Ceci est encore équivalent à : 

/ x T l  = ( Q .  P l 2 .  Q - ~ )  . X, + ( Q .  B2) . x 1  

La comparaison avec 11-53 donne immédiatement les relations : 



L'étude des bases de polynômes a conduit auparavant au 

résultat 

Or, pour une représentation de type II, il y a identité. 

entre les termes de B ,  et ceux de B En effet on a la relation : - 1 1 ' 

11-51 peut donc s'écrire sous forme développée : 

En développant les ri premières lignes de la matrice, on 

obtient : 

D'où : 

B I  = P . B* 



P est ia matrice déduite de la matrice de passage d'une 

base de polynômes à l'autre en supprimant la dernière ligne et la 

dernière colonne. 

11-63 et 11-67 conduisent à : 

Q est une matrice de passage. Donc elle est nécessairement 

- 1 
inversible. Multiplions à gauche et à droite par son inverse Q . Il 
vient : 

En multipliant à gauche et à droite par Q, on obtient le 

résultat énoncé : 

11.2 - CALCUL DE LA B A S E  D E  POLYNÙMES 

Connaissant les deux bases de polynômes, la détermination 

de la matrice de passage est réalisée par lecture directe grâce au 

théorème du changement de base. 



Il s'agit à présent de préciser les vecteurs de la base 

de polynômes. 

Dans la première partie, ce calcul a été ef£ectué par 

identification de la fonction de transfert déterminée par substitution 

à partir des n équations de lecture du schéma. 

Nous proposons ici deux théorèmes pour remplacer cette 

méthode malaisée dans le cas des systèmes de grande dimension. 

Théorème 1 ---------- 

Soit un système défini par une relation du type 



S o i t a l n  base de polynômes associée à cette représentation. 

La connaissance de la matrice M seule permet la détermination de 

à une constante multiplicative près, par la formule 11-72. 

avec 

Dét (PI - ?4) = A+ . 59- 

Démonstration ------------- 
Soit un système satisfaisant les conditions générales de 

l'étude. Une représentation d'état de ce système s'écrit donc : 

p symbolisant l'opérateur de dérivation par définition, ceci peut 

s'écrire sous forme matricielle : 

p I x = M . x + B  . u  

avec 1 matrice identité d'ordre n 

(p1 - M).x = Eu 

Si la matrice pT - M est inversible, ceci équivaut à : 



Reportons dans la deuxième équation de 1-24. On obtient 

ainsi : 

D'après nos hypothèses, y et u sont scalaires. On peut donc 

en faire le rapport 

x =  C.(pI - Y )  B + D 
u 

La définition de l'inverse d'une matrice conduit à : 

(PI - ?f)--I  = 
1 T 

Dét (PI - M) . Corn (PI - M) 

si cornT désigne la transposée de la comatrice. 

En reportant dans 11-77, il vient : 

2 1 . C . Corn T (PI - M) . B + D 
u Dét (PI -M) 

D'où 

(11-80) 

Le même système vérifie également la relation : 



En écrivant l'égalité des dénominateurs dans les expressions 

11-80 et 11-81, on obtient le résultat énoncé : 

3ét (pI - M) = A+ * . 9 5  une constante multiplicative près 

(11-72) 

b )  Seconde mézhode : Théohème 2 ............................ 

Théorème 2 ---------- 

Soit un système défini par une relation du type : 

Soit g l a  base de polynômes associée, à laquelle on a 

enlevé le dernier terme. 

La connaissance des matrices M et C de 1-24 permet de 

déterminer g à  une constance multiplicative près, par la formu?e 

11-82. 

Com (pI - M) . C~ = .= 



Egalons cette fois les numérateurs des expressions 11-80 

et 11-81 obtenues précédemment. Il vient : 

T (11-83) C . Com (PI - M) . B + Dét (PI - M) D = B+ 

à une constante multiplicative près. 

D'après nos hypothèses, les systèmes considérés ont toujours 

le degré du numérateur inférieur d'au moins une unité au degré du 

dénominateur. Dans ce cas, on a toujours D = 0. 

Alors l'égalité 11-87 se simplifie sous la forme : 

Les deux membres de l'égalité 11-84 sont des scalaires. Ils 

sont donc égaux à leur transposée. On en déduit : 

T C . Corn ( p I  - M) . B = (C . Corn (pI - M) . B )T 

T 9 
B~ . Com (FI - M) . cT = B+ . 

Nous avons défini B et B+ par : 



Par conséquent on a : 

en posant 

L'équation 11-86 se réduit à 11-89 : 

B~ . ~ o m  (PI - M) . c = B . a 
On en déduit le résultat final 

cl Cornpanainan phu2g~1e den deux r n u h u d u  --- -------- ---- .................... 

Evaluons le volume de calculs nécessaires à la détermination 

de la base de polynômes par chacune des deux méthodes. 

Le théorème 1 utilise Dét (PI - M) : il faut donc calculer 

un déterminant d'ordre n. 

Dans le théorème 2 intervient Corn (PI - H) . cT. La 
comatrice étant composée par les mineurs terme-à-terme, il est donc 

nécessaire de calculer n2 déterminants d'ordre n-1 dans le, cas général. 



Toutefois dans le cas, 

des représentations de type II que nous étudions, la matrice C 

est telle que : 

Il suffit donc d'évaluer la dernière colonne de la 

comatrice, puisque les autres sont multipliées par 0. 

Le volume des calculs nécessaires à l'utilisation du 

théorème 2 est ainsi ramené à n déterminants d'ordren-1. De plus, 

ces n déterminants interviennent dans le calcul de Dét (PI - M) 
suivant la dernière colonne. 

Par conséquent, il apparait que le théorème 2 ne nécessite 

qu'une partie des calculs correspondant à l'utilisation du théorème 1 .  

Toutefois, la faibiesse du théorème 2 réside dans le fait 

qu'il ne permet pas de déterminer le dernier terme de la base de 

polynômes; 

Examinons l'égalité obtenue pour le théorème 1 : 

Dét (PI - M) = A+ . 9 

Elle indique que le choix arbitraire d'une représentation 

d'état, ou seulement de sa partie linéaire M, détermine inmédiatement 

la base de polynômes associée, donc le schéma de simulation correspondant. 



Cette remarque constitue une vérification a posteriori 

de l'équivalence entre une représentation d'état et un schéma de 

simulation. 

MISE EN OEUVRE DE LA METHODE PRUPOSEE 

a )  E x o n p l e  : La dome Compagnon 17 généhaUSe ---- -------- ---------- ------- ---------- 

Il convient de retrouver à l'aide des théorèmes proposés 

l'expression de la base de polynômes déterminée par substitution 

pour ?a forme Compagnon II généralisée. Celle-ci s'écrit : 



Calculons la base de polynômes correspondante à l'aide du 

théorème 1 . On a 

En développant ce déterminant par rapport à sa dernière 

ligne, il vient : 

Ce second déterminant correspond à une matrice triangulaire 

inférieure : il est égal au produit des termes de la diagonale. 



En norant 

Dét (PI - Y) = A 

Dans 11-92 apparaît un déterminant du même type que A n ' 
mais d'ordre n-1. 

Il vient ainsi : 

Développons à nouveau A par rapport à sa dernière ligne, 
n- 1 

puis An-2, et plus généralement A. jusque A 
1 2 

On obtient ainsi le système 11-96 



En faisant la somme de ces équations membre à membre, il 

vient : 

D'après le théorème 1 ,  cette expression 11-97 est encore 

T 
e A .  a A = [a, a ,  . . . al, I] 

En recomposant le produit matriciel, on déduit de 11-97 

La base de polynômes obtenue est identique à celle qui est 

mise en évidence en 11-24 à partir Qu calcul de la fonction de transfert 

par substitution. 



Il convient à présent de recommencer la détermination de 

la base de polynômes à partir du théorème 2. 

Pour cela, il est nécessaire d'évaluer les mineurs des 

termes de la deuxième colonne de la matrice (PI - M ) .  Or ceux-ci 

sont tous des déterminants d'ordre n-l de matrices triangulaires 

dans l'exemple proposé. Le calcul est donc très simplifié. 

Ainsi le premier mineur vaut : 

le second : 

Celui d'ordre i 



Et le dernier : 

(II- 102) 

On obtient ainsi directement la base de polynômes au dernier 

terme près. 

On voit que, pour cet exemple, le calcul est beaucoup plus 

rapide par le théorème 2. 

Cherchons la matrice de passage de la forme Compagnon II 

à cette forme Compagnon II généralisée. 

Il convient donc d'exprimer les coefficients de la base 

de polynômes déterminée précédemment sur la base naturelle pk, kE[~,n] 



On obtient : 

avec les nocations O? introduites dans le premier paragraphe. 
1 

L'expression 11-103 est la forme développée de la relation 

Le théorème du changement de base indique que la matrice 

de passage de Compagnon II à Compagnon généralisée est égale à P. 

Pour l'obtenir, il faut donc rayer la dernière ligne et la dernigre 

colonne de la matrice figurant dans II-'i03, puis la transposer. 

On obtient ainsi : 

(II- 104) 



Dès lors, on a l'égalité : 

On sait aue l'on a aussi : 

B., avec B - 1 
(II- ! 06) 

En écrivant cette relation sous forme développée, on retrouve 

le système d'équations d'identification des coefficients 11-26. 

Il est possible enfin de déterminer les coefficients du 

dénominateur, grâce à la relation 11-107 : 

ainsi que les composantes du vecteur état par 11-108 



6 )  C u  d u  l r e p l r é a e i o m  de ; t ype  1 ---------- ----------------- --- 

Le théorème de changement de base n'est valable que pour 

les matrices de type II. En effet il utilise le fait que la matrice 

des coefficients du numérateur de la fonction de transfert soit 

identique à la matrice B de la représentation d'état. Au contraire 

dans le cas des mises en équation de type 1, la matrice C est égale 

à la matrice des coefficients. 

Par ailleurs, le théorème du changement de base ne permet 

pas le passage d'une matrice de type 1 à une matrice de type II. 

L'étude des matrices Compagnon 1 et II donne un contre 

k exemple. Toutes deux sont associées à la base naturelle p , k [O, n], 

Donc la natrice de passage d'une base de polynômes à l'autre est 

l'identité, et elle n'est pas égale à la matrice de passage de 

Compagnon 1 à Compagnon II. 

En revanche, il n'est pas nécessaire d'élaborer un théorème 

de changement de base propre au cas des mises en équations de type 1. 

Pour calculer la matrice de passage Q entre deux matrices de type 1, 

ii suffit de les transposer pour se ramener aux aeux matrices de 

type II correspondantes, et de calculer la matrice de passage P entre 

elles à l'aide du théorème proposé. La matrice Q recherchée est alcrs 

définie par la relation 11-109 

-1 T 
Q = ( P  ) 



En sffet considérons deux représentations de type II 

(II- l l O) 

Si P est la matrice de passage de l'une à l'autre, on a : 

(II- 1 12) 

Les deux représentations de type 1 associées s'écrivent sous 

la forme : 

(II- 1 1 3 )  

(II- 1 1 4)  



Q étant la matrice de passage de 11-1 13 à 11-114, on a de même : 

Transposons les égalités de 11-112, il vient : 

En comparant avec le système 11-115 ci-dessus, on obtient 

immédiatement : 

(II- 109) 

Par ailleurs, la connaissance d'une matrice R de passage 

de Compagnon II à Compagnon 1 permet de calculer la matrice de passage 

d'une représentation quelconque de type II à une autre de type 1, 

ou vice-versa. 

T - 1 En effet, on cherche S telle que M = S . ?Il . S avec 
2 

M l  de type II et M~~ de type 1. 



On peut évaluer par la méthode la matrice de passage P - l  

de M à Compagnon II, telle que 11-117 
1  

ainsi que la matrice de passage Q~ de M , ~  à Compagnon 1, telle que - 
II-! 18 

(II- 1 18) 

Si R est la matrice de passage de Compagnon II à Compagnon 1, 

on a en outre : 

Des trois dernières relations, on tire : 

(II- 1 19) 

On en déduit immédiaterilent : 

Par conséquent, on peut résoudre tous les types de problèmes 

de changement de base à l'aide du seul théorème du change men^ de base 

à condition de connaître une matrice R de passage de Compagnon II à 

Compagnon 1, 



cl V é Z m i ~ o n  d'un changement de base de Compagnon 1 I ....................... ...................... ------ 

à ----- Compagnon - ----- 7 

Cette matrice R vérifie par définition : 

On suppose que R = rij] ( 

En effectuant alors le produit matriciel indiqué en 

11-123 ,  on obtient les égalités terme-à-terme suivantes : 

D'autre part, on dispose également de la relation : 

( I I -  122)  

( I I -  123)  

( I I -  124)  

( I I -  122)  



Le développement des deux produits satriciels de cette 

dernière expression et leur identification terme-à-terme conduit 

à écrire : 

r = a  r. + r i  - a r 
i j n-j ln - - 1 ,  j+l n-i+i n,j+l 12*nl (11-126) 

j 1 1  ,n-~] 

A partir de ces équations, la détermination de la matrice 

R globale s'effectue par étapes. 

Première phase : le système 11-124 permet l'identification 

de la dernière ligne et de la dernière colonne de R 

k3 termes identifiés 

Seconde phase : 11-125 permet de calculer les ternes 

de la Ière ligne de R à partir des coefficients de la fonction de 

transfert 



Troisième phase : 11-126 est un algorithme qui permet de 

calculer les termes centraux de la matrice R à partir aes termes 

connus ligne par ligne. Le schéma ci-dessous illustre le déroulement 

du calcul. 

L'ensemble de ia matrice R est ainsi déterminé. 

Soit le système d'ordre 4 défini par sa fonction de 

transfert : 

On a donc 

a = l  = 4 
1 a2 a = l  3 a = 2  4 

b * = 2  b , = 2  b 3 = 3  b 4 = 1  - 



D'où 

Far application ae 11-124, on a immédiatement 

Le système 11-125 conduit à : 

Il suffit d'utiiiser 6 fois l'algorithme 11-126 pour 

déterminer les termes restants. 

On obtient ainsi le résultat complet : 

Cette matrice doit vérifier l'égalité 11-123 

(II- 127) 

(II- 129) 

(II- 130) 

(II- 1 2 2) 



Il est nécessaire d'effectuer le caicul de R". 

Il vient : 

On peut contrôler alors que l'on a bien l'égalité : 

Go2cl:siof' 
b 

Avec ce dernier point, nous sommes en mesure de résoudre 

tous les problèmes de changements de base pour des matrices quelconques 

de type 1 ou de type II, en linéaire. On peut donc poser a priori une 

forme de matrice particulière en vue de ia représentation des systèmes. 

La méthode proposée permet de déterminer s'il existe une matrice de 

passage de cette forme quelconque à la forme Compagnon de même type, 

c'est-à-dire si la matrice considérée peut constituer une représentation 

d'état du système. Dans l'affirmative, la matrice de passage peut-être 

calculée grâce aux méthodes proposées. 



D'autre part, chaque forme de schéma de simulation 

admissible induit une représentation d'état par simple lecture. 

L'ensemble de ces résultats fait de la méthode proposée un outil 

efficace de recherche systamatique de nouvelles formes pour la 

représentation des systèmes. 



7 11 - DETERMTNATiON DE FORMES hfATR1ClELLES POUR LA REPRESENTATION 
-- 

DES SYSTEMES 

7 7 7 . 1  - FORME EN FLECHE 

Dans le paragraphe 1.3-b de ce chapitre, nous avons 

introduit la forme dite en flèche mince. Pour cette forme, les 

équations permettant d'identifier les coefficients ont été obtenues 

par substitution. 

Nous pouvons à présent retrouver ce r2sultat à partir 

des théorèmes proposés précédemment. 

a )  Mafruce de pmdage et c d c u t  d u  c o e d i j i u e ~  ___--_--_--  ---- ------------------- ------- 

Il convient tout d'abord de déterminer la base de polynômes. 

Pour cela, nous utilisons ie théorème 2. Il s'agit donc de calculer 

la dernière colonne de Corn (VI - %LE) puisque C = (O, O . . . O, 1 )  

De l'expression de MFLE figurant en 11-32, on déduit : 



L e  premier mineur e s t  c a l c u l é  en  développant  p a r  r a p p o r t  

à l a  p remière  colonne 

Le second e n  déve loppan t  p a r  r a p p o r t  à l a  deuxiène co lonne  

(II- 134) 



. ème Celui de rang i, jusque i = n-1, par rapport à ia 1 

colonne : 

-k ... -k 
1 

-k. -k . .. -kn-l 1 i- l 1 i+ l 

Le dernier est un déterminant de matrice diagonale : 

On en déduit immédiatement la base de polynômes sauf son 

dernier terme : 

(II- 135) 



Ecrivons la  matrice des coordonnées des vecteurs de l a  

base g s u r  18 base natureLle pk,  k  6 [O, n-1 ] . 11 vient : 

D'après le théorème du changement de base, cette mâtrice 

a-3 1 
k  O k l  o n - l ( l )  * kl  u n q I ( l )  k I  O 

7 

k  2  0 ~ - ~ ( 2 )  n-1 k  F 3 ( 2 )  . . . 1 
2  n-1 k20n-1(2)  k2 

.. 

n-2 n-3 1 O 1 On-2 knWl gn-2 k n - ~  'n-2 kn- I 

n-1 n-2 2  1 
1 'n- i "a- 1 On- i 'n- 1 

. . .  
b A 

est la transposée de la matrice de passage P de l a  forme Compagnon II 

7 - 
1 

P 

n-2 

n-i 

L a 

à la forme en flèche. Cette matrice de passage s ' écr i t  donc : 

* 

P z  

- - 
n-2 n-2 n-2 

u n (  k 2 a n - , ( 2 )  . . k  n- 1 On-2 

n-3 (1) r ~ ~ ( 2 )  . . .. n-3 n-2 
k i  On-1 2  n-1 kn-~  "n-2 On- I 1 

1 1 ! 
kl  a n I l  k2 On-*(2) 

2  
k n - ~  'n-2 On- I 

1 
1 k2 I 'n- I a . .  

O O a . .  O 1 
L d 



Dès lors, on peut déduire les a j G [ l  ,n] et les 
j ' 

'j 
, j G [1 , n ] , par produit matriciel en fonction des coefficients 

de la fonction de transfert et des $J; , j 6 [1, n] , grâce aux 
4 

relations 11-140 

(II- 140) 

Toutefois, la détermination des a j 6 11, n ] d 'après 11-14 1 
j '  

parait impossible, puisque l'utilisation du théorème II ne permet pas 

de disposer de la matrice complète P+. Il faut donc définir une autre 

méthode pour réaliser cette identification dans tous les cas où l'usage 

du théorème 2 simplifie l'évaluation de la base de polynômes. 

On observe que les -a j 6 [l ,n 1 apparaissent dans la 
j ' 

dernière colonne de MFLE. Or on a : 

- 1 MFLz = P . M CI1 
. P (II- 140) 

Par définition du produit matriciel, on peut écrire : 

- 1 dernière colonne de MFLE = P x (dernière colonne de M 
~ 1 1 ~ )  

- 1 = P . (MCII x demière colonne de P) (11-142) 

La relation ci-dessus permet d'identifier les coefficients 

a j [l ,n ] sans connaître la matrice totale P+. 
j ' 



+ 
Notons que, même lorsque l'on dispose de P , l'utilisation 

+ 
de I I - l k l  exige le calcul de l'inverse de P . Dans la pratique, on 
évite cet intermédiaire par la méthode suivante : 

11-141 est équivalent à 11-143 

*+CII = '+ . '+FLE 

Sous forme développée, ceci s'écrit encore : 

( I I -  143) 

Les n premières lignes conduisent à la relation 

I" 4 

1 J 

( I I - !  46 )  

( I I -  144) 



On en déduit enfin : 

,n+i 

- 1 

Par conséquent, pour déterminer les coefficients c j [ j ' 
on utilise une relation du type 11-142 lorsqu'on a évalué la base de 

polynômes par le théorème 2, et une relation du type 11-147 pour le 

théorème 1 .  

Soit un système d'ordre 4 défini par sa £onction de 

transfert : 

( I I -  147) 

La représentation Compagnon II s'en déduit immédiatement. 

Elle s'écrit : 

(II- 148) 

( I I -  149) 



(II- 150) 

Une représentation en flèche mince de ce système aura la 

forme définie en XI-i62 : 

(11-15 1 )  

(II- 152) 

On peut appliquer la formule 11-150 à l'ordre quatre pour 

obtenir la matrice de passage. Il vient : 

(II- 154) 



Pour que la matrice P de passage soit inversible, il est 

nécessaire et suffisant que son déterminant soit non nul. En 

exprimant cette condition, on retrouve ici une propriété connue 

de la forme en flèche [17]  que nous avons introduice comme hypothèse : 

Les termes +. de La diagonale doivent être choisis niicessairement 
J 

distincts pour j 6 11 ,n-1] , soit ici je [1,3] . A cette condition 
on peut calculer la matrice inverse de la matrice P. On obtient : 

1 I -$I >bl -9,' 

k ,  ( $ 1 4 2 )  (IU1-4]) k P 2  4 k, ($l+b2)(*i-1(~3: k l  ($JI-**) ($1-93) 

1 

:fernier cas 

On choisit k l  = k 2 = k 3 = 1  

On a alors les matrices : 



A l'aide de 11-140 on en déduit : 

(II- 158) 

On utilise ensuite la relation 11-142. On a donc : 

D 'où, puisque $ 4  a O 

On obtient finalement la représentation sous forme en 

flèche : 



- 1 On peut s ' a s s u r e r  a l o r s  q ~ i e  %LE = P . MCII . P pour 

v é r i f i e r  l e  r é s u l t a t .  

Ssco2b-cas 

On c h o i s i t  c e t t e  f o i s  k l = k  = k 3 = l  
2 

$ , = 3  $ 2 = 2  q I 3 = 1  d J h P 0  

On a  donc : 

( I I -  162) 



On en déduit : 

D'où : 

Soit finalement : 

(II- 165) 

(II- 166) 

(11-1 67) 

(II- 168) 



On constate que l'inversion des termes diagonaux ne change, 

dand ce cas particulier, aucun des autres coefficients de la matrice. 

On peut calculer la base d'état correspondant à cette 

représentation 11-167 par rapport à , base d'état du premier 

exemple. 

On a en effet : 

( I I -  169) 

si gII est la base d'état de la forme Compagnon II 

On obtient ainsi l'expression de ?a matrice de passage de 

q2g: 

Soit : 

On retrouve bien qu'on a effectué une permutation entre 

les variables d'état indicées 1 et 3. 



11 est possible de choisir les ternes de la diagonale 

d'une forme en flèche égaux aux pôles de la fonction de transfert 

lorsque ceux-ci sont distincts. On obtient ainsi la forme en flèche 

que nous avons introduite initialement en 1 1 1 . 3  du chapitre 1 ,  pour 

laquelle les a j [ I  , n] sont tous nuls. J ' 

Par extension, on cherche s'il existe une forme en flèche 

générale où les termes diagonaux peuvent être soit égaux, soit 

imaginaires conjugués. La diagonale de cette forme, dite en flèche 

épaisse, prend alors une forme analogue à celle de la diagonale de 

la matrice de Jordan [ 3  1 . 

Ainsi, le czs d'une racine double fait apparaître un bloc 

diagonal tel que 11-173 

le cas des racines imaginaires conjuguées correspond à un bloc 

diagonal tel que 11-174 

( I I -  174)  



On regroupe les deux cas en étudiant les blocs diagonaux 

avec $ = O x = 1 pour une racine double [-; :] $J = - x pour des racines conjuguées imaginaires 

(II- 175) 

La mise en équation d'un bloc isolé de ce type est telle 

que : 

D'où 

(II- 1 7 7) 

Soit encore 

On en déduit immédiatement le bloc de siaulation 

correspondant : 



Figure 11-15 

Les racines multiples, d'un ordre de multiplicité supérieur 

à deux, font intervenir des blocs diagonaux tels que 11-179 : 

1 1-9 k - i y 

pour un ordre de multiplicité 2gal à i. 

Ceux-ci ont déjà été présentés au cours de l'étude de 

la forme Compagnon I généralisée, du premier paragraphe. 

(II- 1 7 9) 

Ils correspondent à un schéma de simulation faisant 

intervenir des opérateurs ensérie. 
? +  * 

Nous pouvons donc déterminer le schéma de simulation 

associé à chaque type de forme en flèche possible. La méthode 

permet également de choisir a priori une nouvelle forme de repré- 

sentation, et de déterminer d'une part si celle-ci est admissible 

pour le système considéré, d'autre part de calculer ses coefficients 

et les changements de base qui s'y rapportent. 



On s'intéresse par exemple à une forme inspirée de 11-179 

forme en flache épaisse pour le cas des racines multiples, mais 

pour laquelle tout le bloc triangulaire supérieur est composé de 1. 

La mise en équation s'effectue alors de 1.a façon suivante : 

D'où : 

Soit encore : 

(II- 182) 

(II- 183) 



On en déduit le schéma de simulation de la figure 11-16 

pour cette forme choisie a priori. 

Figure 11-16 

Dès que l'on cornait le schéma de simulation pour chaque 

cas, la mise en équation, le calcul de ?a base de polynômes et de 

la matrice de passage ainsi que la détermination des coefficients 

se font par application des théorèmes proposés antérieurement. 

C) Exemple ---- -- 

Soit le système défini par sa fonction de transfert : 

(II- 184) 

Ce système comporte un pôle triple - 1. 



En développant la fonction de transfert, on obtient : 

soit a = 5 1 a2 = 9 a3 = 7 a = 2  4 

b, = O b2 = O b3 = 1 b4 = 4 

On en déduit immédiatement la représentation sous forme 

Compagnor, II de ce système, qui s'exprime sous la forme : 

On cherche à présent une représentation telle que la 

diagonale mette en évidence les pôles de la fonction de transfert. 

On se trouve donc dans le cas d'une forme dont le pôle - 1 est 

triple. Pour ce pôle, on choisit un bloc du type 11-180 proposé 

précédemment. 

(II- 185) 

(II- 188) 



Par conséquent le schéma de simulation correspondant à 

la forme cherchée est présenté figure 11-17, 

Figure 11-1 7 

La lecture des opérations symbolisées par le schéma et la 

mise sous forme matricielie conduisent à : 



(II- 189) 

(II- 190) 

Calculons la base de polynômes par le théorème 1. Il 

convient donc de déterminer Dét (PI - M) 

En effectuant le calcul, on obtient : 

(II- 192) 

(11-191) Dét (PI - '1) = 

D'après le théorsme 1 ,  la base de polynômes est : 

P+ 1 - 1 - 1 " 4  

O P+ 1 - 1 a 3 

O O P+ 1 " 2  

-k 
1 -k2 -k3 p+2+a 

(II- 193) 



On choisit kl = k2 = kj = I . Après développement, il vient : 

( I I -  194 

On en déduit l'expression de la matrice de passage P : 

et son inverse - 
-2 4 -7 

3 -4 5 

- 1 1 - 1 

O O O 1 
A 

On peut alors effectuer l'identification des coefficients 

à l'aide de 11-140 pour le numérateur 

( I I -  197) 



D'où : 

Pour le dénominateür, on utilise cette fois 11-147. Donc : 

On trouve les B. 
3 

(II- 199) 

J 

nuls j G [ I  ,4] , ce qui est caractéristique 

d'une forme dont les termes de la diagonale sont les pôles de la fonction 

de transi ert . 

On peut donc écrire la mise en équation globale du système : 

Pour contrôler le résultat, on peut vérifier que : 



Dans l ' é tude  précédente, nous avons indiqué que, pour 

une f arme en f lèche mince, il f a u t  Jii # iVj  pour i # j 6 [ l  ,n- l ] . 
En revanche, il e s t  toujours poss ib le  de  r é a l i s e r  Ji = Jii, ie[l ,PI] . 

21 

Par conséquent, dans l'exemple précédent, on ramène l ' o r d r e  de 

m u l t i p l i c i t é  à deux en e f fec tuan t  une inversion des pôles e t  2n 

posant : 

Ji, = l C l z p -  1 iV3 - 2 q.4 = - 1 

L e  schéma de simulation correspondan+, e s t  présenté  

f i g u r e  11-18. 

Figure 11-18 



La lecture des opérations du schéma et la mise sous forme 

marricielle conduit à : 

Il convient de déterminer la base de polynômes. En 

utilisant le théorème 2, on obtient : 

Avec k l  = k2 = k3 = 1 ,  il vient : 



D'où : 

Alors : 

D'où : 

MCII x dernière colonne de P = 

Donc les a iG [1 ,  4 1  sont encore tous nuls. i ' 



On aboutit ainsi à la représentation suivante : 

On a de nouveau 
- 1 

%LE = %II 
. P 

La matrice de passage de la représentation obtenue en 11-200 

a la forme en flèche ci-dessus est définie par : 

On en déduit la nouvelle base d'état par rapport à la 

précédente : 



C'est donc une permutation circuiaire des trois premières 

variables d'état que nous avons effectuée pour le deuxième calcul. 

Dans cet exemple, nous avons proposé a priori une forme 

de représentation matricielle pour un système défini par sa fonction 

de transfert. A l'aide des théorèmes pr~posés, nous avons calculé 

la natrice de passage de la forme Compagnon II à cette forme déterminée. 

L'existence de cette matrice de passage et son inversibilité démontrent 

qu'une telle forme est admissible comme représentation d'état du 

système, et permettent donc l'identification de tous les coefficients 

qui la composent. 

711.2- FORME TR7DlAGONALE 

Les formes que nous avons mis en évidence font apparaître 

des termes tantôt dans la sur-diagonale, tantôt dans la sous-diagonale. 

Nous cherchons une nouvelle forme que nous choississons telle que 

à la fois la diagonale, la sur-diagonale et la sous-diagonale soient 

non nulles. Chaque variable d'état est ainsi liée à la précédente 

et à la suivante. Il en résulte le schéma général proposé figure 11-19. 



Figure 11-1 9 

La lecture du schéna permet d'écrire : 



La mise sous forme matricielle conduit à la représentation 

suivante : 

Dans cette forme tridiagonale, la matrice correspondante 

est notée %RI. ' 



Dès lors, on peut effectuer les calculs d e  changement de 

base et d'identification des coefficieots à partir d e s  théorèmes 

proposés. 

Utilisons le théorsme 2. Il cowienr d'évaluer les mineurs 

de la dernière colonne de  (pl - On a : 

Alors le mineur de rang i + l  s'écrit : 



En développant ce déterminant par rapport à sa dernière 

colonne, il vient : 

D'cù : 

Cette relation 11-221 est une formule de récurrence permettant 

le calcul des A. en fonction de Ai-l et Ai-2. En reprenant la récurrence 
1 

au départ, on obtient par exemple pour les premiers termes : 



A p a r r i r  d e  l a  formtlle 11-218, il vient donc la base  de 

polynômes à 1 ' o r d r e  4 : 
r -.. 

kl k2 k3 

k2 k j  (B+$] 

k3 (P+$]) (p+Q2) - k I k l  k3 

(p+13) (p+Ji2) (P+$ - k l  ' ( P + $ ~ )  - kt k t 2  (p+$ 

(P+ë4) ( P + * ~ )  ( P + $ ~ )  ( P + $ ~ )  - k l  k '  (P+VJ~) ( P + $ ~ )  - kZkt2(?+$, )  ( P + $ ~ )  / 
-k 3 k t  3 (P+$,) (p+q2) + k ,  k t l  k j  k t j  

L 

(11-223) 

Exemple d ' a p p l i c a t i o n  --- -u-- 

Considérons un système défini pa r  l e  schéma de s imu la t i on  

de la F i g u r e  11-20 : 

F i g u r e  11-20 



La mise en équation correspondante est : 

On en déduit la forme matricielle suivante : 



Cette représentation est une forme tridiagonale pour 

laquelle on peut poser : 

D'où : 

La substitution dans l'expression 11-235 permet de déterminer 

immédiatement la base de polynômes 

Alors la relation 11-230 permet d'obtenir la fonction de 

transfert correspondant à ce système : 



En effectuant ce calcul, on obtient : 

On en déduit immédiatement la représentation Cmpagnon II 

de ce système, proposée en 11-232 : 

La matrice de passage de 11-225 à 11-232 est donnée par le 

théorème du changement de base. 



D'où 

On peut vérifier alors que M C II = P  . %RI . P-l  

ou encore i 
TRI 

= P - '  . M 
CI1 

. P 

cl Pansage &ect de t a  darne en $Lèche à La t&i.Lagonde ----- --------------- -------- ----_-----_------ ----- 

Jusqu'ici, tous les exemples ont montré qu'il est aisé 

par la méthode, de calculer la matrice de passage d'une représentation 

Compagnon II à diverses représentations matricieiles. Toutefois, 

la méthode convient également dans le cas de deux formes matricielles 

quelconques : on peut alors calculer directement 1-a matrice de 

passage de l'une à l'autre sans qu'il soit nécessaire de connaître 

la forme Compagnon II ou la fonction de transfert du système. 

tfontrons-le pour l'exemple précédent. Au paragraphe b), 

nous avons obtenu une représentation tridiagonale, telle que : 



La base de polynômes a s soc i ée  a  5 t é  c a l c u l é e  e t  vaut  : 

O r ,  en comparant l e s  fonc t ions  de t r a n s f e r t ,  on c o n s t a t e  

que c ' e s t  l e  maeme système dont nous avons donné une r e p r é s e n t a t i o n  

en f l èche  au paragraphe III. 1 a ) .  



(II- 162) 

La base de polynômes associée à celle-ci est : 

Exprimons la matrice des coordonnées des vecteurs de la 

base g2 sur les vecteurs de la base 

On en déduit la matrice de passage de la forme 

tridiagonale à la forme en flèche : 



- 1 
On peut alors vérifier que 1 JtFLE = P • %RI P ce 

qui confirme que le-rSsultat trouvé est correct. 

En ce qui concerne les bases d'état, on a l'égalité 

D 'où 



111.3 - AUTRES A S P E C T S  VU PROBLEME DE LA RECHERCHE D E  

FORVES NOUVELLES 

Dans les exemples ci-dessus, nous avons choisi des formes 

matricielles. A partir de celles-ci nous avons alors déduit tous 

les élèments qui les définissent. 

Cependant nous avons montré, par le théorème du changement 

de base, qu'il y a équivalence entre une base de polynômes correspondant 

au choix d'opérateurs généralisés, et une forme de représentation d'état. 

Par conséquent on peut envisager une étude suivant les bases de 

polynômes. En repertoriant toutes les bases de polynômes susceptibles 

d'engendrerl'espace vectoriel des polynômes de degré n, on leur 

associe les formes matricielles admissibles. 

Etudions par exemple l'ordre successif des vecteurs de base 

pour les polynômes de degré 4. 

11 est nécessaire que les matrices de passage d'état aient 

leur dernière ligne sous forme (O, 0, 0, 1) pour que les représentations 

associées de type II pour un système de type ~ur'e Postnikov laissent 

les termes non-linéaires exclusivement dans la dernière colonne. 



Ceci impose donc pour les matrices de passage de bases de 

polynômes, une relation du type 

La dernière ligne et la dernière colonne sont indifférentes 

puisqu'elles n'interviennent pas dans le calcul de changement de base 

d'état. Par conséquent, en ce qui concerne les quatre premiers 

polynômes, on peut en avoir au maximum un d'ordre trois et trois 

d'ordre deux. 

Les bases de polynômes possibles peuvent être composées 

-de vecteurs d'ordres successifs : 

Le cas 2 )  correspond aux formes Compagnon, Compagnon 

Généralisée, tridiagonale, ou plus généralement à toute forme dont 

la structure du schéma de simulation associé est de type série. Le 

cas 5) correspond à la forme en flèche, dont la structure de 

simulation est de type parallèle. 



Les cas intermédiaires peuvent correspondre à des cas 

hybrides où la srructure est mi-série, mi-parallèle. 

Envisageons par exemple le schéma de la figure 11-21 

Figure 11-21 

La mise en équation matricielle correspondante est : 



En calculant Dét (PI-?II), on détermine la base de pol-ynômes 

associée. 

L'ordre successif des polynômes de base est 1, 1 ,  2 - 3  , 

ce qui correspond au cas 3). 



u Soit à présent le schéma de la figure 11-22 : 

Figure 11-22 

Celui-ci conduit à la représentation natricielle suivante : 



La base de polynômes associée est cette fois : 

L'ordre successif des quatre premiers polynômes de base 

est 1, 2 - 2 - 3  , c2 qui correspond au cas 4 ) .  

Au contraire le cas 1 )  ne correspond à rien de connu. Nous 

en déduisons qu'il existe une représentation d'état à l'ordre 4 

associée à cette base de polynômes dont la forme n'a pas encore été 

déterminée. Celle-ci reste ainsi à découvrir. 

b )  ChCne d'action c a r n p o ~ n t  un intEgfiatswc. owr ------------------- -------------- - - - - - - -L - -  

On réalise à présent l'étude générale d'un système dont 

la matrice représentative comporte des termes tous nuls dans sa 

dernière colonne. La représentation correspondante prend donc Ea 

forme proposée en 11-246.  



D'après le théorème 1, on a Dét (pi-M) qui est égal 

au dénominateur de la fonction de transfert. Or, dans ce cas, 

on a : 

Dét (PI-M) = 

En développant le calcul de ce déterminônt par rapport à 

sa dernière colonne, on obtient : 



Par conséquent le terme p est en facteur dans le dénominateur 

de la fonction de transfert : on se trouve dans le cas où la fonction 

1 
de transfert comporte un intégrateur pur - . 

P 

Alors, le terme constant du dénominateur, a est nul. n 

La représentation Compagnon II associée est nécessairement de la 

forme 11-250. 

avec [ al, a2 . . . a ] caeff icienti de ~ é t  ( p l  - a-l). 
n- 1 

Isolons la première ligne de cette représentation 

matricielle. On obtient : 



Posons 

X = U2 = bn 
1 { u d t  

La relation 11-250 pour s'écrire alors : 

En tenant compte de l'expression 11-253 de u nous 2 ' 
pouvons condenser l'écriture en convenant de faire intervenir 1- 

1 symbolisme - dans la représentation finale. 
P 

En effet, si on symbolise u2 par 

Il vient : 



y = (O, O, . . . O, 1 )  

bn 
L 

o ù  le symbolisme - u représente b 
P 

On obtient à nouveau une représentation de type Compagnon II, 

mais inférieure d'un ordre à la précédente. En revanche, il apparait 

1 un terme d'intégration - dans la matrice B. Celle-ci n'est donc plus 
P 

à coefficients constants. Tout se passe aonc comme s'il y avait 

réduction de dimensionnalité d'une unité, en même temps qu'apparition 

d'opérateurs temporels dans la matrice B. 

Le schéma de simulation correspondant à la représentation 

u (11-256) est proposé figure 11-23. 



En effectuant ce produit matriciel, on obtient : 

Calculons l'expression de la fonction de transfert à partir 

Pour obtenir une expression sous forme de fraction rationnelle 

de deux polynômes en p, il faut multiplier 11-259 haut et bas par p. 

~ ê c i  conduit à : 

de 11-256. Par définition, on a : 

Cette expression est aussi celle de la fonction de transfert 

initiale, calculée à partir de 11-250. 

4 

1 7 
P 
2 
P 

.Y, = IJ(p) = L 
u 

+a 2 ' 

P 



Soit un système satisfaisant aux conditions de l'étude 

ci-dessus. 11 est donc défini par sa fonction de transfert telle 

que 11-260. Un tel système admet toujours une représentation en 

flèche épaisse pour laquelle les pôles figurent dans la diagonale. 

Nous savons que ce système admet le pôle O. Nous 

choississons de le faire figurer en dernier, soit $J = 0. n 

Par ailleurs, nous avons vu que dans ce cas, les 

a j [ i ,  n] sont tous nuis. On aboutit donc à la représentation 
j ' 
en flèche suivante : 

où M est composée de blocs diagonaux analogues à ceux de la n- 1 

matrice de Jordan. 



On suppose à présent que ce système est bouclé par une 

non-linéarité. C'est donc un système de type Lur'e Postnikov en 

régime forcé représenté figure 11-24. 

Figure II-24 

Ecrivons les équations de bouclage 

1 e? cas : Ré-ime autonome ------a-..,,,- 

En reportant dans 11-261, on obtient : 



En prenant E = - x domme dernière composante du vecteur 
11 

état, il vient : 

2ème câs : Régime non autonome ------------- ---------------- 

En remplaqant dans 11-261, on obtient 

f*. E 



- 1  97- 

Lorsque E est choisie comme dernière composante du 

vecteur état, on en déduit : 

(11-270) 

S'il existe et, dérivée de l'entrée e par rapport au temps. 

Ces deux représentations 11-266 et 11-270, sont semblables 

au terme e7 près. Par conséquent, dans le cas particulier où e' = 0, 

donc e constant, les représentations sont rigoureusement identiques 

en régime autonome ou en régime forcé. Elles ont donc le même 

comportement en fonction du temps. En particulier, si le système 

est asymptotiquement stable, et si l'origine O est le seul équilibre, 

les composantes du vecteur état tendent vers O, donc E tend vers O. 

Or E = e - y, donc y tend vers e. Ainsi au bout d'un certain temps, 
la sortie est égale à l'entrée. Ceci redémontre qu'il n'y a pas 

d'erreur permanente en réponse à un échelon lorsque la chaîne d'action 

1 coinporte un intégrateur pur - . 
P 



Dans ce chapitre, nous avons proposé de nouveaux opérateurs 

s*ymboliques pour le calcul analogique, puis défiai une méthode permettant 

leur mise en oeuvre. 

Des exemples ont ensuite montré que cet ensable constitue 

un outil adapté à la détermination de représentations a'état des 

systèmes et au calcul des coefficients et des changements de base 

associés. Il permet de choisir a priori une forme représentative 

et de la définir complétement à partir d'une représentation initiale 

quelconque. 



CHAPIT2E I I I  

APPLICATION À L'ÉTUDE DE SYSTÈMES PHYSIQUES 





Les deux précédents chapitres présentent une méthode 

de représentation d'état d'un système sous une Forme proposée 

à priori. Dans chaque cas particulier, elle permet, d'introduire 

une forne adaptée à l'étude envisagée. L'identification des 

coefficients de la représentation d16tat ainsi obtenue est 

simplifiée par les résultats antérieurs. 

Cette dernière partie s'attache à l'étude de systèmes 

physiques. 

Pour chaque système un modèle mathématique particulier 

est envisagé. L'analyse montre qu'il respecte les propriétés 

physiques du processus étudié, et qu'il en facilite l'étude. 

La méthode sera appliquée dans deux cas : l'un concerne 

les ré~imes anormaux dans les circuits électriques, l'autre traite 

des problèmes de transmission de la chaleur à travers les parois. 





I - LE C I R C U I T  FERROgESUNANT SERTE 

7 . 1  - REPP,ESENTATlON D '€TAT D' Uh( SYSTEME MONOVARIAELE DU 

SECOND ORDRE 

Soit un système contiau monovariable, non linéaire de 

fype  Lur!e Postnikov. Le schéma-bloc correspondant est inaiqué 

figure 111-1. 

Figure 111-1 

On suppose en outre que sa fonction de transfert V(pj 

définie en 111-1, d'ordre deux est non dégénérée 

(III- 1 ) 



Déterminons une représentation sous la forme Compagnon II 

pour ce systhe fonctionnant en régime forcé. 

L'étude précédente montre que cette forme est associée à 

la seconde méthode du graphe, qui conduit au s c h h  de la figure 111-2. 



La représentation matricielle 111-2 se déduit des équations 

de lecture du schéma 

Reportons la relation de bouclage non linéaire 

Il vient : 

On substitue E à x comme dernière composante du vecteur 2 

étar. On a donc 

S'il existe e' dérivée de l'entrée e par rapport au temps, 

le calcul de x ' ~  et E' en fonction aes nouvelles variables d'état 

conduit à la représentation matricielle 111-7 : 



En changeant la première composante du vecteur état en 

son opposé, on obtient la mise en équation finale : 

(111-9) 

(III- 1 O) 

Soit la forme quadratique de type intégral 4j, 

dé£ inie par la relation 111-1 1 [33] 

La forme quadratique 4 est fonction de l'état initial. x 
0 ' 

de l'écart initial E et du temps t. Toutefois, dans la suite, nous 
0' 

gonvenons d'omettre x et coi La fonction sera donc notée $(t). 
O 



11 vient l'expression de sa dérivée $ '  

L'expression de x '  et c '  se déduit de 111-9. On a : 
1 

@'(t) = a2 e x + (ale + e') (a2 + b2 £(E) ) 1 

(III- 12) 

(III- 13) 

Par définition, la fonction @'  est intégrable.Son intégrale 

est alors définie par la relation III-!4 1 3 4 1  

Dans le cas où $(t) est périodique, si T désigne sa 

période,on a : 

Donc à partir de 111-14, pour t = to + kT, on obtient : 

@'(t) dt = O 

O 

où $'(t) s'exprime sous la forme indiquée en 111-13. 

(III- 14) 

(III- 15) 

(III- 16) 



1 . 2  - CAS PARTTCULTER : LE CTRC117T ZRRORESONANT SERZE 

Soit le circuit électrique ferrorésonant série décrit par 

le schéma de la figure 111-3 : 

Figure 111-3 

Le noyau magnétique de la self introduit une non-linéarité 

poar ce système. 

On suppose que la caractéristique magnétique se représente 

sous la forme indiquée figure 111-4 

g(i) + 

Figure 111-4 



Des travaux antérieurs [ 35, 36 ] ont montré 1 ' équivalence 

entre le circuit ainsi défini et le schéma-bloc présenté figure 111-5 

Ligure 111-5 

Pour ce schéma, f désigne l'inverse de la caractéristique 

magnétique g, dont la forme est précisée figure 111-6 

Figure 111-6 



L e  schéma-bloc e s t  équivaleot à ce lu i  de l a  f igure 111-7  

dont l a  forme est  condensée. 

Ce schéma e s t  du même type que ce lu i  de l a  Ligure 111-1. 

Nms pouvons donc u t i l i s e r  les résu l ta t s  du premier paragraphe 

avec : 

Par identification, on en déduit ismédiatement : 

(III- 18) 



En substituant dans 111-9, on obtient une représentation 

matricielle du circuit ferrorésonant série 

(III- 19) 

A partir de 111-13, il vient une expression de la dérivée 

de la forme quadratique associée. 

La substitution dans 111-14 conduit à une seconde définition 

sous forme intégrale de la fonction 6 

711.3 - AP3LICAT70N A LA SECURlTE VANS LES RESEAUX ELECTR12UES 

Un tel circuit présente parfois des surtensions de longue 

durée, qui se manifestent soit à la fréquence de fonctionnement du 

réseau, soit à un multiple ou sous-multiple de cette fréquence. 



Les courants correspondants sont caractérisés par des valeurs plus 

élevées qu'en fonctionnement normal. Ces manifestations correspondent 

au phénomène de ferrorésonance. Celles-ci présentent des dangers 

pour les réseaux où elles apparaissent [ 37, 38, 39, 40 ] . 

Plaçons-nous dans le cas où le circuit présente une 

f errorésonance avec démultiplication 'de fréquence . Dans ce cas, on 
désigne par T la période du courant i(t), correspondant à la fréquence 

On suppose que v(t), tension d'entrée du circuit, est de 

L période - , m E fl, correspondant à la fréquence mf. m 

Tous les signaux sont alors périodiques, et T correspond à 

la plus petite pcriode de l'ensemble du système. La formule 111-16 

est donc applicable à cet exemple pour lequel 4 '  est défini par 111-21 

Il vient r 

La détermination des variables de cette équation est possible 

à partir du schéma de la figure 111-7. En effet : 



La traduction en grandeurs physiques de 111-23 conduit ainsi 

à : 

Interprétons ce résultat 

Le terme (O+kT v(t) . i(t) dt est la puissance active 

correspondant à la composante du courant de fréquence mf, c'est-à-dire 
to+kT 

de même fréquence que la tension d'entrée. D'autre part, f R i2(t)dt 

to 
représente l'énergie dissipée dans la résistance par eifet Joule. 

Il résulte de la relation 111-25 que toute l'énergie dissipée l'est 

dans la résistance, et l'on retrouve, par une méthode originale, le 

résultat que seul l'harmonique du courant de même fréquence que la 

tension d'entrée fournit cette énergie. 

L'énergie dissipée dans la résistance apparaît donc comme 

limitée. En conséquence les dangers dûs à la ferrorésonance se manifestent 

principalement dans les surtensions. Cet aspect des choses peut amener 

un claquage du condensateur. Dans la pratique, le phénomène intervient 

lorsque sont mis en oeuvre de gros transformateurs. L'apparition de 

ferrorésonance peut alors leur faire courir un danger. 

R%!?sE~E~ : 

La relation 111-25 conduit à une seconde propriété pour ce 

type de système : la multiplication de fréquence au sens stricc 

n'existe pas dans un circuit ferrorésonant série. 



En effet, dans ce cas, i(t) aurait une fréquence supérieure 

à v(t). T désignant la période de la tension, il en résulte : 

to+kT 

J i(t) v(t) dt = 
2 R . i (t) dt 

to O 

D'où 

2 Ri2(t) d t - O  R .  i (t) O t O (111-28) 

O 

On ne peut donc pas avoir de courant i(t) non nul et de 

fréquence supérieure à v ( t ) .  Ceci exclut la multiplication de fréquence 

pour les circuits ferrorésonants série. 



7 7  - ECQULEMEM D E  CHALEUR EN REGlME TRANSlTOlRE A TRAVERS UNE PAROI 

Les lois de Fourier [41, 421 permettent de traiter les 

problèmes concernant la conduction thermique en régime permanent. 

Toutefois, les solutions apportées supposent qu'il existe un régime 

permanent pour le comportement du systSme, et elles ne tiennent pas 

compte de l'intervalle de temps précédant l'établissement de ce régime. 

Cependant la résolution en régime dynamique est nécessaire lorsque 

des variations de la température et Ce l'écoulement de chaleur ne 

peuvent être négligées. Par exemple, l'écoulement périodique de la 

chaleur a son importance dans les moteurs à combustion interne, le 

conditionnement de l'air, l'instrumentation ou les procédés de contrôle. 

L'étude suivante présente une solution analogique à ce type de problèmes. 

Celle-ci, découle de la méthode proposée précédemment. 

7 7 . 1  - VETE??MTNATION D'UNE REPRESE,WATlOM A D A M E E  DU S!'STE.kdE 

L'équation générale régissant la répartition des températures 

et l'écoulement de chaleur par conduction dans un solide ayant des 

propriétés physiques uniformes s'exprime par la relation 1 42 1 : 



8 température en un point du solide à l'instant e 

4 intensité de la source de chaleur par unité de volume et par unité 

de temps 

k conductivité thermique du matériau (k cal/ 
hm0 c) 

k 2 a = - diffusivité thermique du matériau (m /h) 
ch 

c chaleur spécifique du matériau (k cal,' kg OC) 

h densité du matériau (kg/m3) 

(8, 6, y, z) repére euclidien de l'espace 

Si le système ne contient pas de source de châleur, 

l'équation 111-48 se réduit à l'équation de Fourier 

Cette formule est valable pour un matériau continu et 

homogène, où il n'y a pas de transfert de matière et pas de rayonnement. 

On peut l'appliquer à l'étude de la répartition de chaleur à travers 

une paroi. 

Si l'épaisseur e de la paroi est faible vis-à-vis de ses 

autres dimensions, celle-ci peut être assimilée à une plaque supposée 

infinie dans les directions y et z. La température sera uniforne dans 

n'importe quel plan yz pour une valeur donnée de l'abscisse 6. 



L'équation générale de la conduction de cnaleur se ramène dans ce 

cas à la forme simplifiEe 111-31 : 

Cette équation est une équation aux dérivées partielles dépendant de 5 

et de t. 

La méthode proposée ne permet de résoudre que les problèmes 

où interviennent des équations différentielles. Il convient donc 

d'approcher l'équation aux dérivées partielles (111-31) par un modèle 

sa~hématique de cette nature. 

61 Rechmche d'un madZCe d i4SihentLd ........................ -------- 

On convient d'appliquer la source chaude du côté gauche 

de la paroi. La partie droite correspond à la source froide. 

Pour obtenir un modèle différentiel du système, nous allons 

discrétiçer par rapport à la variable abscisse 5 et intégrer continûment 

par rapport à la variable temporelle t. Pour cela, supposons la paroi 

découpée en n tranches d'égale épaisseur A c .  Dans un premier temps, 

la valeur de ce paramètre A c  sera choisie très faible vis-à-vis 

de l'épaisseur totale e. Nous réalisons ainsi une discrStisation 

très fine de la paroi suivant l',axe des abscisses. 



On repère les plans-milieu de chaque tranche par leur 

source 

chaude 

abscisse 

AC 3AE SE cl - 2 Y c2 TY . * *  9 ci-1 Y ci. ci+] > * * * Y  5,-1 9 5 ,  e 

(111-32) 

La discrétisation de la paroi est réalisée suivant le schéma de la 

figure 111-8 

A C  A E A 5 A 6 A E A 5 A 6 
<-Y 

'i- 1 

Figure 111-8 

*> 

l 
i 

r 

%i ' 

<-Y 

En- 1 

Effectuons un développement limité au second ordre de la 

fonction pour les deux plans distants de + et -45 du plan 

? <--* 

1 

5, 

d'abscisse 5 
i ' 

source 

froide 

(111-34) 
Oc(j)~i) représente la dérivée d'ordre j par rapport à 5 de la 

variable 0 au point Si. 

s1 et E sont des termes du 4ème ordre au moins. 2 



Ajoutons membre-à-membre les équations (111-33) et (111-34). Il 

vient au 4ème ordre près : 

On a par ailleurs 

En substituant aans 111-35, on obtient à partir de 111-31 

D'après les hypothèses, on a ici : 

Pour simplifier la représentation, on convient d'écrire : 

(111-37) et (111-38) conduisent alors à : 

D'après les hypothèses initiales, la température 8 est 

fonction du temps t et de l'abscisse 5. Par conséquent la température 

au plan d'abscisse 5 B i ,  ne dépend que de t. i ' 



On peut donc écrire : 

La relation (111-40) devient alors : 

Nous avons ainsi substitué à l'équation aux dérivées 

partielles (111-31) un système de n équations différentielles telles 

que (111-42). 

La méthode permet alors de déterminer un schéma de simulation 

de ce système et une représentation matricielle. 

C) V é ~ i n h X o n  d ' u n  1nod8Le rnm3ricict -- ............................. 

Faisons un changement d'échelle des temps en posant : 

Alors : 

En remplaçan: dans (III-42), on obtient : 



On fixe la valeur de a par la relation 

Il vient : 

On réalise à présent un changement d'échelle des variables 

8, la température la plus basse dans le phénomène 
Soit 

0 la température la plus haute dans le phénomène M 

On pose 

Alors : 

D'où, en dérivant par rapport au temps 

La substitution dans 111-47 conduit à : 



Soit, après simplification : 

dx. 
1 - 

dT = X i+ 1 
- 2 x . + x  

L i- 1 

Pour i = 1, xi-1 n'existe pas. Nous faisons apparaître 

un terme u qui se comporte cornme une entrée pour le système. Celui-ci C 

représente l'influence du milieu extérieur, et plus particulièrement 

la température Ocde la source chaude. 
* 

De la même façon, pour i = n, x est remplacé par une i+ 1 

entrée u, qui correspond à la température de la source froide. 
l' 

L'expression 111-53, qui met en évidence la schéma de 

simulation correspondant aumodèle proposé, est équivalente à la 

relation 111-52 

On en déduit le schéma de simulation associé, indiqué fizure 111-9 

Figure 111-9 



Il en résulte la représentation matricielle 111-54, obtenue 

par lecture du schéma 

1 

C'est une représentation en forme tridiagonale qui apparaît 

ici de manière naturelle par discrétisation. 

Nous avons obtenu un modèle matriciel du système étudié. 

Pour être admissible, celui-ci doit traduire le comportement du 

système physique qu'il représente. 

En particulier, il doit présenter les mêmes conditions 

de stabilité que le système correspondant. Par ailleurs il doit vérifier 

les propriétés physiques du système initial. Il convient donc de 

s'assurer que le modèle est asymptotiquement stable, car le système 

envisagé l'est. Par ailleurs, il doit satisfaire au principe de Carnot 

qui est l'une des principales lois physiques régissant les échanges 

thermiques. 



a) €ahde d a  c o n ~ o ~  de b ; t a b i l A é  ................................. 

Considérons le système représenté par 111-54, en régime 

autonome. Celui-ci peut s'écrire sous la forme 

Soit la fonction V candidate à LYAPUNOV [ 1 1 1  , définie par 

Compte tenu de la symétrie de T.1, il vient : 

Soit 

Ou encore : 

La fonction V proposée est de LYAPUNOV. 

Par conséquent le modèle proposé est asymptotiquement stable 

en régime autonome, comme le système étudié. 



b )  V&t.i~ication du ptUnchpe de Cmnok ---- ----------- ----- ----------- 

Soit la fonction V(X) telle que : 

V = Plax 

Pour le choix d'une telle fonction V définie et positive 

le critère de Rosenbrock [43, 441 conduit à déterminer le terme 

>fax( mii+ 2 lmij]) 
j-1 1GiCn- 
jfi 

où l = (mij) désigne la matrice intervenant dans la 
I G i a n  
1 Ç j C n  

représentation 111-54. 

Le critère de Rosenbrock indique alors que la stabilité est 

assurée, ce qui équivaut à la condition V' $ 0. 

Interprétons ce résultat. 

D'après la définition de V, on en déduit que, lorsque le 

système est abandonné à lui-même avec des conditions aux limites 

telles qu'il se trouve placé entre deux sources froides par rapport 

à lui, la température maximale dans la paroi ne peut pas croltre. 11 

en résulte que, s'il y a un transfert de chaleur, celui-ci s'effectue 

du point le chaud vers les points les plus froids quand il n'y a 

pas d'apport extérieur d'énergie. 



Cette proposition const i tue  une vé r i f i c a t i on  du principe 

de Carnot sous sa forme simplif iée.  

Nous avons a i n s i  montré que l a  représenta t ion ma t r i c i e l l e  

(111-54) du système e s t  conforme au système r é e l  en ce qui concerne 

l e  principe de Carnot. 

A chaque i n s t an t ,  l e  f l ux  de chaleur qui s 'écoule du f l u ide  

source chaude vers l a  surface de l a  paroi e s t  donné par i a  r e l a t i on  

q : f lux de chaleur échangé entre  l e  f lu ide  e t  l a - p a r o i  

A : a i r e  de l a  surface de transmission en m 2 

On suppose en outre que l e  sens pos i t i f  d'écoulement des f l ux  

e s t  de l a  source chaude vers l a  source f roide ,  suivant l a  f igure  111-10 

source 
chaude source f ro ide  

sens pos i t i f  

Figure 111-1 O 
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Si on représente par dq le flux de chaleur par mètre carré 

pendant l'intervalle de temps dt, on peut écrire : 

ae Pour évaluer la dérivée partielle - , on utilise une formule des 

accroissements. Il vient : 

t où 0 .  désigne la température de la ième tranche à 1 'instant t. 
1 

On en déduit : 

La substitution dans l'équation 111-63 conduit à 

D'où, par intégration 

En effectuant le changement d'échelle des temps défini par 111-43 

et 111-46, il vient : 
", 



Par définition, les constantes a et k sont liges par : 

On en déduit l'expression simplifiée de 111-69 

Un calcul analogue pour 5 = e donne à chaque instant T le 

flux de chaleur par mètre carré échangé entre le fluide source froide 

et la paroi. 

En faisant la différence membre-à-mdbre, on obtient : 

qT représente la variation totale de l'énergie interne par unité de 

2 surface, c'est-à-dire la quantité de chaleur exprimée en k callm , 

transmise par unité de surface dans l'intervalle de temps compris entre 

QO représente l'énergie interne initiale par unité de surface. 



Le résultat QT doit être interprété en valeur algébrique. 

Si sa valeur est positive, c'est que la quantité de chaleur correspondante 

est emmagasinée dans la paroi. Au contraire si cette valeur est négative, 

c'est que la paroi cède de la chaleur au milieu extérieur. 

Posons : 

En dérivant terme-à-terme, on obtient : 

en utilisant la forme matricielle 111-54 pour exprimer ces dérivées, 

il vient : 

En comparant avec 111-73, on obtient immédiatement 

Soit encore 

Exprimons 4 en fonction des températures réelles 8. 11 vient : 



Examinons le comportement du système à l'instant T 5 O . 
Le système est en équilibre et la même température 8 règne dans m 

les fluides extérieurs et dans toutes les tranches du mur. Par 

conséquent 

-- 
ei = Om v i ~  1 1 ,  n] 1 e i = n O  m 

i= l 

En reportant dans 111-79, on obtient : 

Il en résulte que 111-78 se réduit à : 

Soit encore : 

Qt - QO CAAS (Ol1 - 8,) [ (xl + x2 + x3 ... + xn)] (111-83) 

Ainsi, ce résultat indique que le modèle mathématique qui 

représente la répartition des températures dans une paroi à chaque 

instant, convient également pour déterminer la quantité de chaleur 

emmagasinée ou cédée par la paroi à chaque instant. 

Le modèle que nous avons proposé présente les mêmes conditions 

de stabilité que le système initial. Ilobéitau principe de Carnot qui 

régit les échanges thermiques pour tous les systèmes physiques. 



Enfin, @(T), somme des températures réduites dans chaque 

tranche, est proportionnel à la quantité de chaleur stockée dans le 

système représenté par le modèle. Il résulte de cet ensemble de 

résultats que le modèle semble convenir comme représentation du 

système, puisqu'il traduit de façon satisfaisante ses propriétés 

physiques. 

Parmi les méthodes usuelles permettant de déterminer la 

répartition des températures ainsi que la quantité de chaleur, 

citons la méthode des abaques [ 45, 461 ou les méthodes numériques 

147, 48 1. Toutefois, la mise en oeuvre de la méthode analogique proposée 
précédemment apparaît plus aisée, puisqu'elle ne nécessite pas de calculs 

pour la résolution de ce type de problèmes. 



Nous pouvons utiliser le modèle mathématique que nous avons 

déterminé, pour l'étude de quelques exemples d'échanges thermiques 

entre une paroi et son milieu extérieur. 

a) P?temim exemple ------------ -- 

Considérons tout d'abord le cas simple où la température 

de la source chaude est constante et égale à 8 et la température 
M ' 

de la source froide constante et égale à Bm. Ceci conduit à : 

La simülation,. réalisée pour n = 6, conduit au tracé de 

répartition des températures de la figure 111-12. Celui-ci permet de 

déterminer la température dans les six tranches du mur à chaque 

instant. 

En examinant ce relevé, on constate que Le modèle utilisé 

vérifie une autre propriété classique de la propagation de la chaleur 

à travers les parois : lorsque le régime permanent est établi, la 

répartition des températures dans la paroi est linéaire. 





La quantité de chaleur emmagasinée par la paroi dans les 

conditions de l'étude est donnée par le relevé de la figure 111-13. 

Cependant, en se reportant à l'expression 111-73 de cette 

quantité de chaleur, on observe que celle-ci ne dépend pas explicitement 

des températures de la masse de la paroi. En effet, seules les tempé- 

ratures de la première et de la dernière tranche, xl et x interviennent n 

avec les entrées. Il en résulte que l'évaluation de la quantité de 

chaleur est indépendante du nombre de tranches utilisées pour la 

simulation. En particulier, celle-ci doit conduire au même résultat 

avec un modèle réduit au maximum, c'est-à-dire à deux tranches. Le 

relevé des quantités de chaleur a été effectué pour n = 2, dans les 

mêmes conditions. Dans ce cas, la mesure étant inversement proportionnelle 

à 45, le relevé est trois fois plus petit que pour n = 6. Par ailleurs, 

a l'échelle des temps fait intervenir un facteur - Il en résulte 
hc2 ' 

que le relevé est 9 fois plus rapide pour n=2. Ces rapports ayant été 

compensés par dilatation des échelles de la table traçante, on constate 

une exacte superposition des deux courbes. Ainsi la simulation sur 

deux tranches redonne le relevé de la figure 111-13 pour les quantités 

de chaleur stockées par le système. Toutefois, le résultat a été obtenu 

pour des conditions particulières. En effet ici, la paroi est initialement 

à la température de la source froide, et la source chaude est extérieure. 

Si on c.hoisit comme conditiors initiales une paroi chauffée artificiellement 

en son milieu sur une tranche fine, et si on suppose que cette cranche 

constitue la source chaude pour le système, il est impossible de 

réduire ainsi le modèle à ses deux tranches externes. 
\ ) q  





On en déduit ce résultat très important : dans le cas 

d'une paroi initialement à la température de la source froide, à 

laquelle on applique une source chaude sur l'une de ses faces externes, 

il est suffisant de limiter le modèle mathématique et analogique à 

deux tranches. On a donc une réduction de dimensionalité importante 

puisqu'une représentation d'ordre deux, telle que 111-85 convient à 

cette étude. 

La simplificarion est appréciable dans le cas des structures 

composites. En effet, dans ce cas, chaque milieu homogène se réduira 

à un ordre deux quelle que soit son épaisseur. Ainsi par exemple, les 

études d'isolation thermique, qui s'intéressent essentiellement aux 

déperditions de calories, pourront être envisagées simplement par 

cette méthode. Pour les structures triples (double vitrage, double 

mur séparé par un vide d'air ...), l'ensemble du système, pour la 
détermination des quantités de chaleur, est d'ordre six. Au contraire, 

si l'on désire visualiser la distribution des températures, l'expérience 

montre qu'il faut prendre au uinimum six tranches dans chaque matériau 

homogène pour obtenir un résultat convenable, ce qui condait à une 

matrice globale d'ordre dix huit. 

On peut effectuer le calcul de la quantité de chaleur totale 

stockée par la paroi lorsque le régime permanent est atteint. 



En effet, dans ce cas, la répartition des températures 

réduites dans chaque tranche est linéaire entre O et 1. 

On a ainsi : 

D 'où 

Il vient : 

Il en résulte que : 

Ou encore, d'après la définition de A t ,  

On en déduit que la quantité de chaleur totale stockée par 

la paroi lorsque le régime permanent est atteint, est proportionnelle 

à cXe (BM - 4 ) .  Par conséquent si on veut augmenter cette quantité de m 

chaleur, il convient d'augmenter l'épaisseur e de la paroi, et de 

choisir un matériau pour lequel le produit CA est le plus élevé 

possible. Par ailleurs, la quantité stockée sera d'autant plus grande 

que la différence entre la température de la source chaude et la 

température de la source froide sera plus grande. 



Au contraire, si on désire réaliser une paroi conductrice 

des quantités de chaleur, il est nécessaire de diminuer son épaisseur 

e, et de choisir un matériau tel que le produit cX soit le plus faible 

possible. 

6 )  Second exemple ----------- -- 

Dans cet exemple, nous faisons intervenir des entrées u 
(E 

at u~ variables; 

Le relevé de la figure 111-14 représente la répartition 

des températures pour les conditions suivantes : 

u = b ( l  + sin ut) O < b < l  

u = O  i F 
Ceci correspond au cas où la source chaude présente un 

variation sinusoIdale autour d'une constante. 

Au contraire, dans le cas de la figure 111-16, c'est la 

source froide qui présente une osci:lâtion sinusoïdale de ses 

températures. On se trouve dans le cas où : 

L'évaluation des quantités de chaleur est donnée en 111-17. 











Interprétation ----- -------- 

On constate que, dans les deux cas, la paroi atténue les 

variations sinusoïdales des températures. Celle-ci agit donc comme 

un filtre pour les écarts de température. D'autre part, on observe 

une variation sinusoïdale de la quantité de chaleur stockée dans la 

paroi, déphasée par rapport aux variations des conditions aux limites. 

Il en résulte que la paroi constitue une réserve de quantité de chaleur 

puisque celle-ci est maximale lorsque la fonction sinusoTdale est au 

voisinage de son minimum. Par conséquent, on peut utiliser une paroi 

comme accumulateur d'énergie calorifique, par exemple dans le cas des 

murs d'immeubles. La quantité de chaleur stockée arrive à son maximum 

la nuit et peut servir pour chauffer l'intérieur alors que la tempé- 

rature extérieure atteint la valeur minimum. La réserve d'énergie est 

alors reconstituée le jour. 

i n t e n u e d a n  d a  e 4 i e . a  de band C )  R-nahyue-: ------------------- ----------- 

Chaque fois qulun.transfert de chaleur s'effectue entre 

solide et fluide extérieur ou entre solides accolés, il se pose un 

problème de résistance thermique de contact. Cet aspect des choses 

a été négligé dans les calculs précédents. 

Lorsqu'un débit de chaleur traverse une zone de contact, 

dans une région localisée de part et d'autre de l'interface, le champ 

de température se trouve considérablement perturbé. Ce phénomène 



caractérise les effets de bord. Le schéma de la figure 111-18 montre 

l'allure de fa perturbation, en r9gime permanent, au contact entre 

deux solides. 

température i -tt pane perturbée 

Figure 111-18 

. 
On utilise usuellement le modèle mathématique qui consiste 

à supposer nulle l'épaisseur de la zone perturbée et à remplacer 

la variation de température qui se développe dans cette zone par une 

non-linéarité telle que celle présentée figure 111-1 9 1491 .  

Figure 111-19 ë 



Ceci revient, dans la modélisation, à placer une non- 

linéarité entre les températures réelles des fluides de chaque 

source OC et Op, et les conditions aux limites uC et %. 

Toutefois, les chuces de températures Aû, qui peuvent être 

importantes pour de forts débits de chaleur dépendent d'un grand 

nombre de paramètres tels que la structure géomètrique de l'interface, 

ou les caractéristiques.Èhermiques des milieux, et par conséquent, 

sont difficilement mesurables. Elles peuvent en outre relever d'un 

mécanisme de transfert d'énergie par convection selon que le mouvement 

du fluide au contact de la paroi est laminaire ou turbulent. 

Une résolution compléte de ce problème nécessiterait donc 

l'étude et la simulation des échanges thermiques par convection. 



CONCLUSION 

La méthode de mise en équation proposée a été appliquée 

à un modèle mathématique destiné à l'étude de la répartition des 

températures dans une paroi. Nous avons montré que ce modèle est 

stable, qu'il vérifie le principe de Carnot, et qu'il conduit à la 

détermination des échanges thermiques entre une paroi et le milieu 

qui l'entoure. La représentation correspondante, de diinension très 

réduite, permet de résoudre de nombreux problèmes pratiques d'échanges 

de chaleur. Citons par exemple les problèmes dlj.solation thermique 

dans le bâtiment, le chauffage pour l'amorçage d'une réaction 

7 ssement. exothermique suivi d'un refroidl 

Nous avons supposé ici que la propagation thermique est 

unidirectionnelle. Dans un autre ordre d'idée, nous pouvons.étendre 

le modèle à l'étude de la répartition des températures dans le cas 

d'une propagation dans toutes les directions. Le modèle est alors 

à 3 dimensions et permet l'étude du refroidissement dans des moules, 

du refroidissement des masses et des corps pleins ... 

Cette généralisation du modèle est dans le prolongement 

de l'étude précédente, et constitue une ouverture pour des travaux 

ultérieurs. 
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cotrttupondants . 

C&e G i d e  a p m h  en p ~ i c d i e t  d'annoden d u  {onmu 

canovtiquu u~u&en powr & t rep t r&eWon d' W d a  a y a X 2 m u  à d u  

a chému de a h u R d o n  c o n v e ~ o n n & .  

Pm & e w ,  L1e&$iucLtd  de muhode ptroponée u X  

Usée pm t ' a d y a e  de ayn;tèmu phgaiquu. La mavtiabWd de Za 

muhode et aa n A m p f i u 3 é  de mde en oeuvtre en gont un o W  erj<icace. 

EUe p m G  la trephlLhentatiun d'un dyaXème aoud une 5ome 

quetconyue, détaminée a p~.Lohi, et donne acc2a aux méXhadu de 

cdclLe ma;ttticid powr t l U u d e  du ptrocenaun comid&é. 

De p l u ,  i/1ou avom i&od& p&iewa $amen compohtant 

d u  Xmu diagonaux que L'on peu& daru une centdü2e menme, c h o d h  

m b i t t a h m e n t .  Ceux-& appm&aent comme d u  pmam2&u de tre,ohbenta-tian, 



q u i  &taviennent dam & d#cmnimaXon des  a a . 0 ~ ~  coe(&icients de 

.û.z m f i c e .  Dans Les exemples wvAagéb, ces panamè-DLes aant  consahn&. 

ToCLte50.L.6, les  kéduRtat6 i'te6X& v&bLes 4 i  ces $mes hont vahiables. 

Wi, & m W d e  peLLt A 'appfiqua d L1 W c i e  des ay4Xèmes à coeddicientb 

v m k b l e s ,  patt exemple peniodiqueb. C l  e~; t  d a m  ce a m  qu'une extension 

de l 1  &tude popohée peLLt &e env&agée. 
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