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INTRODUCTION

Le sondage électromagnétique est une méthode de prospection
géophysique bien connue. Cette méthode est basée sur la mesure du champ
rérayonné par le sous-sol qui est illuminé par une onde émise d'un
émetteur situé en surface. Ce procédé permet de reconnaitre la structure
géologique du sous-sol. Les méthodes d'interprétaticn des mesures effec-
tuées sur le terrain ont été développées a partir d'études théoriques ou
analogiques. Pour un gisement situé dans un sous sol stratifié, la solu-
tion théorique s'obtient sous la forme d'un systéme d'équations intégrales
de Fredholm. Une solution analytique peut étre effectuée sur les anomalies
de forme simple : parallélépipéde, sphére, disque plat. Lorsque le milieu
encaissant contient une anomaiie de forme quelconque, une méthode numé-
rique de résolution d'équations intégrales comme la méthode des moments
peut &tre utilisée. Cependant ce formalisme ne peut s'appliquer que si

1'anomalie de résistivité est Timitée par une surface fermée.

Lorsque Ta conductivité du sol est une fonction de points, il

faut procéder a une résolution directe des équations de Maxwell en utilisant
la méthode des différences finies ou des é&léments finis.

Nous avons choisi la méthode de différences finies associée a
un calcul variationnel & cause de sa simpiicité et sa souplesse, pour
simuler la réponse d'une structure "bidimensionnelle"” hétérogéne illuminée
par une onde électromagnétique plane. Comme nous 1'avons signa1ée/1a
structure &tudiée, en général,semi-infinie, contient une distribution
arbitraire de résistivités, de permittivités électriques et de perméa-
bilités magnétiques, elle est en outre souvent linéaire et invariante
dans une direction fixe.

L'objet du premier chapitre est principalement consacré a
la modélisation d'une telle structure. L'onde plane de fréquence trés
basse est incidente sur 1'interface air-sol plane. Pour Timiter artifi-
ciellement le domaine 2tudié,nous étudions successivement les conditions
aux limites analytiques permettant de réduire le domaine discrétisé en
se basant sur un calcul variationnel applicable au probléme auto-adjoint



que vérifie 1'onde totale, nous aboutissons ainsi @ un systéme linéaire
d'équations nodales & réscudre qui régit le comportement discret de
chaque valeur inconnue du champ électromagnétique. Ce modéie s'applique
essentiellement aux méthodes de prospection trés basse fréquence comme
la magnétotellurie.

Dans la seconde partie, nous nous intéressons a la réponse
de la méme structure illuminée par une onde électromagnétique plane de
fréquence élevée dont la Tongueur d'onde dans 1'air est comparable &
1'extension horizontale du domaine étudié. Le demi milieu supérieur
(1'air) est homogéne et tenant compte du phénoméne de diffusion de
T'onde d& 1'interface supérieure, ncus y développons une condition aux
Timites de type produit de convolution. Le modéle issu de cette é&tude
est plus général, i1 est possible de simuler la réponse & une fréquence
quelconque.

De nombreuses applications en géophysique notamment sont
présentées au dernier chapitre.

Nous pensons que 1'exploitation de ce modéle conduit & une
amélioration de la méthode actuelle d'interprétation.



CHAPITRE I
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Cette partie traite de la mise au point d'un modéle numérique
permettant ainsi de simuler la réponse d'une structure hétérogéne, souvent
invariante dans une direction, illuminée par une once plane &lectromagnétique
de fréquence trés basse.

Le programme élaboré d partir de ces hypothéses sera un outil
simple et souple pourvu d'interprétation en sondage magnétotellurique,
notamment.

I.1. POSITIONS ET PRINCIPALES HYPOTHESES SIMPLIFICATRICES

Figure 1



La structure du terrain, figure 1, est supposée invariante selon
1'axe oy de sorte que les paramétres é&lectromagnétiques puissent s'écrire :

g (M) = O'(st>
? (M) = e(x,2)

M) = u(x2)

et d'autre part :

<5
E(x,z
a()
—_— = 0
3y §
H(x,z)

Par conséquent, le modéle simulé, deviendra bidimensionnel (2D)
dans le plan oxz, figure 2.

AIR y - X
O PN AV R A v

Figure 2
e e p—p—

Dans 1'hypothése d'une source lointaine située au-dessus de
1'interface air-sol, 1'onde incidente est assimilable & une onde plane,donc
décomposable en deux modes indépendants : Mode TM (Transverse magnétique,

le champ magnétique H est paralléle & oy) et Mode TE (Transverse électrique,

le champ électrique E est paralléle & oy).



Le champ résultant, en général, couple ces deux modes {7}, WAIT.

Si Te demi milieu inférieur est isotrope et linéaire, nous
pourrons toujours séparer la réponse en deux modes TM et TE indépendant,
REDDY {2}.

Compte tenu des fréquences tré&s basses auxquelles nous nous
intéressons dans ce chapitre, nous négligeons Tes effets topologiques c'est-
d-dire que 1'interface air-sol est supposéeplane.

I.2. EXPRESSIONS DES EQUATIONS FONDAMENTALES

> -

Les équations de Maxwell .avec 1'hypothése 2 54}= 0, et en

régime sinusoidal (ej“t) s'écrivent : 3y UH

> -
rot £ = ~ 28 = - juu(x,2)H
3t
> P a+ ->
rot H =J +=—= = {o(x,2) + jwe(x,2)} E
5t

Nous pouvons donc en déduire les deux systémes d'équations
suivantes, u, €, o, étant fonctions de x,z.

3E |
~L = jop Hy
aZ
af

y . 3
— = = Jun Hy (1)
ax
ok 3E

z X ,

—— = Juu Hy

X 9z
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Grace aux hypothéses précédentes et 3 la linéarité des

jue) E

- (o + Jjuwe) Ey

- —2 =~(0 + Jue)Ey

équations de Maxwell, nous d&composons 1'onde incidente en deux ondes

indépendantes, une associée au mode TM et 1'autre au mode TE. La solution

globale sera la superposition de ces deux modes.

- Mode T™M :

(Hy = Hy = E, = 0)

Nous avons le probléme déterministe en champ magnétique Hy

qui vérifie 1'équation différentielle suivante obtenue & partir de (1), (2) ;

(3)

(4)

d | 1 3 . d 1 TR I
-2 (— H ) +—= (—:— H ):] = jwuH
o {_(c b dee) % Y| 32 | (o4 jue) 07 Y d
Le champ &lectrique Ey vérifie 1'équation différentielle
> 1 o l. e |1 o :
= (<2 E )] + —= — E )} = (5 + jue)E_
ax [ jou aX Yy 9Z iju 3z Yy y




On remarque évidemment que les équations (3) et (4) sont duales
1'une de 1'autre.

Vue Ta forme compliquée des équations (3) et (4), o, e, u
étant fonctions des coordonnées, la résolution analytique s'avére impossible ;
nous allons recourir & une méthode numérique sur 1'crdinateur. Le principe
général de résolution consiste & subdiviser le sol en é&léments discrets

sur chaque élément o, ¢, u #&tant constants.

I.3. METHODE DE RESOLUTION NUMERIQUE

Les ordinateurs modernes possédent une capacité mémoire
importante mais qui reste évidemment limitée. Par conséquent, notre tdche
primordiale est de limiter le domaine semi infini, que représente le sol
par des frontiéres artificielles, frontiéres qui se traduisent mathéma-
tiquement par des conditions aux limites analytiques. Dans les paragraphes
sujvants, nous allons étudier en détail ces conditicns aux limites.

Nous allons d'abord envisager le cas de la propagation en
mode TM, celui du mode TE se traite de la méme fagon.

Sur chaque &lément i, 1'équation (3) s'écrit :

2 2
]: ( ] + 3 ) - qui] Hy =
(01- + Jwei.’ Ix2 322

I
[an]

(5)

L'équation elliptique (5) exprime le phénoméne de diffusion

du champ magnétique Hy dans 1'élément 1.

Compte tenu de la propriété de 1'équation (5), la résolution
numérique se fera par la méthode des différences finies associée d un calcul

variationnel.



I.3.1. Combinaison de la méthode variationnelle et de

différences finites :

Par rapport & la méthode de discrétisation directe, la
méthode variationnelle peut englober dans le calcul, les conditions aux
Timites (FOR SYTHE {3}). La solution du probléme s'obtient, en général,
en calculant 1'extrémum d'une certaine intégrale qui correspond souvent
d 1'énergie contenue dans le systéme, WEXLER {4}.

Dans la méthode des différences finies, 1'opérateur est
discrétisé tandis que le champ magnétique Hy reste dans son espace, A
titre indicatif nous signalons que si 1'approche avait &té faite par la
méthode des &léments finis, méthode généralisée a partir de celle de
RITZ --GALERKIN, c'est le champ Ry qui avait été discrétisé. Dans ce cas,
Hy sera,. défini sur 1'é@lément par une classe de fonctions de forme
simple & partir d'un nombre fini de paramétres discrets. En général, ces
fonctions sont des polyndmes et les paramétres les valeurs du champ en
des points précis. Au laboratoire, le modéle discrétisé en éléments finis

en basse fréquence a été 1'objet cu travail de BENANI {8}.

I.3.2. Expressions vartationnelles :

L'équation (3) s'écrit sous la forme condensée

LHy = f (6)
ol
) 3 3 3 3
L est opérateur P (k =) * 33 ( —a-i) - ¢

avec k = (o+ Jjuwe) ~ 3 ¢ = Juu



f est le second membre, ici f = 0
nous démontrons en annexe 1 que la solution de (6) sera le point de
stationnarisation de la fonctionnelle F(Hy), suivante :

F(Hy)

Y

y’ R A

=—1.< LH , H > - <H f>=-]l<LH,H>(7)
2 Yo

(8)

Fﬁ9c1r1t z

Dans le domaine discret, la fonctionnelle s'écrit sous
1a forme : (ngre&)

1
F(H) =3 Zf (Lj Hy) (Hy) daj
i JJ (%)
- Z [(kso = o) 8 [y asy

T ) (83)
2 2
i A = S + 2
oll R

Utilisant 1'identité de Green :
2 3H
f H aH dq. = - H . _J
{L;Q') y My QJ [‘ (v y) dQJ +97;C.) Hj ory d1
J (Qj) ( J

ol n est la normale extérieure & (2j), (Cj) est le contour fermé de (Qj).
Le champ magnétique étant continu sur 1'interface des éléments, 1'intégrale

3H
E H —Eﬂl dl = H —X d1 od (C) est le contour fermé de ().
J (Cj)
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F(Hy) s'écrit explicitement

2 2
F(Hy) =-;—Xj_j/;9j) {kJ[(-:-i-:-x) +<§;Y-) ]+ ¢j Hyz} dﬂj]

! y
- Ef ke Hy 5o d1 (9)
(C)

ou kf = (cf + jwsf)"l ; Ofs Ep sont conductivité et permittivité
électrique des mailles frontaliéres.

Cette fonctionnelle quadratique est composée de deux intégrales ;
la premiére traduit en quelque sorte la puissance dissipée & travers la
surface (@) et la deuxiéme, la puissance écoulée & travers la frontiére (C).

Nous allons montrer que la premiére intégrale représente la
puissance moyenne dissipée & travers (Q). En effet, la densité moyenne de
flux de puissance, exprimé par le vecteur de Poynting S

P ol >

S =L(Em)
2

~d'ol la puissance moyenne dissipée & travers (Q)

@:J’ divs da = - L Z
2
Joo
L L[ Gt vt g
2 J°

> >

div(EaH) de,
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Remplagons rotE et E tirés a partir des équations de Maxwell :

-5
rotE

-
- jwuH
> _1 >
E = (0 + jwue) "rotH

dans 1'expression def?# :
— , N
@f=—1‘2_ [—————1———-—— (rot H. r‘otﬁ)+3wu\.J ﬁ]dJ
27 ))iag) o5 * duey)

En mode TM, H = (0, H , 0) donc :

2 oH 2
f--—-y[ ) +(—a--x)}+jmuij dnj
A
(%3)

Ainsi, en résumé, la solution du probléme n'est autre que
celle qui rend la puissance du systéme minimale.

I1T nous reste maintenant, avec les conditions aux limites
physiques, de les interpréter mathématiquement.

I.3.3. Limitation artificielle du domaine :

Le domaine d'étude se schématise de la fagon suivante,
figure 4 :

AIR A
so.” = 7

. o

- ol

ZONE EX TER!EURE GAUCH

l ZONE'l CENTRALE

- e
C

- 11 -

1
ZONE EXTERIEURE DROITE
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- La zone centrale (ABCD) contient une anomalie de forme et de conductivité
quelconque modifiant ainsi la distribution du champ dans cette région de
1'espace. /

- Les deux zones extérieures droites et gauches, sont des demi-milieux
stratifiés, non nécessairement identiques. Chaque zone extérieure compose
de M couches homogénes de opy, &, by (figure 5).

Le calcul du champ &lectromagnétique tabulaire en zone extérieure
se base sur la théorie de WAIT {10} dont les détails de calcul se développent

en annexe A.2 pour les modes TM et TE.

O-O/ ec,/u'é X

K Y A A A Ly e S ————— =™ %0

6, ,€E h
i 1/} l )&1/ D AR N ol 7~ Pl P 7/ P
) NN N N

< LV R S UL VA WL N S
& 1€, , My I“z
NN\ NN SN N N NONCON N SN S \\\zz

6 . A - 1
L L L. L L 2 = & g L L e 2T

. A G D o wm ewm  m  emw wme e am| Wy ame mw e W e ame e O ae  eme

\\\\\\\\\-\\\\\\q\\\zn-z

G-r'!-ﬂ ) € M )}LMH : | a1

AN NN N N N NN
S S A

Cﬂ;aﬂ)/u‘n [

Figure 5
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Sur le contour artificiel, on se fixe desconditionsaux 1imites
analytiques, qui sont 1'objet d'étude du paragraphe suivant, pour chaque
modéle numérique.

* modéle 1 : i) En basse fréquente, la composante verticale

du courant est nulle. D'aprés les équations de Maxwell, il en résulte que
la composante Hy du champ magnétique est constante & 1'interface air-sol.

i1) En supposant que 1'influence de 1'anomalie
ne se fait plus sentir au niveau z = zy.1, on peut considérer que Te champ
électromagnétique est égal au champ électromagnétique tabulaire-d la céte
considérée. De plus, si 1'épaisseur des couches conductrices est suffisante,
on peut alors considérer que Hy est nul sur le segment CD. ’

iii) Loin & gauche et a droite, la structure du
demi-milieu redevient tabulaire et le champ électromagnétique est égal au
champ électromagnétique donné par WAIT {10}.

Le modéle 1, avec ses conditions aux limites est représenté
par la figure 6. '

AIR A Hy =|HYC B X
T ,r T T - e
o1 1 T
)
() l
H ]
Yiabg - Mtaby
| |
D - i -0 ) - C
HY =0Q .
b

Modéle 1 - FIGURE 6
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Mathématiquement, il s'exprime par :

[ (k 2y .8 k -2 4,] H = 08ur(T) (10.1)
X X '

Hy = Hycsw(xg) o (0 .2)
Hy = M) oo Sw(ga | (10.3)
Hy = 0 Sur(EE) 0.4)
y = Hypag Sun( DR) (10.5)

et

ol @ = Q/ABCD : intérieur de (Q)
k = {o(x,z) + jwe(x,Z)}_l 3 ¢ = Juu(x,z)

-Sa fonctionnelle F(H a la forme :

w3 ST (IR BT ]

Ce probléme est autec-adjoint, son développement conduit & la

résolution d'un systéme linéaire dont la matrice est symétrique WEXLER {4}.
Cans le souci de réduire 1'étendue du domaine (ABCD)vers le bas, nous utilisons

1a notion d'impédance de surface ramenée & une cote donnée, analogue a celle
définie en théorie des Tignes de transmission inhomcgénes.

* modéle 2 :

Evidemment, cette proposition n'est valable que si 1'onde
résultante & la cote de CD reste plane. L'impédance Zs @ une cote z = zp-]
s'exprime par ( e



-1

3H aH
- 1 L N

m,X (om + jwem) Az 3z

a

d'ol la relation obtenue 3 une cote donnée

Z =2

m-1 oH

-1 m,y _
Ryt oMt —pL=0 (12)

La relation (12) n'est autre qu'une condition de type Cauchy
régissant le comportement du champ magnétiqueetdesddérivée sur CD. L'impé-
dance Zf ne dépend que des propriétés géométriques et é]ectromagnétiqﬁes de
couches inférieures & la couche m. En supposant que lastructure en-dessous
de la couche m est unique et identique de part et d'autre des deux bords
verticaux, 1'expression de Z¢ est donnée en Annexe 2.

Le modéle 2 se représente schématiquement par la figure7

T 7 - - ////1///7
SOL ’1
& | (L) '
Y o
fObgﬁ—— .: Hyfabd
' — Z=Zwm-3
Sm ) Em, fom Z_'fk-'m oy + 2HMYo0 | z=2
————— hercrsan = cm— T"F—-a—z—- C i B Y K
T fw,flmp
Z =2y
Cm+d) Emid, Mwtq
Zz2Zwm+4
' Z=2m-2
Om- En- M-4 '
M-4 ) ©n 4’/“ . Zz2Zpmy

Figure 7
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Mathématiquement :

2k =)+ 2 (kL) - ¢]H = 0 sur (%) U(TD) (13.1)
3x x93z 3z Y

= A8) 3.
H, Hyc sur(AB (13.2)
‘Hy = Hotab d 5 (BT) (13.3)

_p oM —

Zg k=~ +—L =0 sur(CD) (13.4)

m

9z

Hy = M bab g sur(DR) (13.5)

Dans ces conditions, la fonctionnelle associée a (13) s'écrit

Dans cette formulation Te segment(fb)est 1'interface de 2 couches
de conductivité électromagnétiques identiques,

Le probléme reste auto-adjoint d'aprés FORSYTHE {3}, WEXLER {4}.

L'avantage de ce modéle par rapport au modéle 1 est que son
domaine d'étude se rétrécit considérablement d'od un traitement numérique
moins coidteux. ;

Nous continuons le processus d'optimisation du domaine par
1'application d'une condition de type Cauchy sur les deux bords(@f)et{ﬁﬁl



% modéle 3 :

Nous supposons que le champ é&lectromagnétique sur les deux
bords(}ﬁjet DAl redevient tabulaire soit :

Hy totar = fv tab.

or .

- u .z +u_z -y sinex
m m 0

Hytab=(ame +bpe " )e

"UmZ +UmZ
ol ap e o+ bme. " sont fonctions de z de sorte que :

aH
- tab = -y sing H
ax 0 y tab

et Hy total = Hy tab

aH
+ Y total _ 0 (15)

X

soit : Yo siné Hy total

En trés basse fréquence ou en incidencenormale (o = d), (15)

se réduit a la condition de Neumann homogéne : Eﬂl total _ 0

X

D'aprés DEY {12} {13}, la condition de Neumann "sur-évalue"
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le champ magnétique Hy calculé par rapport au champ magnétique exact (champ

donné par les formules de WAIT {10}. Tandis qu'avec une condition plus

générale telle que (15), le champ magnétique calculé concorde avec le champ
exact, DEY {12}. De toute fagon, 1'adoption d'une telle condition, permettra

de s'affranchir du calcul du champ é&lectromagnétique tabulaire.
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La figure 8, ci-dessous, représente le modéle 3.

U
0!
AIR A Hy = Hy j,
v avayd :a s I S S S ;: ” e
SoL ° l

N 1 ( )
3
. .
. .
- s
. . PR .

Yo SineH,+2Hy _ 0
ox

D Z¥k;:,_Hy1+g—;17:O C

Z

Modéle 3 - FIGURE 8

Mathématiquement :

[—*’- (k =) + =2 (k =2) - ¢] Hy, = 0 sud)u BT)u (D) U(DR) (16.1

aX ax 3z 3z

Hy = H sur(AB) (16.2)
aH .
v sine H + —L = 0 sur(BC) (16.3)
° Y X
-1 oH —
Zo kT H o+ —L = 0 sur(CD) (16.4)
m
0z
3H .
y. sing H + L =0 SLu(DA) (1645)
0 Y oax

D'aprés la définition de la dérivée normale :

H  (x,2) oH . °H
Y NN A cosS (ﬁgi’.a’) = —L
an __ X IX

H (x,z)€BC

M
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aH oH - . oH
__l (XQZ) = ——x COS (n_ﬁ.A., e;) = - .—l
an —_ X ' X

Hy(x,z)éDA

La fonctionnelle associée & (16) est la suivante :

R
F(H)--Ej] {[( a)+¢ dem
119 sinej K¢ y d1 (17)
‘ ()

le signe plus devant la deuxiéme intégrale correspond au
contour(BC)et le signe moins au contour(ﬁﬁ),

Passons maintenant au traitement numérique par discrétisation
du probléme en différences finies. Signalons qu'on trouve dans la littérature
plusieurs travaux analogues utilisant soit les différences finies (WAESELYNCK
{11}, DEY {12}, MUFTI {14}, BREWIT-TAYLOR {15},...) soit la technique @&s
éléments finis (COGGON {16}, PRIDMORE {9}, SILVESTER {17}, JONES {18}
PRAUS {19}, STODT {20},...).

1.3.4. Approximation discréte par différences finies —

Stationnarisation de la fonetionnelle :

En vue d'utiliser la méthode des différences finies en
coordonnées cartésiennes oxz, le domaine continu (Q) est remplacé par un
réseau de mailles rectangulaires irréguliéres, figure 9.

Le découpage est tel que o, ¢, u sont constants sur chaque
rectangle élémentaire, de plus, le champ magnétique Hy est continu &
1'interface de <chacun des éléments et varie linéairement d'une maille &

1'autre.



En définitive le champ inconnu Hy n'est connu qu'en un

~_nombre fini de points ou noeuds du maillage . . ____ . =

AlR A . B X
7 ’soL” /',T*,f")f’,f’?’zTya v G /",/-;IfI*,/,r' =
A N
. a’ . . ' h
‘ l NW NE l
! Wil Tf Es

Figure 9

La solution approchée tend vers 1a solution exactequand;d la
limite,la taille des mailles &lémentaires tend vers zéro.

Nous allons é&tablir 1'approximation aux différerces finies
de la fonctionnelle donnée par la relation (1T). Considérons le maillage
de la figure 9 et plus particuliérement les quatre maiiles partageant le

noeud P (figure 10)

< hwle  hyl2
. X e -
NW : N NE
. A : o 5
Py L) | my (£14) h
' - f - N
o ki 5 Ka) Pa
‘z W Qe ! ﬁ.P 9.
(2,) (<«,) e
k2’ ¢2 k3;¢3
sw S S
- w he .

Figure 10



- 21 -

La fonctionnelle (11) s'exprime de la maniére suivante sur
la maille (NW. N,P.W)

2 2
) 3H 3H )
Fi(Hy) ", ﬂ ){ S [(;;l) +(';y') 1+ 41 Hy }dgl

(24

Faisons les approximations pour les expressions des différentes
intégrales de dérivées partielles de la fonction inconnue Hy.

2 ) )
oH (Hy = Hy )" + (H_ = H.)
ﬂ ‘1 <—l‘) day par ki . + . | ——N 5 p___H_Lhyhy
(a1) % h%
(18.1)
2 ) A
oM (Hy - H)? + (H = Hy)
ﬁ ky{—L| dog par k; W~ NN oW
aZ 2
(al) n2
(18.2)
2 L 2 2.2, .2 '
JK(Ql) o1 Hy dey par ¢y . Z-. (Hyy * By * Hp + Hylhyhy  (18.3)

En se basant sur 1'approximation proposée par FORSYTHE {3},
la valeur approchée de Hy(x,y) est affecté au centre M; du panneau (Ql).

Faisons les mémes approximations (18) pour les expressions
de Ta fonctionnelle sur les 3 autres mailles ayant en commun le sommet P.

La fonctionnelle F(Hy) est stationnaire au pointp si la relation

suivante est satisfaite :
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En reportant les approximations définies par (18) dans la
fonctionnelle (11) et en appliquant la relation ci-dessus, on montre gue
la valeur du champ au noeud P est reliée aux quatres valeurs Hy, He, HS’

H,, des noeuds voisins par la formule suivante :

W
Cp Hp +C Hw + CR HE + CT HN + CB Hg = 0 (19)
ol C, =-2 L (k hy+k, he) (19.1)
L TN 2 S )
2 hy
o= -+ L (kg he + Kk, Ny (19.2)
R 3°s 4 "N )
2 hE
G.=-L L h,+k, h) (19.3)
T by hyy + kg g :
2 hN
¢, =-L Lk, hy o+ Kk, he) (19.4)
B 2 M 3 E )
2 hS
.- 1
Cp = (CL + CR + CT + CB) + 4(¢1 hN hw + ¢2 hS hW"‘
coat bg hp D+ ¢h hy he)  (19.5)
-1 '
kj: (o'j'!-ngj) s ¢J~ :Jmu“,
L'expression (19) est analogue & celle obtenue par 1'appro-
ximation"spoints" en différences finies du Laplacien 4 . Ici cette appro-

ximation est pondérée par les coefficients CL’ CR’ CT’ CB’ CP qui ont la
dimension d'une résistivité fonction de O5s €50 Hj et de la géométrie des
mailles entourant P.

Ecrivons (19) autrement :

€ (Hy = Hp) + Cp {Rg = Hp) + Cp (Hy = Hp) + Cg (Hg = Hp) + C'p Hp = 0 (20)

A |
ot C p —-Z (¢1 hN hM/+ d9 hS hw * 0q hS hE * 0, hE hN)
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Alors que le terme C'P HP’ a la dimension d'un potentiel et
représente en quelque sorte le potentiel par rapport & un potentiel nul de
référence. Ce potentiel moyen, dli & une source d'origine externe, est pondéré
par le produit ¢j.(§3), (2j) avec j = 1,2,3,4 est la surface des quatre
panneaux entourant P.

De méme les quatre premiers termes de 1'expression précédente
représententle potentiel aux points N’;Q}Dﬁ?.

Dans ces conditions, la relation (20) exprime 1'équilibre
(figure 11) du potentiel au point P, est la signification physique de 1la
"stationnarisation" de la fonctionnelle.

NwW £j NE
? T -7
"1 R M4
el |t et @)
W ky®, i L> ;‘O' K., be

Ml r
i

hs (@), .._-.%_-_-ins ()
s

!

szhé k3a 3
o o)
Sw SE
- i wur

Ay he

Figure 11



Nous allons maintenant traiter dans le cas le plus général
(modéle 3) le cas particulier des points appartenant au contour(ABCD)
du domaine. Nous traiterons plus particuliérement le cas des points
appartenant aux segments AD,DC et CB ainsi que la contribution des

sommets C;D

Considérons donc¢ la figure 12 :

- 24 .

AR A b}"ﬂf”yc 8 X
T A7 7N 7 ; SR S — e
soL” /! .
AL J ) ‘
OH ) IH,
¥o Sind Ha—"=0 - Y, Sin6Hys == 0
dX D"* ) NW N 'NE o~ Ox
| &
o > N
D o W P EC’) ¢
Z, ki Hy | |+ 21 - o
9z
Zz
Figure 12

Supposons dans un premier temps que les noeuds considérés

appartiennent au segment(D'C') (figure 13).

-1._—-&‘

077 5///

N NE
> © -0
(L) (o,)
hn
k1 '¢1 k 4)¢4
W P ’/:é—’,./,,, - 275',/':?{ — C-
- - amam

by, he

Figure 13

o ———————
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Par exemple sur le panneau (N,P,W,NW), si 1'approximation de
1'intégrale de surface est analogue & celle des formules (18), 1'intégrale
curviligne §_ Z]c H 2d6 peut étre approchée par 1 Zf(H 2 H 2)-‘\-w .

Y 2 P W

WP
d'ol 1'annulation deé;lE (Hy) se traduit par 1'expression suivante
Hp
oF
:E_-—g-(H )y=03; £ =1,2 ; s'écrit
7o 7
Cp Hp + C| Hw + Cp HE + Cq HN = 0 (21)
ou
¢, =-12 Kk ny (21.1)
2 hy
__1 1
Ly = == == k4 hN (21.2)
2 h
E
¢ =-2 L (k ny+k, he) (21.3)
1 W 4 'E )
T 2 hy
_ 1 1
Cp = =(C + C + Cy) +Z (¢1 hy hy +¢4 he hy) + > Ze(hethy) (21.4)

L'interprétation physique est analogue d celle du modéle
précédent ; mais, ici le potentiel du point P a deux origines, celui dii
i une source externe (le deuxiéme terme de (21.4)) et 1'autre di & 1'in-
fluence des couches inférieuresa D'C' (le troisiéme terme de (21.4)).

Considérons maintenant les noeuds appartenant au segment(B'C")
(figure 14) ; compte tenu de 1'étude précédente, nous avons :

Figure 14



ou
¢ =-L Lk, hy +k, he) (22.1)
L 1 hy * kp g :

2 h,
11 v "

R L L (22.2)
2 hy

o1 1

g = ky (22.3)

2 hg

- 1 .
Cp = - (C+ Cp + Cp) 3 (6, Py By + 85 Mg hy)  (22.4)

= Y, sine hw CL

De méme si on considére le segment(A'D") (figure 15).

he

L .
) 5
Figure 15 f :f:"é’)‘t h'N

b\
0,

Z

(£3)
K3 ), s




(Figure 16 )

CP HP + CR HE + CT HN + CB HS = 0
od
11
CR = - —-—-—-(k4 hN + k3 hs)
2 hE
11
CT = . k4 he
N
. _ 11
g =" kghe
2 hs

- . 1o ,
CP = (CR + CT + CB) + . <¢5 hS hE + ¢4 hN he)...

+ sing C
L no h

E R
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(23)

(23.1)

(23.2)

(23.3)

(23.4)

Etudions maintenant successivement le cas des sommets C et D :

[4
D wac! P=C

Figure 16



Rappelons les conditions aux limites & satisfaire sur :

_1 —l
* WP : Z.k H + =0
f Y
— 3H
* NP: Y, Sin 8 Hy +—L=0
ax_
qui donnent
CP HP + CL Hw + CT HN =0 (24)
ou
CL === =k oy (24.1)
2 h
W
.11
CT = - = - k1 hw (24.2)
2h
N
Zs .
Cop == (C L+ Cq) + 1 hy by * hw(—g-- Y, Sine C)

Nzo o NE
(«,) r
’ A ( L o
A A~ I e
PsD E=D’ c’

Figure 17

- 728 -

(24.3)
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Co Hy + Co He + CrHy =0 | (25)
od
11
Cp=-= = Kk, hy (25.1)
2 h
E
11
Cp= -+ = kg he (25.2)
2 h
N
C.o=- (C, +C) + hh+h<-zi+ ine C 25.3
p = (CptCr)+ oy g EZYOS‘"R)(')

En appliquant ce processus de stationnarisation a tous les
noeuds inconnus du domaine, nous avons transformé le systéme d'équations
intégrales en un systéme linéaire d'équations nodales régissant le

comportement discret de chaque valeur nodale Hy s
J

I.4. SYSTEME D'EQUATIONS NODALES LINEAIRES :

Nous illustrons le systéme linéaire du modéle 3 par 1'exemple
ci-dessous (figure 18)

_I__.__*x -
‘z A Hy= B AIR
P R P A S P -
/I SOL
13
2 (s 10 14 oK,
; DH 3 T 1 Sin@H +=—= : 0
YoSmGHH‘_a_XL;o Yo 3%
3d 7 e 15,
ad 84 12L 16
Zkm My *33

Figure 18



1.4.1. Forme matricitelle :

Le systéme matriciel du modéle considéré se met sous
la forme suivante :

{A} (H} = {B} (26)

{A} matrice carrée de résistivité (27), ses éléments sont Cp CL-; Cp.
C. 3C, (j=1 16) i b
T, s BJ J = ER A .
{H} Vecteur colonne des inconnus Hj(J = 1,...,16) (28)
{B} Vecteur second membre  (29)
B 7 [~ -1
Hl -CT] HYc
o
H
H ©
0
H
4
" ‘cTs HYC
5 o
He 0 = [81 (%)
0
"7 Cr H
- T e
Hg = [H] (28) o
O
Ay
’ )
10 Cr H
H B e
11 o
H O
12 i 0
i3
Hiq
g
LH16

- 30 -
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|\ r-="="=-"=-=-=-°=-- ° - ..mﬁ..._..\\::_

I C C 0O o)
N — N As]
“n@.. Cp,_ Cos 0 O [ CRe[© D)

N =z
10 |CayCpy Cay O | O |Cas © 0 (3%
| N
1o |o ¢ o 'o o &, ©
I Bs n‘.v_./ . AN
1Cy | O o O CpglCpgl O O Cs O
Lo N e e e e e 'Q ~

O |Gy O O Cpg Cre| CBe 0 O na.m/o
o d& 0 0] O@@/OTN qu 0 o 0»&/0
N ,
0) O”r O o OG.N/O?Q (0] 0 O ODO o
N N N
(o} Ceg O o o) me Cgg O (o) Crg ©
~N N N
© Crg © O OBy CpuCy, 0 0  CRao O
N N N
o 0@/0 O Csy Cpy Cayy O O Cry O
~ N
o ono/ 0 o Gy o?»./o O O Cry
0 O Cg O O ©O O, Cgy 0 ©
N N
O g O O Coy Cpy Cqyy 0

\
o o_f/ 0O O C8y cpy Cpye

N
O Cpyp © 9 Crys cpy,

(27)
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En général, le domaine comporte NZ couches horizontales,
NX blocs verticaux.

La matrice A en général d'odre N = NZ (NX + 1) et posséde
les propriétés suivantes : |

1) carrée, symétrique, relativement creuse, les termes non nuls se regroupent
en bande de part et d'autre de la diagonale principale, avec la numérotation
suivant les colonnes, la largeur de bande vaut 2NZ + 1.

2) Elément diagonal est strictement dominant :

lagsi | > jZ lafs3. |

3) Elle est irréductible, autrement dit, on ne peut pas trouver une matrice
de permutation {P} :

(P} (A} (¥ =

Les sous matrices All’ A22 sont carrées.

En théorie des graphes (voir GASTINEL {21}), 1'irréductipilité
de {A} découle de la propriété de forte connexion du domaine, qui se traduit,
en pratique, par le fait qu'on ne peut pas réduire 1'ordre du systéme
matriciel lors de la résolution numérique (voir VARGA {221).

4) La représentation (27) de {A} a, évidemment la propriété“Aﬁde Young,
MUFTI {14}, GASTINEL {21}. Rappelons qu'une matrice {R} a la propriété "A"
de Young si, aprés plusieurs permutations simultanées des lignes et des
colonnes correspondantes,la matrice {R} peut &tre transformée sous forme de
matrice de blocs triaiagonaux.
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VARGA {22} a montré que si A muni de deux propriétés 2) et
3) elle sera non singuliére.

Maintenant, passons donc 3 1'étape de résolution sur 1'ordinateur,
de (26).

I.4.2. Méthode de résolution :

Compte tenu des propriétés que nous venons d'é&noncer,neus avens chois
une méthode directe de résolution pourles deux raisons suivantes :

by

1) La matrice est extrémement stable, VARGA {22} ; vu la
deuxiéme propriété. Les erreurs provenant des erreurs
arrondies sont rédujtes ; le pivotage n'est pas nécessaire.

2) La symétrie de bande par rapport a la diagonale principale,
permet de stocker la moitié des é&léments en mémoire du
calculateur d'ol un gain de places mémoires. La méthode
directe en outre plus rapide, en temps de calcul, que la
méthode itérative {23}.

Revenons au systéme (26), appliquant la méthode d'élimination
de Gauss, on remarque que si on triangularise {A} de forme (27) Hy s'élimine
de 1‘équation.

H, + C + C,, H. = B

Cp, My * Cpy fa * gy s = 8y

En reportant la relation suivante dans les équations de (26)
on ne modifie que les éléments de la sous matrice {A;}, d'ordre NZ+4

-
‘P “y ° U Ry
CBL CPZ CBZ 0 0
{A] } =
0 CB2 CP3 CBg 0
0 0 C C 0
CRi 0 0 0 CP5
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Puis 1'élimination de la seconde inconnue H2, ne fait modifier
que les éléments de la sous matrice {A2} dont une partie des éléments qui;
entourés par les pointillés, se sont déja modifiés par la premiére &limina-
tion. {AZ} étant toujours symétrique d'ordre NZ + 1

e
‘11 C2 Y3 ‘18 ! Cry
! |
I .
(A} = @) @*) @) @)
2 C12 Co2 C23 Cag | O
| |
B : .
@) ®) @) @
:°13 Co3 C33 Cap | O
@ @) u) @ |
Ge o ) G
|4 Q © Cas e

Aux étapes suivantes, on répéte le méme processus. Le mode de
stockage en machine s'en déduit :

- on ne conservera en mémoire centrale qu'une moitié de la sous
matrice d'ordre NZ + 1. Cette place mémoire est autant réduite que NZ est
faible ; (ici NZ choisi égal a 4) ; nous avons choisi expressément le systéme
de numérotation suivant les colonnes pour que la sous matrice soit d'ordre
N7 + 1. En effet le nombre de couches est généralement inférieur aux nombres
de mailles dans la direction ox.

- A chaque étape d'élimination, on stockera en mémoire périphérique
(disque, bande,...) la premiére ligne de chaque sous matrice. En répétant
{NX(Nz - 1) - 1} fois le processus, la place totale réservée NZ.{N - (NZ + 1)}
mots complexes, N ordre du systéme.

La derniére sous matrice est associée a@ un systéme linéaire qu'on
résoud en mémoire centrale par 1'élimination de Gauss.

- Dans 1'étape de substitution montante, on relit chague ligne
stockée en mémoires périphériques, puis on calculera les valeurs de Hy, corres-

pondantes, d
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Ces opérations s'appliquent de la méme fagon au second membre.

Sur 1'ordinateur de taille mecyenne, PDP 11/23,... avec ce
mode opératoire, on peut tenir compte de quelques milliers de noeuds. Par
contre le temps d'occupation de la machine par les écritures et lectures en
mémoires périphériques s'avére prohibitifs.

I1 est évident que la numérotation des noeuds joue un rdle pré-
pondérant dans 1'économie du codt de calcul. Plusieurs spécialistesen &léments
finis ont mis au point des méthodes automatiques de numérotation optimale,
celle-ci consiste & réduire, si possible, la largeur de bande de la matrice.
Dans certain cas optimal, en éléments finis, on arrive & créer seulement de
10 & 15 % d'éléments non nuls, SILVESTER {24}.

Le champ électrique sera calculé au centre de maille & partir
des valeurs modales du champ magnétique vu la difficulté d'affectation de la
quantité (o + jwe) & un noeud.

Le champ électrique se calcule, par exemple, au centre du
panneau (N.P.W.NW) par :

NW | TN
2y |
r(_d ]M ) m
[ k[0
J
W
- Aw P
E (M) = <ﬁ7i3w_e‘1)§ .[(HP +Hy) - (Hy o+ HNW)]
AN |
£, = +1jw€_1).% .[(HP b - () l
1
A

Le programme informatique est réalisé en FORTRAN IV,
exécutable en complexe simple précision sur 1'ordinateur PDP 11/23 de notre
laboratoire.



I.5. CONSIDERATIONS PRATIQUES

Tout probléme de traitement numérique doit obé&ir a certains
impératifs de précision qui est autant meilleure que son erreur totale
est négligeable par rapport au probléme "exact". Notre erreur totale ici
est composée de deux types d'erreurs, une d'ordre numérique (précision
disponible par la machine, erreur arrondie diie au systéme matriciel,...)
1'autre erreur est 1iée & la méthode numérique choisie (1'approximation
d'un probléme continu par un probléme discret en différences finies),
ce deuxiéme type d'erreur, bien slr, peut étre réduite par d'autre type
d'approximation d'ordre plus &levé en différences finies. En pratique,
1'étude de convergence du probléme, se fait par affinemant du réseau
de mailles, cependant ceci entraine aussi une erreur numérique croissante.
Donc, i1 faut calculer au plus juste le nombre de mailles, par un décou-
page optimal et si besoin est, faire passer le programme sur 1'ordinateur
possédant la double précision automatique.

I.5.1. Découpage optimal :

On construit le plus souvent un maillage irrégulier en sondage
par résistivité. Ce maillage suit certaines "régles" empiriques et doit
garantir la propriété de bilinéarité du champ magnétique d'une maille a
1'autre. Ci~dessous, nous décrivons en détail quelques régles de découpage
optimal.

1) Dans la direction oz :

On peut montrer que dans un terrain stratifié donné, le pas
de maille Az est proportionnel & la racine carrée de résistivité de ce
terrain et inversement proportionnel & la résistivité maximum des terrains
supérieurs.

D'une maniére équivalente, on essaye d'ajuster la variationv
exponentielle décroissante du champ magnétique par ses variations linéaires
par morceau Az. Comme le champ magnétique décroit rapidement & partir de
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1'interface air-sol ;tes épaisseursAz des premieres couches devraient étre choisie

prudemment faibles.
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2) Dans la direction ox :

D'aprés MUFTI {14,0}, un bon découpage horizontal doit assurer
d Ax une variation croissante logarithmiquement & partir de 1'origine.

En présence d'une anomalie, le champ magnétique résultant varie,
de toute fagon, rapidement aux abords de 1'hétérogénéité, dans cette zone
le maillage doit étre serré tout en respectant les critéres de découpage
optimal.

Une autre régle cette fois tirée des mesures sur terrain réel
proposée, MUFTI {14,bkc) } : "La taille des mailles est en progression géo-
métrique de raison a = ¥2 en s'@loignant de 1'hétérogénéité". Cette propo-
sition est un compromis entre deux considérations expérimentales suivantes :

i) Dans la méthode de mesures de résistivité apparente de
Schlumberger, on a 1'habitude d'écarter successivement les
deux électrodes d'injection de courant situées en surface
d'une quantité en progression géométrique de raison 1égeé-
rement inférieure & ay = V2, sauf dans des cas de mesures
ot le bruit est trés important. (figure 19).

Un échantillonnage de mesures plus serré sur un terrain a
faible bruit, (cas de la géophysique), ne donne pas des
informations supplémentaires, jugées utiles (Kunetz {25})

l

Air
E X
//// o — i (e
Sol N
re-oi— S

N 'Q-—--—-r— 'r

Figure 19
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ii) Si 1'on cherche & identifier une couche géologique dans un
milieu stratifié, ceci n'est possible que si cette couche
se trouve dans un contexte précis si, d'aprés FLATHE {26}:

a) le rapport de résistivités entre cette couche et les couches
voisines s 1/3.

b) son épaisseur doit &tre ay moins égale & 1'épaisseur totale
des couches supérieures.

La derniare proposition (b) implique que Az doit croitre en
progression géométrique de raiscn ay = 2 @ partir de 1'interface air-sol.
Bien entendu, toutes ces informations, sont trés utiles en
découpage initial, il nous reste d é&tudier la convergence de la méthode
de discrétisation.

I.5.2. Convergence de la méthode :

Eventuellement, lorsque le domaine est hétérogéne, (o, e, u sont
fonctions des coordonnées), 1'étude de convergence ne peut que se faire pra-
tiquement sur 1'ordinateur. Théoriquement, 1'ordre d'approximation de 1'équation

[—3 (k-—i) 2 (k-—é) - ¢] Hy =0 sur{a)n'a pas encore été-mis en évidence.

X X 9z 3z

Nous n'avons pu déterminer exactement 1'ordre d'approximation
que dans le cas du demi milieu homogéne (annexe 3) ; il est O (hmax) ol hmax
est le plus grand pas de maille.

Un deuxiéme type d'erreur provient du fait que le domaine a été
"artificiellement" 1imité par des conditions aux limites analytiques & distances
finies de 1'anomalie alors que ces conditions s'établissent sur 1'hypothése
d'un champ magnétique perturbé (secondaire) négligeable, autrement dit, elles
serajent "vrajes" & distances infinies de 1'anomalie. Pour étudier la convergenc
liée & cette erreur, i1 suffit de simuler plusieurs modéles d'extension

variable du contour (ABCD).



En pratique, si la structure était présentée par la figure 20
oU le milieu encaissant est homogéne et en basse fréguence on choisit
empiriquement :

T, :€{1 32,5 52} pour les trois modéles 1,2,3.
1, :S{4a 5 s, pour le modéle 1

4
122:E{0.6 a 2.5 62} pour le modéle 2,3.

ol 52, la .profondeur de pénétration dans le milieu 2

A

2 wuZUZ

COGGON {16}, WAESELYNCK {11} prcposent & peu prés les mémes fourchettes
de valeurs de Iy et 1, .
1

3
MODE LE 1\] ! |23
|
- - - - . 14
0, %
'z !

Figure 20
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I.5.3. Exemple numérigque :

La structure du sous-sol représentée par la figure 21 :

by oom, By _ tii0nz pga(ei) arm
0 5 AlR X
A7 F -~ 50 /,]"*////T//SOL//

950m

Y

-
A
]
|
| 10002-m |
S

D

elle comporte un filon conducteur dont la distance téte d'anomalie --
interface air-sol est 50 m, enterré dans un demi-milieu homogéne.

En performance, 1'é@tude comparative des trois modéles s'avére
trés intéressante.

- % modéle 1 : ( P. = 24 100 m, ]x = 5 100 m).

.f.‘
Le modéle discrétisé composé de 680 mailles dont 527 noeuds
inconnus, répartit comme suit :

- selon z : 20 couches d'épaisseur (en métre) 0.5, 19.5, 3C,
50, 75, 100, 125, 150, 200, 250, 350, 500, 750, 1000, 1500, 2000, 3000, 4000,
5000, 5000.

- selon x : 34 mailles symétriques par rapport & 1'origine 0
dont 17 mailles & partir d'origine de largeur 50, 100, 100, 100, 125, 125,
350, 350, 450, 450, 450, 450, 450, 450, 450, 450, 450. ('m) .
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Extan I= | Ex call
|E

L'indice d'anomalie I, I = % 100
xtabI

od |E ;.| module du champ &lectrique E, du milieu homogéne, !Exca1| celui

du champ EX en préSence d'anomalie, & 25 cm de 1'interface air-sol, est tracé
en continu en fonction de x sur la figure 22.

La vérification du résultat s'est effectuée, en éléments finis
par BENANI {8}, chercheur de notre laboratoire. Son domaine discrétisé a la
méme répartition de mailles selon x et z ; 1'approximation étant polynomiale
linéaire du premier ordre sur chaque triangle. Sur la méme figure 22, 1'indice
d'anomalie (en pointillé) en &léments finis s'est tracé. Le maillage moins serré
en &léments finis, au niveau de la localisation d'anomalie serait 1'origine de
la 1égére différence entre les deux courbes.

# modéle 2 : (P =5 100 m, T, =5 100 m)

On a réduit le domaine selon z 3 15 mailles du domaine 1,
ainsi le domaine composé de 510 mailles dort 495 noeuds inconnus.

L'indice d'anomalie d'une telle configuration s'est représenté
par des O sur la figure 22. La parfaite concordance des résultats s'est
observée. Avec deux positions différentes de la frontiére CD Pf =7 100m
(16 mailles/oz) et Pf =3 600 m (14 mailles/oz) ; on a toujours le méme
indice d'anomalie.

* modéle 3 : (P. = 3600 m 1y =5 100 m)

Le domaine, étant discrétisé en 14 mailles selon 0z et 34 selon
ox ; compose de 476 mailles dont 490 noeuds inconnus.

En essai d'extension des deux frontiéres verticales, 1x =2 80m
(24 mailles/ox), le domaine se compose de 336 mailles, 350 noeuds inconnus.
Le résultat se concorde toujours avec ceux déja obtenus.

Du modéle 1 au modéle 3, le domaine d'étude se réduit considé-
rablement, sans changer la performance des résultats obtenus, ceci s'illustre

par la figure 23.
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5100 mv ’§oom~ 5100 wv
:‘
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Figure 23

En dernier lieu, 1'étude de convergence du pas de maille
s'aborde par 1'affinage du réseau de configuration A3 83 C3 D3. Pour cela,
nous 1'avons choisi, selon z : 15 mailles d'épaisseur 0.5, 19.5, 30, 50,
75, 100, 125, 125, 150, 150, 175, 350, 500, 750, 10C0, selon x : 38 mailles
symétriques par rapport & 1'origine 0, de largeur & partir de 1'origine O ,
25, 50, 50, 50, 50, 50,,50, 100, 150, 200, 250, 250, 300, 300, 300, 300, 300,
300. Donc au total 570 mailles, 585 noeuds inconnus. Nous tracons, figure 24,
1'indice d'anomalie, des deux maillages. Certes, 1'extréme stabilité du

probléme numérique n'est pas &trangére 3 la propriété que posséde la matrice.

Le test de fiabilité numérique du modéle 3, s'effectue dans
le cas de propagation de 1'onde dans un demi-milieu stratifié ; en effet,
on peut y comparer la solution approchée avec la solution exacte (analytique)
de WAIT {10}. En simple précision complexe sur PDP 11/23, 1'écart relatif
entre ces deux sclutions est toujours majoré par 1°/,. si 1'ordre du systéme
< 1000.
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¥ A
A )v MODE TM ﬁum
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A a4 mopeie 3 (350 Notuns)
-— e .
"STRIKE" + + + MODELE 3 (585 NoEUDS)

mODELE 1




- 45 -

Toute formulation développée en mode TM s'applique également

en mbde TE par le principe de dualité, a une seule exception en mode TE, pour

que Ey = E,, constante sur la frontiére AB, celle-ci doit se situer a une

y
hauteur ot 1'influence du champ perturbé (secondaire) est négligée.

En domaine basse fréquence, la frontiére AB se localise souvent
a la base de 1'ionosphére, WAESELYNCK {11}, PRIDMORE {9},... Par conséquent,
le domaine d'étude en mode TE sera plus grand du fait de la présence de
1'atmosphére d'od plus colteux en traitement numérique.

Dans la gamme de fréquences élevées, si les autres conditions
aux limites restent valables, celle a la surface air-sol (Hy = cte) cesse
d'appliquer. '

Pour étendre notre application aux problémes plus généraux,
a fréquences élevées, i1 est indispensable d'introduire une condition aux
limites & la frontiére AB, qui tient compte du phénoméne de diffusion de
1'onde en interface.

A 1'issue de cette nouvelle étude, avec le principe de dualité,
le modéle numérique créé, serait plus performant tant en mode TM qu'en mode
TE.
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CHAPITRE II

o o o e
SEZozmmEmaEs=sx

- wm am e wm e mm e wm e e e mw b e em me e mm e e e em e e

Dans cette seconde partie, nous nous intéressons & la modélisation
numérique des structures vérifiant les hypothéses citées au chapitre I .

Nous considérons une zone hétérogéne illuminée par une onde
électromagnétique plane de fréquence élevée dans la gamme correspondante
d celle de 1'onde radioélectrique. La prise en compte du phé&noméne de
diffusion de 1'onde & 1'interface nous oblige, sans doute, de porter 1'effort
sur une nouvelle recherche de condition aux limites.

L'idée de réaliser un programme général nous est venue 3 la
suite des travaux de SCHMUCKER {,27 } sur 1'dtude de condition aux limites
& 1'interface pour le mode E de propagation ; cette condition s'exprime
mathématiquement par une équation intégrale de convolution et s'applique
avec Ssuccés [WEAVER {28}, WEIDELT {29} , ROKITYANSKY {30} ...]en géophysique.

Notre objectif est de posséder, & 1'issue de cette étude, un
outil de simulation du phénoméne de pénétration du champ électromagnétique
dans les systémes : ouverture, blindage,... en compatibilité électromagnétique
et éventuellement, comme modéle de simulation d'une induction EM aes Tignes
hyperfréquences : ligne micro-ruban, guide d'onde ouverte.

Nous allons entamer 1'étude en mode TM explicitement, celle en
mode TE s'en déduit facilementen sebasantsurie principe de dualite.

IT.1. CONDITION AUX LIMITES A L'INTERFACE SUPERIEURE .

L'étude de la condition aux limites & 1'interface air-sol
s'effectue analytiquement, c'est-d-dire dans 1'espace continu des variables.



II.1.1. Formulation :

Dans 1'air (z s 0) qui est un demi milieu homogéne, le champ

magnétique total H

v (x,2z) vérifie 1'équation de Helmholtz :

) 2* ) 2 |
- ¥, =0 (30
('bx" + 52T o er(";z) )

ot Yo = jWio (fo+jwes) ; Ra(¥) 2O

et Hy (x,z) s'exprime en fonction de sa transformée de Four1er'@§
par rapport a X

+] 2TLAX

+ 00
HY-r (2,2) = J;” XGY’_ (r,2) e ad A (31)

avec -

- -j2nAx
JQYT (/\.,z)..J::‘:‘{-l\(r (x,2)e dx

d'ol

3" Hy, (2,2) ]

Ixd

-4TT j‘i\}& (A z)e ”OL,‘\, (32)

1 +00 _ 9 .
¥ Hy, (x,z.):J’ 0 36y, (2,2) e*"mmd.zt 33
222 -0 O z?

Remplagons gy Hy, (2,2) BtHII (,2)
D R ] d zl

et Hy @, z)

par (31), (32), (33) dans (30) :

(s 2)

- 47
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[a‘ : uz-l %, (M) =0 G

ozt
ot
ue = ’( A+ ¥3) ; Re (us)zo0
La solution de (34) a la forme (z 5 0)
¥y (Lz):= Ae” L et (35)
avec A, B - fonctions de x

Remplagons maintenant?ﬁy (A,z) dans (31) par (35) :
T

+® - I
Hy, (2,2) = [A(ﬂ-) e i 8 e“""z] e A (36)
-0

Les champs électriques ExT<X’Z>’ Ezr(x,z) en fonction de Hy

(x,2) s'écrivent donc : T

Exy (%32) =-—1  dHyy (=,2)
(‘O 1'JW£°) oz

i  DHyy (2,z)
o "‘jwﬁo) X

Ez; (x,2) =

Soit encore :

400
Exp (2,2) = — % J wlaya s ”“"z] i G
(66 tjWeo) Ve ©

E&r(ln Z)- 4@]6;',2&3,:"»(38)

6o +Ju)£. )j sz,[AcA) Trawe
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Comme il n'y a pas de qgarge libre dans 1'air le champ électrique
vérifie la relation suivante : DivE =0

Soit : _?___E_\‘-T(x'rz) + .B_E.‘_T (z,2) =0
[-} 2 2z

Si nous écrivons EXT(x,z), Ez (x,z) en fonction de leur
T
transformée de Fourijer :

Exy (*,2) =f €x, (12) etd2FA2 ) ()
+C0
F2ATA 2
Ezr(x.z)=J Ber (1,2) ™ dA (%)
-

et comparons (39) & (37), (40) & (38) on obtient :

’ Uo r UoZ UaZ
Z,T A, TR .A(A.)e Blye ] (41) @

X r | |
A z) = d 2T A -UaZ +u°z? <
‘8,7( , Z) RN AlA)e + B8 )e Jm)

Tout champ total peut s'exprimer comme la somme d'un champ

incident et d'un champ réfléchi :
Exr (2,2) = Ex; (2,2) + Ex, (,2)

Ear(x,2) = Ez; (2,2) + Ez,.(%,2)

Soit dans 1'espace tranformé de Fourier :
Bey (A, 2) = Bei (2,2) + B, (2,2) ()

gz.f (A,z) = %.m (A z) + gz,. CA, Z2)  (44)



En identifiant (43) & (41), (44) a (42) on a :

€, (A z) - —2° ACA) e
tb (] ) (6‘° +jw&°) )

-UaZ

B, (A,2) = —=22 B(A) etYe®
(fo +Jm£o)

J] 2TA
(6o +JW&)

UsZ

€z (A,2) - A(A) 8

R VY A

Bz, (2,2): J2eA B(A)e
(6‘0 “‘J.UJ&,)

Ainsi, nous obtenons la relation suivante, reliant les
composantes réfléchies du champ électrique :

§2EA Bey (X,2) + Uo Bz, (A,2)z0 (¥

Exprimons (45) d'une autre fagon, multiplions (41) par j2E A
et (42) parUWo, faisons la somme des deux relations obtenues :

-

Doy (A7) 2 Bag (y2) ¢ 4252 B (h2)- €2y (13)
Ue

' Ue

Dans le cdomaine reel

Ezp (%,2) = Ezi(%,2) + K(%) & Exr (2,2z) | (%)

- 50 -

(46)
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+® QT A e“'j 2L A2

dA

ou l( = -
(t) . J j.m [ (zlt/\,)"-&)’c"]‘/z

appelée fonction “noyau".

*:notation du produit de convolution.

- Calcul de K(x)

K(x) peut s'écrire :

o +#AMTARL too  2RAX
K(ey=-j| [  —222— e da+] X MG,
| - [ (anay+rd]¥s o [(aar)hi] e
Faisons le changement de variable A' = -i dans la premiére
. intégrale de sorte que : . o Mn)
gm,h- &J&l& t_'e-J (A oLA
k(=)= .f [(REA) 2] V> (e
400 . AT A .
- Sin (2 A 2) A
= 2._§ [@r ) 4-32:'] U
Pogons maintenant :
t = 2RA
d’ol
y +C0
(m)--—f — r’») — = Sin (xt) <Lt

*,
$© ~(t*+ ).z
K(2)=z ~4— Lm j‘ € cos (xt) At
TB z_'o dlﬁ (bz+x°&) 4/21




D'aprés la formule (60) P. 25, WAIT {10} :

K(%):-—‘_ ,um _?___ KO xo(xg+z,),)l/z
L& 20 9% [ ]

K(x) = o sign (x) Ky (Yolx|) (49)
S

chxo ] x1) fonction de Bessel modifiée d'ordre 1

1'expression (48) s'écrit, explicitement, comme condition aux limites
analytiques & 1'interface supérieure : (z=0")

+® ‘
o) En a0k | _ Sign@n Ki(oin) Exr (2o, 0)dy

nas

Apparemment 1'intégrale (50) serait singuliére si qx—»O
car Kl(xo“ﬂ ) —>

IT.1.2. Etude de la singularité :

Posons : {(2,!}) : Sign(n) K &\b}l) Ex, (m-»,,o‘)
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(50)

Réécrivons 1'intégrale dans (50) sous la forme suivante, avec &

arbitrairement peis petit :

-£ o +& +@
[o 400y [ 40m dn [ pqman [, 4o



sur 1'axe rée]q

-0 -l — O — ¢ +00
;_'Ar‘v‘ 11 s “A. —

Le développement en série de Taylor de E (x -7 ) o
au vo1s1nage de x, lorsque v‘e[ £ -06]

Ber (x4, 07) = Bz (2,0) - :f“"" 97 4 otnY)

et

4 s y'e [-€ 0]
Yo'] ,

+.i‘_ Si ‘]G [ol te]
Xo'l

Par conséquent :

o
(¢ sign () s Crolql) Eny (2m, )

K‘ (‘olq’) -

rA[en (= 07 -0 2Eer 0] oy

-€ foq o

- +e,,.-(z: 1,0 J‘ 4 aEx,.(z,o‘)f d"]
ox -&

e P

- _ Etr(xO)J‘ ﬂ =0 S E—=0

De Ta méme fagon :

+&

fo

Donc :

[ aepan+f pmay

+€
J’o gl.an (n) Ky (¥ h}l) Ex, (”‘1'0.)d-0’ = MJ‘O .ﬂ_

1

- 53 -~
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C'est pourquoi dans le domaine continu de x, dans 1'expression (50),
1a contribution de la singularité est nulle.

L'application directe de (50) se révéle impossible car (50) n'est
autre que 1'équation intégrale de Fredholm ol EXA.(X -!1, 07) et EZT(x,o) sont

inconnues
Pour passer aux études dans le domaine discret, nous allons

prendre une approximation de la forme de la fonction inconnue EX .
r

II.2. APPROXIMATION DE CETTE CONDITION PAR DES ELEMENTS DISCRETS

Le champ électrique EXr(x) s'est supposé constant par morceau

et a valeur au noeud, figure 25.

ZONE REGULIERE ZONE PERTURBEE
— ZONE REGULIERE
M7 E&elxk)
—-—-J . s
S N W 3 (Y Qi S
SR 1 X | | e ——
r 1 ) X 1 ! go { 1
AIR ;_- A L A “ $ B,& ¥
PR L s I g N ~1 - P 7’
SOL e - Xn ~
tas(c4)| Pasi
h N b
a4 ‘—‘( o T T N B

Figure 25
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c'est-a-dire Ex,(x’o ) = Exr (xM,O ) si x€{§1_£ , Xi]
sont les points milieux respectivement des pas 6 - l)et i situés

ol x, sy X

j-d i
de part et d'autre de xy de Ex,.

La transformée de Fourier par rapport a x s'écrit :

+ .
-{ AT A
- (2,07 = J:Q Ex, (%,0°) € AT Az
ou encore :
+o .
-zm&x
gxr (A'O.) s Z E.gr(x",O)f J d/x.
Lz-00 Ti-q
400 -JATAK,  -]2MAL,.
2%"(&0)- Z Ex,(%n' -) J b_eJ -4
Lz-co -_j LT A
La relation (47) devient :
| e -|3RAL, _-jRARAK
Czr (L,07) = Bz, (1,07 +2 Ezr(2n,07) el -¢
L2=C0 Wo

Et dans le domaine réel :

- ARAL: -] LTLA G-
Exp(Tp)07) = Bz (2p,07) + X Es,(%n,07). K ( AR g 2%

LT-00 Wo /

ol xp : 1'abscisse d'un noeud quelconque

o it e-a'“‘km> [T iy,

Fe
Uo Lo [ Graytert]

Faisons le changement de variable 2itA= t, la transformée
de Fourier inverse s'écrit :

.it (x;- 4o -6 (Kiq ~%p)
U+ao PR i~ Xp) dt -f e ,P Ji
@ (greyd)i -0 (t*+ ¥8)0
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+ -
] ® cosht (x:-%p) cos[t (e -xp)] 4y
‘:;—[J; wz 333/1 - j (£*+¥ )7

D'aprés la formule (6C) page 25 de WAIT {10}, les deux intégrales
ci-dessus sont &gales 3 Ke (¥o |2¢; -3Cpl) et Ko (¥olXi.g4=Xpl)
K, est fonction de Bessel modifiée d'ordre Q.

En résumé, la condition discréte aux limites s'écrit,

X, 8tant 1'abscisse d'un noeud guelconque situé en interface (figure 25) et

P
appartenant au segment AB :

Ezr (%p,07) = E3; (xPrQ")

s Z {[Ko (Yolxp-Xil) = Ko (Yo |2p- ”C-*‘)I'

v 2-00

[Ex‘- (%€M Q%) = Ey, (&"MJO')]}

61

Si 1'on remarque que :

[ Ko (Yolxcp=2i1) - Ko (Yo (3p -2ical}]= Yol %i-i-a] Sign (2e) Ky (Yalxpl)

au sens de différences finies, cette égalité est autant plus vraie que
Yo 'Xi X; ‘ << 1 ; on s'apergoit gque (51) est en quelque sorte

1'équivalence de (50)dans le domaine discret.

Exprimons (51) autrement en fonction de Hy et ﬁy,. on a :

L
BH* (mp,Q.) ? HY,; (mp,°'>
2% 2

D Hy (2m,07) _ QHy: (2M,07)
Ny oz

{[ Ko (¥ lp ~2i-]) - Ko( tol2p -24l) | -
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La relation (52) est la condition aux limites que vérifie le
champ magnétique Hy_ d la frontiére supérieure.
[}

En trés basse fréquence, nous devons retrouver la condition

Hyf = constante a4 la surface supérieure, c'est-é-dire%?%?::(l . En effet,
dans ce cas : (Y,lsc',.xu) << 4
on Q

Ko (%o lx?-xcl) Q- Log(talacp -5c¢l)

[dem
Ko (%o | 909‘%,,‘-4,') :"-03 (%o 'mp '_xd-il)
o .
—JY1 &< 1 en trés basse fréquence.
9 x
Donc :
DUy (5,07 _ Z” tog| Zp=%i | [ 2onno). 2 Hys <=no>]
S < N z
% P v~4

Cette derniére série s'annule complétement si

a) on choisit unmaillage régulier dans la direction ox
et

b) le demi-milieu inférieur est homogéne ou stratifie.

Dans le cas ol le demi-milieu est hétérogéne, nous avons calculé
(53), par exemple, pour la configuration du demi-milieu de Ta figure 22 :
le module de %&;?I (xP,O_) est de 1'ordre de 1077 3 10 -6 d la surface du sol
(HYC y étant fixé a (1 + j)A/m).
Lorsque Xp= Xy 3 la contribution de la singularité est nulle
si la maillage est régulier dans la direction ox.



Conformément aux critéres d'équivalences des deux relations
(50) (domaine continu) et (51) (domaine discret ) vérifiant la comddition aux
limites en trés basse fréquence et compte tenu de la derniére propriété
&noncée nous allons choisir dans la suite un maillage régulier dans la
direction ox et un découpage tel que Kalxi " X5 ] << 1 dans 1'air.

400

En pratique, on rgpp]ace la série JL (.. de (52)
par une série finie de termesé?(.-.) symetr1que par rapport Xas | po1nt
d'observation. N é&tant choisi de telle maniére que la sommedgi(...)+£?N (e -q)
soit négligeable. Numériquement, ceci se traduit par 1'étude de convergence
de la solution globale en fonction de 1'extension hcrizontale de la zone
perturbée AB.

Notre modéle final se résume comme indique la figure suivante :

hx

e
conDzTe low (52)
25 26 1 2 3 4 5 é 27 28

A = Qe i o Qe o = ' R Qo G = Oom il
A ‘ 8 k
AlR 7 8 9 lo o 1 12 Z x

77 SQL///AIT// i /}/ P /,Bi///,,,/ﬁ’

YoSinoHys28geld  Ls s b D17 |18 K Sinosy, +%i"2r-o
X

’D { Iy -
19 20 21, 22 23 24
" e O e €
o 0’ . 3 c’ c
- ' Hyr
Zp Ky Hyp |+ —="=0
:( ™ Yr‘¢:5 >z

ZONR REGUU LS
g

ZoNE PeERTurRBEE ZONE RE SVUERE
.

Figure 26
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et mathématiquement cela se traduit par des relations suivantes :
znd

[“or. (‘&3,3) + 2 (‘&‘ ]HyTzO Suan.)U&c,th.Dqu(sm)

_Q_Jf (xp,~hz) = m“s, (%¢p)~hz)

+Nq
+..4|_ Z [ Ko(xolxp-m.‘,.d)"' Ko(?o‘ﬂﬁp-x.‘,)] .
o =ty
BH (tn,"‘t) ?Hyc (n,-hz)
'az 2z
Sur AB(542
¥o Sin@ Hy, 4+ 2Hyr _ o sur 8cC (543)
ox
-1 —
Zp kw Hyr + 9 Hyr =0 Sur D (S44)
9z
Yo $in0 Hyr + 2Hur _ 4 sar DA (545)
2%

: -4 :
Lﬁ::[ﬁ‘(m,z) +jwe (%,2)] et d: JoM (%,2)

h, 1'épaisseur de la premiére couche d'air, elle est faible.

Tous les neeuds du domaine d'é@tudes scnt des noeuds inconnus.
Comme méthode de résolution de (54) nous adoptons la méthode
combinée variationnelle - différences finies partout dans le domaine sauf
sur AB, ol nous avons "imposée" la condition (54.2) de "fermeture" du domaine
qui exprime que 1'atmosphére qui surmonte le milieu considéré est homogéne.
En effet, la relation (54.2) s'est établie & partir de 1'équation de Helmholtz
en domaine de Fourier que vérifie H  dans 1'air. En conséquence, sur BB, la
discrétisation directe de (54.2) en différences finies est tout 3 fait
correcte. Nous avons inspiré cette méthode & partir de celle développée
par THOMAS {31}.
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* Exemple d'approximatseaen différences finies de (54.2)(fiqure 26)

Afin d'avoir une forme simple de lam&rice {A} & générer,
nous fixons un nombre pair de noeuds, selon ox, symétriques par rapport

a 1'origine.

- Approximation des dérivées :

$elon X @
Si x5 70
.%c*'br C”ﬂz_i.;_ [Hsr (%ied) - Hye (m)]
Si xi<Q .
BHyy (=) '——{Hw(‘!"-ﬂ - Hsr(”i)]
v%x b
Salon z: . v
_3__4-5_1-_ (Z20) . .i__[ Hyr (z4d) = Hye (zd)]
2 hz

- Les dérivées du champ magnétique incident sont données
champ magnétique incident dans 1'air s'écrit [40]

-Yo costz -¥o Sihex

analytiquement. le

d'od
i¥acos 6 hy Yo 8ind
9 Hy; = - ¥o 5IN6 Hg € e r
d% x:xp '
z:-kz
. +¥o cosohz -YaSméex
? ¥4y‘ - % cos® Ho e o Cos z}g asSin M
vaz % XM
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"~ le champ magnétique total & 1'extérieur de la zone perturbée
se calcule analytiquement {10} (voir 1'annexe A.2)

~-Socos & 2 +Yocos02, -¥oSinbx
+Re ) e

~ToSind
r,co-sez.j _R‘eﬂ’oc.oaez)ehsn z

H&T (”,2) = Ho( e

et'ngr (%,2) -- ¥oc0s ® Ho (e
%z

R est le coefficient de réflexion dont 1'expression est bien
connue (annexe A.2)

On peut montrer (annexe A.4) qu'avec 1'approximation du premier
ordre de EL.(.,.), Te champ magnétique total d'un noeud situé sur AB, s'exprime
en fonctiof du champ magnétique total des autres noeuds situés sur AB et A'B'.

IT.3. RESOLUTION NUMERIQUE SUR L'ORDINATEUR

IT.3.1. Forme matrictelle :

Le systéme matriciel global s'écrit :

{A} {H} = {B}
o
{A} matrice carrée, en général, de dimension N, ol N = (NX + 1) (NZ + 1) ;
NX, NZ sont respectivement nombre de blocs verticaux, nombre de couches
horizontales. Pour 1'exemple de la figure 26, elle est représentée par (£95)
dans laquelle :

h -

_.. Z . — - -

a = L ;"— s b = flz = !-KO(Z,SKD hX) KO (1.5‘0 hX)J
X

C = f23 = !'KO (1,5Xo hx) - Ko(’[,S x:’)hx)I 5 d=¢c - a

Elle se décompose sous la forme :
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r 4
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Figure 27

Dans ce systéme matriciel, les (NX+ 1) premiéres équations
traduisent la condition aux limites (54.2) et les (NX + 1). NZ restantes

demeurent identiques & celles obtenues en modéle 3, (chapitre I).

Remarquons que la numérotation s'effectue horizontalement,
elle permet ainsi de regrouper les inconnues qui correspondent 3 des noeuds
placésen surface, de cette fagon on facilite la résolution du systéme par
une méthode de décomposition connue {5_3. Ce genre d'arrangement est bien
connu en éléments finis (méthode frontale) DUFF {32}

, . . 2
{H} : vecteur colonne des inconnues, de dimension N

{B} : vecteur colonne, second membre, comporte N2 composantes dont (NX + 1)
premi&res non nulles.

Avec 1'exemple de la figure 26

{B}T ={b1, b2, b3, b4, b5, b6, 0, e 0,}'

ol les bi sont donnés en annexe 4.
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IT.3.2. Méthode de résolution :

On écrit explicitement le systéme matriciel scus la forme :

Ax } A, Hy Bs NX

r e -
As ! Ay Hs, 82 N2.(NX+4)

NX4L  NZC(NXs)
L e ey

c'est-d-dire :

A1 H1 + A2 H

!
oo

) =

A3 H1 + A4 H2 9

1]
(]

82 : vecteur identiquement nul
d'od
vo= At e - AT aH (56}
178 "B TR A
(A, AR A - A ) H, = (A, AL B, -B) (57)
3 Ay T Ay Ry = Ay A By -

Nous constatons que la soustraction de A4 par A3 Al-l A2 ne
modifie que la sous matrice A'41 (appelée sous matrice active dans la méthode
frontale) de A4. Par ailleurs la matrice obtenue aprés cette opération reste
bande et & diagonale dominante.

=

Donc la méthode de résolution consiste & appliquer la procédure
précédemment citée, en (I.4.2) au systéme (57). Ensuite, on passera au calcul
du champ magnétique total sur AB en rdsolvant (56).

Ici, i1 faut réserver en mémoire centrale un tableau carré de
dimension (NX + 2), car 1a matrice {A41} n‘est plus symétrique, déurnis (57).

Enfin, le modéle mathématique du mode TE se régit par les relations
suivantes,en seibasantsur le: principe de dualité. '
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(‘&‘.: ) - 4)] Ey(x,2)= 0 sur(1) UBC UCDUOA (58.1)
z

(h2) 4+-2
o0x -}
9 Eyr (%P,-kz,) 0 Eyi (@P,“Lz)
BJ: +No
4+ — Z {[ KO(XQ!%P-xc-d)‘ko((olxp'xﬂ}]‘
T v==-Ny
[ D Eyr (%m,=ha)_ DESC (]
9z 2 ji
Sur AR (58.2)
Yo $in® Ey, + P& _ o sur 8c  (583)
A%
-1 ? Eyr _ Sur €D  (584)
CLEL S SurDA  (58.5)

Yo Sm@ Eyy + e =

ou k = [jw/.b (z,z)]-‘
$ - [0'(93:2) + jwE (x,z)]

Yf = admittance de surface & la frontiére CD, calculée par les formules

trouvées en annexe A.2,
Nous réalisons un seul programme informatique, pour les deux

modes TM et TE, avec :
Hooe ™ TE
. -t ‘ o
¢ JW}" (%,2) [G(m,z) + Jwi(z,z)]
CHAMP Hyp (%,2) - Eyp (9¢,2)
ELECTRO- Exr (%,2) Hep (x,2)
éri-
r;ze: o Ezr (%,2) Hzt (%,2)
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Son traitement s'effectue sur 1'IRIS 80 du CITI, en complexe
double précision, afin de minimiser les erreurs arrondies.

I.4. EXEMPLE SIMPLE D'APPLICATION

Par 1'exemple simple d'un filon conducteur enterré dans un sous-
sol homogéne, nous allons tester, en basse fréquence, les deux de propagation
™ et TE,

1) Mode TM :

La configuration testée, représentée par la figure 22 du chapitre I
le modéle numérique se compose de 37 Mailles réguliéres selon ox de largeur
168 m, de 15 mailles selon oz d'épaisseurs 0.5, 0.5, 19.5, 3G, 50, 75, 100,
125, 150, 200, 250, 350, 500, 750, 100 donc au total 555 mailles.

Nous avons obtenu les mémes courbes que celles du modéle 3.
2) Mode TE

Pour ce mode, un exempie de STODT {20@ s'exécute en éléments finis,
figure 28, avec un contraste de

A . _ . _ _ ) B
AIR I

X 1l o | X

10 soL 4 o 10: - Litw)

] :- ':‘ 1

’ .i \ 5a-M
’-n—.‘]
' ] 1009M |
- - - - - _—
D ‘ C
p A
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résistivité 20, la fréquence du signal étant fixée & 1 hz. I1 supposa que AB

se situe suffisamment loin dans 1'air, de telle maniére que. sur cette frontiére

Hx* soit constant ; autrementpdit le champ Ey total y vérifie 1a condition

de' Neumann non homogéne .53._‘37_ =ck. T
2

Sur les autres frontiéres, le champ &lectrique total Ey vérifie

les conditions aux Timites de type Dirichlet. T

Quant & notre modéle simulé, i1 est représenté par la figure 29,
i1 se compose de 944 mailles ; discrétisé en 59 mailles réguliéres de largeur
333 m selon ox et 16 mailles d'épaisseur 0.5, 250, 250, 500, 500, 500, 500,
500, 500, 750, 750, 1000, 1250, 1500, 1750, 2000 m selon oz.

H E

Les figures30 , 31, 32 représentent *ano ‘ Yano
H l E

Xtab Ytab

« 23235 1000, 9323.5

1“-———.*

AlR

—
/SQL///

Figure 29
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(Arg E - Arg E. ), (Arg H - Arg H, ) et la résis-
Yano Ytab Xano Xtab
tivité apparente Ga, err fonction de x & 1'interface air-sol ol les indices
ano et tab correspondant respectivement & la présence d'anomalie et 3 son
absence. |
Les courbes continues sont données par STODT (&léments finis),
celles obtenues en différences finies sont tracées endscontinu. I1 y a
une seule T1égére différence des deux courbes (Arg HXano - Arg HXtab) de
T'ordre 1 degré dans la zone située 3 la verticale d'anomalie, cette
différence est touta fait négiigeable. On constate que la variation spatiale
du champ secondaire en Ey s'avére aussi importante que celle de Hy dans une
zone étendue de 62 de part et d'autre des bords d'anomalie (62 profondeur
de pénétration de 1'onde dans le milieu encaissant, elle vaut, ici, 5000 m)
H
Nous complétons 1'&tude par la représentation de _Zano
HXano
en fonction de x, figure 33. Ce rapport s'appelle "tipper", indicateur de
sensibilité en conductivité qui permet, en pratique, de sélectionner la zone
de sondage en magnétotellerie. Loin d'anomalie, & une distance > 52, ce tipper
tend trés vite vers zéro.

L'étude de convergence s'effectue avec Tle modéTe numérique de
464 mailles (29 mailles réquliéres selon ox de largeur 1000 m et en o0z on
conserve le méme maillage que précédemment). Les courbes obtenues sont
identiques a celles déja tracées.

Par ailleurs, sur des exemples simples, nous avons aussi vérifié
la validité du principe de dualité entre les deux modes TM et TE en interver-
tissant le rdle de k et ¢. Nous abordons, au troisiéme chapitre, les princi-
pales applications d'intérét général du modéle créé.
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CHAPITRE III

o tr o o tom o
SRS E=SsS=C

APPLICATIONS

Les méthodes numériques ne trouvent leur sanction que dans
1'efficacité et la qualité qu'elles démontrent lors de leur utilisation.

La finalité de notre travail ~ a été congue en fonction
d'elles. Donc, i1 était essentiel de vérifier concrétement sur des apphi-
cations en géophysique (modéles en basse fréquence) et en compatibilité
électromagnétique (modéles en haute fréquence).

ITI.1. MODELES SIMULES EN BASSE FREQUENCE

Notre moddle basse frégquence sert notamment aux simulations de
sondage magnétotellurique.

Voici, 1'exemple d'une faille dont la structure géologique est
formée par deux couches adjacentesde résistivités respectivement 10 oM et
90 oM et de méme épaisseur 1000 m, basant sur un socle trés résistant 107Q.m

(figure 34).

Cette faille est illuminée par une onde électromagnétique
plane en mode TM, dont la fréquence du signal est 20 hz ; Te champ magnétique
incident vaut (1 + j) A/m Comme o 5>> ms]21'onde transmise dans le sol est
presque indépendante de 1'angle incident de 1'onde plane.

Le moddle simulé est délimité par l1a zone (ABCD) En vue de
eomparer notre modéled ceux résolus analytiquement par D'ERREVILLE {33} et
par les éléments finis SILVESTER {17}, nous tragons le module et la phase de

Jx ala surface du sol, sur les figures 35 et 36 .
Hylane
La converge des trois méthodes est mrfaite et montre que, sur
le compartiment conducteur, 1'anomalie est la plus ferte et fait sentir a
une distance relativement grande de la faille.



- 71 -
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Passons ensuite & la simulation en mode TE de la réponse d'un
filon conducteur dont le pendage est de 60° et la conductivité S.lo-zmho/m, il
est enterré dans un sol de conductivité 10-2 mho/m avec la distance téte
d'anomalie - interface air-sol de 10 m ; la fréquence du signal et le champ
électrique incident se sont fixés respectivement & P00 hz et (1 + j) V/m
(figure 37).

A titre de comparaison, nous simulons en paralléle la réponse
d'une plaque inclinée, (tracée en pointillé sur la figure 37) de 1480 m
d'extension selon oy et de mémes caractéristiques que le filon simulé & une
excitation par un dipdle magnétique vertical (DMV) localisé sur le profil
symétrique et placé respectivement & 600 m et 1200 m de 1'origine. Ce pro-
gramme tridimensionnel (3D) a &té é&laboré par NGUYEN {34,35}.

Sur la figure 38, le t aux d'anomalie en conductance (@) de chaque
modéle est tracé en fonction de 1'abscisse x. I1 y a une différence de 1 % entre
les deux modéles dans la zone située au-dessus de 1'anomalie. Par ailleurs,
le Test maximum & la verticale du coeur d'anomalie et faisant sentir plus
T1oin en surface du coté de la téte de 1'hétérogénéitsa.

Dans le troisiéme exemplie, nous simulons la réponse en mode TM
d'un filon conducteur de conductivité 107}
1'horizontale, enterré dans un sol deconductivités10”

mho/m incliné de 56° par rapport a
5 mho/m, recouvert
sﬁperficie]]ement par une couche de conductivité 10-4 mho/m d'épaisseur 17.5 m
(figure 39).

Les différences en module et en phase de 1'impédance & la surface
du sol, se sont représentées sur les figures40 , 41. Sur la figure 42, nous
représentons la variation du taux d'anomalie en champ électrique en fonction
de 1'abscisse x.

A cause du contraste de résistivité trés &levé entre le filon
et 1e milieu avoisinant, 1'effet de bord s'est bien manifesté tant en mesures
expérimentales relevées des travaux de CHAO.C.KU {3¢qu'en valeurs simulées.
Notre derniére application s'est portée sur 1'étude de la réponse d'unbassin
géothermal i1luminé par une onde électromagnétique plane en mode TM et TE.
Ce bassin géologique se forme de sédiments séparés par une faiile. Le réservoir
d'eau chaude se schématise par une portion de résistivité 1 om et lccalisé
le long de la faille (figure 43).
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COMPARAISON ENTRE LE MODELE 3D (DMv) ET LE MODELE 2D (MT - TE)

f =5khz DMV
Air A _
S/l/ - 4/ / 7z -
o
6'1:10'2U/M
t
, o
D
AT(%
+2
- 60 -30 0 30 60 );
' — xa (™
XTI~ - - >
X\fso\o /oax
g, 17 P .
XXk %/ Figure 38
ol _o-°
o
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Figure 3%

DL A0 o > 2 g‘p_&

-80
160 XX 9-0 80 160 (W)
£ Figure 40
Argéid.) - Arg .’::x_) ‘
y ! ano tab | 50
Figure 4F

.2°

I R A AiAL LA A x
0 80 160 (M)

-160 -80
¢Ex (%)
+15
’99?10
991? @
Q? '5?

¢ # & # gR%
-160 -80 0

Mesures

———

+ + + Modele numerique (AB=25 S BC=10132 =)

@ © © Modele numerique (4B=515 m ; BCz1632 w)

Figure 42

2 sveo- B —00— 0 —

160 (M)

expérimentales de CHAO C, KU

JeY [N
}de NGUYEN ugj



[
A . - - - _ Air X
I
250 v - TN T T
= JEd > |50 0m ' Sol
A
‘ ’ - .!. i
1000m 3 - 2500 m
100 2-M ,m-nﬂ 000 oo -M
A%
; ’/' /./ ' i Figure 43
~
D ) - ) ~ P - C 1500
Lol L e A o e ™
200.0-M 550w
3000 -M 600"
40040-M 650 W
2000-M J’7000‘--
Hyi:(1+,- JA/M MOODE M f=10hz
415111 (v/m)
- — = Modele” 3(AB 26000 ™ ;3Lz 3000m)
de BENANI [87 Eol .
x % x Dernier modele 5 %1 4no ( Avec anomglie 1.4-M)
(AB= 61OOM;BI_C:3000 )
.ro4 ‘ had « TN - JNE sy _—-X
|
o oo W . l FlgU re 44
2 1x
|
S
»
_ X
L 1 ) & 4 + ’
-3000 ~2000 =1000 0 1000 2000 3000 (m)
Figure45
X
-3000 - 2000  -1000 0 ) ;\x X
RR== 1000 2000 3000 (m)
!/ ;;\\
I 5 !:‘“\:L)

- 75



- 76 -

En mode TM nous avons représenté sur les figures 44 et 45,
1'évolution du champ électrique EX et son taux d'anomalie en surface en
fonction de x. La fréquence et 1'amplitude du champ magnétique incident
se sont fixés respectivement 3 10 hz et (1 + j)A/m.

Aussi avons nous tracé Tles mémes courbes simulées par le
modéle 3 du chapitre 1 (CAUTERMAN et Collaborateurs {37}) et par le modéle 1,
en &léments finis (BENANI {8}) a titre de comparaison ; la convergence a éte
parfaite en champ &lectrique|Ex|cal-

Nous notons évidemment 1'influence de 1a faille séparant deux
compartiments, le saut du champ &lectrique est dans un rapport 5 au voisinage
de Ta faille, qui n'est autre.que le rapport des résistivités.

En outre, nous constatons que 1'anomalie n'a pas d'influence
sur cette variation, étant donnée qu'elle est masquée par les terrains de
60 om et 300 am.

Pour le taux d'anomalie en champ 8ectrique, a cause du masquage,
il n'est pas symétrique par rapport au centre du réservoir, ce taux tend
trés vite vers 0 dans la région la plus conductrice.

En mode TE, nous r eprésentons respectivement sur les figures
46, 47, 48, le module, la phase du champ électrique Ey a 1'interface air-sol
en présence et en 1'absence du réservoir d'eau chaude, le taux d‘anomalie
de Ey . Le champ électrique incident et sa fréquence sont fixés a (1 + j)V/m,
10 hz. Par rapport & la réponse en mode TM, le réservoir a une influence
nette sur la variation du champ électromagnétique total; 1'effet de ses bords

s'est bien observé, ainsi le taux d'anomalie de Ey est important.

Nous représentons ensuite sur les figures 49,50, 51 la variation dt
module, de la phase de la conductance (Hx/Ey) ainsi que son taux d'anomalie
d 1'interface air-sol. Les deux pics consécutifs relevés de la figure 31,
permettent d'affirmer la présence & la fois du réservoir et de Ta faille.

La variation du "tipper" ( Hz / H, ) a &té représentée sur
la figure 52. L'augmentation de 20 % aux abords du réservcir nous donne
1'information supplémentajre sur son é€tendue.

En conclusion, en conjuguant les deux réponses du bassin
illuminé par 1'onde en mode TM et TE, nous pouvons établir une vue générale
de la carte du sous-sol.



- 77 -
MODE TE

1€, . 10 3 (vim)

Eyi =(1+j) (viMm) 1. )‘7&,-
_ o5
f=10 hz 8
x X==""""x_ : Figure 46
]
~x 4
. . . 'y .2 ) . . X
- 3000 =~200C -1000 TO 1000 2000 3000  {(m)

Arg (Ey’tab
Rt
x - -
-\
0 Figure 47
rl . ]‘ : x
. : : . + ’ ' ot
-3000 -2000 -1000 IO 1000 2000 3000 (m)

Figure 48

) X
=3000 =2000 =1000 0 1000 2000 3000 (m)

a ans
Champ électromagnétique en présence d'anomalie 1n-M®
- === AB=6000m; BC=3000m

%= x x AB=7000m . BC=3250M



l}-'X'E}"ano

IHx‘Ey{fcb

Figure 49

o X
0 1000 2000 3000 ()
{ ) s X

(m)

Arg(Hel Ey) o

/—‘A’Q(Hx IEY)fab

. SR X. -
Figure 50
1000 2000 3000 X
Figure 51
-804
d |Hltx
l ) [ Figure B2
05 lHZ/H'lano

= f + ' : —
-3000 =-2000 -1000 0 1000 2000 3000 m)




IIT.2. MODELES SIMULES EN HAUTE FREQUENCE

Nous étudions 1'étude du phénoméne de réflexion et de
transmission d'une onde électromagnétique plane a travers une lame conduc-
trice ou diélectrique.

Dans le premier exemple, figure 53, 1'onde incidente est nor-
male & une lame diélectrique d'@paisseur 55 cm de permittivité relative 10.

-
H.
E‘;’ i
I — N __“9 .
A A I i S S 1 Y = F = =
(2) gzo’-g”ﬂol 55cmf |58cw
é//'////i//’ Pl T — B
(3) am ) . 4 v
D t ¢
&
- i
70 ew
Figure 53

Nous rappelons ci-dessous les expressions duc oefficient
de réflexion :

* Mode TM : Hr(o)
R = -
* Mode TE : E_(0)
R = J
TE
E.(0)

de méme le coefficient de transmission s'écrit :
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* Mode TM :

Ze) He ()
Trm = .

Z) H: (o)

ou Z(i) estiﬁmpédance intrinséque du milieu i, et vaut :

- W My
(wp & - fup 6:) Y2

% Mode TE :
. i Et(d)

Le maillage étant choisi en fonction de la fréquence de 1'onde
incidente. Pour une maille quelconque, sa largeur 1, devrait satisfaire
Yo]x << 1 ol Y, est la constante de propagation de 1'onde dans 1'air.

Nous avons représenté sur les figures 54, 55, 56, 57 respectivement
les évolutions des modules et phases des coefficients de r éflexion et de
transmission en fonction de 1 a fréquence variable de 10 kHz & 1 Ghz.

Aux fréquences suffisamment basses telles que Ap << ds A
étant la Tongueur d'onde dans lapmroi (Ap =
1'onde est totalement transmise. b£”£~¥

p
; ¢ vitesse de la lumiére),

Lorsque la fréquence est aux environs de 172 MHz (Kp# d) le
phénoméne d'ondes stationnaires commence d apparaitre dans 1'épaisseur,
on enregistre des variations rapides des coefficients de réflexion et de
transmission.

Dans la gamme de fréquences de 172 MHz a 1 GHz, cette variation

oscillatoire est de plus en plus accentuée surtout celle de la phase.
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D'aprés NADER {38}, si la fréquence est telle que
* AP;;J#i s ITI est maximum et |R] minimum ot k est entier positif.

* dp - b+ IT| est minimum et |R| maximum.

I1 y a une légére différence entre la phase de T du modéle
analytique et celle du modé&le numérique.

Abordons la méme é&tude pour une lame conductrice d'épaisseur
20 cm, de conductiviteé 10_2 mho/m et de permittivité relative 10. L'onde
incidente est quelconque, de fréquence qui varie de 10 kHz &2 00 MHz (figure
58).

~

B

- [ x

2

) AR A

P s ~ T 7 r Q7 £ - A 4B Kl
s -2
(2) Gy=lOUM £ pg=10 | 20em5 |23 Cwo

//fr////l////’/'///-

(3) AR | o dl . ‘

: o}
6\t
hs
- 69 Cwwv -
Figure 58

Les modules des coefficients de réflexion. et de transmission
sont représentés sur les figures 59,60, 61, 62 pour les deux modes TM et TE
de propagation de 1'onde.

Sous la polarisation TM, aux fréquences basses, la transmission
croit lorsque 1'incidence s'écarte de la normale accompagnée d'une réflexion
décroissante.

Par contre, sous la polarisation TE, c'est 1'inverse qui =
produit aux fréquences basses. Aux fréquences élevées, T et R retrouvent
Jeur comportement du type diélectrique.
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Au cours de ce chapitre, nous avons montré par des applications
concrétes que le dernier modéle numérique avait une large utilité en simulation
de la réponse d'une structure bidimensionnelle, illuminée par une onde électro-
magnétique plane, de polarisation TM et TE, dont la fréquence peut varier aussi
dans la gamme trés basse que dans la gamme d'onde radioélectrique.
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CONCLUSION

L'élaboration du modéle numérique simulant la réponse d'un
demi-milieu hétérogéne "hidimensionnel" i1luminé par une onde électromagnétique
plane, basse fréquence en mode TM, a &té entreprise au premier chapitre, nous
y avons développé ce modéle suivant la méthode discréte aux frontiéres limites,
en 1'occurence, celle de différences finies associée au calcul variationnel. Il
est possible & 1'issue de cette étude, de modéliser un environnement géologique
complexe souvent rencontré en exploration géophysique miniére de type électrique
ou électromagnétique.

Dans le second chapitre, la mise au pointa& la condition aux limites
du type produit de convolution & 1'interface supérieure a permis d'étendre la
validité du modéle dans 1a gamme de fréquences &levées pour les deux modes de
propagation TM et TE, en accord avec le principe de dualité.

Avec le modéle général obtenu, nous avons montré ensuite qu'il
est capable de simuler des phénoménes intéressants de radiopropagation en

géophysique, en compatibilité &lectromagnétique.

Ce travail ne constitue qu'une premiére étape, nous pensons que
lors d'une étude ultérieure i1 estpssible d'appliquer la condition aux Timites
du type produit de convolution aux autres frontiéres, notamment sur celle située
au fond du domaine discrétisé et de généraliser ensuite 1'introduction d'une
excitation du type 1igne "line-~source" de courant magnétique ou électrique
de longueur infinie et par la suite & une structure tridimensionnelle. En
paralléle, le développement du modéle par 1a méthode des é&léments finis s'avére
intéressant en matiére de comparaison.

Nous souhaitons que ce travail rende les plus grands services
d tout spécialiste qui s'intéresse aux méthodes de simulation de phénoméne
radiopropagation.
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ANNEZXE 1

CALCUL DE LA FONCTIONNELLE DU CHAMP MAGNETIQUE

Le champ magnétique total vérifie 1'équation :

[—?— (k=) + =2 (k5d) - ¢JHy.-. § sud9)

ax ax 3z 9z

-1
k = [?(x,z) + jws(x,z)]
$ = ij(X’z)
f=z 0

En posant L = =2 (k =2) + =2 (k =) - ¢
ax X 9Z 3L

L'équation (A1.1)s'écrit :
LHy = f (A1.2)
Nous rappelons d'abord, certaines définitions :

- le produit intérieur s'écrit d'aprés PRIDMORE{ 9}

<LH,, H> = LK) (H,) de
VA %&ig) (L) (Hy)

(A1.1)

(A1.3)

A.1.1.



AL1.2.

- L'opérateur L; est auto-adjoint (ou symétrique) au sens de (A1.3)si :

<Leu, v>oo= o <uy Lyv > (Al.4)

t

- L'opérateur L, est defini-positif s'il vérifie :

<Ltu, w >0 siu#0

(A1.5)
<Ltu, w = 0 siu=20

Nous démontrons par la suite que la fonctionnelle du champ magnétique
a la forme suivante :

F(H) =2 <LH , H> - <H
2

y)

I1 nous reste a& modifier {#1.1) en une forme appropriée

En discrétisant (o) en un nombre fini d'éléments discrets (oj) o
Gjs €j» 1uj sont supposés constants et le champ magnétique étant continu &
1'interface des éléments.

donc :

() iff (L)) o = Zf (Lify) () da5  (AL.6)
(2) - d Jey)



A.1.3.

L'opérateur Lj est certes auto-adjoint mais non défini positif,
par consé€quent,il ne satisfait pas. les hypothéses du théoréme de minimum
(RAVIART {61}).

La solution de 1'équation (Al.])ne peut étre déduite de la minimisation
de F(Hy), (AL.6).

Cependant, on peut montrer que la valeur stationnaire de F(y), correspon-
dra & la solution de (Al.6).
En effet, si Hyg est une solution elle vérifie donc :

on forme la quantité suivante :

o~
5(s) = F (Hyo + efy) = F (Hyo)

ol ¢ est un nombre réel arbitraire

o~
Hy est une valeur arbitraire de Hy

1 o~
F(Hyo + aﬁ;) =-E <Lj (Hyo + efy), (Hyo + eﬁ;)>
1 g € o o~
= ‘E <LJ H_YO’ Hyo + EHy> + -2- <LJl"y, H_YO + EHy>

L\.j étant auto-adjoint, d'ol :

?T wd
<L Hyo’ H + € y> = <Lj HyOs Hy0> + ¢ <Lj Hyo, H >

J yo y

Iy f ML a.5
<L. Hy, H + eH> = <L3Hy0’ y> + g<Lj y? y>

ﬁ' ezL‘Fi’ﬂ'
+ — . 1o, n >
g 2<Jyy



A.1.4.

En différentiant par rapport a ¢ :

o~ N N
<. H 0 T, | (AL.7
i j fyor fy> * e <by Hys Hp )

L'expression(ALvs'annu1e au point stationnaire, correspondant i ¢ = 0

wl

c'est-d-dire :

. H O, =
<Ly Hyo By =0
y - . k) k3 . K]
Hy étant arbitraire, d'od Lj Hy0 = 0, Autrement dit le point stationnaire
est 1a solution de (Al.6) .

Le passage d'une proposition variationnelle & 1'équation différentielle
équivalente est relativement simple comme nous 1'avons montré ici. Par contre,
le processus inverse serait compliqué et de toute fagon restrictif quelle que
soit sa généralité, pour la simple raison que, fréquemment, on ne peut pas
établir de principe variationnel (ZIENKIEWICZ {7}).



ANNEXE 2

CALCUL DU CHAMP ELECTROMAGNETIQUE DANS UN MILIEU STRATIFIE

1 - MODE T™

Le champ électrique est dans le plan incident cxz, nous représentons
le demi milieu inférieur stratifié par la figure suivante :

i1 se compose de M couches, de propriétés électromagnétiques ¢, e u

m “m "m

Le champ magnétique ne posséde qu'une composante Hy.

A.2.1.



Dans la couche m, il est solution de :

(& = ¥, %) Hyy = O (A2.1)

=<
[l

m Jom M@ - emHp w? avec Re(Yp) > 0 et T1a solution générale :

Hmy = (agp e Y% 4 by e™UM2) oA 1 (a2.2)

Uy (3% 4 ymz)avec Re (u,) > 0

A est complexe arbitraire.

IT suffit de déterminer ay, by d partir des conditions de continuité

des champs Ey et Hy aux interfaces des couches.

lLe champ magnétique incident s'écrit :

. - Yy _cosee - v _ sinex
H MGy o © e ° (A2.3)

En 1'identifiant & (A2.2), on a :

3o = Ho
1A = Yo s1ne
UpZ =~ Y, sineag . ‘ )
b, e e » 1'expression de 1'onde réfléchie avec un angle

de réflexion 8.

On déduit le champ électrique dans une couche m par :

-1 3y

Em’ X = (om + Jmem) v (A2.4)
. -1 saHm,y

Es 2= (o + Juey) (A2.5)

ox

A.2.2



A.2.3.

Détermination de ap, by, :

- - . 0 0 - - - -

Les conditions de continuités se traduisent par :

En-1,x = Em» x
RS R
Cu encore en z = Zp-]

(A2.6)
Apo1> ¥ = Hos v

ms=1, 2, ..., M-2, M-1
Seule 1'onde sortante est admise en derniére couche, bM =0

On écrit de la méme fagon (A2.6) pour M-1 couches, ce qui donne 2(M-1)
équations linéaires de 2(M-1) inconnues ap, by, résolues en fonctions de a,.

En derniére couche

bM =0

- Uyz -Jdo Sinb Xx
d'od Hyy = ay e . e

z u
+ bM-l e

=u Z

, _ M-1
Hiy- 1Y "(aM-l e

M-1 ) 'e—b'o Sine o

L'impédance de surface & la cote Zyq

E X

M'l:
ZM = -(—-—_
Hy1, ¥



u
D'aprés (A2.6) elle vaut : ZM i

- a la cOte zyo :

Ky * Ky-1 tanh uy_, hM-l

(GM + jweM)

M

KM_1 + KM tanh uM_1 hM_1

1/2
K=__ln.__—’u =(‘Y2+>\2)
m m

(cm + jmz—:m)

- a la cote Zy-3

- 3 la cdte z

zm+1 + Km tanh un hm

kﬁ + Zm+1 tanh u_ h

- a4 la cote Zq

Z3 + K2 tanh U, h2

K2 + Z3 tanh U, h2

Z, = K

2 2

- a la cOte Z,

5 + K1 tanh 91 h1

K1 + ZZ tanh ui h1

Z

A.2.4.



A.2.5.

Appliquant (A2.6) on a :

b K -Z
R=2 =0 1

a K0 + Z

(@]

Les autres coefficients a,, by se déduisent de a4 ,bppar les deux
formules de récurrence :

K _ -(Up1 =~ u_)z__
. -1 [(1 + 1) a1 e m-1 L
2 K m=
" (A2.7)
K +(u +u_)z J
m-1 m-1 m “m-1
+ (1 - " ) bm_1 e
m
K _ =(u g Fu) Z
b =L (1 --" 1) a o M-l m 1
m
(A2.8)
+ (1 + m-l) b e+(um-1 um)zm-l:l
K m-l
m

Le probléme traité ci-dessus est analogue a la configuration d'une

ligne de transmission, ligne présentée par :

l
|
L b .
C Fa— - )
] T
L ! Z
m= -‘_m=4 m=2 { m=m : "'movdim = —
| o
l; ' . '
r e + 7 /
he hg | hm | eyl



A.2.6.

G ivement aux : potentiel
ol E s Hmy, Ups Km correspondent respective X P s
courant, constante de propagation et impédance caractéristique a la

jonction z = zy.

2 - MODE TE

Cette fois, le champ électrique est perpendiculaire au plan incident oxz
| Ay
0

/6'4/ /&-4 //,{,4/ 7 "~ O‘Y P P -~ /Ih] /> ZO
) }

el << i S
§- 1 % | h

OMm - - A~ .
Sty En-1,om=a

~ ~ << < < < < < ~ ~ \\I\\‘%-z..
N

i1 ne posséde qu'une composante Epy vérifiant :

2
(&= vp) By =0

dont Ta solution générale dans une couche m :

U o U= - Jax
Emy = (3, e + bm e ) e

ol yp» Ups A ont les mémes significations indiquées au paragraphe 1.



Les conditions de continuités sont :

-
Ep-10Y = By
H X =H ,x
m-1° m’ _
L Z=2p9

m=1, 2, M=-2,M-1

De la méme fagon que précédemment :

B~ 0 . §2_:_zl
aO NO + Y1
;o Ym+1 + Nm tanh U, hm
om m
Nm * Ym+1t°nh umhm
Yy = Ny
N =D
Jwug

Alors qde Em,'Bm se calculent par deux formules de récurrence de
mémes formes (A2.7) et (A2.8) dans lesquelles on remplace Ky par Np.

Le champ magnétique a deux composantes :

-1
. oEmy
mx (Juup) 3z
-1
s oEmy
oz = = (Juug) Y™

IT v a une parfaite dualité entre deux modes de propagation

A.2.7.



Mode T™ Mode TE
o+ jw | Juw
m T J9%p Mm
i
H | - E
my ' my
me ‘ me
|
E

H
mz t mz

Un seul programme numérique, par conséquent, sera suffisant pour
le calcul du champ électromagnétique. Lorsque le nombre de couches M
devient important, le traitement numérique en double précision complexe
est indispensable afin de minimiser 1'erreur arrondie dans le calcul par

récurrence de ap, bm'

A.2.8.



ANNEXE 8

o —— G0 - -~ D - — - D D D D e

L) ) .
ORDRE D'APPROXIMATION DE L'OPERATEUR — (K — ) + 2 (k 2 ) - ¢

9X ax 9z 9z

- - s o e e =y U G0 W GD D AD S WO WD a5 O e e

D'abord nous avens besoin de montrer 1'approximation
ae ?&Pé suivante :

o
Gl [ (He-Hp) | (Hw-Hp) [r))
dx2 (Lw +4E) Le bow

qui est donnée par E. DURAND, formu1e(145)(E]ectrostatique - Tome 2,

problémes généraux des conducteurs - Ed. MASSON 1966) est d'ordre O(h)
ol h = Max (hE, hw)

o 5 s e
o x
Y be |

——

En effet : H-3€ C‘4(R) ; développons Hy(xP + hE) et

Hy(xP - hw) en série de Taylor.

A.3.1,



A.3.2.

I
m
'

Hy (xp + Re) = Hy(xp) ¢ R Hy(3ap) + RE HPixp)
.z'

. !
+ ;gﬂi_ F&:)(SCP) + C)(;AJ&)

2
= Hy (2p-Aw) = Hy (cp)-Ay Hg‘)(xp)i-!"m‘:’_ HS)(xP)

3
~ kW By 40 (i)

I
L 3
'

| 3!
dba
- &. |
(He -Hp) : Hg)(xr) L AE ug"(gcp) + e HS’(z,,)w(ﬁ.é) (A32
Mg 2 é
) o (g e 1 gy - K 0y 0008 o
Row 2 c

La somme de (A.3.2) et (A.3.3) :

Hg')(scf) 2 'a_,’i‘i(x?): x [ (He-Hp) +(Hw-Hp)]
?x® (be + Aw) Ae Aw

N 3 i 3 o8
. Gow - be) l-‘s)(ecp) - O(RE +hw) (a34)
3 (hg+hw)
D'ici, on voit que, tenant compte de (A.3.4.) ; 1'approximation
de (A.3.1) est d'ordre O(h) ol h = max (hE, hw).
En général, sur tout 1'axe ox, pour un point P queiconque,
1'approximation est d'ordre 0(h) ol h = max (hj).
J



A.3.3.

Revenons a 1'approximation de

3 (). 2 (K2 ]
[3?5('&"6:3) oz (Mg ¢] Hy(%2) = ©

sur un domaine homogéne, elle s'écrit d'aprés la formule (19) du paragraphe
(I.3.4) :

s Rs) [ (Mp~Hw) _ (Hp-He) | _ (Asuw)[
2 How boe v

(Hp - Hw) + (HP’HS)I_ L ( bow+ds) (gt Low) Hp =©

bun Aoz 4
(A.3.5)
ol ta': d““/"’ (G"-l-d'ué)
. 1 .
Diviscns (A.3.5) par-; (hN + hS) (hE + hw), on a :
9, [ (He-Hp) _ ( -Hw-Hp)J L2
(he ""&'W) Se Hw (bun+bs)
Hy - - 2 - 3.
(Bn-Hp) | (Hs-Hp) | y*ny =0 (A.3.6)
In As |

(ﬁuiﬁ) n‘est autre que 1'approximation directe de 1'équation

< L
9 +.‘B ¥t Hp =z o0
‘bx’* ’bzb

par des formules de type (A.3.1).



A.3.4.

L'éguivalence des deux méthodes d'approximation, 1'une directe,
1'autre par le processus variationnel ~ différences finies est évidente.
En conclusion, en demi milieu homogéne, 1'approximation (19)
du paragraphe (I1.3.4) sur le réseau & 1'intérieur de(Q)est d'ordre O(hy)

ea hy = max (h
i

xi) ou hy = max (hzj) selon la direction x ou z.
4 J



A.4.1.

ANNEXE 4

DEVELOPPEMENT DE LA CONDITION AUX LIMITES DE CONVOLUTION

Nous développons (54.2) du chapitre II pour quelques noeuds de
la configuration ci-dessous :

&x
S SR U S E- S WS- G- RO AP W
— /A’R 7 je 1o o lo 1 12 1 :
sQL 7 LY - - |,_;—,'! —-'./////)
13|14 ‘15| Lé 17 18
I
He_ o Wi 122 123 24
r
1) x, =% ¢
9 Hyy (P1) 9 Hy; (P
dx dx
+i{¥u,[( gz (PSS) (PZ:S)) (3{-’ (P5
T 2z
auggcm )]+ qp%[( 3“31-(?34)_ wg.-,(e,s))
Z 0z
( n (&) 3“3;(&J)
2%

en différences finies :

| Hyr CPag) - Hyr (R = DGO, 4 o, |
%x{ I IT ] CL T L

( Hyr (Pas) _ ;1 (?z.s)) ( fﬁ.(?g)-ﬁsfcps)_auﬁ;(&z)]
02 Mz 2z



A.4.2

- (Pae) _ OHyi(Pae))_ [ Hyr (Pg) - Hyr (P) OHy:(B)
...f%[(_'b_‘i‘!.(zc)- y 2'6) ( yr 8‘&ZL 3:’ )J}

D'ol :

T i" Hyr (PO + fuz [ Hyy (Pg) - Hyy ("5)] +«!z5 HgT(ﬁg)
9

-ngr(pz)] :&z{ > 2 __Hy; (P2) +4,,,[ ;H:,,(st) OHy; (Pos)
Z 22

,,")ch(?a)] + fas[ DHyr (ac) | 24y, (Px)_,_é_ﬂm(?z.)‘l}
Q2 2 02 p->2

+T f Hyr (P2g).
x

' P
-%c*isf(?u): OHy; (Pu) +.T.:é.._.{£,, [( OHyr (Pa)_ 9“3«(&))

X o 22 A2
( QHyr (Fa) _ ?Hz (?e))] *25[( 3”31- (Ps)
2z |
- Dys (1)) (e () Dy, <@)H
2 vz : 22 :

D ol

-T ::'" Hyr (Py) +§42[(H31-(Pn)" Hy, (Pe)) = (Hyr (Pg)

%

- Hyr () )] + {zs[(”ﬂr( Puu) - Hyr (75))- (“31(93)‘“37(%))}

I«&«z, {TL 3_“_"_5_;_(?“) +£43,r a“ﬁJ(Pé)_ DH&G (P-‘b)]
9 % e X/

<4
Hg%” OHy; (Pg) _ dHye C?s)-’j
J

L 9% DA



A.4.3.

Juaz Ko (25 Yo hy) - Ko (45T hn)
' *3,5: Ko (./‘-Sra '&'ﬂ) - '(ﬁ (0.5 )’ol\,x)

9 H P:)
aarar (7).

- notation
Dérivee pav rapporf‘a. € de Hyt cw noeud i,

De 1a méme fagon, les éléments non nuls du second membre
s'écrivent :

b= by {m C Hy: (P) + 4’42[ dHy, (P25) dHy; (Ps)]

O

?z 9z
dHy, (fe) B4y (P)L g A2y (o
*4’25[ Y MY I e 0
4 - ,&,z{m_@_. g (Pa) +,f4z[ ¥y (Pac), }’_‘&e_m)}
D oz Rz
4_!”[ JHy: (P _ 2 Hy: cm)-!}
22 02 i

Bs = }vz{ﬂ:—a— Hy; (P3) & fiz[ ____MH < (PS)_ o Hy; (?1-)}
D 02 D%

4;,5{ dHy (P) _ DHy: (Pz)”
2% 0z

-}

z@u s og\:z{ﬁ, 2 Hs;) (Pq) + ‘f‘z[ ‘aHi,, (?6)_ a“n& CF.%)]
2z Y.} o2

dHy: (fs) _ OHy: w}
+ —_— -
ﬁw[ Y2 %

-



‘“'z,{m_a

J\,z{m

A.4.4.

H5£ (Ps) +:f12.[- ‘aHﬂr(P‘«W)_ aHﬂ,“(Ps)]

+=fza[ dHy; (fe) _ 3“3.:(?4)]}
2

oz

OHy, (Py)
2 Hyo () 4 ;{43[ - OHy, (Pag) OHy (Pu/]
o

22 oz

oz o

+¥25[_ d Hyy (Py) 3“9&(?{)]_.&.,&3 Hor (o)
22



