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I N T R O D U C T I O N  

Le sondage électromagnétique e s t  une méthode de prospect ion 

géophysique b ien  connue. Cet te méthode e s t  basée su r  l a  mesure du champ 

rérayonné p a r  l e  sous-sol qu i  e s t  i l l u m i n é  par  une onde émise d 'un  

émetteur s i t u é  en sur face.  Ce procédé permet de reconna i t re  l a  s t r u c t u r e  

geologique du sous-sol. Les méthodes d ' i n t e r p r é t a t i c n  des mesures e f f e c -  

tuées sur l e  t e r r a i n  o n t  é t é  développées à p a r t i r  d 'études théoriques ou 

analogiques. Pour un gisement s i t u é  dans un sous s o l  s t r a t i f i é ,  l a  solu- 

t i o n  théor ique s ' o b t i e n t  sous l a  forme d 'un  système d 'équat ions i n t é g r a l e s  

de Fredholm. Une s o l u t i o n  ana ly t ique peut ê t r e  e f fec tuée  sur  l e s  anomalies 

de forme s imple : para l lé lép ipède,  sphère, disque p l a t .  Lorsque l e  m i l i e u  

encaissant con t i en t  une anomalie de forme quelconque, une méthode numë- 

r i q u e  de r é s o l u t i o n  d 'équat ions i n t é g r a l e s  comme l a  méthode des moments 

peut  ê t r e  u t i l i s é e .  Cependant ce formalisme ne peut s ' app l i que r  que s i  

1 'anomalie de r é s i s t i v i t é  e s t  l i m i t é e  par  une sur face fermee. 

Lorsque l a  c o n d u c t i v i t é  du s o l  e s t  une fonc t i on  de po in ts ,  il 

f a u t  procéder à une r é s o l u t i o n  d i r e c t e  des équations de Maxwell en u t i l i s a n t  

l a  méthode des d i f f é rences  f i n i e s  ou des éléments f i n i s .  

Nous avons c h o i s i  l a  méthode de d i f f é rences  f i n i e s  associée à 

un ca lcu l  v a r i a t i o n n e i  à cause de sa s i m p i i c i t i  e t  sa souplesse, pour 

s imuler  1 a réponse d ' une s t r u c t u r e  "bidimensionnel l e "  hétérogène i 1 lumi née 

pa r  une onde électromagnétique - plane. Ccmme nous l ' avons  signaléel la 

s t r u c t u r e  étudiée, en général ,semi - in f in ie ,  c o n t i e n t  une d i s t r i b u t i o n  

a r b i t r a i r e  de rési-s ti v i  tés ,  de permi t t i v i  tés  é lec t r i ques  e t  de perméa- 

b i  1 i tés magnétiques, e l  l e  e s t  en ou t re  souvent 1 i néai r e  e t  i n v a r i a n t e  

dans une dTrect ion f i x e .  

L ' o b j e t  du premier c h a p i t r e  e s t  p r inc ipa lement  consacré à 

l a  modél isat ion d k n e  t e l l e  s t ruc tu re .  L'onde plane de fréquence t r è s  

basse e s t  i nc iden te  s u r  1 ' i n t e r f a c e  a i r - s o l  plane. Pour 1 i m i t e r  a r t i f i -  

c i e l  lement 12 domai ne i t u d i  é,naus étud'ons successi vernent l e s  condi :ions 

aux 1 i m i  t es  analyt iques permettant de rédu i  r e  l e  domai ne d i s c r é t i  sé en 

se basant s u r  un ca l  c u l  v a r i a t i o n n e l  app l i cab le  au problème au to -ad jo in t  



que vérifie 1 'onde totale, nous aboutissons ainsi à un système linéaire 
d'équations nodales à résoudre qui régit le comportement discret de 
chaque valeur inconnue Gu champ électromagnétique. Ce modèle s'applique 
essentiellement aux méthodes de prospection très basse fréquence comme 
la magnëtotellurie. 

Dans la seconde partie, nous nous intéressons à la réponse 
de la même structure illuminGe par une onde électromagnëtique plane de 

fréquence élevée dont la longueur d'onde dans 1 'air est comparable à 

1 'extension horizontale du domai ne étudié. Le demi mi 1 ieu supérieur 
(l'ai'r) est homogène et tenant compte du phénomène de diffusion de 
l'onde à l'interface supérieure, ncus y développons une condition aux 
limites de type produit de convolution. Le modèle issu de cette étude 
est plus général, i l  est possible de simuler la réponse à une fréquence 
quel conque, 

De nombreuses applications en géophysique notamment sont 
présentées au aernier chapitre. 

Nous pensons que l'exploitation de ce modèle conduit à une 
amélioration de 1 a méthode actuel le d'interprétation. 



CHAPITRE 1 ---------- ---------- 

SIMULATION DE LA REPONSE EN BASSE FREQUENCE 

- - - - - - - - - - - - - - - - -  

Cette partie t r a i t e  de la  mise au point d ' u n  modèle numérique 
permettant ainsi de simuler la  réponse d'une structure hétérogène, souvent 
invariante dans une direction, illuminée par une onde plane électromagnétique 
de fréquence très basse. 

Le programme élaboré à part ir  de ces hypothèses sera u n  outil  
simple e t  souple pourvu d'interprétation en sondage magnétotellurique, 
notamment. 

I.1. POSITIONS ET PRINCIPALES HYPOTHESES SIMPLIFICATRICES - 

Figure 1 



La s t r u c t u r e  du t e r r a i n ,  f i g u r e  1, e s t  supposée i n v a r i a n t e  selon 

l ' a x e  oy de so r te  que l e s  paramètres électromagnétiques pu issent  s ' é c r i r e  : 

u (M) = O(X,Z) 

E (M) = E(X,Z) 

!J (M) = v(xJ) 

e t  d ' a u t r e    art : 

Par conséquent, l e  modèle s i  mu1 6, devi endra bidimensionnel (2D) 
dans l e  p lan  0x2, f i g u r e  2. 

AIR 1 Y X 
/ /  1 / S O L / / / / ~ T / / / / ~ / / ~  

Fioure 2 ---- 

Dans l 'hypothèse d'une source l o i n t a i n e  s i t uée  au-dessus de 

1 ' i n t e r f a c e  a i r - s o l  , 1 'onde inci-dente e s t  ass im i l ab le  à une onde planesdonc 

décomposable en deux modes indépendants : Mode TM (Transverse magnétique, 

l e  champ magnétique H e s t  p a r a l l è l e  à oy) e t  Mode TE (Transverse é l e c t r i q u e ,  

l e  champ é l e c t r i q u e  E e s t  para1 l è l e  à oy) . 



Le champ résultant,  en général, couple ces deux modes C l  1 ,  WAIT. 

Si l e  demi milieu inférieur e s t  isotrope e t  l i néa i r e ,  nous 
pourrons toujours séparer l a  réponse en deux modes TM e t  TE indépendant, 
REDDY (21.  

Compte tenu des fréquences t rès  basses auxquelles nous nous 
intéressons dans ce chapitre, nous négl i geons tes e f fe t s  topologiques c ' e s t -  
à-di re que 1 ' in terface ai r-sol e s t  supposéepl ane. 

I. 2. EXPRESSIONS DES EQUATIONS FONDAMENTALES 

Les équations de Maxwell avec 1 'hypothsse - a { =  O, e t  en 
régime sinusoïdal (ejwt) s 'écrivent : aY 

rot 

rot  

Nous pouvons donc en déduire les deux systèmes d'équations 
suivantes, U, E ,  O ,  é tant fonctions de x,z. 



t.. j w e )  E x  

j ~ e )  EZ 

Grâce aux hypothèses précédentes e t  à l a  l inéarité des 
équations de Maxwell, nous décomposons l'onde incidente en deux ondes 
indépendantes, une associée au mode TM e t  l 'autre au mode T E .  La solution 

olobale sera 1 a superposition de ces deux modes. 

- Mode T M :  (H, = HZ = Ey = 0 )  

Nous avons le  problème déterministe en champ magnétique Hy 

qui vérifie l'équation dffférentielle suivante obtenue à partir de Cl), ( 2 )  ; 

- Mode TE : ( E x  = Ez = Hy = O) 

Le champ électrique Ey vérifie 1 'équation différentie1 le  



On remarque évidemment que les équations ( 3 )  e t  ( 4 )  sont duales 
l 'une de l ' au t re .  

Vue l a  forme compliquée des équations (3 )  e t  (4 ) ,  o ,  E ,  LI 

étant fonctions des coordonnées, la  résolution analytique s 'avère impossible ; 
nous al 1 ons recouri r à une methode numérique sur 1 'crdi nateur. Le principe 
général de résolution consiste à subdiviser l e  sol en éléments discrets  
sur chaque élément a, E ,  p étant constants. 

I. 3. METHODE DE R F S O L U T I O N  NUMERIQUE 

Les ordinateurs modernes possèdent une capacité mémoi re 
importante mais qui reste  évidemment 1 imitée. Par conséquent, notre tâche 
primordiale e s t  de l imiter  l e  domaine semi in f in i ,  que représente l e  sol 
par des frontières a r t i f i c i e l  l e s ,  f ront ières  qui se traduisent mathéma- 
tiquement par des conditions aux 1 imites analytiques. Dans les paragraphes 
suivants, nous allons étudier en détail  ces conditions aux limites.  

Nous al lons d'abord envisager l e  cas de l a  propagation en 
mode TM, celui du mode TE se t r a i t e  de l a  même façon. 

Sur chaque élément i , 1 'équation (3) s 'écri  t : 

L'équation el 1 iptique (5)  exprime l e  phénomène de diffusion 
du champ magnétique H dans 1 'élément i .  

Y 

Compte tenu de la  propriété de 1 'équation (5)  , l a  résolution 

numérique se fera par l a  méthode des différences f inies  associée à u n  calcul 
vari a t i  onnel. 



1 .3 .1 .  Combinaison de la méthode variationne Z Ze e t  de ......................................... 
c?2ff&rences f i n i e s  : 

Par rapport a l a  méthode de aiscrét isat ion d i rec te ,  la  
méthode variationnelle peut englober dans l e  calcul,  les  conditions aux 
limites ( F O R  SYTHE 1 3 1 ) .  La solution du  problème s 'ob t ien t ,  en général, 
en calculant 1 'extrémum d'une certaine intégrale qui correspond souvent 

à 1 'énergie contenue dans l e  système, WEXLER (4). 

Dans 1 a méthode des différences f i  nies, 1 'opérateur e s t  

discrét isé  tandis que l e  champ maçnétique H reste dans son espace, A 
Y 

t i t r e  indicat i f  nous signalons que s i  1 'approche avai t  é té  f a i t e  par l a  

méthode des éléments f i n i s ,  méthode çénéral isée à par t i r  de ce l le  de 

RITZ -.GALERKIN, c ' e s t  l e  champ Hy qui avait  é t é  discrét isé .  Dans ce cas, 
Hy s e r a  défini sur  1 'élément par une classe de fonctions de forme 
simple à p a r t i r  d'un nombre f in i  de paramètres discrets .  En général, ces 
fonctions sont des polynômes e t  les paramètres les valeurs du champ en 
des points précis.  Au laboratoire,  l e  modèle discrét isé  en éléments f i n i s  
en basse fréquence a é t é  l ' o b j e t  du t ravai l  de BENANI (81. 

1.3.2.  Expressions variationne tLes : 

L'équation ( 3 )  s 'écr i  t sous 1 a forme condensée 

a a + -  a ( k z )  a - 4 L e s t  opérateur - (k %) a z  3% 

- 1 avec k = (O+ j w ~ )  ; + = j w u  



f  e s t  l e  second membre, ic i  f  = O 

nous démontrons en annexe 1 que l a  solution de ( 6 )  sera l e  point de 
stationnarisation de 1 a fonctionnel l e  F(Hy) , suivante : 

Dans l e  domaine d iscre t ,  l a  fonctionnelle s ' é c r i t  sous 
l a  forme : Figura j )  

Uti 1 isané 1 ' i  denéi t e  de Green : 

où n e s t  l a  normale extérieure à ( j )  (Cj) e s t  l e  contour fermé de (ni). 
Le champ magnétique étant  continu sur 1 ' in terface des éléments, 1 ' i n t é i r a l e  

H 3 dl = 
aH 

dl où (C) e s t  l e  contour fermé de (a). 
Y 3% 



F(Hy) s ' é c r i t  explicitement 

où k f  = (of i- jusf)- '  ; of,  E~ sont conductivité e t  permitt ivité 
électrique des mail les f rontal ières .  

Cette fonctionnel l e  quadratique e s t  composée de deux intégrales ; 
l a  premiGre t radui t  en quelque sor te  la  puissance dissipée à travers l a  
surface (n) e t  l a  deuxième, la puissance écoulée à travers l a  frontière (C). 

Nous allons montrer que l a  première intégrale représente la  
puissance moyenne dissipée à travers (O) .  E n  e f fe t ,  l a  densi t é  moyenne de 

+- 
flux de puissance, exprimé par l e  vecteur de Poynting S : 

- 

d'où l a  puissance moyenne dissipée à travers ( Q )  

+ + + 
- - - -  ( H .  ro t  E - E. rot  H)  dn j  



a * 
Rernpl açons rutE e t  E t i r é s  à p a r t i r  des équat ions de Maxwell : 

dans 1 'expression d e g f  : 

-b 

En mode TM, H = (O, Hy , O )  donc : 

A ins i ,  en résumé, l a  s o l u t i o n  du problème n ' e s t  au t re  que 

c e l l e  qu i  rend l a  puissance du système minimale. 

I l  nous r e s t e  maintenant, avec l e s  cond i t ions  aux l i m i t e s  

physiques, de l e s  i n t e r p r é t e r  mathématiquement. 

1.3.3. Limitation artificie Z Ze du domaine : ---------- ------------------ 

Le domaine d 'étude se schématise de l a  façon suivante,  

f i g u r e  4 : 

I 

-----A- ZONE EXTEKlEURE GAUCH ZONE EXTERIEURE DROITE 

D C 
1 

Figure  4 



- La zone cen t ra le  (ABCD) c o n t i e n t  une anomalie de forme e t  de conduc t i v i t é  

quelconque m o d i f i a n t  a i n s i  l a  d i s t r i b u t i o n  du champ dans c e t t e  rég ion  de 

1 'espace. 

- Les deux zones ex tér ieures  d r o i t e s  e t  gauches, sont  des demi-mil ieux 

s t r a t i f i é s ,  non nécessairement ident iques.  Chaque zone e x t é r i e u r e  compose 

de M couches homogènes de a,, %, pm. ( f i g u r e  5 ) .  

Le c a l  cu l  du champ électromagnétique t a b u l a i r e  en zone ex té r i eu re  

se base su r  l a  t h é o r i e  de WAIT 110) dont  l e s  d é t a i l s  de c a l c u l  se développent 

en mnexe A -  2 pour l e s  moues TM e t  TE. 

F igure  5 



Sur l e  contour a r t i  f i  ciel  , on se fixe descondi tionsaux 1 imi tes 

analytiques, qui sont 1 'objet  d'étude du paragraphe suivant, pour chaque 
~ o d è l e  numérique. 

x modèle 1 : i )  E n  basse fréquence, l a  composante verticale 

du courant e s t  nulle. D'après les  équations de Maxwell, i l  en résulte que 
1 a ccmposante Hy du  champ magnétique e s t  constante à 1 ' interface ai r-sol . 

i i )  E n  supposant que l ' influence de l'anomalie 

ne se f a i t  plus s e n t i r  au niveau z = zfi-1, on peut considérer que l e  champ 

électromagnétique e s t  égal au champ électromagnétique tabulai re à 1 a côte 
considérée. De plus, s i  l 'épaisseur  Ces couches conductrices e s t  suff isante ,  
on peut a lors  considérer que Hy e s t  nul sur l e  segment C D .  

i i i )  Loin à gauche e t  à droi te ,  l a  structure du  

demi-mi 1 ieu redevient tabulaire e t  l e  champ électromagnétique e s t  égal au 

champ électromagnétiqüe donné par WAIT {IO). 

Le modèle 1, avec ses conditions aux limites e s t  représenté 

par la  figure 6. 

Modèle 1 - FIGURE 6 



Mathématiquement, i l  s'exprime par : 

- 
où n = n/ABCD : intérieur de (n) 

Sa fonctionnel le F(Hy) a la forme : 

2 

1 J 

Ce problème est auto-adjoint, son développement conduit à la 

résolution d'un système linéaire dont la matrice est symétrique WEXLER C41. 

Dans le souci de ~edui re 1 'étendue du domaine (ABCDIvers le bas, nous uti 1 isons 

la notion d'impédance de surface ramenée à une cote donnée, analogue à celle 
définie en théorie des lignes de transmission inhomcgènes. 

* modèle 2 : 

Evidemment, cette proposition n'est valable que si l'onde 

résultante à la cote de reste plane. L ' impédance Zf à une cote z = zm-1 

s 'exprime par 

Z = Zm-1 



o ù :  E = - 1 - 
m y x  t juem) 3z a r 

d'où la relation obtenue à une cote donnee 

La relation (12) n 'est  autre qu'une condition de type Cauchy 
régissant l e  comportement du champ magnétique etdesadérivée sur m. L'impé- 
dance Zf  ne dépend que des propriétés géométriques e t  électromagnétiques de 
couches inférieures à la couche m .  En supposant que lastructure en-dessous 

de la  couche m e s t  unique e t  identique de part e t  d'autre des deux bords 
verticaux, 1 'expression de Zf  est  donnée en Annexe 2. 

Le modèle 2 se représente schématiquement par 1 a figure 7 
. .- 

Figure 7 

A I R  A Hy31v ,  O B X 
Y / / / /  / / /  /-/ 
SOL 

y 

1 cm 1 

H 

. . . . . -  .. . t 
- 

- -  
C 

l z 



Mathématiquement : 

- 
- Hytab d sur (TE) 

= O sur (n) U(m) 

Dans ces conditions, la fonctionnelle associée à (13) s'écrit 

Dans cette formulation le cegment(E)est l'interface de 2 couches 
de conductivi th électromagnétiques i dentiques. 

Le problème reste auto-adjoint d' après FCRSYThE {3), WEXLER E41. 

L'avantage de ce modèle par rapport au modèle 1 est que son 
domai ne d' étude se rétréci? consrdérab1 ement dl où un traitement numérique 

moins coYteux. 

Nous continuons le processus d'optinisation du domaine par 

1 'appl i cation d'une condition de type Cauchy sur les deux bords(~)et(@. 



* modèle 3 : 

Nous supposons que l e  champ électromagnétique sur  les  deux 
bords(BC) e t  (m, redevient tabul a ire  soi t : 

H~ t o t a l  = Hy tab. 

- u,z e ~ m z )  C - ~ O  s i  nex 

'y tab = (am e + bm 

*UmZ 
+ b m e  où a, a sont fonctions de z de sor te  que : 

a H 2 tab 
= - y, sine 5 

a x 

s o i t  : 

- 
Hy total  ' Hy tab 

En t r è s  basse fréquence ou en incidencenormale ( 8  = O ) ,  (15) 
se  rëdui t à l a  condition de Neumann homogène : aHy total  - = 0. 

a x 

D'après DEY Cl21 {131, l a  condition de Neumann "surévalue" 
l e  champ magnétique Hy calculé par rapport au champ magnétique exact (champ 

donne par les  formules de WAIT {IO). Tandis qu'avec une condition plus 
générale t e l l e  que (15), l e  champ magnétique calculé concorde avec l e  champ 
exact, D E Y  {12). De toute façon, l 'adoption d'une t e l l e  condition, permettra 
de s ' affranchir du cal cul du champ électromagnétique tabulaire.  



La figure 8, ci-dessous, représente le modèle 3 .  

Modèle 3 - FIGURE 8 

Mathématiquement : 

a a [: (k 2) t - ( k  -) - $1 Hy = 0 ~fij~rn)~(m~~(m~ (161)  
ax az, a z 

Hy = Hyc sur(AEj) 
a H  

Y y. sin0 H t-= O sur(E) 
Y ax 

-1 3H 
H + 2 = O sur(CD) 

' f k m  Y 

a H ~  y. sine ti + - = O sur(m) 
Y a, 

D'après l a  defini tion de la dérivée normale : 

a H a H  
+ ."r -2 = -Y cos ( n K ,  ek) - 

a n  a x a x 
H ~ ( X > Z ) E B C  



a H + a H 
= -Y cos (&, eh) = - - Y  

La fonctionnelle associée à (16) e s t  la  suivante : 

Y. + - sine 
- 2 

f k f H 2 d l  Y 

(Cl) 

l e  signe plus devant l a  deuxième intégrale correspond au 
contour(E)et l e  signe moins au contour($, 

Passons maintenant au traitement numérique par dtscréti 'sation 

du problème en différences f in ies .  Signalons q u  'on trouve dans 1 a 1 i t té ra ture  
plusieurs travaux analogues u t i l i s an t  s o i t  les différences f inies  (WAESELYNCK 

( 1  1 1, DEY (121, MUFTI (14 1, BREWIT-TAYLOR (15 1, .  . . ) s6i t 1 a technique œs 

eléments f i n i s  (COGGON (16 1, PRIDMORE (91 ,  SILVESTER (1 71, JONES C 18 1 

PRAUS (19 1, STODP (20), . . . ) . 

1 .3 .4 .  A_~~ro&mation discrdte par différences .finies - --------------- 
Stationnariçation de Za fonctionne Z Ze : ..................... ---------- 

En vue d ' u t i l i s e r  la métb.ode des différences f inies  en 
coordonnées cartésiennes oxz, l e  domaine continu ( a )  e s t  remplacé par u n  
réseau de mai l les rectangul ai res i rrégul ières , f i  gure 9. 

Le decoupage e s t  tel  que o, C ,  LI sont constants sur chaque, 
rectangle élémentaire, de plus, l e  champ magnétique H e s t  continu a 

Y 
1 ' in terface de chacun des éléments e t  varie linéairement d'une maille à 

1 'autre. 



En défini t+ve l e  champ i.nconnu H n ' e s t  connu qu'en un  
Y 

nomb-re f in i  de points ou noeuds du mai\l lage-, .. . -- - 
. . - - - - - 

Figure 9 

La soluti~on approchée tend vers la  solution exac teq~and~à  l a  

1 imi te l l  a t a i l  l e  des mai 1 les, élémentaTres tend vers zéro. 

Nous allons é t ab l i r  l'approximation aux di'fférerces f in ies  

de la fonctionnelle donnée par la  relation (17 ) .  Consi~dérons, l e  maillage 

de la figure 9 e t  plus parti.culi.èrement les quatre mailles partageant l e  

noeud P (figure 10) 

Fiaure 10 



La fonctionnelle (lî) s'exprime de la manière suivante sur 

la mai 1 le (NW. N . P.W) 

Faisons les approximations'pour les expressions des différentes 
intégrales de dérivées partielles de la fonction inconnue Hy. 

+ - 'W']hNhM 
kl (5) HL) da1 par k1 . - 

(01) 
a x 2 

En se basant sur 1 'approximation proposée par FORSYTHE C31, 

la valeur approchée de H (x,y) est affecté au centre M l  du panneau (nl). Y 

Faisons les mêmes approximations (18) pour les expressions 
de la fonctionnelle sur les 3 autres mailles ayant en conmun le sommet P. 

La fonctionnelle F(H ) est stationnaire a u  point p si la re la t ion 
Y 

suivante est satisfaite : 



En reportant les approximations définies par (18) dans l a  
fonctionnelle (11) e t  en appliquant l a  relation ci-dessus, on montre que 
l a  valeur du champ au noeud P e s t  re l iée  aux quatres valeurs HN, HE, Hç, 

HW des noeuds voisins par l a  formule suivante : 

L'expression (13) e s t  analogue à ce l le  obtenue par l'appro- 
ximatio.n"5points" en différences f in ies  du Laplacien Li . Ici cet te  appro- 

ximation e s t  pondérée par les  coefficients CL, CR, CT, Cg,  Cp qui ont l a  
dimension d'une r é s i s t i v i t é  fonction de o j ,  E ~ ,  p j  e t  de la  géométrie aes 
mailles entourant P .  

Ecrivons (19) autrement : 



Alors que le  terme C l p  H P ,  a l a  dimension d'un potentiel e t  

représente en quelque sor te  l e  potentiel par rapport à u n  potentiel nul de 

référence. Ce potentiel moyen, dû à une source d'origine externe, e s t  pondéré 
par l e  produit 4 ,  ( )  , ( )  avec j = 1,2,3,4 e s t  l a  surface des quatre 

panneaux entourant P .  

De meme les  quatre premiers termes de l 'expression précédente 

représententle potentiel aux points M i  L,Q,R. 

Dans ces conditions , 1 a relation (20) exprime 1 'équi 1 ibre  

(figure 11) du potentiel au point P ,  e s t  l a  signification physique de l a  

"stationnarisation" de la  fonctionnelle. 



Nous a l l ons  maintenant t r a i t e r  dans l e  cas l e  p l u s  général 

(modèle 3)  l e  cas p a r t i c u l i e r  des p o i n t s  appartenant au contour(ABCD) 

du domaine. Nous t r a i t e r o n s  p lus  pa r t i cu l i è remen t  l e  cas des po in t s  

appartenant aux segments AD)DC e t  CB a i n s i  que l a  c o n t r i b u t i o n  des 

sommets CID. 

Considérons donc l a  f i g u r e  12 : 

Supposons dans un premier temps que l e s  noeuds considérés 

appart iennent au s e g m e n t c ~ ' ~ ' )  ( f i g u r e  13) .  

F igure  13 



Par exemple sur l e  panneau (N,P,W,NW), s i  l'approximation de 
1 'intégrale de surface e s t  analogue à celle des formules (18), 1 'intégrale 

curvi 1 i gne 1 2 d ~  peut ê t re  approchee par - zf ( H P 2  + . 
2 

aF d'où 1 'annulation de - ( H  ) se traduit par 1 'expression suivante 
3~~ y 

; s ' é c r i t  

L'interprétation physique es t  analogue à celle du modèle 
précédent ; mais, ici  l e  potentiel du point P a deux origines, celui dû 

à une source externe ( l e  deuxième terme de (21.4) ) e t  1 ' autre da à 1 ' in- 
r fluence des couches inférieuresà D C ( l e  troisième terme de (21.4)). 

Considérons maintenant les noeuds appartenant au segmentCB ' CM)  

(figure 14) compte tenu de 1 'étude précédente, nous avons : 

Figure 14 



Figure 15 

- y. s ine  hW CL 

De même s i  on considère l e  segrnent(~'0~) (figure 1 5 ) .  



1 Cp = -(CR + CT + Cg) + -  (<P h h + O  h  h  ) . a -  

4 3 S E  Ç N E  (23 .4 )  
+ y, s ine  h E  CR 

Etudions maintenant successivement l e  cas des sommets C e t  il : 

(f igure 16 

F igure  16 



Rappelons les conditions aux limites à satisfaire sur : 

- a H * N P :  y. sin e H ~ + L =  O 
a x 

qui donnent : 

1 ' f 
Cp = - (CL + CT) + - 4 h h + hW(- - y, sine CL) (24.3) 

4 1 N W  2 

b )  P ' E  D (Figure 17) - 



1 I 

C~ 
= - (CR + CT)  + - 44 hN hE + hE(- + Y, sine CR)  ( 2 5 . 3 )  

4 2 

En appliquant ce processus de stationnarisation à tous les 
noeuds inconnus du domaine, nous avons transformé l e  système d'équations 
intégrales en u n  système l inéaire  d'équations nodales régissant l e  
comportement discret  de chaque valeur nodale Hy 

J 

1.4. SYSTEME D ' EQUATIONS NODALES LIYEAIRES : 

Nous i 1 1 us trons l e  système 1 i néai re du modèle 3  par 1 'exemple 
ci-dessous ( f i  gure 18) 

Fiaure 18 



1.4.1. Forme matricieZZe : 

Le système matriciel du modèle considéré se met sous 

la  forme suivante : 

{ A )  { H l  = { E l  (26)  

{ A )  matrice carrée de r é s i s t i v i t é  (27), ses éléments sont C ; C Lj ; C R i  ; 
C ; C ( j  = 1, . . . ,16) .  Tj Bi 

{ H l  Vecteur colonne des inconnus H j ( j  = 1, ..., 16) (28) 

{ B I  Vecteur second membre ( 2 9 )  
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En général , l e  domai ne comporte Kz couches horizontales , 
NX blocs verticaux. 

La matrice A en général d'odre N = NZ (NX + 1) e t  possède 

1 es propriétés sui vantes : 

1) carrée, symétrique, relativement creuse, les termes non nuls se  regroupent 

en bande de part e t  d 'autre de la  diagonale principale,  avec l a  numérotation 

suivant l e s  colonnes, l a  largeur de bande vaut 2Q + 1. 

2) Elément diagonal e s t  strictement dominant : 

3 )  E l  l e  e s t  irréductible,  autrement d i t ,  on ne peut pas trouver une matrice 

de permutation { P l  : 

Les sous matrices A l l ,  A Z 2  sont carrées. 

En théorie des graphes (voir GASTINEL { Z l ) )  , 1 ' i r r é d u c t i ~ i  1 i t é  

de {A} découle de l a  propriété de for te  connexion du domaine, qui se t radui t ,  

en pratique, par l e  f a i t  qu'on ne peut pas réduire 1 'ordre du systerne 
matriciel lors de l a  résolution numérique (voir VARGA C221). 

4 )  La représentation (27) de { A i  a ,  évidemment l a  propriété''~''de Young, 
MUFTI (141, GASTINEL C21). Rappelons qu'une matrice E R )  a la  propriété " A "  

de Young s i ,  après plusieurs permutations simul tanées des 1 ignes e t  des 
colonnes correspondantaî,l a matri ce { R }  peut ê t r e  transformée sous forme de 

matri ce de Dl ocs t r i  ai agonaux. 



VARGA (221 a montré que s i  A muni de deux propriétés 2 )  e t  
3)  e l l e  sera  non singulière.  

Maintenant, passons donc à l ' é tape  de résolution sur l 'ordinateur ,  

de ( 2 6 ) .  

Compte tenu des propriétés que nous venons d ' énoncer, naus svons chda 
une méthode directe de résolution pour les deux raisons suivantes : 

1) La matrice e s t  extrêmement s tab le ,  VARGA (221 ; v u  l a  

deuxi ème propriété. Les erreurs provenant des erreurs 
arrondies sont réduites ; l e  pivotage n ' e s t  pas nécessaire. 

2 )  La symétrie de bande par rapport à l a  diagonale principale,  
permet de stocker la moitié des éléments en mémoire du 

calculateur d'où u n  gain de places mémoires. La méthode 

d i r ec te  en outre plus rapide, en temps de calcul,  que l a  
méthode i t é ra t ive  ( 2 3 ) .  

Revenons au système ( 2 6 ) ,  appliquant l a  méthode d'élimination 
de Gauss, on remarque que s i  on triangularise ( A }  de forme (27) Hl s lé1 imine 
de 1 'équation. 

E n  reportant la  relation suivante dans les équations de ( 2 6 )  

on ne modifie que les  éléments de la sous matrice { A 1  1 ,  d'ordre N Z + t  



Puis 1 'élimination de l a  seconde inconnue Hz, ne f a i t  modifier 

Aux étapes suivantes, on répète l e  même processus. Le mode de 

stockage en machine s 'en déduit : 

que les  éléments de l a  sous matrice {A2} dont une partie des éléments qui) 
entourés par les  poin t i l lés ,  se sont déjà modifiés par la  première élimina- 
tion. {A2} étant toujours symétrique d'ordre NT + 1 

- on ne conservera en mémoire centrale qu'une moi t i 6  de 1 a sous 
matrice d'ordre Nb + 1, Cette place mémoire e s t  autant rédui t 2  que NZ e s t  

fa ib le  ; ( ic i  NZ choisi égal à 4)  ; nous avons choisi expressément l e  système 
de numérotation suivant les colonnes pour que l a  sous matrice s o i t  d 'ordre 
NZ + 1. E n  e f f e t  l e  nombre de couches e s t  généralement inférieur aux nombres 

{A2} = 

de mailles dans l a  direction ox. 
- A chaque étape d'élimination, on stockera en mémoire périphérique 

-> - 
- - - - - - -  - - -  

1, ($1 c 9  -1 

lcll C12 13 C$ I I C Ra 
I i 

I 
(4) 

I 
uj 

F 1 2  C22 cZ3 '24 @ ) I  0 

I 
I 
1 
I ' (9 CL1 @ l 0 

' 5 3  I '23 33 34 1 

CL) U) CL) I 
%cl.( c34 %f J Css. L - - - - - - - - . - -  

* CR% O O - ' 8 5  

(disque, bande,. . . ) 1 a première ligne de chaque sous matrice. E n  répétant 

ENX(Nz - 1) - 11 fo is  le  processus, la  place to ta le  réservée NZ.  E N  - (NZ + 1 j ?  

mots complexes, N ordre du système. 
La dernière sous matrice e s t  associée à u n  système l inéaire  q u ' o n  

résoud en mémoire centrale par 1 'élimination de Gauss. 

- Dans l ' é tape  de substitution montante, on r e l i t  chaque ligne 
stockée en mémoires périphériques, puis on cal culera les valeürs de H 

pondantes. 



Ces opérations s'appliquent de l a  même façon au second membre. 

Sur 1 ' ordinateur de t a i  11 e moyenne, PDP 11/23,. . . avec ce 

mode opératoire, on peut ten i r  compte de quelques mill iers de noeuds. Par 
contre l e  temps d'occupation de la  machine par les  écr i tures  e t  lectures en 

mémoi res périphériques s ' avère prohi bi t i f s  . 
11 e s t  évident que la  numérotation des noeuds joue u n  rôle pré- 

pondérant dans 1 'économie du coût de calcul. Plusieurs spécialistesen éléments 

f in i s  o n t  mis au point des méthodes automatiques de numérotation optimale, 

celle-ci consiste à réduire, s i  possible, l a  largeur de bande de la  matrice. 

Dans certain cas optimal, en éléments f i n i s ,  on arrive à créer  seulement de 

10 à 15 % d'éléments non nuls, SILVESTER E24). 

Le champ électrique sera calculé au centre de maille à par t i r  

des valeurs nodales du champ maçnétique v u  l a  d i f f icu l té  d 'affectat ion de la  

quantité ( a  t jas) à u n  noeud. 

Le champ électrique se  calcule, par exemple, au centre a u  

panneau ( N . P . W . N W )  par : 

Le programme informatique e s t  réa l i sé  en FORTRAN IV, 

exécutable en complexe simple précision sur l 'ordinateur PDP 11/23 de notre 
1 aboratoi re. 



1.5. CONSIDERATIONS PRATIQUES 

- 
T o u t  problème de traitement numérique doi t  obéir a certains 

impératifs de précision qui e s t  autant meilleure que son erreur totale  
e s t  négligeable par rapport au problème "exact". Notre erreur to ta le  ic i  
e s t  composée de deux types d 'erreurs ,  une d'ordre numérique (préci sion 
disponible par 1 a machi ne, erreur arrondie dÛe au système matri c iel  , . . . ) 
l 'autre erreur e s t  1 iée à 1 a méthode numérique choisie ( 1  'approximation 
d'un problème continu par u n  problème discret  en différences f i n i e s ) ,  
ce deuxième type d 'erreur ,  bien sûr ,  peut ê t r e  réduite par d 'autre type 
d'approximation d'ordre pl us élevé en différences f i  nies. E n  pratique, 
1 'étude de convergence du problème, se f a i t  par affineruiaxt du réseau 
de mai 1 l e s ,  cependant ceci entrai  ne aussi une erreur numérique croissante. 
Donc, i l  fau t  calculer au plus juste l e  nombre de mailles, par u n  décou- 
page optimal e t  s i  besoin e s t ,  f a i r e  passer l e  programme sur l 'ordinateur  
possédant 1 a double précision automatique. 

1.5.1. Découpage o p t i m a 2  : 

On construit  l e  plus souvent un maillage i r régul ie r  en sondage 
par r é s i s t iv i t é .  Ce mai l laae s u i t  certaines "règles" empiriques e t  doit  

garantir  1 a propriété de bi 1 i néari t é  du champ magnétique d 'une mai 1 l e  à 

l ' au t r e .  Ci-dessous, nous décrivons en détail  quelques règles de découpage 
optimal. 

1) Dans 1 a - direction oz : 

On peut montrer que dans u n  terrain s t r a t i f i é  donné, l e  pas 
de mail l e  A Z  es t  proportionnel à l a  racine carrée de rés i s t iv i  t e  de ce 
terrain e t  inversement proportionnel à la r é s i s t i v i t é  maximum des terrains  
supérieurs . 

D'une manière équivalente, on essaye d 'a jus te r  l a  variation 

exponentielle décroissante du champ magnétique par ses variations l inéaires 
par morceau AZ. Comme l e  champ magnétique décroit rapidement à par t i r  de 
1 ' interface ai r-sol ;Les épaisseurs A Z  des premières couches devraient ê t r e  choisie 
prudemment faibles.  



2 )  Dans 1 a direction ox : 

D '  après MUFTI { 14,b)), un bon découpage horizontal doit assurer 
à A X  une variation croissante logarithmiquement à par t i r  de l 'o r ig ine .  

En présence d'une anomalie, l e  champ magnétique résultant varie, 
de toute façon, rapidement aux abords de l 'hétérogénéité,  dans cet te  zone 
l e  maillage doit  ë t r e  serré  tout en respectant l e s  cr i tères  de découpage 
optimal. 

Une autre règle ce t te  fo is  t i r é e  des mesures sur  terrain réel 
proposée, MUFTI El4,b)c) 1 : "La t a i l l e  des mailles e s t  en progression géo- 
métrique de raison a = fi en s 'éloignant de 1 'hétérogénéité". Cette propo- 
s i t ion  e s t  u n  compromis entre deux considérations expérimentales suivantes : 

i ) Dans l a  méthode de mesures de r é s i s t i v i t é  apparente de 
Schlumberger, on a l 'habitude d 'écar te r  successivement les 
deux électrodes d ' inject ion de courant s i tuées en surface 
d'une quanti t é  en progression géométrique de raison légè- 

rement inférieure à a l  = fi, sauf dans des cas de mesures 
où l e  brui t  e s t  t rès  important. (figure 19 ) .  

Un échantillonnage de mesures plus serré sur un t e r ra in  à 

f a ib l e  brui t ,  (cas de 1 a géophysique), ne donne pas des 
informations supplémentaires, jugées u t i les  (Kunetz ( 2 5 ) )  

A i r  
1 

01 y P 
1 

A / / /  /-/ : Y / / /  

Sol 

Figure 19 



i i )  S i  1  ' on  cherche à i d e n t i f i e r  une couche géologique dans un 

m i l i e u  s t r a t i f i é ,  cec i  n ' e s t  poss ib le  que s i  c e t t e  couche 

se t rouve  dans un contexte p réc i s  s i ,  d 'après FLATHE Q6): 

a) l e  r a p p o r t  de r é s i s t i v i t é s  en t re  c e t t e  couche e t  l es  couches 

vo i s ines  s 1/3. 

b )  son épaisseur  d o i t  ê t r e  au, moins égale à l ' épa i sseu r  t o t a l e  

des couches supérieures. 

La de rn iè re  p r o p o s i t i o n  (b )  imp l ique que Az d o i t  c r o î t r e  en 

progression géométrique de r a i s o n  a2 = 2 à p a r t i r  de 1  ' i n t e r f a c e  a i r - s o l .  

Bien entendu, tou tes  ces in fo rmat ions ,  sont  t r è s  u t i l e s  en 

découpage i n i t i a l ,  il nous r e s t e  à é t u d i e r  l a  convergence de l a  méthode 

de d i s c r é t i s a t i o n .  

I. 5.2. Gbn?o~ece_ de Za méthode : 

Eventuellement, lorsque l e  domaine e s t  hétérogène, (a, E ,  y sont 

fonc t ions  des coordonnées), 1  'étude de convergence ne peut que se f a i r e  pra- 

t iquement sur  l ' o r d i n a t e u r .  Théoriquement, l ' o r d r e  d 'approximat ion de l ' é q u a t i o n  

a r) ( k a )  + -  ( k - )  - 4 = O sur(F)nia pas encore été, rn is  en évidence. 
ax az az 

Nous n  ' avons pu déterminer exactement 1  'o rdre  d '  approximation 

que dans 1  e  cas du demi m i  1  i eu homogène (annexe 3 )  ; i 1 e s t  O (hmax) où hmax 

e s t  l e  p lus  grand pas de m a i l l e .  

Un deuxième type d ' e r r e u r  p r o v i e n t  du f a i t  que l e  domaine a  é té  

" a r t i f i c i e l  lement" 1  i m i t é  par  des cond i t ions  aux 1  im i tes  analyt iques à d i  stances 

f i n i e s  de 1  'anomalie a l o r s  que ces cond i t ions  s  ' é t a b l i s s e n t  sur  1  'hypothèse 

d'un champ magnétique per tu rbé (secondaire) négl içeable,  autrement d i t ,  e l  l es  

se ra ien t  "v ra ies"  à d is tances i n f i n i e s  de l 'anomal ie .  Pour é t u d i e r  l a  convergenc 

l i é e  à c e t t e  e r reur ,  il s u f f i t  de s imu ler  p lus ieu rs  modèles d 'ex tens ion  

v a r i  ab le du contour (ABCD) . 



En pratique, s i  la s t ructure é t a i t  présentée par l a  figure 20 

où l e  milieu encaissant e s t  homogène e t  en basse fréquence on choisi t  

empiriquement : 

1, :6{1 à 2,5 d 2 }  pour les  t ro i s  modèles 1,2,3. 

1 : c{4 à 5 s ) pour l e  modèle 1 
4 2 

1 :€{0.6 à 2.5 ti2} pour l e  modèle 2 , 3 .  
Z2 

où s 2 ,  1a:profondeur de pénétration dans l e  milieu 2 

COGGON {lQ}, WAESELYNCK (11 1 prcposent à peu près les mêmes fourchettes 
de valeurs de 1, e t  1 . = 1 

Figure 20 



1 . 5 . 3 .  Exemp Ze numdriqug : 

La structure du sous-sol représentee par l a  figure 21 : 

figure 21 

e l l e  comporte u n  f i lon  conducteur dont l a  distance t ê t e  d'anomalie - .  

interface air-sol e s t  50 m ,  enterré dans u n  demi-milieu homogène. 
En performance, l ' é tude  comparative des t ro i s  modèles s 'avère 

t rès  intéressante. 

+ modèle 1 : ( Pf = 24 100 m ,  1, = 5 100 m ) .  

Le modèle discrét isé  composé de 680 mailles dont 527 noeuds 
inconnus , réparti  t comme sui t : 

- selon z : 20 couches d'épaisseur (en mètre) 0.5, 19.5, 30, 

50, 75, 100, 125, 150, 200, 250, 350, 500, 750, 1000, 1500, 2000, 3000, 4000, 

5000, 5000. 

- selon x : 34 mailles symétriques par rapport à l 'o r ig ine  O 

dont 17 mail les à p a r t i r  d 'origine de 1 argeur 50, 100, 100, 100, 125, 125, 

350, 350, 450, 450, 450, 450, 450, 450, 450, 450, 450. (Sm) . 



1 1' 1 EX. cal 1 
L'indice d'anomalie 1,  1 = - * 100 

o ù  / E x t a b  1 module du champ électrique Ex du milieu homogi-ne, 1 Exca l  1 celui 

du champ E x  en présence d'anomalie, à 25 cm de l ' i n t e r f ace  a i r - so l ,  e s t  tracé 

en continu en fonction de x sur la  figure 22. 

La vérification du résu l ta t  s ' e s t  effectuée, en éléments f in i s  

par BENANI I81,  chercheur de notre laboratoire. Son domaine d iscré t i sé  a la 

même répart i t ion de mailles selon x e t  z ; l'approximation étant  polynomia!e 

l inéaire  du premier ordre sur chaque triangle.  Sur la  même figure 22, 1 'indice 

d'anomalie (en poin t i l lé )  en éléments f i n i s  s ' e s t  tracé. Le, maillage moins serré  

en éléments f i n i s ,  au niveau de la  localisation d'anomalie s e r a i t  1 'origine de 

la  légère différence entre les deux courbes. 
6 modèle 2 : (Pf = 5 100 m ,  1, = 5 100 m )  

On a réduit l e  domaine selon z à 15 mailles du domaine 1, 

ainsi 1 e domaine composé de 510 mai 1 1 es dort 495 noeuds inconnus . 
L'indice d'anomalie d'une t e l l e  configuration s ' e s t  représenté 

par des O sur la  figure 22. La parfai te  concordance des résu l ta t s  s ' e s t  

observée. Avec deux positions différentes de la  frontière Pf = 7 100 m 

(16 mailles/oz) e t  Pf = 3 600 m (14 mailles/oz) ; on a toujours l e  même 

indice d ' anomal i e .  

* modèle 3 : ( P f  = 3 600 rn, 1, = 5 100 m) 

Le domaine, é tant  discrét isé  en 14 mailles selon oz e t  34 selon 

ox ; compose de 476 mail les d o n t  490 noeüds inconnus. 

En essai d'extension des deux frontières ver t icales ,  1, = 2 850 m 

(24 mai 1 les/ox) , l e  domaine se compose de 336 mai 1 l es ,  350 noeuds inconnus. 

Le résu l ta t  se concorde toujours avec ceux déjà obtenus. 
Du modèle 1 au modèle 3, l e  domaine d'étude se  réduit considé- 

rablement, sans changer la  performance des résul ta ts  obtenus, cec? s ' i 1 lustre 

par l a  figure 23. 





Figure 23 

En dernier  l i e u ,  l ' é t u d e  de convergence du pas de maille 

s ' aborde par 1 'a f f inage du réseau de configuration A3 B3 C3  D3. Pour ce1 a ,  

nous l 'avons cho is i ,  selon z : 15 mailles d 'épaisseur 0.5, 19.5, 30, 50, 

75, 100, 125, 125, 150, 150, 175, 350, 500, 750, 1000, selon x : 38 mail les 

symétriques par rapport à 1 lori g j  ne O ,  de 1 argeur à p a r t i r  de 1 'or ig ine  0 , 
25, 50, 50, 50, 50, 50,,50, 100, 150, 200, 250, 250, 300, 300, 300, 300, 300, 

300. Donc au t o t a l  570 mail les,  585 noeuds inconnus. Nous t raçons ,  f igure  2 4 ,  

1 ' indice d'anomal i e ,  des deux mai 11 ages. Certes,  1 'extrême s tab i  1 i t é  du 

problème numérique n ' e s t  pas étrangère à l a  propr ié té  que possède l a  matrice. 

Le t e s t  de f i a b i l i t é  numérique du modèle 3,  s ' e f f e c t u e  dans 

l e  cas de propagation de 1 'onde dans u n  demi-milieu s t r a t i f i é  ; en e f f e t ,  

on peut y comparer l a  solution approchée avec l a  solut ion exacte (analytique) 

de WAIT {IO}. E n  simple précision complexe sur  PDP 11/23, l ' é c a r t  r e l a t i f  

en t re  ces d e ~ x  s o l ~ t i o n s  e s t  toujours majoré par 1°/,, s i  1 'ordre  du systeme 

,< 1000. 





Toute formulation développée en mode TM s 'appl ique également 
en mode TE par l e  principe de dual i té ,  à une seule exception en mode TE, pour 

que Ey = E constante sur l a  f ront ière  A B ,  ce1 le-ci doit  se s i  tuer à une Y 
hauteur où 1 'influence du champ perturbé- (secondaire) e s t  négligée. 

En domaine basse fréquence, la f ront ière  AB se localise souvent 

à l a  base de l ' ionosphère, WAESELYNCK { I I ) ,  PRIDMORE (91, ... Par conséquent, 

l e  domaine d'étude en mode TE sera plus grand du f a i t  de l a  présence de 

l'atmosphère d'où plus coûteux en traitement numérique. 

Dans l a  gamme de fréquences élevées, s i  les autres conditions 
aux limites restent valables, cel le  à l a  surface air-sol (Hy = cte)  cesse 

d'appliquer. 

Pour étendre notre application aux problèmes plus généraux, 
à fréquences élevées, i 1 e s t  indispensable d' introduire une condition aux 

limites à l a  f ront ière  AB, qui t i e n t  compte du phénomène de diffusion de 

l'onde en interface.  

A 1 ' i s sue  de cet te  nouvel l e  étude, avec l e  principe de dual i té ,  

l e  modèle numérique créé, s e r a i t  plus performant tant en mode TM q u  'en mode 

TE, 



CHAPITRE II 
----------- ----------- 

ETUDE DE LA REPONSE DE LA STRUCTURE A FREQUENCES ELEVEES 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Dans cette seconde partie, nous nous intéressons à la modélisation 
numérique des structures vérifiant les hypothèses ci tées au chapitre 1 . 

Nous considérons une zone hétérogène illuminée par une onde 

électromagnétique plane de fréquence élevée dans la gamme correspondante 
à celle de l'onde radioélectrique. La prise en compte du phénomène de 

diffusion de l'onde à l'interface nous oblige, sans doute, de porter 1 'effort 
sur une nouvel le recherche de condition aux limites. 

L'idée de réaliser un programme général nous est venue à la 

sui te des travaux de SCHMUCKER ( 27 f sur 1 'étude de condition aux 1 imites 
à 1 'interface pour le mode E de propagation ; cette condition s'exprime 

mathématiquement par une équation intégrale de convolution et s'applique 

avec succès [KEAVER {28}, WEIDELT {29} , ROKITYANSKY {30) . . .]en géophysique. 

Notre objectif est de posséder, à l'issue de cette étude, un 

outil de simulation du phénomène de pénétration du champ électromagnétique 

dans les systèmes : ouverture, blindage, ... en compatibilité électromagnétique 
et éventuellement, comme modèle de simulation d'une induction EM des lignes 
hyperfréquences : 1 i gne mi cro-ruban, gui de d'onde ouverte. 

Nous allons entamer l'étude en mode TM explicitement, celle en 
mode TE s'en déduit faci lement en se basant sur le principe de dualité. 

I I .  1. CONDI ?ION AUX LIMITES A L 'INTERFACE SUPERIEUiiE 

L'étude de la condition aux limites à l'interface air-sol 

s 'effectue analytiquement, c'est-à-dire dans 1 'espace continu des vari ables. 



II. 1 $1. Formu Zation : 

Dans 1 ' a i r  ( z  s 0 )  qui e s t  u n  demi m i  l i eu  homogène, l e  champ 

magnetique to ta l  H (x,z) v é r i f i e  l ' équat ion de Helmholtz : 
YT 

e t  H (x,z) s'exprime en fonction de sa transformée de Fourier 
YT par rapport à x 

avec - 

d'où 

I 

a ' ~  (z,z) Remplaçons 3% H~~ ( % 2) 
HYTi+, 4 

3 zt, ' zL 

par (3T), (32), (33) dans (30) : 



La solution de (34) a 1 a  forme (z  < 0 )  

avec A ,  B - fonctions de A 

Remplaçons maintenantg (A,z) dans (31 ) par (35) : 
YT 

Les champs électrSques E (x,z) , E (x,z) en fonction de H 

(x,z)  s 'écr ivent  donc : 
Xr Zr- yt 

Soit  encore : 



Comme i 1 n ' y  a  pas de charge 1  i b r e  dans 1 ' a i r  l e  champ é l e c t r i q u e  + 
v é r i f i e  l a  r e l a t i o n  su ivan te  : D i v  E = O 

. . 

S o i t  : - a ExT(%z)  + .- a EST (*,t) , O - ax a z  

S i  nous écr ivons  E (x,z),  E (x,z) en f o n c t i o n  de l e u r  
XT ZT 

t ransformée de Fou r ie r  : 

e t  comparons (39) à (37),  (40) à (38) on o b t i e n t  : 

Tout  champ t o t a l  peut  s 'expr imer  ccmme l a  somme d 'un  champ 

i n c i d e n t  e t  d ' un  champ r é f l é c h i  : 

Etr(x,z) = Ezi ( 2 , ~ )  + E z p ( X , ~ )  

S o i t  dans 1 'espace t ranformé de Fou r ie r  : 

, = Z i  ( A, 2) + cg%, ( A ,  z) (43) 

38zi (hiz) = %xii (A, 2) + Lzp CA, 2) (341 



En i d e n t t f i a n t  (43) à ( 4 1 ) ,  (44) à (42) on a  : 

uo A ( & )  e - uoz 
( n, 2 )  z 

(6, + j ~  te) 

Ains i ,  nous obtenons l a  r e l a t i o n  suivante,  r e l i a n t  l e s  

composantes r é f l é c h i e s  du champ é l e c t r i q u e  : 

Exprimons (45) d '  une aut re  façon, mu1 ti p l  ions (41 ) p a r j 2 z l  

e t  (42) par  & , fa isons  1  a  somme des deux r e l a t i o n s  obtenues : 

% G A  
(%t ( A , z )  '8,; CA+) - d O*, ( r l , ~ )  ((47) 

Dons la domaine r6e1 



appelée fonction "noyau". 

a: notation du proaui t de convolution. 

- Calcul de K(x) 

K(x)  peut s  ' é c r i r e  : 

Faisons l e  changement de variable A' = - A  dans l a  première 

intégrale de sorte que : 
+QD 

($UA= -e -JaitrL.r) Ah 

, % C A  S i h  Cas rL X )  

POSOW maintenant : 

d'où 

t 
a a/% ( P . % )  

sin (xt) d.t 

u(m)=  -F -km. cos (et) At 
't z-0 



D'après la formule (60) P.  25, WAIT (10) : 

o ù  

K ~ ( Y ~  1 x 1 )  fonction de Bessel modifiée d'ordre 1 

1 'expression (48) s 'écri t ,  expl ici tement, comme condition aux 1 irvi tes 

analytiques à 1 'interface supérieure : (z-O-) 

Apparemment 1 ' intégrale (50) sera i t  singulière s i  

car K I M o  11 ( -m 
1 -O 

II. 1.2 .  Etude _______________ de la  s inpZar i tL  _____-_ : 

posons : q ( ~ ,  1) : ~i9n  (9) ~ 1 (  YO 111) Ez' (E-1, O-) 

Réécrivons l ' intégrale dans (50) sous la forme suivante, avec6 

arbitrairement pais pet i t  : 



sur 1 ' axe réel 1 
-66 +- 

1 
Le dOveloppement en sér ie  de Taylor de E Y ( x  - 7  ) O - )  

au voisinage de x ,  lorsque 

Par conséquent : 
,O 

80 JO 
De 1 a même façon : 

1 

Donc : 



C ' e s t  pourquoi dans l e  domaine cont inu  de x, dans l ' e x p r e s s i o n  (50) ,  

l a  c o n t r i b u t i o n  de l a  s i n g u l a r i t é  e s t  n u l l e .  

L ' a p p l i c a t i o n  d i r e c t e  de (50) se révè le  impossib le ca r  (50) n ' e s t  

au t re  que 1  'équat ion i n t é g r a l e  de Fredholm où EX& ( X  - 7 , O - )  e t  E (x,o) sont  
ZT 

inconnues 

Pour passer aux études dans l e  domaine d i s c r e t ,  nous a l l o n s  

prendre une approximation de l a  forme de l a  f o n c t i o n  inconnue E 
x r '  

11.2. APPROXIMATIOfl DE CETTE CONDITION PAR DES ELEMENTS DISCRETS 

Le champ é l e c t r i q u e  E ( x )  s ' e s t  supposé constant  par  morceau 
x  r 

e t  à va leu r  au noeud, f i g u r e  25. 

ZONE REGUL 1 E RE Z O N E  PER T U R B E E  ZONE REGULIERE 
a t L 

A - - 

Figure  25 



c ' e s t - à - d i r e  E (x,o-) = E (xM,O-) s i  XE xi-( , xi 
r x  r C 1 

où xi-( , xi son t  l e s  p o i n t s  m i l i e u x  respect ivement  des pas (i - 1 ) e t  i s i  tués 

de p a r t  e t  d ' a u t r e  de XM de Ex,. 

La t ransformée de F o u r i e r  p a r  r a p p o r t  à x  s ' é c r i t  : 

OU encore : 
+w -d',rtAse 

err ( * , 0 - ~  z €xr 0.1 J' e c~lrr 

La r e l a t i o n  (47) dev ien t  : 

E t  dans l e  domaine r é e l  : 

CQO - j t "A" i -4  
~ , ( 4 ) 0 - ) - -  ~ ~ ; ( e p , o - ) + ~  ~ t , ~ c a , o - ) . f i i '  -a 

LI -a0 Ua / 
où xp : l ' a b s c i s s e  d ' u n  noeud quelconque 

Faisons l e  changement de v a r i a b l e  2itk t, l a  t ransformée 

de F o u r i e r  i nve rse  s  l é c r i  t : 



- -- 

D'après l a  formule (60) page 25 de WAIT {IO), l e s  deux i n t é g r a l e s  

ci-dessus sont  égales à ( ge J xi  - x ? I )  e t  (80 lai-4- Xpl )  
K, e s t  fonc t ion  de Bessel mod i f iée  d ' o r d r e  0. 

En résumé, l a  c o n d i t i o n  discrè' te aux l i m i t e s  s ' é c r i t ,  

xp é t a n t  1 'abscisse d 'un  noeud quelconque s i t u é  en i n t e r f a c e  ( f i g u r e  25) e t  

appartenant au segment AB : 

S i  1 'on remarque que : 

C K . ( Y ~ I X ~ - X ~ J )  Re ( YQ lxp -~;4l)l: r 0 l ~ i - ~ i - 4 l  fign (9-p) I ( i ( t l % p ~ )  

au sens de d i f férences f i n i e s ,  c e t t e  é g a l i t é  e s t  au tan t  p lus  v r a i e  que 

s 1 xi - x i  - ,L j < < 1 ; OU 'aperqoi  t que (51) e s t  en quelque so r te  

l ' équ i va lence  de (50)dans l e  domaine d i s c r e t .  

Exprimons (51 )  autrement en fonc t i on  de 

f 



La relation (52) e s t  la  condition aux limites que vérif ie  l e  

champ magnétique H à l a  f ront ière  supérieure. 
YT 

En t rès  basse fréquence, nous devons retrouver l a  condition 
ali H = constante à l a  surface supérieure, c 'est-à-dire -A= O . En e f f e t ,  

YT a x 
dans ce cas : ( folxp-zil) « ( 

on ci 
uo (le l xp- xd) !?. - 4 (ra I r p  -xs 1) 

3H < 1 en t r è s  basse fréquence. 
3 x 

Donc : 

Cette dernière sér ie  s'annule complétement s i  : 

a )  on choisi t  unmaillage régulier dans la  direction ox 
et 

b )  le  demi-milieu infér ieur  e s t  homogène ou s t r a t i f i é .  

Dans l e  cas où l e  demi-milieu e s t  hétérogène, nous avons calculé 

(53) ,  par exemple, pour la  configuration du demi-milieu de l a  figure 22 : 

l e  module de (xp,O-) e s t  de l ' o rd re  de 10-7 à 1om6 à l a  surface du sol 

( H  . y étant  fixé à ( 1  + j ) A / m ) .  
Y b  

Lorsque xpz x M  ; la contribution de l a  s ingular i té  e s t  nulle 

s i  l a  maillage es t  régulier dans la  direction ox. 



Conformément aux cri tères d '  équi val ences des deux rel ations 

(50) (domaine continu) e t  (51)  (domaine discret ) vérifiant l a  coad9tion aux 
limites en très basse fréquence e t  compte tenu de la dernière propriété 
énoncée nous allons choisir dans la suite u n  maillage régulier dans l a  

direction ox e t  u n  découpage te1 que $ a l x i  - 'i - IL  1 4 4  1 dans l ' a i r .  

LW 
En pratique, on sqplace la série -2 ( . . 0 )  de (52) 

L f  -03 

par une série f in ie  de termesZ(. .) symétrique par rapport à , point 
s-44 -4.4-* 9 +M 

d'observation. N étant choisi de tel le  manière que la somme (4 ;*)+.Z i* - c )  
b: -&a L: ~ + 4  

soi t  négligeable. Numériquement, ceci se traduit par l 'étude de convergence 
de la solutton globale en fonction de l'extension hcrizontale de l a  zone 
perturbée AB. . 

Notre modèle fSnal se résume comme indique l a  figure suivante : 



e t  mathématiquement ce1 a se t radui t  par des rd  ations suivantes : 

~ : [ ~ ( ~ , * ) + j ~ t ~ s ~ , ~ > l ' ~  et 4:  j ~ p c ~ , ~ )  . 
h, l ' épaisseur  de la première couche d ' a i r ,  e l l e  e s t  fa ib le .  

Tous les n~euds du domaine d'études sent des noeuds inconnus. 

Comme méthode de résolution de (54)  nous adoptons la méthode 

combinée variationnel l e  - différences f in ies  partout dans l e  domaine sauf 

sur AB, où nous avons "imposée" l a  condition (54.2)  de "fermeture" d u  domaine 

qui exprime que l'atmosphère qui surmonte l e  milieu considéré e s t  homogène. 

En e f f e t ,  l a  relation (54.2)  s ' e s t  é tabl ie  à par t i r  de l 'équation de Helmholtz 

en domai ne de Fourier que vQi f i e  H dans 1 ' ai r .  E n  conséquence, sur I\B, 1 a 
J'r 

discrét isat ion directe  de (54 .2 )  en différences f inies  e s t  tout à f a i t  
correcte. Nous avons inspiré ce t te  méthode à par t i r  de ce l l e  développée 
par THOMAS (311. 



t Exemple d'approximatloaen différences f i  nie? de (Sa.î)(fiqure 26) 

Afin d'avoir une forme simple de l a  matrice { A )  à générer, 
nous fixons u n  nombre pair de noeuds, selon ox,  symétriques par rapport 
à 1 'origine.  

- Approximati on des déri vées : 

Selon x : 

Selon z : 
a u  czi) = z[ ugT (zid4~ HyT (zi j  4 
a t k;t 1 - Les dérivées du champ magnétique incident sont données 

anal ytiqiiernent. 1 e cham0 magnéti que i nci dent dans 1 ' a i r  s ' écri  t t 101 : 

d ' o ù  

+rems e -xl,stjCBp 
'3 HY; - .. - jrg Sin 8 Ho e e 

r ] r : = p  I : A% 



- l e  champ magnétique total  à l ' ex tér ieur  de l a  zone perturbée 
se  calcule analytiquement (10) (voir l'annexe A.2)  . 

a2 
R e s t  l e  coefficient de réflexion dont 1 'expression e s t  bien 

connue (annexe A.2) 

- On peut montrer (annexe A .  4)  q u  ' avec 1 ' approximation du premier 
J ordre de - ( (  . ) ,  l e  champ magnétique total  d ' u n  noeud s i t u é  sur AB, s'exorime 
a, - 

en fonction du champ magnétique total  des autres noeuds s i  tués sur AB e t  A'B' . 

II. 3.1. Form rnakricie 2 Ze : 

Le système matriciel global s ' é c r i t  : 

{ A )  {Hl = {BI 
où 
{ A )  matrice carrée, en général, de dimension N, où N = (NX + 1) (NZ + 1) ; 

NX, NZ sont respectivement nombre de blocs verticaux, nombre de couches 

horizontales. Pour 1 'exemple de la  figure 26,  e l l e  e s t  représentée par (55) 

dans laquelle : 

Elle se décompose sous l a  forme : 





Figure 27 

Dans ce système matriciel ,  les ( N X t  1) premières équations 
traduisent la condition aux limites (54.2) e t  les  (NX + 1) .  NZ restantes 
demeurent identiques à celles obtenues en modèle 3 ,  (chapitre 1).  

Remarquons que la  numérotation s 'effectue horizontalement, 
e l l e  permet ainsi de regrouper les inconnues qui correspondent à des noeuds 
placésen surface, de cet te  façon on f a c i l i t e  la  résolution d u  système par 
une méthode de décomposi tion connue L5 1 . Ce genre d'arrangement e s t  bien 
connu en éléments f i n i s  (méthode frontale) DUFF C32) 

(Hl : vecteur colonne des inconnues, de dimension N 2 

{BI : vecteur colonne, second membre, comporte N' composantes dont (NX + 1) 

premières non nul les.  

Avec 1 ' exemple de 1 a f i  gure 26 

où les bi sont donnés en annexe 4.  



II. 3.2. Méthode de rés0 lution : 

On é c r i t  explici tement l e  systeme matriciel scus l a  forme : 

c'est-à-dire : 

A H t A 2 H 2 = B 1  1 1  

B 2  : vecteur identiquement nul 

Nous constatons que la  soustraction de A 4  par A j  A2 ne 

modifie que l a  sous matrice A'41 (appelée sous matrice active dans l a  méthode 

frontale)  de A4. Par a i l leurs  l a  matrice obtenue après cet te  opération reste  

bande e t  à diagonale dominante. 

Donc la  méthode de résolution consiste à appliquer la  procédure 

précédemment c i tée ,  en (1.4.2) au système (57) .  Ensuite, on passera au calcul 

du champ magnétique total  sur en résol vant (56).  

I c i ,  i l  faut réserver en mémoire centrale u n  tableau carré de 

dimension ( N X  + 2 ) ,  car l a  matrice {A41} n ' e s t  plus symétrique) 4 9 ~ 6 s  (57). 

Enfin, l e  modèle mathématique du mode TE s e  rég i t  par les  relations 

suivantes ,en sejbasant:sur le .  principe de aual i t é .  



sur G (5&4) 

Y f  = admittance de surface à l a  f ront ière  5, calculée par les formules 
trouvées en annexe A.2. 

Nous réalisons un seul programme informatique, pour les deux 
modes TM e t  T E ,  avec : 

W,, (%,TI 

E* (qz) 

Etr Cap) 



Son traitement s ' e f fec tue  sur 1 'IRIS 80 du CITI, en complexe 

double préci sion, af in  de mi nihi ser  les erreurs arrondies. 

1 . 4 .  EXEMPLE SIMPLE D 'APPLICATION 

Par l'exemple simple d'un f i lon conducteur enterré dans u n  sous- 

sol homogène, nous allons t e s t e r ,  en basse fréquence, les deux de propagation 

TM e t  T E .  

1) Mode TM : 

La configuration tes tée ,  représentée par l a  figure 22 du chapitre 1 

l e  modèle numérique se  compose de 37 Mailles régulières selon ox de largeur 
168 m ,  de 15 mailles selon oz d'épaisseurs 0.5, 0.5, 19.5, 3 C ,  50, 75, 100, 

125, 150, 200, 250, 350, 500, 750, 100 donc au total  555 mai 1 les .  

Nous avons obtenu les mêmes courbes que celles du modèle 3. 

2 )  Mode TE 

Pour ce mode, u n  exemple de STODT (201 s 'exécute en éléments f i n i s ,  

figure 28, avec un  contraste de 
- --- - 

A - - - - - -  
T 

----- 1 AIR 
l ;O 

1" I 
1 X 

0 T 4-4 / y  s- / y - /  

10 SOL 
10 / 4 A )  

i 5 O-t4 

-1 

I 1000-fl 

i 
i - a - -  

D C---- 1 C 

Figure 28 



r é s i s t i v i t é  20, l a  fréquence du signal étant fixée à 1 h z .  11 supposa que 

se  s i tue  suffisamment loin dans l ' a i r ,  de t e l l e  manière sue. sur cet te  f ront iè re  
H s o i t  constant ; autrement d i t  l e  champ E to ta l  y vér i f ie  ; a  condition 

X, 
I 3 de Neumann non homogène - = GO-  

YT 

3.1; 

Sur les autres front ières ,  l e  champ électrique total  E vér i f i e  

les conditions aux limites de type Dirichlet. 
YT 

Quant à notre modèle simulé, i l  e s t  représenté par l a  figure 20, 

i l  se compose de 944 mailles ; discrét isé  en 59 mailles régulières de largeur 

333 m selon ox e t  16 mail les d'épaisseur 0.5, 250, 250, 500, 500, 500, 500, 

500, 500, 750, 750, 1000, 1250, 1500, 1750, 2000 m selon oz. 

Figure 29 

Eyano ' - 
'Y tab 

Les figures30 , 31, 32 représentent 
H 
'an0 

H 
X t â b  

¶ 





(Arg Ey - Ar9 E ) ,  (Arg H x  - P r g  H, ) e t  la  résis-  
ano Y tab ano tab 

t iv i  t é  apparente Pa en fonction de x à 1 ' interface air-sol où les indices 
ano e t  tab correspondant respectivement à l a  présence d'anomalie e t  à son 

absence. 
Les courbes continues sont données par STODT (éléments f i n i s ) ,  

celles obtenues en différences f in ies  sont tracées en discontinu. I l  y a 

une seule légère différence des deux courbes (Arg H 
xano - Arg H X t a b )  de 

1 'ordre 1 degré dans la  zone s i tuëe à l a  verticale d'anomalie, cet te  

différence est  t o u t à  f a i t  négligeable. On constate que l a  variation spat ia le  

du champ secondaire en E, s 'avère aussi importante que ce l le  de H x  dans une 
J 

zone étendue de a 2  de part e t  d 'autre  des bords d'anomalie ( a 2  profondeur 

de pénétration de l 'onde dans l e  mi 1 ieu encaissant, e l  l e  vaut, i c i ,  5000 m )  

en fonction de x ,  f igure 33. Ce rapport s 'appel le  "tipper",  indicateur de 

sensibi 1 i t é  en conductivité qui permet, en pratique, de sélectionner la  zone 

de sondage en magnétotellerie. Loin d'anomalie, à une distance > a 2 ,  ce t ipper 

tend t r è s  vite vers zéro. 

L'étude de convergence s 'effectue avec i e  modèle numérique de 

464 mailles (29 mailles régulières selon ox de largeur 1000 m e t  en oz on 

conserve l e  même maillage que précédemment). Les courbes obtenues sont 

identiques à ce1 les  déjà tracées.  

Par a i l l eu r s ,  sur  des exemples simples, nous avons aussi vér i f ié  
1 a va l id i t é  du principe de dual i té  entre les deux modes TM e t  TE en interver- 
t i s sant  l e  rôle de k e t  4 .  Nous abordons, au troisième chapitre,  les princi- 

pales appl i cations d '  i  ntérêt  général du modèle créé. 



CHAPITRE I I I  
------------ ------------ 

APPLICATIONS 
- - - - - -  

Les méthodes numériques ne trouvent leur sanction que dans 
1 ' e f f i cac i t é  e t  l a  qualité qu 'e l les  démontrent lors  de leur u t i l i sa t ion .  

La f i n a l i t é  de notre travai 1 a é t é  conçue en fonction 

d ' e l l e s .  Donc, i l  é t a i t  essentiel  de vér i f ie r  concrètement sur  des applj- 

cations en géophysique (modEles en basse fréquence) e t  en compatibilité 

électromagnétique (modèles en haute fréquence). 

III . l .  MODELES SIMULES EN BASSE FREQUENCE 

Notre modèle basse fréquence se r t  notamment aux simulations de 

sondage magnétotellurique. 
Voici, l'exemple d'une f a i l l e  dont l a  structure géologique e s t  

formée par deux couches adjacentes de résis t ivi  tés respectivement 10 nM e t  
7 90 nM e t  de même épaisseur 1000 m ,  basant sur u n  socle t r è s  résis tant  10 n.m 

( f igure 34). 

Cette f a i l l e  e s t  illuminée par une onde électromagnétique 

plane en mode TM, d o n t  l a  fréquence du signal e s t  20 hz  ; l e  champ magnetique 

incident vaut (1 t j )  A/m Comme ul ,?>> w a 2 1  'onde transmise dans l e  sol e s t  
presque indépendante de l ' angle  incident de l'onde plane. 

Le modèle simulé e s t  délimité par l a  zone ( A B C D )  E n  vue de 
comparer notre modèleà ceux rgsolus analytiquement par D'ERREVILLE C331 e t  

par les  éléments f in i s  SILVESTER C171, nous traçons l e  module e t  l a  phase de 

r&la surface du so l ,  sur les figures 35 e t  36 . 

La converge des t rois  méthodes e s t  p r f a i  t e  e t  montre que, su r  

l e  compartiment condcictcur, 1 'anomal i e  e s t  la  plus f c r t e  e t  -i f a i t  s e n t i r  à 

une distance relativement grande de l a  f a i l l e .  



Figure 36 

1 Solution analy tique d Ercevi lie et Kunetz ( (3,: ) 

+ + 4 Solution numerique (Elements f i n i s )  d e  Silvesfer (P3zco) 

o O Solution numerique ( Differencer finies ) de Nguyen (&.107n%) 



Passons ensuite à l a  simulation en mode TE de l a  réponse d ' u n  

f i lon conducteur dont l e  pendage e s t  de 60' e t  la conductivité 5.10-~mho/m, i l  

e s t  enterré  dans un sol de conductivité mho/m avec l a  distance t ê t e  

d'anomalie - interface air-sol de 10 m ; l a  fréquence du signa1 e t  l e  champ 

électrique incident se  sont fixés respectivement i3 9000 hz e t  (1 + j )  V / m  

(f igure 37). 

A t i t r e  de comparaison, nous simulons en paral lè le  la  réponse 

d'une plaque inclinée, (tracée en pointi 1 l é  sur la  figure 37) de 1480 m 
d'extension selon oy e t  de mêmes caractéristiques que l e  f i lon  simulé à une 

excitation par un dipôle magnétique vertical  (DMV) local isé  sur l e  profil 

symétrique e t  placé respectivement à 600 m e t  1200 m de l 'o r ig ine .  Ce pro- 

gramme tridimensionnel (3D) a é t é  élaboré par N G U Y E N  {34)35). 

Sur l a  figure 38, l e  t aux d'anomalie en conductance (ij) de chaque 

modèle e s t  tracé en fonction de l 'abscisse x.  11 y a une différence de 1 % entre 

les deux modèles dans l a  zone s i  tuée au-dessus de 1 'anomalie. Par a i l l eu r s ,  

l e  C e s t  maximum à l a  ver t icale  du coeur d'anomalie e t  fa i sant  sen t i r  plus 

loin en surface du côté de la  t ê t e  de l 'hétérogénéité.  

Dans l e  troisième exemple, nous simulons l a  réponse en mode TM 

d ' u n  f i lon  conducteur de conductivité 10-1 mho/m incliné de 56' par rapport à 

1 ' horizontale, enterré dans u n  sol deconductivi t 6 s l 0 - ~  mho/m, recouvert 

superfi ci e l  1 ement par une couche de conducti vi t é  1 0 - ~  rnho/rn d 'épaisseur 17.5 m 
(figure 39). 

Les différences en module e t  en phase de l'impédance à l a  surface 

d u  s o l ,  se sont représentées sur les figures40 , 41 . Sur la  figure 42, nous 

représentons 1 a vari a t i  on du taux d ' anomal i e  en champ él ectrique en fonction 

de l ' absc isse  x .  

A cause du contrzste de r é s i s t iv i t é  t rès  éievé entre l e  fi lon 

e t  l e  milieu avoisinant, l ' e f f e t  de bord s ' e s t  bien manifesté tant  en mesures 

expérimentales relevées des travaux de CHAO.C.KU {%qu'en valeurs simuléesa 

Notre dernière application s ' e s t  portée sur 1 'étude de 1 a réponse d'un bàssin 
géothermal illuminé par une onde électromagnétique plane en mode TM e t  T E .  

Ce bassin géologique se  forme de sediments séparés par une f a i l l e .  Le réservoir 
d'eau chauae se schématise par une portion de r é s i s t f  v i t é  1 cm e t  lûcalisé 

l e  long de l a  f a i l l e  (figure 43) .  



COMPARAISON ENTRE LE MODELE 3 0 C D M V )  ET LE MODELE 2 D  ( M T -  T E )  

C 
Figure 37 
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I 9 

c m  

F igure 38 

- DMV (x,= 600 m )  

x K x DMV ( ~ ~ 1 2 0 0 n )  
B.G.,; Buck ground 
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E n  mode TM nous avons représenté sur les  figures 44 e t  45, 
l 'évolution du champ électrique E x  e t  son taux d'anomalie en surface en 
fonction de x. La fréquence e t  l'amplitude du champ magnétique incident 
se sont fixés respectivement à 10 hz e t  (1 + j ) A / m .  

Aussi avons nous tracé les  mêmes courbes simulées par l e  
modèle 3 d u  chapitre 1 (CAUTERMAN e t  Collaborateurs {37)) e t  par l e  modèle 1 ,  

en éléments f in i s  (BENANI 8 )  à t i t r e  de comparaison ; l a  convergence a é t é  
parfai te  en champ électrique ( E x  [ c a l .  

Nous notons évidemment l ' influence de l a  f a i l l e  séparant deux 
compartiments, l e  saut du champ électrique e s t  dans u n  rapport 5 au voisinage 
de l a  f a i l l e ,  qui n 'es t  autre.que le  rapport des r é s i s t i v i t j s .  

En outre,  nous constatons que l'anomalie n 'a pas d' influence 
sur ce t te  variation, étant donnée qu 'e l le  e s t  masquée par les terrains  de 
6Q nm e t  300 nm. 

Pour l e  taux d'anomalie en champdectrique, à cause du masquage, 

i l  n ' e s t  pas symétrique par rapport au centre du réservoir, ce taux tend 
t rès  v i te  vers O dans la  région la  plus conductrice. 

En mode TE, nous représentons respectivement sur  les figures 
46, 47, 48, l e  module, la  phase du champ électrique Ey à l ' i n t e r f ace  air-sa1 

en présence e t  en l'absence du réservoir d'eau chaude, l e  taux d'anomalie 
de Ey . Le champ électrique incident e t  sa fréquence sont fixés à (1 + j)V/m, 
10 hm. Par rapport à la réponse en mode TM, l e  réservoir a une influence 
nette sur l a  variation du champélectromagnétique total ;  l ' e f f e t  de ses bords 

s ' e s t  bien observé, ainsi l e  taux d'anomalie de Ey e s t  important. 

Nous représentons ensuite sur les figures 4 9 , 5 0 ,  51 l a  variation d~ 

module, de l a  phase de la  conductance (Hx/Ey) ainsi que son taux d'anomalie 

à l ' i n t e r f ace  air-sol .  Les deux pics consécutifs rekvés de la  figure 9 ,  

permettentd'affirmer l a  présence à l a  fo is  du réservoir e t  de l a  f a i l l e .  

La variation du "tipper" ( H Z  / H x  ) a é té  représentée sur 

1 a figure 52. L'augmentation de 20 % aux abords du réservoir nous donne 
1 'information supplémentaire sur son étendue. 

En conclusion, en conjuguant les  deux réponses du bassin 
illuminé par l'onde en mode TM e t  T E ,  nous pouvons é t ab l i r  une vue générale 
de l a  car te  du  sous-sol. 



MODE T E  
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III. 2. MODELES SIMULES EN HAUTE FREQUENCE 

Nous étudions l 'é tude du phénomène de réflexion e t  de 

transmission d'une onde électromagnétique plane à travers une lame conduc- 

t r i  ce ou di électrique. 

Dans l e  premier exemple, figure 53, 1 'onde incidente e s t  nor- 

male à une lame diélectrique d'épaisseur 55 cm de permitt ivité relat ive 10. 
- -- - 

Figure 53 

Nous rappelons ci-dessous les expressions du coef f ic ien t  

de réflexion : 

* Mode TE : - Er(0) 
R~ E 

- -  
Ei  ( O )  

de même l e  coefficient de transmission s ' é c r i t  : 



s Mode TM : 

où Z estl!mpédance intrinsiique du milieu i ,  e t  vaut : > 

* Mode TE : 

Le maillage étant  choisi en fonction de la fréquence de l 'onde 
incidente. Pour une mai 1 l e  quel conque, sa 1 argeur 1, devrait s a t i s f a i r e  

<< 1 o ù  y. e s t  l a  constante de propagation de 1 'onde dans 1 ' a i r .  

Nous avons représenté sur les figures 54, 55, 56, 57 respectivement 
les évolutions desmodules e t  phases des coefficients deréf lex ion  e t  de 

transmission en fonction de 1 a fréquence variable de 10 kHz à 1 Ghz. 

Aux fréquences suffisamment basses t e l l e s  que x p  << d ,  A 
C P étant l a  longueur d'onde dans l a p r o i  ( x p  = ; c vitesse de 1 a 1 u m i  ère) , 

1 ' onde e s t  total  ement transmise. G# 
Lorsque 1 a fréquence e s t  aux environs de 172 MHz (Ap# d )  l e  

phénomène d'ondes stationnaires commence à apparaitre dans l 'épaisseur,  

on enregistre des variations rapides des coefficients de réflexion e t  de 
transmission. 

Dans l a  gamme de fréquences de 172 MHz à 1 GHz, ce t te  variation 
osc i l la to i re  e s t  de plus en plus accentuée surtout cel le  de l a  phase. 







D'après NADER (381, s i  l a  fréquence e s t  t e l l e  que 

cl * +- - : ]TI e s t  maximum e t  ( R I  minimum où k e s t  en t ie r  pos i t i f .  
- %& 

* X~ : : ITI e s t  minimumet IRI maximum. 

(pw 
11 y a une légère différence entre l a  phase de T du modèle 

analytique e t  ce l le  du modèle numérique. 

Abordons l a  même étude pour une lame conductrice d'épaisseur 
20 cm, de conductivité mholm e t  de permitt ivité relat ive 10. L'onde 
incidente e s t  quelconque, de fréquence q u i  varie de 10 kHz à 2 0 0  MHz (f igure 
58). 

Figure 58 

Les modules des coefficients de réflexion e t  de transmission 
sont représentés sur les  figures 59,60 , 6 1 ,  62 pour les deux modes TM e t  TE 

de propagation de l 'onde. 
Sous l a  polarisation TM, aux fréquences basses, la  transmission 

croTt lorsque l ' incidence s ' écar te  de la  normale accompagnée d'une réflexion 
déc r~ i s san te .  

Par contre, sous l a  polarisation T E ,  c ' e s t  1 ' inverse qui 9 
produit aux fréquences basses. Aux fréquences élevées, T e t  R retrouvent 
leur comportement du type diélectrique. 
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Au cours de ce chapitre, nous avons montré par des applications 
concrètes que le dernier modèle numérique avait une large utilité en simulation 
de la réponse d'une structure bidimensionnelle, illuminée par une onde électro- 
magnétique plane, de polarisation TM etTE, dont la fréquence peut varier aussi 
dans la gamme très basse que dans la gamme d'onde radioélectrique. 



CONCLUSION 

- - - -  

L ' é l a b o r a t i o n  du modèle numérique s imu lant  l a  réponse d 'un 

demi -mi 1  i eu hétérogène "bidimensionnel " i 11 umi né par  une onde électromagnétique 

plane, basse fréquence en mode TM, a  é t é  en t rep r i se  au premier chap i t re ,  nous 

y  avons développé ce modèle su i van t  l a  méthode d i s c r è t e  aux f ron t i è res  l i m i t e s ,  

en 1  'occurence, ce1 l e  de d i f f é rences  f i n i e s  associée au c a l c u l  va r i a t i onne l .  Il 

e s t  poss ib le  à 1  ' i ssue de c e t t e  étude, de modél iser un environnement géologique 

complexe souvent rencontré en e x p l o r a t i o n  géophysique m in iè re  de type é l e c t r i q u e  

ou électromagnétique. 

Dans l e  second chap i t re ,  1  a  mise au p o i n t  & 1  a  cond i t i on  aux 1  i m i  tes  

du type p r o d u i t  de convo lu t ion  à 1  ' i n t e r f a c e  supérieure a  permis d 'étendre l a  

v a l i d i t é  du modèle dans l a  gamme de fréquences élevées pour l e s  deux modes de 

propagat ion TM e t  TE, én accord avec l e  p r i n c i p e  de d u a l i t é .  

Avec l e  modèle général obtenu, nous avons montré ensu i te  q u ' i l  
e s t  capable de s imuler  des phénomènes in té ressants  de radiopropagat ion en 

géophysique, en compati b i  1  i t é  électromagnétique. 

Ce t r a v a i l  ne cons t i t ue  qu'une première étape, nous pensons que 

l o r s  d 'une étude u l t é r i e u r e  i 1 e s t  p ~ s i b l e  d 'app l iquer  1  a  cond i t i on  aux 1  i m i t e s  

du type p r o d u i t  de convo lu t ion  aux autres f r o n t i è r e s ,  notamment sur ce1 l e  s i  tuée 

au fond du domaine d i s c r é t i s é  e t  de généra l i ser  ensu i te  l ' i n t r o d u c t i o n  d'une 

e x c i t a t i o n  du type l i g n e  " l ine-source"  de courant maqnétique ou é l e c t r i q u e  

de longueur i n f i n i e  e t  par  l a  s u i t e  à une s-tructure t r i d imens ionne l l e .  En 

para1 l è l e ,  l e  développement du modèle par  l a  méthode des éléments f i n i s  s  'avère 

i n t é r e s s a n t  en mat ière de comparaison. 

Nous souhaitons que ce t r a v a i l  rende l e s  p lus  grands serv ices 

à t o u t  s p é c i a l i s t e  qu i  s ' i n t é r e s s e  aux méthodes de s imu la t i on  de phénomène 

r a d i  opropagat i  on. 
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CALCUL DE LA FONCTIONNELLE DU CHAMP MAGNETIQUE ....................................... 

Le champ magnétique total  vér if ie  1  'équation : 

a a - - c b ] n , = f  S U ~ G )  
[ a i  

a En posant L = - (k  2) + a ( k  - 4 a$ ax az a l  

L'équation ( A l .  1) s ' é c r i t  : 

Nous rappelons d '  abord, certaines défi ni tions : 

- l e  produit intér ieur  s  lécri t d'après PR ID MORE{^ 



- L'opérateur L t  e s t  auto-adjoint (ou symétrique) au sens de (A1.3)si : 

- L'opérateur Lt e s t  défini-posit if  s ' i l  vér i f ie  : 

( A l .  5) 

Nous démontrons par l a  su i te  que l a  fonctionnelle du champ magnétique 

a l a  forme suivante : 

11 nous reste  à modi f i e r  iA4.l) en une forme appropri ée 

E n  d iscrét isant  (0)  en u n  nombre f i n i  d'éléments discrets ( a j )  où  

5 j '  E j ,  ~j sont supposés constants e t  l e  champ magnétique étant continu à 

1 ' in terface des éléments. 



L 'opé ra teu r  L j  e s t  ce r t es  a u t o - a d j o i n t  mais non d é f i n i  p o s i t i f ,  
p a r  consgquent, i  1  ne S a t i s f a i t  pas. l e s  hypothèses du théorème de minimum 

(RAVIART (6)). 

La ç - o l u t i o n ,  de 1  ' équa t i on  (A l . l ) n e  peu t  ê t r e  dédu i te  de l a  m in im isa t i on  

de F(Hy), (A1.6). 

Cependant, on peu t  montrer  que l a  v a l e u r  s t a t i o n n a i r e  de F(y) , correspon- 

d r a  à l a  s o l u t i o n  de (A1.6). 

En e f f e t ,  s i  Hyo e s t  une s o l u t i o n  e l l e  v é r i f i e  donc : 

L j  Hyo = O 

on forme l a  q u a n t i t é  su i van te  : 

où s e s t  un nombre r é e l  a r b i t r a i r e  

rJ 
H e s t  une v a l e u r  a r b i  t r a i r e  de Hy 
Y  

L .  é t a n t  au to -ad jo i n t ,  d ' o ù  : 
J 



E n  différent iant  par rapport à E: : 

( A l .  7 )  

L'expression (~1.7)~ 'annule au point s ta t ionnaire ,  correspondant à Ç = O 3  

c'est-à-dire : 

cJ 
H étant  a rb i t r a i r e ,  d'où L .  H = O .  Autrement d i t  l e  point stationnaire 

Y J Y 0  
e s t  l a  solution de (A1.6) . 

Le passage d'une proposition variationnel l e  à 1 ' équation différentiel  l e  
équivalente e s t  relativement simple comme nous l'avons montré +c i .  Par contre, 

l e  processus inverse s e r a i t  compliqué e t  de toute façon r e s t r i c t i f  quelle que 

so i t  sa çénérali té,  pour la  simple raison que, fréquemment, on ne peut pas 
é t ab l i r  de principe vari ationnel (ZIENKIEWICZ C7) ) .  



A N N E X E  2 

CALCUL DU CHDP ELECTROMAGNETIQUE DANS UN MILIEU STRATIFIE 
________C-_-_______--------------------------------- 

1 - MODE TM 

Le champ électrique e s t  dans l e  plan incident cxz, nous représentons 
l e  demi milieu inférieur s t r a t i f i é  par la  figure suivante : 

i l  se compose de M couches, de propriétés électromagnétiques a m ,  u,,,. 

Le champ magnétique ne posssde qu'une composante H Y . 



Dans la  couche m, i l  e s t  solution de : 

'm = j om u,.+ - rmpm 0' avec Re(yrn) > O e t  l a  solution générale : 

A e s t  complexe arb i t ra i re .  

I l  s u f f i t  de déterminer a,, b, à par t i r  des condftions d e  continuité 
des champs Ex e t  Hy aux interfaces des couches. 

Le champ magnétique i nci dent s ' écri t : 

E n  l ' i d e n t i f i a n t  à (A2 .2 ) ,  on a : 

i x  = y. sine 

uoz - Y, s in= 
bo e , 1 'expression de 1 'onde réfléchie avec un angle 

de réflexion e .  

On déduit l e  champ électrique dans une couche m par : 



I Déterminat ion de am, bm : 
....................... 

Les cond i t ions  de c o n t i n u i t é s  se t radu i sen t  par  : 

OU encore en z  = zm-1 

Seule l ' o n d e  so r tan te  e s t  admise en dern iè re  couche, bM = O 

On é c r i t  de l a  même façon (A2.6) pour M - 1  couches, ce qui  donne 2(M-1) 

équat ions l i n é a i r e s  de 2(M-1) inconnues a,, b, résolues en fonc t ions  de a,. 
. . 

En dern iè re  couche 

blvl = O 

- - X o  S l a 1 3 X  
d 'où  HMy = aM e  . e 

L'impédance de sur face à l a  cote  z ~ - ~  : 



D'après (A2.6) e l  l e  vau t  : 5 = 
U~ 

= KF' 
bM + j u C M )  

- à l a  cô te  ZM-7 : 

- KM + tanh UN-1 hM-1 
z~-l - K ~ - l  

+ K tanh uMml hMm1 K~-l M 

- à l a  cô te  ZM-3 

- à l a  cô te  z ~ - ~  

m+i t Km t anh  um hm 
Zm = Km 

Km i Z,,l tanh  u, hm 

- - - - _ - - - - - - - - _ - - - - - - - - - - - - -  
- à l a  cô te  z, 

Z3 t K2 tanh  u2 h2 
Z, = K, 

L L K2 i Z3 tanh u2 h2 

- à l a  cô te  z, 

Z2 t K1 tanh  u h 
Z1 = K1 4 1 

KI + Z2 tanh  U i  hl 



Appliquant (A2.6) on a : 

Les autres coefficients a,, bm se déduisent de aM,b,,,,par les deux 
formules de récurrence : 

Le problème t r a i t é  ci-dessus e s t  analogue à l a  configuration d'une 
ligne de transmission, ligne présentée par : 



où Em,, Hmy , u,, Km correspondent respectivement aux : potent iel ,  
courant, constante de propagation e t  impédance caractéristique à l a  

jonction z = z,. 

2 - MODE TE 

Cette fo i s ,  l e  cnamp électrique e s t  perpendiculaire au plan incident oxz 

i l  ne possède qu'une composante Emy vérif iant  : 

dont la  solution générale dans une couche m : 

- - - 

où y,, u , A ont les  mêmes significations indiquées ac paragraphe 1. m 



Les condi t i  ons de conti nui tés sont : 

De la  même façon que précédemment : 

'm+l  + N, tanh u, h m  
Y = N  m m N, + Y m+l tanh umhm 

Alors à,, bm se calculent par deux formules de récurrence de 

mémes formes (A2.7)  e t  (A2.8) dans lesquel les on remplace Km par Nm.  

Le champ magnétique a deux composantes : 

I l  y a une parfai te  dualité entre deux modes de propagation 



Mode TM 

am + jwvm 

Mode TE 

juvm 

Un seul programme numérique, par conséquent, sera suff isant  pour 

l e  calcul du  champ électromagnétique. Lorsque l e  norbre de couches M 

devient important, l e  traitement numérique en double précision complexe 

e s t  indispensable afin de minimiser l ' e r r eu r  arrondie dans l e  calcul par 

récurrence de am, bm. 



A N N E X E  3 

a a a a 
ORDRE D'APPROXIMATION DE L 'OPERATEUR - ( k  - ) + - ( k  - ) - 4 

a x a x a z a z 

A L'INTERIEUR D'UN DOMAINE HOMOGENE 
- P - - - - O - - - - - - - - - - - P - - - - - - - - - - - - - - -  

D' abord nous avcns besoin de montrer 1 'approximation 

suivante : 
de --+ 

'3%& 

qui e s t  donnée par E .  D U R A N D ,  formule(l45) (Electrostatique - Tome 2 ,  

problèmes généraux des conducteurs - Ed. MASSON 1966) e s t  d 'ordre C ( h )  

où h = Max (hE, h W )  

En e f f e t  : 4 HjE C ( R )  ; développons H ( x  + h E )  e t  
Y p 

F, ( x  - hW) en se r i e  de Taylor. Y P 



La somme de (A.3.2) e t  (A.3.3) : 

D ' i c i ,  on v o i t  que, t enan t  compte de (A.3 .4 . )  ; l ' a p p r o x i m a t i o n  

de (A.3.1) e s t  d ' o r d r e  G(h) où h = max (hE, hW) .  

En généra l ,  su r  t o u t  1 'axe ox, pour un p o i n t  P quelconque, 

l ' a p p r o x i m a t i o n  e s t  d ' o r d r e  O(h) où h = max ( h j ) .  

j 



Revenons à l ' a p p r o x i m a t i o n  de 

s u r  un domaine homogène, e l l e  s ' é c r i t  d 'après l a  formule (19)  du paragraphe 

(1.3.4) : 

1 Div isons  (A.3.5) p a r  - ( h N  + h S )  ( h E  + hW),  on a  : 
A 

( ~ 8 )  n'est a u t r e  que I ' approx imat ion  d i r e c t e  de 1  'équa t ion  

ab [(al a xC +=) 8.1 Hf = 0 

pa r  des formules de t ype  (A,3.1). 



L'équivalence des deux méthodes d'approximation, 1 'une directe, 

1 ' autre par le  processus vari ationnel - différences f i  nies e s t  évidente. 

E n  concl usion, en demi mi 1 ieu homogène, 1 'approximation (19) 

du paragraphe (1.3.4) sur l e  réseau à 1 ' intérieur de(0)est d'ordre O ( h k )  

où h k  = max ( h x i )  O U  h k  = max ( h z j )  selon la  direction x ou z. 
i j 



A N N E X E  4 

DEVELOPPEMENT DE LA CONDITION AUX LIMITES DE CONVOLUTION .............................................. 

Nous développons (54 .2)  du chapitre I I  pour quelques noeuds de 

1 a configuration ci -dessous : 

Xp' : 
a H$,, (PI) - 3 HY; C P ~  - - -  a~ a =  

en différences f inies  : 



D'où : 

- ~ H ~ ( P G )  auyl l ~ s )  (S - az i ]  + +,[( -oz 
"YT (5, 

D 'où 



- n o t a t i o n  
Ka ( s . S Y ~ R ~ )  - Ko (J .SLRS) 

- K* ( ~ . s r ~ A ~ ) -  k-(6i5toRd &- 
a W ~ ~ ( f 6 )  : ~drive& par rappor t<  x de WyT cw norudi .  5è 

De l a  même façon,  l e s  éléments non n u l s  du second membre 

s ' é c r i v e n t  : 




