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1 - INTRODUCTION 
Le but premier de cette étude est de mieux connaftre le comportement des 

buses métalliques enterrées. Ces structures souples sont des ouvrages préfabri- 
qués en acier, dont la principale application en génie civil est de créer des 
réservations cylindriques dans le sol. 

En service, leur mode de fonctionnnement résulte de l'association de deux 
milieux. 

- les terres environnantes : fonction, remblais latéraux, couvertures. 
- le coffrage métallique 

Ce coffrage n'est rigidifie à l'origine que par des ondulations faites transver- 
salement à l'axe de la buse. 

Grâce à sa flexibilité, la buse va solliciter les remblais contigus en butée. Le 
principe de fonctionnement est donc, par une déformation modérée de la buse, la 
mobilisation des remblais latéraux. La possibilité d'adaptation des buses, qui 
leur est conférée par leur souplesse, rend ces ouvrages robustes et fiables 
lorsqu'ils ont été correctement conçus et réalisés. 

Bien que ce type d'ouvrage soit très répandu, (leur première utilisation remonte 
à 1896); leur comportement mécanique reste assez mal connu. L'htér-action entre 
la structure et le sol, et les efforts développés par la poussée des terres sont 
particulièrement complexes et difficieles à modéliser de façon satisfaisante. 11 
en résulte qu'une grande partie des connaissances est uniquement basée sur 
116tude du comportement d'ouvrages existants et reste largement empirique. 

La mise en charge d'un ouvrage flexible s'accompagnant d'une déformation des pa- 
rois pour mobiliser la réaction latérale du remblai, l'amplitude de ces déplace- 
ments dépend essentiellement des caractéristiques mécaniques du remblai, et dans 
une moindre mesure, de la rigidité propre de la paroi. Plusieurs auteurs se sont 
attachés à donner des méthodes de prévision de ces déplacements, en particulier 
: MM. KLOPPEL et GLOCK. Outre les difficultés liées à la caractérisation des 
remblais, les méthodes divergent entre elles. Une prévision satisfaisante des 
déplacements reste encore aujourd'hui illusoire. En illustration nous présentons 
différents types de déformations possibles pour une buse. 

Lorsque l'importance de l'ouvrage la justifie, une modèlisation est créée à 
l'aide de la méthode des éléments finis. Cette méthode semble être la seule suf- 
fisamment générale pour permettre un dimensionnement dans les cas complexes. 

L'originalité de cette étude est de relier directement la déformée de ----- 
v f  orces extérieures. Nous appliquonçeeçacements rnG --- A 

surés sur la buse à un modèle maihéma- permettant d'obtenir _ _ - - - -  - 
les efforts qu'elle subit. Ce modèle créé par la méthode des éléments - --- - 
finis, -- est rendu semblableà - - -  la buse expérimentale 2 l'aide d'une 
technique -- basée sur l'exploitation - d'un certain nombre d'essais : 
l'identification . L'idée principale - est d'utiliser ---- la buse elle me= 
meet son modèle ixentif ié comme moyen de mesureefforts externes. -- --- - 



déformation en ogive déformation en poire 

aplatissement transversal déversement de la section 

déformation locale due à l'ouverture 
d'une fouille 

Différents types de déformation d'une buse 



On part d'un système mécanique continu dont on espère qu'il vérifie un 
principe variationnel du type suivant : si on désigne par u le champ de déplace- 
ment du système, et par f la forme linéaire caractérisant les forces appliquées, 
O*: 

1 

(1) 
a(.,.) forme bilinéaire continue. Velliptique par exemplê V espace de 
Hilbert. 

Sur la relation (l), on a un nombre fini N de résultats expérimentaux : 

(2) a(us, us) = fs(us) sans sommation sur s 
s = 1, ..., N 

Plus exactement, on se donne fs et l'on mesure us. 

On essaie d'approcher le système étudié par un système connu, vérifiant 
un principe variationnel : 

et vérifiant la relation (2) : 

En général, ae(.,.) dépend d'un nombre fini de paramétres 
( , i = 1, ...p) : a,( ,.,. ). Et l'on va essayer de trouver des 

hi tels que l'on réalisera l'une des 4 conditions suivantes : 

(i) Minimum de I I  k- u 
(ii) Minimum de (1 8 , -  !,II 
(iii) Minimum de il j5(u5\ - js l~) \ I  
(iiii) Minimum de 11 !,iu,) - {,(us)\\ 

pour s = 1, ..., N 
En vue de tester la méthode d'identification, nous avons essayé 
d'approcher le système étudié, qui semble à priori non-linéaire, par une 
réunion de systèmes élastiques linéaires (plutôt que non -linéaires). 
Chronologiquement, nous avons abordé la minimisation par le problème en 
force (ii) et (iii), car il présente l'avantage de donner des fonction- 
nelles explicites par rapport aux paramétres. L'instabilité des valeurs 
trouvées par cette méthode nous a conduit à expérimenter la minimisation 
sous la forme déplacement (i) qui donne une meilleure approche des para- 
métres i. Une explication possible nous semble être : 

- dans le cas des forces, les déplacements mesurés et même lissés 
sont dérivés au cours de la formulation variationnelle. 



- dans le cas des déplacements, nous nous choisissons une forme 3 
priori de ces déplacements qu'il s'agit de rendre voisins de déplace- 
ments mesurés. 

La première illustration utilise la formulation en force et un simulateur 
donnant des déplacements exacts. Elle permet de choisir parmi différents 
paramétrages, celui dont on espère qu'il donnera les meilleurs résultats. 

La deuxième illustration introduit le fait expérimental dans la fonction- 
nelle de minimisation. C'est là, que sont apparues les difficultés précé- 
demment mentionnées et expliquées, d'où le choix de la fonctionnelle de 
type (il* 

La troisième illustration est l'application des méthodes testées précé- 
demment au problème des buses enterrées. 



II - IDENTIFICATION 
Nous appelons identification, une technique rendant le comportement d'un modèle 

mathématique semblable à celui d'une structure étudiée. Elle est définie par un 
critère d'identification qui quantifie cette ressemblance. 

2.1 Description d'un critère d'identification 

Le critère d'identification est une fonctionnelle permettant de cal- 
)culer des paramètres modifiant le comportement du modèle pour le rendre 
plus proche de celui de la structure. Pour cela, nous introduisons dans 
une fonction,le paramètrage et les entrées et sorties du modèle et 
de la structure étudiée. 

Nous prenons comme grandeurs caractéristiques les forces extérieures et 
les déplacements : 

- soit FS, le vecteur sollicitation d'une structure expérimentale 
donnant un vecteur déplacement US 

- soit F, le vecteur force du modèle mathématique soumis aux déplace- 
ments du vecteur US 

- soit U, le vecteur déplacement du modèle mathématique soumis au 
chargement du vecteur FS 

Nous choisissons d'exprimer la distance entre le modèle et la struc- 
ture en fonction de différences : 

- soit Vf, la différence entre le vecteur force du modèle et le vec- 
teur sollicitation de la structure 

- soit Vu, la différence entre les vecteurs déplacements du modèle et 
de la structure. 

- soit eu, la différence entre l'énergie potentielle du modèle plongé 
dans le champ de force de la structure et l'énergie potentielle de 
celle-ci 

- soit ef, la différence entre l'énergie potentielle du modèle plongé 
dans le champ de déplacement de la stucture et l'énergie potentielle 
de celle-ci 

Le paramètrage A est introduit par les vecteurs F et U 

F = f(X , US) U = g( X , FS) 

Nous cherchons un critère J, sous la forme des normes des vecteurs Vu 
et Vf additionnées aux carrés de eu et de ef. Toutes ces grandeurs 
sont rendues sans dimension pour des valeurs Fo et Uo obtenues avec 
A. initiale. Enfin nous introduisons un paramètre de pondération entre 
les parties vectorielles et énergétiques. 



Notre critère se met sous la forme : 

r= ,,, Lxu .TF) r(--t l \(  Ji, - S c g )  c r .csd 

avec pour Fo et Uo obtenus pour A 

2.2 Minimisation du critère J 

Deux cas se présentent : 

- soit le critère s'exprime par une fonction linéaire du paramètrage 
- soit il existe une non-linéarité due au paramètrage, ou au calcul 
des vecteurs F et U. 

2.2.1 le critère est une fonction explicitedu paramètrage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Le minimum de J quadratique s'obtient en annulant la dérivée 
première par rapport au paramètrage 

2 Y J minimum pour - r C 
3 x 

En séparant l'inconnue)\ , des constantes, nous obtenons un - 
système linéaire à résoudre : 



le second membre étant indépendant de r\ . 
2.2.2 Le critère J est une fonction non explicitedu paramètrage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

Le minimum sera atteint par itération vers le zéro de la dé- 
rivée première de J par rapport au paramètrage . 
Soit une estimation du problème, nous développons la 
dérivée première en série de Taylor, en négligeant les ter- 
mes d'ordre deux : 

Nous déterminons alors A n+1, la nouvelle estimation en ré- 
solvant le système : 

; 0 
3 

accroissement à apporter au paramètrage j pour 
première du critère J. 

avec > s  - 2 4 
- -  

O A ,  (F,-FSJ'(F~~) (4, d v O o  q 

La résolution se fait à partir d'une valeur f\ du paramè- 
trage. Le test de convergence choisit est le carré scalaire 

inférieur à un infiniment petit donné. Ce test indique 
que a méthode n'apporte plus d'amélioration aux paramètres der l 
en dessous du seuil choisi. Il évite surtout de calculer à 
l'itération suivante pour s'assurer qu'il est petit. 



REMARQUES 

1) Dans la suite de ce travail, nous nous limitons 3 la 
partie vectorielle du critsre, ceci pour des raisons de 
simplification de calculs. De plus, la minimisation de la 
partie vectorielle implique automatiquement la minimisation 
de la partie énergétique. 

Exemple : 

Jeu = (UStFS - U S ~ F S ) ~  

Jeu minimum pour Ju minimum 

Ju = (U -  US)^ (U - US) 

2) Un autre critère d'arrêt souvent employé, est le maximum 
des valeurs de hA j. 



III - MODELE MATHEMATIQUE 
Présentation 

Les modeles mathématiques utilisés pour cette étude, sont formulés a 
l'aide de la méthode des éléments finis. 

Pour ceci, on doit : 

a) subdiviser la structure en sous domaines de formes relativement 
simples appelés : éléments (approximation géométrique). 

b) définir une approximation de la solution sur chacun des éléments. 

c) exprimer des conditions de continuité de la solution entre les 
éléments adjacents, ainsi que des conditions d'équilibre inter- 
élément grâce à des coordonnées généralisées. 

d) appliquer la méthode de Ritz par "morceaux" sur les éléments sous 
une de ces deux formes : en force ou en déplacement. 

Dans la méthode des déplacements, que nous utilisons, l'approximation 
est faite sur le champ des déplacements : on cherche la "meilleure" 
approximation appartenant au sous-espace de dimension finie des dé- 
placements cinématiquement admissibles rendant minimale l'énergie po- 
tentielle totale du modèle étudié. Nous nous attarderons plus 
particulièrement sur des modèles simples de poutres. 

3 . 2  Les éléments Doutre droite et Doutre arc 

La méthode des éléments finis présentent 3  aspects : 

- discrétisation de la structure en éléments - choix de 
l'approximation pour chaque élément - choix des variables nodales 
pour chaque élément 

3.2.1 Discrétisation de la structure ----------------  
Dans le cas des buses, il existe deux types de discrétisation 
des éléments droits ou des éléments arcs. 

L'élément arc, de la méthode des éléments finis, reprend la so- 
lution de la résistance des matériaux. Il sera plus proche de 
la solution exacte car il ne comporte pas l'approximation géo- 
métrique de l'élément droit. 

Celui-ci nécessite une discrétisation plus poussée pour suivre 
la géométrie de la pièce. 

Un intérêt de l'identification peut d'ailleurs se situer 3 ce 
niveau, créer un élément droit identifié pour appréhender une 
structure complexe. 

3 . 2 . 2  Approximation du champ des déplacements . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Il s'agit de se donner une approximation du champ des déplace- 
ments à l'intérieur d'un élément e 



b\ ", déplacement en M 
avec \f (MI : matrice des fonctions d'approximation au point M 
et a : vecteur des corodonnées généralisées. 

Dans le cas de l'élément poutre à 2 noeuds, u la flèche sera 
approximée par un polynôme du 3ème degré : 

UM = bo + bl x + b2 x2 + b3 x3 

ou encore en coordonnée locale L 

avec L = x - x~ pour 1 longueur de l'élément. 
Q 

La rotation en au point M est la dérivée de la flèche d'où 

nous faisons ici l'hypothèse que la flèche se met sous une for- 
me linéaire de la rotation : Ux = @, x y d'où sous une forme 
matricielle : 

Fig. l'élément droit a 2 noeuds. 

3.2.3 Choix des variables nodales --------------  
Pour une poutre droite, les déplacements des noeuds (flèches et 
rotations) aux deux extrêmités permettent d'assurer la compati- 
bilité entre les éléments et d'exprimer les conditions 
d'équilibre aux noeuds. 

On symbolise le vecteur déplacement des noeuds par r uei  

(t pour transposé) 

L'approximation du champ de déplacement à l'intérieur de 
l'élément se met alors sous la forme : 



avec [ A ]  matrice d'interpolation fonction du point M. 

~ ( ~ L L A ) , ~ ( L ? $ ) ,  f , ( 3 - - ? ~ ~ )  

avec Li et Lj coordonnées intrinséques. 

Li = x j  - 1 et Lj = (X  - xi)/l 
Remarque Li + Lj = 1 

6 

I I 
Fig. variations de Li et Lj sur l'élément droit. 

L'interpolation des déplacements au point M en fonction des 
déplacements des extrêmités i et j de l'élément doit simuler 
les déplacements rigides dans l'élément. 

Dans le cas d'une poutre, il existe deux déplacements rigides 

a) la translation d'un flèche constante 

en remarquant que Li + Lj = 1 

b) la rotation d'un angle e de l'ensemble de la barre autour du 
noeud i 

d 1 

II.  
noeud 

d 'où (uejr, \ < 1 4 ,  i(4, 4 

alors 4 u d \ 5  14 ,  u( 1' en remarquant que LI : 1 - L et que 
L j = L =  (x - xi)/l 
Dans la méthode de Ritz, on cherche à exprimer l'énergie poten- 
tielle totale, sachant que le champ de déplacement la rend 



minimale. On exprime d'abord le potentiel de déformation dans 
le cas élastique. 

Si on néglige l'effet de l'effort tranchant, l'allongement& 
d'une fibre située à de l'axe neutre d'une poutre en flexion 
s'exprime par : 3 

(7 E= - 
f l  avec R rayon de courbure que nous approxi- 

mons par la dérivée seconde u" = A/ 
I I  

d'où Er 7 u 
Dans le domaine élastique, la déformation et la contraintecl- 
sont reliées par la relation t F =  E & d'où E E 

Le moment résultant sur la surface sera au point x 

J *7 $5 z ~ f u " d . 5  = E T  uh) 
S S 

avec I l'inertie = 5 31d5 
S 

Le potentiel élas tiqué de déformation 

i l  2 

(application lente du chargement) 
d'où une énergie de déformation : 

Axe 
neutre 

J EIU" etat de contrainte de flexion 

21 énergie de déformation 



L'énergie de déformation s'écrit en fonction de la courbure de 
la poutre 

11 est alors possible d'exprimer cette courbure en fonction des 
déplacements nodaux : 

obtenue par dérivation de u(,) soit : 

Ce qui permet d'écrire le moment fléchissant en fonction des dé- 
placements nodaux 

1 ) = 22 .' [(-6 ? 4 2 ~ ~ ) ,  ! [ 2 1 , ~  - 4 ~ )  ,,'L- 12 5) , !(4\-2~i)J 
) 

soit la matrice = [ ( - 6 r 4 ~ ~ 3 ~ ~ ( 2 \ - 4 ~ 4 ) , ( 6 1 1 4 ) ,  ~ ( 4 ~ ~ - 2 + ) ]  

alors c U = !ZL CR-] de * - - E T  
Q2 - P. u', [BJ ' 

et U" - L u, Wrl) - k2 
2i replacer dans l'énergie de déformation 3 

LI~J: J$ C S ~ C ~ I  dr u, 

en supposant l'inertie constante 
le long de l'élément 

i(, = Er ' 
Q ( P L + ~ - ~ ~ - A )  k . 1 ~ ~  ,P(+ -CL), 6-12cj, [":; u (44 - 2 ~ ~ )  ] [  



On exprime maintenant l'énergie potentielle totale comme la som- 
me de l'énergie de déformation et des travaux des forces exté- 
rieures de l'élément : 

Les forces extérieures sont appliquées aux noeuds de l'élément 

Le travail de ces forces extérieures se met sous la forme 
globale 

Enfin nous appliquons le théorème de l'énergie potentielle tota- 
le : 

Pour un état d'équilibre stable, les déplacements cinématique- 
ment admissibles qui satisfont les conditions d'équilibre sont 
ceux qui minimisent 1' énergie potentielle totale et 
réciproquement. 

Donc à la condition de prendre un champ de déplacement cinémati- 
quement admissible, nous approcherons de l'extremum de cette 
énergie pour une faible variation cinématiquement admissible du 
champ de déplacement : 

i -.-%=O 
3 Li& 

d'où la relation qui nous permettra de calculer des déplacements 
en fonction des forces extérieures 

3.3 Extension des modèles poutres et arcs 

Nous venons d'exprimer la matrice de rigidité d'une poutre en flexion 
dans un plan. Il est possible d'y ajouter l'effet de l'effort 
tranchant 

:Icnne 

le cisaillement : - - 5 1 .  = i c~- d r  x9 cri,.ig,. 2 ,  L' . I'd 

La déformation due au cisaillement s'ajoute à celle due à la flexion 
d ' où 

du. -z 6 +  6 
4% O rotation dAe à la flexion 

d o  l r  $J"\L'&- 
O 

En considérant une répartition linéaire dans la poutre du déplacement 
due au cisaillement, il faut exprimer alors LA - @ en fonction des 
déplacements nodaux. 
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Il est possible d'exprimer d'une meilleure façon cet effet et nous 
trouvons dans la littérature : [ m  

Enfin on ajoute, s'il y 
re : 

a lieu, la compression-traction dans la bar 

en repere local 

dans le cas où il n'y a ni flexion, autour des axes x et y, ni 
flambage -. 

___) 
O 0 t X. 

À. 

en repère local 



Dans notre premiere étude, nous nous fabriquerons un simulateur il par- 
t i r  de l a  poutre en arc dont v o i c i  l a  matrice de r i g i d i t é ,  dans l e  cas  
de l ' e f f e t  du Moment f l éch i s sant  s e u l :  

dans l e  repère loca l  

A = 4 ' C  h b ~ b  / *-- -m 
P .  

(J- 2 - -L 

h P  "b DA,= --+y- - W b - P  
6 e P 

O A 3  = * D  =-  DAz 6-4 2 t - a  A D A I :  - DI, ) 4s ( h p -  2 orab ,L - -- 
"7 P 2 /i 1 

- c n ' P ,  fmf3 - .)c (i D dC = ( ! ~ $ + ? - $ - ~ ~ p - p  e - - 
/I, P Z 

2 2 

2 



Dans le repère local, cette matrice ne dépend que de 9 coefficients 
différents 

p - c  - 4  i 
kp - f ( q , b , ~ , d , ~ ,  ( , 3 , h , i )  

en repère local 

Sachant que l'énergie est invariante dans les changements de repère, 
nous écrivons : 

PP 
avec u = A u où A est la matrice de changement des coordonnées 

u local u* général 
donc K* repére général s'écrira : k e r  X ' K X  



3.4 Assemblage et résolution 

Nous n'avons exprimé jusqu'ici que l'énergie potentielle totale 
élémentaire 

$ 7  ?le-G 

Si les éléments ont la compatibilité requise, l'énergie potentielle 
totale de la structure s'obtiendra par sommation des énergies poten- 
tielles élémentaires totales. 

La condition de compatibilité pour les éléments finis en flexion est 
la continuité de classe CI, à l'intérieur de l'élément et aux 
interfaces. Dans le cas des poutres cette condition est assurée par le 
choix des variables nodales : déplacement et rotation, et d'une varia- 
tion cubique de la flèche dans l'élément. 

On obtient alors un système général à résoudre 

Cc9J I u { = V \  
pc>ur l ~ e ]  expansées dans des matrices contenant la 

liste entière des variables nodales e- 

Le système est singulier, car les conditions aux bords n'ont pas 
encore été imposées : c'est-à-dire au niveau des appuis de la 
structure. 

L'application de ces conditions aux limites se fait simplement : 

-soit en annulant les déplacements correspondants aux appuis fixes 

-soit en imposant des déplacements, s'il y a lieu, à l'aide de multi- 
plicateurs de Lagrange. 

Nous décrivons maintenant lvalg;rithme utilisé pour la résolution de 
matrices semi-définies et symétriques par la méthode de Crout (dans sa 
version symétrique) (cf .Ci81 ) 

La matrice A peut se mettre sous la forme 

avec B matrice triangulaire inférieure bij = O si j)i et D matrice 
diagonale de termes dii = l/bii 

en posant C = D Bt nous obtenons 

on extrait la valeur bi i ;-& 



ce qui permet de calculer les bij et de les stocker aux mêmes emplace- 
ments que les aij 

La résolution de notre problème se fait en écrivant : 

puis i.3 - l~-?lL[~1".lr) 
Plus pratiquement 

1") descente du système bll = al1 et bil = ail 
4 -1. 

P U ~ S  \o* j - - Z b j h  /bhQ paur 5 si 
h - l  

avec pour chaque ligne i de bij calculé . . 

2') remontée du système Un = y, puis 

 hi = cdk - - f bji 
b,C4 d=&i i 

Nous utiliserons cette méthode de résolution non seulement pour calcu- 
ler les déplacements engendrés par des sollicitations, mais surtout 
pour déterminer les paramètres lorsque nous aurons des systèmes li- 
néaires (ou rendus linéaires) a résoudre. 

En effet la méthode de Crout peut s'employer pour des systèmes con- 
traints avec des multiplicateurs de Lagrange, mais aussi pour des sys- 
tèmes non positifs. 

3.5 Techniaues ~articulières em~lovées 

3.5.1 Méthode des multiplicateurs de Lagrange 
------A------------- 

La prise en compte de relation de dépendance linéaire entre les 
inconnues du problème peut s'effectuer à l'aide de mutiplica- 
teurs de Lagrange. Le problème se formule de la façon suivante : 

soit a résoudre [KI {u) = if) 
avec les conditions [A] {u) = {O) 

Ce problème se résume Zi chercher les conditions d'extremum d'une 
fonctionnelle augmentée : 

avec 

et \A\ : vecteur des multiplicateurs de Lagrange correspondant 
aux relations linéaires. 



Les conditions d'extremum s'écrivent : 

3va,  1 K - J { ~ )  - \ j \  + LR]  \ A \  = 0 zi 

d'où un nouveau système linéaire, symétrique, semi défini : 

Le système est semi-défini posit:f à cause des zéros qui appa- 
raissent sur la diagonale. Mais la résolution s'effectue norma- 
lement, si on place les multiplicateurs à la suite des variables 
nodales. 

Ces multiplicateurs nous serviront surtout pour imposer des con- 
ditions particuliares sur les fonctions et leur dérivées lors 
des lissages, mais ils sont utilisés aussi pour imposer des dé 

placements sur des structures lors de la résolution des 
systèmes. (cf. [2q ) 

3.5.2 Condensation 

La condensation est une technique qui permet l'élimination de 
variables nodales. Elle peut être utilisée, pour fabriquer de 

super-éléments par suppression de degrés de liberté internes ; ou pour 
la résolution de système par élimination progressive des degrés de 
liberté. 

Nous l'utiliserons dans une optique un peu différente, pour 6li- 
miner des degrés de liberté dont les valeurs ne sont pas direc- 
tement mesurables sur la structure. 

Pour un élément de poutre, les degrés de liberté sont les flè- 
ches et les rotations. Or celles-ci sont obtenues par dérivation 
du lissage, appliquée aux flsches, ce qui peut perturber suffi- 
samment les valeurs, pour géner la convergence des processus 
utilisés ou pour fausser les valeurs des paramètres cherchés. 

Nous éliminons donc ces variables nodales grâce à la 
condensation. 

Le système à résoudre est : 

On ordonne les dégrés de liberté en 2 groupes 

0 : correspond aux rotations à condenser 

u : correspond aux flèches à garder. 

Moments fléchissants relatifs aux rotations 

forces correspondantes aux flèches 



Remarque : Cette séparation n'altère pas la fabrication des 
sous-matrices 

A , x A e  B , L B ~  C = Ce suivant la règle de somma- 
e e e tion sur la liste des d.d.1. 

[Kel = 

La méthode de condensation se fonde sur la notion de transforma- 
tion de coordonnées. Nous construirons une relation C T] te* que 

On résout d'abord la lPre partie du système [Y] \1\ \ 41 

le deuxième terme du second membre étant constant pour un systè- 
me de charges données, les équations de rigidité liant les 
d.d.1. de u et de se traduisent par la matrice -[[A]-~ [BI] 
comme : 

h A 
d'oS la nouvelle expression de K et F transformée en K et F 

L C ]  - ~c ~3~ L n - q  i s 3 3  

(dans notre cas, les moments extérieurs correspondant aux rota- 
tions sont nuls, donc : \ ? \ .  \ c )  
Ce procédé peut sembler avantageux puisqu'il réduit le nombre de 
d.d.1. et donc la taille du système B résoudre. 

En fait, il faut remarquer qu'il nécessite une opération supplé- 
mentaire : l'obtention de la matrice [ B ] ~  [A]-~ [BI qui demande 
soit l'inversion de A, soit le calcul direct de [ B ] ~    AI-^. En 
tout cas ce procédé entrafne une non-linéarité dans le calcul 
des paramètres comme nous le verrons.(cf.C19]) 

3.5.3 Inversion de matrice ----------- 
Il s'agit de la résolution de n vecteurs colonnes initaires don- 
nant aussi les n colonnes de la matrice inverse. 

Soit [A] une matrice 3 inverser, on sait que : 

[A] [XI = [Il où [XI est l'inverse de [A] 



donc lvinconnue'xi étant la ième colonne de X, on écrit : I 

xi = [A]'~ [Il] si Ii est un vecteur nul partout sauf 3 la 
position i 03 ii = 1 

La transformation se fait sur 1 seul vecteur qu'on initialise 
après chaque étape à Ii 

La première application est la transformation 

tandis que les autres lignes deviennent : 

On obtient alors un tableau dont la lère colonne contient un 1 
sur la lère ligne et des 0 ailleurs, tandis que la dernière 
colonne contient des éléments non nuls. 11 suffit de faire glis 
ser tout le tableau vers la gauche et de réécrire le vecteur x. 

2 A 
4 A 

9' : 2  / g 4  puis z 
'3 2 %  @ d  

Il s'agit en fait de la méthode du pivot sans recherche du maxi- 
mum. 

288 REM RES1:lLUT ION SVSTEME C W 1 <>::>=<XI 
218 REM NN=rlIfl DE LH MHTRICE W(t.4N.a NN> ET DU {t'ECTEUR %<Nt41 D%=LARGEUR DE ERHDE 
22@ 1 >=>::( 1 :>,.-.'&W< 1 ., 111 :FoRI=2TOt.jbj : .fJ=I-D% : IF.J.J=.<:@THEf.j.J.f=1 
238 FCIR.J=(JJ+~ :>TOI : T=@: FCIR~:::=.J.JTI:I(.J-~:> : T=T+Wr 1 ., K:I+~~JI:.J., K),--.'~*J<~<.~K:I :blE)-{TK 
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IV - PREMIERE ILLUSTRATION DE LA METHODE 
4.1 Présentation du problème 

Nous référant à [4] nous avons utilisé un simulateur, et nous avons 
essayé de l'identifier à l'aide d'un modèle dont le nombre d'bléments 
varie de 2 à 9. 

cd1 Le simulateur est une matrice de rigidité correspondant à la structure 
dessinée ci-dessous. 

Sirnulnte~c r 

64= 933'ifm - f i 2  82y614 
2. 

Le nombre d'éléments est de 9 : 8 arcs pour le cadre + 1 paUtre pour 
de, arcs le plancher. 

Le simulateur est donc une matrice de rigidité relative aux 8 arcs et 
à la poutre, avec les modèles définis au paragraphe 3. 

Le modèle est choisi de plus en plus proche du simulateur, afin de 
voir l'influence du modèle de départ sur la convergence. En effet, il 
semble qu'à priori, un modèle trop peu ressemblant avant 
l'identification ait du mal à converger. 

Le modèle est une matrice de rigidité calculée à partir de poutres 
pour une structure variant de 2 à 9 poutres et correspondant au modèle 

Modèles 

les inerties, sections et mo- 
dule d'Young sont les mêmes 
que pour le simulateur. 



Le nombre d'éléments peut-être aussi choisi en fonction de 
l'utilisation du modèle : si on ne désire des informations qu'aux 
noeuds notés A, B et C un modele peu discrétisé mais finement identi- 
fié peut suffire. Par contre, si on désire connaitre la déformée du 
cadre, il sera nécessaire d'affiner la discrétisation du modèle. 

Les conditions d'appui ne sont pas spécifiées sur les figures, car el- 
les varient au cours des identifications. Elles seront les mêmes pour 
le simulateur et le modèle. 

4.2 Ecriture du critère et minimisation 

Pour cette étude, nous n'avons développé que la partie du critère re- 
lative aux forces, car il présente l'avantage de rendre la fonction- 
nelle exp\ i c i  re par rapport au paramètrage. Le simulateur est donc 
constitué d'une matrice de rigidité [KSI soumise à des efforts {FS] 
pour obtenir des déplacements \US] 

Le modèle est une. matrice de rigidité [KM] soumise à des déplacements * .  

donc   US^ = [KS]-~ IFS\ avec conditions d'appui 

(US] obtenus avec le simulateur, et qui restitue des efforts \F1 

puis 

(u+- 

Puisque [KSI est différente de [KM], les efforts IFS{ et {FI ne sont 
pas identiques. Nous ferons intervenir le paramètrage pour les rap- 
procher suivant le critère J défini au paragraphe 2. 

t tcdè \c  

KH -- - 

J = f(A , (F - FS)) 

On écrit [KSI {u$ = {FS) 

Ce critère quadratique sera mis sous le forme 

03 IF) est la valeur modifiée par la paramètrage , 

La matrice [BI contient la pondération entre la partie vectorielle et 
la partie scalaire, et les'mises à l'échelle. 

La mise à l'échelle en force dans l'équation 1 se traduit par 

(bij symbôle de Kroneyker) 

(Fo du paramètrage) 

de même celle en énergie 

alors [BI s'écrit : 

& . a  
- + [ l - 4 )  - 



On remarque que [BI est définie positive symétrique, puisqu'en multi- 
pliant [BI à droite et gauche par un vecteur quelconque v les 
quantités obtenues sont des carrés scalaires donc positifs. 

{":'Ls]\u? J 7 d \ v \ ' & ~ , ~ , u \  +@-4 )  5,vjk{u51 \ u s ) ' \ u \  
Le minimum de J est obtenu pour le zéro de la dérivée première 
par rapport au paramétrage A 

3 -  $ r rr lk { F -  ~ 5 1 ~  

Il faut résoudre le système ci-dessous pour calculer les hi paramètres 
a c l  ~ F I ' I ~ I  { \ F ~ ~ I { E )  

avec - 8 ( K q ,  U S )  

Reste à définir le paramètrage . 
4.3 Paramétrages utilisés 

Le paramétrage r\,est destiné 3 agir sur [KM] de fagon à modifier (FI 
pour approcher {FS) , en fonction du critère J 

OU {FI et ~ F S ]  sont les efforts équilibrant respectivement le modèle et 
le simulateur plongés tous les deux dans le même champ de déplacement IUS] par les relations : 

Nous allons donc définir les paramétrages utilisés. - 
4.3.1 Paramètrage sur [KM] toute entière ------------------ 

La matrice KM est toute entiere affectée par un seul lambda 

donc I F ] -  [ ~ n l  {US\ - L L R ~  { u s ]  y 4 ra] 

la minimisation du critère J s'écrit alors 

nous reportons l'expression de \ F  3 et del c. 
'd A ! 

et' la valeur de est 

A :  t 6 ?>IL\. 63 4 CL\ .--. - 
\ ra ( $5 1 4 

l'expression de est évidemment très simple à calculer puisque 
la dérivation de F est aisée. 



4.3.2 Paramètrage sur une partition [ K h  de Lm] 
- - -  - ---------- ---- -- - -  

Nous réalisons maintenant une partition de [KM] en matrices 
[KIi, de même dimension (nxn) que [KM], mais ne comprenant que 
certains termes de [KM], et telle que la somme de toutes les ma- 
trices [K]i soit égale à [KM] a un facteur (j près. A chaque 
[KI%, nous associerons en Xi tel que - 

tun ]=  p ZA;I:i(i3 
4 

alors = C K Q ]  { U S ]  = i ) ~  I A  s A. 1~71 [us\ 

si nous posons : IF{; r I< ; l  \ut) 

alors 

d'où 

nous replaçons ces 2 expressions dans la minimisation du critère 
J : 

d'où : 

a 
Il existe donc autant d'équations que de A q et nous pouvons 
écrire matriciellement : 

iI 

6 [ [FI '  C B ~ L F I J  \ A \  = { C F J ' L ~ ]  

cc7 
dans cette expression, la matrice [FI est obtenue en accolant 
llensemble des vecteurs \FI i. 
La matrice [FI est donc dimension (n x 1) où n est la dimension 
de \ US \ et 1 la dimension de ( 1  . La matrice [BI étant definie 
positive, la matrice [Cl = [F]~[B][F] l'est aussi, sauf si un 
produit \Fei! [BI ( F ~ \  est nul ce qui ne se produit que si  IF^) = O. 
Alors le terme correspondant au second membre s'annule aussi et 
le peut prendre n'importe quelle valeur. Afin de nous prémunir 
contre cette indétermination nous lui affecterons la valeur 
qui est l'élément neutre de l'identification. Au cours de nos 
calculs nous nous sommes aperçus qu'il fallait se méfier du cas, 
rare, où 1 [FI: [BI {~j~devient très voisin de IF\: [BI ce qui 
donne des extraeyants. Nous testerons donc : 

La partition de la matrice [KM] est entièrement libre et corres- 
pond à l'imagination de l'auteur. 

REMARQUES : 

. indique le recouvrement de la somme des matrices [KI sur la 
matrice [KM]. = 2 si [KM] est couverte 2 fois par 



étant définie positive et symétrique, nous pourrons résoudre le 
système obtenu par la méthode de Crout. 

4.3.2.1 n paramètres sur les n lignes de [KM] ( 6 311)) 
Les matrices [KIi sont chacunes formées de la ième ligne de 
la matrice [KM], placée B la ligne i et complétées par des 
zéros. Alors seul le ler terme de I F \  i est différent de zéro 
et égal B la ième valeur de { F M ~ .  De plus, si nous imposons 
dans la matrice [BI de mise B 1'6chelle o( = 1 ; alors 

h i  s'écrira : 

NOUS remarquons alors que IF\ = A LA;\F] = \ F S ~ ,  et que la 
fonctionnelle J s'annule exactement. 

4.3.2.2 n paramètres sur les n colonnes de [KM] ( 6 .  1) 
Les matrices [K]i sont chacune formées de la ième colonne de 
la matrice [KM], placée à la colonne i et complétée par des 
zéros. Le calcul se fait comme décrit en 4.3.2. 

4.3.2.3 n paramètres modifiant % ligne et 5 colonne de [KM] cp- 1) 

Ce paramètrage peut-être utilisé dans 2 sens différents : 

\ '  O 
" ~ L A L - J ~  oli ver:, l e  Bas ' "~hevron  v t r s  ï e  ~HU&F 

Dans les 2 cas, nous extrayons de la matrice [KM] la demi- 
ligne i et la demi-colonne i supérieure ou inférieure, gauche 
ou droite pour chevrons bas ou haut. 

Ceci nous donnera 2 paramètrages différents bien que issus 
tous deux de la même idée. 

4.3.2.4 N paramètres relatifs aux matrices de rigidité 616- 
mentaire [Re] de [KM] ( /= 1) 

Comme nous l'avons vu au paragraphe 3 la matrice de rigidité 
globale [KM] est fabriquée iî partir de matrices de rigidité 



élémentaires (arc au poutre) relatives à chaque élément de la 
structure. L'idée d'affecter 3 chaque 6lément un paramètre a 
un fort sens physique. 11 s'agit d'identifier le produit 
d'inertie x module d'Young du modèle à celui du simulateur. 

4.3.2.5 n paramètres modifiant des termes en croix de [KM] 
<p= 5) 
Nous extrayons de la matice (KM] une ligne entiere et une co- 
lonne entière donc nous utiliserons 2 fois le terme diagonale 

rn De ce fait, le recouvrement de [KM] par la somme des 

4.4 Présentation des résultats - 

Nous ne présenterons que 2 cas d'identification. 

4.4 .1  Identification faite sur le cas ayant servi 3 la mtnimisation - - - - -___- -__-__- - - - - - - - - - - - - - - -  
Le cas de chargement est celui dessiné ci-dessous (avec les conditions 
d'appui) - 

Le paramètrage est calculé avec cet essai, puis appliqué sur la struc- 
ture chargée de la même manière. 

On cherche à voir si, après identification, la fonctionnelle J e s t  
bien minimisée. Le modèle étudié pour les 7 cas de paramètrage, a de 2 
à 9 poutres. Les paramètres sont calculés avec une pondération ( 4 s  h )  
et en double précision sur un 6 4  de C.I.I. Honeywell Bull. 

L'examen du tableau de résultats des fonctionnelles nous amène 3 faire 
différentes remarques : 

1 )  le paramètrage "1 seul lambda" voit sa fonctionnelle se rappro- 
cher de la valeur "sans modification" (0) au fur et à mesure que la 
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1  UN SEUL LAMhDA 
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5  C H E V Q O N  V E R S  LE B A S  
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discrétisation croit. Il faut remarquer que la fonctionnelle est le 
carré scalaire de la différence de 2  vecteurs. Or le nombre de com- 
posantes de ces vecteurs croit avec la discrétisation, et il est 
difficile de séparer les 2  effets, l'augmentation de la fonction- 
nelle du fait de l'augmentation du nombre de composantes et la di- 
minution du fait d'une meilleure approche géométrique du modele 
plus discrétisé. 

2 )  "ligne" donne de très bons résultats quelque soit le nombre de 
poutres du modèle et quelque soit la pondération choisit. 

3) "colonne" n'est pas stable quand le nombre de poutres croit. 

4) "chevron vers le haut" a un comportement très proche de "ligne". 

5) "chevron vers le bas", lui, se rapprocherait plus du comporte- 
ment de "colonne". 

6) "matrice élémentaire" est stable en énergie quelque soit le nom- 
bre de poutres, par contre la pondération en force seule ne lui 
semble pas favorable. 

7) "croix" est instable, les résultats sont parfois plus mauvais 
apres identification qu'avant. 

Le calcul des paramètrages a été fait avec une pondération égale en 
force et en énergie ( o ( =  $) mais les résultats sont présentés sous 
une forme séparée : énergie, 6nergie + force, force. 
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L'examen des valeurs de lambda et des vecteurs F, obtenu avant et 
apres l'identification sur la même structure que celle ayant servi 
au calcul, nous amène à faire certaines remarques: 

1) le paramètre "1 seul lambda" voisine la valeur 1 pour une struc- 
ture tres discrétisée (9 poutres) bien que l'examen du vecteur F 
montre de notables différences avec le vecteur FS. 

2) "ligne" annule pratiquement tous ses paramètres sauf ceux rela- 
tifs à la charge et aux appuis. 

De ce fait, le vecteur F obtenu est quasiment égal au vecteur FS, 
mais la matrice obtenue n'est plus utilisable. 

3) "colonne" ne modifie que certaines co'lonnes de la matrice de 
rigidité et laisse la plupart de ses paramètres à la valeur neutre 
1. 

Elle améliore nettement la fonctionnelle. 

4) "chevron haut" annule presque tous ses paramètres comme "ligne". 

5) "chevron bas" semble plutôt les augmenter vers 1, 3. Nous remar- 
quons ici les comportements assez semblables en "chevron haut" et 
"ligne" ainsi que "chevron bas" et "colonne". 

6) "Matrices élémentaires" donne à ses paramètres des valeurs 
croissantes comme pour rattraper un déplacement trop grand, alors 
que les poutres ayant toutes les mêmes dimensions devraient avoir 
toutes le même lambda. Nous remarquons donc ici l'influence du 
chargement sur le paramètrage. 

7) "Croix" produit des lambda voisin de 0,2 mais donne de mauvais 
résultats pour la fonctionnelle. 

Conclusion pour le cas 1 

"Ligne" et "Chevron vers le haut" semblent les transformations les 
plus intéressantes dans le cas où le changement expérimental et le 
chargement d'identification sont très voisins. 



4.4.2 2ème identification 

Le 2ème cas présenté rejoint plus l'idée d'identification puisque nous 
utiliserons 4 cas de chargement et d'appui pour calculer les paramè- 
tres. Puis nous les appliquerons à la structure que nous chargerons 
avec un cas différent, n'ayant pas servi à la minimisation de J. 

Cas de chargements utilisés pour le calcul des paramètres 

Cas test n'ayant pas servi à la minimisation de J. 

Le modèle évolue de 2 à 9 poutres, l'identification est faite avec : 

. 1 seul lambda . ligne 

. colonne . chevron vers le haut . chevron vers le bas . matrice élémentaire . croix 
Le 2ème cas permet de voir si la méthode apporte des améliorations a 
la structure identifiée. 
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L'examen du tableau de résultats des fonctionnelles et du vecteur for- 
ce calculés apres identification faite avec la moyenne des paramètres, 
sur le cas test, nous amène à faire différentes remarques : 

- 1) "1 seul lambda" semble se comporter honorablement malgré une ten- 
dance à être de moins en moins bon avec le nombre d'éléments. C'est 
l'effet de la discrétisation sur le nombre de composantes de F . 
Mais l'identification se fait globalement et sans discernement : la 
fonctionnelle est rendue voisine de zéro, sans que pour autant que les 
composantes du vecteur F soient proches de celles du vecteur FS. 

- 2) "Ligne" et "matrice élémentaire " ont des valeurs de fonctionnel- 
les après identification qui croissent avec le nombre d'éléments. 
"Ligne", qui extrait les valeurs exactes des efforts pour les cas de 
chargement ayant servi à l'identification, est ici favorisée car, dans 
le cas d'une structure peu discrétisée, les points de chargement et 
d'appui sont les mêmes pour le test et les cas préalables. 

Par exemple, une structure a 2 poutres comporte 3 noeuds qui sont les 
points d'appui et de chargement dans tous les cas de paramétrage. Or 
"ligne" va extraire de 4 cas préalables des coefficients assez cor- 
rects pour simuler ces 3 noeuds et donc donner de bons résultats pour 
le test. Par contre, pour une structure plus discrétisée et non char- 
gée sur les noeuds intermédiaires, l'identification "ligne" sera inca- 
pable d'approcher de la réalité. 

Cette remarque est également valable à un degré moindre pour "matrice 
élémentaire". 

-3) Nous remarquerons les contre-performances de "colonne'; "chevron 
haut et bas", "croix". 

4.5 Conclusion sur cette première illustration 

Nous avons volontairement limité le nombre de cas présentés pour ne 
pas surcharger ce document. Dans cette étude, il était possible de 
faire varier le nombre de poutres du modèle, la pondération entre for- 
ce et énergie, le mode de paramétrage et la manière d'identifier. 

L'ensemble de ces possibilités a été testé mais ces 2 illustrations 
semblent les plus intéressantes. 

Grâce à l'ensemble de ces cas étudiés, nous pouvons tirer des conclu- 
sions sur les paramétrages. 

1) "Ligne" rend [KM] non symétrique puisque le terme ki sera modifié 
par X i tandis que le terme kij le sera parhj, et que dans le cas 

général A A .  . rcJ, 'I @ 

(pour w = 1) f- 4 4 *A 

D'autre part, si FS comporte peu de termes non nuls (c'est-à-dire si 
la structure n'est pas chargée en tous les noeuds de la 
discrétisation) alors ce procédé va rendre très petit tous les lignes 
de [KM] autres que celles relatives aux noeuds chargés. La matrice 
[KM] est alors inexploitable puisque singulière, "Ligne " ne sera 
efficace que si le noeud est chargé. 



2) "Colonne" rend [KM] non symétrique puisqu'en général 

A + * A ,  k, 2 # " kki i  
Les résultats sont tres mauvais sur les exemples présentés puisque les 
A; ont tendance 3 relier entre eux différentes valeurs de F et 3 les 
comparer aux groupes équivalents de valeurs de FS . 
De plus même si = 1, la matrice [Cl sera bande sinon pleine, donc le 
calcul des h sera long et couteux. 

Le paramétrage "colonne" n'a aucun sens physique à priori. De plus, il 
détruit la symétrie de [KM], est long à calculer et donne des valeurs 
du critère J peu favorable. 

3 et 4) "Chevrons haut et bas" 

Ces paramétrages jumeaux combinent les effets des 2 paramétrages pré- 
cédents "ligne" et "colonne", tout en laissant la matrice [KM] symé- 
trique et bande. 

Pour des raisons tenant peut-être à la disposition même des calculs et 
à la manière dont sont résolus les systèmes, le paramétrage "chevron 
vers le haut" donne des résultats nettement meilleurs que "chevron 
vers le bas". A cette explication numérique, nous ajoutons deux 
remarques . 
- "Chevron haut" transforme mieux les termes 3, 6, 9 etc... correspon- 
dant aux termes de moment-rotation, qui sont plus élevés que les au- 
tres dans notre exemple et donc influencent plus le résultat de la 
fonctionnelle. 

- "Chevron haut" a un comportement plus proche de celui de ligne que 
"chevron vers le bas", qui lui se rapproche plus de "colonne", pour 
l'exemple choisi. 

Nous remarquons, ici, que l'identification peut être influencée par 
l'environnement numérique. Il est donc nécessaire de faire des études 
préalables sur des modèles, avant leurs applications aux cas concrets. 

Il se peut que "chevron bas" se comporte mieux dans d'autres exemples. 
D'autre part, les transformations chevrons sont peu stables par rap- 
port au chargement, il sera nécessaire de faire des identifications 
sur des cas très proches du cas expérimental inconnu. 

5) "Croix" devrait avoir les avantages de "chevrons haut" et "chevron 
bas" : c'est-3-dire symétrie, et effets sur les coefficients de rela- 
tion entre les moments et les rotations avec un poids plus important 
pour le terme diagonale. 

Malheureusement, les inconvénients des deux "chevrons" semblent 
l'emporter : les résultats sont trSs mauvais pour des calculs longs. 

6) "1 seul lambda", malgré sa simplicite de calcul, est trop brutal et 
ne nous convaint pas. Nous l'utiliserons pour une première approche : 
point de départ des itérations par exemple. 

7) "Matrice élémentaire" est assez décevant pour une faible discréti- 
sation du modèle, il a alors le comportement du paramétrage "1 seul 



lambda" sur un modele assez éloigné du simulateur. Par contre, si la 
discrétisation s'affine, les résultats se rapprochent du paramétrage 
"ligne", sans avoir l'inconvénient de singulariser la matrice. De 
plus, il a deux avantages : 

- le nombre de paramétres est N, avec dans le cas de la poutre 
si n est la dimension de [KI. En général, N est beaucoup plus petit 
que n et donc la matrice [Cl est réduite ; la résolution en est 
donc plus rapide. 

-il est relativement stable, si on change les conditions aux limites 
en appuis et en charge. Ceci devrait permettre une identification 
plus éloignée du cas expérimental inconnu. 

De cette première expérimentation, plusieurs enseignements se déga- 
gent : 

- le paramétrage d'une matrice de rigidité globale est une procédure 
délicate, qui peut produire des résultats très variables. 

- sur l'ensemble des paramétrages testés, seuls ceux qui ont un sens 
physique apporte une amélioration stable du modèle. 

Nous choisissons d'utiliser pour la suite de l'étude les 2 paramétra- 
ges correspondants il des grandeurs physiques : "1 seul lambda" et 
"matrice élémentaire" qui identifient le produit inertie, module 
d'Young de la structure ou de l'élément considéré. 



V - DEUXIEME ILLUSTRATION 
5.1 Présentation du problème 

L'étude du simulateur nous a permis de dégager 1.e type de paramétrage 
3 mettre en oeuvre pour réaliser une identification correcte. Nous al- 
lons passer maintenant à une deuxième étape : la mise en pratique sur 
un cas simple de cette technique. 

Nous avons choisi une structure très cnnue : une poutre sur deux ap- 
puis simples, chargée en un point pour une force connue et dont nous 
mesurons la flèche. 

Cet exemple simple permet d'aborder des nouveaux aspects du problème : 
la mesure expérimentale et son exploitation. 

5.11 La structure r6elle ---------- 
La structure expérimentale est une poutre en aluminium, en forme 
de T renversé, reposant sur deux demi-cylindres distants de 3 
mètres. Le chargement est fait en 5 points différents : tous les 
50 centimètres. 

La figure ci-dessous présente les caractéristiques géométriques 
et mécaniques de la poutre. 

Par t ie  cy l inur ique  ka @4 

~ n e r t i e  I=11 L435,S mm 4 

iuiouule d'Young b b 7 ~ 9  d d / r n m  
2 

Coefficient de Yoissun =0,35 

étrier 



La charge est appliquée à l'aide d'un étrier qui repose sur 
l'aile inférieure de la poutre, au moyen de 2 rouleaux. 

Nous supposons que le frottement au niveau des apputs est 
négigeable. La charge appliquée est de 11,013 kg. 

5.12 Prise de mesure -------  - 
La prise de mesure est effectuée à l'aide de 3 comparateurs mon- 
tés sur un carré de forte section. 

Le carré, servant de support, est relié par un bras magnétique 
de forte section, à une poutre rigide extérieure. 

La distance entre les comparateurs est de 50 + 1 mm, de même que 
leur postionnement sur la poutre, qui se fait-en réglant le com- 
parateur central sur un trait de crayon repéré a 1 mm prss. 
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La mesure est effectuée comme suit : 

1 1 mise en place de l'appareil de mesure (carré + 3 comparateursY 
I 

t 1 mesures des 3 valeurs initiales [ 
1 

boucle su [chargement en un point d'abscisse[ 
les 5 cas I 
de charge 1 lecture des 3 comparateurs : valeur déformée( 

IQ 

1 
boucle sur ( vérification des 3 valeurs initiales1 
les 61 f- 
points de ( décalage de l'appareil de mesure de 50 mm vers la droite( 
mesure A I 

L - I I fin t 

Et ceci pour les 61 points répartis tous les 5 centimètres sur 
la poutre. Chaque point est donc mesuré 3 fois au cours du déca- 
lage à droite de l'appareil de mesure. 

Une moyenne a été effectuée sur les 3 mesures et c'est à partir 
de cette moyenne que sera lissée une déformée. 

La course utile des comparateurs est de 30 mm, l'appareil de me- 
sure ne nous permet qu'une plage de 15 mm du fait de sa 
disposition. La flèche maximum observée est de 8,5 mm. L'erreur 
sera la même quelque soit la mesure faite, car la mesure se si- 
tue toujours dans le quart de la course. Les comparateurs sont 
donnés au centième de mm, nous prendrons une valeur absolue de 
l'erreur de 5 centièmes. De plus, vu l'erreur faite sur le posi- 
tionnement de l'abscisse du point de mesure, nous remarquons que 
l'erreur peut atteindre 0,25 mm. Nous sommes donc amenés 3 lis- 
ser les valeurs expérimentales avant leur exploitation. 

5.2 Lissage 

5.21 Buts du lissage -------- 
La déformée mesurée présente une certaine irrégularité. Le lis- 
sage doit permettre d'éliminer ces irrégularités d'une part, et 
d'autre part nous désirons ramener les 61 points de mesure de la 
flèche, à 13 valeurs de la flèche et de la rotation, en 13 
points que nous considérons comme noeuds de notre modèle 
mathématique. 

Tous les calculs de lissage ont été faits en double précision 
(13 chiffres) sur le Mini 6 de 1'Ecole Nationale Supérieure des 
Techniques Industrielles et des Mines de Douai. 
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5.22 Description des lissages - - - - - - - - - - - -  
Pour cette étude, nous avons choisi 5 lissages différents : 

- spline - cubique 
- 2 polynômes de degr6 3 avec raccordement de classe C2 sous la 
charge 
- séries de Fourier 
- 1 polynôme de degrg 12 
- des polynômes de degrê 3 en interpolation. 

Ces lissages existent dans la littérature, ou ont été fabriqués 
spécialement pour cette &tude. 

5.221 - Spline - cubique 
Le programme utilisé est extrait de la thèse de Paihua MONTES.b.Q.Io-i] 

Ces fonctions sont formées de morceaux de polyunômes Ni se 
raccordant, ainsi qGe leurs dérivées, jusqu'à un certain ordre. 

Nous utiliserons des splines cubiques définis sur chaque inter- 
valle (xi+l- xi) par des fonction y i qui nous permettent 
d'bcrire des des Ni sur intervall-e (xi-2 , xi+l). 

Les f i  sont données ainsi que les Ni, de fason que soient vi5ri- 
fiées les propriétés de spline f, définie 
par (n nombre de points): 

Nous formons ensuite une f onctioniGlle J. l , + i \ e ~ i ~  e X p ~ ~ i r n e n t a  e5 

pubs ixL=o 3=4,r, 
La première partie de cette fonctionnefiF8st relative aux 
courbures, tandis que la seconde aux points expérimentaux. 

La constante p permet de favoriser soit la minimisation de la 
courbure de la spline, soit le passage de la spline par les 
points expérimentaux. De la valeur de dépendra la qualité du 
lissage : e petit nous serons loin des points mais avec une 
fonction très lisse, egrand nous passerons près de points avec 
de petites oscillations locales. 

Dans notre cas, la valeur sera de 0,005 ; cette constante 
ayant été déterminée après plusierirs essais. 

5.222 2 polynômes de degr6 3 avec un raccordement C2 à l'endroit ---- - - 

de la - charge. - - 

Ce lissage minimise une fonctionnelle quadratique définie sur 
les 2 parties de la poutre avec un raccordement de la fonction, 
et de ses dérivées première et seconde, sous la charge. 

Le problème possède 4 conditions aux limites sur les 2 appuis : 



11 faut ajouter aussi les 3 conditions de raccordement sous la 
charge : 

La détermination des 2 po!yn6mes de degré 3 demandant le calcul 
des 8 coefficients, le lissage se fera  donc sur le dernier degré 
de liberté restant. 

Pour composer les 4 contli t ior îs  d'appuf, nous utiliserons les po- 
lynômes réduits : 

y = al x + a3x3 pour n ri !O,! ai- y = bl X -k b3x3 pour x é [L,l] 

avec 1 abscissse de la charge P 

Afin d'augmenter la précision de la methode, nous avons effectué 
une mise à l'échelle : 

le lissage minimisera la fonctionnelle des moindres carrés : 

avec A 1, X2,  A 3 r n u l t i p l i c a t e i i r  de Lngrniige permettant dTimposer 
les conditions de racrordement, 

Nous obtenons le système linéaire à resoudre : 



Nous utiliserons la méthode de Crout précédcemment décrite, pour 
résoudre ce systeme et déterminer les 4 coefficients. 

A partir de al, a3, bl, bg nous recalculons la fonction et sa 
dérivée aux 61 points, ce qui nous permet d'exprimer les valeurs 
de la fonctionnelle de lissage 

sur 61 points 

et d'une fonctionnelle 'J2 : différence entre les ylissés et les 
des matériaux en pre- 

- 5.223 1 polynôme de degré 12 

Ce lissage est déduit d'une étude préalable, faite avec des po- 
lynames de degrés variant de 4 à 17. Nous avons retenu le poly- 
nôme de degré 12, car il donnait des fonctionnelles J1 et 
J2 (décrites aux paragraphes précédents) les plus faibles sur 
l'ensemble des 5 essais. 

Ces lissages minimisent une fonctionnelle des moi'ndres carrés 
définie sur la totalité de la poutre avec les conditions aux li- 
mites : 

En x = O, les conditions imposées sur les 2 coefficients a0 et 
a2 du polynôme d'où : 

Par contre, les conditions en x = L sont imposées par deux mul- 
tiplicateurs de Lagrange. On obtient la fonctionnelle des moin- 
dres carrés : 

J= {y,- 7 y9-Yd * ( Y,=L) * 

La minimisation de la fonctionnelle J permet le calcul des onze 
coefficients ai. 

* 

Afin de ne pas introduire un mauvais conditionnement de la 
matrice, on effectue une mise à l'échelle et une translation 
d'axe qui nous amène à : 

avec L longueur totale de la poutre. 



Ce système semi-défini positif et symétrique, se résoud avec la 
méthode de Crout. Nous calculons ensuite Ji et J2 

5.224 Séries de Fourier l 
----. - . . -  - - - ---- 

La déformée étant continue selon x, elle est développable en sé- 
rie de Fourier sous la forme : 

avec x la variable et ai, bi données par 
r W / Z G  

Nous calculerons ces intégrales par la méthode des trapezes 

où  m est le nombre de points d'observation. 



Alors la fonction y approxime J au sens des moindres carrés 

le degré maximale n d'une serie de Fourier est n =(hœ4)/e 
En effet, une série de Fourier de degré n =(m--)/% contient m 
coefficients . Dans notre cas, après différents essais de va- 
leurs n, nous avons remarqué que n = 15 donnait les 'meilleurs 
résultats par rapport aux fonctionnelles JI et J2. 

_ .. -- - J2 = { \IR'~~-Y ccr~1'i yqiv - M E$I 
5.225 Polynômes - -  de degré 3 d'interpolation 

_ _-- - 
Nous avons choisi de fabriquer un morceau de polynôme de degré 3 
défini sur 4 points et permettant d'interpoler un 52 point en 
vue de le lisser. 

1 

Nous cherchons un polynôme y = ag + alx + a2x2 + a3x3 passant 
par les 4 points x = - 26, - A ,  +A, + 2 6  

- ' 

d'où 
1-2A 

= P, .- 2916 rk aiL 6'- ga3 b3 

5- A = a - A + a z A 2 _  

. 8 I 

polynôme de degré 
défini sur les 
points 

t2b 
* x  

0 +& - -"--- 
- -* 

points expérimentaux points expérimentaux , 

point B interpoler 
y'? 

-- . -.. ~-1 

- + ,  --- -- - 

, Nous aurions pu prendre un polynôme de degré supérieur mais au 
passage de la charge, nous aurions simuler les continuités plus 
grandes que celles données par la résistance des matériaux 
classiques. l 
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e t  nous cherchons y0 ' a 0  a i n s i  que y'o a a l  

d'où l e s  v a l e u r s  in te rpo lées  

Pour l e s  ext rêmités  nous --. imposerons : - 
y - O  e n x - O  e t x = L  

y" = O  en x = O  e t  x = L (pas de frot tement aux appuis) 

pour pouvoir ca lcu le r  l e s  1 ° ,  2O avant d e r n i e r  e t  de rn ie r  po in t s  
e t  leurs  dérivées.  

5.23 Résultats des  d i£  f é r e n t s  l i s s a g e s  ----------------- 
Afin de comparer les l i s s a g e s ,  nous avons t r ac6  l e s  déformées, 
mesurées, l i s s é e s  e t  théoriques. Sur l a  f i g u r e  présedtée,  nous 
n'observons que peu d e  d i f férence  e n t r e  les 3 courbes pour cha- 
cpn des l i s s a g e s ,  sauf  pour l e  de rn ie r  ( i n t e r p o l a t i o n  1 polynôme 
de  degré 3) 03 des o s c i l l a t i o n s  sont  v i s i b l e s .  E l l e s  correspon- 
dent  3 une mise en phase du l i s s a g e  e t  d e  l ' e r r e u r  de  mesures, 
q u i  amplif ie  c e t t e  d i s to r s ion .  



\ 
par 1,es a i f ~ ' é r e n t s  l i ù s u s e ~  

1 

pour l e  même char,eruerit Pb 
l ' 



D'autre part, nous avons calculé les deux fonctionnelles : 

' 2  = .[ Y a U - ~ c a i )  '{ Ywn -YU&] 

avec \ y  Rdn\ obtenu par la résistance des matériaux. pour une 
constante EI : 7,4623 10+8 da N mm2 

Vue l'étendue des valeurs de JI et de J2 (fig. 5233) nous les 
avons placés dans un repère Log. Log (fig. 5232) 

Nous remarquons que les lissages ont parfois des résultats très 
différents suivant les chargements : 

exemple : 2 polynômes de degré 3 et interpolation couvrent un 
trapèze très large et très allongé. 

Par contre, Fourier, Spline et 1 polynôme de degré 12 (1P12) 
sont plus resserrés et plus centrés. 

En effet, plus la figure formée par les 5 points de chargement 
pour un même lissage sera resserrée, plus les chances d'avoir 
des valeurs proches les unes des autres pour les paramètres 
d'identification, seront grandes. 

Spline et 1P12 ont des figures très voisines et assez semblables 
B celles de Fourier mais décalées. Cette première constatation, 
nous amène à remarquer que, malgré les lissages, les chargements 
pourront donner des paramètres différents. 

Par chargement, nous pouvons classer les'lissages (fig. 5233) 

- "2P3" se trouve toujours le plus proche de la valeur théorique 
donnée par la résistance des matériaux, et le plus éloigné de 
l'expérience. C'est un lissage très contraint. 

- "Interpolation" est toujours le plus éloigné et devra donc 
être éliminé pour une prochaine étude. 

- "1P12" est le plus régulier : toujours aussi éloigné de la va- 
,leur R.d.M. que de la valeur expérimentale. 

- "Fourier" semble moins régulier que "Spline" et "lp12". 
Si on compare les temps de calcul, le lissage "Fourier" est de 
loin le plus lent, tandis que "Interpolation" est le plus 
rapide, suivi de près par "2P3" ; "1P12" et "Spline" ayant des 
temps voisins et assez courts. 

Conclusion 

"Spline" et "1P12" sont les deux lissages les plus adaptés à notre 
problème. Le programme "Spline" présente l'avantage d'être tres géné- 
ral ; de plus, grâce 3 sa constante RO et i3 un écran graphique, il 
s'adapte bien 3 la technique informatique conversationnelle. Le pro- 
gramme "1P12" est plus spécifique au problème traité, et la minimisa- 
tion par moindre carré pour l'obtention des coefficients d'un polynôme 
de lissage est une technique très connue et bien éprouvée. 





Y I I I  
W W  

m a m  
a m ~ o r c d  

h l N h l h l N  
0 0 0 0 0  

I I I  
E ? W W W W  

Cr, 
FI h l w h l h l h l  

5 cd 0 0 0 0 0  
U I I I  

O  c U E ? E ? W W W  

F 
I c ,  

hl m  N 
C 0 r l h m d  
a .) .) 

L a m  

p?; o h l u m u  

h l h l h l h l h l  
0 0 0 0 0  
I I I I I  

W W W W W  

m m h l m m  
0 0 0 0 0  

I l l  
W W W W W  

cl d h l h l h l h l h l  
cd 0 0 0 0 0  

Pi U I I I I I  
W W W W W  

m I  hl 
b h m d d e  

E: m m a r - h l  
a a .) L a . )  
w h l d m  



5.3 Paramétrage 

5.3.1 Description des paramétrages utilisés ------------------- 
Comme décrit au paragraphe 33, l'élément poutre, avec prise en 
compte du moment fléchissant et de l'effort tranchant, a une ma- 
trice de rigidité élémentaire de la forme : 

Les paramétres à prendre en considération sont : 

- EI : le produit de l'inertie et du module d'Young constant par 
élément - b : paramétre introduisant l'effort tranchant pour un 
élément. 

Dans certains termes de la matrice Ke, les deux paramétres in- 
terviennent par leurs produits ce qui introduit une non- 
linéarité. 

On peut simuler l'ef £et de l'effort tranchant, sans s'encombrer 
de cette non-linéarité, en prenant popr matrice de rigidité 616- 
mentaire : 

avec a paramétre simulant l'effet de l'effort tranchant. De plus 
cette matrice de rigidité conserve la propriété des déplacements 

-0  / Q ) de l'élément poutre ; avec rigides (u = uo et O = ( ) ,  7 d:, - 
les 2 paramétres EI et a sont linéairement indépendants. 

D'autre part, nous savons que le vecteur déplacement contient 
des flèches et des rotations. Ces dernières sont calculées par 
dérivation du lissage et de ce fait peuvent être perturbées. 

Nous pouvons développer alors deux procédés de calcul : 

- direct avec 
- avec condensation {û3= {flèche) 

Dans le 2ème cas, nous remarquons que le probleme devient non 
linéaire, puisque 5 O) devient fonction de A . En effet, nous ob- . - 

tenons le système koidensé : 



avec ~ $ 1  z CC-J - CCRJ' CQ,-~L~YJ 
oJ  AI-^ qui introduit la non-linéarité car sa dérivee ( J ~ - Y ~ x  ) 
ne peut être calculée explicitement. 

Finalement nos nous intéresserons à 6 cas différents désignés 
par leur nom de programme : 

- KIM : paramètres E I  et b avec condensation 

- L I S  1 2  : paramètres E I  et a avec condensation 

- MAU 1 2  : paramètres E I  et a méthode directe 

- LAC 1 2  : paramètres E I  avec condensation 

- LASE 1 2  : paramètres E I  méthode directe 

- L S l  : 1 paramètre E I  par la matrice de rigidité globale 

Nous les étudierons, dans un premier temps, pour une fonction- 
nelle ne contenant que la partie vectorielle en force,' 

puis, pour la partie vectorielle en déplacement. 
54 5 { u -  (IS~~I~.-U~>J 

5.3.11 KIM paramètre en E I  et b par matrice élémentaire avec 
condensation 

La matrice de rigidité élémentaire utilisée est : 

les paramètres sont Xet b. 

Ke peut se mettre sous la forme 

Ife = 



Nous aurons besoin des d i f férentes  dérivées 



La condensation des rotations permet d'écrire la matrice glo- 
bale sous la forme : 

Enfin nous savons que : \P\ - [ 2 ,-] \ $5) 

et que le minimum de la fonctionnelle 

sera obtenu par itération en résolvant le système suivant 
(voir parag. 2.2.2) 

d SC 2 a' Jc. AA5 = O 
KA + d ~ , d ? , $  

Il nous faut donc calculer les différentes parties de ce sys- 

donc nous devons- calculer -les termes 

d2 F - 
JA; b~ j 51, 

donc 

a 4-* en particulier, le terme -ne peut être atteint facilement 
3%; 

puisque nous connaissons seulement A et que nous ne pouvons 
calculer que . Nous écrirons donc : 

L ' A i  

donc aR- - n-+ a p, FI-d - a A i  
- 
d A* 

Ce qui nous permet d'écrire : 



2 ;K puis nous calculerons % i= i â n  
J & J A i  ' d =  4 t s f i .  

en posant X = A-1 B et ~t = B~A-1 car~'1 est symétrique. 

que nous mettrons sous une forme plus simple : 

avec !L E ( h ~ , h c )  ; ~ [ ' Q J L ~ )  nous remarquons que 
les ~ / J L .  J>)  OU A îk j n'appartenant pas au même 6li5ment sont 
nuls donc nous calculerons 

ce qui introduira encore une simplification. 

D'où les organigrammes suivants ; 











5.3.12 LIS 12 paramètrage EI et a par matrice de rigidité 
élémentaire avec condensation. 

La matrice élémentaire utilisée est : 

4 ZP'A -a : 6 Q L  - 6 t h  
9e.r - a  4 Q 2 A  
- . .  . . . . 

6 Q h  G Q  h 
- 6 - P )  -64. b 

d'où les dérivées des sous-matrices [Ae], [Be] et [Ce] 

car ce qui simplifie l'expression de - 
dkAdA3 

3' d C  les termes en- et en s o n t  nuls. 
daL 



On c r é e  l e  système 

avec --L { r - C S  j 
d 

c a l c u l e  
on c r é e  

donc l a  

donc 1 
au f u r  

va leur  

u t  { - FS\ - 
d A i  

'ensemble des vec t eu r s  
e t  à mesure l e s  

d'1 - à i n s c r i r e  dans 
6~~ a+ 

Ceci a pu ê t r e  f a i t  i n  a l l é g e a n t  l e s  p a r t i e s  du programme 
K I N ,  correspondant aux termes e n  - 3 , a i n s i  que l e s  
termes c r o i s é s .  ak ' F'G 
5.3.13 Mau 1 2  : paramètre E I  e t  a ,  d i r e c t  

La ma t r i ce  é lémenta i re  u t i l i s é e  e s t  

12. X 6 1  X -12X 6 1 X  
6 Q X  4j7X+a -6& a'A-a 

- 6 Q X  -12 -6CX 
~ P ' x - s  -6PA {('Xts 

d'où l e s  dér ivées  : 
12 6 4 -12 6 

J K e  - - - 
d X \2 -64 

64. e f f 2  

Nous u t i l i s o n s  l e  procédé d i r e c t  : l e  vec t eu r  déplacement 
c o n t i e n t  l e s  f l èches  e t  les  r o t a t i o n s  

avec [Kg] = Ke e 
Il e s t  poss ib l e  a l o r s  de c a l c u l e r  des  vec teurs  Fe t e l  que 

donc &ha \ F.+\ = - c q  
0 A 

e t  .( Fa: - { US\  

J -  àà- 



ce qui permet d'exprimer la dérivée première de la 
fonctionnelle d [ ~ i ~ j  F -  6 ~ j  = O 

d oc 
4 E {A, a). 

d d  
et d'obtenir le système linéaire 

système bande car Ke n'est lié qu'a Ke-1 et Ke+l 

5.3.14 LAC 12 paramètres EI avec condensation 

La matrice élémentaire utilisée est : 

a Kc d'où une dérivée - : 
3 X C  

la matrice de rigidité globale Kg = fa  e 

que l'on met sous la forme 

r L c.1 avec L.3 = c d 2 & [ f i e ) .  .- C%] = 5 DL] 

avec a L 4-il - - - [ Q - L J  "043 [ f i - & ]  
8 X e  d Ac 

obtenus par dérivation du produit A A-1 = 1 

d'où 

- -  
d B  a u  a C ~ I b r 4 - ~ B ~ + ~ b ~ n - ~ ~ ~ ~ ~ - 4 ~ ~ - ~ ~ c ~ - i 1 8 x  - - - -  

a A =  d b i ~  a ) ~  oh,  
en pesant X = A-1 8 

d n  - dk] 5 [ ! j C X  + X e ~ m X - ) (  - + -  
c a L a  

d b e  $12 >e. 6 A e  
d Ae 

nous imposerons donc des valeurs initiales des he pour calcu- 
ler les matrices [A-l], [BI, [XI et [X]t 

De ce fait ' depend de par A-* 
d T  

Nous calculerons donc le zéro de la dérivée première de J par 
itération grâce à son développement en série de Taylor au 
voisinage de zéro. 





Nous remarquons que la lère ligne est nulle : a& =O rJ,,i 
sr.a\, 

d 
Nous pouvons mettre sous une forme plus simple 

ce qui permet de grouper les termes lors des calculs de 

Nous obtenons le système 

qui nous permet de calculer le vecteur-écart .delta bA 
a 

qu'il faut ajouter aux pour s'approcher du zéro de - a xi 
et donc du minimum de J. 

5.3.15 LASE 12 paramètres EI méthode directe 

On utilise, ici, la matrice de rigidité Ke : 

et le procédé direct : le vecteur (US\ contient fleche et 
rotation, on détermine alors des vecteurs Fei ne dépendant 
que de la matrice élémentaire Kef 

en posant 1 veiK fieli { U S  1 on écrit la dérivée de 
la fonctionnelle nulle pour : 



système à résoudre pour déterminer directement les Xi car : 
3 \ F" s = --L ( F - F S J = O + - ~ ,  IF), ?Pt IFS)  àr, dr*  A> 

ermettent d'écrire 
C, & P  

e ]l équation minimisant la 
fonctionnelle dans la direction A i: \ F.\' 5 &. \cc$ = 16''\r{ 651 
5.3.16 LS1 paramètre EI direct 

Nous utilisons ici la matrice de rigidité globale assemblée 
paramètrée par un seul lambda. 

de qui nous permet d'écrire : 

dS = O  ;P m' T F - F P \  , O  r or 2 
d'où la valeur de 

A, 

Ce paramètre sert surtout pour trouver la valeur initiale 3 
imposer aux A , pour accélérer la convergence des systèmes 
itéractifs. On utilise donc les vecteurs FM et FS sous 
leurs formes condensées. 

5.3.2 Résultats des paramètrages -------------- 
Les paramètrages ont tous été calculés en doubles précision sur 
le Mini 6 de 1'E.N.S.T.I.M.D. (13 chiffres). 

Ils ont tous été testés avec des valeurs exactes, puis légère- 
ment perturbées, de façon connue, par une constante. 

a) KIM n'a jamais convergé, même pour le cas test, bien que - 
nous ayons testé séparément la partie en EI et la partie en b. 

La fonctionnelle J prend une valeur d'environ 1 000 3 
l'initialisation, semble laisser jusqu'à 300, puis diverge vers 
10+6. Nous avons arrêté alors au bout de 10 itérations. 
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b) LIS 12 Parmi les 25 cas traités, seuls 4 convergent. 

Ces résultats ont été obtenus pour des valeurs des paramétres 
très différents d'un cas à l'autre. Exemple : les valeurs de 
hl et al pour les 4 cas de convergence. 

7 L 

LIS 42 

Cas 1 

Cas 2 

Lors du test, nous avons remarqué que, malgré l'indépendance des 
paramètres, il existait une influence de l'un sur l'autre, du 
fait du processus de calcul. En effet, en appliquant le test 
avec un vecteur (us: calculé pour les valeurs : i = 0,75 ai = O 
i = 1,12 et le cas P4, 

0,9 10-22 

Cas 4 0,5 10-23 

fia fonctionnelle J passe de 0,046 a 0,33 10-~3 mais pour 
,A,€ [0,7479 ; 0,74821 et ai e [-0,000122 ; -0,0001651 donc les va- 

leurs ainsi trouvées sont du même ordre de grandeur que celles 
déterminées par l'expérience. Nous en déduisons que les erreurs 
de calcul sont voisines des perturbations apportées par le para- 
métrage a. 

lissage 

2P3 

2P3 

L i 5  4 2  

h 1 

a 1 

c) MAU 12 et a indépendants, méthode directe 

Cas 3 

O ,7 O00 

-0,0031 

La méthode directe converge toujours vers une valeur très faible 
du critère J aux environs de 10-21. Mais nous remarquons que les 
valeurs des paramètres obtenues sont tr8s incohérentes. 

chargement 

P3 

P 4 

Cas 4 

O, 5209 

-0,0156 

Cas 1 

1.1889 

0,0296 

Cas 2 

0,7865 

O, 0024 

J avant 

233, O 

594 

J après 

0,7 10-23 

0,4 10-23 
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Exemple : Chargement P4 

A partir des valeurs calculées, pour un lissage et un cas de 
chargement donné, nous appliquons les paramètres ; puis nous 
calculons les fonctionnelles obtenues après identification pour 
le même lissage sur tous les cas de chargement. 

Exemple : les paramètres sont calculés avec le lissage Spline et 
le chargement P4. 

? 

Charge- 
ment 
P 4 

J 

A1 

al 

donc loin de diminuer les valeurs de fonctionnelles, 
l'identification les a rendues plus mauvaises que les valeurs 
initiales, prises avec des constantes connues a priori pour les 
paramètres, sauf pour le cas ayant servi au calcul des paramè- 
tres, l'identification se fait bien. Nous avons remarqué que le 
cas test ne donnait pas, non plus, des résultats attendus :pour 

un vecteur lu) calculé avec hi = 0,74623 ai = O 
nous avons obtenu une fonctionnelle de départ de 4,71* 

identification, J = 1,51 10-~1 pour h i  = 0,74623 
€(1,12)mais ai [-0,15 10'6 ; +0,75 10-71. 

L I S S A G E S  

#Ieurr Je la frnctio nnr Ilt aptés idcnt ,  f;cation ( L i s ~ a ~ r  rat splifie) 

Nous voyons 13 qu'une très faible variation des valeurs des ai, 
bien que correctement calculé par la méthode, a une influence 
sur la fonctionnelle 

Remarque sur l'importance de la précision des calculs 

Lors de l'application des paramètres, l'une des variables était 
initialisée en simple précision, (6 chiffres au lieu de 13). Il 
s'agissait du terme de D de la matrice Ke : 

1P12 

4,6 10-2c 

0,0585 

-0,00404 

FOURIER 

7,7 10-2c 

-0,00076 

0,000123 

SPLINE 

0,15 10-17 

0,813 

0,0167 

.. 
P 4 

0,15 lO+17 

P3 

0,23 l e 7  

rhiry ment-. 

J = 

INTERPOL. 

4,9 1 ~ 2 c  

0,905 

-0,00159 

4. 

2P3 

1,15 10-21 

0,744 

0,5 10-15 

P 2 

0,18 10+6 

P 5 

0,19 10+5 

P6 

0,7 l e 6  

.,. 



Une simple imprécision sur ce terme, entraine une variation im- 
portante de la fonctionnelle : 

J = 0,159 10-4 pour D en simple précision 
J = 4,08 a 10'4 pour D en double précision. 

L'effet du paramétrage est presque complétement masqué par 
l'imprécision du calcul. Sachant que le terme D est atteint par 
le paramétre a, nous remarquons la sensibilité de .la fonction- 
nelle à ce paramétre. 

d)LAC 12 paramétre EI avec condensation. 

Dans un premier temps, nous avions choisi pour valeurs initiales 
Ai = 0,75 \d i AC (1,121 et nous avions obtenu 4 cas de 
convergence. Puis, nous avions utilisé le programme LS1 pour 
calculer les valeurs initiales, et nous avions obtenu 5 cas de 
convergence. 

Après ces cas de convergence, nous avons appliqué 
1' identification avec un vecteur 1 IJS j non condensé obtenu avec 
le même lissage pour l'ensemble des cas de chargement. 

i=0,75 i = 1 , 1 2  Avec LS1 

Cas de convergen. Cas de convergen. Foncti.onnelles 
Lissage 

Spline 

2P3 

1P12 

1P12 

Lissage 

Spline 

2P3 

1P12 

1P12 

1P12 

Fonctioyelles 
Départ 

132,2 

5,4 

88,9 

69,8 

Chargem. 

P4 

P4 

P 3 

P 5 

Chargem. 

P 4 

P 4 

P3 

P 4 

P 5 

Dép. 

132,2 

5,4 

88,9 

171,4 

69,8 

Après 
LAC 12 

0,4 10-23 

0,2 10-23 

0,5 10-23 

0,6 10-23 

Après 
LS1 

59,6 

2,9 

88,4 

108,9 

69,8 

Après 
LAC12 

0,l 10-22 

0,7 10-23 

0,2 10-21 

0,4 10-23 

0,5 10-23 



Nous n'avons pas utilisé le vecteur � US^ condensé, ayant servi 
au calcul des paramétres. Alors, les valeurs de fonctionnelles 
sont presque aussi mauvaises que pour des valeurs initiales. 

Pourtant les valeurs de A trouvées semblent cohérentes. exemple 
: 2P3 avec P4 =P X d [0,721 ; 0,7951 alors que la valeur du pa- 
ramétre par la résistance des matériaux classique est de 

A =0,74623 

e)LASE 12 paramétres EI méthode directe 

t 

La méthode directe donne toujours une solution pour le paramé- 
trage mais utilise les rotations calculées par dérivation des 
lissages. Nous avons calculé : 

Exemples : 

Lis. 2P3 
Charg. P4 

Lis. 1P12 

- la fonctionnelle J avant identification pour une valeur des 
paramétres Li r 0,74623 di e(1,12) . 

J après identification 

- la fonctionnelle J après identification avec les paramétres 
calculés pour le cas considéré. 

Calcul du paramétrage 

P 2 

188,6 

196,2 

J 
avant 

5,4 

171,4 

Le cas test donne, lui, les valeurs exactes pour A et J = 3,10-@' 

P 4 

150,6 

161,2 

P 3 

159,6 

169,O 

J 
après 
LS1 

0,89 

108,9C 

P5 

159,6 

169,6 

J 
après 

LAC12 

0,7 10-23 

0,4 10-23 

Interpolat. 

3 101" 

208 

3 10"' 
147 

1 l@l 
179 

1,7 IO+/ 
188 

1, Io+/ 
172 

P6 

188,2 

196,l 

Fourier 

6,7 10tY 

208 

1,6 loflu 
170 

2, 10+lu 
178 

1,6 10+lu 
154 

6,81@Y 
208 

Chargem. Lissage 4 

b 

1P12 

457 

157 

537 
158 

2030 
168 

205 
94 

971 
180 

Spline 

21098 

169 

4536 
132 

55499 
158 

30334 
125 

23694 
113 

P 2 

P 3 

P4 

P5 

P6 

2P3 

5057997 

146 

2,5 lof' 
118 

6,7 1@t 
126 

6,9 10+t 
126 

5,310+/ 
162 

J avant 

J après 

J avant 
J après 

Javant 
J après 

J avant 
J après 

Javant 
J après 



Nous remarquons que les fonctionnelles après identification sont 
très élevées. D'autre part, les paramétres trouvés sont encore 
incohérents. Par exemple : 

Il n'est donc pas possible de tirer une valeur acceptable pour 

A 1- 

f)LS1 1 paramétre EI méthode directe 

Nous avons utilisé ce paramétrage pour déterminer des valeurs 
initiales des paramétres A i  pour les systemes itératifs, donc 3 
partir des vecteurs condensés. 

1P12 

O, 2 347 

P5 
--p. 

0,1731 

Fourier 

-0,000005 

P4 

Exemple : lissages Spline et 2P3 sur tous les chargements 
calcul de J avant identification = 0.75 
valeur de trouvé 
calcul de J après identi f ication avec le> trouvé. 

In terpolatior 

-0,00133 

P 6 

1,1269 

1 

2P3 

-8,0335 

P3 

Même 
Chargement 

P2 

h l =  
Même 

Lissage 
Spline 

Spline 

0,12099 

P 2 

A l =  

Sur ces 2 exemples, nous voyons que : 

la fonctionnelle est ramenée aux environs de 100 pour les cas 
les plus favorables, et donc que la méthode peut fournir un bon 
départ pour les systèmesitératifs. Par contre, les valeurs trou- 
vées sont trop différentes les unes, des autres pour être 
exploitables. ( ~[0,172 ; 0,8961 valeur théorique 0,74623) 

0,12099 

L S i  

J 
avant 

- - 
J 

aprPs 

+O, 13856 

* 

.. 

Spline 2P3 

0,1364 

P 2 

1069 

0,246 

107 

P2 

677 

0,285 

121 

P5 

274 

0,436 

59,6 

P3 

233 

0,465 

49,5 

P 6 

408 

0,364 

111 

P3 

447 

0,346 

88,7 

P4 

5,4 

0,896 

2,9 

P4 

132 

0,586 

83 

P5 

391 

0,383 

61,7 

P 6 

2103 

0,172 

122 



5.4 Conclusion de la 28 illustration fonctionnelle en force JF 

Les paramétrages ont été conçus dans cet ordre : du plus compliqué KIM 
au plus simple LS1, dans l'espoir B chaque passage, de voir la méthode 
converger vers des paramétres exploitables. 

KIM ne converge jamais : nous pouvons croire que la double non- 
linearité introduite d'une part par le paramétrage, d'autre part par 
la condensation, soit 2 l'origine de ces divergences. En effet, il 
existe une infinité de couple (b - , X x  a ) solution du problsme. 

4 

De ce fait, nous avons essayé de retirer l'une puis l'autre des non- 
linéarité d'où LIS12 et MAU12. 

Enfin, nous avons abandonné le cisaillement, sachant qu'une très 
faible variation de ce paramétre pouvait entrainer de grandes 
perturbations sur les résultats. 

d'où LAC12 et LASE12. 

Nous remarquons que : 

- malgré la non-linéarité introduite, la condensation, quand le pro- 
cessus converge, donne de meilleurs résultats en fonctionnelle et en 
paramétre que la méthode directe. 

- un seul paramétre lambda a des résultats meilleurs que douze lambdas 
calculés par la méthode directe, du point de vue de la fonctionnelle 
JF . 
- bien que le critère soit minimisé, les paramétres obtenus sont 
inexploitables. 

Pour mettre en évicence la sensibilité de la fonctionnelle, nous avons 
créé un vecteur déplacement théorique ; puis nous lui avons apporté 
une perturbation aléatoire de l'ordre du millième sur : 

cas 1) le point situé sous la charge 

cas 2) tous les déplacements de type flèche seuls 

cas 3) tous les déplacements de type rotation seuls. 

Pour une valeur théorique = 0,73987, nous avons obtenu : 

cas 1) = 0,690 

cas 2) b = 0,733 / valeur réelle 0,73987 

cas 3) b = 0,738 

Le paramétrage calculé avec cette fonctionnelle est donc très sensible 
aux erreurs même légère (de l'ordre du millième) ; comme nous savons 
que les mesures expérimentales, les lissages et leurs dérivations in- 
troduisent des variations de l'ordre de cinq centième, il en résulte 
une incohérence certaine des résultats d'un chargement 3 l'autre pour 
le paramétrage. 



5*5 28 illustration : fonctionnelle en déplacement JU 

Comme nous venons de le voir, la fonctionnelle JF est trop sensible 
aux perturbations aléatoires pour donner des paramétres cohérents. 
Nous avons donc choisi de changer la fonctionnelle en force pour une 
fonctionnelle en déplacement, ce choix est guidé par le fait que si 
admet une forte variation, alors son inverse varie tres peu. Dans no- 
tre cas le paramétre représente le produit de l'inertie par le module 
d'Young d'un Clément. Si nous introduisons son inverse 1/A dans la 
fonctionnelle JU 

avec 

nous remarquons que : 

l u \ =  [KI-IFS = - 1 [YI-1 FS 
A 

pour [ K ] - ~  désingularisé. 

Le paramétrage (1/A) est introduit tout naturellement par le change- 
ment de fonctionnelle. 

De plus, nous utilisons les déplacements mesurés {US] directement et 
non plus des déplacements lissés ; car la fonctionnelle JU fait office 
de lissage. 

5.5.1 Minimisation de la fonctionnelle JU ------------------ 
Nous cherchons le minimum de la fonctionnelle JU, non-linéaire, 
par rapport au paramétrage . 

Le minimum de JU est atteint par itération à partir d'une valeur 
initiale du paramétrage, en résolvant le système. 

(voir parag. 2.2.2) 

avec 4 >-J vecteur écart à additionner au vecteur A i pour appro- 
cher le zéro de la dérivée premiPre de JU. 

avec J L =  ( U - U S ) ~  ) U - ~ ~ ]  



Puisque nous introduisons les déplacements mesurés, nous utili- 
sons ici la matrice globale [KI condensée et désingularisbe : 

[KI = [Cl - [BIt [AI-' [BI 

du: & t 11 faut chercher - J'  F Y J  \UI = LKI-'{FsJ 
d An 3A,bAa 

d \KI a 3  = - - L ~3 -' { F S \  = - [YI 
3 ri h i  

 US calculons ensuite : 3.u / a A i  d L i  



Nous écrivons notre système sous la forme : 

3 S'L - t 
avec bi , - - 2 a ri {$]'{U-U~J = - 2 { L I - U S \  

(2 )  
Il faut calculer les termes Ut, Ui j et Uij 

5.51.1 Calcul de ui\ ET DE \ui j\ 

-' b [KI F u A \ =  [ K I  - { h \  
a + A  

avec L K~=\c]- L A] [fl]-'[a] 
et 3 - - LC3* [ Q - < * ]  [8t4-i] d$! CA-j61 - t s c 4 - * 3  - -  O A, 

a 101 
, o r A  d A >  brJ.  

posons 
[ X I ;  e t  dofi= h ] t i L ~ e ~ - L ]  

car A est symétrique. 

alors -_ = - 
Ù J ,  dr;  d h ,  

aL43 ù L K 1  J ! [ x ~ +  l x ]  -[x]-[xf t d f 8 1  
&A a r i  

posons a le1 3 C A ]  
LN,] = [ - - d +i 

- c*3] 
6 +, 

puis 

a b 1  = 
a hi 

de même ( u ~ ) \ =  [KI-' [ H ~ ]  II<]-' [NI ] \u) 



5.51.2 Calcul de Uij 

Nous avons vu que 
-1 ~''$1 

é h i a h i  

- 1  JL~I î f l l - ~ ~ ~ f l I  1h1-1~131 JLlX'' i 4 - 1 ~ \ i J 3  ~ , ~ 1 ' [ ~ 1  - 1. )33%nl - t J  C J  - 
d j  - - u r ,  - 

L\ r i  d a &  
-1 )2  141 -'3[43 LA)' a b )  + ~133'1~1 LL- 1 HI-'[ A] 7 [ 61 ' [ f l ]  - 

O>, ?A4 c, A; 0 A3 

Remarquons : 

a) Le paramétrage choisi représente le produit de l'inertie 
par le module d'Young de l'clément : celui-ci B l'avantage 
d'être une fonction linéaire de K : 

ce qui permet d'éliminer les termes dérivés du second ordre. 

b) La matrice A est carrée et symétrique dans le cas général 
de l'élasticité linéaire. D'où les simplifications : 



- - -  - - - - - -- 
ce qui permet d'ecrirc avec CXY z ~ 4 3 - ~ L ~ 3  - -- 

posons [Ni] = 

la notation [idemlt indique que l'on prend le transposé du 
terme placé immédiatement B gauche. 

L'ensemble de ces simplifications permet d'&rire unorgani- 
gramme pour le calcul itératif du paramétrage A . 



ORGANIGRAMME DU CALCUL ITERATIF DE A MINIMISANT J U  

O) Imposer X O  paramétrage i n i t i a l  

1) Calculer  [KI = [Cl -  BI^   AI-^ [BI = [Cl - [ B ] ~  [XI 

.-vQc Lxl=Lc\ -"] [~]  
2) Calcu le r  fU: = [ K ] - ~  \ F S ~  Pour l e  chargement cons idéré  

e t  JU = f u  - U S \ ~ \ U  - US\  FS] , /US 1 
a c i ~  3) Calcu le r  e t  s t o c k e r  \li [Ni]  = 1 - .- a A i  

4) Calcu le r  vi d .  = - [K]-' L[LN;-I LQ-']LfdA3 + C L ~ I ' ]  lu\ 

e t  les s t o k e r  dans H i  = - [ lt { - us\ 
5) Calcu le r  e t  s t o c k e r  3 l a  p lace  des  [Ni]; les [Mi] 

a ~ ' ' ' c ~ ~ l  - [XIt vi [ni]. 1 - - - 
O A ,  ax ,  

6 )  Calcu le r  l e s  \Uil pu is  l es  l u i j ]  1 
avec di [ui\= C K T ~ [ M ; ) \ L ( \  

Wi Vi J) u A j  3: [K)-'[PI] I KJ- 'LH~-J \ U\  

7 )  S tocker  v A v -  H i d r  a ~i~ + ( iu i j t { f l j \+{  U i j  +Usi\ '{4-~s)  ) 

9 )  T e s t e r  s i  l e  c a r r é  s c a l a i r e  1 bj t {  A) e s t  i n f é r i e u r  à E c h o i s i  s i non  
f a i r e  A r  + A e t  r e tou rne r  en  1) 

10) Imprimer les r é s u l t a t s .  ( s i  l e  processus converge, o s c i l l e  ou 
d ive rge )  



5.5.2 Test de la fon'ctionnelle Ju -------------- 
Ce programme a été réalisé et testé avec un cas théorique : une 
poutre théorique sur 2 appuis,discrétisé.sen 12 éléments. 

Nous introduisons les déplacements exacts donnés par la résis- 
tance des matériaux, et obtenrilons le paramstre attendu en 1 ou 2 
itérations avec un paramètre de départ voisin ( A initial = 
0,74623 converge versX attendu = 0,76) 

Sur cet exemple nous avons testé aussi le nombre de paramètres 
maximum que nous pouvons introduire des valeurs non exactes des 
déplacements. 

Nous avons introduit dans la déformée 2 cas d'erreur aléatoire : 

puis calculé les paramètres et observé la convergence (cf. ta- 
bleau Suzy 12) 

Nous remarquons : 

1) pour les valeurs exactes le minimum atteint en 1 ou 2 
itérations décroit peu avec le nombre de paramètres 

2) pour les valeurs erronnées : 
- a) l'arrêt de la convergence ne se fait plus sur la valeur 
de la fonctionnelle, qui reste supérieure Zi 10-l0, mais sur 
le carré scalaire du vecteur écart qui devient inférieur 3 
10''~ . 
- b) la convergence n'est plus assurée quelque soit le nombre 
de paramètres. Quand leur nombre croit, la fonctionnelle pas- 
se par différent stade : converge assurée, oscillations puis 
divergence. Ceci d'autant plus sensible que l'erreur intro- 
duite est élevée. 

Sur cet exemple nous avons ensuite introduit la fonctionnelle en 
force JF avec une pondération, comme il est décrit au paragraphe 
2. 

avec JF = { F - F s ) , ' { ~  -FS) 
3 fo 

Les valeurs JFo et JUo étant données pour le paramètre initial 

10, l'introduction de la partie en force se fait assez facile- 
ment dans le programme par l'utilisation des matrices [Ni] et 
[Mi] en différents points. 

La convergence n'est plus assurée même avec les valeurs exactes 
sauf si leb initial est pris tres proche de la valeur exacte 3 
trouverr = 0,76. 

pour 2 paramètres = 0,75 
pour 3 paramètres ho  = 0,759 
pour 4 paramètres h o  = 0,7595 
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Sinon le calcul diverge malgré la précision maximal& des vecteurs 
US et FS. 

Nous n'utiliserons donc plus cette partie en force de la fonc- 
tionnelle qui se révèle trop sensible au paramétrage. 

Sur le graphe suivant, nous avons placé les valeurs des paramè- 
tres au centre des éléments auxquels ils sont attribués. Sur cet 
exemple P4, les valeurs trouvées se situent dans un fuseau re- 
présentant la rigidité de la poutre : l'ensemble des valeurs in- 
dique une souplesse plus grande 3 gauche qu'a droite sur cette 
poutre fictive (RdM + "bruit") 

Nous concluons l'étude de ce test sur deux considérations : 

a) d'une part, les résultats obtenus avec la partie en déplace- 
ment de la fonctionnelle sont cohérents entre eux. 

b) d'autre part, il est nécessaire de limiter le nombre de para- 
mètres à mettre en oeuvre pour une telle structure. 

Ces deux problèmes sont liés, car si le nombre de paramètres 
augmente, les irrégularités locales seront prise en compte, mais 
elles sont peut-être dues aux erreurs de mesures, d'où 
l'incohérence des résultats. 





5.5.3 Application de la fonctionnelle Ju au cas de poutre réelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  
Nous avons ensuite adapté le programme au calcul des paramètres 
de la poutre expérimentale, discrétisée successivement en 12, 20 
et 30 éléments. 

L'étude du paamétrage se fait suivant les possibilités de la 
discrétisation et la capacité de l'ordinateur : 

12 éléments : 2, 3, 4, 6, 12 paramètres 
20 éléments : 2, 4, 5, 10 paramètres 
30 éléments : 2, 3, 5, 6 paramètres 

Nous obtenons un tableau de valeurs de h pour les cas de con- 
vergence ou d'arrêt dans des conditions satisfaisantes : le 
carré scalaire de vecteur écart A, voisin de 10-Io. Sinon, nous 
précisons la nature de l'arrêt des calculs : oscillations ou 
divergence . 
Sur le tableau de la page suivante, nous remarquons que plus on 
augmente le nombre de paramètres, moins les processus itératifs 
se terminent dans de bonnes conditions. 

Nous limiterons donc dans le nombre de paramètres pour identi- 
fier la poutre. Afin de déterminer le maximum de valeurs 
permises, nous traçons différents graphes. 

Sur ceux-ci, nous portons en ordonnée les valeurs des paramètres 
et en abscisse le milieu des éléments auxquels ils sont 
appliqués. Les graphes 2, 3, 4 et 5 font apparaftre un écart 
très important du chargement P6 par rapport aux autres cas P2, 
P3, P4 et P5. Il semble que ce chargement soit entaché d'erreurs 
de mesure. Nous éliminerons donc ce cas litigieux P6 du reste du 
calcul puisqu'il entrafne une dispersion des résultats. 

A part ce cas précis P6, un certain nombre de paramètres pren- 
nent des valeurs exagérées mais l'ensemble reste cohérent. Afin 
d'arrêter notre choix, nous calculons les moyennes et les va- 
riances des paramètres suivant leur nombre : 













7 7 7 1  PARAMETRES n PARAMETRES 

8 valeurs 

4 paramètres 
(3,7703'31 

5 valeurs 6,695730 

5 parametres O, 763416 
0,735459 18,8 

7 valeurs 0,713799 6 3 , 3  

O, 600854 
O, 839408 

6  paramètres O, 713044 
0,822599 
O, 692455 

7 valeurs 0,826403 

A partir de ces valeurs moyennes et du graphe les présentant, 
nous choisissons de caractériser la poutre avec 5 paramètres. En 
effet, nous avons alors le maximum de paramètres pour un minimum 
de distorsion entre les différentes expériences. 

Nous appliquons donc les 5 paramètres à la matrice de rigidit6 
représentant cette poutre, puis calculons les nouvelles valeurs 
des fonctionnelles après identification. 





L'apport de I.'iderrtification slir les fonctionnelles Ju et YF est 
faible parfois même nuisible (cf. Ju cas P3 et P4). 

Ceci nous amène à faire deux remarques : 

- a) la résistance des matériaux classique nous permet de calcu- 
ler un paramètrage très proche de la réalité, il ne faut donc 
pas s'attendre à une amélioration spectaculaire, 

- b) nous avons utilisé l e s  moyennes des paramètres, mirlimisant 
la fonctionnelle Ju pour Les cas des charges PL à P5, ces para- 
mètres moyens ne sont évidemment pas ceux qui rendent minimum 
chaque fonctionnelle Ju pour l'ensemble de cas de charges. 

Enfin, une légère amélioratiori est apportée sur les certaines 
fonctionnelles JF . 
5.5.4 Conclusion sur le 23 cas d'identification - - - - - - - - - - - -  -- " - -  
L '  iderrtif icati on de cette porirre réelle, noiis a permis d saborder 
les probPGnnes ic<:hLï~ques de m.-:rur.t.s, p u i s  numériques de lissage 
et de résolution non-lineaire. L16tude de la fonctionnelle nous 
a montre la grande sensibilité de la partie en force, aux er- 
reurs de mesures et à l'emploi des lissages. Par contre, la par- 
tie en déplacement, nous semble une voie plus sûre pour 
identifier un modèle 2 une structure. En effet, ses variations 
plus lentes, permettenr une ~neZlle~~re adaptation du paramétrage. 

Du point de vue des résultats, le cas classique de la poutre sur 
deux appuis ne permet pas de trancher sur l'apport réel de cette 
technique : la résistance des matériaux donne une approche très 
bonne de notre structure, et L'identification ne peut améliorer 
un modèle trop parfait, montrant ainsi ses limites dues surtout 
aux erreurs de mesures. 



VI - TROISIEME ILLUSTRATION 
6.1 Présentation du problème 

Nous passons cette fois à une application originale de la méthode 
d'identification : la détermination du chargement inconnu d'une structure 
identifiée. 

L'opération se déroule en deux temps : 

a) identification du modèle mathématique à la structure expérimentale 

b) application au modèle identifié des mesures expérimentales pour 
déterminer le chargement inconnu de la structure. 

6.1.1 La structure fabriquée ------------ 

Le solide à identifier est plus complexe que celui du cas précédent : 
il s'agit d'un modèle réduit de buse arche encastrée en pied. 

Nous nous sommes limités volontairement à un modèle de petite taille 
pour des raisons de coût et d'encombrement. C'est un demi-cylindre de 
154,7 mm de rayon, de 70 mm de large sur 1 mm d'épais et 183" degrés 
d'ouverture. Les deux extrêmités de cette plaque cintrée sont pincées 
entre des cornières solidaires d'un épais bati d'acier, réalisant des 
encastrements. 

Après des essais sur des matériaux divers tels que l'aluminium et 
l'acier, notre choix s'est fixé sur un alliage à base de cuivre : le 
cuproberyllium traité. 

6.1.2 Le matériau employé ---------- 
Le cuproberyllium employé a été traité thermiquement par le labora- 
toire de métallurgie de 1'E.N.S.T.I.M.D.. Ce traitement thermique a 
pour but d'augmenter très fortement la limite élastique, ce qui per- 
met des déformations importantes du modèle donc des déplacements me- 
surables plus facilement. 

La tôle de cuivre, contenant 2,2 à 2,3 % de beryllium, subit un 
chauffage à 750' pendant une heure, suivit d'une trempe à l'eau. La 
limite élastique est alors très basse et le formage de la pièce sur 
un cintre en est facilité. La plaque est pincée à une extrêmité puis 
appliquée sur le cintre et tendue à l'autre extrêmité. Enfin 
l'ensemble, cintre et tôle, est plongé dans un bain de sel à 300" du- 
rant 4 heures. Un contrôle est alors effectué sur la pièce pour en 
apprécier les caractéristiques mécaniques, ce qui permet d'avoir une 
limite élastique de 15*10+~ N/m2. 

La pièce ayant été tendue sur le cintre, elle a subit des contraintes 
qui ont été libérées par le revenu dans le bain de sel. La dissymé- 
trie du formage a entrafné une variation assez nette du rayon courbu- 
re : la pièce s'est enroulée en spirale. Le pincement entre les 
cornières lui rend sa cylindricité, mais il n'en reste pas moins une 
dissymétrie qu'il est intéressant d'identifier. 



6.2 Procédé de mesure 

Nous cherchons à déterminer la déformée de la section médiane de la 
pièce. La difficulté réside dans la mesure des déplacements des points 
dans le plan de la buse. 

Après plusieurs essais de techniques diverses (capteùr de déplacement et 
de rotation, enregistrements magnétiques, optiques ou électriques des 
points), nous avons apté pour le repérage des points par des photogra- 
phies de la structure aux différents états chargés et déchargés. 

6.2.1 Le repérage des points 

Sur l'intérieur de la section médiane, nous avons 4 9  points d'une ex- 
trêmité encastrée à l'autre. Sur 47 d'entre eux sont fixés des mor- 
ceaux de caoutchouc dur à l'aide d'une colle très résistante. Sur 
chacun des supports, est collée une plaquette d'aluminium peinte en 
noir et rayée d'une croix fine faite à la pointe d'un bistouri. 

bfin de caler les différentes photographies les unes par rapport aux 
autres, nous avons fixé une mire sur le bati : c'est un demi-cercle 
de plexiglass peint sur une face en blanc et rayé sur l'autre avec un 
bistouri. Les croix tracées sur la mire, sont remplies avec de 
l'encre d'imprimerie, pâteuse, très fine et fournissant un bon 
contraste. Le bistouri est nécessaire car il raie en écartant la ma- 
tière sans l'arracher comme le fait une épingle ; le contraste en est 
amélioré. 

6.2.2 Les photographies 

Après différents essais avec des appareils 24  x 36 puis 6 x 6 ,  puis 
des objectifs de plus ou moins grande qualité, et des pellicules plus 
ou moins sensibles, les photographies ont été réalisées par un pro- 
fessionnel sur une pellicule spéciale haute résolution, très rigide, 
et dans un format 1 8  x 24  avec un objectif de qualité d'une focale de 
210 mm. Les images obtenues sont d'une très grande netteté et sans 
déformation d'objectif ni de traitement, d'où le soin apporté pour 
les réaliser. 

6.2.3 La technique de mesure ------------ 
Les photographies sont exploitées à l'aide du projecteur de profil du 
laboratoire de métrologie de 1'E.N.S.T.I.M.D.. Cet appareil est un 
rttroprojecteur muni d'une table porte-objet à déplacement 
m4crométrique. La pellicule est fixée sur la table avec du ruban 
adhésif, face impressionnée vers le haut. L'image est éclairée par le 
dessous avec une lumière filtrée en vert et focalisée par une lentil- 
le d'un grossissement de 20. La projection se fait sur un écran 
dépoli, marqué d'une croix centrée. 

La mesure consiste à lire le déplacement nécessaire à la table pour 
amener les bords des traits des croix de la structure, (ou de la 
mire) en correspondance avec la croix marquée au centre de l'écran. 



modè le  r é  du: t de 



Les déplacements maximum de la table sont de 150 mm en X et de 65 mm 
en Y, ce qui nous oblige à placer la photo dans deux positions pour 
couvrir l'ensemble du sujet. Afin de faciliter les lectures, l'axe de 
X est muni d'un comparateur magnétique à grande course, affichage di- 
gital et précision de 5~ . La mesure en Y est lue sur un tambou gra- 
dué de 2& en 2bt  , par 2 opérateurs afin d'éliminer les erreurs d'un 
tour de vernier. 

La mesure est faite comme suit : 

a) mettre la table aux zéros et régler le comparateur 

b) fixer la photo dans la position 1 

c) lire l'ensemble des points accessibles de la mire 

d) lire l'ensemble des points accessibles de la buse 

e) mettre la table aux zéros pour vérifier 

f) fixer la photo dans la position 2 

g) lire l'ensemble des points accessibles de la mire 

h) lire le complément des points de la buse 

i) mettre la table aux zéros pour vérifier. 

Nous obtenons ainsi un ensemble de mesures dans 2 repères différents 
liés à la table, le tout à l'échelle de la photographie. L'ensemble 
est ramené à la description de la buse dans un repère lié 3 la mire 
et à l'échelle réelle par un programme de calcul. 

La prise de mesures successives du même point sur la même photo dans 
les deux positions permet d'apprécier l'erreur commise sur ces 
mesures, qui est au maximum de 0,025 mm. 

6 . 3  Les chargements 

Dans notre schéma d'identification, les déplacement et les charge- 
ments doivent être connus pour un certain nombre d'expériences. Nous 
avons soumis le modèle réduit à 7 types de sollicitations différentes que 
nous allons décrire. 

6 . 3 . 1  Les chargements d'identification 

Pour des raisons pratiques, nous avons choisi de charger la buse sur 
certaines de ses génératrices. 

Un poids de 6  kilogrammes est suspendu à des fils reliés à un étrier. 
Pour une meilleure répartition des charges et l'adhérence de 
l'étrier, des bandes de caoutchouc collées sont interposées entre 
l'étrier et. l'extérieur de la buse. 



Deux types de chargement sont réalisés : 

a) la charge est verticale 

b) la charge est horizontale 

La direction des fils permet de déterminer l'orientation de la force 
appliquée directement sur la photographie servant à la mesure des 
déplacements. Les points d'application des charges sont choisis pour 
simuler les chargements ultérieurs de la buse, mais aussi pour créer 
des déplacements mesurables, tout en restant en deçà de la limite 
élastique. 



Sept cas d i f f é r e n t s  on t  é t é  m i s  en oeuvre : 



6.3.2 Les chargements de simulation - -__-- -_- - - - - - -  
Le modèle réduit a été créé pour simuler une buse réelle, ou tout au 
moins pour en avoir une première approche. Le chargement réel est 
constitué de gravier mis par couches successives, de chaque c6té de 
la structure, et damées. Pour la simulation, nous avons utilisé un 
ensemble de petits rouleaux de laiton d'un modèle de Schneebelli. Les 
cylindres sont d'une longueur de 75 mm et de trois diamétres diffé- 
rents : 4, 6 et 8 mm. Leur proprotions sont de 113 de la totalité en 
poids, et leur répartition est aléatoire. 

Afin,de provoquer des déplacements suffisants pour être mesurables, 
nous avons choisi de charger suivant deux schémas différents : 

Schéma 1 

Schéma 2 

Ces deux modes sont destinés à simuler des hauteurs de remblai 
différentes, tout en créant des déplacements suffisants pour être 
mesurés. 

6.4 Modèle mathématique et paramétrage 

6.4.1 Modèle mathématique ---------- 
Comme décrit aux chapitres 3 et 4, nous utiliserons l'élément arc 
pour notre modèle mathématique ; mais s'agissant ici d'une plaque et 
non d'une poutre, nous ferons une approximation sur sa rigidité. Le 
modèle sera donc un ensemble d'éléments arcs assemblés et encastrés à 
ses extrêmités. 

Nous rappelons ici, la matrice de rigidité élémentaire d'un arc, mise 
dans une forme permettant la condensation. 



avec a, b, c, d, e, f, g, h et i fonctions du rayon R et de l'angle 
d'ouverture de l'arc i2; décrit en para. 3,3 



Le modèle complet est constitué de l'assemblage des éléments, comme 
cela est décrit au par. 3.4. Nous remarquons cependant que pour per- 
mettre la condensation, nous écrivons : la matrice globale sous sa 
forme particulière, en séparant les rotations des déplacements, et 
les moments de flexion des forces appliquées 

avec [A] = f re[Ae] 
[BI = f re[Be] 
[cl = f re[Ce] 

La condensation permet d'écrire : 

Pour créer notre modèle, nous gardons le rayon constant, ce qui est 
une approximation assez bonne de la buse expérimentale, mais ne tient 
pas compte des irrégularités locales dues au formage. L'angle 
d'ouverture de chaque élément est le rapport de l'angle total mesuré 
d'un encastrement à l'autre (183') sur le nombre d'éléments choisis. 

6.4.2 Le paramétrage -------- 

Après les deux premières illustrations, nous choisissons de prendre 
comme paramétre un coefficient multiplicateur appliqué à un ensemble 
d'éléments. Chaque paramétre aura la dimension d'une rigidité : en 
[Ml x [ L ] ~  x [T]-~ 

La fonctionnelle utilisée est donnée par la deuxième illustration. 

avec = ~FS! 

pour \u ]  déplacement du modèle ; \US\ déplacements mesurés 
 IF^ force extérieure du modèle ; (FS] forces rééellement appli- 

quées 

Nous remarquons que la condensation de [KI et l'utilisation de la 
fonctionnelle en déplacement, introduisent une non-linéarité dans le 
calcul du paramétrage. On calcule donc le minimum de la fonctionnelle 
par itération, en résolvant : 

avec A i paramétrage et h j vecteur écart à ajouter au paramétrage 
pour approcher le zéro de la dérivée première d3/~), donc le minimum de 
JU 



6.5 Présentation des résultats _ - - - - - - _ - _ - _ - -  
Après les modifications des programmes nécessaires a leur application 
au cas précis des poutres en arc, nous calculons les parametres comme 
au paragraphe 5.5. A cause de la limitation en taille des matrices 
dans le MOD 400 du Mini 6, nous créons un modèle comportant 12 élé- 
ments soit 39 variables nodales. Il est alors possible de calculer 1, 
2, 3, 4 ou 6 paramétres représentant la rigidité d'une partie de la 
buse. Le modèle mathématique est donc à rigidité variable par 
morceau. 

6.5.1 Résultat du paramétrage 
- - - - - - - y - - - -  

Suivant les cas de chargement, nous obtenons le tableau suivant : 

. 

I 1 1 I l I I I I 

Char- 
gem. 
1 

2 

3 

3 paramétres 
1 

paramét. 
59,26 

63,84 

60,85 

2 paramétres 
65,77 

- 
- 

converge 

croit 

diverge 

- 
- 

61,90 

croit 

croit 

converge 

70,86 

- 
- 

- 
- 

59,46 

45,23 

- 
- 



Charge- 
ment 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

converge 

converge 

converge 

converge 

converge 

croît 

diverge 

1 

? 
4 

79,51 

70,04 

60,66 

98,40 

105,63 

- 

- 

i 

- 

- 

- 

109,02 

- 

83,15 

-- 
110,75 

diverge 

diverge 

diverge 

converge 

diverge 

converge 

converge 

paramétres. 

47,56 

76,80 

58,44 

89,06 

76,53 

- 

- 

- 

- 

- 

107,68 

- 

79,06 

106,49 

55,14 

48,63 

61,55 

97,79 

73,67 

- 

- 

57,95 

67,95 

63,24 

106,20 

93,07 

- 

- 

6 

- 

- 

- 

85,14 

- 

72,67 

111,94 

- 

- 

- 

79,18 

- 

42,30 

152,63 

paramétres 

- 

- 

- 

145,18 

- 

77,09 

90,83 

- 

- 

- 

94,88 

- 

72,22 

68,32 



sihl 

La procédure d'arrêt du calcul itératif est indiquée en marge sur le 
tableau. 

Pour chaque cas, il y a :- 
- . . . - . . - . - . 

- 

-- 
- . 

- convergence si le carré scalaire du vecteur écart est inférieur B 
--Y =- - 7 . - - - - . . . . . - 

- - - croissance ou divergence si le carré scalaire du vecteur écart 
- -  - 

croît ou devient supérieur B IO+~. 

6.5.2 Exploitation des résultats -------------- 
Sur le graphe, de la page suivante, rassemblant les différents 
résultats, nous plaçons en abscisse : le milieu de l'ensemble des 
éléments auxquels est attribué le paramétre et en ordonnée : la va- 
leur de ce paramétre. 

Nous remarquons : 

1) que le calcul de 6 paramétres pour 12 ' éléments engendre 
l'instabilité des résultats. 

2) que les résultats pour les calculs de 1, 2, 3 ou 4 paramétres se 
répartissent en 3 groupes distincts : 

a) le groupe de la charge verticale : 1, 2 et 3 
b) le groupe de la charge horizontale sur le haut de la buse 
: 5 e t  6 
c) le groupe de la charge horizontale sur le milieu de la bu- 
se : 4 et 7 

3) que sur l'ensemble des résultats la rigidité est plus forte sur 
les premiers éléments, faible ensuite puis de nouveau forte, sans at- 
teindre les premiéres valeurs. 

L'exploitation de ces résultats est faite selon 2,schémas : 

1) l'identification fait sur les cas connus de la série 1 
(1,l à 7,l) 
2) l'identification, puis le calcul des cas inconnus série 2 

6.5.2.1 Identification de la lère série d'essais 

Afin de démontrer l'amélioration apportée par la méthode 
d'identification à la connaissance d'une structure, nous cal- 
culons les déplacements du modèle élastique classique et du 
modèle élastique identifié. Et nous comparons les résultats 
entre ces modèles et les mesures faites sur la structure 
réelle. 

-- - - -  - - - .- 

Le modèle identifié est obtenu à partir de moyennes des para- 
--. - - .- - - - - -  . . - - - - - - -  

- métres calculés avec certains cas de chargement connu ; par 
- c-- - - - - - - -  exemple : 

.- - 
Pour les cas 1, 2, 3 : la charge est verLWe,.- 1% moyenne _-  

est faite sur ces trois cas. 







Pour les cas 4 ,  7  : la charge est horizontale et au milieu de 
la structure, la moyenne est faite sur les cas 4  et 7. 

De même pour les cas 5  et 6 .  

Nous traçons les graphes des différents déplacements et re- 
marquons des améliorations pouvant atteindre 26 % du modèle 

- identifié sur la structure réelle par rapport au modèle clas- 
sique sur cette structure. 

Sur les graphes présentés, nous remarquons que l'amélioration 
des déplacements ne se fait pas toujours sur l'ensemble , 
mais parfois sur un axe particulier alors que l'autre est mal 
approché. Ceci semble indiqué un manque de finesse de 
l'identification . 

CAS 
identification 
faiteavecles 

cas 
amélioration ap- 
portée par l'i- 
dentification sur 
la fonctionnelle 

6.5.2.2 Identification de la 2è série d'essais 

Le modèle identifié est obtenu avec les moyennes des paramé- 
tres calculés avec les cas se rapprochant le plus de la char- 
ge inconnue. 

1 

1 , 2 , 3  

26 % 

Puis nous appliquons les déplacements mesurés sur la structu- 
re réelle chargée. 

2  

1 , 2 , 3  

19  % 

Chargement 
inconnu 
série 2  

moyenne des 
paramètres 
faiteavec 
les cas : 
de la série 

1 

Les résultats obtenus sont médiocres ; bien qu'il soit possi- 
ble de localiser la charge par une légère augmentation des 
valeurs des forces, il n'est pas vraisemblable de quantifier 

3  

1 , 2 , 3  

23 % 

1 
charge 

213 h sur 
1 côté 

4 ,  7  

4  

4 , 7  

20  % 

2  
charge 

213 h sur 
2  côtés 

4 ,  7  

5  

5 , 6  

1 0  % 

3  
charge 
complète 

1,  2 ,  3  

4 ,  7 

6  

5 , 6  

8 %  

4  
charge 

1 h sur 
1 côté 

6 ,  7 

7  

4 , 7  

2 2 %  

- 

5  
charge 

1 h sur 
2  côtés 

4 ,  5 

6 ,  7 

6  
charge 
complète 

1, 2,  3 

5 ,  6  

4 ,  7  
4. 
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le chargement inconnu. Sur les graphes représentant les cas 4 
et 5 de la 2è série, nous observons un déplacement de la zone 
chargée qui correspond effectivement au nouveau chargement, 
mais il n'est pas possible de déterminer avec précision les 
efforts engendrés par le massif de petits rouleaux. 

6.6 Conclusion sur la 3è illustration ----------------- 
Cette troisième illustration est une application pratique de la mé- 
thode d'identification. A la différence du cas précédent, le modele 
élastique classique est peu satisfaisant, car il ne prend pas en 
compte les variations importantes de la structure réelle. Ici, 
l'identification se révsle une méthode intéressante pour accroftre 
les possibilités du modèle mathématique, puisqu'il est adaptable au 
chargement rencontré et que dans ces conditions, une amélioration 
certaine des résultats est obtenue. 

Par contre, il n'est pas possible d'utiliser un modèle mathématique 
pour calculer les forces extérieures en lui injectant des déplace- 
ments mesurés. Bien que la solution d'un problème élastique linéaire 
soit unique ; 3 un effort correspond une déformée, il faut ajouter 
qu'une très faible variation aléatoire des déplacements entrafne une 
très forte variation des forces, et donc qu'autour de la solution 
exacte, nous trouvons des solutions très voisines en déplacements et 
très différentes en forces. 



CONCLUSIONS GENERALES 

Nous vous proposions dans notre travail d'apporter une contribution à la 
connaissance du comportement mécanique des buses enterrées. Nous nous 
sommes limités à présenter deux aspects de l'identification et son appli- 
cation au problème. 

Dans un premier temps, nous avons essayé de déterminer les paramétrages à 
mettre en oeuvre pour réaliser une identification stable : c'est-à-dire, 
transformant un modèle pour qu'il réponde de manière satisfaisante aux 
cas d'identification, mais aussi au cas test. 

Dans un darrième temps, nous avons introduit le fait expérimental dans 
l'identification. Ceci nous a amené à changer la fonctionnelle qui était 
sujette 3 de fortes variations, pour une autre, plus stable, permettant 
d'obtenir des paramétres cohérents entre eux et d'une expérience a 
l'autre. 

Enfin, nous avons appliqué les résultats obtenus au problème des buses en 
nous limitant à un modèle réduit expérimental, dont nous avons pris un 
modèle mathématique, basé sur la résistance des matériaux classiques pour 
montrer l'amélioration apportée par l'identification. 

Nous dégageons cinq conclusions fondamentales quant à cette méthode et à 
son application. 

1) sur l'application du vecteur déplacement 

Dans les cas où nous appliquons des déplacements mesurés ou lissés a 
un modèle mathématique d'une structure, nous observons un décalage 
important entre les forces obtenues par le calcul et celles réelle- 
ment appliquées. Nous allons tenter d'expliquer ce probleme sur 
l'exemple de la poutre : la valeur Fi de la force au noeud i est don- 
née par l'équation : 

avec cy' et 3 constantes ; ui et Ci : flèche et rotation au noeud i. 

Nous remarquons, d'après cette formulation que le terme Fi est une 
combinaison linéaire des dérivées de ui obtenues numériquement par 
les différences des flèches et des rotations aux noeuds i - 1, i et 
i+l. Or ces termes sont d'autant plus proches les uns des autres que 
la discrétisation de la poutre est plus fine, d'une part, et d'autre 
part, ils sont entachés d'erreurs de mesure ou de lissage. Il n'est 
donc possible d'obtenir des valeurs numériques correctes de Fi que si 
les erreurs de mesure sur les flèches et les rotations sont très 
faibles, ou si les différences de ces termes ont un sens par rapport 
a l'erreur commise. 

Il est possible de généraliser cette remarque 3 l'ensemble du calcul 
des structures par la méthode des éléments finis car l'ensemble des 
forces est fonction de variations de déplacements obtenues par la 
soustraction des déplacements d'un noeud à ceux de ses voisins 
immédiats. Dans ces conditions, l'application de mesures de placement 



demandera une précision très importante pour un maillage même 
rudimentaire. 

2) Sur l'application du vecteur force 

Contrairement au cas précédent, l'application du vecteur force à un 
modèle mathématique d'une structure, se fait par le produit scalaire 
du vecteur et de la ligne de la matrice inverse. 

ui = j [kif]-' fj 

Or, dans la plupart des cas, les fj sont nuls ou tous de même signe 
et les kij correspondants sont de même signe. Les déplacements sont 
donc nettement mieux approchés par cette méthode et la fonctionnelle 
Ju prend des valeurs initiales beaucou p plus faibles que JF. 

3) Sur l'application de l'identification à la méthode des éléments 
finis 

Nous avons vu au paragraphe 2 que la méthode des éléments finis mini- 
mise l'énergie potentielle totale de la structure. 

Or, dans les 2 cas d'application d'un champ de forces ou de 
déplacements, l'énergie du modèle correspond bien a celle de la 
structure quelque soit le paramétrage calculé et les résultats pour 
les champs de déplacements ou de forces correspondants. Les varia- 
tions de l'énergie restent faibles même si nous imposons des varia- 
tions importantes en force, ou faibles en déplacement. Le modale 
identifié est alors très différent de la structure réelle tout en 
conservant une énergie voisine. L'identification conserve la pro- 
priété du minimum de l'énergie totale du modèle créé à l'aide de la 
méthode des éléments finis. 

4) Sur la technique d'identification 

De cette étude, nous tirons quelques règles générales relatives à 
cette techniques. 

. Les paramétres d'identification doivent avoir un sens phy- 
sique assez précis afin de créer des modèles identifiés sta- 
bles vis-à-vis des changements de chargements extérieurs. 

. La fonctionndle d'identification doit être étudiée pour 
être sensible aux perturbations locales et générales de la 
structure réelle par rapport au modèle de départ, et peu sen- 
sible aux erreurs de mesure. 

. Une étude préalable sur un simulateur et une perturbation 
aléatoire des mesures, doivent permettre de valider 
l'ensemble complet d'identification : paramétrage, nombre de 
paramétres, fonctionnelle et modèle mathématique en fonction 
de l'utilisation du modèle identifié et des erreurs de mesu- 
res introduites. 

5Fur l'application aux problèmes des buses 

Le but initial de cette étude était de connaftre le chargement d'une 
buse. L'idée originale était de se servir directement de la structure 



comme moyen de mesure des efforts appliqués, en injectant les dépla- 
cements mesurés dans un modèle mathématique pour en déduire le 
chargement. Grâce 3 la photographie, nous avons pu mesurer sans per- 
turbation et avec une bonne précision la déformée d'un modèle réduit 
de buse, ce qui nous a permis de créer un modèle identifié nettement 
amélioré par rapport au modèle élastique linéaire de départ. Mais si 
théoriquement, il existe une relation bijective entre les champs des 
déplacements et des forces extérieures appliqués 3 une structure, 
pratiquement, la mesure expérimentale de la déformée crée une pertur- 
bation aléatoire du champ des déplacements suffisante pour générer 
des variations importantes des forces calculées pour équilibrer le 
modèle. D'autre part, si nous agmentons les déplacements, pour dimi- 
nuer l'influence de l'erreur de mesure ou de lissage, nous sortons 
alors du domaine linéaire, et l'identification doit être faite sur 
des cas très proches du cas inconnu, de façon 3 ce que le modèle 
identifié reste valable. 

Il s'avère donc très difficile de recourir 3 cette technique pour ob- 
tenir le chargement d'une buse. 
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L' idée principale de cet te  thPise es t  d'essayer de d6teriitine \ iorccs exterieures eppl iqufes I une buse enterrée par l a  mesure experimen ' des dép1acemznt.s de cette structure souple, e t  I 'utilisation d'un niadele 

L ' i2tade de l ' i denti f-i cation de mdèl es di scrét i  sés par 1 a méthode 

é? énients f i  n i  s a des structures rSel les, constitue une part importante de  

ce travai 1 . Les -:onctionne1 les d'identification e t  les param&trag@r sont etudi  6s 

a travers trois i 1 lustratians, ce qui permet une approche de 4eur champ d'appl i - 
1 

cation. 
L'utilisation de cette technique recente pour l a  reaolution de ce, ' , 

problème, ne pentiet pas de connai t r e  .avec certf tude l e  chargement du niodele redui t - 
I 

étudie. Mais I ' idcntification crac un modèle nettement am&lior& par,rapport à celyi 
de depart, e t  donc trouve son appl l cation 1 l a  frontiera du domine exp8ri&nta? 
e t  .des niodèl es mathhatiques . 
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