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INTRODUCTTON

Les approximants de type Padé d'une fonction ont 1'avantage
redoutable par rapport aux approximants de Padé de bénéficier de la li-
berté de choix du dénominateur. Cette liberté de choix doit théorique-
ment permettre d'adapter les approximants & chaque probléme pos&, ou inver—
sement de reconnaitre, dans des méthodes existantes, des solutions &qui-
valentes au calcul d'approximants de type Padé. Leur apport peut alors
soit simplifier la mise en oeuvre, soit assurer la convergence dans un
domaine.

Les trois premifres parties de ce travail sont consacrées 2
1'étude debtrois exemples différents oll nous avons essayé de confronter
approximants de type Padé et problémes déja étudiés.

Dans la premiére, 3 propos d'approximations rationnelles des

z 0 .
exp(-z) de dénominateur (1 + E) , on montre que les approximants de type
Padé font partie de ceux, dont Saff et Varga ont montré 1'existence,
qui convergent uniformément sur tout compact, et de maniére géométrique.
L'étude de la A-acceptabilité montre 1'intérét de .la suite (n-1/n)

Dans la deuxiéme partie, on €tudie la méthode tau de Lanczos,
de résolution d'équations différentielles linéaires a coefficients poly-
ndmes. Un certain nombre d'exp&riences numériques nous avait montré que
les solutions trouvées.étaient souvent des approximants de type Padé.
Cette approche permet de simplifier la mise en oeuvre, d'assurer la conver-
gence des solutions trouvées vers la fonction cherchée et d'éclairer le
choix fait du second membre. Nous ndus sommes donc attachés 3 déterminer

des cas ol les deux méthodes donnent les mémes résultats.



D'autre part, la synthé&se de plusieurs méthodes de résolution
d'équations différentielles peut &tre faite, dont on tire notamment profit
dans le cas de l'exponentielle.

La troisi&me partie montre une autre fagon d'utiliser les appro-
ximants de type Padé. Il s'agit de 1l'inversion de la Transformée de Laplace
d'une fonction f . Ils servent a définir une "meilleure" suite d'approxi-
mants rationnels & un pole multiple de f et & assurer la convergence de
ceux-ci. Le choix du dé&nominateur est directement posé pour des fonctions
ayant des singularité&s quelconques (é-Log(l + z) par exemple), et résolu si
ce dénominateur est de la forme (z + A)n . On définit un algorithme d'inver-
sion de la transformée de Laplace dont on montre la comvergence en moyenne
quadratique, et qu'on applique 3 plusieurs exemples numériques connus.

Les deux dernidres parties sont tout d fait distinctes des trois
premiéres,

Dans la quatri&me, on €tend la notion d'approximant de type Padé
au cas d'approximation en plusieurs points. On s'est attaché 3 montrer le
parallélisme qui existe avec les approximants de Newton Padé définis par
Gallucci et Jones de manidre analogue 3 celui existant entre approximants
de type Padé et de Padé en z€ro. Ces nouveaux approximants en plusieurs points
conservent les propriétés algébriques, les propriétés de convergence et de
continuité par rapport aux données de leurs ainés. On a en particuliery étu-
dié les approximants en 2 points, zéro et 1l'infini.

Enfin, dans la dernidre partie, on s'intéresse au probléme direct
du choix du dénominateur d'un approximant de type Padé d'une fonction f
méromorphe dans un disque. On distingue le cas ol les poles sont connus
exactement et celui oli on connait m suites de points convergeant vers ces

poles.



Les approximants sont comparés a ceux de Padé pour montrer que

les premiers termes non nuls de la série Q.f-P sont petits.

-~

Nous renvoyons & chaque introduction de chapitre (et & son inté-
rieur) pour plus de détails sur les résultats démontrés. Nous voulons, ici,
seulement insister sur la cohérence globale de ce travail pourtant pré&senté

en cing parties indépendantes.

'l
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PREMIERE PARTIE

APPROXIMANTS DE TYPE PADE DE exp(-z) DE DENOMINATEUR (1 + %)

Contenu

Cette partie contient essentiellement le résultat suivant : les
suites des approximants (k-1/k) et (k/k) de 1'exponentielle convergent
uniformément sur tout compact du plan, de manidre géométrique.

On &tudie ensuite la A-acceptabilité de ces approximants.



-X

1 - CONVERGENCES DES SUITES (k/k) ET (k-1/k) VERS e

C. Brezinski a montré que la suite (k-1/k) converge simplement vers

1'exponentielle pour tout t > O.

D'autre part, Saff, Shonage et Varga ont &tudié la convergence d'ap-

P, _;(2)

. . n-1} - . .

proximants rationnels du type S~ et ont montré qu'il existe Po-1
a+3)

n . .

de degré n-1 tel que la convergence soit uniforme sur tout compact du

plan et de plus, de type géométricue. On démontre ici le résultat suivant :

Propri€té 1.1. La suite (k-1/k) _x(t) converge uniformément sur tout
e
compact du plan, notamment sur tout compact de Lp,wL_. De méme, la suite des

approximants (k/k) -y converge uniformément sur tout compact du plan.
e

- . -z
Deémonstrhation : £(z) = e &tant holomorphe sur tout =z , on a l'ex-

pression du reste sous la forme

k -1 -1
£(t) - (k=1/R)(£) = —— [ £ V&)
V(t) 2iw ‘¢

1 - xt
c = P(c") ( ¢' contour simple entourant O et t tel que f soit

holomorphe dans un domaine contenant c' et simplement

<
connexe
1
K\D.X—>—}Z .
On prend c' =:{z/!z! =r} on a donc c¢ 1le cercle de rayon %— et t
tel que |t[ <r .

-1
k -1 -=x
1t fx e LACI I
C

2im V(t) I - xt

e - (k-1/k)(t) =



Ve = (x5
k k
V(x) = x* '\\f(x_l) = (x + 'lk-) H lvx)| < (—i: + %)
] -Re x—1
D'autre part, le X | =

Re x—1 € [—r,+r:| donc |e—x | S e’
et enfin |1 -xt| 5 |1 - |xe|| done |1 - x| 51 - Lt
k
r 1 1
re (—+ —
et - e/ ()¢ Lt - E k2
1+ tl ] - lE_
kl r
k
r k
Ure St
) k | k
t t r
l‘ * ‘12] b=~

Supposons dque t appartienne 3 un compact K du plan, on a donc [t! s T
et la majoration ci-dessus est valable quelque soit r : r > roo.
. z z . .
D'autre part 1im (1 + K) = ¢~ uniformément sur K , donc pour k assez
koo
grand on a :

r.k r . .
(1 + E) <e (ceci est vrai pour tout k)
k -r
t 1 t 1 o
(1+E)2§-|e]2§-’e Veekr (kzk)
k
¢ (1+£_) oF r k
Sup |e " - (k-1/K) ()| € —— (=)
tex 1 T r, r
— e ] - —
2 T
2r+ro K
2 e ) pour tout r : r
N r r “ 7o
| —
r

En particulier, prenons r = 2r0

5x k
sup [ = (=170 ()] € e © ()
K



La convergence est bien uniforme sur tout compact, en ce qui concerne la

suite (k-1/k) —x
e

Considérons de méme la suite des approximants de type Padé (k/k) <
" e

t t

ona (k/K)(t) = 1+ t(k-1/k), avec £(t) = e et f(t) =e -1
1 Tt

E(E) = (/) (6) = (1 + € £,(8) - (1 + t(e1/K), )

1
t[%l(t> - (k—l/k>f;]

En procédant comme précédemment avec la fonction f1 on a :

i tk X_lfl(x_l) V(x)
£(0) = (e 1/I) () = = = f dx
2im V(t) c 1 - xt
k
ltlk _lf(% * %) —x—1
[£ () = (k=1/k)(£)] ¢ — sup e - 1]
1 ‘1 + = |t
k 1 - = |r|='r
T
k
T
. g e+ 1 ltlkl
= k l I k r
t t r
l‘ * E' b=

t appartient 3 un compact K donc Itl gr et 1'inégalité est valable
pour tout r plus grand que r

1 Comme précé&demment on a :

! r+ro ( T 1 r k 1
e e + o
l£,(0) - (-1/K) ()] 5 2 - - ) T
] -2
T
soit pour f , en prenant r = 2ro
1 3r0 2ro 1 k
[£(t) - (k/k)(t)]| < 2 —e (e "+ 1) 3

o
la convergence de la suite (k/k) — est donc aussi uniforme sur tout com-
e

pact du plan.




Propriét? 1.2. La convergence de la suite (k~1/k) est géométrique a

partir d'un certain rang, sur tout compact. Le rang dépend du compact.

Démonstration : Reprenons la démonstration relative 3@ la suite des

approximants (k-1/k) 2rir
-t o o r k
Ona sup le = - (k-1/K)(£)] € 2 e (=)
K o T
r

pour K contenu dans le disque de rayon r, et pour tout r 2 r

Soit rk(t) le reste e"t - (k=1/k)(t) .
2r+y

2 e o) ro k
On a Sup lrk(tﬂ < inf. (——————;r~—-(—;0 )
teK r>r o)
o 1 - —
r
r
Posons A = —— r = Xro
r
o
9 62r+r rok r, 2>\ro
v, M) == () = 2e” 2e 1
1__r2 A -1 aF

Cherchons le minimum de yk(k) pour A dans ]l,«ﬂ:

T, 2roA ZrOA(A—l) -2 = (k=1)(X-1)

a-1?2

' : . 2 _ -
Yy est du signe de : 2rok A(Zro + k) + (k-1) .

Cherchons les racines en X du trindme.

(2r, + )7 - 8r_(k=1)

>
Il

(Zro - (k—l))2 + 1 +4r + 2(k-1) 2 0 k 3 1)
o

On a donc deux racines XA; ,A» , positives (somme et produit sont positifs)

Pour ) grand, yL 2 0, pour X voisin de 1 1lim yk(X) = +» donc yé n'

A1

.

a



2ro +k + /A
qu'une racine dans ] 1;»[ qul est la plus grande A} = Iy
et y, est minimum en X
2r + k Kk
VA £ 2r +k donc Ap £ A' , A' = S S [
o 2r 2r
o o
min yk(A) < yk(A') (on a bien A' > 1)
3r0 ek 2ro k-1
1y = £ 2
yk(k ) = 4r0 ¢ k (Zro + k)
2ro k-1 2r0k~l lk 1 1
G = () + (@ Q) ot iim e@@) =0 .
3r_ K O ' k-1
1y - - il
yk(k ) 4ro e X 1+ " e(k) (ZrO)
G
1/k Ir, Yk -p ok Ve v
(v, (A")) = (4r_e ) (2r) ( ) 1 + =~ e
k k k 'k
(k) _
/k e 1——112 3r k- 1 1 1/k
1 = £ o - i
(yk(A ) o (2r ) (4r e 9) l} * e(ki}
1/k
donc lim lyk(k')! =0,
koo
pour k assez grand, on a donc ka(k'ﬂ < 1

La convergence de la série est de type géométrique & partir d'un certain

rang sur tout compact.

On s'apergoit en fait sur la forme de yk(k')

VO IR TCIRYRT(S Lim Jk) =1, K > 1.
lim 9(k) = O .
k

et ﬁ(ro,k) est une fonction croissante de T c'est-a~dire que plus r, est

grand, plus la convergence géométrique est difficile & atteindre.



n
. " . . X
On démontrerait de méme cue (n/n) x de dénominateur (1 + E) con- -
e

verge géométriquement 3 partir d'un certain rang. Une comparaison des majo-

rantes :
2\ r

%o e

v, ) =2e” 5 X € J1,ef

A (-1

ro rox rox

zk(K) =2 er e k(e + 1) 3 G]l,w]:
o) A (-1

induit que la convergence de (k-1/k) est plus "facile".

2 - A-ACCEPTABILITE DES APPROXIMANTS (k/k) ET (k-1/k). ETUDE MUMERIQUE

I1 s'agit de montrer que ces approximants vérifient

lr(z)] <1 pour z dans le 1/2 plan € : {z|Rez ¢ 0}

D'aprés le principe du maximum, il suffit de montrer :

Sup lr(z)I < 1.
z=it

2.1. Cas de Ra suife (k-1/k) __
e
On peut démontrer sur leurs expressions explicites que pour k =1,2,3 ,

ces approximants sont A-acceptables.

2
k=1: (/1) _(2) =14 [/ o] = —— <1
LN . e L+t
k=2: (/) @) =—— /2 _Go] = —5 <1
e a+3 © b
1 - % 22 1+ %?
k=3: (2/3) _(2) = —— | (2/3) _,(it)] = 2 3/2
e

b4 e t
(1 + 3) (1 + *gﬁ
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e

e
3

‘n

i
2

@273 _ G| = 7 &6

e t

9

+
+

w

)]

A
—

+

I + %r +

tu;n
-~J

Pour k supérieur 3 3 , l'expérience numérique semble confirmer la

A-acceptabilité de ces approximants.

?i\z 10 5 2,5 1,25 | 0,625 | 0,315 e I/Kk-l/k)(l/éﬁ
1k

4 | 8,36 E-02| 4,12 E-02| 6 E-03 0,14 | 0,520 | 0,830 | 2,69959| 2,72529

5 | 2 E-02 1 E-02 7,4 E-03 | 0,154 | 0,520 | 0,830 | 2,71505| 2,71552

6 | 9,9 E-03 | 5,34 E-03| 8,97 E-03| 0,157 | 0,526 | 0,830 | 2,71826| 2,71837
7 | 5,1 E-03 | 2,54 E-03| 1,05 E-02| 0,159 | 0,5260| 0,830 | 2,71831| 2,71830
8 12,99 E-03 | 1,28 E-03 | 1,18 E-02| 0,161 | 0,5258 | 0,8299 | 2,71828 | 2,71828

9 | 1,89 E~03 | 0,67 E-03| 1,29 E-02| 0,162 | 0,5256 | 0,8296 | 2,71829 | 2,71828

Ve G S Smm ted G S g B V=S beem el S Gt e G G

2.7. Pour la suite (k/k) on a &tudié le rapport des termes de plus haut

degré bk/ak . .

Le dénominateur est (1 + %) donc a, =4

1

k
b = g (_1)1 ( k ) 1
= . —
k 120 i! k-1 kk i
ko yvid ok
Le calcul donne pour b /a =1 + ) £~ll——15—— .
k' %k T F
! Kk / !
! by /ay k by /2y k b /2y !
! — —
11 9 -5 17 9338 !
2 -1 10 28 i8 -5545 !
!t 3 1 11 -14 19 -10792 !
' 4 1 12 -51 20 86464 !
t 5 -3 13 103 v/ 5us
! 6 1 14 13 | B UIEA
17 6 15 -222 1
! 8 -8 16 165 !
!
: !




La suite (k/k) n'est pas A-acceptable 3 partir de

dtre pour k = 6.

On vérifie

n

(1/1) (=)

[}

(2/2) (2)

(3/3) (2z)

(4/4) (2)

[}

k =6

(6/6) (z) =

(6/6) (it) =

- 12 -

k = 4 , sauf peut-

directement que :

2
;la,in]” s —— <1
1

+ t
2
1-2 2 1+ %T
—— ;@) = — = 1.
1 + = t
2 1+ -
2 3 2 4 6
z z t t t
1 -+ 55 2 L4 o
5 3 (3,30 = 3 < 1
1 + 2z + Z +Z 1 + E—‘+ E—-+ t
3 7 3 27 4
3
2 3 4
1 -2+ F + 2
8 3.16 44
3z2 z3 24 ’
1 + z + -5 +'T3-+ A
4
2 8
t 3 4 6,1 1 t
2 1 + — + % t t ( + )
[(4,4) (it)] = ‘; 2.43 45 45 828‘ < 1
t 3 4 6,3 1 t
1+_Z}-_+ 3t +t(—§ 4)+ 8
2.4 4 4 4
2 3 4 5 6
1--z—+ z + 2 —42 +.z_
127362 2.6° 5.6 6°
1+ 2 + 5z2 . 10z3 5z4 + EE.+ EE
123,62 2.6 6% ¢
2 4 6
t t t .3, 1 4 2
1+ = = it” (— + t
12 2,63 66 A£3.62 skt
5t2 St4 t6 . 10t2 t4
(1_-—1—2—+-———§~—_.6)+1t(1— 2+_Z)
2.6 6 3.6 6
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[6/6) (i [* = 3

2 ' 12
6> 12 6 2.6 2°.6° 6 6 6
6. 1 8 2 4> 4
+t ( 7, + A t° + 58 t)
3 6% 3.5.6 5%6
2 2 2
122 6 6° 2.6 6/  2°.6
12
* tlo(‘_‘%) * t12
6 6
2 6 .8
. 201 - zo2 24 b ;o . 24) _20t6 . Eg
3.6 3°.67 6 3.6° 6
2 4 12
N=l+_t:,6_+5t3+254t6+ 377t8+ 7;810+1;_17
2.6 3“.6 2.5.6 2.3.5.6 6
4 12
D=l+t_6_ 55t3+1169t6+ 57t8+__1§t10+t12
2.6 6 2.6 6 6
N D _so3t4__9%t6+ 1271:8+ 2328t10
2.6 6 2.5.6 2.3.5%.6

N - D est négatif au voisinage de O, positif pour ¢t grand

N -
D

(6/6) (z) n'est pas A-acceptable.

2
donc |(6/6)(it)| -1-= change de signe quand t varie dans [b,w[

Réferences :

Brezinshi. - Padé type approximation and general onthogonal polynomials.
ISNM. Vol. 50 - Birkhauser - Verlag. Basel 1979.

Sagf. Schonage. Varga - Geometrie convergence to e ° by rationnal
gunctions with scals polLes - Numern Math 25 (1976) p. 307-322.
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DEUXTEME PARTIE

METHODE TAU

Contenu

L'idée de la méthode tau est due 3 Lanczos. Elle est, de ce
fait, &voquée sous le nom de "Lanczos T-method". Elle a trouvé une mise
en forme générale par Ortiz ; cette mise en forme est reprise sommaire-
ment ici dans la partie introductive, paragraphes c.d.e.

Un certain nombre de calculs de solutions, dans des cas parti-
culiers d'équations différentielles, nous avait amené 3 penser que les
méthodes tau et d'approximants de type Padé &taient lides.

Le but, que nous avons poursuivi, est de déterminer certains
cas oli les deux méthodes donnent le méme résultat. On a alors une mise en
oeuvre simplifige et la convergence des approximants est assurée, dans le disque
de convergence de la série solution, par la théorie des approximants de type
Padé.

Nous nous sommes arrét&s au cas oli la méthode tau n'emploie qu'une
constante. Méme avec cette restriction, on peut montrer (th. 2.7) que les
méthodes ne sont pas équivalentes. Ces résultats sont rassemblés dans les
parties 1 et 2, dans la partie 3 pour les démonstrations, dans la partie 4
pour les exemples.

Dans la partie 5, on fait le rapport avec d'autres méthodes. Enfin,
dans la partie 6, tous les résultats sont regroupés sur le cas de 1'expomen-

tielle ce qui permet de définir des familles d'approximants A-acceptables.
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PRESENTATION DE LA METHODE

On suppose donnée une &quation différentielle, lin€aire, a coef-
ficients polynbmes : Dy = O ou Dy = un polyndme. On ne consid@rera d'abord
que 1'équation homogéne Dy = 0 (1).

La méthode tay créée par Lanczos [E] consiste 3 remplacer la re-
cherche d'une solution approchée de (1), par la recherche d'une solution
polyndme exacte de Dy = 1m(x) (2), ol 7 est un polyndme de degré =n ,
et T une constante permettant de vérifier une condition initiale.

Dans toute la suite, y sera la solution de Dy = O et y la

n

solution de 1'équation modifiée (avec mémes conditions initiales).

a) Choix _du_second membre
Si n=y -y , n représente l'erreur commise et vérifie
Dn=17m(x) , n() =0.
En faisant intervenir la fonction de Green, et en admettant qu'on
int8gre sur |:O,1] , on a pour tout x de [O,l] :
X

n(x) = f’rﬂ(u) G(x,u) du
0

G est définie par B G(x,u) = §(x,u) (3) ot B est 1'opérateur
adjoint de D et § le symbdle de Kronecket.

Si on veut n petit sur [b,i] , 1'8quation (3) a, a cause du se-
cond membre, une irrégularité ; G est une fonction irrégulidre.

Pour que n soit "petit", on rend mw(x) "petit" sur [b,i] . C'est
cette idée qu'utilise Lanczos en prenant w(x) = T:(x) niéme polyndme de
Chebyshev adapté a [0,1] .

Si on veut n petit en 1, on ne considére que n(l) et G(l,u),

définie par BG(l,u) = §(1,u), est une fonction réguli&re sur [p,l[:et peut
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8tre approchée par un polyndme t

G(1,u) = t_(u) + " P(u)

en prenant T7(x) pn(x) niéme polyndme de Legendre sur [@,i] , on a :

1
n(1) =t t' [ P, () J(u) du .
‘0

Lanczos Eﬂ constate, numériquement, que le choix de P, donne
toujours, pour n assez grand, et dans le cas de 1'&quation y' -y=0,
de meilleurs résultats.

Si on veut une approximation en un point 2z , il suffit de rem-—

placer [___0,1:[ par [O,Z] . L'équation 3 intégrer devient

Dy(x) = 1 n(x/2)

yn(O) Yo

yn(x) est un polyndme en x

yn(z) sera aprés le calcul de Tt , une fraction rationnelle en 1z .

b) Mise en ceuvre

-

L'essentiel de ce paragraphe et les notations sont empruntés &

Ortiz Dﬂ .
Y-
On a d trouver une solution polynfme en x de Dyn =T Z c;z X
0
. n n n
Soit P =Dx et Q_ un polyndme tel que DQ = x .
n n n
La solution s'€crit alors :
% -i n
vy (x) =1 c.z Q. (x) o -i
n j20 1 i .X ciz = Q;(2)
y (2) =y 120
n "0 n -
y (©) =y, Lo GO

yn(z) est une fraction rationnelle en 2z .
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© n
5 n
P (x) = x" - n Y ite;z 8.(2)

" y,(2) = 1:() : = (a/n),
Q_(x) = n! S_(x) izo ite,z :

ol (n/n)y représente l'approximant de type Padé de y .

d) Déginition générale des Q, -

Les polyndmes Q n'existent généralement pas tous.
n

Par exemple si Dy = y'(l +x) -y , Pn(x) = (n - l)xn + n xn_l .

Aucun P n'est de d°] . Le mondme x n'appartient pas i 1l'image

o7

par D de l'espace des polyndmes, c'est-a~dire, que x n'appartient pas

1'espace engendré par les Pn et donc, il n'existe pas Q1 tel que DQ1 X .

Soit S = {i / x* ¢ {(Pn)nﬁ' et RS = {espace vectoriel engendré
i .
par x , i dans S}

On définit Qn par la propriété DO =x + R_, Rn € RS . On dé-

montre (cf. Ortiz) qu'ils sont liés par :

1 -h
Qm = —Er'(xm - z a? Qr) més .
a r<m
o réSs

(les notations sont celles de Ortiz soit :

o(n) r

o(n)
= a_ X et h = sup(o(n) - n))

P

n r=0

Les Q  sont définis a8 1'addition prés d'un polyndme solution
de Dy =0.

On impose pour 1'instant d°Qn ¢ n dans un souci de clart&, un
décalage peut se produire comme on le verra dans certains exemples ; les

résultats restent inchangés.
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Faisons un résumé des notations.
D opérateur différentiel lindaire, 3 coefficients polyndmes,
d'ordre v .
MARERN solutions polynOmes indépendantes de Dy = 0 .
S = {i,...,is} ensemble des indices tels que Q.1 n'existe pas et
s = Card S.

i i
P L4 > p . = k
Rk coefficient du terme en x de Ry ¢ DQk x4+ Rk > Ry € RS.

On modifie 1'équation en ajoutant un polyndme T 7(x) au second

. . . ~ . n
membre. Si on remplace la fonction inconnue par une série entiére 2 ax
les a vérifieront une relation de récurrence. On peut &tre amené 3 mettre

plusieurs constantes 1 (c'est—-3-dire remplacer rt w(x) par Towo(x) + Tlnl(x)+..)

pour trouver une solution polyndme 3 1'&quation modifiée.

L'équation est Dy = O (1 .
T ;. nor e
L'&quation modifide est Dy = ( y 1.x)( ) c. z Ty (@,
n . i . 3
1=0 j=0
T n-r -3 t
en posant arbitrairement yn(x) =‘Z s (.Z cjz Qi+j(x)) + Z yj yj (%)
1=0 3=0 1
i+je s

et en reportant dans (2), on trouve que les constantes T, et Yj sont dé-

terminées par le systéme :

4 =
v,(0) =y,
v conditions initiales
(v-1) v=-1
Y, (0) = Yo \
r n-r . '11 s
z Ti Z cjz J Ri+j = 2 Ti cj z J
20 120143 < 5. .
t j=0,i+j¢ s 3T L s 8quations
r n-r -3 i -3
RS D ¢y 2 7 Ryp =, DR ¢ 2
\ i=0 = j=0,i+j¢ s jooiri=ig )

Les nombres de paramétres sont liés par : v + s Equations pour
r + 1 + t inconnues soit :

r+t+1=8+V
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Cas d'une équation avec second membre

n
© i

Dy=2dix .
0

On écrit 1'équation modifiée dans le cas de 2 constantes T, et T

et dans le cas S = {s} .

n

- W0 el i ol 5
Dyn = 2 dix" + T, Z c;z x4+ Tlxz c.z X
0 : 0
n-1 . . .
_ . -1 -i+l i -n+l n
Dyn = g (di + T, €32 + Tlci—lz ) X7 + TCh-12
_ k. .85 _s
DQk =x + Rk X
On a alors la solution :
;o nil -3 n-1 -3 t
vy = diQ. + 1 c.z Q. + 1T z c.z = Q. + z Y. V.
nogq 1 o o 1 i li+1?9 i 1+] [ 37
i#s i#s T itl#s
[
¥,(0) =y,
(v-1) _ vl
ﬁ kyn 0 =y,
d +1_ c z°+ T. C sl 2 R? + T 2 c.z TRY + T z c.z ‘RS
- o - 1 . i — 1 i 1 i i+1
k s s s-1 i=0 i#s {+145
i#s 1rirs
1 - RESULTATS GENERAUX
Notations : On a pQ = X0+ Ry
o(n)
P =pf = § L0mm
n m
m=0
Si y analytiqueen O , ona y = z anﬁgl et les a_ vérifient une
. 0
ao(n) =0,

relation de récurrence (R) : z aa_
n



On appelle H_ le nombre d'él&ments "consécutifs" de P

C'est-i-dire si, par exemple, Pn(x) = x" + Xn—2 , alors Hn =3 .
o(n)
Ona P (x) = Z ac(n) =
n m
0]
Hn = (on - infm) + 1. (inf pris pour m tel que ag(n)# 0) .

Proprniété 1.1. Tous les P ont, 3 partir d'un certain rang N ,

le méme nombre H de termes consécutifs.

Pour n 3 sup(v,sup S) d°Pn =n+h et Hgv+h+1 .

Proprniéte 1.2. Les a » coefficients de la série solution, vérifient

une relation de récurrence, 3 termes variables avec n , d'ordre au plus H-1.

Propniett 1.3. Si tous les Q. existent, d°P_ = n et il n'existe

pas de solution polyndme non identiquement nulle & Dy = O .

Propriéte 1.4. Si Sp est la somme partielle de la série solution,

on a pour p > sup S @

S
_ n s+1+h s+1+h
5p = (Z) a x *agy @ ype Qe Pt 2o Qoun)
p+h~H+1 p+h
* Qunope2 (Cpopel pshemez Tt 3 Bpan-ne2 )
¢ p-i;h
* Qun @p Fpum )

2. APPLICATION DE LA METHODE AVEC T UNTQUE

On considére ici des équations différentielles linéaires d'ordre v,
3 coefficients polynSmes telles que si on applique la méthode Tau, elle s'appli-

quera avec une seule constante T .

Ces équations sont homogénes ou avec second membre.
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a) Equation_homogine :

(1) py=0 H (2) Dy =r-

I ~13
[
=
=

Propriete 2.1, Si v>t , tous les Q; existent.

i
P&Opfb(',é'té 2.2; H s \)+1 ’ dopn =n et Sn = 2 )\n Q

Théonéme 2.3, Les seules 8quations différentielles linéaires, &

coefficients polyndmes, telles que T soit unique sont de la forme :
(ax + bD)y' + ky =0 .

La relation entre Sn et Q se réduit 3 y(O).Qn = Q(O).Sn .
Si Y est la solution obtenue en 2z par la t-méthode,

v, = (n/n)v approximant de type Padé de la solution y de (1) de dé-

n .
nominateur z ciQi(O)zn 1 | clest-a-dire :
i=0
o n-i
; c. Q.(0)z S.(z)
BT R | i
(z) = 1=0
"n ¥ n-i .
Y c. Q.(0)z
. iti
1=0

b) Equation non_homogéne & second membre polyndme :

Bt 2 o e Bt B Pt s o D i Ot P B ol s s s e s e e e e e e e i el D

I1 est clair que la méthode décrite pour Dy = 0 , s'adapte au

n

o .
cas Dy =,X dix* (3) . L'8quation modifide prend la forme :
i=0
By n s
Dyn = 2 dixi + 0T 2 c;z et
i=0 i=0

La solution s'écrit donc avec les notations usuelles et pour =
unique
n . i
DQ =x +R S = {1 ; x € {P_} } et s = Card §
n n'n

P_=Dx" et  y....y, solutions de Dy = 0 .

n . t
. -i
y (z) = X (di + tec.,z 7)Q. + Z'y.y.
n 120 i i 321 ji’;
i¢s
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Propriét?e 2.4. Tous les Qi existent sauf au plus un , si v 3 t

Théoneme 2.5. On suppose s = 0 , tous les Q. existent.

Les équations différentielles sont alors de la forme :
n

(ax + b)y' + ky = Z di x*

i=0
n,

Si Y est solution de Dy = 0, on a : Yy = (n/n) + z d 0 :
1=0

pour mxn_ : y = (n/n)y approximant de tyvpe Padé de dénominateur

o n-1
Z c;z Q0 .

Proprniét? 2.6. On suppose s =1 , et on note {s} =§ .

- si d°Pn £n, alors t=v=1.

n
Les équations sont de la forme (ax + b)y' - say = z d.x H
0]

- si d°Pn < n+l , alors t = v.

n

v .
Les &quations sont de la forme z A (x) v (1) = 2 d.xt , d°Ais i+l
i=0 0

Théonéme 2.7. Dans le cas de 1'équation (ax + b)y' - say' = 2 dlx

sauf choix particulier des Cs s la solution de Dy = 2 d. xl + 1 5 s ’ixfL
i=0 i=0

ne peut &tre un approximant de type Padé de y si s est strictement posi-

tif.

Lemme 2.8. On cherche 3 résoudre Dy =d sachant que

)
tous les Q.1 existent sauf Qo
+1 _n+l n+tl n n+l
tous les P_ ont 2 o +
n termes a ., X a = x (a a . #0) ,
n -
alors si Y est solution de Dyn = d0 + T 2 ¢,z tx , Oon a

t
y_ = Z Y, ¥y, o+ (n-l/n)y .
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n .
R n-
Le dénominateur de 1'approximant est ; ciQi(O)z 1 en posant QO(O) = -yo/do
0

Conollaire : on a pour n assez grand, v, = (n-—l/n)V .

o
Théoneme 2.9. On cherche 3 résoudre Dy =) d.x sachant que :
0]

Q, n'existe pas.

n+l n+l n+l n , n+l
Pn a 2 termes a ., X ta X (an+1 #0) .
T i, i i
Alors si yv_ est solution de Dy_ = Z(d. +Tc.z )X et DQ. = x + A,
‘n n gt i i i
on a ¢ n n
Y, =j=1yj yj + g diQi + (n—l/n)z ol z=1y - % diQi

donc pour n assez grand , Y, = (n-—l/n)V .

3. DEMONSTPATIONS DES RESULTATS

Proposition 1.1. D est un opérateur différentiel lindaire 2

coefficients polyndmes, c'est 3 dire :

N (1)
Dy = z Ai(x).y Yo
i=0

Soit a, et Bi les degrés respectivement le plus haut et le plus

P =Dx . d°Pn £ n + Sup (ui ~ 1) Sup étendu i i=0...inf(n,v)
i

(d° le plus bas de Pn)

inf(n - 1 + Bi)

n - Sup(i - B)

Soit Hn le nombre de termes de Pn : Hn < Sup(ai - i) + Sup(i - Bi) + 1

pour n 3 v Hn < H avec H = Sup(ai - i) + Sup(i - si) +1 ,1=0...v
i i
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Posons h = Sup (a. = i) ,ona H <v+h+1.
i=0...v o

Pour n > Sup S , tous les Qn existent, donc il existe k tel que Py
soit de d°n , on a donc
nzv— d°Pn < n+h

donc o_ =n +h pour n 3 Sup(v,Sup S)
n n
n > Sup § => a_ #0

\
Proposition 1.2. y =Y anxn
n20 LEaP=O=>(R)2a ag(n)=0
n n°r
nz0 n
Dy= 0
/
d'aprés P.1.1. (R) a au plus H termes. La relation de récurrence (R)

est donc d'ordre H-1 au plus.

Proposition 1.3. Montrons que si tous les Q; existent, alors

On note {P_ } 1'espace engendré par les P
nn n

DQ =1 donc 1 € {P_} , d°P_ est une fonction croissante
o nn n
de n , donc d°PO =0
- . _ . )
De méme, Q, existe , DQ, = x et X € {Pn}n si d P, > 1,

c'est impossible, donc d°P1 < 1.

. o
Soit d P € c'est impossible si d°Pn+‘ > n+l
o
n+l P donc d Pn+l < n+l .
x K’k

Ad

Montrons que si tous les Q existent, il n'y a pas de solution polynséme
a Dy = 0, non nulle.

Si Q existe, de degré inférieur ou égal a n : d°P_ 3> n .

En effet, DQn =x" et DQn est somme de Pi s

tion croissante de n donc d°Pn > n,

Donc si tous les Q existent , d°Pn =n et pour tout n , az #0 .

ign. d°Pn est une fonc-



Supposons cue

en écrivant la relation (R) a

) p+l
a a + a a +...
P p*l "p
on a P+l =....= ap+v =
De méme a = 0.... donc

Proposition 1.4.

n _ n

x =] a0 n
r<n
rés
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u rang p

ptv p

+v
+ a  abV =

(B

0 et al # 0=>a
p P

On applicue la relation sur les

Q
n

Dv = 0 ait une solution polynfme de degré p

pour trouver

n
Puis, on développe Sn = 2 ap x° , en ordonnant en Oi . Le coef-
0

ficient de Qi

au rang 1 soit Ri . D'oil le

Proposition 2.1. On

posé r+ 1 =1 ,donc | =35 +

résultat.

a toujours r

v-t.

+

=S+

est tout ou partie de la relation de récurrence

R

écrite

et on a sup-

On peut supposer Vv > t , sinon on a toutes les solutions sous

forme polyndme. Donc 1 3 s+l ,

Proposition 2.72.

P.2.1.) , on a d°Pn =n, h=

Ecrivons le résultat

v i
Sn = .2 >\m Qn—i )
1=0
n n
a4 =x - L a R
r<n

s = 0 , donc tous les

O et Hg vV +

P.1.4. , on trouve

On a en effet

existent.

En appliquant les résultats précédents (P.1.3. et
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donc S
n

i
o~
w
W
1
o~18
w

|-l

I D~1pe
w
Jo)

Le coefficient de Q; est tout ou partie de la relation de ré-
currence R.1 donc est nul s'il a au moins H termes : l+n > H ou r £ h-H+l.

n

n .
1
S = 2 Q. . ) a.a
N p-H+2 b i=r L r
v-1 n
Comme H-1 v , S =.z A; Qg

Théonéme 2.3. Démontrons d'abord que l'&auation est d'ordre 1 :

les . existent tous, donc il n'y a pas de solution polynbme : t = 0 ,
: , yap poly

on a donc
donc

D'autre part, d°Pn =n donc si Dy = A(x)y' + B(x)y , on a
d°A(x) <) et d°B(x) = 0, d'oll la forme de D :
Dy = (ax + b)y' + ky

v=1
n

La relation S_ =) AT Q. s'éerit S_=2A"qQ .
n i *n-i n n ‘n
0

Ou en tenant compte des relations initiales :

Vo O = Qn(O)-Sn .

La solution y, est donnée au point 2z par :

n .
_ -1 n .
y,(2) = Tizo c.z © Q;(2) iZOCiQi(O) 01 5, (2)
n i o yn(z) I e
= - -i
Yo = TiZo c.z Qi(O) iZO CiQi(O)z
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Proposition 2.4. On a toujours v définie & partir de constantes

P a o -1 -i
vérifiant le méme systéme, en changeant TCiZ en (di + TC,z )

On a donc toujours |r + 1 =5 +v -t

[
]

r=20 => 1385, s 0O ou s

<
\2
ct

Théonéme 2.5, Si s

O , on a comme précédemment, en ralsonnant

sur Dy = 0, la forme de Dy soit

Dy = (ax + b)y' + ky . n

o
Soit Y solution de Dy = 0 , d'autre part P =) d.0., vérifie
i ifi

n
o} i 0
DP =) d,x ,donc y=Y+P
. i
1=0
o -1 i
Si Y est solutionde Dy =1) c.z x :Y = (n/n)
n . 1 n Y
1=0
n
°© i v o-ild
et y_ la solutionde Dy =) d.x + 1) c,z 'x s'écrit alors :
n . i . i
1=0 1=0
n -3 n RN
Yy = Z (d.1 + TC.Z )Qi = P+ T z c;z Q.1
0 i_=0
. Y - P(0) i Y, Ynp =P+ ¥,
n . -i
z c.z 1Q. (O) 2 Ciz Qi(O)
0 1 1 /
Yy = (n/n)Y + P et v, = (n/n)y si n3n

=v et d°P g n+l .
n

Proposition 2.6. s =1, r =0
t
)

Soit Rn le coefficient de x" dans Dv avec vy = 2 a x"
n>0 n
Qn vérifie le syst@me R0 =0
Rn~1 =0
R =1
n
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lTen cas : d°Pn sn VYn .

Soit An la matrice des coefficients de P.1 pour i = 0...n
)
~a
o
a{\\\al
! 0
H-1 \ b1
A= 2o H~-1
n
\aH AN LE
17—  H
\\\\\ n \\\an
0 &h-H+1 n
i b
. _ k PR 0 _ K
Si Q, = Z bkx , Qi est défini par Ai'(bl) = ki)k=0..-i

n
Si P = z ukxk est une solution polyndme de Dy =0

k=0
a1
A..(i ) = 0
n"\a
n
Si Qy--+-Q_ existent et Qs n'existe pas, alors det Ai # 0 pour

i ¢ s et det As = 0 donc az =0 .

<

. apy
Alors A_. (a )==0 admet une solution non nulle Apoe..0 .
s

Si seul Q. n'existe pas, il n'existe qu'une solution polyndme,

3
done t=1 et v=1.

%
L'équation a donc la forme (ax + b)y' + ky =} dix1

On
s _ - - o i
ag=as +k=0 Dy = (ax + b)y' - say =) d;x” .

i=0
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2¢me cas : Si 05 n'existe pas et d°Pn < n+l

o
a
o
a1 1
o a
: \as_l
S:l
_ as;:\\\\\ s+1 as+1
A = s-1 ag s+l
n
an+1 an+1 an+l
n-H+1 n n+l

On ne peut conclure sur le nombre de solutions polyndmes et d°Pn < ntl

implique que les 8quations ont la forme &noncée.

Théoreme 2.7. On a :

n
( . - °, i
Dy = (ax + b)y' - say = 2 dix
—0“01“—11
- v _ =
( Dy = (ax + b)yn say, z dix + T 2 ciz x
0 o
i, .3 =
L DQi X+ Aix (Xi 0 si i< s)
La solution s'écrit :
( y_ = § (4. +'tc.z_i) Q. +vy avec vy, solution polyndme de Dy = O
no.2y 1 1 1 1 -1 ‘ y
i#s
\
5 _ ¢ -i
kd..+ TC_ 2 = z (d. + Tc.z A,
s 5 . i i i
1=0
ifs
en posant A_ = - 1 , on trouve :
E

—
I~
®
o]
P-
N
I
H-
e
\_/
[
1
F
§~13
o
o
-
>
H




Le dénominateur de Yo

et dépend de Cq

- 30 -

;3 il ne dépend pas de CyeeeC

5-1

Si Yy était un approximant de type Padé, il serait de la forme
W(s) /Y (x)
v(z) = kozn L kn 3 V(z) = ko + klz +...4 knzn
W(z) = C(Y_(El_:__‘_’.(_tl) ; W(z) = zn—l . W(z)

zZ

donc %(z) ne

Donc Yn ne peut

On a donc le résultat négatif :

particulier des c,,
i

dénend pas de kn s

-t

mais dépend de ko...kn_1

dtre un approximant de type Padé que si s = O .

si s#0, y, ne peut étre, sauf choix

un approximant de type Padé

Lemme 7.8.
On suppose que Qi existe pour i # 0, donc d°Pn = n+l pour
tout n .
' -9 . _ n+l n+l ntl  n
On suppose d'autre part H 2 : Pn a s X + a X .
Soit Sn la somme partielle de la solution Y de DY = do'
n-l i o n
DS __; = D(} a;x’) et p(y ax) = d, -
0 0o
DS = a a x +4d
n-1 -1 ™n 0
donc Qn vérifie : Yo Qn n Sn—l
= + ! =
DQn X Xn d'ofi yoxn a o

On a donc pour Vp
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n
y =1 2 c.z + z Y.V.
n i=1 1 j=1 3 ]
n les autres &quations dé&terminant
d +1c¢c =71 2 c.z T, les Yj
o ) . i
i=l
t do
Posons z = Y —'z ijj et T = — : (avec Ao = -1)
J=1 z -1
c.z Ai
i=0
§ -i
c.z a. S,
z = 32 . P U avec a_ = - ZQ
n d n . d
(¢] z -1 (o]
c.z oy
0
t
donc = .y, + (n-1/n
v % Y5y; * (@=l/m)
Le corollaire est immédiat dés que n-134d° (2 nyJ
=1
Le dénominateur de 1'approximant obtenu est :
T
z c;z oy mais a; = Qi(O) i#o0
r=0
g ezt Q;(0) 8, (=)
donc finalement z =
n n i
L ez Q00
0
Yo
(en posant QO(O) = - E—Q .
0
° n-i
L'approximant est de type Padé de dénominateur 2 c;z Qi(O)
0

n n
Theoreme 2.9. Onpose z =y - ) d.Q, : Dz =d_ - Y d.a, o,
I |

n n
donc z = (n—l/n)z et Dzn = (do - % diki) + Tizo sz

d'aprés le lemme 2.8.



n .
_ =i, i
Dy = Z(d.1 + c.z )x
0
n n -3 t
v, = % d;Q;+ T ? c;z T Q; + % Y55
& -i
d0 +t1e = %(di *tc.z )Ai
n _ n

d'autre part Dz_ =T ) c.z x, + d' a' =d_ - d.x,
. n 6 i ) o ¢ i'i

N
]

0 (n*l/n)z approximant de type Padé de dénominateur

Ciz—iQi(O)

o]
o
—113

n
“n =.2 di.Qi * (n*l/n)z

i=1
n
y=z+ z din
1
v, -y =2z~ (n—l/n)z = 0(z") donc y_ =~ est un approximant de
type Padé de y de dénominateur : q
Yo 7 % sty n -3
" % n * % ci2 Qi(o)
d - ¥ d.x,
o §ii
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4. EXEMPLES

1) Equations homogZnes

O y-y=0  yoO =1

Comme indiqué dans 1'introduction, on a :

Pn - - Xn-—l
y, = (o/n) o

Q =n!Ss e

n n
@ 20 + iy -y =0 v(0) = 1.

P = (2n - l)xn + 2n xn—l

i 1 Yy = (n/n)V y =7Vl + ix
Q = Sk )

ak(2k - 1)

2) Equation avec second membre

My a+x =1 (y = Log(l + x))

P =nx' +n xn—l P =0 (s = 0)
n o
n-1

Q = D" s,

n

k-1 -~k

% ck(-l) Skz
Ya T n

Z ck(—l)k_l z_k

0

. . * ~
en particulier, en prenant pour second membre T4(x/z)‘polynome de

Tchebitcheff sur [0,1:] :

2 3
z(384 + 576 z + 224 z° + 16 z7) . = (4/4) (2)

y,(2) =
4 3(128 + 256 z + 160 z2 + 32 z° + 2z

@y&x+D-y=2 yO@=0 (=1
<+ E (__l)n xn
n(n~1)

[

y = (x+1) Log(x+1)

n-1

Pn(x) = (n—l)xn +nx d°P_ =n n #1 S = {1}

5#0.
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Tous les Q_  existent sauf Q DQ = X+ A x
n 1 n n

Qn = — (" - n Qn—l) n# 1,2
2
Qz_x
0, = -1
S A =2
Q2 X ¥ X
1.3 _3 2 .
Q3 =5 X 5 ¥ A3x = - 3x
1 4 2 3 2 )
Q4 =53 %X -3 x7 + 2 x k4x = 4x .
4 -1 _i
Dyn = T.X ciz X+ x
1=0
( = i =
Yo T T T.X €32 Ql 4 b+x
i#l
O=vy -1 <, Y = Tco
Ll + TC z—l = 1(2¢c z—2 - 3¢ z_3 + 4e z_4) T = !
1 2 3 4 R
1 )
1 -3 -4 2
) ¢z * ¢y t 3 Cq2 (z7 - 32) + T €42 (z" - 2z~ + 627)
Yy - - ”
- ¢,z + 2czz - 3c3z + 4caz
qui n'est pas un approximant de type Padé.
3) Cas d'équation oi s = 0 .
O A +xy=1
P = xn+1 + x° d°P =n + 1
n n
Q, n'existe pas.
~ k-1 k., k-1
Qk = (-1) Sk-l k > 1 Dq_k =x + (-1)
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o -1 i)
On écrit Dyn =1+ 1 E c;z X
i=1 n
k~1 n-k
o . %(—1) ¢, 2 S (@)
y. =3 (1 +1c.z Q. \ y_=
noLl i i n n k=1 n-k
a Y(-1) ¢\
1 +1tc =171 z (—l)k_l ckz_k 0
=1
/
Y, = (n—l/n)y
(:) x(x+1)y' - (Ax + w)y = Ax
n+l n .
Pn = (n-))x + (n - WX si A ¢ N on est dans le cas du th, 2.9.
P_ a 2 termes consécutifs seul Q_ n'existe pas.
n ° 1/2 -1/2 1
‘ z Arctg z (A =w= f)
On obtient ainsi des approximations de
1.1/m 1
(1+—z— ()\=0,w=—-n;)

© -t ~z
<:> W(z) = [ EE_ dt . On pose W(z) = EE— u(z) . Puis 2z = %
z

d'oll 1'équation : xzy' + (I+x)y =1, v(0) =0
\
k+1
_ n+l n L)) n-k
Pn(x) = (n+l)x + X %Ck T 2 Sk—l(z)
k-1 > In T n k+1 = (a=l/m),
Q (X) = L__lz__._ g (x) 2 c .S;l_)__.— zn-k '
k k! “k-1 o k k!
) =2
cependant, ici, si on pose y = X anxn ,ona a = (—l)n n!
n=0

4) Exemples divers

<:> y'+y' +y=0 y(0) =1, y'(0) =0 .

P =x"+n xn_l + n(n--l)xn_2 d°Pn =n pour tout n .

Tous les Qn existent et Sn = (an_1 +n an)Qn_1 +a Qn .



Si on applique la méthode tau avec des c; quelconques

on trouve :

v, = (2n/2n)y pour n € 2

# (2n/2n)y pour n 2 3.

@ &+ y' -ey=0  y(©0 =y'(© =1,

Pn = (n+2)(n—3)xn + n(n--l)xn—2
Tous les Qn existent sauf Q3 v+s-t=2, 1l v a 2 constantes
11 v a une solution polyndme x + x3 Ty T
ncl g n 3
Dyn = (To T x)(‘z c;z X ) et DQn =x + kn X
1=0
’ n-1 -4 n-1 -3
Y, = yix + x7) + T, z ¢,z Qi + T ; c;z Qi+1
0 0
i#3 i#2

-1 = ~1i -1
y 1 T z c;z Qi(O) + T Z c;z Qi+1(0)

<
1]
#

Yy +7T Z ciz—lQi(O) Ty Z ciz-1Qi+1(0)

-i -i
T0c34-Tlc2 = To Z ciz Ai + I Z ciz Ai+l

\

Dans tous les cas effectivement calculés de second membre, c'est 3 dire

T;(X/Z) , T§(X/Z) s TZ(X/Z) ,» m(x/z) =1+ 2 x4 Z_zxz T

3 . < P
On trouve que - (x + x7) est un approximant de type Padé de la série
q Ya P

solution de Dy = 0 .



5. RELATION AVEC D'AUTRES METHODES

a) Approximation de £'exponentielle, C.poLyndmes de Norsett [6]-

- m . .
Norsett démontre que Rn est une fraction ratiomnelle n,m (n 3> m)
m X m+1 . . . . ~
telle que Rn(x) - e =0(x ) si et seulement si il existe un polyndme

n—
p de degré n , tel que é_Bﬁﬁl =1 qui vérifie
d x

RD(x) =

o138

n
DF P/ T (n* Ty«
0

Posons p(x) = p(l - x), on a alors Rg sous la forme &quivalente :

m n
m n-k k n-k k
o =] a0 < ] 20 x
0 0
L'approximant de type Padé &tant unique, une fois son dénominateur fixé,

m -~ - .
on a Rn = (m/n) <« et le polyndme générateur est v .

e
n
Si 1'on pose V(x) ='2 p(n-k)(o)xk alors
0
N n
V) = v h v =3 p (o) <.

0

On obtient donc le résultat suivant :

Proprieté 5.1. Si RE =y, est la solution obtenue par la méthode

de tau de 1'équation y' - y = tHE/yY) ; y(0) =1 (d°H(x) = n)
alors H(l - x) est le C.polyndéme de 1'approximant Rz d la multiplication

par une constante prés.

n

Démonsthation : Soit H(x) =iZo c X

i

n . n .
_ .y on-i ., .n-i
On a Y, g c;i! z Si(z) / g c;il z

-y n-1i
c.i! =z
i

V(z) =

o~

s i
v(z) = z c.i! z
o 1

donc pour tout k : p(k)(O) = Ackk! A tel que p(n)(x) =1,
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et en développant p par la formule de Taylor

n (k)
p(x) = § B2 k,(o) X
5 ]

2k
p(x) A E c, X donc p(x) A H(x)
0

k

et p(x) = p(1-x) ot p est le C.polyndme.

Si on revient surle choix du second membre, on sait (d'apré&s Norsett) alors

que si ¥n est le ni&me polyndme de Legendre sur E),E]

- Znn! A% n

p(x) = Pn(x) == Rn = [:n/n:]
(2n)!

- ™ -yt o n n-1

p(x) = =——— (B, (x) + P (x)) = R = [n-1/n]
(2n-1)1 ne n o
2" 1 n-2y1

p(x) = RSV [n %n—Z + (2n-1) %n_l + (n-1) %n(y)] — R§'2= [n-2/n]

donc le choix H(x) = %n(x) donne Yy = [h/é] < ce qui confirme le "bon
e

choix" du polyndme de Legendre comme second membre.

On peut démontrer que l'équation y' -y = tn(x) pour ®(x) = XJR;(X/Z)
a pour solution [i/ﬁﬂ approximant de Padé de e* ot Rg est le Miéme
polyndme de Jacobi orthogonal relativement & %7 sur [b,[] et of L est

liea Met Jpar L =M+ J,

Pour J =0 , on retrouve le résultat précédent (Luke Eﬂ).

b) Recherche d'un approximant de Padé pour La solution de L'équation
x(ax + b)E' = (Ax + B)E - Ax (Luke [5])

L'équation se met sous la forme z(z + 1DE' = (Az + w)E - \z .

Luke cherche d'une part les approximants En de E de Padé sous la forme

\ﬂn /fn .
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E vérifie (1) ‘
1 d'oll des équations pour wn et f

E=En+0(m) pz0O

D'autre part, il cherche o et B pour que En satisfasse

z(z + l)En = (Az + w)En -z + T Rge(g)

ol st est le niéme polyndme de Jacobi sur [b,l] .

Ona Ala=) et B/b=yw.

Si a#0,b#0
si a#0,b=20

si a=0,b#0 o fini R infini

c) Relation avec Les méthodes de collocation et de Runge-Kutta implicites
(Weight [8]) .

-~

La méthode tau consiste 3 trouver une solution polyndme de 1l'équation

Dyn =1 7(x)

n
Si 7w(x) =1 (x - Ei), y, est un polyndme qui vérifie Dy = O aux points gi,
i=1]
la méthode tau est donc en ce sens, une méthode de collocation.

D'autre part, toute méthode de collocation peut &tre considérée comme une

méthode de Runge-Kutta implicite.

y' = £(x,y) , y(0) = a et on cherche une solution sur [b,ﬁ] ou en x = h.

n
A~ - r -
zn(x) un polyndme zn(x) = g arx » a =a (1)

zh (hEj) = £(hE;, z) (2)

n
— r e
on pose fj = f(hgj, g ar(th) )
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Les a, sont solutions du systéme (2) et zn(h) est donc une combinaison
linéaire des fj .
La méthode prend donc la forme d'une méthode de R.K. implicite.
En résumé, la méthode tau de second membre w(x) peut &tre interprétée
comme une méthode de R.K. basde sur les zéros de n(x).

Plus précisément, Iserlesdémontre dans le cas de 1'équation y' - uy =0
que la fonction caractéristique du proc&dé de Runge-Kutta implicite de la

"famille" B : {C,(C_IF)T,C—lz} est donnée par :

n n
-k k -k k
x@ =3 o™ ank /3 2 oy
0 0
soit la solution trouvée par la méthode T (ot p est le polyndme de R.K. :

p(x) = II(x - ck)) .

En fait, Norsett et Iserles montrent que tout approximant de Padé [ﬁ/ﬁﬂ s

m g n a pour C.polyndme an

et que toute méthode de R.K. bas@e sur les points Ck , k=1...n, de

n n
fonction caractéristique 2 p(n k)(l)uk / 2 p(n.k)(o)uk ("famille B") ou
0] 0
n

n . n
TEDE s ok / TS O™ ank (tanille B (0 = MGx - c))
0 0 1

est d'ordre 2v-1 ([P-%—l—i] £ Vv € n) si et seulement si
n
p(x) = Xyi %i(x) k=2v-1-n
k

La méthode tau de second membre w(x/z) est donc une méthode de R.K. de la
famille B de polyndme de R.K. w(x/z) , et définit un approximant de 1'expo-

nentiel de C.polynéme w(l - x) .
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APPROXIMANTS DE TYPE PADE DE L'EXPONENTIELLE (n/n) D'ORDRE SUPERIEUR A n

a) Définition

Soit

r(x) - er = O(x2k+1) 2n+l 3 2k+1 3 n+l

r est un approximant de type Padé qui peut &tre obtenu par la méthode tau

avec un second membre convenable 7 (x/z)
n
m(x) = E aiPi(l - x)
k
n i,
Z El (D1 %.(1 - x)
ko) N

%i polyndéme de Legendre sur [b,i]

B = D" A -0

i, .
Posons pi(x) = %%%%Tli— %i(l - X) 3 pil)(x) =1

n
r est donc solution de y' -y =1 z ai pi(x/z)
i=k
n—
et donc r(z) = z a. r.(z) r. solution de y'
A B j
n—
donc r(z) = 2 aj D/ﬂ (z) [___]/ﬂ
n k
z o, =1
k J

r un approximant de 1'expomentielle (n/n)

tel que

yo(O) =1

-y =ij(x/2) » Vg

approximant de Padé de e?

D'autre part, cherchons directement 1'expression de r = ﬁ(z)/v(z)

Soit Wn le dénominateur de [b/é] .

. n . .
n-i _ j
cs Qi(O) z c, = 2 a.C: ci

V(z)
1 k. _]

=it~13 O3

— n_.j n,
a. z V.(z
] J )

1

coefficients de z' dans pj(z)
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V(z) = z+rl V(z—l) = 2 o, V.(2)
AR IR

W(z) = z E} Wj(z) et %(z) = z" I W(z_l)

n i
%(z) = Z a, 277 W.(z)

£ ]

(z) = g 3. 223 W (z) / E 3. 23y (z)

r £ j L% i

~1
2|
1

L'approximant obtenu est une fraction rationnelle (p,q) avec p et g £ n.

En pérticulier, étant donné le rapport avec les C.polynOmes, le 2&me membre peut
étre pris de mani8re 3 retrouver les sous diagonales de la table de Padé. On
pourrait d'autre part, utiliser les aj pour interpoler la fonction solution

en d'autres points, n - k au plus.

b) A.Acceptabilite de r.

Les approximants r(z) trouvés sont les approximants de type Padé de

n n
polyndme géndrateur V(z) = 2 a. V.(z) avec Z o. =1

R o
Ils sont d'ordre 2k+1 au moins (2n > 2k = n).

n
Ces approximants s'écrivent 2 EGI}/j] donc sont A-stables si de plus
k

n
on suppose Z IEG[ < 1.

Cette condition conduit 2 : 1 = |} &5| <) l&g[ <1

donc aj s 0 et a. =1

]

talner =}
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7. CONCLUSTION

L'étude précédente tente de faire le rapport entre différentes méthodes
et la méthode tau.

Dans le cas oli cette méthode conduit & des approximants de type Padé,
et ceci s'étudie sans calculer la solution mais en observant 1'opérateur D,
on obtient une simplification de la mise en oeuvre d'une part, et la conver-
gence des approximants dans le domaine de convergence de la série entiére
solution d'autre part.

Dans le cas de l'exponentielle, on fait le rapport avec les C.polyndmes
de Norsett et les approximants de tvpe Padé. Les approximants ainsi dé&finis
au dernier paragraphe dépendent de constantes qui peuvent &tre utilisées
pour vérifier des conditions supplémentaires : A-stabilité, interpolation

de la fonction par l'approximant en d'autres points.
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TROISTEME PARTIE

INVERSION DE LA TRANSFORMEE DE LAPLACE

Contenu

Etant donnée une fonction f , on cherche son inverse F(t) par

la transformée de Laplace ou cotransformée. On met donc f sous la forme

(z - A/2)"

n+l

f(z) =) n
n30 (z = A/2)

()

de telle sorte que les cotransformées Fm des sommes partielles fm soient
des sommes finies de fonctions orthonormées :
-At
2
F =
m(t) e

o~ 3

a Ln(xt)

La constante A est choisie de telle sorte que la convergence de la série
(1) soit la plus rapide possible, ce qui conduit 3 définir le meilleur pole

d'un approximant de type Padé & un pole d'une fonction analytique en zéro.

D'autre part, on démontre que la suite Fm converge en moyenne

quadratique vers F.

L'algorithme peut &tre amélioré en remplagant £ par (—l)k f(k)
ce qui conduit 3 une convergence vers F en moyenne quadratique avec une
fonction poids t2k e ¥t . D'un point de vue numérique, cette modification

accélére la convergence vers F(t), sans restreindre le domaine de convergence.
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1. INTRODUCTION

. . PO . .o n
Soit f(z) wune fonction définie par une sérile entiére 2 c,2 1
n30
az + b

Le changement de variable formel : z +—> e i t conduit 3

P(t) = £(2)

n
si dee) ) antn , alors f(z) = s
3

cz + d z n cz + d)

-ct+a n30

Sous cette forme f(z) est, toujours formellement, la transformée

de Laplace d'une fonction h(t) :

az + b _ a _ 8 _

cz +d ¢ a ac(z + 9) ) d - be
c ac # 0

(az_+ B _ _a" § (:gak(n) 1

(cz + d)n+l cn+l K=0 ac’ 'k (2 d)k+1

Chaque terme de la somme est donc la transformée de Laplace de :

—id-t n n . Kk k —g—t at

c a n, t ..___ —t
e ‘o LG Warme T e

ol Ln est le n* polyndme de Laguerre d'ordre zéro.

On trouve donc, dans le cas a.c # 0, h(t) développée en série de fonctions

)@ =e ¢ 10

Dans le cas ¢ = 0 , le changement de variable est sans intérét, et dans le

cas a =0, on trouve aussi h(t) sous forme d'une série enti&re :

_ n
f(Z) =-——-13—C-— a ._._.___]1__.___.
cz +d o P o(cz + )
d
-t b n tn

h(t)

-be © Y a (D
ns0 D€

2|
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On s'intéressera essentiellement au cas a.c # 0 .

az + b

On peut chercher 3 déterminer les changements de variables 2 7 d

qui con-
duisent 3 un calcul simple des a en fonction de f , soit qui conduisent

3 une famille ﬁn(t) orthonormale au sens de éiz(o,w). On a alors les 2

propositions suivantes :

Proposition 1.1. Les changements de variables qui conduisent 3

zZ = A
z + A

une famille @n orthogonale sont de la forme a

Demonstrhation : ﬂn(t) = e—>‘t Ln(ut) avec A= g- = ad - be

’ ac

” _ -2At
[Oﬁp(t) ﬁq(t)dt = fm e Lp(ut) Lq(ut) dt
0

ceci est nul si et seulement si 2 = u.

2d ad - be

c'est 3 dire, “—=Z—— , soit ad + bc =0 ,
c ac
zZ + b
- az + b a a
a et ¢ é&tant non nuls, on a —_———=
cz +d c d
z + —
c
.. er - az- A
La condition ad + bc = 0 conduit & : =
cz+
En reprenant les calculs, on voit que %-= 1 ne restreint pas la généralité :
1 al 27 g' 1 d
i = —) A= =
si f(z) o Y a (c) ( 3 ), p
nz0 z + —
c
n
=\t a §
alo = a (— — t
rs h(t) = e Y n(c) Ln(ac )

nz0
. . . a . . -
en faisant varier < on fait varier le coefficient an seulement. Donc les

changements de variables & considérer sont :

z - A
. »
z /> z + A
A
.. -3t
Proposition 1.2. Soit ﬁn(t) = e Ln(xt) A0

la famille ¢n(t) = V/x ﬁn(t) est orthonormale.
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Démonstnation : I1 suffit de calculer la norme de &n(t)

KN

-t
J e Ln(xt).Ln(At)dt

0
® -t at _ 1 DU .
= e L (£) L (t) 5= =+ par définition des polyndmes de
0 n n A A
Laguerre Ln
d'ol ﬂ - L
n N
A
et donc
I Il =1
SUps ¥, > =0 n#p . B

Proposiltion 1.3. Pour que les sommes partielles s~ de la série

Y a_ (az + B)"

soient les approximants de type Padé de f de dénominateur
nz0 (cz + d)n+1

(cz + d)m+l , i1 faut et il suffit que b =0 et d# 0 (a.c # 0)

Demonstrhation

(az + b)n
n n+l
(cz + d)

; m
| Soit s (z) = ) a c'est une fraction rationnelle

\ (m, m+l) .
Les a, peuvent donc étre calculé&s pour que Sm soit 1'approximant de type
i Padé (m/m+1)f ; ils dépendent de m .

m

. 1 (m) ,az + b
Soit (m/m+l), = ——— 5 a (—)
f cz + d n=0 n cz + d
m+1
aI(lm) - aém+1) si et seulement si (25_1_2) = o(zm+l) , c'est & dire,
cz +d

b=0,d#0.
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Les changements de variables 3 considérer pour obtenir une série dont les

sommes partielles soient les approximants de type Padé de f sont donc

az

cz +d

compte tenu de 1a remarque précédente sur le rble de a/c , il suffira de

considérer les changements de variables de la forme

z + A

De mani@re a pouvoir étudier la convergence en moyenne quadratique des

cotransformées, on va mettre f sous la forme :
n

f(z) = ———L——~ a

— 1
z + 7 n30 z +

N > pof >

X @&tant choisi pour que la convergence soit la plus rapide possible, mais

étant a priori une constante arbitraire positive.

On considére g(z) = £f(z - %-).
1 z n
On aura alors g(z) = e 2 a, (z T A) R
nz0

donc les sommes partielles sont les approximants de type Padé (m/m+1)g
de g , ce qui permettra de calculer les a -
On étudiera la convergence de fm(z) vers f(z) (partie 2), puis celle des

cotransforméés de Laplace Fm(t) vers F(t). (partie 3).

2
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2. CALCUL DES a_ . CONVERGENCE VERS f

Soit A arbitraire, on pose g(z) = f(z + %)

On a g(z) une fonction, développable en série 2 cnzn , analytique dans
n30
un demi plan Rez > - % .

Propui@ts 1.1. Caleul des coefficients a_ .

g(z) = f cnzn

n30
I ? zn ]
Sm(Z) =TT L a z;:;;E’ = (m/m+ )g
1 n m-n
S (z) = a_z (z+1)
m (z+k)m+l g

(z+2)™F] I‘Sm(z) - g(z)J = o™

. s os m
en identifiant les termes en z , on a :

m m o
z a = z (mt;) c.k1+l
0 i=0 © 1
mel e m i+1 m+1
a = (a  +...va) - (a +...+a )= g () - (m—i-l):] ci AT +e )
o m i+l
a = (7), () c; A s

Propriéte 2.2. Si g est analytique dans le demi plan Rez > - l», la

= 2
L z .

série ) -———— converge vers g sur ce demi plan.

n+l
n30 (z+))
Démonstrhation : Soit t = E%X- , le demi plan Rez > - %- est trans-
formé en le disque unité
donc la fonction @(t) = g(z) est analytique, de méme que ?S}i dans ce

disque et donc développable en série entiére de rayon 1.
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Posons

n

) _ n _ 1 z

= 2 ant alors g(z) = oy Z a (z+k)
n30 n30

la convergence est uniforme sur les disques fermés image de D(O,r) r <

par 1'application t +—> z, donc elle est uniforme sur tout compact du

demi plan Rez > --% . B

Proprnieite 2.3. Convergence vers f .

Si f est analytique dans le demi plan Rez > 0, alors pour tout

de demi plan

f(z) =

j=]

WV N1
[
———————
N
!
Nof >
=]

N
+

N >
=]
o

=]
N
+

o >

et la convergence est uniforme sur tout compact de ce demi plan.

Démonstrhation :

Etantdonné que par définition de g :

gz - %) = f(z)

il s'agit de la propriété précédente 3 la translation pré&s de la variable.®

Admettons un moment le théoréme 3.2. sur la convergence des cotransformées

de Laplace Fm(t) de fm(z) , sommes partielles de f(z)

Appelons respectivement G et F les cotransformées de g et f :

Le

gz -3 = £(z)  domc e’ G(t) = F(1)

On a le résultat complémentaire sur la convergence des approximants Sm

de g(z) .
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Proprniéte 2.4. Convergence des S,

Si f admet une cotransformée de Laplace F de carré intégrable alors
la suite Sm(z) des approximants de type Padé de g converge vers g , uni-

- . - >\
formément sur tout demi plan fermé contenu dans Rez > - 5 .

Démonstrhation :

nn

g(z) - S (z) = g(z) - ) a
m o o (z+k)n+l
® -zt v =it
=[ e “T(G(t) -} a_ e " L_(At))dt .
0 o D n
n -At
T avant pour cotransformée de Laplace e L (At)
(2™ n
o 2
—(Z + %)t - %t m 2
|g(z) - Sm(z)]2 < “e at [ [F(t) - e Ya L ()] at
0 0

Le 2éme terme tend vers zé&ro quand m —> o,

Le ler terme est borné dé&s que Re(z + %) > o >0 d'oti le résultat. @

Lien avec d'autres méthodes, chodix de \.

Scraton envisage un procé&dé de "sommation des séries divergentes'" (voir

référence), équivalent 3 la mise en forme de g(z) :

Etant donné g(z) z cnzn , 11 construit Sm(z,u)

n30
_ 1 2 n Uz n n
$ (z,u) =——— } A'b_ (—2—) avec b_=c_/u
m o n n
1 - uz n30 1 - pz
n
On montre algébriquement (s_(z) = z c zp) :
n o P
_ 1 T m+l m-n
s_(z,1) = —7 L () (w2 s_(2)
(1-uz) 0

ce qui démontre :

Sm(z,u) = (m/m+l)g de dénominateur (1 - uz)m+l .



En posant u - 1/x

1 - uz z + A

Scraton démontre la convergence de S (z,u) de mani&re Equivalente 3 la
m
propriété 2.2.
Il cherche, d'autre part, le "meilleur" u possible, le meilleur dans le sens

de la plus grande vitesse de convergence de la série.

. s . . z
On considére z.g(z) pour que la série soit entiére en (z " 7\) , et

on prend comme indicateur de la vitesse de convergence :

o
ij(k) -tz + Al ay singularité de z.g(z)
o.
. i
l?f o, + A
i
max ]LAll
ij(k) = — si L est d'affine - 1/X
|LP|
A. est d'affine 1/a.
i i
P est d'affine 1/2

plus ‘j(k) est petit, plus la convergence sera rapide.

D'autre part, soit R 1le rayon de convergence de g(z) = ; cnzn. Pour
nx0

assurer la convergence vers g(z) dans le demi plan Rez > - 1/2 , il faut

- A/2 3% -R ou X £ 2R .

Si on veut le meilleur A possible pour tout z , on cherchera A qui

minimise max ILAi| .
i
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i

Par exemple, si z.g(z) a 2 singularités a) et a, , A sera tel que :

I1 faut remarquer que pour que o soit singularité de z.g(z) et pas de
g(z) , il faut que o soit infini, et que g(z) présente une singularité

essentielle, par exemple f£(z) = é-Log(l + z).

N >

Enfin, si f admet des singularités a5 8 admet les singularités e, -

Cas ol £ a une singularit? unique (-a)

Alors g a une singularité unique (-o- %) et 2 cas peuvent se pro-

duire :
. . e . A
soit z.g(z) a une singularité& unique (-oa- E-)
1 1 A Ao_ _
alors Syt + A =0+ 5 Z=0 X = 2a
—no'——-—
2
1 z .
On aura (g(z) i a_ ( )
z + 20 n3z0 z + 2q

it

1 z - an
kf(z) z a ( )

z + a nx0 Z + o
f est développée de maniére &quivalente & son développement de Laurent.

Soit =z.g(z) a pour singularités -ao- %— et 1'infini .

Le choix optimum de X est :

1 — + 0
2 | -a ~1/2

- A
_a+2

>’|a—-

rof >

1'équation est impossible pour A fini

On prendra alors L comme barycentre des points Ai
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T-—= + (1 - x)(0) x & [0,1]
LA
2
A=t @+d) ou A= 22 oi x € [0,1]
X 2 —
2x - 1
on a 0¢ X g 2R
c.a.d. 2x -1 >0 et 2x-13 %- mais - a= - R
car f n'a qu'une singularité
donc x >-% et x 3 1 d'ot x=1. %—= o ou A = 2a.

Quand f n'a qu'une singularité -o , le meilleur X possible est dans tous
q

les cas A = 20 .

3. COTRANSFORMEE DE LAPLACE n

1 m

N
1
N >

Soit f (z) = a
m n

A n=0 z + =
Z+7 2

Propriete 3.1. Cotransformeé de fm(z)

fm(z) admet comme cotransformé de Laplace, la fonction Fm(t)
A
E-t m

Fm(t) = e nZO a Ln(xt)

Demonstration :

Le calcul reprend le calcul de 1'introduction




)\1‘1
(z - ED o k n 1 . -
—T T Y (-)) G — T qui a pour cotransformé
(z + %) 0 (z + %
2 2
_%t
e L (\t)
et donc
A
——z-tm
Fm(t) = e g a Ln(At) . B

Théondme 3.2. Cotransformé de £(z)

On suppose que F(t), cotransformé de f(z) , existe et est de carré

sommable, alors les Fm(t) convergent vers F(t) en moyenne quadratique :

)
F(t) = e Y a_ L_(t)
n n
n30
c'est 3 dire:
o 2
N -2t
1imf F(e)-Y e 2 a_ L1 ()| =0
No O 0 non

Démonsthation :

°§ (z - %)n
f(z) = ) a
o " (z + 2‘2— n+l

2
F(t) est dans Tf, (0,) donc admet un développement en série de

A
-t
(/% e 2 Ln(Xt)) convergeant en moyenne quadratique.
~Re

F(¢) = ) b (/X e L_(At))

n n

n30
{oe] _._2_t

b = A_J F(t) e L (At)dt .
n o n

Il suffit de démontrer que bn/f =a .
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n
o A L A
N (z - %) -zt N - f)n 3t
f(z) -} b N7 = f e F(t)dt—i——me( F(\)e L (it)de
o " (z+" 0 0 (z + % 0 ’
2 2
2 o n
£(z) =) b /X T \J' F (t)dt.J' e “T - e ) 1 L, (D) | dt
0 n (Z+_) 0 0 O(Z+—-)
2 2
par 1'inégalité de Schwarz.
Si Rez > 0 , e 2t est de carré sommable donc développable en série de
A
A e Ln(At) , de coefficient :
T e T3t B a0 [o ErPE
Al e e L (At)dt =YX ) () () = | e t dt
n k7 k!
k=0
Cette derni&re intégrale est obtenue en développant Ln(At)
ol p\
"‘(Z+—2-)t k
Soit I, = [ e .t dt
k
0
k41 1 k!
On a Ik+1 = N Ik et Io = N donc Ik = N )
) z+3 (z +3)
AN
A © -zt _%t y =2 -zt .. % (Z_%n _%t
p) e e L (At) = A —7 e =1;m%>\ T VA e L (t)
0 (z +23) " 2
2
* -zt -%tN(z-—-3—n ’
et lim[e -Xe ) o L, ()| dt =0
Ne ‘0 O(z+—2-)n n
donc A0
Yo A2
limi f(z) - b VA =0 et bvYhA =a pour tout n .
Neo 0 " (z+ ! n n
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Finalement, on a donc bien :

A
-5t
F(t) = e 2 2 a L (At) dans ﬁiz(o,w)
050 n n
< 00 N "é-t 2
lim f 'F(t) - (2) e a L ()] dt=0 .®

LN

Si les hypoth@ses sont affaiblies : f analytique dans le demi plan Rez > %

o]

ou F(t) telle que [ e_Wt F2(t)dt < +o, on obtient par la méme m&thode un
0

résultat plus faible mais comparable.

Théoreme 3.3. Cotransformé de f£(z). (hypoth2ses affaiblies)

Si f(z) est analytique dans le demi plan Rez > % s

00
si F(t) sa cotransformé est telle que J e_Wth(t) < 4o
(6]

_ Mw \P
" 1 ’ 2
alors pour tout 2z du demi plan Rez >-7 : f(2) = ————— 2 a
, + A-w n30 2 + Aew
2 2
F(t) =e } a L ()
n=0

2
F(t) - Fm(t)

{e.0]

et 1im f e—Wt
m 0

]
o

Démonstration : On reprend la méthode précédente :

f(z - %) est analytique pour 2z dans le demi plan Rez > O,

donc il existe (an) et A tel que

f(z + %) — ) a Rez > 0
3
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et par changement de variable

_ Atw\n
1 i 2 w
f(z) = 5w ) a | ——— Rez > 5
z + — n30 A-w
2 Z+—2-—

Passage 3 la cotransformé de Laplace de la somme partielle fm(z)

z - Atw
2 _ | - A
2 + A;w 2 + X;w
n
2 = ) &) (1) a pour cotransformé : e 2 L_(At)
n+l k k+1 n
z + AW 0 (z + A—w)
2 2
donc fm(z) est la transformé de Laplace de Fm(t) = e X a Ln(At)
(0]
Convergence vers F(t) w2
Soit &n(t) =Vl e 2 Ln(At) les (ﬁn) forment une famille orthonormale
pour le produit scalaire f e Wt f.v(t)de .
donc comme I e Wt F2(t)dt < +o
(0]
W"')\ co W-)\
2 7t 7]
F(t) = lim Z b VX e L (A\t) avec b = /X'J e L_(At) F(t)dt
No § D n n o n
On démontre comme précédemment que /X.bn =a
Atw | / Avw I w=X
3 * "7 " -at L v 7
f(z) - ) b /A —m = e “F F(t)dt - § A e T L_(At)F(b)dt
n n+l [ t n+l n
0 2 + A-w 0 0 - A-w 0
2 2
n
a2 \ ( ) >\+w)
N ’ 2 ® w2 *l -zt %t AR i 2
f(z) - z bn/T-——~———-—E;is f e "CF (t) dt [ e e -ie 2 . + A-w\n+l
0 ( A-w) 0 0 0 2
z + ——
2 2
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On sait que

A An
-zt "zt z-9) 4
e =) e Z ~ Ln(lt) pour Rez > O en norme Ol
@y
(sans fonction poids)
Donc dans ce sens
n
e =X e ¥ Ln(At) et la 2&me intégrale a
0 - n+l
z + 2 ¥
2
pour limite g . . At T
2
Donc f(z) = Z 5y bn - pYea— et /an = a  pour tout n .
2
Et finalement
F(t) = 1lim Fm(t)

mee

Remarque : le résultat est

Si w est négatif, le résultat

4. AMELTORATION DELA PRECISION

8idi (voir référence) fait
conduit 3 une approximation qui

de zéro. I1 utilise alors comme

lim[ eVt F(r) - Fm(t)lzdt—

|
o
L

valable que w soit positif ou négatif.

est une amélioration de (3.2).

remarquer que 1'emploi d'une fonction poids

risque de n'@tre convenable qu'au voisinage

fonction poids la fonction wN(t) = tN e vt

- — - o
Py est maximum en t o =_ et est "petite' en dehors de L}~,t;] avec
- /N +
NN L NN L L2
W + W + - W

donc 1l'emploi de ¥N conduit 3

des approximations convenables en tax

gz
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. N . . . e
En laissant - constant de telle sorte que A diminue on a, a priori, une

. ' 3 3
s F(t
suite d'approximations de ( max)

La méthode précédente appliquée a la fonction (- 1) (k)(z) conduit
3 1im[ g2k vt ‘F(t) - h (D) at (1)
m 0

~ . . . . . ~-wt
donc & des approximations qui convergent avec la fonction poids t e .

Si on remplace f(z) par f (z) = (- 1) (k)(z) en appelant F (t) la trans-

formée de fl’ on a : Kk
F () =t F(t)

On aura donc une approximation du type (1) en procédant de la maniére suivante :

£, = -DF £® @)

Atw
£,z + =)

1 n

g(z)
g(z)

Py Zo a_ (;%X) choix de XA (qui dépend de w).

-

Les a sont calculés par la relation

S on k+1
a = g (k) Ch A

ol les ¢, sont les coefficients du développement de g en O

k
_.j_ (n) ( 1) (k+n) At+w
a Tl ©) = ! ( 2 )
A+w \n
2777
d'od £,(2) = ) —
. _—* 0 T\z 4 S5
2
Appelons Fl - les cotransformées des sommes partielles de fl
b4
I IF (t) - F, (t)l2 tend vers zéro ,
0]
wW—A
avec 5t

m
Fl,m(t) = e g a Ln(At)
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Comme Fl(t) = tk F(t)

°° - 2
f g2k TVt [F(t) - hM(t)l tend vers zéro
0

avec we
hy(8) = S F L (6) = & c2 »24 a L (At)
t t o * T
5. ETUDE NUMERIQUE S
‘ - —tM
_ z
5.1.1. Calcul de FM(t) = @ g a Ln(lt)

Reprenons, on a les &tapes suivantes :

f(z + %) f(z) donnée. Choix de X selon les singularités de f .

a) g(z)

b) g(z)
n

Le calcul des c, a &té fait par une relation de récurrence entre les

dérivées de f qui sera explicité cas par cas.

n
_ 1 z
c) g(z) = Py z a_ (E;X) calcul des ag
n30
by k+1
n +
a = 2 (k)ck A
0
: m D
d) Calcul du polyndme P_ = 2 U t = 2 a L (t) c.a.d. calcul des u
m 5 on o »om n
n n
_ n, (-t) k _ .
Ln(t) = g (k) i et u = 0 si n>k
m+l _ m (—1)n m+1
u osu o ta L)
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e) Calcul de la valeur de FM(t) en certaines valeurs.
- A
FM(t) = e PM(Kt)

A partir du c), le programme ne dépend pas de la fonction f , seules les

phases a et b en dépendent.

5.1.2. Amélionation par L'utilisation de fonctions podids g 2ke Wt

2 g = £, + 5D £G) = DF P
choix de X .
k
_1 )\
b) g(z) = nZO c_z" c_ = _(n'_)_ ¢ (k+m) (_er_w)

5.1.3. Méthode dirnecte de L'inversion d'un approximant de type Padé de f.

On aurait pu prendre directement un approximant de type Padé de f .

Si celui-ci est & | pole, on trouve (cf. prop. 1.3)

1 n
f(z) X a ( z )

z + A n30 z + A

¥ n k+1 1 _(k)
a = g (k) ckk et Cp = ﬁT'f (0)

Les sommes partielles de cette sé&rie admettent comme cotransformé de Laplace :

At o
)

Hm(t) = e L

a Ln(xt)

Ce n'est pas une famille orthonormale et on n'a pas de résultats théoriques de

convergence.
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5.2. Exemples
Les résultats sont regroupés en fin de paragraphe.
5.2.1.4 f(z) = % Log(l + z)
a) Choix de A .
f n'a qu'une singularité z = - 1.
D'aprés 1'étude faite en fin de paragraphe 2, fm sera la somme partielle du

développement de Laurent de f

donec :

A W
= 1 ou 7—1*‘5

f &tant analytique dans le demi plan Rez > -1, on peut prendre des w arbi-

traires croissants : w = 0,1,2,...

b) La relation de récurrence entre les dérivées de f a &té obtenue

de la maniére suivante :

z f(z) = Log(l + z)

z £f'(z) + £(z) =

La suite du programme n'est pas particuliére & cette fonction.

Si on cherche directement un approximant de type Padé de f, on a alors :

les singularités de =z f(z) sont -1 et 1'® donc =~ %—= %—(:%—+ 0)
= X =2
n
~1
£(z) = Z cnZn cn = i +)1
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n k
k
a =2) ¢ Do
0 k + 1
soit ,
k+1 ‘ n
k n
a (x) =-] ()= alx) = -] () x =+
0 k +1 0
donc
x
n 1 n+l
an(x) = - Jo(l +u) du = - =1 (1+x) 1
a o+ 2
-1 n+1 e
a, - a (-x) = + an(‘z) = =0 (-1) -1 = a -0
2n+1
2n
1 2 1 z
f(z) = — Log(l + z) = ( )
z z + 2 150 2n + 1 ‘z + 2
Si on prend XA =1. On a a = L
n n + 1
1 ! 2 n+l
f(z) = — z —— (z " l) qui converge visiblement moins
n30
vite que la précédente.
On laisse de c6té les exemples du type f£f(z) = 1 =
(z + a)

oli 1a méthode est exacte avec A = a , car f est alors représentée par une

somme finie

1 1 1
-La-1L
(z+l)2 z+1 z+1

d'ol pour les cotransformés de Laplace

H(t) = e © @ () - L () =t e ©




soit fixer arbitrairement le pole des

Par la formule de Leibnitz :

La fonction a 2 singularités

0
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(z+1) (2+2)

a) Méthodes 5.1.1. et 5.1.2. : choix de A

On peut soit chercher A tel que - 1.1
A 2
S oMo M
2 2

fm entre -1 et -2, c'est a dire :

est un paramétre arbitraire entre O et 1

A%E =x + 2(1 - x) ol X

Equation différentielle vérifiée par f .

(z+1) (z+2) .f(z) = 1
(z+1) (2#2) £ ™ + 02243 4 n(a-1) g@D_ o,

b) Méthode 5.1.3. : inversion directe d'un approximant de f :

Z

Soit £,(z) = 5 exp(———t—)
z /1 + oz)

z =0 et z = -

Qjm—

fl(z) - % qui n'admet que

est un pole simple et on &tudiera £f(z)

1 . <
5 comme singularité.

On aura pour les cotransformées de Laplace :

£(z) = £,(2) —% d'od F (t) = F(£) + 1
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Calcul des dérivées n iéme de fl

On pose : !
auxn(z) : dérivée n iéme de auxo(z) = (1 + oz) 2
Zn(z) : dérivée en n iéme de Zo(z) = —z.auxo(z)
Po =z f(x) = exp(-z/(1+ dz)—llz) -1

donc
P = exp(Zo) -1
P =

t _ v = ’
Po =z f' + f1 Z1 exp ZO

z £f' + f

1
= 'oli F' = — -
done Pl \\\\\\\ d'otl f > (Pl f)
Zl'(Po+ 1)

Au rang n on calcule successivement

nl,l 1 n (l-+ n)
aux = (-1) §(§-+ l)...(§-+ n-1) o (l + o02)
=__...g__.._ (l-’- n - I) aux
1 + oz 2 n-l
Z = -(z.aux )(n) = - z aux_ - n aux
n o n n-1
-1 n-2

_ (n-1) "% mn-1 (n-1-k) _ n-1
Pa = (B = g Ce ) Zyag B+ D =2, (Bt D+ g Ce ) Bt Pro1x

=z f(n) +n f(n—l)

£ ® L gDy



- 68 -

RESUME DES RESULTATS NUMERTQUES

(:) f(z) = é-Log(l + z)

Méthode 5.1.3. :

Cotransformé direct d'un approximant de type Padé

de pole (-)).

t=4 t =2 t =1 t=5
m=1 y WL GOG6TH93 [ 0B3endleh | 2T06T0%7 Lo/ 30 Thets, A= 2
2 ) LUDHAT23U § UBREALT0 L, 1R04ET04 fa0LA13240
3 b GdUDGAT2HA ], 0anB41T70 1 180448704 4,613142470
4 14U 7T .06 lalyv6 1974917 .5211&)@5“1
5 h 60317571 |L05614796 [L19349175 [Ln2 11650
6 |t «DUA3Z2B00 |JudbH1591 |, 23025480 .aﬂﬁlbbﬁg
7 |¢ JU0432800 |J080951591 [.23udaand .ava?vbbe
8 |t <UUSKHORG [, Gas9 7065 [J241073%5 .?Hh!uﬂnv
9 PoLU030604F | 0d39TGa9 0107343 50074400
10 LU0 3444%5 |, 04858355 ] . 23346844 1 .53476671
m = 1 1w, DOG1S782 J, 06760764 | ,A6TRT944 | Th81H532 A =1
2 = 00305261 402295588 |.366%96620 |T76345544
3 b LJUGTES152 |, 01127190 ,04525270 |JT761324 440
4 L112946d [ 0203609 § 199266803 721200
5 b LUOB64G0S |L03684127 117065519 [JbT616ULBY
6 CLUOARR2R3 1 GN2TRTH0 .15 T1910/l 08247 18¢
7 LNOCO9449 [, 06390203 ,15%27040 [o595817v24
8 w eI TE824 [ uBysnhalS [ 1atvaavl ihhabhysdig
9 LOUGOTIRLIZB,UaRAa6 14| 17297976 J.53217°2446
10 s 0231917 [.06%00360 | 18695 0HA ], 851u6nc08

L'inversion directe d'un approximant de type Padé est visiblement trés

sensible au choix de A , et ne donne dans le meilleur des cas qu'un ordre

de grandeur du résultat. Cette remarque ne semble pas devoir &tre aussi

pessimiste dansle cas olt les singularit@s sont des poles, comme le montrera

/;T:Q\ ‘ .
ny . 1'exemple suivant.
» 1%
LithE .

oo’
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Méthode 5.1.2. Convergence en moyenne quadratique avec ou sans fonc-

le pole de 1'approximant

’

Bl

A
E-—l +

2k -kt
e

ds wk(t) =t

.

tion poi

t =3,5 t =3 t=2,5 t=2 t=1,5 t =1 t =0,5
valeurs
0,048900511 {0,100019582 0,219383934] 0,559773595 | exactes

k=0p.06%3315%45 :xm“mﬂka ~ URT71014 [=,.0615%354 LU3945101 I VAT LS adine m=1

TS WATE LOSHRTZY CP527V T L0740 P 0TRG5S Llas1a97y R FETTTReS 2
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Methode 5.7.3.

de pole (-)).
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: Inversion directe d'un approximant de type Padé

—

t =0,5

228487
JU33A90
LUUG3YeT 1
LN 34502
o U 3RANG
L5543
DU 93%ue
LNUNE3H3y
LUUUE3H35
LOUn 33535

SOUG1ERTY

LUl710660
LO1HTHS LS
1794411
LHITBAOTY
LU1799317
L1790/}
ORI A W R
L1798 139
L1798006
IR WATE
JUl F94u1A

12358014
Ll1982297
J11AYYT T4
1l /Hnav}d
-11f',‘~1/("373
1173078
I IV AR AR Y
S 11701377
JIt7u19n7
L1 ETH1IYYYS
L1 701904

L AUINEST
221912196
3534433
«232371t17
23N 4
ClAlELBY
AN hdn0
e 2328504
237254876
232505 8h

L824 G

WA RBAY
22398
WAL RN
22353 0p3Y
W 23869339
e AFHALTL
P Y LSS )
2ANERY4A
e 5865197
ot 565150
SRS AR che S Wl

valeurs
exactes

t =8

t =1

t =0,5

LOD00H1GE
LOUa300%e
RO ETHE RIS R als
LUUUlse0sT
LUGG32877
SUUN32642
LU 38229
LHUG33574
LAU035632
L YUi3353535

Lovnraa7el .

BE2R%H55
LUEUHUSNY
017934068
R S AT
UL /BHYTL
L1787 365
R A A LI
LUl 2NH4
el ging
Y IFI0AT
LUlLiEG LS

P L IR T I
L11841837
«121237%6
RV
11827740
LIY7T408Gée
11705756
e L Embhdinn
PR S LN RS
ellevdnlal
P A R

- C s
s LB 39T
LCUHI821Y
2220 uN0
LL2tuAHY
. 253212810
e 28286657
£ CAZG2LT S
ARGy
LB Tihenl
eCh62TH0

‘L. cAohdale

S Taaay
. 217971%n
L2E3h0025
b2 T e

L233991¢61

WCHTEOBYSY
TR R
LSRR TG
yEANHALH6
PRI D R 4

valeurs
exactes

La convergence est bonne pour

choix de

A, comme le montre le 2&me

4 . .
A= 3 » mais reste trés sensible au

tableau.
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Méthode 5.7.2.

: Convergence en moyenne quadratique sans fonction

poids.
La convergence reste sensible au choix du pole, mais reste trés

significative. L'emploi d'une fonction poids n'améliore pas la convergence.

Pole - 1,4
t =4 t =3 t =2 t =1 t = 0,5 ¢
m
T .12254902 [,04089526 [,01035775 [,00198993] «,00085247 1
» 34513725 |,00676116 |, 00010153 {,00000013] -,00000856 2
L01408451 |,04284924 |,11590968 |,23543326 .23788746
201511759 |,04482427 |,11816277 |,23429951 e 23513432
01800271 |,04737636 411697315 |.23258266 «23867050
.01802206 | ,04736325 (,11695203 {,23261387 .2 3865087
L.01797880 [,04730791 (,11702108 [,23254323| . ,23865345
LO1797878 | L04730794 |, 11702107 |,2325%4324 23865347
L01798023 [, 04730826 [,11701970 |,23254407 23865132
L01798022 |, 04730828 1,11701968 |,23254409 23865130
»01798018 [,04730B32 ,,11701964 |.23254416 .23865122
.01798018 | 04730832 |,11701964 |,23254416| 23865122 | 10
«01796018 | ,04730832 [.11701964 |.2325 4wil + 2386 5122 |val.exactes
Pole - 1,2
t =4 t =3 t =2 t =1 t =0,5 t
m
T.02055495 | J05404838| 412688426(,22729506] .22326996 ]
01486358 i ,04499707) 11905611 ,23412579 23375263 2
LO1824139 | 04691720 .11665318] ,23327398 .23805243 .
L01809225 ) 04737453 ,11686653| ,23271999 L23860481
L0Y797143 | 04733706 11700228 e 23256949 ,23866338
L01797408 | 04731068 11702186 ,23254386 «23865807
LOYT9T7STY | L64730743) ,11702114( ,2%254302 23865356
LU1798039 LOUT30798] J11702001,23254374 « 23865177
L01798024 | .04730827] 11701969 |,2325440% .23865134
L01798018 | ,04730832| 11701964 ,23254414 .23865124] 10
.01798018 .04730832T.1170196d < 232544.16 BP68122| val. exactes
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(§> f(z) = % exp(———:~5~—) .
v 1 + ¢z

. . cn s o 1

Le point z = O est un pole simple ; on a donc utilisé £f(z) - i
Il n'y 2 alors qu'une singularité essentielle au point 2z = -
Nous avons d'abord (tableau (1)) montré 1'amélioration de la convergence

' . . . 2k -kt . . .
par 1'emploi d'une fonction poids mk(t) =t e . Celle-ci est identi-
que quelque soit o entre O et 1 (1 compris) ; tous les calculs sont faits
en double précision.
Le phénoméne de l'amélioration des résultats est limité par les erreurs
d'arrondis, ce que confirme le calcul fait en simple précision : celui-ci
se dégrade quand le nombre m de termes de 1'approximant et 1'indice de la
fonction poids augmentent (n > 12 et k > 5 en simple précisiom, k > 6 ,
n ? en double précision).

. . . . . 2k -kt " ~ (3]

Sidi constate avec les fonctions poids t e un "effet-fenétre" sur le
résultat, c'est 3 dire, une amélioration des résultats en t = 2k/k = 2 et
une détérioration loin de 2 . Ici ce n'est pas le cas, la précision et la

convergence sont comparables en tous les points &tudiés.

(voir tableau ci-aprés).
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On peut résumer les valeurs obtenues pour 1'inverse de la fonction

% exp (I_~:;%77-) dans le tableau suivant, selon les valeurs de o et de t .
+oz

Le paramdtre o varie de 0,2 3 | par pas de 0,2 et t varie de 0,5 & 4.
Contrairement & ce qui se passe dans la méthode de Longmann, la valeur o= 1,
n'est pas particuliére.

Les résultats sont obtenus en prenant !4 termes pour 1'approximant ra-
tionnel de (—1)5 f(S)(z). C'est une convergence en moyenne guadratique avec
une fonction poids t10 e-St .

Toutes les décimales citées présentent une certaine stabilité dans
les résultats trouvés. On peut remarquer une certaine dégradation de la

précision quand ¢ augmente. L'erreur relative semble donc inférieure a

2.1077 .

! ! ! ! ! ! !
v 9 0.2 1 0.4 ! 0.6 ! 0.8 ! 1 !
re ! ! ! ! !
e b ——t ot t : ——
! ! ! ! ! ! !
1 0,5 ! .1022010 ! .2200330 ! .2983019 ! .3548312 ! .3983875 !
! ! ! ! ! ! !
11 ! .5673705 ! .5956933 ! .6173415 ! .6352666 ! .6506315 !
! ! ! ! ! ! !
11,5 ! .8684599 ! .8179220 ! .7988473 ! .7909833 ! .7882222 !
! ! ! ! ! ! !
12 1 .9691488 ! .9239090 ! .8964390 ! .8797707 ! .869366 !
! ! ! ! ! ! !
12,51 .9938563 ! .9697096 ! .9474830 ! .9308438 ! .9187462 !
! ! ! ! ! ! !
13 1 .9989072 ! .9883548 ! .9736810 ! .9602775 ! .9492417 !
! ! ! ! ! ! !
13,51 .9998211 ! .9956401 ! .9869363, ! .9772277 ! .9682182 !
! ! ! ! ! ! !
' 4t .9999725 ! ,9984017 ! .9935675 ! .9869720 ! .9800756 !
! ! ! ! ! !

! ! ! ! ! !
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CONCLUSTION

A propos des approximants de type Padé, on cherche 3 déterminer le
"meilleur" pole (~-)) pour un approximant qui n'aurait qu'un pole. Il faut re-
marquer que si (-1) est la singularité de f si celle-ci est un pole, ce
n'est pas lecas nécessairement quand f admet une singularité essentielle,
comme le montre 1'exemple 1.

Du point de vue de I'inversion de la transformée de Laplace, la méthode
proposée consiste au calcul d'un approximant de type Padé au point Atw , donc

2

le calcul de 1'approximant rationnel de f est toujours simple, méme dans la

' (k)

version améliorée ol on emploie la fonction f ce qui ne complique pas la

mise en oeuvre.
Enfin, quoique la convergence démontrée soit en moyenne quadratique,
les résultats numériques sont bons pour les fonctions étudiées et sur de

grands domaines pour la variable ¢t .
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QUATRIEME PARTIE

APPROXIMANTS DE TYPE PADE EN PLUSTEURS POINTS zl...zn .

On définit des approximants de type Padé d'une fonction f en
plusieurs points, c'est & dire qu'on veut pour un dénominateur ( fix&, un
polynéme P tel que P/Q interpole f en tous les points zs i un ordre
m, arbitraire fixé a 1'avance. P apparait comme le polynome de Newton de
la fonction f.0.

Les propriétés algébriques classiques des approximants de type Padé
en z8ro sont conservées (28me partie). D'autre part, ils apparaissent par
rapport aux approximants de Newton-Padé comme en paralléle des approximants
en un point (38me partie).

Parallé&lement 3 Galluci et Jones, on démontre donc & l'aide des for-
mules d'Hermite une formule d'erreur, un théoréme de convergence dans le cas
d'un nombre fini de points d'interpolation, et enfin la continuité des appro-
ximants par rapport soit 3 la suite de points d'interpolation, soit & la fonc-
tion f, soit au polynSme ( (4éme partie).

Enfin dans la 5&me partie, on examine les approximants de type Padé
en z8ro et 1'infini, leur existence, leur mode de calcul, leur lien avec les
précédents.

Nous n'avons pas, dans ce chapitre, fait d'applications numériques ;
mais 1'idée nous en était pourtant venue en ce qui concerne les approximants
en z8ro et 1'infini pour inverser la transformée de Laplace ce qui serait une

extension de la méthode de Longmann-Sharir.
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1. DEFINITION
Soit F une fonction domnée et O un polyndme arbitraire de
d°q. On suppose que pour chaque point z; i=1...n.

1 . mi |
F.Q(z) = '2 uij(z - zi)J + 0((z-z;) ) |

On construit le polyndme P qui interpole la fonction F.Q en zs jusqu'a
1'ordre mj exclus et ceci pour chaque 1 .

P est le polyndme d'interpolation généralisé de Lagrange-Hermite

: m, +j
- E o2 ; mi-l m%—l (a - zi) 1
P(z) = - (5) .. (1)
io1 (mi-l)! da i=0 Yi3 (z - 2)o(a)
< a=z,
n m,
oi w(z) = T (z-12z.)1
i=1 L

On vérifie algébriquement que (cf. Baker)

. . n
i=1l...n, j=0... mi~1 P(J)(zi) = (F.Q)(J)(zi) et d°P = Z m., - 1

da

m m-1 ~1 j
P(z) = —2 () h u, -2
(m-1)1 =0

par la formule de Leibnitz.

d j _ o m=1, 3! (m=1-j)!
@ GRao = O T

z



P(z) = ) u zj et u, = TL.(!i)J(FQ)
Z J j 3! ‘da a=0
j=0
= % c q.-
=0 k *j-k
(k)
(¢ = L&
avec Cx k!(da) F(a))a=o
< . 1 d (j_k) ] .
qj_k = -(—3—-_—k-)— (d_a) (Q(Z))a=0 qj_k est O si k > ] ou le
\ coefficient en zJ_k de Q sinon).
et donc LA (m-1/q)
Q £

2 Pour tout i , m. = 1.

n
P(z) = X w(z) u, !
i=1 (z - zi)1¥ﬁzi— zk)
k71
I(z-2z2)
_ E u K#i k
.2y 10 I (z, - zk)
= k#i

P est le polynéme d'interpolation de Lagrange.

Proposition 1.1.

Si pour j = O... mi—l ,eti=1...n ona P(j)(zi) = (FQ)(j)(zi),

alors dans les mémes conditions, on a

(%)(j)(zi) = F(j)(zi) pourvu que Q(zi) # 0 (i=l...n)

Démonstration :

. P
Pour i quelconque, on a P(zi) = F.Q(zi) a(zi) = F(Zi)
On procéde par récurrence :

On suppose (%)(k)(zi) = F(k)(zi) , k=0,1..,j-1
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Dérivons (F.Q)(J) par la formule de Leibnitz :

Gk k)

. . j .
. =53 g+ 21(3‘) F Q
k=

) ) G) _ By 3y By R ()
de méme P (Q.Q) P (Q) Q +kzl(k)(Q) Q

en comparant au point z:, il vient

P NC s Wy - B
Q) = (@ Ve = 7)) = @V

=)
Q
donc si P est défini par la relation (1)

on a

Play = 7() + 0(Gzz) ) 1= 1 .
a-z) = F(z) z-z; ) i=1...n .

Deginition 1.2.

On appelle approximant de type Padé (N/q), d'une fonction F(z),

. . . P
aux n points (Zi’mi)’ toute fraction rationnelle Q telle que :

d°P =N = Z m, - 1 H d°Q = q et Q(zi) 0, 1=1..

P m.
a(z) = F(z) + 0((z-zi) 1y i =1...n
\
Propritte 1.3. Unicite.
P Py
Si q et 75— sont deux approximants (N/q)F aux mémes points

(z.,m.). et de méme dénominateur Q , alors
i’71i"1i=1..n

P =P
Démonstration
Par définition, on a :
P, () .
k - =) -
(—Q—) (z;) = F7(z)) k=1,2

.0
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donc par un calcul analogue 3 la proposition 1.l.

(i) - (i) -
Pk (zi) - (F'Q) (zi.) k = 192

P1 et P2 sont de degré N et coincident en (N+!) points, compte tenu de

leur multiplicité&, donc P1 = P2 .

2. PROPRIETES ALGEBRIQUES

Propridts 7.1.

. ' . 1
Si P/Q est l'approximant (N/N)_ aux points (zoom)o ) . .o de

dénominateur Q , alors Q/P est 1l'approximant (N/N)l/F de 1/F aux mémes

points (zi’mi)’ de dénominateur P pourvu que F(zi) 40 , i=1...n,

Demonstrhation

On sait que P(j)(zi) = (F.Q)(j)(zi) i=1l...n, j=0,...m-1
On veut montrer que Q(j)(zi) = (%.P)(j)(zi)

La propriété est vraie pour 1 quelconque, j = 0 si F(zi) #0 .

On la suppose vraie jusqu'a j-1

(3-k)

. , i,
p-rer 2P @ -r@.emP@ + ) D r@.emY™ e

k=1

#) P @) = 7). P @+...

au point z, , ona (P/F)(j_k)(zi) = Q(j_k)(zi) k=1...]
— Fe)EmPe) =100 @)

donc Q(j)(zi) - (%np)(j)(zi) i=1..n,3=0...m-1
n

De plus d°Q=N= ) m, -1
i=1 .

donc Q/p = (N/N) aux points (zi,mi). s

1/F
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Propridté 2.1.

Si F est remplacée par aF + Rk
Si d°Rk < N-q
si P/Q = (N/q)F aux points (zi, mi)

alors (aP + Q.Rk)/Q = (N/q) aux mémes points.

aF+Rk

Démonstration

Séparons en deux parties.

. - P .
Si F est remplacée par a.F : 6 interpole F en z, d 1l'ordre m,

a.p

P _ aP . - .

donc a.Q = interpole a.F en z, a l'ordre m, et 5 ¢ (N/q)a.F .
Si F est remplace par F + Rk : P interpole F.Q en z, i 1'ordre mo,

. i .Q + . al' .
P+ Q Rk interpole F.Q + Q Rk en z. a 1'ordre m,
P+ QR

sera 1'approximant cherché s'il vérifie la condition sur le degré
Q

du numérateur, c'est i dire, d°Q.Rk <N,

soit d°Rk <N-q . ®

Propniéte 2.3. Coniance homographique

7.3.1
Si H(z)=—A—:—iﬁ-—z—)———~ et C+ DF(z.) #0 i =1...n
C + D F(z) '
i X)) = (M. a ints ( )
si 3 z) = F ux points (z,,m.
= R = AQ+BP_ (N/N)H aux points (z,,m.)
CQ+DP Lo
Démonstrnation :

En effet, on a :
A+ B

m.

A + BF(z) + O(z-z.) )

= L i i=1...n
C + DF(z) + O((z—zi) t

R(z) =
C+7D

Lolwlo|

[N
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m,
=A*BF () + 0((z=z;) ) si C+ DF(z,) #0 et pour i=l...n.
C + DF ' *

est une fraction rationnelle de degré (N,N), donc R = (N/N)H .|

2.3.2
. _at + b _ _
Soit z = J(t) = 4 et H(®) =Fo fJ(t) , et ad - be # 0
Soit E-(z) = (N/q) aux points (z,,m.) et z, = @(t )
Q F i’7i i i
at + b
P(ct + d)
R(t) = ———————— = (N/q) aux points (t,,m.)
H 171
QLD
ct +d
Démonstration
Pour i =1...n , et au voisinage de z,

P2y = F(s) + 0((z-z.) b
6 z) = z 2=z, )

m

On aura g-($(t)) = H(t) + 0((t-t,) iy s (z-z,) = Wer-dee,)) = oce-t))

Pour

dans tout compact de R, |¥'(t)] 2k >0

et |¥(r) - ﬂ(ti)| > k|t -t

ﬂ est bijective continue ; si =z est voisin de 1z, , t est voisin de t

Donc si

i
z est voisin de 2z, : lz - Zil = o(|t - til)
m,
2ol® oy . o((e=t) ) i=1l...n
Q o Yt

d'autre part

P o J(t)

est une fraction de mémes degrés (N,q) que %(z)

Q o fi(t)
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donc R(t) = = (N/q)H aux points (ti’mi) . N

Propridte 2.4.

Si F(z) = (z - zk).G(z)
si (N/q)G est approximant de G aux points (zi,mi) .

alors (N+1/q)F = (z - zk)(N/q)G approximant de F aux points (zi,m;) avec

]
m! =m., + &, .
i i ik

Démonsthation

m,
/@) (2) = 6(2) + 0C(z=z) D)

ml

(2 - 2) /D (@ = (2 - 2).6() + 0((z = 2) )

donc
(z - zk)(N/q)G = (N+1/q)F aux points (zi,mi) . 8
Propridte 2.5.
P
Si T = (N/q)F en (zi,mi) i=1...n
Py
Si 7y-= (N+1/q)F en (zi,mi) mi = m, + aik i=1 n
P m m +1
si —Ql—(z) = F(2) + Az - 2) Kt oz -z ko
Alors :p (3) =P (2) - A.Q(z,).(z - 2 )mk
2 1 ) k- k
Démonstrhation
(Pz mk+1
On a 3 =F(Z)+((z-zk) )
m m, +1
ﬁ El_ = F(z) + A(z ~ zk) k + 0((z - zk) ko)
Q
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En développant Q en puissance de (z - zk), on trouve :

m +1
P (2) = P (2) - A.Q(z). (= - %) kK, oz - zk)mk )

En faisant de méme pour les indices i = 1l...n, 1 #k , on a
m,
P,(z) = P (2) + 0((z - z,) ) i#k
m n
Les polyndmes P2 et (Pl(z) - A.Q(zk).(z - Zk) ) sont de degré z m, = N+1 ,
i=1

ils interpolent F.Q en N+2 points, compte tenu de leur multiplicité.

Ils sont donc &gaux en N+2 points, et de degré N+l. Ils sont €gaux :

M
PZ(Z) = Pl(z) - A.Q(zk)(z - zk) . B
Propriete 7.6.
Si h(z) = (N/q)F + (N/q)G approximants de F et G aux mémes

points (zi,mi) , de dénominateur quelconque.

Alors (N/q)h = (N/q) aux mémes points (zi,mi) , s'ils ont méme dénomina-

F+G

teur Q .

Démonstration :

P
Soit (N/q)h = 7?» (J)(z )y = (h. Q)( )(zi) i=1l...n, j=O...mi—1
"R () ()

Soit (N/q)F+G ) : F+G(Z ) = ((F + G).Q) (Zi)
comme h(j)(zi) = F(j)(zi) + G(j)(zi)
on a (J)(z ) = Péié (z ) pour i =1...n et j = O...mi— 1,

et donc P, =P ‘W
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3. RELATIONS AVEC LES APPROXIMANTS DE NEWTON-PADE (Gallucci-Jones)

Etant donnée le triplé, ((an),(Bn),(fn)) , on considdre la FNS (formal

Newton Serie)

n
Y a_ o (2) w(z) =T (z - B)
030 n n n ) k
n
fn = Z a, wk(z)
0
P (p-i
- p-3)
en appelant Ak,p -z ak—j Kk+1,j+l
=0
(m .
KW) = 1 B8 CAE A
n m ;
On cherche u(z) = Z ciwi(z) et v(z) = Z diz tels que
0
0

v(z).f(z) - u(z) = bn+m+1 mn+m+l(z) + bn+m+2 wn+m+2(z)+... e))

Alors les c, et les di sont solutions du systéme suivant :

(/dA Foeeeanaas +d A =c
0,0 m  om o
(2.1) 4
d A Foi i +d A = c
\ © 1,0 m pm n
(2) d ’
R + dm An+1,m =0
(2.2) <
......... + =
\ © n+m,o0 m  nt+m,m
\
o _ . . .. -
n appelle Rm’n(z) Pm,n(z)/Qm,n(z) 1'unique approximant ainsi trouvé,

d 8quivalence prés.
Cependant, la propriété (2) implique : Rmn interpole f en Bi seulement

si Q. n(Bi) #0 .

b



- 87 -

En effet, an(Bi) =0 = Pmn(Bi) =0 pour i £ m+n (propriété 1)

Donc Gallucci-Jones définissent des approximants normaux, c'est i dire

4

R =P /Q vérifiant (1)
mn mn' ‘mn

ﬁ d Pm,n = n ; d an =m

mn

P et Qpn premiers entre eux.

\

alors an(Bi) # 0 et Rmn vérifie la propriété d'interpolation (cf. Prop.l.1)

Ils définissent d'autre part des approximants "réguliers" :

;

1 z) +....
wn+1( )

an £(z) - Pmn(z) - bn+1

4P et Q premiers entre eux

Q(B.) # 0O i=n+2....
Rt

Les approximants de type Padé en (n) points se présentent par rapport aux
approximants de Newton-Padé comme les approximants de type Padé classiques
par rapport aux approximants de padé. C'est 3 dire que le dénominateur Q
étant fixé, on cherche P(z) vérifiant la partie (2.1) du systéme (2).

On a alors

£(z).Q(z) - P(z) = bN+l wN+1(z) +.o.. a")

Les w ~ sont obtenus 3 partir de la suite (Bk). Si on veut un approximant

n
de type Padé aux points (zi,mi) , i=1l...n, et N = X m, - 1 , on prendra
i=1

la suite (Bk) de la maniére suivante :

’
ko b " Bk ~ Bk est défini
* B b R Bk I pour k =l,...N+l

ﬁ k - m; + m, +°"mn—l+l"" myte.otm Bk =2z
pour k > N+l , Bk quelconque.

\
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Remarquons que la propriété d'interpolation au point z; est vraie si
Q(Zi) # 0. Cette propriété est moins forte que celle mise pour définir des
approximants normaux ou des approximants réguliers : P et Q premiers entre

eux.

Le polyndme P est le polyndme de Newton associé 3 la fonction

f.Q aux points Bl,..., B définis plus hauts pour les approximants

N+1
de type Padé de dénominateur Q , il est la méme chose aux points Bl"" Bm+n+l
pour la fonction f.Qm n ol Q n est calculé par les équations (2.2), pour
’

les approximants de Newton-Padé.

4. ERREUR. CONVERGENCE. CONTINUITE

4.1. Déginition de P parn La méthode des nésidus. Enreur

. N*1 . ‘s . -
Soit wN(z) =7 (z - zi)’ z; points d'interpolation, chacun compté
i=1
avec son ordre de multiplicité. On a

f(t)Q(t)dt .

wy(2) = w,(t)
P(z) = ¥ J N ON
r (z-t) wN(t)

I' est un contour ou une réunion de contours, chacun limitant un ouvert simple-
ment connexe contenant un ou plusieurs z,.

Tous les Zss i=1...N+1, sont intérieurs 4 " , et £f.Q est analytique sur

et dans T.

La fonction sous 1'int&grale est un polynbéme en z de degré N et en appli-
quant la formule de Cauchy au point z = z;, on trouve le résultat.

On a donc

0 wN(Z)
£(2)Q(2) - P(2) = 57 f £(t).Q(t)de
r wN(t)(z-t)
P2 _ gy - w2y J £(0).Q(8) o,
Q(z) Qz)  2im |, wy(t). (t-2) )
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4.2. Convergence dans Le cas d'un nombre fini de points z. distinets

Soit Z)..-2y les points d'interpolation, distincts ou non. On
construit une suite Pn/Q d'approximants de f telle que P interpole F.Q

NN T T = +3 .
en z,...z, z, zy z, zJ avec n = mi h|

On construit la série formelle de Newton :

(4.2.1.) £f(2).Q(z) = a + al(z—zl) + az(z-zl)(z-zz) +...+ amk+j(z—zl)...(z—zi)+...

et P est la somme des {(n+l) premiers termes.
On a le théor&me suivant (d'aprés Walsh, cf. réf. th. 3 p. 56).
Soit w%(z) = (z - zl)...(z - ZA) .

Théoneme 4.2.2.

Soit T défini par !wo(z)l =y , tel que £f.Q soit analytique sur
et 8 1'intérieur de T . Alors la série de Newton (4.2.1.), trouvée par inter-
polation aux points z; , converge vers f.Q a l'intérieur de T , unifor-

mément sur tout fermé& contenu dans T .

Wy m/X
Si z vérifie Imo(z)! =y < u’, on a ]f.Q(z) - Pn(z)[ < M(7I°

Demonstration :
Ona n=m\ + j , et :

L ) (m) (w G)T£(6) ()

£f.Q(z) - Pn(z) = 31 dt
T (t—zl)...(t—zj).(mo(z))m t-z
Soit e (2) = (z—zl)...(z-zj).(wo(z))m
1 .
On a L0g<!wmx+j(z)lmA+J ) _ m;;j % Log Iz_zkl + m;ij Log |“5(z)!
1
donc mA+] 1/2
1lim !me+j(z)l = ]wo(z)l quelque soit j

mee
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Supposons que z appartienne 2 un fermé K strictement contenu dans T :
lo ()] cup et wp o<
On a alors :

up m/A
[£.0(z) - P (2)] ¥ ()

avec
(z - zl)...(z -z.,) ‘
M = sup M. et M, = sup 1 £(t).q(t) .
j=1-2 Tooeer | (e -z (e - 2)
zEK J

La convergence est donc bien uniforme sur tout fermé contenu dans le lemmis—~
cate T . B

On en d&duit le corollaire suivant sur la convergence des approximants Rn = Pn/Q'

Corolhaine 4.2.3.

Si on suppose que f.Q(z) est analytique au voisinage des
z. ,i=1...12, 11 existe un lemniscate T lwo(z)] =u , tel que R

n

converge uniformément vers f , sur tout fermé contenu dans T .

Par définition, on a Q(zi) # 0 , donc Q(z) est non nul dans un voisinage
des z. s donc il existe T : iwo(z)l = u vérifiant 4 la fois f.Q ana-
lytique sur et 3 1'intérieur de T , et Q non nul.

Q est alors minoré et on trouve d'aprés le théoréme pré&cédent, si

lu ()] = wp <

vy m/A

[£(2) Pn/Q(z)] s M) . 8
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4.3. Convergence dans Le cas d'une suite quelcongue (zn)

On établit d'abord un lemme sur la convergence des polyndmes d'in-
terpolation de Newton vers la fonction (cf. Walsh p. 52.54).

Soient S les polyndmes associés 3 une fonction F .
n

On utilise la relation :

1 ! wn(z) B wn(t) F(t)

Sn—l(z) T 2inm J wn(t) dt

T z - t

les hypoth&ses sur T et F sont donc celles du paragraphe 4.1.

Lemme 4.3.1.

On appelle V 1'intérieur de T , & = inf ]zk~t! , et

‘ ter
UA ={z |z€V et sup!zk - z| < A} tEN
k
,
On suppose : - {(zk)} \
<

L— il existe A tel que A < § et intérieur UA # ¢

alors les polyndmes d'interpolation de Newton Sn associés 3 F , convergent
uniformément vers F sur UA .

Démonstration

1 f w41 (2)

F(z) - Sn(z) = 57n F(t)dt
r (z—t).wn+1(t)

. n+l
si z € UA [mn+1(z)[ < A

. ; n+l
si ter lo g (©] > 8
one sup [F(2) - 5 (2)] < uH™!

zGUA

Comme on a supposé A < &, les Sn convergent uniformément vers F sur UA
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Etant donné un polyndme Q arbitraire, non nul aux points de la suite
. . - ' . Pads
(z.l).leN , on considére la suite Rn Pn/Q d'approximants de type Padé

de la fonction £ , aux points (zi). On a parallélement 3 Gallucci et Jomes,

le résultat suivant :

Théoneme 4.3.2.

On suppose que f.Q est holomorphe sur un domaine D , con-
tenant la fermeture d'un ouvert V borné simplement connexe, de bord T .
(zk) est une suite de points dont la fermeture est dans V , § et A étant
définis comme dans le lemme 4.3.1., on suppose qu'il existe A vérifiant :
A< 8 et int(UA) $#¢ .

Si Q est un polyndme tel que Q(zi) # O pour tout i , et si

Rn est 1'approximant de type Padé en (z.)._1 de dénominateur Q ,

i‘i=1l...n+1?

alors : (Rn)n converge uniformément sur tout compact de D si et seulement

si (Rn)n est uniformément bornée sur tout compact de D .

" Démonstration :

Dans un sens, il est clair que si (Rn) converge sur un compact K
vers f , elle y est uniformément bornée.
Réciproquement, supposons la suite (Rn) uniformément bornée sur

tout compact K de D : sup [Rn(z){ <M .
K,n

La fonction Rn étant bornée dans K ,ellen'y a pas de poles donc
est holomorphe dans K et Q vy est minoré. D'autre part, on peut prendre K
un compact tel que VK. On peut alors appliquer le lemme 4.3.1. aux fonc-
tions Rn'Q et f.Q

R_(2).0(2) kzo Yk 0, (2)
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£(2).Q(z) = ) a,w (z)
k=0 k'k

mais par définition de Rn : Rn Q= Pn
n

R _.Q(z) - £f(2z).Q(z) = z d. w, (2) donc vy, = a, pour k = 0,...n

n ntl k'k k k

On va montrer que la suilte (Rn(z))n est une suite de Cauchy uniformément

par rapport 3 z dans U

K
R _(t).Q(t)
YE = 2;w j nw (t) de
k+1
T
(R _(z) - R (2)).Q(z) = J GP -y w, (2)
P 4 inf(p,q) k k k
( n 1
lv,.| € M suplQ(e)] ==
k r gkt
{
sup !wk(z)l < Ak+l
\ Ua

donc finalement, en supposant p < q :

L A k+1
Sup |R_(z) = R (z)| ¢« 2M ) (59
260, P 4 p

A p+1
sup [R_(2) - R (@] < 2M ()

zGUA

_
!
o >

La suite Rn est bien de Cauchy, donc convergente, uniformément sur UA'

Comme UA a &té supposé d'intérieur non vide, la suite R, converge unifor~

mément sur K et donc sur tout compact de D . ®
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Remarques surn Les hypothlses du théoneme 4.3.7.

<:> L'hypothése Q(zi) # 0 pour tout i , "remplace" 1'hypothése

de régularité des approximants de Newton-Padé dans le théoreme similaire.

(:) On suppose que f.Q est holomorphe dans D , contenant V
borné, simplement connexe. Nous allons voir que cette hypothése n'est pas forte
mais apparait comme i peu prés minimum quand on consid&re la suite (Rn)’ donc
tous les points z, -
Si on suppose UA d'intérieur non vide, l'intérieur de UA est con-

nexe, car connexe par arc, donc UA est comnexe et contient tous les zs

On a {zk}C U =Y

Au paragraphe 4.1, pour &tablir la formule définissant Pn par la
formule de Cauchy, on prend T :

T : {z/|w(z)| = constante}

Ce lemniscate I' limite un domaine DF gui peut avoir plusieurs com-

posantes connexes.

Soit UY = {zlmax [z -z l < A}
A k
k=1..n
On a : {Zk}k=l...n ' UZC:I%, et donc DF est simplement connexe si
. n
int UA # .

Dans le cas du th. 4.3.2., il faut considérer les z, . On a

{z2)ken © U< Dp

Si on suppose int(UA) # ¢ , 1'hypothése "f.Q holomorphe sur un domaine D
connexe contenant V simplement connexe de bord T'", apparait comme "limite"

de celle faite sur f.Q pour utiliser la formule d'Hermite.
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4.4. Théoneme de continuiie des approximanits

On peut considérer plusieurs types de continuité. L'approximant
dépend des (Zi)’ de f de Q. La continuité par rapport 3 ces trois &léments

sera étudiée.

Theoreme 4.4.1. Continuitl par happort aux z.

Si f.Q est holomorphe sur un ouvert D contemant V de

bord T .

R * . . R P -
Si (Zi) et (zi) sont deux suites de points intérieurs a T

Soit P (resp. P*) le polyndme tel que P/Q = (m/n)
z...zm+1,f

* e e -~

(resp. P /Q = (m/n)z* * f) , alors sur tout compact intérieur & T ,
SRR

ne contenant aucun zéro de Q :

*
P P
6(2) = 6‘(2)

Ye . 3r1sup (z. - zf) < n => sup < e
k=l..m+1 I 3 z€K
Demonstration :

K ne contenant aucun zéro de Q , il suffit d'étudier la continuité

de P .
On a : £.Q(z) = 2 anwn(z) et f£.Q(z) = 2 a* w*(z) (séries formelles)
nz0 nz0 oon
n .
Q(z) = ; bizl
i=0
m
P(z) = £.Q(z) + dm+1 wm+l(z)+.... = g akwk(z)
P*( ) = £.Q(z) + & * B T % x
z) = .Q‘z) ot wm+1(z)+... = g a, wk(z)
. I £.Q(t)
Comme précédemment : a, #* 4% f dt
k ~ 2im r wk+1(t)
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]ak - az | < 5%— f'Q(:) .lwk+l(t) - w:+l(t)| dt
T wk+1(t).wk+l(t)

*
<M . Sup |w (t) - w (t)|
k ter k+1 k+1
ce qui prouve que chaque fonction ak est une fonction continue de

Z

z donc a ...a sont des fonctions continues de z.....Z
o m ' 1 m+1

17" Zgel

Donc finalement :

Ye dAn Sup Izk - z:| < n = Sup'lP(z) - P*(z)l < g
k=1..m+! K

ce qui suffit & démontrer le théoréme . ®

Theondme 4.4.2. Continuité parn rapport & £ e par rapport & Q .

Si f.Q et f”E.Q”E sont holomorphes sur un ouvert D contenant
V de bord T .

Si (zi) est une suite intérieure 3 T

Si P et P sont les polyndmes définissant les approximants
(m/n) de f et £ de dénominateurs respectifs Q et Q* , alors sur tout

< *
compact K de V ne contenant aucun zéro de Q et Q. , on a :

*
Ve 3 n Sup |f.Q(z) - f*.Q*(z)[ < n == Sup P (z) - E—--(z)l < g
X x - 1Q o* |

Démonstration

| w . (z) —w_ o (t)
| On sait que P(z) = ! f n+l n+l f-Q(t%
2im ‘T t)

dt

(z - t) Po+l

-~

ce qui implique la continuité de P par rapport 8- f et 3 Q. Donc si on

. - * P -
se place sur un compact oi Q et Q n'ont pas de zéros, on a le résultat. @
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5. APPROXIMANTS DE TYPE PADE EN 2 POINTS : ZERO ET INFINI

Quoique ceux-ci puissent &tre définis 3 1'aide de la propriété
de covariance homographique, nous en donnons une définition directe, et
reviendrons ensuite sur leurs rapports avec les approximants en deux points

z z, distincts, 3 distance finie.

o 1

5.1. Caleul preliminaire. Développement en série de puissance de
1/Q(z) , de P/Q(=).

n .
Soit Q(z) =) b.z" .
i
0
On veut un développement soit de la forme z ukzk , soit de la forme
Ptk 0
k=0 k

ler cas : développement en série de (zk)

1

b+....+ b z
o n

1/Q(z) =

n

le développement est formellement obtenu par une division selon les puissances

croissantes :
k
1/Q(z) = 2 u, 2 ( u = 0 k 0
k>0 1
{ Yo - B;
p I
u, = -— ) b,u, .
4 L biu_
k bOllkl
22me cas : Développement en série de (z—k)
. 1
Soit t= —
z
1 o 1 )




=tn23ktk (IIk=0 k<0
kz0
T =L
< Yo b
n
— 1 g -
u, = — b
\ k bni=1 n-1 k-1
revenant 3 la variable z , on a :
l = 2 u: z_k / ui =0 k <n
Q(z) k=0
So L
¢ n b
* 1 u *
[ % “57 L Paeu i
n i=1

Cette méthode a été obtenue par Longmann-Sharir pour obtenir une méthode

d'inversion de la transformée de Laplace.

- - s . k -k
On a en conséquence, un développement en série de puissances 2z ou z de
toute fraction rationnelle P/Q :
si P(z) = a +...+ a zP
o %
5, < )
P/Q(z) = V., z vV, = Z a, u, _
K30 k k 520 1 k-1
- *
P/Q(z) = fv"ezk V., =0 k < n-p.
;o k k
K
V* = a u*
n-p p n
B i
Ve S.boay v, koo
1=0

. s . s * . *
On obtient ainsi deux séries S et S de puissances de sommes Sk et Sk .

Etant obtenu par division par puissances croissantes, on a :

0(z5)

O(z_k)

[}

P/Q(2) - 5, (2)

P/Q(z) - S (2)



- 99 -

. - * - o . . .
S sera appelée le développement en z&ro et S le développement 3 1'infini.
I1 faut remarquer que z&ro et 1'infini n'ont pas un réle symétrique pour une
fraction rationnelle, sauf si elle est (n,n) , et ceci contrairement 3 ce qui

se passait précédemment avec les points d'interpolation (zi).

5.2. Déginition
On cherche une fraction rationnelle P/Q , de dénominateur Q fixé,

de degré n, telle que f0 et f1 étant deux séries formelles, f0 en puis-

sances crcissantes, f en puissances décroissantes, m et m, étant 2 entiers

1

arbitraires, on ait :

P/Q(z) - £_(2) = 0O(z %
P/Q(z) - fl(Z) = 0(z )

“n

(o] (2] * ) .
Soit fo(z) =Y cnzn et fl(z) =y c z . L'étude serait la méme avec
0 © 1 o r\
oy _ n _ ¥ -n BUS Y
des séries f (z) = Y c,z et f£,(z) = ) c 2z (cf. Draux) . \:Eﬁ)
—\) u 4
Soit R la fraction cherchée pour f et f. , m =k , m +m =n .
k,m o 1 0 o 1
On aurait la fraction relative i f; et f} :
-1 . u . =
= i * -i =
ka = 2 ciz + z c; 2z + ka(z)
-V 0
- (v * i v i
R, @ssociée comme R 2 E(Ci - ci)z + ) c;2
0 u+l
< v .
- [O—
z(cz— c.)z ol 2 c. z *
1 v+l
\
Si par le f, =¢c" + o+ t f =¢ + + 1 1! -
par exemple f =c_; z+c +.... e o = Cot €2 *... , alors 1'appro

ximant obtenu est du type (n+l,n) .

I1 suffit donc d'étudier les approximants associés 3 des séries commencant

L

en z&ro pour les puissances croissantes et 3 un pour les puissances décroissantes.

La partie préliminaire montre qu'alors la fraction rationnelle cher-

chée ne peut &tre que du type (n-1,n) .
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Propnite 5.2.1. Q é&tant un polynome fixe de degré n , f

o

P . P n * -n
et fl désignant respectivement les séries 2 ¢,z et 2 c_z .
nx0 nx1

Pour tout couple d'entiers (mo, ml) vérifiant m +m =n,

il existe un polyndme P unique, de degré n-1, vérifiant :

P

Py - £ () = 0(z ©)
ﬁ 6 VA o VA = VA
-m
@) - £,(2) = 0z )
\
Démonstrhation

Soit Q(z) = bo+"'+ bnzn donné, on cherche P(z) = at...ta .z

n-1

D'apr@s la partie 5.1, on a :

P Z k ( lf
~(z) = V. 2z vV, =) a.u
Q K50 k k =0 1 k-1
{ uk =0 k<O
=L
uo b
o
{ &
%75 )Py Ve
P mo
6(2) - fO(Z) =0(z ") .
On a donc le systéme :
/
c_ =a_u
o o o
€1 T % Y *a Yo
< ¢, =a u, *+a u +a,u
c =a u Feeeuee + QA u
L m -1 o m~-1 m -1 o
o o o

C'est un systéme triangulaire, qui définit de maniére unique m des n coef-

ficients a. : a ...a .
1 o mo—l
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©p -m;
D'autre part a{z) - fl(z) = 0(z )
- ¢
Pey =y v 27K V=0 kg0
k k
k
< . n-1
Ve =Ll oa; v
\ 1=0
7/
u: =0 kgn
o - 1
un b
% on
* 1 *
YR T b .Z b-i Yk-i
\ n i=l
% *
r ¢ = Vk k = l...m1 .
* %
€1 T a1 Yy
* . *
) €2 7 %p-1 Yo+l T 2 Yy
* * .
€3 = 21 Un+2 a2 Yn+l an-3 Yn
* _ * N . %
\ cml—l = 2h-1 un+ml- | an—ml-l Yn

C'est un syst@me triangulaire qui définit de maniére unique les coefficients
*n-1 %n-2>"""Ppem -1

Tous les a  sont donc définis de mani&re unique si W et m, vérifient :
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Definition 5.2.7.

* ~
f et f, &tant les deux séries ) c 25 et ) ) 2 k s
° k20 k2!
Q un polyndme de degré n et k un entier : O s ksmn.
. _ k
Il existe R = P/Q tel que Rkn(z) fo(z) = 0(z)
k-n-1
R, (2) = £,(2) = 0(z )

Rkn est unique, de type (n-1,n)

Comme dans le cas des approximants de type Padé en zéro, P
est associé de Q en termes de fonctionnelle lin&aire.

Si P est de d°n-1 , et Q de d°n , on appelle
%(x) = xn-lP(x_l) et a(x) = x" Q(x—l)

nNJ
On a la relation : (%) =P

On dit que P et Q sont associés relativement 3 une fonctionnelle lin€aire

d(e)
N yY
%(X) = \D(Q(X) - Q(t))

Xx -t

. * . epe i
Soit c¢c et ¢ les fonctionnelles définies par c(x) et

[}
0

Fah =l G320

+1

Propridite 5.2.3.

k-1 . k.
5i P (x) = g aixl et Q(x) = g bixl alors P, /0, = (k=1/k),

Pk et Qk sont associés relativement i la fonctionnelle c¢

i
et a, =) bec. ., , i=0,...k-1
1420 k i~k
n-1 5 n 5
Si Pn_k(x) = Z a;x , n_k(x) = 2 bix
k k
N A
u X lu— Ci+1u

o
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") 4V
alors Pn_k(u)/Qn_k(u) = (n—k-l/n-k)?&
ny o . . . . *
P et Q sont associés relativement 3 la fonction ¢
n-k n-k
j .
et 813 = kzo Bt Ci+l-k k ¢ n-1-j < n-1

n-1 .
Remarque : On a P(x) = Pk(x) + Pn_k(x) = g aix1

Par contre, Qk et Qn-k contiennent tous les deux, le terme bkx

k . n .
_ i - i
Qk(x) = z biX et Qn_k(x) ibix
0 _ K
kg k
En fait, on pourrait prendre Q_= ) b.x  + b'x , b' quelconque
k o 1 k k

puisqu'il n'intervient pas dans le calcul de son associé, 1'important étant :

P/Q = (1/k),

(o]

et donc 1l faut que Qk soit de degré k .

Demonstrhation

On a (Rkn -£)(2) = O(Zk)
(B - £,0)() = 0(z")

"o . _ - k
d'ol : Pk fo.Qk 0(z")

donc Pk/Qk = (k‘l/k)fo

k-1 -1

. k -1
avec la notation %k(z) =z Pk(z ) et ak(z) =z Qk(z ) , ona

& (2 - g (©)

z -t

%k(z) =c
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On en déduit simultanément :

1
a, = Zo by g i=0...k"1

k

D'autre part, avec la série f1 , On a :

P/Q(z) - £,(2) = o(z* ™!

On effectue le changement de variable =z = %- pour revenir @ un approximant
de type Padé en O :
-1 n-k
u(a u +..... + a,_u +.0.at an—l) 4 n-k+1
— -)c;u =0 )
[>J S + b 1
o n
a un—k—l + +a -
k- Tt n-1 * i n-k
n-k - 2 ci+1 u’ = 0( )
b, u +eeunn + b 0
k n
D'autre part :
‘ _ n-k-1 _ n~k
%n-k(u) =a u Foruno + a _ et _n_k(u) = bk u S S bn
3 0y
- Pn_k(u)/Qn_k(u) = (n-k-1/n-k)_
£
e Q@ - Q _ (©
- P _.(z) =c ( )
n-k
z - t
i
- =) b <
dn-1-i "t Pnoh € i4l-n n-l1-i = 0,...n-1-k ,

i=k,..., n-1.

-

Ces formules sont &quivalentes 3 celles trouvées précédemment, et donnent

un mode de calcul des ai .8
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5.3. Relation entre approximants en ? points z z, distinets et

en {(zéno, Angind)

Z - 2z z,t —- az

. o _ _ 1
Soit t = a ;_:—ET = (z) ou z = —rT7 avec a # 0,

et z # z, s et supposons une fonction f admettant fo et f1 comme
développement en séries formelles de t en zéro et de %-5 1'infini.

Les points z, dans les approximants en plusieurs points ont des
rdles symétriques. Pour pouvoir faire un rapport avec (zéro,infini), nous

supposerons donc :

£.(t) =] c t? et £(t) =] c:tn .

nx0 n30

Dans ce cas, d'aprés le calcul 5.1, nous trouverons des approximants rationnels
du type (n,n).

On suppose donc connu un approximant R rationnel (n,n) de f vérifiant : ,

o(tX)

Rk(t) - f(t)

-n+k

R () - £(t) = O(t )

Propnidtd 5.3.1.

Avec les notations précédentes ﬁk(z) = ngﬁ(z) est 1'appro-

ximant de type Padé (n,n) de f (f(z) = f o {(z)) aux points z s%

ﬁk(z) - f(z) = 0(z - zo)k)

0z - z)™™

ﬁk(t) - f(2)
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Démonstrnation

]
o
-
(mg
n

Si t est voisin de z€ro, ona t 0(z - zo) et

(z - zo) = 0(t) , done :

O(tk)

R (t) - £(t)

ft

'ﬁk(z) - £(z) = 0((z - zo)k)

Si t est "grand" :

- o 1, _ - - ol
t=a_— ) == 0(z zl) et (z zl) = O(t) ’
donc
{Rk(t) - £(8) = o(e ™
t ﬁk(z) - f(z) = 0((z - Zl)n_k)
z -z
donc si t = J(z) = a poa—- . Rk 1'approximant de f en (zéro,infini),

1
R, © J(z) = ﬁk(z) est 1'approximant de f o § en (Zo’zl) et réciproquement.®
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CINQUTEME PARTIE

m
APPROXIMANTS DE TYPE PADE DE DENOMINATEUR T (z - z.) D'UNE
1

FONCTTION AYANT Zpeoee 2 COMME POLES

Le probléme majeur des approximants de type Padé est le choix
du "meilleur" dénominateur, que ce soit des approximants en zéro ou en plu-
sieurs points.

L'étude, faite pour l'inverse de la transformée de Laplace, du
meilleur pole d'un approximant (m/m+1)de é—log(l + z) montre que dans ce
cas, le choix de (~1!) n'est pas optimum. Nous nous limitons ici & des fonc-
tions dont les singularités sont des poles et essayons de montrer que le
choix de ces singularités comme polesdes approximants de type Padé est un
"bon" choix.

Nous comparons les approximants obtenus avec les approximants
de Padé de la fonction, quand on connait les premiers poles exactement
(Izll Soessal lzml < ]zm+l|) puis quand on connait une approximation de ces

poles.
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1. CAS D'UNE FONCTION DONT LES POLES SONT CONNUS EXACTEMENT

Soit f une fonction méromorphe dans une région R, holomorphe
en zéro, de poles zy...z et soit v le polyndme générateur des approxi-
mants de type Padé (n/m)f . Le dénominateur de (n/m)f est :

n P
v(z) =zv(z ) =

1

=1

_ m m
1(z - zi) et v(z) = (?zi) (? hg_- z))

. 1
s1 u. = —r
1 i

z

Propriete 1.1. Convergence

La suite (n/m)f d'approximants de type Padé de f , m fix&, converge
vers f uniformément sur tout compact de A avec A=D- {zI...zm} , ol
D est le disquede convergence du développement de Taylor en zéro de la fonc-—

tion holomorphe h(z) = %(z).f(z)

Demonstrhation
& (z)
(n/m)g = —==
v(z)

~ r\l -~ - . -
oi w(z) est un polyndme de degré n , n premiers termes du développement

en série de h(z).
a(z) - %(z).f(z) = z a zP
n+l p

[+o]

Z a_zP est le reste d'une série convergente, donc converge uniformément
n+l

vers z&ro sur tout compact de D , quand n tend vers 1'infini.

(n/m)f converge donc vers f , uniformément sur tout compact de A .
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Nous allons maintenant comparer les approximants obtenus avec
les approximants de Padé de £ .

Considérons le polyndme de Hankel

C ecesccssce Cn+k
_ :
H (2) atk=1 """ Cnedk-l
| S zk

et calculons zk H;(z—l).f(z) c'est 3 dire ﬁﬁ(z).f(z)

ﬁi(z).f(z) =73 apzp

nz0

cn..... cn+k
ap = cn+k—l ceeen Cn+2k-l

cp chenen cp+k

donc an - R an+k—l =0

On a donc la propriété suivante :

Propriete 1.2. Dénominateur des approximants de Pade

A la multiplication par un scalaire prés, HE est le kidme

polyndme de la famille des polyndmes orthogonaux relativement & la fonction-—

nelle c" : cn(xl) =¢c .
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Si un approximant de type Padé (n-1/k), a pour dénominateur
ﬁﬁ(z), donc s'il a pour polyndme générateur HE , alors (n-1/k) est 1'ap-
proximant de Padé [h—l/gﬂ .

On va chercher & exprimer les c, en fonction des poles z, connus.

n
On pourra alors comparer Hk et v .

Rappelons le théor&me suivant (Henrici) :

Théorneme 1.3.

Soit £ une fonction holomorphe en z&ro, méromorphe dans le

disque |z| < o , de poles z, = uzl dans D en nombre fini ou non tels

que : O < |z1| Sevevnn < ‘zkl ... < o chaque pole &tant écrit un nombre
de fois égal & sa multiplicité.
Soit Hﬁ(z) les déterminants de Kankel associ&s 3 la série de

Taylor de f en zéro : f(z) = 2 cnzn , alors pour tout m tel que
n20
< i i : :
|zml ‘zm+1|, il existe une constante < telle que : pour tout o

lum‘ >p > |um+ll

H;(z) = cm(ul....um)n ﬁ (z - ui) + 0(( e )ni]
-1=1 (um)

Démonstrhation

Reprenons les principales phases de la démonstration, de notre point
de vue, écrite dans le cas oii les poles de f sont simples :

r.
1

f(z) = + g(z) g holomorphe dans ]z[ <0

- 18

Comparons les développements en séries en zéro :

m
z cz" = z Tr.u, ( ut zM) o+ b 2"
nz0 i=1 t* nzo * Ly
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3 n -
On remplace c,  par cette expression dans Hm(z) et on développe le

. n
déterminant. On a H;(z) = vn(z) + Dm(z)

-~ n 3
oi v ne comporte que des lignes en u, et tous les termes en bi

n
sont dans Dm :

on a o o
2 n+l m+n+1
r.u. e E r.u,
. i"1 . i'i
i=1 i=1
n m m
vi(z) = Y r u?+m, ves ) r.ut.l+2m
. u i . i1
i=1 i=1
m
1 seeeeey Z
i
I1 est démontré& que :
m m
+ ‘
vn(z) = T r.u ! . I (u. ~ u.)2 I (z = u.)
. i1 i 3 . i
i=1 lgi<jsm i=t
En utilisant la constante c.
n n T
v (z) = Cm(ul"'um) ..H (z - ui)
i=1
donc
n _ n+l
v (z) = cm(ul...um) v(z)

et les approximants de type Padé de polynSmes générateurs v ou v sont

identiques

Revenons sur 1'évaluation des autres termes du développement
Dg(z) est une somme finie de déterminants du type de vn(z) :
en remplagant une ligne au moins par :
a.é € ligne

(bn+u—l"" bn+m+a—l )
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g est holomorphe si |z| < o , donc si lz]| < lzm+l| d'oli

donc chaque déterminant de DZ est un O((ul....um_lp)n) , ceci

uniformément par rapport & z dans tout ensemble borné.

Donc D;(z) = 0((u1--.um_lp)n)

ce qui termine la démonstration du th&or&me 1.3.
I1 nous suffit d'interpréter les conséquences de ce résultat sur
Py o . i .
le développement en série en zéro de m.f pour comparer les approximants

de Padé et de type Padé.

Propridte 1.4.

Si g est un polyndme de d°h ,

(n+m—l/m)f=[n+m—1/m___]f=f , n=nhnh+1....
Demonstration

m ri
£(z) =) > * g(z)

1 i

Si g est un polyndéme de d°h , l'approximant de Padé de f est f

lui-méme 2 partir d'un certain rang.

h+m-1/mj . =f,n3h

m
De méme, 1'approximant de type Padé de f de dénominateur I (z - Zi) est
i=1
f 1lui-méme, d'oli le résultat.
. . +
En particulier, on retrouve : Hg m(z) = vn+m(z)
m
n+m n+m
H = .o . - u.
L (z) Cn+m(ul um) H (z ul)
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Propridte 1.5.

Soit f vérifiant les hypothé&ses du théoréme 1.3.

Soit oMy = (n-1/m) et (%n.f - 8“)(z) = Z o 2P
n f p>n P

Soit Pn/ﬁ; = [h-l/@ﬂf et (ﬁgff - Pn)(z) = 2 a® zP

pzn+m P
n
p=n,n+1,. n+m-1 ap
- 0(p(m-l)n)
=n+nmn ol - a"
P=n+m..... p p
si Izm+l| >1 = lima_ =0 p=nn+l...n+m-=-1
n

Démonsthation :

H;(z) = vn(z) + cm(ul....um)n O((ﬁt)n)

T = ¥NRGETY ¢ e (o)™ 0(Go/ |um])™) .2

ﬁ;(z).f(z) = %n(z).f(z) + cm(ul...um)n.O((p/luml)n).zm.f(z)

-

en prenant les séries, et en identifiant les termes de méme degré 3 partir

du rang n :

n
n n n p.
a = + 0(ju,...u |-
p °p (ll ml u )
| "]
n n (m-1)n
a = + 0
p - % (p )
. n
si p=n,n+l...n+m=-1 ap =0

n _ o(p(m--l)n)

Enfin p est quelconque vérifiant luml > p > |u . Donec on peut choisir

m+l|

. P -~ 3 1) 3 3
p inférieur 3 1 si lum+1! <1, c'est 3 dire [zm+1| > 1.
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. n
Dans ce cas, lima_ = 0 .
an P

L'emploi du polyndme générateur v(z) n'améliore pas 1'ordre d'approximation
de 1'approximant de type Padé, mais les premiers coefficients non nuls du

développement sont uniformément petits.

2. CAS OU LES POLES SONT CONNUS PAR APPROXIMATION

D'aprés le théoréme de Montessus de Ballore, si f est méromorphe
dans un disque ‘zl < o , holomorphe en zéro, avec m poles Zss les poles
. < ’ -1
des approximants de Padé [@,éﬂf tendent vers les z, =u. .
Pour alléger l'écriture, on fixe n et on appelle XpeeoX les
~ N « .
zéros de P, avec p_ dénominateur de Egﬁﬂf .

Soit v(z) le polyndme générateur de (n/m)f

v(z) = ? (z - ui) et pm(z) =igl(z - xi)

On suppose que les (u.).

1)5=1,.p SOnt connus par une suite d'approximations

(yik)k>0 , et on va envisager les approximants de type Padé de polyndmes
m
générateurs vk(z) =.H1(z - yik)

1=

Proposition 2.1.

Soit f wune fonction méromorphe dans le disque Dc’ holomorphe en

zéro, ayant m poles z.....z et soit m suites (v. i=1,...m con-
> ay P 1 m '’ ¥ k50 ’
vergeant respectivement vers z, =u; .

n .
On suppose que Py est de d° m et a m racines XpeeoX o
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On appelle : 2 a§ zP = %k(z).f(z)

5 a zP = ;g(z) f(z)

alors on a

K
o =a +0 ) >0
D p (uk p

Démonstration

z - =z - X, + X, - V.
1 1 Yik

Vik
On pose Mep = X5 7 Vi

., = X. —u. +u. - V.
u1k =1 Uy et ik

Par hypothése 1;m Vi = %

D'autre part, si n devient grand, X. - u.
i i

donec

Ve , N, K n>K et k> K== Iuikl < €

=B

On a : vk(z) =i

l(z - yik)

n=s

(z - X, + “ik)

i=1

- p_(z) + Rz_l(z)

v (2).£(z) = B_(2).£(z) + = ﬁz_l(z).f(z)

k
o_ = +0
p = 3 ()

tend vers zéro ,

Rk j est un polyndme de d°m-1, dont tous les coefficients sont des O(uk)
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La démonstration consiste 3 considérer qu'une approximation de z
est une approximation de X, - On peut penser qu'il y a des suites (yik)k
meilleures que d'autres, notamment celles consistant & trouver Yiy Comme
approximations que xs (n fixé). La suite (yik)k trouvée par le q.d. algo-

rithme devrait donc avoir de bonnes propriétés.
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