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Les approximants de type Padé d'une fonction ont l'avantage 

redoutable par rapport aux approximants de Padé de bénéficier de la li- 

berté de choix du dénominateur. Cette liberté de choix doit théorique- 

ment permettre d'adapter les approximants à chaque problème posé, ou inver- 

sement de reconnaître, dans des méthodes existantes, des solutions équi- 

valentes au calcul d'approximants de type Padé. Leur apport peut alors 

soit simplifier la mise en oeuvre, soit assurer la convergence dans un 

domaine. 

Les trois premières parties de ce travail sont consacrées à 

l'étude de trois exemples différents où nous avons essayé de confronter 

approxirnants de type Padé et problèmes déjà étudiés. 

Dans la première, à propos d'approximations rationnelles des 

z 
exp(-z) de dénominateur (1 + -) , on montre que les approximants de type 

n 

Padé font partie de ceux, dont Saff et Varga ont montré l'existence, 

qui convergent uniformément sur tout compact, et de manière géométrique. 

L'étude de la A-acceptabilité montre l'intérêt de la suite (n-l/n) . 
Dans la deuxième partie, on étudie la méthode tau de banczos, 

de résolution d'équations différentielles linéaires à coefficients poly- 

nômes. Un certain nombre d'expériences numériques nous avait montré que 

les solutions trouvées étaient souvent des approximants de type Padé. 

Cettq approche permet de simplifier la mise en oeuvre, d'assurer la conver- 

gence des solutions trouvées vers la fonction cherchée et d'éclairer le 

choix fait du second membre. Nous n4us sommes donc attachés à déteyminer 

des cas où les deux méthodes donnent les mêmes résultats. 



 autre part, la synthèse de plusieurs méthodes de résolution 

d'équations différentielles peut être faite, dont on tire notamment profit 

dans le cas de l'exponentielle. 

La troisième partie montre une autre façon d'utiliser les appro- 

ximants de type Padé. Il s'agit de l'inversion de la Transformée de Laplace 

d'une fonction f . Ils servent à dé£ inir une "meilleure" suite d'approxi- 

mants rationnels à un pole multiple de f et à assurer la convergence de . 

ceux-ci. Le choix du dénominateur est directement posé pour des fonctions 

1 
ayant des singularités quelconques (- Log(1 + z) par exemple), et résolu si 

Z 

ce dénominateur est de la forme (z  + x ) ~  . On définit un algorithme d'inver- 
sion de la transformée de Laplace dont on montre la convergence en moyenne 

quadratique, et qu'on applique à plusieurs exemples numériques connus. 

Les deux dernières parties sont tout à fait distinctes des trois 

premières. 

Dans la quatrième, on étend la notion d'approximant de type Padé 

au cas d'approximation en plusieurs points. On s'est attaché à montrer le 

parallélisme qui existe avec les approximants de Newton Padé définis par 

Gallucci et Jones de manière analogue à celui existant entre approximants 

de type Padé et de Padé en zéro. Ces nouveaux approximants en plusieurs points 

conservent les propriétés algébriques, les propriétés de convergence et de 

continuité par rapport aux données de leurs ainés. On a en particulier) étu- 

dié les approximants en 2 points, zéro et l'infini. 

Enfin, dans la dernière partie, on s'intéresse au problème direct 

du choix du dénominateur d'un approximant de type Padé d'une fonction f 

méromorphe dans un disque. On distingue le cas où les poles sont connus 

exactement et celui où on connait m suites de points convergeant vers ces 

poles. 



Les appr~ximants sont comparés à ceux de Padé pour montrer que 

les premiers termes non nuls de la série Q.f-P sont petits. 

Nous renvoyons B chaque introduction de chapitre (et à son inté- 

rieur) pour plus de détails sur les résultats démontrés. Nous voulons, ici, 

seulement insister sur la cohérence globale de ce travail pourtant présenté 

en cinq parties indépendantes. 



PREMIER€ PARTIE 

-n 
z 

APPROXlMANiS DE TYPE PAPE DE exp(-z) DE VENOM7NATEUR (1 + -) . 
n 

Cette partie contient essentiellement le résultat suivant : les 

suites des approximants (k-llk) et (klk) de l'exponentielle convergent 

uniformément sur tout compact du plan, de manière géométrique. 

On étudie ensuite la A-acceptabilité de ces approximants. 



1 - CONVERGENCES DES SUlTES (klk) ET (k-l/k) VERS e 
-x 

C. Brezinski a montré que la suite (k-l/k) converge simplement vers 

l'exponentielle pour tout t 2 0. 

D'autre part, Saff, Shonage et Varga ont étudié la convergence d'ap- 

Pn- 1 (z) 
proximants rationnels du type et ont montré qu'il existe pn-l z n 

( 1  + z> 
11. 

de degré n-1 tel que la convergence soit uniforme sur tout compact du 

plan et de plus, de type géométrique. On démontre ici le résultat suivant : 

Ptrop~E; té  1 . 1 .  La suite (k-l/k) (t) converge uniformément sur tout 
-x 
e 

compact du plan, notamment sur tout compact de IO,..[ - . De même, la suite des 
approximant s (k/k) -x converge uniformément sur tout compact du plan. 

e 
- z DQrnu~&a;tion : f(z) = e étant holomorphe sur tout z , on a l'ex- 

pression du reste sous la forme 

c = $(cl) c' contour simple entourant O et t tel aue f soit 

holomorphe dans un domaine contenant c' et simplement 

connexe 

1 
$ : x - > -  . 

X 

. '  
1 On prend c' = Iz/l z! = r) on a donc c le cercle de rayon - et t 
r 

telque Itl < r  . 

- 1 
1 t  

-1 -x 
-t e - (k-1 /k) (t) = - - 



- 1 - 1 
1 e-x 1 = e 

-Rc x 
D'autre part, 

- 1 
r 

Re X-l € r-r - ,+r] donc 1 e-x 1 s e 

l tl et enfin 1 - x t  2 1 - x t  1 donc I l  - xt( 2 1 - - 
r 

Supposons oue t appartienne à un compact K du plan, on a donc 1 t( $ ro 

et la majoration ci-dessus est valable quelque soit r : r 2 r . 
O 

k z   autre part lim (1 + 5) = e uniformément sur K , donc pour k assez 
km k 

grand on a : 

r k  r 
( 1  + < e (ceci est vrai pour tout k) 

En particulier, prenons r = 2r . 
O 



La convergence est bien uniforme sur tout compact, en ce qui concerne la 

suite (k-1 /k) 
-x 
e 

Considérons de même la suite des apnroximants de type Fadé (klk) . -x e 
-t -t 

On a (k/k)f (t) = 1 + t (k-1 /k) avec f (t) = e et fl(t) = e - 1 
t 

En procédant comme précédemment avec la fonction fl on a : 

- 1 - 1 
1 

f, (t) - (k-1 /k) (t) = dx 

r 
(1 + 

< - er+1 -- Itlk 1 

Itl r k r 1 - -  
r 

t appartient à un compact K donc 1 t 1 6 ro et l'inégalité est valable 

pour tout r plus grand que r . 
O 

Comme précédemment on a : 

soit pour f , en prenant r = 2r 
O 

la convergence de la suite (k/k) est donc aussi uniforme sur tout com- -x 
e 

pact du plan. 



Pkapfz.i&X& 7 . 2 .  La convergence de l a  s u i t e  (k- l /k)  e s t  géométrique à 

p a r t i r  d 'un c e r t a i n  rang, s u r  t o u t  compact. Le rang dépend du compact. 

DérnamRhaLion : Reprenons l a  démonstration r e l a t i v e  à l a  s u i t e  des  

approximants (k-1 /k)  . 
2 r + r  

-t e 
O r k  

O n a  sup l e  - ( k - l / k ) ( t ) l  < 2 O 

r K O 

pour K contenu dans l e  d i sque  de rayon r e t  pour t o u t  r 3 r 
O O 

-t s o i t  r, ( t )  l e  r e s t e  e - (k- l /k)  ( t )  

posons A = r = Aro 
r 

O 

Cherchons l e  minimum de pour A dans ] 1 , m l -  - 

2 
y i  

e s t  du s i g n e  de : 2r0A - h(2r0 + k) + (k-1) . 

Cherchons l e s  r a c i n e s  en A du trinôme. 

On a donc deux r a c i n e s  X I  , A 2  , p o s i t i v e s  (somme e t  p rodu i t  s o n t  p o s i t i f s ) .  

Pour A grand, y; 2 O , pour A v o i s i n  de  1 l i m  yk(A) = +a donc y' n ' a  
A+ 1 

k 



2r + k + G  
O 

qu'une racine dans ] 1 , w r  - qui est la plus grande Al = 
4ro 

et yk est minimum en Ai  . 
2ro + k 

fi d 2r0 + k donc Al d A' , A' = - k - 1 + -  
2ro 2ro 

min yk(A) s yk(A1) (on a bien A' > 1) . 

k- 1 2r k-1 
O l k  1 où lim E(-) 1 = O  . 

k m  
k 

donc lim/yk(hl)j = O ,  
km 

pour k assez grand, on a donc 1 yk(A '11 < 1 . 
La convergence de la série est de type géométrique à partir d'un certain 

rang sur tout compact. 

On s'aperçoit en fait sur la forme de yk(A1) : 

et $(ro,k) est une fonction croissante de r c'est-à-dire que plus r est 
O ' O 

grand, plus la convergence géométrique est difficile à atteindre. 



n 
X 

On démontrerait de même que  (n/n) -x de dénominateur 1 + - n con- 
e 

verge géométriquement à partir d'un certain ranp. Une comparaison des majo- 

rantes : 

induit que la convergence de (k-l/k) est plus "facile". 

2 - A-ACCEPTABI L I T E  D E S  APPFIOXIMANTS (k/k) E T  (k-1 /k) . ET[ IDE NLIFIEPln_(!E 

Tl s'agit de montrer que ces approximants vérifient 

Ir(z>J < 1 pour z dans le 1 1 2  plan E- : ( z l ~ e z  < 01 

D'après le principe du maximum, il suffit de montrer : 

2 . 7 .  Ca de Ra nuite  (k-l/k) -x . 
e 

On  eut démontrer sur leurs expressions explicites aue pour k = 1,2,3 , 

ces approximants sont A-acceptables. 



Pour k supérieur à 3 , l'expérience numérique semble confirmer la 

A-acceptabilité de ces approximants. 

2.2. Pour la suite (klk) on a étudié le rapport des termes de plus haut 

degré bk/ak . 
z 
k 

Le dénominateur est ( 1  + %) 1 

donc ak = 2 

j j  k (-1) k 
Le ca,leul donne pour bk/ak = 1 + 1 j! (.) j = 1 J 



La s u i t e  (k/k)  n ' e s t  p a s  A-acceptable à p a r t i r  d e  k = 4 , sauf peu t -  

ê t r e  pour k  = 6. 

On v é r i f i e  d i r e c t e m e n t  que : 

t 2 t  4 t  
6 . 3  1 

(1  + - +  
12 

t 2 )  -1 t  (-+- y 62 
(616) ( i t )  = 5.64 

5 t 2  5 t  
4  6  l o t 2  t4 

(1 + i t ( 1  
2.6 3 .6  



N - D est négatif au voisinage de O , positif pour t grand 
2 

- change de signe quand t varie dans [O,-[ . donc 1 (616) (it) 1 - 1 = - D 

(6/6)(z) n'est pas A-acceptable. 

&ezimf i .  - Padé ;type appoxUna;tion and g e n a d  ohthogod potynomh&. 

ISNM, V a t .  50 - W h h m  - V W g .  BU& 1 9 7 9 .  

Sa66 Schonage. Vahga - Geomethie convmggence Zo e-' by h&onVtd 

6uncZiom &th AC& poteh - Numa Math 25 ( 1  9 7 6 )  p. 307-322 .  



Co & e n ~  

L'idée de la méthode tau est due a Lanczos. Elle est, de ce 

fait, évoquée sous le nom de ''Lanczos vmethod". Elle a trouvé une mise 

en forme générale par Ortiz ; cette mise en forme est reprise sommaire- 

ment ici dans la partie introductive, paragraphes c.d.e. 

Un certain nombre de calculs de solutions, dans des cas parti- 

culiers d'équations différentielles, nous avait amené à penser que les 

méthodes tau et d'approximants de type Padé étaient liées. 

Le but, que nous avons poursuivi, est de déterminer certains 

cas où les deux méthodes donnent le même résultat. On a alors une mise en 

oeuvre simplifiée et la convergence des approximants est assurée, dans le disque 

de convergence de la série solution, par la théorie des approximants de type 

Padé . 
Nous nous sommes arrêtés au cas où la méthode tau n'emploie qu'une 

constante. Même avec cette restriction, on peut montrer (th. 2.7) que les 

méthodes ne sont pas équivalentes. Ces résultats sont rassemblés dans les 

parties 1 et 2, dans la partie 3 pour les démonstrations, dans la partie 4 

pour les exemples. 

Dans la partie 5, on fait le rapport avec d'autres méthodes. Enfin, 

dans la partie 6, tous les résultats sont regroupés sur le cas de l'exponen- 

tielle ce qui permet de définir des familles d'approximants A-acceptables. 



I 
PRESENTATlON V E  LA METHOVE 

On suppose donnée une équation différentielle, linéaire, à coef- 

ficients polynômes : Dy = O ou Dy = un polynôme. On ne considèrera d'abord 

que l'équation homogène Dy = O (1). 

1 La méthode tau créée par Lanczos [4] consiste à remplacer la re- 

cherche d'une solution approchée de ( l ) ,  par la recherche d'une solution 
1 

polynôme exacte de Dy = TIT(X) ( 2 ) ,  où IT est un polynôme de degré n , 

et T une constante permettant de vérifier une condition initiale. 

Dans toute la suite, y sera la solution de Dy = O et y la 
n 

solution de l'équation modifiée (avec mêmes conditions initiales). 

a) Choix-du-a~cond-m-n& 
Si n = yn - y , 0 représente l'erreur commise et vérifie 

Dn = r ~(x) , n(0) = O . 
En faisant intervenir la fonction de Green, et en admettant qu'on 

- 
intègre sur l>, l-J , on a pour tout x de p, 11 : 

G est définie par 8 G(x,u) = 6(x,u) (3) où 8 est l'opérateur 

adjoint de D et 6 le symbôle de Kronecker. 

Si on veut n petit sur [0,1] , l'équation (3) a, à cause du se- 

cond membre,uneirrégularité ; G est une fonction irrégulière. 

Pour que ri soit "petit", on rend s(x) "petit" sur b,l] . C'est 
* 

cette idée qu'utilise Lanczos en prenant IT(X) = T (x) nième polynôme de 
n 

Chebyshev adapté à r0, - . 
Si on veut petit en 1, on ne considère que ~ ( 1 )  et ~(l,u), 

définie par k(l,u) = 6(l,u), est une fonction régulière sur [O, 1 r - et peut 



être approchée par un polynôme tn : 

en prenant n(x) = pn(x) nième polynôme de Legendre sur r0, - l] , on a : 

Lanczos [q constate, numériquement, que le choix de pn donne 

toujours, pour n assez grand, et dans le cas de l'équation y' - y = O , 

de meilleurs résultats. 

Si on veut une approximation en un point z , il suffit de rem- 

placer [0,1] par @,z] . L'équation à intégrer devient 

yn(x) est un polynôme en x 

yn(z) sera après le calcul de T , une fraction rationnelle en z . 

l 6 )  M h e  en auvr re  -------------- 

L'essentiel de ce paragraphe et les notations sont empruntés à 

Ortiz [7] . 
-i i On a à trouver une solution polyname en x de Dyn = T y c.z x . 

O 1 

, n n 
Soit Pn = Dx et Qn un polynôme tel que DQ = x . 

n 

La solution s'écrit alors : 

yn(z) est une fraction rationnelle en z . 



- y' + y = O ; y(0) = 1 . Soit S n la somme partielle de 
n 

'? x 
t,! 
O 

où (n/n)y représente l'approximant de type Padé de y . 
d )  P Q ( i f i o n  __  ________ g é n é h d e  ___________ d a  Q . n 

Les polynômes 
Qn 

n'existent généralement pas tous. 

n n- l 
Par exemple si Dy = y'(1 + x) - y , P n (x) = (n - l)x + n x 

Aucun 'n 
n'est de dOl . Le monôme x n'appartient pas à l'image 

par D de l'espace des polynômes, c'est-à-dire, que x n'appartient pas à 

l'espace engendré par les Pn et donc, il n'existe pas Q1 tel que DQ1 = x . 
Soit S = {i / xi P n ) n et Rs = {espace vectoriel engendré 

1 
par x , i dans S) . 

On définit Q par la propriété DQn = x n + R  R € RS . On dé- 
n n '  

montre (cf. Ortiz) qu'ils sont liés par : 

l (les notations sont celles de O r t i z  soit : 

u n  o(n) xr P n = ar et h = sup(o(n) - n)) . 
r=O 

I 
I Les Qn sont définis à l'addition près d'un polynôme solution 

1 de Dy = O . 
On impose pour l'instant ~OQ, $ n dans un souci de clarté, un 

décalage peut se produire comme on le verra dans certains exemples ; les 

l résultats restent inchangés. 



e) Mbe _ _ _ _ _ _ _ _  en darne _ _ _ _ _  g é n & d e  __- -___ 

Faisons un résumé des notations. 

D opérateur différentiel linéaire, 3 coefficients polynômes, 

d'ordre v . 
yl...yt solutions polynômes indépendantes de Dy = O . 
S = , , i S  ensemble des indices tels que Qi n'existe pas et 

s = Card S. 
i i~ 

R~~ coefficient du terme en x de Rk : 
k 

DQk = x + Rk , Rk € Rs. 

On modifie l'équation en ajoutant un polynôme TT(X) au second 

n 
membre. Si on remplace la fonction inconnue par une série entière 1 anx , 

les an vérifieront une relation de récurrence. On peut être amené à mettre 

plusieurs constantes r (c'est-à-dire remplacer rn(x) par rono(x) + r1nI(x)+..) 

pour trouver une solution polynôme à l'équation modifiée. 

L'équation est Dy = O (1) . 
r n-r 

L'équation modif iée est Dyn = ( 1 riXi) ( 1 c j z-j xj ) (2) , 
i=O j =O 

r n-r t - j en posant arbitrairement y (x) = 1 r . ( 1 c. z Qi+ (x)) + 1 yj yj (x) n 1 i=O j =O J 1 

et en reportant dans ( 2 ) ,  on trouve que les constantes sont dé- 
1 '. et 

terminées par le système : 

~ ~ ( 0 )  = Y. 

v conditions initiales 

(V- 1 v- 1 
'n (0) = Y(, 
r n-r i 

-j 1 
E r i  L c.2 J Ri+ j = 1 r i C j z  

- j 
i=O j=O,i+j$S i+j=i 

1 s équations . 
f T. "Ir i -j s 

c z Rit = T~ c z - j 
1 i=O j=O,i+j@S j j i+j=i j 

S 

Les nombres de paramètres sont liés par : v + s équations pour 

r + 1 + t inconnues soit : 



Ca d 'une  éciucuXon avec decond m m b m  

On écrit l'équation modifiée dans le cas de 2 constantes r .  et r 1  
O 

et dans le cas S = (sl . 

On a alors la solution : 

1 - RESULTATS GENERAUX 

n N o ~ o ~  : O n a  D n  = x  + R S  . --------- 
o n  o (nlxm 

'n =D," = 1 a 
m m=O 

m 
n Si y analytique en O , on a y = 1 anx et les an vérifient une 

O 
0 (n) = 0 relation de récurrence (R) : 1 ana, 

n 



On appelle Hn 
le nombre d'gléments "consécutifs1' de Pn . 

n n-2 
c'est-à-dire si, par exemple, Pn(x) = x + x , alors H n = 3 .  

H = (on - inf m) + 1 . (inf pris pour m tel que au(")# O) . 
n m 

PhophiliXZ 1 . 1 .  Tous les Pn ont, à partir d'un certain rang N , 

le même nombre H de termes consécutifs. 

Pour n 5 sup(v,sup S) dOp = n + h et H b v + h + l  . n 

P h o p h i 2 é  1 . 2 .  Les an, coefficients de la série solution, vérifient 

une relation de récurrence, à termes variables avec n , d'ordre au plus H-1. 

Pilophiétë 1.3. Si tous les Qi existent, dOpn = n et il n'existe 

pas de solution polynôme non identiquement nulle à Dy = O . 

P h o p h i a ë  1.4. Si S est la somme partielle de la série solution, 
P 

on a pour p . sup S : 

2 .  APPLICATION D E  LA METHODE AVEC 7 UNIQUE 

On considère ici des équations différentielles linéaires d'ordre v ,  

à coefficients polynômes telles que si on applique la méthode Tau, elle s1appli- 

quera avec une seule constante T . 
Ces équations sont homogènes ou avec second membre. 



a )  EpucuXon - ----------- homogène --- : 
n - .  

P h o ~ ~ é  2 . 1 .  Si v > t  , tous les Qi existent. 

Théotème 2.3. Les seules équations différentielles linéaires, à 

coefficients polynômes, telles que r soit unique sont de la forme : 

(ax + b)y' + ky = 0 

La relation entre Sn et Qn se réduit à y(O).Q, = Q(0).Sn . 
Si yn est la solution obtenue en z par la r-méthode, 

Yn = (n/n) approximant de type Padé de la solution y de (1) de dé- 
Y 

n-i nominateur y ciQi(0)z , c'est-à-dire : 
i=O 

n 
n-i 1 ci ~~(0). si(") 

i=O 
yn'z' = 

1 ci Q~<o)z"-~ 
i=O 

b )  E i d o n  non homogène à aecond membte po&ynÔme : 
-e----C""_------.. .................... -- ---- 

Il est clair que la méthode décrite pour Dy = O , s'adapte au 
li 

O i cas Dy = 1 dix (3) . L'équation modifiée prend la forme : 
i=O 

n 
O n -i i Dyn= dix. + r 1 c . z  x 

1 1 i=O i=O 

La solution s'écrit donc avec les notations usuelles et pour T 

unique 

n 
DQn = x + RS , S = i ; ri L iPnln} i et s = Card S 

n Pn = D x  et Y1 " 
yt solutions de Dy = O . 

-i 
Y,(") = 1 (di + r c.z )Qi + vj yj i=O 1 j=l 



PhopiMEXE 2.4. Tous les Qi existent sauf au plus un , si v 2 t . 

Théokème 2.5. On suppose s = O , tous les Qi existent. 

Les équations différentielles sont alors de la forme : 

(ax + b)y 

Si Y est solution de Dy = O , on a : yn = (n/n)y +.1 d i +  ; 
1=0 

pour n 3 no : yn ' approximant de tvpe Padé de dénominateur 

PkophiEXé 2.6. On suppose s = 1 , et on note {s) = S . 

- si d o n  r n , alors t = v = 1 . 
-- 

- O 

Les équations sont de la forme (ax + b)yt - Say = 1 dixi ; 
O 

- si dOpn 6 n+l , alors t = v.  

-- 
V O i 

Les équations sont de la forme 1 Ai(x) y = 1 dix , d ' ~ ~  E i+l . 
i=O O 

-- - O i 
Théohème 2.7. Dans le cas de l'équation (ax + b)y' - Say = 1 dix , 

"O i n 0 
sauf choix particulier des c. la solution de Dy = 1 dix + r 1 ci z-ixi 

1 '  i=O i=O 

- 
ne peut être un approximant de type Padé de y si s est strictement posi- 

tif. 

Lemme 2.8. On cherche à résoudre Dy = d sachant que 
O 

tous les Qi existent sauf 
Qo 
n+l n+l tous les Pn ont 2 termes a n+l n n+l x + a x (an+, # 0) , 
n+ 1 n 

n 
alors si -i i 

Yn est solution de Dyn = do + r 1 ciz x , on a 
i=O 



n 
Le dénominateur de 1 ' approximant est 1 c 1 1  . 0. (0) zn-i en posant O (0) = -yo/do . 

O 

c O k 0 w e  : on a pour n assez grand, = (n-1 /n) . 
Y 

% 1  
Théokgme 2 . 9 .  On cherche à résoudre Dy = 1 dix sachant que : 

O 

Qo 
n'existe pas. 

n+l n+l + a n+l n n+l 
P a 2 termes a x 
n n+ 1 n (an+l # O >  

n 
Alors si yn 

-i i i 
est solution de I?y = l(di + T C.Z )X et DQ. = x + A .  , n 

l O 1 1 1 

donc pour n assez grand , y, = (n-1 /n) Y . 

3 .  DEE!ONSTTIATlONS DES RESULTATS 

P k o p u b ~ a n  7 . 7 .  D est un opérateur différentiel linéaire à 

coefficients polynômes, c'est à dire : 

Soit a. et Bi les degrés respectivement le plus haut et le plus 
1 

bas de Ai(x) . 
n P = D x  , dOpn(n+Sup (a. -i) Supétenduài=O ... inf(n,v) n 

i 1 

(do le plus bas de P ) = iofln - i + Bi) n 

= n - Sup(i - 6) 

Soit Hn le nombre de termes de Pn : H 6 Sup(ai - i) + Sup(i - B ~ )  + 1 
n 

pour n a v , H < H avec H = Sup(ai - i) + Sup(i - Bi) + 1 , i = O... v 
n 

i i 



Posons h = Sup (ai - i) , on a H 6 v + h + 1 . n 
i=O.. . V  

Pour n > Sup S , tous les Qn existent, donc il existe k tel que Pk 

soit de don , on a donc 

n 3 v 9 dOp ;< n+h 
n donc on = n + h pour n b Sup(v,~up S) 

n >  ~ u p  S- a n # 0  n 

d'après P.1.1. (R) a au plus H termes. La relation de récurrence (R) 

est donc d'ordre H-1 au plus. 

P ~ o ~ o ~ , ~ % o M  1.3. Montrons que si tous les (1; existent, alors 

d0p 6 n. n 

On note {Pnl l'espace engendré par les Pn . 
n 

DQo = 1 donc 1 8 {Pnln , dOP est une fonction croissante n 

de n , donc dopa = O . 
De même, QI existe , DQl = x et x € (pnIn si dopl > 1 , 

c'est impossible, donc dopl E 1. 

Soit dOpn i n. c'est impossible si dOpn+, > n+l 

donc dO~n+l S n+l . 
n+ 1 
x 8 iPklk 

Montrons que si tous les Qi existent, il n'y a pas de solution polynôme 

à Dy = O , non nulle. 

Si existe, de degré inférieur ou égal à n : dOPn 2 n . 
n En effet, DQn = x et DQn est somme de P. i E n . del? est une fonc- 

1 ' n 

tion croissante de n donc dOpn 2 n. 

Donc si tous les Qi existent , dOP = n et pour tout n , a: # O . n 



Supposons que Dy = O ait une solution polynôme de degré p 

en écrivant la relation (R) au rang p 

on a a - - ....= a = O  et a P # O = > a  = O .  
P+ 1 P+V P P 

Demême a = O.... donc y : O . 
P- 1 

p h o p o b x ~ n  7 . 4 .  On applique la relation sur les 0 pour trouver : 
'n 

n ri 
x = 1 ar Qr n > s  avec s = Su? S . 

r <n 

n 
Puis, on développe - - aP xP , en ordonnant en O. . Le coef- 

1 

ficient de Q. est tout ou partie de la relation de récurrence R écrite 
1 

au rang i soit R. . D'oh le résultat. 
1 

PhaponiAian 2.7. On a toujours r + 1 = s + v - t et on a sup- 

posé r + 1 = 1  ,donc l = s + v - t .  

On peut supposer v > t , sinon on a toutes les solutions sous 
t 

forme polynôme. Donc 1 2 s+l , s = O , donc tous les 
Qi existent. 

1 

P h o p o n ~ o n  2.2. En appliquant les résultats précédents (F.1.3. et 

P.2.1.) , on a dOP = n , h = O et H $ v + 1. 
n 

Ecrivons le résultat P.1.4. , on trouve 

v i 
Sn = ,i  Qn-i . On a en effet : 

1=0 



n  n  i i 
donc Sn = 1 a .x .  = 1 ai 1 ar  Qr 

O 
1 1  

i = O  r = O  

Le c o e f f i c i e n t  de Qi e s t  t o u t  ou p a r t i e  d e  l a  r e l a t i o n  de ré -  

cur rence  R .  donc e s t  nul  s ' i l  a  au moins H termes : l+n z H ou r s h-H+1. 
1 

n  
Comme H-1 6 v , S n  = 1 A i  Q ~ - ~  

i = O  

ThEoheme 2 . 3 .  Démontrons d'abord que l ' é a u a t i o n  e s t  d ' o r d r e  1 : 

l e s  
Qi 

e x i s t e n t  tous ,  donc il n 'y a  pas  d e  s o l u t i o n  polynôme : t = O , 

on a  donc 

r + l = v + s - t  , r = O  , s = O  , t = O  , 

donc 
v = l .  

D'autre  p a r t ,  d O p  = n  donc s i  Dy = A(X)Y'  + B(x)y , on a 
n  

dOA(x) 6 1 e t  dOB(x) = O ,  d ' o ù l a f o r m e d e  D :  

DY = (ax + b)y' + ky 

v- 1 
- n  - n  

La r e l a t i o n  Sn - 1 hi Qn-i s ' é c r i t  Sn - A n  Qn . 

Ou en  tenant  compte des r e l a t i o n s  i n i t i a l e s  : 

y. On = Qn(0) Sn 

La s o l u t i o n  y  e s t  donnée au  poin t  z  par : 
n  

n  -i 

1 
n 

Y = 1 ciz Qi(") 
I=O i=o 1 c i s i ( 0 )  zn-i s i ( z )  

--- y (z) = 
n  n  n  - i n- i 

Y 0  = r I CiZ Qi(0) 1 cini(o)z 
i = O  i = O  



Phopaai,Cian 2 .4 .  On a toujours 'n définie à partir de constantes 

vérifiant le même système, en changeant rc.z -i 
1 

en (di + TC. z-'1 . 
1 

On a donc toujours 

1 = = ~ 1 2 s , s = O o u  s = 1 .  

Théahème 2.5. Si s = O , on a comme précédemment, en raisonnant 

sur Dy = O , la forme de Dy soit 

Dy = (ax + b)y l  + ky . 
n 

O 

n -i i Si Y est solutionde D y = =  1 c.z x : Y = (n/n)y 
n 1 n 

n 
i=O -- 

O 
i n 

et Y, la solution de Dy = 1 dix + r 1 c.z -i x s'écrit alors : 
i=O 1 i=O 

n Soit Rn le coefficient de 2 dans Dy avec y = 1 anx 
n2O 

Qn vérifie le système R = O  
.O 



I~,'LCCL!I: dOp < n  tjn. - - - - - - - n 

Soit An la matrice des coefficients de P. 1 pour i = O...n. 

i 
Si si = 1 bkx k 9 Qi est défini par *i k=0.. . i 

k=O 

vecteur colonne . 
n k  

Si P = 1 akx est une solution polynôme de Dy = O 
k=O 

Si Qo. . .Qs-l existent et Os n'existe pas, alors det Ai f O pour 

s 
i < s et det As = O donc as = O . 

.al , 

Alori A .  (as)=O admet une solution non nulle al.. . .a s . 

Si seul Q- n'existe pas, il n'existe qu'une solution polynôme, 
l s 

donc t = 1 et V =  1 . n 
O 

i ~'é~uation a donc la forme (ax + b)yl + ky = 1 d.x 1 

- 0 n 
I S - - O i 

a - = a s + k = O  DY = (ax+ b)y' - sa y = l  dix • s i=O 



22me -------- caA : Si Q; n'existe pas et dOpn 6 n+l 

On ne peut conclure sur le nombre de solutions polynômes et dOP, s n+l 

implique que les équations ont la forme énoncée. 

- - 1 
~y = (ax + b)y' - Say = 1 d.x 

O 
1 

- i n -i i 
~y~ = (ax + b)yn - Sayn = 1 dix + T 1 ciz x 

O O 

La solution s'écrit : 

n -i 
yn = 1 (di +TC.Z ) Qi + yl avec yl solution polynôme de Dy = O 

1 
i=O 
i#Y 

- n 
h + r c  z-' = 1 (di + rc.2-')hi 
S s 1 i=O 

i#S 
- - en posant A- - 1 , on trouve : 

S I 



n -i 
Le dénominateur de Yn est - 1 ciz 'i ; il ne dépend pas de c ~ . . . c ~ - ~  , 

s 

et dépend de c 
3 

Si yn était un approximant de type Padé, il serait de la forme 

z - t  

'L 
donc W(z) ne dénend pas de k n , mais dépend de ko...kn-l 

- 
Donc yn ne peut être un approximant de type Padé que si s = O . 

- 
On a donc le résultat négatif : si s # O , yn ne peut être, sauf choix 

particulier des c i' un approximant de type Padé 

Lemme 2 .8 .  

On suppose que existe pour i # O, donc dOPn = n+1 pour 
Q i 

tout n . 
n+l xn+l + a n+l n 

On suppose d'autre part H = 2 : Pn = a n+ 1 n x .  

Soit Sn la somme partielle de la solution P de DY = do. 

donc Qn vérifie : i = a y. Qn n 'n-1 
n 

DQn = x + An d'où yohn = anao 

On a donc pour Yn : 



les autres équations déterminant 
les y 

j 

donc - - 1 yjyj + (n-l/n) 
O Y 

Le corollaire est immédiat dès que n - 1 3 do (1 y y.) 
j = 1 j J 

Le dénominateur de l'approximant obtenu est : 

n - i 1 ciz a. mais a. = Qi(0) 
1 1 r=O 

ciz-i Qi(0) Siml (2) 
donc finalement z = 

n n 
-i 1 ciz ai(o) 

O 

Y0 
(en posant Qo (0) = - d) . 

O 
n 

n- i L'approximant est de type Padé de dénominateur 1 ciz Qi(0) . 
O 

n n 
Théohème 2 .9 .  On pose z = y - 1 diQi : Dz = d - 1 diAi , ' 

1 O 1 
n n 

-i i donc z n =  (~~-l/n)~ et Dzn= (do-ldiAi) + r  1 c.z x 
1 1 i=O 

d'après le lemme 2.8. 



On a d'une p a r t  

n - i 
d ' a u t r e  p a r t  Dz n = r 1 ciz x i + d: 

O 

z = (n- l /n)z  approximant de  type  Padé de dénominateur n 

- y = = -  ( n - l / n ) z = ~ ( z n )  donc y, e s t  un approximant de y n 

type Padé de y d e  dénominateur : 



4 .  EXEMPLES 

1 ) E q u d o u  homogènes 

(ÎJ y ' - y = o  y(0) = 1 . 
Comme indiqué dans l'introduction, on a : 

2 )  EquaZion avec aecond membhe 

* 
en particulier, en prenant pour second membre T4(x/z) polynôme de 

Tchebitcheff sur [0,1] : 

n n- 1 P,(x) = (n-l)x + n x dOP = n  n f l  S = ( 1 1  s # O .  
n 



n 
Tous les Qn existent sauf Q1 DOn = x + Anx 

= -  l (xn - n o ~ - ~ )  
Qn n-1 

n # 1,2 
2 

Q2 = x 

= -1 

qui n'est pas un approximant de type Padé. 

Qo n'existe pas. 



@@ 

n+ 1 n 
P = (n-A)x + (n-w)x si A $3 N on est dans le cas du th. 2.9. 
n 

P a 2 termes consécutifs seul Q n'existe pas. n O 
z1I2 Arctg z 

-1 12 (A = w =  
1 

On obtient ainsi des approximations de 
T )  

1 l/m 1 
(1 + -1 (A = 0,w = - --) 

Z m 

m -t -2 

(TJ W(z) = 
e 

dt . On pose N(z) = - 1 
u(z) . Puis z = - 

Z Z 

2 
d'où l'équation : x y' + (l+x)y = 1 , y(0) = O 

n (-l)k+l n-k 
P (x) = (n+l)x lck k! z 
n s (2) 

1 
k- 1 

- - 
y n 

= (n-1 /n) 
n (-llk+l n-k Y 

Qk(~) = k! z 
O 

n 
cependant, ici, si on pose y = 1 a x , on a a = (-1)" n! n n 

n=O 

4 )  ExempleA d i v m  

@ y 1 '  + y' + y  = O y(0) = 1 , -'(O) = O  . 
n P n = x  + n x  n- 1 n-2 + n(n-l)x dOp = n pour tout n . n 

Tous les Qn existent et - 'n - (an-l + n an)Qn-l + an Qn - 



Si on applique la méthode tau avec des c. 1 quelconques 

on trouve : 

= (2n12n) pour n d 2 
'n Y 

# (2nl2nIy pour n 2 3. 

Tous les Qn existent sauf Q3 v + s - t = 2 , il y a 2 constantes 

11 y a une solution polynôme x + x 3 }  • 

Dans tous les cas effectivement calculés de second membre, c'est à dire 

l 

On trouve que 
3 

Yn - (x + x ) est un approximant de type Padé de la série 

l 
solution de Dy = O . 



5. RELATION AVEC D'ALITRES MFTHODES 

a )  A p p o x h a t i o n  d e  1' e r p o n e n t i e A Y e ,  C .po l ynôme ,  d e  N o i l s e t t  [g - 

Norsett démontre que Rm est une fraction rationnelle n,m (n 3 m) n 
X m+l ) 

telle que R:(x) - e = O(x si et seulement si il existe un polynôme 

- dn-(x) 
p de degré n , tel que = 1 qui vérifie 

d xn 

Posons p(x) = F(1 - x), on a alors R~ sous la forme équivalente : n 

m n 
Rm (x) = 1 p (n-k) (1 ) x k  1 p (O) x 

k 
n O O 

~'approximant de type Padé étant unique, une fois son dénominateur fixé, 

on a Rm = (m/n) et le polynôme générateur est v . n e 
n 

si l'on pose V(x) = 1 p(n-k) (O)X aiors 
O 

On obtient donc le résultat suivant : 

Phoph,iQtE 5.1 . si R: = yn est la solution obtenue par la méthode 

de tau de l'équation y' - y = T ~(x/y) ; y(0) = 1 (dOH(x) = n) 

alors H(l - x) est le C.polynôme de l'approximant R: à la multiplication 

par une constante près. 

Il 

Dérno~; t r ra t i on  : Soit H(X) =.r  cixi . l=O 

donc pour tout k : p(k) (0) = A ckk! A tel que p(n)(x) = 1 , 



et en développant p par la formule de Taylor 

(') (O) Xk 
P(X) = j :  k! 

O 
n 

P(X) = 1 ckx k donc p(x) = X H(x) 
O - 

et p(x) =p(l-x) où p est 1eC.polynôme. 

Si on revient surle choix du second membre, on sait (d'après Norsett) alors 

'IJ 
que si P est le nième polynôme de Legendre sur [0,1] n 

- 2n- 1 (n-l)! % n- 1 
P(X> = (Pn-l (x) + ?in (XI ) 3 Rn = Ln- 1 ln] 

(2n-1) ! 

donc le choix H(x) = Pn(x) donne y = Lnld ce qui confirme le "bon 
n 

e 
choix" du polynôme de Legendre comme second membre. 

J J  
On peut démontrer que l'équation y' - y = -rn(x) pour ~ ( x )  = x %(x/z) 

X 
a pour solution  CL/^ approximant de Padé de e où < est le Mième 
polynôme de Jacobi orthogonal relativement à xJ sur [o,I] et où L est 

lié à M et J par L = M + J. 

Pour J = O , on retrouve le résultat précédent (~uke [5]). 

b )  Rechmche d'un appnuximanX de Padé p o u  ad aulution de L'éyuuXiun - 
x(ax+b)E1 = (Ax+B)E-Ax (Luke 151) 

L'équation se met sous la forme z ( z  + 1)~' = (Xz + w ) ~  - Xz . 
Luke cherche d'une part les approximants E de E de Padé sous la forme n 



E vérifie (1) 

1 
d'où des équations pour $n et fn 

= 
+ O ( 2n+l+p n > P 2 0  

X 

D'autre part, il cherche a et B pour que En satisfasse 

Z(Z + I)En = (Az + w)En - XZ + r R:~(:) 

I où R~~ est le nième ~ol~nôme de Jacobi sur [O, 11 . 
n 

l 

Si a # O , b # O  

1 

a = O , B = A  
si a # O , b = O  

si a = O , b # O  a fini B infini 

C )  RduLion avec lu rn&Xhodcu de co&&on eA de Runge-Ku;t;tcx hnpfi&u 

La méthode tau consiste à trouver une solution polynôme de l'équation 

Dyn = T a (x) . 
n 

Si ~ ( x )  = Il (X - Si), yn est un polynôme qui vérifie Dy = O aux points 5 
i= 1 i' 

la méthode tau est donc en ce sens, une méthode de collocation. 

D'autre part, toute méthode de collocation peut être considérée comme une 

méthode de Runge-Kutta implicite. 

y' = f (x,y) , y(0) = a et on cherche une solution sur r0,hI - ou en x = h. 

r .  on pose f = f(hEj, ar(hSj) 
j O 



Les ar sont solutions du système (2) et z (h) est donc une combinaison n 

linéaire des f . 
j 

La méthode prend donc la forme d'une méthode de R.K. implicite. 

En résumé, la méthode tau de second membre r(x) peut être interprétée 

comme une méthode de R.K. basée sur les zéros de r(x). 

Plus précisément, Iserlesdémontre dans le cas de l'équation Y' - py = O 

que la fonction caractéristique du procédé de Runge-Kutta implicite de la 

-1 T -1 
"famille" B : (C, (C F) ,C z) est donnée par : 

soit la solution trouvée par la méthode T (où p est le polynôme de R.K. : 

En fait, Norsett et Iserles montrent que tout approximant de Padé rn/m] - , 

m 8 n a pour C.polynôme 'nm 

et que toute méthode de R.K. basée sur les points Ck , k = l...n , de -- n n 
fonction caractéristique 1 p (n-k)(l)uk / 1 p (n-k) (0)uk ("famille B") ou 

n n O O 
n k (n-k) 

C(-l> P (ohk / x(-1) p (n-k) (l)uk (l1farniile II") (p(x) = II(X - ck)) 
O O 1 

est d'ordre 2v-1 ([q] 6 v ( n) si et seulement si 
1 

La méthode tau de second membre r(x/z) est donc une méthode de R.K. de la 

famille B de polynôme de R.K. ~(x/z) , et définit un approximant de l'expo- 

nentiel de C.polynôme ~ ( 1  - x) . 



6. APPROXIMANTS VE TYPE PAVE DE L' EXPONENTIELLE (nln) 0' ORDRE SUPERIEUR A n 
1 

Soit r un approximant de l'exponentielle (n/n) tel que 

r est un approximant de type Padé qui peut être obtenu par la méthode tau 
l 

avec un second membre convenable ~(x/z) . 

. polynôme de Legendre sur r0,1] 
1 - 

- 1  i 5 
Posons pi(x) = (2i) ! pi(l - x) ; pl !i)<~) = i . 

n 
r est donc solution de y' - y = r 1 u. pi(x/z) yo(0) = 1 

1 i=k 

-- 

et donc r(z) = 1 aj rj (z) r solution de y' - y = T  pj (x/z) , Y. = 1 
k j 

n 
Z 

zj /il (z) Ci 11 approximant de Padé de e 
k 

1 

i 
1 

'b 'b 
D'autre part, cherchons directement l'expression de r = ~(z)/V(z) . 

Soit le dénominateur de rn/n] . n - 
'L 

n n n- i j i 
v(z) = 1 ci ~ ~ ( 0 )  z c. = ojci , cl coefficients de z dans p.(z) 

O 1 1 J 

n n-j 'L =loijz Vj(.) 
k 



n n-j CL a(,) = 1 cij . Wj(~) 
k 

n n n-j .\, n-j Q r(z) = I G  z wj(z) / l a  z V.(Z) i n k j  k j 
J 

L'approximant obtenu est une fraction rationnelle (p,q) avec p et q $ n. 

En étant donné le rapport avec les C.polynômes, le 2ème membre peut 

être pris de manière à retrouver les sous diagonales de la table de Padé. On 

pourrait d'autre part, utiliser les ci pour interpoler la fonction solution 
j 

en d'autres points, n - k au plus. 

Les approximants r(z) trouvés sont les approximants de type Padé de 
n n 

polynôme générateur V(z) = 1 r< V. (z) avec 1 aj = 1 . 
k j ~  k 

Ils sont d'ordre 2k+l au moins (2n 2 2k 2 n). 

-- 

Ces approximants s'écrivent 1 cc. Ela donc sont A-stables si de plus 
k J  

-- 

on suppose 1 lGj 1 s I . 
k 

Cette condition conduit à : 1 = 11 5 / 6 laj 1 s 1 

- 11 

donc ci 2 0  et 15.1 
j k 



7. CONCLUSION 

L'étude précédente tente de faire le rapport entre différentes méthodes 

et la méthode tau. 

Dans le cas où cette méthode conduit à des approximants de type Padé, 

et ceci s'étudie sans calculer la solution mais en observant l'opérateur D, 

on obtient une simplification de la mise en oeuvre d'une part, et la conver- 

gence des approximants dans le domaine de convergence de la série entière 

solution d'autre part. 

Dans le cas de l'exponentielle, on fait le rapport avec les C.polynÔmes 

de Norsett et les approximants de type Padé. Les approximants ainsi définis 

au dernier paragraphe dépendent de constantes qui peuvent être utilisées 

pour vérifier des conditions supplémentaires : A-stabilité, interpolation 

de la fonction par l'approximant en d'autres points. 



l 
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TROISIEME P A R T I E  

INVERSION D E  LA TRANSFURMEE D E  LAPLACE 

...................................... 

C o n t e n u  

Etant donnée une fonction f , on cherche son inverse F(t) par 

la transformée de Laplace ou cotransformée. On met donc f sous la forme 

de telle sorte que les cotransformées F des sommes partielles f soient m m 
des sommes finies de fonctions orthonormées : 

La constante A est choisie de telle sorte que la convergence de la série 

(1) soit la plus rapide possible, ce qui conduit à définir le meilleur pole 

d'un approximant de type Padé à un pole d'une fonction analytique en zéro. 

D'autre part, on démontre que la suite F converge en moyenne m 
quadratique vers F. 

k (k) L'algorithme peut être amélioré en remplaçant f par (-1) f 

ce qui conduit à une convergence vers F en moyenne quadratique avec une 

fonction poids t2k e-wt . D'un point de vue numérique, cette modification 
accélère la convergence vers F(t), sans restreindre le domaine de convergence. 



1 .  1NTROVUCTlON 
n 

Soit f (z) une fonction définie par une série entière 1 cnz (1) . 
na0 

+ = t conduit à Le changement de variable formel : z l-> cz + 

$(t) = f(z) n 

ad - bc az + b 
1 an (Cz + d 1 Si -- , alors f(z) = 

-ct + a  n>,O cz + 

na0 

Sous cette forme f(z) est, toujours formellement, la transformée 

de Laplace d'une fonction h(t) : 

(az + bln 
n n 
a = -  -6 n 1 Z (z) (k) 

(CZ + d)"+' cn+l k=O 
d k+l 

(2 + ;) 

Chaque terme de la somme est donc la transformée de Laplace de : 

i 
où Ln est le n polyn6me de Laguerre d'ordre zéro. 

On trouve donc, dans le cas a.c # O, h ( t )  développée en série de fonctions 

Dans le cas c = O , le changement de variable est sans intérêt, et dans le 

cas a = O , on trouve aussi h(t) sous forme d'une série entière : 



On s'intéressera essentiellement au cas a.c # O . 
On peut chercher à déterminer les changements de variables az cz + + b qui con- 

duisent à un calcul simple des a en fonction de f , soit qui conduisent n 

à une famille dn(t) orthonormale au sens de d2(0,-). On a alors les 2 
propositions suivantes : 

P k a p a a ~ a n  1 . 7 .  Les changements de variables qui conduisent à 

z - X  
une famille Qn orthogonale sont de la forme a . 

d ad - bc 
D é i n o v l s & ~ o n  : ( t )  = e t  L t avec h = c , li = n a c 

00 

dp(t) dq(t)dt = e -2At L (lit) Lq(ut) dt 
P 

ceci est nul si et seulement si 2X = p. 

2d ad - bc c'est à dire, - = , soit ad + bc = O , c ac h " z + -  
a z + b - a  a 

a et c étant non nuls, on a - -  - c z + d  c d a  z + -  

a z - X  
La condition ad + bc = O conduit à : - - c z + X  

a 
En reprenant les calculs, on voit que - = 1 ne restreint pas la généralité : 

C 

alors 
' 6 

h(t) = 1 an(:) L ~ ( ~  t) 
na0 

a en faisant varier - on fait varier le coefficient a seulement. Donc les 
c n 

changements de variables à considérer sont : 

1 - -t 
P k v p o a ~ o n  1 . 2 .  soit %(t) = e 

la famille Jin(t) = fi Qn(t) est orthonormale. 



D é m o n ) ~ ~ a n  : Il suffit de calculer la norme de $,(t) 

dt l par définition des polynômes de = 1; e-. L (t) Ln(.) 7 = 
n 

Laguerre L n 

1 
d'où I I  $,Il = - 

6 

et donc 

< JI,, qp > = 0 ~ S P  . 8 

Phopan&on 1.3. Pour que les sommes partielles S de la série m 

1 an (az + II)" soient les approximants de type Padé de f de dénominateur 
n>O (cz + d)"+' 

(cz + d)m+l , il faut et il suffit que b = O et d # O (a.c # O) 

V éma ~ n R h d a  n 

m 
Soit Sn(z) = 1 an (az + b)n c'est une fraction rationnelle 

O (CZ + d)n+l 

(m, m+l) . 

Les a peuvent donc être calculés pour que 
Sm 

soit l'approximant de type n 

Padé (m/m+l)£ ; ils dépendent de m . 
1 m (m) (az + b 

Soit (~n/rn+l)~ = 
cz + d 1 an 1 

n=O cz + d 

(m+ 1 ( a z  + b 
m+ 1 

a (ml = a si et seulement si ) = O(zmii) , c'est à dire, n n 
cz + d 



Les changements de variables à considérer pour obtenir une série dont les 

sommes partielles soient les approximants de type Padé de f sont donc 

compte tenu de la remarque précédente sur le rôle de a/c , il suffira de 

considérer les changements de variables de la forme 

De manière à pouvoir étudier la convergence en moyenne quadratique des 

cotransformées, on va mettre f sous la forme : 

X étant choisi pour que la convergence soit la plus rapide possible, mais 

étant a priori une constante arbitraire positive. 

X On considère g(z) = f(z - - ) 
2 

1 n 
On aura alors g(z) = (FTT z >  

na0 

donc les sommes partielles sont les approximants de type Padé (m/m+l) 
g 

de g , ce qui permettra de calculer les a . 
n 

On étudiera la convergence de f (2) vers f(z) (partie 2), puis celle des 
m 

cotransformées de Laplace Fm(t) vers F(t). (partie 3). 



2 .  CALCUL D E S  a n . CONVERGENCE VERS f 
X 

Soit X arbitraire, on pose g(z) = f (z + -) 2 . 
n 

On a g(z) une fonction, développable en série <i c n z , analytique dans 
na0 

A 
un demi plan Rez > - - 2 .  

m 
en identifiant les termes en z , on a : 

la P ~ o p d i f X é  2.2. Si g est analytique dans le demi plan Rez > - - 2 ,  
n 
z série 1 n+ 1 converge vers g sur ce demi plan. 

na0 (z+X) 

z ~ é r n o ~ ~ ~ a n  : Soit t = - , le demi plan Rez > - - est tranç- z+X 2 

formé en le disque unité 

B(t) dans ce donc la fonction $(t) = g(z) est analytique, de même que - 1 - t  

disque et donc développable en série entière de rayon 1. 



Posons 

1 n 
n z J(t) = ' a t alors g(z) = - 1 an (,) 

1 - t  X n z+X n>,O na0 

la convergence est uniforme sur les disques fermés image de D(0,r) r < 1 

par l'application t t--> z ,  donc elle est uniforme sur tout compact du 

A .  demi plan Rez > - - 2 .  

Si f est analytique dans le demi plan Rez > O, alors pour tout z 

demi plan 

et la convergence est uniforme sur tout compact de ce demi plan. 

DémomRh&on : 

Etantdonné que par définition de g : 

X 
g(z - -) = f(z) 2 

il s'agit de la propriété précédente à la translation près de la variable.. 

Admettons un moment le théorème 3.2. sur la convergence des cotransformées 

de Laplace F (t) de fm(z) , sommes partielles de f (z) . m 

Appelons respectivement G et F les cotransformées de g et f : 
X 

X -t 
g(z - = f (z) donc e2 G(t) = F(t) 

On a le résultat complémentaire sur la convergence des approximants 'm 



PiropniéXé 2.4.  Convengence d e s  Sm . 
Si f admet une cotransformée de Laplace F de carré intégrable alors 

la suite S (z) des approximants de type Padé de g converge vers g , uni- 
m 

X 
formément sur tout demi plan fermé contenu dans Rez > - - 

2 -  

n 
z 

ayant pour cotransformée de Laplace e-Xt Ln(Xt) 
(z+$'+l 

Le 2ème terme tend vers zéro quand m -> m. 

X 
Le ler terme est borné dès que Re(z + 1) r, o > O d'où le résultat. 

Lien avec dlau;trtes méAhodu, choix de A. 

Scraton envisage un procédé de "sommation des séries divergentes" (voir 

I référence), équivalent à la mise en forme de g(z) : 

n Etant donné g(z) = cnz , il construit Sm(z,u) 
na0 

n 
P b o  ( pz 1 n S (z,~) = avec b = c /LI m n n 1 - uz na0 1 - pz 

n 
On montre algébriquement (sn(z) = 1 cpzP) : 

O 

ce qui démontre : 

m+ 1 
Sm(z,u) = (m/m+l) de dénominateur (1 - ~ z )  

g 



En posant LI = - 1 / X  

Scraton démontre l a  convergence de  S ( z , ~ )  d e  manière équ iva l en te  à l a  
m 

p r o p r i é t é  2.2. 

1 
Il cherche, d ' a u t r e  p a r t ,  l e  "meil leurt1 p o s s i b l e ,  l e  me i l l eu r  dans l e  sens  

de  l a  p lus  grande v i tesse  de convergence de l a  s é r i e .  

1 Z 
On cons idère  z .g(z)  pour que l a  s é r i e  s o i t  e n t i è r e  en (---- 

z + n  1 , e t  

on prend comme i n d i c a t e u r  de l a  v i t e s s e  de  convergence : 

max I L A .  1 
- J (X) = 

1 
s i  L e s t  d ' a f f i n e  - 1 / X  

I L P I  
Ai e s t d ' a f f i n e  l / a i  

P e s t d ' a f f i n e  l / z .  

p lus  " J X )  e s t  p e t i t ,  p l u s  l a  convergence s e r a  rap ide .  

n 
D'autre  p a r t ,  s o i t  R l e  rayon d e  convergence de  g (z )  = 1 cnz pour 

n>,O 

a s s u r e r  l a  convergence v e r s  g (z )  dans l e  demi p lan  Rez > - X/2 , il f a u t  

S i  on veut  l e  me i l l eu r  X p o s s i b l e  pour t o u t  z , on cherchera A q u i  

minimise max I L A ~ ~  . 
i 



Par exemple, si z.g(z) a 2 singularités al et a2 , X sera tel que : 

Il faut remarquer que pour que a soit singularité de z.g(z) et pas de 

g(z) , il faut que a soit infini, et que g(z) présente une singularité 

1 
essentielle, par exemple f(z) = - z Log(1 + z). 

X 
Enfin, si f admet des singularités a i' g admet les singularités a. i - - 2 '  

C a  où f a une ainguR&é u k q u e  (-a) 

X 
Alors g a une singularité unique (-a- et 2 cas peuvent se pro- 

duire : 

X 
soit z.g(z) a une singularité unique (-a- - 2 
-i= 1 A alors + ~ = a + y  - A - a  - 

X X 2 -a-: 

f est développée de manière équivalente à son développement de Laurent. 

et l'infini . Soit z.g(z) a pour singularités - a -  - 
2 

Le choix optimum de X est : 

1 1 

+ 01 
l'équation est impossible pour A fini 

On prendra alors L comme barycentre des points A. 1 



o n a  O S A s 2 R  

a 
c.a.d. 2 x - 1 > O  et 2 x - 1 3 -  R 

mais - a= - R 

car f n'a qu'une singularité 

1  
donc x > - 2  

et x > 1  d'où x = 1  . 

Quand f n'a qu'une singularité -a , le meilleur A possible est dans tous 

les cas X = 2 a  . 

CUTRANSFORMEE DE LAPLACE 

m 
Soit f (z) = - 

m I l  A n=O 
z + -  3 

f (z) admet comme cotransformé de Laplace, la fonction F,(t) 
m 

D é m o m A x d i o n  : 

Le calcul reprend le calcul de l'introduction 



et donc -, 

ThEakEme 3 . 2 .  Ca&avu~atuné de f (z) 

On suppose que F(t), cotransformé de f(z) , existe et est de carré 

sommable, alors les F m (t) convergent vers F(t) en moyenne quadratique : 

A - -t 
F(t) = e 1 a L (ht) n n n>O 

c'est à dire: 

Z 
l F(t) est dans $, (O,") donc admet un développement en série de 

A - -t 
(Jh e L (At)) convergeant en moyenne quadratique. n 

Il suif it de demontrer que b n Jh = an . 



N 
~n * CO X - - t N  (z- X i < Io F2(t)dt./ile-zt - Xe n 1 x n+l 

0 (2 + 

par l'inégalité de Schwarz. 

Si Rez > O , e -zt est de carré sommable donc développable en série de 

X - -t 
fi e Ln(At) , de coefficient : 

Cette dernière intégrale est obtenue en développant Ln(Xt) . 
X -(z + -)t 

Soit I = .tk dt 
O 

- On a Ik+l - k +  1 - 1 
Ik et Io - - donc 1 = 

k! 

X A k X k+ 1 z + -  2 z + -  
2 (2 + 7) 

A X n 
- -t (2 - 9 x n 

m (z-2> X 
fi e-zt 

--t 
e L (At) =fi 

n n+l ' -Zt = iim EK X n+l A e L~(A~) 

O mm O (z+-) 
(2 + y) 2 

donc . n 
N 

A 
'2 - T) 

n n+l = O  et b 6 = a  pour toutn. Nm (2 + -) I n n 
2 



Finalement, on a donc bien : 

W 
Si les hypothèses sont affaiblies : f analytique dans le demi plan Rez > - 

Co 
2 

ou F(t) telle que (t)dt < +-, on obtient par la même méthode un 

résultat plus faible mais comparable. 

Th&u,tème 3 .3 .  Ca;thanb~onm& de f (z) . ( hljpa;thEaen aadaibfiu 1 
W 

Si f(z) est analytique dans le demi plan Rez > - 
03 

2 '  
-wt 2 

si F(t) sa cotransformd est telle que [ e F (t) < +M 
'O 

W 
alors pour tout z du demi plan Rez > - : f(z) = 

1 
2 1 n X-w na0 z + -  

2 

P&mam;trta;tion : On reprend la méthode précédente : 

W 
f ( z  - 2) est analytique pour z dans le demi plan Rez > O, 

donc il existe (a,) et X tel que . n 



1 et par changement de variable 

f (2) = 
1 
X -w z + -  

1 2 z + -  

W Rez > ;, 

Passage à la cotransformé de Laplace de la somme partielle fm(z) 

w-X - 
2 

t m  
donc fm(z) est la transformé de Laplace de F,(t) = e 1 an Ln(W 

O 

Convergence vers F(t) w-X 
- 

Soit $,(t) = Jh e Ln(Xt) les (dn) forment une famille orthonormale 

pour le produit scalaire $.~l(t)dt 
w 

donccomme 

w-X - t w w-X m - t 
F(t) = lim 1 bn Jh e L (At) avec bn = A 1 e L ~ ( X ~ )  F(t)dt 

Na O n 
O 

On démontre comme précédemment que Jh b = an : 
n 



On sait que 

h n -A m (z - 
e - z t = , e 2  1 L (At) pour Rez > O en norme d2 

O A n+l n 
(2 + 

(sans fonction poids) 

Donc dans ce sens 

pour limite O . n 
m 

A+w 
Z - -  

Donc f(z) = 1 fi bn 2 et ab = an pour tout n . 
A-w n+l n 

O z + -  2 

Et finalement 
/ 

I ~ ( t )  = lim Fm(t) 
mm 

m 

lim \ e-wt  IF(^) - ~~(t)l2dt= O .. 
m O 

Rmanque : le résultat est valable que w soit positif ou négatif. 

Si w est négatif, le résultat est une amélioration de (3.2). 

4. AMELIORATZON VELA PRECZSlUN 
-wt 

Sidi (voir référence) fait remarquer que l'emploi d'une fonction poids e 

conduit à une approximation qui risque de n'être convenable qu'au voisinage 

N -wt 
de zéro. Il utilise alors comme fonction poids la fonction iN(t) = t e 

- 
iN est maximum en t = - et est "petite" en dehors de IL-, t+1 avec 

max w 

N - A  et t = -- - ~ + f i  2 5  
t+ - ( A = t + - t  = -  W W - W 

- N - - donc l'emploi de conduit a des approximations convenables en tmax . 



N 
En laissant - constant de telle sorte que A diminue on a, a priori, une 

W 

suite d'approximations de F (tmax) . 

La méthode précédente appliquée à la fonction (-1) f(k) (z) conduit 

a 
m L 

à iim 1 t2k e-wt JF(~) - II (t)( dt m 
m O 

2k .-wt 
donc à des approximations qui convergent avec la fonction poids t 

Si on remplace f (z) par f (z) = (-l)k f(k) (z) en appelant Fl (t) la trans- 

1 formée de fl, on a : k 
1 ~ ~ ( t )  = t F(t) 

On aura donc une approximation du type (1) en procédant de la manière suivante : 

X+w 
g(z) = fl(z + - 2 ) 

1 n 
Z 

g (2) = - 1 an choix de h (qui dépend de w) . '+' n>O 

Les a sont calculés par la relation n 

où les ck sont les coefficients du développement de g en O 

- -  
d'où fl(z) = 

1 

A-w na0 z + -  z + -  2 

Appelons F les cotransformées des sommes partielles de fl : 
1 ,=' 

-wt ] e  IF^(^) - F (t)I2 tend vers zéro , 
O 1 ,=' 

w-X avec - 
2 t m  

Fl ,m(t) = e 1 an Ln(W 
O 



k  
Comme FI ( t )  = t F ( t )  

03 2 \ t2k e-Wt  IF(^) - %(t)l  tend vers  zéro 
O 

avec w-X - 
1 2  t M  

1 
%(t )  = k FI = - k  e  1 an Ln(ht> 

t t O 

Reprenons, on a  l e s  étapes suivantes : 

A 
a)  g(z)  = f  (z + -) 2 f (z) donnée. Choix de h selon l e s  s i ngu l a r i t é s  de f . 

Le ca l cu l  des cn a  é té  f a i t  par une r e l a t i o n  de récurrence e n t r e  l e s  

dérivées de f qui s e r a  exp l ic i t é  cas par cas.  

1 
n  

Z 
C) g(z)  = - an (x) calcul  des an 

na0 

m m 
d) Calcul du polynôme P m = 1 U: tn = 1 an Ln(t)  c.a.d. ca lcu l  des un . 

O O 



e) Calcul de la valeur de FM(t) en certaines valeurs. 
X - -t 

FM(t) = e 

A partir du c), le programme ne dépend pas de la fonction f , seules les 

phases a et b en dépendent. 

choix de X . 

c) et d) sont inchangés. 
w-X - 

1 2  t m  
e) F (t) = - e 1 an Ln(At) M 

t k O 

5.7.3. MéZhode &ecte de L ' i n v m i o n  d'un app&oximavl;t de ;type Padé de f. 

On aurait pu prendre directement un approximant de type Padé de f . 
Si celui-ci est à 1 pole, on trouve (cf. prop. 1.3) : 

Les sommes partielles de cette série admettent comme cotransformé de Laplace : 

Ce n'est pas une famille orthonormale et on n'a pas de résultats théoriques de 

convergence. 



Les r é s u l t a t s  s o n t  regroupés en f i n  de  paragraphe. 

a )  Choix d e  A . ----------- 

f n ' a  qu'une s i n g u l a r i t é  z = - 1 .  

D'après l ' é t u d e  f a i t e  en f i n  d e  paragraphe 2, f m s e r a  l a  somme p a r t i e l l e  du 

développement de Laurent  de f . 
donc : 

f é t a n t  ana ly t ique  dans l e  demi p lan  Rez > -1, on peut  prendre des  w a r b i -  

t r a i r e s  c r o i s s a n t s  : w = 0,1,2,  ... 

b) La r e l a t i o n  de r écu r rence  e n t r e  l e s  dé r ivées  de f a é t é  obtenue 

de l a  manière su ivan te  : 

La s u i t e  du programme n ' e s t  pas  p a r t i c u l i è r e  à c e t t e  fonc t ion .  

S i  on cherche directement  un approximant de  type  Padé d e  f ,  on a a l o r s  : 

1 1 1  
l e s  s i n g u l a r i t é s  de z f(z) sont  -1 e t  l ' m  donc - - 1 = - 2 (7 + O) 



soit 

donc 
X 

Si on prend A = 1. On a 1 a =-  
n n + l  

1 1 n+ 1 
f(z) = - z + 2 1 Ï G T ( x  1 qui converge visiblement moins 

na0 

vite que la précédente. 

On laisse de côté les exemples du type f(z) = 
1 

(z + a)n 

où la méthode est exacte avec A = a , car f est alors représentée par une 

somme finie 

1 -  - -  1 
2 l ( 1  -,) 

(z+l) z+l 

d'où pour les cotransformés de Laplace 

-t H(t) = e (Lo(t) - Ll (t)) = t e 
-t 



C a  d'une d o n d o n  avec 2 poteh _ _ _ _ _ _ _ _ _ _  __________-_____-- - -  

a) Méthodes 5.1.1. et 5.1.2. : choix de X . 
1 1  1 + 1 

On peut soit chercher A tel que - - = T (  
X +w X+w 

2 - l - 7  - 2 - -  

soit fixer arbitrairement le pole des 'm 
entre -1 et -2, c'est à dire : 

X-w - - -  
2 x + 2(1 - x) où x est un paramètre arbitraire entre O et 1 . 

Equation différentielle vérifiée par f . 

(z+l)(z+2).f(z) = 1 . 

Par la formule de Leibnitz : (z+l) (z+2)f (n) + n(2z+3)f + n(n-1) f (n-2)= 0 . 

b) Méthode 5.1.3. : inversion directe d'un approximant de f : 

choix de X . 

1 JTT'TI Soit fl(z) = ; exp( - z 1 

1 
La fonction a 2 singularités z = O et z = - - 

O 

1 
O est un pole simple et on étudiera f(z) = fl(z) - ; qui n'admet que 

1 - - comme singularité. 
O 

On aura pour les cotransformées de Laplace : 

l 
d'où Fl(t) = F(t) + 1 . f(z) = fl(z) -; 



Calcul  des  dé r ivées  n ième de  £1 : 

On pose : 1 - - 
2 

auxn(z) : d é r i v é e  n ième de  auxo(z) = (1 + oz) 

Zn(z) : dé r ivée  en n ième d e  Zo(z) = -z .aux ( z )  
O 

donc 
Po = exp(Zo) - 1 . 

donc - 
- 

1 \Z1 . (P  O + 1) 

1 
d 'où f '  = - (Pl - f )  

Z 

Au rang n on c a l c u l e  successivement 

1 
n l  1 1 (F  + n) 

aux = ( - 1  -(- + l)...(2 + n - 1) on(l + oz) 
n 2 2 

- - - o 1 (? + n - 1) aux 
1 + oz 

n- 1 



RESUME D E S  RESULTAI-S NUMER1 OUES 

1 0 f(z) = ; Log(1 + z) 

Méfhode 5.7 .3 .  : Cotransformé direct d'un approximant de type Padé 

de pole (-A). 

1 L'inversion directe d'un approximant de type Padé est visiblement très 

sensible au choix de A , et ne donne dans le meilleur des cas qu'un ordre 
r de grandeur du résultat. Cette remarque ne semble pas devoir être aussi 
I 

pessimiste dansle cas oh les singularités sont des poles, comme le montrera 
ri\ ) 1 ' exemple suivant. 
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@ f ( z )  = 
1 

(z+ 1 ) (z+2) 

MUhade 5.1.3. : Invers ion  d i r e c t e  d'un approximant de  type Padé 

d e  pole  (-A). 

4 La convergence e s t  bonne pour X = - 3 , mais r e s t e  t r è s  s e n s i b l e  au 

choix de A ,  comme l e  montre l e  2ème tab leau .  
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MéXhode 5.7.2. : Convergence en moyenne quadratique sans fonction 

poids. 

La convergence reste sensible au choix du pole, mais reste très 

significative. L'emploi d'une fonction poids n'améliore pas la convergence. 

Pole - 1.4 
C 

t = 4  

1 2 r l 5 4 Y O L  
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1 O 
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1 
Le point z = O est un pole simple ; on a donc utilisé f(z) - - z . 

1 
Il nty a alors qu'une singularité essentielle au point z = - - CT . 

Nous avons d'abord (tableau (1)) montré l'amélioration de la convergence 

par l'emploi d'une fonction poids wk(t) = t 2k Celle-ci est identi- 

que quelque soit a. entre O et 1 (1 compris) ; tous les calculs sont faits 

en double précision. 

Le phénomène de l'amélioration des résultats est limité par les erreurs 

d'arrondis, ce que confirme le calcul fait en simple précision : celui-ci 

se dégrade quand le nombre m de termes de llapproximant et l'indice de la 

fonction poids augmentent (n > 12 et k > 5 en simple précision, k > 6 , 

n ? en double précision). 

Sidi constate avec les fonctions poids t2k un "effet-fenêtreff sur le 

résultat, c'est à dire, une amélioration des résultats en t = 2k/k = 2 et 

une détérioration loin de 2 . Ici ce n'est pas le cas, la précision et la 

convergence sont comparables en tous les points étudiés. 

(voir tableau ci-après). 





On peut résumer les valeurs obtenues pour l'inverse de la fonction 

1 - z - z exP (7 ) 
dans le tableau suivant, selon les valeurs de a et de t . 

1  +oz) 

Le paramètre a varie de 0,2 à 1 par pas de 0,2 et t varie de 0,5 à 4. 

Contrairement àcequi sepasse dans la méthode de Longmann, la valeur a =  1 ,  

n'est pas particulière. 

Les résultats sont obtenus en prenant 14 termes pour l'approximant ra- 

tionnel de ( - I ) ~  f ( 5 )  (z) . C'est une convergence en moyenne quadratique avec 
-5t une fonction poids t l 0  e 

Toutes les décimales citées présentent une certaine stabilité dans 

les résultats trouvés. On peut remarquer une certaine dégradation de la 

précision quand o augmente. L'erreur relative semble donc inférieure à 

2.10-~ . 



A propos des approximants de type Padé, on cherche à déterminer le 

"meilleur" pole (-A) pour un approximant qui n'aurait qu'un pole. Il faut re- 

marquer que si (-A) est la singularité de f si celle-ci est un pole, ce 

n'est pas lecas nécessairement quand f admet une singularité essentielle, 

comme le montre l'exemple 1. 

Du point de vue del'inversion de la transformée de Laplace, la méthode 

X +w proposée consiste au calcul d'un approximant de type Padé au point - 2 , donc 
le calcul de l'approximant rationnel de f est toujours simple, même dans la 

version améliorée où on emploie la fonction f(k) ce qui ne complique pas la 

mise en oeuvre. 

Enfin, quoique la convergence démontrée soit en moyenne quadratique, 

les résultats numériques sont bons pour les fonctions étudiées et sur de 

grands domaines pour la variable t . 
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QUATRZ EME PARTIE 

APPROXZMANTS DE TYPE PAVE EN PLUSIEURS POZNTS z ... z . 
1 

........................................................ 

On définit des approximants de type Padé d'une fonction f en 

plusieurs points, c'est à dire qu'on veut pour un dénominateur fixé, un 

polynôme P tel que P/Q 'interpole f en tous les points z , à un ordre i 

m. arbitraire fixé à l'avance. P apparait comme le polynome de Newton de 
1 

la fonction f.9. 

Les propriétés algébriques classiques des approximants de type Padé 

en zéro sont conservées (2ème partie). D'autre part, ils apparaissent par 

rapport aux approximants de Newton-Padé comme en parallèle des approximants 

en un point (3ème partie). 

Parallèlement à Galluci et Jones, on démontre donc à l'aide des for- 

mules d'Hermite une formule d'erreur, un théorème de convergence dans le cas 

d'un nombre fini de points d'interpolation, et enfin la continuité des appro- 

ximants par rapport soit à la suite de points d'interpolation, soit à la fonc- 

tion f, soit au polynôme @ (4ème partie). 

Enfin dans la 5ème partie, on examine les approximants de type Padé 

en zéro et l'infini, leur existence, leur mode de calcul, leur lien avec les 

précédents. 

Nous n'avons pas, dans ce chapitre, fait d'applications numériques ; 

mais l'idée nous en était pourtant venue en ce qui concerne les approximants 

en zéro et l'infini pour inverser la transformée de Laplace ce qui serait une 

extension de la méthode de Longmann-Sharir. 



1 .  DEFlNlTlON 

Soit F une fonction donnée et Q un polynôme arbitraire de 

doq. On suppose que pour chaque point zi , i = l...n. 

On construit le polynôme P qui interpole la fonction F.0 en zi jusqu'à 

l'ordre m exclus et ceci pour chaque i . 
j 

P est le polynôme d'interpolation généralisé de Lagrange-Hermite 
m.+j m -1 m.-1 

n 
w (2) d [i  u. (a - zi) = 

- 1  ! (da) (1) 
i= 1 j =O lj (Z - a)w (a) 

a=z 1 . 

On vérifie algébriquement que (cf. Baker) : 

par la formule de Leibnitz. 



- 1 d (j -k) - -  (-1 (Q(z) la=, 'j-k est O si k > j ou le 'j-k (j-k) da 
j -k 

coefficient en z de Q sinon). 

l 
P 

et donc - = (m-1 /qlf 
(r 

2 Pour tout i , mi 5. 

P est le polynôme d'interpolation de Lagrange. 

P k o p o b X o n  1 . 1  . 
(j 1 

Si pour j = O.. . m.-1 , et i = 1 . .  .n on a p(jl(zi) = (FQ) (zi), 
1 

alors dans les mêmes conditions, on a 

(j) (z.) = F") (zi) pourvu que q(zi) # O (i=l.. .n) 
(Q) 1 

Démon?lRtraLion : 
P 

Pour i quelconque, on a P(zi) = F.Q(zi) -(zi) = F(zi) Q 
On procède par récurrence : 

(k) (k)(zi) = F (zi) , k = 0~1.. , j-1 . On suppose 



Dérivons (P.Q) (j) par la formule de Leibnitz : 

P 
de même P = (Qs-1 

Q k= 1 

en comparant au point z i' il vient 

donc si P est défini par la relation (1) 

on a 

D&~ini;tion 1.2. 

On appelle approximant de type Padé (~/q), d'une fonction F(z) , 
P 

aux n points (z mi), toute fraction rationnelle - telle que : i' Q 

PrtophiéZ& 7 .3. UnicLt 6. 
1 

1 

P2 
et - sont deux approximants (~/q) aux mêmes points Si - 

Q Q F 

1 (zi'mi)i=l .n et de même dénominateur Q , alors 

Pl = P* 

Par définition, on a : 



~ donc par un calcul analogue à la proposition 1.1. 
1 

Pl et P sont de degré N et coïncident en (N+l) points, compte tenu de 
2 

leur multiplicité, donc Pl = P2 . . 

Si P/Q est l'approximant aux points (z.,m ) de 
i i i=l.. .n 

dénominateur Q , alors Q/p est l'approximant (NIN) 
1 /F 

de 1 /F aux mêmes 

points (zi,mi) , de dénominateur P pourvu que F(zi) # O , i = 1 

Déma ~ n , t t d o n  

on sait que p(j)(zi) = (F.~)(~)(Z~) i = 1.. .n , j = O,. . .m.-] 1 . 
(j 1 1 on veut montrer que Q (zi) = (Fapl (j) (zi) . 

La propriété est vraie pour i quelconque, j = O si F(zi) # O . 
On la suppose vraie jusqu'à j-1 : 

au point z. , on a (PIF) (j-k) (zi) = Q 
1 

(j-k)(zi) k = 1 . .  . j . 
l 

donc Q z = P 1 (j) (zi) i = 1 . . .n , j = O. . .m. -1 . 
F 1 

n 
De plus dOQ = N = 1 m. - 1 . 

1 i= l 

donc Q/P = (NIN) 
1 IF 

aux points (zi,mi). U 



Si F est remplacée par aF + \ 
Si dORk 6 N-q 

Si P/Q = (N/q)F aux points (zi, mi) 

alors (aP + Q.Rk)/Q = (N/q)aF+Rk aux mêmes points. 

Démo i ~ n ; t r t d a n  

Séparons en deux parties. 

P 
Si F est remplacée par a.F : - interpole F en z. à l'ordre mi Q 1 

a. P 
interpole a.F en z. à l'ordre m. et - donc a.- = - 

I. 1 Q • (N/qIaaF . Q Q 

Si F est remplacée par F + \ : P interpole F.Q en zi à l'ordre m. 1 '  

P + Q.Rk interpole F.Q + Q \ en z. 1 à l'ordre m. 1 . 

P + QRk 
-- sera l'approximant cherché s'il vérifie la condition sur le degré 

Q 
du numérateur, c'est à dire, ~ O Q . R ~  a N , 

soit d O ~ k  < N - q . 8 

P si -(z) = (N/N) aux points (zi,mi) 
Q F 

- R  = A + = aux points (zi,mi) 
C Q + D P  

En effet, on a : m 

A + BF(z) + O(z-zi) i, A + B -  
R(z) = Q = i = l . . . n  

C+DF(z)+O((z-zi) C + D -  i 
, I Q 



A + BF 
m. 

- - (z )  + O((z-zi) l )  s i  C + D F ( z ~ )  # O e t  pour i = 1 .  . .no 
C + DF 

e t  R est  une f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  de  degré (N,N) , donc R = . . 

P  
S o i t  -(z) = (N/q) F 

aux p o i n t s  (z mi) e t  zi  = $( t i )  
Q i ' 

a l o r s  R ( t )  = = (N/qIH aux p o i n t s  (t . ,mi) 1 

a t  + b  
Q ( c t  + d  1 

Démo nn; t tLdon  

Pour i = l . . . n  , e t  au vo i s inage  d e  z  : i 

m. 
On au ra  ( $ ( t ) )  = H(t )  + O(( t - t i )  l )  s i  (z-zi) = ($( t ) -$( t i ) )  = ~ ( t - t i )  

Q 

Pour t dans t o u t  compact de IR , 1 $?' ( t )  1 > k > O 

e s t  b i j e c t i v e  cont inue  ; s i  z  e s t  v o i s i n  de z .  1 y t e s t  v o i s i n  de t .  1 . 
I 

Donc s i  z  e s t  v o i s i n  de z .  : / z  - zil = O ( l t  - t i l )  
1 

d ' a u t r e  p a r t  

P g ( t )  e s t  une f r a c t i o n  de mêmes degrés  (N,q) que -(z) . 
Q 0 $ ( t )  

9 



a t  + b 
) '(ct + = ( ~ / q ) ~  aux po in t s  (ti,mi) donc R ( t )  = at + 

Q ( ~ t  + d 1 

s i  ( ~ 1 ~ ) ~  est approximant d e  G aux points  (zi,mi) 3 

alors ( ~ + l  /q)F = (Z - Zk) (N/q)G approximant de  F aux points  (z i ,ml)  avec 

m l  = m. + 6ik . 
1 1 

donc 

(Z - zk) (N lq )G = ( ~ + l / q ) ~  aux points  (zi9mf) 

m 
: p (z) = Pl ( z )  - A.Q(zk). (Z  - zk) 

k 
2 



En développant Q en puissance de (z - zk), on trouve : 

m 
P (z) = Pl(.) - A.Q(zk).(z - zk) + O((z - zk) mk+ l ) 
2 

1 

En faisant de même pour les indices i = l...n, i # k , on a 
m. 

P2 (z) = Pl (2) + O( (z - zi) i f k  . 
n 

Les polynômes P et (Pl (z) - A.Q(zk). (z - Zk)mk) sont de degré m. = N+l , 
2 i= 1 1 

, ils interpolent F.Q en N+2 points, compte tenu de leur multiplicité. 

, Ils sont donc égaux en N+2 points, et de degré N+1. Ils sont égaux : 
m 

I k P 2 (z) = Pl (z) - AiQ(zk) (Z - zk) . u 

Pfiophi6té 2.6. 

Si h(z) = (N/qIF + (N/q) G approximants de F et G aux mêmes 

points (zi,mi) , de dénominateur quelconque. 

Alors = (N/dFtG aux mêmes points (zi,mi) , s'ils ont même dénomina- 

teur Q . 

- 'F+G Soit (N/q)F+G - - Q 'F+G (j)(z i ) = ((F + G).Q)(j)(zi) 

(j 1 comme h(j) (z.) 1 = ~ ( j )  (zi) + G (zi) 

et donc - 
- 'F+G • I 



3. R E L A T I O N S  AVEC LES A P P R O X I h I A N T S  D E  NELUTON-PADE ( G&ucci- Jonea 1 

E t a n t  donnée l e  t r i p l é ,  ( ( a n ) , ( @  ) , ( f n ) )  , on  c o n s i d è r e  l a  FNS (formal 
n  

Newton S e r i e )  

P  (P- j  1 en a p p e l a n t  A = akWj Kk+l , j + l  
k ' ~  j = O  

A l o r s  l e s  c .  e t  l e s  di s o n t  s o l u t i o n s  du système s u i v a n t  : 
1 

On a p p e l l e  R ( z )  = P ( z ) / Q , , ~ ( z )  l ' u n i q u e  approximant a i n s i  t r o u v é ,  , 
i m,n m,n 

à é q u i v a l e n c e  p r è s .  

Cependant,  l a  p r o p r i é t é  ( 2 )  impl ique  : R i n t e r p o l e  f en ' i seulement mn 

s i  Qm,,(Bi) # 0 . 
l 



En effet, Qmn(Bi) = O => Pmn(Bi) = O pour i d m+n (propriété 1) 

Donc Gallucci-Jones définissent des approximants normaux, c'est à dire 

I 

R = 
'mn' Qmn 

vérifiant (1) 
mn 

dOp = n ; d o ~ m n  = m 
m,n 

P et Qpn i premiers entre eux. 

alors Qmn(Bi) # O et Rmn vérifie la propriété d'interpolation (cf. Prop.l.1) 

Ils définissent d'autre part des approximants "réguliers" : 
1 

l 
P et Q premiers entre eux 

()(Bi) # O  i = n + 2  .... 

Les approximants de type Padé en (n) points se présentent par rapport aux 

approximants de Newton-Padé comme les approximants de type Padé classiques 

par rapport aux approximants de padé. C'est à dire que le dénominateur Q 

étant fixé, on cherche P(z) vérifiant la partie (2.1) du système (2). 

On a alors : 

Les w sont obtenus à partir de la suite (6 ) .  Si on veut un approximant 
n k n 

de type Padé aux points (zi,mi) , i = 1.. .n, et N = 1 m. - 1 , on prendra 
1 i= 1 

la suite (6 ) de la manière suivante : 
k 

i k =  1 Y m, : Bk = Z1 
Bk est défini 

k = ml + 1, ... ml + m  : B k E z  2 2 pour k =1, ... N+l 
k = m + m2 +... m +1,... m +...+m : Bk = z 1 n- 1 1 n n 

1 pour k > N+ 1 , B quelconque. 
k 



Remarquons que la propriété d'interpolation au point z. 1 est vraie si 

Q(z.) # O. Cette propriété est moins forte que celle mise pour définir des 
1 

approximants normaux ou des approximants réguliers : P et Q premiers entre 

eux. 

Le polynôme P est le polynôme de Newton associé à la fonction 

f.Q aux points 61'-., PN+l définis plus hauts pour les approximants 

de type Padé de dénominateur Q , il est la même chose aux points B I ,  ... Bm+n+l 
pour la fonction *Qm,n où 4mn 

est calculé par les équations (2.2) , pour 

les approximants de Newton-Padé. 

4. ERREUR. CONVERGENCE. C U N T l N U l T E  

4 . 7 .  DQOiMxR;ian de p patr la méthode d u  a b i d u n .  EWLQWL 

N+ 1 Soit o (z) = n (z - zi), zi points d'interpolation, chacun compté 
N i= 1 

avec son ordre de multiplicité. On a 

I' est un contour ou une réunion de contours, chacun limitant un ouvert simple- 

ment connexe contenant un ou plusieurs 2.. 
1 

Tous les z i = l...N+l, sont intérieurs à I' , et f.Q est analytique sur 
i ' 

et dans r . 
La fonction sous l'intégrale est un polynôme en z de degré N et en appli- 

quant la formule de Cauchy au point z = z on trouve le résultat. i ' 
On a donc 



4 . 2 .  Convmgence  da^ l e  ca, d'un nombne d i n i  de p o i n t s  zi disAin& 

Soit zl...z les points d'interpolation, distincts ou non. On 
h 

construit une suite P /Q d'approximants de f telle que Pn interpole F.Q n 

en zl...zA z1....zX....z 
l**.*zj 

avec n = mX + j . 
On construit la série formelle de Newton : 

l et Pn est la somme des (n+l) premiers termes. 

On a le théorème suivant (d'après Walsh, cf. réf. th. 3 p. 56). 

Soit .w (z) = (z - zl) ...( z - 
O zX> 

Soit r défini par 1 uO(z) ( = P , tel que f .Q soit analytique sur 

et à l'intérieur de r . Alors la série de Newton (4.2.1.), trouvée par inter- 

polation aux points z converge vers f.Q à l'intérieur de r , unifor- 
i '  

mément sur tout fermé contenu dans r . 
u1 "/A 

Si z vérifie Iwo(z)I = u1 < v ' ,  on a If .Q(z) - pn(z) 1 C pf(-) 
u 

Démo~n;trLation : 

O n a  n = m h + j  , e t :  

m 

' I f(t> .Q(t> 
f.Q(z) - P (z) = -;- 

n 2 IIT dt . 
m t - z  r (t-zl) .. . (t-z.).(wo(z)) 

J 

m Soit 
',A+ j 

(2) = (PZ,). . . (2-2.1. (oo(z)) 
J 

1 

" ) = -  

m On a ~ o g  1 P z k \  + - L O ~  1 o(z) I mh+j k= 1 ~ X + J  

1 
donc mh+j 

iim 1 w (z) 1 = 1 wO(z) 1 mh +j quelque soit j . 
ma 



Supposons que z appartienne à un fermé K strictement contenu dans r : 

On a alors : 

avec 

La convergence estdoncbien uniforme sur tout fermé contenu dans le lemnis- 

cate r . 
On en déduit le corollaire suivant sur la convergence des approximants Rn = Pn/Q. 

kl = su? M. et tl = sup 
j=l-A J j t6ï 

C O ~ O ~ C L ~ ?  4 . 2 . 3 .  

Si on suppose que f.Q(z) est analytique au voisinage des 

z. i = 1. . . A  , il existe un lemniscate l" 1 wo(z) 1 = LI , tel que 
1 '  Rn 

converge uniformément vers f , sur tout fermé contenu dans ï . 

(Z - zl). . .(z - Zj) I 
(t - z,) ...( t - zj) 

Par définition, on a Q(zi) # O , donc Q(z) est non nul dans un voisinage 

z€K 

des z. , donc il existe ï : jwo(z)I = vérifiant à la fois f.Q ana- 
1 

lytique sur et à l'intérieur de r , et Q non nul. 

Q est alors minoré et on trouve d'après le théorème précédent, si 



, 
1 ~ 4.3 .  Convmgence d a ~ n  Le cas d'une 4 u i . t ~  quelconque ( z  n ) 

On établit d'abord un lemme sur la convergence des polynômes d'in- 

terpolation de Newton vers la fonction (cf. Walsh p. 52.54). 
I 

Soient S les polynômes associés à une fonction F . 
n 

On utilise la relation : 

1 r un(z) - un(t) 
1 Sn-l (2) = - F(t1 dt 

2in Jr z - t  wn(t> 

les hypothèses sur r et F sont donc celles du paragraphe 4.1. 

Lemme 4.3 .1 .  

On appelle V l'intérieur de i' , 6 = inf 1 zk-tl , et 
ter 

U = {z 1 z W et suPlzk - Z I  6 A] t6N 
A k 

On suppose : i - { z 1 v 

- il existe A tel que A < 6 et intérieur UA # @ 

alors les polynômes d'interpolation de Newton Sn associés à F , convergent 

uniformément vers F sur U 
A '  

Démom;tttafian 

donc g n+l 
sup IF(z) - sn(z) / r ~ ( ~ - 1  

Z€UA 

Comme on a supposé A < 6, les Sn convergent uniformément vers F sur UA . • 



Etant donné un polynôme Q arbitraire, non nul aux points de la suite 

i 6 ~  
, on considère la suite Rn = P n /Q d'approximants de type Padé 

de la fonction f , aux points (zi). On a parallèlement à Gallucci et Jones, 

le résultat suivant : 

ThEofième 4 . 3 . 2 .  

On suppose que f.Q est holomorphe sur un domaine D , con- 

tenant la fermeture d'un ouvert V borné simplement connexe, de bord r . 
(zk) est une suite de points dont la fermeture est dans V , S et A étant 

définis comme dans le lemme 4.3.1., on suppose qu'il existe A vérifiant : 

A < 6 et int(UA) # $ . 
Si Q est un polynôme tel que Q(zi) # O pour tout i , et si 

R est l'approximant de type Padé en (zi)i=l...n+l, de dénominateur 0 , n 

alors : (Rn)n converge uniformément sur tout compact de D si et seulement 

si (Rn)n est uniformément bornée sur tout compact de D . 

D E r n o m ~ ~ o f l  : 

Dans un sens, il est clair que si (Rn) converge sur un compact K 

vers f , elle y est uniformément bornée. 

Réciproquement, supposons la suite (Rn) uniformément bornée sur 

tout compact K de D : sup ln(z) 1 < M . 
K,n 

La fonction R étant bornée dans K ,enen'y a pas de poles donc n 

est holomorphe dans K et Q y est minoré. D'autre part, on peut prendre K 

- 
un compact tel que V C K .  On peut alors appliquer le lemme 4.3.1. aux fonc- 

tions Rn.Q et f.Q 



mais par définition de R : Rn Q = Pn n 

Rn.Q(z) - f(z) -Q(z) = 1 dkok(z) donc - - ak pour k = O, ... n 
n+ 1 

On va montrer que la suite (Rn(z)), est une suite de Cauchy uniformément 

par rapport à z dans u~ 

donc finalement, en supposant p < q : 

A p+l 1 
Sup I R  (z) - Ra(z)l C 2M (6) 
z eu P 1 - s  A 

A 

La suite Rn est bien de Cauchy, donc convergente, uniformément sur u~ I 

Comme U a été supposé d'intérieur non vide, la suite l 

A Rn converge unifor- 

mément sur K et donc sur tout compact de D . 



11 a L'hypothèse Q(zi) # O pour tout i , remplace" l'hypothèse 

de régularité des approximants de Newton-Padé dans le théorème similaire. 

@ On suppose que f .Q est holomorphe dans D , contenant V 

bord, simplement connexe. Nous allons voir que cette hypothèse n'est pas forte 

mais apparait comme à peu près minimum quand on considère la suite (R n ), donc 

tous les points z . 
i 

Si on suppose U d'intérieur non vide, l'intérieur de U est con- A A 

nexe, car connexe par arc, donc U est connexe et contient tous les z. . 
A 1 

On a {zk1c U A c  V 

Au paragraphe 4.1, pour établir la formule définissant Pn par la 

formule de Cauchy, on prend r : 

Ce lemniscate r limite un domaine 
Dr 

qui peut avoir plusieurs com- 

posantes connexes. 

Soit un = {zjmax lz - z 1 c AI A k=l. .n k 

I 

l On a : 
{Zklk=l.. .n C U:C D~ et donc Dr est simplement connexe si 

l int U: # 4 .  
1 

1 

l Dans le cas du th. 4.3.2., il faut considérer les z. . On a 
1 

l 
I {Zklk€~ C U A C  Dr 

Si on suppose int(UA) + 4 , l'hypothèse "f.Q holomorphe sur un domaine D 

connexe contenant V simplement connexe de bord Tlt, apparait comme "limite" 

de celle faite sur f.Q pour utiliser la formule d'Hermite. 



4.4.  Théonème d e  CO n t h w L t é  den appt~axhavi l t s  

On peut considérer plusieurs types de continuité. L'approximant 

dépend des (zi), de f de Q. La continuité par rapport à ces trois éléments 

sera étudiée. 

Théohème 4.4.1.  C o ~ ~ é  pah happant aux  zi 

Si f.Q est holomorphe sur un ouvert D contenant V de 

bord i' . 
f 

Si (2.) et (2.) sont deux suites de points intérieurs à r . 
1 1 

X 
Soit P (resp. P ) le polynôme tel que P/Q = (m/n) Z...zm+l,f 

f 
(resp. P /Q = (m/n)zx f ) , alors sur tout compact intérieur à i' , .. .z ,f 

m+ 1 
ne contenant aucun zéro de Q : 

Démonil;trLation : 

K ne contenant aucun zéro de Q , il suffit d'étudier la continuité 

WC * 
on a : f.Q(z) = 1 anun(z) et f .Q(z) = 1 a on(=) (séries formelles) n n2O n2O 

1 Comme précédemment : a e - f-Q(t) de 
k 2 1 ~  Wk+l (t) 



ce qui prouve que chaque fonction ak est une fonction continue de 

7" ' Z 
k+ 1 

donc a ... a sont des fonctions continues de zl....z 
O m m+l ' 

Donc finalement : 

ce qui suffit à démontrer le théorème . m 

Théa&ème 4 .4 .2 .  ContiMuR;t& pah happak-t f eA pah trapparrA: 5 Q . 
f f 

Si f.Q et f .Q sont holomorphes sur un ouvert D contenant 

V de bord r . 
Si (2;) est une suite intérieure à r . 
Si P et P* sont les polynômes définissant les approximants 

(m/n) de f et f* de dénominateurs respectifs Q et Q* , alors sur tout 
X 

compact K de V ne contenant aucun zéro de Q et Q , on a : 

D é . m o n s ; t r r ~ o n  

On sait que P(z) = - * n+ 1 (') - Un+~(t) f.~(t) 
dt 

o,ilo 

ce qui implique la continuité de P par rapport à f et à Q. Donc si on 

se place sur un compact où Q et Qf n'ont pas de zéros, on a le résultat.. 



5. APPROXIMANTS DE TYPE PAVE EN 2 POINTS : ZERO ET INFINI 

Quoique ceux-ci puissent être définis à l'aide de la propriété 

de covariance homographique, nous en donnons une définition directe, et 

reviendrons ensuite sur leurs rapports avec les approximants en deux points 

zo z1 distincts, à distance finie. 

n 
i Soit Q ( z )  = 1 biz . 

O 

On veut un développement soit de la forme 1 k 
ukz , soit de la forme 

k>,O + -k 1 Uk 
k>,O 

k 
~ U L  Ca6 : développement en série de (z ) 

le développement est formellement obtenu par une division selon les puissances 

croissantes : 

-k 2ème c ~ A  : Développement en série de (z ) 

1 
Soit t= - 

Z 



revenant à la variable z  , on a : 

Cette méthode a été obtenue par Longmann-Sharir pour obtenir une méthode 

d'inversion de la transformée de Laplace. 

-k 
On a en conséquence, un développement en série de puissances zk ou z  de 

toute fraction rationnelle P / Q  : 

* -k 
Vk x = O P / Q ( z )  = 1 Vk Z k < n-p. 

K 

* * 
V = f ai Ui+k k >, n-p k i=O 

* 
On obtient ainsi deux séries S et S* de puissances de sommes S k et Sk . 
Etant obtenu par division par puissances croissantes, on a : 



S sera appelée le développement en zéro et S* le développement à l'infini. 

Il faut remarquer que zéro et l'infini n'ont pas un rôle symétrique pour une 

fraction rationnelle, sauf si elle est (n,n) , et ceci contrairement à ce qui 

se passait précédemment av,ec les points d'interpolation (zi). 

5.2. D é a i ~ o ~  

On cherche une fraction rationnelle P/Q , de dénominateur Q fixé, 

de degré n, telle que fo et fl étant deux séries formelles, f en puis- 
O 

sances cr~issantes, fl en puissances décroissantes, m et m étant 2 entiers 
O 1 

arbitraires, on ait : 

n * -n 
Soit fo(z) = l  cnz et fl(z) 

c n z  
. L'étude serait la même avec 

O m 1 m n * -n des séries fo(z) = 1 cnz et f (z) = 1 cn z (cf. Draux) . 
-v lJ 

Soit R la fraction cherchée pour fo et fl , mo = k , m + ml = n . 
k, m O 

- - 
On aurait la fraction relative à f et fl : 

O 

- - m 

associée comme i 
Rkm O 1 

* X 
Si par exemple fl = c z + c +.... et fo = c + c z +... , alors l'appro- - 1 O O 1 

ximant obtenu est du type (n+l,n) . 
Il suffit donc d'étudier les approximants associés à des sfries commençant 

en zéro pour les puissances croissantes et à un pour les puissances décroissantes. 

La partie préliminaire montre qu'alors la fraction rationnelle cher- 

chée ne peut être que du type (n-1,n) . 



Phop~étE 5 . 2 . 1 .  Q étant un polynome fixe de degré n , f O 
n * -n 

et f désignant respectivement les séries cnz et cn z 
n2O n> 1 

Pour tout couple d'entiers (mo, ml) vérifiant mo + ml = n , 

il existe un polynôme P unique, de degré n-1, vérifiant : 

Démo~;trra/tion 

n n- 1 
Soit Q(z) = bo+ ...+ b n z donné, on cherche P(z) = ao+. . .+a z 

n- 1 

D'après la partie 5.1, on a : 

1 

On a donc le système : 

P 
-(z) = 1 vkz k 
Q ka0 

C'est un système triangulaire, qui définit de manière unique m O des n coef- 

I 

k 
v k = I  a u  i k-i 

i=o 

ficients a. : a ... a 
1 O m - 1  • 

O 



P -m 1 
D'autre part Q(z) - fl (z) = O(z ) 

C'est un système triangulaire qui définit de manière unique les coefficients 

1 Tous les a sont donc définis de manière unique si m et m vérifient : 
i n O 1 
i 

n - m l = m  O ' O 1 soit m + m  = n  .. 



k * -k 
fo et fl étant les deux séries ckz et 1 ck z , 

k2O ka 1 
Q iin polynôme de degré n et k un entier : O s k s n . 

= P/Q tel que 
k 

Il existe Rkn ~ ~ ~ ( 2 )  - fo(z) = O(Z ) 

k-n- 1 
Rkn(2) - fl (2) = O(z 1 ,  

Rkn est unique, de type (n-1,n) . 

Comme dans le cas des approximants de type Padé en zéro, P 

est associé de Q en termes de fonctionnelle linéaire. 

Si P est de don-1 , et Q de don , on appelle 
n-1 -1 n 

= x P(X et '$(x) = x  ~(x-') . 
n J  

On a la relation : (9) = P 

On dit que P et Q sont associés relativement à une fonctionnelle linéaire 

d(t> : 
% 'L 

% p(x) = $(Q(x) -Q(t)) 
x - t  

* i 
Soit c et c les fonctionnelles définies par c(x ) = c. et 

1 

* i ?# 
c (x = ci+l (i 3 0) 

PkopLié;tE 5 . 2 . 3 .  
k- 1 

i k 
i Si Pk(x) = 1 a.x et Qk(x) = 1 bix alors Pk/Qk = (k-1 /k)f 

O 
1 

O O 

Pk et Qk sont associés relativement à la fonctionnelle c 



'L 'L 
alors Pn-,(u) lQn-,(u) = (n-k-1 ln-k)- 

1 

'TJ 'L * 
Pn-k et Qn-k sont associés relativement à la fonction c 

1 Par contre, Qk et 'n-k contiennent tous les deux, le terme bkxk : 

k- 1 
En fait, on pourrait prendre i 

Qk = 1 bix + b'x k k , b; quelconque 
O 

puisqu'il n'intervient pas dans le calcul de son associé, l'important étant : 

et donc il faut que Q soit de degré k . k 

k 
On a (Rkn - f (z) = O (z ) 

d'où : 
k 

Pk - fo.Qk = O(z ) 

donc pk/Qk = (k-1 hlf 
O 

k- 1 - 1 k - 1 avec la notation $k(z) = z Pk(z ) et ak(z) = z Qk(z ) , on a 



On en déduit simultanément : 

. . i O.. .k-1 

D'autre part, avec la série fl , on a : 

k-n- 1 
P/Q(Z) - f (2) = O(Z ) 

1 
On effectue le changement de variable z = - u pour revenir à un approximant 

de type Padé en O : 

a u +......+ a 00 

k * 
-- n- 1 

- 1 'i+i u = 
n-k bk u +. ... .+ bn O 

D'autre part : 

n-k- 1 n-k . P <u) = ak u +.. ..+ a et '?j-k(~) = b k u  +...*+bn 
n-k n- 1 

1 Ces formules sont équivalentes à celles trouvées précédemment, et donnent 

1 

un mode de calcul des a. . m  
1 



z - z z t - a z  
O 1 O 

Soit t = a = d(z) ou z = avec a # 0, 
- t - a  

et zo # z1 , et supposons une fonction f admettant fo et f l  comme 

1 
développement en séries formelles de t en zéro et de - à l'infini. t 

Les points z. dans les approximants en plusieurs points ont des 
1 

rôles symétriques. Pour pouvoir faire un rapport avec (zéro,infini), nous 

supposerons donc : 

Dans ce cas, d'après le calcul 5.1, nous trouverons des approximants rationnels 

du type (n, n) . 
On suppose donc connu un approximant Rk rationnel (n,n) de f vérifiant : 

k Rk(t) - f(t) = O(t 1 

%(t) - f (t) = O(t -n+k) 

Pno)uu&té 5.3.1. 
- 

Avec les notations précédentes Rk(z) = R~oQ(z) est l'appro- 

- 
ximant de type Padé (n,n) de f (f(z) = f O $(z)) aux points zo9z1 ; 



z - Z  
O 

Si t est voisin de zéro, on a t = a , t = O(z - zo) et 
- z1 

(Z - z0) = O(t) , donc : 

Si t est "grand" : 

z - z  
O donc si t = $(z) = a , Rk l'approximant de f en (zéro,infini), 

z - Z, 
R O $(z) = R (z) est l'approximant de f O en (z k k o,zl) et réciproquement.. 
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m 
APPRUXIMANTS DE TYPE PAVE D E  DENUMINATEUR ii (z - z.) D'UNE 

1 1 

FONCTION AYANT z l . .  z m 
COMME POLES 

Le problème majeur des approximants de type Padé est le choix 

du "meilleur" dénominateur, que ce soit des approximants en zéro ou en plu- 

sieurs points. 

L'étude, faite pour l'inverse de la transformée de Laplace, du 

1 
meilleur pole d'un approximant (m/m+l)de ; log(1 + z) montre que dans ce 

cas, le choix de (-1) n'est pas optimum. Nous nous limitons ici à des fonc- 

tions dont les singularités sont des poles et essayons de montrer que le 

choix de ces singularités comme polesdes approximants de type Padé est un 

"bon" choix. 

Nous comparons les approximants obtenus avec les approximants 

de Padé de la fonction, quand on connait les premiers poles exactement 

(1 zl 1 S . .  . . .< 1 z < 1 zm+] 1 ) puis quand on connait une approximation de ces 
poles. 



7 .  CAS P'UNE FUMCTlON PONT LES POLES SOM CONNUS EXACTEMEM 

Soit f une fonction méromorphe dans une région R, holomorphe 

en zéro, de poles zl...z et soit v le polynôme générateur des approxi- m 

mants de type Padé . Le dénominateur de (dm) est : 

m 
'L m -1 m m 
V(Z) = z V(Z ) = ïi (z - zi) et ~ ( z )  = ( y  zi) ( y  (ui - z)) 

i= 1 

PhoptuéXé 1.7. Convehgence 

La suite dlapproximants de type Padé de f , m fixé, converge 

vers f uniformément sur tout compact de A avec A = D - {z *... z ) , 00 m 

D est le disquedeconvergence du développement de Taylor en zéro de la fonc- 

'L 
tion holomorphe h(z) = v(z).f(z) . 

'L 
où w(z) est un polynôme de degré n , n premiers termes du développement 

en série de h(z) . 
m 

m 

1 a zP est le reste d'une série convergente, donc converge uniformément 
n+i 

vers zéro sur tout compact de D , quand n tend vers l'infini. 

m 
1 (dm), - f (z) = - ~ 1 a z P  

v(z) n+i 

(dm) converge donc vers f , uniformément sur tout compact de A . 
f 



Nous allons maintenant comparer les approximants obtenus avec 

les approximants de Padé de f . 
Considérons le polynôme de Hankel 

et calculons z 
k 

est à dire 

donc a = a  - - n n+l ""' = a n+k- 1 = O 

On a donc la propriété suivante : 

PaopGUé 7 . 2 .  Dénomina;tewr d a  a p p o x h a n &  de  Padé 

A la multiplication par un scalaire près, I-$ est le kième 

polynôme de la famille des polynômes orthogonaux relativement à la fonction- 

n n i nelle c : c (x ) = c 
n+i ' 



Si un approximant de type Padé (n-llk), a pour dénominateur 

T(z), donc s'il a pour polynôme générateur $ , alors (n-llk) est l'ap- 

proximant de Padé rn-1 - / a  . 
On va chercher à exprimer les c en fonction des poles zi connus. n 

On pourra alors comparer < et v . 
Rappelons le théorème suivant (Henrici) : 

Soit f une fonction holomorphe en zéro, méromorphe dans le 

- 1 
disque 1 z l  < a , de poles z. = u. dans D en nombre fini ou non tels 

1 1 

que : O < 1 zl 1 6.. . . . .( 1 zkl . . . . < a chaque pole étant écrit un nombre 

de fois égal à sa multiplicité. 

Soit $(e) les déterminants de Kankel associés à la série de 

n 
Taylor de f en zéro : f (z) = 1 c z , alors pour tout m tel que n 

na0 
l z m l  < Izm+ll, il existe une constante c m telle que : pour tout p : 

n H (z) = c (U 
m m 

Reprenons les principales phases de la démonstration, de notre point 

de vue, écrite dans le cas où les poles de f sont simples : 

m r 
f (z) = 1 i 

+ g ( z >  g holomorphe dans 1 zl < a 

Comparons les développements en séries en zéro : 
1 



On remplace c par cette expression dans H~(z) et on développe le n m 

déterminant. On a H;(Z) = vn(z) + D;(Z) 

n 
où v ne comporte que des lignes en u et tous les termes en b. i 1 

sont dans Dn : m 

Il est démontré que : 

En utilisant la constante c . m 

donc 
n+ 1 Vn(z) = cm(ul.. .U ) V(Z) m 

n et les approximants de type Padé de polynômes générateurs v ou v sont 

identiques . 
Revenons sur l'évaluation des autres termes du développement : 

n n D (z) est une somme finie de déterminants du type de v (2) : 
m 

en remplaçant une ligne au moins par : 

ième 
(bn+a-l • • bn+m+a-l ) a 1 igne 



g est holomorphe si (zl < o , donc si 121 < (zmcl 1 d'oïl 

donc chaque déterminant de D" est un O((ul.. . .u P)~) , ceci m m- 1 

uniformément par rapport 3 z dans tout ensemble borné. 

Donc D;(Z) = O((., . . .u m- 1 p)? 

ce qui termine la démonstration du théorème 1.3. 

Il nous suffit d'interpréter les conséquences de ce résultat sur 

le développement en série en zéro de an.£ pour comparer les approximants 
m 

de Padé et de type Padé. 

Ptraphi&té 1.4 .  

Si g est un polynôme de doh , 

Si g est un polynôme de doh , l'approximant de Padé de f est f 

lui-même à partir d'un certain rang. 

m 
De même, l'approximant de type Padé de f de dénominateur IF (z - zi) est 

i= 1 
f lui-même, d'où le résultat. 

*n+m n+m En particulier, on retrouve : 
m (2) = v (2) 



P t t a p ~ é ; t é  7 .5. 

Soit f vérifiant les hypothèses du théorème 1.3. 

%n %n ' ~ n  
soit o /vn = (n-l/m)£ et (v .f - w  ) ( z )  = 1 a; zp 

p>cn 

n %n %n- n P Soit P /Hm= En-l/df et (Hm.f -pn)(z) - 1  a z 
pbn+m P 

p = n + m..... 

en prenant les séries, et en identifiant les ternes de même degré à partir 

du rang n : 

Enfin p est quelconque vérifiant 1 u 1 > p > 1 u ~ + ~  1 . Donc on peut choisir 
m 

p inférieur à 1 si lu 1 < 1, c'est à dire lzmcl m+ 1 1 > 1 .  



Dans ce cas, liman = 0 . 
n P 

L'emploi du polynôme générateur v(z) n'améliore pas l'ordre d'approximation 

de l'approximant de type Padé, mais les premiers coefficients non nuls du 

développement sont uniformément petits. 

2 .  CAS OU LES PULES SOM CONNUS PAR APPROXlE4ATlON 

D'après le théorème de Montessus de Ballore, si f est méromorphe 

dans un disque lzl < o , holomorphe en zéro, avec m poles zi, les poles 

- 1 
des approximants de Padé rn,m] tendent vers les z = u - f i i 

Pour alléger l'écriture, on fixe n et on appelle xl...x les m 
'b 

zéros de Pm avec Pm dénominateur de [n,m] . 
Soit v(z) le polynôme générateur de 

On suppose que les (ui)i=l..m 
sont connus par une suite d'approximations 

('ik)kao , et on va envisager les approximants de type Padé de polynômes 
m 

générateurs vk(z) = Ii (z - yik) 
i= 1 

Soit f une fonction méromorphe dans le disque 
Do 

holomorphe en 

i zéro,ayant m poles 1 .... z m y et soit m suites (y ik ) k2O i = 1 ,  ... m con- 
- 1 

vergeant respectivement vers z. = u 
1 i 

n 
On suppose que Pm est de d o  m et a m racines x 

l...xm 



'-lJ 
On appel le  : 1 ak zP = vk(z) - f ( z )  

nbO P 

a l o r s  on a 
k 

a = a  + O ( v k )  p a O  
P P 

On pose ' ik = X' 1 - Y i k  

Par hypothèse l i m  yik = u. 
k 1 

D'autre p a r t ,  s i  n devient  grand, x. - u. tend ve r s  zéro , 
1 1 

donc : 
V E ,  N , K  n  > K e t  k > K =- l u i k ]  < E 

k 
= p (2) + Rm-l m (2) 

k 
1 e s t  un polynôme de dom-1, dont tous les c o e f f i c i e n t s  sont  des O(uk) 

d'où k 
a = a + 

P p 



La démonstration consiste à considérer qu'une approximation de z .  I 

est une approximation de x . On peut penser qu'il y a des suites (y. ) i ik k 

meilleures que d'autres, notamment celles consistant 24 trouver y ik comme 

approximations que x (n fixé). La suite (yik)k trouvée par le q.d. algo- 
i 

rithme devrait donc avoir de bonnes propriétés. 
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