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INTRODUCTION

L'objet de ce travail est 1'étude du comportement d'une coque
ceylindrique élastique.

Le but essentiel est de ne pas faire a priori d'hypothése du type
LOVE-KIRCHOFF et aussi d'introduire les conditions sur les forces extrémes
pour déterminer la solution sans avoir recours & des techniques de couche
limite.

Dans le premier chapitre on rappelle les &quations générales
régissant la déformation d'une coque quelconque en coordonnées curvilignes
orthogonales; on établit, au Chapitre II, les équations correspondant & une
coque cylindrique élastique.

Le passage du tenseur non linéaire des déformations au tenseur
linéarisé, en coordonnées adimensionnelles, fait ajparaitre deux infiniments

petits € et M9 1iés a la coque :

€ = h_ _ demi-épaisseur
"R rayon moyen

M = borne supérieure (sur la coque) de la norme
du gradient du vecteur déplacement .

. ' e U =. — -— = . = ‘— 3
Si 1'on pose u,(‘x)e)s): u(x)6’5,£>) w = wg e (=13 )

od U est un déplacement caractéristique

et WXm = longueur de la coque) = P ——
L (L g qQ s -5 h h Py

on voit dans le deuxiéme Chapitre que le fait, en Elasticité lindaire, de
négliger les termes d'ordre au moins 2 en ) améne i comparer UJ & eth)
et & faire 2 types d'hypothéses

La 1ére (utilisde par RAILLON cf. Bibliographie) est :9*@«(4)

et la seconde quisera adoptée dans ce trhavail i savoir

g indopendant de m ot U= OCEY .
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De plus la dépendance polynomiale de U en & ameéne i rechercher

app—_ .
les W/ sous la forme :

— ...C) - -
(1) wg(e,=,8, e)—ZEm (6,%,% )

MmO

Comme on étudie le probléme de 1'équilibre elastique en termes de

contraintes et de déplacement on pose par analogie : ( G = c-._-s )

w——— N _—-;(n
() T5(8,%F,e) = Z e™ 5 (8%%)
Dans les Chapitres III et IV la substitution de ces développements

dans les équations du probléme linéaire montre que nécessairement on a :

. -0
) ) S = ) g%
W' (6. % - -— L m
¢ (6% % anzo !
it - - 9'5'()
o (9% g)= — iym /T
Cy 3 J%) peppy m) d
) *\cw\ - (n)
et 1l'on obtient des relations de récurrence entre les ‘:ém et e
-y
A . . . (“)

On a établi les relations qui donnent les Q,, (6’\«]) a. (Q x)
en fonction des '&Zc ° (e, 3'() qui sont les "déplacements de membrane"
classiques correspondant 3 h=o (contrairement aux déplacements de la

- CH - . »
surface moyenne Z &' a c s(.6, ) qui dépendent de h ). De plus
“—

a4 1'aide des &quations d'équilibre, des relations de compatibilité& et de la

loi de comportement, on obtient des relations aux dérivées partielles définissant
— ) TW ~ (a)
les ““ et @, mtnl en fonction des ¥ . et A . ‘oLq¢net 0% m.
"3'" "ﬂ’\< ¥ ) (v'éP tp ) q p<
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Dans le cinquiéme Chapitre afin de pouvoir comparer les résultats

avec la théorie classique des coques, on détermiﬁe les forces et moments
habituellement définis sur la surface moyenne et on rétablit les équations
! d'équilibi‘e pour ces quantités.

Au Chapitre VI on étudie les coques cylindriques "minces" c'est-a-
dire que dans les développements des 673' et W, en puissance de % et %—
on néglige les termes (%4 %)? tels que °¢+\>a%

En utilisant la 21— périodicité en © des solutions (développées

_en série de Fourier 3 co8fficients fonction déa: ) on déduit des équations
d'équilibre un systéme différentiel linéaire qui permet de déterminer les
co8fficients de cosn® et svnnd comme .solution générale de ce systéme
(qui dépend de % ).

On prend alors en considération les conditions (en contraintes) sur
les foxces ‘5:2"1 et 4 1'aide des relations de récurrence &tablies au

: . o ) R
Chapitre IV on détermine les "'8“‘ (G,x;) et les Cl-cm CG) x\ a des
constantes d'intégration prés.

En tenant compte des conditions sur les facesx=0 et ==L on
montre que l'on obtient autant d'équations linéaires que de constantes d'inté-
gration ce qui, en général, assure leur détermination et la convergence des
séries de FOURIER compte tenu de leur dépendance en m. .

Si 1'on réfléchit & la démarche suivie on a déterminé un champ de
contraintes statiquement admissible et-@n champ de déplacement associé cinéma-—
tigquement admissible, c'est—a-dire la solution du probléme élastique posé.

Au Chapitre VII, on aborde le cas des coques 'moyennement épaisses"

(Q-)Q 23) que 1l'on peut traiter par une méthode analogue qui donne la solution

du probléme posé comme dans VI, le systéme différentiel en 2 é&tant d'ordre

3
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plus 8levé que celui de VI.

Les relations de récurrence assurent que cette technique peut &tre
étendue aux cas a\i—?) P > P entier 3‘\' au prix de la complexité des
calculs.

A vrai dire, au début, ce résultat nous a un peu effrayé car il
semblait dire que tous les calculs qui tenalent compte des effets dits
"de couche limite" pouvaient &tre &vités : en fait, une lecture attentive
des divers ouvrages traitant des coques nous a montré que, par exemple,
on y cherchait —J-’ sous la forme

o0
w;(%,82) = - w?)(é,z)

Mn<co

ol le terme u.fo)ce)z) est le déplacement de membrane (h:o :‘5)
Autrement dit, on suppose dans ces modé€les gque la surface moyenne se déforme
indépendamment de 1'&paisseur de la coque.

De notre cbté, le déplacement de la surface moyenne s'écrit d'apres

(1) et (2)
m n)

=
h
w,(x0y0) = = (.E @, (8=

M=o

qui, luil, dépend de 1l'épaisseur de la coque. Evidemment notre méthode introduit
plus de co®fficients inconnus que la méthode habituelle mais ces co®fficients

permettent de tenir compte de foufes les conditions aux limites.



CHAPITRE I

RAPPEL DES EQUATIONS REGISSANT UNE COQUE
EN COORDONNEES CURVILIGNES ORTHOGONALES

I.1. NOTATIONS ET DEFINITIONS.

Soit (?3 1'espace affine euclidien de dimension 3, rapporté au
repdre orthonormé Q(O;?‘:) , de coordonnées cartW®ésiennes ;ﬂ' , et soitE,
1'espace vectoriel associé.

3(83 » le domaine occupé par la coque a 1l'instant t,
de point générique x et de frontiére ?@

2‘\(’0 est 1'épaisseur de la coque au point X .

S la surface moyenne de {f .

&o ) 330 et S° représentent respectivement la coque, sa

n

frontiére et sa surface moyenne 3 1'état "initial b=@ (ou 1'état non

déformé).

I.1.2. COORDONNEES CURVILIGNES - REPERE LOCAL.

Le point P de @o étant repéré par ses coordonnées cartésiennes
sd’ on appelle coordonnées curvilignes sur &o toute application ? de

R‘_& dans R3 telle que :

(35)'»——‘1—’—-1»@&.:%‘}'(‘53‘)

(.) 'T est définie, bijective et deux fois continfment ddrivable sur % .

(..) Les lignes coordonnées I olle ne sont pas toutes des droites.



Ainsi, tout point de la coque est aussi bien déterminé par ses
coordonnées ;': que par ses coordonnées ¢, : c'est l'intersection de trois
et seulement troils lignes coordonnées.

g=2% - ,
Les vecteurs 3 fned tangents aux lignes coordonnées, forment
v oxe
une base de l'espace vectoriel E3
. g ~ 2
51 de plus les 3': sont deux g4 deux orthogonaux, les coordonnées

e . N - <
curvilignes sont dites orthogonales, et on assocle & la base (a.;), le repere

local au point considéré, dont la base est formée des vecteurs unitaires des
-
Y

. -ty
Soit < 1'un de ces vecteurs et ‘i;’ &module, on a alors
—>
-
9= h;et = T,

N pour (=+4,2,3

- . . P -
et tout vecteur W d'origine :E s'éerit

- - o~ -ty
V= bhye "‘zvzc:. + "3"3"3

Pour traiter les problémes d'analyse tensorielle en coordonnées

3 . - . *
curvilignes orthogonales, il nous faudra calculer les dérivées des vecteurs C‘;

et les exprimer par rapport au repére local a('P) ‘c-z) .

- —
On pose : (C' )~ = ['-. =C:l .C;
ol les I"‘;Ok sont les symboles de Christoffel de premiére espéce et 3 partir
a — —
du fait que ?.-» = 3‘1' et T.. =P on obtient les
. v G5 = Oy 28y = L3

relations suivantes
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I.2. OPERATEUR GRADIENT EN COORDONNEES CURVILIGNES ORTHOGOMALES

= =>
Pour un champ de tenseur donné t(?) ,» 1le tenseur a(m\? obtenu

par dérivation, est 1'@tre mathématique invariant dont on tire par de simples

opérations d'algébre tensorielle, tous les autres &tres invariants de l'analyse

tensorielle.
=
Par rapport au repdére cartésien a(O)éT;) , le tenseur al’uc\b
= -
s'exprime par le produit tensoriel : b)égg

Pour pouvoir l'exprlmer dans a(‘f c,) , on utilise d'une part

que : Gé" thek , et d'autre part, que l'on a :

_.;. 'b'? 'E‘P ‘zvzk ‘.\"“?’*L (pas de sommation sur
3 3}3 3’(‘ ‘33‘ k-b’& eaws 1'indice k ).

d'ol on tire que se—m—exx _i (pas de sommation)
et 'nA t = 2 e, = ';‘-
3 ,9%

Si de plus b est un tenseur du second ordre,
t t QC* ) :
=p- - >
gmel t= ..‘.?__. AN C.‘.G?g] L ® Ci
- My 2
- 4

- ]“;[t‘é;k +te;['ecutaef€g.]é'€e‘c'{eét

solt :



> by
(1.1-2) 3mc\¢§k=f;[};;+ Lo, [-?jik “'t':erea"i ]

(Fos olv, sommc\.,\‘icn LV \)t't\édltk, 90\;‘0%“2,' \: ) .

a) Gradient d'un vecteunr
' -

Soit W un vecteur de E , donné par ses composantes

3

—ty
la base €. .

On a :

grod, T = { :$+%Q~] =V;®

I-.

= b Mt bt
hy * hyhg  hihy
> h
(I.1-3) (/u"): L2 - & WQ,

hy  W,h,

had
V,ﬁ(i@ -':f- f“ﬂ; .

u .

[

dans

Les 6 autres composantes de 3\‘&4&? s'obtiennent facilement par

‘revmutations des indices 1, 2, 3 dans les expressions précédentes.

b) Divergence d'un tenseurn du second ondre

Le tenseur divergence est obtenu par contraction de 1l'indice de

dérivation avec 1'un des indices du tenseur, dans 1l'opérateur gradient.



En général, on contracte par rapport au dernier indice du tenseur
et dans le cas d'un tenseur du second ordre, les trois composantes de

a=>
cl.‘,'-t » Se mettent sous la forme :

=
(I.1-k) Aivbb - .a- ‘2\' % + teb 1_2‘13. + th Peé‘& .
>

¢) Rotationnel d'un vecteun

. —> P .
Le vecteur rotationnel de . résulte de la double contraction du
= —
pseudo tenseur de Ricci &  paer le tenseur ame

d) Laplacien d'un tenseur du second ordre

Le Laplacien s'obtient par une double contraction par rapport aux
- - . . *
indices de dé€rivation dans le tenseur Srad(smd t ) .

On développera les calculs explicites pour les équations de

compatibilité.

1.2.2. ETUDE DE LA DEFORMATION

Sous 1l'action, d'une part des forces :
.

(+) de densité surfacique F; appliquées partout ou en partie a 3%0

Sy,
(++) de densité volumique F appliquée a 8
P o

iy
et d'autre part, d'un champ de déplacement u.d , imposé, partout ou en partie

2 €,



ea coque % subit une déformation caractérisée par une appli-
%

cation § de QXR-‘. dans m , telle que :
¢ 8 XR B, - |
(%, &) v §(‘x,t)_x ot §(3E,)—'3%
X“ -l-u,(x,k)

on a :x:(‘X4’ vc,,) 'Z)) et t’ sont les variables de LAGRANGE

X=X ) Xa Xg)  ©F & sont les variables d'EULER.
- A

L'hypothdse que la coque est constituée d'un milieu continu, implique
w - el
que W, est une fonction de classe de P& o
Le principe de non interpénétrabilité de la matiére, postulé en

mécanique des solides, nécessite que § soit un difféomorphisme global dete°

sur §(?°’t) et que § préserve l'orientation.

e (x) = 280 'ag

v Dx Dz,

On pose :

—
D'aprés les hypothéses faites sur § , les trois vecteurs G;,

sont linéairement indépendants.

En plus, le fait que § oréserve l'orientation implique que :

Py

Jey=Dek (,:—%i) >0 Vx e €,

? *
& 12 matrice de composantes (.—.—%) pour A% f:)% £3

est inversible,On pose G%(a.)" G %‘s et 1'on a

G :N(G.:é):: Je(") .

a) Conservation de £a masse

Soit dV(x) 1'élément de volume au point o€ dans e et

AV(’.&) 1'élément de volume déformé au point W .



T
Onea:

dV=[G,- (G,AG)| 4w = | Det ()] dv
= I@c} Av = ‘[é:)dv .

Soit ro(x.) la masse volumique au point 2 de ?o , et ?(x.,t')

la masse volumique au point X:é(x)l:).
La conservation de la masse d'un €l&ment de volume arbitraire U,

de e& s'éerit, en variable de Lagrange, sous la forme :

Yy, c€, | f AL dv(z) = f p(=,t) dVizy = ﬁ(w,k)@t) v
v, &, 3

d'ol, ponctuellement :

(I.1-6) ?(m,t)‘] Gt = Y',(z) = I(:r,l'}. ?('x,t) .

En variablesd'EULER, la loi de conservation de la masse s'écrit

V‘\TC € i—: ﬁ(X,k)JV(x) = oﬁ;é[?@(zﬁjt) I(z,l-) dwix)
v

Avec :.‘_EI&’*) = j(?j*) ‘.":M‘xm%")
En rejportant dans 1l'intégrale on obtient :

gi Z‘_a_: X 00 4 plot) don @) ]J(x,v) dor )
38@) )
= Sl + @]9,

v



d'ol ponctuellement :

Cid &% Jfo\rx ((T)')zc

(T.1-=7) >t

b) Tenseur des déformations

La déformation de @9 en é(&) ge traduit par le fait que la distance

de deux points Y) Q infiniment voisins dans ?o , est différente de celle

de leurs images QCP) et §(_Q) dans éceas

Soient :

R, = A®QR) = Vdx d=,
4o = d (3@, 3@)=\ax, X, .

S e F ->
D'aprés les définitions de s W et %\'OALL :

o\Xb: al'::,c + O\“’«. = A'ZL‘ + wck(l:Bka

vor A€z daxpdu; + | Grad @+ GMAH@] doc dox, 4 .
+ Grad @ Grod (@) ddx,

qu'on pose sous la forme

2
d€® = dl) 4+ 2T, (Ddxsdn,

les \6(/\(((1‘\ sont les composantes d'un tenseur symétricue du second ordre

=>
'5(({) : c'est le tenseur des déformations

avec



B fid= ,,(w) +V, 13(w))

¢<1
l.\.

2
(1.1-8) ~6 ( Y= :(a_ [ V (u,)...Vsu)V(u)-\—V (@). “(u.) 4-23&) Vaux)]

=

Les autres composantes de K(R) , se déduisent des formules précédentes

par des permuations circulaires des indices 1, 2, 3.

2.2. EQUATIONS D'EQUILIBRE

Soit u un &lé&ment de volume arbitraire de la coque e , de surface‘
“C
extérieure régulidre JV et soit ‘lr sont complémentaire par rapport a e
p s . P ?J'C Qr
‘b‘ est en €quilibre sous l'action des forces exercées par surr
et des forces de volumes appliquées & D .

Le principe fondamental de la dynamique appliqué a 7) donne :

f[f £ ROOE Ve + [[Tox, mydst = 3l VixpaVix)
VU ‘U’

j /] XA Q(X) Y‘(X)AWX) + /X AT()( ) 45)= - Iﬂ. XAe(X) V(X,\-) AV()()

&)
wee  T(X,@)= 2., (0 vy (02
=

ol Z (X) sont les composantes du tenseur de CAUCHY Z

Par la sulte on se place dans le cadre de 1l'étude statique des déformations
—_—
—»
des cogques, i.e. V(X,{-):O P Vxe€.

Le systéme (A) donne localement :
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?2Z (x) (x)F(x) o
3"3 e
(I.1-9)

Zc;()o = Z& 90

(1.1-10) ZLA(X)'na“(X) = SC(X) sw?‘e .

Le systéme I.1-9, représente les équations d'équilibre écrites dans
la configuration % . On se propose de les ramener dans la configuration ?o s
qui est supposée connue. Pour cela on fait 1l'hypothése des charges mortes
3 savoir : ’&;‘EEC:)) ::'&i@z) ‘)\{2;€;€z, .

La premiére &quation du systéme I.1-9 se transforme de la facon

suivante :
2%, ‘?ch(x) & (£, 8)@y = o
75)(5 o, 2513‘>

gquation qu'on peut mettre sous la forme :

Z (5@)]4*? fi=o

—azk

en effet, on a :

- > = =\ .
BaL“[CI(Y”“"] 2_16.6,08,).(6 -e—sﬂ

-DT\‘

- (@8 [28.EE)BEE) 6 2]

-l-j('x). (:%%k' —;5 b
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— L.
avee ?G" _[: Lk G. 5 ‘aG — !.1 Q G

2 [T r Ix)(e.e_ ) - T 7, (645 ) =o.

d'od

=
On introduit ainsi Lo preméer temseuwr de PIDLA-KIRCHOFF, O , qui

a pour composantes :

Sk“‘ Ix) Xg Z (é(z))

Les équations d'équilibre s'écrivent alors, avec S .

‘35& ¥_ _ =
-3,:" +fo L= ol © est un tenseur non symétrique.
: . F . Ky
Si 1'on désigne par la matrice de composantes =
= dx),

S vérifie :
. 2> => __ = T
EF - T =Tz ; S=TZe.F)

-—lp.
On introduit Le second ftenseur GC’I-) de PIOLA-KIRCHOFF afin

d'obtenir dans les équations d'&quilibre dans % , un tenseur symétrique.
Po-_ S

Pour cela on prend ¢ de la forme :

6 = I (E' )CZ@O (F) ﬁ.?@

P . - : A . o e .
qui vérifle bilen 6" — « 3 , et les équations d'équilibre deviennent :
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5
2%, S é“)"'?o =0

=

dans %‘,

9

avec

Foo S, 42
Y’ | (] ’3’:5

Remarques : (1) dans le cas F;_.s: 8‘8 , on retrouve bien les équations
d'équilibre classiques.

(2) Les conditions

Z5 O N; 0= 00 —_—1

deviennent

F'(—L> RCS n ) =96

dans l'hypotl;lise des charges mortes %\:()0 0\[‘00 = é{ (2-> d\G(x)
ou & UOO )N(X) et ch(‘X.) ) 'ﬁ:(-x) désignent respectivement les

8léments des surfaces et le vecteur normal en X aé‘ﬁ et en = aBCeo ).

2.3. LOI DE COMPORTEMENT

Pour résoudre le probléme d'dquilibre des coques en mécanique du
solide déformable, on dispose jusqu'ici de trois &quations d'€quilibre et des
conditions limites, pour neuf inconnues qui sont les six composantes du

tenseur contraintes et les trois composantes du vecteur déplacement.
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Les six autres équations supplémentaires qu'on va introduire
permettent de distinguer, par leurs propriétés mécaniques particuliéres,
les différents matériaux qui entrent en jeu dans la construction des coques.

On utilise la loi de Hooke; pour cela on fait les deux hypothéses
suivantes

H 1 : le matériau qui constitue la coque est &lastique, homogéne
et isotrope, i.e. il existe une relation linéaire biunivoque entre le tenseur
des contraintes et celui des déformations.,

H 2 : Il existe un état dit "naturel", ou non déformé, pour lequel
les déformations sont nulles et qui servira comme configuration initiale pour
mesurer les déplacements (Etat qu'on a appelé %?o ).

Avec @es hypothéses, la loi de Hooke s'éerit

o = 2p Uy + 2N(%,)8,

I.2-6
Y . > NIRY ¢ 3 U Y .
X“b - Q'TA-SEB e Cs-\’:k\g‘g = "EO',';a h Ecsl\r.\) gog

avec

E - }L(‘S\J\'Zy.)
- My

module d'Young

et ( X et “, ) coefficients de Lamé.

4 X
2P

b Vg coefficient de Poisson.

1.2.4. CONDITIONS DE COMPATIBILITE

—
En se donnant un champ de vecteur déplacement W = U-(;EZ avec
. <
W= u; () 4 fonctions continues de classe e dans @U é@ on
. a »
en déduit les neufs composantes du tenseur GWAxw et par les relations

=
IT.2.1. on tire les composantes du tenseur U des taux de déformation.
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Le plus souvent, c'est le probléme réciproque qui se pose, & savoir :
peut-on se donner arbitrairement les six composantes 7):3 (LZ) et @'en
déduire les composantes &, du vecteur déplacement ?

La réponse est négative, c'est-d-dire que l'on doit vérifier certaines
conditions sur 1(5—.> : les conditions de compatibilité.

—

Le champ de tenseur symétrique D Ztant donnéd, par exemple, il est
évident que ce champ ne peut &tre arbitraire car les six &quations entre les
composantes de -u? et v ne comportent que les trois inconnues &S
(du vecteur déplacement) et par consdquent ne sont pas compatibles en général.
g

Soit le pseudo tenseur de Ricci de composantes

By = 3 Moyt vae]

E,_')' ke

== =
Effectuons le double produit contracté de t A par %’d‘
. -
N BT R [EAL-\ Oy T EANMEE +(Exoq Wt ), ]

Comme E)«)c{ est antisymétrique par rapport a L et & et que

W oa est symétrique par rapport 3 ces mémes indices on a :
)

d'old
-4
EN‘"‘XC&M =3 [Excq“‘ jat Exca (Lot k)ﬂ]

Une nouvelle opération analogue & la précédente donne
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Eaca Epgp T30 = e[E’““‘fe\*b%{ Guap *gue a“)owg '

De méme, comme Er_ék‘ est antisymétrique par rapport i A' et(b

et que u_c) S’QQ’ est symétrique par rapport aux mémes indices on a :

d'od :

| . .
Byoe Epgp Sog,ap T 3 Eaca Zpgp (Lox ) mp

relations qu'on mettra sous la forme :
. W, —
.21 E)u.@ I-Lém[ "A’) %(u"’)\‘ é,)k>J€m]-O *

Ce sont les conditions de compatibilité.
Le systéme I.2-7 est symétrique par rapport a X et ‘A , donc

correspond & six équations pour PN et ‘,L prenant les valeurs 1, 2, 3.

Cas Tinéaijre

Dans le cas de la théorie de 1'élasticité lindaire, c'est—a-dire
sous 1l'hypothése que Gmdx'd: est uniformément borné Svr gua%
par un réel '9 trés petit, et qu'on néglige les termes d'ordre '7) } L> i

'U(EC) se réduit alors i
E(@)= 2 [Crad @ + Creh 7 T

€ (@d= é (““‘))} + u*z‘;i> .

avec

Les &quations de compatibilité, deviennent
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. =0
I.2-8 8);! svvsm 8G8)Qm J

e};En développant'ces 8quations se mettent sous la forme

I.2-9 l.o.‘: 4 +§rc\d (3;_.“ e )= Grad (dw? ) + Grad(tivé)

avec

EI = Tro.co. (,E) .

=>
En remplacant le tenseur € par le tenseur des contraintes, tiré

de la loi de comportement, les conditions de compatibilité en contraintes

s'écrivent sous la forme :
-
Lops — Grd (&) - Grad Qv &)

) as :'.':o
I.2-10 bY '-; ‘0?(%3 +%§;i’:}\h GmA(ngGI)

AL p

=
avec ® tenseur des contraintes et G‘I sa trace.
Les relations I.2-9 et I.2-10, sont des égalités, compte tenu des
équations d'équilibre, entre tenseurs symétrigues du second ordre, donc elles

se réduisent 4 6 équations indépendantes.
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CHAPITRE 1II

ETUDE D'UNE COQUE CYLINDRIQUE

Dans cette partie, on &tudie le comportement &lastique, d'une coque

cylindrique t , 4 surface moyenne IS de rayon R et ae longueur L.

On utilise les coordonnées cylindriques ("'L) 9; % ) auxquelles

on associe respectivement les indices 1, 2, 3.

Les vecteurs du repére local seront notés

Ainsi on a :

vecteur normal & la surface moyenne dirigé vers 1l'extérieur.
vecteur tangent aux paralléles (lignes : T\.':\): et 1:":‘ ).

vecteur tangent & la génératrice.

A
- ¥, =rcos r= (R24X)
S §’° ¥,=cson® ov O= Am\'%.%

x§= *; =%

'_3591‘. - é:c@g +€;90¢;6 -=.e,.=:‘1,e‘-
|

— - - prng
oM _ —ram@etrande r-e.:-_"ceeg

O —

20
DO0H — -
M -
PO __ — e’_ —hxek

—l iy T s,

% X,y
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d'o;i :
"1‘-,-'94,‘:4 ’ ans c\g =T ) %'3='Q‘!=i

(I1.1-1)

IT.1.1. TENSEUR (B'RAQ(E EN COORDONNES CYLINDRIQUES.

— -
Soit U =Yg €. le vecteur déplacement en coordonnées

. e
cylindriques avee Wy & uﬂ,(") e) \"> de classe € (au moins).
D'aprds les relations I.1-2 le tenseur Gfﬁdx w a pour

composantes :

V@y= = q@=22 )= F
Ty Lo oy Ao . =4 g
V)= :‘F[’{é““"]ﬂz("‘)‘ 'F(%*“‘O/ D=35g

- 3“'3
- 2w . -\ -1 Y )= — .
V(D)= = V%(. = 5= Y, (=52

—
I1.1.2. COMPOSANTES DU TENSEUR [-] DE DEFORMATION.

w)
D'aprés la définition I.2-5 les composantes de n(u‘ , en coordonnées

cylindriques se mettent sous la forme :
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(I1.1-3)
X«(w):: 5-;.1 + :’: [(:"‘}) + r@( ")
- ? o B e ‘auz + 22
B (0)= g‘ ;"::z‘ + :‘F%i = 9%_;]*. A D NG >= S

'60-4

\6 )—-"‘ 2 'bus] Bl 428 "U"‘>+ > o

>|oeor 2O

won=afg o] G+ G2

'auw.
~y__A [P A0 20y ug , A B (M) ]
3;%(,;,,)..% % ?S‘e’]’*é‘[—av T2+ 38 ‘
? 'au '3“3 ]
¥, @)= a=+3| (52 ) 4 (33 =)

avec

X
it
o(

GH L

IT.1.3., RELATIONS CONTRAI’NTES—DEPLACEMENTS

Les relations I.2-6 écrites en coordonnées cylindriques, donnent les
composantes du tenseur des contraintes 2 en fonction des u.b et leurs

dérivées.



et
i /ksl

(I1.1-4) z
zZ.= (Mar)—a'“ +X[—*—-(?l§+u4) ].;.7**21* WA (B, )J
t2 [n 36 ‘““* > z} + "‘) )+ (3% @a%)a]

%, = O (2 d N (@) 22 [ (B G+ G

{(‘Mm,) Cy_,ﬁ) (2_"_3) ( >3 A (‘au >?' + 4 C%&y,]

a2 33047 T REAGE]

v 28
@ (P e G A G+ £ G ]
Z«“ 5T (ﬁ'“@)] t ‘“[??2& *‘:L w) £ 2 2

uy %y o JELY u, [u P24 2w
ZA% \”[*oz. »r]"'\"[‘or S8 35w 2 B

Uy 4oL '3“3 DU, Ly (202 Pus B

2z T8
_ E ' 3 = Ev
=30 7 Ore (1 2)
[ 0w N ]
A ) 2 (X+w)

N f
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II1.1.4. EQUATIONS D'EQUILIBRE

Les relations I.2-2 en coordonnées cylindriques donnent :

(II.1-5)

[-2 200N
-1
'BZ‘W 4?231 }2‘3 Z«z . F - Q0
S tEse ves TEEC YR

s 4 ¥y | 2233 243 E,.=0
Sv tv 38 TS e

M

- -

En remplacant les 2c~par leur expression tirée de II.1-L, on obtient
les équations que doivent vérifier les l&d et leursdérivées pour avoir

1'équilibre de la coque.

I1.1.6. CONDITIONS AUX LIMITES SUR LES FACES Z=*X ‘\.

-—-’_‘,
On note '? (e) x,gy= f,'k:h):(?: )T;)P;) le vecteur force

de surface, appliquée 3 la face extérieure de la coque.
Py ol
Cette face a pour normale extérieure 'h..(’\, O)O) , et le

vecteur contrainte en un point M  de cette face s'éerit sous la forme :
-
TURY= (2,6, Reb) T+ 2, (1,8, Reh) 8 + S, (2, 8Ren)E

d'ol les conditions aux limites sur cette face :
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ZM (2.,9,\?-\-\1):?: (%9
(1I.1-7) Zﬁ(z,e;k*hs:?: (%,®)
E«s (x)g)?*w:?: () ®)

De méme, si on pose ?"(e) z)‘R_,\.‘):(?;) .?; )'P;) le vecteur
force de surface appliquée 3 la face intérieure, de normale w C’ﬂ) 0, O‘) .

A la limite quand w —»-h on obtient sur cette face :
241(7‘) 6, R-h)= — P (% 9)

(11.1-8) 2, (x,0, R-K) == Pp (x,9)
2., (%8R- N = =P, 0, F)

IT.1.7. COMPARAISON DES DIFFERENTS PETITS PARAMETRES

1) INTRODUCTION

Dans la théorie des coques, ces dernidéres sont définies comme
domaines matériels continus tridimensionnels de %3 , dont une dimension,
1'épaisseur est petite devant les deux autres et devant les rayons de
courbure de surface moyenne de la coque. Ceci introduit deux petits paramétres
adimensionnels, 1iés 3 la géométrie de la cogue.

Par la suite, nous appellerons ces deux petits paramdtres paraméiies

géometrniques de La cogque, qu'on note :
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rapport de la demi-épaisseur au rayon de courbure

m
1
Rl

minimal.

i

= b\: rapport de la demi-épaisseur & une dimension principale L.
La théorie des coques fait des approximations qui s'expriment sous
formes d'hypoth@ses cinématiques, dynamiques, géométriques ou énergétiques,
ce qui a donné naissance 8 de nombreuses contreversessur la nature des hypothéses
introduites et sur 1l'évaluation des approximations faites dans chaque cas par
rapport 3 la théorie tridimensionnelle non lindaire considérée comme exacte.
Une des premiéres difficultés, est de donner les ordres de grandeur
des erreurs commises sur certaines quantités en fonction des petits paramétres
€ et € , ainsi que l'ordre en €& (ou 8 ) 3 partir duguel on doit
arréter la lindarisation, tout en gardant au probléme sa globalité en Eéquations
d'équilibre et de compatibilité.
En plus, 1'@lasticité lindaire classique introduit un autre petit

paramétre "mécanique” S0P M

- ox | Vi (Z60) 120, (<7
'9 = *QB \:,s 5 \ 18

d'oll la nécessité d'étudier les corrélations existantes entre ces trois

petits paramétres, avant de passer & la théorie linéaire des coques$ ceci

fera 1'objet des paragraphes 2, 3 et 4 suivants.,

2) VARIABLES ADIMENSTONNELLES

Afin de faire apparaitre dans les équations les deux infiniment
petits gbométriques, on introduit les variables sans dimension de la fagon

suivante, en coordonnées cylindriques
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Soient L = Longueur caractéristique de la coque
R = Rayon de la surface moyenne. §

U = Déplacement caractéristique de la coque.

zh

L'épaisseur.

O = Contrainte caractéristique (on pose d":_%’- ).
et on introduit les variables sans dimensions suivantes
= % z-F =R g% . FZ.= SN
FELTOFWIFTR ) VTV /TR F

Par la suite on écrira le probléme en variables, en variables

a@dimensionnelles, ce qui fait apparaltre les deux infiniments petits

b

géométriques g:ﬁ et o= h
. +
Come & et O  sont de méme nature, il existe (3 € R* tel
que S-‘-’-it’ , ol le coefficient (? permettra de classifier les coques

selon le rapport du rayon moyen & la longueur caractéristique au point

considéré.

Remangua :

Contrairement aux coques gquelconques pour les coques cylindriques

b

le paramétre € = — est un paramétre global.
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IP@ |

On peut donner une classification des coques (en général) suivant

les valeurs de (9

1) correspond au ''solide déformable",

2) correspond aux coques infiniment longues,

3) correspond aux plaques,

L) (e= % et D=4 ) correspond aux coques de mémeslongueur et rayon moyen,
5) correspond aux coques cylindriques couramment &tudifes,

6) (<A coques peu profondes.

I) domaine limité par les droites €=a avec o trds petit, correspond
aux membranes,
II) compris entre €=a et £=b% avec b <0,% correspond aux coques
" " 2 . z .
moyennement"” &paisses ou épaisses,

III) compris entre €£=b et &£=A4 correspond aux coques trés épaisses.

- - bl
Dans le cas des coques cylindriques e rayon moyven constant et
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d'épaisseur constante, si on prend L = longueur totale de la coque, on a :
o= h. h R
T LT R L
on pose t=L = constante caractéristique de la cogue.

Ainsi on obtient que 9= k. & ,

avec k = constante finie.

3) RELATION ENTRE LES PARAMETRES € ETW

- d
En &lasticité lindaire, on définit la tenseur € 1inéarisé des

défogations, en négligeant les termes d'ordre deux en M) dans le tenseur

E) avec

(I1.1-9a) 'y = MSL:;? {‘V‘a(alﬁl)l ) *5-"‘))‘$3}
€

Donc on pose que :

B“’«){_‘. A (Y4 _,, )2' 'b\.\a\) O(,f.)

or &
| T B+ & B - 132 HS = 0 09)
R e v 22| %)= o)
LYzl H(E)s o0
'u\,\ Pu;, " ';ug,\ “oe +u “4_‘%% ‘au.a\: o(q)z)

'W,)z [\ 'b“s)z - 0 z)
h n? 854 o



27

D'ol en variables adimensionnelles :

Vo g (2]

Uei A '}G) N (%an_az
R 3 (e e3)2\
HEE L TR E R
_é-z.[£z 3 k)‘-&és)z R}
+ %i me\\%\;;\\ ___0(3‘72)
€ ox |
B I B e T o | -
Rl ge 1 23 11 231 (axeg)tt ™1
%2 W3 M % -0 &)
e \ zn‘?\ \ zo?\ \
y_z.g -A-zlzuéz* 4 _ M2 +G1\ _Eg_a 7’_":32? _
R2 L EXTT | (a+e3)"] ® L
THERLAL IS mz. WM, a\ § |\ ug
T’R‘{[{é“ﬁ'“ 3 | &3 w o4t el\n\
.__zil Ng|? { "7\:3 8 ﬁ?‘\z] =
Lpz £2 1773 [egeg)?l @ gz |
On pose

AR L AR PAETE SN KRG

G, 4,8
(D-4-084)

avec K = Joli‘_;]o,fﬂ{'lvl-i-;'ix_.

Les expressions II.1-9 sont alors majorées par :

£z

2 —
2 [ L . ._4_...._ & _%_ V', qui doit &tre de l'ordre de /V] ce
£2  (a-€)?

qui nécessite
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o) Uzlu-gzh+%q+£z 7'z : Oinﬁ

£2 (1~ £7)

A ce niveau, pour avoir 1l'ordre de U en & et ’V} , on peut

faire deux hypothéses différentes

18re hypothése :

H 1 ) On suppose que 7\ et Y sont du méme ordre.
! {

Ceci se justifie par le fait que ﬁ n'est autre chose que V‘

Zerite en variables sans dimension, et ainsi représente les variations des
U; dans \b‘xis).
Avec II.1-10 on obtient

U = Oi E(\-E)
[A -28 Ae)]"e

avec Ale) - 4. E( A4 .‘S.ZJ-i\ezEz- _S.f_z £% et & A(¢) — o avec E
&
et S: k. £

On a donce

g -0 { E(r-€)(\ + EA(G))X + 0 & Az(é\)

(TT.1-11)

Ce qui justifie le fait, prendre un développement polynomial en & ,
des composantes du vecteur déplacement, sans 2tre en contradiction avec la
théorie de 1'élasticité linéaire.

On écrira :

n ey
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de méme la loi de comportement entraine que les G-,;S h-;og,E) =

se mette sous la forme :
_ v -—tn\(e - _)
SRR > & TR

Deuxidme hypothése : H 2

Dans les expressions II.1-9 on pose que R . V) = OU.) ce

qui donne avec II.1-10 que

[ O[E’V)U-s)(i-& éA(Q))l t ok g_’-,,,z l\t(i))
si on pose V)d = & on aboutit & U = O(’V]d“) et comme on

néglige les termes en V)z , on dolt avoir :

A+ 4 & ° & >e

N |

d'ou 'V’

owee o X <4 .

"
1\ )

avec

C'est 1l'hypothése gu'utilise Y. RAILLON dans sa thése,

on se contentera de rappeler ses conclusions & la fin de ce travail, et de

-~

ne prendre que l'hypothése H 1 qui devient & observer que est indépendant

St

de & (et § ) seules les quantités v , M , en
Ria-¢) RE
dépendant.
Si 1'on suppose que ces quantités sont O (*v)) on est amené

8 faire 1l'hypothdse H 2 .
~

En conclusion on pose : 7 <z ") X "?
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ou ~] et T] sont définis par (II.1-9a) et (II.1-9b)

ol 7!" est indépendant de & et § . On a donc :

A= 0(m%) 5 F'=0(n)  Bes, LLp3e
H 1) coincide avec o= 1 , f;:a et on montre que ’7)1‘; O(E)

gH2) " " oA=0 > [5: 1 et on montre que /7)' - 0(2%()-, 0o £ 4.
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CHAPITRE III

RESOLUTION DU PROBLEME EN COORDONMEES ADIMENSIONNELLES

Dans ce chapitre on se place dans le cadre de l'hypothése H 1.

ITI.1.1. EQUATIONS D'EQUILIBRE

Dans ce chapitre on se place dans le cadre de 1l'élasticité linéaire,
avec les hypothéses IT.1-10 et II.1-11 du chapitre précédent.

Ainsi les équations d'équilibre, dans les coordonnées (X, # ’-3 )

donnent :
La premiére équation se transforme comme suit :
F J CISH T, A = =
Ly [ L BO.__” ‘ 2o, L sy - \Uu-‘?za)}*evﬁ"
R h 3 R(\+£§) 0174 L % R(Hés)
On multiplie et on divise les deux termes pomr R ce gul donne
E a G, i = = -
ful 4 20 | _d - We 5 2w, (- %)+ eV =0
Re X ! A+ €3 w 3 23 A €T
- r4
et en multipliant les deux termes par Elr+ 65\ ,B__
Ed

(A +e3) W 4 £ _'3_;'_;‘3 CREDE) W L e (5,5 ) 4 E(ueg)%fga;o

Z k. = .
On pose e R F" - F: pour Lz 1,2,3,
EU
avec la méme démarche pour les deux autres équations d'équilibre on aboutit

au systéme d'équations suivant :
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(III.1-1)

(1v63) 2 4 e 2o, be(aee) W | 8(0-§) « )R

% % 2
(III.1-3)
(14 £3) '?'_g:% . & '3:3;. » R elaesn) 233 e T+ eleeq) { =0

IT1.1.2. RELATIONS CONTRAINTES DEFORMATIONS

Les relations II.1-4 en élasticité linéaire deviennent :

M -
WA € vlgem)] e LW w2l o

(IIT.1-4)] 4 1 FUg 4 - « AU u
;z__[- __*uA]-__E.lvu v o'“+0';i)] N AU, 20+0) q\%

Rl 2
R E

En variables adimensionnelles, s'écrivent :

A

.

(e

)
;,)\\;l
]

—_ - . -\ = - g
(] 5 e A (e R g

Uy . 1 VG o T 9T ) W, AWy _ 5
~ AUy .\.U\:('\* &“\kq -v G- \70';%)’, &2 3__;,‘_.,'-& == = L (\y)E 0‘5

4}

he s g(§,-v8,»8) 5 kel L2 el s ATy
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ITI.1.3. EQUATIONS DE COMPATIBILITE

En coordonnées cylindriques, les &quations de compatibilité en

contraintes, s'écrivent sous la forme :

A RCT 2 g VAT \ - 243> , W
A TSR ";{ik%i =t w;»)" T € 3%
-2 3Fy (A% &
A~0 ¢ (, X * L ) 4 * 7‘_)
(III.1-1)

Avy ® E A4y .
(III.1-2)
= v
AG—%;*“ Pl _Z*SJ 33_‘\7 Q(L3F2+F\*B4)
A4y WX A4V X A+y o n ™
(III.1-3)
G, -
37;:_20",’) =
m‘f«)
X




(III.1.6)
avec :
AR L ¢ > . L v
N n m nt ¥t Ire
Vo Tay * Cep ¢ 0-53
En variables adimensionnelles, ces €quations deviennent
L'équation II.1-1, en remplacant 023 par % ‘“6 et
eF( Par E__L_J_ E{ , puls X par L X et 73 par Q\ 3}
z
devient :
» 0., A 2 T\ . A 2, . g? 2T
gz 3¢ e(\+€7) 73 (A< €3)* w2 Tx 2
A T — — o C
+ i?U+__9___kg-22-\‘_z'bGiz>_.‘z*sa4_1__._
Ay BB gz (AcER) RS Avv € 3

- 2 A W
il P *‘Fﬂ

_\2
et en multipliant les deux membres par 89’ ( Ayt on obtient :
P

Q\-&EE})z 2_‘5%’% 4 ELHES) _6-_;3 4 &° -bz;::\; L R et \J\*ézl) 320‘.



A4v X
(III.1-7)
La méme démarche, avec les autres &quations de compatibilité donne :
2 ’) Gz 6 e 'a O- % D G.u,
Ay € 2 A48 9 ¥22 g L VY £ (e
( 7,) 352 v & %) = 4 =y ;,) =<
1+ [ 2@ glivey) 29 | 4 o& z?_;_'-h+o'=-5]
* e [ »: %) PR ‘- A etz
oz gz(usg)(?_‘?z_ AR [s l’a(uss) E_E_]
Aty R4 A4y X
(II.1-8) _\2 AF
- v [ 2(4{5 %) ._t:l.
A4y “o'7>
- 1 q; ’36; &¢ R° Ty h£z4 §37 16;,
(M&;) ’a_—i 4 8(\*63) D* 4 (4s ;) =
2 rA —
ke2(re83)" * T _ _ 230 R s (“5—5)23 3
AV % % Asy rx
- _ — F
Asy 33




(II.1-10)

(II.1-11)

(II.1-12)

I11.2.1.

36

— _ — z ENAY ¥
(oeg) U cetivey) W o &8 2 RECeeq) T
,_)Sz 3 ox

E]*QSZ{?G.. _ Gz 2 6;'1}
R4 R i

3|2

{4+ gg)z W¥3as gu*g;a)'ba:\s v £°9 223, +%ziz(1«£‘§)z7‘zg\3

eXs 23 W Tx¢
— _ W2 2 = ‘ —
_ 28(2 3 Cps 4 U\s) 4 kel gy) O: - . E(HE‘S)zFbFs
w Av v X, EEY
_ W ER(re Y (i)
(e €3) —

2= — 2
)" X | etaveg) sy 2t Y
23% 3 %
YA

. az 82((-‘ 8%)230’23 X EZ(& ?—@. _ 6:32)* g éz(u'ij) szo.
X % Rl A+ IXW
kg% (weez)? 3_:_2_ g%+ £37) 2Fs
)= (4+£3) 2

PROBLEME LINEARISE

On substitue, dans les équations d'équilibre, les développements

suivants :

- o e L
O‘Ci (9,%,3,€) = ?n—e_w g€ UCS (B.x,%)

_ woo— () - -
W, (8%3,¢) = Z—V E7. U (8X3)
el
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L'équation IITI.1.1. devient

= (n) | o (W) kn) —_ o
S { e 35, ™ (’é A, 2T, U“m_ %;u))
33 3 7?

42 — (1)
+QE" %'Lf_é_b_i X ,E(\-@ég) Fl - o

On transforme cette &quation de la facon suivante prenant le terme

wiP = (n) . .
Z £ . U\ et faisant le changement de variable WM. =— w * P ,
Y, )
ce qui le transforme en ;

o
= (m-P)
> ™. Q. [ #1%,3)
WI:P §
— (k)
puls en posant ‘ LB,X ,% ) pour g <0 on peut

encore l'écrire sous la forme :

»
>‘ o= (w-P)
VAR G-C& W\":S)

-4

Avec cette convention, 1'équation II.1-1 devient :

= (n) = (n-) = (n-A) ——
Z gh&'ao'“ . 3 ’30'“- L 2%, O;\(K‘\
new e-FY Y R4
O.(”"‘) . g faa-‘,:}n—\)* ﬁ% 0.} G. (n- )
(IIr.2-1)| 7 2 X T'x’

n € (14 E's') EL o

En procédant de la méme facon, les deux autres &quations d'équilibre

deviennent :
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(I1T.2-2)

> £ 25, 53 2§ 2T ety
hem 3, 23 &%) '
— (n-t) = (u-2) -
4 &(QO}S ) 4 %‘( 30.25 z.(f(lfizo)FL =]
< v
(IT1I.2-3) mem ?7.” % b ke
— (n-2)
+T,D"30755 ‘i % E(A&Es\ F,b:o
X

I11.2.2. RELATIONS CONTRAINTES-DEFORMATIONS

- PO — P - -
Avec la méme démarche que précédemment, et en posant uf ) (S\X |2,\=0

pour P < o0 , les relations IIT.1-5 donnent :

(I11.2-3.1)
= = (W) — (n-t) — (w-1) = (n=1) _
2—- 2“13(*4 - U-\\w * \70-22 *\’U;., .g = °
newv EES
- — (n=V) — twe
S e % 2% A% A, " ‘)* RU, _";"’ EARE a)\G“‘) 7 3, MX:O
Wew e 3 A
— ALY — (n-1) el
> oo L 2T e 077 -
Mew 3 iz
o)
nC WU =) =W = = =[] = ) et
0= 3 l ,,; ¢ U - Yy *ﬂ(ql*o.s',)*%X'ZZ N Che Qé;)
new
— {n)
" a — () = (w) = (n)
Z.Ngg.k%q&% - Ty 2V Ty wv O E:o
hel
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I11.2.3. EQUATIONS DE COMPATIBILITE

En remplagant dans les régions III.1-T7 & III.1-12 les T.. par

0
leur développement en & on obtient :
(III.2 5) - e - T T T e S — e T v e e T
= () =—(n) 2 5 (4-1) S (u-!
Yoo ] EaD L L MED L MEN aa
nemy S Avo 73 037 3
- z = (n-1) n-2) = (u-2) 2 & (n-9)
23 T '*zz%q‘ cg 2T, 20,
Avy '3%2 ?3&1 'a'z’b Yot
-2 — (w- 2} — (e _ — (n-7) (
.= I +'3(0‘("2)-G‘“ﬂ g 25,7 KX
AV 232 2 " %2
_ 52 A2 & (n-3) 2 _ 2= (n-y) =
L a7k X9 AR T (L 2B () W
‘ %2 ¥ 2 A=y '3'5
- F 2 -\ [ F  F
o [ ef(1eez)P R 2B, g? (e -_2&"31
e ‘. ( S) ~— 3)( s A
(I1I1.2-6)
Z_ E“ { L (7};“‘ 27 ¥ Gﬁé“ ) k4 6'2(7,“ ) A 2 G
wew 32 »3f 3 AvY RXS
. rbo—;g(mﬂ . 5_.‘ U_z)_ P (h-2) _z AR2 Q—gén- 2) . 1;- 3 6'2;“-”
\ 2g = -
SEAANTIE S SO S - B -y
W A+y e Ady REY Rads
— (% =3) = (n-4
4 37 922 L Uoe -‘ez %Z on'ez _ 2&39\8 (¢ Eg\ X
% ~%? X A v
‘(l*fz_*ﬂ)__:’__ e'(ut;)& 2R 4\35%__3:)
e A+v RE ™ N



Lo

(111.2-7)

h 2 & W _ a2 g k) = (n-1) z &= (n-2)
Z€{°¢%%+2$'L3’9;_—+'1_§3¢__ 2 ¥ G,
nen LEY ey 2% T2

—(u-1) = (x-2) z =n-27) 2 —(h-
% 7.2) CASEN 2 0.35k & Q‘Zz 2 Cs, ¥ %ZQ_W v
"b'% Wt X2 Ad ¥ wxZ
2 a2 = (n=3) =92 A2 =(n-3) 2z = (w-v)
LR TS 07 k" G ng'ao—s,,
I 2 AtV ' <at %
52 2 —(u-y) =
L p g L_ 2439 kgt (uaerg) 26
A+ ~¥X 2 5 A4y X
% - 'b-.z - - FB E
- . elhae E\ — 4F, ) « (\+ € °o 4
A4V 3)[ \ R4 L) 5) 23
= |
(111.2-8)
S & i ? & g Y 2 &, 2 G )
ey 232 s kY g k3 AV N Ve
— (n- — (n- . — (n- -2)
. 32 rbz G-‘z(“ 2) . _’_S ~> \:“ Q)* %2 0_"-(\‘\ 2) . e{z eaz G.\ZLM
f}’zbz 3 o X
- — (n- — (n-2) — (u-12) -
. 7 2 O—(h 2) .2 " G.“U\ g 3 G‘zz“ L ‘;“ 2)
\ Avv 23 WP w 1’
— - = (u-y)
) 1‘— Y G-(K-‘Z) 9 ‘QQZ f'bl C)—‘z(“ 3) _2 %Z ,‘32 G\z(_k Y g
Ay %4 ¥X 2 <




(I11.2-9)

b1

(IIT1.2-10)

>

heiy

e”{?f____

T

.=
4 0 Gys

= (w)
S

VY 3*

(n-2)

2%

2% T h-2)

. A

A+v

L LR 1%

+ 23

’W?—

27

gz 2

2 ~2
Rk

— {n-3)
U2y

y 2 &~ (n-3) z
. 2k 2* G *;;g‘z'a

C‘—Tz(“-n e XA = (u-2)

—23 &2 2 S

%2 i’

—Tgl

R4%

- g%(1+ &g) [7’% " U+e§)&7‘32 ]

— (u~)
5. i

AvY IR YE *%2

-
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Remarque 1.

Dans les équations d'@quilibre et les relations contraintes—-d&forma-
tion, W doit &tre au moins égal & deux pour garder tous les termes signifi-
catifs.

Dans les équations de compatibilité, n doit €tre au moins &gal

a 4 pour garder tous les termes significatifs.

Remarque 2.

A 1l'ordre zéro, les forces de volumes n'interviennent pas dans le
calcul.
Par la suite, on fait 1l'hypothése que les forces de volume sont

négligeables devant les autres sollicitations.
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CHAPITRE IV

RESOLUTION DU PROBLEME LINEARISE

En annulant les coefficients des diverses puissances de £ on

obtient successivement :

IV.1.1.1.LA RESOLUTION A L'ORDRE ZERO EN

Les équations III.2-1 & III.2-3 et III.2-3.1 donnent :

1 -0

-— )
) - -
ce qui impligue que Qﬂ;‘)(e\x‘3\ = .&£s \®,x} | Par 1a suite (page
on est amené & les prendre nulles, dans le cas général).

De méme on obtient par les relations contraintes—déformation :

),

~ (o) - -— () _-) — (D) ~-)
AU, (T, \: o, 2 Ue (0543 =0 2%y (BR3 e
3 EXS 33
soit
-t __\ de = (0) -
cwx3) = @ (8.%). pour i = 1,2,3,

et



Lh

- (o} (o) — (o) -
(8,33 A:_‘.‘{ & - \'Qg ?U vauz J.vM;V)]

33 4-pt ‘GX ¥

dd T to) — =10)

TuT 0%3) = 4,08 = L TP VI NNV S AT
(IV.1-1) 220 A-»% W 223
— (o) (o) = (o)
o (s7p) ¥ ®F) = | 2 . b e
2o z(w) rye— =

Les équations de compatibilité, & 1l'ordre zéro sont toutes automa-
tiquement vérifiées. La vérification est ici assez simple mais aux ordres
suivants elle s'aviére de plus en plus compliquée & &tablir. On peut n€anmoins
remarquer que l'utilisation des équations d'équilibre et des relations

contrainte-déformations dispensent de vérifier les &quations de compatibilité.

IV.1.2. RESOLUTION A L'ORDRE UN EN §&

En identifiant les termes en § , dans le systéme d'équations

IIT.2-1 3 III.2-3, et en tenant compte de la solution précédente on obtient :

— (1) — ) -
29, . T “ { (6% )
L2 W
23

— (1) — 9, _ _ _ R
2G, . _ 2% (02 | 2 ARG, tg (9,%)

23 o % !

_— - (0) =)
25 L L 2% w28 W (eg)
9% - - = = Fia4

Yo ¥

o
o)
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ce qui permet d'écrire les S () (9, % 23 sous la forme
A3 i
— (1) YO L 7
%.3 —_ 0 4
0_45 6x,3) = 3. %4'“( %) s 'J{«‘h( %)

De méme, le systéme d'équations IIT.2-3.7, en tenant de la solution

8 1'ordre zéro donne :

— de - (1 _
T o) - a, 19,%)

- (1)
— o) _
}u: = -V ( O‘z;o (0,%) « 33
3
= () -
~ 10) tod o - ()
ua - uzo (0‘—) _ Du-,‘ (a\x) ;"4 a;\ (B’[?)
33 o '
= (1) D am (8,%) -,
'aul - - ?( A : Q (9’{7).
AL X A
systéme dont la solution s'éerit
- W O
(%) 4 a. (8,%)

Les trois autres relations contraintes—-déformation & l'ordre un

donne :
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Ty, (91%,3) 7
33 >3 = (6 x -
avec ’S :333 x N f%SOtely)
~ @
)(9- e AL 2 50 — o)
23 x ) = [ g (BX) 7 U 19,%) o)
A4y ¥ - - & (9%
T M Yo
10 - 4 [ Ak =0
o N 2(1+v) X to 7 (< DAy, 16%)
w e
- (1)
o) - ?(«L”(GU .
22 i 1 - : Ot [ & / L( ‘G‘Y) & ")z u‘ (a’;} -‘[9)
W ‘WL ‘X_L -18‘2‘09"“)
i
(#5) - _A T -
‘%zga %) = —47‘_ o0 - s "aaz,ow.w %a::\s,x)wh ’—iw‘?
- < e 40 { ‘7))
YH
7 ()
&s L )= ,(i)z[% 4, %) M_._ﬁw_f’ ARVt
or. 2§ 2]
W
0,x) - ¥ aa l&lx) - )
&330 ®) - Q \91 ) L * QL 20y, (0,5) ( TW
A=y w ~ + \w\i o\?,x\
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Les équations de compatibilité sont toutes automatiquement vérifiées.

Donc & 1l'ordre un, la solution se met sous la forme :

—u) _(4)
=W, 0=\ _ 3 - 5 ¥
CJ'L.‘s (G‘x,é) = 3 £C81(8,x\ + \gigo( %) N
(IV.1-2) (1,3 = 1,2,3)
- 1) o - = - -~ (1 -
Q7005 7) =3 &, (%)« a, (9.%)

IV.1.3. RESOLUTION A L'ORDRE DEUX EN

. s Z P . o e
En identifiant les termes en & , dans les équations d'équilibre
et les lois de comportement, et en tenant compte de la solution aux ordres

précédents, on aboutit & une solution en i qui se met sous la forme :

G_‘l!)

=2 = \2) —(2)
M rl (BF -_{ (9,%)
S isa(%X‘ + S QLS& ) o4 [

(nous ne détaillerons pas les calculs qui ont peu d'intérét, et on se contentera
de donner les résultats. La démarche reste la méme que pour les ordres

précédents).

Avec
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"('L) ()
‘2 (V(x)
ne
T 105
% (9,5) = _{ 24120 0F
Ay _—_’79—-—
- (v -
‘g‘zz (%;i) - - \-3 ‘X»u‘(&,x) &
T (1)
i s, . %)
& (3& - - ‘V ? 220 !
12y Ny
—-(z) -
X) = (%,%)
%\Szw')‘) - - Xz &\5 el
- ()
1P (9,%)
“ (9{)—() - - XV 3423 ‘
134 ———""""‘W

q;;’w,:) TP

= (17) - 5
a,, (8,%) 2l14v) &m

)
(%) -
BLED

a(z) W.x) = -Z(H-g) -& (9#}
=(2) =)

x) = (%
&u;wtx) = 2 ££3a %)

(§Y)
- - ()
M’ ) &u‘(e.ﬂ

W

< =) -
d 4 - ~
< _Q‘ ill‘:o& Il) A x“o(eﬁ) _ ‘!f‘)_g(gslx' ]

227

=) - ={V _
3 £224(&'x) + e( 3&234 (e/*) ]

B4 x

!

'D:( R ‘ia“’""x
¥
0 d23 W’” & B‘K ‘B’X)l
R R

k0 .i”w oa

\3¢0

2 Q“’(s—,;)
w

=)

a? -0y —U)(‘a,’) _ ’301 (&%)
a, (&%) = Qeo(ﬁ.x) L 2049 i‘u X -
=)

_(‘) 9
sy = 4,08 | IR I o)

- — () -U)( _
AT B AL S E ML 1.00)
Ag

—()

L 2 &\

¥
Q< ? CLL) (9%
A )

-{ o) - 1—\0 " ‘)
'}zizsokfif)_ %2 2 iuc s
'W’—— ¥x 2

= (o)
(% 3530

el ¢ v s

\9,;)\}

+&2



L9

X >
-(9) 7 (2) () =) -
:{(z (8,5) - _1 [ VA5, (%) L K 0, (%%) Wb 30,105 i (5,7)
234 2 14y) 8% ‘n = &30

% Xaﬁf’(a,f) 2 T (o.%)
(14v)

— —-— z -
:‘m & . 305, (%) k2 as.) (o)
&30 2(1e9) [ s ¥

%%) - I5,2) 4 4 5 B )
&222 X =y "V(Ho)-g X)) 4 v(-_{ (/%) « ( () izz‘?”
~(2) -~(e)
ey %)k ?’—a—lgr—:‘—"’ _ Q,m(?n?)]
Ris
=(2) —(2) = (0 =(1) -(1)
#%) = A % -4 ez L %
AR Mjw [ - Futom o fem) o o)
(2) \2)
N 'aaz\ (9,%) (Q‘X)_&Qg% (%,%)
s X
W T @ Bx) TN .
baad2®) = A P s 2y ) %M*m,]
20 A-o’— K14 ¥X
< (2) =(1) = (0 =)
9 X - 91 I- X)- X )
TR SO SR O
- (2) —{2)
dlg, (‘a‘w) Q( )(9_‘)() . L D Uyy (BE)
v X

= (2)

i?:::(‘&&) o KQW &\\ (Bnc) & W,x) wkin\em{i:) ) 30y o)

.
i (9,%)
% q-\(\ﬂw %) & ..93. 2 J

¥
@) —\2) —(2) ) ~(2)
[&)i) =Y \}4-\)) £ Uaﬁ?) 4 3a‘lo(9 Q\U\ _'.?’i ')aio(a’x)
330 A-02 o "‘_—""'79_ ° v |

/»J?N
A

R
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Les &quations de compatibilité sont toutes automatiquement vErifides.
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1V.1.4. RESOLUTION A L'ORDRE h QUELCONQUE 7% .

Aux ordres O , 1 et 2 , on trouve que la solution an'g se

met sous la forme :

'3‘% - \n)
SR SRS
wm ) Ly m

v o
(a) ) "o )
~ - =" _
v M=o M! tm
=in) - M)
avec 1l'indice N dans i‘_ (9,% et Q. (9,%) correspond a 1'ordre
— bbm tm

—

de et 1'indice WM. & 1l'exposant de '3 dans le développement polynomial

fs
en '%

Supposons que la solution en % se met sous la forme (A) jusqu'd
l'ordre Y. , et vérifions dans quelles conditions ceci serait encore vrai
8 l'ordre n +4..

On détaillera le calcul pour la premidre &quation d'équilibre, pour
les 2 autres et les relations contraintes déformations la démarche reste la
méme, on se contentera de donner les résultats.

En partant de la premiére &quation d'équilibre, et en supposant
n+&

vérifié le résultat (A) 3 1l'ordre W , et en négligeant les termes en &

on obtient

= (n41) = () = (n} = = (u-1)
= - X- %, 2% k20 GO T, kg 2%
27 3 v X ™

qui, d'apréds (A), entraine :



5¢

‘k“

- - (w) 19,¥)
" m (n) %) |
F(H“ Z__ ,____-77’ \L“‘ xA) Q ’ (9%} + -&\Zvn Py i k 3 g’u’

|I- fod - VV\! Mawm
B 2 Loy

T o) ami Toueo
- tem ¥
On PoSe :
) LY (9 x

-{M“l iX) = - \M-ﬂ)i (9%) o M) Q( 'D& ) i (9,,7)

Wime tnet) 1 zem

|
o x)
+ m a ’b, 'K\sw \* ' ]
d'od
= (n41) - (nat) —net) =n  =(us1)
? 9, - -& CR ?} & P _}_ i (8%)
%% AV ne n! u \vm)

ce qui donne

— (n+4t) o = Ludt) _ = lus)) = Luar)_ (wat)

Y (9%, 1b) : -i\\o L9iE) 4 3 '&\u BF) « ~-- k (#,x)

et T

\
- "-'%'" — (wet)
- 2“:“ W %4\ " 9,%)

La méme démarche, avec les autres &quations du probléme montre que
— Lhet) = ()

les q‘.'é (9%, 1) et les L (0% 7& ) se mettent sous
. . ] -
la forme (A) avec les relations suivantes sur les xw Le'l*) et les
- N - Im
a. (8x)

tm
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(IV.1-5)
-k“‘ — "t“) 9_
~ (nat) _ (9 3) }X\m _T e, p"}i "53]
(9,5) = - | lam 1 (9F .
A\('m.“) im ) W
= nat
9(!)
romo R }‘tmm-\s ]
X
(Iv.1-6)
— inat) T 4{ " 3& 2 3&“”(9\:)
}'\“* \9x) = \}W‘ﬁ) an) n '3_____22 v k 23'“' w k S ¥%3wmag
'Hmu) Yo -Tx ']
(IV.1-7)
- —(n-t)
- Fin) il (9%
3(““)[Q§ (WHO Q(“){G,x 4 3125 V(\'?'X)+ P( _‘()135‘“(9”)_&"\@ ‘315‘3“01-!)
(Iv.1-8)
-{n!
—~ (wa) ~ (W) = - %)
3 (8,7) _ v & (&3
Qdmsl)e'i) = £“m\0,~;) -V ‘&'ZZM 33

Utgg
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Avec les relations (IV.1-9) a

N> peut se mettre sous la forme (IV.1-8), ceci ol les

kM')
U 0

déterminera i 1l'aide des conditions aux limites.

(IV.1-9)
-(“‘) (8,%) = 0. W %) ?Q‘m tB)¥) ¢ 2(te) (B %l -wm —-(m-(‘;”
2(-”1'(*!) ‘Y (‘- m) ) B T ’ (Q ' ) .Q‘Z(m_‘)
(IV.1-10)
~ (n4t) —(n) 6.3)
a (8,%) = 2(t+v) £ (o _k M
3 (man) 13 m o
(IV.1-11)
- (nat) = (s = () =" 6,7)
(9,%) = A ’BQ \B.x) & aa w 017 o wm Q( M
23m 2l 14v) 79— ‘(n? X -
-(n) -
i (&)%)
T Y23 (mayy
(IV.1-12)
= {nat) _(nd) Lnst)
) -) i) —tu)
i??m [vlw) wlP) s aw;&\ Tk ?"—'—"'aaw - q:;w.ﬂl
227
—in) - (n) = ()
19, %) (%% (%5 l
\ Q‘Hm 1') M i%a\m-:)ﬂ i 22w l\))
(IV.1-13)
<{n4 ) = (n4+) (1) -(V\"‘) =)
‘1 9i%) - [U-H))t‘ (9,%) 4 ?az'“ (9‘*) + a,, (9,%) 4 ‘é 305,00
33m 4-\,1 > —_——_ﬁ
Y] - (n
i \9;)‘) A wmvy \ & t9|¥) &-& \ﬁﬂ)}
22(m-1) Wiwma) 33(m-1)
Conclusion : ]
A

(IV.1-16), la solution & 1l'ordre

— (nst) .
iuow‘x)

(9 Y) sont des "constantes d'intégrations en ‘7'} " que 1'on
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Reste 8 verifier les conditions de compatibilitéa l'ordre n qui

. . *
s'écrivent, sous la forme sulvante( ) :

— P —P —(” — (P
On pose : x (ali) - i 19,%) 4 _{ (?,f) + i (bl)‘)
(il "k 22k 3 e
(IV.1=-1k)
"3 zwm —n) - (w)
Z____ 5 k (2+9) £ \9.9\ -& 2 1 {( (8,%) )
W=o m) Ay M+2) 22(me2) 3% wms2
—(n-Y) -~ tn-t) _ - U\-‘\ _
,& (9,%) " \.L \9'\1) > '& \Vu\() + '& \9’|‘l~) )
W (s A4V Wimy 22im4) 33 ma)
) - -2 (w-2) T
[T n- Tl 2 %%
4 &m \2 ;\' 1o, %) 4 \e,x\) & v {ma) i (BX) 4 -_EQ’M_-:—-
1 () W Hw z
-~ (h-7)
Tin-2) ~(n-1) —n-7)
e z 19%)
? i\wnks’n() 2 & 19%) _9,-& \m)- 'bi\am
& —Juwm
ezwm \im wg;))
(w-2) 7 T ) g :L\\ "
& ZW\ im)
4 V“(WO t) k:g L 6,%) *£ LBK) & ;‘53 ( %) + ‘——Wl
(n-u)
I \81¥%)
4 "M LW\-\)‘M ____.S.!Ll’-) )
(Iv.1-15)
LS m —(n) — - —{(»-Y - n-t)
D A £ (9,7) 4 (@ma0) (o) +1 & Wﬂ)*_ﬂ_u wm*i %)
meo M! 22 (me) A+ 28wy A \Yupnat)  Y3imn)
- {(n-2)
{nu-2 .-[“—Z) —(.h'z‘ q (9,7:)
4+ L‘ %4\2 ‘9“) Y 2 & (9\‘1) A &WIZ-Z.) i (94)‘)_\ i
— " 2em |
~ n-z) < (w70
2 (B%) 2 (B% ~(w-2)
4 2 £1 2w A+ 1 b ii( m ' 4 nm (8, ¥
¥%z A4V Y A+v Vilm
A in-3) - Y
z ‘,9(3) \“ ‘9 -
2 2 ¥
L dmk St 4 wiwma) b D Yezimeyy ri -0
R 3 Y% ¢

(%) Comme on 1'a vu, cette vérification est théoriquement superflue : c'est

7 rD
L i,
‘\Wii

un moyen de vérifier les calculs antérieurs.
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(IV.1-16)
n-2
M
E 3 ™" =) -
(0)%) 4 (Imat & (%% - i
m:o m! ) i-??qm*q,) L ) 25(m+t|)x) 2o Y %)
2T =~ (n-2) - - (n=1)
2 - tn-2) (L]
\ 111 n&at)‘) . hz Q i’l?,m‘e,x, 9 3&‘5\" (9'?)* _& 'bl:qci Mlﬁti)
W _ ) Y% 2 v ALY Y% YR
2 3 (n-? (u-3 |
4 4m 42 ? izum ‘f”“ w\g "621( LB %)
Y2 o —tUn-\)
LY ( ) R
2 4 O x
< W\(Wl-\) VQQ 9 ££3LW\-Z)\ -0 )
ﬁl
(IV.1-17)
e
5 - (wn) —_tn-\) — n-1)
- \ (9\:‘-) A LQM x1) fx (R 4 3 i ,'\Vﬂ)
Mzo AN \2.\m¢1) \Z ‘\Mq—\) Avy Li{masns
R\
< (n-2) < (n-2) = (un-2)
+ w?-y) & \Bx) 3 &w_m ®F)  pZ ')Z-K\Zwt‘etil
‘e wm z A —
)] wx 2
— (w-17) W -2) (
f‘) &&,) — {(n-2)
3 " i\'f.m % + '}il\\ (o) s ‘)12 LB,‘)
Av v Y& e _""""'—_w-
2] o) e TS
1 LB+ ;‘ (8,%
- —_—— LLm ‘ ewm & ? 12(m-) l
Ady )
WZ.
2 (8x)
& wm(m-1) ‘& 'B &\z&m z)(x
Z O
¥x?
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(IV.1-18)
n-2 )
N m -(n) -(h—'\‘ (h-t )
2.. kS J' (6,%) + @mu)& (%) « Q( %{\(&.z’
meo  M! V3 (mae) '3(ma) A4y ~
Yx .
={n-=2) - — (K-2)
~ (w-?) z WOx) 2 \w-2) 3
N L“‘z“) & ‘&Li) X i\?ﬂ“ _Q(z- rb & \&(Y) 'bi (9(!)
—(u-2) Lu—-%)
\& ) (&%)
-‘.“—3) —-(n_q)
2 o2 5,%) 2 22 10x)
" 2\#\% L. i\%tv«-\) ' A w\(w\-&)& 9 £\3KW|-7-J‘ - o
Rz YRZ
(IV.1-19)

LA
m

et -

4

+

A

-,Sm tn) — (n-\) —(u-2)
- - K { (%)« (@wmad) —Xz \0%) (i -\)& (9,%)
w e (m42) 5 (wn)
T w-7) —1n-2)
2 < - (w-2)
2 i \% %) 2 zx (9,%) (™
2% m N .{Q R 23w N %&A (2%)
w* Tx* Yo
—(\\-2‘ ~-3)
2 4. ws) 2 Y7 euw)
‘( ? g"t wm l + W\ﬁ L 23 QM-}) ‘
A4V -~ 214 ﬁ?.
—(n-3) _ _ — (w-4)
™ % z& N (9 x) 2 0yt ¢ (9,x)
) Cl(w ) i \M(\M\—\)Q;i 2% (wm-2) =0
AtV

X wB ¥x#
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IV.1.5. CONDITIONS AUX LIMITES SUR LES FACES 2 3

\

Dans cette partie, on étudiera les conditions aux limites sur les

faces intérieures et extérieures,

D'aprds les relations (II.1-7) et (II,1-8) on a :

*-
- - (9
U‘i(a,*l '5..4"4) - fP“.‘sm) (,)
. respectivement pour i = 1, 2 ou 3.
O", = - = - ?- {®x
AL (e‘x”s e‘) (tl‘a(x) l )
et en variables sans dimensions :
.—P*
q. (Qﬁ(- g:{'l) - )
L )
g
— o (e
T . (9¢xy % :__,i) -~ r\)r ,'K)
A¢ .}
= (o
on pose (9,)?) = ?U'ubp‘! lx)
(r¥) o
Ainsi avec la solution on obtient :
v v
-t - = (W)
n 1 -
(9, x) - 2 & { Z. i i , (G/x){
ox) n=o Mze ) e
(IV.1-20)
= - Z n i < - AY™m Ty
P (e%) =~ _ € :% (5% )
Enyh %) new M=o wm! 1im
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relations qu'on met symboliquement sous la forme :

— 4 < n o5t -
'P (9|§\ o 2—-— 2 ‘P (B\x)
(73 x) nEqy Lry® %)

._..(n)-

P o) =2 &R L9%)

1]

(y9,%) v eay (i hx)
avec
h
— (n)
—(n) 4 Y A -
P e 2 = R
(n®x) mzo M. (A wm
A4}
m =
— n)- ~ A -
P e = - UL L
(Re9x) o wm! +b&m
Par la suite, on développera \—3:“ B (i.e i=1); (pour i =2

ou 3 la démarche reste la méme)

pour 1 = 1 et n=20

- (0)

=0
P o) = 4 0
\Lo

n

= (0)
)" -
i) - - (9,%)
?m LW) - i‘\to (

— l°)+

done & £'ondne zéno on dodlt avoir ‘Pw \9\3?) - - 5:’)— W‘)T)

cas physiquement presque Anexistant

—-(o - T {0\
on prendra done ’P‘LWHW.%\ = ?n) (9.x) = @ — X’ (&% zo

Wo
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Le méme raisonnement avec 1 = 2 et 1 = 3 donne :
) = 10)

& \9&) = & (9\)?) Rl & X
A%0 130

On prendra par la suite U_'.é": (9‘2\ -0 tg:l’m), hypothdse

classique de la thé€orie des membranes.

T (9)
(IV.1-22) 3430\9\7?) holir~ \zuu S: 4, 2,3

Par la suite, pour les ordres supérieurs & O , on déterminera

les constantes d'intégration sur les Uy, 4 l'aide des pressions intérieure

et extérieure, en utilisant les relations (IV.1-20).

IV.2.1. RESULTATS EN VARIABLES REELLES DIMENSIONNELLES

Pour revenir en variables X , § , 5 , On pose :

(h) )
(.O)x) = u. a [9\ %)

tm

Q

tm
(nl = (w)
U
f.. ) - EY g o, X)
Ainsi les composantes du tenseur des contraintes ) du vecteur

déplacement se mettent sous la forme :

¥

—_— " n-m m
)
T % 3) = 2 mZo e j\{w o)

oy R" wm! 18m
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») " %\(h—m\ w ()
. \Bx)
u (et¥-'%) = 422_- ;z—‘ R"™ m! Ck‘ wm
N:=o m=o
Poww ¢ # 1 "
"n-
oW JL ’S"‘ )
S . (;x)
qs(e.x,s) z % %:o RT m :g")m

expressionsqu'on peut transformer, de facon & faire apparaltre les puissances

de %_ , de la maniére suivante :

(Iv.1-23)

i Q‘ n (n) % 2‘_ e‘ " (Ku)( \
v, (9 - (_) :! (0 2 2 . 9yx
‘)( %3) — R Ao x) 4 7 4 \.R) {“H '
k " (nak)
- 3 @_ . (9,%) + - — -
T N Rk %Jw ) iﬂk
’ 7“; " () 3 Z 3 W har)
W, exg) = 2o ) - e . 32 )y e
1
'5 g Q‘)\\ \w&)
- - - - — (9'() b -
) TR &) o e
L A & §4 4
w |- o LR
. - - \® _ _73_ \-— ¥} %

& ~ - -
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CHAPITRE V¥

V.1.1. COMPARAISON DES RESULTATS OBTENUS JUSQU'ICI AVEC LES AUTRES THEORIES

La plupart des auteurs travaillent en forces et moments par unité
de longueur.

Afin de pouvoir comparer nos résultats, on suit la méme démarche
| pour déterminer ces forces et moments par unité de longueur, pour ceci, on
considére un él&ment de coque délimité pour gquatre faces respectivement
perpendiculaires & é"x et ?Q , et deux faces coupant la surface intérieure
et extérieure de la coque.

Sur la face de normale extérieure é‘x = (0,0, L) , le vecteur
contrainte est égal & :[" \M’é'x) = 9, é:_‘_ r Ty é'B v T, g,

o
Et les résultantesg, en force sur cette face est &gale 3 :

R+ %, -
TN n de dr

R-4

-t -3 -
qu'on posera &égale & R R ‘_ Qx €rn % N%S €y Nx QuJ

d'ol on tire que

3 * avec N N des forces
'lej V;%kii-—ﬁ)‘;?a Qx » xg > W o
- par unité de longueur de la
“ circonférence moyenne

(voir figure IV.1-Q)

NW - \\&Uza Laa %—5:\5

4 3
-h
De méme sur la surface &lémentaire, de normale extérieure

]

e% = (%, L\O\ » le vecteur contrainte se met sous la forme :

= s - ) -t
T “’\l €9>: Gy, - €& * .crzl €q * va:_, €x

2
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La résultante des forces élastique sur cette face
RJ,M__\ S
T(n, &) dx dw
g4

qu'on pose égale 4 :

- - -
d % k Q9 €. * Nb . Gy + vi ex)
d'ol on tire que :

4
j U:z\)(s“”) c\’% voir fig. IV.1-b.

B
* avec Q& > ‘\)9 et Ngx sont des

forces par unité de longueur de

11

\,
Nv J.Q‘ U-?zkl‘gﬁa)‘l%

la génératrice moyenne.

Y
Nex = j U}A’H%’a)AS

-t

De méme le moment résultant du vecteur contrainte sur la face

~d
de normale €, et par rapport & l'arc de circonférence moyenne a pour valeur :

Rsh
t —
H [Toen] - J [07 A Tin,80]. nds dn
/C-m R4
R«¥ R+R .
= lJ -(n-R)O'%.TL ér&») 2v+ (J (n-R) Uz;“"*”)en
R-4 R-Y
gu'on pose égal 3 :
Mx . R.A«& a? + Mxe R Q—.x %) avec Mx , et Myp des moments

par unité de longueur de la c.m.

d'old on tire :
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lv\x - - T K's*, _%_i_) A % - moment de flexion par unité de
33 R
. longueur de la circonférence moyenne

et par rapport i cette circonférence.

\V\ X 9 -_-J G-Z’S \%.\. .1;:_3 & S ~ moment de torsion (sur la face de

= .
4 normale €y ) par unité de longueur
de circonférence moyenne et sur cette

circonférence.

voir fig. IV-1-b.

De méme le moment résultant des forces &lastiques par rapport &
la génératrice moyenne, de la surface &lémentaire de normale extérieure é‘&

est égal 3§ :

R4d, . . R4 . Rah
J [ oM n T, &)] drdr = U - (n-R) T, dndn)g +(J(n-«J Ty dredn) )

<-R R-4 R-4

e~ —
gu'on posera égal § : e\x. M9k' €y + dx . MD €x

4
avec Mv = j % 0-22(9;7“5) A%

3y T, lPxi3) 4 Y

-4 voir fig. IV-1-c¢

Me— = moment de flexion par unité de longueur de la génératrice moyenne

et par rapport i cette génératrice.

Mex = moment de torsion par unité de longueur de la génératrice moyenne

et par rapport i cette génératrice.
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En remplacant les O_‘d par leurs expressions obtenues par
linéarisations et en intégrant sur l'épaisseur on obtient le systéme

suivant pour les éléments de réduction.

(V'1—1) w " n4t 1o.x)
‘ g > 2 L™ h 2
¥ U Hn. mee lmar)! R"
(v.1-2) N
n w4t (n)
Ny= S22 L) B St
d W M=o m+) =n
(V.I-3)
| " (nl
— nel (8,x)
N - S e X A
¥x hElv M=o (m ) —
(V.1-14)

- w2 ) (W)
Mo - Z_ 2 \\-(—\)m) % L & x)

\
welw Wmeo R w \w\*e) . 22w

(V.I-.—B)

" ntl (w)
(m<t) (9
Moy = - 2 2 (- ") O

Pour le tenseur résultant des forces par unité de longueur, sur la

-
face de normale €y , on fait les convections suivantes :
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Qx = Qxl -&sz Qk Ne = NQ‘L* Ngxz avec

X

(v.1-6)
h — " wte (“‘
_ | 3 ] R TR Bt v
Q*Q - J_“ R c:”és - %_ w o k RY™Y wma) g{\’;w )
(V.1-7)
b . Q,\\H' _1(“‘(
?.x)
= | o, dy = > )™ 3
Q)\"L ‘\_!‘ 'y % ) Z;, ( ) ) Umat RM
(v.1-8)
“ 52 ) B depl®
- - A l" Z23m
'Niba. - X_ %2y A’B - wéqyy M:o ) (w +1) | RV
(V.1-9)
4 ; B W)
N - (3 de - Z_ A - -)w\ v (wat) _3‘
*Pe \ R Vi %;r-v mzo ( - \ R*A (e )y 23‘\:'!)
Ny se met aussi sous la forme N, = Nxt 4 Nxz avec
{(n)

10,1)

(V1—10) NK\ = _S“ Z— Z' kh (")W) &::— ——————{ 2o

0_55 AzC: y\eN =0 \m*\)\. ‘RV\
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(V.1—11) ’
(n)

b " %\\m
_ - - w \Vﬁ*\\ {%.x
'N"z'Jh %0—3365 - “Z{W 2;9 \‘ -“)) RY4L (mae)! &33»:‘ )
(V.1-12)
h ) Z“. "AMZ (mat) ™ w
M)(1 - _Jhao;5és - -;HN Mmzo R 0\\*2)" ‘\'55558.‘)() ) \4-(4) )
(V.1-13)
W n ‘AMS k‘\ N (_.)‘") ()
2 - (8 x
M"zz -j\,% 0;’4%“ i -%wz\;u N UTOLY ‘kum ™
et enfin on pose ‘\'\Ys = M*Bg % M\‘Bz avec
(V.1-14)
-“ _“ %\h-\ ) \“)
wat) (1= (-0 (
- Bx
(Vo1 A o (a ™) g
¢ T 3 — (8x).
Mype = j Py s o & T T desn

V.2.1. NOUVELLE FORMULATION DES EQUATIONS D'EQUILIBRE

En multipliant les équations d'équilibre par )LJTL et en intégrant
suivant 1'épaisseur de la coque, avec les résultats précédents et les conditions

aux limites, c'est-a~-dire que :

)
. - L . e.x)
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o

g (9,c | 9435 T o,0)

"

T, (9%, Rak) = B2

. v‘$ \9;7‘) R'\'x\\ = ’P;’(B,‘K)
g-u (%;X, 'g'Q‘) s - FPT- (v”\)
T, (ox, R-B) o LR
Ty L8)x ,R-M R Yol -

La premidre équation d'é&quilibre devient alors :

Rk Red g4 RaY

J l\nc",)émd 0 dn -\J ’1’3&4‘1 -J Tpg dne =0
I 124

I
Q-Q\ R_\‘ R-l, 'P-L
En identifiant les termes sous signe intégral avec les forces par
unités de longueur, puls en remplagant les YT{; par leur expression on
obtient deux formulations équivalentes de la premidre &quation d'équilibre

c'est-a—-dire :

_ 2 -
e | 2 R 2R by s R ipae) Hh g s

3

i (J\ (~)v4.) Q\M‘ f} L (Vntj '3 (9} W
ApR % T i’" L;ffi"}

(V.2-1bis) NEWN M=o
Mz o)
4 - (") }i“‘“‘ } 4, 5" £\ =0
m! (me8) R" T + Rk?v*?u)*\"\\’v “?\'\

De wvwumg & partir de la deuxiéme &quation d'équilibre, en

suivant ls méme démarche, on obtient :



ey |2 RMm gl RUp R » Rley o) T
| VH\ il vl
S5 \u L") \ i I S Xl‘:"’}
e wee L (man)) b
2, o)
(V.2-2bis) ' n4 % _
* (-0 b __—_—l LRk ) #Uley -55) =
m! (me2) RY o
A partir de la 3™ Zquation d'équilibre, on obtient de
2NV,
(V.2-3) ;" 4+ R hx" fapr) o+ W (o -P5) =»
w)
S 3 fuen 8t g et
ney  Meo mesy)] R" Ris ¥
(V.2-3bis)
-t ) e 3£33 (6 :x)f R(e*w-)»«a(ﬂ-y;) o
ml (maz)  RY w o
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La méme démarche que précédemment, mais en multipliant les

P . P z . . . P .
équations d'équilibre par J“L et en les intégrant suivant 1l'épaisseur :

De la premiére &quation d'équilidbre on tire :

pah b

(Reh)? prise) + (R0 pitoge) o (] nTdny s 2 (00 do)

- ]

R+d,

R-4,

R-1, k-1,

() -T) dn zo
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—

z 2 Y
kR-& 9’\) ?“'\Spc) Y kR—Q«\ ?‘ W\ﬁ) . R \3_\339__ + R -LS:_ -N?] *%K&Q\%

5 4,
i J %(R* 1) ‘%A5) _L,\LR+%) O, c‘s -My =0

En tenant compte de 1'équation V.2-1bis on obtient alors :

4
Wolpr epr) « MR LT ov) + 2 U&*s\s% 13)
(V.2-h) N
S @y dg s (] e dg)m -
i 4 (1)m" R ‘ai \9”) U\\W |
— - X
; Mo §, ml (m42) R“ \, -g'\\m !
(V.2-bbis) i
+ M) - &kmwn)] U +{.\)m‘) Q\h“& b2 )_{‘Blgg
W 2em A - ol i
R (n) W (ot o RA Lot - oo\ =0
- Mt .'g/\\mw”q}.g * (?\' -\'?v> * P - ?“\ =
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La méme démarche, avec les 2e et 3e &quations d'équilibre donnent :

R Rz v R

Z
e |4 W 4O @ h (g ) hi-6) =

n nat Y
Z_ Z_ Q - L—\)WL) Q\ 4 \ }&g 1) . _“— ’B { zqu,,e‘x)}
hégy M=o m! (wm+2) " x R =y
(V.2-5bis) o -
N4y 2z
N (4« l~l)m) A W D i%w(fm]_ luv&‘@\x)x
m! rR" (me3) R = w +1

e « Wl -w) =

(V.2-6) A WMey 4
Rz R

z
L A UL SERN S

(w)

> i 3("""3 ) Q‘mleQ o) - & LRI

negy Mzo ml (m2) D R,
(V.2-6bis)

-

A };! Wi*’j . U 0" 4" \ f‘s Bix)
R W ! R"‘“‘ (M-M.)

-0‘2 3}‘53M‘9’Y)J} g %‘Z (

P *?K) + %k\’: -?{)

(m+3)R x

Equation supplémentaire : d'aprés la définition de M”on tire

™ = R[N‘Bx" Nxe]

B x
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CHAPITRE VI

Dans ce chapitre on étudie les coques cylindriques minces.

Pour cela on fait 1'hypothése suivante :

A
H 1 : On négligera tous les termes en 54 - k&_)‘( (i} tels que
R R

At p>2

Ainsi les composantes des contraintes et déplacements se mettent

sous la forme :

(VI.1.1)

(0)

0] 2 W)
. - ‘n % £
‘A‘ Le'(’ﬁ‘%) - icsole,k) + —R- {'\Sow‘ﬂ 4 —§' . i‘:xi W,x) + 0( L)

(o) ) L
W By = Uoy \9ix) ¢ }‘R— Q. O « % QC«\&\X) + ol&,)

D'aprés les résultats de la linfarisation, on a les expressions

. 19, Y
suivantes entre les £ .. Bix) et les Qp (0.X)
\) m m

(VI.1.2)

() .
(® A ] =423
£4;0 ) e

)

(0x) = _E A uw ?_W] -3 (8,%)
220 Aot LR TR YV R '
10)
£ (¢ix) = E )W-\iw.‘vl‘_

3;0 A-p* X R R

(o)
oy 0w = _E_ [, 2V

° A 1+9) L1

)] .

R x
£ (9.x) = - £ _‘_(3’.1_\1 J My L Rl-o) ¥y ¢ A 2w
124 [} F3 % ry Xz 2 o

£ () = - E__ k1'S ALY A+v Vv A-0) Rw
o l‘)""*g‘ﬂ“-‘r%ww-’zk "W



)
E
{QQ(&‘X) - - — {-\-é— XV ?'6\: -&\7Q')\'L s L 32’“']
- x e R
WL
)
ﬁmwlx) - _E v AV p 2w _ R P
1= | R O® TR pe ‘ovz]
)
31 -z | ¥ L2 ™® 2R ]

Ee‘(‘ m’ec. "QM ‘ 4 9 [}

Wo(9.x) = G;ow.x) Lm.aw)c e &Wwe\&m%w )
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De méme on a les relations suivantes entre les composantes des

déplacements :
(VI.1.3)
()
Qh (hix) - - f_a \ ‘D): + W +R’B;‘-—y]
W)
GQ N\x) = V -— m.._L_
A Rl
0 "
qu te\‘ﬁ) z - R __F
) ) ) W W
E — qq%o + vR ﬁ"_ A a“ ] = £ (ka)-i_ (%)
-1 R "W ¥ ‘o 220 A-o Yo
E 2. R Ay . qw}_ W &M
(A—O")R ~5 v % Ao |7 433, ) \lo
) ) (¢
€ ?aio 3+ R ?'a,go = 'K )
2L+v) R 417 X 280




Th

VI.1.2. Equations d'équilibre dans 1'hypothése H 1

D'aprés VI.1.1, les composantes des contraintes se mettent sous la

forme :

(o \
T, (90X 3) = O—C&,)(G(x) « 3 ch)(mx) + olgy)

En reportant dans les &quations d'équilibre, on obtient pour chaque

équation, une expression de la forme :

A'IO}X) + '5 %9 x) &0(&1) et ceci Y 3 E:\-Q\’ *Q’j,

d'ol on tire deux équations, par &quation d'équilibre :

—

G,x) - © et R(0,x) =0

Nous ne détaillerons le calcul que pour la premiére équation
d'équilibre, pour les deux autres la démarche reste la méme.

Ainsi, en partant de 1'équation :

R"'ﬁ) ?U-| + %U-z \Q*S) 30-3 + Ty - 053, = o et en remplagant

les UL. \9‘\( ‘S) par leur expressmn tirée de VI.1.1 on obtient :

(VI.1.h) |
¥ o)
4 (o) % |
f 8x) - i 9x) « 3 'b;‘,lo V%) . ):‘ S0 . mkg '
" 2o R Ria oo

() 4}

¥ W
. £ )mx)J + 212 i (%,%) 4 3:“2&%:) R 1,00
e R " - ~

i;:fp”‘)_—, “ %- -g‘- \R. —K:"\;otgtx)] 2 (% Bi;)\emj

Yx RZ A3
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Avec l'hypothése H1, appliquée aux équations d'équilibre, les

' W
bermes __ XR ? kem) ] et 3% XR' L e )
R2 ~X

W)
Et d'aprds les relations VI.1.2, on voit que i\\ith) = ‘&,il@nt)
Q

mettent dans 0 (.Ei)

et la premidre équation d'équilibre se met sous la forme :

| L)
)
A% - e« bt S R 2 ]
R 220 ~

() () im Bx) ;Lmls
EN LE DY TR V3, n&)) ¢ )-0
<+ —R— 3 i“'(?l)‘) - &22%%17‘) 4 ’\‘91— n R \h‘ . 4(*1)

et ceci quelque soit % € ]- Q\ ) X {\[ , d'oll on tire les deux équations :

()
M () (9 x) (Bix)
= e - § ) g b o
o 22 ~% ~

L Q)
—2- 'Q':t )W\x) _ & W.x) N 3.{.\2‘(9.7() + R }iu‘w‘x) -
" R ¥

La méme démarche appliquée aux deux autres équations d'équilibre

donne :
3{“’\9,»:) u ) W
-3- | e + 2 -&H (x) z=o
D2 e
)
‘_h~ 3 .& (9,‘&) “ }izm (6x) . k) &—2. 1\9\1‘) + R }&'B Sx) -

26 ~x

(9- )
-5~ '3£ ) ¥+ R .____—}13“\9#) 4 '&U (%X} = o
X \30
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; &L\) 3&\0) }&u) (9 1x)

U P 18,x) (B e

-6~ z& W) ¢ e T R T30 0, R AN -0
134 1 x x

VI.1.3. CONDITIONS AUX LIMITES SUR LES FACES

D'aprds les relations II.1.7 et II.1.8, les conditions sur les

forces %: by Y, stécrivent :

T, o b)) = Y e 0 (8 R-B) = JPrivy)
—q- T, 9, ) = \0,x) 8) { N, 19 x,R-Y) S ALY
v\5 L8, R*»"\ T ?:\9\") 3\5\9,1, R-Q«\ = :'?;W\K)

1
ou les ’PL (9 x) sont les composantes des vecteurs "sollicitations" extérieures
dans le repere e,.(_ ) QV \ ex ; ce sont donc des données du probleme.
Etant donné leur 2l périodicité en ¥ , on les développera en séries de

Fourier de la fagon suivante :

On pose :
(VI.1.5) ’Pr: W) = Z YA:,(M wnd « A:h\) %\B]
\ new

’Pr:\&"‘) = %‘-NXE,:H) Wuh + B Seuwd ]
SATU %N [ et wup + Ched o]
T (Bx) = ZJ\?«\/ XD; ) wwe 4+ D () S n9 ]
?X* (Fx) = ‘“'z,e_w LEVO) wwe « B2 dmud ]
?; (o) = 2““’;‘“/ " F, (x] (Due  + T—'“z 00 $m \48]
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ol les A\: ) .F“O( ()

sont les coefficients de Fourier des
sollicitations extérieures.

(VI.1.5)

A A 2 + 4 m
th) :HJ ’Pn, (9.0 8 j Bctu) :é‘-ﬁ) "P;(Wt)cle

o

4 T . . Y|
Cv (\() = %J’L —P;&e\X) (W i D; (1) = ..A_.J -_P;’ L&\T‘)d@'

2N
)

D ]

TN U,

A L
€. () = _Q_ﬁj e Fuy - 2 3 T, (o) »
v

Pouwr W > A

A 4 m + z ; 2N X ‘
A () = ?‘} Prrx) tnw® W A, ) = _ﬁj P ) Gwmwd dB
o °

en ‘ AL )
B,:(x) = -_i'n_J -'P‘.LW\X) wwy 38 Bz ) - .j.‘\—j ’Fr:l&.x)q“\ Ko 46
0 ' 0

A1l
oy s L\ PG wee b GG =

rAl 4
_} Py B) siwb de
M Bl
A A N . . 2 A T___
Dn (W) = —-j PV (60) wuh do ;, Do) - 2 J -Pe (B ¢) Siund &
| . m g
€, 1\ e o ; &2 A m’P*(v Y v 4o
" (,V\\ = -:—n-j X lx) UInyY ’ V\L“) - ..-E..X x ) Gw ud
o 0

A A - 3 [ -
Fo O = -% : Ty (B wine & ) Fo () = fﬁy_\ T, (@) stuuvds
© Q
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D'aprds les relations (7); (8); VI.1.5 et 1l'hypothése H1 on voit

que :

e
s -
QO
—
<
>
L
"

\Z_ (AN - Bhm ) e 4 LAZM ~BEG0) n w]
e

£ (8 x) = — I 2__ ( ¢, (x) -9, (\)) wne +(C“(x) -V, (n) mud
‘ W

[ Z_ LE:\(\)-F‘SH))WS\\O +(E:(ﬂ~ F:h))%wa)
"

R
2 h
i:.‘)‘[!}:x) _E. [ J (A:(x)fE:u))mw 4 ( Aﬁ(n\+8:(u))%ue]
rA'N "
R \C

‘P“’
=4
-~
—
P
-
>
A
[}

c0) 4 D)) waws 4+ (Ch) + Do) ernnd |

(V]

N o
—
Y

_*L’
—
(%
-
—
®
<
~
]
~
Ped

[ %— ( EV:“) + FJUG) Winb « LE:(:\) + F“Z(]))WK?J

VI.1.4. REVOLUTION DU SYSTEME (1), (3), (5).

A partir de 1'équation -1- et du systéme VI.1.6 on tire :

[
¢ 5 A A
0 \x) = R 2_,_ [( Anta) +n C:(x) +REjta) =B, (n)
5 20 2h  m
A 2
-w Di) - R \'}:w)\ UMb 4(31&\“)-» wOw (x) « RE ) _Bi) o)
- R \‘-"jm \ Syvw \\9_]
Avec la notation (;( = 12(.. , qu'on utilisera dans toute
X
la suite.
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| De méme & partir des équations (9), -3~ et VI/1/6 on tire :

| W)
19,x) —
‘ R ’3£250 X - R ) wWand [(n"-z)((h‘(ﬂ-'D“‘(n)) x
¥ eh L5

4+ h (B:h\) = A2y 4R 'F n) -R E (x)] + Svn wd [gwl-z)(C;'u)

- D: (7‘)) - W (.B:(x) - P\:\(ﬂ + R “:“‘\H) -R é:‘(x\]k |

on notera :

W

2 |
thh(x) la primitive de L\nz-z) (Q:‘ in) - D: h\)\ + V\LB"(RLA,EU)-;Ri‘:“Zu)-R j)

et

(2) Ly \
FQ'%DU\) la primitive de (y\"-z) (C: n) - —Di L\)) W \A:(ﬂ ~B;(n) xR Eh(“) -R{:“Ll)>

d'od

~10- _f(vx) :-41‘- Z_ {’ (n)-(- )tmw& 4 Kﬁ_:éa\ +E;\ AL u‘b]
w

F et E z sont des constantes d'intégration)
230 230 :

De méme & partir des &quations 5-10 et VI.1.6 on obtient :
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() :
(9,x) A A T4
}g 330 ! - R ‘ Z % un n 8 \F“L\() - E“(n) - % \FZ:LO‘;‘) + ;250))

X - 2%, hew

2 A ‘4
4 S'v onh \ Fotn) - E:L“) * ‘!R'\Fn L) « 239\}\

en posant que : |

4 . -~
. e, s \ \ " 2
F35 tn) est la primitive de F“ (n) - E" (v) - Tﬁ\ F‘Z .:(:) + F2§°}
F § (n) est la primitive de Fz( ) Ez ) w {F A F*
33, T 1) - Byixn) o ‘ﬁ\ z“k") v Fy,

on a ainsi :

n

) < 2 —ay
~11- ;Q;QOWM z iﬂ Z_\\F (x) +'F \mn9+(ﬁ“&ﬂ+ﬁ:‘,\ww]

= 4 = 2 . . .
Koﬁ F et F sont des constantes d'intégration. )
330 330

Résolution du systéme (2), (4), (6).

(o)
Les &quations 2-4-6, en remplacant les :{ . 1%1x] par leurs
L‘h

expressions tirées de 1-2, donnent un systéme différentiel entre W , V , W .

3 3 3 3
_3..54.2_3_\_/-—_1_‘2\/ _R'a\/ “_%J}W_'BW_RQ'M - o
R R v R W ¥x ¥ ~ ¥xW? 3
3 3 2 2 2
._"_t.?_"ﬁ.*R%“ +_ﬁ_’bu*§_‘av A<) RV I+4V W -0
R Y ™ e R 3 R 92 2 e 2 =
_12_

v du N _ 2y y A9 Ay R AW y 2L-o) ANW o

T ot ™ Y ww wx? 2R Wt
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~ ]
ol U(9,x) . V(9,X) et \W(9,x) sont les composantes du
déplacement de membrane, vu leur 2 -périodicité en on les cherche sous la
forme :

Ulg,x) = 2_ (u}m wmwi <+ u}m ﬁq'mw)
. nev

vit) = 2 (V0 wawb & V() i we)
(A) ey

W) = 2 LW wmkd « W) wud)
Vew

En remplagant dans 12 on obtient :

' 2 " ! 2 ey
-13- 3&4& v 4+ %\Z-tvvz)vn(n] -RWV:W) +l394n?)\x/;(x) -RoWw,n) zo

(4 t I} 1t
ke AUnn) ow (2“\") V:(n\ +Xn \'/‘:\u\ 4 \39+m’)\)\/:(x\ -RTW) =o
R R

1] - i ! 2
_15- LR C ) UE) & Ry W) - ’%‘_1 YACII L.‘_g_’ RV 4 Gl"")n\wﬁm -0

l () D) Ve > !
-16-} = _a LL( ~V\‘l) u;(x\ -R®n \ll:‘\i) ..:5_2_. V“Z(.n) % L‘.z_\).. R\/" (n) - %‘;’“ y\.\N“(u) =0

Ly 2 Wy A-D N2z ¥ oA 3-vIn oty =
7[R W) ¢ RT WL () & ) WV, 00 8 Rw o) - 7a w,{,m o

19 g A=D o Nyt N2 3U1-0) W \p ¥a) =
—18- Lv-he) un (n)  R® u,“b\) - = ') \/“ o) + Rwprl) - T \N“ (x)=o f

s

Systéme dont on cherche la solution sous la forme : \&:(7\) =

VI = Bt et , W = CF e avec & = 1,2.




8
polynome en r

13-16-1T7 sont en U: (%)
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Le déterminant caractéristique se met sous la forme d'un

au carré, ceci avec la remarque que les équations

R V“z (n) et \7\/‘2 (n) alors que

les équations 14-15-18 sont en uf(x) R V"'(K) et \)\I”Z(n)

ce qui permet de découpler le systéme précédent, en deux systémes

E

(avec le premier composé des équations 13~16~17 et le deuxiéme composé

des &quations 14-15-18).

Ainsi on obtient les deux systémes suivants

_Lk-nl)n _Rwn?

_..C._

\

-~

2
R

(k-v)n  Ryn2

(Ww-v)r 4 R¥n®

%\hn’)-?nn?- bomm-ﬁzn*\

Aol @ur_3nr 344 wn
l R L
A= won Rt _ ) e
T 2R

—;-;‘ l24nt) A Rnn? L30 +v)n-R%3
A-0 Q. 3wl A4Y wn
2 R ER
A0 wn R, 30D
Z 2R

{A,f

W
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Pour simplifier 1l'écriture on sera pour la sulte :
. b

[ a- 2 ; b= -Rwnt, nize)
R R
(D)
C:= (3'0 +w)n - R¥n? ; d - -n Ly-nt) _ Runt
=
8:.%2.\2n’--’=_§ -) &:_L’s;':o) i
% - Rind +(v¢n’)ﬂ. Y =KA-\))nn.
g Y
&\ - an - 3(4‘0) “7.

N 2R
Remarque : pour passer du systéme (B) au systéme (C) il suffit de remplacer

n par -n dans la matrice.
A partir du systéme (B) on a :

An Ba Co M.

ek-Jhn  44-dk af-eq °

de méme i partir du systéme C on tire :

AL B L S Ly,
th-gn  Qq-dk dh-eq

ol r annule le déterminant caractéristique, c'est-a-dire que :

D) = Q,(e&-;gm x \n({%-e\\z) + C(dh-e%) z o

d'oll on tire :
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~19- Witw) = Z" kek-i“)\"xv\ W Wl + ‘JM Qu'nue] ot
nedy
vidu) = 2 K%&’Ak)&_- Ve &+ A, omwp] ™%

neEyv

W (8x) = %Tv (d%-e9) (A wowe 4+ VY, i w8 § "

VI.1.5. Résultats pour W=92

Pour W=o , dans le déterminant caractéristique, on a :

3, a1 Y
a: 2 bod: 4= h=

C = 3vom ~-RiIn? , €

emtot———

Z
4-v 'RTJ' ) (}:R )\.3’ +VTC % = ?.’Lz
Le d&terminant caractéristique se met sous la forme :

R%wY 20 R n® 4 3R(1-02) nt =0

d'ol les racines :

Tw = 0 racine d'ordre L .

o n = jﬁ- X \/7\7*.]31\-.:1) ot 3(\-\)‘)—0 ]
3

2

)‘Lz = "“"L

N
"

4 ‘/-—F j 3“_01) _DJ
—_— V 4y sli-ot) 0
APET T Y




pour la suite on pose

ok

|
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v 4 30=08)

L

7

 f

-
-

4
‘3(\“71) -V &

X

g

En remplacant W par ses valeurs dans les expressions de W,V ,Ww

du systéme 19, on trouve tout calcul fait :

—21= 1 A=0 d"i‘i B . B
uo(t) = —F[Al.e (AM.T;._BSU\;_)
-«;
+Az€ (AM_ER} -\.BS(M /%E(.)}
Vo Ln) zo
1 A-D “%( Bz px _ Cegn P2 . Pox
W’(x) = _R;_[B,Q -C m-—R—'*D$|’h_R—)_QB£€ ( CWE-{-'DW.E)]
Avec
_.22._
A= (K7- cu?p? 1p') A, o B Lap, (a2-p)
c = | ¥ (dev-wp?) + «p’kfsg‘-s\;\] o
D = [{%’(p‘-mul-v) + ol"f%Lw‘ww)J Ao

arbitraires.

h, . B, et B, étant des constantes
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VI.1.6 - Résolution pour W> 1 .

On cherche les valeurs de L qui annulent le déterminant

caractéristique; pour cela on posera Y - R

Le polyndme caractéristique se met alors sous la forme :

(A-0) ¥ 6 -50In¥ 4 (-0 5
o | AZ2)yT y
¥ r)
4
4 [ (A!,-\oo)v“‘ + (9vi« 2v-6)nt <4 3(«4)(\-\71)1 _\/E—
2
s iztﬁo-ww‘u Qa2 -3v2- bo)nt 12302155 -«)nY jcr
z VY
3(~v) (-1
4 —o
2
Polyndme du Ye degré en X = \/z , qu'on met sous la forme :
-2~ X7 + A X2 4+ BPx?+ Cx +D =o
avec pour h> 4 ,et o0<v<g95.
_25_ 2-
fe (& -50)n% 4 &vli-v) < o
A=
s _aa-ov) n¥ 4 (S0% 20 -6) 0% & 3(1-0) (4-v¥ > e
A
4 08po0) b 4 2UL-Fo2- bv) w4 (2397157 sl R
C =

|w)
1

2 (A-7)

'b(n"—l)z Wt >o.
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Le polyndme caractéristique admet L racines complexes en .

qui se mettent sous la forme :

X‘:Rznf—:-d,\*lﬁﬁi ) XZ:QZIZZ: _N\—(_ﬁi
|
. ‘
X%:Qﬂ;L:O(ZJ»Cﬁg_ y Xy :RzTL:‘:Dh_—Lﬂ:z, ‘
avec
-26- oy = (A4v) (30v3 369%-120416) 04 (4T < 60V 4 L6w"
AL\ ‘,2)‘( “1_‘)2 Y

- 1—295+|20") n! (’52-’84\7; 23 0%, 66»5-369“)u’+ l?o(A-a)zUw)}

Pe = &3(!-02)("2_ )° - dzzJ e

W, = . L6 “Som® ! (.kw)k%ov"’.%v".\zouz)u"

2(1-v) A2 -0 (u21)2-unY

4(4 +0) (-qx t 6oy Ly bot -F203, lev“) +4vo -\Z(uw")z] n¥

+ [(A-u?) (-'561?";.66 p3 4 B3VE_THv 4 32) 4 2"“’(1791')2] “z}
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D'old on tire les racines :

.—2"{_
4/ 24t | e
W o A b - o 2[4 ]
TR 3 L
TLz = =My
4/ 4/2‘
AL 4P =0 ¢ oy 4 JaE 4B ]
n’, ;\_ e - j
TR ) 2
Ng = - Ty
it 1,02 _ o 72 e
[ dg +Juiep? } . C J“z*ﬁe 2 - -
"5 R 2 2
= _i;_Vf_f_y’%V_,____M 18:-"%
L v P
Pour la suite on posera :
_28_

ﬂ% I ‘ 2 a2 Vﬁ
Y, = [d'z*f;‘l k. . 8, = LM - )
2
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VI.1.7. Détermination des déplacements "de membrane".

D'aprds les relations 19, (D) et les valeurs des racines du
polyndme caractéristique, on calcule les coefficients des déplacements
de membrane.

On détaillera le calcul pour W(8,x) , pour les deux autres
composantes on se contentera de donner les résultats, la démarche restant

la méme.

Ona: MU(B\x) = 2 (uv;‘ (n) win® + uln Y U9 )
w

nSx®

(k-4 (n,n) .. e

ff.‘\/
n '“

1
avec H“ ) =

nUKR

(el - ;(‘1) ("l(, w) PVu e

USn) =
\

Le b - fh)kfu,, n) = Etéz[ ) R & (Fopr-o)-1e) W Rl 4 13(1-0) w“]

o ‘\J’M

Pour R% n* = - o, .uL'FHL on a :

&e - &"\)(71;““\ - _L \ Z(\~o)tq‘2_ F}) - (‘_\.‘,U__ﬂ _‘2) wt dl -\WU-\DV\“]
LR

P i- g L-o) oy Q«v\\-o)—\ﬂ “1’]
“R?

on pose :

_29_

A 2 3 2= d? -f}%) - \_wu-o\—\z) Wy 4 3l Y nY
2R

B - —P:-— ‘_-QU-\:)M x ka\-ﬂ—‘l)v\"]

2Qt
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avec
c = L | at-) (i-p) o [(totode)id, mu-o)w"]
-30- 2R?
D - Pe XL((VD)OL,_ " Gvk\nﬂ —-\2,)\42']
2Rz
¥ Pour ‘ R n? = 0(2_(,‘/@2

@k—:{k)(m-, W) = —% - < g‘/

‘ varn
Et en remplacant kek- fk)(m‘,u) et M. pouwr leur valeur dans

' 3 ud kx) 3 .
l'expression de " on tire que :

4 4 I & - 8|1 . .S‘L
( ( T 2 BV TE. Ja. -
u""):‘\‘(“M: (_2-“'_3.“8‘2.3 R ce ‘ff.e &)

Av\ VV‘ 2
Mk — %‘t 1\ v S'l
A - B e R e e R e T)
«(2-c ) N
521 7] x e S__}
T I D Y2 R ‘ -CrR R
GO (S2) e e ®mae T e
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T W = 2 \% e ¥ G “"’E\Tz,‘L - Boon )

wenN ®
X X ¥, &
4 b e "’*\Am E‘E— +B Sin 319-}) x ¢y ez*\Cmé‘l_’_‘. ~Dam S2x

R R

X
4 dy F R Lc o E_% x Dovwm i{i"_)k \ \, Woup + Y“chw]

d, sont des

od A, B, C et D sont données par 29 et 30 et ays b1, cys 4,

constantes arbitraires.

La méme démarche, donne :

Faom &ux e eﬁz-.'% kaws 2% _ T aun 2eX
* \* z( R R)
d e*%%((‘xom%z" Touew 92X wo A s'wweJ
* e oA T) S_’Yhm a5
Avec
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-33-

E

_é-l ['w(uvu)(d\z- 2) - | 2lu-wt) 02 (3 n2-i) “5v Joy = 3U0) tuen?) “1)]
ko= /;:z ‘_' 2n (Lva+l) d, + " [ gly-nt) 402 (In-y) - %o]

G- -ig-z 1..\'\ (lm-ti)(d; -ﬁi ) A V\‘_Q\Q-W-) -’«\?2(1#‘—&)—3\7‘] Ry = 30 i 2) h;]

T - % ‘_ EnlUvat)d, 4w \_lU&-V\z) +vt (Fwt-1) -30]]

De méme on a :

_3u_

5§ o oA
wkg“‘) - Ere \ q5 e kM Bin g—\—i - K (& 1Y 5\1
wew R

Avec :

_.35._.

A %u-o)(a.* _pH) A - (V- vE-be) €T n®{lpeorve- 2assa)| By
‘Rz

A S\. Bi KO(/L 4 bn? -v(\-o))}
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M. 5 { (-0) (4= B7) -y (v-vi- ) & W[ +) vs"-z(l—‘ia)}&
Rz

+ _7‘ ﬁ 1 [ v(1~0) =244 - GMZ] :
R2

@-= Jﬁa § ) (AE -p2) T - v o) ¥z ¥y w"\(ﬁwh“—zu—s»}]’ia%

52/31 { (,w -0y _v(\mﬂ]

o - Sz % U-0) Lig= p2) « d,(0-»= &) +n2\s+o)u’-—w-w)u
R’L

+ 'XZ/SZ ‘_ de _‘_v(\_“)) G\nz]

&
R
IR
N%W/
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Avec les relations VI-1-2 et VI-1-6, les composantes u(6,x)

v(e,x) et W(6,x) doivent vérifier :

|
ML R VAS T S \;&/: () = U-sVR ( ALl «BL)
R R Lef

n Uy L) B Vi) - Rl-v) 2) \ V ) 4 nki:w) \;\/“‘(x) :M-DZ)R{_csh‘ -\Df(“)]

! n 2
A
\v U\”h\)-\-R\Xln -

R R " Ty (A
!

v q‘}w ! L+v) \‘/z(“) _ V\ZU-\’) W, ‘a) 4 \)V (x) - Lt J)‘-E (n) *\: (n\—J
R 2R " AR2 2eN

\&f(x) _h V“(“) _\\”\;Vz“\ - l’)g \A (n) « By (n)-k
R R " " T 2ew

Y2 _ R(l-—vz) " 1 ]
W Uy ont V“‘H) L Rb-2) v (x) + “E{'" W2 - ————Q-E-T;\en %) A0, tm)

R R’ 3

- IRy
i) Vi) - n2lesd \w? - M‘_E:u) 4T}t»)]
p) " 2 2 EW
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Remarque : Gill [1, P. 36 & LO] dans 1'étude des effets de
bords sur les solutions dans le cas des coques cylindriques, recherche,
suivant HOFF [1], les solutions sous la forme que nous avons établie
(31, 32, 34) avec M,z 0

Donc ce type de solution n'est pas un effet du hasard, mais le
fruit d'une procédure logique dans la recherche des solutions d'un systéme
différentiel.

. 24 = .
De plus G1ll suppose P et Y - nuls, ce qui d'aprés nos

calculs n'est pas une hypothése indispensable.

VI.1.8. Calcul des contraintes.

Les composantes 0'43 1&x, 20) pour 3 = 4,83, se
déduisent facilement des relations 1.1 et 1.6, on obtient alors que :

_36_

newv -ov) R

L} I
0-\—‘(9;7(,%) s Z im“’ [ E%. \ uupi"‘] 4 %V"Z(N) e OW,:(“))

Z
]

| t
A,‘(ﬂ -B"(N) ] 4 S‘.”“a E & ( u (x) - -!\_ V ‘(“‘) 4+ vV \;V:'(.X) )
2 “-»*) R R R ¥

AZ(n) - sﬁ‘in
2

[
(9,%,2) - g e ( u“(n) IARVATRIE {UEORVY
e J \%) - %ﬂ\/ @ OZ)R 2 ntt) 4 y “Ln)

" 4 1 bt " ‘
NRITDAUAR I LY IR P R VA (=0
) Y R <

1 Z 2 Q\-Jz') R R
n(A+0) th‘) Con) = Vytn) ]}
) et Z

Ao
G, 8,%3) = S.wane -a)RK v Uy (8) -\.%..n\l L)_'LLLQ_’W“).\RW (,,)‘

”") F."(.“)J E’D’ C “(\+0) V'Q‘“) hl(' J) wl( ‘)_‘Rw (‘)
y u-az)akv““ M- =g e Ty \,

_\’ Evz\'(‘l) -FnLUNo }}
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o Aan) ' B;(") - - - ¥,(x) sont les coefficients de Fourier
des chargements sur les faces 73 = % &q , qui sont donnés par les formules
1.5.1.

A partir des relations 1.1; 1.2; 1.63 9 on détermine %Zke,x, 1)

en fonction de W(Hx) , V(&‘x) et W (8,x)

_37_
q (9, x ol Z S E n VZH) U (v A LA-AV\")%

+ v Wito [ 1o _..) T uﬂ [ Ao -, 00 an(€o0 DY W)
=1 - 3 A Uz y
+ R LE,\ ) - F, h\))JK wwd \ —. _T:_.V"h\ L2 )“- (,«&Rn 73)

f ]
+ v(4- %) \N:(,.) - V1 uju)} 4 \\A:Lx) -'Eiuﬂa.wti):‘m-‘-:“‘)

' |
+ R Efm - F:(")\)K Siand

_38_

- - E '4 v 2 ’s
O‘Bs(e,xﬁ) = _Z_éw \T—-—;{\,\N"u) + l’-ﬁ-VwkﬂkA-&.E)

‘ . Ak) *E‘\
+ _\‘_;_\A_& “1;13 > “:“) "S(UWH)K _*U‘-ssw"% uulg Cos v

A-p?

4 X E X\Lﬁm - ____.\\4 i)V (n) o ”\AJ« ?'73\ U w)
- 93 \“K (7«)] \F35° wt *F%be]k gvu wb
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(&,x = S— 3 oW t) X
23 ) ‘73) ;\:N \ QU*O) R \ P\)

4
| g e N 4T,
+ e 2y Vi 4 222 u (n)}‘; 230u 230 >
P\) " R " \ 2R

\L‘_)\N () +(\+__)\/2

{zu\ +v)

. F :n\l) *Ez;o .
\ 2wy U:(“)X N \ 23 e Y cwwnd
R

VI.1.9. Calcul des déplacements.

D'aprds les relations VI.1.1, on a :

_39_

v IV Aw |4 LW
L/‘-J)R\_+R )*_O'W)

\'\- v?e \\A\S.x) -

¢y
{ \*‘%) T

' D)
UL\S\mz&\ = \'\-t _1%\-) VALY - _%_ .m%:;_ﬁ " % Qiow‘x)

YD Y) Y Q.;oke‘x)

+ -

U, L& ").) = WLepx) — 3 ~ =}
sont donnds par (32), (33) et (34),

et W& x)
, 1i=1,2,3 seront déterminés par les relations

ol uitiyy V(9L¥)
A
les q” { &.x)

u
VI.1.3 entre les “\\e\v‘_) et les “ ﬁ (8 x)

\&o
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()
QG 30 (O %)

RLA

+

' )
D 8,, 18%)

W)
‘R K. QQ&O“Q") - QR\‘\-&Q} _&k‘) \9’*)
R € 230
1)

X

A g, )
E \ :&35}9'*) -V k&22‘:;9"") * '&uow'x))]

() W
24, (9,y) W W) Wy
Lo ! + Q,‘ (®x) = ;R_\'g (8x) = v i L& x) —\315 L8 ¥)
Yo g € 220 \Lo £1 ]
W)
En remplagant les :{ .. L# %) par leurs expressions tirées de

VI.1.65 95 105 11 et e

\r)o

n intégrant le systéme 40 : on obtient :

~L1-
() A A . y -
k .
Q%o (#x) Ten %W ( Aaonﬂ + A, )\»‘MG-\: \F\a‘}:) *Kao\s‘”‘ W
avec
' (Y — 4 ‘ ‘ .
A3 m&n primitive de F’B%ontﬂ & F,’so x R \B“(ﬂ - ““u\\ v R \B“m)-C}m)
4 JREL ?:Lﬂ - E:m)
et
z 2 2 2
A:o “\\0 primitive de Fa:sv“(x) 4 F’-‘»%o + IvR Ug" (1) - [\wu)\

4

A
pRE(EIM) - EEW)) —wwR DI - Can)

")

Ogo (H1¥)

.5 e

new

0+ A,
Leh

= -
\

Ov\‘\\ 4 A’.‘Lo) W WP +LA10“ JS\‘V\KD
2€d,
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avec

A

e A =
A-’bon (n) oprimitive de Q(_H-O) ( F23°(V.‘M) + F“"\ - ‘:
2 A -7 n Aqo(]) *A“B
A'Qon“) /e o @y kFa“&l\ *FZsa) + ( 3 "‘R 5

Q) R - \ .
Q/«o o) = Zen 2"_ \ O RN \R\\—o)\An\ns-B“tn\)

33

s R (2 -Drw) + RELE ) - Biw) v (R« F )

2 2
Con [ Agg, 0+ A?,c ) 4 !.\‘:J A Biwwd XR\\—Q)&P:?;()\) i LM)
R
! t -—
+ nwR (D;u) - C:m) s RE(ES - F“zm) v (FS:\-,A‘) N \:%i)

A =~ 4
“(Awfﬂ *A3°\) 4 A:’ol €TH

4 Qnd ;
r w? |

VI.2.1 - Conditions aux limites sur les bords

Pour déterminer les constantes d'intégrations du probléme,
on doit prendre les conditions sur les deux bords x = 0 et x =L .
Les conditions peuvent &tre données soit en déplacements,

soit en contraintes, soit les deux & la fois.

a) On traitera en premier, le cas ol sur une partie des bords on connalt

les déplacements, sur l'autre partie on connait les contraintes, pour

cela on posera :
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\ (9’ y, x) € 1d1ld21* ‘_-‘4.-\-&]# \DK Ourec -T\<'4”d2<"‘l§
DZ, le complémentaire de D’l par rapport 3 [..'T\ '-\'ﬂlt ‘_-‘4' 4‘1] o \Ol
D, = \(&, 3, %) € 16(3” o’("[.* [_ b JH * \Ll Qe Jl{a(a,'du('n 1
et Dq le complémentaire de D% par Lo.l?vc& 3 ‘_-'“,-“] ¥ \_-“'1“’“] * RLK

4 =
déplacement donné dans D 4 > avec :

Soent U, = U, 183) &y uyley) gty (03) ) 1¢ Vedaun

/uuke")) = Z ‘.u (13) nn® + ut (7.0) Smu%]

ey

V) dkepa) = MW \V (,’\ WIME & \/ L:a)s.“e]

L u?’é \&,77‘) = %N ‘_ \W“lkib\ w wh 4 \N“z&bb) %;’uv\ﬂj

r‘ Expressions qui doivent &tre égales a W ,\9, A Xz 2) y %

U&W, Y x;a) et U 3 \9'% ) X=z2 ) données par les relations 39

et ceci pour tout angle ¢ compris entre K, et oy

Ce qui donne les six équations suivantes :
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VIi-2-3

uily) = A W- vh ) | s b A v Laadd ]

%
-0 R

+ _:-‘-’—,Z— V\kaz*bz,)\; *“kcl“'Ag_)G‘ *Cl,,k\v\s\ —\(X‘\

b (K A M Sa) - (@ x §5:) -4, ( i +$¢51)§

" 2E \ R LA-0) k A&Lo\-%l\o\\ A wR kCi (o) -‘Df\v\) X A:o

CRELETW - R - (A AL) o (Rl

VI-2-k

LI“Z ('73) = Va 1 Gy eby) A« (cy+d) c - JJ:)R tka\*“‘\) A

+ kCA-kd\) C V\LQ,_UOQ_)E e, AZ)C: + Q, k\*’\s‘- xY,)

b, \\K“ﬁ'\ + \'\%\X - cst B4 O Sz) ‘A’akxzq*ﬁ 51“1

A ?}E XR\\-J) (AL() - BE o)) 4mR (Date) - o) 4

{
CRLETD - Fim) - v (LM T

A A
oon LB v A ) Aﬁj
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mmm.Hu-. tés.

vVIi-2-5

it L [ )« Olen )

* rOV e Phﬂ

=3 e atassll BT

VI-2-6

VAR IR SIS G Lepada) | L2 [ M by)

AZ Lo N5,
+ drn\lmb; 4 > R

i 1égalité = = . a
Enfin, 1'égalité Fw (&, w . L= OM Cw.m onne

vi-2-7

fﬁb = ys /Cuwlmwv K ....,ﬁ.ywvnwu Q A Vﬂ,.f_o,| n&s‘,?lm_@v

f AU (ne - 5o)] + A | Ao« Ai]

e e T LI

w cﬁ ; x Q.ﬁﬁz Lk - (0 -5, 8)

Lo 4 Al
Ld- ) (Bee =D i L s
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De méme si on se donne les contraintes Upe , U3; et S2zz en
X =0 , sur le domaine D& , on obtient six &quations entre les constantes
d'intégration et les contraintes données qui, pour chaque n , donnent 12
relations entre les 24 constantes.

La méme démarche vaut en X = b et fournit les 12 équations
manquantes c'est-a-dire que, avec les 12 précédentes, donnent un systéme
linéaire de 24 &quations & 24inconnues : en génédral, on en déduira les
valeurs des constantes.

De méme si on se donne les composantes  Up, ¢35 & Ty
des contraintes sur le domaine Da' , et en les &galisant aux contraintes
donnéespar les expressions 37-38 et 38bis pour tous points appartenant &

Dz , on obtient 6 équations entre les constantes d'intégrations.

La méme démarche vaut en 1 = L soit en se donnant les
déplacements sur D, et les contraintes (0'32, 0'2% et CS'35 ) sur Dy ou
inversement — donne 12 autres équations entre les constantes d'intégration.

Pour tout w , on a 24 constantes d'intégration qui sont Q@;in), B;[u}

d(‘-(n) s Gwy C‘L {w) Atokh) ’ E%Zo“) s ‘Eziau) avec
(24,2 3 et o = 4,2
Donc pour tout W , on a un systéme linéaire de 24 équations &

24 inconnues : en général on en déduira les valeurs des constantes.

b) ol les conditions aux bords sont données seulement en déplacements.
Dans ce cas, la méme démarche que précédemment fournit seulement
12 équations & 24 inconnues, en général on doit avoir non seulement des
conditions sur les déplacements, mais aussi sur les rotations des bords,
c'est~a-dire sur les dérivées premidres déplacement, ce qui fournit les

12 autres équations manquantes.
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De méme, les données des contraintes seules en #: O et % = L
ne suffit pas a déterminer toutes les constantes d'intégrations, en général,
on doit écrire la continuité des contraintes et des moments des contraintes
en o=~ 0 et w2l pour pouvoir déterminer toutes les constantes

d'intégration.

VII.1.1. APPLICATION AUX COQUES "MOYENNEMENT EPAISSES"

Dans ce chapitre, on s'intéressera aux coques cylindriques pour
lesquelles on prend 1l'hypothése suivante :
¥
Ha . st = k.?‘.) . ('.b_)ﬁ , on négligera tous les termes
RI\R
en &, tels que *ﬁQB
Dans ce cas, et d'aprés les relations, les contraintes et dépla-

cements se mettent sous la forme suivante :

VII-1-1-

\8°

% (o,y,3) = H U i (&“ * % &"\o,,)]
2

3 Q) ] gw ] 2 im
2. ) 4+ = X, e 4 8 (9,x)
'R i,:‘“t'q ) R ‘&‘SA 2Rz Ty,

1) , )] 2 te)
L(‘- (S,x,zb) = [Qco (9“.) 4 %.. Co‘eﬂ) + -&!“-R— Gl ‘-91“)]

QW) *) 2 (2)
_E...‘. O’C‘ \O(f} + 5'4_. G;_A\BN")] .—g-——— acz(sl")-
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Remanque : Dans toutes les théories sur les coques cylindriques rencontrées,

4] (e) (2)
on néglige les termes tels que %\” 181x) R 4 (&) , :‘_ (&,x) .
Jo

o ‘e A
dans les expressions des contraintes; de méme on néglige les termes Ql',‘“ (8:x)
°
qf.‘)(sl,g) et Qéz‘) (&,x) dans les expressions des composantes
0

des déplacements. Ceci présente une certaine anomalie, pulsque on garde

2 .
2 .o .
souvent les termes en ?5 ou en 'Q“ , alors qu'on négligeait avant
R2 R2
des termes en e .
D'autre part, c'est en gardant justement les termes ci-dessus,
qu'on pourra par la suite introduire les conditions aux limites sur les

bords A=z O et 'JL—_L .
D'aprés les résultats obtenus jusqu'ici, on tire les relations

C v

. w . oer
suivantes entre les &“3‘& (ox)  , &e Q_u Q_é ( 8&x) et les différents
w

ordres inférieurs; on a ainsi

fo) )
en posant Q,o (#1x) = wld,x) > on(s‘x) = V()
o “'(:: (®x) = W(Px) (ce sont les déplacements de membrane usuels).

ViI-1-2
£:‘:‘(9)¥) s 31‘::(0‘1) = :t\i.:le‘*) -0
Q t°)(_a‘x) - € A ORW . 3_"_]
2se tlee) L R o
1:;9"‘) 2o [ A (e v 2

(o) £
{_ () = AW, 2 Yy u]
330 ~x R Yo R
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VII-1-3

Y oe E [ A(w YW
( S — = (X W

"m 1x) A-0% R(W* ) v 'D‘X]

%t')(e’ﬂ - . E vl“_ N R'%’W A40 2%V A=) Uw ]
134 4-p2 N2 ox? 2 6% 78 * IR %

) £ 2 2
,! oY) = - i_)\_km*v*_'\_}a__) RU-0) 22y AW 9w
19 dot | R \ g2 w 2 12 3 2 mxw
) 2
£ (O,x):___g__‘.&_ .\o?_\l"_*g'\?l_‘}_*‘_ﬁ.‘*_
A A-p? R ¥x ~x2 R  pt
W
| )(ﬁ;x): € S"’V-z?l&.__i\_l?."__]
23,4 A~o? ~0x Yo R
() € 3 W
Bx) = — A (Y
J&SBQ x) = A~d2 \_ 'ﬁk_ ) & v _‘Y—T]
VII-1-k
(2) 3 3

4 (Bo) = € T 3w 2 2y _4,2w 4 Wy AW, gEV

e A~D2 R R W A R e ™P/E ™
s
t2)

T g IUR| SN W A FLAS 8 VU, Svez Bw
1] ApE |l R W R w2 2 w2 R iy L "o
(e) .

j (Bx) - € Xv_m_'il +Rfaw+4'oﬂ.\§£ﬁ)ﬂ*ﬁ*ﬂzm
132 A=p? (73 ¥x? 2 Yw 4R WZ  wt X
(2) E 2 é

i ($)x) = —— 3_‘&+J_§.Y.*%9M+\)'R3_‘L-Lu-szﬂ
213 -l R OR %W w 2 R 9wt 3

N

: 3
- {(1+9) 22w _ R FDV}
Ix W? 2 4R 14




{2)
T _-Ev 1 v 22 4 ¥y ) 3
’tasz ) = A.D;XR";‘F*’R—?*E“_{*% \:!‘k_‘t‘:’fkj Vw,,%gl'f‘\:l}
(e)
| € (e 2 - 2
P PR O U U v
(\¢V) A~V 4 xS A~0 W A0 e R 3
VIiI-1-5

. W
Q,, (9v) - -—‘-’-{ﬂ-&-u*—‘k m] y 4y (9\*3 v- ;
X D2

4~o L9 =
ce) 4 2 2
a,, o = ._ﬂu:.u-ﬂ% R S 1Y
A~ Tx 2 Yo+
(2)
Oz t8x) = 2 V"'Q) (2w v;&;‘) R 'a;;:/& -9 R? q,;\:
(2 oA R 2 22w 2y Y
au(e,x)__m{'ﬂ ~ +(2-p) R rors E“W 4 L1=v) wz}
VII-1-6
™ v W 0, Y
{{2 (8,x) = i (8,x) + -E 285,00 g% g 9::)]
2o A~y o U-»OR w x
t") ) W) W
(0) = —— § 0) 4 _E¥ 12820 L %) L R %,'%w
330 A=Y  YVWo (A-0")R ~b \o v T
( W
1( )w;x) - 'Ns ) (o) + R D Gy, (1)
o 7 z(wm P
(t) . (\) Gu) 9 () )
£ (?m) S - Xi (9)x) + M _i (5,x) 4 R ‘b;‘.ht&x)‘]
i ‘o Y6 220 E.)

t2) ) M e
£ Bx) = ~ I &c‘(%m) 4 H‘&?.'Zg *) 4R '3:\?_3&31%)}
1) ~o

(e) ) Y (0ex) 3 |
i L&x) = {% (b/\(§ 4 Y230 ‘ x R 1‘&'3&:(8'!)
134 (30 6 ~x e
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2
‘&( )Le:“) = E
1.4

{2) )
—aqs. (B.x) N R ’BQe (9"‘

()
(8 ()]
1233’_"___"’] 1oy y)
Y] ™ 230

(t ) 12)
_g )\Gm) i '&\2)\‘1") L€ (8 e yR s e Q\v\dw")l
231 A~ W @W-vOR w ™
) 1)
4 \) u L
. 4 __A_:_;_ V) ( -L \9x) + i§h\,0w)\ - izzGKVnt)
L2) ) u‘)(e \ Q)] 8 1) \’K{ (h % ()(9 ))
ibs4 K&n() = i \72 \- @*\7 & A3 - iz & o + '\>5 1%
(1) &%)
. ? 02 \em x kae.ﬂ X X (3._—-—-—(1“‘ Nl
\J\ \)‘)‘z W " e X
(2) R
- 8,x) -V (9 X) 4 \9‘3))‘\
a,(ex) = = | “é x KQ ' &
Q('zl 5 am > "?;Ctt? (9.x) 2(\..,93‘\2 (0,x)
2 (&)%) - 250 1K) - = ‘\\20 )
L) \ )
Q(Z)(G ) = 2l R %ﬂsou") R '30 0,x
€ ()3

VII-1-2. EQUATIONS D'EQUILIBRE

D'aprds les relations IV-1-1 on peut mettre les contraintes sous
la forme suivante :

Ui ®xy) = 0;;"’&9.*) +3 00 &y T o) o o (&)

En reportant dans les &quations d'&quilibre, on obtient un systéme

4,

qui se met sous la forme :

ABx) 4 »%Ble.x) T C9x) +olEy)
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d'od on tire trois équations (en § et % ) par &quation d'équilibre
c'est-d-dire que 1'on aura un systdme de 9 &quations différentielles de
la forme A(Fx) = BB x) = C(®)x) =0,

Ainsi & partir de la premiére équation d'équilibre, et en tenant

compte des relations VII-1-1 & 1-6, on tire les trois équations suivantes :

12) (?) W)
t2) 2) (&)x) L &x) e ()
-lw ‘5“ (917‘)-& (91‘&)4 E}L+Rﬁ_\.ﬁ;—+2k_&:ﬂ_ =0
e 222 B ¥ -y
U)(& ) 2 ,& \9 x) (2)
x ]
-2- .7’_}____'_.;'\’\ _____-—-;-& m)-—'& (%ix) =o
o1 22 ¢
(?)
0 (2) 2 (®ix)
3. |4 o { ®m) 4 20w ,,’\11__.__..&‘“ ' 'bi sw’" W*M’N’
il i - L
De méme on tire de la deuxiéme et troisiéme &quation 4'équilibre
les équations suivantes :
(2) 2) V)
\2) (%x) L& {6x)
~l. I., { (9’/)()4.2_1_23}_1_.4. RM* 2R1£_23L_i:o
122 "W ~¥x ~x
Q)
(2) » W) ‘
<5« 2% (%x) 4 M (3 3&239\9” -5
(2o w X
(2) \2) @) (%) o to
6= |3 ) 4 opom |, g 2V, 1! ™ ?im )
i W ™
) 2)
(2) NN lorx) 2 ovx)
T TR =
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‘nle ) (2) ()

b 4

g8 - 2_&2_;_3_—'-—- a R '}&‘5&9(9"*) A ‘&% (G/‘() =2
) W = \3e

(2) -&U) (&%) 1Y im (& x) Q« 9 i;:: (8x)
_9- 18 1 (Ox) & ¥z T R 350 A ==
'3 ¥ ¥ X

VII.1.3. CONDITIONS AUX LIMITES POUR 2 =t %

D'aprds les conditions sur les faces intérieure et extérieure,
)

+
on a les relations suivantes entre les F‘._- L8 ,x) et les \& (o x)
A
yw

l L‘._\

=7
_ ) (2)
(P\-* - P ) = %[ i 0(9.\:) * '%: '&“0(5:\‘)] 4 '\'%5 -\“z\h\ﬂ

\\

B} 4%7) = %H::.)“"*’ o]

)

V) ) 2
(P; "?vh) = %X&tto\etﬂ + % x::o(ec*)] 4 —%—z '&(\22\91“)
‘ - o) (3)
L’P@* +% ) = —{é'- \ 'X\m(a"‘) + -%i- ‘lw‘\*\r)]

- w) 7) )2 ()
\?* 'P“) = %‘Lsghﬂ * '&pT i\s.}e"ﬂ AT {\&7&9”‘)

x

LRI S EMCRE SO

4
Vu la 2M - périodicité en & , des E' {x,®) , on les développera

en série de Fourier (on garde les mémes notations qu'au chapitre précédent).
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Ainsi, d'aprds III-1-5 et III-1-6 on a :

VIII-1-8
2 . 2& W (")
Z_ g (Av: ) 4 B:’ h\)) muy + \ATAU() +‘Bw\‘\)§9\m\\b} = T ‘»&\\(\3(‘)-& _Q'R_ {“{‘Bﬂ)
neiy

neiv

neimv

weN

&2 \2) (e,
+ ?z X\n *)
. %(Anuﬂ—g (ﬂ) wnh < khzh\) ® h» e.\““e‘k 2\‘ \-‘“0\0\1]-\
{
()

4 iz_ -&_ (9,x)

Rz Tuz

V)
&(E ) - F, m)ume 4 (E (w) F“h)) Smﬁ’g : \(\9.1”*

V\é\'N

2.
+ QA -&2’1\91)

2 g (€0 tn) =DL ) w4 €5 (m\-D'\mﬁemw'& %\3:\}“)* Q«?

(?)
g (8,
\Qo

(2)

1?)

& co.:]

w t)
2_ g(c:h) +D, (l\) winb + (Q:(n\ A, (':OS S\'uuﬂ.g-: %\i“a\\?.x) + .Qé. -x:?l(%x)]

_ . @)
2 % (EL ) + Fatnd) towd 4 (Eqenda By h\)’wwg Z;é-\&(ﬁie,x\ R P{ii;&“‘”}

>]

|, wm]

S
VII.1.4 - REVOLUTION DES EQUATIONS D'EQUILIBRE

{w)

A partir des équations -1; 4, 7 et en remplacant les i LB )
[§
am

par leurs expressions en M, V et W , on obtient un systéme homogéne,

de trois équations: différentielles en \y , v et w
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1-9

A
Wt R e ™

3 3 Iw
2V LelzaR 1_!_ A (24 0) W _\L2+v\Rz W
> XYY B A

3 ' 2
+2(HD)R’B U L A2 2?.\_’- -k%(\-o)Rz__V_
W %2 R e Ix2

2 "My g R 24
—— E -

_ A=y p¥3YY 4 6415) Ww w43 2w
A 2 »iwer 2 Ty e 2 W nd

- (34p) 4w =0
I MW

1-11

2 2 2 3
30 ')1__4_L_ + 3R W R 3.v 2V N ‘5(,‘-17) W *3“’” i Ed's
R 1.3 ~“x2 2 < 2 ™w? Fx W

o (1-0) R? 23u ve3 DYy N »=5 R OIW il R* MV
e

x> Q “wb 2 YW 2

- 22‘5 '3'4\7\/ A=V 'B‘\W

- =9

Y AN W

Vu la 27T périodicité en B de W , V , W on les prendra sous

la forme :

Uie,xy = Z [u;m wrn®  + u ) arw w]
LY-21.V)

VIidix) = %— {VJ(“) I ng V:(n)s\'“us]

W (8. %)

t

Z“- [ W&h\ wwl *\N:(n\ S\'u\\t)]




2 12 4Uwionv 2

31 \'}’h\\ - __?:_.R5 ') 4\4\6“394 (34»)\(‘_] W"'(x) -
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Avec les mémes notations qu'au chapitre précédent, on obtient
a4 la place des &quations 1-9, 1-10, 1-11 1le systdme de 6 équations

suivant

] L)y z
12 unt wY 1 ) w4 R? 2 3aaw) Vi
..(.E.._;T.-_E)uwu)_ﬁ?\(v-w) o) U ) R( wiy

_ Lii { 1"
+2(2-vIRn V: ) -3 \'h\)&\l*\))\\z] W) ¢ (a0 ” \'N:\\ﬂ zo

v

),
W - 2R (vaw) W) +R? U () 4 “ (3+302) Vin)

U

"
~2l2-9IRn \/ )= 3| uo+\z-v)h")\iv

MI

z(x) + (2ay) R? \7\/ (x) =

"

! t \
_Lk_?ﬁ-_‘*_"ﬂ Usn) 4 2(149) Rn \l‘m ! (‘;*2"’) V, () +R[;Ln-a\-1§n‘]x

v) m

R%n \N‘n) -0

"

_ n(18euw) ultn) - 2L wR &:m L’.L‘ip}i‘:ﬁ)\/ )+R[§(n-)-_. Vuo

W) t Y
o A0 R> V:(") ‘“‘(,uw 1(3»«0)“?] w:(u) 4.\”2,_*2_) R \N“(u) =0
2

‘ )
(v -0edW) upn) A LRG0 4 B : 4 \, . )_mmv 2)

),
("*:)“ Vi) - .___"‘é‘;’ (104 %3) W, () 4 _Z_L__"l"_ RWa) 2R Wil =o

! { ",
3(» (- W) W) 4 (0)RE CL: ORI ik 3+9] AR 4(";’)"‘\/“(:1
R

Wl
- “2(‘ \)) (\04’“2)\N (\) 4 6 4(‘)-\))!/\ Rw (n ) - 2R3 W ()l) > O

2R
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Le systéme d'équation 1-2, ...6, se décompose en deux, 1l'un

en \A"u) > V:(x) > V\Nv“(n) et l'autre en Ui(\) ; \I;"(m) ) \N..!h)

On cherchera la solution sous la forme :

d « nw d et onX
d L . - e \X/ = -€
U:{ (n) = A, e ) Vot = Bu ‘ w O "
avec A = &' '?’

D'ol on tire

a [ C A 0

d e i ®n -

6 4 K JA®

avec les notations :

U_ gl o2
7 a: X a‘: ‘ - 2R(vaw) n? + R0

b= . X (343n?) 4 2(2-9) Run? 'd :-‘Slw 224 v) h‘]n*kzw)w’w}
R

]

d - W U8 unt) o1, 0 wRwE e nz(\s+2nt)+\w_ohs-o “{‘an
R R 2
- .ii. R3nY
>

2. 03
-:t = - V\n[6+\%o+8+o)n’] A _‘1.3_5. Rwn

4 = 3l v S Gedw ] & () RER?
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3
- 3V un o242 W R3r, 22 win

2 L 2

[}
|

'Qt z W (-9 Lovwe) A 3_\ b . (2-5) \n"’] 2t - 2RI nY
2R 2

De méme les &quations 2; 3; 6 se mettent sous la forme :

a - b Cc 2

Aw 9

-d e -3 e | | e
0 A A Cw b

Les problémes (A) et (B) ont le méme déterminant caractéristique

qui se met sous la forme :

A0 = a(el-{R) 1b(qd-4k) + c(df-eq)

On cherchera les valeurs de r qui annulent le déterminant carac-
téristique IX¥) .

A partir du systéme A on voit que :

An B2 Cu .

-
-

ek -4 o - db AR-eq

de méme 3 partir de B on a :

2 1 2
Ay\ - B“ CV\ Y;“

. dh do-duk - dh-ey

Donec la solution se met sous la forme :
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(c) _ —
C Ui%x) = 2__ l&\“ uwmne -\\)“Q.cuw)‘( Qh"&m em
ew
VI®x) = Z \&— "“ wwg 4 AuS\'uw)(%{_a\A e CX]
wew
\N (9#) = Z__ X'k(\“ wWwwe < V“g\‘““")(c\ﬁ- uﬁ\ e'n{x
wemw
(=1 &P

ou p = nombre des racines ici qui annulent le déterminant caractéristique

(si toutes ces racines sont simples; le cas des racines multiples se traitant

comme d'habitude).

a) Racines du déterminant caractéristique :

Dans 1'expression b(r), en remplacant a, b .... k , par leurs valeurs

données par 7, on obtient :

A(T):o - A\zyu ¥ A\o\/‘o* Ag \(’ 4 AbY""' AV Y‘/"' Azyz + Ao

Ceci avec y = Rn

2R -yt e .
On posera X = R n® = \( , le déterminant caractéristique se

met donc sous la forme d'un polyndme de degré 6 en X , dont les coefficients

sont les suivants

A = (V)

2

A\v - A ]'kv-’))?' Wk (p2Tasy -\-’:1)\\7’ A (1‘--\))(53-\5\))]
q ,
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65-62p =32 4y W3 1350 4 2IDF-uy? 2
Ar = n' .
4 L 2

LU ;D’ (24%% + 30p-1T)

Ae - -32 +||‘5p-\-\$01‘“(, . -122 +54v - 504 603 w4
A2 e 2

- 13 #l\ kv +3p%- 2303 " + {h‘:a"-%\”"%"" -(-‘50)
<

2 - 3
A, - 3-26v -2 ¢ ‘ 395 - 262w s F-F607

-

“ Y

k)
N 33 sldov- ¢ €8V 4 mal“q . A9F - 538V £+ 553 v 4 163D 2
2 <

- 1ol \-J) ( 4-.)1')

A, = (-0 W 4 Qu-gp)wn’ 4 “’5‘25":*‘3”‘1 W - (2 £ 233 4 2357 ) Wb

UETE + ULSOV 118y
2

z

+ ‘_\lss 4 SHOV Ly P U

A, - M0-9) (10-?) (2“5 - I 4utet - 23)
2
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Pour n = 0 , 1l'dquation caractéristique s'écrit :

- 1 -
(4-v) XZIX“ 4 El_‘.f’_l’..x‘ " 2w “{3ov ¥ )(‘ 4 (."w'- 63y 4\2))( -\o!(\}d)] o
v

2

Si 1'on pose

_R(ﬂ - Y, Sraso

212 -
x® 4 22 tiov-18 4 k-Bv‘- 639412)x ~108 (1-p?)
4 2

!
Q(X) = x> 4 _‘:i(54-'l59)x‘+(2w‘+wp-l!)x +(~30%-63040)

f"lx)

A2 MX ¢ B3 -15) z, ey -6) 6y - (5rais9)®

te le X i 7

!

_-‘(x)ne s'annule que pour un seul X 1réel > 9 et & admet 2
racines réelles de signe contraire donc 2 autres imaginaires compliquées
ce gui donne pour T

7z k2, mPz oA nt oo ailp.

n:xk |, n=tch ,n::\)uicﬁ.

Dans le cas général Ayg 29 et Ao < d'ol 1l'on déduit
qu'il y a toujours deux racines réelles en de signe contraire (au moins).



119

VIT.1.5. RESOLUTION DES AUTRES EQUATIONS D'EQUILIBRE

A ce niveau, on suppose que w(ﬁ,x\ ,V(O,x) et w(@,z) données

par EC] sont connus, par les relations VII.I.2, VII.1.3 et VII.1.4 on

. ) (P) 44} .
détermine les ‘)’F (e)x\ et a..'_.F (6= en fonction des
u_;(p,z) . Pour simplifier la résolution, on pose symboliquement owe

"_'( h'l @)
Fl& -x,)-—- '\’ (,6>) e ?L-. 6, .

T

En reportant dans les relations VII.1.T on obtient :

*) _ =)

F cex>_ %
4

"(l) - )
-9
‘F-(zo (e == P’ 2 :
w W -
E\=><> ©®0= Fo -Px
2
O 40 - )
&41 (e)%) - * P\'
() ?* (‘)J,?;U)
%m (6y2) = ——
o) *0) ) =(1)
X
Q«z« (6)=) = ""—"2"
() - (1)

A - _
\Z«O to e = )
+(?) -(2)
G’) d (2) P9 - 'y
120 ¥ —2. %\zz i 2
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@ 4 @) ?: @) _ .P:(z)

4%0"‘3: 32 T 9

iy (?)

(7.3 ?: @) 4 n i

444 7 ¥

AL A |

A4 = 2
Q@ -(2)
p® AU
134 = P

D'ol, powr intégration des &quations d'équilibre 2, 3, 5, 6, 9,
on tire les composantes des contraintes manguantes, la démarche étant la
méme que pour les coques minces.

Les résultats ainsi obtenus, plus les relations VII.1.5 et VII.1.6
permettent de déterminer les composantes des déplacements.

En conclusion : la méthode de résolution du probléme des coques
cylindriques ainsi proposée, permet de déterminer toutes les contraintes et
déplacements, pour tout ordre M. en G--‘-'-bﬁ . Tout en introduisant les
conditions aux limites sur les f@ces '5:'3:\'\ et les bords extrémes de la

coque.
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La seule difficulté, pour des coques trés épaisses réside dans

la détermination des racines, du polyndme caractéristique en % , problime

qui souvent ne peut &tre résolu que numériquement pour chaque cas de figure

qui se présente.

Donc pour avoir une solution rigoureuse, on doit traiter chaque

cas particulier & part, en jouant par exemple sur les symétries en s qui

peuvent se présenter, ou des comportements spéeifiques en % des cas rencontrés.

VIII - REMARQUES SUR LA RECHERCHE DES SOLUTIONS EN DOUBLE SERIE DE FOURIER.

Dans la monographie de Gill est exposée la méthode de P.P.BUELARD

(1955), qui recherche les composantes des déplacements de menbrane sous forme

de double série de Fourier de la forme :

wiex)= z Upp Stmnb sin mnx
- * AT
v(6,x) = n)Zm Vi Gotn® son DT

T
w(Ox = § W, . cosn® bs:"_C

Cela reviendrait, suivant les notations utilis€es dans les

'\U"'\‘ () 6'1:"— 4)£)

chapitres YL et VII & rechercher les u.:(-ao s "0';?(13 et
sous la forme :
Y — <4 vt T 2 w T
Wl = Z [Um, E —‘:* + U &= Y
m=o0

N
L4 . 2
(1) ro;?(,,_);-_ §[an suq MO
=5
2 I 3
"”:("-): %[wwm Sun t—“t:“'

T

ol
4 V COS wmunums.
mn L

wmTiR
+ W, o

) HE

]
]
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(Compte tenu des propriétés de continuité sur [0 )L] des u.:(:.\ . '\-":(')
et '10:(-,5\ , on sait qu'il est toujours possible de les mettre sous cette
forme en remarguant que,en =0 et %=L , ces séries convergents vers
la demi-somme des valeurs de wt(z\ en x=6 et x=l . Autrement dit ces
développements sont valables sauf aux extrémités de la coque, excepté dans
les cas ou les conditions en %x=o et 2=l sont identiques).
Les coefficients des doubles séries de Fourier différent pour

chaque cas de coqgue, c'est—d-dire pour chaque ordre en &= ’g‘) (g

VIII-1-1 : APPLICATION AUX COQUES MINCES

Dans ce cas on posera

/ a4 w3
@) | Aaed + Bad = = Eh Z [& son = + iv- > ]

G->9R meo

3 Ly = _LEh [ i By 'l?c..,e_&%]
Cato +—D“ = >(4- y2)RE mzo ? . L

X — 4 o e
'E:(‘I.) + F; (»)= —=2Eh Z [fhm gom BT ‘S’M“w_jl'i}

(A-»® R? m=0 -

(5’?:4,-?«)

. <
015 les A“h')) vy Fn ("f-) sont les coéfficients de Fourier (en © )
des sollicitations sur les faces == ¥

La substitution des développements (I) et (II) dans les équations

(13) & (18) i, en tenant compte des relations 36, du chapitre VI, aboutit & :
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i1 Ugn + ['n ¥

L.»

Jve - wWi=%.,

[Cw w)-

mrretR
L*

mi-“tg‘ A=-wYn ¥\, 1?2
um iy — }Um“ + (__“‘;)“ Wen =%,
3 41 - 2,2 14
w[w_‘) . m‘E:R ] “ E_s_.xw_”:‘.v = oo
2 2 “zR?. “4 - Tt s ™ (!"R i:.‘
RT3 M 2
ml:t w4 M‘\“L;-R ]me + (4—;)& me - T"m
2R (120 eyt wemRBu M p
l\[(‘—h")— :'l—t-.;—- ] Uﬂ\h — ——i\:—t—— th - 2 L Wmﬁ— ?M“
VIII-3
Uzi + 4+ w2 R ]V rantR [( »ant)— Do — "22 ]
PR, ) - 2 22 24
-0 | +-'!.‘L‘_'§.]Umn + @ :“ W,,m o
thEv

,‘[@-.ﬂ; _ minR

W \an

22 - )M%R‘R" At
Lz ] Umh - G‘ > L?_ V\"nh

¥




12k

VIII-k
1z M 2N QR2 &2 T 3 2“7 A2
%mn g U‘“" N ‘- " m_{l"_‘z_} V‘"‘n * _“_”\_'_,.\gv-w‘)ﬁ - L: wmn
e A-2) W \Z
"5M _m3 &v\t n _._.__-——-—""7:\-TZ RZJ U:\“ * L’T’ Woan
mn = L L?’
2
4% wiTZR? UA‘?— _\?‘(A~0)m‘rlz sz“ _ muwlRo \N
ﬁm“ = " "b‘“‘) 4+ —_—_{__7:’1 wn L?' 2\
On pose :
A - gz . WEUERZ .
= W = ; A . owm
L
X, - d{‘ [.A. ww R +HAY W) l-n)] 4 U204
R
+ (1-0) A~ nt) [Az’( (vad) & Qm;)nzj
VIII-S

R (B~ wali-n &) 4 Lo B

2
- Ad V) LD‘-V\"')§:: A nld-1a) 1(':“

21 )
\/m - "'A"'" %[’6,:,3; - A A @:\:}-{A‘?K (vaa) + é%:’“z}\xjmg

XZIA
u » L/ §>M A *5 ‘2 dod N (o +0) + U-J)'\"J W 1
"oc o oA ) ‘. R bl
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VIII-6
19 A A2 12 A1 12
W, = &7 [ AA[ w0 @ - Pa,) 4 DR, 10§, )

114
+n (d-2)a XM"

28

At A2 Al ]{
vm.. z 7:—]-\_ i (,AZ"‘ (v+d) o L—————-"z"z}me - "‘A q’mu* Zo

10
TIREIE X Sl |, - 2 N (vad) - 20| W,
mn mn A My

VIII-7

24 i

22 24
Wy T — { A Pmn ~ 2w (d-1) “inm ) + (‘"")u’#)(’m’hh’d‘[\ '"')

+ nio-1)a (‘3:1)]

21 24
S A~‘: WLXW“‘“% 1 Q‘ng

\.\5,?‘ -_-,___'L.%..‘z{zz + \.20(.1\2(9«1) +

\/M“ —_.__:‘___ EYG:: —Ol./\.§::] \O(A\d-&\’)a,_.‘_’v\zlw §
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9 22 22 2 24
w & :é;\kzntu-x)égm-ﬁm)Ao( L Loyl -w) ¥,

21
+ %A (4-D) (ol-w?) ‘J-f,:: x nld-1)a 'me l

1%
Vor o 4
o

vou\? ad) w2 w) W, o(J\.\@z-\ X::]}

22 o by ATl - g AR (vea) - A2 }\X/
Mn mn o] A

3]

ceci avec la notation :

(-2 &-1) >4

.Sl:,: M‘AvA\d4g)(d-|)_nAvRJ _ -
4 (- -m) | A%y 4} 4 \m;)all

On obtient ainsi, d'une autre facon les déplacements et les
contraintes, leurs expressions restant les mémes qu'au Chapitre VI, en
. d "
substituant aux U:(n) R V:\l(\\ , W'\ (n) 9 Lo( = ‘1,2) leur développement

donné par (I).
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Cette méthode présente l'avantage d'étre plus facile & traiter
numériquement que les expressions trouvées au Chapitre VI.
Une démarche analogue, permet d'obtenir des coefficients des

doubles séries de Fourier dans le cas des coques moyennement &paisses.
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CONCLUSION

De facon générale, la théorie des coques est basée sur les
hypothéses de KIRCHOFF-LOVE (1850 pour Kirchoff, 1892 pour LOVE) qui, en
quelque sorte, considére que les déplacements et contraintes peuvent se
mettre sous la forme :

) Toed
. - 3 . %
u; (02) = ;' (0,x) +7 U (6o
(1)
. )]
» c’( e * "’ v. (e u’

et que, dans les calculs ultérieurs, on peut négliger tous les termes d'ordre
au moins 2 en 2 .

Des modifications de (I) ont &té proposées qui sont de deux types

[ -}
n ™
w)(>8,3) = § % ug (8x)

(I1) co
oy (x,8,3) = §-} PO
et
= AT )
w,(=,8,%)= E h w; (&%)
(IT1)

= LI )
d';:'b(x,e)%) = 2= b S8 (8)z,%)

m =0

(I) est valable pour des coques trds minces, (II) et (III) pouvant s'appliquer
p 1Y

4 des coques d'épaisseur quelconque. (II) présente (ainsi que (III) & un



129

moindre degré) & nos yeux, un certain nombre d'inconyénients & la fois sur
les plans mécanique et mathématique, plus précisément

(1) (IT) identifie le comportement de la surface moyénne (z = 0) & celul de
la membrane (h = 0) ce qui revient & dire que, quelle qué soit 1'épaisseur
de la coque, pour un méme état de chargesdonnées, la surface moyenne se
déforme toujours de la méme facon ce qui paralt physiquément assez étonnant;

(ce défaut n'est pas a priori présenté par III).

- . i e\ ()
(2) (II) et (III) entrafnent que 1l'on peut déterminer les w et qh
. . <o) @\
(dépendant de ©,x dans II) pour tout n en fonction des w:. et 63) ce

qui ,dans le cas II,montre que la solution de 1'équilibre d'une coque pourrait
se déterminer indépendamment de son épaisseur. Dans le cas (III) les calculs
)

et 6‘;%

sont des polyndmes en 2z & co&fficients

(n\
montrent que les W

fonctions de © et de x .

3) Dans lescas (II) et (III) les auteurs qui les ont utilisés ont presque
toujours ignoré les conditions sur les bords extrémes se référant 4 des

problémes de raccord (dits de couche limite).

Dans le mémoire qui vient d'&tre présenté, la comparaison des
"petits paramétres” introduits par la minceur de la coque (a:h/RB cylindrique
d'une part et par l'hypothése de linéarisation qui est & la base de 1l'Elasticité

linéaire isotrope montre qu'en grandeurs adimensionnelles, les développements.:

bt N, — '
ai(&)_{)%)e3= E Wy (_6);}3) "

as

L -]
— n =< — =~
T, (o)X, 3, e)= -2 6 (95%)

N0

substitude dans les &quations d'&quilibre, de comportement et de compatibilité,

sont en fait de la forme (aprés retour aux variables dimensionnées)



(Iv)

oS . -t m_ ()

LN )L (e
533(9,:,5):: Z..Z ,,% (R> (R> c&ém (6)x)

Mm=0 MO .

soit e - , . .
" o) B _‘:‘_. g
wioupy= m G oo s T2 (R)mabi

M=o

.
o A (B Z () AR

=0 - _n) > W\ e
h E. —_— Q‘C',‘ &, %)+...
fai(é,x,‘g)z % (]?) Cc‘go(ez@ Rl é(@v) VI

(nab)
cee 4 %_. %S‘i (%)“ ccé'\: (&+.. .

M=0

Suivant les valeurs de k/g on a montré que si dans (IV) on ne
conservait que les termes de degré (en % et % ) au C{%us €gal 4 un entier
positif -  donné, on pounpait déterminer tous les ﬁim(e))‘a et &
af‘;)(é,x) , OdwWm<n<¢p en fonction des charges —"P.: sur les fomces
interne et externe (z = + h) et d'un certain nombre de constantes d'intégration
qui sont, en général, déterminées 3 partir des conditions sur les femces
extrémes (x =0 , x = L).

On a étudié en détail les cas des coques "minces" (p=4 ) et
"moyennement épaisses" (pze ).

Ce qui nous a paru assez remarquable est la possibilité de déter-
miner la solution du probléme de 1'&quilibre d'une coque élastique (cylindrique)

h >

sous forme d'un polyndme de degré arbitrairement donné en 2 et = sans faire

® =

intervenir de conditions du type "couche limite". D'autre part, le degré imposé
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étant 1ié dans notre esprit & 1l'épaisseur de la coque, il est manifeste au

vu de (IV) que le déplacement de la surface moyenne (3=0 ) est nettement

différent du déplacement de membrane ( Z=o et =0 ) et apparait comme

un polyndme en %é . i

On se propose d'étendre ce type de solutions & des coques un
peu plus générales que les coques cylindriques (sphérique, elliptique, de
révolution, ...) en mettant en oeuvre des techniques variationnelles comme
1'a fait P. DESTUYNDER dans sa thése.

Par ailleurs, on peut se poser aussi la question du comportement
de la solution quand h varie au cours du temps pour des raisons d'ordre
chimique par exemple (réservoir rempli d'un gaz ou liquide corrosif).

Dans 1'immédiat avenir (ou le plus proche possible) on se propose

d'adapter ces résultats & une étude systématique des appareils & pression.
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