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L'objet  de ce t r a v a i l  e s t  l ' é t ude  du comportement dimecoque 

cylindrique é las t ique .  

Le but  e s sen t i e l  e s t  de ne pas f a i r e  a p r i o r i  d'hypothèse du type 

LOVE-KIRCHOFF e t  auss i  d ' in t roduire  l e s  conditions sur  l e s  forces extrêmes 

pour déterminer l a  solut ion sans avoir  recours à des techniques de couche 

l im i t e .  

Dans l e  premier chapi t re  on rappel le  l e s  équations générales 

régissant  l a  déformation d'une coque quelconque en coordonnées curvil ignes 

orthogonales; on é t a b l i t ,  au Chapitre II, l e s  équations correspondant à une 

coque cylindrique é las t ique.  

Le passage du tenseur non l i n é a i r e  des déformations au tenseur 

l i néa r i s é ,  en coordonnées adimensionnelles, f a i t  apparaî t re  deux infiniments 

p e t i t s  E e t  9 l i é s  à l a  coque : 

k demi-épaisseur 6 = -  = 
'R rayon moyen 

'7 = borne supérieure ( sur  l a  coque) de l a  norme 

du gradient  du vecteur déplacement . 

où U e s t  un déplacement ca rac té r i s t ique  

--T d ~ 0 %  ( C l o n g u e u r  de l a  coque), 5-h- 
on voit  dans l e  deuxième Chapitre que l e  f a i t ,  en E l a s t i c i t é  l i n é a i r e ,  de 

négliger l e s  termes d 'ordre au moins 2 en 1) amène à comparer U, L e t  l*) 

e t  à f a i r e  2 types d'hypothèses : 

J 
La Iè re  ( u t i l i s é e  par RAILLON cf .  ~ i b l i o g r a p h i e )  e s t  €=Y (0&<4) 

e t  l a  deconde qGnm adop,tée ciam ce R h a v d  à savoir  : 

E indépendant de 9 et U = OCS) . 



De plus l a  dépendance polynomiale de U en 8 amène à rechercher 

Z 

l e s  UC sous l a  forme : 

Corne on étudie l e  problème de l ' é q u i l i b r e  é las t ique  en termes de 

contra intes  e t  de déplacement on pose par analogie : ( ei = EU ) Tr 

Dans l e s  Chapitres III e t  I V  l a  subs t i tu t ion  de ces développements 

dans l e s  équations du problème l i n é a i r e  montre que nécessairement on a  : 

-CR\ - Cm) 
e t  l ' o n  obt ient  des re la t ions  de récurrence en t re  l e s  f. e t  vIIi - cn) \.bM - C ' 4  

On a  é t a b l i  l e s  re la t ions  qui  donnent l e s  qtib;" ($Y), (9 X) 
I- @> 

en fonction des QIio C q  5 )  qui  sont l e s  ffdéplacements de membrane" 

classiques correspondant à h=0 (contrairement aux déplacements de l a  
4 

surface  moyenne 2 en Z;:'C~,=) 
nt0 

qui dépendent de h ) .  De plus 

à l ' a i d e  des équations d ' équ i l ib re ,  des re la t ions  de compatibil i té  e t  de l a  

l o i  de comportement, on ob t ien t  des re la t ions  aux dérivées p a r t i e l l e s  déf inissant  
- m u  - t~r 

l e s  rSb. e t  (nr)n)enfonct iondes  $ - Cs) 
CP 

e t  QLV,o$qcnet O S F m .  
l e  



III 

Dans l e  cinquième Chapitre a f i n  de pouvoir comparer l e s  r é s u l t a t s  

avec l a  théor ie  c lass ique des coques, on détermine l e s  forces e t  moments 

, habituellement dé f in i s  sur  l a  surface moyenne e t  on r é t a b l i t  l e s  équations 

d' équ i l ib re  pour ces quanti tés.  

Au Chapitre V I  on é tud ie  l e s  coques cylindriques "minces" c'est-à- 

d i r e  que dans l e s  développements des 6 ' e t  Cc; en puissance de % h a. e t -  

h a  a ! p c '  
on néglige l e s  termes CF) CE) t e i s q u e  . 

En u t i l i s a n t  l a  2 T -  pér iod ic i t é  en 6 des solut ions  (développées 

en s é r i e  de Fourier à coef f ic ien t s  fonction d e x  ) on déduit des équations 

d 'équi l ibre  un système d i f f é r e n t i e l  l i n é a i r e  qui permet de déterminer l e s  

coéf f ic ien t s  de casne e t  -8 comme solut ion générale de ce  système 

(qui dépend de 'iL ) . 
On prend a l o r s  en considération l e s  conditions (en contra intes)  sur  

l e s  f w c e s  % = ~ h  e t  à l ' a i d e  des r e l a t i ons  de récurrence é tab l ies  au 
- 

Cnr 
Chapitre I V  on détermine l e s  qis,,,(B,r) e t  l e s  a dm '") ce, %) à des 

constantes d ' in tégrat ion près.  

En tenant compte des conditions s u r  l e s  faces %=O e t  Z i L  on 

montre que l ' o n  ob t ien t  autant  d'équations l i néa i r e s  que de constantes d ' in té-  

gra t ion ce qui ,  en général,  assure l eu r  détermination e t  l a  convergence des 

s é r i e s  de FOURIER compte tenu de l eu r  dépendance en rn . 
S i  l ' on  r é f l é c h i t  à l a  démarche su iv i e  on a déterminé un champ de 

contraintes statiquement admissible e t a n  champ de déplacement associé cinéma- 

tiquement admissible, c 'est-à-dire l a  so lu t ion  du problème é las t ique  posé. 

Au Chapitre V I I ,  on aborde l e  cas des coques "moyennement épaisses" 

) que l ' o n  peut t r a i t e r  par une méthode analogue qui donne l a  so lu t ion  

du problème posé comme dans V I ,  l e  système d i f f é r e n t i e l  en é tan t  d'ordre 



plus élevé que celui  de V I .  

Les re la t ions  de récurrence assurent  que c e t t e  technique peut ê t r e  

étendue aux cas di?>, , P e n t i e r 3 4  au p r i x  de l a  complexité des 

ca lculs .  

A v r a i  d i re ,  a u  début, c e  r é s u l t a t  nous a un peu eff rayé ca r  il 

semblait d i r e  que tous l e s  ca lculs  qui t ena ien t  compte des e f f e t s  d i t s  

"de couche l imi te"  pouvaient ê t r e  év i t és  : en f a i t ,  une l e c t u r e  a t t e n t i v e  

des divers ouvrages t r a i t a n t  des coques nous a montré que, par  exemple, 

3 
on y cherchait  UI sous l a  forme : 

C"> 
où l e  terme a; C ~ Z >  e s t  1, déplacement de membrane (h =O =$) . 
Autrement d i t ,  on suppose dans ces modèles que l a  surface  moyenne s e  déforme 

indépendamment de l ' épa i s seur  de l a  coque. 

D e  notre cô t é ,  l e  déplacement de l a  surface moyenne s ' é c r i t  d'après 

I ( 1 )  e t  ( 2 )  

qui, l u i ,  dépend de l ' épa i s seur  de l a  coque. Evidemrnent no t re  méthode in t rodu i t  

1 

plus de coéf f i c ien t s  inconnus que l a  méthode hab i tue l l e  mais ces co$fficients  

l permettent de t e n i r  compte de ;tou;tPn l e s  conditions aux l im i t e s .  



CHAPITRE 1 

RAPPEL DES EQUATIONS REGISSANT UNE COQUE 

EN COORDONNEES CURVILIGNES ORTHOGONALES 

1.1. NOTATIONS ET D E F I N I T I O N S .  

Soi t  8% iTe space  a f f i n e  euclidien de dimension 3, rapporté au 

repère orthonormé (R(ojG) , de coordonnées carthésiennes fC , e t  s o i t 6  

l ' e space  vec to r ie l  associé .  

a<& , l e  domaine occupé par  l a  coque à l ' i n s t a n t  t ,  

de point générique X e t  de f ron t i è r e  . 
2 h(x) e s t  l ' épa i s seur  de l a  coque au ?oint )( . 
S l a  surface  moyenne de . 

f=o 3% e t  se reprrsentent  respectivement l a  coque, sa 

f r on t i è r e  e t  sa  surface  moyenne à l ' é t a t  " i n i t i a l  ~ E O  " (ou l ' é t a t  non 

déformS). 

1.1 .2 .  COORDONNEES CURVILIGNES - REPERE LOCAL. 

Le point P de $ é t an t  repéré par ses  coordonnées cartésiennes 

f G )  on appelle coordonnées curvil ignes sur ea tou te  appl ica t ion k de 
1 

 dans R~ t e l l e q u e :  

( . )  f e s t  déf in ie ,  b i j e c t i v e  e t  deux f o i s  continûment derivable su r  & . 
. . ) Les l ignes  coordonnées = dfi ne sont pas tou tes  des d ro i t es .  



Ainsi, t o u t  point de l a  coque e s t  auss i  b ien déterminé par ses  

coordonnées 'f; que par ses  coordonnées %& : c ' e s t  l ' i n t e r s e c t i o n  de t r o i s  

e t  seulement t r o i s  l ignes  coordonnées. 

Les vecteurs $ -al' tangents aux l i gnes  coordonnées, forment 
3%; 

une base de 1' espace vec to r ie l  4 . 
S i  de plus  l e s  sont  deux à deux orthogonaux, l e s  coordonnées 36 

4 
curvi l ignes  sont d i t e s  orthogonales, e t  on associe à l a  base CaL), l e  repère 

l o c a l  au point considéré, dont l a  base e s t  formée des vecteurs un i ta i res  des - ai, 
A 

Soi t  Ci l ' u n  de ces  vecteurs e t  b; $CB module, on a a l o r s  : 

4 

e t  t o u t  vecteur V d 'or ig ine  s ' é c r i t  : 

Pour t r a i t e r  l e s  problèmes d 'analyse t e n s o r i e l l e  en coordonnées 

+ 
curvil ignes orthogonales, il nous faudra calculer  l e s  dérivées des vecteursc;  

4 e t  l e s  exprimer par  rapport au repère l o c a l  bl(3 et) . 

oh l e s  rgk sont l e s  symboles de Chr i s to f fe l  de première espèce e t  5 p a r t i r  

4 4  
-3 + 

du f a i t  que e t  Y - * - - ? * *  
' rbb on obt ient  l e s  

r e l a t i ons  suivant es : 



1 .2 .  QPERP.TEUR GRADIEYT EN COOPDVINEES CURVILIGYES ORTHOGONALES 

a+ 

Pour un champ de tenseur donné t(?> , l e  tenseur aF obtenu 

par dér ivat ion,  e s t  l ' ê t r e  mathématique invar iant  dont on t i r e  par de simples 

opérations d 'algèbre t e n s o r i e l l e ,  tous l e s  au t res  ê t r e s  invar ian t s  de l ' ana lyse  

t en so r i e l l e .  

par  rapport au repère ca r tés ien  , l e  tenseur  

s'exnrime par l e  produit t en so r i e l  : 

Pour pouvoir l 'exprimer dans RCP~C',) , on u t i l i s e  d'une p a r t  

J 
que : 

-f 
e&= ab+ , e t  d ' au t re  p a r t ,  que l ' o n  a : 

(pas de sommation sur 

- l ' i n d i c e  k ) .  

d'où on t i r e  que (pas de sommation) 

e t  

dr- 
S i  de plus t e s t  un tenseur du second ordre ,  



a )  Gka&en;t d'un v e c t ~ u h  
-* 

Soit U/ un vecteur de E , donné par ses composantes U; dans 3 
3 

la base CL . 

avec : 

Les 6 autres composantes de %md$ s'obtiennent facilement par 

Futations des indices 1 ,  2, 3 dans les expressions précédentes. 

b 1 Divagence d'un ;tem eut du A econd olrdtLe 
1 - 

Le tenseur divergence est obtenu par contraction de l'indice de 
l 

dérivation avec l'un des indices du tenseur, dans l'opérateur gradient. 



En général ,  on contracte par  rapport au dernier  ind ice  du tenseur 

e t  dans l e  cas d'un tenseur du second ordre,  l e s  t r o i s  composantes de 

4 
di, t , s e  mettent sous l a  forme : 

c )  Ro;tationnd d'un vec;teuh 
4 

Le vecteur ro ta t ionne l  de CL r é s u l t e  de l a  double contraction du 
* 

pseudo tenseur  de Ricci  & pavr l e  tenseur 34dc 

d )  Laplacien d'un Zem euh du second anche 

Le Laplacien s 'ob t i en t  par  une double contraction par rapport  aux 

indices de dér ivat ion dans l e  tenseur  rad (cjmd ?) 3 
On développera l e s  ca lcu l s  exp l i c i t e s  pour l e s  équations de 

compatibil i té .  

1.2.2. ETUDE DE LA DEFORMATION 

Sous l ' a c t i o n ,  d'une pa r t  des forces : 
4 

(+) de dens i t é  surfacique 5 appliquées partout  ou en p a r t i e  à 
L., 

(++) de dens i t é  volumique appliquée à go 
4 

e t  d ' au t re  p a r t ,  d'un champ de déplacement Ud , imposé, par tout  ou en p a r t i e  

à aq,, . 



$ coque f& subi t  une déformation ca rac té r i sée  par une alipli- 

ca t ion  P de dans R' , t e l i e  que : 

on a :=Cr4, %) e t  t sont l e s  var iables  de LAGRANGE 

X=CX,, &, x3> e t  t sont l e s  var iables  d'EULE5. 

L'hypothèse que l a  coque e s t  const i tuée  d'un mil ieu  continu, implique 

e) 
que U. e s t  une fonction de c lasse  Q s t d e r .  

Le p r i n c i ~ e  de non i n t e rpéné t r ab i l i t é  de l a  matière,  postulé en 

mécanique des sol ides ,  nécess i te  que H s o i t  un difféomorphisme global  de 

sur P(eo>t) e t q u e  préserve l ' o r i e n t a t i o n .  

4 ?nc,t?- 3% y - o n p o s e :  G;(I*)= 3%; 

.-t 

D'après l e s  hypothèses f a i t e s  sur  9 , l e s  t r o i s  vecteurs Gi 
sont  linéairement indépendants. 

En plus ,  l e  f a i t  que 3 préserve l ' o r i e n t a t i o n  implique pue : 

r : i a  matrice de com~osantes 80" 45 $6 4 3  
.I) 

e s t  inversible.Qn pose G$(r;)= G;;G4 e t  l ' o n  a 

l a )  Connavcr;tion dc La m a d e  

So i t  dvcX) 1 lélément de volume au  point 1C. dans eo , e t  

l 
l dV(%) 1' élément de volume déformé au noint  X . 



Soi t  fl(=;) l a  masse mlumi~ .ue  au  point  Z de $ , e t  p(%#) 
l a  masse volumique au  point  $(~)t) .  

La conservation de l a  masse d'un é l h e n t  de volume a r b i t r a i r e %  

de s ' é c r i t ,  en va r i ab le  de Lagrange, sous l a  forme : 

d'o3, ponctuellement : 

En variablesdlEULER, l a  l o i  de conservation de l a  masse s ' é c r i t  

Avec 

En r e ~ p o r t a n t  dans l ' i n t é g r a l e  on o b t i e n t  : 
n 



b )  

La déformation de $ en hk) s e  t r a d u i t  par l e  f a i t  que l a  d is tance 

de deux points rJ 4 infiniment voisins dans (e, , e s t  d i f fé ren te  de c e l l e  

de l e u r s  images 9CP) e t  ~ C Q )  dans 2 &> . 
Soient : 

D'après l e s  déf in i t ions  de 6 , c e t  &ù f :  

qu'on pose sous l a  forme 

2 
det= d& + ald,L(,û)d=Cdnrk 

l e s  '6;k(ù-'\ sont l e s  composantes d'un tenseur symétriq.ue du second ordre 

$Cs) : c ' e s t  l e  tenseur  des déformations 

avec 



* 
Les autres  composantes de v(Ü) , s e  déduisent des formules précédentes 

par des permuations c i r cu l a i r e s  des indices 1 ,  2 ,  3. 

2.2. EQUATIONS D'EQUILIBRE 

So i t  4)( un élément de volume a r b i t r a i r e  de l a  coque g , de surface w 
YL 

extér ieure  régu l iè re  bv e t  s o i t  sont complémentaire par rapport  à Q .  
e s t  en équ i l ib re  sous l ' a c t i o n  des forces exercées par V C S a i  w' 

e t  des forces de volumes a2pliquées à ?J. 
Le principe fondamental de l a  dynamique appli-6 à v donne : 

4 

avec 

++ 
où Z5(x) sont l e s  composantes d u t e n s e u r  de CAUCHY . 
Par l a  s u i t e  on s e  place dans l e  cadre de l ' é t ude  s t a t i que  des déformations 

--b 

des coques, i. e. V(U)~)  = 2) t / ~  CF. 
Le système ( A )  donne localement : 



Le système 1.1-9, représente l e s  équations d ' équ i l ib re  é c r i t e s  dans 

l a  configuration k . On s e  propose de l e s  ramener dans l a  configuration , 

qui e s t  supposée connue. Pour ce la  on f a i t  l 'hypothèse des charges mortes 

à savoir  : 

La première équation du système 1 - 1 9  s e  transforme de l a  façon 

suivante : 

équation qu'on peut mettre sous l a  forme : 

en e f f e t ,  on a : 

- aê, 



l!=b 
On introduit ainsi l e  , n k e n i ~  .7k~eWr de PIDLA-KIRCHOFF, S , qui 

a pour composantes : 
1 

- 

;sJc 

Les équations d'équilibre s 'écrivent alors, avec s :  

* 
où S est un tenseur non symétrique. 

Si l'on désigne par P;< la matrice de composantes Xi - 
3% 

> 
r). 

S vérifie : 

r4 
On introduit Le decand t e m m  CC!) de PIOLA-KlRCffOT-F afin 

d'obtenir dans les équations d'équilibre dans , un tenseur symétrique. 
A 

Pour cela on prend de la forme d 

6=p> = 
f 

qui vérifie bien 6. = 6. , et les équations d'équilibre deviennent : 



avec 
ab'' F; - s,.+- . 8' a az* 

Remahyu~n : ( 1 )  dans l e  cas F. - si& 
%.IL 

, on retrouve bien l e s  équations 

d' équi l ibre  classiques.  

( 2 )  Les conditions 

su r  Be 

deviennent 

dans l 'hypothèse des charges mortes 
4 

où dFW,N@) e t  d8(iL),n(4 désignent respectivement l e s  

éléments des surfaces e t  l e  vecteur normal en X e t  en Z 23% 

2.3. L O I  DE COMPORTE?lENT 

Pour résoudre l e  problème d 'équi l ibre  des coques en mécanique du 

so l i de  déformable, on dispose jusqu ' ic i  de t r o i s  équations d 'équi l ibre  e t  des 

conditions l im i t e s ,  pour neuf inconnues qui sont  l e s  s i x  composantes du 

tenseur contraintes e t  l e s  t r o i s  composantes du vecteur déplacement. 



Les s i x  autres  équations supplémentaires qu'on va in t roduire  

permettent de dis t inguer ,  par  l eurs  propr ié tés  mécaniques pa r t i cu l i è r e s ,  

l e s  d i f fé ren t s  matériaux qui entrent  en jeu dans l a  construction des coques. 

On u t i l i s e  l a  l o i  de Hooke; pour ce la  on f a i t  l e s  deux hypothèses 

suivantes : 

H 1 : l e  matériau qui  const i tue  l a  coque e s t  é las t ique,  homogène - 

e t  i sot rope,  i . e .  il ex is te  une r e l a t i on  l i n é a i r e  biunivoque en t re  l e  tenseur 

des contra intes  e t  ce lui  des déformations. 

H 2 : I l  ex is te  un é t a t  d i t  "naturel", ou non déformé, pour lequel  - 

l e s  déformations sont nul les  e t  qui s e rv i r a  comme configuration i n i t i a l e  pour 

mesurer l e s  déplacements ( ~ t a t  qu'on a appelé (e, ) . 
Avec 6eS hypothèses, l a  l o i  de Hooke s ' é c r i t  : 

avec 

-E = F ( ~ ' ~ ~ ~ )  - = module d'Young 

- \ 
3,= 

L 
= coef f ic ien t  de Poisson. 

t b+p) 

1 .2 .4 .  CONDITIONS DE COFIPATIBILITE 
4 3 

En s e  donnant un champ de vecteur déplacement U.'I:U~€?L avec 

LC,: = k; CX) clws fonctions continues de c l a s se  VU on 

en déduit l e s  neufs composantes du tenseur w z  e t  par l e s  r e l a t i ons  * 
II. 2.1 . on t i r e  l e s  composantes du tenseur '116 des taux de déformation. 



Le plus souvent, c ' e s t  l e  problème réciproque qui  s e  pose, à savoir  : 

peut-on s e  donner arbi t ra i rement  l e s  s i x  composantes Tc$ (c) e t  alen 

déduire l e s  composantes U,' du vecteur déplacement ? 

La réponse e s t  négative, c 'est-à-dire que l ' o n  do i t  v é r i f i e r  cer ta ines  
r5 

conditions sur  VC;) : l e s  conditions de compatibil i té .  
--h 

Le champ d a t e n s e u r  symétrique é tan t  donné, par exemple, il e s t  

évident que ce champ ne peut ê t r e  a r b i t r a i r e  c a r  l e s  s i x  équations en t r e  l e s  

composantes de 3 e t  ne comportent que l e s  t r o i s  inconnues U; 

(du vecteur déplacement) e t  par  conséquent ne sont pas compatibles en général.  
..3 

So i t  e l e  pseudo tenseur  de Ricci  de composantes Ei jk  

+B Effectuons l e  double produit  contracté  de par  

comme q , c 4  e s t  antisymétrique par rapport  à 6 e t  o( e t  que 

es t  symétrique pa r  rapport à ces mêmes indices  on a : 

'hi4 u&)id 

d'où 

Une nouvelle opération analogue à l a  précédente donne : 



De même, comme e s t  antisymétrique par rapport à $ 
e t  $ 

e t  9"" "3 i 4 ~  e s t  symétrique par  rapport aux mêmes indices on a : 

r e l a t i ons  qu'on mettra sous l a  forme : 

Ce sont l e s  conditions de compatibil i té .  

Le système 1.2-7 e s t  symétrique par  rapport à e t  r donc 

correspond à s i x  équations pour h e t  prenant l e s  valeurs 1 ,  2 ,  3. 

Cas linéaire - 

Dans l e  cas de l a  t héo r i e  de l ' é l a s t i c i t é  l i n é a i r e ,  c 'est-à-dire 

sous l 'hypothèse que e s t  uniformément borné Sur @ u a 
l 
k 

par un r é e l  7 t r è s  p e t i t ,  e t  qu'on néglige l e s  termes d'ordre .) ) k >  2 , 

s e  rédui t  a l o r s  à 

avec . I  

Les équations de compatibil i té ,  deviennent : 



$En développant,ces équations s e  mettent sous l a  forme 

avec 

En renpla îant  l e  tenseur ( par l e  tenseur des con t ra in tes ,  t i r é  

de l a  l o i  de comportement, l e s  conditions de compat ibi l i té  en contra intes  

s ' éc r iven t  sous l a  forme : 

j, 

avec 6 tenseur des contra intes  e t  3 s a  t r ace .  

Les r e l a t i ons  1.2-9 e t  1.2-10, sont  des éga l i t é s ,  compte tenu des 

équations d 'équi l ibre ,  entre tenseurs  symétriques du second ordre ,  donc e l l e s  

s e  réduisent  à 6 équations indépendant e s .  



CHAPITRE II 

ETUDE D '  UNE COQUE CYLINDRIQUE 

Dans c e t t e  pa r t i e ,  on étudie l e  comportement é las t ique ,  d'une coque 

cylindrique , à surface moyenne s de rayon a e t  de longueur L . 
On u t i l i s e  l e s  coordonnées cylindriques ( 1 9 , * ) auxquelles 

on associe respectivement l e s  indices 1 ,  2 ,  3 .  

Les vecteurs du repère l o c a l  seront  notés : 
d 

en = vecteur normal à l a  surface moyenne d i r igé  vers l ' ex t é r i eu r .  

eb = vecteur tangent aux pa ra l l è l e s  ( l ignes  : n :k e t  r s k . 
es = vecteur tangent à l a  génératr ice.  

Ainsi on a : 

3% 3 3(l=c-6 
.= (Ml +xt, 

Xr y = r d s  M> $=A%\%- %A 

#,== 

I aôii a 4 - - = q - e  + e & ~ ê  =eV= hr+ 
)%r 3r 

d 
4 - 4 

alt4 - -r&QC+rasee&% ~e,rL& 
3- 



C. 

d'ou 
R,,R,.d %,= Rr=4 i CL= RP =h 

(II. 1-1 ) 

11.1.1. TENSEUR &A&& EN COORr)ON?IES CYLINDRIQIIES . 
ci. 3 

s o i t  t,l = Uie; l e  vecteur déplacement en coordonnées 
a 

cylindriques avec = a<: tX> e)  ') de c l a s s e  (au  moins). 

D'après l e s  r e l a t i o n s  1.1-2 l e  tenseur  &md, 2 a 

composantes : 

1 rib 

II. 1.2. CO?IPOSANTES DU TENSEUR '1F DE DEFOR?{ATION. 

l 

D'après l a  d é f i n i t i o n  1.2-5 l e s  composantes de qcc)  , en coordonnées 

cylindriques s e  mettent  sous l a  forme : 



(II. 1-31 

avec 

11.1.3. RELATIONS CONTRAINTES-DEPL,4CEMFJTS 

Les re la t ions  1.2-6 é c r i t e s  en coordonnées cylindriques,  donnent l e s  

composantes du tenseur des contra intes  E en fonction des &+ e t  l eu r s  
b 

dérivges . 



(II. 1-4) - 3 4  au 3% . - + U 4 ) + ~ ] + ~ [ ( G ) + R ( a e ~ * a ~ % f ]  = + + A L  (S  
aw a t k a 2  au 3 *p {(" +..y+[-) f +ni + +  r + ( 1  ] - + 2  rc ae 



11.1.4. EQUATIONS D'EQUILIBRE 

Les r e l a t i ons  1.2-2 en coordonnées cylindriques donnent : 

En remplaçant l e s  *par  l e u r  expression t i r é e  de II. 1-4, on ob t i en t  
'b 

l e s  équations que doivent v é r i f i e r  l e s  U' e t  leursdér ivées  ~ o u r  avoir  
(r 

l ' é q u i l i b r e  de l a  coque. 

II. 1.6. CONDITIONS AUX LIMITES SUR LFS FACES += 2 h m  
-+ ") l e  vecteur fo rce  o n n o t e f ( ~ x , ~ = r - ~ = h ) = ( ~ *  > %)p, 

de surface,  appliquée à l a  face  extér ieure  de l a  coque. 

Cette face  a pour normale extér ieure  ;h (4,O) 0 ) , e t  l e  

vecteur contra inte  en un point  M de c e t t e  face  s ' é c r i t  sous l a  forme : 

d'où l e s  conditions aux l im i t e s  sur  c e t t e  face : 



-.. 
De même, s i  on pose (0, a Rab ) =(TF, TT )TL ) l e  vecteur 

force de surface appliquée à l a  face  in té r ieure ,  de normale 3 c-4, 0 ,  0 )  . 
A l a  l imi te  quand 3 + - h on obt ient  sur  c e t t e  face : 

II. 1.7. COIIPARAISQN DES rIIFFERENTS PETITS PARAYETRES 

Dans l a  t héo r i e  des coques, ces dernières sont déf inies  comme 

domaines matériels  continus tridimensionnels de g3 , dont une dimension, 

l ' épa i sseur  e s t  p e t i t e  devant l e s  deux au t res  e t  devant l e s  rayons de 

e 
courbure de surface moyenne de l a  coque. Ceci in t rodui t  deux p e t i t s  paramètres 

adimensionnels, l i é s  à l a  géométrie de l a  coque. 

Par l a  s u i t e ,  nous appellerons ces deux p e t i t s  paramètres p a t ~ U M s & ~  

g é a m é W y u ~  de La coque, quf on note : 



Ii = rapport de l a  demi-épaisseur au rayon de courbure E =  :, 
minimal. 

tl S= = rapport de l a  demi-épaisseur à une dimension pr incipale  L. 

La théo r i e  des coques f a i t  des approximations qui s'expriment sous 

formes d'hypothèses cinématiques, dynamiques, géométriques ou énergétiques, 

ce qui a donné naissance à de nombreuses contraverssswn l a  nature  des hypothèses 

in t rodui tes  e t  su r  l ' éva lua t ion  des approximations f a i t e s  dans chaque cas par 

rapport à l a  t héo r i e  tridimensionnelle non l i n é a i r e  considérée comme exacte. 

Une des premières d i f f i c u l t é s ,  e s t  de donner l e s  ordres de grandeur 

des erreurs  commises sur  cer ta ines  quant i tés  en fonction des p e t i t s  paramètres 

6 e t  E , a i n s i  que l ' o r d r e  en é (ou s ) à p a r t i r  duquel on do i t  

a r r ê t e r  l a  l i néa r i s a t i on ,  t ou t  en gardant au problème s a  g loba l i t é  en équations 
1 

d 'équ i l ib re  e t  de compatibil i té .  

En plus ,  l ' é l a s t i c i t é  l i n é a i r e  classique in t rodui t  un au t r e  p e t i t  1 

paramètre "mécanique" 

d'où l a  nécessi té d 'é tudier  l e s  corré la t ions  exis tantes  entre  ces t r o i s  

p e t i t s  paramètres, avant de passer à l a  t héo r i e  l i n é a i r e  des coques; cec i  

f e r a  l ' o b j e t  des paragraphes 2 ,  3 e t  4 suivants ,  

2 ) VARIABLES APIMENSIONNELLES 

Afin de f a i r e  apparaî t re  dans l e s  équations l e s  deux infiniment 
1 

p e t i t s  géométriques, on in t rodui t  l e s  var iab les  sans dimension de l a  façon 

suivante,  en coordonnées cylindriques : 
1 



Soient L = Longueur ca rac té r i s t ique  de l a  coque 

= Rayon de l a  surface  moyenne. 

U = Déplacement ca rac té r i s t ique  de l a  coque. 

th  = L'épaisseur. 

EU 6 = Contrainte ca rac té r i s t ique  (on pose 6'1 - 1. 
R 

e t  on in t rodui t  l e s  variables sans dimensions suivantes : 

Par l a  s u i t e  on é c r i r a  l e  problème en var iab les ,  en var iables  

aadimensionnelles, ce qui f a i t  appara î t re  l e s  deux infiniments p e t i t s  

géométriques h €=v; e t  
h S = -  . 
L 

Comme E e t  S sont de même nature ,  il ex i s t e  e E 1~: t e l  

que 
P S=S , où l e  coef f i c ien t  permettra de c l a s s i f i e r  l e s  coques 

selon l e  rapport du rayon moyen à l a  longueur ca rac té r i s t ique  a u  point 

considéré. 

Remutque : 

Contrairement aux coques quelconques pour l e s  coques cylindriques 

\i l e  paramètre = - e s t  un paramètre global .  
R 



On peut donner une c l a s s i f i c a t i o n  des coques (en général)  suivant 

l e s  valeurs de C :  
1 ) correspond au "solide d6formable", 

2 )  correspond aux coques infiniment longues, 

3) correspond aux plaques, 

4) ( € =  % e t  ) correspond aux coa.ues de mêmeslongueur e t  rayon moyen, 

5 )  correspond aux coques cylindriques couramment é tudiées ,  

6 )  p < A :  coques peu profondes. 

1) domaine l i m i t é  par  l e s  d r o i t e s  S= a avec a, t r è s  ~ e t i t ,  correspond 

aux membranes, 

II) compris e n t r e  E=s et P = b avec b <o,Ç correspond aux coques 

"moyennement" épaisses ou épaisses,  

III) compris e n t r e  ~ = b  e t  a=4 correspond aux coques t r è s  épaisses .  

b 

Dans l e  cas des coa-ues cylindriques a, rayon moyen constant  e t  



d'épaisseur constante,  s i  on prend L = longueur t o t a l e  de l a  coque, on a : 

on pose F = k  = constante c a r a c t é r i s t i a u e  de l a  coque. 

Ainsi on obtient  que S =  k. E 9 

avec k = constante f i n i e .  

3 ) RELATION ENTRE LES PARAYETRES E ET '7 
rb 

En é l a s t i c i t é  l i n é a i r e ,  on d é f i n i t  l a  tenseur  & l i n é a r i s é  des 

déformations, en négligeant l e s  termes d 'ordre deux en ?) dans l e  tenseur  * 
$'Ca avec 

Donc on pose que : 



D ' où en variables adimensionnelles : 

On pose : 

(II. 1-9) 

(fi-.(- 9 b )  
1 

avec \c = J o , r  \ * ] o , m [ + ] - ~ ,  d l .  l 

1 

- 
 LI^ 4 - 7% 

7 6  4 CI\ ,, I3 lTll+l +(G-el~ll~- 

Les expressions 11.1-9 sont alors majorées par : - "n 
( 2 i . l  w- 

1 qui doit être de l'ordre de 

qui nécessite , 



f a i r e  deux hypothèses d i f fé ren tes  : 

l- 4 

1 

(II. 1-10) 
(1- t12(\+ sZ) l Z  

l è re  hypothèse : 

C 

H 1 ) On suppose que Y) I e t  sont  du même ordre. 
I 

Ceci se j u s t i f i e  par l e  f a i t  que 7 n ' e s t  au t r e  chose que 7 
é c r i t e  en variables sans  dimension, e t  a i n s i  représente l e s  va r ia t ions  des 

. 

- 
U; dans \ 8 , ?  , 3 )  

Avec II. 1-10 on obt ient  : 

A ce niveau, pour avoir  l ' o r d r e  de Ll en E e t  7 On 

~ Z ~ , ~ z b 2 -  & '  e t  e .  ~ c t )  - O  avec E avec A (L)  = 4 ,  € (  A i  - 
& 2, 

On a donc : 

Ce qui j u s t i f i e  l e  f a i t ,  prendre un développement polynomial en é , 

des composantes du vecteur déplacement, sans ê t r e  en contradict ion avec l a  
1 

théor ie  de l 1 é l a s t i c i t 6  l i néa i r e .  

On éc r i ra  : 1 

l qu'on met t ra  sous l a  forme : 



a, - 2 de même l a  l o i  de comportement entra ine  que l e s  5;. ( 8 1 6  5 , E) - 
b v 

s e  mette sous l a  forme : 

Deuxième hypothèse : H 2 

Dans l e s  expressions 11.1-9 on pose que R .  i = O ( I )  c e  

qui donne avec II. 1- 10 que 

u = O ( E Y  ( n - g ) (  i t  c ~ t c ) ) l  t O (  ~ ' ( c ) )  

s i  on pose E on about i t  à U 5 O e t  conune on 

néglige l e s  termes en * I r  , on doit  avoir  : 

d'où 

avec 

C'es t  l 'hypothèse q u ' u t i l i s e  Y .  RAILLON dans s a  thèse ,  

on se  contentera de rappeler ses  conclusions à l a  f i n  de ce t r a v a i l ,  e t  de 

C 

ne prendre que l 'hypothèse H 1 qui devient à observer que e s t  indépendant 

de 1 ( e t  6 ) seules l e s  quanti tés u u 
¶ - 9 en 

R (  A - $ )  R& 
dépendant. 

S i  l ' o n  suppose que ces quanti tés sont 
O ( Y )  on e s t  amené 

à f a i r e  l 'hypothèse H 2 . 
En conclusion on pose : 7 = 7 x ' 



. 
OU 7 e t  7 sont dé f i n i s  par (11.1-9a) e t  (11.1-9b) 

- 
où 7 e s t  indépendant de 2 e t  $ . On a donc : 

l 

9 = o ( q )  ; n j ' = u ( r P )  d i h i ,  td ~t p 2 0  

l 
H 1 )  coïncide avec d ;  & , = a e t  on montre que 4 = O ( I )  

F I 2 )  " 
11 d-0 , k z i  e t o n m o n t r e q u e  = OC&") j 0 4 4  < 4. 



CHAPITRE I I  1 

RESOLUTION DU PROBLEME EY COORDONNEES ADIYENSIONNELLES 

Dans ce chapi t re  on s e  place  dans l e  cadre de l'hy-pothèse H 1 .  

111.1.1. EQUATIONS D'EQUILIBRE 

Dans ce  chapi t re  on s e  place dans l e  cadre de l ' é l a s t i c i t é  l i n é a i r e ,  

avec l e s  hypothèses 11.1-10 e t  11.1-11 du chapi t re  précédent. 

Ainsi l e s  équations d 'équi l ibre ,  dans l e s  coordonnées ( Y, @ ,a  
donnent : 

La première équation s e  transforme comme s u i t  : 

On mul t ip l i e  e t  on d iv i se  l e s  deux termes paxgr R ce qui donne 

- 
4 3wI2 aC'3 + 4 pl- q2)+ ey, = 0 

$ - - + - -  

A + q  w g a~- AS ET 

e t  en mul t ip l iant  l e s  deux termes par RZ 2 L A +  €6) - 
EU 

On pose 
- - 

avec l a  même démarche pour l e s  deux au t res  équations d ' équ i l ib re  on about i t  

au système d'équations suivant : 



(III. 1-2) - 
sri, r a G ~  + g ~ [ ~ + t ~ ) a ~ ~  tr+&g) Y 4 2 t ~ , 4 e c r t é ~ ) ~ = ~  
3 3  de 2% 

v 

a u ,  J U S -  r i i + ~ l ~ ~  - - + - - - 
o)c dn € 

(III. 1-3) 

1 I 
En v a r i a b l e  adimensionnelles , s 'écr ivent  : 

r 

1 4 4  ~ 3 )  18 ax 
L 

II 1 . 1 . 2 .  RELATIO?!S CONTRAINTES DEFORrlATIONS 

Les r e l a t i ons  11.1-4 en é l a s t i c i t é  l i n é a i r e  deviennent : 

a41 - - -  4 au,  UQ. , Z L I + J )  suc,---,- ] !,,, R 
- € i t  



111.1.3. EOUATIONS DE COYPATIBILITE 

En coordonnées cylindriques,  les équations de compatibil i té  en 

contra intes ,  s 'écr ivent  sous l a  forme : 

(III. 1-1) 

(III. 1-3 ) 

I 

(III. 1-4) 
* 

9 "  



avec : 

En variables adimensi~nnelles~ ces équations deviennent : 

E u  Gd. L'équation 11.1-1, en remplaçant . par - et 
b R Il 

p F; Par - E LI E t  
R L  

puis x par L et 5 par R 3 
devient : 

et en multipliant les deux membres par 6 ( 1 + on obtient : 



La même démarche, avec les autres équations de compatibilité donne : 

(II. 1-9 ) 



a2 ~7 7 b ~ i t ~ b )  - - + -  
aaw (II. 1--10) A+ 9 - I 3 FA - * aF, 

- - _ Ez[4+ ê f )  (- - ~ b )  - € ( \ +  € 5 )  - 
'be 3% 

111.2.1. PROBLEME LINEARISE 

On substitue, dans les équations d'équilibre, les développements 

suivants : 



L'équation 111.1.1. devient : 

On transforme c e t t e  équation de l a  façon suivante prenant l e  terme 

r,., e t  f a i s an t  l e  changement de var iab le  k = h f P , 2 E * ' ~ .  - ( n )  

ce qui l e  transforme en ; 

puis en posant W. , ) = O  PO= g c 0 on peut 
'i 

encore l ' é c r i r e  sous l a  forme : 

ii :O 
u 

Avec c e t t e  convention, l ' équat ion 11 .1 -1  devient : 

En procédant de l a  même façon, l e s  deux au t res  équations d ' équ i l ib re  

1 
1 

(III. 2- 1 ) 

deviennent : 

4 g a q:"-') ( H- %) 
1 H-4 

4 C a  W3 
. - %J? 16x a- - 1 



II 1.2.2. RELATIOYS COr4TPAINTES-DEFORMATIONS 

i p i  
Avec l a  même démarche que précédemment, e t  en posant ( 8 , 3  , i) : o i 

pour p < O 
, l e s  r e l a t i o n s  III. 1-5 donnent : 



111.2.3. EQUATIONS, DE COMPATIBILITE 

En rempla~ant  dans l e s  régions III. 1-7 à III. 1-12 les Ù par 

l eu r  d6veloppernent en on obt ient  : 







Rmmyue 1 .  

Dans l e s  équations d ' équ i l ib re  e t  l e s  re la t ions  contraintes-déforma- 

t i o n ,  y, do i t  ê t r e  au moins égal à deux pour garder tous l e s  termes s i gn i f i -  

c a t i f s .  

Dans l e s  équations de compatibil i té ,  do i t  ê t r e  au moins éga l  

à 4 pour garder tous l e s  termes s i g n i f i c a t i f s .  

Remahque 2. 

A l ' o r d r e  zéro,  l e s  forces de volumes n ' interviennent pas dans l e  

calcul .  

Par l a  su i te ,  on f a i t  l 'hypothèse que l e s  forces de volume sont 

négligeables devant l e s  autres  s o l l i c i t a t i o n s .  
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CHAPITRE I V  

RESOLUTION DU PROBLEME L I N E A R I S E  

En annulant l e s  coef f i c ien t s  des d iverses  puissances de E on 

ob t i en t  successivement : 

I V .  1.1 .l. L A  RESOLUTION A L 'ORDRE ZERO EY . 

Les équations 111.2-1 à 111.2-3 e t  111.2-3.1 donnent : 

- ( 0 )  
a 7, 

= O  >a - ( O )  

- A L  . par l a  s u i t e  (page 1, ce  qui implique que qiO'(eI~ij\ - 
on e s t  amené à l e s  prendre nu l l es ,  dans l e  cas généra l ) .  

De même on ob t i en t  par l e s  r e l a t i o n s  contraintes-déformation : 

- (O) - 101 . a u ,  ia ,%ll  a u, i e , l , T \  , = O & a Go' is,s,aJ - 9 

33 
- 

3 %  =a 
s o i t  

pour i = 1,2,3. 



IV .1 .2 .  RESOLUTION A L'ORDRE UV E!l F . 

En i den t i f i an t  l e s  t e m e s  en E , dans l e  système d'équations 

111.2-1 à 111.2-3, e t  en tenant  compte de l a  so lu t ion  précédente on ob t ien t  : 

i 

(IV. 1-1) 

i 

Les équations de compat ibi l i té ,  à l ' o r d r e  zéro sont toutes  automa- 

tiquement vé r i f i ées .  La vér i f i ca t ion  e s t  i c i  assez simple mais aux ordres 

suivants e l l e  s 'avère de plus en plus compliquée à é t a b l i r .  On peut néanmoins 

remarquer que l ' u t i l i s a t i o n  des équations d ' équ i l ib re  e t  des r e l a t i ons  

contrainte-déformations dispensent de v é r i f i e r  l e s  équations de compat ibi l i té .  

ar; 

-CO' 4 - (O) = - 
~(443) 



45 

- 1 4 )  
ce qui permet d '  é c r i r e  l e s  C 1 8 , y , 3 ) sous l a  forme 

& 

De même, l e  système d'équations 111.2-3.1, en tenant de l a  solut ion 

à l ' o r d r e  zéro donne : 

système dont l a  solut ion s ' é c r i t  : 

Les t r o i s  autres  re la t ions  contraintes-déformation à 1 'ordre un 

donne : 



avec 



Les équations de compatibil i té  sont  tou tes  automatiquement vé r i f i é e s .  

Donc à 1 'ordre  un, l a  solut ion s e  met sous l a  forme : 

I V .  1.3. RESOLUTION A L'ORDRE DEUX EN . 

En iden t i f i an t  l e s  termes en E e  , dans l e s  équations d ' équ i l ib re  

e t  l e s  l o i s  de comportement, e t  en tenant  compte de l a  so lu t ion  aux ordres 

précédents, on about i t  à une solut ion en 5 qui s e  met sous l a  forme : 

(nous ne dé ta i l l e rons  pas l e s  c a l cu l s  qui ont  peu d ' i n t é r ê t ,  e t  on s e  contentera 

de donner l e s  r é s u l t a t s .  La démarche r e s t e  l a  même que pour l e s  ordres 

précédents).  

Avec : 



- (11 - C i )  a 9\, t8-t~) - = $(i+i>) .Q ,21ie,r) - w 
-(d - C O  

I 9 , X )  - a a,, le1nJ 
K ' , ~ )  ( ~ , r )  = c l  + rl i*d SLLo w 

- 10 - Ce> Q 4 2 ta,%) = -p::'; tvo - - \ \ 2 2 ,  , , , i l  $;;%'a) 
- ( i l  - Lz) a,, nr) = j::Ltf+,~) - Q  [ j : t ; ~ ~ g ~  + \330 19 ,îo ) 

- c l )  
(B,x) - & 2 i i; ,T%,zl  te,^) = ) Q,,, n- 



-Ca, - ( z )  as,, ca,x) k g $ a , ,  ~ B , x )  - (O  + t m - Qlt  w 



5 0 

Les équations de compatibilité sont toutes automatiquement vérifiées. 



I V .  1.4. RESOLUTIOA A L'ORDRE h QUELCOE1QlIE 7% . 

- 
A m  ordres O , 1 e t  2 , on trouve que l a  solut ion en 5 se 

met sous l a  forme : 

avec l ' i n d i c e  YL dans ~ ~ ~ ' i s i )  e t  correspond & l ' o r d r e  
m - 

de rc. e t  l ' i n d i c e  W L  à l 'exposant  de 5 dans l e  développement polynomial 
b 

- 
Supposons que l a  solut ion en 5 s e  met sous l a  forme ( A )  jusqu'à 

l ' o r d r e  V L  , e t  vé r i f ions  dans quelles conditions ceci  s e r a i t  encore v ra i  

8 l ' o r d r e  k + i. . 
On d é t a i l l e r a  l e  ca lcul  pour l a  première équation d ' équ i l ib re ,  pour 

l e s  2 au t res  e t  l e s  r e l a t i ons  contra intes  déformations l a  démarche r e s t e  l a  

même, on s e  contentera de donner l e s  r é su l t a t s .  

En par tant  de l a  première équation d ' équ i l ib re ,  e t  en supposant 

~ + e  
v é r i f i é  l e  r é s u l t a t  ( A )  à l ' o r d r e  k , e t  en négligeant l e s  termes en 

on obt ient  : 

qui ,  d'après ( A ) ,  en t ra îne  : 



O \  pose : - r n d )  
{ \ \  Lm!i),lt' 

t 
aloii TZ- 

ce qui donne : 

La même démarche, avec l e s  autres équations du problème montre que - l n + \ )  - L W )  
l e s  

1 

\ V I F (  3 )  et i ee  U i  ( 8  i S: , a ) s e  mettent SOUS 

- \ n \  
l a  forme (A) avec l e s  relat ions suivantes sur l e s  l ~ i ~ )  e t l e s  

l 

l 



(IV. 1-71 

- 1 n) - ( w - d  - [ ~ l i )  a J,, gj*) {:lm( B,C) L P ~ F )  ( a i )  - \ (M+i)  i L n : 8 , i )  \ 3 ~  + + a -4 m & a i 3 3 L k - l )  5 '3 t nt, )  3e a)( %5 



( I V .  1-91 

( I V .  1 - 1 0 )  

Avec l e s  r e l a t i ons  ( 1 V . l - 9 )  à. ( I V I - 1 6  l a  solut ion à l ' o r d r e  - 1n.rt) 
H 7 2  peut se met t re  sous l a  forme (IV.  1-8), ceci  où l e s  4 ,  pi?) e t  

- \nt{) 

a i ,  18 ,? ) son t  des "constantes d ' in tégra t ions  en 5 " que l ' o n  

(IV. 1-1 1 )  

déterminera à l ' a i d e  des conditions aux l i m i t e s .  

t 
, ( i l  - ( h t l )  - c h + ~ )  4 9 ar,"(o,i) a a  te,^^ ( O , ? )  

S r i a l p i i )  = - \ 4 + m  4 aQ2,,-,, 
ei IW) w 'sx v 

- 
( I V .  1 - 1 2 )  



i Reste à v é r i f i e r  l e s  conditions decompat ib i l i t é  à l ' o rd r e  n qui 

s  ' écr iven t ,  sous l a  forme suivante (*) 
l 

On pose : ( '"i a r)  , 
%le 

(*) Comme on l ' a  vu, c e t t e  vé r i f i c a t i on  e s t  théoriquement superflue : c ' e s t  

un moyen de v é r i f i e r  l e s  ca lculs  antér ieurs .  



(IV. 1-17) 



H- 2 - LN-\) 
p, a (  L i  (el%' CVH tl) 

un,, ! 4 + 9  n- 

a~ { ( ""l'et i 1 
- (H-2) 

- ( k-2) 
i3 hl 

4 
3432 '*rx-L w 

- CM-Z) - CU-3) 

(BI*) ,(U-,,& a i  e m b  % \ i c w  i l  + - 4 - (MA] 

A l \ )  W- A -* W 
- Ln-3) - ( H-cc)  

r 8 , d  2 azQ i elr) 
A 8~ t2 4 ar M-11 HIbl-41 a i3  ~ U H - 2 3  

mZ w2 



I V .  1.5. CONDITIONS AUX L I V I T E S  S!)R LES FACES 2 - ' k - - - 
V 

Dans cette partie, on étudiera les conditions aux limites sur les 

faces intérieures et extérieures. 

D'après les relations (11.1-7) et (11.1-8) on a : 

respectivement pour i = 1 ,  2 ou 3. 

et en variables sans dimensions : 

- + 
on pose 'p - [t,.ii) z 

[ Tl7,Y) u 

Ainsi avec la solution on obtient : 

( I V .  1-20) 

- t  

- - 
P ( e l a l  = - 

Y )  



re la t ions  qu'on met symboliquement sous l a  forme : 

avec 

kl - l n )  4 4 

C f b , B , x )  
(%) = r - m! p ~ ~ m ~ e , ~ )  

M 

;P 
- C- dm 1 w !  

C 
c % ( F )  = - 

( ~ t ~ i % )  m:o 
-(n) t 

Par l a  s u i t e ,  on développera ( i . e .  i = 1 ) ;  (gour i = 2 
n 

ou 3 l a  démarche r e s t e  l a  même) 

pour i = 1 e t  n = O 

- 10) + - (01 - 
donc à t ' o n h e  zéno on d o i t  a v o h  L S ~ ? )  - - - ?, ( 9 1 ~ )  



Le même raisonnement avec i = 2 e t  i = 3 donne : 

On prendra par l a  s u i t e  viO' ( D ~ Ü )  = O [$:l ,~,f)~ hypothSse 
h 

classique de l a  théor ie  des membranes. 

Par l a  su i t e ,  pour l e s  ordres supérieurs à O , on déterminera - 
l e s  constantes d ' in tégrat ion sur l e s  vcI à l ' a i d e  des pressions in té r ieure  

e t  extérieure,  en u t i l i s a n t  l e s  re la t ions  (1v.1-20). 

I V .  2 .1 .  RESULTATS EN VARIASLES REELLES DI!lE?IS IOY?!ELLES 

Pour revenir en variables % , 0 , a , on pose : 

Ainsi l e s  composantes du tenseur des contra intes  y d u  vecteur 

déplacement s e  mettent sous l a  forme : 



a"'" '5" I tii * k 6llo 
R" 'n! 

expressiowqu'on peut transformer, de façon à f a i r e  apparaî t re  l e s  puissances 

de 5 , de l a  manière suivante : 



CHAPITRE V 

V .  1.1. COMPARAISON D E S  R E S U L T A T S  O B T E N U S  J U S Q U  ' I C I  AVEC L E S  - A U T R E S  T H E O R I E S  

La plupart  des auteurs t r a v a i l l e n t  en forces  e t  moments par un i t é  

de longueur. 

Afin de pouvoir comparer nos r é s u l t a t s ,  on s u i t  l a  même démarche 

pour déterminer ces forces  e t  moments par uni té  de longueur, pour c ec i ,  on 

considère un élément de coque dél imi té  pour quatre  faces respectivement 

4 
perpendiculaires à Zx e t  , e t  deux faces coupant l a  surface i n t é r i eu r e  

e t  extér ieure  de l a  coque. 

Sur l a  face de normale extér ieure  Px s ( 0  , O ,  L ) , l e  vecteur 
-4 

contra inte  e s t  égal  à T (M , zk) = + Ciz3 eg c Q3, Fx 
a 

E t  l e s  résu l t an tes ,  en force  sur  c e t t e  face e s t  égale à : 

a 

qu'on posera égaie à R \ 4 x  + hJ*@ e9 + NLJ 
d'où on t i r e  que 

* avec Qx , Nxb , Nx , des forces 

par un i t é  de longueur de l a  

circonférence moyenne 

(vo i r  f igure  I V .  1-Q) 

De même sur  l a  surface élémentaire, de normale extér ieure  

e; = \ ~ , L ~ O \  , l e  vecteur con t ra in te  s e  met sous l a  forme : 



La résu l tan te  des forces é las t ique  sur  c e t t e  face 

1 '*'~(n,</ A S  J K  qu'on pose égale à : 

d'où on t i r e  que : 

vo i r  f i g .  I V .  1-b. 

I; avec a% , Ng e t  NBx sont des 

forces par uni té  de longueur de 

l a  génératr ice moyenne. 

De même l e  moment résu l tan t  d.u vecteur contra inte  sur  l a  face 

4 

de normale fi? e t  par rapport à l ' a r c  de circonférence moyenne à pour valeur : 

qu'on pose égal  à : 

% )  avec M x  , e t  y\ y @  des moments 

par un i té  de longueur de l a  c.m. 

d'où on t i r e  : 



= moment de f lexion par un i t é  de 

- d longueur de l a  circonférence moyenne 

e t  par rapport à c e t t e  circonférence. 

l = moment de t o r s i on  (sur l a  face  de 

4 
normale e x  ) par  uni té  de longueur 

de circonférence moyenne e t  su r  c e t t e  

l circonférence. 

vo i r  f i g ,  IV-1-b. 

De même l e  moment r é su l t an t  des forces é las t iques  par rapport à 

l a  générat r ice  moyenne, de l a  surface élémentaire de normale extér ieure  fie 
e s t  égal  à : 

quion posera égal  à : dx.M,,.  e', + d x  . U e Z x  . 

avec 1 mv = lt4 s G22[8175$1 4% 

voi r  f i g .  IV-1-c 

MB = moment de f lexion par un i té  de longueur de l a  générat r ice  moyenne 

e t  par  rapport à c e t t e  générat r ice .  

= moment de to r s ion  par un i té  de longueur de l a  générat r ice  moyenne 

e t  par  rapport à c e t t e  générat r ice .  





En remplaçant l e s  Ti. par l e u r s  expressions obtenues par 
b 

l i n éa r i s a t i ons  e t  en in tégrant  sur  l ' épa i s s eu r  on ob t ien t  l e  système 

suivant pour l e s  éléments de réduction. 

(v. 1-11 

(v. 1-2) # 

Pour l e  tenseur résu l t an t  des forces par uni té  de longueur, sur l a  
2 

face de normale ex , on f a i t  l e s  convections suivantes : 



(ilx = Q*, + G y z  + N ~ x ,  avec 

(v.  1-61 

t,jy s e m e t  aussi sous l a  forme N~ N ~ ,  4 N x 2  avec 

l 

(v. 1-10) \t m) 4"" \(-"':"SI 

,, ,, N,, = 1 v%, = L ,,, i k . ~  h=a - @ +\)! Rn 
-ct 



(v. 1-1 1 ) 
C k 

1 
l 
l 

(v.  1-12) 

r \  t M  e t  enfin on pose FIra - - 6  Y 8 2  avec 

V. 2.1. NOUVELLE FORMULAT1I)N DES EQlJATIOVS T)' EQUIL IBRF 

En mul t ip l iant  l e s  équations d ' équ i l ib re  par J L ~ R  e t  en in tégrant  

suivant l ' épa i s seur  de l a  coque, avec l e s  r é s u l t a t s  précéden-tn e t  l e s  conditions 

aux l im i t e s ,  c  ' est-à-dire que : 



o;, ( e , ~  ,3  - Cl = - 7; ( ~ , r  

La première Squation d ' équ i l ib re  devient a lo r s  : 

En iden t i f i an t  l e s  termes sous signe i n t ég ra l  avec l e s  forces par 

uni tés  de longueur, puis en remplaçant l e s  V ci par l eu r  expression on 

obt ient  deux formulations équivalentes de l a  première équation d 'équi l ibre  

c '  est-&-dire : 

De à p a r t i r  de l a  deuxième équation d ' équ i l ib re ,  en 

suivant l a  même démarche, on obt ient  : 



A p a r t i r  de l a  3:- éa-uation d ' équ i l ib re ,  on ob t ien t  de 

I 

L a  même démarche que précédemment, mais en mul t ip l iant  l e s  

2 
équations d' équi l ib re  par R d 'L e t  en l e s  in tégrant  suivant 1 ' épaisseur : 

D e  l a  première équation d ' équ i l ib re  on t i r e  : 



l 1 

En tenant compte de l'équation V.2-Ibis on obtient alors : 



La même démarche, avec l e s  2e e t  3e équations d ' équ i l ib re  donnent : 

(V.  2-6bis ) 

Equation supplémentaire : d'après l a  déf in i t ion  de Mdlon t i r e  



CHAPITRE VI 

Dans ce  chapi t re  on étudie l e s  coques cylindriques minces. 

Pour c e l a  on f a i t  l 'hypothèse suivante : 

H 1 : On négligera tous l e s  termes en 
P 

t e l s  que 

A t  p > , e  
Ainsi  l e s  composantes des contra intes  e t  déplacements s e  mettent 

, sous l a  forme : 

D'après l e s  r é s u l t a t s  de l a  l i n é a r i s a t i o n ,  on a l e s  expressions 

v 

\ hl \ n l  
suivantes en t r e  l e s  

S c i ,  ( % ( Y  1 e t  l e s  ai C B I ' A )  

% (\) qi u+$, 5) = ibir) i - . I +  EL) e 

i 01 Q, L I )  3 ~ ~ . " ( @ , i j  4 o(Ltj h;[f+,i,b) = Q L o i a , r )  + - ~ c D @ ~ r )  + - 
R R Cfi 

r 

(VI. 1.2) 
I 





De même on a l e s  r e l a t i ons  suivantes en t r e  les composantes des 

déplacements : 



VI.1.2. Equations d'équilibre dans l'hypothèse H 1 

D'après VI . l . l ,  l e s  composantes des contra intes  s e  mettent sous l a  

forme : 

En reportant  dans l e s  équations d 'équi l ibre ,  on obt ient  pour chaque 

équation, une expression de l a  forme : 

+ 5 B ( ~ i i )  ~ o L E ~ )  e t  ceci  v 3 4 - 4 ,  +RI 
d'où on t i r e  deux équations, par équation d ' équ i l ib re  : 

Nous ne dé ta i l l e rons  l e  calcul  que pour l a  première équation 

d1équi l i5re ,  pour l e s  deux au t res  l a  démarche r e s t e  l a  même. 

Ainsi,  en par tant  de l 'équat ion : 

-a ' T l  ( ~ + a )  + d~ +\R+%) 2 3 ,  B v,,- q, = O  
e t  en remplaçant 

les cc. [ 0 \ ~  , \ )  par l e u r  expression t i r é e  de VI . l . l  on obt ient  : 

Ci) 
(4 )  (01 

( 1 )  

4 [ ai$"lrl q , , ,  1 8 , ~ )  - 4 (%Y) + - R a -(,,:QI*) 
QQ v P '7n( + (;;\ b x )  



Avec l 'hypothèse H l ,  appliquée aux équations d 'équi l ibre ,  l e s  

a a a ( , % t e i x ~  ] e t  - s2 la. a \y: \&,Y) 

'sic ut mc 
mettent dans O C E % )  . 

Et d'après l e s  re la t ions  VI.1.2, on voi t  que 

e t  l a  première équation d ' équ i l ib re  s e  met sous l a  forme : 

e t  cec i  quelque s o i t  E - # , t [ , d'où on t i r e  l e s  deux équations : 2, 

La même démarche appliquée aux deux autres équations d 'équi l ibre  

donne : 



V1.1.3.  CONDITIONS AUX LI;IITES SUR LES FACES 

D'après l e s  re la t ions  11.1.7 e t  11.1.8, l e s  conditions sur  l e s  I 
forces - + $ s ' éc r iven t  : 5 - -  

W , , \ B , Y , G \  = P: m \ ~ )  (r ( B , u , R - ~ I  = -'3:\W 

-7- q Y ,  R = p: (b J) - -T< 1 O,, \9 , S I  Q -4) - (81 {' \' 
0 ,  R = y;w) - -3!!-kv,~) û,, te,*, R-4) - 

f 
où l e s  'P. (9 a) sont l e s  composantes des vecteurs " so l l i c i t a t i ons"  extér ieures  

L 
4 

dans l e  repère  
) cg , Cx ; ce sont donc des données du problème. 

Etant donné l eu r  2Ii pé r iod ic i t é  en , on l e s  développera en s é r i e s  de 

Fourier de l a  façon suivante : 

On pose : 



où les 1 )  - - - T: \(x) sont les coefficients de Fourier des 

sollicitations extérieures. 

(VI. 1.5) 



D'après l e s  re la t ions  (7 )  ; (8)  ; V I .  1.5 e t  l 'hypothèse H l  on vo i t  

que : 

V I .  1.4. REVOLUTION DU SYSTEME (1) , (3 ) ,  ( 5 )  . 
A pa r t i r  de l ' équat ion -1- e t  du système V I .  1.6 on t i r e  : 

l a  su i te .  

- 

v 

Avec l a  0( = , qu'on u t i l i s e r a  dans t ou t e  
"ax 

-9- 

' 4  4 C \) a L [( ~ A t x i  + n ~ * i x )  i - X  - 8,111 
26 



De même à p a r t i r  des équations (g), -3- e t  v1/1/6 on t i r e  : 

2 I 

+ h (B:(R) - R : ~ x )  r X  Fin1 - 3  ~ n i r l l  + Sin x b  

on notera : 

(2) 
F I>i) l a  primitive de ~ ~ ' - 2 )  

$3  O 

- 2 
(F '  e t  F~~~ sont des constant es d  ' in tégrat ion)  . 

23 v 

De même à p a r t i r  des équations 5-10 e t  VI.1.6 on obt ient  : 



I 

en posant que : 

\ 2 
e s t  l a  primitive de a (RI - E: (1) 

O 

2 4 
e s t  l a  primitive de < (n) - E, i i I  + 2 1 \ l o h h )  + Le 

R ' 1  
on a a i n s i  : 

-1 1- 

- 4 
( o ù  F 

33 0 

sont des constant es d' in tégrat ion . 1 

Réso lu t ion  du système (21, (41. (61. 

Les équations 2-4-6, en remplaçant l e s  $ i i n l ' h r ~  P" leurs  

expressions t i r é e s  de 1-2, donnent un système d i f f é r e n t i e l  en t re  U , V , w . 



où h ( Q , y )  , v(Q,%) e t  W (9 ,  y)  sont l e s  composantes du 

déplacement de membrane, vu l e u r  2 -pé r iod ic i t é  en on l e s  cherche sous l a  

forme : 

En remplaçant dans 12 on ob t i en t  : 

- 13- 

-14- 

- 15- 

- 16- 

- 17- 

-18- 

c( Système dont on cherche l a  so lu t ion  sous l a  forme : Q,, (x)  = A: eqx , 
d 9% v$n) = B, . e , W, P( r C: . PL avec O( = 1,2. 



Le déterminant ca rac té r i s t ique  s e  met sous l a  forme d'un 

8 
polynome en r au ca r r é ,  cec i  avec l a  remarque que l e s  équations 

13-16-17 sont en U: L x )  , v { I ~ )  e t  \N: ln) a lo r s  que 

z 
l e s  équations 14-15-18 sont en U , ( X )  , V;(X) et \KI: ( H I  , 

ce qui  permet de découpler l e  système précédent, en deux systèmes 

(avec l e  premier composé des équations 13-16-17 e t  l e  deuxième composé 

des équations 14-15-18). 

Ainsi on ob t ien t  l e s  deux systèmes suivants : 

A-J ~3 3 h 2  - - - 
z R 



Pour s impl i f ier  l ' é c r i t u r e  on posera pour l a  s u i t e  : 

Remarque : pour passer du système ( B )  au système ( c )  il s u f f i t  de remplacer 

n par -n dans l a  matrice. 

A p a r t i r  du système ( B )  on a : 

de même à p a r t i r  du système C on t i r e  : 

où r annule l e  déterminant ca rac té r i s t ique ,  c 'est-à-dire que : 

d'où on t i r e  : 



VI. 1.5. Résultats pour = * 
Pour h = O  , dans le déterminant caractéristique, on a : 

Le déterminant caractéristique se met sous la forme : 

R 5 2  - a G n 3 n L  + ~RI I -JZ )  xY = O  

d'où les racines : 

h = O  racine d'ordre 4 . 



- 
pur l a  s u i t e  on pose = 1-9 + , J ; = i? "* 

En remplaçant rL par ses  valeurs dans l e s  expressions de h , V , W 

du système 19, on trouve t ou t  ca lcu l  f a i t  : 

1 

Avec 

.\O 3 A L  AL 9 0 ,  e t  B e  é t an t  des constantes 

a r b i t r a i r e s .  



VI.1.6 - Résolut ion pour M a 4  . 
On cherche l e s  valeurs de qui  annulent l e  déterminant 

ca rac té r i s t ique ;  pour ce l a  on posera y =  e n  . 
Le polynôme carac té r i s t ique  s e  Inet a l o r s  sous l a  forme : 

( A - 9 )  y Y  - (6 - 5 3 1 ~ ~  ~ J ( I - J )  

Z 2. y b  
Y "  

+ [ -i,,,,) + p , ~ 2 +  W - L ) ~ ~  t 3 U - ~ ) O - ~ ' ) ~  - 2 

4 1 2 ( , 3 ~ - \ ~ )  n L  + % ( A $ - 7 v Z -  b v ) ~  
Y 

31 I-d) I h2 - oz 
4 = .3 

2 

Polynôme du 4e degré en * = Y , qu'on met sous l a  forme : 

avec pour h I, , e t  O < V L  0 , s .  



Le polynôme carac té r i s t ique  admet 4 racines complexes en 

qui s e  mettent sous l a  forme : 

) ( e = ~ L r ' , =  - d l - +  X, 2 R2x: = - d ,  c i B i  , 

avec : 



I D'où on t i r e  les racines : 

Pour l a  suite on posera : 



VI.1.7. Déterminat ion des déplacements "de membrane". 

D'après l e s  r e l a t i ons  19, ( D )  e t  l e s  valeurs des rac ines  du 

polynôme carac té r i s t ique ,  on calcule  l e s  coef f i c ien t s  des déplacements 

de membrane. 

On d é t a i l l e r a  l e  c a l cu l  pour Q ( B , x )  , pour l e s  deux autres  

composantes on s e  contentera de donner l e s  r é s u l t a t s ,  l a  démarche r e s t an t  

l a  même. 

on pose : 



avec : 

*  POU^ Tz xz = d, - i  l e  

a 
l'expression de Un(*) on tire que : 



o?i A ,  B, C e t  D sont données par 29 e t  30 e t  a l ,  b l ,  c l ,  d l  sont des 

constantes a r b i t r a i r e s .  

La même démarche, donne : 

L 
Avec : 



l 
-33- 

~ > 

4 E : - [-wcr<~+i)(d:-p:) - ,,, \ g ~ ~ - , , ' )  +vf (3  bZ-4) - s ~ ] d ~  - 3 (~ -31  1 4 - p l  
R = 

1 
1 

F , % [ -  n n  (sr>+i) dL + n I 4 ~2 (3h2 - q I -  3 0 1  

G = L R~ bn(ru i r ) (~ : - / J : )  A n \ ~ \ ~ - ~ ' ) + r > ~ ( 7 n ~ - b ) - 3 ~ ] d ~ - ) ( 1 - ~ ) 1 4 - + ) ~ ' ]  

- e ~ ( i t u t ~ ) d , +  + ~ r ,  7 - 2  - \ -\nz) +oz (.)h2-4> - ~ U J ]  

F2 
D e  même on a : 

Avec : 





Avec l e s  re la t ions  VI-1-2 e t  VI-1-6, l e s  composantes u(8,x) 

V(8,x) e t  W(8,x) doivent v é r i f i e r  : 



Remarque : G i l l  [ l ,  P. 36 à 401 dans l ' é t u d e  des e f f e t s  de 

bords sur  l e s  solutions dans l e  cas des coques cylindriques,  recherche, 

suivant HOFF Cl], l e s  solut ions  sous l a  forme que nous avons é t a b l i e  

(31, 32, 34) avec p, 5 0 

Donc ce  type de solut ion n ' e s t  pas un e f f e t  du hasard, mais l e  

f r u i t  d'une procédure logique dans l a  recherche des solutions d'un système 

d i f f é r e n t i e l .  
3 

De plus G i l l  suppose P' e t  y- nuls ,  ce  qui d 'après nos 

ca lcu l s  n ' e s t  pas une hypothèse indispensable. 

VI.1.8. Calcul des contraintes. 

Les composantes 0 . ( 6 , 3 ) 
b 

pour 1: 4 , % , 3  , s e  

déduisent facilement des r e l a t i ons  1 .1  e t  1.6, on obt ient  a lo r s  que : 

O;, ( 9  z, 3) 
u,ethl z 4 I l  2 / [ O E i  t h -  - L " q h ) 4 R t l - ~ )  ,Pt#) 

&aZ)  R R R 24 
H 



où A:<ni , B:(M) - - - vn<i) sont  l e s  coef f i c ien t s  de Fourier  

des chargements sur l e s  faces 5 = 5 4 , qui sont donnés par l e s  formules 

1.5.1. 

A p a r t i r  des re la t ions  1.1; 1.2; 1.6; 9 on détermine ~ 2 , ~ @ l X l  3 )  
en fonction de U ( ~ , X )  ,V[@,r) e t  W \ ~ I X )  



VI. 1.9. Cal cul des déplacements . 
 après l e s  r e l a t i ons  VI.l.l, on a : 

l e s  9' ( 8 , ~ )  , i=1,2,3 seront déterminés par l e s  r e l a t i ons  
i O 

i') 6 VI. 1.3 en t re  l e s  Qc ( ,&) e t l e s  { y i J e l Y )  . 



En remplaçant l e s  C0,x) par l eurs  expressions t i r é e s  de 

V I .  1 .6 ; 9 ; 10 ; 1 1 e t  en intégrant l e  système 40 : on obtient  : 

- 

avec 

2 2 2 

1 ' 3on in) primitive de F 33un + F330 + S Q R \ B Z , ~ ~ ) - R : ~ ~ ) \  
1 

+ u ~ 2 \ $ ; t x )  - k : l x ) )  - U N R  (D;\%\ - c m ( n 1 )  , 

l 



avec 

a"' t e  ,XI = - 
4 O 

Z € h  & \ ~ x e \ ~ \ i - r i \ k * ~ n l - ~ : ( ~ ~ )  

2 

- t A ~ ~ ~ c ~ )  + fi:, ) 4 6,;  1 , 5;. .a pi+) (R;W -13: is) 
R 

VI .2 .1  - Condit ions aux l i m i t e s  sur  l e s  bords 

Pour déterminer l e s  constantes d ' in tégra t ions  du problème, 

on do i t  prendre l e s  conditions sur  l e s  deux bords x = O e t  x = L . 
Les conditions peuvent ê t r e  données s o i t  en déplacements, 

s o i t  en contra intes ,  s o i t  l e s  deux à l a  f o i s .  

a )  On t r a i t e r a  en premier, l e  cas où sur  une p a r t i e  des bords on connaît 

l e s  déplacements, sur  l ' a u t r e  p a r t i e  on connait l e s  contra intes ,  pour 

c e l a  on posera : 



Da l e  complémentaire de Di par  rapport à [ -g , +II * 1- b, 4 \ 1 4 \ 1 

e t  Dq l e  complémentaire de D j  

Soient  C, - - u , ~  16 , 3 )  % 4 u ~ ~ ~ \ I  Ze + u ~ L Q , ~ )  Z-t l e  V ~ J W  

déplacement donné dans B4 , avec : 

< < O  4 d e  

Expressions qui  doivent ê t r e  égales à U , [ O ,  3 , X =  ,) , \ 
\ 6, , x = =) e t  U 19 ,% Y = a ) données par l e s  r e l a t i ons  39 

e t  ceci pour tout  angle 9 compris ent re  o ( ~  e t  d2. 

Ce qui donne l e s  s i x  équations suivantes : 







De même s i  on s e  donne l e s  contra intes  Ckt , Qi3 e t  z en 

Y = O  , sur  l e  domaine Dt , on obt ient  s i x  équations en t re  l e s  constantes 

d ' in tégrat ion e t  l e s  contra intes  données qui ,  pour chaque n , donnent 12 

re la t ions  entre  l e s  24 constantes. 

La même démarche vaut en 3c = L e t  fourn i t  l e s  12 équations 

manquantes c'est-à-dire que, avec l e s  12 précédentes, donnent un système 

l i n é a i r e  de 24 équations à 24inconnues : en général,  on en déduira l e s  

valeurs des constantes. 

Demêmesi o n s e  donne l e s  composantes rzg , c33 ek q3 

des contra intes  sur  l e  domaine DC , e t  en l e s  éga l i san t  aux contra intes  

donné-par l e s  expressions 37-38 e t  38bis pour tous points  appartenant à 

, on obt ient  6 équations en t r e  l e s  constantes d ' in tégra t ions .  

La même démarche vaut en + = L s o i t  en se  donnant l e s  

déplacements sur  'D3 e t  l e s  contra intes  ( ze , 0 ; 3  
e t  O' ) sur  Dy ou 

inversement - donne 12 autres équations en t r e  l e s  constantes d ' in tégrat ion.  

Pour tou t  , on a 24 constantes d ' in tégrat ion qui sont ai ~ n )  , b; ( N )  

i . , . \ , t ,  3 e t  d = 1,5 . 
Donc pour tou t  k , on a un système l i n é a i r e  de 24 équations à 

24 inconnues : en général on en déduira l e s  valeurs des constantes. 

b )  où l e s  conditions aux bords sont données seulement en déplacements. 

Dans ce cas,  l a  même démarche que précédemment fourni t  seulement 

12 équations à 24 inconnues, en général on do i t  avoir non seulement des 

conditions sur l e s  déplacements, mais auss i  sur  l e s  ro ta t ions  des bords, 

c 'est-à-dire sur  l e s  dérivées premières déplacement, ce qui fourni t  l e s  

12 au t res  équations manquantes. 



De même, l e s  données des contra in tes  seules  en X = e t  X ' 
ne s u f f i t  pas à déterminer t o u t e s  l e s  constantes d ' in tégra t ions ,  en général ,  

on do i t  é c r i r e  l a  con t inu i t é  des contra in tes  e t  des moments des contra in tes  

en % : O  e t  3 : L  pour pouvoir déterminer tou tes  l e s  constantes 

d ' in tégra t ion .  

V I I . l . l .  APPLICATION AUX COQUES "MOYENNENENT EPAISSES" 

Dans ce chapi t re ,  on s ' i n t é r e s s e r a  aux coques cylindriques pour 

l e sque l l es  on prend l 'hypothèse suivante : 

HL : e, t Li)'. (y ' , on négl igera  tous l e s  termes 
R F 

en C4 t e l s  que & . 
Dans ce cas ,  e t  d 'après  l e s  r e l a t i o n s ,  l e s  con t ra in tes  e t  dépla- 

cements s e  mettent sous l a  forme suivante : 

VII- 1 - 1 - 



Remque : Dans toutes  l e s  théor ies  sur l e s  coques cylindriques rencontrées, 

on néglige l e s  termes t e l s  que 1 8 1 ~ )  

dans l e s  expressions des contra intes  ; de même on néglige l e s  termes A "' (Ber) r' O 

dans l e s  expressions des composantes 
1 

des déplacements. Ceci présente une cer ta ine  anomalie, puisque on garde 

%a R2 , a lo r s  qu'on négl igeai t  avant souvent l e s  termes en - OU en - 
1 

4 Ra R a  
des termes en - . a .  

D'autre pa r t ,  c ' e s t  en gardant justement l e s  termes ci-dessus, 

qu'on pourra par l a  s u i t e  in t rodui re  l e s  conditions aux l im i t e s  sur  l e s  

bords X = O e t  X L . 
D'après l e s  r é su l t a t s  obtenus jusqu ' i c i ,  on t i r e  l e s  r e l a t i ons  

l suivantes en t re  l e s  e t  l e s  d i f fé ren t s  

ordres in fé r ieurs ;  on a a in s i  : 

( 0 )  ( 01 
en posant 9,,  1% i r ) = k 1 8 i x )  ( 8 , ~ )  = h(8,,r) 

d' do' (8,r)  = W($ ,r ) (ce sont l e s  déplacements de membrane usuels)  . 
1 30 

VII- 1-2 



VII- 1-3 





VII-1-2. EQUATIONS D'EQUILIBRE 

D'après l e s  re la t ions  IV-11 on peut mettre l e s  contraintes sous 

l a  forme suivante : 

En reportant  dans l e s  équations d 'équi l ibre ,  on obt ient  un système 

qui s e  met sous l a  forme : 

A ie1%) + 81ti4 4 3 2 C ( ~ , S )  + o ( E , )  = s  Y 3 e]-R,+GL 



d'o-3 on tire trois équations (en 8 et X ) par équation d'équilibre 

c'est-à-dire que l'on aura un système de 9 équations différentielles de 

ia forme A leIr) = % \ B I S )  = C@,r)  =O . 
Ainsi à partir de la première équation d'équilibre, et en tenant 

compte des relations VII-1-1 à 1-6, on tire les trois équations suivantes : 
- - -- - -  - - -  -- 

De même on tire de la deuxième et troisième équation d'équilibre 

les équations suivantes : 



VI 1.1.3. CONDITIONS AUX LIMITES POUR 2 = !q 

D'après l e s  conditions sur l e s  faces in té r ieure  e t  extér ieure ,  
h Ln1 

on a  l e s  re la t ions  suivantes en t r e  l e s  T. c - \ 8 , y  ) e t  l e s  

I 
4 

V u  l a  2 q  - pér iodic i té  en 0 , des ?- c ( x ,  B) , on l e s  développera 

en s é r i e  de Fourier (on garde l e s  mêmes notations qu'au chapi t re  précédent). 



l 
1 Ainsi, d'après 111-1-5 et 111-1-6 on a : 

I VI1 .1.4 - REVOLUTION DES EQUATIONS D'EQUILIBRE 

l VIII- 1-8 

A partir des équations -1 ; 4, 7 et en remplaçant les , \ B\ y )  jlih 

l 

par leurs expressions en , V et W , on obtient un système homogène, 

r 

n) +B: L \ [Pi  ' 3 ,  4 R: ( X I )  l n a e  + ( hc 
R 

ris IN 

de trois équations différentielles en , v et : 



Vu l a  2 1  pé r iod i c i t é  en 0 de U , v , \ly on l e s  prendra sous 

la forme : 
i 

Q ~ Q , Y ~  z 2 \u:'") W H @  + U: ta) q i r  
k61N 

V ( b , % \  s 6 IV: U) nb t V* in) 5 ( ~  KB] 

~ l b , ~ )  2 % \\w:(x\ mye ~ \ N : ( x ) s ~ M x ~ ]  



Avec l e s  mêmes notations qu'au chapi t re  précédent, on obt ient  

à l a  place des équations 1-9, 1-10, 1-11 l e  système de 6 équations 

suivant : 



Le système d'équation 1-2, ... 6 ,  s e  décompose en deux, l ' u n  

2 4 t 
en u , V, <x) , W: (n) e t  l ' a u t r e  en U: ; V ) y Wh ( x )  

On cherchera l a  solution sous l a  forme : 

alTe, d = 4, 2 

D'où on t i r e  

avec l e s  notations : 

I 



De même l e s  équations 2; 3; 6 s e  mettent sous l a  forme : 

Les problèmes (A)  e t  (B)  ont l e  même déterminant ca rac té r i s t ique  

qui se  met sous l a  forme : 

On cherchera l e s  valeurs de r qui annulent l e  déterminant carac- 

t é r i s t i q u e  h ( r )  . 
A p a r t i r  du système A on vo i t  que : 

de même à p a r t i r  de B on a : 

Donc l a  solut ion s e  met sous l a  forme : 



i = i  & 0 .  
ou p = nombre des r ac ines  i c i  qu i  annulent l e  déterminant c a r a c t é r i s t i q u e  

( s i  t o u t e s  ces r ac ines  sont s imples;  l e  cas des rac ines  mul t ip les  s e  t r a i t a n t  

comme d 'habitude).  

a )  Racines du déterminant c a r a c t é r i s t i q u e  : 

Dans l ' express ion  h(r), en remplaçant a ,  b .... k , p a r l e u r s  valeurs 

données pa r  7 ,  on o b t i e n t  : 

IL 10 
h ( ç ) = o  = A y y  t A\,y 4 + & , y b  + A,, Y "  + c A- 

Cec iavec  y =  R =  . 
I on posera X = = yZ , l e  déterminant c a r a c t é r i s t i q u e  s e  

met donc sous l a  forme d'un polynôme de degré 6 en X , dont l e s  c o e f f i c i e n t s  
1 

sont l e s  suivants  : 





Pour n = O , l'équation caractéristique s'écrit : - 

I 
i(K)ne s'annuie que pour un seui X réel > 0 et \ admet 2 

racines réelles de signe contraire donc 2 autres imaginaires compliquées 

ce qui donne pour IL 

l r 2 =  le2 5 n2 = ~ ( + - i p .  

Dans le cas général 70  et ' d'où l'on déduit 

qu'il y a toujours deux racines réelles en de signe contraire (au moins). 



V 1 1 . 7 . 5 .  R E S U L U T I U N  D E S  A U T R E S  E Q U A T l O M  D ' € Q U 1  L I B R E  

A ce niveau, on suppose que IL(~)Z),V(~Z) e t  ~ ( 6 ~ 2 )  données 

par Ec] sont connus, par  l e s  re la t ions  VI1 .I .2, VII. 1.3 e t  VI1 .1.4 on - 

c?) 
détermine l e s  e t  ce,=., en fonction des 

Pour s impl i f ier  l a  résolut ion,  on pose symboliquement 

En reportant  dans l e s  re la t ions  VII.1.7 on obt ient  : 



~ ' o ù , p a m  in tégra t ion  des équations d 'équi l ibre  2, 3, 5,  6 ,  g2 

on t i r e  l e s  composantes des contraintes manquantes, l a  démarche é t an t  l a  

même que pour l e s  coques milnces. 

Les r é s u l t a t s  a i n s i  obtenus, plus l e s  r e l a t i ons  V I I .  1.5 e t  V I I .  1.6 

permettent de déterminer l e s  composantes des déplacements. 

En conclusion : l a  méthode de résolut ion du problème des coques 

cylindriques a i n s i  proposée, permet de déterminer tou tes  l e s  contraintes e t  

h 
déplacements, pour tout  o rdre  rr en (iT; e . Tout en introduisant  l e s  

conditions aux l i m i t e s  sur  les f a c e s  %=th e t  l e s  bords extrêmes de l a  

coque. 



La seule  d i f f i c u l t é ,  pour des coques t r è s  épaisses r é s i de  dans 

l a  détermination des racines,  du polynôme ca r ac t é r i s t i que  en k , problème 

qui souvent ne peut ê t r e  résolu  que numériquement pour chaque cas de f igure  

qui  s e  présente.  

Donc pour avo i r  une solut ion rigoureuse, on d o i t  t r a i t e r  chaque 

cas p a r t i c u l i e r  à p a r t ,  en jouant par exemple sur  l e s  symétries en z qui 

peuvent s e  présenter ,  ou des comportements spécif iques en ac des cas rencontrés. 

V I 1 1  - REMARQUES SUR LA RECHERCHE DES SOLUTIONS EN DOUBLE SERIE DE FOURIER. 

Dans l a  monographie de G i l l  e s t  exposée l a  méthode de P .P .B~ELARD 

(1955) , qui recherche l e s  composantes des déplacements de membrane sous forme 

de double s é r i e  de Fourier  de l a  forme : 

Cela rev iendra i t ,  suivant  l e s  nota t ions  u t i l i s é e s  dans l e s  

t 4 chapitres B e t  V I 1  à rechercher l e s  a:(*> , Tm (a )  e t  w,,(f) 

sous l a  forme : 



4 4 
(Compte tenu des propriétés de cont inui té  su r  L@,L] des &,(d , (*' 

-! 
e t  W-(xJ , on s a i t  q u ' i l  e s t  toujours possible de l e s  mettre sous c e t t e  

forme en remarquant que, en 7~ = O e t  ~ L S L  , ces s é r i e s  convergent. vers 

4 
l a  demi-somme des valeurs de w;(x\ en %=a e t  x r L  . Autrement d i t  ces 

développements sont valables sauf aux extrêmités de l a  coque, excepté dans 

l e s  cas où l e s  conditions en k =O e t  8 = L sont identiques ) . . 
Les coeff ic ients  des doubles s é r i e s  de Fourier  d i f fè ren t  pour 

4 4 k  v 
chaque cas de coque, c'est-à-dire pour chaque ordre en 8+= (x) C3) 

V I I I -  1 - 1 : APPLICATION AUX COQUES IdITJCES 

Dans ce cas on posera 

l e s  A:(%)> . . . 1 sont l e s  coéff ic ients  de Fourier (en 6 ) 

des s o l l i c i t a t i o n s  sur  l e s  faces x=%h . 
La subs t i tu t ion  des développements (1) e t  (II) dans l e s  équations 

(13)  à (18) , ,en tenant compte des r e l a t i ons  36, du chapitre VI) about i t  à : 





On pose : 





ceci  avec l a  notation : 

On obt ient  a i n s i ,  d'une au t r e  façon l e s  déplacements e t  l e s  

contra intes ,  l eu r s  expressions res tan t  l e s  mêmes qu'au Chapitre V I ,  en l 
4 d I subst i tuant  aux U N ]  , V,,, (R\ , W,, (*\ t i  = 4,L) l eu r  développement 

donné par (1). 



Cette  méthode présente l 'avantage d ' ê t r e  plus f a c i l e  à t r a i t e r  

numériquement que l e s  expressions trouvées au Chapitre V I .  

Une démarche analogue, permet d 'obtenir  des coef f ic ien t s  des 

doubles s é r i e s  de Fourier dans l e  cas des coques moyennement épaisses. 
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CONCLUSION 

De façon générale, l a  théor ie  des coques e s t  basée s u r  l e s  

hypothèses de KIRCHOFF-LOVE (1850 pour Kirchoff, 1892 pour LOVE) qu i ,  en 

quelque sor te ,  considère que l e s  déplacements e t  contraintes peuvent s e  

mettre sous l a  forme : 

e t  que, dans l e s  calculs  u l t é r i eu r s ,  on peut négliger tous l e s  termes d 'ordre 

au moins 2 en z . 
Des modifications de (1) ont é t é  proposées qui sont de deux types 

(1) e s t  valable pour des coques t r è s  minces, (II) e t  (III) pouvant s 'appliquer 

8 des coques d'épaisseur quelconque. (II) présente ( a i n s i  que (III) à un 



moindre degré) à nos yeux, un cer ta in  nombre d'inconvénients à l a  fois  s u r  

l e s  plans mécanique e t  mathématique, plus précisément : 

( 1 )  (II) i d e n t i f i e  l e  comportement de l a  surface moyenne ( z  = 0 )  à celui  de 

l a  membrane (h = O )  ce qui revient à d i r e  que, que l le  que s o i t  l ' épa i sseur  

de l a  coque, pour un même é t a t  de chargesdonnées, l a  surface moyenne s e  

déforme toujours de l a  même fason ce  qui pa r a î t  physiquement assez étonnant; 

( ce  défaut n ' e s t  pas a p r i o r i  présenté par  III). 

C%\ (fi) 
( 2 )  (II) e t  (III) entraînent que l ' o n  peut déterminer l e s  U,; e t  qh 

ce) 
(dépendant de 6, r dans II) pour t o u t  n en fonction des a; e t  C" ce 9 
qui ,dans l e  cas I1,montre que l a  so lu t ion  de l ' é q u i l i b r e  d'une coque pourra i t  

s e  déterminer indépendamment de son épaisseur.  Dans l e  cas (III) l e s  calculs  

sont des polynômes en z à coeff ic ients  '"\ e t  6% montrent que l e s  Wb 

fonctions de 6 e t  de x . 

3) Dans le rcas  (II) e t  (III) l e s  auteurs qui l e s  ont  u t i l i s é s  ont  presque 

toujours ignoré l e s  conditions su r  l e s  bords extrêmes s e  ré fé ran t  à des 

problèmes de raccord ( d i t s  de couche l i m i t e ) .  

Dans l e  mémoire qui v ien t  d ' ê t r e  présenté,  l a  comparaison des 

11  p e t i t s  paramètres" in t rodui t s  par l a  minceur de l a  coque cL='lR./R) cylindrique 

d'une par t  e t  par  l 'hypothèse de l i néa r i s a t i on  qui e s t  à l a  base de 1 ' E l a s t i c i t é  

l i n é a i r e  isot rope montre qu'en grandeurs adimensionnelles, l e s  développements.: 

s u b s t i t u b  dans l e s  équations d 'équi l ibre ,  de comportement e t  de compatibil i té ,  

sont  en f a i t  de l a  forme (après r e tou r  aux var iables  dimensionnées) : 



s o i t  - 6 
'R (-1 

ce]*X>b) = 2: -=O (~)cna~~'(8,*) 4- 2 %=O k) % (9, x)*- • 

ag 

Suivant l e s  valeurs de on a montré que s i  dans ( I V )  on ne 

a conservait que l e s  termes de degré (en b. e t  - ) au plus  égal  à un en t i e r  R a 
0 t h  

p o s i t i f  p donné, on p o w a i t  déterminer tous l e s  ( ~ ~ 8 )  
'hW e t  a 
-+ 

Q ~ ~ ' ( 6 , x ~  , 0 Q W L n  5 p en fonction des charges P - sur  l e s  f a c e s  

in terne  e t  externe ( z  = + h)  e t  d'un ce r t a i n  nombre de constantes d f i n t ég ra t i on  - 

qui sont ,  en général ,  déterminées à p a r t i r  des conditions sur  l e s  f a c e s  

extrêmes ( x  = O , x = L). 

On a é tudié  en d é t a i l  l e s  cas des coques "minces" ( pz4 ) e t  

l'moyennement épaisses " ( p:b ) . 
Ce qui nous a paru assez remarquable e s t  l a  p o s s i b i l i t é  de déter- 

miner l a  solut ion du problème de l ' é q u i l i b r e  d'une coque é las t ique  (cylindrique) 

sous forme d'un polynôme de degré arbitrairement donné en h e t  - 3 sans f a i r e  a 
i n t e rven i r  de conditions du type "couche l imi te" .  D'autre pa r t ,  l e  degré imposé 



é t a n t  l i é  dans notre e s p r i t  à l ' épa i sseur  de l a  coque, il e s t  manifeste au 

vu de (IV) que l e  déplacement de l a  surface moyenne ( ) = O  ) e s t  nettement 

d i f fé ren t  du déplacement de membrane ( %=O 6 h=0 ) e t  apparaît  comme 

h un polynôme en - 
Tt 

On se propose d 'étendre ce type de solutions à des coques un 

peu plus générales que l e s  coques cylindriques (sphérique, e l l i p t i que ,  de 

révolution, . . .) en mettant en oeuvre des techniques var ia t ionnel les  comme 

l ' a  f a i t  P. DESTUYNDER dans s a  thèse .  

Par a i l l e u r s ,  on peut s e  poser auss i  l a  question du comportement 

de l a  solut ion quand h varie au cours du temps pour des raisons d 'ordre 

chimique par  exemple ( rése rvo i r  rempli d'un gaz ou l iqu ide  co r ro s i f ) .  

Dans l'immédiat avenir  (ou le plus proche poss ible)  on s e  propose 

d'adapter ces  r é su l t a t s  à une étude systématique des apparei ls  à pression. 
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