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INTRODUCTION. -

Depuis longtemps les statisticiens et praticiens s'intéressent
aux modéles autorégressifs, moyenne mobile, ARMA, ARIMA etc ... pour

d'écrire les séries chronologiques observées.

Un des premiers problémes naturels qui se pose est alors

1'estimation des paramétres des modéles cités ci-dessus.

Un nombre considérable d'articles ont paru traitant de l'esti-

mation des paramétres de ces modéles.

Dans ce travail on s'intéresse plus précisément & 1'identification
d'un ARIMA(p,d,q) au vu des données. Dans le chapitre I on fait une
synthése des résultats connus sur l'estimation des paramétres inconnus
d'un processus autorégressif, en insistant surtout sur les principales

méthodes de détermination de 1l'ordre d'un autorégressif ([]], [2], [3]
&1, [5], [6], [18],[19], [31] ...

Dans le chapitre II & partir d'une statistique proposée par
Shibata dans [39], on construit un estimateur de 1'ordre d'un processus
autorégfessif. On donne la loi limite de cet estimateur, des résultats
sur sa convergence, ainsi qu'une extension de l'estimateur aux processus
multidimensionnels et aux processus mixtes ARMA. On termine ce chapitre
par une étude du risque quadratique asymptotique. La démarche effectuée
dans ce chapitre est analogue a celle utilisée par Shibata pour son étude

du critére d'Akaike [38].



Dans le chapitre III on aborde l'estimation du paramétre d
d'un processus ARIMA(p,d,q) de la maniére suivante : on remarque que
1'équation polynomiale associée au processus admet d racines de
module égal & 1'unité. L'idée naturelle est alors d'estimer les
racines de cette &quation pour &valuer d. On donne des résultats sur

la convergence d'un estimateur du degré d.

On illustre cette technique par quelques exemples et en

effectuant quelques simulations.

Enfin dans le chapitre IV, on effectue des simulations

montrant le comportement de l'estimateur proposée au chapitre II.



CHAPITRE 1

GENERALTITES SUR LES PROCESSUS AUTOREGRESSIFS

ET ARMA .

1 - PROCESSUS STOCHASTIQUES. -

- Préliminairnes et Notations.

Définition.- Un processus stochastique réel XT = (Xt’ t e T)
est une famille de variables aléatoires définies sur le méme espace proba~

bilisé (Q,A,P) & valeurs dans (R, %R)

- (Q,A,P) est appelé espace de base, oi A est une tribu

et P est une probabilité.

- (R, SR) est 1'espace des états ol BR est la tribu borélienne.

- T est 1l'ensemble des temps. Dans la suite on supposera

que T =17 .

- Pour w fixé, € o, 1l'application : t > Xt(w) est une

réalisation du processus au point w, ou trajectoire du point w.

-~ Pour t e T , 1'application : w - Xt(w) est 1'état du
processus & l'instant t. Le processus (Xt, t ¢ T) peut €tre considéré

comme une variable aléatoire XT a valeurs dans CRT, B T)
R
T
X, (2,A,P) —— (R, B

)
B R

T

A S CD D



. 1 T S g .
ol B r est la tribu borélienne de R~ c'est-a-dire la plus petite
R 'I.‘—Tn
tribu contenant tous les cylindres Sn x R , ol Tn est une
partie finie quelconque de T & n éléments et Sn une partie borélienne

T
du produit fini R n

Remargue : La tribu B p est aussi la tribu engendrée par
R

les projections canoniques

Lod du processus : La loi L(XT) du processus XT = (Xt, teT)

(ou distribution de X_) est une probabilité P sur B définie
T XT IRT

par :

-1
P, (S) = P(X_ (8)) pour S eB
XT T ﬁRT

Remarque : Le processus canonique (Ht, t € T) défini sur

(R™ , B , P, ) a méme loi que le processus X_ = (X, t e T).
T X T t
R T
Lod de dimension §inie : Les lois de dimension finie du processus
XT sont les lois des vecteurs aléatoires (Xt ,...,Xt ) , k21 et
1 k
tl gs ey tk €T
Le grand théoréme de Kolmogorov montre que la loi du processus
XT = (Xt , t € T) est entidrement déterminée par les lois de dimension

finie du processus (cf. [26] p. 92-93).



Processus Gaussien : Le processus réel X, est dit gaussien

si ses lois de dimension finie sont gaussiennes (i.e. : si toute combi-

naison linéaire finie de Xt , t € T est une v.a. réelle gaussienne). La

loi d'un tel processus est entiérement déterminée par la donnée des fonctions

moyenne et covariance :

m(t)

]
o]
>
ot
m
=

C(s,t) = cov(XS, X

Stationnanite :

1 - Un processus (Xt, t € Z7) est strictement stationnaire si,

pour toute partie finie {t ,,...,t } de T et tout s > O ,
n

1

L(XtI+S ye ey th+s) = L(Xt] ye ooy th) , oi L(Y) désigne loi de

2 — Un concept plus faible que la stationnarité stricte est :

. - 2 .
Un processus réel XT ol tous les moments E Xt exlistent, est
faiblement stationnaire, ou stationnaire du 2° ordre dans Z si sa

covariance dans Z x Z définie par : C(s,t) = E(XS - E XS)(Xt - E Xt)

ne dépend que de la différence s—~t de ses arguments,

Remargque :

a) I1 est clair que pour les processus gaussiens réels les deux

notions coincident.

Y.

b) Le concept dans (1) implique le concept dans (2). La réciproque

est généralement fausse. (cf. [B-l] p. 1.2).



11 - GENERALITES SUR LES PROCESSUS AUTOREGRESSIFS.-

Définitions et ndsultats géndraux. (cf. [ 4] et [8-1])

Dans toute la suite XT = (Xt’ t € Z) désigne un processus réel,

et centré).

2.1. - Déginition 0.- On dit que le processus (et , t € 2)

est un bruit blanc faible si :

E € = 0
2
et E €, €4 Gst o
ou § est le symbole de Kronecker et 02 >0 .

st
Le processus (et, t € Z) est dit un bruit blanc fort si les
variables aléatoires sont centrées, indépendantes de méme loi et de

. 2
variance ¢ > 0 .

Déginition 1.- Le processus (Xt , t € Z) est un autogréssif

d'ordre k si il vérifie , pour k > 1

= + + +
Keo=ap Xy *ay) X 4 X V8 0 L€
(1)
a, #0
ol les ap seees 8y sont des nombres réels, les variables aléatoires

€ , t € Z constituent un bruit blanc faible et sont telles que

E €, XS =0 pour s < t

On notera souvent un autorégressif d'ordre k par : AR(k)

Remanque : La condition E €c XS =0 pour s < t implique

1'unicité de la décomposition dans (1).-



Déginition 2.~ On appelle &quation polyndmiale associée a
un AR(k), 1'équation :

Kk .
T(z) = 25 - y k=i _ g (2)

On a les théorémes suivants :

Théoreéme 1.- Une condition nécessaire et suffisante pour qu'il

existe un processus autorégressif faiblement stationnaire vérifiant :

est que les racines de 1'équation polyndmiale associée :
n(z) =0

soient de module strictement inférieur & 1.
Un théoré&me de représentation d'un autorégressif faiblement

stationnaire :

Théonéme 2.- Si toutes les racines de 1'équation polyndmiale

sont en module strictement inférieur a !, alors Xt s'écrit :

X, = L 8 e . , tel (3)
r=0
oud 60 = 1, la convergence est en moyenne quadratique et ol les Gr
sont les coefficients du développement en série de Taylor de
K i,-1 I r
(1 - Z a; zl) = z Gr A .
i=1 r=0

1

90 0

De plus Xt est non correlée avec : €ivl * Eea2



Remarquesd :

1 ~ La décomposition dans (3) du processus (Xt , t € Z) n'est autre

que la représentation de Wold d'un processus régulier (cf. [10] chap. VII, 4).

2 -~ Si les v.a. €, sont ind@pendantes de méme loi (i.e. bruit

blanc fort) alors le processus (Xt , t € Z) est strictement stationnaire.

Loi du processus :

Théoreme 3.- Soit (Xt s ﬁ € Z) un processus AR(k)
faiblement stationnaire, tel que les racines de (2) soient en module
strictement inférieur a 1 et tel que les e t € Z soient des v.a.
gaussiennes indépendantes WN(O, 02) , alors le processus (Xt , t e

est gaussien.

Les lois de dimension finie sont des lois normales de moyenne

nulle, et de covariances :

h
c. X,
i

c(h) = . i

1

[l o

1

oli les c; sont des constantes et les X, sont les racines distinctes

de (2).

Remarque : Le fait d'avoir des racines multiples ne changent

que l'expression des covariances c(h) du processus (X , t e 2Z) .
t

2.2, - Les fonctions autocovariance et autocornrélation.

Soit (Xt , t € Z) un processus réel stationnaire du 2° ordre

(non dégénéré).



Definition. -

(Xt, t e 2)

R(h)

La fonction d’'

p(h) =

Proprietes :

i) R(0) = os
la fonction R(h) est

Pour tout ¢t
n n

rzl SZ] a_a, R(tr-ts)

ii) p(0) =1

est

la fonction p(h)

De 1'équation

. de Yule-Walker sur les

EREE

La fonction d'autocovariance du processus

est définie par :

cov(Xt, X oi heZ?

t+h)
autocorrélation est définie par :

R(h)
R(0)

s heZ?

; R(h) < R(0) ; R(h) = R(-h)

de type positive i.e.

st € Z et pour les réels a

12

W

s o] 1 , p(h) = p(-h)

de type positif.

aux différences (1) on d&duit les équations

covariances.

Théoneme 4.- L'autocovariance d'un processus AR(k) vérifie
les équations :
/ k
! a; R(h-i) =R(h) , h=1,2,...
i=1
%) )
k 2
Z a. R(1) + o = R(0)
. i €
1=1
\
De méme on établit pour les autocorrélations :
k
p(h) = ] a, p(h-i) =0 h=1,2,

1=1

(5)



En écrivant (5) pour h = 1,2,...,k et en tenant compte de la parité

de p(h). On obtient le systéme :

T T
p(1) 1 p(1) p(2) v.eeenenn. p(k-1) a,
p(2) p(1) ! (1) covie... o (k=-2) a,
SRR Nk (®)
. p(1)
o (k) o(k-1) ...... e o(1y 1 a,
u. = L - L

Ce systéme permet par inversion (la matrice &tant définie positive,

cf. plus loin) d'obtenir les a;, en fonction de p(1) ,..., p(k)

2.3. - La fonction d'autocomrélation partielle.

Déginition. - (Xt, t € Z) étant un processus stationnaire

du 2° ordre, on appelle fonction d'autocorrélation partielle la fonction :
* *
cov(Xt Xt , Xt—h Xt_h)

*
Var(Xt - Xt)

r(h) = » h=x2 (7

ok * . . ~ . .
ol X (resp. Xt—h) désigne la régression affine de Xt (resp. Xt—h)
sur Xt—l sy Xt—h+1

Remarques .~

!l = r(h) s'interpréte comme le coefficient de corrélation

de Xt , Xt—h quand on a supprimé "1'influence" linéaire de
Xt—l seeey Xt-h+l sur Xt et Xt—h .
2 - L'expression (7) montre que r(h) est le coefficient
de ré ion de X -~ X+ sur X__ - X i Var(X_-X) #0
e régression de X, . sur X tp o St Var(X( c .



La suite des autocorrélations partielles d'un processus AR(k) posséde

une caractéristique importante :

Propriete : Si (Xt, t € Z) est un AR(k) , alors

r{k) a

k
et r(p) =0 pour p >k (8)
oli a, désigne le dernier coefficient de l'autorégressif AR(k) .
Remarques . -
1 - Du systéme (6) on tire que r(k) ou a, est fonction
de p(1) ,..., p(k) , et inversement par récurrence on montre que p(k)
est fonction de r(1) ,..., r(k). Ceci montre que la connaissance de

p(k) est équivalente & la connaissance de r(k).

2 - Cette propriété de la suite (r(h), h > 2) sera utilisée

pour identifier un autorégressif observé.

2.4. - Comstruction de La swite des autocomélations partielles.

~ Soit (Xt’ t € Z) un processus réel centré stationnaire

du 2° ordre.

- On suppose que : R(0) = ci = 1 et que la suite
(p(h), h 2 1) est telle que :
n n

5. 8. . - t,
izl jzl L] A tJ) "0

(i.e. p(h) définie positive) pour tous les réels éi non tous

.,tn € Z



et avec p¢(h) = E(xt Xt+h) pour tout t et h dans Z. Dans ce cas

on a : pt(h) = R(h).

~ En projetant Xt sur 1'e.v. engendré par {Xt_] ye e Xt—K’ £ > 1}
L
: = . .+ U .a. &
on a Xt iZ] aJ(Z) Xt—J e, ol les v.a €, sont centrées et

orthogonales a Xt-l se sy Xt—Z .

Alors la suite des autocorrélations partielles (r(h), h > 1)
est déterminée (cf. par ex. [33] ou [29] p. 27-28) en résolvant la suite

des &quations matricielles suivantes :

Rp a(z) = p(z) , pour £ > 1 (9)

ou
le @\, _
vecteur (a™)' = (al(K), az(ﬂ) ey aﬁ(ﬁ))
la matrice R, = i-ih 3 1i,3=1,...,0
le vecteur p(z)'= (p(1) ,.vv, (LM

Et la suite (r(h), h > 1) est donnée par :

r(£) = aﬂ(ﬁ) , pour £ 21 (10)

Durbin (cf. dans [ll] ) a proposé une résolution récursive de (9),

et le schéma de cette solution séquentielle est le suivant :
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e (0.1) r(1) = a (1) = p(1)
(D.2) o2y = 1 - £2(1)
L 2
(0.3)  r(+1) = a,, (&+1) = (p(+1) - jzl a, (D) p(L+1-3)) /0" (D)
) 2
(D) {oit : ‘) =1 - ) a, & p()
=t
(D.4) aj(£+1) = aj(ﬁ) - r(£+1) az_l_]_j(ﬂ) , (G =1,...,0
L 0.5 o e+1) = o2(k) (1 - r(e+1))

.. 2
avec les conditions : o (£) # 0O

et |r2(£)| <1

Remarque : Nous verrons plus loin que ces conditions seront

réalisées dans le cas d'un processus autorégressif (cf. Remarque sect. 2.5.)

—~ Les deux premiéres équations : (D.l1) et (D.2) sont les conditions
initiales et le reste des équations D3 - D5 montrent le passage de 1'étape

(£) & 1'étape (£+1).

- Le coefficient aj(ﬂ) peut &tre interprété comme le
coefficient de Xt—j dans la régression linéaire de Xt sur
Xt—l yeeos Xt—ﬂ pour t = 1,2,..., ,...

- La quantité 02(2) est la variance résiduelle de cette

régression.

2.5. - Awtocornelation partielle d'un processus aultorlgressis.

Soit (Xt’ t € Z) un processus gaussien stationnaire, centré,
ayant respectivement pour fonction de covariance, et de corrélation

partielle, R(h) , r(h)



On a la propriété importante suivante : (cf. E{ﬂ)

Théonome 1.- La fonction de covariance R(h) du processus
(Xt , t € Z) est définie positive (i.e. : Hc] seees tel que
n n
Z z c. c. R(i-j) > 0 avec au moins un c, # 0) si et seulement si
R T T i
i=1 1=1 o

‘r(h)| < 1 pour tout h > 1

Dans le cas ol (Xt , £t € Z) est un autorégressif on a

Théondme 2.- ([25] p. 27 - 44).
Si (Xt , t € Z) est un processus autorégressif, alors

sa fonction de covariance est définie positive.

De ces deux résultats on en déduit une propriété sur la

suite (r(h), h > 1) d'un autorégressif :

Corcllaine.- La suite d'autocorrélation partielle

(r(h), h > 1) d'un processus autorégressif est telle que
lr(h)| < 1 pour tout h 3 1

Le théoréme suivant nous donne des renseignements sur la quantité

OZ(Z) introduite dans la résolution de Durbin (section 2.4.).

Theondme 3.- ([25] chap. 4, p. 45).

S1i (Xt , t € Z) est un processus autorégressif avec
. . . 2
(et) comme bruit blanc associé, alors la quantité o (£) est telle

que
oz(ﬁ) 3 oi pour £ 3 1

oz(l) > cz quand £ > + o .,
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Et plus précisément si (Xt , t € Z) est un autorégressif d'ord{g ko

on a :

2
02(2) = o_  pour £ > ko

2
ou c =Var € > 0 .
€ t

Remarque : Dans le cas d'un processus autorédgressif les
g

conditions intervenant dans la résolution de Durbin :
lr(h)| < 1
2
et o (L) £ 0

sont donc bien vérifiées.

2.6. - Engodicite.

a) Processus mélangeant (cf. [36] p. 103 et 112).

Soit (X , t € Z) un processus strictement stationnaire
t

défini sur (Q, A,P).

Soit T 1la transformation '"décalage & gauche'" définie sur

1l'ensemble des suites infinies, par :

T désigne la transformation inverse de T.

Définition.- On dit que la suite (Xt , t € Z) vérifie 1la

condition de mélangeance au sens (1) suivant si

lim P(B N T3 A) = P(B) . P(A) (N

J—)-OO

pour toute paire d'événements A et B.
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Remarque : La condition de mélangeance (1) est une forme
d'indépendance asymptotique. D'autre part, on montre dans (cf. l36] p. 110)
que la condition suivante

n-1

lim + Yy P(BN T3 a) = PA) . B(B) (2)
e n j=0

- est une condition nécessaire et suffisante pour que le

processus (Xt , t € Z) soit ergodique.

En notant que la condition (1) implique la conditiom (2),

on en déduit que tout processus mélangeant au sens de (1) est ergodique.

b) Processus Lindaires.

b.17 - si (Zt , t € Z) est une suite de v.a. indépendantes,
~ . . 2 .
de méme loi, de moyenne nulle et de variance ¢ , alors la suite

(Zt , t € Z) est mélangeante au sens de (1) (cf. 96] p. 110 - 112).

Alors le processus linéaire

est mélangeant au sens de (1) et par conséquent est ergodique.

b.? - Cas d'un processus autorlghessiy.

Un autorégressif admettant la décomposition de Wold (cf.

sect. 2.1, th, 2) est conséquemment ergodique.

c) Processus forntement mélangeant.

Le concept de la mélangeance forte fut introduit dans (DSJ)

pour pouvoir établir des théorémes du type central limite.
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Rappelons la définition. En appelant ME” et M;+h les tribus
respectivement engendrées par : {Xt ,— ®<t ¢ T} et
{Xt ,t>T+h, h >0} ,
On pose :
a(h) = sup |P(A N B) - P(A) P(B)]

T oS
A€M;wﬁeMT+h

La condition de forte mélangeance de Rosenblatt s'écrit

lim ath) = 0 .

ho

Kolmogorov et Rosanov ([?4]) ont obtenu des conditions de régularité
sur la densité spectrale d'un processus gaussien stationnaire pour qu'il

soit fortement mélangeant. Plus précisément

Théondme.- Si la densité spectrale f()) d'un processus stationnaire
. ) .. (%)
gaussien est continue et positive pour - 7 £ A £ + m alors : le processus

est fortement mélangeant.

I1 en résulte qu'un autorégressif stationnaire gaussien est fortement mélangeant.

d) MéLangeance d'un processus Linfaire.

Soit le processus linéaire Yt = z 8 Z (3)

oli la suite (Zj’ j € Z) est formée de v.a. indépendantes et de densité
.(x).
pJ

Gorodetskii a donné dans [14] des conditions sous lesquelles
le processus linéaire est fortement mélangeant. Plus précisément avec les

notations :

O I CHO AN

i i=k

§
|

wn
7~~~
O
N’
1l

I 0~ 8

i

171+ , //Si(Z) |Log si(z)l} , 8§32

w
~
-
~
]

.z max {(Si(G))
l:

(%) strictement.
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pi(x) étant la densité de la v.a. Z, , on a :

i
Théoneme.- Si :
400
(1) J_w |pi(X) - p;(x + o) dx < ¢, (o] ;3
(ii) E IZil < C2 <ew pour un 6 > 0 ; si § 2 1 , alors on

suppose que E Zi =0, etsi § 32, que Var Zi =1

o

(iii) g(z) = | g 2 #0 pour |z| <1 ;
k=0
(iv) B(0) > = .
Alors (Y t € Z) satisfait la condition de forte mélangeance.

t b

Remarque : Il est clair que la forte mélangeance est plus

faible que la mélangeance au sens (1).

2.%. - Estimation des parametres d'un autorégressis.

7.7.0. - Conmstruction des estimateuns.

Soit (Xt , t € Z) un autorégressif d'ordre k gaussien

stationnaire et centré, vérifiant

et oli 1'ordre k est supposé connu.




Les (et, t € Z) constituent une suite de v.a. indépendantes

R . 2
et de méme loi : N(O,oe). On observe Xl s ey XN

Les estimateurs les plus utilisés sont les estimateurs des

moindres carrés et les estimateurs du maximum de vraisemblance.

On suppose que les variables non observées

- Les premiers estimateurs sont obtenus par la régression
de Xt sur Xt—l yeens Xt—k pour t=1,..., N, ce quli revient i
minimiser la quantité (cf. [3Q] p. 346)

N

2
Q(al,...,ak) = tzl (Xt - a Xt-l T .. Ty Xt—k)

- Pour les seconds estimateurs, on obtient en fait des

estimateurs du maximum de vraisemblance approchée (cf. [3d] p. 347)

par la maximisation du logarithme de la vraisemblance approchée sous

1'hypothése de la normalité des (Et).

Du 1log de la vraisemblance approchée

N

1 2
L(ay,...,a ) = =(N-k) Log(c_ v2m) - —5 } (X - a Xy = eee —a X 07,
2 o t=1l
€
on en déduit : maximiser L(al,...,ak) revient a minimiser son 28éme terme,
c'est~d-dire minimiser Q(a],...,ak)

On montre alors que les deux estimateurs en question sont
identiques et sont donnés par les é€quations de Yule-Walker, (cf. [301

p. 348-352)
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R(1,1) ,......, R(1,k) al(k) R(o,l)W
. = . (1)
R(k,I) ,...... , R(k,k) ak(k) R(0,k)
~ i N
oill - R(i,j) = — z X . X . , avec i, j =0,1,...,k
N t=1 t71 t7d
- les al(k) yeens ak(k) sont les estimateurs de By yeees B o
L'estimateur du maximum de vraisemblance approchéede Ug est
~ p 3 ~ ~ 2
o (k) = . tzl (X, - a, () X _| = oo - a ()X ) (12)

~2 . o . ~
Notons que N oe(k) est juste la somme résiduelle des carrés obtenue

par la régression ci-dessus.

2.7.1. - Convengence et Lod Limite des estimateurns.

A - Convergence en probabilité. Mann et Wald ([27]) &tablirent

les premiers résultats sur la convergence et les lois limites des estimateurs

des moindres carrés. Leur résultat principal est

Théonéme 1.- Sous 1'hypothése que les (at) sont indépendantes,
centrées, de méme loi et telles que : E €. <% alors : le vecteur

aléatoire :
(/ﬁ'(;](k) —a) e, VﬁK;k(k) - a,)) ~£_9-N(O, oz R;])

ol Rk est la matrice de covariance des Xt :
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- 7
R(O)  R() .eevvnnnn, R(k~1)
R(1) :

Ry = :
REK=1) wuvrnrnnnnnnnn, R(0)

Notons que ce théoréme entraine : ai(k) > a, en probabilité pour
i=1,2,...,k . Anderson ([4] p. 193 - 200) obtient le méme résultat

mais sous des conditions plus faibles sur les (et)

Théondme 2.- Si les e, sont indépendantes avec E e, =0
2 2 . . A . . P
et E €. = O > 0 . 81 les €. sont solt de méme loi, soit vérifient
2+¢
E [etl <m avec t=1,2,...,..., € >0 et m>0 . On a alors

~

ai(k) L, a, pour i=1,...,k

~

oi(k) N 05 quand N = + « |

Remangue/.s :

- Ces résultats sont évidemment utilisés pour construire
des tests et des intervalles de confiance pour les paramétres estimés

dans le cas des grands échantillons.

B - Convergence presque Aire. Hannan [16] et Rissanen [34]

ont &tablit la convergence presque siire des estimateurs du maximum de

vraisemblance :
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On montre que

- Sous des hypothéses de régularité sur l'espace des paramétres

et sur la fonction de vraisemblance, on a :
ai(k) > a; p-s. pour 1= l,...,k

oi(k) > ci p.s. quand N - + o |

2.8. - Estimation de L'autocondlation et de L'autoconréelation

partielle.
(Xt , t € Z) est un processus autorégressif d'ordre k. On

observe Xl e XN .

2.8.1. - L'awtocorndlation empirique.

Un estimateur naturel de 1'autocorrélation p(h) est

N-h _ _
" CZO X = X Ky — XY
p(h) = — N , h=xzo0 (13)
- .2
) (X, - X))
Lo e Xy
- ] g
avec = — X
R N t=1 °©

Le théoréme suivant résume la convergence en probabilité, et la loi

limite de 1'estimateur p(h)

Théoneme 1.~ ([12] p. 240)

(Xt , t € Z) admet la représentation :
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ol Z |Wj! < o et les v.a. (et) sont centrées, indépendantes, de variance
i
2 . 6 6
o] et admettant des moments d'ordre 6, avec E € = To .

Dans ces conditions, pour h et q fixés, on a :

40

D Neov(o(m), p(a) — I [(3) p(i=h+a) + p(i*q) o(i-h) -

J:—(X)
= 2 (@) p(§) pGoh) - 2 0(W) () 0Gm0) + 2 p (M) p(a) P (D] = Wy
2) AG) = p(1) 4eeeenn, FOE - p(®)) =2 N0,]) , VK fixe,

et oli la matrice de covariance z a le terme d'indice (h,q) 1la quantité

tBh,q )
Conollaire.- ([12] p. 242)

Sous les mémes hypothéses du théoréme précédent, on a :

pour h > q > 0 ,

E(p(h) = - 2 4 o ?)
N(N-1)
h o™ si h=q#0
N
cov( p(h), p(q)) = <
kO(N_z) sinon

Remangue : Ces résultats montrent que pour N assez grand

le biais de po(h) devient négligeable.
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2.8.2. - Awtocormelation partielle empirique.

Pour estimer la suite des autocorrélations partielles
(r(), £ = 2) de 1'autorédgressif d'ordre k , on utilise le fait

que r(£) est une fonction de p(L).

En estimant p(f) par p(£) , (cf. (13) ci-dessus), et en se
rapportant & la construction de la suite (r(£), £ 3 2) faite dans la
section 2.4., on obtient un estimateur r(£) de r(L£) a partir de

1'équation 10 ; défini comme suit :

r(L) = az(ﬂ) pour £ 3 1 (14)

~

oli 1'estimateur az(ﬂ) est obtenu en résolvant le systéme (9) & partir
des p(i) , 1 =1,..., . La résolution de Durbin (cf. sect. 2.4 ou
cf. [4 ] p. 184 — 188) permet alors d'obtenir recursivement la suite

(r(®) , £ 3 1)

r(l) = al(l) = p(1)
- - £ . - ~y
r(+1) = (p(+1) =V a. () p(L+1-3)) / o” (L)
j=1
~ L ..
oil @)y =1- 7 aj(ﬁ) 0(3)

=l

Notons aussi les &quations : (cf. @0] p. 336)

;2()) =1 - ;2(1)
c2(@+1) = o) (1 - £2@+1)) (15)
chaque fois que 1'on a : gz(ﬁ) # 0
‘ ~2
et )| <1 (15.a)

(cf. Rem. 2 ci-dessus).
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Rema&gueb :

1) Si le processus (Xt , t € Z) est un autorégressif d'ordre

-~

;(k) = a

SR

(k) =

k k

~

oi a, est l'estimateur du dernier coefficient a, de 1'autorégressif,

k k
et
~2 ~2
oe(k) =0
~9 k . ~ 2
ol GE =1 - 2 aj(K) p(j) est l'estimateur de o, défini par les
i=1
8quations de Yule-Walker (cf. Sect. 2.2. th. 4) en supposant oi =1,
2) Puisque dans le cas d'un autorégressif on a :
02(1) # 0
lr(ﬂ)l < 1 (cf. Rem. Sect. 2.5.)

On en déduit, de la convergence presque siire des estimateurs 02(2) et
r(£) , qu'il existe dans (Q,A,P) un sous-ensemble QO tel que

P(QO) =1, et pour tout we g on ait, pour £ > k :

o2y () # 0

et rz(ﬂ)(w) < 1 pour N assez grand .
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111 - DETERMINATION DE L'ORDRE.-

3.1. - Position du probLeme.

Soient :

- (Xt’ t € Z) , un processus autorégressif d'ordre ko ,

gaussien, stationnaire et centré.

- (X] yeeesy XN) un échantillon de taille N du processus

(Xt, te ?).

Sachant que 1'ordre ko que 1l'on veut estimer est majoré par
un nombre fixé K , plusieurs auteurs ont proposé des méthodes pour

déterminer ko , et leur efficacité variant d'une méthode & 1'autre.

3.2. - Ajustement de processus autorigressifdd' ondres

Auccessifs aux donnes.

Les observations X1 yo ooy XN sont faites sur un autorégressif

- 2 . .
d'ordre ko de paramétres (al seees B Oe) . On ajuste aux observations
o

des processus autorégressifs d'ordres successifs k , k = 0,1,..., K

oi K=k
o

On note par :
al(k) yeees ak(k)

les estimateurs des coefficients a](k) ye o ey ak(k) de 1'autorégressif

d'ordre k ajusté aux observations.

Nous définirons : ai(k) = 0 pour tout i tel que k <i <K,

1

et nous écrirons : a(l)' (al(k) yeeos ak(k) , 0 ... 0) comme vecteur

4 K dimensions.
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0,...,0) comme vecteur

Nous noterons aussi : a' = (a .,a

]"' k’
(o]

4 K dimensions.

On a le résultat suivant (cf. [4] p. 188-200)

Théoneme.- Pour tout k > ko , on a :

~

a(k) —E—+ a

-~

oz(k) —£—+ 02
£ £

de plus, les estimateurs sont asymptotiquement normaux.

3.3. - Difperentes approches.

Plusieurs méthodes ont &té proposées pour estimer 1'ordre

d'un autorégressif observé. Nous en donnerons les principales.

3.3.1. - Tests surn L'ondrne. (cf. [4] p. 214-223).

<:> - En utilisant les résultats de la section 2.7.1.
(/N(a, (p) - a,) M(a_(p) - a)) -5 N, o> 7))
1 | P p > Te p ’
la v.a.
ai(P) - a.
N —m— est asymptotiquement une v.a. normale N(O,1) ,
~11i
Sva
poﬁr i=1,...,p
ol

- s/a't est le i**™ &lément de la diagonale de 1la
-1

matrice S2 AN
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1 = 3 2 -1 . .
- Les éléments de la matrice S AN sont des estimations
2

P . -1
des éléments correspondants de la matrice o Rp

- On suppose que les observations sont faites sur un autorégressif

d'ordre p.

On utilise le résultat obtenu ci-dessus pour poser un test

d'hypothéses

" décider si l'ordre est p-1 ou p " .

Le test sera donc : tester Ho : ap = (0 contre H, :a # 0,

On rejette 1'hypothése nulle si :

2]

gV aPP

> t(e)

au niveau de signification ¢, pour N assez grand.

~

Les quantités ap , S et aPP

sont des estimateurs

convergents, si "HO est non réalisée" , avec

.0 . 2 2 1z
lima =a # 0, lim 8 = ¢ en probabilité ,
p p €
En utilisant ces arguments on peut montrer que le test est convergent,
c'est-a~dire : pour une alternative donnée ap # 0 , la probabilité de

rejeter 1'hypothése nulle tend vers 1 quand T croit indéfiniment

- Une autre approche a &té celle de Quenouille et &tendue

par Bartlett et Diananda (cf. [5] et [4]) .

~ Tester : 1'hypothése nulle Ho : 1'ordre du processus est m

contre l'alternative HI : 1'ordre du processus est

p, avec p >m .
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ou

- 1] S . = = = =
Tester 1'hypothése : a L a 42 “ae aP o .

Si (Xt , t € Z) est un autorégressif stationnaire d'ordre p avec

les coefficients :

Ay s L S =0 00000 , ap =0 ,
alors on définit les v.a., pour 1 = 1, ,D
g, = 1 § X €
i /N el t-i 7t
=L[I§xx +31§X X . + algx ]
/N o=l t-1i 1 =y t-1 “t~i m o, tm t-i=

et on montre que les 8 ont des moyennes nulles et pour matrice de
2 - ..
covariances I Rp , d'ordre p , ol Rp = (R(i=3), i, J = 1,...,p)

est la matrice de covariances des Xt

Alors le vecteur aléatoire (g],...,gp) a une loi limite
gaussienne grdce 3 un théoréme limite (cf. [4] p. 200, th. 5.5.5.).
D'ailleurs la loi limite d'un nombre donné de g; est la méme que celle

du méme nombre de O+ Xt quand les Xt sont gaussiers.

Alors les v.a. :

m
by = kZO 3 Bi g e =
P9 N
i Jﬁ'kzo %k tzl Xeoi ¢ .
1 m N .
) Tﬁk,;;o % %2 tzl Xt-—j+k Xt_z , j=mtl ,..., p
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ont une loi limite gaussienne comme combinaison linéaire finie des g

Ainsi, pour chaque N , la loi conjointe des hj a pour

moyenne O et pour covariance E hj hj,.

Un calcul de E hj hj' montre que :

o si j=3" ,

ce qui implique que, sous 1'hypothése nulle Ho , les variables aléatoires

h h h

m+1 m+2 . . . - .
5 = 5 seeecees —%— ont une loi conjointe de moyenne nulle, 3 matrice
¢ I O¢

de covariances l'identité 1T ; leur loi limite est normale. On peut

utiliser ces résultats sur les v.a. hj pour tester 1'hypothése nulle

a = e =a =0 , dans le cas ol les paramétres a, ,..., a

m+ 1 P 1 m
2

et o_ sont connus.

En effet, sous Ho , la variable aléatoire

p
} n (16)
=m

3 +1 J

i
4

I¢

5 s e 2 ~ . -

3 une loi limite ¥~ & (p~m) degrés de liberté.

. o o 2
Ce qui suggére quand les paramétres ayseeerd s O sont
inconnus, de les estimer par la méthode du maximum de vraisemblance

(par exemple) et donc de proposer comme statistique :

h. (17)
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- ~ m . a
oud hj kZo ay gj-k

et g, = — [ g X X +a g X X + +a g X

Bi T R e Temi DT A Teet e T T e b

-
(les estimateurs ;l s s ;m s ;z(m) sont basés sur 1'é@quation aux
différences d'ordre m).

~ Du fait que, sous HO , les estimateurs ;l""’;m’ ;z(m)

sont des estimateurs convergents, on a le résultat suivant

Théorneme 1.- Si (Xt , t € Z) vérifie une équation aux
différences d'ordre m , sous la condition que les racines du polyndme
associé soient dans le disque unité, alors la v.a. (17)

-2
! h
J

~

]
o (m) j=m

. s 2 - . ~

a une loi limite x & (p-m) degrés de liberté.

Alors on utilise cette approche pour tester 1l'ordre du

processus autorégressif observé.

On définit le coefficient aj(j) comme le dernier coefficient
de 1'autorégressif d'ordre j , et on note aj(j) son estimateur du

maximum de vraisemblance.

On a, alors le théordme suivant sur le test de 1l'ordre

Théoneme 2.- Si a = ,..=a =0 alors la v.a.
Jlhkoreme m+1 P
p - p ~9
7:—1—'— z h? - N Z a.(j)

Oe(m) j=m+1 j=m+]

tend en probabilité vers O .
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Remarquesd :

g) On peut montrer aussi que la v.a.

P P ~2
Z h? - N z a.(3) £, 0
]
j=m+1l j=m+l
on en déduit que :

1
4
o
€
b) Du th. 2 et d'un théoréme dans ([ 7] p. 25)

P~ L2
N ) ai(i) — X -
j=m+! P

Conclusion : Malgré la rigueur théorique de cette approche
du nombre de vérifications trop

sur la détermination de 1'ordre du processus observé, son emploi reste

trés limité dans les applications & cause
important 3 faire d'une part, et de la liaison entre l'ordre déterminé

et le seuil de signification donné a priori, d'autre part.

3.3.7. - Utibisation de La fonction d'autocorndlation

partiefle (cf. [9] chap. 6).
L'examen de la fonction d'autocorrélation partielle (f.a.p.)
peut déterminer 1'ordre du processus observé, La f.a.p. d'un autorégressif

d'ordre m vérifie :
r(m) = a
m

pour £ > m+l

r(f) =0

On estime r(£) par la méthode proposée dans [ia section 2.8.2, équation (IAXJ.

On montre que si le processus observé est un autorégressif

d'ordre ko alors :
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- les v.a. r(£) , pour £ > ko , sont asymptotiquement

indépendantes et de méme loi normale,

- pour N assez grand, on a pour £ > ko

* E;(K)mo

* Var(;(ﬁ)) N
N

Ainsi 1'examen de 1'appartenance de l'estimation r(£) & 1'intervalle

de confiance : J = [}ca V-l » Cy v l—] permet d'opter pour la nullité
N N

de r(£) au niveau de signification Il-q = P[ré@) € J] et de donner alors

1'ordre du processus observé, avec P(N > Ca) = %— oi L(N) = N(O,1).
On remarquera que cette procédure permet de poser le test
H : r(£) =0
o

contre H : r() # 0 .

3.3.3. - Cnitenes d'Akalike.

(A - crnitene "F.P.E." (final-predicton-erwon). (cf. [1], [2])

On suppose que le vrai modéle est un autorégressif d'ordre ko

L'erreur de prédiction dans les modéles autorégressifs

2 -
est o_ , quand tous les paramétres sont connus.

On observe X] s ey XN et on ajuste aux données des modéles
autorégressifs d'ordre k pour k wvariant de 0 & K ot K 3 ko .
Alors le critére F.P.E. est bAti sur le principe de choix du

modéle qui a le meilleur "pouvoir prédictif'".
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Pour chaque modéle AR(k) on calcule ci(k) et on choisit

le modé&le qui rend minimale la quantité

FPE(K) = 2K oz(k) ., k=0,...,K (18)

N-k

c'est-d-dire le point k de quantité FPE(k) minimale, est pris
comme une estimation de 1'ordre ko du processus observé. Une simulation
de ce critére qui a été faite, montre que 1'ordre ko est surestimé

dans le cas des grands échantillons.

- Critene "A.1.C." (Akaike-Tnformation-Critere) (cf. [3]).

Ce critére repose sur des concepts d'informations et sur
le principe du maximum de vraisemblance. Il a été construit dans un

contexte plus général que les processus stochastiques.

Dans un premier temps : on maximise la fonction de vraisemblance

séparément pour chaque modéle j en compétition, obtenant ainsi Mj(Xl""’XN)'

Dans un second temps : on choisit le modéle pour lequel

la quantité :
AIC(kj) = Log[Mj(X],...,XN)] - kj (19)

est maximale pour kj variant de O a K.

Dans le cas des modéles autorégressifs gaussiens AR(k),

le critére AIC devient
~2
AIC(k) = N Log cg(k) + 2k , pour k =0,...,K

et on choisit le mod@le autorégressif d'ordre k qui rend cette
C e e . éme . ' P
quantitd minimale (en fait la 2 expression est 1'opposée de la

premiére (19) mais on a gardé la méme appelation ATIC(k)).
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Shibata dans ([351, Th. 1) étudia la sélection de 1l'ordre

-~

par le critére AIC et montre, en notant cette sélection k , que :

lim Pr(k = ko) =p, » avec p_ # 1
N0

c'est-d-dire que l'estimateur k est non convergeant. De plus il

~

montre que k surestime 1'ordre ko .

Conclusion.- Malgré le fait que ces crité@res reposent sur
des justifications théoriques pas '"tellement solides", et malgré leurs
faiblesses théoriques (nmon convergeants), ceux-ci sont les plus
couramment utilisés en pratique en raison de la facilité de leur mise

en oeuvre sur ordinateur, qui semble donner des résultats satisfaisants.

3.3.4. - Cnitere de Schwanrz (cf.[37]).

Schwarz proposa une approche bayésienne du probléme.

I1 considére que les observations Xl""’XN faites sur le

processus sont indépendantes (voir remarque en conclusion) identiquement

distribuées et possédant, par rapport 3 une mesure fixée, une densité

de la forme :
f(x,08) = exp(8 . T(x) - b(8)) (20)

(modéle exponentiel)

oli le paramétre 6 appartient & un sous—ensemble convexe @ de E_ :
espace euclidien de dimension K , et o T est une statistique
exhaustive "K dimensionnelle''pour la famille F des lois ayant pour

densité f£(x,8) , (20) .

Les modéles en '"compétition" sont présentés sous formes

d'ensembles : mj n @ , ot chaque mj est une sous—variété linéaire
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de de dimension kj , k.=0,..., K.

EK s
I1 étudia le comportement asymptotique des estimateurs de Bayes

sous une classe spéciale de probabilité a priori.

I1 suppose que la distribution a priori est de la forme

K
) oa. . 21

- aj est la probabilité a priori du j1eme modéle d'@tre le

vrai modéle,

- uj , la distribution a priori conditionnelle (ou a posteriori)

~ ~ .iéme - c . .
de 6 étant donné le j modéle, admet une densité ( kj ~ dimensionnelle)

bornée et strictement positive sur tout m, N

Alors, sous toutes ces hypothéses et sous une hypothése de
régularité sur une fonction de perte (dépendant de 6, et qu'il suppose
comprise entre deux bornes fixées positives pour toutes les fausses déci-

sions) la solution de Bayes consiste & choisir le modéle qui est a postériori

le plus probable.

A 1'aide de la formule de Bayes, ceci est équivalent a

choisir le j qui maximise la quantité

S(Y,N,j) = Log J aj expY o 8 -~ b(9)) N) duj(e) , (22)

mjf)@

N
z T(X,).

Le théoréme suivant donne un développement asymptotique

de S(Y,N,j).
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Théonéme.- Pour Y et j fixés et pour N tendant vers ,
i
S(Y,N,j) =N Sup (Yoo -b(8) -—k, Log N+ R (23)
eemjﬁ@ Y

ol le reste R = R(Y,N,j) est borné en N pour Y et j fixés.

Calculons la fonction de vraisemblance de Xl""’XN du

modéle (20)

N N
I £(X.,8) = exp(6 . ) T(X,) - Nb(8))
i=1 ! i=1 '
= exp . [:(Y o 8 - b(8)) N:l
N
d'ot Log .H f(Xi,S) = (Yoo -b(8))N

1=1

Alors, en maximisant la fonction de vraisemblance séparément pour chaque
modéle, on obtient ainsi Mj(xl""’XN) , le critére de Schwarz revient a
choisir le modéle pour lequel 1l'expression :
I
Log M.(X.,...,X ) - — k. Log N (24)
11 5 3
est maximale, oii kj est la dimension du modéle, kj variant de

-~

0 a K.

Dans le cas des autorégressifs gaussiens, (en calculant la
fonction de vraisemblance associée), le critére de Schwarz revient &

choisir le modéle autorégressif pour lequel la quantité
S(k) = N Log cg(k) + k Log N (25)

. . 2 .
est minimale, pour k = 0,1,...,K , et ol Oe(k) est l'estimateur
du max. de vraisemblance de la variance du bruit blanc, associe &

1'autorégressif d'ordre k ajusté aux données Xl""’XN .
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Remarque : Dans le développement asymptotique de la solution
de Bayes (23), le premier terme devient juste l'estimateur du maximum

de vraisemblance, dans le cas des modéles exponentiels.

Conclusion : L'évaluation des premiers termes du développement
asymptotique des estimateurs de Bayes a permis de construire un critére
asymptotique pour séparer des modéles de dimension finie, au deld du

contexte bayésien puisqu'il ne dépend pas de la classe des lois a priori.

L'hypothése sur 1'indépendance des observations n'est pas trés
contraignante du fait que les observations, dans le cas des processus
autorégressifs, sont "légérement corrélées' et deviennent asymptotiquement
indépendantes. La classe des modéles exponentiels contient la grande

majorité des processus.

Le critére de Schwarz (24) différe de celui d'Akaike (19) par
le fait que la dimension kj est multiplié par l-Log N , mais la
2

procédure de Schwarz semble donner une estimation convergente de 1'ordre

(cf. simulation).

3.3.5. - Cnitere de Hamnan. (cf. [18] [19]) .

Hannan proposa un critére pour estimer l'ordre d'un autorégressif
g

observé. Il étudia la statistique :

(k) = N Log oz(k) + 2 k ¢c Log Log N (26)

~

- s N 2 .
oli ¢ est une constante supérieure 3 1 , et ¢ (k) 1'estimateur du M.V,
€

2
de o = Var ¢ .
€ t

Le principe est toujours le méme : choisir 1l'ordre k uil
P P J q

rend minimale ¢(k).
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S

I1 montre, en notant cette sélection de l'ordre k , que :

([19] , th. 2)

lim k = ko pP.S.

N0

3.3.6. - Conclusion.

On remarquera que tous ces critéres essaient de donner une
"formulation mathématique du principe de parcimonie dans la construction
des modéles" celui-ci &tant fondé sur la minimisation du nombre de

paramétres "utiles".

D'autres critéres d'estimation de l'ordre ont &té proposés
mais leur efficacité n'a semble-t-il été testée que sur le plan expérimental,

par simulation.

Pour terminer, tous ces critéres de sélection entre modéles
ont été pour la plus part étendus aux processus Moyenne mobile (M.A)

et au processus mixte ARMA ([6], [16], Eﬂﬂ p. 690).
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CHAPITRE 11

ETUDE D'UN ESTIMATEUR DE L'ORDRE.

1 - CONSTRUCTION D'UN ESTIMATEUR DE L'ORDRE.-

On consid@re un processus gaussien, stationnaire centré
(Xt’ t € Z) défini sur un espace probabilisé (Q,A,Pr) et vérifiant

1'équation aux différences suivante, pour k > 1

~

ol : - les (st) constituent un bruit blanc de moyenne nulle et

. 2
de variance o8 >0 .

- les coefficients a , a, sont des réels tels que :

R K

k .
P(z) =1 - ) a, 2zl  soit non nul pour |z| <1
j=1

. ~ 2 -
Les estimateurs des paramétres (a],...,ak,ce) du modéle
AR(k) sont les estimateurs du maximum de vraisemblance approchée que
1'on obtient 3 1'aide des &quations de Yule-Walker (cf. sect. 2.7.0. ,

chap. I).

Si 1'autorégressif observé est d'ordre ko , alors les
. N N ~2 . .
estimateurs (al(k),...,ak(k), Ge(k)) des coefficients des AR d'ordre
ajustés, sont convergents et asymptotiquement normaux pour k 2 ko

(cf. sect. 3.2., chap. I).
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Le choix de £'ondre :

On observe X,,...,Xg d'un processus autorégressif d'ordre k-

l’
On définit la statistique SN(k) (cf. [?9]) par :

5,00 = (¥ + ak 8% 0% () (27)
pour a >0 et 0 < B <1

et k wvariant de 0 & K , K &tant fixé

~

Alors on définit un estimateur k de 1'ordre du processus

observé par :

i(xl,...,xN) = Min{k , 0 < k £ K | S.(k) = Min{S, (i) , 0 < j £ K}} (28)

~

c'est-d-dire, pour chaque é&chantillon, k prend la valeur du premier

entier entre O et K réalisant le minimum de SN(j) , bour 3 = 0,1,...

Remarque : La plupart des critéres de sélection définis dans
les sect. 3.3.3. 3 3.3.5. ne prennent pas en compte 1'éventualité du
minimum réalisé en plusieurs points (ceci nuirait & la définition de
leur estimateur) et c'est ce que ce nouvel estimateur essaie de r&soudre

en adoptant le principe de "parcimonie'.
p P P p

11 - LOT LIMITE DE L'ESTIMATEUR.-

Un échantillon Xl""’XN du processus autorégressif d'ordre

ko , étant donné, nous lui avons associé un estimateur k(X],...,XN)

de 1'ordre ko . Nous cherchons, pour K fixé&, la loi limite de

k(X],...,XN).
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Théoneme 1.-

a) Pour tout o > 0 et 0 B <1, ona:

lim Pr(k = k) =0 , pour O <k <k

N °

b) Pour tout o >0 et B =0, on a :

lim Pr(k = k) = p(k ~ k ) q(K - k) , pour k < k <X
N0 0 o
ol
- p(0) = q(0) =1,
k-kg
-pk -k)=Pc( M (s, >0) ,
0 . i
i=1
K-k
- q(K-k) = Pr(M (s, < 0))
i=1
i
avec Si = E Z. - ia , et ot les v.a. Z, sont indépendantes et de méme
j=1 J
loi Xy » pour jJ = 1,2, ,K
La démonstration de ce théoréme repose sur les lemmes
suivants

Lemme 1.- (Un lemme d'analyse combinatoire cf. Dﬂﬂ)

Soient : Z .,Zn des v.a. 1i.i.d.

120"

Sk = Zl + ..+ Zk pour 1 £k £ n .
Si on pose :
n n
p(n) = Pr(M (si >0)) , q(n) = Pr(M (s, < 0))
i=1 i=1

On a alors



* D 1 @ Ti
p) = {01 — (= "} ,
i=1 r.! 1
i
. « n 1 l—ai rl
qn) =3 {01 —( ) )
n . .
i=1 r,! i
i
ol : -, = Pr(Si > 0) ,
. * ~ -
- la sommation Zn est étendue 4 tous les n-uples (rl,...,rn)
d'entiers non négatifs vérifiant T, * 2 £, * ...*nr =n.
Lemme 2.- Les variables aléatoires ai(i) définies dans

la section 3.2, chap. I sont telles que :

-
a, (i) Op(/ﬁ)

pour tout 1 variant de kO +1 & K.

Démonstration : Le vecteur aléatoire (/N a +l(ko+])’
[¢]
tend en loi vers une normale N(O,I) od I est la matrice unité

(cf. [4] p. 219).

Donc on a

/ﬁ-ai(i)-—l;+ N(O,1) pour i 3 ko + 1

oV 2 (1)

Soient € > 0 , et bi la limite en loi de la v.a. /ﬁ.ai(i) . La

v.a. bi a pour loi N(0,1). Alors il existe 3§

€
Pr({bil > 8) <—2-

De la convergence en loi de /ﬁ-ai(i) vers bi on tire :

§(e) > 0 tel que :
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V%l >0 HN(GI) tel que :

W2 N(s,) = [PrON|a,(i)] > 8) - Pr(|b,| >8] < £.
1 1 i 1 2

D'oG pour §, =8 on a :

1

PrN | a ()] > 8) < pr(fb, | > &) +

N M

dés que N est assez grand.
En conclusion :

pour ¢ > 0 , 36 >0 tel que Pr(/ﬁ-| ai(i)1> § ) < e dés que

N > N(68)

D'oli le résultat :

P
a, (i) -Op(/ﬁ)

Remanque : Le & choisi est assez grand.

Lemme 3.- Supposons que B =0 et o >0 . On a alors :

lim Pr(SN(k]) # SN(kz)) =1
N->co

pour tout k k, supérieursa ko , k. distinct de k

1> 72 1 2

Démonstration : Soient kl et k2 > ko , avec k] # k2 .
On suppose que k]< k2 < K . Le vecteur aléatoire
MNoa G+ oo, A a ()
o)
tend en loi vers une v.a. normale N(O,I) o I est la matrice

unité (cf. [4] p. 219)
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Par conséquent le vecteur aléatoire

(/N akl+l(k1+l) s , /ﬁ'akz(kz))

tend en loi vers une v.a. normale N(O,I').

Par continuité on a :

2 ~2 L 2 2
. kD » Na (kz)) — (X] s-ees X{)

1 2

(1) (N a

-~

ot le x% est un chi-deux 3 1 d.d.2 .

Des relations de Durbin (cf. sect. 2.8.2. chap. I) on obtient :

~2
SN(kz) N + a ko o (kz) _

. A2 -
SN(kl) N + a ky o (kl)

Donc
k
Pr(———=1) = Pr( I (1 - ai(i)) = )
SN(kl) 1=k1+] N+« k2
D'autre part :
“2 ~2 2. 2~y 2
T (I-a; (1)) =1 - Z ai(l) + z ai(l) a.(j) - Z ai(l)a.(J)ak(k). .
i=k +1 i=k +1 i#] 1 i#j#k J
(k,-k,) - - -
2 1 2 2 2
(-1 a, +1(k1+1) a, +2(k]+2) X ... Xoay (k2)

1 1 2
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D'oli 1'événement :

k k

2 2 k.~k
~2 . ~2 . "2, 275
z _ ai(l) - Z ai(l) a.(3) + ... - (-1
i=k +1 i J
- (ko-k )
~2 2 a. (kyk
a (k. +1) x ...xa, (k,)=—"———=2¢C
k1 Ky 2 Nk, N
ou encore
k) ~y k) ~y ~y k,~k,
(2) I Nai(d) - } Nal(i) ai(d) + ... - (D
i=k +1 i# ] J
N a2l (k.+1) x x a2 (k) = N C
k| I e K, 2 N
+1 2

De (1) il en résulte par continuité que :

k2
~2.. L
N ) ai(l) ———ﬁ-x? + ...+ X? = xi -
i=kl+] 2 1

(les v.a. x? sont indépendantes).

On montre que les termes dans (2) & partir du second

convergent vers O en probabilité (cf. lemme 3 i.e. ai(i) —(:%(—LO)

On en déduit que la variable aléatoire, membre
(2') { de droite dans (2), tend en loi vers une v.a. xi K qui posséde
1

2
une loi 3 densité (cf. [7] p. 28).

On pose le membre de droite dans (2) égale a :

k k
~9 ~2 2 ~2 . 2 ey~
PN a (1), N a (k) = ) N ai (i) - ) N a; (i) a,(3) «.....
I 2 L=k +1 14 J
k,-k
2751 "2 ~2
coeo=(=1) N ak1+l(k1+1) X L% akz(kZ)
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N.o. (kz—kl)

et N C,. =
N N + akz

qui tend vers a.(kz—kl) quand N tend vers 1'infini.

Montrons par 1'absurde que :

‘ ~2 ~2
(3) Pr(SN(kl) = SN(kz)) =Pr(J(N ak1+1(k]+1) seeos N akz(kz)) =N CN) -0

Supposons pour cela que (3) ne tende pas vers O. Cela entralnerait
qu'il existe une partie infinie No de N et un nombre § > 0 tels

que :

~2 ~2 .
Pr(J(N akl+1(kl+1) R akz(kz)) =N CN) >8>0 pour N e.NO .

Or, il existe un voisinage I de u.(kz-kl) dans R’ tel que :

Pr(ﬂ(x% seeey x?) € I) = s .
2

Avec pour N assez grand dans NO ,

~2

Pr(Y(N ak1+l(k1+l) yeees N ;i (kz)) e I) =8

2

ce qui, grice a (2') est contradictoire.

D'od le résultat.

Remarque : Le lemme précédent montre que, pour N assez grand,

les valeurs de SN(k) , sur {ko,...,K} sont distinctes en probabilité.

Soit la v.a. indicatrice de 1'événement : "k est un

&k
minimum local de SN(k) sur 1'ensemble {ko,...,K} "

K
Alors v = Z gk est le nombre de points de 1'ensemble

k=k
o

{ko,...,K} réalisant un minimum local de SN(k). On a le résultat suivant :
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Corncllaine. -

H

lim Pr(v = 1)
N>

Démonstration : Il suffit de remarquer que :

K
{v =1} ={?2? Ek = 1}={gjo =1, gj =0, ]%# jo} donc :
o

{v = 1} ;Q{SN(kl) # SN(kz) ; kl et k2 > ko : kl # k2}

d'ol , du lemme 2, on a :

P(v =1) — 1 quand N > « ,

Démonstration du théoréme 1 : De la section 2.8.2. on a
1'équation (15)
o2 (+1) = o2y (1 - az(ﬂ))
e . ~2 ~2
définie pour o (£) # 0 et Iaz(ﬂ)l <1 et £ =1 (cf. Rem. p.23)
On peut écrire encore :
k
~2 ~2 ~2.,.
ol(k) = o°(m) . 1 (I - ai(l)) (29)
i=m+!

pour k >m .

A - Démonstrhation du (a).

Soit k un entier tel que O < k < ko

1°) De (29) on a :

k
~ -~ [e) ~
Pk ) = o2(k) T (1 - a (i)
° i=k+1 L
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ou encore :

oz(k) 1
= = (A. 1)
2 k ~
o 2.
o) 1® (1-af(i)
1=k+1
. . -, ~2 .. .
Puisque : Vi > 1, |ai(1)| <1 alors 0<1 - ai(l) <1 ce qui
implique que :
ko
I (1-al(0) € 1 - ap (k)
i=k+1 L o °
Donc de (A.l) on a :
cz(k) 1 1
= = > = (A.2)
Fk) o - 1-al (k)
i (I—ai(i)) o
i=k+1
Comme : lima (k) = a en probabilité
k 0 k
N>oo o o
et a # 0, le processus autorégressif observé étant d'ordre ko ,
o
alors :
1 1 va e
=% — 5 en probabilité (A.3)
1-a; (k) 1-a
o k
o o
ol
1-12 > 1
%k
o
. 1 1
Posons @ YN = —————— et a = 5
1-a (ko) l—ak
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De (A.3) on a :
Ve >0 , 36 = 8§(e) et un N(e) tels que :
Wo> N(e) , Pr(|yg - al > 8) <«
ce qui implique :
Pr(YN < a-8) < g

dés que N > N(g)

. . a-
En choisissant § <

on a @

Pr(YN < 1+§) < Pr(YN < a=8) < ¢

pour N > N(e)

D'oii de (A.2) on dé&duit 3 partir de N > N(g)

oz(k) 1
Pr(;\—z———'— < 1+6) < Pr( )
o (ko) l—ako(ko)

< 1+8) < e , (A.8)

-~

2°) De la définition (28) de l'estimateur k , l'événement
{k = k} s'écrit :
kK =Xk} ={ M (k) < S m)IN{ M (s(k) ¢ 5 (m)} (30)

Ogm<k kgmgK

Pr(k = k) £ Pr( N (500 5 $,(m))
k<mgK

s Pr(sy(k) < Sy(k.)) (A.5)

car k <k g<K.
o
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De la définition (27) de SN(k) , on obtient :

Pr(Sy(k) s Sy(k)) = Pr((N + ok ) o2k) € (N + a K, %) $2<k0))

- B
2 N+ak N
= Pr(Ag () < ° 3 )
o} (ko) N+ o kN
~2 N +ak NB + a(k - k) N8
_ o (k) o
= Pr(Az < B )
o (ko) N + ak N
B
~2 a(k -k) N
= Pr(:%—ikl-s 1 + ———9———1;0 (A.6)
o] (ko) N +ak N

Comme kO ~k>0 et 05<B <1, ona pour le nombre & choisi

dans 1°)
a(k -k) NB
o

—_——— < g
N +ak NB

dés que N > N](G)

En groupant les résultats partiels (A.4), (A.5) et (A.6)

on en déduit :

~ B
~ 2 a{k -k) N
Pr(k = k) < Pr(:%-ﬁkl <1+ ———3—~———Tﬂ
o(ko) N +ak N
~2
< Pr(:%—ikl <1+ 98)
o (ko)

dés que N > Max(N(e), N](G))
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Conclusion : Comme € est quelconque. On a le résultat :

1lim Pr(k = k) = 0 pour 0 <k < ko .

N

B - Démonstration du {(b).

Soit k un entier vérifiant ko <k s K.

De (30) on tire :

Pr(k = k) < Pr( M (S (k) < S (m)))
N N
k smgK
o
Cette démonstration se fera en cinq points.
1 - Nous allons montrer que l'on a :
(V%l >0) , ( HN (e] ) > 0) tels que :
M > N(e,)) , |Pr(k = k) - Pr( M (S (k) £ S,(m))| < e
i N N 1
k <mgK
o
11 est évident qu'd partir de (B.l) on a :
Pr(k = k) £ Pr( M (5,(k) g S (m))) + ¢
N N 1
k <mgK
o
I1 nous suffit donc de montrer l'autre inégalité.
Considérons 1'événement :
Ey = {v=1}.
Dire que 1'événement : EN est réalisé , c'est dire que :
" le minimum de la restriction de SN(k) a {ko,...,K} est réalisé

en un point unique "

(B.1)

(B.2)

(B.3)
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Alors, si EN est réalisé, on a 1l'implication suivante

k > k
[0}

ﬂ
=~
i
]

et SN(k) < SN(m), ko <mgK

* e . _ _
Notons par Pr (.) = Pr(.|EN) la probabilité conditionnelle étant donné
1'événement EN.

On a alors :

]

* = * °
Pr (k > ko . SN(k) < SN(m), ko <m¢g K) ¢ Pr (k = k) (B.4)

Considérons les événements :

i

{k 2k 1,
(o]

AN

By = 84K « S(m) , k sms K} = {k M (Sy(k) < SN(m))}.
<mgK
o
De 1'&galité :
c _ Y A - .
BN AN = BN N AN , ol AN désigne le complémentaire

de AN , on déduit que :
C
Pr(BN) ~ Pr(AN) = Pr(BN N Ay
Du résultat (a) du théoréme on a :

k -1

~ o ~
Ve} > 0), (IN(e)) >0 , (N> N, Prlk<k) = ] Prk=1i)<e]
i=0

et par suite, pour N > N(e;) on a :

Pr(ay) = Prk < k) < e



- 52 -

On obtient ainsi :
Pr(By) - e} < Pr(By - Pr(AIc\:]) = Pr(By N AY (B.5)

dés que N > N(ei)

D'autre part :

Pr(By NAY = Pr(By NAL | E) Pr(Ey) + Pr(By NAy | EY) Pr(Ey)

A

Pr(By N A | B+ Pr(Eg)

* c
Pr (BN n AN) + Pr(EN)
Le corollaire du lemme 2 nous donne :

Vey >0, (INED > 0, (> NeD) , PriEy < ef

et par conséquent :
(v > NCeD)) , Pr(Bg N A - &) < Pri(By NAY (B.6)

Ainsi en groupant (B.4), (B.5) et (B.6) on a :

-~

- v " N - " * n * -
Pr(BN) €1 €] < Pr(BN AN) el € Pr (BN AN) < Pr (k = k)

dés que N > Max(N(e;), N(SY))

€
En posant 1. si - eY et N(el) = Max(N(e;),N(sT)) on obtient :
2

~

€
W > NGe)) , Pr(By) - Lok = k) . (B.7)
2

Du corollaire du lemme 2 et de-1la relation :

Pr(k = k) = Pr'(k = k) P(E) + Pr(k = k| ES) P(ED)
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On en déduit que, pour N assez grand :

~ £
pr¥(k = k) € Pr(k = k) + — (B.7")
2
D'ol de (B.7) Pr(BN) - e, g Pr(k = k) , pour N assez grand.
- Finalement en groupant avec (B.3) , il en résulte (B.2).
2 -~ De la définition (27) de SN(k) et pour B =0 on a
;2(1() N + am
Pr(s, (k) ¢ S.(m), k < m g K) = Pr(x < , k <m k g K (B.8)
N N o] o
o (m) N + ok
Selon que m <k ou m>k on a:
[k ~2
i (1 - ai(i)) pour m < k ,
~y i=m+!
o (k)
~ =
2
o (m)
m ~p -1
[. I (1 - ai(i))] pour k <m
\i=k+1
De (B.8) et de ce qui précéde, il résulte :
k ~2 N + am
Pr(s (k) < Sy(m), k sms K =Pr| T (l-aj(D) s SOk cm<k g
© i=m+1 N + ok ©
m
~2 ..
il (l—ai(l)) 2 §~i—gk-, k <mg<K
i=k+1 N + am
(B.9)
3 - En écrivant :
N+om_, , olwk) , si k sm<k
N + ok N + ak
ot N+ok o, alkem) o cmgK
N + om N + om
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En prenant la deuxiéme probabilité dans (B.9) et en passant aux

logarithmes on obtient :

k - m -
Pr[_ I (l-ai(i)) <1+ EEELEQ_’ k £m«<k, 1I (l—a?(i)) 21 +
i=m+1 N +ak ° i=k+1 L
o (k-m)

k ~2 o (m-k)
= Pr[@og il (l—ai(i)) < Log(l + ) , k gm<k,
i=m+] N + ak
m -
Log 1 (]—ai(i)) > Log(l + ok m)) , k <m g %} (B.10)
i=k+1 N + om
Un développement limité de la fonction logarithme donne :
2
Log(l + u) = u + O
ol -1l <u<o et ()(uz) -0 quand u-~> 0.
Il en résulte, en posant : Ay = m-k  pour m < k
A2 =k-m pour m >k |
o Al o Al 1
Log(l + ) = +()(—§)
N + ok N N
o A o A
2 2 1
Log(1 + ) = +O=) (B.11)
N + am N N

de la continuité 3 droite de la fonction de répartition et des

équations (B.10) et (B.11) il

en résulte :
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CVéz > 0), (IN(e,) > 0, M > N(ey))
k - m -
Pr[- i (1—a?(i)) < §_j_EE_’ kO <m <k ; it (1—ai(i)) b
f=m+l 7 N + ak i=k+]
M s k <m¢g K]
N + om
k ~> a A] m ~p
- Pr[}og il (1-a~ (1)) < , k sm<k; Log I (l—ai(i)) >
i=m+1 t N © i=k+]
o AZ
, k <m¢g %1 £ e,
N
(8.12)
4 ~ La deuxidme probabilité dans 1'inégalité (B.I12) est
égale d :
k - m ~p
pr[ J N Log(l-aj(i)) s a b, , k sm<k; } N Log(l-a;(i)) > a A, ,
. 1 1 o} . i 2
i=m+1 1=k+1

k <m g K] .
D'autre part, un développement limité d'ordre 2 de la fonction
Log(l-x) , pour O < x < 1 , donne :

1 2 1 R
-x+— (-x)" ——— , ol le nombre vy verifie :

Log(l-x) =
2 (1-vx)
0 <y <1
d'ol
~4 .
- ~ a. (1)
Log(1-a; () = - a;(i) - = ——3——7
oli y est une v.a. vérifiant 0 <Y <1,
ou encore :
4,
~2 ~2 g Nap
N Log(l-ai(i)) = - N ai(i) -——— , 0<y <1

2 (1-ya2(i)’
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De la démonstration du lemme 3 on a , pour 1i 3 ko+1 a K:

Donc N? ag(i) L.,

< ~ 2
oi Z est une v.a. carrée d'un X4

Par conséquent

~

4 . sy
N ai(l) — 0 en probabilité

D'ot la différence N Log(l—ai(i)) - (-N ai(i)) tend vers 0 en

probabilité,

Il en résulte :

Vey > 0) , (IN(ey) > 0) , (W > N(ey))

k ~p m ~9
Pr[. z N Log(l—ai(i)) gah,, ko <m <k z N Log(l—ai(i)) > a A, ,

- ! 12K+ 2
k <mg é]
k - m ~
2,. 2,.
- Pr[ z N ai(l) > a(k-m), ko <m<k ; 2 N a.(i) < a(m-k) ,
i=m+] i=k+1 N

5 - Puisque :
~o. L .
VN ai(l) —~— N(0,1) pour i = k0+1,...,K

(cf. dem. du lemme 3).
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on déduit :

~y
N ai(l) L, X%

Les v.a. /ﬁ-ai(i) étant asymptotiquement indépendantes, on a alors :

K
~2,. L 2 2
Z N a. (i) — X; ¥ et x% = Xg-k
i=k +1 o
o
Soient : Zl""’ZK—k des v.a. indépendantes et de méme
9 o
loi : X3
i
Posons Si = (Z]—a) + ... 4+ (Zi-a) = ‘Z] Zj - ia .

J

I1 en résulte :

Ve, >0 , (Inee) >0 , (W >NGe) ,

Ko~ R~
Pr[. z N ai(i) > oa(k-m) , k sm<k; 2 N a. (i) < a(m=k) ,
1i=m+] © i=k+1 *

(B.14)
Comme les v.a. Zi sont indépendantes, les deux événements :
{s >0 , I smsgk-k1},
m o)

et {Sm - Sk—ko <0, k- kO <mg< K- ko} ,

sont indépendants.
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On pose (cf. lemme 1)
k-k
o

Pr(s >0, l smsk=-k)= Pr(£:1 (8, > 0) =pk - k)

Pr(Sm - Sk_ko <0, k - ko <mg K- ko) =
K-k
0
Pr( M (s -8 _, £0)) =q(K-k)
m=k—ko+1 n k ko

(les Zi étant de méme loi) .

Conclusion : Des inégalités (B.2), (B.9), (B.12), (B.13)
et (B.14), il en résulte pour € > 0 , et pour

N > N(e) = Max(N(el), N(Ez), N(€3), N(€4))

|Pr(£ = k) - p(k - ko) QK - k)| < ¢

d'ol le résultat :

lim Pr(k = k) = p(k - k) q(K - k).

N

Remarque : La loi limite de k dépend k
a loi1 limite de ne dépend que de (o et K

et non des coefficients de 1'autorégressif.

I1T -~ CONVERGENCE EN PROBABILITE.-~

-~

Soit k la sélection de 1l'ordre obtenue par la statistique

SN(k) = (N + a(N) k) oz(k) , suivant la définition (28).
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Théoneme 2.-

1im Pr(k = k ) = 1 <==> g(N) croit indéfiniment
N-soo °
et a(N) = 0(N)
Démonstration : On reprend les &tapes de la partie (B) de

la démonstration du théoréme 1 avec d'autres &vénements.
| = On établit de la méme fagon que dans (B)-l

Ve, >0 s Pr(k = ko) - Pr(SN(kO) < SN(m) , ko <mg K| < e

1 1

dés que N est assez grand.

2 - En écrivant 1'événement {SN(kO) < SN(m) , ko <m < K}
a 1'aide de SN(k) = (N + a(N) k) oz(k) , et en utilisant les arguments

de la partie 3. (B) on obtient :

Ve, >0 et pour N assez grand ,

2
by ~2
Pr(SN(kO) < SN(m), ko <mg K) - Pr(- 2 N Log(l—ai(l)) > A2 a(N) ,
1=k +1
o
ko <mg K){ < €,
oi A, =k ~-m

3 - De la méme fagon que dans 4.(B) on a :

Ve, > 0 et pour N assez grand ,

3
m ~9
Pr( ) N Log(l-a;(i)) 2 A,a(N) , k_ g m < K) -
. i 2 0
1=ko+1

~

m
Pr( 2 N ai(i) > Aza(N) . ko <mg K| <e

i=k +1 3
(o]
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4 - Posons :

T 2
S. = z Zj - ia(N) oi Zj sont des v.a.i.i.d. de loi Xy -
on a alors :

V%a > 0 et pour N assez grand {(cf. p. 57)

m
~2,. 2
Pr(i=k§+1 N a;(i) < (mk) a(¥) , k< ms K) Pr(xm_ko s (k) a(N) ,
(o]

Conclusion : En groupant les résultats partiels dans 1 a 4,

il en résulte :
(Ve > 0) ,

- 2
Pr(k = ko) - Pr(xm_ko < (m—ko) a(N) , ko <mg< K| <¢

dés que N est assez grand .
Comme a(N) croit vers 1'infini et (mfko) >0 on a :

lim Pr(xi_k < (m—ko) a(N) , k gmgK) =1
o

N> ©
d'oll
lim Pr(k = k ) = 1
N-—co
Conollairne.- Si a(N) = a NB . a >0 et 0< g <1
ou : a(N) =a Log N , a >0
alors 1im Pr(k = ko) =1

N->oo
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Remargue : Ces deux exemples ont &té traités en simulationm.

- 8i la sélection k est convergente alors k est asymptotiquement sans
~ K ~ ~
biais. En effet : lim E(k) = lim ) i Pr(k = i) =k lim Pr(k = k) =k_ .
i=0

1V - AUTRES DEVELOPPEMENTS. -

Le critére de sélection de l'ordre étudié peut &tre &tendu

auxautorégressifsmultidimensionnels et awprocessus ARMA gaussiens.

a) Autonbgressdid multidimensionnel gaussien.

Les vecteurs aléatoires X(n) et ¢€(n) de dimension p sont

tels que

k
} A X(n-j) = e
=0

]

avec

AO) = I (identite) ,

- Ee(n) =0 , Ecm) ¢"(n)) = Gmn G, G>0 (définie positive).
k .

- det{ ) A(j) zl} # 0 pour |z| <1
3=0

On considére alors la statistique :

SN(k) = (N + ok NB) det G a>0 , 0<B<1,

k s

~

ol les éléments de la matrice Gk sont les estimateurs du maximum de

vraisemblance approchés des é€léments de la matrice résiduelle G.

~

On note cette sélection de 1'ordre k . Cette procédure
devrait fournir €galement un estimateur convergent de 1l'ordre du

processus observé.
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b) Processus ARMA Gaussien.

Le processus (Xt , t € Z) vérifie :

7 }
a, X__. = b, e__. ,
(29 1t 320 j t=]
2
avec a = bO =1 , Ee(n) =0, Ece(n) e(m) = Smn o,
4 i
g(z) = ) a; 2z #0 pour |z| <1 ,
i=0
3 i
h(z) = ) bi z- #0 pour |z| g1
i=0
On définit de la méme maniére la statistique
B, "2
Sy(p>a) = (N + alptq) N) o7 (p,q) , @ >0 , O<B <l

. 2 . . . . 2
oi o (p,q) est l'estimateur du maximum de vraisemblance approché de ¢

~ o~

Cette sélection (p,q) devrait également fournir un estimateur convergent

de 1'ordre (p,q) du processus observé.

V - PREDICTION ET ETUDE DU RISQUE QUADRATIQUE ASYMPTOTIQUE.-

5.1. - Position du probleme.

Soit (Xt , t € Z) un processus autorégressif d'ordre k

vérifiant les conditions habituelles (cf. sect. 1 chap. II). On
considére un autre processus (Yt , t € Z) centré, stationnaire,

indépendant de (Xt , t € Z) et vérifiant la méme équation :
te 2 (5.0)

. . . 2
(ot (n.) constitue un bruit blanc de variance OE



- 63 -

On fera la prédiction du processus (Yt , t € Z) en observant le
processus (Xt, t € Z). Les processus (Xt , t € Z) et (Yt , t € Z) ont

méme fonction de covariance (cf. rem. p. 76).

On envisagera trois cas pour la construction du meilleur prédicteur

linéaire Y, de Yt au sens de l'erreur quadratique moyenne.

a) Si les paramétres a; et 1l'ordre k sont connus, le

prédicteur Y, g'écrit

- k
Y = Z a; Y . (5.1)

b) Si 1'ordre k est connu et les paramétres a; sont a

estimer 3 partir des observations faites sur le processus (Xt , t € 2) ;

le prédicteur Yt devient alors

~ -~

k
Y (k) = izl a, (k) Y__, (5.2)

¢) Si 1'ordre k (que 1'on estimera par une sélection k)

et les paramétres a; sont 3 estimer, alors le prédicteur Yt s'écrit

~ ~

Yt(k) =

~ ~

a (k) Y__. (5.3)

Bo~15")

i=1

Evidemment c'est le dernier prédicteur qui nous intéresse sachant que

1'ordre k et les paramétres a;, sont généralement inconnus.

En désignant, (cf. Sect. 3.2. chap. I) par :

alk)" (;l(k) e, ;k(k) L0 ... 0

et a(K)' = (2. (K) \evnrrnnn. e, ;K(K)) ,

]
~
o)
~
~
~

les vecteurs (K x 1) des estimateurs des coefficients des autorégressifs

respectivement AR(k) et AR(K) , on montre que (cf. [3]) a(k)
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est la projection de a(K) sur le sous—espace Euclidien de dimension k

muni de la norme :

2 K K -
%= T T = % RGLD
1=

1 j=1
et du produit scalaire : <3, =x' Ry,
ol : R ={R(i,j) , 1 <i, j <K}

est la matrice de covariance des observations.

Alors la distance entre a(k) et a() (£ < k) est donnée

par :

l1ato) - a@)]? = 6@ - o2k

5.2. - Risques quadrnatiques adymptotiques.

Les erreurs quadratiques des pré&dicteurs définies ci-dessus

sont respectivement :

]
t=1
~~
3
~
i
Q

> 2
a) E(Yt Yt) t €

k
. 2_ ~ 92
b) E, B (¥ () - Y)'=E E [izl (a;(k) - a) Y, _;=n ]

E_E [IZ{ (a.(k) - a,) Y ]2+ 2
XY N2 3 a4 t—i O¢

E [at) - a)'R (a() - a)] + o’

9 B E (00 - 1?2k [0 - DR @) -] + o

ol : EX et Ey sont les espérances par rapport a (Xt) et (Yt)

respectivement, et
R = (R(i,j) = cov(Xi,Xj) , 1 i, 3 <K

est la matrice de covariance de (Xt) et de (Yt)
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On définit la fonction de perte :
L(a,a(k)) = (a(k) - a)'R (a(k) - a)

forme quadratique qui exprime la déviation des estimateurs a(k)

En adoptant le risque du prédicteur (5.1) nul,
EX(L(a,a(k))) et EX(L(a,a(k)) seront considérés comme les risques
associés aux prédicteurs (5.2) et (5.3).

-~

Remaﬂgu@ : Comme la matrice de covariance empirique R
tend en probabilité vers R , la distance
I];(k) - a||2 = (;(k) - a)' E(;(k) - a) est asymptotiquement équivalente
3 la fonction de perte L(a, ;(k)) (i.e. : le rapport tend vers 1 en

probabilité).

Dans la suite on supposera que le processus observé
5 2
(Xt , t € Z) est d'ordre ko et de paramétres (a] seres B s Ge)'

On notera dorénavant EX par E.

Les deux lemmes sulvants sont dis & Shibata [38]. On

posera a = (a],...,ak ,0,...,0)
0

Lemme 1.- Si k = k

o
. ~ . ~ 2 2
lim N E [L(a,a(k)i] = lim N E{||a(k) - a||"} =k o" .
No>oo Nroo

Lemme Z2.- On a :

| Ja00-a] |-tk )-al | =

| ate)-ato|[* Lk <k

/-~ - - ~ ~
lla(ko)—a(k)l|2+2{<a—a(ko),a(ko)—a(k)>},0 <k gk

(o)

s
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Lemme 3 [40].— Avec les m@mes notations du lemme 1 (§ 2, chap. II),
on a :
E(s. 1 et = Gy [T e, 1 }]
n (S]>O,...,Sn>0) n i=1 rj! ; 21 aj 3 (Sj >0)

On considére la différence normalisée des risques des prédicteurs

-~ -~

Yt(k) et Yt(ko)

N E[L(a, a(k)) - L(a,;(ko))]

qui est une quantité positive indiquant la croissance du risque quand on

estime 1'ordre ko par une sélection k .

Elle pourra jouer le rdle d'une mesure d'efficacité pour de

telles sélection k .

On considére la statistique SN(k) = (N + ok NB) oz(k) avec

o >0 et 0<g B <1

~

On notera k 1la sélection de 1l'ordre minimisant la statistique

SN(k), suivant la définition (28).

On a le résultat suivant sur la croissance du risque :

Théonéme 3.- Si B =0 et a > 0, alors

r K-k

0 s 2
(iZ1 e, q(K ko 1) ce , 0 ¢ ko

(5.4) lim N[E L(a,a(k)) - L(a,;(ko))] =9

N

Lo ,k =K

<

K
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le risque asymptotique est :

s K-k
© : 2
_ ('2 e; q(k-k -i) +k ) o , 05k s
"~ - i=1
(5.5) 1lim N E[L(a,a(k))] =
N0 2
tK o] , k =
€ )
ot les q(1),...,q(K) sont définies dans le lemme 1, § 2, et les e,

sont telles que :

2 Ui 2
" !;n . {Pr(xi > 10L)}:| Ln { Pr(xi+2 > m)}]
e =1 I Z 1r,
n nl. . . 1 2 .
=1 ri! i =1 Pr(xi > 1a)

avec n=1,...,K .

Remarque : La croissance du risque ne dépend asymptotiquement

2 . o
que de 0. et de K - ko ;e et q(i) é&tant des constantes.

Démonstration : Du lemme 1 il vient

lim N E(L(a,a(k ))) = k_ o>
(o] (o] €
N->oo

alors on obtient le résultat (5.5) du (5.4). En effet

lim N E(L(a,a(k)) = lim N E(L(a,a(k)) - L(a,a(k ))) + k o
N-roo N->oo o o €

K-k
o

il
~1

. 2 2
L e q(K—ko—l) ce + ko o

d'oli le résultat (5.5).

Reste & montrer le résultat (5.4).

k < k et
. o
On envisagera deux cas



- 68 -

1°7 cas : k =k < k - Notons par A 1'événement {k = k}.

Du lemme 2 et de 1'inégalité de Schwarz on obtient :

B[t a0 - al|® - [latky) - al[*). 1,
(5.6) - - 2 ~ -
< E{lla(ko) -a@|]% . 1,1+ 2E|<a - a(k ), a(k ) - a(k)>.IA|

< Bl]lat) - a@]® . 1,0+ 2[E||at) - all® . E(]]ak) -

am]? . 1,7'/?

Or du lemme 1|

limn N E ||at ) - a||? =k o => E|[atk) - a||* =0
N0 o) (0] o] N

~

D'autre part, de la définition de k il en résulte :
{k =k , k < ko} => {SN(k) < SN(kO)} .

En utilisant la définition de SN(k) , pour B=0 et a >0, on cbtient :
S.(K) g S.(k ) ==> (N + ak) o2(k) ¢ (N + a k) o2(k )

N * "N o © o o

o2(k) N + ok a(k=k )
A2 S = 1 + __,___O._
(k) N+ ok N + ak

O (o] O

-

~2 "2
o7 (k) - (k) alk -k)

~2
o (ko) N + uko

ou encore :
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- ~y ~y a(k - ko) -
A=1{k =k} ==> 0 (k) ~o (k) &£ (————) 07 (k)
o N + ako °

En utilisant :
pr - lim ;2(k ) = 02 =—D gz(k ) = 02 +0 (1) ,o0 0 (1) >0 en proba
o € o € p P ’

et |la) - a@||* = @) - *w) , 2

A

k (cf. sect. 5.1 chap. II).

. "2 . . .
I1 en résulte (l'estimateur o (ko) est asymptotiquement sans biais)

B([latk) - at]]® . 1,} = E[(° () = a*(k))) . 1]

a(k - ko)

< (——2) (@2 + o) . E(L,)
N + ok
o
alk - k) 9
$ (——>) (o + 0(1) Pr(a)
N + ako

Du théoréme 1, § 2, il vient, pour k < ko

1im Pr(A) = lim Pr(k = k) = O

N->o0 N0
donc :

- ~ 1
E{[Ia(ko) - a(k)H2 . IA} tend vers 0O avec — quand N > «,
N

Ainsi le nombre de droite de (5.6) est un 0(19.
N

-~

En conclusion, pour k = k < ko , et en utilisant la remarque de la p. 65,

on a :

lin N E[L(a,a(0)) - L(a,atk )= tim v E[|[aC0) - a||® - ||ate) - al|F] = 0.
N0 N
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€Me as : ko < k < K pour ko ¢ K .

Du lemme 2 on a :
- , - S - ~
[lato) - af|? = []at) - a]|* = [Ja) - atk)[]? = o* (k) - ()

De 1'égalité :

~n - - k -
o2 (k) = oz(ko) 1 - af(i))
i=k +1
o]
on obtient :
~9 YY) k ~)
o (k) -0 (k) =c"(k) 1 - ©m (-a(i)]
[o] (o] . 1
1=ko+l

.y . "2 2 eq s =
D'oli, en utilisant 1lim o (ko) =0, en probabilité, on a :

lin N E[L(a,a(k)) - L(a,aCk )] = lim N E{|[a0) - a||® - []aGe) - a]|®)
N>
~y K ~y
=1limNEo“ (k) 1 - T (1-ai(i))]
° i=k +1 *
(o]
2 k ~2
=limo. . NE[1 - @1 (1 - a’(i))]
© i=k +1 t
o
Or :
k " ko
O- ©n a-aGn]=0-0- T a/@)+
i=k +1 i=k +1
(o] (o]
Koo .
+ ] a®ar@ -l ]
. ]
l,J=kO+]
it
koo Ko o~
= [ Z ai(i) - z ai(i) a%(j) S ]
i=k _+1 i,j=k_+1 J

it]
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lim N E[1 -
i=k +1
(o]

Montrons que :

- 71 -

~2,. . £
(1 ~ ai(l))] = 1im N E[ Z

~

at(i) -

i=k +1
(0]

~1 5 )

a2 (i) %(j) +

i,j=ko+1
i#]
Koo .
linNE ) ar(i) ar(3) =0 .
N0 i,J=ko+l J
i#]

Le reste

des termes dans la somme ci-dessus disparaissent de la méme maniére.

On a vu que les v.a. : /ﬁ-ai(i), i= ko + |

tiques indépendantes et de loi normale

De plus :

-~

ik +1 a

our
P (¢}

~

k

ai(i) =Op

N(O0,1).

&
N

K

sont asympto-

(cf. lemme 3 , § 2 chap. II) ,

K , d’ol ai(i) a?l(j) =Op(_‘7) ,d'ott le résultat.
N

(k < K , la somme z est finie, les v.a. /ﬁ-ai(i) sont unilformément

bornées en probabilité).(cf. [7] p. 32).

Ainsi il en résulte :

.- . Koo
lim N E[L(a,a(k)) ~ L(a,a(k )] = og limNE [ 7§ ai(i)_-_[

i=k +1
(0]
) K k.,
oE 1lim N E [ z ' Z ai(i) IA]
k=k +1 i=k +]
(o} (o]
2 R ko~
of (] UmE{N ] aj@ . I,D
€ k=k _+1 ik _+1
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Pour avoir le résultat (5.4) du théoréme il suffit de montrer que :

k

. ~2,.
lim E{N . Z ai(l) . IA} = ek q(K-k) , (ko <k ¢ K
N i=k +1 o
)
Soit :
i
S, = (Zj=a) + ...+ (Z;ma) = ] z, - ia,
i=1
ol les Zi sont des v.a. indépendantes et de méme loi : X?

De la démonstration du théoréme 1,§ 2 , point 5, on a :

k-k

B ~2 L ©

Y Nai(i) — ) z, =8 +alk-k)
i=k_+1 7 B I ©

et de la page 58 on a :

lim E(IA) = lim Pr(k=k) = Pr(Sm>O, ISmsk—ko R Sm—Sk_koso s k—k0<msK-ko)
= B(T(550,...,8, , >0)N (S-S, £0,k-k <msk-k ))
1772 " Tk-k m k-k *7° o o]
o) o
d'oli,en notant 1'indépendance des deux &vénements E1 , E2 associés a
K -
L n , et l'intégrabilité uniforme des ) N a?(i) , (cf. [7] p. 32):
E E . i
1 2 i=k +1
o
k -
. 2,.
(5.7) 1limE{ )} N a%(i) . 1,} =E[(S,_, +a(k-k))
. i A k-k o
i=k +1 o
o
- I
(sl>o,...,sk_ko>0)r\(sm—sk_koso,k—ko<msK-ko)]

E[(s, _, +a(kk ) I 1 e - )
k-k_ o (s]>o,...,sk_ko>0) (s_ sk_koso,k k_<m<K-k )

= B[Sy +alk)) T o s sg)) - PR(S7Sy 0,k <mekek )
o 1 k—ko o}

= E|(S, _, +a(k-k )) I . q(K-k)
[ k ko o (Sl>0,...,Sk_ko>0)]
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>0):I

Reste d évaluer E[(Sk_ko + a(k—ko)) I(S 50, ..

1 25k
[o]

1] —_ -
(5.7") = E[?k_k c T(5.50,....8 >0i] + a(k-k ) Pr(s;>0,...,s
o 1 k-k
o
Du lemme 3 on a :
-k r
[ ] * o i (ui) L
(5.8) E[S,_, .I =z T — (—
Kk "7(8,>0, 00,8, >0) Kk |50y 11
o i
k-k
zo r,
(—) E(8, . I )
i=1 a, t (Si > 0)
ol ai = Pr(Si > Q)
i
Calcul de E(S; . T.o 0)1-’ o S, = .Z z. - ia , zj
2 i j=1
de loi X
i 2
La v.a. z Z, = X; @& pour densité :
=t ?
f(x) = -—i—/—z—l—-—:—f— x(llz)—l e—(X/Z) I1 vient :
2 I
2
E(S I(S.>O)) = J. (x-1a) f(x) dx
i ial
® i i/2 -x/2 . 2.
= -77——~—T—-x e dx - iaPr(y.>ia)
Jia 2t 2 I‘(—l-) !
2

Fn utilisant T(x+1) = x I'(x) on obtient :

® 1 i/2 ~x/2 J 1 ((i+2)/2)-1 -x/2
—_——— X e dx = . X e dx
Jiu 212 r i 222 2 ol iany
2 i 2
e 1 ((i+2)/2)-1 =-x/2
= 1 - X e dx
Jia 2+ /2 1 (1 (549y)
2

i Pr(xi+2 > i0)

k-k
o
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. 2 . . 2 .
E(Si . I(Si>0)) =i Pr(xi+2:>1u) - ig Pr(xi > ia)

Par conséquent, en réécrivant (5.8) avec a, = Pr(Si > 0) = Pr(xi > ia)

on obtient :

k--ko Pr(x? > ia) T4
E(S LI y = 2¥ - [ i }
kk, (SI>O""’Sk—kO>O) -k |i=1 ¢!\ i
-k
° i 2 2
(——=————) ({1 Pr(x. > ia) - io Pr(yx > ia))
. 2 . 1+2 .
i=1 Pr(xi > iq) i
- 2 . . - . .
" ko . Pr(xi > ia)Vi k ko Pr(Xi+2 > ia) - o Pr(Xi > ia)
=z i ) ir
k-k . . . i 2 .
i=1 ri! i 1=1 Pr(Xi > 1q)

" o Pr(xi > ia) Ty o Pr(x§+2 > ia) k= o
o [T ey
= r 1=1

2 .
o {1 i i i=1 Pr(xi > i)
Or les entiers r, (cf. lemme 1 § 2) sont tels que :
Y o ir,=k-k
c i )

et de la définition de p(n) (cf. lemme | § 2)

p(n) = Pr(S] >0,...,5
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il vient :

(5.9) E( 50) =e . a(k—ko) Pr(Sl>O,...,S >0)

k-k o
o

- 2 . T, - 2 .
L ¥ Ho I Pr(xi > io) )i ) o L Pr(xi+2 > ia)
' S S : i z .
) o = i Pr(xi > ia)

Se—k  * I(s.>0,...,s K~k
o) 1 o

Conclusion : En regroupant les résultats (5.7), (5.7'),
et (5.9) il en résulte
k

. 2, _ )
1lim E{_ z N ai(l) IA} ek - q (K-k)
1=k0+1 o

or 3 (cf. p. 71)

.- - K Koo
lim ¥ E[L(a,a() - L(a,ak )] = 0>C ] limE{ ] N a;(i) I}
© ¥ K=kt isk_+1 '

d'ol le résultat désiré.

Remariques :-Du résultat obtenu on déduit des bornes de la

croissance du risque ; les quantités e, et q(n) étant inférieures & |

0 < lim ¥ E[L(a,a(0)) - L(a,alk )] € (K - k) oi .

~

— La borne inférieure est atteinte si k est connu et k = ko
o

-~

- La borne supérieure est atteinte si on prend la sélection triviale k = K.
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- Nous ignorons la limite dans (5.4) dans le cas oii l'estimateur

~

k est convergent.

- L'introduction du processus auxiliaire (Xt, t € Z) dans la
prédiction du processus (Yt, t € Z) pourra se justifier de la maniére

suivante ol (Yt) vérifie (5.0).

- Soit (Yt’ t € Z) un processus réel centré faiblement station-
naire ayant pour fonction de covariance R(h). Le meilleur prédicteur

~

linéaire Yt de Yt basé sur k wvariables (Y est

-1 o ey

est minimale.

En annulant les dérivées partielles de ¢ par rapport aux a,

on obtient les &quations normales

R(O) ...eov.. R(k-1) "al\ R(1)

R(k-1) ‘R(O) a R(k)

Ces équations représentent les €quations de Yule-Walker (cf. sect. 2.2.

chap. I).

Par conséquent, les coefficients a .++,3, peuvent étre

]’

considérés comme les paramétres d'une €quation aux différences stochastiques
P
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d'ordre k vérifiée par un processus (Xt, t € Z) centré faiblement
stationnaire ayant méme fonction de covariance que le processus

(Y, ,te? :Rh =EX X . =EY Y_

c t+h Par suite (Xt’ t e Z)

h o

est un autorégressif d'ordre k vérifiant :

k

. . 2 .
oli (et) est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance ¢ =R(0)- Z aiR(l).
i=1

Une observation de taille N du processus (Xt, t € Z) permet
de construire des estimateurs a, et donc de donner un estimateur du

~

prédicteur Yt qu'on notera de la méme fagon :

- k
Y = Z a. Y . .

~

Ainsi l'estimation des coefficients a; du prédicteur Y, me nécessite

que la connaissance de la fonction de covariance du processus (Y _, t € Z)

t’
et en introduisant un processus auxiliaire (Xt, t € 2) ayant méme fonction
de covariance que (Yt’ t € Z) , on ne modifie en rien l'expression du

~

prédicteur Yt (les deux perturbations agissant sur les deux processus ont

méme variance).
Ceci pourrait aussi se voir en considérant la représentation

spectrale d'un processus faiblement stationnaire. La connaissance de la

fonction de covariance permet une représentation du processus.

En effet :

+7 1o
X = J et daz ()

i)

oli le processus Z(}) est & accroissements orthogonaux et :
2
E|Z(0)]° = FO)

oli la répartition spectrale F()) du processus (X_, t € Z) est liée

t’



4 la fonction de covariance par :

+ [
R(h) = J M ar ()
-

Ainsi 1'évolution d'un processus faiblement stationnaire est déterminé par

la donnée de sa fonction de covariance.
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CHAPITRE 111

PROCESSUS ARIMA.

T - NOTATIONS.-
Soit (9,A,P) un espace probabilisé et (Xt, t € Z) un processus

réel gaussien. On désignera par B 1'opérateur retard :

Veez , BE)=X_,,

par V : l'opérateur différence :

et par Vd , d>1, 1l'opérateur :

- d
VX o=V X -V X, = (-B) X .

Le processus (Xt, t € Z) est un ARIMA (p,d,q) (autoregressive

integrated moving average process) si les différences d'ordre d : Vd Xt s

vérifient 1'équation aux différences suivantes :

A(B) Vd Xt = B(B) et , teZ

A(B) = (1 -a B - ...... - a_BP) p20, a, # 0
B(B) = (1 =b B~ ...... -b_ 8% q20,aq?‘0

Les deux polyndmes A(B) et B(B) ont les racines 3 l'extérieur du

cercle unité, et n'ont pas de racines communes.
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(et , t € Z) est un bruit blanc de moyenne nulle et de variance o

On remarquera que le processus (Vd Xt , t € Z) est un ARMA

stationnaire. Enfin, on suppose :

o "Xy T e =X gy = O

1T - ESTIMATION DES PARAMETRES.- (cf. [21] [22] [41]) .

On supposera par la suite q = O et on notera le processus
ARIMA (p,d,0) par ARI (p,d). Alors les différences d'ordre d .

Vd Xt satisfont :
(1 ~a, B=.ooun. -a B vix =e
P t

ou (1 —a, B-...... - ap Bp) (l—B)d Xt = e

1 t

En développant (l—B)d et en regroupant les termes, on obtient une

équation que l'on notera :

(1l =a.B - ...... — o B

1 ) X, = e

Désignons par :

1'estimateur des moindres carrés obtenu par la régression de Xt sur

X s

-1 , pour t =1,...,N.

" Xt-(p+d)

En posant :
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il en résulte :

~

N o N
ay = ¢ Zl b ¢ Z e %

Si les v.a. e sont normales, l'estimateur a

du maximum de vraisemblance.

~

propriétés asymptotiques de 1l'estimateur o :

est aussi l'estimateur

Les résultats sulvants nous donnent les

(p+d)xp).

Lemme [21].— Soit (Xt, t € Z) wun processus ARI (p,d).
Alors : o = Da - Q.F
ot a = (al; s a ) , a= (al’ "up+d)
p—1 .
D=[F, PF ,...... s P F] (matrice
F'f 7
)
F = fd (vecteur (p+d) x 1)
0
L 0
Q=" avec B 0. N
1.0 ©
SIS
P = ) N (matrice

(p+d X p+d)
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et ou les fi sont les coefficients de B" dans le développement de

(1-B)% i.e.

(1-3)¢

f +fB+ ...... + £ B
o ]

Remarque : Le lemme pré&cé&dent établit la relation entre

les paramétres a et .

Convengence presque sire de £'estimateuwr.

Theoneme 1.- ([21])

Soit (Xt, t € Z) un processus ARI (p,d) gaussien.

d-1 5
Si z EIXtI <o . alors :
t=0

Loi Limite de £'estimateunr.

Theoneme 2.- ([21])

Soit (Xt, t € Z) un processus ARI (p,d) gaussien.
d-1

Si z E|X 12 <ew . alors :
t
t=0

/ﬁ.(uN - ) —L—* N(O, 02 D F;l D') quand N > « |

R(0) R(1) .evnrn.. .. R(p-1)

R(1) R(O) veveevenn. R(p-2)

—3

]
csseca v e

.
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et R(1) = E ¥9 x(t+r) v¢ x(t)

-~

De plus, 1'estimateur e posséde des propriétés asymptotiques

optimales.

ITT - DETERMINATION DU DEGRE DE DIFFERENTIATION.-

Soit (X,_, t € Z) wun processus ARI(p,d). Le processus des

t’

différences (Vd Xt’ t € Z) satisfait :

que 1'on écrit
(l -ao, B- ...... -«

ou encore

Ainsi, le processus (Xt , t € Z) sera considéré comme un
. . . . ' ~ . .
autorégressif non stationnaire d'ordre p+d . Son équation polynomiale

associée sera :

p+d .
+ +d-
mp d _ z aj mP J o ,
j=
admettant comme racines :
m1 = o ieees = md = 1
lm.| <1, j=d+1 ,...... , p+d

Il en résulte que 1'équation polyndmiale de ce type de processus
admet '"d" racines égales & 1'unité, les autres étant strictement

inférieures a 1.
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On observe le processus (Xt , Lt e Z) : X1 e XN .

On utilise la statistique SN(k) étudiée au chap. II pour

estimer 1'ordre p+d .

Ensuite on construit les estimateurs :

~ ~

Q) peeeenes ap+d
3 1'aide de

- N o,

ay = () ¢ ¢ ) ¢ X

N

t=]tt t=1tt

~ = t
ol ¢t (Xt—l yeaeenas Xt—(p+d)) .

L'8quation polyndmiale estimée s'écrit alors :

ptd -~ s
mp+d - z a. mp+d 3= 0

j=1
Une résolution de cette &quation fournit p+d racines. Un examen des
racines "significativement proche de 1" permet alors de décider du degré
de différentiation du processus observé puis de déterminer le nombre p.
L'efficacité de cette méthode est &troitement liée aux justifications

théoriques nécessaires.

Convengence de La procidure. -

Dans la méthode de détermination du degré de différentiation
d, décrite précédemment, on a fait correspondre a chaque observation
(Xl""’XN) de taille N , une estimation du nombre de racines "signifi-

cativement proche de 1" .
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]
—
-
.
.
-
(o9

Désignons par : |mi‘ =1 , 1i

lmil <1 , i=4d+1,..., ptd

les racines du polyndme associé au processus ARIMA (p,d,0).

a P .
Notons par Ii la région de confiance : Eni - o, m + @]
de la racine m. pour i=1,..., ptd (dans le cas des racines complexes

on prendra comme région de confiance des couronnes), avec o un nombre

positif donné.
On choisit o tel que

1 - sup {|mi| , 1 =d+1 ,..., p+d}

o <
2

pour assurer que 1l'intervalle de la racine de module 1 ne coupe celui

de la plus grande racine : sup {Imil, i=4d+1 ,..., p+d}

On définit l'estimateur :

~

(X 5o, X)) ——> d"‘(xl,...,xN) ,

Ta . . . .
oi d (Xl"°"XN) est l'estimation du nombre de racines dans 1'intervalle

[] - o, 1 + @] pour 1'échantillon Xl""’XN .

Sous les conditions précédentes, on a l'inclusion :

o prd . o
{7 =da}2{MN . € I1;)}
i=1 t 7

~

D'oli, de la convergence des estimateurs m, vers m, , \ﬁ., il

en résulte

Proposition. - lim P@@% = ) = 1

N0
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Remaﬂguu :

~

1) De la convergence presque siire des estimateurs m, (cf.

Th. 1, § 2), on obtient :
¢ — d pP-S.

ce qui montre que la procédure de détermination du degré de différentiation

d décrite dans le § 3 est convergente presque slirement.

2) On peut choisir des régions de confiance I? de la forme :

o o o
I.(k = m. - — , m, + —

1( N) [-1 K > 1 k.]

N N
ol o est une constante et kN un nombre croissant indéfiniment. Le

choix de la suite (k. , N e N) est 1ié d la vitesse d'estimation des

N
racines m, .

Comme la vitesse d'estimation des coefficients o, des
polyndmes associés est de l'ordre de YN (cf. Th. 2, § 2) on pourrait
espérer obtenir la vitesse d'estimation des racines au moyen des transfor-

mations symétriques des racines.

Mais en tous les cas, cette vitesse ne pourra excéder YN (/N en
cas de normalité asymptotique), par suite on pourra choisir : kN = 0(/N),

par exemple : kN = Log N ou Log lLog N etc ...

Bien slir nous touchons 4 un probléme de robustesse de

~

1'estimateur d°.

~ . o . .
Et de la mfme maniére, en notant par d (kN) 1'estimation du

nombre de racines dans l'intervalle I?(kN) = [} - ll—, 1 + Jiﬂ ;
k

N kN
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on obtient

lim Pr(da(kN) =d) =1

N0

Remarque : La convergence presque slire des estimateurs des racines

résulte de celle des a -

Lol Limite des estimatewrs des rnacines. Considérons 1'équation :

oi les a; sont des nombres complexes. Le probléme est d'obtenir la loi
des racines quand les coefficients aléatoires a; suivent une loi donnée.

Dans | 13|, 1'auteur traite ce probléme dans un cas particulier
s P

On suppose que la partie nulle et la partie imaginaire des nombres
. . 2
a; sont des v.a. indépendantes et de loi normale N(0,c”) , et que la

distribution des a; est donnée par la densité

( )2r1 exp[——-l— fyl a. a_l:l
; 1 b

V210 202 i

oll a, désigne le conjugué de a;

Alors, en notant Z]""’Zn les racines de 1'équation, la

loi conjointe des racines admet pour densité

e ) ‘ ]
( ) expi- —= { Z. Z., ¥iiuuon + 2. Z Xewauoo xZ 7}
o [202 [ESIR S b non
n n
2
<11 Iz -z
p=1 q=p+l

Conclusion : La loi des racines n'étant pas trés simple , il
est difficile de construire des intervalles de confiance ou de poser des

tests pour les estimateurs des racines,
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1V - ETUDE DE CAS PARTICULTERS. -

i

1°) Marche aléatoine : ARIMA(0,1,0) , d

On observe Xl""’XN .

-~

L'estimateur o, s'écrit :

-~ N 9 -1 N
ap = CLX ) IO X
t=1 t=1
et 1'équation polyndmiale associée devient :
m - oo, = 0
d'ol la racine m = a, . De plus, des théorémes | et 2 on a :
m, —* I p.s. ,
et A, - 1) > N,V

2°) ARIMA(0,2,0).

Le processus (Xt’ t € Z) est tel que : Vz X =

t
VA e = -
d'ou : Xt 2 Xt—l Xt—2 + et
C.I. : X =X =20
_— -1 o
Les estimateurs de a, = 2 et a, = - 1 sont
: I
o X X
1 t=1 t t-1
= M—]
-~ N
X
*2 L% Xy
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ol
N 2 N
LX) DXy %
i i
M=
N N
2
z Xt—] t-2 z Xt—l
1 1
, e . 2~ ~
On résout 1'équation : m - @, m=- o, = 0 , et de plus
(m], m2) — (1,1) p.s.
3°) ARIMA(1,2,0).
Un processus ARIMA(1,2,0) est tel que :
(1 ~a B) V2X =e
1 t t
ou K=o Xop o Xpp tag X gty
C.I X,=X, =% =0

On constrult les estimateurs o o et ¢

N N
%1 % Xe ey
- o
a, |=M % X X,
- N
O3 % X X
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I %, RSN NP S SIS
M=l DXy X, ] X, I Xy %3
DXy Xy DX, %5 ) X
L'équation associée sera
m-a m-a,m-a,=0 ,

et ses racines sont telles que

~ -~

(m1 s m2) — (1,1) p.s.

-~

m —> a

3 . p-s.

V - SIMULATIONS. -

A partir des réalisations des trois types de processus ARIMA
décrits au paragraphe précédent on a essayer de déterminer leur degré de
différentiation par la méthode exposée au paragraphe 3.

On a utilisé la statistique SN(k) avec a =7 et B = 0.3
pour estimer 1l'ordre p+d . Nous avons augmenté le nombre d'observations
dans le 2°) et le 3°) pour améliorer l'estimation de 1l'ordre et des racines.
On a pris I? = [} ~ 0,05 ; 1 + 0,051 comme région de confiance de la

racine 1, :
¥

5

1°) Marche akBatoire : ARIMA(0,1,0).

Données : - X =0

~ Le nombre d'observations N = 100 .
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Chaque réalisation du processus est faite 3 partir de 100 observations. On a
enregistré les fréquences des ordres de 0 & 7 dans 100 réalisations du

processus : (cf. pour les détails chap. IV).

fr 0

Ainsi, il en résulte que l'ordre le plus fréquent est 1.

D'oi : p+d=1
Le calcul de ;1 donne : &1 = 0.990959 . On en déduit
;] = 0.990959
Finalement, la valeur estimée ; étant "trés proche de 1" , on en

1

conclut que d = 1

Par conséquent, p = O . Cela correspond bien & la marche aléatoire

ARIMA(0,1,0) simulée.

2°) ARIMA(0,2,0).

a) Données : X =X . =0 ; o, =2, a, = - 1, N=50.

fr 0 0
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~ ~

Le calcul de o, et a, pour ces réalisations donne

= 1.94442

Q
I

- 0.944846

Q
1]

Une résolution de 1'équation associée donne comme racines

0.99081

=
i

0.95360

2
I

* Les racines é&tant "trés proches de 1" on en déduit d = 2 , donc

p = 0. D'oi Xt est un ARIMA(0,2,0) ce qui correspond bien au processus

simulé.
b) Pour N = 200.
On a obtenu :
e |
k 0 1 t2 3 4 5 6 7
fr 0 0 , 100 ¢ 0 0 0 0 0
| VR |

~ -~

et a, pour ces réalisations sont :

1.98418

Q
i

-0.984154

[
i

ce qui donnent pour les racines estimées



Donc : d =2 et p =

3°) ARIMA(1,2,0).

Données : X

a) N =50

_93_

1.00150

0.98267

. Finalement X(t) est un ARIMA(0,2,0).

On a le tableau des fréquences :

w ]

w
el
wn
(o))

[ e
[T I

i
t

d'oti , 1'ordre le plus fréquent est 3. Alors p +d = 3 .

Les valeurs des

La résolution

~ -~ ~

1 0 az et a3 sont :

Q

2.44118

-1.91085

0.469387

1'équation associée a conduit aux racines :

0.9582

0.9865

0.4967
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Deux racines étant "trés proches de 1" on en déduit d = 2 donc =
p ) P

D'old X(t) est un ARIMA(!,2,0).

b) N = 80

On a obtenu les résultats suivants

K ] 0 I 2 5“3-1:' 4 5 6 7
fr 0 0 38 §L6O§ 2 0 0 0
“ - - 4
d'ot p+d=3
Les valeurs des estimateurs :
;] = 2.45877
;2 = -1.93531
;3 = 0.476430
Les racines associées :
;1 = 0.9735
;2 = 0.9919
;3 = 0.4934
Il en‘résulte d=2 et p=1 . Donc on aboutit a la méme conclusion

sur le processus X(t).
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¢) N =90

On a obtenu les résultats suivants :

| Y A

Les valeurs des estimateurs :

a, = 2.46384
a, = -1.94483
ay = 0.480883
les racines associées :
m = 0.9740
m, = 0.9923
my = 0.4976
On en déduit : d =2 et p =1 . Donc X(t) ~ ARIMA(1,2,0).

d) N = 100

On a le tableau des fréquences

3 4 5

DA e |

60 . 1 0

[ S
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d'oi p +d =3 . On aboutit 4 la méme conclusion sur X(t) que précédemment.
e) N = 200

On a obtenu le résultat suivant :

fr 0 0 38 0 0 0 0

11 en résulte : p +d =2 . Comme le vrai ordre du processus observé

est 3, on en déduit que la statistique sous-estime l'ordre et par

conséquent elle est non convergente dans le cas des processus non stationnaire.
Mais par contre la précision sur l'estimation des racines augmente quand N

200 on a obtenu les estimations

croft indéfiniment. Par exemple pour N

sulvantes

a, = 2.47806 m, = 0.9854
a, = -1.96371 m, = 0.9997
ay = 0.485650 m, = 0.4930

qui sont plus précises que celles obtenues dans a) b) c) et d).
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VI - CONCLUSION. -

Nous avons vu que la statistique SN(k) a tendance a sous estimer
1'ordre du processus observé quand la taille de 1'échantillon augmente
indéfiniment. Par contre pour des petits é&chantillons, l'estimation de
" 1'ordre est satisfaisante comme semble le confirmer les exemples précédents,
et les résultats obtenus sur 1'évaluation de d sont convaincants. A notre
connaissance, aucune &tude sur 1'estimation convergente de l'ordre d'un
autorégressif non-stationnaire n'a été faite et par conséquent le probléme

reste ouvert.
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CHAPITRE 1V

SIMULATION.

1 - STATISTIQUE SN(k).—

Afin d'illustrer les résultats obtenus au chapitre II on a

réalisé une simulation sur un processus autorégressif d'ordre 1
X =a, X + € (1

avec Xo =0 |, lall < 1 et (gt) v.a. 1.1.d. de loi normale N(O,1).

On construit un échantillon de taille N du processus : en
appelant pour chaque t wune variable aléatoire € générée par un

sous—programme et en utilisant 1'équation (1).

Pour chaque échantillon donné, on construit les estimateurs
ai(k) et oz(k) (cf. chap. I) et puis on calcule SN(k) = (N + a(N)k) oz(k)

pour "k" wvariant de 0 a8 K (on a pris K = 7).

Pour le coefficient a, ona envisagé les deux cas suivants

a, = 0.2

a, = 0.8

correspondant a des corrélations, respectivement faible et forte.

A chaque réalisation Xl""’XN du processus , SN(k) détermine
une estimation de 1'ordre comprise entre O et 7 . On a simulé
100 échantillons et enregistré les fréquences des ordres obtenus par

SN(k).
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N = 100
ordres 0 I 2 3 4 5 6 7
fr } 0 94 5 0 1 0 0 0
c'est-d-dire parmi les 100 €chantillons utilisés 94 ont donné 1l'ordre 1 ,

5 ont donné 1l'ordre 2 et | a donné 1'ordre 4.

La précision aurait pu &tre augmentée en accroissant considéra-
blement le nombre d'échantillons examinés ce qui aurait rendu cette étude

trop coliteuse.

On a utilisé deux types de croissances pour a(N)

17 cas : a(N) = o N8 avec a = 2,3,...,7
et B =0.097 ; 0.1 ; 0.3 ; 0.5
2™ cas a(N) = a Log N avec o = 1,2, .7

I1 a paru intéressant de comparer les résultats obtenus avec ceux que
donnent les critéres de Schwarz et d'Akaike. On a observé, expérimenta-

lement, que les choix suivants donnent de bons résultats

C) Pour SN(k) = (N + ak Log N) ;2(k)

Les tableaux suivants indiquent le nombre minimal d'observations,

en fonction de a, pour que la fréquence du vrai ordre soit supérieur a 80 7
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a, = 0.8

Corrélation forte :
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11 en résulte :

- Pour aj = 0.8 , la fréquence du vrai ordre est de 1'ordre

de 96 % , pour un nombre d'observations minimal égal a 50, si a > 2.

Pour N = 25 , la fréquence est de l'ordre de 75 % pour a > 4 .

- Pour a 0.2 , 1la fréquence du bon ordre est de 1l'ordre

de 8 7% , pour N =200, oz=1.

® Pour S(K) = (N + ok N) o7 (k)

Si a, = 0.8 , la fréquence du bon ordre est de 1l'ordre de 90 %

pour un nombre d'observations minimal égal & 50 si :

ou

Pour N = 25 , la fréquence de 1'ordre 1 est de l'ordre de 76 %

pour a 23 et B > 0.3 .

Si a, = 0.2 , 1la fréquence du bon ordre est de 1l'ordre de 80 %

pour N = 300et o =3, 8 = 0.1

IT - CRITERE DE SCHWARZ : s (k) = N Log o2(k) +k Log N .

Pour N = 200 , on observe que la fréquence du choix du bon

ordre est de 1l'ordre de 86 7 pour les deux corrélations faible et forte.

Cnitene d'Akaike : AIC(k) = N Log ;Z(k) + 2k .

Malgré que le critére est non convergent (cf. chap. I), la
fréquence du bon ordre se stabilise & 75 7 , approximativement, pour le

deux corrélations 3 partir de N = 500 .
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111 - INFLUENCE DE LA BORNE K SUR LES SELECTIONS D'ORDRES. -

L'influence de la borne K est pratiquement nulle sur la sélection
de 1'ordre par SN(k) pour certains choix de a et B (par exemple
a >3 et B > 0.3) et ceci produit méme pour de petites tailles d'échantillons
(ex. N = 25). Pour les critéres de Schwarz et Akaike cette influence est

non négligeable pour N = 25,

1V - ETUDE DE LA STABILITE DE LA SELECTION.-

-y =11 - . - .
On a procédé al'expérience guivante sur un autorégressif d'ordre 2

simulé :

- En observant un &chantillon de taille N = 25 on a déterminé
1'ordre correspondant. A 1'&tape suivante : on augmente 1'&chantillon
précédent de 5 observations et on détermine l'ordre. Ainsi on continue

ce processus, en augmentant d chaque &étape 1'échantillon précédent de

5 observations et en déterminant 1'ordre associé. On observe que la
sélection du vrai ordre se stabilise a partir de N 2 30 pour le

choix de SN(k) = (N + ok NB) oz(k) , avec o =6, 8 =0.1

V - ETUDE DE PROCESSUS REELS.-

On a essayé de déterminer les ordres des processus autorégressifs
ajustés aux données réelles correspondant aux séries C , E, F du livre

de BOX-JENKINS (p. 525 et suivantes).
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On a obtenu les résultats suivants

Séries N SN(k) Nature de la série SEiefvée
c 100 a=7,8=0.3 ARIMA(1,1,0)
E 100 «=7,8=0.3 AR(3)
F 70 a=7,8=0.3 AR(2)

VI - REMARQUES ET CONCLUSION.-

L'avantage de la statistique SN(k) est qu'elle est fonction de
deux paramétres o et B, qui permettent en les faisant varier d'augmenter
la performance de 1'estimateur de 1l'ordre ce qui n'est pas le cas pour

les autres critéres de sé&lection.

La sélection de 1'ordre par SN(k) est "trés sensible" au

coefficient a
o

faible, par exemple de 1'ordre de 0.1, il faut augmenter considérablement

de 1'autorégressif AR(kO). Quand ce dernier est trés

le nombre d'observations (N 3 500) pour que le bon ordre soit trés fréquent

dans la sélection.

Enfin, le temps d'exécution d'une expérience (i.e. : une ligne
de fréquence du tableau) est étroitement 1ié au nombre d'observations.

I1 est de l'ordre de 6 mn pour N = 500 et 13 mn pour N = 1000.
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CONCLUSTON. -

Dans ce travail, nous avons introduit un nouvel estimateur de
1'ordre d'un autorégressif qui contrairement aux autres estimateurs trouvés
précédemment, ([1], [3][18] etc ...), tient compte de l'@ventualité que
le minimum de SN(k) soit atteint en plusieurs points. Ce point écarté
par ces auteurs nous fait franchir une nouvelle étape dans ce type de
problémes. Hélas des nouvelles difficultés techniques induites par cet
estimateur, telles que 1'unicité du minimum de ls statistique SN(k)

a distance finie, ne nous ont pas permis dans un premier temps d'établir

la convergence presque siire.

- Le probléme de la vitesse de convergence reste entier. Nous
n'avons pu le résoudre 3 cause de la complexité de la démonstration du
théoréme 1. Cependant, cette vitesse dépend étroitement du choix des
paramétres o et B (pour K fixé). Dans le dernier chapitre, on
a mis en évidence, sur des exemples, des choix pour o et B qui donnent
le "bon" ko pour un minimum d'observations, en remarquant que cecl
améliore les procédures antérieures. Le probléme de l'optimalité pour

a et B reste ouvert.

-~ Dans la pratique, dans les modéles AR(k) , k dépasse trés
rarement 5. En conséquence, on se limitera au choix de K inférieur

alo.

- Un autre probléme est le suivant : la loi limite des racines
(chap. III, § 5). I1 semble possible de tabuler ces lois limites dans
les cas simples, (degré du polyndme < 3), en vue d'obtenir des intervalles

de confiance, ou fabriquer des tests.
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- Comme il a &té signalé dans le chap. II, § IV, nos résultats
peuvent certainement s'@tendre aux processus multidimensionnels. Mais
1'observation étant indexée par RP ; améne & des problémes trés difficiles-
oii 1'on bute sur la recherche méme d'une expression de la vraisemblance

des observations donnant des estimateurs adéquats.

- Les résultats établis pour les processus gaussiens peuvent
8tre étendus sans difficultés aux processus non gaussiens en prenant

comme estimateurs de moindres carrés (cf. sect. 2.7. chap. I).

- On a considéré dans le chap. III les processus ARIMA(p,d,q)
avec q = 0. Cependant pour les ARIMA(p,d,q) ol q # O , on peut les

transformer en "ARMA (p+d,q)".
On estime alors les ordres p+d et g (cf. chap. II, § IV)

et la suite du traitement reste inchangée.

Finalement, ces résultats encore incomplets appellent bien

d'autres développements.
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Simulation.

Etude de La Statistique S (k) = (N + ak Log N) o” (k)

a >0 , k=0,1,..K

La fréquence de l'ordre sélectionné par Sn(K) dans 100 réalisations

d'un processus autorégressif d'ordre 1.

X, = a; Xt—l + €, s €L N(0,1) id .
K=17
o = 1
N K 0 1 2 3 4 5 6
a
25 0.2 15 11 5 3 9 8 12
8 1 18 4 9 7 6 i8
50 0.2 30 41 7 3 5 4 3
0.8 0] 65 9 6 6 3 5
100 0.2 il 65 9 6 5 1 0
0.8 0 76 12 2 4 2 1
200 0.2
.8
300 0.2 0 90 6 i 2 1 0
0.8 0 92 4 1 2 1
400 0.2
.8
500 0.2 0 96 4 0 0 0
0.8 96 4 0 0
1000 0.2
.8
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Simulation
Etude de £a Statistique S (k) = (N + ak Log N) o2 (k)
La fréquence de 1'ordre sélectionné par Sn(k) dans 100 réalisations

d'un processus autorégressif d'ordre 1.

x =a, X te, s eV N(O, 1) id .

t I Tt-1
K=17
o = 2
N K 0 1 2 3 4 5 6 7
4
25 0.2 64 11 3 1 4 5 3
8 3 54 3 6 4 6 9 15
50 0.2 62 33 3 0 2
0.8 0 90 7 3
100 0.2 41 57 2 0 0
8 0 95 4 ]
200 0.2 9 89 2 0 0 0 0 0
.8
300 0.2 4 96 0 0 0 0 0 0
.8
400 0.2
.8
500 0.2
.8
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Simulation

Etude de £a Statistique s (k) = (N + ok Log N) gz(k)

@a>0, k=0,1,...,K

La fréquence de l'ordre sélectionné par Sn(k) dans 100 réalisations d'un

= : ' — X . .
processus autorégressif d'ordre 1 . X o =a; X _, te , e N N(0,1) id .
K=7
o =3
N K 0 1 2 3 4 5 6 7
%
25 0.2 85 8 3 0 2 0 0 2
0.8 10 69 5 2 2 3 4 5
50 0.2 76 24 0 0 0 0
0.8 0 96 3 0 1
100 0.2 58 41 1
0.8 0 100 o
200 0.2 33 66 1 0 0 0 0 0
0.8
300 0.2
0.8
400 0.2
0.8
500 0.2 0 100 0 0 0 0 0 0
0.8
1000 0.2
0.8
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Simulation

Etude de fa Statistique S_(k) = (N + ok Log N) o2 (k)

La fréquence de 1l'ordre sé€lectionné& par Sn(k) dans 100 réalisations d'un

processus autorégressif d'ordre 1. X = a x te, s BV N(0, 1) id

t-1 t

K=17
a =4
N K 0 1 2 3 4 5 6
y
25 0.2 97 ] 0] 0 1 0 0
0.8 14 75 5 0] 1 i
50 0.2 90 10 0 0 0
0.8 2 96 1 0 1
100 0.2 81 19 0 0 0 0
0.8 0 100
200 . 0.2
0.8
300 0.2
0.8
400 0.2
0.8
500 0.2 2 98 0 0 0 0 0
0.8
1000 0.2
0.8
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Simuwlation

Etude de £a Statistique S (k) = (N + ok Log N) o (k)

o >0, k=0,I,...,K

La fréquence de 1'ordre sélectionné par Sn(k) dans 100 réalisations d'un

- . ' _ 1
processus autorégressif d'ordre 1 . X,o=ap x + €. 5 € v N(0,1) id
K=17
a =5
N K 0 1 2 3 4 5 6
41
25 0.2 97 1 0 0 1 0 0]
8 18 76 1 1
50 0.2 96 4 0 0 0]
8 2 97 1
100 0.2 93 7
0.8 0 100
200 0.2
.8
300 0.2
0.8
400 0.2
.8
500 0.2 8 92 0 0 0 0 0
.8
1000 0.2
.8




- 111 -

Simubation

Etude de £a Statistique S (k) = (N + ok Log N) o2 (k)

La fréquence de l'ordre sélectionné par Sn(k) dans 100 réalisations d'un

processus autorégressif d'ordre 1. X, = a; X, + € 5 BV N(0,1) id
K=17
a =6
N K 0 1 2 3 4 5 6 7
2
25 0.2 29 0 0 0 1 0 0 0
0.8 26 70 2 0 1 0 0 1
50 0.2 97 3
0.8 2 98
100 0.2 96 4
0.8 0 100
200 0.2
0.8
300 0.2
0.8
400 0.2
0.8
500 0.2 17 83 0 0 ] 0 0 0
0.8
1000 0.2
0.8
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Simulation

Etude de La Statistique Sn(k) = (N + ok Log N) gz(k)

a>0, k=0,1,...,K

La fréquence de l'ordre sélectionné par Sn(k) dans 100 réalisations d'un

processus autorégressif d'ordre 1. X =a x| te , e v N(0,1) id
K =7
a =17
N K 0 1 2 3 4 5 6
%
25 0.2 100 0 0 0 0 0 0 0
8 30 67 1 1
50 0.2 98 2
8 4 96
100 0.2
0.8 0 100 0 0 0 0 0 0
200 0.2
.8
300 0.2
.8
400
.8
500 0.2 24 76 0 0] 0 0 0 0
.8
1000 0.2
.8
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Etude de La Statistique Sn(k)

o >0, 0<B <1

k

(N + ok N°) o2 (k)

0,1,2,...

La fréquence de 1l'ordre sélectionné par Sn(k)

,K

dans 100 réalisations d'un

processus autorégressif d'ordre 1 {x, = a Xo_g el B N (0,1), id}.
K=17
a = 2 B = 0.1
N K 0 1 2 3 4 5 6 7
2
25 .2 13 7 5 2 7 8 14 44
.8 0 13 3 7 5 21 44
50 .2 29 23 6 6 6 4 1 15
.8 0 47 6 4 9 5 15 14
100 18 38 10 10 4
.8 0 59 13 4 7 5
200 .2 51 22 8 6 1 4
.8 0 65 11 5 6 1 6
300 .2 68 11 6 3 4
.8 0 75 11 5 4 2 3
400 .2
.8
500 .2 74 11 2 7 2 2 1
.8 73 12 4 3 2 2
1000 .2 78 13 2 1 2 1
.8 77 10 2 4 2 5 o
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Simulation

Etude de La Statistique Sn(k) (N + ok NB) gz(k)

a>0,0<B<1 , k

0,1,2,...,K

La fréquence de l'ordre sélectionné par Sn(k) dans 100 réalisations d'un

processus autorégressif d'ordre 1 . {xt =a, X te, o, e N(0,1) id}.

t-1 t

K=17
a =2 B = 0.097
N K 0 1 2 3 4 5 6 7
a
1
25 0.2 13 7 5 2 7 14 45
8 0] 12 3 7 4 7 21 46
50 0.2
.8
100 0.2 18 38 9 7 10 5 5 8
8 (0] 55 13 4 6 5 9
200 0.2
8 0 64 10 7 6 6 I 6
300 0.2 3 68 12 6 4 3 0 4
8 0] 73 11 6 4 3 3
400 0.2
.8
500 0.2 0] 71 11 2 5 5 4 3
0.8 0 70 12 5 3 5 3 2
1000 0.2 0 75 12 3 5 2 3
0.8 74 11 3 5 2 5
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Simuwlation

(N + ok §°) 02 (k)

Etude de £a Statistique 5 (k)

a>0, 0<B <1 k

0,1,2,...,K

La fréquence de l'ordre sélectionné par Sn(k) dans 100 réalisations

d'un processus autorégressif d'ordre 1 {xt =2 Xt—l + € > €, v N(0,1) id}.
K=17
o = 2 B = 0.3
N K 0 1 2 3 4 5 6
ay
25 0.2 55 6 2 3 4 7 7
8 1 44 5 8 4 9 {0
50 0.2
.8
100 0.2 66 32 2 0 0
8 0 94 5 1
200 0.2
.8
300 0.2 35 65
0.8 0 100
400 0.2
.8
500 0.2 13 87
0.8 0 100
1000 0.2
.8
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Simulation
Etude de £a Statistique S_(K) = (N + ok N°) G (1)

@>0, 0<B <1, k=0,1,2,...,K

La fréquence de 1'ordre sélectionné par S (k) dans 100 réalisations

n
d'un processus autorégressif d'ordre 1 . {xt =a; x + € &y v N(0,1), id}.
K =17
o =2 : B =0.5
N K 0 1 yi 3 4 5 6 7
|
25 0.2 97 i 0 0 1 0 0 1
0.8 10 73 5 1 2 3 3 3
50 0.2 97 3 0 0 0
0.8 0 98 1 0 1
100 0.2 97 3 0 0 0 0 0
0.8 0 100
200 0.2
0.8
300 0.2
0.8
400 0.2 i
0.8
500 0.2 98 2 0 0 0 0 0 0
0.
1000 0.2
0.8
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a>0, 0<B <l

Etude de La Statistique Sn(k)

9

O + ok N°) o2 (k)

0,1,2,..

LK

La fréquence de 1l'ordre sélectionné par Sn(k) dans 100 réalisations d'un

processus autorégressif d'ordre 1. {xt a; X, €, . ~ N(O,1) id} .
K=17
o 0.1
N 0 i 2 3 4 5 6 7
25 31 8 4 3 7 8 11 28
1 31 7 5 7 14 29
50 56 25 4 2 5 3 1 4
100 37 49 5 5 3 1 0] 0
0 77 11 2 5 1 1 3
200
300 10 79 7 1 2 1
90 6 1 2 1
400
500 93 0 0 0 0
0 94 6 0 0
1000 0] 94 5 0 1 0 0 0]
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Simulation

Etude de fa Statistique S_(K) = (N + ak N°) o” (k)

a>0,0<B<1 , k=0,1,2,...,K

La fréquence de l'ordre sélectionné par Sn(k) dans 100 réalisations d'un

processus autorégressif d'ordre 1. {xt =a; X _; te. , e " N(0,1) id}.
K=17
a =3 g = 0.097
N K 0 1 2 3 4 5 6 7
21
25 0.2 31 8 4 3 7 8 11 28
0.8 1 29 6 8 5 7 15 29
50 0.2
0.8
100 0.2 36 49 5 5 3 2 0 0
8 0 76 12 2 2 1
200 0.2
.8
300 0.2 10 78 7 1 2 2
0.8 0 89 7 1 2 |
400 0.2
.8
500 0.2 2 93
8 0 100 (0]
1000 0.2
.8
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Simulation

Etude de La Statistique s (k) = (N + ok ) o2 (k)

@a>0,0<B<1, k=0,1,2,...,K

La fréquence de 1'ordre sélectionné par Sn(k) dans 100 réalisations

X te o, L N(0,1) id}

d'un processus autorégressif d'ordre 1 {xt =a; X "

K =7
o = 3 B = 0.3
N K 0 1 2 3 4 5 6
a
25 0.2 85 4 4 0 2 | 1
8 5 60 8 3 4 4 7
50 0.2
.8
100 0.2 88 12 0
8 0 99 1 0
200 0.2
.8
300 0.2 70 30 0 0 0 0 0
.8
400 0.2
.8
500 0.2 37 63 0 0
0.8 0 100
1000 0.2
.8
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Simulation
Etude de La Statistique Sn(k) = (N + ok NS) gz(k)

«a>0, 0<B<1, k=0,1,2,...,K

La fréquence de 1'ordre sélectionné par Sn(k) dans 100 réalisations

d'un processus autorégressif d'ordre 1. {xt =a; X * € 5 Ep N(0,1), id}
K =17
a =3 B = 0.5
N K 0 1 2 3 4 5 6 7
4
25 0.2 99 0 0 0 1 0 0 0
0.8 18 76 3 0 1 0 1 1
50 0.2 98 2
0.8 2 98
100 0.2 100 0
0.8 0] 100
200 0.2
0.8
300 0.2
0.8
400 0.2
0.8
500 0.2 100 0 0 0 0 0 0 (0]
0.8
1000 0.2
0.8
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Simulation

(N + ok N°) o2 (k)

L]

Etude de La Statistique Sn(k)

a>0,0<B<1, k

0,1,2,...,K

La fréquence de l'ordre sélectionné par S (k) dans 100 réalisations

n
d'un processus autorégressif d'ordre 1 . {xt =a x| te ,E "N N(0,1) id}.
K=17
o =5 B = 0.1
N K 0 1 2 3 4 5 6
%1
25 0.2 74 6 4 0 3 4 3
8 3 56 7 4 5 8 14
50 0.2
8 0] 89 8 0 3 0 0 0]
100 0.2 65 32 2 0 1 0
8 0 94 5 1
200 0.2
.8
300 0.2 26 72 2 0 0 ¢ 0]
8 0 98 2
400 0.2
.8
500 0.2 6 93 1
0.8 0 100 0
1000 0.2
.8
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Simulation

(N + ok N°) o2 (k)

Etude de La Statistique Sn(k)

a>0,0<B<1, k

0,1,2,...,K

La fréquence de l'ordre sélectionné par Sn(k) dans 100 réalisations

d'un processus autorégressif d'ordre 1 {xt =a; X _;te .e " N(0,1) id}.
K =7
a =5 B = 0.097
N K 0 1 2 3 4 5 6
AN
4
25 0.2 74 6 4 0 3 4 3
8 3 56 4 5 8
50 0.2
.8
100 0.2 65 32 2 0 1
8 0 94 5 1
200 0.2
.8
300 0.2 25 73 2 0 0 0 0
8 o 98 2 0 0 0
400 0.2
.8
500 0.2 6 93 1 0 0 0] 0
.8
1000 0.2
.8
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Samulation
Etude de La Statistique sn(k) = (N + ak NB) gz(k)

a>0, 0<B<1 , k=0,1,2,...,k

La fréquence de l'ordre sélectionné par Sn(k) dans 100 réalisations

d'un processus autorégressif d'ordre 1. {xt =a, X _, + €. 5 & ~v N(O, 1), idl.
K=17
o =5 g = 0.5
N K % 0 ! 2 3 4 5 6 7
l
a, !
u
25 0.2 100 0 0 0 0 0 0 0
0.8 34 64 o) 0 1 0 0 1
50 0.2 100 0
0.8 8 98 0
100 0.2
0.8
200 0.2
0.8
300 0.2
0.8
400 0.2
0.8 i
500 0.2 100 0 0] 0 0 0 0 0
0.8
1000 0.2
0.8




Simubation

25

50

100

200

300

400

500

d'un processus autorégressif d'ordre 1. {xt =a x _, te ,e " N(0,1), id}.
7
a =7 = 0.1
K 0 ! 3 5 6
2
0.2 96 2 0 0 0
10 69
0 95 0 0 0
85 14 0 0
0 98 0
0.2 45 55
0.8 0 100
0.2 14 86 0
0.8 0 100
0.2

1000
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Etude de fa Statistique S (k) = (N + ok ¥y o2 (k)

o

>

0

3

0 < B <

1

b

|3

0,1,2,...

b

k

La fréquence de l'ordre sélectionné par Sn(k) dans 100 réalisations

0.8
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a> 0, Ozpgel, k=0,1;2,...5K

La fréquence de 1l'ordre sélectionné par S (k) dans 100 réalisations
q P n

d'un processus autorégressif d'ordre 1. {xt =a x _,te e v N(O0,1), id}.
K =7
a =7 B = 0.097
N K 0 1 2 3 4 5 6
4
25 0.2 95 2 1 0 1 0 0
0.8 10 69 5 2 2
50
100 0.2 84 15 1 0 0 0
0.8 0 98 2 0 0 0
200 Q2
0.8
300 0:.2 43 57 0 0 0 , 0 0
0.8
400 0::2
0.8
500 0.2 13 87 0 0 0 0 0
1000 0.2
0.8




Simulation

>
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Etude de fLa Statistique Sn(k)

0 < B <«

(N + ak NB) ;z(k)

=0,1,2,...,K

La fréquence de 1'ordre sélectionné par Sn(k) dans 100 réalisations
d'un processus autorégressif d'ordre 1. {xt =a; x| te ,e " N(O,1), id}.
K=17
o : 0.3
N K 0 1 3 4 5 6
25 0.2 99 0 1 0 0
0.8 22 74 1 0
50 0.2
0.8
100 0.2 100 0 0] 0
0.8 0 100
200 0.2
0.8
300
400 0.2
0.8
500 98 2 0 0 0 0
1000 0.2

0.8
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Simulation

Etude de £a Statistique de Schwarz Sn(k) = N Log gz(k) + k Log N
(k = 0,1,2,...,K)

La fréquence de 1'ordre sélectionné par Sn(k) dans 100 réalisations
d'un processus autorégressif d'ordre 1 ,

{x, = a, x 1t ol €. " N(0,1) id} .

t 1 t t
K =7
N K 0 1 2 3 4 5 6
8
25 0.2 31 25 5 6 8 13 5
8 1 42 9 10 5 9 11
50 0.3
.8
100 0.3 12 70 8 5 3 2
8 0 81 12 3 1
200 0.3 0 86 11 1 1 i
0.8 0 87 9 1 2 1
300 0.3 0 91 6 1 2 0
0.8 0 92 4 1 2 |
400 0.3
.8
500 0.3
.8
1000 0.3
.8
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Ce travail est essentiellement consacré a l'estimation des
paramétres d'un processus autorégressif & partir de l'observation d'un

morceau de trajectoire du processus.

A partir du statistique proposée par SHIBATA, on construit un
estimateur de 1'ordre d'un AR(p). Une loi limite est fournie, on donne
un théoréme de convergence, et on &tudie le risque quadratique asymptotique

associé.

On montre que cette procédure peut s'é@tendre aux AR multidimen-

sionnels, ainsi qu'aux ARMA(p,q).

Comme application, on fabrique un procédé d'identification du

degré de différentiation d'un processus ARIMA(p,d,q).

Enfin, des exemples, et des simulations illustrent cette étude.

\J
MOTS CLES

- PROCESSUS AUTOREGRESSIF, ARIMA,
~ IDENTIFICATION ,
~ SIMULATION - MODELE.




