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INTRODUCTION.

En estimation fonctionnelle classique sur les processus
stationnaires, on a 1l'habitude d'étudier séparément les différentes
fonctions a estimer. Bien souvent, plusieurs méthodes sont mises en ceuvre

dans chague cas (voir [1] par exemple pour l'estimation de la densité).

Cette thése est une premiére étape vers une unification. Plus
précisément, nous nous intéressons & une classe F de paramétres a
valeurs dans un espace de Hilbert, dont les coefficients de Fourier, une

base hilbertienne étant pré&alablement choisie, sont des espérances.

Ayant fait T observations, on ne peut estimer directement un
tel parametre de dimension infinie ; par conséquent, on projette la

fonction & estimer sur un sous-espace de dimension finie, et on cherche

des estimateurs ”"naturels” de la projection.

Le premier chapitre définit le cadre général de cette &tude,
la classe F de fonctions & estimer, illustrée de quelques exemples.
Nous étudions également le probléme de 1'indépendance des propriétés
requlses pour F vis & vis de la base hilbertienne choisie. Enfin, nous

mentionnons quelgues résultats récents sur la guestion.

Dans le second chapitre, nous construisons des estimateurs des
fonctions de F, étudions leur biais asymptotique, puis donnons une condition
suffisante de convergence uniforme presque slre. Cette condition est vérifiée
dans deux cas classigues, moyennant des hypothéses qul se révelent acquises
sous une hypothese simple sur la mélangeance du processus de base. Une

vitesse de convergence exponentielle est fournie.



Le chapitre III voit s'appliguer les résultats précédents a
de nombreux exemples : estimation de la densité, du mode, de la fonction
de répartition, des dérivées de la densité, de la densité spectrale, de
l'erreur de prédiction linéaire, de l'’erreur d'interpolation liné&aire, des
dérivées de la densité spectrale, de la fonction de répartition spectrale,
des covariances, des corrélations, de la densité conditionnelle, et des

fonctions de régression.

Dans le dernier chapitre, nous donnons une condition suffisante
de convergence uniforme presque sdre des estimateurs précédents en enlevant
1'hypotheése de mélangeance, remplacée par une hypothése plus faible, qui

y fait perdre en vitesse de convergence.

Enfin, nous donnons une condition suffisante de convergence uni-
forme presque slre et une vitesse de convergence dans le cas d'’estimateurs

de la densité spectrale pour un processus faiblement stationnaire.



CHAPITRE 1

GENERALITES SUR L'ESTIMATION D'UNE CLASSE

DE PARAMETRES FONCTTONNELS.

1 - LES DONNEES DU PROBLEME. -

1°) Hypothises surn Le processus de base.

)

Dans toute la suite, nous considérons un processus (xt ez ’

centré, défini sur un espace probabilisé (Q,A,Q) et & valeurs dans
un espace mesurable (E,B) ol E est un espace topologique muni de sa

tribu borélienne.

On supposera (sauf avis contraire) qu'il est strictement station-

naire et fortement mélangeant.

Nous appelons processus strictement stationnaire (voir [2])

un processus tel gue :

Yk 31 ; \ftt1,...,tKJ e 2; Yhez ;

Lix e X ) = L(xt seeesXy )

ty*h 1 K

tk+h

o0 L(Y) désigne la loi de la variable aléatoire Y. Soient Mfm

+
et M les tribus engendrées respectivement par {xi l i<t}

t+n
et {xi | i > t+n} . Comme Rosenblatt ([3]) , Nous appelons processus

fortement mélangeant, de coefficient de mélangeance o (on dira

a-mélangeant) un processus vérifiant



sup |P(ANB) - P(A) P(B)| = aln)

avec lim al(n) = 0 .
n—>-+o

On supposera de plus, sans perte de généralité, que la suite

5crod =1 . L
(m[n))mﬂN est décroissante et que afl0) 1 e processus [xt]teZ
peut 8tre considéré comme une variable aléatoire X & valeurs dans
1'espace fonctionnel (EZ , BEZ , QXJ ol B82 est la tribu engendrée

par les projections canoniques I, . L'existence de @ est assurée par

t X

le grand théoréme de Kolmogorov.

2°) Schéma du probfeme d'estimation.

Spient P 1'ensemble des mesures de probabilité sur [E7 ) B@Z],

D un sous-ensemble de P, G [(ensemble des param@tres) un sous-ensemble
de LZ(F,C,uJ, o0 F est un espace topologique localement compact & base
dénombrable muni de sa tribu borélienne C, et u une mesure o-finie

sur (F,C) telle gue LZ(F,C,u] = Lz[u] soit séparable quand on le munit

de sa topologie usuelle.

Soit enfin ¥ wune application de 0 dans G. Le probléme est

d’'estimer VY(P} = (notée g dans la suite, s'il n'y a pas ambiguité)

Ep

3 partir d'observations provenant d'une loi inconnue P de 7.

Un estimateur d’'ordre T est une application mesurable éT

de ET dans Lz[u]



3°) Deginition de La classe F.

Déginition 1.- On dira que ¥ est de classe F si

Z .
a) Il existe dans L™ (y) un systéme orthonormé complet

(er)réw formé de fonctions continues (1 , et uniformément bornées.
b) Si on appelle ar[gPJ les coefficients de Fourier de
£ relativement & la base [er]rdw , pour tout P de D, on a
€D ) Iar[gp]] <+,
relN
¢) Pour tout P de D et tout r de N, on a:
(2) a (g;) = EP[mP(X1""'Xh(P])]

ot h est une application définie et & valeurs dans IN , ol @r est

Eh[r), B@h(r)

une applicetion de ( ] dans (R, %P) P-intégrable.

Remarque : Dans la définition précédente, a et b sont

de simples conditions de régularité, ls propriété cruciale est c.

1T - EXEMPLES.-

I1 est clair gue de nombreux parametres fonctionnels sont de

classe F.

Nous supposercns dans la sulte gue les espaces topologiques
rencontrés sont munis de leur tribu borélienne. Donnons ici deux exemples

ol ¥ est de classe F.

(1) Plus précisément de versions continues. On les identifiera dans la suite.



1°) Exemple 1.-

(E,B) = (F,C) = (R, %R)

u = mesure de Lebesgue sur (R, BR]
(er)réN = fonctions d'Hermite

D = ensemble des mesures de probabilité sur (EZ ) B@Z) telles

que, pour tout P de D, et tout t de 2, P ng admette une densité

FP par rapport & u, qui soit trois fois dérivable, et telle gue :

22 [ -x%r2 (3)
e . Ea FP[X{] soit de carré intégrable (voir Dﬂ].
¥(P) = f,
2°) Exemple 2.-
Le processus (xt)tEZ est supposé réel d'ordre 2 (i.e. Yte 7,
E xi < + ®),
(E,B) = (R, qRJ
(F,C) = ([~ =, Tr],B[_ -
p = mesure de Lebesgue sur (F, C)
[er)réw = les fonctions trigonométriques .
On pose :
Vit e 7, o(t) = E{lx_ x.)
a t

D = ensemble des mesures de probabilité sur [EZ . BBZ)

telles que :



Yen; ] IUP(tJI <+ o  (i.e. ) Icp[t]] < + )
tCZ telN

On pose :

Vie[-m o]l  #£,00 = ] o (t) cos it
2n teZ

fP est la densité spectrale du processus [xt]tel de loi P.

. ¥(P) = 5

Les exemples seront repris et détaillés au chapitre III, ainsi

que d'autres.

| 'estimation de la fonction frontiére d'une mesure (voir [32]]

ne semble pas devoir entrer dans le cadre de cette étude.

11T - ETUDE DE L'EFFET D'UN CHANGEMENT DE BASE SUR LES ELEMENTS DE F.-

1°) Remarque.

I1 est clair que la propriété b de la définition du para-

graphe I, 3° n'est pas conservée par changement de base. En effet, si 1'on

g

el

vérifiée, alors qu'il n'y a aucune raison gu'elle le soit pour une base

choisit une base contenant , i1 est clair que la propriété b sera

quelconque.

2°) Etude de certains changements de base.

Commengons par démontrer deux lemmes.

Lemme 1.- Soient deux systémes orthonormés complets [er]rdN

et (Fr)réw dans un espace de Hilbert H muni d’'un produit scalaire

noté <.,.> , de norme associée I




Soit g un élément de H. On a alors

= = b_f
g rgw ar e. rgN . f. avec
2 2 2
(5) Y oa.= ) b_=|lgll
reN © ren T
On pose :
(6) o, =<e,, f> VielN , Vrel
ir i’ 'r
On a alors :
2 2
(7) ing air_reZJN aj. =1 et
(8) b = ) a,  a;
rooghyt

Si on suppose de plus gque

(9) ) Iarl <+t w® et que
relN

(10) JnerR 5 VYien Yoda, | g m

+ ir

r=1

Alors
(11) z |br‘ < + o,

relN

Démonstration : (5) n'est autre que 1l'égalité de Parseval.

On a :



[+

a e tend en norme vers z a e .
0 r r r=0 r r

Or

it o~12

r

La continuité du produit scalaire permet alors d'écrire :
p p

On a clairement

\/I‘e]N 3 "Fr= Z cv,irel
ielN
et VieN 5 e = ) a f,
relN r

L'égalité de Parseval nous donne alors (7).

On suppose maintenant avoir (8}, On a alors

oo

Dlol= T |
r=1

r=0

o, a,|
ir 1

I~ 8

i=0

Pour tous entiers N et N2 , ONn a

1
N N Ny
rZD llzo % %l S rZD iZD U
Ny Ny
) iZD 24 PZD o]
o
<" iZU 2y

Par passage a la limite, on a donc (11).

Lemme 2.- Soit [Yi)iéN une suite de variables aléatoires

définies sur un espace probabilisé (Q,A,P) et uniformément bornées

par M.



_’lo_.

2
Les o étant définis comme au lemme 1 ol on prend H = L (PJ,

alors on a :

[o9] (o]
(12) ECY o, Y) = ) o, E(V.
j5p 4T i j2p ir i
Démonstration : Posons :
n +00
yr= Yy o, Y, et Y= a,_ Y, (existe grace & (7)).
n . ir i ir i
i=0 i=0
On a
2 - 2 - 2
lyr =y =1 7 o Y. "M } oi .
n . ir i , ir
i=n+1 i=n+1
Or, grace & (7), on a :
- 2
1im z o, =0 .
. ir
nre i=p+1
2
Donc : Yé E—Lal+ Y! .

Grace & 1'inégalité de Schwarz, on a alors

1
Yé L (P) v

c'est-a-dire :
n

lim EC ) o, Y.) = E(
. ir 1 .
n->o i=0 1

HWe~18 .
Q
—<

D'ol 1'égalité (12).
Appliquons ces deux lemmes.

2 .
Prenons H = L (u) . Soit [ei] un systéme orthonormeé

ielN
complet de L2(u] , ol les (ei]

el sont continues et uniformément bornées

2
par S. Soit [fr]réw un autre systeme orthonormé complet de L (u) , od



les (fr]rdN sont continues et uniformément bornées par S’.

Soit g un paramétre vérifiant la propriété b) de la définition 1

relativement a (e.), , 8'écrivant
i"ielN
g = z a e = Z b f
rsg T T g TT
On suppose que :
" (o]
(13) dm e®R, 5 Vren 5 ] oy | sm,
i=0
" o0
(14) 3M2 eR Vien ; Y lairl M,
r=0
(les a; étant définis par 6}.
Comme : Vr e N 3 f_ = 2 o, e,
N

Grace & (13], on en déduit que les Fr sont continues et

uniformément bornées.

De plus, gréce au lemme 1, on a :

ol <+ =

nor~18

r=0

Donc g vérifie la propriété b de la définition 1 relativement

(Fr]rdN .

jol

Supposons de plus que g vérifie la propriété c) de la définition 1
relativement & [(e,), . Il vérifie :
i7ielN

VrenN a, = E[@r[xq,...,xh(rﬂ]

ol ﬁr est supposée uniformément bornée par B.
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Gréce au lemme 2, on a :

VreenN |, b_ Z a; El:lpr(x,‘....,xh(r])]
ielN

E[;éw o ﬁr[x1""’xh(r])]

Ainsi g vérifie la propriété ) relativement a (fr)rélN . De plus,

on remarqgue que :
| 1 o ﬁr(x1.-..,xh(r)]| sB ) Jo, [ £B .M

ielN ieN

donc la propriété d'&tre uniformément bornée reste vraile.

IV - QUELQUES RESULTATS RECENTS SUR LA CONVERGENCE EN ESTIMATION FONCTIONNELLE

POUR LES PROCESSUS. -

Nous ne prétendons évidemment pas & 1l'exhaustivité sur un

sujet aussi vaste.

1°) Estimation de La densité.

G.G. Roussas D4j, M. Rosenblatt Dﬂ, puis H.T. Nguyen Eﬂ ont
ftuydié particuliérement 1'estimation des densités marginales, des densités
multivariées, des densités de transition attachées & un processus markovien ;
les deux premiers dans le cas discret, et le dernier le généralisant au

cas continu.

D. Bosg, dans Bﬂ, a établi la proposition suivante :
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Proposition 1.- Soit (€ ) gy Une suite strictement stationnaire
¥-mélangeante de variables aléatoires définies sur (2,A,P} & valeurs dans

(E,B,u). Soit P la loi commune des g .

Supposons que (E,Bl soit un espace topologique muni de sa

dP

tribu borélienne, et que —2  admette une version continue unigue
du

notée f. Supposons d'autre part qu'il existe une suite [ef] de

i ieN

versions continues des ei

Posons

* *
= t =
a; J f e, du e T g a; e,

Sous les hypothéses suivantes

est &—mélangeante et z ﬂ(n) < + o

1) ()
n’ nelN neN
2) M = sup sup |e:[x]‘ < + @
- ielN xeE
3) La série z a; ez converge uniformément vers f.
i=0
0 5
4) z _[—Q_....(g..)..)_<+co_
n=1 n
Alors, on a : lim p.s. sup |f (x) - f(x)| =0 .
n->+oo xek n

Enongons une proposition toujours due & D. Bosqg [Bﬂ) dans un

article, qui est a4 la base de cette thése.

Proposition 2.- Les notations sont les mémes gqu'ad la proposition 1.

51

1) est stationnaire et {-mélangeante avec

[gandN
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Jn) = a oy a>0 ; 0c«< p <1 5 n

\\'
_

8

2) M = sup sup |e:(x]| < o+

ielN xeE

3) z gln) exp[} Y Vﬁj + o pour tout vy > O
nx4 g(n)

Alors, &6 >0 et a > (Log 1J_1/2 étant donnés, on a

P
P(sup |f (x) - f(x)] > 6) = 0 [q(n) exp(- J . /n )]
n 2
xeE 4 M o gln)

et donc sup (Fn(x] - f(x][ - 0 presgue complétement sdrement.
xeE

J. Akonom a étudié, dans sa thése [Bﬂ], 1'estimation de la
densité de la partie continue d'une probabilité mixte et 1'e appliqué

particuliérement aux processus stationnaires et mélangeants.

Avec le méme type de processus, D. Bosq [[S]) a donné un théoreme

de convergence presque sdre de la densité conditionnelle.

Reprenons les notations de la proposition 1. On considere

1'gspace mesuré (RP, B o’ u) ol u est la mesure de Lebesgue sur RP
R

On suppose gue la loi QO de [50,51] est absolument continue par
rapport &8 u, et qu'elle admet une version continue et bornée h de

sa densité par rapport a .

En prenant (ei ejJ comme base hilbertienne de LZ[u B uj,

ielN
JeN
on peut estimer la densité conditionnelle D-.
.F
- - 2
Soit h_[x,y) = a.. e.(x)e.(x) Vi, er?P
n ijn i J

Dsi5q1(n)
0sjsq,(n)
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h -
L'estimateur de h est défini par :E (¢i £ =0 ,
. f f 4
N n
on prend -0
4F
n

On a alors la proposition suivante

Proposition 3.- Sous les hypotheéses de la proposition 1, et

si
(e
1) . Z [I h ey 5 dlu @ UJ] e; 8y converge uniformément vers h,
i,j=0
5 5
o g,(n) g5(n)
2) z _1_______2_.___<+w
2
: n=1 n
On a :
h_ (x,y) hix,y)
i n
lim p.s. sup = - =P
n->+e (x,y)eKxRP Fn(xJ f{x)

pour tout compact K sur lequel f est positive.

M. Delecroix, dans [ﬁS] , a étudié dans le méme cadre, 1’'estimation
des densités marginales et de transition, et a obtenu des lois-limites

pour ces estimateurs.

7°) Estimation de La densiti spectrale.

Peu d'articles ont paru sur la convergence uniforme presqgue
sire des estimateurs de la densité spectrale. Ce probléme a été étudié
par T.M. Tovstik [gl dans le cas d'un processus linéaire, par G. Alekseev [ﬂi
pour les processus gaussiens, et par D.R. Brillinger EH] pour des processus

~

dont les moments de tous ordres satisfont & des conditions de stationnarité.
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Nous citerons le résultat plus général suivant, du a

V.F. Gaposhkin [12] :

Soit (u,)

un processus réel stationnaire de moyenne nulle.

Yt'tez
1 : 1t)\2
Appelons I(A) = — z ut e | son périodogramme. Alors un estimateur
2nT tt=1

fT[v] de la densité spectrale f(v) est donné par :

- +
FT[V] = J WT[A]v) I(X) dx ob WT(A|v] est une "fenétre spectrale”
-7

Sous 1'hypothese que la relation E[uk Ui Uk+r Uk+s]
E[uD uh ur us] est vérifiée pour tous entiers Kk, h, r, s, 1'auteur

donne des conditions qui impliguent la convergence uniforme presque sdre

~

de fT vers T, ainsi qu'upe vitesse de convergence.

Enfin, citons un article récent de E. Masry [j3] gui estime
par la méthode des fonctions orthogonales la densité spectrale d'un
processus continu [X[t)]th . I1 observe le processus aux temps
(tn] , n=1,...,N ; od (tn) suit un processus ponctuel réel station-
naire de Poisson. L'auteur montre la convergence uniforme en moyenne
quadratique des estimateurs construits. Le systémes orthonormé choisi,
hélas, est fonction du processus (tn]ndN (dans le cas poisscnnien,

11 prend les fonctions de Laguerre) et, hormis les cas simples, le calcul

davient vite inextricable.
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CHAPITRE 11

UNE CONDITION SUFFISANTE DE CONVERGENCE UNTFORME
PRESOUE SURE D'ESTIMATEURS DES PARAMETRES DE CLASSE F.

1 - DEFINITION DES ESTIMATEURS - ETUDE DU BIAIS.-

1°) Définition des estimatewrs des parametres de classe F.

On suppose que Y est de classe F. Avec les notations du

chapitre I, on a :

V& € F gly) = z a e (y) (au sens de Lz(u)]
r r
relN
On suppose gu'on a observé x,],...,xT .

I1 est naturel de choisir comme estimateur de g.

(15) Yy e F gly) = ] w(r)a_ e (y)
relN
ot
e
T Ioh(r) 4o r i’ *“i+h(r)

- les wT[r) sont des poids dont nous considérerons essentiel-

lement deux classes :

Soit KT e N avec
p
KT < T
(18) {
lim K_ = lim-l; = + o ,
T+ T+ KT
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Classe 1 :
wT(r] = 1 Vr < KT
(17)
wT[r] =0 Yr > KT .
Classe 2 :
- _r X
(18) wT(r) = {1 ) wT[r)
T
ol w*[rJ = K[J;J pour r <K
T T
K
T
*(r) = O K
welr) = pour r > K.

et ol la fonction Kk est assujettie aux hypothéses classiques suivantes :

r k(0) = 1
(19] < - |k(x]| <M pour 0 g x <1 (on prendra M > 1)
L . k est continue & droite en zéro.
Remarquesd :

1) La somme dans (15) est une somme de (KT + 1) termes.

2) Gréce & (2), on a

Yr e N E(é ] = a
r r

2°) Etude du biais.

Commengons par établir un lemme sur les séries.

Lemme 3.~ Soit (ar}rdN* une suite réelle & termes positifs

telle que :
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(ZU] z a < + oo
r
r=1
T
Alors : lim Z L a =20
Tstw p=1 T ©
Démonstration : (20) dimplique que :
Ye>0 ;37 en : Vien , T>T  telaque
0
J a <&
r=T +1 © 2
o)
Pour T > TO , on a :
T To r T . T © c
zr_a =X—_a + z - a S__Q_Za  T——
r r T r
r=1 T r=1 T r=TO+1 T T r=1 2

I1 est clair qu'il existe T, dans N tel que, pour tout T > T1 ,

on ait :

T
(e]
— a <
T r

1o~ 8

N o

r=1

Ainsi, pour T > max(T ,T1], on

o

r

ner~1— 0O

et ceci pour tout €. D'ol le lemme.
- Le biais bT[y) de gT(y) vaut :

(21) V@ e F ; bT[y) = E éT[y) - gly)
7 I

(wolr) - 1) a_e_(y) - a e (y)
=0 ’T r T F:KT+1 r r
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B'oud
K
R R I L e Y e N
(22) S . sup y < w, (r) - . la + a
yeF | r=g | r r=K +1 r
en appelant : S = sup ier(y)| .
yeF

Soit € > 0 un réel donné.

a) Dans le cas de la classe 1, on a :

-1
S  sup |bT[y]| < 2 |arl
veF r=KT+1

Cette derniére quantité étant majorée par e pour T assez grand, grace

a (1) et au fait que : 1lim KT = + oo,

T>+oo

b) Dans le cas de la classe 2, on a :

[¢1 -5 k) -] < [k -] = k]

KT KT T KT
D'el
KT KT . KT r
(23) z|wT(r)-1|.{a|sz|a|.|k[——1—1|+21a!.—
r=0 = . K r=1 T 7
On a alaors :
Ky . . MK, Ky .
7 el 2.k e —L ] I
r=1 T KT T r=1 T
Kt
Grécs au lemme 3 et au fait que lim — = 0 , il existe T e tel
To>+0 T o
que ;
Kr
(24) Vren 5 T7>7 . J la| & kB <%
© r=1 T T K 3

T

. k|
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Traduisons la continuité de k en O :

Js>o0 <1 ; V& L <s;

k(S - 1]« —F—
K

T 6 ) Iarl

r‘:

x . . pa . N
Posons KT = [S K%] [[..:] signifiant : partie entiere de)

On a alors :

*
KT . KT . K
(25) Y ola ] |kt=) -1 s | Ja_| — £ (M1 )
r=1 T K r=1 T K
T 5 X lar[
r=0
s+ ey Y la |
6 r=K:+1 r
Grace a (1) et au fait que 1lim K_ = + «, il existe T1 dans IN tel
T++oo
que :
(26) YTeN ;5 To> T, (M+1) Iola| <=
* r b
r=KT+1

Finalement (22), (23), (24), (25) et [2B8) permettent d'écrire :

r

yeF r=KT+1

LN - . s . €
La derniére somme peut &tre rendue inférieure & -— par un argument

3

=

similaire & celui de a, pour T > T2 .

o]
S 1 . 8uUp le(y]‘ s-gg + z la ] pour T > max(T_,T,)
3 o 1
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Finalement

Ve>0; YT eN ; T > max(T ,T,,T7.)
o’ 1”2

s, sup [bT[y][ <€
yvef

D'ol le théoréme.

Théonéme 1.- Si les poids we(r) sont de classe 1 ou 2,

et si

lim KT = lim LI

T+ T+ K

T

alors les estimateurs sont asymptotigquement uniformément non biaisés.
gT y q

3°) Ondre du biais.

E. Parzen E1i] a développ€ une étude du biais asymptotique dans
le cas de la densité spectrale. Nous reprenons son traitement "mutatis

mutandis”, dans un cadre plus général.

Il est clair (voir paragraphe précédent) que le biais asympto-
tigue de éT dépend & la fois de la régularité de g, paramétre a estimer,
et aussi de la régularité au voisinage de 0 de la fonction de poids
k(x). D’od la nécessité d'introdulre des hypothéses supplémentaires.

Supposons qu'il existe p > 0 tel que

Supposons de plus gue la fonction de poids k(x) vérifie

3q>0 ;E]k>[] 3 1im1—~?——};-£3<—]-=|<

x+0 X
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(g est le plus grand exposant pour lequel : Kk < + «}, On a alors

le résultat suivant

Théonéme 2.- Sous les hypothéses supplémentaires précédentes

et
1) si px2qg , alors
+o0
lim K? bT[y) = -k Z ra e (y)
T+ r=0 r
S
si p>1 et lim — =0
T+ T
K?+1”p
ou si p g1 et lim ———— = 0
T+ T
2) si p<g , alors:
. p =
lim KE b_(y) = 0O
TT
T++oo
¢
si p =1 et lim — =0
T+ T
K
ou si p <1 et lim — =0 .
Tt T

- Pour la démonstration, on pourra consulter T.W. Anderson

([18] p. 522-527).

Ainsi, étant donné g caractérisé par son degré de régularité p,

-~

on peut, dans tous les cas, contréler le biais de gT , 1'ordre de ce biais

étant évalué gréce au théoréme 2.
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11 - UNE CONDITION SUFFISANTE DE CONVERGENCE PRESOUE S&RE DE éT VERS g.-

1°) Notations et hypotheses complimentaires.

Supposons qu'il existe TD e N tel que :

(26 bis] Yien 5 T3 T0 ; YreN ; r g KT ; KT > hir)
Posons :

(27) Veen ;s Vien' ; Xi,r = ﬂr(x seres Xgpenyd Tl
On a clairement gréce a (2)

(28) Veem: Vienw' ;  E(X ) =0,

On supposera dans la suite que est uniformément bornée. Gréce &

(1), on a alors :

(29)

‘p]’."

ad eIRf 5 \r eN ; V& eZN* 3

Faisons 1'hypothése (de non-dégénérescence) suivante

(30) VreN ; E(xf ) >0
A r Fixé, on considére la suite de séguences sulvantes, ol
1l'on pose k = k(T - h(r)) , o T>2 et 2k g T:
C Yae T X e et e 29,0 T Mot Tt Xogor
Yo,r = %oks1,r * Xakr 2,0 T Raket,r Tt Rakor
31 ¢ Ve T Xpte-13k+1,r T Xze-nk, e f,r T Rcze-nket, e Tt X2k
0 si 28k = T-h(r)
et Z£+1,r =
L Xotks1,r 7" Xroneey,r 300D
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od £ est déterminé par :

(32) 28k ¢ T hir) < (2£+1) k

On pose en outre :

(33) ST-h(r) = X1,r + .. XT—h[r],r
£
2 2
(34) T ohir) = 2 _Z BCYS )
3=
On suppose en outre gue :
(35) lim K. = 1lim L lim K,
T+ Tt K(T)  Tote KT
(36) 3T1e1N;\7’TeJN; T>T, 5 YrelN 5 rsKy 5 onait
k 2 hir)
2°) Résultat princdpal.
Remarquons d’'abord que, puisque (xt)tez est un processus

strictement stationnaire et o-mélangeant, alors le processus
[xﬁr[xi [ xi+h[r)))iéN* est strictement stationnaire et o'-mélangeant

avec, pour tout r et n > hir)
(37) a'(n) = aln-h(r))

Enongons une inégalité de Bernstein pour les processus stationnaires
et mélangeants dont la démonstration est due & D. Bosg Bﬂ et ici

généralisée au cas fortement mélangeant.
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Lemme 4.- Soit (Xn]nde une suite de v.a. réelles qui forme
un processus stationnaire et a-mélangeant. On suppose gue [X1l <d,

que E X,| =0, et que : E Xf >0 .

On pose k = k(n) , n > 2 avec 2k g n et on considére

les séquences :

Yo = Xt v X Zy = Xwq Fomes T X
Yo = Xoren et Xy Z5 = X3keq vt Kok
Yo = Xote-11ker Tt X2e-1ik Zp = Xizp-1yk+1 * * Xopk
0 si 28k = n
Zpur ©
X2£k+1 + + Xn sinon
ot £ vérifie :
28k ¢ n < 2(€+1) Kk
On pose :
L
S =X, * ..t X 5 oo =2 ) ECY) (n > 2)
n 1 n n . J
j=1
Alors :

]
n

(]
\%
am}
-
(]
A
e
A

2kd
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On peut énoncer le résultat principal suivant :

Théonéme 3.- Sous les hypothéses précédentes et s'il existe

T' ¢eN tel gque, pour tout € >0 , on ait :

K

T
(38) Z z BXD(_ e (T-h{r)) ) x
T>T' r=0 BMS(KT+1J kd
02 |
ExpS .~ v ek - ey expd L TREELT
8 k™ d 5 k
Alors :
- p.c-
sup [g_(y) - gly)| ——— O
yeF ! ‘ T>+eo
Démonstration : L'inégalité triangulaire permet d'écrire :
(39) le;(v) - gly)| < |e (v - E»gT(y]} + by}

Sapit € un résl strictement positif donné. Gré&ce au théoréme 1, on a :

(40) T, eN 5 VreN ;5 T>T, 5 sup [bry)] <=

2 vefF 25

De (14) et (15), on tire :

KT
(41 gT[y) - E gT(y] = PZD wT[r] (ar - arJ er(y]
P'al :
- - KT -
sup ‘gT(y] - E gT[y]l s Ms ) Iar - a,
yeF r=0

Alors pour T 3 T2 ,» on a : (démonstration par 1l'absurde)

1

(sup [go(y) - &0] > 1 C U (fa_ - a | > —E
yeF r=0 r 2MS (K +1)

€

)




_28_

D'ou
bi - KT A
(41 °*%) Plsup g (y) - gly)| > e) s J Plla_-a | > —
yeF r=0 2MS (K +1)
gue 1l'on peut encore écrire, pour T 2 T2 :
KT

(42) P(sup |gT[y] = g(y]l > e) g 2 P[|ST-h[r]‘ > EiI:DiEﬂlq

yveF r=0 ZMS(KT+1]

On peut alors appliquer le lemme 4 & (42).

Pour T>T" =max(T , T,) , on a :
0 1
(43) PUST eyl = glizntzil,
ZMS[KT+1]
2

(0]
26 exp(~ ETZN(E)) Expzs, 200y L Gk - b)) explC

BMS(KT+1]d 8 K2 d2 5

et le théoréme s'en déduit aisément.

111 - EXAMEN DE DEUX CAS PARTICULIERS.-

1°) Notations et hypothlses supplémentaires.

Posans, sous réserve d'existence :

2 2 )
(44) T, = EXG ) v 2 ) EOX, X, Vr e N
v>1
On supposera dans la suite que :
2z
(45) VreN . >0

T—h(r){]
k

Nous aurons également besoin dans la sulte des deux hypothéses suivantes :
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(H,) Im' >0 ; VreN TiSM'
(H,) JseJo,a[s T,eN 5 VieN 5 TxTg s YeeN , <K,
2
(1-83 Ti S —I;ELEL < (1+8) Ti
‘ T-h(r)

Nous allons examiner deux cas particuliers correspondants a deux coefficients

de mélangeance classiques.

2°) Cas panticulien 1.

Corollaine 1.- Sous les hypothéses générales du chapitre 1

et du chapitre II (§ I et § II 1°), sous (H1] et [HZ) et si

¥ o(n) = a pn avec a>0 ;3 0<p <1 3 n > 1
o 1
* Ko = Aa,. T avec A>0 ; 0O<oa<— 3 1 < a. £ 2
T T T
2
{pour rendre KT entier).
- p.c_-
Alors sup |g-(y) - gly)] >~ 0
T
xef T+

Démonstration : On choisit de prendre :

K(T) = 2 8. T° aveo gA< B<1 et a+B<1; 1<B g2
(pour rendre k(T) entier).
Pour T > max[TO,T1] on a :
hir) < KT et k > h(r) pour r = O,1,...,KT

D'ot , pour T 2 max[TO,T1] , ona:
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{46) alk(T-h(r)) - hirl)) g a(K[T-KTJ - KT]

I1 est aisé de montrer que pour T assez grand, on a

: _ _ B
(47) k(T KT) KT > T

On a alors, pour T assez grand :

(48) W(k(T-h(r)) - h(r)) expE . 12Ny
5] k
a exp[TB Log p + E». B —
5 K(T-K,)

Remarguons gue, pour T assez grand, on a :

AaT 8 ]
1> 1 - T ] > -
T 2
(a9) )
AaT 8 3
L 1 < (1 + T ] < —
' 7' 2

D’ol, pour T assez grand, l’on tire :

(50) S < 718

K[T—KT)
Dn & alors, pour T assez grand

exp{:TB Log p + ———EI-———‘] < exp[:TB (Log p + ——-—2-%:—,1-]]
SK(T-KT) 5T

Cette derniére expression étant majorée par 1 pour T assez grand.

Posons :

I = exp(— .E_:—E:D—[_I:-]._L—]

BMS[KT+1]Kd
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On a, pour T assez grand :

e(T—KT]
I < expl(- )
BMS(KT+1]k(T]d

En utilisant (48) ainsi gque les valeurs de KT et k(T) , on a, pour

assez grand :

I < expl- ————jﬂ;—*~—]

a7MsAdT B

T* étant choisi assez grand, on a alors

“r

(51) Z 2 exp(- *-Eil:fﬁzﬂld alk-h(rl] exp(EﬁI;ELEll
T>T" r=0 BMS (K +1)kd 5k

)

<o | (Ko+1) exp(- —S— , 71 (0*B)

T )

T>T! 97MSAd
KT

série convergente car a + B < 1 et lim — = 0
Toto T

Examinons 1l'expression :

3 02
e(T-h(r}) . T-h(r)

)
BMS (K. +11kd 8Kk°d?

J = expl-

En utilisant (49} et (HZ], on a, pour T assez grand :

3(1+8) 12T
eT r

J g expl(- + 5 2]
BUS(K;+1)K(T)d  BK"(T-K )d

Et gréce a {Hq), et pour T assez grand, on a

. 1-28
, 3T 7T

49MSAd 18d2

T1—(a+8]

J < exp(-
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Or, pour T assez grand, on a

€ 3(1+8)IM’ €
>

49MSAd 18d2TB~a 50MSAd

Ainsi pour T assez grand, on a :

J < expl- — . T1—[a+8)

50MSAd

)

T' étant choisi assez grand, on a alors

K
! e 1-(a+B)
(52) L1 I ] K exple ——— . T )
T>T' r=0 T>T' 50MSAd
KT
série convergente car o + B < 1 et lim — =0 .
Tt T

(51), (52) et le théoréme 3 permettent de conclure

3°) Cas particulien 2.

Conollaire 2.- Sous les hypothéses générales du chapitre I

et du chapitre II (§ I et § II 1°), sous (H1) et (H2] et si

C
*x oln) = - avec C>0 ;3 v>1 3; n>2.
n

* KT = A aT(Log 9 avec A>0; D<a<1 ; 1< ar s 2

(pour rendre KT entier).

Alors :

sup ]gT[y) - g(y)) P:C0-, g .
veF T>+eo



Démonstration : Posons
6 T N . .
k(T) =— . B od 1 < B, €2 {pour rendre k(T) entier).
T T ;
5 Log T

Il est aisé de vérifier que, pour T assez grand, on a :

(53) KT - K) - Ko s+ . T . (Log T
T T >
Pour T assez grand, on a : Ve el , r g KT
(54) The) T 5 Lteel |

k(T-h(r)) K[T-KT] 68  (v+1)/2v

(En effet, pour T assez grand, on a :

En utilisant (46), (53) et (54), pour T assez grand, on

(55) a(k(T-h(r)) - h(r)) exp(E . I
5 kK(T-h(r))
CBXP[‘\)LOgil- Ty 2 Log 7]

2 Log T v+
Cette derniére quantité étant majorée, pour T assez grand, par :

v-1] Log f] < C

(58) C exp E—B-(
2 v+i

L'expression I étant définie comme dans la démonstration

du corollaire 1, on montre gque, pour T assez grand, on a :

4e
145MSdA

a

I ¢ expl- (Log T ™%
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Alors, T' é&tant choisi assez grand, on a

K
T
(57) 7 expt- =N 5 g inir)) expd L T2,
T>T' r=0 BMS(KT+1]Kd 5 k
<C z [KT+1) expf- e . (Log T]1_a]
T>T? 145MSdA
K
série convergente car : 0 < a < 1 et lim — = 0 .
T>+0 T

L'expression J étant définie comme dans la démonstration

du corollaire 1, un traitement en tout point similaire & celui du corollaire 1,

Htilisant [H1] et [H2] et les expressions de KT gt de k(T) permet,

pour T assez grand, de montyer que :

3 1-
J g exp[}--ii——— . lliog T) %]
145MSdA

Finalement, T' étant choisi assez grand, on a :

T -
(BA) 2 2 NI z [KT+1J exp[} % . (Log T]1 ?]
T>T' r=0 T>T° 145MSdA
KT
sféirie convergentea car ¢+ 0 <a <1 et lim—=0 .
Tt T

(R?), (B8) et la théoréme 3 permettent de conclure.

4°) Sun Le degné de contrainte des hypotheses (H,) et (H,).
1= "2

On va établir une proposition montrant, dans deux cas particuliers
impertants, qu'une hypothése simple sur le coefficient de mélangeance

antraine [H1] st (H)) .

Proposition 4.~ Sous les hypothéses générales du chapitre I
gt du chapitre II [(§ I et § B8 1°) et dans les deux cas particuliers

suivants :
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1) &r ne dépend que de x, (i.e. hir) z 0},
R e T 1o L B T
Si la condition suivante est réalisée :
400
(Hy) Y alj) <+« (avec al0) = 1)
j=0

Alors [H1] et (HZJ sont vérifiées.

Démonstration :

1 - Examinons le premier cas particulier. On a :

B 2
EXy o Xy ) = B[ 0xp) 901 - ay

Le lemme d'Ibragimov (lemme 1.2. page 352 de [19]) permet
d'écrire :

+00 - +o0

2 . |
(59) izq IE(qur xi’r3| < 4 d 121 ali-1) < + =  (sous H_)

(H,) est ainsi acquise.

1
Pour prouver (Hz), montrons d'abord que :
1 2 2 . . N
(80) L——~— E(S )] -1 ‘ —_— 0 uniformément par rapport a r.
k(T) r
k(T) T+t
Par définition, on a :
1 2 1 2
(61) —— E(S[ ) = —— [k(T) E(X] )+ ) E(X, _ X, )]
K(T) k(T K(T) 1,T 175 i,r “j,r
1¢igk(T)
1¢j<gk(T)
2 5 k(T)
= E(X] )+ Yoo(k(T) - i#1) E(X, X, )
1,r 1i,r

a K(T) i=2

en utilisant la stationnarité stricte du processus (X, 1. .
i,r ielN



- 36 -

D'ou
K(T) .
(62) —— st ) - -2 [) 0 AT oy e X 0 -
k(T) i=2 k(T) ' ’
E(X, _ X, )]
iskery  f BT
On a alors la majoration suivante :
kK(T) |
(69 |—— et ) -7 e2 ) e x o ae2 T JExg % Dl
k(T) i=1 k(T) ’ ' i>k(T) : ’
te lemme d'Ibragimov susdit permet d'écrire que :
(64) Y [ECx, X, <4 o Yy ali-n) .
. ,r "i,r .
i>k(T) i>k(T)
La série z ali-1) tend vers zéro uniformément par rapport
i>k(T)

3 r quand T tend vers 1l'infini sous 1’hypothése [HO).

Une application renouvelée du lemme d’'Ibragimov conduit a

K{T) 5 > k(T) 5
(65) [E(X, X, rJ| < 4d ali)
i=1 k(T) ' ' i=1 K(T)
Sous 1'hypothese (HO) et en utilisant le lemme 3, la série :
k(T)
al(i) tend vers zéro uniformément par rapport 8 r quand T
i=1 k(T)

tend vers 1'infini, et donc (60) est prouvée.
Rappelons que

2 2
o7 = 20(T) E(S{ 1))

avec
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22(T) k(T) ¢ T < 2(L(T)+1) k(T)

On en déduit immédiatement que :

2 2 .2
£(T) E(S, (1) EI_< E(SK(T)]
T

<
(L(T)+1) k(T) k(T)

<

~

Par passage & la limite quand T tend vers 1l'infini, on a :

Ce gui donne [H2].

2 . . N
—_—— T uniformément par rapport a r .

2 - Examinaons }@ second cas particulier :

On suppose ici que : |x1| < M'" pour gue les hypotheéses

sur @r soient vérifiées [@r uniformément bornée).

a) Pour tout i > r , grice au lemme d'Ibragimov, on a :

[E(X X, ]| <4 d* ali-1)
1,r "i,r

d'ol
+oo 2 +00
(66) JoOJEX, X, 3] s4d” ) ali-1)
i=r+1 Tor d.r =T+

h)] Pour tout 1 vérifiant : 0 < i

E(

x1,r i,r 1+r "1

ol olr) = Elxg %y, ) Vi enN , Veen

j+r

E(X ] = E[><,I X X,

1,1-1 *M+r,1-1 ger %4

X ] = E[x,l X X, X,

, on a, d'une part

o2 (r)

d'autre part

) - 62(i-1)
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D'od :

(67) |E(X, _ X, ) - E(X X < |02(r] - 02[i—1]|
, v i,r 1,

i-1 1+r,i—1]I

< (otlo)| + |oli-1]) .+ |olr) - oli-1}]
Or {1) entraine que, pour tout r, on a :
(68) lo(r)| s K.

De plus, gréce au lemme d'Ibragimov, on a :

: - 5 12
(89) lotr) - oli-1)] = |E[x,|(x1+r - xiJJI <8 ali-1) M~ .
Et aussi :
(70) |E(X X )| < 4 d® alr-i+1)
1,i-1 "+r,i-1 h

De (67), (88}, (639) et (70} , on tire que :

(71 E(x, X, ] €18 K M2 ari-n + 4 ¢? alr-i+1)
Ar, an a
r r
[72) z ali-1) = z ali) < M2 <+ pour tout T
1=1 i=0
gt
r r
(73) z alr-1+1) = Z alj) g M2 < + o pour tout T
1= 3=1

Finalement, [(71), (72) et (73) entraipent gque :

r
(74) I |etx, X

i=1

) s M <+ o pour tout r .

i,r 3
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Et donc (6B) et (74} prouvent gue :

+00
Loleex oxg s

+ MB < + o pour tout r .
i=1

1
Ce qui assure (H1].

Pour prouver (H2), on montre tout d'abord que :

(75 l ! . E(S2 ] - TZI ——— 0  uniformément par rapport & r .
k(T-r) T
k(T-r) T>+o0
On a :
f——QL——‘E(Si[T_P]J -1 [k(T-r) E(xf o y E(X, _ X, )]
k(T-r) k{T-r) ’ i#3 o Jder

1¢igk (T-r]
1¢3gk(T-1r)

k(T-r)
L (k(T-r)i) E(X, X, )
k(T-v)  i=2 Tt

>

par statiannarité. D’aol :

k(T-r) s
—— el - 2 = 2 [ p ooy ex, X, ) -
k(T-r] i=2 k(T-r) ’ ’
) E(X X, ]]
isk(T-ry 0T BT
HUne majoration évidente donne :
k(T-r) .

(78) |———E(sE ) -t <2 ] e, x|

K(T-r] i=2  k(T-r) ’ ’

+2 ) lex, Lxg Il

i>k(T-r)
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on a, d'une part :

K(T-r) k{T-Kq) .
77y ) e, %, e ] —— e,
i=2  k(T-r) b 3= K(T-Kp)
k(T) -
+ y —d_ |Ex, X

JoRT=K I KIT=K,)

Pour T assez grand, on a :

k(T—KT] .

78y ] —— Jex, _x,., o] = 7 —I— |ex
321 KITKS) (R AT 351 K(T=K)

K[T—KT)

J
vy —e— |E(X, _ X,
=l k(1K) trogrtr

~

Gréce a (71), on a, pour T asapz §rand :

r J 2 r J
I, - _Z —d |E(X1,r xj+1,rl‘ <4d 'Z alr-3j)
321 K(T-Kp) 3=1 K(T-K_)
T
r .
sskm 2 Y —d— 4
=1 K(T-K )

En posant £ = r-j , on a, pour T assez grand :

r~1 r-1
I, 54 4 £ all) + 4 d° — T o) + 16 kM'?
1 £=0 K(T-K.) 220 K(T-K_)
T T
k(T-K.)
T K w
sadd ] —t s eadf T § s
£=1  k(T-K.) K(T-K.) £=0
T T
. K(T-K,) '
16 KM ¥ S N

3=1 K(T-K.)

, T

1,r j+l,r

1,r

X, ]
i,r

)|

xj+1,r)|

K(T—KT)

j=1

alj)

J
K(T—KT}

aljl
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Le 1%% et 1le 3°™ terme tendent vers zéro quand T tend vers

1'infini uniformément par rapport & r, gréce au lemme 3.

K
Quant au second, il tend vers zéro comme T quand T
k(T-K_)
T
tend vers 1'infini.
Ainsi
lim I, = O uniformément par rapport &8 r .
T+
Grace au lemme d'Ibragimov, pour T assez grand, on a :
k[T—KT] - X K(T—KT) '
I,= 3 I e, _x, )| <4d — — a(j-r)

1,r i,r

j=r+1 K(T—KT) J=r+1 k(T-KT]

En posant £ = j-r , on a alors pour T assez grand

k(T-K..)
2 T 2 2 % s
I, s4d ) ———alf) + 4 d a (L)
2=1 K(T-K) k(T-K;) £=0

Le 1er terme tend vers zéro quand T tend vers l'infini,

uniformément par rapport & r, gréce au lemme 3.

N K
te 2°™ terme tend vers zéro avec ———— guand T tend
k{T-K.)
T
vers 1'infini, uniformément par rapport & r.
Donc : lim I, = 0 uniformément par rapport & r .

To>+o0

Reste & examiner le dernier terme ; pour T assez grand, on a :

DI |
I. = —dee—  [E(X X, )
§oR(TK#1 K(TK) T gl

Appliquons le lemme d'Ibragimov ; pour T assez grand, on a :
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K(T)
I. < 4d oo K ali-K,)

J=R{T-K ) #1 K(T-K,)

K(T)

< 4 d k(T - K(T=K3 = 1]
K(T-K,)

. a(K(T—KT] + 1 - KTJ

Sous (HO], il est alors aisé de vérifier que :

lim I3 =0 uniformément par rapport a r .
T+

- D'autre part, pour T assez grand, d'apr2s 2° a, on a :

lEcx, X, )| <4 d° ati-1)
1,r 1i,r

on en déduit que, pour T assez grand, on a :

+00
2 .
_ ) IE[X1’r xi’r1| $4d ) ali-1)
i>k(T-r) 1—K[T—KT)

Cette derniere expression tendant vers zéro quand T tend vers
1'infini, uniformément par rapport & 1r, sous 1'hypothese (HD]. Ce

qui assure (75). Rappelons que :

o = 20(T-r) E(Si

T-r )

(T-r}
avec

28(T-r) k(T-r) ¢ T-r < 2(L(T-r) +1) k(T-r)

On a alors :

2 2 2
£(T-r) E(SK[T—r)] ) ol _, ) E(Sk[T—r]]
2(T-r)+1 k(T-r) T-r K(T-r}
Or, on a :
£(T~1) N K(T—KT]

L(T-r)+1  £(T)+1
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Cette derniére expression tendant vers 1 quand T tend vers
1'infini (uniformément par rapport & r).
D’ ot

2
o]
T"I‘ 2 . - ) o
—_— T uniformément par rapport a r .

T-r To+wo

(79)

ce qui assure (HZ].

Remarque 1.- On a, grace au lemme d'Ibragimov

+oo ' +o
Y Jlotr)| s 4 M alr)

r=0 r=0

La condition [HO) implique donc (68), et (1) dans le 2™ cas particulier.

La proposition 4 reste vraie dans le cas ol le

Remarque 2,-

processus de base est {-mélangeant [?D] et quand on remplace (HO) par

= 1)

+oo
(80) Y ) < e (en posant (0]
320

Hormis les deux cas étudiés, une proposition

Remarque 3.-

similaire & la proposition 4 est vérifiée dans les cas usuels, mais

5, .

nécessite la forme de la fonction comme dans le cas traité au 2°

de la démonstration précédente.

1V - ETUDE DE LA VITESSE DE CONVERGENCE DE éT VERS g.-

1°) Résultat géntral.

Théoneme 4.- Soit € un réel strictement positif.

Sous les hypoth&ses générales du chapitre I et du chapitre II
et si de plus les 3 conditions

(§ T et § II 1°), sous (H1] et (H2]
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suivantes sont réalisées.

[C1) lim L
T-r+eo k[T]KT

(C2] Pour T assez grand :
Ky + LoglK + 1) < Te
140MSdk (T)
(CB] Pour T assez grand :
a(K(T—KT] - KTJ < exp[} E-. ———j;——a
5 K[T—KT]

Alors, pour T assez grand, on a :

P(sup |gT(y) - gly)| > e) < 4e . exp[- £ . !
yeF 36MSd K K(T)

Démanstration :

Pour T assez grand, grace a (43), on a :

81 PUIS,_, o] > eT-h(m))y o Ho gup(- £ 5
2MS (K +1) BMSA (K +1)k
O2
[xpl> _Iébigl] + alk-n(r)) expd . 1ZAUE) 5T
8 k d 5 k

N

Gréace a [Hq] et [HZJ et pour T assez grand, on a :

2

(82) o7 gy § (T-h(RY) (1483 M

Alors (81) se majore, pour T assez grand, par :

(83) 2e expl(- ﬂil;ﬁiﬁll) [éxp[B . I:IEEQJ + alk-h(rl)) exp[E-.

2
KT K k 5

I - 3 (1+8) .M
7MSd 8 d2

T—h[r]i]
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L'hypothése (Cs) implique que, pour T assez grand :

(84) alk-h(r)) g exp[- ~rL (8 Ky - A
Kpk 5 2

Deux cas peuvent se présenter :

1°) si :

alk-h(r)) < exp|- ———— (— - =)

Alors (83), pour T assez grand, se majore par :

A(T-h(r)) _ T-h(r) 8 EJ .8 T—h[r%l

KT K Kk 5 K 5 K

(85) 4e . exp[-

- 4o exp[> AUZh(ED) | B(T—g(r‘])]

KT k K
L'hypothése [81) permet alors de majorer (85) par :

A T—h(r)j

2 KT Kk

4e exp[} pour T assez grand .

que 1'on majore finalement, pour T assez grand, par :

T-K

(86) 4e exp[} é—. —_—T
4  K_ KI(T)
T
2°) si
exp [~ Thio (8. —Ei)] < alk-n(r)) < exp[- I:hin) (2
KT k 5 Kk KT k 5
Alors, pour T assez grand, on a :
(87} alk-h{r)) exp[E . T—_—l-l-(—xl}-] > exp[B . —T—:D-é—rj—]
5 Kk K
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Et, pour T assez grand, (83) se majore par :

(68) 4e exp [+ A . —nx) B Th(o) _Tohiod (8 - Ap
K K 5 k Ky & 5 2
= 4p . exp[—- I_—D_Er_]_ . ﬁ]
2
K K
KA
< de exp[} —_— . ~J pour T assez grand .
Ks k(T) 4

Les majorations finales du 1T ot 2° sont identiques.

L'hypothése [CZ] permet alors d’écrire, pour T assez grand :

T-K T-K
(89) 4e (KT+1) expE—-—~—;1+ . éJ < 4de exp[} — T . fg
Ky k(T) 4 K_ k(T) 5
T T
< 4e exp[- T . —=

KT k(T) 386MSd

Rappelons 1'expression (42)
K

- T i
(80) P(sup |gT[y] - gly)| > ) ¢ P[‘ST—h[r]l . e(T h(r)).I
veF r=0 2MS[KT+1]

< k1) POYs ol > elT-hir}),

ZMS[KT+1]

Alors, (81), (83), (86], (88), (83) et (S0) permettent de conclure,

pour T assez grand.

2°) Etude de La vitesse de convergence dans deux cas particuliers.

Conollaine 3.- Sous les hypothéses du corollaire 1, pour tout

e >0, et popur T assez grand, on a :

P(sup lgT[y] - g(y)l > g) ¢ 4e . expl- —_— T1—(a+8]
yeF 300AMSd

)
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ot B est un réel vérifiant : 1—< B < 1 et a + B < 1.
2

Démonstration : On choisit

k(T) = 2 B TB avec 1 <B<1 et a+B <13 1<B. g2
T 2 T
(pour rendre k(T) entier).
Vérifions les 3 conditions du théoréeme 4.
[81) est trivialement vérifiée car o + B < 1 .
D'autre part, pour T assez grand, on a :
. ' 1
(s1) Ap_ T Log[AaT + 1) g = car 0 <a<— et o+ B < 1.
T 560SdM 2

De plus, pour T assez grand, on a :

1-8
(32) T e < Te Te Te

S =
5605dM SBDMSdTB ZBDMSdBTTB 140MSdk(T)

(81) et (92) assurent alors (82).
Pour T assez grand, gréce & (47}, on a :

B

(93) alk(T-K ) = K) < a(T") = a exp[T® Log o] -

D'autre part, pour T assez grand, on a :

. Tq—s_]

!

(94) expl:— s . ————L——;l > exp[—
5 K(T—KT]

Or, comme pour T assez grand, on a :
5 -
(85) a exp[TB Log o] < exp[- — . 7! S:[
5

car l< B < 1 et a + B < 1
2
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Alors, pour T assez grand, (83), (94) et (95) permettent de conclure

Le théoréme 4, pour T assez grand, permet aisément de. conclure.

Conollaine 4.- Sous les hypothéses du corollaire 2, pour tout

€ >0, et pour T assez grand, on a :

P(sup igT(y] - g(y)l > g) < 4e exp[}-——ii~—— . (Log T]q_?]
veF 336AMSd

Démonstration : On choisit

6 T
k(T) = — . BT . oi 1 < BT <2 {pour rendre kI(T)
5

Log T

Vérifions les 3 conditions du théoreme 4.
I1 est clair gue :

1im ——— = 1im-—-—5-——-(LogT)1"°‘=+oo car 0 <a < 1.

T>+o K_ k(T T>+ BA
> T (T) - aTBT

Donc [Cq] est vérifiée.

D'autre part, pour T assez grand, on a :

(96) AgT[Log T Log[}aT[Log T + 1] < 3AlLog T?
De plus
(97) Te - € Log T 5 € Log T .

140MSdk(T) 140Msd .(B/SLBT 336Mad
Il est clair que, pour T assez grand, on a :

e Llog T
338MSd

(98) > 3A (Log T)%

entier].
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Et (96), (97) et (398) donnent (CZ).

Pour T assez grand, gréace & (53], on a :

(99) alk(T-K ) - K s ot T

)
T 2 Log T

exp[@og C-v Log~l - v Log T + v Logl(log T]]
2

Or, pour T assez grand, on a :

Log C - v Log 14y Logllog T) < V1 log T

2 4

En portant dans (99), pour T assez grand, il vient :

(100) alk(T-K) - K s exp[ 1 og T]
T 4
D'autre part, on a :
(101) expE—E-.--j;—¥ﬂ 2 eXpE- Log T
5 K[T—KT] 1 -(B/S]BT[1/L0g mn

Or, pour T assez grand, on a :

(102) g -8 Ay (car v > 1)

5 T log T v+

{101) se minore alors par :

(103) expl- vl Log T) > exp|- Al Log f]
4

2
Alors (89), (100), (101), (102) et (103) permettent d'écrire, pour

T assez grand :

(104) a(k(T-K) = K g exp[- = .
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Ce qui donne [CB]'

Le théoreéme 4, pour T assez grand, permet aisément de conclure.

Remarque.- Les hypothéses [H1) et (HZ] nécessaires dans les
corollaires 1 et 2, ainsi que 3 et 4, sont vérifiées dans les cas parti-
culiers importants gréce & la proposition 4, ces cas particuliers étant

explicités dans cette proposition.
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CHAPITRE 111

APPLICATIONS.

T - APPLICATION A L'ESTIMATION DE LA DENSITE.-

1°) Rappel et vérnigfication des hypotheses génirales précidentes.
1%

Le processus de base (xt]tez est celui décrit au chapitre I, 1°.

Nous supposerons ici (veir chapitre I, 2° pour les notations)

que : (E,B) = (F,() et que u est une mesure o-finie sur (E,BJ.

N N . 2
On considére un systéme orthonormé complet (Br]rdN dans L (u)
formé de fonctions continues et uniformément bornées par S (exemple

fonctions trigonométriques - fonction d’'Hermite - Base de Haar, dans le

cas réel).

Supposons que la loi PD de X4 admette une densité f par

rapport & u et que f appartienne a L2[u).

On a alors :

(105) fly) = PZD a_ e (y)

avec

(108) Yr e N a =Je fdu = Ele (x,)) .
T T r 1

0. Faisons

Donc (2) est vérifiée avec &r(x1] = er(x1] et hir)
1'hypotheése suivante :

Z [a l < + o <===> Z J e f dyl < + o,
r=0 r rdN‘ r l
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Pour estimer f & partir des observations x

qrrree Xy
nous utilisons 1l'estimateur classique :
- KT -
(107) Yy € E fly) = ) a. e fy)
r=0
- g 7
ol a_ = — N er(xi)
T 1=1

L'estimateur défini en (107) est bien de la forme (15) avec

des poids pris dans la classe 1.

Sypposons en ogutre que :

(108) Vr e N E(xf S >0 (X, . est défini par (27))

qui traduit le fait que er[x1] gst une v.a. non dégénérée, pour tout r.

Enfin, faisons 1'hypothese (35)

lim KT = lim = 1lim k(T)
Trtos Totw K(T)  Tove Ko

2°) Résubtats.

La traduction des théorémes 3 et 4 donne dans ce cas précis la

praopositian suivants

Proposition 5.- Avec les notations et sous les hypoth2ses

précédentea, sl, pour tout e > 0, on a

KT o2
(108) L ko °F -——-———Ej-————-—] . [:exp(?- . 2T 5) +
T22 r=0 BMS(KT+1]Kd 8 k™ d

a (k) exp(E-. IJ] < 4w
5 kK
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Alors :
sup IFT[y] - fly) | 222 0
yeE T>+o

Si, de plus, pour tout e > 0 , on suppose (qu, (HZJ,,(C1], (CZ], [C3],

alors, pour T assez grand, on a :

P(sup IFT[yJ - fly)] > €) s 4e exp [~ ! - N
yveE KT k(T) 386MSd

3°) Examen de deux cas parnticuliers.

La derniére remarque du chapitre II s'applique ici encare.

Les corollaires 1, 2, 3 et 4 se traduisent alors comme suit :

Coroblaine 5.- Si aln) = a pn avec a >0 ; 0<p <13 n>1.

Si K. = Ag T avec A>0 ; 0O<a < 1-; 1 < a,. £ 2 (pour rendre K
T T 5 T T
entier). Alors, on a :
sup lfT(yJ - Fly)| P20, g
yekE T>+oo
Pour tout € > 0, et pour T assez grand, on a :
P(sup IFT[y] - fly)] > €) g de . exp [~ _—. T1_[a+8)]
veE 300AMSd
N £ os 1
o B8 vérifie : — < B <1 et a+ B <1

2
Corollaine 6.- Si aln) = i%— avec C>0; v>1 ;3 n=3x 2
n
Si K. = AqT(Log N* avec A>0; O<a<13 1¢< ar € 2 (pour

T

rendre KT entier). Alors, on a :

sup l;T(y) - Fly) ] B:S0-,

 yekE Tr+o
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Pour tout € > 0, et pour T assez grand, on a :

P(sup [FT(y] - f(y]l > g) £ 4e BXD[} —_— . (Log T)1-§]
yeE 336AMSd

4°) Application a L'estimation du mode.

Supposons f uniformément continue et unimodale, de mode m :

f(m) = sup fly)
yeE

L'idée la plus naturelle consiste a prendre comme estimateur de m , le

mode Mo de FT ol my est une solution de 1'équation :

(110) FT[mT(w]] = sup fT[y,w]
vek

Le fait que f soit continue et unimodale entraine que

Ve >03;38>0; |my| ze =>|fm) - fly)| 2 8 (voir [21]).

Donc, pour tout € > 0 , on a :
(111) P[!r;wT -m| ) g P[]f[r;T)- fim)| > B]
Il est aisé de vérifier les troils inégalités suivantes
[fm) - #m] < [Ftm- FUm| o+ e (m) - #m]

| F(m) - fT(mT]| s sup [fly) - £ ()]

yeE
l% [& ) - f(m)| = |sup ; (y) - sup fly)} < sup |fly) - £ (y)}
T T T T
vet yekE yek

Ces 3 inégalités impliquent la suivante :

[#tm) - Fm| 5 2 sup |£(y) -~ F(y)]
yeE
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Et grace a (111), on obtient
Ve >0 ; 48>0

P(]%T ~ m] > e} ¢ Plsup }F(y) - ;T(y]\ > EJ
yeE 2

On ne peut écrire un corollaire du type proposition 5 car on
ne connait pas B (sauf hypoth&ses plus contraignantes sur f), ni donner
de vitesse de convergence.

Néanmoins, on peut donner des résultats dans des cas particuliers.

Cornollaire #.- Sous les hypothéses du corollaire 5 (ou du
corollaire B) et si T est uniformément continue et unimodale, alors

-~

DS,

mT—-———-+m .

T->+o00

5°) Remarque.

Les résultats obtenus par D. Bosqg dans [5] sont comparables
4 ceux établis présentement pour l'estimation de la densité : nous avons
ici en plus laissé la "liberté& sur le choix de Kk(T) , et étudié le cas
fortement mélangeant.

On pourra comparer la proposition 5 et le corollaire 5 & la

proposition 2 (chap. IJ.

IT - APPLICATION A L'ESTIMATION DE LA FONCTION DE REPARTITION.-

1°) Présentation du problime et vérification des hypotheses générales.

La fonction de répartition est aussi justiciable d'une estimation
par la méthode précédente guand l'ensemble E est un sous-ensemble

compact de R.
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Nouys prendrons ici E = F = [a,b] .

de Lebesgue sur F.

On suppose gue la loi PD de x

par rapport & A

y
YWwe R Fly) = J £(t) dt
a
On a ici
Flyl] = 0 pour y
et Fly) =1 pour y
. PR N 2
F appartient évidemment & L[? D][x]
Soit (er)réw un systéme orthonormé

continues, et uniformément bornées par S sur

les fonctions trigonométriques).

et u = X la mesure

admet une densité- f

A
2}

N\
O

complet, formé de fonctions

[a,b] (par exemple

Dans pes conditions, on peut écrire :

Yy e [a.b] Fiy) = ] a_ e[y
relN

avec

b
Ve e N a = J e (t) F(t) dt
r a r

On peut alors appliquer un théoréme d'intégration par

parties ( [22] )

1]

b
VreN ; a =J e (t) F(t) dt = [E_(£)
r r r

)

E_(b)
r

i

E(E_(b
r

h (b
FiEJ, - J E_(£) £(t) dt
a

- E[Er[x1JJ

] - Er(xq)] .
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Donc (2) est vérifiée avec
§ (x,) = E (b) - E_(x,) (h(r) = 0)
r 1 r r 1
Grace au théoréme des accroissements finis, ﬁr gst uniformément

bornée par rapport & r et 1i.

Faisons 1'hypothése suivante

b
Z la | < + o <==> z IJ e (t) F(t) dt]< + »
reN Ja

Pour estimer F & partir des observations Xx,,...,X; , 0N pose 1

1 T
- KT -
Frly) = Z a_ e (y]
r=0
estimateur de F de la forme (15]) avec
- P
a, = E (b) - — ] E (x)
T i=1 *
On suppose gue
2
VeenN ;3 EWX] )>0
1,r
c'est-&-dire gue le processus [Er(b] - Er[xi))idN est non dégénéré ,
pour tout r.
On suppose enfin gue
lim K_ = 1im = lim LD A
T+ T+ K(T) K
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2°) Résultats.

Les théorémes 3 et 4 donnent dans ce cas

Proposition 6.- Avec les notations et sous les hypotheéses

précédentes, si pour tout € > 0 , ona :

K 2
T o]
Z exp(- el ) [éxp(g-. ~2?~;Lj§] + alk(T)) exp[E-. T_ ﬂ < +
T2 r=0 BP’IS(KT+’1)K[T]d 8 k™ (T)d 5 k(T)
Alors : sup !FT[y) - Fly)| P-%9-, g
yela,b T>+o0

S1, de plus, pour tout ¢ > 0 , on suppose [H1), (Hz] [qu, [CZ], (Ca),

alors, pour T assez grand, on a :

P( sup l;T[y] - F(y]l > g) g 4e exp[} T .=

ve [a,b] Ky k(T)  36Msd

3°) Examen de deux cas particuliens.

Conollaine 8.- Sous les hypothé&ses du corollaire 5, on a :

sup |F_(y) - Flyd] B:20:, g
T
yela,b T>+o0

Pour tout € > 0 , et pour T assez grand, on a :

P( sup IFT(y) - F[y][ > g) < 4e expE— 5 T1—(a+6]:|
ve[a. o] 300AMSd
~ e apa 1
ol B vérifie: — < B <1 et a+ B <1
2

Conollaine 9.- Sous les hypothéses du corollaire 6, on a :

sup ]ET(y] - Fly) | P-CO- . g

yE [a, b T+
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Pour tout € > 0, et pour T assez grand, on a :

PC sup _ [Foy) - Fip)| > ©) < 4e exp[f —S— . (Log )" 7]
ve[a,b] 336AMSd

111 - APPLICATION A L'ESTIMATION DES DERIVEES DE LA DENSITE.-

Eille aussi est susceptible de méthodes d'estimation liées &
celle des fonctions orthogonales (voir & ce sujet [E]]. Deux points
de vue sont envisageables :

1 - Sachant que f est k fois dérivable , on peut estimer

F[K] directement par une méthode du type précédent.

2 - Sachant que f est Kk foils dérivable, on peut chercher a

partir d'un estimateur de f, un "bon" estimateur de f[K) , en un sens a

définir.

1°) Présentation du probleme et vénigication des hypotheses génirales.

On prend ici E ="F = [a,b]c R.
u = XA est la mesure de Lebesgue sur E.

Soit G = 02[[§,b], k) 1'espace des fonctions réelles définies
sur [é,b], k fois dérivables, de carré intégrable, ainsi que leurs Kk
dérivées.

. N . 2 N
Soit (Br]réw un systéme orthonormé complet de L7 (p) ol :

Vr e N ; e € G ; eikj est continue.
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. . (k)
On suppose également gue les fonctions (er]rdN et [er ]rdN

sont uniformément bornées par S, ainsi que

- (112) Veen ;3 Yh=0,1,...,k ;

(), +,(K-~h)

. _ . (k)
llT e (y) (y) = lim e, (y)

y-+a y->b

f[K_h][yJ

On suppose gue la loi Po de X admet une densité f ¢ G par rapport

a8 X. On peut alors écrire :

TSP
Yy e [a.b] £ (y) réw a0 e .ty

{convergence au sens de Lz[?,b]] avec

R
Vr e N ; a = J ftk)(t] e (t) dt
rk a r

En intégrant k <fois par parties, gréce & (112}, on a :

i

b
VeelN §  ay (—11“{ eff”(t) FOE) dt
a

i
m
r=1
1
—
=

-
©
—
-
-
—_
—_
|

Ponc [2) est vérifige avec :

k(KD )
tﬂr[x1] = (-1 e 7 (x,) (h(r) = Q)

Faisons 1'hypothése suivante :

L fagl <+

relN r

b
. |J ety £ty dt] < + o
r a

b
> 3 IJ # ey e t6) gt] < v w
relN a
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(k)

Pour estimer T a partir des observations X1""’XT , on utilise
1'estimateur classique :
’ K
v - T .
(113) v e [a.b] 10y = Z a_ e.(y)
r=0
- T
ol s = -1y e
rk . r i
T i=1

L'estimateur défini en (113) est bien de la forme (15) avec des poids

pris dans la classe 1.

Supposons en outre gue :

VreN ; E(X? ) >0
,T

qui traduit le fait que e;K][xq) est une v.a. non dégénérée.,

Faisons enfin 1'hypothése classigue (35)

lim K. = lim - 1im E£I1-= +
T>+00 T++ k(T) T>+o0 KT

2°) Resultats.

La traduction des théorémes 3 et 4 donne dans ce cas

Proposition 7.- Avec les notations et hypothéses précédentes,

sl pour tout ¢ > 0, on a :

Ks ' 2
L) expl- el ) [éxp[é-. —§~I;-)+
T32 r=0 BMS (K +1)K(T)d 8 K (T)d?

al(k(T)) expE . 1] < + =
5 K(T)

-~

Alors sup {F
ye[é,d]

ty) - f(K](yJ[ B:SO, g

T+

K, T
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Si, de plus, pour tout € > 0, on suppose (H,), (H,)), (C,), (C,}, (C.J,

1 277 1 2 3
alors, pour T assez grand, on a :
P( sup IFK T(y) - F(K](y)l > e) g 4e exp[— ! . £
yela,b] 7 Ky k(T)  36Msd

3°) Examen de deux cas particulierns.

Ici aussi, la derniére remarque du chapitre II s'applique.

Les corocllaires 1,2,3 et 4 se traduisent comme suit :

Conollaine 10.- Sous les hypothéses du corollaire 5, on a :

sup !;K T - F(k)(y]] P22, 0
ye[ﬁ,b] ’ T++w

Pour tout € > 0 et pour T assez grand, on a :

PC sup _ 15, () = M| > o) € e exple —S— . T1T0O7E),
vela,o] 7 300AMSd
ODBvérifie:l<s<1 et a + B < 1
2

Conollaine 11.- Sous les hypothéses du corollaire 6, on a :

sup I;K F) - f gy | Bt g
vela,p] ™ Torteo

Pour tout € > 0 et pour T assez grand, on a :

~

P( sup _ |f
ye[ﬁ,b]

o

{y) - f(K][y)I > g) < 4e expl- —_ (Log T]1_ )

K, T 336AMSd

4°) Remarques.

- L'étude de la dérivée de f peut donner des renseignements

sur le module de continuité de +
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w(8,f) = sup _ | fly,) - f(szl
yqe[a,b]

yo€ l:a‘b]
ly -y, <8

et 8tre utile dans 1'’évaluation du B pour l'estimation du mode.

- Pour k = 0, on retrouve les résultats sur 1l'estimation

de la densité.

1°) Présentation du probléme et vérnigication des hywothlses génirales.

On prend ici E = F = [é,b].
p = X est la mesure de Lebesgue sur E.

Soit G = CK[[b,b]J 1'espace des fonctions réelles définies
et bornées sur [a,b] ayant des dérivées continues et bornées jusqu'a

1'ordre k.

. N . 2 N
Soit (er]rdN un systéme orthonormé complet de L (u) ood
(k)

e

Vr e N ; e, € G ;: et tel que les ( ) soient uniformément bornées

relN

S, ainsi .
par ainsi que les [er]rdN

On suppose gue la loi PO de Xy admet une densité T e G

par rapport a X.

-~

f étant 1'estimateur défini par (107), sa dérivée k-ieme,

T
soit F#K) est un estimateur de F[K] .
L'estimateur est donc de la forme
KT
- - k
Yy e [a.b] ?ik](y] = a ei ](y]
r=0
- y T
avec ar = — X e (xi]
Ti=1 T
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Supposons que

Supposons en outre que

VeeN ; EX° ) >0
o o

gui traduit le fait que er[x1] est une v.a. non dégénérée.

Enfin, faisons 1'hypothése (35)

lim K. = 1lim = 1lim 5£I1-=
T>+o0 T+ K(T) T>+o KT
2°) Resultats.

Les théoremes 3 et 4 se traduisent de la maniere suivante.

Proposition §.- Avec les notations et sous les hypothéses

précédentes, si pour tout € > 0 , on a

KT O2
z X expl- —-———I;~——-] [éxp(g-. 2T 2] + alk) . exp[E-. Id] < 4 o
T2 r=0 SMS(KT+1]Kd 8 k™ d 5 k
Alors : sup |F$K)(y] = f[K](y)I Bt g
VE [a 5 b] T>+00

Si, de plus, pour tout € > 0O , on suppose [H1], [Hz), (CO], (81], [EWF;

alors, pour T assez grand, on a

P( sup [;;K][y] = F[K](y)| > ) < 4e exp[- ! ;= -1 .
ve[a,b] Ky k(T)  38MSd
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3%) Examen de deux cas particulienrs.
P

Corollaine 12.- Sous les hypothéses du corollaire 5, on a :

e ‘%ékl[y] _ 0] Bego., g

Ve I:a s b:] T+

Pour € > 0 et pour T assez grand, on a :

PL sup ‘fik)[y] - F[k)[y)' > g) £ 4e em:E-_y,F ) Tﬂ-[a+8)]
ve [a,p] 300AMSd
ol B vérifie : 1. B < 1 et o + B < 1
2

Corollaine 13.- Sous les hypoth&ses du corollaire 6, on a :

sup lfik][y] - F(KJ[y]( B:BBs
ye[é,ﬁ] T>+oo
Pour tout e >0, et pour T assez grand, on a :
PC sup_ [0 - ™) > e 5 g e —E— . (Log 1]
ve [a,b] 336AMSd

1V - APPLICATION A L'ESTIMATION DE LA DENSITE SPECTRALE (voin [26]).—

1°) Présentation du probleme et virification des hypotheses générales.

On prend ici (E,B) = (R, B,) et (F,0) = ([ n, + ﬂ],B[_ﬂ W]] .

On choisit u = X mesure de Lebesgue sur F.

Sodt (er]rdN le systéme orthonormé complet de LZ[uJ suivant :
4 1
g (x) = — 1 (x)
= V2T [_“’ﬂ]
1 . .
ﬁ 92j+1[X) = ;%Vcos[3+1)x 3 Vﬁ e NN
1 P :
82(j+1)(XJ —-;% sin(j+1)x Vﬁ e N
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On suppose ici gque le processus (xt]tel est borné :

Yt ez ; Ixt| < M
‘ét que :
(114) Y Jott)] <+ od
red
{115) Yrez : VYteZ ; olr) = E(x_ %, ]
t t+r
Remarquons que : VYr e Z ; olr) = ol-r)

Le processus (xt)tez admet alors une densité spectrale

définie per :

+00
{1186} Vi e E-ﬂu + ﬁ] fA) = ;L'G[U] 1 z olr) cos Ar
2m m r=1
Si 1'on pose
aO = c(0) et Vr € ]Nx a = ______o[r]
vVan r ves
ar =0 si r est impair
+oo
Alors (i) = E a e (M) .
r r
r=0 :

Et (1) et (2) sont vérifiées grace a (114) et (115) avec :

&r[xi,...,xi+r) =X XL (h(r) = r) .

si r est impair

Pour estimer la densité spectrale f & partir des observations

cenyX nous utilisons 1'estimateur (107)

T ’
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KT
Yy e [~ m, n] FT[y) = rgo wT[r) a. er(y]
ol : a, = 0(0) Vr e N* a_ = olr) si r est impair
V2w Vo ‘
;r = 0 si r est pair

V’ “ 1 T-r
et relN ; olr) = — 2 X, X .
T-rg=1 & T

Les poids wT[r) sont choisis dans la classe 2 {chap. II, § I, 1°).

-~

L'estimateur fT s'écrit aussi sous la forme
K
bis - 1 - 1 T -
(116 ) Ve -, ﬁ] FT(y] =—o(0) +— ) wT[r] olr) cos Ar

2m T r=1
Remarque.- La classe 2 des poids wT[r] a été choisie de
manigére suffisamment générale pour englober toutes les familles de poids

classigues utilisées dans 1l'estimation de la densité spectrale (pour une

revue des différents poids : voir [18], [23] ou [24]).

- Supposons que E(Xf rJ > 0, c'est-a-dire que le processus

) est non dégénéré

{x

1 X1+r rel

Supposons enfin gue

lim K_ = 1lim = lim Eill =
T+ T+ K{T) To+00 KT
2°) Résuliats.

Les théorémes 3 et 4 se traduisent par :

Proposition 9.- Avec les notations et sous les hypothéses

précédentes ; s'il existe T' €N tel qgue, pour tout € > 0 , on ait



- 68 -

K 2
T o]
z exp(- M ) [exp(-3- ——;—%1 + alk-r) exp[E LI)] < +
T>T' r=0 BM(KT+1]Kd 8 k d 5 k
Alors :
sup IFT[y] - F[y]l P:0-, g
veim,m T>+eo

Si, de plus, pour tout € > 0 , on suppose (H1) s (Hz) , (C1] , (L),

(CBJ , alors, pour T assez grand, on a :

P( sup ITFT[y) - f[y)l > g) g 4e ex;:)[— i . E/TT:[
ye [~m.m] Ky K(T)  36Md

3°) Examen de deux cas particuliens.

La derniére remarque du chapitre II s'appligue ici pleinement.

Conollaine 14.- Sous les hypothéses du corollaire 5, on a

sup I;T[y] - fly)| P-Co:, o .

ye[@,b T>too

De plus, pour tout € > 0, et pour T assez grand, on a :

P( sup |FT[y] - F[y][ > g) g 4e exp[} —flfi—~ . T1-(a+BJ]
ye[-m.m) 300AMd
oﬁsvérifie:1<8<1 et o+ B <1
2

Conollaine 15.- Sous les hypothéses du corollaire 6, on a :

sup I;T[y) - flyy] B2 0
Y€ [—’n’,n’ T>+

De plus, pour tout e > 0, et pour T assez grand, on a :

P( sup |;T[y] - Fly)| > ) g 4e exp[}-— e/ . (Log T)q_q]

ye [-m,7] 336AMd
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4°) Remarques.

Bien que les hypothigses différent gquelque peu, le résultat
prouvé ici sur la vitesse de convergence des estimateurs de Ta densité
spectrale est plus performant que celui de V.F. Gaposhkin [ﬂé]. De plus
les hypothéses ici infligées aux poids sont trés larges, et nos résultats
restent vrais par certains changements de base (dé&crits au chapitre I,

§ IIT 2°).

5°) Application & £'enneun de prediction Linéaire.

On rappelle que l’erreur de prédiction linéaire vaut

T
(117) 6% = 2n exp[—j-J Log f(A) da] (voir [25])
2% Y -m

Proposition 10.- On suppose que inf  f(x) >0 .
Xe[}n,w]

Sous les hypothéses de la proposition 9, en posant

-~

2 1 [T -

o = 2T expE}— J Log f-(A) d{]

T T
2m C-m

-2 «S. 2
Alors, on a : o LN o

T T>+w

De plus, pour tout € > 0 , on suppose (HO], (qu, (C2], [63],

alors pour T assez grand, on a

P[IOT - 02| > e) < 4e exp(- LI e/ )

KT K 72KAMd

ol A =8M z oalr)
r=0
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Démonstration : La proposition 9, pour T assez grand, prouve

-~

que : fT > 0 . Le théoréme des accroissements finis, pour T assez grand,
donne
(118) |Log £(A) - Log O] < K [F.00 - £

o K = ;/ inf _ f{X)
Ae[}w,ﬁ]

Ainsi on a

PeY
(119) Log

——— 0 p.s. uniformément par rapport a \.
FA) Tt

I1 est aisé de vérifier que :

-~

m £ (A)
(120) c? - o - oz[éxp[;L-J Log —. da) - 1]
2w J-m fIA)

Alors (118) et (120) permettent de conclure que
g; —™> 0  p.S.

D'autre part, on a clairement

sup If(A)l < 1 Z fo(r)! .
re [=m,m] ' T r=0

Le lemme d'Ibragimev (voir [ﬂQ]) permet, sous [HOJ, d'écrire

olr)

(121) sup _ | F(A)|

En majorant, grace a (121), 1l'expression (117), on obtient

(122) o“ <% Y alr) = A
r=0
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Pour T assez grand, on a :
fT[A]
(123) Log < S
fIA) Xe[-n,n]
On en déduit gue, pour T assez grand, on a :
4 (7 £_(\)
(124) exp(--J Log dial <
2 Y- £(2)
1 ("
exp(——-J
2n J-m A€ "W, T

De (118), on tire

sup  |Log ;T[A) - Log F(A)] € K
A€ ~w,ﬁ]

(125)

(124) et (125) permettent alors d'écrire

e
Log —-— di)
£00)

(rm

L

Ce qui, gréce & (120), donne la majoration :

<

exp(;L- < exp(K

27

sup

2

(128) T

l& 02| < o |exp (K sup

re[-m,m]
e théoréme des accroissements finis donne :

[P0 - FIA]) - 1

(127) exp (K sup
A€ | -m, T
K sup e 0 - £
Xe[—ﬂnﬂ
o y.eJo, s _ e 00 - ralf

A€ T, T

Ae[}n,ﬂ]

up ILog %T(A] - Log F(X]|

sup  |Log £.(0) - Log £(AY] dA)

sup !;T[A] - F(A)]

A€ | -w, T

le.00 - f0])

1700 - f00]) - 1]
T

. exp(yT(A]]
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Alors, pour T assez grand, on a

[ T
)\6 M, >\e 2

Finalement (128), (128) et (122) permettent d’'écrire, pour T assez grand

(129) |8T - 02| < 2 KA sup I;T(k] - £
XS[}n,ﬁ
On en déduit finalement que
(130) P(léT - 021 >¢) £ P( sup I%T(AJ - F| > =)
AE ["ﬂ' s 'rr] 2KA

La proposition 4 et le théoreéme 4 permettent de conclure.

6°) Application a L'ewreur d'interpolation LinZaire.

L'erreur d'interpolation linéaire vaut

m
2
02 = Ay // J A dx
-1 f(A)
Sous 1'hypothése gue est intégrable (voir [Qf] p. 82-85 , ou [?5]
f(A)
p. 163-168).
Faisons 1'hypothese que : inf f(A) =m >0 .
Ae[}n,ﬁ]
Posons M" = sup £{A)
A€ [:‘TT,TT

2 P
En prenant comme estimateur naturel de o la quantiteé :

-~ m™
o? - 4n2// J 1
-1 FT(X]
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On montre que (comme au 5°)

'l2

- 5 -
o2 - o°] & sup _ £, - £O0) |
T m Aeﬂw,n
On en déduit la proposition suivante

Proposition 11.- Sous les hypotheses précédentes, on a

"2 p.dg. 2
g_ ~~—————> 0

T T+

De plus, pour tout € > 0 , si on suppose [HO), [Cq], [CZJ, [CB), et

pour T assez grand, on a

T € WS/Z m2

P(I;T - o2l > eg) < 4de exp[} . -
Kok 36N Zmd

Rema&que.- Les résultats obtenus présentement sur les erreurs

de prédiction et d'interpolation linéaires améliorent nettement ceux de

U. Grenander et M. Rosenblatt ([27] p. 267-270).

V - APPLICATION A L'ESTIMATION DES DERIVEES DE LA DENSITE SPECTRALE.-

1°) Présentation du problLeme.

On prend ici (E,B) = (R,B)) et (F,C) = ([-m.7]. B[:_Tr ﬂ]).
4 = X est la mesure de lLebesgue sur F.

.o 2 . .
Désignons par G = F [Eﬂuﬂ], p} 1l'espace des fonctions réelles
définies sur [}n,n] , k fois dérivables, de carré intégrable,

ainsi gue leurs k dérivées, et vérifiant



- 74 -

(131) Vre G £ = f R Y = 0,1,....p .

Soit [er)rdN le systéme trigonométrique orthonormé complet

de L2[u] décrit au § Iv, 1°

On suppose gue le processus [xt)tez est borné :
Vit e 2z BN
et que :
(132) Yk = 0,7, ..0,p T Motr)] < e
r=1

Le processus (x_) 7 admet une densité spectrale donnée par (116).

t te

D’od
(133) YWwe [ Fm s Ye=0,1..0,p

F[K)[y} -1 Y ok olr) coslyr + k 1)

m r=1 2
Il est immédiat de vérifier que
(134) Yk = 0,1,...,p ; fR = M m
on a évidemment :
(135) V@ € E—vr Tﬂ f[K][y3 = Z a e (y) {convergence au sens de
’ r rk “r
L% (u))

avec
(136} Yeen 5 Ye=0,1,....p0 3

m
a = J sy e (1) at
rk . r
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En intégrant k fois par parties, gréce & (134), on obtient

k (T (k)
(137) Yeen ;5 Yk =0,1,....p a = (-1 J e " (t) £(t) dt
o ,

Tous calculs faits, on obtient

7/ - Pour r =20 Ak - 0 pour k =1
a,, " c(Q) pour k =20
° v2m
-Pour 21 ;3 gelN ; k' el
{3k-1W2
si r = 2(qg+1) et k = 2k'+1 a. = LSS ST
/1 2 2
(138) ﬁ
gi r = 2{g*1) et Kk = 2Kk O 0
Si r = 2g+1 et k = 2k’+1 Ay ~ 8]
3k/2
Si r = 2q+1 et k = 2k’ a, - (1) SIS SR
L A2 2

Ainsi, si k est pair (k # 0), (135) s’'écrit

(k) v
(138) We [Fmon] 3 £ "(y) = qzq Bq-1,k C2g-1 V) *
CJ 3k/2
Z i—jl————-qk olqg) [;L cos qy)
q=1 /T Y

Si k est impair, (135) s’écrit

(k3

(1403 V@ € [}ﬂ,ﬂ] s f {y) (y) =

Il ~1 8

o B2(g+1),k %2(g+1)

o . (3k-1/2
Z L“il”tf””“ q olg) (;L sin qy)
g=1 vm s
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Les valeurs des Ak et la condition (132) permettent
aisément de vérifier (1) et (2). Seule la fonction @r n'est pas unifor-
mément bornée, ce qui va nous obliger & modifier légeérement la démonstra-
~-tion du théoréme 3.

(k)

Pour estimer f a partir des observations x1""’XT ,
nous utilisons 1’estimateur (107) avec des poids de la classe 2

v . KT -
Yy € [-ﬂ,ﬁ] 3 FK,T(y] = ng wT(r] arK er[y]

ol les ;rk sont de la forme (138), les olr) étant remplacés par

- 1 T-r

olr) = — Z X, X .

T-r g=1 © T

Un traitement similaire & celui de la démonstration du

théoréme 3 permet d’'écrire, pour T 3 max[TO,Tq] et pour tout € > O :

- (k) o e
C sup_ [f, ;i) - F )] > )T U (o) - al3)] > )
ye [-m.7] g 3=1 | 2M3" K
KT X ]
C U (loy) - o) > —)
j=1 2MKT

2°) Résultats.

Le théoréme 3 se transcrit alors comme suit

Proposition 12.- Sous les hypothéses de théoréme, si

1am MO Lo Ve = 0,1,...,p
N3

lim K = 1im
T>+o0 T+ k(T) T>+eo

Si, pour T' assez grand, et pour tout € > 0, on a
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Ky o2
T exp(- _5%11__) fxp . 155
T>T' r=0 BMKT k(T)d 8 kK™ (T)d
a(k({T-r)-r) exp[E . T_r]] < +
5 k(M
Alors :
- (k) p.CO. v
sup IFK T(y] - f (y]| f— 0 k = 0,1, D
ye[-m,m ’ T+eo
- Spit € > 0 , posons
Y 1im—Tle =+ Yk = 0,1,...,p

Torteo k(T )K‘T‘”

[C;] pour T assez grand ; pour k = 0,1,...,p 3

k+1 TeV/m

K. (Log K ) <
T T 140Mdk (T)

Le théoréme 4 se traduit par :

Conollaine 16.- Soit € > 0 . Sous les hypothéses précédentes,

s0US [HO], (C:], (C;), (CBJ , et pour T assez grand, on a :
P sup [FK T[y] - F[k](yll > g) < 4e exp[} K+1T AL
ye[-m, 7] ’ Ky k(T)  36Md

pour tout Kk =0,1,...,p

3°) Examen de deux cas particuliens.

Les corollaires 1, 2, 3 et 4 se traduisent comme suit

Corollaire 17.- Sous les hypothéses du corollaire 5, et si

de plus :
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Alors sup ‘fk T[y] - F[K)[y)\ P20, g Yk = 0,1,...,p
Ve (:—'n-"n'] ’ To+e0

De plus, pour tout € > 0, et pour T assez grand, on a :

-~ /" =
P{ sup |fk T(y] - f[K](y]I > g) < 4e exp[} -5L7é;T—— . T1 (u+B]]
ye[-m,m] 300A"" 'Md
Yk = 0,1,...,p
< P 1
et ol B vérifie : — < B <1 et o + B <1
2
Conollaine 18.- Sous les hypothé&ses du corollaire 6, et si
de plus :
1m Ko Yk = 0,1,....,p
T+ KK+1
T
Alors :
P (k) P.CO. v
sup _ | f, Lly) - F (y)| =——>0 kK = 0,%,...,p .
ye[}n,ﬁ] ’ Tt
De plus, pour tout € > 0, et pour T assez grand, on a :
- S N
P( sup ]fk T[y) - F(K](y)l > g) < 4e exp[} ""E“Egﬁ""" (Log T]1 a]
ye[Fm,m] " 336A" 'Md

Yk = 0,1,...,p

VI - APPLICATION A L'ESTIMATION DE LA FONCTION DE REPARTITION SPECTRALE.-

1°) Prnésentation du probleme.

On reprend ici les notations et les hypothéses faites au § IV.

Le processus [xt)tEZ admet une densité spectrale (116) que,

~

grace a (114), on peut intégrer terme & terme, donnant la fonction de
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répartition spectrale

Y e [mon]  Fiyd = 29 (yeqy » 1y 2l sdnyr
2m T r=1 r

A partir des observations XgseneaXp 5 0N définit un estimateur

naturel de la fonction de répartition spectrale

) . - . T wor) olr) sin yr

YWe [mm] Fy) = — o) (y+m) + = ]
2

m r=1} r
- 1 T-r
od olr) = — Z X, X et ol les w sont choisis dans 1la classe 2.
t Tt+r T
T-r t=1
On a alors
V@ € [}ﬂ,ﬁ] H
- 1 -
[Foly) - Fly)| s — |60} - o(D)] (y+m) =+
27
© - ]sin yr
) [wT(r] olr) - olr)]| .
m r=1 ) r
D' ok

‘WT(F) 8[r) - olr)| .

I~ 8

sup |ET[yJ - F(y]| <

yeEﬂnﬂ r=0

DOn peut alors reprendre le traitement classigue du chapitre II,

pour aboutir aux résultats suivants

2°) Résultats.
Proposition 13.- Sous les hypothéses de la proposition 9 ,
si pour T' assez grand, et si pour tout e > 0, on a
K 02
z exp(- -—Eil;£j~*ﬂ expig-. ;-rz] + glk-1) exp(E'. Iilﬁ] < + o
5 K

T>T' r=0 BM(KT+1]Kd B8 k™ d
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Alors : sup |FT(y] - Fly)| P:CO:-, g

ve [—n T T+

Si, de plus, pour tout € > 0 , on suppose (H1], [Hzl, (81],

(62], (CB), alors pour T assez grand, on a :

T €

Pl sup lFT[y) - Fly)| > €) g 4e exp[-
. KT k(T) 36Md

ye | -~w,T

3°) Examen de deux cas particuliers.

Conollaine 19.- Sous les hypothéses du corollaire 5, on a

sup _ [P (y) = F(y)| p:80-, g
ye|-m,m T+

De plus, pour tout € > 0 , et pour T assez grand, on a :

P sup !FT[y] - F(y]| > g) < de exp[} & T1-(a+51]
ve [omom 300AMd
‘ =z . . 1
ot R vérifie: — < B <1 et o + B < 1 .
2

Corollaine 20.- Sous les hypothéses du corollaire 6, on a :

sup ]ETtyJ - Fly)| B282e, g
yeEﬂnw T>+oo

De plus, pour tout € > 0 , et pour T assez grand, on a :

Pl sup l;T[y) - Fly)| > &) < 4e exp[——~—fi——. (Log T]q_d]
ye [-m,7] 338AMd
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VIT - APPLICATION A L'ESTIMATION DES COVARTANCES ET CORRELATIONS.-

Bien que 1'estimation des covariances n'entre pas, stricto
sensu, dans le cadre de 1'étude des chapitres I et II, il nous a paru

intéressant de signaler les résultats ci-dessous, & notre connaissance

inédits.

1°) Estimation des covarnlances.

a) Position du probleme.

On prend (E,B) = [[é,b], B[? D]]

Faisons les hypothéses classiques

T k(T)

lim K. = 1lim — = 1lim =+
T+ T+ KT Tor+eo KT
On suppose gu'on a observé X1""’XT . Définissons classiquement
un estimateur de la covariance par :
T-r
(- 1
Yr s r| <K o (r) = — X, X
T T Tor t21 t “t+r

- -~

oT(—r] = oT[r]

\
Supposons, de plus que : E(Xf r) >0, c’est-a-dire que
(x1 x1+r]reZ est un processus non dégénéré.
b) Reésultats

Avec les notations du chapitre II, on a :

P(!;T(r] - o(r)| > g) g P{lST | > e(T-r)) Vr : O gr <K
-r
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Graéce & 1'inégalité de Bernstein (lemme 4, chap. II]), on obtient

P(I;T(r) - olr)| > €) g 2e exp(- —Ell:£l~ﬂ X
2k(T-r)d
2
[%xp(é-. 2y + alk(T-r)-r) exp(® . -I:IL—@] Ve el : rosk
8  k°(T-r)d 5  k(T-r)

On en déduit la proposition sulvante :
Proposition 14.- On suppose avoir [HO) . Avec les notations

et sous les hypothéses précédentes, si pour T' assez grand, et pour

tout € >0, on a :
2

o
z expl- —fﬂj;l;l—) x [%xp[g-. hifj;Jl_jf) + alk(T-r)-r) x
T>T' 2k(T-r)d 8 k (T-r)d
exp(E-. —-I:E;é] <+ o,
5 k(T-r)
Alors, pour tout r : |r| < K., ona:

-~

oT(r) E-1-(3-9-l—+o[r]
T+

De plus, pour tout ¢ > 0, et pour T assez grand, on a :

Ve : |r| < Ko -

P(l;T(r] - olr)| > €) < 2e exp(- _E.T___) .
4K (T)d
2e alk(T-Kp) K ) exp[} T e, 8 KT ]]
() 20 5 K(T-K )

Démonstration : Similaire a celle des théorémes 3 et 4.
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Conollaine 21.- Sous les hypothéses du corollaire 5, on a
Vr: |r] s Ky s

oo (r) B2E2  o(r)

T T+

De plus, pour tout € > 0O, et pour T assez grand, on a

1-8

eT

P({ sup I;T(r) - olr)| > e) g 4e expl- )

|r|<ky 8Bd

o B>1 et B vérifie : max(i-, al] < B <1
2

Conollaire 22.- Sous les hypothéses du corollaire 6, on a

Vr ‘r] < K ;

De plus, pour tout € > 0, et pour T assez grand, on a

PL  sup ioT[r) - olr)| > €) € 4e exp(- EE_LEE_I]
|r|sKs 48d

2°) Estimation des coanélations.

a) Position du problLeme.

On suppose ici, que o¢(0) >m >0

Pour tout r : }r} g KT , un estimateur naturel de la corréla-

tion pl(r) est
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-~

- o.(r)
prlr) = =t
OT[O)

(T est choisi assez grand pour que : OT[D} >0 ).

Il est aisé de vérifier que, pour T assez grand, on a :

B

sup |;T(r] - olry|

o (r) = o] <
m Ir sKT

Cette derniére inégalité permet de donner les résultats suilvants

comme corcllaires de ceux du paragraphe précédent.

Proposition 15.- Sous les hypothéses précédentes et si, pour

T' assez grand, et pour tout e > 0, on a

2

g
Z exp[— M] X [BXD(’S— . _i_j..—_f..._.z_] +
T>T" 8k(T-rld 8 K" (T-r)d

alk(T-r)-r) exp(E-. —~j:3l{J < + o
5 k(T-r)

Alors, on a :

Ve @ |rl| < K

B.C

(ry 222, o)
T+

o1

De plus, pour tout € > 0, et pour T assez grand, on a

Vﬁ‘: Ir( < KT
- mT
P(|pT(P) - plr)| > €) ¢ 2e expl- ———) +
16k(T)d
k(T)
2e u[k(T—KT)~KT) exp[f-—l—~ . (e -5 .-———————ﬂ
k(T 8d 5 K(T—KT]
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Corollaine 23.- Sous les hypothéses du corocllaire 21, on a :

Vr o+ |r] < Ky

QT(rJ P:CO:, (1)

T>+o

De plus, pour tout e > 0, et pour T assez grand , on a :

-~ 1-B
P{ sup |pT[r] - p(r]| > g) < 4e exp(~ EEI———J
Ir]<K 32Bd
T
ot B>1 et B vérifie : max(l-, al < B < 1.

2

Corollaine 24.- Sous les hypothéses du corcliaire 22, on a

De plus, pour tout e > 0 , et pour T assez grand, on a :

P{ sup lDT(rJ - plr)| > €) < 4e expl- omelog T

)
ER 192d
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VITI - APPLICATION A L'ESTIMATION DE LA DENSITE CONDITIONNELLE ET DES

FONCTIONS DE REGRESSION.-

On choisit (E,B) = (F.C) = (R”, B )
RD

u = A est la mesure de Lebesgue sur R .
On fixe un entier m > 1

. N . 2
Soit [Br)réN un systdme orthonormé complet de L™ (u),

formé de fonctions continues et uniformément bornées. Alors (e e ) 2
r s (r,s)eN

N . 2 . .
est un systéme orthonormé complet de L (u 8 p), formé de fonctions

continues et uniformément bornées par rapport &8 r et s.

On suppose gue la loi de fxq xm+1) admet une densité h

par rapport a u B y , appartenant a Lz[u B 1l

On a alors :

+00
V«x.y) eiRzp hix,y) = Z a e (x) e (y)
rs r s
r,s=0
ol
ag - JJ hix,y) er[xJ es(y) dx dy = E(er[x1] . es[xm+1)]
(2) est donc vérifiee.
Falsons 1'hypothése que :
+o0 +00
Y Iarsl <t oo cm==> ) UJ hix,y) e (x) e (y) dx dy[ < + = .
r)S=O P,S:D
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Ainsi que la suivante :

V% eN ; VeelN ; E(Xf ] >0 ot
,T,5
X1,r,s = er[x1] es(xm+1] -ag

c'est~&-dire gue le processus (er[x1) . es(x ) est non

m+1] @,s]éwz

dégénéré.

Au vu des observations x,l,...,xT , utilisons 1'estimateur
"naturel” suivant
Yix,y) e RP holx,y) = § . a_ e (x) e_(y)
T 1 rs r 5
OgrgK
T
2
USSSKT
- 1 T-m
ol a = — E e {x ) e (x ]
TS 1 =1 t7 s ttm
Supposons enfin que
lim K = 1im k2 = 1im = 1im——'i(—T—%-=+oo.
T->+00 T>+e0 T+ kK(T) T>+oo KT KT
b) Résulitats.

Le théoréme 3 se traduit par :

Proposition 16.~ Sous les hypothdses précédentes, et s'il

existe T' e N tel gue, pour tout e > 0 , on ait

k2
! ! e(T-m)
(141 § ) ) expl- —5 55— ) x
T>T' r=0 s=0 457d" (K1) (K1)

2

g
[}xp[g-. "E_IJR__.] + a(k(T-m)-m) exp[E-. —J;EL—i} <+ o
8 k™ (T-m)d 5 k(T-m}
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Alors, on a :

sup |hT[x,y] - hix,y) | P29, g
(x,y)eRF Toteo

- On pose :

T = E(X2
r,s 1,r

s

Jt2 ) Ex

r,s v, I, S
\)>1 2 P |

et 1'on suppose que

(H})

(H.)

(C})

V% > 0 .

(cl)

V&‘eiw s V@ eN , TZ >0
r,s

Les hypotheéses (Hq] et (H2J s'écrivent ici

\V,[r‘,sl e]1\12 , 1:2 <M

r,s

JseJo[s 41, en; Viemw . 73T, , Vir,s) e,

(1-8) Ti 5 <
2 T__m 2

Remargque.- La proposition 4 reste valable dans ce cas particulier.
Remarque

- Les hypothéses [81), (C,), [CBJ s'écrivent

2

. T
lim s Tt e
T+ K[TJKTKT

Pour T assez grand ,

K.} K? Log[(K; + 1) (K? + 1] < __.__.;__E____
140S dk(T)
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(cH) Pour T assez grand,

ol(k(T-m)-m) < exp[} E—. ———j;—] .
5 K(T-m)

Le théoréme 4 se transcrit alors comme suit

Cornollaine 25.- Sous les hypothéses précédentes, et si

pour tout e > 0 , on suppose (HO), [C%], (Cé], (Cé), alors pour T assez

grand, on a

PC sup o |he(x,y) - hOxy)| > e g
(x.yJé!Rzp i

€ T
4e . exp[— 5~ T3 ]
365 d KTKT k(T)

c) Examen_de deux cas particuliens.

Comme dans le cas unidimensionnel, on obtient :

Cornollaine 26.- Si oln) = a pn avec a >0 ; 0<p <13 n=
1 A4 1
Si KT = A1 a1,T T avec A1 >0; 0« a, < E 3 1< a1,T < 2
(pour rendre K} entier).
2 %2
Si KT = Az a2,T T avec A2 >0 ; 1« QZ’T < 2 (pour
2 . 1 1
rendre K entier) ; 0O <a. <~ et a' =qa, * a, < —
T 2 1 2
2 2
Alors
B:«COs

sup , |hT(x,yJ - hix,y)| ==—>0
(x,y)eR P T>+e0



De plus, pour tout € > 0 , et pour T assez grand, on a

PC sup L [hiGy) - i) | > e) < e exp[; S A-la +BJ]
(x,y)eRP 300A,A,5°d
o . 1
ol B Vvérifie: — < B <1 et o' + B <1
2

Corollaine 27.- Si aln) = l%— avec C>03;v>13;3 n=3> 2.

n
1 *1
Si KT = A1 aq,T(Log T) avec A,l >0 3 0 < a, < 13
1 < <2 dre K1 entier)
Ay g 8 pour ren - ntier).
i K2 = A (L TJOL2 A, >0 ; 1< < 2
i Ky 2 % 7 og avec A, 5 ay 1 &
2 : -
(pour rendre KT entier) ; 0O < a, < 17 et a = o, ta, < 1

Alors :
sup IhT(x,y] - h[x,y]| 2 LT, B
(x,yJeR P To+oo

De plus, pour tout € > 0 , et pour T assez grand, on a

€

P( sup 5 |%T[x,y] = h[x,y]l > g) < 4e . exp[} . (Log T]1_a].

v
(x,y)eRP 336A,A,5 d

2°) Estimation de La densité conditionnelle.

a) Position du problfeme.

On fait sur f densité de Xy les mémes hypothéses classigues

qu'au paragraphe I (chap. III).

Ayant observeé XqseeesXp 5 ON définit un estimateur de la

densité conditionnelle par :
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- hT[x,yJ -
D.(x,y) = ——— si f_(x) #0 .
T f_(x] T
T
=0 sinon .

I1 est aisé de montrer que (si f(x) # 0J.

Ih-(x,y) - h(x,y)] |£.(x) - £(x)]
T T

h[x,y]l

(142) IDT(x,y] - + |hT[x,y]| .

Fx) £(x) FO . [F00]

Spit K un compact de RP sur lequel F est strictement
positive. f y est donc minorée par m > 0 .
I1 est alors facile, grace & (142), d'obtenir la majoration

suivante

L e P e ISR I I 7,00 - 00 ])

£(x]
D’ou
sup IDT(x,y] - Difi!ﬂ{ < A ( sup 5 |hT(x,yJ - hix,y)| +
(x,y)eKAR f(x) (x,y}eR b

s sup [P0 - £ ])
xeRP T

Grace aux propositions 5 et 16, on obtient le résultat suivant

Proposition 17.- Sous les hypothéses des propositions 5 et 16,

pour tout compact K de R° ot f(x) >0, on a :

sup |DT(x,y] - h[x’y]I P-S9-, g
(x,y]eKﬂRp F{x) T>too
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Si, de plus, pour tout e > 0 , on suppose LHDJ, [C1) ,

{c.), cy, cy, (cry , (cr) , alers pour T assez grand, on a :

2 3 1 2 3
Pl sup ‘DT[x,yJ - Diﬁilll > g) g Be exp[} £ 5= - s ]
(x,y)ekRP £(x) 72A'S°d KL K(T)

c) Examen de deux cas particuliens.

Conollaine 28.- Pour tout compact K de RP on f(x) >0,

sous les hypothéses des corollaires 5 et 26, on a

0

sup lﬁT[X:yJ ~ h[x,y]l p.co.

(x,y)eKRP Flx)  Toto

De plus, pour tout € > 0O , et pour T assez grand, on a :

P( sup |6 (x,y] - IUQiill[ > e)] g 8Be exp[} —e T1_(a"+8]]
(x,y)ekoR T £Ix) 500A* A"Sd
od i A" =A A, sl K= Ky - K2
= A si KL = KT
ol a" = max(a,a’)
ol B vérifie : 1 < B <1 et a” + B < 1
2

Cornollaine 29.- Pour tout compact K de R oo f(x) > 0O )

sous les hypothéses des corcllaires 6 et 27, on a :

_ h[x,y)l p.-co. o

sup IDT(x,y]
(X,y]eKﬂRp Fix) To>to0

De plus, pour tout € > 0, et pour T assez grand, on a
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Pl sup |DT[x,yJ - DiiLXl‘ > g) g 8e . exp{; _—_—EL—‘T?_ . (Log T)1—aj],
(x,y) ekoRP F(x) 872A’A"Sd

oii A" et o" sont définis comme au corollaire 28.

- Pour des détails sur 1l’estimation de la densité conditionnelle,
voir [B] et [15].

- Les résultats obtenus donnent une meilleure vitesse de

convergence gue ceux de [6] et [15].

- On peut également énoncer des théoremes similaires relatifs

a 1'estimation conditionnelle de x, ,...,X

N par rapport a x

1 to 99 5k

~ On pourrait donner également des résultats sur certains prédicteurs

car les estimateurs des densités conditionnelles FT(.|xt TEERE )
- 1 m
permettent de construire des prédicteurs : X Fo(x|X, seee,x, ) dx
T t t
R 1 m
de Xy sachant T .
m+4 1 m

14 -~ -
17) Cas ou fe processus (x . -, est borne.

Supposons gue
Viez ; Ixtl <M

Reprenons les notations et hypothéses du paragraphe précédent.

Soit K un compact o0 f(x) > O . Posons

Ml
Yx e K 3 E (x) = J y(S Fly|x) dy § >0
-M
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une fonction de régression de X en X
t+m t

Ayant observé x <, X , un estimateur "naturel” de Eﬁ(x]

170 T

est donné par :

- M’ -
Vx ek ;5 E (x) = y6 D .(x,y) dy .
§,T M T

On obtient aisément la majoration suivante

§+1
- 2 M -
sup |E5 T(x] - Ed[x)l < 2 — sup IDT(x,y]

~ h(x,y]I
xeK ’ §+1 (x,yJeKXRp f(x)

Ce qui conduit & la proposition suivante :

Proposition 18.- Sous les hypothéses de la proposition 17,

si le processus (x_)

Xe)iez est borné par M' , alors, sur tout

compact K od f(x) >0, on a :

sup |E (x) - E (x)] PO, g
§,T 8
xeK Tor+oo

De plus, pour tout ¢ > 0, et pour T assez grand, on a :

-

ES,T

e(8+1) T }

§+1

(x} - E6[x3| > ¢) < 8e exp[— = -
144M* A'Sd K% k(T)

P{sup (
xeK

- Les corollaires 28 et 28 se traduisent ici par :

Conollaine 30.- Sous les hypothéses du corollaire 28, et

si le processus (x,) est borné par M' , alors, on a

t te”
sup IEG T3 - ES(X)‘ e
xeK ’ Toteo

sur tout compact K de RP ot f(x) > O
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De plus, pour tout € > 0 , et pour T assez grand, on a :

e(6+1) T'l—[oc"+8)]

§+1

P(sup IE@,T[X} - Ea[xll > ¢g) g Be exp[} ) .
1200M A'A"S d

xeK
les constantes étant définies comme au corollaire 28.

Conollaine 31.- Sous les hypothéses du corollaire 29, et si

le processus (x,]) est borné par M', sur tout compact K o0

t te”Z

f(x) >0, on a :

sup JE. .(x) - E (x)] P20, 0
8,7 )
xeK T>teo

De plus, pour tout € > 0 , et pour T assez grand, on a :

-~

P(sup |E
xeK

60 - Egbal > ) 5 Be . exp[— Eif*” = . (Log T)jyu’]
1344M° % A’A"S'd

§,T

les constantes étant définies comme au corollaire 2S.

2°) Cas o Le processus (x.). o n'est pas nécessalrement borné.

Supposons ici, gu'en outre :

Vx e K 53 E_(x) = J y6 F(ylx) dy 3 &6 >0
§ R

existe (K est toujours un compact de R? oo flx) > 0).

Prenons comme estimateur :

- M -

Vx e K 5 Er _(x) = T y6 D.(x,y) dy

§,T i T
T

ol lim M. = + o,
T—>+co
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Faisons 1'hypothése suivante

(R1] lim sup J y(S fly|x) dy = O
Mot xeK vl 2 M

I1 est alors aisé d'établir que, pour T assez grand, et

pour tout e >0, on a

Plsup |E° -(x) - E.(x)| > e) < PC sup |D.(x,y) - #ly|x)] > &0,
s, T § T §+1
xeK xeK 4 MT
|y|$MT
Faisons de plus 1'hypothése suivante
. T _ N . L 1 .2
(RZ] lim e ofl KT = max[KT KT , KT]

T+ K+ k(T) MT

on peut alors formuler la proposition suivante

Proposition 19.- Sous les hypothéses de la proposition 18,

et si on suppose (R,} et (R,) , alors on a

1 2
sup iE: 1033 - Ea[le B8, o
xeK ’ T>+oo

sur tout compact K ol fi{x) > O

De plus, pour tout e > 0 , et pour T assez grand, on a

X (8+1) T
P(sup |E, -(x) - Ea(x]l > €) g Be exp[} S . 6+1}

xeK 8,7 288A'82d K% k(T MT

Examinons les 2 cas particuliers classiqgues

Conollaine 32.- Sous les hypothéses du corollaire 30,

s} on suppose [Rq) et [RZ] , sur tout compact K o0 f(x} >0,

on a
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* p.co.

sup IEG T(x) - Ed[x)l = 0
xeK ’ T+
aq 1
Si MT = A3 T ol A3 >0 ; 0« ag < ;- avec a' + a3 <

alors, pour tout € > 0 , et pour T assez grand, on a :

“H
P(sup ‘ES,T[X] - Ea[x]I >¢e) ¢ Be . exp[}

_e(8+1) T1—(oc"+8]:|
xeK

24DUA'A"82d

ol A" est défini par : (K% = max(Kl K? MT , KT MT]
A" = A1 A2 A3 si Kl = K; K? MT
= A si K% = KT MT
o a" = max(a, o' + og]

3

et B vérifie :‘1 < B <1 et a" + B <1
2

Conollaine 33.- Sous les hypothéses dy corollaire 31 ,

si on suppose (Rq) et (Rz) , sur tout compact. K ol f(x) >0,
sup IE)|< (x) - Efx) 2220
§,T $
xeK To+oo
%3
Si MT = A3[L0g T) ol Ag >0; 0« ag <1 et a' + ay < 1,

alors, pour tout e > 0 et pour T assez grand, on a :

P{sup |é* {x) - ES(XJ‘ > g) < 8Be Bxp[} _el6+1) . (Log Tlﬂ—ai}

xeK 8,7 26B8A'A"S d

ol A" et a" sont définis comme au corollaire 32.

1
2

on

a
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CHAPITRE 1V

AUTRES CONDITIONS DE CONVERGENCE PRESOUE SURE DES
PARAMETRES DE CLASSE - F.

T - CONDITION SUFFISANTE DE CONVERGENCE PRESQUE SURE DES ESTIMATEURS DES

PARAMETRES DE CLASSE F SANS HYPOTHESE DE MELANGEANCE.-

1°) Hypothtses générales.

Nous reprenons toutes les notaetions et hypothéses des chapi-

tres I et II (§ I 1°), sauf qu'ici, nous ne faisons plus d’'hypothése

On suppose encore (26 bls).

de mélangeance sur le processus ({x_ )

Xt ltez

Remarquons que (28) et (28} valent encore.
Inspirées de [29], nous ferons dans la suite 1l'une des deux

hypothéses sujvantes :

(H:]] qk >0 5 Ine [0,1] tel que :

;
e I 91" € K tsup g Y TN W s
£21

uekE

pour toute fonction Y réelle, B-mesurable, bornée, et vérifiant :

E[ix,)] = 0.

(Hi] (xtlteZ est un processus réel et borné
Ve ez , ]xt[ < M et
jK >0 , 37} € [D,’l[ tel que :
I 4 4 _2+n
E([ ] 90x ]} s KO sup W' T 3 YT o2
t=1 e [-M*,M"]
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pour toute fonction Y réelle, continue et vérifiant = E[ﬂ[x1]] =0 .

Remangue.— Les hypothéses ci-dessus peuvent s'entendre avec 1

fonction d'un nombre fini de xt , C'est-a-dire

~

ﬂ(xt,...,xt+h] o h>0.

2°) Exemples de processus vérifiant £'une des hypothlses précidentes.

Commengons par un lemme.

Lemme 5.- Si [xt)teZ est un processus strigtement statiennaire,

barné par C, centré et a-fortement mélangeant avec :
+ oo
Z vali) < + = {avec afl0) = 1).
i=0

Alors, on a :

T 4 +0oo
- E[C] x7] <3072 N AT E S S
C_UD t=1 i=0
LiLe

Démonstration : Similaeire au lemme 4 p. 172 de Billingsley [20]

ol 1'on remplace le lemme 2 p. 171 de [2@] par le lemme d'Ibragimov [jg]

déja cité.

- Supposons que {x_] vérifie les conditions du lemme

t'ted

précédent.

Soit n, = wixt) , ot Y vérifie les conditions de (Hg)

(respectivement celles de [Hi]]. Alors [nt]teZ est un processus

strictement stationnaire, réel, borné, centré, a-fortement mélangeant.

a P ‘oo 1
Donc, gréce au lemme précédent, [xt)teZ .vérifie [Hn]

{respectivement [Hi)).
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~ Ceci reste vrai si (nt] est un processus vérifiant

teZ

ny = ﬂ(xt,...,xt+h] ol h est un entier positif donné. ny est

strictement stationnaire, réel, borné, centré, si { vérifie les conditions
de (Hl] (respectivement celles de (Hi]). Il est aussi o'-fortement

)

mélangeant avec : ao'l(t) = alt-h) . Donc, gréce au lemme 5, [

t'tez

vérifie [H:) {respectivement (Hi]].

3°) Résultats.
On suppose gque, pour tout r de IN 1le processus
)

(xi,.. vérifie [H;] (respectivement [Hi]].

X ah(r) ieN”

Posons

V& eﬁW* 3 VQ eN ;

dix « - ﬂr[xi""’xi+h(r]] T e
i i+h(r) T-h(r)
On a alors
. T-h(r)
a. - a. - igq ﬂ[xi""’xi+h[r]) .

I1 est aisé de vérifier que Y a toutes les propriétés

demandées dans (H;) (respectivement dans (Hi]].

Spit e > 0 . Gréce a une conséquenpge de 1'inégalité de Markov ,
on obtient

enst et

£ 7 E(}ér - a

B

(143) P(la_ - a_| > ) <
r

2M8 (K +1) e r

En appliguant [H:] (respectivement [Hi)L on a :
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18M4S4(KT+1]4 4
d
) < . K.

ZMS(KT+1) 54 (T-h(r))

€

Pla_-a| > (T-h(r)) "D

7

Ce qul est majoré, pour T assez grand, par :

4
34M4S4Kd4 KT
84 TZ—n

De (41bls), on en déduit alors, pour T assez grand, que :

K 4
. T 4.4 4 K
Plsup |g (y) - gly)] > e) < ] Sl S4Kd - 2T
yeF r=0 € 7470
4.4 4 K
 3omiskd® T
€4 T2 n

Ce qui prouve le résultat suivant

Théonéme 5.- Sous les hypothéses précédentes, si le processus

[xi,.. vérifie (H;] (respectivement (Hi]] et si :

S X5 ah(r)) 1eN®

(144) )

Alors, on a :

sup |grly) - gly)] P20, 0
yeF T>+eo

De plus, pour tput e > 0, et pour T assez grand, on a :

5
4 4 4 K
- 5
(145) P(sup lgT[y] - g[y)l > g) g 35M 2 Kd . ZTn

yeF 3 T

4°) Remarques.

- La condition (144) ci-dessus est plus simple & vérifier

qgue la condition (38).

- On n'obtient pas une vitesse de convergence exponentielle
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comme au chapitre II, ce dont on pouvait se douter car les hypothéses

(H ) ou (Hi) sont plus faibles que les hypothéses de forte mélangeance.

5°%) Applications.

N

LLe théoréme 5 ci-dessus s'applique & toutes les estimations

signalées au chapitre III, et od, suivant les cas, on suppose (Hl]

Qu (HZ]. Par exemple, on suppose (Hl] pour l'estimation de la densité,

et (H7) pour 1l'estimation de la densité spectrale.

=3 N3

Nous ne reprendrons pas ici le détail de toutes ces applications,

soin que nous laissons au lecteur.

Signalons par exemple qu’'on retrouve ainsi les théoremes 6 et 7

de [30].

1T - ETUDE D'UN CAS PARTICULIER.-

I1 est clair que le rang a partir duguel (145) est vérifiée

dépend de la vitesse de convergence de la serie : z !ar[.

Nous supposerons dans ce paragraphe que

(146) Jc>o0; Jy>1 5 W e N Iar| s—%
r
Remangue : 5'il existe p > 0, tel gue la série : z rP |a ]

r=1 r

converge et tel gue la suite (rP Iar,erNx soit décroilssante, alors un

lemme classique d'analyse permet d'affirmer que

* C
HC >0 V% e NN f larl < rp+1

ce gui nous donne (146).
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1°) Etude du biais.

Nous supposercons dans la suite KT =1 + [Ta] ol O<ao< 1.
Etudions le biais suivant les deux classes de poids indiguées au chapitre II

(§ I, 1°).

a) Classe 1.

D’apreés (22), on a

SC 1
sup |b.(y)| 58 Yy la | s x -
yeF | e T S A
b} CLasrse 7.

Faisons 1'hypothése supplémentaire que la fonction k{x)

vérifiant les hypothéses (19) est lipschitzienne d'ordre g dans [D,1]
lk(x) - 1] s x¥ 5 Wxe [0,1] .
Dans la suite, sans perte de généralité, nous supposerons
M et M" supérieurs ou égaux a 1.
Deux cas ge présentent :
(x) Si 1<yg?2
On peut toujours choisir les poids tels que : g < y-1 .

Alors, une étude similaire & celle du chapitre II (§ I, 2° b) aboutit

au résultat suivant :
- 81 ag < 1

BSMM"C(y-g) _ 1

X

Tod

sUp (bT(yJ( <
yeF y-g-1
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(%) si vy >2 .

On peut toujours choisir les poids tels que : g 2 yv-1
Une étude semblable & celle du chapitre II (§ I, 2°, b), conddit alors

a la majoration ci-dessous

- Si aly-2) <1

BSMM"C(y-1) < 1

sup IbT(yJI ES

yeF v-2 Ta(Y—ZJ
2°) Reésultats.

On supposera dans ce paragraphe : T > 10

Le théoréme 5 et 1'étude du biais ci-dessus permettent de donner

le rang & partir duquel (145} est vérifié dans les différents cas.

a) Classe 1.

Pour tout € > 0 , si

~ 1/aly-1)
a < 1-n et T > [ 25C
5 . (y=1).e
Alors, on a :
- 4 4. 4
(147) Plsup lgT[y] - g(y)| > g) g 180 2 Kd_ 2_1_5
yeF I T n--a
b) Classe 7.
Pour tout e >0 ,
, . . 1-n
¥ 51 1<y 2 535 s1 g<vy-1 3 si ac< H
5

wepo_ 111700
I T [128!"”‘1 Cly q]]

ely-g-1)
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Alors, on a (147)

¥ Si y>2 ; si g=xvy-13; 581 ac< min(ll— 3 —)

et si :

" _ 1/0(y~2)
. [’IZSMM Cly 1)}
ely-2)

Alors, on a (147).

3°) Remarques.

- Plus vy est grand, plus le rang & partir duguel (147)

est vérifié est petit.

- Les calculs précédents ont été faits dans un cas particulier.
Ils ne peuvent &tre menés dans le cas général que si 1'on salt comment

se comporte la série de terme général : |ar|.

111 - CONVERGENCE UNTFORME PRESQUE SURE DES ESTIMATEURS DE LA DENSITE

SPECTRALE D'UN PROCESSUS FAIBLEMENT STATIONNAIRE ET -MELANGEANT.-

1°) Deux nésultats de G.J. Babu ([31]7.

Soit (Xn]ndN* une suite de variables aléatoires réelles,

supposée -mélangeante au sens de P. Billingsley [[20]]

Vn e ™ ; VA e Mt ; VB e M
1 t+n

[P(A N B) - P(A) P(BY| < §(n) PLA)
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(les tribus M: et M;Tn étant définies au chapitre I § I , 1°) avec :

- 1limPn) =0,

n->+oo

- la suite (@(n]]ndN* est décroissante .

Soit d > 1 . On pose :

V@ eR k >2 3 Vh eﬁW* 3 Vﬁ e N

B(n,k,h) = E |

K
1 Vil
1

1

i{~13

et D(n,k) = sup D(n,k,h) .
HelN

G.J. Babu a prouvé les deux résultats suivants :

Proposition 20.- Soit (Xn]ndN* une suite de variables

aléatoires réelles {-mélangeante avec :

I, et <+ e (0 <68 g 1)
nelN

On suppose qu'il existe p > 1 et M > 1 tels que

sup E[[anp] <M.
neN

On suppose que :
Vh e N* E(X ) =0

et que : 0<6 < max(t ;1 - .
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Alors, pour tous réels k2 , g>0, p > g, il existe

une constante a = a(k,p,q,M,¥) telle que :
VoeN 5 1sns a¥

D(n,k) ¢ a[hk/z +n dk—p]

Sous les hypothéses de la proposition 20, il obtient le

corollaire suivant :

Conollaine 34.- Soient A>0; B8 >0; a > 1 avec po > 1 .

2

Alors il existe K(6) tel que :

J o

(148) Vn >3 ; PC( sup I Z X, I >3 An) g

. i,n

1<jgn i=1

2 A_e K(e) n1—pa (Log n]‘z

ol 6 = max(3 ; Zaptd 3 + ﬁJ
2a-1 B8
od X, =X st |%x| s n%Llog m®
i,n i 1
=0 sinon .

2°) Consiquences.

Dans les conditions du corollaire 34 , on a :

J
(149) Pesup | ) x| >3an% ¢
1¢jgn i=1

P( sup | B

1g5sn 1

)

il I~

n
1 X; ol >3 A n*) o+ 121 P(]X;] > n® (Log n)
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Spit n > 1. Alors il existe t >0 et n de IN tel

que :

V% elN ; n= ﬂ1 3

(150) P[‘Xil > n* (Log nJ—B] < P(|Xi|p (Log (1 + IXiIJJn > t nap[Log n]n—Bp)

Alors (149), (148) et (150) permettent d'écrire que

(151) Pl sup |
1gjgn 1

<

It b~

X,| >3 A% g
1 1

t—1(Log n)BD-n X

1

2 A_6 K(g) nq—pa[Log n]_2 +

Wt~13

i

n %P supAE[lxilp (Log (1 + |Xi‘3]ﬁ].
i1

Posons N = sup E[IXilp {Log (1 + lXi‘])n] et choisissons
i1

B = nt (151) s'écrit alors :
2p
0 -8 1-po -2
(152) PCsup |} X,| >3 A n®) < 2 A° K(8) n PE (Log n) +
1¢jgn i=1 *

tnqiLog ny(n*1Vz n1—pa . N

On obtient alors la proposition suivante :

P&OEOALILOH 21.- Soit [Xn]ndN* une suite de variables

aléatoires réelles centrées -mélangeante. On suppose qu'il existe

p>1 et n>1 tel gue :

(153) N = sup, E[]X [P (Log(1 + [x |NT] <+
nel n n

On suppose gue :
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oo

z (lﬂ(n]J6 < t oo ol 0<6 < max(-1 , 1 - JJ

n=1 P p

Soit a > 1 et pa > 1
2

Alors, il existe t > 0, K(®) > 0, tel que, pour n assez

grand, on ait

2 o -8 1-pa
(154) PCUsup | ] X | >3An") <2A " Kle)n

1gjgn 1i=1

(Log n) 2 +

+NLog my 0*N/2 1epa

3°) Application & La convergence unifonme presque sire des

estimateuns de La densit? spectrnale d'un processus faiblement stationnaire.

Soit [xtJteZ un processus :

- centré : V% e 2 E(xt) =0

- faiblement stationnaire : Vqt,s,hJ € 73

cov(x , X } = covix,, x J = g(t-3s)
t+ )

h s+h t

- J-mélangeant (voir chap. III, § III, 1°).

On suppose ici que

+oo

(155) Yool <+ e

r=-o

Sous les hypotheses précédentes, le processus admet une

densité spectrale f(A} définie en (118).

3 on définit un

.,XT

On suppose gu'on a observé Xqre
estimateur de la densité spectrale, noté FT[X] par 1'expression (116 bis

).
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Les résultats du chapitre II, et surtout 1'expression (42) nous

prouvent que, pour tout e > 0 , et pour T assez grand, on a:
K

- T T-r
(156) PCsup |7 00 -t s e ¢ § POl ] x| > el
Ae[}n,n] T r=0 t=1 ' 2M[KT+1)
ol xt,r = X Xpap T olr)
ol lim K. = 1lim LI .
T>+oo To>+co KT

Remarquons gue :

-E(xtrj=o ;s Veen 5 Vren

- le processus (X ) est {'-mélangeant avec :

t,r telN:

YreN , n>rt ; $'(n) = Jin-r) .

sott K, = [T °] od §-< o < 1

Pour r g K et pour T assez grand, on a :

T

(157) Y1 e(T-r) s 3 A Tu
2M (K1)
avec
(158) A = /m.e
24 M

Alors (152) s'écrit, pour T assez grand :
1 T-r

(159) P( sup [$,00 - F0] >e) s2T *pPlsip | ] X >3ATY

re[-m,m] OsrsK,  t=1 t.r

Supposons p %2 3 . On peut alors appliquer la proposition 21,

donnant le théoréme suivant
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Théoneme 6.~ (x, ) étant un processus centré, faiblement

Xt tez

stationnaire, et {-mélangeant ; si on suppose que :

- ﬂp >3 jn >1 , tel gue :

- p
(160) N = sup E[|x, |° (Log (1 + Ixt'r|31“] <+ o
t31
rx0
ol xt,r = Xy Xeop " olr)
1 1
- Pour 0 < § ¢ max(—, 1 - =)
p p

o0

Z (ﬁ[t]]d < + o

=1
Alors sup _ [f, (0 - FOI| 220
A€ [—n , T To+e

avec pour tout e > 0 , et pour T assez grand :

P( su 500 - £ > ) a[ace)] ™ ko) TFPY % (Log T2
X€[8ﬂ,ﬂ
¢ 2t Vlog Ty N2 g2mpota 1y
ol t>0; K(8) >0 ; Ale) = Vu.e ; 6 = max(3 ; 2patt 3 p ot Bp)
24 .M 2a-1 n-1

4°) Remarques.

a) (160) est vérifiée s'il existe g > 4 tel que :

o
ey Bl Xpppl ) <r

rei
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(160) est vérifiée s'il existe g > 4 tel que

sup E(ixtlzq) < + o
telN
b) Les calculs faits dans tout ce paragraphe III ne font
intervenir en aucune fagon la stationnarité du processus, ce qui permettra
gsans doute de généraliser dans certains cas non-stationnaires & 1'estimation
des densités spectrales évolutives (voir par exemple [?4] - vol. 2 -

chapitre 11j.

¢} Le théoreme B généralise les résultats de Gaposhkin, ainsi
gque ceux du chapitre III (§ IV). A notre connaissance, il n'y a pas
d'autre résultat sur la convergence uniforme presque slre des estimateurs

de la densité spectrale dans le cas faiblement stationnaire.

IV - CONCLUSION. -

- Cette premiére tentative d'unification est évidemment

susceptible d'améliorations sensibles.

- Par exemple, on peut certainement améliorer 1'inégalité
de Bernstein employée ici (lemme 4). En effet, i1l est clair qu'avec
des coefficients de mélangeance du type aln) = a pn (0 <p < 1), on
n'a certes pas indépendance, mais on en n'est pas "trés loin”. L'ideal
serait d'obtenir alors une vitesse de convergence en D[?xp[~ nY]]
ot 0 <y <1 serait aussi proche de 1 gue souhaitable. Le premier
probleme qui se pose egt donc "1’optimalité” de 1'inégalité de Bernstein,

et par conséguent 1'optimalité des résultats de cette thése.
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- Le second probléme soulevé est celui de la mélangeance. Il
parait souhaitable dans 1'avenir de s’en dispenser, car il est clair
)

gque si, de loin en loin, dans le processus ( il y a deux v.a.

“t’tez °
fortement dépendantes, le résultat n'est pas notablement perturbé. Cette
condition de régularité devrait donc &tre remplacée par une condition
plus souple sur la variance de la somme de n v.a. consécutives du

processus par exemple.

- Un troisieéme probléme, certainement plus aisé& & résoudre a
priori, est celui de 1'étude de la loi-limite des estimateurs "naturels”
caonstruits dans cette theése, qui permettra dans chagque cas particulier de

retrouver des résultats connus.

- Un quatriéme probléme est celui de l'estimation de la densité
spectrale traitée dans le cas strictement (chap. III, § IV), puils
faiblement (chap. IV , § III) stationnaire. Remarquons tout d'abord que
1'on peut certainement au moins généraliser 1'é&tude faite ici au cas
fortement mélangeant. L'étude faite au chap. IV (§ III} ne fait intervenir
en aucune fagon la stationnarité, sauf pour 1l'existence de la densité
spectrale. La tendance contemporaine de la recherche semblant s'orienter
vers les processus non-stationnaires, qui modélisent sOrement mieux les
phénomenes & analyser, 1'étape suivante sera donc, sans doute, 1'étude
des spectres évolutifs et leur estimation, o0 bien des choses restent a

faire.

- Un cinquiéme probléme, important pour le praticien, esquissé
dans le chapitre IV (§ II) est le rang TD & partir duguel on obtient
les vitesses de convergence indiquées. Il semble qu'il soit difficile dans
les chapitres II et III de donner une réponse, vu la surabondance de

paramgtres intervenant dans les calculs. On ne peut y apporter de réponses
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que dans des cas particuliers, réclamant la connaissance du coefficient
de mélangeance, de la fonction de poids utilisée, ainsi que le comportement

de la série : z ]a !.

- Le sixiéme et primordial probléme reste la compréhension
totale et 1l'interprétation du fait que les éléments de F peuvent s'écrire
comme des limites de suites d'espérances mathématiques des variables de

1'échantillon, en vu de généraliser tout ce travail.

- Bref, les résultats nouveaux obtenus ici en appellent d'autres,

et le sujet est loln d’&8tre épuisé.
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RESUME

Ce travail est essentiellement consacré a l'estimation asympto-
tique d'une classe F de parametres fonctionnels, classe qui contient, sous
certaines hypothéses de régularité, les paramétres classiques. Cette classe F
est surtout Caractérisée par le fait que les éléments de F peuvent s'écrire
comme des limites de suites d'espérances mathématiques des variables de
1'échantillon.

Des résultats relatifs & la convergence uniforme p.s. des estima-
teurs "naturels” des éléments de F, ainsi qu'une vitesse de convergence,
sont fournis, illustrés d'exemples.

Quelques généralisations, sous des hypothéses plus faibles, sont

également indiguées.

MOTS - CLEFS

- CONVERGENCE UNIFORME PRESQUE SURE.

- ESTIMATION FONCTIONNELLE / DENSITE.

- ESTIMATION FONCTIONNELLE / DENSITE SPECTRALE;

- ESTIMATION FONCTIONNELLE / FONCTION DE REPARTITION.

- PROCESSUS STATIONNAIRE.






