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En e s t i m a t i o n  f o n c t i o n n e l l e  c l a s s i q u e  s u r  l e s  p r o c e s s u s  

s t a t i o n n a i r e s ,  on a  l ' h a b i t u d e  d ' é t u d i e r  s épa rémen t  l e s  d i f f é r e n t e s  

f o n c t i o n s  à e s t i m e r .  Bien s o u v e n t ,  p l u s i e u r s  mé thodes  s o n t  m i s e s  en o e u v r e  

d a n s  chaque  c a s  ( v o i r  [ l ]  p a r  exemple  p o u r  1 ' e s t i m a t i o n  d e  l a  d e n s i t é ] .  

C e t t e  t h è s e  e s t  une  p r e m i è r e  é t a p e  v e r s  une u n i f i c a t i o n .  P l u s  

p r é c i s é m e n t ,  nous  nous i n t é r e s s o n s  à une c l a s s e  F d e  p a r a m è t r e s  à 

v a l e u r s  d a n s  un e s p a c e  d e  H i l b e r t ,  d o n t  l e s  c o e f f i c i e n t s  d e  F o u r i e r ,  une  

b a s e  h i l b e r t i e n n e  é t a n t  p r é a l a b l e m e n t  c h o i s i e ,  s o n t  d e s  e s p é r a n c e s .  

Ayant f a i t  T o b s e r v a t i o n s ,  on ne p e u t  e s t i m e r  d i r e c t e m e n t  un 

t e l  p a r a m è t r e  d e  d imens ion  i n f i n i e  ; p a r  c o n s é q u e n t ,  on p r o j e t t e  l a  

f o n c t i o n  à e s t i m e r  s u r  un s o u s - e s p a c e  d e  d imens ion  f i n i e ,  e t  on c h e r c h e  

d e s  e s t i m a t e u r s  " n a t u r e l s "  d e  l a  p r o j e c t i o n .  

Le p r e m i e r  c h a p i t r e  d é f i n i t  l e  c a d r e  g é n é r a l  d e  ce t te  é t u d e ,  

l a  c l a s s e  f d e  f o n c t i o n s  à estimer, i l l u s t r é e  d e  q u e l q u e s  exemples .  

Nous é t u d i o n s  éga l emen t  l e  problème d e  l ' i n d é p e n d a n c e  d e s  p r o p r i é t é s  

r e q u i s e s  pour  F v i s  à v i s  de  l a  b a s e  h i l b e r t i e n n e  c h o i s i e .  En f in ,  nous  

ment ionnons  q u e l q u e s  r é s u l t a t s  r é c e n t s  sur l a  q u e s t i o n .  

Dans l e  second c h a p i t r e ,  nous  c o n s t r u i s o n s  d e s  e s t i m a t e u r s  d e s  

f o n c t i o n s  de f, é t u d i o n s  l e u r  b i a i s  a s y m p t o t i q u e ,  p u i s  donnons  une c o n d i t i o n  

s u f f i s a n t e  d e  conve rgence  un i fo rme  p r e s q u e  s û r e .  C e t t e  c o n d i t i o n  e s t  v é r i f i é e  

d a n s  deux c a s  c l a s s i q u e s ,  moyennant d e s  h y p o t h è s e s  q u i  se r é v è l e n t  a c q u i s e s  

s o u s  une  h y p o t h è s e  s i m p l e  sur l a  mélangeance  du p r o c e s s u s  d e  b a s e .  Une 

v i t e s s e  d e  conve rgence  e x p o n e n t i e l l e  e s t  f o u r n i e .  



Le c h a p i t r e  III v o i t  s ' a p p l i q u e r  l es  r é s u l t a t s  p r é c é d e n t s  à 

d e  nombreux e x e m p l e s  : e s t i m a t i o n  d e  l a  d e n s i t é ,  d u  mode, d e  l a  f o n c t i o n  

d e  r é p a r t i t i o n ,  d e s  d é r i v é e s  d e  l a  d e n s i t é ,  d e  l a  d e n s i t é  s p e c t r a l e ,  d e  

l ' e r r e u r  d e  p r é d i c t i o n  l i n é a i r e ,  d e  l ' e r r e u r  d ' i n t e r p o l a t i o n  l i n é a i r e ,  d e s  

d é r i v é e s  d e  l a  d e n s i t é  s p e c t r a l e ,  d e  l a  f o n c t i o n  d e  r é p a r t i t i o n  s p e c t r a l e ,  

d e s  c o v a r i a n c e s ,  d e s  c o r r é l a t i o n s ,  d e  l a  d e n s i t é  c o n d i t i o n n e l l e ,  e t  d e s  

f o n c t i o n s  d e  r é g r e s s i o n .  

Dans l e  d e r n i e r  c h a p i t r e ,  n o u s  d o n n o n s  u n e  c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  

d e  c o n v e r g e n c e  u n i f o r m e  p r e s q u e  s û r e  d e s  e s t i r n a t e u r s  p r é c é d e n t s  e n  e n l e v a n t  

l ' h y p o t h è s e  d e  m é l a n g e a n c e ,  r e m p l a c é e  p a r  u n e  h y p o t h è s e  p l u s  f a i b l e ,  q u i  

y  f a i t  p e r d r e  en v i t e s s e  d e  c o n v e r g e n c e .  

E n f i n ,  n o u s  d o n n o n s  u n e  c o n d i t i o n  s u f f i s a n t e  d e  c o n v e r g e n c e  u n i -  

f o r m e  p r e s q u e  s û r e  e t  une v i t e s s e  d e  c o n v e r g e n c e  d a n s  l e  c a s  d ' e s t i m a t e u r s  

d e  l a  d e n s i t é  s p e c t r a l e  p o u r  un p r o c e s s u s  f a i b l e m e n t  s t a t i o n n a i r e .  



GENERALTTES S U R  L'ESTZMATION D'UNE CLASSE 

DE PARAMETRES FUNCTlONNELS . 
... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  

1 - LES DONNEES DU PROBLEME. - 

Dans t o u t e  l a  s u i t e ,  nous c o n s i d é r o n s  un p r o c e s s u s  (Xt)tsz ' 
c e n t r é ,  d é f i n i  s u r  un e s p a c e  p r o b a b i l i s é  (0 ,A,Q)  e t  à v a l e u r s  dans  

un e s p a c e  mesurable  (E,81 où E e s t  un e s p a c e  t o p o l o g i q u e  muni de  s a  

t r i b u  b o r é l i e n n e .  

On supposera  ( s a u f  a v i s  c o n t r a i r e 1  q u ' i l  e s t  s t r i c t e m e n t  s t a t i o n -  

n a i r e  e t  f o r t e m e n t  mélangeant .  

Nous appe lons  p rocessus  s t r i c t e m e n t  s t a t i o n n a i r e  ( v o i r  [2] 1 

un p rocessus  t e l  que : 

t 
où L ( Y 1  d é s i g n e  l a  l o i  de  l a  v a r i a b l e  a l é a t o i r e  Y .  S o i e n t  M-m 

+ 03 
et M t + ,  l e s  t r i b u s  engendrées  r e s p e c t i v e m e n t  p a r  {x 1 i 5 t )  

i 

e t  {xi 1 i 3 t + n }  . Comme Rospnb la t t  ([3]) . nous appe lons  p r o c e s s u s  

f o r t e m e n t  mélangeant ,  de  c o e f f i c i e n t  de  mélangeance a (on d i r a  

a-mélangeant)  un p r o c e s s u s  v é r i f i a n t  : 



a v e c  l i m  a(n1 = O . 
n++ 00 

On suppose ra  d e  p l u s ,  s a n s  p e r t e  d e  g é n é r a l i t é ,  que  l a  s u i t e  

ca[nl I n m  est  d é c r o i s s a n t e  e t  q u e  a(O1 = 1 . Le p r o c e s s u s  ( X t l t ~ l  

p e u t  ê t r e  c o n s i d é r é  comme une v a r i a b l e  a l é a t o i r e  X à v a l e u r s  d a n s  

l ' e s p a c e  f o n c t i o n n e l  (E' , B" , QXl où 8' e s t  l a  t r i b u  e n g e n d r é e  

par les p r o j e c t i o n s  c a n o n i q u e s  Iit . L ' e x i s t e n c e  de  QX e s t  a s s u r é e  p a r  

l e  g r a n d  théorème d e  Kolmogorov. 

S o i e n t  i" l ' e n s e m b l e  d e s  mesures  d e  p r o b a b i l i t é  s u r  (E' , @*], 

D un sous-ensemble  d e  Pr G ( e n s e m b l e  d e s  p a r a m è t r e s )  un sous-ensemble  

2 
d e  L ( F , C , ~ ) ,  où F est  un e s p a c e  t o p o l o g i q u e  l o c a l e m e n t  compact à b a s e  

dénombrable  muni de  sa t r i b u  b o r é l i e n n e  C, e t  une mesure  a - f i n i e  

2 2 
sur (F,CI t e l l e  que  L  (F ,C,v l  = L ( V I  s o i t  s é p a r a b l e  quand on l e  munit  

d e  s a  t o p o l o g i e  u s u e l l e .  

S o i t  e n f i n  Y une a p p l i c a t i o n  d e  D dans G.  Le problème e s t  

d ' e s t i m e r  Y(PI = gp ( n o t é e  g d a n s  l a  s u i t e .  s ' i l  n ' y  a  p a s  a m b i g u ï t é )  

à p a r t i r  d ' o b s e r v a t i o n s  p r o v e n a n t  d ' u n e  l o i  i nconnue  P d e  D. 

Un e s t i m a t e u r  d ' o r d r e  T e s t  une a p p l i c a t i o n  m e s u r a b l e  - 
T 

2 
de  E~ d a n s  L ( V I  . 



P E ~ i W o n  1 . -  On d i r a  q u e  Y e s t  d e  c l a s s e  F s i  : 

2 
a )  I l  e x i s t e  d a n s  L (l.11 un s y s t è m e  o r t h o n o r m é  c o m p l e t  

( e r )  r a  f o rmé  d e  f o n c t i o n s  c o n t i n u e s  ( ' )  , e t  un i fo rmémen t  b o r n é e s .  

b l  S i  on a p p e l l e  a r [ g p l  les c o e f f i c i e n t s  d e  F o u r i e r  d e  

g p  
r e l a t i v e m e n t  à l a  b a s e  

( e r ' ra  
, p o u r  t o u t  P  d e  D, on a  : 

C I  P o u r  t o u t  P d e  Q e t  t o u t  r d e  N , on a : 

où h es t  une  a p p l i c a t i o n  d é f i n i e  e t  à v a l e u r s  d a n s  N . où gr est  

u n e  a p p l i c a t i o n  d e  ( E ~ ' ~ ) ,  B ' ~ ( ~ ~  1 d a n s  [R. %) P - i n t é g r a b l e .  

Remahque : Dans l a  d é f i n i t i o n  p r é c é d e n t e ,  a  e t  b  s o n t  

d e  s i m p l e s  c o n d i t i o n s  d e  r é g u l a r i t é ,  l a  p r o p r i é t é  c r u c i a l e  e s t  c .  

7 7  - EXEMPLES.  - 

Il e s t  c l a i r  q u e  d e  nombreux p a r a m è t r e s  f o n c t i o n n e l s  s o n t  d e  

c lasse  F. 

Nous s u p p o s e r o n s  d a n s  l a  s u i t e  que  les  e s p a c e s  t o p o l o g i q u e s  

r e n c o n t r é s  s o n t  munis  d e  l e u r  t r i b u  b o r é l i e n n e .  Donnons i c i  deux  exemple s  

où Y es t  d e  c l a s s e  f. 

( 1 )  P l u s  p r é c i s é m e n t  d e  v e r s i o n s  c o n t i n u e s .  On l e s  i d e n t i f i e r a  d a n s  l a  s u i t e .  



7 O ) Exemple 7 . - 

u = mesure de Lebesgue sur [IR. l&1 

(er'ra 
= fonctions d'Hermite 

a ea 
0 = ensemble des mesures de probabilité sur ( E  , B 1 telles 

- 1 
que. pour tout P de D. et tout t de 2 . P nt admette une densité 

fp 
par rapport à p, qui soit trois fois dérivable, et telle que : 

e ' kx j2 fp(x) 1"' soit de carré intégrable [voir [5] 1 .  

2 ) Extmple 2. - 

Le processus [ x t  1 tEa est supposé réel d'ordre 2 (i .e. vt s Z' , 

2 
E Xt < + m l .  

LE.Bl = (IR, i&l 

u = mesure de Lebesgue sur [F, Cl 

(er'ra 
= les fonctions trigonométriques . 

On pose : 

D = ensemble des mesures de probabilité sur (E' , 8") 

telles que : 



On pose : 

fp 
es t  l a  d e n s i t é  s p e c t r a l e  du p r o c e s s u s  ( X t l t s l  d e  l o i  P .  

Les  exemples  s e r o n t  r e p r i s  e t  d é t a i l l é s  au c h a p i t r e  III, a i n s i  

q u e  d ' a u t r e s .  

L ' e s t i m a t i o n  d e  l a  f o n c t i o n  f r o n t i è r e  d '  une mesu re  [ v o i r  [32f ) 

ne semble  p a s  d e v o i r  e n t r e r  d a n s  l e  c a d r e  de  c e t t e  é t u d e .  

777  - ETUDE DE L ' E F F E T  D'UN CHANGEMENT DE BASE SUR LES ELEMENTS P E  F.-  

Il  e s t  c l a i r  que l a  p r o p r i é t é  b  d e  l a  d é f i n i t i o n  du p a r a -  

g r a p h e  1, 3' n 'es t  p a s  c o n s e r v é e  p a r  changement  d e  b a s e .  En e f f e t ,  s i  l ' o n  

g c h o i s i t  une b a s e  c o n t e n a n t  - , i l  e s t  c l a i r  que  l a  p r o p r i é t é  b  s e r a  

1 l g l  I 
v d r i f i é e ,  a l o r s  q u ' i l  n ' y  a aucune  r a i s o n  q u ' e l l e  l e  s o i t  p o u r  une b a s e  

que l conque .  

Commençons p a r  d é m o n t r e r  deux  lemmes. 

Lemme. 1 . -  S o i e n t  deux  s y s t è m e s  o r thonormés  c o m p l e t s  [ e r l r d  
-. 

et  (fI-lrEN d a n s  un e s p a c e  d e  H i l b e r t  H muni d ' u n  p r o d u i t  s c a l a i r e  

n o t é  <.,.> , d e  norme a s s o c i é e  ] I . I )  . 



Soit g un élément de H. On a alors : 

g = I a e =  1 b r f r  avec : 
r a  rdl 

On pose : 

On a a lo r s  : 

Si on suppose de plus que : 

Alors : 

1 IarI < + - et que 
rdl 

Démonstration : (51  n'est autre que l'égalité de Parseval. 

O n  a : 



O r  1 ar  e r  tend en norme ve r s  2 a r  e r  . 
r = O  r = O  

La c o n t i n u i t é  du produi t  s c a l a i r e  permet a l o r s  d ' é c r i r e  : 

On a c la i rement  : 

L ' é g a l i t é  de Parseval  nous donne a l o r s  ( 7 1 .  

On suppose maintenant a v o i r  (91.  On a  a l o r s  : 

Pour tous  e n t i e r s  NI e t  N2 , on a : 

Par passage à l a  l i m i t e ,  on a donc ( 1 1 1 .  

i.mrne 2 . -  S o i t  ( Y i ) i a  une s u i t e  de v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  

d é f i n i e s  s u r  un espace p robab i l i s é  (n,A,PI e t  uniformément bornées 

par  M .  



2 
Les a  é t a n t  d é f i n i s  comme au lemme 1  où on prend H = L ( P l ,  

i r  

a l o r s  on a  : 

Démonstration : Posons : 

Y = 1 air Yi e t  Y ' =  1 a i r Y i  ( e x i s t e  grâce  à (711. 
i = O  i = O  

O r ,  grâce à (71, on a : 

0 3 2  
i i m  air = O . 
n- i = n + l  

Donc : 
L ~ ( P I  Y; - Y '  

Grâce à l ' i n é g a l i t é  de Schwarz, on a  a l o r s  : 

c ' e s t - à - d i r e  : 

i i m  E (  1 air Y i ]  = E (  1 air Y i ]  
n-m i = O  i = O  

D'où l ' é g a l i t é  (121. 

Appliquons ces  deux lemmes. 

2  
Prenons H = L ( V I  . S o i t  (eil im un système orthonormé 

2  
complet de L ( p l  . où l e s  (eiIim son t  cont inues e t  uniformément bornées 

2 
par  S. So i t  ( f r l r d  u n  a u t r e  système orthonormé complet de L ( V I  , où 



l e s  (frira s o n t  c o n t i n u e s  e t  uniformément  b o r n é e s  p a r  S ' .  

S o i t  g  un p a r a m è t r e  v é r i f i a n t  l a  p r o p r i é t é  b3 d e  l a  d é f i n i t i o n  1  

r e l a t i v e m e n t  à I e i l i d  , s ' é c r i v a n t  : 

On s u p p o s e  que  : 

[ l e s  air é t a n t  d é f i n i s  p a r  61.  

m 

Comme : Vr r ; f  = 1 air e i  . r i = O  

Grâce  à (131 ,  on e n  d é d u i t  q u e  les 
f r  

s o n t  c o n t i n u e s  e t  

un i formément  b o r n é e s .  

De p l u s ,  g r â c e  au  lemme 1 ,  on a  : 

Donc g  v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  b d e  l a  d é f i n i t i o n  1 r e l a t i v e m e n t  

à (frira . 
Supposons d e  p l u s  que  g  v é r i f i e  l a  p r o p r i é t é  c l  d e  l a  d é f i n i t i o n  1  

r e l a t i v e m e n t  à (ei l im . I l  v é r i f i e  : 

où Qr e s t  supposée  uni formément  b o r n é e  p a r  B .  



Grâce au lemme 2 ,  on a  : 

A i n s i  g v é r i f i e  l a  p rop r i é t é  c l  re lat ivement  à 
r l  r a  . De p lus ,  

on remarque que : 

donc l a  p rop r i é t é  d ' ê t r e  uniformément bornée r e s t e  v r a i e .  

1V - 2UELqUES RESULTATS RECENTS SUR LA CONVERGENCE EN ESTTEIATION FONCTlUNNELLE 

POUR LES PROCESSUS. - 

Nous ne prgtendons évidemment pas à l ' e x h a u s t i v i t é  sur un 

s u j e t  a u s s i  vaste .  

I o )  E~ZLmaLian de &a devinLt&. 

G.G. Roussas 041, M .  Rosenblatt  [4], puis  H . T .  Nguyen 151 ont 

b tydié  par t icu l iè rement  l ' e s t i m a t i o n  des d e n s i t é s  marginales ,  des  d e n s i t é s  

mu l t iva r i éa s ,  des d e n s i t é s  de t r a n s i t i o n  a t t achées  à un processus markovien ; 

l e s  deux premiers dans l e  ca s  d i s c r e t ,  e t  l e  d e r n i e r  l e  géné ra l i s an t  au 

cas  cont inu .  

D g  Bosq, dans [6], a  é t a b l i  l a  propos i t ion  su ivante  : 



P/~opohkCion 1 . -  S o i t  (Snlna  une s u i t e  s t r i c t e m e n t  s t a t i o n n a i r e  

$-mélangeante de  v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  d é f i n i e s  s u r  (R .A .  P I  à v a l e u r s  d a n s  

( E , B , ~ ) .  S o i t  P  l a  l o i  commune d e s  o  Sn 

Supposons que ( E , B I  s o i t  un espace  t o p o l o g i q u e  muni de  s a  

dPo 
t r i b u  b o r é l i e n n e ,  e t  que  - admet te  une v e r s i o n  c o n t i n u e  unique 

x 
n o t é e  f .  Supposons d ' a u t r e  p a r t  q u ' i l  e x i s t e  une s u i t e  [ e i ) i d  de 

v e r s i o n s  c o n t i n u e s  d e s  e  . i 

Posons : 

Sous l e s  hypothèses  s u i v a n t e s  : 

1 )  e s t  $-mélangeante g t  1 J ( n )  < + 

n a  

x 
2 )  M = sup sup l e i ( x ) /  < + 

idN xcE 
m 

x 
31 La s é r i e  1 ai e i  converge  uniformément v e r s  f .  

i = O  

A 

Alors .  on a  : l i m  P .S .  sup I f n ( x )  - f [ x )  1 = 0  . 
n++w xc E 

E n o n ~ o n s  une p r o p o s i t i o n  t o u j o u r s  due à 0 .  Bosq ([8]) dans  un 

a r t i c l e ,  q u i  e s t  à l a  base  de  c e t t e  t h è s e .  

PhopobiJ%on 2.-  Les n o t a t i o n s  s o n t  l e s  mêmes q u ' à  l a  p r o p o s i t i o n  1 .  

11 [ S n ) n m  e s t  s t a t i o n n a i r e  e t  $-mélangeante avec  : 



x 
21 M = sup sup /eilxll < + - 

idV xaE 

3) 1 q(n] exp[- *] < + pour tout y > O . 
n>l q(n1 

' 1 '  
étant donnés, on a : Alors, 6 > O et a > (Log - 

P 

et donc sup Ifn(xl - f (XI 1 + O presque complétement sorement. 
xcE 

J. Akonom a étudié, dans sa thèse ([7] 1. l'estimation de la 

densité de la partie continue d'une probabilité mixte et l'a appliqué 

particulièrement aux processus stationnaires et mélangeants. 

Avec le même type de processus, D. Bosq ([6] 1 a donné un théorème 

de convergence presque sûre de la densité conditionnelle. 

Reprenons les notations de la proposition 1. On considère 

l'espace mesuré (IR', 6 , pl où p est la mesure de Lebesgue sur IR' . 
IRP 

On suppose que la loi 
Q0 

de (50,5q1 est absolument continue par 

rapport à u ,  et qu'elle admet une version continue et bornée h de 

sa densité par rapport à p. 

prenant (e. ejIim 
1 

ja 

comme 
2 

base hilbertienne de L (p B pl, 

h 
on peut estimer la densité conditionnelle - . 

f 
a a 

soit h (x,y1 = 1 a e. (xl e.Ix1 v(x,yl a IR 2~ 
n Osisq (nl ijn 1 J 

1 



h h .. 
n 

L'estimateur de - est défini par -=- (si fn = O , 
- f 
h 

n 
n on prend -;- = 01 . 
n 

On a alors la proposition suivante : 

Phapab&bn 3.- Sous les hypothèses de la proposition 1, et 

1 1  y [j h ei ej d(p 8 pl ei ej converge uniformément vers h. 
i, j=o 1 

pour tout compact K sur lequel f est positive. 

fin(x,yl h[x.yI 

M. Delecroix, dans [15] , a étudié dans le même cadre, l'estimation 

des densités marginales et de transition, et a obtenu des lois-limites 

pour ces estimateurs. 

2"  ) Eb;tunation de devlndé npectitde. 

Peu d'articles ont paru sur la convergence uniforme presque 

sûre des estimateurs de la densité spectrale. Ce problème a été étudié 

par T.M. Tovstik [9] dans le cas d'un processus linéaire, par G. Alekseev [IO] 

pour les processus gaussiens, et par D.R. Brillinger [II] pour des processus 

dont les moments de tous ordres satisfont à des conditions de stationnarité. 

= O lim P . S .  SUP 
n++m fn(x1 f (XI 

(x,yls~AR~ 

.. 



Nous c i t e r o n s  l e  r é s u l t a t  p l u s  g é n é r a l  s u i v a n t ,  du à 

V.F.  Gaposhkin [IZ] : 

S o i t  [ u t )  tEz un p r o c e s s u s  r é e l  s t a t i o n n a i r e  de  moyenne n u l l e .  

1 
Appelons 1 [AI = - son périodogramme. A l o r s  un e s t i m a t e u r  

.. 
f T ( v l  d e  l a  d e n s i t é  s p e c t r a l e  f I v l  e s t  donné p a r  : 

f T ( v l  = ) wT["v1 I [Al  dh où w [Alvl  e s t  une " f e n ê t r e  s p e c t r a l e "  . 
- n T  

Sous l ' h y p o t h è s e  que l a  r e l a t i o n  E ( u k  uk+,, u ~ + ~  u  l =  k + s  

u  1 e s t  v é r i f i é e  pour  t o u s  e n t i e r s  k  h  r S. l ' a u t e u r  E ( u o  Uh Ur s 

donne d e s  c o n d i t i o n s  q u i  i m p l i q u e n t  l a  convergence uniforme presque s û r e  
A 

d e  f T  v e r s  f ,  a i n s i  qu 'une v i t e s s e  de  convergence.  

Enf in ,  c i t o n s  un a r t i c l e  r é c e n t  de  E .  Masry [13] q u i  e s t ime  

p a r  l a  méthode d e s  f o n c t i o n s  o r t h o g o n a l e s  l a  d e n s i t é  s p e c t r a l e  d ' u n  

p r o c e s s u s  con t inu  [ X [ t l l t m  . Il obse rve  l e  p r o c e s s u s  aux temps 

[ t n l  , n = I . . . . ,N  ; où ( t  1 s u i t  un p r o c e s s u s  p o n c t u e l  r é e l  s t a t i o n -  n  

n a i r e  de  Po i s son .  L ' a u t e u r  montre l a  convergence uniforme en moyenne 

q u a d r a t i q u e  des  e s t i m a t e u r s  c o n s t r u i t s .  Le sys tèmes orthonormé c h o i s i ,  

h é l a s ,  e s t  f o n c t i o n  du p r o c e s s u s  ' t n l n a  
(dans  l e  c a s  p o i s s o n n i e n ,  

il prend l e s  f o n c t i o n s  de Laguer re )  e t ,  hormis l e s  c a s  s i m p l e s ,  l e  c a l c u l  

d e v i e n t  v i t e  i n e x t r i c a b l e .  



CHAPITRE 17 

U N E  CONDITION SUFFISANTE DE CONVERGENCE UNIFURA1E 

P R E S ~ E  S Û R E  0' ESTIMATEURS DES PARAE~ETRES D E  CLASSE F .  
...................................................... 

1 - DEFINITION DES ESTIMATEURS - ETUVE DU B I A I S . -  

1 O )  V é ~ i W o n  den a;timcLteum d a  panam2;Dta de clceande F .  

On suppose  que  Y e s t  d e  c l a s s e  F. Avec l e s  n o t a t i o n s  du 

c h a p i t r e  1, on a  : 

2 
g ( y 1  = 1 a r  e r ( y l  ( a u  s e n s  d e  L ( p l 1  . 

r d  

On suppose  q u ' o n  a o b s e r v é  
X 1 " " ~ X  T m  

I l  e s t  n a t u r e l  d e  c h o i s i r  comme e s t i r n a t e u r  d e  g .  

,. 
I l 5 1  'V'y E: F g T ( y 1  = 1 w T ( r l  â e I y l  

r d  r r 

- les  w I r 1  s o n t  d e s  p o i d s  d o n t  nous  c o n s i d é r e r o n s  e s s e n t i e l -  
T 

l e m e n t  deux  c l a s s e s  : 

S o i t  KT E: N a v e c  

T 
lirn KT = l i m  - = + CO . 

T++a K 
T  



w;( r1  = O pour r > K T  

e t  où  l a  fonct ion k e s t  a s s u j e t t i e  aux hypothèses c l a s s iques  su ivan te s  : 

. Ik Ix l l  S M  pour O ~ x i l  ( o n p r e n d r a  M 2 1 )  

. k e s t  cont inue  à d r o i t e  en zéro .  

Rmmqua : 

11 La somme dans (151 e s t  une somme de ( K T  + 11 termes. 

21 Grâce à (21,  on a  : 

Commençons par  é t a b l i r  u n  lemme s u r  l e s  s é r i e s .  

Lemme 3 .  - Soi t  ( a r )  une su2t.e r é e l l e  à termes p o s i t i f s  

t e l l e  que : 



I 
r 

Alors : lim 1 - a  r = O  . 
T++m r=1 T 

Démonstration : (201 implique que : 

Pour T > To on a : 

Il est clair qu'il existe 1 
dans M tel que, pour tout T > Tl 8 

on ait : 

Ainsi, pour T > rnaxlTo.T1ll on a : 

et ceci pour tout E. D'où le lemme. 

- Le biais bT[yl de gT(yl vaut : 



D'où : 

en appelant  : S = S ~ P  / e r ( y )  / - 
Y ~ F  

Soi t  E > O un r é e l  donné. 

a ]  Dans l e  cas  de l a  c l a s se  1 ,  on a  : 

Cette  dern ière  q u a n t i t é  é t a n t  majorée par  E pour T assez  grand, grâce 

à (11 e t  au f a i t  que : l i r n  KT = + 

T++w 

bl Dans l e  cas  de l a  c l a s s e  2 ,  on a  : 

D'où : 

K~ T r T r r 
[23)  E w , .  - I . a  1 l a r ]  1 -  - 1 1  + 1 I r  - - "  Ik[-)I 

PO r= I K~ r = l  T 

Grâce 4~ lemme 3 e t  au f a i t  que lirn - = O , i l  e x i s t e  T ~ n ]  t e l  O 
T++w T 

que ; 



Traduisons l a  c o n t i n u i t é  de k en O : 

Posons KT = [6 KJ 1 [. . .] s i g n i f i a n t  : p a r t i e  e n t i è r e  del . 

On a  a l o r s  : 

Grâce à 111 e t  au f a i t  que l i m  KT = + il e x i s t e  Tl dans lN t e l  
T++ w 

que : 

w 
E 

1261 M E N  ; T > T 1  1M+11  1 l a r i  < - 
X 

r = K  +1 
6 

T 

Finalement 1221, 1231, (241, (251 e t  (261 permettent  d ' é c r i r e  : 

.. 

2 E S-' . sup I b T 1 y l I  I - + 1 l a r ]  pour T > max(T ,Tl) . 
O 

YEF 3 r = K + l  
T 

E 
La de rn i è re  somme peut ê t r e  rendue i n f é r i e u r e  à - par  un argument 

3 

s i m i l a i r e  à c e l u i  de a ,  pour T > T2 . 



Fina l emen t  : 

D'où l e  théo rème .  

ThZoh2me I .- S i  les  p o i d s  w T [ r l  s o n t  d e  c l a s s e  1 ou 2 ,  

A 

a l o r s  les  e s t i m a t e u r s  gT s o n t  a sympto t iquemen t  uni formément  non b i a i s é s .  

3 O ) O&e du b i a A  . 
E .  Pa rzen  Cl71 a  d é v e l o p p é  une é t u d e  du b i a i s  a s y m p t o t i q u e  d a n s  

l e  c a s  d e  l a  d e n s i t é  s p e c t r a l e .  Nous r e p r e n o n s  son  t r a i t e m e n t  " m u t a t i s  

m u t a n d i s " ,  d a n s  un c a d r e  p l u s  g é n é r a l .  

Il e s t  c l a i r  [ v o i r  p a r a g r a p h e  p r é c é d e n t ]  q u e  l e  b i a i s  asympto-  
.. 

t i q u e  d e  g dépend à l a  f o i s  d e  l a  r é g u l a r i t é  d e  g ,  p a r a m è t r e  à e s t i m e r ,  
T 

et  a u s s i  d e  l a  r é g u l a r i t é  au v o i s i n a g e  d e  O de  l a  f o n c t i o n  d e  p o i d s  

k ( x 1 .  D'où l a  n é c e s s i t é  d ' i n t r o d u i r e  d e s  h y p o t h è s e s  s u p p l é m e n t a i r e s .  

Supposons  q u ' i l  e x i s t e  p  > O t e l  que : 

Supposons d e  p l u s  q u e  l a  f o n c t i o n  de  p o i d s  k [ x l  v é r i f i e  

1 - k [ x )  = . 3 k > 0  ; l i m  3 q > o  
x+o X 9  



Iq est le plus grand exposant pour lequel : k < + m l .  On a alors 

le résultat suivant : 

Théat2me 2. - Sous les hypothèses supplémentaires précédentes 

11 si p b q  , alors : 

lim K: b T [ y l  = - k rq a r e r ( y )  
~ + + m  rio 

si p > l  
KT 

et lim - = O 
T++m T 

K 4 + 1  -P 

ou si p 3 1 et lim 
T = O  . 

T++m T 

2 1  si p < q , alors : 

K: 
si p 2 1 et lim - = O 

T++w T 

- Pour la dGmonstration, on pourra consulter T.W. Anderson 

Ainsi, étant donné g caractérisé par son degré de régularité p, 

on peut, dans tous les cas, contrôler le biais de 
T 

, l'ordre de ce biais 

étant évalué grâce au théorème 2. 



A 

11 - U N E  C O N D l T l O N  S U F F I S A N T E  D E  C O N V E R G E N C E  PRES?UE S U R E  D E  V E R S  

Supposons q u ' i l  e x i s t e  To E N  t e l  que : 

(26 
b i s  

1  MEN ; T ~ T  O ; b ' r ' r ~  ; ~ S K  T ' ~ ~ > h ( r l .  

Posons : 

On a c l a i r emen t  grâce à (21 : 

On supposera dans l a  s u i t e  que 4, e s t  uniformément bornée. Grâce à 

(11. on a a l o r s  : 

Fa isons  l ' hypo thèse  [de non-dégénérescence) su i van te  : 

A r f i x é ,  on cons idère  l a  s u i t e  de séquences su ivantes,  où 

l ' o n  pose : k = k [ T  - h ( r 1 )  , où T > 2  e t  2k s T : 

O s i  21k = T - h [ r l  

e t  Zl+~, r 

'2 l k+ l  ,r 
+...+ X T -h ( r1  ,r s inon  



où 1 e s t  déterminé p a r  : 

(321 21k $ T  - h ( r 1  < (21+11 k  

On pose en o u t r e  : 

On suppose en o u t r e  que : 

(361 ]Tl E IN  ; b E N  ; T  2 T  1 ; % E N  ; r $ KT ; on a i t  : 

2 ) R é 4 W  p h i 1 1 C i j 3 d .  

Remarquons d 'abord  que, pu isque 
( X t  t E l  

e s t  un processus 

s t r i c t e m e n t  s t a t i o n n a i r e  e t  a-mélangeant, a l o r s  l e  processus 

(Qr[xi , . . ., x i + h ( r l l  ]i&* e s t  s t r i c t e m e n t  s t a t i o n n a i r e  e t  a ' -mélangeant 

avec, pour  t o u t  r e t  n  > h ( r l  : 

Enonçons une i n é g a l i t é  de B e r n s t e i n  pou r  l e s  processus s t a t i o n n a i r e s  

e t  mélangeants dont  l a  démonst ra t ion e s t  due à O. Bosq [9] e t  i c i  

géné ra l i sée  au cas f o r t emen t  mélangeant. 



Lemme 4. -  S o i t  ( X n ) n a ~  u n e  s u i t e  d e  v . a .  r ée l les  q u i  f o r m e  

un p r o c e s s u s  s t a t i o n n a i r e  e t  a - m é l a n g e a n t .  On s u p p o s e  q u e  1 X I  1 ( d , 

2 
q u e  E X I  = O  , e t  q u e  : E X I  > O  . 

On p o s e  k = k [ n )  , n 5 2 a v e c  2k ( n  e t  o n  c o n s i d è r e  

l e s  s é q u e n c e s  : 

s i  21k = n  

'1. 1 
+ ... + X s i n o n  

n  

o ù  & v é r i f i e  : 

2Rk $ n  < 2I&+11 k 

On p o s e  : 

A l o r s  : 



On peut énoncer l e  r é s u l t a t  p r i n c i p a l  su ivant  : 

TheohErne 3 . -  Sous l e s  hypothèses précédentes  e t  s ' i l  e x i s t e  

T '  E N  t e l  que, pour t o u t  E > O , on a i t  : 

Alors : 

Démonstration : L ' i n é g a l i t é  t r i a n g u l a i r e  permet d ' é c r i r e  : 

S a l t  E un r é e l  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f  donné. Grâce au théorème 1 ,  on a  : 

RB (141 e t  [151, on t i r e  : 

Alors pour  T 2 T 2  , on a  : (démonstration par  l 'absurde1 

KT 



D'où : 

(41 
bis1 

que l'on peut encore écrire, pour T 5 T2 : 

On peut alors appliquer le lemne 4 à (421. 

Pour T > T' = max(TO. Tl) , on a . 

et le théorème s'en déduit aisément. 

I l l  - EXAMEN DE PEUX CAS PARTICULIERS.- 

1 @ )  N o W o q  a h y p o t h 2 ~ ~  ~upptérnentaihu. 

Posons, 50ue r6serve d'existence : 

NDUB aurons Bgalement bseoln dans la suite des deux hypothèses suivantes : 



Nous a l l o n s  e x a m i n e r  d e u x  c a s  p a r t i c u l i e r s  c o r r e s p o n d a n t s  à d e u x  c o e f f i c i e n t s  

d e  m é l a n g e a n c e  c l a s s i q u e s .  

Z O )  Cm p d c f i m  7 .  

C a h a ~ a h e  1 . -  S o u s  les  h y p o t h è s e s  g é n é r a l e s  du  c h a p i t r e  1 

e t  du c h a p i t r e  II ( 5  1 e t  5 II 1 ° 1 ,  s o u s  ( H  1 1  e t  (H21 e t  s i  : 

1 
x K T = A a T T u  a v e c  A . 0  ; O < a < -  ; 1 < a T 5 2  

2  

( p o u r  r e n d r e  KT e n t i e r ] .  

A l o r s  
A P.Co* 

s u p  l g T ( y 1  - g ( y 1  I - + O  . 
X E  F T++w 

D é m o n s t r a t i o n  : On c h o i s i t  d e  p r e n d r e  : 

( p o u r  r e n d r e  k (T1  e n t i e r l .  

P o u r  T  2 max[To ,Tl l  on  a  : 

h ( r ]  5  KT e t  k  > h ( r l  p o u r  r = O , ' l , . . . ,  . 

D'où , p o u r  T  2 max[T , T l )  , on  a : 
O 



Il e s t  a i s é  d e  m o n t r e r  que p o u r  T  a s s e z  g r a n d ,  on a  : 

On a  a l o r s ,  p o u r  T  a s s e z  g r a n d  : 

6 
a  e x p  ~ o g  p + - . 1 

5 k(T-KT] 

Remarquons q u e ,  p o u r  T a s s e z  g r a n d ,  on a  : 

Aar T B  1 

D 'où ,  pou r  T  a s s e z  g r a n d ,  l ' o n  t i r e  : 

On a a l o r s ,  pou r  T a s s e z  g r a n d  : 

exp[Tô Log p + 6T ] 5 exp[TB (Log p + 5T2B-'l 11 
5k(T-KTl 

C e t t e  d e r n i è r e  e x p r e s s i o n  é t a n t  ma jo rée  p a r  1 p o u r  T a s s e z  g r a n d .  

Posons : 



On a, pou r  T assez grand : 

E ~ T - K ~ I  
1 e x p l -  1 

6MS(KT+l 1 k ( T l d  

En u t i l i s a n t  (491 a i n s i  que l e s  v a l e u r s  de KT e t  k (T1 , on a, pour  T 

assez grand : 

T' é t a n t  c h o i s i  assez grand, on a a l o r s  : 

E . T 
1 - l a+B l  

s a  1 l K T + l l  e x p l -  1 
T>T' 97MSAd 

s é r i e  convergente c a r  a + f3 < 1 e t  l i m  - = O . 
T++a T 

Examinons l ' e x p r e s s i o n  : 

L 

J = e x p l -  
E I T - h ( r l 1  + " T - h l r l l  

n - 

En u t i l i s a n t  (491 e t  (H21, on a, pour  T assez grand : 

E t  g râce  à (Hl], e t  pour T assez grand, on a : 



O r ,  pour T assez  grand, on a : 

Ainsi  pour T a s s e z  grand, on a  : 

T '  é t a n t  chois i  a s sez  grand, on a  a l o r s  : 

K~ 
s é r i e  convergente c a r  a  + f3 < 1 e t  l i m  - = O . 

T++m T 

(511, (521 e t  l e  théorème 3 permettent de conclure . 

c o n o ~ d i h e  2 . -  Sous l e s  hypothèses ggnéra les  du c h a p i t r e  1 

e t  du chapi t re  II 1 5  1 e t  § II I o ) ,  sous ( H l )  e t  ( H 2 1  e t  s i  : 

C 
w! aIn1 = - avec C > O  ; v > 1  ; n 2 2 .  

n 

a  * K T  = A aT(Log Tl avec A > O ; O < a < 1 ; 1 < a < 2 T 

(pour  rendre KT e n t i e r ) .  

Alors : 



Démons t r a t i on  : P o s o n s  

6 T  
kITI = - - BT . où 1  < f iT 4 2  [ p o u r  r e n d r e  klT1 e n t i e r ] .  

5  Log T  

I l  e s t  a i s é  d e  v é r i f i e r  que ,  p o u r  T a s s e z  g r a n d ,  on a  : 

1  - 1 
(531 klT - K T 1 - K 2 - .  T  . [Log Tl  

2 

Pour  T a s s e z  g r a n d ,  on a  : vr 'r E# , r É K T  

T - h [ r l  T  5 Log T 
i < - .  

k [ T - h ( r l 1  k[T-KT] 6 [ v + l 1 / 2 v  

[En e f f e t ,  pou r  T  a s s e z  g r a n d ,  on a  : 

En u t i l i s a n t  ( 4 6 ) ,  [ 5 3 )  e t  ( 5 4 1 ,  pou r  T  a s s e z  g r a n d ,  on 

1 T  2 v c exp v L O ~ [ -  . --1 + - Log TI 
2 Log T v + l  

C e t t e  d e r n i è r e  q u a n t i t é  é t a n t  m a j o r é e ,  p o u r  T a s s e z  g r a n d ,  p a r  : 

L ' e x p r e s s i o n  1 é t a n t  d é f i n i e  comme d a n s  l a  d é m o n s t r a t i o n  

du c o r o l l a i r e  1 ,  on mont re  q u e ,  p o u r  T  a s s e z  g r a n d ,  on a  : 

4~ 1 -al  
1 < e x p [ -  . (Log Tl  

145MSdA 



Alors, T' étant choisi assez grand, on a : 

4 E . (Log Tl 1 -al S C  1 IKT+ll exp(- 
T>T ' 145MSdA 

série convergente car : O < a i 1 et lim - = O . 
T++m T 

L'expression J étant définie comme dans la démonstration 

du corollaire 1, un traitement en tout point similaire à celui du corollaire 1 ,  

utilisant [Hl) et (H21 et les expressions de KT et de kIT1 permet. 

pour T assez grand, de mo~tyer que : 

Finalement, T' étant choisi assez grand, on a : 

KT 
3& [fifl] 1 f [KTt11 e x ~ E  , (Log  TI'-^' 

T > T '  r=O T>T' 145MSdA 

K~ 
a f i ~ $ p  cpnvqrgente c a r  : 0 < a < 1 et lim - = O . 

T++- T 

[ A 7 ] ,  ( 681  st Ie théorème 3 permettent de conclure. 

4 O )  SM Le degné de c o n t i r a i n t e  d e s  hpoXhthenes l H l  ) - et ( H2 1 . 

Dn va établir une proposition montrant, dans deux cas particuliers 

fmpprtapt$, qu'une hypothèse simple sur le coefficient de mélangeance 

sr$reins [Hl) st [Hz )  . 
P 4 o p o b W a n  4.-  Sous les hypothèses générales du chapitre 1 

dp cpapltre II [ §  T et 5 88 1') et dans les deux cas particuliers 

suivants : 



11 4, n e  dépen d  q u e  d e  x  ( i . e .  h ( r 1  01 , 
i 

21 $,(xi , .-- ,  x i + h ( r ] l  = 1 i + r  ' 

S i  l a  c o n d i t i o n  s u i v a n t e  e s t  r é a l i s é e  : 

1 a [ j l  < + m ( a v e c  a I O l  = 11  
j = O  

A l o r s  ( H l ]  e t  (H21 s o n t  v é r i f i é e s .  

D é m o n s t r a t i o n  : 

1 - Examinons l e  p r e m i e r  c a s  p a r t i c u l i e r .  On a  : 

Le lemme d '  I b r a g i m o v  (lemme 1 . 2 .  p a g e  352 d e  [19] 1  p e r m e t  

d ' é c r i r e  : 

+ m + m  

( 5 9  1 1 IE"q , r  'i,r 11 4 d2  1 a l i - I I  < + ( s o u s  H O 1 
i = l  i = l  

(H,, 1  e s t  a i n s i  a c q u i s e .  

P o u r  p r o u v e r  (HZ] ,  mon t rons  d ' a b o r d  q u e  : 

1 2 
[SOI I- E ( S k [ T I I  - rrI - O uniformgment  p a r  r a p p o r t  à r.  

k I T l  T++ m 

P a r  d é f i n i t i o n ,  on a  : 

e n  u t i l i s a n t  l a  s t a t i o n n a r i t é  s t r i c t e  du  p r o c e s s u s  [ X i , r ' i ~  ' 



D'où : 

On a alors la majoration suivante : 

Le lemme d'Ibragimov susdit permet d'écrire que : 

La série 1 a (i-1 1 tend vers zéro uniformément par rapport 
i>k(Tl 

à r quand T tend vers l'infini sous l'hypothèse [Ho]. 

Une application renouvelée du lemme d'Ibragimov conduit à : 

Sous l'hypothèse ( H  1 et en utilisant le lemme 3, la série : 
O 

kITl 
1 - a(i1 tend vers zéro uniformément par rapport à r quand T 
i=1  TI 
tend vers l'infini, et donc (601 est prouvée. 

Rappelons que : 

avec : 



On en déduit immédiatement que : 

Par passage à la limite quand T tend vers l'infini, on a : 

u 
2 
T - ---3 7 

2 
uniformément par rapport à r . 

r 
T T++w 

Ce qui donne (Hz]. 

2 - Examinons second cas particulier : 

On suppose ici que : lxl 1 s M' pour que les hypothèses 

sur soient vérifiées [Q uniformément bornée1 . 
r 

al Paur tout i > r , grâce au lemme d1IbragimovJ on a : 

IE[X x 1 1  É 4 d2 a[i-II 
1,r i,r 

d'où : 

b ]  Pour tout i vérifiant : O < i 6 r . on a, d'une part : 

2 
X 1 = ELxl x ~ + ~  x x 1 - o (r l  

E L X ~  ,r i J r  i i+r 

où olrl = E [ x  x 1 ; !!j c INx , v r  E IN et d'autre part : 
j Lj+r 



O r  ( I I  e n t r a i n e  q u e ,  pour t o u t  r, on a  : 

De p l u s ,  g r â c e  au  lemme d ' Ib rag i rnov ,  on a : 

E t  a u s s i  : 

De (671 .  1681, 1691 e t  1701 , on t i r e  que  : 

p o u r  t o u t  r 

[731 o[~-itll = 1 a ( j 1  < M~ < + p o u r  t o u t  r 
i.1 j= l  

Finalement, [711 ,  1721 e t  (731 e n t r a i n e n t  que  : 

1741 ~ E I X ~ , ~  Xi,,) 1 "A3 < + p o u r  t o u t  r . 
i - 1 



E t  donc (661 e t  (741 p rouven t  que : 

1 ~ E L X  x 1 1  < M ~  + M ~ < + - =  p o u r t o u t  r .  
l , r  i , r  

i = l  

C e  q u i  a s s u r e  ( H l ) .  

Pour  p rouver  (HZ] ,  on montre t o u t  d ' a b o r d  que : 

1751 ( 1 2  
E ( s k ( ~ - r l  

1 - y21  - O uniformément p a r  r a p p o r t  à r . 
k(T-1-1 T++w 

p a r  s t a t i a n n a r i f é .  D'où : 

Uns NaJorq t ipn  Bv4dente donne : 



on a, d 'une p a r t  : 

Pour T a s s e z  g rand ,  on a : 

Grâce à (711 .  on a ,  pour  T asflnz qrand : 

En posant  1 = r - J  , on a, pour  T a s s e z  grand : 



Le ler et le 3ème terme tendent vers zéro quand T  tend vers 

l'infini uniformément par rapport à r, grâce au lemme 3. 

Quant au second, il tend vers zéro comme 
K~ quand T 

k ( T - K T l  

tend vers l'infini. 

Ainsi : 

lim 1 = O uniformément par rapport à r . 
T++ m 

1 

Grâce au lemme d'Ibragimov, pour T assez grand, on a : 

En posant 4 = j-r , on a alors pour T  assez grand : 

Le ler terme tend vers zéro quand T  tend vers 1 'infini, 

uniformément par rapport à r, grâce au lemme 3. 

~e zème terme tend vers zéro avec quand T tend 

vers l'infini, uniformément par rapport à r. 

Donc : lim I2 = O uniformément par rapport à r . 
T++ 

Reste à examiner le dernier terme ; pour T  assez grand, on a : 

Appliquons le lemme dlIbragimov ; pour T assez grand, on a : 



Sous (H 1, il est alors aisé de vérifier que : 
O 

lim 1 = O uniformément par rapport à r . 
T++m 3 

- D'autre part, pour T assez grand, d'après Z 0  a, on a : 

on en déduit que, pour T assez grand, on a : 

Cette dernière expression tendant vers zéro quand T tend vers 

l'infini, uniformément par rapport à 1.. sous l'hypothèse ( H  1. Ce 
O 

qui assure ( 7 5 ) .  Fiappelons que : 

avec : 

On a alors : 

Dr. on a : 



C e t t e  d e r n i è r e  e x p r e s s i o n  t e n d a n t  v e r s  1  quand T t e n d  v e r s  

l ' i n f i n i  (uniformément p a r  r a p p o r t  à r). 

D'où : 

'T-r 2  - - -c uniformément p a r  r a p p o r t  à r . 
T - r  T++w 

c e  q u i  a s s u r e  (Hz].  

Remutque 7 . -  On a ,  g r â c e  au lemme d ' Ibragimov : 

ème 
La c o n d i t i o n  [Ho] impl ique  donc (681,  e t  (11 dans  l e  2  c a s  p a r t i c u l i e r .  

Remahque 2.- La p r o p o s i t i o n  4 r e s t e  v r a i e  dans  l e  c a s  où l e  

p r o c e s s u s  de  base  e s t  $-mélangeant [ZO] e t  quand on remplace (H  1 p a r  : 
O 

+w 

(801 1 J ; s ( J i < + r n  ( en  posan t  $ ( O ]  = 1 )  . 
j =O 

Remmyue 3 . -  Hormis l e s  deux c a s  é t u d i é s ,  une p r o p o s i t i o n  

s i m i l a i r e  à l a  p r o p o s i t i o n  4 e s t  v é r i f i é e  dans  l e s  c a s  u s u e l s ,  mais 

n é c e s s i t e  l a  forme de  l a  f o n c t i o n  ' r , comme dans  l e  c a s  t r a i t é  au 2 O  

de  l a  démons t ra t ion  p r é c é d e n t e .  

I V  - ETUDE DE LA VITESSE DE C O N V E R G E N C E  D E  iT VERS g .  - 

Théo4Zme 4 . -  S o i t  E un r é e l  s t r i c t e m e n t  p o s i t i f .  

Sous l e s  hypo thèses  g é n é r a l e s  du c h a p i t r e  1 e t  du c h a p i t r e  II 

( 5  1 e t  5 II Io), s o u s  (Hl]  e t  ( H z )  e t  s i  d e  p l u s  l e s  3 c o n d i t i o n s  



su ivan te s  sont  r é a l i s é e s .  

l i m  
T 

= + C o  

T++w k ( T I K  
T 

[ C2 1  Pour T  a s s e z  grand : 

(C,l Pour T a s s e z  grand : 

Alors ,  pour T assez  grand, on a  : 

Démonstration : 

Pour T a s s e z  grand, g râce  à ( 4 3 1 ,  on a  : 

Grâce à I H  1  e t  ( H z ]  e t  pour T  as sez  grand, on a  : 
1 

Alors ( 8 1 1  s e  majore, pour T a s sez  grand, pa r  : 



L ' h y p o t h è s e  (C 3 1 i m p l i q u e  q u e ,  p o u r  T a s s e z  g r a n d  : 

Deux c a s  p e u v e n t  se p r é s e n t e r  : 

Io) s i  : 

A l o r s  ( 8 3 1 ,  p o u r  T a s s e z  g r a n d ,  se m a j o r e  p a r  : 

L ' h y p o t h è s e  ( C A )  p e r m e t  a l o r s  d e  m a j o r e r  ( 8 5 1  p a r  : 

A T-h(rr]  p o u r  T  a s s e z  g r a n d  . 4 e  exp[- - 
2 KT k 

q u e  l ' o n  m a j o r e  f i n a l e m e n t ,  p o u r  T  a s s e z  g r a n d ,  p a r  : 

A l o r s ,  p o u r  T a s s e z  g r a n d ,  on a  : 



E t ,  pour  T a s s e z  grand,  (831 s e  majore  p a r  : 

= 4e . exp [- T - h [ r )  4 
K~ 

2  

e r  
Les m a j o r a t i o n s  f i n a l e s  du 1 e t  2' s o n t  i d e n t i q u e s .  

L 'hypothèse  ( C 2 1  permet a l o r s  d ' é c r i r e ,  pour T  a s s e z  grand : 

Rappelons l ' e x p r e s s i o n  (421 : 

K - 

Alors ,  I811, (831,  (861,  (881,  (891 e t  (901 p e r m e t t e n t  d e  c o n c l u r e ,  

pour  T  a s s e z  g rand .  

2 ) Eade de La uLtacl6e de convmgence danb deux c a  p ~ c ~ w .  

Coho,tY&e 3 . -  Sous l e s  hypo thèses  du c o r o l l a i r e  1 ,  pour  t o u t  

E > O , e t  pour  T a s s e z  g rand ,  on a  : 



1  
où B e s t  un r é e l  v é r i f i a n t  : - < ,f3 < 1 e t  a +  B <  1 .  

2  

Démonstrat ion : On c h o i s i t  : 

1   TI = 2  B ~ T '  avec  - 6  < I e t  a + I ; I < B~ $ 2  
7 
L 

(pour  r e n d r e  klT1 e n t i e r ] .  

V é r i f i o n s  l e s  3 c o n d i t i o n s  du théorème 4 .  

( C  1 e s t  t r i v i a l e m e n t  v é r i f i é e  c a r  a  + B < 1  . 
1  

D ' a u t r e  p a r t ,  pour  T  a s s e z  g r a n d ,  on a  : 

De p l u s ,  pour  T a s s e z  grand,  on a  : 

(911 e t  ( 9 2 )  a s s u r e n t  a l o r s  ( C  1 .  2  

Pour T  a s s e z  g rand ,  g r â c e  à (471,  on a : 

B B alk(T-KT) - KT] 1 a lT  1 = a  exp[T Log CI] . 

D ' a u t r e  p a r t ,  pour  T a s s e z  g rand ,  on a  : 

(941 
6 

exp [- - . T ] 2 exp[- 6 . Tl-? 
5 k(T-KT) 5 

O r ,  comme pour  T  a s s e z  g rand ,  on a : 

a  exp [Tl Log $ exp C- 6 . T l - ?  
5 

1  
c a r  - < f i c l  e t  a + B < l .  

2  



Alors ,  pour T  a s s e z  grand,  (931 ,  (941 e t  (951 p e r m e t t e n t  de  c o n c l u r e  

à ( C , ) .  

Le théorème 4 ,  pour T  a s s e z  g rand ,  permet a i sément  d e . c o n c l u r e .  

Cana.&?aihe 4.-  Sous l e s  hypo thèses  du c o r o l l a i r e  2 ,  pour  t o u t  

E > O , e t  pour  T a s s e z  g rand ,  on a  : 

8 . (Log ~ 1 ~ - 7  
336AMSd 

Démonstrat ion : On c h o i s i t  : 

6 T 
k(T1 = - . BT • - où 1  < BT s 2 [pour  r e n d r e  k[T) e n t i e r ] .  

5 Log T 

V é r i f i o n s  l e s  3 c o n d i t i o n s  du théorème 4 .  

I l  e s t  c l a i r  que : 

l i m  
T 

= l i m   log^)^-^= + w  c a r  O < . <  1 .  
T++w K k ( T )  T++a 6Aa 6 

T T T  

Donc ( C l )  e s t  v é r i f i é e .  

D ' a u t r e  p a r t ,  pour T  a s s e z  g r a n d ,  on a  : 

[ 96 1 A p  (Log TI '  i o g [ ~ a  (Log  TI^ + 11 6 3A[Log TI '  
T T 

De p l u s  : 

TE E Log T E: Log T 
[ 97 1 - 5 

14OMSdk(T) 140MSd . [ 6/51.PT 336MSd 

I l  e s t  c l a i r  que, pour  T a s s e z  g rand ,  on a : 

Log 3A  [Log  TI^ 
336MSd 



E t  (961,  (971 e t  (981 donnent ( C 2 1 .  

Pour T a s s e z  g rand ,  g r â c e  à (531,  on a  : 

1 'T  
(99 1  a[k[T-K T 1 - KT] i al-- 1 = 

2 Log T 

O r ,  pour  T a s s e z  g rand ,  on a  : 

1 v-1 ~ o g  c - v Log - + v Log(Log Tl S - Log T 
2  4 

En p o r t a n t  dans  [991,  pour  T a s s e z  g rand ,  il v i e n t  : 

D ' a u t r e  p a r t ,  on a : 

6 Log T 
exp [- - 7 VXPC- I 

5 k(T-KT) 1  - (  6/51 BT (?/Log T) 

Or, pour T a s s e z  g rand ,  on a  : 

6 1  
[IO21 1  - - 6 , -  2- [ c a r  v > l l  . 

5 L o g T  v + l  

[1Al] SB minore a l o r s  p a r  : 

Alors  [ 9 9 ) ,  [IOO], [1011,  (102)  e t  (1031 p e r m e t t e n t  d ' é c r i r e ,  pour  

T a s s e z  grand : 



Ce q u i  donne [Cg].  

Le théorème 4 ,  pour  T a s s e z  g rand ,  permet a i sément  d e  conc lu re .  

Rmanque.- Les hypothèses  (H  1 e t  ( H  1 n é c e s s a i r e s  dans  l e s  
1 2 

c o r o l l a i r e s  1 e t  2 ,  a i n s i  que 3  e t  4 ,  s o n t  v é r i f i é e s  d a n s  l e s  c a s  p a r t i -  

c u l i e r s  i m p o r t a n t s  g r â c e  à l a  p r o p o s i t i o n  4 ,  c e s  c a s  p a r t i c u l i e r s  é t a n t  

e x p l i c i t é s  dans  c e t t e  p r o p o s i t i o n .  



CHAPITRE 111 

APPLICATIONS. 

------- ----- 

1 - APPLICATION A L1ESTT!~iAT1ON DE LA DENSITE. - 

7 ) Rappel! e.t véhi&icaLion d a  h l jpoXhi2du  g é n é n d u  prtécédentu . 
Le p r o c e s s u s  d e  b a s e  " t ' t ~ ~  

est  c e l u i  d é c r i t  au c h a p i t r e  1, I o .  

Nous s u p p o s e r o n s  i c i  ( v o i r  c h a p i t r e  1, 2' p o u r  les n o t a t i o n s )  

que  : iE,BI = iF ,C l  e t  que  e s t  une  mesu re  o - f i n i e  sur (E,B1. 

On c o n s i d è r e  un sys t ème  o r thonormé  comple t  i e r ) r f l  d a n s  L ~ ( ~ I  

fo rmé d e  f o n c t i o n s  c o n t i n u e s  e t  uni formément  b o r n é e s  p a r  S ( exemple  : 

f o n c t i o n s  t r i g o n o m é t r i q u e s  - f o n c t i o n  d ' H e r m i t e  - Base  d e  Haa r ,  d a n s  l e  

c a s  r é e l ] .  

Supposons  que l a  l o i  P d e  xt a d m e t t e  une d e n s i t é  f  p a r  
O 

2 
r a p p o r t  à u e t  que  f  a p p a r t i e n n e  à L  ( p l .  

On a  a l o r s  : 

a v e c  : 

Donc (21  e s t  v é r i f i é e  a v e c  Qrix 1  = e (x11 e t  h i r l  : O .  F a i s o n s  
1 r 

l ' h y p o t h è s e  s u i v a n t e  : 



P o u r  est imer f  à p a r t i r  d e s  o b s e r v a t i o n s  
X 1 8 " ' s X  T J  

n o u s  u t i l i s o n s  l ' e s t i m a t e u r  c l a s s i q u e  : 

L ' e s t i r n a t e u r  d é f i n i  e n  (1071  es t  b i e n  d e  l a  f o r m e  ( 1 5 1  a v e c  

d e s  p o i d s  p r i s  d a n s  l a  c l a s s e  1 .  

S u p p o s o n s  e n  o u t r e  q u e  : 

'Vr E: IN 
2 

(1  08 1  EIX1,,l > O ( X  est  d é f i n i  p a r  (2711  
1  , r  

q u i  t r a d u i t  l e  f a i t  q u e  e  ( x  ] est u n e  v . a .  non d é g é n é r é e ,  p o u r  t o u t  r .  r 1 

E n f i n ,  f a i s o n s  l ' h y p o t h è s e  ( 3 5 1  : 

T  k(T1  
lim KT = lim - = l i m  - = + w . 

T++ m T++- k (T1  T++m KT 

2') R é a W .  

Ca t r a d u c t i o n  d e s  t h é o r è m e s  3 e t  4 d o n n e  d a n s  ce cas p r é c i s  l a  

p r o p o s i t i o n  su ivan te  : 

P&lpcra&i.an 5.- Avec l es  n o t a t i o n s  e t  s o u s  l es  h y p o t h è s e s  

préc&dentes, a i ,  p o u r  t o u t  E > O , on  a : 



A l o r s  : 

si, d e  p l u s ,  pou r  t o u t  E > O , on suppose  [ H l  1, ( C , ) ,  (C21 J [C31 J 

a l o r s ,  p o u r  T a s s e z  g r a n d ,  on a  : 

3 O ) Examen de deux CU p a & i d m .  

La d e r n i è r e  remarque  du c h a p i t r e  II s ' a p p l i q u e  i c i  e n c o r e .  

Les c o r o l l a i r e s  1,  2 ,  3 e t  4 se t r a d u i s e n t  a l o r s  comme s u i t  : 

n  Cona&&e 5 . -  si a[") = a  p a v e c  a > O ; O < P < 1  ; n  2 1 .  

a 1  
S i  K T = P a T T  avec  A > O ; O < a < - ; 1  < a 6 2 ( p o u r  r e n d r e  

2  
T  

e n t i e r ] .  A l o r s ,  on a  : 

Pour  t o u t  E > O , e t  p o u r  T a s s e z  g r a n d ,  on a  : 

a v e c  C > O ;  V > I  ; n ' 2 .  Coho&&e 6.- S i  a [ n )  = - 
n  v 

r e n d r e  KT e n t i e r ] .  A l o r s ,  on a  : 

p.co .  
s u p  I f T [ y l  - f [ Y l /  P O .  

Y ~ E  T++m 



P o u r  t o u t  E > O , e t  pour  T  a s s e z  g r a n d ,  on a  : 

4 " )  Appficcdion à l 'eil&im&an du made. 

Supposons f  uniformément  c o n t i n u e  e t  unirnodale,  d e  mode m : 

f(rn1 = s u p  f [ y 1  . 
Y ~ E  

L ' i d é e  l a  p l u s  n a t u r e l l e  c o n s i s t e  à p r e n d r e  comme e s t i m a t e u r  d e  rn , l e  
.. ,. .. 

mode m d e  f T  où rn e s t  u n e  s o l u t i o n  d e  l ' é q u a t i o n  : 
T  T  

.. .. A 

(1101 f ( m  (w l l  = s u p  f T ( y , w l  . T  T  
Y ~ E  

Le f a i t  q u e  f s o i t  c o n t i n u e  e t  unirnodale e n t r a S n e  que  : 

V E > O ; ~ B > O ;  Irn-y1 3 E => If(rn1 - f ( y ~ l  2 B ( v o i r  

Donc, p o u r  t o u t  E > O , on a : 

I l  e s t  a i s é  de v é r i f i e r  l e s  t r o i s  i n é g a l i t é s  s u i v a n t e s  : 

.. .. .. .. .. .. 
If  (mTl - f  (ml / 6 I f  (rnTl - fi[mTl 1 + !fT(rnTl  - f (ml 1 

.. .. .. 
I f  ( m  1 - f(m11 = / s u p  f T ( y 1  - sup  f ( y 1 1  6 SUP  YI - f - , . ( ~ l I  

T  T  
YEE YEE Y ~ E  

Ces 3 i n é g a l i t é s  i m p l i q u e n t  l a  s u i v a n t e  : 



Et  g r â c e  à (Ill), on o b t i e n t  : 

On ne p e u t  é c r i r e  un c o r o l l a i r e  du t y p e  p r o p o s i t i o n  5 c a r  on 

ne c o n n a î t  pas  6 ( s a u f  hypothèses  p l u s  c o n t r a i g n a n t e s  s u r  f l ,  n i  donner  

de  v i t e s s e  de  convergence.  

Néanmoins, on peu t  donner  d e s  r é s u l t a t s  dans  des  c a s  p a r t i c u l i e r s .  

C0h0~UAhe 7.- Sous l e s  hypo thèses  du c o r o l l a i r e  5 (ou du 

c o r o l l a i r e  6 )  e t  s i  f e s t  uniformément c o n t i n u e  e t  unimodale,  a l o r s  

A P.S. 
m + m  . 

T++m 

5" ) Remuhque. 

Les r é s u l t a t s  ob tenus  p a r  D. Bosq dans  [a] s o n t  comparables  

à ceux é t a b l i s  présentement  pour l ' e s t i m a t i o n  de l a  d e n s i t é  : nous avons  

i c i  en p l u s  l a i s s é  l a  " l i b e r t é l ' s u r  l e  c h o i x  de  k(T1 , e t  é t u d i é  l e  cas 

f o r t e m e n t  mélangeant .  

On p o u r r a  comparer l a  p r o p o s i t i o n  5 e t  l e  c o r o l l a i r e  5 à l a  

p r o p o s i t i o n  2 (chap .  I l .  

I I  - APPLlCATION A L'EST7MATION DE LA FONCTION DE REPARTITION.- 

1 ) PnEnentaLian du pnoblème eA vé~dicatian d u  hypoXhCb eA g&'Z&hdEb. 

La f o n c t i o n  de  r é p a r t i t i o n  e s t  a u s s i  j u s t i c i a b l e  d ' u n e  e s t i m a t i o n  

p a r  l a  méthode p r é c é d e n t e  quand l ' e n s e m b l e  E e s t  un sous-ensemble 

compact de  R. 



Nous p r e n d r o n s  i c i  E = F = [a,b] , e t  l.~ = h l a  mesu re  

d e  Lebesgue  sur F. 

On s u p p o s e  que l a  l o i  Po 
d e  x admet une d e n s i t é *  f  

t 

p a r  r a p p o r t  à A : 

vy E IR F l y l  = f ( t l  d t  . 

On a  i c i  : 

F ( y l  = O p o u r  y  < a  

e t  F l y l  = 1 p o u r  y  2 b  

F a p p a r t i e n t  évidemment à L~ ~ a , b ] ( ~ l  . 

S o i t  ( e r l r m  un s y s t è m e  o r thonormé  c o m p l e t ,  formé d e  f o n c t i o n s  

c o n t i n u e s ,  e t  un i formément  b o r n é e s  p a r  S s u r  [a,b] ( p a r  exemple  : 

l e s  f o n c t i o n s  t r i g o n o m é t r i q u e s ) .  

Dans ces c o n d i t i o n s ,  o n  p e u t  é c r i r e  : 

vy E [a,b] ; F l y l  = a r  e r [ y 1  
rdd 

a v e c  : 

On p e u t  a l o r s  a p p l i q u e r  un théo rème  d ' i n t é g r a t i o n  p a r  

p a r t i e s  ( [22] 1 : 



Donc 121 e s t  v é r i f i é e  a v e c  : 

Qr(x  1 = E [ b l  - E [ x l l  ( h ( r 1  E O1 . 
1 r r 

Grâce au théo rème  d e s  a c c r o i s s e m e n t s  f i n i s ,  or e s t  un i formément  

b o r n é e  p a r  r a p p o r t  à r e t  i. 

F a i s o n s  l ' h y p o t h è s e  s u i v a n t e  : 

Pour  e s t i m e r  F à p a r t i r  d e s  o b s e r v a t i o n s  x l , . . . , x  T , on p o s e  : 

e s t i m a t e u r  d e  F d e  l a  forme (151 a v e c  : 

On suppose  que  : 

c ' e s t - à - d i r e  que  l e  p r o c e s s u s  [ E r [ b )  - Er (x i ) l im  e s t  non d é g é n é r é  , 

pour  t o u t  r .  

On s u p p o s e  e n f i n  que  : 



2 " )  R é a W .  

Les théorèmes 3 e t  4 donnent dans ce cas 

Ptrapab&on 6 . -  Avec l e s  n o t a t i o n s  e t  sous l e s  hypothèses 

précédentes,  s i  pou r  t o u t  E > O . on a : 

p.co. 
A lo r s  : sup l F T [ y )  - F ( Y )  1 - * O  . 

Y€ Ca T++ rn 

Si, de p l u s ,  pour t o u t  E > O , on suppose [Hl], (Hz] (Cl), (C21, (C31, 

a l o r s ,  pou r  T assez grand, on a : 

T 
P [  SUP / i T ( y l  - F [Y I~  > € 1  c 4e ~ X P E  . - .  

YE Ca, b l  KT k (T1  36MSd 

C~hOk%I.he 8.-  Sous l e s  hypothèses du c o r o l l a i r e  5, on a : 

Pour t o u t  E > O . e t  pour T assez grand, an a : 

Caho&&e 9 . -  Sous les hypothèses du c o r o l l a i r e  6, on a : 

A p.co. 
SUP J F ~ ( Y I  - F ( y l  1 O 

ye La J b] T++m 



P o u r  t o u t  E > O , e t  p o u r  T a s s e z  g r a n d ,  on a  : 

1 7 1  - A P P L T C A T l O N  A L ' E S T l M A T l U N  D E S  D E R Z V E E S  D E  L A  D E h i S 1 T E . -  

E l l e  a u s s i  est  s u s c e p t i b l e  d e  méthodes  d ' e s t i m a t i o n  l i é e s  à 

c e l l e  d e s  f o n c t i o n s  o r t h o g o n a l e s  ( v o i r  à c e  s u j e t  [s] 1 .  Deux p o i n t s  

d e  vue s o n t  e n v i s a g e a b l e s  : 

1 - S a c h a n t  que f e s t  k f o i s  d é r i v a b l e  , on p e u t  e s t i m e r  

f I k l  
d i r e c t e m e n t  p a r  une méthode du t y p e  p r é c é d e n t .  

2 - S a c h a n t  que  f est k f o i s  d é r i v a b l e ,  on p e u t  c h e r c h e r  à 

p a r t i r  d ' u n  e s t i m a t e u r  d e  f ,  un "bon" e s t i m a t e u r  d e  f [ k )  , en  un s e n s  à 

d é f i n i r .  

A - P R E / . l l E R E  LIETHOVE. O - - - - - - - - - - - - - - - - 

7 O ) Pf~CbentaLiun du jwblème rzt véhi~icaCLun deb hqpa;thèsa gEnQ/t&cu. 

On p rend  i c i  E =*F = [ a , b ] ~  IR. 

l.~ = A e s t  l a  mesure d e  Lebesgue  s u r  E. 

2 
S o i t  G = D ( [a,b], kl  l ' e s p a c e  d e s  f o n c t i o n s  r é e l l e s  d é f i n i e s  

sur [a, b] , k  f o i s  d é r i v a b l e s ,  d e  c a r r é  i n t é g r a b l e ,  a i n s i  q u e  l e u r s  k  

d é r i v é e s .  

2 
S o i t  ( e r l r a  un sys t ème  o r thonormé  comple t  d e  L ( p l  où : 

' h e m  ; e  E G  ; e  I k l  e s t  c o n t i n u e .  
r r 



On suppose  également que l e s  f o n c t i o n s  (k) 
( e r l r c m  e t  [ e r  )rd 

s o n t  uniformément bornées  p a r  S, a i n s i  que : 

On suppose que l a  l o i  P de  x admet une d e n s i t é  f  E G p a r  r a p p o r t  
O t 

à A .  On p e u t  a l o r s  é c r i r e  : 

v y  E [a, b] 

I convergence au s e n s  de  iZ [a, b] 1  avec : 

E n  i n t é g r a n t  k f o i s  p a r  p a r t i e s ,  g r â c e  à (1121,  on a  : 

ponc 12) es t  v é r i f i é e  avec  : 

x 1 = ( - l l k  e[k l (x l l  $r[ I r 

Fa i sons  l ' h y p o t h è s e  s u i v a n t e  : 



P o u r  estimer f ( k l  à p a r t i r  d e s  o b s e r v a t i o n s  X 1 8 m * ~ X  T '  
o n  u t i l i s e  

l ' e s t i m a t e u r  c l a s s i q u e  : 

KT 

A k 1 ' Ckl 
a = ( -11  - 1 er ( x i )  . r k T i = l  

L ' e s t i m a t e u r  d é f i n i  e n  ( 1 1 3 1  es t  b i e n  d e  l a  f o r m e  ( 1 5 1  a v e c  d e s  p o i d s  

p r i s  d a n s  l a  c l a s s e  1 .  

S u p p o s o n s  e n  o u t r e  q u e  : 

b'r c IN ; E ( x ; , ~ I  > O 

q u i  t r a d u i t  l e  f a i t  q u e  e l k 1  [ X  1 e s t  u n e  v . a .  non  d é g é n é r é e .  
r 1 

F a i s o n s  e n f i n  l ' h y p o t h è s e  c l a s s i q u e  ( 3 5 1  : 

2') U Q n W .  

La t r a d u c t i o n  d e s  t h é o r è m e s  3 e t  4 d o n n e  d a n s  c e  cas : 

P h u ~ o ~ L C L u i z  7.- Avec l e s  n o t a t i o n s  e t  h y p o t h è s e s  p r é c é d e n t e s ,  

s i  p o u r  t o u t  E > O , on  a  : 

K - 

A l o r s  



S i ,  de p l u s ,  pour t o u t  E z O , on suppose ( H , , ) .  IH21, (C1l. ( ~ ~ 1 ,  (Cg]. 

a l o r s ,  pour  T a s s e z  grand,  on a  : 

3 ) Examen de deux cad ptVLtic&m. 

I c i  a u s s i ,  l a  d e r n i è r e  remarque du c h a p i t r e  II s ' a p p l i q u e .  

Les c o r o l l a i r e s  1 , 2 , 3  e t  4 s e  t r a d u i s e n t  comme s u i t  : 

Cotlo&hd~e 70.- Sous l e s  hypo thèses  du c o r o l l a i r e  5 ,  on a  : 

Pour t o u t  E > O e t  pour T a s s e z  g rand ,  on a  : 

A 

E . p l - ( c l + B 1 l  
P [  ~ U P  I f k B T  ( y ]  - f [ k l ( y ~ /  > € 1  É 4e ~ x P ( -  

YE Ca.bl 300AMSd 

1 où B v é r i f i e :  - <  B <  1 e t  a + B < 1  . 
2 

c 0 t l 0 ~ ~ ~  7 7 . -  Sous l e s  hypo thèses  du c o r o l l a i r e  6 ,  on a  : 

Pour t o u t  E > O e t  pour T a s s e z  g r a n d ,  on a  : 

A 

E (Log Tl 1  - a )  
P (   su^ I f k a T  - f ' k l ( y ~  1 > E I  s 4 e  exp[ -  

Y€ Ca, bl 336AMSd 

4 ' )  Remmyue~. 

- L ' é t u d e  de  l a  d é r i v é e  de f  p e u t  donner d e s  r ense ignements  

sur l e  module d e  c o n t i n u t t é  d e  f  



et être utile dans l'évaluation du pour l'estimation du mode. 

- Pour k = O , on retrouve les résultats sur l'estimation 

de la densité. 

On prend ici E = F = [a,b]. 

p = X est la mesure de Lebesgue sur E. 

Soit G = C ( Ea,b] 1 l'espace des fonctions réelles définies 
k 

et bornées sur [a,b] ayant des dérivées continues et bornées jusqu'à 

1 ' ordre k. 

2 
Soit ( erl un système orthonormé complet de L ( y )  où : 

vr E N  ; e E G ; et tel que les 
(kl 

Ier 'rd 
soient uniformément bornées 

r 

par S, ainsi que les 
(er) r d .  

On suppose que la loi Po 
de xt admet une densité f E G 

par rapport à A .  

.. 
fT  étant l'estimateur défini par (107) .  sa dérivée k-ième, 

est un estimateur de f soit fT 
(kl 

L'estimateur est donc de la forme : 

K, 



S u p p o s o n s  q u e  : 

S u p p o s o n s  e n  o u t r e  q u e  : 

q u i  t r a d u i t  l e  f a i t  q u e  e r l x l l  est une  v . a .  non d é g é n é r é e .  

E n f i n ,  f a i s o n s  l ' h y p o t h è s e  ( 3 5 1  : 

T  k[T1  l i m  K T  = lirn - = l i m  - = + 

T++m T++m k ( T )  T++m K T  

Z O )  Ra-. 

L e s  t h é o r è m e s  3 e t  4 se t r a d u i s e n t  d e  l a  m a n i è r e  s u i v a n t e .  

Ptrap04A;tion 8.- Avec les  n o t a t i o n s  e t  s o u s  les  h y p o t h è s e s  

p r é c é d e n t e s .  s i  p o u r  t o u t  E > O , on  a : 

p .  CO.  
A l o r s  : % @  - 

T++m 

S i ,  d e  p l u s ,  p o u r  t o u ~  E > O . o n  s u p p o s e  ( H l ) ,  [ H Z ) ,  [ C o l ,  ( c l ] ,  ( ~ ~ 1 ,  

a l o r s ,  p o u r  T a s s e z  g r a n d ,  on  a : 



3') Examen de deux cas p@r..tLcu&iett6. 

caho.&ta.iAe 72.- Sous les hypothèses du corollaire 5, on a : 

Pour E > O et pour T assez grand, on a : 

Cahaua.iAe 73 . -  Sous les hypothèses du corollaire 6, on a : 

1kl p.co. 
sup IS:~)(Y) - f (y) 1 -+ O 

Y€ [a bl T++w 

Pour tout E > O , et pour T assez grand, on a : 

1 V - APPLICATION A L t  ESTIMATION DE LA UENSITE SPECTRALE (vu& [26] ) . - 

1 0 )  0. 
On prend ici (E .BI  = (R,  %) et [F.CI = (E  n, + n]sBC-lls 1 

On choisit = X mesure de Lebesgue sur F. 

2 
Soit (8,) le système orthonormé complet de L (pl suivant : 



On suppose  i c i  que  l e  p r o c e s s u s  (Xt  tez est b o r n é  : 

vt 't E ; l x t [  S M '  

e t  que  : 

(1151 tfr 't 2' ; kft E: Z ; a ( r 1  = EIx  x 1 t t + r  

Remarquons que  : tfr E 2 ; o ( r 1  = a ( - r l  . 

Le p r o c e s s u s  ( X t l t e ~  admet a l o r s  une  d e n s i t é  s p e c t r a l e  f  

d é f i n i e  p a r  : 

+ w 

(1161 't 7r,  + 

1  1 
f ( X 1  = - a(O1 + - 1 a ( r l  c o s  A r  

27r .rr r = 1  

S i  l ' o n  pose  : 

a ( 0 1  a  = -  e t  '&cmx s i  r e s t  i m p a i r  
O J27; 

[ a r = O  
s i  r est i m p a i r  

A l o r s  f ( A l  = 1 a r  e r ( h )  . 
r = O  

E t  (11  e t  ( 2 1  s o n t  v é r i f i é e s  g r â c e  à (1141 e t  (1151 a v e c  : 

Pour  e s t i m e r  l a  d e n s i t é  s p e c t r a l e  f à p a r t i r  d e s  o b s e r v a t i o n s  

X I , .  " ' X  
T '  

nous u t i l i s o n s  l ' e s t i m a t e u r  (1071 : 



YY [- fi, fi] 

- oIO1 o ù :  a = -  

O 6 
si r est impair 

si r est pair 

Les poids wT(rl sont choisis dans la classe 2 (chap. II, I 1, Io]. 

* 

L'estimateur fT s'écrit aussi sous la forme : 

- 1 - 
(116 

bis f w (ri ;(ri coshr 1 y E - T, fi] fT(yl = - "(01 + - 
2fi T r=l T 

Remmquc.- La classe 2 des poids w (1-1 a été choisie de T 

manière suffisamment générale pour englober toutes les familles de poids 

classiques utilisées dans l'estimation de la densité spectrale (pour une 

revue d e s  différents poids : voir [18], 1231 ou 1241 1. 

- Supposons que 1 > O , c'est-à-dire que le processus 
E ( X ~ ,  r 

[ x  x 1 est non dégénéré . 1 l+r rdN 

Supposons enfin que : 

Les théorèmes 3 et 4 se traduisent par : 

P ~ o p o h ~ a n  9 . -  Avec les notations et sous les hypothèses 

précédentes ; s'il existe T' EJ'J tel que, pour tout E > O . on ait : 



A l o r s  : 

p .co .  
s u p  1fT(Yl  - f ( y l  l + O  . 

Y€ Cr. TI T++m 

S i ,  d e  p l u s ,  pou r  t o u t  E > O , on suppose  (H,,) , (H21 . [ C l ]  , [C21 , 

( C g )  , a l o r s ,  p o u r  T a s s e z  g r a n d ,  on a  : 

T  E G] 
p (  s u p  1 P T ( y ~  - ~ [ Y I I  > € 1  f 4e e x ~ C -  - 

Y. 1-T. T] K T  k[T)  36Md 

3 ) Exame~ de deux c a  p d c a m .  

La d e r n i è r e  remarque  du c h a p i t r e  II s ' a p p l i q u e  i c i  p l e i n e m e n t .  

CU~O&%&Q 74.- Sous  l e s  h y p o t h è s e s  du c o r o l l a i r e  5 ,  on a  : 

De p l u s ,  pou r  t o u t  E > O , e t  p o u r  T a s s e z  g r a n d ,  on a  : 

c ~ k U a & ~  75.- Sous  l e s  h y p o t h è s e s  du c o r o l l a i r e  6 ,  on a : 

p . c o .  
s u p  / f T ( ~ l  - f [ y l l  > O  . 

YE 1-'R , r] T++ m 

De p l u s ,  pou r  t o u t  E > O , e t  p o u r  T a s s e z  g r a n d ,  on a  : 

P (  s u p  , (Log 

yf2 [-T'11] 336AMd 



4 " )  Remahqua. - 

Bien que  l e s  h y p o t h è s e s  d i f f é r e n t  q u e l q u e  peu ,  l e  r é s u l t a t  

p rouvé  i c i  s u r  l a  v i t e s s e  d e  c o n v e r g e n c e  d e s  e s t i m a t e u r s  d e  l a  d e n s i t é  

s p e c t r a l e  e s t  p l u s  pe r fo rman t  que  c e l u i  d e  V.F. Gaposhkin  [IZ]. De p l u s  

les h y p o t h è s e s  i c i  i n f l i g é e s  a u x  p o i d s  s o n t  t r è s  l a r g e s ,  e t  n o s  r é s u l t a t s  

r e s t e n t  v r a i s  p a r  c e r t a i n s  changements  d e  b a s e  ( d é c r i t s  au c h a p i t r e  1, 

I 111 z O 1 .  

On r a p p e l l e  que l ' e r r e u r  d e  p r é d i c t i o n  l i n é a i r e  v a u t  : 

+ 71 

L o g f ( A 1  dA] u2  = 2n  exp[- ( v o i r  [25] 1  . 
271 -71 

PhopoaLtLon 70.- On s u p p o s e  q u e  i n f  f ( A )  > O . 
AE [-n. n] 

Sous  l e s  h y p o t h è s e s  d e  l a  p r o p o s i t i o n  9 ,  en  p o s a n t  : 

A l o r s ,  on a  : 

De p l u s ,  p o u r  t o u t  E > O , on suppose  (Ho].  (C1 l ,  ( C 2 ) ,  (Cg] ,  

a l o r s  p o u r  T a s s e z  g r a n d ,  on a  : 



Démonstration - : La proposition 9, pour T assez grand, prouve - 
que : fT > O . Le théorème des accroissements finis. pour T assez grand, 

donne : 

où K = 2  inf f(X1 . 
/Ac [-T, Tl 

Ainsi on a : 
A 

fT(Al 
(1191 Log -- O P.S. uniformément par rapport à A. 

f(hl T++w 

Il est aisé de vérifier que : 

Alors [Il91 et (1201 permettent de conclure que : 

D'autre part, on a clairement : 

Le lemme dPIbragimov (voir Cl91 1 permet, sous (Ho), d'écrire : 

En majorant, grâce à (1211, l'expression (1171, on obtient : 



Pour  T  a s s e z  g r a n d ,  on a  : 

fT (A1  .. 
(1231 Log - < s u p  ~ L O ~  f T ( A l  - L o g f ( h ) l  

f  ( A 1  AE[-IT,IT] 

On e n  d é d u i t  que ,  pou r  T  a s s e z  g r a n d ,  on a  : 
.. 
f T ( A l  

( 1  24 1 exp  (- Log - dA1 6 
2 IT f  (Al 

exp  (- s u p  ~ L O ~  f i ( A l  - Log f ( A 1  1 dA1 

De ( 1 1 8 1 ,  on t i r e  : 

,. 
( 125 1  SU^ l ~ o ~ f ~ ( A 1  - L o g f ( h 1 l  < K s u p  If i (A1 - f [ h 1 l  

A s  [-Tr,d Ac [-IT, IT] 

(1241 e t  (1251 p e r m e t t e n t  a l o r s  d ' é c r i r e  : 

fT(A1 - 
Log -- d ~ ]  < e x p ( ~  s u p  I fTlAl  - f[A1 11  

2. f ( A 1  AE [-TT, IT] 

Ce q u i ,  g r â c e  à (1201,  donne l a  m a j o r a t i o n  : 

Le théo rème  d e s  a c c r o i s s e m e n t s  f i n i s  donne  : 



Alors, pour T assez grand, on a : 

A 
A 

(128 )  /exp(K sup I f T l A l  - f ( h ~  1 1  - 1 1  f 2K SuP I f T ( h l  - f ( ~ 1  / 
XE [-. ,7;1 A €  [A.. TI] 

Finalement (1261, ( 1 2 8 )  et (1221 permettent d'écrire, pour T assez grand : 

2 
A 

(1291 - 1 2 KA sup I f T ( A )  - f ( ~ ) l  1 OT 
XE [-TI , TI] 

On en déduit finalement que : 

2 A 

E 
c l 3 0 1  P (  luT A 2  - 0 1 > E ]  c P( sup I f T ( h l  - f ( h l l  >-1 

AE [-TI, TI] 2 K A  

La proposition 4 et le théorème 4 permettent de conclure. 

L'erreur d'interpolation linéaire vaut : 

Sous l'hypothèse que - est intégrable (voir [27] p. 82-85 , ou 1281 
f ( A l  

p. 163-1601. 

Faisons l'hypothèse que : inf f ( A 1  = m > O . 
A €  [-., .] 

Posons M" = sup f ( A )  
AE C-.,1;1 

En prenant comme estimatnur naturel de u2 la quantité : 



On mon t r e  que  (comme au  5OI : 

- 2 2  M 
L A 

l u T -  1 s -  s u p  I f T ( "  - f ( h 1  1 
T m  X E [ - T , ~ ; ~  

On en  d é d u i t  l a  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  : 

Phaponi,tion 1 1 . -  Sous  l e s  h y p o t h è s e s  p r é c é d e n t e s ,  on a  : 

De p l u s ,  pou r  t o u t  E > O , s i  on s u p p o s e  [Ho) ,  [C,,), [C21, ( C g ) ,  e t  

p o u r  T a s s e z  g r a n d ,  on a : 

Remahque.- Les r é s u l t a t s  o b t e n u s  p r é s e n t e m e n t  s u r  l e s  e r r e u r s  

d e  p r é d i c t i o n  e t  d ' i n t e r p o l a t i o n  l i n g a i r e s  a m é l i o r e n t  n e t t e m e n t  ceux  d e  

U. Grenande r  e t  M .  R o s e n b l a t t  [ 1271 p.  267-2701. 

V - APPLICATION A L'ESTIMATION DES DERIVEES DE LA DENSITE SPECTRALE.- 

7 " ) Prréa e W o n  du pao bleme. 

On p r e n d  i c i  ( E , ~ I  = (E?.%I e t  [ F , C )  = [ 1 - n , ~ ] ,  BE-T,d 1 .  

p = X e s t  l a  mesu re  de  Lebesgue s u r  F .  

2  
Dés ignons  p a r  G = F ( [-T,T] , p l  l ' e s p a c e  d e s  f o n c t i o n s  r é e l l e s  

d é f i n i e s  s u r  T T ]  , k f o i s  d é r i v a b l e s ,  d e  c a r r é  i n t é g r a b l e ,  

a i n s i  que l e u r s  k d é r i v é e s ,  e t  v é r i f i a n t  : 



S o i t  ( e r l  ra l e  sys tème t r i g o n o m é t r i q u e  orthonormé complet  

2 
de L I V ]  d é c r i t  au I V ,  1 "  . 

On suppose que l e  p r o c e s s u s  ('tl t E 2  e s t  borné  : 

e t  que : 

Le p r o c e s s u s  
( ' t l t E l  

admet une d e n s i t é  s p e c t r a l e  donnée p a r  (1161.  

D'où : 

I l  e s t  immédiat de v é r i f i e r  que : 

on a  évidemment : 

(1351 Vy >Y [- IT, T] f ( k l  ( y )  = 1 ark  e r ( y l  (convergence au s e n s  de  
rdV 

L ~ ( U I  1 

avec  : 



En i n t é g r a n t  k  f o i s  p a r  p a r t i e s ,  g r â c e  à ( 1341 ,  on  o b t i e n t  : 

Tous c a l c u l s  f a i t s ,  on o b t i e n t  : 

f - P o u r  r = O a  = O p o u r  k  2 1 
ok  

A i n s i ,  s i  k  e s t  p a i r  ( k  # 0 1 ,  (1351  s ' é c r i t  : 

(1381  ( 

si k  e s t  i m p a i r ,  ( 1 3 5 )  s ' é c r i t  : 

a  = -  '[O1 p o u r  k  = O 
O 0  J271 

- p o u r  r 1  ; q € N  ; k '  

[.3k-11/2 
( -11  

S i  r = 2 [ q + l )  e t  k  = 2 k t + l  a  = (-1 O(-] r k  J;; 2  2  

si r = 2 [ q + I l  e t  k = 2k '  a  = O  
r k  

si r = 2 q + l  e t  k  = 2 k ' + l  a  = O  
r k  

a  = 
( - 11  

e t  k  = 2 k '  
3k/2 r+l k  r+l 

S i  r = 2 q + l  (-1 O(-] r k  
\ J7; 2 2  

m 
( - 1  1  [3k-11/2 C 1  

q a ( q 1  [ - s i n  qy l  
q = l  J i -  J7; 



Les v a l e u r s  des  a  e t  l a  c o n d i t i o n  (1321 pe rmet ten t  
r k  

a i sément  de  v é r i f i e r  (11 e t  ( 2 1 .  S e u l e  l a  f o n c t i o n  gr n ' e s t  p a s  u n i f o r -  

mément bornée,  ce  q u i  va nous o b l i g e r  à m o d i f i e r  légèrement  l a  démonstra-  

t i o n  du théorème 3. 

Pour e s t i m e r  f I k l  à p a r t i r  d e s  o b s e r v a t i o n s  x l ,  . . - , X T  , 

nous u t i l i s o n s  l ' e s t i m a t e u r  (1071 avec d e s  po ids  d e  l a  c l a s s e  2 : 

K T  

A 

où l e s  a  son t  d e  l a  forme (1381, l e s  a I r 1  é t a n t  remplacés  p a r  
r k  

Un t r a i t e m e n t  s i m i l a i r e  à c e l u i  de  l a  démons t ra t ion  d u  

théorème 3 permet d ' é c r i r e ,  pour  T 2 max(T ,T 1 e t  pour  t o u t  E > O : 
O 1  

K T  

Le théorème 3  s e  t r a n s c r i t  a l o r s  comme s u i t  : 

P h o p o a ~ u n  7 2 . -  Sous l e s  hypo thèses  de  théorème,  s i  : 

T k ( T 1  l i m  K T  = l i m  - = l i m  - = + 
k+ 1  

t/k = O , l , .  .., p  . 
T++m T++m k (Tl  T++m K 

T 

S i ,  pour T '  a s s e z  g rand ,  e t  pour  t o u t  E > O , on a  : 



A l o r s  : 

- S o i t  E > O , posons  : 

i i m  T 
= + m  

k + l  T++m k(T ]KT 

k  cc2] p o u r  T a s s e z g r a n d  ; p o u r  k = o , l j . - m , P  ; 

k + l ]  < KT (Log KT 
T E &  

Le théo rème  4 s e  t r a d u i t  p a r  : 

c o h o ~ e a i h e  16.- S o i t  E > O . SOUS l e s  h y p o t h è s e s  p r é c é d e n t e s ,  

k  k  
s o u s  [Ho]. [ c l ) ,  (C2L (C31 , e t  p o u r  T a s s e z  g r a n d .  on a  : 

p o u r  t o u t  k  = 0,1, ..., P  

3 ) E x m e n  de d e u x  cab pubticui5m. 

Les c o r o l l a i r e s  1, 2 ,  3 e t  4 se t r a d u i s e n t  comme s u i t  : 

C o h o ~ a i h e  17 . -  S o u s  l e s  h y p o t h è s e s  du c o r o l l a i r e  5 ,  e t  s i  

d e  p l u s  : 



p . c o .  
A l o r s  s"P I f k B T  O  \dk = O , l ,  ..., p  . 

l y €  [-m. r] T++m 

De p l u s ,  p o u r  t o u t  E > O . e t  p o u r  T assez g r a n d ,  on  a  : 

c o n a ~ a , i h e  18.- S o u s  l e s  h y p o t h è s e s  du c o r o l l a i r e  6 ,  e t  s i  

d e  p l u s  : 

A l o r s  : 

De p l u s ,  p o u r  t o u t  E > O , e t  p o u r  T assez g r a n d ,  on a  : 

V 1  - - APPLICATION A L'ESTIMATTUN DE LA FONCTlON DE REPARTlTlUN - SPECTRALE.- 

7 ) PnQa e n t a t i a n  du pka bleme . 

On r e p r e n d  i c i  l e s  n o t a t i o n s  e t  l e s  h y p o t h è s e s  f a i t e s  a u  5 I V .  

Le p r o c e s s u s  "tl tE2 admet  u n e  d e n s i t é  s p e c t r a l e  [ I l 6 1  q u e ,  

g r â c e  à [ 1 1 4 ] ,  on p e u t  i n t é g r e r  t e r m e  à terme, d o n n a n t  l a  f o n c t i o n  d e  



r é p a r t i t i o n  s p e c t r a l e  : 

CO 

"O) ( y i n )  + -I 1 o [ r l  s i n  y r  \dv E C-IT,IT] F ( y 1  = - 
~ I T  .rr r=l r 

A p a r t i r  d e s  o b s e r v a t i o n s  X1' 
..., x  on d é f i n i t  un e s t i m a t e u r  

T '  

n a t u r e l  d e  l a  f o n c t i o n  d e  r é p a r t i t i o n  s p e c t r a l e  : 

1  - 1  
K~ w ( r )  o[r)  s i n y r  

vy E [ - I T , ~  F T ( y )  = - ~ ( 0 )  ( ~ + . r r )  + - 1 T  

2  .rr r=l  r 

.. 1 
T- r  

où o ( r 1  = - 1 xt xt+, e t  où l e s  wT s o n t  c h o i s i s  d a n s  l a  c l a s s e  2 .  
T - r  t= l  

On a a l o r s  : 

D'où : 

On p e u t  a l o r s  r e p r e n d r e  l e  t r a i t e m e n t  c l a s s i q u e  du c h a p i t r e  I I ,  

p o u r  a b o u t i r  aux  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 

P&opoa&on 7 3 . -  Sous  l e s  h y p o t h è s e s  d e  l a  p r o p o s i t i o n  9 , 

s i  pour  T '  a s s e z  g r a n d ,  e t  s i  p o u r  t o u t  E > O , on a  : 



A l o r s  : 
.. p.co. 

sup I F ~ ( Y I  - F(YI 1 5 O 
y€ [-Ld T++m 

Si, de p l u s ,  pour  t o u t  E > O , on suppose (Hl], (Hz), (c l ] ,  

(C21, CC 1, a l o r s  pou r  T assez grand, on a : 
3 

3 ) Examen de deux cm pahticURi~k?l. 

cvhul%he 1 9 . -  Sous l e s  hypothèses du c o r o l l a i r e  5, on a : 

De p l us ,  pour t o u t  E > O , e t  pour  T assez grand, on a : 

C O ~ V ~ & W  20.- Sous l e s  hypothèses du c o r o l l a i r e  6, on a : 

De p l us ,  pour  t o u t  E > O , e t  pour  T assez grand, on a : 

E 
P (  sup ~ ; ~ [ ~ l  - F [ y l l  > € 1  5 4e ~ X P [ -  . (Log Tl1-'] . 

y€ [-KT;I 336AMd 



Vll - APPLlCATlON A LIESTIMATION DES COVARIANCES ET CURRELAT1OEJ.c.- 

Bien que l'estimation des covariances n'entre pas, stricto 

sensu, dans le cadre de l'étude des chapitres 1 et II, il nous a paru 

intéressant de signaler les résultats ci-dessous, à notre connaissance 

inédits. 

On prend (E,B1 = ([a.b], BCa,b~I . 

Faisons les hypothèses classiques : 

On suppose qu'on a observé xl,...,x T m  Définissons classiquement 

un estimateur de la covariance par : 

Supposons, de plus que : E ( X ~  1 > O . c'est-à-dire que 
1 ,r 

('1 X ~ + r ) r c ~  
est un processus non dégénéré. 

Avec les notations du chapitre II, on a : 



Grâce à l ' i n é g a l i t é  d e  B e r n s t e i n  (lemme 4 ,  c h a p .  III ,  on o b t i e n t  : 

On en  d é d u i t  l a  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  : 

P&opoh&on 14.-  On suppose  a v o i r  ( H o )  . Avec l e s  n o t a t i o n s  

e t  s o u s  les h y p o t h è s e s  p r é c é d e n t e s ,  s i  p o u r  T' a s s e z  g r a n d ,  e t  pou r  

A l o r s ,  p o u r  t o u t  r : Ir1 < K~ . on a : 

De p l u s ,  p o u r  t o u t  E > O , e t  p o u r  T a s s e z  g r a n d ,  on a  : 

T E 6 
2 e  cx(k(T-KT]-KT] exp  - ( - + - .  [- ,(TI 2d 5 

Démonst ra t ion  : S i m i l a i r e  à c e l l e  d e s  t h é o r è m e s  3 e t  4 .  



C )  Examen _--___________-____-_-- - - - - - - - -  de deux c a  p c ~ ~ C L d m .  

CokoRe&e 21.- Sous les hypothèses du corollaire 5, on a : 

De plus, pour tout E > O , et pour T assez grand, on a : 

I 
où B > 1 et 6 vérifie : max(- , al < B < 1 . 

Co&o&aihe 22.- Sous les hypothèses du corollaire 6, on a : 

De plus, pour tout E > O , et pour T assez grand, on a : 

A 5€ Log T )  
p (  sup loT(rI - o(rll > e l  6 4e ~XP(- 

l r l s K T  48d 

2 ) En$imaAion d a  comélationn . 

a )  PonLtion du pnobl2rnc. .................... 

On suppose ici, que a(Ol > m > O . 

Pour tout r : Ir] $ KT . un estimateur naturel de la corréla- 
tion p(rl est : 



A 

( T  e s t  c h o i s i  a s s e z  g rand  p o u r  que  : o T I O l  > O 1 .  

I l  e s t  a i s é  de  v é r i f i e r  que ,  p o u r  T a s s e z  g r a n d ,  on a  : 

C ~ t t e  d e r n i è r e  i n é g a l i t é  permet  d e  d o n n e r  l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  

comme c o r o l l a i r e s  d e  ceux du p a r a g r a p h e  p r é c é d e n t .  

?&>nopon&on 15.-  Sous  l e s  h y p o t h è s e s  p r é c é d e n t e s  e t  s i ,  p o u r  

T '  a s s e z  g rand ,  e t  pour  t o u t  E > O  , on a  : 

-, 

A l o r s ,  on a  : 

De p l u s ,  pour  t o u t  E > O . e t  pou r  T  a s s e z  g r a n d ,  on a  : 



Cohaflccihe 23.- Sous les hypothèses du corollaire 21, on a : 

De plus, pour tout E > O , et pour T assez grand , on a : 

1 où B > 1 et vérifie : max(- , a l  < 6 < 1 . 
2 

Cohofluhe 24 . -  Sous les hypothèses du corollaire 22, on a : 

r : Ir1 r KT 

De plus, pour tout E > O , et pour T assez grand, on a : 



VI11 - APPLICATION A L'ESTIMATION DE LA DENSITE CONDITIONNELLE ET DES 

FONCTIONS DE REGRESSION. - 

On c h o i s i t  CE,BI = (F,C1 = ( IRP,  B 1 . 
RP 

u = h e s t  l a  mesure d e  Lebesgue s u r  IRP . 

On f i x e  un e n t i e r  m > 1 . 

S o i t  ( e r  1 ra u n  s y s t è m e  o r thonormé  comple t  d e  ~ ~ ( ~ 1 ,  

fo rmé de f o n c t i o n s  c o n t i n u e s  e t  uniformément  b o r n é e s .  A l o r s  l e  e  1 
r s [r,s)dN 

2 

2 
es t  un sys t ème  o r thonormé  comple t  de  L [ p  B u 1 ,  fo rmé  d e  f o n c t i o n s  

c o n t i n u e s  e t  uniformément  b o r n é e s  p a r  r a p p o r t  à r e t  S .  

On suppose  que  l a  l o i  d e  [ x ,  xm+,,1 admet une  d e n s i t é  h  

2 
p a r  r a p p o r t  à B , a p p a r t e n a n t  à L ( v  63 u )  . 

On a a l o r s  : 

(21 est donc  v é r i f i é e .  

F a i s o n s  l ' h y p o t h è s e  q u e  : 



A i n s i  que l a  su ivan te  : 

c ' e s t - à - d i r e  que l e  processus [ e  Ix l l  . e  ( X  
s ~ + I ~ ] @ , ~ I C I N  

2 e s t  non 
r 

dégénéré. 

Au vu des observa t ions  
X 1 l . m . l X  T '  

u t i l i s o n s  l ' e s t i m a t e u r  

"na tu re l "  su ivant  : 

Supposons enf in  que : 

Le théorème 3 s e  t r a d u i t  par  : 

P&apani,ikan 76.- Sous l e s  hypothèses précédentes ,  e t  s ' i l  

e x i s t e  T '  E : N  t e l  que, pour t o u t  E > O , on a i t  : 



Alors, on a : 

- On pose : 

et l'on suppose que : 

Les hypothèses ( H  1 et IH21 s'écrivent ici : 1 

Remanque.- La proposition 4 reste valable dans ce cas particulier. 

- Les hypothèses (Cl), (C 1 ,  (C 1 s'écrivent : 2 3 

(C; 1 

' v ' E > O .  

(C;1 Pour T assez grand , 



P o u r  I assez g r a n d ,  

Le t h é o r è m e  4 se t r a n s c r i t  a l o r s  comme s u i t  : 

C o h o r n e  25.- S o u s  les  h y p o t h è s e s  p r é c é d e n t e s ,  e t  s i  

p o u r  t o u t  E > O . o n  s u p p o s e  (H O 1 ,  [ C i l J  ( C i l ,  ( C i l ,  a l o r s  p o u r  T a s s e z  

g r a n d ,  on a : 

E 
4 8  . e x p  - - 

1 2  3 6 s 2 d  KTKT k (T1  

c )  Examen de deux cab p&cuRim. - - -_____-______----  _-__--_-_-- 

Comme d a n s  l e  c a s  u n i d i m e n s i o n n e l ,  o n  o b t i e n t  : 

n  Cohou&e 26.- si a [ n )  = a  p a v e c  a > O ; O <  p < 1  ; n  2 1. 

1  " 1  1  
S i  K T = A  a  T  a v e c  A 1 > O ;  O < a l < - ; 1 < a  $ 2  

I 1.T 2 1  JT 

( p o u r  r e n d r e  K: e n t i e r ) .  

2 1  1  
r e n d r e  K~ e n t i e r ]  ; O < a  < - e t  a' = (3 + < - 

2  1  2 

A l o r s  : 



De plus,  pou r  t o u t  E > O , e t  pou r  T assez grand, on a : 

E 
P[  sup 1 hT(x,y)  - h (x ,y I  1 > E )  < 4e . exp[- 

~ x , y 1 d l Z P  

1 
où f3 v é r i f i e  : - < B < 1 

2  

L 
C o h o U e  2 9 . -  si a t n l  = J avec c > o ; v > ~ ;  n 3 2 .  

n 

1 
x a 6 2 [pour  rendre  KT e n t i e r ) .  

1 ,T 

2 
a 2 

S i  K T = A 2 a Z , T ( L o g T )  avec A 2 > O ;  1 < a  $ 2  
2, T 

Z 
[pour  r end re  KT e n t i e r ]  ; O < a < 1 e t  a = a 2 1 

+ a 2 < 1  - 

A lo rs  : 

De plus, pou r  t o u t  E > O , e t  pour  T assez grand, on a : 

E 
P (  sup ~ f i ~ [ x , ~ l  - h ( x , y l  1 > 8 )  S 48 e x ~ k  2 . (Log T) ' ' -q] .  

[ x , y ) ~ B ~ ~  336A1A2S d 

+. . 
4 

On f a i t  s u r  f d e n s i t é  de x l e s  mêmes hypothèses c l ass i ques  t 

qu'au paragraphe 1 (chap. III]. 

Ayant observé xl, ...,xT , on d é f i n i t  un es t ima teu r  de l a  

d e n s i t é  c o n d i t i o n n e l l e  par  : 



= O s i n o n  . 

I l  est a i s é  d e  m o n t r e r  que  (s i  f ( x 1  # 01.  

S o i t  K un compact  d e  R' s u r  l e q u e l  f  e s t  s t r i c t e m e n t  

p o s i t i v e .  f y  e s t  donc  minorée  p a r  m > O . 

I l  e s t  a l o r s  f a c i l e ,  g r â c e  à (1421 ,  d ' o b t e n i r  l a  m a j o r a t i o n  

s u i v a n t e  : 

D'où : 

A .. 
SUP I D ~ ( x , Y I  - Ih ( x , y l  - h ( x , y ]  1 + h [ x ' y l  1 A '  ( s u p  2p 

( X , ~ I ~ K ~ ~ R ~  f I x l  ( x , y I B  

A 

+ s u p  / f i ( x l  - f ( x l l 1  . 
x a p  

Grâce  aux  p r o p o s i t i o n s  5 e t  16 ,  on o b t i e n t  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

6 )  Réa-. --------- 

P n u p o a ~ o n  77.- Sous  l e s  h y p o t h è s e s  d e s  p r o p o s i t i o n s  5 e t  1 6 ,  

p o u r  t o u t  compact K d e  IRP où f ( x l  > 0 , on a  : 

.. h ( x , y )  p . c o .  + , 
s u p  J D ~ I X , Y I  - 

( X , ~ I E K X B ~  

I 
f ( x 1  T++w 



Si ,  de p l us ,  pour t o u t  E > O . on suppose I H  1, (Cl] , 
O 

(C21, I C g l .  (C;l, ( C i l  . [ C i l  , a l o r s  pou r  T assez grand, on a : 

.. 
h(xlyl 1 > EI ( Be sxp E 

P (  sup 
[X,~IEKAR~  XI 

c )  Examen de deux cm pam5puLim.  ------------------- ----------- 

CohoUaine 2 8 . -  Pour  t o u t  compact K de IRP où f ( X I  > O . 
sous l e s  hypothèses des c o r o l l a i r e s  5 e t  26, on a : 

.. 
h [ x , y l  p.co. O , 

sup 1 0 I x , y l -  
(X,~IEKAR~ T 

I 
f [ x l  T++m 

De p lus,  pou r  t o u t  E > O , e t  pour  T assez grand, on a : 

cahoflahe 2 9 . -  Pour  t o u t  compact K de IRP où f [ x l  O , 

sous l e s  hypothèses des c o r o l l a i r e s  6 e t  27, on a : 

De p lus,  pour  t o u t  E > O , e t  pour  T assez grand, on a : 



- 
h(xlyl 1 > 61  Be . exPL E 

1 -a" 
P[ sup I D ~ ~ x , Y )  - . (Log Tl 

[X,~)CK*~ -F[X) 672A'A"s2d 1 
où A" et a" sont définis comme au corollaire 28. 

- Pour des détails sur l'estimation de la densité conditionnelle, 

voir LE] et [15] . 
- Les résultats obtenus donnent une meilleure vitesse de 

convergence que ceux de [6] et [15] . 

- On peut également énoncer des théorèmes similaires relatifs 

à l'estimation conditionnelle de x . x  par rapport à x ,..., x . t s 
1 

s rn k 

- On pourrait donner également des résultats sur certains prédicteurs 
A 

car las egtimateurs des densités conditionnelles 
f T (  

r m 
permettent de construire des prédicteurs : 1 x 1 ~ ~  , . . .,x 1 dx 

1 
t 
rn 

de xt sachant x ,..., x 
m+ 1 tl tm ' 

B - ESTIMATION DES FONCTIONS 'DE REGRESSION. O - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 

I o )  Caa OC Le p h o c ~ n ( ~ 6  (xtItEz uilR bohné. 

Supposons que : 

Reprenons les notations et hypothèses du paragraphe précédent. 

Soit K un compact où f(x1 > O . Posons : 



u n e  f o n c t i o n  de  r é g r e s s i o n  de x  en x  t + m  t ' 

Ayant obse rvé  X, ,..., x T , un  e s t i m a t e u r  " n a t u r e l "  de  E6[xl  

e s t  donné p a r  : 

On o b t i e n t  a isément  l a  m a j o r a t i o n  s u i v a n t e  : 

2 M , 6 + 1  h ( x , y l  
 SU^ I E ~ , ~ ( x )  - E ~ ( X I  1 s S ~ P  l o T ( x , y )  - I m  
xaK 6+1 [ X , ~ I E K * ~  f [ x l  

Ce q u i  c o n d u i t  à l a  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  : 

phopo6,ition 78.- Sous l e s  hypo thèses  de l a  p r o p o s i t i o n  17,  

s i  l e  p r o c e s s u s  (Xt l  t€z  e s t  b o r n é  p a r  M '  , a l o r s ,  s u r  t o u t  

compact K où f [ x l  > O , on a  : 

De p lus ,  pour  t o u t  E > O . e t  pour  T a s s e z  g rand ,  on a  : 

- Les c o r o l l a i r e s  28 e t  29 s e  t r a d u i s e n t  i c i  p a r  : 

Coho&kdLe 30.- Sous l e s  hypothèses  du c o r o l l a i r e  28, e t  

s i  l e  p r o c e s s u s  (Xt l t€ l  
e s t  b o r n é  p a r  M' , a l o r s ,  on a  : 

s u r  t o u t  compact K de xP où f [ X I  > O . 



De p l u s ,  p o u r  t o u t  E > O , e t  p o u r  T a s s e z  g r a n d ,  on a  : 

les c o n s t a n t e s  é t a n t  d é f i n i e s  comme au c o r o l l a i r e  28 .  

cotrok%lhe 3 7 . -  Sous  l e s  h y p o t h è s e s  du c o r o l l a i r e  29 ,  e t  s i  

l e  p r o c e s s u s  tcz e s t  b o r n é  p a r  M l ,  s u r  t o u t  compact K où 

f [ x l  > O , on a  : 

.. poco.  
s u p  / E ~ , ~ [ X I  - E6(x1 / P O  . 
XEK T++m 

De p l u s ,  p o u r  t o u t  E > O , e t  p o u r  T  a s s e z  g r a n d ,  on a  : 

~ ( S + l l  . (Log Tl 1 -a1' ~ ( s u p  I Ê ~ , ~ [ x I  - E 6 ( x l  1 > €1 I exP[- 
XEK 1 3 4 4 M 1 6 + 1 A ' ~ ~ 2 d  1 

l e s  c o n s t a n t e s  é t a n t  d é f i n i e s  comme au c o r o l l a i r e  29 .  

2 " )  C a  où l e  pkocesou~ ~ x t I t r l  n'es$ pab nécusaVLement botrné. 

Supposons i c i ,  q u ' e n  o u t r e  : 

e x i s t e  ( K  est t o u j o u r s  un compact  d e  IRP où f  [ X I  > 01. 

P renons  comme e s t i m a t e u r  : 

où l i m  M = + W. 
T++m T 



Faisons l'hypothèse suivante : 

( R ~  I lim sup y6 f ( y / x ~  dy = O . 
W + m  xeK 

Il est alors aisé d'établir que, pour T assez grand, et 

pour tout E > O , on a : 

Faisons de plus l'hypothèse suivante : 

on peut alors formuler la proposition suivante : 

P h o p o h ~ o n  19 . -  Sous les hypothèse5 de la proposition 18, 

et si on suppose (RI] et [ R 2 )  , alors on a : 

- m p.co. 
sup I E ~ , ~ ( X )  - E6(x1 / F O 

XE K T++m 

sur tout compact K où f [ X I  > O . 

De plus, pour tout E > O , et pour T assez grand, on a : 

Examinons les 2 cas particuliers classiques : 

Co~o.t%Li&~ 32.- Sous les hypothèses du corollaire 30, 

s) on suppose [R,, 1 et [R21 , sur tout compact K où f (XI > O , 



x p.co. 
SUP I E ~ , ~ ( x I  - ~ ~ ( ~ 1 1  + O  . 
XE K T++w 

3 1 1 
Si M T = A 3 T  où A 3 > O ;  O < a 3 < -  avec a "+  a < - , 

2 2 

a l o r s ,  pour  t o u t  E > O , e t  pour  T assez grand, on a : 

1 2  
où A" e s t  d é f i n i  p a r  : (K' T = rnax(KT KT MT , KT MT) 

CahoMahe 33.- Sous les hypothùses dg c o r o l l a i r e  31 , 

s i  on suppose (RA)  e t  (R21 , su r  t o u t  compact K où f ( x 1  > O . on a : 

- x p. CO. 
sup I E ~ , ~ ( x ~  - E6 [x1  . + O 
XE K T++w 

a 
S i  MT = A3(Log T l  où A3 > O r O < a  3 < 1  e t  a ' + a  3 < ' l ,  

a l o r s ,  pour  t o u t  E > O e t  pour  T assez grand, on a : 

- x 1 1 -a" 
p (sup  ~ E ~ , ~ ( X )  - E6(x1  / > € 1  5 Be exP 2 . (Log T l  

xeK 26RBA'A1'S d 1 
où A "  e t  a" son t  d é f i n i s  comme au c o r o l l a i r e  32. 





AUTRES C O N D I T l O N S  DE CONVERGENCE P R E S 9 U E  SÛRE D E S  

PARAMETRES DE CLASSE F. 

PARAMETRES DE CLASSE F S A N S  HYPOTHESE DE MELANGEANCE.- 

Nous r e p r e n o n s  t o u t e s  les n o t a t i o n s  e t  h y p o t h è s e s  d e s  c h a p i -  

t r e s  1 e t  II ( 5  1 I o ] ,  s a u f  q u ' i c i ,  n o u s  ne  f a i s o n s  p l u s  d ' h y p o t h è s e  

d e  mélangeance  s u r  l e  p r o c e s s u s  
b i s  

(Xt)tEz . On s u p p o s e  e n c o r e  ( 2 6  1 .  

Remarquons que  ( 2 8 )  e t  ( 2 9 )  v a l e n t  e n c o r e .  

I n s p i ~ é e s  d e  [29], noua f e r o n s  d a n s  l a  s u i t e  l ' u n e  d e s  deux 

h y p o t h è s e s  s u i v a n t e s  : 

( H I  1 
rl 

]K > O ; ]TI s [o,I[ t e l  q u e  : 

p o u r  t o u t e  f o n c t i o n  4 r é e l l e ,  B-mesurable ,  b o r n é e ,  e t  v é r i f i a n t  : 

E[$(X~)]  = O . 

( H' 1  ( X t ) t ~ ~  
e s t  un p r o c e s s u s  r d e l  e t  b o r n é  : 

rl 

3~ > O , I V E  p , 1 [  t e l  q u e  : 



p o u r  t o u t e  f o n c t i o n  4 r ée l l e ,  c o n t i n u a  e t  v é r i f i a n t  : E [ $ ( X ~  l] = O . 

Rmmque.- L e s  h y p o t h è s e s  c i - d e s s u s  p e u v e n t  s ' e n t e n d r e  a v e c  4 

f o n c t i o n  d ' u n  nombre f i n i  d e  x c ' e s t - à - d i r e  : t J  

pommençons p a r  un lemme. 

Lmme5.- S i  ( x t i t E z  est un p r o c e s s u s  s t r i ç t e m e n t  s t a t i o n n a i r e ,  

b a r n é  p a r  C ,  c e n t r é  e t  a - f o r t e m e n t  m é l a n g e a n t  a v e c  : 

+ m 

1 + w  [ a v e c  a[Ol = 1 1 .  
i = O  

A l o r s ,  on a  : 

D é m o n s t r a t i o n  : S i m i l a i r e  a u  lemme 4 p .  1 7 2  d e  B i l l i n g s l e y  [ZO] 

où l ' o n  r e m p l a c e  l e  lemme 2 p .  1 7 1  d e  [20] p a r  l e  lemme d l I b r a g i m o v  cl91 

d é j à  c i t é .  

- S u p p o s o n s  q u e  ( " t l t s z  v é r i f i e  l e s  c o n d i t i o n s  du lemme 

p r é c é d e n t .  

S o i t  r~ = $ ( x t l  , où 4 v é r i f i e  l e s  c o n d i t i o n s  d e  (H:) t 
2 

( r e s p e c t i v e m e n t  c e l l e s  d e  [H  11 .  A l o r s  I n t l t c z  es t  un p- r o c e s s u s  
n 

s t r i c t e m e n t  s t a t i o n n a i r e ,  r é e l ,  b o r n é ,  c e n t r é ,  a - f o r t e m e n t  m é l a n g e a n t .  

Donc, g r â c e  a u  lemme p r é c é d e n t ,  1 
( x t l t e l  

v é r i f i e  [Hnl 

2 
l r e s p e c t i v e m e n t  (H 11 .  

n 



- Cec i  reste v r a i  s i  t s l  
est  un p r o c e s s u s  v é r i f i a n t  : 

= $ [ x t , . . . , x  1 où h e s t  un e n t i e r  p o s i t i f  donné .  rl t est  
rl t t + h  

s t r i c t e m e n t  s t a t i o n n a i r e ,  r é e l ,  b o r n é ,  c e n t r é ,  s i  4 v é r i f i e  les  c o n d i t i o n s  

1 2 
d e  [H 1 [ r e s p e c t i v e m e n t  c e l l e s  d e  ( H  1 ) .  I l  e s t  a u s s i  a ' - f o r t e m e n t  

rl rl 

mé langean t  a v e c  : a ' ( t 1  = a ( t - h )  . Donc, g r â c e  au l e m m e  5 ,  "t)  te^ 
1 

v é r i f i e  I H  1 ( r e s p e c t i v e m e n t  (H;I 1 . 
n 

3 O )  Rés&&. 

On s u p p o s e  q u e ,  p o u r  t o u t  r d e  IN l e  p r o c e s s u s  

1 
( x i , . . . , x  i + h ( r l  1 i& x v é r i f i e  ( H  rl ) [ r e s p e c t i v e m e n t  1 ~ ~ 1 1 .  rl 

Posons  : 

On a  a l o r s  : 

Il e s t  a i s é  d e  v é r i f i e r  que  $ a  t o u t e s  l e s  p r o p r i é t é s  

1 
demandées d a n s  ( H  ) [ r e s p e c t i v e m e n t  d a n s  ( H Z )  1 .  

rl rl 

S o i t  E > O . Grâce à une conséquençe  d e  l ' i n é g a l i t é  d e  Markov , 

on o b t i e n t  : 

1 2 
En a p p l i q u a n t  ( H  1  ( r e s p e c t i v e m e n t  [ H  I I ,  o n  a  : 

rl rl 



Ce q u i  e s t  ma jo ré ,  p o u r  T a s s e z  g r a n d ,  p a r  : 

De [41bis1. on en d é d u i t  a l o r s ,  p o u r  T a s s e z  g r a n d ,  que : 

C e  q u i  p rouve  l e  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

Théan2rne 5.- Sous l e s  h y p o t h è s e s  p r é c é d e n t e s ,  s i  l e  p r o c e s s u s  

1 2 
( x i , .  . . , x  i + h [ r l l i E i N *  v é r i f i e  ( H  rl 1 [ r e s p e c t i v e m e n t  ( H  0 1 1  e t  s i  : 

5 
KT 

A l o r s ,  on a  : 

De p l u s ,  p o u r  t p u t  E > O , e t  p o u r  T a s s e z  g r a n d ,  on a  : 

4 " )  Remahyua. 

- La c o n d i t i o n  (1441 c i - d e s s u s  e s t  p l u s  s i m p l e  à v é r i f i e r  

que  l a  c o n d i t i o n  (381.  

- On n ' o b t i e n t  p a s  une v i t e s s e  d e  c o n v e r g e n c e  e x p o n e n t i e l l e  



cqmme a u  c h a p i t r e  II, c e  d o n t  on p o u v a i t  s e  d o u t e r  c a r  l e s  h y p o t h è s e s  

1 2 
I H  1 ou I H  1  s o n t  p l u s  f a i b l e s  que  l e s  h y p o t h è s e s  d e  f o r t e  mélangeance .  

17 rl 

Le t héo rème  5 c i - d e s s u s  s ' a p p l i q u e  à t o u t e s  l es  e s t i m a t i o n s  

s i g n a l é e s  au  c h a p i t r e  III, e t  où ,  s u i v a n t  l e s  c a s ,  on s u p p o s e  (HI 1 
rl 

2 1 
Q U  (H 1 .  P a r  exemple ,  on s u p p o s e  I H  1 pou r  l ' e s t i m a t i o n  d e  l a  d e n s i t é ,  

rl 17 
2 

e t  (H 1  p o u r  l ' e s t i m a t i o n  d e  l a  d e n s i t é  s p e c t r a l e .  
n 

Nous ne  r e p r e n d r o n s  p a s  i c i  l e  d é t a i l  d e  t o u t e s  c e s  a p p l i c a t i o n s ,  

s o i n  que  nous  l a i s s o n s  au  l e c t e u r .  

S i g n a l o n s  p a r  exemple  q u ' o n  r e t r o u v e  a i n s i  les  théo rèmes  6  e t  7 

17  - ETUDE D'UN CAS PARTICULIER.-  

Il est c l a i r  que l e  r a n g  à p a r t i r  d u q u e l  (1451 e s t  v é r i f i é e  
m 

depend d e  l a  v i t e s s e  d e  conve rgence  d e  l a  s é r i e  : 1 1 a r  1 .  
r = O  

Nous s u p p o s e r o n s  d a n s  c e  p a r a g r a p h e  que  : 

P  R e m a h p u e  : S ' i l  e x i s t e  p  > O . t e l  que  l a  s é r i e  : r l a r i  
r= 1 

P  c o n v e r g e  e t  t e l  que  l a  s u i t e  [ r  l a r /  I rm* s o i t  d é c r o i s s a n t e .  a l o r s  u n  

lemme c l a s s i q u e  d ' a n a l y s e  pe rme t  d ' a f f i r m e r  que : 

c e  q u i  nous  donne (1461.  



Nous s u p p o s e r o n s  d a n s  l a  s u i t e  
K~ 

= 1 + P U ]  où o < ~ < I .  

E t u d i o n s  l e  b i a i s  s u i v a n t  l e s  d e u x  classes d e  p o i d s  i n d i q u é e s  au c h a p i t r e  II 

a] C h ~ e  ------ 7 . 

D '  a p r è s  C 22 1 , on a : 

m s C 1 
s u p  I b T ( y I I  i S IarI i - T ~ ( y - l  I 
Y EF r = K T + l  Y-1 

6 )  CLaae 2. ------ 

F a i s o n s  l ' h y p o t h è s e  s u p p l é m e n t a i r e  q u e  l a  f o n c t i o n  ~ ( X I  

v é r i f i a n t  les  h y p o t h è s e s  ( 1 9 1  est l i p s c h i t z i e n n e  d ' o r d r e  q  d a n s  [0,1] : 

Dans l a  s u i t e ,  s a n s  p e r t e  d e  g é n é r a l i t é ,  n o u s  s u p p o s e r o n s  

M e t  M" s u p é r i e u r s  ou é g a u x  à 1 .  

Deux c a s  q e  p r ê s e n t e n t  : 

On p e u t  t o u j o u r s  c h q i s i r  les p o i d s  t e l s  q u e  : q  < y-1 . 
A l o r g ,  ung é t u d e  s i m i l a i r e  à ce l l e  du  c h a p i t r e  II ( 5  1, 2' b l  a b o u t i t  

a u  r é s u l t a t  s u i v a n t  : 

6SMM"CIy-q1 2 
s u p  I b T ( y 1 I  s 
Y ~ F  Y -9-1 Taq 



On p e u t  t o u j o u r s  c h o i s i r  les p o i d s  t e l s  q u e  : q 3 y - 1  . 
, 

Une é t u d e  s e m b l a b l e  à c e l l e  du  c h a p i t r e  II [ d  1, 2O, b l ,  c o n d u i t  a l o r s  

à l a  m a j o r a t i o n  c i - d e s s o u s  : 

~ s M M ~ ' C [ Y - I  1  1  
SLIP I b T ( y ) /  s T a ( ~ - 2 ~  

Y ~ F  Y- *  

2 O )  RéL5&&. 

On s u p p o s e r a  d a n s  ce p a r a g r a p h e  : T 5 1 0  . 

Le t h é o r è m e  5  e t  l ' é t u d e  du b i a i s  c i - d e s s u s  p e r m e t t e n t  d e  d o n n e r  

l e  r a n g  à p a r t i r  d u q u e l  (1451 est v é r i f i é  d a n s  les  d i f f é r e n t s  cas .  

P o u r  t o u t  E > O , s i  : 

A l o r s ,  on a  : 

P o u r  t o u t  E > O , 



Alors,  on a  (1471 

Alors,  on a  (1471.  

3" ) Remanqua. 

- Plus y e s t  grand, p lus  l e  rang à p a r t i r  duquel ( 1 4 7 1  

e s t  v é r i f i é  e s t  p e t i t .  

- Les c a l c u l s  précédents  ont é t é  f a i t s  dans un cas  p a r t i c u l i e r .  

I l s  ne peuvent ê t r e  menés dans l e  cas général  que  s i  l ' o n  s a i t  comment 

se  comporte l a  s é r i e  de terme généra l  : l a r [ .  

SPECTRALE D ' U N  PROCESSUS FAlBLEA4ENT STATIONNAI RE ET 9-MELANGEANT. - 

I o )  Peux hébuet& de G.J. Babu ([31] 1. 

S o i t  (Xn)nax  une s u i t e  de v a r i a b l e s  a l é a t o i r e s  r é e l l e s ,  

supposée $-mélangeante au sens de P .  B i l l i n g s l e y  ([20]1 : 



t 
( l e s  t r i b u s  Ml e t  é t a n t  dé f i n ies  au c h a p i t r e  1 5 1 , 1'1 avec : 

- l i m  $(n)  = O , 
n++w 

- l a  s u i t e  ($(n1 Indu* e s t  décro issante . 

S o i t  d > 1 . On pose : 

'i 
= O s inon 

e t  D(n,kI = sup D[n,k,hl . 
Ra 

G.J.  Babu a prouvé l e s  deux r é s u l t a t s  su ivants  : 

P i r o p o d ~ a n  20. - S o i t  ( X n l  nmx une s u i t e  de va r iab les  

a l é a t o i r e s  r é e l l e s  $-mélangeante avec : 

On suppose q u ' i l  e x i s t e  p > 1 e t  M > 1 t e l s  que : 

On suppose que : 

e t  que : 
1 1 

O < 6 :. max(-; 1 - - 1  . 
P P 



Alors ,  pour  t o u s  r é e l s  k 2 2 . q > O . p > q , il e x i s t e  

une c o n s t a n t e  a = a(k ,p ,q ,M,@l t e l l e  que : 

Sous l e s  hypo thèses  d e  l a  p r o p o s i t i o n  20, il o b t i e n t  l e  

c o r o l l a i r e  su ivan t  : 

I C,y&a&,&e 3 4 . -  S o i e n t  A > O ; 6 > O ; a > -  avec pa  > 1  . 
2 

Alors  il e x i s t e  K ( 8 )  t e l  que : 

J a  
(1481 'dn 2 3 ; P (  sup 1 1 x i a n l  > 3 A n  1 r 

l 5 j j n  i=1  

2 A-' K(81 n  
1 -pa 

(Log . I - ~  

= O s i n o n  . 

Dans l e s  c o n d i t i o n s  du c o r o l l a i r e  34 , on a  : 



- 1 0 8  - 

S o i t  11 > 1. A l o r s  il e x i s t e  t > O e t  n l  d e  N' t e l  

que : 

b ' n ; i ~ ~  ; n ? n l  : 

a 
(1501 P I ~ X ~ ~  > n  (Log $ P ( I x i l P  (Log ( 1  + I X ~ ~ I I "  > nap[Log n l  n-Bpl 

A l o r s  (1491,  (1481 e t  (1501 p e r m e t t e n t  d ' é c r i r e  q u e  : 

j 
(1511 P (  s u p  11 x i /  > 3 A n a )  i 

1 ~ j s n  i = l  

Posons  N = s u p  E [I xi 1 [Log ( 1  + 1 xi 1 1 ln] e t  c h o i s i s s o n s  : 

i > l  

n 7 l  f iE:-- .  . (151 1 s ' é c r i t  a l o r s  : 

2 P 

On o b t i e n t  a l o r s  l a  p r o p o s i t i o n  s u i v a n t e  : 

P f i o p o n ~ o n  2 1 . -  S o i t  [Xnlnax une s u i t e  d e  v a r i a b l e s  

a l é a t o i r e s  r é e l l e s  c e n t r é e s  $-mélangeante .  On  s u p p o s e  qu ' i l  e x i s t e  

p  > 1  e t  q  > 1  t e l  que  : 

N = s u p  E [ I X ~ I ~  [ L o g ( l  + I x , I ] ) ~ ]  < + w 
n a X  

On s u p p o s e  que : 



1  
S o i t  a > - e t  pa > 1 . 

2 

A l o r s ,  il e x i s t e  t > O , K(01 > O , t e l  q u e ,  p o u r  n  a s s e z  

g r g n d ,  on a i t  : 

j - 9 (1541 P1 s u p  11 xi\ > 3 A n U )  < 2 A K(01 n - 2 
l - p a l ~ o g n ~  + 

l s j ~ n  i = l  

t - " [ i o g  n~ -(rl+11/2 1 -pa  . . n  

& k n a t e m  de la d e n t d é  ap~cRtrcLee d 'un  pnocehb~cl Baiblement bd%u5ann&e. 

S o i t  ( x t  1  k a  un p r o c e s s u s  : 

- c e n t r é  : vt E 2 E l x  1 = O t 

- f a i b l e m e n t  s t a t i o n n a i r e  : \y l1 t , s ,h l  tz Z 
3 

cov 1x x  1  = cov1x x  1 = o ( t - S I  t + h  ' s + h  t '  s 

- $-mélangeant  ( v o i r  c h a p .  III, 5 III ,  1 " ) .  

On suppose  i c i  que  : 

Sous l e s  h y p o t h è s e s  p r é c é d e n t e s ,  l e  p r o c e s s u s  admet une 

d e n s i t é  s p e c t r a l e  f1X1 d é f i n i e  en  11161. 

On suppose  q u ' o n  a  o b s e r v é  x l ,  ...,xT : on d é f i n i t  un 
.. b i s  e s t i m a t e u r  d e  l a  d e n s i t é  s p e c t r a l e ,  n o t é  f ( X I  p a r  l ' e x p r e s s i o n  (116  1 .  

T 



b )  Ra&&. --------- 

Les r é s u l t a t s  du c h a p i t r e  II, e t  s u r t o u t  l ' e x p r e s s i o n  (421 nous 

p r o u v e n t  que, pour  t o u t  E > O , e t  p o u r  T assez grand, on a : 

K~ T - r  
EIT-1-1 

(1561 P I  sup [ f  [ X I  - f ( h 1 1  > € 1  < P X t j r l  > 1 
XE [-IT, T] T r = O  t = l  2M(KT+l 1 

T 
où l i m  KT = l i m  - = + a) . 

T++m T++m K T 

Remarquons que : 

- l e  processus 
( ' ta  r1 tmX e s t  $ ' -mélangeant avec : 

avec : 

I l s e l  

Pour r $ K T e t  p o u r  T assez grand, on a : 

"G. E A = -  
24 M 

A l o r s  (152) s ' é c r i t ,  p o u r  T assez g r a n d  : 

I I 

1-0. 
(1591 P [  sup 1 i T ( X 1  - f ( X 1 1  > €1 É 2 T P[  SuP 1 1 Xt,r 1 > 3 A ~ " 1  

XE: [-IT,IT-J O j r sK  T t = l  

Supposons p 2 3 . On p e u t  a l o r s  a p p l i q u e r  l a  p r o p o s i t i o n  21, 

donnant l e  théorème s u i v a n t  : 



Théokbe 6 .  - ( xt 1 tcf é t a n t  un p r o c e s s u s  c e n t r é ,  f a i b l e m e n t  

s t a t i o n n a i r e ,  e t  $-mélangeant ; s i  on suppose  que : 

- 3 p  3 3  ; 3 n > l  , t e l  que : 

(1601 N = sup E [ ~ X  I P  (Log (1 + I X ~ , ~ ( I ] Y  < + w 

t 3 l  t , r  

A p.co.  
A l o r s  sup  IfT(A1 - f ( ~ )  1 + O 

A€ [-m. m] T-++co 

a v e c  pour  t o u t  E > O , e t  pour  T a s s e z  g rand  : 

2-pa-a 
I ; ~ [ A )  - f ( h l 1  > ~1 $ ~ [ A ( E ) ] - ~  K(0) T (Log TI-' 

-(n+11/2. T2-pa-a 
+ 2  t - " [ ~ o ~  Tl . N 

4' ) Remahqua. 

a) (160) e s t  v é r i f i é e  s ' i l  e x i s t e  q  > 4 t e l  que  : 



l1601 est vérifiée s'il existe q > 4 tel que : 

b )  Les calculs faits dans tout ce paragraphe III ne font 

intervenir en aucune façon la stationnarité du processus, ce qui permettra 

sans doute de généraliser dans certains cas non-stationnaires à l'estimation 

des densités spectrales évolutives (voir par exemple [24] - vol. 2 - 

chapitre 11 1. 

c )  Le théorème 6 généralise Zes résultats de Gaposhkin, ainsi 

que ceux du chapitre III ( 5  IV). A notre connaissance, il n'y a pas 

d'autre rBsultat sur la convergence uniforme presque sûre des estimateurs 

de la densité spectrale dans le cas faiblement stationnaire. 

I V  - CONCLUSION.- 

- Cette premiare tentative d'unification est évidemment 

susceptible d'améliorations sensibles. 

- Par exemple, on peut certainement améliorer l'inégalité 

de Bernstein employée ici (lemme 41. En effet, il est clair qu'avec 

n 
des coefficients de mélangeance du type a(n1 = a p (O < p < 11, on 

n'a certes pas indépendance, mais on en n'est pas "très loin". L'idéal 

serait d'obtenir alors une vitesse de convergence en O[exp(- nY1] 

où O < y < 1 serait aussi proche de 1 que souhaitable. Le premier 

problème qui se pose est donc "l'optimalité" de l'inégalité de Bernstein, 

et par conséquent l'optimalité des résultats de cette thèse. 



- Le second problème soulevé e s t  c e l u i  de l a  mélangeance. I l  

p a r a i t  souhai tab le  dans l ' a v e n i r  de s ' en  d ispenser ,  c a r  il e s t  c l a i r  

que si,, de l o i n  en l o i n ,  dans l e  processus IxtltCz , i l  y a  deux v .a .  

fortement dépendantes, l e  r é s u l t a t  n ' e s t  pas notablement pe r tu rbé .  Cet te  

condi t ion  de r é g u l a r i t é  dev ra i t  donc ê t r e  remplacée par  une condi t ion  

p l u s  souple sur l a  var iance  de l a  somme de n v.a. consécut ives  du 

processus par  exemple. 

- Un t ro i s ième problème, certainement p lus  a i s é  à résoudre a 

p r i o r i ,  e s t  c e l u i  de l ' é t u d e  de l a  l o i - l i m i t e  des e s t ima teu r s  "na tu re l s "  

c o n s t r u i t s  dans c e t t e  t hèse ,  qu i  permettra  dans chaque cas  p a r t i c u l i e r  de 

r e t rouve r  des  r é s u l t a t s  connus. 

- Un quatrième problème e s t  c e l u i  de l ' e s t i m a t i o n  de l a  dens i t é  

s p e c t r a l e  t r a i t é e  dans l e  cas s t r i c t emen t  tchap. III,  5 I V ) ,  pu i s  

faiblement  (chap. I V  , 5 III1 s t a t i o n n a i r e .  Remarquons t o u t  d 'abord que 

l ' o n  peut certainement au moins g é n é r a l i s e r  l ' é t u d e  f a i t e  i c i  au cas  

for tement  mélangeant. L'étude f a i t e  au chap. I V  I d  III) ne f a i t  i n t e r v e n i r  

en aucune façon l a  s t a t i o n n a r i t é ,  sauf pour l ' e x i s t e n c e  de l a  d e n s i t é  

s p e c t r a l e .  La tendance contemporaine de l a  recherche semblant s ' o r i e n t e r  

ve r s  l e s  processus non-s ta t ionnai res ,  qu i  modélisent sûrement mieux l e s  

phénomènes à analyser ,  l ' é t a p e  su ivan te  s e r a  donc, sans  doute,  l ' é t u d e  

des  spec t r e s  é v o l u t i f s  e t  l e u r  es t imat ion ,  où bien des choses r e s t e n t  à 

f a i r e .  

- Un cinquième problème, important pour l e  p r a t i c i e n ,  esquissé  

dans l e  chap i t r e  I V  ( 4  II1 e s t  ie rang 
To 

à p a r t i r  duquel on ob t i en t  

l e s  v i t e s s e s  de convergence ind iquées .  I l  semble q u ' i l  s o i t  d i f f i c i l e  dans 

19s c h a p i t r e s  II e t  III de donner une réponse, vu l a  surabondance de 

paramètres in te rvenant  dans l e s  c a l c u l s .  On ne peut y appor t e r  de réponses 



que dans des cas particuliers, réclamant la connaissance du coefficient 

de mélangeance, de la fonction de poids utilisée, ainsi que le comportement 
m 

de la série : 1 1 arl . 
r=O 

- Le sixième et primordial problème reste la compréhension 

totale et l'interprétation du fait que les éléments de F peuvent s'écrire 

comme des limites de suites d'espérances mathématiques des variables de 

l'échantillon, en vu de généraliser tout ce travail. 

- Bref, les résultats nouveaux obtenus ici en appellent d'autres, 

et le sujet est loin d'être épuisé. 
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