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CHAPITRE O 

Suivant une question qui m'a été posée par Monsieur le 

Professeur J.C. De Paris ; j'ai essayé de construire une solution 

nulle dans l'espace des ultra-distributions pour un opérateur matriciel 

h d'ordre t, au voisinage d'un point caractéristique a, dans le cas 

dit cas 1I.b. de J. Vaillant [7]. 

On utilise la méthode de [IO], reprise par H. Komatsu dans 

le cadre des ultra-distribut ions [3] . 

Elle consiste d'abord en la construction d'une onde asympto- 

tique de phase $ (équation locale de S) , pour l'opérateur h ; c'est 

l'objet du chap. 1, l'essentiel de ces calculs était fait dans [ 6 ] ,  191; 

il a fallu préciser le calcul des coefficients de distorsion 

(yB) , j 3 O de manière explicite afin de pouvoir les majorer. 
J l'%Sm 

B 
Ls deuxième partie consiste à montrer que les 

(Yj)I,<BCm , j O 

vérifient certaines majorations ; on utilise pour cela la méthode 

des majorantes, sous la forme particulièrement élégante que lui a 

donnée C. Wagschal [2]. 

Dans la dernière partie, on démontre la convergence de i'onde 

asymptotique dans l'espace des ultra-distributions vers la solution 

nulle voulue. Les calculs sont analogués à ceux de [3] . 

Le cas où les conditions de Levi ne sont pas satisfaites n'a 

pu être traité, il le sera dans un autre travail. 



i 
i RESOLUTTON FORMELLE. 

5 7 - No;tdovtcs - f f y p o ; t h è a ~ .  

Soit X une variété analytique réelle de dimension 4 + 1 .  

Soit S une hypersurface analytique de X ; a un point de S , 

et R un voisinage de a tel que : 

n n S = {X : $(x) = 0) ; on supposera que S est régulière en 

a ; c'est-à-dire : 

On note (dans une carte locale en a) : 

O 1 n O 1 x = (X , x , . x ) = (x , x , x )  ; les éléments 

de l'espace cotangent à X seront notés par (x,<). 

On adopte les notations de [7] ; 

a a ; ,a=- a = -- pour tout a telle que O s a 6 n . 
a axa 

On considère un opérateur différentiel linéaire matriciel 

A 
h = (hg) lCAlm , d'ordre t sur il ; la matrice caractéristique 

1 CBsm 

de h au sens de "Cauchy-Kowalewski" sera notée par : 



pour chaque (A,B) entre 1 et m ; ~ ( x , E )  est le polynôme caractéris- 

A 
tique de l'opérateur h (x,a) si celui-ci est d'ordre t et nul sinon ; 

B 

on suppose qu'elle est non dégénérée en a ; c'est dire que : 

(det H)(a,E) est non identiquement nul en 5 .  

On note par A la matrice des cofacteurs d'ordre (m-1) 

de h telle que : 

On écrit : 

i 
h(x,a) = H(x,~) + H (x,a) + ... + H*(~) (x, a) + . . . + ~*(~)(x,a) 

avec : 

Hi(k) (x, a) = (H*(~);(X, a ) )  
1 <A, Bsm 

où ~*(~)t(x,a) est ia partie 

A 
d'ordre (t-k) de hg(x,a). 

où a(x,a) est un opérateur différentiel linéaire de matrice caracté- 

ristique A. 

H l  : On suppose qu'il existe H' , H" analytiques en x, au 

voisinage de a, polynomicux en 5 tels que : 

vérifiant : 



H' (x, grad $(x)) = O sur R ( 3 )  

3 6 où pa(x) = aU~'(x, grad $(x)) ; pour a : O 6 a ( n , (5) . 

(c'est-à-dire que S est caractéristique totale simple pour H f ,  et 

n'est pas caractéristique en a pour Hl'). 

(H.2.) : On suppose que la matrice H(a, grad $(a)) est de rang (m-1) ; 

il existe donc un coefficient de la matrice A(a, grad $(a)) 

1 
non nul. On suppose que c'est Al(a, grad $(a)) c'est-à-dire : 

S n'est pas caractéristique en a pour 

Les hypothèses (H.1.) ; (H.2.) nous permettent de supposer 

l'existence d'un voisinage de a (qu'on notera encore R) tel que : 

1 
Al (x, grad $(XI) # O YX c Q 

H1'(x, grad $(x)) # O vx E: R 

On dit que h vérifie (D) si et seulement si il existe 

un opérateur différentiel linéaire matriciel a de matrice caractéris- 

tique A et trois opérateurs différentiels matriciels eo , e, f 
et u: opérateur différentiel scalaire h' de symbole principal H '  

tels que : 



Dé~i&on.-  Etant donnés deux polynômes en 5 ,  à coefficients 

analytiques en x ; P et Q. 

On note : 

si et seulement si P - Q est divisible par U , en tant que polynôme 

en 5 ,  pour tout x dans R .  

2 
AH 5 HA E O [H' J (conséquence de (Hl) et (1)) 

d'où on déduit immédiatement : 

a ( a  H)A = - H(~~A) [HI] (a H)A E - H<a,n> CH'] 
'Y. 

(aaA)H - - A(aaH) [H'] (a A)H - A(a A) [H'] 
a a 

On rappelle un résultat sur la composition d'opérateurs : 

pour a,b deux opérateurs matriciels d'ordre respectifs p et q ; 

la partie d'ordre (p + q-1) de (a O b ) ( x , a )  est : 



AB* + A*B + a j ~  a .B : O s j 5 n avec (la convention ~'EINSTEIN) : 
J 

n ,  
aJA 8.B = 1 aJA 3.B ; (qu'on utilisera systSmatiquement 

J j=o J 

par la sui te) . 

Remmqu~~s : 

1 O )  Si h vérifie (D) ; on a : 

2 2 
c'est-à-dire : L (H') = HA = (det H)I = H"(H') 1 

O 

donc : L = H"I . 
O 

2O) D'autre part, on a : 

# 
a(x,a) = A(x,a) + A (x,a) + ... 

* 
h(x,a) = H(x,~) + H (x,a) + ... , c'est-à-dire que : 

(h 0 a) (x, a) = (HA) (x, a) + (H*A + HA* + a a ~  a A) (x, a) + . . . 
a (10) 

Et- : 

Donc : 

2 2 (hl) (~,a) = (HI) (x,a) + (2~' HI* + a"~' a H') (x,a) + . . . 
a 

2 2 (1 0 (hl) )(x,a) = ( L ~  H' )(x,a) + (L* H ' ~  + L (22 '  HI* + aaw a 
O O O a 

+ 2 aa L a H'H') (x,a) + . . . . . . (termes d'ordre < mt-2) 
O a 

(e O hl)(x,a) = (EH') (x,a) + ... (termes d'ordre i mt-2) 



f étant un opérateur d'ordre inférieur strictement à mt-l ; on peut 

écrire : 

(termes d'ordre inférieur stictement à 

mt-1). (1 1) 

On identifie les termes d'ordre (mt-1) des expressions (10) et (1 1 )  ; 

On trouve : 

Soit p une mesure positive sur X ; on se donne un opérateur 

A 
matriciel h = (hB) d'ordre t au voisinage de a. 

l iB$m 

On écrit pour (A,B) fixés entre 1 et m : 

t (+)kA cl1.. .at-k 
ht(x,a) = E H~ a ... a a. 

1 
a k=O t-k 

On appelle opérateur adjoint de 
A 

1 in, B<m et on 

- F '- 

note (hA(x, 3)) l <A, Brm = h l'opérateur défini par : 

'- B 1 
t !")kA al.. 

hA(x,a)v(x) = - 1 el)k a ... 2 
a. CP Hg v] (Io 

p (x) k=O " 1 t-k 

On appelle matrice sous caractéristique de h (notée K), la matrice 

1 
caractéristique de l'opérateur k = - [h - ti] , on a : 

2 



n 
(avec :  PH) = 1 

a=o 

Lemme 7.- On pose 

C = aaH aaA - aaH a a ~  

D = ~ ~ A ~ H - ~ A ~ " H .  
a a 

Les matrices C, D  sont des fonctions sur T*(x) , 

définissant des invariants, et on a : 

Preuve : Soient A  et B dans ( 1  ... m) . Le polynôqe 
caractéristique de l'opérateur ch:, a 3  est égal à : 

A  
donc Cg est invariant. 

On procède de même pour la matrice D , en prenant l'opérateur : 

[a;, he] 

Démontrons maintenant la relation : 



Ç1 ~a H a ~ z -  a a A H a C I A =  a a A a H n  
a C1 

et A a H a a ~  r - a A H  a ' ~  E a A  HA 
a a a 

donc : 

AC - DA z [auA aaH - aCIA aaH - a u A  a H + a A aaH] A 
[HI! a a 

- 0  [ H l ] .  

Lemme 2.- On pose : 

1 
R = K A + - C  

2 

1 
S = A K + - D .  

2 

Les matrices R et S définissent des invariants , et on a : 

AR - SA EH'] 

C'est une conséquence directe du lemme 1 car 

1 1 
AR = AKA + - AC et SA = AKA + - DA . 

2 2 

On pose : 

1 Dédi&on.- On dit que h vérifiée (LI) si et seulement 



Lemme 3 . -  On a : 

Preuve : On é c r i t  

e t  comme : 

* 1 1 
A aau + - A a " ~  a A - - A a H ~ " A  donc : L E AH A - - 

2 a 2 " 2 a C''1 

c ' e s t - à - d i r e  que ; 

donc : 
1 

L 2 AH*A + A aaH aaA - - A  aa(m) 
2 a 

3n u t i l i s e  a l o r s  l'hypothèse : 

pour  écrire : 



et par conséquent : 

L 5 A[H*A + aU~aun - ~ ~ ~ a ~ ~ ~ a  Ci H~I] . 

Pppr la relation (15) il s y f f i t  de remarquer que ; 

Lemme 4. - Si H' (x,S) est un pplpnôme premier en 5 

pour tout x dans Q , alors : 

1 
L est divisible par H' si et seulement si L I  est 

diuiqible par H' . 

Preuve : Il est clair que si H' divise L , alors H' 

divise 

Qn montre la réciproque ; pour cela, il suffit dlétab:ir 

la relation : 

En effet ; si cette relatian est démontrée , oq a : 

1 
LIA 5 0 CH'] et par suite : 

1 1 
Puisque Al (x, grad $(x)) Z O , H' (x,E) ne divise pas Al (x,t) 

e t  comme H'(x,{) est premier, il divise donc L(x,<) ; c'est-à-dire : 



Démov~?lktLatian de La trelation ( 16 ) : 

Soient (A,C)  deux indices entre 1 et m. 

on utilise l'identité de Jacobi entre les cofacteurs de la matrice H : 

1 A  
où  al^ est le mineur correspondant aux lignes 1 et F  et 

aux colonnes 1 et A  de H. 

C'est un polynôme de degré (m-2)t en 5 , (.,u. nul. 

On a alors : 

Soit encore : 

DI? même : 

1 1  1 1 F  
L C  A ~ = ~ R : A ; E S  F  ( A ~ A ~ )  CH'] (car A R Z Ç A  CH']) 

D'après la relation de Jacobi : 

1 1  1 1 F  
L  A . + S  A  A  

1 F  
c 1 F C I  [HI] ; mais s F A .  1 E L '  1 [HI] 

donc : 



Ainsi : 

En u t i l i s a n t  encore une f o i s  Jacobi  : 

C'est-à-dire que : 

1 2  A 
H' d i v i s e  (Al) LC 

1 
E t  comme H' ne d i v i s e  pas A I  , il d i v i s e  L* c ' 

Dé&hiA%ofl.- On d i t  que h v é r i f i e  (L) s i  e t  seulement 

s i  L e s t  d i v i s i b l e  par H ' .  

Remahque 1 .- S i  h v é r i f i e  (D) , a l o r s  h v é r i f i e  (L) , 
1 

e t  en p a r t i c u l i e r  (L I ) .  

En e f f e t  : 

(cec i  d 'après  ( 1 4 ) ) .  

On u t i l i s e  a l o r s  (12) pour conclure .  

Remmque 2.- s i  H ' (x , ( )  e s t  premier en 5 pour t o u t  

1 
4 de Q , (L) <-> (LI)  c ' e s t  l e  lemme 4.  

r é s u l t e  directement de l a  formule (1 4 ) .  



1 On suppose que h vérifie L H l )  - 2 , et 

on cherche une onde asymptotique : 

de phase 9, où pour tout j dans 2 , f est une ultradistribution 
j 

sur un intervalle de centre O dans IR telle que : 

Soit A entre 1 et m ; yB pour B dans 1 ,  , vérifie 

formellement : 

A 
hg étant un opérateur scalaire d'ordre inférieur ou égal à t au 

voisinage de a ; il existe alors ( [l] , 181 , [4J ) t opérateurs 

d'ordre inferieur ou égal à r tels que : 

c'est-à-dire que : 

On pnse : 



J = j-t+r (~+t 3 r) , on aura : 

Il suffit de poser : 

min(t,t+J) 

1 ffAyr[yB B,$ J+t-r ] = O  pour ~ 1 - t  
r-O 

min(t, j) 
C pour j 3 0  
r=O 

C ~ C U R  de yB : 
O 

Pour j = O , on obtient le système en yB suivant : 
O 

c'est-à-dire que : 

O n  conviendra par la suite qu'une fonction g(x,c) prise au point 

'L 
(x, grad $(x)) sera notée g(x) . 

D'après {(Hl), (~2) 1 ,  le systèiiie (21) est équivalent au 

système de "CRAMER" de (m-1) équations à (m-1) inconnue.; : 

%A 
H,, yB = - .; 

O 
y1 

B 
O 

1 
avec Y. paramètre . 



.. 
(On cofiviendra l a  n o t a t i o n  A pour un i n d i c e  11 dans  11.m , 

4 

l 
lo r s t : ; ; . ' i l  v a r i e  e n t r e  2 e t  m ) .  

On o b t i e n t  : 
A 

C e t t e  r e l a t i o n  e s t  encore  v a l a b l e  l o r s q u e  B = 1 ; d ' o ù  : 

C e t t e  r e l a t i o n  cous  donnera l e  c o e f f i c i e n t  de d i s t o r s i c n  cor respondan t  

1 
à j = O , l o r s q u e  Y s e r a  connue. 

O 

On n o t e  : 

B A 1 R = -  : o p é r a t e u r  d i £  f é r e n r i e l  d 'ordrl? O 
O % l  

Pour j = 1 : 

On f a i t  un changement de c o o r d o n n ? ? ~  L o c ~ l e s ,  où on pose : 

O 
x = $(XI  

L ' e x p r e s s i o n  de ,',A, ! C381s c e t t ~  c a r t e  e s t  : 
R,iif 



c'est un système de m équations à m inconnues, de rang (m-1) ; la 

condition nécessaire et suffisante pour que ce système soit pussible 

est que : 

On montre que : 

$1 YAQB % I rV 
- A ~ ~ H A ~  + L ,  (car a H1(x) = 0 )  

B l o l  01 

Et comme : 

donc : 

Et par suite, le système (>!4 )  est équivalent au système de "CRAMF,RW 

de (m-1) éq~ations à (m-1) inconnues çuivart : 



Le déterminant est 
?' 
A l  , qui n'est jamais nul sur il. 

et finalement 

1 car pour B = 1 , la relation (2;) E S  encore vraie ( A ' "  = 0 et R = 1 ) .  
1 , c  O 

On note : 



C'est un opérateur différentiel linéaire d'ordre 1. 

Ainsi : 

On écrit le système correspondant à j = 2 : 

c'est un systeme de rn équations à m inconnues de rang 

(m-1) : on écrit sa condition de compatibilité : 

ou encore (d'après 28) : 

Et d'après (25), ceci équivaut à ', 

On note : 

1 
la C.N.S. de possibilité de (29) est K2(yo) = O K2 est 

I in opérateur différentiel d'ordre 2 , dont cn va donner une 

l expression sirple. 



En fait, c'est u2 qu'on va calculer. 

Lemme 5.- 

On ne démontre que le a) (une lettre chapeautée varie entre 2 et rn) 

1 
1 a 

si B = 1 on a A' = O et A a (-r) = O donc dans tous 
1 

A 1 

les cas 

(le b) se démontre de manière analogue . 



CL # 
Lmme 6.- Soit q = q aa + q un opérateur différentiel 

de degré 1 on a : 

qaaa(f~) + q*(f~) = fqaaay + (qaaaf + q*f)~ . Ceci s'écrit 

encore q O f = f . qaaa + q(f) . 
On étudie maintenant le premier opérateur de la somme 

dé£ inissant IZ2 

Pd 
'LD a C 

~ ~ 9 '  . 2; = A~ a %a + ~ ~ 9 '  (AD) 
D 9 a D,9 1 

(lemme 6) . 

(lemme 5) . 

donc 
/V 

-B 
rJ 

,B ,B 
'LI a 1.C +,C,'(;iD) I,C hlC91 , ;il = A a (i)a - - - -  

'LI a ~ , f l  1 
A 1 A 1 a D,9 

et par conséquent 

(oz a encore utilisé le lemme 6). 

ème 
On utilise maintenant le lemme 5 pour transformer le 2 terme 

er 
de cette somme, le lemme 6 pour transformer le 1 terme, et on trouve : 



1 

-1 
rV 

B ,B 
1.1 a %1 a %D 'L 1 1 C 

A B,$ .(-A) i1 H~P'(A a (+)aa + ~~a (+ H;:+A,)~~ + A H'" QJ 1 . H;;+A:)) 
A ~ 9 i D  1 

A 1 A 1 'V A 1 
p-B - aaA; /\J 

$1 a a B $1 6 A I.B 
On remarque enfin que A a (-) = a Al - iB - 

1 
,que A a HB A = O 

Al A; A 1 

I. 1 Qu 'LI C,1 QD et que A HA"(A ) = 0 = A H (Al) . Il reste donc 
A B,$ 1 c DY$ 

nd 
On calcule maintenant le 2 opérateur de la somme définissant u2 

et par conséquent 

On s'occupe maintenant de la partie d'ordre 2 de R~ on a : 



1 A 2 1 (puisque A H = (HI) H" 6B) . La partie d'ordre 2 de R2 est donc : 
A B 

(on rappelle que pcl(x) = aaH' (x, grad $(XI)) = aclH' (x ; 1, 0,. . . ,O) 
2 

on s'occupe maintenant de la partie d'ordre 1 de R (on remarque 

ry 
O 

que le choix @(x) = x donne a IB = a AB) . Cette partie d'ordre I 
B 1 B 1 

est donc 

1 
Or l'hypothèse (L  ) donne 

1 

1 B A  AA[a HBJBA; + H*~A~] = AH' + A:H"~"H'~ H' 
B 1 B 

et par conséquent, la partie d'ordre I de R' est 

on a donc 



et qui représente donc un opérateur de degré 2, de dérivation 

le long des bicaractéristiques par rapport à H' des hypersurfaces 

earactéris tiques d 'équation $(x) = constante. 

Remmque.- Comme on travaille en analytique, et qu'on va 

appliquer le théorème de Cauchy-Kowalewski, cette précision sur R~ 

était inutile. Elle est néanmoins fondamentale en cm [9], 

+ 
Le vecteur p(a) étant non nul, on suppose par exemple 

O 
pl(a) # O (le choix $(x) = x donne pO(a) = O) ; on choisit 

alors YI solufion de : 
O 

Ce choix détermine Y' , donc YB : il permet aussi de résoudre (29), 
O O 

et donne : 

ou bien : 

B B 1 B 1 B 1 
Y, = R O (Y*) + R,(yI) + R2(yO) (33) avec 



Afin de simplifier l'écriture des calculs, on convient de poser 

yB = O si j < O , B E {l, ..., ml , et on introduit les notations 
j 

suivantes : on pose 

= HA,' RB + HA,2 RB + RB 
3 B,$ 2 ~ , 4  1 ~ , 4  0 

LA = HA, 2 RB + ,-,A93 RB 
4 B,$ 2 B,$ 1 

LA = HA,3 RB 
5 B,$ 2 

1 A P = - A  L "JI A 
3 

P = - A  L , P = -  A 3 '  4 A 4 5 
l1 LA 
A 5 

rv f-4 rV 

M = -  Al ~~9~ pour r c {O,. . . ,t} 
B, r A 

Soit k E R , k z 2 ; on va prouver par récurrence l'hypothèse (Pk) 

suivante : 

1 
Si Yk-2 est solution du problème de Cauchy 

1 
K2(yk-2) = il k 

1 O 
Yk-2(~ ,0,xM) = 6 (symbole de Kronecker) o,k-2 

1 O a l  Y~-~(x ,o,xTT) = O 



1 1 B 
B, 1 k-l ) + g  (Z )+MB,2 avec % = P3(yk-3) + P4(Yk-4) + P5(Yk-5 

min(t ,k) 
(zB + M (yB 1 MB,3 k-3 B,r k-r 

r=4 

Z: étant défini par la formule suivante pour k 2 3 et nul si k 5 2 

B min(t ,k) 
(zD (zD ) +  sB (YD ) 'D,2 k-2) + 'D, 3 k-3 D,r k-r 

r=4 

alors le système correspondant à j = k est compatible et on a 

Pour montrer Pk+] , on écrit le système relatif à j = k + 1 

B C'est un système de m équations à m inconnues Yk+] y et 

de rang (m-1). On écrit sa condition de compatibilité. 

On utilise (36) pour écrire : 



Compte tenu de fIA" RB = 0 e t  de l a  d é f i n i t j o n  de K2 e t  des  
A B,g 

opéra teurs  de (35) cec i  s ' é c r i t  encore 

Soi t  encore ,  compte tenu de l a  d é f i n i e l o n  de 
fik+, : 

Afin d e  déterminer compléternent 
1 

yk- 1 
, on l e u r  imposa d ' ê t r e  l a  

s o l u t i o n  di1 problème de Cauchy : 

On peut  a l o r s  résoudre l e  systZ?me (37 )  ; e t  on t rouve 

on remplace, pour t rouver  : 



ce qui s'écrit, compte tenu des définitions de RB , R; , R; et 
O 

des définitions (35) 

B 
Soit encore, compte tenu de la définition de Zk+] 

Ceci termine la démonstration de (Pk+]). 



CHAPITRE 11 

Na;taAion?l : Etant données deux séries formelles 3 , ï' 
1 

à (n+l) indéterminées XO , X , . . . , X" : 

n+ l 
u, pour chaque a o LN , est un élément d'une alggbre 

n+ 1 
de Banach E et V pour a E N est un norpbre réel positif ou 

a 

nul. 

On dit que u(X) est majorée pqr V(X) si et seulement! 

On note dans ce cas : 

Soient r , R' , R des nombres réels tels que : 

O < r < R 1  < R .  



On note 0 ( t )  une série formel le  d 'une v a r i a b l e  t ; e t  

on pose : 

dJ O ( j ) ( t )  = - 0 ( t )  pour t o u t  j  dans N . 
( d t ) j  

On supposera : 

preuve : En dé r ivan t  (RI-t) 8 ( t )  >> O , on t rouve 

e t  en a j o u t a n t  0 ( t )  , qui  e s t  une s é r i e  p o s i t i v e ,  aux deux membres 

de l a  r e l a t i o n  précédente ,  on t rouve  

Il s u f f i t  a l o r s  d ' é t a b l i r  l e s  r e l a t i o n s  (41) ,  (42) pour 

j  = O , puisque s i  0  v é r i f i e  les hypothèses (40) ,  il e n  e s t  de même 

pour chaque 0 ( j )  on a  : 

donc en a j o u t a n t  (RI- t )  e ' ( t )  , s é r i e  p o s i t i v e ,  aux deux membres de 

c e t t e  r e l a t i o n  



et on a bien : 

8(t) << R' 8' (t) , et par conséquent (41). 

On écrit maintenant : 

car (RI-t) 8(t) > > O  , - ' >> O et R - R' > O donc ; en 
R-t 

e(t) , qui est une série positive, aux deux membres de ajoutant - 
R-t 

cetfe relation, on trouve 

d'où la relation (42). 

On pose : 

O n 
t(x) = P X  + X I  + ... + X  avec p > 1 (qu'on précisera 

par la suite). 

P/ropaaLtion 2.- [2J 

Soit C(x,a) un opérateur différentiel d'ordre 1 en x 

O et l1 en x , à coefficients holomorphes au voisinage du polydisque 

PD(0,R). Alors : il existe une constante B ne dépendant que de l'opérateur 

telle que : 



Preuve : On écrit : 

D'après (41) on a : 

Et par suite : 

puisque a est holomorphe sur un voisinage de PD(O,R] , il exisqe 
a M 

a M tels que a < < - .  On a donc : 
a a R-t 

Soit : 

a Ma '1 1 - I ~ I  ,<j+e> 
a D u << - U p. ( R I )  a 

R-R ' 

(d'après (42) et puisque p 2 1). 

On prend : 

,?e qui donne bien le résultat annoncé. 



On rappelle maintenant un résultat de [5] : 

Soit C un opérateur différentiel d'ordre 1 en x , 
O 

d'ordre inférieur strictement à 1 en x : 

On considère le problème de Cauchy : 

Si C est un opérateur différentiel tel que 

Et si v << V ; w << W pour tout j c {O, ..., 4-11 . 
j j 

Alors : si U est telle que : 

P h o p o b r n o n  3 .  - [5] . On considère le problème de Cauchy 

holomorphe (1), sur PD(0,R) : 

Si v < < V e  (j+e> 

Alors : la solution u de (1) est telle que : 



a. W 1  
- %- 1 

avec U = max(- , Wo ,..., , . O . ,  3 

1 -B/P P P 

constante indépendante de 0(t) , et B constante ne dépendant que 

de l'opérateur C. 

Preuve : On note B' = max (Mu) , Ma étant tel 

M (al51 
a 

que a << - . En appliquant le rappel avec : 
c4 R-t 

Il suffira que U vérifie : 

c'est-à-dire, compte tenu de la proposition 2 : 

ou encore d'après (42)) : 

a. B I  e-i 
UP 2 - p U + V  

R-R' 

r up 2 wr POU' tout r : O < r s 1-1 

B' 
Si on note B = - , et si on suppose p > B , ceci équivaut encore à 

R-R' 



ce qui termine bi-en la démonstration de la proposition 3. 

Remairque : La proposition 3 est évidemment encore valable 

pour un problème de Cauchy analytique réel, si on suppose les coefficients 
M 
a a de l'opérateur C majorés sur PD(0,R) par - 

a , ce qu'il est 

toujours possible de réaliser en supposant R assez petit. 

A 
L'opérateur (hB(x, a )  ) Bsm est un opérateur à coefficients 

analytiques réels, d'ordre t sur un voisinage de a. 

Le système d'équations aux dérivées partielles : 

B 
hi: Y = O ; A .,larie entre 1 et m 

admet une solution lioi.me!l? :: 

à coefficient yB an. lyt-iques sur un voisinage V de a : 
j 

B min(t ,j> 

sB 2,D (zD j-2) + '3,D -SB (yD ) 
r,D j-r r=4 



sB s o n t  des  o p é r a t e u r s  d i f f é r e n t i e l s  d ' o r d r e  r , pour  R r  , Q r  9 r ,D 

1 r 2 O  d é f i n i s  d a n s  l e  chap.  1. 

y1  e s t  l a  s o l u t i o n  du problème de  Cauchy holomorphe : 
j 

1 1 
m i n ( t , j )  

n. J = P 3  (Y'  j-3 ) + P ~ ( Y ~ - ~ )  + P 5 ( ~ j - 5 )  ' M B , r  ( y B ) +  j - r  
r=4  

' h'B,r 
d é s i g n e n t  des o p é r a t e u r s  d ' o r d r e  r .  

r 

y1  é t a n t  s o l u t i o n  du problème de Cauchy : 
O 

1 
On a p p l i q u e  a l o r s  l a  p r o p o s i t i o n  (3) (avec W = - G J  = V = O ,  

O 0 
1 

l 
O 

e t  8 premier terme de l a  s é r i e  8). 
O 

On a u r a  : 



Et  d ' a p r è s  l a  p r o p o s i t i o n  2 ; on o b t i e n t  ( avec  i? = 0)  : 

B 
O 

(O) o  t ; M = max Y < < - O  
9 

O 1 s B i m  M3 

D'où : 
B 

Y << C ,  8 (O)  O t , C I  i ndépendan te  d e  0  ( t )  . 
O 

Pour j > O ; on p rocédera  p a r  r é c u r r e n c e .  

S o i t  k ~ i N  : k > 3  

On suppose : Pi-1 : 

O 5 j 5 k-3 
3 

(47) (k-1) 

(48) (k-. 1 ) 

(49)  (k- 1 ) 

E t ,  on montre PL . 

(On conv iendra  qu 'on prend *a mihe c o n s t a n t e  B , pour  

chaqul- o p é r a t e i l r ,  1 o r s  -,il' , ;i a p p l i q u e  a pi-opos i t-ion 2 )  . 



1 k-3 3 8 ( k )  
P3 (Yk-  3 )  < < C I B C  p 

1 k-4 4  e ( k )  
P4('ik-4) << C B C P d ' a p r è s  (47)k-1 

1 

1 k-5 5  e ( k )  
P5(l.k-5) '< C l  B C P 

d '  a p r è s  (49) k-l 

c ' e s t - à - d i r e  : 

On impose : 

On a u r a  ; puisque p >, 1 

- 
1 

i< B2 C c ~ - ~  C 
(2m+l) P 

2 p) 
donc " = - n k  P 

H I I D ,  1 - -  



1 
on applique la proposition 3 avec : 

au problème de Cauchy : 

On obtient si p 2 2B 

D'autre part ; d'après ( 4 4 )  ; on peut écrire : 



D'où : 

S i  p 2 2B (donc p - B 2 B) : 

On v e u t  : 

Il s u f f i t  a l o r s  d e  c h o i s i r  p e t  C t e l l e s  que : 



On prend : 

= P o  que o  
2 max(l,2B) e t  pour  ce  cho ix  

d  €' 
P o  

, on c h o i s i t  C t e l  que : 

pour ce cho ix  de 
Po 

e t  de C l e s  c o n d i t i o n s  ( C  ) ,  ( C I ) ,  (C2) 
O 

s o n t  b i e n  s a t i s f a i t e s ,  e t  ( p i )  e s t  v é r i f i é .  

1 
0 ( t )  = -- 

r-t 

On a  donc : 

l a  s é r i e  0 ( t )  v é r i f i e  ( 4 0 )  en  e f f e t  : 

(R' - r )  
( i i ' - t )  9(t) = + 1 .> O 

r - t  

l 
c a r  R '  > r et < .  

r-t 

l xn l 5 Xr, 1 ( " ' o n  no te  abusivement 1x1 =: X . 
\ 



A l o r s  : 

d ' o ù  on d é d u i t  : 

S o i t  V v o i s i n a g e  de a = O t e l  que : 
O 

B 
~ Y . ( x )  / 2 c i  c.' 0  ("(5) ( c a r :  s u r  1 - r , ï [ , û  ('1 e s t  

J 2 

c r o i s s a n t e )  

On note : 

On a u r a  : 11ou-r x dans  
vo 



Théon2me I .- Soit X une variété analytique réelle de dimension 

(n+l), S une hypersurface de X régulièrq en a, d'équation locale 

$(x) = O au voisinage de a, h un opérateur différentiel matriciel 

d'ordre t sur X. 

Si : le dsterminant de la matrice caractéristique de se 
1 

Inet sous la forme : 

CH' (x,<)] [H~'(x,s)J 

avec H' et H" fonctions polynemiales en 5, à coefficient;$ analytiques 

sur un voisinage de a, et : S caractéristique totale simple pour H' 

au voiqimage de a S non caractéristique en a pour H" . 

Si ; S n'est pas caraçtt3ristique en a pour chacvn des . . 

cofacteurs de la matrice caractéristique (on suppose : non caracteristique 

1 
pour A I ) .  

1 
Si : la condition (LI) est satisfaite : 

Alors : il existe une suite (Y,) de fonctions aoalytiques sur un 
J 

même voisinage de a dans X, à valeurs dans IRm, telles qye : 

Soif une onde asymptotique pour h ; et : 3 C, > O , C > O , 

V voisinage de a tels que : 
0 



C H A P I T R E  7 7 7  

S O L U T I O N S  N U L L E S .  
----------------- 

1 " )  La a d a  {M 1 .  
P 

Soit {M 1 une suite de réels positifs vérifiant certaines 
P PEN 

des conditions suivantes : 

(M.O.) M = 1 
O 

vp E (N : M s AH' min x M  
P osqrp P-q 

(Commodité) 

(Convexité loga- 
rithmique) 

(Stabilité par op. 
ultra-différentiels) 

(Forte non quasi-analyticité) 

(Stabilité par op. différentiels) 

(Non quasi-analyticité) 

S 
Exemple : Si p > 1 , M = (p!) vérifie ces conditions. 

P 

ûemahyue 1 . -  Il résulte immédiatement de (M.O.), (M.1.) que 

Vq tz N M 2 max X M  
ospsq (MP q-P 



R~mdtrque 2. - On démontre ( [l 11 p. 74) que si {M 1 vérifie 
% 

P 

(M.o.), (M.I .), (M.3.)' b l ~  > O , 36 > O tel que 

On définit aussi, pour une suite vérifiant (M.O.), (M.l.), une fonction 

M* de ]O, + dans IR , par 

* P P! ) }  M ( p )  = sup {Log(--- 
P& M P 

Cette fonction est semi-continue inférieurement, comme enveloppe supérieure 

de fonctions continues. 

2') Lu a p a c a  ve&o/u& de don&om uet)La-did~é'~eM;tiablu. 

a) Si {MpjpEN est une suite de réels positifs et R un 

n+ 1 
ouvert de IR , on note si K est un compact de R, h un nombre 

strictement positif et f E cm(R) 

on note cm(R, {M 1 )  = {f E cm(R) 1 t/K C R , d h  > O : ~ ~ , ~ ( f )  < + '1, 
P 

et c-(R, {M }) le sous-espace vectoriel de cm(i2, {M 1) des fonctions 
l C P P 
l 

à support compact (fonctions utra-différentielles de type Roumien), 

~ on note cm(n, (Mp)) = t f  E cm(n) , YKc , > 0 , p,,,(f) < + -1 

m 
et C (R, (M ) )  le sous-espace vectoriel de cm(R, (M ) )  des fonctions 

C P P 

à support compact (fonctions utra-différentielles de type Beurling). 



Ces espaces sont munis de leur topologie naturelle ([l 11, [14]) 
On note €(fi, 1 ~ ~ 1 )  , D(Q, {M~)) , U R ,  (Mp)) , R n ,  (M 1) les espaces 

P 

vectoriels topologiques ainsi définis. 

m 

Rwnmque.- Si une série Zj de fonctions de cm(R, {Mp}) 
i =O 03 
J - 

est telle que h compact de R ,  3 h  > O , tel que -1 PK,h(Zj) ' + m, 
1 =O 
d 

alors cette série converge dans E(R, {M 1) la condition s'écrit 
P 

encore 

on note D' (R, {M 1) (resp. D' (R, (M ) )  le dual topologique 
P P 

de D(R, {M 1) (resp. D(R, (M ) ) .  Ce sont les ultra-distributions de 
P P 

classe {M 1 (resp. (M ) ) .  Le dual de E(n, {Mpl) (resp. de E(R, (Mp)) 
P P 

s'identifie au sous-espace vectoriel de D1(R, {M 1) (resp : D'(il, (M~)) 
P 

des ultra-distributions à support compact. Si {M 1 vérifie (M.I.) et 
P 

(M.3.)' , D'(fi) est contenu dans chacun de ces espaces. 

n+ l n+ l 
On définit encore, pour R ouvert de R , B(n) = H, (V,û), 

i ème 
(n+ 1 )  groupe de cohomologie relative de V modulo V-R , à valeurs 

dans le faisceau 0 des fonctions holomorphes sur V pour V est un 

Cn+ 1 
ouvert de Stein de contenant 52 comme sous-ensemble fermé. On 

montre que cette définition est indépendantes du choix de V. 

n 
Si R = Ii Rk , avec Rk ouvert de IR , on a plus 

k=O 

simplement ( [12]) 



Tout espace d'ultra-distributions s'identifie à un sous-espace vectoriel 

de g(R). 

1 
Si r est un cône ouvert convexe de , V un ouvert 

@n+ 1 n+ 1 
de Stein de , R un ouvert de IR , fermé dans V , et si 

F r 8 (V n (lRnil + ir)) on peut dé£ inir ( [12] ) F(x + i ro) , valeur 

au bord de F , hyperfonction de g(R). 

On rappelle le théorème 1 1.5 de [l 11 

Si la suite {M vérifie (M.O.) , (M. 1 .) , (M.2.), (M.3.), 
P 

et si F E e[v n + ir)] est telle que : 

YK compact de R, ' sous-cône fermé de r , 3 L > O , 

(resp. bk > O), 3~ > 0 , ] r i  > O , tels que : 

( Alors F(x + iTo) E O' (R, (M 1) (resp. D' (a, {Mp}) et 
P 

lim F(x + iy) = F(x + ira) dans D1(R,(M ) )  (resp. 
P O  

P 
D1(n, 

C'est ce critère qui sera utilisé pour démontrer l'existence 

I de solutions nulles ultra-distributions. 



a Da (a e C) sera dit opérateur Unopérateur P(D) = ln+l 
01 aclN 

ultra-différentiel de classe {M 1, (resp. (M ) )  si et seulement si : 
P P 

la I M 3~ > O , (resp. th > O) : sup I dl<+ I l  0. 

On démontre (remarque 4.16 de [II] ) que si L E C , et si M 1 vérifie 
m M P 

(M.].), (M.2.), (M.3.), alors : P(D) = i'i (1 + L L  D) est un 
p= 1 M 

P-1 
opérateur ultra-différentiel de classe (Mp). 

On utilisera aussi le lemme 1 1.3 de 13 : 

Lemme (17.3.).- Si (M 1 vérifie(~.O.),(M.I.), et (~.3.)', 
P 

alors tout opérateur ultra-différentiel de classe (Mp) (resp. {M 1 )  
P 

1 est un opérateur linéaire continue sur l'espace de Frechet B(V) , 

(V ouvert quelconque de cn+'), plus précisément, IL > O (resp. YL > O), 

3~ > O tels que, pour toute fonction F holomorphe sur un voisinage 

du polydisque fermé de centre z et de rayon (,,...,A) P(z,X) , 

7 " )  Cho ix  de La aw;te f 
j 

Soit f E E(R, {M 1) telle que f soit nulle sur 1- O] 
O P 

et O E: sup(f) (on peut prendre par exemple [3] : 



+m 
1 m M 

2 II ( 1  + i - ri) - 1  
d,, 

- l +  p=l M 
P- ' 

on note, si j 3 1 , f, la primitive d'ordre j, s'annulant (j-1) 
J j - 1 

fois en O de fo , c'est-à-dire f .(y) = (Y-') f(') dri et 
J O (j-l)! 

si j I O , f est la dérivée d'ordre (-j) de fo . Cette suite 
j 

vérifie: vj E Z ,  f! = f  
J j-1 ' 

'b 
Soit R > O , 3 h  > 0 , 3 ~  > O tel que : 

d'autre part : 

'b lYlj 'Y" sup \f0(n)~ r L - Vy e ER , 4 , 'fj e IN 1fj(y)I L - 
j!  I r i l ~ ~  j! 

a) On va démontrer le théorème suivant : 

Théokcme 2.- Soit X une variété analytique réelle, de dimension 

(n+l), h un opérateur différentiel matriciel sur X, d'ordre t, S une 

hypersurface analytique de X, régulière en a, caractéristique pour h. 

' Si h et S vérifient les hypothèses du théorème 1, il existe 
S20 

voisinage ouvert de a et Y E [cm(no, {M~})]~ , solution nulle de h 

i 
pour S en a, pour toute suite {Mp} vérifiant (M.O.), (M.l.), (M.3.)'. 

La démonstration de ce théorème est évidemment la même (à 

quelques simplifications mineurs de calcul près) que celle de [3]. On 

la redonne ici afin de faciliter la compréhension de l'ensemble. 

Elle consiste en la preuve de la convergence de la solution 

formelle trouvée au chap. 1, et utilise de manière essentielle les 

majorations obtenues au chap. II. 



b )  Canvmgence  d e  La ha&u;tion ~otcm&e. 

D'après 1, 2') a) il suffit qu'on montre qu'il existe ,Q 
O 

tels que YK compact de $2 , 3~ > 0 , ]A > O tel que : 
O 

Etant donné que le problème est local, on choisira une carte 

O locale en a telle que $(x) = x et que a = (0, ..., 0) ; on aura 
lx0/ 6 R on a : 

avec : 

On rappelle le résultat essentiel du chap. II, à savoir, pour r > O 

convenable, p et C convenables : 

B 
Y.(x) << C I  c j  j !  O 1 2 n avec t(x) = x + px + x + ... + x 
J [r-t (x)] j+' 



On en déduit, d'après les propriétés classiques des majorantes que 

donc si t(lx1) < r , l'inégalité : (car p 2 1) 

"JB 
On démontre maintenant une majoration de Sa(x) ; si lx0 1 < R 

et par conséquent 

'L a 

'L 'L 'L 'L 
on pose H = rnax (h.r+ (1+C) L , PL) , A =  C l  B 

on a donc : 



'L 
'LB On montre maintenant une majoration de Sa(x). On a : 

On suppose x tel que : c lx0] + t( 1x1 ) < r . On a alors 

'L 
'L 

On pose H = max (L(I+C), Lp). On a donc : 

'L 
'L 'L 'L 

Si on pose H = max(H,H) , A = 2A , on a 

, n+ 1 
1 Soit n = {X E t~ 1 clxOl + t(lx1) < rl ; si K est un compact 
1 O 

de no , ]E > O tel que vx 'x K r - ~b~l-t(lx/) ) E , donc 

H A 3~~ =; , q< =; tels que vx /x K 



m 

On a donc bien yB = 1 yB x (fj O 4) a cW(fio, {M~}) : ~uisque 
i =O J 
u 

O B 
f. (xO) = O si x ( O , on a bien Y (x) = O si d(x) < O . 
J 

donc ne s'annule pas identiquement sur aucun voisinage de O. 

§ 3 - S u t u i i o ~ n  nuRee6 u R t > t a - d h t t i b d o y c i l .  

On suppose que la suite {M ) , vérifie {M.O., M.]., M.2., 
P P>-0 

M.3.). 

log z est une fonction définie sur le domaine de Riemann O 

t O = {z E : arg z €1- 8,  2 n +  O [ ,  8  > 0, 

Toutes les fonctions sont holomorphes sur et vérifient : 
j 

b'j E 2 a; = aj-] . 

Remarquons, car ce sera utile par la suite, que la fonction 

z - z log z est bornée sur {z E : (z( 6 R I  , car : 

1 z log  z 1 - O quand 1 z 1 + O (puisque arg z reste borné dans O), 

on a ; pour j 3 2  , (zl 5 r : 



On pose : 

où : P(D) est l'opérateur ultra-différentiel de classe (M ) : 
P P 

Les fonctions sont holomorphes sur 0 ,  il en est donc de même 
j 

pour Q j  , et il existe B' > O , L'  > O telles que : 

3Y 
si Z E ~  , I z I  s r  e t  A <  l z l  , o n a :  

si j s 2 :  1aj(w) 1 s ( 2 1 z 1 ) j - 2  M (car ~ w l  E 1.1 + A s z l z l )  
( j - 2 )  ! 

Y 
donc si z  e C , l z l  s r on a : 

M* étant semi-continue inférieurement sur ]O , + a[: et croissante, 

Y 
on aura donc : pour z  E @ , 1 z  1 s r , j s 2  : 

On va démontrer le théorème suivant : 



Théoaème 3. - Soit X une variété analytique réelle, de 

dimension (n+l), h un opérateur différentiel matriciel sur X 

d'ordre t, S une hypersurface analytique de X, régulière en a, 

caractéristique pour h. 

Si h et S vérifient les hypothèses du théorème 1, il existe 

Q voisinage ouvert de a et Y E p'(Qo, (M )lm , solution nulle de h, 
O P 

pour S en a, pour toute suite {M 1 vérifie {M.O., M.]., M.2., M.3). 
P 

La démonstration de ce théorème est identique à celle de [3] , 

on la redonne ici pour faciliter la compréhension de l'ensemble. 

O On suppose encore $(x) = x , a = (O,. . . ,O) on a 

d'après le chap. II : 

B j! O 1 2  n B 1 ,  , Y.(x) << c cj avec t(x) = x +px +x +...+ x 
J 1 ~r-t(x)]j*I 

pour r , p  et C convenables. 

La fonction yB se prolonge donc en une fonction holomorphe 
j 

n+ 1 
sur D = {z c 

1 2 
: lzOl + p  I Z  1 + I Z  1 + ... + lznl < r 3  , et ce 

prolongement vérifie : 
j 

1 
on aura donc, si t(lz1) < r : (on note z = z 0  z , ,  Irn() 

c j j! 
lyB(z> 1 : Cl 

J [r-t ( 1 z 1 )]jti 

Ainsi : si z e D n [cf x cnl alors : 



m m j  -2 
B 1 1 y j ( z )  d . ( zO)  1 s 1 c l  C' 

j! 
x (B'M) (21zo l )  e  M * ( L ' / I ~ ~ / )  

j  =2 J j =2 [ r - t ( l z l ) ~ j "  (j-2) ! 

% 

S i  on suppose que z E no = {z c (Cd?) x cn I 2 ~ 1  zO1 + t (  1 z  1) < r }  

a l o r s  : 
a 

n+ 1 
S o i t  R = C X E R  I 2 C  lx0 /  + t ( l x l )  < r )  e t  r u n c ô n e o u v e r t c o n v e x e  

O 

de Iln+' d é f i n i  par  

S o i t  K un compact de no ; 3 E > O  t e l  que 

On impose 

On aura  donc 



1 
D'autrepart lzOI>lyOl > w ( ( Y  1 + ... + lynl) 

On aura donc, si x e K ,  y E , l l Y l l  i a 

avec 
2 W+ 1 

A = 2 C 1  C B'M et L =  (-) x L'  . 
W 

On en déduit, comme dans [3], que la valeur au bord : 

avec : f.(r) = $.(r+io) - Sj(r-io) , est dans 0' (no , (Mp)) 
J J 

et que c'est une solution nulle pour h, relativement à S, au voisinage 

de a. 



CHAPITRE IV 

A PROPOS DE LA CONDITION (L:) (*> 

§ 1 - Une a&e dotme d e ~  c o n ~ o n n  du c h a p a e  1. 

Rappelons les hypothèses du chapitre 1. 

I H. 1 .) 
2 

a) det H = (H') HI' 

b) S caractéristique totale simple pour H' au voisinage 

de a, et S non caractéristique en a pour H" . 

H.2.) La matrice H(a ; grad $(a)) est de rang (m-1) (on suppose 

1 
que c'est A (a, grad $(a)) qui est non nul). 1 

On se propose dans ce paragraphe de donner une forme équivalente de 

ces conditions faisant intervenir la notion d'opérateur bien décomposable 

au sens de De Paris. Cette équivalence sera utile dans d'autres travaux. 

D&binAk.ion.- Soit h un opérateur différentiel tel que 

H.0.)2 : det(H) n'est pas identiquement nul et s'écrit sous la forme 

2 
(H') H" avec H' et Hf' polynomiaux en 6 ,  à coefficients 

a) 3 C, D dans { 1 , .  . . m et des opérateurs a 
C 
A pour 

B A { 1,. . . , et a pour B s { 1,. . . ,m 1 ,  de symboles principaux 
D 

respectifs 
C B 

AA et AD tels que 

(*) C'est J.C. De Paris qui m'a comuniqué les résultats de ce chapitre. 
Je le remercie de m'avoir permis de les inclure dans ma thèse. 



C A B  k = a  h a 
A B D  

soit bien décomposable par rapport à H' avec multiplicité 2, c'est-à- 

dire qu'il existe eo , el et e2 opérateurs différentiels tels que 

avec ( ord(k - l!o(h')2) < (2x11-1) t 

et Lo pas divisible par H' . 

b) S est régulière en a pour cette décomposition, 

c'est-à-dire que S n'est pas caractéristique en a pour 1 , et est 
O 

caractéristique totale simple pour H' . L 
On peut évidemment supposer que C  = D  = 1 . 

P n a p o d ~ o ~  3.- Si h vérifie (H.0.)2 , on a : 

I 
1 

Preuve : Supposons que h vérifie (H. 1 .) - (H.2.) - ( L I )  

1 2 
on a k = al hA aB donc K = A; H; A; = A l  H" (H') . 

A B  1 

1 
Al(a, grad d(a)) # O et H"(a, grad Q(a)) # O , donc si 1 est un 

O 
1 

opérateur différentiel de symbole principal L = Al H" , S n'est pas 
O 

caractéristique en a pour 1 , ce qui démontre (D.0.)2 b , et 
O 

L n'est pas divisible par H'. 
O 

On a, pour un tel 1 
O 



2 On cherche maintenant la partie principale de k - 1 (h') ; 
O 

on a besoin d'abord de la partie homogène d'ordre (2m-1) t-1 de k , 

modulo H' 

On a besoin ensuite de la partie homogène d'ordre (2m-1) t-1 de 

2 1 hl) , modulo H' 
O 

2 
On a donc le symbole principal de k - 1 (h') qui est égal, rnodulo Hl, 

O 

à 

1 
la condition (LI) implique l'existence de A tel que ce polynôme 

soit égal à AH'. On peut donc trouver LI tel que le symbole principal 

2 
de k - 1 (hl) soit égal à LI Hf. Si .el est opérateur différentiel 

O 

de symbole LI , on a alors 

2 
ord(k - lo(h1) - l1 h') < (2m-1) t - 1 

et par conséquent k est bien décomposable par rapport à Hl avec 

multiplicité 2 , ce qui démontre (D.0.)2 a . 



Supposons maintenant que h vérifie (D.0.)2 . 
1 A 1 1 

On a K = Al $AB = A 13 det(H) = Al det(H) = Al H"(H')~ (d'après (H.0.)2) 
A B 1  A 1 

2 1 
D'autre part K = L~(H') , donc L O = Al H" . 

Comme Lo(a, grad &a)) # O (d'après (D.O.)~ - b) on a bien 

1 
S non caractéristique pour Hl' et Al (a. grad $(a)) # O , donc (H. 1 .) 

et (H.2.) sont vérifiées. 

2 
D'autre part le symbole principal de (k - Lo(hl) ) qui est 

égal, modulo H' à 

1 
est divisible par H' , ce qui donne la condition (LI). 

§ 2 - Interphé.t&un de L'opéhatewr diddehentid R2. 

On a vu dans le chap. 1 que les coefficients de distorsion 

Y' étaient déterminés par l'intégration d'une équation aux dérivées 
j 

partielles d'ordre 2 

Il est tentant d'essayer d'exprimer R2 en fonction 

2 1 
de KB on a A~ A = tiB H"(H')~ et par conséquent 

1 2 1 al hA - tiB h"(hl) = ml avec ord(m ) 6 mt-1 
A B B B 

A B  A 2 
de même H A = SI H"(H') et par conséquent B 1 

A 
hA aB - 8; h"(h')2 = 1; avec ord(el) mt-1 
B 1 



On a donc 

par conséquent 

on a aussi 

.. A a. .. 

et par conséquent : 
A 

Comme k est bien décomposable par rapport à H' avec 

multiplicité 2, on a al lA et 
A 1 

m a bien décomposables par rappOrf 

'LI 'LI ' L 1 ' L B = O  > M  A = -  à H avec multiplicité 1 donc M A 
B 1 1 1  

et par conséquent : 



'LI  'LC 'LI " J I  'LI "JE 
On a de même AC L I  = O donc A l  L I  = - A- C L 1 

donc 

on trouve donc : 
6 

"1 ,B  
2.1 , C  "JE " J I  B i  l  + , 1 T C  - pi:; _ R 2  = - M* - 

B 2 1  L l + % A ~ , $  c,$ 1 
1 

+ 2 1  'AB 
A B,$ 1  

A 

A 1 , B  , A 

'L I  1  C %C 1 A 1 A B , ]  A B I  1 , 1  'LC D , 1  
L I  'L 1 + (a h )  

A B $  l , $  + A::$ '1'4 - A ~ y $  H~ 
A 1 

'LI 'LC 

+ A 1 , l  % + 1 ,,Ay2 
1 ,B 1 ,$ B B,Q 

1 
* 

"1 'LC "J I  'LI  
on a 

- - 2' i c  A C H D = O  donc A l  H D -  C D 

et par conséquent : 



2 A B 2 + A l > l  A B I  1,2 HA XB K4 = ii (h a ) puisque 
B 19 A,$ ( h ~  al)g + AA,) B 1 

"1 "'A B,2 A,] AB, 1 + HA,2 AB1 
= A~ LHB A l  ,g + "B,$ 1,J) B,) 1 

+ AI, 1 A B 1 
A,$ ( h ~  al)$ 

2 
On voit donc que R~ - Kd est un opérateur différentiel d'ordre 0 .  

On peut évidemment se demander si la fonction 

*A ""8 :C n'est pas identiquement nulle 
*I,C 1 

un exemple simple nous montre que ça n'est pas le cas prenons 

1 2 * 2 * 
m = 2  

2 
h l = ( ~ ' )  , h;=p , h l = ~  , h 2 = ~ "  avec 

0 * * + dOp* = d Q = t-l , et 4 non caractéristique en a pour H" P Q 
1 

1 12 
on a alors AI =Hf' , A I 2 =  1 

Si on pose 

avec A' '8 opérateur différentiel de symbole principal A' y 8  , k 
1 ,c 1 YC 

est d'ordre (3m-2)t . 
.. .. 

1 hA) C D (aA l,C (hD al) est d'ordre 2(mt-1) + (m-2)t = (3m-2) t-2 . 

Comme A' n'est pas divisible par H' , supposer k bien décomposable 
1 

par rapport à H' avec multiplicité 2 équivaut à supposer 
I A B  

(aA hB al) 

bien décomposable par rapport à H' avec multiplicité 2 (si H' est 

irréductible). 



Donc dans l'énoncé de la condition (D.0.)2 on aurait pu 

remplacer al hA aB par cet opérateur k modifié. A B 1  

1 hA B o  
on a (aA al)$ = (ai h s  a:); = O si on suppose (D.o.) 2 

avec k modifié, donc 

C'est donc l'opérateur K~ associé à l'opérateur k modifié qui sert 9 
dans l'intégration des équations aux dérivées partielles déterminant les 

1 
Y On peut donc énoncer la proposition suivante, ou (D.o.)~ est la 
j ' 

condition du même type que (D.O.) , mais utilisant l'opérateur k modifié. 2 

P t u p u 6 ~ o n  4.- Si h vérifie (H.O.)? et si H' est 

irréductible, on a 

1 
et les coefficients de distrosion Y sont déterminés par l'intégration 

j 

des équations aux dérivées partielles 
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