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CHAPITRE 0

INTRODUCTTION.

Suivant une question qui m'a été posée par Monsieur le
Professeur J.C. De Paris ; j'ai essayé de construire une solution
nulle dans 1'espace des ultra-distributions pour un opérateur matriciel
h d'ordre t, au voisinage d'un point caractéristique a, dans le cas

dit cas II.b. de J. Vaillant [7].

On utilise la méthode de [10], reprise par H. Komatsu dans

le cadre des ultra-distributions [31.

Elle consiste d'abord en la construction d'une onde asympto-
tique de phase § (équation locale de S), pour l'opérateur h ; c'est
1'objet du chap. I, 1l'essentiel de ces calculs était fait dans [ﬁ}, [91;
il a fallu préciser le calcul des coefficients de distorsion

j 2 0 de maniére explicite afin de pouvoir les majorver.

. s . . = B
Ls deuxiéme partie consiste a montrer que les (Yj)l
vérifient certaines majorations ; on utilise pour cela la méthode
des majorantes, sous la forme particuliérement &légante que lui a

donnée C. Wagschal ﬁﬂ.

Dans la derniére partie, on démontre la convergence de 1'onde |
as totique dans l'espace des ultra-distributions vers la solution
ymp q P

nulle voulue. Les calculs sont analogués d ceux de [3].

Le cas ol les conditions de Levi ne sont pas satisfaites n'a

pu €tre traité, il le sera dans un autre travail.



CHAPITRE 1

RESOLUTION FORMELLE.

§ 1 - Notations - Hypotheses.

Soit X wune variété analytique réelle de dimension n + 1.

Soit S wune hypersurface analytique de X ; a un point de S ,

et  un voisinage de a tel que :

NS ={x: P(x) =0} ; on supposera que S est réguliére en

a ;3 c'est-d-dire
grad J(a) # 0 .

On note (dans une carte locale en a)

n o 1 1=
x={(x, %X ,i..,x)=(x,x,x") ; les €léments

de 1l'espace cotangent & X seront notés par (x,£).

On adopte les notations de [ﬂ H

9 = 2 5 3% = 2 pour tout o telle que O < a £ n .
a a
9x i

o

On considére un opérateur différentiel linéaire matriciel

A

h = (hB

)

, d'ordre t sur Q ; la matrice caractéristique
I<Ag<m

1<Bg<m

de h au sens de "Cauchy-Kowalewski'" sera notée par :

— A 3 .
H(xsg) = (HB(X’E))ISA,BSIH ou :



pour chaque (A,B) entre | et m ; Hg(X,E) est le polyndme caractéris-
. 2 A . .. ' .

tique de 1'opérateur hB(x,a) si celui-ci est d'ordre t et nul sinon ;

on suppose qu'elle est non dégénérée en a ; c'est dire que :

(det H)(a,&) est non identiquement ﬁul en £.
On note par A la matrice des cofacteurs d'ordre (m-1)
de h telle que :
(AH) (x,€) = (HA)(x,8) = (det H)(x,£) I ; Vxe @ (n
On écrit :

n(x,3) = H(x,8) + B (x,3) + ... + B x,0) + ... + B (x,5)

avec :

*(k)A

H*(k)(x; :

3) = (H (

it H*(k)g(x,a) est la partie

X,8)) 1 <A, B<m
' A

d'ordre (t~k) de hB(x,a).

Et :

a(x,3) = A(x,0) + A%(x,8) + ... + A (g 9y & .. 4 a¥(@DO oy

oli a(x,3) est un opérateur différentiel linéaire de matrice caracté-

ristique A.

(H.1) : On suppose qu'il existe H' , H" analytiques emn x, au
PP ytiq

voisinage de a, polynomiaux en £ tels que :
" 1] 2
(det H)(x,8) = ("W (x,8) Ykea, (2

vérifiant :



Il
o
®
c
a}
o]

H' (x, grad §(x)) (3)

H"(a, grad ¥(a)) # O (4)

(pa(a))a £0 ou p(x) = 3"H'(x, grad ¥(x)) ; pour a : Osasn, (5

(c'est-a-dire que S est caractéristique totale simple pour H', et

n'est pas caractéristique en a pour H").

(H.2.) : On suppose que la matrice H(a, grad ¥#(a)) est de rang (m-1) ;
il existe donc un coefficient de la matrice A(a, grad {(a))
non nul. On suppose que c'est A}(a, grad ¥(a)) c'est-a-dire

e e s 1
S n'est pas caractéristique en a pour Al)'

Les hypothéses (H.l.) ; (H.2.) nous permettent de supposer

1'existence d'un voisinage de a (qu'on notera encore tel que
9

A:(x, grad §(x)) # O Vx e @ (6)
H'"(x, grad ¥(x)) # O Vx €
H'(x, grad ¥(x)) = 0 Vx € 9

®" (g eqen * O Vx e @

Condition de décomposition : [9] , [4].

On dit que h vérifie (D) si et seulement si il existe
un opérateur différentiel linéaire matriciel a de matrice caractéris-
tique A et trois opérateurs différentiels matriciels Ko , e, f
et un opérateur différentiel scalaire h' de symbole principal H'

tels que :



) (hoa)(x, = & ()2 +eoh' +£)x3) (7)

b) ord[Kh 0oa- Zo(h')z)(x,ail < mt-1 (8)

ﬁ et
ord[(h oa- Ko(h')z - eo h')(x,a):l < mt-2 (9)
\ |

Déginition.~ Etant donnés deux polyndmes en £, & coefficients

analytiques en x ; P et Q.

On note :

P =zq [U

si et seulement si P - Q est divisible par U , en tant que polyndme

en £, pour tout x dans Q.

On a :
_ _ ' 2 _
AH Z HA = 0 Bl ] (conséquence de (H1) et (1))

d'ot on déduit immédiatement :

1}

(3%H)A = - H(®A)  [H"] (3 WA = - H(3_A) [1']

1l

(%*A)H

It

- A% [B] G AaH=-aGa  [B7]

On rappelle un résultat sur la composition d'opérateurs
pour a,b deux opérateurs matriciels d'ordre respectifs p et q ;

la partie d'ordre (p + q-1) de (a o b)(x,3) est :



* * i .
AB  + A"B + 37A 3jB : 05 jsn avec (la convention d'EINSTEIN)
. n .
33a 3.B = z 37A 3.B ; (qu'on utilisera systZmatiquement
J j=0 J
par la suite).
Remarques :

1°y Si h vérifie (D) ; on a :

ord(h o a - Zo(h')z) < mt

c'est-a-dire : LO(H')2 = HA = (det H)I = H"(H')ZI

donc :

(h o a)
Et :
KO(X,B)
e(x,9)
Donc :

(") 2(x,9)

C@o o (h")

L =H"I
o

2°) D'autre part, on a :

a(x,3) = A(x,3) + A (x,9) + ...

*
h(x,3) = H(x,3) + H (x,3) + ... , c'est-d-dire que :

(x,3) = (HA)(x,3) + (H'A + HA® + 3% 3,4 (x,8) + ... (10)

L (x,8) + L:(x,a) + ... 3 h'(x,3) = H'(x,3) + H'¥(x,3) + ...

b4

H

E(x,3) + E (x,9) + ...

(H')Z(x,a) + (2m' B+ %W BaH')(x,a) + ...

2

2
)(x,0) = (L ') (x,8) + @ u? e a wt e % o )

+2 3% LO aa H'H')(x,3) + ...... (termes d'ordre < mt-2)

(e o h')(x,3) = (EH') (x,3) + ... (termes d'ordre < mt-2)



f &tant un opérateur d'ordre inférieur strictement & mt-1 ; on peut
p P

écrire :

(£ ()% + e o h' + £)(x,9) =

2 * 2 *
L ] ] ]
(L, H')(x,9) + [LO H'S + L (2H' H' +

a a

(termes d'ordre inférieur stictement &

mt-1). (1)

On identifie les termes d'ordre (mt-1) des expressions (10) et (I1) ;

On trouve

(HA + HAY + 3%H 3 A) (x,8)

= (" 8°H' 3 H'D)(x,&) [H'] (12) .

Polynime sous-caractéristique [8] :

Soit p une mesure positive sur X ; on se donne un opérateur

.. A .
matriciel h = (hB)lsASm d'or

1<B<m
On écrit pour (A,B)

t  (
A
ho(x,3) = ) H
B k=0 B

On appelle opérateur

~B -
note (hA(X’a))lsA,Bsm =h 1

~B 1 t
h, (x,3)v(x) = )
p(x) k=0

On appelle matrice sous caract

caractéristique de 1'opérateur

dre t au voisinage de a.

fixés entre 1 et m :

*YKkA o o

1 tky
%1 %k

adjoint de (hg et on

)ISA,BSm

'opérateur défini par :

K (M KA a
(-7 3 ... [o Hy
* t-k

)
1 t-k Q](X)

éristique de h (notée K), la matrice

k =1L [h - tﬁ] , oma:
2

5°H' 9 H') +2 3L 3H H + EH'] (x,3) + ...



K(x,6) = [0 - 1 9%(m] (x,8) (avec :

2p

Lemme 1.- On pose

(@]
1

o
fl

Les matrices C, D

définissant des invariants, et on a :

AC

Preuve : Soient

o e s ~ A
caractéristique de 1'opérateur [hc , ag]

* *
A C A C
HC AB + HC AB + 3 HB
o, A C A
= 3 HC BQAB - auHC 3

A . .
donc CB est 1nvariant.

On procéde de méme pour la matrice

Démontrons maintenant la relation :

AC

On a :

a
3 (pH) = ]

2% 3 A -3 H %A
o [0 ]

%A 3 H -9 A 3% .
o o

1

2
E] (oH))

(13)
o=0 ax“ag
o

. *
sont des fonctions sur T (X) ,

..m} . Le polyn®8me

est égal a :

*
c- A a,C A
+ AB HC + 93 R 8uHC)

D , en prenant l'opérateur

_ o _ o _ a _ o
Ac - DA = A [3"H 5 A - 3 H 3 A] [aAaqH d,A 8H] A

Oor :




Ad®H 0 A=-03"AHOAZOAIHA ]
o3 a o a

et A3 H'Az-2 AHIAZ3AHA _ H]

donc :
AC-DA=["A3H-3A3H-3"03H+5aAH Ao [u]
o o 6] o

=0 [H']

Lemme Z.- On pose :

Les matrices R et S définissent des invariants , et on a :
AR = sA [H'"]

C'est une conséquence directe du lemme | car

AR = AKA + l~AC et SA = AKA + 1 DA .
2 2

On pose :

Déginition.- On dit que h vérifiée (L:) si et seulement

si



- 10 -

Lemme 3.- On a :
L= A% 5 A+ H'A - B 3% 8 H'I] (14)
o a
- o, . ¥ on v' '
et L= Ao -H st 3 u'1] (15)
Preuve : On é&crit :
L=AR=AKA + ~ac=a [0 -1 2%m] a+L1a % s a-0aH %]
2 20 o 2 o o
= a*a -~ L A o 9% + 00%H] A+ L AG™H 5 A - 3 H 2%)
ol a a a
20 2
et comme : .
A3 Az -23%AHAZO EM
donc : LzaHA-LamA+lac®moa-Lao mia ES
Qa a o
2 2 2
= AH*A + A% 0 A -2 %A« 0% 2 A+ 5 H % [B]
a 2 a o a
or : 3%(HA) = 0%HA + 0"H 3 A + o H 0%A + H 3°A
a o [0 (¢ ‘ o

c'est-g~dire que

-

1t

A Bz(HA) A[CHA + 3%H 3 A + 3 H 3%4] ']

AH*A + A 3%H 3 A - LI 37 (HA) [1']

2

H

donc ; L
On utilise alors 1'hypothése :
" ] 2
HA = H'(H")"I

pour écrire :

o = n Oy ’ 1
3. (HA) = 2H" 3°H' 3 H'I [m']



et par conséquent :
L= Af"A + 2%3 A - H"%H's '] .
a o
Pour la relation (15) il syffit de remarquer que ;
3%Ad HA = - 3%AHd A = A3"HH A 1]
o a a

Lemme 4.~ 8i H'(x,£) est un pplyndme premier en &

pour tout x dans Q , alors

. e s . . 1
L est divisible par H' si et seulement si L, est

divisible par H'.

Preuve : Il est clair que si H' divise L , alors H'
s 1.
divise L] .

On montre la réciproque ; pour cela, il suffit d'établir

la relation :

A:L = L:A (1] | (16)

En effet ; si cette relation est démontrée , on a :

|

L:A 0 DV] et par suite

1
AIL

o [r]

Puisque A:(x, grad J(x)) # 0, H'(x,£) ne divise pas A:(x,g)

et comme H'(x,E) est premier, il divise donc L(x,£) ; c'est-d-dire :

L=o0 [m].




- 12 -

Démonmstrnation de La nelation (16) :

Soient (A,C) deux indices entre 1 et m.

On a :

I A 1 A._F
Ap Lo = A Ap R 5

on utilise 1'identité de Jacobi entre les cofacteurs de la matrice H :

A A 1A

1 1 '
A1 AE - AF A] = AIF (det H) en (x,8)
- 1A . .
ou AlF est le mineur correspondant aux lignes | et F et
aux colonnes 1 et A de H.

C'est un polyndme de degré (m-2)t en & , ou nul.

On a alors

o >

Soit encore :

1 A _ A _I 2
Aj Ly = AL L [H'7] (16,2)

De méme :
Lhal = al & 4l = s! ! Af) [m'] (car AR = SA [H'])
c 1 A F "1 %¢ -

D'aprés la relation de Jacobi :

A A

1 1 1 F F_ _1
c Ui Fc™1 A =L (']

donc :

L! [H7]  (16.b) .

O
o —



Ainsi

I B S
= A] A L = A] AL L

En utilisant encore une fotis Jacobi :

1P oA _ 1T A
A1 Ai LC = A] A L

C'est~a-dire que :

N2 A

H' divise (A
1 C

. . 1 . . .
Et comme H' ne divise pas Al , 11 divise

Déginition.- On dit que h vérifie

si L est divisible par H'.

Remarigue 1.- $i h vérifie (D) , alors

et en particulier (Li).

En effet

L

A
G

(L) si et seulement

- o * * o _
Lz A Ho A+ H A+ HA - H"9"H'D H'I] m']

(ceci d'aprés (14)).

On utilise alors (12) pour conclure.

Remarque 2.- Si H'(x,E) est premier en & pour tout

x de ©, (L) <==> (Li) clest le lemme 4.

Rema}c_que 3, -

B

1 o B B %A
(L)) <==> AA[:a Hpd A] + H A

résulte directement de la formule (14).

- a“H'aaH'H"I?] =0 [8]

h veérifie

(L),

7)



§ 2 - Résolution formelle.

On suppose que h vérifie {(L:) -(H1) - (H2)} , et

on cherche une onde asymptotique

) B
Y= O e~ (jz LrfioDige U9

de phase {, ol pour tout j dans 7 , fj est une ultradistribution

sur un intervalle de centre O dans R telle que

Viez : f!=rt, 19

j T (19)
Soit A entre ! et m ; YB pour B dans {1,m} , wvérifie
formellement

AB A % B

hy Yo =h, () Y. x £, o)

B B 3=0 i

Z pA (Y? x f, of) =0
120 B 1 ]

]

A ~ . e s ~ N
hB etant un opérateur scalaire d'ordre inférieur ou égal 3 t au

voisinage de a ; il existe alors ([f}, [g], DJ) t opérateurs

Hg’} d'ordre inférieur ou égal & r tels que :
s ;
A, B $ LA, (B
h (Y., x £, o = H> o Y. | x )
B j j 2 rZO B,y 'J] j-t+r /
c'est-a~dire que :
+co t
A _B A, T B-
hy Yo = ) ) HY' o [Y.] . o
B j=0 r=0 B, J JotHr

On pose



J = j=t+r (J+t 2 r) , on aura :

4+ min(t,t+J)
B ’ A,r B _
P - JZ_t ( rZO HB,& [YJ+t_£] x f_of) =0

Il suffit de poser :
min(t,t+J
,t+J) Ar

B
L HB,ﬂ [yJ+t—£] =0 pour J3z -t

Ou encove :

min(t,]) A B
H T [y =0 our j 30 (20
r=0 B’lp [:J—r:l P ! 20

Caleul de Yg ;

Pour j = 0 , on obiient le systéme en YE suivant
A,0 -
c'est-3-dire que :

Hg(x, grad ¥(x)) YS(X) =0 Yx € © s l <cAgm 21

On conviendra par la suite qu'une fonction (x,£) prise au point
P q g\x, p

(x, grad ¥(x)) sera notée g(x)

D'aprés {(H1), (H2)}, le systéme (21) est Equivalent au

systéme de "CRAMER" de (m-1) équations & (m-1) inconnues

| N N .
R G e 2 <Ac<m
| o 1 o
B -
2 <B<m

1 ~
avec Yo paramétre



~

{(On coaviendra la notation A pour un indice A dans {l,m-,

lorszi'il varie entre 2 et m).

On obtient

B
- A

1

Yg‘—';ci—Y

X1 oo
1

Cette relation est encore valable lorsque B =1 ; d'od

VB
A

B 1 1

o Tar Y
Al

Cette relation nous donnera le coefficient de distorsicn correspondant

< . 1
a 3 =0, lorsque Y sera connue.
o

On note

i
P - 1 opérateur différentiel d'ordre O
o vl
A
1
On a donc
B 1
v =R (1) (22)
o o o
Pour j =1
A,o B A, 1 B
s + s -
HB,Q Y HB,& YO 0 (23)

On fait un changement de coordonni:s locales, ol on pose

x° = P(x)

. ALl
L'expre351on de HB,W ¢ans cette carte est
i



, 1 _ 20l A *A
H‘g,]ﬂ(x,a) - a%ugn + HY
YA B A1 B A1 LB U
On a : HB Y, = HB,J) Y = HB,xﬂ RO(YO) (24)

c'est un systdme de m &quations & m inconnues, de rang (m-1) ; la
condition nécessaire et suffisante pour que ce systéme soit possible

est que

~1 AT B, 1L
AA HB,& RO(YO) =0
On montre que :
~v AL B
On a :
</ ~ ’ ~
Noma A %Ay B V1 oAVB VAR ¥
&, [%Hpe + W] A7 = A 0THpATS o+ A (BTHRD AT+ HUAD)
V] Lo AMVB V] ~/
= AA 3 HBAlau + L1 (car BQH (x) = 0)
Et comme
V1A 3 ™ o
A AY = - AH = !
A% Hp A AH, 9TA] =0 [1']
donc
“v1 A1 5B |
s R - 1] =
AA HB,@ o 0 (d'aprés (L]))

Et par suite, le systéme (24) est €quivalent au systéme de "CRAMER"

de (m—1) équations & (m~-1) 1inconnues suivart
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Pt
O
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& G
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\Z vn.__
\'Z4
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Ve s
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[g]
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~
3 =
~ e} v
gl vn..
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[ =
] Il +
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(M — < [}
gl =)
o
C<G(m =
= (]
=]
o
=]
-
O]
)
W
.e Lo
3 [}
o] =

On

(27)

et finalement

1).

encore vrale

, la relation (27) es~

1

B:

car pour

On note :



_19_

R (x 3) = (- _1,C Hg’é Rg) (x,9) pour B : |

xl

1

C'est un opérateur différentiel linéaire d'ordre 1.

Ainsi :
B B, 1 B, 1
=R (ap + RI(Y)
On écrit le systéme correspondant a j = 2 :

A,o, B Al A2, B,
HB’@(Y2)+H ﬂ(y)+H 1D(Y) 0

s

c'est un systéme de m équations & m inconnues de rang

(m—1) : on écrit sa condition de compatibilité
~MOALT LB vl A2
H> oY) + A, HA 0
B,9¢Y1) 59T

ou encore (d'aprés 28)

Et d'aprés (25), ceci équivaut &

vl L, 5B A,2 B [
AA (Hﬂ,ﬂ Rl * HB,ﬂ Ro) Yo =0
On note
o~ AT B A2 B
Ky(x,2) = Ky (H> g RY + H g RO (x,0)

la C.N.S. de possibilité de (29) est KZ(Yé) = Q K2 est
un opérateur différentiel d'ordre 2 , dont cn va donner une

expression simple.

A

2
=

(28)

(29)

(30)
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Lemme 6.- Soit q = q 98 + q un opérateur différentiel

de degré 1 on a :

q(fY) = €973 ¥ + (a% £ + q"D)Y

qaaa(fY) + q*(fY) = fquaaY + (qaaaf + q*f)Y . Ceci s'écrit
encore q o £ = £ . q“aa + q(f) .

On étudie maintenant le premier opérateur de la somme

définissant R2

~J
c,1 %D _ "D .aC c,1,%D
HD,& Al = A 3HD 4 HD,lﬂ(Al) (lemme 6)
Nl B /\/B
A A, N A
- _1LC o€ Dy xlhhedyy (lemme 5)
V] D1 a 1 17 "o
A A
1 1
donc
~oS (Y4
ALB ’\{XB A15B
[ Yo B RN IN - § _71,C €1,
= hD,\ﬂ . A=A ( D3, = HD,lﬁ(Al)
A A A
1 1 1
et par conséquent
</
VAL A:’g c,l v v g A, Vo A}13
] - ) ’ - -
AA HB,]g ( ~7 ) . HD,&B A] AA (3 HBaB+ H B) A]a ( ])a
A A
MK\XA:’?: c,1,"D 1 ,A,1 Ai’}é C,1,'D
- a b ’ ’ - ’ ]
Apd Hy 7! Hy g (A2, + Ay Hy? g (== Hy g(A)
1

(on a encore utilisé le lemme 6).

e . éme
On utilise maintenant le lemme 5 pour transformer le 2 terme

er
de cette somme, le lemme 6 pour transformer le | terme, et on trouve :



- 22 -

r\J
alsB 4B
vlA, 1,c VD oal CBTAVL ]
> (- H A = A A —) 9 _+
Ay HB,\ﬂ( A ) 11) a O Hphy? (Al) aB
l N s : Y
AB Al R
Al c,1.,“D N 1,C
A +
AA HB’ﬁ(A]a (A )) o + A 3 (A ) HD ﬁ( )8 AA HB,@ (
! /\_,E 1 ’\-/]
o AT D a2 A 1B 4B
On remarque enfin que A 3 (—) = 3 A7 - A ,que A 3 H A =0
1 1 1 1 vl A B 1
Al Al
N AT ABD v
et que AA HB,ﬂ(Al) = = AC HD lﬁ(Al) I1 reste donc
~J
]’B f'\\/
~vEALT AI C C,1VD vl ,;vk 8,B 1 HA | .o B
s ) s — s
AA HB,ﬂ( Xl ) HD,ﬂA] AA 0 HBB AIBGB + AA B’ﬂ(a AI)B +
1 ~
o | A
o C v Al 1,C C
+ b —_— 2
AL I 1D(A o, + A, HB,lﬂ( 7 ) . HD,
1
. nd ~ e 2
On calcule maintenant le 2 opérateur de la somme définissant R
N A,2 B _ V1l ocB A o *A *k A VB
AA.HB,lﬂ.Al—AA;a B8a8+8HB3a+HB].A1
i La8.A VB GBA . VB L YB akA
o a
= — +
A, [2 BTHy A D o+ (3THG B AN+ AL BTH ) D lD(A ) ]
et par conséquent
2 a1 oA B 1 LaTa
a o ]
R—AA[E)HBBA]+;8 HBA[;]BOLB
~ T ~o NS
vl af_ A B B o %A A,1,  o,B
£, [ Hy dphy + A BT L H (0 ap] e,
N
~, R
C ! e Al 1,C C,1 A2 D
+ + 3 — b ’ + *
% (ag) Hyt D+ Ky g 5 g iy D
1
On s'occupe maintenant de la partie d'ordre 2 de RZ on a :
—~— ~ ~~ ™
1 .aB, A B 1 af A B oA . B,B
5 9 (HB 1) aaB ) ad HB A1 BGB ) HB 9 A1 BQB +
N/
n
LEh g%BaB
9 B 1 "aB
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1 aB,.A B Vvl _aBLA VB o A B
—_— = J— +
donc AA p) (HB A]) AA [ 3 HB A] 9 HB 3 A1 aaB

(puisque A Hg = (H')2 B" Gé) . La partie d'ordre 2 de Rz est donc :

A
1 vl ;h/B 1 Vi of ' 2 . A _ v vy o B
; AA d (HB A]) B,OLB '; AA 3 " ((H")" H 5]) BOLB = A1 H' p" p aotB

(on rappelle que p*(x) = 3%H'(x, grad J(x")) = 3"H'(x ; 1, 0,...,0)

. . 2
on s'occupe maintenant de la partie d'ordre 1 de R (on remarque
0 “B K\JB
que le choix {(x) = x  donne 88 A] = 88 A]) . Cette partie d'ordre 1
est donc
N N N TN ~~ ~—— mJ
! uB A B o, %A B B..A o,B *
{8, [6™ Ho A + 37 A+8HBSBA]+HB3AB1+(8A)[:8H8A1+H A]}a

B°R"1 B

B, A
= 2", [o"Hbo Ay +H Al o

Or 1'hypothé&se (Li) donne

1

*AB_ t ll(jl A
A[aHaA + H AT = AH' + A H"TH'D H

B

et par conséqﬁent, la partie d'ordre 1 de R~ est

on a donc
~
(31) R2 = Ki H papBB + ApTa  + Kl(Hg’ 3) (A )

n, v

av]
H" p*d (pBB )y + 4 p%3 4 X
o B o

It
>
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et qui représente donc un opérateur de degré 2, de dérivation
le long des bicaractéristiques par rapport & H' des hypersurfaces

caractéristiques d'équation {(x) = constante.

Remarque.- Comme on travaille en analytique, et qu'on va

appliquer le théoréme de Cauchy-Kowalewski, cette précision sur RZ

oo
€tait inutile. Elle est néanmoins fondamentale en C &ﬂ‘

Le vecteur ;(a) €tant non nul, on suppose par exemple
pl(a) # 0 (le choix Y(x) = x°  donne po(a) = 0) ; on choisit

alors Yé solution de :

|
o

1
Ky (¥ ) =
(32)

fl

1, o 1, o
Yo(x ,0,x") 1, alYo(x ,0,x") =0

. ~ . 1 B . . ~
Ce choix détermine YO , donc YO 3 11 permet aussi de résoudre (29),

et donne :
~J ~
RE: RB:
B_ Bl _“1,0,C,1 D, 1 D, 17 _ 1,0 ,C,2 D, 1
Ty =Ry Yy - =My Rorp + RU)] - 3 iy g Ro(¥y)
A] A]
ou bien
B B, 1 B,.1 B, .1
YZ = RO(YZ) + R](Y]) + RZ(YO) (33) avec
~
R
B _ _ 1, mC,1 D, €2
RS = 4 (g Ry + 'y R] (34) .
1
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Caleul de Y? pourr j € WN.

Afin de simplifier 1'écriture des calculs, on convient de poser

Y? =0 si 3 <0, Be {l,...,m}, et on introduit les notations

suivantes : on pose

A _ A1 B . A2 B . A3 B
L3 =H 0 Rz + HB,& Rl + HB,& Ro
A A2 B . A3 B
L4 = HB,@ R2 + HB,ﬁ R]
A _ ,A,3 B
L5 = HB,& RZ (35)
vloA _ vl A _ vl A
Py=Bp by Pu=-a by Po=-ayly
B o/ r~
) 1,B 1,B
QB__Al,chQB=_A1,ch QB____AI,CLC
3 X} 3%, Kl 4 5 X] 5
1 1
__ vl yAT
MB,r = AA HB,@ pour r e {0,...,t}
q\/
B
A’
B 1,C ,C,r
SD,r = - Xl HD,@ pour r € {0,...,t}
1

Soit k e N, k > 2 ; on va prouver par récurrence 1'hypothése (Pk)
suivante :
\
| 1
} Si Y _, est solution du probléme de Cauchy
®)
k K.Y, ) =@
2" k-2 k
1
< Yk_z(xo,o,x") = 6o,k—2 (symbole de Kronecker)
| i o
81 Yk—Z(x ,0,x") = 0




_ I I I ! B
avec & = Pa(Y _5) + P (Y ) + Py, o) + My @) + Mg, ( k=20 *
B min(t,k) B
MB,B(Zk—3) * rzi MB,r(Yk—r)

k

B B, B, I B, 1 B D
Ze = Y g + Q (Y )+ Qs(Yy o) + 3, (2 )+

s

B D |
Sp,2P-2 V)

D
D,r "k-r

alors le systéme correspondant a j = k est compatible et on a

B B, 1 B, 1 B
T, = ROy + RIY, )+ RE(Y, ) + 7 (36)
Pour montrer Pk+1 , on écrit le systéme relatif a8 j = k + 1
_ A0, B A1, B A,2, B A,3, B
(37) 0= HB,lp(Yk+]) + HB,LD(Yk) + HB,lD(Yk ]) + HB,\U(Yk—Z) +
min(t,k+1) HA’r(YB )
24, B,{" k+l-r
C'est un systéme de m équations & m inconnues YE+1 , et
de rang (m-1). On écrit sa condition de compatibilité.
v Al B A2 B A3 B min(t,k+1) r
A {H > (Y + H® ’ A,
At B,w( 1 B,w(Yk-l) ¥ HB,W(Yk—Z) * L B,ﬂ(Yk+]_r)}

On utilise (36) pour écrire :

zB &tant défini par la formule suivante pour k > 3 et nul si k g 2

=0



B, 1 B, 1 B, 1
Ry(v ) + RiY )+ Ry(¥ ) + 22]

+ X 5 [R (Yk ]) + R (Y ) + RZ(Y;_3) + Zi-l]

~vlAL3 B
+ Ay H LN (yk )+ RB (Y Pt R (y ) 2]
min(t,k+1) .
’ 1 A, r B
+ Z A H L (Y ) 0
= A B,§ " Tk+l-r
C te tenu de Xl HA’1 RB = 0 et de la définitjon de K., et des
ompte tenu a5y %o > la inition 9 ]

opérateurs de (35) ceci s'écrit encore

| | ] B B .
Kot _p = P3(Yk 2) * P (N g) # P ) + My (2 + My (2, )+
1 B min(t,k+l) B
My 3(Z ) + IZA My e ey

Soit encore, compte tenu de la définition de Qk+l

. ~ . ~ 1 .
Afin de déterminer complétement Y,_, » on leur impose d'@tre la

solution du probléme de Cauchy :

I
Koy = 94

|
e}

]
o
@

f
o

. Y, (x°,0,x" 1 G2,0,x)

On peut alors résoudre le systé&me (37) ; et on trouve

| B 1 B
% o =A1Yl -A’ [H (Y)+H )+H (Y D
k+1 XT’ k+1 X D, w D,{

min(t,k+1) C.r
H ﬂ(Yk+l 1:):l

r=4

on remplace, pour trouver :
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~
RN
B_Bl_l,CCl,D D, 1
Yo =R Y A] E\ (Y y + RP (Y Do R(Y )+ ZE]
1
c,2 D,.1 D, 1 D,_1 D
y Ry ) *+ Ry(Y ) + Ry(Yy _3) + 2, [R ‘Yk DT
min(t k+l)
D, 1 D,_1 D ’ C ,T
+ R )+ R(Y, )+ Zk—2] + 124 lD(Yk+] )}
C o e B B B
ce qui s'écrit, compte tenu des définitions de Ro , Rl R RZ et
des définitions (35)
=Ry, )+ R+ Rb ) e By )+ ey, v Ry )
k+1 o k+l 2 k-1 k-2 4" k-3 5" k-4
min(t,k+1)
B D B D B D ’ B D
+ 85 1B+ Sy B )+ Sy (7 ) ¢ rz4 Sp,r Vgar—p) 38
Soit encore, compte tenu de la définition de Z£+l
B _ B, 1 B I B
Tewr = Ro(ap) + RIGE) + RY(E D + 20, (39)

).

Cec1i termine la démonstration de (Pk+1
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CHAPITRE 11

MAJORATTON DES Y’J? .

§ 1 - Fonctions majorantes.

Notations : Etant données deux séries formelles u , V

- . .. o 1 n
d (n+l) indéterminées X , X ,..., X :

o
v = ae%n+] g . o n
X=X ,..., X))
(¢}
V) = Zn+1 Va X
aelN
ot
n+1 P ' -
u, pour chaque a € N , est un eélément d'une algébre

o

+1 ~ i
de Banach E et Vu pour a € N" est un nombre réel positif ou

nul.
On dit que wu(X) est majorée par V(X) si et seulement

si 1

n+l
Vo e N IluallE S Va

On note dans ce cas :

u(X) << V(X)

Soient r , R' , R des nombres réels tels que :

O0<r <R <R.
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On note 6(t) une série formelle d'une variable ¢t ; et

on pose :

. j
e(J)(t) = -JL—T o(t) pour tout j dans N .
(dt)?

On supposera :

8(t) >> 0
(40)
(R'-t) 8(t) >> 0
Proposition 1.- [2]
e(j)(t) << R' e(j+1)(t) (41)
€ e(j)(t) «w e(j)(t) (42)

R-t R-R'

Preuve : En dérivant (R'-t) 8(t) >> 0 , on trouve
- 8(t) + (R'-t) 8'(t) >> 0

et en ajoutant 6(t) , qui est une série positive, aux deux membres

de la relation précé&dente, on trouve
(R'"-t) 68'(t) >> 8(t) >> 0 .

I1 suffit alors d'établir les relations (41), (42) pour
j =0, puisque si 6 vérifie les hypothéses (40), il en est de méme
o)

pour chaque on a :

R' 8'(t) - (R'"-t) 8'(t) = to'(t) >> 0

donc en ajoutant (R'-t) 6'(t) , série positive, aux deux membres de

cette relation
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R' 8'(t) >> (R'~-t) 8'(t)
et on a bien :

a(t) << R' 8'(t) , et par conséquent (41).

On &crit maintenant

(.,._l____l_) e(t) =w>>
R-R' R-t (R-R') (R-t)

0

car (R'-t) 6(t) >> 0 , ! >> 0 et R -R' >0 donc ; en
R-t
a(t)

R-t

ajoutant , qui est une série positive, aux deux membres de

cette relation, on trouve

1 1
—— 6(t) >> 8(t)
R-R' (R-t)
d'oli la relation (42).
On pose :
o 1 n ' P
t(x) = px +X + ... +X avec p 2 1 (qu'on précisera

par la suite).

Proposition 2.- [2]

Soit C(x,3) un opérateur différentiel d'ordre £ en x

et Kl en x° , 4 coefficients holomorphes au voisinage du polydisque

PD(O,R). Alors : il existe une constante B ne dépendant que de 1l'opérateur

telle que :

. £ .
u<<Ue(J)ot$>C(u) <<Bp]U9(J+£)Ot
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Preuve : On écrit :

Cx,9) = [ a (x) D"
a <
[o]
o

|
<£

D'aprés (41) on a :
Veen , Vien 89 ot < @k elit®

Et par suite :

. - o . a i
p*u << U Da(e(J) ot) =Up ° 6(J+Ia|) ot << Up O(R')£~*al e(sz) ot

puisque a, est holomorphe sur un voisinage de PD(O,R) , il existe

M
M tels que a << On a donc :
a o
R-t
M o .
a, D%y << Uop O(R’)lZ o] e(J+£) ot
R-t
Soit :
M L .
aa Dau << a U 0 I(Rv)'e IQI 9(_]"'/@) ot
R-R'

(d'aprés (42) et puisque p 3 1).

On prend :

M
B= ) — @) lel
a <£. R-R’
o1
la]st

2e qui donne bien le ré&sultat annoncé.
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On rappelle maintenant un résultat de Dﬂ :

Soit C un opérateur différentiel d'ordre £ en x
p s

d'ordre inférieur strictement 3 £ en <°
On considére le probléme de Cauchy :
£
BOu = C(u) + v
(D)
T
Bou(O,x') = wr(x') 0<r < £-1
8i C est un opérateur différentiel tel que

c << C

Et si v << V Wj << Wj pour tout 3 € {0,...,£-1}

Alors : si U est telle que :
afu >> C(hH + vV
aju >> W
o i

On a : u << U .

Proposition 3.- [5]. On considére le probléme de Cauchy

holomorphe (I), sur PD(O,R)

Si v <<V 6(j+£) ot
W << W o(I*1) ¢ 0sr <1
Alors : 1la solution u de (I) est telle que :
u << 9 e(j) ot
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v/t W Wo1
avec U = max( . wo N e R = ),
1-B/p o P

constante indépendante de 6(t) , et B constante ne dépendant que

de 1'opérateur C.

Preuve : On note B' = max (M) , M_ étant tel
e — o o
M lo]st
que a_ << En appliquant le rappel avec
*  R-t
1 . .
c="2- 37 *, Uu=v 6 o , v=velth 4
R-t a sf-1
o
lalst
W =w 8(J+£)ot 0<r g £-1
r r
I1 suffira que U vérifie :
£
aou >> CU)y + v
r
aou >> W r=0,1,...,2-1

c'est-a-dire, compte tenu de la proposition 2

. ) -1 . .
wpl oG sy BL G0 oy o 3+0) | ¢
R-R'
1+ i+
wp¥ o) 5 ¢ s W eI+ o ¢
ou encore d'aprés (42))
' -
UpK > —§~—-p£ l U+ V
R-R’
Upr > Wr pour tout r : O 5 r g £-1
Bl
Si on note B =-—— , et si on suppose p > B , ceci équivaut encore &

R-R'
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©

ce qui termine bien la démonstration de la proposition 3.

Remarque : La proposition 3 est évidemment encore valable

pour un probléme de Cauchy analytique réel, si on suppose les coefficients
M

a, de 1'opérateur C majorés sur PD(O,R) par 2 , ce qu'il est
R-t

toujours possible de réaliser en supposant R assez petit.

§ 2 - Majoration des Y?.

L'opérateur (hg(x,a)) est un opérateur 3 coefficients

1<A,Bsm

analytiques réels, d'ordre t sur un voisinage de a.

Le systéme d'équations aux dérivées partielles
h, Y =0 ; A wvarie entre | et m

admet une solution “ormellz

g
v Z

.

Y2 x £, o J
i J J

0

< .. B . ..
4 coefficient Yj anz.lytigques sur un voisinage V de a :

B _ Bl B..] OB F
Yj = RO(Lj) + Rl ‘j—l) + Rz(Yj_z) + Zj (43)
B_ B, I B Bl . B D
2y = QO )+ GOy 0 +a5(Y 9 + 5 (20 )+
min(t,J) ,
P @ y+s® @@y Y & P ) (4h)

“2,D73-2 3,D73-3 =) r,D j-r
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B - . .
RE , QE s Sr p sont des opérateurs différentiels d'ordre r , pour
b
r > 0 définis dans le chap. 1.
1 . -
Yj est la solution du probléme de Cauchy holomorphe :

o B 1 B ] ]
5 Y. +Mp 3 Y.+ NY. =0,
PP 98 7 P dg %y i j+2

(45)
Yl(xo, 0, x") = 6? ;3 9

Et @

| | 1 min(t,j)
2 = P3(Yj_3) + P, Ps(Y;_5) + rza Moo (Y. )+
ZB

B
\MB,I (Zj—l) + MB,Z( ;

Yy + M (Z?
]

B,3 (46)

-2 —3)

P, M

. B.r désignent des opérateurs d'ordre r.
3

Majoration de Yz .

Y; Btant solution du probléme de Cauchy :

2 1 _ 1
al Yo = Cz(Yo)

Y](xo, 0, x")y =1 3 3 Y](XO, 0, x") =0
0 1 7o

On applique alors la proposition (3) (avec WO -1
%
| et 80 premier terme de la série 9).

On aura
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(o)

Yl << J~ 6 ot
o]

)
o

Et d'aprés la proposition 2 ; on obtient (avec £ = 0)

YB << gi-e(o) ot ; M= max MB .
0 o 1<B<m
V]
5 &
MB constante associée a 1'opérateur Ro = 5T On pose
A
1
o oM
i 5]
)
s, B (O) . ~
D'od : YO << Cl 9 ot , Cl indépendante de 8(t)

Pour j > O ; on procédera par récurrence.

Scit kelN : k>3

On suppose : P’

k-1
_
vB ¢ o ) 4 ¢ 0<j < k-3 (47)
i 1 (k-1
Qj cec, o325 ¢ 2 53 g k-l (48)(kul
B i-2 () . _
Zg <<€ G T e ot 2] < k-l (49) (-

Et, on montre Pé .

(On conviendra qu'on prend .a méme constante B , pour

chaque opérateur, lorsju'zn applique a preoposition 2).

)

)

)
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R
Py(¥,_y << C BC ~p 8 ot )
1 k-4 4 (k) . -
Pa((k—4) << C1 B C p 6 ot & d'aprés (47)k_]
1 k-5 5 _(k)
Ps(ﬁk_s) << C] B C o © ot J
B k-3 (k) h
MB,I(Zk—l) << m C1 B C o 0 ot
B k-[} 2 (k) L [] - (7
MB,Z(Zk—Z) << m C1 B C p- B ot d'aprés \48)k_]
B k-5 3 (k)
MB,3(Zk—3) << m C1 B C p~ 8 ot
J
min(t,k) ‘ min(t,k) .
y M (2 )y <««m ) c BT M ot
B,r "k-r 1
r=4 r=4
. -
d'apreés (49)k_‘
c¢'est-3-dire :
_ 3 4 5 2 3 min{t,k) r=2
o ccmo FTE it Ee e e [T Y e
. C C C C C C r=4 C
- 2 .-
<< B C, F2 02w @2+ E e n@ 2+ &3 4
C C C C C C
min(t, k) r-2 '
> 2
2@ et ok
r=4 C
. . P
On 1mpose : =<1
C
On aura ; puisque p 2 1
i
Q, << BC K2 S ) oD oK) o ¢ (50)
1 - £
C
[
] N
done Ol = —— Q. << B2 C C} 2 ¢ (2m+1) p e(k) ot
k v 2k
H Py 1] - =
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on applique la proposition 3 avec :

) _ _
Wo=W =0 , £=2, v=5c, &% (1) o> L

1 - p/C
au probléme de Cauchy :
(9

P 1 ,
p Y = G o) +

On obtient si p > 2B

vl B o % ameny RLE o (k72 oy (51)
k-2 1 ] - [

C
D'autre part ; d'aprés (44) ; on peut écrire :

3 k-3 4 k-4 5 k-5 k-3 2 k-4

B
Zk << BC, {p~¢C +p C +p° C + m(p C + 0 C +

1
min(t,k)

r=4

«<Bc, 2@ B2 @Y v @@ B3

! C C C C C C
min(t,k) _
02 Y A& 2)} e(k) ot
r=4 C

cepoe K22 _0/C e/ 2 pfC

1 - p/C 1 - p/C 1 - p/C

Yl 8 ot

k-2

<< B C1 C {(2m+1) p2 __219_*

I -p/C

} e ot (52)
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p/C k-3 2 k=4

v, << (3¢, €T o (min) +BopC C  +Bpc T
k-2 1 | 1 I ‘
-p/C
€ Ck_a:l g2 4 ¢
<< C] Ck_2 (2m+])B p__p_/..g._ + B (.p_ + (Q)z) + _l_é_] e(k—Z) ot
- I-p/C C o C

<< C Ck—2 (2m+1) p B + B) p/C + _%] e(k—2) ot
- 1 -p/C C

Si p =2 2B (donc o - B = B)

o/, by oG

¥ << ¢, TP p(2me2)B .

k-2 1 | - o/C c
On veut :
Zi << C] Ck—2‘e(k) ot
Yi-z «c, K2 (k=2
Qk << C] Ck—Z e(k) ot

I1 suffit alors de choisir p et C telles que :

(9223a021,0<C (CO)
} Bem o2 e/t )
1 -p/C
C 1
2(m+1)Bp ——9/———+—s 1 (Cz)
I —p/C C
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On prend :

ks
]

o telle que °o > max{(1,2B) et pour ce choix

de o, > on choisit C tel que

a
W
N

C > [2B (2m+2) p(z) + 1] 0,

pour ce choix de p, et de C les conditions (CO), (Cl)’ (CZ)
sont bien satisfaites, et (Pi) est vérifie.
On pose
6(t) = —
r—t
On a donc
6(k>( ) = .S pour k > O
k+1
(-t
la série 0(t) vérifie (40) en effet
1.
(R'_t) @(t) = .(_R_,E.)_,-{» 1 »>> 0
r—t
' oo
car R > r et ——— 3> {
r—t
On a le résultat suivant si
u << U
fxo[ ¥ ;"\] }
)% | « X | cu'on note abusivement |x| £ X .
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Alors
lux)| £ U(X)
En effei :
lu(x)] = |ae%n+] u x| aZNn+l || [x%] < agmn+’ u x* = U(X)
On a :
o0 << ¢, cJeP 6 vy

d'od on déduit

] o
[y ] < ¢ P 5 oy¢lxl - ¢, ¢ o (e(|x]))

Soit VO voisinage de a = 0 tel que :
r
e(]x[) « =
2

Si x ¢ Vo , on a :

IY?(X)| < C] ¢! G(J)(35 (car : sur _]— T, r[ s 6(3) est
2

crolssante)
2C ]
i i! 1 2C ]
s C cJ J =7 = — CORT
(r/2)7 r r
On note :
2C
¢t =—L , ¢ - Y
T T

On aura : pour x dans Vo :

lY?(x)| < creend
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ThorZme 1.- Soit X une variété analytique r&elle de dimension

{n+1), S une hypersurface de X réguliére en a, d'équation logale
§(x) = 0 au voisinage de a, h un opérateur différentiel matriciel

d'ordre t sur X.

Si : le déterminant de la matrice caractéristique de h se

met sous la forme :
[m' (x,6)]% ["(x,)]

avec H' et H" fonctions polyndmiales en £, 3 coefficients analytiques
sur un voisinage de a, et : S caractéristique totale simple pour H'

au voisinage de a S mnon caractéristique en a pour H" .

e .81 ; 8 n'est pas caraptéristique en- a pour chacun des .. - - . .

cofacteurs de la matrice caractéristique (on suppose : non caractéristique

1
pour Al)’

Si : la condition (L}) est satisfaite :
IS B . . *ABy _ 1 ., .o, : ,
@) : {a,[3 HgaaAl + Hy A] = A  H" O°H' o H [m7]3}.

Alors : il existe une suite (Y,) de fonctions analytiques sur un

j
méme voisinage de a dans X, 3 valeurs dans R, telles que
+o0
Y = Z Y. x (f. o) .
j=0 J J

Soit une onde asymptotique pour h ; et : ] Cl >0, C>0,

VO vaisinage de a tels que :

|Y?(X)| < C] cd j Vx e Vo . V8 ¢ {1,...,m}.
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CHAPITRE 111

SOLUTTONS NULLES.

§ 1 - Rappels swr fonctions ultra-differentiables, ultra-distributions.

1°) Les suites {MP}.

Soit {Mb}peN une suite de réels positifs vérifiant certaines

des conditions suivantes

(M.0.) Mo =1 (Commodité)
v * 2 .
M.1.) VpelN M <M x M (Convexité loga-—-
P p-! pt] . .
rithmique)
M.2.)da>0, qE >0
Voew: M < AP min (M x M _) (Stabilité par op.
P 0<qs<p q P=q ultra-différentiels)
M.3.)3a>0 : Vpen
= M M
z 4 < Axpx P (Forte non quasi-analyticité@)
q=p+l M -y
M.2.)' JaA>o0, JH>0
V% eEN Mp+1 < A WP M.p (Stabilité par op. différentiels)
o M -1
M.3.)' z P= <+ o (Non quasi-analyticité)
p=1 M
p
Exemple : Si p>1, Mp = (p!)S vérifie ces conditions.

Remarque 1.- 11 résulte immédiatement de (M.0.), (M.1.) que

V@ € N M > max (M_xM )
0spsq P
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Remarque 2.~ On démontre ([11] p. 74) que si {Mp} vérifie

n
(M.0.), (M.1.), (M.3.)'" VL >0,3B>0 tel que
o
\@ e N p! < B P Mp

On définit aussi, pour une suite vérifiant (M.0.), (M.l.), une fonction

M;.E de ]O, + 00[ dans R , par

P
M¥(0) = sup {Log(®-2)}
peN Mp

Cette fonction est semi-continue inférieurement, comme enveloppe supérieure

de fonctions continues.

2°) Les espaces vectoriels de fonctions ultra-difgernentiables.

a) Si {MP}PelN est une suite de réels positifs et  un
~ +1 .
ouvert de R" , on note si K est un compact de {, h un nombre

strictement positif et f € Cm(ﬂ)

B = sup (DIEGO L)
P h p —|~—l————
adNn+l
on note C (%, {Mp}) ={fec(@ | ce,dn>0: P n(E) <+ =},

et C:(Q, {Mp}) le sous-espace vectoriel de Cm(ﬂ, {Mp}) des fonctions

a support compact (fonctions utra~différentielles de type Roumien),

on note C (%, ) = (fecC(® , Ykca,VWh>o (f) < + =}

’pKh
et C:(Q, (Mp)) le sous—espace vectoriel de Cw(Q, (Mp)) des fonctions

a support compact (fonctions utra-différentielles de type Beurling).
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Ces espaces sont munis de leur topologie naturelle ([l[], DA])
On note E(Q, {Mp}) , D(9, {Mp}) , E(Q, (Mp)) , D(q, (Mp)) les espaces

vectoriels topologiques ainsi définis,

Remarque.- Si une série ) Zj de fonctions de C (%, {Mp})

J o0
est telle que Yk compact de Q, ah >0, tel que z Py h(Zj) < 4+ oo
=0 ©
alors cette série converge dans E(Q, {MP}) la condition s'écrit

encore

©0
Yecae,Ih>0,Ja>0:Vxek, Vae 8! 7 |p® zj(x)l sAh|°‘| Mg
3=0

3°) Hyperfonctions et ultra-distributions.

On note D'(Q, {Mp}) (resp. D' (9, (Mp)) le dual topologique
de D(Q, {MP}) (resp. D(Q, (Mp)). Ce sont les ultra-distributions de
classe {MP} (resp. (Mp)). Le dual de E(Q, {Mp}) (resp. de E(Q, (Mp))
s'identifie au sous-espace vectoriel de D'(Q, {Mp}) (resp : D'(Q, (Mp))
des ultra-distributions & support compact. Si {Mp} vérifie (M.1.) et
M.3.)' , D'(R) est contenu dans chacun de ces espaces.

YL@ = H .0,

On définit encore, pour § ouvert de R
(n+l)leme groupe de cohomologie relative de V modulo V-Q , 3 valeurs
dans le faisceau © des fonctions holomorphes sur V pour V est un

. n+1 -
ouvert de Stein de € contenant § comme sous-ensemble fermé. On

montre que cette définition est indépendantes du choix de V.

n .
Si =T @ , avec Qk ouvert de R , on a plus

simplement ( I:l 2] )
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n
eC I (V\@))
Ca U kVk
B(a) = k=0
L el e) x ... x (vj_l\szj_l) x VX (vjﬂ\szj”) x ooox (VAR))

j=0

Tout espace d'ultra-distributions s'identifie & un sous-espace vectoriel

de B(Q).
. a n+l
Si T est un cdne ouvert convexe de R , V un ouvert
. +1 n+l - .
de Stein de " , 8 un ouvert de R , fermé dans V , et si

1

Fe 6(V fl(Rp+ + il')) on peut définir ([li]) F(x + 1 To), valeur

au bord de F , hyperfonction de B(Q).
On rappelle le théoréme 11.5 de [lﬂ

Si la suite {Mp} vérifie (M.0.), (M.1.), (M.2.), (M.3.),

et s1 F ¢ e[v N (an+1 + iI‘)] est telle que :
VK compact de 9, Yr' sous-cdne fermé de T, 31,> o,
(resp.\ﬁ,> 0), jc >0 ,gn > 0 , tels que :

*
Vxe K, Vwer' , |lyll < n:i|Fx +iy)| s C eM CYARNARD

Alors F(x + iTo) € D'(Q, (Mp)) (resp. D'(Q, {Mp}) et

lim F(x + iy) = F(x + iTo) dans D'(Q,(Mp)) (resp. D'(Q, {Mp})

y>0
yEF'

C'est ce critére qui sera utilisé pour démontrer 1'existence

de solutions nulles ultra-distributions.




- 48 -

4°) Opérateuns uwltna-digférentiels.

Un opérateur P(D) = Zn+l aa p® (aa € €) sera dit opérateur
aelN

ultra-différentiel de classe {Mb}, (resp. (Mp)) si et seulement si

la_| M
HL >0, (resp. YL > 0) : sup {——2———hlL}< +
a

ol

On démontre (remarque 4.16 de []ﬂ) que si £ e € , et si {Mp} vérifie
M

M.1.), (M.2.), (M.3.), alors : P(D) = ; (1 + 2 -2 D) est un
p=1 M

p-l
opérateur ultra-différentiel de classe (Mp).

On utilisera aussi le lemme 11.3 de [le :

Lemme (171.3.).- si {Mp} vérifie (M.0.),(M.1.), et (M.3.)',
alors tout opérateur ultra-différentiel de classe (Mp) (resp. {Mp})
est un opérateur linéaire continue sur 1'espace de Frechet 6(V) ,
(V ouvert quelconque de €n+l), plus précisément, 31,> 0 (resp. YL > 0),
HC > 0 tels que, pour toute fonction F holomorphe sur un voisinage
du polydisque fermé de centre z et de rayon (A,A,...,A) P(z,n) ,

on a

*
e /%) sup |F(z") |

[P(D)(F)(2)] 5 C
z'eP(z,))

§ 2 - Solutions nulles ultna-difgenentiables de classe {Mp}.

1°) Choix de La suite fJ.

Soit fo e E(R, {Mp}) telle que fo soit nulle sur :]- w,(ﬂ

et O e sup(f) (on peut prendre par exemple Eﬂ :
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5 o (1 +1 P n)
- (1+1in)~ p=I M

T A o M -1 i
£ (y) = ~J — e an
2m

on note, si j > 1, f. 1la primitive d'ordre j, s'annulant (j-1)
j—1

y (y—n)J

0o (j-n!

si j <0, f, est la dérivée d'ordre (-j) de £ . Cette suite
j )

fois en O de fo , c'est-d-dire fj(y) = J f(n) dn et
vérifie : Vie 7, f3=f
» {\‘ v
Soit R>0, Jh >0 ,dL > 0 tel que

n
L h' M.

Vye[R, & ,Yen |t |- £ (1] < J

d'autre part :

k| n ol d
Vye E—R R R] ,Vj e N Ifj(Y)‘ N |y[ sup Ifo(n)l <L
it Inlsr j!
2°) Solutions nulles de classe {Mp}
a) On va démontrer le théoréme suivant :
Théonéme 2.- Soit X une variété analytique réelle, de dimension

(n+1), h un opérateur différentiel matriciel sur X, d'ordre t, S une
hypersurface analytique de X, réguliére en a, caractéristique pour h.
Si h et S vérifient les hypothéses du théoréme 1, il existe Qo ,
voisinage ouvert de a et Y € [bw(Qo, {Mp}i]m , solution nulle de h

pour S en a, pour toute suite {Mp} vérifiant (M.0.), (M.1.), (M.3.)'.

La démonstration de ce théordéme est évidemment la méme (&
quelques simplifications mineurs de calcul prés) que celle de [3]. On

la redonne ici afin de faciliter la compréhension de 1'ensemble.

Elle consiste en la preuve de la convergence de la solution
formelle trouvée au chap. I, et utilise de maniére essentielle les

majorations obtenues au chap. II.
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b) Convergence de La solution fonmelle.

D'aprés I, 2°) a) il suffit qu'on montre qu'il existe Q

tels que Wk compact de Qo ’ HH >0, HA > 0 tel que :

‘ VB e {1,2,....m} , Yx e K, Yo e Nt

locale en

1x°] <« R
B
Sa(X)

avec
B
Sa(X)
~B
Sa(X)

1

B o IDOL B lal
5,(x) = jzo ¥y x (£ 0 M) (x)| < AH M

Etant donné que le probléme est local, on choisira une carte

a telle que ¥(x) = x° et que a = (0,...,0) ; on aura
on a
o
o o B
o o . a' _B o
) c o ® 0, Y. x |£, (&
j0 8 =0 % ° * U CN
© mln(J )ao) Bo BO a' B o
= 7 { ¥ c, |D0 Dov Yo o [} [£._ GO ,
j=0 Bo= o J o J o
4"
4V}
=SS0 + S50
o —1 .
o J B '
B o]
= 1] € ) c®In°nd vi . x|} £, %]
- j=0 B =0 % o X 1R 17%
a
400 o B '
B o
=7 {7 ca° ID0° Di, Yo, ()|} If._q (x )|
j=ao BO=O o 17%, 179

On rappelle le résultat essentiel du chap. II, a savoir, pour r > O

convenable, p et C convenables :

j! 1 2 n

Y?(x) << Cl cJ ———=;7 avec t(x) = x° + PpX + X + ... + X
J [r-t (x):[ J
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On en déduit, d'aprés les propriétés classiques des majorantes que

B ' -8« GG+la']) !
p ° 0, Y?_B (x) <<c, C %p!

fo) X ] o 1 [r_t(x)Jj+'(x'T+l

donc si t(|x]) < r , 1'inégalité : (car p 2 1)

GG+la' )
[r_t(lxl)]j+|d,' I+l

8
o o'

Ip ° p%, ¥B x| sc CJ-B
x' Tj-B_ A

o la'l

- . . . VB . (o}
On démontre maintenant une majoration de Sa(x) ; sl |x | <R

on a
o -1 . . .
o i 8 P8 gy Grleth v oo -]
S(x)y << ) [} CaO ¢, C ° pla | '+‘a'|+lj Lh° M, s
j=0 BO= ) [?-t(lxl)]J o3
B . B8
On a c® b cd xc.°
o o j
) )
. , Y Litlet]  pitle’]
M“o'j x (3 +{a"]) ! £ BL Mj+|a,l xM _.sBL My
et par conséquent
. . . . [a' |y o' v
B o ; Bo J—Bo a -] 13 C]p BL MIGL L
s, (x) s{ L c ¢, ¢ h x : T
j=0 % '8 =0 -t (<D Te-e(1xD]
(1+C)L a L la" Cl % f
= [h + —— ° .——_E——-——-— e X M' l
r—t(|x|) r—t(lxl) r—t(lxl) @

v

»r\' o
On pose H = max (h.r+ (14C) L , pL) , A= Cl B L

on a donc :
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. L %B
On montre malntenant une majoration de Sa(x). On a :
" w % B -8y Gla']) [x0] ™%
gB(X) g 2 ( X Cao C] C © pla I TI] "+]) t
o j=ao B,=0 o [%—t([xli]J @ (j—ao)!
w [ © - o _; SN
ST [ A el JE T L,
j=0 | 8 =0 % r—t(|x|ﬂ j! [r—t(lxl)]la[+]
P clxl 43 o L o © plol
e Glal)! l; ] ) x -
o it Lee(lxDd T feeedxp3lel
On suppose x tel que : Clxol + t(lxl) <r . On a alors
N Q '
2 < (o)) « (Qacy © plo'] c, L)

T Tecle® e =1

o] % fa'| . ¥
B L Ml“' (1+C) P C] L

[?-C|x°|—t(|x|)]|al+l

S

On pose H = max (L(I+C), Lp). On a donc :

v
Y

~ Y ‘“I A
Sg(x) < [; S H ] x S x M|a|
—C|x ]—t(|x|) r—CIx l—t(lxl)

. n k v
Si on pose H = max(H,H) , A =2A, on a

o]
SS(X) $ l; oH ;l ) oA Ml
-c|x” |-t (|x| r-C|x |—t(|x|)

Soit e = {x ¢ R®! | ¢]x°| + t(|x]) <r}; si K est un compact \

de 2 Je > 0 tel que VxekR r- C|x0[—t(|x|) > e, donc

H A
‘HHK =< > AK =z tels que Yx € K
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B o]
Sa(X) < AK(HK) X Mla'

On a donc bien Y = z Y? x (fj o) e Cm(QO, {Mp}) : puisque
j=
o . . B .
fj(x Yy =0 si x. <0, onabien Y(x) =0 si §x)<0.

. B
Enfin YB(XO, 0, x'") = Yo(xo, 0, x'") x fo(xo) = fo(xo),

donc ne s'annule pas identiquement sur aucun voisinage de O.

§ 3 - Sclutions nulles wltra-distributions.
On suppose que la suite {Mp}pzo , vérifie {M.0., M.1., M.2.,
M.3.}.
1°) Choix de fa suite fj .
1 2371 1 1
On pose & (z) =— , 0, (z) —_— [iog z - (1 +—=+ ...+ ———d]
o .
z (- 2 j-1
e .
si 31 et ¢.(z) = ¢( J)(z) = (—1)J 4 i j £-1 , avec:
] o zJ+] ,

log z est une fonction définie sur le domaine de Riemann D
={ze¢*:argze]—6,2n+6[,6>0}

Toutes les fonctioms Qj sont holomorphes sur D et vérifient :

Viez o =09,
I 3 i-!

Remarquons, car ce sera utile par la suite, que la fonction
z vv> z log z est bornée sur {ze D : |z| < R} , car :
|z log z| —> 0 quand |z| > 0 (puisque arg z reste borné dans D),
on a ; pour j > 2, |z| £r

Ly
2 [z 1og z| + |z] G- 1)]
(3-D! G-2)!

2
|<I>j(Z)I < lz| 7"



- 54 -

On pose :
‘ 1
§.(z) = = — P(D) (2.)(z)
J 27i J
oi : P(D) est l'opérateur ultra-différentiel de classe (Mp)p :

o M

P(D) = T (1 -i—B
p=1 M

p-!
Les fonctions ¢j sont holomorphes sur 0, il en est donc de méme
pour ﬂj , et il existe B' >0, L' > 0 telles que :

si zeC s lz] s et A< |z| , on a:

* 1
1.(2)| = —L-lP(D)(Q.)(z)I < B' e (L2/2) sup |9, (w)]
] 27 J w-z|=r I
j-2
iglELl——— M (car |w| < |z] + A <2 |z])

Si j 22 : su |o. (W) | s
w—zT=A J

(3=2)!
. *
donc s1 z e € |z| £r ona:

2]z M@/

VA < |z]  |4.(2)] s (B'M)
] (3-2)!

* . . . P .
M étant semli-continue inférieurement sur .]O , + w[. et crolssante,
on aura donc : pour ze € , |z| s, j > 2:

2lzI7? w*w/lz))

[9.(z)] < B'M
1 (G-2)!

2°) Solutions nulles wltna-distributions de classe (Mp).

On va démontrer le théoréme suivant :
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Théonéme 3.- Soit X wune variété analytique réelle, de
dimension (n+l), h un opérateur différentiel matriciel sur X
d'ordre t, S une hypersurface analytique de X, réguliére en a,
caractéristique pour h,
Si h et S vérifient les hypothéses du théoréme 1, il existe
.. ' m .
Qo voisinage ouvert de a et Y € [P (Qo, (Mpi] , solution nulle de h,

pour S en a, pour toute suite {Mp} vérifie {M.0., M.1., M.2., M.3}.
L

La démonstration de ce thor@me est identique a celle de Eﬂ,

on la redonne ici pour faciliter la compréhension de 1l'ensemble.

On suppose encore ¥(x) = x° , a=(0,...,0) ona

d'aprés le chap. II :

. .
VB € {1,...,m} Y?(x) << Cl c? —~——J4——e:T- avec t(x) = x°+px]+x2+...+xn
I -t (x)] ]

pour r,p et C convenables.

La fonction Y? se prolonge donc en une fonction holomorphe

sur D = {ze¢ ¢n+l : lzol +p lz]l + |22| + ... F lzn| <r}, etce

prolongement y? vérifie :

B i 3t
y.(z) << C, C' —— 0o
3 1 [r-t(z)JJ+l
on aura donc, si t(]z]) < r : (on note |z] = (|z0|,|z]|,..., |znl)
Iy3 )| s ¢, of —L—
. b Geed2 DI

Ainsi : si z e D ﬁ[(ll* X Cn] alors :
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: T 2,077 w12
| z y.(z) ﬁ.(zo)l < z C] cd 1 =T X B'M) —2 e z
j=2 J j=2 [e-t(|z])]? (3-2)!
C C2 B'M © (o] j-2 M* ' o
1 : ) ey
- — (1] [i%&li_l_] iG-1y e & /12"
[e-c(]z])] i=2 Lr-e(|z])
. v n o
Si on suppose que z e @ = {z e (CR) x € / 2¢|z”| + t(|z]) < r}
alors :
2 :
o C, C" B'M * 0
) y?(Z) 9,M] < 1 — 2 st /2"
j=2 [r-t(]z])] [1-2c|zo|/r—t([z|)]
2
2 ¢, CTB'M
= l eM*(L'/lZO‘)
[r-2¢|2°|-e(|2 )]
Soit QO = {xe Rn+] | 2c IXOI + t(|x|) < r} et T un cdne ouvert convexe
de Rn+l défini par
r={ye R [ v° > w(|y]| + ...+ [ynl) (w € Rt)
Soit K un compact de QO; 35 > 0 tel que
Vx e K r - 2¢ |x°] - t(|x|) > 2e

v - 20 |2°] - edle]) »

%

x 2¢ - 2¢ |y°] - e(|y])

Z

On impose 2C |yo| +.t(|y|) <€

On aura donc

r - 2C |zo| - t(lz]) = €

r - 2¢ |x°] - e(|x]) - 2¢ |¥°] - «(|yD
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D'autre part |z0|a lyol > m('yll + .. F ]ynl)
1 1 1
Hyll = 1%+ Iy L+ e+ 1 51 a e 1201
w w
On aura donc, si xe K, yeT, |lyll sea

*
A syl

lyB(x+iy)| < 3
: (e)

avec A=2 C] C2 B'M et L= (911) x L'

w

On en déduit, comme dans [3], que la valeur au bord :

yB(x +iTo) = Z Y?(x) [w-(xo + 10) ~ g@.(xO - io)]
550 3 ] j
= T Yo x £.(0(x)
20 3 i
avec : fj(r) = wj(r+io) - ﬂj(r—io) , est dans D' (Qo , (Mp))

et que c'est une solution nulle pour h, relativement & S, au voisinage

de a.
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CHAPITRE 1V

A PROPOS DE LA CONDITION (L}) S

§ 1 - Une autre forme des conditions du chapitre 1.

Rappelons les hypothéses du chapitre I.

H.1.) a) det H = (H')% ®"

b) S caractéristique totale simple pour H' au voisinage

de a, et S non caractéristique em a pour H" .

H.2,) La matrice H(a ; grad ﬂ(a)) est de rang (m-1) (on suppose

1 . )
que c'est Al(a, grad {(a)) qui est non nul).

1 1o, A B *A B _ o ' nA: '
L) a (%m0 A + Hp A - 0"H' 5 W' B 8] =0  [H]

On se propose dans ce paragraphe de donner une forme équivalente de
ces conditions faisant intervenir la notion d'opérateur bien décomposable

au sens de De Paris. Cette &quivalence sera utile dans d'autres travaux.

Déginition.~ Soit h un opérateur différentiel tel que

H.O. det(H) n'est pas identiquement nul et s'écrit sous la forme

)2

(H')2 H" avec H' et H" polynomiaux en &, 3 coefficients

analytiques au voisinage de a.

. C
D.O.)2 a) H C, D dans {l,...,m} et des opérateurs a, pour

B ..
Ae {1,...,m} et ay pour B e {1,...,m }, de symboles primcipaux

respectifs Ag et Ag tels que

e e e i 2 Y S, e S il S e o S S S o M

(*) C'est J.C. De Paris qui m'a communiqué les résultats de ce chapitre.
Je le remercie de m'avoir permis de les inclure dans ma thése.
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_C.A B
k = N hB ay
soit bien décomposable par rapport 4 H' avec multiplicité 2, c'est-a-
dire qu'il existe Ko , Kl et KZ opérateurs différentiels tels que

1y2 '
k=L ()" + £ h' + £,

avec ( ord(k - zo(h')z) < (2m-1) t

ord(k - lo(h')2 - El h') < (2m-1) t-!

et L pas divisible par H'’

b) S est réguliére en a pour cette décomposition,
c'est-d3-dire que S n'est pas caractéristique en a pour ZO , et est

caractéristique totale simple pour H' .

On peut é&videmment supposer que C =D =1
Proposition 3.- Si h vérifie (H.O.)2 , ona:
(0.0.), <==> (H.1.) - (H.2.) - (L))
Preuve : Supposons que h vérifie (H.1.) - (H.2.) - (L:)
ona k=a bhal donc K=alH)AP A E @,

1 .
Al(a, grad J(a)) # 0 et H"(a, grad ¥(a)) # 0 , donc si KO est un
opérateur différentiel de symbole principal L0 = A: H" , S n'est pas
caractéristique en a pour Ko , ce qui démontre (D.O.)2 b, et

L, n'est pas divisible par H'.

On a, pour un tel KO

ord(k - zo(h')z) < (2m-1) ¢
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On cherche maintenant la partie principale de k - ﬂo(h')2
on a besoin d'abord de la partie homogéne d'ordre (2m~1) t-1 de k ,
modulo H'
* * 1 A B* 1 _ A B/* I.* _A &, 1 A B

(k)" =K —.(aA hya)) = AA(hB a + (aA) Hy A + 3 Ay aa(HB A

_ A oA

= 4, [15D" + B A7 + o%H] 2 A7) [a']

- B A

= 4, (0% 5 A% + w3 ] Ed
On a besoin ensuite de la partie homogéne d'ordre (2m-1) t-1 de
Ko(h')z, modulo H'

12*__ * '2 ,2*: ' 1y F Aoy ' Y
€ Y™ = )" @)+ L[] =L Eawn” + % s w] [B]
_ 1 o
= A H" O°H' 3 H' KAl
On a donc le symbole principal de k =- Eo(h')2 qui est égal, modulo H',
a
I o A B *A TR 1
a, DH) o a% + w2 A - Al wY o%H 5 H

la condition (L:) implique 1'existence de A tel que ce polyndme

soit égal & AH'. On peut donc trouver L

1

H'. si £

de soit égal a Ll . 1

122
k - Ko(h )

de symbole L, , on a alors

1

2
ord(k - Ko(h )

et par conséquent k est bien décomposable par rapport

multiplicité 2 , ce qui démontre (D.O.)2 a .

- Zl h') < (2m-1) t - 1

tel que le symbole principal

est opérateur différentiel

a H' avec
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Supposons maintenant que h vérifie (D.O.)2

ona K=a Ko AP = AL 6% det(n) = Aj det(m) = A} B"(H') (d'aprés (H.0.),)

D'autre part K = LO(H') , donc L = A: H" .
Comme Lo(a, grad Jca)) # 0 (d'apras (D.O.)2 - b) on a bien

S non caractéristique pour H" et A](a, grad ¥(a)) # 0 , donc (H.1.)
4 1

et (H.2.) sont vérifiées.

D'autre part le symbole principal de (k - Ko(h')z) qui est

égal, modulo H' &

I oA, (B, % By _ 1 oo, o oo
a, Mg 0 A7 + H AT - A H' 3TH' 3 .H

P . .. 1
est divisible par H' , ce qui donne la condition (L]).

§ 2 - Intenprétation de £'opérateur différentiel Rz'
On a vu dans le chap. I que les coefficients de distorsion
Y; étaient déterminés par 1'intégration d'une équation aux dérivées

partielles d'ordre 2

|
Y.
2173
R {,\,—']=Q.
A: J+2
e
A, 1,e, ,C,1 D . ™l ,A,2 "B
avec R = AA HB,@ ( Xl —20) HD e A + A HB,@ Al
1

. 2 .
Il est tentant d'essayer d'exprimer R~ en fonction

de K; on a AA Hg = 6; H"(H')2 et par conséquent
; hg ; h"(h')2 = m; avec ord(mé) < mt-1
de méme Hg A? ? H"(H')2 et par conséquent
hg a? - 6? h"(h')2 = E? avec ord(ﬂ?) < mt-1
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par conséquen

- 62 -

On a donc
on a aussi

[a] .l’
hed
3
L A Y
—= =] o
— o
- N — p
[ (8} 2]
= ‘S g HES
QA L= < — T M
— I ) @ —(m
"o e 1 [{ ] < e o=
a — o< o< ] jau] 9] i
=< Awwm: > + S ]
»P%HD [ AR | PR o~ 19 ..nw
=fo='- < — P W o<
S o I A S
‘S T > = ® & § =
(i — — - - — M © 3] A
- I.AMC & i ,,na.. __
o)== | L= o + Y
o<t < o =
—_—< + i _—— o )
~ ey — ® o & °©
- —||— ~n p.m ~~ £
(M - - [+] M o~ ) -
I + -t + K= 7] g o<
_—< — < + o~ = mh.l M o—_m
P " n o~
—_O a — N o E FE o=
<€ ~C o w e ] 8]
+ oA < T a-~ 5 9 8
Sm : = © o
S 1S) B < § «—~ ©
EPal R r | (i I.IM& a2 =
o< [ : —_ <
M&B —(m —_(m laA + ﬁ © %
i o= o= (] 2 v o .u
. 1 + + o ol
M - K] 4 g —
o ] (L —~ QD — L] ~ o o, e
=] o I = o c
(0] M - < m =] ] - +J [}
=} o<t (MO [{-=138} £ m o~ — 3
o o ol = A e - - = =] o
,w NS .MAI o< MNW o< laA ] % ,w =] ,%
a < M o (9] =}
o} = —(/m —( I [} 9} [J] [s}
] o= e= i~ > 3]
—_ < A4 — ©
9] o< [ 1 o 9]
(3] o 3]
a, 1 i ] o M o] o,
fu] o~ =] =2 -
o (% o =] 0 )
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<
o 1
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)
o
-
=] 0
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on trouve donc :

(g2l )

— | ot
nqu

l’ﬂ.ﬂ
o o—
-
(O N
om
Ilw...
—(O
<t
1
-
~
0 —
[
< M
N
~—
1’0‘“
<t
* 5
—
~ N D
<t <¢ M
x
-
—~ — /M
< M <G
- +
- <
< -
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£ -
+ <
(O - (O
Sl el —
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— ——
e <

t

-

et par consequen

- < N D
p%4
+

Mm e~ (D~ (O ~—
o< e o

(MO
< m — — o e~ -
= o< < o<

—_ —( —( 0
o<t o= o=

—

o<
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. 2 _ v B.2 1,1 A B.1 1,2 VA VB
puisque Kﬁ = AA (h )m + A Ay (h B l)& + AA,$ HB A]
v A 1 ,B,1 A,2 B 1,1 . A Bl
= A, [H, A A1 9t Hy A}] + AA,m (hy a])ﬂ
v A,2 \B 1,1 ,,A Bl
= A, [H HBlp +AA’la (hyaDg .

On voit donc que R2 - Ké est un opérateur différentiel d'ordre O.

On peut évidemment se demander si la fonction

V]
A n'est pas identiquement nulle

O)W)

vl NG
Mz Ly

un exemple simple nous montre que ga n'est pas le cas prenons

m= 2 hl = (H')2 , n! = p* , h2 = Q* , h2 = H" avec
1 2 1 2
a%* = doQ* = t-1 , et ¢ non caractéristique en a pour H" p* Q*
(H") 0 i 12
on a alors H = A =H" |, A =1
0 H" 1 12
A A
M, L
1 Nl N
oma M o=alq® , 1tZ=alp* , done 2t-i' P 40
2 1 1 1 | 1
A
i
, 1 .1.A B _ . 1.A ,1,8 C 0D
Si on pose k = a, a, hB a (aA hB) AI,C'(hD al)
1,B 1,B
avec Al c opérateur différentiel de symbole principal Al a , k
b

est d'ordre (3m-2)t

( )A’B<h

g a?) est d'ordre 2(mt-1) + (m-2)t = (3m-2) t-2 ,

1 . e ‘ . -
Comme A, n'est pas divisible par H' , supposer k bien décomposable
< e ae e P \ 1
par rapport & H' avec multiplicité 2 &quivaut a supposer (aA hB al)

bien décomposable par rapport & H' avec multiplicité 2 (si H' est

irréductible).
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Donc dans 1'énoncé de la condition (D.O.)2 on aurait pu

A B

remplacer a: hB a, par cet opérateur k modifié,
1 +A B.o B 1 .
h = =
On a (a B al)ﬂ h l)ﬂ 0 si on suppose (D.O.)2

avec k modifié, donc

2 .1 A B2 1 Ao %¥,B C DI

Kg = A1(ay by apy = (ay bpdg A c(hy apy
Y1LB .

_al 1 A B2 % °1C _nl 02

= £ [a, ny 2Dy —MBTLIJ = &, R

. 2 c s - s a .
C'est donc 1'opérateur K@ associé 3 1'opérateur k modifié qui sert
dans 1'intégration des équations aux dérivées partielles déterminant les
1 ~ .. . 1
Yj. On peut donc énoncer la proposition suivante, ou (D.O.)2 est la

condition du méme type que (D.0.), , mais utilisant 1'opérateur k modifié.
2

Proposition 4.- Si h vérifie (H.O.)2 et si H' est

irréductible, on a
(D.O.); —> (H.1) - (H.2) - (L:)

. . . . 1 ~ . S .
et les coefficients de distrosion Yj sont déterminés par 1'intégration

des équations aux dérivées partielles

2 v
ﬁ A] 9]

j+2

fiI_.*t
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