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CHAPITRE O ----- ----- 

Il s'agit dans ce travail de donner la preuve de l'existence de 

solutions nulles ultradistributions, ou ultradifférentielles, pour un opé- 

rateur différentiel matriciel linéaire analytique h d'ordre t, au voisi- 

nage d'un point a, relativement à une hypersurface caractéristique triple, 

premier cas, selon la classification de J. VAILLANT [19]. 

Le premier chapitre, consiste a détailler les conditions prises, 

par R. BERZIN et J. VAILLANT [l], - pour l'existence de l'onde asymptotique, 

dans ce premier cas triple. 

Ils donnent, d'abord, une condition de Levi (D) suffisante, qui 

exprime que l'opérateur matriciel h composé avec un opérateur a dont la 

matrice caractéristique A est celle des cofacteurs de la matrice caracté- 

ristique de h, soit bien décomposable. La transformation de cette condition 

(D) entraîne des conditions algébriques polynomiales sur h dans une carte 

locale exprimant que l'on peut trouver les parties homogènes de h O a et 

du second membre de (D). Et ce n'est qu'après de très longs calculs qu'on 

arrive à formuler d'une manière invariante ces conditions. 

Le second chapitre, présente, une forme équivalente des conditions 

du chapitre précédent, à l'aide de deux opérateurs bien décomposables au 

sens de J.C. DE PARIS ; l'un matriciel à deux lignes et deux colonnes ; 

qui remplace les hypothèses de localisation, l'autre scalaire qui donne 

l'équivalence avec les conditions algébriques polynomiales sur h obtenues 

de (D). 



Pour la détermination des coefficients de distorsions, nous 

utiliserons la nouvelle forme de conditions. Cette nouvelle forme sera 

utile dans d'autres travaux, déjà en cours. 

Le troisième chapitre propose une généralisation d'une proposi- 

tion de J.C. DE PARIS [ 4 ] ,  au cas matriciel, qui permettra avec la notion 

des majorantes, sous la forme élégante que lui a donnée C. WAGSCHAL [22], 

d'établir certaines majorations sur les coefficients de distorsions. 

La convergence de la solution formelle obtenue s'en déduit 

comme dans un travail de KOMATSU [13], la démonstration est détaillée dans 

[ l l l Y  [31* 

Le cas ou les conditions de Lévi ne sont pas satisfaites sera 

traité dans un autre travail. 



CHAPTTRE 7 ---------- 

UYPOTHESES DE CONSTRUCTlON DE L ' O N D E  

ASYMPTOTTO,UE DANS LE  CAS TRIPLE 1 

n d o n  : J .  V&m;t: e;t R. Betrzin [73 

1 .  N o U o n b  - D é 6 i n L Z i o ~ n .  

Soit X une variété analytique réelle de dimension n+l, soit 

S une hypersurface de X ; a un point de S, et R un voisinage de a 

tel que : 

où 4 est une fonction analytique. On supposera que : S est régulière 

en a ; c'est-à-dire : grad $(a) # 0. 

On note (localement en a) : 

O 1 n O 1 
X = (x ,X y . . . ,  X ) = (x ,X ,XI'), 

les éléments de l'espace cotangent à X seront notés par (x,<). 

On adopte les notations de [l] ; on considère un opérateur diffé- 

rentiel linéaire matriciel : h = 
A 

(h~) I <Agm 
, d'ordre t sur il ,;1 

1 CBém 
La matrice caractéristique de h au sens de "Cauchy-Kowalewski" sera 

notée par : 

I O 
si Ord h;(x,<) < t 

polynôme caractéristique A 
A 

si Ord hB(x,a) = t. 
de hB(x,a) 



On suppose q u ' e l l e  e s t  non dégénérée en  a  ; c 'es t -à -d i re  que : 

( d e t  H) (a ,c )  e s t  non identiquement n u l  en 6. 

On n o t e  par  A l a  matr ice des co fac t eu r s  d ' o rd re  (m-1) de h 

t e l l e  que : 

on é c r i t  dans une c a r t e  l o c a l e  : 

avec : 

A 
e s t  l a  p a r t i e  d ' o rd re  (t-k) de hg(x,a)  cons idéré  comme opéra teur  

d 'o rdre  t .  

E t  : 

où a(x ,a )  e s t  un opéra teur  d i f f é r e n t i e l  l i n é a i r e  de mat r ice  c a r a c t é r i s -  

t i q u e  A. 
% 

On n o t e r a ,  dans t o u t  ce q u i  s u i t ,  par  f ( x )  une fonc t ion  f(x,E,), 

p r i s e  au po in t  (x ,  grad $ (x ) ) .  

Dé&hiXion 1. 7. [5] Un opéra teur  d i f f é r e n t i e l  l i n é a i r e ,  m a t r i c i e l  

p, e s t  d i t  b i en  décomposable par  r appor t  à un f a c t e u r  K ,  avec l a  m u l t i p l i c i t é  

v  s i  e t  seulement s i  : il e x i s t e  des  opéra teurs  l i n é a i r e s  m a t r i c i e l s  'i 

i = O , l . . , v  e t  un opéra teur  s c a l a i r e  k de sympbole p r i n c i p a l  K ,  t e l s  

que : 



2) La matrice caractéristique A de Xo n'est pas divisible 
O 

par K. 

3) Pour tout r & 1 v on a : 

r 
ordre de Lp - 1 < ordre de (pl-r. 

p=o 

Remmyue 1.7. [ 6 ] .  si p est un opérateur différentiel tel que 

K est de multiplicité V dans p. Alors 

v 

P'E Pi 
p bien décomposable par rapport 

<=> { i=O 
r 

à K avec la multiplicité v Ord(p- 1 pp) < Ord p-r. 
p=o 

oh p. est un produit d'opérateurs dont v-i au moins ont pour symbole 
1 

principal K. 

NaA:u&on. si iQ est une fonction cW sur X, f une fonction 

cm, une distribution ou une ultradistribution ; et P un opérateur diffé- 

rentiel linéaire d'ordre sur R. Alors, il existe [5] p+1 opérateurs 

r 
notés par P , d'ordre inférieur ou égal à r, tels que quelle que soit 1D 

w 
Y de classe C sur X, 

On emploiera la convention de sommation d'Einstein : 

si A varie entre 1 et m 
A A 
% V A =  1 % V A  

A=' 1 
n 

si Â varie entre 3 et m 
A Â L VÂ =. 1 a. VA 

Â=3 A 

A A 
si A varie entre 1 et 2 % v - =  i V n  . 

A A=1 



I a) on suppose qu'il existe H',H" analytiques en x, au voisina- 

l ge de a, polynomiaux en 5, tels que : 

Et pour tout x E: R, H'(x,E) est un polynôme irréductible en 5. 

b) S non caractéristique en a pour Hf' c'est-à-dire : 

'L 
Hff(a) f O ( 3 )  

c) S caractéristique totale simple pour H'  c'est-à-dire : 

(hypothèse de localisation) - 

Pour tout x de a, on a, [2] dans l'anneau localisé Ox, de 

celui des polynômes en (n+l) variables par rapport à l'idéal premier 

défini par H' (x, O) 

H(x,-) - 
+x 

I 

On a donc : A divisible par H', on pose : 



Et il existe au moins un cofacteur d'ordre m-2 de H, non 

divisible par H' ; on convient que c'est : , et un élément de la ma- 
12 - 1 

trice B non divisible par Hf. On convient que c'est : B1 

12 
a) A12 non divisible par H' 

a) B' non divisible par H' 
1 

Les hypothèses H.1. b),c), H.2. b) et H.3. b ) ,  nous 

permettent de supposer l'existence d'un voisinage de a, qu'on notera 

Q a 
encore Q, tel qu'on ait pour tout x de Q : ~'(x) = O, (p ( x ) ) ~ ~ ~ ~ ~  # 6, 
r-' - d 

1 
HV(x) # O ,  A: i ( x )  # O ,  et B1(x) #O. 

3 .  C o n u i o n  d e  décompuaL t ion  : Cl-] . 
On dit que h vérifie (D) si et seulement si : il existe un 

opérateur différentiel linéaire matriciel a(x,a) de matrice caractéristique 

A, tel que h O a soit bien décomposable par rapport à H' avec la multi- 

plicité 3 c'est-à-dire, de la définition 1.1. qu'il existe des opérateurs 

différentiels matriciels R ,R R R et un opérateur différentiel scalaire 
O 1, 2'3' 

h' de symbole principal H' tels que : 



L 

avec ord(h O a - 1 Ep(h1) 3-p) <mt-r, pour r c {0,1,2}* 
p=o 

Remarquons que si 
O 

est le symbole principal de Ro on a : 

d'où on tire Lo = Hq ' . I .  

Dé~ivLi/tian 1.2. Soit V un polynôme en 5 à coefficients analy- 

tiques. On dit que deux polynômes en 5 ,  à coefficients analytiques en x, r 
P et Q sont égaux modulo V, et on note P E (2 v si et seulement si 

P-Q est divisible par V, en tant que polynôme en 5, pour tout x dans R. L 
A partir de (D) on explicite certains invariants avec lesquels, 

on donnera les condidions d'existence de l'onde asymptotique. 

On calcule, pour cela, les termes d'ordre mt-1 et mt-2 de 

h O a, ainsi que ceux du second membre de (Il), puis en identifiant on 

obtient ([17], [ l ] )  : 

avec 



r L e m m e  7 . 1 .  s i  h vér i f i e  H . l  a ,  L ( 2 ,  1  ,o. .  .O) 
e t  (D). 

A l o r s  en p o s a n t  : 

I 

2  
P r e u v e  : On a : BH = HB = H". (H1)  .I e t  A  = BH'.  

M u l t i p l i o n s  a lo rs  ( 1 2 )  p a r  B ,  d 'où 

e t  comme : B ~ % . B  = B ~ ~ [ H " ( H ' ) ~ I ]  - H " ( H ' ) ~ ~ ~ B  

OU encore : 

( 1 7 )  s ' éc r i t  : 

E t  de ( 1 8 )  on aura : 

C.Q.F.D.  



- 
Lemme 7 . 2 .  S i  h vér i f ie  H .  l . ,  a ) ,  L ( 2 ,  1  ,o. . .O) e t  (D) . 

I 

E t a b l i s s o n s  certaines f o r m u l e s  q u i  f a c i l i t e n t  l a  preuve de ce 

a) (15) se m e t  sous l a  f o r m e  : 

2 
b) E n  m u l t i p l i a n t  ( 1 3 )  par  (H") on aura : 

E n  e f f e t  ; l e  m e m b r e  de gauche s ' éc r i t  encore à l ' a i d e  d e  a) 

B .HA*X + [H"aBHa ( H " A * - H " ~ % ~ ~ H '  ) - a HaBH1' . ( H " A * - H " ~ ~ B ~ ~ H '  ) + 
B 

B + H ' H " ( H " A * - H " ~ ~ B ~ ~ ) ]  + [a%a a ( a  B ~ ~ H ' ) + +  a a B ~ a  aB ( B . h ' )  + 

+ aaH'a a (BH' )  + H * a a ~ a a ~ ' ] .  

e t  en e f f e c t u a n t  les  calculs  il ne reste  que : 

d'où l a  f o r m u l e  ( 1 9 )  



En effet, il suffit de multiplier (16) par Hl, à gauche et d'uti- 

liser : 

BH = H B =  (H')~. Hl' . 1. 

Preuve du lemme 1.2. 

On note : 

B P rC = Htla Ha - a Ha HI' + H .H" 
P P 

8 = B [3~".~'*1+2aail"acj' .I+L*.H'+L 0 
1- 1 

F = Hl' [aaCLBa B ~ + ~ ~ ) l  

et q = [aaHa a B+H"B-H"aaH'a a H1.l] 

On considère l'expression : 

O €3 O 
I3p [0-A] = B [Hua HaB-3 Ha H"+H~H"] (0-A) 5 B 

O m 0 
? + H"a B.H.3 A - BH .H1'.A + F . 0  B 

2 
(du fait que : BH = HB = (H') .H1'.I.) 

O 
De c) on a : HA = H'H"~ donc : 

O O 
Ha A z -a H.A + H Y ~  a HI B B P 

d'où : 

O e O 2 P 
Bp[O-A] E -H1'[a Ba H+BH'].A + F.O + (H") a BaBH1.n , CH'] B 

donc (16) s'écrit : 

B B [a B~~H+BH*-H"~ H' a 6 H' . I ~ B  O CH'] 



d'où : 
2 8 F.O 5 (Hl') a H ' a  H 1 . 0  8 

O 

On r e m a r q u e  d 'après a) que : 0 = A + H"(AX-aaBaaH' ) . 

O n  a alors  : 

O B B O 
Bp [8-Al Z -Hl1 [a B a  H+BH*-Hua H '  a H '  11 A + 

B B 

2 B + (Hf')  a B a  H 1 . q  + ( ~ ' ' ) ~ a ~ H ' a  H ' .  (A*-aaBaaH') , B B LH11 

On m u l t i p l i e  m a i n t e n a n t  (19) par  B ,  à gauche, d ' o ù  : 

Donc pour avoir  l e  l e m m e  2, il s u f f i t  de m o n t r e r  q u e  : 

6 
a B B a  H' .II + H"aBH' 8 H '  . ( A * - ~ ~ B ~ ~ H ' )  + B [aaHaa(a B a B H t )  + B P 

1 B 
O n a  : J = J + 2aaH"aaH'a  H 1 a g H '  (d 'après ( 1 4 ) ) .  

D ' o ù  : 

1 
8.J + 3 ~ ~ ~ ~ 3 % '  aaH1 . H l X  + B L ~ ~ % '  aaH1 = B J  + 

+ a 4 i 1 a  H I  . e  - B H ' L " ~ % ' ~  H' . a O a 



Donc il suffit de prouver que : 

Remarquons que : 

B B a Ba HI .n  + HV H'a HI. (~'-a$a~.H') - a a ~ l a a ~ l  . e  = B B 

B B O 
= a Ba  HI.^ - a H1.a Hi.n B B (d'après (15)). 

B B B [a ~.n-a ~l.K]a HI = -sa n.a HI 
6 B 

O 

car de (16), on a : Bq = A.H' c'est-à-dire : 

11 suffit donc d'avoir : 

B 1 aB 3 1 ~  -BafiNa HI + B[aa~1a (a B ~ ~ H ' ) + ~  a Ha (BEI') + 8% a,(B.H') + 

B a aB 

+ ~ * a ~ ~ a $ 1 ]  - BJ' z O CH'] (20) 

B B corne : 8 q = a [aa~aaB+~*B-~"aCk' aaH1 . I] . Alors 

B On remplace Ba qaBH1 par son expression dans (20), et en simpli- 
I 

fiant on trouve qu'il suffit d'avoir : 



Or ceci est vrai en effet : de 

On a encore : 

aB P a a B c ~ . ~  + aall.aB~ + aBH.aaB + Ha B E 2H"a H1a%'.l 

On multiplie à gauche par B d'où : 

B [aaBI-l.B+2a%aBB] ôaBH1 E ~BH"~'H' 3%' . 

 où finalement : 

B p%aBB+ aaBH.~-H1'a%' a B ~ '  . I] a a 6 H' I O 

Ce qui achève la preuve du lemme 2. 

On donne maintenant d'autres formulations de (16) et du lemme 1.2, 

à 1' aide d' invariants. 

L m e  7.3. Les matrices suivantes : 

O 0 
définissent des invariants, et on a : BC E DB [HI] . L 

O O A 
Preuve : C est invariante car C = (CB)lrA,Bcm et 
I 

8; = [ h t , b 3  ; (de même pour 5). 



O O 
pour montrer que BC E DB on utilise le fait que : 

r Conndquence. Soit K la matrice sous caractéristique ( [l 11 ) de h, 

I ces matrices sont invariantes, et on a : 
L BR 0 5 SB O 

Preuve : 

Lemme 1.4.  si h vérifie H.1. a, L ( 2 , ,  ,o. . O ) ,  
on posera : 

O O 
L'=BR et LOI = S B  . 

Alors : 

* 1 Preuve : Rappelons [ l l ]  que K = H - - aCl(pH) où p est une 
2P a 

mesure positive sur X. 

1 a 1 O On a donc L0 = B [HX- - a B + BC 
2~ a 

L 
(car BH = HB 3 O ( H ' )  ) .  



o r  a a ( ~ .  B)  = ~ ; H . B  + aaH. a B + aaHaaB + H ~ B .  
a a a 

Ou encore  

2  
e t  comme HB = (H') H 1 ' . I  impl ique que 

Alors  : 

Pour a v o i r  L" , il su££ it  de remarquer que : 

C.Q.F.D. 

Lemme 1.5. s i  h v é r i f i e  H.1. a )  e t  L(2 ,1 ,0 . . .0 ) .  On a : 

LO d i v i s i b l e  p a r  H' <'> d i v i s i b l e  pa r  H '  . 
1  

I 

O 
Preuve : S i  L e s t  d i v i s i b l e  pa r  H '  on a  t r i v i a l e m e n t  : 

d i v i s i b l e  p a r  H l  ; pour l a  r é c ip roque  il s u f f i t  d e  prouver  l a  r e l a t i o n  : 

1  
e t  de remarquer que B I  n ' e s t  pa s  d i v i s i b l e  p a r  H ' ,  ( ~ ~ 2 , 1 , 0 , ~ ~ ~ , ~  > e t  

que H' e s t  i r r é d u c t i b l e .  



Montrons (m), on a : OC = B' BC RE et de l'identité de 
B1 D 1 E D  

Jacobi : 

1 OC - BCBlaE 1 OC - C 01 
B I L ~ =  1 E D  

[H'] donc BIL = BIL 

- O' ' = EIBFB1 et de l'identité de D'autre part : L B = L D 1 DB1 F D l  

Jacobi on a : 

01 1 - O1 F 1 01 1 = 0 1 - 01 1 L B = S B B  D l  F 1 D  [H'] donc L B - L  B = L  B D 1 1 D 1 D 

1 1 o C =  C l o l =  C l o l =  1 C o l  B B L  - B B L  - B B L  D'os alors : BIBIL - 1 D  1 1 D  1 

l 1 oc - C 01 c'est-à-dire BIL = BDL LH'l 

C.Q.F.D. 

NoR:&an. si h vérifie H.1. a), L~t,l,O...O)y L 5 O [Hf] 

On pose : 
0 0 

0 SBR M = -  
H ' (2  1) 

On effet on vérifie d'abo~d que : 



O 

h a :  R = K B + i C  d o n c :  

2 
mais a a ( p ~ ) . ~  = p a % ; l . ~  + aaP.a%.B e t  de HB = ( H l )  .H" . I  on a : 

donc 

2 3 . 8  E 2 a o k l a a ~ f  .H~!.I - a%a a B - azaa~ - ~ 3 %  a 

Ainsi  d e  (*) on a : 

O 0 
O O 

comme M = -gr , donc en r e m p l a ~ a n t  R par  son express ion  ( 2 2 ) ,  e t  en 

2 
remarquant que BH E O [(H') 1 a l o r s  : 

C.Q.F.D. 



Lemme 1.6. s i  h v é r i f i e  H. 1 .  a ) ,  L(2, e t  LO E O [HI], 

1 a l o r s  

En e f f e t  : de l ' i d e n t i t é  de Jacob i  : 

donc A 1 OB P D B  B R 
l o g -  A 1 B C O D 1 A R B s H 1 ,  

B1 - H ' + S ~ A 1  B C 

comme 

- 
H ' H ' (Lemme 1 .4 )  

e t  puisque L t O  z - O 
A l  o r s  

D ' O Ù  l e  r é s u l t a t .  

C.Q.F.D. 

Lemme 1 . 7 .  S i  h v é r i f i e  H . 1 .  a ) ,  L (2,  1 , O . .  .O) 
e t  L0 5 O CH'], 

Alors : 



En e f f e t  : on a ,  d ' ap rè s  l e  lemme 1 .6  : 

1' i d e n t i t é  e n t r e  co fac t eu r s ,  [ 1 ] : 

e t  
1 1 

A = B H '  donnent l e  r é s u l t a t .  1 1 

Tntroduisons maintenant l e s  ma t r i ce s  l i g n e  e t  colonne : 

avec c e s  no ta t ions  on a donc : 

tmme 7 .  b. s i  h v é r i f i e  H. 1 a )  e t  1 
(2,  1 ,o.. .O) 

I A l  o rs  

En e f f e t  : de (22) on a : 

1 2  B -  
or A! . H E =  O EH'] d 'où l e  r é s u l t a t .  

D 
De même pour Q . 



Lemme 1.9. s i  h vér i f ie  H .  1  a) e t  L ( 2 , l  ,o.. .O) 

A l o r s  : 

P r e u v e  : M o n t r o n s  l a  d e u x i è m e  r e l a t i o n ,  l a  p r e m i è r e  se d é m o n t r e  

de l a  même m a n i è r e .  

Du l e m m e  1.8 on a : 

O n  peu t  s u p p o s e r  D  # 1  (s inon l a  r e l a t i on  es t  t r iv ia le )  e t  é v i d e m m e n t  

A # l  ; o n a :  

D ' o ù  : 

O n  a donc : 

E n  r epor t an t  dans l ' équa t ion  p r é c é d e n t e ,  on trouve : 

1  D  
B I Q  . ( B ~ B ' H * ~  + a a ( ~ P ~ y ) a a A  + A:;.H1'.a%' . a  HF - 

1 F  A  a A  

D  1A l A  - l % f a  H' . H I ' . I ~ . A ~ ~  - aaB: . B ~ a a H A ) A 1 2  1  a a CH'] 

1  D  - D  1 *F + , $ l a ,  1, l a D  a l  D  F 1 A +  
B I Q  = B ~ [ B ~ H  A F a A  l 1 2  A + ( ~ ~ a  B~ . B ~ ) ~ $ ~ . A ~ ~  

1 a 1  D + A ~ ~ . H " . a O k l a a H ~ . A ~ ~  - B l a  H ' a  a H'  . H W . A l 2  



F 1 A -  
B:$ E B ~ [ B ~ A  + aaB1a F a A  HF]A:2 + A:$4"a%'aaHA.Al 

1 a D  a 1  D F A I A  - B:a%'a a H'.H''.A'~ 12 - BI-2 BlaaBF)HA. [lH' 1 

car 

B ~ H ~  = 6%'' (HI ) 
2 D F -  D F 

F A 
implique -B F a A  2 H = aaBF.HA 

et 

F 1A l A E A:;aa(HAAl2) A;iaaH; Al 

donc : 

F 1A - 1 D BDIBIH*F + a'B1a HF]~lA + A:~H"~%'~~(H~A~~) 
lQ 1 F A  F a A  12 

et comme : 

on en déduit alors que : 

C.Q.F.D. 

0 1 
Cou.béquence. B: 8 z M ~ B  

12 l0D D 
En effet de (23) : A12BlMC ? Q P ~ H "  



et du lemme 1.9, on a : 

d'où : 

12 1 3 0 D =  1 D  1 
A (B ) MC - H"Q BIPIBC 12 1 

1 1 D  - H"Q P B B 1 1 C  

12 101 1 D - A  B M B B  
1 2 1 1 1 C  

- 12 1 201 D 
= Al2(Bl) MIBC 

D é @ X o n  7.3. On dira que h vérifie 01 01 (L I-M1), si et 

1 seulement si : 

C.Q.F.D. 

(L':) : Lol est divisible par H' . 1 

0 1 0 1 
(Ml) : Ml est divisible par Hf 

CHf9 

[H'] (Jacobi) 

[H'] (de 23) 

b'l 

Conhéyuence. Si h vérifie H.1. a), 
52,1 ,o.. .O) et (D) 

0 1 alors des lemmes 1.1 et 1.2 on a : h vérifie (LO:) et (Ml). 

Nous allons maintenant remplacer la condition ( )  par une 

O 1 condition sur le produit de deux autres invariants, qui donnera avec (L 1) 

les conditions d'existence de l'onde asymptotique. 

Pour cela' on copsidère les notations : Cl81 , [3]. l 

Un indice surbarré varie entre 1 et v et un indice chapeauté 

entre V + I  et m. 



Pour v = 2, on n o t e  : 

On omettra  dans l a  s u i t e  l e  s igne  lL . 
E= 1 

Preuve : Montrons 1) (car  2 s e  v é r i f i e  de  l a  même manière.)  

- 
pour F = F t r i v i a l e .  

Montrons a l o r s  pour F = $. On a de Cl 81 , 131 : 

où 6q e s t  l e  symbole de Kronecker. 
P 

(23 b i s )  



- - 
e t  AG . HA = O ( i . e )  

c Â  G A  
A:HA + A-H, = O . 

A B A B  A B  

~ u l t i p l i o n s  par  A' ( co fac t eu r  d ' o r d r e  m-3 de H) on aura  : 
1 2 $  

- 
d'où A! Al2 = AG A1 d 'où 1) .  

F 12 A A-1 F 

3) e t  4 )  son t  t r i v i a l e s  pour (F,;) = (1'2) ou ( 2 , l )  e t  donnent 1' iden- 

t i t é  de Jacobi  s i  (F,E) = (1,l) ou (2'2) 

NoAaLion. [l], [18]. S i  h v é r i f i e  Hl e t  L 2,1,0 ... O'  on pose : 

AE-l E+l 

E 4- = (-1) 
(E+G) E-1 E+1 

G H '  . A  
12 
12 

CannEyuence du lemme 2.70. e t  de (2) e t  (6)  on a  : 

NoAaLion. On posera  dans une c a r t e  l o c a l e  a r b i t r a i r e  



lemme 7 . 7 7 .  S i  h v é r i f i e  ( H 2 ) .  A l o r s  : 

- - - 
1 2  AD-l B 2  ,D-1 B ,D-1 B - A- 

X A  = A-l F 2  + - - 1 2  2  1 2  
A 1 2  2  2  1 2  2  

e t  e s t  un inva r i an t .  

Preuve : Remarquons qul on a [18] , [3] : 

Remarquons en p lus  que : 

- - 

A-1 F & F  = & A  
1 2  - - 

A . ,  D D 

En e f f e t  : 

2-1 s 
- 

= H A - - ,#' - H '  (d 'après ( 2 6 ) ) .  
B A l 2  D 

1 2  



AI 
2 

AI 
2 ,O-1 B 

Donc : p a %< = p  
A-1 F  &F = A-1 F  (P $1 1 2  - - 

l 2  D 
12 12 

D ,12 2 :! 

- -- 

donc aa (p  4 A H' ) = 
A - l ~ a  F 1 2  

12 a (p  ~ g )  et par conséquent : 
D 2 A:: 

Remarquons encore que : 



D'où finalement, d'après les notations précédentes : 

1 F F *' - - aa(p~B) = Kg) . D'où le iémme I. 1 1  (puisque : H Zp a 

- 
L'  invariance de % provient du lemme suivant : 

D 

Lerne 1.12. Soit p,p',q,ql des opérateurs différentiels de sym- 

boles principaux respectifs P,P1,Q,()'. 

a P P' P a P' 
Alors l'expression : a (-3 ( ) - a (-1 a ) est un invariant 

Q a Q  a Q Q 
m 

(défini sur le complémentaire dans T (X) de la réunion des variétés 

l caractéristiques de p et q). 
L 

En effet on a : 



où on note a(r) le symbole principal de l'opérateur r. On a donc bien 

a P P ' P a P' 
( )  a ( )  - a (-1 3 ( )  qui est un invariant. 

a Q a Q (Z 

- - - - 
" C 

No.tation. X - = B C ~ A  a A +L(a%'a d A  - 3 H'a b-)] et est donc 
D A D  a - D a D 

un invariant d'après le lemme 1.12. 

A - c = BCvi - a a 3  A a Lemme 1.73. On a :%-  - - - 
D A D  

- a 
D 

En effet : 

d'où on tire : 

Donc on a : 

- A 
et comme : BC - c% - E O [HI] (d'après 25). D'où le lemme 1.13. 

A D 



et est donc un invariant d'après le lemme 1.12. 

Lemme 1.14. ün a : 

se démontre comme le lemme 1.13. 

Lemme 1.15. si h vérifie Hl a) et . O n a :  
C__ L(2,1,0,. ..O) 

d'où : 

Preuve : Du lemme 1.4, on a : 

il suffit de vérifier que : 

Remplaçons %JI'' - par son expression d'où : 
D 



O r  du l e m e  1.10 ( 1) e t  2))  e t  en tenant  compte que A = BH' on déduit : 

Reste donc à v é r i f i e r  que : 

ûn a encore du l e m e  1.10 ( 2) ) e t  A = B H '  : 

Reste encore à v é r i f i e r  que : 

D'où : - - 
*D-1 B ,D-1 B 

C.Q.F.D. 



" 1  D -  1 " A  
Lemme I. 16. Loi B = 8- 3 

D 1 . A  1 

En ef fet  du lemme 1.15 on a : 

or du lemme 1.13, on a : 

Donc : 

C.Q.F.D. 

Lemme 7 . 1 1 .  

En e f fe t  du lemme 1 . 8 ,  on a : 



On a encore : 

de ( 2 6 )  on déduit : 

et remarquons encore que H: A:; = O d'où : 

S i  A  f 1  on a B ~ H ;  = O, donc - 3 % ' ~ ~  = Bia%:, et par conséquent 
B  B  

D'où en utilisant 1 )  du lemme 1 . 1 0  : 

et des notations précédentes : 

1 -  1 2 " l  
et du lemme 1.13 on a : Q = A 1 2 %  

2  

C.Q.F.D. 



P i 3; [H'] se démontre de la même manière. 
1 12 

PhopohiZion 1.1. Si LO est divisible par H' , alors : 

4 v 
O 
M divisible par H' <=> X1 divisible par H' 2 

II - O1 divisble par H' . <=' 

12 10D - D 
On a (23) : A12 B I  MC = Q PC H" [H'] donc d'après la consé- 

quence du lemme 1.9. 

d'où d'après le lemme 1.17 : 

La proposition en résulte puisque H' est irréductible et que 

A:; et B: ne sont pas divisible par H' . 

CokzAé~ukZnckZ. De la proposition 1.1 et le leme 1.5 résulte l'équi- 

valence suivante : 

L A \r 
0 1 O 1 

(LO:) et (M~) <=> (L I )  et 3 3: divisible par H' . 

On démontre dans [1] l'existence de l'onde asymptotique avec les 

hypothèses : - v 

Hly H2.b)9 H3.b), L(î,lyO y..., (Loi) et 2: 5 O [H']. 

/;II 
si k: E O [FI' ] , on supposera en plus que X (a) # O). 

Dans le chapitre II, on obtient des hypothèses équivalentes, avec 

lesquelles on donnera une nouvelle démonstration de ce résultat. 



C H A P I T R E  11 ----------- 

RESOLUTTON FORMEL1 E 

On donne dans un premier paragraphe une forme équivalente des 

hypothèses : H l  b), L(2, H3, (LO: , O 1 
(Ml) du chapitre 1 ; 

3 l'aide d'opérateur bien décomposables au sens de J.C. De Paris. 

7 . N a u v e L l a  hypo;thès G . 
Soit h un opérateur différentiel matriciel vérifiant : 

[HI, a) et c)], [ ~ 2  a)]. On définit la condition .3 1 par 

I de symboles principaux respectifs : 

est bien décomposable par rapport à H' avec la multiplicité 1 .  



b) C ' e s t  une hypothèse de r é g u l a r i t é  de S par r appor t  à l a  

décomposition de q. 

S i  ho e s t  t e l  que : Q = h O H '  03 Q e s t  l a  ma t r i ce  carac té -  

r i s t i q u e  de q. 

A l  o r s  

I 

On convient que : un i n d i c e  chapeauté v a r i e  e n t r e  3 e t  m ,  e t  un i n d i c e  

su rba r r é  e n t r e  1 e t  2 .  

On n o t e r a  par  A l a  ma t r i ce  2  l i g n e s  2  colonnes : 

Co~équence  1 2 . 7 .  S o i t  h un opéra teur  d i f f é r e n t i e l  l i n é a i r e  

m a t r i c i e l  v é r i f i a n t  : Hl a ) ,  H2 a ) .  

Alors : 

E n e f f e t :  puisque A' 2 B = 0  s i  B = B  ou C = E  e t  1 2 C  

- 
1 2  A 1 2 B  C 6-1 E = O  d t o 3  l A 5-1 B Al  2  

donc A- H A 
H E A I  2 

- 
F - 1 ~  B 1 2 c  D F - I A  H ~ A 1  2  1 2  

- 
F 1 2  2  ~ + i j  A ~ - l  D+I  

pa r  s u i t e  : (2- = (A (-1) 
D 1 2  F-1 F + l  



\A; 
D'où le résultat du fait que A: et - H ' ne sont pas divisible 

par H' et que H' est irréductible. 

- A  - 
1) ordre de (a hf a' hC aD-' E, < (3m-5) t-2 

F-1A B 1 2 C  E 1 2 

A 

2) ordre de (a - 1 2 h A  a 1 2 B hC .D-1 E 
) < (3m-5)t-2 

F-lA B 1 2 ;  E 1 2 

- 
4) ordre de (a - * 2 ~ A  a 1 2 B h C  a D-l E, S (3m-5)t-1 

F-lA B 1 2 C  E 1 2 

l 2 h A  a 1 2  i hC aD-l E S -  1 2 HAA*l 2 B HE *5-1 E 
et (a- > - A- - - 

F-1 A B 1 2 C E  1 2 F-lA B 1 2 C  E 1 2 

2 
5 O CH' 1 (de la conséquence II. 1 si h vérifie c@ 1). 

Lemme 11.7. Soit h un opérateur différentiel matriciel liqéaire 

1 véfifiant : Hl a), HZ a) et H3 a). 

Alors 

Preuve : (<=) évident 

(=>) du lemme 1.10. 1) et 2) on a : 



de même 

et de l'identité de Jacobi 

A 1 A ~ l l ~ ' )  ceci implique que A A - = O  [H'] 
donc B: A; = H'(B B + Al 1 B B 

car B: n'est pas divisible par H' , et H' irréductible. 

C.Q.F.D. 

P & o p o b a o n  11.1. Si h vérifie : Hl a). 

Alors : 

I 

Preuve : (Remarquons que implique 1' existence d'au 
52,l ,O,.. . ,O) 

moins un cofacteur d'ordre m-2 de H, non divisible par H' ; on convient 

que c'est et un cofacteur d'ordre m-1 de H non divisible par 
2, 

2 
(Hf) on convient que c' est A:). 

or du lemme 11.1 ceci est encore équivalent à : 

Mais de la conséquence 11.1, ceci est aussi équivalent à : 

1 a et H2. a. d'où 1 ) 

2) Il suffit de remarquer que 1 : 

C.Q.F.D. 



1 îIé~.in.iZion. Si h vérifie : Hl. a, c, H2. a, 9 1. a., on définit 
l 

1 la condition suivante 

rm a) Il existe des opérateurs différentiels linéaires : 

de symboles principaux respectifs 

tels que l'opérateur scalaire : 

L b) S régulière en a, pour cette décomposition. 

l est Cornéyuence 11.2. Si R est d'ordre T, alors b- q q- b 
F 2 D 1  1 d'ordre inférieur ou égal à T-2. 

En effet : Les hypothèses de la conséquence 11.1 sont réalisées 
- 

donc il existe B telle que A = B Hf, d'autre part on a : 

Donc du lemme 1.10, 3) et 4 )  on a : 

d'où le résultat. 



PkOpUhktion 1 1 . 2 .  S i  h  v é r i f i e  : Hl a ) ,  H2. a )  e t  d 1  ; a )  . 
Alors : 

1) a 2. b )  <=> H3. b ) ,  H2. b ) ,  Hl. C )  

I 

Preuve : 

1) D 'après  l a  conséquence 11.2, l a  p a r t i e  p r i n c i p a l e  d e  R e s t  : 

l H " ( H ' ) 2 6 F ( ~ 1  2 ) 2  A' ( d ' ap r è s  lemme 1.10. 4 ) )  L = B - ( A  ) A 
F 1 2  1 2  1 1 2  1 

1  2  1  2 )5  H " ( H ' ) ~  1  
L = (B ) (A ( c a r  A: = B ~  H I )  d ' où  1 ) .  

1  1 2  

2) De 2@ 2. a )  l a  p a r t i e  p r i n c i p a l e  de ! ? , -~~ (h ' )~ ,  c ' e s t - a -d i r e  

2  
~ * - ( ~ ~ ( h ' ) ~ ) *  es t  d i v i s i b l e  p a r  (H') . O r  de  l a  conséquence 11.2 on a  : 

1 F D  1 2 2  
L* = (b- q- b o  ( a  0 a ' )*  

F D I  1 2  1  

1  F D x  i F D  1 2 2 1  = (b  b  ) Al A' + a a ( ~ - q - ~  a [(A 1 A ] [ ( H ' I ~ I  - 
F E 1  1 2  1  F D ~  1 2  1 

c a r  : 

1 2 3  1  l F D =  (A ) B H"(Hvl2 B- Q- 
F D 1  1 2  1  

on a a u s s i  : 



D'où alors : 
l 

et puisque : 

car ho = (B~)~(AI 2)5H" (de 1) ). 
1 1 2  

3 % -  
ûn a donc : - A 0 h 1  ) ) = O [(H' ) 2] équivalent à : 

1 
qui est encore équivalent, puisque A' et B ne sont pas divisibles 

1 2  1 
par H\ à à: 

i F D *  1 2 3 1 , , a ,  
[(b-q-b ) - (A ) B H a H aaH1] = O 

F D l  1 2  1 

D'autre part, on a d'après la remarque 11.1 : 

F D l  F F-1 A B 1 2  1 2 1  



(d'après Lemme 1.10 1) et 2) ) 

1 A B -  a l A B -  
(car B 3% B = -a B H B = O rH1]). 

A B 1  A B  1 

3 x 2 
D'OÙ L* - (h0(h1) ) 5 O [(H') ] est équivalent à : 

A - l *A + a%Aa gB - ~ ~ ~ a " ~ < a  ~'s,] = O  BA[^ B ~ I   al a 

car A' n'est pas divisible par H', et H' irréductible c'est-à-dire 1 2  

Remarquons que de (31) et (32) l'opérateur b!qfbD est bien 
F D  1 

décomposable par rapport à H' avec la multiplicité 2. Puisque 
12)2 1 

(al 2 al 

l'est aussi avec la multiplicité 1. Alors, d'après la remarque 1.1, l'opéra- 

i F E  1 2 2  1 
teur composé : b - q - b O (a ) O a le sera également avec 'ha multiplici- 

F D l  1 2  1 

On en déduit alors, d'après la conséquence 11.2 que la partie 

i F 2 D  i F D  1 2 2  
principale d'ordre T-2 de b q q b = b-q-b O (a ) O a' - R est 

5 2 6 1  F D I  1 2  
1 

divisible par H' (car R est bien décomposable par rapport à H' avec 

multiplicité 3). Or cette partie principale d'ordre T-2 est : 

I = ():BE = O d'après (29) et (30) ) .  (car B-Q 
F 2  D l  

On a : 



et du lemme 1.10. 

1 2A1 B 1 BAl 2 - 1 2 BAl 
et de l'identité : Al - A 1 2 1 C  2 C 1  

1 B * C E  
5 (A: [BA*; + aaB1aaHa Al [H EB1 + aBHCa E 6 1  BE] 

et puisque A' n'est pas divisible par H' et H' irréductible. 1 2  

Alors 

0 1 Pour avoir (M ) il suffit de remarquer que : 1 

0 1 1 *A 1 B  * C E  B C  E - -  
M l  5 O [H'] <=> [B H + aaB1a H ~ ]  Al C[~ EBl + a H a B i  = O [Hf] A B A a B  El31 

en effet : 

de l'identité de Jacobi 



C 
+ [aaB1a A a B  HA+B1~*A-Hwa%la A B a ~ ' 6 ~ 1 ~ ~  B 1 C  B~l'[aB~Ca B~+H*~B:-H"~~H'~~H~~~] 

E B 1  

et puisque B: et H" ne sont pas divisibles par H ' ,  et H' irréductible 

alors on a le résultat énnoncé. 

O 1 0 1 
Réciproquement: supposons (L ,) et (Ml) et montrons .@2). 

i F D  1 2 2  
Puisque (Loi) implique B-q-b O (a ) O al bien décomposable par 

F D 1  
1 

l 2  01 
rapport à H' avec la multiplicité 3 ; et (Ml) implique que la partie 

I F ~ D  
principale d'ordre T-2 de (b-q q-b ) est E O [H'], on a alors : 

F 2 D 1  
I F E  

R = b-q-b O (a 2)2 O al - blq$:bD est bien décomposable par rapport 
F D 1  1 2  1 F 2 D 1  

à H' avec la multiplicité 3. 

C.Q.F.D. 

n v 
2.  Lien avec 3 - eA : 

Phopos*tion 11.3. Si h vérifie : Hl a), H2 a) et 31. a) 

1 Alors : - 
1 )  Q F 1  et p F 1  g D O  sont deux 

5 9 5 Q fi g 19 
9 

opérateurs d'ordre zéro qui seront notés respectivement par : , g . 
D 1 



I 2) De plus CS 2 implique que : 

I N.B. 1 6 F , 5 S 2. 

Preuve : Hl a), H2 a), 3 1 a) assurent l'existence des B i 
j '  

1 i , j & 2 (d'après la conséquence 11.1). 

E F - - - -  
1 2 2  F+DED-1 E+1 - Remarquons que B-Q- = (A ) (-1) B-A- - - 

1 2 3  2 Ë 
= (A ) Hf' (H' ) 6- (du lemme 1.10 3) ) de même 

1 2  D 

Donc 

1 2 3  2 On a alors : b 0 q = (al 2) ht'(h') 1 + r (avec ordre de r < ordre de b 0 q). 

'L 
or 8 $ = Q = O donc . ~n peut aussi écrire 

2 
q O b = (al ;)3h''(h') 1 + r' (avec ordre de r' < ordre de q O b). 

d'où 

d'où 1). 



2) De 2. l ' o p é r a t e u r  s c a l a i r e  : 

1 2 2  1 1 F 2 D  
l  ' ' 0 (a ) o  a  - b-q 4-b (d 'ordre  T) R = b-q-b 
F D  1  1 2  1 F 2 D 1  

e s t  b ien  décomposable par  r appor t  à H ' ,  avec multiplicité 3. Donc 

1  
9 

l  ' = B1(gl 2)3H"(H')2, on peut = -kg = d 2  = O [SI . Comme B-Q-B 
e~ i  

1 1 2  

donc é c r i r e  

1  1 1 1 2 2 1  
e t  comme A 1  = B1H1 donc (a: i ) 2  O a l  = ( a l  2) b l h l  + p  (avec 

1  1 P 2  D qui ord p  < o r d ( ( a t  i l2  O a  1 ) ) donc s i  on no te  s  l ' o p é r a t e u r  b-q q b  
F 2 D 1  

e s t  d ' o r d r e  < T-2 , on a  : 

1 2 2 1  1 2 2 1  e = b l ( a l  1 1 2  2)3h1'(h1)21(a1 2) b l h l + p )  + r ( ( a l  2) b l h l + p )  - s  

2  1 2 2 1  
l  ' 3h11(h') ( a l  2) b lh l ]  = T avec ord[bl(al  2 )  

2  1 2 2 1  
ord[bi(a: 2)3h1'(h1) p  + r ( a l  2) b l h l J  < T-1 

ord[rrp-s] 6 T-2. 

O 
Donc = (,(a1 2)2b:h' ); + (rp-s)$ = O donc 

l 9 1 2  

2i 1 2 2 1  1 'VL 'L 

l , R((al  2) b l h l ) $  + RF - S = O 

2i 1 on a  : R = O e t  - 2 = O. Donc % = 0 e t  2 = 0 .  



c'  est-à-dire 

'L 'LI 'L2 s = f 2  X g1 = O.  

C.Q.F.D. 

P / r O p O b ~ O n  11.4. S i  h v é r i f i e  Hl a ) ,  H2 e t  c g l .  a ) .  

A l  o r s  
u 

A 

o ù 3 i e t  sont  l e s  deux invar i an t s  du chapi t re  1. 

- 
Preuve : H l  a ) ,  HZ a )  e t  3 1  a )  assurent  l ' ex i s t ence  des 

i 
B i  1 & i, j L 2 e t  on a  de 3 1 .  a ) ,  l 'opéra teur  (2 l i g n e s ,  2  colonnes) 

l 2hAa1 Ba1 2, (d 'après l a  remarque II. 1). 1) 2 gF l = B-(a- 
F 2 g  F F - l A B 1 2 1 2 Q  



1  
et avec le changement de coordonnées locales où x = $(x), l'expression 

de gg dans cette carte est : 

du fait que : 

Il reste seulement : 

%1 2  3 ;1 a i0 p P 1  = ( A  ) - (d'après notation du chap. 1) 

F J J  2 4  1 2  F 2  

(d'après lemme 1.1.3). 



e t  avec l e  même changement d e  coordonnées l o c a l e s  on a : 

'LD-1 B 
d A - 

"JI 2 ,  *A 1 2 $5 - 'L1 2 ,%$B = O et  
e t  du f a i t  que 

A 1 ~  a~ ~ 1 2  1 - A I A  B 1  
2 

"/L 

- - x1 a gA 3%'2' (car de ( 2 5 )  
1 2  - D 1 

C .O.F .D.  

3 .  Réa a b t i o n  60hmeUk. - 

On suppose que h v é r i f i e  H l  a )  e t  c)  ; $ 1 ,  3 2  e t  on cherche 

une onde asymptotique : 



où Y = O  s i  j < O  e t o ù  { f j ' j c c  
e s t  une s u i t e  de fonc t ions ,  d i s t r i -  

j  

bu t ions  ou u l t r a d i s t r i b u t i o n s ,  t e l l e  que Idj s C ,  f !  = f  . On cherche 
J j-1 

Y t e l l e  que h ( ~ )  = O. On a  [.] h(Y) = ( lt cXipj--;J!xfj-r O JI - 
jcZ r = O  

Il s u f f i t  donc de résoudre : 

In t roduisons  l e s  n o t a t i o n s  su ivan te s  : 

- 
F 1 2  

c = (C ) = (a- 1 l a ~ c r n ,  1 a F ~ 2  
A F-1 A 

1 1 2 0  
Preuve : Z g ( h  O d  O a '  2 ) 1  = (e  O h  O d )$(a l  ?Id o r  

1 2 4  

( e  O h O d ) '  e s t  une fonc t ion  d'où 1 ) .  iD 



1 1  1  2 1  A~E- BI 1 2 0  
$g (h r )g  = (a-  IiD (h  >,+a Ig - 

F - l A  B 1  2  1 2  

- - (a- i  2 1  )$ (h  A . E - I B I  IiD ( a  1 2 0  Id - (a- 1  2  1 . 9  2  (h Â a 5-1 ~ ) l  

F - l A  B 1 2  1 2  F-1 ~ ) $ * l  2  E  1  2 9  

1 2  1  s l  2 (h6  aD-l E 1  
+ ( a  > A ' 9  

( d ' a p r è s  2 3  bis) 
i d  A - I C  E 1  2  

5 aG-l E ) l  
car (hE est  une f o n c t i o n  e t  

F-1 A = 1 ,  
2 9  1 2  A, ,, 

e t  d e  l a  remarque  1 1 . 1  on a  a l o r s  : 

C.Q.F.D. 



pasons encore pour j  & Z : 

où pour j  < 0 : u = O,  w = 0 ,  & = M. = O et montrons par récurrence 
j  j  J J 

l'hypothèse 

I Q&. ,I + Q$tuj-;l = uj-s 
(3 1) 

I .  J - 

(P j )  est vraie pour j < 0 ,  supposons la vraie pour j et montrons 

('j+l ). De (30) on a : 

remplaçons Y j ,  Y j - l  par leur expressions obtenues de (32).  D'OÙ : 
l 

I zOry. 9 -  J + I  1 

et des notations introduites on a : 



d'où encore : 

1 2  1 1 2 1  
) [u.] --%$CU. 1) + (hda [u.] + %;(~j+~-(d O al 2 j 3-1 1 2 9  J 

La condition de compatibilité de ce système est : 

qui s'écrit encore : 

or du lemme 11.2 

on a alors : 



remarquons en£ i n  que : 

= 93, ( d ' a p r è s  l a  remarque II. 1) 

D'où : 

e t  s i  c e t t e  c o n d i t i o n  e s t  r é a l i s é e  on p e u t  a l o r s  r é s o u d r e  (33) d 'où  

'; ( h o d o a  O r  - - %1 2  
l  2 ) 1  = - (e  O h O d ) '  (lemme 11.2 1) ) .  
1 2 9  9 

D'où : 

donc d ' a p r è s  l a  d é f i n i t i o n  de M on a : j-1 

c 0 c l -  = ru.  ] +A,Jluj l  + M j - l  
'j+i 9 - ~ + 1  

C.Q.F.D. 

La r e l a t i o n  (32) donnera l e s  Y j  l o r s q u e  l e s  u  j s e r o n t  connues.  

CdcLLe den u . .  
7 J 

On p o s e  : 



On a de la récurrence précédente que : 

et d'après 3 1 .  a) <1 = ~,h' + hl d'où : 

Remanpue. Contrairement au cas double D 11, et triple II, [17], 

la condition (31) n'est pas automatiquement vérifiée ; et contrairement 

au cas H.F [3], la matrice A n'est pas inversible au voisinage de a, 
O 

2i 
car det A. = 0. 

Donc (34) ne permet pas de déterminer u mais puisque 2; O 
j 

on a alors : 

Et de la proposition 11.3. 1) on a : 
g! W F  1 = f l  d'où: 

- 
F D g  D 

Et de la proposition 11.3.2) on a : 



%2 f l  'L2 
on a alors : ?i(x) x gl(x) = O vx E Q. On suppose que 2 et g l  ne 

s'annulent pas simultanément en a. 

$1 
leh cab. si f 2  = O sur Q. De la proposition 11.3 on a 

-. 
"JI 'L1 % l Q D = O = > f  f - B B = O  or â1 # 0 donc 2: = 0 d'oG T1 - = O. 

D 1 1 1  1 D 

On a alors : 

posons alors : nj =Ji uj + l Q et montrons par récurrence 1' hypo- 
9 j 

thèse : 

(Tk) : uk 
est solution du problème : 1 

r, Supposons ( j  k) vraie pour k < j et montrons la pour j .  
- 

2 
on a (37) : p2  l LU? =njm1 . (38) est automatiquement 

649 J 

satisfaite ; en effet : 

mais de ÇI;~~-~] = (0j-3 - Q~[u.- $ J 2  ] on a : 



= O de l'hypothèse de récurrence. 

Considérons maintenant le système suivant : 

Ce système est équivalent, pour la même raison que dans le cas 

des systèmes (34)  - (35 )  au système : 

2 

D $ j + l  j- 1 

1 F 2  D ' L l F  f x u D  + B  - 9- [u] = B u  
D j + l  F D $  j F j-1 

'L 
et puisque f i  = O donc (41)  s'écrit : 

D 

encore : 



DVoù finalement : 

C.Q.F.D. 

On cherche alors u j solution du problème : 

vérifions que cette intégration est bien le long des bicaractéristiques par 

te 
rapport à H', des hypersurfaces caractéristiques d'équations g(x) = C . 

De a l .  on a : q = h O h' + h l .  Donc (37) s'écrit : 

cette équation s'écrit alors : 



Et (44) s'écrit : 

- 
1 1 F  = 2 HI>H>~- mais : B-A d' où 

F O D  1 2  D 

- 

F  
e t  il existe un opérateur différentiel B = (8-), 1  6 F, 5 $ 2 dfordre 

1 F  
6 ord(b-A-) - 1  tel que : 

F  D 

1 F 1  
d'où (b-h ) = 1' ;"(hl) ' 61  + (@!)O par conséquent (44) s'écrit : 

F O D ~ Q  1 2  9 D D $  

- 
1 

vérifions que B A z O [HI] . 
F I D  

Nous avons vu que 9 2. implique que la partie d'ordre T-2 de - - 
1  

O bD (où T = ordre de i?,) qui sera notée : l'opérateur b- O q o q- 

1 F 2 
oT-2(b- o q o q- o bD) est O 

F 2 D  1 

- 2 - 
l F 2 E  - 1  F  

Comme o (b-q q-b ) = (B-A lx(* 'BE + h sp Ch1 ,bD]) 
T-2 F  2 D 1 F 1 2  1 5 1  O 6 1 

- 
D 

(05 ç.p [h' ,b ] est le symbole principal du crochet [7] ) . 
1 



Donc : 

puisque nous sommes dans le ler cas, donc gi # O. Or de la proposition 

- 
2 

donc (A BD + A ~.~[h', bD]) n'est pas divisible par H' ; On en déduit 
1 6  1 0 5  1 - 

1 
alors de (44) (et H' irréductible) que B A : O LH']. Par conséquent, 

F 0 2  
1 

il existe alors : k - , k l : opérateurs différentiels tels que : 
O D 1 D 

- - 
1 '=k 1 F 

b-X l h ' + k  l et ordk h ord(b 1 ) - 1 F O D  O E  1 D o D F o G  

l'équation (44) s'écrit alors : 

cette équation s'écrit encore : 

D'autre part S est caractéristique totale simple pour H' 

On a les équations d'HAMILTON : 



pour E ( t )  = grad $ ( x ( t ) )  on a  

d  a - x  ( t )  = a%I1(x( t )  ,grad $ ( x ( t ) )  = p a ( x ( t ) ) .  
d t  

Posons : 

1 1 2 2 3 d  1 
U j ( t )  = U .  ( ~ ( t ) )  , u .  ( t )  = U .  ( x ( t ) )  y U. ( t )  = - U .  ( x ( t ) )  

J J 3 J d t  J 

d'où : 

Donc 

Alors ,  l e  système (46) - (48) dev ien t  : 

'L 2 
e t  puisque 

'L1 2 %  " # O e t  A l  H" # O c e  système d ' o rd re  1 d ' équa t ions  



différentielle s'écrit : 

C1 
(P (a))mi;n. étant non nul, on supposera que : pO(a) # 0 uD sera 

j 

complètement déterminée avec les conditions suivantes : 

(où 6' est le symbole de Kronecker). 
O 

2ème cm. Si 2 = O  sur i7 donc f:(a) # 0 => ?i(x) # O  sur 1 

Q. On a donc de (36) : 

l (de la proposition 11.3) et en posant z = u! /:: on 
j J 

aura : 

Cette relation nous donnera uD dès que z sera connue. Posons alors : 
j j 



- 
2 2  1  2.1 

RF)  - u  A. = Q2 l [ q j l  + q ( T ~ -  2 
J 2  i0 2 9 f 2  F j j 

et montrons par récurrence l'hypothèse suivante : 

- 
(Pk) : 

et z est solution du problème : 
k 

- 
Supposons (Ph) vraie pour k < j ,  et montrons la pour j. Reportons u 

D  
j 

ainsi trouvée dans l'équation (35) nous aurons : 

- 
'L2 = g  = O  d'où 9 2 1 L g 1 n F  - ) = Q  2  

D i p l  1  2 $ f2 F  j-1 j - 1  

cette équation est automatiquement vérifiée par hypothèse de récurrence ; 

Considérons alors le système suivant i.e. (40) ( 4 1 ) ,  de l'équation ( 4 1 )  et 

du fait que ?: # O on a : 



E t  en t e n a n t  compte de (46) : 

1 1 F 2  l Q I F  
comme : - -(b-q ) (n;TB-Q ) + A = UJ (des n o t a t i o n s ) .  ;i F 2  f 2  F j-1 2  j-1 j-1 

Alors : 

l  ' l  - y (propos i t i on  11.3) par  conséquent : o r  (b-q-1 = B-q- - 
F D I p  F D S  D 

- ; l  - - - - 
e  

u  = B z  
6 2 ' 1 F D 2  2 B~~ [.] + a e $  

- -(b-q-b ) r z  1 + ae 'LI 
j + î  1 j + l  F  D 1 $ j  £2 1 4  j  2  j-1 

e  
Reportons maintenant l e s  express ions  de u ~ + ~  

a i n s i  t rouvée e t  

e 
u (d 'après  (46) ) ,  dans l ' é q u a t i o n  (40) .  D'où : 
j 

2 1 

- 
Remarquons que l  ? = g2 (propos i t ion  11.3) e t  que i2 = O 

1 1 1 
(dans c e  cas) donc l ' équa t ion  précédente s ' é c r i t  : 

9 1 



Remarquons en£ in que : 

f 1  
1 

en effet : puisque - = - -- IL 1 (proposition II.3.b). Alors : 

2: 1 

2: 
ah[zl) + p 2(;5 

1 9  j 59 i j 2 i a  1 9  

2 D 2  
car Q 2 1 2  IL2 

= (q-b Cz 1 = g = 0. 
D I S  j 5 $  1 1 

Donc l'équation (*) devient : 

C.Q.F.D. 

1 

On cherche alors z solution du problème suivant : 
j 



Vérifions que cette intégration est bien le long des bicaractéristiques par 

ste 
rapport a H', des hypersurfaces caractéristiques d'équations (x) = C . 
En effet : reaarquons d'abord que : 

- 
( A  'bD) l  étant une fonction car A = O (de ( 2 9 )  ) .  Et dans ce 2ème cas 
0 5  1 IQ o D  1  

- 
'-b - 

l  = QE. l = z1 - # O donc B' A n'est pas divisible par H f ,  
2 F 2 $  F 1 2  F 1 2  

donc de ( 4 4 )  

2 6 2  '-b 1  'L 

Donc (q-b ) [ z  ] = r (h') [ z  1 + Lz 1 ' 

019 j l $ j  2  j 

Remarquons aussi que l'opérateur b!qEb5 est bien décomposable par 
F D 1  

rapport à H' avec multiplicité 2  (d'après 31-32) et q de multiplicité 1 ,  

d' où 



1 
En remplagant (hl) par + b dans ( 4 8 )  et (491, l'équation 

9 
(47) s'écrit : 

"J "J "J1%123"Jll 
A ' # O  et r = B ( A  ) H # O (par hypothèse). 
O 2 O 1 1 2  

Il suffit alors de poser : 

z. (t) = z .  (x(t)) 
J J 

on obtient alors : 

Donc z sera entièrement déterminée avec les conditions sui- 
j 

vantes : 



MAJORATION DES COEFFICIENTS DE DlSTORSlON 

ET CONVERGENCE DE LA SOLUTZOEJ FORMELLE 

1. Majoltante de La bolut ion d'un aybtème. 

On considère un système d'équations aux dérivées partielles (en uti- 

lisant comme d'habitude la convention d'Einstein); 

(1) 4 O 
avec les données de Cauchy sur x = O 

les é1 étant des opérateurs différentiels analytiques au voisinage de O 
j 
n+ 1 i 

dans IR , de même v analytique au voisinage de O des l ~ ~ "  et les 
~ Y R .  

z analytiques au voisinage de O dans  IR^. 
i 

On suppose d z d 2  2 dN, c d'ordre inférieur ou égal à 1 j 

min(d. ,d.), et si d. = d ci est d'ordre en a strictement inférieur 
1~ 1 jy j O 

On montre facilement que pour un tel système, les conditions 

i i 
d'application du th. 1.2.1 de [22] sont satisfaites (avec a = c si 

d. j j i i 1 i 
d 

i # j, a. = c .  - t. = d. j a. y 
S. = 0 et g(x,S) = (c.(xyE)-So 

1 1 1 1 ' 1 j=l J 
i i 

si on note C le symbole principale de l'opérateur c.), donc qu'un tel 
j J 

système possède une solution et une seule, analytique au voisinage de l'ori- 

gine dans iRntl, quels que soient les seconds membres et les données de 

Cauchy. Cependant la suite de notre travail nécessite l'étude d'une suite 

de problème de Cauchy, les solutions des premiers intervenant dans le second 



membre des suivants (C'est évidemment toujours le cas quand on veut majorer 

les coefficients de distorsion d'une onde asymptotique). Il est donc fonda- 

mental d'obtenir un théorème permettant une majoration de la solution en 

fonction de majorantes des données un tel théorème est bien connu ( [ 4 ] )  

dans le cas d'une seule équation ; on en donne ici une généralisation dans 

le cas du système (I).ûn remarquera que la démonstration donne aussi des ré- 

sultats pour un problème avec des séries formelles, et que le théorème de [4] 

est un cas particulier de celui qu'on va démontrer. 

r PhopoaiLion 1 7 7 . 1 .  Le problème (1) possède une solution série 

i 1 formelle et une seule, quels que soient les seconds membres v (1  CI) 

i, R. 
1 

i, R. 
z >> z 1 

Yi "i {l,.,~}, E {O,.,di-1) 

et si 21 = i U i )  est tel que 1 SiQI 

Alors on a 1 
Preuve : On note v ~ , . , v ~ - ~ , v ~  les entiers tels que r 

= N 

et d = d  = . . = d  > d  - - . = d > dv2+l ... > dv + I  - - 
1 2 v 1  vl+l v2 r- I 

.. = dN 



et on fait une démonstration par récurrence sur r. 

- 1) Cas r=l. C'est le lemme 1.1 p.33 de [3] , on a dl - .. = dN = d 

k i on montre, par récurrence sur k que i c { 1,. N a u (0,~') se 
O 

i. R. 
1 1 calcule à partir des données de Cauchy z et des seconds membres v , 

et vérifie 

Si k & d-1 le résultat est trivial car 

Supposons le résultat vrai jusqu'à l'ordre k, on le démontre à 

l'ordre k+l (on suppose k 2 d-1). 

On pose pour R 2 d 

aBd cf est d'ordre 6 k-d+d-1 = d-1 en ao, donc z l y R  est connu si les 
O J  

j a: u (O,xl) sont connus pour r E O -  on a 

et d'après l'hypothèse de récurrence 

pour r E 0 . - 1  on en déduit facilement que 

i, R z (x') << Zi.R(X') 



e t  c e c i  pour tou t  R c {O,. ,k )  e t  t o u t  i c 1 ,  N on montre maintenant 

que 

k+ 1 ak*' O u i ( o , x l )  << a. i o y ~  pour i B { I , .  ,NI  

O 
On d é r i v e  (k+l-d) par  r appor t  à x l e s  équat ions (1 .1) .  On trouve 

k+l-d i 
l e s  opéra teurs  3 c s o n t  d ' o rd re  Ç k+l-d+d-1 = k en a o ,  

O j 

k+l-d -8 e t  pour t o u t  L E {O,.  . . ,ICI e t  t o u t  j c { i  , . ,NI, 
O j 

k j k j (ak+l-d i j on a a u (O,xl) << a. $ (O,xl). On aura  donc c . ) ( u  ) ( 0 , x 1 )  << 
O J 

<< ( a k * l - d ~ ! )  O ( @ j ) ( O , x l )  d ' a u t r e  p a r t  ak*l-d vi(O,x') << a k+l-d O V i (0 ,x1 ) .  
J O 

Par conséquent : 

k+ 1-d O + a k + ~ - d  i ak+l u i (o ,x<)  << (ao 
O O 

v ( 0 , ~ ' )  << 
J 

c 'es t -à-dire  l e  r é s u l t a t  souha i t é .  

2 )  Supposons l e  r é s u l t a t  v r a i  pour I , . , r  ; on l e  démontre pour 

r + l .  On a donc une s u i t e  d l , . . , dN  t e l l e  que 

( e t  N = v ~ + ~ ) .  

On montre par  récur rence  que pour t o u t  k E IO,. . ,dv -1) e t  t o u t  
r 

i E { v r + 1 , . , ~ }  , on a 



si k E 0 1 c'est une conséquence directe des données de Cauchy 
N 

(dN = di si i E {vr+ly.. . ,NI) 

k i i,k i ,k k *  
car 3 u (O,xl) = t (x') << Z (x') << 3 $l(~,x'). Supposons vrai le 

O O 

résultat pour O,.,k-1 et démontrons le pour k. Si k = d c'est terminé, 
'r 

on suppose donc k < dv , si k 6 d - 1 ,  c'est terminé également. On suppo- 
r N 

se donc k e {dNY.,d - 1 )  . 
'r 

On dérive k-dN fois les N-v dernières équations et on fait 
r 

x0 = O 

P j nd tous les 3 u (O,xl) qui apparaissent dans le 2 membre sont connus 
O 

i 
(si j E {vr+l,.,N) on a d = di donc c est d'ordre G 1 en 3 

j j 1 O y 

i 
et si j E {l,.,vr } on a d. > d. donc c est d'ordre ( di ( dj-1) 

J 1 j 
i i i 

puisque c << &i et v << B , on a facilement : 
j j 

On pose 

si i E {vr+lY.,N) et k E {d N,.yd -11, on pose encore 
'r 



pu i s  d! = d  s i  j c { l , . , v r } .  d! = d s i  j E {V +l, . ,N} 
J j  J 'r r 

i 
On a a l o r s  (u )ItiCN s o l u t i o n  du système 

d l  
On a  a @ >> --r$+(f,Lj> + v l i  1 i 6 N pour 

O J 

i { l .  } c ' e s t  l ' hypothèse ,  pour i e {vr+1,.,N}, Ça r é s u l t e  de l a  
r 

s t a b i l i t é  de l a  no t ion  de majorante par  dé r iva t ion  e t  de l a  d é f i n i t i o n  de 
k-dN 

i v 1  e t  de $': = a. o c  on a  a u s s i  
J j 

s i  i E { l , .  ,vr},  c ' e s t  l ' hypothèse  s i  i E {vr+* ,  . , N I ,  c ' e s t  encore une 

conséquence de l a  s t a b i l i t é  par  d é r i v a t i o n  de l a  no t ion  de majorante ,  de 
i , R .  

l a  d é f i n i t i o n  d e  Z ' 1 
e t  de l 'hypothèse  



Mais pour c e  nouveau système il n 'y a  que r va l eu r s  d i s t i n c t e s  {d l , . ,dN} 

donc l 'hypothèse  de récurrence s ' appl ique  e t  on a  

c ' es t -à -d i re  l e  r é s u l t a t  cherché. 

On i n t r o d u i t  maintenant l e s  fonc t ions  majorantes  0  de 

Y .  Hamada [9] qu i  v é r i f i e n t  

8 ( t )  >> O e t  (RI-t) ( t )  >> O 

s i  R '  < R on r a p p e l l e  qu'on a  [9] 

1 - 1 
R-t ~ ( j ) ( t )  << - R-R 1 o ( j ) ( t )  

O 1 n  
On r a p p e l l e  encore [21] que s i  t ( x )  = px +x +. .+x avec p 3 1 e t  s i  

c  e s t  un opéra teur  d i f f é r e n t i e l  l i n é a i r e  d ' o rd re  R ,  e t  d 'o rdre  R en 
O 

ao, 
à c o e f f i c i e n t s  ana ly t iques  s u r  un vois inage  du polydisque fermé 

PD(O,R),  il e x i s t e  une cons tan te  B ,  ne dépendant que de l ' o p é r a t e u r ,  de 

R e t  R ' ,  t e l l e  que 

On démontre maintenant,  en u t i l i s a n t  l a  p ropos i t i on  1 1 1 . 1  un résu l -  

t a t  analogue à c e l u i  b i en  connu dans l e  ca s  s c a l a i r e  141. 

Ptupuh&un 111.2. S i  dans l e  problème (1) e t  avec l e s  mêmes nota- 

t i o n s  que dans l a  p ropos i t i on  1 1 1 . 1 ,  on a  (en convenant que v = O e t  en r O 

no tan t  m .  = dv 1 
k+ 1 



l alors 3po 5 1 tel que Vp 5 po 

l De plus les constantes c k sont connues explicitement en fonction des Ak 

et des . L 
D'après la proposition 111.1, et le rappel précédent (on notera 

i 
systématiquement B toutes les constantes provenant des opérateurs c.), J 

il suffit de prouver l'existence de constantes c k telles que si pour 

j vi j +% i E {v k + l , . , ~ ~ + ~  1 onnote a i = c k û  o t ,  = A~ e 0 t, 

Zi,R i 
= %,a. 

ejte 0 t et si 4 > c alors on a 
j j ' 

les conditions (2) seront a fortiori vérifiées si 



3 i 
e t  j f :ç"I  o n a  d. > d  donc c  e s t d ' o r d r e  s i  k < s ,  s i  i c C k  s y 1 j  j  

3 
O 

& d j  = ms ; on no te  
Bk,s 'k,s 

= ms < rnk s i  k  = s e t  s i  i e t  j 

i 
s o n t  dans on a  d. = d  donc c  e s t  d 'o rdre  d  = m e t  d ' o rd re  

k y 1 j  j j s 

< d  en a. ; on no te  (3 = m e t  Bo = m - 1 .  
j  S Y S  s S Y S  s 

S i  i c l a  r e l a t i o n  ( 1 )  s e r a  s a t i s f a i t e  s i  
k y 

(d 'après  (51))  

e t  l ' i n é g a l i t é  (54) s e r a  a  f o r t i o r i  v é r i f i é e  s i  (en n o t a n t  y = ca rd  g S )  
S 

on pose B '  = B max (y x ( R ' )  
%--Bk, s 

s 
) (55) s e r a  a  f o r t i o r i  v é r i f i é e  s i  

( s , k )  

ou encore s i  

On décompose maintenant l a  somme du second membre en 3 



(On convient que la lère somme est nulle si k = O, et que la dernière est 

nulle si k = r- 1). 

O 
Compte tenu des valeurs des @k,s, 

et du fait que p > 1, (56) 

sera a fortiori vérifiée si 

Considérons le système d'équations linéaires en c .,c 
0' r-1 

le déterminant de ce système est 

1 
C'est un polynôme en - P de degré C r. On calcule le terme 

constant de ce polynôme ; c'est la limite quand p + +a 
1 

de A(-), P c'est-à- 

dire 

1 
donc pour p assez grand, le système est de Cramer, la solution c (-)) 

k P  

1 
N (-1 
k P est donc égale à - 1 

A $1 



1 
avec N (-1 d é f i n i  p a r  

k P 

On a  donc 

on a  donc : 

S i  on r e p o r t e  c e t t e  express ion  dans ( 5 7 ) ,  on trouve 



donc 

e t  p a r  conséquent 

1 Mk 1 
On a donc b'k hn {O,. , r - l }  c (-) p avec % > O e t  c (-) 

k P k P 

e s t  p o s i t i f  pour P a s sez  grand. 

1 1 A(--) 1 ne dépend que de B q  e t  tend v e r s  1 quand p + +m. 

Donc ~ P ; ( B ' )  t e l  que 

1 
r- 1 1 1 1 6' (-1 = P ~ , ~ ( ; ) A ~  avec ( -1  polynôme en - à c o e f f i c i e n t s  ne 

k p  j=O ' k , ~  P P 

dépendant que de B 1  donc ] p O ( ~ l )  t e l  que 

Vp > p:(~')  Ipk, (i) ( 5 K ; (K cons tan te  ~ o s i t i v e )  

r- 1 
donc I q k ( i ) /  6 K  1 A s i  p 2 p;(B1) donc 

j =O j 



3 donc p t e l q u e  
O 

l $ O t pour i E gky on au ra  a  f o r t i o r i  Comme ui << c (-1 
k P 

C e t t e  formule permet donc un con t rô l e  des  cons tan tes  Ck 
à p a r t i r  

des  cons tan tes  i n t e rvenan t  dans l e s  seconds membres. 

I l  f a l l a i t  a u s s i  évidemment t e n i r  compte des cond i t i ons  s u r  l e s  

données de Cauchy, quand c e l l e s - c i  ne sont  pas n u l l e s ,  ce  q u i  donnait  

CL 

k 
- max c 3 C k -  

ocaGmk- 

m a i s  dans l ' u t i l i s a t i o n  qu'on va f a i r e  de ce r é s u l t a t  par  l a  s u i t e ,  l e s  

données de  Cauchyseront t ou jou r s  n u l l e s  (sauf pur  j = O) e t  c ' e s t  donc 

l a  formule (59) qu'on pourra  u t i l i s e r .  

2. MajotLa;üon d a  coed diciend de hintolznion. 

1) Remarquons d'abord que d 'après  (43) e t  (45) ,  l e  problème 



- 
donnant uD s'écrit sous la forme : 

j 

$1 2 2> "'2 
et puisque Al 2(a) # 0, H1'(a) # 0 et A2(a) # O. 

On peut alors écrire ce problème sous la forme : 

N.B. : Ce problème est du type III avec dl = 2, d2 = 1, N = 2 où 

Majoration de Y j (à 1 ' aide des u J . ) . 

où u est solution de (1). j = O implique que v = v = 0.  
j 2,o 1 ,O 

On applique alors, la proposition 111.1 avec N = 2, A = 0, 

A t @  = 1 où Bo premier terme de la série 0(t). 
O 



O r  de l a  p ropos i t i on  111 .2  on au ra  : 

c a r  - '%O est un opé ra t eu r  d ' o rd re  zéro .  On c h o i s i t  a l o r s  C l =  q-- dvoii  : 

9 O 

Y. << C l  û(O)( t )  ; Cl indépendante de 8 ( t ) .  

On a v a i t  : 

Montrons a l o r s  l ' hypothèse  de  récur rence  : 



Supposons . 1 vraie pour i < k et montrons la pour k 

Vi,k 

et de la proposition 111.2. Donc : 

avec l opérateur différentiel d'ordre r. 
F 9 
Donc : 

On a donc : 



1 Appliquons maintenant la proposition 111.3. ûn a alors : avec 

Notons 

K 2 3 
B1 = -(2+p+p +p )2B avec c > 1 .  

P 

D' où 

On a alors de l a  définition de  % :  

On pose 

d'où 



On a également 

*k 

D'où : 
k-3 e (k)  ot 

-k-l e (k)  + p2B c l  c y << 2B c l  c 
k 

on pose 

d'où : 

On a aussi : 

03 

k-2 e(k+3) + k-r e (k)  
c + mBp c l  m ~ ~ ~ c ~ c  

r=3 

posons 

l 

l 
1 

 où : 



Posons : 

3 
B5 = mBB4 + Bp + 2Bp B1 . 

Donc 

Il s u f f i t  a l o r s  de c h o i s i r  C t e l l e  que : 

2) Remarquons que l e  problème (47) donnant z s ' é c r i t  sous 
j 

l a  forme : 

On peQt a l o r s  é c r i r e  ce  problème sous l a  forme : 



" 2+ 
'L *O2 -1 

c a r  2 ?  # O  a i n s i q u e  p O # ~  où v = [  l q  , ne dépend * 0 2  o j 2 2  

que des z où k < j . k 

On r a p p e l l e  que : 

On a également : Y j = -2 9 -  'ru.] J + "S$bj-l] + Mj-2 

Montrons p a r  récur rence  l 'hypothèse  su ivante  : 

Supposons ( j )  v r a i e  pour j < k e t  montrons ( 3 k). 

On a de l a  dé£ i n i t i o n  de R : 



Posons B~ = I + B ~ ~ .  D'OÙ : 

D'où : 

%1 *oF 1 F 2  
(car B- $, = 0 donc (b-q ) est un opérateur d'ordre 1). h a aussi : 

F 2 ~ 2 4  

Posons B2 = 2(B+BpB ) d'où : 
1 

On a alors de la définition de $ : k- 1 

Posons : B3 = B2 + BpB d'où $k - << c B c k-Ze(k+2) 1 ' 1 3  

et de la définition de - on a : 

lL 
2 

k-2e!k+3)ot + BO C ~ B ~ C  
k-2e (k+3) k-Ze (k+2) 

<< BPc B c 
1 3  

o t + c c  
1 

ot 
k- 1 



2 
Posons : Bq = ~ p 8 ~  + Bp BI + R'. 

<< c ck-2~4 0 (k+3) 
k-20 (k+3) 

D'OÙ : A,-, O t donc v << BB 4 c 1 c -0 t. 
1 k 

On applique maintenant la proposition III. 3 (cas scalaire voir Cl 11) 

(avec I" = V = 0, 9. = 3, V = B ~ ~ B ~ c ~ - ~ )  au problème de Cauchy (*) ; 
O 1 

on obtient si p 2 2B : 

k-2 e(k)o t => u1 << BB c c k-20(k) , posons d'où z < < B e c  B5 4 k 5 1 k 5 1 

2 1  2 2 2 1  1 
et de l'équation (35) Q [u ] = fi - 9 (u ) .  puisque : 

2iP k k- 1 1 i D  k 

et en appliquant de nouveau la proposition 111.3 (cas scalaire avec 

w = w ~ = o ,  e =  1, 2 
V = (BI+B pB5)cIc 

O 
k-2 au problème 

on trouve : 

posons : 

et on a de la définition de Mk : 



1 donc i+$<<cBc k-2e (k+2) 2 
1 7  

O t avec B7 = B+ZBp B6. 
1 

On a aussi : 

Yk << BB c c k-2û(k) O t + Bpc. c k-2û(k) O t + c B c k-4 $4 
I 6 1 1 1 7  

Donc : 

Y < < c B c  
k 1 8  

k-l~(k) O t avec B8 = [B+Bp+B7] 

majorons Bk : 
l 

2 
<< Bpc 1 ck-2B78(k+3) O t + B2p3cl~k-2B6~(k+3) O t + BP c 1 7  B C k-2@(k+3) 

P 1 avec - ,( . Posons : 
C 

2 3 2 
B9 = ~ B P B ~  + B P B6 + BP B7 + 2B8B] 

donc 

et m a  enfin : 

posons 

B10 = B(B9 + pB1) 



Il suffit alors de choisir : 

C = max{B B l } et C > 2p > 1. 1' 2' 10 

C.Q.F.D. 

On a alors le théorème suivant : 

r ThEonCme 1 .  Soit x une variété analytique réelle de dimension 

(n+l), S une hypersurface de X régulière en a, d'équation locale 

$(x) = O au voisinage de a, h un opérateur différentiel matriciel 

linéaire d'ordre t sur X. 

Si h vérifie : Hl. a), c) ; 1 ; 3 2 .  de plus si 2; et 

1 ne s'annuiie pas simultanément en a. 

Alors : il existe une suite Y de fonctions analytiques sur un 
j 

même voisinage du point a, à valeurs dans R~ tel que 

I soit une onde asymptotique pour h, et : 3 c l  > O et c > O tels que : 

(où Y = O pour j < 0). l j 
I 

3.  Convmgence de la a o U o n  ~ome.Ue. 

1) Si on choisit la suite 
ifj Ij telle que : 



Alors [13] [ l l ]  [3] la solution formelle obtenue converge vers une 

solution nulle ultradif f érentiable de classe {M 1 .  
P 

2) On considère 

où log Z est une fonction définie sur le domaine de Riemann 

d = {Z E C* : arg Z B 1-%,2~++8[ , 6 > 01 les 9. sont des fonctions 
J 

holomorphes sur 8 . 
On pose ensuite gj (z) = - - 1 P(D) m. (z) , où P(D) est un 27~i J 

opérateur ultradifférentiable de classe ( M p ) .  

Les f onc t ions 
'j 

sont également holomorphes sur le domaine 

1 n 
D =  I Z E  encl : plpl + IZ I + ... + I Z  I < r}. 

On prend ensuite f la valeur au bord de la fonction 
j Jij 
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- S o U o n  M e  ; l 
I 

- gy42W h y i o e / r b o ~ u e / m j o ~  f N u a n  del 
- Majo&n (No.tion de) / S y s i t h  hr.jpe/tboi%jue. 

Il  s'agit, dans ce travail, de donner la preuve de l'ex$ston@) 
der solutians nulles ultradistributiaas, ou ultra-différentielles, pour v&& 
hyperrurface caractiristique dane le cas T.R.I. de J. VAGLANT. 

On comence par ddtailler les conditions prises, par J. V A I L N T  
et R. BRBZIN dans leur article : "Syrtémes hyperboliques B caract6ristiques 
ulfiplas" J. Math. Pures et Appl. 58 - 1979, pour l'existence de l'onde 
asymptotique. 

-4 , 
On donne ensuite, une forme Bquivalente de ces conditioab, $ 

aI@tride de deux opQrateurs, bien dé~omp~sables au sens sens de J.C. Di!! FwIS 4 
%'hm w r f  ciel (2,2) eÉ 1 'autre scalaire. 

Pour la d6terarination des coefficients de distorsions, on utilisera 
1+ prcruvelle forme de conditions. Cette nouvelle forme, sera utile dams 
* a r a s  É~@XICUX, dejb en cburs. 

Qa propose, dams une derniare partie, une génlralisatim d'une 
rition de J.C. DE PARIS, .au cas matriciel ; qui permettra, avec la 

nat on des. majorantes, d'établir, certaines majorations eut les cocf f iciea$s, 
de diirtoreions. . 

La convergence de la solution formelle obtenue, s'en deduit comme 
i m r  un travail de K-tau. 


