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CHAPITRE 0

INTRODUCTION

11 s'agit dans ce travail de domner la preuve de 1'existence de
solutions nulles ultradistributions, ou ultradifférentielles, pour un opé-
rateur différentiel matriciel linéaire analytique h d'ordre t, au voisi-
nage d'un point a, relativement 3 une hypersurface caractéristique triple,

premier cas, selon la classification de J. VAILLANT [19].

Le premier chapitre, consiste a détailler les conditions prises,
par R. BERZIN et J. VAILLANT [L], pour l'existence de 1'onde asymptotique,

dans ce premier cas triple.

Ils donnent, d'abord, une condition de Levi (D) suffisante, qui
exprime que 1'opérateur matriciel h composé avec un opérateur a dont la
matrice caractéristique A est celle des cofacteurs de la matrice caracté-
ristique de h, soit bien décomposable. La transformation de cette condition
(D) entraine des conditions algébriques polynomiales sur h dans une carte
locale exprimant que 1'on peut trouver les parties homogénes de h o a et
du second membre de (D). Et ce n'est qu'aprés de trds longs calculs qu'on

arrive 3 formuler d'une maniére invariante ces conditions.

Le second chapitre, présente, une forme &quivalente des conditions
du chapitre précédent, 3 1'aide de deux opérateurs bien décomposables au
sens de J.C. DE PARIS ; 1'un matriciel i deux lignes et deux colonnes ;
qui remplace les hypoth&ses de localisation, 1l'autre scalaire qui donne
1'8quivalence avec les conditions algébriques polynomiales sur h obtenues

de (D).



Pour la détermination des coefficients de distorsions, nous
utiliserons la nouvelle forme de conditions. Cette nouvelle forme sera

utile dans d'autres travaux, déj3d en cours.

Le troisid®me chapitre propose une généralisation d'une proposi-
tion de J.C. DE PARIS [4], au cas matriciel, qui permettra avec la notion
des majorantes, sous la forme &légante que lui a donnée C. WAGSCHAL [22],

d'établir certaines majorations sur les coefficients de distorsionms.

La convergence de la solution formelle obtenue s'en déduit

comme dans un travail de KOMATSU [13], la démonstration est détaillée dans
(1], [3].

Le cas oii les conditions de Lévi ne sont pas satisfaites sera

traité dans un autre travail.



CHAPITRE 1

HYPOTHESES DE CONSTRUCTION DE L'ONDE
ASYMPTOTIQUE DANS LE CAS TRIPLE 1
sefon : J. Vaillant et R. Berzin [1]

1. Notations - Définitions.

Soit X une variété analytique réelle de dimension n+l, soit
S une hypersurface de X 3 a un point de S, et { un voisinage de a

tel que :
Q Ns={xe: Pfx)=0}

o | est une fonction analytique. On supposera que : S est réguliére
en a ; c'est-a-dire : grad i(a) # O.

On note (localement en a)
o 1 n o 1
X = (X ,X. ,0005%X ) = (x ,Xx ,X"),

les éléments de 1'espace cotangent & X seront notés par (x,£).

On adopte les notations de [1] ; on considére un opérateur diffé-

. . o . . A
rentiel linéaire matriciel : h = (hB)lSASm , d'ordre t sur {3

1<B<m
La matrice caractéristique de h au sens de "Cauchy-Kowalewski' sera

notée par :

HGGE) = (Hp(0,E)) ) oo ot
(
. A
0 si Ord hB(x,g) < t
A
HyGe,E) =

polyndme caractéristique A
si Ord hB(x,B) = t,

A
L de hB(x,a)



On suppose qu'elle est non dégénérée en a ; c'est-ad-dire que :
(det H)(a,£) est non identiquement nul en £.

On note par A 1la matrice des cofacteurs d'ordre (m-1) de h

telle que :
(AH) (x,&) = (HA) (x,&) = (det H)(x,8).I ; Vx e @ (1)
on écrit dans une carte locale :
h(x,3) = H(x,0) + B (1,0) + oeee + B0 (,0) # oun o+ 850 (1, 0)
avec
1 (x,5) = (H*(k)g(x,a))lsA’BSm o 1 2,9

est la partie d'ordre (t-k) de hg(x,a) considéré comme opérateur
d'ordre t.

Et :

a(x,3) = A(x,3) + A%, + voe + A O xny + L+ A¥E DG g

ol a(x,d) est un opérateur différentiel linéaire de matrice caractéris-
tique A.
3 3 r\J »
On notera, dans tout ce qui suit, par £(x) une fonction f£(x%,£),

prise au point (x, grad ¥(x)).

Définition 1.1, [5] Un opérateur différentiel lindaire, matriciel
p, est dit bien décomposable par rapport 3 un facteur K, avec la multiplicité
v si et seulement si : il existe des opérateurs linéaires matriciels Xi

i=0,1,...,v et un opérateur scalaire k de sympbole principal K, tels

que :



v v-i
Dop= ] A
i=0

2) La matrice caractéristique Ao de Xo n'est pas divisible
par K.

3) Pour tout r e {1,...,v} on a :

r
ordre de [} - z A (k)v p] < ordre de (p)-r.
P
Remargue 1.1, [6]. Si p est un opérateur différentiel tel que

K est de multiplicité Vv dans p. Alors

p bien décomposable par rapport i=0
<=> T
a4 K avec la multiplicité v Ord(p- z pp) < 0rd p-r.
p=0

oll P; est un produit d'opérateurs dont v-i au moins ont pour symbole

principal K.

’ . . 0 3
Notation. Si  est une fonction C sur X, £ une fonction
S I3 . » . - - . -
C , une distribution ou une ultradistribution ; et P un opérateur diffé-
rentiel linéaire d'ordre u sur . Alors, il existe [5] u+l opérateurs

. r NP ~ 5 .
notés par Pw, d'ordre inférieur ou égal 3 r, tels que quelle que soit

Y de classe Coo sur X,
U -
P(YXf o ) = PB[Y] x (£ gy,
=0

On emploiera la convention de sommation d'Einstein :

: : A T A
si A varie entre 1 et m v, = ) v
A A
A=1
- .
si A varie entre 3 et m Ay, = ) Ay
A 4
A=3
T A & A
si A wvarie entre 1 et 2 L vy = YL Ay



2. Hypotheses.

Et pour tout x € §, H'(x,£) est un polyndme irréductible en

b) S non caractéristique en a pour H"

H'(a) # 0
c) S caractéristique totale simple pour H'
g'(x) = Q Vx € @
(™ () 43, on (o = G

Iga<n

(hypothése de localisation)

Li2,1,0,...,0)

Pour tout x de
celui des polyndmes en

défini par H'(x,*)

B, ] .
H(x,*) A~ [H'(X’ .)]
O 0 1

On a donc : A divisible par H', on pose :

B = A/H'

H.1
a) on suppose qu'il existe H',H" analytiques en X,
ge de a, polynomiaux en £, tels que :
det(H) = H" . (H')3

{, on a, {}] dans 1'anneau localisé

au volsina-

(2)

£.

c'est-a-dire

(3)

c'est-d~-dire :

(4)

(5)

¢X, de

(n+1) variables par rapport & 1'idéal premier

(6)



Et il existe au moins un cofacteur d'ordre m-2 de H, non

. e s . 12 12
divisible par H' ; on convient que c'est : A12 , et un élément de la ma-

trice B non divisible par H'. On convient que c'est : B}

. = _ A
(o8 B = (Bp);p, pe2’
H.2
12 . .. v
a) A12 non divisible par H (7N
T2
b) A,-(a) #0 (8)
L 12
[ H.3
a) B} non divisible par H' (9)
~
b) Bl(a) #0 (10)

Les hypothé&ses H.l. b),c), H.2. b) et H.3. b), nous

permettent de supposer 1l'existence d'un voisinage de a, qu'on notera
"
encore §, tel qu'on ait pour tout x de  : H'(x) = O, (pa(x)) # 3,
~ ~
o 12 1
H"(x) # O, A 5 () # 0, et B (x) # 0.

1<ogn

3. Condition de décomposition : [1].

On dit que h vérifie (D) si et seulement si :,ilyexiste un
opérateur différentiel lindaire matriciel a(x,3) de matrice caractéristique
A, tel que h o a soit bien décomposable par rapport & H' avec la multi-
plicité 3 c'est-a-dire, de la définition I.l. qu'il existe des opérateurs

différentiels matriciels lo,il,lz,k , et un opérateur différentiel scalaire

3
h' de symbole principal H' tels que :

2, o (h')3_i (11)

j=nd
o
[y
]
I ™~

1=0



r
avec ord(h oa- ) ﬁp(h')3_p) < mt-r, pour r € {0,1,2}.
p=0

Remarquons que si Lo est le symbole principal de 20 on a :
13 "oty s
LO(H )" = H.A = det(H).T = H".(H")".I

d'oli on tire LO = H".I.

Déginition 1.2. Soit V un polyndme en & & coefficients analy-
tiques. On dit que deux polyndmes en &, a coefficients analytiques en X,
P et Q sont &gaux modulo V, et on note P = Q Bﬂ sl et seulement si

P-Q est divisible par V, en tant que polyndme en &, pour tout x dans Q.

A partir de (D) on explicite certains invariants avec lesquels,
on donnera les condidions d'existence de 1'onde asymptotique.
On calcule, pour cela, les termes d'ordre mt-1 et mt-2 de

h o a, ainsi que ceux du second membre de (11), puis en identifiant on

obtient ([17],[1]) :

(HA*+_30LH30LA+H¥A) = [3(H')280°H"BOLH'+3H".H'(BO‘H'BOLHWH'H'*)]I +

+ L:(H')3 " LI(H')Z . (12)

X
¥ 5% 4%+ 10%us  ard®n™s a+n™a™+w™.a) = 3.1 + [L0%H'0 H'] +
o 2 ok o 1 o

B

+ [330‘H'80LH'.H".H'¥]1 . [u'] (13)
avec

3= BBOLH'BOLH'BBH"BBH' v u[a%uroPary_mt+a®ary H'a m0"H' R 3] (14)

g g



Lemme 1.7. Si h vérifie H.I1 a, L(Z,I,O...O) et (D).
Alors en posant :
o
A= B[20%" H'.T+30". B .T+L .H'+L ] + B"3%5 H'-H".A" (15)
o o 1 o
On a :
o
B[a“HauB+H*B—H"a“H'aaH'.I] = AH' (16)

Preuve : On a : BH = HB = H".(H')Z.I et A = BH'.

Multiplions alors (12) par B, d'oii
H'. (1') 2a% + B[B“HB@(BH')+H*B.H'] = B[3(H')28“H"auﬂ'+
+30" 0" (3% B HTY] + L) Y (1)) (17)
et comme : B3%.B = B3®[H"(")°1] - H"(1') 2%
ou encore
B3 H.BO H' = H'(ZBH"a“H'aaH'+BH'aaﬂ"aaﬁ'—H'H"a“BaaH') (18)
(17) s'écrit :

B[0"Hd B+H BJH' + B3 H.B3 H' = - H' (1) %A% +
+ B[3(H')28aH"8aH' + 3E".H'0%H' 0+ su. (@) 2 n ] +

+ B[L:H’+Ll](H’)2

Et de (18) on aura :
a * o °
B[3"HO_B+H B-H" H'BaH'.I] = AH'.

C.Q.F.D.



Lemme 1.2. Si h vérifie H.l., a), et (D).

L(Z,I,O...O)

On a :

(o)
[a“BaumBH*—H"aO‘H'aaH' I .A=0 H'].

Etablissons certaines formules qui facilitent la preuve de ce

lemme.

a) (15) se met sous la forme :
o
gra® - mme%Ba H' = B[3H".u *1+20%"0 m L AL H'+L] - A
o o o 1
b) En multipliant (13) par (H")2 on aura :
(H")Z.HA*¥ + [ﬁ"BBHaB-aBHaBH"+H*.H"][3BH".H‘*+233“H"auH' +
* _0 " 2 B ' _}_ OLB 1
+B(L H'+L )=A] + (H") [0, (3" BB gl )+ 5 87V HA g (BH') +
o * 1 * a‘ A\ ] - " 2 d’H' L
+37H 9 (BH')+H D B3 H'] = (") [7.1+1 37H'O H' +
+32%H" 5 H' H".H' I [m']. (19)
En effet ; le membre de gauche s'écrit encore & 1'aide de a)

2

a2« [oPus ma®ny®ss 1Y) - oPma m . (wa¥-m"%d m') +
8 o B o

L 1T 1 " 2 B ' _1_ OLB '
+ HH"(H"A-H"3 B3 HD] + (") [5%ma (o BYGH' )+ 87 H o (B.0') +

+ %%y (Bu') + Ho%Bd H'].
o o
et en effectuant les calculs il ne reste que :

2

@2 [aaoP

Ho A*+—1— BOLB

* ¥ ¥
oA * 7 A+H A +3 H .BOLA]

HSaB

d'ott la formule (19)



o
c) On a : HA = H'H"[3%H0 B+H .B-H"3"H'3 H'.1]
o o

En effet, il suffit de multiplier (16) par H', 3 gauche et d'uti-

liser :

BH = HB = (H')2 D - LR

Preuve du lemme I.2.

On note :
o = H"BBHBB - BBHBBH" + HLH"
6 = B[3H".H'"T+20""d H'.T+L  H'+L ]
F = H"[BO‘BaBmBH*]
et © n o= [3% B B-n"3%H'3 H'.1]

On considére 1'expression :

B [H"BBHB B—BBHE BH"+H*H":| (6-f) =

Bo [0-1]

o
+ H"aBB.H.aBA - B .H".R + F.6 m']

H

(du fait que : BH = HB = (H')Z.H".I.)

o

De ¢) on a : HA =H'H"n donc :
X - 9 " 1 ]
HOgh = -8H.A + H'.n 3 H (m']

d'oll :
o o

Bp[6-A] = -B" [aBBaBmBH*].A + F.0 + (H")ZBBBBBH'.n , [H"]
) B - B '
On a : B3 HO,B = 3 BIH.B m']

donc (16) s'écrit :

tH

[aBBBBHmH*—H"aBH' 3gH' .I]B = 0 m']
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d'od : F.0 = (H")ZBBH'BBH'.G

o
On remarque d'apr&s a) que : 6 = A + H"(A*-BaBaaH').

D'oli
(o]
F.0 = (H")ZBBH’SBH'.A + (H")336H'35H"(A*"BaBauH') (']

On a alors :

3t

o
—H"[BBBB B+BH-H"3 H' 5 H'T]A +

(o]
Bo [6-1] 8 8

@y 2o

+

L] " B L L * f t
BGH'.n + (H 39"k 3gH' - (A —BOLBE)OLH ), [H']

On multiplie maintenant (19) par B, & gauche, d'ol :

Bofo-R] + (@ 2.B[a%a (3o i)+ 5 8%y (B +0%" .0 (B! +H "0 8D B']
= B(H")Z[J.I+38aﬁ'3aH' HLH L TAL 00 B ] [H']

Donc pour avoir le lemme 2, il suffit de montrer que :

oot .n + wafura m' . (a%-0%0 1"y + B[a"H5 (378

8 8 Y+

g

| .l_ OLB ' * * 0 =
[ +5 9°VHd o (BB y+3"H .3, (BH')+H 37B3 H'] =

B[J.1+L13“H'auH'+3a“H'aaH'.H".H'*.I] Ma']

| ona: J=4J « 23“H"aaﬁ'38

H'SBH' (d'aprés (14)).

B.J + 3BH"3“H'aaH'.H'* + BLla“H'aaH' - B3l +

+ 3% 5.0 - BH'L %0 H'.
o [o] o
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Donc il suffit de prouver que :

B L n B \ ] *_ Q. 1 Q. \i B 1
3"BoH'.N + H O"H'3 H".(AT-37BY H') + B[d H 3, (3" B3H") +
l_ aB ' * ' *.0 L 1 = A0 ' = '
+5 0%y o (BH )+3"H" 3 (BH')+H 9B3 H'] - BT ~ W' H'.6 =0  [H']
Remarquons que :
3885 u'.n + w"0Pu'e m'. (A"-3%B0_.u') - 3%H'O H'.6 =
gl - gt - o A
— B ' B 1 v Y [] -~
=9 BBBH .Nn-9H .BBH A (d'aprés (15)).
Or :
[QBB.n-aBH'.KJBBH' = —BSBn.aBH' M)
car de (16), on.a : Bn = R.H' c'est-3d-dire :
BBB.n - 3Pur . = —BBBn ES

I1 suffit donc d'avoir :

S’ 1 Q. 1 B 1) 1 ('X‘B Ll - * )
-B3"na H' + B[0%R'0 (3"BgH")+5 37V HD o (BR') + %1 5_(B.H') +

+ H*ao‘BaaH'] -8 =0 EY (20)

comme : BBn = BB[BuHauB+H*B-H"8aH'8uH'.I]. Alors

B B

B H' + Ba“HaSBa H'+ BD

* v
8 (H .B)BBH

' ap
nBBH Bo H.BOLBB6

Born ' ' v o_ wenOB ' 1Oy
BoH BQH BBH BBH B.H"(3 "H BGH BBH +3 H'D

B '
dH BBH )

On remplace BBSnB H' par son expression dans (20), et en simpli-

B

fiant on trouve qu'il suffit d'avoir :

3
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B[B“HSBB+%-a“BH.B—H"auH'aBH'.I]auBH' = 0 ]

Or ceci est vrai enm effet : de
L 2 13
HB = (H') .H".I

on a .

n%H.B + Ho%8 = 21" 3% .H"(m') 2%,

On a encore :

%813 4 5%.5% + 9Pn.0% + ma®%s = 2wePrr o1 [H"]
On multiplie & gauche par B d'ol :

B[0"f.pe20%maPB]0 g = 28H"a°n'a%m" ']
D'oii finalement :

B[Q“H38B+%-a“BH.B—H"a“H'BBH'.I]aaBH' =0 H']

Ce qui achéve la preuve du lemme 2.

On donne maintenant d'autres formulations de (16) et du lemme I.2,

i 1'aide d'invariants.

Lemme 1.3. Les matrices suivantes :

(o]
e =23 B-pm® , DB=2"83H- 2B H.
[0} 6] 61 o

| - . . 0
‘ définissent des invariants, et on a : BC = DB DP]
1 ; © . . 8 A
Preuve : C est invariante car = (CB)léA,BSm et

8‘; = [hlé,bg] ; (de méme pour ]c))).
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o !
pour montrer que BC = DB on utilise le fait que :

BH = HB = (H')2.H'.T

‘ Conééguence. Soit K 1la matrice sous caractéristique ([}I]) de h,
on pose :
Q 1 ¢ o 0
R = KB 5 C , et S = BK + % D
ces matrices sont invariantes, et on a :
o _ 0
I BR = SB (']
Preuve :
] o] [e] -
BR - SB = + (88-BB) = o [H']

N

Lemme 1.4. Si h vérifie H.l. a, L(Z 1,0..0)° on posera :
s 1,V..

(o]
°=8BR et 1% =8B
Alors :
1% = 1% = B[o%mo B+ B-H"13%H" 3 H'] (1]
_ X 0 o0
= [0783 H+BH -H".13 H'D H']B H']

Preuve : Rappelons [11] que K = w* - é%-ag(pH) oi p est une

mesure positive sur X.

o _ ¥ 1 .0 1 .2
On a donc L° = B[H o 3, (PH)]B + 5 BC

o ¥ ] 1 .0
1° = B[H —EB-(Bap8aH+QBZH)JB + 3 BC .

° - py*p - & 1 -3 my® '
BH B - B3 H.B + 5B(3°H3 B-3 H3"B) [H']

-
I

(car BH = HB = O (H')z).
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+

or 5%(H.B) = 3%H.B + 5%H.5 B + 9 H3®B + HA"B.
o o o o o

Ou encore

|

-B3_H.B = B[ao‘naumaaﬂa%—ag(m)] | [a']

d'oili

_ * i '
L° = B[ B+3"Ho B~ 70  (H.B)] (8]

et comme HB = (H')ZH".I implique que

Q - 1 Opr e ' 17
5, (H.B) = 2H"3"H'y H'.T [H']
Alors :
1° = B[ B+ Hy B-H"3%H'p H'.T] [H']
- o e

. o . .
Pour avoir L ', il suffit de remarquer que :

5%By H.B = By%Hy B (1]
ol o

C.Q.F.D.

Lemme 1.5. S1 h vérifie H.1. a) et L(2,1,O...O)' On a :
L° divisible par H' <=> Loi divisible par H'.
Preuve : Si L° est divisible par H' on a trivialement : Lo}

divisible par H' ; pour la réciproque il suffit de prouver la relation :
1 .0_ .ol 1y
B..1°= 1% B [a') (%)

1 ' s s '
et de remarquer que B, mn'est pas divisible par H', (L(2,1,0,...O)) et

que H' est irréductible.
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0
Montrons (%), on a : B1 LOC = B1 BC RE et de 1'identité de
1 D 1 7ED
Jacobi :
C_ .C.l_,1C .\ .m
B BD Bl BD A1 D H'.H
1.oC - ,C,1QE ' 1.oC _ ,C ol .
B,L°0 = BB R°  [0']  donc BIL) = BILY) M)
: ol 1 _ _o,1 1 _Ql F 1 e
D'autre part : L DBl =L DB1 = SFBDBl et de 1l'identité de
Jacobi on a :
ol 1 _ 21 F 1 ' ol 1 _.o,1.1 _ ol
LB, = SpB B} m'] donc LUy = L "By =1"B
"o . 1,1.0C . C 1.0l _ _C 1l ol:_ _1.C ol '
D'olt alors : BB Ly = BBL =BB L =BBL, [H']
1. 0C _ _C ol
' T = '
c'est-a-dire BIL D= BDL 1 Di].
C.Q.F.D.
’ [ - L3 . = '
Notation. Si h vérifie H.l. a), L(2,1,O...0)’ L=0 D{]
On pose :
o _ SBR
on a :
o [0“B3 H+BH*-n"3%n's m'.1]B[0%H5 B+H B-H"3"H'3 H'.I]
52" ] o o 1]

Hl

On effet on vérifie d'abord que :

oL

—_ * " 1 .
R = [W's+3"Ha B-H".18°H'3 H'] + 5 H[BZB+—%— 3"B] [m'].
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o)

o
On a: R = KB + % C donc :

o
]

* 1 .0 1 1 o
- + = - 2 5 HyYB
H .B 5 3 (pH).B 2&%33 28 3

mais ag(pH).B = pagH.B + de.aaH.B et de HB = (H')2.H".I on a :

o - _ o '
3, (PH).B = pagﬂ.B 3 p.HO"B ERNC
a = Q. \] ] " 1
et 3, (HB) = 23°H'Q H'.H".I [m']
donc
21,3 = 20%'0 H'.H".T - 3”H3 B - 3 H3"B - HO%B (1)
¢} o o [0 a
Ainsi de (%) on a :
- _1_ a‘ = e 1 1 _1_ _1_ OL
25 9, (00 .B = 2%m o H'.H".I + 5 aO‘HaaB + 5 0 H3"B +
+ 1 au aap aa '
'z' H( OLB + -—p—- B) [H ]
D'oili
ﬁ = 5%.3-5%"5 H'.H".T + 0%HO B + — H(3B + —8-9‘—)- 3°B) (B'] (22)
- : a 7 o 2 o 0

0o
o o
comme M = %55 , donc en remplagant R par son expression (22), et en

remarquant que BH = 0 [(H')z} alors :

mlw
-

' [H*.B—aaﬂ'auﬂ'.ﬁ".l + auHBOLB] L

]

et du lemme 71,4, On a :

Q. * " * - G " .
[5%33 K + B -H aO‘H'auH'.I]B[H B-3%H'3 H'.H".I + BaHauB] ']
HV

M

C.Q.F.D.



- 17 -

. o e e o '
Lemme 1.6. Si h vérifie H.l. a), L(2,1,O...O) et L 0 ﬁl]
alors
10D - oD .1 A B " '
| By Mo = Sy 4 ReH (']
En effet : de 1'identité de Jacobi :
1 A 1 A _ 1A,
B1 BB BB Bl A1 B H .H".
On a :
oD _A OB
S B_ R
1op _ 1°A°B"C
By, M = By o (de (21))
donc SD BA 1 ﬁB
too SaBIBgRc op1asm .,
By Mo = —7—— * S8 gReH
comme
O 0
SDBA BIRB LO'D.LOI
AL ! (Lemme I1.4)
H' H' '
et puisque 1'°=1°"=o0. [1']
Alors
o o
SDBABIRB Lo,D Lol
A'1"BC _ 17 C _ 0 [,]
Hl = H' - H
D'oli le résultat.
C.Q.F.D
. e o - .
Lemme 1.7, S1 h vérifie H.l. a), L(2,1,0...0) et L =0 Bl],
Alors :
1 2 l op 1 2 9B7..» '
Al o 1M [SAIZJ[AIBRC]H [a]
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En effet : on a, d'aprés le lemme I.6 :

[0}
REATE

et ot
NN
b2

1'identité entre cofacteurs, [1 ]

RERE SR T RSN
1 2718 1 271 8B 1 2B
1 | I, -
et A1 = Bl H donnent le résultat.

Introduisons maintenant les matrices ligne et colonne :

_ .1 29B D _gD ,1A
Pe=41 88 g T =541,
avec ces notations on a donc :
1 219D _ D_ .,
Ay BN = QR
Lomme 1.8. Si h wvérifie H.1 a) et L(2,1,0..

Alors

= 212X _rutalyra 1B
L .B+3"H3 B~TH"0%H'3 H']

c
D_ ¥ Q. _ " ' D 1
B Q =[B + 0"BoH - I.H 2% 5 A",
En effet : de (22) on a :
PC=AiZﬁB*A12[H B + 3% B - 8%'d H'.H".
+1 12 B[a Ep
A p-Hg
Or A% i Hg = 0 H'] d'oll le résultat.

A D
De meme pour Q .

.0)

']

[1']

(23)
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Lemme 1.9. 8i h vérifie H.l a) et L(2,1,0...O) ’

Alors :

Preuve : Montrons la deuxiéme relation, la premiére se démontre

de 1a méme maniére.

1D
BIQ

Du lemme I.8 on a :

Dy *F w D7, 1A
B [B + 3%BD BaH - H'O H'H'.I,]A) [H']

1l

On peut supposer D # 1 (sinon la relation est triviale) et &videmment

A#1 ; ona:
ID_ID ID .y n
BIBF = BFBl AIF H' H".
D'olt
o lD:O(, ] 1D . '>
37 (B\Bp) =9 (B ) + 3% ApH' [H']
On a donc :
l.a.D _ .0,,1.D " v 21D _ Lanl D '
B 5B, = 3”(B;B)) + H 3°H'.A\p ~ 3B .By ']

En reportant dans ]'équation précédente, on trouve

B;QD = (80 é *i + Ba(BéB?)BuHE " Aig H'.3%H' .9 H
- 3% B?BGHA)A - B, 3%y JBTETLT A}é ')
Bl = B0 [mLu"" + o%Bla Hh]A] & + (BL3%B0-2"s .B) D Falds
+ Al % JHa Foald o Blaqﬂ '3 H'LH" alD m']

IF° 12 12
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B}QD = B?[BéH*i + 9 B 3,H ] }3 H"aaH aaH } 2
- B}aaH'aag'.H" ig -, B 5%B —a opl 1335 )Hi.Ai g
car
Bg i =8 H"(H 2 implique gaaai %B?-Hi
on a .
a2 <o
et
Mgt a1
donc :
BlQ° = B0 [B ", + 3B o E Al + ADE"9%H" 3 (H;A Al -
- BiaaH'EaH'.H" ig
et comme :
5 EALY < s, = Bl
on en déduit alors que :
B0 = 87 [pgn"] + B IAL
d'ot
B}QD - B?Ql
C.Q.F.D.
Constquence. Bi f = ﬁiB

o 12_18D _ D .
En effet de (23) : AIZBIMC = Q PCH

(1]
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et du lemme 1.9, on a :

A}%(Bi)3ﬁg = H"QIBII)PIBé [1']
= H"lelBiBg [H'] (Jacobi)
= A}%B:I\O'I}B}Bg '] (de 23)
= A}%(B})zﬁisg [m']
d'oll
Biﬁ]g = b?I%Bg [1']

C.Q.F.D.

Déginition 1.3, On dira que h vérifie (Loi—ﬁi), si et

seulement si :

(Loi) : Lo} est divisible par H'.

0] ol P
M) s M, est divisible par H'

Conséquence. Si "h vérifie H.1. a), L(2,1,0...0)

alors des lemmes I.]l et I.2 on a : h vérifie (LO}) et (ﬁ

o
. Nous allons maintenant remplacer la condition (Mi) par une

ol

)

condition sur le produit de deux autres invariants, qui donnera avec (L
les conditions d'existence de 1'onde asymptotique.

Pour cela on copsidéré les notations : [18] , [3].

Un indice surbarré varie entre 1 et v et un indice chapeauté

entre v+! et m.



Pour v = 2, on note :
Al""; ..... [RREEEE v_ Ai 2 , Ai...D-l F D+l WV ?—I g
l... A~1 B A+l ...V A-t B et )
Al....\]_)—l 1_)+1_...\) - A]_)—l 1_)+l
Tooo.o A-1 A+1 ...V A-1 A+l
~ Lemme 1.70. (v =2) omn a:
- 2 =
1) Ag . Ai ; = 7% 2
E=1 E E-1 F
2 G G
2) AP A} g =) AS A? ! g
F G=1 F
) % Ego: - - -
H p oAl O Lyl 2 der ms”
E=1 E E-l E+] G
2 T - - - —
o PATELE L )P 4
E=1 E-] E+l E G
. . 2
On omettra dans la suite le signe _2
E=1
Preyve : Montrons 1) (car 2 se vérifie de la méme maniére.)
pour F = F triviale.
Montrons alors pour F = F. On a de []8], Bﬂ :
phal 2B 12 h b p 2B, 2 (23 bis)
B I 2F 12 F B 1 2F A-1 F

ol 6; est le symbole de Kronecker.



- 23 -

>

et A% . ®) =0 (i.e) A%+ a%% = o
A B B A B
o 128 ,
Multiplions par A _ (cofacteur d'ordre m-3 de H) on aura :
12F
- A A -— ~
aOfal 2B )Gyl 2B
AB12F AB1l2F
SETSERT T
A F 12 A A-1F
dton A% a2 =2%4 2 ga

3) et 4) sont triviales pour (F,é) =(1,2) ou(2,1) et donnent 1'iden-

tité de Jacobi si (F,G) =(1,1) ou (2,2)

Notation. [1], [18], si h vérifie HI et L,y 0., 0> ©on pose :

,1,0...0
) o A?—l E;+1
E E+ -
£ = (e EL B (24)
e G H'.A
12
Conséquence du Lemme I1.70. et de (2) et (6) on a :
F 4E Fooo)
BrAE = mowr §F
E G G
\ | (25)
AT BE —uomn 6F
L E G G J
Notation. On posera dans une carte locale arbitraire
‘i Al 2 AD-l B AD—l B
g _ A1F | (1 2} o Fo (1 2
3 A12 B A12 B o A12
12 12 12




et
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AE A - L Cost wn.
D D 2p D

Lemme 1.11. Si h vérifie (H2). Alors :

_ Al 2 AD—l B Ai 2 AD—l B AD—l B
A _ A1F F 1 2 1 AlFjoF 12 Foc(l 2
T ST T m M2, RE “fiy? T2
12 12 12 12 12
et est un invariant.
L
Preuve : Remarquons qu'on a []8:], [3] :
o . ) ) HE AG—I B _
ol AR (—1)(E+G) A(_;”1 f*l d'od ———-———}2 2 =£§ "' (26)
B 1 2 E~1 E+l] A G
12
Remarquons en plus que :
al ? _
A-1 F F _ gA
NG dﬁﬁ "’tﬁ
12
En effet :
Al 2 Ai 2 AD—l B
ALE gf - ADE o o2 (@tepres (26))
Ao b Ay2 A2
Al E ) AD—I B Al g ) AD-—l B
_ A-1F F 1 2, A1F F 1 2
Y. s —17 T I i T
12 12 12 12
_ AD—l R _
-t L2 oA w (arapres (26)).
B A D
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) R a2 Jb-1 B
5 A12 D A12 A12
12 12 12
2 D1B 12 -1 B
- - o
2% (p dg»A A-1 F 3%(o uh) 1 2 + A-1F 0 HF3 1 2
D AIZ 12 A12 B A12
12 12 12 12
Al 2 AD—I B
af A-1F F 1 2
o ( Rt ) Pl T T
12 12
On a
D1 B Al 2 )
20 ( 1 l22)_ 0 A—izF )= o et 4l ZF oo, W APV B o
A12 A12 A-1 F B B 1 2
_ Al 2 AD~1 B
donc Ba(pdf'é H') A- l F a“( o ) 122 et par conséquent :
D 12 A2
_ Al 2 AD-] B Ai 2 AD—l B
B oAy = ATLE o yFy L2 [(ALF a1 2,
a D A12 o B A12 o A12 B A12
12 12 12 12
Al 2 AD—] B
A-1 F o F 1 2
v a(pHB)aa("Aw )
12 12
Remarquons encore que 3
Al 2 AD—] B Ai % A AD—] B
g | ALF S B A1 F | o F 1 2
o A12 AIZ Qo A12 B A12
12 12 12 12
Ai g A AD—] B Al 2 AD—I Bv
- g - F
Co (A E) el 2 (AL E) Fef 12 ) )
o A12 B A12 a A12 3 A12
12 12 12 12
Al 2 AD—] B Al 2 AD-I B
B e (A B e (L)
A B A A A

12 12 12 12
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D'ott finalement, d'aprés les notations précédentes :

) A1 2 AD—I B
A _ A-l F ¥F 2
Sl [E°, 2p 3, CoH )] N
12 12
A] 2 AD—l B AD—l B
L1 Al F[aaHF 2]~ W 2]
2 A g © AIZ o B A12
12 12 12
o . . .o*F _ 1 o, JFO_ JF
D'oli le lemme I1.11 (puisque : H .y Bu(pHB) KB).

. . A . .
L'invariance de 5{__ provient du lemme suivant :
D

Lemme 1.172. Soit p,p',q,q' des opérateurs différentiels de sym-
boles principaux respectifs P,P',Q,Q'.

Alors 1'expression : %) (=) ~ 3 (%) BG(E;D est un invariant
Q" a'Q aQ

P - . * P oy
(défini sur le complémentaire dans T (X) de la réunion des variétés

caractéristiques de p et q).

En effet on a :

a0 o, o P2 P'3 Q'

@ 2, G0 - 3@ @D = EF - Bt - —2p -
| Q Q")
3%p P3_Q %' pra%y!
- — - —3)( - —)
Q  Q Q' Q"
3%y p'-3 pop! o
= o o - 2(3“?3 Q'-3 Pa¥qQ") -
Q' Q(Q") o e
pP! o a
- ————-(3 Q3 P'-5 Q8 P Y + —=———=(37Q3 Q'-35 Q3 Q")
Q%' G
_ofpspl, — ofe]+ 0&,ﬂ+-——~§0th]
Q' Q(Q") Q' Q"



oli on note

o(r)
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le symbole principal de 1'opérateur

r. On a donc bien

(—) 8 ( ) 9 (B) 8u(gl) qui est un invariant
Q' a'Q Q' )
A = - - - -
Notation. K €. BE[‘]{'A + %(BOLH'S JfA -9 H'Bacng)] et est donc
NoLaALon - _ o® - a -
D A D D D
un invariant d'aprés le lemme I.12.
A= - - -
{ Lemme 1.13. on a : 4 C = O - 2% £ A 3,H"] H']
D A D D
En effet :
ﬁf = f(&%m - — 8 (pc/Z”i‘ H') + -;— aO‘H'aaeff‘f - % BOLH'EOL(%'IE)
D A D D D
Cregd 1 .0 gA Crl .o A 1 .o A
B[R - L %88 s w) - Bk %A H) - 5 %' 0]
a D 2 5 ° A 20 o D 2 o D
On a :
%o B u) = of B%om') + 0%8% (or') + 3 A2 3%mn  [w']
o - -0 ="a o =
D D D D
d'oll on tire :
3 - - -
25 30 Jg’AH)_ 0‘ Ot gD+ L% A L% A s
- 2 "o 2 =
D D D
+ 4 % ot [']
cx —
’ D
Donc on a :
0T _ Croxk _ 0 A ¢ Lo, gk 1 &
K C= B [H - A ] - B[ 0% oL v # 0 [H']
D A D D a ‘P D D
C A
et comme : BE of__ =0 DV] (d'aprés 25). D'olt le lemme I.13.
A D
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Notation. K

<
R e g}

A - L% 5 ur - 5 £ %))s
5 2 p o a5

31 O

&

ol

1rzA
+5[J$B,h]>3

| ot

et est donc un invariant d'aprés le lemme I.12.

Lemme 1.74. On a :

1l

(™2 - 3 A% o )80 ']

D D E

- X

- NI

se démontre comme le lemme I.13.

Lemme 1.15. Si h vérifie Hl a) et l_(2 1.0 0y On a :
,1,0,...

ol = 8! ;g*‘_* B0 - 8! mmy® wy [a")
A D 1 1 @

Preuve : Du lemme I.4, on a :

o _ * o _ Oy ' '
L_B[HB+aHauB HaHaaHIJ [H]
d'ot
ol l1-*F _B o.F B 1
o' = BF[HB B, * aaHBauBl] - BlH"aOLH';;OLH' H"

il suffit de vérifier que :

1

1 *A D
5. *A 80 = ! T 8B 4 plyow’y 8P (']
A D 1 F B 1 F BY%1

Remplacons czz*ﬁ par son expression d'ol :

D
o Wl 2 D18 DB
E - *
sl AR gD o gl ALT T 11223D+auH1;3(1122 oD
A 51 i A B A M\ A 1

12 12
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Or du lemme I.10 ( 1) et 2)) et en tenant compte que A = BH' on déduit

D-1 B
oA gD 2 gl w*F 8B 4 B! o%Ts -———)BD
i1 F B 1 F B 1

&_\
>
D>_--
N
N

12
Reste donc 3 vérifier que :
AD-—l B )
1o F, B _ F 2 D .
Bpd Hd B/ = B aO‘HB a(-——n——) B, [H']
A
12
On a encore du lemme I.10 ( 2) ) et A =3B H'
) AD—] B AD-l B _ AD—] B )
B, _ D 1 2| _ 1 2y D. 1 2 D
9, (B = 3@(31 T2 ) - aa( RE ) it %t
12 12 12
AD—] B _ AD—] B _
) 1 2\ .5 _..B 1 2 D
(1.6) BOL(T Bl = aaBl Alz E)OLBI
12 12
Reste encore 3 vérifier que :
AD—] B _
F D _ '
B, 3%Hy A12 3., = 0 (=]
12
comme
l " _ 1 F _ _ ol F .
F - @)’ <S => BpdHy = - 3 BHp .[H]
D'ol _
AD-—l B _ AD—] B _
F D_ o 1 F 1 2 D \
Byd*Hy A12 R T s R VAL (']
12 12
= 3% #Fuas 8% = o [H']
75 0%

C.Q.F.D.
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A vV 3
Lemme 1.16. L° Eﬂ"l = B_l_ x4 ']
D A 1
En effet du lemme I.15 on a :
LO} = 5! 2% 8P - Bly%ms mrmn [a']
- = ol
D 1 1
or du lemme I.13, on a :
28! #MEP = runsysD = o%umvs! B ']
A D 1 D 1 D 1
or
gl a%AA gD BOLH'H"(S_I_ (']
A D 1 D 1
Donc @
. = -
j{l 0 = Bl K fBD - BOLH'BOLH'H"B} = 1ol (m']
D 1 A D1 1
C.Q.F.D.
1 Lemme 1.17.
1 _ 12 41 _ 12 X2 .
Q zap X, . B Ean XY []
En effet du lemme 1.8, on a :
| Q. _ Oy vl A 1A '
Q = [BH + 3 B3 M aHBOLHHI]AAIZ ']
1 _ p 1B 1A -
Q = [BgH , * 2 BBBOLHA]Alz 1]
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On a encore :

AlA AlA 1A
1 *B 0,1l B 12 o, 1B
[B —A + 3 BBaa(HA ————AIZ) 9 BBHABOL(A )] H']
12 12 12
de (26) on déduit :
_ 1A
B 12 B .,
Hy A2 - &8
12
1A .
et remarquons encore que H A12 0O d'ol :
lA
1 10 212 Ay 1., 4B Aig -
Q = A [B + 3%'0 (#B") - 2%'n ] [H']
A pl B 2 B A o| ,12 )
12 12
. 1.B _ LA _ _l.aA ,
Si A#1 ona BBHA = 0, donc BOLBBHB = BBBGHB, et par conséquent
1 e«B AIA o,1 aB 1.0.B Aig
[B —2 + 3%l A% p 4 B %0y [ | ] L
B 9 O B A q A12 -
12 12
et de (25) B! #B =0 => 3%l #8 - - Bl;9¢B
B 2 B 2 B 2
D'oll en utilisant 1) du lemme I.10 :
Al 2 AIA
Q! [B FIB 12—BBOL¢?9’B8H'+
A 12 o
A : A B 2
12 12 1 9
Al AIA
+ Bl F-1 B 8O(.HB ] I:H,J
F AIZ A12
12 12
et dés.notations précédentes :
1 *F
[B % £F 3 1] ']
2
A
et du lemme I.13 on a : Q1 = 12:1-1 BV]

12

C.Q.F.D.
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) = A12 :%:? [H'] se démontre de la méme maniére.

Proposition 1.1. Si 1L° est divisible par H', alors :

A v
0 )
M divisible par H' <=> :zn; ;1.? divisible par H'
o}
M)

divisble par H'.

On a (23) : A}% Bi ﬁg = QD PC B" ﬁV] donc d'apr&s la consé-
quence du lemme I.9.
(Bl)2 °D B}QDPCH" = B]C)QIPIH" (']
d'ott d"aprés le lemme I.17 :
AlZaD? W = B’ J?; “vfﬂ" [@']

La proposition en r&sulte puisque H' est irréductible et que

A:% et B} ne sont pas divisible par H'.

Conséquence. De la proposition I.1 et le lemme I.5 résulte 1'équi~

valence suivante :

o A %
(Loi) et (Ml) <=> (LO}) et :K.; JK? divisible par H'.

On démontre dans [l] 1'existence de 1'onde asymptotique avec les

hypothéses :

pt——

A v
ol 1 2 '
HI, H2.b), H3.B), Ly o gy @7)) et A, X =0 [].

. 1
Si :%‘1 =0 [H'J , on supposera en plus que X 2(a) # 0).

Dans le chapitre II, on obtient des hypoth&ses E&quivalentes, avec

lesquelles on donnera une nouvelle démonstration de ce résultat.
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CHAPITRE 11

RESOLUTION FORMELLE

On donne dans un premier paragraphe une forme &quivalente des

o1
hypothéses : HI b), L(z,l,o,...o)’

3 1'aide d'opérateur bien décomposables au sens de J.C. De Paris.

1. Nouvelles hypotheses.

Soit h wun opérateur différentiel matriciel vérifiant

Dﬂ, a) et c)J, [HZ a)].»On définit la condition 21 par

— a) Il existe des opérateurs différentiels
11 D-1 B 128 1 <F,D <
a_ > a > a ot
F-1 A 1 | 12¢C 1 € B,A,C
de symboles principaux respectifs
Al , AD—l B , Al 2B
F-1 A 1 1 2¢C
I F
tels que 1'opérateur q =iq_ o (d'ordre (3m-5)t) avec
\ D | 1sF,D<2
F D- 128B.C
qf = a 1 2 hg a b-1B a b2 a l 2 hg a. hE
D F-1 A 12 12 F-1 A 12¢

est bien décomposable par rapport 3 H' avec la multiplicité 1.

H3, (LO} , (MI) du chapitre I ;

N
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b) C'est une hypothése de régularité de S par rapport 3 la
décomposition de q.

Si Ao est tel que : Q = AOH' oli Q est la matrice caracté-
ristique de q.

Alors
N

Ao(a) # 0.

On convient que : un indice chapeauté varie entre 3 et m, et un indice

surbarré entre ! et 2.

On notera par A la matrice 2 lignes 2 colonnes :

A_) .
D [1<F Dg2

Conséquence 11.]. Soit h wun opérateur différentiel linéaire

matriciel vérifiant : Hl1 a), H2 a).

Alors :
D l.a <=>hzo [@] et Xzo [
— . 12838 = =
En effet : pulsque A1 2¢ " O si B=B ou C=C et
Al Z@too o, BT EL (27)
F-1 A B E 1
1 2 A ,12B C D-1E F_o' 2 A B-18,12
donc A_ H A HE A =0 d'od Q = A_ HB A A
F-1 A B 1 2¢C | D F-1 A 1 1 2

or Hg S A?‘l D+1 (28)
1 2 F F-1 F+l
par suite : Qf = (Al 2)2<_])F+D A?_l ?+l
D 12 F-1 F+1
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I

‘A
D'oll le résultat du fait que A} g et ﬁ;' ne sont pas divisible
par H' et que H' est irréductible.
T Rema&gue I1.1. De (27) on a :
’1) ordre de (a _ 2 hé a1 2 ? hC aD—l E) < (3m-5)t-2
F-1 A 12C E 1 2
2) ordre de (a l 2 hé a1 z ? hC aD_l E) £ (3m-5)t-2
F~-1 A 12C E 1 2
3) ordre de (a . 2t 2l ZEuC DU Ey o (amesye2
F-1 A B 12C E 1 2
4) ordre de (a l 2 H_ al 2 f hC aD—l E) £ (B3m-5)t-1
F~-1 A B 12C E 1 2 o
et (a i 2 hf a1 2 f hC aD_1 E)*= Ai 2 Hf A;'G1 2 ? HC A -1 E =
F-1 A B 12c¢c E 1 2 F-1 A B 1'2C E 1 2
- (—I)F+B A?—l ?+1 A*l 2 ? (_1)C+D A?_l ?+l (de 28)
F-1 F+1 12¢C C-1 C+1

0 [ﬁ'zj (de la conséquence II.l1 si h vérifie ).

I

Lemme TII.1. Soit h un opérateur différentiel matriciel lipéaire

véfifiant : H1 a), H2 a) et H3 a).
Alors

JB/A=BH <> JB/A=BH".

Preuve : (<==) évident

(=) du lemme I.10. 1) et 2) on a :

1

2 - A Al
12

A S A o2
E-1 B

= 0 H']

w )
- TMCT
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de méme Al 2 a2 = pE AE1 A o [f']
D 2

1A_Al=1An'3‘
Al AB A1 AB Al B H'(H")" .
donc Bi Ag = H'(B?B; + Ai g H'"H') ceci implique que Ag Z0 BF]

car Bi n'est pas divisible par H', et H' 1irréductible.
C.Q.F.D.

Proposition 11.1. Si h vérifie : H1 a).

Alors :

1) L(2,1,0,...,O) <=>H1. a et H2. a

2) H3. b, H2. b <=> 30 1. b.

Preuve : (Remarquons que L implique 1l'existence d'au
—_ (2,1,0,...,0)
moins un cofacteur d'ordre m-2 de H, non divisible par H' ; on convient
que c'est Ai g, et un cofacteur d'ordre m~1 de H non divisible par

(H')2 on convient que c'est A{).

= = L
D L(2,l,0,...,0) <=> (A0 [H'], H2 a et H3. a)

or du lemme II.1 ceci est encore équivalent & :
A=o0 ([u'], H2. a et H3. a.

Mais de la conséquence II.l, ceci est aussi équivalent 3 :

1. a et H2. a. d'od 1)

2) I1 suffit de remarquer que :
|
2 12,2 71 12,2 1

Aoz =y ) 7 2

o>
1]
~
.__IP
~
o

C.Q.F.D.
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Définition. si h vérifie : Hl. a, ¢, H2. a, D1, a., on définit

la condition suivante

— a) I1 existe des opérateurs différentiels linéaires :
i 12 1 . .
bj’ a1 2 a, i=1,2, j=1,2

soit bien décomposable par rapport & H', avec la multiplicité 3.

b) S régulidre en a, pour cette décomposition.
bD
1

Consequence 11.2. Si % est d'ordre T, alors bl q
F

q est

N M)

2
D

d'ordre inférieur ou égal a T-2.

e

En effet : Les hypothéses de la conséquence II.l sont réalisées

donc il existe B telle que A = B H', d'autre part on a :

F 1 2.2 F+D D-1 D+1
Q = (A )7 (=1)" 7 A _
D F-1 F+1
Donc du lemme I.10, 3) et 4) on a :
B of = ! 52 TP gl AL (29)
F 2 12 F F-1 F+1
et 2 BD = ! HZ T AR DL gD (30)
D 1 12 F-1 F+1 1

d'ott le résultat.
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Proposdtion 11.2. Si h vérifie : HI a), H2. a) et F1; a).

Alors :

1) & 2. b) <=>H3. b), H2.Db), HI.c)

2) D 2. a) et b) <=> (LO}) ot (ﬁi).

Preuve :

1) D'aprés la consdquence II.2, la partie principale de § est :

L =38! of 8” @] D7 4
F D 1

L= sl 22 yFD 51 D1 B 1 22
F 12 F1F+1 1 12 1

L = Bl(Al 2)2 A1 2 H"(H' ) ) (A1 2)2 A1 (d'aprés lemme I.10. 4))
F 12 12 112 1

L= ahHZal % aran3 (car A} - B} H') d'od 1).

1 1 2

2) De 2. a) la partie principale de Q—Ao(h')3, c'est-3-dire

L*—(xo(h')B)* est divisible par (H')z. Or de la conséquence II.2 on a :

* (bl qf bD ° (al 2)2 o al)*

F D I 12 1

nd
[}

a0) 5 [(Al 2.2 1] [(H')2]
2 1

f1l
7~
o

e A “ A+ %BQ

1 qf Dok 12 .1 1
D 1 12 1 F

F
13

car

Fa? ol 238! wna)? (31)
p 1 12 1

on a aussi :

252,15 5] 2)551 41 g o® g 3 W [(H')ZJ

1 2 1 12 1 1

2*a '8N [(a
FDI

UI "rjl
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F D 1 1 2 1 1 2 11
et puisque :
' 3 * - 1 Q [] 1 1] 2
(A (")) = 30 H'37H'Y H fn]
= 3" B2 @hiram®s A (2]
1 2 1
car A= @H2@Al 2%n (e 1) ).
1 1 2
N SN2 -
On a donc : - (ko(h Y)Y o0 L(H ) ] équivalent 3 :
- - 5 |
(! D)* - a! H3stua®urs JH ](A y2al = o (a2
F D 1 1 2 1 | 2 1
qui est encore Equivalent, puisque A1 et B1 ne sont pas divisibles
12 1
par H', &
[ a™™* - ! Hplae®s v'] = '] (32)
FDI 12 1 o
D'autre part, on a d'aprés la remarque II.]1
- — - & -
(blf = ) 1 2, D-1 o1 2,0y ']
FDI F F-1 A B 1 2 1 21
1 F.D 1,1 2, A -1 B 1 2.D -
®la ) = lal Fad JPTTE T A (']
FDI FF-1A B 1 2 1 21
= B_}_Al ZE*A D- 1 B 1 ZBB aOLHABOL(AD 1 B 12 D)] [HJ
F F-1 A B 1 2121 B i 2 1 21
b3
= ol 2l [¥AeBal 2)2 4 oA g @ Bal 2)2y] ']
1‘ 2A B1 12 B 1 12




(d'aprés Lemme I.10 1) et 2) )

(b quBD)* = ! Bl As® + ot 3,B ] [8"]

FDI 12 A B B

i

(car B'a%u"8® = -2%8'ws® = 0 [u']).
A BI AB I

D'oll 2* - (Ao(h')3)* 0 [(H')z] est 8quivalent 3 :

1

Ay A, B _ Ay _
A[ﬂ + 3"Hp3 By - H"a"H's H'8] = 0 ']

car Ai g n'est pas divisible par H', et H' irréductible c'est-a-dire

- o eHH 2o [@H%) < ).

Remarquons que de (31) et (32) 1'opérateur bi f D' est bien
FDI
décomposable par rapport 3 H' avec la multiplicité 2. Puisque (a} g)zoai

1'est aussi avec la multiplicité 1. Alors, d'aprés la remarque I.1, 1'opéra-

teur composé b_{quD o (a : 2)2 o a1 le sera également avec la multiplici-

FDI 12 1

té 3.

On en déduit alors, d'aprés la conséquence II.2 que la partie
principale d'ordre T-2 de bququD = b1 FbD o (al,z)2 o a} - £ est
F2DlI FDI 1 2

divisible par H' (car £ est bien décomposable par rapport a H' avec

multiplicité 3). Or cette partie principale d'ordre T-2 est :

1 F 2. D ek 1 Fox 2
(b_q" o q_b") (b q ) (q_b )

F 2 D1 F 2 D1

1.F 25

(car B_.Q =QB =0 d'aprés (29) et (30) ).
, F 2 D 1
On a
1 Fox, 2 1 1 2A 1B 12%, 12C D-1E 12Dx
(bq)(qb) =(b_ a_ h° 4 a Y (a h o4 a b)) [H]
F 2 D1 F F-1AB 12 12 1CE 1 2 121

Wl ol Zuhyx 08,120 240 D-1E 12 Dy ']
2

F F-1AB 12 121¢ E 1 2 1

it
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_ [BlAl 2% , (Bl 1 2y0 w ]Al B,! 2[ xC,D-1 E,1 2,0 |
FF-1A B FFr-1A *B 121¢c E1 2121
+ 3PuCy (aD-1 E,l ZBD).] ']

EB 1 2121

et du lemme I.I10.

= 124[31 *A'FSBBH]AIB 1 ZE*CBE"'BBHCGBB] [H']
A®B 121¢c EI 1 |

. . 1218 1 8,12 128B8,1
1 A e - =
et de 1'identité : A1 2A1 c A] 2A1 c A1 9 CA1
- 1 2.5 *A Oy 1 *C B C '
= (A ) [BH + 9 BAaquj A HEBI + HEBBBl] ']
. 12 ' e e s ' Vot .
et puisque Al g est pas divisible par H' et H irréductible.
Alors
1 *A R,,C - 5
[ByH 5 + aBaH]A [H +8HBIJ:O H']

Pour avoir (ﬁ}) 11 suffit de remarquer que :
M, 50[H]<>[BI*A+aBaH]A [H*CE+3HE;)BBIJ;0 [H']

en effet :

. [a B H+BH *m"o%u's N 1] [BBHBBB+H*B—H"36H'36H'I](f
1 H’

jc4e]

de 1'identité de Jacobi



a *_ " ' v 1B 1 | * -~ N B ! ' C
Blb?Il _ E Bo H+BH -H 0% aaH IJBBIBC[aSHQBBm B-H"3"H BBH I]I \
1 H"

l

+ [a* B d H A

H"a“H'a H'S ] H"[aBHE Bo+ir*Cp"

"B
3By +H B ~H"3"H"3 H' 61]

Or
[a%Ba JHBE -H"a“H'a H' 1]1 Bg 1[aBHaBBm B-1"5PH" BBH 1]1 L;Li
H' =—— =0 [H']
(car 1} z0 [B']).
1901 _ roanl 1, *A- B,.C *c E1g Y
Donc BM) = [37B,d Hy HA+B A8 JA [3 HEaBBl +H ;B JR" [H']

et puisque Bi et H" ne sont pas divisibles par H', et H' irrédpctible

alors on a le résultat énnoncé.

o . ol ol :
Réciproquement : supposons (L 1) et (MI) et montrons & 2).
Puisque (Loi) implique quFbD (a ! 2)2 o a} bien décomposable par
FDI 12
rapport 3 H' avec la multiplicité 3 ; et (M ) implique que la partie

N

principale d'ordre T-2 de (b qgqb ) est =0 [H'], on a alors :

UI
oA —

b"o (a ") oa -bgq
1 12 1

q b est bien décomposable par rapport

'-r.H ~—-*dl —
o "le u:vl

F.D 1 2.2 1
D

UIN

a H' avec la multiplicité 3.

C.Q.F.D.

[A) v
2. Lien avee K et K :

Proposition 11.3. Si h vérifie : Hl a), H2 a) et F1. a)

Alors :
QR T F D
I)J,,‘-‘lo Cf}fl et @fl ﬁDO sont deux
F D D Y
. : 1 "“F
opérateurs d'ordre zéro qui seront notés respectivement par : f_ , g .
D 1
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2) De plus &2 implique que :

Nl AP vl
fl BD =0 et f1 g2 =0

(wl]
N
N

N.B. 1 < F ,

Preuve : Hl a), H2 a),cijl a) assurent l'existence des B} ,

1 <i, j<2 (d'aprés la conséquence II.1).

Remarquons que ?Qf (A ! 2)2( l) ? ?_1 ?+l =
FD 12 F F-1 F+l
= ' B3 er@n%® (du lemme 1.10 3) ) de méme
12 D
Qf8 = ! %32k .
DE 12 E
Donc
B =@ - (4 5 wan’r.

On a alors : b oq= (a 1 2)3h"(h ) I + r (avec ordre de r < ordre de boq).

n
or 93% =Q =0 donc Jb?p 11ﬂ = ?p . On peut aussi écrire

qob=(a i 3)3h"(h')21 + r' (avec ordre de r' < ordre de q o b).

D'oll

(q o b) - ¢ Jél + Gy By= RY

¢ ",
Py

O

3l R0 _
) B9-
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2) De J 2. 1'opérateur scalaire :

ol

L = bqubD o} (a1 2)2 o a1 -b

1 b (d'ordre T)
FD1 12 1 F

N"lfll
UI N

est bien décomposable par rapport a4 H', avec multiplicité 3. Donc
Jlﬂ :552 =0 [5 . Comme Bin_TBD = Bi( : E)BH"(H )©, on peut
D1

donc écrire

b)) - 1)
1

D = bl(al 2)3h"(h')2 + r (ot Ord r € 0rd(b

1 1 12

b_q 0.
D

Ul "-l:H
’1'“ —_

'T.H'—-

gl 2.2 1 _ . 1221,
1H donc (a 2) oa = (a1 2) blh + p (avec
! 2)2 o a}) ) donc si on note s 1l'opé&rateur b

1 1
et comme Al 1

ord p < ord((a b qui

N ’ﬁl
UIN

1
E
est d'ordre < T-2 , on a :

Lol 2)3n7(h)2(al 2)2 12,21

L = b](a_l 9 1 2) b h +p) + r((a ) b h +p) ~- s

. s ola) 243 12,20, . 1. 123, 12,21,
ie. bklz)h(h)(lz)bh +b1(alz)h(h)p+r(a12)bh *

+ rp - 8

1 2.3
P 2)

ord[b, (al 2)3h"(h )p + r(al 22,1 h]

avec ord[:b%(a h" (h' ) (a l 2 2b h]

ord[rp—s] < T-2.

Donc gfw = (r(ai g)zblh )0 + (rp—s)w = 0 donc
12,2 1 Wy
R((al 2) b h )ﬁ + - 8§ =0
d'oll on a : % =0 et Ky - ¥ = 0. Donc =0 et Y=



) fB DO _

n
or R=(bqb) = (g

Ul x|
Ul |
1
|
&
o =
RS —

(=]}

Y. (blqr)$( 2D $ BLOo g il
F 29 0 1y

c'est-3-dire

SO B B
S = f2 X g = 0.

C.Q.F.D.

‘Proposition 11.4. Si h vérifie HI1 a), H2 et 1. a).

Alors

~/
H M EFlIo. (Ai 3)3 H1
2

F 2 2

n @ Pl ) K2
¥ 1 1 1

oll “7(; et ;Z ? sont les deux invariants du chapitre I.

Preuve : HI a), H2 a) et 5]& a) assurent l'existence des
B; 1 <i, j <2 et on adedfl. a), 1'opérateur (2 lignes, 2 colonnes)
5 ,
q=(q_) _ _
D IgF,Dg2
£ oal A1 B2 1 241 280C0-1E
D F-1 A B 1 212 F-1AB12CE] 2
o b= N ' :
1) BE. ng‘l = Bl(ai 2hAa1 Bal 2)1 (d'aprés la remarque II.1).
F 2y F F~-1 AB 12124y
D'oti
V] o Nl oy V)
Bl pTloglyl 2 gl 1B g2
F 20 F F-14 B 12 12
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-~ -~ 1 L3
et avec le changement de coordonnées locales oli x = ¥(x), l'expression

de jgg $ dans cette carte est :

~
VA *A
aaHBad +H oy
D'oli
_ ~ 1B
V] F1 _ 2o 2 ATl 2 n 2.2
S QY =8 A 3 g (&) P8, *
F 2 F F-1A B A S
N1 B
NA
Vil 2 LaA 12 NN
+ B_A_ OH 45 9,(Ap T+
F F-1 A B A
i N
MM 2 oA Ai 2 A A} g Ny 22
FBA G S\ npg ) T H L a8 )
F F-1 A B Ay B A
du fait que :
1 B
x1 2

— = Bl BOLHAAl B d'aprés lemme I1.10.

9 H
vl 2
Al 9 A B 12

F F~1 A

%lxl 2 .o A
B

_ 01 AT B _
= ~3"B,H A} , = O,
I1 reste seulement :
v Z
_SB}'O §9F 1 (A1 2)3 BE *F (d'aprés notation du chap. I)
F{ 2 1 12 F 2
- N O d
Bro oFl @ H ! (d'aprés lemme I.1.3).
Fg 29 12 2
21 q@DdDoO _ ,12AD-1B 2.1 D
n @- D = (a) ghgay 53 ) By

—



et avec le méme changement de coordonnées locales on a :

= ~
:bD 0 _ 1 E)OLHA ]
B

21 2
DY 1y 1A

> 2

(d'apres (26) )

B
2 A1 2 N v 2.2
+ Ay CHy —5 BL 3 (A )T
A
1 2
\D-1 B
~ A -
vl 2 oA T 2 D, 2.2
AL Hy oy 9B (A )+
A
1 2
AD-1 B D-1 B
+’M z[gaﬁga (A 2) + ;;A Al 2] %D
A B o XIZ Bxlz 1
1 2 1 2
AD-1 B
~ A - —
. v 2 TATL 24D a2 e AB
et du fait que A1 A auHB T B1 = Al A p) HgBl =0 et
A
1 2
“D-1 B ~
~ A ™ T N~ =
n,
ORI L A S L A 30y BP
1 A B V1 2 o 1 - - a
A 1 A D
1 2
o~
Y —_
av
=A% 5 P 5% (car de (25)
12 %D 1
—
()g'éBD = 0) d'ol alors :
D 1
- o~ /:\/
Ol pPo_ (123 2
D¢ 19 12 1

C.Q.F.D.

3. Resolution gormelle.

On suppose que h vérifie Hl a) et c) ; 551, B2

une onde asymptotique :

Y(x) = Z Y. (x)Xf. o lﬂ(x)
j€z ] ]

et on cherche

29)
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ol Y. =0 si j <O et ol {fj}j€Z est une suite de fonctions, distri-

butions ou ultradistributions, telle que Yj € Z, fg = fj—l' On cherche

Y telle que h(Y) = 0. On a [3] h(Y) = ? ( Zt /%fé[&.“ ])xf._ o{ .
jel =0 J7r I=r

11 suffit donc de résoudre :
AT =0 Viez (30)
r=0 w 37T

Introduisons les notations suivantes :

c=(") = (a ) 1 < Ag<m, 1 < Fg2
F-1 A
D-1 -
d=(d)) = (a ) 1 < B < m, 1 <Dg 2
D ]
R 2 B
e = (eC) (a1 5 C) 1 <B, C<m
r= (o)
D
ol
r=4do ai g -—-eohod
Lemme 11.7.
o 1 2.1 vlo2 1
1) on a : %iﬁ(h odo a 2)0 = Al 2(e oho d)ﬁ
i 1 2.1 1 1
2) et G )y = () gy Py
1 2

o) 1 2,1 1 2,0
Preuve : é?@(h odo a, 2)Lp (e o ho d)®(a ?)& or
(e oho d)é est une fonction d'oll 1).

1 AD-1B 1 2,1

1 1
2) G o(hr), = (a )(h )
¢ ¢ F-1 A ¢ 2 1 2 ¢
1 Al 2 B C D 1 E.I
- @ Hlata )
W B12 C E 1 ﬂ

F-1 A
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A D-1
a
B 1

(al 2)

1
(h
F-1 A ¥

cjom) -

~
A X] 2

1 2.1
(a Yo H
0 B 12

F-1 A

A D-1
a
B 1

1

@ %

F-1 A

1
g

2(h

C E

1 2,1 Vi

~ B_
)ﬂ X C a 1 E)$
1 2 A-1

1 2

(a

(a1

1

1 2.1

C D-1E
a a )w
12

E 1 2

(a} (h

|

1 2 h

(a 1 2.1
A-1C E

C D-1E
a a )w
1 2

1 2

(a1

2)1 1
"
2V 312

et de la remarque II.l1 on a alors :

1

1 1 12,1 - 1
-éwmw=<%2MXi @y

2
2

(d'aprés 23 bis)

C.Q.F.D.
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posons encore pour j € Z :

D Lo 22, ol g2
T I TP LS Rpluj] - Fplus oD
% o}
- (MP - P _ 2 2
ERRPRL A
__ ol _ 2 1 _ vt ot
B = Jé@(mj) // J{) [u,] Jflnm ) rzgﬂ‘ﬂhj‘f]
w, = €GB+ (a) Py x Gy @i - PlusD
j U 1279 " 312
12
oli pour j < O : uj =0, wj = 0, Bj = Mj = 0 et montrons par récurrence
1'hypothése
Oyl ] + Pl ;) = 31)
(Pj) :
W[u ]+ K1 [u ] * M, (32)

(Pj) est vraie pour j < 0, supposons la vraie pour j et montrons

(Pj+1)' De (30) on a :
g7 T
‘%Lﬂ[Y +1] %&[Y] + %lﬂLY ._1] + 123 %ﬁ[Yj+l-r] = 0
remplagons Yj’ Yj_1 par leur expreésions obtenues de (32). D'oll :

E7A - a9l [0} ol f) (o}
Jegltyrd + Hpe Llug) +Zylug ]+ 50 +F g (F 2y )]
* Ryl g) ¢ mpp ¢ 1T, ] -0

et des notations introduites on a :



- 51 -

Foltial + HyRgles] + by Bylu Jr Zg R glos 1 =6,

et 5@3 = (d o ai ;)3 d'ol :

Fglty ] + Ky o ay Polu) + Hy R gla; ] +F gl (1 =8,

J
d'oll encore :

2,1
z)lp[u_]] +

g 12,1 2 1

J(f:ﬁ(YjH—(d 0 a 2)lﬁ[uj] —_%Lpl:uj_l:l) + (hda
2

+ (hr)lp[uj_lj =8, (33)

La condition de compatibilité& de ce systéme est :

6 jnaay glag) + £ ynrglo; (1 =€ 84,

qui s'écrit encore :

Pe) 1 2.1 - 2. _z0 -1 1~
—é (hodoal 2)$Lujj + (cohor)w[ﬁj_lj = 12w8j_2 + 1§w(hr)wtuj_lJ
or du lemme II.2

1 1~ 1 2,1
“é?ﬂ(hr)wtuj—lj = (a1 z)w §T-

D (de 31)

1
Ve
[
NN
p 4
S -
>
NN
~~
€
Lo
I
w
<Q
<= N
e
N

on a alors :



remarquons enfin que :

1 2.1
(cohodo a1 Z)W

[+

— —
NN

zééz(h odo

4?& (d'aprés la remarque II.1)

1- 2
Qplosl + € Iy = vy
et si cette condition est réalisée on peut alors résoudre (33) d'oi

12,1 Q2 g0, 120 _
7 (doa 2)10[“3'] —‘%Lﬂ[uj—]] 'ogw(al 229 Y54l

) . 0
_ gq) 12,1 _ Gy 2 _
Kl 2 1 22l T2 [ p[us_y]-85,1
1 l 2
o
or - XTQE (hodo a} §)$ = -(e oh o d)& (lemme II.2 1) ).
1 2
D'ol :
C o
. ) 1 .
1 =ﬂ2’1109|..9j+1] +J"’¢)[“j] + o [J 1] x1 2 [(hr) [u ] - Bj_QJ
donc d'aprés la définition de M, on a :

i-1
= PO + e ; -u +
¥y =Rglug ]+ plog] + vy

C.Q.F.D.
La relation (32) donnera les Yj lorsque les uj seront connues.
Caleoul des uj.

On pose :

. =W, .-
] j-1 1/ A
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On a de la récurrence précédente que :

1 2
g)lﬁl_-uj] * @lﬂ[uj_ﬂ ) _ (34)
d'oi
1 _
@w[ujjl UM
et d'aprés 1. a) q = )oh' * d'otl :

i N + X = Q
X 3
A (h )w uj] 1 uj -1

Remarque. Contrairement au cas double Dl], et triple II, D7],
la condition (31) n'est pas automatiquement vérifiée ; et contrairement
au cas H.F [}], la matrice Ao n'est pas inversible au voisinage de a,

"
car det Ao =0,

oy
Donc (34) ne permet pas de déterminer uj mais puisque B} #0

on a alors :
21-Dq 2
g)ﬁ lpl:u_]-] = Qj-l

o= =
B of WP -3! ¢
F by ? T |

" -
Et de la proposition II.3. 1) on a : Bi §7F . %1 d'oi :

F DY D
1r 9. _ 2 11Dy _ 2
@tﬂ[“j] =0 <= QB ﬂ[uj] % (35)
vl DM F
f xu, = B_ (36)

Et de la proposition II.3.2) on a :

n n N n
f; x gf =0 et f1 X BD =0
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vl 2
on a alors : fz(x) X g](x) =0 Yxe Q. 0n suppose que
s'annulent pas simultanément en a.

v

ler cas. 8i £, =0 sur Q. De la proposition II1.3 on a
a1 WD vy v " "
-0t 8 <0 or B #0 done ¥ -0 da'en £ =o.

1 1 1 D

On a alors :

2 1-D 2
(@2 =0 37)
D ﬂ[j j-1
(35), (36) <=> ﬁ
B af -0 (38)
. F -l

posons alors : Aj =QB$ W - +;3L;? Qj et montrons par récurrence 1'hypo-

thése :

(§2 1)
D k

(fpk) P est solution du probléme :J

(b_ ¢q ) Wy = A
@ D5 B = b

Supposons (ff’ ) vraie pour k < j et montrons la pour j.

On a (37) : 472 ! [ D] R (38) est automatiquement
D
satisfaite ; en effet :
vl F F 2 D
B. Q = @
Fooj-l
V] F 1 F.2.D s1 1 F1.D
= B - (b_q_ ) [u 1+B_  @_ [ ]
F j-2 FpVY j- F U P -1

mais de Q7 |u 1] =

|
=
[y
|
w
RO
<5 N
™~
=
—t
]
Rl
Q
=]
Y
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Ul F F 1 F.2¢D 11, F F2-D
B_ =B_w - 0baq)fu J+B w -@2°0 D
F j-1 F j-2 FD{Y j-1 F j-3 j=2
o = - - -
-5 o -B!T 0T - ldDHIW ]
F o j=2 F j=2 FDyY j-I
1 F.2- D
=8, - gD’ ]
J FD¢Y j-I
=0 de 1'hypothése de récurrence.

Considérons maintenant le systéme suivant :

@ glogud + G glugd -uy

(39)

Ce systéme est équivalent, pour la méme raison que dans le cas

des systémes (34) - (35) au systéme :

2 1. D 2 2-D 2
O’ 7+@2°[W") -
DY j+i Dy j j-1
N _ - -
£l d® o gl g?f 2[uD] = %1@F
i F' DY

D j+l j F j-1

"
et puisque f' =0 donc (41) s'écrit :
D
VI ~F2-Dy _V1 F
B Q- “[u’] =B_w
F Dy j Fooj-1
T D 1 F F
ou encore : (blql_-‘)z[u:] = %J_ uJF +$_1_ 1 g?f
FDyY ] Fooja F{¢ D
encore :
- - _— - -
®laHZ W =3LF + 2! 1eF - @F
FDV{ j F j-1 Fy j-2 D

(40)

(41)

l[up] et de (34), on a
] J
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D'ol finalement :

[W] =a (42)

C.Q.F.D.

On cherche alors uj solution du probléme :

PrLW™ = (37)

DY j j-1

1
(b_q
F

o1 =l

)2[uP] = & (42)
¢ j i-1

vérifions que cette intégration est bien le long des bicaractéristiques par

- . . -~ . te
rapport & H', des hypersurfaces caractéristiques d'équations (x) =C .
PP P q q

De Pl.ona: q-= Xoh' + 11. Donc (37) s'écrit :

v 2 = n I~
Ao_(h')IEuD] + AIE x o? = 0
D j D 3 j-1
or
1 ’OT/ v o ny
? - ? —_
(h )w = 0H'9 +B=0p au + B
cette 8quation s'écrit alors :
N " oo 3
P R S S IR S s BN (43)

2 ] 1 j D D ] j~-1
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Et (44) s'écerit :

® 2R s ol a DR - s,
FOD j FIDY j J
mais : BlA f -al 2 H"H'él d'ot
FOD 12 D

-1 ]

e H)'an'W®) o DI s,
FOD ¢ ¢ j F1Dy j J
et il existe un opérateur différentiel B = (Bf , 1 < F, Dg 2 d'ordre
- D
< ord(blkf) - 1 tel que :
F D
by Foal Zumes! « gl
FOD 1 2 D D
T "
d'oli (blx f)l = Xl 2 H"(h')ldi + (Bl)o par cons8quent (44) s'éerit
FODY 12 P D D
VoY 1 1- D 1, F1pD
& e e W]+ @hoan!® o HILY - s,
12 VA I DY Y ] F1DY j J
e 1, F '
vérifions que B_ A _ =0 [m'].
F 1D

Nous avons vu que & 2. implique que la partie d'ordre T-2 de

1'opérateur bl ) qF o qE o bD (ot T = ordre de %) qui sera notée :

F 2 D 1

o] (b1 o qF o q2 o bD) est =0 ﬁf]
T-2"= -
F 2 D 1
- = - 9 = 9 -
Comme o (bququD) = (BlA F)X(A _BD + A _'sp[h',bD]) [m']
T-2 F 2D Fl2 1 D1 0D 1

(ot s.p|h',b est le symbnle principal du crochet 71).
1
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Donc :

BD+A E &p@zb%)
1

I 0D

(B YA

I

m
o

A m'] (44)
1

SR T
[ RN N

1
F

. v -
puisque nous sommes dans le 1%T cas, donc g% # 0. Or de la proposition

"2 ggz 1 D

IT.3. 1) g = B c'est~a-dire :
DY 1
S —
2 .
Yo 28 e 2, £ 0
| I D 1 0D 1
2 D 2 , D . e ' s
donc (A B + A _ s.p[h ,b ]) n'est pas divisible par H' ; On en déduit
1

1D 1 0D ~
alors de (44) (et H' irréductible) que Bi A F =0 [h']. Par conséquent,

F 02
il existe alors : k 1 » k l : opérateurs différentiels tels que :
0D 1D
by Fox Thrak ! oer orak corama By -
FOD 0D 1D 0D FOD
1'équation (44) s'écrit alors :
N2, Nl D ", AD
£ Ay @' W'l @K Hhan'ph ok DY - s,
12 A D 0D P j 1D j ]
cette &quation s'écrit encore :
Nl o9V D D
AI,ZH"paa (pBBBul) +fﬁ1pu8auD +ffi x ub = Ay (45)
12 o i D i o 3 3

D'autre part S est caractéristique totale simple pour H'

On a les équations d'HAMILTON :

é%-xu(t) 3%H' (x(t),£(t))

d ’
s gu(t) —BuH (x(t),E(t))
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pour E(t) = grad Y(x(t)) on a
.c%:- 22t) = 3% (x(t),grad ¥(x(t)) = pT(x(t)).

Posons :

1, 1 2, . 2 3, 0 d 1
Uj(t) = uj(X(t)) ’ Uj(t) - uj(x(t)) ) Uj(t) = 'd—Euj(x(t))

EE U Diry = 3 o5 Dix(t)) —————(t) po‘(x(t))aau?(x(t))

a 3, _ d,d 1 _ dx(t) o 1
£ 030 = fG uy () = £ (D) ) = 3% ()3, (x(0)))

Donc

dus R
5 (0% (x(£))3 Lx(ey)) L8 -

L.
~
rt
~
]

o Ge(£)0, (0% (x(£)3 i (x(£2)) -

Alors, le systéme (46) - (48) devient :

N2 d .2 Vo2 d .1 ,
( Ao 2(x(t>) e U5 (6 + fg 10 g Uye)
Y ooy D
v 2ErE B P = @
0D 1D j j-1
<{§mn(@y—u<w+¥%uoy—u<w+f’xu&)
D ] j—l
d 3
\EEU(t) Uj(t).
2 N g
et puisque AO ) # 0 et A5 H" # O ce systéme d'ordre 1 d'équations
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différentielle s'écrit :

( dyley - o
dtUj(t) Uj(t)
J eq' U%(t) =0 EdE U!(t) +p UD(t) - 92
J J 2D j j-1
Lwm-0 2P0+ _ @) -
\ J 1Ddt j 2D j i-1
o < o D
“(p (a)) _~— @&tant non nul, on supposera que : p (a) # O u, sera
gel,n J

compl&tement déterminée avec les conditions suivantes
1 2, 1 i
u (0,x") = 0, ui(0,x') =0, dui(0,x") = 8]

(ol 83  est le symbole de Kronecker).
o y

" n
20me cas. Si g, = 0 sur § donc f;(a) #0 => f;(x) # 0 sur

. On a donc de (36)

%1
o =
u2=—?uj+§l—l-BlQ'
] 2 p B3
I3 ¥
1 1 .. 1/“4
or -~ §3-= v (de la proposition II1.3) et en posant zj = uj B1 on
2B
aura : _ ) 55 _
5y
D=8z, + 2B QF (46)
] 1 7] %l F 3-1
2

Cette relation nous donnera uj dés que zj sera connue. Posons alors :
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2 1 22,1 % F
A= QF ]+ (m- B. ) - w
1 29 §72 ] ?2 F o]

et montrons par récurrence l'hypothé@se suivante :

®) DB 5y 1§
u =Bz + ~~B Q et 2z est solution du probléme :
k 1 "k AT “= k
£, F k-l
21,1, 1FD2 2.D.2
" Grh_ab ) [z D= @) [z ] =4
2y £, FDI Y D 1Y

Supposons (Ph) vraie pour k < j, et montrons la pour j. Reportons u?

ainsi trouvée dans l'é@quation (35) nous aurons :

2 1D L VF
O ¥z + §72 1 YIgF ) = 2
h| 1=
2 ¢ F

- n
D Y1 £, F -1 j=1
= -
@2 =% =0 aen @'Y =0
DY 1 1 29 £, F j-l j=1

cette équation est automatiquement vérifiée par hypoth&se de récurrence ;
Considérons alors le systéme suivant i.e. (40) (41),de 1'Bquation (41) et

. V]
du fait que f2 #0 on a:

)2
2 11 1 1 F.2rD 1
PR S v S CHC WO o B v
j+1 f2 j+1 f2 FD{ j f2 j=1
2
R "] . 1 1
posons Zj+1 = uj+1 /B1 nous aurons du fait que §T = + T
f B
2 1
2 N2 1 .1 F.2:D 1
iv1 = B . wp(b_a_) u] * a7 Aj_l
f2 FD Y j f2
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Et en tenant compte de (46)

2 2 1, 1F.2 1,1 F2 1 VI F
u =Bz - gy g [B7z ] - 5r(b a ) 57 B )+ by
j+1 1j+1 £, FD 1] £, F Y £, F j-1 £,
- e =
comme : - qh(bqu)z(qhBiQF ) + ¢%<A =y (des notations)
£, F 2 P £, Fj-1 £, 31 i-1
Alors
2 W) 1 F, D2 .
us =Bz, wr{b_ fb )2[2] + m(b_g ! jB]) 1[ v
j+1 173+1 -1
f2 FD1VY f2 F D
T Ny N
or (b_l_qf)1 = quf b fl (proposition II.3) par conséquent :
FDY FDY D
- '\Jl
- - 8¢ - - f - -
N 2,1 F D2
u® =F% - ibq oFb )[]+5 2 B [z] 8%y
j+1 I j+1 £, F D 19 j 2 £, 1 3 j-1

Reportons maintenant les expressions de u. ainsi trouvée et

u? (d'aprés (46) ), dans 1'équation (40). D'ol :

?1
2 1ye 2 1f 1 1 F,.D D @D I
Q> % 1-0¢ aT(__b)fz] ¢% ooy [z])+
ed 1 j+1 2 \f, FD 2
' 2
2 D 22,1 V1 F 2
Q2w e @22+ Q%GB ) -
29 j-1 Dy 17 20 £, F j-I i-1
-
Remarquons que .E ! B® = EZ (proposition II.3) et que Ez =
e 1 1 1
(dans ce cas) donc 1'équation précédente s'écrit :
¥1
21 ({1,1FD 21 D 1 2 2 ﬁ
—@ _’\JT(b._ _b)[z) Q ’\Jl @ []) g z.)=
2 £, F 2 Y f D w 1 j
NpF 2
o9l - PR T e ®
29 j-1 29, F j-l j=1



- 63 -

Remarquons enfin que :

“f’1
(3/)2 I(Ei‘ SéD 1[2]) + 2 2(%/])2 y = )2[ *[
29¢£, 19 Dlﬂlj DllﬂJ
5o
en effet : puisque T T T AT (proposition II.3.b). Alors :
f) By
£ _
21, D D1 2 2, 21 21
P 3 D D+ @@ 2)=0Q° B [z]+
29% 19y j D¢ 1 5 249 19 A

n

32
21 11 v (q2Dy2 21 Dlp, 7 -
Q! [W@ gl @] - gr B ]

N2 g

B . B,
TG @) E g B RN - g T ]
1
B
" @] e 92 4 BT -
DILD ngpﬁl Ly j
)2[ ] car E I gﬁ = gz = 0.
D 1 j D¢ 1 1

Donc 1'équation (%) devient :

(37 <'§T(b;- _?»‘f)i[z D - < >2[ ]- (47)
3

j

C.Q.F.D.

On cherche alors zj solution du probl@&me suivant :

QZIr\‘,I_']FDz[]) b)[].[\_
2 \f, FDI j D 1Y ] j-1
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Vérifions que cette intégration est bien le long des bicaractéristiques par

P ~ . t
rapport & H', des hypersurfaces caractéristiques d'équations (x) = cS*e.

En effet : rermarquons d'abord que :

@] =0 2a e 26072 ]
D1y ] 0D 1 1D 14d j
2 = 2 = 2 - '
- _bP e b +r o D]
0D 1 1D 1 0D 7P j

ot [n',b]] =h' ob) - b

]
~
>

i.e (quD)z[z ] Eth')z[z ] + (A EbD + A E [h',bD])l[z ]
D1y j op1tl ¢ j 1 D1 0D /A

o 2O ] a0 B D]
oD1¢ ¢ ] 1D1 0D 17 g3

(\ EbD)1 étant une fonction car A EBD =0 (de (29) ). Et dans ce 28me cas
oD1yY 0D1
n " = v VT =
£l = Bl g?F I Bi n T # 0 donc Bl A n'est pas divisible par H',
2 F 29 F 12 F 12
donc de (44)
 28%n Zep.mp’h =0 (1]
1D 1 OD 1
- N "
Donc (quD)z[z ] =T (h')l[z 1+10 (2] . (48)
D1y j 1 LN 2 ]
: o 1 F.D : P
Remarquons aussi que l'opérateur b_q_b~ est bien décomposable par
FDI1

rapport 3 H' avec multiplicité 2 (d'aprés 31-32) et q de multiplicité I,

d'oll
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7 5.2
0* ‘(‘ G_azv") [z]) - 0 et 2)‘( 2Ty @) 2y n'ey )2z ]
2uif2 FD1Y j 0 2 1211)}‘ P 1 29 ;
" " " ’
=k Zan'E D (—m-l-l-(r @y T G LT ) [ ]) (49)
02 ¢ £, O 9 P11 ¥ o2

En remplacant (h')é par paau + % dans (48) et (49), 1'Bquation

(47) s'écrit :

N gn,
AT - N
)
22 %, (o, (pY 2 )) + Peta ° 2gz) + Pt e+ Thay =y
£
) v vlo203y
A #£0 et T = B (A" 7)"H" # 0 (par hypothése).
02 0 1 12

I1 suffit alors de poser :
z.(t) = z.(x(t
; ) ; »

on obtient alors :

A T &3 ~ 9 ~ ~
0204 ;. Py P Lz ) Tz () =n
PSSP T R 2] 3 i -1
2 t dt dt
Donc zj sera entidrement déterminée avec les conditions sui-
vantes :

2
80 zj(O,x') = 0, 30 zj(O,x') = 0, zi(O,x') =
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CHAPITRE 111

MAJORATION DES COEFFICIENTS DE DISTORSION
ET CONVERGENCE DE LA SOLUTTION FORMELLE

1. Majorante de La solution d'un systeme.

On considdre un systdme d'équations aux dérivées partielles (en uti-
y

lisant comme d'habitude la convention d'Einstein);

d. q i . *
(I.1) 3 'u” = ¢, (ul) + v? 1 <i<g<N (d, e N)
o J 1
(D) avec les donndes de Cauchy sur x_ = 0
L i,01

(1.2) 3 i 0,x") = 2z x") l<isN 058 ¢ d-l

i -  cen . . . .
les cj 8tant des opérateurs différentiels analytiques au voisinage de O

+ i . . . +
dans R" l, de méme v analytique au voisinage de O des an ! et les
1.9, n
z ' analytiques au voisinage de O dans R .
On suppose d1 P d2"' 2 dN, é; d'ordre inférieur ou &gal 3
min(di,dj), et si di = dj’ C} est d'ordre en 30 strictement inférieur

a mln(di’dj) = di = dj.

On montre facilement que pour un tel systéme, les conditions

d'application du th. 1.2.1 de [22] sont satisfaites (avec a: = el si
i_ i i nd o 9
i, a, =¢c; -3, t,=d , s, =0 et g(x,8) = jEl (cj(x,g)-io )

si on note C? le symbole principale de l'opérateur c?), donc qu'un tel
systéme posséde une solution et une seule, analytique au voisinage de 1'ori-
gine dans Rp+1, quels que soient les seconds membres et les données de
Cauchy. Cependant la suite de notre travail nécessite 1'étude d'une suite

de probléme de Cauchy, les solutions des premiers intervenant dans le second
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membre des suivants (C'est &videmment toujours le cas quand on veut majorer
les coefficients de distorsion d'une onde asymptotique). Il est donc fonda-
mental d'obtenir un théor&me permettant une majoration de la solution en
fonction de majorantes des données un tel théor@me est bien connu ([4])

dans le cas d'une seule 8quation ; on en donne ici une généralisation dans
le cas du systéme (I), On remarquera que la démonstration donne aussi des ré-
sultats pour un pfobléme avec des séries formelles, et que le théoréme de [4]

est un cas particulier de celui qu'on va démontrer.

PROBOALILOH I71.1. Le problédme (I) posséde une solution série

formelle et une seule, quels que soient les seconds membres v (1€ aN)
i, 4
et z © (149, o<k, <d.-1).

De plus si ’é?; >> ¢t

; Vi, e {1,.,8} v {1,.,N}

Vo> vt YEoe {1,..,N)

i, %
1
Z >> z

i,2, |
L Wioe{1,.,N}, V!Li € {0,.,d.1-1}

et si U = {Z[l}lsiSN est tel que
4 i i i
> * 5> "gj(ﬂ‘])+v Vi e {1,.,N}
% i,8,

aoi Ur,x)>> 2z (") Yie {1,.,N}, Ve, € {0,.,d-1}

Alors on a

Vi e {1,.,N} AN

Preuve : On note vl"’vr-l’vr les entiers tels que Vr = N
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et on fait une démonstration par récurrence sur r.

1) Cas r=1. C'est le lemme I.1 p.33 de [3], on a d = ..= d, =
on montre, par récurrence sur k que Vi e {1,..,N}. BE u'(0,x") se
i,2 .
calcule a partir des données de Cauchy z et des seconds membres vl,

et vérifie

3* uto,x"y << 3% Ul0,x")
o o
Si1 k € d-1 1le résultat est trivial car
BE ul(O,x') = zl’k(x') << zl’k(x') << SE Z[I(O,x').

Supposons le résultat vrai jusqu'ad l'ordre k, on le démontre 3
1'ordre k+1 (on suppose k 3 d-1).

On pose pour £ > d

]

2 ey = GF el 7 o

2y = LUy o,y + 02 vHo,xn)

%bd c} est d'ordre € k-d+d-1=d-1 en 3,

1,2 .
donc z°? est connu si les

32 uJ(O,x') sont connus pour r € {0,.,%-1} on a

2~-d 1 2-d i
N oy << 3. —é'j

et d'aprés 1'hypoth&se de récurrence
5" uwl(0,x") << 3 U3(0,x")
o o
pour r € {0,.,2-1} on en déduit facilement que

zl’Q(x') << ZI’Q(X')



et ceci pour tout £ € {0,.,k} et tout i€ {1,.,N} on montre maintenant

que

8ﬁ+1 ul(O,x') << 8§+1 ’ﬁ]KO,x') pour i e {1,.,N}

On dérive (k+l1-d) par rapport a x° 1les 8quations (I.1). On trouve

8k+1 ot = (ak+l—d )( J) k+1 -d 1

o o
les opérateurs 8§+l—d ¢t sont d'ordre < k+l-d+d-1 =k en 30,
B§+1—dc} << 8§+1~d-{?; et pour tout % € {0,...,k} et tout j € {1,.,N},
on a BE uJ(O,x') << Bi ?ZJ(O,X'). On aura donc (8i+l_d c;)(uJ)(O,x') <<
<< (a§+l_d~47}) (QZJ)(O,X') d'autre part 8ﬁ+1_d (0 x') << 3k+1 dVl(o

Par conséquent :

k+l 1 k+1-d

=" ut0,x") << (o +1-

b )(Z(J ©0,x) + 317 v (o,x") <<

<< k+IZC (0

c'est~a-dire le résultat souhaité.

2) Supposons le résultat vrai pour 1,.,r ; on le démontre pour

r+l. On a donc une suite d .,dN telle que

1°°

1 r+l 2 r+l

On montre par récurrence que pour tout k € {0""dv -1} et tout
T

ie {vr+l,.,N} , on a

a u(Ox)<<3 U o,x
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si ke {O,.,dN—l} c'est une conséquence directe des données de Cauchy

(dN = d.1 si i€ {Vr+l,...,N})

car BE ul(O,x') = %l’k(x') << Zl’k(x') << ai QL}(O,x'). Supposons vrai le
résultat pour O,.,k-1 et démontrons le pour k. Si k = dv c'est terminé,
r

on suppose donc k < dv , si k g d -1, c'est terminé &galement. On suppo-

N

r
se donc k € {dN"’dvr—l} .

On dérive k—dN fois les N—vr derniéres équations et on fait
x° =0

k i k=dy i k=dy
L} —_— 1] L
30 u (0,x") = Bo cj(u Y(0,x'") + 30 v (0,x")

tous les Bg uJ(O,x') qui apparaissent dans le an membre sont connus

pte

. . — L -
(si je {vr+l,.,N} on a dj = di donc c¢. est d'ordre <« d.l 1 en 30,

L)

.. i . _
et si j e {l,.,\)r } on a dj > di donc cj est d'ordre ¢« di < dj 1)

puisque c} << {§§ et v << Vl, on a facilement :
k- k-d

25ut(0,x") << (3 dN{i)(%jxo e Nyl « o 2Po,xh
o ’ 0 ‘j o X + X o + X

(o}

On pose

z'l’k(x') = aﬁul(o,x') si i€ {vr+l,.,N} et ke {d d -1}

s
N vr
PARTLNERLS si ie{l,.v} et ke {0,.,d-1}
si ie¢ {vr+1,.,N} et ke {dN,.,dv -1}, on pose encore
r
. k-d . . k-d_ .
2 @ty =, VDo v o, N vtoxh



puis d3 =d, si je {I,.,vr}, d; =d si j e {vr+l,.,N}

] Vr
i k=dy
c'j =3, oc, si ie {vr+1,.,N}, j e {1,.,N}
i i . . .
c'j = cj si 1ie {1,.,Vr} , je {1,.,N}
1 k.—dN 1
1 . .
v 80 v si i€ {vr+l,.,N}
vt =yt si i€ {1,.,vr}

solution du systéme

i
On a alors (u )lgisN

d! .. .
301 ut c';(uJ) +v't ie {1,.,N}
Ry 1,8,
3,° u (0,x") =z t(x") ie{1,.,8}, 2, e {0,.,d}-1}
! . . . .
On a aol Ur >> vg';( Uy + vt 1 <icgN, pour

ie {1,.,vr} c'est 1'hypothé&se, pour 1i € {vr+l,.,N}, ca résulte de la

stabilité de la notion de majorante par dérivation et de la définition de

. . k-d
vt et de ‘f?'% =93 Noc} on a aussi
] o J
Qi i,%.
o, b U 0y >> 2" T

si i€ {1,.,vr}, c'est 1'hypothése si 1i € {vr+1,.,N}, c'est encore une

conséquence de la stabilité par dérivation de la notion de majorante, de
i,%i
la définition de 2Z' et de 1'hypothése

d. . . . .
9t u1>>~é}(ﬂJ)+v1

o
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Mais pour ce nouveau systéme il n'y a que r valeurs distinctes {dl,.,d }

donc 1'hypothé&se de récurrence s'applique et on a

Vie {la'sN} ui << ‘Zéi

c'est-3-dire le résultat cherché.
On introduit maintenant les fonctions majorantes 8 de

Y. Hamada [9] qui vérifient

6(t) >> 0 et (R'-t) (t) >> 0 (50)

si R' < R on rappelle qu'on a [9]

6 ¢y << r' 0D (4 (51)

1) 1 (i)
= & (t) << z=r 6 () (52)

On rappelle encore [21] que si t(x) = pxo+x1+..+xn avec p 21 et si
c est un opfrateur différentiel linéaire d'ordre &, et d'ordre Ro en

30, a4 coefficients analytiques sur un voisinage du polydisque fermé

PD(O,R), il existe une constante B, ne dépendant que de 1'opérateur, de

R et R', telle que

L
ot=>c(u) <<Bp

u<<uy P ° u 8 ¢

On démontre maintenant, en utilisant la proposition III.l un résul-

-~

tat analogue a celui bien connu dans le cas scalaire [ﬁ].

Proposition 111.2. Si dans le probléme (I) et avec les mémes nota-
tions que dans la proposition III.l, on a (en convenant que v, = 0 et en

notant mk = dvk+1)




Y e {o,.,r-1}, Jao Vie {vl,.,v

alors ‘300 > 1 tel que Vb 20

De plus les constantes c

et des Aé .
1]

- 73 -

. j+
} = :7 v << Ak GJ " ot

k+1 k

Vk e {0,.,r-1}, Ve e {0,.,d\) -1}, HAIL,PV tel que

k
. iR ' i+l
Vi e < & z << Ak,l 9 ot
(o]
i

Yk e {0,.,r-11, Elck telle que Vi e jk u << Cx 63 ot

" sont connues explicitement en fonction des Ak

D'aprés la proposition III.1, et le rappel précédent (on notera

. . . i
systématiquement B toutes les constantes provenant des opérateurs cj),

il suffit de prouver 1'existence de constantes c
ie {vk+l,.

Zi,l

telles que si pour

k .
J+mk
0

} onnote U =c 8l ot, v = 8 t,
k

Vil
= A& GJ+2 ot et si G > c}, alors on a
» L ] ]
d. . . . .
(y Vie {1,.,N} aol U >> 15;( 2y + v*

2. ) i,4.
) Yie {1,.,N} V&i € {0,.,di—1} aol Ut s> 1

les conditions (2) seront a fortiori vérifiées si

on

Y ¢ {0,.,0-1} Ve e {O,.,mk—l}

L j+L ' j+2
Py 3] ot > Ak,z 0 ot

donc si

“x

max ( éki&-) ‘ (53)

2 u
OSQSmk—l )
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a . i
si k<s, si 1€ < et e 51, ona d, >d, donc c: est d'ordre
s i j j
< dj =m_  ; on note Bk < - Bi’s =m < m si k=35 et si 1 et j
sont dans :T ,ona d, =d. donc c% est d'ordre d. =m et d'ordre
k i ] ] J s
<d. en 9 3 on note B =m et Bo =m-1.
j 0 5,8 s §,8 s
Si 1€ ;?k’ la relation (1) sera satisfaite si
m o im i Be,s 3B m
p-cC 8 ot >B ) C J e 8 Tot+ A 6 ot (54)
s=0 ie &
s
on a Bk,s g mes donc
i+8 B, , i+
0 "ki,s (R')mk ks o0k (d'apres (51))

et 1'inégalité (54) sera a fortiori vérifiée si (en notant Yo < card 578)

m r-1 Be m -8
KsS 0y k,s ) }
P B( SZO s TsP * A 55)
mk_Bk s
on pose B' = B max (Yg % (R") >”Y, (55) sera a fortiori vérifiée si
(S ’k)
m r-1 g°
k k,s
P 2 B'( z c P > ) + Ak
s=0
ou encore si
el By m) ) A
C, 2 B' Z c P ’ + — . (56)
s=0 ° pmk

On décompose maintenant la somme du second membre en 3

o)
k-1 Bk , S—mk

z P cs * Ck
s=0 s=k+1

[0} o]
. Bk ™ Trl B, s ™ A
c, > B 0 + ) cp PR
pmk

k s
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(On convient que la lére somme est nulle si k = 0, et que la derniére est
nulle si k = r-1).

Compte tenu des valeurs des Sﬁ,s’ et du fait que p > 1, (56)
sera a fortiori vérifiée si

c, 2 B'( kil cg * rgl cs)+f_k_

p

Considérons le systéme d'équations linéaires en e se9Ce g

k-1 r

1
c, = B'( z c + —
k s=0 s P

+ — (57)

le déterminant de ce systéme est

B B! B
p p 5 0 0 P SO E T NN p
B! B, BY B!
p p ceeee . 0
1
A=) = Gttt reestesessensenecreneseanntnans
(p) 8 6 9 2 40 5 9 0 0 0T WP S H O O GRS OSSO S0 E s
B'
L PP - & —-1
B B 5

C'est un polyndme en 1 de degré £ r. On calcule le terme

constant de ce polynfme ; c'est la limite quand p > +» de A(%), c'est-a-

dire
-1 o . 0
B' -1 0 0
= D7
B' B' -1

donc pour p assez grand, le systéme est de Cramer, la solution ck(%))
1
p)

1
A (‘5)

Nk(

est donc égale a
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1 PP
avec Nk(B) défini par

B, B 5 B
p p e @ p ............. p
B! .EL_I - ﬁl EL
5L e RRRRRRLRRRRETE 5
1 * & 0 0 9 00 0 0 ¢ v o S 0 0 . 0 0 0 0 s 0 o0 00 *® 8 0 & 0 & 0 0 *® & 8 & s 0 00
B e, SUUTUIE T SR i B
p P p
A
R B' .l B' ..... B,
p p
] L L
B, B A LB
p P o p
1 1 B' 1 1
Ona N (=) =— B' e = — e (=
B'
. o
1
. ]
B' Bl e o0 _A R "B__"'l
r—1 o]

On a donc

on a donc :
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donc

(58)

=
]
o=
"_\
"
t~1 1
=2
2}
e
+
e

et par conséquent

fr M =A >0

(o] o
M, = B'M +A, > 0
{ 1 o1
r-2
= v
\ M_, =B sé Mo +A _ >0

Lok 1
On a donc Vk € {0,.,r-1} ck(B- N ?r avec Mk >0 et ck(B)
est positif pour p assez grand.
|A(é)‘ ne dépend que de B' et tend vers 1 quand p > 4,

Don¢ ap(')(B') tel que

Vo > p! (B") \A(%)I 3 %

1, ol 1 1 1
é?kca) = jzo Pk,j(E)Aj avec Pk’j(a) polyndme en 5 3 coefficients ne

dépendant que de B' donc Hpg(B') tel que
Vp z p"(B") |p .(l)l £ K : (K constante positive)
o k,3°p

si p 2 pg(B') donc

r-1
donc |d7 k(é)i < K ‘Xo Aj
J=

1
)
1 le p ' < r- 1
1

T

1 1
e ) = le @1 =
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3 donc po tel que

Vie {1,.,N) ot «< %-( y A.)) 0d ot (59)

Cette formule permet donc un contrdle des constantes Cx i partir
des constantes intervenant dans les seconds membres.
11 fallait aussi &videmment tenir compte des conditions sur les
données de Cauchy, quand celles-ci ne sont pas nulles, ce qui donnait
A
k.2
-8

V]
C 2 cC = max !
K7 % odim A%, 2 oo,

N\

=]

(%)

b
——

mais dans 1'utilisation qu'on va faire de ce résultat par la suite, les
données de Cauchyseront toujours nulles (sauf pur j = 0) et c'est donc

la formule (59) qu'on pourra utiliser.

2. Majoration des coefficients de distonsion.

1) Remarquons d'abord que d'aprés (43) et (45), le probléme

(@ - e
DY j j-1

{ w!dHIRP = 4
FD j j-l
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D ..
donnant uj s'écrit sous la forme :

( (\l -~
A 2 p“a u + FE X uD = Qz
D j D j j-1

Ny 2 :
ﬁ Al ; H" pqau(psasu;) + N_ X p“aa u? + M_ X o = A,

1 D 3 D 3 j-1
L 3 u (0 x') =0, ui(O x') = Gj u2(0 x') =
j ’ o’ j s
. 2 N 2
et puisque 2(a) # 0, H'(a) # 0 et Az(a) # 0.

On peut alors écrire ce probléme sous la forme :

.

_ 2
4 BOuJ = I_)(x ,0) Uu. V2,j
2.1 _ .1 D
(1) { 80uj = i_)(x 5 0) uJ + Vl,j
1 - 1 oo &J 2 " =
L Bouj(o,x ) o, uj(O,x ) 60, uj(O,x ) 0

N.B. : Ce probléme est du type III avec d, = 2, d2 =1, N=2 ol

= [K% po]—l x Q?_l et vy = EK: ; ﬁ"(po)ZJ—lej_l
Majoration de Yj (3 1'aide des uj).
Rl +Ri T+m
7] ¥ i1 j-2
ol uj est solution de (I). j = O implique que v2,0 = VI,O = 0,

On applique alors, la proposition III.l1 avec N =2, A =0,

A'So =1 ol 60 premier terme de la série 0O(t).

On a alors

1 (o)
uo << ' ) (t)
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Or de la proposition III.2 on aura :

Y << -g— 8¢9 (r)

(o}

) O ~ ~ < s M o
car .f% est un opérateur d'ordre zéro. On choisit alors C1= 'n d'oil :

¥

Y << C 9(0)(t) ; C

o 1 indépendante de 6(t).

1

On avait :

Y. —.52°<u ) + J% [u ] + M y

b, = B0 LB SF

] FY 5 Fy
2
Qj = wj-l - g%pﬁﬁj
__s0 12,1 1 2
wj -bé:p Bj + (al 2)ﬂ>((ki g -1 970|uj‘))

L}D
f
N
f\
IZ
\/

2 5724
| _%lﬁmj“) - L /élplYJ_r

(o)
M, = =L g - aoPlu D + Bl
g 9

Montrons alors l'hypothése de récurrence :

Y. << ¢ cJ B(J) ot

w., << ¢ -1 6(J+3) ot

B. << ¢ CJ—I e(J+3) o

M. << ¢ cJ—1 6(J+2) ot

u, << ¢ cJ—l G(J) ot



Supposons (‘ggi) vraie pour i < k et montrons la pour k

N2,
1) ik " [A] 5 H'(p Ak_

Ff k-2 DY

et de la proposition III.2. Donc :

AT SRR B U
Fy k-l FY k-2 D ¢ k-1
avec 47 1 T opérateur différentiel d'ordre r.:
F{
Donc :
v; << 2Bc1ck—2 ok+2) ¢ 2chlck'3 o (K*2) oy 2Bp3c1ck"ze(k+2)ot

1 k-2 0 34 (k+2)
Vi << clc [2B(1+-E +p )] §) ot

et
2 &2 o-1 2 2 oq-1, 2 ~2 2 D
vo=[n 710" = T -l [u ]
02 k-1 02 k-2 DY k-1
V2 _ JW ,0 2 +‘¢7,2 2(uD )
k -
U] k—2 Dy k-l
vﬁ << B S ck‘3 6(k+1) ot + 2Bp2 4 ck—2 6(k+1) ot
v2 « o ck"z[Bcl N zp2)]e(k+1) ot
k 1 c
On a donc @

v] << 2B ¢ ck_z(l + % + p3) 8

Kk i R

2 k-2l 2.7, (k+2)
v << 2B c, ¢ [E +p )]9 ot

v n _ P =
&) 2 H' %] ‘(:2)% ;wk_lﬁél - ¢F 2P D
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Appliquons maintenant la proposition III.3. On a alors : avec

K = max{2,B,R'}

} 1 K k-2 1. p, 2 3
C = 5 (2Bc1 c )(1 + —totp +op )
C2 2 %(Zbc1 ék_z)(l + %‘+.% +_p2 + 03).

Notons
Bl = %(2+p+p2+p3)2B avec c¢ > 1.
D'ol
1 k~2 (k)
uk << cI B] c 6 ot
et
2 k-2 (k)
u, << ¢, Bl c 6 ot
. k-2 (k)
i.e. uk << cl Bl c 6 ot
On a alors de la définition de Mk :
A 0 2
w =° 8 +f° @)
Y k-1 ¢k
d'oli
Mk << mB ° ck—2 6(k+2) ot + 2sz ¢, B1 ck_2 6(k+2) ot
Mk << c ck_z(mB(l + QZBI)) 6(k+2) o t.
On pose
B, = mB(1 + 2B )
2 05
d'ot

Mo<<c, k-2 B, e(k+2) ot .



On a &galement

on pose

posons

By

= "O \%'
e ‘ztﬂ(“k) v Ll )t Mo
Y << 2B c, C -1 G(k) + p2Bc, ¢ -2 e(k) ot+c ck_3
k 1 1 1
kel 4 2B o, Ly ()
Yk<<c1c (2]3+cp+2)9 ot
c
B3 = 2B + 2Bp + 1
k-1 (k) ¥
Yk << c, ¢ B3 8 o t.
On a aussi :
<< mBp <y B2 ck_2 e(k+3) + me3 ¢y Blzck_2 6(k+3) ot
. meZ ) K2 e(k+3) ot+ ) BT c, KT e(k) o
r=3
< ¢y ck—z(meBz+me3Bl+me2+2p3 %?-(R')3)6(k+3) ot
2 2 3
B, = mBo(B,*p By*o+2p (R
k-2 ,(k+3)
Bk << ey 34 c 3] ot .

+

(k)

ot
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Et

Ck—2 e(k+3) k-2 e(k+3) ot

w, << mB c, B +

K 1 B4 ot + Bp c1 c

+ 2Bp3 Y B1 ck_2 9(k+3) ot

cc. &% (BB, + Bp+2Bp3Bl)6(k+3) ot

= 4

Posons :

_ 3
35 = mBB4 + Bp + 2Bp Bl

Donc

k-2 (k+3)
1 s S o t.

I1 suffit alors de choisir C telle que :

C = max{Bl,Bz,B3,B4}

2) Remarquons que le probléme (47) donnant zj s'écrit sous

la forme :

VoY
(% 2'0 8

)
~§3———-pa8&(p )

2 (pyayzj)) + f paau(pBB Zj) + 57% p“aaz. +

B B 3

-

‘ + :jj" z, = M

2 h]
37 z.(0,x'") =0, 93 z.(0,x') =0, z.(0,x") = & .
L % J( x') o J( ) ( J( ) 5

On peut alors écrire ce probléme sous la forme :

o W

9" z. = C(x,9)z, + v.
J ] J

(%)
2 vy — 1y — 1y — 3
30 zj‘O,x ) =0, 30 zj(O,x ) 0, zj(O,x ) 60



.
A, oY
Vo2 _— o 02 -1 2
car Ay, TO # 0 ainsi que p # 0 ol Vs - %l o] Aj-l , ne dépend
2
que des z, ot k <]
On rappelle que
21 22,1 M _F 2
Ay @ W, ) +Q GB L ) -w
24 3 29 £, F j- j-1
et
1 1 . 1F2,1 Y F
u)'_l =_1_A_1 - _—i— (b_q) (—'1— B_Q )
J t, t, F29f, F -l

On a également : Yj =578$[uj__] + ﬂl;][_uj_l] + Mj-2 .

Montrons par récurrence 1'hypoth&se suivante :

A

Y. << ¢ c3 6(3) ot

Z. << ¢ cJ_1 G(J) ot

u. << ¢ cJ_1 G(J) ot

M. << ¢ cJ—l 6(J+2) o

1 (s
B, << ¢, c3 ! 6‘J+3) o

wg << e A1 g(G3+3)

Supposons ( sz) vraie pour j < k et montrons (;%fk).

On a de la définition de & :

Q cc ¢, K3 plkrl) £+ sz ¢ G DR

k-1 1

k-2 1 2. L (k+l
Q_) <<c ¢ E; + Bp~] © ) ot



Posons B1 =

Posons B2 =
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1 + sz. D'oll :

Qk—l < ey k2 B 9(k+1) o t.

L6l B F ) ccnpe B, ¢

; k-2 (k+2
£, F2y£, F k-l

1
2

= 0 donc (bin)2 est un opérateur d'ordre 1). On a aussi :
F 2

1 k-2 ,(k+2) k-2 _(k+2)
?T Ak—l << 2B ¢, ¢ 0 + ZchlBlc 8 ot
2

k-2 (k+2)
<< 2¢,c” “[B+BpB, |6 ot

2(B+BpB1) d'oll :

L

. k=2 g o*2) 4 ¢,
£ 2

b-1 <6 ©

1
2

On a alors de la définition de wk-l

Posons : B, = B, + BpB., d'ol

k-2 (k+2)
Vo << e (8,+BoB, |0 ot

k-2, (k+2)
3= 8 1° Yoy << ¢4Bge 0 ot

et de la définition de 'Ak—l on a :

A

k-

-2 ., -
k 29‘k+3)0t + Bozc B ck 26(k+3)ot +c ck 26(k+2)ot

<< Bpc.B.c 181 1

I 173

<< ¢ ck_z(BpB

1 2 (k+3)0t .

3+Bp B1+R')6



+ Bp2B1 + R'.

D'oll :Aﬁ.k_l << clck-zB4 6(k+3) o

Posons B4 = BpB3

<<
t donc vk BBQCIC

On applique maintenant la proposition III.3 (cas scalaire voir [ll])

(avec Wo =W, =0, 2=3, V= BclBack ) au probléme de Cauchy (¥) ;

on obtient si p > 2B :

B, c
2, << 421 ck 2 e(k) ot
P
a2 k-2 (k) . __ 1 k=2, (k)
posons B5 Bap d'ol 2y << BSCIC 8 70 t => Uy << BBSCIC S ot
et de 1'dquation (35) §72 1[u2] = Qz - g?z 1(ul). Puisque :
29 k k-1 1P k
QZ _ g?2 l(ul) << (B1+B2pBS)clck—26(k+l) ot
k-1 1Y k

et en appliquant de nouveau la proposition III.3 (cas scalaire avec

2 k-2 -
WO = W1 =0, 24=1, V= (B1+B sz)clc au probléme
(
QZI(u2)=92 P ERI
1Y k k-1 1Y k
2 '
uk(O,x ) =0

\

on trouve

2 2 k—26(k) o

1
u << (BB pBgIec t

posons

2

oo k-2 (k)
= max B(B1+B pBS),BB S

'oll <
B d'ol uk < BGCIC ot

6 5

et on a de la définition de Mk :

ck_26(k—2) ot + 2szc B ck_2 6(k+2) ot

176

Mk << Bcl

k=2q(k+3) o ¢,
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Ck—Ze(k+2) ot avec B. = B+2Bp2B

donc Mk << CIB7 , .

On a aussi :

k-2,(k) k-2,(k) k-4 (k)
Yk << BB6c1c 6 ot + chlc 6 ot + CIB7 c 0 o t.
Donc :
v, << ¢ B,k 10 o ¢ avec By = [B+Bp+B7]

k 178

majorons Bk :

B, << Bpc Ck_zB 9(k+3) ot + 3203c ck_zB 6(k+3) ot + szc B ck~29(k+3) ot
k 1 7 1 6 185
+ z Bprc B'ck_r_l e(k) ot
178
r=3
k=2 23 2 BgB _ (k+3)
! 26
cc [BDB7+B P"Bg + BOB, + (c-c)] ot
avec L S-l . Posons :
c 2
T 2.3 2
By = [BoB, + B%0”B, + BB, + 2B.B]
donc
k=2 (k+3)
et mma enfin :
“w, << Be *%p p(k+3) ot+ Bpc.,B K2 G(k+3) ot

k 1 9 1°1

k-2 (k+3)
W << cpc EBB9 + BpBl]e ot

posons

Bjo = B(Bg * PB)



D'oti wk << e, ¢ B
I1 suffit alors de choisir :

C = max{Bl,B "’BIO} et C > 20 > 1.

2’
C.Q.F.D.

On a alors le théoréme suivant :

Théoneme 1. Soit X une variété analytique réelle de dimension
(n+1), S une hypersurface de X réguliére en a, d'équation locale

#(x) = 0 au voisinage de a, h un opérateur différentiel matriciel
linéaire d'ordre t sur X.

Y

Si h vérifie : HI. a), ¢) ;3 &£1. ; Z2. de plus si £

2 et

2 ' . P
g, nes annulle pas simultanément en a.
Alors : il existe une suite Yj de fonctions analytiques sur un

“ . . . o m
méme volsinage du point a, 3 valeurs dans R tel que

400
Y= ) Y. x (f, o)
jez 3 j

soit une onde asymptotique pour h, et : Hc] >0 et ¢ >0 tels que :
1

Y3 ¥ <<e d o) 4 ¢

(oli Yj =0 pour j < 0).

3. Convangence de La sofution gormelle.

1) Si on choisit la suite {fj}j telle que :

+oo
o0

s 1 1 z -1 &y
f (y) = 5= J —_— I 1+ =) e’ d§
o 2mi j_ (]+€)2 p=1 mp

Y (yepyd”] .
< £f.(y) = J G £ _(m)dn ’ j=1,2,...
] o G-nr °

(_j) i =-=1,~2
fo () ] 3Ly e

k fj(Y)
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Alors [13][1{][3] la solution formelle obtenue converge vers une

solution nulle ultradifférentiable de classe {Mp}.

2) On considére

® (z) =+ <I><Z)=————Zj_1 [log z - (1 + 3+ s 201,

o zZ°® j G-1yTLi08 27 e T3 e
_ oD .

Qj(Z) = @0 (2) j s ~1

oli log Z est une fonction définie sur le domaine de Riemann
, *
D=1{zeC : arg Z € ]—6,2W+6[ , 6 >0} les ?i sont des fonctions
holomorphes sur g .
On pose ensuite {.(Z) = - -lr P(D) 6.(Z), ot P(D) est un
j 2mi ]
opérateur ultradifférentiable de classe (Mp).
Les fonctions ¢G sont également holomorphes sur le domaine
1 n
D=1{ze . olz0 + Jz t+ ...+ ]z} < o).

On prend ensuite fj la valeur au bord de la fonction ﬁj.
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RESUME

Il s'agit, dans ce travail, de donner la preuve de l'existence
de solutions nulles ultradistributions, ou ultra-différentielles, pour une
hypersurface caractéristique dans le cas T.R.I. de J. VAILLANT.

On commence par détailler les conditions prises, par J. VAILLANT
et R. BERZIN dans leur article : "Systémes hyperboliques a caractéristiques
ultiples" J. Math. Pures et Appl. 58 - 1979, pour l'existence de 1'onde
asymptotique.

On donne ensuite, une forme &quivalente de ces conditions, 2
1'aide de deux opérateurs, bien décomposables au sens sens de J.C. DE PARIS ;
1'un matriciel (2,2) et 1'autre scalaire.

Pour la détermination des coefficients de distorsions, on utilisera
la nouvelle forme de conditions. Cette nouvelle forme, sera utile dans
d'autres travaux, déj3a en cours.

On propose, dans une derniére partie, une généralisation d'une
proposition de J.C. DE PARIS, -au cas matriciel ; qui permettra, avec la
notion des majorantes, d'établir, certaines majorations sur les coefficients
de distorsions.

La convergence de la solution formelle obtenue, s'en déduit comme
dans un travail de Komatsu.

MOTS-CLES

- Solution nulle ; !
- Systeme hyperbolique/majorante (Notion de)
- Majoration (Notion de)/Systeme hyperbolique.




