
No d'ordre : 975 
No d'ordre : 976 

THESES 
présentées à 

I'UNIVERSITÉ DES SCIENCES ET TECHNIQUES DE LILLE 

pour obtenir le grade de 

DOCTEUR DE 3eme CYCLE 

Chantal MOREAU-D'HALLUIN 

Marie-Claire GAULTIER DE KERMOAL 

THEORIE DE GALOIS DES ÉQUATIONS DIFFERENTIELLES 
LINÉAIRES HOMOGÈNES DU SECOND ORDRE 

A SOLUTIONS ALGÉBRIQUES 

Membres du Jury : MM. PARREAU M., Président 
BKOUCHE R., Rapporteur 
GRUSON L. 1 Examinateurs 
GERGONDEY R. 

Soutenues le 30 Juin 1982 



Nous remercions Monsieur l e  Professeur Michel Parreau d'avoir 

accepté de présider ce jury. 

Nous sommes t r è s  reconnaissantes à Monsieur l e  Frofesseur 

Laurent Gruson d 'avo i r  accepté d ' y  participer.  

Pendant l e s  quelques années où ce t rava i l  a muri nous avons trouvé 

l e  p la i s i r  qu ' i l  y a à ' t fairet '  des mathématiques, parfois  avec passion, pas 

dans une économie de rendement indiv iduel  mais dans l a  recherche d'une cul-  

ture  vér i table .  

Que l e s  mathématiques prennent un sens e t  ne soient  pas seulement 

une technique a f f znée ,  nous a f a i t  j e t er  des ponts entre l e s  d i f p r e n t s  

champs mathématiques, en comprendre l e s  l i en s ,  nous a amenées à prendre une 

démarche historique.  

Cette pratique mathématique s ' e s t  ar t i cu lée  avec notre pratique 

enseignante. 

Ce mode de t rava i l ,  nous l e  devons essentiel lement à Rudolph Bkouche 

e t  aux rapports d'échanges q u ' i l  impulse e t  en t r e t i en t  entre l e s  personnes. 

Robert Gergondey nous a apporté l a  matière éc latée ,  foisonnante. 

Matière que nous avons re t rava i l l ée  avec Anne-Marie Brasselet.  

En guise de remerciements nous ne pouvons que souhaiter l a  pour- 

su i t e  e t  Z 'approfondissement de ce travai  2 .  

Nous adressons nos remerciements à Claudine T a t t i  e t  Raymonde Bérat 

pour l ' a t t e n t i o n  e t  l a  di l igence dont e l l e s  ont f a i t  preuve l o r s  de La dac- 

t y  lographie du manuscrit. 

Que tou tes  c e l l e s  e t  tous ceux avec lesquels nous avons eu des 

discussions fructueuses mathématiques ou extra-mathématiques nous permettant 

de mener à son terme ce mémoire, a in s i  que c e l l e s  e t  ceux qui  en ont assuré 

l a  réa l i sa t ion  matér ie l le  soient  i c i  vivement remerciés. 



Après une recherche e f fec tuée  en commun, ont é té  réunis dans ce 

mkrnoire l e s  travaux de 

. Chanta2 MOREAU-D 'HALLUIN : 

m Nature des équations d i f f é r e n t i e  Z l e s  l inéaires  homogènes du 

second ordre à coe f f i c i en t s  dans un iC(z) ayant leurs solutions dans une 

extension transcendante pure de (Chapitre I I I )  

m Conditions pour que Zes équations d i  f férentie2 l e s  l inéa i res  

homogènes du second ordre à coe f f i c i en t s  dans un C ( z )  a i t  des soZutions 

algébriques (Chapitre I V ) .  

. Marie-Claire GAULTIER de KERMOAL : 

Conditions pour que Zes équations d i f f é ren t ie lZes  l inéa i res  

homogènes du second ordre à coe f f i c i en t s  dans l e  corps de fonctions d'une 

courbe algébrique a i t  des solut ions  algébriques (Chapitre V I .  

L ' introduction,  l e s  chapitres I e t  I I  ont  é té  l 'ob je t  d 'un 

travai  Z commun. 
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Le problème de la détermination des équations différentielles 

linéaires du second ordre à solutions algébriques a tout d'abord été étu- 

dié par Félix KLEIN dans son ouvrage "Voh&hungen übetr d a  ihonaedetr" (1884) 

Félix Klein fait une étude systématique des revêtements de la sphère de 

Riemann par la sphère de Riemann, des groupes de transformation correspon- 

dants et des formes invariantes par ces groupes. Sa démarche consiste alors 

à mettre en relation "deux ~ é o ~ u  madanen : l a  ;théotie de Riemann dea 

donctionh eA l a  ;théokie de G d o h  d a  éyuationh dgébtiquenl'.  11 détermine 

ainsi les équations différentielles linéaires homogènes du second ordre à 

solutions algébriques dans une extension transcendante pure de a, à savoir 

des équations hypergéométriques. Ces équations et leurs solutions ont été 

étudiées systématiquement par GOURSAT. 

La méthode de Klein, en mettant l'accent sur le groupe de l'équation diffé- 

rentielle est en fait galoisienne. 

Différents travaux, en particulier ceux de Sophus LIE : "k&égk~n 

wi. hyh,the &dfjé4eM;tiel admeAtant un g4OUpe connu", ont mis en évidence I'im 

portance de la notion de groupe d'une équation différentielle qinsi que 

l'analogie entre la théorie des équations différentielles linéaires et la 

théorie des équations algébriques systématisée par E. PICARD et E. VESÇIOT 

(1896) : "A ;toute équation cfi5dénentieLte Linéaihe d'okdhe n comapond 

un gtroupe dgébtUque de ;trranh~omatiom LLnéaihen a n vahiablea, q u i  j o d  

de p/~ophi&th andoguen à c & a  du gkoupe g d 0 . h  d ' w e  équation d g é b ~ q u e " .  

[ce groupe a été nommé glroupe de haLLunncdAé par Félix Klein, on l'appelle 

aui ourd'hui amuwe de adoAn diXl(énenLid . 



Ces t ravaux  on t  ouvert  l a  vo i e  à F. MAROTTE qu i  a  r e p r i s  c e s  

idées  dans sa  thèse  "&a é q ~ 0 n A  &hdé&eYl;ti&e.A &néahea Q;t &a XhéoR.h 

d a  g f i ~ u p ~ ' '  (Toulouse, 1889). 

F. Marotte a  donné une méthode pour dé te rminer  l e  groupe de r a t i o n a l i t é  

d 'une équa t ion  l i n é a i r e  donnée : il ramène c e t t e  dé te rmina t ion  à l a  recher- 

che des  i n t é g r a l e s  d 'une c e r t a i n e  équa t ion  l i n é a i r e  a u x i l i a i r e  q u i  on t  une 

dér ivée  logari thmique r a t i o n n e l l e .  

F. Marotte a  appl iqué  s a  méthode aux équa t ions  d 'o rdre  2 ,3  e t  4 .  Il a  a u s s i  

montré que, dans l e  c a s  généra l  " l e  groupe de  r a t i o n a l i t é  e s t  l e  p l u s  p e t i t  

groupe a lgébr ique  contenant  l e  groupe de monodromie e t  l e s  groupes de méro- 

morphie r e l a t i f s  aux p o i n t s  s i ngu l i e r s " .  

Par l a  s u i t e  R I T T  (1938) a r e p r i s  l a  t h é o r i e  des  équat ions d i f f é r e n t i e l l e s  

a lgébr iques  e t  KOLCHIN (1950) a  fo rma l i s é  l a  t h é o r i e  de g a l o i s  d i f f é r e n -  

t i e l l e  sous un angle  purement a lgéb r ique  e t  géométrie-algébrique. 

Après E .  P i ca rd ,  E .  Vess io t  e t  F. Marotte l ' é t u d e  des  équa t ions  

d i f f é r e n t i e l l e s  a lgébr iques  en u t i l i s a n t  l e  p o i n t  de vue g a l o i s i e n  d i f f é -  

r e n t i e l  a  semble-t-il é t é  abandonnée. 

Récemment F. BALDASSARI e t  B. DWORK (1979) o n t  d é c r i t  un procédé 

permettant  de déterminer  l e s  équa t ions  d i f f é r e n t i e l l e s  l i n é a i r e s  du second 

ordre  à s o l u t i o n s  a lgéb r iques ,  l e s  équa t ions  ayant  l e u r s  c o e f f i c i e n t s  dans 

une ex tens ion  t ranscendante  pure de ou dans l e  corps  des f o n c t i o n s  

d'une courbe a lgébr ique .  



Dans ce travail, nous étudions les équations différentielles 

linéaires homogènes d'ordre 2 à solutions algébriques en reprenant l'étude 

de F. Baldassariet B. Dwork et en s'appuyant sur le travail de F. Marotte, 

considérant ainsi le point de vue galoisien différentiel de E. Picard et 

E. Vessiot. Ce point de vue permet de linéariser le problème, le groupe de 

Galois opérant linéairement sur l'espace des solutions, ce qui donne une 

approche plus fine que celle de Baldassari et Dwork. 

Après avoir fait des rappels généraux sur la théorie de Galois 

différentielle et la résolution des équations différentielles dans un 

premier chapitre, nous reprenons dans le chapitre II l'étude de Klein des 

revêtements de la sphère de Riemann par la sphère de Riemann et des groupes 

G correspondants 

Nous déterminons également les fractions rationnelles z = z(t) 

invariantes par G. 

Le Chapitre III est consacré à la détermination des équations dont 

les solutions sont algébriques dans une extension transcendante pure de C .  

Nous suivons ici la démarche de Klein en la simplifiant considérablement par 

le résultat suivant : G étant l'un des groupes C n y  Dn, 
T, C ou 1, si G 

n'est pas cyclique, le centre est réduit à l'identité et par conséquent la 



la représentation de G dans l'espace des solutions ne contient pas 

d'homothéties, ce qui implique que les solutions s'expriment rationnelle- 

ment en fonction du rapport de deux solutions indépendantes 

Ce qui nous permet d'affirmer que les équations y" + py' + qy = O à solu- 

tions algébriques dans un G(t) sont des équations hypergéométriques 

où a,B,y sont déterminés par le groupe G et si G est cyclique on a une 

équation d'Euler. 

Le problème traité par F. Baldassari et B. Dwork est repris dans 

les chapitres IV et le chapitre V. 

On considère une équation y" + py' + qy = O à solutions algébriques, 

où p et q E K, K étant un C(t) ou le corps de fonctions d'une courbe 

algébrique c'est-à-dire le corps des fonctions méromorphes sur une surface de 

Riemann compacte. 

yl, yq étant une base de solutions, le groupe projectif G qui opère sur les 

quotients de solutions est un groupe de transformations homographiques 

à coefficients constants (dans (C) et donc G opère sur C(q) et l'on a 

le diagramme commutatif 



Nous montrons que l'équation Y" + q l y  = O (équation normalisée de 

y" + py' + qy = 0) est le ---------- relèvement d'une équation à coefficients dans 

C ( z )  dont est encore un quotient de solutions. 

Les cas où G est soit cyclique, soit diédral est traité séparé- 

ment. Dans les autres cas, l'équation y" + qly = O est le relèvement d'une 

équation hypergéométrique de groupe G, déterminée au chapitre III. 

G est cyclique si et seulement si il existe deux solutions 

(définies chacune à un facteur constant près) admettant une dérivée loga- 

rithmique dans K. 

G est diédral si et seulement si il existe deux solutions (définies chacune 

à un facteur constant près) admettant une dérivée logarithmique dans une 

extension quadratique de K, les solutions étant conjuguées ; ce qui est 

équivalent à dire que la somme des dérivées logarithmiques des deux solutions 

est dans K. 

Ceci nous amène à distinguer le cas du groupe de Klein puisqu'alors K a 

trois extensions quadratiques. 

Si K = E(t) on peut effectuer les calculs explicites, c'est ce qui est fait 

au chapitre IV. 

Y'  existence de solutions y algébriques sur un corps K telles que - 
Y 

appartienne à ce corps ne pose pas de problèmes si le corps de base est 

un G(t), ce qui n'est pas le cas si K est le corps de fonctions d'une 



surface de Riemann de genre différent de zéro. Alors on démontre que 

y' = y~ (T c K) a des solutions algébriques si et seulement si il existe 

un entier m tel que m soit la dérivée logarithmique d'un élément de K. 

On étudie ensuite des conditions nécessaires d'existence de l'entier m 

et si elles sont vérifiées, en utilisant la théorie des diviseurs, on 

donne un procédé pour construire effectivement l'élément de K dont la 

dérivée logarithmique est mT. 

Cette étude est faite au Chapitre V. 



Dans ce premier chapitre, nous rappelons des points fonda- 

mentaux en ce qui concerne les équations différentielles linéaires 

homogènes à coefficients dans un C ( z ) ,  leurs solutions en un point 

régulier, le prolongement de ces solutions qui introduit la notion 

de monodromie et l'expression des solutions au voisinage d'un point 

singulier. 

Nous rappelons très brièvement la théorie de Galois algé- 

brique et énonçons les résultats de la théorie de Galois différen- 

tielle. Nous donnons l'expression du groupe de Galois différentiel 

comme groupe algébrique des matrices et le résultat que nous utili- 

serons dans toute la suite : Le groupe de Galois d'une équation 

différentielle linéaire homogène à   oints singuliers réguliers 

à solutions algébriques est égal au groupe de monodromie de l'équa- 

tion. 



 équation P = O où P E: Q[X] de degré n, irréductible 

sur Q a n solutions xl,...,x distinctes dans a. n 

 é extension de Q , K = Q(xl, ..., x ) est le corps de décom- 
n 

position de P sur Q 

1 = {R E û) FI,. . . >x;] /R(x1,. . . ,X ) = O) est un idéal conte- 
n 

nant P(Xl), ..., P(X ) .  n 

'n 
ensemble des permutations de n éléments, opère sur 

l'anneau Q[X~, ..., x,] par of(Xl,...,X n ) = f(Xo(I), ..., Xo(,)). 

On considère G = io c snlolc 11. 

G est l'ensemble des permutations de S conservant les n 

relations algébriques entre les racines. 

G est le groupe de Galois de l'équation P = O 

. G est le groupe des Q-automorphismes de K et l'ordre 

de G est la dimension de l'espace vectoriel K sur Q. 

. La théorie de Galois dit qu'il y a correspondance bijective 

entre les sous-corps K' de K contenant Q et les sous-groupes 

G' de G. 

K' corps correspondant à G' est le sous-corps de K composé 

des éléments invariants par G'. 

Dans cette correspondance, les sous-groupes distingués de G 

correspondent aux extensions normales de Q. 



E. Picard rll - - . 
On considère les équations 

( E l  y (n) + aly (n- 1 1 - O où les ai sont des fonctions + ... + any - 

ai(.) holomorphes sauf en un nombre fini de-points. Les ai(z) sont 

des fractions rationnelles en z. 

2 . 7 . -  Puin;t ~ Q c ~ L L , ~ % Q ~  - SOLLLLLUM.~~ en LLM. POLEX t e g u f i ~ t ~ .  

PoiEX hégufieh : Un point z O est un point régulier de (E) 

si en ce point tous les coefficients a. 1 
sont holomorphes, c'est-à-dire 

si z n'est un pôle pour aucun des a.. 
O 1 

Remcüque, : Si 
z O 

est le point à l'infini, on transforme 

1 
l'équation en prenant comme nouvelle variable t = - z . 

SuLLcR/ion?l en un p u i d  tr6guRieh : En chaque point régulier z O ' 
il existe une solution y analytique au voisinage de z O et satis- 

faisant les conditions initiales y(zo) = b O '  yr(z0) = bl ,. . .,Y (n-l) (zo) = 

b -1. Les solutions de (E) au voisinage d'un point régulier z n O 

forment un espace vectoriel de dimension n sur C .  

Une base de cet espace s'appelle un système fondamental de 

solutions au voisinage de z O . 
~'indé~endance linéaire de n solutions f ,  f n est carac- 

térisé par la relation W(f l , .  . . ,fn) = 1 f , . . . . , f n 

au voisinage de z . 
O 



W(fl, ..., f ) = Wronskien. n 

Le Wronskien satisfait l'équation différentielle w' + a 1 w = O 

si a = O ; w est une constante. 
1 

. ?%i& b i n g u f i m .  

Les seules singularités possibles des solutions de l'équation 

(E) sont les points où l'un au moins des coefficients a. admet 
1 

une singularité. $,'ensemble A des points singuliers des solutions 

de (E) est fini. En tout point de B = C I  (c) - A toutes les 

solutions de (E) sont régulières. 

Exernpl~b : 2ue& b u n t  poi& a i n g d m  d a  é q u ~ o n a  

nuivaM;teh ? 

a) y' - y = 0. 

 infini est un point singulier pour cette équation : 

1 
en effet, posons t = - z 

f(t) - 0 .  f est solution de l'équation f'(t) + - - 
t 

2 

. O est point singulier. 

1 . L'infini est point singulier t = - 
Z 

2 
c) (E) = équation dt~uler z Y" -2rzyf + sy = O 



. O est point singulier. 

. L'infini est point singulier 

4 
t2f"(t) + +tf' (t) + - t2f' (t) + sf (t) = 0 

L t 

L 
Y' v 

d) (E) = l'équation de Bessel Y" + - + (1- -)y = O 
Z 

Z 

, O est point singulier ; 

a 2 2 l t4f"(t) - (,+ i$)f'(t) + (1-v t )f(t) = O  . t = -  
Z 

l'infini est point singulier. 

2.2.- P ~ o l o n g e m ~ v c t  d u  hoLuaXonn. 

Soit y un chemin de z à z dont tous les points sont 
O 1 

réguliers 

- toute solution de (E), définie au voisinage de z peut être O 

prolongée analytiquement le long de y en une solution de (E) 

au voisinage de 
' 

- si l'on prolonge analytiquement un système fondamental de solutions 
on obtient en tout point de y un système fondamental de solutions 

JY 
-al (z)dz 

et l'on a w(z ) = w(z )e 1 O 

Dans le cas où y est un chemin fermé, le problème est de 

savoir si en prolongeant une solution de (E) le long de y, la 

solution à l'arrivée sera identique ou non à la solution de départ 



- 6 -  

et ce que sera la solution prolongée. 

C h e d  homotupu - Ghoupe nl (B,zo). 

2 chemins y, et yI dans X sont homotopes, s'il existe 

une application continue 6 : 1 x 1 -t X telle que 

6(t,O) =yo(t) 6(t,l) =yI(t) 

6(0,s) = ~ ~ ( 0 )  = yI(0), 6(l,s) = Y0(l) = ~ ~ ( 1 ) -  

Autrement dit, si l'on pose ys(t) = 6(t,s), la famille 

des chemins 
Ys 

d'origine z et d'extrémité z est une déformation 
O 1 

continue de 
Y0 en y1 lorsque s varie de O à 1 

v 

Le groupe n l  (B,zo) est le groupe constitué des classes d'équi- 

valence des lacets dans X d'origine et d'extrémité z ; deux lacets 
O 

étant équivalents si et seulement si ils sont homotopes. 

(E) : zy' - a y  = O ; O et l'a sont les points singuliers. 

L'espace des solutions au voisinage de z (zo # 0) est de 
O 

a 
dimension 1, engendré par z . Prolongeons cette solution le long 

a 
d'un lacet ne contenant pas O en son intérieur, on retrouve z . 

Prolongeons maintenant la solution za le long d'un lacet 

a 2i-irna 
contenant O en son intérieur, on trouvera la solution z e 

où n est le nombre de toupfaits autour de zéro. 



Ceci définit donc un morphisme des classes de lacets à homo- 

X 
topie près, c'est-à-dire de nl(B,zo) dans E dont l'image est le 

2 ira 
groupe engendré par e . Ce groupe sera fini si et seulement si 

a est rationnel. 

§ 3 - Ghoupe de monodhomie  lemel el j [2] . 

3.1.- Théohème de monodhomie.- zo un   oint singulier, f 

une fonction analytique définie au voisinage de z prolongeable 
O 

le long de tout chemin r d'origine z contenu dans un domaine D. 
O 

Si y et y' sont 2 chemins de z à z homotopes dans D 
O 1 

(ils définissent la même classe dans nl(D,zo)), alors le prolon- 

gement f (z) de f(z) le long de y et le prolongement fy,(z) 
Y 

le long de y' de f(z) definissent la meme fonction au voisinage 

de zl. 

3.2.- Ghoupe de monodhomie. 

Soit z un point régulier, z c B, U un ouvert de X 
O O 

contenant z , U ne contient pas de singularités, dans lequel 
O 

toute solution est prolongeable. Les solutions définies sur U 

forment un espace vectoriel de dimension n sur C que l'on 

notera Sol (U) . 

Soit y un chemin fermé d'origine et d'extrémité z . 
O 

On étudie le prolongement d'une solution y le long de y, 

plusieurs cas peuvent se produire. 

1') y ne contient aucun point singulier en son intérieur, 

y est homotope à zéro dans X : nous obtenons la même solution 

d'après le théorème de monodromie. 



a) y contient un point singulier en son intérieur, nous 

obtenons une solution de (E), pas nécessairement la même. 

On dé£ init ainsi une application Y : Sol(U) + Sol(U) 

linéaire et qui ne dépend que de la classe d'homotopie de Y dans 

n,  (B,z0) 

b) y contient plusieurs points singuliers en son intérieur 

bl, ..., b ; y est homotope au lacet composé des lacets yl, ...,yk k 

qui ne contiennent chacun qu'un point singulier bi en leur inté- 

rieur. On définit encore une application linéaire 

2r 
Si y représente la classe d'homotopie de y dans nl(B,zo). 

On définit un morphisme 

n I  (B,zO) --+ EndaSol (U) 
'Il 

y ----+ ( y  : sol(U) + Sol(U)) 

Un système fondamental de solutions étant choisi sur U 

(fl, ..., f ). Un endomorphisme de Sol(U) est représenté par une 
n 



matrice n x n. Si y' désigne le chemin inverse de y, y' O y 
- 

est homotope à zéro donc 7'0 7 = id la matrice qui représente y 

est inversible. 

Donc n (B,z ) a une image dans Gl(n,a) qui est un groupe 1 O 

de matrices engendré par un nombre fini de générateurs : les matrices 

associées aux lacets entourant chacun des points singuliers. 

C e t t e  h a q e  d e  Tl (X,zo) - d m  Gln(E) es* l e  gkoupc d e  

Remanque : 

1) Si zl est un autre point régulier dans U. 

On définit de la même façon 1' image de n (B,zl) dans Gin(@) soit Ml. 

Alors M et M l  sont 2 groupes conjugués. 

y un chemin de z à zl ; T la matrice associée 
O 

2) Si (gl, ...,gn) est un autre système fondamental de 

solutions au voisinage de+U. M et N les 2 groupes de monodromie 
b h  - 1 associés a la matrice de changement de base alors N = uMo . 

2 
Un changement de point ou de système fondamental de solutionFevient 

à prendre un sous-groupe conjugué du précédent. 

b 

§ 4 - E x p e s n i o n  d e s  aoLlctiom a.u v o d i n a g e  d'un p o i n t .  

4 . 1 . -  ExpNddion d a  ~ o W o m  en un poivtt h é g u t i ~ h .  

Nous cherchons une base de Sol(U) pour laquelle la matrice 

associée à y soit la plus simple possible 



fl, ..., f un système fondamental de solutions n 

X X 
fl, ..., f . les transformées par y de fl, ..., f . 

n n 

c = (cij) est la matrice de l'endo- 

- 
morphisme y. Les valeurs propres de y sont les solutions de 

(c-8id) = O. Cette équation caractéristique est indépendante de la 

base choisie. A chaque valeur propre 8 on associe au moins un 

vecteur propre : une solution y de (E) telle que y = 8y. 
Y 

- Si les n valeurs propres sont distinctes BI, ..., en. Une base 

de Sol(U) est constituée de n solutions yl, ..., telles que J'n 
- Yi,y - eiy. 

- Si l'équation caractéristique admet des valeurs propres multiples, 

on peut trouver une base dans laquelle la matrice à la forme d'une 

matrice par blocs, ayant des blocs non nuls seulement sur la dia- 

gonale ces blocs ont 2 formes possibles 
(;*A. ;) ; ;) 

(forme de Jordan). Par un changement de base, on peut se ramener à la 
b d  

forme La somme des tailles des blocs où figurent 

la même valeur X est égale 21 l'ordre de multiplicité de cette 

valeur propre A. 

Dans ce cas, on peut trouver un système fondamental de 

solutions composé soit de fonctions y telle que l'on ait yy = 8y 

soif de solutionsgroupéesparbloc yl, ..., Ys telles quel'onait 



4 .2 .  - Expke~h ion  d a  so&uLiom au v o h i n a g e  d ' w  poin t  a i n q u l i m  b. 

y un chemin d'origine et d'extrémité z point régulier con- 
O 

tenant le seul point singulier b en son intérieur. 

y peut être un cercle centré en b et passant par z par- 
O 

couru dans le sens direct. 

iQ y est défini par z-b = re . 
2 inp 

Si z parcourt y , (z-b)' devient ( ~ - b ) ~  x e 

supposons que e 2inp est valeur propre, si y est le vecteur 

* 2inp propre correspondant y = e y. 

La fonction Y est invariante quand z parcourt y : 

(z-b)P 

c'est une fonction analytique au voisinage de b donc y solution 

est de la forme y(z) = (~-b)~$(z) où 4 admet un développement 

de Laurent au voisinage de b. 

Alors une base de solutions est donnée par 



pi-P. é z.  
J . 

Soit p une racine multiple d'ordre S. yl, ... *Y0 les 
solutions correspondantes 

1 
Calculons y On remarque que pour u(z) = - 2 ' 2in Log(z-b) 

u"(z) = u(z) + 1. 

Posons y2 = uyl + y2 

2inp yY = e ("yI + f2 + YI) = uYyl; + y; 
2 

2inp yY = e2inpyl (u+i) + e 2i7ipy =(u+i)e y l + y ;  2 2 

donc Y2 .e 2inp = y: 

d'où f2 = (Z-b)Pd2 

2 inp 
d'où y2 = (2-blP ~og(z-b)$~ (2) + q2 (2) 1 

Y2 
est donc de la forme 

 une façon générale, on trouve 

etc.. . 



- C) Si p.-p. E E ; pj - pi + p, p entier positif. 
J 1 

On se trouve alors dans un cas similaire au cas b) avec 

d'autres possibilités. 

Exempk'e des équations d'ordre 2, pl = p , p2 = p - p 

on a 2 intégrales 
Y 1 

= (z-b) (z-b) 

Y2 
= (z-b)P$(z-b) Cc ~o~(z-b)+ (Z-~)-~Y (z-b)] 

où c est une constante et $ et Y sont holomorphes. 

On peut avoir c = O et alors Y2 
= (z-b)P-P$(z-b)y (2-b) 

est solution; y a pour exposant p-p. 
2 

Si c # O, le point b est alors appelé point singulier 

logarithmique. 

4.3.-  P o i n t  ~ i n g u l i m  ~ Q g u L L e h  - C o n f i o n  de fuchn. 

On dira que b est un point singulier régulier pour l'équation 

si b est un pôle ou une singularité logarithmique des solutions 

Yls...,Yn. Ceci revient à dire que dans l'étude ci-dessus les gi 
sont holomorphes en b ou ont un pôle d'ordre fini, ce qui est vérifié 

dans l'exemple du c). 

Si b est une singularité essentielle pour l'un des , ' i 
b. est un point singulier essentiel pour l'équation. 
1 

Condi;tion dc Fuch . 
Un point singulier fuschien de l'équation différentielle 

linéaire y(n) + al (2)y + ... + an('%= O est un point b 

où toutes les solutions sont soit régulières soit admettent ce point 

comme point singulier régulier. 



z = b est un point singulier Fuschien si et seulement si 

chaque coefficient ai(z) est soit régulier soit admet z = b 

comme pôle au plus d'ordre i. 

4.4.- Exemple de l'équation d'€&m. 

Expression des solutions et groupe de monodromie 

l'espace des solutions Sol(U) est de dim 2. 

Cherchons des solutions de la forme y = zP$(z) 

où $(z) = a. + alz + ... 

Dérivons y' = P-1 P 
pz (ao + ... ) + z (al + ...) 

et identifions avec l'équation (E). 

Le coefficient de z p-2 est nul, 

donc p doit satisfaire l'équation ~(p-1) - 2 r p  + s = O 

ou encore p2 - p(2r+l) + s = O (équation déterminante). 

. Si cette équation a 2  racines distinctes pl et p2 

l'équation d'~uler a 2  solutions de la forme 
Pi 

Yi = z $Ii(z), 

i = 1,2 en identifiant, on trouve 

Pl P2 
Yl = z et y2 = z sont solutions. 

. Si l'équation déterminante a une racine double p 

les 2  solutions sont yl = zP et y2 = zP ~ o g  z, 
1 p = r + -  
2 .  



G h o u p ~  de nionodkomie M. 

. Dans le cas où il y a 2 racines distinctes Pl et P2 

M est engendré par la matrice 

. Dans le cas où il y a une racine double p 

le groupe est engendré par la matrice 

M est fini <==> il existe deux solutions distinctes rationnelles 

P2 
X 

si pl - p E ..Z , M est cyclique 
2 

s'il y a une racine double, M n'est pas fini. 

§ 5 - Théohie de G d o h  diadéhenLLQeee. Gtoupe de G d o A .  

Kolchin [3], - r4] , 131 , Picard [7]. 

5.1 .- Dé~iniZionb. 
A une équation différentielle (E), 

Y + aly ("-') + .. . + any = O à coefficients dans un corps K, 

on associe un corps L engendré sur K par yl, ..., Y, système 

fondamental de solutions et leurs dérivées. 



L est une extension de type fini de K. 

L est un corps différentiel au sens où si y c L ses dérivées sont 

aussi dans L 

f est un morphisme différentiel de L si £(y (k)) = quelque- 

soit y E: L 

K et L ont même corps des constantes. 

Ici, K = G ( z )  et le corps des constantes est C .  

On définit de la même façon que dans la théorie algébrique, 

le groupe des K-automorphismes différentiels de L : G 

o F G si et seulement si pour tout i pour tout k 

(k)) = ("(yi)) o(yi (k) où (yI,. . . ,yi , . . . ,yn) est un 

système fondamental de solutions. 

G opère donc linéairement sur S espace des solations, 

qui forment un espace vectoriel de dimension n sur E.  

G est fermé pour la topologie de Zariski. 

G est un groupe algébrique de matrices. 

La dimension de G est le nombre de paramètres indépendants 

intervenant dans les équations de définition. 

dim G = degré de transcendance de L sur K. c 

dirocG = 0 <==> G est fini <=> L/K est algébrique. 

5 . 2 . -  E x p k u ~ i u n  du gtoupe de G d o h  comme gtoupe ae ,@b~que  

de matnicea. A. M. BRASSELET [6] . 

(E) : y(n) + aIy ("-') + . . . + any = O l'équation différentielle 

linéaire à coefficients dans K. 

yI, ...,yn un système fondamental de solutions. 



On pose 

det A = w = wronskien. 

Pour tout o E G, calculons o(A) et (o(A))' = o(A1). 

x A = A.A 

où A & G1 (K) 
n 

A est invariante par G 

d'autre part, (o(A))' = (A.A-lo(A))' = A1(A-la@)) + A(A-'~(A))' 

d'où A. (a-'o(n)) = O 

Le morphisme $ qui à o fait correspondre Amlo(A) est 

un morphisme de groupe injectif 

ce qui permet d'identifier Gal(L/K) a un sous-groupe de matrice 

de Gln(~). 

R~ma,kqu~ : La condition G C S1 (K) équivaut à n 
- 1 

det(A o(A)) = 1. Ceci pour tout o E G, ce qui équivaut à 

det o(A) = det A ou encore det A = w E K .  



E t  a lo r s  l ' équa t ion  d i f f é r e n t i e l l e  y '  + a l y  = O dont w 

e s t  s o l u t i o n  a donc une s o l u t i o n  dans K .  

Les t r o i s  condi t ions  s o n t  équiva len tes  : 

. G C SIn@) 

. w = wronskien € K 

. y' + a l y  = O a  une s o l u t i o n  non t r i v i a l e  dans K .  

5.3.-  CM o ù  n  = 2 ,  expression de  A - ' ~ ( A ) .  

5 . 4 .  - Exernplcb. 
d  

K = C(z), corps des  cons t an te s ,  d é r i v a t i o n  - dz 

a 
b) zy' - a y  = O L = K ( Z  ) .  

S i  a e s t  r a t i o n n e l  G e s t  f i n i ,  contenu dans 

ième 
l e  groupe q des  r ac ines  d e  l ' u n i t é .  

31t 
S i  a n ' e s t  pas r a t i o n n e l ,  G = C . 

z  - Z Z 
c )  y"-y = O ,  s o l u t i o n s  Y 1 = e ,  Y2 = e  L = K ( e  ) .  

G e s t  de dim 1 ,  on a  l e s  r e l a t i o n s  Y ;  = Y I ,  Y; = - Y 2 >  



2 
d) l'équation d'Euler z y" - 2rzy' + sy = O .  

a 
1) s'il y a 2 solutions de la forme yl = z et y2 = z B 

Si a et B sont rationnels, il existe 2 entiers tel que 

na + mB = p € Z alors on a = ZP et andm = 1 YlY2 

Alors G est fini. 

a a 
2) s'il y a 2 solutions yl = z et y2 = z Log z 

2 
Y C) + + (1- -)y = O 
2 y c C équation de Bessel. 

Z - ---------------- 
Z 

1 1 
y' + ; y a une solution non triviale - dans O(z) z 

donc w E C(z) et G C S12((C). 

On a les résultats suivants 

r Si 2y est un entier impair : ql et q2 sont solutions 



q1n2 = a ~ & ( z )  i7i =al" , i7"; a2v2 

'v' o c G , 3 c c C* tel que o(q2) = cq1 

d'où 

X X; 
G est isomorphe à 8 . 

x Si 2y n'est pas un entier impair 

00 (-1) P (,) 5 2~ 
Si 2y n'est pas entier riy=($lY 1 

P=O r(p+l)r(y+p+i) 

et i7 sont solutions. 
-y 

n 
Si y est un entier 

i ? - ~  
est une fonction entière Q = (-1) ri-y 

Y 
on obtient une autre intégrale par d'autres méthodes. 

On montre que G = SI2(@). 

Pour cela on suppose que G # S12(C) c'est-à-dire que 

dim G f 2 (~uisque différente de 3). 
(C 

La composante connexe de l'identé G est un groupe algé- 
O 

brique de dimension 1 ou 2 donc réductible à la forme triangulaire. 

Si Q est solution de l'équation la matrice A-'~(A) est trian- 

' est " est algébrique sur ( z ) .  En écrivant de - gulaire et - 
Tl ri 2 

solution de l'équation de Riccati associée y' + y2 + 1! + (1 - 5) = O. 
z 

Z 

On arrive a une contradiction avec le fait que 2y n'est pas entier 

impair. Donc G = S12(C). 

§ 6 - Ghoupe de rnonodhomie eA ghOUpe de G d o h .  

Le groupe de monodromie est l'image de n1(X,zo) dans 

Gln(C) : le groupe engendré par les matrices représentant les endo- 



morphismes de Sol(U) associés aux lacets entourant chacun des points 

singuliers. Tout élément du groupe de monodromie conserve les rela- 

tions entre les solutions et leurs dérivées. 

Le ,qhoup~ de monodtromie u-t contenu dam Re ghoupe de G u l o i ~ .  

Dans le cas d'une équation différentielle à points singuliers 

réguliers où L est une extension algébrique de K alors G est 

fini et on est ramené a la théorie de Galois algébrique. 

Tout élément de L invariant par M C  G est uniforme partout, 

son développement en série de Laurent au voisinage d'un point singulier 

ne peut comprendre qu'un nombre fini de termes à exposants négatifs 

donc f est méromorphe partout, c'est-à-dire que f est une fraction 

rationnelle donc f E K. 

G et M ayant même corps des invariants K, G et M sont 

égaux. 

Dans Re can d ' C q u a d i u ~  did6Chen;tiQeeu finéCLihu homogèn~ 

à poi& singuLLmd 4 Q g ~ a d  à auludions dgébhiquen, RE QhUUpe de 

G d o A  eA Re ghoup~ d~ monudhomie hont Qgaux. 

Déterminer le groupe de Galois, dans ce cas, reviendra donc 

à déterminer le groupe de monodromie. 



Nous ne considérons désormais que les équations différentielles 

linéaires homogènes à coefficients dans un a ( z )  dont les solutions 

sont algébriques. 

Ce groupe de monodromie est alors égal au groupe de Galois, 

ils sont finis. 

Dans ce deuxième chapitre est développé l'aspect géométrique 

de la situation à savoir : 

où L est l'extension algébrique de C ( z )  engendré par les solutions 

de l'équation différentielle lineaire homogène à solutions algébriques 

G le groupe de Galois. 

X la surface de Riemann associée sur laquelle les solutions 

sont uniformes. L est le corps des fonctions méromorphes sur X. 

Dans ce deuxième chapitre, nous étudions également les aspects 

géométriques et algébriques liés à la situation où l'extension algébrique 



engendrée  p a r  l e s  s o l u t i o n s  e s t  un E ( t )  c e  q u i  r e v i e n t  à d i r e  que 

l e s  s o l u t i o n s  sont  uniformes s u r  l a  s p h è r e  d e  Riemann 

Nous déterminons de  f a ç o n  p r é c i s e  K ,  G e t  Y : G 

2 
e s t  conjugué de l ' u n  d e s  5 g roupes  f i n i s  d e  r o t a t i o n  d e  l a  s p h è r e  S . 

9 7 - PusiXiun du p u b l Q r n c .  

(E )  l ' é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  y  (n' + alY + ... + any = 0 ; 

a .  c C(z) une s o l u t i o n  de  (E) d é f i n i e  au v o i s i n a g e  d 'un  p o i n t  r é g u l i e r  
1 

p e u t  ê t r e  prolonger  ana ly t iquement  l e  long  d e  t o u t  chemin y contenu 

dans  B = P l  (a) - d où A = ensemble d e s  p o i n t s  s i n g u l i e r s  d e  E 

i n c l u s  dans  l ' ensemble  des  p ô l e s  d c s  a .  . 
1 

. L ' é q u a t i o n  ( E )  a  t o u t e s  s e s  s o l u t i o n s  a l g é b r i q u e s  

y  s o l u t i o n  de (E) e s t  r a c i n e  d 'un  polynôme P(T,  z) d e  d e g r é  d  

P e s t  i r r é d u c t i b l e  s u r  C(z) 

. En g é n é r a l ,  l e s  r a c i n e s  u ( u  = u ( z ) )  d e  P(T,z)  s o n t  s i m p l e s ,  

il p e u t  e x i s t e r  un nombre f i n i  d e  v a l e u r s  d e  z  pour l e s q u e l l e s  

des  r a c i n e s  s o n t  m u l t i p l e s  : c e  s o n t  l e s  r a c i n e s  d 'un  polynôme 

+ ( z )  obtenu en  é l i m i n a n t  T e n t r e  l e s  é q u a t i o n s  P(T ,z )  = O 

a 
e t  - P(T,z) = 0. a z 



Pour les valeurs de z pour lesquelles l'un des c à un pôle, 
j 

P(T,z) aura une racine simple infinie. 

En dehors de ces deux cas, les racines u sont simples et 
j 

finies . 

 ensemble des points où il peut exister des racines multiples 

et où les racines peuvent avoir des pôles est contenu dans l'ensemble A 

des points singuliers de l'équation différentielle (E). En effet, soit 

z un point régulier, z E X , u une racine simple de P(T,z) = 0, 
O O O 

u est holomorphe dans un voisinage de z et peut être prolongée 
O O 

le long de tout chemin de z et zl contenu dans X , u(zl) est 
O 

racine de P(T,zl) = O, u est holomorphe au voisinage de z1 ' 

Action du groupe de monodromie ou du groupe de Galois (ils - - 
sont égaux) sur les solutions de P(T,z) = O au voisinage d'un 

point singulier où il y a une racine multiple : Exemple de l'équation 

2 r y'' - - S y' + y = O ; O et sont les points singuliers. 
z 

z 

1 1 
Prenons comme exemple l'équation y" + - y' + - y = 0. 

6 z 6 z 
2 

Au voisinage de O, z et z constituent une base de solutions 

le groupe de Galois est d'ordre 6 

y une solution au voisinage de O, y = az1/2 + bz 1 / 3  
Y 

a, b E C ; y est algébrique, y est racine d'un polynôme P(T,z) 



de degré 6. Calculons P(T,Z) : 

Les 6 racines étant az1I2 + bz 113 

az1I2 + bjz 113 

En O, les 6 racines sont confondues : O est 1 point multiple d'ordre 6. 

On passe d'une racine u. 1 à une racine u j par un élément 

du groupe de Galois, c'est-à-dire un élément du groupe de monodromie, 

c'est-à-dire en parcourant un chemin fermé autour de O 



Ceci nous amène, pour étudier les équations différentielles à solutions 

algébriques à considérer : 

- d'une part, la surface de Riemann sur laquelle les solutions seront 

uniformes ; 

- d'autre part, l'extension algébrique finie C(z)  -+ L de degré d 

de groupe de Galois G égal au groupe de monodromie engendrée par les 

solutions. 

Dans ce chapitre II 

. Nous construisons tout d'abord la surface de Riemann X au-dessus 

de S2 (sphère de Riemann) associée à une extension algébrique L 

de C ( z )  de degré d @ ( z )  est le corps des fonctions méromorphes 

sur s2] telle que le corps des fonctions mérornorphes sur X soit L, 

ce qui fait l'objet des paragraphes 2-3 et 4.  ouad ad^] [8]. 

. Ensuite, nous étudierons la situation inverse : on se donne X = S 2 

et L = E(t) nous construisons la surface de Riemann Y et le corps 

K tels que 

C(t) soit une extension algébrique de degré d de K et s2 

la surface de Riemann au-dessus de Y associée à l'extension algébrique 

K -+ C(t). Plus précisément nous suivrons le plan 

5 - Construire Y = X/G où G est un groupe fini opérant sur X. 

6 - C a s o ù  X = S  Alors Y estisomorpheà 
2 ' 

S2 : Théorème de Lüroth. 

8 



7 - Toujours dans le cas X = S Déterminer les sous-groupes finis G 2 ' 

qui opèrent sur la sphère et les quotients X/G correspondants. 

8 - Déterminer les groupes finis qui opèrent sur C(t). 

9 - Calculer les invariants de C(t) par G pour chaque groupe fini 

G ce qui détermine z fraction rationnelle en t telle que 

E ( z )  + G ( t )  soit une extension algébrique de groupe 

de Galois G. 

2 . 1 .  - Revê,temed. 

. B un espace topologique. Un ------------- revêtement X de -- B est 

?T 
un fibré 2 fibres discrètes sur B. Autrement dit X ---+ B est 

un revêtement de B si quelque soit b E B, il existe un voisinage 

U de b dans B, un ensemble discret F et un homéomorphisme $ 

de U sur U x F tel que le diagramme soit commutatif 

- 1 n (U) ---+ U x F 

On appelle degré de X en b le cardinal de F .  

Si B est connexe le degré ne dépend pas de b ; d est --- 

le degré du revêtement. ----- ---------------- 
Le revêtement est dit fini si d est fini. 

. B est un espace topologique X et Y , 2 revêtements de B. 

f : X -t Y est un pr_ph_ismn-de revêtgmey~s si f est 

continue et rend le diagramme X --t Y commutatif : 



~ E B ,  : T I  (b) = X )  + Y (b) = n'-' (b) . 

Si fb est bijectif : f est un ______ isomorphisme __________________-_ de revêtements. 

. X un revêtement de B et $ : B' -+ B où B' est un espace topo- 

logique et $ continue. 

On définit X' revêtement de B' à partir de X par 

changement ---- ------------- de base kf b' E B', X1(b') = x($(bl)) 

. B connexe, simplement coniiexe. Le ___ groupe ___ _____-_______ fondamental nl(B,bo) 

des classes dlhomotopie des lacets autour de bB opère - sur les 

fibres d'un revêtement X, y & T~(B,~~). yX ...................... est une permu- 

tation sur la fibre X(b ) telle que le diagramme soit commutatif 
O 

Si X est connexe, nl(B,bo) opère transitivement sur 

les fibres. 



. Soient  X e t  Y ,  2 v a r i é t é s  complexes ( v a r i é t é s  pour 

l e s q u e l l e s  chaque c a r t e  e s t  homéomorphe a  un ouvert  de C e t  ou l e s  

changements de c a r t e s  sont  des  homéomorphismes). 

f une a p p l i c a t i o n  cont inue  de X dans Y .  ----- .................... ---- 
(~,,JI) u n e c a r t e d e  X ; (L',Y) u n e c a r t e d e  Y .  

On appel le  gxpgngsion d e  E dans ---------------~ c e s  c a r t e s  l ' a p p l i c a t i o n  

d é f i n i e  su r  $(U n f-'(V)) à v a l e u r s  dans Y(V) qui  2 z = f ( x )  

f a i t  correspondre Y ( f  (x) ) 

. Soient  B e t  X ,  2 v a r i é t é s  complexes n : X + B une 

a p p l i c a t i o n  cont inue.  

X e s t  un revêtement r a m i f i é  f i n i  de B s i  pour t ou t  po in t  

x E X,  il e x i s t e  une c a r t e  complexe de X cen t r ée  en x  e t  une 

c a r t e  complexe de B cen t rée  en  ~ ( x )  t e l l e  que l ' e x p r e s s i o n  de  

r 
dans ces  c a r t e s  s o i t  d e  l a  forme z -+ z 

. En t o u t  po in t  x  E X L'indice-$e r ami f i c+ t ign  r e s t  indépendant 

du choix des  c a r t e s .  



. L'ensemble des points où r > 1 est fini sa projection sur B est 

l'ensemble de ramification. 

. Pour tout point de ramification x E X, il existe un voisinage de x 

dans X dans lequel x est le seul point de ramification. 

. Si B est compact, l'ensemble de ramification est fini. 

2 . 3 .  - Swrdace de Rimann - FancZionh mQhumoh,ohea am une 

duh%ace de Riemann. 

. Une surface de Riemann est une variêté complexe munie d'un atlas dont 
les changements de cartes sont holomorphes. (On dit aussi une variété 

C-analytique de dimension 1). 

. On appelle fonction m é r o m o g ~ h ~ - ~ y ~  X une fonction f définie sur 

X-A où A est un ensemble discret, à valeurs dans C et dont 

l'expression dans toute carte (Il,$) de X est une fonction méro- 

morphe sur C, nl<X) : l'ensemble des fonctions méromorphes sur X 

Si X est connexe, q(X) est un corps. 

2 Exemple : L'image de S par la projection stéréographique 

est une surface de Riemann : c'est la sphère de Riemann. 

. Le corps des fonctions méromorphes sur la sphère de Riemann est un 
corps de fractions rationnelles sur K : K(z) . 

§ 3 - Conh~uct ion  de l a  6uhJace de Riemann au-debbun de S 2  , 
uauciée  u une exXeaion dgZbtique. de deghZ d - d e  C ( z ) .  

Soit 8 un élément primitif de L 

P(T)  son polynôme minimal 



d P(T) = T + alTd" + a T 
d-2 + 

2 
... + a d 

où les a. = ai(z) c Q(z). 
1 

Appelons A l'ensemble des points b t S2 pôles pour l'un 

des a. ou tels que P (T) = Tq + al (b)T b 
d-l + . . . + ad(b) E C[T] 

1 

ait des racines multiples. Les pôles pour l'un des a. sont en 
1 

nombre fini. 

Les points b pour lesquels le polynôme Pb (T) E c [TI a des 

racines multiples sont aussi en nombre fini : ce sont les racines 

du polynôme @(u) obtenu en éliminant T entre P(T,u) = O et 

a - P(T,u) = 0. au 
A est un ensemble fini. 

Notons S(L,B) le sous-espace de (S2-A) x C formé des 

couples (b ,z) tels que P (2) = O = P (b ,z) . b 

S(L ,--A,-------,---,---,--------- 8) est un revêtement de S2-A de ----- degré ----- d. 

s(L,e) 4-7 la fibre au-dessus de b C S2 - A 

est constituée des d racines 

distinctes du polynôme Pb(T) 

S2 - O b t S2 - A , il existe un 

b x voisinage U de b, U C  S2 - A 

tel. que nm1(U) soit homéomorphe à U x F où F est 1 ensemble 

discret à d éléments. 



est bien définie : (b,z) E S(L,0) P(b,z) = O ; Q(a) = O = Q(R(0)) 

comme polynôme en T à coefficients dans C(z) donc P divise Q O R 

comme P(b,z) = O, Q(b,R(z)) = O soit $(b,z) c S(L,a). 

De plus dlb est un isomorphisme sur les fibres qui contien- 

nent toutes d éléments 

S(L,0) (b) : d racines distinctes de P(b,T) 

S(L,a) (b) : d racines distinctes de (b,T). 

Les points de ramification sont dans A, sont en nombre fini. 

b € A, il existe un voisinage U de b dans Sp dans lequel il 

n t y  a pas d'autre point de A. 

Le problème revient donc à prolonger le revêtement au-dessus 

de U-{b) en un revêtement ramifié au-dessus de U. 

% . Pour cela, considérons le revêtement de degré de D - (0) z 

'-L 

ce revêtement se prolonge en un revêtement ramifié D z 

. Soit V la restriction de S(L,0) à U - Cb) 

V est un revêtement de U - {b). 



On peut identifier U - {bI à D - {O} 
d 

V est un revêtement isomorphe à ( - O ,  z + z ) . 
2i 

En effet, les fibres en b' E D - O de V et de D - ( 0 )  

ont même cardinal d , n l  (D - {O},bf) est isomorphe à Z, il 

opère transitivement sur V(bV) et sur (8 - {O}) (b') . 

Les fibres sont isomorphes, les revêtements sont isomorphes. 

% 

On définit donc un revêtement ramifié de U, V en prolongeant 

au point de ramification. 

2i 
Notons S(L,O) ce revêtement ramifié de . ------ ........................ 2 

% 
3.3. - s (L, 0) e h 2  une d w r ~ a c e  d e  Riemunn. 

2i 
Il s'agit donc de définir sur S(L,0) un atlas analytique. 

'L 
Soit x o c  S ( L , ê ) ,  bo=n(xo), et Y des cartes topologiques 

O 
2i 

de S2 et S(L,0) respectivement centrée en bo et x de domaine 
0 ' 

r 
ü et V telle que l'expression de T dans ces cartes soit z -t z 
O O 

(si b est 1 point de ramification r > 1 ,  sinon r = 1). 
O 

Soit $ une carte analytique de S2 centrée en bo 

de domaine U C  U . 
O 

Il existe une carte topologique Y centrée en x de 
O 

- 1 
domaine V = V n ÏT (U) telle que l'expression de n dans ces 

O 

r 
cartes soit z -t z (On prend toujours des cartes qui ne contien- 

nent au plus qu'un seul point de ramification bol. 



Pour prouver l'existence de cette carte Y , .  On 

construit un $-isomorphisme entre les 2 revêtements V - {xo} 
'IJ 

et D - {O} de U - {bol et D - {O) respectivement et on 

prolonge ce $-isomorphisme en x . 
O 

% 

Ce qui nous donne un homéomorphisme Y de V sur D. 

On montre que ces cartes (Y,V) sont analytiques et que pour cette 

% 
structure de surface de Riemann de S(L,e), v est analytique 

(Douady 6.1 .9) . 
Nous noterons X cette surface de Riemann. 

§ 4 - Le conph d a  6oncZionh ménomo4pheh huh X - M X  L. 

Y(*) e corps des fonctions méromorphes sur X. 

4 .  i . - -(x) eat une exXeaion de c (2) de dqné  G d. 

. Soit f c 77'(~) 

Af l'ensemble des pôles de f , A, C S, 

A l'ensemble des points de ramification de X, A CI S2 
r r 

b E S2 - A la fibre de X au-dessus de b a d points distincts. 

Posons Pb(T) = II (~-f(x;)) 
i= 1 



à p a r t i r  de c e t t e  expression Pb(T),  on d é f i n i t  un polynôme P à 

c o e f f i c i e n t s  dans C(z) dont f  e s t  r a c i n e  

d  d  
d  i d-i  P ~ ( T )  = il (T - £(xi))  = T + (-1) ai(b)T où l e s  a j  (b )  

i= 1 i= 1 

son t  l e s  j-ièmes fonc t ions  symétriques des  £ (x i ) .  

d  
d  i d-i  

On pose a l o r s  P(T) = T + 1 (-1) a.T 1 

i= 1 

degré P  = d 

f  e s t  r ac ine  de P e t  l e s  a .  sont  méromorphes s u r  
1 S 2  

( c f .  Douady 6.2.3.), 
donc 7 ( X )  

e s t  une ex tens ion  d e  6 ( z )  de 

degré  a d. 

4 .2 .  - ;r? (x) ut ,thumvtrphe à L.  

Pour montrer que @(X) e s t  isomorphe à L ,  1 

il s u f f i t  de c o n s t r u i r e  une a p p l i c a t i o n  77 (XI 2 L  

$ : L + ?(X)  qu i  s o i t  i n j e c t i v e ,  A un élément 

p r i m i t i f  8 de L ,  on a s soc i e  une fonc t ion  , 1 
méromorphe Z d é f i n i e  de l a  c (z>  

façon su ivante  

(b,z)  (b ,z )  t e l  que Pb(z) = 0 .  

Cet t e  fonc t ion  Z e s t  méromorphe s u r  X 

e t  9 : L - + y @ )  

8 -  Z e s t  i n j e c t i v e  ( c f .  Douady 6 . 2 . 8 ) .  

Remmque : La cons t ruc t ion  de X au-dessus de S2 a u r a i t  pu 

s e  f a i r e  de l a  même manière au-dessus d'une su r f ace  de Riemann B 

compacte quelconque. 



5 5 - x une amdace de Riemann - G un ,q~oupe 6in.i  upekad 4uh X. 

k e o a  X/G ehk cc.ne autrouce. de Riemann e;t .rr : X -+ X/G - c ? ~ X  

andqfique Douady R. et A. [8] . 

5.1 . - PusiLion du ptoblëme. 

. X une surface topologique séparée. G un groupe fini opérant 

sans point fixe sur X, X/G est une surface topologique, X est un 

revêtement fini de X/G d'ordre l'ordre de G. 

En effet, soit y E X/G = Y , x un représentant de y dans X. 

2 
x possède un voisinage U homéomorphe à un ouvert de IR . G opère 

sans point fixe alors tous les g.U (g E G) sont des ouverts disjoints 

donc n(U) est un ouvert de X/G pour la topologie quotient (l'image 

réciproque de n(U) est une réunion finie d '  ouverts disjoints) . 

n(U) est homéomorphe à U qui est homéomorphe à un ouvert 

2 
de IR , donc tout point y de X/G possède un voisinage ouvert 

2 
homéomorphe à un ouvert de IR . 

X/G est une surface topologique. 

- 1 
V ouvert de X/G ; (V) " V x G 

X est un revêtement fini de X/G de fibre G. 

. Soit X une surface de Riemann G un groupe fini. 

On définit sur X/G une structure de surface de Riemann telle 

que X soit un revêtement ramifié analytique de X/G ; l'ensemble 

de ramification A étant constitué des points y tels que dans la 

fibre {xl,.. . ,xr} au-dessus de y, il existe au moins un x. E X 
1 

tel que le stabilisateur de x dans G ne soit pas réduit à l'iden- 
i 

tité. 



. G opère transitivement sur chaque fibre (par construction). 

Deux points quelconques x. et x dans une même fibre au- 
1 j 

dessus de y ont des stabilisateurs conjugués, ils ont même ordre 

si (xI,...,x ) = fibre en y E X/G, l'indice de ramification du r 

revêtement X de X/G en y est égal à l'ordre des stabilisateurs 

des x.. 
1 

Soit A l'ensemble de ramification 

A = {y E X/G tel que pour x E X, ~(x) = y, S f {id)). 
X 

Soit D l'ensemble des x E X tels qu'il existe au moins 

un y c G. y # id tel que yx - x = 0 .  

y est analytique sur X (y est un automorphisme de surface 

de Riemann) 

y-id n'est pas identiquement nulle, ses zéros sont isolés. 

D est une réunion finie d'ensemble de points isolés, D est 

un ensemble de points isolés. 

Si X est compacte, alors D est un ensemble fini et A = r(D). 

Si X est compacte, X est un revêtement rami£ ié analytique 

fini de X/G. 

5.2.- Ptropocluon.-  X une surface de Riemann connexe. G un 

groupe fini d'automorphismes de X. 

Alors Y = X / G  est une surface topologique et il existe sur Y 

une structure C-analytique et une seule telle que n : X -+ Y soit 

analytique. 



Lemme.- Soit X une surface de Riemann, x un point de X, 
O 

H un groupe fini d'aut~mor~hismes de X laissant x fixe. 
O 

Alors, il existe une carte $ de X centrGe en x de 
O 

domaine U stable par H telle que les expressions des éléments de 

H soient des applications z + <z  où < est une racine s-ienne 

de l'unité (si s est l'ordre de H) et H est cyclique. 

. X une surface de Riemann x E X, une carte de X 
O 

centrée en x de domaine U ; H d'ordre S. 
O O 

Posons U1 = n gUo , Ul est stable par H c'est un ouvert 
gcH 

contenant x x E U posons ~ ( x )  = Ii $(gx) ; p est ana- 
O , l 

gcH 

lytique sur UI et admet x comme zéro d'ordre s, m peut écrire 
O 

p(x) = (Q1 (x) ) dans un voisinage U2 de x où QI admet un zéro 
O 

d'ordre 1 en x . 
O 

dl définit un homéomorphisme d'un ouvert u dans un voisi- 
3 

nage de O dans C qui contient un disque de rayon r. Soit 

u = tx E xlQ1(x) < rl. 

U est un ouvert de X stable par H. 

(gl,u) est une carte de domaine U centrée en x stable 
O 

par H. 

. x E U, g t: H, calculons gl(g.x) 

s 
(Q~(~.x))~ = p(g-x) = p(x> = (ql(x)) 

donc Ql (g.x) = i où est une racine s-ienne 
g,x <g,x 

de l'unité est indépendante de x dans U. 
<g,x 

L'expression de g : U + U dans la carte (U,()) est z  + 



. l'application H --"{les racines s-ienne de l'unité 

g VJW cg est un homomorphisme. 

Si < = 1 c'est que ql(gx) = ql(x) ; b x E U donc 
g 

g = id sur U donc g = id sur X donc H + us est injectif, 

les groupes sont finis donc H est isomorphe à us cyclique. 

. Pour y E Y = X/G définissons une carte topologique 

centrée en y 

soit 
- 1 

{x,, ..., x r 1 = n (y) 

SI le stabilisateur de x dans G, s l'ordre S. 1 

Si S est le stabilisateur de x dans G, S1 et S sont 
j j j 

conjugués, ils ont mêmeordre s, x , , x  1 s'identifie à G/S. 
r 

Soit (ql,uI) une carte centrée en x ayant les propriétés 1 

du lemme : carte telle que l'expression des éléments de S soit de 

S 
la forme z + gz où 5 = 1. 

U1 est stable par S : posons Uk = g.U1 si g(xl) = x k ' 

Quitte à rétrécir les u k ,  on peut les supposer disjoints soit 
r 

W = V U k .  
k= 1 

W est saturé T ( W )  = V est un ouvert de Y = X/G pour la 

topologie quotient. 

On dé£ init Y : V -+ ouvert de C de façon unique par le 

fait qu'elle rende le diagramme commutatif et que l'expression de n 

s 
dans les cartes soit de la forme z + z 



. les cartes (V,Y) forment un atlas analytique 

s = ordre du stabilisateur est constant sur la fibre au-dessus de y. 

le changement de cartes est analytique 

donc n : X + X/G est analytique. 

§ 6 - X ent la nphète de Riemann S2. TOUX quoi ient  de - s2 p m  un 

poupe  d i n i  G ut domofiphe d S2. Théotème de LmOth. 

Douady R. et A. [8] . 

6.7.- Th,iangURc&Lon d'une nl~hdace de Riemann. FottmuRe de ffuh&iz. 

D Q ~ i W o n . -  Soit X une surface de Riemann, une triangulation 

T est la donnée - d'un triangle T de référence 

- d'une famille de points de X : 
O 

les sommets de ,r A 
- d'une famille (aj)jaI1 d'applications O 1 

continues injectives de IO,l] dans X : 

les arêtes de T. 



- d'une famille d'applications injectives de T 

dans X, Io,Il,12 sont des ensembles finis ; 

a. ( [O, i l ) ,  k2 (11 = g12fk(T) ko(r) = {siII , k,(zZ) = jiI 
O l J  

vérifiant les propriétés suivantes : 

- V j  E I l  a.(O) et a.(l) sont des sommets 
J J 

- l'image d'un côté du triangle de référence T par fk est une arête 

- les aj (IO, 1 [) sont disjoints et ne rencontrent pas k (T) 
O 

O - les f (T)  sont disjoints et ne rencontrent pas kl(-r) 
k 

RemC(hqu&.- Si T est une triangulation, quelque soit x E X 

r U {x) est encore une triangulation. 

Ph~pdQxQ.-  Toute surface de Riemann compacte admet une triangula- 

tion. Soit X une surface de Riemann compacte, X/G la surface de Riemann 

quotient. 

Il existe une triangulation r de X/G telle que A c ko(r) 

A =  ensemble de ramification de X/G. 

Cette triangulation T se relève en une triangulation T I  

de X de la façon suivante 



k (7') = dk2(,r) 
2  

d  = ord re  de G 

k l ( i l )  = d k l ( 7 )  

k O 1  = d o  - 1 (e  -1) A '  = ensemble de r ami f i ca t ion  de X 
xcA' 

X 

(dans l 'exemple ci-dessus A '  3 {x1 ,x2,x3} e  = 2) .  
X. 
1 

Une s u r f a c e  e s t  c a r a c t é r i s é e  topologiquement par  s a  c a r a c t é r i s t i q u e  --------------- 

d 'Euler  x e t  par  son genre g .  

d'ou l a  r e l a t i o n  q u i  l i e  l e s  genres de X e t  de X / G  e n t r e  eux 

1 
s o i t  encore g(X)-1 = d(g(X/G)-1) + - /C (e  -1).  

XEA'  X 

C 'est  l a  formule du genre de Hurwitz. 

A : ensemble des p o i n t s  de r ami f i ca t ion  de X / G  que l ' o n  no te ra  b .  

Dans une même f i b r e  au-dessus de b ,  l e s  i n d i c e s  de r ami f i ca t ion  s o n t  l e s  

mêmes pour tous l e s  x  E A '  t e l s  que n(x) = b ,  e ( x )  = e(b)  l ' i n d i c e  

ne dépend que de b  E .A 

e t  donc 

Dans l e  cas  où X = S , g(X) = O e t  



Comme g(X/G) est un entier positif ou nul, il ne peut être que nul 

donc X/G est de genre O, X/G estisomorphe à la sphère de Riemann et 

6 .2 . -  Théo~ème de Lwr6Ah. 

. Forme géométrique : - - - - - - - - - - - - - - - 

S2 est la sphère de Riemann. Tout quotient de S2 est isomorphe à 2 

(S2 
est la seule surface compacte de genre O). C'est la conclusion de 

ce qui est fait ci-dessus. 

. Forme -------- algébriq~g ---- : 

Tout sous corps de E(t), transcendant sur a et contenant C est de la 

forme C(z) où z est une fraction rationnelle en t 

//' (S ) = ,fonctions méromorphes sur 1 2 ' C(t) est une extension algébrique 

de C(z) de degré d, d = ordre de G, Y = X / G .  

. On peut aussi en donner une démonstration purement algébrique 

k un corps, x transcendant sur k, K un sous corps de k(x), alors P 
K est une extension transcendante pure de k, K = k(u) où u est une 

fraction rationnelle en x. i 



x e s t  a lgébr ique  s u r  K y  [k(x) : k] = n ,  f  son polynôme minimal 

l e s  g i  son t  premiers  e n t r e  eux dans l e u r  ensemble. Soi t  

l ' u n  des c .  au  moins n ' e s t  pas  dans k  s inon x  s e r a i t  a lgéb r ique  s u r  k .  
1 

S o i t  c  
P  

s o i t  f l  (xYT) = g(x)  NT)  - g ( ~ )  E k [ x , ~ I  

comme c  h(x)  - g(x)  = O ,  f d i v i s e  c  h  - g dans K[T] 
P  P 

f (x,T) d i v i s e  f l  (x,T) dans k(x)  [TI 
O 

$(x) f  (x,T) = qO(xyT)  f0(x>T)  dans k[x,T] 

Les c o e f f i c i e n t s  gi(x) de f o  sont  premiers  e n t r e  eux donc $(x) d i v i s e  

tous  l e s  c o e f f i c i e n t s  de 
O 

cons idéré  comme polynôme en  T donc 

q(x,T) s k[x,T] e t  f l ( x , T )  = q(x,T) fo(x,T)  dans k[x,T] e t  donc 

deg f 6 deg f  .  a autre p a r t  : 
X O x  1 



d'où degxfo = degxfl et alors 

dans le premier membre, il n'existe pas de facteur dépendant uniquement de 

T donc q(T) est une constante et degTfo = degTf 

deg 6 deg f 
.................... 

J. -T 
k(cp) C C kjx) 

l 1. 
l L - - - - - - - - - - - - 

deg f 
T O 

alors k(c ) = K où c est une fraction rationnelle en x . 
P 

1 7 - V e t M n a t i o n  d u  giroupen di& opétad buir la nph&te s2 et den 

puo.tienth s 2 / G  comenpondant6. Klein [IO] . 

7.1. - Vé;t@a;tion d u  giroupen G. 

La formule du genre de Hurwitz nous donne 

où n est l'ordre du groupe G, A l'ensemble de ramification de S î / G  

et e l'indice de ramification de y c'est-à-dire l'ordre de multiplicité 
Y 

des points x dans la fibre au-dessus de y, e > 1. 
Y 



Les points de ramification sont en nombre fini : yl, ..., Yk 

1 < 1, d'autrepart 1 S 2 - - <  2 2 (n > 1) donc Bi o n a  - <  1 - -  
2 e. n 

1 

1 < k < 4 soit k = 2 ou k = 3. Il existe donc 2 ou 3 points de ramification ------- ..................... 
dans S2/G. 

1) k = 2 : 2 points de ramification chacun d'indice n. 

La fibre au-dessus de y (resp. y ) ne contient qu'un point x 1 2 1 

(resp . x2) x1 et x sont stables par G. 
2 

2 
G peut être identifié au groupe des rotations de S , d'ordre n 

autour de l'axe x x 
1 2  

2) k = 3 : 3 points de ramification yl,y2,y3 

d'indice 2, la fibre en 1 2  yl a n t  points x1,xl, ..., x n ' y1 1 

d'indice 2, la fibre en 1 2  n ' 
y2 y2 a n' points x2,x2, ..., x 

2 

d'indice n', la fibre en y3 a 2 points 1 2  
Y3 X3y X3 



- G e s t  a l o r s  l e  groupe Diédral  Dn - D Z n l  . D n  c o n t i e n t  2  types  de t r ans -  

formations : r o t a t i o n s  Cni autour  de l ' a x e  x1x2 e t  des symé t r i e s .  
3 3 

On d i s t i n g u e  2 c a s  su ivan t  que n '  e s t  p a i r  ou impair  

R R . s i  n '  impair, symét r ie  par  r appor t  aux x1x2 qui  son t  a l o r s  des  axes 

de l a  sphère 

. s i  n  e s t  p a i r ,  symétr ie  pa r  r a p p o r t  aux axes jo ignant  x! 1 au mi l ieu  

Exemples pour n '  = 5 e t  n '  = 6 .  



y  d ' i n d i c e  2,  l a  f i b r e  en 
1 2  

y I  a 6 p o i n t s  x l , x l ,  ..., x  
6 

1 1 

y  d ' i n d i c e  3, l a  f i b r e  en a  4  oints 1 2  
X 2 , X 2 ¶ . . . , X  

4 
2  y2 2  

d ' i n d i c e  3 ,  l a  f i b r e  e n  
1 2  

y3 a  4 p o i n t s  x3,x3, ..., x  
4 

Y3 3  

G e s t  l e  groupe du t é t r a è d r e  T .  

S i  A B C D e s t  un t é t r a è d r e .  D e s c r i p t i o n  d e  G 

+ l a  f i b r e  en y2 e s t  c o n s t i t u é e  des  4 sommets A B C D q u i  s o n t  chacun 

2-rr 471 
i n v a r i a n t  p a r  un sous-groupe d ' o r d r e  3 ( r o t a t i o n s  - - 

3 '  3 '  
i d )  au tour  d ' u n  

axe p a s s a n t  p a r  l e  c e n t r e  O d e  l a  s p h è r e  e t  l e  sommet en q u e s t i o n .  

-t l a  f i b r e  en  
Y3 

e s t  c o n s t i t u é e  des  q u a t r e  p o i n t s  A ' ,  B ' ,  C l ,  D '  d i amét ra -  

lement opposés s u r  l a  sphère  aux p o i n t s  A B C D, chacun i n v a r i a n t  p a r  l e  

sous-groupe d e s  r o t a t i o n s  d ' o r d r e  3  a u t o u r  des  a c e s  A ' O ,  B'O, c ' O ,  D ' O .  

-+ l a  f i b r e  en  y1 e s t  c o n s t i t u é e  des  6 p o i n t s  obtenus  s u r  l a  s p h è r e  en  

j o i g n a n t  l e  mi l i eud 'une  a r ê t e  au c e n t r e  O e t  e n  p ro longean t  c e t  axe.  

Chaque p o i n t  e s t  i n v a r i a n t  p a r  l a  s y m é t r i e  p a r  r a p p o r t  à c e t  axe  e t  q u i  

échange 2 à 2  l e s  sommets du t é t r a è d r e  ( a  m i l i e u  d e  AB, l a  s y m é t r i e  p a r  

r a p p o r t  à a 0  échange (A e t  B) e t  (C e t  D). 





C )  e  = 2 ,  e  = 3 ,  e  = 4 ,  n = 2 4  
1 2  3  

G e s t  l e  groupe de l ' o c t a è d r e  (ou du cube) : C 

y 1 d ' i n d i c e  2  : 12 p o i n t s  dans l a  f i b r e ,  chacun s t a b l e  par  un sous-groupe 

d ' o rd re  2 

12 mil ieux des a r ê t e s  s t a b l e s  par l a  symétr ie  par  rappor t  2 

l ' a x e  joignant  l e  mi l ieu  de l ' a r ê t e  au c e n t r e  de l a  sphere O 

y d ' i n d i c e  3  : 8 p o i n t s  dans l a  f i b r e  : sommets du cube s t a b l e  chacun par  
2 

autour  de l ' a x e  jo i -  un groupe d ' o r d r e  3 : r o t a t i o n s  de - 3 

gnant ce sommet au c e n t r e  de l a  sphère 

y d ' i n d i c e  4  : 6 p o i n t s  dans l a  f i b r e  : l e s  po in t s  s u r  l a  sphère  obtenus en 
3  

prolongeant l ' a x e  jo ignant  l e  mi l ieu  des  f aces  au c e n t r e  de 

l a  sphère.  Chacun s t a b l e  par  l e  sous-groupe des  r o t a t i o n s  

d ' o rd re  4. 

A = f i b r e  en y 
1 

O = f i b r e  en y  
3  



G e s t  l e  groupe de l ' i c o s a è d r e  : 1 

y  d ' i nd ice  2  : l a  f i b r e  en 
1 y, 

con t i en t  30 p o i n t s  s t a b l e s  chacun par  un 

sous-groupe d ' o rd re  2 ,  ce  s o n t  l e s  mi l ieux  des a r ê t e s  

Y 2  
d ' i n d i c e  3  : l a  f i b r e  en 

y2 
c o n t i e n t  20 p o i n t s  s t a b l e  chacun par  un 

sous-groupe d ' o rd re  3,  ce  s o n t  l e s  p o i n t s  s u r  l a  sphère 

obtenus en jo ignant  l e s  mi l ieux  des  f aces  au c e n t r e  de l a  

2TT 
sphère ,  l e  sous groupe e s t  l e  groupe des r o t a t i o n s  - 3 

autour  de  l ' a x e .  (chaque f a c e  e s t  un t r i a n g l e  é q u i l a t é r a )  

y d ' i nd ice  5 : l a  f i b r e  c o n t i e n t  12 po in t s  : l e s  12 sommets de l ' i c o s a è d r e  
3  

2~  
s t a b l e  chacun par  l e  sous-groupe des r o t a t i o n s  - 

5 '  

$ 6 -  Considérons maintenant l e   oint de vue a lgébr ique  : 

G 
( 2 )  -4 E t )  : C ( z )  e s t  un sous-sorps de C( t )  , t ranscen-  

dan t  su r  . C ( t )  e s t  une ex tens ion  a lgébr ique  de C ( z ) .  

G e s t  un sous-groupe f i n i  du groupe des automorphismes de @ ( t )  

a t+b  
l e s  automorphismes de G(t)  s o n t  l e s  homographies h  : t 'ct t '  = --- c  t+d 

a ,b , c ,d  E: C .  

G 

cyc 1 ique 

d i é d r a l  

t é  t r a é d r a l  

ocf  aédra l  
ou cube 

Icosaédra l  

n  

n  

n  = 2n' 

12 

2  4 

6 O 

ensemble de 
r ami f i ca t ion  

2 

3 

3  

3  

3 

i nd i ce  des p o i n t s  de r ami f i ca t ion  

= e 2  1 
= n  

e  = 2 ,  
1 

e 2  = e  = n '  
3  

e l  = 2 ,  e2 = 3, e3 = 3  

e  = 2 ,  e  = 3 , e 3 = 4  
1 2 

e l  = 2, e  = 3, e3 = 5 
2  



Nous devons donc : 

h une homographie, h est représentée par une matrice 

2 matrices proportionnelles définissent la même homographie 

On a la suite 

f 
1  -- - a: -+ Gl(2,C) - -  ---+ IP (Cl (2) - -----+ 1 

v - 
homotheties homographies 

Si l'on ne considère dans Gl(2,C) que les matrices de déterminant + 1  : 

S1(2,C), on a la suite 

où + 1  représente la matrice identité 

et -1 représente la matrice ( -u -y 1 

de SU(~,G) 
.A - 

i a -b 
su(2,C) = matrices ' avec ai + bb = + 1  

L 

Soit 9 : Sl(2,C) ---. 3 P Gl(2) 

1 
L 
r ------------- C, 1 G sous-groupe de iP Gl(2). 



Soit f une forme hernitienne définie positive sur CXC, 

F Sl(2,E) tel que $(+y) + G on définit ZY , fY(x,y) = f(y(x),y(y)) 

et on pose h = fY, 
Y€ r 

r = {y E Sl(2,C) tel que $)(y) c G )  

h est invariante par r 

h est une forme hernitienne définie positive. 

Il existe une base orthonormale dans laquelle h(7) = T 7 +T 5 1 2  2 2 '  

Soit Gl(h) l'ensemble des automorphismes de Sl(2,C) qui laissent h 

invariante : Gl(h) C SU(2,C) et c'est un sous-groupe de SU(2,C). 

Donc à un sous-groupe G de P  Gl(2) on associe un groupe G' sous-groupe 

de SU(2,C). 

G et G' sont conjugués (par changement de base). 

6 . 2 . -  1l y a une cam~iipvndnnce e&e SU(~,C) Q/t - sO(3,~). 

P l u  pkQchérneM;t, an n La auiLe 

1) -------------- à une rotation p E SO(3,R) correspond une homographie à ............................ 

2 eints fixes dont le birapport est de module 1 et nB = -1 et réciproque- ----------------------- ----------------- -- ------- -- --- 

mezlt a 

2 2 2  
Soit p E SQ(3,IR) le groupe des rotations concervant la sphère 5 +n +< = 1  

Soit : S2 + P l  (C) la projection spiréographique 

M 5 5 avec x = -- rl 
1-5 Y = R  

q +--+ M' Ix+iy = 2 



dé£ i n i t  SO(3,R) -+ iP Gl(2) 
QJ 

P W V J P + - l = I ,  

. On peut t o u j o u r s  s e  ramener à une r o t a t i o n  p  d 'axe N.S d ' ang le  O 

cos 0 - s in  0 O 

a l o r s  la  ma t r i ce  p ( s i ;  O c;s O Y )  a p o u r  po in t s  f i x e s  N e t  S.  

'L QJ P-L1 
L'homographie p  a  a e t  O pour p o i n t s  f i x e s  e t  , O , , p ) )  = 

'L 
A une r o t a t i o n  on a s s o c i e  une homographie p  a  deux po in t s  f i x e s ,  dont  

- 
l e  b i r a p p o r t  est de module 1 e t  ap = -1.  

Réciproquement : une homographie h  ayant  2  p o i n t s  f i x e s  dont  l e  

b i r a p p o r t  est  de  module 1  ( ~ , O , T , ~ ( T ) )  = e  h ( r )  = reiO, h  p rov ien t  

d 'une r o t a t i o n  d ' ang le  O au tou r  de l ' a x e  NS. 

2) à unematrice de SU(2,C) on peut  f a i r e  correspondre une homo- --------------- ................................... 
- 

graphie  ayant  2 p o i n t s  f i x e s ,  dont  l e  b i r a p p o r t  e s t  de module 1 où aB = -1 ............................................................. -- 
l e  noyau é t a n t  { + ~ , - I I .  -------------- 



i 0 
Soit h une telle homographie (a,B,z,h(z) = e 

B-ae 
i 0 

h est représentée par 
i 0 i 0 

1-e -(a-Be ) 

- 
Cette matrice peut se mettre sous la forme ( : 9 ) avec aa + bb = 1 

- i0 
1 + aae 

on divise par 6 en multipliant 
- i0 - i0 
-a(l-e ) aa + e 

-i0/2 
par e 

Cette forme n'est pas unique. 

Réciproquement soit une matrice de SU(2 ,E)  

A 
1 

Les valeurs propres h , h vérifient / = 1. Les vecteurs 
1 2  2 

propres correspondants sont orthogonaux aB + 1 = 0. On a donc une homogra- 

phie 3 2 points fixes de birapport de module 1 et aB = - 1 .  



En c o n c l u s i o n  on a l e  diagramme 

Les sous-groupes d e  S l ( 2 , C )  s o n t  c o n j u g u é s d e s  sous-groupes 

de SU(2,C). Donc l e s  sous-groupes d e  PCl (2)  s o n t  con jugués  d e s  sous-groupes 

de  S0(3,lR), sous-groupes que l ' o n  a dé te rminés  au paragraphe  p r é c é d e n t  ( 7 ) .  

§ 9 - CdcuR d a  8émen;tn de ~ ( t )  invatuan& p a h  un naun-gnoupe dini  C: 

du gttaupe den harnugttaphie~ K l e i n  [101, B a l d a s s a r i  11. 

. G o p è r e  s u r  C ( t ) ,  un é lément  8 de  G e s t  une homosraphie d e  C ( t )  e t  

peu t  ê t r e  r e p r é s e n t é  p a r  une m a t r i c e  

. l e  c o r p s  d e s  i n v a r i a n t s  d e  C ( t )  p a r  un sous-groupe f i n i  e s t  un corps  de  

f r a c t i o n s  r a t i o n n e l l e s  IE ( z )  ( théorème de  Luro th)  . 
Chercher l e s  i n v a r i a n t s  p a r  5 ( t )  r e v i e n d r a  à c h e r c h e r  une f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  

z = z ( t )  t e l  que l ' e x t e n s i o n  a l g é b r i q u e  C(z)  + C ( t )  s o i t  g a l o i s i e n n e  de 

groupe de  G a l o i s  G ou e n c o r e  que C(z) = F i x  G .  

. Les groupes  G son t  con jugués  d e s  sous-groupes f i n i s  de  SO(3,R). 



9.1  . - P ~ L O P O A ~ ~ M .  

s i  u e t  v sont  deux éléments de C q u i  n e  son t  pas dans l a  

même o r b i t e  (par G) e t  F ( t )  = I'i ( t -  Ou), F ( t )  = JI (t-Ov) a l o r s  
F ( t )  

u  O& G v BCG 
U =-  

F ( t )  
e s t  i n v a r i a n t  par G e t  engendre Fix G. 

v  

a u + b  8 
s o i t  u  E C, F ( t )  = (t-eu) 9 au = CgU + d . s i  0u e s t  

u O€ G 
F) 

i n f i n i ,  on remplace l e  f a c t e u r  t-Ou par  -(a6u + bo)  . Calculons F ( $ ( t ) )  u  

pour 4 E: C: 

S o i t  n  = ordre de G 

( 0 )  E 1 - 1  k($,0) e s t  déterminée pa r  A . A  = ~ ( $ , O ) A  
- e g1 0 



F ( t )  
d 'où ~ ~ ( $ ( t ) )  = ? u l e  s igne  dépend uniquement de $ puisqu'on 

(c  t+d  )n  ID 9 
prend l e  des  deux c ô t é s  de l ' é g a l i t é .  

0 

F u ( 9 ( t ) )  = F (t) 
(C t+d  ) n u 

9 5i 

S i  v e s t  dans une a u t r e  o r b i t e  

~ ~ ( $ ! t )  = n F v ( t )  
(C t+d  ) iD iO 

F ( t )  u F ( t )  u e s t  i n v a r i a n t  pa r  G,  on peut  poser  z = ---- . 
F ( t )  Fv(t) v 

z engendre F ix  G ----- ------------ 

[@(t) : C(z)] 2 n puisque z c Fix  G, d ' a u t r e  p a r t  t e s t  r a c i n e  

du polynôme z Fv( t )  - Fu( t )  = O .  

Ce polynôme e s t  de degré C n en t à c o e f f i c i e n t  dans C(z) 

donc [ ~ ( t )  : ~ ( z ) ]  $ n d 'où [C(t) : E(z)]  = n e t  z engendre F ix  G 

F i x  G = C(z) .  

9 .2 . -  Lemme. S i  u,v,w son t  des  po in t s  de 6, l e s  polynômes 

FU, Fv, F son t  l i néa i r emen t  dépendants s u r  C .  
W 

U U 
Démonstration : s o i t  z = - ------------- .f Y = F ,  z e t  y engendrent 

v W 

chacun F i x  G, 2 au moins des  3 polynômes son t  d ' o rd re  d.  Supposons 

deg F = d 
v 



Fv est premier avec 
FU 

F divise CF + dFw, deg Fv = d, 
v U 

deg(cF + dF ) 6 d,donc Fv est égal à cFu + dFw a un facteur constant 
U W 

prés, Fu, Fv, F sont linéairement dépendants sur E .  
W 

9 . 3 .  Phopoa&ion. G un sous-groupe fini du groupe des homographies 

non cyclique. Il existe 3 polynômes p29 p3 de degré n/e. 1 (ou éventuel- 

1 
lement n/e. - 1 ) - 1 1 2 + - + - = 1 + - tels que 

1 e 1 
e 

e2 3 
n 

1 e2 e3 
klpl + k2P2 + k3P3 = O (P. ,P.) = 1 pour i # j 

1 J  

Soit G non cyclique 

x C(t) 

.f TI G X est la sphère de Riemann = 

Pl (0 
X/G - @ ( z )  

71 
le revêtement X- XIG a 3 points de ramification (al,a2,a3) d'indice 

1 1 1 - + + =  1 + -  où n est l'ordre de G. 
1 

e 
e2 3 

n 

Soit Pi(t) = Ii (t-8ai) le produit étant pris sur les 8 E G 
8 

tels que 8a. parcourt l'orbite de a.. 
1 1 

P. (t) est de degré n/ei (OU éventuellement {n/e,-11 si l'infini 
1 1 

est dans l'orbite de ai). 

e. 
e. P. l(t) 

1 
pil($(t)) = pour i = 1,2,3. 

(c t+d )n 1D iD 



il e x i s t e  donc k l y  k Z y  k3 t e l s  que 

puisque P I '  P Z y  P3 sont  l inéa i rement  dépendants.  P. e t  P. sont  premiers 
1 J 

e n t r e  eux puisque l e s  o r b i t e s  son t  d i s t i n c t e s .  

9.4.  C d c d  den polynûmen p l  p o m  chaque gkoupe G 

ponn ib le  ( M U M  cqc&que] . 

1) G e s t  l e  groupe d i é d r a l  n  = 2n' ------- --- --------- 

Calcul de P  : l ' a c t i o n  de G s u r  a  s e  t r a d u i t  par 
1 1 

2ik.n/n1 1 
a  . v L t e  - 

1 
on peut  prendre a  = 1 

a  
1 1 

2ik.rr/n1 n  ' p l  ( t )  = (t-e ) = t - 1 .  
kc [O,nf [ 

Calcul  de Pz : l ' a c t i o n  de G s u r  a 2  s e  t r a d u i t  par  

a  - t e  
2 ik 'n /2nr  - 1 

2  
avec k '  impair 

a  
2  

2  ikn 

TT t - e  
Zn ' 

- - 1 - n  ' 
P 2 ( t >  = 2 i k ' ~ r  n '  = t  + 1  

k ~  [0,2n1 [ n  ' t - 1  
k l ~ [ O , n ' [  t - e 

Calcul  de P  . l a  f i b r e  en a  a  2 p o i n t s  O e t  m. 
3 -  3  

P3 ( t )  = ( t -O)( ] )  = t 

P3( t )  = t 



La r e l a t i o n  l i a n t  P l ,  P2,  P3 e s t  

2  2  n  ' 
P2 - P l  - 4P3 = O 

n '  2  
e t  z = ( t  +1) est  g é n é r a t e u r  de F i x  G. 

tn' 

n ' 
t2n' + t (2-Z) + 1 = O : t s o l u t i o n  de  c e t t e  é q u a t i o n  d é f i n i t  

une e x t e n s i o n  a l g é b r i q u e  b ( t )  de  C(z) de  degré  2n' = n d e  groupe 

de g a l o i s  Dn = D Z n ,  . 

2) G e s t  l e  groupe du t é t r a è d r e  ___---- --- __-_--___----- 

Sur l a  s p h è r e  on prend un r e p è r e  c e n t r é  au c e n t r e  du t é t r a è d r e  

dont l e s  axes  p a s s e n t  par  l e  m i l i e u  d e s  a r ê t e s .  A ,  B, C ,  D sommets du 

t é t r a è d r e  o n t  pour  coordonnées 

1 
t , r i , C  = 5 - a v e c  5 .u .c  > O. Sur l e  p l a n  p r o j e c t i f  P (a) p a r  l a  p ro jec -  

J3 1 
5+iri t i o n  s téréographique:- - -  . 
1-5 

. C a l c u l  d e  P l  : l ' o r b i t e  d e  a  e s t  c o n s t i t u é e  p a r  l e s  p o i n t s  de  l a  s p h è r e  
1 

p ro longean t  l e s  m i l i e u x  des  a r ê t e s ,  dans  n o t r e  r e p è r e  s u r  l a  s p h è r e  



dans le repère projectif (o,co,+l,+i). Soit donc 2 2 
P (t) = t(t -I)(t +1) 
1 

le degré est 5, 1 ' ~  étant dans l'orbite. 

. Calcul de P2 : l'orbite de a est constituée des 4 sommets A B C D ce 
2 

l+i 1-i -l+i -1-i 
qui donne (-, -, -, - ) dans Pl (a) 

J3-I J3+1 JS+i fi-1 

. Calcul de P3 : l'obtite de a est constituée des points diamétralement 
3 

opposés aux sommets 

. La relation liant Pl, P2> P3 est 

. et z = ( t 4 - 2 ~  t2+1)3 
est générateur de Fix G. 

(t4+21"3 t2+1)3 

2 3 2 
t racine de l'équation (t4+2tG3 t +l) z - (t4-2r/-3 t +113 = O définit 

une extension d'ordre 12 de C(z) 



3 )  G e s t  l e  grouEe du cube __-_-_- --- --------- 

Comme repè re  s u r  l a  sphère on prendra l e  repère  c o n s t i t u é  des 

axes  joignant  l e  c e n t r e  de l a  sphère au mi l i eu  des f aces .  Les sommets du 

cube ont  a l o r s  pour coordonnées 



les milieux des arêtes ont pour coordonnées 

1 1 6  

9 : 12 milieux 
i d ' arêtes 
\ Il ", Il 

les prolongements sur la sphère des milieux des faces 

Par la projection stéréographique, poux les sommets du cube 

pour les milieux des arêtes 

Pour les prolongements des milieux des faces 

(",O,Il ; Ii) 

tl+i + 1 + i 
d'où Pl(t) = N t  - -) (t - -) (t - -1 

fi 4% 1 /31 1 



3  
3  2 4 P 2 ( t )  

La r e l a t i o n  e n t r e  P l ,  P2, P3 é t a n t  P2 - Pl - 108P3 = 0 e t  z = - 4 
P 3 ( t )  

engendre  F ix  G. 



4) G e s t  l e  groupe de l ' i c o s a è d r e  ------- --- ---------------- 

on trouve p l ( t )  = t30 + - 10 000( t2Ot1O)  + 1 

1 O p  ( t )  = -(t20+1) + 228(t15-t5) - 494t 
2  

e t  l a  r e l a t i o n  

z = tn e s t  généra teur  de F ix  G 

C, 
C(z)--+ C( t )  e s t  une ex tens ion  cyc l ique  



CHAPITRE 111 

------------ 

L'objet de ce chapitre III est de déterminer les équations 

différentielles d'ordre 2 à coefficients dans un @ ( z )  ayant leurs 

solutions algébriques et dans un C(t) engendré par les solutions. 

Nous utilisons les résultats géométrique et algébrique 

du chapitre précédent. 



G : groupe de Galois de l'extension égal 

au groupe de monodromie de l'équa- 

tion y" + py' + qy = O dont les 

solutions sont rationnelles en t 

p et qc(C(z). 

Il nous faut donc déterminer les conditions portant sur p 

et q pour qu'il en soit ainsi. 

. Les points singuliers de l'équation sont les points de ramification 
de S 

2/G 
pour le groupe G. 

G est l'un des cinq groupes déterminés précédemment. 

Les points singuliers de l'équation sont les pôles de p et de q. 

Il y en a 2 ou 3, 2 si G est cyclique, 3 sinon. 

On peut supposer sans restriction que ces 3 points singuliers 

sont 1 O (O, dans le cas cyclique). 

. Au voisinage d'un point singulier a une solution s'écrit i '  
ai 

y = (2-a.) $(.-ai) où $(z-a.) est holomorphe. 
1 1 

Les solutions sont algébriques doncles a. sont rationnels. 
1 

On les appelle les exposants des solutions. 

. Soit (yl,y2) une base de solutions, yl et y2 linéairement 

indépendantes sur 

Y 1 rl = -  le quotient. 
Y2 



1 : Si G n'estpascyclique. 

rl quotient de 2 solutions indépendantes alors C(n) = ( E ( t )  

est élément primitif de C(t), les solutions de l'équation 

différentielle s'expriment rationnellement en fonction il. 

G opère sur les solutions de l'équation différentielle. 

Le solutions de l'équation différentielle sont dans un C(t) 

Les transformations sur les quotients de solutions forment 

un groupe : groupe projectif de monodromie : P(G) 

Si l'on note H les homothéties contenues dans G c'est-à-dire 

les a E G 

il? (G) - G/H. 



Or dans notre cas G est l'un des groupes 
'n > 

D , T , C  ou 1. 
n 

Les homothéties sont contenues dans le centre de G, or si G n'est pas 

cyclique, le centre de Dn , T, C ou 1 est réduit à l'identité 

(voir 111.2.3. où sont décrits les groupes). 

Donc si G n'est pas cyclique, P ( G )  = G 

et C(Q)= C(t> un quotient de solutions engendre donc 

Si G est cyclique, on ne peut conclure d'une façon générale. 

Nous gtudierons donc séparemenî le cas cyclique. 

Dans un premier temps, nous allons établir une relation diffé- 

rentielle du 3ème ordre vérifiée par tout quotient de solutions indé- 

pendantes d'une équation différentielle d'ordre 2. y" + py' + qy = O ; 

p et q E C(z). Cette relation sera invariante par toute homographie, 

elle sera donc rationnelle en z. 

Klein [IO] 

a,b,c,d E B Par une homographie quelconque n + 5 = - cq+d 

differencions par rapport à z, c(<'q + 5~') + di' - an' = O 

c(<"q + 2<'q1 + <qtt) + d<" - autt = O 

(clt1 rl + 3<"q1 + 35 'r)" + <rit") + dc"' - aq"' = O 

une relation indépendante de a, b, c, d sera donnée par 



1 5 r l  5rl 

O 5' r l  5'rl + 5rl' 

0 5" Q" <"q+2<'rl1+5rl" 

O 5"' ri"' 5"' + 35"~' + 35'q" + 5rl"' 

ce qui donne après simplification. 

soit encore 

sll' 3 5" 2 - ri"' 3 2 que l'on écrit - - - - - - -  
5' 5 

2 (7) 

rl'l' (q) est invariant par homographie. donc 7 - - 
rl 2 r l  

c'est un élément invariant par tout groupe G, c'est donc 

un élément de C(z). 

ql" 3 r)" 2 
onnote [nIz = - - -  (-1 c'est le shwarzien. 

rll 2 rl' 

rltl 1 Tl" 2 On a aussi la relation ] = ( )  - -  ( )  . 2 rl 

2 . 7 . -  C d c d  du bciuvcurzien de r) quotient de 2 solutions indé- 

pendantes de l'équation y'' + py' + qy = O en ~vnc tAvn  de p eA q 



Y;Y, - yly; 
y,' = 

7 

1 2  
on trouve [qJ2 = 2q - - 2 P  -P' . 

2 . 2 .  - Calcul du ochwatzien [n] = r ( z )  en donoüon d a  

ElErne& quh cahacL&h&e G c'est-à-dire les points de ramification 

et les indices de ramification en ces points. 

On suppose ici que G n'est pas cyclique. 

Au voisinage de chaque point singulier 1 O, , ri a un 

G 
développement de Puiseux. Comme C(z)  -+ ( C ( y , ) .  

où e. désigne l'indice de ramification de a. 
1 1 

or [y,] tz E(z )  donc dans le developpement de ln] au voisinage 

d'un point singulier ne doivent apparaître que des puissances entières 

ce qui nous donne par le calcul 

eT - 1 
1 [d,= 2 2 + -  a + où a et B sont des constantes 

2e. (2-a. ) z-a. 
1 1 1 

Au voisinage de 1 ' ~  , nous pouvons écrire la relation 

l et u est au voisinage de O. di£ férentielle [du où u = - 
2 



1 
Le calcul nous donne Ln], = [T-]~ x 4 . 

u ,-, 
L 
e -1 3 

Le premier terme du développement de ['ilu est - 2 2  ' 
2e u 
3 

Au voisinage de 1' le premier terme du développement de 
3 3 
L 
e - 1  eL-1 
3 u4 = sera - 3 
2 2 

2e u 
2 2 ' 

3 
2e .z 
3 

Ceci nous donne 

1 
En écrivant le premier terme de la série en z au voisinage de l'a. 

et donc 

3 .7 . -  L a  p u L a  de p hoYLt dlok&e - 1 .  

Soit w le wronskien w = y;y2 - yly; 

w satisfait l'équation différentielle W'+~W = O, soit w = ke 
J-pdz 



y I  et y2 sont algébriques sur C(z) ; J-pdz est un logarithme. 

Lu pÛLu de p hant d'oficihe 7. 

Remuhque : Ici, le fait que les solutions soient dans un a(t) 

n'intervient pas ; c'est le seul caractère algébrique des solutions 

qui entraîne que les pôles de p sont d'ordre 1. 

Les pôles de rdz sont d'ordre 2. 
1 2  p - p' sont d'ordre 2.  Les pôles de 2 q  - - 

Au voisinage d'un point singulier a p qui a des pôles 
i 

d'ordre 1 s'écrit : 

1 O 1 
P(Z) = (pas + pa (z-a.) 1 + . . .) 

1 1 i 

q qui a des pôles d'ordre 2 au plus s'écrit : 

1 O 1 
q(z) = (Z-ai) (9,- + qa (z-a.> 1 + ...> . 

1 i 

a i 
Les solutions y au voisinage de a. sont de la forme (2-ai) $(z) 

1 

avec $(z) holomorphe. a rationnel (y est algébrique). 



En écrivant que y est solution de y" + py' + qy = O 

Ce qui nous donne 2 possibilités pour a. : 
1 

O 
a. et a! avec a. + a! = 1-pa. 
1 1 1 1 

1 

1 - a. - a! 
1 1 

Donc p(z)=l z-a. + h(z) où h(z) est un ~ol~nôrne 
i 1 

les sommes portant sur les points singuliers à distance finie (1,O) 

(ou O si G est cyclique). 

2 O O . L'équation a. - (1-p )ai + q = O s'appelle l'équation déter- 
1 a: a: 

minante : elle détermine les exposants a. et a! des solutions. 
1 1 

4.1.- E x p r ~ n a i a n  de p. 

1 
Ecrivons l'équation différentielle en u = - z 

d y - d y  d z -  1 yf = -u 2 dy _ _ _  - _ - -  
2 y' du d z ' d u  u du 

l'a est point singulier : 2 - 2 = h + h u + . . . 
u O 1 

d'ordre 1 
2 

p = p u + p u  + . . .  
1 2 



1 - a .  - a!  
1 1 

mais p(z) = 1 z-a, + h(z) 

quand z + * , p(z) + O donc h(z) = O 

1 - a  - a 1  
O O 

si G est cyclique p(z) = z 

4 . 2 . -  Expkebbiun de q. 

est pôle d'ordre 2 au plus. 

- a au plus un pôle d'ordre 2, 2, + q u + ... 
4 u 

2 q0 1 
u 

a.a! 
+ A 

mais q(z) = 1 2 + k(z) 
i (2-a. ) (z-a. ) 

1 1 

quand z + Y q(z) + O  , k(z) = O 

a. a! a a' a a' 
1 1  + A -  0 0  A 1 l - + - +  B 

q(z) = C + -  
2 2 z 2 z-1 i (z-ai) (z-a.) z 

1 
(z-1) 

40 
au voisinage de l'w , q = 7 

z 



 expression des équations différentielles est donc 
I 

c'est une équation hypergéométrique, 1 
ou I 

1-a -a1 a a' 
y'' + O O y ' + -  O 0 

y = O s'il y a 2 points singuliers O et m, 

l 
Z  

Z  l 
c'est-à-dire si G est cyclique 

I 
c'est une équation d'Euler I 
tous les a. sont rationnels. 

1 I 

1 1-a -a1 a a' 
O O O 0 Toutes les équations y" + y ' + - y = O  

1 
Z  

Z 
2 

I I 
avec a et a' rationnels auront leurs solutions algébriques et 

I O O I 
1 

dans un G(t) I 

I C I 
n avec C ( z )  --A C(t). 

I l 

5.2. - C a  de 1' Equdun  hyp~hgéomQMque - G non cycLique. 

Dans ce cas, les exposants du quotient de solution en 

1 
c'est-à-dire a - a' = - 

1 l el 1 a - a '  = -  

e3  



O  autre part, a. 1 + a! 1 = 1-pas pour les points à distance 
1 

O 
finie et. a, + = C pa. - 1 (ces résultats sont donnés par l'équation 

1 

déterminante) . 
Dans notre cas, 2 points à distance finie, un d oint à 1 ' ~  

a 1 + a ;  + a  O + a ' + a w  O +a: = 2 - 1 = 1 .  

On a donc 4 relations déterminant les six exposants a. 1 , a! 1 . 

Les équations hypergéométriques 
- I I 
l l 

1-a -a' 1-a-a' a a '  a a '  ~ a > ~ a A - a a '  
O O +  1 1  l lIy' + (y + - + 1 1  I Y" + ( z- 1 2-1 z(z-1) > Y  = 0 

I 
a! sont rationnels vérifiant les quatre relations oùles ai , I 

I I 

I 
E(z) E(t) 1 

I 

G étant déterminé par (el Y e2 9 e3) 
l I 

I - 

5 . 3 .  - Fohme unuQ.eee de ceh ecjuc&i~n.l. 
a' a' 
O 

Par un changement de variables Y = yz (2-1) 
1 

on se ramène à une équation où a; = O et a; = O c'est-à-dire 



- 2 
e t  on peut  c a l c u l e r  am e t  a , am - - - 1 1  a:=--- 

M Y  
3 

M 

1  1  1  2 
où M est l ' o r d r e  du groupe G : - + - + - = 1 + - . 

1 2 e3 
M 

1  - a S o i t  encore  en posant Y-a-@ = - - 1  1 - y =  - -  
1 '  

- a 
1 e2 O '  



CHAPITRE I V  

----------- 

Dans le chapitre précédent, nous avons montré que les équations 

différentielles linéaires homogènes d'ordre 2 à coefficients rationnels 

dont les solutions sont algébriques dans une extension transcendante pure 

~ ( t )  sont des équations hypergéométriques (ou d'Euler si le groupe de Galois 

de l'équation est cyclique). 

Dans ce chapitre, on cherche à résoudre la question suivante : 

quand une équation différentielle linéaire homogène d'ordre 2 à coefficients 

rationnels dans un C(t) : y" + py' + qy = O a-t-elle des solutions algébri- 

ques ? (y' = 3). Baldassarri and Dwork [ I I ]  - Baldassarri [12] . 
dt 

Ce problème est équivalent aux deux problèmes suivants 

A : le wronskien est-il algébrique ? 

B : les quotients de solutions sont-ils algébriques ? 

En effet, si 
Y i  ,Y2 

est une base de solutions de l'équation, q le quotient 
Y, - et w le Wronskien relatif à y 

1  Y2 
alors 

y2 

Résoudre le problème A revient à étudier l'existence de solutions 

algébriques de l'équation différentielle w' + pw = O : les pôles de p sont 
C. 
1 

d'ordre 1  et p estdelaforme a. étant les pôles et c .  
1 

i 1 
1 

étant rationnels. 



Pour résoudre le problème B, nous étudions le groupe qui opère 

sur les quotients de solutions de l'équation y" + py' + qy = O. Sous l'ac- 

tion du groupe de monodromie de l'équation, une base de solutions y1 y2 

est transformée en une autre base de solutions 
u2 

un quotient de solutions q est transformé en un quotient de solutions 5 

an+b a,b,c,d E C. avec 5 = - 
c r,+d 

Ces transformations sur les quotients de solutions forment un 

groupe : sous-groupe du groupe des homographies c'est le gym~~-pfojectif 

de monodromie G. G opère sur les quotients de solutions de l'équation ------------- 
y~' + py' + qy = O, p et q ~ ( t )  et y' = * 

dt ' 

G est fini est équivalent à dire que les quotients de solutions sont al& -_-------_-___ ----_---_---_--- ---_-_- ............................. 
briques. --- --- 

G est fini <=> G est égal à conjugaison près à l'un des cinq 

types de groupes Cn, Dn, T, C ou t .  G étant un sous-groupe du groupe 

des homographies P G1(2), la détermination de ces sous-groupes a été 

faite au chapitre II paragraphe 8. 

 un point de vue algébrique, on est dans la situation suivante ----- -------------- ---- -- 

L est l'extension algébrique, galoisienne engendrée par les quotients de 

solutions, rl étant un élément primitif. 



aq+b 
Or G opère sur (E(r7) puisque par G : r7 + 5 = - a,b,c,d E: C 

cq+d 

Quel est le corps fixe de ) par G ? 

d'une part g(qlG = C(t) fi &(q) 

d'autre part c'est un sous-corps de ) de degré de transcendance 1 sur 

G 
C puisque C(q) -t C(n) est une extension algébrique donc, d'après le 

C, 
théorème de Luroth C )  est un C(z) où z est une fraction rationnelle 

D'un point de vue différentiel __-_- ........................ 
dy quotient de solutions de y" + py' + qy = O (p,q E E(t) y' = 

vérifie une équation différentielle du 3ème ordre, que l'on obtient en élimi- 

avb et ses dérivées première, seconde nant a,b,c,d entre la relation 5 = - cq+d 

et troisième. 

Cette équation est le swarchzien de q, invariante par G donc 

rationnelle en t : 

an+b on peut aussi écrire l'équation différentielle G opère sur C(q), 5 = - cn+d ' 
. On obtient de la même du troisième ordre en considérant les dérivées - dz 

façon [q] = r(z) = fraction rationnelle en z .  q est quotient de solution 
0 
L 

dy 1 2  y + p -  + qy = O donc = 2q - p' - -  de - 
dt dt 

2 P .  



Posons 

[II] = 2qI et 11 est quotient de solutions de l'équation 

0 

d2 
nous dirons qu'une équation de la forme 2 + (2(t)y = O est une équation 

dt 
normalisée, __________ elle est équivalente à l'équation initiale au sens oa les quotients 

de solutions de l'une sont quotients de solutions de l'autre et réciproquement, 

on dira projec tivement équivalente. 

[qIz = r(z), n est quotient de solutions d'une équation 
9 

G est fini <=> G est l'un des cinq groupes Cn, Dny T ,  C ou 

1 <=> d'après les calculs de [qIz fait au chapitre précédent 

L 
n -1 1 

OU [IIIz = 7 7  (si G est cyclique). 
2n z 

Nous noterons E l'équation correspondante 
elye2,e3 

dLY 1 - + -[II] y = O. Ce sont des équations hypergéométriques normalisées. 
dz 
2 2 2  

Condun ion .  

C(z) est un sous-corps de C(t) de degré de transcendance 1 sur 

C : z est une fraction rationnelle en t : z = z(t). 



On a le diagramme suivant 

où X (resp. Y) est la surface de Riemann dont le corps des fonctions 

méromorphes est C(t) (resp. ê(z)) et où (X,TF) est un revêtement ramifié 

fini analytique de Y. 

On en conclue donc que l'équation différentielle y" + py' + qy = O 

aura des quotients de solutions algébriques si et seulement si l'équation 

normalisée équivalente y" + qly = O est le "relèvement1' par une application 

rationnelle z = z(t) d'une équation hypergéométrique normalisée 

E 
e l  'e2>e3 (ou d'Euler, si G est cyclique) de groupe G ; ---------- relèvement étant 

entendu au sens suivant : [n] = 2ql (t) 

Le groupe projectif de monodromie d'une équation différentielle, 

et donc d'une équation différentielle normalisée projectivement équivalente 

(E) sera D ,T,C ou 1 (resp. C ) suivant qu'il existera une fraction 
n n 

rationnelle z = z(t) telle que (E) soit le relèvement d'une équation 

différentielle normalisée hypergéométrique (resp. d'Euler) E les 
1 e2 'e3 

e ) correspondant à ceux des groupes D , T , C  ou 1. indices (e 1, e2, n 

Nous étudions donc les conditions que doit satisfaire une telle 

fraction rationnelle z = z(t). 



Les différences d'exposants des solutions sont les exposants des 

quotients de solutions. 

Au voisinage d'un point P de X, une base de solutions peut 

s'écrire : 

Y 1 
a - a est l'exposant de q = - . 1 2 y 2  

En un point régulier, les solutions sont holomorphes on peut donc 

prendre une base de solution pour laquelle (a1-a*) = (0,l). 

soit y(p) = lal-a2 1 . 
y(P) - 1 est nul presque partout c'est-à-dire partout sauf aux 

points singuliers de l'équation 

X C(t) Eo une équation différentielle sur X 

Y C(z) E une équation différentielle sur Y 

A l'ensemble des points singuliers de E 

A l'ensemble des points singuliers de E 
O O 

P E A, a,, a les exposants des solutions en P. 
2 

P au-dessus de P, les exposants des solutions en P seront respectivement 
O O 

égaux à a e(Po) et 3 e (Po) oii e(Po) désigne la ramification de P 
1 O 

au-dessus de P. 



On a donc y(Po) = e(Po) x y(P) 

d é t a n t  l e  degré du revêtement X Y .  ( l a  1 é t a n t  p r i s e  s u r  l e s  p o i n t s  

P au-dessus de P) .  
O 

Comparons (y(P)-1) e t  (Y (P 1-11 
P €Ao O 

Pê A 
O 

(v(po)-1) = 1 y(P ) - card A. 
P O €Ao P O 

O 

= 1 1 y(Po) - card  A. = 1 (y(P)xd) - card  A O 

P Po P P 

1 (y(Po)-1) = d ( l ( y ( ~ ) - l ) )  + d card  A - card  A O 

Po P 

I ( ~ ( P  )-1) - C I ( ~ ( ~ ( P ) - I ) )  = d card A - card A 
O O 

Po P 

d ' a u t r e  p a r t  l a  formule du genre de Hurwitz nous donne : 

) - ca rd  A = d card  A - card A 
O O 

d 'où 



- 
O et d = . Dans notre cas g = go = O et 
1 (y(P)-1) + 2(g-1) 
P 

L'ensemble fini A esc donné par l'équation y" + py' + qy = O 
O 

(ou y" + q y = O) ainsi que les y(Po). 1 

L'ensemble A lui est 1 0  si G n'est pas cyclique, 

{o,w) si G est cyclique. Les y(P) sont fixés si G est ni diédral ni 

cyclique et dépendent de n si G est D ou C . 
n n 

Ceci nous amène à étudier différemment les cas où G pourrait 

être cyclique, diédral ou l'un des 3 autres groupes. 

En effet si G n'est ni cyclique, ni diédral, G sera l'un des 

3 autres groupes s'il existe une fraction rationnelle z = z(t) de degré 

fixé (différent suivant que G est T,C ou 1) telle que E soit un relève- 

ment de E 
el 9e2>e3 

Pour voir si G est cyclique et diédral nous devrons utiliser 

d'autres méthodes puisque le degré de z = z(t) ne peut être fixé a priori 

1 2 - Le gnoupe pnojeotid de monohotnie d'une .---- équation E : y"+ ql(t)y = O 

peux-il &e ;téXta&dFLaX, o o t a é M  ou ico+aédnaX (T ,C ou 1) ? 

q un quotient de solutions. 



La réponse s e r a  p o s i t i v e  s ' i l  e x i s t e  une f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  

z  = z ( t )  q u i  v é r i f i e  : 

O 
a )  degré z ( t )  = avec 

~ ( Y ( P ) - I )  + 2 
P  

Les P é t a n t  l e s  pô les  de q l  ( t )  
O 
I----------------------------------------------------- 7 
I I 1 (Y(P0)-1)+2 1 I 

I P I 
I I 

O 1 degré z ( t )  = - - 
I - 1 1 1  +-+- - 1  I 
I e l  e2 e3 I 

C e t t e  d e r n i è r e  r e l a t i o n  é t a n t  é t a b l i e  comme s u i t  

2 
" z1 + z" avec i =drl nt! = nz 'z dz 

d'où l a  r e l a t i o n .  



C) d'un eoint de vue géométripg ----- ------------ ------- 

Dire que E = y" + ql(t)y = O est le relèvement de E 
e19e29e3 

c'est dire que les singularités de E, les pôles de ql(t) sont dans les 

fibres au-dessus de O, 1 ,a si l'on considère le revêtement X A Y. 

r r-1 
t +alt +...+a 

r 
Si z = z(t) = , sup(r,s) = d = degré du revêtement 

ts+81ts-1+. . . + B ~  
= degré de z(t) 

on connaît les singularités de ql(t) et on a ainsi des renseignements sur 

les degrés du numérateur et du dénominateur r et S. 

5 3 - Exe.rnp&e. d'une. é y u d o n  did@nenCiQeee y'' + ql(t)y = O do& l e  ghoupe 

pho jec;tid de rnoizo&omie ~ A X  ;t&;DuzEdiLd (ou c gg I )  . 

2 2 2 2 2 
e -1 e -1 

2 1 
l/el+l/e2-l/e3-1 

(z) = - + 2 2 
+ 

qe 1 e2e3 4e2z2 4el(z-1) 4z(z-1) 

1 1 1  1 1  1 
avec = (- - -1. 

e 
1 2 3  

2'3'3 



m 
Choisissons a priori z(t) = t -------------- ----- 

a) Calculons ql(t) 

Notons 
<k 

les m racines m-ièmes de l'unité dans C. 

ce qui s'écrit encore 

I 
............................................................................ 

I 
I 2 I 
I e -1 I 

1 
l I 1 1 1 I 

+ -  I 
2 (---1 1 

1 1 t 4el k (t-ckl2 îe2 1 k>kl </k- /tl t - ~ ~  t - ~ k i  1 

I I 
I I 
I I 
I 1 1  1 1  1 I 
I + -(-+--- - 1)m I I 
I 2 2 2 I 
I 4 e l  e e k t(t-Sk) I I 2 3 I 

I I 
I 



b) Déterminons les singularités de E = y" + ql(t)y et les y(P) 

correspondants. 

. Les singularités de E sont 0, les racines m ième de 1, l'a. 

. Les singularités de E sont 1, O, a avec 
€2 l'e2'e3 

d'un point de vue géométrique on a la situation suivante 

donc 

La formule donnant le degré de z(t) est bien vérifiée 

. Si l'on calcule les racines de l'équation déterminante et que l'on fait 
la différence on trouve bien 



~Qrnatrque : On aurait pu faire cette construction pour G octoé- 

1 1  1 1 1  1 
dral ou icosaédral, en prenant dans le premier cas (- 9 - 9 -) = (- --1 

e l  e2 e3 
2'3'4 

1 1 1  1 1 1  
et dans le deuxième (- - -) = (- - -1. 

e19e2'e3 2'3'5 

§ 4 - Le ghOUpe pho jeC;tid de mono&omie G p e d - 2  ê.Zte cycfique ? 

E = y" + ql(t)y = O l'équation normalisée. 

4 . 7 . -  Le ghoupe pnojecfii G eht cycfique h i  e t  aeuReme- a i  
Y ; de E  tell^ que - Lf? &&te deux aoluliotion, yl - e t  y2 - e t  - Y2 *oient 
y1 - Y 2 

a) Supposons G cyclique, G opère sur les quotients de solutions 

de E, C(t,q) où est un élément générique. 

Y i 
G est un sous-groupe de 8 G1(2), il existe 2 éléments - et 

Yi - 1 

y; - Y ; 
invariants par G où yl et y2 sont solutions de E. - et 

y2 y2 

y; - Y1 
€ C(t). Soit alors il = - , l'action de G sur n est donc q aq, 

y2 y2 

a E C .  G est fini donc a est une racine n-ième de l'unité - nn E C(t). 

b) ---- Réciproquement -- ------ : Supposons qu'il existe deux solutions Y1 
et 

Y i 
de E telles que - y; 

y2 
et - soient rationnelles. 

y 1 y2 
Y 1 

Soit alors n = - , y; y; - n 1  - - - - -  - " est rationnel, 
y2 "1 y2 n I I  

- " est invariant par G .  II est un élément exponentiel, l'action de G 
rl 

sur q est donc q + an, a c C et a est une racine de l'unité puisque 

G est fini (n est algébrique). 

Donc G est cyclique. 



4 . 2 .  - A p u a e n  conditions e x h t e - t - i e  deux boLuAion, y 'y2 ,. 1 -7 ' 
y2 n o n t  de 8 = y" + ql (t)y = O d o n t  Les déhivéen l ogdhrn iquen  - , - - 

y1 y2 

y solution de E => - Y' est solution de l'équation de Riccati 
Y 

L 
u' + u + ql (t) = O 

Y' - rationnelle 
Y' 

C. 
Y = > - = I  1 

y solution de E y (t-ai) 

Les c. sont des exposants des solutions de E. Si a. a! désignent les 
1 1' 1 

exposants d'une base de solution que l'on peut supposer constituée à partir 

de y, c. = a de plus a. + a! = 1 (le coefficient de y' est nul et 
1 i' 1 1 

2 O 
donc a. et a! sont racines de l'équation a - a + q = O) a. - a! = +A.  

1 1 a. 1 1 1 
1 irX. 

1 
et donc c. = - ou A. est la différence d'exposants en a. reste à 

1. 2 1 1 ' 
c .  1+A.  
1 1 vérifier que u = 2 = 1 (t-ai) avec c. = - 2 

est solution de 
Y i  1 

Si l'équation de Riccati admet 2 solutions de ce type alors G 

sera cyclique. 

Si l'équation de Riccati n'admet pas 2 solutions de ce type alors 

G ne pourra être cyclique. 

5 5 - Le ghOUpe ptrojecaX6 de manodtrornie G p e d - i l  &e d i d d t r d  ? 

On suppose G non cyclique. G est diédral d'ordre 2n. 

Si n # 2, G contient un seul sous-groupe cyclique H d'ordre n (le 

groupe des rotations C ) G/H est d'ordre 2 = {l,a) 
n 

G 
K-L 

L~ est une extension quadratique de K donc 

H '  
L 

galoisienne. 



v 
Si n = 2, G est le groupe de Klein = V = {l,a,-r,o~), K--+ L, il existe 

a et b dans K tels que L = K(&,Jb), K(&), K(&), K(&b) sont 

3 extensions quadratiques de K. 

K-L 

Nous distinguerons le cas où G est diédral (en excluant G = V) et le 

cas où G = V. 

s i  il exh-te deux n o l d o m  finéahemenf indépendantu de (E) yl - et y2 

Y ; y; ; te lLu que - eit - baient canjuguéu dam une exXemion quadn&que 
- y1 y2 

G est diédral d'ordre 2m, H le sous groupe cyclique, rl un élé- 

ment primitif de L 

( E )  : y" + ql(t)y = O 



I 
I 
I 

5.1.1. Montrons tout d'abord que G est diédral si et seulement 
1 i y; 

I 
1 I 
1 si il existe deux solutions, yl et y2 de E telles que - et - I 

Z Y 1 y2 
1 

! I 
I 
soient conjuguées dans une extension quadratique de C(z). I 

I 
I-----------------------------------------------------------------------------J 

. On suppose G diédral ----- ------- 
H le sous-groupe cyclique, ) est un sous corps de E(q), 

extension quadratique de C(z), c'est un K(a). 

H est cyclique d'ordre m, on peut donc trouver deux solutions 

i 
telles que - 

y; 
YlYY2 

et - soient dans C(a) ; c'est le cas cyclique. 
Y 1 y2 

Y 1 
Pour le correspondant q = - , nm E C(a), G n'étant pas 

Y0 - L 

i 
cyclique - y; et - ne sont pas dans C(z), ne sont pas invariants par G ; 

Y 1 y2 
Y' y; 

Y' dans E(a) donc 2 et - ce sont les seules valeurs de - sont 
Y Y 1 y2 

conjuguées. 

, Réciproguement ---- -- ------ : On suppose qu'il existe 2 solutions 
YI 

et 

i 
de E telles que - Y ; 

y2 et - soient dans une extension quadratique 
z Y 1 y2 

de C(z) qui est un C(a). 

Y 1  Prenons -rl = - . 
"2 

Les y. sont algébriques donc il existe un m tel que 
1 

m 
-rl E E ( u ) .  Désignons par H le sous-groupe de G tel que C(nlH = C(a) 

H est cyclique d'ordre m [même raisons que dans le cas cyclique] 



Donc GIH = { l  , O } ,  G est diédral. Si m est différent de 2, est 

la seule extension quadratique de C(z). Si m = 2, G est le groupe de 

H 2 
Klein V et l'extension quadratique ( contient n c'est le corps 

fixe correspondant à l'élément y E G, y : ri -t -ri. Nous reviendrons sur 

ce cas. 
........................................................................ 

I 
Y ; y; 

1 
I I 
I 5 . 1 . 2 .  Calculs explicites de - et - à partir de deux 1 
I 
! Y 1 y2 I 
j solutions yl et 

y2 
de E calculées par Gauss. I 

z I------------------------------------------------------------------------ 1 
I 

L'équation hypergéométrique à groupe diédral s'écrit 

1 
sont les différences d'exposants en 0 1 ,  soit ici 1-y = - 

2  
1 y-a-f3 = - 1  
m, a-f3 = . 

Gauss en a calculé 2 solutions : 

L'équation normalisée (Ez) = y'' + q(z)y = O aura pour solutions 

où w est le Wronskien des 2  solutions précédentes c'est-à-dire 

W = -  l ( 1-21 ' lm-', ce qui nous donne 
m J i  



y; Y ' 1 JZ - = y+& e t  2 = y-& où JR = -  e t  ~ = - Z R  1 R '  donc 
y 1 y2 

2m z(1-z) 

y ; - y; 
e t  - son t  conjuguées dans 1 ' ex t ens ion  quadra t ique  a (/;) de C(z) . 

Y, Y.> 

...................................................................... I 
I I 
I 

5.1.3. Etudions maintenant  l e  relèvement à C( t )  I I I 

I I 
I 
I (E)  : y" + q l ( t ) y  = 0 1 I I 
I I 
I 
1----------------------------------------------------------------------1 

H H 
C(a)  = cC(t,q) n C(q), <C(t,q) , extens ion  quadra t ique  de C ( t )  e s t  l e  

relèvement de <C(a) p a r  z = z ( t )  

Y i . Calculons l e s  - y; 
e t  - conjuguées dans @ ( t , q l H .  S o i t  r l  l e  

Y 1  Y ?  

Y 1 
q u o t i e n t  de s o l u t i o n s  - de Ez t rouvé au paragraphe précédent  e s t  

Y 2 
a u s s i  quo t i en t  de s o l u t i o n s  de E .  

1 
En e f f e t  s i  e s t  s o l u t i o n  de E a l o r s  Yi X -  où 

'i z hi 
v. = v . ( z ( t ) )  e s t  s o l u t i o n  de E .  

Y ; 1 2.' - Y i  s i  u . ( z )  = - a l o r s  u i ( z ( t ) )  x z'  - - -  - - 
1 2 z '  y; 

( t )  où y ; ( t )  
Y i  

est s o l u t i o n  de E. 



Les calculs se font "simplement" en écrivant 

(E) : y" + ql(t)y = O et (EZ) : y!' + q(z)y = 0 

2 1 
où ql (t) = q(z(t))zl + ?[z] ; [z] = schwarzien de z par rapport à t. 

Comme z' et z" sont dans C(t), on écrira encore 

Ceci achève la démonstration. 

,--------------------------------------------------------------------------J 
I I 
I I 
I G diédral <=> il existe deux solutions Yl et Y2 de (El I 
I I 
I ; y ;  

I 
I I 
!telles que - et - soient conjuguées dans une extension quadratique [ 
I Y 1 Y2 I 
I I 
Ide C ( t )  contenue dans L = C(t ,q) I I 

Soient donc Y1 et Y23 - -  - q trouvés précédemment 
Y 1 

Y I  et Y2 sont telles que la dérivée logarithmique du produit soit ration- 

nelle, invariante par G et telles que le carré du produit soit rationnel, 

invariant par G. 

Ceci nous amène à formuler une nouvelle condition pour que G 

soit diédral (différent de V). 



j------------------'---'--'-------'-'------------------------------------------------- 

I I 
I I 
I 5.2. G d i é d r a l  <=> il e x i s t e  deux s o l u t i o n s  

Y 1 '  de (El 
I ! 
i t e l l e s  que l '  équation d i £  f  é r e n t i e l l e  (du t ro i s i ème  o rd re )  dont 
I Y 1 Y 2 e s t  j I 
I 
I I 
i s o l u t i o n  admet une s o l u t i o n  dont l a  dér ivée  logari thmique e s t  r a t i o n n e l l e  i I 
I 1 
1 I 
l e t  dont l e  c a r r é  e s t  dans C( t )  I 
I I ............................................................................ 

. Supposons G d i é d r a l  a l o r s  Q = - , ~ ( t ) & C ( t , q )  e t  
y2 

2  1 w  
2  

(y1y2) = 4 7 Y ; c C ( t ) .  C'est  l e  c a l c u l  de - y; 
e t  - q u i  précède. 

Y 1 y2 

. Réciproquement : 

L'équation d i f f é r e n t i e l l e  du t ro i s i ème  o rd re  dont l e s  s o l u t i o n s  

sont  l e s  formes quadrat iques des  so lu t ions  de (E) e s t  

( E d  = y'" + 4q1y1 + 2q;y = 0 

2 
La so lu t ion  générale  e s t  Ayl + Byly2 + cY2 où A,B,C  sont  des  2 

cons t an te s .  

Une so lu t ion  de E peut  avoi r  2 formes 
3 

2  2  
a )  3 = ( ay ,  + by ) c ' e s t  l e  c a s  B -AC = O mais a l o r s  

2  

L 
Y ) -  2Y' C( t ) ,  - 

Y Y '  e s t  r a t i o n n e l ,  Y e s t  s o l u t i o n  de (E)  o r  c e c i  
d t  Y.  

e s t  impossible  ca r  on a  supposé que G n ' é t a i t  pas cyc l ique  ( G  cyc l ique  

Y '  *> il e x i s t e  une s o l u t i o n  y  t e l  que - E (E(t)) .  
Y 

b )  Y f = (ay + by2) (cy + dyî) , c ' e s t  donc l e  s eu l  cas  poss ib l e  

d  Log Y l Y 2  Y i  Y; 
- - -  2  

d t  
+ - a O ( t )  e t  (YIY2) E C ( t ) ,  Y l Y 2  = 

Y1 



Y I  e t  Y2 son t  s o l u t i o n s  de (E)  = y" + q l ( t ) y  = O. 
\ 

y; - y; 
e t  - sont  conjugués dans une ex tens ion  quadrat ique de C ( t ) .  

Y 1  Y2 

Remanque. Le c a r r é  d 'une s o l u t i o n  de (E ) e s t  dans C ( t )  implique 
3 

que l a  d é r i v é e  logarithmique de c e t t e  s o l u t i o n  e s t  dans C ( t ) .  

,---------------------------------------------- 
I i 
1 5.3. Cas où G s e r a i t  l e  groupe de Klein 
I 
i----------------------------------------------I 

S o i t  q un quo t i en t  de (E) correspondant au  quo t i en t  de s o l u t i o n  de (E 3 ) 

y 1 - où y 1  e t  y2 son t  l e s  s o l u t i o n s  de Gauss de l ' é q u a t i o n  hypergéométri- 
Y2 

que normalisée 
( l+&) e t  

( 1 - h )  l  l2 
fi fi 

G opère s u r  r~ O : q + - l l  



2 2 n est invariant par o, q n'est pas invariant par G. 

2 1 n est dans une extension quadratique KG de C(t) (ïl(t) = -1 Y2 

y ;  
Ka = a:(JZ(t)) et - et - Yi sont dans c(JZ(;)) , en effet d'après les 

Y 1 Y2 
calculs précédents (5 .1 .2)  

y i y; 
z étant rationnellement z '  et z" le sont, - et - sont dans 

Y 1  Y2 
C(JzTt)>. 
___________________--------------------------------------------------------- I 

I 
I I 

1 
I 1 
I I 

5.3.1. Si < (resp. 5) est un quotient de solutions - I I 
I I 2 I 

I 
I I 
I I 1 

(resp. -) dont le carré est invariant par r (resp. or) alors I 
I 
I I v2 I 

I 
I / u; "; v; I U; 

1"; et - (resp. - et -) seront conjugués dans l'extension quadra- 
1 2 I u2 I I 

I 
tique K~ (resp. KoT) de C(t). Ceci déterminera explicitement K T e t  

l I 
I 

I 
I I 
I j I 
I 

1----------------------------------------------------------------------------1 

Cherchons tout d'abord < dont le carré est invariant par 

Cette équation nous conduit au système ad + bc = O 

ac + bd = O 



5  = -  Q I  c o n v i e n t ,  prenons 
r)+ 1 

U 
1 - Q-1 < ( z )  = - - - où u  = u l ( z ) = y l - y 2  

1 
s o l u t i o n  de E 

u2 77+1 z  

u2 = u 2 ( z )  = y 1  + Y 2  s o l u t i o n  de  E z  

a l  o r s  

-- 
K e s t  donc @ ( A l - z ( t ) ) ,  on a u r a i t  pu a u s s i  c a l c u l e r  

T 

a On cherche de l a  même façon  5 don t  l e  c a r r é  e s t  i n v a r i a n t  p a r  

- i 5  = .ri- c o n v i e n t  
q +i 

C e t t e  é q u a t i o n  nous c o n d u i t  a u  système ad + bc = O 

a c  - bd = O 



v'  
1  

V I  

S i  on c a l c u l e  - 2 
e t  - 

1 2 

u ! v ! 
1 

Pour a v o i r  l e s  s o l u t i o n s  I ( t )  U .  e t  - ( t )  V .  il s u f f i t  d ' é c r i r e  
1 1 

u! u! 
1 - 1 1 2'' x z l -  - - 

u. u.  2 z  
1 1 

Nous obtenons a i n s i  les  3 ex tens ions  quadra t iques  de a ( t )  co r r e s -  

pondant aux corps f i x e s  par  l e s  sous-groupes de G e t  nous obtenons 3 couples  

de s o l u t i o n s  de (E )  (UI ,UZ), (VI , V I ) ,  (Yl ,Yî) t e l s  que 

sont  d i s t i n c t e s  e t  conjugués 2 à 2.  



I i 
I I 
I 5.3.2. G est le groupe de Klein <=> l'équation différentielle 1 
I I 
I I 
I du 3ème ordre qui admet comme solution générale I 

I I 
I 

i I 

l Yi9 Y2 sont 2 solutions linéairement indépendantes de (E) admet 3 solutions~ 
I 1 
I I 
idistinctes dont la dérivée logarithmique est rationnelle et dont le carré 1 I 
I I 
I I 
I est dans B(t). I 
1 ............................................................................ I 

\ C'est la même démonstration que dans 5.2 où l'on considérera les 

3 extensions quadratiques Ku, KT,  KuT de C(t) et les 3 couples de solu- 

tion (UI,U2), (V1,V2), (YI,Y2). 

Il nous reste maintenant à chercher quand il peut y avoir une 

(ou trois) solutions de (E  ) dont le carré est dans C ( t )  et donc que 
3 

la dérivée logarithmique est rationnelle. 

k. 
1 

y1y2 est de la forme ~(t-ai) O g où les ki sont des entiers ou des 

demi-entiers et g un polynôme. Les a. étant les points singuliers de 
1 

l'équation (E). 

D'autre part, Y Y = (ayl+by2)(cy,+dy2), en utilisant les diffé- 
1 2  

rences d'exposants A. on obtient vu les relations déjà écrites (dans le 
1 ' 

cas cyclique) k. = 1 ? A. ou 1 et 1 ki + deg g = 1 ou 1 k hW. Ceci 
1 1 

donne un nombre fini de possibilités puisque l'on connaît 
'i 

et Am et 

les a.. 
1 

Ce qui permet de déterminer si G peut être diédral ou le groupe 

de Klein. 



5 6 - En g h e  de conclunion à ce c h a p a e  

Quelles conditions doivent satisfaire les équations différentielles 

linéaires homogènes d'ordre 2 à coefficients dans un E(t) pour avoir des 

solutions algébriques ? 

. y" + py' + qy = O une telle équation 

1 2  1 I 

Y" + (4- 4 P - -pl)y = O l'équation normalisée projectivement équivalente 
2 

(ayant les mêmes quotients de solutions) 

. M le groupe de monodromie de l'éqdation égal au groupe de Galois, G la 

partie projective de M : groupe projectif qui opère sur les quotients de 

solutions r\ M/H " G  où H est le sous-groupe des homothéties 

-+ les pôles de p sont d'ordre 1 

-+ les pôles de q sont au plus d'ordre 2 

-+ le nombre de pôles de p et q n'est pas fixé mais : les pôles de 

1 2  1 
S - z P  - 7 ~ '  sont dans les fibres au-dessus de O ,  (0,m si G 

' I I  
est cyclique) dans le revêtement X---+ Y défini par une application 

rationnelle z = z(t) telle que 



+ G e s t  l ' u n  des 5 groupes Cn, ,, T,  C ou 1 

H e s t  f i n i  cyc l ique  

l e s  s o l u t i o n s  son t  dans L ex tens ion  cyc l ique  de C( t , q )  

-t é t a n t  donné une équa t ion  y" + py' + qy = O on a  d é c r i t  des procédures  

permettant  de déterminer  s i  G pouvait  ê t r e  cyc l ique ,  d i é d r a l  ou T ,  

C ou 1. 

l 

E t an t  donné une équa t ion  y" + py' +qy = O,  on s au ra  donc dé te rminer  s i  c e s  

s o l u t i o n s  son t  a lgéb r iques  ou non. 



CHAPITRE V 

Dans ce chapitre nous étudions des conditions pour que certains 

opérateurs linéaires du second ordre définis sur une surface de Riemann 

compacte, connexe ait des solutions algébriques. 

Nous le faisons en nous plaçant du point de vue de l'algèbre 

différentielle en travaillant dans les corps de fonctions méromorphes sur 

des surfaces de Riemann. 



1.7. ' ûE@Wonh g E n M u .  

Par K un corps de fonctions d'une variable sur nous enten- 

dons un corps de transcendance 1 de type fini sur C .  

K peut s'écrire (C(x,y) où (xyy) vérifie un polynôme irréduc- 

tible sur (C. 

Définitions 1. Un point P de K est un anneau de valuation de 

K qui contient C. Ce point est k-rationnel si le corps résident 
P 
77 

est 

le corps k. 

On associe ainsi à K un ensemble de points dont on peut démontrer 

que c'est une surface analytique complexe compactes connexe, une surface de 

Riemann dont le corps des fonctions méromorphes est K.x(P) est la classe 

résiduelle de x modula 7 si x E P, si x & P. Si x ( P )  = O, on dit 

que x est un zéro en P, si x(P) = un pôle. 

Définitions 2. K et M deux corps de fonctions d'une variable 

sur C avec K G  M. (7 un point de M, Q fl M est un point de K. 

A une extension du corps K correspond un revêtement de sa sur- 

face de Riemann. On demontre que les degrés sont les mêmes et que les rami- 

fications se correspondent. 

Définitions 3. 

- On appelle C-dérivation de K une application C-linéaire de 

K dans K : 

Les C-dérivations sont nulles sur C .  Ce K-espace des C-dériva- 

tions est noté Der (K) et est K-isomorphe à K .  
Q: 



Si K G  M est une extension finie de Ky toute 6-dérivation de 

K s'étend d'une façon et d'une seule en une a-dérivation de M. 

- Une différentielle sur K est un élément du K-dual de Derg(K) 

ce dual s'écrit DiffC(K). 

f élément de K, on définit l'élément df de Diffc(K) qui à 

tout D de Der (K) fait correspondre Df. On définit ainsi une application a: 
O-linéaire de K dans DiffC(K) ; on dit que les éléments df sont des 

différentielles exactes. 

- x étant un élément de K n'appartenant pas à 6, dx est 

différent de O ; nous pouvons définir la C-dérivation associée à x : 

Cette C-dérivation se prolonge à toute extension M de degré 

d 
fini de K en une unique C-dérivation de M encore notée - . dx 

Si D est un 6-dérivation de Ky L un opérateur différentiel 
-- 

1 linéaire est une expression L = 1 Ai D où les Ai sont dans K. Les 
i=O 

solutions sont des éléments y de K ou d'extensions de K tels que 

7 . 2 . -  V k v d e ~  hwt K. 

Définition 1. Un diviseur sur le corps K des fonctions d'une 

variable sur C (ou sur la surface de Riemann corrspondante) est un élément 

du groupe abélien libre engendré par les points P de K. 

Si L est un diviseur, L = np P, n E E et où les n 
P& r P P 

non nuls sont en nombre fini. 



DGfinition 2.  En un point P de K tovt élément y de K  s'écrit 
+a 

1 
y = 1 ai t où t est un générateur de l'idéal maximal de. P et as # 0. 

i=s 
s ne d$pend pas du choix de l'uniformisante t, on dit que s est l'ordre 

de y en P on le note Qrd (y), s > O, P est un zéro pour y, s < 0, 
P 

P est un pôle. Cet ordre est différent de zéro en un nombre fini de points 

seulement et donc 

div(y) = 1 ord (y) .P 
P r  p 

est dé£ ini 

div(y.2) - div(y) + div(z). 

Les diviseurs de fonctions sont appelés diviseurs principaux, 

- Diviseurs équivalents : Deux diyiseurs sont linéairement équivg- 
lent si leur différence est le diviseur d'un élément de K (que l'on appelle 

encore fonction), 

- Diviseurs associés aux formes différentielles : Soit w un él6- 

ment de I l i f f C ( K ) .  t étant une uniformisante en le point P. w = y dt 

où y E K et on appelle ordre de w en P, ord (w) , l'ordre de y en 
P 

P ,  Cet ordre ne dépend pas du choix de t 

- Diviseur canonique : DiffC(K) est de dimension 1 sur K : 

quelques soient wl et w différentielles sur K il existe y dans K 2 

tel que wl = y w2. 



Les diviseurs des différentielles appartiennent à la même classe d'équivalence 

linéaire que l'on appelle diviseur canonique. 

- Degré d'un diviseur : L - n .P, - est appelé degré 
p & r  PE P 

de L et noté deg(L). 

On peut démontrer que si y est un élément de K non constant, 

c étant le diviseur de ses pôles 

c'est ce que nous appellerons ensuite le degré de y dans K, degK(y). 

1 
Comme [K : 1~(~)] = [K : a(-)], le nombre de pôles d'un élément est égal au 

Y 

nombre de ses zéros. Le depré du diviseur d'un élément de K est nul. 

Le degré d'un diviseur ne dépend que de sa classe d16quivalence. 

Le degré du diviseur canonique est 2g-2 si g est le genre 

- Résidus d'une forme différentielle : P étant un point de K, 

w = y dt où t est une uniformisante en t,y appartient à K et 

On appelle résidu de w en P, res (w), a-l ; ceci ne dépend 
P 

pas du choix de t. 

(i) res (w) = O si oré (w) 2 O 
P P 

(ii) res (dg) = O si g E K 
P 

dg m (iii) ses (-) = ord (g) si g K 
P g P 

(iv) 2 res (o) = Q 

P d  



- Jacobienne : On appelle jacobienne de r le quotient du groupe 

des diviseurs de degré O par celui des diviseurs principaux 

O -t Div + Div -+ J(r) -+ O 
P O 

Un diviseur de degré O est celui d'une fonction si et seulement 

si son image dans J(C) est nulle. 

§ 2 - gdnétraux. 

2.1. Pkd thn ina iA~ .  

K un corps de fonctions d'une variable sur C ; Ï la surface 

de Riemann correspondante. D une C-dérivation de K non nulle, on consi- 

2 
dère l'opérateur différentiel du second ordre L = D + AD + B où A,B 

appartiennent à K. 

Soit P un point de K, tp étant une uniformisante en P 

où R, A l  et B I  appartiennent â K ; en effet Derc(K) est de dimension 

où S est un élément de K. 1 sur K et donc D = S- 
dtp 

Le point P est un point ordinaire ou singulier de L suivant 

que A l  et B I  sont holomorphes ou non en P. En chaque point P singulier 

nous supposons que L a deux solutions linéairement indépendantes qui sont 
a 

pour i = 1,2 : u. = t i" Y,(t ) avec Yi une série entière inversible 
1 
P P i - P  

et a. appartient à Q. 
1P 

Ce qui se calcule classiquement par identification. 



r est connexe par arcs. 

Notons Pl,...,P les points singuliers de L sur r et soit 
2 

P un point différent des Pl,...,P ' si nous prenons un système de deux 2 '  

solutions linéairement indépendantes y et y2 de L et nous nous fixons 
1 

un point P au-dessus de P un corps où sont les solutions, les valeurs 
O 

yl(Po) et y (P ) après que l'on ait suivi un chemin élément du groupe 
2 O 

F = Jil(r - {pl,. . . ,P2} ; P) sont transformées en a y (P ) + a y (P ) et 1 1  O 2 2  0 

b y (P ) + b y (P ) respectivement avec al, a2, bl, b E C. Nous avons 
I l  O 2 2  0 2 

en fait une représentation de F dans G1 (C). C'est l'image de cette re- 
2 

~résentation que l'on appelle groupe de monodromie de L. Ce groupe est 

défini à conjugaison près quend on change de point P et de point P 
O 

au-dessus de P. 

Si nous prenons un quotient q de solutions linéairement indé- 

pendantes nous avons une représentation de F dans Pl (G) et l'image 2 

de cette représentation est appelée groupe de monodromie projective de L. 

Si donc 2 opérateurs définis sur K ont même quotients de 

solutions c'est-à-dire même schwarzien, ils ont même groupe de monodromie 

projective. 

Z ) Q $ i W o n .  Deux opérateurs du second ordre en D à coefficients 

ans K sont dits projectivement équivalents s'ils ont en chaque point de 

K en commun même quotient de deux solutions linéairement indépendantes. 

Ceci est intéressant car L donné est projectivement à L1 : 

avec B, = B - 2 



On a  é c r i t  simplement que L I  a  même schwarzien que L. 

1  
L I  = - O L  O >/; oii w e s t  l e  wronskien de L .  

fi 

L1 qui  n ' a  pas de tenue en D e s t  d i t  normal i sé  e t  e s t  l e  

q u o t i e n t  de deux s o l u t i o n s  l inéa i rement  indépendantes 

Ces s o l u t i o n s  de LI son t  a lgébr iques  s u r  K s i  e t  seulement s i  q e s t  a l -  

gébr ique  s u r  K. Nous pouvons résurlier : 

L aura d e s  s o l u t i o n s  a lgébr iques  s u r  K s i  e t  seulement s i  

1 )  son wronskien e s t  a lgébr ique  s u r  K e t  

2) L1 l ' opé ra t eu r  normalisé  qu i  l u i  e s t  p ro jec t ivement  équiva len t  3 des so- 

l u t i o n s  a lgébr iques .  

I c i  nous ne nous i n t é r e s s e r o n s  qu'au problème 2) e t  nous rappzions 

que c e t t e  condi t ion  2) e s t  équ iva l en t e  à l a  cond i t i on  que l e  groupe de mono- 

dromie p r o j e c t i v e  de  L  ou L  e s t  f i n i .  Dans ce  c a s  l e  groupe de 
1 

monodromie p r o j e c t i v e  éga l  au groupe de g a l o i s .  

2 . 2 .  Candi;tium néc&5naikeh p o u  qu& l e  ghaupe ph0 j e d d  b a k t  dini. 

K corps d e  fonc t ions  d 'une v a r i a b l e  sur  C. 

x un élément non cons tan t  de K qu i  n ' a  que des pô l e s  simples 

d  2 
qu i  son t  m. K = ( C ( x , y )  e t  [ K :  :(x)] = m .  L =  (-) - Q  où Q c K ;  dx 

on n o t e  un q u o t i e n t  de deux s o l u t i o n s  l inéa i rement  indépendantes.  G l e  

d  2  
groupe de monodromie p r o j e c t i v e  de L. LX,u,v = (-) + qh,y,v(c)  l ' opé-  

dS 

r a t e u r  hypergéométrique d é f i n i  s u r  @(5)  (6 4 ) a s s o c i é  à (XYv,v) de 

" l a  l i s t e  de Schwarz'' avec 



Théanêrne. - Baldassam [12]. Si L défini au-dessus a un groupe 

G de monodromie projective fini il existe un unique (X,u,v) dans la 

I liste de Schwarz et un élément 5 de K tels que l'opérateur hypergéomé- I 
I trique LA,p,v défini sur C(5) ait un groupe de monodromie projective I 1 isomorphe à 6 .  I 

1 1 1  5 est unique si (h,p.v) # (?, 7, ?) 1 1 1  
; si (X,ll,v) = (2' 7 ,  

I il g a deux solutions 5 et 1-5 . l 
Nous supposons donc n est algébrique sur K ; les conjugués de 

sur K sont aussi solutions de schwarzien de L {n,x) = - 20. Les con- 

jugués de sur K sont des transformés de par des homographies à 

coefficients dans C, ils appartiennent 2 K ( n )  qui est de ce fait galoisien 

sur K (caract K = O) et @.(n) est stable par G. Nous avons le diagramme 

Il existe un élément 5 de c(njC' tel que ~(n)' = ((6) et tel 

que n soit un quotient de solutions pour l'opérateur LX,w,v défini sur 

1 1 1  
C ( 5 ) .  6 est uniquement déterminé sauf dans le cas où (1,u.v) = 7, 

(v. Ch. III) [~aldassarri et Dwork [II]] . 



Nous savons que nous avons a l o r s  l a  r e l a t i o n  e n t r e  l e s  schwarziens 

{ n , ~ )  = {n,E) + {<,x}. 5 e s t  s o l u t i o n  de l ' é q u a t i o n  d i f f é r e n t i e l l e  dans K.  

d  
( l e s  ' e t  l e s  " désignent  l a  d é r i v a t i o n  - d 2 

e t  (dx) e t  nous continue- 
dx 

rons à u t i l i s e r  ces  n o t a t i o n s ) .  

Dans l e s  cas  où Imes groupes son t  ceux du t é t r aèd re ,  du cube e t  de 

l ' i c o s a è d r e ,  nous connaissons l e  degré de 5 dans K ,  c ' es t -à -d i re  l e  

nombre de s e s  pôles  ou de s e s  zéros.  Nous avons en e f f e t  (v.  Ch. I V )  l a  

formule des degrés  avec l e s  mêmes n o t a t i o n s  qu'au Ch. I V .  

où g e s t  l e  genre de K. 

O r  nous avons l e  lemme en nous rappelan t  que 

Lemme. S o i t  z E K e t  d  = deg z .  z s ' é c r i t  de façon unique 
m- 1 

K 
i 1 hi (x)y , hi (x) F E (x) pour i = O ,  1 , .  . . ,m- 1 . 

i = O  

l S i  pour i = O ,  ..., m-1 d.  z deg h. ( x ) ,  il e x i s t e  R E N in- 
1 C(x> 1 

dépendant de z t e l  que pour i = O, . . . ,m-1  

1 où K '  e s t  l a  c l ô t u r e  normale de K/C(x). 
l 
i 



Démonstration ------------- : Posons Ga1 (KI /C(x)) = {id = o O ,clI,. . . ,ot} et 

m- 1 
{l,y,...,y ,zm,...,zt} = Ibo, ..., b t } une base de K1/C(x). La matrice 

O 
j B = b . )  est une matrice inversible : en effet quelque soit 
1 i 

OG.Gt 
J 

t t o. 
z = 1 tibi élément de K' le système 1 ti biJ = o.(z), j = O,. . . ,t 

i=O J i=O 

a une solution et une seule dans KI. 

On a en particulier 



Ceci nous permet comme nous connaissons le deg 5 d'écrire 
K 

où est un majorant du degré des hi(x). 

Donc en procédant par élimination dans les équations différentielles 

que peut vérifier 5 nous saurons si oui ou non le groupe peut être celui 

du tétraèdre, du cube ou de l'icosaèdre. 

Cette méthode ne peut s'appliquer aux cas des groupes cycliques ou 

diédraux ; les indices de ramification ou encore (X,p,v) dépendent d'un 

paramètre n. 

C'est pourquoi nous allons donner des méthodes particulières. 

3.0. Avant de passer à ces cas, faisons quelques remarques et 

rappels : Avec les mêmes notations qu'au 5.2 

1) Tout quotient de solutions linéairement indépendantes de L 

appartient à K(rl) et en est un élément primitif 

2) Le groupe de Galois de l'extension Ktt- K(rl), est le groupe 

de monodromie projective de L associé à rl. 

3) Si nous prenons le groupe de monodromie de L attaché à deux 

solut ions y I  et y2 linéairement indépendantes, on peut lui associer 

deux groupes d'homographies : 



- l'un qui opère sur P ( S )  ensemble des droites du (e-espace 

des solutions de L 

- l'autre sur l'ensemble des quotients des transformées 
* 

de y1 et y (qui appartiennent à IP(S ) )  par le groupe de monodromie. 2 

Ces deux groupes d'homographies sont de même "nature" et ont même 

cardinal parce qu'ils correspondent en fait à des groupes de matrices trans- 

* 
posées associées à des bases duales dans S et S . 

Nous donnons dans ce chapitre des conditions nécessaires pour que 

le groupe de monodromie projective G d'un opérateur différentiel du second 

d 2 
ordre de la forme L = (z) - Q défini sur K corps de fonctions d'une 

variable sur C soit cyclique ou diédral. Nous caractérisons ces groupes 

à l'aide d'invariants différentiels en nous inspirant de ce qu'a fait 

F. Marotte. 

Les notations sont celles du 5.2. 

Nous donnons un lemme préliminaire que d'ailleurs nous utiliserons 

ensuite pour vérifier que des éléments de K que nous avons trouvés sont 

bien les dérivées logarithmiques d'éléments algébriques. 

3.1. Lemme pfié.e0ninaihe.- Un élément dont la dérivée logarithmique 

u appartient à K corps de fonctions d'une variable sur C est algébrique 

sur K si et seulement si il existe n entier positif tel que n u soit la 

dérivée logarithmique d'un élément de K. 
b 

Démonstration ------------- : Soit z un élément algébrique sur K dont la 

dérivée logarithmique u appartient à K. Les conjugués de z sur K sont 

aussi solutions de l'équation différentielle linéaire du premier ordre à 



c o e f f i c i e n t s  dans K ,  y '  - uy = O ; ces conjugués s o n t  donc de l a  forme az  

avec a  appartenant  à t. Le groupe de Ga lo i s  de c e t t e  équat ion e s t  un 

groupe f i n i  d 'homothéties donc e s t  isomorphe à un sous-groupe f i n i  du 

n n 
groupe m u l t i p l i c a t i f  a* ; il e s t  cyc l ique  e t  Il a ( z )  = k z ; z appar- 

O€G 

t i e n t  à K .  

On peut remarquer que dans ce c a s  K(z) e s t  normal s u r  K e t  

que K ( Z ) / K  e s t  cyc l ique .  

Inversement : s i  n u e s t  l a  d é r i v é e  logarithmique d 'un  élément 

n r de K ; z = a r ( a  E: K )  a p p a r t i e n t  a u s s i  à K .  

ThEohem~.- n quo t i en t  de deux s o l u t i o n s  de L l inéa i rement  

indépendantes é t a n t  a lgébrique s u r  K l e s  t r o i s  p r o p r i é t é s  su ivan te s  sont  

équiva len tes  : 

i )  K(Q) e s t  une ex tens ion  cyc l ique  de K .  

i i )  Il e x i s t e  deux s o l u t i o n s  l inéa i rement  indépendantes de L 

dont l e s  dér ivées logari thmiques sont  dans K .  

i i i )  Il e x i s t e  un quo t i en t  T de  deux s o l u t i o n s  de L l inéa i rement  

indépendantes dont  l a  dér ivée  logarithmique e s t  dans K .  

i )  = i )  K )  é t a n t  cyc l ique  s u r  K ,  l e  groupe des homographies 

qui opère s u r  iP(S) ,  ensemble des  d r o i t e s  de  l ' e space  des s o l u t i o n s  de L 

e s t  cyc l ique  auss i  ; il e x i s t e  deux éléments de P(S) i n v a r i a n t s  par ce  

groupe ; e t  donc deux so lu t ions  de L l inéa i rement  indépendantes dont l e s  

dér ivées  logari thmiques appar t iennent  à K .  



i i )  => i i i )  La dér ivée  logari thmique du quo t i en t  de deux s o l u t i o n s  

e s t  l a  d i f f é r e n c e  des  dér ivées  logari thmiques des deux s o l u t i o n s .  

i i i )  => i )  Tout quo t i en t  T de deux s o l u t i o n s  l inéa i rement  indépen- 

dantes  e s t  un élément p r i m i t i f  de K(0) ; T é t a n t  a lgébr ique  su r  K e t  

II 
s a  dé r ivée  logari thmique appar tenant  à K ,  il e x i s t e  n  t e l  que T sz K .  

K(Q) e s t  engendré par  un élément T dont  une puissance a p p a r t i e n t  à K. 

Rmmyue. Q é t a n t  l e  quo t i en t  de deux s o l u t i o n s  Y 1  e t  Y2 

l inéa i rement  indépendantes,  posons 

Y i 
S i  u  a p p a r t i e n t  à K ,  u '  a p p a r t i e n t  à K e t  - y; 

e t  - , 
y 1 y2 

dont  l a  somme e s t  l a  d i f f é r e n c e  appar t iennent  à K s o n t  dans K.  

Comme un groupe d'homographies qu i  a  p lus  de deux p o i n t s  f i x e s  e s t  

?6duit à l ' i d e n t i t é ,  l e s  s o l u t i o n s  l inéa i rement  indépendantes dont  l e s  d é r i -  

vées logari thmiques s o n t  dans K sont  c e l l e s  dont l e  quo t i en t  e s t  s i  

G e s t  d i f f é r e n t  de { i d ) .  

On peut prendre comme i n v a r i a n t  d i f f é r e n t i e l  a t t a c h é  aux groupes 

cyc l iques  l a  dé r ivée  logari thmique d'un quo t i en t  de deux s o l u t i o n s  l i né -  

I 
iairement indépendantes de L. 
1 

i 



Rmarroue Q-t conoQ&e.- S i  t r o i s  s o l u t i o n s  de L deux à deux 

l inéairement  indépendantes ont  des  dér ivées  logari thmiques appar tenant  à 

K l e  groupe G e s t  t r i v i a l .  

I l  nous r e s t e  donc à déterminer  l e  nombre de s o l u t i o n s  de l 'équa-  

t i o n  de R i c c a t i  appar tenant  à K. Nous l e  f e rons  par i d e n t i f i c a t i o n  en mon- 

t r a n t  que u dér ivée  logari thmique de y s o l u t i o n  de L appar tenant  à 
m- 1 i 

K s ' é c r i t  u = 1 h .  (x) y , s i  m e s t  l e  nombre de pôles  de x ,  avec 
1 i =O 

h . ( x )  borné par  un nombre qu i  ne dépend que de L.  
degc(x) 1 

D'après l e  lemme démontré en 2 . 2 .  il nous s u f f i t  de montré que 

deg u e s t  borné pa r  un nombre qu i  ne dépend que de L.  
K 

On peut t rouve r  un nombre qu i  ne dépend que de L qu i  majore 

l e  deg u s i  u a p p a r t i e n t  à K. 
K 

Supposons donc que u appar t ienne  à K 

d i v ( u )  = d iv (u  dx) - div(dx)  

dy avec y s o l u t i o n  de L. u d x = -  
Y 

où A e s t  un d i v i s e u r  p o s i t i f ,  u dx n 'ayant  de pôles  qu'en l e s  s ingula-  

r i t é s  P I , .  . . , P  de L e t  en l e s  
'j 

zé ros  simples de y ( l e s  a u t r e s  r 

zéros e n t r a n t  dans l e s  s i n g u l a r i t é s  de L ) .  
m 

Z e s t  l e  d iv i seu r  des  zéros de dx, - 1 % c e l u i  de s e s  pô le s  
k=O 



2g - 2 e s t  l e  degré de l a  c l a s s e  canonique s u r  une su r f ace  de genre g .  

Les pôles  de dx sont  m pô les  doubles c a r  x a  m ~ ô l e s  

simples 

deg Z = 2(m+g-1) 

Le degré des  d i v i s e u r s  de u e s t  i n f é r i e u r  à 

dy e s t  n u l l e  e t  ces  r é s i d u s  sont  ceux Mais l a  somme des r é s i d u s  de - 
Y 

des pôles  simples qui.  correspondent aux zéros  simples de y c ' e s t - à -d i r e  

aux 'j 
e t  ceux q u i  proviennent  des  s i n g u l a r i t é s  P .  de y donc de 

1 

forme a .  avec a .  s 4 ne dépendant que de L. 
1 1 

nous permet de t rouve r  un majorant de N q u i  ne dépend que de L. 

3 . 3 .  C a i l  ck~dtrd. q e s t  encore l e  quo t i en t  de deux so lu t ions  

l inéa i rement  indépendantes de  L ; G l e  groupe de Galois  de l ' e x t é r i e u r  

K t '  K(n) 

ThéunErne. S i  K(n) e s t  une ex tens ion  de degré f i n i  mais non cyc l ique  

i e  K, l e s  qua t r e  p r o p r i é t é s  su ivantes  s o n t  équiva len tes  

i )  G e s t  d i é d r a l  

i i )  Il e x i s t e  une s o l u t i o n &  L dont l a  dé r ivée  logari thmique appar- 

t i e n t  à une ex tens ion  quadra t ique  de K (mais non à K) 

i i i )  Il  e x i s t e  un quo t i en t  de deux s o l u t i o n s  l inéa i rement  indépendan- 

t e s  de L dont l a  dér ivée  logari thmique a p p a r t i e n t  à une exten-  

s ion  quadrat ique de K (mais non à K ) .  



iv) L'équation L2 dont sont solutions les formes quadratiques en 

deux solutions linéairement indépendantes de L a une solution 

I dont la dérivée logarithmique appartient à K. 

Remarquons que si la dérivée logarithmique d'une solution Y1 
de 

L appartient à une extension quadratique de K son conjugué sera la dérivée 

logarithmique d'une solution de L non colinéaire à y2 - Comme K(n)/K est 

supposée non cyclique, ces deux éléments sont les seuls de l'extension qua- 

dratique à pouvoir être des dérivées logarithmiques de solution de L. 

) = ) et i )  : G étant diédral contient un sous-groupe H 

H 
cyclique d'indice 2.  extension K(0) + K(Q) est cyclique et K(Q)~ est 

une extension quadratique qui contient les dérivées logarithmiques de deux 

solutions linéairement indépendantes de L ou la dérivée logarithmique de 

leur quotient . 

) ou i )  = i) : Si nous sommes dans les hypothèses ii) OU 

iii) K(Q) est cyclique sur une extension quadratique de K. 

iii) => ii) est évident d'après le th. du 5 .  3.2. 

Y ; 
ii) => iv) : Les deux dérivées logarithmiques - y; 

et - étant 
y 1 

conjuguées dans une extension quadratique de Cc, leur somme et leur produit 

appartiennent à K. 

i) = iii) (OU ii)) . 

r L m e . -  Pour que la somme et le produit des dérivées logarithmiques 

de deux solutions de L appartiennent à K il faut et il suffit que la 

somme appartienne à K. 



Supposons que ' + = R élément de K.  

Y; Y; 2 Y; Y; 2 - -  (-) + - - - = R' qui appartient à K. 
y1 y1 y2 y2 

Mais 

y ; 
Le produit de - y; et - appartient à K. 

y 1 y2 

Remahque. 
" donc la dérivée logarithmique de " est - - Le conjugué de - 

rl rl 

1 - . Ceci est compatible avec le fait que seuls deux éléments de l'extension 
rl 

quadratique peuvent être les dérivées logarithmiques de solutions de L. 

L'invariant différentiel qui caractérise les cas où le groupe de 

l'extension K c t  K ( r l )  est diédral est la somme des dérivées logarithmiques 

de deux solutions linéairement indépendantes. 

TheohCrne.- On aura O, 1 ou 3 solutions de L2 dont la dérivée 

logarithmique est dans K si est algébrique sur K. 





Eguation de "Ricca t i  généra l i sée"  dont e s t  s o l u t i o n  l ' i n v a r i a n t  d i f f é r e n t i e l  

c a r a c t é r i s a n t  l e  cas  d i é d r a l .  

z ' 
z é t a n t  s o l u t i o n  de L2 , posons u = - 

z 

Nous déterminerons encore l e s  s o l u t i o n s  dans K de c e t t e  équat iop  

par  é l imina t ion  

Le degré des h .  (x) e s t  borné par  un nombre indépendant que de i s i  
1 

c e l u i  de  u dans K l ' e s t .  

On a comme en 3.2 

div (u )  = div(u  dx) - div(dx)  

Il s u f f i t  de remplacer un majorant de N dans 3.2. par  son 

daubl e .  



11 reste maintenant à décider si étant donné un élément u d'un 

corps # cet élément est bien la dérivée logarithmique d'un élément algé- 

brique sur K .  Le lemme 1 du 9.3.1 dit que pour cela il suffit qu'existe 

un entien m tel que mu soit la dérivée logqrithmique d'un élément de K. 

4 . 1 .  supposons u dx = 9 avec y c K .  
Y 

En taut point P de K ,  res (u dx) = ord (y). Pour que q soit 
P P 

la dérivée logarithmique d'un élément de K il faut qu'existe un entier 

m tel que 

m L % O où L = 1 res (u dx) . P 
P P 

Ceci s'établit en utilisant les résultats suivants. 

Supposons r surface de Riemann modèle non singulier de K dans 

3 
6 . K un corps de définition de C et de L ,  

a) Si R est un corps de nombres algébriques. 

si Yi est un anneau de valuafion dans K extension de l'anneau 

- 
de valuation rationnel associé au nombre premier 

"i 
tel que r .  la courbe 

1 

r6dyite correspondante soit non singulière, on note alors e l'ordre du 
i - 

groupe des points de la jacobienne ~ ( 7 ~ )  qui sont rationnels sur K. et 
1 

d'ordre premier avec pi. 

Lenîme,- Si l'image de L daps J(T) est ordre fini, il existe - 
deux premiers pl et p2 tels que : 



b)  S i  K e s t  de t ype  f i n i  s u r  $. 

On c h o i s i t  une s p é c i a l i s a t i o n  de K ,  K ' ,  corps  de nombres a lgéb r i -  

ques avec + ' non s i n g u l i e r .  

J (Cl ( K I  tors + J (C1)  (K') t o r s  

e s t  i n j e c t i v e .  

4 . 2 .  S ' i l  e x i s t e  un e n t i e r  m t e l  que m L  e s t  un d i v i s e u r  pr in-  

c i p a l  ce ne  peut  ê t r e  que c e l u i  que nous avons t rouvé .  Essayons de c o n s t r u i r e  

l ' é lément  du corps de fonc t ions  dont  il e s t  l e  d i v i s e u r  

L e t  Lm d i v i s e u r s  p o s i t i f s ,  s u r  une su r f ace  de Riemann (ou courbe) 
O 

dont l e s  s i n g u l i e r s  r é g u l i e r s  p l , . . . ,  s o n t d e m u l t i p l i c i t é s  
n  

'n S 1 " * ' y S n '  

S o i t  D = 1 s P . Construisons une courbe B t e l l e  que 
j = i  j j 

où X e s t  un d i v i s e u r  p o s i t i f .  S i  Q e s t  l e  degré de B pour que 

L - L s o i t  un d i v i s e u r  p r i n c i p a l  il f a u t  e t  il s u f f i t  q u ' e x i s t e  une 
O m 

courbe B'  de  degré Q t e l l e  que 

Confondant B e t  B '  avec l a  fonc t ion  s u r  q u ' e l l e s  repré-  

B s e n t e n t ,  nous avons : div(?) = L - L . 
B O a 



Cl] PICARD : T h d é  d'andyae - Tome III - Gauthier-Villars (1908) 

[2] PLEMELS 3 : "PtLobLem i n  ,the aenhe 0 6  ltiernann and Klein" - Interscience 
Pub. New-York - 1964. 

[3] K O L C H T N  : " G d o h  Xheohy 0 6  d i d & L k e d d  ~ i & d A 1 '  - American journal of 
Math. (75). 

[4] K O L C U T N  : "On the  G d o h  theohy 0 6  di66ehcnZLd 5ieL&" - American 
journal of Math (77). 

[5] K O L C U I N  : "kegeb4aic ghou,oa and &ebfia,c dependmce" - American journal 
of Math (90). 

[6] A.M. BRASSELET : "Ddpendance dgébtique den aoluliam d4équuLLonh di-{dé- 
/tena%&el' - Université de Lille n0105. 

[7] E .  PICARD : "Andogie &nithe La thdotue d a  é q u ~ v n a  &d$éhe,nZLe.Uu 
finéc.Lihea et % ,thdonie dea é q d o n a  dgébhiqua" - Gauthier-Villars (1936). 

[8] R et A. VOUADY : ALg2btLe eA &QotUea gdohiennea - Vol 2 / Théories 
galoisiknnes - CEDIC-Nathan. 

[9] SAMUEL : Cuhpd de &~nC;tiuu dgéb/Uquen - Cours fac. des Sciences de 
Paris - Institut H. Poincaré - Février juin 65. 

[lo] K L E I N  : Lecitunu on the  Icoanhechan - Dover Publication New-York 1913. 

[il] BALDASSARPI and WÙRK : "On aecond ohde& finedh & ~ ~ e t ~ e n ~ d  equdonh  
u h  dgebtLC& 6o~uAiou"  - American journal of Maths (101). 

1121 BALDASSARRZ : "On aecond ot~deh finecur &d@henZLd cquuLLou i k t h  dgebkaic 
cloLLiA;io~~cl on dgebhaic CWLVU" - American journal of Maths (102). 



D a n s  ce t r ava i l ,  on exppicite l a  théorie  de Galois différen- 

t i e l l e  des équations du second ordre lorsque l e s  solutions.sonb algé- 

briques, e t  l 'on es t  amené b étudier iles t r o i s  cas suivants' 
i" 

. nature des équations d i f  f l renr ie l  les  l inéaires  homogènes du second , 

ardze b coefficients dans un (E(z)  ayant l eu r s  solutions dansl une 

e t a e i a n  transcendante pure de (C. 

.:~ond$tions pour l ~ k $ q u a t i o n s  d i f férent ie l les  linêaire&hanogènes 
1 .  lii .?ec*nd ?rdte à c o e f  cients dans un E(z) a i t  de? solutions . ' 

afq4b:xiques. . 
k 

L - 
< . . . ,, 

'. . .,..L .': , , t$p&itions pour qae l e s  équations d i f férent ie l les  l inéaires  homogZne8 
- - ,  

.du se-cqmd ordre 2l.coafficiencs dans l e  corps de fonctions d'une 
' 

< /  _ . , t -+ 
c$&b~., +. . , -  algi?btique ait des qolut ions algébriques. 

) i 2 . 
1 + 

*$ . <[ 

.- , Dans cbcun des cas, on classif ie  l e s  équations suivant 1" 

t~d i i c t ib l l i (8  &a l ' i r r éduc t ib i l i t é  de l a  representation du- g~%&$ de 
... 

. Gelois dans I 'espace dstr:usolutiuns. 
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