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Aprés une recherche effectuée en commun, ont été réunis dans ce

mémoire les travaux de
Chantal MOREAU-D'HALLUIN :

* Nature des équations différentielles linéaires homogénes du

second ordre d coefficients dans un €(z) ayant leurs solutions dans une

extension transcendante pure de € (Chapitre III)

* Conditions pour que les équations différentielles linéaires
homogénes du second ordre d coefficients dans un C€(z) ait des solutions

algébriques (Chapitre IV).

. Marie-Claire GAULTIER de KERMOAL :

Conditions pour que les équations différentielles lindaires
homogénes du second ordre d coefficients dans le corps de fonctions d'une

courbe algébrique ailt des solutions algébriques (Chapitre V).

L'introduction, les chapitres I et II ont été l'objet d'un

travatl commun.
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INTRODUCTION



Le probléme de la détermination des équations différentielles
linéaires du second ordre & solutions algébriques a tout d'abord &té étu-
dié par Félix KLEIN dans son ouvrage "Vornlesungen (ber das Thosaeden" (1884)
Félix Klein fait une &tude systématique des revétements de la sphére de
Riemann par la sphére de Riemann, des groupes de transformation correspon-
dants et des formes invariantes par ces groupes. Sa démarche consiste alors
3 mettre en relation "deux théories modernes : La théorie de Riemann des
fonctions et La théornie de Galois des Zquations algébriques". I1 détermine
ainsi les &quations différentielles linéaires homogénes du second ordre 2
solutions algébriques dans une extension transcendante pure de €, 3 savoir
des équations hypergéométriques. Ces &quations et leurs solutions ont &té
étudies systématiquement par GOURSAT.

La méthode de Klein, en mettant l'accent sur le groupe de 1'équation diffé-

rentielle est en fait galoisienne.

Différents travaux, en particulier ceux de Sophus LIE : "(ntlgher
un systeme differentiel admettant un groupe connu', ont mis en 8vidence 1'im
portance de la notion de groupe d'une équation différentielle ginsi que
1'analogie entre la théorie des &quations différentielles linéaires et la
théorie des équations algébriques systématisée par E. PICARD et E. VESSIOT
(1896) : "A toute équation differentielle Lintaire d'ordre n cornespond
un ghoupe algébrique de trhansformations Linéaires & n variables, qui joult
de propridtés analogues d celles du groupe galois d'une Squation algébrique'.
‘[ée groupe a été nommé groupe de rationnalité par Félix Klein, on 1'appelle

auiourd'hui arouve de qalois différentiel].
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Ces travaux ont ouvert la voie & F. MAROTTE qui a repris ces
idées dans sa thése "les Zquations différentielles Lindaires et La thonie
des groupes" (Toulouse, 1889).

F. Marotte a donné une méthode pour déterminer le groupe de rationalité
d'une &quation linéaire donnge : il raméne cette détermination & la recher-
che des intégrales d'une certaine &quation linéaire auxiliaire qui ont une
dérivée logarithmique rétionnelle.

F. Marotte a appliqué sa méthode aux équations d'ordre 2,3 et 4. Il a aussi
montré que, dans le cas général "le groupe de rationalité est le plus petit
groupe algébrique contenant le groupe de monodromie et les groupes de méro-
morphie relatifs aux points singuliers".

Par la suite RITT (1938) a repris la théorie des &quations différentielles
algébriques et KOLCHIN (1950) a formalisé la théorie de galois différen-

tielle sous un angle purement algébrique et géométrie-algébrique.

Aprés E. Picard, E. Vessiot et F. Marotte 1'étude des équations
différentielles algébriques en utilisant le point de vue galoisien diffé-

rentiel a semble-t-il &té abandonnée.

Récemment F. BALDASSARI et B. DWORK (1979) ont décrit un procédé
permettant de déterminer les &quations différentielles linéaires du second
ordre 3 solutions algébriques, les équations ayant leurs coefficients dans
une extension transcendante pure de € ou dans le corps des fonctioms

d'une courbe algébrique.
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Dans ce travail, nous &tudions les équations différentielles
linéaires homogénes d'ordre 2 i solutions algébriques en reprenant 1'é&tude
de F. Baldassariet B. Dwork et en s'appuyant sur le travail de F. Marotte,
considérant ainsi le point de vue galoisien différentiel de E. Picard et
E. Vessiot. Ce point de vue permet de linéariser le probléme, le groupe de
Galois opérant linéairement sur 1'espace des solutions, ce qui donne une

approche plus fine que celle de Baldassari et Dwork.

Aprés avoir fait des rappels généraux sur la théorie de Galois
différentielle et la ré&solution des &quations différentielles dans un
premier chapitre, nous reprenons dans le chapitre II 1'étude de Klein des
revétements de la sphére de Riemann par la sphére de Riemann et des groupes

G correspondants

Nous déterminons &galement les fractions rationnelles 2z = z(t)

invariantes par G.

Le Chapitre IIT est consacré 3 la détermination des équations dont
les solutions sont algébriques dans une extension transcendante pure de C.
Nous suivons ici la démarche de Klein en la simplifiant considérablement par
le résultat suivant : G é&tant 1'un des groupes Cn’ Dn’ T, Coul, si G

-

n'est pas cyclique, le centre est réduit a 1'identité et par conséquent la
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la représentation de G dans 1'espace des solutions ne contient pas
d'homothéties, ce qui implique que les solutions s'expriment rationnelle-

ment en fonction du rapport de deux solutions indépendantes

c(n) m—m——  €(n) <Y Yy
1\
P(G) = G G

.
\\

™ C(z)

Ce qui nous permet d'affirmer que les &quations y" + py' + qy = 0 3 solu-

tions algébriques dans un C€(t) sont des Equations hypergéométriques

[y=(a+B+1)z] _, o

rn =
yor z(z-1) yor z(z-1) 7 0

ol o,B,Y sont déterminés par le groupe G et si G est cyclique on a une

équation d'Euler.

Le probléme traité par F. Baldassari et B. Dwork est repris dans

les chapitres IV et le chapitre V.

On considé&re une &quation y" + py' + qv = O 3 solutions algébriques,
ol p et qe€ K, K &tant un €(t) ou le corps de fonctions d'une courbe
algébrique c'est-a~dire le corps des fonctions méromorphes sur une surface de
Riemann compacte.
Y2 Yy étant une base de solutions, le groupe projectif G qul opére sur les
quotients de solutions 1 est un groupe de transformations homographiques
a coefficients constants (dans €) et donc G opére sur €(n) et l'on a

le diagramme commutatif



——

> K(N) —— K(y,,7,)

> AN

)‘———G—-——* €¢(n)

N ————

€(

Nous montrons que 1'&quation y" + q,y = O (équation normalisée de

1
y" + py' + qv = 0) est le relévement d'une &quation 3 coefficients dans

€(z) dont n est encore un quotient de solutions.

Les cas oi G est soit cyclique, soit diédral est traité séparé-

ment. Dans les autres cas, 1'équation y" + q,y = O est le rel&vement d'une

1

équation hypergéométrique de groupe G, déterminée au chapitre III.

G est cyclique si et seulement si il existe deux solutions
(définies chacune & un facteur constant pré&s) admettant une dérivée loga-
rithmique dans K.
G est diédral si et seulement si 11 existe deux solutions (définies chacune
4 un facteur constant pré&s) admettant une dérivée logarithmique dans une
extension quadratique de K, les solutions &tant conjuguées ; ce qui est
8quivalent & dire que la somme des dérivées logarithmiques des deux solutions
est dans K.
Ceci nous améne A distinguer le cas du groupe de Klein puisqu'alors K a
trois extensions quadratiques.

Si K = €(t) on peut effectuer les calculs explicites, c'est ce qui est fait

au chapitre IV.
]

L'existence de solutions y algébriques sur un corps K telles que %7

appartienne 3 ce corps ne pose pas de problémes si le corps de base est

un €(t), ce qui n'est pas le cas si K est le corps de fonctions d'une



surface de Riemann de genre différent de z&ro. Alors on démontre que

y' = y71 (T € K) a des solutions algébriques si et seulement si il existe
un entier m tel que m soit la dérivée logarithmique d'un &l&ment de K.
On &tudie ensuite des conditions nécessaires d'existence de l'entier m

et si elles sont vérifiées, en utilisant la théorie des diviseurs, on

donne un procé&dé pour construire effectivement 1'élément de K dont la

dérivée logarithmique est mT.

Cette étude est faite au Chapitre V.



CHAPITRE 1

Dans ce premier chapitre, nous rappelons des points fonda-
mentaux en ce qui concerne les &quations différentielles linéaires
homogénes & coefficients dans un €(z), leurs solutions en un point
régulier, le prolongement de ces solutions qui introduit la notion
de monodromie et 1'expression des solutions au voisinage d'un point

singulier.

Nous rappelons tré&s briévement la théorie de Galois algé-
brique et énongons les résultats de la théorie de Galois différen-
tielle. Nous donnons l'expression du groupe de Galois différentiel
comme groupe algébrique des matrices et le résultat que nous utili-
serons dans toute la suite : Le groupe de Galois d'une équation
différentielle linéaire homogéne 3 points singuliers réguliers
3 solutions algébriques est &gal au groupe de monodromie de 1'équa-

tion.



§ 1 - Equations algébriques & coefficients dans @. Theornie de Galodis

algébrique.

L'équation P =0 ol P e Q[X] de degré n, irréductible

sur @ a n solutioms x ces X distinctes dans €.

1°°
L'extension de @ , K = Q(xl,...,xn) est le corps de décom-
position de P sur @

I=1{Re QEK;,...J‘;]/R(XI,...,xn) = 0} est un idéal conte-

nant P(Xl)""’P(Xn)'

Sn , ensemble des permutations de n &léments, op&re sur

1 -
1'anneau QEXl,...,XnJ par Gf(Xl,...,Xn) = f(XO(l)’°"’Xo(n))'

On considére G = {0 € Sn'OIC: I}.
G est 1l'ensemble des permutations de Sn conservant les

relations algébriques entre les racines.

G est le groupe de Galois de 1'@quation P = 0

. G est le groupe des Q-automorphismes de K et 1'ordre

de G est la dimension de 1'espace vectoriel K sur Q.

La théorie de Galois dit qu'il y a correspondance bijective
entre les sous-corps K' de K contenant @ et les sous-groupes
G' de G.
K' corps correspondant & G' est le sous-corps de K composé
des éléments invariants par G'.
Dans cette correspondance, les sous—groupes distingués de G

correspondent aux extensions normales de Q.



§ 2 - Equations diffhentielles Linfaires homogenes d coefficients

dans X = €(z).

E. Picard [El.

On considére les équations

(n) (n-1)

(E) vy + ay .+ ay = 0 ot les a, sont_des fonctions

ai(z) holomorphes sauf en un nombre fini de points. Les ai(z) sont

des fractions rationnelles en z.

2.1.- Point négulien - Sclutions en un point néequlien.

Point négulien : Un point z_ est un point régulier de (E)

si en ce point tous les coefficients a;, sont holomorphes, c'est-a-dire

si z n'est un pble pour aucun des a,.

Remarque : Si z  est le point & 1'infini, on transforme

P . . 1
1'équation en prenant comme nouvelle variable t = 7"

Solutions en un point régulier : En chaque point régulier Z s

il existe une solution y analytique au voisinage de z, et satis-

faisant les conditions initiales y(zo) = b0 , y'(zo) = bl,...,y(n-l)(zo) =
bn—l. Les solutions de (E) au voisinage d'un point régulier z

forment un espace vectoriel de dimension n sur C.

Une base de cet espace s'appelle un systéme fondamental de

solutions au voisinage de z

o
L'indépendance linéaire de n solutions fl""’fn est carac-
térisé par la relation w(fl""’fn) = f1 yeaens fn # 0
£! f!

au voisinage de z .



W(fl,...,fn) = Wronskien.
. Le Wronskien satisfait 1'équation différentielle w' + aw =0
si a, =0 w est une constante.

. Points singuliens.

Les seules singularités possibles des solutions de 1'équation
(E) sont les points ol 1'un au moins des coefficients a; admet
une singularité. I'ensemble A des points singuliers des solutions
de (E) est fini. En tout point de B = PI(C) - A toutes les

solutions de (E) sont réguliéres.

Exemples : Quels sont Les points singulierns des équations

sulvantes ?
a) y'-y=0.
L'infini est un point singulier pour cette équation :

en effet, posons t = %

y(z) = f(t) = y(-tl?) fr(t) = y'(2) X(— _12_\)
t
- tzf'(t) - £(t) = 0.
f est solution de 1'&quation f'(t) + f(;) = Q.

t

b) zy' -oay =0 ou y'-—-y=0.
0 est point singulier.

P . . . 1
L'infini est point singulier t = —
p g z

- tzf'(t) - atf(t) =0 £'(t) + % f(t) = 0.
_ = . t 2 " ! —
c¢) (E) = équation d'Euler z7y ~2rzy' + sy = O

y" - 3§-y' * j%—y =0



. 0 est point singulier.

. L'infini est point singulier

2=l ) =y@ x4 5 £ =y x Ly (@) xS
t 2 4 3
t t t
2ence) + ZE () + 2 e ) + se) -
t
£'(t) + (—% + 2ere) + S @) - 0
t t t
' vl
d) (E) = 1'équation de Bessel y" + %; + (1- —7)y =0
z
0 est point singulier ;
£=1 ¢ f"(t) - (— + é)f (£) + (l—v t )f(t)
z
1'infini est point singulier.
2.2.- Profongement des sofutions.
Soit Y wun chemin de z a z dont tous les points sont
réguliers

-~ toute solution de (E), définie au voisinage de z  peut étre
prolongée analytiquement le long de Y en une solution de (E)

au voisinage de z

-~ si 1'on prolonge analytiquement un systé&me fondamental de solutions

on obtient en tout point de Y un systéme fondamental de solutions

f —al(z)dz

et 1'on a w(zl) ='w(zo)e Y .

Dans le cas oii Y est un chemin fermé, le probléme est de
savoir si en prolongeant une solution de (E) le long de vy, la

solution a 1'arrivée sera identique ou non 3 la solution de départ



et ce que sera la solution prolongée.

Chemins homotopes - Groupe ﬂl(B,zo).

2 chemins Yo et Yl dans X sont homotopes, s'il existe
une application continue § : I X I + X telle que

§(t,0)

Yo(t) s(t,1) = Yl(t)

§(0,s)

¥, (0) = v, (0), 8(1,8) = v (1) = v, (1).

Autrement dit, si 1'on pose Ys(t) = §(t,s), la famille
des chemins Vg d'origine z et d'extrémité z, est une déformation

continue de Y, en Y, lorsque s variede O a 1

v

o]

Le groupe ﬂl(B,zo) est le groupe constitué des classes d'équi-
valence des lacets dans X d'origine et d'extrémité z 3 deux lacets

étant 8quivalents si et seulement si ils sont homotopes.

Exemple - de prolongement de sofutions.

(E) : zy' —ay =0 ; 0 et 1'o® sont les points singuliers.

L'espace des solutions au voisinage de z (zO # 0) est de
dimension 1, engendré par 2%, Prolongeons cette solution le long
d'un lacet ne contenant pas O en son intérieur, on retrouve 2%

Prolongeons maintenant la solution z* 1le long d'un lacet
contenant O en son intérieur, on trouvera la solution zaniWnu

oi n est le nombre de toum faits autour de zéro.



Ceci définit donc un morphisme des classes de lacets a homo-
. - s q¢ * .
topie prés, c'est-3-dire de ﬂl(B,zo) dans € dont l'image est le
2imo

groupe engendré par e . Ce groupe sera fini si et seulement si

0 est rationnel.

§ 3 - Groupe de monodromie |[Plemelj [2].

3.1.- Théoneme de monodromie.- z, un point singulier, f
une fonction analytique définie au voisinage de z_ prolongeable
le long de tout chemin T d'origine z =~ contenu dans un domaine D.
t

Si Yy et ¥y

sont 2 chemins de z a z, homotopes dans D

{(ils définissent la méme classe dans WI(D,zo)), alors le prolon-
gement fY(z) de f(z) 1le long de 7Yy et le prolongement fY,(z)
le long de 7Yy' de f(z) définissent la méme fonction au voisinage
de z

1

3.2.- Groupe de monodromie.

Soit z un point régulier, z € B, U un ouvert de X
contenant zos U ne contient pas de singularités, dans lequel
toute solution est prolongeable. Les solutions définies sur U
forment un espace vectoriel de dimension n sur C que l'on

notera Sol(U).

Soit Y un chemin fermé d'origine et d'extrémité z .
On étudie le prolongement d'une solution y le long de Y,

plusieurs cas peuvent se produire.

1°) v ne contient aucun point singulier en son intérieur,

Y est homotope & z&ro dans X : nous obtenons la méme solution

d'aprés le théoréme de monodromie.



2°)

a) Y contient un point singulier en son intérieur, nous
obtenons une solution de (E), pas nécessairement la méme.

On définit ainsi une application Y : Sol(U) - Sol(U)
linéaire et qui ne dépend que de la classe d'homotopie de Y dans

WI(B,ZO)

b) Y contient plusieurs points singuliers en son intérieur

b 5D Y est homotope au lacet composé des lacets \ERRRER "

& H

ui ne contiennent chacun qu'un point singulier b. en leur inté-
q P 3

12"

rieur. On définit encore une application linéaire

Y : Sol(U) > Sol(U)

=1
<&
e}
-2
N
e}

"
Si Yy représente la classe d'homotopie de Y dans ﬂl(B,zO).

On définit un morphisme

ﬂl(B,zo) —> Endeol(U)

v -
y — (y : Sol(U) ~ Sol(U))

Un systéme fondamental de solutions étant choisi sur U

(£ ’fn)‘ Un endomorphisme de Sol(U) est représenté par une

120



désigne le chemin inverse de Y, Y' oy

est homotope & zéro donc Y'o Y = id 1la matrice qui représente Y

matrice n X n. Si Y

est inversible.
Donc WI(B,zo) a une image dans Gl(n,E) qui est un groupe
de matrices engendré par un nombre fini de générateurs : les matrices

associées aux lacets entourant chacun des points singuliers.

Cette 4mage de m (X,zo) dans Gln(«:) est Le groupe de

monodromie de £'equation (E).

Remarque :
1) Si z, est un autre point régulier dans U.
On définit de la méme facon 1'image de ﬂl(B,zl) dans Gln(m) soit Ml'

Alors M et M1 sont 2 groupes conjugués.

Y un chemin de z_ a z ; T la matrice associée
-1
MI=T0MOT 5
2) Si (gl,...,gn) est un autre systéme fondamental de
solutions au voisinage de 4°U. M et N 1les 2 groupes de monodromie
Yo doms :
associés _ 0 la matrice de changement de base alors N = oMo .
Un changement de point ou de systéme fondamental de solution§revient
a prendre un sous—groupe conjugué du précédent.

’

§ 4 - Expression des solufions au vodisinage d'un point.

4.1.- Expression des solutions en un point rnegulier.

Nous cherchons une base de Sol(U) pour laquelle la matrice

associée a Y soit la plus simple possible



= 10 —

fl’ .,f]__1 un systéme fondamental de solutions
* * _
fl""’fn' les transformées par Y de f],...,fn .
* = = 3 ' —
(fi) (Cij)(fj) c (Cij) est la matrice de 1'endo
morphisme Y. Les valeurs propres de Yy sont les solutions de

(c-6id) = 0. Cette équation caractéristique est indépendante de la
base choisie. A chaque valeur propre 0 on associe au moins un

vecteur propre : une solution y de (E) telle que yY = 0Oy.

- Si les n valeurs propres sont distinctes 6 ..,en. Une base

TR

de Sol(U) est constituée de n solutions Yyseeeo¥y telles que

- Si 1'équation caractéristique admet des valeurs propres multiples,
on peut trouver une base dans laquelle la matrice a la forme d'une
matrice par blocs, ayant des blocs non nuls seulement sur la dia-

gonale ces blocs ont 2 formes possibles . X 0 ou /. 1 0

. A .
0 : 0 . 1

(forme de Jordan). Par un changement de base, on peut se ramener a la

forme AA 0 \. La somme des tailles des blocs ol figurent

la méme valeur ) est égale a 1'ordre de multiplicité de cette

valeur propre A.

Dans ce cas, on peut trouver un systéme fondamental de
solutions composé soit de fonctions y telle que l'on ait yy = 6y

soit de solutions groupées par bloc YyseeesYg telles que 1'on ait
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i,y T

yst = 9(y1+y2)
YB;Y = e(Y2+Y3)
ys,Y B e(ys—1+ys)'

4.2.- Expression des solutions au voisinage d'un point singulien

Y un chemin d'origine et d'extrémité z point régulier con-
tenant le seul point singulier b en son intérieur.

Y peut étre un cercle centré en b et passant par z ~ par-
couru dans le sens direct.

9

Si z parcourt vy , (z—b)p devient (z—b)p X
2imp

Y est défini par z-b = re
21
1P,
Supposons que e est valeur propre, si y est le vecteur

* 2i7p
propre correspondant y = e v

v
(z-b)P

La fonction est invariante quand =z parcourt y

c'est une fonction analytique au voisinage de b donc y solution

est de la forme y(z) = (z—b)pw(z) ot Y admet un développement

de Laurent au voisinage de b.

a) Si L'equation carnactinistique a toutes ses racines

distinetes Opseeesbp 5 Py70; £Z.

Alors une base de solutions est donnée par

01
= (z-b) §,(2)

<
i

@ e
]

Y
(z-b) ", (2).
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b) S £'équation caractérnistique a des racines multiples et

By, ¢ Z.
Soit p une racine multiple d'ordre s. MAEREEEY N les
solutions correspondantes
2iTp
yp=e Y
2im
y, = @D @), vy = e Py,
Calculons Yo- On remarque que pour u(z) = E%E-Log(z-b)
uY(z) = u(z) + 1.
Posons y, = uy, + ¥2
2im
vy = e Pluy) + ¥y +y) sty ey

y; _ e21ﬂpyl(u+l) " 621ﬂpw2 _ (uH)eZmpy1 N W;

donc Wz.eZiﬂp = WZ
1o~ = (o_m\P
d'ol Wz = (z-b) ﬂz
2imp
d'ot ¥y = (z—b)p LOg(Z‘b)@l(Z) + WZ(Z)
2im
Y, est donc de la forme
y, = (z-b)°[Y, (2)Log(z=b) + ¥,(2)].
D'une fagon générale, on trouve
® ) p f
v, = (z=b)"Y,(2)
yZ = (z—b)p ulﬂl (Z) #* lﬂz]
y5 = (zh° [5(—‘2‘—7—’1 0,(2) + ul,(2) + @3<z>J
etc...

5 1
ol U ® Log(z-b).
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c) Si pj-pi € Z 5 pj =0y + p, p entier positif.

On se trouve alors dans un cas similaire au cas b) avec

d'autres possibilités.

Exemple des équations d'ordre 2, 0p =P » Pp=0 P

(z-b) PP (z~b)

on a 2 intégrales Yy

y, = (z-5)°P(z-b) [c Log(z-b)+(z-b) P¥(z-b)]

oi ¢ est une constante et § et ¥ sont holomorphes.

On peut avoir ¢ = 0 et alors y, = (z-b) P PP (z-b) ¥ (z-b)
, 2

est solution; y, @ pour exposant p-p.

Si ¢ # 0, le point b est alors appelé point singulier

logarithmique.

4.3.- Point singulien rnégulien - Condition de Fuchs.

On dira que b est un point singulier régulier pour 1'équation
si b est un pbdle ou une singularité logarithmique des solutions
M EREREN AL Ceci revient 3 dire que dans l'étude ci-dessus les wi

sont holomorphes en b ou ont un pble d'ordre fini, ce qui est vérifié

dans 1'exemple du c).

Si b est une singularité essentielle pour 1'un des @i’

bi est un point singulier essentiel pour 1'équation.

Condition de Fuchs.

Un point singulier fuschien de 1'@quation différentielle

linéaire y(n) (n-1)

+ al(z)y + ...+ an(z)¥= 0 est un point b

oli toutes les solutions sont soit réguli@res soit admettent ce point

~

comme point singulier régulier.
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Théoneme de Fuchs.

z = b est un point singulier Fuschien si et seulement si
chaque coefficient ai(z) est soit régulier soit admet =z = b

comme pdle au plus d'ordre 1i.

4.4.- Exemple de €'equation d'Euler.

Expression des solutions et groupe de monodromie

2 s
(E) y'-=y'+S5y=0, B=¢€-{0
z

1'espace des solutions Sol(U) est de dim 2.

Cherchons des solutions de la forme vy = zpﬁ(z)
ol (f(z) = a, + o,z A

Dérivons y' = pzp—l(@o +o...) F zp(a1 + ...)

- -1
3" = p(p=1zP (ot + 202 () * 2P (ot )

et identifions avec 1'&quation (E).

Le coefficient de zp_2 est nul,

donc p doit satisfaire 1'équation p(p-1) - 2rp + s =0

ou encore p2 - p(2r+l) + s = 0 (Equation déterminante).

Si cette équation a 2 racines distinctes 0 et pz

p-
1'équation d'Euler a 2 solutions de la forme y; = 2 lwi(z),

i =1,2 en identifiant, on trouve

P1 P2 .
Y, =2 et y, =z sont solutioms.

. Si 1'équation déterminante a une racine double p

e

les 2 solutions sont y, =2 et y,= zP

Log =z, p =71 + % .
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Groupe de monodromie M.

. Dans le cas oli il y a 2 racines distinctes o, et o,

M est engendré par la matrice

Ziﬂpl
e 0

21imp
0 e 2

Dans le cas ofi il y a une racine double p

le groupe est engendré par la matrice
eZlﬂp eZlﬂp
e21ﬂp

M est fini <==> il existe deux solutions distinctes rationnelles

P1s Py

. * .
si1 p1 ~ p2 €eZ , M est cyclique

S'il y a une racine double, M n'est pas fini.

§ 5 - Theonie de Galois difperentielle. Groupe de Galods.

Kolchin Eﬂ, [4] . |:5] , Picard [7]

5.1.~ Deginitions.
A une équation différentielle (E),

(n)

y + a y(n—l) + ... +ay=0 3 coefficients dans un corps K,

1 ) n
on associe un corps L engendré sur K par M ERREE systéme

fondamental de solutions et leurs dérivées.
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L est une extension de type fini de K.
L est un corps diffé@rentiel au sens oli si y € L ses dérivées sont
aussi dans L

. ¢ cpa . . (k) k
f est un morphisme différentiel de L si f(y 7)) = (£(y)) quelque-
soit y € L
K et L ont méme corps des constantes.

Ici, K = €(z) et le corps des constantes est €.

On définit de la méme fagon que dans la théorie algébrique,
le groupe des K-automorphismes différentiels de L : G

0 € G si et seulement si pour tout i pour tout k

)(k) o

o(yik)) = (O(yi) ol (yl,...,yi,...,yn) est un

systéme fondamental de solutions.

G opére donc linéairement sur S espace des solations,
qui forment un espace vectoriel de dimension n sur C.
G est fermé pour la topologie de Zariski.
G est un groupe algébrique de matrices.
La dimension de G est le nombre de paramétres indé&pendants

intervenant dans les équations de définition.
dimCG = degré de transcendance de L sur K.

dimmG = 0 <==> G est fini <==> L/K est algébrique.

5.2.- Expression du groupe de Galois comme ghoupe algébrique

de matnices. A.M. BRASSELET [6].

(E) : y(n) + a y(n—l) + ..

I - tays= 0 1'équation différentielle

linéaire d coefficients dans K.

YyseresY, un systéme fondamental de solutions.
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On pose

n
t
In
A =
(n-1)
n
det A = w = wronskien.
Pour tout o0 € G, calculons 0(A) et (o(A))' = o(A").
1 t
¥y cee Yn 1. .
A' = . . = x A= A.A
0 1
(n) (n) _ - 3
y I A a2 e an oi A € Gln(K)
A est invariante par G
G(A") = G(A.A) = Ac(A) = AT lo@ay s
d'autre part, ()" = (A.a" o))" = '@ Yoy + a0 o))"

1

d'oli A.(A o(A))' =0

A—IO(A) € Gln(K)-

Le morphisme ) qui & o fait correspondre A_IO(A) est

un morphisme de groupe injectif
Y : Gal(L/K) - Gln(K)

ce qui permet d'identifier Gal(L/K) a un sous—groupe de matrice

de Gln(K).

Remarque : La condition G ClSln(K) équivaut 2
-1 . s . <
det(A "o(A)) = 1. Ceci pour tout o0 € G, ce qui &quivaut &

det 0(A) = det A ou encore det A = w € K.
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Et alors 1'équation différentielle y' + a;y =0 dont w

est solution a donc une solution dans K.

Les trois conditions sont &quivalentes :

K
GC 51n( )
w = wronskien € K

y' o+ ay = 0 a une solution non triviale dans K.

5.3.~ Cas ol n =2, expression de A—IO(A).

y y a(y,) o(y,)
Ao /1 2 (b = | 2
\y{ Yy o(y]) o(y})
v | ' |
- ¥,0(y)=y,0(y}) ¥,0(y,)=y,0(y))
oy = 208700 202770
~y19(y)+y0(y)) -y 19(y)+y,0(y))
5.4.- Exemples.
K = ¢(z), € corps des constantes, dérivation a‘—iz— .
1 * z
a) y'-y=0 G =¢C L =K(e”)
b) zy' = ay =0 L=K(zoc).
Si o est rationnel o = g— - G est fini, contenu dans
le groupe "™ des racines de 1'unité.
Si o n'est pas rationnel, G = c*.
c) y"-y = 0, solutions y; = ez, Yy = e ? L= K(ez).
G est de dim 1, on a les relations yi =¥ yé = "Y,»
Yy = 1

a 0 %
G={< _> oi a€ € }.
(0] a
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d) 1'équation d'Euler zzy” - 2rzy' + sy =0.

o B

1) s'il y a 2 solutions de la forme y, =2 et y, =z

L

Y2

a 0
G =1 <: :) ad # 0} .
0o d

Si o et R sont rationnels, il existe 2 entiers tel que

y v,
K(zu,zB) 1. %- 2 ‘S a# B

P nm=1.

p€ Z alors on a y?yg =z" et ad

Alors G est fini.

2) s'il y a 2 solutions v, = 2% et Yy = zaLog z

y
1 = .q'. ' = -q— ——L
YI=ZY o YTVt
a C
¥
G ={ <: :) a€ecC} .
0] a
, 2
o Y+l +a-Tpy=o Y € € &guation de Bessel.
Z

. . . i
y' o+ é-y a une solution non triviale . dans €(z)

donc we €(z) et G CISlZ(C).

On a les résultats suivants

¥ Si 2y est un entier impair : n, et n, sont solutions
1

. s . k- =
iz v ik 2 (s+k)!
e ) 4G e avec  ay = 1 (e-k)!
k=0
1
_k.. —
. S . 2
_ -1z ? ( 1)kz
N2 VT2
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= ' - -
N, = ae ez np=on ., Ny =0, ay # oy

*
Voecg . 53 c €€ tel que G(nz) = cn,

'oii
c 0
* ) . ¥
G = {<:: ;E) cecC} G est isomorphe 3 € .
0 ¢

¥ Si 2y n'est pas un entier impair

d

o 1P (%) 2P
-DF

Si 2y n'est pas entier n, = (g)Y
v p=0 T(p+1)T(y+p+l)

et n sont solutions.

Si vy est un entier n_y est une fonction entidre nY = (—l)nn_y

on obtient une autre intégrale par d'autres méthodes.

On montre que G = 812(c).
Pour cela on suppose que G # SIZ(E) c'est-d-dire que

dimmG < 2 (puisque différente de 3).

La composante connexe de 1'identé G0 est un groupe algé-
brique de dimension 1 ou 2 donc réductible 3 la forme triangulaire.
Si n est solution de 1'équation la matrice A_IO(A) est trian-—
gulaire et %% est algébrique sur €(z). En écrivant de %% est
solution de 1'&quation de Riccati associée y' + y2 + %-+ (1 - IE) = 0.
z

On arrive a une contradiction avec le fait que 2y n'est pas entier

impair. Donc G = SIZ(G).

§ 6 - Groupe de monodromie et ghoupe de Galois.

Le groupe de monodromie est 1'image de ﬂl(X,zO) dans

Gln(m) : le groupe engendré par les matrices représentant les endo-



morphismes de Sol(U) associés aux lacets entourant chacun des points
singuliers. Tout &lément du groupe de monodromie conserve les rela-

tions entre les solutions et leurs dérivées.

Le groupe de monodromie est contenu dans Le groupe de Galodis.

Dans le cas d'une équation différentielle a points singuliers
réguliers oli L est une extension algébrique de K alors G est

fini et on est ramené & la théorie de Galois algébrique.

Tout élément de L invariant par M C G est uniforme partout,
son développement en série de Laurent au voisinage d'un point singulier
ne peut comprendre qu'un nombre fini de termes a4 exposants négatifs

donc f est méromorphe partout, c'est-d-dire que f est une fraction

rationnelle donc f € K.

G et M ayant méme corps des invariants K, G et M sont

égaux.

Dans Le cas d'équations difgérentielles LinZairnes homogenes
a points singuliens néguliens a solutions algébriques, Le groupe de

Galodis et Le groupe de monodromie sont egaux.

Déterminer le groupe de Galols, dans ce cas, reviendra donc

34 déterminer le groupe de monodromie.
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CHAPITRE 11

Nous ne considérons désormais que les &quations différentielles
linéaires homogénes & coefficients dans un €(z) dont les solutions

sont algébriques.

Ce groupe de monodromie est alors égal au groupe de Galois,

ils sont finis.

Dans ce deuxiéme chapitre est développé l'aspect géométrique
P 2 P g q

de la situation 3 savoir :

2 N

oli L est 1l'extension algébrique de €(z) engendré par les solutions
de 1'équation différentielle lin&aire homogéne & solutions algébriques

G le groupe de Galois.
X 1la surface de Riemann associée sur laquelle les solutions

sont uniformes. L est le corps des fonctions méromorphes sur X.

Dans ce deuxiéme chapitre, nous étudions également les aspects

g8ométriques et algébriques 1liés 3 la situation ol 1l'extension algébrique
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engendrée par les solutions est un €(t) ce qui revient 3 dire que

les solutions sont uniformes sur la sph&re de Riemann

Al
SZ 4§S?S§§§>—<//% € (t)

Nous déterminons de fagon précise X, G et Y : G

est conjugué de 1'un des 5 groupes finis de rotation de la sphére S

§ 1 - Position du-problime.

CONNCE R

(E) 1'équation différentielle vy + a -tay=0 3

n
a; € €(z) wune solution de (E) définie au voisinage d'un point régulier
peut &tre prolonger analytiquement le long de tout chemin y contenu

dans B = PI(C) - A oi A = ensemble des points singuliers de E

inclus dans 1'ensemble des pdles des a;

L'8quation (E) a toutes ses solutions algébriques
y solution de (E) est racine d'un polyndme P(T,z) de degré d

P est irréductible sur €(z)

P(T,z) = Td + c Td—1 + ... +¢C Cj € €(z).

En général, les racines u(u = u(z)) de P(T,z) sont simples,
il peut exister un nombre fini de valeurs de 2z pour lesquelles
des racines sont multiples : ce sont les racines d'un polyndme
¢(z) obtenu en &liminant T entre les &quations P(T,z) = 0

9
et = P(T,z) = 0.
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Pour les valeurs de 2z pour lesquelles 1l'un des Cj 3 un podle,

P(T,z) aura une racine simple infinie.

En dehors de ces deux cas, les racines uj sont simples et

finies.

L'ensemble des points oll il peut exister des racines multiples
et ol les racines peuvent avoir des pdles est contenu dans 1l'ensemble A
des points singuliers de 1'équation différentielle (E). En effet, soit
z un point régulier, z € X, u  une racine simple de P(T,z) = O,
u est holomorphe dans un voisinage de z et peut étre prolongée
le long de tout chemin de =z et z contenu dans X , u(zl) est

o 1

racine de P(T,zl) = 0, u est holomorphe au voisinage de z)-

Action du groupe de monodromie ou du groupe de Galois (ils

sont &gaux) sur les solutions de P(T,z) = O au voisinage d'un

point singulier oii il y a une racine multiple : Exemple de 1'équation

d'Euler.
" 2r , s o . . .
y -5y *t—5y= 0O ; 0O et <« sont les points singuliers.
z
L P4 : " 1 t l
Prenons comme exemple l1'équation y = + Yty = 0.
6z
- 1/2 1/3 . .
Au voisinage de O, z et =z constituent une base de solutions

le groupe de Galois est d'ordre 6

y une solution au voisinage de 0, y = az + bz .

a, be € ; y est algébrique, y est racine d'un polyndme P(T,z)
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de degré 6. Calculons P(T,z)

T = azl/2 + bzl/3
(T - az1/2)3 =,b32
T3 - 3aT221/2 + 3Ta2z - a3z3/2 = b3z
(T3 + 332T - b3z)2 = (3aT2 + aBZ)Zz

P(T,z) = T6 - 3T4a2z - 2T3b32 + 3T234z2 - 6Ta2b3z2 + b6z2 - a6z3 = 0.

Les 6 racines étant a.zl/2 + bzl/3 —azl/2 + bzl/3
azl/2 + bjzl/3 --azl/2 + bjzl/3
azl/? 4 p52,1/ VNN VAR

En O, les 6 racines sont confondues : O est ! point multiple d'ordre 6.

On passe d'une racine ug 34 une racine uj par un élément
du groupe de Galois, c'est-d-dire un &lément du groupe de monodromie,

c'est~d-dire en parcourant un chemin fermé& autour de O

. u.
—
7
K 1
SN
N~
A 3
~ |
N~ e
[
?
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- Ceci nous améne, pour étudier les &quations différentielles 3 solutions
algébriques i considérer :
- d'une part, la surface de Riemann sur laquelle les solutions seront

uniformes ;

- d'autre part, l'extension algébrique finie €(z) - L de degré d
de groupe de Galois G &gal au groupe de monodromie engendrée par les

solutions.

Dans ce chapitre II

. Nous construisons tout d'abord la surface de Riemann X au-dessus

de S, (sphére de Riemann) associée 3 une extension algébrique L

de €(z) de degré d [E(z) est le corps des fonctions méromorphes

sur Sé] telle que le corps des fonctions méromorphes sur X soit L,

ce qui fait l'objet des paragraphes 2-3 et 4. [bouady] Bﬂ.

. Ensuite, nous €tudierons la situation inverse : on se donne X = 82

et L = €(t) nous construisons la surface de Riemann Y et le corps

K tels que

PR

€(t) soit une extension algébrique de degré d de K et 82
la surface de Riemann au-dessus de Y associée & l'extension algébrique

K - €(t). Plus précisément nous suivrons le plan

5 - Construire Y = X/G ot G est un groupe fini opérant sur X.

6 - Cas o X = SZ' Alors Y est isomorphe a S2 : Théoréme de Liroth.
»
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7 - Toujours dans le cas X = SZ' Déterminer les sous—groupes finis G
qui op&rent sur la sphére et les quotients X/G correspondants.

8 -~ Déterﬁiner les groupes finis qui op&rent sur @G(t).

9 -~ Calculer les invariants de €(t) par G pour chaque groupe fini

G ce qui détermine =z fraction rationnelle en t telle que

€(z) ~ €(t) soit une extension algébrique de groupe

de Galoils G.

§ 2 - Déﬁim}uom.
72.1.- Revetements.

B un espace topologique. Un revétement X de B est

ey o ow e . - ) ™
un fibré 3 fibres discrétes sur B. Autrement dit X ——> B est

un revétement de B si quelque soit b &€ B, il existe un voisinage
U de b dans B, un ensemble discret F et un homéomorphisme 1}

de ﬂ_l(U) sur U X F tel que le diagramme soit commutatif

n”l(U) ——— U XF
U

On appelle degré de X en b 1le cardinal de F.

Si B est connexe le degré ne dépend pas de b ; d est

Le revétement est dit fini si d est fini.

B est un espace topologique X et Y , 2 revétements de B.

f : X>Y est un morphisme de revétements si f est

continue et rend le diagramme X —> Y commutatif

H\\E/%’
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-1

V bes, £ :ml®b) =x®) > Y®b) ="' ®).

b

Si f, est bijectif : f est un isomorphisme de revétements.

b

X un revétement de B
logique et ¥ continue.
On définit X'

changement de_base YV b' e

X' =X

et ¥:B'>B ol B' est un espace topo-

revétement de B' a4 partir de X par

B', X'Ob") = X(®d"))

Xx B'" ———— X

B

|

B' ———— B

. B connexe, simplement

des classes d'homotopie des lacets autour de b, opere sur_ les

fibres d'un revétement X,

tation sur la fibre X(bo)

X(bo)

Y(bo)

B ___________

Y € ﬂl(B,bo). Yy est une permu-

telle que le diagramme soit commutatif

¥
B
- X(bo)
fb
o
Y(b ) .
Yy o

Si X est connexe, ﬂl(B,bo) opére transitivement sur

les fibres.
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7.2.- Revétement namifié gini.

. Soient X et Y, 2 variétés complexes (variétés pour

lesquelles chaque carte est homéomorphe a un ouvert de € et ou les

changements de cartes sont des hom&omorphismes).

f une application continue de X dans Y.

X 3 (V,¥) une carte de Y.

b

(U,) une carte de

On appelle expression de f dans _ces_cartes, 1'application

définie sur YO N f—l(V)) 3 valeurs dans Y(V) qui 3 z = f(x)

fait correspondre VY (f(x))

XDU —  P(U)
£ £

D o
. Soient B et X, 2 variétés complexes T : X > B une

application continue.

X est un revétement ramifié fini de B si pour tout point

x € X, il existe une carte complexe de X centrée en x et une

carte complexe de B centrée en T7(x) telle que 1'expression de T

. T
dans ces cartes solt de la forme 2z - z

XD X X & - (:) C ¢

B D Y Ocq:

1'indice de ramification r est indépendant

. En tout point x € X

du choix des cartes.
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L'ensemble des points oli r > 1 est fini sa projection sur B est

1'ensemble de ramification.

Pour tout point de ramification x € X, il existe un voisinage de x

dans X dans lequel x est le seul point de ramification.

. Si B est compact, l'ensemble de ramification est fini.

2.3.- Surface de Riemann - Fonctions méromonphes sur une

sunface de Riemann.

. Une surface de Riemann est une variété complexe munie d'un atlas dont
les changements de cartes sont holomorphes. (On dit aussi une variété

C-analytique de dimension 1).

. On appelle fonction méromorphe sur X une fonction £ définie sur

X-A oli A est un ensemble discret, d& valeurs dans (€ et dont
1'expression dans toute carte (U,)) de X est une fonction méro-
morphe sur C, WQSX) : 1'ensemble des fonctions méromorphes sur X

Si X est connexe, 7{(X) est un corps.

Exemple : L'image de S2 par la projection stéréographique

est une surface de Riemann : c'est la sphére de Riemann.
. Le corps des fonctions méromorphes sur la sphére de Riemann est un

corps de fractions rationnelles sur € : €(z).

§ 3 - Comstruetion de La surface de Riemann au-dessus de S, >

associe 4 une extension algébrique de deghe d de  €(z).

3.1.~ Comstruction d'un nevitement de degné d de S,-A

ol A est f4ind.

Soit © un élément primitif de L

P(T) son polyndme minimal
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P(T) =T + a,T + a,T + ... + a

olli les a; = ai(z) € €(z).

€(z)

Appelons A 1'ensemble des points b € S, pdles pour 1l'un
q d-1 r
des a, ou tels que Pb(T) =T" + al(b)T + ...+ ad(b) £ GtT]
ait des racines multiples. Les pdles pour 1l'un des a, sont en
nombre fini.
Les points b pour lesquels le polyndme Pb(T) €¢[ﬁj a des
racines multiples sont aussi en nombre fini : ce sont les racines

du polyndme ¢(u) obtenu en &liminant T entre P(T,u) = 0 et

3 -
x P(T,u) = 0.

A est un ensemble fini.

Notons S(L,6) le sous—-espace de (SZ—A) x ¢ formé des

couples (b,z) tels que Pb(z) =0 = P(b,z).

S(L,8) est un revétement de SZ~A de degré d.

S(L,9) z, la fibre au-dessus de b € S, - A

est constituée des d racines

T
%4 distinctes du polynOme Pb(T)
82 - A Y be 82 - A, 1il exilste un
b x . .
voisinage U de b, UC 82 - A
tel que W_I(U) soit homéomorphe &8 U X F ol F est 1 ensemble

discret & d é&léments.



- 32 -

J : s(L,0) 5, —  S(L,q)

(b,z) v (b,z) = (b,R(2))

Y est bien définie : (b,z) € S(L,0) P(b,z) = 0 ; Q) = 0 = Q(R(®))
comme polyndme en T & coefficients dans €(z) donc P divise Q o R

comme P(b,z) = 0, Q(b,R(z)) = 0 soit Y(b,z) € S(L,n).

De plus J est un isomorphisme sur les fibres qui contien-
p b p q

nent toutes d &léments

S(L,8)(b) : d racines distinctes de P(b,T)

S(L,a)(b) : d racines distinctes de (b,T).

3.2.- Prolongement de ce nevitement en un revétement hamifAe

de degné d de Sz‘

Les points de ramification sont dans A, sont en nombre fini.
Ve A, 1l existe un voisinage U de b dans 82 dans lequel il
n'y a pas d'autre point de A.

Le probléme revient donc & prolonger le revétement au—-dessus

de U-{b} en un revétement ramifié au-dessus de U.

N
Pour cela, considérons le revétement de degré de D

D {o} zd
"
ce revétement se prolonge en un revétement ramifié D z
U
D zd

. Soit V 1la restriction de S(L,8) a U - {b}

V est un revétement de U - {b}.
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On peut identifier U - {p} a p - {o}

~ . - Y d
V est un revétement isomorphe 3 (D - {0}, z >z ) .

n
En effet, les fibres en b' € D - 0 de V et de D - {0}
ont méme cardinal 4 , ﬂl(D - {oh,b') est isomorphe 2 Z, il

.. o
opdre transitivement sur V(b') et sur (D - {0})(b').

Les fibres sont isomorphes, les revétements sont isomorphes.

B~ {0} i
D

- {0} zd

vV A

N
On définit donc un revétement ramifié de U, V en prolongeant

au point de ramification.

______ 2°

v
3.3.- S(L,9) eat une surnpace de Riemann.

av]
I1 s'agit donc de dé&finir sur S(L,0) wun atlas analytique.

,
Soit X, € S(L,0), bO = W(xo), &o et WO des cartes topologiques

oy
de 82 et S(L,8) respectivement centrée en bO et x_, de domaine

, . . r
UO et Vs telle que 1'expression de ™ dans ces cartes soit z > z

(si bO est | point de ramification r > 1, sinon r = 1),
Soit J une carte analytique de S2 centrée en bO ,

de domaine UC Uo.

I1 existe une carte topologique Y centrée en X de
. ~1 .
domaine V = Vo N7 (U) telle que 1'expression de 7 dans ces
r

cartes soit z > z (On prend toujours des cartes qui ne contien-

nent au plus qu'un seul point de ramification bo).
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8 «—— Qe
c— — R

Pour prouver l'existence de cette carte (¥,V). On
construit un Y-isomorphisme entre les 2 revétements V - {xo}
et B/- {0} de U - {bo} et D - {0} respectivement et on
prolonge ce i-isomorphisme en X,

Ce qui nous donne un homéomorphisme VY de V sur B.

On montre que ces cartes (Y,v) sonf analytiques et que pour cette
structure de surface de Riemann de g(L,@), T est analytique

(Douady 6.1.9).

Nous noterons X cette surface de Riemann.

§ 4 - Le conps des fonctions méromorphes sur X est L.

Soit 07(X) le corps des fonctions méromorphes sur X.

4.1.- og(x) est une extension de C(z) de degnd < d.

€(z) C 7] ()

. Soit f €7/(X)
Af 1'ensemble des pdles de f , Af(: s,

Ar 1l'ensemble des points de ramification de X, ArC: S2

Vbe S2 - A la fibre de X au-dessus de b a d points distincts.

d
Posons Pb(T) = iEI(T—f(xi))
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a partir de cette expression Pb(T), on définit un polynSme P &

coefficients dans €(z) dont f est racine

[N

_ 3 _.d
Pb(T) = .EI(T f(xi)) =T +

1

(—l)lai(b)Td_l ol les aj(b)

L= ="

i=1

sont les j-iémes fonctions symétriques des f(xi).

(-l)la.Td-1
1 1

On pose alors P(T) =T +

d

d
)
1=

degré P =4d

f est racine de P et les a; sont méromorphes sur 82
(cf. Douady 6.2.3.), donc 7?(X) est une extension de €(z) de

degré « d.

4.2.- 7] (X) est isomorphe @ L.

Pour montrer que 7?(X) est isomorphe 3 L,
il suffit de construire une application WY(X) i
J : L 4-W(X) qui soit injective, A un &lément
primitif 6 de L, on associe une fonction s<d
méromorphe particuliére Z définie de la \C(z)
fagon suivante

Z :X—¢C

(b,z) v 2z (b,z) tel que Pb(z) = 0.

Cette fonction Z est méromorphe sur X
et : L 9’W(X)

8 v Z est injective (cf. Douady 6.2.8).

Remarque : La construction de X au-dessus de 32 aurait pu
se faire de la méme maniére au-dessus d'une surface de Riemann B

compacte quelconque.
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§ 5 - X une surface de Riemann - G un groupe finl opérant sun  X.

Alors  X/G  est une surface de Riemann et m : X > X/G  est

analytique Douady R. et A. [8].

5.1.~ Posdition du probleme.

X une surface topologique séparée. G un groupe fini opérant
sans point fixe sur X, X/G est une surface topologique, X est un

revétement fini de X/G d'ordre 1'ordre de G.

En effet, soit y € X/G =Y , X un représentant de y dans
x possé&de un voisinage U homéomorphe & un ouvert de R . G opére
sans point fixe alors tous les g.U (g € G) sont des ouverts disjoints
donc 7(U) est un ouvert de X/G pour la topologie quotient (1'image

réciproque de T(U) est une réunion finie d'ouverts disjoints).

m(U) est homéomorphe & U qui est homéomorphe & un ouvert
de mz, donc tout point y de X/G possé&de un voisinage ouvert
homéomorphe 3 un ouvert de Rz.

X/G est une surface topologique.

V V ouvert de X/G ﬂ_l(V) ¥V xG

X est un revétement fini de X/G de fibre G.

Soit X wune surface de Riemann G un groupe fini.

On définit sur X/G une structure de surface de Riemann telle
que X soit un revétement ramifié analytique de X/G ; 1'ensemble
de ramification A &tant constitué des points y tels que dans la
fibre {xl,...,xr} au-dessus de vy, il existe au moins un X, € X
tel que le stabilisateur de Xy dans G ne soit pas réduit 3 1l'iden-

tité.

X.
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. G opére transitivement sur chaque fibre (par construction).

Deux points quelconques X et xj dans une méme fibre au-
dessus de y ont des stabilisateurs conjugués, ils ont méme ordre
si (xl,...,xr) = fibre en y € X/G, 1l'indice de ramification du

revétement X de X/G en y est égal ad 1'ordre des stabilisateurs

Soit A 1'ensemble de ramification
A={y e X/G tel que pour x € X, m(x) =y, Sx # {id}).

Soit D 1'ensemble des x € X tels qu'il existe au moins

un Y€ G, Y # 1d tel que yx - x = 0.

Y est analytique sur X (y est un automorphisme de surface
de Riemann)

Y-id n'est pas identiquement nulle, ses zéros sont isolés.

D est une réunion finie d'ensemble de points isolés, D est
un ensemble de points isolés.

Si X est compacte, alors D est un ensemble fini et A = (D).

Si X est compacte, X est un revétement ramifié analytique

fini de X/G.

5.2.- Proposition.- X une surface de Riemann connexe. G un
groupe fini d'automorphismes de X.

Alors Y = X/G est une surface topologique et il existe sur Y
une structure C-analytique et une seule telle que 7T : X > Y soit

analytique.
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Lemme.- Soit X une surface de Riemann, X, un point de X,
H un groupe fini d'automorphismes de X laissant X fixe.

Alors, il existe une carte { de X centrée en X de
domaine U stable par H telle que les expressions des éléments de
H soient des applications z > [z oll ¢ est une racine s-ienme

de 1'unité (si s est l'ordre de H) et H est cyclique.

Démonstration du Lemme :

X une surface de Riemann X € X, Y une carte de X

centrée en X de domaine Uo ; H d'ordre s.

Posons U1 = M gUo , U1 est stable par H c'est un ouvert
geH
contenant X 3 ¥V x e Ul posons p(x) = 1 P(gx) ; p est ana-
geH

lytique sur U, et admet x_ comme zéro d'ordre s, on peut &crire
1 o
p(x) = (lﬁl(x))s dans un voisinage U2 de X ol ﬂl admet un zéro

d'ordre | en X

@l définit un homéomorphisme d'un ouvert u, dans un voisi-
nage de 0 dans € qui contient un disque de rayon r. Soit

U=1{xe Xlﬂl(x) < rt.

U est un ouvert de X stable par H.

(ﬂl,U) est une carte de domaine U centrée en X stable

par H.
x € U, g e H, calculons lg(g.x)
0 (g.x)° = plg.x) = p() = (I, x))°
donc $l(g.x) = Qg’x.ﬂl(x) ol Cg,x est une racine s-~ienne

de 1'unité cg . est indépendante de x dans U.
b4

L'expression de g : U > U dans la carte (U,y) est z > ¢C

g.2
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. 1'application H ——{les racines s-ienne de 1'unité}

g YV Cg est un homomorphisme.

Si gg = 1 c'est que wl(gx) = ﬂl(x) ; VxeU donc
g=1d sur U donc g =1id sur X donc H -~ B, est injectif,

les groupes sont finis donc H est isomorphe & M cyclique.

Demonsthation de La proposition :

. Pour y €Y = X/G définissons une carte topologique

centrée en y

X/G

S1 le stabilisateur de X dans G, s 1'ordre S.

Si Sj est le stabilisateur de Xj dans G, S1 et Sj sont

conjugués, ils ont méme ordre s, {xl,...,xr} s'identifie 34 G/S.

Soit (@1,Ul) une carte centrée en X, ayant les propriétés

1
du lemme : carte telle que 1l'expression des &léments de S soit de

la forme z + Zz ol Cs = 1.

U, est stable par S : posons U = g.U1 si g(xl) = X -

1 k
Quitte & rétrécir les U » on peut les supposer disjoints soit
. ,
w=VYu .
k=1

W est saturd 7(W) =V est un ouvert de Y = X/G pour la
topologie quotient.

On définit V¥ : V -+ ouvert de € de fagon unique par le
fait qu'elle rende le diagramme commutatif et que 1l'expression de

. s
dans les cartes soit de la forme 2z = z



lL‘l
Ul O Ce
z
l¢
s
z
v kit 0OCec¢

. les cartes (V,¥) forment un atlas analytique

]
1

V—— ¥y = (&% =g = 20
g\
Vi V) = W) gz’ 2 2t

s = ordre du stabilisateur est comnstant sur la fibre au-dessus de vy.
le changement de cartes est analytique
donc 7 : X -~ X/G est analytique.

§ 6 - X est La sphire de Riemann S,. Tout quotient de S, par un

ghoupe fini G est iAomonphe‘& S,- Théoneme de Lurnith.

Douady R. et A. [8].

6.1.- Trhangwlation d'une surface de Riemann. Formule de Hurntwiz.

Définction.- Soit X une surface de Riemann, une triangulation
T est la donnée - d'un triangle T de référence .1

- d'une famille (s.) de points de X :

i‘iel
o

les sommets de T

- J 2 ] . .
d'une famille (aj)j€Il d'applications 0 I
continues injectives de |}L11 dans X :

les arétes de T.
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_ ' . ' . . . . .
d'une famille <fk)k€Iz d'applications injectives de T
dans X, IO,II,I2 sont des ensembles finis ;

k (1) {si}lo’ k, (2) 1, aj<[o,1]), k, (1) kdszm

vérifiant les propriétés suivantes
- Vj € Il aj(O) et aj(l) sont des sommets
- 1'image d'un c6té du triangle de référence T par fk est une aréte
- les aj(]O,l[) sont disjoints et ne rencontrent pas kO(T)

Q .
- les fk(T) sont disjoints et ne rencontrent pas kl(T)

- kz(T) = X

Remargue.- Si T est une triangulation, quelque soit x € X

T U {x} est encore une triangulation.

Propniété.- Toute surface de Riemann compacte admet une triangula-
tion. Soit X une surface de Riemann compacte, X/G 1la surface de Riemann
quotient.

I1 existe une triangulation T de X/G telle que A C kO(T)

A= ensemble de ramification de X/G.
'

Cette triangulation T se rel&ve en une triangulation T

de X de la fagon suivante

1o =\ |
! t

bd A beb
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kz(T') = dkz(T) d = ordre de G

kl(T') = dkl(T)

k (t') = dk (1) - Z (e ~1) A' = ensemble de ramification de X
o o <o A >

(dans 1'exemple ci~dessus A' D {xl,xz,x3} e =2).
i

d'Euler Y et par son genre g.

H

x(X) =k~ k +k

2

2-2g.

>
L}

d'ofi 1a relation qui lie les genres de X et de X/G entre eux

28(X)-2 = d(2g(X/6)-2) + ) (e_-1)
xe A’ X

Soit encore g(X)-1 = d(g(X/G)-1) + 1 Z (e -1).

X
xeA'

C'est la formule du genre de Hurwitz.

A : ensemble des points de ramification de X/G que 1'on notera b.
Dans une méme fibre au-dessus de b, les indices de ramification sont les
mémes pour tous les x € A' tels que 7(x) =b, e(x) = e(b) 1'indice

ne dépend que de b € A

d

T (e-1) = T ( T (e®)-1)) - (e (b)-1)
€h X ber K oLy T®
m(x)=b
et donc
1 . d
g(X)-1 = d(g(X/G)-1) + = (e(b)-1).
2 bEA e(b)

Dans le cas o X = 82 , g(X) =0 et

) . I S
-3t 2=38X6) + bgA « e(b))'
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Comme g(X/G) est un entier positif ou nul, il ne peut &tre que nul

donc X/G est de genre 0, X/G estisomorphe 2 la sphére de Riemann et

1
bzA(l - e(b)).

6.2.- Theoneme de Luridth.

82 est la sph@re de Riemann. TOut quotient de 82 est isomorphe a S

(S

2

9 est la seule surface compacte de genre 0). C'est la conclusion de

ce qui est fait ci-dessus.

Tout sous corps de €(t), transcendant sur € et contenant € est de la

forme €(z) oli z est une fraction rationnelle en t

X =5, > 7/(s,) = €(t)

X/G =Y = 8,7 o~ N = el2)

ﬁy(sz) = fonctions méromorphes sur S €(t) est une extension algébrique

29
de €(z) de degré d, d = ordre de G, Y = X/G.
. On peut aussi en donner une démonstration purement algébrique

{:Samuel [9] -I .

k un corps, x transcendant sur k, K un sous corps de k(x), alors
K est une extension transcendante pure de k, K = k{(u) ol u est une

fraction rationnelle en x.

S
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x est algébrique sur KX, [k(x) : k] =n, f son polynfme minimal

Fet e T4 L +e
n-1 o
gi(X)
Ci € K KC k(X) Ci = W gi € k[T]

les g; sont premiers entre eux dans leur ensemble. Soit

n n-1
£ (x,T) =g (GOT +g | (OT "+ ....+g £ (D)€ k[x,T]

1'un des c, au moins n'est pas dans k sinon x serait algébrique sur k.,

Soit ¢
P

) gP(X) _ g
P gn(x) h (%)

c

soit £ (x,T) = g(x) h(I) - h(x) g(T) € k[x,T]
fl(x,T) = h(x)[cph(T) - g(T)]

comme Cp h(x) - g(x) = 0, f divise cp h - g dans K[T]

fo(x,T) divise f](x,T) dans k(x)ET]

£,T) = qx,T) £ (x,T) q(x,T) € k(x) [T]
. qo(X’T)
fl(X,T) = —W fo(XsT)

P(x) fl(x,T) qo(x,T) fo(x,T) dans kEx,T]

Les coefficients gi(x) de fO sont premiers entre eux donc Y(x) divise
tous les coefficients de q, considéré comme polyndme en T donc
q(x,T) € kEx,T] et fl(x,T) = q(x,T) fo(x,T) dans k[x,T] et donc

degxfo < degxf D'autre part :

1"
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degxf < max(deg g, degh) = max(deg gp, deg gn) < max(deg gi)

1

degxfo

1

| = y
d"ol degxf0 degxfl et alors

fl(x,T) = q(T) fO(X,T)
g(X)h(T) - g(Mh(x) = q(T) £_(x,T)

dans le premier membre, il n'existe pas de facteur dépendant uniquement de

T donc q(T) est une constante et dengO = dengl

deg < deng1

¥ 1
or k(e ) C KX C k (x)
P || £
) S |
deng

alors k(cp) = K oill cp est une fraction rationnelle en x .

§ 7 - Détermination des groupes finis operant sun La sphere S, et des

2
quotients $,/G comespondants. Klein [10].

7.1.- Détermination des groupes G.

La formule du genre de Hurwitz nous donne

2
2-g= ] A=
yeh y

ot n est l'ordre du groupe G, A 1l'ensemble de ramification de SZ/G
et ey l1'indice de ramification de y c'est-3-dire l'ordre de multiplicité

des points x dans la fibre au-dessus de vy, ey > 1.
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Les points de ramification sont en nombre fini : Yyser oYy

2 1
2 -5 -2

! 1

I o~

i

1 . 2
<1~ o < 1, d'autre part 1 < 2 - E—< 2 (n>1) donc
i

1
Vi -
i ona 3

1 <k <4 soit k =2 ou k = 3. Il existe donc 2 ou_3 points de ramification

dans SZ/G'

1) k =2 : 2 points de ramification chacun d'indice n.

La fibre au-dessus de Yy (resp. y2) ne contient qu'un point Xy

(resp . XZ) X, et X, sont stables par G.

~ . P . 2
G peut étre identifié& au groupe des rotations de S°, d'ordre n

autour de 1'axe x.x

172
o - ‘ 1‘“..‘\‘
h ' ‘ I A “\‘
¢ ' ‘
’ 7 ) ‘ T > E
X

2) k = 3 : 3 points de ramification Y15Y55Y4

_1__+_l_+__1._=1+_%
el e2 e3 n

Y, d'indice 2, la fibre en y, @ n' points xi,x%,...,xl

. s . . 1 .2 n'
Y, d'indice 2, la fibre en Yy a n' points LTS STRRRPE &

d'indice n', 1a fibre en yq @ 2 points x;, xg
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G est alors le groupe Diédral D = D2n' . Dn contient 2 types de trans-

. . 1 e
formations : rotations Cn‘ autour de 1'axe LA et des symétries.
On distingue 2 cas suivant que n' est pair ou impair

. 81 n' impair, symétrie par rapport aux X %) qui sont alors des axes

de la sphére

. . P o . L Pqs
. s1 n est pair, symétrie par rapport aux axes jolgnant X, au milieu

2 A+l
X. X, .
J ]

de

[
w
1]
ct
=]

[}
o)}
.

Exemples pour n




- 48 -

Y d'indice 2, la fibre en y, a 6 points xi,x%,...,x?

¥, d'indice 3, la fibre en y, a 4 points x;,xg,...,x

4
2
e s . . 1 2 4
Yq d'indice 3, la fibre en vy a 4 points XysXgs oo erXg
G est le groupe du tétraédre T.

Si A B C D est un tétrad&dre. Description de G

+ la fibre en y, est constituée des 4 sommets A B C D qui sont chacun

invariant par un sous-groupe d'ordre 3 (rotations %;3 %;3 id) autour d'un
axe passant par le centre O de la sphére et le sommet en question.

la fibre en Yy est constituée des quatre points A', B', C', D' diamétra-
lement opposés sur la sph@re aux points A B C D, chacun invariant par le
sous—-groupe des rotations d'ordre 3 autour des aces A'O, B'O, C'0, D'O.

la fibre en vy est constituée des 6 points obtenus sur la sphére en
joignant le milieu d'une aréte au centre O et en prolongeant cet axe.
Chaque point est invariant par la symétrie par rapport 3 cet axe et qui

échange 2 3 2 les sommets du tétraddre (a milieu de AB, la symétrie par

rapport 4 a0 échange (A et B) et (C et D).
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e, =2, e, =3, e, = 4, n = 24

G est le groupe de 1'octa&dre (ou du cube) : C

v d'indice 2 :

Y, d'indice 3 :

V3 d'indice 4 :

12 points dans la fibre, chacun stable par un sous-groupe
d'ordre 2

12 milieux des arétes stables par la symétrie par rapport &
1'axe joignant le milieu de l'aréte au centre de la sph&re O
8 points dans la fibre : sommets du cube stable chacun par
un groupe d'ordre 3 : rotations de %; autour de 1l'axe joi-
ghant ce sommet au centre de la sphére

6 points dans la fibre : les points sur la sphére obtenus en
prolongeant 1'axe joignant le milieu des faces au centre de

la sphére. Chacun stable par le sous—groupe des rotations

d'ordre 4.

fibre en 4

Q
1

fibre en Vs

:
\
"
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G est le groupe de 1'icosaé&dre : I

Y d'indice 2 : la fibre en Y, contient 30 points stables chacun par un
sous—groupe d'ordre 2, ce sont les milieux des arétes

Y, d'indice 3 : la fibre en Yo contient 20 points stable chacun par un
sous—groupe d'ordre 3, ce sont les points sur la sphére
obtenus en joignant les milieux des faces au centre de la

« . 2m

sphére, le sous groupe est le groupe des rotations 3

autour de l'axe. (chaque face est un triangle équilatéra)

Y3 d'indice 5 : la fibre contient 12 points : les 12 sommets de 1'icosaédre

stable chacun par le sous—groupe des rotations %;.
En_nesume :
ensemble de
G n ramification [indice des points de ramification
cyclique n 2 e, = e, =nm
s - = \ = = = '
diédral n 2n 3 ey 2, e, ey n
tétraédral 12 3 e, = 2, e, = 3, ey = 3
octaédral 24 3 e =2, e, =3, e, =4
1 2 3
ou cube
Icosaédral 60 3 e, = 2, e2 = 3, ey = 5
§ § - Considérons maintenant le point de vue algébrique :
E(z)*——§-+'€(t) : €(z) est un sous-sorps de C€(t), transcen-

dant sur €. C(t) est une extension algébrique de C€(z).

G est un sous~groupe fini du groupe des automorphismes de €(t)

) +
les automorphismes de €(t) sont les homographies h : t > t' = 2%:%

a,b,c,d € C.
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Nous devons donc :

Déterminen Les sous-ghoupes finds du groupe des homographies.

h une homographie, h

a b) € G1(2,C)
c d

est représentée par une matrice

2 matrices proportionnelles définissent la méme homographie

On a la suite

1 m* — G1(2,C) — - - P(G1(2) - 1
\_/ \__/
homothéties

homographies

Si 1'on ne considére dans G1(2,€) que les matrices de déterminant +1

s1(2,C), on a la suite

1— {-1,+1} ——— 51(2,€) - —— > P G1(2) — > |

oli +1 représente la matrice identité
" . -1 0
et -1 représente la matrice .

o -1

§.1.- Les sous-ghoupes de P G1(2) sont conjugués des sous-ghoupes

de sSU(2,0)

[ a =b _ _
SU(2,€) ={ matrices :( _ ) avec aa + bb = +1
L b a

Soit ¥ : S1(2,0) — P G1(2)

————————————— G G sous-groupe de P G1(2).
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Soit f une forme hernitienne dé&finie positive sur €XC,
Yy € s1(2,8) tel que ¥(y) € G on définit £' , £ (x,9) = £(v&),y(¥))

et on pose h = Z fY,
yel'

I'={y € s1(2,€) tel que Y(y) € G}

h est invariante par T

h est une forme hernitienne définie positive.

11 existe une base orthonormale dans laquelle h(1) =T T 4T.T
Soit Gl(h) 1'ensemble des automorphismes de 81(2,€) qui laissent h
invariante : Gl(h) C SU(2,C) et c'est un sous—-groupe de SU(2,€).
Donc 3 un sous-groupe G de P Gl(2) on associe un groupe G' sous—groupe
de SU(2,0).

G et G' sont conjugués (par changement de base).

§.2.- 1L y a une correspondance entre SU(2,C) et SO(3,R).

PRus précisement, on a La suite

1--= {+1,-1} -— sU(2,€)— SO(3,R)— 1

1) 3 une rotation p € SO(3,R) correspond une homographie 3

ment.

Soit p € SO0(3,R) le groupe des rotations concervant la sphére E2+n2+C2 =1

Soit Y : S2 - PI(C) la projection spiréographique

M| & avec X = - — y = TQZ
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¥ définit SO(3,R) > P G1(2)
p VY oY =p

N
N
L
N
N
N g
N A
N ) N
. L7
~. - b e - '\% M'
N e
|
|
i
{
S

. On peut toujours se ramener 3 une rotation P d'axe N.S d'angle ©

cos 6 -sin B O

alors la matrice p sin 8 cos 6 O a pour points fixes N et
0 0 1
n AV} ?)}(TJ
L'homographie p a « et O pour points fixes et («,0,7,p(1)) = 7
oy i6 " i
p(t) = e"'1 (©0,0,T,0(T)) = e ®

L] 3 r\j . .
A une rotation on associe une homographie ¢ a deux points fixes, dont

le birapport est de module 1 et of = -1.

Réciproquement : une homographie h ayant 2 points fixes dont le

i6

18 h(t) = te", h provient

birapport est de module 1 (»,0,7,h(1)) = e

d'une rotation d'angle 6 autour de 1'axe NS.

2) a_unematrice de SU(2,€) on_peut faire correspondre une homo-

le noyau étant {+1,-1}.
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Soit h wune telle homographie (a,B,z,h(z) = ele
i6
h(z) = B~ce” "z - QB(I—EG ) 0B = -1
(1-e” Dz~ (a-Be™ )
B-—ocele —uB(l—elﬁ)
h est représentée par
- 16 ~(a—Bele)
a -b L
Cette matrice peut se mettre sous la forme ( _ ) avec aa + bb =1
b a
I+ ote ~a(1~et?)
on divise par B en multipliant
- i6 - if
-a(l-e ") oo + e
-i6/2
e .
. s —i0 . _
e 18/2 + OLOLele/2 —Cle 16/2 + OLele/2 a -b
_&e—le/z + &ele/z ()L&e—le/z . e16/2 b 3
Cette forme n'est pas unique. _
a -b
Réciproquement soit une matrice de SU(2,€)
b a
aa + bb = 1.
A
Les valeurs propres AI’AZ vérifient IX_"= 1. Les vecteurs
2

propres correspondants sont orthogonaux aB + 1 = 0. On a donc une homogra-

phie 3 2 points fixes de birapport de module 1 et oB = -1.
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En conclusion on a le diagramme

1 -—> {-1,+1}--— S1(2,€) — PG1(2)
+
\l{

] — {-1,1} —— SU(2,C) — SO(3,R)

Les sous—groupes de S1(2,C) sont conjugués des sous-groupes
de SU(2,C). Donc les sous—groupes de PG1(2) sont conjugués des sous—groupes

de 80(3,R), sous—groupes que l'on a déterminés au paragraphe précé&dent (7).

§ 9 - Caleul des 8léments de €(t) Anvarniants par un sous-groupe find G

du groupe des homographies  Klein [10], Baldassari [11].

. G opére sur C€(t), un élément O de G est une homographie de C(t) et

peut étre représenté par une matrice

A, = de SIZ(C) modulo *1

1— {+1,-1}— 81(2,C)—> PCL(2) — 1

le corps des invariants de €(t) par un sous-~groupe fini est un corps de
fractions rationnelles C€{(z) (théoréme de Luroth).
Chercher les invariants par €(t) reviendra 3 chercher une fraction rationnelle
z = z(t) tel que 1'extension algébrique C€(z) - €(t) soit galoisienne de

groupe de Galois G ou encore que €(z) = Fix G.

. Les groupes G sont conjugués des sous—-groupes finis de SO(3,R).
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9.1.- Proposition.

Si u et v sont deux &léments de € qui ne sont pas dans la

méme orbite (par G) et Fu(t) = 6gG(t— 9?), Fv(t) = egG(t—Bv) alors

F (t)
Z =¥ (D est invariant par G et engendre Fix G.
v
agu + be
. _ _ gy = 20 4
Soit u € C, Fu(t) egG(t Bu), u cou ¥ de Si 6u est

infini, on remplace le facteur t-0u par —(aeu + be). Calculons Fu(w(t))

pour Y € G

[

at + b
T (#(t)-0u) Oy = LY

F (P(t)) L 4
u 8eG cpt + dy

awt + b@ aeu + be

Fu<w<t>> 6€GLF$t - d$ cou 7 4y

Soit n = ordre de G

(agt+bp) (cu+d,) - (c t+dp) (aju+b,)
(cot + d)"F (J(t)) = 1 L U
U [ 0eG cgu + d9

+

(cgt + d@)“ T (cqu

d) F (@) = T [[(apecq-c + (apdy - cgbg)lt
0eG o u beg V0 PRI AT T e

+

(byeq = dgaglu + (bydg - d&be)]

T k,0)ftc u+d_)-(a _ju+b_ )]
6eG o P e 76 U

k(,0) € {+1,-1}. k({¥,0) est déterminée par A _ .A = k(@,@)A&_

(cwt+dw)n T (cqurdy) FOH(E)) = +F (8) x T (¢ wrd )

5 6 o ¢ le e
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F (t)
d'oli Fu(w(t)) = % u — le signe d&pend uniquement de ¢ puisqu'on
' (C\ﬂt+dlﬂ)
prend le I des deux cOtés de 1'égalité.

0
) = <D g
(cot+d)”
vy

Si v est dans une autre orbite

FV(Lﬂ(t) = __15_(_19_)___5 Fv(t)
(th+d@)

F (t) F (t)
u . . u

) est 1nvariant par G, on peut poser z = .
v v

z__engendre Fix G

[¢(t) : C(z)] 2 n puisque z € Fix G, d'autre part t est racine
du polyndme =z Fv(t) - Fu(t) =0,
Ce polynOme est de degré < n en t & coefficient dans C€(z)

donc [?(t) : @(z)] £ n d'oi [@(t) : C(z)] =n et z engendre Fix G

Fix G = C(z2).

9.2.- Lemme. Si u,v,w sont des points de €, les polyndmes

Fu’ Fv’ Fw sont lin&airement dépendants sur €.

F F
sy ¥ = fE-, z et y engendrent

|

Démonstration : soit z = &
v

chacun Fix G, 2 au moins des 3 polyndmes sont d'ordre d. Supposons

3]

deg Fv = d
ay+b Fu aFu+wa
- cy+d ’ a,b,cd € ¢ F_~ CF +dF
v u w

F (cF +dF ) =F (aF + bF )
u u w v ' Tu W
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F est premier avec F , F divise c¢F + dF , deg F_ = d,

v ‘ u v u W v

deg(cF + dF ) < d,donc F_ est égal 3 cF_+ dF_ a un facteur constant
u w v u w

prés, Fu’ Fv’ Fw sont linéairement dé&pendants sur C.

9.3. Proposition. G un sous-groupe fini du groupe des homographies

non cyclique. Il existe 3 polyndmes Pl’ PZ’ P_  de degré n/ei (ou éventuel-

3
lement n/e.,-1) LU B 1+ 2 tels que
i e e e n
1 2 3
1 2 3
kP oo+ k2P2 + k3P3 =0 (Pi’Pj) =1 pour i # j

Soit G non cyclique

Y )
,r

G X est la sphére de Riemann =

P, (C)
X/c X €(2) 1

m
le revétement X- > X/G a 3 points de ramification (al,az,a3) d'indice

e

€1 €20 ©3

—L-+ ~L-+ R 1 + ol n est 1'ordre de G.
e e e

1 2 3

=R

Soit Pi(t) =1l (t—eai) le produit &tant pris sur les 0 € G
6
tels que Gai parcourt l'orbite de a, .

Pi(t) est de degré n/ei (ou éventuellement {n/ei—l} si 1'infini

est dans 1'orbite de ai).

Pi(t) ’
P, (Y(r)) = ; Yec
i (th+d¢»n7e1
e.
e, Pil(t)
P (P(t)) = pour i = 1,2,3.

n
(ClBt"'dla)
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il existe donc kl’ kz, k3 tels que
e e e
1 2 3 _
klPI + k1P2 + k3P3 =0

puisque Pl’ P,s P, sont linéairement dépendants. P.l et Pj sont premiers

3

entre eux puisque les orbites sont distinctes.

9.4. Calewl des polynomes P

| Py By pour chaque groupe G

possible (non cyclique] .

1) G est_le groupe diédral n = 2n'

= = = '
e, e, 2 ey =n
Calcul de P1 : l'action de G sur a, se traduit par
: 1
a, ﬂnﬁ-e21k'ﬂ/n ;L- on peut prendre a, = 1
1
2‘ 1 1
Pl(t) - I (t-e ikm/n ) &
ke [O,n'[:
Calcul de P2 : 1'action de G sur a, se traduit par
4 ] !
a, > e21k m/m’ 1 avec k' impair
2 a
2
2ikT
1 1]
T ] t - e2n _ t2n -1 n'
Pp(e) = L AL
ke[O,Zn'[ = t -1
k'e[O,n' t - e
Calcul de P3 : la fibre en ay a 2 points 0O et oo,
Py(t) = (£-0)(1) =t

it

P3(t) t
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La relation liant PI’ P2, P3 est
p2 - p2 _ 4" -0
1 3

n' 2
et z = £E~E;ll— est générateur de Fix G.

t

2n' n' . . . e .

t +t (2-z) + 1 =0: t solution de cette équation définit
une extension algébrique €(t) de €(z) de degré 2n' = n de groupe

de galois Dn = DZn'

2) G est le groupe du tétraédre

Sur la sphére on prend un repdre centré au centre du tétraédre
dont les axes passent par le milieu des arétes. A, B, C, D sommets du

tétraddre ont pour coordonnées

(1/V3, 1/V/3, 1/V3) (-1/V3, 1/¥/3, ~-1/V3)
(-1/V/3, -1/V3, 1/V3) (1/V3, -1/¥3, =1/¥3)

E€,M,0 = % L avec £.n.z > 0. Sur le plan projectif Pl(m) par la projec-

V3 .
. P . E+in
tion stéréographique : =z -
. Calcul de P, : l'orbite de a, est constituée par les points de la sphére

1 1

prolongeant les milieux des aré@tes, dans notre repére sur la sphére
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dans le repére projectif (0,»,*1,+i). Soit donc Pl(t) = t(tz—l)(t2+l)
le degfé est 5, 1'c &tant dans 1'orbite.

. Calcul de P2 : 1'orbite de a2 est constitude des 4 sommets A B C D ce

1+1 -1 -1+41 -1-1

V3-1 V3+1 V/3+i /3-1

qui donne ( ) dans TI(C)

4
Pz(t) = T (t—zi) = t4 - 2/-3 t2 + 1

i=1
. Calcul de P3 : 1'obtite de a, est constituée des points diamétralement
opposés aux sommets
14 1-i =1+i  -1-i

b bl s
V3+1  V/3-1 V3-i /341

~

Py(t) = T (t-zi) N N W R
1

'—lt
I

. La relation liant Pl’ P2, 3

_ (%23 A
th2/53 23

. et est générateur de Fix G.

t racine de 1'équation (t4+2¢:§,t2+1)32 - (t4—2/:§ t2+l)3 = (0 définit

une extension d'ordre 12 de €(z)
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c 4,-1,-4)

1
L

3) G est_le_groupe du_cube

Comme repére sur la sphére on prendra le repére constitué des
axes joignant le centre de la sph@re au milieu des faces. Les sommets du

cube ont alors pour coordonnées

13 [

+
—

+
o
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les milieux des arétes ont pour coordonnées

1/v3 1\ 1/V3 / il'\ 1/Y3 ] 0\
+1 ; 0 | ; f +1 : 12 milieux
\ k4 [} -~
\ i d'arétes
0] A | \ +1

T
0 / (\il } l 0 : 6 points

Par la projection stéréographique, pour les sommets du cube

1+
1+
H.

1
v2t1

) 8 points

pour les milieux des arétes

+1+i +1 i

H

Ny /351 /3%

Pour les prolongements des milieux des faces

(®,0,x1 5 *1)

i+ | ¢ *i

) (¢ -
V3 V3+1 V3+1

d'oi P () =1II(t -
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Pl(t) = t12 - 33t8 - 33t4 + 1
Pz(t) = (t4—2/1§t2+1)(t4+2/:§t2+1) = t8 + 14t4 + 1
et
P,(t) = £ce2=1) (£2+1)
3 2 4 Pg(t)
La relation entre P., P_, P étant P. - P, - 108P_ =0 et =z =
1 2 3 2 1 3 4
P3(t)

engendre Fix G.

A [-1,44) ,
! ° (4,4.2)
— —7 ?
. —
§
l(’4|~1|‘i) R'
\JTS— (dq i'-i)
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4) G est_le groupe de l'icosa&dre

n = 60 e1 = 2 e2 = 3 e3 = 5
on trouve Pl(t) = t30 + 522(t25-t5) - 10 OOO(tZO—tIO) + 1
P, (1) - 2%y + 228127y - 494¢1°
P (t) = e % 1165-1)

et la relation

w

1728 P, - P2

w
et

9.5. S4 G est cyclique G

F(t) = £

n a2 .
z =t est générateur de Fix G

C(z)—2— C(t) est

1l
(@]

une extension cyclique
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CHAPITRE 111

L'objet de ce chapitre III est de déterminer les équatioms
différentielles d'ordre 2 3 coefficients dans un €(z) ayant leurs

solutions algébriques et dans un €(t) engendré par les solutions.

Nous utilisons les résultats géométrique et algébrique

du chapitre précédent.
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€¢(t) Y S, G : groupe de Galois de 1'extension &gal
au groupe de monodromie de 1'équa-
G i
tion y" + py' + qy = 0 dont les
€(z) RN SZ/G solutions sont rationnelles en t

p et gq € €(z).

I1 nous faut donc déterminer les conditioms portant sur p

et q pour qu'il en soit ainsi.

. Les points singuliers de 1'&quation sont les points de ramification

de SZ/G pour le groupe G.

G est 1'un des cinq groupes déterminés précédemment.
Les points singuliers de 1'équation sont les pdles de p et de q.
Ilyena2ou3d, 2 si G est cyclique, 3 sinon.

On peut supposer sans restriction que ces 3 points singuliers

sont 1, 0, ®* (0, ©® dans le cas cyclique).

. Au voisinage d'un point singulier a, , une solution s'écrit
oy R
y = (z—ai) @(z-ai) ol W(z—ai) est holomorphe.
Les solutions sont algébriques donc les o sont rationnels.

On les appelle les exposants des solutions.

. Soit (yl,yz) une base de solutionms, vy, et vy, linéairement

indépendantes sur €

1
n =-— 1le quotient.
Y2
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1 : S8i G n'est pas cyclique.
n quotient de 2 solutions indépendantes alors €(n) = ¢€(t)
n est &lément primitif de €(t), les solutions de 1'équation

différentielle s'expriment rationnellement en fonction n.

G opére sur les solutions de 1'équation différentielle.

ceG (O(yl)) a b ) Y, a,b,c,d € €.

Le solutions de 1l'équation différentielle sont dans un C(t)

c(n) € ¢(t)

71 a
- o1y _ antb
o€ G G(ﬂ) - O(yz) CT]"‘d ¢

Les transformations sur les quotients de solutions forment

un groupe : groupe projectif de monodromie : ®P(G)
c(n) ¢ - C(t)
P (G) G
c(z) .

Si 1'on note H les homothéties contenues dans G c'est-a-dire

les 0 € G

( o(yl)) ( a yl) aeC
o (y,) ay,
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Or dans notre cas G est 1l'un des groupes Cn s Dn s, T , C ou
Les homothéties sont contenues dans le centre de G, or si G n'est pas

cyclique, le centre de Dn , T, C ou I est réduit 3 l'identité

(voir III.2.3. ol sont décrits les groupes).

Donc si G n'est pas cyclique, P(G) =G

et c(n) = €(t) un quotient de solutions engendre donc
c(t)
G G
€(z)

Si G est cyclique, on ne peut conclure d'une fagon générale.
Nous &tudierons donc s&parement le cas cyclique.

Dans un premier temps, nous allons &tablir une relation diffé-
rentielle du 3&me ordre vérifiée par tout quotient de solutions indé-
pendantes d'une équation différentielle d'ordre 2. y" + py' + qy =0 ;

p et q e C(z). Cette relation sera invariante par toute homographie,

elle sera donc rationnelle en z.

2 : Le Schwanzien Klein [Mﬂ
Par une homographie quelconque n > ( = 22:3 a,b,c,d € @
ent +¢d - an - b =0
differencions par rapport & z, c(g'n+¢n') +dg' ~an' =0

L}

c(z"n + 2¢'n" + o) + dg" - an” = 0

C(\;"‘n + 32;““‘ + 3Q'T]" + inll) + dCH'__ an"l - O

une relation indépendante de a, b, ¢, d sera donnée par
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1 Z n n
o ¢ n ¢'n + n'
=0
o C" nll clln + zglnv + (;nll
0 C"' r1"' C"' + 3C"n' + 3€'n" + cn"'
ce qui donne apr&s simplification.
' n' 0
Cn nn ZH'C' =0
c"' n"' 3n'|cl + 3n'€"

solt encore

zn'zc'(:" - zn'n"l (:'2 + 3n"2C'2 - 3n|2C"2 . O
T]'ZEZZ;'(;"' _ 3C"2J _ C'zl:Zn'n"' _ 3n112J =0
on Geric LM 3 @20V 3 a2
que l'on écrit ;' 3 (C') Q' > =)
" 1"
donc %T - %-(%TJZ est invariant par homographie.

C'est un élément invariant par tout groupe G, c'est donc

un élément de C€(z).

"t "
On note [q] =1 - é—(n—)z c'est le shwarzien.
zZ 1 '
n 2
) . - n" 1 nn 2
On a aussl la relation Lﬂ]z = (HTD' - E-(ET)

2.1.- Caleul du schwarzien de 1 quotient de 2 solutions indé-

pendantes de 1'équation y" + py' + qy = 0 en fonction de p et q



- 72 -

=5 y| * Py| * qy, = O

Yy *+ Py, * ay, =0

1 - '
7102 " N1

5 n" = ..
72
1 2
on trouve Dﬂz =2q -3 -p' .

2.2.- Cakeul du schwarzien [n], = r(z) en gonction des
8lements qui caractérnise G c'est-d-dire les points de ramification

et les indices de ramification en ces points.
On suppose ici que G n'est pas cyclique.

Au voisinage de chaque point singulier 1, O, ®*, T a un
développement de Puiseux. Comme €(z) -li* cec(n).

En a.
1

l/e.1 2/ei

n=o + al(z—ai) + az(z—ai) + ...

oll e désigne 1l'indice de ramification de a,
or Dﬂz € €(z) donc dans le développement de Dﬂz au voisinage
d'un point singulier ne doivent apparaitre que des puissances entiéres

ce qui nous donne par le calcul

2
: e, = 1
L”JZ = — 5+ %+ B ol o et B sont des constantes
2el(z-ai) z-a,

Au voisinage de 1'® , nous pouvons écrire la relation

différentielle [ﬁ]u oi u-= é- et u est au voisinage de O.
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Le calcul nous donne Dﬂu = Dﬂz X —%

Le premier

u

terme du développement de

(0],

est

Au voisinage de 1' ©, 1le premier terme du développement de '}ﬂz

au voisinage de 1'ex,

2 2
sera - : u4 = B 1
22 2 2
2e3u 2e3.z
Ceci nous donne
2 2
e, =1 e. -1
1 A 2
Dﬂz = 5 5 + + R, + —+ C
2e (z-1) z-1 2e.z z
1 2
En &crivant le premier terme de la série en 3
e%—l ez—l eg—l
c=0, A+B=0 + + A=
2e2 2e2 2e2
1 2 3
et donc
[] e, -1 e%—l 1/ef * 1/ ; - 1/eg
n = + +
z f(z-1)2 2e§z2 2(z-1)z

Les poles de p sont d'ordrne 1.

Les pbles de q sont au plus d'ondre 2.

3.

Soit w le wronskien w =

w satisfait 1'@quation différentielle

1.- Les poles de p sont d'ordre 1.

1 _ '
Y192 T V1Y

w'+pw =

0, soit w = ke

/-pdz
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y _ W 2 w o_ kef—pdZ
n'=— , S T :
y2 n n
y; et y, sont algébriques sur C(z) ; J-pdz est un logarithme.

Les piles de p sont d'ondre 1.

Remarque : Ici, le fait que les solutions soient dans un C€(t)
n'intervient pas ; c'est le seul caractdre algébrique des solutions

qui entraine que les pbles de p sont d'ordre 1.

3.2.- Les poles de q sont au plus d'ondre 2.

[n], € € M, =2a-3p -2

Les pOles de [ﬁ]z sont d'ordre 2.

2 '

Les pdles de 2q —-% p_ - p' sont d'ordre 2.

Les poles de q sont au plus d'ondre 2.

4 :  Expression de p et de q

Au voisinage d'un point singulier a; » P qui a des pdles

d'ordre 1 s'écrit :

(o}
a.
1

i
+ pa’(z—ai) + ..)

1
p(2) = z-a. (@
1 1

q qui a des pdles d'ordre 2 au plus s'éecrit :

- 1 1
q(z) = -(—z:';l*)— (q:l + qai(z-ai) + .0l)

Os
. . . i
Les solutions y au volsinage de a, sont de la forme (z—ai) ¥(z)

avec ¥(z) holomorphe. 0« rationnel (y est algébrique).
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En écrivant que y est solution de y" + py' + qy =0

. o o
nous obtenons la relation o.(a.-1) + a,p. +q =0
iti iva, a,
2 o o t .
it o, - (I- o, + = 0.
sot i ( pai) i qai

Ce qui nous donne 2 possibilités pour a

a. et ao! avec o, + ol = l—p0
i i i i a.
i
a.a! = q°
i1 a.
i
1 - a, - ui
Donc p(z) = — + h(z) ot h(z) est un polyndme
i i
aiui A.l
q(z) = + + k(z) oli k(z) est un polyndme

3 2

i (z ai) (z ai)

les sommes portant sur les points singuliers i distance finie (1,0)
(ou 0 si G est cyclique).

L'équation ui - (1—pz )ai + qZ = 0 s'appelle 1'équation déter-
i i

minante : elle détermine les exposants a, et @i des solutions.

4.1.~- Expression de p.

. ~ . s . 1
Ecrivons 1'équation différentielle en u =2

dy ~dy dz_ _ 1 s N 2

du  dz ° du u2 M ¥R Q@

2 2

dy_ldy 2dy n____Zdy_
—5 =z Tyt 3 y'=-pl-u g - ay
du u dz u dz

d’y , 1 D dy , 4
I A e A

du u

1'c  est point singulier : 2 - % =h_ +hu+
d'ordre 1 p=pu+ pzu2 +
P
p:

5|
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mais p(z) = + h(z)

He b~
N
H

quand z » © , p(z) >0 donc h(z) =0

1 - a - ué 1 - a, - a;
et p(z) = p + —
l —a - af
si G est cyclique p(z) = _— °

4.2.- Expression de q.

© est pdle d'ordre 2 au plus.

J% a au plus un pdle d'ordre 2, J%-= q, + qu +
u u
= 29_ +
q 5 e e
Z
uia! A
mais q(s) = ) —t r k@)
i (z-a)?  (z-a.)
i i
quand z > >~ , q(z) >0, k(z) =0
OL.OC! o o o OL'
i1 A o o A 171 B
q(z) = z + = + By +
. 2 2 A 2 z-1
i (z~a.) (z=-a.) z (z-1)
1 1
9
au voisinage de 1'® , q = ~5
z
A+B=0, -A=¢g0a -oa -ao0l
o oo 171
T . T T T T
oo o, 0 oo —ao - o
oo 171 0000 oo 171
q(z) = —5— + 5+
z (z-1) z(z-1)
%%
Si G est cyclique q(z) = 5 .
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A 1-a
(o]

L'expression des équations différentielles est donc

..cx'
(o]

y +
Z

] 1
(e e
° + L1 +

o o'-0 a'-a, ol
w0 00

171

l—ul-ai o o

z—-1 22

(z-1)°

c'est une équation hypergéométrique,

ou

y=0

c'est une équation d'Euler

tous les

ui sont rationnels.

y=20

z(z-1)

s'il y a 2 points singuliers O

c'est-3-dire si

G

est cyclique

et

o]

b

5 : Conclusion.

5.1.- Cas de 2'équation

Toutes les équations vy

d' Eulern -
-0 -a'
o

(¢}
"y 2 2y
zZ

1

G est cyclique.

o o'
00

y=20

avec o _ et a; rationnels auront leurs solutions algébriques et
dans un C(t)
C
avec €(2z) LN c(t).
5.2.- Cas de L'Zquation hypergéométrnique G non cyclique.
Dans ce cas, les exposants du quotient de solution n en
1
1, 0, » sont L s T s EL
1 2 3
c'est-a-dire o - ui - L 1
el o - =-e—°
' 1 3
a ~a' = —
) o e
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' ' o . o g
D'autre part, o, + o; = l-p pour les points & distance
i i a; '
)

finie et” a_+a! =12 P, " 1 (ces résultats sont donnés par 1'équation

i

déterminante).

Dans notre cas, 2 points 3 distance finie, un point & 1'e

o, + af

+a +a'+9 +a' =2-1=1,
1 1 o o o o

On a donc 4 relations déterminant les six exposants a ui

Les équations hypergéométriques

1-0, -a' 1~o, -a! a o' aal oa'-aa'-o al
n+( o 1 1)|+(00+11+°°°° 0011)y=0
y z z—1 y z z-1 z(z-1)

ol les o s ai sont rationnels vérifiant les quatre relations

a, —o! = 1 (2, n, 2)

1 1 e >

L N 2, 3, 3

% "% T ol (ejsepse3) = (5 3, 4)

o —_ OL' =_1__ (2: 3’ 5)

[s 0] 0 e3

o, +a' +oa +a'+a +o0o' =1
1 1 o) o © @

ont leurs solutions algébriques, dans un €(t)

€(z) —g c(t)

G étant déterminé par (el, €ys e3).

on se raméne # une équation ol aé =0 et 0y

5.3.- Forme wsuelle de ces Zquations.

' '
o o
1

Par un changement de variables Y = yz 0(z—l)

' = 0 c'est-d-dire
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et on peut calculer o _ et
oo

oi M est 1l'ordre du groupe

Soit encore en posant <Y-0-B

_79_

0‘1

[]

s [0 = =

1 2
o-g=o0_-0o = El—
3
" Y- (a+B+l)z aB _
yo ¥ z(z-1) Y YT 0
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CHAPITRE 1V

Dans le chapitre précédent, nous avons montré que les équations
différentielles linéaires homogénes d'ordre 2 3 coefficients rationnels
dont les solutions sont algébriques dans une extension transcendante pure
€(t) sont des &quations hypergéométriques (ou d'Euler si le groupe de Galois

de 1'équation est cyclique).

Dans ce chapitre, on cherche 3 résoudre la question suivante
quand une €quation différentielle linéaire homogéne d'ordre 2 3 coefficients
rationnels dans un €(t) : y" + py' + qy = 0 a-t-elle des solu£ions algébri-
v _ dy

ques ? (y 30 Baldassarri and Dwork [11] - Baldassarri [12].

Ce probléme est &quivalent aux deux problémes suivants
A : le wronskien est-il algébrique ?
B : les quotients de solutions sont~ils algébriques ?
En effet, si Y129, est une base de solutions de 1'équation, n le quotient

y

L et w le Wronskien relatif 3 y. ,y, alors
Yo 1’72

yZ = v et yl = nyz .

Résoudre le probléme A revient d &tudier 1l'existence de solutions

algébriques de 1'équation différentielle w' + pw = O : les pdles de p sont

d'ordre 1 et p est de la forme E a; étant les pdles et cy

t-a

étant rationnels.
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Pour résoudre le probléme B, nous &tudions le groupe qui opére
sur les quotients de solutions de 1'équation y" + py' + qy = 0. Sous 1l'ac—
tion du groupe de monodromie de 1'équation, une base de solutions Yy Yo

u

est transformée en une autre base de solutions Uy U,

u, = ay1 + by2

oi a,b,c,d ¢ €.

i

uy =y, + dy2

un quotient de solutions n est transformé en un quotient de solutions C

an+b
Cn+d

avec C = a,b,c,d € C.

Ces transformations sur les quotients de solutions forment un

groupe : sous-groupe du groupe des homographies c'est le groupe projectif

de monodromie G. G opdre sur les quotients de solutions de 1'équation

d
y" + py' + qy =0, p et qe€ €(t) et y' = a% .

G est fini est équivalent 3 dire que_les quotients_de solutions sont algé-

brigues.

G est fini <=> G est &égal & conjugaison prés & 1l'un des cing
types de groupes Cn’ Dn’ T, C ou I. G é&tant un sous—groupe du groupe
des homographies P G1(2), la détermination de ces sous—groupes a été

faite au chapitre II paragraphe 8.

D'un point_de vue algébrique, on est dans la situation suivante

m(t)——fL—> L =¢)Ym

L est 1'extension algébrique, galoisienne engendrée par les quotients de

solutions, 1 é&tant un élément primitif.
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Or G opére sur €(n) puisque par G : n > ¢ = .
Quel est le corps fixe de €(n) par G ?

d'une part C(ﬂ)G = ¢(t) NeE)

d'autre part c'est un sous-corps de €(n) de degré de transcendance 1 sur

€ puisque C(n)G + €(n) est une extension algébrique donc, d'aprés le

théoréme de Luroth C(n)G est un C€(z) oll 2z est une fraction rationnelle

en N

€t) —CS 4 L = €(t) (n)

G

C(z) ————— ¢(n)

D'un_point de vue différentiel

1"t

N quotient de solutions de y" + py' + qy = 0 (p,q € €(t) y' = g%)

vérifie une équation différentielle du 38me ordre, que l'on obtient en &limi-

. antb a2 . s
nant a,b,c,d entre la relation (¢ = cgid et ses dérivées premiére, seconde
et troisiéme.

Cette équation est le swarchzien de n, invariante par G donc

rationnelle en t :

M, =% -%(%'.—')2 =24 -5 3
G opére sur €(n), ¢ = %%%% , on peut aussi &crire 1'équation différentielle
du troisime ordre en considérant les dérivées é%-. On obtient de la méme
fagon [h]z = r(z) = fraction rationnelle en z. n est quotient de solution

de 9——}2'-+p§l+qy=0 donc [n] = 2q - p' -%p2~

dt dt
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Posons

Dﬂt = 2q1 et n est quotient de solutions de 1'équation

2
d}z"“qu:O
dt
a2
nous dirons qu'une &quation de la forme ——%-+ Q(t)y = O est une Equation
dt

normalisée, elle est &quivalente & 1'équation initiale au sens ol les quotients

S o it 4 s e o

de solutions de 1'une sont quotients de solutions de l'autre et réciproquement,
on dira projectivement &quivalente.

Bﬂz = r(z), n est quotient de solutions d'une équation

dy 1 G
gy, =] y=0 orona €(z) »eMm).
d22 2 z

G est fini <=> G est 1'un des cinq groupes Cn’ Dn’ T, C ou

I <=> d'aprés les calculs de [n]z fait au chapitre précédent

e2—1 e

-1 l/e2+l/e2—1/e2-l
- 1 1 2 3
[n], = +

+

N NN N

2
Ze”;’(z—l)2 2e.z 2z(z-1)
nz-l 1
ou [n]Z = 7;7?'—5' (si G est cyclique).
n z
Nous noterons Ee e .6 1'8quation correspondante
1°72°73

—5 +-%[ﬁ]zy = 0. Ce sont des &quations hypergéométriques normalisées.

Conclusion.,
€(z) est un sous—corps de C€(t) de degré de transcendance 1 sur

€ : 2z est une fraction rationnelle en t : =z = z(t).



_84_

On a le diagramme suivant

8, = X A\ €(£) G -~ L = €(t,n)
g
S, = Y A €(2) ¢ > €(n)

2

ot X (resp. Y) est la surface de Riemann dont le corps des fonctions

méromorphes est €(t) (resp. €(z)) et oii (X,T) est un revétement ramifié

fini analytique de Y.

On en conclue donc que 1'équation différentielle y" + py' + qy = 0O
aura des quotients de solutions algébriques si et seulement si 1'&quation
normalisée &quivalente y" + qy = 0 est le "relévement'" par une application

rationnelle z = z(t) d'une &quation hypergéométrique normalisée

e reyreg (ou d'Euler, si G est cyclique) de groupe G ; relévement &tant

entendu au sens suivant : Dﬂt = 2q1(t)

(], =24, e pe, @ =z

I\

ml, =[], 2% - &' +5 &0

DO -

Le groupe projectif de monodromie d'une équation différentielle,
et donc d'une équation différentielle normalisée projectivement équivalente
(E) sera Dn,T,C ou I (resp. Cn) suivant qu'il existera une fraction
rationnelle =z = z(t) telle que (E) soit le relé&vement d'une équation
différentielle normalisée hypergéométrique (resp. d'Euler) Ee e o les

172°73
indices (el,ez,e3) correspondant 3 ceux des groupes Dn,T,C ou I.
Nous étudions donc les conditions que doit satisfaire une telle

fraction rationnelle 2z = z(t).
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§ 1 - Expression du degné de z = z(t) en fonction des différences

d'exposants des sofutions de £'@équation différentielle y" + py' + qy = O.

Les différences d'exposants des solutions sont les exposants des

quotients de solutioms.

Au voisinage d'un point P de X, une base de solutions peut

s'écrire :
%1 )
=t I+b .t +... 5 = + +...

yp =g, (bpe vy 5y, = £ T(Iboe 4

: 71
oy T o, est 1'exposant de n = §E

En un point régulier, les solutions sont holomorphes on peut donc

prendre une base de solution pour laquelle (al-az) = (0,1).

Soit Y(P) = Ial-uzl.
Y(P) - 1 est nul presque partout c'est-3-dire partout sauf aux

points singuliers de 1'équation

X c(t) Eo une équation différentielle sur X

(o]

€(z) E une équation différentielle sur Y

A 1'ensemble des points singuliers de E
AO 1'ensemble des points singuliers de EO
T uz les exposants des solutions en P.

Po au-dessus de P, les exposants des solutions en PO seront respectivement

Pe A, o

égaux a al e(PO) et uz e (Po) oll e(Po) désigne la ramification de Po

au—dessus de P.
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On a donc Y(Po) = e(PO) X v(P)

YD) =y(® ] e(®)=vy(® .d
P P
oP o'p

< - ~ m . . .
d étant le degré du revétement X —> Y. (la Z €tant prise sur les points

Po au-dessus de ©P).

Comparons ) (y(P)-1) et ) (y(P)-1)
Pep Poer ©

) (@)1 =I2 Y(P ) - card A_

P €A
o] o o
= g o ZP Y(PO) - card Ao = g (y(P)xd) - card AO
[}
¥ (y(e)-1) = d()(y(P)-1)) + d card A - card A,
P P
(o]

Y(Y(P )=1) - d(J(y(P)-1)) = d card A - card A
P ° P °

(o}

d'autre part la formule du genre de Hurwitz nous donne :

2(g -1) - 2d(g-1) ) (e, -1)
P
(o]

(o}

=)() ep ) ~card A = d card A - card A
P|P o ° o

(o}

2(g,-1) = 2d(g~1) =} (v(2)=1) - d(J(y(P)-1))
P P

o
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PX (v( )-D-2(g 1)
(o]
y(y@)-1) + 2(g-1)
P

et d = . Dans notre cas g=g =0 et

g (Y(PO)—1)+ 2

(o]

degré de z =
z = z(t) Y (Y (P)-1) + 2
P

L'ensemble fini Ao est donné par 1'équation y" + py' + qy =0

(ou y" + q,y = 0) ainsi que les y(PO).

L'ensemble A 1lui est {1,0,} si G n'est pas cyclique,
{0,} si G est cyclique. Les y(P) sont fixés si G est ni di&dral ni

cyclique et dépendent de n si G est Dn ou Cn.

Ceci nous améne 3 étudier différemment les cas ou G pourrait
&tre cyclique, diédral ou 1'un des 3 autres groupes.

En effet si G n'est ni cyclique, ni di&dral, G sera 1l'un des
3 autres groupes s'il existe une fraction rationnelle 2z = z(t) de degré
fixé (différent suivant que G est T,C ou I) telle que E soit un reléve-
ment de Ee e e

1°72°73
Pour voir si G est cyclique et diédral nous devrons utiliser

d'autres méthodes puisque le degré de z = z(t) ne peut &tre fixé a priori

§ 2 - Le groupe profectif de monodromie d'une Zquation E : y"+ ql(t)y =0

peut-il 2tre tétnaddral, octaidral ou icosaédral (T,C ou I) 7

G '
c(t) e(t,n) E : y'"+q (t)y =0
€(z) ——> ¢ E Doyt =0
(2) - (n) epreyrey ) qel’ez’EB(z)y

n un quotient de solutions.
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La réponse sera positive s'il existe une fraction rationnelle

z = z(t) qui vérifie :

+
N

PE (y(e -1

a) degré z(t) = o avec

Y (Y(@)=1) + 2
P

1
Ty(P)-1) = = + — + — - 3,
P €1 €2 €3

Les P  &tant les pdles de ql(t)

o
_ _ - ——— _ R T
) (Y(P )-1)+2 |
P ° !
degré z(t) = — _ lidl Y o(y(p)-1)+2| |
1 1 1 2 o |
—t—t— -1 P i
e, e, e, o !
e e d
L T T .
2 1 . z" 1 ,2". 2
i - v _ 12 1 2 4]
b) : ql(t) 4 3€.,s8 (z) . z 2 (z )+ 4 (z') !
: 1 2 3 {
Cette dernidre relation étant établie comme suit
_ .r.lll v _I_D_’l 2 _ .
(], = GP' - 3GP7 = 2q,(0) ;s [nl, 24 e e,
éﬂ — [ _d_n ' no_ " |2 v " - El_n
dt = 7 = 1z z n nz 7z + N VA avec n dz

N —
N

'2 LA |
M, =M, 2"+ & -

d'oti la relation.
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G

. . X C(t) —=2——— C(t) (M)
X X X
X X X
X x

. X T

. X

L R

Dire que E = y'" + ql(t)y = 0 est le relévement de Ee o e
1°72°73

c'est dire que les singularités de E, les pdles de ql(t) sont dans les

. . . a1 n il
fibres au-dessus de 0,1, si 1'on considére le revétement X — Y.

r r-1
t +0th -f'..."'OCr

Si z = z(t) = 5 | , sup(r,s) =d
t +Blt +...+8

degré du revétement

s

1

degré de z(t)
on connait les singularités de ql(t) et on a ainsi des renseignements sur

les degrés du numérateur et du dénominateur r et s.

§ 3 - Exemple d'une Equation diggerentielle y" + q,(t)y =0 dont Le groupe

profectif de monodromie est tétraédral (ou € ou 1I).

E =y" +q (z)y =0
el,ez,e3 eleze3
ol
e2-1 e2-l 1/e2+1/e2~1/e2—1
. (z) = 2 . 1 .\ 1 2 3
€1%2%3 4e§zz 4ef(z—1)2 4z (z~1)
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Choisissons a priori z(t) = t™
a) Calculons ql(t)
_ 2, Lty 12
4 © =a, o @22 - 3G
v -1 " o_ _ m-2 z" _ m- E:.' _ _m=l
z = mt 9 z = m(m l)t H —Z'—,— = —t— H (Z') = ——i—
t
2 2_ 2_ 2_
©) - e 1 , e 1 l/e1+l/e2 1/e3 1 2t2m—2 Clml 1 (m—1)2
q; - 2 2m 2, m 2 m, m 2 2
4e2t 4e1(t -1) 4t (£ -1) 2t 4 t
2 2
e -m e ~1 m-1 9 m~2
I e i A LI
4 e t 4 e t™-1 4 e e e t™-1
1 1 1 2 3
Notons Ck les m racines m—iémes de l'unité dans €.
tm—l=_l_§ 1
tm—l m k t=-C
k
Q2 2 2
e_-m e -1 2
q (t) —_1. 2 x.i_+ 1 _1__ +l(_1_+ 1_._.1_._])m§ !
! 4 e2 t2 4e2 k t-C 4 2 2 2 k t(t-g,)
2 1 K el e °4 "k
ce qui s'écrit encore
e2—m2 e2-1 e2-l
1171 1 1 1 1
4y (8) = =g x5 * 5~ ) 77 7 — -t]C)
- 1 - T - —
4 e, t 4e1 k (t Ck) 2e1 k>k' ¢/k- /k' t (&% k'
S VL U U BN
4 2 e2 e2 k t{t-z )
€1 %2 3 k

| I
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b) Déterminons les singularités de E = y" + ql(t)y et les vY(P)

correspondants.

. Les singularités de E sont O, les racines m iéme de 1, 1'ew,

. Les singularités de E sont 1, 0, © avec
€1°€2°%3

1
’ Y()_'B"

|

Y() =3 5 () =

d'un point de vue géométrique on a la situation suivante

c(t) X I 1
pt mpts pt
m
z =t
€(z) Y
e(0) =m , e(®) =m, e(Ck) =1
donc

YO =2, v =g ¥ -

w8

La formule donnant le degré de z(t) est bien vérifiée

m

m m

31+ ) (1/2-1) + z =1 +2
k=1

m = =
1 1 1 1
zt3*t3 -3t

. Si 1'on calcule les racines de 1'8quation d8terminante et que l'on fait

la différence on trouve bien

wis
wig

1
2 b
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Remarque : On aurait pu faire cette construction pour G octoé-

1

1 1
'2‘959'4_)

dral ou icosaé&dral, en prenant dans le premier cas (—Ly—LyéLJ = (
€1 %2 %3

111

2°3°57°

et dans le deuxiéme (—L3~L3~LO = (
e ’e,’e,

§ 4 - Le groupe projectif de monodromie G peut-AL etre cyclique ?

E=y" + ql(t)y = 0 1'équation normalisée.

4.1.- Le groupe projectif G est cyclique s4 et seulement 44

1
y y
AL existe deux sofutions y, et y, de E telles que ;l et ;3 sodent
1 2

nationnelles, c'est-a-dire invariantes par G.

a) Supposons G cyclique, G opére sur les quotients de solutions

de E, €(t,N) ofi N est un élément générique.
1]

y
G est un sous—-groupe de P G1(2), il existe 2 &éléments ;l et
1
Y5 )
—— invariants par G ol y, et vy, sont solutions de E. — et
Y2 : 2 Y2
Yy 4!
—= € €(t). Soit alors N =—, 1l'action de G sur N est donc n "> an,
y y
2 2
aeC. G est fini donc a est une racine n-iéme de 1'unité - nn € €(t).

b) Réciproquement : Supposons qu'il existe deux solutions y, et
1

[)
y y
v, de E telles que 1 et e soient rationnelles.
1 2 ) '
y y y ' '
Soit alors n = —l—, 2.0 . n est rationnel,
Y9 bA Yo n n

1
%T est invariant par G. 7N est un élément exponentiel, 1l'action de G
sur N est donc n*an, a €€ et a est une racine de 1'unité puisque
G est fini (n est algébrique).

Donc G est cyclique.
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4.2.- A quelles conditions existe-it-iL deux solutions Y5Yy
. 1 1]

y y
de E=y" + ql(t)y = 0 dont Les dénivies Logarithmiques -;l ,;2- sont
1 2

nationnelles ?

]
y solution de E => %7- est solution de 1'équation de Riccati
u' + u2 + ql(t) =0

1

J_ rationnelle ' c.
y solution de E Y i t=ay

Les c; sont des exposants des solutions de E. Si 0 ai désignent les

-~

exposants d'une base de solution que 1'on peut supposer constituée & partir

de v, c, T O de plus a, + ai =1 (le coefficient de y' est nul et

. . . 2 o
donc o et ai sont racines de 1'équation o =~ o + q, = 0) a, - ai =
1), .
et donc c, =5 o ki est la différence d'exposants en ass, reste 3
1 c, li}\.1
vérifier que u = SAR Z —2L — avec c. = est solution de
y T (t—ai) i 2

u' + u2 + ql(t) 0.

Si 1'équation de Riccati admet 2 solutions de ce type alors G
sera cyclique.
Si 1'équation de Riccati n'admet pas 2 solutions de ce type alors

G ne pourra étre cyclique.

§ 5 - Le groupe projectif de monodromie G peut-iL etre digdral ?

On suppose G non cyclique. G est diédral d'ordre 2n.
Si n# 2, G contient un seul sous-groupe cyclique H d'ordre n (le

groupe des rotations Cn) G/H est d'ordre 2 = {1,0}

H LH est une extension quadratique de K donc

H galoisienne.
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Si n =2, G est le groupe de Klein =V = {1,0,1,01}, K*jL+ L, 11 existe
a et b dans K tels que L = K(¥a,vb), K(Va), K(¥b), K(¥ab) sont

3 extensions quadratiques de K.

K ——1 K——> 1L K— L
-
/ \
K(Va) K(/b' K(/ab)

Nous distinguerons le cas oli G est diédral (en excluant G = V) et le

cas oi G = V.

5.1.- Le groupe projectif G est diedral (G # V) 84 et seulement

84 AL existe deux solutions Linainement indépendantes de (E) y, et v,

3 v, :
telles que ;l et _§; solent conjuguies dans une extension quadratique
1 2
de ¢€(t) contenue dans L.

G est diédral d'ordre 2m, H le sous groupe cyclique, 1 un élé-

ment primitif de L

C(t) ———— €(t,n) (E) : y" + q,(t)y =0
G(t,n)H
€C(z) > €(n) (Ez) : y"' 4+ q(2)y =0

(n)H
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si il existe deux solutions, et

1

. Montrons tout d'abord que

soient conjuguées dans une extension quadratique de €(z).

G est diédral si et seulement |
y3 y.
‘ 1 2
y, de E telles que — et —
2 z vy Yy

H 1le sous-groupe cyclique,

extension quadratique de €(z), c'est

G(n)H est un sous corps de C(1),

un €(a) .

H est cyclique d'ordre m, on peut donc trouver deux solutions
1 v
14! Y2 . \ .
V,sY telles que — et -— soient dans €(a); c'est le cas cyclique.
172 Yy Y,
y m
Pour le 1 correspondant n = 5. n € €(a), G n'étant pas
2
T 1]
. 4! ) .
cyclique 3. et 7. ne sont pas dans €(z), ne sont pas invariants par
1 2
y' y' v,
ce sont les seules valeurs de Z— dans €(a) donc ;l- et ;— sont
1 2
conjuguées.
. Réciproquement : On suppose qu'il existe 2 solutions y, et
. Y] Y,
de E telles que — et —
) z Y4 Yy
de €(z) qui est un C(a).
Y1
Prenons n = — .
Y2
Les vy

soient dans une extension quadratique

sont algébriques donc il existe un m tel que

" e €(a). Désignons par H le sous-groupe de G tel que (C(n)H = ¢(a)

H

C(z)

est cyclique d'ordre m |méme raisons que dans le cas c clique
y q y

{1,%

cm)

i

c(n)
1

G

*
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Donc G/H = {1,0}, G est diédral. Si m est différent de 2, G(n)H est
la seule extension quadratique de €(z). Si m = 2, G est le groupe de
Klein V et l'extension quadratique G(n)H contient n2 c'est le corps

fixe correspondant a 1'€lément Yy € G, 7Y : n > -n. Nous reviendrons sur

Y 2
5.1.2. Calculs explicites de — et —
71 2
solutions Y1 et Yy de Ez calculées par Gauss.

3d partir de deux

L'équation hypergéométrique d groupe diédral s'écrit

" - 1 ' ~
+ (ng?ii; )2) y - z(??z) y oi 1-y, y-o-B, a—-R

sont les différences d'exposants en 0,1, soit ici I-y =

1
OL"B—E‘.

1
2
1

Y-0-8 = -,

Gauss en a calculé 2 solutions :

Qe /™ e (1-vpy /™

L'équation normalisée (Ez) = y" + q(z)y = 0 aura pour solutions

_awpl/m . - (1-/z) 1/m

et

! Vi 2 o

ol w est le Wronskien des 2 solutions précédentes c'est-d-dire

w = “lj (I‘Z)l/m_l, ce qui nous donne

m/z
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y vy, '
1R 220 v R on S N __ 1R
v, Y+YR et , Y-VR oti VR 7m Zz(1-2) et Yy i R donc
] ]
4! Y2 o , . . -
;— et ;— sont conjuguées dans 1'extension quadratique €(vVz) de C(z).
1 2
l T T |
! 5.1.3. Etudions maintenant le relé&vement & €(t) !
i ]
i ]
| (E) : y" +q(t)y =0 |
- —_— —_— —_—— i
C
c(t) c(t,n)
: \ /
H
c(t,n)
C(z) c(n)
\ V4
/
\\ // H
C (o)
H H . .
¢(a) = ¢€(t,n) N €¢(n), ¢€(t,n) , extension quadratique de €(t) est le

relévement de €(a) par =z = z(t).

v y
. Calculons les ;- et 5. conjuguées dans G(t,n)H. Soit n
1 2
y

quotient de solutions 1 de E trouvé au paragraphe précédent 1 est

Y9 z

aussi quotient de solutions de E.

1

v, =Y,

En effet si y. est solution de E_ alors y, x oil
1 b4 1 ;/Z-T
(z(t)) est solution de E.
yi 1 z" yi
8i wu.(z) = — alors u.(z(t)) xz' - -5 =—(t) ol vy, (t)
1 v 1 2 =z A 1

est solution de E.

le
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Les calculs se font "simplement' en écrivant

(E) : y" o+ ql(t)y =0 et (EZ) : y"' + q(z)y =0
ol q,(t) = q(z(t))z'2 +~l[z] 3 [z] = schwarzien de =z par rapport & t.
1 2 t t

Comme z' et 2z" sont dans €(t), on écrira encore
Y; Yé \
;— = Y+/§, ;— = Y—/ﬁ avec Y et R dans €(t), R non carré dans €(t)

1 2

1 R’
et YETTIR

Ceci achéve la démonstration.
pp— —— e e e e e 4
| |
| G diédral <=> il existe deux solutions vy, et vy, de (E) !
] ! ! 1

y y

| 1
Itelles que 1 et N soient conjuguées dans une extension quadratique |
i 1 2 I
| ]
lde €(t) contenue dans L = c(t,n) :
] {
[ _— —_— R e e e 4

y
Soient donc Yy et Yos ;l =1 trouvés précédemment
2

|

]
71 Y2

Y1 Y2
ST 2
§-+ 5. € €(t) est invariant par G.
1 2
' yi yé w . .
D'autre part — - — = 2,R = » W = Wronskien est 1ci une constante.
i Y2 Y192

Y et y, sont telles que la dérivée logarithmique du produit soit ration-
nelle, invariante par G et telles que le carré du produit soit rationnel,
invariant par G.

Ceci nous améne 3 formuler une nouvelle condition pour que G

soit diédral (différent de V).



-y,

oy
=
T
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5.2, G diédral <=> il existe deux solutions Yy Y, de (E)
telles quel'équation différentielle (du troisiéme ordre) dont ¥, v, est
solution admet une solution dont la dérivée logarithmique est rationnelle

et dont le carré est dans C€(t)

y
Supposons G diédral alors n =-§l , C(t)—~g—+ c(t,n) et
2

y! y yi oy d(Log y,v,)
____1_ - Y+‘/§’ _2_ = Y—/—, -—-1- + ——2— = ——-—E—l‘—z— [ G(t) et
Y1 Y2 1 ¥
1 )
1 W2 ] yl yz 3 éed
(7.9,) — 2~ € €(t). C'est le calcul de — et — qui préceéde.
172 4 R Y Y2
. Réciproquement :

L'8quation différentielle du troisi&me ordre dont les solutions

sont les formes quadratiques des solutions de (E) est

= "M ' ty =
(E3) y +4qu +2qy =0

. . 2 2 N
La solution générale est Ay1 + Byly2 + Cy2 ol A,B,C sont des
constantes.
Une solution de E3 peut avoir 2 formes

a) Y2 = (ay] + byz)2 c'est le cas B2—AC = 0 mais alors

92 .
Y Y! & . . .
d(ng ) ZY € ¢(t), %7~ est rationmnel, Y est solution de (E) or ceci

est impossible car on a supposé que G n'était pas cyclique (G cyclique

\]
<=> il existe une solution y tel que %7 e €C(t)).

. b) Yd E = (ay1 + byz)(cy1 + dyz), c'est donc le seul cas possible

=l 2c ) et (Y1Y2)2 e o(t), YY, = /(D
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] | 1 1
_Y_l.—..Y_Z_:._W.__:w et _Y._1_+32_=1R_'.
Y%, Y, VR Y Y, 2R
YV Yl
.__1_=_l._R_'_.+ w et _2_=l£-_l.w
Y, 4R 2R v, 4® 27K
Yl et Y, sont solutions de (E) = y" + ql(t)y = 0.
)
] )
T ¥ L . .
T et e sont conjugués dans une extension quadratique de €(t).
l 2

Remgﬁgu . Le carré d'une solution de (E3) est dans C€(t) implique

que la dérivée logarithmique de cette solution est dans

c(t).

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T |

I 5.3. Cas oi G serait le groupe de Klein |

| e e e e e e e e e e i
. G

G =V = {id,o,1,071} c(t) - L
G
C(z) ———— ¢(n)

Soit 1n un quotient de (E) correspondant au quotient de solution de (E3)

Y
ol y1 et y2

y sont les solutions de Gauss de 1'8quation hypergéométri-
2
ue normaliséde (I+‘/2)1/2 ot (1_/2)1/2
a A — -
G opére sur T G :m > -n
T n —>_1_
n
1
T : N> ~ —
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n~ est invariant par 0,
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2
n

n'est pas invariant par

G.

nz est dans une extension quadratique KO de C€(r) (M(t) = Yl)
2

1

¥ Y
KO = C(Vz(t)) et -1 et —= sont dans €(vVz(t)), en effet d'aprés les
1 2
calculs précédents (5.1.2)
v v,
S U NN S WU U N/ I S
Yy z(1-z) 2 1-z 4z ° Y, 4 z(1-2) 2 1-z 4z !
V' Y' Yl yv "
~l-=-—l(t) x z' - %-ETA ; 2z —z(t) x z' = %-ST
1 Y] 2 2
|
. Yy Y
z @&tant rationnellement z' et z" 1le sont T et —- sont dans
2
c(vVz(t)).
e e e e o e e e e e P e e e e e et e e e e A e et i e e \
i
U !
! 5.3.1. S1i ¢ (resp. &) est un quotient de solutions — !
| . 2 |
(resp. Vl) dont le carré est invariant par T (resp. OT) alors !
2 !
Ul U' V' V' =
] 2 1 2 o \ : |
— et == (resp. —— et ==) seront conjugués dans 1'extension quadra- |
U U \Y \ |
1 2 1 2 |
i
tique KT (resp. KOT) de €(t). Ceci déterminera explicitement KT et !
: I
i
i
ot |
[ —_— _— e e i
Cherchons tout d'abord ¢ dont le carré est invariant par
T :n~>1/n
r = an+b
cn+d
an+b, 2 an+b, 2
WG = Ep

Cette équation nous conduit au systéme

ad + be

ac + bd

i
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z =-%5% convient, prenons

~_Lonl - -y - ;
r(z) = ™ ) ol u, ul(z) Y, " Yy solution de Ez
u, = u2(z) =V, 'y, solution de EZ
alors
\
u'
Aol 1 1 1 -z 11
u, bz T-2 4 1~z bz Lz (1-2) 2z 4(1-2)
ul
2 _,cowi-z 1 1 1 =z 1 ]
u, bzv/1-z 4 1-z bz 4z (1-2) 2z 4(1-2)

KT est donc €(/1-z(t)), on aurait pu aussi calculer

C =

2 z:zél:z e €(/I72)

* On cherche de la méme fagon & dont le carré est invariant par

. __L _ an+b
Ur-n->n, € on+d
antb,2, _ ,an+b 2
(G ) = G

Cette &quation nous conduit au systéme fad + bc = 0

ac — bd =0
n-i .
{ = -— convlient
n+i
E—; = j’-._l_ = ZE_Y_Z_ v = —i_ . v = +i
v, ¥y, A NS 2 T YT,
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£2 = 2z -1 - 2i/2(172)
1 1
) 1 Va
S1i on calcule — et —
vy 2

4(1-2)
\
Vo _-iv/z(l-z) 1 _ 1
v 4z (1-2) 4z 4(1-2z)
= Jz (1 .
KOT C(vVz(t) (1-z(t))
u! V!
Pour avoir les solutions ﬁi(t) et vi(t) il suffit d'écrire
i i
) \J
E]_i_';-_‘-.lix z'—_!.g_'_r_
U. u. 2 z
i i

Nous obtenons ainsi les 3 extensions quadratiques de

C¢(t) corres-
pondant aux corps fixes par les sous—groupes de

G et nous obtenons 3 couples
de solutions de (E) (UI’UZ)’ (VI’VZ)’ (Yl’YZ) tels que
L L | L ¥ 1
(0 I A I
3 b s ] v v
Uy 4 Vi Y YW.0%

sont distinctes et conjugués 2 a 2.
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5.3.2. G est le groupe de Klein <=> 1'équation différentielle
du 3éme ordre qui admet comme solution générale Ay% + Byzy1 + Cy% olt
Y0 Yy sont 2 solutions lin&airement indépendantes de (E) admet 3 solutions
distinctes dont la dérivée logarithmique est rationnelle et dont le carré

est dans C(t).

C'est la méme démomstration que dans 5.2 oll 1'on considérera 'les
3 extensions quadratiques KO, KT, KOT de C(t) et les 3 couples de solu-

5.4,

I1 nous reste maintenant & chercher quand il peut y avoir une
(ou trois) solutions de (E3) dont le carré est dans C€C(t) et donc que

la dérivée logarithmique est rationnelle.

Y,Y, = YR(t) R(t) € €(t)
ky
YIYZ est de la forme ﬂ(t-ai) og ol les k.1 sont des entiers ou des
demi~entiers et g un polyndme. Les a; étant les points singuliers de
1'équation (E).
D'autre part, YJY2 = (ayl+by2)(cyl+dy2), en utilisant les diffé-

rences d'exposants Xi, on obtient vu les relations déja &crites (dans le

1 = + = + 3
cas cyclique) ki | Xi ou 1 et Z ki + deg g 1 oul=x ) . Ceci
donne un nombre fini de possibilités puisque 1'on connaflt Ai et A et

[ee]

les a..
i

Ce qui permet de déterminer si G peut &tre diédral ou le groupe

de Klein.
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§ 6 - En guise de conclusion & ce chapitre

Quelles conditions doivent satisfaire les équations différentielles
linéaires homogénes d'ordre 2 3 coefficients dans un €(t) pour avoir des

solutions algébriques ?

. y" + py' + qy = 0 une telle équation
)
.y + (g- %-pz - lp')y = 0 1'équation normalisée projectivement équivalente

2
(ayant les mémes quotients de solutions)
. M 1le groupe de monodromie de 1'équation égal au groupe de Galois, G 1la

partie projective de M : groupe projectif qui opére sur les quotients de

solutions n M/H G of H est le sous-groupe des homothéties
(h(yl)) i ( ayl)
h(y,) - ay,
) — s e(e,n—tot
+ les pbdles de p sont d'ordre |
+ les pdles de q sont au plus d'ordre 2

+ le nombre de pdles de p et gq n'est pas fixé mais : les pdles de

121
7P 3P

' sont dans les fibres au-dessus de 1,0, (0, si G

. ~ m D ysers . .
est cyclique) dans le revétement X-—> Y dé&fini par une application

rationnelle =z = z(t) telle que

[, = Ml,2'" - [el, 2 =

X /ff*ﬁ\\\\\_—//,m(t)
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> G est 1'un des 5 groupes Cn’ Dn’ T, C ou I
H est fini cyclique
les solutions sont dans L extension cyclique de €(t,n)
» étant donné une &quation y" + py' + qy = O on a décrit des procédures

permettant de déterminer si G pouvait &tre cyclique, diédral ou T,

C ou 1I.
\

Etant donné une équation y" + py' +qy = O, on saura donc déterminer si ces

solutions sont algébriques ou non.
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CHAPITRE V

Dans ce chapitre nous étudions des conditions pour que certains
opérateurs lin8aires du second ordre définis sur une surface de Riemann
compacte, connexe ait des solutions algébriques.

Nous le faisons en nous plagant du point de vue de 1'algébre
différentielle en travaillant dans les corps de fonctions méromorphes sur

des surfaces de Riemann.
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§ 1 - Rappels sun Les surnfaces de Riemann.

1.1, Deginitions géntrales.

Par K un corps de fonctions d'une variable sur € nous enten-—
dons un corps de transcendance 1 de type fini sur C.

K peut s'écrire €(x,y) ol (x,y) vérifie un polyndme irré&duc-
tible sur C.

Définitions 1. Un point P de K est un anneau de valuatiqn de
K qui contient €. Ce point est k-rationnel si le corps résident zg est
le corps k.

On associe ainsi & K un ensemble de points dont on peut démontrer
que c'est une surface analytique complexe compactes connexe, une surface de
Riemann dont le corps des fonctions méromorphes est K.x(P) est la classe
ré8siduelle de x modulo 7?7 si x€epP, ®» si x¢ P. Si x(P) =0, on dit

que X est un z8ro en P, si x(P) = « un pdle.

Définitions 2. K et M deux corps de fonctions d'une variable
sur € avec K& M. Q un point de M, Q NM est un point de K.

A une extension du corps K correspond un revétement de sa sur-
face de Riemann. On démontre que les degré@s sont les mémes et que les rami-
fications se correspondent.

- Définitions 3.
- On appelle (€-~dérivation de K wune application C-linéaire de

K dans K :

Vf,g € K, D(fg) f Dg + g Df

Les €~dérivations sont nulles sur €. Ce K-espace des €-dériva-

tions est noté DerC(K) et est K-isomorphe 3 K.
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Si K< M est une extension finie de K, toute C~dérivation de

K s'étend d'une fagon et d'une seule en une ¢-dérivation de M.

- Une différentielle sur K est un &lément du K-dual de DerG(K)

ce dual s'écrit DiffC(K).

f &lément de K, on définit 1'&lément df de Diff (K) qui 2
tout D de DerC(K) fait correspondre Df. On définit ainsi une application
C-lindaire de K dans Diffc(K) ; on dit que les éléments df sont des

différentielles exactes.

- x @&tant un élément de K n'appartenant pas 3 €, dx est

différent de O ; nous pouvons définir la €-dérivation associde 3 x :

d | oo, OF

L. ==

dx dx

Cette C-dérivation se prolonge 3 toute extension M de degré

. . s . .. d
fini de K en une unique C-dérivation de M encore notée =

Si D est un €-dérivation de K, L un opératedr différentiel
‘ n . o
linéaire est une expression L = Z Ai D' ot les A.1 sont dans K. Les
’ 1=0

. solutions sont des éléments y de K ou d'extensions de K tels que

Ly = 0.

1.2.- Divisewrs sune K.

Définition 1. Un diviseur sur le corps K des fonctions d'une
variable sur C (ou sur la surface de Riemanﬁ corrspondénte) est un élément
du groupe abélien libre engendré pér les points P de K.

i L est un diviseur, L = Z n P, np €Z et oll les n

PeT
non nuls sont en nombre fini.
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Définition 2. En un point P de K tout &€lément y de K s'écrit

y = ji a, ti ol t est un générateur de 1'idéal maximal de P et ag # O,
s n2=3épend pas du choix de 1'uniformisante t, on dit que s est l'ordre

de y en P on le note Ordp(y), s >0, P est un zéro pour y, s < 0,

P est un pdle. Cet ordre est différent de z&ro en un nombre fini de points
seulement et donc

div(y) = ] ord (y).P
Pel P

est défini
div(y.z) = div(y) + div(2).

Les diviseurs de fonctions sont appelés diviseurs principaux,

- Diviseurs &quivalents : Deux diyiseurs sont linéairement &quiva-

lent si leur différence est le diviseur d'un élément de K (que 1'on appelle

encore fonction),

~ Diviseurs associés aux formes différentielles : Soit w un &lé-

ment de Diffc(K). t étant une unjiformisante en le point P, w =y dt
ot y e K et on appelle ordre de w en P, ordp(w), 1l'ordre de y en

P, Cet ordre ne dépend pas du choix de t

div(w) = ] ord_(w).P
per P

~ Diviseur canonique : Diffc(K) est de dimensjon ! sur K :

quelques soient w, et w, différentielles sur K 1l existe y dans K

tel que Wy =y W,

div(wl) = div(f) + div(wz).
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Les diviseurs des différentielles appartiennent 3 la méme classe d'équivalence

lin8aire que 1'on appelle diviseur canonique.

- Degré d'un diviseur : L = X n .P, Z n_ est appelé degré
per P PEP

de L et noté deg(l).
On peut démontrer que si y est un &€lément de K mnon constant,

¢ &tant le diviseur de ses pdles

~-deg(c) = +[k : G(y)]

c'est ce que nous appellerons ensuite le degré de y dans K, degK(y).
Comme D( : G(y)] = [k : @(é)], le nombre de pdles d'un &lément est égal au

nombre de ses zéros. Le degré du diviseur d'un élément de X est nul.

Le degrd d'un diviseur ne dépend que de sa classe d'équivalence.
Le degré du diviseur canonique est 2g~2 si g est le genre

de K.

- Résidus d'une forme différentielle : P &tant un point de K,

-~

w=ydt ol t est une uniformisante en t,y appartient & K et

1

On appelle résidu de w en P, resp (w), a_, ; ceci ne dépend

pas du choix de t.

(1) resp(w) =0 si ordp(w) >0

(ii) resp(dg) 0 si geKk

(iii) resp(%f) ord (g) si ge K"
(iv) ) res (w) =0
PeT P
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- Jacobienne : On appelle jacobienne de [ 1le quotient du groupe

des diviseurs de degré O par celui des diviseurs principaux

0 > Div - Div_ > J(I') - O
P 0

Un diviseur de degré O est celui d'une fonction si et seulement

si son image dans J(C) est nulle.

§ 7 - Résultats généraux.

2.1. Preliminaines.

K un corps de fonctions d'une variable sur € ; T 1la surface

de Riemann correspondante. D une C-dérivation de K mnon nulle, on consi-

dére 1'opérateur différentiel du second ordre L = D2 + AD + B olt A,B

appartiennent a K.

Soit P wun point de K, tp étant une uniformisante en P

2
d Al 4 Bl)
dtp dtp

L = R¢(

oi R, A, et B appartiennent & K ; en effet Derm(K) est de dimension

] sur K et donc D =S E%E oi S est un élément de K.

Le point P est un point ordinaire ou singulier de L suivant

que A, et B, sont holomorphes ou non en P. En chaque point P singulier

1 1

nous supposons que L a deux solutions linéairement indépendantes qui sont
%“p
pour 1= 1,2 : u, = t_ Wi(tp) avec Wi une série entiére inversible

i
P P

. apparti a .
et Gip ppartient a @

Ce qui se calcule classiquement par identification.
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Groupes de monodromie et de monodromie projective.

' est connexe par arcs.

Notons Pl""’P les points singuliers de L sur T et soit

2

P un point différent des Pl,...,P ; sl nous prenons un systéme de deux

2

solutions linéairement indépendantes ¥, et y, de L et nous nous fixons
un point P0 au-dessus de P un corps oll sont les solutions, les valeurs
yl(PO) et y2(Po) aprés que 1'on ait suivi un chemin E&lément du groupe

F = Hl(F - {Pl,...,PZ} ; P) sont transformées en alyl(Po) + azyZ(Po) et

b]yI(Po) + beZ(Po) respectivement avec a, az, bl’ b2 € €. Nous avons

en fait une représentation de F dans Glz(m). C'est 1'image de cette re-

présentation que l'on appelle groupe de monodromie de L. Ce groupe est

défini 3 conjugaison pré&s quend on change de point P et de point PO
au~dessus de P.

Si nous prenons un quotient n de solutions linéairement indé-
pendantes nous avons une représentation de F dans Plz(m) et 1'image

de cette représentation est appelée groupe de monodromie projective de L.

Si donc 2 op@rateurs définis sur K ont méme quotients de
solutions c'est—-3-dire méme schwarzien, ils ont méme groupe de monodromie

projective,

Déjinition. Deux opérateurs du second ordre en D & coefficients
ans K sont dits projectivement &quivalents s'ils ont en chaque point de

K en commun méme quotient de deux solutions lindairement indépendantes.

Ceci est intéressant car L donné est projectivement 3 L, :

l
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On a écrit simplement que Ll a méme schwarzien que L.

L =-l— oL ovw oli w est le wronskien de L.

1w

L1 qui n'a pas de tenue en D est dit normalisé et n est le

quotient de deux solutions linéairement indépendantes

Ces solutiomns de L1 sont algébriques sur K si et seulement si n est al-

gébrique sur K. Nous pouvons résumer :
L aura des solutions algébriques sur K si et seulement si
1) son wronskien est algébrique sur K et

2) L, 1'opérateur normalisé qui lui est projectivement équivalent a des so-

I

lutions algébriques.

Ici nous ne nous inté&resserons qu'au probléme 2) et nous rappelons
que cette condition 2) est &quivalente & la condition que le groupe de mono-
dromie projective de L ou L, est fini. Dans ce cas le groupe de

1

monodromie projective &gal au groupe de galois.

2.2. Conditions néeessainres pour que Le ghoupe projectdf s04t find.

K corps de fonctions d'une variable sur C.
x un él8ment non constant de K qui n'a que des pdles simples
. , d.2 N
qui sont m. K = C(x,y) et [k : G(x)] =m. L= (Eg) - Q o Q€K
on note 1n un quotient de deux solutions linéairement indé&pendantes. G le
. . . 2 "

groupe de monodromie projective de L. Li,u,v = (é%— + qAr,u,v(E) 1'opé-
rateur hypergéométrique défini sur €(§) (£ ¢ C) associé a (X,u,v) de
"la liste de Schwarz' avec

a2 -2 AZapZo1—v?
2 -+

-+

1
q)\:U,V(E) = 2
45 ale-1) 4(E-1)
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Théoneéme. - Baldassarﬁ.[lZ]. Si L défini au-dessus a un groupe
G de monodromie projective fini il existe un unique (A,u,v) dans la
liste de Schwarz et un élément & de K tels que l'opérateur hypergéomé-
trique LA,u,v défini sur €(£) ait un groupe de monodromie projective
isomorphe & G.
£ est unique si (A,uU.v) # (l- 1 l) ; si (A,u,v) = 11 l)
9 Mo 2’ 23 2 b LR 2’ 25 2

il v a deux solutions & et 1-£ .

Nous supposons donc 1 est algébrique sur K ; les conjugués de
n sur K sont aussi solutions de schwarzien de L {n,x} = - 20. Les con~-
jugués de n sur K sont des transformés de mn par des homographies 2
coefficients dans €, ils appartiennent & K(n) qui est de ce fait galoisien

sur K (caract K = 0) et €(n) est stable par G. Nous avons le diagramme

/ K(n)
K
c(n)
@f“////
cn®=em N K

G G
Il existe un &lément & de €(n)  tel que C€(n) = €(&) et tel

que n soit un quotient de solutions pour 1'op&rateur LA,u,v défini sur

. - 1 1 1
C(§). £ est uniquement déterminé sauf dans le cas ol (A,p.v) = 55 55

(v. Ch. ITI) [Baldassarri et Dwork [11]].




- 116 ~

Nous savons que nous avons alors la relation entre les schwarziens

{n,x} = {n,&} + {&,x}. & est solution de 1'équation différentielle dans K.
2 1 LA B | 1 " 2
Q =~ uv®E? - 3 @D v g G0
(les ' et les " désignent la dérivation = et (é%)z et nous continue-

rons 3 utiliser ces notations).

Dans les cas oli les groupes sont ceux du tétraédre, du cube et de

1'icosa&dre, nous connaissons le degré de £ dans K, c'est-3-dire le

nombre de ses pdles ou de ses zéros. Nous avons en effet (v. Ch. IV) la

formule des degréds avec les mémes notations qu’'au Ch. IV.

Py )-1) - 2(e-1)

Po

Jy(®)-1) - 2
P

degK g =

oi g est le genre de K.
Or nous avons le lemme en nous rappelant que
K = €(x,y) et [k : m(x)] =m
Lemme. Soit z € K et d = deng. z s'écrit de fagon unique
m—1 .
z hi(x)yl, hi(x) € C(x) pour i = 0,1,...,m-1.

1=0

Si pour i = 0,...,m1 di
dépendant de 2z tel que pour i =
A <0+ afx

oi K' est la cldture normale de

K/€(x).

z degc(x) hi(x), il existe 2 & N in-
0,...,m—1
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Démonstration : Posons Gal(K'/€C(x)) = {id = 0,s0

1,...,ot} et

(1,7, eensy™ 2Z s e sZ } = {bo,...,bt} une base de K'/€(x). La matrice

t
g,
B = b.J) . est une matrice inversible : en effet quelque soit
ookt
t t .
z = E t.b, é&lément de K' 1le systdme Z t. b.) = 0.(z), j =0,...,t
NP T 1 . i1 j
1=0 1=0
a une solution et une seule dans K'.
On a en particulier
%
z h
o
=B hm—l
0
6] .
z t 0
%
et h z
0
h - !
m-1
0
. 6]
0 z t
B_1 = (C..) . ; si 2 est le maximum des degrés des C,. sur K'
i3’ i ij
OSJSt

on a :

deg, h, < (t+1) (2+d[K' & K]).
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Conclusdion.

Ceci nous permet comme nous connaissons le degK g d'écrire

m—1 5
£= ) h,(x)vy avec
. i
1=0
B
a, O+ail+x. . .+aiBX
h,(x) = 2
b, +b, +...+b. XB
io ", iB
oll est un majorant du degré des hi(x).

Donc en procédant par &limination dans les équations différentielles
que peut vérifier & nous saurons si ouli ou non le groupe peut étre celui
du tétraddre, du cube ou de 1l'icosaé&dre.

Cette méthode ne peut s'appliquer aux cas des groupes cycliques ou
diédraux ; les indices de ramification ou encore (),u,v) dépendent d'un

paramétre n.

C'est pourquoi nous allons donner des méthodes particuliéres.

§ 3 - Cas cyclique et digdral.

3.0. Avant de passer 3 ces cas, faisons quelques remarques et

rappels : Avec les mémes notations qu'au §.2

1) Tout quotient de solutions linéairement indépendantes de L
appartient 3 K(n) et en est un &lément primitif

2) Le groupe de Galois de 1'extension Ke&» K(n), est le groupe
de monodromie projective de L associé & .

3) Si nous prenons le groupe de monodromie de I attaché a deux
solutions y, et v, linédairement indépendantes, on peut lui associer

deux groupes d'homographies :
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- 1'un qui op8re sur P(S) ensemble des droites du €-espace
des solutions de L
- 1'autre sur l'ensemble des quotients des transformées

. . - * .
de vy et vy, (qui appartiennent 3 P(S )) par le groupe de monodromie.

Ces deux groupes d'homographies sont de méme ''nature' et ont méme
cardinal parce qu'ils correspondent en fait 3 des groupes de matrices trans-—

. . ~ *
posées associées & des bases duales dans S et S .

Nous donnons dans ce chapitre des conditions nécessaires pour que
le groupe de monodromie projective G d'un opérateur différentiel du second
ordre de la forme L = (é%)z - Q défini sur K corps de fonctions d'une
variable sur € soit cyclique ou diédral. Nous caractérisons ces groupes
a4 1'aide d'invariants différentiels en nous inspirant de ce qu'a fait
F. Marotte.

Les notations sont celles du §.2.

Nous donnons un lemme préliminaire que d'ailleurs nous utiliserons

ensuite pour vérifier que des &léments de K que nous avons trouvés sont

bien les dérivées logarithmiques d'éléments algébriques.

3.1. Lemme prnéfiminaire.- Un élément dont la dérivée logarithmique

u appartient & K corps de fonctions d'une variable sur C est algébrique
sur K si et seulement si il existe n entier positif tel que n u soit la

dérivée logarithmique d'un &l&ment de K.

Démonstration : Soit =z wun &l&ment algébrique sur K dont la

dérivée logarithmique u appartient 8 K. Les conjugués de z sur K sont

aussi solutions de 1'équation différentielle linéaire du premier ordre 3
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coefficients dans K, y' — uy = O ; ces conjugués sont donc de la forme az
avec a appartenant 3 C. Le groupe de Galois de cette &quation est un
groupe fini d'homothéties donc est isomorphe 3 un sous-groupe fini du

groupe multiplicatif € ; il est cyclique et 1 o(z) = + 7" H 2" appar-

oeG
tient & K.

On peut remarquer que dans ce cas K(z) est normal sur K et

que K(z)/K est cyclique.

Inversement : si n u est la dérivée logarithmique d'un &lément

r de K ; 2" =ar (aeK) appartient aussi i K.

3.2. Cas cyclique.

Théonéme.- n quotient de deux solutions de L 1lin@airement
indépendantes &tant algébrique sur K les trois propriétés suivantes sont
équivalentes

i) K(n) est une extension cyclique de K.

ii) I1 existe deux solutions linairement indépendantes de L
dont les dérivées logarithmiques sont dans K.

iii) Il existe un quotient 1t de deux solutions de L 1linéairement

indépendantes dont la dérivée logarithmique est dans K.

i) => ii) K(n) étant cyclique sur K, le groupe des homographies
qui opére sur P(S), ensemble des droites de l'espace des solutions de L
est cyclique aussi ; il existe deux Eléments de @P(S) invariants par ce
groupe ; et donc deux solutions de L 1linéairement indépendantes dont les

dérivées logarithmiques appartiennent & K.
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ii) => iii) La dérivée logarithmique du quotient de deux solutions

est la différence des dérivées logarithmiques des deux solutions.

iii) => i) Tout quotient <t de deux solutions linéairement indépen-
dantes est un élément primitif de K(n) ; T étant algébrique sur K et
s o . . 5 . . n
sa dérivée logarithmique appartenant 3 K, il existe n tel que 1 € K.

K(n) est engendré par un &lément T dont une puissance appartient & K.

Remarque. n &tant le quotient de deux solutioms vy, et v,

linéairement indépendantes, posons
?

a =
n

" 1 " L
Yy N2 Y Yoo

R e e e
M bA Yo Yo
" "
RS
mais — = — = (Q
Y1 Y2
] \}
' y y
2
LG
TR
v T
: Lo . C o 71 2
S1 u appartient & K, u appartient § K et ;—- et ;— ,
1 2

-~

dont la somme est la différence appartiennent & K sont dans K.

Comme un groupe d'homographies qui a plus de deux points fixes est
18duit a4 1'identité, les solutions linéairement indépendantes dont les déri-
vées logarithmiques sont dans K sont celles dont le quotient est =~ si

G est différent de {id},

On peut prendre comme invariant différentiel attaché& aux groupes

cycliques la dérivée logarithmique d'un quotient de deux solutions 1liné-

L. P
lairement indépendantes de L.

i

)
i
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Remarque et corollaire.~ Si trois solutions de L deux 3 deux

linéairement indé&pendantes ont des dérivées logarithmiques appartenant i

K 1le groupe G est trivial.

I1 nous reste donc & déterminer le nombre de solutions de 1'équa-
tion de Riccati appartenant & K. Nous le ferons par identification en mon-
trant que u dérivée logarithmique de y solution de L appartenant a

m—1 .
s s i . .
K s'écrit u = z h,(x) v, si m est le nombre de pdles de x, avec
i=0
degc(x) hi(x) borné par un nombre qui ne dépend que de L.

D'aprés le lemme démontré en 2.2. il nous suffit de montré que

degK u est borné par un nombre qui ne dépend que de L.

On peut trouver un nombre qui ne dépend que de L qui majore

le degK u si u appartient & K.

Supposons donc que u appartienne 3 K
div(u) = div(u dx) - div(dx)

avec y solution de L.

udx = ﬂz
y

T N m-1
diviu) =A - ) p. - ] Q. -Z+ ) R,
= = k=0

oi A est un diviseur positif, u dx n'ayant de pdles qu'en les singula-

rités P

1’

..,Pr de L et en les Qj zéros simples de y (les autres

zéros entrant dans les singularités de L.
m
Z est le diviseur des zéros de dx, - Z Rk celui de ses pbdles
k=0

mg 1
deg(Z ~ ) =28 -2
k=0 &
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2g - 2 est le degré de la classe canonique sur une surface de genre g.

Les pdles de dx sont m pdles doubles car x a m pdles

simples

deg Z = 2(m+g~1)

Le degré des diviseurs de u est inférieur 3

r + N + 2(m+g-1).

. . d .
Mais la somme des résidus de Sg- est nulle et ces résidus sont ceux

des pbles simples qui. correspondent aux z&ros simples de y c'est-d-dire
aux Qj et ceux qui proviennent des singularités Pi de y donc de

forme a, avec o, € @ ne dépendant que de L.

nous permet de trouver un majorant de N qui ne dépend que de L.

3.3. Cas di8dnal. n est encore le quotient de deux solutioms
linéairement indépendantes de L ; G 1le groupe de Galois de 1'extérieur

K& K(n).

Théoneme. Si K(n) est une extension de degré fini mais non cyclique

de K, les quatre propriétés suivantes sont équivalentes

1) G est diédral
ii) Il existe une solution& L dont la dérivée logarithmique appar-
tient 3 une extension quadratique de K (mais non & K)
iii) Il existe un quotient de deux solutions linéairement indépendan-

tes de L dont la dérivée logarithmique appartient & une exten-

sion quadratique de K (mais mon & K).




- 124 -

iv) L'équation L, dont sont solutions les formes quadratiques en

2

deux solutions linéairement indépendantes de L a une solution

dont la dérivée logarithmique appartient a K.

Remarquons que si la dérivée logarithmique d'une solution Yy de
L appartient 3 une extension quadratique de K son conjugué sera la dérivée
logarithmique d'une solution de L mnon colinéaire 3 V- Comme K(n)/K est
supposée non cyclique, ces deux éléments sont les seuls de 1l'extension qua-

-~

dratique 3 pouvoir étre des dérivées logarithmiques de solution de L.

i) => ii) et 1ii) : G @&tant diédral contient un sous-groupe H

. T . H . H
cyclique d'indice 2. L'extension K(n) <> K(n) est cyclique et K(n) est
une extension quadratique qui contient les dérivées logarithmiques de deux
solutions lindairement indépendantes de L ou la dérivée logarithmique de

leur quotient.

ii) ou i1i) => i) : Si nous sommes dans les hypoth&ses 1i) ou

iii) K(n) est cyclique sur une extension quadratique de K.

iii) => 1i) est évident d'aprés le th. du §. 3.2.
v Y)
ii) => iv) : Les deux dérivées logarithmiques ;— et -§~ étant
i 2

conjuguées dans une extension quadratique de K, leur somme et leur produit

appartiennent 3 K.

i) = 1iii) (ou ii)).

Lemme.- Pour que la somme et le produit des dérivées logarithmiques

de deux solutions de L appartiennent 3 K 1l faut et il suffit que la

somme appartienne 3 K.
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Supposons que 1,20 R éElément de K.

—_ - (=)" + <= - (" = R' qui appartient 3 K.
Y1 7 Yo Y2 : PP
Mais
y!l y"
Y1 9
AT
2 —l-. 2. R' - 2Q + R2
v Y2
1] 1
. 4! Yy . R
Le produit de — et 3. appartient a K.
1 2

2 1 |\2 \J 1 2 te, !
(O R L b O A
n

1 Y VY1 72 Y12
Remanrque.
kemarque o o
Le conjugué de Y est - ey donc la dérivée logarithmique de

1 . . . 1z .
P Ceci est compatible avec le fait que seuls deux &léments de 1l'extension

quadratique peuvent étre les dérivées logarithmiques de solutions de L.

L'invariant différentiel qui caractérise les cas olt le groupe de
1'extension K& K(n) est diédral est la somme des dérivées logarithmiques

de deux solutions linéairement indépendantes.

Théonéme.- On aura O, 1 ou 3 solutions de L2 dont la dérivée

logarithmique est dans K si n est algébrique sur K.
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Démonstration :

- 0 dans le cas oi G n'est ni cyclique ni diédral
- 1 si G est cyclique ou diédral mais non de Klein (n # 2)

- si on a 2 formes quadratiques z, et z, en deux solutions

lindairement indépendantes de L dont les dérivées logarithmiques appar-—

2 . .
telle que =z zZ .z et solution de L, a aussl sa

tiennent a4 K, z 3 = 122 9

3

dérivée logarithmique dans K.

On se retrouve dans le cas du groupe de Klein (v. ch. V).

Equation L2 attachée 3 L = (é%)z - Q.
z = a 2 + a + a 2 a C
1171 7 225172 T #2272 iy ©
v - ' ' s s
z Z ai_](yly_] + iji) 1,] 1,2
ig]
2" = ) a,.(yly. + 3yiy. + v.y%)
igi 1] 717] i’] i’7]
oo My, o+ 3yl ly) + oy
2" = ) a Oy + 305y iy * vy
ig]
avec
"o m o _ + ' .
y; = @y et vy Qly; + Qyy

L'équation différentielle dont 2z est solution est 1'équation

linéaire du 3éme ordre

z"' = 4Qz' + 2Q'z .
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Equation de '"Riccati généralisée" dont est solution 1'invariant différentiel

caractérisant le cas diédral.

z étant solution de L2 , posons u = %;
z" z' 2
u' == - (=)
z z
"t \ n ]
" Z A4 z'. 3
u'" = - + (=
FA 3 22 2( Z )

u" = 4Qu - 3uu' - 3u3 + 2u3 + 2Q'

3

1"

u” + 3uu’ + u” ~ 4Qu - 2Q' =0

Nous déterminerons encore les solutions dans K de cette &quation
par élimination
m—2

i
N b )y
i=0

o
il

Le degré des hi(x) est borné par un nombre indépendant que de 1 si
celui de u dans K 1l'est.

On a comme en 3.2

div(u) = div(u dx) - div(dx)

dy] dy2
avec u dx = —— + ——
7 )

11 suffit de remplacer un majorant de N dans 3.2. par son

douBle.
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§ 4 - Canclusion.

I1 reste maintenant 3 décider si é&tant donné un élément u d'un
corps K cet élément est bien la dérivée logarithmique d'un &l&ment algé-
brique sur K. Le lemme I du §.3.1 dit que pour cela il suffit qu'existe

un entier m tel que mu soit la dérivée logarithmique d'un &lément de K.

4.1. Supposons u dx = %; avec y € K,
En tout point P de K, resp(u dx) = ordp(y). Pour que n soit
la dérivée logarithmique d'un &lément de K il faut qu'existe un entier

m tel que

ml~0 of L =) res (udx) . P
P
P
Ceci s'établit en utilisant les résultats suivants.
Supposons I surface de Riemann modéle non singulier de K dans

93. K un corps de définition de C et de L,

a) 8i K est un corps de nombres algébriques.

Si /ﬂi est un anneau de valuation dans K extension de 1'anneau
de valuation rationnel associé au nombre premier p_ tel que Pi la courbe
i
rédyite correspondante soit non singuli&re, on note alors e 1'ordre du

groupe des points de la jacobienne J(fi) qui sont rationnels sur Ei et

d'ordre premier avec p,.
i

Lemme.~ S1 1'image de L daps J(I') est ordre fini, il existe

deux premiers P, et p, tels que

e, Lo,
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b) Si K est de type fini sur Q.

On choisit une spécialisation de K, K', corps de nombres algébri-

ques avec I = T'' non singulier.

J(C) (K)tors ” J(C' ) (K' )tOI'S

est injective.

4.2. S'il existe un entier m tel que ml est un diviseur prin-
cipal ce ne peut étre que celui que nous avons trouvé. Essayons de construire

1'é1ément du corps de fonctions dont il est le diviseur

L et L_ diviseurs positifs, sur une surface de Riemann (ou courbe)
o

.58

dont les singuliers réguliers PysesesP sont de multiplicités SyseeesS

Soit D =

I ~18

sj Pj. Construisons une courbe B telle que

BMNC=D+ Lo + X

ol X est un diviseur positif. Si £ est le degré de B pour que
Lo - L_ soit un diviseur principal il faut et il suffit qu'existe une

courbe B' de degré 2 telle que

B'N C = L+ D + X

Confondant B et B' avec la fonction sur T qu'elles repré-

sentent, nous avons : div(=) =L - L
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Dans ce travail, on explicite la théorie de Galois différen-
tielle des équations du second ordre lorsque les solutions sont algé-

-

briques, et 1'on est amené 3 étudier les trois cas suivants

. nature des équations différentielles linéaires homogénes du second
ordre a4 coefficients dans un (€(z) ayant leurs solutions dans une

extension transcendante pure de C.

. Conditions pour que les 3quations différentielles linéaires homogénes
du second ordre 3 coefficients dans un €(z) ait des solutions

algébriques.

. Conditions pour que les &quations différentielles linéaires homogénes
du second ordre & coefficients dans le corps de fonctions d'une

courbe algébrique ait des solutions algébriques.

Dans chacun des cas, on classifie les équations suivant la
réductibilité ou 1'irréductibilité de la représentation du groupe de

Galois dans l'espace des solutions.

MOTS CLES

~  GALOIS (THEORIE DE)/EQUATION DIFFERENTIELLE - SOLUTION ALGEBRIQUE
~ EQUATION DIFFERENTIELLE - SOLUTION ALGEBRIQUE/GALOIS (THEORIE DE)

~ EQUATION DIFFERENTIELLE - SOLUTION ALGEBRIQUE/RIEMANN SURFACE.






