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CHAPITRE O 

~ ' a ~ r è s  une question que m'a posé Monsieur le Professeur 

J.C. DE PARIS, j'ai essayé de construire une solution nulle dans 

l'espace des ultra-distributions pour un opérateur linéaire matriciel 

h, d'ordre t, au voisinage d'un point caractéristique a dans le 

cas triple II, (T.R. 2) selon la classification de J. VAILLANT [13]. 

Dans un premier temps, on commence par rappeler et détailler 

les hypothèses de résolution formelle selon R. BERZIN et J. VAILLANT [2]. 

Elles consistent essentiellement à faire une hypothèse de rang pour 

la matrice caractéristique de l'opérateur considéré, et une hypothèse 

(D), de bonne décomposition de type matricielle. Mais en fait, on 

utilise que ( ~ 1 ) ~  - (Ni) : une forme affaiblie de (D), pour la 

résolution formelle ; d'où l'idée de rechercher directement un opsra- 

teur differentiel linéaire scalaire k, associé à h, bien décompo- 

sable au sens de DE PARIS 110], (de multiplicité 3, dans notre cas) 

l suffisante pour faire la et d'obtenir directement (L:)* - (NI) , 

résolution formelle. Cet opérateur scalaire k, est défini directement 

à partir de l'opérateur matriciel h considéré. 

On montre ensuite, qu'il y a effectivement une équivalence 

entre ces différentes formes d'hypothèses, et c'est cette dernière 

qu'on utilisera par la suite. 



La r é s o l u t i o n  formel le  p r é s e n t a i t  au dépar t  beaucoup de  

d i f f i c u l t é s  de c a l c u l s  ; cependant l ' u t i l i s a t i o n  d ' opé ra t eu r s  

a s soc i é s  [IO] apporte  une s i m p l i f i c a t i o n  cons idérable  des  c a l c u l s .  

De p lus ,  on a r r i v e  à exprimer fac i lement  l e s  c o e f f i c i e n t s  de d i s -  

t o r s i o n s  
B 

( Y j ) j e ~  , avec l e s  opé ra t eu r s  a s s o c i é s  à un c e r t a i n  

opéra teur  s ,  m a t r i c i e l  m x 1 ,  d é f i n i s  au p réa l ab le .  m é t a n t  

1' ordre  l a  ma t r i ce  c a r a c t é r i s t i q u e  d e  h. 

C e t t e  méthode a  a u s s i  l ' avan tage  d ' ê t r e  g é n é r a l i s a b l e  

dans l e  ca s  où l a  m u l t i p l i c i t é  e s t  quelconque, e t  quand l e  rang 

de l a  ma t r i ce  c a r a c t é r i s t i q u e  e s t  m-1. 

La t ro is ième p a r t i e  c o n s i s t e  à montrer que l e s  
B 

('j) jspJ 

obtenus v é r i f i e n t  c e r t a i n e s  majora t ions  ; on u t i l i s e  pour c e l a  

l a  méthode des  majorantes,  sous s a  forme pa r t i cu l i è r emen t  é l égan te  

que l u i  a  donné C . WAGSCHAL Cl51 . 

La convergence du développement formel obtenu s e r a  

a s su rée  p a r  des  c a l c u l s  semblables à ceux de Y. KOMATSU [5], e t  

r e p r i s  e n s u i t e  par  0. HEBBAR [4] e t  K.  BELABBES Cl]. 



HYPOTHESES D E  RESOLUTTON FORMELLE POUR LE CAS T R l P L E  2 ,  ( T . R .  2 )  D ' A P R E S  

R. B E R Z I N  e,t J. VAlLLANT [2]. 

5 1 - N a X a t i a m ,  d e d i n a i ~ m .  

S o i t  X une v a r i é t é  ana ly t ique  de dimension n+l ; n E N .  

S o i t  S une hypersurface ana ly t ique  de  X ,  a  un p o i n t  de S  

e t  R un vois inage  de a ,  t e l  que 

R n S = {X E: x/$(x) = O ) ,  où $ e s t  une fonc t ion  ana- 

l y t i q u e ,  on supposera que S e s t  r é g u l i è r e  en a ,  c ' e s t - à -d i r e  : 

O 1 n  O 1 
Un poin t  x  de  X s e ra  no té  : x = (x ,x  ,..., x ) = (x ,x ,XI'). 

Celu i  de  l ' e s p a c e  cotangent à X par  (x,S).  

On adopte l e s  n o t a t i o n s  d e  BERZIN-VAILLANT, [2] : 

a e t  aa = - a = -  a ; pour a c {O, 1,. . . ,RI}. 
a axa 

A S o i t  h  = (h ) un opéra teur  l i n é a i r e  m a t r i c i e l  à m 
B l<A,BCm 

X 
l i g n e s ,  m colonnes ; m cz N , de c l a s s e  ana ly t ique  e t  d ' o rd re  t 

s u r  X ; t > l .  

La mat r ice  c a r a c t é r i s t i q u e  de h ,  au sens  de  "Cauchy- 

Kowalewski" s e r a  notée par  : 

A A 
HB(x,S) = (HB(x,S)) lCA,Bhm , avec : 



A A 
p r i n c i p a l  de hg , s i  ord(hg)  = t 

s inon 

pour chaque A y B  & {1y2, . . .ym}.  

On suppose que H(x,<) e s t  non dégénérée en a ,  

c ' es t -à -d i re  

(dé t  H) (a,S) e s t  non identiquement n u l .  

On no te  par A l a  mat r ice  des  co fac t eu r s  d ' o rd re  (m-1) 

d e  h,  on a  : 

(A.H)(x,<) = (H.A)(x,S) = (dé t  H) (x ,S ) . I  ; v x  E. R ( 1 )  

On cons idère  l a  décomposition d ' opé ra t eu r  suivant  s e s  

p a r t i e s  homogènes, on a  en coordonnées l o c a l e s  : 

avec H ( * ) ( ~ ) ( X , ~ )  = p a r t i e  homogène d ' o rd re  

D e  même, s i  a ( x , a )  e s t  un opéra teur  d i f f é r e n t i e l  m a t r i c i e l  

l i n é a i r e  de ma t r i ce  c a r a c t é r i s t i q u e  A,  on é c r i r a  : 

ff YPOTHESES : 

EH. : On suppose q u ' i l  e x i s t e  H' , H" ana ly t iques  en x ,  

au vois inage de  a ,  polynomiaux en 5 t e l s  que : 

H1(x,grad $(x) )  = O sur  R 

H" ( a ,  grad 4 (a)  # O 
a -+ ci 

(P ('1 ) a t a<n  Z o,où p (x) = a a ~ l ( x , g r a d  $(x))  



c'est-à-dire : S est caractéristique totale simple pour H f ,  et 

n'est pas caractéristique en a pour H". 

[H. 21 : On suppose que la matrice H(a,grad $(a)) est 

de rang : m-l ; il existe donc un coefficient de la matrice 

A(a,grad $(a) ) non nul. 

1 
On suppose que c'est A l  (a,grad $(a)). c'est-à-dire : 

S n'est pas caractéristique en a pour 

Les hypothèses (H.1), (H.2) nous permettent donc de supposer 

l'existence un voisinage de a, qu'on notera encore R, tel que : 

REMARQUE : Si on considère pour x E R, l'anneau localisé Q 
X 

de celui des polynômes à (n+l) variables par rapport à l'idéal défini 

par H' ; alors (H.2) correspond à l'hypothèse de localisation 

(H'); T .xi 2 : H r , . 1 , pour un seul facteur : H' . 



C o n U o n  de d é . c o m p a ~ i t i o n  : 

On d i t  que h  v é r i f i e  (D) s i  e t  seulement s i  : 

il e x i s t e  un opé ra t eu r  d i f f é r e n t i e l  l i n é a i r e  m a t r i c i e l  a ,  de  mat r ice  

c a r a c t é r i s t i q u e  A ,  e t  t r o i s  opé ra t eu r s  d i £  f  é r e n t i e l s  m a t r i c i e l s  

lo, 11, l2 e t  l3 , e t  un opéra teur  d i £  f é r e n t  i e l  s c a l a i r e  h '  , 

de symbole p r i n c i p a l  H '  , t e l  que : 

r 
ord(h  O a  - Lp(h1) 3-p) < m t  - r ; pour r = 0 ,  1 e t  2 .  

p=o 

Remmque : 

S i  h  v é r i f i e  (D) a l o r s  L  = H " I  , où Lo r ep ré sen te  
O 

l e  symbole p r i n c i p a l e  de ; en e f f e t  : 
O 

En prenant  l e s  p a r t i e s  homogènes d ' o rd re  m t  de s  deux 

membres de (7 ) ,  on aura : H.A = L o ( ~ ' ) 3  , o r  d ' ap rè s  H . 1  a )  : 

3 3  3 dét  H = (H')  H" d 'où (Hl) H"I  = (Hl) Lo s o i t  : L = H " . I .  
O 

Nous a l l o n s  maintenant montrer que (D) e n t r a î n e  : 

1 1 
où L1 e t  N ,  sont  des expressions s c a l a i r e s ,  dépendant de h, 

d é f i n i e s  de manière i n t r in sèque  ; ce  s e r a  en f a i t ,  ces  d e r n i è r e s  

hypothèses qu'on u t i l i s e r a  pour l a  r é s o l u t i o n  formel le .  

P 2 u ' M o n  : 

Soient  t r o i s  polynômes en 5 ,  à c o e f f i c i e n t s  ana ly t iques  

en x : P , Q  e t  U ; o n n o t e :  



s i  e t  seulement s i  P-Q e s t  d i v i s i b l e  p a r  U ,  e n  t a n t  que polynôme 

en  5, a n a l y t i q u e  e n  x  dans  R. 

S i  P  e t  Q s o n t  deux m a t r i c e s  d e  polynômes en  5, à 

c o e f f i c i e n t s  a n a l y t i q u e s  en  x ,  on n o t e  P  - Q[U] s i  e t  seulement 

s i  

A -  A 
PB = pour t o u t  (A,B) E {1,2 ,..., m l  x {1 ,2  ,..., m}. 

On donne maintenant  c e r t a i n s  r é s u l t a t s  concernan t  l e s  d i f -  

f é r e n t e s  p a r t i e s  homogènes d 'un  composé d e  deux ou p l u s i e u r s  opéra-  

t e u r s  : 

Prenons d 'abord deux o p é r a t e u r s  a  e t  b ,  m a t r i c i e l s  

d ' o r d r e  r e s p e c t i f s  p  e t  q .  On pose  c  = a  O b .  

P Lemme 7 . -  On a  avec  l e s  n o t a t i o n s  h a b i t u e l l e s ,  

Pneuve : On n o t e ,  dans  l a  c a r t e  l o c a l e  

On p o u r r a  conven i r  dans  l a  s u i t e ,  pour f a c i l i t e r  l e s  c a l c u l s ,  

que a  = O  s i  la1 > p ,  b  = O  s i  161 > q. 
a B 

S o i t  u  une f o n c t i o n  a s s e z  r é g u l i è r e  (de  c l a s s e  c ~ + ~ ( R ) ) .  

On a u r a  : 



n+ 1 
On note ,  pour ces  c a l c u l s ,  s i  a = (ao,aly...,a ) c IN n 

en posant B + y = U, On aura  : 





E D 
- - f C aa(x)ga).D:( ? b g ( x ) < ) .  

fip+q-r-s / 1 = l + s + r - ( p + d  il! (B j=s  

On pose q-s = O e t  p-L = P 

d'où (p-r) + (4-S) = (p-r)+O p = p-e = r-0 ; e t  : 

On pose O = , on aura  : 

S o i t  en posant  T-p = k : 

R F q u e  : pour r = 1 et  r = 2 ,  on t rouve donc (avec l a  
convention d E i n s t e i n )  

x j 3 cX = A B + a Aa:B + AB . 

S i  on no te  par a (pour s E ) l ' o p é r a t e u r  dé£ i n i  à p a r t i r  de  a 



Alors l a  formule précédente  s ' é c r i t  : 

S o i t  encore : C ( * ) r i  1 a 

On montre p l u s  généralement l e  r é s u l t a t  su ivant  : 

r Lemme 2 . -  S i  a 1 a 2 . . , a  k son t  k opé ra t eu r s  d i f f é r e n t i e l s  : 

Le r é s u l t a t  e s t  v r a i  pour 2 ; supposons l e  démontré pour 

2 , .  . , k on l e  démontre pour (k+ l )  

D e  ce  lemme découlent  fac i lement  l e s  r é s u l t a t s  s u i v a n t s  : 



CattoU&e 1 .  - 

(i) = 3H'aCk'aaH1 + 3(H')*H1* (8) 

x a (ii) D ~ ~ ) ~ J ~ ~  5 3H1 a H ' a a i + a 4 i f a a ~ B ~ ' a B ~ ' l + a a B ~ ' a ~  a B ~ '  ; J .  (8 '  

(iii) si ord~~(h')~] = ord[l O (h')3]-l , on a : 

* a [l O (h1)3+el(h1)2~x* 5 L O {a%', a (aBH13 6 H')+~aB~'aa~'aB~'+3~' .a H'~~H'} 

B + ~ , a " w ~ a ~ ~ + 3 a ~ ~ ~ a ~ l a  ~ ' a  B HI ; [HI]. ( 9 )  

On note H' (*Ik = (hl) (*Ik et on utilise systématiquement 

la convent ion de sommation d ' EINSTEIN. 

(SI) 

(il : = C (h' 
s +s +s = 1  
1 2 3  

l a 1  2 l *  donc nh')3]X = 3H a H a3'+3(H1) H 

on aura donc 

3 x* - a6 6 
[(hl) ] = a ~'a~H'a~H'+a%i'a a [a H'~~H'+~H'*H']+H'*~~H'~ a H'] ; [H'] 

B 
5 aaB ~ i  a HI a HI + 3 ~ '  *a%' a a ~ i + a a ~ l  aa [a HI a B~ '2 ; CH 11 

a B 



S i  h v é r i f i e  (D) e t  (H.1.a) on a ,  dans une c a r t e  l o c a l e  

quelconque ; l e s  r e l a t i o n s  : 

on note  A l e  quo t i en t  par  ( H ' ) ~  de c e  polynôme. 

- 
On donne i c i  l e  d é t a i l  des  c a l c u l s  de l a  démonstration d e  

c e t t e  propos i t ion .  

On reprend l ' exp res s ion  (7)  : 

On a  : Lo = H t ' . I  puisque l e s  p a r t i e s  d ' o rd re  m t  son t  

éga les  ; de  même, en exprimant que l e s  p a r t i e s  d ' o rd re  m t - 1  d e  

( 7 )  sont  éga l e s ,  on au ra  : 

S o i t  encore en u t i l i s a n t  (8) : 



En exprimant que les parties d'ordre mt-2 sont égales, 

on obtient : 

A l'aide de ( 9 ) ,  on a : 

avec : 

J = 3a%'a2'aBH"a 6 H'+H1' ~%'a~H'a a6 H'+aaBHiaaH1a 6 H'+~"H'~~H'~~H'] . 

En multipliant les deux membres de l'égalité (10) par A ,  

3 il on trouve, en tenant compte de A.H = H.A = (Hf) H 1 : 

Donc, si on pose : 

x x A = A[(3aa~"aa~' +~H"H' ) I+H'L*+L,] O - HIH"A 

ce qui termine la démonstration du (i) de la proposition 1. 

(12) s'écrit alors : 



on m u l t i p l i e  ( 1  1 )  par  ( H ' H " ) ~  , e t  on r e m p l a c e  H'H"A* 

à l ' a i d e  d e  ( 1 4 )  : 

O n  m o n t r e  a lo rs  l e  : 

Lemme 3 .  - 

2  mm B B 
( H I H ~ I )  HA + p ' ~ * l a ~ ~ a ~ - a  ~a B H I  . ~ < < - a  ~a B H I  .H'+H'H"H*J 

[ ~ H " A H ' ~  - A + A ( 3 a O k t ' a a H ' 1  + H ' L ~  + L I ) ]  

2  aB 2 *x + (H'H") a Ha  A  + ( H ' H " ) ~ ~ " H * ~ ~ A  + (H'H") H  A  
a B 

2 
5 (H'H") b . ~ + 3 ~ " a % ' a a ~ '  .Hf  * l + L l a C k l a a ~ ' ]  ; L(H') 3~ (15) 

Pkeuve : 

R e m a r q u o n s  d 'abord que : (d 'après  ( 1 4 ) )  

X 
~ H " A H ' *  - A + A ( ( 3 a % " a a H 1 ) 1  + H'L: + L I )  = HIH"A . ( 1 4 ' )  

2 
D ' a u t r e  p a r t ,  en m u l t i p l i a n t  ( 1 1 )  par  (H'H") , on o b t i e n t  

3 
bien une congruence m o d u l o  ( H f )  . 

C o n s i d é r o n s  l 'expression : 

2 m m  
( H ' H " ) ~ ~ ~ H ~ $ ~  + (H'H") H  A 

on a : 

2 m x  
(H'H") H  A  = H ' H " ~ ~ H ! $ ' H " ~ ~ A * ]  

m a i s  : 

(H'H")aBAX = a B ~ ' H " . A ~  - aB(H 'H") .AX 



donc f inalement  : 

l e s  a u t r e s  termes r e s t e n t  inchangés : (15) e s t  démontré. 

On démontre maintenant l e  i i )  de l a  p ropos i t i on  1 : 

D'après (13) ,  on no te  : 

On m u l t i p l i e  (15) par  A : 

On pose : 

B B w = H ' H " ~  Ha - a HôB(H'H1') + H'H"H', w e s t  un opéra teur  d ' o rd re  1 .  
B 

v = ~ H " A H ' *  + ~( (3a%"a$ ' )1  + H ' L ~  + L 1 ) = A.U.  (18 ' )  



S i m p l i f i o n s  l ' express ion  : A U ~ V  - - il] 

O n  essaie de  f a i r e  a p p a r a î t r e  H'H" en f a c t e u r  en u t i l i s a n t  ( 1 7 ) .  

B -  B O n  a Aa  H = - a A.H ; [ (H ' )~J  

B B B d ' o ù  : A H ' H " ~  H a  [v-il] 5 - H ' H " ~  A.HB A.HaB[v-A] ; [ ( H ' ) ~ ] .  B 

D e  m ê m e  : 

P - B  - A a  H = a A.H ; C ( H I ) ~ J  , d ' o ù  

B B - A a  H a B ( ~ f ~ f l )  [v-A] = + a A . H R ~ ( H ~ H " )  [v-A] ; L(H<)?.  
car [v-A] - O  ; b'] d 'après  ( 1 4 ' ) .  

Il v ien t  : 

B P A U ~ - A ]  5 - H ' H " ~  A . H ~ ~ [ v - A ]  + 8 A . H a B ( H ' H f ' ) .  [v-A] 

+ AH'H"H*&-A] ; [ (H ' )~]  

B B S o i t  : AW[V-A~ - C H ' H " ~  A.Hû (A) - a A.HaB(H1H")(A) B 
- AH'H"H*(A) + R ( v )  ; [(H')'J 

B B avec R ( v )  = - H ' H " ~  A.Ha 6 ( v ) + a  A.HaB(~'~").(~)+~~'~"~X.(v). 

M a i s  : H a B ( i l )  = aB(HA)  - a B H . h  

= a B ( ~ ' ~ " ~ )  - a H.A ; (H.A = H'H"T d ' a p r è s  ( 1 7 )  .). P 
= a (H'H") .T + H'H1 ' . a  T  - a H.!, 

B B P 
B e t  : H ' J 3 ' ' a B ~ . H a  (A) - a A . H ~ ~ ( H ' H " ) .  (A) B 

B = H ' H " ~  A. [ a B ( ~ ' H " )  .T + HIH"a  T  - aBH.A] - a B ~ . H 8  (H'H").  (A) 
B B 

B 2 B P = H'H"a  Aa  (H'H") . T  + (H'H") a A a B T  - H1H''a Aa H . h  
B B 

B - H'H1 ' .Ta  A a  (H'H") . ( O n  a encore u t i l i s é  ( 1  7)  pour l e  d e r n i e r  B 
t e r m e )  

B 
= H ' H " ~  A [ H ' H " ~ ~ T  - a B ~ . i l ] .  



D o n c  : 

 autre p a r t  : 

d e  -Hag(v)  E + a H. (v) ; [ ( H ' ) ~ ]  ( d ' a p r è s  ( 1 8 ) ' . )  B 
B B il v ien t  : - HIH"a  A.Ha  (v) = + H'H"8 Aa H . ( v )  ; [ ( H ' ) ~ ] .  B B 

D o n c  : B R(V)  - + H ' H ~ I L ~  na H + AH*J.(V) ; [ ( H ' ) ~ ] .  B 

A i n s i  : 

r 2 B  AU@-^ (H'H") a AaBT 

B + (H 1 HI') [a A a  B~ + AH*] (v) ; [(H ' 1 3~ . ( 1  9) 

( 1 8 )  s ' é c r i t  à l ' a i d e  d e  (19) : 

( H ' H " ) ~ ~ ~ A ~  (T)  - (H'H") p B A a  H + AH*J ( A )  
P B 

+ ( H ~ H ~ ~ )  [aBnaBH + AH+J (VI  + ~ ( ~ 1 ~ 1 1 ) ~  [k aa&aaBA + a%*aop + H*'A] 

A ( H ' H " ) ~ [ J . I  + ( 3 H " a a H ' a 2 ' . H ' * ) 1  + L1a%'aaH1] ; [ ( H ' ) ~ ] .  

E n  d ivisant  par  H'B",  on ob t i en t  une é q u i v a l e n c e  m o d u l o  ( H f )  
2 

(Hf' n ' é t an t  pas  d i v i s i b l e  par H ' )  : 

B (H'H") a A a B ( T )  - E ~ ~ A ~ ~ H  + AH*] (A) 

6 6 1 aB + [a Aa H + AH'J(V) + A(H'H<')  a Ha A + ag iXacp  + H*AJ 
ae 

5 A(H'H") [J.I + ( 3 ~ l ~ a S i ~ a  a H I  .H'")I + ~ , a c k ~ a ~ ~ ~ J  ; [ ( H ~ ) ~ J .  ( 2 0 )  

O n  r a p p e l l e  que : ( d ' a p r è s  ( 1 1 )  ) 

J = 0 + H" avec : 



d 'où  : 

A(H<H")  [J.I] = A ( H ' H ~ ~ > ~  + AH' <H">~[v].  

C e  q u i  nous donne : (on reprend ( 2 0 )  .). 

- P U A a a H  + AH* - 2H1H"a%' aUH'  . Ïj . (A) 

1 aB + ( H ' H " ) ô a A a a ~  + (H1H'')A [- a Ha,$ + a a ~ * a $  + ~**g 
- = AH'(H")~[v]  + Ç ; [ ( H 1 ) 3 ,  

avec : S = ~ H ' H n a % ' a a H ~  - (A) + A(HIH")B - [aaAaaH + AH*J (v) 

+ A(H'H") .  [ ( ~ H ' I ~ ~ H '  a$' .HI '  I + L ,  a%' a27 . 

Il s u f f i t  de  m o n t r e r  q u e  : S : O [(H') 2] . 
r( 

O n  a A = v - H'H"A , d o n c  A : v ; [H'J 

e t  2 H ' H " a a H ' a 2 '  .A 5 2H'H"aaH' 2,' .v ; ~ H ' ) ~ J  . 

 autre p a r t  : 

A i n s i  : 



Montrons que : 

(aaAaa~ + AH') .v = [aaAaaH + AH'J . (A .U) ; (d' après (1 8) ' ) . 

= [aanaU~.~ + AH*.A] .U 

* - 
or aUA(a,H.A) + A H A  = (-aUA.H)aaA+ AH'A ; [(H'12] 

E + AaaHaop + AH'A ;  HI)^^ 
= n(a%aaA + H'A) . 

Ce qui nous donne, d'après (i) de la proposition 1 : 

Ce qui achève la démontration de (16), donc du (ii) de la 

proposition 1. 

§ 2 - Rappel am cju&quecl invahhnC5. 

r Lemme 4.- Les matrices : 

;K 
sont des fonctions sur T (X) et définissent des invariants et on a : 

A.c o D.A ; [(Hv~J. 

Pkeuve : Soient A et B dans {1,2, ..., ml. 
A C 

Le polynôme caractéristique de l'opérateur [hC,ag] est égal à cA 
4 

qui est donc un invariant. De même pour . D:: 



 autre part  : A.H = H.A I O ; ( H ' ) ~  en t r a îne  : 

C O ~ O ~ Q  2 .- 
S i  K  es t  l a  m a t r i c e  s o u s  ca rac té r i s t ique  de  h ,  

l 1 1 
R = K.A + - C  e t  S = A.K + - D sont des invar iants ,  e t  on a : 2 2 

1 Pheuve : A.R - S A  = - (AC - D A ) .  2 

Lmme 5 . -  O n  pose L = A.R, on a : 

Ph~vc? : S o i t  p une m e s u r e  p o s i t i v e  s u r  X ; on a : 

E t  c o m m e  : 

O n  aura : 



x a 1 a 
donc L t AH A + A a  ~ a $  - A ~ ~ ( H . A )  ; OH' 12] 

E A@*A + a%a A - 3H1H"aOk'a H '  .II ; 
a a ~ c H ~ ) ~ J  

3 
(puisque : H .A = (H' ) H" . 1 )  . 

Pour b) il s u f f i t  de  remarquer que : 

a " ~ a  H.A - - aaA.H. a 2  5 ~ a a H a ~ ~  ; a [ C H ~ ) ~ J .  

i.mme 6. - S i  H '  (x ,<)  e s t  i r r é d u c t i b l e  pour t o u t  x E: R : 

Pnuve : 1") => ) : év iden t .  

2" )  <= ) : Il s u f f i t  d ' é t a b l i r  l a  r e l a t i o n  : 

1 - 1  
A L - L A  ; (XI. 

1 1 

En e f f e t ,  s i  c e t t e  r e l a t i o n  e s t  démontrée, a l o r s  on aura  : 

1 
L A - O ; [(H')'] e t  par  s u i t e  : 

1 

1 - 
A L - O  ; I(H')~I 1 

1 
puisque A l  (x ,grad $(x)) # O ,  H '  (x,E) ne d i v i s e  pas  

1 
A l  e t  en u t i l i -  

s an t  l e  lemme de GAUSS, on au ra  : 

Montrons (*) : Soien t  A , C  E { l , 2 , .  . . ,m}. 

1 A  1 A F  
On a AILC = A A R I F C  ' 

On u t i l i s e  l ' i d e n t i t é  de  JACOB1 e n t r e  l e s  c o f a c t e u r s  de l a  

ma t r i ce  H : 
1 A 1 A 

l  A - A A = A (dé t  H) 
A I A ~  F 1 1 F  



1 A 
où AIF 

est le mineur correspondant aux lignes 1 et F et aux colonnes 1 

et A de H. 

C'est un polynôme de degré (m-2)t en 5,  ou nul. 

On a alors : 

Soit encore : 

De même : 

1 F 
L~A: = 5 Sk(AIAC) ; [(H~)~J . (car AR 5 SA ; c(H')S 1. 

 après la relation de JACOBI 

1 l l - l L(H')~J, mais SX AT LCAl = S A A F C l  y 

; DHV~J. 

Donc : 

Ainsi : 

En utilisant encore une fois JACOBI : 

c'est-à-dire : 

1 
car H' ne divise pas Al. C.Q.F.D. 

On reprend l'expression (16) ; il sera commode d'obtenir 

une condition équivalente en multipliant par A' 1 (qui n'est pas 

divisible par H' d'après l'hypothèse (H.2)). 

De (13) on déduit : pour A, F c {1,2,...,m}. 



L ' i d e n t i t é  de J A C O B 1  nous donne : 

d'où : 

O n  aura donc, pour t o u t  E , F  dans { l Y 2 , . . ~ , m }  : 

E A l  - [a%aaH + AH* - 2H'Hi 'a%'  a a ~ ' l ] A " ~ l  

m a i s  l a  p r e m i è r e  p a r t i e  s ' é c r i t  auss i  : (en u t i l i s a n t  ( 1 3 )  e t  l e  l e m m e  5) 

E n  repor tant  dans ( 1 6 )  c e t t e  expression de 

- [aaAa$ + AH* - 2H'H"aaH'aaH' .II .A,  e t  en divisant  t o u t  par  H'H", 

on t rouve  : 

1  a - AFa H'  3,' .A: - P a A a a H  + AH* - 2H'H"aaH' 8 2 '  .II: 

x ~:$acka  a A + H*A - ~ H ~ H ~ ~ ~ Y ~ ~ ~ J - I ~  .II: 
1  a P E 

+ Ca A a a ( a B H a g ~  + HIA - 3 ~ ' ~ l i a  H ' ~ @ H '  .1jlF 

+ A : [ A ( ~  a a B H a a 4 ~  + aaH*aaA + H**A)]; 

1 E  a 5 AIAF[a H ' a B ~ ' a a B H ' + a a B H '  a a H '  a B H ' + a B H ' a a H '  6 aaH1] .Hli ; CH']. ( 2 1 )  



On pose : 

1 
(21)  équivaut à : N 1  = - O ; [HI]. 

DédLmk~Vl : 
1 

h  v e r i f i e  ( ( L )  - ( )  s i  e t  seulement s i  : 

Il r é s u l t e  du lemme 5 que ( L : ) ~  e s t  i n t r in sèque .  On 

1  
montre dans [2] que N: e s t  un i n v a r i a n t ,  donc que l a  cond i t i on  (NI)  

e s t  i n t r i n sèque .  On donnera dans l e  c h a p i t r e  II une démonstration 

p lus  n a t u r e l l e  de c e s  r é s u l t a t s .  
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CHAPITRE Il 

RESOLUTION FORMELLE. 

------------------- 

On s e  propose, au début de  c e  c h a p i t r e  de  donner une forme 

1 
équiva len te  aux cond i t i ons  (H.1) - (H.2) - ( L : ) ~  - (N 1 ) du c h a p i t r e  1, 

à l ' a i d e  de l a  no t ion  de  bonne décomposition au sens de DE PARIS PO], 
pour un opéra teur  d i f f é r e n t i e l  l i n é a i r e  s c a l a i r e  c e t t e  f o i s - c i .  

ffqpothène de banne décomponition ( D ~ )  : 

On d i r a  que h v é r i f i e  (Do)3 s i  e t  seulement s i  : 

(a)  Il e x i s t e  des  opéra teurs  
1 

( a ~ )  I&A<m 
B 

e t  
1 B 

(a 1 ) 1 ( 1 3 ~ ~  ( a i ~ ) 2 < ~  ,km de symboles pr incipaux r e s p e c t i f s  : 

1 B 
AB e t  A l e  t e l  que l ' o p é r a t e u r  s c a l a i r e  : 

A' 1 

1 ~ 1 2 : ~  k = alhAaBal  - a h-a -h a  
A B 1  1 A B l C D l '  

S o i t  b ien  décomposable par  r appor t  à H ' ,  de m u l t i p l i c i t é  3 ,  

c ' es t -à -d i re  qu' il e x i s t e  ho ,  h l ,  h2 e t  h3 opéra teurs  d i f f é r e n t i e l s  

l i n é a i r e s  t e l s  que : 

(b) S e s t  r é g u l i è r e  en a  pour c e t t e  décomposition, 

c ' es t -à -d i re  que S n ' e s t  pas c a r a c t é r i s t i q u e  en a  pour e t  

S e s t  c a r a c t é r i s t i q u e  t o t a l e  simple pour H ' .  



Remanque : Pour r a i s o n  de  commodité d ' é c r i t u r e ,  on omettra  

I souvent de m e t t r e  l e s  i nd ices  chapeautés ,  il s u f f i r a  pour c e l a  de 

supposer pour t o u t e  l a  s u i t e  que : 

On e s s a i e  maintenant de  donner une a u t r e  forme des  hypo- 

1 
t hè ses  (H.l) - ( L : ) ~  - (N ) du c h a p i t r e  1. 

1 

Montrons d'abord quelques lemmes : 

Lemme 7 . -  Pour t o u t e s  f o n c t i o n s  v e c t o r i e l l e s  
A 

e t  ( X I A ,  

Pneuve : On r a p p e l l e  que l e s  i nd ices  chapeautés v a r i e n t  

e n t r e  2 e t  m. 

1 IB S. Â iB c  ̂
Pour a )  : z = z H-A -X + Z-H-A -X A B 1 C  1 B 1 C  A B 1 C  

I Pour b) : Par t r a n s p o s i t i o n  de  a )  ; en e f f e t  

t 
s i  on note  : ( z ' ) ~  = '(xA) e t  ( x l l A  = (ZA) on au ra  : 

Rmc~rquen : 

1') s i  A ~ X ~  = O a l o r s  : 

C.Q.F.D. 

z A ~ t ~ : c x c  = A.' z xA ; de  même : 
1 A 



I 2') On a  évidemment des  r é s u l t a t s  analogues en remplaçant 

L l ' é g a l i t é  par une congruence. 

Na;tatian : S i  k e s t  un opéra teur  d i f f é r e n t i e l  l i n é a i r e ,  

X 
e t  n  E: iN ; "k b i e n  décomposable par  r appor t  à H '  de m u l t i p l i -  

c i t é  : n" se ra  n o t é  abusivement : "k e s t  B.D.nl'. 

Lmme 8.- S i  k est un opéra teur  d i f f é r e n t i e l  l i n é a i r e  

8 
e t  n c N , a l o r s  on a  l ' équiva lence  e n t r e  : 

i )  k e s t  B.D.n. 

i i )  3 A. , h l , .  . . , , n  opé ra t eu r s  d i f f é r e n t i e l s  

l i n é a i r e s  t e l s  que, pour t o u t e  c a r t e  l o c a l e ,  on a  : 

avec A. 9 O ; [H'] . 

Pheuve : Evident.  

r Lemme 9 . -  Sous l e s  hypothèses ( = i l 2  e t  ( H l )  a ) ,  on a  

l dans une c a r t e  l o c a l e  quelconque : 

* 1 1B C ( 1 ) - D  
avec T =  ( a a A a a ~ + A H  ) B ~ l C ( h D )  LAl] 

I e t  A ,  l e  quo t i en t  de  ~A[(h t )  [A;] - 3 ~ ~ ~ ~ 8 % '  aaH1 $1 
par  (HI) ' .  



Ptralvk! : - 
1 A B l *  1 (1) A B 1 

1') + (aA) [HBAIAl] 

A B  1 * - l A * l + aa(HAAB)a Ai] + ~ a ~ ~ a a ( ~ B ~ l ~ l )  ; [(HI)? (25) 
dioù K = ~ ~ D h ~ a ~ )  ~1 a l  

1 2  en utilisant (LI) , et : A 

A B  1 3 1 A  
De même : aaA~aa(HB~,.A1) = aaAAaa[H"(H') A,I,] (d'après H.1 a)) 

3 1 
= ~"A:~~[H"(H') Al]. 

A B  1 - 2 l a 1  
soit : aaA1a (H A .Al) = 3(H1) H1'Ala AlaaH1 ; L(H')~J 

A a  B 1  
l a  A B  1 

et AAa (HBA1) = A:aa[H" (H' )3] aaAl 

 AB 18% 
2') Calcul de (aAhBalal) 

1 A B l * *  
on a : (alhAaBal)** = A (h a a ) + 

a B  1 1  A B 1 1  

1 A B l * *  l(1) A B  1 * 
- 

A l ** 5 AA(hBal a l) + (aA) [hBal al] 
Soit : (aAhBalal) CH'] 

A B  1 - 
car H A A  B 1 1  = O  ; et (a;)(2)[~t~;~i] - O ; [H']. 

1 2 1 2  

D'autre part : 

A B l * -  A B 1 ,  A B * 1  
1') (hBalal) - (htay) (l) [A:] + HBAIAl - (hBal) Al i c(H')~I 

A B *  1 . 
car (htaY)(l) [A:] - (hBal) .Al Y [(H')~] . 

donc : 

A B  1 ** A B **l A (l) [A;'] + HBAl .Al 2') (hBalal) = (hiay) (2) [A:] + (hBal) 

1 - a A B *  1 A B * *  1 . 
mais : (hAaB) (2) [Al] = a (hBal) aaAl + (hBal) .Al Y [(II' 11 

B 1 
A * *l ; [(H')~]. et (hAaB)(l) B 1 [AT1] z (hBal) .A1 

E A~MHI) + 3(A1) H ' H " ~ ~ H ' ~ ~ '  
1 a l  1 + 3(u1)2~ll~ (a ~ , a ~ ~ + a % ~ a ~ , >  ; c(H')~I. 
1 - 



A B l W -  a A B *  1 A B % %  1 A B %  %l 
d'où i (hBalal) = a (hBal) aaAl + (hBal) .Al + (hBal) .Al ; [H'] 

et en utilisant (L:)' : 

l a  A B *  1 1 1  A B * *  ; 
Al(hta;a:)** ' AAa (hBal) aaAl + AIAA(hBal) 

A B I ~  mi A B I *  l (l) A ' = aaA1a [h a a ] + [hBalal] Puis : (aA) [hBalal] A a  B 1 1  

et en utilisant le 1") : 

A B *  1 1 zl A B *  
(ai)(l)[hta;a:]z 5 aaA'a @I a )  .Al] + Al*AA !hBal) ; LH'J. 

A a  B 1  

l A B l * %  
En reportant ces termes dans l'expression de (a A B  h a 1 1  a ) 

on aura : 

l a  A B *  1 1 1  A B * *  
(aihtayai)** 5 A A a (h B I  a ) .aaAl + AIAA(hBal) 

a 1 A B +  1 1 * 1  A B *  + a AAaa(%al) . A ~  + A ~ A ~  (hBal) i DH')I. 

De même : 

A (l)[~yBj) k~ ' ) ] .  A:A~(~;B;)** - A:A;((~;)(') [A:] + (hg) 

 autre part ( ~ f ) '  nous donne : 

1 A B *  B aaCA (h a ) - 3A1H'~''a H'a H'] . 0 
A B 1  1 B [(Hf 1-J 

d'où 

1 A B *  1 1 6 
aa[AA(hBal) 1 a$: E 3 ~ ~ ~ " a ~ ~ ~ a ~ ~  . a  H'aBH1 ; [(H')] . 

Ensuite : 

A B *  1 l a 1  A*B B A 
aaA:aa(hBal) = A ~ ~ A ~ ~ ~ ~ H ~ A ~  + ( ~ ~ ) ( ~ ) [ A ~ A ~ ] - ~ H ' H < ~ ~ H ~ ~ ~ H ~ I ~ I  

1 a 1 B + A l a A A a a { 3 H 1 ~ " a H ' a B ~ ' 1 ~ } .  



l a 1  A *B 
AIAA(ht)(l)  CA^^] + A l a  A ~ ~ ~ [ H ~ A ~  1 

A *B + 3'~' ( ~ ~ 3  + aaHBA )] 
A B a l  

l a A -  a l A  
A1[AIH*A + aaAla H ~ ~ A * ~  [(H')] (car  A A a H B = - a A ~ H ~  ; [ (H ' )~ ] . )  

1 A B  A a B  1 

En regroupant ,  on t rouve  : 

l m  A B *  l  A ** = 3AtHf1aBH1a (a%'a A1 + aaA:aaH') + A1AA(hBal) (aAhBalal) - P a 1 

1 a 1 B A ' ' A (2) + ~~a A a {hA) ( l )  [A:]-3H'H"a H ' a  H'I,} + h p A ( h B )   AC^ B P 

; I~<H')]. (26).  

3 3 
Les i d e n t i t é s  : H ~ Y  = (H') H"I: e t  A;H~ = (Hl) ~"1; 

nous conduisent à poser : 

A lBhCaD e s t  un opérateur  d ' o r d r e  i n f é r i e u r  ou Aussi : a h a  A B l C D 1  

éga l  à (3m-2)t c ' e s t - à -d i r e  ord(k)  - 2,  d'où : 

1 
où MB e t  LI rep résen ten t  l e s  p a r t i e s  homogènes d ' o r d r e  m t - l  

de ml B e t  de L:. 

 autre p a r t  : 

3 * - de [(h')3h'']m o [(hl) 1 = O, [HI] il v i e n t  



,. A 

avec é g a l i t é  pour C = C e t  B = B. 
l A ,  

On r e m a r q u e  auss i  q u e  ( L ~ )  entraîne : A A L 1 - O ; [HI] 

1 B -  
e t  M A  = O  ; EH']. 

B 1 

* l l B C  
L I ~ A  : :L: = ( A*H + ô a ~ a  a~ + AH ) BA CL 

x 1 1 B C  
= (A*H)~A::L~ + (aaAaaH + AH l B A l C L l  

* 1 1 B C  a 
= (A H ) ~ A ~ ~ L ~  + T + (a naa, + AH')~A::(HA*)~ (28) 

avec T = (aa~aa + AH * ) B ~ l C  l l B ( h C ) ( l )  [A:]. 

E n  u t i l i s a n t  l e  l e m m e  7 ,  e t  ( L : ) ~  : 

* 1 c - 1 *l A . : car 
(A H ) ~ A ~ ~ L ~  = A ~ A ~  L~ A ~ L ;  = O [(HI ) 1 

a w C =  1 a r 1 *A 
e t  (a  AaaH + AH*)~A::(HA ) - A l  (a  f AH I A . A l  ; [(Hf)] 

* l A Z O  ; [ (Hf ) ]  , car (aaAaojl + AH ) A ~ l  

d'où 

~t enf in  : 

1 A l B C D * *  
( a x a y a :  - aAhBa ChDa ) 

Al  A l  ( h ~ )  (2 )  + 3A:H"aBH' a H1 (a%' aaA: + aaAf a U 1  1 
1 A  B P 
l a 1  B + ~ ~ a ~ a  A a {(~~)(')[A~]-~H'H"~H~~~H'I~I - T  ; [(H')]. 

C . Q . F . D .  



Phapab&iun 2 .  - 

Sous l 'hypothèse  (H.2) e t  H'  i r r é d u c t i b l e  pour t o u t  x  

dans R ,  on a  l ' équiva lence  : 

Pkeuve : On montre d 'abord que : 

1 
{(Do), - a ) }  <==> { ( L : ) ~ - ( N , )  - ( ~ . l ) . a ) } .  (30) 

En appl iquant  l e  lemme 8 ,  pour n  = 3 , (Do)3 - a )  

équivaut  à : il e x i s t e  t r o i s  opé ra t eu r s  d i f f é r e n t i e l s  A o ,  A,, A 2  

q e l s  que : 

( i )  K = A0(H1) ; A 0 Cl'] 
O 

2 ( i i )  K* = [A ( I I ' )~J*  + A1(H1) 
O 

2  * 
( i i i )  K*x = [A + [hl (h ' )  + h2.H1 

O 

a i n s i ,  d ' ap rè s  l 'hypothèse  (H.2) e t  H' i r r é d u c t i b l e  on a  : 

3 
{ ( i )  } <==> { 3 ~ "  t e l  que : d é t  H = H"(H') } 

1 2  
e t  on a  de p l u s  : = (A1) HI'. 

O 

D'autre  p a r t ,  d ' après  (25) : 

Ains i ,  en f a i s a n t  l a  d i f f é r e n c e ,  on o b t i e n t  : 



1 2  
{(il - (ii)} <==> {(H.l).a) - ( L ] )  1. 

(i) <=> 3 x 
(K' = [ho(hl) 2 + " (Hf)*) ; d'après le lemme 9 ; 1 O )  on a : 

2 A 1 (H')~ E (A:)A(H') + 3~~H'a%'a~H' - 

1 a l  1 + ~(H')~H"A, (a A1aaH' + a%'a$,) 

- 3~ 0 ((H')~H'* + H'~~H<~Z') ; [(H'I~J. 

2 
D'où en divisant par (Hf) : 

En utilisant le corollaire 1, on a finalement : 

Ainsi, sous l'hypothèse i) et ii), (iii) peut s'écrire encore : 

r 
3 x* + K** sh0(h1) 3 2 * -  B 

[hl (hl) = (A~)2~"{aa~'aa(a H'aBH')+aaBH'ô a H' ôgHT1 

On utilise alors le 2") du lemme 9 ; et en faisant la 

IX 
différence de ces deux expressions de K , on obtient : 



1  
[HI] ; q u i  n ' e s t  r i e n  d ' a u t r e  que ( N  ) .  = O  , 1 

Ains i  : ( i )  - i )  - ( i )  <==> 
1 2  1 

1 a  - L  - ( N ~ ) }  

1 2  
e t  en f in  de : A = (Al) Hf ' ,  il v i e n t  : 

-* O 

q u i  n ' e s t  r i e n  d ' a u t r e  que : 

{ ( D ~ )  ,-b} <==> { (H. 1 )  -a) 1. 

c a r  : S c a r a c t é r i s t i q u e  t o t a l e  simple pour H ' ,  e s t  commune à 

{ ‘ b} e t  à { ( 1 - a ) ,  c e  q u i  achève l a  preuve de l a  

p ropos i t ion  2. 

1") La p ropos i t i on  2  confirme que l a  d é f i n i t i o n  de  

1 - ( N I )  j  e s t  i n t r i n sèque .  

2') (D) => (Do) - a ) ,  de  manière év idente ,  e t  on r e t rouve  

1 
a i n s i  l ' i m p l i c a t i ~ n  : {DI  => { (L:12 - ( N ~ )  1 ,  du c h a p i t r e  1. 

1 A lBhCaD 
On pose k  = alhAaBal - a  h  a  

1 A B 1  1 A B l C D 1  

On j u s t i f i e r a  p lu s  l o i n  l ' emp lo i  de k2 : 

En remarquant que : 



k2 s ' é c r i t  a u s s i  : 

k 2 = k a l + r  1 1  

avec 
i l  C i D Ê  C l  

r = mna B 1 C  -[ryjalÊtl - e l a l ]  . 

mais : 

donc 

Ains i ,  a p r i o r i  : 

. D'autre  p a r t ,  k l  e s t  B . D . 3  équivaut à : k 1 1  . a1  e s t  

B.D.3, b6], puisque A' 1 e s t  premier avec H1 ; on peut  a i n s i  

r é -éc r i r e  l a  propos i t ion  2 ,  en remplaçant k l  par k2 dans l a  

déf i n i t  ion  de (Do) 3. 

On u t i l i s e r a  pour l a  r é s o l u t i o n  formel le ,  c e t t e  de rn iè re  

ve r s ion  avec k = k2. 

§ 2 - R g n o U o n  6omQeee. 

On suppose que h v é r i f i e  { ( ~ . 2 )  - ( D ~ ) ~ }  , e t  on 

cherche une onde asymptotique : 

de phase 9 ,  où pour tou t  j F Z, f j  e s t  une u l t r a d i s t r i b u t i o n  

sur  un i n t e r v a l l e  de cen t r e  O dans iR v é r i f i a n t  : 

Y j ~ : a : i ' =  j  f j - y  

En u t i l i s a n t  l a  n o t a t i o n  m a t r i c i e l l e ,  Y v é r i f i e  

formellement : 



Il e x i s t e  a l o r s  : [ l~ ] ,  t + l  opéra teurs  m a t r i c i e l s  

r E O 1 . . . . t d 'ordre  i n f é r i e u r  ou éga l  à r ,  t e l s  que : 

ce  qui  donne : 

En c h o i s i s s a n t  l e s  Y de t e l l e  manière que j > O on a i t  : 
j 

Y s e r a  a l o r s  s o l u t i o n  fo rme l l e  de hY = 0. 

Avant d 'en t reprendre  l a  r é s o l u t i o n  formel le  proprement d i t e ,  

on présente  i c i  c e r t a i n s  r é s u l t a t s  u t i l e s  par  l a  s u i t e  : 

B B 1  1 BhCaD 
1 C  D 1 

B 1 
lBhCrD ; pour B E { 1,2 , .  . . , m l .  
1 C  D 1 

A B 1  1 B C D  1 1 B C  D l  1 D  E F 
a l o r s  h A s B =  h  { ( a a - a  h a ) a l  - a  h  ( a a  - a l E h F a l ) } .  

B 1 B 1 1  1 C D 1  1 C D  1 1  

A 1 B  C D 1 A 1B C lDhEaF 
s o i t  A 1 = hAaB(a:12 B 1 - 2h B a  I C  h  D a  1 a  1 + h ~ a l ~ h D a l ~  F 1 

e t  l ' opé ra t eu r  k2 u t i l i s é  en page 14, s ' é c r i t  de manière p l u s  simple 

1 A B  k = a h s  
2  A B l '  

On a  a l o r s  l e  r é s u l t a t  important su ivan t  : 



PnapandXon 3 .  - 

A B 
(k e s t  B.D.3) <=> ( (hBs1lA e s t  B.D.3). 

Phuve : 
1 A B  

1") ( <= ) : évident  puisque k = a h s A B 1  
1 3  

donc K = A ~ H ~ S ;  = A ~ H ~ A ~ ( A : ) ~  = (Al) H".(H') 
3 

donc l a  m u l t i p l i c i t é  3 s e  conserve. 

2O) ( => ) : on u t i l i s e  l e s  décompositions : 

3 1 1 A = h ~ ' ( h ' ) ~ l f i  + 1; e t  a lhA = h"(h l )  IB + mB 
1 A B (36) 

pour montrer d'abord que : 

A~L: L O ;  HI)^^. 

En e f f e t  : 

d'où : 

mais k e s t  B.D.3 nous permet d ' é c r i r e  a u s s i  : 

a i n s i  : 

En prenant a l o r s  l e s  p a r t i e s  homogènes d ' o rd re  7-1 

des  deux membres de c e t t e  équivalence : 



1 
A l  é t a n t  premier avec H f ,  on a  l e  r é s u l t a t .  

2  
On pose a l o r s  : A L L ~  = O(H1) . 

A B 
So i t  T = ord[ (hBsl )J .  

Alors t ous  l e s  opé ra t eu r s  
A B hBsl  , pour A E  {1,2 ,..., m}, 

son t  cons idérés  d ' o rd re  T .  
A A 

A l B C  A I B L C -  Â l  
On a  : s i  A # 1 : HBAICLl = H i A I C  - LIAl  

S o i t  f inalement  : A c {1 ,2y . . . ,m} : 

donc : A c { 1 . . . m ,  il e x i s t e  des  o p é r a t e u r s  e t  a 

t e l s  que : 

A 
avec ord  (p ) h ord ( h ~ a : ~ e ~ )  - 1 . 

d'où 

c e c i  d ' ap rè s  (35) e t  (36) .  



de  l a  même manière : 

d'où b' A E { l , î ,  ..., m l  : 

A l B C  A 1  A = [h11(h')3(a:)2 - a(h1)'a:]1? + (hBalCp - P a l )  
1  

avec 
A l B C  A 1  

ord{(hBalCp - p  a l ) ]  h T - 2  

1 A l B C  A 1  
mais k e s t  B .D.3  e t  k = alhAsB , a l o r s  k 2. a  (h a  p  - p  a l )  A B  1 .r-1 A B 1 C  

d'où 

on pose AipA = B . H I .  

s o i t  encore : A E: { 1 ,2 , .  , m l  : 

il e x i s t e  donc des  opéra teurs  d i f f é r e n t i e l s  l i n é a i r e s  f3 de symbole 

p r i n c i p a l  B ,  e t  qA t e l s  que : 

A l B C  A l  A A .  
1 CP 

- p a l  = - f3 h l I l  + 9  

e t  en r e p o r t a n t  c e t t e  expression dans c e l l e  hAsB B 1 : (39) on a  : 

OI A € 1 2 ,  I n  : 



On peut écrire alors : A E {1,2 ,..., m). 

A hAsB = y . ~ A  + qA ; ord(q ) 6 T - 3 
B 1 1 (4 1) 

où y est l'opérateur entre crochet dans 1401, qui est B.D.3, d'où 

le résultat. 

B Déte>unina**on de y. = (yo) hB<m : on note 

'L 
g(x) = g(x,grad $(x)) pour toute fonction g dé£ inie sur T*(x) . 

'LA B 
Remarquons d'abord que le système HBX = O 

'LA 
possède comme solution paramétrée (puisque rg (Hg) = m-1 ) 

A QB 'L1 2 
Eneffet, 

x 
= Al. (Al) . - 1 3 - - Sl,$ B,O A 

(A1 

avec A = -  X I  comme nouveau paramètre. 

(Ail3 

On reprend la résolution formelle : en faisant j = O dans 

(34) on a : 

h) 

c'est-à-dire : HYo = O d'où 

où A est donc le paramètre à déterminer : 
O 



1 pour j = 1 : 

H'Y + H ' Y ~  = O 
9 1  9 

'L 1 O <=> HYl  + ff S ho = O 
9' iD 

1 1 0  ' L 1  
o r  (hs ld  = O ; (hs  = (hAsB) B ~ A  ) dloii  H ~ S ~  = -HS$ 

l e  système dev i en t  : 

d'où : 

A l  nouveau paramètre à déte rminer .  

/ pour j = 2 : 

1 2 
o r  (hs)$ = (hs)$ = O, l e  système dev i en t  : 

d'où 

avec h2 nouveau paramètre.  

1 pour j = 3 : 

En u t i l i s a n t  ( 42 ) ,  (43) e t  (44) ,  c e  système dev ien t  : 



la condition de compatibilité de ce système s'écrit : 

O 1 2 
ou encore, Compte tenu de (hs)$ = (hs),~ = (hs),~ = O 

3 . Kg n'est rien d'autre qu'un opérateur, de degré 3, 

de dérivation le long des courbes bicaractéristiques par rapport à H' , 

des hypersurfaces caractéristiques d'équation $(x) = constante. 

Cette précision est néanmoins inutile, puisqu'on va 

utiliser Cauchy-Kowalewski ; elle est cependant fondamentale en cm [2], 

le vecteur $(a) étant non nul d'après (Do)3 ; on supposera 

pO(a) # O, et on choisit A solution du problème de Cauchy : 
O 

1 si L = p  
où 6' représente Le symbole de Kronecker : 6' = { 

P P O sinon. 

Ce qui détermine X donc Y. d'après (42). 
O 

Remanque généhale nutr La t r E a v ~ o n  damelLe : 

On obtient une résolution formelle analogue si on suppose 

les hypothèses suivantes : 



B 
1 )  : 3 P ' (P lGBGm 9 opéra teur  d i f f é r e n t i e l  l i n é a i r e  

m a t r i c i e l  m x 1 de l a  forme : p  = a l p 1  + q ; 

B % 
a  = ( a l ) B  avec : ord(q)  < ord(p) e t  P '  (a)  # O. 

1 

(II) : (h O p) e s t  BD3. 

% 
En e f f e t ,  l e  système HY = O admet pour s o l u t i o n  

Y = pO.h ; A e s t  un paramètre à déterminer  ; l a  r é s o l u t i o n  iO 
1 

fo rme l l e  e s t  exactement l a  même avec : k = (ahp) . 

ExmpleA : 

1 ° )  p  = a l  , avec l 'hypothèse  assez  f o r t e  : ( h ~ a ) ~  e s t  BD3. 

B 
2') p  = s 1  = ( s ~ ) ~  : n o t r e  ca s ,  avec l 'hypothèse  : 

1 
k = (ahs) e s t  BD3. 

Reniarque : 

Les r e l a t i o n s  (42) ,  (43) e t  (44) nous donnent a u s s i  des  

formules  qu i  l i e n t  l e s  paramètres u t i l i s é s  par  BERZIN-VAILLANT 

dans [2] e t  l e s  nô t res .  

§ 3 - Déf.enminu-tion den 
Y j 9  
- j E W. 

Par commodité d ' é c r i t u r e ,  on conviendra de poser A .  f O 
3 

si j < O. 

On pose e n s u i t e  pour B E { 1,2, .  . . , m l  : 



A l ' a i d e  de  c e s  n o t a t i o n s ,  on a u r a  d ' a p r è s  ( 4 2 ) ,  (43) e t  (44) : 

S o i t  p  ê IN. On dé£ i n i t  : 

1") : j a p ,  A e s t  s o l u t i o n  du problème de  Cauchy : 
j  

2') Tou tes  l e s  c o n d i t i o n s  d e  c o m p a t i b i l i t é  s o n t  s a t i s f a i t e s  

j u s q u ' à  l ' o r d r e  p+3, e t  p l u s  p réc i sément  : 

où 1 
Y Ap+2 P+ 1 et Ap+3 

son t  de  nouveaux paramèt res  à d é t e r m i n e r  ; 

B 
'j ' (Xj)lcBcm' - 

avec  : - - %lIHA*lXB + ,,AJWB + tlAs3vB + R~ 1 r -  'j+3 A B,$ j+2 B,$ J + I  B,$ J  j+3  

B B A s o n t  d é f i n i s  p a r  i n d u c t i o n  d e  l a  où xj+* , W j + ,  . V: e t  R j + 3  

I manière  s u i v a n t e  : 



avec  1' i n i t i a l i s a t i o n  (47) .  

Rmmque : 

En p r a t i q u e ,  pour d é f i n i r  (52) o n  dé£ i n i t  d ' abord  X3 

p u i s  W3 e t  V3 e n s u i t e  X4 p u i s  W4 e t  V4 , e t  a i n s i  de  

s u i t e  j u s q u ' à  X p+3 "pi3 et Vp+3. 

Remarquons a u s s i  que d e  (47) e t  (52), il v i e n t  : 

On reprend  l a  n o t a t i o n  m a t r i c i e l l e  : 

Supposons (H.R)p , e t  montrons (H.R)p+l : 

On é c r i t  l e  système r e l a t i f  à Y 
p+4 



o r  d ' a p r è s  (H.R) : ( (50)  e t  (52) )  
P  

l e  système (54) s ' é c r i t  a l o r s  : 

% 

2  O 
+ H ~ S A ~ + ~ + S ' A  ID 4 io p+1 + W  p+2 

% 
<=> 1 2  

H{Yp+4 - S$hp+3 - SgXp+2 - S$hp+l 1 

(55) 

la c o n d i t i o n  de  c o m p a t i b i l i t é  d e  ce sytème s ' é c r i t  a l o r s  : 

S o i t ,  compte t enu  d e  l a  d é f i n i t i o n  d e  R 
p+4 

On impose a l o r s  à A 
P+ 1 

d ' ê t r e  s o l u t i o n  du problème de  Cauchy : 

On peu t  résoudre  a l o r s  l e  système (55) : 



B 
qu i  s ' é c r i t  encore,  compte tenu de X = (X ) : 

~ + 4  p+4 B 

Remarquons en£ i n  que (H.R) e s t  v é r i f i é e  d ' ap rè s  (53) . 
On a r r i v e  a i n s i  à déterminer  de proche en proche, t ous  

l e s  c o e f f i c i e n t s  Y v é r i f i a n t  chacun (51) e t  (52) .  
j 



CHAPITRE 717 

MAJORATION ET CONVERGENCE DE L ' ONDE ASYMPTOTIQUE. 

§ 1 - Rapp& de k E s W  am l e ~  majohanteA. 

N o ~ o H . A  : Etant  données deux s é r i e s  formel les  u,U, à 

1 n  
(n+l)  indéterminées xO, X ,..., X : 

1 n 
avec X = (xO,X , . . . , X  ) ; u E E ,  a lgèb re  de Banach, e t  Ua Z O a 

n+ 1 
pour t o u t  a € N  . 

Soient  r ,  R ' ,  R des  nombres r é e l s  t e l s  que : O < r < R '  < R.  

On u t i l i s e  l e s  fonc t ions  majorantes d'une v a r i a b l e  B ( t ) ,  i n t r o d u i t e  

par Y .  HAMADA [8) : c ' e s t - à -d i r e  v é r i f i a n t  : 

d j 
~t par  conséquent, pour 0") (t)= - e ( t )  : 

d t  j 

l (j+O ( t )  >. V e ,N : e ( j )  ( t )  << ( R I )  0 



S o i t  C(x,a) u n  o p é r a t e u r  d i f f é r e n t i e l  d ' o r d r e  L e n  x ,  

O e t  L I  en x , à c o e f f i c i e n t s  holomorphes au v o i s i n a g e  du po lyd i sque  

PD(0,R). A l o r s ,  il e x i s t e  une c o n s t a n t e  B ne  dépendant que de  l ' o p é -  

r a t e u r  t e l l e  que 

O 1 n  
avec  t ( x )  = px  + x + ... + x  ; p > 1 qu'on p r é c i s e r a .  - 

Ptropaah%an 2 .  - Cl 11 

On c o n s i d è r e  l e  problème d e  Cauchy holomorphe (1) s u r  PD(0,R) : 

aZu(oyx ' )  = w r ( x l )  ; O G r G l - 1 .  

A l o r s  l a  s o l u t i o n  u  d e  (1) e s t  t e l l e  que : 

V I  e 
avec  U = Max(- Y wO Y - Wl wl- l  

- a * ,  . 
1  -B lP P P -1 



C e s t  un o p é r a t e u r  d i f f é r e n t i e l  d e  d e g r é  3 e t ,  d e  degré  

s t r i c t e m e n t  i n f é r i e u r  à 3  p a r  r a p p o r t  à x O . 
On a p p l i q u e  l a  p r o p o s i t i o n  2 avec 1 = 3 ; 

- , w 5 w E 0 e t  v = O où 0  e s t  l e  premier  terme de  l a  
"O - ";; 1 2 O 

s é r i e  0 .  On a u r a  : 

on pose  a l o r s  : - B .  " - " O  ' 

on a u r a  : O << !- B c 1 O t 

y. << C 1 O  (O) O t 

on suppose q u ' i l  e x i s t e  p  e N t e l  que j < p on a i t  : 

On conviendra  d e  p rendre  l a  même c o n s t a n t e  B, pour chaque 

o p é r a t e u r ,  l o r s q u ' o n  a p p l i q u e  l a  p r o p o s i t i o n  2 .  

11 B 
B l C  Lhs):]: q u i  e s t  un o p é r a t e u r  (x) : On a  n o t é  Y3 = sBy3 - - 

d ' o r d r e  au p l u s  3. 



e t  w = s$(hP) + x 
P+2 P+2 

2 1  3 p- lg  (P+2) 
donc W p+2 < < B p  [ B ~ l ~ p ~ ( p f 2 )  0 t 1  - + p C I C  

s o i t  w < < p  p+ lg (P+2)  , - a  
p+2 

De m ê m e  : 

v 
p+l  

= S ' ( A  ) + w iP P P  

donc 
~ + l  

O t] + p [ ( ~ )  + ( ~ ) 2 ]  C1Cp8(p+1) O t V < < B p [ i C l C 8  

s o i t  

Min ( t  , p+4) 
donc R << 1 BPrc l c  

p+4-re (p+4) o t =  
p+4 r = 4  

s o i t  encore : 

il vien t  : 



P d 'où ,  en imposant < 1 : 

on appl ique l a  p ropos i t i on  2 avec : Wo = W I  = W2 = O ; (l = 3) 

3  P I C  ) C I C ~ + l  ; on aura : e t  V = 4mBP (---- 
1 - P I C  

S i  on impose : p 2 5 B  ; on au ra  : (62) 

Pour a v o i r  (48) a )  il s u f f i t  que : 

c e  qu i  équivaut  à l a  cond i t i on  : 

2') En u t i l i s a n t  l a  majora t ion  (60) de  f i1  , l a  dé£ i n i t i o n  de X 
p+4 p+4 

e t  l a  r e l a t i o n  (63) : 



- 52 - 

Pour (59) c ,  il s u f f i t  d ' avo i r  : 

s o i t  

L (C,) : C L p [l + m~(p+4)]  

d'où en u t i l i s a n t  (52) e t  H.R PI ; on aura : 

OU encore : 

on imposera, de  l a  même manière : 

s o i t  encore l a c o n d i t i o n  (Cl) : C > p( l  +mBp).  

A ins i ,  pour a v o i r  H.Rp+ 1 , il s u f f i t  d ' a v o i r  (C2) 

c a r  (C2) => (C l ) ,  
P e t  ( ( 1  < 1 ) ; on prend a l o r s  : 

P = Po ; t e l  que po > Max(5B,l), e t  pour ce  choix 

on c h o i s i t  C t e l  que : (C2) : C 5 + m~(p+4)] 

C.Q.F.D. 



S i  on c h o i s i t  : 

1 
0 ( t >  = - r-t 

on au ra  donc 

d k )  ( t )  = 
k !  pour k > O 

( r - t l k+ l  

l a  s é r i e  8 ( t )  v é r i f i e  ( 58 ) , en e f f e t  

( R ' - t ) 0 ( t )  = (R'-r) + 1 >> 0 ,  
r-t 

1 
c a r  R '  > r e t  - >> 0 .  

r-t 

On a l e  r é s u l t a t  su ivan t  s i  : 

lxn \  ( Xn , qu'on note  abusivement 1x1 < X .  

Alors  : 

En e f f e t  : 

on a : yB(x) << C ~ C '  ( d i )  o t )  (x) 
J 

n+ 1 
d'où on en dédu i t  ; pour a c N ; a = ( a o , a l , .  . . ,a  n 



S o i t  V un vois inage  de a  = O,  t e l  que : 
O '  

r 
t < l x l )  4 

S i  x c V o  , o n a :  

a 
O j  ( j + l a l ) ( 5 )  , c a r  s u r  1-r,r[,e ( j + l a l >  o a y j  (XI 1 < c l p  c 0 

e s t  c ro i s san te  ; s o i t  encore : 

a 
"1 2~  I ~ I + j . ( ~ + l ~ l ) !  ]D'Y. . (x) 1 4 Clp OC' ( j + l a 1 ) !  h - 

J '  
. (-1 

(r,21j+ b I + l  r r 

on note  : 

n+ 1 
On aura ,  pqur t o u t  x  dans Vo ; pour a E: IN . 

D Y .  J 1 c ; . ( c ' )  I a l + j ( j + / a l )  ! 

On o b t i e n t  a l o r s  l e  théorème su ivant  : 

Théotr2rne 1 . -  S o i t  X une v a r i é t é  ana ly t ique  r é e l l e  

de dimension (n+l )  , S, une hypersurface ana ly t ique  de X r é g u l i è r e  

en a ,  d 'équat ion  l o c a l e  $(x) = O du vois inage  de a  ; h un 

opérateur  d i f f é r e n t i e l  m a t r i c i e l  l i n é a i r e  d ' o r d r e  t su r  X .  

S i  h v é r i f i e  (H.2) e t  (Do)3 , il e x i s t e  une s u i t e  

(Y.). de fonc t ions  ana ly t iques  sur  un même vo i s inage  de a ,  à va leu r s  
J J  

dans  IR^ t e l l e  que : 



+a 
Y =  1 y j x f  0 4  soit une onde 

j =O j 

asymptotique pour h et telle que : 

5 3 - Convagence. 

Enfin, en utilisant essentiellement la majoration (GG) 

des Y on assure ([51, [4] , p]) l'existence d'une solution 
j 

nulle de h pour S en a, dans 1 'ensemble [c~(R~,{M~})] des 

'fonctions ultradifférentiables de classe {M~}, et dans l'ensemble 

D'(ilo , (Mp)), ceci avec un choix convenable de la suite 
(fj)j 

poqr chaque cas. 

I-. ' ca6 : pour c~(Q~,{M~~) 

00 

1 
M 

on prend f (y) = - n ( 1  + i 2 q)-l.eiy'dn 
2 

(l+in) p=l M 
P-1 

et pour j > 1 , f sera la primitive d'ordre j, s'annulant 
j 

(j-1) fois en O. 

pour j < O , f sera la dérivée d'ordre (-j) de fo. 
j 

On assure la convergence en montrant qu'il existe a. 
tel que k compact de Go, 3 H > O, =/ - A > O tel que 

+a3 

Sa(x) = 1 1Iln(yj x fj O $) (x) 1 4 AHIaI  .M 
j =O la1 ' 

L2è.e ca6 : pour 'O1(Q0, (Mp)) : ensemble des ultra- 

distributions de classe (Mp). 

1 
On choisit So(z) = - ; 

z 



j-1 
Z 1 1 

(3. (z )  = [ L O ~ Z -  (1 + - +  ... +-)] s i  j > 1 
J  ( j-1) ! 2  J -1 

j j !  
mj(z) = (-1) - s i  j 1 avec Log z  

Z J +  1 

d é f i n i  s u r  l e  domaine de  Riemann : 

X D = {Z E c : a r g  z  € 1 - ~ , 2 i l + 0 [ ,  0  > O} 

l e s  (3 s o n t  t o u t e s  holomorphes s u r  D . 
j 

On pose e n s u i t e  : 

où P(D) e s t  un o p é r a t e u r  u l t r a - d i f f é r e n t i e l ,  d e  c l a s s e  (Mp)p . 

Les f o n c t i o n s  s o n t  a u s s i  holomorphes s u r  D. 
j 

On prolonge e n s u i t e  Y e n  une f o n c t i o n  holomorphe s u r  
j 

l e  domaine : 

On montre e n s u i t e  que : 

* 
avec Y = Im(z) ; M ( p l  = sup{~og(-) P ' P ~  1. 

PEN M~ 

On c o n c l u t ,  d ' a p r è s  un théorème de  c a r a c t é r i s a t i o n  que l a  

v a l e u r  au bord d e  c e t t e  f o n c t i o n  holomorphe, au  s e n s  d e s  h y p e r f o n c t i o n s ,  

e s t  dans  D '  (Roy (Mp)). 
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Cette méthode a aussi l'avantage d'être généralisable dans le 
cas oil la multiplieite est quelconque, et quand le rang de la matrice 
caracteristique est m-1 ; m étant l'ordre de la matrice. 

On utilise enfin, la méthode des fonctians majorantes pour 
obtenir certaines majorations ; la convergence en sera assurée par des 
calculs semblables ceux de KOMATSU. 

- Sa-n nutXe ; 
- S y & & n e  h y p m b o ~ u e / m a j o m . n t e  (Mot ion  d e )  
- M a j o W o n  (No.tion d e )  l S y h t k e  hypabofique. 




