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CHAPITRE 0

INTRODUCTION

D'aprés une question que m'a posé Monsieur le Professeur
J.C. DE PARIS, j'ai essayé de construire une solution nulle dans
1'espace des ultra-distributions pour un opérateur lindaire matriciel
h, d'ordre t, au voisinage d'un point caractéristique a dans le

cas triple II, (T.R. 2) selon la classification de J. VAILLANT [}3].

Dans un premier temps, on commence par rappeler et détailler
les hypothé&ses de résolution formelle selon R. BERZIN et J. VAILLANT Eﬂ.
Elles consistent essentiellement 3 faire une hypothése de rang pour
la matrice caractéristique de 1'opérateur considéré, et une hypothése
(D), de bonne décomposition de type matricielle. Mais en fait, on
utilise que (Li)2 - (N:) : une forme affaiblie de (D), pour la
résolution formelle ; d'oli 1'idée de rechercher directement un opdra-
teur différentiel linéaire scalaire k, associé& 3 h, bien décompo-
sable au sens de DE PARIS [10], (de multiplicité 3, dans notre cas)
et d'obtenir directement (L%)2 - (Ni), suffisante pour faire la
résolution formelle. Cet opérateur scalaire k, est défini directement

3 partir de 1'opérateur matriciel h considéré.

On montre ensuite, qu'il y a effectivement une équivalence
entre ces différentes formes d'hypothéses, et c'est cette derniére

qu'on utilisera par la suite.



La résolution formelle présentait au départ beaucoup de
difficultés de calculs ; cependant 1'utilisation d'opérateurs
associés []O] apporte uﬁe simplification considérable des calculs.
De plus, on arrive & exprimer facilement les coefficients de dis-

. B < c s .
torsions (Yj). avec les opérateurs associ&€s 3 un certain

jeN ’
opérateur s, matriciel m x 1, définis au préalable. m é&tant

1'ordre la matrice caractéristique de h.

Cette méthode a aussi 1'avantage d'@tre généralisable
dans le cas oli la multiplicité est quelconque, et gquand le rang

de la matrice caractéristique est m-1.

B
3

obtenus vérifient certaines majorations ; on utilise pour cela

)

La troisi@me partie consiste 3 montrer que les (Y jen
la méthode des majorantes, sous sa forme particuli@rement Elégante

que lui a donné C. WAGSCHAL [15].

La convergence du développement formel obtenu sera

-~

assurée par des calculs semblables 3 ceux de Y. KOMATSU [5], et

repris ensuite par 0. HEBBAR [4} et K. BELABBES [}].



CHAPITRE 1

HYPOTHESES DE RESOLUTION FORMELLE POUR LE CAS TRIPLE 2, (T.R. Z) D'APRES
R. BERZIN et J. VAILLANT [2].

§ 1 - Notations, définitions.

Soit X wune variété analytique de dimension n+l ; n € N.
Soit S une hypersurface analytique de X, a un point de §

et § un voisinage de a, tel que

QNS =1{xe€e Xx/Px) =0}, ot Y est une fonction ana-

lytique, on supposera que S est régulidre en a, c'est-ad-dire :
.—>
grad Y(a) # O.

. _ o 1 n o 1
Un point x de X sera noté : X = (X ,X ,...,X ) = (X ,X ,x").

Celui de 1l'espace cotangent 3 X par (x,8).

On adopte les notations de BERZIN-VAILLANT, [2]

3 = D et 3% = 2 ; pour o€ {0,1,...,m}.
o o

ox o0&

o
Soit h = (hA) un opérateur linéaire matriciel &3 m
B’ 1<A,B<m
. * .
lignes, m colonnes ; me N , de classe analytique et d'ordre t

sur X ;3 t > 1.

La matrice caractéristique de h, au sens de "Cauchy-

Kowalewski" sera notée par :

HA(x,6) = (Hy(x,6)) avec :

1<A,B<m  °



Hg(x,i) = ‘{ symbole principal de hg , si Ord(hg) =t

0 sinon
pour chaque A,B € {1,2,...,m}.

On suppose que H(x,f) est non dégénérée en a,
c'est-a-dire

(dét H) (a,£) est non identiquement nul.

On note par A la matrice des cofacteurs d'ordre (m-1)

de h, on a:

(AH) (x,E) = (H.A)(x,E) = (d6t ) (x,6).T ; Vzxeq (1)

On consid&re la décomposition d'opérateur suivant ses

parties homogénes, on a en coordonnées locales :

h(x,3) = HGx,8) + B (x,8) + oo + H ) (x,0) + ..o+ BV (5 0y
avec H(*)(k)(x,a) = (Hz(k)A(x’a))l<A,B<m partie homogéne d'ordre

t-K de h(x,9).

De méme, si a(x,d) est un opérateur différentiel matriciel

linéaire de matrice caractéristique A, on écrira :

Ax(m—l)t

a(x,0) = Ax,3) + A%,3) + ... + AWy s (x,9) .
HYPOTHESES :
El.t] : On suppose qu'il existe H', H" analytiques en x,
au voisinage de a, polynomiaux en & tels que :
a)  (dét W) (x,E) = @) ] x,8) Vxen (2)
b) ¢ H' (x,grad ¥(x)) = 0 sur § (3)
H" (a,grad ¥(a)) # O (4)
% (a)) £ 3,08 p (x) = 3"H' (x,grad J(x)) (5)

agogn



c'est-3-dire : S est caractéristique totale simple pour H', et

n'est pas caractéristique en a pour H".

BL 2] : On suppose que la matrice H(a,grad ¥(a)) est
de rang : m-1 ; il existe donc un coefficient de la matrice
A(a,grad ¥(a)) non nul.

On suppose que c'est Ai(a,grad P(a)). C'est-a-dire
S n'est pas caractéristique en a pour A;.

Les hypothéses (H.1), (H.2) nous permettent donc de supposer

1'existence un voisinage de a, qu'on notera encore {, tel que

( A}(x,grad P(x) # 0 Vxen (6)
H" (x,grad ¥(x) # O Vxen
ﬁ H' (x,grad ¥(x) = 0 Vxen
[ 0%@)gegen 70 Vxea

REMARQUE : Si on considére pour x € {2, 1'anneau localisé e
de celui des polyndmes & (n+1) variables par rapport a 1'idéal défini

par H' ; alors (H.2) correspond 3 1'hypothése de localisation

13
T.R. 2: H " (H )1 0 , pour un seul facteur : H'.

O



Condition de décomposition :

On dit que h vérifie (D) si et seulement si :
il existe un opérateur différentiel linéaire matriciel a, de matrice
caractéristique A, et trois opérateurs différentiels matriciels

L., et L. , et un opérateur différentiel scalaire h',

Ko’ K1’ 2 3

de symbole principal H' , tel que
hoa(x,d) = (€ (N7 + 2 (N + £, + L), (D)

ord(h o a - 5 Kp(h')3—p) <mt -r 3 pour r =0, 1 et 2.
p=0
Remargue :
Si h vérifie (D) alors LO =H'I , ol Lo représente
le symbole principale de Eo ; en effet
En prenant les parties homogénes d'ordre mt des deux
membres de (7), on aura : H.A = LO(H')3 , or d'aprés H.l a)

dét H = (@')°m" d'od (')°H'I = (H')BLO soit : L = H'.L.

Nous allons maintenant montrer que (D) entraine

o ']

L} =0 [ et N}

- 1 1 . . -
ol L1 et N1 sont des expressions scalaires, dépendant de h,
définies de manié&re intrinséque ; ce sera en fait, ces derniéres

hypothé&ses qu'on utilisera pour la résolution formelle.
ypP q

Definition :

Soient trois polyndmes en &, & coefficients analytiques

en x : P, Q et U ; on note :



P = Q[U]

si et seulement si P-Q est divisible par U, en tant que polyndme

en &, analytique en x dans {i.

~

Si P et Q sont deux matrices de polyndmes en &, 3
coefficients analytiques en x, on note P = Q[ﬁ] si et seulement
si

Pg = ngﬁ] pour tout (A,B) € {1,2,...,m} x {1,2,...,m}.

On donne maintenant certains résultats concernant les dif-
férentes parties homogénes d'un composé de deux ou plusieurs opéra-
teurs

Prenons d'abord deux opérateurs a et b, matriciels

d'ordre respectifs p et q. On pose ¢ = a o b.

Lemme 1.- On a avec les notations habituelles,

a]

R A A SR D COR
=0 k=0 |u|=k "

Preuve : On note, dans la carte locale

a(x,D ) = Z a (x)DOC ; b&xx,D) = Z b (X)DB .
* alép * * gleq B

On pourra convenir dans la suite, pour faciliter les calculs,

que a_ =0 si |a] > p, bB =0 si [B] > q.

Soit u une fonction assez réguliére (de classe Cp+q(Q)).

On aura :



cx,p) = § a Goni( § bgeonfue)

|al<q |8]<q

Y o=y B+y
) % , C o2, (X)D_ bB(x).DX u(x).
y<a

. +
On note, pour ces calculs, si « = (ao,al,...,an) e N !

o % OL1 %
DX = (80) o (81 Y o...0 (Bn)

en posant f + y =y, on aura :

cx,p)u@) = ) (7 a0 b, x))DMulx) .
X lul<ptq a8y 2O * B *
YSQ
B+y=u
On note : C(x,Dx)u(x) = Z CU(X).Diu(x).
lul<p+q
On aura : C(¥)r(x,E) = ) c (x)g"
[u|=prq-r ¥

I

¢ 7 cla D" b (x)E"
lul=p+q-r (o,8,y) & B

YO
B+y=u
_ 1\ Y a=y B+y
= ) C'la (x)D b,(x)E
(,8,y) o> ~x B
Yo
|81+]v|=ptq-t

_ Y Y A=Y B
= o % Y>Caaa(x)£ D (bB(X)E )
Y<o

|6]+|¥[=p+q-r



1 o=y [0} o=y B
= D, '(a (x)£7).D_ "(b,(x)E")
(a,B,Y) (a=y)! & * * :
yso
|81+ [v|=p+a-r

en notant de méme, si o = (ao,al,...,un)

o 0. % 1.M n %n
DE = (3) o (3) 0 ... 0 (2)
() 1 o~y Oy O=Y B
C (x,8) = ) Dy '(a (x)£).D_ (b (x)E7).
(0,67 @t - ¢ x 6
Y€
o] <p
18] <q
|B]+]v|=p+q-T
ona: |y|<lal<cp 5 [Bl<aqa 5 [B] + |y]=ptqr ; d'oi
4 .
soit |B] = ¢ et |y| = p-r
soit |B| = q-1 et Y| = p-(z=1)
ﬁ soit |B| = q-2 et Y| = p-(r-2)
L soit |B| = q-r et lvy] = p.
Mr _ 1 o=y o o=y B
Donc C (x,8) = ) « Dg (ay(x)€7) .D_ (bB(X)E ).
q-r<|Bl<q  a,B (a=y) !
aj<p

Y<o
|8]+]v|=ptq-r

On pose U =0 =Y :

¢, - ] I Lo, Eh Dby o).
g-r<|Blgqg (@) !
al<p

luf=[a]+]8]-(p+a)+r



1 U o, M B
= . —Dr(a (X)) .D (b (x)E7)
q-rzlﬁléq p+q—r+|B|Z|u|<p E pt "gta x B
lul=lo]+|Bl+r=(p+a)
- } ) S0 ] a,mEM . ] bgGE").
s=q-r 4{=p+q-r-s |u|=£+s+r—(p+q) p! Ia{=£ *B[=S
On pose q-s =0 et p-£ =p
d'oit (p-r) + (g-s) = (p-r)+0 ; p=pAL=r-0c ; et:
(¥ _ r$o 1 oy B
T ,E) = ) ) ] =R ] aE).p () bp(IED
0=0 p=0 |p|=r-p-o u! = |af=p-p |8|=q-0
Tr r—O
=7 1 ) —1—DEA(*)O(X,E).D“B(*‘)G(x,a).
0=0 p=0 |u|=r-p-c u! X
On pose r-0 = T, oOn aura :
OF; T Lo, (9)p (%) (x=T)
cUt@,e) = ) ) I — DA (x,).D.B (x,E) .

0=0 p=0 |u|=T-p n!

Soit en posant T-p = k :

r T
I I D RN e SR TR

¢ (x,0) ;
0 k=0 |u|=k u!

T

Remarque : pour r =1 et r = 2, on trouve donc (avec la

convention d'Einstein)

1 *
X = A%+ BJABjB + ABT.

. . .. .
=A™ 4 SJABjBx + BJA¥8jB + A" 4+ %-BleEijB + AB.

(s)

Si on note par a (pour s € W) 1'opérateur défini & partir de a

par :



a(S)(x,g;DX) - 7 —L-DUA(¥)(S—IU|)(X,E)D§ .
lulgs !

Alors la formule précédente s'écrit :

r
¢r,e) = )

S

a(s)(x,E;D )[%(x)(r—ng(x,E).
0 x :

(s,))| ¥)s
Soit encore : C(*Or = Z a ! [; %J.
T

S,+8,=

On montre plus généralement le résultat suivant

Lemme 2.- Si a»a ,a, sont k opérateurs différentiels :

277k
(k > 2)
@ oa o NG ) a(sl) a(sz)O ) a(sk_l) A(¥)sk .
I 2 e k b 4. e =r 1 *72 T k-1 k
S ¥syte. ¥y
Le résultat est vrai pour 2 ; supposons le démontré pour
2,...,k, on le démontre pour (k+1)
()1 (Sl) (*)02
(al ©a,o a, o ak+l) = Z ) a (a2 0 a, o ... ak+l)
s1+O =r
) (s)) (52) (sk) ) sy i)
= E a ( f a, © o...0a Ak+1 ).
sl+G_=r SZ+' .+sk+1=02 -
(s)) (s (s
= Z a 0...0a A
s,*+s,+...+s =Y 1 k ktl
1 7°2° k+1

De ce lemme découlent facilement les résultats suivants :
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B Conollainre 1.-
() [3% = 3wra®uro nt + 3@ n™ 8)
Ll l3¥*— l*a' VOLI BY 1 0‘/6' 1 1. | 1
(ii) [(@")7]7 = 3873 H'O H +3Haa[aHaBH]+a H'D H'OH s B, 8")

(i) si ord[2,(0")?] = ord[2 (1711, on a:

H')+2>°‘BH'3 H'D H'+3H'*.8aH'3aH'}

B

13 '2*(*: Clory B'
(£, (h*)7+L (n )T = L (8T8 (373,

+

L8H8H+33L8H8H8H' ; m]. (9)

gr Bk (N k

(h")

On note et on utilise systématiquement

1a convention de sommation d'EINSTEIN.

Preuve :

[ny3)

ft

(s)) (s,) *(s,)
@y Vian 2 ey 3

sl+52+83=1

- @) VXV Elan’ B

1] (1) = BOLH'B +H'¥
a

ona : (h')

donc  [(n")]* = 3H'a°°H'aOLH'+3(H')2H'*‘

G [aHT™ = a0 @ fan e D o O e e [on @ @]
CORRA I T

*x

(2) _ L 4085y %™y +m
afB o

o —

on a : (h")
on aura donc
- 3 KX
[(a")7]

BOCBH'BOLH'BBHWBO(H'BOC[EBH'E? H'“"ZH'*H']"'H'*E)OCH'BOLH'] ; [ij

R

B

it

aB ¥.0 o B S
Sl N el R S M E M m']

(iid) @ [e (m)7 4 zl(h')zj*‘*‘ - U&O(h')ﬁ*‘*‘ . [zl(h')zj*‘

¢ [y D 1] P, [ et [0 o [0 77

h

] ] 1 1 | 1 3 1 2 1
(a°L 5 415 B 58 H' 438 *@n2)e (w7 e [0 1% 5 WY
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- O, 1By ' aByyy '
= 33 L9 H'87H'3H +L [BH 3,12

L, B AT m'].

B 7 '* 1 1]
'+°H's [0 H' '] +3H 23 ']

Proposition 1.-
Si1 h vérifie (D) et (H.l.a) on a, dans une carte locale
quelconque ; les relations :
i) A[:BOLHBOLA+H¥A-3H'H"8CXH'BOLH'I:I =0 ; [@H?

on note A 1le quotient par (H')2 de ce polyndme.

ii) -[3%ad mean’-20'H"3"A'3 H'T]A

+ H'H"BOLABOL [5 BHBBA+H*‘A—31+1'H"BBH' 3 H' I]
vaa ML 0B o, ¥ *¥
+ H'H"A[5 3 HO gA+d H O A+H A]
- 1 1] 2 0 ' B ' ' O‘B ' ' ' B 1 Clayy 1 . ' 2
= A" “[6 H'3H Bugh'+d H'3 H'OH'+OTH' D H 3, 8] 5 [@hH 7.

On donne ici le détail des calculs de la démonstration de

cette proposition.
On reprend l'expression (7)

hoa-= £0<h')3 . zl(h')2 + £, (h") + £, .

Ona: L = H".I puisque les parties d'ordre mt sont

égales ; de méme, en exprimant que les parties d'ordre mt-! de

(7) sont égales, on aura :
(A + 3%H3 A + H'A)
= [ )" + % @)1+ i+ 1 @n’

Soit encore en utilisant (8)
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HA*+30LH3aA+H¥A - [3 (H|)28aH'|aaH|+3Hv|H| (E)OLH' BOLHv+HvH'¥)] 1

+ L:(H')3 + Ll(H')2 ; (10).

En exprimant que les parties d'ordre mt-~2 sont égales,

on obtient :

A 53%0 A%+0%™s A + + 5%Buy  Asn®a%er™a
o o 2 o

- [ﬂo(h')3j*‘* + [, T 4 L

A 1'aide de (9), on a :

[a™ +0%5 A% + 1 3%
Q o

¥
A+ AYHAT + B A
2 o

B

= 5.1+ [1,.0%"% 0] + [38“}1'8@11‘.}1“}1'*}1 ; [T an
avec @

g

H"BBH"*'H" EBOLH' 86 OLB

H'BOLH'BBH'+BOLH’BB

J=13%"0 H')
o o3

H'Bu H'+3

. H'BBH'].

En multipliant les deux membres de 1'égalité (10) par A,

on trouve, en tenant compte de A.H = H.A = (H')3H”I

vy 3o, ¥ Q. *_ TETYN Nup '
[y m"a"]+a[3"HO A+H A-3H'H"3 H'3 H'I]

= (H')ZA.[(33“}1"3&}1'+3H"H'*)1+H'L2+L1]. (12)
Donc, si on pose :
A= A[(30%H"3_H'+3H"H' D THR'L 4L ] - HUEAT
on a
A(BOLHB(XA + HA - 3}1‘}1”8“}1'%}1'1) - n@n)? (13)

ce qui termine la démonstration du (i) de la proposition 1.

(12) s'écrit alors :
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[mama” + f] = A[(BB.OCH"BOLH' + 3E"H'OT + H'L: + L]] (14)

2

. . X
Oon multiplie (11) par (H'H")” , et on remplace H'H"A

3 1'aide de (14)

On montre alors le :

Lemme 3.-
@'u 2™ [H'H"BBHBB—SBHB g’ H"-3PH gt H+H'E'E]
Baran'™ - 4+ AGMH" H'T + H'L) + L))]

gh + (H'H")Zao‘H*aaA + @ 2e

") [5.1+30"3%"3 H' .1 1+L 3%H'3 W] [an’1  as)

+

1 1iry 2408
2<HH)8 HO

Ht

Preuve :

Remarquons d'abord que : (d'aprés (14))
3H"AH'T - A + A((BBOLH"BOLH')I + H'L: +1) = H'HAT. (14")

D'autre part, en multipliant (11) par (H'H")z, on obtient

bien une congruence modulo (H')B.

Considérons l'expression :

(H'H") 28aH8uA¥ + @ EM2E*AF

on a .

@'u") 2a*a = H'H"aBHEI'H"aeA*]
et

(H'H")2381188@5K - w'n"oh. [H'H"BBA*]
mais :

(Rl * _ tgn ¥ _ 11308 *
(B'H")O AT = 88@ B'.AT] - 3 (H'HY).A
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d'oili

@'a"y 2ol a¥ - aBH.(H'H")[aB(H'H“A*) - aB(H'H")A*_]

g

donc finalement :

(H'H")ZBOLHBQA* v @y 2uta¥

B B

- (aBH.H'H"aB—a H3 H'H"-9

. H.E'9 " H'E) [H'H"A"]

les autres termes restent inchangés : (15) est démontré,

On démontre maintenant le ii) de la proposition 1

- %5 H + AH - 20'H"%H'5 H'I).A
o o

+ H'H"ao‘Aaa[aBHagA +HA - 3H'H"8BH'36H'I]
1y }_ aB o ¥ K
+HHA[28HBOLBA+8HBOLA+H A

oB B

= AR' (B")? [;aO‘H'BBH'aOL H'+)

g B

D'aprés (13), on note :
H.A = B'H'[3"H3 A + H'A - 3H'H"3"H'3 H'T] = H'H'T.
On multiplie (15) par A

(H'H")Z(H')3H"A¥¥ + A[H'H"SBHSB - BBHB (H'H") + H'H"H*j

B

[3uan'™ - A + ACG3"H"S BT + H'L) + L))]

+

AG'EM)? [-;— ao‘Bﬁau A+ "D A+ H A

B

11

On pose :

BHB - 88

w = H'8"? 8 8

) = A.U.

<
|

= 3u"AH"T + A((38aH"BOLH')I + H'Lz + L

0. 2
H'8 H'3H'+3"H'd B9 HT 5 [@H7].

(16)

(17)

1y 2 TENS * . 3
AR'EM [T + 38" K B BT + L3 H B'] ; [@D7]. (18)

%
HY,(H'H") + H'H"H , w est un opérateur d'ordre 1.

(18")
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Simplifions 1'expression : Aw|v - A]

on a :

B B

Aw[v-A] = A[H'H"D HYg =~ 3"HOG(H'H") + H'H"E']

Dtan'™ - A+ ACG™E"S HOT + H'LY + L)].

On essaie de faire apparaitre H'H" en facteur en utilisant (17).
ona AdE=-03fam ; [@H4

d'od : AH'H"BBHBB[\)-—A] = - H'H"BBA.HBBA.HBBEv—A] ICOME

De méme :

By = ofam ; [(H')zj, d'ol

- Ad
- AaBHaB(H'H")[v-A] =+ aBA.HaB(H'H") [v-A] ; [_(H')3j.

car [v-A] =0 ; [H'] d'aprés (14").

I1 vient :

B B

3]

- H'H"?

Aw[v-1] A.HO o [V=1] + 0 AHO S (H'H") . [o-iL
AH'H'H [v-1] ; [(H')3_']

Soit : awfu-f] = u'"aPa.ma (M) - 3

AH'H'HT(A) + R(V) [_'(H')3j

-+

BA.HBB(H'H")(A)

avee R(V) = - H'H"aBA.HaB(v)+aBA.HaB(H'H").(v)+AH'H"H*.(v).
Mais : H3G(h) = d5(HA) - 3 gH. A
= 3 (H'H'T) ~ dH.A 5 (H.A = H'E'T d'aprs (17).).
= 3 (H'EM.T + H'H AT - B gH. A
et H'H"aBA.HaB(A) - BBA.HBB(H'H").(A)
- wumaba. [BB(H'H").T + H'H"3,T - BBH.A] - BBA.HBB(H'H").(A)
- H'H”BBABB(H'H").T . (H'H")ZBBABBT - H'H"BBABBH.A
- H'H”.TSBABB(H'H"). (On a encore utilisé (17) pour le dernier
terme)

= waataftE"s, T - BBH.A].

B
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Donc :

awl-] = @'Em s Pas T - me s + AT () ¢ ROV ICOMP

B B

D'autre part :

HvEZoO0 ; [(H')3_] —=> R(v) = - B'H"PAHD (v) + AH'HUEN (D) ; [(H')?’_']

B

de -H3 () =+ 3. () 5 [@)HF] @'apres (18)".)

i1 vient : - w'H" A m () = + BHOCMIH. ) 5 [@D).
Donc : R(V) = + H'H" EBBABBH + AH*].(\)) H [(H')3J.
Ainsi :
- gVt 2 B
aw[v-A] = (H'H") S AB T

- (H'H") [SBASBH + AH . (1)

@ B + a3 [aEn3]. (19)

+

B

(18) s'éerit a 1'aide de (19) :

@ ?ala () - wrwn) [Pash + AI{*‘_‘[ )

B
(H'H") ESSAB

+

G+ A (V) + awun? [ 0%ma oa v 2% 4 + K]

2 1o O
AE'EM [I.T + (3H"3TH'9 H'.H' 1+ L,3 L E)OLH] ; [wan].

I}

En divisant par H'H", on obtient une &quivalence modulo (H')2

(H" n'étant pas divisible par H') :

CEDEVENCI FVOR T

+

5Pasfe + av™] () + aq'a") [Zl a“BHaOLBA + aO‘H*aOLA + H 4]

11

A@HE) 3.1+ Gt 1T + L% m]  [@n’]. o)

On rappelle que : (d'aprés (11) )

J= 6+ H"[u] avec :
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- 38aH'8aH'.BBH"B .

g
Bary g +3%B
ap

—~"
T ®
I

Bary g

Q.
= 3 H'? o1'dg

' u'o . H'+0%H"D
o g

AM'E") [J.I] = AGH'H"M)6 + AH'(H")Z[p].
Ce qui nous donne : (on reprend (20).).

- 0% B + AH" - 20'H"3%H'3 H'.I]. (M)
o a
1oy q O T l_ o
(H'H")9 A3, T + (H'HMA [7 9 "HY

an' a2n] v s 5 [@n?,

+

o K KK
gh+ OH AR Al

1

avec : S = J:ZH'H"aO‘H'aOLH'j(A) + AH'HMO - ]:EBOLAE)OCH + AR ()
+ A" [GH"%H'3 HH'T + L "H' O K]
I1 suffit de montrer que : S = O [KH')%J.

Ona A=v- H'H"A*, donc Az Vv EP]

2
et 2H'H"37H'd H'.A = 2m'H"OTH'O M.y 5 [@DT].

D'autre part :

1 11 " o 1] 1 '* Q. 1] t
AR'H"[(3H"37H'G H'.H')I + L 3 H 3,8

*
= H'H".3"H'5 . [BH"H'".A + AL ]

* B *
or SH'H'".A + ALy = v - A[(337H"3H")T + B'L]
= v - 386H"86H'.A s [H"]
d'ol
, 0. ¥ o -
ACH'E") [(3H"O H'3 H'.H')I + L 3°H'3 H']
= [H'H"B“H'aaﬂ'].v - (3H'H"BOLH'BOLH').(BBH"BBH').A ; [(H')2]
= H'H".OTH'O M.V - B(H'H") A fmH?].
Ainsi :
2
s = saEaHa fty - (% E + A v 5[]
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Montrons que :

3H'E"%H'S H'.v = (37AD H + Ay [En?

on a :

(3“3 B + A .v = [3%3 B + aH].(a.U) ; (d'aprés (18)").

[7ad H.4 + AH'.A].U

1

or  0°A(H.A) + aHTA = (<%Ama A+ AA 5 [@)7]

+ A3%H3 A + a3 [@h?

"

A(aaﬂaaA + HA).

Ce qui nous donne, d'aprés (i) de la proposition 1

IRl

(BOLABOLH + AH) .Y A(BOLHBOLA FEMU [(H')2]

BN

(3H'H".8aH'8aH')A.U ; [(H')zj

[}

GH'E".3%'s H') ..
¢}

Ce qui ach&ve la démontration de (16), donc du (ii) de la

proposition 1.

§ 2 - Rappel surn quelques Lnvariants.

Lemme 4.- Les matrices

C

2% A - 5 %
o ¢

et D

!

%A B - 9 As%H
(o} o

. * P . .
sont des fonctions sur T (X) et définissent des invariants et on a :

A.C = D.A [(H')2].

Preuve : Soient A et B dans {1,2,...,m}.

Le polyndme caractéristique de 1'op&rateur [ﬁé,ag est égal a ch

B

qui est donc un invariant. De méme pour Dg.
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D'autre part : A.H=HA X0 ; (H')3 entraine :

A% A - a3 0% = - 2%A.H0 A + 3 A.H.%A
Ol (6] Q 63

m

o0 1.4 - o a0%m.A 5 [@)7].

Conollaine 2.-

Si K est la matrice sous caractéristique de h,
R = K.A + %—C et S = A.K + %—D sont des invariants, et on a :
AR = SA [(H')ZT

I

Preuve : A.R - SA = 5 (AC - DA).
Lemme 5.- On pose L = A.R, on a :
L= A% A + H'A - 30"H"3%H'8 H'.I] a)
o o
- o * o} 2
= [0"Ad B + A - 3W'H"OH'OH'.I].A 5 [(H) 1. b)
Preuve : Soit p une mesure positive sur X ; on a :
K = 8% - 1 3% (om)
o
2p
et L =A.R = AK.A+ %-A.C
_ ¥ 1 .o 1 o *
= Al - o 3, (P JA + > A[37H A + H A]
_ * 1 o o 1 o *
= AH A - 55 A3 p3"H + pBOLH]A + 5 AQTHI A + H A).
Et comme :
ad%m.a = - 3% HAZ O [_(H')zj.
On aura :

. N N 1,0 _ 1 o, N2
L S AH A -5 A3 H.A + 5 ADH) A - 5 A3 HO'A KN

* o _ Q. o . 1y 2
AHTA + A3°H3 A - > A[SH.A+07HO A + 3 HOTA] 5[]

or 5%@.A) = 2%H.A + 2% A + 5 H3%A + H3'A.
[0 o ol o [0}
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— o} 1 o 2
donc L = AH A + AJH3 A - 5 A3 (H.A) [H")]]

i

* " . 2
Al + 3%H3 A - 30'H"°H'D H'.I] ; [m"H“]

(puisque : H.A = (H')BH".I).
Pour b) il suffit de remarquer que :

0%Ad H.A = - 0%A.H.3 A = AX%HD A ; ran?].
a a o

Lemme 6.~ Si H'(x,£) est irréductible pour tout x € Q :

wzo ; [EY’]) <= alzo ; [an®)

1
1

Preuve : 1°) => ) : 8vident.

2°) <= ) : Il suffit d'établir 1la relation :
A;L = L}A ; [(H')Z:] (%).
En effet, si cette relation est démontrée, alors on aura :

H [KH')ZJ et par suite :

; [an?]

I
LlA

11
o

11
o

1
AIL

puisque Ai(x,grad ¥(x)) # 0, H'(x,£) ne divise pas A} et en utili-

sant le lemme de GAUSS, on aura :
_ 2
L=o0 ; [@E"Y].

Montrons (%) : Soient A,C € {1,2,...,m}.

1. A 1 AF
On a AILC = AIAFRC H

On utilise 1'identité& de JACOBI entre les cofacteurs de la

matrice H

1.A  1,A _ 1A,
AR~ ALAT = A(dEt H)
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oilt A}? est le mineur correspondant aux lignes 1 et F et aux colonnes 1
et A de H.

C'est un polyndme de degré (m-2)t en &, ou nul.

On a alors :

L AARF S [N’

R

o>
|
I e
— b
[@Nc-!

Soit encore :

L b [an?].

—
a >
t
—
) ~—

De méme :

LlA1 = A RgA

Al zsh@ay 5 [@HY . (car AR EsA [ .

-
1

D'aprés la relation de JACOBI

LéAi zs;,AéAI: ; [(H')zj, mais S;,A];‘ = L} ; [(H')zj.
Donc :

LéA}EAéLi ; [(H')zj.
Ainsi :

it = sl =l s [,

En utilisant encore une fois JACOBI :

A _ 1 2

Lg = A, o L[]
c'est-d-dire :

- .1 A 2
= LA 3 EGON

car H' ne divise pas A, . C.Q.F.D.

On reprend 1l'expression (16) ; il sera commode d'obtenir

S . . 1 1 .
une condition &quivalente en multipliant par A (qui n'est pas

1
divisible par H' d'aprés 1'hypothése (H.2)).

De (13) on déduit : pour A, F € {1,2,...,m}.
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1,A

AIAC C
= [aHaA+HA—3HH"aHaH'1]
">

L'identité de JACOBI nous donne :

1A _ 1A _ 1A ., 3.,
Ahy — AA] = A (HDTH
1~
d'ou AAAI
1,A _ 1"C Q * 1y Qe ' c
AAG oy [0"H3 A + H A - 3H'H"3 H'O H'.I]7

On aura donc, pour tout E,F dans {1,2,...,m}

- %3 1 + AW —2HH"8°‘H3HI]i?i
1
A A
= -[5%5 nean”-20'H"3%'3 arr]E L
o) o A ")

< [37H3 A+H A-3H'H"3"H'D M’ I]

- (e [p%Ad Hean" 20" "0 8 1 1] A ¢ [0H A "A-30'H"2%8") H'T]]

AlC
mais la premiére partie s'é@crit aussi : (en utilisant (13) et le lemme 5)
- o * vy Qary ' E .1
[(37a3 1 + AH" - 2H'H"3"H'D H DAJY g
—_—__1 E .v\2 typnn Qo vE:_lvnuv v AE 12
= -hg. [A{®DT + H'E"IH'D B ALl 2 - A HHTBTH' H'LAL "]
En reportant dans (16) cette expression de

* ..
- [?aAB H+ AH - 20'H"0%H'D H'.I].A, et en divisant tout par H'H",
a a

on trouve :

' - 1 '
ABHBH [})ABH+AH 2HH3H3H 1]A
1A ¥ aprpngOpry gt ]
x Alc[a“HauA+HA 3H'HSTH'S H'.1];

A+ H*A - 3H'H"8B

1~ B
+ A [as (3 H

\ 1 E
H'3H D]

oR o, ¥ ¥ E
HO oA + 0 H O A+ H A)]p

1 1
+ AIEA(E ) a8

i

1, E 0y Bio ' 0B ' ' 1 B Gy [ " . '
Ay [O"H' O H' D H'+0" H'O H' O H'+3 H' D H 3 AT H" m]. @
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On pose :

E _oa b a0y v AE _ ma ¥+E 1Ar-O ¥ 2C
Np = - Ap.d '3 A - [ A9 H+AH ] /A [87HD A+H AL
] a B * - LR L B 1 1 E

+ A [07a8, (3 HO pA+H A-3H'H"3R'3 H 1)]F

+

1 1 .oB o, ¥ *¥ E
AIEA(—Z— 37TH3 oA + 3H A+ H .A)]F

1 Er 0y aBiy ' 0By ' ' B 10
aAp [0 H'O"H'D GH' + 3TTH'D H'OH' + 3H'D

. g3 H am.

L N . \
(21) équivaut a : N1 =0 ; Dlj.

Definition :

h vérifie ((L})2 - (N})) i et seulement si :

(Li)2 : L} =0 [(H‘)z_].
1 - '
o) ¢ N 2O W

I1 résulte du lemme 5 que (L])2 est intrins&que. On

1
montre dans [2] que N} est un invariant, donc que la condition (N})

est intrinsdque. On donnera dans le chapitre II une démonstration

plus naturelle de ces résultats.
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CHAPITRE 11

RESOLUTION FORMELLE.

On se propose, au d&but de ce chapitre de donner une forme
équivalente aux conditions (H.1) - (H.2) - (Li)2 - (Ni) du chapitre I,
a 1'aide de la notion de bonne décomposition au sens de DE PARIS [j(ﬂ,

pour un opérateur différentiel linfaire scalaire cette fois-ci.

5 1 - Equévalence entre ((0 ), - (H.2)) et ((H.1) - (H.2) - w?-m)

Hypothese de bonne décomposition (DO)3 :

On dira que h vérifie (D)) si et seulement si

0’3
. . 1
(a) 11 leste des opérateurs (aA)ISAém s
B 1B . . .
(al)ISBSm et (ala)Zéﬁ,aém de symboles principaux respectifs
1 B 1B . .
AA,A1 et Alé tel que l'opérateur scalaire :
_ 1,AB.1 _ 1.AIBCD
k = aAhBala1 aAhBalﬁhDal .

Soit bien décomposable par rapport & H', de multiplicité 3,
¢'est-3-dire qu'il existe Ao’ Al, AZ et A3 opérateurs différentiels

linéaires tels que :
k=2 @3+ A D%+ A (') + 2
o 1 2 3

r
ord(k - ) xp(h')3'°) <ord®-r ;Vre{0,1,2).
o=0

(b) S est réguliére en a pour cette décomposition,
c'est-d-dire que S n'est pas caractéristique en a pour Xo’ et

S est caractéristique totale simple pour H'.
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Remarque : Pour raison de commodité d'écriture, on omettra
souvent de mettre les indices chapeautés, il suffira pour cela de

supposer pour toute la suite que :

1B _ . _ _
alC =0p s1 B=1 ou C=1.

On essale maintenant de donner une autre forme des hypo-
théses (H.1) - (Li)2 - (Ni) du chapitre I.

Montrons d'abord quelques lemmes :

Lemme 7.- Pour toutes fonctions vectorielles (ZA)A et (X )A’
on a
A IB_C 1 1. A
a) ZAHBAICX = (ZAAI -zlAA)x .

1B B,C _ 1 ALl
b)  Z,A DHX —ZA(XA.AI A1),

Preuve : On rappelle que les indices chapeautés varient

entre 2 et m.

A 1B.C _ . .1 1B.C A 1B.C
Pour a) : ZAHBAICX = ZIHBAléX + ZAHBAleX
_ 1.C Al
= ZIACX + ZAX A1
1 1, A _ 1 1, A
= (ZzA) - Z/ADX" = (Z,A) - 2, AX".
Pour b) : Par transposition de a) ; en effet
si on note : (Z')A = t(XA) et (X')A = t(ZA) on aura :
1C..B_,A Al A_,1
' 8 vy - '
Z'A GH X zA(x Al - AX ). C.Q.F.D.
Remarques :

1°) si AiXA = 0 alors

A, 1B .C _ .1 A ] N ]
ZAHBAICX = AIZAX 3 de méme :
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. A . IA.B.C _ 1. A
si 2,A% =0 alors : zAAl‘;‘HCx = a2, x" .

2°) On a évidemment des résultats analogues en remplagant

1'8galité par une congruence.

Notation : Si k est un opérateur différentiel linéaire,
* . _ -~ . .
et nelN ; "k bien décomposable par rapport & H' de multipli-

cité : n" sera noté abusivement : "k est B.D.n".

Lemme §.- Si k est un opérateur différentiel linéaire

* o
et neMN , alors on a 1'@quivalence entre :

i) k est B.D.n.
i) G 5 Apseean)

linéaires tels que, pour toute carte locale, on a :

n-1 M opérateurs différentiels

r
Vred{o,...,n-13 : k& -3 E\£<h'>“""—](*‘><f“> (22)
£=0

avec A #0 [H].

Preuve : Evident.

[~ 2

Lemme 9.- Sous les hypothéses (Li) et (H.1).a), on a

dans une carte locale quelconque :

1°) K" = ajamn? + 3D E D B
1 20m, a0 ' o, 1, . 3
+ 3(H)TH"A; (3TAB H' + 3TH'D A KGN (23)
° K _ 1 1, A (2) B ol A (l) B _ [FTU B ' [} A
2°) KT = A (A, (D) [a[]+3 A3, ((hp) [A]]-3H"H"3"H 3 H I}
Voor s nClosy 1 .a,l 1y Bt v _ . '
+ 3AH'(3TH'D A +3AB HDOTH'OMH' ~ T [H'] (24)
a0 ¥ 1 1B, C, (1) D
avec T = (3 A3H + AH ) A, ()" " [A[]

et N, le quotient de Ai[(hg)(l)[A?J-BH'H"BOLH'BOLH'I‘?]

par (H')Z.




- 27 -

Preuve :
o ¥ 1, AB 1% (1) A, B
1°) K = A (hpaja)) + (a) [HpA ]

' x _ 1 A B* 1 a,..AB 1 a R .
d'oi K = AA[_'(hBal) A+ 3 (HBAI)BOLAIJ + 3 A OL(H l) s [ )3]

en utilisant @@H%, et : Al(h ByF = Al WO ; [an’]
1 A ] A° B 1

L ABK 12 1.2 nalrrn wr . Pty 3

on a : AIAA(hBal = AIA(H <o+ 3(A1) H'H"3H'S H' KGMP

- . u B 1 _ A0 1 N T .\ ' - s
De méme : Bd(H 1 l) 3 AAaa[ﬂ (H") AIIIJ (d'aprés H.1 a))
_ a0l iy 3,1
= 9°A 9 [H"(H") AIJ.
soit : a%,d (HRAT.A)) = 3(H) Zreaatas 1 [EH]
1.0,.A B | S B¢ S
et A (HADB A = AD [H"(H") ]aOLA1

:B(H')ZH"AiBOLH'BOLA} s [@)]

done : K = AiA(H')z + 3(A})2H'H"ao°u'aaﬂ'
s Zaal %l mrea®te ah 5 [@n ],
1 1 a ol
2°) Calcul de (aihga?ai)**
. 1AB1¥¥_1AB1¥* 1(1) ABl 1.(2) A B, 1
ona : (ajhpaja)) = A (bgaja) -+ [hpaja)l” + (a) "THgAA,
N lABl*x: AB1¥¥ (1) ABl )
Soit @ (aA 831 a = (h a1 1 + th 1 1] B{]
» AB, 1 _ 3 1,(2) 14 _
car HBAIAI =0 ; [GP) ] et (aA) Dl A ] = : DF].
D'autre part :
. AB 1% _AB (I AB, 1 _ ABX¥I "2
1°) (njaja))” = (hga) [:AJ + HpAA] = (Ha ) A [m"7]
car A B (I)LA] = (hl;a}f);’< A} ; [(H')zj
o A_B_1 %% _ AB(2) A B, (1) - *1 A B sl
2°) (hza a)) (hpa)) [Al] + (hBal) ]+ HBAI.AI
mais : (h3a)) D] = % la M, Ap + (hAaB)*‘* . [@n)]

et <h§? O = o B>*'AT1 R}
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d'ot (h‘ga]fai)**‘ =5 (hA B)*a AL+ (hAaB)w A + (hA B)* ¥
et en utilisant (Li)2 :

1,,AB 1% _ l.a 1 X ] -,

A, (hgaja)’ = A3 (h ) " ALt A (h ;o m].
Puis : l(l)l:ABl] a[:hABl [ABIJ

Bll

et en utilisant le 1°)

B2 1 %1 B 1
En reportant ces termes dans 1'expression de (a; 1)
on aura :
1. A B 1, %% _ A B ¥ 1 1 A B, ¥%
(a,hpaja)) “Aa(hB P auA1+A1A (e
A B 1 1,%1 AB*‘ . '
+ 3 A 3, (hga)) .4 AlA (hga )" [a"y].
De méme :
l 1, A B ¥ (2) A (1) - *B -
AL, (hpa)) A, () P e @t D [wn].
' 1,2
D'autre part (Ll) nous donne :
o4 1 A B.¥ - 1 [RoLl) B 1 1 = Y
3 [a, (hga)” - 34 H'E"SH BBH:] =0 fw")
d'oll
* 1 — 1 1l 1 B ' 1 . 1
d [A (h ) Jo A, = 3A\H"OH'D A LOTHIOGH" [m"].
Ensuite :
OL B*“ - OL A“‘B (I)B_|||B| v A
Bu(h YA = a {HgA +(h )7 [A]]-3H'H"3TH'B H' T}
ool N I A
+ A3 AAaa{BH H"3 H' 3 H I}
.ol oABX1 _ 1.l A1) 1B anvgmaBrrn 1A
Soit 3 A3 (hpa)) A = Ad A3, 1 (hp) [A|]-3n'8"3"8 3 H 1}
l.a,l OC " B v
A}3 AABOL[H J+3A H B H'DTH'B A"

Et :

1, %%
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alal by (D] v a BOLAJ\BOL[H‘EATB]

17AB
11,0 A, *B A *B
= A [a,GHD A+ H A By v 2 A (H d A + 3 HA )]
- 1.*A . ' toa A - o, 1A 1y 2
= A [A + 3% A 3 B ]A ; [@"]  (car A H s Ay 5 [T
En regroupant, on trouve :
LAB 1y¥x naB 1 ST PR A B\ ¥
(a,hpaja, _BAHBHBH(BOCHBOLA1+8A8H)+ (hBl
(2) 1 OL (1) " B [ 1A
+ AlAA(hB) [A1] + ApD Bu{h ) [A] -3H'H"3"H'3 A 1.}
1 aeA A
+ [ + 9 AABOLHB]AI 3 [mY]. (26) .
Les identités : HSA? = (H')3H"I? et AIHQ = (H')BH"Ié

nous conduisent & poser :
= (h')Bh"I$ + /el

1y 3l 1
(h'")"h IB + mg

hla

jwjR e
—_

1
aAh

1]

o>

avec ord(ﬂ?) < mt et ord(mg) < mt.

. 1,AIB.CD
Auss1 @ aAhBalchDal
ggal 3 (3m-2)t c'est-d-dire ord(k) -
1,A 1B *x _ 1,1B.C
(ayhpa; ¢ a = MpAicly
- 1
ou Mg 1
1 C
de L et de Kl.

D'autre part :

2, d'ol :

de [(h')3h"]*< = H"[(h')3j* = 0, [H':] il vient
CDy¥ _ C .
(hgan™ = 1] 5 [@"]
1 1 ,
(ab)™ =y 5 [@")]

C - . ~
et L. représentent les parties homogenes d'ordre mt-1

est un opérateur d'ordre inférieur ou

(27)
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avec égalité pour C=C et B = B.

On remarque aussi que (Lz) entraine : A;L? =0 ; BF]
et MIISA? =0 ; [@m].
D'od
MiATPLS = (AT + 2"AD B + AH") A1 oL
- (W mareS + 3% RSN N
- @ikl e o p v an ") AL (A (28)
avec = (9 “A3 oY AH )B 12 g (I)EADj
En utilisant le lemme 7, et (Li)2 :
(A"B) A1 PLS = ap ity 5 [@h]  :car alh =0 [@n]
et (3°A3 H + AH' WG Al (a"ad i + a4t 5 [an]
car (aO‘AauH + AH*);A? =0 ; [@"Y]
d'oll
MéAiﬁL? (hA BF s Ay (3"A3 H + AH*)IA*‘A T '] (29)
Et enfin :

(alhAaBal 1,A 1B. C_D,*x*
AB11

I
o]
jon
[
=
~

1 (2)r,B LowaBrrn mr a®ary Al + 2%y @
A(h [A]+3A1H8H8H(8HBQA1+8A]BOLH)

HE

B)

a%A Bu{(h )(I)EA] _3'maa "9H' T 5 -t 5 [an].

+

C.Q.F.D.
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P&ogabiiion 2.-

Sous 1'hypoth&se (H.2) et H' irréductible pour tout x

on a 1'équivalence :

[ - ap? - apl  <=> [0),].

Preuve : On montre d'abord que :

(), -2} <= {ap’-m) - @D.a)l.

En appliquant le lemme 8, pour n =3 , (DO)3

il existe trois opérateurs différentiels Ao’

03, .
@D s A 70

(o]

1y 37¥ 2
ESNCIPMMNEY S CAD

~
1

(1)

(i) K

- a)

Al’ Az

(2]

(iid) K Do(h')?’j*‘*‘ ORI M I

A 1 (A ) det H

K 1

ainsi, d'aprés 1'hypothése (H.2) et H' irré&ductible on a :

{@} <=1 EHH" tel que : dét H = H"(H')3}

et on a de plus : Ao = (A})ZH".

D'autre part, d'aprés (25)

Bi1.* _ 11, ABx*_ 11 A (] B
- @lidatah)¥ = Al dah™ = ala o) VBT

A"8%1%1
* . Oy ' . N2
[x(h)J =3’ owe 5 [@D7].

Ainsi, en faisant la différence, on obtient

[@"?]

(30)
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(1) - (i1)} <==> {(@H.1).a) - (L})z}.

(1) <=> (K¥ = [}O(h')3]¥ + AI(H')Z) ; d'aprés le lemme 9 ; 1°) on a :

1y 2 = 1 12 1Oy v 1y 20 '
AI(H = (AI)A(H Y7 o+ 3AOH O H BaH 3(H')"0 AoaaH
VAN SN | ' Oy 1
+ 3(H")H Al(a A3 H' + 9°H aaAl)
- s (ani® e wtanEny 0 [an’,
Dfoli en divisant par (H')2 :

N VRN RS BT P |
Al = AlA 3AOH + 3H AI(B AlaaH + 0 H BuAl)

_ a ' . '
33°A 3 H' 3 [m"]
2% _ B
et [A, ()77 = A H'9H' 3 m']
N T K nl 01 N A Iy _ aq0 ' B ,k —_—
= [AjA - 3AH'+3H"A|(37A3 H'+3 H'3 A) - 33 A3 H 1.5%m 3H' m].

En utilisant le corollaire 1, on a finalement :

-+

PNCOMME b

oB

n

Cx" B' 1] | ] '*C{I ]
Ao{a H aa(a H BBH Y+3 "H BaH 9 H'+3H' 9 H ?QH }

B

B '
H EBH

+

30%\ 3 H'.D
o O
b, 1y ¥ _qn 0 Veamttal (q%ala mrea®ern A INTaBrry gro . '

+[A,A-30_(H')T-33"A 3 H'+30"A  (37A[3 H'+3 H B APJHBH m].

Ainsi, sous 1l'hypothése i) et ii), (iii) peut s'écrire encore :

Kk

of

~
1"

B 1y 31 XK 14 27% 1,2 i a Qe Bt ' ' ' '
DD+ (@) ] = D HTA'S (3R B R ) +3 T H' 3 B3 H" )

l IOCV 18' T . 1
|9 H'+IH'D ADBTRDH m']  GD.

1 ' ' nal a0
AIA.a“H 3 H' + 3H"A (37A .

-+

On utilise alors le 2°) du lemme 9 ; et en faisant la

PP, . KK .
différence de ces deux expressions de K , on obtient :
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A {A (B )(Z)EAIJ - 2%, % ((hy )(I)EA 1- 3H'H"BBH'86H'I?)} - T

“Baro mro m'} - alns®e'y B,
o 1 o

12,,OL, Bl \
- (Al) H"{%H 3@(3 H BBH ) + 3 8

m
o

DFJ ; qui n'est rien d'autre que (N}).

Ainsi ¢ {(i) - (ii) - (ii1)}  <==> {@.D.a) - (Li)z —(N})}

et enfin de : A= (A))°H", il vient
(Ao(a,grad P(a)) # 0) <==> (H"(a,grad Y(a)) # 0)
qui n'est rien d'autre que :
{(D)4-b} <==> {H.)-a)}.

car : S caractéristique totale simple pour H', est commune &
{(DO)3 - b} et a {(H.1)-a)}, ce qui achéve la preuve de la

proposition 2.

Remarques :

1°) La proposition 2 confirme que la définition de

{(L})2 - (Ni)} est intrinséque.

2°) (D) => (Do)3 -a), de manidre évidente, et on retrouve

ainsi 1'implication : {p} => {(Li)2 - (Ni)}, du chapitre I.

o’'3
1AB 1 _ _LAIBCD
On pose k1 Ah 13 aAhBalchDal
] 1A IBCIDEF _ 1A 1
k, = kja; + [a,hpa) chja phpa) - a)hy a h 1]

On justifiera plus loin 1'emploi de k

En remarquant que :

h- a. =2 et

EF E O
F21 1 a,h

Ud):(>
]
8

o y—
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k2 s'écrit aussi :

_ 1
k2 = kla1 + T

113“
mg ICEbD lE 1 - z : (32)

avec

Ainsi, a priori :

ord(r) < ord(kz) ~ 2
. c1bE € 1 _
malis : HﬁAlﬁLl Ll'Al =0

donc ‘ ord(r) < ord(kz) - 3. (33)

. D'autre part, k =~ est B.D.3 équivaut 3 : k,.a, est

B.D.3, [16], puisque A}

ré-écrire la proposition 2, en remplacant kl par k2 dans la

est premier avec H' ; on peut ainsi

définition de (Do)3'

On utilisera pour la résolution formelle, cette derniére

version avec k = k

9

§ 2 - Resofution forumelle.

On suppose que h vérifie {(H.2) - (Do)B} , et on
cherche une onde asymptotique :
+00

= (YB)lsBsm = (1 Y? x fy0 L

=0 1<B<m

de phase !, ol pour tout j € Z, fj est une ultradistribution

sur un intervalle de centre O dans R vérifiant

Viez : £' = £, ..
J 3 j-1

En utilisant la notation matricielle, Y vérifie

formellement
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400
hy = h( ] ¥, x £, 00)
[
400
= jZO h(Yj X fj o).

Il existe alors : [10], t+l opérateurs matriciels H

h=2a

r € {0,1,....,t} d'ordre inférieur ou 8gal 3 r, tels que :

oy

t
h(Y, X £, o ¥) = Holy.] x £,
;4 j 2 rZO &L J] j-t+r
ce qui donne :
+ min(t,j)

- rr
h(Y) jz()( Lo H  DE o 0

r=0
En choisissant les Yj de telle maniére que WY j > 0, on ait :

min(t,j)

r -
L Holy, 1 =0 (34)

Y sera alors solution formelle de hY = O.

Avant d'entreprendre la résolution formelle proprement dite,

on présente ici certains résultats utiles par la suite :

B_ Bl _ C D
on pose r1 = 1 1 alChDa
B_ B1 _1BCD |
s, =Tja —achir; 3 pour Be {1,2,...,m}.
AB _  Ac Bl 1BCD 1B, C D,
alors hps) = hpl(aja -a) hy 1) a)chpla;a lEhF 1
. AB _AB, 1.2 AIBCD 1 AIBCIDEF
soit  hps; = hpa (aj))” - 2hga;chpaja) + hpa) chpagphea (35)

et 1'opérateur k2 utilisé en page 14, s'écrit de maniére plus simple

On a alors le résultat important suivant :
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Proposition 3.-
(k est B.D.3) <

I

A B
> ((thl)A est B.D.3).

Preuve :

h

1° ( <==) : &vident puisque k = a

)
_LAB _ 1AB 12 13, 3
donc K AAHBSI = AAHBAI(Al) (AI) H".(H")

ASB
Bl

1
A
donc la multiplicité 3 se conserve.

2°) ( =>) : on utilise les décompositions :

1
B

- h"(h')31? o A et aihA - h"(h')BIé +m

A B
1 1 B

hBa (36)

pour montrer d'abord que :
1A _ 2
ALy =0 5 @),

En effet :

1,A, 1.2 i 1B,C 1 1 1IB,C ID,E
+ aAﬂl(al) ZmBalcﬂla1 + mBalCh £

)2 a
D 1E 1

Kk = aih"(h')3(ai
d'ol :

kK a}h"(h')3(a})2 + alﬂA(ai)z ; T = ord(k)

-1

mais k est B.D.3 nous permet d'écrire aussi :

K ov A @) s @ v alnrmn3@h? + aletaly?
0 1 1 1 A1
T-1 T~1
alnsi ¢
atf@h? v o mn® e mn? - alrmnian?.
) Tt 1 I I

En prenant alors les parties homogénes d'ordre  T-I

des deux membres de cette équivalence :
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i
o

1A, 1,2

| . . ~
A1 tant premier avec H', on a le résultat.

On pose alors : ; ? G(H')2

. A B
Soit T = ord[(thl)A].

Alors tous les opérateurs hg ? , pour A€ {1,2,...,m},
sont considérés d'ordre T.
. A1B.C A 1B C _ Al
Ona: si A#1 : HyA Ly = HphA, L = LA
. 1 18 C 1.¢ 1A 11
si A =1 HBAICLI ACL1 = AAL1 + AlLl
Soit finalement : V A€ {1,2,...,m}
A B C _ _ ooy 2.A Al
HBAICLI = - ") I+ LI.A1 (38)
V . . < A
donc : Ae {1,2,...,m}, il existe des opérateurs p et «
tels que :
A lB Al A
hBlC1 (oc(h)I +Lja) +p
A 1B,C, ~
avec ord(p ) < ord(hB ICKI) -
. A B
Nouvelle expression de hps; ¢
. C.ID,E _ 2.C . ,C 1 c .
On a : hDalEZ1 = (o(h") I1 + Zl.al) + p ; ce {1,2,...,m}
d'ot
A 1B.C ID,E _ A 1B c1 c
bpajchpa gty = hpa (@) 17+ £lap + )
A 1B,C 1 A 18 C IB_C _
hpajclia) * hpajep 5 (@l = 0)
B _ w 128, oA 132 _ (ALIB,C 1 LA IBC
et h s h'"'(h'") ( ) Y El(al) hBalcﬂla1 + hBaICp

ceci d'aprés (35) et (36).
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de la méme maniére :

A 1B,C 1 _ Al A 1
hBalcll—E( a(h')? 1+£1a1)+p].a1
_ 02,1 (A, A2 A 1
[oa(h)al 1+1>_1(a])j+p.a1
d'ot VaAe{1,2,...,m}
AB _ magin3.42 _ 2.1 A 1B C _ Al
th1 [h (h'") (al) h') aIJI + (h 331cP P al)
avec ord{(hA igpc - Aa})} £T -2
. _ _ 1LAB 1A 1B C _ Al
mais k est B.D.3 et k = aAth1 , alors k Tfl A(hB 1cP P al)
d'oll
Logha1BLC _ AL ) \
A (H A PY - PA) S0 H']
1.A 1 _ 1A _
Cm=> APTLALE0 m'] <= Ap" =0 EM
on pose A;PA = B.H'.
: Alﬁé_ ALl
Alors si A # 1 BAICP = P .A
. 11§6__16__1A11__,
si A =1 BAIC = ACP = AAP +A1P = -BH
Soit encore : V A€ {1,2, m} :
AIBC _ ., A, Al
HBAICP = -BH II+P.AI
il existe donc des opérateurs différentiels linéaires B de symbole
principal B, et qA tels que :
AIBC A1 _ _ .., A A
hBalcp pa = g h I1 + q ;
. A B
et en reportant cette expression dans celle th1 (39) on a :
YV ae{1,2,...,m
s = )’ @p? - a(h)’a) - BGO]ITY + o
et ord(qA) £ T-3.

(39)

1
+ AIP .

(40)

1
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On peut écrire alors : VY ae{1,2,...,m}.

hgs? = y.I? + qA ; ord(qA) T -3 (41)
oii <y est 1'opérateur entre crochet dans [40], qui est B.D.3, d'ol

le résultat.

Conséquence : Yae {1,2,...,m} ;

A B\r _ ] _
(thl)$ =0 ; r=0,1,2.

_ . . B
Détermination de Y o= (Yo)léBém : on note

E(x) = g(x,grad J(x)) pour toute fonction g définie sur T¥(X).

. n,
Remarquons d'abord que le systéme HgXB =0

: ny
poss&de comme solution paramétrée (puisque rg(Hg) = m-1)
B B,0
= LA
X Sl,w
Y
B A]i% I B A2 X B,0
En effet, X = KH‘X = Al.(Al) . 3 = Sl’¢.K
A (A) i
1 1
1
X -
avec A= comme nouveau paramétre.
~] 3
&

On reprend la résolution formelle : en faisant j = O dans
(34) on a :

O —
H@Yo =0

c'est-a-dire : ﬁYO =0 d'ol Y = Sw.l (42)

ol Ao est donc le param@tre & déterminer
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Lpour j=1
o 1 _
Hle + HﬁYo =0
- H 1 g0y _
<==> HYl + H\D SID)\O =0

or (hs)lb =0 ; (hs = (h 5113) y d'oi Hl;s:; - s,

le systéme devient :

o
1 M m.XO (43)

Xl nouveau paramé@tre 3 déterminer.

pour j = 2 :
o 1 2o _
ﬂﬂYz + fﬁg& + H Yo =0

<a=> HY+Hw(Sx+swx)+2¢ =0

or (hs)w (hs)w = 0, le systéme devient :

H[Y - sk -SE)AO] =0

2 P
d'ot
v, = SO + shh + 82 (44)
2 T P2 T ot U
avec AZ nouveau paramétre.
| pour j =3 :
+H +HY=0.
103 ) lPl

En utilisant (42), (43) et (44), ce systéme devient :
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Y 1,0 1 2
HY3 + Hw(S¢A2 + wal + kao)
2
' \B S+ 5
(o]
v 1 2 3 3
<==> Y, - Sphy = Sphy - s¢xoj + (hs)¢[xo] =

la condition de compatibilité de ce systéme s'écrit
"] A3 _
K e300 = o
o 1 2
ou encore, compte tenu de (hs)w = (hs)w = (hs)w =0

kgDl =

O

(45)

3 . ~ -
Km n'est rien d'autre qu'un opérateur, de degré 3,

de dérivation le long des courbes bicaractéristiques par rapport 2 H'

des hypersurfaces caractéristiques d'équation ¥(x) = constante.

Cette précision est néanmoins inutile, puisqu'on va

utiliser Cauchy-Kowalewski ; elle est cependant fondamentale en c” Bﬂ,

le vecteur 3(a) dtant non nul d'aprés (Do)3 s

po(a) # 0, et on choisit Ao solution du probléme de Cauchy :

on supposera

3
KLpD\o] =0
L o= s . -
BOXO(O,X ) = 60 3 £=0,1,2 (46)
) ) 1 si £ =7p
oi & vreprésente le symbole de Kronecker : ¢ =
p P 0 sinon.

Ce qui détermine Ao donc Y, d'aprés (42).

Remarque générhale surn La nesolution gormelle :

On obtient une résolution formelle analogue si on suppose

les hypothé&ses suivantes :

’
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(I : :q p = (pB) , oOpérateur différentiel linéaire
— 1<B<m
matriciel m X | de la forme : p = alp’ +q
~
a, = (a?)B avec : ord(q) < ord(p) et P'(a) # 0.
(1) (h o p) est BD3.
— Ny .
En effet, le systéme HY = 0 admet pour solution
Y = Pg.k s A est un paramétre A déterminer ; la résolution
formelle est exactement la méme avec : k = (ahp)}.
—_—
Exemples :
I°) p= a, , avec 1'hypothése assez forte : (hoa)A est BD3.
2°) p = sy = (s}ls)B : notre cas, avec l'hypothése :
k = (ahs)] est BD3.
[ Remarque :

Les relations (42), (43) et (44) nous donnent aussi des
formules qui lient les paramétres utilisés par BERZIN-VAILLANT

dans Dﬂ et les ndtres.

1 1,0 1,0 _ ¥l _ 3
Y= Sl,wxo ; S 0 " S| a1 .
1 1,0 1,1
=S oM S
[ o1,0 1,1 1,2
T, =300 Y SeM S

§ 3 - Determination des Yj , J EeEN.

Par commodité d'écriture, on conviendra de poser Aj Z0
si j < 0.

On pose ensuite pour B € {1,2,...,m}



- 43 -

rx]is=o

B _B,2
w.l=SA1’ D )+ %,

A

B
1
B
1

[A {] + W,

; 1=0,1,2. (47)

A 1'aide de ces notations, on aura d'aprés (42), (43) et (44)
B SB OD\] +v s i=0,1,2. (48)

Soit p € N. On définit :

(H.R)p :

1°) \/j £ p, kj est solution du probléme de Cauchy :

(>\ Y(0,x') = 62 ch (49)

2°) Toutes les conditions de compatibilité sont satisfaites

jusqu'a 1'ordre p+3, et plus précisément :

Vi< op+3: Y = 3%, v 8hy 482, + X, 50
18P L85 T Bl S v R (50
ol Xp+1 R Xp+2 et Ap+3 sont de nouveaux paramétres 3 déterminer ;
B
X_] (Xj)lngm
_ - A,l B A,2B A,3. B . oA
avec : Qj+3 {HB m + H ’w e * HB,WVj + Rj+3} 1)
~ B B B A P . .
ol Xj+2 s Wj+1 s Vj et Rj+3 sont définis par induction de la

maniére suivante :
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Min(t,K)
A,r B A
= ) H»*w, et R, =0
RK =4 B,y K-r 3
V1B
B _ B, 1c C D.3 c,1.D
X = 1 9Pk R {(hDsl)LDD\K SR M o
1
C,2.D C,3.D C
* HD,lDwK-Z * HD,LHVK—3 * RK}
B _ oB,2 B
e = Sl,xpDK—zj * Xy
B _ oB,I B
Vg = sl’w[xK_]] + W | (52)

avec 1'initialisation (47).

Remarque :

En pratique, pour définir (52) on définit d'abord X3

puis w3 et V3 ensuite X4 puis W4 et V4 , et ainsi de

suite jusqu'a X et V

p+3 Wp+3 p+3°

Remarquons aussi que de (47) et (52), il vient :
n
B 1B

_ B3 7 _A - ,CD3
X3 = Sl,lDD\O:] 3! (hDsl)lﬂD\o.-l ’ (53)
1

On reprend la notation matricielle :

Supposons (H.R)p , et montrons (H.R)p+1

On écrit le systéme relatif 2 Yp+4 :

v 1 2 3
{H[Yp+4] + H@D{pu] + Hlp[Yerz] + Hw[YpH]}

Min(t,p+4)

r -
+ rza Hy [Yp+ 4pd =0 (54)
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or d'aprés (H.R)p : ((50) et (52))

_0
Yp+l a wap+l + Vp+1
vy =% _+shh .y

p+2 TP p+2 ¥ p+l p+2

OA + Sl

Ype3 ~ S¢ p+3 Wx

2
p+2 * Slﬁxp+1 * Xp+3

le systéme (54) s'écrit alors :

aY 1.0 i 2
HYp+4 + Htﬂ{sd)xpﬂ + Slﬂ)‘p+2 + Slﬂkpﬂ + XP+3}

2:,0 1
* H¢{3$Ap+2 ¥ S¢Xp+1 ¥ wp+2}

3(a0 _
+ H@{S\ﬁxp‘i‘l + Vp+l} + Rp+4 = 0.
v 1 2 3
<==> H{Yp+4 - S¢AP+3 - S@AP+2 - S®Ap+]}
+ (hs)3D ]+ yl + HW + Hv + R =0 (55)
Pprl P43 Ppr2 T P p+l pt+

la condition de compatibilité de ce sytéme s'écrit alors :

1 3 1 2 3 A
AA{(hs)w[}p+1] + Hpr+3 + wap+2 + vap+1 + Rp+4}l =0 .
Soit, compte tenu de la définition de Qp+4
3 =
KoDoud = %y -
On impose alors a Xp+1 d'8tre solution du probléme de Cauchy :
3 =
K D‘p+1:l N Qp+4
aﬂ[x (0,x")] = 0. (56)
okp+l1 77

On peut résoudre alors le systéme (55)

_ O 1 2 3
Yp+4 = S@Ap+4 + kap+3 + S@Ap+2 + S$xp+l
“1B
1C 3 1 2 3 C
- TXT {(hs)w[kp+l] + H$Xp+3 + wap+2 + H®Vp+1 + Rp+4}l
1
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B

. va s - .
qui s'écrit encore, compte tenu de Xp+4 (Xp+4)B :
v =80 +sh o a8 ex (57)
pré  TPTp+d T TPTp3 T TPip+l - Tptd

Remarquons enfin que (H.R)o est vérifiée d'aprés (53).
On arrive ainsi 3 déterminer de proche en proche, tous

les coefficients Yj vérifiant chacun (51) et (52).
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CHAPITRE IT11

MAJORATION ET CONVERGENCE DE L'ONDE ASYMPTOTIQUE.

§ 7 - Rappels de nesultats sur Les majorantes.

-

Notations : Etant données deux séries formelles u,U, 2

(n+]) 1indéterminées Xo, Xl,...,Xn :

u(X)

It
~1
c

]
»
Q

U(X)

[
o~
[==]

Q
>
Q

Y%
o

avec X = (X ,X ,...,X) 3 u, € E, algébre de Banach, et U

n+1
pour tout o € N .

Definition. -

@@<<v@) <=> Foen™ |l |l <uv).

Soient r, R', R des nombres réels tels que : 0 < r < R' < R,

On utilise les fonctions majorantes d'une variable 6(t), introduite

par Y. HAMADA [8] : c'est-a-dire vérifiant :
1°)  6(t) >>0 a)
2°) (R'-t)O(t) >> 0 b) (58)

Et par conséquent, pour 6(3)(t)= Ji} 6(t)
dt

Veen: 69 @ «« @)yfel0 .
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Proposition 1.-  [15]

Soit C(x,9) un opérateur différentiel d'ordre £ en x,

et Zl en x° , 4 coefficients holomorphes au voisinage du polydisque

PD(O,R). Alors, il existe une constante B ne dépendant que de 1l'opé-

rateur telle que

: L .
@< oty = (@ <«<np el ot

o 1 n ' o .
pX +x + ... + X s p>1 qu'on précisera.

avec t(x)

Preuve : [15], [4]

Proposition 2.- [11]

On considére le probléme de Cauchy holomorphe (I) sur PD(O,R)

8£u = C(u) + v
(1)

BEU(O,X') =w (x') 3 0571 Ll

Si v << VG(J+Z) ot

w_ << W 6(J+r) ot ; O r<g £-1.
T r

Alors la solution u de (1) est telle que :

(3

u << U6 ot
V/pﬂ W W2
U = Max( W 1 _1)
avec ’ o °? ,...,T—
1-B/p o p -1

Preuve : [11], [4]

§ 2 - Majoration des Yj .-
on a 8(3)A = C(A)
[¢] (o] (o]

a(z)xo(o,x') = df s £ =0,1,2.

(o}
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C est un opérateur différentiel de degré 3 et, de degré

strictement inférieur & 3 par rapport & X .

On applique la proposition 2 avec £ = 3 ;

W = —L-, W, Z2W,Z0 et V=0 ot B est le premier terme de la
o 80 | 2 o

série 6. On aura :

A << L 90@ ¢
o 8
o
s - Q° 1 (o) . - 3.1 ,03) (%)

d'ol Yo Sw.Xo << B 5 8 ot X1 M3(AO) << Bp 5 .0 ot

o o

B
on pose alors : C1 =5

o

on aura : ( A << l-C 6(0) ot
o B 1
{ ¥, << 016(0) ot
3. ,(3) 88
X3 << p CIG ot (i;;;)
\ N
on suppose qu'il existe p € N tel que V’j £ p on ait
. 1 1a€3)
H.Rp : )\j << B CIC 6 ot a)
¥y < cche(J) ot b)
3. ~1a(3+3)
<
Xj+3 <<p CIC 6 ot c) (59)

On conviendra de prendre la méme constante B, pour chaque

opérateur, lorsqu'on applique la proposition 2.

1B 4
) . B _ B3 _Ic ': BJC : <
(* On a noté M3 = Sl,$ ,Xl (hS)@ ] qui est un opérateur

1

d'ordre au plus 3.
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On a :
Xl
L 1 2 3 A
Pors i (xhy3 X+ Hgloay * Hp¥0uy * Ropsdy
1

2
et WP+2 = S]ﬂ()\p) + XP+2

done W_.. << B2 L cPa®?) o ¢l + o3¢ Pl o ¢
p+2 B 1 d 1

. 0. 0,2 p+l,(p+2)
solt Wp+2 << Q[FC) + (C)] CIC S o t.

De méme

1
\Y =S, (A) +W
p+l @( p) P
1 . .pa(p+l) 0. P42 pa(p+1)
donc Vp+1 << Bp[é C1C 0 o t] +p (C) + (C) CIC 6 ot
: 1o 042 0y3{.p+l (p+1)
soit VP*] << [-9 + (C) + (C)]C 0 ot .

D'autre part :

Min(t,p+4)

Rore = L Mo[fpusnr]

Min(t,p+4) _
done R << z BprC Cp+4 re(p+4) 0
pté ) 1

t =

Min(t,p+4) -4
-3 3§ @) TycP*l o (P4 4 ¢
C L C I

soit encore :

310 0. p+l, (p+4)
Rp+4 << Bp [(E)+(c)+...J.C1C 3] ot

il vient :
Q' << me.p3C1Cp6(p+4) ot + mBpZ.p (%) + (%)zi\clcpﬂe(pw) ot

pt4
3o 042 , (043 p+lg(p+4)
+ mBp .l:(c) + (C) + (C) ]CIC S, ot

+ me3.[}%) + (%92 S 1 CICp+1 (p+4) ot
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d'oll, en imposant (%) <1

Q' << 4me3(—919—9c cPrlg(*4) oy (60)
p+é4 1-p/C 1

on applique la proposition 2 avec : WO =W, =W,=0 ; £=23)

3( p/C yC Cp+1

et V = 4mBp i ;s on aura :
1-p/C
1°) A, << AmB_ - _p/C )ClCp+l D) ¢ (61)
P 1-B/p  1~p/C
Si on impose : L_(CO) : P 25B 3 on aura : (62)
4B mo et A o1 << mo. _p/c Clcpﬂe(pﬂ) o t. (63)
1-B/p P 1-p/C

Pour avoir (48) a) il suffit que :

p/C < 1
1-p/C mBp

ce qui équivaut a la condition :

(cl) : C = p(1 + mBp). (64)

o e . . ' e s
2°) En utilisant la majoration (60) de Qp+4 , la définition de Xp+4

et la relation (63)

(LLC yo PHiglprd)

3
X 4 << Bp~ .mp 1

pté 1-p/C

+ 4me3.(—£!£LQC Cp+16(p+4) o t.

1-p/C !

Soit X << p3, mB(p+4).(__p_/_g..) .C Cp+le(P+4) o t.
pth 1-0/C 1 ,
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Pour (59) c, il suffit d'avoir

p/C < 1
1-p/C mB (p+4)

soit

L—_ (Cz) : €3> pfl+ mB(p+4)] (65)
o _ (o] 1 2

3°) On a Yp+1 = SLDApH + wap + SLDAp—l + Xp+l

d'oli en utilisant (52) et H.Rp l ; on aura :

Y | << B.mp(——919—9c10p+le(p+l) ot

p+l 1-p/C

+ Bp. %clcpe(P*'l) ot + sz . %Clcp—le(p*.l) ot + p3C1CP‘28(p+1) o t

ou encore :

<<|{(Bmp + 1). _p/C C Cp+16(p+l) ot

Y 1
1-p/C

p+l
on imposera, de la méme mani&re :

p/C < 1

1-p/C 1+Bmp

soit encore la condition (C.) : C > p(l + mBp).

1
Ainsi, pour avoir H.Rp+1 , il suffit d'avoir (CZ)

car (C2) =D (Cl)’ et ((%) < 1) ; on prend alors

P =0p, 3y tel que 05 > Max(5B,1), et pour ce choix

on choisit C tel que : (C2) : C 2 o[] + mB(p+4i]
C.Q.F.D.
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Si on choilsit :

{H

6(t) = s
on aura donc
1
G(k)(t) = k'k+1 pour k > 0O
(r-t)
la série 6(t) vérifie (58), en effet
'—
(R'-t)6(t) = BT 4 g 5o,
r-t

u << U
’
}x ’ £ X
0 o
) .
.Xn‘ <X qu'on note abusivement |x| < X.
\
Alors :
lux)| € URX).
En effet :
o
G| = 1] uxtl e o lu =T
uan+1 eN
) quu = U(X)
qun+]
on a : Y?(x) << CICj(G(j) o t)(x)

o s n+1l
d'oll on en dé&duit ; pour o € N ; o = (ao,al,... 0
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64 . .
|D°‘YIJ?(X)| <cpp o JeU*leD e (1xyy.

Soit VO , un voisinage de a = 0, tel que :

r

t(]x‘) £ 5

Si x € Vo , on a :
o YonigGitlal) xy Glal
ID Yj(x)[ e Clp c-6 (E) , car sur ]-r,r[,e

est croissante ; soit encore :

o . . 2C .
0%, 5 )] < ¢,p °c Grlapt 71 (—2—9)|“|+J.(j+|oa|)!
J (r/z)j+|oc|+l r r
on note @
2C
Ci =1 et C' = 2€
Tr iy

+1
On aura, pour tout x dans Vo ; pour O et

a. al+j,. ‘
|D Yj(x)l < Ci.(c')I | IG+lal) (66)
On obtient alors le théor@me suivant

Théoneme 1.- Soit X une variété analytique réelle
de dimension (n+l1) , S, une hypersurface analytique de X réguliére
en a, d'équation locale Y(x) = 0 du voisinage de a ; h un

opérateur différentiel matriciel linéaire d'ordre t sur X.

Si h vérifie (H.2) et (Do)3 , 11 existe une suite

CY)j-de fonctions analytiques sur un m@me voisinage de a, & valeurs

dans R" telle que :
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+00
Y= ) Y. xf, 0 soit une onde
3=0 !

asymptotique pour h et telle que :

Vien T, < clc(j)(t). 67)

§ 3 - Convergence.

Enfin, en utilisant essentiellement la majoration (606)
des Yj on assure ([5], E{] , D]) 1'existence d'une solution
nulle de h pour S en a, dans l'ensemble [tw(Qo,{Mp})] des
"fonctions ultradifférentiables de classe {Mp}, et dans 1'ensemble
D'(QO ,(Mp)), ceci avec un choix convenable de la suite (f.).

1]

pour chaque cas.

| Ter cas : pour C (Qo,{Mp})

A ® M -1
on prend fo(y) = J I +1 P n) .elyndn

2mi /- (1+1in) p=1 Mp__l

et pour j x> 1, fj sera la primitive d'ordre j, s'annulant

(j-1) fois en O.

pour j £ 0, fj sera la dérivée d'ordre (-j) de £

On assure la convergence en montrant qu'il existe Qo,

tel que V k compact de Qo, Eﬂ H > 0, Eﬂ A >0 tel que

Vxe k, Vae Nn+1

¥ e ol
5, (x) = jZO |D (v, x £; 0 ) (x)| < AH M)

ol
L~Zéme cas : pour D'(QO,(MP)) : ensemble des ultra-
distributions de classe (Mp).

On choisit ¢ (z) = 1 ;
o z
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j-1
9.(2) =2 [Logz - (1 + o+ .o v+ =] si 31
] (G-1)1 2 3=t
et ¢.(z) = (—l)j j! si j € -1 avec Log z
j z_]+1

défini sur le domaine de Riemann 7T :

D={z ¢ C¥ : arg z € ]—6,2ﬂ+6[, 8 > o}

les ®j sont toutes holomorphes sur U .
On pose ensuite
0,(2) = - 57 PD)9; (2)
ot P(D) est un opérateur ultra-différentiel, de classe (Mp)p .

D.

Les fonctions $j sont aussi holomorphes sur

en une fonction holomorphe sur

On prolonge ensuite Yj
le domaine :
D=1{ze€ ™l plzol + \zll + ...+ IZ!n < r}.

On montre ensuite que

400 %
1T v @ | < ket E D
j=2 J ]
P
avec y = In(z) ; M (p) = sup{Log(PI;Ip )1,
| peN P

On conclut, d'aprés un théordme de caractérisation que la

valeur au bord de cette fonction holomorphe, au sens des hyperfonctions,

est dans D (Qo,(Mp)).



(]

[2]

[4]

(€]

]

(8]

8]
[10]

K. BELABBES

R. BERZIN,
J. VAILLANT

L. GARDING,
T. KOTAKE,
J. LERAY

0. HEBBAR
H. KOMATSU
H. KOMATSU
H. KOMATSU
Y. HAMADA
S. MIZOHATA

J.C. DE PARIS

-57 ~

BIBLIOGRAPHIE

Solutions nulles pour un opérateur différentiel
matriciel analytique, relativement & hypersur-
face caractéristique multiple avec une condi-
tion de type hyperbolicité forte.

Thése 38me cycle, Janvier 1982, LILLE.

Systdmes hyperboliques 3 caractéristiques multi-
ples. (J. Math. Pures et Appliquées 58 (1979))
p. 165 a 216,

Uniformation et dev. asymptotique de la solution
du probléme linBaire & données holomorphes -
analogie avec la théorie des ondes asymptotiques
et approchées.

Probléme de Cauchy I bis et VI (Bull. Soc. Math.
France 92 (1964), p. 263 a 361).

Solutions nulles pour un opérateur différentiel
matriciel analytique relativement 3 une hyper-
surface caractéristique double avec une condi-~
tion de décomposition (Th&se 3éme cycle, LILLE,
janvier 1982).

Irregularity of characteristic elements and
construction of null-solutions.

J. Fac. Sc. Univ. Tokyo, Sec. I.A., Vol. 23,
1976, p. 297-342.

Ultra-distributions, I-structures theorems
and a caracterisation.(J. of the Faculty of
Science, the Univ. of Tokyo, Sec. IA, vol. 20,
N° 1, pp. 25 - 105, March 73).

An introduction to the theory of hyperfonctions
and pseudo-differentiel equations. Lectures
Notes in Math., N° 287, Springer 73, p. 3 ~ 40.
Probléme analytique de Cauchy & caractéristiques
multiples dont les données de Cauchy ont des
singularités polaires, C.R. Acad. Sci. Paris,
Sér. A. 276 (1973), p. 1681~1684.

Solutions nulles et solutions non analytiques.
(J. Maths Kyoto, Univ. I (1962), p. 271 a 302).

Probléme de Cauchy oscillatoire pour un opérateur
diff. a caractéristiques multiples, lien avec
1'hyperbolicité (J. Math. Pures et Appliquées 51,
1972, p. 231 & 256).



i

(2]

[13]

[14)

[15]

[1e]

J.C. DE PARIS

C. ROUMIEU

J. VAILLANT

J. VAILLANT

C. WAGSCHAL

J.C. DE PARIS

- 58 -

- Probléme de Cauchy analytique 3 données

singuliéres pour un opérateur diff. bien
décomposable.
(J. Math. Pures et Appli. 51, 1972, p. 465 2a 488).

Ultra-distributions définies sur R" et sur
certaines classes de variétés différentiables.
(J. Analyse Math., 10 (62-63) p. 153-192).

Caractéristiques multiples et bicaractéristiques
des systémes d'équations aux dérivées partielles
linéaires et 3 coefficients constants.

Ann. Institut de Fourier, Grenoble 15.2 (1965),
225-311.

Données de Cauchy portées par une caractéris-
tique double dans le cas d'un systéme linéaire
d'équations aux dérivées partielles, rdle des
bicaractéristiques. "

J. Math. Pures et Appl. 47, 1968, p. | i 40.

Probléme de Cauchy analytique 3 données méro-
morphes.

(J. Math. Pures et Appliquées 51 (1972),

p. 375-397).

Notes C.R. Acad. Sc. Paris, t. 270, p. 1509-1511
(8 juin 1970).




004 347 835

RESUME

-~

Ce travail consiste 3 montrer 1'existence de solutions nulles
ultra-différentiables, ou ultra-distributions pour une hypersurface
caractéristiques dans le cas triple 2 : T.R 2 de J. VAILLANT.

Dans la premiére partie, on commence par détailler les hypo-
théses de résolution formelle selon BERZIN-VAILLANT d'aprés leur article : ;

On utilise alors une nouvelle méthode pour la résolution
formelle : les coefficients de distorsion s'obtiennent uniquement &
1'aide de cet opérateur scalaire, et s'exprime d'une maniére assez
simple.

e

"Systémes hyperboliques & caractéristiques multiples'. i

i

On donne ensuite, dans le deuxiéme chapitre, une forme &qui- i

valente 3 ces hypothéses, 3 l'aide d'un opérateur scalaire, bien dé&com- ;
posable au sens de DE PARIS, associé 3 l'opérateur matriciel considéré. 0
-

1

Cette méthode a aussi 1l'avantage d'é@tre généralisable dans le
cas oli la multiplicité est quelconque, et quand le rang de la matrice b
caractéristique est m-1 ; m &tant 1l'ordre de la matrice.

On utilise enfin, la méthode des fonctions majorantes pour ‘
obtenir certaines majorations ; la convergence en sera assurée par des gt
calculs semblables 3 ceux de KOMATSU. | /@

MOTS-CLES

- Solution nulle ;
- Systeme hyperbolique/majorante (Notion de) h
- Majoration (Notion de)/Systéme hyperbolique.

e





