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L'objet de ce travaill est de dégagern Le Lien qui existe entre
Les méthodes d'accélénation de La convengence et celles de nrecherche de
point §ixe. Par exemple, £esméthodes A% - d'Adtken et de Stegfensen, sont
basZes sun La méme procidure. La premigre sent a accélénern La convergen-
ce d'une suite donnée, La seconde est un procedé itérnatif qud perumet de
génénen une sudlte qui convergera verns une solution d'une quation non
Lingaine.

Le premien chapitre traite des procédés d'extrapolations pokyno-
miales et rationnelles. Aprés avoir rnappelé Les procidés d'extrapolation
généralisés, nous etudions en détail deux procldés basés surn L'interpo-
Lation Lnvense. Ensulte nous donnons une extension de chacun d'eux a
L'aide des fonctions de plusieuns variables. Ensuite nous appliquons ces
algorithmes & une classe particuliene de suites ce qui nous perumet de
retrhouven certains procédés bien connus. Cette étude ne concerne que des
fonctions ayant des hacines simples. Engin nouws appliquons ces nésuliats
aux gonctions qud admettent des hacines multiples. Nous obtenons un pro-
cede d'accileration de £a convergence quil rentre dans une catégorie d'al-
gorithmes reghoupant Les procédés d'Overholt et de Germain-Bonne-Wimp.

Le deuxieme chapitre est consacrd a L'étude des méthodes de né-
solution des equations non Linéaires déduites des algorithmes du premier
chapithe. Ces méthodes se partagent en deux catégories : celles de type
Stegfensen et celles de type sécante. Aprds avoirn rappelé d'une fagon
détailliée centaines méthodes, nous dressons un tableau de comparaison.
Celle-ci est gaite sur Le cnitene de L'indice d'efgicacité. Nous termi-
nons pan L'étude du cas d'une racine multiple.



Dans Le thodisdeme chapitre nous rappelons Le E-algornithme et nous
en donnons une interprnétation géométrnique. En exploitant d'une parnt celle-
ol et d'autrne part Le Lien qui existe entre Le E-algornithme et fLa trhans-
gormation de Shanks nous exposons deux méthodes de rnésolution d'equations
non Linéaines. Aprnes avoin nappelé La construetion du procédé d'Overholt
et donné une Anterprnétation du procédé GBW (Germain-Bonne-Wimp), nous pro-
posons une généralisation negroupant ces deux procédés a Laquelle nous ap-
pliquons La procidure ©.

Le quatrnieme chapitre montre comment Les approximants de Pade
donnent naissance a& des méthodes iténatives de point 44ixe. Cette Lidée a
déja eté utilisée par Nowrein et par Claessens-Loisou-Wuytack, mais Leurs
procédés n'utilisaient pas toute fLa tablLe de Padé. C'est dans Le but d'ex-
plornen toute La table, que nous proposons L'extrapolation de La fonction
Lnverse, qud a déja éte utilisée pan Thaub,

Dans Le cinquidme chapitre nous essayons de faire un trhavail
invernse 4 celul effectué Lons des chapitres précédents. En partant des
méthodes de King et de Schidder nous construdisons deux procédés d'accile-
ration de La convergence d'orndre quatrne pour La premigne et d'ondre thodis
powr £La seconde.

Le sixieme et dernien chapitre expose une nouvelle méthode de
nésolution des systemes d'équations non Lin2ainres. Apres avoin rappelé
La méthode d'Henwicd nous proposons une méthode basie sun Le E-algonithme.

Nous supposerons dans tout ce trhavail que Les application de R
dans Luli-meme utilisées sont dérdivables autant de 048 qu'il sera néces-
sairne pour Les deémonstrations.
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L'objet de ce chapitre est de donner un certain nombre de pro-
priétés des procédés d'extrapolation inverses. Ces propriétés seront
exploitées dans le chapitre II concernant 1l'étude des méthodes de point

fixe déduites de ces algorithmes.

Soit f(x) = 0, une équation non linéaire, ou f est une fonction
f : R »R. Soit X, une racine de f. Nous désignons par P1> Pys P3 les

propriétés suivantes

P; ¢ f(x*) =0

P, : f'(x*) 0
Py : f(m)(x*) 70 (m =2 2) et f(i)(x*) = 0Opour 1 £ i <m1l.

La premiére section est consacrée d l'extrapolation polynomiale
inverse, correspondant au cas d'une fonction f satisfaisant P, et p,. Le
procédé obtenu noté (B) peut accélérer la convergence d'une suite (xn)néN
pour laquelle on sait trouver f satisfaisant p; et p,. Malheureusement,
en général il est difficile d'exhiber une telle fonction. Cet obstacle
sera surmonté par l'utilisation de fonctions de plusieurs variables. Nous

obtenons une généralisation de l'algorithme (B).

Dans la seconde section nous nous intéressons & l'extrapolation
rationnelle inverse, pour laquelle nous reprenons le travail fait ci-

dessus.

La troisiéme section est consacrée au cas des fonctions f satis-
faisant p; et p,. Nous étudions en particulier un algorithme d'accéléra-
tion de la convergence désigné par (G'). Ce procédé (G') entre dans une
catégorie d'algorithmes regroupant le procédé d'Overholt et le procédé

(B') de Germain-Bonne-Wimp.
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Nous terminons par un ensemble d'essais numériques.

I.1. - PROCEDE D'EXTRAPOLATION POLYNOMIALE INVERSE

(Cas des fonctions f vérifiant py et pz)

Soit (yn)ndN’ une suite de nombres réels, convergeant vers Y, -
Solt (Xn)ndN’ une autre suite convergeant vers x* connu.

Soit ¢ une fonction quelconque.

Notons par ¢_ = ¢(xn) et ¢, = ¢(x, ).

On counsidére le polyndme généralisé

(n)

P.
K,

_ (n,k) i
(x) = a; [o(x) - 9,17

1

1O X

0

(n) P . e . .
P( ) sera déterminé par les conditions d'interpolation :

k9¢

(i) -
PrLotnei) T Ynepo

(n) _ _(n,k) . p
k,¢(x*) = a, , qui sera notée

pour différentes valeurs de n et de k, sont cal-

On s'intéresse a la valeur de P

(n) (n)
Ty K

. Ces quantités T

culées d'une fagon récurrente par le schéma de Neville-Aitken :

T(h) -

U

i
<

(A) {n) (n+l)
T(R) a (¢n+k—¢*) Tk-l - (¢n_¢*) Tk-l

k ®

H
-
|
@]
v
=
-
N
-
.

nek k=1, 2, 3...
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On voit qu'une condition nécessaire et suffisante pour 1l'exis-

(n)
k

tence et l'unicité de T est que

¢; # &5 ¥i,3 = n,..., ntk, 17 5.
Remarque :

Le cas ou (xn) est une suite strictement décroissante 3 termes
positifs convergeant vers 0, et ou ¢ est une fonction strictement mono-
tone, continue d droite de O, et définie sur 1l'intervalle [0, T], T > O

z

a été étudié par P.J. Laurent [17].

Soit f(x) = O, une équation non linéaire dans R.

Soit x_ une racine simple de f, c'est-a-dire que f vérifie les

proprieteés Py et p, au point Ky
Dans un voisinage de x,, f admet un inverse F [24]. Donc on a

F(O) = X,

soit V_ un voisinage de x et W, un voisinage de 0, tels que

0

X « V* => f(x) ¢ WO

et y € W, =>F(y) e V_.

0

Soit (xn)ndN une suite construite par un procédé itératif ¢ quel-

congue pour résoudre f(x) = 0,

Ou peut supposer que la suite (xn) est entiérement dans V.



iy

X 41 C ¢(xn), n=20,1, 2,...
‘<* = ¢(X*) = ¢*
z = f(xn) = fn
f, = f(x*) =0

La suite (zn) est entisrement dans WO et de limite O.

Dans le procédé (A) remplagons y, par x_ et ¢ par £, on a :

{ n)
Té = X, D= o, 1, 2,
(B) : *
(n) _ (n+1)
(n) _ fntk Tk-1 7 fn Tk _
T, = —— ,n =0, 1, 2,...
. n+k n

1, 2, 3,...

Ce procédé (B) est a4 la base de certaines méthodes de résolution
des équations non linéaires obtenues par C. Brézinski dans [2], et que

nous nous proposons d'étudier en détail dans le chapitre suivant.

agn’k) 2 tel que pour i = 0, 1,..., k on ait

. = ., 1 = .o .
n+i fn+1" 0, 1, » K

L'erreur d'interpolation est donnée par [8] :
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(k+1)

F(8) - (“’(z> (ifi),'757‘<z NS
ol £ € I = Imy, M,[ avec mg = min{3, & ,..., B i)
et M, = max{3, 2 oeens zn+k}.
On remarque facilement que :
QM (EG) = 2",
(n)

et (0) = p"hx,) =

Par conséquent on a :

k+1
(n) _ (-1) (k+l)
* " T aDT f I l i

ol £ e Io=1m ML avec mj = min{0, £loeees £}

O’

et MO = max{0, fn,..., fn+k}'

- = ' 3 = -
f .= f(xn+i) = f (Ei) e ,ole .. =x_ . x, et Ei e d

n+i n+i n+i

ol J, = Imin{x_, Xn+i}’ max{x_, Xn+i}['

(n)

On peut écrire 1l'erreur Tk -X, sous la forme

() _, . _(D* 1) \
Ty ‘EIIT" (£) | l £10¢;) ' ’ en+i

.

ou § € Iy et Ei € J, définis précédemment.

F(k+l)’ la (k+1)iéme

dans un voisinage de zéro, et si f', la premidre dérivée de f est aussi

dérivée de la réciproque de f est continue
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continue dans un voisinage de x , alors on a, d'aprés cette derniére forme
de l'erreur, un certain nombre de propriétés concernant l'algorithme (B).
1 - r
On pose f; = £'(x,).
Proprnidte 1 :
Pour k $4xé,

P(k+l) K

(n) k ey k1 " (0) -
Tk - x*’\:(-l) (f*) W ilzol en+i, qua.nd n - ©,

Preuve :
On a vu que l'erreur s'écrit sous la forme :
(k+1)
T(n) -x = (- F(g) [ f'(g ) l [ e ol & € I
k * 1) (k+1) 1 jzo Bnti’
et £i € Ji'

Quand n tend vers 1l'infini £ tend vers zéro et §. tend vers X, .
% *

Donc, pour k fixé :

(n) (k+1)
T ~ X F
.k x _ .k (0) NS
ISi,].m ” = (-1) GrD) T (f*) « 0
[ ] ®n+i
i=0
Soit F(]), la ]1e © 4érivée de F = £ 1. on peut alors exprimer

F(])(O) par les différentes dérivées de f au point x, [24].
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Bi,l
K. " . Ai
r3 o) = £173 f (-1) Q’(j+r2-l)1—]lT-?—_i o
=1 i=2 4
f(i) 0
< * i (i .
ol A; = IT?:’ fil) = (x*) et ou

Kj, ros Bi o sont déterminés comme ce qui suit :
S

On résoud dans N7 % 1'équation

122 (1-1) B; o =372

Cela donne Kj (j-1)-uplets solutions. On les indice de 1 & Kj

par l'indice £. Les ry sont calculés par la relation

ry = i Bs 2 (2 =1,..., K,).

iz2 ]
Pour j = 1, nous faisons la convention : Bi Q= 0, ¥i et ¥L.
9
Exemple :
.o , - -1
a) j = 1:F'(0) = £}
b) j = 2 : La dérivation classique donne :
-2
F'"(Q) = £* “(-21! A2).
Par la relation précédente nous avons :
B.
(2) 5 2 ) 2 a0
F°7(0) = £! Y (-1 (l+r2)!_T‘T—E;———?
=1 i=2 "i, L
2 2 ) ASQ’Q
= £ 7 ) (-1 (Ltr)! g
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est solution de : B = 1. Donc on a un seul 82 E Par conséquent
b}

2,4
l1et 2 = 1. D'ol
(2) Coerm2,
F (0) = f* (-2 A2).

¢) j = 3 : La dérivation classique donne :

A2
(3) - ] _3 - 2
I3 (0) = (f*) (-3 A3 + 4!-5?).
Par la relation précédente nous obtenons
B.
(3) , -3 KS P,Q, 3 Ail’oqf
F77(0) = (£') Z (-1) 7 (2t TT 22—
2=1 i=2 "i,8

Dgtermlnons Tos KS’ Bi,z
Les B. sont solutions de
i,?

B + 2B 2

2,8 3,8

2
(B, g By o) €M

= B = 2(1-8, ,) 20=§ <1
2,8 3,4 3,4 - 8, L€ {0, 1}.
By g €N >

t
(@)
N

"

8, , = 0=> B |
3,8 2,8 => (82,2’ 33,1) e {(0, 1), (2, 0}

|
o

By g =1 =8y 7

Donc Ky = 2 et % ¢ {1, 2}. Prenons (82,1, 63’1) = (0, 1) et
(B, 2> By p) = (2, O).

1
[

On a ry 82,1 + 83,1 =

|
N

et r, = 82,2 + 63’2 =
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(3) -3 | NV, r2 3 A"
FP70) = (£)77 ((-1) © (24p )1 r'T'Bl —+ (-1) (2+p2)z'T‘T<§___T)
i=2 "i,1° i=2 Pi,2°

A2

-3 2
(f;) (-3¢ A3 + 4! 370

Nous obtenons donc le méme résultat.
d) j = 4 : Par dérivation classique on a

() = orenyH _ "2
FrU7(0) = (£]) 7 (-ut A, + 51 AAL - Bl 7).

La relation précédente donne

K B

¥ op y 4 to*
P00 = D™ T ot e TT A
221 i=2 By o

Déterminons ros Kg, Bi,%'

Les B. sont solutions de
i,%

Bra ¥ 2By g+ 3B, o=3
3
) € N
(82,25 83,,@3 Bq’z
= g + 2B = 3(1-B, ,) = B <1
2, , W, 4, .
% 3,8 L L —> B, € 10, 1)
B e ¥ ?
4,8
8 = 0= B + 2B =3=28 <3
4,8 2,4 3,2 3,2 = 33 . < 1= 83 g € {0, 1}
B. e N i ’
3,8
Ba,a 0 By "
By 1= By = 1
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Donc les triplets (1, 1, 0) et (3, 0, 0) sont solutions.,

By g 31> By g ¥ 283 =0

= 8

2
(By > Bag) €N

2. T P 7O

d'od la solution (0, O, 1).
Par conséquent (82,1’ 83,2, Bu,l) e {(1, 1,0).(3, 0, 0), (0, O, L)}.
Ainsi K; est égal i trois et & appartient & {1, 2, 3}.

Prenons

(By 15 By 15 By 1) = (1, 1, 0)
(By 25 By o5 By o) = (8, 0,0
ot (8, 4 By g» By g) = (0, 0, 1),

Les r, sont données par

vy =Byt By TRy 72
rg By gt By g T By 573
rg =B, 3t By g+ By 571
D'ol 1l'on tire
43
(%) - -4 2
FY*(0) = (£1)77 (51 AAy - 61 5T - 41 AY)
Proprigié 2 :
Poun k §4xe :
8.
(n) (D) Krl r, kt1 Ail'l TET
T, -x_ = ( Z (1) “(kt+r,)! | = ) e ..
R U R ¥ =2 Tiet i=0 P

quand n - .
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Preuve :

I1 suffit de remplacer F(k+l)(0) par son expression en fonction des

dérivées de f dans la propriété 1. O

Cette propriété nous sera trés utile dans la suite pour déterminer
le coefficient asymptotique d'erreur de certaines méthodes de résolution

des équations non linéaires.

Propridte 3 :

sS4 ]F(k+l)(y)| <M (M {ndépendant de k) ; ¥y € Wy, ¥k, 00 M >0
et ol L est un voisinage de zéro, alons :

T](<n)+x* quand k ~ «, pour tout n

et Tﬁn)-*x* quand n + ©, pour tout k.

Preuve :

() ptD) gy .
l *l k+1) ! ‘ | I n+1| (k+l)' I | |f il si& e Wy

Soit € > 0, aNE 3 £ ZVN€ => |f2| < €, car f est supposée continue

en x_ et (xz) converge vers X_.
Soit n 2 N€ => n+i 2 Ne pour i = 0, 1,..., k. k étant quelconque.
Donc |f .| <€, ¥i=0,1,...,k

Par conséquent l'erreur peut &tre majorée par :

N M (k+l)
x %) S maDT

(n ))

Ce qui signifie que (T p converge vers x  pour tout k.



Maintenant soit k 2 Ne

Sin 2 NE alors n+i 2 Ne

M e(k+l)

(n)
lT (k+1)!

x| s

Sin < Ne’ alors IN tel que n + N = Ne,

peut &tre majorée par

= ntk 2

<+ 0 quand k >, ¥n 2 N
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No=> |f | se€

et on a :

€

l'erreur dans ce cas

(xn), ¥n et

(n)__*

T x| s k+l)'( l l €045 D 1Nll €]
" ( |N| £ .. D s(k_N) + 0 quand k » »
(DT 0 o duan .
D'ou Tin) converge vers x, quand k + ét ceci ¥n. [0
Proprniete 4 :

Poun k $4xé,
p(ntl)
~ETHT———-1 N (¢;)k+l, quand n + o,

T - X

k *
oll ¢ est La fonction itérnative telle que : X 41 " ¢
ol ¢: = ¢'(x,).

Preuve :

(nt1) F‘k”’(g)TTk £
T, - 3

k( ) X = izo M plktl () frtlei

n (k+1) £ ..
T - =
k X (k*l)(n) Y‘T‘f F (n) i=0 “n+i
n+i
i=v
£, f! +o(e? )
i+l _ 7% i+l i+l - a1 2

Or —=— = » et e, = ¢, e * O(ei).

1

£! e.+0(e?
* i i

)
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£,

PN vt . i+l _
D'ou l'on tire fi = ¢, + O(ei)

Et comme & et n tendent vers zéro, quand n tend vers l'infini,

il s'ensuit que :

(n+1)_ .
fim Tk() - Ei+1;( D (o) = (0¥ g
n-+o Tkn -X + (0)
*
Propniéte 5
Pour k 44ixé,
(n)
t! (k+2)
k+l * F (0)
N - e » quand n -+ o,
Tinj-x* (k+2) F(k+l)(o) nt+k+1

De plus a4 ¢, # 0,

(1
T -x f! (k+2)
k+l % * 1 F (0)
n - . e , quand n + o,
Tén+l)'x; (k+2) (¢;)k+1 F(k+1)(o) ntk+1l
Preuve :
k+1 k+l
(k+2)
(n)_ (&) | | f'(E.) | | .
Tt s 1 ®n+i
(n) T T (k+2)
T -
k% “‘*”(n)‘rrf'(n )TTe .,

i=0

p(k+2) k f! (E )
T (k+l)(n) iz0 f!' (n ) k+1

) e kel
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oi £ € Imin{oO, £ aenns fn+k+l}’ max{0, £aeens fn+k+l}[
n e Imin{o, £aeees fn+k}, max{0, £aeens fn+k}[
Ei € ]min{x*, xn+i}’ max{x,, xn+i}[ pour i=0, 1,..., k+l
et n; ¢ Imin{x, xn+i}’ max{x _, xn+i}[ pour i=0, 1,..., k.
(n) - £
N Thel %s , N £y p(k2) o
W [/ Sntkel T kT2 (kD) > quand > e
Tk -X, F (o)
Et d'aprés la propriété 4 on a aussi
(n) _ (n) (n) _ e
Terl ™ % y 1T T TR y L T T A )
(n+l) Ch+k+l (n) (n+l) Cn+k+l (k+2) K+l L (k+1) ?
Ty X, T X, Tk X, (¢2) F (0)

quand n tend vers l'infini. J

Désignons par k l'indice des colonnes et par n l'indice des dia-

(n)

gonales descendantes. Les quantités Tk peuvent &tre rangées dans un

tableau i double entrée.

T(()o)
T§O)
Tél) Tgo)
Til) Tgo)
Téz) Tél) )
o
2(3)
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La propriété 5 montre bien que chaque colonne converge plus vite

que la colonne précédente.

Remargues :

a) Si £ et ¢ sont reliées par la relation :

p(x) =x+ X f(x), A #0, X eR

alors on a : f = %—Axn, et le procédé (B) se réduit a :
((n
Té ) = X,, D= 0, 1, 2,...
(B') : 9 (n) _ (nt+1)
) Ao Te-1 ™ 8% Tyn .
Kk = Ax - Ax ,n =0, 1, 2,...
+ n
\ n k = 'Y Y 3,-.0

C'est un procédé d'interpolation inverse obtenu et étudié par

B. Germain-Bonne [11] et par J. Wimp [26].

b) Le procédé (B) peut servir pour accélérer la convergence d'une

suite (xn) de limite x,, si 1l'on sait trouver une fonction f telle que :
Py ¢ f(x*) =0
P, : f'(x*) # O.

I1 est en général difficile de se trouver une telle fonction 5
on peut remédier d cet inconvénient en utilisant des fonctions de plu-

sieurs variables. Cette méthode sera exposée dans le paragraphe suivant.

soit 6 : RPYL o R

0

x = (x7, xl,..., xF) » G(x) tels que

1) G(t, tyeee, t) = 0 ¥t € R

2) G(xo, xl

seees XP) £ 0 ¥x = (xo, xl,..., xP) tels que ¥i # j, x* # x3.
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Ce genre de fonctions G a été utilisé par Germain-Bonne pour ac-
célérer la convergence des suites [11].

Soit (x ) o une suite générée par une fonction itérative ¢.

N

i

(@
¥

H
-

N
-

.

Xn+l © ¢(xn)’ n=

1]
=
e
8
»

x, = ¢(x,) ou X,
On considére la fonction :
C:R~>R
x > C(x) = Gx, 0(x), 02(x),nny OP(X))
ot ¢T (%) = (ot Hx))si=1, 2,..., p

et ¢0(x) = X.

Soit 4 résoudre 1'équation :

c(x) = 0.
Cn = C(xn) = G(xn, ¢(xn),..., ¢(p)(xn))
= G(xn, SRR Xn+p)

Il est aisé de calculer C.» méme si ¢ n'est pas connue explicitement.

Par application de l'algorithme (B) & cette équation, nous obtenons

1'algorithme suivant :

Té“) =x,n=0,1,2,...
() : 4
(n) _ (n+1)
T(n) - G(Xn+k""’ Xn+k+p) Tx-1 G(Xn""’ xn+p) k-1 19
— i s - ’ ’ ’.
& k G(xn+k,..., xn+k+p) G(xn,..., hn+P) i 5
b k] E 2
Remarque :

La suite colonne (Tgn)) correspondant au cas p = 1 a &té obtenue
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et étudiée par Germain-Bonne [11].
Soit C(x) = G(x, ®(x),..., ¢P(x)) = o.
1 ¢(xn), ¥n et x, = o(x,).

1 >
Soit X, X, tels que X 4+

Si C admet X, comme racine simple et si C-l 1'inverse de C est

de classe Ck+l alors on a :

Proprieté 6 :

Pour k 44x@,

(C—l)(k+1) y
(n) k (0) K+l
Tk - X, v (-1) TRiD T (C*) il:l € 4i® quand n -+ «,

L

Preuve :

Elle est identique a celle faite pour la propriété 1. []

Propriéte 7 :

Pour k g4xe,

(n) , _
Tl ™ S HKDg) wnd 1 >
Tﬁn)-x* (k+2) (G_l)(k+l)(o) nt+k+1

Preuve :

Elle est identique d celle faite pour la propriété 5, 0J

D'aprés cette derniére propriété, ce procédé est capable d'ac-

célérer la convergence des suites itératives, et chaque colonne converge

plus vite que la colonne précédente.
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Soit :

Gi(x) =—§EL(x) = jﬁ%(xo, xl,..., xP) 5

Bxi X

la dérivée partielle de G par rapport & la variable x*.

On a :

Proprieie § :

S (x) est une swite d convengence Linéaire, c'est-a-dire :
Lim 1. paveec p # 1, O et AL E Gi(x*,..., x*) p*# 0
n+® n i=0
T(n)_
1 X
alons : fim ——— = O,
n-o Xn x*

Preuve :

La régle de l'algorithme (C) nous permet d'écrire :

T(n) _ X1~ *n
= x -
1 n  G(x )

ntl>" "2 Xn+p+1

G(xn,..., Xn+p)

= Tgn)—x* T XX T G(x X )
n+l>"" "> “n+pt+l

-1
G(xn,..., X )

n+p
(n) f_rﬁ_"!.'_:ﬁ - 1
Tl -X X - X
=> .1. = l - n *
Xn"x* G(Xn+l,..., Xn+p+l) l

G(xn,..., xn+p)
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e +

- 1 -
G(Xn""’ Xn+p) = _E Gi(gi)en+i, Ei = (x*,..., X,

o X .
1 “n+i
i=0

(l—ei) X*, )

}[n|j|],"'9 :{n'p
el () e, < I.
<

G{ +

- | -
Fnel2 oo xn+p+l) - iio Gi(ni)en+1+i’ Ny = (Rypees x5 Gi *nel+i

(1-61) x*, )

Xneit22 " xn+p+l
et 0 <§, <1,
i

Donc on a :

e e
' ' n+2 ' nt+l+p
a(x Go(”o)+G1(”1)'€""" +o..t Gp(np) -

n+l’>"""° xn+p+l n+l n+l n+l
G6(x ,..., x ) e e e *
ol n+p n ' ' n+l ' n+p
Go(go)+Gl(£O) < t...t Gp(ip) <
n n
E GI(X ,euey X)) pi
— G(xn+l"..’ xn+P+l) > izo ' * - =p dn >
, quand n .
G(xn,..., xn+p) P N
)
'z Gi(x*,..., x,) P
i=0

Par conséquent nous obtenons :

(n)
Tln X,

en p-1

Remarque :

Si x_ est une racine simple de C(x) = G(x, ¢(x),..., $P(x)) = o,

alors C_l, 1'inverse de C existe dans un voisinage de wo.

Si de plus G et ¢ sont de classe Ck+l, alors C—l est de classe

k+1 N s,z s

C dans WO, et d'aprés la propriété 3, chaque suite colonne (T:“))n N
€

est une suite a convergence linéaire tel que :
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(n+l)
R TS
R,lm—-(—s——z e .

n
n*e T -X
*

ol p = ¢;.
Propritte 9 :
(n+1)
D1 7 k . i
S&—-GTS—-———»p avec p # 0 et &4 .-op Gi(x*,...,x*);fo, alons
Tk—l X, i=
{®) 8y
k * +0, quand n > © et X >0, quand n + @
T(n i TZn-rl)_ ’ :
k-1"%x C T
k-1
Preuve :
p(ntl) _ 5(n)
(n) _ o(n) k-1 k-1
S W et ¢ X )
ntk®" "’ "ntkip”
G(xn,..., xn+p)
(ntl) _
Tl TR
(n) a (m) _
B Tk X, ) Tk-l X,
B YRR € ot
Tkn -X ntk’" " "? “ntk+p
"L G(x X . ) 1
n’"""? Tnip
e .
k+i
E GI(E.) e . g GI(g,) —Dixt1
G(Xn+k""’ Xn+k+p) _1i=0 17717 Tntktl _ ®ntk iz0 T B ®ntk
G(xn,..., xn+p) e

e .
' n+i
Gi(ﬂi)'j;—-

E G!(n.) e .
iz *+ *+ ¥ 1=0 n

. 'go Gi(x*,..., x*) pl §
e = p°, quand n > o,

>p
i
.ﬁ Gi(x*,..., x*) p
1=0
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En utilisant la condition de la propriété, on conclut que le

rapport (T(n)—x )/(T(n)—x*) tend vers zéro, quand n tend vers l'infini.
Quant a (T(n) )/(T(n+l) x,), il stécrit
T(n)_ (n)_ (n) -x,
T Tk T k-1 D'aprés la remarque précédente
(n+l)_ . [
Tx-1 x* Te-17% Tor 7%

on a la conclusion., [

Exemple de fonctions G

Donnons quelques fonctions G qui vérifient les propriétés précé-

dentes.

1) Soit G : R? »R
(x, y) > G(x, y) =
G(x, y) = 0 <=

|
«

1
x

<
"
x

Le procédé (C) se réduit au procédé (B').

2) Soit H : R> »R et G : R? » R telle que :

G(x, y) = (y-x) H(x, y) ot H(x, y) # O pour x = y.

Par exemple : H(x, y) = ¥ X,

3) 6 : RS +R
(x, y, 2) *G(x, y, 2) = |z—2y+x| + |Z—y|2 + |y-x|2

2 2 2
= G(xn’ *ntl? xn+2) = |8 xnI ¥ len+1‘ ¥ ‘Axnl
4) 6 : RP* o ped
(X Xpseens Xp) > Blxg, Xp5een,y = |aPx Xl + z (ax, )2
i=0
_ = AP i )2
=> G(X 5.0, xn+p) = |a xnl + .Z (Bx_ . ) .

1=0
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Dans le paragraphe suivant nous appliquons les résultats obtenus
précédemment d une classe de suites particuliéres données par :
X = f(n), ¥n.
Soit (xn) une suite de la forme :

f(n) ¥n
x = f(e).

*

il

X
n

L£im X
Supposons que f est bijective, on a :
1

= im £ N(x ) = £ (x,).

Donc on peut prendre x  comme un pole simple de f-l.

Supposons que l'on puisse écrire

-1 _ h(x) <
f "(x) = x-x,’ ol h(x,) # 0.

Soit g la fonction définie par :

x-x* 1

g(x) = RGO -

f-l(x).

On a d'une part :

et d'autre part :

o) h(x)=h'(x)(x=x ) 1 .
P, : 8'(x. ) = T = o.
2 * X, h(x*s

h(x) ‘
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~

Par suite, on peut appliquer d g l'algorithme (B). Et comme

glx ) = L = l3 alors l'algorithme (B) se réduit & :
n -1 n
f 7 (x)
()
n -
To = f(n)
(B'') : {
(n) _ (n+1) _n (n) _ _(n+l) -
Tk - Tk-‘l - E (Tk—l Tk"l ), n = O, l, 2’0 -e
\ k = s 2’ 3,0-.
. -1 ‘e k+1 . s P
Si g, 1l'inverse de g est de classe C dans un voisinage de zéro,
on a
k  k+l k
(n)_, _ (-1)" d -1 TT 1
T TR ® (k+1)! __k+1 8 (0 !l nd
; dt i=0
K, 1, K 1 1
avec T € ]228{0, E?T}’ ?ég{o, H:I}[-]O, =

Nous traitons un exemple numérique d la fin de ce chapitre qui

montre que l'algorithme (B'') est intéressant pour de telles suites.

[.2. - PROCEDE D'EXTRAPOLATION RATIONNELLE INVERSE
(Cas des fonctions f vérifiant Py et p2)

Soit (yn)neN’ une suite de nombres réels et de limite y,-
Soit (xn)neli’une suite auxiliaire convergeant vers X, connu.

Soit ¢ une fonction quelconque.
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Notons par ¢ = ¢(xn) et ¢, = ¢(x ).

On considére la fraction rationnelle généralisée suivante :

(n)
T &
s n
Q ¢(x)
ol pin$ et Qini sont les polynomes généralisés suivants :
k .
B = ) a2 40,21
? i=0
Q") = Z b Lo(x)-9,1% avee (K = 1,

(n)

Cette fraction Ry ¢(x) sera déterminée par les conditions d'in-
E]

terpolation suivantes :

(n)( ) =

Ry L0 “n+i Yn+i POUr i=0,1, 2,..., 2k.

Posons X = ¢(x) ¢ . Donec quand x tend vers X, X tend vers 1'infini.
Ainsi on a :
én’k)-fain’k) Xt...+ ain,k) Xk (n.k)
(n) (n k) _ Rim , by 7 = 1,
Rk,¢(x ) = a = o b( k)1_5§h,k) Xt ..+ bﬁn,k) WK Tk
S3 . . (n,k) . . .
1-la quantité a exlste, elle sera notée par la suite
(n) _ _(n,k)
Pok = % -

La théorie des différences réciproques d'une fonction nous permet

(n)

de calculer les quantités p2k d'une fagon récurrente :

(n)
l 0, pén) SR AT 0, 1, 2,...

]

X - X
(nt+l) ntk+l n _
pk 1 + oD ()° n=0,1, 2,...
Pk Pk kx=o0,1, 2,...

(n)
Pis1



35

< 1 1
oi X = 44— et X s —,
n ¢n - ¢* n+k+1 ¢n+k+l - ¢*

Ce procédé est connu aussi sous le nom de p-algorithme.

D'oll 1'algorithme noté (D) :

(
p_(_n) =0, p(()n) = yn
(D) H { l _ 1
¢ - ¢ ¢ - ¢
(n) _ _(n+l) n+k+l * n * _
P+ 7 Pr-1 CTSYECY) ,n=0,1, 2,...
L ' kT P k= 0,1, 2,...

(n)

Dans 1'algorithme (D) seules les quantités 02k (k=0,1, 2,...) sont

intéressantes. Les quantités d'indice inférieur impair ne sont que des cal-

culs intermédiaires. En effet, on a en posant

1
g(x) = ———:
0 9,
o' =0, py) = £, oS = py(x)) = £(x)

g(x)-g(xn) g(x)-g(x“)

p (x, X ) = — =
1 n £(x)-£(x ) t=(x)__o(()n)
B _ (n) g(X)"g(Xn)
=> £(x) = p5" ¢+ ENEREW
(n) glx) - g(xn+k)
Prap(®s Xpseees Xn+k) LS ( )= (n)
pk Xy Xpseeos Xpik-1 Px
— _ (n) g(x) - g(xn+k)
= P Kpseees X)) 0 (n)

Prar (X Xpoeees X0 )07

(n) (n) _

ol P T pk(xn,..., xn+k) et P _] = pk-l(xn""’ xn+k—l)°

(1)

(2)
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Les relations (1) et (2) nous permettent d'écrire f(x) sous une forme

de fraction continue :

- %o ) :
pﬁh -pfi) ATogn)-oénji

+..‘

Soit le convergeant C2k(X) de cette fraction continue :

2k 0 (n)__(n T I (n) __(n)
Py TP Pok+1 P2k-1

D'aprés [3], le convergeant C2k(x) est une fraction rationnelle
en g(x), dont le numérateur et le dénominateur sont de méme degré k. De
plus cette fraction interpole f aux points Xnd Xop10°0 e xn+2k et elle
vérifie

, (n)
fim C_, (x) = p .
oo 2K 2k

(n)

Quant aux p2k+l(k =0, 1, 2,...), ils ne sont que des calculs in-

termédiaires.
Soit f(x) = O, une équation non linéaire dans R.

Soit X _ une racine simple de f, c'est-d-dire que f vérifie P1

et p, au point x_.
On utilise dans ce paragraphe les notations de I.1.1.

Dans le procédé (D) remplagons ¥y par x_ et ¢ par f, on obtient :
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)
pf“) =0, pén) =x,n=0,1,2,...
1 1
£ T

(n) _ (nt+l) n+k+1 n o _
Pkl Z Pl Y D) @ BT 0 1 2

i %% k=o0,1, 2,...

\

Ce procédé (E) est & la base de certaines méthodes de point fixe

obtenues par C. Brézinski dans [2], et que nous étudierons en détail au

chapitre II.

La fraction rationnelle généralisée qui a donné naissance au pro-

cédé (E) est :

k
(n,k) i
(n) iZo L (n,k)
Rk,f(X) = ; ( ) - avec bk 21,
b P pe(x)1t
igo k=1
. (n) _ _(n,k) _ (n)
ii: Rk,f(X) = ay = Py

J

Posons X = f(x), X; = f(xi) pour i = n,..., n+2k,

Considérons les deux polyndmes suivants :

k
(n) - (n,k) i _ o(n) . _(n,k)
P (X) = .Z a;y X =>p(0) = a
i=0
k .
(n) _ (n,k) yi __ (n) _ . (n,k) _
Q (X) = iZ b 3 Xt = 7(0) = b N = L
Soit F la fonction inverse de f. Alors on a :
(n)
P, (X L)
(n) _ k n+i” _ .
R](,f(xn+i) = Xn+i<—-> m = F(Xn'i'i) pour i = 0, 1,..., 2k.

Désormais nous supposons que F n'a pas de pdles dans un voisinage

de zéro. L'erreur d'interpolation est donnée par [3]
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p{n) 2k+1

(X) 2k
k 1 1 d (n) 2
F(X) - : I:F(T) [Q (T)]] I T (x-x_..)

( )(X) (2k+1)! [Q}((n)(x)]2 dr2k+l i=0 n+i

avec 1 € ]mln{X, Xn,..., +2k} max{X X gecey Xn+2k}[.

Pour X = 0 et Xn+i = fn+i f(x ), on a :
P}(<n)(0) (n) 1 42kt (n) 712K
F(0) - z -p = [F(T) {Q (T)}] ' T£ ..
Qin)(o) Xy 2k T (2k+1)! dT2k+l iz0 n+i
ol T € Imin{0, £ 5eees £ +2k} max{0, £ oseees fn+2k}[’
2k+1
(n) _d [ (n) 2 (n) _ ,. (“)
Posons D; "(1) = —=—— [F(T) {Q (T)}] et D = Rim (7).
2k dT2k+1 k 2k 140 2k

Pour k fixé, on suppose que D(n)

ok converge vers D2k(fin1)quand n

tend vers 1'infini.
On peut montrer 1l'existence de D2k par passage au cas confluent.

A partir de cette derniére forme de l'erreur, nous tirons un cer-

tain nombre de propriétés concernant le procédé (E).

Ces propriétés sont semblables & celles obtenues dans le cas poly-
nomial. Elles seront aussi exploitées lors de 1l'étude de certaines mé-

thodes de point fixe au chapitre suivant.

Propriete 10

Pour k 44x2,

D
(n) _ 2k+1
92}( * Y (f_;) (2k+l)' I | e i n - %,

L
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Propriete 11 :

Pour k §4x2,

(n+l) _
Pox  "Xu

B v o($)
pQﬁ)-x* "

nant La suite (xn).

2k+l, n->«; ol ¢ est La gonction {térative géné-

Propridts 12

Pour k g4xe,

(n) _ 12
p2k+2 X f* D2k+2 o

RV Y TEADI(2KF3) Dy Snezkel Snezke2? BT
2k %

Les démonstrations de ces trois propriétés sont analogues 3 celles faites

pour les propriétés concernant le procédé (B).

(n)
k

On peut ranger les quantités p. dans un tableau & double entrée,

ou k désignera 1'indice des colonnes et n celui des diagonales descen-

dantes :

o
p(()O)
(1) (0)
-1 Py
0
pél) pé )
0
pfi) oil) oé )
2 1
CE
(3) ' (2)
-1 A Py .
e
(4)

P-1
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Les fléches indiquent le sens de progression des calculs.

Remargue :

Si f et ¢ sont reliés par la relation :

¢(x) = x + Af(x), A eR, XA £0

1 . 23 34 N
alors on a f(x ) = g Ax = f_, et 1'algorithme (E) se réduit a :

)
o) =0, 0™ = x . n =0, 1, 2,...
(E') : ! ( 1 1 )
p(n) _ (1) Ly Baer D% -0
k+1 T Pr-1 i) _ (m> "7 T T o
\ pk pk k = 09 s se e

Le procédé (E) (respectivement (E')), d'aprés la propriété 12
peut accélérer la convergence d'une suite (xn), si 1l'on sait trouver

une fonction f satisfaisant au point x, les deux propriétés :

Dans le cas ol l'on ne sait pas trouver une telle fonction f,
on peut y remédier par utilisation de fonctions de plusieurs variables.

C'est ce qu'on va faire ci-dessous.

Soit G comme en I.1.4. D'une fagon paralléle & 1'étude faite en

I.1.4, on obtient :

.
pfg) = 0, pé“) =x,0n=0,1,2,..
1 1
(F) 4 -
(n) _ (ntl) | GTXn+k+1""’ xn+k+1+p) G(*n""’ xn+p) = 0. 1.9
pk+1 - pk—l (n+l1) _ (n) s = Uy dy 5.,
L Px Px =0,1,2,...
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), G

11
(]
~

Posons Gn = G(Xn""’ X

n+p n+l

n+2>°°°? Xn+2+p)'

On a la :

Proprniéte 13 :

S4 (x ) est a convergence Linlaire, c'est-a-dire Lim

oF1,0etsi § ot GI(%y,.-rs x,) £ 0, 0l
1=0 1

3
Gi(Xyseeny %) = 5—; G(x,5...5 x,), alors
X

Preuve :

SRR Xn+l+p

Gn+l

]

en+l

n

G

n

G
n+2
Gn+1 Axn [1 T J - Gn+2 Axn+ll:1 -
(n) _ (n+1) (n) _ _ n+
Ao, P ‘

:pl

Gn+l Gn+2 AXn AXn+l
nt2
1 - Gn
(n) _ —————
Po "% ¥ WY
nt2 1
en remplagant Ap&n) par son expression, on obtient :
G
n+2
(n) (1 G, ) Bxp g
Py =X +
n+l Covo. M Cat2, Chtl
(1-=7) - & i
n n ntl n

p avec
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Comme dans la preuve de la propriété 7 :

Gn+2

G
2im = p, %im g*l = p et 2im g*Q = 02,

n*>° n+l n*e n n->° n

Or pour une suite 3 convergence linéaire on a aussi :

Ax
o = Rim TR
me  “¥p

En utilisant ces résultats on obtient :

Gn+2 ®n+2

J

(n) (1 - ) ( - 1)
p2 s . Gn en+l
£im =2im {1 + X a 3
n--w n+l n->e n+2 xn+l n+2 n+1l
(l_G )" A (l’ )
X G
n+l n n+l n
2 2
=14 (gi;g_)éggizp) =14 (1-p )(p—;) = 0. [
(1-p)(1-p%)

Par un raisonnement analogue 3 celui fait au paragraphe

nous obtenons 1l'algorithme

(E")

[ (n) (n)
Py = 0, po =X, M= 0, 1, 2,...
o«
(n) _ (n+l1) k+1 _
T N €T30 I ) R B R
i % Pk kx=o0,1,2,...

I.1.5,
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Cet algorithme s'obtient d partir du p-algorithme, en choisissant
comme suite auxiliaire la suite x = n, ¥n. Cet algorithme a &té utilisé

par P. Wynn pour accélérer la convergence de certaines suites [27].

Si g est la fonction du paragraphe I.1.5. définie par :

1

g(x) = ——
f l(x)

. 2k+1 ., . L .
et si g est de classe C ainsi que sa réciproque, alors l1l'erreur

(n)

ka -x, prend la forme
2k+1 - 2k
(n) _ 1 d -1 (n) 2 1
Pox "« T DT L akei 8 ) lBk GO TT &
dy - i=0
< 1 1 1 1 3 1
ol y ¢ Imin{O, s n+2k}’ max{0, st ;;5?}[ = 1o, E{.

Jusqu'ici on s'est intéressé aux fonctions f satisfaisant au
point x_ les propriétés D, et p,. Dans ce qui suit on va aborder le
cas des fonctions f vérifiant Py et py. A partir de f nous construisons
une fonctien satisfaisant Py et py, a laquelle nous appliquons les al-

gorithmes (B) et (E).

T2 - CAS D'UNE RACINE MULTIPLE

Soit f(x) = O, une équation non linéaire dans R.

Soit x  une racine multiple de f, c'est dire f vérifie au point

< Ny e A4 ~ ke
%, +88 proprieteés Py et Py 4 savoir :

Pyt fx,) =0

f(m) (i)(x*) =0, 1<ic<ml,

Pj3 (x,) #0, m22et f

Alors f peut s'écrire sous la forme

£(x) = (x-x )" g(x), glx) # 0.
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Considérons la fonction h(x) = i;%%gy. Elle vérifie au point x

les propriétés p, et p,. En effet :

(x-x )" g(x) (x-x,) g(x)

p, : h(x) = - = - -
! n(x-x )" L g(0)+(xex )" g (x)  MECOHER) gT(x)

=> h(x*) =0

m(g(x))2 + (x—x*)2 (g'(x))2 - lx—x*)2 g(x) g"(x)

P, h'(x) = =
(mg(x) + (x-x.) g'(x))"
ng(x,)° L
h'(x,) = ————— = =, car g(x 0.
* mQ(g(x*))2 m *

Donc x_ est une racine simple de h et nous pouvons appliquer les
algorithmes (B) et (E) & la fonction h. Le probléme pratique qui se pose
est 1'évaluation de la dérivée de f. King [15] en a proposé une approxi-

mation qui nous semble intéressante :

F(x-f(x))-f(x)
- f(x)

= f'(x).

Puisque l'accroissement f(x) tend vers O, quand x tend vers x_,

alors on a bien :

f(x-f(x))-f(x)

Lim = frix,.).
XX - £x) *
*
1.3.1. - Etude de la fonction 6(x) = Frempd—r
- T(x)

G vérifie p, et p, au point x,. En effet :

" (3) .
F(x-£(x)) - £ = - £100) £0) + T 200 - £ (,0y7 4L

(3) ?
. _f"(x) f(x) | FU(x) (£(x))
T B1G) £6) {1 4 - R S 31 €3 +"'}
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Posons h(x) = i;%égy, d'ol la relation :

1" (3)
F(x-£(x)) = £(x) == £1(x) £(x) {1 - 200 niy + £ £ nix +}

On peut écrire G sous la forme :

o) = —= FGNE (£(x))°
f-(_x'f(X))'f(X) 'f"() f(S)(X)
-Fr{x) £(x) {1 - 2X h(x) + 3 f(x) h(x) +...}
" (3)
= lﬁgts ol e(x) = h(x) {f gx) - i B(X) f(x) +...}.

e€(x) > 0 quand x * x, . Donc au voisinage de x,
- — 2
G(x) = Te(x) - hix) {1 + e(x) + (e(x))° +...}

= h'(x){1 + e(x) +...} + h(x){e'"(x) + 2¢'(x) e(x) +...}

@
(]
~
]
N’

}

h(x){1 + e(x) + (e(x))2 +...} + h(x) e'(x) {1+2e(x)+3(e(x)2+...}

Les deux relations donnant les expressions de G et de G' nous per-

mettent de dire que :

G(x*) =0

-

G'(x*) =

=R

= h'(x*),
et G satisfait P,y et Py

Nous allons maintenant appliquer & la fonction G les algorithmes (B)
et (E), afin de construire des méthodes de résolution des équations ayant
une racine multiple. Ces méthodes seront étudiées en détail au chapitre

suivant.
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Soit X + x,. Posons fn = f(xn) et Gn = G(xn).
On obtient 1l'algorithme :

n =0y 1; 25een

2 (n) 2 _ (n+1)
@) : ‘T(n) a fn+k[f(xn fn) fn] Tk—l N fn[f(xn+k fn+k) fn+k] Tk—l
: k - 2 2
fn+k[f(xn-fn)_fn] - fn[f(xn+k_fn+k)—fn+k]
n= 0, 1, 2,06 et k =1, 2, 3,..

Supposons f et ¢ reliées par la relation :

d(x) = x - £f(x) ==°fh = - Axn
2 2 2 2 2
.. - (f(xn)) ) - (—Axn) o (Axn) o (Axn) i (Axn)
n f(xn—f(xn)}f(xn) f(xn+ﬁin)+Axn f(xn+l) + Axn - Axn+l+Axrl AQ x
Dans ces conditions 1'algorithme (G) se réduit a 1l'algorithme (G')
(_(n) _
TO = ¥
2 2
(Axn+k\ T(n) ) (Axn) T(n+l)
(G') : 4 2 k-1 2 k-1
A x A x
T(n) - n+k n 0. 1. 2
k (A )2 (AX )2 s s s s
ko _ n =1, 2,3,
? ?
\ A xn+k A Xn
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On peut mettre l'algorithme (G) sous la forme :

(n) _

TO = *n

(n) _ (n+1)

(n) _ Cn+k k-1~ G Tk-1

Tk = G -G s - 09 2 29

a+k n - 3
- ) H) 9
_ 2 Y _
avec G = - (fn) /(f(xn fn) fn) et f = f(xn).

La propriété 1 s'écrit sous la forme :

Propriete 14 :

Poun k 44x@,
(n) -0¥ (e H ) () kK
e TR (xk+1)! 1 Chti> P77
: m(k+ ) i=0
ole .. =x .-x etmest La multiplicite de x_.
Remargue :

Pour obtenir cette propriété, il suffit de remplacer dans la pro-
priété 1 f' par G| = % et F(k+1)(0) par (G—l)(k+l)(0), od g7t désigne

1'inverse de G,

3 - - At  ’, ”
8ix ,q = &(x)) alors e , =¢, e +... Et la propriété 14 prend

la forme :
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Propriéte 15 :

Poun k §4xe,

k -1,(k+1)
T}((n)__x " (-1) k (G 7) (o)

k+1
1]
* mk+1 (¢*) (k+1)! *

n =+ o,

Cette propriété est importante pour étudier surtout l'algorithme

(G").

En effet, si ¢(x) = x-f(x) alors ¢'(x) = 1-f'(x) et ¢; = 1.

Et on a la :

Propriete 16 :

Pour k f§4ixe,

T(n)_x
%%_1+0qmmn+m

s .
Tkn X,

Preuve :

(n)

The17%s N

Tzn) m
k Xy

H0D oy 1
-l)(k+l)(o) (k+27' n

(G
(G

+ 0, quand n » «, [J

Cet algorithme est donc capable d'accélérer des suites itératives

P4 ~ ~ . . - 1 -
de la forme précédente (& savoir : X4l T ¢(xn) et ¢, = 1).
Remarque :

L'algorithme (G') est capable d'accélérer des suites itératives

d convergence linéaire. La quantité Tin)

est une approximation d'ordre
k+l de la limite x, . Cet algorithme entre dans une catégorie d'algorithmes
regroupant le procédé d'Overholt [20] et le procédé (B') d'interpolation

inverse de Germain-Bonne-Wimp. En effet :
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Soit (xn) une suite de la forme :

2
Xoep = % * al(xn—x*) + a2(xn—x*) +...
avec 0 < |all <1
et Foen > a
Ax 1’
n

Nous verrons au chapitre III que, si T(n)-x = O(ei) alors toute

k-1 *

. . . . . k
approximation de a; du premier ordre, ou toute approximation de a; du pre-

mier ordre, conduit & une approximation Tén) telle que :
(n)__  _ k+1
Tk x, = O(en ).
2
(Axn+k) Ax
—————e n+l
2 -1
A™x Ax Ax
Or ici Al - ntk - An+k - n
(Ax )2 n “Pnsk+l
n = -1
AQ n+k
n
LAt g
| a1~ a1

Ce procédé nous fournit pour des suites de la forme précédente
(n)

des quantités Tk

telles que :

k+l

Tin)—x* = O(erl ).

- - - R e e e L L T Syt Ny S gy Sy

L'application de (E) a& G donne :

[ () (n)
P, = o, P = T X, D= 0, 1, 2,...
(H) : ¢ f(xn-fn)'fn f(Xn+k+1-fn+k+l)—fn+}<+1
2 ) 2
(n) _  (n+l1) fn Pkl _
o) = p + s N 0, 1,
l pk pk k=0,1,2
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Cet algorithme (H) se réduit a la forme suivante :

d(x) = x - £f(x)
[ (n) (n)
Py * 0, Po = %,
2 2
(H') = A Xntk+1 _ A *n
(A 2 Bx)?
(n) _ (n+1) | X+k+1 % Co. 1. 2
Pre1 = Pr-1 (nt1) _ (n) > = Uy by Lo
L pk k k-_- O, 1, 2,...

Pour l'algorithme (H) on a la propriété :

Propritte 17 :

Pour k $4x&,
D
(n) 1 © -
Por ~ Xx Y IS (2k+13' | ' Chei> BT T3
) (n) d2k+1
oii m est La multiplicité de x_, D = G (T)(B ) } .
* 2k dT2k =0
(n)
et D2k Lim D2k .
oo

Preuve :

Pour obtenir cette propriété, il suffit de se reporter & la pro-
priété 10 et de remplacer f; par G, = i-et F par G-l, ou G_l est la fonc-

tion inverse de G. [0
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1.4, - CONCLUSION

Les deux procédés précédents d4'interpolation inverse (B) et (E)
peuvent €tre utilisés pour accélérer la convergence d'une suite (xn)néN
si 1'on sait choisir une fonction f telle que :

Py : Lim f(xn) = f(x,) = 0 ol X, = Rim X,

n-o n->oo
Py ¢ f'(x*) £ 0.

Si f vérifie Dy f(m)(x*) £ 0 et f(l)(x*) =0Opour 1 £i < m1,

on peut utiliser les procédés (G) et (H).

Si (xn) est 3 convergence linéaire on peut utiliser (B), (E), (G)

et (H) sous leurs formes réduites respectives (B'), (E'), (G') et (H').
L'importance capitale de ces algorithmes va se manifester le long

du chapitre suivant, Car ils sont & la base des méthodes de point fixe

que nous aborderons.

I.5. - ESSAIS NUMERIQUES

Les algorithmes (B), (B'), (B™) et (G') sont programmés suivant

le schéma ci-dessous :

(n) _ -
TO =x,n= 0, 1, 2,...

(n) _ (n) (n+l1) (n) _ -
Tk = Tk-l + Xn(Tk_l - Tk-l)/(xn+k Xn)9 n = O, 19"'
et k =1, 2,...
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X, = £(x;) pour (),
X; = Ax,; pour (B')
X, = i+1 pour (B")
- X, = (Ax )Q/AQX pour (G')
i i i :

L'algorithme (E") suit la régle habituelle du p-algorithme avec

Xi = i comme suite auxiliaire.

Les deux derniers essais, portant sur (E') et (H'), utilisent le
sous-programme RHOl du p-algorithme de C. Brézinski [9] avec comme suites

auxiliaires (1/Bx), y pour (E') et (1/0(bx)? /0%, 1), 40 pour (H').



Application de 1'algorithme (B) & Xq +1 = X -f(x )/f'(x ) avec f(x) =
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Xq = 0.5 et x, = 0.567 143 290 409 783
Sy _ 1 (n) (v
n ‘O - "‘n ' "'l .Ll
_—() ,‘:ll(:ill‘r(;(;nfh:'l«.f"i G b
1).560651 10031972120 040 ST IR S ISRV A WS Y
T RS UL NET VRSP BN YA B ELUE ST RA T TP BN T K TSI LI
R Y Y BRI YA AR RV AR A PR TR dst T A8 29 YT 4% 1) cHLTIaag bt sur
Bl oo6iludl?inagsf .4itiv 0 Sl lds e anudTe vy iy SO llade i lcd it v
S . - - [ —
N RN - (n)
, ‘3 by
0 -H'JI/-I'KS(,"V:I/«\?V/M;*l---y.a\
1. °E’oil“3éf‘1\'w¢5’](’- h R ANE XY -3'~IJL0.5c‘"u YN Al
-X
Application de 1'algorithme (B') & x 1= ¢ N avec Xg =1
%, = 0.567 143 290 409 783 S
Y | (n) (n)
n Tn = X N | TQ ]
0 «0000000000000000 .3882260969956228 «5671256979845161
1 »3678794411714423 «S717057675272521 e56715451883057061
2 e6922006275553464 | «568638805864466]) eD671419358650336
3 ] +5008735005636368 .5676169948466354 e56714361405652R0
4 : .6062435350855974 +26729675246886339 ! .0671432369975992
5 | «S5453957859750270 .5671924278872064
6 «5796123355033789
7 «5601154613610891
(n) (n) (n)
n T3 TL& '1‘5
0 | +567)503876193775 | ,5671432389174804 | ,5671432906866727
1 .§‘ 71439270495359 e 5671432936999647 | «267143290421479¢
2 ,5671433605196419 P ¢2671432902243899 !
3 .5671432973727664 '
| e S S S ]
-Xn ' ‘
Application de (G') a Xpe1 =€ 2 X9 = 1 ; ,{}
,

P L o ad
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-r S

«HO6T7143290421065Tu+00

0
1 1.567143290409%94%90+00
2

«D671432904C978770+00

e

(n) (n) (n)

n TO » | .Tl | T? _ _
5 1.10000000000000000+u1 | J575156444677 14300400 | .2615456325620K130+00
1 .5678/94u1171aae%u+oo W H6979632904412580400 .;910§2915$;%91un?+uu
21.69220002/5553464u400 .5679767538910210u+00 .2911?5939&@3919?u+uq
31.5004873500563063080U+00 56741431660348230400 .591111305355u543u+09
4-.330243535ﬂ65597un+00 §h7?29662R19d1uQ)+00 .5671436838n017nUu+uh

. 7 1 y : j ‘ 61 1997004 /90440
51.54539578597502700+00 L56717123951144630400 ~ 997 (9040
6‘:%7961253530337bqb*0” .56715226077289020+00 567143303399 5327u+ud
71.56011546136108910+00 SAT14617922336690400
81.57114311508017700400
91 .564B793473910495U+u0
lOu.HﬁbU2872502Q06U7U#u”

(n) (n)
n Tgn) T, il
0 §gll_'9§53455456n+nu ,gzilﬁéq7ggbwqiehu*“” cHAT1a3290T16B6AIPULD
1] «26/143R0229920550400 | .56714328108867510+400 J567T1432900298R 520 4y
2| .S67143336825%3270400 e20/14329100060420400 LS6/14325041029500+y0
3] «56714329%619078304+00 oD /1432903760956 00 LHH 7142900098041 u+0
N i.sb7laiavuwasonoau+un c56714329G41177560400
5] .56714329040454490L400
" A e oo e e e
(n) (n) (n)

n T6 T7 T8

e 567143290409 7FL,R400
$26714329040975400400

" . =
Applications des algorithmes (B1), (G.) et (BZ).d : x, = e ™"
(suite & convergence logarithmigue)
Algorithme (B') X, = e = 2,718 281 828
- aars -"w—""‘-w
n n
n (n) - x (n) T( ) Tg )
—_ - 0 e DY o2
0 1.0000000000060000 | 2.2034002223077708 | £.38527827621116h4 ;.aaaseue7osaaoggé
1 1.6487212707001280 | 2.3376221997465822 | ¢.4661206465100091 § 2, 552057“0811326u7
2 T1,9877340410546755 | 2.4195686221546356 | 2.5157219658125571 | 112.56539824577 Tod?
3" 2.1170000166120743 | 2.4728614172655985 | 2.5491269325345038 | {'2,568527050229
b Z.2255409284924674 | 2.5101706101299694 | 2.5731153043691135 e e
a“S 5 Z.3009758906928246 2:5376883159245147
o T.3s0u1e4423836600 |7 L
~ - e g e - — - D d
n
n T( ) T(n) (n)
Y 5
et et eepettitns

2.5390487801021946
2.57289638777va382
2.5

DN - ~

l N O

9627p7eu90317je,

2.
e

S576059u48409236458 1 K-
)00138“0045Q7655




Algorithme (G')-{
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(n)

(n)

n
§ \ \Q\\ \0 : R \ \\\\\\ ;( Al \\ \\ \\\\\ \\\~\\\\\\\ \\\
o | gt. 0000000000000000 ; 2.
1 \1 6487212707001280 2 5970090015925073 2. 6766281756300268
2 '1"96773&04105ﬂ6755‘“£ 6364T788865559332 5?%933796ﬂr78?323?’
3 \2 1170000166126743> N 659251 719415553 1123 7021846513140 140
I ?’2255“0Q§8092§974 f2;6736£64§879093§4> 8 70!093&390400913
5 ‘2”30097589089282“6‘ 5 68189680612883ﬁ2"?7710180392%2900&9‘
6 \? 3564184423836600~ 6901207452089 135 1.2 ' '§ / .
7 2 3988752939670916 3_ 95118954?36706 >
SRR IRAR AR $ [N N s AR RN N
8 2“432&8545&2872070'“ T
g *2 4596031111569494:
10 | 2.4820650846230117
(n) (n) (n)
T T ST
n AR RN 3. NIRRT Y NN (Y N Ay u “7 AR Y NN RO N . . 5 .
0 32 691u6309800470ﬂ7 Y-8 70“b189265k797°3 — 2. 7T148693%41946445
1 | 2.7036122230288331 "'713651078971&03‘?3‘\\ ;~~—m¢,~7a:2963355us°7
2 [2371058654377801727| 2. 7158 3SUBESASREIG 142,71 7520097265611 1
3 \d 7135065497058850\ 2.1 /16&89?@32243r Y 2.71 7178751?91378110
b (2aTi52399956242503 | 2. TITA41 230055000 |~ T
5 _2_77.1_6_2_29,8_?13_3 3 1 2 -,- -,- 7 E k \\\\ ST AR RRINR A AmAN
(n) (n) (n)
n Tg Ty Te
O 2.7171217689002851 2. 7T179025652659572 ’2“7r81631375951505
112, 7177679594081602:- 2 T181292221429249 R
212:7180516536393184 )% \\\\\\\\\\\\\\\&
Algorithme (B")
(n) _ (n) (n)
n T0 " n Tl TQ
0 |1.00060000UC0000600 )
‘ 2297485481400 2559 R
1]1.0487212707001289 26699181 UlvabS, /i
2.5457595817657706 _
2 |1.947734041094675% ' 2,7038363040095 /14 o
2.b2879794328067454d o L
3 |2.1170060166126743 . 712000525(Y 7y 51 o
2.059704576011639¢ ‘
" 2.22554092849246174 : 2.715%50029%60605%% .,
: i.b78150702“9u61”5 -
5 12,3009758908928246 ]
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(n)
(n) T5
T(n) Ty
n 3
{
0 c'.f\’ln.f:l’l Sy
f Aot le iy dhu s
S PATS  A IALR- Ra R t PPN A RATIN RN B IR R
‘ (,',/l?"!“)/\If‘/i‘-l";““”"(f"' !
2.;,/;'\,1«,(,&‘:1‘;
L L. i | P
o
n¥
Application de (B) & x, =€ ", X, = 2.718 2%}}
avec f(x) = 1 - LOG(x).
f(e) =
1
f'(e) = - =
(n)
n T(n) Tfn) rI?
0 1.0000000000000000| 2,2974425414002559; 2.6699181019455293
1 1,64872127070012801 2.,5457595817637717( 2.1038365048095695
2 1.9477340410546759 | 2.6247979432866706| 2,7120045250990890
3 2.1170000166126743| 2.6597045700116382 2.71%50429566605550
4 2.2255409284924074 | 2.6781507028946107| 2.71638137241384006
5] 2.3009758908928250 ; 2;6A9073751523676Q 2.7170717662186077
6 2.3564184423836005| 2.6960732550511592
7 £.3988752939670976 {
R S IS -
(n) (n) 3 (n)
n T3 Tq TS
O 2.7151423724309160 2.7181519135073995 | 2,7182781129228965
1 2.7175500052921029 1 2,7182570796869805 ! 2,7182812310333915
21 Zs 2.7180213882200214 | 2,7182743306487027 | 2.7182816709999280
2, 181659267515556 | 2,7182789183682185%
4 2.7162224225598861
L ,T R
{ n Tén) g Tsn)
f
R 0| 2.71R2817507184737 | 2.7182818272178639
»aﬁ%j TLT1B2B1E1T6554400
dLe

——




exp(n/(

57

(E") et x(n) = nt+1l)) : de limite x = 2.718 281
) (n)
xn p2 pu
1.00000G00600C0G0 L .
1.64872127070G01280 2.75807917391%4140

1.9477340410540755_

127916358434 04868Y9

L118250134526110/7

2. 7220972216905973

C.I18216503u84H57Y

2.1170000166126743
2.22554092849246 174
2. 30097589089¢28246
?.3564184425836600

2.7201819060307295
2.7193653293671147

iR 32643701

pf—,“)

2. 7162810338218357

Algorithme (E') appliqué @ x = e

-X

\\51 OVOO(\O

Y/
?/
?//,

RN

TRt

6  .5453457

5601154
5711431

T1 . 588ua287

57879uu1i714u&3u+&f‘
3———E§22U032755533730+50
50047350056363680+00%
6062d35350ﬁ559?4b¥00

7 579612335513377VF?UU_

.5648793u73910ﬁ§3b+bb

OOOﬂGOObOquL

?59750270n+uo‘

€136108910+00 ¢
1S0801770040

2502906070406

BRSNS 3\\\\\

&3\\

8.

SN ARy

BeTa4T606TTTo4300+00"

"H’Q 752fﬂ§7¢b2117059u+00
5 5986388647270892 400

) anusszxaxszsasuoo+eo‘

«S8H267373703788E50100

50783§2”"©5422773+00

“.575515866031u266u+00§
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pl(+n) \ o
RY) .)7/5ua70029ua500u+uo
07 0S8376097710615370+00 ™
(n)
Pg
. PEES -X
Algorithme (H') appliqué a x = e ™.
3 .567(£73757 5250000y~
*‘QL';747192599$Iu77d5h+00
(n) | «Z30986920158620608D400
p2n \“o ‘.46060720910503570*00
m"758327500115“9304U+00_"
OB LSuT84322364600320400
SR :.57551686&935&5541;»«\:0 <
“1“0‘ .’56&75iu/evsvswuw‘o‘“
(n) 5 5714 267T143037RBS6{930+00
B |6 .5eT3096813592793D+00
S e 21U3792T540363482D+ 00 ";
8 55182383798365ddu+00
“‘7—".2725'00':90186019—20“.10
JU . 564094717 63208830+00
AR RN O SR R R R
oén) \’I\\\. 435363447\ NI
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CHAPITRE II
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ETUDE DE METHODES DE POINT FIXE

DEDUITES DES ALGORITHMES (B). (B').

(B). (E". (G) ET (G")
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*
*
X INTRODUCTION
*
*
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35k 3 ok ok

Dans le présent chapitre, composé de quatre parties, nous abordons
des méthodes de point fixe construites d l'aide des algorithmes (B),

(B"), (E), (E"), (G) et (G') et étudiés au chapitre précédent.

La premiére et la deuxiéme parties sont réservées aux méthodes
destindes d résoudre des équations non linéaires a racine simple. Ainsi,
dans la premiére partie, nous étudions en détail des méthodes d'inter-
polation polynomiale, déduites des procédés (B') et (B). Nous construi-
sons d'autres méthodes par composition. Dans cette étude, nous détermi-
nons l'ordre de convergence, les coefficients dominant et asymptotique
et 1'indice d'efficacité de chacune de ces méthodes. Dans la seconde
partie, nous reprenons ce travail pour des méthodes d'interpolation ra-

tionnelle.

Quant & la troisiéme partie, elle est réservée 3 un rappel sur
certaines méthodes, puis 3 une comparaison de toutes les méthodes citées
précédemment. Cette comparaison est essentiellement basée sur le critére

de 1'indice d'efficacité,.

Dans la derniére partie nous regardons de plus prés certaines mé-
thodes construites d l'aide des algorithmes (G'), (G), (H') et (H).
Ces méthodes concernent particuliérement les équations a racine multi-

ple.

Pour terminer, nous donnons quelques essais numériques.
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I1.0. - DEFINITIONS

1) Ondre de convergence d'une méthode de point fixe.

Soit (xn) une suite itérative convergeant vers x, .
X 4=X

. ps n+l T

Si im ——

=C ol C e JO, +f
ne !xn—x*l

et r > 0, alors on dira que r est l'ordre de convergence de la suite (xn),
ou de la méthode itérative qui 1l'a générée.

Pour une autre définition beaucoup plus générale on pourra consul-
ter [7].

2) Coedgicient asymptotique d'erreun

Dans les conditions de la définition 1), on dira que C est le

coefficient asymptotique d'erreur.

3) Coefficient dominant d'emreun

Soit ¢ une méthode de point fixe, basée sur p points, c'est-a-dire:

Soit e _; 7 lx _{7X | pour i = 0, 1, 2,..., p.

Soient py, P,, ... D ; D nombres réels tels que :

p

e
. n N

£im ———— = K ol K € 10, +=o[,

n-o Pi

®n-1i

i=1

alors K sera dit coefficient dominant d'erreur.
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Remargue -

Si r existe selon la définition 1), il ne peut pas €tre strictement

inférieur 3 1. En effet, d'une part : e, O, n > ; et d'autre part

€n+1

= ¥ -+
- C + ¢n ou ¢n 0.
n

Soita >0tgl=r+0a. Onarc<1.

C
€n+l _ +¢n N 5w
o : S T i
n en

D'autre par si r = 1 alors C < 1, En effet, si r = 1 et si C > 1 alors

e
N tel que bl

>1, ¥yn 2 N
n

=2 e >e , ¥n 2 N= (e_) est une suite de nombres posi-
n+l n n

tifs strictement croissante a partir d'un certain rang.
Ce qui est en contradiction avec X, K.
Proprieté 0 :
, R Py
Sie v“K ] Te . ;n»o, alors
n 3 n-i
i=1
r virnifie L'équation :
P (r) = rP - 5 p, TPt = 0
P j=1 !

K et C sont nelies par :

(r) -1
] t1 -
=0

¢

P .
_ ~p-1 - _ -1-1
K = £ ol Qp_l(r) = P:) P

1

11 D1t-e

e

avec Pg = 0.
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Preuve :

Elle est faite par récurrence sur p.

Py

i = . N
Sip=1, ona: e K e _1-

On obtient r = P, et K = C. Donc r satisfait
Pl(r) =r-p; =0

De méme Qo(r) = 1.

Sip=2,o0na: e VK oe

P = ...

. e
n r
=> N
or, —— "V C e C e 1 J
e
n-1
( P_Pl p2 )
N
Cn-l K ®n-2
2
1—p1+r p2+p1r-r
e { b = ¢ nKoe
n-2
n r
Len-l ¢ ®n-2 J

On obtient que r doit satisfaire :
F.(r) = v - pyr-p, = O
2 Pr7Py = Vs
et que Ql(r) = r-f(l—pl).

Supposons que 1l'on ait Pj et Qj-l pour j £ p-1. Montrons ce ré-

sultat pour j = p.
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p: )
e Vv K | | e 1 1 P;
n i=1 n-i . o o
1= P1 P K. TPy Py
b = C e A K => N (=) e .
n i - C n-1

- i=2 i=2

e vC e
n

1

-1 p! r-p P
=> e¢_ Vv K! e i , avec K' = (—) 1 et p! = 1+1,
n j=1 PT i i” rp,

1 <1isp-1,

On applique 1'hypothése de récurrence. r doit satisfaire :

- p"l - [ P“2 -
Rp_l(r) = r Py T . P o7 pp =0
— = pPp Pl o - p_ =
= Pp(r) = r -pyr seeT Py, 0
Puis K' et C sont reliés par :
S__,(r) p-2 2-i
Kt = ¢ P72 od S (r) =} Zp‘)r * avec p! = O.
p-2 i:O °
1
rp
Comme K' = (%) Lona:
1+(r-p,)S__,(r)
K=C¢ ez
Q _(r) = 14(r-py) SP_Q(P) ?
P22 L Py41 p-o-g
4(r-py) S _,(r) = 1 + (r-p,) ) (1-py - ) ==)r
P 1=0 j=1
p-2 i .
-2-1i
=1+ (r-py- ) P..)rF
120 1 571 i+1
p-2 i+l _
=1+ ) (r- } P; P21
i=0 =0
p-1 i a3 p-1 _ 4l
=1+ ) ZPj)r'p11=1+2rpl 2 2prp11.

i=1 3=0 i=1 i=1 j=0 3
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i . p-1 i p;l 4l
_ -1-i p-1 _ p-1-i p-i-1
Q_ _,(r) (1- J po)rP = ] ) psr + I r
p-1 ig j=0 3 i=1 §=0 J i=l
p-1 __ p-1 i _a_s
=1+ ) PETY f e T
i=1 i=1 j=0 ]

Donc on obtient

Qp_l(r) =1+ (r—pl) Sp_2(r). O

4) Indice d'efficacité d'une méthode

Soit ¢ une méthode destinée 3 résoudre une &quation non linéaire

f(x) = 0. Soit r, s'il existe, l'ordre de convergence de ¢. On supposera
que r > 1,

* P4 3 .
Soit p(p € N ), le nombre total des évaluations de fonctions au
cours d'une itération.

La quantité,

LTS

I(¢) = r

sera dite : Indice d'efficacité de ¢.

Le nombre I(¢) représente le facteur par lequel on multiplie le

nombre de chiffres exacts significatifs par opération &lémentaire.

La notion d'indice d'efficacité a été introduite par Ostrowski [197.
Pour une autre notion, on peut consulter [24].

On remarque que plus l'indice d'efficacité

est grand et plus la
vitesse de la convergence est élevée,

5) Racine simple ou muliiple

Soit f(x) = 0, une équation non linéaire.

Soit X, une racine de f.
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a) x, est dit racine simple de f si f'(x,) # O, ou encore si f

vérifie P; et p, au point x, (voir chapitre I).
b) x, est dit racine multiple de f de multiplicité m 2 2 si :
(i) - .
£7(x,) = Opour 1 £1i<m1
et £™(x) 7 0,

ou encore si f vérifie au point x, les propriétés P, et py

(voir chapitre I).

6) Soit (T) un procédé d'accélération de la convergence qui donnent

(n)

des quantités T, * pour différentes valeurs de n et de k 3 partir des

initialisations

(n) _
TO = X

Soit ¢ une méthode de résolution de
f(x) = 0,

basée sur k+l points.

(n))

Nous dirons que ¢ correspond 3 la suite colonne (Tk

cédé (T) si

- _ (n)
X kel - ¢(xn,..., xn+k) =T ', n=0,1,..

< »(n)

ol Tk est calculé par le procédé (T) 3 partir des initialisations

(n)

T
0

=x,n=0,1,2,..
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I1.1. - METHODES D'INTERPOLATION POLYNOMIALE INVERSE
(Cas d'une racine simple)

1) Méthode S(1) ou méthode de Steffensen

Le procédé de l'accélération de la convergence correspondant a

cette méthode, est le procédé A%-d'Aitken bien connu [1] ou, en d'autres

(

termes, la suite colonne (T1 du procédé (B').

n))
neN
En effet, soit une équation non linéaire :
f(x) = 0
<==? x = ¢(x).
X donné.

La n' ™ itération de S(1) est donnée par :

Ug = X4
u, = ¢(uo)
u, = ¢(ul)

On applique (B') a {uo, u,, u2}.
On prend :

i T(O) i (Aul) uo-(AuO) uy
n- 1 ° Auy - Aug

X
L

Si ¢ est de classe c? dans un voisinage de x,, la racine simple k

de f(x) = x- ¢(x), et si ¢! = ¢'(x,) # 1 alors :

* ?

X -x* 0' 1"
Elim n+l - - % l* ' *
- *

n-o -
(xn x*)
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S(1) est d'ordre r,=2. S(1) exige deux &valuations de fonctions par ité-

ration ; p = 2.

g

Son indice d'efficacité I(S(1)) = rf = V2 = 1.41u...

[,

On peut retrouver le coefficient asymptotique ainsi que 1'ordre

de cette méthode en utilisant la propriété 5 (Chapitre I).

En effet :
; (0)_
X 41 %x Tl X F(2)(O)

1
= v -5 f! e, ol e, = uy -X
X X, T(()0)_x 2 5% WD gy 1 17 M7 %

*

e T uy-x, = ¢(uo)— (x,) = ¢(xn)—¢(x*) ¢;(xn-x*) ...

(2)
1 f*
Comme f! =1 - ¢'(x) et F'(0) = =, FO) = - alors on
(x) f* f'a
*
tire facilement :
(2) ]
X 175 1 (1—f;) Fe ) 1 ¢; ¢;
2 2 [ -T2 :
(xn-x*) * 1-¢)
ne .
Z) s(2) ou 1 méthode de Zype-Stedfensen
La méthode S(2) correspond en fait d& la suite colonne (Tgn))néw du

procédé (B').

N
iéme . .
x,. donné, sa n+l itération est donnée par :

0
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GJO = x_

uy = ¢(u0)
up = 6uy)
ug = ¢(u,)

On applique l'algorithme (B') 3 1l'ensemble {uo, Uy, Uy, u3} ;

(1) _
To " =y

U344 T§3;_Auj rd?
Au —Au ,i=l’2 et j:O,..., 2—i
1rj 0%

A

KD
1

On prend enfin X 41 =

(0)
T2.

La méthode S(2) décrite ci-dessus, exige 3 évaluations de fonctions

par itération.

Comme ¢(x) = x-f(x), alors on peut remplacer Au, par f(ui) et re-

trouver le procédé (B). D'aprés la propriété 1 (Chapitre I) :

(3)
- n(0) 3 F7(0)
X1 % = Ty mxe v (£1)7 = (uymx, ) (uy-x, ) (uy-x,)
(3)
3 3F (0) 3
vo(1-£])7 (£)) ——jgr——-(xn-x*)
d'ol, en remplacant F(s) par son expression en fonction des dérivées de f:
(3) 2
X+l %s 1 3 (f; f* - 3f: )
— 2 XA - Z(1-f) , n > o,
(x -x )3 6 * f'2
n * *

3(2) est d'ordre r, = 3 et d'indice d'efficacité I(S(2)) = 95 = 1.442...
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L'indice d'efficacité de S(2) est légérement supérieur d celui

de s(1).

3} s(k) ou (k_l)iéme méthode de type-Stefgensen, k 2 3

Cette méthode correspond & la suite colonne (Tﬁ
iéme .

n) £z
)n€N du procédé

(B"). X0 étant donné, sa (ntl) étape est donnée par :
.ho = X, Uy S ¢(ui_1) pour i = 1, 2,..., ktl.
On applique l'algorithme (B') a {ugy, uy,..., uk+1} :
(1) .
TO =ug, 1= 0, 1, , k
A, 13) Doy, rl3FD)
T(j) _ T i+y Ti-l j "i-1 i1 K
i Bu, . - Au. > et
) ] 320, 1,..., k-i.
Enfin on prend :
- o(0) -
i X el " Tk ; et on note x__, = S(k)(xn).
Notons e, = XX, et €; T u;Tx

Comme Aui =

tre I). On obtient :

- f(ui) alors on peut appliquer la propriété 1. (Chapi-

(k+1) k
k k+1 F (0)
eps1 ™~ (G (£)) TSN 1" —ol €0 >
Or €y = e et €. N (1--f_,'()1 e - D'ol :
k(k+1)
=2 _(k+1)
k k+1 2 F (0) k+1
e (-1)" (£)) (1-£}) DT °n
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(k+1)

Ou encore en exprimant F par les dérivées de f (Chapitre I,1.1.3.):

) k(k+1) e
(-1) ety 2 PR i k+1
en+1 n .(](_1'3.-5? (1 f*) (Z ( 1) (j+!‘ 1). - '-B—" en .
8 i=2 P4
S(k) est d'ordre ry = k+1, exigeant k+l &valuations de fonctions par
itération. Son indice d'efficacité est :
1

I(s(k)) = (k+1)E:I.

ExemEles :

k+1 I(s(k))
1.414 214
1.442 25
1.414 214
1.379 73
1.3u8 01
1.320 47
1.296 84

N O 0 FoWw N = X
@ 3 OO O; FEoWwW N

I1.1.2._-_Methodes composées de S(k)

On se limite dans ce paragraphe d 1'étude de la composée
Sip = S(2) o S(1), ol le symbole O signifie que, chaque itération se

décompose en deux sous-étapes.

La premiére correspond 3 l'application de S(1) pour obtenir S(l)(xn).
La seconde correspond & l'application de S(2) pour obtenir

X 41 F 8(2)(8(1)(xn))'

[
leme

Etant donné Xy, Sa (n+1) itération s'effectue suivant le

schéma :
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Uy =X, uy = ¢(uy), u, = ¢(uy).

(Aul)uO - (Auo)u1

S(l)(xn): Aul - Auok

Vo = S(1)(x ), Vi = ¢(Vg), V, = ¢(Vy), V5 = 6(V,)

)y

0 - j’ j = O’ l, 2
o av, 13 oAy, oD
+ -1 -1 : j i
ng) - QEVT : -le, i7l o 5-1,02 et j =0, 1, 2-i.
1+] ]
x .= T0) = S(2)(S(1)(x)) = §(2) © S(1)(x) = 8, (x )
n+l 2 n n 12""n""

Soit f tel que f(x) = x-¢(x). On a :
AUi = - f(Ui) et AVi = - f(Vi)

Posons e, = x,-x

. = V.- e! = U,-x .
i i %% €4 i 7% €4 i7%

*
Notons par K, (respectivement K2, K12) le coefficient asymptotique
correspondant a S, (respectivement, S,, 312).

D'aprés 1'étude faite au paragraphe précédent :

3
Che1 v Kp €gp n T @

2
€ " Kl € 27 %

d'ol :

- 3 6 6
en+1 v Ko Ky e =Ky e

2
. =3f17)

u .
£

my2¢gr£(3)
. (ENZ£)e, -

1
1 - = ?‘I (1‘f;)
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12 exige 5 évaluations de fonctions pour un ordre de convergence
égal 3 6. Son indice d'efficacité I(Sl2) est :
1

5 _
I(S),) = 6" = 1.431

Remaggue :

Pratiquement on perd sur l'indice d'efficacité ce que l'on gagne
sur 1l'ordre de convergence. La cause principale est le nombre trés grand

d'évaluations de fonctions par itération.
Dans ce qui suit on va aborder des méthodes beaucoup plus effi-

caces, car elles exigent moins d'évaluations de fonctions. Ce sont les

méthodes dites de type-sécante.

1) Méthode E(1) ou méthode de La s&cante

(n)

1 )néN du procédé (B).

Cette méthode correspond & la suite colonne (T
Soit en effet une équation non linéaire :
f(x) = 0
de racine simple x_ .

”
Xy, X, donnés.

0

La n+1'*™€ &tape (n 2 1) de E(1) est donnée par :
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[On applique l'algorithme (B) 5’{xn_1, xn}.
(i) _ -
To " = *po14i0 ? 0, 1
£ 70 _¢ (1)
(0 .m0 10710 ., ¢ =gx,)pouri=n-1,n
1 f - f i i L
n n-1
- —(0)
a1 © 1
fn'xn-‘l B fn-l *n
ou plus simplement X4l fn — fn-l ,n21,

A part la premiére itération qui exige deux évaluations de fonctions,

les autres n'en demandent qu'une seule.

La propriété 2 (Chapitre I) donne :

fll
N 1.: ® e
nt1 T F *n-1 %n
f" *
Posons K; = % zr. K, est le coefficient dominant de 1l'erreur.
*

Soit ry 1'ordre de convergence de E(1). Soit C1 le coefficient

asymptotique de 1l'erreur de E(1).
D'aprés la propriété 0(p=2, Py =Py T 1) :
1l'ordre r; est la racine réelle positive de 1l'équation :
E(1) : Py(r) = r?-p-1 = 0.

Les coefficients C; et K, sont reliés par :

1
51("15
C, = K
1 1
1 i .
ol Q(r) = } (1- % yr™3 avec p, = o =1
1 L0 Lo Pi Po » Py
j= i=

= Ql(r) = r,
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L'ordre est r.- = 1.618.,.. Le nombre P d'évaluations de fonctions

1
par itération &tant p; = 1, 1'indice d'efficacité de E(1) est égal a

son ordre ry
I(E(1)) = 1.618,..

Dans ce qui suit je vais étudier deux méthodes de type-sécante,

c'est-3-dire généralisant en quelque sorte la méthode de la sécante.
Nous allons voir que :
- 1'ordre r est racine de 1l'équation :

k+1

E(k) : r k-1

- (rk +r +...+ 1) = 0.

- la suite (rk)kéN

est telle que :
1= Ty < ry < r, <...< Ty <.,..€ 2
rk + 2.,

-~ 1'indice d'efficacité est I(E(k)) = T

2) E(2) ou 1'% mathode de type-stcante

La méthode E(2) correspond en fait & la suite colonne (Tgn))néﬂ
du procédé (B). Aprés avoir donné x,, x,, X, S8 n ™€ &tape (n 2 3) est

donnée par :
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[;1eme itération : On applique 1'algorithme (B) 2 {x 3° "n-2° xn-l} :
(i) _ =
To = %p-g4ir 1705 1,2
(1) (i+1)
.. f£. .T -£,T,
p(8) A3 §-1 4371 5.9, 2  eti=o,..., 2-]
j fi45 T ’
i+j i
_ o(0)
-n b T2 .

Cette méthode E(2) exige une seule évaluation de fonction par ité-

ration, sauf pour la premiére ol elle demande 3 é&valuations.

Si r, est son ordre de convergence et si I(E(2)) est son indice

d'efficacité alors
I(E(2)) =

Détenmination de r, et des coedficients dominant K, et asymptotique C,

- e - — - — - — o  — — — —— - - - - - - T - - > G Y T - G G W TR - - — -

La propriété 2 (Chapitre I) nous permet d'écrire :
B

e 3_(a)
®n © Xy Y _(Z( 17 (r+2)! l | -_TT—__) ®n-3 ®n-2 %n-1

ou encore :

Dans la propriété O (Chapitre II) nous avons donc

P=3apo=0,P1=P2=p3=l
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On obtient l'équation E(2) donnant 1l'ordre Ty ¢

E(2) : r3 - r2 -pr-1=20-¢z Pa(r)

02(r)

2
!

& 2-1
(1- § pdr
1=0 j=0

r2 + (l-pl)r + (l—pl-p2) = r2-1.

Et C, est donné par :

r, est l'unique racine réelle positive de P3- La démonstration fera 1'ob-

jet de la propriété 1).

Remarques :

1) Posons f; = f(xi) et flx, yl =Af(xi:§( ). La méthode E(2)
peut se mettre sous la forme :
Xgs Xps X, donnés
X =x - fa-1 + fo-1 fa-2 1 _ 1
n~ “n-1 ffxn_l, X-od  Eoq 7 E 3 |Elx _4s X o] ?txn_Q, X

Elle se trouve chez Traub [24] sous le nom de méthode d'appro-

ximation inverse parabclique :

s, 0 2 3,
n—3]}

2) Soit F(x) = x, une équation de point fixe. Si, dans 1'expression

ci-dessus donnant X, on substitue F(x)-x 3 f(x), on obtient la méthode

d'approximation parabolique de Popovski [22] :

X1Xq
X, donné, x, = F(xo), Xy = X Y ) (Fl-xl).
170 171
X =x + Axn-2 _ Axn-S

n n-1 ( n—2-xh-27;YPn 1 *n-1 T?ﬁ 3-xn-3)—(Fn 2 xn-2)

Fn-l T *p-1 ‘ + Axn—g
(Fn—3_xn-3) G:—l-xn—z7 Fn—2_xn 2) (Fn 1 xn~1)

(Fo_17%,-1)» n 2 3. 0% F, = F(x;)
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Interprétation géométrique : E(2)

by

£ -f  £.x.-f.x _
by yeneh o SOOI, o
0 *1 X0™*1

coupe OXenT(o) b — — — e e - - - - ———- -
£,-1, £,%,=f %,
R i
172 1 ™2
(1 )
coupe OX en T
(0) (1) R
] £,-f, x+fl'r1 ~£4T5" >
3 {0 _¢(1) 0 _ (1)
1 1 1 "1

coupe OX en Xq

3) E(k) ou (k-15“2™ mathode de type-s8cante

La méthode E(k) correspond 3 la suite colonne (Tin))néﬂ du pro-
cédé (B).

On se donne k+1 points : Xgs Xy Xpseees Xpo

\

La n" ™ jtération est donnée par l'application de l'algorithme

(B) 3 1'ensemble {xn_k,..., X 130> k} suivant le schéma :

(1) _ e -
T0 T X 14 POUr 1 ° 0, 1,..., k
i+1
(1) _ Fiseg ;li fiTgfl ) :
Tj = = —F s pour j = 1, 2,..., k
i+j i .

eti=0,1,..., k-j

avec fz = f(xn_k_1+2) pour £ = 0, 1,..., k.

_ (0)
x, = Tk .

h—

D'aprés la propriété 1 (Chapitre I) :

(k+1)
kK (coyk+l F (o)—r-l—
e n (-1) (f*) B CTHY i=0 en-k-1+i
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Notons par T 1'ordre de convergence de cette méthode E(k), par Ck

(respectivement Kk) le coefficient asymptotique (respectivement dominant)
de l'erreur, et par I(E(k)) l'indice d'efficacité.

= (1)K (g
Kk-(l) (f*) —(ms!—.

Propriéts 1 [24] :

r, est L'unique racine nielle positive (une seule racine néelle :
Regle de Descartes) de £'Equation

EG) : B (0) = 2 oK a0

<...<2e¢t Limr,_ = 2,

De plus 1 =r, <p, <r, <...<r =
0 1 2 Kpco k

k

Preuve :

L vérifie 1'équation E(k). En effet remplagons dans la propriété O

p et pi(i =0, 1,..., p) par leurs valeurs correspondantes, 3 savoir :
p = k+1, Pg = O et p; = 1 pour i=1, 2,..., ktl,
L'équation I;Hl(r) = 0, donnée par la propriété O, se réduit & E(k).

D'aprés la propriété O on a aussi

k-2 k-3

Q(r) = K- K2 ok L (k) - (x-1).

Maintenant on va montrer par récurrence sur k que rk-l

racine réelle positive de P, et que P, est strictement croissant dans
2].

est 1l'unique

vs
1'intervalle [rk_2,



Posons Po(r) =1 et Ik = [rk, 2].

et P, sont reliés par la relation :

Les polynomes Pk—l "

Plr) =rp _,(r)-1.

r-1 est strictement croissant dans R, et en

si k =1, Py(r)
particulier dans I, = (1, 2].

Si k =2
P2(r) = r Pl(r) -1
Pl(r) 2 0 et Pi(r) >0 pour tout r € IO.
Pé(r) =r Pi(r) + Py(r)
1
rel, > P2(r) >0 pour tout r € I,.

: ‘
Pl(r) 2 0 et Pl(r) >0
Donc P2(r) est strictement croissant dans IO.

Or PQ(rO) = P2(1) = -1 et'!b(?) = 1, En utilisant le théoréme de

la valeur intermédiaire on a :
Ir; € I - {1, 2} tel que : P,(r,) = 0.

Ce nombre r, est unique dans I,, car P, est strictement croissant.

On a aussi PQ(r) 2 0pour re I,.

En dehors de l'intervalle IO’ P2 ne s'annule pas. En effet :

soit r € [2, +©] et k € 1.

) k k+1 k
_ k. k-1, _ k _ 1-p° _ pt-2r 41
Pk(r) =r -(1l 4+...+ 1 ) =r i - p—
k
P, (r) ><ﬂ r(r-2)+1 > 0
e==>
kz?[ r 22
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Done Pk(r)-> 0 Vr 2 2 et ¥k eIN*.
Soit r € [0, ro[ = [0, 1[.

»P2(r) =r Pl(r)—l

et Pl(r) = r-1
Donec P, (r) < 0 ¥r e o, ro[.

Supposons maintenant que pour j < k-1 on ait :

Pj(r) strictement croissant dans Ij—2’

Pj(r) >0 pour r € [2, +o[,

<
Pj(r) O pour r € Ij—2’

et rj—l 1'unique racine réelle positive de Pj dans l'intervalle Ij-2'

Montrons que ces propriétés restent vraies pour j = k.

R(r) =rp _(r)-1=>Pi(r) =P ,(r) +r B} ().

k-1

\ . L :
Or sur I, ., Pk_l(r) 20 et Bk_l(r) > 0. Donc Pk(r) >0

=> Bk est strictement croissant sur Ik-2’

Pl o) = , B (r ,)-1=-1

B (2) = 2B ,(2)-1=+1
En utilisant 3 nouveau le théoréme de la valeur intermédiaire on a :

I ;e ,-1r = 0.

K- 2} tel que Pk(r

k-2? k—l)

Pk—l est unique dans I .p car Pk y est strictement croissant.

On a aussi p,(r) 2 0 pour r € Ly

On a vu que Py (r) >0 pour r € [2, +].
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Pourr e I , - {r, _,}, P _,(r) <O,
Comme P, (r) = r'%(_l(r)-l.alors Pk(rj < 0 dans Ik_2-{rk_2}.

Par conséquent parmi les réels positifs, seul r, annule Pk+1'

On en tire aussi le fait que la suite (:tc"k)ke.N est strictement
croissante majorée par 2.
L£im T = 2, En effet :
oo
1= rg < vy <r, <...< T <,..< 2,
si k21, r £ 1, et Ty # 0.
1_rki-l
_ Jk+l_ ky _ k+l _ k
Pam) = (L4 4.4 n) =y Tr, z 0
k+1 k+2 1

=D = et =
< 2rk Ty +1 > 2 r t 1

r

k
On sait que r = ltgg = 1.618...
Pour k 2 2, r, < r >1clos 1 < (_l_)k'"1
1 k r r k+1 r
k 1 r 1

k

Donc 2 = r_ + (—1—)k+l <r + (-1—)k+1
k T k ry

=>2S£imrk+0.l]
oo
On voit, d'éprés cette propriété que l'on améliore l'ordre de convergence

lorsque k augmente. Mais il reste toujours inférieur d deux.

L'avantage principal de la méthode E(k) est qu'elle ne demande
qu'une seule évaluation de fonction par itération, sauf 3 la premiére
ol elle exige la donnée de k+l points et k+l évaluations de fonctions.

Par suite son indice d'efficacité I(E(k)) est égal a son ordre r.
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I(E(K)) = r.

Quelques valeurs de ry seront données 4 la fin de ce chapitre.

11.1.4. - Composition_des méthodes E(k)

Soit un entier k 2 2,

La méthode composée E1 K = E(k) 0...0 E(1) est définie par :

Xg et x4 étant donnés, la n

-3
ieme

étape est donnée par :

- (1) _ (0)
T(O) - T(l) . . ;’f(xn—2)T0 ,...f(xnél)To
- ,% ] = -1 - -

0 n-2° 0 n-1° 1 f(xn_2) f(xn_17

(2) _ - - -

To " FEp Uy =X o uy T X g, Uy = EL.

Pour i = 1,..., k :

(3) (§+1)

(3) _ Fyep Teza ~ F5 Tyl A : _

T = pour j = 1,..., i ou f, = f(u.).

L f.+2 - f ] ]

J J 2 = i-3.

g, = 7{0)

i i
i # k on reprend avec Té1+1) = Ei
‘} = k on prend X, = Ek.
Soit ei = u; X, et en = xn—x*.

Propridté 2 :
k-1 k-1-1 k-1 k-1
1——r 2 2 2
€n v Kk i=1 K -2 Sp-1 °

P2 o gkl k-l

1L est donné par r

L'ordre r de convenrgence de By satisfait :

=0

2k-2 + 6k—2(2k—2+2).
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Preuve :

D'aprés 1l'étude précédente sur les méthodes E(k) :

4 g
€n . Kk l l €4
i=0

€0 = ®n-2
€1 7 €h-1
i-1
€p =Ky gl 18 2% Fhennn k
J-
Posons €k+1 = 8. On a :
i-1
€4 = Ki—l J[-Ol Ej i-= 20549 KFL.

On va montrer par récurrence sur i que

i-2 21'2'3 =2 -2
€ = Ki-l g_i Kj €5 €] pour i = 2,..., ktl
i-2 2i-2—j
avec la convention | | K. = 1pour i = 2.
j=1 )
On a :
€, v Kl € €1
2 2
€5V K2 €y €1 €5 N K2 Kl €5 €1°
Supposons que l'on ait :
i-2 ,i-2-3 i=2 i-2
2 2 2 3
€V Ki—l g_l Kj € € pour i £ k.

La propriété reste vraie pour k+l. En effet :

Cx K
fee1 ™ K l=é €y = K €9 € l:L €
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Or par hypothése de récurrence :

52 N~ Kl EO el
2 2
53 "N K2 K1 EO el
2 2
2 2 2
€,V Ky Ky Ky €5 €
k-4 k-3 k=2 k-2
2 2 2 2 2
Ek n l<k-lo-o l<](-2." K.k_aooc K2 Kl €o ‘1

2

k i~
=>E€i VK1 Ky K5 K g K g).n “{-1 vee Keg Keog)eo

k-3 2 k-2 2 k-2
2 2 2 2 2 2 2
(K] ... K K (e € €5+ €0 ey € € ... €] )
m+1
or1+2+224...42"= 3-9-_—1'—1 = 2", 11 s'ensuit que :
k v 2 k-2 k-1 k-1
2 2 2 2 -1 2 -1
i|=2| €1V K1 -2 Ke-aes K1 %o €1
. k-1 2k--l-i 2k—l 2k-l
?
D'ol et ™ Kk l-l Ki € € -
4 k-1 2k—l-i 2k~1 2k-l
ou encore e ~ l<k l:i Ki e -2 ©n-1
k-1 ,k-1-i
2 k-1 k-1
Posons K12...k = Kk i_l Ki s P=2,p, % 2" -, Pp =2 .

D'aprés la propriété O (Chapitre II) ; l'ordre r de cette méthode

doit satisfaire l'équation :

2
P (r) = 1" - pyr - P, = 0

k-2 k-2 k-1 - 2k-2(2k-2

Soit A' = 2 .« 2 + 2 + 2). On a deux racines

distinctes.
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r' = K2 L BT > 0o

K2 JET < 0 > K2 < JBT s 25720 K2 K22 g

o> 2222 {5 s 0 < 2.

et r"

Donc l'ordre r est donné par

"2, »[Qk_2(2k_2+2).

On remarque que pour k = 1, r est réduit 3 2elui de la méthode
de la sécante E(1) : r = 1,618, [J

Puisque chaque E(i) nécessite une évaluation de fonction par ité-

ration, cette méthode exige k évaluations.

Soit I(E1 k) son indice d'efficacité.

L____._l
xha

I(El...k) - 2k~2 2 k 2
Soit la suite (I(El...k))de*° On a
Iy ) <2
IE) L a) ™ 2 |
En effet : I(E; )< 2 <=> 25724 /22(K2 4 9y < oK
<> /6E:5ZEF:§:;; < X243
<> 2k_2(2k—2+2) < g K72 k72
<> K72y gcg K2

s o o 23 K2 _ gkt
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LOG(1 # /1 + =)
) = exp |%=2 L0G2 + 2

I(E % T

1...k

+ exp(L0G2) = 2, k » ., ]

Donnons les indices d'efficacité et les ordres de convergence

des méthodes E12 et E123.
Notons r etr les ordres respectifs de ces deux méthodes.
1,2 1,2,3
On a :
P12 7 1+ /3=2,732
*12,3°" 2(1 + /2) = 4,828
1
I(E,,) = (1 + /3)2 = 1.653
1
_ 3 .
1(2123) = (2(1 + V/2))” = 1.690

1) M&thode E(2) o E(1) 0 ¢

Soit ¢ une fonction itérative pour résoudre f(x) = O.

* N
iéme . .
La n itération : Xq donné

Yo = *n-1
uy = ¢(uo)
E. =

L = E(D) (v, up)

3}
"

9 E(2) (uo, uy, Eq)

xn = E2.
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D'aprés 1'étude précédente on a :

€i = ui—x* et en = xn-x*
ep v Kp(Eymx,) €4 €
El-x* v K1 eo €

- 1]
€LV KO €, ot KO = ¢!,
On obtient :

: 2 4
en N K2 K1 KO en-l'

C'est une méthode d'ordre 4 exigeant 3 évaluations de fonctions.
Son indice d'efficacité
I(E(2) o E(1) o ¢) est donnée par :

1

I((E(2) 0 E(1) 0 ¢) = (4)§ = 1,587

2) Composition de E , avec elle-meme

Cette méthode consiste 3 composer la méthode E, , avec elle-méme.
Notons cette composé E2, = E,, OE
composee L1y T F12 © ®12°

On se donne X, et x; et on pose z, = X4.

.\
l me L3 .
n itération :

zn-l = E12(xn--1’ zn—2
_?n = E12(z X )

n-1°> "n-1

)

L'étude faite sur E12 nous permet d'écrire :
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2 2 - - -
(1) e n K2 Kl n-1 €41 avec €, =z X et e 1% X 1%
v ) ) i
(ii) 1V K K e -1 €q-p aVeC €, =z X,
2 _
(iii) : e 1V K Kie e pavece o= x _,UX,
en-l
(iii) = (div) : € v
2 K,K e2
271 "n-2
(ii) et (iv) = e . Vel . e 2 (v)

n-1 n-1 n-2

() et (V) = e, v Ky Ky o)y ep .
Soit p = 2, p; = 8, P, = - 4.

La propriété O (Chapitre II) nous donne, pour les valeurs de p,

P, et p,, 1'équation que doit vérifier 1'ordre de cette méthode :
2
IE(P) =r - 8r + 4 = 0.

Cette équation admet deux racines réelles positives distinctes

r 4 + 2/3 = 7,464

12

' - ~
ri, = 4 2V/3 = 0,54,

Or pour une suite convergente'(xn) de limite x_, admettant un

ordre r, celui-ci ne peut pas &tre strictement inférieur 3 1.

Par conséquent : vy, ¥ 7.464 est 1'ordre cherché de la méthode EiQ.

La méthode Bi? exige 4 évaluations de fonctions pour un ordre

ri, = 7.464, Donc son indice d'efficacité I(Eiz) est donné par :
1
T 1

I(E = (4 + 2/3) = 1.68

12) T12
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3) Composition de E_, avec .elle~-meme

3

Notons cette méthode par Ei23.

On se donne X et X, et on pose Zo = Xg.

-3
iéme , . R
San itération s'effectue de la fagon suivante :

zn-l = E123(x -1 zn-2)

)

Xy = Byog(z_1s X g

L'étude faite sur E nous permet d'écrire :

123
. ' 2 4 4 - -y -
(i) : e, VK K, Kie ;€ joue; =x;-x ete, =z,-x.
2 4 4

(1) + e ) v K3 Ky Ky ey €0

‘e 2 y 4
(iii) : e VKK, Kie o€,

‘o . 4 2,-1 -4
(iii) => (iv) € " (K5 K, K7) € -1 -2

. coy -4
(ii) et (iv) = (v) €-1" -1 -0

: 2 24 -16
(1) et (v) => e, ™ K3 Ky Ky e eppe

D'ol par utilisation de la propriété O :

P(r) = r? - 2up + 16 = O

C'est 1l'équation que doit satisfaire 1'ordre r§2g 3 de EiQS'
2%

On obtient la valeur

(2)

r12,3 " 12 + 8/2 =~ 23.312.

Car 1l'autre racine de P2 est comprise strictement entre O et 1.
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E§23 exige 6 évaluations de fonctions par itération.

1

2 _ . (2) 6
I(E123) = (rl’2’3) ~ 1,714,

On donnera un exemple numérique de chacune de ces méthodes a la

fin de ce chapitre.

11.2. - METHODE D'INTERPOLATION RATIONNELLE INVERSE
(Cas d'une racine simple).

—
-3
~
=
~

(n))
2 neN
du procédé (E'). Elle est destinée 3 résoudre : x = ¢(x) = x - f(x).

T(1) est la méthode itérative correspondant 3 la colonne (p

s N
iéme , . . .
Etant donné x,, sa n itération se déroule de la maniére sui-

vante :
e N
i€me

n itération

rho =X 4, Uy = ¢(uo), u, = ¢(u1), ug = ¢(u2).

(1) (1)

p_1 = 0 et Pg = = u; pour i=o0,1, 2.
11
(1) _ (i+1) Buy ~ Buy,s -1 9
P P3-2 (i+17t'T§% 3=
pj_l pj—l i=0,0005 275
- (0
X TPy e

Posons e_ = x_-x
n n “** n-i n-i "%

Comme f(ui) = - Aui, alors on peut appliquer la propriété 10
(Chapitre I).

e _; T X _:"X et e. = u-x pour i=o0,1, 2, 3.
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On obtient :

0
.en v 3 D2 EO 51.52

. , 2
- ] 1]
Or €y = €, 1> € N ¢* €9 et €, v ¢* €

On a donc :

3
L
e &.if:l- ¢'3 D e3
n 6 * 2 "n-1°

Dans ce cas simple on va déterminer le coefficient D2

D, est donné par 1l'expression :

3 )
o™ = & [y 1o{®(my12|| et D, = 21m D).
2 3 1 2 2
dt =0 n-®
F étant 1l'inverse de f et ng)(t) étant le dénominateur de la
pgo)(t)
fraction —167—-—-1nterpolantaF en ug, uy, us.
Q1 (t)
pgo)(t) agt +.a;
On a = ; tels que :
+'1
@ty Pot
( -
fo a, + a; - u, fo bO = u,

AulAfO - Aqufl

{f a.+a,-u, f, b, = u, = b, =-
170 1 17170 1 0] E(ﬁlflefo - A(uofo)Afl

Lf2 a, + a; -y, f2 b0 = u,

Posons hi = uy fi et h(x) = x f(x).

AulAfo - AuOAf1

b, = -
AhlAfo - AhOAf1

0
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e
-
e

e

>z~>mo - >co>mH AmmumHvAmwumOVAow Amo Hv +...)

>:H>mo - >:o>mw AmmanVAmuumovAAmH c, - ¢ mmvamo|mpv +...)

D'ol, en négligeant les puissances de €, et €4

¢, Amn
by ™ - . = —.
81 ¢ "¢ 2 2!

or [F(T)(b,T+1) 29(3) wAwVAaVAvoa+va + b, wAmVAAVAvoa+HV + mvw F'(T)

= D, = F3(0) + 6b, F$2)(0) + 6 b2 F'(0)

" :
*

nv 0y + 3 unm 7?0y + m.uun F*(0)

* ~

Ainsi le coefficient asymptotique d'erreur de T(1l) est donné par :
Am—vw "

2
* va 1 ' " AMV 1 " x ' ' 3
g F 7(0) + 35 £ £ F7U0) + 3 F(0)) (o))

*

(@]
H

T(1) est donc une méthode d'ordre 3, exigeant trois évaluations de fonc-
tions par itération. Et par conséquent son indice d'efficacité est :
1

3

I(T(1)) = 3% =~ 1,442

~

T(1) est donc comparable 3 la méthode S(2) vue au paragraphe I.1.1., 2).

2) Méthode T(k)

Elle correspond 3 la suite colonne Abﬁuvvdmz du procédé (E').
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N
leme

Etant donné x,, sa n itération est donnée par :

U = xp_gs Uy = 0(UG)seees uy = Buyg)s Uy, = Olugy)
pfi) = 0, pél) = u; pour i=o0,1,..., 2k.
1 1
J(1) o i+ Buy Busyy -1 9 -
j j-2 (i+1)_ %i)’ L
Pj-1 "P3-1 i =o0,..., 2k-j
- o(0)
Xp = P -

D'aprés 1l'étude faite sur le procédé (E) et en tenant compte du

fait que ¢(x) = x - f(x) on a :

2k+1

L
(£)) k(2ktl) [ 2kl

\
VT DT 4 2% ©n-1 °

On voit que T(k) est comparable 3 S(2k), vue au paragraphe (I.1.1., 3)),

car elles ont le méme ordre de convergence et le méme indice d'efficacité.

1) Méthode F(1)

(n

) " P 4
5 )néN du procédé (E).

Elle correspond 3 la suite colonne (p

s N
lieme

Aprés avoir choisi xo, Xy, Xy 3 lanm itération de F(1) se

déroule de la maniére suivante :

niéme jtération : [u. = = =
PUg T X3 U1 T Xy9s Uy T X
(i (i .
ol =0, o zu, 1=0,1,02
11
f. T,

(i) _ (i+1) i+ i .
o3 ety 1T L 2

P51 P51 i =o0,..., 2-3.

.
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A partir de 1'étude faite sur (E) on conclut :

£n°
en 5 Dren 3y
f" f":/
*
avec D, = %im 15 F) (@ n?| = 70 + 3% Fr0) + 3 2 Fi(0)
=0 Y. 2%
n dt - f* f*

ol F est 1'inverse de f.

Comme nous avons vu au paragraphe précédent, la méthode F(1)
est comparable a la méthode E(2). En effet, F(1) et E(2) exigent cha-
cune une seule évaluation de fonctions par itération. De plus elles

ont le méme ordre et le méme indice d'efficacité.

Désignons par r, 1l'ordre de F(1), C1 (respectivement Kl) son

coefficient asymptotique (respectivement dominant) d'erreur. On a :

3 2 (3)
£! £n £ £
* p(3) (2) 1 " *x 2 *
Kl = (0) + = f’: f: F (0) + T '—fT F'(0) = (2 f' "‘%’;,‘"

e

L'interprétation géométrique de F(1) est la suivante :

a.t + a a -b.a
Posons ¢(t) = FT-I-__1—=> $1(t) 0"°0% 1
0 (bot+l)
T N
= F(E)
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Donc il s'agit d'une interpelation par une fonction homographique,

puis d'une extrapolation en O :

¢(0) = a; = x,.

2) Méthode F(x)

Elle correspond d& la suite colonne (°§:) du procédé (E).

)nIN

Aprés avoir choisi Xgs Kyseees Xpp 3 1a n°™ jtération de F(k)

se déroule de la fagon suivante :

ni™ itération :
[u, = x .
i n-1-2k+i, i = 0, 1,..., 2k.
(i) i) .
p.y" =0, pé =u; 1= 0, 1,..., 2k
L.l
. f. . f.
(i) _ _(i+1) i+ i .
pj -pj_2 +—(—i%]—_m,]-l,..., 2k
Pj-1 "P5-1 i =o0,..., 2-j
_ (0)
¥n T Pox
_?u £, = f(ui)
L'étude faite sur le procédé (E) nous permet de conclure :
g1yt 2%k
& ¥ THFDT Dok 11 Cnogor OF e T XX

i=0

Cette erreur est de la forme étudiée dans la propriété O (Chapitre II).

On trouve donc que r existe et doit vérifier 1'équation :

2k+1 _ 221‘ J2k-i

i=0

(r) = = 0.

P2k+1
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On donnera 3 la fin de ce chapitre quelques exemples.

A part la premiére itération exigeant 2k+1 évaluations de fonc-
tions, les autres n'en demandent qu'une seule. Donc 1l'indice d'effica-

cité est égal 3 1l'ordre.

De plus la méthode F(k) est comparable 3 la méthode E(2k), car

elles ont le méme ordre et le méme indice d'efficacité.

Remaggue :

Comme pour le paragraphe II.1. nous pourrons composer les méthodes
T(k) et F(k) entre-elles pour en construire d'autres. Le travail 3 ef-
fectuer est toujours le méme, car le développement asymptotique d'erreur

se présente toujours sous la forme étudiée dans la propriété O (Chapitre

II), 3 savoir :

: o
e, v K § enfi.
i=0

I1.3. - COMPARAISON AVEC D'AUTRES METHODES DEJA CONNUES

Nous allons faire un rappel sur certaines méthodes de résolution
des équations non linéaires afin de pouvoir les comparer aux méthodes

que nous venons d'étudier.

1) MZthode de Newton

Soit 3 résoudre

f(x) =0

e=> x = §(x) ol d(x) = x-f(x)
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Soit x, une racine simple de f. Nous avons :

X, = ¢(x*) =x*-f(x*) =X, - {f(x) + f'(x)(x*-x) 'O»f;—(!il (x*—x)2 +oo.}

f

HEX) (x*—x)2 —ees

= x*—f(x) - f'(x)(x*-x) - =5

f"(X)
21

= £(x) = - LE'(x)(x,~x) + (x,-x)? +...]

. i
Dans le second membre, négligeons les termes en (x,-x)~ pour

i 2 2, I1 vient donc :
f(x) = - £1(x)(x, -x)
=> x, =X - f(x)/f'(x).

La méthode de Newton consiste donc & itérer sur la formule pré-

- - ] -
X 41 = ¥ fﬁ/fn’ n = 0, 1, 2,...

1 - - .
L'erreur € 41 = X x, est telle que :

n+l
15 o
X __1 ~ f - ] " - "
€ +1 3 f; e ot f, = £ (x*) et f! = f (x*).
En effet :
. (1)
f = z c, € c ol
n . i L SR
i=1l
00
= f! _ z i-1
n = ic. e
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[ o]
£ 2cie’rim C, +.C +C, e+
. .. n . 551 .. L Gt 2 € t Cyel +...
= == = - —————————— -
ntl - n £ . d-1 B P 4oC e 4+3C.e° +...
Z ic; e 1 2"n 3™n
. i®n
i=1
C C,-C, C
2 71 73
=e -e {1 - _I e + 2 ( 2 ) el +...}
1
C C. -C, C
= 2 ei -2 (—2———55——3) e3 +...
1 Cl

Pour obtenir e, Sous cette derniére forme, il suffit de diviser

la série donnant fn par celle donnant fﬁ suivant 1'ordre croissant des

puissances de e - D'ol 1'on tire si £, £0

n
NESL
€n+1 2 ; €n°

Puisque cette méthode exige deux évaluations de fonctions f et f'

par itération, son indice d'efficacité est : V2 = 1.414...

Ny

2) Méthode d'extrapolation de King Bus

King [16] a proposé une méthode d'extrapolation d'ordre quatre,
nécessitant trois évaluations de fonction par itération. Elle est basée
essentiellement sur le procédé A2—d'Aitken.

Soit d résoudre 1'équation de point fixe :

x = §(x).

Supposons que ¢ est suffisamment dérivable dans un voisinage de

t
x, et que |¢*| < 1.
Nous nous proposons de construire la méthode de King.

Supposons que l'on ait construit X - Prenons :
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Xntl = ¢(xn)
Xn+2 ¢(xn+l)’
3 ” Pd 2 ' 3 -~ o
Appliquons le procédé A“-d'Aitken a {Xn’ X419 xn+2}. On a :
*nt2 T *ne1 T 1K, (X417 %042
ol K Axn+l
1- Kxn'

Si e, = x,~x ri=n, ntl, nt2 et si e =X .-
1e,; 17X, Pou , Ntl, n 42 42 Xao alors

nous pouvons développer e 4o e série. En effet :

) 2 3 4

n+l - K e + L e + M e, + N e, S SR
(3) (4)
¢; ¢.*' ¢* ¢* (- »

. i (i)
o K= 47, L= or, Mo, N = 2, 008 = ¢y,

) 2 3 4
en+2 = K en+1 + L en+l + M en+l + N en+1 +.o..

= 2 e + L(K2+K)e§ + [LQ(2K)+M(K3+K)]e3+[L3+ML(3K2+2K)+N(K“+K)]e:
—— = (K7 LDl 4 ((1-x1"2 [n2(-x%-1) + M(C-K)D)e’ +
n+2

{(1-K)'3[L3(-K4-K3-K2—K)+-ML(2K5-K“+K3-2K)1—N(-K6+K5+K3-K2)]}eg

=Kel+T el +He +...
n n n

Maintenant construisons X .3 par application de ¢ & X 40

*ne3 T ¢(xn+2)

Nous avons, si € 43 = Kop3®y ¢
_ 2 3
€ 43 = K € 40 + L e 42 + M € 42 +...
= K(f'e2 + E'ea +M eu) + L(K e2 +...)2 S SN
n n n n
= K(.K'e2 + L e3) + (KM + L fQ) eq +...
n n n
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Donc, nous nous apercevons que e 42 et en+3 coincident jusqu'a

1l'ordre trois compris au coefficient multiplicatif preés K.
Soit‘k une approximation connue de K, d'ordre a 2 2.
_ o
¥=x+ O(en).

la combinaison :

X ot E - (G )
X043 T *ne2 1;% Xh+2 T *n+3’e

.V n
est telle que ; si € 43 T X 437Xyt

4V
e

mn
043 = O(en).

En effet, nous avons :

1
gn+3 = e o - CR)en mepig)
1-K
—_— 1 - 2 = 3 Y
= e ~ (———)((1-K)(K e_ + L e ) + 0(e ))
n+2 l-K+0(eg) n n n
) 1 a - 2 = 3 m
=e - (Gt 0le)) (1-K)(Ke +Te)+o0(e))
=Ke2+Ted+0(eh) - KeZ +Ted + 0™
n n n n n n
_ Y
= O(en).

Cette idée est a la base de la méthode de King.

Construisons maintenant une approximation k d 1l'aide des termes

X

de la suite X, X n+3"

ntl® *n+2° xn+2’

D'abord nous examinons le rapport :

_ Axv1 Benys

K1 T Tx— ° e = K + L(1+K) e *...
n n

Or K; peut aussi s'écrire :
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¢ -0

_ n+l 'n

K - -
xn+1 xn

1

Remplagons dans cette derniére expression de Kl, X, par x .,

et X 41 PAT X o- Nous avons le rapport :

- ¢(xn+2)_¢n+l _ Xn+3 *n+2 _ ®n+3 n+2
2 X427 X1 X2 Xnsl Sn+2 Cn+1

K

K+ 1LKe +...
n
Nous venons d'obtenir deux approximations de K d'ordre un.

Multiplions K1 par K et K2 par 1+K. Il vient :

KKl = K K + LK(1+K)en + O(ei)
(1+1<)K2 = (14K)X + L1<(1+l<)en + O(ei)
= KK, - (14K)K, = - K + O(ei)
ol encore :
K,(1+K) - K.K = K + 0(e?).
2 1 n

Mais K est toujours inconnu. Nous pouvons mettre a sa place KQ,

d'ol l'approximation :

K = K2(1+K2) - K.K

1Ky = K2(1+K2-K1).

K est d'ordre deux. En effet :

X

K2(1+K2—Kl) = (K+L1<en +...)(1+K+LKen +oo.m K-L(1+1<)en -..0)

1"

(K+lke + O(ei))(l - e + O(eﬁ))

2
K - LKen + LKen + O(en)

K + O(e2).
n
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Par conséquent la combinaison :

1
Xe3 T Fnao~ (T2 (R p - Xua)s
1-K
est telle que, € +3 = X437 %
€n+3 T O(en)'

Plus précisément nous obtenons 1l'erreur e ,3 Sous la forme :

. L3(-2K24K) + ML(K3-K?) K
(1-)° n

en+3
En effet, développons K, et K, jusqu'd l'ordre 3.

_ L2 2 2 3.2 3
1<l-l<+L(1+1<)en + (L°+M(K +K+1))en + [ML(2K+2) + N(K"+K +K+1)]en.
K, = K + LK en+(1-1<)'1 [L2(-2k+1) + M(—K3+K2)]e§ +

[1-x1"2 [L3(-K-1) + ML(uK -4K2-X+1) + N(K5-2K“+K3)]e2.

-

Par conséquent K peut s'écrire :

)

x
I

= K2(1+K2-Kl) = 1<+(1—1<)"1 [LQ(—3K+1) + M(K2—K)]e§ +...

K+(1-K)" 1 A eﬁ +...

D'ol :

®n+3 T ©n+2

y
n

1

+oo.o- (
(1—K)-(1-K)_1Ae§ +.o..

+Ted+ Ve ) ((1-K)(Re +Te’)
n n n

+ (M(1-K) - nﬁg)e: +...)

A 2

+Me e’ +...)
(1-K)

= 2 = 3 y 1
= K e + L e, n (T:?)(l + 5 €,

((1-1<)(Kef1 + _ﬁei) + (M(1-K) - LK) ei +...)
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W - <L (WK - 1KY - i (K yqet
= M- g (MK - LKD) - o (1) e
—2 —
LK AK L
= ( - e +...
1-K (1-K)2 n

; (L(1-K)K-A)K N

(1—K)2 n
Or on a :
K= 208 e a2 L2-ake1) + MO0

= L(1-K) K - A = L2(-K) - L2(-3K+1) - M(K?-K)

L2(2k-1) - M(K?-K)

et K(L(1-K) X-A)

I%E (L3(-2k%+K) + IM(K3-K?))

D'ol l'on tire :

L3(-2k%4K) + m(x3-k?) K

e n
(1—K)3 n

n+3

La méthode ainsi construite se résume de la maniére suivante :

X donné
iéme . . . -

itération |uq = X -1
uy = ¢(uo)
u, = ¢(u1)
_ 1 Au1
uy = uy - (o) (ugmuy) o Ky = =

1 0
ug = ¢(u2)
. 1 R Au2

Uy = u, - (——:.—)(u2 - u3) ol K = K2(1+K2-Kl) avec KQ-E-:E—.

1-K 271
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Pour construire X il faut évaluer ¢ trois fois. Comme 1l'ordre est

quatre, l'indice d'efficacité de cette méthode est donc égal 3 :
9E ~ 1,587,

3) Méthode de Jarratt [13]

Soit d résoudre f(x) = O,

Soient X 1 et x deux points voisins de x_.

On considére la fraction :

z(x) - X-a

bx™ + ex + d

ol a, b, c et d sont déterminés par les conditioms :

£x _q) = a(x ;)
£(x ) = z(x))

£(x ) = z'(x )
£1(x ) = z'(x)

Soit ¢ = x-x_, et considérons la fonction :
g(¢) = £(¢ + x ) = £(x).

On a aussi :

¢ + (xn—a)

2(¢ + %) = — ‘ 2
b~ + (2bxn +C) +4d+ bxn + an

2
Posons o = a-x_, B=b,Yy=2x +C, § =d+ bx_ + Cx , et con-

sidérons la fraction :

y(4) = — 22
Bd” + vd + &

On a évidemment :
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y(0) = £
y'(0) = £
yOy-1) = fpg

1 -
y (¢n-1) - fﬂ-l
ou fn = f(xn), fn- = f(xn_l), fﬁ = f'(xn), f;-l = f'(xn_l) et ¢n-1 = x

1 n-1"%n"

Ces derniéres conditions d'interpolation donnent naissance au systéme

suivant :
(a + fn § =0
@t oy £,y B tonor T Y tE 870
4 fn Y + fé § =1
RGP N PP U CNIE AP NP A AP

Ce systéme nous permet de déterminer a, B, Y et § .
Nous nous intéressons au zéro de y, a savoir a. Nous prenons

X =X + Q.
n+l n o

En effet y(¢) = z(¢+xn) =0
<> ¢ + x est zéro de z(x),

¢ + x, = xet z(x) est une approximation de f(x), en ce sens
qu'elle est déterminée par les conditions d'interpolation. Donc on peut
approximer x par ¢ + X (zéro de z(x)). Et comme & annulle y, donc & + x_

annulle z(x). Par suite X + @ est une approximation de x

Aprés avoir calculé o 3 partir du systéme précédent, 1l'itéré X 41

est donné par :

_ Axn-lfn [fn__lAfn_1 - Axn_l fnfé—lj
a1 = Ige X)) T X - 7, 7 .,
2fnfn-lAfn-l - Axn-l(fnfn-l + fn—lfn)
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C c,C c
L 273 2,3, 2 2
De plus ey ™ (g72 2 * (@) ) & ooy
1 C 1
1
fil)
ol C, = ———,
i i!
i = + = - =
En effet, puisque X 41 = %p o, alors a X.+1 " *n et a X 41°

Considérons le systéme suivant de 4 inconnues a, b, ¢, d, formé

de cinq équations

a = X

n+l
a+hb x2f + Cx f + d4df = x
nn nn n n
2 -
a+bhb xn-lfn—l + C Xn-lfn—l + dfn—l = X1
24, C(x_t' + f -
b(xnfn + 2xnfn) + C( nin n) + dfn 1
2 | | 1 -
b(xn_lfn_l + 2xn-l fn—l) + C(Xn—lfn-l + fn—l) + dfn_l =1

On note S la matrice :

r 2 -
x°f x f f
nin nn n
x> £ £ £
n-1'n-1 *n-1tn-1 n-1
s=|,
x f' + 2x f x f" + £ f!
nn nn nn n n
2 \ 1 1
*n-1fn-1 * Ppo1fner Fuetfaer e fha

Puisque nous nous intéressons 3 l'existence et & 1l'unicité de la

fraction d'interpolation z(x), alors nécessairement

4l 1 0 0 0
X 1
n
= 0.
Xn—l 1 S
1 0]
1 0
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X
n
Xn-l S
1
=> -
xn+1 1
1
1
0 S
0
_ T, _ .2 2 2.,
Posons E = (en, e 1> 1s 1), A= (enfn, en-lfh—l’ enfn + 2enfn,
2, T
en—lfn-l M 2en—1fn—l) 2
B=(ef ,e . f ef'+f ,e .f' .+ f )T
nn’> n-1"n-1> n'n n’> n-1"n-1 n-1
et C=(f_, £ £, £! T
n® "n-1° "n?® n-1" °

L'erreur e .1 peut s'écrire :

X e
n n
*n-1 s ®n-1 S
1 1
1 2 .
det(E, A-2x.B + x,C, B-x, C,C)
= - X = -
n+1 * 2 Y
1 1 det(I, A-2x,B + x,C, B-x_C, C;
1 S 1 s
0 0]
0 0

avec I = (1, 1, O, O)T.

Et en utilisant les propriétés d'un déterminant, nous obtenons
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e
n
e _1 A
1
1
e ,q = , o A = AT, BT, ¢T3
1
1 A
0
0
Le développement de Taylor de f en X, nous permet d'écrire :
1 e1+1 o ek—l
n n n
i+l j k-1
L ®n-1 €n-1 €n-1
oo . 1 .
Y Cii0 e 4 (1 (i+2)eX™  (3+1)e) ke
i,, ksl * - ? i §
. i+l . 3 k-1
1 (1+2)en_l (j+1)e:ll_l_1 ke, 4
e = n,n-1
n+l 1 ep+2 eq+l er n,n-1
o n n n
pt2 qt+l r
z - Cpcq by 1 €n-1 °n-1 ®n-1
P, q, r=1 ptl q r-1
0 (p+2)en (q+1)en re_
pt+l q r-1
0 (p+2)en_1 (q+l)en_1 re
Dans les deux séries nous ne retenons que les premiers déterminants
non nuls.

Le premier déterminant non nul au dénominateur est celui correspondant

au triplet (p, g, r) = (1, 1, 1).

3 2
®n €n
3 2
n-1 ®n-1
3 e2 2 e
n n
2
3 en—l 2 en-l
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Au numérateur il y a quatre triplets qui correspondent & un
méme déterminant, 3 un signe prés. Ce sont (1, 1, 4), (1, 3, 2),
(2, 1, 3), (2, 2, 2).

Nous obtenons

1 e2 e e3
n n n
1 2 3
en—l €n-1 €n-1 e e
2 3 n n-1
Non-1 ™ (1€ — 2 €0+ C) 1y 3 e2 2 e u &3
n n n
2 3
1 3 en—l 2 en-l L en_1
1 e3 e2 e
n n n
1 e3 e2 e
2 3 n-1 n-1 n-1
n -
(ClC,+ 2 01C3C2 + C2) e e 1 X o
1 4 e 3 e 2e
n n n
3 2
1 L en-l 3 en—l 2 en”1

Dans D
n,n

_1 effectuons les quelques transformations suivantes
3

1 e3 e2 e
n n n
3 2
ci 1 ®n-1 en-1 €n-1
D n,
n,n-1 ®n®n-1 0 3 e3 2 e2 e
n n n
3 2
0 3 en—l 2 en—l en—l
1 e3 e2 e
n n n
3 3 2
G 1 e ®n-1 -1
e e
nn-1 1 T 2
n 3 e 2 e
n n
1 4 e 3 e2 2 e
-1 n-1 n-1
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Par conséquent nous obtenons

Cy

e NV (e - 2

n+l Cl

Cc,C

2
Cl

273

S2

€

+ ( )3

) e2 e2
n n-1°

L'ordre r de J vérifie 1'équation :

r2 - 2r - 2

=0

Pour trouver cette équation, il suffit de se reporter a la pro-

priété O (Chapitre II) avec p = 2, p; = 2, p, = 2.

r est donc donné par :

r=1+7V3=2.732...

Chaque itération exige deux évaluations de fonctions f et f'.

Donc son indice d'efficacité est

I(J) = /1 + V3 = 1.653.

4) Méthode de Popovski ou méthode 32 121)

Sa méthode consiste en la composition de J avec elle-méme. Ainsi

N
iéme . .
sa n itération est donnée

par :

(xo, X, donnés, zqy = xo).

. N
iéme . .
n itération :

Comme J est comparable

conséquent nous avons

@ Eips

1
i
~~
b

= J(z )

n-1? Xn—l

J2 est aussi comparable a Ei

5

Par
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r(J2)

7.464

1

T
(7.464)  ~ 1,653

r(El2)

1(0%)

I(E;,)

La différence qu'il y a entre J2 et EiQ est que J2 exige le cal-

la dérivée de f.

5) 12re forme congluente de L'c-algorithme

Soit 3 résoudre f(x) = O de racine simple x*.

Soit g(t) = f_l(%) = x.

L2im g(t)

to0

£ 10 = X, .

Dans sa thése [4] Brézinski a appliqué la 1°T€ forme confluente

algorithme a la résolution d'une telle équation, en cherchant

la limite de g(t) pour t tendant vers 1l'infini.

La régle de la 1°7¢ forme confluente est donnée par :

e_,(t) =0, eo(t) = g(t)

- 1 el
€41(t) = ek_l(t) + E;T?T’ k=0,1, 2,...

2
g(t) - [gggj.

Donc on a : ez(t)

on g1t = - i,
£t F' (%)
2L £'(x)1° - £"(x)
g"(t) -

e (x)1°

+ = 1
EEIEIN
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En portant les expressions de g(t), g'(t), g"(t) et t en fonc-

tion de x dans 1l'expression donnant 82(t), on obtient :

Fr{x) f(x)
20£'(x)1% - £"(x)E(x)

m
1]

Par itération sur €,, on a la méthode :

£! f
D 'n

X = X ————2-————‘,‘
2f'" - £ £
n nn

n+l n

~ - t - 1§ " - "
ou fn = f(xn), fn = f (xn) et fn = f (xn).

Puisque €,(t) ne converge pas plus vite que €,(t) (4], cette mé-

thode ne peut &tre qu'd convergence linéaire. En effet si e = X ~X.,

(1)
en+l = xn+l-x* et c: T —T7 alors on a :
[+ o] . 1 o0 . 1
. 1- 1=
£ £ en(.z ic, el )(.2 C; el )
e ze ~— 20 - (1=l 17
n+tl ™ "n 2 T %n’ T = o . © .
2' - " > - - . -
£y ~ ity 205 ic, ei 26 (F e e Y ii-1) &7
. i n n . 1 n . n
i=1 i=1 i=2
c? 4+ 3c,C. e + *
fe —e 1L 12 "
~n n 2
2{cl +CCie t...
1
=7 en tee
D n L
onc e +1 2€n.

En introduisant un facteur d'accélération et en calculant sa va-
leur optimale, Brézinski [4] a obtenu de cette maniére la méthode connue
de Schrdder :

2 f' £
= X - —h O _

2F12 _ £ £
n nn
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Cette fois-¢i, on a

R . .
€ 41 ° O(en), pour des racines simples.
S 1., v 1
i- i-
2 e (.2 iC, el )(.z C; e )
i=1 i=1
R 1,2 i-1,, {-2
20 ) ic, ef™ - e (X, e ] i(i=1) 279
. n . n
i=1 i=1
2 2
C1 + 3C1C2 en + ‘+C1C3 en +...
€n T ©n 2 2 2
Cl + 301C2en + (3C1C3 + 3C2) en R N
2
c,C, - 3C
e -e {1+ 13 2 e2 +...}
n n C2 n
1
C2 2 C3 3
B(C—) ——-en+...
1 1

La méthode ainsi obtenue exige trois évaluations de fonctions,

f, f' et f", pour atteindre l'ordre trois. Donc son indice d'efficacité
est donné par : 3= 12,

Dans le paragraphe suivant on va donner des tableaux de comparai-

son entre les méthodes étudiées.

NF = nombre d'évaluations de fonctions par itération.

o
1l

ordre de convergence.

=
1]

indice d'efficacité.
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METHODES DE TYPE STEFFENSEN

2
n
METHODE S(1) s(2) s(k) mwm 5.y KING J J
llllllllll e o e e o o o e e e 2 e o o e e i e e e r o e < e i i 4 2 e e o o . o Y e e e e o e e e ]
NE 2 3 K+1 5 wAmwwv 3 2 Y
- e = o e e o e e o e -t o o e e i e e e e 1 e e o e e s e o o i e ] e e e e o o m  an e e e e ]
R 2 3 k+1 6 (k+1)! Y 2.732 | 7.u64
- - = - ———— e ——— o e —————— —— e e o e s L e P O, g ———— -
I 1t | 1w | amof O | uar | (ern) 20D 1.587 | 1.653 | 1.68
METHODES DE TYPE SECANTE
[N ~ M dM g
METHODE | E(1) E(2) E(k) Es mp...x mmom;oe El, Eloa NEWTON | SCHRODER
b = e o e e e = — e e et i e o e o 2 s e s i o . e s s S o P s = o i e P o (e ) v e T R e e e o e o e o ———— - -
NF 1 1 1 2 k 3 I g 2 3
||||||||| Jr e e e e e e e e e T e e A e e e o e e e e e
R 1.618 | 1.839 | k=33;1.923 | 2.732 | k=3 ; 4.828 4 7.464 23,312 2 3
k=4 ; 1,955 k=4 , 8.8399
||||||||| ) I I IV N SRR TSR EEEEREEEE S  finndisiaid satinhinhnie
I 1.618 | 1.839 1.923 1 1.653 1.690 | 1.587 1.68 1.718 | 1.414 1.442
1.955 1.727
COMPARAISON D'INDICES D'EFFICACITE
2 2
. u
METHODE | S(1) ; NEWTON S1s mhwv=md E,OE 00 E(1) Eip Eip Eq03 Eq03 mwww:. E(2 E(3) E(4)
Schroder . J C9 .
King ..M J
I 1.414 1.431 1,442 1.587 |1.618 |1.653 | 1.68 1.690 {1.714} 1,727 {1.839 | 1.923 | 1.955




116

Remargue :

Dans la pratique il n'est pas toujours trés réaliste de ne pas tenir
compte du nombre d'évaluations de fonctions de la premiére itération parce
que 1l'on risque, dans certains cas de s'arréter au bout d'un nombre faible
d'itérations. Supposons donc que X0 ait un chiffre exact. On peut se de-
mander combien il faudra d'itérations (scit K ce nombre) pour obtenir N
chiffres exacts et combien on aura alors fait d'évaluations de fonctions
(soit M ce nombre, M = q + (K-1)p si la premiére itération nécessite q
évaluations et les autres p). Soit une méthode d'ordre r ol chaque itéra-
tion demande p évaluations de fonctions sauf la premiére qui en demande q.
La quantité

1

(PK)q+ZK-1$p

représente le facteur par lequel on a multiplié le nombre de chiffres
exacts par évaluation de fonction aprés K itérations. Si q est égal a p
on retrouve l'indice d'efficacité tel qu'il a été donné au paragraphe (I1I.0)

de ce chapitre.
L]

Supposons que x, ait un chiffre exact. Combien faut-il d'itérations
pour avoir N chiffres 7
erll(K est le nombre d'itérations)
=> K LOG(r) = LOG(N)
Soit K = [igg(ﬂ) + O.?J, ol |x| désigne la partie entidre de x

et KN M : évaluations de fonctions en tenant compte du nombre d'évalua-

tions de la premiére itération.
.Pour la méthode E(k) on a
q=k+l, p=1et M=k + K.
Si K est trés grand on a

M~ K,
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METHODE E(1) E(2) E(3) E(4)
_____________ e o i e e e e s e e T S
q 2 3 4 5
P 1 i 1 1
r 1.6180340 1.8392868 1.9275620 1.9659482
N 6 6 6 6
K 4 3 3 3
M 5 5 6 7
¥ g e e p—
K i 3 3 3
M 9 5 6 7
N 18 18 18 18
K 5 L [
M 8 7 8

II1.4. - METHODES DEDUITES DES PROCEDES (G'), (G), (H') ET (H)
(Cas d'une racine multiple)

I1.4.1. - Méthode SM(1)

a
. ~ . ' z ”
Cette méthode correspond a la suite colonne (Tgn))néN du procéde
(G'). Etant donné x,, sa nt €M
L]
n* ™ itération :

uy T X g
Ugyq T Uy f(ui) pour i = 0, 1, 2,
()’ auy)?
5 Y% " Tz M
A uy Lu
X_ = 2
n 2 2
(Au,) (Auy)
Ku, Ku,

itération se déroule de la fagon suivante :
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f2(x)

Soit G(x) = - T )-E(x) Fosons Gg = G(uy) et G, = G(uy) ;

X Dbeut encore s'écrire :

Gl.uo.-..Go.u1

Xn = G1 - G

0]

L'étude faite sur l'algorithme (B) appliqué 3 la fonction G, nous

permet d‘écrire :

~
u = € = - = - = - .
oU €5 = e 1, € T W=, € 4 T X ;7K et e = x -x,

Soit m(m 2 2) la multiplicité de x,. Supposons que :

"
f(x) = (x—x*)m g(x) avec g(x.) # O.

(

- 1
=D G'(x*)-G; -E

G"( )_G"_g* f:-2g; N - ) [ - '( ) fn-fn( )
, x*-*-————é——-——oug*-g(x*,g*-gx* et*- Xu

t " &

Par conséquent nous avons :

. 1 g*f: - 2g; 2
n 2 m en-l
B

C'est une méthode d'ordre 2, exigeant trois évaluations de fonctions
par itération. Son indice d'efficacité est ,

3
I(SM(1)) = V2 = 1.260.

Remarque :
ul-u
Le rapport -G est une approximation de m. En effet :
170
up-u, ) Auo 1
%1% up?  (auy)? AG,
- u
A2u A2u °

1 0
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G"(uo) 2
AG G'(u.) Bu, + —— (Au,.)" +...
0 o’ ®Y% 2 0 .
Or = = 5T = G'(ug) +...
0 0
1] - t "
et G'(uy) = G, +Gle , +...
_ 1
= E * O(en_l).
Nous pouvons donc écrire :
Au
0 1 m
= =m + 0(e_ .).
8y I, oe . T#OCe ) n-1
n-1
Auo

Soit m = KES =m + O(en_l).

Par suite nous pouvons générer au cours des itérations de SM(1)
des approximations m de m.
N
iéme , . : 5 : . .
La n itération donnant d la fois une approximation de x_ et une

approximation de m se résume par :

Xq donné
n ™ itération :
uy T X g
ug g T oug —f(ui) pour i = 0, 1, 2
2 2
(Aul) . (Auo) .
2 o 2 1
. - A uy A g
n- 2 2
(Aul) i (Auo)
2 2
A uy A u,
- Y17 %
n 2 2
(Aul) i (Auo)
2 2
A%y A%,
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Remargue :

Comme x, est une racine simple de G, on peut donc lui appliquer
la méthode S(k). Cependant le nombre d'évaluations de fonctions par ité-
ration est grand. Par exemple S(1) exige 2 évaluations de G par itération,
donc 4 évaluations de f. Et par conséquent l'indice d'efficacité de S(1)

est
1(s(1)) = J2 < V3.

L'essai fait avec cette méthode montre qu'elle est numériquement
instable.

(n))

Elle correspond 3 la colonne (02 nepy U procédé (H').
Xq donné. Sa n*°"C itération est donnée par :

. N
iéme . .
n itération :

uo = Xn_l
Ui S Uy - f(ui) pour i = 0, 1, 2, 3.
o) =0, pf =u;, 120,12, 2
2 2
A ui+j ) A uy
5 3
(1) _ ey, Beg)  Gu)
Pj 7 P32 S _m T
-1 P51 1=0,1,..., 2-5.
0

> pg )

Soit G la fonction définie comme précédemment par :

2
f(x)

6(x) = - FTEF0) - 00
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L'itéré x est également le résultat que l'on obtient par appli-
cation de l'algorithme (E) & la suite {uo, ug, u2}, en prenant pour fonc-

tion, la fonction G. Donc nous pouvons é&crire :

P,

1
®a ™ 337 0 €1 %2
ol €0 T €1 €1 T UpTX,s € T uymx, et ol D, est donné par la propriété

17 du chapitre I.

Comme f; 0, alors on a :

€1 Y en_1

n
et 62 en_1

d'old la forme définitive de l'erreur :

D,

1 3
®n ¥ 3 F “n-1

n
m

TM(1) est d'ordre 3, et elle exige 4 é&valuations de f par itération. Donc

son indice d'efficacité est :

I(TM(1)) = V3 = 1.316.

Dans ce cas 13 nous pouvons donner aussi une estimation de la mul-

tiplicité m de x_. On prendra par exemple :

m_ = Y2~ % n=21
n - 2 29 =
() (Bug)
2 2
A u, A u,

Remargue H

Nous pouvons construire des méthodes SM(K) et TM(K) d'un ordre ar-

( (

et . . n) n) _
bitraire, associées aux suites colonnes (Tk )ndN et (p2k )ndN des pro

cédés (G') et (H'). Cependant comme le travail est identique 3 celui fait

en II.1 et IT.2, nous nous limitons aux méthodes SM(1l) et TM(1).
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a) Méthode EM(1)

Elle est obtenue par King [15]. Elle correspond en fait 3 la suite
colonne (Tgn))néw du procédé (G). C'est aussi la méthode E(1) appliquée

d la fonction G(x). Par conséquent 1'itéré x  est donné par :

Gn—2 xn-l - Gn—l xn-2
Xn T G -G y
n-2 n-1
- f2(x__)
od Gn—l = G(Xn—l) T fx fx A%E;— f(x_ ,)
n-1 n-1 Xn-1
- f2(xn_2)
et G, = G(x__,) = - -
n-2 n-2 f(xn_2 f(xn_z) £flx__,)

La propriété 14 du chapitre I, nous permet d'écrire aprés quel-

ques transformations :

1 By &y~ %8, 1 S
®a " Zm g, ®n-1%n-2 © 26 “n-1 ®n-2

od g, = glx,), £ = £'(x,), g'(x,) = g},
f(x) = (x—x*)m g(x) avec g(x, ) # O.

Son ordre est celui de la méthode E(1). Mais 1l'indice d'efficacité

de EM(1) n'est plus égal 3 son ordre. Il est donné par :

I(EM(1)) = YI(E(D)) =/ *2;5 * 1.272.

King [15] a développé l'erreur de la maniére suivante :

(3) fe{ll

Gr G
1 S« 1 Cx 1 Cx.2

N = e o (o —

®n " 2 G ®n-2 %n-1 7 {s o -G } (eq-2ten 1) eqp o1

4
1+ Bley 5 vy Y e penys
(3) el

& 2,

-

1 6 1 G
avec A=§ ethg_(—'z‘-:_'?.Gj

2
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Nous pouvons également obtenir ce développement de la maniére

suivante :

en-l = xn—l-x*
en—2 = xn_2-x*
(3)
11
G = G! + E: 2 + G* e3 +
n-1 * n-1 7 €n-1 6 n-1 °°
(3)
\l
G = G} +-G—*- 2 +G* e3 +
-2 - % €p-2 ¥ 7 p-2 6 Sn-2 T
o o(®
G G' e + —:-e2 e + * e3 e +
n-2 en—l * n-2 n-1 2 "n-2 n-1 6 n-2 n-1 °°°
(3)
a! LI Lo
n-1 n-2 * en-l n-2 2 en-l en—2 6 en—l €n-2
6y S
Gn-2 en—l Gn—l n-2 = en-Qen 1 {7T(en-2-en-l) * 6 (en—2-

en négligeant les autres termes de la somme entre accolade comportant
i3

s3>
e,.o .1 avec i+j 2 3.

Gll
*
- - - A\l — .
Gn-2 Gn—l (en-2 en-l) {G* + 2 (en—2 + en—l) te }

G'

*

- ' —

Voo pmen )Gy + (o 5 e 1))
Posons e = en_2 + en—l’ on a
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(3)
Gy L o
e Ch-2%n-1" Cp-1%3-2 . Z g ¢ *
€n T %X T G - G n-2 n-1 G"
n-2 n-1 '
G* + —2— e +
el G(3)
* e 2 +
e P
) QG; SG;
€n-2 €n-1 ol
1+ e+
: .
2G*
n,

" ( 3 ) 1"
I Gy G, G (
®n-2%n-1 |7 Y\ FE e, te ;)

e o€ 1 {A + B(en_2 + en_l)}.

Cette derniére forme de l'erreur nous sera trés utile pour la mé-

thode suivante.

b) Méthode EM(2)

Elle correspond 3 la colonne (T( )) a du procédé (B). C'est aussi
E(2) appliquée & G(x). Or on sait que E(2) correspond d la colonne (T(n))

du procédé (B), dans lequel on a remplacé la fonction f par la fonction G.
L'itéré x fourni par EM(2) est donné par :

Xqs X1s X5 donnés

(1) _ -
TO =X gy 1T 0, 1, 2
. i) g p(itD)
(1) _ 7i+j j -1 i §-1 .
Tj = Gi+' — Gi , J =1, 2
] 1204000, 2-7
_ -(0)
?n =T,

ol Gy = G(xl) - f(xl-f(xg)) - f(xz)'
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Comme T§O) est obtenu par application de EM(1) 3 f ou E(1) & G,
et T;l) est obtenu par application de EM(1) d& f ou E(1) 3 G, alors on a :
(0) :
Ty %, ™ {A+ Ble _, + en—B)} e, 3
(1)
T, '-x,v{A+Ble , +te e e ,.
Nous pouvons écrire G et G sous les formes :
n-1 n-3
c . =¢ +C e+
n-1 - "1 %n-1 7 Y2 Sp-1 Yoo
G C + C 2 +
n-3 -~ "1 %3 7 "2 ©n-3 7
Gil)
avec Ci = T
Par conséquent nous avons :
(0) (1)
_(0) . Gn—l(Tl x,) Gn-S(Tl X, )
en = Ty X T G__. -G
n-1 n-3
i en_len_zen_ef{AC1+AC2en_lﬁ+B(en_2+en_3)leﬁ..}—{AC1+AC2en_3~+BCl(en_l+en_2)}]

cl(en-l_en-3)'+C2(én-1-en-3)(en-1+en-3) +eoo

5 {(ac,-BC )(e _j-e o) +...}
) +...1F

_ ®n-1%n-2%n-
Ce S 1C, + C, (e

n-1"%n- n-1*p-3

AC2 - BC1
Cl en—len-Qen-Si

")

Nous avons donné ce développement de l'erreur pour signaler cette
autre possibilité sans passer par l'intermédiaire de la fonction inverse
de G, comme nous l'avons fait lors de 1'étude des méthodes E(k), et en par-
ticulier E(2). Il est évident que EM(2) a le méme ordre de convergence

que E(2). Mais son indice d'efficacité est :
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I(EM(2)) = YI(E(2)) = 1.356

du fait que EM(2) exige deux évaluations de fonctions par itération.

Remazgue :

Dans [13] King a proposé pour m 1'approximation :

e _ - fx)
™ g ) T wEey -t

On peut donc calculer des approximations successives de m aux

cours des itérations des deux méthodes EM(1) et EM(2).

(n)

Elle provient de 1l'itération successive sur P, " du procédé (H).

~

Ainsi sa n"®™ jtération est donnée par (aprés avoir donné Xys
Xqs x2)
[ (1) i) .
ply) =0, 05t =k 4. i=0, 1,02
1 .1
. . G, . G.
(i) _ (i+1) i+ i .
SR i ¢ ey R I
j-1 P5-1 i =o0,..., 2-
2
ol G. = G(x ) = ‘ [f(xn_3+i)]
* n=3+1" - FO 43 Fhoaet) T Tases
2
- [f -
-3+i+j
et G, . = G(x L) = 1
143 n=8+i43°  Fx a41497Fn-84145) T Tn-94ieg
. - ~(0)
Puis on prend x = Py "
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L'étude faite sur 1l'algorithme (H) nous permet de conclure que
FM(1) est identique & EM(2). Ainsi si I(FM(1)) désigne son indice d'ef-

ficacité et si I(EM(2)) celui de EM(2), nous avons :
I(FM(1)) = I(EM(2) = VIZEZQ;S ~ 1,356

ou I(E(2)) désigne l'indice d'efficacité de E(2).

Remaggue :

D'une fagon paralléle d la construction des méthodes E(k) et
F(k) nous pouvons tirer des algorithmes (G) et (H) des méthodes EM(k)
et FM(k). Ces derniéres sont en fait des méthodes E(k) et F(k) appli-
quées 3 la fonction G. Seuls les indices d'efficacité sont diminués.

Nous avons en effet :

I(EM(k)) = VI(E(X)
I(FM(k)) = VI(F(k)
I(E(2(k)) = I(F(k))

ou I(E(k)) (respectivement, I(F(k)), I(EM(k)), I(FM(k))) désigne 1'in-
dice d'efficacité de la méthode E(k) (respectivement, F(k), EM(k), FM(k)).

II1.5. - CONCLUSION

Les méthodes E(k) (respectivement F(k)) et leurs composées E, 4

(respectivement F k) sont, parmi les méthodes que nous venons d'ex-

1..
poser, les méthodes les plus efficaces pour la résolution des équations
non linéaires 3 racine simple. D'une part elles utilisent moins d'éva-
luations de fonctions et, d'autre part, leur indice d'efficacité coin-
cide avec leur ordre de convergence et il est voisin de 2. La seule fonc-
tion qui soit mise en jeu est la fonction f. Ses dérivées n'interviennent
pas. Ces méthodes, comme nous l'avons vu, correspondent aux algorithmes

(B) et (E).

Pour les équations non linéaires 3 racine multiple, nous retenons
les méthodes EM(k) et FM(k), correspondant respectivement aux algorithmes
(G) et (H).
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d(x) = e ¥
f(x) = x-e *
X, = 0.567 143 290 409 783
S(1) appliquée a8 x = ¢(x) = e X
n Xn
0 .00 tutu0unGoou0
1 | -2B22260969956730°
o | -2AT106U3TI4TBR2BT
3 HA71432900647697
u w2611 03220040297 R39

3(2) appliquég 3 ¢p(x) = e

-x

. K
N

N = O Uv

1.00000000000A0000

5671256979845 T01
. 5AT1a3290ATIIRIT

gy

S(k) appliquée 3 ¢(x) = e

-X

k:u
n X

B ¢}
0 .100q2g90000000000+01
1 .50?1ﬂ3?36917a5040+00'
‘2;VL§§7103290u0978390+09

2507143290409TH390+00

_.§§11ﬂ3§?9f0978300+00

§(2) 0 8(1) : (x) = e

X

n X

I
0 «10000U0000000000D+01
1| 8671432672685 733540%00
2] .567143290409726839H+00
3 _156711529nunv7u390+0u

-
oo

f}‘ y 4 ¢
w5



E(1) appliquée a x-e
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-X

1

= 0.3

X

SNO O E WNROD

el
.800090000000u000
.3000000000000000
TTTSUTTTo4369507689 7T
— g6 1666HG4T26394 |
TG E71398565287380 T T
C.S6T71432R898028075
L .5671432904097835
[ S671432904097839"

E(2) appliquée 3 x-e

X

=0 ; Xg = 0.2, x

=0 ; Xq = 0.2,.x1 = 0.3, X,

X
n

000000000000000

R\E\‘\\\ \\\‘\\\\'\\\\":«\\\\\\\B%&ZQ‘&&\‘\\\\'
[ ]

R L RALE AR S

«95671431840420590

A S ;~\~,;»\\‘-‘~“’\\‘.
§§§§§§§§§§§§N
e06714329040

[ NS RN ANSE TN} )

«290000000u9000000uD+0V

TLA0000000000000030%00

SUD0N0006000000000+00
«S60715317111222290+00
«H0711329012903110D+00

TeH07143290409743904+00

CT30000060000000000+00 7




130

Ordres et indices de l'efficacité des méthodes E(K) E(K-1)... E(1)

Ordre R(K)

Indice d'efficacité I(K)

‘®®$§§§§*§§““\‘*Q§
S o) by

M

:\§“828ﬂ271247n61901w§§§“\

.
\“iws:<<>\\@“\<

IE

Z.7520508U75685778

\\\\

N8 BIBYTIUB55 6635593
Iv“bnﬁé7ibo¢9b9fssa@§§“*“

Q\Nss£§§$§;

A

QQ@Q§§®~&\Vw’\\

339887498 Pup

1 652891BSOEHT1069f”—_

Eo E(2) 0 E(1) appliquée 3 x-e ~ = O
Xg = 0.2, Xy = 0.3
n X
i) ——
01.2000000000000000
1 1.3000006000000000
2 |.5671192026325TT6
3 +567143229048997202
b 1.5671432904y97339
5715671432904 507339
6 7 ].5671422904)973397
7047163290 1G97R39
E2, = E_, O E,, appliquée & x-e * = 0
Z12-7 712 12 8PP1iq
Xg = 25 = 0.2, x; = 0.3
n X z
n n P . -
0 |.2000000000000000 «2000000000000000
1 ;3\3@00000606006UQW““§**§§§.567 1192029225770
2 N\N2671432908097202%) N 5671432908097839 Y
3 .5011412900007839 e H671432904097839
4 |.2671432904097839 05671432904097839
5 §°“5671&329040°783§f' N 5671432504097839)
N ¢304097839 FANS6671432904097839.0
7 5b7143290u097839““__ e
E2 E o ﬁ appliquée 3 x-e ¥ = 0
123 T ®123° =33 23PPliq -
Xg = 25 = 0.2, Xy = 0.3
n X z
n n
0 ,Z’U‘U’U\,UUUH(HIUUUUU)f\aU <cUUT0UT00000NUI0LFT0 |
1 X § R §$23113¢3?1&fvsaetbwao\“'
O R, 52 e BURY 80714829060y FRIGD 0 USS
3 “5f7xqagcwnﬁb7azu“\ov“\ W5A71dR2 ulu.w7\<»h+b5;\
4 e OB 7T TAR2ITLYITEIINFOU e0b714 K?U’tﬁq7r1q7100
5 ‘??Hbll4§*?Gﬂ007“49‘¥?0§\*”*;bh714§291z09fhs?b?vﬁiE
6 'ﬁ.gb/1u4>9,u(~/*99ﬂfﬂa\ .:b/l4sawn4uwlﬂsvtf0¢\
7 S elludegodn EFEECHY Y0 S S TR IS S hr h o
8 ““*957145?70q0°7119u+u0 T -
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F(1) 16T généralisation de la sécante

(Cas de 1'extrapolation rationnelle)

o]

X
n

N E WNN RO

SN

) n00000000000000‘
.5000000000000000 4
*537??163160369?7*
2611832656483 726Y
‘*5@71a3290a097802
LS671432904097839
L5671432904097839

3000000000000000

AT

T(1) appliquée 3 x = e

X

FwNr ol

I
L10000000000000000+01
C9ATUA1606TTTEU320+00
C9RT7143200080991T74D4+00
SR NSy STRIGL+00
LY ARKY-L u“u97V59u+00

¢(2) ou méthode de Schréder appliquée d x-e

-X

0

xo =1

X
bol

NSO EWN O Y

1.00000000000000050
OB U919RITT{ER T
T SATI43IOYTIIGAII
«267143290409/839

c 06 /1R 2YVUL9/R39

) .5671u? SU4U9TAIG T
126714329 ,4007A39—
1-A71432904507R 9 -
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Méthode d'Aitken appliquée d x = e ¥
x0 =1
% |ST6000000608606 00T
O 1.3678794011714823D400
XL 1.69220062755534640400
%2 | .9R222609699562300+00”
xg |TESB653364T552E5R0F00”
x> | .S7T197R79226168970+00
yﬁ; 5h716643794788280+00
x_ | =SET130T6259030650+00
x> | 567150735B1310890400™
?g LSAT14329006476970400 -
% | 56714329037859600+00
%! |T56T1G329GU2747620400
X, |~BA714329GUG9TAIODFTD "

Méthode de King appliquée 3 :

X

e

-X

Xy = 1

Xg LTOUN000D000000005F0T —
x; «3678794411714423p4+00
X, +6922006275553464D+00
§2~ _158;2a§g96995b2300+00“‘
X, _1558§§3§6573§?E§F5133‘f
;3 .§£ZOE2IUH7CQ¢EIOWTUG—’
X, +56718931351624630400

x «S6TT1T18931438130%05
’i < OBTTA3291 0555523040~
< e 567 143290024525417+06™
ig +3671432904097R39D400

% <S6714329040978390400
xg ;15?713?3???qﬁtﬂ77?r?¢n?7ﬂ7*‘
%, OB T1a32904097AT9+ 60—
xg .?:;iaia?u?o?7a390+oo
%, .5 4‘a)ouynn399+99"
xi <SETTA329 009 T83I0F 00
512 «56714329040978390+00™
o .;:;:qiazouoo7asqo+oo
X5 ?56119.? 040978390+00
Xio |" 432904097R39U+u0

P _;! i



Méthode F(2) appliquée 3 x-e
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- .

-X

=0

(7% appliquée 3

=0, x :'1., Xy = 2., Xq = 2.5, x, = 1.5°

4 . 150¢

ol
0 | .0000000000000+00
1 | .1000000000000+01
2 | L2000000600000+01

3 2250000000000D+01

T000000006D+01"

5 +5663027923450400

6 .5671420590310+00

7 .5671432904130+400
8 | TSE71432504100%00°

Méthode T(2) appliquée & x = e

-X

xo =1
X
n

2 1000000UVU0C0OYYOD+YL

1 .56714334466500720+00

2 e96714329049978390+90

3 eDH6T1A 52504 )97TRIGL+00

y .Su7;u32904ﬁﬂ79390+00

a X-e =0

x1 = 0.2 et X, = 0.3

n xn zn

N 2a0g0000000000000+00 |.20000000000000000+00Y |
g:§;\-auoooooooooooooo+oo SK71678582744503p+00
T3TT.5671432904098493D+00 | .56714329040978390400
TH{L.56714329040978390400 | .56714329040978390+007
NN L56T71432904097839D+00 [.5671432904647839D+00°
BN} 4 56714329040978390+00 | .56714329040978390+400

7 1.56714329040978390400 | .56714329040978390+400

[ 5671432908097839D0+007]
NS5671432904097839D+00

56714325040978390+00

9671435290409 7839D+00
$56714323u4097839D+00 ¢

SN
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2

£(x) = (x-1)2 (x° + 1) = [

' (x) = x - f(x), x, =1, m =2
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::*****************:
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** INTRODUCTION *%
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Ce chapitre se compose de cing parties.

Dans La premiene, nous donnons Les deux conceptions qui ont permis
a C. Brézinshi [6] et a T. Havie [12] de formulern Les negles du E-algornithme.

Dans La deuxieme partie, nous introduisons une intenprétation géo-
métrique du E-algorithme, basée sur une interpnétation de R.C. Johnson 14]
et de R.R. Tucken [26] de La trhansformation de Shanks. Cela nous raméne
a La nechenche de point §ixe par cet algorithme, d'ol La formulation de
nouvelles méthodes. Ainsi, Le E-algonithme ou La transformation de Shanks
engendre des méthodes de necherche de points §ixes d'un ordre k arbitraine.
12 donne Egalement une extension de La méthode de La sécante. Cependant
£a méthode obtenue par {tération sur Egn) (deuxieme colonne du tableau du
E-algorithme) a un ordre infénieurn a celui de La méthode de fLa sécante.
Elle est donc moins inténessante.

La troisieme partie est néservée a un nappel de La constrwetion du
procede d'Overholt [18]. Cette construction a permi d'intenprétern Le phro-
cedé (B') (Chapitrne 1) di a Germain-Bonne (111 dans La quatrnilme parntie.

La cinquieme partie est consacrée a une généralisation des procidés
d'Overholt, de Germain-Bonne-Wimp et de Richardson. Apnes avoin donné quel-
ques nzsultats de convergence et d'accélération de La convergence concer-
nant cette généralisation ; nous Lul appliquons La procédure 6. Nous ter-
minons par L'étude du procédé ainsi obtenu.
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[I1.1. - E-ALGORITHME

Il a été obtenu indépendamment par C. Brézinski [6] et T. Havie 127,

Nous allons ci-dessous le construire d'une fagon regroupant 1'une

ou l'autre maniére par laquelle ces auteurs l'ont introduit.
Soit (S ) une suite de la forme

S. =S+ ) a, g.(n), ¥n ;
n i21 * 7

ol S, @15 @54+, 3 ,... sont inconnus, gi(n) donnés.

Nous nous intéressons d 1'inconnue S. Nous construisons des quan-

tités Eﬁn) pour différentes valeurs de n et de k. Nous les considérons
comme des approximations de S. Cette procédure est obtenue par élimination

successive des inconnues a;.

I11.1.1. - Elimination_de_a,

Considérons les deux égalités

S =S+ ) a, g.(n)
n 21

Sie1 =St 1 a; g;(ntl)

n+l i1

Multiplions la premiére par gl(n+1) et la seconde par gl(n). Cela

donne
gl(n+1)Sn = gl(n+1)S + z a; glﬁn+l) gi(n)\
i1
gl(n)Sn+1 = gq(n)s + ¥ a; gi(n) gi(n+1) F=>...
i1
gl(n+1) - gl(n) £0 , )
gl(n+l)Sn - gl(n)sn+l 5 gl(n+1)gi(n) - gl(n)gi(n+l)
=S + a,

gl(n+1) - gl(n) 450 1 gl(n+l) - gl(n)
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(n) gl(n+l)Sn - gl(n)Sn+1
Posons E =

s ¥n

(n) gl(n+l)gi(n) - gl(n)gi(n+1)

et gl,i = gl(n+1) — gl(n) , ¥n, Vi 2 2,
D'od ™ =gy } a. g(“?, ¥n.
1 i5p 1 1,i

Nous obtenons la suite (Ein)) sous une forme identique 3 celle
de la suite de départ (Sn)néN’ Nous pouvons reprendre le travail fait en

III.1.1, afin d'éliminer a,.

Soient
(n) (n) (n+1)
E = S + . . X
1 i£2 = gl,l gl,?
=>..
(n+l) (n+l) (n)
E =S+ . ) x
1 i§2 i®1,i 1,2
(n+1) (n)_ (n).(n+l) _ (n+l)_ (n) (n+1) _(n)__(n)_(n+1)
- B EpTme oR) = (g 5 -8y )8 * iga a;(gy o '8y 1781 81,5 )
. (n+l)_ (n) .
Si 81,2 81,2 # O, ¥n, on obtient
(n+1)(n)_ _(n).(n+1) (n+1) _(n)__(n) (n+l)
g1,2 E1 "8 2% Ss4 ) 81,0 B1,i781,981,8
D) _ _(n) SR s S CYS D N CY) ’
81,2 £1,2 1,2 1,2
Posons

(n+1l).(n)__(n).(n+l)
g(n) | 81,2 B "8 5%
2 7 (ntl)_ (n) ?
€1,2 T 81,2

¥n

(n+1) (n) (n) (n+l)
(n) _ 81,2 81,1781 281,i
g2,i - (nt1l) _ (n)
1,2 £1,2

, ¥n, ¥i 2 3,



D'ol E =

(

. n)
La suite (E2 )n

eN
inductif on construit des suites (Ek
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(n)
)ndN

I11.1.3. - Elimination de a

Supposons que l'on ait éliminé a1 et obtenu
(n) (n)
E =S+ ) a, g .5 ¥,
k-1 5k 1 k-1,1?
Soient
(n) _ (n) (n+1))
Ek—l"s'*izk 3; 81,1 8-1,k
N
(n+1) _ (n+1) (n)
By 7 =8¢ .gk aj B-1,i " &k-1,k
(n+1)(n) _ (n) _(n+l) _ . (n+l)_ (n)
Bl k-1 7 Bk-1,k k-1 = (Bo1,k B 1)
9
(n+1) (n) _ (n) (n+1)
* iz£+1 3y (8-1 k8k-1,1 ~ Bk-1,kBk-1.1)
si g0t _ () 4y btient
i -1,k " gk—l,k , on obtien
(n+1)(n)_ (n) _(n+l) (n+1) (n) _ _(n) _(n+l1)
B-1 k-1 B2,k P oa B-1,Bk-1,1 8- 1,818
(nt1) _ (n) isks1 T g(n+1) _ g(?)
8k-1,k ~ Bk-1,k k-1,k ~ &k-1,k
(n+1)c(n)_ (n) p(n+l)
g(n) _ -1,k k-1"8k-1,kk-1 o
Posons X = (n+17'_ = .
€x-1,k ~ Bk-1,k
g(n+1)g(n) _g(n) g(n+1)
(n) _ Bk-1,kBk-1,1"8k-1,k5%k-1,0 o o s a1l
B,i (o) _(n) » T

ge.gy

8x-1,k ~ &k-1,k

a une forme identique a (Sn)' Par un raisonnement

ayant la forme de (Sn).
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Z (n)

~ (n)
D'ol E = G 4 a g Yn.
i2k+1 ‘ ’.,

Si a; =0, ¥i 2 k+1, nous obtenons la propriété fondamentale de

cet algorithme
Propritte 1 :
S4 S, =S5 +a gl(n) to..t ay gk(n), ¥n 2 N

alons Bﬁ“) =S, ¥n 2N

La régle du E-algorithme se résume par :

(E(()n) = Sn’ 8(()n:?t = gi(n), n=0,1,2,..., ;i=1,2,3,
9
(n+1)_(n)__ (n) (n+1)
8i-1 kPk-1"8k-1,k k-1
() ¢ B = XRICIL oo im0, 1, 2,0 5k E L, 2,
8k-1,k ~ &k-1,k
(ntl) (n) _ (n) _(n+l1)
() _ Bk-1,kBk-1,1 8k-1,k8-1,1 _ _ =
- s - 9 - = o 1 2 N . k = 1 2 . w8
gk,i (n+1) B (n) LY 1 2 L) . s -] b
L gk-l’k gk_l’k i = k+1,...

C. Brézinski a obtenu cet algorithme en partant d'une suite (Sn)

de la forme

S, =8 +a; gi(n) +...+ ay g (n), ¥n.

I1 a considéré le systéme

., J =0, 1,..., k.

S + a; g1(ntj) +...+ a gk(n+j) = Sn+]



Ce qui donne

s, gl(n) ....... .gkgn) 1 gl(n) .........
Spe1 B1(0tD)

S = / ’
S
n+k gl(n+k) ........ gk(n+k) 1 gl(n+k) .......
Pour une suite (Sn) quelconque, il a posé
Sn gl(n) ....... gk(n) 1 gl(n). ..... cesane

(n) .

B /

8tk g(n+)..... gk(n+k) {1 gl(n+k)........;.gk(n+k)
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gk(n)

Grd3ce d l'identité de Sylvester, il a formulé les régles ci-dessus

du E-algorithme.

Nous allons montrer par récurrence sur k et en partant des régles

du E-algorithme que la quantité Ein) est donnée par un rapport de deux
déterminants.
k=1 *n Sn+1 g;(n) g; (n+1)
E(n) i gl(n+l)Sn—g1(n)Sn+l ) gl(n) gl(n+l) o (n) _ gl(n) gl(n+l)
1 T T g (arD)-g () T 1 €1,i = |1 1
gl(n) gl(n+1) gl(n) gl(n+l)
k=2
g2(n+l) g2(n+2) Sn Sn+l )
(n+1).(n)__(n).(n+1) o
(n) 812 Ey g1’2E1 i g, (nt1) g, (nt2)| |g4(n) g, (n+1)
2 7 (n+1) _ (n) h gQ(n+D g2(n+2) 1 1
1,2 1,2 -
gl(n+1) gl(n+2) gl(n) gl(n+l)
gy(n) gyt 1S Sp+2
g4(n) gq(n+1) g,(n+1) gl(n+2)
g,(n) g,(ntl)) 1 1
gl(n) gl(n+l) gl(n+1) gl(n+2)
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Dans le premier déterminant et le troisiéme du numérateur (resp.
du dénominateur) échangeons la premiére ligne et la derniére. Le résultat

obtenu est égal 4 : (Identité de Sylvester).

Sn Sn+l Sn+2
gl(n) gl(n+1) gl(n+2) gl(n+1) au numérateur

g2(n) gQ(n+l) g2(n+2)

et &

g,(n) gl(n+l) g,(n+2) gl(n+1) au dénominateur.

gQ(n) g?(n+1) g2(n+2)

D'ou
Sn Sn+1 Sn+2
gl(n) gl(n+l) gl(n+2)

(n) _ gz(n) g2(n+1) g2(n+2)
2 1 1 1

gl(n) gl(n+1) gl(n+2)

g2(n) g2(n+1) g2(n+2)

On fait le méme raisonnement pour obtenir

gi(n) gi(n+1) gi(n+2) 1 1 1
g;?; = g,(n)  gy(ntl) g (n+2)| / |g,(n) g (ntl) g,(n+2)

g,(n)  gy(ntl) g, (n+2) g,(n)  g,(ntl) g (n+2)

Supposons que pour j < k-1.



g(n)

et

)

J»1
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Sn ............. n+ liiieioiennnness 1
gi(n)ooeeannnn. g,(n+]3) y gi(m)eeennnnn. g,(n+3)
gj(n) .......... gj(n+3) gj(n) .......... gj(n+])
gi(n) .......... gi(n+j) 3 1
gl(n) .......... gl(n+j) y gl(n) .......... gl(n+3)
gj(n) .......... gj(n+j) gj(n) .......... g.(n+j)
Montrons que ce résultat reste vrai pour k.
(n+t1)(n)__(n) _(n+l)
o(n) _ 81,1781 k-1
k7 (n+l) _ (n)

Bk-1,% ~ 8-1,k

g(ntl).ooonnnn. g, (n+k) S e S k-1

g (Do, .q (n+k) gl(n). .......... gl(n+k-1)

g1 (ntl) el o (0t g (m)eaioig (ntk-1) .

g (otl) g, (ntk) 1. e, 1

g (ntl)oeinienn. gq(ntk) gl(n) ........... gl(n+k—1)

g1 (@) eenin.t 810 g _(m)eenni.n. g)_1(ntk-1)

gk(n) ............ gk(n+k—1) SUUERERRRRRRY n+k

gl(n) ............ g,(ntk-1) gl(n+l) ....... gl(n+k)

g1 (M eeeveiiiiig 1 (ntk-1)| [g _ (ntD).....g _,(0tk) //:ZF‘
L C g (n+k-1) T e eeeeess 1 {98
K k e
gi(m)oeiinin, g,(ntk-1) gy(ntl).....e g4 (ntk)

gk—l(n) .......... gk_l(n+k*l) £, l(*1+l) ..... & 1(“+k)
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Dans le numérateur (respectivement le dénominateur) échangeons
dans le premier et le troisiéme déterminant la premiére et la derniére
ligne. Appliquons 1'identité de 8ylvester au numérateur (respect. déno-

minateur) obtenu. Aprés simplification par

gi(ntl)...eenn. .-g; (ntk-1)
ge_1(0*l)ce.ii.g ;(ntk-1)
On obtient
Sn Sn+1""'sn+k 1..... O |
(n) gl(n).".......gl(n+k) gl(n)atoo-.ooo.gl(n"'k)
B = . / .
g (n)oeoenn.n. g, (ntk) g (m...... ve e gy (ntk)
Un raisonnement analogue pour gi?i, i 2 k+1 donne :
gi(moooini g; (n+k) 5 1
(n) gl(n). ......... g4 (n+k) g(m)..o.e .. .81 (n+k)
Beyi T s 7.
gk(n). ...... . .gk(n+k) gk(n) .......... g (n+k)

IIT.2. - INTERPRETATION GEOMETRIQUE DU E-ALGORITHME

Ce paragraphe est basé essentiellement sur l'article R.C. Johnson
[14] concernant la transformation de Shanks. Nous avons étendu ses résul-
tats au E-algorithme qui est en quelque sorte une généralisation de la
transformation de Shanks. En effet il suffit de choisir gi(n) = Asn+i—1
retrouver celle-ci. Deux constructions géométriques du E-algorithme sont

exposées.

La premiére consiste en la recherche du point d'intersection entre

. . 1 .
le premier vecteur de la base canonique deIRk+ (soit D1 ce vecteur) et

1'hyperplan Eiu) passant paf les points :
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n+i
gl(n+i)

: pour i = 0, 1,..., k.

gk(n+i)

La seconde construction est obtenue 3 partir de la premiére par
k+1

une "rotation' ramenant 1'axe D, de R sur sa diagonale D. Puis on
cherche 1l'intersection de l'hyperplan image de Piu) par cette rotation

(n)
k

avec D. La premiére construction donne immédiatement E . La seconde peut

(n)
k

~

aboutir a la détermination de E si le vecteur normal 3 1'hyperplan

satisfait & la condition de normalisation.

Soit (Sn)néN une suite. Soit (gi)iéw une famille de fonctions don-

nées de n.

On considére 1'ensemble s - {s., s }, et les k

. n n® "n+l®°°°° Sn+k
premiéres fonctions gi(i =1, 2,..., k) aux points n, n+l,..., ntk.

Soient u(m) = (8 ., gi{ntm),..., gk(n+m))T pour m = 0, 1, 2,..., k.
(m) k+1 n+m
u € R
Soi ) ., . 1 (m) - .
oit Pk 1'hyperplan euclidien passant par u ,m=0, 1,..., k

(m)

(ol 1'on a supposé u ,m=0, 1,..., k forment un ensemble de k+l points

affinement indépendants).

dim Piu)

= k (la dimension de 1l'espace vectoriel associé).

existe et si PﬁU) rencontre l'axe D1 de]Rk+1, alors ce

(n)
k

si PiU)

point d'intersection est E

Sgk). En effet ;

obtenu par application du E-algorithme a

Soient Au(m) = u(m+l)-u(m), m=0, 1,..., k-1, Le systéme
(m : PN
{Au Z}m =0, 1,..., k-1 est une base de l'espace vectoriel associé a Piu)
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Soit p = (E, O,..., O)T ou E € R, Soit enfin U le vecteur normal
s o(U)
ap’p .

Sipe Piu), p—u(m) (m=0, 1,..., k) € 1'espace vectoriel associé.

D'otl :
T T
of + (peu™y = 0 of ™ T
C===>
m=0, 1, , k m=0, 1,..., k

--------------------------------------

= ¢

tuO Sn+k +tu gl(n+k) toot oy gk(n+k) = uoE

N T
ou (uo, Upsenes uk) = U.

(E + a; g1(n) +...+ a g (n) = 8

ooooooooooooooooooooooooooooooooo

LE t a; gy(ntk) +...+ a gk(n+k) = Sk

11 est de k+l équations 3 k+1 inconnues ; E, CHIR

E est donné par

Sn ceeses ..Sn+k P 1

gl(n) .......... g1(ntk) gy(m)eeinn, g4 (n+k)
E = /

g(n)..... . g (ntk) gk(n) ..... . ..gk(n+k)

- E = B,



1u9

Dans le plan cartésien (k=1) on a :

Egn) est une extrapolation linéaire en g = O.

R P .0
1 1 O0...... 0
R = € M(k+1,k+1)0R)'
I .1
Posons P1(<V) = R P](<U), m _ru™, 4= Rp.
dim Piv) = dim Piu) (car R est inversible).

R transforme l'axe Dl deim*+1 en sa diagonale D.

(V)

Si Pk rencontre D, alors ce point d'intersection est
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q=Rp=E(,..., DT, E€R,

En effet, soit V le vecteur normal de Piv). On peut écrire

VT . v(k) Z...= VT . v(O) = VT *q

Oou encore

VT R u(k) =...= VT R u(o) VT Rp

= (RTV)T N N Sk 20 - (R™v)T P

(0)
P

on peut donc prendre

= RV est normal a

Donc (RT)-1 U est normal a Piv)'

Dans le plan cartésien on a :

L0 _ n L) =

S n*"*' 31 l’\‘}‘)

gm'*%ﬂn)

e i
—

—

—

)
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(m)

Le vecteur v est donné par

( t 9 l 8]( )’000’ ﬂl X gi( )) .

L'application G définie par la matrice

€= e € Mke1,k+1) R

laisse invariant tout point de la diagonale D deiRk+1. L'hyperplan
(V) = q gV |

X passe par les points

(m) k-1 o

v!

I1 rencontre U en

q - Eﬁn)(l’.ao.’ l)Tt
Posons S' =S + % g.(n+m)‘ v'(m) devient
n+m n+m j=1 1
(m) _ eay ' 1 ' 5 1
i=
ol gi(nm) = - g, _.(ntm).

En appliquant le -E-algorithme 3 la suite (S;) avec la famille g;.

on obtient :

E(n)' - E(n).

k k
k
ol sn+i§1 gi(n) - g(n).....-g,(n) 1 -g(n).....-g;(n)
B | ceeerereeeeines |7 oo
. k
Sn+k'* z Bi(n+k) = Sk(n*k)"'-gl(“+k) 1 -gk(n+k)...-g1(n+k)

k .
= (Sn+m + 121 gi(nﬂn)}, sn-nn + 121 gi(nmt),..., S )Y ,m=0,1,2,..

%
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S, gy(n)eeeeen...gy(n) 1 gimeeeeeievnnniogy(n)
B 2 EE LR T R R R P P PR PP PR

S +k gl(n+k).......gk(n+k) 1 gl(n+k)..............gk(n+k)
_ o(n)
-Ek .

Ce résultat est loin d'@tre évident sur la premiére construction.

Définition :

)

Le vecteur V normal a Pk satisfait 4 la condition de normalisation si

v, =1 ol les V; sont les composantes de V.

"o~ x

i=0
i

Posons Gi(n) =z jgo gj(n) avec go(n) = 07

vy

k

V est normal & P donne

vT v(m)

X
_ T )
=val {Vo(Snm+Go(n+m)) oot V(S 4G, (nim)) = (iZO V) E

m=0,..., k m=0, 1,..., k

La condition de normalisation nous permet d'écrire :

( _
Sn+m + vy Gl(n+m) ootV G (ntm) = E

k
Vo=1- 1
i=1
Lm = 0, 1’.-" k

- v, Gy(ntm) =...m V, Glntm) =5

im =0, 1,..., k

k
Vo =1- 1 Vv
- i=1

Posons py = = Vy,eeuy Py = = Vpo D'ol le systéme
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E+p, Gy(n) +...+ py Gk(n) =8

© 0 0000000020000 0e0 000800 0ssRRLROIRERNREREOEIECEEOCY

E + p, 6,(n+k) +...+ P, G (n+k) = 8

n+k

Il est de k+l équations 3 k+l inconnues ; E, pi,..., Dy -

Snou-oototooo.osn+k

Gl(n). eveeasna .Gl(n"’k)

Gk(n)..........Gk(n+k)

.
e s 0000000000000 00000c0

loo-noooo.oooool

Gl(n)..........Gl(n+k)

Gk(n)..........Gk(n+k)

or G, ,(m) - G;(m) = g;41(m). Dans le numérateur (resp. le dénominateur)

de ce dernier rapport retranchons la deuxiéme ligne 3 la troisiéme et

1a jlicme ligne a la (i+1)léme pour 3 £ i € k-1. On obtient :
Sn.............sn+k 1.\.‘... ...... .1
gy(n)o..oueoi..gy(ntk) gy(n)eeeeenn.n. g (n¥k)
E = /
gk(n)..........gk(n+k) gk(h)..........gk(n+k)
_ p(n)
Donc E = Ek .

Par conséquent nous aboutissons 3 la détermination de la quantité

(k) _
M {sn,..., sn+k}.

(n)

E, " donnée par le E-algorithme appliqué ds

Inversement soit (Sn_)n donnée par

€N
8§ =85 +a gy(n) +...+ 3 g (n), ¥n.

Nous savons que Ein) = S, ¥n.

Nous allons montrer que cette deuxiéme construction donne le méme

résultat.
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k
Vg, (ntm)+. ..+ (iZ- V) gi(ntm) +...

‘ k k
vy =VTq (1 VS ot )
i= i= ]

4—}' 0 Kk
m=0,1,...,k coot V) gp(nim) = (izo V) E

1

On peut choisir V tel que :

([
] V.=1
. i
i=
)
4_V:—a
i=1 . 1
\ vk = - ak
> {VO =1+ a;
Vl = a2 - a1
V=33 -3,

)

Le vecteur normal obtenu ne dépend pas de n. L'hyperplan Piv ,

ainsi obtenu, passe par S(1,..., 1)T, ¥n.

Exeggle :

Soit la suite géométrique

S =a+hb pr+ + b pr (p, # 1, ¥i)
r 1Py teeet By Py Py B4, WL
Choisissons gi(r) = pg pour i = 1, 2,..., k.

Le vecteur normal V est donné par :

T

b BL

V=(1+Dby,bybi,ee., by-b _;, = b
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. k-1 k
r ~ r r _
(14b,)S_+ (by-b,)(S +p7) +...+ (bk-bk_l)(sr+izl p;) + (—bk)(iz1 p; +Sp) =
— £ < g, e, W k' 2 k
K1 = a, ¥r, tel que .

Soit {S;} la suite donnée par

SL =S, + pi to..t p:.
> S; = a+ (1+b1)p§ +...4% (1+bk)p§.
=a+ a) gi(r) +...+ ay g*(r)
ou ai = -1 -bk+1-i et ol gi(r) = - p;+l-i pour i = 1,..., k.

Le vecteur normal V' est

T
L - - —
v o= ( bk’ bk bk—l""’ b2 bl’ 1+b1) .
'z . " (V)
L'équation de 1l'hyperplan Pk est
b Xy + (by-by 1) x; +...4 (byby) x4 4 (by+1) X% = a

2 1
—- ' - - r - - r - r =
> -by S+ (b b _1)(S!-p)) +...+ (By-b (8! izkpi) + (b +1)(s} izk py) = a.

(n)

Si on note Ei le résultat obtenu par application du E-algorithme

3 ' t = : s .
a S avec gi(r) = i(r-), on obtient :

"~ Byt1-

y(n) _ (n)
Ek = Ek .

D'aprés cette deuxiéme construction, le E-algorithme peut servir
d estimer le point fixe d'une application. En effet cet algorithme est

une généralisation des procédés d'extrapolation qui, nous l'avons vu dans
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les chapitres précédents, fournissent des méthodes itératives de point
fixe. I1 va donc nous servir 3 obtenir de nouvelles méthodes itératives

pour ce probléme.

Par exemple si nous choisissons gi(n) = (ASn)l, le E-algorithme
se réduit 3 1'algorithme (B') (Chapitre I) qui engendre une méthode ité-

rative d'un ordre arbitraire (Chapitre II).

le E-algorithme se
= p(sn) et F suffi-

Si maintenant, nous prenons g,(n) = Asn+i-1’

réduit 3 la transformation de Shanks e (s ). si S 41
samment dérivable dans un voisinage de S (son point fixe) Johnson [12]

a montré grace d la deuxiéme construction que

a(n) _ _ayk+l
e, =S +0(s-8)"",

En effet, posoms e, =S, S=>5,=8+e (2.1)
- i
S 4 =S+ .X a; e (2.2)
izl

Retranchons & (2.2), le produit de (2.1) par a;. On obtient

_ _ i
Sm_l-a1 Sn = (1 al)S + .X a; e (2.3)
122

_ _ i

Spe0781 Spyp = (1-ays+ ] ag e
i2?2
o1 2 2
= (1 al)S +ajaye +... (2.4)

Soustrayons d (2.4), le produit de 2.3) par ai. Cela donne

3. _ 1, 2 (3) 3
Sn+2-a1 (l+a1)Sn+1 + alsn = (1-a")(1 al)S + ag e +...
ou encore :
(2) (2) (3) 3
Sn+2-C1 Sn+1+C2 T8, = S + ag"’ e +... (2.5)

Supposons que pour 1 £ j < k-1, on ait
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() i) IOUC I ) P o N
Snt7C1 Spegor tooot (-1)" ¢, Spej-i Treot (-1) 57" 8y = n (1-aj)|s
i (4) + agiil) g*l + (2.6
A3)S e+ (F1)TCYTS L Lt
Sn+j+l 1~ Dtd i n+j-i+l
i - —'-11— _ 41 _(3+1) 341
4 (-1) S (1-a )+a 31 % * (2.7}
. ]+1 .
formons maintenant (2.7) - (2.6) =
(3), _j+1 i3, g4 (D)
+ -
Sn+j+] (C;7+a7 ") Sn+j tooot (F1)7 (€7 +ay T o)) Sn+j-i+1 +...
+ (I Q" -s‘f‘T (1-a]) + aldy?) o342 4 (2.8)
Dans 1'égalité (2.8) posons
j+1 = k
() j+l (k)
C1 ta; " = C1
NEP IR TSN RN
Cs a3 1 17 ci
j+1 , A(3) (k)
1 ¢ G s
d'ol
el (-1yk et (-0t el s £...48 -sTkT(l— Ly 4 a{k#l) et
k ntk-i " R 17 T 341 Gn
(2.9)
La deuxiéme construction, pour g.(n) = AS nti-1° correspond aux vec-
(m) _ ' V)
teurs v = (Sn+m’ S ame1®" Sn+m+k) . L'hyperplan P, "7, dans ce cas,
admet comme vecteur normal
VE gt (0* e, et e, - e, T

k .
TT (1-a))
i=1

Si Pﬁv) rencontre D en Ek

seves 1)T, alors
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1 _1yk k) 131 (k)
_T?_____j;_ (-1)" ¢ S am oot (-1) Cy ™ S emak-1 Tt Sn+m+k}
[T (1-a7)
1
i=1
= Ein) (2.10) ; m =0, 1,..., k.

Les égalités (2.9) et (2.10) donnent

(k+1)

ein) = Eﬁn) =S +.-——3312;——— ek+1 +.0e

"k i n
I l (l-al)
i=1

Le E-algorithme (g.(n) = AS ) ou la transformation de Shanks
i

n+i-1
nous fournit une méthode itérative d'un ordre arbitraire pour résoudre

des équations non linéaires. On a la méthode :

x = F(x)
X, donné
iéme ., . . . . )
La n itération se déroule de la maniére suivante :
Yo = *p-1
ug,q = Fluy) pour i =0, 1, 2,..., 2k-1.

On applique
soit l'e-algorithme : eél) = uy, i=0,1,..., 2.

soit le E-algorithme :

Eéi) = (1) = Au, =1, 2,..., k

= Y Bo,j i+-1° 3

eti=0,1,..., k.

On prend
_ (0) _ _(0) _ .(0)
X, T ey "e2k = Ek .
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D'aprés 1'étude précédente, si F est de classe ck+1 dans un voi-

sinage de x,

k+l

x -x, = 0(x _.-x ) .

n "% n-1

L'indice d'efficacité est donné par
1
_ 2k
Ik = (k+1)°".

Si k = 1, elle se réduit 3 la méthode de Steffensen qui est d'ordre

deux et d'indice d'efficacité I1 = V2 = 1.414,.,

Remar_‘gue :

Soit f une fonction telle que

f(x,) =0
et F(x) = x + f(x).

Le choix gj(i) = Aui+j—1 devient d'une fagon naturelle

gj(i) = f(u ).

i+j-1

Dans ce cas nous proposons la méthode suivante :

Xos Xyseees Xy g donneés,

-~

La n %™ jtération est (2k < n).
(1) _ .
Eq ' =X _jaqd i 0, ...,k
(i . .
go’% = f(xn-2k-l+i+j)’ i=0,1,...,ket3j=1, 2,..., k.

(i+1) (1)_ (1) _(i+1)
g0 | 8-1,35-1785-1555
J (i+1)_ (i)
j-laj gj'laj

g(iﬂ}g(i) _g(i) 9,8( i+1)
i -1 2-1,§ *2-1 2-=1_4 .
S;t; = lAﬁ(i;iJ (i)’ ’J, £20,..., k=133 =‘2+1,...’ K ;

)
8p-1,278-1.2 120, 1,..., k-j

,J=1,2,..., keti=0,1,..., k-]
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X

[On prend
n

_ (0)
= Ek .

Si k = 1 cette méthode se réduit 3 la méthode de la sécante. Si
k 2 2, elle peut &tre considérée comme une extension de la sécante. Mais

pour k = 2 nous allons voir qu'elle n'est pas intéressante.

Etude de £a méthode basle sur La deuxidme cofonne du E-algornithme :

Xgs Xis Xy, Xg donnés.

Pour n 2 0, %

e+l est donné par

*n ntl  *n+2 i 1 1
n+4 = fn fn+1 fn+2 / fn fn+1 fn+2
fn+1 fn+2 fn+3 fn+1 fn+2 fn+3

Posons e; = X;-x, pour i = n, n+l, n+2, n+3, n+4,

Supposons e, . = C e? (C une constante positive) ol r est l'ordre

de cette méthode. Supposons r > 1, et r # 2.

_ r
€ntl Ce
e - C er - Cr-+1 er2
n+2 n+l n
e - C er - Cr+l er2 - Cr2+r+1 era
n+t3 ~ n+2 = n+l ~ n
-cef | = Cr+1 er2 - Cr2+r+l r3 _ Cr3+r2+r+l erl+
€t TV Cne3 T n+2 = n+l " n '
en en+1 €n+2 1 1 1
N
Cntl - fn fa+l fn+2 / fn fn+l fn+2 D
n+l n+2 n+3 n+l n+2 n+3

D peut s'écrire (en négligeant dans £, =1 c5 eg, les puissances
ei, j 2 2) sous la forme :
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1 1 1 1 1 1
-2 _ 2 r+l r+l,r+l
D"Cl ®n n+l n+2| ~ Cl ¢ n 1 cE ¢ 2 3
.1 r +r.r(r+l)
en+1 en+2 en+3 1 cg ¢ £
_ r=-1
ol £ = e, -
On obtient
2 2 2r r241
D=~ C1 c e’ + O(en )

Dans N on développe la deuxiéme ligne jusqu'd 1'ordre deux pour

éviter la coolinéarité des deux premiéres lignes. D'ol :

en en+1 en+2 1 1 1
N=C, C 2 2 e2 =C, C,e_e e e e
%1 %2 [®g at1 n+2] T %1 %2 ©n ®nel ®ne2 {Gn ntl  Sn+2
ntl Sn+2  ©n+3 ®ntl  Sn+2  Sn+3
en n+l n+2
1 1 1
= 1 1] -
C1 C2 ®n ®n+1 Sne2 N' od N €n htl e :
n+2
en+l ®n+2  ©n+3
en en+l en+2
1 1 1
N' = C ez 1 CE CP+IEP+1 ol £ = eiul
2
1 Cr-lgr-l o lg(r—l)(r+l)

Afin de développer N' suivant les puissances réelles de £, nous
distinguons deux cas.
1°T cas : r<2 =>pr-1<1
. 2 . r-1 r+l
E petit => E est négligeable devant & ~, & devant

2
E(r+1)(r-1), g(r+1)(r-1) devant gr'l,Fr devant Er_l-
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N' s'écprit :

N' = C ez»{cr-lgr-l + 0(E)}
r r2-r+1 2r-1
=C e + O(e ).
n n
N devient
+2 r2+r+1
Nz=c, c,c e N
1 72 n
2 2
_ 2r+2 2r7+42 r +3r
=C, Cy C e + O(en ).
e 4y s'exprime comme
C2r+2 2r2+2
. .N_ C; G C e _ % r e2r2-2r+2
ntts - D D2 o2 X C, n
1 n
o - Cr3+r2+r+l ru
T Cnty - €n
D'ol
C 3.2 2 4
- El et trorl e§-2r+2r " | Cette égalité ne peut &tre sa-
2

tisfaite que si
P(r) = ru - 2r2 + 2r - 2 = 0.
Si r existe il doit donc satisfaire

l<pr<?2
et P(r) = 0

y

2
Considérons la fonction P(t) = t - 2t + 2t - 2.

P'(t) uts - L4t + 2

PU(t) = 12t2-4 = 4(3t2-1) = 12(t + /I (t - VI73).

On a le tableau de variation suivant :
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P"(t) - 0 + 8 +
+2 4
P'(t) /
+ 0.u48 +2
______________ e e
Signe (P'(t)) + +

P est strictement croissante sur [0, t+=[. D'aprés ce tableau

P rencontre l'axe des abscisses en un point unique.

Notons ce point par r.
P(1) = -1, P(3/2) = 0.87.
r e J1, 3/2[.

Nous concluons, si r € 2, que cette méthode est moins intéressante

que la méthode de la sécante puisque celle-ci est d'ordre 1.618.

. N
idme
2 cas : r > 2.

On vient de voir que

N'
entt = €1 Co e ey S0 T

D n'est pas modifié. Par contre N' devient

2 2
2 r-p r -r+l
t -
N' =¢C en + O(en ).

Cela est di au fait que Er-l est négligeable devant £ et que Ea
(a> 1) est négligeable devant &.
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C2
' = £
Dol e, = L €n+1 Sn+2
D,
Cr2+r+1 r3
®n+s - n+1

Sl Cr2+r - e1+r-r3
C T Tn+l

Cette égalité ne peut se produire que si
3
Q(r) = r"-r-1 = 0,
Si r existe dans ce deuxiéme cas, il doit satisfaire :

r > 2

et Q(r) = 0.

Soit la fonction Q(t) = ts—t-l.

Q'(t) = 3t2-1 = 3(t + Yi/3)(t - Vi/3).

On a le tableau de variation suivant :

D'aprés ce tableau r annulant Q appartient 3 ]-1, 2[. Donc il

n'existe pas de r vérifiant

r> 2

et Q(r) = o,
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Par conséquent ce cas est 3 rejeter.

En résumé, l'ordre r de cette méthode est la seule racine réelie
positive de P(t) = tq-2t2+2t—2 = 0, Soit r = 1.286...

Remaggue :

Nous avons supposé r # 2. Si r = 2 nous arrivons a

eg n cte, ce qui est impossible puisque e ‘tend vers zéro.

En effet :

3 L 7 8 15 16
e .

=C n 3 €43 "

€n+1 T ¢ €n 5 Cne2

Avec gi(n) = f ,4-qp0na:

(n+1).(n)__(n).(n+1)
O M S WY
n+4 (n+1) _ (n)

1,2 1,2

Or Egn) (respectivement E§n+1)) est le résultat obtenu par l'ap-

plication de E(1) (Chapitre II, paragraphe II.1.3., 1)) a X X (resp.

n+l
). Dans le chapitre II (paragraphe II.4.3., a)) nous avous dé~

X X

1 2
n+ n+ (n)
1

veloppé l'erreur E -x, comme suit :

(n)__ _
E1 X T (a + b(en t en+l)] €n ©n+1

On a aussi

E§n+l)-x* = [a + b(en+1 + )]

e
n+2 en+1 en+2

Vu les relations précédentes liant les e

(n)__ _ 3 2
E1 x, = C e [a+Db e, + O(en)]

(n+1)_x

oy
1 « = C

6 2
et E e [a + O(en)].
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Quant & gin;, elle est donnée par
)
f f C,e C,e e2
n+l n+2 1"n+1 1™ n+2 n+l
n fn+1 _ 'Clen clen+1 - n+l -
= = T = ¢
L fn+l 1 en Ciene1 ®ntl
s J(n) _ _ 2 3
= 81,076 C e
On a aussi
n 5 6
gg ; = - C1 C e .
Par suite
(n+1) _ (n) 2 3
81,2 81,2V © e
1 14
L'erreur en+4 s'écerit
(n+1),.(n)_ (n) (n+l)_
. i g1’2 (E *) - (E *)
n+h (nt1) _ (n)
1,2 gy,2
2., 4 B
- Cy c® e [a+be +0(e ¥l ¢ e +Cy C [a+0(en),,z S
= 2 3
Cl C en
= ~-D Cu e7.
n
.15 16,
Or en+4 =C e . D'ou
9 b
e v~ T absurde.
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I1I1.3. - PROCEDE D'OVERHOLT [ 20])

Soit (Sn) une suite de la forme

d : ) a, at
n+l 431 1 0

ol di = Si—S avec S = Lim Sn'

- 2
Sn+1 =S + a, dn + a, dn +'7' S

Sn =S + dn 1

Or a; est en général inconnu. Soit'EI une approximation de a, d'or-
dre o (a 2 1),
S _..-a,S
o+l 1n _1__n=s+o(d§).
l - a,
En effet
Sn+1-a18n ) Sn+l-,Sn + Sn(l-al) S . A Sn
Ad ‘
n _ 2 1 o
=S t—————=85+4d + (s, 1)dn + o(dn)] T:E—'[l + O(dn)]
1-a,+0(d_) 1 .
n
- - 2 o
=5+4d + [-4d + O(dn)] [1+ O(dn)]
- 2 o+l o+2
=85+d +I d + o(dn) +0(d ") +0(d )]
- - 2 - 2
=s+d +{-d +0@d9)} = s+ 0(d2).
Utilisons Sn+2 pour construire une telle approximation EI.
'ai\ ,
e
_ Asn+1 Adn+1 aldﬁ + az(} + @1*1) dn +...
al: Ash :_Adn = 32 A2 - =al+a2 (1+a1) dn +..
a + d- +...

n al—l n

On obtient
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) n+l
(n) Snfl. . Sn Sn a, a, 9
\' = S + d” +.
1 AS a,-1 n
1 - n+l 1
S
n
. (n)
Maintenant copsiderons la suite (Vl )n N
(n) _ 2 3
Vl =S + al’2 dn + al’3 dn +...
(n+l) _ 2 3
V1 =S + al’2 dn+1 + al’3 dn+1 +...
- 2 2 . 3
=S + a1 al,2 dn + al’3 dn +.
ASn+1

cherchons 3 nouveau une approximation de a- On peut se contenter de Ts-n_

Cependant il semble naturel d'utiliser des nouveaux termes de la suite,

Sn +3 €0 particulier. D'ol la nouvelle approximation
3;=§:r’—+3= a; +a, (L+a)d ., +...
n+l
= a, + a, a, (1+ al) dn +...
= 'a'i = ai + 2a§ a, (1 +a,)d +...

a, est une approximation de ai d'ordre suffisant pour que :

V(n+1)_EI2v(n)

(n) _ 1 1 3
vy o= — =S+ 0(d).
1 - 31

+

(n+1l) (n)
\' -V
V(n) - V(11'1) + 1 1

= S+a1’

2 3 2 2 3
- 5 dn+0(dn)+[(al 1)a1’2 dn+o(dn)]
1

N
|

1
1l-a

5 [1+0(d))]

1
2 3 2 3
S+a; , dn+o(dn) + [- 3y 5 dn+0(dn)][l. + O(dn)]

s

2 3 } 2 37 - 3
S +ay ,di+0(d]) + [-a) , 4 +0(dN] =8 + 0(d).
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A partir de la suite (V(n)) on construit de la méme maniére la
(n))

suite (V

(n))

Par récurrence on va construire (V. . Supposons que l'on ait

(V(n)) telle que

(n) k k+1
k-1 T8ty gk Y A e 4 e
- (n+1) - S + dk dk+1 +
k-1 -1,k “n+1 t 3%-1,k+1 Ype1 T
=a,d +a d2 +
n+l - 31 9 T 3 9 *eeo
x . .k .k k-1 k+1
dn+1 = a; dn + k a; a, dn +...
k+1 _ _k+1 k+1
dn+1 = a, dn tees
(n+1) _ k .k k-1 k k+i
V-1 =S8 tapdia g +(kay Tay e, ta;a g )4 e
- Vi?;l)—a§V£fi =S+ ai—l [ k + (as-1) ] ¢ty
k- * “¥%k-1,k 22 317 31 ,x+1” % -
1- a, 1 - 1

Considérons d nouveau une approximation de a,. Soit

a, (1 + al) d +...

nt+k~1

[s1]
-
1]
m v
3
+
!
n
[
=

a, (1 + al) dn +...

On obtient

(n) _
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(n)
G @, el
k k-1 1 %k
-a
1
. K, oo aktl k_ k Kk+1 1
= S'f-ak_l’k dn-ro(dn ) + [(a1 1)ak-1,k dn + O(dn )] 1-ak [1-f0(dn)]
1
- k k+1, k k+1,4
=S ta ) d +o(d ") + {- 31,k d +0(d "D} {1+ 0(d )}
= s+ o(ak*h,
D'ol l'algorithme d'Overholt suivant :
vé“) =s,n=0,1,2,..
4
k,(n) _ k,(n+l)
() _ BSpad V-1~ B8 1) Ve-x )
v, = . - k=1, 2, 3,...
[ (88,40 = (B8 1) n=o0,1, 2,...
Remarque :

Dans [7] et récemment dans [26] on trouve des méthodes itératives
d'un ordre arbitraire construites d 1'aide de cet algorithme. De telles
méthodes sont comparables aux méthodes S(k) (Chapitre II). Nous en rap-
pelons ci-dessous la construction : soit 3 résoudre une équation non

linéaire x = ¢(x)

% donné
0

-3

iéme

la n itération est

-

ug = X g

ugq s ¢(ui), i=zo, 1, , k
(1) .

Vol Ty i=0,1,...,k

On applique l'algorithme d'Overholt 3 la suite finie

{uo, Upseces uk+1}.

On prend
(0)
Vi

X =
n
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On a :

- k+1
XX, = 0(x =%, )",
Dans ce qui suit nous donnons une interprétation du procédé (B')
(Chapitre I) de Germain-Bonne. Elle est basée essentiellement sur la cons-
truction inductive faite par Overholt pour obtenir son algorithme et que

nous venons d'exposer ci-dessus.

I11.4. - INTERPRETATION DU PROCEDE D'EXTRAPOLATION INVERSE DE GERMAIN-BONNE
(B') (CHAPITRE I)

Considérons 3 nouveau la suite

o0
- _ayl
Siep =S * .Z a;(s_-8)*, vn.
i=1
Sn =S5 + dn
_ _ i
Spe1 TSty TS .z 3; 4
izl
S -a,S
ntl 1™mn 2 3
D e =
1= a S + a, dn t a, drl S N
S -a.S

. 1
La quantité —E%l———ll

est une approximation de S, d'ordre deux.
Or, généralement a, est inconnu. Pour atteindre l'ordre deux,

une approximation _I'de a; d'ordre un est suffisante (III.3).

-_— ASn+1 _

al-—rsn—--al'l'a2 (1+al) dn+...

On obtient
_ ASn+1 S
+1 AS n
(n) _ " n - 2 3
'I'1 = AS =S + a1 9 dn + al 3 dn +.0e
n+l ’ ?
1 .
n
a3 3
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Remarque :
eg“) = vi“) = Tgn), vn ;

ce qui montre que la transformation de Shanks, le procédé d'Overholt et
le procédé d'interpolation inverse de Germain-Bonne sont trois extensions
du procédé A2 q'Aitken.

(n)

Considérons maintenant la suite (T1 )néﬂ'

(n) _ 2,4 3
T1 =S + ::11’2 dn + 1,3 dn +...
(n+l) _ 2 3
T1 =S + al’2 dn+1 + al’3 dn+1 +...
_ 2 3 3
=S + a; al,2 dn + (a1 al’3 + 2 a, a, 31,2) dn +.o0.
(n+l) 2 .(n) X
T, “'-al T 2. a, a,a +a,(a,*1) a
o1 11, %1%%2 1 1,3 3,
1 - a2 1 - a2 n
1 1

Mais a, est inconnu. Donc ai 1'est aussi. Lors de la construction
du procédé d'Overholt, on s'est intéressé 3 la recherche d'une nouvelle

approximation de a, :

_— ASn+2
al = KS—— = al + O(dn).
n+l

=N

On va maintenant chercher directement une approximation de a

Pour cela on garde l'angienne approximation EI de a, dans le procédé

d'Overholt et, avec sa nouvelle approximation on fabrique :

AS As As

;5 - _n+l “n+2 _ n+2
1 fBSn ESn+1 ASn
—= AS
2 _"n+2 _
=> a, = 5 = {a1 tay(l+a,)d +...) {a1 ta a, (1+ al) d_ +o.0}
_ .2 2
= aj + (1 + al) a, a, dn +...

On obtient



(n+1) —2 (n) AT(n)
T(n) - 1 ) T(n) + 1
v "____—__'17'—' R | A
1-a; 1 - ay

2 3 2 .. .2 3 ., .3
S-I-al,2 d +ta; gd +...+ [al,2(a1 1) 4+ (2a, a, 31,2"31,3(31 1) 4+

1 (1+a1)2
l'_a2 [1+-1-—:—;-2—-al 32 dn +...]
1 1
! 3
=S+ rar [32 1,2 (1+a) - ay a1’3] d +...

La suite obtenue (Tgn)) est la deuxiéme colonne du pﬁocédé (B')
(Chapitre I).

De proche en proche on construit de cette fagon toutes les autres

colonnes.

(n)
Considérons maintenant la suite ( o 1)n¢'N
(n) _ k k+1
Te-1 =8t 1 dn * 8 k19 *oo
o(ntl) _ k k+1
Tee1 " T8 3 0%ne1 t g ke Gner Feoe
- k-1 k+1
=S + a1 A1,k n + (ka; ~ a, -1kt ak-l,k+l) d, = +...
- Tﬁ?ll)- aﬁTﬁ?I =S + at_l [(xa,) + (a,-1)] &<t
” - ” 320 Fe_1,k T A1 Fe-1 k41?1 n
1- a; 1-a1

a; est toujours inconnu. t l'est aussi. Or au cours de la construc-

(n)

tion des V s 3 =1, 2,..., k-1 on avait fait les approximations succes-

sives
ASn+1 ASn+2 ASn+k-1 4 Soit Asndk 1 imati
S AS se++s 5 e a,. Soit z=——— sa nouvelle approximation.

n+k~2 n+k-1
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Considérons
':? - ASn+1 M ASn‘+2 % % ASm-c-k ="Asn+k
1 Esn Sn+1 E§h+k—1 Asn
& _ Xk k-1 k-1
- a; =a; +a a2(1 + al)(l +a; t...+a; ) dn +...

la quantité

(n+1) _ k (n)
T(n)_T- a; T
M

-2
1

est une approximation de S d'ordre k+l.

(n+1)T o(n) ar(m)
T(n) - k 1 k 1 T(n) k-1
= +
k l-a k-1 l-a
1 1
=S +a _ k k+1
k-1,k a¥ + IRRWOTL st PP
-1 k+1
+ {(a “Doa g dpt Mk al a, ak-l,'k*ak-1,k+1( 1 -1 d +.
ak-l
1 k-1
P {1+ - ay(1+a )(1 + a; +...+ a) ") 4 +...}
% ]
k-1
2 K 2 k-1
= Si-l — [a; ak_l’kﬂ(l-al)i-a2 1,k {aj +2 (@] +...+a; ")
1

Pour une telle suite ce procédé donne des approximations d'ordre
de plus en plus élevé. Il est donc comparable au procédé d'Overholt (III.3).

Ces deux algorithmes sont bien adaptés aux suites

wn
1]

n+l F(Sn)

)
S + §T£§l (Sn-s)-ffliﬁiél (Sn-s)2 +...
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Dans ce qui suit nous donnons un formalisme regroupant ces deux

procédés.

II1.5. - UNE GENERALISATION DU PROCEDE D'OVERHOLT

I1 sera question ici de donner une généralisation du procédé d'Over-
holt, et du procédé ((B'), Chapitre I) d'interpolation inverse de Germain-
Bonne-Wimp et aussi du procédé d'extrapolation de Richerdson. Les propriétés
de convergence et d'accélération de la convergence du procédé obtenu se-
ront examinées. Puis on terminera par l'application de la procédure 6 3

ce procédé.

II1.5.1, - Généralisation

L e el et B T TR S peepuay Mgy

Soit (Sn) une suite de la forme

S =S+ ) a, g.(n), ¥n.
" izl t 7t

Les fonctions g; sont données. On suppose qu'elles satisfont aux

propriétés suivantes :

(Q) : gy(nt1) = I by gs(n), ¥i 2z 1, ¥n
Jj21

- (j) . .
(Q,) : g.(n) g.(n) = Cia’ go(n), ¥i 2 1, ¥j 2 1, ¥n.
2 i 3 22§+j ig >
g.(n) (5)
(Qy) : =2 = a;3’ g, (n), ¥j > i = 1, ¥n.
37 " g;(n) zzg-i "L

La construction de ce procédé est basé sur 1'élimination successive

des gi(n) suivant des indices i croissants.

a) Elimination de gl(n)

S, =S +a gl(n) + a2.g2(n) L N

Si41 =St a3 gl(n+1) +a, gz(n+l) +o0e
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gs(ntl) = by g;(n) + bysoy B34

cer™>S§ =8+ a; by gl(n) + (a1 b,, + a, b,,) gy(n) +...
Formons la combinaison

Spe1 = P11 Sy = (1 - b,,)s + (a; b, + a2(b22-b11)) g2(n) +...

Si b11 # 1, on obtient

Sne1P115y | 3pPyptan(byy-byg)
“1-b,; S SYTI-E gy(n) ...
11 11

En général b,, est inconnu. Mais d'aprés (Ql)

g(n+l) g5(n) g4 (n)
—g?;T-:b +b12-—-(—$+b13-——(—y+...

or d'aprés (Qg)

g,(n)
EZTHY = dgi) gl(n) + dgg) go(n) +...
1

g3(n) (3)
m = d12 g2(n) +...

Par conséquent

g1(n+1) )

- (2 (2) q(3)
g () - P11t Py dyy

gl(n) + (b12 dip” + b5 di07) goln) +...

g,(n+1)
Nous pouvons approcher b11 par ———?———- Cette approximation est

justifiée si les g; tendent vers 2éro lorsque n tend vers l'infini.

(n) +...pour i =1, 2,... =



ey

Acvcmﬁﬁﬁﬁ Nmnvmm+AAHH ﬁHv ﬁvmﬁ ﬁmv.+mﬁﬁ... Acvﬁw Hﬁ A+ Aw Hv..c (u N H+c

1°(2) (@)° R,
suoq
... Zq TT. _ 1
+ (u)“3 (1)° = LW 3]

(%) seade,q

e ﬁﬁavamu Aaw p g Te

o Zql TaT e Z NH €T NH ma T Hﬁ 1 17 .-
(*rr+(u)®8%es(u)tBresg) ("t 4 (U) wﬁﬁ 6) T+ 7P Q) + (u)'s @) 1D -

T
e (u)%8 (Cqle 4 UgTey 4 (yla TiqTe s gz Ug (W3 T+,

(T+u)'8
! 38FFe ujg
(1
.Céw ey ACvmm m H.m + ACVNM NHM + w = Ac..wz
! 8arady,s 3nad Aawz 231T3uenb eq
T
u)*‘3
:E4 -
. (T+u) 3 T
Ig - Acvk
Y (B3 T
(1+u)T3
T
3uuop BT8O0 .lhmeWI aed ﬁHA suodetduaa
AH+=va
[ A =
u +G
stlq-T*%

sueq

LLT
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gl(n+l)
Snt1 T Tg(m)
gl(hfl) -
(2) (2) (1)
{1--(b11+b12d11 gl(n)+..)}S+-{a1b (1-4;77C177) +ay (b, - 11)} g,(n) +.
‘ (?5
l-(11+b12 11 gl(n)+ )
(2) (1)
- 1 {a1b12<1 d11°C)7) + ay(byobig)} goln) 4.
B s )
11 b;dy]
1 ——F—gl(n)i-
3;b,,(1- dgi) 121)) + ay(byybyq)
=S + T bll gz(n) +.u.

Par conséquent nous pouvons écrire

(n) _
W'l =S+ .Z a,: gi(n), ¥n.
i22
La suite (W(n)) ainsi obtenue a donc une forme identique 3 la

suite initiale (Sn)'

A nouveau nous é&liminons g2(n) suivant le schéma précédent.

b) ElLimination de g,(n)

=S +a (n) + a (n) +...

w(1n)

12 82 13 83

(n+l) _
Wy =S+a, g2(n+1) t a, gy(nt+l) +...

D'aprés (Ql)

g,(n+l) b,y g5(n) + b,, galn) +...

g3(n+1) b33 ga(n) +...
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Ainsi w§n+l) =S4+ a (n)+(a,, b

12 P22 & 12 Pog t @13 Pa3) gg(n) +

Formons la combinaison

(n)

(n+l1) . )
W b22 1 = (l-b22)S + {312 b23 + 313(b33—b22)} gs(n) +...

1

Si b22 # 1, on obtient

w(n+l) b (n) b +a

1 22 W1 a5 byg t a;5(bys-by0)
% =S + T ga(n) +...
22 22

En général b,, est inconnu. Mais d'aprés (Ql)

g,(n+l) g3(n) gy (n)
FAC . b, tPha gyt 24 gy T

Or d'aprés (Q3)

EQ—(E)- = d 21 gl( n) + d gz(n) t...
g,(n) (1)
-g;m = d22 g2(n) +...
D'ou
gp(n+1) NE) 4 49
g, () byg *+ byg dyyg(m) + (byy dyp” + Doy dpy”) gyln) +.
A la place de b22 dans
(n+1) (n)
Wy 7w bpp Wy
1 - b22

82(n+1)
utilisons _EETET—' Cela donne

S(ni1)  BlotD) e
(n) _ 1 o gz(n)
2 g,(ntI)

1- gQ?n)

W
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La quantité wg“) est telle que
Wgn) =S +a,, gy(n) + a,, g,(n) +... ¥n.
En effet :
W§n+l);-§§£;;;1 Win) = S-ta12 b22.g2(n) + (a12 b23+a13 b33) gs(n) t+...
~ (by, +b,g dgi) g;(n) + (b,g dgg)+b2l+ dg;)) g,(n) +...)

(s + aj, g,(n) + a 3 g3(n) +...)

:'{l-(b22+b23dgi)gl(n)+...)}S-+{a12b23+a13(b33-b22)}g3(n)—512b23dgi)gl(n)g2(n)+.

D'aprés (Q2)

g;(n) gz(n) = Cng) g3(n) +...
Donc
w(n+l) g2(n+l) (n) _ {1 - (b b d(3) (n) }s
1 Tt M T byt byg dyy gy () e
(3) .(2)
+ {a12 byg (1 -4 Ci37) + a13(b33-b22)} gg(n) +...
et
w(n+l)_ 82(n+1) w(n) (3) (2)
1 Fy(n) 1 1 - {agphya(1-0,77Ci57) + @ 5(bya-b, )} goln) +...
FACTSY) R % - (3)
1 - 23 21
g2Zns 1l - —-i—:s—— gl(n) L
22
(3) .(2)
‘,312.b23(1.f.d21v.cl3.) +.313(b33-b22)
= S+ gs(n) t...

1=-b,,
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Nous pouvons conclure que

(n)
Wy ' =8 +an, g4(n) + ay, gy(n) +... ¥n.

Ainsi de proche en proche nous construisons les suites (win))ndN pour

différentes valeurs de k.

¢) Elimination de g (n)

Supposons que l'on ait

We_p =58+t &1,k g n) + 1, k41 Biyq(D) +... ¥n.

Par une construction analogue d celle faite en a) ou b), on construit

(n)

la quantité W, "’ donnée par

(n+l) gk(n+l)

_ (n)
L] g () k-1
w(®) K ¥n
k g (0 D) > Yo
l_
gk(n5
w(“) véprifie
k
w(n) =S +a (n) + a (n) + ¥n
k k,k+1 Bk+1 k,k+2 Bk+2 e .

(n)

Pour cela il suffit de faire jouer dans b) a Wi?i le rdle de Wy

et 4 g, (n) celui de g,(n).

En résumé, pour une suite (Sn) quelconque et pour les fonctionms g.,

on a donc le procédé (W) suivant :

(wé“) =5,n=0,1,2,...
(W) :
(n) (n+1)
() g (ntlW, 1 - g (ndW, _, . )
= =92a"9’n“031323
L k g, (nt1) - gk(n) i
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Proprite ?

SL Sn =S + igl a; gi(n), ¥n,

84 Les g;(n) satisfont (Q;), (Q,) et (Qy),

et 44 by, # 1, Vi, ol b, est Le premien coefficient donn€ par (Q,),
alons :

n) _ .
Hi =S + ak,k+1 gk+1(n) 4..., Vn, Vk 2 1,

Exemples :

- n 2n .
a) Sn =S + a; A+ a, AT+ ag

A3 4. avec [A] < 1.

Par exemple :

n
X

S = e ,

92
"

£(x"), ol f est une fonction analytique au voisinage de zéro.

On peut choisir gi(n) = A,

(Ql) : gi(n+1) = )\i(n+1) = Ai )\in = )\i gi(n)

_ i
bii—)\ #1.

t

(Q2) : gi(n) gj(n) Ain Ajr'=k(i+j)“ = gi+j(n)‘
g:(n) in . .

. 3 _ A, (-in i s

(Qa)--g—i?;'y—-;i-ﬁ-k —gj__i(n),3>1zl.

En appliquant le procédé (W) nous obtenons

wﬁn) =S +a A(k+l)n

K k41 teouy Vn, ¥k 2 1.

b) Soit (Sn)néN donnée par :

Sn+1

F(sn) = f(Sn) + S,



<==> AS =
- n

£(S_)
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S,* S, n+e® F(S) =S et £(S) =0

Supposons f inversible ;

n
-1,(1)
ol a, = Sfl—l—i—Lgl
i 1!

_ 1 _ 2 i
S =f (Asn) =S +a Asn + a2(ASn) t...tag (Asn) 4o

On peut choisir dans ce cas g,(n) = (ASn)l. (W) devient :

(Q)) & g5(m) gy(n) = (as )t (as )3 = (st = g

g;(n) (Asn)j

(03) :

g;(n) - (Asn)l

on) _
(Wé = Sn
J k.,(n) k,,(n+1)
(As YW - (AS_ )W
w]((n) - n+l’ k-1 n kk-l , ¥n, ¥k 2 1.
L (As_, Y- (s )

i+j(n)

- s )3t - s
= (8s ) =g (m), Vi > 11

Mais il est difficile d'obtenir (Ql)' En effet :

(@) : g;(at1) = (as_, )t

Or ASn+1

et

(3
Fr-7(s )

S =S+ )
n 21

F'(S_) F"(S_)
_ n n 2
AF(S ) = —g7— AS_ + —57— (88 ) +...
(it3) ]
F - (Sn_s)l
iz0 ) ‘
~ (g y = p(3) i.
b —>  FI(s) = FI(S) 4 1 by(as)
izl
i
ai(ASn)
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Donc on peut écrire :

) i o
ASn+l = igl Ci(ASn) avec C; indépendant de n.

Par conséquent

g;(ntl) = ] bij(ASn)J

j2i

} b

g.(n) ou b,. indépendant de n.
j2i 1)

ij
En appliquant le procédé (W), nous obtenons :

W " =58+a (AS )k+1 +... ¥n, ¥k 2 1,

Remargue :

Le procédé (W) correspondant au choix gi(n) = (ASn)1 est comparable
au procédé d'Overholt (III.3) et au procédé (B') (Chapitre I) (III.4). En
_ X N kK«
effet gk(n+l)/gk(n) = (Asn+l/ASn) est une approximation de a; ou a; est

le coefficient donnée par :

2
S41 =St a (Sn—S) + a, (Sn—S) +... (Par exemple dans III.3).

¢) Soit (Sn)néN donnée par :

- 2 3 -
Sn =S + a, hn + a, hn + ag hn +... ol h_ =

On prend gi(n) = h;.

les g, vérifient

(Q) = gi(nt) = bl = ()t = () ()
2

Q) : gi(m) gym) =nin) =n =g ()

(Qg) : g;(n)/gg(m) = nl/ns = nI7h = g ().
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On obtient
(n) _ k+1
Wk =S + ak,k+l hn +...
- h k+1
=S+ ak,k+1(;H) +

Si hn = A" on retrouve le premier exemple traité.

L'algorithme (W) est une généralisation du procédé d'Overholt ;

en effet si nous choisissons

gk(n) = (AS )k pour k 2 1 et pour tout n,

n+k-1

alors (W) devient

(. (n)
won =S,n=0,1,2,...
4 k .(n) k o (n+1)
(n) _ BSnyd” o1 = (B8 510" Wy i
A k=1, 2 in=0,1,2
k (AS )k _ (AS )k ’ = ] geee - ) 3 L9
L n+k ntk-1

c'est le procédé d'Overholt (III.3).

k-1
Le choix gk(n) =—T‘T-Asn+i correspond au procédé (B') de Germain-
i 20

Bonne (III.4).

k-1
Le choix gk(n) = 1] X 4; correspond au procédé de Richardson :
i=0

Wo(n) =8 ,n=0,1,2,..

X w(n) o x
w(n) - _ntk k-1 "n k-1

K xn+k - xn
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Les choix correspondant aux procédés d'Overholt et de Germain-Bomne,
vérifient (Ql), (Q,) et (03). En effet, dans l'exemple b) on a vu que Agn+1
posséde un développement limité par rapport 3 ASn. Par suite ASn en posséede
un par rapport a ASn+l. D'une maniére générale ASq et ASP possédent un dé-
veloppement limité 1'un par rapport 3 l'autre.

)i

* Choix gi(n) = (Asn+i—l

£

. - i. - 3
(Q)) ¢ gs(avD) = (A8, )%= | byy(8S ;)7 =byy gy(m)+ [ (a8 . )
j=2i j2i+l
Or Asn+i-1 posséde un développement limité par rapport a Asn+i'
D'ot
- 3
gi(ntl) = by, g;(n) +byypy o,y giyq(n) + j2§+2 o (As 4]
On développe maintenant ASn+i par rapport a ASn+i+l
. ete.
On obtient
o0
gi(ntl) = ) Bis gy sn).
j=0

(Q,) : supposons j 2 i

g.(n) g.(n) = (s . Y (as . )3

2t J n+i-1 n+j-1" °

ASn+i—1 posséde un développement limité pa? rapport a Asn+i+j—1 et
Asn+j—l en possede un par rapport a Asn+i+j-l'

o o

Don on a : g;(n) gj(n) = 250 Yi+j+2 gi+j+2(n).

(Q3) : supposons j > i 21

y3

)1

gj(n) (AS
g;(n) 7~ (4

n+j~1

n+i-1
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P4 L} Y P4
On développe d'abord ASn+j-1 par rapport a ASn+. . Le résultat

i-1
obtenu est

G §os,as . OF
giZn5 g235-1 £ Tn+i-1

Or ASn+i—l posséde lui aussi un développement par rapport a Asn+j~i»1’

D'ol la propriété (Q,).

i-1
** Choix gi(n) = L é ASn+£

Par la méme technique que le choix précédent on monire que les gi(n)

vérifient (Ql)’ (QQ) et (QS)'
A titre d'indication vérifions (Ql) :

i-1 i 1-1
g;(n+l) = ﬁzé B8 414g © L=l 85 40 = (T Tas )88

L=l
AS .
n+i
= &) g5 -
As . = § e.(as))
n+i 551 i T%n
D'ol
i-1 9
gi(n+1) CH gi(n) + Gz(L_i ASn+£)(ASn) +...

Puis un développement de ASn par rapport a ASn+i donne :

gi(n+l) = 8, gi(n) + 8, 95 gi+l(n) +...

De proche en proche nous obtenons la propriété (Ql)’

D'aprés la propriété 2 précédente.

La quantité Win) donnée par le procédé d'Overholt est telle que :

(n)

Wy k+1

=S + ak,k+1 (Asn+k) +...
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et celle donnée par Germain-Bonne-Wimp est telle que :

X
(n) _ '
Ve T ES YA n 1=é B8 h4i-1

On retrouve donc les propriétés fondamentales bien connues de ces

deux procédés.

111.5.2.1. - Résultats de convergence

Ce procédé est quasi-linéaire :

Wﬁn)(a §,tb) = a Win)(sn) +b ; a, b e R

Par récurrence sur k on a :
- (n) _ _ (n)
k=0 Wo (a Sn+b) s a Sn+b = a WO (Sn) +b
Supposons que

wﬁf{ (a S #b) = a w(n)

k-155) + P

Montrons que cette propriété reste vrai pour k.

g (ntDR ") (a §_+b) - g (W "D

-1 (a s b)

n+1+

(n)
" (a S“+b) gk(n+1) - ngh)

1
alg (n+1NN(S ) - g (WP TH (s )] + blg, (nt1)-gy ()
g tntl) - g (n)

(n)
a Wk (Sn) + b.



189

Théoneme 1 :

S84 Lim wif; = S et 84, AL existe a et B tels que :
100

0O<a<1lc<pet g (nt1)/g (n) ¢ [a, 81, ¥n > N, alors :

gim W)

= s.
o k

S

Preuve :

La régle de 1'algorithme nous permet d'ecrlre :

W < ) a2y (2) _ ylord) _ o)
n n+ n
M= e TEGED O Mhen T e e
ngnS
gy (n+l1)

(n)
AW converge vers zero et ne converge as vers un nous
k-1 & “—-(-y- ge p

donne la conclusion. [

g, (ntl)
Si la suite (gk(n))néN converge vers £(k), alors pour que-—E—(HT- ne

k
converge pas vers un, il faut que 2(k) soit nul.

Thionéme 2
. pe g, (n+1) -
SLﬁi‘n‘:S Setb&ﬂ,lm——(—r q(k¢lea£0M
Lim wﬁ“) = s, .
oo

Par récurrence sur k et par application successive du théoréme 1

nous obtenons celui-ci. [J
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111,5.2.2. Accdliration de La convergence

Théondme 3 :
Sous Les conditions du thondme 2,
(n+l) . .
W .7=8
k-1 : wb = (w(n) _ o - (n)
';TETT;"* L > {W § =0 (W _;i-
k-1
Preuve :
(n+1)_ (n)
EV IR CY I S W = B
k T k-1 gktn+1$
'(n+1)
W. -S
k-1 0
(n)
W - S
- w() _ u(n)_ k-1 _
= W1 T W) g ey s
w;fl;)—s
-1
w-s W) s
m=ly = -
wkznlj_s 1 .gk(n*ﬁ
wﬁf{l)-s gk(n+1)
™ _ . g
S i s
- gkzn+1) by -1 -

D'ol la conclusion du théoréme. O

S), n + «}
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Dans la régle de l'algorithme, posons
Aw(n)

i?i - g (n) ———?—7-ou A porte sur l'indice n.

D'od wﬁ“) = wn)

(n)
k-1 ¥ Dy-1°

- Aw(n) - Aw(n) + AD(n)

k-1
| Aw(“) AD(n)
=> =1 4
—_7_7'
Awk 1

Aw(n) 40

D'ol le théoréme de l'accélération de la convergence :

Théonéme 4 :
Aw(n) (n)

Ce théoréme nous raméne d la procédure 6 [5], que nous exposons

dans le paragraphe suivant.

I111.5.3. - Procédure @

I11.5.3.1. - Rappel sur cette procédure

Soit S l'ensemble des suites réelles ou complexes. Soit S' le

sous~ensemble de S des suites (b ) virifiant :
n ndlN
Abn = bn+1 - bn £ 0, vn.

Soit f une application définie par :

f:8Sx8"+ 58
((ap), (b)) + £ay), (b)) = (c).
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: Aan .
ol C,=2a, - KE; b, ¥n.

Soit un algorithme de la forme :
- . 1
C,=a + bn ol (an) € S et (bn) € S'.
Soit © la procédure consistant 3@ remplacer Cn par
Aa
2 )

oC,) = a3, - g5 by = K((ay), (), = £y, b,

[ -3
. 1s . iéme .
ol 1l'indice extérieur aux parenthéses correspond au n terme de la suite

f((an), (b )).
8(C ) est dit 6-dérivé de C > ou de type-® associé a C,-
C, est dit 6-primitif de G(Cn).
Pour plus d'information sur cette procédure se reporter a [5].

(W) est un o-dérnive

Soit (u) le procédé

[((n) _
Ug = Sn
. 1) _  (n) )
(u) : Wl S w oyt A gk(n) ; ol A, est une constante non nulle.
\(n =0, 1, 2,...;k =1, 2,...

Ce procédé se réduit a

u(n) =S + ? A (n)
ko - jzp 1 Ak

Appliquons la procédure © 3 (u). Cela donne
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(n) _ e(uin)) ot w(r-x) (n)

En posant Wk = k-1 = Y10 dans la relation précédente

on obtient la régle de (W).

111.5.3.2, - Application a (W)

Appliquons la procédure 6 a

(n) _ ,(n) (n)
L W
On obtient
Aw(n)

(n), _ ,(n) k-1 _(n)
O ") = Wy - MO ES
k-1

Dans cette derniére relation, posons

w(n).

(n) _ (n) (n) _
Gk = O(Wk ) et 6 k-1

k-1 "

D'ol le procédé de type-© associé 3 (W) :

(. (n) _
90 = Sn
(n)
A®
(n) (n) k-1 _(n)
(8) : {g ™ =¢g'") _ D" k=1, 2,... 3n=0,1, 2,...
k k-1 ADin; k-1
k-1
(n)
p(m) _ _ A6, 1 (n)
k-1 T Bg(m &M

Ce nouvel algorithme peut se mettre sous la forme :

[ _(n)
o =s ,nz=0,1,2,..

- ( Ae(n)
n) _ s(n) _ k-1 -
ek - ek_.l Ang+1)’ n 0, 1, 2,... s k=1, 2,
(8) : 1 1 -y (n) k1
' B e
k-1

gk(n+l) .Agk(n)
g () Bg (nrD): "

=0, 1, 2,... 3 k=1, 2,...

uk(n) =
\
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La quantité uk(n) peut aussi s'écrire :

g, (ntl)
Skz ny !
SN ) B
F3Cr) Ml
g (n+1) o eg
Si _EZTHT— converge vers une limite finie bk‘ﬁlfferente de un,
(n+l)
alors W (n) converge vers un. De plus si ——kﬁ—j— ¢ Ja, Bl ot 0 <a<1<B,
k-l

d partir d'un certain rang N, alors on a :

Théoneme 5 :

Sx.(e(n)) convmeuquwxndn+°°, AL Ll existe 0<a <1<
(n+1)

e,tN/teI.que ¢ Jo, B[, ¥n 2 N ; et 84 1, (n) + 1 quand
A i 5 k

(n)

n + o, alorns 8, converge vers S quand n +> =,

S,

Preuve : Evidente.

Théondme 6 :

(n+1)
Ae
Sous Les hypoth2ses du thtorme 5 et 84 Lim “—krlr = o, € 1-1, +1[ - {0
oM _g (D) T 88l
.k k 1
alons Lim = 0 <=> Qinm =p .
e eﬁ“i S I eﬁfi-s k-1

Preuve : D'aprés la relation de 1l'algorithme nous avons :

(n+l) _
%1 S .

(n)_g

o
k-1

Ly (0) -—rr
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o(n+1) ¢
k-1 o
eﬁ“)-s eﬁfi-s
BN I €T3
Ok_l—S A8

1 (n) —%ir
Aek?l

Par passage a4 la limite nous obtenons

eﬁn)-s eﬁf{l)~s
£im T-r = 0 <> 2inm _T-)_-_ = pk_l. O
8. ;S 81S

Exemple

Soit (Sn)ndN une suite d convergence linéaire, c'est-3-dire :

Sn+1-S

lim—s-—_s——-- P, P € ]-1, +1[, P # 0.
n

n-He

ol S = Rim Sn'
n»e

Pour une telle suite nous avons aussi :

n+2”S -1
A8 41 _ 504178 Spe17S sp Pl
ASn Sn—S Sn+l-s . p-1

S _-S

n

Prenons dans le procédé (W) gk(n) = (ASn)k.

Les procédés (W) et (8) se réduisent 3 :

A
wén) =S ,n=0,1,2,...
n
(W) : 4
k ,(n) k ,(n+l1)
(4s_..)" W - (AS )" W,
Wén) - n+l k-1 ” n kkl s n=0,1, 2,... 3 k=1, 2, 3,...
L (ASn+1) - (48)
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o™ =g . n=o, 1,2,
0 n
(n)
A8,
(n) _ 4(n) k-1 _
.’ = 8. - WETL k=1, 2, ;n=0,1, 2,
k-1
l‘Uk(n) —ZE?HY—
(8) : A k-1
k
(n) _ ASn+1 k A(Asn)
W o= ) AAs K
\ n n+l

Pour ce procédé de type © particulier nous avons
Théo&émg_l:
S&L (sn)ndN est 4 convergence LinZaire alorns
o{m)_g

k converge vens zérno quand n tend verns L'infind, quelque s04i% k.
NCOIN q q

8, :-S

k-1

Preuve :

Par récurrence sur k nous allons montrer que :

eﬁf{l)—s e£n+l)-s
L2im = p = im ————— = p.
o 8(P)_g oo (™ g
k-1 k
ol encore que
Ae(n+l) Ae(n+l)
k-1 .
2im ———— = p => Rim = p.
meo 0" e 20(™

Comme uk(n) converge vers 1, le théoréme 6 nous permettra de conclure.
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Pour k=0, (Sn) est 3 convergence linéaire.

oMt o{mD) g 1 {(6{™?)-5)/(e{M)-5)-1}/{1-u (1) 26{"*2) /ap{PH D))
RE PR EY (n+1) (n) ' (n+1) ()
6, -8 85 -8 1-{(ey "-s5)/(85""-5)-1}/{1-u,(n) Ae /884"

p-1
1 - P22
1-p
-> = .
P o1 P
1-p
Donc (an))rl est d convergence linéaire.
Supposons que la propriété est satisfaite jusqu'd k-1. Montrons la

pour k.

[ (n+2) ] (n+2)
e "5 A8
1 - {2 - 1b 741 - p (een) X2

o{ntl) ¢ e(n+1)_S ein+l)_S k Ae(k+15
k k-1 k-1 k-1
e(h)_s o{n)_g o{n+1) ¢ Ag{n+T)

k k-1 /l-{k—l —1L/41— (n) k-1
ini uk Zns
e -S Ae
| k-1 L k-1
- p-1
>0 " Ip =p
1 -0
1-p
Donc (e(“)) est 3 convergence linéaire. [
k nelN g )
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Méthode basée sur eg.

198

n),.appliquée 3 x.= e * de point fixe

x, =1

B T

x, = 0.567 143 290 409 et
100000000G000000D+01
«5675269237743475D400
«S671032904102056D+0(
«56714529040954460+00
25671452904 0991960+0y
«5671432904097069D+0¢
«567144829040982750D+00
«D0718352904097991D+00
N6T71432904097979D+00
«S671432904N97760D+0(

SODPNFTUT B WN =,

[

P P (n) . , ~ -X
Méthode basée sur £, °, appliquée a x-e = = 0

donnés

DO DNOPNDE NN -

—

«10000000000000n00D+01
«2000000000000000D+0¢
«3000000000000000DP+0¢
«40000000000000000400
«S5B4B3ITUT9B)5750D+00
«54097994563005280+00
e 5660598643490965D+0¢
+5663345105162%690400
«56T138R9R39235240400
«5671393985878969D+00

Procédé (W) avec g;(n) = (ASn)l appliqué 3 la suite : X 1

e

-X

n nz2

avec =
e Xl

A A e e

OO EFWN O

I—n
= QO W

12

(+) W,

X
n

.}000000000000000)+

.5673794411714u23t+35
.o9é2006?7555506uu+uﬂ
«500473500563036814 (0
.6002435350655°/ub+00
.54539578597502700+00
.5796125355035769u+uo
.5h01154613010891n+00
.571143115u&017/nur00
.569H793473vquVSu+06
.5654881250e90607n+00
.566010/351466R53U#06

S

Diagonale descendante

1. Sa limite est x, = 0.567 143 290 409

(+)

(2) wii?’ wgl)’ wél), w(l)’ w(l),

«Lu0000000G0v000uNs+n
.307579441171&425n*no
«DBR2L26096995023 01400
.50794092549704670+00
.56710489555239030+00
.3671019214?99825n+00
«567143330064620604+00
.5671052918“698560i00
.?67143290598197u“+00
«56714329040967230.400
.567143290QO?7840ﬁ+00
.§o7103290a097a39u+0n

(1) (1)
y > W5 s Wg 'n Wyl

Précision
relative

T

el VU401
1046y
«STu+00
e ChHii=m()
el Bhitmiip
L6581 =0y
L CSLI=ig
,(:V\;—J-I
e lUdivmyR
0 J=10
o C0uU=]2
- 1 LYV [
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CHAPITRE IV

(
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xx ot X%
xx = —_ 55w«
w3 — =
b = —  xx
MM o Q -~ *
WD x¥

= mrn i~ = xx
g o m o
x% n_..\.u_ Mﬂu %
*k x%
8 2 o
£33 -— << m L33
2 w =
k= = b S

<
S & 7o
[(SW]

OO w o
K (o = _.nﬂv._ £33
xk a. ) x¥
xx < xk
o %
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****************:

*
*
% INTRODUCTION
*
*

*
*
:
Kok kok kK dodkokk ok ok kokkkk

L'utibisation des approximants de Padé pour résoudre des Equations
non Lindaines a &té examinie par plusieurns auteurns. RéZcemment Nourein [181,
puis CLaessens-Loisou-Wuytack [10]1 ont donné deux techniques de calcul
ne mettant en feu que L'approximant de Padé [1/pl. En fait c'est La seule
possibilite, can iLs &'intéressent aux z8ros du numérateur de &'approxi-

mant [q/pl. S{ q 2 2, Le nombre de zéros néels, &'ils existent, peut étrhe
supénieun ou gal a deux, ce qui nend Le choix d'un zeno difficile.

12 neste une autrne possibilité, c'est £'extrapolation. Dans Le
cas d'une hacine simple c'est La fonction inverse qui sera approximée
par un approximant de Padé apnds avoir effectué un changement de varia-
ble convenable. Malgné La complexit?é des caleuls, tout approximant de
Padé [p/ql es une approximation de x , La racine de £'8quation £(x) = 0
4 £'ondne p+qtl.

Nous terminons par quelques essais numériques.
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IV.1. - UTILISATION DIRECTE DES APPROXIMANTS DE PADE

Soit a résoudre
f(x) = 0.

Soit x_ une racine réelle simple de f. C'est-d-dire : f(x,) =0
et f'(x*) £ 0.

Soit W une approximation de x,.

Soit la fonction g définie par
g(t) = f(w + t)
Résoudre f(x) = O revient a résoudre g(t) = O.
Soit t, une racine réelle simple de g. Alors w + t, = x_.

En utilisant le développement de Taylor de g au voisinage de zéro,

on a
' (r)
g(t) = g(0) + g.fp) t ...t g_;ﬁggl £ o+,
ey tettte tF o+,
(i) (i)
avec ¢, = ci(w)‘: 5431(0) _f i!(w)

L'idée est d'approximer g par un approximant de Padé [q/p]. Puis
de chercher un zéro de cet approximant. Or si q 2 2 on risque d'avoir
plus d'une racines réelles et donc on ne saura pas laquelle il faut pren-

dre pour approcher t_. Donc on doit prendre dors-et-déja q égal a un.

Soit P 1'approximant de Padé [1/p]. On a

aO + alt

14b.t +...+ b_tP
1 P

P(t) = = o(t) + o(¢P*2),
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= = = s> = -
P(t) = 0 < ag + at 0 <>t ao/al.

N v . .
Posons t = - aO/al. t est donc une approximation de t  car P
. 2 v . .
est une approximation de g. Par conséquent w + t est une approximation

de L3P

n n . .
Posons w = w + t. Donc 3 partir d'une approximation w de X, , on

. . . .V
vient de construire une nouvelle approximation w. Et on a

n N £(¥+w) . v v
w-x, = wt-x = Ty avec & € Imin(x,, t + w), max(x, , t + w)L.

- 3 VD2
..§%3§3 = o(tF" )

O(w—x*)p+2.

Car d'une part on a
Ly o n 2
g(¥) = £w + 1) = o(¥),
et d'autre part on a

f(w) = £'(n) (w-x,) g(%) + f'(Y)% avec n € Imin(x,, W), max(x,, w)l

et Y € IJmin(w, w#%),max(w,w#%)[
o(¥P*?) + ()Y
ey + 0Pty

¥ = £'(n) (w-x,)

£1(y)+o (T

. . v .
L'approximation w est donnée aussi par

A
W= wW - ao/al.

Les coefficients a, et a; sont déterminés comme ce qui suit

a. + a,t
1
0 = eyt ot teato +PtL 4 a(P??)
1+b1t +...+ bptp P
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1 1 170
L
0 = c, t Ch-1 b1 +...¢ cobm pour m = 2, 3,..., P
LO = cp+l + cpb1 +...t clbp
N ( - -
Le systéme Clbl + cob2 = - e,
c,b. + ¢, b, + ¢, b = -c

nous donne

b. = -4 /H, ol
1 p/p

c c 0.vev...0
1 0 : .
c .. ) .
2 . .. N
~ AN
P P PPN ¢
p * IR

D SNECETIRTEREEY +Cq
et ou c, cQ~ Qi" . .9
3 °1 N
’ﬁ - * s 0 e 0o ‘.‘d‘ -: * :-‘ \é
p ‘\~ ) -
RS ?_c‘l:ce
cp+l cp__l..........:c1
AN i s - -
D'od 1l'on tire a; = ¢y - ¢y %p/Hp’ ¢
c c,
et w = w ao/al = w ; =W - S 1.
c1co Hp/H, 1-2% s
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En résumé, 3 partir d'une approximation w on a obtenu une nouvelle

n
approximation d'ordre p+2, 3 savoir w. Donc on peut itérer en utilisant

la fonction

F (w) = - u(w),\,
Hp(w)
1—1.1(W) W
o

ou ul(w) = f—z—-jf,(‘:l)

C'est le procédé itératif de Nourein [18]. Il coincide avec d'autres

procédés connus, pour les premiéres valeurs de p.

Posons D_ = D_(w) = £ () =2, 3
osons r - Yp ——f,m—pourr— ’ se e

a) p =0, F, est le procédé de Newton

0

Fo(w) = w - u(w)

b) p =1, F, est le procédé itératif de Halley-~Schréder.
"
Filw) = w - T u(w) avec D, = g,(:).
1- 5 ul(w) D2
c) p =2, F,estle procédé itératif de Kiss [18]

F,(w) = w = u(w) (1-5 u(w) D)/(1-uw) Dy (u(w))? Dy/6).

avec D, = f'"(w)/£f'(w) et Dy = f(s)(w)/f'(w)-

Soit Xq un point voisin de X, s la suite (xn)ndN construite par

Fp, c'est-d-dire x = Fp(xn), est telle que

n+l

_ _ _ pt2
X = O(xn x,) .

xn+l *

Dans ce qui suit on donne deux techniques de calcul de Fp dues

d Nourein et d Claessens-Loisou-Wuytack.
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* Procédure de Nouredn

. . . . _
Soit Ap+1-q le déterminant d'ordre p+l-q
Cl‘ Cq O.: ceeeeen ...Q

€2 €1 o, e :

Apt1q = T~ IRENR
c B T X .
p-qa  p-l-q 1 0
Q) (@) _(q)

Coplog rr et e, ey

o}

défini par

Multiplions la derniére ligne par - —TQT et ajoutons d 1l'avant
c q

derniére. Développons le déterminant

colonne. On obtient
CO A = c. A = c, A
C(q) ptl-q = O "p+l-(g+l) = T0 "p-q
1
(q)
=> A = c A
ptl-q 1 P-q
¢y ¢, 0.3.. ..... ...?
c, cq <, :
A = ceoesssesererecrenana .....:6 avec c(q+l) =C
P-q
p-g-lttrrree e et <y
pour i =
(atl) . TIPS S AL et i > O.
p-q 1

1

ainsi obtenu suivant la derniére

ces derniéres relations peuvent encore s'écrire

C

Jatl) | 0 ,(q)

p-2

cp—k - ;TET Cp+l—2 pour £ = q,..., p-1.
1

(o}

0]

0, 1,...

(q)

. = ' C .
p-q-i p-q-i c(q5 ptl-q-1
1

s P_q"l
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Elles sont vraies pour q = 1, 2,...

, p~1,p. Il en est de méme de

la relation liant les déterminants A et A .
ptl-q pP-q
- (q) _ (@) (gq+1)
p+l-q ~ “1 Ap+l—(q+l) RS SRS p+1-(q+2)
=...= I I c§q+1) Al'
i=0
= | c(q+l) avec A, = 1.
. 1 1
1=0
Pour ¢ = 0 on a
Tiﬁ- (1)
A = c .
ptl i20 1
. . .. (0) _ . '
Si on choisit cs = c, pour 1 = 0, 1,..., ptl, alors on a d'une
part
= ¢, H H
p+l ~ ¢ P €0 p’
et d'autre part
A = H_.
p b
-1 .
Or A = i | cgl), donc on a
P i-0
A
=Py = ) - Pt
pt+l 1 D 1 Ap :

,I}TP/Hp est donné par

cgp) - 1.

Par conséquent Fp(w) est donnée par

co(w)

F (W) = w - ———.
P (p)
€1
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On a la procédure suivante pour calculer cgp) :
.

(0) .
c; T T, 1= 0, 1,..., ptl

(q) (-1 , _ %0
e ¥z -8 . ;TE:TT’ m=1, 2,..., ptl-qet g =1, 2,..., p

m m m+1l
1
!
Les quantités ng) peuvent &tre présentées dans le tableau suivant
(0) .
g (3-1)
- (9
(0) (1) (2) . (p-1) (p)
cq cy cq R EEEEREETREY cq g
0 (1) (2 I\ : (p-1)
<, c, ) CEERE R TR ¢,
- Y3
(1) 04
(i+1) ettt .
(0) (1)
P °p
(0)
ptl
)y . _ G-, %o
i T % T %inm 2G-D)
1

Cette technique nécessite pour calculer cgp) : (%;l) soustrac-

tions, Eig;ll multiplications et p divisions. Pour passer dans le tableau

de la colonne i & la colonne i+l on doit diviser par le facteur cil). Cela

peut entrainer une instabilité numérique.

** Proc@dure de CLaessens-Lodlsou-Wuytack [10]

Considérons le déterminant
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¢y o Ovevecerenennses
2 cl. °o~_ .'~._ :
I P it eeea 0
\.~ '\co
phLt ey Cy.eicy
¥ ¢ A
=> —R = ——1 - _l—.m.
H c A

La fonction Fp s'écrit alors comme

Fp(w) =W -y AP/AP+1.

Soit wp le déterminant suivant

cy 1, O.everereneess0
1 ' - : {
¢, cl. . \0.:.:.....0
T T PR ¢
T
] )
CP.. S T I ¢y
P - ptl
On a cp W AP et ¢, p+l o+l
A P A
=>.L = O _W/w .
¢ Ap+1 cg-t-l A +1 p’ ptl

Par conséquent Fp peut s'écrire

Fp(w) =T w - wp/w

p+l’

On a l'algorithme suivant pour déterminer wP et

W

ptl :
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[wgl) = c% = cj/co, j=1,..., ptl

LGY ) (1) G . P

we =Wy we w1 2,... ptl et j i,..., pt2-i
(1 .

¥i = Yy ), i=1,..., ptl

(3)

Les quantités w:~" peuvent 8tre rangées dans le tableau suivant :

(itl) (1)

ROREC e
w®
(3)....e
(3+1)...00oues Crreeeeaaees
s
;§p+1)

Les relations de 1l'algorithme précédent sont obtenues de la maniére

suivante :

Soit wgl) (wél) = 1) le déterminant d'ordre (i)
el L. Oueereeenennennnn 0
' Samt
02\ cl\ 1. :
..... U S FRREY o
) : 0
(1 .
we ) = . | Pour i = 1, 2,..., ptl.
1] \ - |
ci Cl_qrrvenenne Coivns <]
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P . 1 . s
Soit k € {1, 2,..., p+1}. Le déterminant wﬁ ) est une combinaison

linéaire des wgl) pour i = 1, 2,..., k-1.

1] ] 1]
¢y 10..... 0 cq 10..... 0 5 1 o......0
1 * 1 | ] 1
cy ¢ 1 0..0 Cy ©q 1 0..0 cy ¢ 1 0..0
& R (N P ce e
W =E = cj
1 \ ] 1 1 ] \J ) 1
Cp Cko1c* 1 Cr_q Cpope+Cy Cp Cp_pgrecerC)
cé 10......0
| t
o w(l) e w(l) . c, ©1 10..0
71 k-1 2 k-2
| 1] 1
Cp  Cp_gee+-C1
c& 1 0.eennt 0
! ' 10 o}
(1) (1) (1y _|% °© e
= ot - ! 1 -
€] W1 T 2 Wx-2 T €3 k-3
\ !
Cp Cp_yerereCy
- = § v (1) (1) _
=...= ) cl w i avec Wg = 1.
. 1 k-1
i=1
Soit maintenant le déterminant ng) d'ordre (i) défini par
c! 1 0.........0 c! 1 (0 I ...0
] - : . J
1 1 N . '
PSS SUUERNNREIS] N bs E51
wg-]): : “~‘ ‘.‘\l - . w(l)
: . : 1
t A | 1]
€itj-1 Ci-1rcrrr A i+j-1
1
Cj+1 1. O‘ . Q
1 1 T .
cj+2 ¢y 1~~~~ ._‘.:
(D : . 0 (1) (j+1)
- At _ . .. — -
T ¢35 Mia1 . .. €j ¥i-1 7 Yi-1
. 1
.' 1 \
°l4i-1 Cl perresecneressCy
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- .(3) (1) (3+1) (3) _
B WA ¥ S S | = c]

avec "1 Cj .

() (D), (34
1 '

Pour i = p+l on a besoin de connaftre w b P

Or le coefficient c% d'indice le plus grand est c;+l.

Donc pour que le déterminant w£j+1) ait un sens il faut que
pti < p+l
-> § =1
Donc seuls ﬁ;l) et wgz) sont utilisés par la relation précédente,
d'od le calcul dei;;:i;

Pour i € {2,..., p+1}, le coefficient °i+j-1 doit avoir un indice
i+j-1 < p+1 => j < p+2-i, d'ol les relations de récurrence de l'algorithme
précédent .

On voit que cette technique utilise également.zig;il additions et

.BS%;ll multiplications, aprés avoir au départ effectué p divisions.

Dans le paragraphe suivant on va voir que tout approximant de Padé

est une approximation de x,.

1V.2. - UTILISATION RECIPROQUE DES APPROXIMANTS DE PADE

Nous allons exposer une technique analogue 3 celle introduite par
Traub [24] pour construire des méthodes itératives d'un ordre arbitraire.

Soit 3 résoudre f(x) = 0. Soit x, une racine simple de f.

Soit F 1'application inverse de f ; F = f“1 et F(0) = x,.

Soit w une approximation connue de x . Posons T = f(w) et consi-
dérons 1'application g définie par :
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g(t) = F(T1-t)
On a g(t) = F(1-1) = F(0) = x_.

*

Supposons que 1'on puisse développer g(t) comme suit :

_ 2 i
g(t) = Co * Cqt + cptT te.ot ot ..
(i)
o ¢y = (_1)1 F '(T)

Considérons 1'approximant de Padé

m
a0+a1t +...% amt
~

1+b,t +...+ b_t
1 n

[m/n]‘(t) =
Par définition de 1'approximant de Padé, on a
[m/n] g(t) = g(t) + o™y,
Comme [m/n]g(t) est une approximation de g(t), alors [m/n]s(T)
sera une approximation de g(T) et donc de x_.
Par la suite on a

g(t) + o(1m+n+1)

[m/n]g(T)

m+n+1)

x, + o([f(w)]

x, + O((u-x )™+,

ol encore

ao+a1[f(w)] +...¢ am[f(w)]m min+l,

= x + 0((w-x,)
1+b1[f(w)] +...+ bn[f(w)]n * *
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Les coefficients b, et a, de 1'approximant de Padé sont déterminés

par les équations :

[
=
"

o hl + ¢

b, + ¢

1a, = ¢ b2 + ¢, by o

® 08 00 000000000000 RGOS OLEOEILIETTTS

a =c¢ b +...+ ¢ by + ¢
\ m m-n n m-1 m

avec la convention : c; = 0 pour i < O.

Les coefficients c; sont donnés par

—TT e

¢y © (-1) 1!

Et on sait d'aprés [24] que la 1™ 4grivée de F peut s'exprimer

en fonction des dérivées de f.

= f(w)
K, B,

<% e
F'7/(t) = [£'(w)] - (-1) (1+r -1)!
=1 %

avec (82,2""’81,2) solution de 1l'équation

[ i
2 (J 1) B 2 = i-l
j=2
(%) : ¢
Bj ) €eN pour j = 2,...,1: K, est le nombre des (i-1)-uplets
>
\ solutions de (*),
et rp = Z B , pour £ =1,..., Ky

j=2
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on 1le aussi A, = £ )
rappelle au que i T m.

Détemination des premidres dinivies de F.

Nous avons calculé au chapitre I les quatres premiéres dérivées de

F au point 0. Le travail est le méme pour tout autre point.

Pour T = f(w) on a :

F'(1) = ?T%GY
(1) = - £''(w) 5
[£'(w)] .
H(3) gy = A% - £ £
[£'(w)1°
L) gy < 20 £1 eV - 1stenw1® - £ £
[f'(w)]7
etc...

On voit que l'expression de ces dérivées devient de plus en plus
compliquée ce qui limite 1l'utilisation de cette méthode. On va voir que,

par ce moyen, on retrouve certaines méthodes connues.

a) Méthode de Newton

Par itération sur 1l'approximant de Padé [1/0] nous obtenons une

méthode d'ordre deux ; c'est la méthode de Newton.

[1/01 () = g(t) + o(t2)

2
= co + c1 + 0(t7)
= aO + alt.

Donc on a
ag = Cy =W
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Posons 3 = [1/0]8("t) . 0Ona

P fw) g(t) + 0(12)

x, + 0((w-x,)?).

D'ol 1'on tire la fonction itérative de Newton

_ f(x)
¢1,o(X) S XTI

b) Une autre méthode d'ondre deux : ¢o 1(x).

L'approximant de Padé [0/1] est tel que

a

_ 0 _ 2
[0/1]8(t) = m = CO + Cl‘t + 0(t7)
= aO = cO = w
S S
1- co—wf'zwi'

Par suite [0/1] s(-r) est donné par

N - wf(w)
w = [0/11 (V) = w o )]

D'ou 1'on a la fonction itérative ¢0 1
]

-y xf(x)
¢o,1(X) TX T+ )

Remarg ue :

Soit h(x) = xf(x). La fonction ¢O l(x) n'est rien d'autre que le
]

processus de Newton appliqué & h(x).

c) Méthode de Schrdden : ¢1 1(x)

Elle correspond d l'approximant de Padé [1/1] g(t).
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‘a0‘+ alt

_ _ 3
[l/l]g‘t) = T‘TT)F— = cO + cl‘t_‘ + 32t + 0(t")
= fag = ¢9 = ¥ 'ao = w
- - (2 -
a; =cyg +biey_ fa; ® (c% co c2)/c1
_ %
0= ¢, + b1 ¢y b1 = =

L'approximant [1/1]‘(1) s'écrit

) .
cqey * (cl-coc2)T

C1 - C2 T

[1/1]?(1)

F(t) [F'(1) + F"(71) T/2]-—£F'(TlifT
F'(t) + F'"(T) T/2

2
_ [2 P/ ()]t
=¥ - sy 0T
=y - 2 —f(w) £1(w)

2LF' (w)12 - £(W)E"(w)

Par conséquent on a la méthode de Schrdder :

2 f(x) £'(x)
2LE' (x)1°-£(x) £"(x)

(x) = x -
61,100 = x
Par définition de 1'approximant de Padé [1/1]8(1) on a :

g(1) + o(td)

(1/11 (1) = ¢, 1(w)
g ]

3
x, * O(w-x)".

d) Méthode % o d'ondre 3
2

Elle correspond 3 1'approximant [2/0]g(t). Elle est donnée par

f(x) 1 f"(x) 2
b, (X) = x - = -2 I rex)1c.
2,0 &) 2 12
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e) ¢042.d!olcdlce 3

Elle correspond 3 1'approximant de Padé [0/2]‘(t).

3
[0/213(1) = g(t) + o(77)
= x, + 0(w—x*)3.
[0/21 (+) = g(t) + o(t>)
a
=0 5 = ¢yt oyt + c2t2 + o(ta).
14b.t+b.t
1772
- r -
> ‘O = cO ao = c0
0= bl o + cy . ‘bl = - cl/c0
0= b2 co + bl ¢y + <, c2 c1 2
b2 s - o + (=)
L 0 0
C '2 " ] 2
[o/21 (t) = 0 sy - YL2WE' Tt + (wf" + 2F')t7 ]
g e DU e ¥ ] I 2 woE' 4 2uE "t + (WEMH2E )L
€0 9 %o

Y ] i 3
ol les dérivées f( ) sont calculées au point w.

D'ol la fonction itérative suivante

_ x(2xf'2f + (xf"+2f‘)f2)
¢0,2(x) = x - ——3 2 2"
4 2x°F'T + 2xF'O°fF + (xf™2f')f

4) Méthode ¢ o d'ondne min+l

D'une maniére générale 1l'approximant de Padé [m/n]g(t) donne nais-

sance 3 une méthode itérative ¢m n d'ordre m+n+l.
3

En effet 3 est tel que
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+n+
m+n 1)

1

W = [m/n] () = [m/n]8 (£(w)) = g(t) + o(t
4

m+n+1].

x, + 0[(w—x*)

) est donnée par
m,n

¢m,n(X) = [m/n]g (£(x))

et X (xk), k 2 0 avec Xq donné.

K+l - ¢m,n

Grice 3 1'e-algorithme et 3 la régle de la croix on peut déterminer
toute la table de Padé. En partant d'un point vw voisin de x, on construit
les approximants [m/n] qui sont d'ordre m+n+l. Les coefficients de la sé-
rie sont donnés par

. (1)
F .
c; = (-1)l I (f(w)),i=0,1, 2,...

IV.3. ~ ESSAIS NUMERIQUES

1) Procédures de Nourein et Claessens-Loisou-Wuytack

Soit 3@ résoudre

Donc
£(x) = e “-x, et g est définie par g(t) = f(w+t)
-w-t - -W e-w 2 n-w e .,n
= e -w-t = (e w-w) +(-e -1)t + 7Tr't +...+ (-1) = €t +...
- —w-
c, e -w
- - _w_
c1 = e 1

-W c,
C, = —=— et c = - 2 pour i 2 2
2 2! i+l (I+D) oo

On a vu au paragraphe IV.1 que Fp(w) = x, + O(w-x*)p+2.

Dans cet exemple on va s'intéresser au calcul de Fp(w) pour
p=1, 2,..., 10.

w =1, x, = 0.567 143 290 409 783
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Procédure de Nourein Procédure de Claessens-Leiscu-Wuytack
r

P Tb(wf | g P(w?‘

1 |.9649192899718807D#00 1 | .856489192899718807D+400
1 2 1.9471105680984343D+400 2 | .5871105680984343D+00

3 |.5671554363940288D+00 3 1.5671554363940288D+00

4 |.5671445821480874D+00 .4 {.567144%821480874D+00"
5 [.9671433139251416D+00 oS [.9671433139251416D+00

6 [.5611432829887815D+00 6 |.9671432829887812D+00
7 1.56214328959902450+00 7 1.5671432895990245D+00
» 8 [.9671432903945244D+00 8 |.5671432903945244D+00

9 1.95714329041441710+00 9 |.9671332904144174D+00
10 |.5671432904102933D+00 10 1.5671432904102933D+00

2) Utilisation néciproque

Soit 3 résoudre :

LOG(%) =0 et x>0 (x* = 1),

g(t) = et t ol T = LOG(w)
© . T bt N .
=] (D' FH ] -t A&
L it e 1!
i=0 i=0
i eT iw
=D Ci = (-1) I7T = (-1) T i20,

En partant de w = 2 et en utilisant 1'€e-algorithme on a calculé

la moitié de la table de Padé et on a obtenu les résultats suivants :

n [n/0]
¢, .olw) " s
R ¢ ,(w)
n,1
o“,zououooooounoouou+ol
| ( ( «97050233932505721 "
11.61370563885010920+00 } 16039849, PATATAA s
2|.10941586527983110401 2 1 gogeneayreesiotbsu g
3|.9631504354686675D+00 3 [+99954562400648930i400 T
4] 1002306930839 0000, b 1e10000446572a5457h%01
519997199R82054635870+00 o |-999996148646721T0400
3 .;23002§052662506“*01 6 «10000002957101950+01 ]
7| +299997547 19489830+ 00 7 | +999999979545 16500400
. 053601400 « 999996996449 ,2573%" )
1?,01000000000d003590+01 9 10000“3:?94573!““’“”
1L~.9099999999512517u+00 10 ) orhonnsssenol
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R [n/2]
n =
¢ _(w) ms\mg
, n,2 ou 3 w)
«10002286006975850D+01 31 .999999223019602301400
3
«99998226119824930400 4 .1000000041879108D+u1
«10000012653066050U+01 5 .99999999784776180+00
« 99995 .
5 999991696966840+00 6 .1000000000104775u+01
6f -10000000050190510+01 7 9999999999951 7751400
71 «999 5510
99999971939550+0¢ 8 | .10000000000002100L401
8 2100000000001457304+01
9 «999996999999293940¢
n [n/4] n [n/51
by, u¢® ¢ 5(W)
4| «10000060014745adl+01 5 | .99999999999821590+00
5| «9999999999392G48D+00 6 «10000000000000S9D+01
6] 1000006000000283G1:4+01
71 .9999999996999065040(

IV.4. - UTILISATION DES APPROXIMANTS DE TYPE-PADE [28]

On utilise dans ce paragraphe les notations du paragraphe IV.2.

On définit une fonctionnelle c associée 3 g et agissant sur l'es-

pace des polyndmes par :

it

elxd) = e; = (-1)

L'idée de base est

1 2.2 _ 2
clysg) = (1 + xt + x't to.0) =g ot oottt
g(t),
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ol ¢ agit sur la variable x et ol t est un paramétre.

Soit P un polynome qui est un approximant de la fonction (1—xt)_1.
La fonction g est approximée par c(P). On va s'intéresser d la valeur
de c(P) en T puisque g(T) = x_.

Soit v un polynome arbitraire de degré k donné par

- k
v(x) = ay + aix +...+ ax (ak £ 0)

v(x)-v(t)

x—t On a

Considérons

v(x)-v(t) _ k-1 k-2 k-1
5 Fat a2(x+t) +...4 ak(x +x t4...+t )
v(x)-v(t), _ k-1
(== = a; cytayle teqt) +...4 a e, _j+e ottt gt 7)
kil k-%-i i
= ( a,. ... c:)t = w(t)
120 520 1+i+3 7J
k-1 k-1-i .
soit Wit) = 7 wte™y = ] § ey, e
iz0  3=0 13
k-1 k=2
k-1 k-2
= () a,,.c)t + () a,,.ct +...+ a,_ c,.
320 1+ 73 520 243 73 k 70
k-2 k-1
Posons AO =@ Chseens Ak-2 = jz a2+j cj,, Ak—l = jz a1+j cj.

On a :

W(t) = A + A
wlt) = Ay + Ajt +...4 Ak_lt .

On a aussi
-1 k k . -1
w(t) = Ry = T o )y L (B vt (e ),
x-t
k k . -1
- tov(x)-t v(t 7)), _ k _,v(x) k ,.-1
= - o — ) = -t elqmg) + tv(t ) glt)
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~ k_,.-1
Posons v(t) = t v(t ~). Cela donne

n k .

w(t) t v(x)
~ - g(t) - c( -~ ).
v(t) v(t) 1

o
Le polynome v(t) s'écrit aussi comme

"
v(t) = a +a _,t+...¢ aotk.

Considérons maintenant la fraction ¢k définie par :

£2

(t)
%(t) k-
Ao-fAlt +...4 Ak—lt

$ (1) =
1

k
ék*ak-lt toeot aot

; k v(x) .
6 (1) - glt) = - € c(—YX)
k V) (1-xt)
¢k(T) - g(T) = ¢k(T)—x* = - Tk c(a__zgfl___)
S(1)(1-x1)
8 () -x, = ~ [E(0)TF o(— X ) avee T = £(w).

v(f(w))(1-x£f(w))

o(w-x,)¥.

Soit w' = ¢k(f(w)). w' est donc une approximation d'ordre k de x_.

D'ol 1'idée d'itérer sur la fonection ¢k'

Soit x, un point donné. L'itéré X, (n 2 1) est construit de 1la

maniére suivante :

-1

i ) Ao + ‘Ifn—l t.o..4 Ak-lfﬁél

xn - ¢k(f(xn_1)) - 4 P?
a + ak-lfn-l toootagf o

ou £ ., = flx_ ).

¢k est d'ordre k.
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Exemples de fonction @k

a) k =1 : ¢, est d'ordre un. Elle est donnée par :

alx

P10 * TG

bk =2 : ¢2 est d'ordre deux. Elle est donnée par 1}

b () = ayx + (a1x+a201)f(x) tvee o = - 1
2 a2+a1f(X) + aofz(x) 1 )
a.f(x)-a,c
= x - f(x) 0 24%
a2+alf(x)+aof (x)
£(x) (a2+aof(x)f'(x))
X Ry

a2+alf(x)+aof2(x)

On remarque que le choix ay = 0, a; = O et a, quelconque (# 0)
correspond 3 la méthode de Newton.

c) k=3 : ¢3 est d'ordre trois. Elle est donnée par :

2
a co+(a c.ta,c )f(x)+(a1co+a2cl+a3c2) £7(x)

270 731
+ a, f(x) + a f2(x) + a fskx)
2 - 1 0

3

$a(x)

aj

[a3+a2f(x)+a1f2(x)+aof3(x)]x + f(x)[a3c1+a2cl+a302f(x)”aafg(x)]

ag + azf(x) +a, fé(x) + a, fa(x)

2
aof (x)*aacl-a2clfa302f(x)

agta,E(x)ta, £ (x)tagf (x)

x - f(x)

- 1 - _ f"(x) .
Or ¢, = Y et c, = 5?37;7. Par suite on a

2a0f2(x)f'2(x) + 2(ayta ) £ (x)4a FOE"(x)
x - £f(x)

$,(%)
3 261 2(x) (agta, E(x)4a, £ (x)+agE (x))

On remarque que le choix a, = 0, a; = o, ap = 0 et aq quelconque (£ 0)

correspond a

i flx) _ 100 £x)
$3(x) = % - Ty T TE) FR)”
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****************:

*
*
 INTRODUCTION
*
*

*
*
:
dkkhkhkdkkkhkkhkkhhkkkk

A partin de centaines méthodes de point §ixe nous allons maintenant
constrwine des proctdés d'accélération de La convergence.

Nous nous intinessons essentiellement aux méthodes de King [16]
et de Schndden [41].

Nous avons vu au chapitre T1 que La méthode de King est d'ondre
quatre et que celle de Schrdder est d'orndne trhods. A L'aide des thories
de L'intenpolation polynomiale et des différences divisées d'une fonc-
Lion, nous allons donner deux procédés d'ordre quatre pour La premidre
et d'ondre trhods pour La seconde.
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V.1. - POSITION DE LA QUESTION

Soit 3 résoudre une équation non linéaire
f(x) = 0.

Soit ¢r une méthode itérative basée sur p points et faisant inter-

venir dans son expression les dérivées de f jusqu'd l'ordre q :
f’ f',oo., f(q)))

r étant I'ordre de convergence de ¢r on a :

)I‘

X _-X, = O(xn R

n “x -1 %%

ou x, est une racine de f.

Etant donnée une suite (Sn)n e de limite S , on va approcher les
dérivées de f par des quantités formées 3 1l'aide d'un nombre fini de ter-

mes de (Sn)' Soit [f(])] une telle approximation pour j = 0, 1,..., q.
On considére la transformation de suite (Sn) -+ (Tn) avec

- (q)
T, = ¢.(S5 5..., sn_p+1, [£1,..., [£3%'D)

Le probléme est de choisir les approximations [f(J)] afin d'obtenir
un proécédé d'accélération de la convergence de degré r, c'est-d-dire

tel que :
- _a 3T
Tn—S* = O(Sn S*) .

Dans les deux paragraphes suivants nous tentons de répondre d'une

certaine maniére 3 cette question pour les méthodes de King et de Schrdder.
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V.2. - PROCEDE ASSOCIE A LA METHODE DE KING [16]

Soit une équation de la forme :

x = F(x).

En prenant f(x) = x - F(x), on peut mettre la méthode de King, vue

au chapitre 1I, paragraphe II.3.1, sous la forme :

X £).

n+3 = ¢4(xn’ Xn+1? xn+2’ xn+2’

. _ 4
On sait que x_, .-x, = O(xn-x*) .

n+t3 "%

Soit une suite (Sn)néN d convergence linéaire. On sait que pour de

telles suites il existe une fonction F et il existe un entier N tels que :

S 41 = F(S), ¥n 2 N [11]

2174

Donc 3 partir de Sn’ S et Sn+2’ il est aisé de construire S

n+l n+2 ;

——— ]
La difficulté consiste dans le calcul de F(Sn+2)’ car F n'est pas

connue d'une fagon explicite.

Une idée simple pour éviter cette difficulté est d'interpoler
- ' T — 3 -
F en Sn’ S,+1 ©t S, 4, Puis d'approcher F(Sn+2) par la valeur de son in
terpolant au point Sn+2'

S ..). Soit Pgn)

Considérons les deux points (S n+1® Sn+2

0’ Sn+1) et (S
le polyndme passant par ces deux points. On a :

(n) -
Pl (S ) =S

n+2 n+2°

S est un point fixe de P

(n)
n+2 1

Pour avoir une meilleure approximation de F(Sn+2)’ nous devons faire

appel 3 d'autres termes de la suite (Sn)‘

), (S S ) et (8 s ).

Pour cela prenons les points (Sn, S n+1® Sp+2 42 “n+3

n+l
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Dans ce cas, le polyndme d'interpolation est de degré deux.

Soit P(n) ce polyndme.
(n) = . i =

P (Sn+i) = Spe1ei 317001, 2
(i) _ .3 =

Py = S 14 3 10,1, 2

2
S S -§

=% = nt2 n n+1

X = %n42 ° S 25

n+l n
_ (i) (i+1),
sy (8, +iv3 X)?iTl(X) - (8,,4~®IP§"y (x)
] Sn+i+j ~ Spei

pour j =1, 2 et i=0,1,..., 2-j.

1]

F(Sn+2)‘

(n) _ (n)
P, (S_..)

n+2

L'erreur d'interpolation nous permet d'écrire :

() _ ‘3)(5) s -

F(Sn'o-Q) - P2 n n+2)(s

)(s )

n+1-sn+2 n+2_sn+2

O(eg), avec £ € ]mih{S 4 , 3 +2}, m;i{sn+i, Sn+2}[

1 _ Asn+1 _

Posons Kl = Ts-n— - Kl

(n) 3
o P, 'S +2 F(S +2)-sn+2 + O(en)
W =
S +2-Sne1 Sne2 ~ Spe1

_ 2
= K, + O(en).

Or lors de 1l'étude de la méthode de King au chapitre II, nous avons

- _ 2
K = K*(l - K, + Kl) = K + O(en).
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Pgn) est déterminé par les conditions d'interpolation

(n) - A
Py (S ;) = S . i=0,1, 2, 3.

n+i+l °?

Le calcul de Pgn) z Pgn) (Sn+2) se fait comme précédemment par le

schéma de Neville-Aitken.
Dans ce cas on a
= _ pln) _ 4
F(Sn+2) P3 - O(en)

Considérons le procédé

1l (n) '
n n+2 ;ji (Sn+2—P3 ). (v.2.k")

Cette fois-ci on a
Y
T -S, = 0(5 -S.)".

En fait toute approximation Q(n) de F(Sn+2) d'ordre B 2 U4 conduit

34 la méme conclusion. A savoir

_ 4
T -S, = 0(S_-§,) .

En effet
- 1 e (n),]
Tn-s* B en+2 - ITE (Sn+2 Q )
b =—> ...
FE D) - Q™) = 0(e_g)
n+2 n
B2 b
_ o1 _ _ 1 — _ oln)
e Tn—s* T Cne2 Ij§ (Sn+2 F(Sn+2)) 1_% (F(Sn+2) Q)
A\ ) A i
Y Y
J
o(e) o(ed)

O(en).
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Définissons la quantité ¥ par

X

* * 1
K*(l - K* + Kl)

(K, + 0(e2))(L - K, + K; + 0(e2))
~ 2
= K = K + O(en).

On pose

1, ———— (n)
T =S - — (S - P,77)
n n+2 1:k n+2 2

(v.2.X)
Ainsi la suite (Sn) est transformée en (Tn). Nous obtenons

T -S, = 0(S_-S )3

n * n % 4

alors que la méthode de King est d'ordre quatre.

En effet nous avons :

_ ey _ L _ p(n)
Tn_s* - (Sn+2 Se) k (Sn+2 P2 )
1- —
en+2 = Sn+2_S*

e - o1 _ o1 =— _ p(n)
- TaSe = fnap T TR Gpyp T F(Spy)) - (F(S,0) - Py )
[\ 1-K J [\ l"K J

~ ~"

L l%

O(en) O(en)

D'ol le résultat.

On voit qu'une approximation de F(Sn+2) d'ordre trois ne suffit pas
pour obtenir 1l'ordre quatre. On s'intéresse donc maintenant a4 un polyndme
d'interpolation de degré trois. Soit

'Pgn)(x) =z aén) + ain) x + agn) x2 + agn) x3.
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Remaggue :
A partir des termes {Sn’ S 41 §P+2, S 439 Sn+4}’ les procédés
d'Owverholt et de Germain-Bonne domnent une quantité Tgn) telle que :
(n) _ 4
T3 -S* = O(Sn—S*) .

Par conséquent le procédé que nous venons d'étudier leur est com-

parable.

V.3. - PROCEDES ASSOCIES A LA METHODE DE SCHRODER

Nous avons étudié en détail au chapitre II, la méthode de Schrdder.

Elle peut &tre mise sous la forme

X 41 " ¢3(xn, £, £', £").

- 3
= O(xn—x*) .

Xn+l *x
Dans ce paragraphe nous nous proposons de former 3 1'aide des termes
d'une suite (S ) de limite S , des quantités approchant f(xn), f'(xn) et
f"(xn), de telle sorte que 1l'on ait
T -S, = 0(S_-S )3
n % n x"?
ot T est donné par :

Tn = ¢3(sn, C£1, [£1, [£"D),

avec [f] approximation de f(Sn), [£'] approximation de f'(Sn) et [£"]

approximation de f"(Sn).
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Soit (Sn)néN une suite 3 convergence linéaire.
Il existe F et il existe N tels que

S41 = F(S ), ¥n 2 N

Soit f définie par
f(x) = F(x) - x
Pour n 2 N on a

AS_ = £(S ),
n n
et £(S,) = 0.

Donc nous prenons tout simplement pour [f] la quantité ASn
[£]1 = As = £(S)).

Quant 3 f'(Sn) elle sera approehée par la différence divisée de

f aux points Sn et Sn+1'

f(Sn+1)ff(Sn)

Snt1 ~ Sy

[f'] =[Sn, S f] =

n+l?

De méme f"(Sn) est approchée par la différence divisée de f aux

points Sn’ Sn+1’ Sn+2‘
[£"] = 2[S . S S £] = 2 [Sn+l’ Sn+2’ £1 - [Sn’ Sn+1’ £]
- n’® “n+l’ “n+2? - S -S
n+2 n
AS
-  nt+l
Posons Kn = —Eg;-.
S f(Sn+1)-f(Sn) _ Asn+1- ASn Cw 1
Sn+l - Sn ASn n



234

Ce - (S, 15 So4p0f] = [, S .4, £] _, (K, ~1)=(K -1)
;§;+2 - Sn ASn-!-l + n
=9 Ke17%n _ 2 K15
- +1) ~ AS K +1
n n n n
La quantité T est donnée par :
Tn = ¢3(Sn, [£1, C£'1, [£"])
=g 2[£] [£']
D are 2oL £
s 27 Sn (Kh - 1)
~ “n K .~K
2 ntl n
206,707 - A=t
n
D'oll
( As (K -1)
= - P4
Tn Sn 5 AKn »0 20
(Kn_l) - anl
L (v.3.8)
K ASn+1
n -~ AS_ °
L n
Ce procédé n'est que de degré deux. En eéffet
_ _ 2 3
fn = f(Sn) =cy e t ¢, e + cqy e +...
ou en = Sn- x®
Notons, e +1 " Sn+1-S* et € 40 ° Sn+2—S*.
) 2 3
€ 41 ° (c1+l) e tc, e + ¢y e +...
e = (¢ +1)2 e + c,(c,+1)(c,+2) e2 +
n+2 1 n 2' -1 1 n ' °°
AS Ae
- n+l _ " n+l _
Kn ol 3 Sl v = (cl+l) + c2(c1+2) e, t...
n n
AS Ae
_  nt2 _ Tn+2 _
Kl T B8 - "R - (eqtl) + cpleg+2) ey +enn

n+l n+l
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= (c1+1) + c2(cl+1)(c1+2) e +...

Posons Nn = ASn(Kn—l)
2 AKn
et Dn = (Kn—l) sy
n
Nous avons :
. L2 2
N =¢) e tc c2(c1+3) e t...,
et D = c2 +c, cq(2¢, + 3) e_ +
n 1 1 72 1 n °°°
Par suite
Nn 5
T €, " Cye, te..
n

Par conséquent nous obtenons :

an 2
Tn—S* e, "p T2, +...
n
Ce procéde, mettant en Jeu Sn’ Sn+1’ Sn+2 et Sn+3 ne nous fournit

que des quantités d'ordre deux. Or on sait que les procédés d'Overholt
et de Germain-Bonne, qui utilisent quatre termes de la suite, donnent des

quantités d'ordre trois.

Cette perte de l'ordre est diie au fait que les deux développements

en série suivants ne coincident pas en général :

f(l)(Sn) fil)
[Sn, So410° "> Sn+i’f] =gy tae t... =t be +...
(1) _ (1) (i+1)
f (Sn) = f* + f* e +..0
b i! # f(l+l) (en général).

*

On ne veut pas utiliser davantage de termes de la suite. D'ol 1'idée
de construire une nouvelle approximation de f'(Sn) grice aux termes de la

suite utilisé déja dans le procédé ci-dessus.

C'est 1l'objet du paragraphe suivant.
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On remarque que

[s , S f] = cq + (2c2 tcy c2) e *...

n n+l?’
] -
f (Sn) = ¢yt 2c2 e t...
AS =c. e +c 'e2 +
n 1"™n 2™ n °°°
= =
ASnl:sn’ Sn+1’ Sn-l>2’ £] €1 ©2
[Sn, S 410 Speoe £l = ¢, + O(en)

Par conséquent on a

s, s £l - As [s , S S f] =

n® °n+1’ n-°n® °n+1® “n+2° ¢y + 2

2
s, t O(en).

Soit X, défini par :

AKn 5
xn=Kn—l-§+—I=Cl+2C2 en+0(en).

La quantité X  coincide avec f'(Sn) jusqu'd l'ordre un compris.

Dans la méthode de Schrdder remplagons f(Sn) par ASn, f'(Sn) par X_

1" '3 2 .
et f (Sn) par 2[S_, S +1° Sp4os f], on obtient le procédé :

Al(n

ASn Kn -1- Kn+1
Tn = Sn - AKn T2 'AKn

Kl - x31 T K 1
. n (v.3.8")
K = ASn-|-1

n -~ AS

| n

Cette fois-ci on a :
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_ 3
Tn-S* = o(sn-s*) .

AK
= -1 - 2
En effet, en posant Nn -.ASn Kn 1 Kn+1
AKn 2 AKn
et Dn = 4K -1 - Kn+1 - Kn*l’ nous avons les développements
= (o2 2
N = {c1 + 3cycoe + O(en)}en.

2 2
et D_ = {cl + 3c1 c,e O(en)}.

D'ol

2 2
N ) {cl + 3cjce 4 O(en)}en

_ 3
= O(en) te.

n i ci + 3¢,C

2
1Cp8p t 0Cep)

Par conséquent nous obtenons :

=4
=z

- n _ __n _ 3
Tn S, = Sn S, t T % e Dn = O(en).

jo]

CONCLUSION

Ces deux derniers paragraphes montrent bien que toute méthode
de point fixe peut donner naissance d@ un procédé d'accélération de la con-
vergence. La seule difficulté réside dans le choix des approximations con-
venables afin d'obtenir un degré d'accélération égal d 1l'ordre de conver-

gence de la méthode de point fixe.
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*****************:

INTRODUCTION

Kkeddokkkdkkkdkhhkhk

*NR%W

*
*
*
*
*

Dans ce chapitre nous nous intéressons a La nésofution de systimes
d'gquations non Linaines.

Apres avoin nappelé La méthode d'Hemnici [8] nous en proposons
une autrhe basle sur Le E-algornithme [61].

VI.1. - METHODE D'HENRICI [8]

Soit F une application deimk dansiRk telle qu'il existe x eiRk

tel que
x* = F(x").
Soit f l'application définie par
f(x) = F(x) - x.

* %*
x est donc une racine de f. Supposons de plus f'(x ) inversible.

Supposons que f admette un inverse F. Soit x(o) un point donné. Supposons
x(n) construit. L'itéré x(n+1) sera obtenu de la maniére suivante :
(- (0) )
u = x(n
WD ey 520, 1,0, k
1Y © (Au(o),..., Au(k_l)) matrice k x k
u, = (Au(l),..., Au(k)) matrice k x k
AUO = Ul -,UO matrice k x k

Lot (0) (0)

-1
L - UO(AUO) Au

Cette méthode peut €tre construite de la fagon suivante :
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WD) - F(u(i)) = oy f(u(i)) > tu'P) = f(u(i))

o> o) = Fauy,

Considérons maintenant le développement de Taylor de F dams un voi-

sinage de zéro. On a

o) = Fau®) = Fo) + Freoy au@ 4 o)D)

X"+ A Au(i) + O(,'Au(i)fIQ)

ol A=F'(0) et ot O(IlAu(l)Ilz) désigne un vecteur deIRk tel qu'il existe

une constante positive K finie telle que
i)2 i)y2
o] [au‘P[12) < x |]aa D)2,
I1 s'agit dans tout ce chapitre de la norme Euclidienne.

Dans ce développement négligeons les termes du second ordre. Cela

donne

u(l) =x 4 A Au(i) pour i = 0, 1,..., k
=> Au(i) = A A2u(i) pour i = 0, 1,..., k-1,
= a9, Dy 2 a %9, A%
=> UO = A AUO.

Si la matrice AUO est inversible, alors on a
_ -1
A = UO(AUO) .
Donc la matrice UO(AUO)_l ainsi obtenue peut étre considérée comme
* F'd
une approximation du Jacobien F' calculé au point zéro. Or x est donné par
* (0)

X = u - A A
u(O)

(0)

-1, (0)
- UO(AUO) Au .

]
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D'ol 1'idée de prendre

) (O oy cau )T (@),

VI.2. - METHODE BASEE SUR LE E-ALGORITHME

Nous avons vu au chapitre III, que le E-algorithme est basé sur
1'élimination de Gauss qui est également utilisée pour inverser une matrice.
Donc nous allons linéariser le systéme puis appliquer le E-algorithme au

systéme ainsi obtenu.
Reprenons toutes les notations du paragraphe VI.1.

Pour £ ¢ {1, 2,..., k}, considérons le systéme.

[ (0 K 0) (3 0))2
O -y jzl 8ul® a{3) + o] |au!?]]?),
............. k.......'...‘...'..'...‘.....'
k k i k)2
Lué Yexg e o0 () {3 + o] |aat®]1%),
j=1
ol Augi) = ugi+1) - u§i) et (Aél),..., Aék)) désigne la ziéme ligne de la

matrice A.

Si on néglige le terme O(IlAu(l)||2)2 alors, en appliquant le

u{i) = u(i+1) - ugi), on a :

E-algorithme avec le choix gj(i) = A 3 :

*
X

_ (0) , (O
g Ep (uz ).

*
Par conséquent x est donné par

Eio) (ugo))

0) , (0)
L?k (uk {

rxx*'
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Posons

(1), (1),
Ej (uy ﬂ

Egl) = pour j = 1, 2,... k

L'algorithme proposé est :

(0)

X donné.
iéme
(n+1) itération

_
L(0) | _(n)

u(i+1) = F(u(i)), i=0,1,..., k.

u(l), i=0,1,...,k

(i)
BO
gét; = Augl) = u§l+l)-—ugl), j=1l,...,

(141) (1) _ (1) L(i*D)

gt gl i)
g(1) _ Bi-1,3 3-17%5-1,5 41

] CETSVNINED) » 3 °
3-1,3 7 84-1,3 iz
(i+1) (i) (i) (i+1)
SO Bintg &i-1,2 7 8i-1,5 85-12
3, ECSV € ’
8i-1,5 7 B3-1,3 i
'3

(n+l) _ _(0)
.? = Ek

Remaggue :

Egl) est un vecteur deIRk et ggli
3

et i = 0, 1,..0’ k—j

keti=0,1,..., k.

1
-
»

., k-1
0, 1,..., k+1-j
i+l,..., k

est un élément de R.

On a les deux propriétés suivantes :
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Phoehiété 1 ¢

S{ £(x) = Ax-b oll A est une matrice cavile inversible de dimension
ketb E:Rk alons

= B0 = a7l

S,

Preuve :

(0)

Soit x donné.

(1)

u(1+1) - u(1) +Au’-b,i=0,1,...,k

= a'D) = att oy ,i=0,1,...,k

= - 3 3 -
a8 oty i -0, 1,0, K

=> u(l) = A" b o+ ﬁ_l Au(l) i=0, 1,...,k

s

En appliquant le E-algorithme d chaque composante de u(l), on ob-
tient xz = Eio)(ugo)) pour £ € {1, 2,..., k}. Puisque Eﬁo)(uéo)) est la
liéme (0)

composante de Ek on a
* _ (0)
X = Ek .

Propriete 7 :

Le vecteur E§i) est donné pan un napport de deux déterminants
B (1+3) leveeuonns 1
(1) (i+3) (1) (i+3)
(1) A MERERE Aul A PEREEERE A
Ej = /
Augi) ..... al P 1Al

pour 5 = 1,..., k et i = 0,..., k-3, ol Le determinant du numérateur
est développable suivant La premilre Ligne.
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Preuve :

la base cencnique de?Rk.
PRES (1), (1)y,T _ &
{uy Yoona, Ej (uk ) o= @Z
Or E§l>(u§l)) est donné par :

(i+3)
........ul

{443
.....uil'j)

(i), iy, = /
EX a0

™o

i
rar conseguent

N

. k
© (3D i+]
PYoa, e, . uf ep
B, 7L 2 RO

o

)

Ser?
P
a

e 7
o

s e e2nr08e 00

(i i+j
us )oc..Canao.@oa.ug 1)
3 J

9
s

Egi)(ul

e
]

©c o eo 0o 000

e c 0o oo

(i+3)
]

D'aprés les essais numériques suivants cette méthode basée sur le

E-algorithme semble étre d'ordre deux.

-
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VI.3. - ESSAIS NUMERIQUES

1) E-algornithme

Soit 3 trouver la solution unique x = -1 et y = 1 du systéme

1-x

y = - 0,405 e + 1,405

Les itérations de base convergent lentement car les valeurs propres

du Jacobien calculées 3 la solution valent % 0.9.

En partant de Xqg = ¥g = 0O on obtient

n xn yn
0 «0000000000D+00 © LU000000000D+00
1 -, 84613023640L+0G0 eB3912402695400
2 -,9555582817uv+00 «9653768000L+0UO
3 -, 99655305790+u0 e99769285031L,+00
1 -,99998655910+4+00 e ¥9Y9%295140+0Q
5 =.,10000000000+401 «10000000G00+01
6 «-,1000000000D401 «100000000004+v1
7 -.1000000000D+0C1 .10000000000+01
Et en partant de x5 = - 1.5 et y, = + 1.5 on obtient :
- o X - y
n n
0 -.1500000000D+01 .15000000000+01
1 -, 6584667980D0+00 «10684723210+01
2 =.1070941074D+01 «10818188580+01
3 -.87471201240400 .90753207850L+00
y -,9823800200D0+00 «9882110891D400
5 -.9996584541D+00 «9998174633D400
6 - ,9999999882D+00 «10000000290+01
7 -, 1000000000D+01 «1000000000C+01 .
8 -.1000000000D+01 «10000000000+01 o
9 -.1000000000D+01 «1000000000D+01 e




dont une solution est x = 0, y

Considérons

2
X = %T + x -

«
"

F'(x) =

I
NP

sin(x) + sin(y—l) +1

maintenant le cas suivant :

Partant de x5 = 0.5 et Yo = - 1 on trouve :

n xn yn
0 .50000000000400 =.10000000000+01
1 «171R4768970440 «12980872010+01
2 -.1089737540D+00 «1090164629D+01
3 .55115842120=05 .10000566650+01
-.48062109930=12 .1000000004D+01
5 .11102232870=1% .1000000000D+01
et en partant de Xg = - 2 et Yo 2 on obtient :
n X \
1 n
0 «,20000000000h+01 .20000000000+01
1 JHBIBEHTHIINE00 .1802759524D+01
2 -, 257832675560D+00 .12278091770+01
3 - 7479227404D=04 +99742088670+00
4 W 37172627610=07 ,10000070350+01
5 -, 4857132174D=-15 .1000000000D+01
6 .1942911238Dh=15 .10000000000+01




donne les résultats
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2) La méthode d'Henrici appliquée au systéme

*) xo

-yt _3
=TT T

2
y'= - 0,405 el ¥

suivants :

:O,yO:O

+ 1,405

N FWN WO

X
n

LG0000000NON+0Y
- A461302364D4+00
= 955554281 7N+0¢
= 99K553085T9D+0y
=.9999R65591N+NY
«.10ngnQ00LOUD+0}

n

L0000000000L+00
.839124432690+400
«96539680000D+00
« 9976928503+ 00
«999992985140L,+00
L1000000000V+01

*k) X

- 1’5, yo = 1’5_

NoOoUFWwNRO I

X
n

-, 15000000000+ 01
-.6584667980D+0D
-, 10709410740401,
-, bTn712u12804+40
- GR2T0uPUNLEGO
- 999R5R454T10L+00
-, YI999QAYRHE2L+ YD
- 10ungo00o0D+0 !

yn
150000000 0D+01
L10684072321D+01
L10FLRIRBSED+N1
LO0THI2ATARSHEN0
JOBB82110891D+00
L9981 TU03AD+ 0L
L10000000299+401
Llyunonu0oouh+nl

\
)

3
o
e

oy

~
~
~
~
Q
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