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.. .. .. .. ** ** ** INTRODUCTION ** ** * * 

L'objet de ce LtavaLt UA:  de d&gaga Le f ien  q u i  e d t e  entiLe 

Len m W ~ o d u  d ' a c c ~ ~ o n  de La convagence et c&eb de hechache de 
p o i n t  dixe. Pm exemple, lea méthode, - d l  ALtken et de Slteddenhen, hont 

bmeu aun La même poc&duhe. La ph&Ehe a& à accéeiha la convagen- 

ce d '  une suite donnée, La aeconde u X  un poc&dé , L t M d  q u i  p m e t  de 

génétLm une auiXe q u i  convugcstLa v m  une ao&uXon d'une équaa2an non 

tinéa-he. 

Le p-a c h a w e  m e  d a  phocédPn d'exVLapoWonn poKyno- 

~ ~ Q L ~  e.t ha.tionneLLen. Apèa auo..& happelé L a  pmcédb d' e ~ p o ~ o n  

g é n W é n ,  n o u  etudionb en d W  deux phacédb ba6b bun l ' i n t m p o -  

W o n  i n v m  e. EuinlM;te n o u  donnonb une ex;tenbbn de chacun d' eux à 

L'aide d a  6oncXioMn de p 4 k d . c . ~  vaniabla .  Em&e noun applkquonb cen 

a..Lgo&~%~~~cs à une &ahe W c u R i è h e  de b&a ce qcU now p m d  de 

telR;rtouva c U n b  pt~océda bien connu.  Cette etude ne concmne que d a  

SunctLoMn ayant den ~ G n a  a h p l a .  Endin noun appfiquonh CU h é s W  

aux donctionb q u i  admettent d a  tra&na m u H i p l u .  N o u  obtenoa un PO- 

céde d'accZ&aLion de La convagence q u i  he&e  da^ une catégotLie d ' d -  

gomlhmen tLega0upan.t Len p o c é d é ~  d' U v h o L t  e;t de Gehmain-Bonne-Whp. 

Le deuxième chapXw a;t c o ~ a c h é  à L'etude d e s  mUhoda de hé- 

b o U o n  d a  équationil non finéaiha d é a a  d a  d g o h i h n u  du ~'L@?ILUL 

chapLtm. Ca m&%oda be W g e n t  en deux catégotua : c&eb de Xqpe 

S;te66en?len cd c&u de ltgpe hécante. Aphèn a v o h  kappelé d'une daçon 

d 6 U é e  c U n a  m é t h o d u ,  n o u  drrabonh un ;tableau de compatraAnon. 

C&e-ci ut &Lte hm l e  W E r e  de l ' i nd ice  d1ed~icacLté.  Nou X d -  

nonn pm L' &de du c a  d' une traGne muRtipLe. 



D m  Ce m h i è m e  chapi&e noud m p p & n b  Le E-a-tgokthme & noub 

en donnons une i n t m p W o n  géomihXique. En expCooAAant d'une pa~A c U e -  

ci et d 1 ~ e  Ce fien q u i  exidte en;ttre Ce E-dego&idune et lk ARanb- 
?jomaaZon de Shunhd nou  expanon6 deux mef iodes  de / réboUon d' équation6 

non f i n é a h a .  Apèa avoh  m p p d é  la con6h.uLLon du pocédé d'0vc)nfioL.t 

et donné une / i n t m p W o n  du pmcédé GW (Grnain-Bonne-Whp), noub pha- 

poaons une géni5tcdihation kegtloupant ce6 deux ptocédéb à @u&e noub ap- 

pfiquoa pocé&e 8. 

Le q&ème c h a p a e  mo&e cammevct C e s  apptroximants de Padé 

donnent nainaance à d u  methodu A%a.tLves de p o i n t  {.ixe. C&e idée a 

déjà été W é e  p a h  Nouhdn et pah C ~ u n e n 6 - L o i ~ o u - W u y ~ h ,  U LeuAh 

phocédéb n l W a i e d  pas $ode  la h b C e  de Padé. C' e 6 t  druzs Le bLLt d1ex- 

p L o f ~ m  ;tac& k h  ,tubCe, que WUA p o p o ~ o n b  C1extrrapo&tion de lk d o n d o n  

i n v w e ,  q L  a déjà &té uZ. iAée pm T m b ,  

P m  Le cinquième cha-e nous eshayon6 de daihe un ahavaie 

i n v w e  à c& ed?je&é C o u  d e s  chupLtte6 pécédents , En pa&&znt d e s  

rné;thodeb de KLng et de SchhOdm nou c o n b ~ o n ~  deux pocédéb d'accéeé- 

&on de La convmgence dlo&e qu&e pouh Ca pndètLe dlo&e 

p o u  la aeconde. 

Le aixième et d i x n i a  chapdxe expaae w e  nouvUe méthode de 

i r a o M o n  de6 a ya;tèmu d' équation4 non f inéahes,  A p h  avoh  ~ p p d é  

La methade d1He&ci nou  phopononb une mUhode buée  nclh Le E - a l g o W e .  

NOUA auppodenom d m  ad ce ktavaie que C u  app&ica.tion de IR 

dam lui-mihe a o n t  di9~Lvablu aidant de do.in q u ' a  a m  néces- 

aaihe paun  L u  dé~on6RtLationb. 



/ CHAPITRE 1 1 

* *  
2: * *. PROCEDES D' EXTRAPOLATION 2 :  

1 NVERSES 



* = * INTRODUCTION * * 

L'objet de ce chapitre est de donner un certain nombre de pro- 

priétés des procédés d'extrapolation inverses. Ces propriétés seront 

exploitées dans le chapitre II concernant l'étude des méthodes de point 

fixe déduites de ces algorithmes. 

Soit f(x) = 0, une équation non linéaire, où f est une fonction 
f :IR +IR.  Soit x* une racine de f. Nous désignons par p 1, P2, P3 les 

propriétés suivantes : 

pl : f(x*) = O 

p* : fl(x*) # 0 

(i) 
p3 : f(m)(x,) # 0 (m i 2 )  et f (x*) = 0 pour 1 i i i m-1. 

La première section est consacrée à l'extrapolation polynomiale 

inverse, correspondant au cas d'une fonction f satisfaisant pl et p2. Le 

procédé obtenu noté (BI peut accélérer la convergence d'une suite ( x ~ ) ~ ~  

pour laquelle on sait trouver f satisfaisant pl et p2. Malheureusement, 

en général il est difficile d'exhiber une telle fonction. Cet obstacle 

sera surmonté par l'utilisation de fonctions de plusieurs variables. Nous 

obtenons une généralisation de l'algorithme (B). 

Dans la seconde section nous nous intéressons à l'extrapolation 

rationnelle inverse, pour laquelle nous reprenons le travail fait ci- 

dessus. 

La troisième section est consacrée au cas des fonctions f satis- 

faisant pl et p3. Nous étudions en particulier un algorithme d'accéléra- 

tion de la convergence désigné par ( G ' ) .  Ce procédé (G1) entre dans une 

catégorie d'algorithmes regroupant le procédé dlOverholt et le procédé 

(B1) de Germain-Bonne-Wimp. 



Nous terminons p a r  un ensemble d ' e s s a i s  numériques. 

1.1. - PROCEDE D'EXTRAPOLATION POLYNOMIALE INVERSE 

(Cas des fonc t i ons  f v é r i f i a n t  p l  e t  p z )  

1.1.1. - Raeeel s sur  un erocédé d ' ex t raeo l  a t i o n  ~ g l y ~ ~ ~ j $ l g _ q e ~ p ~ $ l i s , e - ~ ~ J  ----------- ----------- -------------- -------- 

S o i t  ( Y , ) , ~ ,  une s u i t e  de nombres r é e l s ,  convergeant ve r s  y*. 

S o i t  ( x ~ ) ~ ~ ,  une a u t r e  s u i t e  convergeant v e r s  x* connu. 

S o i t  t$ une fonc t ion  quelconque. 

Or1 corisidère l e  polynônie géné ra l i s é  : 

2'") s e r a  déterminé p a r  l e s  cond i t i ons  d f  i n t e r p o l a t i o n  : 
,@ 

Cr, s ' i n t é r e s s e  à l a  v a l e u r  de P 
( r i )  
k ,b (x*)  = a  O ( n ' k ) ,  q u i  s e r a  notee TL"). ( e s  quanti  t é s  TL") pour d i f f é r r r i t e s  va l eu r~s  de n  e l  de k ,  sont  c a l -  

cui.6es clrurie f a ~ o n  r écu r ren te  p a r  l e  schéma de Neville-Aitkeri : 



On v o i t  qu'une cond i t i on  néces sa i r e  e t  s u f f i s a n t e  pour l ' e x i s -  
( n  1 t ence  e t  l ' u n i c i t é  de Tk e s t  que : 

Remarque : 

L e  cas où ( x  ) est  une s u i t e  s t r i c t e m e n t  déc ro i s san t e  à termes n  
p o s i t i f s  convergeant v e r s  O ,  e t  où $ e s t  une fonc t ion  s t r i c t e m e n t  mono- 

t o n e ,  cont inue 2 d r o i t e  de O ,  e t  d é f i n i e  s u r  l ' i n t e r v a l l e  CO, T I ,  T > O 

a été é t u d i é  p a r  P . J .  Laurent  C171. 

1.1.2. - Procédé d'extrapolation eolynomiale inverse ........................ -------- -- --------------- 

S o i t  f ( x )  = O ,  une équa t ion  non l i n é a i r e  danslR. 

S o i t  x* une r a c i n e  simple de f ,  c ' e s t - à - d i r e  que f v é r i f i e  l e s  

p r o p r i é t é s  pl e t  p2 au  p o i n t  x,. 

Dans un vois inage  de x*, f admet un inve r se  F C241. Donc on a  : 

bo i t  V* un vois inage  de x* e t  W un vo is inage  de O ,  t e l s  que : O 

S o i t  (xnInd une s u i t e  co r i s t ru i t e  p a r  un procédé i t é r a t i f  $ quel-  

conque pour résoudr~e  f (x)  = 0 .  

Or, peut  supposer que l a  s u i t e  ( x  ) e s t  en t iè rement  dans  V*. n 



La s u i t e  (zn)  e s t  ent ièrement  dans Wo e t  de l i m i t e  O. 

Dans l e  procédé ( A )  remplaçons yn p a r  xn e t  $ p a r  f ,  on a : 

Ce procédé ( 8 )  e s t  à l a  base de c e r t a i n e s  méthodes de r é s o l u t i o n  

des  équat ions non l i n é a i r e s  obtenues par  C. Bréz insk i  dans 121, e t  que 

nous nous proposons d ' é t u d i e r  en d é t a i l  dans l e  c h a p i t r e  su ivant .  

1.1.3. - Etude du procédé __--_------------- ------- 
k 

( n > k )  ai t e l  que pour i = O, 1 , .  k on a i t  : s o i t  gkn) (a )  = 1 ai 
i = O  

( n )  
Qk (Bnti) = F(Bn+i), où F e s t  l ' i n v e r s e  de f, 

'n+i = fn-ti '  
i = O ,  l,..., k .  

L ' e r r eu r  d ' i n t e r p o l a t i o n  e s t  donnée pa r  C81 : 



où 5 s 1, = lmz, M C avec ma = min&, Zn ,... y a 'n+k1 

et Ma = maxh, Zn,. . . , 'n+k * 
On remarque facilement que : 

~k"'(f(X)) = P~$X), 

(n (n) (n) 
et Qk (0) = P~,~(X*) = Tk 

Par conséquent on a : 

(n) - (-ilk+' F(kti) k x* - Tk - TT n t i  (ktl)! ( 5 )  iio 

où 5 r Io = lmo, M C avec mg =  min{^, fn ,..., O fntk' 

et Mo = max{0, fn, . . . , 
fntk'* 

- fnti - f(~,+~) = fl(Ei) enti, où enti = x n+i - x, et Si E Ji 

où Ji = Imin{x,, x 1 ,  max{x,, x IC. n+i n+i 

On peut écrire l'erreur T(")-x, sous la forme 
k 

où 6 r Io et ci s Ji définis précédemment. 

si F(~+') y la (k+l) i ème dérivée de la réciproque de f est continue 

dans un voisinage de zéro, et si f', la première dérivée de f est aussi 



continue dans un voisinage de x*, a l o r s  on a, d 'après c e t t e  dernière  forme 

de l ' e r r e u r ,  un c e r t a i n  nombre de p r o p r i é t é s  concernant l ' a lgor i thme (BI. 

On pose fi = f f ( x , ) .  

P~0pkLét i t  1 : 

PouA k 

Preuve : 

On a vu que l ' e r r e u r  s ' é c r i t  sous l a  forme : 

Quand n tend vers  l ' i n f i n i  5 tend ve r s  zéro e t  Si tend v e r s  x,. 

Donc, pour k f i x é  : 

(n)  

R i m  
Tk - X* 
k n-uo - 

. . 
S o i t  ~(j), l a  j leme dérivée de F = f . On peut a l o r s  exprimer 

F(~)(o) p a r  l e s  d i f f é r e n t e s  dér ivées  de f au point  x, 1241. 



K ri, Bi,% son t  déterminés comme ce  q u i  s u i t  : j '  

j -1 On résoud dans N l ' é q u a t i o n  

Cela donne K .  ( j -1 ) -up le t s  s o l u t i o n s .  On l e s  i n d i c e  de 1 à K 
J j 

p a r  l ' i n d i c e  R. Les rR s o n t  c a l c u l é s  pa r  l a  r e l a t i o n  

Pour j = 1, nous f a i s o n s  l a  convention : 
' i , ~  = O,  Y i  e t  YR. 

Exemple : 

b) j  = 2 : La d é r i v a t i o n  c l a s s i q u e  donne : 

Par l a  r e l a t i o n  précédente nous avons : 



e s t  so lu t ion  de : 6 2 y R  = 1. Donc on a un s e u l  62,L. Par conséquent 
62,R 
K2 = 1 e t  R = 1. D'où 

c )  j = 3 : La dé r iva t ion  c lass ique  donne : 

Par l a  r e l a t i o n  précédente nous obtenons 

Déterminons ri, K g ,  e i Y R  

Les Bi,% sont so lu t ions  de 



Nous obtenons donc le même résultat. 

d) j = 4 : Par dérivation classique on a 

La relation précédente donne 

Déterminons r 
i Y  K ~ >  'i,~ 

Les BiyR sont solutions de 



Donc les t r i p l e t s  (1, 1, O) e t  (3, 0, O) son t  s o l u t i o n s .  

d'où l a  s o l u t i o n  (O, 0, 1 ) .  

pa r  conséquent ( 8 2  ,R, fi3 , & Y  fi4 ,g > 6 ((1, 1,0) ,  ( 3 ,  O, O), (0, 0, 1)). 

Ains i  Kg est é g a l  à t r o i s  e t  R a p p a r t i e n t  à 1 2 ,  3} .  

Prenons 

Les r son t  données p a r  R 

D'où l ' o n  tire 



Preuve : 

Il suffit de remplacer F (k+l)(0) par son expression en fonction des 

dérivées de f dans la propriété 1. O 

Cette propriété nous sera très utile dans la suite pour déterminer 

le coefficient asymptotique d'erreur de certaines méthodes de résolution 

des équations non linéaires. 

Si  IF(^+')(^)^ i~ (M uidZpendant de k) ; vy w0, vk, où M > O 
et où W, es$ un uoAinage de z&o, d o t ~ b  : 

T + x quand k + a, p o ~  tout n 

Preuve : 

Soit E > 0, 3NE ; R t N, => 1 f 1 i E, car f est supposée continue R 
en x* et (x converge vers x*. R 

Soit n 1 N => n+i 2 N pour i = 0, 1, ..., k. k étant quelconque. 
E E 

Donc If 1 5 &, Vi = O, l,..., k n+i 

Par conséquent l'erreur peut être majorée par : 

Ce qui signifie que (T (n> k  ne^ converge vers x pour tout k. * 



Maintenant soit k > NL 3 n+k 2 NE => Ifn+kl S E 

Si n 2 N alors n+i 2 N et on a : 
E E 

(n) €(k+l) 
ITk -"* 1 * (k+l)! 

+ O quand k -ta, Yn 2 NE. 

Si n < NE, alors 3N tel que n + N = NE, l'erreur dans ce cas 

peut être majorée par 

M 
N 

a m  (n Ifn+iI) E (k-N) + O quand k -+ m. i=O 

D'où ; TF) converge vers x, quand k -c et ceci Yn. O 

et1) - X* 2, ($'lk+l 
* , quand n -t m, ,p) - "* 

où est  la (onction L t W v e  t& que : x ~ + ~  = $<xn>, Vn et 
où $1 = @'(x*). 

Preuve : 



Li+l - o f o ù  l'on tire - - 0: + O(ei) 
fi 

Et comme 5 et q tendent vers zéro, quand n tend vers l'infini, 

il s'ensuit que : 

-X* $ k - + l )  
R i m  - - (0) k+l 

F(k+l) ('$;>k+l = ($:, . o n- TL )-x * (O 

(n) 
Tk+l-x+ t F(k+2)(0) 
O%--- (kt21 F(k+l) e n+k+l ' quand n + a. 

Tk -X* (O 

De p u  6 i  4: # O, 

Preuve : 



où 5 1min{0, f n ,  ..., fn+k+l ) Y  mado,  fn,  Y fntktl )C 

rl É Iminto,  fn  ,..., fn+k}y max{0, fn ,  ..., fn+k}C 

Si É Imintx,, x 1, max{x,, x )C  pour i = O y  1 ,..., k + l  n + i  n t i  

e t  ni e lmin{x,, x 1 ,  n+ i maxix,, x )i pou ,  i = O ,  1 ,..., k. n + i  

- f: F(k+2)(0) 
3 ' 'n+k+l (kt2) F(k+l)  , quand n * -. 

E t  d 'après  l a  p ropr ié t é  4 on a a u s s i  

quand n tend vers  1' i n f i n i .  1 

Désignons pa r  k l ' i n d i c e  des  colonnes e t  par  n l ' i n d i c e  des d ia-  

. les descendantes. Les quan t i t é s  T;) peuvent ê t r e  rangées dans un 

tab leau à double en t rée .  



La propriété 5 montre bien que chaque colonne converge plus vite 

que la colonne précédente. 

Remarques : 

a) Si f et $ sont reliées par la relation : 

$(x) = X + f(X), # 0, ER 

- I alors on a : fn - h n ,  et le procédé (BI se réduit à : 

C'est un procédé d'interpolation inverse obtenu et étudié par 

B. Germain-Bonne C1U et par J. Wimp C261. 

b) Le procédé (BI peut servir pour accélérer la convergence d'une 

suite (x ) de limite x,, si l'on sait trouver une fonction f telle que : n 

Il est en général difficile de se trouver une telle fonction ; 

on peut remédier à cet inconvénient en utilisant des fonctions de plu- 

sieurs variables. Cette méthode sera exposée dans le paragraphe suivant. 

1.1.4. - Une général i sation du erocédé LI31 ------------- ----------------- ------- 

Soit G : I R ~ + ~  +IR 
O 1 x = (X , x ,.. . , xP) + G(X) tels que : 

O 1 1 P i j 2) G(X , x ,..., xP) # O Vx = (xo, x ,..., x tels que vi # j, x # x . 



Ce genre de fonctions G a  é t é  u t i l i s é  par  Germain-Bonne pour ac- 

cé lé re r  l a  convergence des s u i t e s  [Il]. 

Soi t  ( x ~ ) ~ ~ ~  une s u i t e  générée pa r  une fonction i t é r a t i v e  4. 

x * =  $(x*) où X* = R i m  xn. 
n-m 

On considère l a  fonction : 

Soi t  à résoudre l ' équat ion  : 

I l  e s t  a i s é  de ca lcu le r  Cn, même s i  $ n ' e s t  pas connue explici tement.  

Par app l i ca t ion  de l l a lgor i thme  ( B )  à c e t t e  équation,  nous obtenons 

1' algorithme suivant  : 

Remaraue : 

(") ) correspondant au cas  p = 1 a é t é  obtenue La s u i t e  colonne (Tl 



e t  é tud iée  p a r  Germain-Bonne [Il]. 

S o i t  C(x) = G(x, +(x)  ,..., +P(x))  = 0. 

-1 S i  C admet x* comme r a c i n e  s imple e t  s i  C l ' i n v e r s e  de  C e s t  

de c l a s s e  ck+l  a l o r s  on a  : 

Preuve : 

E l l e  e s t  i den t ique  à c e l l e  f a i t e  pour l a  p r o p r i é t é  1. 0 

(n )  
Tk+l-x* q, - L* C-l) (k+2) (O) 

( n >  n+k+13 
quand n -+ 

( c - l ) ( k + l ) ( 0 )  
Tk -X* 

Preuve : 

E l l e  e s t  i den t ique  à c e l l e  f a i t e  pour l a  5. 0 

D'après c e t t e  d e r n i è r e  p r o p r i é t é ,  ce  procédé e s t  capable d 'ac-  

c é l é r e r  l a  convergence des  s u i t e s  i t é r a t i v e s ,  e t  chaque colonne converge 

p l u s  v i t e  que l a  colonne précédente.  



Soit : 

i 
l a  dérivée p a r t i e l l e  de G par rapport à l a  variable x . 

JSi  (x,) est  une h&e d convengence einzahe, c'est-a-dihe : 

e 
n + l  - E i 

Rim - - p avec p # 1, 0 G x , .  . . , x )  p 3 0 
e n- n i = O  

T(n)-x  
1 * 

&OU : R i m  = O. 
n-+co Xn-  X* 

Preuve : 

La r è g l e  de l 'a lgori thme (C) nous permet d ' é c r i r e  : 



( l-ei) x*, Xn+i+l'. . . y X 
n+p 

e t  O < ei < 1. 

Donc on a : 

Par conséquent nous obtenons : 

Remarque : 

S i  x e s t  une r a c i n e  simple de C(x) = G(x, +(XI,. . . , $P(x))  = 0 ,  * 
a l o r s  C ,  l ' i n v e r s e  de C e x i s t e  dans un vo i s inage  de W 

O ' 

- 1 S i  de p l u s  G e t  + son t  de c l a s s e  ck+', a l o r s  C est de c l a s s e  
kt1 

C dans Wo,  e t  d ' a p r è s  l a  p r o p r i é t é  3 ,  chaque s u i t e  colonne IT:") 
)nt  JN 

e s t  une s u i t e  à convergence l i n é a i r e  t e l  que : 



Preuve : 

E i 
Gi(x* ,..., x*) P 

k i=O k 

- P  E 
= p , quand n -* 

i 
Gi(x *,..., x*) P 

i=O 



En u t i l i s a n t  l a  condit ion de l a  p ropr ié t é ,  on conclut que l e  

rapport  ( T ~ ) - x , ) / ( T ~ ~ ~ - x , )  tend vers  zéro,  quand n tend vers  1' i n f i n i .  

(n )  ( n + l )  Quant à (Tk - X * ) / ( T ~ - ~  -x*), il s ' é c r i t  

. D'après l a  remarque précédente 

on a l a  conclusion. O 

Exemple de fonct ions  G 

Donnons quelques fonctions G qu i  v é r i f i e n t  l e s  propr ié tés  précé- 

dentes. 

2 1) Soi t  G : IR +ïR 

(x,  y )  -+ G(x , y)  = y - x. 

G(x, y )  = O <=3 y = x. 

Le procédé (Cl s e  r é d u i t  au procédé (B' ) . 

2) So i t  H : IR2 +IR e t  G : n 2  -+R t e l l e  que : 

G(x, y) = (y-x) H(x, y )  où H(x, y )  # O pour x = y. 

Par exemple : ~ ( x ,  y )  = eY-'. 



Dans l e  paragraphe suivant  nous appliquons l e s  r é s u l t a t s  obtenus 

précédemment à une c las se  de s u i t e s  p a r t i c u l i è r e s  données par : 

x = f ( n ) ,  Yn. n 

1.1.5. - Sui tes  de l a  forme x, = f(n) ..................................... 

Soi t  (xn) une s u i t e  de l a  forme : 

x = f ( n )  Yn n 
R i m  xn = x* = f(-). 

Supposons que f est b i j e c t i v e ,  on a : 

- 1 Donc on peut prendre x* comme un pôle simple de f . 
Supposons que l ' o n  puisse  é c r i r e  

So i t  g l a  fonction dé f in ie  par : 

On a d'une part : 

e t  d'autre part : 



Par s u i t e ,  on peut appl iquer  à g l 'a lgori thme (B) . E t  comme 

- - - a l o r s  l ' a lgor i thme (B) s e  r é d u i t  à : n' 

S i  g'l, l ' i n v e r s e  de g e s t  de c l a s s e  ck+l dans un voisinage de zéro, 

on a : 

I J. J. avec T E 1min{0, -1 ,  max(0, -TIC =IO, -K 
n + l  n+ l  n i = O  i = O  

Nous t r a i t o n s  un exemple numérique à la  f i n  de c e  chap i t r e  qu i  

montre que l ' a lgor i thme (Bu) e s t  in té ressan t  pour de t e l l e s  s u i t e s .  

1.2.  - PROCEDE D'EXTRAPOLATION RATIONNELLE INVERSE 

(Cas des fonctions f v é r i f i a n t  pl e t  pz) 

1.2.1. - Raeeels sur un erocédé d 'extraeolat ion ra t ionne l le  genéralisé C21 ----------- ----------- -------------- .................... ------------- 

s o i t  ( Y ~ ) ~ ~ ~ >  une s u i t e  de nombres r é e l s  e t  de limite y*. 

Soi t  ( x ~ ) ~ , ~ ,  une s u i t e  a u x i l i a i r e  convergeant v e r s  x, connu. 

So i t  @ une fonction quelconque. 



Notons par $n = $(xn) et O, = $(x,). 

On considère la fraction rationnelle généralisée suivante : 

(n 1 sont les poïynomes généralisés suivants : Pk,$ et Qk,$ 

k 
i (n&) = l, (n>k)~~(x)-$,~ avec bk Q;:;(X) = 1 bk-i 

i=O 

Cette fraction 4:i(x) sera déterminée par les conditions d'in- 

terpolation suivantes : 

(n) 
Rk,$(xn+i) = Yn+i pour i = 0, 1, 2,. .., 2k. 

Posons X = . Donc quand x tend vers x*, X tend vers 1' infini. 
$(x)-O* 

Ainsi on a : 
a (n,k) (nyk) X+. . .+ a (n,k) Xk 

(n,k) - Rim O + al k (nsk) = 1. 
Rkn;(x,) = ak - x- bc3k) + b!n9k) x+. .+ bknyk) xky bk 

I 

Si la quantité existe, elle sera notée par la suite k 

La théorie des différences réciproques d'une fonction nous permet 

de calculer les quantités p(") d'une fason récurrente : 
2k 



Ce procédé est connu aussi sous le nom de p-algorithme. 

D'où l'algorithme noté (D) : 

Dans l'algorithme (Dl seules les quantités ~:k)(k = O, 1, 2 . .  sont 

intéressantes. Les quantités d'indice inférieur impair ne sont que des cal- 

culs intermédiaires. En effet, on a en posant 



Les r e l a t i o n s  (1 )  e t  ( 2 )  nous permettent d ' é c r i r e  f(x) sous une forme 

de f r a c t i o n  continue : 

Soi t  l e  convergeant C (x )  de c e t t e  f r a c t i o n  continue : 2k 

 après C31, l e  convergeant C (x)  est une f r a c t i o n  r a t i o n n e l l e  2k 
en g (x ) ,  dont l e  numérateur e t  l e  dénominateur sont  de même degré k .  De 

p l u s  c e t t e  f r a c t i o n  i n t e r p o l e  f aux po in t s  xn, x ~ + ~ , . . . ,  x n+2k et  e l l e  

v é r i f i e  

Quant aux P:;il( k = O, 1, 2 . . . , ils ne son t  que des c a l c u l s  in- 

termédiaires.  

1.2.2. - Procédé d'extraeolation rationnelle inverse ........................ ........................... 

Soit  f ( ~ )  = 0, une équation non l i n é a i r e  dans R. 

Soit  x* une rac ine  simple de f ,  c ' e s t - à - d i ~ e  que f v é r i f i e  p l  

e t  p2 au point  x*. 

On u t i l i s e  dans ce paragraphe l e s  no ta t ions  de 1.1.1. 

Dans l e  procédé (Dl remplaçons yn par x e t  4 par  f ,  on o b t i e n t  : n 



Ce procédé (El  est à la base de certaines méthodes de point fixe 

obtenues par C. Brézinski dans C21, et que nous étudierons en détail au 

chapitre II. 

1.2.3. - Etude du procédé [il ------------------ ------- 

La fraction rationnelle généralisée qui a donné naissance au pro- 

cédé ( E )  est : 

avec b (n,k) k = 1. 

Posons X = f ( x ) ,  Xi = f ( x i )  pour i = n,..., n+2k. 

Considérons les deux polynômes suivants : 

Soit F la fonction inverse de f. Alors on a : 

Désormais nous supposons que F n'a pas de pôles dans un voisinage 

de zéro. L'erreur d'interpolation est donnée par C3] : 



avec T IminIX, X , . .  . , Xn+2k}, max{X, Xn ,..., 'n+2kJC 

( n )  - 1 
d2k+l 

= x*- p2k - - 
(2k+l ) !  dT2k+l n t i  

i = O  

d 2 k t l  
Posons ~ ( ~ ) ( r )  = 2k dT2k+l [F(T) { Q ~ " ) ( T ) } ~ ]  et D::) = 'I* ai. D:~) 'T) .  

Pour k f i x é ,  on suppose que D(") converge v e r s  D ( f i n i  1 quand n 2k 2k 
tend v e r s  l ' i n f i n i .  

On peut montrer l ' e x i s t e n c e  de D par  passage au  cas conf luent .  2k 

A p a r t i r  de c e t t e  d e r n i è r e  forme de l ' e r r e u r ,  nous t i r o n s  un ce r -  

t a i n  nombre de p r o p r i é t é s  concernant l e  procédé (E). 

Ces p r o p r i é t é s  sont  semblables à c e l l e s  obtenues dans l e  cas  poly- 

nomial. E l l e s  s e ron t  a u s s i  e x p l o i t é e s  l o r s  de l ' é t u d e  de c e r t a i n e s  mg- 

thodes de po in t  f i x e  au c h a p i t r e  su ivan t .  



(n+l) 
'2k -X* 

2k+l 
?. (0:) , n -+ a ; où e d t  la donction L t W v e  géné- 

Les démonstrations de ces trois propriétés sont analogues a celles faites 
pour les propriétés concernant le procédé ( B ) .  

(n) On peut ranger les quantités pk dans un tableau à double entrée, 
où k désignera l'indice des colonnes et n celui des diagonales descen- 

dantes : 



Les f l è c h e s  ind iquent  l e  s ens  de progress ion  des  c a l c u l s .  

Remarque : 

S i  f  e t  @ sont  r e l i é s  p a r  l a  r e l a t i o n  : 

1 - a l o r s  on a  f ( x n )  = Axn - f n ,  e t  l ' a lgo r i thme  ( E l  se r é d u i t  à : 

Le procédé (E) (respect ivement  (ET)), d ' ap rè s  l a  p r o p r i é t é  12 

peut accé l é re r  l a  convergence d 'une s u i t e  x  s i  l ' o n  s a i t  t r ouve r  

une fonct ion f s a t i s f a i s a n t  au  p o i n t  x, l e s  deux p r o p r i é t é s  : 

Dans l e  ca s  où l ' o n  ne s a i t  pas  t r o u v e r  une t e l l e  fonc t ion  f ,  

on peut  y remédier p a r  u t i l i s a t i o n  de fonc t ions  de p l u s i e u r s  v a r i a b l e s .  

C ' e s t  ce  qu'on va f a i r e  ci-dessous.  

1.2.4. - Une général i s a t i  on du erocedé ( E l  ------------- ----------------- ------- - 

Soi t  G comme en 1.1.4.  D'une façon p a r a l l è l e  à l ' é t u d e  f a i t e  en 

1 .1 .4 ,  on o b t i e n t  : 



Posons G~ = ~ ( x , ,  ..., x n+p) 5 Gntl  - - G(xntl. . . y x 
n + l t p  > et 

- 
Gnt2 - G(xnt2,. . . , x n+2tp1. 

e n t 1  - 
Si (xn )  est  à convmggence euléaMe, c'ut -à-d ine  l i m  - P avec 

n 

(n ) -  

l i m  
P2 x* = o. 

n* Xn+l-x* 

Preuve : 

en remplaçant A*) p a r  son exp re s s ion ,  on o b t i e n t  : 



Comme dans l a  preuve de l a  p r o p r i é t é  7 : 

O r  pour une s u i t e  à convergence l i n é a i r e  on a a u s s i  : 

Axn+i 
p = Rim h. 

X 
n* n 

En u t i l i s a n t  ces  r é s u l t a t s  on o b t i e n t  : 

1.2.5. - A p p l i c a t i o n  à une c l asse  de s u i t e  de l a  forme xn = f ( n )  ................................................................ 

Par un raisonnement analogue à c e l u i  f a i t  au  paragraphe 1.1.5, 

nous obtenons l ' a lgo r i thme  : 



Cet algori thme s ' o b t i e n t  à p a r t i r  du p-algorithme, en chois!s iant  

comme s u i t e  a u x i l i a i r e  l a  s u i t e  xn = n ,  Vn. Cet a lgori thme a é t é  u t Z l i s 5  

pa r  P .  Wynn pour a c c é l é r e r  l a  convergence de c e r t a i n e s  s u i t e s  C272. 

S i  g e s t  l a  fonc t ion  du paragraphe 1.1.5. d é f i n i e  p a r  : 

e t  s i  g e s t  de c l a s s e  C 
2 k t l  

a i n s i  que s a  réc iproque ,  a l o r s  l ' e r r e u r  

p(n)-x, prend l a  forme : 
2h 

J u s q u ' i c i  on s ' e s t  i n t é r e s s é  aux fonc t ions  f s a t i s f a i s a n t  au 

poil," x l e s  p r o p r i é t é s  pl  e t  p2.  Dans ce q u i  s u i t  on va aborder  l e  * 
cas  (les fonc t ions  f v é r i f i a n t  p l  e t  p3. A p a r t i r  de f nous cons t ru isons  

u:>e fonc t ion  s a t i s f a i s a n t  pl e t  p2 ,  à l a q u e l l e  nous appl iquons l e s  a l -  

g ? +hmes (B) e t  (5). 

- CAS D ' U N E  R A C I N E  M U L T I P L E  -"- 

S o i t  f(x) = O ,  une équat ion non l i n é a i r e  dans R. 

S o i t  x* une r a c i n e  mul t ip l e  de f ,  c ' e s t  d i r e  f v é r i f i e  au  point 

x ?-es p r o p r i é t é s  pl e t  p3 à s a v o i r  : 
k 

Alors f peut  s ' é c r i r e  sous l a  forme : 



f ( x )  E l l e  v é r i f i e  au  po in t  x, Considérons l a  fonc t ion  h(x)  = ,m-. 
l e s  p rop r i é t é s  pl e t  pz .  En e f f e t  : 

m(g(x,) 1' 
h f ( x * )  = - - - c a r  g(x,) # O. 2 m' 

m (g(x,))  

Donc x, e s t  une r a c i n e  simple de h e t  nous pouvons app l ique r  l e s  

a lgori thmes (BI e t  ( E )  à l a  fonc t ion  h .  Le problème p ra t ique  q u i  s e  pose 

e s t  l ' é v a l u a t i o n  de l a  dé r ivée  de f .  King [151 en a  proposé une approxi- 

mation qu i  nous semble i n t é r e s s a n t e  : 

Puisque l f acc ro i s semen t  f ( x )  t end  ve r s  O ,  quand x  tend  ve r s  x,, 

a l o r s  on a  bien : 

1.3.1. - Etude de l a  fonct ion  G(x) = 

G v é r i f i e  pl e t  p2 au  poin t  x,. En e f f e t  : 



f ( x )  Posons h ( x )  = , d'où l a  r e l a t i o n  : 

On peut  é c r i r e  G sous l a  forme : 

E ( X )  + O quand x + x,. Donc a u  vois inage de x, : 

Les deux r e l a t i o n s  donnant l e s  exp re s s ions  de G e t  de G '  nous per -  

met ten t  de d i r e  que : 

e t  G s a t i s f a i t  pl e t  p2 .  

Nous a l l o n s  maintenant  app l ique r  à l a  fonc t ion  G les a lgor i thmes  ( B I  

e t  ( E l ,  a f i n  de c o n s t r u i r e  des  méthodes de r é s o l u t i o n  des équa t ions  ayant 

une r a c i n e  mu l t i p l e .  Ces méthodes s e ron t  é t u d i é e s  en  d é t a i l  au  c h a p i t r e  

su ivan t .  



1.3.2. - Apelication de [El 3 la fonction G ---------- ------------ ---------------- 

Soi t  xn + x,. Posons f n  = f (xn)  e t  Gn = G(xn). 

On o b t i e n t  l 'a lgori thme : 

n = 0 , 1 , 2  ,... e t k = 1 , 2 , 3  ,... 

Supposons f e t  t$ r e l i é e s  pa r  l a  r e l a t i o n  : 

Dans ces  condit ions l ' a lgor i thme ( G )  s e  r é d u i t  à l la lgor i thme (G' ) : 



1 . 3 . 3 .  - Etude de 1 'algorithme -------- [G) - 

On peut  m e t t r e  l ' a lgo r i thme  (G) sous  l a  forme : 

Z 
avec Gn = - ( f n )  / ( f (xn- fn) - fn)  e t  f n  = f ( x n ) .  

La p r o p r i é t é  1 s ' é c r i t  sous l a  forme : 

Pho~~eité 14 : 

Remarque : 

Pour o b t e n i r  c e t t e  p r o p r i é t é ,  il s u f f i t  de remplacer dans l a  pro- 
1 p r i é t é  1 f i  par  G: = - e t  F ( k + l ) ( o )  par @ - l ) ( k + l )  
m (O),  où G-1 désigne 

l ' i n v e r s e  de G .  

S i  x  = @(xn)  a l o r s  e  n+ 1 n + l  = @* en +... E t  l a  p r o p r i é t é  14 prend 

l a  forme : 



Cette  p r o p r i é t é  e s t  importante  pour é t u d i e r  s u r t o u t  l ' a l g o r i t h n e  

(G ' ) .  

En e f f e t ,  s i  $(x)  x - f ( x )  a l o r s  $ ' ( X I  = 1 - f ' ( x )  e t  $: = 1, 
Et on a l a  : 

Preuve : 

Cet a lgor i thme e s t  donc capable d ' a c c é l é r e r  des  s u i t e s  i t é r a t i v e s  

de l a  forme précédente (à  s a v o i r  : x n + l  = $(xn) e t  ,$; = 1 ) .  

Remarque : 

L'algorithme (G') e s t  capable d ' accé l é re r  des  s u i t e s  i t é r a t i v e s  

à convergence l i n é a i r e .  La q u a n t i t é  T(") e s t  une approximation d ' o rd re  k 
k + l  de l a  l i m i t e  x,. Cet a lgori thme e n t r e  dans une c a t é g o r i e  d 'a lgori thmes 

regroupant l e  procédé dfOverhol t  L201 e t  l e  procédé (B ' )  d ' i n t e r p o l a t i o n  

inve r se  de Germain-Bonne-Wimp. En e f f e t  : 



S o i t  (xn)  une s u i t e  de l a  forme : 

X 
2 

n+l = X* + a ( x  -x ) + a ( x  -x ) +... l n *  2 n *  
avec 0 < la1] < 1 

Nous ver rons  au  c h a p i t r e  III que, s i  T k-l (n  > - X* = O(en) k a l o r s  t o u t e  
k approximation de a l  du premier o r d r e ,  ou t o u t e  approximation de a l  du pre-  

mier o rd re ,  condui t  à une approximation T(") t e l l e  que : 
k 

O r  i c i  Al 

Ce procédé nous f o u r n i t  pour des s u i t e s  de l a  forme précédente 

des  q u a n t i t é s  T(") t e l l e s  que : 
k 

1.3.4. - Apelication de 1 'algorithme [ E l  à G ---------- ---------------- -------- - ---- 

L 'app l i ca t ion  de (E) à G donne : 



Cet algorithme (H) se réduit à la forme suivante : 

Pour l'algorithme (Hl on a la propriété : 

Preuve : 

Pour obtenir cette propriété, il suffit de se reporter à la pro- 
1 - 1 - 1 

priété 10 et de remplacer f* par G; = - et F par G , où G est la fonc- 
m 

tion inverse de G. O 



1.4 .  - CONCLUSION 

Les deux procédés précédents d ' in t e rpo la t ion  inverse  ( B I  e t  (El  

peuvent être u t i l i s é s  pour a c c é l é r e r  l a  convergence d 'une s u i t e  (xn Inm 
s i  l ' o n  s a i t  c h o i s i r  une fonction f t e l l e  que : 

pl : R i m  f ( x n )  = f(x,) = O où x, = R i m  x . 
n- n- n 

S i  f v é r i f i e  pg : f(m)(x,) # 0 e t  f( i )(x,)  = O pour 1 s i s m-1, 

on peut u t i l i s e r  les procédés (G) e t  (H). 

S i  (xn)  e s t  à convergence l i n é a i r e  on peut u t i l i s e r  (BI, (E l ,  (G) 

e t  (H) sous l e u r s  formes r é d u i t e s  r e spec t ives  (B ' ) ,  ( E t ) ,  (G') e t  (Hl). 

L'importance c a p i t a l e  de c e s  algorithmes va se  manifester  l e  long 

du chap i t r e  su ivant .  Car i l s  sont  à l a  base des méthodes de point  f i x e  

que nous aborderons. 

1 .5 .  - ESSAIS NUMERIOUES 

Les algorithmes (B), ( B t ) ,  (B") e t  (G') sont  programmés suivant  

l e  schéma ci-dessous : 



Xi = f(xi) pour ( B I ,  

X. = Axi pour (B') 
1 

Xi = i+l pour (B") 
2 2 

X. = (Axi) /A xi pour (G1). 
1 

L'algorithme (El1) suit la règle habituelle du p-algorithme avec 

Xi = i comme suite auxiliaire. 

Les deux derniers essais, portant sur (El) et (H'), utilisent le 

sous-programme RH01 du p-algorithme de C. Brézinski Cg1 avec comme suites 
2 2 

auxiliaires ( 1/AxiIi. pour (El et ( l/C(Axi) /A xi] Iim pour (fi'). 



Appl ica t ion  de 1  'a lgor i thme (B)  à x ~ + ~  = xn-f(xn)/f l (xn) avec f ( x )  = x-e - x .......................................................................... 

- X  
Appl ica t ion  de 1  'a lgor i thme ( B I )  à x ~ + ~  = e avec xo = 1 .......................................................... 

- X 
Appl icat ion de ( G ' )  à x ,+~  = e n x 0 = 1  
- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - m m - - - - - - - - - - - - - - - - -  



Algorithme (B') : x, = e = 2.718 2 8 1  828 

O 
1 
2 

5 
T'"' 

~ ~ k k l  2 L e t %  a - I L >  

- - 
I ,.. 

&pl i c a t i o n s  des a l q o r i  thmes ( B ' l ,  ($ I l  e t  ( B " l  : xn = e ---------------- --------- -- - -- ---- -- -- n+l 
--------- 

( s u i  t e  à convergence 1 o g a r i  thmique) 

* 5 h 7 1 1 + 3 d q i ) ~ ~ 1 i i h ~ 7 i ~ * i ) ( i  
- 5 h 7 1 4 3 d ~ ~ 4 d 9 5 ~ 4 ~ d t i ) i ,  
. b 6 7 1 4 3 2 ~ ~ 4 ~ Q / H 7 7 d + ~ 0  

> 

. 5 h 7 l ~ i 3 2 9 O P o ~ / P i . * , i t 0 0  
,567 1 4 3 2 9 0 4 0 9 7 ~ 4 0 ~ ) + ( r o  

1 
,507 1 t t 3 ~ U i , . i t . % ~ , + , , i ~ i  +:)fi 1 



Algorithme (B") : 

Algorithme (G') : 5 5 

n 

O 
1 
2 
3 
4 

5 
6 
7 

8 
9 
10 

n 

O 
1 
2 

-,?-;-%O O 9-7 5 8 9 .0 -W.6  2 ctb - 

:2;45960.3 1 1 11 56.9 

,(n 
s*.sy?y;>>>*>y>y .3 \yS\\\.+-:y>\;. >:,.: 

<2.69148509136~470 h- 

,2_;7()'46122.2302883i) 1. 

-2 o.-/ 1 6 8  8 3Zb.J'S'2q 3 ' t t ' l \Y  
Y- - 

4 $2.7 15239.9  ~.7174.4123,6b~;30~9~'~ - - - - 
.x-,..~:<: .,<<*:,. .. -. + .;:!.:s\\.+.<\i*s .<&iL~$&k?i& 

5 

n 

O 
1 
2 

--?:?1~0S965 - 7.7 - 15833€XSPcj*BJ<, 

,(n) 
.+,:y.! ,.,\ : ., x:.4 . ;- .\:y~y.\\,,.~,>~~.,,\.\.>>\ 

n.7 36~1'b789'9'd'4'~s3" 

-(n) . T 
- 5, - - 

~ 2 . 7 0 . 9 6 - ~ 7 - . - 7 1 4 8 6 9 3 5 4 1 ~ 4 6 ~ 4 5  - 
:y?=?..7 lt>74.2Yb;L365/13b7 

- ~ ~ 1 - ~ , - ~ 2 9 â 9 t t 3 ~ ~ 7  1 .  - 
I -- 

. - - --.-..-.............. 

Z,(~ro3-l3759313U8 

-. - - -- 

-25-7 - 17 

- - - - 

121768900285t'-L-l7Wc?S%~'is5T - 
*'if.71771)7959408'p&o~:;;'2~7~&~.29;L'~P93;29~49~,~ ~ ~ x ~ x w . ~ v ~ ~ ~ ~ ~ \ ~ ~ v v - ~ ~ - ~ . - ~ - -  -...... - : . , , a  ....,,.,,. \ <,,,. \ ,... - ,... x:: :,~:..:k:.,>:.&~:: , ,  

, 2.71aOs165363931j$4: ;',+;;n":p.. +y:\, .\: --,w\-\,' ..>, $T:::T. ' ' . . . , , . ;. ,, , . ., . .-:<, .. <.<, ., .,v. .<, 
- .  

~ , A \ ~ c ~ 2 ~ s $ g i ; \ ~ ~ & ~ ~ ~ ~ ~ ~  



m 
Application de (B) à x, = e , x* = e = 2.718 281 

avec f(x) = 1 - LOG(x) a 



. . . .  
(E")  et x(n) = exp(n/(n+l)) : de limite x* = 2.718 281 

-x Algorithme (Et ) appliqué à x = e . 



-X Algorithme (Hl) appliqué à x = e . 



1 CHAPITRE II / 

,. - 
* *  ** 
* *  * *  ETUDE DE METHODES DE POINT FIXE :: 

.. .. * *  **  ** 
$ 2  * * DEDUITES DES ALGORITHMES (BI,  (B') , :: 

(El,  ( E ' l ,  (G) ET (G ' )  



****************** * * * * * INTRODUCTION 2 * * * ****************** 

Dans l e  p ré sen t  c h a p i t r e ,  composé de q u a t r e  p a r t i e s ,  nous abordons 

des  méthodes de po in t  f i x e  c o n s t r u i t e s  à l ' a i d e  des  algori thmes (BI,  

( B I ) ,  ( E l ,  ( E l ) ,  (G) e t  (G') e t  é t u d i é s  au  c h a p i t r e  précédent .  

La première e t  l a  deuxième p a r t i e s  s o n t  r é se rvées  aux méthodes 

des t inées  à résoudre des  équat ions non l i n é a i r e s  à r a c i n e  s imple.  A ins i ,  

dans l a  première p a r t i e ,  nous é tudions  en d é t a i l  des  méthodes d ' i n t e r -  

po la t ion  polynomiale, dédu i t e s  des  procédés (BI)  e t  (B). Nous cons t ru i -  

sons d ' a u t r e s  méthodes p a r  composition. Dans c e t t e  é tude ,  nous détermi- 

nons l ' o r d r e  de convergence, l e s  c o e f f i c i e n t s  dominant e t  asymptotique 

e t  l ' i n d i c e  d ' e f f i c a c i t é  de chacune de c e s  méthodes. Dans l a  seconde 

p a r t i e ,  nous reprenons ce t r a v a i l  pour des  méthodes d ' i n t e r p o l a t i o n  r a -  

t i o n n e l l e .  

Quant à l a  t ro i s i ème  p a r t i e ,  e l l e  e s t  réservée  à un r a p p e l  s u r  

c e r t a i n e s  méthodes, p u i s  à une comparaison de t o u t e s  l e s  méthodes c i t é e s  

précédemment. Ce t t e  comparaison e s t  e s sen t i e l l emen t  basée s u r  l e  c r i t è r e  

de l ' i n d i c e  d ' e f f i c a c i t é .  

Dans l a  d e r n i è r e  p a r t i e  nous regardons de p l u s  p rè s  c e r t a i n e s  mé- 

thodes c o n s t r u i t e s  à l ' a i d e  des a lgor i thmes  ( G ' ) ,  ( G ) ,  (Hl) e t  (H). 

Ces méthodes concernent pa r t i cu l i è r emen t  l e s  équat ions  à r a c i n e  mul t i -  

p l e .  

Pour t e rmine r ,  nous donnons quelques e s s a i s  numériques. 



I I  .O. - DEFINITIONS 

1 ) Ukhe de convekgence d  'une méthode de point  f i x e  . 

Soi t  (x ) une s u i t e  i t é r a t i v e  convergeant vers  x,. n  

1 xn+ 
S i  R i m  = c  où C E 10, 4 . 4  r 

n- lxn-x* I 

e t  r > O ,  a l o r s  on d i r a  que r e s t  l ' o r d r e  de convergence de l a  s u i t e  (x,), 

ou de l a  méthode i t é r a t i v e  qu i  l ' a  générée. 

Pour une a u t r e  d é f i n i t i o n  beaucoup p lus  générale on pourra consul- 

t e r  C71. 

Dans l e s  condi t ions  de la  d é f i n i t i o n  l ) ,  on d i r a  que C est l e  

c o e f f i c i e n t  asymptotique d ' e r reu r .  

3 1 Coed6icien.t dominant d'emewr 

Soi t  4 une méthode de point  f i x e ,  basée s u r  p  po in t s ,  c 'es t -à-d i re  : 

Soi t  en-i = I x ~ - ~ - x *  1 pour i = 0 ,  1, 2, .  . . , p .  

Soient pl,  p2 ,  . . . pp ; p  nombres r é e l s  t e l s  que : 

e  n  llim = K où K E !O, +OC, 
n--fi e  P i  

n - i  i=l 

a l o r s  K s e r a  d i t  c o e f f i c i e n t  dominant d ' e r reu r .  



Remarque : 

Si r existe selon la définition l), il ne peut pas être strictement 

inférieur à 1. En effet, d'une part : en + O, n ; et d'autre part : 

Soit a > O tq 1 = r + a. On a r < 1. 

D'autre par si r = 1 alors C S 1. En effet, si r = 1 et si C > 1 alors 

en+î 3N tel que - > 1, Yn 2 N e n 

.-) 
en+l > en ni h N => (en) est une suite de nornbres posi- 

tifs strictement croissante à partir d'un certain rang. 

Ce qui est en contradiction avec xn + x,. 

PiravkLéte O : 

avec po = O. 



Preuve : 

E l l e  e s t  f a i t e  pa r  récurrence s u r  p. 

On o b t i e n t  r = pl e t  K = C. Donc r s a t i s f a i t  

De même QO(r )  = 1. 

On ob t i en t  que r d o i t  s a t i s f a i r e  : 

2 
F 2 ( r )  = r - plr-p2 = 0 ,  

e t  que QI(') = r t  (1-pl).  

Supposons que l ' o n  a i t  P. e t  Q pour j 5 p-1. Montrons ce r é -  
3 j-1 

s u l t a t  pour j = p. 

1-p l+r p +p r-r 
2 

p => c Q K e  2 1 
n-2 

... 

I -l 

r-P 1 p2 

'n-1 rL K en-2 

r 
le n-1 " C e n - 2  



- - - 
r = > C e  

r'P~ K7f ePi  e 
n-1 n - i  n- i i = 2  i = 2  

1 - 
=> e Q K1-pTePf avec K '  = K r - P ~  e t  p i  = - Pi+î , 1 s i s p-1. 

n n - i  ' 
i=l r-P 

On appl ique l 'hypothèse de  récur rence .  r d o i t  s a t i s f a i r e  : 

< P ( r )  = rp-plr p - l  - ... - pp-lr-pp = O. 
P 

Pu i s  K '  e t  C son t  r e l i é s  p a r  : 

S ( r )  P-2 i p-2-i 
K '  = c p-2 où s ( r )  = 1 ( 1  - 1 p j )  r avec pl  = O. 

P-2 i = O  j =O O 

K P-P1 
Comme K '  = on a : 



Donc on o b t i e n t  

4 ) ' Indice d'eddLcacLté d 'une muhode 

Soi t  4 une méthode des t inée  à résoudre une équation non l i n é a i r e  

f ( x )  = O. Soi t  r, s ' i l  e x i s t e ,  l ' o r d r e  de convergence de 4. On supposera 

que r > 1. 

* 
Soi t  p(p E N ), l e  nombre t o t a l  des évaluat ions  de fonctions au 

cours d'une i t é r a t i o n .  

La quan t i t é ,  

1 - 
I ( 4 )  = r P 

se ra  d i t e  : Indice d ' e f f i c a c i t é  de 4. 

Le nombre I ( 4 )  représente  l e  f a c t e u r  pa r  l eque l  on mul t ip l i e  l e  

nombre de c h i f f r e s  exac t s  s i g n i f i c a t i f s  p a r  opérat ion élémentaire.  

La notion d ' ind ice  d ' e f f i c a c i t é  a  é t é  i n t r o d u i t e  pa r  Ostrowski C191. 

Pour une au t re  not ion ,  on peut consul ter  C241. 

On remarque que p lus  l ' i n d i c e  d ' e f f i c a c i t é  e s t  grand e t  p lus  l a  

v i t e s s e  de l a  convergence e s t  élevée. 

5 ) Racine ahnpte ou muRtipte 

Soi t  f ( x )  = 0 ,  une équation non l i n é a i r e .  

So i t  x* une rac ine  de f .  



a )  x, e s t  d i t  r ac ine  simple de f s i  f9 (x , )  # O ,  ou encore s i  f 

v é r i f i e  pl e t  p2 au po in t  x, ( v o i r  chap i t r e  1). 

b) x, e s t  d i t  rac ine  mul t ip le  de f de m u l t i p l i c i t é  m 2 2  s i  : 

f ( i ) ( ~ , )  = O pour 1 s i s m - 1  

ou encore s i  f  v é r i f i e  au point  x, l e s  p ropr ié t é s  pl e t  pg 

( v o i r  chapi t re  1). 

6 )  S o i t  ( T l  un procédé d ' accé lé ra t ion  de l a  convergence qu i  donnent 
(n des quant i tés  T pour d i f f é r e n t e s  va leurs  de n  e t  de k à p a r t i r  des k  

i n i t i a l i s a t i o n s  

So i t  4 une méthode de réso lu t ion  de 

basée su r  k + l  points .  

Nous d i rons  que 41 correspond à l a  s u i t e  colonne (T ( n )  )na du pro- 

cédé (Tl s i  

X - ( n )  
n+k+l - o c n ,  ..., x  = Tk , n  = O ,  l,... n  +k 

où T(") e s t  ca lcu lé  par  l e  procédé ( T )  à p a r t i r  des i n i t i a l i s a t i o n s  k 



1 1.1. - METHODES D ' INTERPOLATION POLY NOMI ALE INVERSE 

(Cas d'une racine simple) 

II. 1.1. - Pîéthodes de tdee-Steffensen ...................... ------------ 

L e  procédé de l ' a c c é l é r a t i o n  de l a  convergence correspondant à 

c e t t e  méthode, e s t  l e  procédé h2-d'hitken bien connu Cl3  ou, en d ' a u t r e s  

(") d u p r o c é d é ( B P ) .  termes, l a  s u i t e  colonne (Tl 

En e f f e t ,  s o i t  une équation non l i n é a i r e  : 

xO donné. 

La nlième i t é r a t i o n  de S(1) e s t  donnée p a r  : 

- 
UO = X n- 1 

u, = $(u0) 

u, = $(ul)  

On applique (B ' ) à {u0, ul,  u,}. 

On prend : 

2 
S i  $ e s t  de c l a s s e  C dans un voisinage de x,, l a  r ac ine  simple 

de f ( x )  = x -  $(x) ,  e t  s i  4: = $'(x,) # 1 a l o r s  : 

Xn+ i-X * 1 4: 4; 
E i m  
n- (  * )  = - 

n 



S( 1) e s t  d 'ordre rl=2. S( 1 )  exige deux évaluat ions de fonct ions  pa r  i té-  

r a t i o n  ; p = 2. 

1 - 
Son ind ice  d ' e f f i c a c i t é  I ( S ( 1 ) )  = ry = fi = 1.414.. . 

On peut re t rouver  l e  c o e f f i c i e n t  asymptotique a i n s i  que l ' o r d r e  

de c e t t e  méthode en u t i l i s a n t  l a  p ropr ié t é  5 (Chapitre 1 ) .  

- e l  - u - x *  O(uo)- (x*) = O(xn)*(x*) = $&-x*) +... 
F ( 2 )  

1 * 
Comme f 1  = 1 - O1(x) e t  F t ( 0 )  = 7, ~ " ( 0 )  = - - a l o r s  on 

( X I  * fi3 

t i r e  facilement : 

( n )  
L a  méthode S(2) correspond en f a i t  à l a  s u i t e  colonne ( T ~  )na du 

procédé (B ' ) . 
i ème 

x  donné, s a  n t 1  O 
i t é r a t i o n  e s t  donnée par  : 



Ion applique l'algorithme (BI) à l'ensemble {u0, ul, u2, u3} ; 

(O On prend enfin x ~ + ~  = T2 . 
- 

La méthode S(2) décrite ci-dessus, exige 3 évaluations de fonctions 

par itération. 

Comme $(XI = x-f(x), alors on peut remplacer Au. par f(ui) e t  re- 
1 

trouver le procédé ( B I .  D'après la propriété 1 (Chapitre 1) : 

d ' o ù ,  en rernplapant F ( ~ )  par son expression en fonction des dérivées de f : 

S ( 2 )  est d'ordre r2 = 3 et d'indice d'efficacité I(s(~)) = 33 = 1.442.. . 



L ' ind ice  d ' e f f i c a c i t é  de S ( 2 )  e s t  légèrement supé r i eu r  à c e l u i  

de S ( 1 ) .  

(n Cette  méthode correspond à l a  s u i t e  colonne (Tk )na du procédé . \ 
(BI ) . x0 é t a n t  donné, sa (nt11 leme étape  e s t  donnée p a r  : 

- 
uO = x u = +(uiwl) pour i = 1, 2 ,..., k+l .  n '  i 

On appl ique l ' a lgo r i thme  (BI ) à {u0, u1 , . . . , ukrl) : 

= u i = O ,  l , . . ., k i 

( j )  ( j + l )  AU Ti-l - Auj Ti-l 
( j )  - - i + j  T .  , i = l,.. ., k 
1 Au - Au 

i +  j  j  j = O, l,..., k- i .  

Enfin on prend : 

x = T ~ O )  ; e t  on no te  x 
n+ 1 n + l  = S(k)  (x,). 

Notons ei  = xi-x, e t  ei = u.-x . 
1 

Comme Aui - f ( u i )  a l o r s  on peut  app l ique r  l a  p r o p r i é t é  1. (Chapi- 

tre 1). On o b t i e n t  : 



Ou encore en exprimant F ( k + l )  p a r  les  dérivées de f (Chapitre  I , I . 1 . 3 . )  : 

S(k) e s t  d 'ordre  rk = k + l ,  exigeant k + l  évaluat ions  de fonctions p a r  

i t é r a t i o n .  Son ind ice  d ' e f f i c a c i t é  e s t  : 

Exemples : 

I I .  1.2. - Méthodes corneosées de S [k l  ...................... ---------- - 

On s e  l i m i t e  dans ce paragraphe à l ' é t u d e  de l a  composée 

SI2 S(2) O S(1) ,  où l e  symbole O s i g n i f i e  que, chaque i t é r a t i o n  se  

décompose en deux sous-étapes. 

L a  première correspond à l ' a p p l i c a t i o n  de S(1) pour o b t e n i r  S ( l ) (x , ) .  

La seconde correspond à l ' a p p l i c a t i o n  de S(2) pour ob ten i r  

X 
n+ l  = S ( 2 ) ( S ( l ) ( x n ) ) .  

Etant donné xo, s a  ( n t l )  i ème i t é r a t i o n  s 'e f fec tue  suivant  l e  

schéma : 



Soit f t e l  que f ( x )  = x-$(x). On a : 

Posons e i  = xi-x*, E = V.-x*, e i  = U.-x,. i 1 1 

Notons par K1 (respectivement K 2 ,  K12) l e  coeff ic ient  asymptotique 

correspondant à S1 (respectivement, S2, S12)* 

D'après l 'étude fa i te  au paragraphe précédent : 

d'où : 



S12 exige 5 évaluations de fonctions pour un ordre de convergence 

égal à 6 .  Son indice d ' e f f i cac i t é  1(SI2) est : 

1 

Remarque : 

Pratiquement on perd sur l ' i nd i ce  d ' e f f icac i té  ce que l ' an  gagne 

sur  l 'ordre  de convergence. La cause pr incipale  e s t  l e  nanbre t r è s  grand 

d'évaluations de fonctions par i t é r a t i on .  

Dans ce qui s u i t  on va aborder des méthodes beaucoup plus e f f i -  

caces, c a r  e l l e s  exigent moins d'évaluations de fonctions. Ce s ~ n t  l e s  

méthodes d i t e s  de type-sécante. 

II. 1.3. - Méthodes de tyee-secante ....................... --------- 

(") duprocédé(J3).  Cette méthode correspond à l a  s u i t e  colonne (Tl 

S o i t  en e f f e t  une équation non l i néa i r e  : 

f ( x )  = O 

de racine simple x*. 

x0, x1 donnés. 

La n + l  ième étape (n 2 1)  de E(1) e s t  donnée par  : 



On applique l 'algorithme (B) a {x,-~, xn}. r 
( i  To = x i = O , l  n-l+i  ' 

(0)  ,( 1)  
= f n T ~  -fn-i O - ou fi  = f (xi)  pour i = n-1, n. 

n n - 1  

(0)  ktl=T1 
- 

ou plus simplement x - fn x n - ~  fn-i  n ,  , 
n+ l  - n - fn- i  

A part  l a  première i t é r a t i on  qui  exige deux évaluations de fonctions,  

l e s  autres  n'en demandent qu'une seule. 

La propriété 2 (Chapitre 1) donne : 

l '* Kl .et l e  coeff ic ient  dominant de l ' e r reur .  Posons K1 = q. 

Soit  rl l 'o rdre  de convergence de E(1). So i t  Cl l e  coeff ic ient  

asymptotique de l ' e r r e u r  de E(1). 

D'après l a  propriété 0(p=2, pl = p2 = 1)  : 

l ' o rdre  r1 e s t  l a  racine r é e l l e  posi t ive  de l 'équation : 

Les coeff ic ients  Cl e t  K1 sont r e l i e s  par  : 



L'ordre est r1 = 1.618... Le nombre pl d'évaluations de fonctions 

par itération étant pl = 1, l'indice d'efficacité de E(1) est égal à 

son ordre rl 

Dans ce qui suit je vais étudier deux méthodes de type-sécante, 

c'est-à-dire généralisant en quelque sorte la méthode de la sécante. 

Nous allons voir que : 

- l'ordre rk est racine de l'équation : 

- la suite (rk)kdi est telle que : 

- l'indice d'efficacité est I(E(k)) = rk. 

(n La méthode E(2) correspond en fait à la suite colonne (TÎ Indl ième 
du procédé (B). Après avoir donné xo, xl, x2 sa n étape (n 2 3 )  est 

donnée par : 



ième x 1 :  i t é r a t i on  : On applique l 'algorithme (B) a (x.-~, x ~ - ~ ,  n-l 

Cette méthode E ( 2 )  exige une seule évaluation de fonction par i t é -  

r a t i on ,  seuf pour l a  première où e l l e  demande 3 évaluations. 

S i  r2 est son ordre de convergence e t  s i  I(E(2)) est son indice 

d ' e f f icac i té  a l o r s  

La propr ié té  2 (Chapitre 1) nous permet d ' éc r i re  : 

OU encore : 

Ainsi : 

Dans l a  propriété O (Chapitre I I )  nous avons donc 
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On obt ient  l 'équation E(2) donnant l ' o rdre  r2 : 

2 
Q2( r )  = 1 ( 1  - j p.)  r2-i 

i = O  j =O 3 

E t  C2 e s t  donné p a r  : 

r2 e s t  l 'unique racine r é e l l e  posi t ive  de p3. La démonstration f e r a  l'ob- 

j e t  de l a  propriété 1). 

Remarques : 

1)  Posons f i  = f (xi)  e t  f r x ,  y] = f(x)-f(y).  La méthode E(2) 
x-Y 

peut s e  mettre sous l a  forme : 

xO, xl, x2 donnés 

E l l e  s e  trouve chez Traub C241 sous l e  nom de méthode d'appro- 

ximation inverse parabdique : 

2) Soi t  F(x) = x,  une équation de point  f ixe .  S i ,  dans l 'expression 

ci-dessus donnant x on subs t i tue  F(x)-x à f ( x ) ,  on obt ient  l a  méthode n' 
d ' approximation parabolique de Popovski C221 : . 

J. U x donné, xl = F(xo), x2 = x1 t ( O xl-x0)-~Fl-x1~ ( FI-xl) . 



(0) coupe OX en Tl . 

(1) coupe OX en Tl . 

coupe OX en x3 

(n) La méthode E(k) correspond à la suite colonne (Tk du pm- 

cédé (B). 

On se donne k+l points : xo, xl, x2,. . . , xk. 
la nième itération est donnée par l'application de l'algorithme 

( B I  à l'ensemble {xn - k,..., x ; n > k) suivant le schéma : n-1 

pour i = 0, 1,. .., k n-k-l+i 

( i l  (i+l) fi+.T. - fiT.-l 
,(il = -J 1-1 
j 

, pour j = 1, 2,..., k  fi+j - fi 
et i = 0, 1,. . ., k - j  

avec fi = f(xn-k-l+i ) pour i = 0, 1,. . . , k. 

D'après la propriété 1 (Chapitre 1) : 



Notons par  rk l 'o rdre  de convergence de c e t t e  méthode E(k), par  Ck 

(respectivement IC,) l e  coeff ic ient  asymptotique (respectivement dominant) 

de l ' e r r eu r ,  e t  par I(E(k)) l ' i nd i ce  d ' e f f icac i té .  

rk est  l 'udque U e  kt&e po4Ltive (une &eule ucote kt&& : 

Régte de Des&es 1 de &'i!quation 

Preuve : 

rk vé r i f i e  l 'équation E(k). En e f f e t  remplaçons dans l a  propriété O 

p e t  pi ( i  = 0, 1,. . . , p)  pa r  l eurs  valems correspondantes, à savoir  : 

p = k+l ,  po = O e t  pi = 1 pour i = 1, 2,. .., k+l.  

L'équation SI1(r)  = 0, donnée par l a  propr ié té  0, s e  réduit à E(k). 

D'après l a  propr ié té  O on a auss i  

Qk( r )  = r - P 
k-3 k - 2 - 2 r  -...- ( k - 2 ) r - ( k - 1 ) .  

Maintenant on va montrer par récurrence sur k que q-l e s t  l 'unique 

racine r é e l l e  posi t ive  de Pk e t  que Pk e s t  str ictement croissant dans 

l ' i n t e r v a l l e  Crk - 2 ,  21. 



Posons Po(r) = 1 e t  Ik = Crk, 21. 

L e s  polynômes Pk-l e t  P son t  r e l i é s  p a r  l a  r e l a t i o n  : k 

S i  k = 1, Pl( r )  = r-1 est s t r ic tement  c ro i s san t  danslR, e t  en 

p a r t i c u l i e r  dans IO = C l ,  21. 

P 2 ( r )  = r Pl( r )  - 1 

P ( r )  2 O e t  P i ( r )  > O pour t o u t  r E IO. 
1 

P;(r) = r P i ( r )  + P1(r) 

r E Io =+ P;(r) > O pour t o u t  r E IO. 

P1(r) 2 O e t  P i ( r )  > 

Donc p 2 ( r )  e s t  s t r ic tement  c ro i s san t  dans IO. 

O r  P2(r0)  = P2(1) = -1 e t  .P2(2) = 1. En u t i l i s a n t  l e  théorème de 

l a  valeur intermédiaire on a : 

3r l  E Io - (1, 21 t e l  que : P2(r1) = O. 

Ce nombre rl e s t  unique dans IO, c a r  P2 e s t  s t r i c t ement  c ro i s san t .  

On a a u s s i  F 2 ( r )  2 O pour r E Il. 

En dehors de l ' i n t e r v a l l e  IO, P2 ne s 'annule pas.  En e f f e t  : 

s o i t  r E C2, -1 e t  k E 1. 



Soit r E CO, rOC = CO, 1C. 

Donc B2(r) < O Vr E CO, roc. 

Supposons maintenant que pour j S k-1 on ait : 

F?.(r) strictement croissant dans Ij 2, 
3 - 
P.(r) > O pour r E C2, *C, 

3 

P.(r) <O pour r E Ij-2, 
3 

et rj-l l'unique racine réelle positive de P dans l'intervalle Ii-2. 
j 

Montrons que ces propriétés restent vraies pour j = k. 

Or sur Ikk-22, Pk-l(r) i O et Ri - l(r) > O. Donc ~i(r) > O 

=> B est strictement croissant sur Ik-2. k 

En utilisant a nouveau le théorème de la valeur intermédiaire on a : 

- 3rk-l 1k-2 €rk-2, 21 tel que ~ ~ ( r ~ - ~ )  = O. 

rk-l est unique dans 1 car Pk y est strictement croissant. k-2 

On a aussi pk(r) 2 O pour r E Ik - 1. 

On a vu que Pk(r) > O  pour r E C2, -1. 



Comme P k ( r )  = r pk-l(r)-l a l o r s  P k ( r )  < O dans I ~ - ~ - { ~ ~ - ~ } .  

Par conséquent parmi les réels p o s i t i f s ,  s e u l  rk annule Pk+l. 

On en t i r e  a u s s i  l e  f a i t  que l a  s u i t e  ( r  ) est s t r ic tement  
k k€N 

croissante  majorée par  2. 

R i m  rk = 2 .  En e f f e t  : 
)C#o 

r+& 
On s a i t  que r1 = - 1.618... 2 

1 1  1 Pour k t 2 ,  rl < rk=> - <  -3  - 1 )k+l < (- k + l  r1 rk rk 

=> 2 < R i m  rk + 0. O 
k+- 

On v o i t ,  d 'après  c e t t e  p ropr ié t é  que l ' o n  améliore l ' o r d r e  de convergence 

lorsque k augmente. Mais il r e s t e  toujours  i n f é r i e u r  à deux. 

L'avantage p r i n c i p a l  de l a  méthode E(k) est q u ' e l l e  ne  demande 

qu'une seule évaluat ion de fonction p a r  i t é r a t i o n ,  sauf à l a  première 

où e l l e  exige l a  donnée de k + l  points  e t  k + l  évaluat ions  de fonctions.  

Par  s u i t e  son ind ice  d ' e f f i c a c i t é  I ( E ( k ) )  est é g a l  à son o rd re  rk. 



Quelques va leurs  de rk s e m n t  données a l a  f i n  de ce chap i t r e .  

11.1.4. - Comeosition des mgthodes E / k l  ------------- ...................... - 
S o i t  un e n t i e r  k 2 2. 

La méthode composée E 
1.. .k = E(k) 0...0 E(1) est d é f i n i e  pa r  : 

xO e t  x1 Ptant  donnés, l a  n ième é tape  e s t  donnée pa r  : 

(, 
= El ,  Uo = xn-2> U1 = X n - l ,  U2 = El. 

Pour i = 1, ..., k : 

&-1 - 'j '11-1 
- f pour j = 1, ..., i OU f = f ( u j ) .  

I I  j j II = i - j .  

i f k on reprend avec T ( i + l )  - O - Ei 

i = k on prend xn = Ek. I- 

S o i t  ci = ui-x* e t  e = x -x*. n n 

1 re u.t donné pan r = 2k-2 + -. 



Preuve : 

D'après l 'étude précédente sur l e s  méthodes E(k) : 

Posons E = en. On a : k+l  

On va montrer p a r  récurrence s u r  i que 

i-2 2i-2 
€ € 

O 1 
pour i = 2,..., k+l 

i-2 2i-2-j 
avec l a  convention K = l p o u r  i = 2. 

j = i  j 

2 2 
' L K  K a € 3  % K2 'O €1 €2 2 1 O 1' 

Supposons que l ' on  a i t  : 

La proprgété r e s t e  vraie pour k+l.  En e f f e t  : 



01. p a r  hypothèse de récur rence  : 

2k-3 2 22 2k-2 2 22 2k-2 
(KI ... KIKI)(€ E z O. . .  • )(cl cl  c l  * * *  O 1 

1 

2 2m+l- 0 r 1 + 2 t 2  + . . . t 2 m = T  = 2m+1-1. 11 s'ensuit pue : 

k-1 2k-l-i  2k-l 2k-l  
D'où z ~ + ~  ' %7TKi i=1 E: O E 1 '  

k-1 2k-l-i  2k-l 2k-l  
ou encore e % 5 'n K~ n e e n-2 n-1 1=1 

k-1 2k-l-i  
k- 1 k-1 Posons K 12.. .k = , p = 2 , p 1 = 2  , P 2 = 2  

1=1 

D'après l a  p r o p r i é t é  O (Chapi t re  II) ; l ' o r d r e  r de c e t t e  méthode 

d o i t  satisfaire l ' équa t ion  : 

s o i t  A *  = 2k-2. 2k-2 + 2 k-1 - - 2k-2(2k-2 t 2) .  On a deux r a c i n e s  

d i s t i n c t e s .  



Donc l ' o r d r e  r e s t  donné p a r  

ûn remarque que pour k = 1, r e s t  r é d u i t  à Eelu i  de l a  méthode 

de l a  sécante  E(1) : r = 1.618. O 

Puisque chaque E ( i )  n é c e s s i t e  une éva lua t ion  de fonc t ion  p a r  i t é -  

r a t i o n ,  c e t t e  méthode ex ige  k éva lua t ions .  

S o i t  I (El . .  .k ) son ind ice  d ' e f f i c a c i t é .  

S o i t  l a  s u i t e  ( I (Elmmek 1) k&. û n a :  

) < 2 <-> 2 k-2 k - 2 + 2 )  < 2k 
En e f f e t  : I(El , .  .k k - 2 + h  ( 2  



Donnons l e s  indices d'efficacité e t  l e s  ordres de convergence 

des méthodes E12 et E123' 

Notons r e t  r 
1,2 

l e s  ordres respectifs de ces deux méthodes. 
1,2,3 

I I  .1.5.  Autres méthodes corneosées ........................... ----- 

1 )  Méthode E(2) o E(1) O (e 

Soit @ une fonction itérative pour résoudre f ( x )  = 0.  

La n ième itération : xo donné 



D'après l ' é t u d e  précédente on a : 

On ob t i en t  : 

C'es t  une méthode d 'ordre 4 exigeant  3 évaluat ions de fonct ions .  

Son indice  d ' e f f i c a c i t é  

I ( E ( 2 )  O E ( 1 )  O 4 )  e s t  donnée par  : 

2 ) Compo~Ltion de E, , avec eUe-même 

Cette méthode cons i s t e  à composer l a  méthode E12 avec elle-même. 

2  
Notons c e t t e  composée E12 = E 1 2  O E 1 2 *  

On s e  donne xo e t  xl e t  on pose z0 = Xo ' 

ième n i t é r a t i o n  : 

L'étude f a i t e  s u r  E  nous permet d ' é c r i r e  : 
1 2  



2 2 
( i l  : en 1. K2 Ki en-l avec E = z e t  e  - 

n-1 n - ~ - ~ *  n-l - Xn-l-X* 

2 2 ( i i )  : en-l 1. K2 Ki en-l avec E n-2 - - Zn-2-X* 

( i i i )  : 2 2 
avec e - 

en-i  1. K2 K1 en-2 'n-2 n-2 - Xn-2-X* 

e 
i i i )  = ( i v )  : E 2  q, 

n-1 
n-2 2 

K2K1 en-2 

( i i )  e t  ( i v )  => E 
3 -2 

n - i  q, en-l en-2 (v 

-4 8 
( i )  e t  (VI ==> en Q K2 K1 en-2 en-l. 

So i t  p = 2, pl = 8, P2 = - 4 *  

La p ropr ié t é  O (Chapitre  II) nous donne, pour l e s  va leurs  de p ,  

pl e t  p2 ,  l ' équat ion  que d o i t  v é r i f i e r  l ' o r d r e  de c e t t e  méthode : 

Cet te  équation admet deux rac ines  r é e l l e s  p o s i t i v e s  d i s t i n c t e s  : 

O r  pour une s u i t e  convergente (x ) de l imite x,, admettant un 
n 

ordre r ,  ce lu i -c i  ne peut pas ê t r e  s t r ic tement  i n f é r i e u r  à 1. 

Par conséquent 2 
: r12 7.464 e s t  l t o r d r e  cherché de l a  méthode EI2. 

2 La méthode E12 exige 4 évaluat ions  de fonct ions  pour un ordre  
2 

r12 7.464. Donc son ind ice  d ' e f f i c a c i t é  I(E12) e s t  donné pa r  : 



3 ) . Compodition de E123 avec. &te-aéne 

2 Notons cette méthode par E123. 

On se donne xo et xl et on pose z0 = X ~ *  

ième 
Sa n itération s'effectue de la façon suivante : 

L'étude faite sur ElZ3 nous permet d'écrire : 

(ii) et (iv) -> (v) 
5 - 4 

n-1 Y en-l en-2 

D'où par utilisation de la propriété O : 

C'est l'équation que doit satisfaire l'ordre r ( 2 )  2 
192,3 de E123* 

On obtient la valeur 

r (2) = 12 + 8 n e  23.312. 
19293 

Car l'autre racine de Pî est comprise strictement entre O et 1. 



L 
E123 exige 6 évaluat ions de fonct ions  par  i t é r a t i o n .  

On donnera un exemple numérique de chacune de ces méthodes à f a  

f i n  de ce chapi t re .  

11.2. - METHODE D'INTERPOLATION RATIONNELLE INVERSE 

(Cas d'une racine simple).  

11.2.1. - Méthode de Tyee-Steffensen ...................... ------------ 

(n 
T(1) e s t  l a  méthode i t é r a t i v e  correspondant à l a  colonne (p2 

du procédé (E l ) .  E l l e  e s t  des t inée  à résoudre : x = $(x) = x - f ( x ) .  

i ème 
Etant  donné xo, s a  n i t é r a t i o n  s e  déroule de l a  manière su i -  

vante : 

n i ème i t é r a t i o n  

( i l  = 0 e t  po = u pour i = O ,  1, 2. i 

- Posons en = xn-x*, en-i - x ~ - ~ - x *  e t  c i  = u -x, pour i = 0 ,  1, 2 ,  3. i 

Comme f (u i )  - Aui, a l o r s  on peut appl iquer  l a  p ropr ié t é  10 

(Chapitre  1). 



On obtient : 

On a donc : 

Dans c e  cas simple on va déterminer le  coef f i c i ent  D2 

D2 e s t  donné par l 'expression : 

F étant l ' inverse  de f e t  ~ y ) ( t )  étant l e  dénominateur de l a  

(O)( t ) 
fraction p 1 interpolant F en uo, ul ,  u2. 

f b -  + a l - u O  O O - U O  

Posons hi = u fi e t  h(x)  = x f ( x ) .  i 
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ième 
Etant donné xo, s a  n  i t é r a t i o n  e s t  donnée par  : 

- = X n-l> Ul = O(u0), * > U2k - '(U2k-1)' = $ 4 ~ ~ ~ )  

2 0, phi) = ui pour i = O,  1,. . . , 2k. 

D'après l ' é t u d e  f a i t e  sur l e  procédé (E) e t  en tenant  compte du 

f a i t  que '(XI = x - f ( x )  on a  : 

On v o i t  que T(k) e s t  comparable à S(2k),  vue au paragraphe ( I . I . I . ,  a ) ) ,  
c a r  e l l e s  ont  l e  même ordre de convergence e t  l e  même indice  d ' e f f i c a c i t é .  

I I .  2 . 2 .  - Methodes de tyee-sécante ....................... --------- 

(") du procédé ( E l .  E l le  correspond à l a  s u i t e  colonne (p2  )na 

ième 
Après avoi r  c h o i s i  xo, xl, x2 ; l a  n  i t é r a t i o n  de ~ ( 1 )  se 

déroule de l a  manière suivante : 

n i ème i t é r a t i o n  : 

- - - 
f 

( i l  - ( i + l )  + f;;:l) t i )  , j  = 1, 2 .  
j - Pj-2 - 

'j-1 'j-1 i = O , . . . ,  2-j. 



A p a r t i r  de l ' é t u d e  f a i t e  sur (El on conclut  : 

3 
(f:) 

e  Q- n 6 D2 en-3 en-2 en-l  

d 

? 

f:' p"' 
avec D~ = t i m  7 [F(T) ( Q : ~ ) ( T ) ) ~ ] ~ = ~  = ~ ( ~ ~ ( 0 )  + 3 Fu(o) + 3 -4 * F! to)  

n d~ - f: fi 
où F e s t  l ' i n v e r s e  de f .  

Comme nous avons vu au paragraphe précédent,  l a  méthode F(1) 

e s t  comparable à l a  méthode E(2). En e f f e t ,  F(1)  e t  E(2) exigent  cha- 

cune une seu le  évaluat ion de fonct ions  pa r  i t é r a t i o n .  De p lus  e l l e s  

ont  l e  m ê m e  ordre  e t  l e  m ê m e  indice  d ' e f f i c a c i t é .  

Désignons pa r  r2 l ' o r d r e  de F(1),  Cl (respectivement K ) son 1 
coef f i c i en t  asymptotique (respectivement dominant) d ' e r reu r .  On a : 

L' in te rp ré ta t ion  géométrique de F(1) e s t  l a  su ivante  : 

aot  + a -b a 
Posons $ ( t )  = 1 -> - $ ' ( t )  

a. 0 1  
bot  + 1 ( b o t + l )  2 

I 
I 
I T= ut) 



Donc il s ' a g i t  d'une in te rpo la t ion  p a r  une fonction homographique, 

pu i s  d'une ex t rapo la t ion  en O : 

2 )  MUhode F C ~ )  

(")) duprocédé  (E). E l l e  correspond à l a  s u i t e  colonne (Pîk 

ième 
Après avo i r  c h o i s i  xo, xl, ..., x~~ ; l a  n i t é r a t i o n  de F(k) 

s e  déroule de l a  façon suivante : 

n ième i t é r a t i o n  : 

- - -  
( i l  - (i+ï) + fi+j fi 

Pj - Pj-2 i+l) - , j = - *  2k 
':-1 'j-1 i = O , .  . ., 2k-j 

L'étude f a i t e  s u r  l e  procédé fE) nous permet de conclure : 

Cette e r r e u r  e s t  de l a  forme é tudiée  dans l a  p ropr ié t é  O (Chapitre II) .  

On t rouve donc que r e x i s t e  e t  d o i t  v é r i f i e r  l ' équat ion  : 



On donnera à l a  f i n  de ce  chapitl.e quelques exemples. 

A p a r t  l a  première i t é r a t i o n  exigeant  2k+l évaluat ions  de fonc- 

t i o n s ,  l e s  a u t r e s  n'en demandent qu'une seule .  Donc l ' i n d i c e  d ' e f f i ca -  

c i t é  e s t  éga l  à l ' o r d r e .  

De p lus  l a  méthode F(k) e s t  comparable à l a  méthode E(2k), c a r  

e l l e s  ont  l e  même ord re  e t  l e  m ê m e  indice  d ' e f f i c a c i t é .  

Remarque : 

Comme pour l e  paragraphe 11.1. nous pourrons composer l e s  méthodes 

T(k) e t  F(k) e n t r e - e l l e s  pour en cons t ru i re  d ' au t res .  Le t r a v a i l  à e f -  

f e c t u e r  e s t  toujours  l e  m ê m e ,  c a r  l e  développement asymptotique d ' e r r e u r  

s e  présente toujours  sous l a  forme é tudiée  dans l a  p ropr ié t é  O (Chapitre  

I I ) ,  à savo i r  : 

II .3. - COMPARAISON AVEC D 'AUTRES METHODES DEJA CONNUES 

Nous a l l o n s  f a i r e  un rappe l  s u r  c e r t a i n e s  méthodes de ré so lu t ion  

des équations non l i n é a i r e s  a f i n  de pouvoir les comparer aux méthodes 

que nous venons d ' é tud ie r .  

11.3.1. - Raeeels sur certaines méthodes ------------ .......................... 

I I  Méthode de Newton 

Soi t  à résoudre 

f ( x )  = O - x = 9 ( x )  où O(x) = x-f(x) 



Soi t  x, une rac ine  simple de f .  Nous avons : 

f l l (X)  (x*-x12 +. . . l  
X* = * = x - f x *  = x* - {f (x )  + f l(x)(x*-x) + F  

f"(x) (x*-Xl2 -. . . = x*-f(x) - f l(x)(x*-x) - 

i 
Dans l e  second membre, négligeons l e s  termes en (x,-x) p o u  

i 2 2.  Il v i e n t  donc : 

La méthode de Newton cons i s t e  donc à i t é r e r  sur l a  formule pré- 

cédente. D'où : 

xO donné 

x = x  - f , / f A , n = O ,  1 , 2  ,... n+l  n 

L 'er reur  en+l = X ~ + ~ - X *  e s t  t e l l e  que : 

En e f f e t  : 



Pour o b t e n i r  e  sous c e t t e  de rn iè re  forme, il s u f f i t  de d i v i s e r  n + l  
l a  s é r i e  donnant f par  c e l l e  donnant f '  su ivant  l ' o r d r e  c ro i s san t  des n  n  
puissances de e  . D'où l ' o n  t i r e  s i  f i  # O n  

Puisque c e t t e  méthode exige deux évaluat ions  de fonctions f e t  ff 

par  i t é r a t i o n ,  son indice  d ' e f f i c a c i t é  e s t  : fi = 1.414. . . 

King Cl61 a  proposé une méthode d 'ext rapola t ion  d 'ordre q u a t r e ,  

nécess i t an t  t r o i s  évaluat ions  de fonction p a r  i t é r a t i o n .  E l l e  e s t  basée 
2 essentiel lement s u r  l e  procédé A -dlAitken. 

So i t  à résoudre l ' équat ion  de point  f i x e  : 

Supposons que $ e s t  suffisamment dér ivable  dans un voisinage de 

x* e t  que l$:I < 1. 

Nous nous proposons de cons t ru i re  l a  méthode de King. 

Supposons que l ' on  a i t  cons t ru i t  x  . Prenons : n 



X n+ 1 = $(xn> 

X - 
n+2 - $ ( x ~ + ~ ) .  

Appliquons l e  procédé b2-dllli tken à {xn, x n + l Y  x n+2 ) . h a :  

- - 
S i  ei = xi-xx pour i = n ,  n + l ,  n+2 e t  s i  e = x - n+2 n+2-X* 3 

nous pouvons développer e en s é r i e .  En e f f e t  : 
n+2 

- 
Maintenant construisons x par  app l i ca t ion  de $ à xnt2. n+3 

NOUS avons, s i  e = x n+3 n+3-X* : 



- 
Donc, nous nous apercevons que e n+2 et "n+3 coïncident jusqu'à 

l ' o rd re  t r o i s  compris au coeff ic ient  mul t ip l ica t i f  près K.  

Soit 2 une approximation connue de K , d ' ordre a 2 2. 

l a  combinaison : 

'L '-II 
e s t  t e l l e  que ; si  e = x n+3 n+3-X*: 

'L 4 
e n+3 = O(en). 

En e f f e t ,  nous avons : 

Cette idée e s t  à l a  base de l a  méthode de King. 

Construisons maintenant une approximation b à l ' a i d e  des termes - 
de l a  su i te  xn, x ~ + ~ ,  x x x n+2' n+2' n+3' 

D'abord nous examinons l e  rapport  : 

O r  K1 peut auss i  s ' é c r i r e  : 



Remplaçons dans cette dernière expression de KI, xn par x - n+l 
et x ~ + ~  par x n+2' Nous avons le rapport : 

Nous venons d'obtenir deux approximations de K d'ordre un. 

Multiplions K1 par K et K2 par 1+K. Il vient : 

où encore : 

Mais K est toujours inconnu. Nous pouvons mettre à sa place K2, 

d'où l'approximation : 

A 

K est d'ordre deux. En effet : 



Par conséquent l a  combinaison : 

- - 
e s t  t e l l e  que, e = x n+3 n+3-x* : 

- 
Plus précisément nous obtenons l ' e r r e u r  en+3 SOUS l a  forme : 

En e f f e t ,  développons K1 e t  K2 jusqu'à l ' o r d r e  3. 

6 

Par conséquent K peut s ' é c r i r e  : 

D'où : 



- - (L( 1-K)K-A)K 4 
e +... 

( 1-K) 
n 

û r o n a :  

D'où l ' o n  t i r e  : 

La méthode a i n s i  c o n s t r u i t e  s e  résume de l a  manière suivante : 

xO donné 

- - A 1 - A"2 
u3 = u2 - (-)(u2 - u3) où K = K 2 ( 1 + K  -K ) avec K =-. 2 1 2 u -u 

1 - K  2 1 

ième - 
n i t é r a t i o n  u = x O n-1 

u, = O(u,) 



Pour cons t ru i re  x  il fau t  évaluer  t r o i s  f o i s .  Comme l ' o r d r e  e s t  n  
quat re ,  l ' i n d i c e  d ' e f f i c a c i t é  de c e t t e  méthode e s t  donc égal à : 

31 Méthode de JaNtatt Cl31 

Soi t  à résoudre f (  x )  = 0 .  

Soient x,-~ e t  xn deux po in t s  vo i s ins  de x*. 

On considère l a  f r a c t i o n  : 

x-a 
z(x) = 2 

bx + cx + d 

où a ,  b ,  c  e t  d  sont déterminés pa r  l e s  condi t ions  : 

Soit  r$ = x-x e t  considérons l a  fonct ion  : n' 

On a  a u s s i  : 

2 
Posons a = a-x B = b ,  y = 2bxn + C ,  6 = d + bxn + Cxn, e t  con- 

n '  
s idérons  l a  f r a c t i o n  : 

On a  évidemment : 



Ces de rn iè res  condit ions d ' i n t e r p o l a t i o n  donnent naissance au système 

suivant  : 

Ce système nous permet de déterminer a ,  B ,  y e t  6 . 

Nous nous in téressons  au zéro  de y ,  à savoir  a. Nous prenons 

En e f f e t  y($) = z($+xn) = O 

<-> $ t x e s t  zéro de z ( x ) ,  
n 

$ + xn = x e t  z ( x )  e s t  une approximation de f ( x ) ,  en ce sens 

q u ' e l l e  e s t  déterminée par  l e s  condit ions d ' in te rpo la t ion .  Donc on peut 

approrimer x, par  $ + xn (zéro de z ( x ) ) .  E t  comme a annul le  y ,  donc a + xn 

annulle  z (x ) .  Par s u i t e  xn + a e s t  une approximation de x,. 

Après avo i r  ca lcu lé  a à p a r t i r  du système précédent,  l ' i t é r é  x n t 1  

e s t  donné p a r  : 



4 '2'3 
De plus en+, % (-- 2 - ' 2 3  2 2 

c, + -1 1 en en-l, 
n 2 c, 

En effet, puisque x = x + ci, alors ci = x - X  e t a = x  
n+l n n+l n n+l ' 

Considérons le système suivant de 4 inconnues a, b, c, d, formé 

de cinq équations : 

On note S la matrice : 

Puisque nous nous intéressons à l'existence et à l'unicité de la 

fraction d'interpolation z(x), alors nécessairement 



Posons E = (en' en-l, T 2 1, 1) , A = (e f e2 f 2 e f' + 2e,fny n n' n-1 n-1' n n 

L'erreur e peut s'écrire : 
n+ 1 

T avec 1 = (1, 1, 0, 0) . 
Et en utilisant les propriétés d'un déterminant, nous obtenons : 



Dans l e s  deux s é r i e s  nous n e  re tenons  que l e s  premiers  déterminants  

non nu l s .  

Le premier  déterminant non n u l  au  dénominateur e s t  c e l u i  correspondant 

au t r i p l e t  ( p ,  q ,  r) = (1, 1, 1 ) .  

, OÙ A =  CA^, gT,  cTi e - - 
n + l  

e 
n 

e n-1 
A 

1 

1 

1 

1 A 

O 

O 

Le développement de Taylor de f en x* nous permet d ' é c r i r e  : 

N 

00 

1 C C C  e - e  
i -j k n n-1 i , j ,  k = l  

1 
i+i j e k-1 

e e n n n 

1 i+l j e 
k- 1 

e e n-1 n-1 n-1. 

i (i+2)ei+'  j k-1 
n ( j + l  )en ken 

i+l 
1 ( i+2)en  k-1 

- j 
- e - 

n+ 1 

00 

1 c c c  
P q r  P, 9 ,  r=l 

- n ,n-1 
- D 

1 e ~ + 2  e q + l  er 
n n n 

1 e ~ + 2  e q + l  er 
n-1 n-1 n-1 

O ( p + 2 ) e ~ + 1  (q+i )eq  re 
r- 1 

n n n 

q Fe 
r-1 

O (p+2)en i i  (q+l)en-l n-l 

rj ,II- 1 



Au numérateur il y a quat re  t r i p l e t s  qui  correspondent à un 

même déterminant,  à un signe p rès .  Ce son t  (1 ,  1, 4 ) ,  (1 ,  3 ,  2 ) ,  

( 2 ,  1, 31, ( 2 ,  2, 2 ) .  

Nous obtenons : 

Dans D effectuons l e s  quelques transformations suivarites : 
n ,n-1 



Par  conséquent nous obtenons : 

L'ordre r de J v é r i f i e  l ' équa t ion  : 

Pour t rouve r  c e t t e  équat ion ,  il s u f f i t  de s e  r e p o r t e r  à l a  pro- 

p r i é t é  O (Chapi tre  II)  avec p  = 2,  pl = 2,  p 2  = 2. 

r e s t  donc donné pa r  : 

Chaque i t é r a t i o n  exige deux éva lua t ions  de fonc t ions  f e t  f ' .  

Donc son i n d i c e  d ' e f f i c a c i t é  e s t  : 

Sa méthode c o n s i s t e  en l a  composition de J avec elle-même. Ainsi  
ième 

s a  n  i t é r a t i o n  e s t  donnée p a r  : 

(x0 ,  x1 donnés, z0 = x0) .  

i ème n  i t é r a t i o n  : 

2 2  
Comme J e s t  comparable à El2 ,  J e s t  a u s s i  comparable à E12. P a r  

conséquent nous avons : 



La d i f fé rence  q u ' i l  y a e n t r e  J~ e t  E:? e s t  que J~ exige l e  ca l -  

c u l  de l a  dérivée de f .  

S o i t  à résoudre f ( x )  = O de rac ine  simple x*. 

-1 1 
S o i t  g ( t )  = f (t) = x. 

- 1 
L i m  g ( t )  = f (O) = x,. 
t- 

è r e  Dans s a  thèse  C41 Brézinski  a appliqué l a  1 forme confluente 

de l 'e-algori thme à l a  r é so lu t ion  d'une t e l l e  équation, en cherchant 

l a  l i m i t e  de g ( t )  pour t tendant  vers  l ' i n f i n i .  

La r è g l e  de l a  lère forme confluente e s t  donnée pa r  : 

Donc on a : e 2 ( t )  = g ( t )  C ' ( t ) l L  
- 



En portant  l e s  expressions de g ( t ) ,  g '  ( t  ) , gI1(t) e t  t en fonc- 

t i o n  de x dans l ' express ion donnant c 2 ( t ) ,  on o b t i e n t  : 

Par i t é r a t i o n  s u r  c2 ,  on a  l a  méthode : 

Puisque c 2 (  t )  ne converge pas p l u s  v i t e  que cg( t )  i 41,  c e t t e  mé- 

thode ne peut ê t r e  qu'à convergence l i n é a i r e .  En e f f e t  s i  en = xn-x*, 

-( i )  
f* 

e  n+l = x n+l-xt e t  ci = 7, a l o r s  on a  : 
1. 

1 
Donc e  - e  n + l  2 n '  

En in t roduisant  un fac teur  d ' accé lé ra t ion  e t  en ca lcu lan t  sa va- 

l e u r  optimale, Brézinski r41 a obtenu de c e t t e  manière l a  méthode connue 

de Schroder : 



Cet t e  f o i s - ç i ,  on a 

3  = O(en),  pour  des r a c i n e s  s imples .  

2  2 
Cl + 3C1C2 en + 4C C e  t.. . 

= e  - e  
1 3  n 

n n 2 2 2 
C l +  3C C e  + (3C C + 3C2) e  t... 

1 2 n  1 3  n 

La méthode a i n s i  obtenue ex ige  t r o i s  éva lua t ions  de f o n c t i o n s ,  

f ,  f' e t  f", pour a t t e i n d r e  l ' o r d r e  t r o i s .  Donc son i n d i c e  d ' e f f i c a c i t é  

e s t  donné p a r  : 33 = 1.442 ... 

Dans l e  paragraphe su ivan t  on va donner des  tab leaux  de comparai- 

son e n t r e  l e s  méthodes é tud iées .  

I I  . 3 . 2 .  - Tableaux de comparaison ......................... ------- 

On n o t e  : 

NF = nombre d ' éva lua t ions  de  fonc t ions  pa r  i t é r a t i o n .  

R = o r d r e  de convergence. 

1 = i n d i c e  d ' e f f i c a c i t é .  





Remarque : 

Dans l a  p r a t i q u e  il n ' e s t  pas  t ou jou r s  t r è s  r é a l i s t e  de ne pas  t e n i r  

compte du nombre d ' éva lua t ions  de fonc t ions  de l a  premizre i t é r a t i o n  parce 

que l ' o n  r i s q u e ,  dans c e r t a i n s  cas  de s ' a r r ê t e r  au bout cl' un nombre f a i b l e  

d ' i t é r a t i o n s .  Supposons donc que x a i t  un c h i f f r e  exac t .  On peut s e  de- O 
mander combien il faudra  d ' i t é r a t i o n s  ( s o i t  K ce nombre) pour o b t e n i r  N 

c h i f f r e s  e x a c t s  e t  combien on aura  a l o r s  f a i t  d ' éva lua t ions  de fonc t ions  

( s o i t  M ce nombr*e, M = q + (K-l)p s i  l a  premi.ère i t é r a t i o n  n é c e s s i t e  q  

éva lua t ions  e t  l e s  a u t r e s  p ) .  S o i t  une méthode d 'ordre  r où chaque i t é r a -  

t i o n  demande p éva lua t ions  de fonc t ions  sauf  l a  première q u i  en demande q.  

La q u a n t i t é  

r ep ré sen te  l e  f a c t e u r  par l eque l  on a m u l t i p l i é  l e  nombre de c h i f f r e s  

e x a c t s  p a r  $val-uation de fonc t ion  après K i t g r a t  ious .  S i  q est é g a l  à p 

on r e t rouve  l ' i n d i c e  d ' e f f i c a c i t é  t e l  q u Y l  a e t 6  donné a u  paragraphe (11.0) 

de ce c h a p i t r e .  
* 

Supposons que x2 a i t  un ch4f f r e  exac t .  C o d i e n  f a u t - i l  d ' i t é r a t i o n s  

pour  a v o i r  N c h i f f r e s  3 

rK = N .(K e s t  l e  nombre ,If i t é r a t i o n s  1 

4 K LOG(r) = LOG(N) 

S o i t  K = I%. + 0 . 4  , où 1x1 désigne l a  p a r t i e  e n t i è r e  de x 

e t  K % M : éva lua t ions  de  fonc t ions  en t enan t  compte du nombre d 'éva lua-  

t i o n s  de l a  première i t é r a t i o n .  

.Pour l a  méthode E(k)  on a  

S i  K e s t  t r è s  grand on a  



II .4.  - METHODES DEDUITES DES PROCEDES (G'), ( G ) ,  ( H l )  ET (H) 

(Cas d ' une  r a c i n e  mu1 ti p l  e)  

duprocédé Cette méthode correspond à l a  suite colonne (Tl 
i ème 

( G ' ) .  Etant donné xo, sa n itération se déroule de l a  façon suivante : 

i ème n itération : 

u - 
iti - ui - f (ui)  pour i = O ,  1, 2 .  



Soit G(x) = - f2(x) . Posons G~ = G(U~) et G~ = G(U~) ; f(x-f(x))-f(x) 

x peut encore s'écrire : n 

L'étude faite sur l'algorithme (B) appliqué a la fonction G, nous 
permet d'écrire : 

Soit m(m 2 2) la multiplicité de x,. Supposons que : 

m 
f(x) = (x-x,) g(x) avec g(x,) # O. 

Par conséquent nous avons : 

C'est une méthode d'ordre 2, exigeant trois évaluations de fonctions 

par itération. Son indice d'efficacité est 

ul-uo 
Le rapport - est une approximation de m. En effet : 

G1-G~ 



Nous pouvons donc écrire : 

 au^ Soit mn = = m + O(en-l). 

Par suite nous pouvons générer au cours des itérations de SM(1) 

des approximations mn de m. 

ième 
La n itération donnant à la fois une approximation de x, et une 

approximation de m se résume par : 

xO donné 

n ième itération : 

n- 1 

i+l - ui -f(ui) pour i = 0, 1, 2 

2 
(Auo 

2 
(AU,) 

uo - 2 2 u 1 
- A A u~ 

xn - 2 
(Au,) (AU,) 2 



Remarque : 

Comme x, e s t  une rac ine  simple de G ,  on peut  donc l u i  appl iquer  

l a  méthode S(k) . Cependant l e  nombre d 'évaluat ions  de fonctions p a r  i t é -  

r a t i o n  e s t  grand. Par exemple S(1) exige 2 évaluat ions  de G p a r  i t é r a t i o n ,  

donc 4 évaluat ions  de f .  E t  pa r  conséquent l ' i n d i c e  d ' e f f i c a c i t é  de S(1) 

e s t  

L 'essa i  f a i t  avec c e t t e  méthode montre q u ' e l l e  e s t  numériquement 

i n s t a b l e .  

11.4.2. - Méthode TM(!) .................... 

(") du procédé (H' ). E l l e  correspond à l a  colonne ( P2 )na 

ième 
xO donné. Sa n i t é r a t i o n  e s t  donnée pa r  : 

i ème n i t é r a t i o n  : 

= u. - f ( u . )  pour i = 0, 1, 2 ,  3 .  l u i t 1  i 1 

Soi t  G l a  fonction dé f in ie  comme précédemment par  : 



L'itéré xn est également l e  r é s u l t a t  que l ' on  o b t i e n t  p a r  appl i -  

ca t ion  de l ' a lgor i thme (E) à l a  s u i t e  (u0, ul, u2}, en pmnant pour fonc- 

t i o n ,  l a  fonction G .  Donc nous pouvons écrire : 

où cO = e n-1' e l  = u -X ,, e 2  2 u2-X+ e t  où D2 est donné par l a  p ropr ié t é  

17 du chapi t re  1. 

Comme f i  = O ,  a l o r s  on a : 

d'où l a  forme d é f i n i t i v e  de l ' e r r e u r  : 

TM(1) e s t  d 'ordre 3, e t  e l l e  exige 4 évaluat ions  de f pa r  i t é r a t i o n .  Donc 

son indice  d ' e f f i c a c i t é  e s t  : 

Dans ce cas  là nous pouvons donner a u s s i  une est imation de l a  mul- 

t i p l i c i t é  m de x,. On prendra p a r  exemple : 

Remarque : 

Nous pouvons const ru i re  des méthodes SM(K) e t  TM(K) d'un ordre ar- 
(n )  (")) d e s p r o -  b i t r a i r e ,  associées  aux s u i t e s  colonnes (Tk )na e t  ( P ~ ~  na 

cédés (G') e t  (H'). Cependant comme l e  t r a v a i l  e s t  identique à c e l u i  f a i t  

en 11.1 e t  11.2, nous nous l imi tons  aux méthodes SM(1) e t  TM(]). 



II .4.3. - Méthodes E M p I  e t  EM(21 ------------.---.--- - ------ - 

Elle  e s t  obtenue par King C151. El le  correspond en f a i t  à l a  su i t e  

du procédé (G) . C'est auss i  l a  méthode E(1) appliquée colonne (Tl 

à l a  fonction G(x). Par conséquent l ' i t é r é  x n e s t  donné par  : 

La proprié té  14 du chapitre 1, nous permet d 'écr i re  après quel- 

ques transformations : 

où g* = g(x*) ,  f* = f f l (x*) ,  gt'(x*) = g*, 

m 
f ( x )  = (x-x,) g ( x )  avec g(x,) # 0. 

Son ordre e s t  c e lu i  de l a  méthode E(1). Mais l ' ind ice  d ' e f f i cac i t é  

de EM(1) n ' e s t  p lus  égal  à son ordre. 11 e s t  donné par : 

King Cl51 a développé l ' e r r eu r  de l a  manière suivante : 

G" G( 3 )  
1 * 1 * G l1 

e t  B = - -  - 1 * 2  
avec A = - -  2 GA 6 G: (T q) 



Nous pouvons également obtenir ce développement de la manière 

suivante : 

en négligeant les autres termes de la somme entre accolade comportant 

e e j  avec i+j 2 3. n-2 n-1 

G* 

Gn-2 - n - i  = (e -e ) {G: + T  (e + e ) +... n-2 n-1 n-2 n-1 

G: 
% (e n-2 -e n-1 )(G: + (en-2 + en-,) 

Posons e = e + e on a n-2 n-1' 



Cet te  dernière  forme de l ' e r r e u r  nous s e r a  très u t i l e  pour l a  mé- 

thode suivante .  

(") du procédé (6). C 'es t  auss i  E l l e  correspond à l a  colonne (T2 
(n)  

E(2) appliquée à G(x). O r  on s a i t  que E(2) correspond à l a  colonne (T2 

du procédé (B), dans l eque l  on a remplacé l a  fonction f p a r  l a  fonction G. 

L ' i t é r é  x fourni  par  EM(2) e s t  donné par  : n 

xO, xl, x2 donnés 



Corne Ti0) e s t  obtenu par  appl ica t ion  de EM(1) à f ou E(1) à G y  
( 1 )  e t  Tl e s t  obtenu par  app l i ca t ion  de EM(1) à f ou ~ ( 1 )  à G,  a l o r s  on a : 

(0) 
-X* 

e  'L 'A + + en-3)} en-2 n-3 

Nous pouvons é c r i r e  G n-1 et n - 3  sous l e s  formes : 

( i  
G* 

avec Ci = - i! 

Par conséquent nous avons : 

AC2 - BC1 
'L e e e  

1 
n-1 n-2 n-3' 

Nous avons donné ce  développement de l ' e r r e u r  pour s igna le r  c e t t e  

a u t r e  p o s s i b i l i t é  sans passe r  par  l ' i n t e r m é d i a i r e  de l a  fonction inverse  

de G ,  comme nous l 'avons f a i t  l o r s  de l ' é t u d e  des  méthodes E(k) ,  e t  en par- 

t i c u l i e r  E(2). I l  e s t  évident  que EM(2) a l e  même ordre de convergence 

que E(2). Mais son ind ice  d ' e f f i c a c i t é  e s t  : 



du f a i t  que EM(2) exige deux évaluat ions de fonct ions  par  i t é r a t i o n .  

Remarque : 

Dans Cl31 King a proposé pour m l 'approximation : 

On peut donc c a l c u l e r  des approximations successives de m aux 

cours des i t é r a t i o n s  des  deux méthodes EM(1) e t  EM(2). 

I I  .4.4. - Méthode FMLll .................... 

E l l e  provient  de l ' i t é r a t i o n  successive s u r  P:) du procédé ( H l .  

i ème Ainsi s a  n i t é r a t i o n  e s t  donnée p a r  (après  avo i r  donné x O ' 
X I '  x2)  : 



L'étude f a i t e  s u r  l ' a lgor i thme  (H) nous permet de conclure que 

FM(1) e s t  ident ique  à EM(2). Ainsi s i  I(FM(1)) désigne son indice  d 'e f -  

f i c a c i t é  e t  s i  I(EM(2)) c e l u i  de EM(2), nous avons : 

où I (E(2))  désigne l ' i n d i c e  d ' e f f i c a c i t é  de E(2). 

Remarque : 

D'une façon p a r a l l è l e  à l a  construct ion des méthodes E(k) e t  

F(k) nous pouvons t i r e r  des algorithmes (G) e t  (H) des méthodes EM(k) 

e t  FM(k). Ces dernières  sont  en f a i t  des méthodes E(k) e t  F(k) appli-  

quées à l a  fonction G.  Seuls l e s  ind ices  d ' e f f i c a c i t é  sont  diminués. 

Nous avons en e f f e t  : 

où I (E(k) )  (respectivement, I ( F ( k ) ) ,  I(EM(k)), I(FM(k))) désigne l ' i n -  

d ice  d ' e f f i c a c i t é  de l a  méthode E(k) (respectivement, F(k) ,  EM(k), FM(k)). 

11.5. - CONCLUSION 

Les méthodes E(k) (respectivement F(k))  e t  l e u r s  composées El . . .k 
(respectivement F 

1.. .k ) s o n t ,  parmi l e s  méthodes que nous venons d'ex- 

poser ,  l e s  méthodes l e s  p lus  e f f i c a c e s  pour l a  r é so lu t ion  des équations 

non l i n é a i r e s  à r ac ine  simple. D'une p a r t  e l l e s  u t i l i s e n t  moins d'éva- 

lua t ions  de fonct ions  e t ,  d ' au t re  p a r t ,  l e u r  indice  d ' e f f i c a c i t é  coïn- 

c ide  avec l e u r  ordre de convergence e t  il e s t  vo i s in  de 2. La seule  fonc- 

t i o n  qui  s o i t  mise en jeu e s t  l a  fonction f .  Ses dér ivées  n ' in terv iennent  

pas. Ces méthodes, comme nous l ' avons  vu, correspondent aux algorithmes 

( B I  e t  ( E l .  

Pour l e s  équations non l i n é a i r e s  à r ac ine  mul t ip le ,  nous retenons 

l e s  méthodes EM(k) e t  FM(k), correspondant respectivement aux algorithmes 

( G )  e t  (Hl. 



ESSAIS NUMERIQUES 

-X 
44x1 = e 

- X 
f(x) = x-e 
x, = 0.567 143 290 409 783 

.-X 
S(1) appliquée à x = = e 

S(2) appliquée à @(XI = e -x 

-X 
S(k) appliquée à 4(x) = e 



E ( 1 )  appliquée à x-e-X = . O  ; x0 = 0.2,  x1 = 0 . 3  

E(2) appliquée à ~ - e - ~  = O ; X, 0 .2 , , x ,  = 0.3 ,  x, = 0.4 



Ordres e t  i n d i c e s  de l ' e f f i c a c i t é  des  méthodes E ( K )  .E(K-l)... E ( 1 )  

K Ordre R ( K )  . I n d i c e  d ' e f f i c a c i t é  I ( K )  

................. 

ci 'Z.31Cr50'8U75688772 
,?? o.1:$& 8 2,9O'5y fr 39 '733 ,  
7;1716~96ai,&725Yi,7':>$ 
$(; i.. i..&33 Pn.i ) q(li"". 

.... .. - - -  - _ 

E2 - E  0 E appl iquée à x-e-' = O - 1 7 2 2 1 2  - Xo - zo = 0 . 2 ,  Xl = 0 . 3  

.20000000o.o000-000 -- 

2  
E123 = El 23 0 E.,2J appl iquée  à ~ - e - ~  = O 

a '  - Xo - Zo = 0 . 2 ,  Xl = 0 . 3  



F( 1 )  lère de la sécante 

(Cas de l'extrapolation rationnelle ) 

T ( 1 )  appliquée à x = e - X  x 0 = 1  

C(2) ou méthode de Schr4der - appliquée à x-e -X = O 



-- . . 
-X 

Méthode dlAitken appliquée à x = e 

- X Méthode de King appliquée à : x = e 
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- . . 

Méthode F ( 2 )  appliquée à ~ - e - ~  = O 

Méthode T(2 )  appliquée à x = e -X 

-x ( J ~ )  appliquée à : x-e = O 



J = (;rIYZd ap a u p e a  asa Ys 'F-YZ I + Y Z  
Yz O='F 

Y 1 - T+Y 
J = (J) d ap auTaeJ &sa Ya ,, 







/ CHAPITRE II I 1 

* *  1 NTERPRETAT ION DU E-ALGOR ITHME 
**  * *  **  * *  ** 

ET DU PROCEDE GBW 
- -. **  z f  .Ir* GENERALISATION DU PROCEDE D'OVERHOLT :: 



** ** ** INTRODUCTION $2 * * 

Ce chapme  se compose de cinq p c w t i u .  

Pans la pt~emiérre, nous donnons lu deux concepZhu qui. o n t  p W  
à C . Bhézivu hi C 6 1 eit à T . iiavie C 7 2 1 de dotrmdeh les trégLe6 du E-algokLthme . 

Pans la deuxième p&e, nous i n t r r o d u i ~ o n s  une ~ e ~ p ~ n  géo- 

m8xkLque du E-dgo/Lithme, basée am une i n t m p ~ M o n  de R.C. J o h ~ o n  r141 

e( de R.R. Tuckm C261 de îa &anbbomaAion de Shanhb. Celu nous hamène 

h la hechmche de p o i n t  dixe patr cet &-ohLüune, d'où lu domlLeation de  

nouvaes  méthodes. Ainsi, l e  E-algo&e ou l a  ~ n s ~ o ~ o n  de Shan& 

e n g e h e  d a  mdthodu de hecheirche de p o m  d ixes  d'un ohdhe k . i ~ h b a i ~ ~ .  

1l donne égdement une extension de La méthode de 5 z  hécade.  Cependarzt 

la méthode obtenue pan  on buil E?) (deuxième colonne du &xbleau  di^ 

E-dgo/Lithme) a un o/r&e inbWeuh  h celui. de la muhode de la sécante. 

EUe U t  donc moind intétLeb6ante. 

La .&ohième p d e  a x  irébenvée à un m p p e l  de îa c o n s ~ ~ o t z  du. 

pkocédé d'0vrztho.U C781. C&e cons&uction a p M  dlintur.phUeh Le pjw- 

cédé ( B I )  (ChapLtke 1 )  du à Grmnain-Bonne ~ 1 1 1  dans îa qcuaX2me pcuctie. 

La cinqLUhe pantie es t  consactrée à une g é n W & o n  d e s  ptrocédé~ 

dlOvmhott, de G W - B o n n e - W h p  d de Richchon.  Aprted a v o h  donni? queR- 

qua  inébuUm2 de convmgence et d l a c c U W n  de la convehgence cancm- 
nant cette g é n W a A A o n  ; noud appfiquann lu pkocéduhe û. Now TU- 

minons parr l' étude du pmcédé &il obtenu. 



111.1. - E-ALGORITHME 

Il  a é t é  obtenu indépendamment pa r  C.  Brézinski  r 6 1  e t  T. Havie r121. 

Nous a l l o n s  ci-dessous l e  cons t ru i re  d'une façon regroupant l ' u n e  

ou l ' a u t r e  manière pa r  l a q u e l l e  ces  auteurs  l ' o n t  i n t r o d u i t .  

So i t  (Sn) une s u i t e  de l a  forme 

Sn = S + 1 ai gi(n) ,  Yn ; 
i r l  

où S, a l ,  a2 ,  ..., a k ,  ... sont  inconnus, gi(n) donnés. 

Nous nous in té ressons  à l ' inconnue S. Nous construisons des quan- 

t i t é s  E?) pour d i f f é r e n t e s  va leurs  de n e t  de k. Nous l e s  considérons 

comme des approximations de S.  Cette  procédure est obtenue par  é l iminat ion  

successive des  inconnues ai. 

111.1.1. - El iminat ion  de al ........................... 

Considérons les deux é g a l i t é s  

S n z S +  a i g i ( n )  
i r l  

~ u l t i p l i o n s  l a  première pa r  gl(n+l)  e t  l a  seconde p a r  gl(n).  Cela 

donne 



,(n) = gl(n+l)Sn - gl(n)Sn+l Posons 1 
gl(n+l)  - gl(n) Vn 

gl(n+l)gi(n) - gl(n)gi(n+l) 
(n)  - 

e t  g l S i -  , Vn, V i  2 2 .  g1(n+1) - gl(n) 

(")) sous une forme identique à c e l l e  Nous obtenons l a  s u i t e  (El 

de l a  s u i t e  de départ (Sn)na. N o u s  pouvons reprendre l e  t r a v a i l  f a i t  en 

111.1.1. a f i n  d 'él iminer a2. 

11.1.2.  - Elirnination de a2 .......................... 

Soient 

- Si  g(n+l) (") # O ,  Vn, on o b t i e n t  
1 ,2  g1,2 

Posons 



D'OÙ = s + 1 ai  g::;, ~ n  
i i 3  

(") a  une forme iden t ique  à ( S  ). Par un raisonnemen? La s u i t e  (E2 
( n )  

n  
i n d u c t i f  on c o n s t r u i t  des  s u i t e s  (Ek ayant  l a  forme de ( Sn 1. 

111.1.3. - Elimination de ak ........................... 

Supposons que l ' o n  a i t  é l iminé  a e t  obtenu k-1 

(n  E ~ - ~  = s + a ( n )  ~ n .  
i i k  i g k - l , i 3  

Soien t  

(n+ l )E(n )  - ( n )  E ( n + l )  - ( n + l )  ( n )  
. * .  g k - ~ , k  k-1 gk-l,k k-1 - ( ~ ~ - l , k - g ~ - ~ , ~  1 s 

( n + l >  - (") # O ,  on o b t i e n t  
si gk-1 ,k gk-1 ,k 

(n+ l IE(n ) -  ( n )  E ( n + l )  
( n )  - gk-i,k k - i  gk-î,k k-1 Posons Ek - n + l  ¶ Yn 

( n + l )  ( n )  ( n )  ( n + l )  
( n )  - gk-l ,kgk-1 , i -gk-l  ,kgk-1 ,i , Yn, Yi k+l, 

g k , i  - n + l  n  



D'où (n ( n )  E~ = s + 1 ai  gk,i, Yn. 
i2k + 1 

S i  a = O ,  Y i  2 k + l ,  nous obtenons l a  p ropr ié t é  fondamentale de 
i 

c e t  algorithme 

La r è g l e  du E-algorithme s e  résume pa r  : 

C .  Brézinski  a obtenu c e t  algorithme en p a r t a n t  d'une s u i t e  (Sn)  

de l a  forme 

Sn = S + al gl(n)  +...+ a g ( n ) ,  Vn. k k  

I l  a considéré l e  système 

S + a, gl(n+j) +.. .+ ak gk(n+j)  = Sn+j, j = O, 1 ,..., k. 



Ce qui donne 

Pour une suite (S ) quelconque, il a posé n 

Grâce à l'identité de Sylvester, il a formulé les règles ci-dessus 

du E-algorithme. 

(n+1) (n) - (n) (n+i) 
g1,2 g1,2~1 ,(n) = - - 

2 - -0- - P. n) 

Nous allons montrer par récurrence sur k et en partant des règles 

du E-algorithme que la quantité E:) est donnée par un rapport de deux 

déterminants. 

k=l 

gl(n+l)sn-gl(n)Sn+l 
E(n) - - 
1 - - gl(n+l)-gl(n) 

et gi:l = 

Sn Sn+l 

gl(n) gl(n+l) 

1 1 

gi(n) g i (n+ l )  

gl(n) g l ( n + l )  

el(n) gl(n+l) gl(n) g l ( n + l )  1 



Dans l e  premier déterminant e t  l e  t ro i s i ème  du numérateur ( r e s p .  

du dénominateur) échangeons l a  première l igne  e t  l a  dernière.  Le r é s u l t a t  

obtenu e s t  éga l  à : ( I d e n t i t é  de Sy lves te r ) .  

On f a i t  l e  même raisonnement pour o b t e n i r  

1 1 1 

gl(n) g l (n+l)  g1(n+2) 

g2(n) g2(n+1) g2(n+2) 

Supposons que pour j S k-1. 

gl(n+l)  au dénominateur. 



Montrons que ce r é s u l t a t  r e s t e  vrai pour  k .  

- - 

g k ( n + l ) .  ........ .g (n+k)  k 

g l ( n + l ) .  ........ .gl(n+k) 

................. 
gk- l (n f l ) .  ...... .gk-l(n+k) 

g k ( n + l )  g;i n+k .......... 
g l ( n + l ) .  ........ . g l (n tk )  

................. 
...... gk - l ( n + l ) .  .gk-l(n+k) 

.............. S n 'n+k-1 

g l ( n > .  ......... .g,(c+k-1) 
................ 
gk-l(n). ....... .gk-l(n+k-l) 

l . . . . . . . . . . . . . . .~  

g l ( n ) .  ......... .gl(n+k-1) 

................ 
gk-l(n). ........ gk-l(n+k-l) 

- 

a * .  

- 



Dans le numérateur (respectivement le dénominateur) échangeons 

dans le premier et le troisième déterminant la première et la dernière 

ligne. Appliquons l'identité de 8ylvester au numérateur (respect. déno- 

minateur) obtenu. Après simplification par 

Ch obtient 

Un raisonnement analogue pour gLl?, i 2 k+l donne : 

1 1 1 .2 .  - INTERPRETATION GEOMETRI QUE DU E-ALGORITHME 

Ce paragraphe est basé essentiellement sur l'article R.C. Johnson 

Cl41 concernant la transformation de Shanks. Nous avons étendu ses résul- 

tats au E-algorithme qui e8t en quelque sorte une généralisation de la 

transformation de Shanks. En effet il suffit de choisir gi(n) = ASn+i-l pour 
retrouver celle-ci. Deux constructions géométriques du E-algorithme sont 

exposées. 

La première consiste en la recherche du point d'intersection entre 

le premier vecteur de la base canonique de IRkt1 (soit Dl ce vecteur) et 

l'hyperplan P?) passant par les points : 



La seconde construct ion e s t  obtenue à p a r t i r  de l a  première pa r  

une "rotation1' ramenant l ' a r e  Dl de IRk+' s u r  sa diagonale O. Puis  on 

cherche l ' i n t e r s e c t i o n  de l 'hyperplan image de PLU) par  c e t t e  r o t a t i o n  

avec O. La première cons t ruct ion  . donne . immédiatement E?). La seconde peut 

abou t i r  à l a  détermination de E:) si  l e  vecteur normal à l lhyperplan  

s a t i s f a i t  à l a  condit ion de normalisation. 

111.2.1. - Première construction gi2ométrig!g ................................. ------- 

S o i t  (Sn)na une s u i t e .  So i t  (giIia une fami l l e  de fonct ions  don- 

nées de n. 

(k)  - On considère l 'ensemble Sn - {sn, Sn+1,.. . , Sn+k} , e t  l e s  k 

premières fonct ions  g . ( i  = 1, 2, ..., k )  aux po in t s  n ,  n + l , . . . ,  n+k. 
1 

(ml - T Soient  u - (Som, gl(n+m) ,..., gk(n+m)) pour m = 0 ,  1, 2 ,.... k. 
u (m) *k+l 

(ml So i t  PLU) 1 'hyperplan euc l id ien  passant  p a r  u , m = O , l , . . , k 

(où 1' on a supposé u ( ~ ) ,  m = 0 ,  1 , . . . , k forment un ensemble de k+i p o i n t s  

affinement indépendants).  

dim PL') = k ( l a  dimension de 1 'espace v e c t o r i e l  a s soc ié ) .  

S i  pLU) e x i s t e  e t  s i  PLU) rencontre l ' a x e  Dl de IRk+', a l o r s  ce 

point  d ' i n t e r s e c t i o n  e s t  E(O) obtenu p a r  app l i ca t ion  du E-algorithme à 
k 

s:). En e f f e t  ; 

Soient = u m 1 - u m  m = O ,  1,. . k-1. système 
(U { ~ u ( ~ ? } m  = O ,  1,. . . , k-1 e s t  une base de 1 'espace v e c t o r i e l  associé  à Pk . 



T .... S o i t  p = (E, O ,  O) ou E € I R .  S o i t  en f in  U l e  vecteur normal 

(U) S i  p Pk , p-u(m) (m = 0 ,  1,. .., k) E l ' e space  v e c t o r i e l  associé .  

D'où : 

u i 
Posons a i  = - - u (uO # O). On o b t i e n t  l e  système : 

O 

I ................................. E t al gl(n)  t.. .+ ak gk(n)  = Sn 

Il e s t  de k + l  équations à k + l  inconnues ; E ,  a l ,  .... ak.  

E e s t  donné par  



Dans le plan cartésien (k=l) on a : 

E(") est une extrapolation linéaire en g = 0 .  1 

I I I , 2 , 2 .  - Deuxième construction géométrique 
-->------------------------------  ------- -- 

Soit R l'application linéaire définie par la matrice 

dim PLV) = dim PLu) (car R est inversible). 

....... o.. .$ 

1 o......o 
R = 

R transforme l'axe Dl de IRkn1 en sa diagonale p. 

(VI Si Pk rencontre D, alors ce point dtintersection est 

r2 M(k+l ,k+l) ml. 

(VI - (U) (ml = R u(m), = Rp. Posons Pk - R Pk , v 



En e f f e t ,  s o i t  V l e  vecteur normal de P r ) .  On peut éc r i r e  

OU encore 

T => R V e s t  n o m '  à P r ) ,  on peut donc prendre 

(VI. 
Donc ( ~ ~ 1 - l  U e s t  normal à Pk 

Dans l e  plan car tés ien on a : 



vecteur e e t  donné par 

(ml - k 
v - (sn+,,,, s n  + g 1 , ,  sn- 1 g i ( ~ ) ) T .  

itl 

Remarque : 

L'application G déf inie  par l a  matrice 

l a i s s e  invariant tou t  point de l a  diagonale 0 de R~*'. L'hyperplan 

pi(') = G P:') pasa. par les points 

11 rencontre 0 en 

k 
Posons SA+,,, - + 1 gi(n+m). v " ~ )  devient 

(ml - k 
v ' - (SAtm, Sni, + gi(*), . , SA,,,, + 1 gi(n+tn)) 

i=l 

En appliquant l e  E-algorftimte à l a  s u i t e  (SA) avec l a  famille gi. 

on obt ient  : 



Ce r é s u l t a t  e s t  l o i n  d ' ê t re  évident sur l a  première construction. 

Définition : 

(VI Le vecteur V normal à Pk s a t i s f a i t  3 l a  condition de normalisation s i  

1 Vi = 1 où l e s  Vi sont l e s  composantes de V. 
i = O  

Posons Gi(n) = g.(n> avec k ( n )  = 0. 
j=o 3 

V e s t  normal à pLV) donne ; 

k 
.+ Vk(Sn+m+Gl(n+m)) = ( 1 vi) E . 

i = O  
m O,. ' . . ,  k O, l,..., k 

La condition de normalisation nous permet d ' éc r i re  : 

.. .- .., Posons pl VI, .  pk Vk. D'où l e  système 



(E + pl Gl(n+k) +. . .+ pk %(n+k) - - 'n+k 

I l  e s t  de k+l équations à k+l  inconnues ; E ,  pl, ..., pk. 

or ~ ~ + ~ ( r n )  - ~ ~ ( m )  = gi+l(m). Dans l e  numérateur (resp. l e  dénominateur) 

de ce dernier rapport retranchons l a  dewième l igne a l a  troisième e t  

l a  iièm ligne à l a  ( i + l ) i b  pour 3 L i L k-1. On obt ient  : 

(n Donc E = Ek . 

Par conséquent nous aboutissons à l a  détermination de l a  quanti té 
(k)  - E?) donnée par l e  E-algorithme appliqué à sn - {s,, .... Sn+k}. 

Inversement s o i t  donnée par 

S = S + al  gl(n) +...+ ak gk(n), Vn. n 

NOUS savons que E:) = S, Y.. 

Nous allons montrer que c e t t e  dewième construction donne l e  meme 

r é s u l t a t .  

S = Sn - al gl(n) -...- ak gk(n), Vn. 



On peut cho i s i r  V t e l  que : 

(VI Le vecteur normal obtenu ne dépend pas de n .  L'hyperplan Pk 

a i n s i  obtenu, passe par S ( 1 , .  . . , 1 Vn. 

Exemple : 

Soit l a  s u i t e  géométrique 

r Choisissons gi(r) = Pi pour i = 1 ,  2 , .  . . , k. 

Le vecteur normal V est donné par : 



=-+ ~kf) = a, Vr, Ykf  tel que k' 2 k. 

Soit {si} la suite donnée par 

r où a' = -1 -bk+l-i et où gj(r) = - 'k+l-i pour i = 1, ..., k. 
i 

Le vecteur normal V' est 

L'équation de l'hyperplan P' k ('1 est 

Si on note E;(") le Fésultat obtenu par application du E-algorithme 

à Si avec gf(r) = - gk+l-i(r), on obtient : 

111.2.3. - Point f i x e  d t  E-algorithme ............................. ------- 

D'après cette deuxième construction, le E-algorithme peut servir 

à estimer le point fixe d'une application. En effet cet algorithme est 

une généralisation des procédés d'extrapolation qui, nous l'avons vu dans 



les chap i t r e s  précédents,  fournissent  des méthodes i t é r a t i v e s  de point  

f ixe .  Il va donc nous semri r  a o b t e n i r  de nouvelles  méthodes i t é r a t i v e s  

pour ce problème. 

i Par exemple s i  nous choisissons g.(n)  = (AS,) , l e  E-algorithme 
1 

se r é d u i t  à l 'a lgori thme (BI ) (Chapitre  1) qui  engendre une méthode i t é -  

r a t i v e  d'un o rd re  a r b i t r a i r e  (Chapitre  I I ) .  

S i  maintenant, nous prenons g. (n )  =  AS,+^-^, le  E-algorithme s e  
1 

r é d u i t  à l a  t ransformation de Shanks e (S ) . S i  Sn+l = F(Sn) e t  F suffi- 
k n 

samment dér ivable  dans un voisinage de S (son po in t  f i x e )  Johnson [ 121 

a montré grâce à l a  deuxième construct ion que 

En e f f e t ,  posons e = Sn-S 4 Sn = S + en n (2.1) 

Retranchons à (2.21, l e  produi t  de (2.1)  p a r  al. On ob t i en t  

Soustrayons à ( 2 4 l e  produi t  ' de 2.3) p a r  a i .  Cela donne 

OU encore : 

Supposons que pour 1 S j S k-1, on a i t  



j+l formons maintenant (2.7) - al  (2 .6)=> 

Dans l ' é g a l i t é  (2.8)  posons 

d'où 

La deuxième const ruct ion ,  pour g.(n)  = ASn+i-l, correspond aux vec- 

t e u r s  v (ml - + - (Sn+m9 Sn+m+l,.. .. Sn+m+k) . L'hyperplan P('), k dans ce cas ,  

admet comme vecteur normal 

si p i V )  rencontre D en E(")( 1,. .., 1 ,  a l o r s  
k 



Les é g a l i t é s  (2.9) e t  (2.10) donnent 

Le E-algorithme (gi(n) = ASn+i-l ) ou l a  t ransformation de Shanks 

nous f o u r n i t  une méthode i t é r a t i v e  d'un ordre  a r b i t r a i r e  pour résoudre 

des  équations non l i n é a i r e s .  On a l a  méthode : 

x = F(x) 

xO donné 

La nième i t é r a t i o n  se déroule de l a  manière su ivante  : 

n-1 1.: 1 .ui) pour i = O, 1, 2,. . . ,  2k-1. 

On applique 
( i  s o i t  1 '~ -a lgor i thme  : cO = u i , i = O ,  1 ,..., 2k. 

l ( i l  - ( i l  , s o i t  l e  E-algorithme : Eo - ui, gOsj -  AU^+^-^, j = 1, 2 ,  ..., k 

1 On prend 



D'après l 'é tude préc6dente. s i  F e s t  de c lasse  cktl dans un voi- 

sinage de x, 

LI  indice d ' e f f i cac i t é  e s t  donné par 

S i  k = 1, e l l e  se rédui t  à l a  méthode de Steffensen qui e s t  d'ordre 

deux e t  d'indice d ' e f f i cac i t é  Il = fi = 1.414. .. 

Remarque : 

Soit  f une fonction t e l l e  que 

Le choix g . ( i )  = Au 
3 i+ j -1  

devient d'une façon naturel le  

Dans ce cas nous proposons l a  méthode suivante : 

x0, xl,. . . , x ~ ~ - ~  donnés. 

la nième i t é r a t i on  e s t  (2k s n) .  

+ i ( i + l )  .E. 
E ( i )  = ' j - i , j  j-1 9-l,, 3-1 
j 

, j = 1 , 2  ,..., k e t i = O ,  1 ,..., k- j 
( i + l )  ( i )  

g j - l ,  j-'j-l, j  

( i + l )  ( i l  ( i )  ( i + l )  
( i )  - - g~-l ,  @f,-l, j - g ~ - l , L g f i - ~ , ~  

'8,j ( i + i )  (i 
, & = O  ,..., k - 1 ; j  = R + i  ,..., k ; 

i = O ,  1, ..., k-j  



On prend 
(0 )  LXn = Ek . 

S i  k = 1 c e t t e  méthode se  rédui t  à l a  méthode de l a  sécante. S i  

k 2 2, e l l e  peut é t r e  considérée CO- une extension de l a  sécante. Mais 

pour k = 2 nous a l lons  vo i r  qu 'e l l e  n ' e s t  pas intéressante.  

xO, xl, x2, x3 donnés. 

Pour n 2 O ,  x ~ + ~  e s t  donné par  

Posons ei = x.-x, 1 pour i = n, n+l ,  n+2, n+3, n+4. 

Supposons e = C e? (C une constante pos i t ive)  où r e s t  l ' o rdre  
i+l 1 

de c e t t e  méthode. Supposons r > 1, e t  r # 2. 

j D peut s ' é c r i r e  (en négligeant dans f i  = C c .  ei ,  l e s  puissances 
j 

1 
ei, j 2 2) sous l a  forme : 



On o b t i e n t  

Dans N on développe l a  deuxième l i g n e  jusqu'à l ' o r d r e  deux pour 

é v i t e r  l a  c o o l i n é a r i t é  des  deux premières l ignes .  D'où : 

Afin de développer N' suivant  les puissances r é e l l e s  de 5, nous 

dist inguons deux cas.  

ler cas  : r < 2  = + r - l < l  
r-1 5r+1 5 p e t i t  =+ 5 est négligeable devant 5 , de van t 

( r + l ) ( r - 1 )  ( r + l ) ( r - 1 )  
2 

5 9 5 devant tr-', rr devant 5r-1. 



N t  s 'écr i t  : 

N devient  

e s'exprime comme n+4 

D'où 

3 2 2 4 '1 CF +r -r+l 2-2r+2r -r - -  = e n . Cette é g a l i t é  ne peut ê t r e  sa- 
c 2 

t i s f a i t e  que s i  

Si  r e x i s t e  il d o i t  donc s a t i s f a i r e  

2 
Considérons l a  fonction P ( t )  = t4 - 2 t  + 2 t  - 2. 

On a l e  tableau de v a r i a t i o n  suivant  : 



Signe ( P 1 ( t ) )  + I + 

N t )  
1-2 2 - 

P e s t  s t r ic tement  c ro i s san te  s u r  CO, W C .  D'après ce  t ab leau  

P rencontre l ' a x e  des absc isses  en un point  unique. 

Notons ce point  p a r  r. 

Nous concluons, s i  r < 2, que c e t t e  méthode e s t  moins in té ressan te  

que l a  méthode de l a  sécante puisque celle-ci est d 'ordre  1.618. 

ième cas  : r > 2 .  

On v ien t  de v o i r  que 

D n ' e s t  pas modifié. Par contre N '  devient  

Cela e s t  dû au f a i t  que tr-' e s t  négligeable devant 5 e t  que ca 
( Q  > 1 )  e s t  négligeable devant 5. 



Cette é g a l i t é  ne peut s e  produire que si 

S i  r e x i s t e  dans c e  deuxième c a s ,  il doi t  s a t i s f a i r e  : 

3 So i t  l a  fonction Q ( t )  = t -t-1.  

On a l e  tableau de variation suivant : 

D'après c e  tableau r annulant Q appartient à 1-1, 2C. Donc il 

n 'ex i s te  pas de r véri f iant  



Par conséquent ce cas  est à r e j e t e r .  

En résumé, l ' o r d r e  r de c e t t e  méthode e s t  l a  seu le  r a c i n e  &e l l e  
4 2 pos i t ive  de P ( t )  = t -2t +2t-2 = O. S o i t  r = 1.286... 

Remarque : 

Nous avons supposé r # 2. S i  r = 2 nous ar r ivons  à 

en Q cte. C e  qu i  e s t  impossible puisque en tend vers  zéro. 

En e f f e t  : 

Avec gi(n) = fn+i-l, on a : 

O r  E?) ( ~ s p e c t i v e m e n t  El ("'l)) e s t  l e  r é s u l t a t  obtenu par I ?ap-  

p l i c a t i o n  de E(1) (Chapitre  II, paragraphe II .1.3., 1 ) )  à xn x ~ + ~  ( rn sp .  

x x ) . Dans l e  chapi t re  II (paragraphe II. 4.3. , a ) )  nous avons de- 
n+19 n+2 

veloppé l ' e r r e u r  E?)-X, comme s u i t  : 

On a a u s s i  

Vu l e s  r e l a t i o n s  précédentes l i a n t  l e s  ei 



(n Quant à gl e l l e  e s t  donnée par 
92' 

On a aussi  

Par s u i t e  

L'erreur e s ' é c r i t  n+4 

9 e % - -  
n 

absurde. cil' 



II 1.3. - PROCEDE D 'OVERHOLT ' C 20J 

S o i t  (Sn) une s u i t e  de la  forme 

où di = Si-S avec S = L i m  Sn. 

O r  al  e s t  en généra l  inconnu. S o i t  a; une approximation de al d70r- 

d r e  a ( a  2 1)'. 

I 

En e f f e t  

= sn + A dn = s + dn + [(a1-l)dn + ~ ( d  2 )I- C I + O ( ~ ; ) I  
1-al+O( d:) n 1-al 

= S + dn + C- dn + 0 ( d 2 ) l  C l  + O(da)l 
n n 

= S + dn + C- dn + 0(d2)  + O(da+l) + o(d:+*)l 
n n 

= S + dn + {- dn + 0 ( d i ) }  = S + ~(d:). 

U t i l i sons  Sn+2 pour cons t ru i re  une t e l l e  approximation a;. 

1 
n "a- a, a 

On o b t i e n t  



(n ) )  Maintenant considérons l a  s u i t e  (VI na. 

A S n + ~  
cherchons A nouveau une approximation de a l .  On peut s e  contenter de ,-. 

'n 

Cependant il semble naturel d ' u t i l i s e r  des nouveaux termes de l a  s u i t e ,  

Sntl en part i cu l i er .  D'où l a  nouvelle approximation 

-2 
al e s t  une approximation de a: d'ordre suff i sant  pour que : 



(n A partir de la suite (V2 b a  on con8truit de la msme maniera la 
(n)) suite (V3 na. 

(n Par récurrence on va construire (Vk Supposons que l'on air 
(n) (Vk-l) telle que 

Considérons à nouveau une approximation de a Soit 1' 

On obtient 



D'où l'algorithme dlOverholt suivant : 

Remarque : 

Dans C71 et récemment dans C261 on trouve des méthodes itératives 

d'un ordre arbitraire construites à l'aide de cet algorithme. De telles 

méthodes sont comparables aux méthodes S(k) (Chapitre II). Nous en rap- 

pelons ci-dessous la construction : soit à résoudre une équation non 

linéaire x = $(XI 

xO donné 

ième la n itération est 

1011 applique l'algorithme dlOverholt à la suite finie 

IOn prend 



Dans ce q u i  s u i t  nous donnons une i n t e r p r é t a t i o n  du procédé ( B q )  

(Chapitre 1) de Germain-Bonne. E l l e  est basée essent ie l lement  sur l a  cons- 

t r u c t i o n  induct ive  f a i t e  pa r  Overholt pour o b t e n i r  son algorithme e t  que 

nous venons d'exposer ci-dessus. 

1 1 1 .4 .  - INTERPRETATION DU PROCEDE D ' EXTRAPOLATION INVERSE DE GERMA IN-BONNE 

J B ' )  (CHAPITRE 1) 

Considérons a nouveau l a  s u i t e  

a0 

- i 
Sntl - S + d n + i  = s  + 1 ai dn. iil 

Sn + i-alSn 
La quan t i t é  - al est une approximation de S, d 'ordre  deux. 

O r ,  généralement a l  est inconnu. Pour a t t e i n d r e  l ' o r d r e  deux, 

une approximation a; de a l  d 'ordre un est s u f f i s a n t e  (III. 3). 

On o b t i e n t  



Remarque : 

(n) <n) - (n) 
E2 = V 1  - T l  , Y n ;  

ce qui montre que la transformation de Shanks, le procédé dlOverholt et 

le procédé d'interpolation inverse de Germain-Bonne sont trois extensions 

du procédé d2 dlAitken. 

(n) Considérons maintenant la suite (Tl Inm. 

2 
Mais al est inconnu. Donc al l'est aussi. Lem de la construction 

du procédé dlOverholt, on s'est intéressé à la recherche d'une nouvelle 

approximation de al : 

2 
On va maintenant chercher directement une approximation de al. 

Pour cela on garde 1 'anpienne approximation a; de al dans le procédé 
dlOverholt et, avec sa nouvelle approximation on fabrique : 

On obtient 



La s u i t e  obtenue (Tin))  e s t  l a  deuxième colonne du procédé (8' ) 

(Chapitre 1). 

De proche en proche on c o n s t r u i t  de c e t t e  façon t o u t e s  l e s  a u t r e s  

colonnes. 

( n ) )  Considérons maintenant l a  s u i t e  ( Tk-l ncll. 

a l  e s t  toujours  inconnu. a: l 'est  auss i .  Of au cours de l a  construc- 

t i o n  des V ( n ) ,  j - 
j 

- 1, 2, ..., k-1 on a v a i t  f a i t  l e s  approximations succes- 

s i v e s  

Asn+l "n+2 *n+k-1 , . . . , r- de al. S o i t  ASnr k dçntl sa nouvelle approximation. n+k-2 Asn+k-l 



Considérons 

la quantité 

est une approximation de S d'ordre k+l. 

Pour une telle suite ce procédé donne des approximations d'ordre 

de plus en plus élevé. Il qst donc comparable au procédé dtOverholt (111.3). 

Ces deux algorithmes sont bien adaptés aux suites 

Ft(S) = s + -r, (Sn-S) + F(")(s) (sn-s) 2 t.. . 
2 !  



Dans ce qui suit nous donnons un formalisme regroupant ces deux 

procédés. 

1 II. 5.  - UNE GENERAL ISATION DU PROCEDE D V6VERHOL.T - 

Il sera question ici de donner une ghéralisation du procgdé dtOver- 

holt, et du procédé ((BI), Chapstre 1) d'interpolation inverse de ?*main- 

Bonne-Wimp et aussi du procédé d'extrapolation de Richerdson. Les propriétés 

de convergence et d'accélération de la convergence du procédé obtenu se- 

ront examinées. Puis on terminera par ltappl.ication de Pa procédure 8 à 

ce procédé. 

111.5.1. - Généralisation ......................... 

Soit (Sn) une suite de la f o m  

Les fonctions gi sont données. On suppose qu'elles satisfont aux 

propriétés suivantes : 

g.(n) 
3 (Q3) : 1 di:) gl(n), Yj > i 2 1, Vn. 
gi grj-i 

La construction de ce procédé est basé sur l'élimination successive 

des gi(n) suivant des indices i croissants. 



gi(n+l)  = bii gi(n) + biitl gi+l (n)  +... pour i = 1, 2, ... -a 

Formons l a  combinaison 

Sn+l - bll Sn = ( 1  - bll)S + ( a l  b12 + a2(b22-bll)) g2(n) +. . . 
Si bll # 1, on ob t i en t  

En généra l  bll est inconnu. Mais d'après (QI) 

gl( n + l )  g2(n) g 3 ( d  

= b ~ l  + b12 + b13 gl(") + *  * 

o r  d 'après (Q3) 

Par conséquent 

gl(n+l) 
Nous pouvons approcher bll par  e;rnr' Cette approximation e s t  

j u s t i f i e e  si les gi tendent vers zém lorsque  n tend vers l'infini. 
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Par conséquent nous pouvons é c r i r e  

La s u i t e  (W1 a i n s i  obtenue a donc une forme identique à l a  

s u i t e  i n i t i a l e  (Sn) .  

A nouveau nous éliminons g2(n) su ivant  l e  schéma précédent.  

D'après (QI) 



Formons l a  combinaison 

S i  b,, # 1, on Obtient 

En général  b,, e s t  inconnu. Mais d 'après ( Q ~ )  

O r  d 'après  (Q3) 

D'où 

A l a  p lace  de b2* dans 

g 2 ( n + l )  
u t i l i s o n s  -qT' Cela donne 



La quantité  wkn) e s t  tel le que 

(n)  
W 2  = S + a23 g3(n)  + a24 g4(n) +. .. Vn. 

En e f f e t  : 

( 2 )  gl(n) g2(n)  = %3 g3(n)  +. . . 
Donc 

+ {a12 b2g ( 1  - di:) ci:)) + a13(b33-b22)} g3(n)  t.. . 

1 - U23 u21 
1-b gl(n)  t... 2 2 



Nous pouvons c o n c l u e  que 

( n )  Ainsi de proche en proche nous construisons l e s  s u i t e s  (Wk pour 

d i f f é r e n t e s  va leurs  de k. 

Supposons que l ' o n  a i t  

Par une const ruct ion  analogue à c e l l e  f a i t e  en a )  ou b ) ,  on c o n s t r u i t  

l a  quan t i t é  w:") donnée par  

(n+ i )  - ( n  
Wk-l p,(n) 'k-1 ,Ln ) , Vn. 

gk("+l) 

wkn) v é r i f i e  

+ ak,k+i  gk+l(n)  + ak,k+2 gk+2 (n)  +... Vn. 

( n >  Pour c e l a  il s u f f i t  de f a i r e  jouer dans b) à w:': l e  r ô l e  de W1 

e t  à gk(n)  c e l u i  de g2(n) .  

En résumé, pour une s u i t e  (Sn) quelconque e t  pour l e s  fonct ions  gi, 

on a donc l e  procédé (W) suivant  : 



Exemples : 

2n 
a )  sn = s + al  Xn + a2 X + a3 X3n +... avec 1 ~ 1  < 1- 

Par exemple : 

n 
Sn = f ( x  ), où f e s t  une fonction analytique au voisinage de zéro. 

Ain  
On peut cho i s i r  gi(n) = 

En appliquant l e  procédé (W) nous obtenons 

b)  Soi t  (Sn)nd( donnée par : 

'n+i = F(s,) = f(gn) + S, 



Supposons f invers ib l e  ; 

On peut  c h o i s i r  dans ce c a s  g i (n)  =   AS^)^. (W) dev ient  : 

I k ( n )  k ( n + l )  
$1 = Wk-1 - (ASn) Wk-1 vn,  ~k 2 1. 

 AS,+,^< - (AS n )k 

Mais il est d i f f i c i l e  d 'obtenir  (QI). En e f f e t  : 

F( i t j  
F ( ~ ) ( s ~ >  = i! 

i 2 0  

sn= S +  1 ai(Asn) i 

i r l  



Donc on peut é c r i r e  : 

@ %+l 
= 1 c ~ ( A s ~ ) ~  avec Ci indépendant de n. 

i r  1 

Par conséquent 

= 1 bi j  g . (n)  ou b i j  indépendant de n. 
j r i  3 

En appliquant l e  procédé (W), nous obtenons : 

( n )  - k + l  
Wk - S + ak,k+l (AS,) +... Yn, Vk 2 1. 

Remarque : 

i Le procédé (W) correspondant au  choix gi(n) = (ASn) est comparable 

au procédé dlOverholt (111.3) e t  au procédé (B') (Chapitre 1 )  (111.4). En 
k k 

e f f e t  gk(n+l)/gk(n) = (ASn+l/ASn) e s t  une approximation de a l  où a l  e s t  

l e  coe f f i c i en t  donnée par  : 

2 
Sntl = S + a l  (s,-s) + a 2  (Sn-S) +. . . (Par  exemple dans III. 3 ) .  

c )  Soit  ( Sn)na donnée par  : 

i On prend gi(n) = hn. 

l e s  gi v é r i f i e n t  



On ob t i en t  

S i  hn = in on retrouve l e  premier exemple t r a i t é .  

L'algorithme (W) e s t  une généra l i sa t ion  du procédé dfOverholt  ; 

en e f f e t  s i  nous chois issons  

k 
gk(") = (ASn+k-l 1 pour k 2 1 e t  pour t o u t  n ,  

a l o r s  (W) devient  

c ' e s t  l e  procédé dvOverholt (111.3). 

k-i  
Le choix gk(n) =TTAs,+~ correspond au procédé (Bv ) de Germain- 

i =O 

Bonne (111.4).  

k-1 
Le choix gk(n)  x i  co~respond  au procédé de Richardson : 

i = O  



Les choix correspondant aux procédés d'0verholt e t  de Germain-Bonne, 

vér i f ien t  (QI), (Q2) e t  (Q3). En e f f e t ,  dans l'exemple b )  on a vu que ASn+l 

possède un développement l imi té  par rapport  à Asn. Par s u i t e  ASn en possède 

un pa r  rapport à ASn+l. D'une manière générale AS e t  bç possèdent un dé- 
9 P 

veloppement l imité 1 'un par rapport a 1 'autre.  

* Choix gi(n) = (ASn+i-l 

ûr Asn+i-l possède un développement l imité par rapport à 

D'où 

gi(n+l) = b.. 11 g i (n )  + bii+l ai+l g i + l  (n) + a j (A~n+i ) j  
jZi+2 

On développe maintenant par  rapport a ASn+i+l 

.... e t c .  

On obtient  

(Q2)  : supposons j r i 

gi(n) g j (n)  = (ASn+i-i Ii (AS n+j-1 ) j  

ASn+i-l possède un développement limité par  rapport à ASn+i+j - e t  

' n +  - i en possède un par rapport à AS n+i+j-1' 

Don on a : 
w 

gi(n) B.(") I = Y ~ + ~ + ~  gi+j+ll(n). 
a=o 

(Q3) : supposons j > i 2 1 



On développe d'abord A n +  - par  rappor t  à AS n+i-1' Le r é s u l t a t  

obtenu e s t  

or " n + i - ~  ~ o s s è d e  l u i  a u s s i  un développement pa r  rappor t  à ASn+j-i-l. 

D'où l a  p ropr ié t é  (Q3). 

i-1 
** Choix gi(n)   AS,+^ 

&=O 

Par l a  m ê m e  technique que l e  choix précédent on montre que l e s  gi(n) 

v é r i f i e n t  (QI) ,  (Q2)  e t  (Q3). 

A t i t r e  d ' ind ica t ion  v é r i f i o n s  (QI) : 

Puis un développement de ASn pa r  rappor t  à AS donne : n+i  

De proche en proche nous obtenons l a  p ropr ié t é  (QI) .  

D1après l a  p ropr ié t é  2 précédente. 

La q u a n t i t é  wLn) donnée par  l e  procédé dlOverholt e s t  t e l l e  que : 



et celle donnée par Germain-Bonne-Wimp est telle que : 

On retrouve donc les propriétés fondamentales bien connues de ces 

deux procédés. 

111.5.2. - Etude du erocédé .................... ------- 

Ce procédé est quasi-linéaire : 

Par récurrence sur k on a : 

Supposons que 

Montrons que cette propriété reste vrai pour k. 



S i  Lim w:! = S et h i ,  it exi.6.te a et B pue : - 
m 

Preuve : 

La r è g l e  de l ' a lgor i thme nous permet d ' é c r i r e  : 

wkn) - ( n )  - AW::: où Awk ( n )  = ( n + l )  (n )  
- 'k-i gk(n+i)  - Wk-l - W k - y  

-+r- l 
g,(n+l) 

AW;:~ converge vers  zéro e t  - ne converge pas v e r s  un nous 
gk 

donne l a  conclusion. 0 

gk(n+l 
S i  l a  s u i t e  (gk(n)Jnd( converge ve r s  Uk), a l o r s  pour que - q T  ne 

converge pas vers  un, il f a u t  que t ( k )  s o i t  nul .  

Preuve : 

Par récurrence s u r  k e t  pa r  app l i ca t ion  successive du théorème 1 

nous obtenons c e l u i - c i .  O 



ThLoithe 3 : 

I Sous tes c o n W n s  du .?%éorrème 2 ,  

Preuve : 

D'où la conclusion du théorème. O 



Dans la règle de l'algorithme, posons 

AW~:: 
(") = - gk(n) 7 où A porte sur l'indice n. Dk-l Ag, n 

D'où le théorème de l'accélération de la convergence : 

Ce théorème nous ramène à la procédure 0 CS], que nous exposons 

dans le paragraphe suivant. 

Soit S l'ensemble des suites réelles ou complexes. Soit S' le 

sous-ensemble de S des suites (b ) virifiant : 
n ndbr 

Soit f une application définie par : 



Aan où C,' = an - bn, Vn . 
n 

Soit  un algorithme de l a  fonne : 

- + bn où (an)  e S e t  (bn) S1.  'n - an 

Soit  0 l a  procédure cons is tant  à remplacer C p a r  n 

où l ' i n d i c e  e x t é r i e u r  aux parenthèses correspond au  n ième telme de l a  s u i t e  

f ( ( a  ), (bn)) .  n 

O(Cn) est d i t  0-dérivé de Cn, ou de type-8 associé  à Cn. 

Cn e s t  d i t  0-pr imi t i f  de O(Cn). 

Pour p lus  d'information s u r  c e t t e  procédure se r e p o r t e r  à C51. 

Soi t  ( u )  l e  procédé 

Ce procédé s e  r é d u i t  à 

Appliquons l a  procédure 0 à (u) .  Cela donne 



( n ) )  En posant Win) = e(uk et Wk-l - - l-lk-1, dans l a  re lat ion précédente 

on obtient l a  règle  de (W) . 

Appliquons l a  procédure 8 à 

On obtient 

Dans c e t t e  dernière re la t ion ,  posons 

D'où l e  procédé de type-@ associé à (W) : 

C e  nouvel algorithme peut se  mettre sous l a  forme : 



La quan t i t é  vk(n) peut  a u s s i  s ' é c r i r e  : 

g k ( n t l )  

si -zF converge ve r s  une l i m i t e  f i n i e  b d i f f é r e n t e  de un, k 
n 

a l o r s  pk(n) converge vers  un. D e  p lus  s i  C la, B C o Ù O < a < l < 8 ,  

A@k-l 

à p a r t i r  d'un c e r t a i n  rang N ,  a l o r s  on a : 

I S L  (€3::;) convU$e vvehs S quand n + -, h i  i( e d t e  O < a c 1 c  

~0;:;~) 
N *et que 7 4 la, B C ,  Vn 2 N ; et h i  vk(n) + 1 quand 

A%-l 

n + CO, d o m  @Ln) convenge VUA S quand n + W. 

L 
Preuve : Evidente. 

Théoirhe 6 : 

SOU &A h y p o ü 2 ~ e ~  du th8oahe  5 et d i  L i m  = Q ~ - ~  E 1-1, +1C - {û 

@Ln)-s (n+l)-s  - A@k-l 
&OU eim .- = O <=> % i m  @k-1 

n- 0  (n) = Pk-1. 
k-1- n- e k - l - ~  

I 

Preuve : D'après l a  r e l a t i o n  de l 'a lgori thme nous avons : 



Par passage à l a  l i m i t e  nous obtenons 

Exemple 

S o i t  (Sn),,, une s u i t e  3 convergence l i n é a i r e ,  c 'es t -à-d i re  : 

R i m  'n+1-' 
Sn-s = P,  P E 1-1, +Ir, p # O. n- 

où S = R i m  Sn. 
rrw 

Pour une t e l l e  s u i t e  nous avons a u s s i  : 

k Prenons dans l e  procédé (W) g ( n )  = ( A n )  , 
k 

Les procédés (W) e t  (8 )  s e  réduisent  à : 



Pour ce ~ r o c é d é  de type 8 p a r t i c u l i e r  nous avons 

Preuve : 

Par récurrence sur k nous a l l o n s  montrer que : 

(n+ l ) - s  
'k-1 -S 

p => R i m  = p .  
n- 

k-1 

où encore que 

Comme pk(n) converge vers  1, l e  théorème 6 nous permettra de conclure.  



Pour k=O, (S ) e s t  à convergence l i n é a i r e .  n 

(n Donc ( e l  ln e s t  à convergence l i n é a i r e .  

Supposons que l a  p ropr ié t é  e s t  s a t i s f a i t e  jusqu'à k-1 .  Montrons l a  

pour k.  

e s t  à convergence l i n é a i r e .  O Donc (ek 



Méthode basée s u r  CF), appliquée 3 x = eeX de point  fixe 

- X Méthode basée sur dn), appliquée à x-e = O 

donnés 

i - -n 
procédé ( w )  avec gi(n) = (ASn) appliqué à l a  s u i t e  : xn+l = e  n 2 2  

avec xl = 1. Sa l i m i t e  e s t  x, = 0.567 143 290 409 

---__. -.- -- . --.. . _ _ - 

Diagonale descendante (+> préc i s ion  
r e l a t i v e  



1 CHAPITRE I V  1 

i i  :: ** APPLICATION DES APPROXIMNTS $2 ** ii ** ** **  ** ** D E  PADE A LA RESOLUTION $ 3  2% 

**  
gg ** DES EQiJATIONS NON L INEAIRES :: 



****************** * * * = INTRODUCTION * * * * * ****************** 

L ' W a t i a n  des a p p / r a M  de Padé pouh /rt%o&e d e s  équations 

non l%éaines a &té examinée pah p$uiew &W. Récment N0uhe-i.n C 7 81,  

p u h  Ctaesaenb-Lohou-Wuytach Cl01 o n t  donné deux techniques de culcul? 

ne m e n t  en jeu que llapptro*nt de Padé Ci/pl .  En 6aL.t c 'es t  h a e d e  

p o a s i b m é ,  ccur Li% b ' i n t h ~ a e n t  aux zéno~ du nwnWewr de t'apptraxl- 

mant Cq/pl. S i  q r 2 ,  t e  nombhe de zaob /ré&, a 'Li% exiÀtent, peuX m e  

aupi9Ùeu.t ou égat b deux, ce q u i  /rend l e  choix d'un zélro di(diciee. 

I l  t e s te  une acLtrre p o b a i b ~ é ,  c' ebt tlexthapalka%n. Dana l e  

cas d '  une hacine a h p t e  c ' es t  h dondon i n v ~ e  QLU. a m  app/raicimée 

pm un a p p n a x i m n t  de Padé apkh avoh eddectué un changement de va/eia- 
ble convenable. Mutgrré .ta comp&exiAé de4 c d U ,  h L c t  apphmhfant de 

Padé [p/qI est  une appmxinidtion de x,, h m c h e  de t'équtztikn f(x) = O 

à l10hdtLe p+q+l .  



I V . l .  - UTILISATION DIRECTE DES APPROXIMANTS DE PADE 

Soit à résoudre 

Soit x* une racine réelle simple de f. C'est-à-dire : f(x,) = O 
et fl(x*) # O. 

I V .  1.1. - Mi se en oeuvre du erocédé de Nourein Cl81 ............................ ...................... 

Soit w une approximation de x,. 

Soit la fonction g définie par 

Résoudre f(x) = O revient à résoudre g(t ) = 0 .  

Soit t, une racine réelle simple de g. Alors w + t, = x,. 

En utilisant le développement de Taylor de g au voisinage de zéro, 

avec c = C ~ C W ) ~  g(i)(~) i! - - f(i)(w) 
i i! 

L'idée est d'approximer g par un approximant de ~ a d é  [q/pl. Puis 

de chercher un zéro de cet approximant. Or si q 2 2 on risque d'avoir 

plus d'une racines réelles et donc on ne saura pas laquelle il faut pren- 

dre pour approcher t*. Donc on doit prendre dors-et-dé jà q égal à un. 

Soit P l'approximant de Padé [l/pl. On a 



'L 'L 
Posons t = - ao/al. t est donc une approximation de t, car P 

'L 
est une approximation de g. Par conséquent w + t est une approximati.on 
de x,. 

'L 'L 
Posons w = w + t. Donc à partir d'une approximation w de x,, on 

'L 
vient de construire une nouvelle approximation W. Et on a 

'L 
'L 'L 'L 'L 

W-X, = w+t-X, f(t+w) avec 5 E Imin(x,, t + w), max(x,, t + w)C. =m 

Car d'une part on a 

et d'autre part on a 

'L 'L 
f(w) = ft(,,) (w-X,) = g(t) + ft(y)t avec Imin(x,* w), max(x,, w)C 

'L 
et y E lmin(w, w+?),max(w,w+t)C 

= o p t 2 )  + ~'(YG 
'L = t(fl(y) + o(tp+l)) 

'L 
L'approximation w est donnée aussi par 

Les coefficients a. et al sont déterminés comme ce qui suit 



Le système [clbl + c0b2 

==> 

nous donne 

'ao = c 
O 

a l = c l + b  c 3. O 

O = cm + ~ ~ - ~ b ~  +...+ c b pour m = 2, 3, ..., P O m 

O = c  t c b  +... t c b  

o..... 

p+l  P 1 1 P 

................ :.e Y! - 1 "  O 

c C .......... :c p + l  p - l  1 

D'où l ' o n  tire al = cl - co 3 /H p ,  
=O 



En résumé, à p a r t i r  d'une approximation w on a obtenu une nouvelle 
'L 

approximation d 'ordre p+2, à s a v o i r  W .  Donc on peut i t é r e r  en u t i l i s a n t  

l a  fonction 

C'est  l e  procédé i t é r a t i f  de Nourein C181. Il coïncide avec d ' au t res  

procédés connus, pour l e s  premières va leurs  de p. 

f ( r ) (w)  
Posons Dr = Dr(w) = fi(wr pour r = 2 ,  3 , . .  . 

a )  p = O ,  Fo est l e  procédé de Newton 

b)  p = 1, F e s t  l e  procédé i t é r a t i f  de Halley-Schroder. 
1 

f"(w) 
F ~ ( w )  = w - U(W) avec D~ = m-. 

1-- U(W) D2 2 

c )  p 2 ,  F2 e s t  l e  procédé i t é r a t i f  de Kiss Cl81 

So i t  xo un point  vois in  de x*, l a  s u i t e  (xnlna cons t ru i t e  par  

F c ' e s t - à - d i r e x  = F ( x ) , e s t t e l l e q u e  
P ' n t 1  p n 

Dans ce qui  s u i t  on donne deux techniques de c a l c u l  de F dues 
P 

à Nourein e t  à Claessens-Loisou-Wuytack. 



IV .1.2. - Techniques de Calcul _--------------- ------------- 

* Ptrocédwre d e  Nomein  

S o i t  A l e  déterminant  d 'o rdre  p+l-q d é f i n i  pa r  
p + l  -q 

Mult ipl ions l a  de rn i è re  l i g n e  p a r  - e t  a joutons  à l ' a v a n t  

d e r n i è r e .  Développons l e  déterminant a i n s i  obtenu su ivant  l a  d e r n i s r e  

colonne. On o b t i e n t  

- " A = c  A = c  A 
( q )  p t l - q  O p+l - (q+ l )  O p-q 

C l  

=> A - ( q )  A 
p+l-q - p-q 

ces de rn i è re s  r e l a t i o n s  peuvent encore s ' é c r i r e  

(q+1) 
C 

C = C - O ( q )  pour L = q , . . . ,  p-1. 
P-R p-L Cp+l-e 

C 

avec c  (q+1) - 0 ( q )  
p-q-i - Cp-q-i- *- Cp+l-q-i 

1 

pour i = O, 1, ..., p-q-1 

e t  i 2 0. 

A = 
P-4 

1 C O o.......... ..O 

C 2 1 O 
l . , 

............................ O 
C ...................... C 
P-9-1 O 

C 
( q+1) ( qt1) .................. = 1 P-9 



E l l e s  son t  v r a i e s  pour q  = 1, 2 ,  ..., p-1,p. I l  en e s t  de mGme de 

l a  r e l a t i o n  l i a n t  l e s  dé te rminants  A e t  A 
p+l-q P-9' 

= f r c : q + i )  avec  Al = i. 
i = O  

Pour q = O on a 

S i  on c h o i s i t  c  ( 0 )  = c POUF i = 0 ,  1, ..., p + l ,  a l o r s  on a d'une 
i i 

p a r t  

% 
A = c  H - c  H p + l  1 p  O p "  

e t  d ' a u t r e  p a r t  

-fi ( i l  O r  A - c , d o n c o n a  
P  i = o  1 

3 /H e s t  donné pa r  
P  P  

Par  conséquent F (w) e s t  donnée p a r  
P  

c,(w) 



On a l a  procédure suivante pour c a l c u l e r  c (P) . 1 '  

Les q u a n t i t é s  c:') peuvent ê t r e  présentées  dans l e  t ab leau  suivant  

( i l  . - - - - -  

( i + l )  ..................... 

(P )  pO sou,trac- Cette  technique nécess i t e  pour c a l c u l e r  cl : 

t ions ,  p(p+l) mul t ip l i ca t ions  e t  p d i v i s i o n s .  Pour passep dans l e  t ab leau  2 

de l a  colonne i à l a  colonne i+l on d o i t  d i v i s e r  pa r  l e  f a c t e u r  c i i ) .  Cela 

peut e n t r a î n e r  une i n s t a b i l i t é  numérique. 

Considérons l e  déterminant 



La fonct ion  F s ' é c r i t  a l o r s  comme 
P 

Fp(w) = w - co Ap/Ap+l. 

Soi t  w l e  déterminant su ivant  
P 

o. . . . . . . 
. 'O.  

Par conséquent F peut s ' é c r i r e  
P 

Fp(w) = W - W /w 
P p + l '  

On a l ' a lgor i thme sujvant pour déterminer w e t  w 
p + l  ' P 



('1 = c! = c./c0, j  = 1 ,..., p+î  
3 3 

, i = 2,.. ., p t l  e t  j = l,.. . , pl-2-i 

Les quan t i t é s  w:j) peuvent ê t r e  rangées dans l e  tableau suivant  : 

( i -1)  (i) 

Les r e l a t i o n s  de l ' a lgor i thme précédent sont  obtenues de l a  manière 

suivante : 

Soi t  w( l )  (wbl) = 1 )  l e  dé te~minan t  d 'ordre  ( i )  i 



Soi t  k c 1 , 2 , . . , p l } .  Le déterminant wkl) e s t  une combinaison 

.. l i n é a i r e  des wil) pour i = 1, 2 . .  k-1. 

(c; 1 o. . .  . ..O I 

c; 1 o......o 

c i c i  1 o..o 

.......... 

f 1 .... ck ck-2. ci 

Soi t  maintenant l e  déterminant  w:') d 'ordre  ( i )  d é f i n i  p a r  

- 

( 1 )  - ( 1 )  (1 )  
= ci w ~ - ~  - ci w ~ - ~  + Wk-3 

.... ci 1 o. O 

c; ci 1 o..o 

.......... 

c,'+ 1 o . . . . .  ..O 

c; ci 1 o....o 

.......... 
ci c; ~~.~~~~~ ci 

= ci 1 
wk - 

ci 1 o..  . ..O 

c; ci 1 o..o 

. . . S . . . .  

1 t 
ck c ~ - ~ .  . . c i  



Or l e  coeff ic ient  c' d'indice le  p l w  p m d  e s t  cit1. 
j 

Danc pour que l e  determinant w ( j t l )  a i t  un M. il fau t  que 
P 

p+j  p+l  

e j = 1  

(1) Donc seuls w e t  w ( ~ )  -t u t i l i s é s  par 1. iriatim préc6dente. 
, P P 
(1) d'où l e  ca lcu l  de uptl. 

Pour i c 2 , .  . . , 1 l e  coeff ic ient  citj-l do i t  avo i r  un indice 

i+ j -1  S p + l +  j S p+2-i, d'où l e s  re la t ions  de récurrcince do l 'algorithme 

pdcédent  . 
hi voi t  que c e t t e  technique u t i l i s e  également P- addition6 et 

p q -  multiplications,  a p d s  avoir  au dapart effectué p divisions.  

Dans le  paragraphe suivant an va vo i r  que tou t  approotimant de ~ a d 6  

e s t  une approximation 'de x, . 

I V . 2 .  - UTILISATION RECIPROOUE DES APPROXIMANTS DE PADE 

Nous a l lons  exposer une technique analogue a c e l l e  in t rodui te  par  

Traub C241 pour construire des méthodes i t é r a t i v e s  d'un ordre a rb i t r a i r e .  

So i t  a résoudre f (x )  = O. Soi t  x,, une racine simple d e  f .  

-1 Soi t  F l 'appl icat ion inverse de f ; F = f e t  F(0) = x,. 

So i t  w une approximation connue de x,. Posons r = f(w) et consi- 

dérons l 'appl icat ion g déf in ie  pa r  : 



Supposons que l 'on puisse développer g ( t )  conune s u i t  : 

Considérons 1 ' approximant de Padé 

Par déf ini t ion de l'approximant de Padé, on a 

Came [m/nl (t ) e s t  une approximation de g( t ) , a lo r s  Cm/nl ( 7 )  
8 Q 

sera une approximation de g ( ~ )  e t  donc de x,. 

Par la s u i t e  on a 

où encore 

m a ta  Cf(w)l t.. .+ amCf(w)l 
O 1 - +o((w-x,)  m+ntl 

- X* 
1. 

i +blCf(w)l t.. .t bn[f(w)ln 



Les coefficients bi et ai de l'approximant de Padé sont détermines 

par les équations : 

avec la convention : ci = O pour i < 0. 

a 

Les coefficients ci sont donnés par 

I 
a. = cO 

al = cO bl + cl 

a2 = cO b2 + cl bl + c2 

............................ 
am = c b +...+ cWl bl + c m  

t m-n n 

Et on sait d'après C241 que la i dérivée de F peut s'exprimer 

en fonction des dérivées de f. 

avec (B2 ,&, ... ,$ ) solution de l'équation 
i ,a 

1 (j-1) B ~ , ~  = i-1 
j =2 

(*) : . ,a E N  pour j = 2,..., i Ki est le nombre des (i-1)-uplets 

solut ions de ( *) . 



On r appe l l e  a u s s i  que Ai 
f ( i ) ( w )  

= 'me 
D # W n a t i o n  des pit&&es d w v é e s  de F .  

Nous avons ca lcu lé  au chap i t r e  1 l e s  qua t res  premières dérivées de 

F au point  O.  Le t r a v a i l  e s t  l e  même pour t o u t  a u t r e  po in t .  

e t c . .  . 

On v o i t  que l ' express ion de ces  dér ivées  devient  de p lus  en p l u s  

crompliquée ce qu i  l i m i t e  l ' u t i l i s a t i o n  de c e t t e  méthode. On va v o i r  que, 

par  ce  moyen, on retrouve c e r t a i n e s  méthodes connues. 

a)  Méthode de Neuton 

Par i t é r a t i o n  sur l'approximant de Padé [1/01 nous obtenons une 

méthode d 'ordre  deux ; c ' e s t  l a  méthode de Newton. 

Donc on a 



'b 
Posons w = C1/01 (T) . On a 

g 

D'où l ' o n  tire l a  fonction i t é r a t i v e  de Newton 

6 )  Une d e  muhode d' o&e deux : Oo,itx). 

L'approximant de ~ a d é  [ 0 / l l  e s t  t e l  que 

Par s u i t e  [ O / l l  (T) e s t  donné pa r  
g 

D'où l ' o n  a l a  fonction i t é r a t i v e  4 
0,1 

Remaraue : 

Soi t  h(x)  = xf (x ) .  La fonction 4 ( x )  n ' e s t  r i e n  d ' au t re  que l e  
0 , l  

processus de Newton appliqué à h(x) .  

C )  Métkode de S c h h a d m  : 6 ( x )  
1,l 

E l l e  correspond à l 'approximant de Padé C1/11 (t). 
b 



L'approximant Cl/llg(~) s'écrit 

2L-f'(w)lL - f(w)fV(w) 

Par conséquent on a la méthode de Schroder : 

Par définition de l'approximant de Padé C1/11 (r) on a : 
3 

Elle correspond à l'approximant C2/0l (t). Elle est donnée par 
B 



e)  d ' o d e  3 
9 

E l l e  correspond à l 'approximant de Padé C0/21 (t). s 

C O 
2 

Co121 *(t) = = w -  
W C 2 w f t 2 t  + (wf" + 2 f t ) t  1 

2 W2ft3 + 2wf12t + (wf"+2f')t2 

où l e s  dér ivées  f ( i )  sont  ca lculées  au po in t  W. 

D'où l a  fonct ion  i t é r a t i v e  suivante 

- - -- 

D'une manière générale l 'approximant de Padé Cm/nl ( t )  donne nais-  
g 

sance à une méthode i t é r a t i v e  4 d'ordre m+n+l. 
m,n 

'b 
En e f f e t  w e s t  t e l  que 



'm ¶n 
e s t  donnée pa r  

e t  x = O  (xk) ,  k 2 O a v e c x  donné. k t 1  m,n O 

Grâce à 1's-algorithme e t  à l a  r è g l e  de l a  c ro ix  on peut  d é t e m i n e r  

t o u t e  l a  t a b l e  de Padé. En p a r t a n t  d'un point  w vo i s in  de x, on c o n s t r u i t  

l e s  approximants Cm/nl qui  sont  d 'ordre m+n+l. L e s  c o e f f i c i e n t s  de l a  sé- 

r i e  sont  donnés p a r  

IV .3 .  - ESSAIS NWERIQUES 

Soi t  à résoudre 

Donc 

-x f ( x )  = e -x, e t  g e s t  dé f in ie  p a r  g ( t )  = f (w+t)  

-w 
-W-t-w-t = ( e  -W e  = e -w ) + (-e-W -1 ) t  + - 2 n-w e n 

2 !  
t +...+ (-1) - t +.... n! 

-W C - e - i C 2  - - 2!  e t  - - ,m pour i 2 2 .  

p+2 On a vu au  paragraphe I V . l  que F (w) = x, + O(w-x,) . 
P 

Dans c e t  exemple on va s ' i n t é r e s s e r  au c a l c u l  de F (w) pour 
P 

p = 1, 2, ..., 10. 



Procédure de Nourein 

Soit à résoudre : 

T i e i w  = + c i = ( - 1 )  - = ( - I l  i 2 0 .  
l! l!' 

En partant de w = 2 e t  en util isant 1's-algorithme on a calculé 

l a  moitié de l a  table de Padé e t  on a obtenu l e s  résultats suivants : 



O 
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r )  

a 
(D 

O 
n 
X 
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'd 
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II 

O 
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03 c a g i t  sur  l a  var iable  x e t  où t e s t  un paramètre. 

- 1 
Soit  P un polynome qui e s t  un approximant de l a  fonction (1-xt) 

La fonction g e s t  approximée par c(P). Ch va s ' i n t é r e s se r  à l a  valeur 

de c(P)  en T puisque g ( ~ )  = x,. 

Soit  v un polynome a r b i t r a i r e  de degré k donné par  

v(x) = a. + a lx  + . . . + a  x k 
k (ak # 0)  

Considérons v ( x ) - v ( ~ ) .  On a 
x-t 

k-1 k-1-i  
) tk-i-l s o i t  ?;( t )  = tk-l w(t-') = 1 ( L alti+j i = O  j=O 

On a auss i  

'L 
- 1 k 

w(t)  = tk-lw(t-l) = tk-l c(v(x)-v(t  1) - - c( t v(x)- tkv( t - l )  
- 1 xt-1 1 

x-t 



% k -1 
Posons v(t) = t v(t 1. Cela donne 

'L 
Le polynome v(t) s'écrit aussi corne 

Considérons maintenant la fraction $k définie par : 

k 
$k(f(w))-x, = - Cf(w)l C(Q, avec T = f(w). 

k = O(w-x*) . 

Soit w' = bk(f(w)). w' est donc une approximation d'ordre k de x,. 

D'où l'idée d'itérer sur la fonction Ok. 

Soit xo un point donné. L'itéré x (n 2 1) est construit de la n 
manière suivante : 

$k est d'ordre k. 



Exemple& de fonctiorr +k 

a )  k = 1 : $l est dYordre un. Elle est dmn6c par : 

b) k = 2 : O2 e s t  d'ordre deux. Elle est donnée pa r  1 

a2x + (alx+a2c1)f(x) 
$,(XI = avec c l  = - 1 

a2+alf(x) + a02(x )  Fm 

On remarque que l e  choix a. = O ,  a l  = O e t  a 2  quelconque ( f  O )  

cornespond à l a  méthode de Newton. 

c )  k = 3 : $3 e s t  d v o r d r e  t r o i s .  E l l e  est donnée par  : 

1 
DP c1 = - .m e t  c 2  = - f"(x) . p a ~  s u i t e  on a 

On remarque que l e  choix a. = O ,  al = O, aî = O e t  a3  quelconque (if 0 )  

correspond à 





1 ' CHAPITRE V 1 

** i f  ** PROCEDES D'ACCELERATION DE LA 2: 

CONVERGENCE ASSOC 1 ES AUX **  ** ** 

- KING 

** - SCHRODER ** ** ** ** ** ** ** ** ** .... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .  



****************** * * * * * * INTRODUCTION 2 

A pantin de c a t a i n e s  méthodes de pM $ixe  noud U n s  mauztenant 

w n d m e  des pmcédés d ' a c c U W n  de la convuyence. 

NOUA nous .Ln.t&es~om euentieeeenrent aux méthodes de King Cl61 

et de ScCinodm C41. 

Nous avond vu au chap&e 17 que lu m&de de Knng est d 'o&e 

qurzR/re et que c&e de Schhaderr ut dto/r&e & o d .  A t ' a i d e  des ithéoaies 

de ~ ' ~ e / r p o ~ o n  polynômiaee et des &$$élrencu d i v i & t ~  d'une donc- 

W n ,  nous &nd donna  deux pmcédih d1otLd/re q w h e   pou^ & prr&&e 

eb: d ' o t h e  & o h  p o u  la beconde. 



V.1. - POSITION DE LA QUESTION 

S o i t  à Asoudre  une équation non l i n é a i r e  

So i t  $r une méthode i t i h t i v e  basée sur p points  e t  f a i s a n t  i n t e r -  

ven i r  dans son expression les dérivées de f jusqu'à l ' o r d r e  q : 

x n = $p(xn-l,...y x f ,  f V 9 . . . ,  n-p ' f ( 4 )  ) , 

r é t a n t  f 'ordre de convergence de @ on a : r 

où x, e s t  une rac ine  de f .  

Etant  donnée une s u i t e  (Sn)nd(, de limite S,, on va appragher les 

dér ivées  de f par  des quan t i t é s  fom&es  à l ' a i d e  d'un nombre f i n i  dc ter- 

mes de (Sn). S o i t  [ f ' j ) ~  une t e l l e  approximation pour j = O, 1. ..., q. 

ûn considère l a  transformation de s u i t e  (Sn) -+ (Tn) avec 

Le problème est de c h o i s i r  l e s  approximations Cf ("1 a f i n  d 'ob ten i r  

un proécédé d 'accéléra t ion de l a  convergence de degré r ,  c 'est-à-dire 

t e l  que : 

Dans l e s  deux paragraphes suivants  nous tentons  de répondre d'une 

c e r t a i n e  manière à c e t t e  question pour l e s  méthodes de King e t  de SchAder.  



V.2. - PROCEDE ASSOCIE A LA METHODE DE KING Cl63 

S o i t  une équation de l a  forme : 

En prenant f ( x )  = x - F(x) , on peut mettre l a  méthode àa King, vw 

au  chap i t r e  II, pa rapaphe  11.3.1, sous l a  foime : 

- 
ûn s a i t  que x 

4 
n+3-x* = 0(xn-x*) . 

Soi t  une s u i t e  (Sn)nd( à convergence l i n é a i r e .  On s a i t  que pour de 

telles s u i t e s  il e x i s t e  une fonction F e t  il e x i s t e  un e n t i e r  N t e l s  que : 

- 
Donc à p a r t i r  de Sn, Sn+l e t  Sn+2, il e s t  a i s é  de cons t ru i re  S n+2 ' 

La d i f f i c u l t é  cons i s t e  dans l e  ca lcu l  de F(Ç)' c a r  F n ' e s t  pas 

connue d'une façon e x p l i c i t e .  n+2 

Une idée  simple pour é v i t e r  c e t t e  d i f f i c u l t é  e s t  d ' in t e rpo le r  - 
F en Sn, Sntl e t  Sn+* pu i s  d 'apprwher  F(Snt2) pa r  l a  va leur  de son in-  - 
t e rpo lan t  au point  S n t2  ' 

( n )  Considérons l e s  deux p o i n t s  (Sn, Sn+l) e t  (Sn+l, Sn+2). So i t  Pl 

l e  polynôme passant par  ces deux po in t s .  On a : 

(n )  - - 
('n+2) = 'nt2* 

- ( n )  
'n+2 

e s t  un point  f ixe  de Pl . 

Pour avo i r  une meil leure approximation de F ( S ) ,  nous devons f a i r e  
n+ 2 

appel  à d 'au t res  termes de l a  s u i t e  (Sn) .  

Pour c e l a  pnenons les p o i n t s  (Sn, Sn+l), (Sn+l, Snt2) e t  (Sn+2, Snt3). 



Dans ce cas, le polynôme d'interpolation est & degré deux. 

soit P?) ce polynôme. 

pour j = 1, 2 et i = 0, 1,. .., 2-j. 

L'emeur d'interpolation nous pennet d'écrixw : 

3 = O(en), avec C r l m i n < ~ ~ + ~ ,  S I ,  rnax{~~+~, 1 s,+? [: 
i i 

1 Posons K1 = ASn+l dS = K1 
n 

Or lors de l'étude de la méthode de King au chapitre II, nous avons 

vu que 



~3) est déterminé par les conditions d'interpolation 

(n 
P3 ('n+i) = 'n+i+i ; i = 0, 1, 2, 3. 

Le calcul de ~ 3) = ~3) (G) se fait cumne pfic6dam~nt par le 

schéma de Neville-Aitken. 

Dans ce cas on a 

Considérons le procédé 

Cette fois-ci on a 

7 

En fait toute approximation Q(") de F(Sn+2) d'ordre B 2 4 conduit 

à la même conclusion. A savoir 

En effet 



Définissons l a  quanti té 2 par  

On pose 

Ainsi l a  s u i t e  (Sn) e s t  transformée en (Tn). Nous obtenons 

a l o r s  que l a  méthode de King e s t  d'ordre quatre.  

En e f f e t  nous avons : 

D'o3 l e  r é s u l t a t .  

On vo i t  qu'une approximation de F(Sn+2) d'ordre t r o i s  ne suffit pas 

pour obtenir  l ' o rd re  quatre. On s ' in té resse  donc maintenant à un polynôme 

d' interpolation de degré t r o i s .  Soi t  



Remarque : 

A p a r t i r  d e s  termes {sn, Sn+l, Sn+2, Sn+3, les pnoc6d6s 

d ' û v d m l t  et de thnuin-B- dcniwnt w quamtit6 13") telle que : 

Par  conséquent le  pmcédé que nous venons d ' é tud ie r  leur est cm- 

parable. 

V.3. - PROCEDES ASSOCIES A LA METHODE DE SCHRODER 

Nous avons é tudié  en d é t a i l  au chap i t r e  II, l a  méthode de S c h s d e r .  

E l l e  peut étre m i s e  sous l a  forme 

X n + i  = '3(Xn9 f ,  f l ,  f l ' ) .  

Dans ce paragraphe nous nous proposons de former a l ' a i d e  des termes 

d'une s u i t e  (Sn) de l i m i t e  S,, des q u a n t i t é s  approchant f ( x n ) ,  f t ( x n )  e t  

f l ' (xn) ,  de t e l l e  s o r t e  que l ' o n  a i t  

où Tn est donné p a r  : 

avec Cf] approximation de f (Sn) ,  Cf'] approximation de f 1  (Sn) e t  [f1'l 

appmximat ion de f "( Sn ) . 



V.3.1. - Procede d'ordre deux associe à l a  méthode de Schroder .............................................................. 

S o i t  (Sn)ndl une s u i t e  a convergence l i néa i r i s .  

I l  e x i s t e  F e t  il e x i s t e  N te ls  que 

S o i t  f d é f i n i e  p a r  

Pour n 2 N on a 

Donc nous prenons t o u t  simplement pour Cf] l a  q u a n t i t é  ASn 

Quant à f t  (Sn) e l l e  s e r a  approchée p a r  l a  d i f f é r e n c e  d i v i s é e  de 

f aux p o i n t s  Sn e t  Sn+l. 

De même f t l (  Sn) e s t  approchée p a r  l a  d i f f é r e n c e  d i v i s é e  de f aux 

p o i n t s  S n' 'n+i* 'n+2* 

ASn+l 
Posons Kn = r. 

n 

f(Sn+l)-f(Sn) ASntl- ASn 
Cf'] = - - = K  - 1  

'n+i - Sn Asn n 



La quantité Tn e s t  donnée par : 

Tn = 0 3 ( s n ~  Cf], C f ' ] ,  Cf"]) 

- - 2CfI Cf'l 
- 2[ f '12 -~ f lCf"1  

Ce procédé n 'e s t  que de degré deux. En bf fe t  

Notons, e - - 
n + l  - sn+l-S* et en+2 - 'n+2-'** 

2 3 
e n+l  = ( c l + l )  en + c 2  en + c 3  en +... 

2 2 e nt2 = ( c l + l )  en + c2(ci+1)(ci+2)  e n +. .. 



Posons Nn = ASn(Kn-1) 

Nous avons : 

Par s u i t e  

Par conséquent nous obtenons : 

Ce procédé, mettant en jeu Sn, Sn+l, Sn+2 e t  Sn+3 ne nous f o u r n i t  

que des q u a n t i t é s  d 'ordre deux. Or on s a i t  que l e s  procédés dV0verho l t  

e t  de Germain-Bonne, qui  u t i l i s e n t  qua t re  termes de l a  s u i t e ,  donnent des 

quan t i t é s  d 'ordre  trois. 

Cet te  p e r t e  de l ' o r d r e  e s t  due au f a i t  que l e s  deux développements 

en s é r i e  su ivants  ne coïncident  pas en généra l  : 

b i! f f ( i + l )  * (en  généra l ) .  

On ne veut pas u t i l i s e r  davantage de termes de l a  s u i t e .  D'où l 'idée! 

de cons t ru i re  une nouvelle approximation de f l ( S n )  grâce aux termes de l a  

s u i t e  u t i l i s é  déjà dans l e  procédé ci-dessus. 

C'est  l ' o b j e t  du paragraphe su ivan t .  



V 3 2 -:-:,J,-----,,--,---------------------------------------------- - Procede d'ordre trois associe I la méthode de Schroder 

On remarque que 

Par conséquent on a 

Soit  Xn d é f i n i  p a r  : 

Xn = Kn - i - , , 1 = c 1 + 2 c  AKn 2 e n + O(en). 2 

La q u a n t i t é  Xn coïncide avec f '  (Sn) jusqu'à l ' o r d r e  un compris. 

Dans l a  méthode de Schmder remplaçons f(Sn) par  AS,, f1 ( s n )  par  Xn 

e t  ffl(Sn) pa r  2CSn, Sn+l, Sn+2, f l ,  on o b t i e n t  l e  prochdé : 

Cette f o i s - c i  on a : 



3 Tn-S, = O(Sn-S+) . 

En e f f e t ,  en posant Nn = 

n nous avons les développements 

D'où 

Par conséquent nous obtenons : 

CONCLUSION 

Ces deux derniers  paragraphes montrent bien que t o u t e  méthode 

de point  f i x e  peut donner naissance à un procédé d 'accéléra t ion  de l a  con- 

vergence. La seu le  d i f f i c u l t é  r é s i d e  dans l e  choix des approximations con- 

venables a f i n  d 'obteni r  un degré d ' accé lé ra t ion  égal  à l ' o r d r e  de conver- 

gence de l a  méthode de po in t  f i x e .  





1 CHAPITRE V I  / 

:: ** D'EQUATIONS NûN LINEAIRES 



****************** * * * * INTRODUCTION * * * 

Dam c e  chapi&e n o u  noud .btétre64onû b î a  késo4UXon d e  4 y s t P m ~  
d' éq&nû non L&é&es. 

A p t e 4  a v o i n  m p p e t é  la métfwde dtHenhi& C83 mud en w p o h o n d  
une amhe basée 4Wr Le E - & g o m e  C6l , 

V I . l .  - METHODE D ' H E N R I C I  C81 

k Soit F une application de IRk dans IR telle qu'il existe x, E IRk 

tel que 

Soit f l'application définie par 

* * 
x est donc une racine de f. Supposons de plus fl(x ) inversible. 

Supposons que f admette un inverse F .  Soit x(O) un point donné. Supposons 

x(") construit. L'itéré x ("+') sera obtenu de la manière suivante : 

(O) luo = (AU ,..., AU (k-l)) matrice k x k 

(1) IU1=(Au ,...>AU (k)) matrice k x k 

AUo = U1 - Uo matrice k x k 

(n+l) (O) = u - uo(~u0)-' AU'O). 

Cette méthode peut être construite de la façon suivante : 



Considérons maintenant l e  développement de Taylor de F dans un voi- 

sinage de zéro. On a 

k où A = F1(0) e t  où O( 1 l ~ u ( ~ ' 1  1 2, désigne un vecteur de IR t e l  q u ' i l  e x i s t e  

une constante p o s i t i v e  K f i n i e  t e l l e  que 

I l  s ' a g i t  dans t o u t  ce chap i t r e  de l a  norme Euclidienne. 

Dans ce développement négligeons l e s  termes du second ordre .  Cela 

donne 

u = x* + A AU pour i = O ,  1,. .. , k. 
a = A A u ( i )  pour i = O,  1 ,..., k-1. 

S i  l a  matr ice AU e s t  inve r s ib le ,  a l o r s  on a 
O 

-1 
Donc l a  matr ice UO(AUO) a i n s i  obtenue peut ê t r e  considérée comme 

* 
une approximation du Jacobien F' ca lcu lé  au point  zéro. O r  x e s t  donné par  



D'où l'idée de prendre 

V I . 2 .  - METHODE BASEE SUR LE E-ALGORITHME 

Nous avons vu au chapitre III, que Pe @-algorithme est basé sur 

l'élimination de Gauss qui est également utilisée pour inverser une matrice. 

Donc nous allons linéariser le système puis appliquer le E-algorithme au 

système ainsi obtenu. 

Reprenons toutes les notations du paragraphe VI.1. 

Pour R E {l, 2,. . . , k), considérons le système, 

(1 1 (i+l) - u!~' et ( A e  , . . . , A:~)) désigne la I ième où AU = u ligne de la 
j j I 

matrice A. 

(il 2 Si on néglige le terme O( 1 1 Au 1 1 le alors, en appliquant le 

( i l  (i+l) ($1 
E-algorithme avec le choix g . ( i )  = Au = u 

j 
- U  , o n a :  

I 3 j 

* 
Par conséquent x est donné par 



Posons 

pour j = 1, 2, ... k e t  i = 0, 1, ..., k-j 

L'algorithme proposé e s t  : 

x( O) donné. 

(,il)ièrne i t é r a t i on  

( i + l )  E ( i )  ( i )  ( i t l )  

E ( i )  = g j - l , j  j - ~ - g j - l , j  'j-l 
3 ( i + l  , j  = l,..., k 

i = O , . . . ,  k-j 

( i + l )  ( i )  - ( i )  ( i t l )  
( i )  - g j - l , j  gj-l,f,  g j - l , j  gj-l,f,  

g j , ~  - . , j  = l,..., k-1 
( i + l )  - (1) 

g j - l , j  g j - l , j  i = O ,  1, ..., k t l - j  

k E ! ~ )  e s t  un vecteur de R e t  g!i) e s t  un élément de R. 
1 1 ¶ t  

On a l e s  deux propriétés suivantes : 



Preuve : 

Si f(x) = Ax-b où A est une W c e  

k et b E lRk aCou  

S o i t  x(O) donné. 

(il 
En appllquaxxt l e  E-algorithme à chaque composante de u , on ob- 

* (O)( (O)) e s t  l a  
t i e n t  xa = E:O)(U~~') pour a r I I ,  2 , .  .., kl . Puisque E~ ut 
%ièrne 

composante de EL') on a 

Phop&l#é 2 : 

1 Le u e d e m  E!" ut donné pail un happa de deux det-mntd 
1 J 

pauh j = 1 ,..., k e.X i = O ,..., k - j ,  02 t e  dC!.X&d du n.Uméha;teuh 

u.é dév&oppabte buiuan;t la p.te.rnièhe Ligne. 



Preuve : 

S o i t  !el, - - 1 7 e kase eensnique de R k . 
.'k' 

hl ~ ' ~ ' ( u ' ~ ' )  est donri6 par : 
j IV 

D'ap~ès  l e s  essais n-imé~iqines suivants c e t t e  me~hode basée scr %e 

E-algosithne semble être d'ordre deux, 



VI.3. - ESSAIS NUMERIQUES 

Soi t  a t rouver  l a  so lu t ion  unique x = -1 e t  y = 1 du système 

Les i t é r a t i o n s  de base convergent lentement c a r  l e s  va leurs  propres 

du Jacobien ca lcu lées  à l a  so lu t ion  valent  f 0.9. 

En p a r t a n t  de xo = y. = O on o b t i e n t  

E t  en p a r t a n t  de xo = - 1.5 e t  y. = + 1.5 on ob t i en t  : 



Considérons maintenant l e  ca s  s u i v a n t  : 

y = s i n ( x )  + s in(y-1)  + 1 

dont une so lu t ion  e s t  x = O ,  Y = 1. On a 

Pa r t an t  de xo = 0.5 e t  y. = - 1 on t rouve  : 

e t  en partant  de xo - 2 e t  y. = 2 on o b t i e n t  : 



2) La méthode dtHenrici appliquée au système 

donne les résultats suivants : 



******************* * * * BIBLIOGRAPHIE 2 * 

C l ]  A.C. A I T K E N , " O n B e n n o ~ ' h n w n e h i c ~ s o ~ n o ~ ~ e b ~ c  

~q&nbV. Proc.  Roy. Soc. Edinburgh, V.  46, 1926, pp. 289-305. 

C21 C .  BREZINSKI, " G é n W a t i o n  d e s  e w m n b  potynomidees d 

~ o n n & e s l ' .  RAIRO 6ème Année, R . 1 ,  1972, pp. 61-66. 
* 

[3] C .  BREZINSKI, "Les 6mctionb wntozues, wnnexion avec t '  e-utgo- 

&e lu a b t e  de Bad& et t e s  ài66éhences &écLp/roques". Publ ica -  

t i o n  no 68, Janv. 6976, L a b o r a t o i r e  de  c a l c u l  de L i l l e  1. 

C41 C.  BREZINSKI, "MéthodeA d ' a c c é e w n  de & wnvutgence en ana- 
tyhe numihique". Thèse d ' E t a t  1971, Grenoble.  

C5l C .  BREZINSKI, "Some n w  convtVqence accd-n m&Wd6". 

Math. Comp, à p a r a î t r e .  

C6l C.  BREZINSKI, " A  genmd e ~ p o ~ n " .  Nurner. Math. 35, pp .  175- 

187,  1980. 

c 7 1 C .  BREZINSKI, " A c c é t W n  de & convmgence en andyse numaque". 

L e c t u r e s  Notes i n  mathemat ics  no 584, Spr inger-Verlag,  He ide lberg ,1977 .  

C8l C . BREZINSKI, "Andybe numghique ~ c / r ~ e N .  P u b l i c a t i o n .  L a b o r a t o i r e  

d e  C a l c u l  de  L i l l e  1. 

Cg1 c.  BREZINSKI, " k e g o u h m e 6  d'accéeélration de h convmgence, &tude 

numéhiquev. E d i t i o n s  t e c h n i  p , 1978. 

Cl01 G .  CLAESSENS, G .  LOISOU and L. WUYTACK, S c i e n t i f i c  n o t e s  : "Com- 

me& on a m0.t &.n&g m h d  u i n g  Padé a p p h 0 ~ 0 n ' ~ .  BIT 1 7 ,  

(1977) ,  pp. 360-361. 



C l 1  1 B . GERMAIN-BONNE , ''E4Zhnathn de &z de hu&A et t jomdha-  

f i n  de pwcédé6 d'accéehztion de îu converrgence". Thèse d l E t a t  

1978, L i l l e  1. 

Ci21 T. HAVIE, " G e n W z e d  NevUe type ex&mptation hchemeb". BIT 1 9 ,  

(1979),  pp. 204-213. 

C i  31 P. JARRATT, "A &nd aehaa%n dunction bot  holvhg eq&nb ". 
Comp. J .  9 (1966),  pp.  304-307. 

Cl41 R.C. JOHNSON, "keteRnativeapprroachto Padé apphoxhav&". 

Mathematics Department, Durham Un ive r s i t y ,  England. 

Cl51 R.F. K I N G ,  "A  hecant methad bot &Ne irao.12". BIT 17  (19771, 

pp. 321-328. 

Cl61 R.F. K I N G ,  " An e x A h q w ~ n  m h o d  0 6  okdm dom dot U?ah de- 
quenceb". SIAM J o u r n a l  Numer. Anal. Vol. 1 6 ,  no 5 ,  O c t .  1979. 

Cl71 P.J.  LAURENT, ''E2u.de de pocédéh d' e w w n  en andyse vuuné- 

4.@en. Thèse d ' E t a t  1964, Grenoble.  

Cl81 A.M. NOUREIN, "Root deturdnlttion byu6e 06 Padeappm-". 
BIT 16 (1976) ,  pp. 291- 297. 

Cl91 A.M. OSTROWSKI, " S o ~ n  06 equation.6 h euceidean and Banach 
4pacebn. Thr id  e d i t i o n .  A.P. New-York and London. 

C201 K . J .  OVEkHOLT, "Erctended men a c c & W n W .  BIT (1965) ,  pp. 122- 

132. 

C211 P.B . POPOVSKI, "A note on KING'h 6h6th-omfm $ d y  06 methads 

dok hoîkhng e q d o n " .  BIT 21 (1981) ,  pp. 129-130. 

C221 P.B . POPOVSKI, "Methad 0 6  pcvrabofic appirabation dot solving the  
e q d 0 n  x = $(x)".  I n t e r n .  J. Computer Maths. 1981, s e c t i o n  B ,  

Vol. 9 ,  pp. 243-248. 



C2 3 1 D . SHANKS , "Non &neah .hznA $omaa%?n6 O $  d i v m g e n t  a d  &&d!g 

conveitgent aequence.6". J. Math. Phys. 34 (1955), pp. 1-42. 

C241 J.F. TRAUB, "7tma.lXve rndhods 6ok Zhe & o h t i b n  06 equations". 

Prentice Hall-INC-England Cliffs, N.J. 

C251 R .R. TUCKER, " A  geometnic dehiva t ion  06 0. S h k b  et AknA{ohnl'. 
from, the Facuity review, Vol. 65, no 3, Bulletin OS the NORTH, 

Carolina A et T State üniv., Spring, 1973. 

C261 J. WIMP, "Squence.6 A k n A 6 o m o r i 4  and th& appacatiovts". 

Academic press 1981. 

C271 P. WYNN, '"n a p&sv rub tm  R e c W u e  (a& .the n w n d d  2kut1.4 &vma- 

AXon 06 s î o t d y  convmgent  aequences and a m i e 6  ", Proc. Cambridge 
Phil. Soc. 52, (1956). 

C281 C. BREZINSKI , "RaR;iond appmxîma.tion t o  paweir b U f k 4 " .  Séminaire 
d'Analyse Numérique et dlûptimisation 1976-1977". Publication no 102, 

Oct. 1977 du Laboratoire de Calcul de Lille 1. 


